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l. 

ESTADISTICA DESCRIPTIVA, 
\ 

VATO Y OBSERVACION: ES EL RESULTADO DE REALIZAR UN EXPERIMENTO 

MUESTRA: ES UNA COLECCION DE DATOS 

MUESTREO: PROCESO DE ADQUISICION DE UNA MUESTRA 

CON REEMPLAZO:- CUANDO CADA ELEMENTO OBSERVADO SE REINTEGRA· 

AL LOTE DEL CUAL FUE EXTRAIDO ANTES DE EXTRAER EL SIGUI'ENTE. 

MUESTREO . 

SIN REEMPLAZO;- CUANDO CADA ELEMENTO OBSERVADO NO SE REINTE-

GRA AL LOTE. 

POBLACION: TOTAL DE DATOS QUE SE PUEDEN. OBTENER AL REALIZAR UNA 

SECUENCIA EXHAUSTIVA DE EXPERIMENTOS 

. 1 VISCRETA:-

POBLACIOIJ . ¡ CONTINUA, 

TIENE UN NUMERO FINITO O UN NUMERO INFINITO NO-

MERABLE DE DATOS POSIBLES 

TIENE UN NUMERO INFINITO NO NUMERABLE DE DATOS 

POSIBLES 

l. EXPERIMENTO: LANZAMIENTO DE UNA MONEDA DIEZ VECES 

POBLACION: SUCESION INFINITA NUMERABLE DE "CARAS" Y "CRUCES" 

(DISCRETA) 

MUESTRA: GRUPO DE 10 OBSERVACIONES 

2. EXPERIMENTO: MEDICION DE LA PRECIPITACION PLUVIAL MAXIMA DI~RIA 

POBLACION: 

MUESTRA: 

EN LA CIUDAD DE MEXICO DURANTE DIEZ A~OS 

SUCESION INFINITA NO NUMERABLE DE VALORES (CONTINUA) 

GRUPO DE 3652 OBSERVACIONES (TOMANDO DOS A~OS 

BISIESTOS DE 29 DIAS EN FEBRERO) 



2. 

MUESTRA ALEATORIA: ES UNA MUESTRA 'OBTENIDA DE TAL MANERA QUE TOVOS 

LOS ELEMENTOS DE LA POBLACION TIENEN LA MISMA PROBABILIDAD DE SER 

OBSERVADOS Y, ADEMAS, LA OBSERVACION DE UN ELEMENTO NO AFECTA LA 

PROBABILIDAD DE OBSERVAR CUALQUIER OTRO, ES DECIR, SI SON INDEPEN-

DIENTES. 

TABLA VE NUMEROS ALEATORIOS: ES UNA TABLA QUE CONTIENE NU~EROS QUE CONS-

TITUYEN UNA MUESTRA ALEATORIA OBTENIDA DE UNA DISTRIBUCION DE PRO-

BABILIDADES UNIFORME, QUE GENERALMENTE CORRESPONDE A UNA VARIABLE 

ALEATORIA QUE PUEDE ASUMIR VALORES ENTRE O Y 1, MULTIPLICADOS POR 

lOr, EN DONDE rES EL NUMERO DE DIGITOS QUE SE DESEA TENGAN LOS 

Nm1EROS. 

r {rx) 

¡--- ---------] 
1----·---. --·~ ~~-- j, ----·-~X 

LAS TABLAS QUE SE USEN PARA OBTENER UNA MUESTRA ALEATORIA DEBEN CON-

TENER NUMEROS CON MAYOR NUMERO DE DIGITOS QUE LOS QUE TIENE EL 

TOTAL DE ELEMENTOS DE LA POBLACION QUE SE VA A MUESTREAR. POR 

EJEMPLO, SI SE VA A OBTENER UNA MUESTRA ALEATORIA DE UN LOTE DE 

LENTES PARA MICROSCOPIO QUE TIENE 10,000 ELEMENTOS, LA TABLA QUE 

SE USE DEBERA TENER NU~mROS ALEATORIOS CON 5 O MAS DIGITOS. 

• 

• 

• 
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2. 

3 • 

METOVO VE MUESTREO ALEATORIO 

SE ENUMERAN LOS ELEMENTOS DE LA POBLACION 

SE FIJA EL CRITERIO DE SELECCION DE LOS NUMEROS ALEATORIOS 

(POR EJEMPLO, SE DEFINE QUE RENGLONES Y QUE COLUMNAS SE 

VAN A LEER) 

3. SE INDICA QUE DIGITOS SE VAN A ELIMINAR EN CASO DE QUE LOS 

NUMEROS DE LA TABLA TENGAN MAS DIGITOS QUE LOS NECESARIOS 

4. SE LEEN LOS NUMEROS, DE ACUERDO CON LO FIJADO EN LOS PUNTOS 

2 Y 3, Y SE EXTRAEN DEL LOTE LOS ELEMENTOS QUE TIENEN LOS 

NUMEROS LEIDOS. ESTOS CONSTITUYEN LA MUESTRA FISICA CON L~ 

CUAL REALIZAR LOS EXPERIMENTOS. LAS OBSERVACIONES CONSTITUI-

RAN LA MUESTRA ALEATORIA DESEADA • 

NOTA: TODOS LOS NUMEROS QUE SE'REPITAN SE CONSIDERAN SOLO UNA VEZ. 

TAMBIEN SE ELIMINAN LOS Nm1EROS MAYORES DEL TAMA~O DEL LOTE. 

EJEMPLO 

SE TIENE UN LOTE DE 1,000 TRANSISTORES NUMERADOS DEL UNO AL MIL, 

CUYA CALIDAD SE VA A VERIFICAR ESTADISTICAMENTE, PARA LO CUAL SE 

DECIDE TO~ UNA MUESTRA DE 40 ELEMENTOS Y MEDIR SU AMPLIPICACION
1 

USANDO LA TABLA-DE NUMEROS ALEATORIOS ANEXA, CON EL CRITERIO DE TO

MAR TODOS LOS RENGLONES IMPARES ELIMINANDO EL ULTIMO DI~ITO, LA 

MUESTRA PISICA SERIAN LOS TRANSISTORES CORRESPONDIENTES A LOS 

NUMEROS 0415, 0006, 0394, 0998, 0530, 0160, ETC • 



4. 

TABLA DE NUMEROS ALEATORIOS 

~~~ 1 
2 3 4 5 6 l 7 

1 
8 9 10 11 

1 Renglón '--... 
1 -2>.r------ -~-- - -

1 

116408 596491 1 1 81899 04153 53381 79401 2143.8 8303S 92350 36693 . 31238 
1 

i 
2 18629 . 81953 05520 91962 04739 13092 37662 94822 94730 06496 35090 1 

1 
1 
í 3 73115 47498 47498 87637 99016 00060 88824 71013 18735 20286 23153 ' ! 

448121 ! 4 57491 16703 23167 49323 45021 33132 12544 41035 80780 45393 
¡ 5 ¡ 30405 03946 23792 14422 15059 45799 22716 19792 09983 74353 68668 1 
: 1 í 1 
: 1 

i 6 ¡ 16631 35006 85900 32388 52390 52390 16815 69298 38732 38480 73817 
' 1 
~ 

7 !96773 i 20206 42559 78985 05300 22164 1 24369 54224 35083 19687 -11052 
¡ 8 ! 38 935 14349 -82674 665-23 ·--44133 0069"7 35552 35970 19124 -63318--¡ ¡ 64202 
{ 

131624 
: 

9 ; 76384 17403 03941 44167 64486 64758 75366 76554 01601 12614 ! 

119474 
1 

l 10 ! 78919 23632 27889 _47914 02584 37680 20801 72152 39339 34806 
i 

• '( 
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5. 

AGRUPAMIENTO VE VATOS 

FRECUENCIA VE UN EVENTO:- ES EL NUMERO DE VECES QUE OCURRE EL EVENTO 

AL OBTENER UNA MUESTRA DE LA POBLACION CORRESPONDIENTE, 

FRECUENCIA. RELATIVA VE UN EVENTO:- ES EL COCIENTE: DE SU FRECU~NCIA ENTRE 

EL TOTAL DE ELEMENTOS (TAMAÑO) DE LA MUESTRA. 

FRECUENCIA RELATIVA ACUMULAVA;- ES LA ACUMULACION (SUMA) DE LAS FRECUEN-

CIAS RELATIVAS HASTA UN VALOR DADO, PARTIENDO DEL VALOR (O DEL 

INTERVALO) MAS PEQUE~O. EN OTRAS PALABRAS, ES LA FRECUENCIA DE 

VALORES MENORES O IGUALES QUE UN VALOR DADO. 

FRECUENCIA COMPLEMENTARIA; ES LA FRECUENCIA DE VALORES MAYORES QUE UN 

VALOR DADO = NUMERO DE DATOS - FRECUENCIA ACUMULADA, 

VISTRIBUCION VE FRECUENC,IAS 

CON OBJETO DE FACILITAR LA INTERPRETACION DE LOS DATOS QUE SE 

TIENEN EN UNA MUESTRA, ES CONVENIENTE AGRUPARLOS POR VA~ORES O POR 

INTERVALOS DE VALORES,FORMANDO ASI UNA TABLA DE DISTRIBUCION DE 

FRECUENCIAS. 

PARA FACILITAR EL CALCULO DE LAS FRECUENCIAS ES UTIL.ORDENAR LOS 

DATOS EN FORMA CRECIENTE O DECRECIENTE DE VALORES, FORMANDO ASI 

UNA TABLA VE VATOS ORVENAVOS, 



6. 

EN UNA ESCUELA SECUNDARIA SE LES APLICO A 30 PROFESORES UN EXAMEN 

SOBRE PEDAGOGIA. LAS CALIFICACIONES (DATOS) QUE SE OBTUVIERON 

FUERON (YA ESTAN ORDENADOS EN FO~~ CRECIENTE) 

57 ' 59 ' 6 5 ' 6 7 ' 6 7 ' 6 7 ' 6 9 ' 7 2 , 7 3 , 7 3 , 7 7 ' 7 8 , 7 8 , 
'---v----' --v---

A B C 

81, 81, 83, 83, 83, 84, 84, 87~ 88, 89, 89, 91, 91, 93, 
··-·--y--··· 

D E 

95, 97, 99 

E 

AGRUPAMIENTO VE VALORES 

CALIFICACION FRECUENCIA FRECUENCIA FRECUENCIA RE-
RELATIVA LATIVA ACUMULADA 

57 1 1/30 1/30 

59 1 1/30 2/30 

65 1 1/30 3/30 

67 3 3/30 6/30 

69 1 1/30 . 7/30 
72. 1 1/30 8/30 

73 2 2/30 10/30 

77 1 1/30 11/30 

78 2 2/30 13/30 

·81 2 2/30 15/30 

83 3 3/30 18/30 

84 2 2/30 20/30 

87 1 1/30 21/30 

88 1 1/30 22/30 

89 2 2/30 24/30 

91 2 2/30 26/30 

93 1 1/30 27/30 

95 1 1/30 28/30 

97 1 1/30 29/30 

99 1 1/30 30/30=1 
-------~- ,_ ·-

[=30 [=30/30=1 
¿CUAL ES LA FRECUENCIA RELATIVA nP u~Tf'\,..,.,,.. .. , ........... ----

• 
~~-

-1 ~-~ -
)< 
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7. 

AGRUPAMIENTO POR INTERVALOS 

LIMITES VE CLASES; SON LOS VALORES MINIMO Y MAXIMO DE CADA INTERVALO 

MARCAS VE CLASE: SON LOS VALORES MEDIOS DE CADA INTERVALO DE CLASE 

LIMITES REALES VE CLASE: SON LOS VALORES MINIMO Y MAXIMO QUE SON 

FRONTERA ENTRE LOS INTERVALOS. ESTOS DEBEN TENER UNA CIFRA DECI-

MAL l\tAS QUE LOS DATOS, 

--~--
--------

EVENTO (INTERVALO DE ELEMENTOS FRE- FRECUENCIA 
CALIFICACIONES~ OBSERVADO~---- CUENCIA RELATIVA 

1 

A = {51-60} 57,59 2 2/30 
' 1 

B = {61-70} 65,67,67,67,69 5 5/30 

e = {71-80} 72,73,73,77,78,78 6 6/30 

D = {81-90} 81,81,83,83,83,84, 

84,87,88,89,89 11 11/30 

E = {91-100} 91,91,93,95,97,99 6 6/30 --- .. ---·- ...... -·--· 
I:=30 ____ _E) /~_q:_~----·---··----- ~·~- ... ! .. 

LIMITES INFERIORES LIMITES SUPERIORES 

DE CLASE DE CLASE 

EVENTOl LIMITES -DE · LIMITES--REALES-- --r:iARcAs-·· nil 
. i CLASE DE CLASE CLASE 1 

fiÑFERIOR SUPERIOR INFERIOR a.JPERIOR 

A 

B 

e 

D 

51 

61 

71 

60 

70 

80 

81 90 

91 100 
~---'-- ------------- - --·-

50,5 

60.5 

70.5 

80.5 

90.5 

60,5 

70,5 

80.5 

¡ 90.5 . 

ll01).5 

55.5 

65,5 

75.5 

85.5 

95,5 ¡ J . -..... --· .. ·- -·· .......... " .. .• ... . ·- . . . 



Evento Elemen.to.6 c.oJr.Jr.e.6 p. 
a lo.6 -in.teJtvalo.6 FJtec.u.en.c.-ia 

A: 51-60 59,57 2 

B: 61-70 67,65,69,67,67 S 

C: 71-80 72,73,73,77,78,78, 6 

D: 81-90 83,88,84,89,83,84, 11 
89,87,81,83,81 

E: 91-100 99,91,97,95,91,93 6 

30 

-
1 

FJtec.u.en.c.-ia FJtec.u.en.c.-ia 
Jtelat-iva ac.u.mu.lada 

2/30=0.067( 6. 7%) '2 

5/30=0.166(16.6%) 2+5=7 

6/30=0.200(20%) 7+6=13 
-

11/30=0.367(36.7%) 13+11:24 

6/30=0.200(20%) 24+6=30 

1.000 - me- .. -

1 

• 

FJtec.u.en.c..i. 
ac.um 
-

0.067 

0.067+0.1 

0.233+0.2 

a. Jtelat..i.va 
ulada. 

66=0.233 

00=0.433 

7=0.800 0.433+0.36 

0.800+0.20 0=1.000 

_J~~-·---« -··- . 
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B. 

A = {X: 50.5<X~60.5} 

B = {X: 60.5<X~70.5} 

e = {X; 70.5<X~B0.5} 

D = {X: 80.5<X<90.5} 

E= {X: 90.5<X<100.5} 
)' -

LIMITES REALES \LIMITES REALES SUPE-

INFERIORES DE CLASE RIORES DE CLASE 

A MAYOR NUMERO DE DATOS SE REQUIERE MAYOR NUMERO DE INTERVALOS, 

PERO SE RECOMIENDA QUE ESTE Nm1ERO ESTE ENTRE 5 Y 20, SUPONIENDO 

QUE EN PROMEDIO CAIGAN 5 O MAS ELEMENTOS EN CADA INTERVALO. ASI, SI 

SE TIENEN 30 DATOS, SE RECOMIENDA USAR 30/5=6 INTERVALOS. 

EL PROCESO DE AGRUPAMIENTO SE INDICARA AL MISMO TIE~1PO QUE SE REA-

LIZA EL SIGUIENTE EJEMPLO . 

EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO ANTROPOLOGICO SE OBTUVO UNA MUESTRA DE 30 ESTATURAS 



9. 

•• 
DE LOS VARONES ADULTOS RESIDENTES EN UNA REGION. LOS DATOS, OR-

DENADOS EN FOffi1A CRECIENTE DE VALORES, FUERON LOS SIGUIENTES: 

160,161,163,163,163,167,167,167,167,168,168,168,169,169,170, 

171,171,173,174,175,175,175,178,179,181,181,183,184,187,191 CM. 

OBTEÑER LA TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS. 

SOLUCION: 

l. DETERMINACION DEL RANGO DE LA MUESTRA 

RANGO = VALOR MAXIMO - VALOR MINIMO = 191-160=31 CM 

2. DETERMINACION DEL NUHERO DE INTERVALOS 

NUMERO DE INTERVALOS 30 = 5 = 6 

3. DETERMINACION DE LOS LIMITES DE CLASE 

ANCHO DE LOS INTERVALOS = RANGO = 3
6
1 = s·,l 

NUHERO 

TOMAREMOS UN ANCHO DE 6 CM, CON LO CUAL EL RANGO DEL AGRUPAMIENTO 

ES 6 x 6 =36 CM. LA DIFERENCIA DE RANGOS ES 36-31=5, QUE SE 

REPARTE EN LOS DOS INTERVALOS EQUITATIV.Ar-1ENTE. POR LO TANTO, 

LOS INTERVALOS RESULTAN SER: 

157-162, 163-168, 169-174, 175-180, 181-186, 187-192 

• 

• 



4. INTEGRACION DE LA TABLA: 

¡ INTERVALO 

157-162 ! 

163-168 162.5 

169-174 168.5 174.5 7 

175-180 174.5 180 •. 5 5 

181-186 180.5 186.5 4 

1187-192 186.5 192.5 2 1 
i 1 

=30 
.. -------- --·----'---

7 
30=0.233 

5 
30=0.167 

19 

24 

10. 

0.633 

0.800 

!0 =0.133 28 0.933 

1 30= 0.067 30 1.000 ( 
l 

__ E _=_1_~-~~ O --L---- ____________ _j 
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11. 

PRESENTACION GRAFICA VE LAS VISTRIBUCIONES VE FRECUENCIAS 

.ru t 
'- IP -
\j 1 

1 

" 1 í'j 9 ¡.. 
:\ 1 \} . 
~J i ·~ 

L"\ ; 
' l 1 7;--

i 
1 
1 

0' r 
1 

!/; s 1:.,.9r d ~-;;a ---y-r---t -- - ---
! 

- - - ¡.---llr---. -- -- - - ·- --- - --- ·-· 
! 
¡ 

.¡ti. 23~~ 

! 
; 

-+o. 11. 7 
1 

i 

~~-131 
1 

• 1 
1 
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12. 

.A 
I 
' 

¿CUAL ES LA FRECUENCIA DE VALORES MAYORES QUE 180.5?: 30-24=6 

{}.( 

LA FRECUENCIA RELATIVA ACUMUL~DA COMPLEMENTARIA ES: 1-0.800=0.200 (20%) 
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HISTOGRAMA VEL PROBLEMA VE LAS CALIFICACIONES EN PEVAGOGIA 

t 

1_ ' 

6 -------------r----1------1----

5 ------r------l 

2 .. .---~ 

1 
70 80 90 

'-· 

lOO 
Cali f icociÓn 

, ,·~ . . / 

13. 

TAREA: DIBUJAR EL POLIGONO, DE FRECUENCIAS Y LAS CU~VAS DE FRECUENCIAS 

RELATIVAS ACUMULADAS Y COMPLEMENTARIAS. 

' ' 

; 1 

' . 

. ' 1 ; 

1 

' ' 
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14. 

EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO SOBRE LA CALIDAD DE LOS MONOBLOCKS PRODUCIDOS POR 

UNA FABRICA, SE OBTUVO UNA MUESTRA ALEATORIA DE 100 ELEMENTOS, 

A LOS CUALES SE LES CONTO EL NUMERO DE DEFECTOS DE FABRICACION. 

LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS QUE SE OBTUVO ES LA SIGUIENTE: 

NUMERO DE 
DEFECTOS 

o 

1 

2 

3 

4 

S 

FRECUENCIA 

4 

13 

33 

30 

1S 

S 

1 

FRECUENCIA 
ACUMULADA 

4 

17 

so 

80 

9S 

100 

FRECUENCIA ACUMULADA 
COMPLEMENTARIA 

--.---.. ..... ..._ ...... --......................... ~--·-· 

96 (100-4) 

83 (100-17) 

so (100-SO) 

20 (100-80) 

S (100-9S) 

o (100-100) 

-~ 

11/.3 cl-t! de/'c(.--/~s 

.. :-\ 



15. 

1 

PERCENTI LES;- SON LOS VALORES DE. LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRF,:-

CUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 1 POR CIENTO. 

VECILES~ SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRECUEN

CIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 10 POR CIENTO. 

CUARTI LES-:- SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRE

CUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 25 POR CIENTO . 

.. lfJVIANA;- VALOR DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTE A LA FRECUENCIA 

RELATIVA ACUMULADA DE 50%, 

j 
"" ') 

~ 
~ 
\.) 

{\ 

·~ 
50 

\.J 
'\ 
\l 
~ 
IJ 
\) 

lt 

t 
1 

l 
1 

l ¡ 
¡ 
j 
1 
i 

1<\ 

~- ~ 
" 

1 

1 

1 
- -¡---

.. 

{\ 

~· " ' ... f\ 
' . 
~ 

~ 
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MEVIVAS REPRESENTATIVAS VE LOS VATOS 

MEVIVAS VE TENVENCIA CENTRAL 

VALOR MEDIO O PROHEDIO ARITMETICO· 

- 1 n 
X = - ¿ 

ni=1 
X. 

1 

16. 

DONDE xi SON LOS VALORES DE LOS DATOS Y n ES EL TAMA~O DE LA 

HUESTRA. 

SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS Y f. ES LA FRECUENCIA DEL j-ESIMO 
J 

INTERVALO Y x. 
J 

ES LA HARCA DE CLASE CORRESPONDIENTE, ENTONCES 

1 K - f .X. X = - ¿ K = NUNERO DE INTE;RVALOS n j=1 J J 

EJE!-~PLO 

SEA EL EJEMPLO ENUNCIADO ANTER!OID~ENTE DE LOS DEFECTOS EN MONOBLOCKS. 

SE TENIA: 

------------·-··-------···- ·--------·-·-···---1 ... --- ..... _ .. , ·.·-----~ 
No, DE DEFECTOS FRECUENCIA 

x f fx 
---.·-··--··- .. --------.. ----·--··- .. ·- -·-·-·--·----·-·- ·-

1 O 4 ¡4x0=0 

j 

-2 1 13 

3 2 33 

4 

l 
5 1 

K=6 1 

' 1 

L .... -~-L 

3 30 

4 15 

5 5 

E=100 

---··- ·-------.. - ..... - .. -

13 X 1 = 13 1 

33 X 2 

!30 X 3 
i 
1 
l15 X ¡ 
¡ 

: :: 1 : = 
4 = 60 ¡ X = 

¡ 5 X 5 
6 
¿ 

j=1 

= 25 ¡ 
'í 

1 
254 ! 

254 
100 

2.54 DEFECTOS 

POR MONOBLOCK 



17. 

MOVO~Es EL VALOR DE LA VARIABLE QUE APARECE CON MAYOR FRECUENCIA 

EN UNA MUESTRA. SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS, EL MODO ES LA 

MARCA DE CLASE DEL INTERVALO QUE TIENE LA MAYOR FRECUENCIA. 

EJEMPLO 
--- --- - --- ------ --------- --- - -- - -- - -- - - ---

EN EL PROBLEMA DE LOS MONOBLOCKS EL ~iODO ES 2 • EN EL PROBLEMA 

DE LAS ESTATURAS DE LOS VARONES ADULTOS DE UNA CIUDAD EL MODO ES 

165.5 CM. 

1 
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18, 

MEVTANA~ ES EL VALOR DE LA VARIABLE QUE CORRESPONDE AL 50% DE LA 

FRECUENCIA RELATIVA ACUMULADA. 

SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS POR INTERVALOS~LA MEDIANA SE PUEDE 

CALCULAR CON LA FORMULA (ADEMAS DE GRAFICAMENTE, COHO YA SE VIO}: 

MEDIANA = M = LM + 

DONDE LM = LIMITE INFERIOR REAL DEL INTERVALO QUE CONTIENE A LA 

MEDIANA 

fM Y dM = RESPECTIVAMENTE, A LA FRECUENCIA Y ANCHO DEL INTER

VALO QUE CONTIENE A LA MEDIANA 

~ 
~ 
~ 

FM = FRECUENCIA ACUMULADA HASTA EL INTERVALO QUE CONTIENE 

A LA MEDIANA EXCtUSIVE 

n = TAMA~O DE LA MUESTRA 

r .!1- - F JM Z.. M 

§ 
\J nj2=50%--
fb 

-;;;;; = __ } __ _ 

~ ---- 1 

l 
1 1 

1 1 
r-1-,i- 1 

f-dMh 

• .1 = d ,, --' M 

1 ~ +-1 -----

L/'1 M 

~ ~ 
Inlervalo 1ve con/;;ene_ 

a /¡;¡ /J? e~·r>á,.,éJ 



19. 

EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO PARA DETERMINAR LOS TIEMPOS EN QUE UNA MUESTRA ALEA-

TORIA DE INDIVIDUOS REACCIONABA A CIERTOS ESTIMULOS PSICOLOGICOS 

SE OBTUVO LO SIGUIENTE: 

j MARCA DE CLASE LIMITES 
x, EN SEG REALES 

FRECUENCIA FRECUENCIA 
f ACUMULADA, F fx,SEG 

___ --~-------L _______ o ... l0~----~0-.-07-5-o .-12-S-- ~- -----2---- ----~--2--- ----:- ---o---;-2o------~ 

2 0.15 0.125-0.175 7 9 1.05 

3 0.20 0.175-0.225 14 23 2.80 

4 0.25 0.225-0.275 4 27 1.00 

K=5 0.30 0.275-0.325 3 30 0.90 

E=30 t f.ix.=5.95 

1 . 1 J. J= 

1 -

x = 
5 j~ 5 

= 0.198 SEG 

MODO = 0.20 SEG 

dM = 0.05, LM = 0.20 -
0 ·~ 5 = 0.175, FM =9 

n/2 = 30/2 = 15, fM =14 

MEDIANA= M= 0.175 + 15
1¡ 9 0.05 

M= 0.175 + Oi!O = 0.175 + 0.021 = 0.196 SEG 



• 

• 

• 

18, 

MEVIANA~ ES EL VALOR DE LA VARIABLE QUE CORRESPONDE "AL 50% DE LA 

FRECUENCIA RELATIVA ACUMULADA. 

SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS POR INTERVALOS~LA MEDIANA SE PUEDE 

CALCULAR CON LA FORMULA (ADEMAS DE GRAFICAMENTE, cm10 YA SE VIO): 

n 

MEDIANA = M = LM + 
2- FM 

f ' dM --M 

DONDE LM = LIMITE INFERIOR REAL DEL INTERVALO QUE CONTIENE A LA 

MEDIANA 

fM Y dM = RESPECTIVAMENTE, A LA FRECUENCIA Y ANCHO DEL INTER

VALO QUE CONTIENE A LA MEDIANA 

~ 
~ 
~ 

FM = FRECUENCIA ACUMULADA HASTA EL INTERVALO QUE CONTIENE 

A LA MEDIANA EXCLUSIVE 

n = TAMA~O DE LA MUESTRA 

§ 
\) njz=so%--
~ 

' .z--~ d;; = ----;--r---
~-,;, 

~ ~ ---- 1 

1 
.. L= ~ 

1 1 

1 1 
r-1--)r 1 

t-dMh 
1 1 1 

Inle/vc?lo ¡ve con!;~ene_ 
a la m e,-:1/:a"'a 

Mecl/j, na-== M:;: LM .f-,/ 



19. 

• EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO PARA DETEIDUNAR LOS TIEMPOS EN QUE UNA MUESTRA ALEA-

TORIA DE INDIVIDUOS REACCIONABA A CIERTOS ESTIMULOS PSICOLOGICOS 

SE OBTUVO LO SIGUIENTE: 

j MARCA DE CLASE LIMITES 
x, EN SEG REALES 

FRECUENCIA FRECUENCIA 
f ACUMULADA,F 

fx,SEG 

___________ ------1 ~ ------0.10--- ----0-.-0~-5-0-.--125----- -- 2--- -- ~------- 2--~--- -- --- o-.-2o---- -----

2 0_.15 0.125-0.175 7 9 1.05 

3 0.20 0.175-0.225 14 23 2.80 

4 0.25 0.225-0.275 4 27 1.00 

K= S 0.30 0.275-0.325 3 30 0.90 

I:=30 t f.ixi=5.95 • j=l-

x = 
5 3~ 5 = 0.198 SEG 

MODO = 0.20 SEG 

dM = 0.05, LM = 0.20 -
0 ·~ 5 = 0.175, FM =9 

n/2 = 30/2 = 15, fM =14 

0.175 15 - 9 0.05 MEDIANA = M = + 14 

M = 0.175 + 0.30 - 0.175 + 0.021 = 0.196 SEG 14-

•• 
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MEVIVAS VE V1~PERS10N 
i 

RANGO = MAXIMO VALOR OBSERVADO i- MINnm VALOR OBSERVADO 

VARIANCIA ;- SI LOS DATOS NO ESTAN AGRUPADOS; 

2 1 n - 2 1 n 2 -2 ~ -2 
SX = L (X. - X) =- L X. - X= X -X 

n 1=1 1 n 1=1 1 

SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS: 

2 1 K ~ 2 
S =- E (x.- X) 

X n j=1 J 
1 k 2 -2 2 -2 ñ L fi Xi - X = X - X 

i=1 

DONDE LAS SON LOS VALORES DE LAS MARCAS DE CLASE DE LOS INTER-xj 

VALOS • 

VESVIACION ESTANVAR 

COEFICIENTE VE VAR1AC10N 



21. 

EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO SOBRE LA TEMPERATURA ~~XIMA DIARIA EN UNA CIUDAD 

SE OBTUVO LO SIGUIENTE DURANTE UNA PRIMAVERA: 

~ J_· --+-i_:_~_~_i_~_A_~g~----~-~-~~~_rr!~~ ~f -F:~~EÑc!A ;: -~-=;~ <~_-~:;_; --~~~X l 2;_ 
1 1 

2 

3 

4 

1 S L_j 

55 -
64 -
73 -
82 -
91 -

63 59 2 118 -21.3 453.7 

72 68 6 408 -12.3 151.3 

81 l 77 7 539 - 3.3 10.9 
1 
1 

90 1 86 9 774 5.7 32.5 
' 

99 1 95 6 570 14.7 216.1 

__ L ___ --- ··---···--- 30 2409 
--··· .. --·-···-- --·-·-·-- ·------- -------·-

- 2409 80.3 op X = 3'0 = 

s2 = 3480,6 = 116 op2 
X 30 

sx = IIT6-= 10.8 op 

vx = 10.8 - 0.134 80.3 -
(13.4%) 

MODO = 86 

d =9, LM=?2.5, fM=7, FM=8, 
n 30 15 

M 2 = y= 

72.5 15 - 8 9 72.5 9 MEDIANA = M = + = + = 7 

907.4 

907.8 

76.3 

292.5 

1296.6 

3480.6 
------· __ _j 

81.5 op 

.. 

• 



• 

22. 

TARE A 

0.78 0.38 0.72 0.65 0.72 0.92 0.78 0.(i5 0.92 0.78 
1.36 1.43 0.65 0.48 0.83 0.48 0.72 0.48 0.65 0.78 
0.135 1.00 0.78 0.78 1.03 1.26 0.48 0.48 1.06 0.96 
0.65 0.92 0.72 0.78 0.78 0.48 o:28 0.3G 0.83 0.48 
0.78 0.49 0.36 0.78 0.78 0.83 0.88 O.U6 1.03 1.21 
0.88 0.57 0.72 1.03 0.92 0.96 0.78 1.09 0.92 1.12 
0.65 0.65 0.8-'3 0.72 0.72 0.78 0.72 1.09 . 0.83 0.83 
0.83 1.06 0.57 0.78 1.23 1.09 1.03 0.18 0.65 1.34 
0.96 0.65 0.·18 1.18 1.12 0.18 0..!8 0.72 0.57 0.55 
0.()6 0.65 0.96 0.51 0.65 1.21 1.48 0.96 0.05 1.40 

--" -- ··--- --------- ------ -.---

1. Agrupar datos por intervalos y elaborar tabla con frecuencias, 
frecuencias relativas, frecuencias acumuladas y frecuencias 
relativas acumuladas (anotar límites, límites reales y marcas 
de clase). 

2. Dibujar: a) Histograma 

b) Polígono de frecuencias 

e) Curva de frecuencias acumuladas 

3. Calcular todas las medidas de tendencia central y de dispersión 
que se han estudiado 

a.. Sin ~grupar datos 

b. Con datos agrupados 



TRANSFORMACION VE VARIABLES 

SEA X UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES 

fX (x} , Y SEA LA TRANSFOID1ACION 

Y= g(X} = a + bX 

PARA EL CASO EN QUE X ES UNA VARIABLE CONTINUA, EN TEORIA DE PRO

BABILIDADES SE VIO QUE 

E(Y} = /
00

(a+bx}fX(x)dx =a !
00

fx(x}dx + B /•xfx(x}dx 
-co -en . -oo 

= a + bE(X} 

Y, ANALOGAMENTE QUE 

(ESTOS RESULTADOS SON VALIDOS TAMBIEN PARA VARIABLES ALEATORIAS 

DISCRETAS.} 

AHORA, SI SE TIENE UNA MUESTRA DE TAMA~O n DE LA VARIABLE X, A 

CADA VALOR, xi, DE DICHA MUESTRA LE CORRESPONDE UN VALOR, yi, DE 

LA MUESTRA DE Y DADO POR 

Y = a + bx; i ... 

POR LO TANTO, EL PROMEDIO ARITMETICO DE LAS y. ES 
~ 

n 

Y= ! ~ y. = ! ~ (a + bx.} = ! ~ a + b E = a + bx 
ni=1 ~ ni=1 1 ni=1 ni=1 

ANALOGAMENTE, EL VALOR MEDIO CUADRATICO RESULTA SER 

2 1 n 2 
Y = - r Y 

ni=1 i 

2 = a , + 

1n 2 1n 21 n 1 n 22 
=- r (a+bx.} =- r a+- r 2abx. +- r b x. 

ni=1 1 ni=1 n i=1 1 n i=1 1 

---:-.-.. -:-o-~··;··~-·----~-----·~------· . . -------- ... ----

.. 

1 
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Y, LA VARIANCIA, 

2 2 -2 S (y) = y -y 2 - 22 - 2 = a + 2abx + b x - (a+bx) 

ESTAS TRANSFORMACIONES SE PUEDEN EMPLEAR PARA CALCULAR EL PROMEDIO 

y, Y LA VARIANCIA s 2 (y) DE LA MUESTRA DE UNA VARIABLE QUE RESULTA 

- 2 DE UNA TRANSFORMACION Y, CON BASE EN ELLOS, CALCULAR x Y S (x) DE 

LA MUESTRA ORIGINAL, MEDIANTE LAS ECUACIONES 

x = (y - a)/b 

2 2 2 
S (x) = S (y)/b 

ESTE PROCEDIMIENTO AHORRA BASTANTE TIEMPO DE CALCULOS CUANDO LOS 

DATOS ESTAN AGRUPADOS, EN CUYO CASO LOS xi SON LAS MARCAS DE CLASE . 



25. 

EJEMPLO 

. 
EN EL PROBLEMA DE LOS RESULTADOS, x. , DE Ul~· EXAMEN SOBRE PEDAGO-

~~.. 1 

GIA SE OBTUVO LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS INDICADAS EN LAS DOS 

PRIMERAS COLUMNAS DE LA SIGUIENTE TABLA: 

·r-:-·----· --· .... ··~ ·--·--·· ·-- ---- ------- ----- -'- -· .. -- .. -·-- .. --.... --·- .......... -......... --.. ------------- ----·------1·-------.. ------
1 MARCAS.DE CLASE FRECUENCIAS MARCAS DE CLASE 2 2 1 

x . f 
1
. TRANSFORMADA 1 y . y . f . 

1 
y . Y . f . ll 

l J. J. 11 J. 11 -·---------- -·------·--- ................................... -. -- ···-· ..... -.- ---· ..................... ·- ................................. ¡-........ ·---- ............... ' .. ·, 
l 55. 5 2 -2 - 4 ! 4 8 1 

1 
1 i 

! 

1 

! 
L_ 

65.5 5 -1 5 1 5 

75.5 6 o o o o 

85.5 11 1 11 1 11 
! 

95.5 6 2 12 ¡ 4 24 

E=30 E=14 E=48 ...... ___ 
~-~ ... .._ ·~··-~-----.. ~ .. ·----h ------·- -·---·-·-··· .. - .... ···- .._ ......... 

- 14/30 0.467, 2 48/30 S2(y) (0.467) 2= y = = y = = 1.6, =:1.6 - l. 382 

x = [0.467- (-7.55)]/(1/10) = 80.17, s 2
(x) = 1.382/(0.1) 2= 138.2 

CALCULAREMOS EL PROr.1EDIO Y LA VARIANCIA DE ESTA MUESTRA, CALCULANDO 

PRIMERO y Y s 2 (y) DE LA TRANSFORMACION 

y = a + bx = 
~ - el 

c2 

b = !_ CON C : MARCA DE CLASE CENTRAL Y c2 1 

c2 ~ ANCHO DE CLASE) 

TOMANDO a = -75.5/10 y b=1/10 (C 1=75.5 y c 2=10), SE TIENE 

y. = (-75.5 + y.)/10 
J. J. 

POR LO QUE 

.. 

• 

• 

• 
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yl = (-75.5 + 55.5)/10 = 2 

y2 = (-75.5 + 65.5)/10 = -1 

y3 = (-75.5 + 75.5)/10 = o 

y4 = (-75.5 + 85.5)/10 = 1 

Y5 = (-75.5 + 95.5)/10 = 2 

OBSERVESF. QUE SE OBTIENE y= O PARA EL INTERVALO CORRESPONDIENTE.A 

Xi = c1 , Y PARA LOS INTERVALOS CON VALORES ~~YORES DE X BASTA 

CON IRLE SUMANDO UNA UNIDAD, HIENTRAS QUE A LOS DE VALORE8 HENORES, 

IRLE RESTANDO UNA UNIDAD . 



27. 

REGRESION LINEAL 

-- ... ~ •-t 

CON MUCHA FRECUENCIA SE PRESENTAN PROBLEMAS EN QUE INTERVIENEN 

DOS VARIABLté ·:ALEATORIAS (O Ut-iA ALEATORIA Y· UNA DETERMINISTA) Y 
~-- . . ( 

SE DESEA DETERMINAR UNA RELACION FUNCIONAL ENTRE ELLAS. SI SE 

OBTIENE UNA MUESTRA DE PAREJAS DE DATOS (x1 , y 1 ) Y SE ANOTAN EN 

UNA GRAFICA X-Y, VISUALMENTE SE PODRA PREVEER EL TIPO DE RELACION 

ENTRE AMBAS VARIABLES, Y LUEGO HACER UN AJUSTE MATEMATICO DE ALGUN 

TIPO DE CURVA. 

EJEMPLOS (GRAFICAS DE CORRELACION) 
-~ 

1 
\. 

--~ 
~ () 

. ·~·~ ,, " 
~t 

• • 

~~ 
~~ 

• 

~ 
~ ~ 

~ 
'>:) 

" ~ 
~ 
':\ .. , 
\) 

~ 
~ 

• 

+ 
4 

e 1 
' . \) 

1 ,~ ' -~ 'l i 
u " f "., 1 

·\1 ,t ¡ • 
~~ • 
~() 

1 
0~ 

1 

• 

• 

• 
• • • • • 

• 
• 

• 
-·----- ----- --- ---· -- · -----·- - ·--:> C~/;'1/,;....-::./_-,",. en 

.. 

• 
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PARA AJUSTAR ALGUNA CURVA A UN GRUPO DE DATOS SE PUEDE PROCEDER 

DE DIFERENTES MANERAS, DE LAS CUALES LA MAS SENCILLA ES "A OJO", 

PERO TIENE LA DESVENTAJA DE QUE, POR NO SER SISTEMATICO, DIFERENTES 

PERSONAS PROPONEN DISTINTAS CURVAS. DE LOS METODOS ANALITICOS O 

MATEMATICOS, EL MAS COMUN ES EL DE MINIMOS CUAVRAVOS. 

SI X ES IA VARIABLE INDEPENDIENTE Y Y LA DEPENDIENTE, SE DICE QUE LA 

REGRESION ES DE Y CON BASE EN X, Y VICEVERSA. 

EN ESTE CURSO NOS CONCRETAREMOS AL CASO DE UN AJUSTE LINEAL, ES 

-DECIR, MEDIANTE UNA LINEA RECTA, DE ECUACION Y=~X + b, EN DONDE 

. m ES LA PENVIENTE Y b IA ORVENAVA AL ORIGEN • 

• 
~~ ,dtud t: n e>Ja-hvd 

··~ 
. . 
• • . 

. . ·- ..... --.. ··---·--·--····~-· ·-..-!> X 

y 

' • • • 1 
• ' 

• 
1 , . - • • 

• • 
• ¡,.--- -···· ··- ------ ---·---~ X . ~ . 



/' J /, 

:"~'·_.·_ 
l 

~y 

l 
l 
! 

.. 
)· 

29. 

~·r ~. 

• 
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30. 

AGRUPAMIENTO VE VATOS POR PAREJAS 

CUANDO SE TIENE UNA MUESTRA CON MUCHOS DATOS TOMADOS POR PAREJAS, 

CORRESPONDIENTES A DOS VARIABLES ALEATORIAS, ES A MENUDO CONVE

NIENTE AGRUPARLOS POR VALORES O POR INTERVALOS y· LUEGO OBTENER LA 

VISTRIBUCION CONJUNTA VE FRECUENCIAS, DE LA MANERA QUE SE MUESTRA EN EL 

SIGUIENTE EJEMPLO. 

EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO CON FINES ANTROPOLOGICOS REALIZADO EN UNA MATERNIDAD, 

SE OBTUVO LA MUESTRA POR PAREJAS, MOSTRADA EN LA TABLA 1, CORRES-

PONDIENTE A LAS VARIABLES ALEATORIAS 

X = ESTATURA 

Y = CIRCUNFERENCIA DE LA CABEZA 

DE LOS NI~OS AL NACER. 

CALCULAR LA DISTRIBUCION CONJUNTA DE.FRECUENCIAS Y DIBUJAR EL 

HISTOGRAMA CORRESPONDIENTE. 

'J' 
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31. 

" r ' : 

TABLA 1 , ESTATURA- x ! EN CM), Y CTRCUMFERENCT A VE LA CA-' . 
BEZA,Y (EN CM).EN BEBES AL NACER (VATOS VEL PROF, E. NAVRATTL, 

1~-í'. ':· ..-
UNIVERSITY HOSPITAL, GRAZ, 7962) 

.,.,. '"""'''•' 
' ' ,,,., ' 

:z: Í(.¡ "il'; 1• 
·f~ 

--~·.·' 
52 36 
48 34 
so 34 
51 34 
47 35 
51 35 
52 36 

'2 36 
53 37 
48 34 
so 34 
52 37 
52 36 
so 35 
so 34 
49 34 
48 34 
48 33 
so 35 
so 35 

y y 

so 33 51 34 
48 34 49 34 
51 36 SI . 36 
54 38 51'' 34 
49 34 so 35 
49 33 47 35 
49 33 49 34 
so 34 49 3J 
48 33 49 35 
52 34 52 36 
so 34 51 37 
so 33 so 35 
49 35 s6 39 
SI 35 52 34 
53 35 47 34 
48 32 S~ 36 
48 33 49 34 
so 33 49 35 
SI 35 49 34 
52 36 ·SI 35 

:z: y y 

SI 36 48 33 
53 33 48 33 
51 36 so 36 
49 34 49 32 
SI 35 49 35 
so 34 48 34 
49 35 so 34 
so 33 49 34 
47 33 49 34 
so 35 49 33 
49 34 48 34 
so 34 so 35 
48 34 49 33 
47 35 so 32 
so 35 54 37 

'53 36 so 35 
52 36 52 34 
53 38 SI 35 
so 34 52 35 
53 39 48 33 

TABLA 2, GRAF!CA VE CONTEO CORRESPONDIENTE A LA 
MUESTRA VE LA TABLA r. 

1 Estaturax (en cm) 
i Circunferencia 

1 
de la cabeza 
y (en cm) 

47 48 49 so SI 52 53 54 SS 56 

-
39 1 1 

38 1 1 

37 1 1 1 1 

36 1 /111 .wt- ll 11 

35 111 -#tt" .J.m- rr 1 1 1111 

34 1 #tr ::. +Ht 111 111 11 1111 

33 1 #tt -Htf 1111 1 1 

32 1 1 1 

_· ~ ~ J 

• 
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TP..BLA 3. VISTRIBUCION VE FRECUENCIAS VE LA MUESTRA VE LA 
TABLA 11 

1:-taturax (•'" ..:m) 
Cirrunfcrcm:ia 

de la cabeza 
y (en cm) 47 48 49 50 51 52 53 54 SS 56 

------------------
39 1 1 

--------------------
38 1 1 

---------------- ----
37 1 1 1 1 

--------------------
36 l 4 7 2 

---- - ------ - - -· --
35 3 S 9 6 1 1 

--- ----------------
34 1 7 10 9 3 3 

--------------------
33 1 6 S 4 1 

------------------
32 1 1 1 

HISTOGRAMA CORRESPONDIENTE A LA TABLA 1 

56 

32. 

1 
1 



METOVO VE M!N!MOS CUAVRAVOS 

EL MEiono DE MINIMOS CUADRADOS TIENE COMO CRITERIO EL QUE LA SU~1A 

DE LOS CUADRADOS DE LAS DESVIACIONES DE LAS ORDENADAS, y., RES-
1 ,., 

PECTO A LA RECTA DE REGRESION, y., SEA MINIMA, ES DECIR, SE TIENE 
1 

UN METODO DE OPTIMIZACION EN EL QUE SE PRETENDE QUE 

¡1 1 

D = 
n ,... 2 
E (y. -y.) SEA MINIMO 

i=l 1 l. 

n 2 
D = E (y. - (b ,+ ~1.)j i=l 1 

n 
~D = 2 E (y. - b - mx.) (-1) = 0 
ab i=l 1 1 

CON ESTO SE TIENE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOG
t 

NITAS, b Y m, QUE CONDUCE A 

m= 

b = 

= 

... 
.. mx 

k <x1-x> <y. -y> = n 1 

s 2
(x) 

ESTA ULTIMA ECUACION INDICA QUE LA RECTA PASA POR EL PUNTO (x,y). 

SI LAS PAREJAS DE DATOS ESTAN AGRUPADAS EN K CELDAS Y LA FRECUENCIA 

\~ ~-~ Y\ yj S.QN SUS MA..'q_C_~S DE CLASES, ENTONCES, 

== -~ K - . -
xy = 1'1j~lfjx~(xj-~) {yj-yiJ_ 

S (X) 

' 

.~ 



34. 

METOVO CORTO PARA CALCULAR LA RECTA VE REGRESION 

A MENUDO SE PRESENTAN PROBLE~AS DE REGRESION LINEAL EN LOS QUE SE 

MANEJAN GRANDES CANTIDADES DE DATOS Y, ADEMAS,SUS VALORES SON DE 

VARIAS CIFRAS. PARA REDUCIR LA LABOR Nm·1ERICA SE .RECURRE A AGRU-

PAR LOS DATOS Y A TRANSFOR~R LAS VARIABLES DE LA MANERA SIGUIENTE: 

DE DONDE 

x' = 
x ... c

1 e , 
2 

x-ex' +e - 2 1 

Y' = 

EN TAL CASO, EL PRHffiR TERMINO DEL NUMERADOR DE LA FORMULA PARA 

CALCULAR m SE TRANSFOffi1A A: 

1 K 
- L f. x .. y. = 
nj=l JXY J J 

1 K 
=- I f. (c 2 c 4x~y! + c2c3xJ. + c1c4 yJ~ + c1c3) 

nj=l JXY J J 

K K 1 K 1 , n 
r fJ.XYxJ'·YJ'· + c2c3 . r - f. x '. + c1c4 r -f. y. + c1c3 j=l j=l n JXY J j=ln 1xy J n 

EL SEGUNDO TERMINO DE L~. MISHA FOR\1ULA QUEDA: 



35. 

ADEMAS, Tm1ANDO E~\1' CUENTA QUE 

LA FO~~ULA PARA CALCULAR LA PENDIENTE CAMBIA A 

~ fxjl Y/ -c2c4.X 1 Y' . 
c~s 2 

(x 1 ) 

1 K 
= C 4 ( _n.._~_~_l_f~j~x ..... y_x_J'_Y_/_-_x_' Y_' 

c2 s2<x') 

EN ESTAS TRANSF0~1ACIONES c 1 Y c 3 DEBEN SER IGUALES A ALGUNA DE LAS 

MARCAS DE CLASE CENTRALES DE x Y y~ RESPECTIVAMENTE, Y c 2 Y c 4 DEBEN 

; SER IGUALES A LOS ANCHOS DE LOS INTERVALOS DE LOS DATOS DE x Y de 

y
1

RESPECTIVAMENTE. 

/ 



1 

• 

36. 

EJEMPLO 

CALCULAR LA RECTA DE REGRESION DE LOS DATOS ANOTADOS EN LA 

SIGUIENTE TABLA, MEDIANTE EL METODO DE MINIMOS CUADRADOS. 

X V xy .. 
8 7 56 

6 12 72 

4 2 8 

6 6 36 

13 7 91 

10- 3 30 

1 6 6 

7 2 14 

3 9 27 

12 11 132 -- - -
E= 70 65 472 

2 
X 

64 

36 

16 

36 

169 

100 

1 

49 

9 

144 -
624 

x = 70/10=7, y= 65/10=6.5, ; 2=624/10=62.4 

s 2
(x) = 62.4 - 7

2 = 13.4 

1 IO 472 - 7 X 6.5 

13.4 m = = 0.13 

b = 6.,5 .- 0.13 x-7 = 5,59 



37. 

EJEMPLO 

OBTENER LA RECTA DE REGRESION DE LAS· CARGAS EN LOS PISOS 1 Y 9 

DE UN EDIFICIO 

CARGAS EN TON/M2 
-·--- ----

ZONA PISO 1 PISO 9 
X y 

A 38 355 

B 354 370 

e 207 307 

D 273 270 

E 127 182 

F 324 962 

G 358 222 
,1 

H 519 405 

I 147 315 

J 181 420 
, __ -

K 118 484 

L 114 287 

M 243 228 

N 522 470 

o 236 194 
p 269 260 

Q 268 679 

R 321 366 

S 305 358 

T 335 317 

u 577 368 

V 271 284 



1 

1' 

38. 

TABLA 4. VISTRIBUCION CONJUNTA VE FRECUENCIAS VE LAS CARGAS EN LOS PISOS 1 Y 9. 

i.\ i O.s 

1 

100.5 200.5 ~00.5 400.5 500.5 600,5 700.5 800.5 900.5 

Y a a a a a a a a a a 

X \~ 100.5 200.5 300.5 400.5 500.5 600.5 700.5 800.5 900.5 1 000.5 
\ 

O. S 
a 

100.~ X (1) 

100.5 

a 

200.5 X (1) X (1) X (1) XX(2) 

200.5 
11 

a 

300.5 X (1) XXXX(4) X (1} ' X (1) 

0.5 

~ 
400.5 X (1} XXXX(4} X (1) 

400.5 

a 

500.~ 

500.5 

a 

600.5 X (1} XX (2} 



39. 

• 
INTERVALOS '~~i~-i_--0--E----r---f--r -~~=~---7-==~-~-~:f.~ ~ --

1 50.5 ! 2,550.25 2,550.25 0.5 -100.5 50.5 

100.5-200.5 150.5 

200.5-300.5 250.5 

300.5-400.5 350.5 

400.5-500.5 450.5 

5· 

7 

6 

752.50 

1,753.50 

2,103.00 

0.00 

¿=22 ¿=6, 311.00 

- = 6,311.00 = 
X 22 286.86, 

.-2 
X = 82,288.66 

~= 2,201.304.50 = 
22 100,059.30 

22,650.25 

62,750.25 

122,850.25 

164,430.25 

113,251.25 

439,251.25 

737,101.50 

0.00 

¿=2,201.304.50 

s2
(x) = 100,059.30- 82~288.66 = 17,770.64 

S tx} = / 17 , 7 7 O·. 6 4 = 13 3 • 31 

. ' '•' 
',f• : 1 ~ • ' '• \, 1 ~.:.. t 

• 
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INTERVALOS r-11\F.CAS DE 2 
CLASEJ y f yf y 

100.5-200.5 150.5 2 301.00 22,650.25 

200.5-300.5 .250.5 6 1,503.00 62,750.25 

300.5-400.5 350.5 8 2,804.00 122,850.25 

400.5-500.5 450.5 4 1,802.00 202,950.25 

500.5-600.5 550.5 o 0.00 303,050.25 

600.5-700.5 650.5 1 650.50 423,150.25 

700.5-800.5 750.5 o 0.00 563,250.25 

800.5-900.5 aso·. s o 0.00 723,350.25 

900.5-1000.5 950.5 1 950.50 903,450.25 

-- --r-·-- --·-··---... ·---·-

- ~22r=B, 011. o o -· -- .. --~----·--"""·- ···-- ··-· "---··-'· ·-· 

- = 8 ' o 11 • o o. = 
y 22 364.14 , -2 y = 132,597.94 

2 y = 3,543,005.50 ~ 161,045.70 
22 

s 2 (y) = 161,045.70- 132,597.94 = 28,447.76 

S(y) = 128,447.76 = 168,66 

40 • 

-· 

3 

9 

8 

4 

9 

1-----

E=3,5 

45,300.50 

76 '501. 50 

82,802.00 

11' 801.00 

0.00 

23,150.25 

0.00 

0.00 

03,450.25 

43,005.50 

TAREA: CALCULAR x, s 2 (x), y y s 2 (y) DE LOS DATOS AGRUPADOS ANTE

RIORES, MEDIANTE TRANSFORMACIONES APROPIADAS DE VARIABLES . 



41. 

1 

MARCAS DE CLASE FRECUENCIAS ¡ ¡ 

X y 

--
., 

so.s 350.5 

150.5 150.5 

150.5 250.5 

150.5 350.5 

150.5 450.5 

250.5 150.5 
1 
1 

250.5 ! 250.5 
1 

1 250.5 350.5 

250.5 650.5 

350.5 250.5 

350.5 350.5 

350.5 950.5 

550.5 350.5 

550.5 450.5 

E = 

-PUESTO QUE x = 286.86, 

SE OBTIENE FINAL11ENTE QUE 

f xy 

1 1 

1 2 

1 3 

1 S 

2 6 

1 3 

4 6 

1 8 

.1 16 

1 8 

4 12 

1 33 

1 19 

2 24 

22 

xy f xyxy 

-~-----------~· ... ---

7,700.25 

7,700.25 

2,750.25 

7,800.25 

7,700.25 

2,750.25 

7~800.25 

2,950.25 

7,800.25 

2,850.25 

3,150.25 

2,950.25 

8,000.25 

-·------1---
¿ = 

17,700.25 

22,650.25 

37,700.25 

52,750.25 

135,600.50 

37,700.25 

251,001.00 

87,800.25 

162,950.25 

87,800.25 

491,401.00 

333,150.25 

192,950.25 

496,000.50 
__ .._, .. ,-- nr_,_......_ ___ ,,.. __ , 

2,407,155.5~ 
-··---~~---

y= 364.14 Y s2 (x) = 17,770.64 

·. 

• 

1 
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1 

( EJEMPLO 
\ 

RESOLVER EL PROBLEMA ANTERIOR UEDIANTE EL METODO CORTO. 
\ 

PARA APLICAR EL METODO CORTo\sE EMPLEA UNA TABULACION COMO LA 

SIGUIENTE: 

A -·-

~ 
y 

b..~~~/ 
f y 

_ ... e~..: k.,~p 

_......_e ~~~ ~~--
.~o/ ~~~ ~-

~;~~ 
~El DJ\ j 

fx l 
x' 

f x' · 
X 

··2 
x' 

fxx'2 

Ef. X 'y' 
JXY . 

x'y' 

\ 
1 

1 -¡ ·-·------
'2 y f ,2 

y Y 
E f . . .. -~y·-· :·-T 

JXY , 
.. ---~·· -··-·- ·--1 

\ --+----- ____ ,_ ____ j 

1· 

Y¡,'· 
\ 

\ 
--r --- --+--------i 

l ·---~- -- , ____ -----···! 
. ·-+---··--·--·--·------4 
!- ------+--+- ~"·-----------· .. ----~ 
lj ----~ .... -----1 

--

-· 

1 i -7-¡ 
.r / -+·-·---+-· 

1 

·----1 
1 ·-----· - .. ·--·-\ 
í 
1 

------·-··-+ 
i 
J 

l 

.¡ r 
1 

.\ 
1 

,l 
' 

1 

·-1---+ .. ---+-
¡ 

! ) 
) 

!1 

1 
i 

1 

....._____.__,___ - - -----_ _j 
;¡ 

11 

:i 
JI 
;/ 

¡1 
il 

fj ~~~-. x'y' ~-CELDA j 
XY!,¡ JXY 

~-----+----~.i . 
,L 

PARA LA ·TRANSFOR.~CION DE VAF~~ABLES 

Y -\)c3 
Y'= -c1-

c2 - ~,o, c 3 - 350.5 Y c 4 -

X.- el 
X' = y 

c2 

TOMAREMOS el = 250.5, 100. 

{ 
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- x o ::-~oo .~·- ~~~~;o o. -s ~ :~;.:~: o-.~-~3 o o . ~~:o . s so~ . ~-6 o o .~ t- -~~: t; .1y :2 f ;~ ~f~~x:y .-f 
y • 50.5 150.5 ---~50.5 350.5 550.5 y -f-- --~ 

100. s-200. s! i j 

1 
150.5 2 1 2 o 1 o ~-- ---- ----~·-,_:- 21 ~~ 4 ~-----~- - 1 

¡ 200.5-300.5 1 1 
1 o -~ -6 ! 1 6 o 1 

3 o o. 5-4 o o. 5 i 1 1 ' - --- i 1 l 1 t - r- -- ! 
¡_· 3 5o ·_~ ____ j_o ¡ : _ ¡o ___ o 1 -~+¡ o o 1 o 1 o • 4 l-o i o j 1 1 o ¡1 s ¡ o: o ¡ o ! o o ¡ 
: 400. s-s~o. s ¡ T--r-

1 
J · 

1 
- --~---r-r-- , --· ~,! 

1 

--- · ¡ ¡ -~ r ¡ -· 1 
1 4 5o • 5 ! 1 ; t-1 2 1-2 ! 1 . 1 1 ' 3 2 1 6 4 ¡ 1¡ 4 1 1 ¡ 4 . 4 j' 
~~¿o-.-s~7oo.s; -+-l t~--- -~r:-J _____ ---~---¡-- ~--i- -1-----i--- -j--- ¡--t· -¡- t --~- -

. 1 ' . l 1 1 1 !' 1 ' i 1 
: 6 5o • 5 ¡ i ; . í ¡ i o 1 i o ¡ 1 1 ! ! : 1 . 3~ 3 l 9 1 9 ; o ! 

-go(l~S-íOoñS-t-1 r--~+ l 1 1 ! ¡ ·¡ . ·¡ ¡ 1 T r 1 ¡- --¡ 
..... - ~50.5 ~- ,_ ! L~- , ___ ~ +- ~~~--+-_¡__+---Í---l-4 4-~-!36_ 1, _3~- ~ _ -~-~ 

¡ • ! 1 . 1 1 l l 1 ' '1 1 
fx . 1 1 f-..:_~- ~~-+--t!+ l- j 6 -+-- _1_. _3 -¡-- j~~t-_;_ 3~-· -+--~3 ~ _ ~2 1 

X' : j -2 ~ ! ¡-1 1 
1 

0 i . 1 i ! 1 3 \ j ¡ ~ j ¡ ! : l 1 t -r-+ -+-r-- t 1 -t___¡_--:· --:----¡--- ¡·---·:---··L---J-.. ----¡ 
fxx 

1 
: -2 ; l -5 : 1 O ¡ ' 6 1 1 9 1 

L' 8 1 
; 1 1 j. 1 

-'~. ----- ---~ -t-r ---r--- -¡ --4-- -i-- · -t -~-+----- ~1 --+·--t---~-----t------~ -i- .. ~ t t -·- , . 
· x•

2 ¡ : 4' ¡' '1 i !o· l .1 1 : j' 9 · l , 1 1 

--- f-~ 
1

-2 - --: ! J --- :- s ·¡ -i -1 o. ' - T -¡;-: -; ,; 7 - 1 1) ·¡ l 
4--------~-- -~--:-~ ;-- -t~ -·: lL___ r--- ~,-- i·. ... . ¡ : ¡ ; -) ; 

[ r: . X Y , 1 • 1 ; 0 1 i 5 ! 6 :12 1 
......_._ JXY , . __ _1 ___ ____ _j _ _L _ ; . ! _ . 
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x' = 2 ~ = 0.3636; Y' 3 -= u- ~.= ~ = 1.9091, ~= ~~ = 2.8636 

s2 {x') = 1.909i-(0.3636) 2 
s

2
(y') =. 2.8636..:(0.1364) 2 = 2.8450 

- e x' 36.36 250.5 ¿86.86 X = + el = + = 2 
J 
J 

-y = e y' 4 + e3 = 13. 6"4 + 350.5 = 164.14 

1 1 o o 22 12 - ( o . 3 6 3 6 ) ( o . 1.3 6 ) 
m = I01f l. 7769 !/- = 

- - r. 
0.4959 
1.7769 

b = y - mx = 364.14 - 0.28 x !~86.36 = 
1 y 

283.96 

---- __, 
1 

0.28 

1 

! 
'· 
1 

TAREA: DE REGRESION, Y TRAZAR LA GRAP'IeA CORRES-. 

1 PONDIENTE, DE LOS DE LA TABLA 3. 
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VAR1ANC1A Y ERROR ESTANVAR VE LA EST1MAC10N MEV1ANTE LE RECTA VE REGRES10N 

~ 

<XM) YA SE INDIOO, EL TERMINO y. ~ y. REPRESENTA LA DIFERENCIA ENTRE 
l. l. 

EL VALOR OBSERVADO DE LA VARIABLE Y Y EL VALOR PREDICHO (LA ORDENADA 

DE LA RECTA DE REGRESION) CORRESPONDIENTE A xf. DICHO TERMINO SE 

LLAMA ERROR VE PREV1CC10N O VE EST1MAC10N. POR EJEMPLO, SI PARA x
3

=SO 

SE OBSERVA QUE y
3

=65, Y LA ECUACION DE LA RECTA DE REGRESION ES 

~ -y=70 x + 21.9, EL VALOR PREDICHO RESULTA y
3 

=oJO x 50 + 21.9, Y EL 

ERROR DE PREDICCION CORRESPONDIENTE ES 65 - 56.9 = 8.1. 

LA VAR1ANC1A VE LA PREV1CC10N O VE LA ESTÚAACION, S~ l x, cm! ES UNA ESTIMA

'.C,ION GLOBAL DEL ERROR DE PREDICCION PARA TODOS LOS PUNTOS OBSER-

VADOS, SE DEFINE MEDIANTE LA FORMULA 

i=N _, 2 
¿ (y i - y i) 

i=1 
N 

(I) 

EN DONDE N ES EL TOTAL DE DATOS DE Y. ADEMAS, SE PUEDE DEMOSTRAR 

QUE S~jx SE RELACIONA CON LA PENDIENTE DE LA RECTA DE REGRESION 

MEDIANTE LA ECUACION 

•, 

• 

1 

PUESTO QUE LA ECUACION y = mx + b SE OBTIENE MEDIANTE EL METODO DE MINI 
i=N , ~ 2 . 

MOS CUADRADOS, EN EL CUAL ¿ (y. - y . ) TIENE EL MINIMO VALOR PO-
l. l. . 

i=1 
SIBLE '· Y COMO LA VARIANCIA DE LA PREDICCie>N'. s·E CALCULA CON LA 

EC (I), LAS PREDICCIONES BASADAS EN LA RECTA DE MINIMOS CUADRADOS • SON TALES QUE LA VARIANCIA DE LA PREDICCION ES MINIMA. 
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MEVTVAS VE CORRELACTON 

' CUANDO SE REALIZAN ESTUDIOS ESTADISTICOS EN QUE SE INVOLUCREN 

DOS O r!AS VARIABLES ES A ~ENUDO CONVENIENTE CONTAR CON UNA MEDIDA 

NUMERICA DEL GRADO DE ASOCIACION O RELACION QUE HAY ENTRE ELLAS. 

UNA DE. ESTAS MEDIDAS SE DENOMINA COVARTM•JCTA ,s2XY' LA CUAL SE DE

FINE COMO: 

2 1 N 
S = N- E (x. 
xy i=1 1 

x> (y. 
l. 

y) 

EN DONDE 

(xi, yi) = PAREJAS DE DATOS 

-X = PROMEDIO DE LOS DATOS DE LA VARIABLE X 

-y = PROMEDIO DE LOS DATOS DE LA VARIABLE. y 

N = TOTAL DE PAREJAS DE DATOS 

OTRA MEDIDA DE CORRELACION, QUE RESULTA ADIMENSIONAL, ES EL C0EF1-

CTENTE VE CORRELACTON, Pxy' QUE SE DEFINE COMO 

P - s2xy - 1 ~ P < 1 
xy- S(x) S(y) - xy ~ · 

EN DONDE 

S.~XY = COVARIANCIA ENTRE X y y 

~x) = DESVIACION ESTANDAR DE LOS DATOS DE X 

S(y) = DESVIACION ESTANDAR DE LOS DATOS DE Y 
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CASO VE CORRELACTON PERFECTA 

CUANDO SE PLANTEO EL !>1ETODO DE ~1INIMOS CUADRADOS PARA ESTIMAR LA 

RECTA DE REGRESION LINEAL ENTRE DOS VARIABLES, ESTE SE DESARROLLO 

SOBRE LA BASE DE HACER MINIMA LA SUMA DE LOS CUADRADOS DE LA DES-

VIACION VERTICAL DE CADA PUNTO RESPECTO A LA RECTA DE REGRESION, 

ESTO ES QUE 

D = 

EN DONDE 

-

= MINIMO 

1 · . 
• 'i't' 

' . ~ ' . 

y . = mx . + b = mx . + y - mi = · ·y· + ITI{x . - X) 
1 1 1 1 .•. • 1 . ., - ,.. ~ 

(1) 

(-2) 

SUSTITUYENDO A ;i EN LA EC (1) Y AGRUPANDÓ•\Í'ERMINOS SE OBTIENE 

N - ]2 D = E (<yi- y) - m(x. - x} 
i=1 1 

(3) 

OBSERVESE QUE D ES CERO SI~ Y SOLO SI, CADA SUMANDO ES CERO, ES 

DECIR~ ·si 

PARA TODO i 

PARA LO CUAL SE REQUIERE QUE TOVm LOS PUNTOS (xi, yi) QUEDEN SOBRE 

LA RECTA DE REGRESION, DADA POR LA EC (2), EN ESTE CASO SE DICE 

QUE LA REGRES TON ES PERFECTA. 

POR Ol'RA PARl'E, DESARROLLANDO EL BINOMIO AL CUADRADO DE LA EC .( 3) 

OBTENEMOS 

( 

f 

.. 

• 

1 

1 
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EN EL CASO DE QUE TODOS LOS PUNTOS DE LA MUESTRA QUEDEN SOBRE LA 

RECTA DE REGRESION SE TIENE QUE 

{4) 

POR OTRA PARTE, TO~~NDO EN CUENTA QUE 

1 N 

N 
¿ (xi - x> (y. - y) 52 

i=l l. 
m = = _E_ 

s 2 (x) s2 (x) 

(5) 

LA EC ( 4) QUEDA EN LA FORMA 

•1 .::: 
\ 

S2(y) = 2( s~~ 2; s2 (x) +(s~; 2; s 2
(x) = o 

DE DONDE, EN EL CASO DE REGRESION PERFECTA, 

( s~y> 2, =52 (x) S2(y) ( 6) 

Y, SI S(x)>O y S(y)>O, 

s 2 (x)S2 (y) 
2' 2 s {x)s. (y) 

= l, O SEA, Pxy 

CUANDO ESTO SUCEDE, ES DECIR, SI pxy = 1 O pxy = -1, SE TIENE EL 

CASO DE CORRELACTON PERFECTA • 
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C~ O VE CORRELACION NULA 

LA CORRELACION ENTRE LOS DATOS DE DOS VARIABLES ALEATORIAS RESULT~ 

NULA SI S =O (O p =O) LO CUAL SUCEDE CUANDO m=O (VER EC (5)). 
xy xy 

EN TAL CASO, LA RECTA DE REGRESION DE Y CON BASE EN X TIENE COMO - ~ 
ECUACION A y_= y, Y LA DE X CON BASE EN Y, A X =X .(m=co). 

,¡ 

1 
¡ 
¡ 
¡ 
1 

y 

_J__ 

¡ 
l 
! 

o 

• 

• 

• "V -

¡. : ~y-;y 

~- -) !"\.{l'-) y 
~ . . 
L 
¡ 
¡ 
¡ _____ ------. -----------· -~X 
¡ 

1 

• . 

• 

• 

• 
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IGUAL QUE LA DESVIACION ESTANDAR DE UNA MUESTRA SE DEFINE COMO LA 

RAIZ CUADRADA DE LA VARIANCIA, EL ERROR ESTANVAR VE LA ESTIMACION O VE 

LA PREV1CC10N, S 1 , SE DEFINE COMO LA RAIZ CUADRADA DE LA VARIANCIA y X 

DE LA ESTIMACION, ES DECIR 

S 1 =~¡ y X y X 

YA SE DIJO QUE LA DIFERENCIA yi - yi REPRESENTA LA DESVIACION DE UNA 

ORDENADA OBSERVADA RESPECTO A SU ORDENADA PREDICHA MEDIANTE LA RECTA 

DE REGRESION. EXISTE OTRO TIPO DE DESVIACION: LA DE LAS ORDENADAS .. 
PREDICHAS MEDIANTE LA RECTA DE REGRESION, yi, RESPECTO AL PROMEDIO, 

11 

ARITMETICO, y, DE LAS ORDENADAS OBSERVADAS, y.. ESTA DESVIACION, . 1 
,... -

INDICADA COMO y i - y, SE LLAMA VESVIAC10N EXPLICAVA , YA QUE DE LA 

ECUACION 

-yi = mxi + b = mxi +y mi = y+ m(xi-x) 

SE OBTIENE 

,., 
yi - y = m(xi-x) 

,., 
LA CUAL INDICA QUE LAS DESVIACIONES DE yi RESPECTO A y .SE EXPLICAN 

EXCLUSIVAMENTE POR (SON FUNCION DE) LA DESVIACION DE x1 RESPECTO 

A x. 

SI A LA DIFERENCIA y i - y SE LE LLAMA VESV1AC10N TOTAL DE y i CON RES

PECTO AL PROMEDIO ARITMETICO, y, LA ECUACION 

-y. - y 
1 

,.., - -= {yi - y) + (yi - yi} 

INDICA QUE LA DESVIACION TOTAL ES IGUAL A LA DESVIACION EXPLICADA 

-MAS yi - yi. LAS DESVIACIONES yi - yi OCURREN AL AZAR, ES DECIR, 

EN FORMA INEXPLICABLE, DE AHI QUE SE LES CONOZCA CON EL NOMBRE DE 
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VESV1AC10NES 1NEXPLTCAVAS { NO EXPLICADAS) • 

COMO CONSECUENCIA DE LA ECUACION ANTERIOR, SE PUEDE DEr10STRAR QUE 

i=N y) 2 
i=N ""' - 2 

i=N '"' 2 
! {y i - ¿ (y. - y) r (Y i - yi) 

i=l i=l J. i=l = + 
N N N 

EL MIEMBRO IZQUIERDO DE ESTA ECUACION CORRESPONDE A LA VARIANCIA, 
2 . 

S (y), DE LOS DATOS DE y. EL SEGUNDO TEID~INO DEL MIEMBRO DERECHO 

ES PRECISAMENTE LA VARIANCIA DE LA PREDICCION, s 2 ¡ , CONOCIDA TAMy X 

BIEN COMO VARTANCIA 1NEXPLICAVA. EL PRIMER TERf'.UNO DEL MISMO MIEMBRO 
2 ,., 

SE DENOMINA VAR1ANCIA EXPLICAVA, Y SE REPRESENTA CON EL SIMBOLO s (y) . 

EN CONSECUENCIA, SE PUEDE ESCRIBIR 

2 2 ~ 2 
S (y) = S (y) + S 1 y X 

•. 

• 

•• 

• 
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RELACION ENTRE EL COEFICIENTE VE CORRELACION Y LA PENVIENTE VE LA RECTA 

VE RE GRES 1 0.~ 

TOMANDO EN CUENTA QUE 

= s 2xy 
S{x)S(y) 

N 
= 1 r {x. - x) {y. - y) 

N i=l 1 1 

52 

Y HACIENDO SUSTITUCIONES EN LA ECUACION PARA CALCULAR LA PENDIENTE 

DE LA RECTA DE REGRESION SE OBTIENE 

1 N 

N r <x .-x> <y. -y) 
i=l 1 1 

m = 
s2 (x) 

O SEA 

m = P §Jxl xy S {x) 

52 
= . xy 

s2 (x) 

S{x)S{y) Pxy 
= 

s2 {x) 

(8) 

DE ESTA ~1ANERA, SI CALCULAMOS m MEDIANTE EL METODO CORTO DESCRITO 

ANTERIORMENTE, PODEMOS CALCULAR pxy DESPEJANDOLA DE LA EC {8), 

ES DECIR, EMPLEANDO LA ECUACION 

S(x) 
=m S(y) 

ALTERNATIVAMENTE, MEDIANTE 

DIRECTA USANDO LA ECUACION 

1 N 

N r f. x'y' 
i=l 1Xy 

= 

EL 

- Xi 

Pxy S (X 1 ) S (y') 

METO DO 

y~ 

(9) 

CORTO SE OBTIENE Pxy EN FORM~ 

(lO) 
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EN DONDE fixy ES LA FRECUENCIA DE LA CELDA i, x 1 Y y' SON LAS 

MARCAS DE CLASE DE LOS INTERVALOS, x 1 Y y' SON LOS PROMEDIOS ARIT

METICOS Y S(x') Y S(y') LAS DESVIACIONES ESTANDAR DE LOS DATOS DE 

X' Y Y' OBTENIDOS MEDIANTE LAS TRANSFORMACIONES 

x' = y y' = 

EN DONDE .. 

el = HARCA DE CLASE CENTRAL DE LAS x 

c2 = ANCHO DE LOS INTERVALOS DE CLASE DE LAS x 

c3 = MARCA DE CLASE CENT~~ DE LAS y 

c4 = ANCHO DE LOS INTERVALOS DE CLASE DE LAS y 

·. 

• 

•• 

• 
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RANGO VELCOEFTCTENTE VE C0RRELAC10N 

DE LA ECUACION CON QUE SE CALCULA LA VARIANCIA DE LA ESTIMACION 

( 7) 

2 2 
SE CONCLUYE QUE pxy ~ 1, YA QUE Sy¡x~O; EN CONSECUENCIA 

-l<P. <1 
- xy-

( 8) 

• 
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", 

• 
EJEMPLO 

DIEZ VIGAS DE l-iADERA NOr-UNALMENTE IDENTICAS SE PROBARON .CON UNA 

CARGA CONCENTRADA EN EL CENTRO DEL CLARO¡ LOS RESULTADOS SON LOS 

ANOTADOS EN LA TABLA SIGUIENTE, CALCULAR EL COEFICIENTE DE CORRE-

LACION, LA RECTA DE REGRESION Y LAS VARIANCIAS EXPLICADA E INEXPLI-

CADA. 

CA~ DE FALLA 
x, EN KG 

950 

1050 

1 750 

0.33 140 0.017 2.38 19,600 0.000289 

0.37 240 0.057 13.68 57,600 0.003249 

0.28 - 60 -0.033 1.98 3.600 0.001089 

0.30 90 -0.013 - 1.17 8,100 0.000169 

• . 

,• 

· .. 

'. 

'· 

' 'r ,. 

¡· 
ít 
·, 
1 

t 
1 
' \ 

900 

700 

650 

950 

850 

0.27 -110 -0.043 4.73 12,100 0.001849 tiJ 
0.28 -160 -0.033 5.28 25,600 0.001089 ' 

1 0.35 140 0.037 5.18 19,600 0.001369 

0.40 40 0.087 3.48 1,600 0.007569 l! 

600 0.26 1 -210 -0.053 11.13 44,100 0.002809 1 

p~--'-'--....... """ ... ._7_o_o __ ---i,---o._z.:__+ -11~,_~o.023 --·-· 2.53 12~_1oo ___ L-~~??~~~~ ¡ 
l [= 8100 1 ¿ = 3.13 J ¿ = o [= o [=49.20 [=204,000 ' 0.020010 ¡ 

¡ J -·---·--------- .l_ _______ . --- ¡ 

- 8100 x=-ro- = 810 KG; y = 
3 i~ 3 

= 0.313 CM; s;y = 
49.20 

10 

s2 (x) = 204 Í~OO = 20,400; S(x) = 120,400' = 142,83 

= 4.92 

0.020010 
..;;....;....~.:--;;.-....;.....;._ = 

10 
0.002001; S(y) = 10.002001'= 0.0447 

4.92 = = l42.83 X 0.0447 0.77 

m= pxy S(y)/S(x) 
J 

= 0.77 x 0.0447/142.83 = 0.000241 CM/KG • 
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1 

56. v' 

b = 0.313 - 0.000241 x 810 = 0,118 CM 

-y = 0.000241 X + 

y 

0.40 

0.35 

0.30 

Q.Z6! 

o.z~ 600 

2 
Sy¡x = s2 (y) (1-

S l = 0.0103 y X 

0.118; 

" 
,( 

lt 

700 

2 
Pxy> = 

SI X = 600, y = 0.145 + 0.118 = 0.263 

)t 

:7 -
-Y= 0.00024ix+ OJ18 )( 

)( 

(9.,YJ 
1 

• 

1 

1 1 

i 1 

e ¡ 
>=X 600 900 :1.00{] :HOO 

0.002001 (1 2 - 0.77) = 0.000106 

2 2 ~ 2 2 ~ 
S (y) =S (y) + Sy¡x~ S (y) = 0.002001 ~ 0.000106 = 0.001895 

-S(y) = 0.0435 
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EJEMPLO 

CALCULAR EL COEFICIENTE DE CORRELACION MEDIANTE EL METODO CORTO DE 

LOS DATOS LA SIGUIENTE TABLA. OBTENER TAMBIEN LA ECUACION DE LA 

RECTA DE REGRESION CORRESPONDIENTE. 

CALIFICACION, 
X 

TIEMPO, Y, 
EN MIN. 

--------r-------·--·-·-
CALIFICACION TIEMPO, Y, 

X EN MIN. 
---------~·.-----------

97 77 87 1 83 
97 86 87 58 

95 60 87 79 

95 52 86 60 

94 62 85 62 

94 86 83 72 

94 80 82 68 

93 79 82 66 

93 92 83 71 

93 88 81 70 

92 74 80 65 

92 43 80 84 

92 61 79 82 

92 75 79 93 

'91 79 79 76 

90 62 78 71 

90 81 77 89 

90 80 77 71 

90 76 77 98 

90 70 76 92 

89 67 76 82 

88 69 74 98 

88 81 72 78 ,l 

88 80 79 93 

~~--8_7 ____ • __ 9_1 _________ J--__ 7_0_ 78 ·-----' 

.. ... 

• 

• 



• 
DISTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS; 

• 

~---·-- --------------

P=~- 7~~ 7 =---

___________ 1____ ---------~----, 

7 6 - 8 1 ! 8 2 - 8 7 8 8 - 9 3 j__~-~- 9 9 1 ---------t- ·------- ----------,------ ---··-- ! 

j -- -~-t---1 
~±--~-- ¡--~--1 
3 : 7 1 , ¡ 

~ 1 L- 1 

1 i 3 ~ 2 ¡ ___ ___¡_ 1 

1 i ' J --- __ _j ____ --:_- _____ L_ ____ - --

41-50 
r-- -

51-60 t 1 
! 
1 

61-70 
1 

2 ¡--
--'--· 

71-80 2 3 1 

------1 
1 

81-90 4 1 
1 
1 

L2_1-100 2 3 1 
----~-~-"'----_, _____ L.___ 

58. 
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·1 

\ 

1 
1 

i 
! 



.. 

'"·-·- -r-· ··-· ·----· ·-·-·· 

~ 72,5 78.5 84.5 90,5 96,5 f Y' fyY' y 
1··- ----·-

45.5 1 -2 ¡1 ... 2 1 -2 -2 1 
1 

SS. S ¡ o 2 o -2 l-4 4 -1 -4 
1 

65.5 í o 12 o o 3 o o ls o Oll o 11 o o 
' 

75.5 1-2 12 -4 -1 13 -3 o 3 o 1 17 7! 2 4 17 1 17 

85.5 -2 14 -8 o 1 o 2 3 6' 4 8 10 2 20 

95.5 Í-6 12 :-.. 2 -3 13 -9 ,o o 3 ll 3 7 3 1 21 

( ¡ i 

f 4 l12 10 l 17 : 7 so 52 
X i : 

1 

x' -2 ~1 ' o 1 1 2 
: 

f;c' 
1 

-8 ~12 o 17 
1 

1 14 11 

x'2 T 4 1 o í 1 ¡ 4 

f x• 2 : i 16 12 o 17 28 73 
X i 

I:fixyx'y~~ -16 -20 o 14 8 -14 
- ·--------"-·-· .. ·---·- . -·- ·-- --- - , __ , .. ___ ·---1-

el = 84.5¡ c2 = 6¡ c3 = 65.5¡ c4 = 10 

x' = 11/50 = 0.22¡ y' = 52/50 = l. 04 

-X = 6 X 0.22 + 84.5 = 85.82¡ 

-y = 10 X 1.04 + 65.5 = 75.9 

s 2 Cx') = 73/50 - (0.22) 2 
=· 1.42¡ S (x') 

1 = v'l,42 = 1.19 

s 2 (y') =128/50- (1,04) 2 = 1.49; S(y') = /1.491 = 1.22 

S(x) = 1.19 X 6 = 7.14¡ S(y) = 1,22 X 10 = 12.2 

m = 

= -14/50 - 0.22 X 1.04 = _ 0. 3S 
1.19 X 1.22 

-0.35 X 12.2 / 7.14 =-0.60 

b = 75.9- (-0.60) 85.82 = 127.39 

---·-
y'2 fy¡'

2 l í.:fixyx'y' 
------~--'- --··--- -------

4 4 -2 

1 4 -4 

o o o 
1 17 

1 
4 

4 40 6 

9 63 -18 

128 -14 
--······--

TAREA: TRAZAR EL DIAGRAJ\A DE CORRELACION Y LA RECTA DE REGRESION CORRES-

PONDIENTE, Y CALCULAR EL ERROR ESTANDAR DE LA ESTIMACION. 

'1 
1 

• 

• 



• 

• 
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60. '' 

SERIES CRONOLOGICAS O 

SERIES DE TIEMPO 

Se le denomina serie cronol6gica o de tiempo a toda serie de 

observaciones (datos) tomados en tiempos específicos, que en 

general están igualmente espaciados (cada hora, cada semana, 

cada mes, cada año, etc.) 

Componentes de 

una serie ero-

nol6gica 

)-

' .'lf 
' ~ 

,'1:1 

"' e;! 
~ 1 1 1 es 1 

1-

1 1 

~ 1 1 
'Q 

1 1 ,d 
' J.. 

~ 
1 1 

-~ 
.... 1',¡ 
~ ~ ..... 

' 
.... 

1 

Tendencia general.- Indica hacia d6nde 

tiende la serie cronológica 

Componente estacional.- Indica las va

riaciones periódicas que ocurren a cor-

to plazo (en periodos menores de un año) 

Componente cíclica.- Indica las variacio-

nes p~riódicas que ocurren a largo plazo 

(en periodos mayores de un afio). 

Componente irregular.- Indica las varia

ciones que ocurren al azar. 

1 

1 

• 

1 1 1 1 1 1 1 

.J._Ll..l . .J ~k ... ~ ....... ..... .., .. ~ "'o-1).. ~ ....... ~ ... '• ..,.; 1). o.. 
....... .............. ' ~~ ..... -, 

... 
~,, o-. 



Métodos de 

cálculo 

TENDENCIA GENERAL 

Mínimos cuadrados 

Dos promedios 

Promedios móviles 

MINIMOS CUADRADOS 

61. ' ,, 

Te(.( de 1rc ,Q_ 

'~:Z¡Po~~k eia./ 
6é 

Y= a e 

_____ .. ____ ----------;¡p 

7?eH-c~o r!: 
/ / 

El método de mínimos cuadrados se estudió en el capítulo de re-

gresi6n lineal para el caso de tendencia modelada mediante una 

linea recta. 

Si la tendencia no se puede modelar razflnBbl~ment(? fflt>t1JI-ttit~ IHH~ 

recta, es necesario emplear una rclaci.6n flr}. J infml, cptf·· ptHiiftJ 

ser un polinomio de orden H, dado ror 

.. . .. 

• ' 0:. ,17, 

• 

'l 



• 

) 
'r 

• 

• • 

• 

62. ' 

E/~ e :lo dr2 /a 
<'!tJ~_?ONi?H .,1~ 

fZ.S ra. C ,¿,u,~,/ 

./ 
l 
1 
¡ 

i 1 1 1 1 1 1 1 
J ·' ,i ! ( ¡ ~ 1 1 1 ' 

-r-----t-----r---.-f.-_._._J---t--LJ _ _¡__, __ L,_~~- L --- 1_4--LJ--L...L 1 j i L+. ··- ... 
-hir.wt,~>o 195".5 --+- /~57 

+ /4f!. ---+-- / !? --· i---. 
'·~~,~d"!/,: .. 

--+-

. /a. 

, /. 
r.::·rc.l/c .-:7_ . 

• .. • 4 .... • ': ...... .' ':,1 

-+' 

. ,.· ,. 

/ .· 'it u_.~ .. ...:..:.'> 



En este caso las constantes b. que hacen mínimo el error cua-
• 1 

drático respecto a la línea de regresi6n, q, se obtienen de 

resolver un sistema de ecuaciones simultáneas que resultan de: 

= o .2...9.. 
' b a 1 

en donde 

q = 

= o, t%2 

n ,_ 

=O, ... ,t% =O 
M 

¿ (y.-y.)2 
. 1 1 1 1= 

En el caso de un ajuste parab6lico (m= 2), por ejemplo, 

q = 
n 2 
r (y.-b 0-b 1t.-h 2t?) 

. 1 1 1 1 1= 

n 
= -2 r (y.-b 0 -b 1 t.-b 2 t~)t.=o . 1 1 1 1 1 

1= 

. n . 
= -2 r t~(~.-b 0 -b 1 t.-b 2 t~) =o 

i=1 1 1 _1 1 

Estas tres últimas ecuaciones cpnstituyen un sistema con tres 

... 

• 

1 
1 

• 



• 

' ' 1 

1 

63. 

i 
1 ' 

incógnitas, b0 , b1 y b2. Este sistema se puede reescribir en 

la forma: 

t.l .~ 
-~ ~ 

~~ ""\.1 
~ ·~ 
tli • ... 
~, 

~ 

boL:ti+b,L:ti+bzL:tf 

b 0 L:ti+b 1 L:tf+b 2 L:t~ 

~· 

• 

¿y. 
1 

= L:t .y. 
1 1 

= ¿ t~y~ 
1 1 

" 

l 

t 

1 

j 

-+----------------·---------- - ..... 
7íe~o1 año.s 

Cuando al observar la gráfica de Y contra t se c.onc.luye que 

es razonable ajustar una función exponencial de la formn 

se puede resolver el problema trabajando con 1ogarit1'10~~·. •·;; ouc>,· 

en tal caso, 

: ,-, ( e t } - ; n ;-\' ill t 



64. 

o sea 

-Z(t) = mt+b 

que es la ecuación de una línea recta y, por lo tanto, las 

constantes m y b = ln a se calculan me~iante las fórmu-

las que se obtuvieron 
..... 

con z.-= lnY(t.) 
1 1 

. --.. -·· 

para el caso de regresión lineal, 

- -----~ 

' • 

• 

• 

1 



.. 

• 

1 
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65 . 

METODO DE DOS PROMEDIO~ 
-----------· ----

El método de dos promedios consiste en dividir los datos en 

dos partes y calcular el promedio de las Y. 
1 

y los tiempos 

centrales correspondientes a cada parte, con lo cual se ob

tienen los puntos (t1 ,V1) y (t2 ,V2) por los cuales pasa 

la recta buscada 

EJEMPLO 

Año Número de 
autos vendidos 

Año 
central 

------1----·- -----
19 51 860 

1952 910 1952 
f-------- ---- - -----

1953 1018 
----·-·· -·------- -- -- ---. ,_ ___ --··- - ---- -+--

1954 1326 

1 
--------------~·---------

1749 1955 1955 

6 
--- '2'125 --·- -------- 1 

Promedio ] 

929 

·--------

1 '7 3 3 

.~ ~~-------- ····- -----··- ------------- __ !__ ______ ···---~ 

"' ~ 
~ ... 
~ 

\..¡ 
-~ 'Q 

~ 

~~ 
~ "" 
~ 

.. 
'llw 

'~ 1 

"': l 

1733 

gzg 

~ -
/ 



66. 

PROMEDIOS MOVILES 

Los promedios móviles de orden N de la serie de números y
1

, 

y2 ,y3 , ... ,yN, YN+l''' .,yn es la secuencia de promedios arit

méticos 

Por ejemplo, los promedios móviles de orden 2 de los números 

3, 9, S y 1 es la secuencia 

3+9 
-2- = 6' 

9+5 
-2- = 7' 

mientras que los de orden 3 son 

3+9+S 
3 

= S 6 7 9+ S+ 1 = 
. ' 3 

S+ 1 = 3 -2-

s.oo 

Cuando se obtienen los promedios móviles de los datos de unu 

serie cronológica, cada promedio se asocia con el tiempo cen-

tral de los tiempos que le corresponden. 

.. 
•. 

• 

1 

• 



1 

¡ 
1 

1 

EJEMPLO ·--------

r ________ T ______ -----------
A~o 1 Número de Promedio m6vil 

1_. ___ ¡Autos vendid__o __ s __ -+-----------+ 
¡ 1951 1 860 
!-------+------+------ --- ·-f------------.....,..---1 

! 1952 ! 910 929 
~t·-----r-t--------1-·------------1 
~~-+~--~--' _o 1_8--+_-+1_ _________ -+-____ 1 _, o_8_s ___ --f 

,"---~-9_5_4--Jj'-___ 1_,_3 _2 6 ___ ,.t-t-1-; ________ 1_ ,3_6_4 ____ --1 

1955 1 

1956 

11) 

~ 
~ 
~ 
~ 

'"'~ 
., ~ 

N 
~ 
~ 

~ 

1,749 

2,121 

! 

1 

Cf 

1 

J 

1,733 

1 

' 
l. 

1 

1 

67 .. 

860+910+1018 = 929 
3 

910+1018+1326 = 1,085 
3 

1018+1326+1749 = 1,364 
3 

1326+1749+2121 = 1,733 
3 



68. 

COMPONENTE ESTACIONAL 

Como ya se indicó, la componente estacional sirve para indicar 

las variaciones periódicas que ocurren a corto plazo (periodos 

menores de un año), tales como los aumentos en las ventas en 

navidad de cada año, o el aumento en la demanda de servicio en un 

banco cada fin de semana. 

Al proceso de separar las cuatro componentes de una serie de 

tiempos se le denomina proceso de descomposición. En este pro-

1ceso usaremos los simbolos, T, E, C e I para deno·tar, respecti-

vamente, las. componentes de tendencia general, estacional, ci-

clica e irregular .. Además, con~ideraremos que la serie se com-

pone del producto de las cuatro componentes, es decir, que 

Y = T E C I 

Si eliminamos a la componente estacional de una serie nos queda 

solamente T C I; si luego dividimos a la serie entre T C I ob-

tenemos E, es decir 

y 
TCI = TECI 

TCI = E 

& la componente estacional se requiere para los meses del año, 

para eliminarla se requiere sacar los promedios móviles de or-

den 12. Si se requiere para las semanas, se elimina calculan-

do los promedios móviles de orden 52. 

" 

• 

1 

1 
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• 
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69 . 

Resumiendo, para calcular la componente estacional se prac

tica el siguiente procedimiento: 

1. Cálculo de los promedios móviles (se obtiene TCI) 

2. Cálculo de los porcentajes de los promedios móviles (se ob

tiene TECI/TCI = E) 

3. Se calculan las medianas de los valores correspondientes a 

cada periodo (tambi~n se pueden usar los promedios aritmé

ticos). Con esto se obtiene un valor representativo (de 

tendencia central) de los valores de cada periodo. 

4. Se calculan los indices estacionales haciendo que el prome

dio de estos por periodo sea de 100% . 



lño 

1 

! 1 
1 

1 9 

¡ 6 

l ¡ 5 
i 
1 1 1 

1 
1 9 
1 

l 6 

i 6 
1 
i 1 
i 

¡ 9 
i 

i6 
1 

¡ 7 

1 

9 

6 

8 

,, 

70 . 

EJEMPLO • 
En la siguiente tabla se presenta el consumo promedio por día 

de fertilizante que se consumió en una reg~ón agrícola. Obte

ner la componente estacional. 

Trimestre Consumo, 
' ton/día 

1 20 

2 50 

3 35 

4 21 

Yfsu~ 
---------¡ 

Promedi 
móvil -+--- --- ---~-

¡ 
1 '-----~-

--- -

i 
126 

o 

---------------·---·--

Promedio móvil 
centrado, TCI 

-----~---

31 .3 

30.2 

r------ -- - --- -- - l 

¡ 

Porc 
pro m 

! 
entaj e del l 
edio .móvil 

. .:i_/_T..~--I = É % 
------ .l -- ------

----- ____________ j 
1 

------1 
1 1 1.5 

69. 5 . 
----- -- ------j 

! 

1 18 
1 -! 

2 43 j 
1 

; -r· 

124 

11 7 

31.5 

31. o 

29.3 

28.0 

26.5 

28.7 

27.3 

±--
-------t--- -~-

-6~~-----~ ____ ¡ 
57.5 
-- --------------

3 30 
1 

11 2 
-

4 1 5 1 1 06 ¡ 

--------t---
1 22 _j 11 o 

2 61 128 
-· 

3 39 137 

4 28 150 

1 21 149 
-- ---- ---

27.5 

32.0 

34.3 

37.5 

27.0 1 1 1 ¡ 
---- t·----- ------

1 . 1 1 

-.. - -----· .. -____ _j 
! 

29.8 
·-------·--- --50.3 

1 -------------- ----¡ 

33.2 66.2 
-r--------- -----------t------------ ----------

35.9 169.9 
1 ---l---------------r-------- -------- -------- -

37.4 i 104.2 ' 
3 7 . 3 ---+---3-7-. -6----t-----;~--5---- :·--¡ 
3 7 8 l ------ ------. i i 

37.3 ---'-- _ _ __ :1_7_:~ ____ j ... _. __ s_~~s ____ -l 
_ ~~. 3 ~~ _ _ ___ 36~8- ~ -~--F _ 171-2~-= J 

2 63 1 51 

3 37 149 
----- r------ ------------ ------ -· ---

4 24 1 145 
------ ------------- ----- --- ---

Puesto que los datos están dados por trimestre el índice c.! S t :1 

cional que se obtendrá será para los trimestres, por lo cual 

los promedios móviles para eliminar, como primer paso, a la com 

ponente estacional deben ser de orden 4. 

• 



• 

• 

• 

7 1 . 

20+50+35+21 126 31 . S; 1 ~-6- 2 O+ 18 124; etc. = -4- = = 4 4 

31.5+31.0 = 31. 3; 31.0+29.3 30.2; etc. 2 = 2 

(35/31.3) x 100 = 111.5%; (21/30.2) x 100 = 69.5%; etc. 

_T_r_i=:~r~-_-;_ ;iJ~~~it~ ~r;·; ~ 0;} ::;~- -~~~ an~--- . _J -i~i~~ ~-~~~_l,_t-~~] 
1 l l 62.7: 66.2 55.81 62.7 60.8 l 

1 : 111.5::::: :::::1171.21 :~~:: ::;:: ! 

L ____ 
4

_ _ _ :~ ·~- _

50

. 

3 L~:· sj· ___ J --~ :9

: ~ ~· z1 ' : ~~-~~ ~-1 _ • --~ool 
·Para que el promedio por es tac i6n sea de 1 00% se requ_.i e re m u 1-

tiplicar cada mediana por el factor 

400 
413. 2 = 0.968 

62.7 x 0.968 = 60.8t; 169.9 x 0.968 = 1Cd.S 

111.5 X 0.968 = 107.5; 69.5 X 0.908 07.~ 



72. 

COMPONENTE CICLICA 

Como ya· se indicó, la componente cíclica de una serie crono-

lógica indica las variaciones periódicas que ésta tiene a lar-

go plazo (tiempos mayores de un año). 

Si dividimos la serie de tiempo entre TE obtenemos 

Y = TECI = CI 
TE ~ 

Cuando los datos de la serie están dados por años, ésta no con-

tiene a la componente estacional (el índice estacional vale 100~ 

para cada periodo), por lo que para obtener CI ser§ suficicn-

te con dividir a la serie entre T. 

El procedimiento para obtener :¡.a componente cíclica consiste Pn: 

1. Dividir la serie cronológica entre TE, con lo cual se t)b-

tiene CI. 

2. Calcular los promedios móviles de orden N de la scr1e CI, 

con lo cual se elimina I, en donde N··debe ser __ !,lle~T_que 

el periodo de los ciclos (nos queda C). 

,, 

• 

• 

• 
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EJEMPLO ------

En la siguiente tabla se presentan los datos de producción de 

uva en una granja, así como sus promedios móviles de orden S, 

calcular la componente cíclica. 

Puesto que el más pequeño de los ciclos va de 1948 a 1951 

(el periodo es de 3 afí.os) y el mayor va de 19S1 a 19St> (el perio-

do es de S años), tomaremos promedios móviles de orden 3 p;r-

ra eliminar a I. 

121.1+90.5+97.4 
3 

103.0+121.1+120.9 = 103.0;\. 3 - 1 02' 9 .. ¡ >," , •• , • '\ 
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• 

lo 

' ·- ~ L. --1 -- ... . ~ -
~' , ...... . 
~ ··:-' 
-, 

Para evaluar los índices de la componente cíclica es reco-
1 

mendable contar por lo menos con tres periodos completos de 

• datos. Los índices cíclicos se calculan de manera semejan-

te a los estacionales. 

• 



• 

-· 

• 
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EJEMPLO 

Supóngase que la componente cíclica de las inversiones anua

les en un país con periodo sexenal de gobierno federal es 1a 

indicada en la siguiente tabla. Calcular los índices cíclj
cos. 

--- -- ---r-- ------~ 
!Año C en % 
' - 1 -~----

11947 ¡ 85 1 

48 102 l 49 11 7 1 
¡ 

so 126 í 

51 129 
52 137 
53 79 
54 98 
55 121 
56 127 
57 132 
58 143 
59 59 
60 86 
61 1 21 
62 122 
63 137 
64 149 
65 89 
66 100 
67 11 2 
68 129 
69 136 

__ 7 o---- _1 ~-~--! 

¡-Afi~- r-~~mQ. __ -_~_!s_lic~~ ~- Indice --, 
1 del h---CICL9_$_T_--::.-t Promeuio¡cíclico, 

~ci~lo~ 1 ~t~ :~: ~;~! ~ . ;: : ~l- -:::~; _; 
3 117 121 121 112! 

4 1261127,122 1291 
¡ 

129 132 137:13611 

6 :137!143
1

149 138 

5 

1 1 7 . 8 101. 9 
126.0 109.0 
133.5 1 11 S. 4 
141.8 ¡_]_~2 ._7_ 

i 
: ---

¡ 1 ' 1 r. =-
' . 693.6 j 600.0 

600 
693.6 = 0.865 

-



76. 

COMPONENTE IRREGULAR 

Como se indicó, la componente irregular de una serie cronoló-

gica indica las variaciones que en ésta ocurren al azar. 

Una vez que se ha calculado C, para obtener I basta divi

dir CI entre C, es decir 

CI/C = I 

En la tabla del ejemplo anterior se encuentra calculada la 

componente irregular de la serie cronológica correspondien

te a la producción de uva en una granja. 

1 

1 1 
uo+-+-+---+--··+--+--1-- +--1- ---•---t- ------

~ e:\ l" ~ .. ) ,-' r:1tf,__ .. . f 
~? ~~ (\• \'¡ t~ 1 

-..__ 

\ 
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DISTRIBUCIONES PARTICULARES 
VARIABLES ALEATORIAS VISCRETAS 

VISTRIBUCION BINOMIAL O VE BERNOULLI 

77. 

LA DISTRIBUCION BINOMIAL O DE BER.NOULLI SE El'1PLEA Cm10 DENSIDAD 

DE PROBABILIDADES DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS ASOCIADOS 

A EXPERI~1ENTOS EN LOS QUE SOLO HAY (O SOLO IMPORTAN) DOS RESUL-

TADOS POSIBLES, UNO DE LOS CUALES USUAU1ENTE SE DENOHINA "EX~TO" 

Y, EL OTRO, "FRACASO" . 

SEAN p= PROBABILIDAD DE OBSERVAR "EXITO" AL REALIZAR¡ UNA V:EZ 
' 

EL EXPERIMENTO 

c_:t= PROBABILIDAD DE "FRACASO" = 1-p 

X= VARIABLE ALEATORIA "NUMERO DE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR 

n VECES EL EXPERD1ENTO "CON REEMPLAZO" 

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES BINOMIAL ES 

~(X) 
n! x n-x 

= x! (n-x)! P q x =O, l, ... ,n 

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE LOS PARAMETROS DE ESTA DISTRIBUCION SON 

E (X) = np ' npq 



78 • 

SI n=2, ENTONCES X PUEDE ASUMIR LOS V.l\LORES O, 1 y 2, ES DECIR 

S={0,1,2}. EL ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERIMENTO ES 

s
1 

= {(FRACASO, FRACASO), (EXITO, FRACASO), (~R~CASO,EXITO), 
'---- ~--- ........ ---- · .; "\.. ~ --- --·vr· -~/ '- '~ -- V ../ 

X = O X = 1 X = 1 

(EXITO, EXITO)} 
....___ -·----...,.-- ---- --- ./ 

X = 2 

OBSERVESE QUE x=O OCURRE DE UNA MANERA, x=1, DE DOS, Y x=2, DE 

UNA. ESTOS RESULTADOS SE PUEDEN OBTENER PERMUTANDO DOS GRUPOS, 

UNO CON x Y EL OTRO CON n-x ELEMENTOS: 

2! q2 o q2 x=O: 2P0,2 = O!x2! = 1 P({O})= q X q = = p 

x=1: 2P1,1 
2! 2 P({1}) 2pq = 1!x1! = ; = 

x=2: 2P2,0 
2! 1 P({2}) pxp= p2 p2q0 = = = = 2!x0! 

2 
q2+2Pq+p2 (P+q)2 l: P({i}) = = = 1 

i=O 

(OBSERVESE QUE LOS ELEMENTOS DE s1 NO SON IGUALMENTE PROBABLES, A 

MENOS QUE p = q = 1/2 ,) 



! 
1 

• '¡ 

SIn= 3, S= {o,1,2,3}, e= EXITO Y f =FRACASO, ENTONCES 

s
1

= {(f,f,f), (e,f,f), (f,e,f), (f,f,e), (e,e,f), (e,f,e), 

(f ,e,e), (e,e,e)} 

0: p - 3! 1 P({O}) 1 o 3 3 
X = = .. = p q = q 3 0,3 O!x3! 

, 

1: 1P1,2-
3! 3 P({1}) 3 2 

X = = ' = pq l!x2! 

2: 3P2,1 
3! 3 P({2}) 3p 

2 
X = 2!xl! == ; = q 

3: p - 3! 1 P({3})=1E 
3 o 3 

X = = g: =!2 3 3,0 3!x0! 
3 

P({i})=(p+q) 3=1 ¿ 

i=O 

PASANDO AL CASO GENERAL DE CUALQUIER VALOR DE n, LA PROBABILIDAD 
~ -------------

DE QUE OCURRAN X EXITOS y n-x FR..~CASOS EN UN ORVEN VETERMI ~JAVO 

EN VIRTUD DE LA LEY GENERAL DE J1.1ULTIPLICACION. 

UN ORDEN POSIBLE SERIA, POR EJEMPLO, 

EXITO, EXITO, •.. , EXITO, F~ACASO, ... , FRACASO 

X 

-....¡----· 
n-x 

_¡ 

ES 

AHORA BIEN, LOS x EXITOS PUEDEN OCURRIR EN P ORDENES DISTINTOS, 
n x,n-x 

CADA UNO CON PROBABILIDAD pxqn-x. POR LO TANTO, EN VIRTUD DE L~ 

LEY GENERAL DE ADICION, LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE X 

RESULTA SER 

n! x n-x ' 
·- x!(n-x)! p q ',; x = O,J, .. ~.r' 

U. C·1J_!;.L SE CONOCE CO~i: E!_ !~O~tt.::.:-.e ;;,r: t~]IJ()t.1 Jlt ') ()1 1~1111•/f)IJ/.U 
1 

1 L • 



8f). 

LA ESPERANZA DE LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI ES 

E(X) 
n 1 n 1 

= ¿ x n. x n-x = ¿ x n. xqn-x 

O 
x! (n-x)! P q 

1 
x! (n-x)! P 

x= x= 

= ~ (n-1)! x-1 n-x np(p+q)n-1 
np x=

1 
(x-1)! (n-x)! P q = = np 

LA VARIANCIA DE LA DISTRIBUCION BINmUAL ES 

PERO E((X-np)
2

)=E(X
2

-2npX + n
2

p 2 ) = E[X + X(X-1) - 2npX + n 2p 2 j 

=E(C1-2np)Xj + E[X(X-1)]+ E(n
2

p 2 ) 

n 
=(1-2np)np + 2 2 n! x n-x 

n p + E x! (n-x)! p q x(x-1) 
x=O 

2 2 =np-n p 

2 2 
=np-n p 

n 
+ [ 

x=2 

(n-2)! 2 x-2 n-x 
n (n- 1 ) (x-2)! (n-x)! P P q 

2 n 
+ n(n-1)p E 

x=2 

(n-2)! x-2 n-x 
(x-2)! (n-x)! P q 

EN RESUMEN, PARA LA DISTRIBUCION BINOMIAL, 

E(X) = np 
2 

o (X) = npq ; cr(X) = /npq 

1. 
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EJEMPLO 

SI SE LANZA AL AIRE SEIS VECES UNA ~10NEDA HOMOGENEA, 

A) ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER DOS "CARAS"? 

B) ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER POR LO HENOS CUATRO "CARAS" 

(X~4)? 

C) ¿CUANTO VALEN LA ESPERANZA Y LA.DESVIACION ESTANDAR? 

SOLUCION 

A) PUESTO QUE LA MONEDA ES HOMOGENEA SE TIENE p=1/2 Y q=1-1/2=1/2, 

DONDE p ES LA PROBABILIDAD DE OBSERVAR "CARA" (CARA = EXITO) EN 

UN LANZkMIENTO. POR TANTO 

P [X = 2 ) = f X ( 2 ) = 2 ! ( ~: 2 ) ! ( ; ) 
2 

( 1/2 ) 
6

-
2 ~· 2 ~ ! 4 ! ( 1/2 ) 

6 
= ~ ~ 

B) PARA QUE SE CUMPLA X> 4 EN SEIS LANZAP-UENTOS, SE NECESITA QUE 

SE OBSERVEN 4,5 o 6 CARAS. PUESTO QUE ESTOS TRES EVENTOS SON 

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS~ SE TIENE 

( 

CALCULANDO LOS TRES SUMANDOS COMO EN LA PREGUNTA ANTERIOR, RESULTA 

6! 4 6-4 6! 5 6-5 6! 6 = 4 ! 2 ! (1/2) (1/2) ,+5 ! 1 ! (1/2) {1/2) . +6 ! O! {1/2}· (1/2) 

15 + 
6 + 

1 11 
= 64 64 64 = 32 

C) E [x] = np = 6{1/2) = 3 

2 í .. - x•-~· L -.1- npq = 6 (1/2) {1/2) = ¡3/2 ) a (X) ... ;:17~ -- 1. ¿¿ 



82. 

VISTRIBUCION GEOMETRICA 

SEA p LA PROBABILIDAD DE EXITO EN UN EXPERIMENTO. SI EL EXPERIMEN- ·.-¡ 

TO ES CON REEMPLAZO Y SE REPITE SUCESIVAMENTE HASTA QUE SE OBSERVA 

UN EXITO SE TENDRA LA VARIABLE ALEATORIA X=NUMERO DE REPETICIONES 

DEL EXPERIMENTO HASTA QUE SE OBSERVA EL PRIMER EXITO. OBTENGAMOS 

LA DENSIDAD DE.PROBABILIDADES DE X. 

EL PRIMER EXITO OCURRIRA EN EL EXPERIMENTO NUMERO x SI, Y SOLO SI, 

EN LOS x-1 ANTERIORES HUBO PUROS FR~CASOS. LA PROBABILIDAD DE 

ESTE EVENTO, DADO QUE LOS EXPEP.IMENTOS SO~ INDEPENDIENTES, ES 

x-1 fx(x) = (1-p) p 

ESTA FUNCION SE DENOMINA VISTRIBUCION GEOMETRICA • SE PUEDE DEMOSTRAR 

QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES 

Y QUE 

E (X) 

n 
= ¿; 

x=O 

x-1 n p (1-p) = 1 - (1-p) 

oo x-1 · = ¿ x(1-p) p~1/p 
x=O 

2 oo · 1 2 x-1 2 cr (X} =E (x--) (1-p) p = (1-p) /p 
x=O P 

' 
¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE. OBTENER UN TORNTI,I.O DEF'EC'T'rJOSO POH 

PRI~F?.A VEZ Erl LA QUINTA EXTRACCION, S T EL rORr.F.N'PA.H: DI~: DI•:I'·'I·:C-

TUOSOS DEL LOTE DEL CUAL SE MUESTREA ES:iDE 5 POI{ ClEN'l'O? 
,.) 

P(X=5) = fx(5) = (l-0.05) 5x 0.05 = 0.95 5x o.os = 0.03869 

¡ 
J 

\ 
1 

'¡ ' 

• ! 
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VISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA 

CUANDO SE TIENE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA CUYO ESPACIO DE ------------ ----·--- ------ -- ------· -----

EVENTOS TIENE SOLO DOS -~~~~~-~'!'_Q~-, DIGAMOS S= { EXITO, FR'l\CASO}, Y SE 

REALIZ~ UN MUESTREO SIN REEMPLAZO, ENTONCES LOS RESULTADOS DE CADA 

EXPERIMENTO NO SON INVEPENVIENTES NI LA PROBABI LIVAV VE EXITO PERMANECE 

CONSTANTE, COMO EN LA DISTRIBUCION BINOMIAL, 'POR LO QUE ESTA ULTD1A 

NO ES APLICABLE. 

SEA X LA VARIABLE ALEATORIA NU~lliRO DE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR 

_r:__V~_c~-~- EL EXPERIMENTO CONSISTENTE EN EXTRÁER, SIN REF?~PL~_Q_, ELE

MENTOS DE UN LOTE QUE TIENE N OBJETOS DE LOS CUALES M SON "EXITOS". 

EL NUMERO DE ELEMENTOS QUE TIENE EL ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERI-

MENTO ES 

EL NUMERO, N({X=x}), DE MANERAS POSIBLES E IGUALMENTE PROBABLES DE 

-OBTENER x EXITOS ES 

EN EL LOTE 

N ELEMENTOS 
..---------~---------. 

0 0 0 ... 0 01 0 0 0 .•. 0 0 
~- ' .,.-----' 

M EXITOS (N-M}FRACASOS 

EN LA MUESTRA 

n ELE~1ENTOS 
r---- -------- -------""---·-------- ... --- ..... 

'-~-0 G ·v • 0 0l~-~-~v-~---~--
x EXITOS QUE j (n-x}FRACASOS Q 

SE PUEDEN EL~~SE PUEDEN ELEGI 

GIR DE MCx ~~DE N-MCn-x MANEJ 

NERAS ¡ 

CADA ELECCION POSIBLE DE x EXITOS SE COMBINA CON CADA ET~CCION 

POSIBLE DE (n-x} FRACASOS~ POR LO 'l'l\NTO, Jo:L r·.JU,..nEf(.() '1'0'1'1\1. IJI·: ~1/\NJ·:H/\:: 

DE OBTENER x EXITOS EN n EXTRACCIONES SIN REEMPLAZO E~~ 



POR LO TANTO 

P({X=x}) = fx(x) = 
(MCX) (N-MCn-x) 

Ncn 
= 

EN DONDE M M! (- ) = --=-~~-=-
X x!(M-x)!' 

(N-M)= (N-M)! 
n-x (n-x) ! (N-M-n+x) ~ 

y 
n!(N-n)! 

N! 

84. 

, x=O,l, •.• ,n 

QUE SE CONOCE COMO VISTRTBUCION HIPERGEOMETRICA. LA MEDIA Y LA VARIAN-

CIA DE ESTA DISTRIBUCION SON 

y 

n 
E(X) = l: 

x=O 

2 
a (X) = 

n 
¿ 

x=O 

RESPECTIVAMENTE. 

nM2 
(x--) 

N = Mn (N-M) (N-n) 

N2 (N-1) 

1 
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85. 

EJEMPLO 

EN UN PROBLEMA DE CONTROL ESTADISTICO DE C~LIDAD, SE TIENE UN LOTE 

DE 100 TRANSFORMADORES DE CORRIENTE ELECTRICA,_ DE LOS CUALES 40 

SON DEFECTUOSOS (NO CUMPLEN LAS NORMAS DE FABRICACION). ¿CUAL ES 

LA PROBABILIDAD DE OBTENER UNO DEFECTUOSO DE TRES SELECCIONADOS AL 

AZAR SIN REEMPLAZO? 

P(X=1] = 

40! 60! 
39! X 1! X 58! X 2! = = 0.438_ 

100! 
97!x3! 

APROXIMACION VE LA VISTRIBUCION HEPERGEOMETRICA MEVIANTE LA BINOMIAL 

CUANDO N ES GRANVE Y n. PEQUE/iJO (N~ 10n}, LA DISTRIBUCION BINOMIAL SE PUE 

·uSAR COMO APROXIMACION DE LA HIPERGEOMETRICA. DE ESTA APROXIMACION 

SE HECHA MANO CUANDO LOS CALCULOS CON ESTA ULTIMA RESULTAN TEDIOSOS. 

EN EL CASO DEL EJEMPLO ANTERIOR, SI SE USA LA DENSIDAD BINOMIAL SE 

OBTIENE, CON p=40/100 = 0.40 Y n=3 

3! 1 2 
p rx=1J = 1! 2! (0.40). (-0.60) = 0.432 

FORMULA VE STIRLING 

(e= 2.718 ... ) 

Error = 2% SI n = 4 

Error = 0.8% SI n = 10 



0.4 

0.3 

o 

1:] Distribución hipergeométrica 
~ Distrrbución binomial 

5 

86. 

COMPARACION VE LAS VISTRIBUCIOUES HIPERGEOMETRICA Y 
BINOMIAL 

0.4 

0.3 

0.2 -
~ 
~ 
~ 
~ 

;>:; ~ ~ ~ I/; 
~ ~ 
~ 
~ 

p, 

~ ~ 

t/. ~ ~ 
o 

O Distribución hipergeométrica 

~Distribución binomial 

r;;: 

~ 
N = 1000 

20 !-1 = 
n = lOO 

%: 

% 

n~ ~ 

~ 

w [l~ I/; ~ [)~ 
1 

5 

.. ,., 

1 

1 

·., 

•• 

• 
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VISTRIBUCION VE POissmJ 
1· 

UNA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ;Pl\:q_~ UNA VARIABLE ALE.~TORIA DIS-

CRETA, X, DE LA FOID'I.A 

X = 0 1 1¡ 2, • •• 

SE LLAHA VISTRIBUCION VE POISSOM; EN ESTA EOJACION A ES UNA CO~lSTANTE. SE 

PUEDE DEMOSTRAR QUE LA MEDIA Y LA VARIANCIJ\ PARA ESTA DISTRIBUCION 

QUEDAN DADAS POR 

00 

E(X) = ¿ 
·x=O 

X -A 
x" e =A 

x! 

X -A 
(x-A)2 A e = A 

x! 

ES POSIBLE DEMOSTRAR QUE LA DISTRIBUCION DE POISSON PUEDE EMPLEARSE 

CO~O UNA PROXI~~CION DE LA DE BERNOULLI, TOMANDO A = np CUANDO n 

ES SRANDE Y p PEQUE~A, PERO DE TAL ~1ANERA QUE npq > 1. AL RESPECTO, 

SI n=20 Y p=0.05, ENTONCES EL ERROR 0UE SE TIENE AL USAR DICHA APRO

XI.M..ACION ES l-1ENOR DE 3 POR CIENTO PARA VALORES DE X !'llENORES DE 3.; 

PARA X=4 Y X=5 LOS ERRORES RESPECTIVOS SON 15 Y 41 POR CIEN~O, DE-

BIDO A QUE NO SE CUMPLE CON LA CONDICION DE QUE npq SEA MAYOR DE 

UNO, YA QUE npq = 20x0.05x0.95 = 0.95. 



89. 

EJEHPLO 

UNA C011PA~IA ASEGURADORA DESPUES DE MUCHOS AflOS DE EXPERIENCIA HA 

ESTIMADO QUE EL 0.004% DE LA POBLACieN FALLECE POR ACCIDENTE 

AUTOMOVILISTICO. SI ESTA COMPk~IA TIENE 40,000 ASEGURADOS, ¿CUAL 

ES LA PROBABILIDAD DE QUE 2 DE ELLOS MUERAN EN UN A:f\'!0 POR ESE TIPO ~'

DE ACCIDENTE? 

SEA X EL NUMERO DE PERSONAS QUE MUEREN ANUAL~1ENTE DE ENTRE LOS 

ASEGURADOS, POR ACCIDENTE, LA MEDIA DE X ES 

E(X) = 0.00004 X '40,000 = 1.6 =A 

ADEMAS, TOMANDO EN CUENTA QUE npq)1, SE PUEDE USAR SIN GRAN ERROR 

LA DISTRIBUCION DE POISSON: 

P(X=x] = 

POR LO QUE 

P(X=2] 

X -A A e 
x! 

2! 

x. x=O, 1, 2, .•• 

_o.._. _2 _0_1_9 _x:::--_2 _. _s _6 = 
2 

0.26 

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES PARA ESTA VARIABLE ALEATORIA ES: 

r-----

X o 
fx(x) 0.202 

f)./ 

~ __ J_ -- --~- --4- > ·x 

r: -1 
r¡ -;¡ .¡ ,¡:: b /- - ., 

' 

• 

1 

• 
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EJEMPLO --·--------
EN LA AMPLIACION DEL CARRIL PARA DAR VUELTA A LA IZQUIERDA EN UNA 

AVENIDA, SOLO HAY CAPACIDAD PARA 3 AUTOS COMO MAXIMO ESPERANDO 

LA FLECHA LUMINOSA DEL SEMA~ORO~ EN UN ESTUDIO ESTADISTICO DEL 

TRANSITO EN ESE LUGAR SE ENCONT~O QUE EN CADA CICLO DE LUCES DEL 

SE~~PORO HAY EN PROMEDIO 6 AUTOS QUE VAN A DAR VUELTA. ¿CUAL ES 

LA PROBABILIDAD DE QUE EN UN CICLO DEL SEMAFORO, TOMADO AL AZAR¡, 

SE CONGESTIONE EL TRANSITO POR EXCEDERSE LA CAPACIDAD DEL CARRIL? 

P[X>3] = ? 

-SI A={X>3}, A ={X<3} 

P LA.> = 1-P(A) o P(A)= 1-P {i\} • CON >-=6, 

x=3 x=3 -6 X 
P(A} P(X~3) = ¿ fx(x) ¿ e 6 = = x! x=O x=O 

P <.A.> -6 6 
62 63 

61e -6 0.152 = e (1 + + -+ -} = = 2 6 

p [A]. = P[X>3] = 1-0.152 = 0.848 

_j 1 
1 

1 

L __ ._ -· 
_¡ 

-----ll 1 
'\ 1 

~ 1 
' : 

"'' 1 



91. 

PROCESO ESTOCASTICO VE POISSON 

i 
CXJN BASE EN LA DISI'RIBUCION DE POISSON SE PUEDE DEDUCIR QUE LA DISTRI-

BUCION DE PROBABILIDADES DEL NU~ERO DE OCURRENCIAS DE UN EVENTO 

DURANTE UN PERIODO t QUEDA DADA POR 

DONDE 

fX(x) = P[X = x EN UN LAPSO t] 

x' • 

-At e x=0,1,2, .• ·, 

A = NUMERO MEDIO DE OCURRENCIAS POR UNIDAD DE TIEMPO. 

LA ~-~.!_>~_R.A~~~?\_ .. Y LA V~J3IJ\.~~-~~-_DE ESTE PROCESO, PARA UN LAPSO t, SON 

E(X) = At 

cr 2 (X) = At 

PARA QUE ESTA DIST~IBUCION SE APLIQUE SE REQUIERE QUE EL EVENTO 
1 

OCURRA CADA VEZ DE MANERA INDEPENDIENTE DE LAS OCURRENCIAS PREVIAS, 

Y QUE A SEA CONSTANTE. A A SE LE CONOCE COMO INTENSIDAD DEL PROCESO; 

A SU RECIPROCO, 1/>. SE LE DENOMINA PERIOVO VE RECURRENCIA. 

¡, 
'" 

• 

• i 

• 

1• 
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EJEMPLO 

EN UNA CENTRAL DE COMUNICACIONES SE TIENE UNA DE~NDA MEDIA DEL 

SERVICIO DE 8 LLk~DAS CADA ~1INUTO. CALCULAR LAS PROBABILIDADES 

DE 0UE EN 2 ~1INUTOS NO SE SOLICITE EL SERVICIO, DE QUE SE SOLICITE 

SOLO UNA·VEZ,Y MAS DE UNA VEZ. 

f (O) = P [X= O J = 
(>..t)o-e-8x2 -16 

0.00004 = e = 
X o! 

fx(1) 
1G1e-16 

0.00064 = = 
1! 

P[X>1) = 1- (0.00004 + 0.0006.4) = 0.99932 
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EJEMPLO 

MEDIANTE UN ESTUDIO ESTADISTICO SOBRE LA OCURRENCIA DE MAREMOTOS 

EN LA COSTA MEXICANA DEL OCEANO PACIFICO SE ESTIMO QUE UNA OLA 

DE 4rn DE ALTURA O MAYOR SOBRE EL NIVEL DE LA MAREA TIENE UN PERIO

DO DE RECURRENCIA DE 100 A~OS. CALCULAR LAS PROBABILIDADES DE QUE 

EN LOS PROXIMOS 10, 'so y 100 A~OS NO OCURRA NINGUN MAREMOTO EN DICHA 

REGION CUYA OLA MAXIMA EXCEDE DE 4rn,' SUPONIENDO QUE LA OCURRENCIA 

DE LOS MAREMOTOS SE PUEDE MODELAR MEDIANTE UN PROCESO ESTOCASTICO 

DE POISSON. 

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE LA VARIABLE .ALEATORIA X=NUMERO. 

DE MAREMOTOS CUYA OLA MAXIMA ES MAYOR DE 4rn, CON A~1/100=0.01 ES 
\ 

-At 
f (x) = ~A~t_e~--- = 

X x! 
0.01t 0.01t e 

POR LO TANTO, PARA t=10, 50 Y 100 A~OS, SE TIENE, RESPECTIVAMENTE, 

QUE: 

= (0.01x10) 0e- 0 · 01x 1 0 = e-0.1 = 
O! 

= (0.01x50) 0e- 0 · 01xSO _ e-0.5 = 
O! 

0.905 

0.607 

= 
(0.01x100)0e-0.01x100 

O! 
e-1 = 0.368 

PARA ESTE MIS~10 PROBLEMA, LAS PROBABILIDADES DE QUE OCURRA AL MENOS 

UN M..~REMOTO CON OLA MAXIM.A MAYOR DE 4m SON, RESPECTIVAMENTE, 

,. ' 

---------------

., 

• 
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94. 

P[X~lj = 1-0.607 = 0.393 

P[X~lj = 1-0.368 = 0.632 

/ 
.¡, 
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VISTP..IBLICION UNIFORME 

SE DICE QUE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, X~ TIENE VTSTRIBUCION 

UNIFORME ENTRE X = a Y X = b (b>a) SI 

1 fX(x) = CONSTANTE = b _ a 

LO QUE SIGNIFICA QUE LA PROBABILIDAD DE OBTENER UN VALOR ENTRE 

x Y x + dx ES LA MISMA PARA CUALQUIER x CO~P~ENDIDA ENTRE a Y b. 

LA GRAFICA DE DICHA DISTRIBUCION ES 

fxfx) 

1 
b-a 

LA ESPERANZA Y LA VARIANCIA DE LA DISTRIBUCION UNIFORME SE CALCULAN 

DE LA SIGUIENTE MANERA: 

E [X]= [b x l dx = [ x2 ]b = _b_2_-_c?_ = (b + a)/2 

0 
b - a 2 (b - a) 

0 
2 (b - a) 

2 b 2 1 
a (X) = f (x:...E[Xj) - dx b-a a 

_ ~ 2xE[xldx 
a-b a 

b 2 
= f ~ dx b-a a 

'b 2 
+ f (E [x]L dx 

b-a a 

= [ 

xJ b 

3 (b - a) ]a+ [ 
(bE ~]a)2 x ]ba - [ 2 E [X] x2 b = 

b-a -2]a 

b 3 - a3 (b -- a)2 

= + (E [X]) 2 
- E[X] (b + a) = ----

3 (b - a) 12 

• 

• 

• 
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E [X] y ax = Jvar [X] 1 

Si se hace la transformación 

V"-" 

~ste caso, Z tiene distribución normal con media igual a cero y variancia 

D istribucíón uniforme 

Se dice que una variable aleatoria continua, X, tiene di 

71e entre X = a y X = b (b > a) si 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
, 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

;'. 1 

~· 1 

1 
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EJEMPLO 

SI LA PROBABILID.AD DE QUE FALLE UNA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE 

' UNA DETERMINADA FUERZA DE TENSION ES DE 0.001, ¿CUAL ES LA PROBA-

BILIDAD DE 0UE DE 2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN A) TRES, B) ~S 

DE DOS? 

CON A= 2000 x 0.001= 2 Y CONSIDERANDO QUE npq ~ 19>l,SE PUEDE 

USAR LA DISTRIBUCION DE POISSON COMO APROXIMACION DE LA BINOMIAL: 

}1_3 e·x 
a) P[X = 3) = 

3! 

23 e-2 
P[X = 3) = 0.18 

3! 

EN ESTE CASO LA DISTRIBUCION BINOMIAL DA COMO RESULTADO 
1 

[ 1 2000! 3 1977 
P X= 3 = 3 ! xl 9 7 7 ! (O • O O 1) (O. 9 9 9) = O. 18 4 

b) P[X > 2] = l-P[X~ 2] = 1 -Fx (2)= 1 -{P[X= O]+ 

} 
2° 'e-2 21 e-2 

+ P[X= 1] + P[X= 2] = 1---~-
0! 1! 

1 
= 1--e2 

1 

,1 

2 2 5 
1 - 0.323 

--= 2! 

• 

• 1 

• 
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2) = 3 

(1/2) (1/2) ... 3/2 

o) Para que se cumpla X> 4 en seis lanzamientos, se necesita que se observen 
caras. Puesto que estos tres eventos son mutuamente exclusivos, se tiene 

P[X > 41 = fx (4) + fx (5) + fx (6) 

Calculando los tres sumandos como en la pregunta anterior, resulta 

6! "' 1\1 
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VISTRIBUCION NORMAL 

UNA DE LAS DISTRIBUCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS MAS 

UTIL ES LA VISTRIBUCION NORMAL O DE GAUSS~ DEFINIDA POR LA ECUACION 

1 -(x-].1)
2/2a 2 

fx(x) = -e 
á/2; 

DONDE J.1 ES LA MEDIA Y a LA DESVIACION ESTANDAR DE X. 
"-----··--·-----------

SI SE HACE LA TRANSFOR~CION 

Z = (X-J.I)/cr 

'} 
'· . ~· 

• ,f.,' 

::·: . . "~ 
., 
• .¡ 

ENTONCES LA ECUACION ANTERIOR SE REDUCE A LA LLAMADA FORMA ESTANVAR, , .. ·.i' \ 
• ~ .: • , , rl : 

CUYA ECUACION ES · · ! 

EN ESTE CASO LA VARIABLE'ALEATORIA Z TIENE DISTRIBUCION NORMAL CON 

MEVIA IGUAL A CERO Y VARIANCIA IGUAL A UNO. 

EXISTEN TABLAS PARA CALCULAR LAS PROBABILIDADES DE UNA VARIABLE ASO-

CIADA A UNA DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR. EN LA SIGUIENTE FIGURA 

SE MUESTRA LA FORMA DE CAMPANA DE ESTA DISTRIBUCION, OBSERVANDOSE 

LA SIMETRIA RESPECTO A Z=E(Z)=O. 

Areo =68.27 ero 

-2 

1- Area=95.45 ero ¡_ Areo=99. 73 ero _, 
1J.i6.tJUbuu6n noJtma.i de. una. vaJU.able. a.ie.a:tolt.ÁJJ.. c.on.:t.<.nua. 

• 



1 
1, 

1 
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\, 

1 

• 1 
1 

.0000 

.0398 

.0793 

.1179 

.1554 

.191 S 

.225H 

.2580 

.2881 
.3159 

.3413 

.3643 
,OArl 

.0040 .0080 

.0438 .0478 

.0832 .0871 

.1217 .1255 

.1591 .1628 
\ 

_1, 
.1950 .19M 
.229C .2;14 
.2612' .1642 
.2910 -<-2939 
.3189/ .3212 

.3438 .3461 

.3665 .3686 
-,orn ""JO OO 

.0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .031 

.0517 .0557 0.596 .0636 .0675 .071 

.0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1}( 

.1293 .1331 .1368 .1406 .1443 .14~ 

.1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .18" 

.2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .21 ~ 

.2357 .2389 .2422 .2454 .2486 .251 

.2673 .2704 .2734 .2764 .2794 .28: 

.2967 .2996 .3023 .305 l .3078 .31< 

.3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .33t 

.3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .35S 

.3708 .3729 .3749 .3770 .3790 .381 ..,nn.., ")f\""t~ ...,nA A ....," r-. ...,1"'\nl"'\ ~"~ 
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' 
LA UTILIDAD DE LA DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR RADICA EN QUE 

DONDE 
z 1- lJ -- y 

a 

• 

• 



, 

1 

i . 
! 

• 

• 

98. 

EJEMPLO 

COMO RESULTADO DE UNA LARGA SERIE DE EXPERIMENTOS PROBANDO A COM-

PRESION SIMPLE CILINDROS DE CONCRETO, SE HA ESTIMADO QUE LA ESPERAN

ZA DE LA RESISTENCIA ES DE 240 KG/CM2 Y LA DESVIACION ESTANDAR DE 

30 KG/CM
2

• 

A) ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE OTRO CILINDRO TOMADO AL AZAR 

RESISTA MENOS DE 240 KG/C~12 ? 

B. ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE RESISTA MAS DE 330 KG/CM2 ? 

C) ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE SU RESISTENCIA ESTE EN EL INTER

VALO DE 210 A 240 KG/CM2? 

SUPONGASE QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ES NORMAL. 

SOLUCION 
A) PARA EMPLEAR LAS TABLAS DE DISTRIBUCION NORMAL ES NECESARiO 

ESTANDARIZAR LA VARIABLE X, EMPLEANDO ~=240 Y a=30, CON x 1=240: 

240 - 240 
-~~__.;;.....;... = o 

30 

RECURRIENDO A LA TABLA DE LA DIST~IBUCION NORMAL SE OBTIENE 

P[X_:240] = P[Z_:O] = 0.5 

O SEA, LA PROBABILIDAD QUE CORRESPONDE AL AREA SOMBREADA DE LA SI-

GUIENTE_FIGTJRA: 

Pz(Z) 

r 1=o 

Fig 16. .Distribución normal correspondiente al inciso e del ejemplo 
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Distribución normal correspondiente al inciso a del eje • 
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99. 

B) 
2 

EL VALOR ESTANDARIZADO DE LA VARIABLE, PARA x 1=330 KG/CM , ES 

POR LO QUE 

330 - 240 
30 = 3 

P(X _: 330} = P[Z ::_ 3] = 1-0.9987 = 0.0013 

QUE ES EL AREA SOMBREADA DE LA SIGUIENTE ~IGURA: 

C) 

fztz) 

Distribución normal correspondiente al inciso b del ejemplo 

LOS VALORES ESTANDARIZADOS DE LA VARIABLE, PARA x 1=210 Y 

x 2=240 SON: 

z = 1 
210 - 240 =-1 

30 

= 240 - 240 = o 
z2 30 

POR LO QUE 

P[21o::x::24o] = P[- 1::z::o] = 0.3413 

Pz(Z) 

~~---------~~~------------~==~~z 
.r,=-1 .r2,=0 

Fig 16. Distribución normal correspondiente al inciso e del ejemplo 



ma anterior (al aumentar K), Ja aenMuau .... ~ ...---

•n normal. Además se puede demostrar que si X 1, X2 , ••• ,) 

rmal, entonces, rigurosamente, W también la tiene, independientt 
·iables que aparezcan en la suma. · 

A partir del teorema del límite central se dem1 

·n de Bernoulli se puede aproximar mediante la normal cuando 

·nes del experimento es grande (30 o más), con lo cual se logra u" 
. \ 

, ~· .. , 

Fig 14. Distribución normal corr~spondiente al inciso a del eje 
1 ' ·' 
:,_/1 

</ 

'!· 
1 

\ 

~ 
\ 
\ 

• 
¡.: ! 

L 
r 
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100 . 

TEOREMA CENTRAL VEL LIMITE 

SEAN LAS VARIABLES ALEATOR~AS x 1 ,x2 , ... ,Xk, CON _DEN_SID~D~J' _D~ 

PROBABILIDADES ARBITRARIAS CUYA Sm1A SE DENOTARA COMO W, ES DECIR 
-·' '-- ' ---------- --·--- ----·-- ' -- - --- _/ 

ES POSIBLE DEMOSTRAR EL TEOREHA DENOMINADO TEOREMA CENTRAL VEL LIMITE, 

-CUYO ENUNCIADO INDICA QUE CONFORME AUMENTA EL NU~1ERO DE VARIABLES 

. INVOLUCRADAS EN LA SUMJ._ ANTERIOR (AL Am1ENTAR k), LA DENSIDAD DE 
. - ·--- - ·- ·--·· --- -· 

PROBABILIDADES DE W TIENDE A SER LA DISTRIBUCION NORMAL. ADEMA S 

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE SI TODAS LAS VARIABLES x 1 ,x2 , ... , Xk TIENEN 

DISTRIBUCION NORMAL, ENTONCES, RIGUROSAMENTE, W TAMBIEN LA TIENE, 

1 

INDEPENDIENTE~1ENTE DEL NUMERO DE VARIABLES QUE APAREZCAN EN LA SUMA. 

A PARTIR DEL TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL SE DEMUESTRA QUE LA DISTRI-

BUCION DE BERNOULLI SE PUEDE APROXIMAR MEDIANTE LA NORMAL CUANDO EL 

NUMERO DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTO ES GRANDE (30 O MAS), CON 

LO CUAL SE LOGRA UN AHORRO CONS~DERABLE DE LABOR NUMERICA EN LA 
' 

SOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS. PARA MEJORAR ESTA APROXIMACION, 

CONVIENE EFECTUAR UNA CORRECCION POR CONTINUIDAD, LA CUAL SE JUS-
- . . . . 

TIFICA POR USAR UNA DISTRIBUCION CONTINUA EN VEZ DE UNA DISCRETA, 

--~U~~-I?O __ C?_---~~-~[-\.~~0, __ SEGUN S.EA -~~ C_A~C?~ ___ Q __ ~_S_ --~~-Y.~~()_R _!2_f; ____ ~_ QUE SE 

USE. POR EJEMPLO, SI SE DESEA CUANTIFICAR LA PROBABILIDAD DE QUE 

DE 2000 ENSAYES SE LOGREN,:DE 3 A 6 EXITOS, LOS LIMITES REALES QUE 
1 1 1 ' 

SE DEBEN USAR AL APLICAR LA DISTRIBUCION CONTINUA SON x 1=2.5 Y 

x 2=6.5. 



101. 

EJEMPLO 

SI LA PROBABILIDAD DE QUE FALLE UNA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE 

CIERTA CARGA ES DE O. 001, DETERMINAR LA PROBABILIDAD DE QUE EN ' 

2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN MAS DE DOS. 

USANDO LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI SE OBTIENE 

P[X>2} = 1- P[X_:2] = 1- {P[X:=O] + P[X = 1] + P[X = 2]}= 

2 OOO! (0.001) 2 (0.999) 1998 } = 0.3255 +1998!_2~ 

LOS CALCULOS NECESARIOS PARA OBTENER LA SOLUCION SON BASTANTE MAS 

TEDIOSOS QUE LOS QUE DEBEN EFECTUARSE APROVECHANDO QUE EL NUMERO 

DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTO ES GRANDE, A FIN DE UTILIZAR LA 

DISTRIBUCION NORMAL. EN ESTAS CIRCUNSTANCIAS, LA PROBABILIDAD DE 

QUE X_: 2 EN EL CASO DISCRETO, EQUIVALE A LA DE QUE X< 2. 5 EN EL 

CONTINUO; AS! 

~ = np = 2 000 x 0.001 = 2 

( ] [ 2.5- 21 r l P X_:2.5 = P Z_: 1 _41 = PLZ_:0.355. = 0.6387 

DE DONDE 

P [ X > 2. 'S) = 1 - P l X _: 2 . 5 j = 1- 0.6387·= 0.3613 

• 

• 
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EJEMPLO 

,., ' ' ' \ 
EN. ,.pNA SERIE DE 462 EXPERIMENTOS CON FI·~E~ ANTROPOLOGICOS) CONSIS

,:~~~;. l 

TENTES EN MEDIR EL TA~~O DE DA CABEZA DE LOS INDIGENAS RESIDENTES 
t,. 

EN UNA ZO~~ T~OPICAL,SE OBTUVIERON LOS RESULTADOS ANOTADOS EN LAS 
' -~· -~-:.1 ~ 

DOS PRIMERAS COLUMNAS DE LA SIGUIENTE TABLA. SI LA VARIABLE ALEA-

TORIA "TAM.~~O DE LA CABEZA" SE CONSIDERA QUE TIENE DISTRIBUCION 

NORMAL, ¿QUE CANTIDAD DE RESULTADOS SE ESPERARlA OBTENER ANTES DE 

-HACER LAS MEDICIONES, SI SE CONSIDERA QUE ~= x = 191.8MM y 

a= s = 6.48MM,· DONDE x=PROMEDIO ARITMETICO Y s='DESVIACION ESTANDAR 

DE LOS DATOS? 

171.5 - 191.8 
6.48 -3.13; z~ = 

P(-1.90~Z~-1.28) = 0.0716, ETC. 

175.5 - 191.8 
6.48 

-2.51,· 179.5-191.8 
x3- 6.48 

= - 190 ~ ETC. 
j 

' ,, 

462 X 0.0051 = 2.4; 462 X 0.0227 = 10.5; 462 X 0.0716 = 33.1, ETC. 

' ~' ' 
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1 INTERV~~o D;-T NU~~~~. ~-;--~~~-- -- . --~-~;~~;~~~-·~El P~~B~BIL;DAD ¡ ;~EC-~ENC-IA l 

•1 VALORES DE X, SERVACIONES z- X-JJ ! P( l-p 11 ESPERADA = 
- --- 1 Z <Z<Z -

¡EN MM ¡ (frecuencia,f). · a , 1- - · ¡ 462 P __ ::-='.;. .L<;L ¡ 

k_l:: ~= 11 5. 5 --+ __ 3 1_(_~_3 :..1_3 ¡ =i::3:_?_l:l_~-- _ o._~-~~1 ___ J _ 2 . '¡~1>,•v- 1 

' l 1 ' : 
:175.5-179.5 ' 9 : (-2.51)-(-1.90)! 0.0227 ¡ 10.5 
-. -------~---·---r---~,··- ·-- ·-- --- · - -r· -----· --·-·---- -----~--~-•- -~--- - --- · ._~-- ---~,~~ 

1 : 1 

: 17 ~-~~ 1_8 3. 5 _!___ __ . ----~?- -- ______ __) -~- ~--~~-~)_ :_<:=-~--~-~~)--T-----Q_~_Q_?_~6 ______ -- -~. 3 3. 1 

~~~-=~~7-~ __ ?. _____ ¡ ___________ 76 ____ : <~~-~-2s~ .. - .. <-:::o· .. ~~r_;_ .... _o.~_5_4~----· ¡ 71.3 

187.5-191.5 ! 104 ;(-0.66)-(-0.05)l 0.2255 ¡104.2 
----------------4------ ·---· -----··· .... ·--- -- ------------ ~ --·-·t.--- ------------- 4-
• 1 1 

-~~~-: 5-19 _s. __ ·-·~----·-L ____ 11 o · <-o. o 5 l- o.~?_ _ _l_ ___ o: _2_ ~-5_6 _ _ _ !_ 1 o 8. 8 
i 
1 

l 
! ' ¡ 

' 
¡_1_9_5_._5_-:.! 9 ~-~-~------------ ____ _ 88 0.57 - 1.19 : 0.1673 : 77.3 ! 

. . -·-- --------- --
' 

------------ ... -~-- ---- ----~ ~---- • '199.5-203.5 
1 

203.5-207.5 ! 6 1.80 2.42 ¡ 0.0281 
------------' --------------------·--· --·-· --·--·-·-- ........ --·---- -------- "1·------ -······ 

! 13.0 
-------- .! ·- - - . -- -

' 
.207.5-211.5 4 
--~-- .. .---..... ~-~ ... ~-••.._w!< • -'•• '~ 

2.42 3.04 \ 0.0066 : 3.0 ... _____ ,_, ' ..... ~-· '. '. '"' ' ~ .. -·· - - ~ 

' ' l 1 

211.5-215.5 2 3.04 - 3.66 1 0.0011 . - ! 0.5 
.------·-·-~-:----"'·"---------- ·---- .......... ---¡---------·-------------·-- -------------·- .... .. 

' 1 
1 215.5-219.5 1 l 3.66- 4.27 0.0001 l 0.0 
) ... --·-----·-·-~------·--~••• ·~•··--•-v.._., __ ..._,w ____ ,..;..~,.-~,....,. ___ ,_, __ ~-- ·----~ '-i 

TOTAL: 462 TOTAL: 461.6 
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35. 

PROBAB1L1VÁV CONV1C10NAL 

LA PROBABILIDAD CONDICIONAL, P(AIB), DEL EVENTO A, DADO QUE EL B 

HA OCURRIDO SE·CALCULA CüN LA FORMULA 

P(A!B) 

EVENTOS INVEPENVIENTES 
= P(A()B) 

"PTBT- ; P(B)>O (1) 

SI DOS EVENTOS, A Y B, SON INDEPENDIENTES, LA PROBABILIDAD DE A 

NO SE ALTERA SI OCURRE EL EVENTO B; ES DECIR, DOS EVENTOS SON 
. 

!J\IVErE.VOIENTES SI 

"P(AiB) == P(l'l.) 

EN TAL CASO, DE LA ECUACION 1 

P(AOB) = P(A) x P(B) (1') 

PUESTO QUE P(AnB) = N(AOB)/N(S) Y P(B) = N(B}/N(S) LA ECUACION 1 

SE PUEDE ESCRIBIR CO~O 

N (.M\B) 

P(A\B) = N(S) = N(Af\B) 
N(B) N(B) 

( 2) 

-N (S) 

Af'IB~ 
S 

EL TRABAJAR CON LA ECUACION 2 EQUIVALE A EMPLEAR UN ESPACIO DE 

EVENTOS REDUCIDO DE S A B. 

EJEMPLO 

EN UNA URNA. HAY 10 TRANSISTORES BUENOS Y 10 DEFECTUOSOS. ¿CUAL· 

ES L.~ PROBABILIDAD DE SACAR UNO BUENO Y UNO DEFECTUOSO (EN CUAI..-

QUIER ORDEN) AL REALIZAR DOS .eXTRACCIONES AL AZAR, SI HAY REEI·-1PT.JIZO 

DEL PRIMER T~NSISTOR OBSERVADO? 
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!-!AY VARIAS FORMAS DE RESOLVER ESTE PRCJBLEMA~ 

l. PUESTO QUE EL NUMERO DE DEFECTUOSOS ES IGUAL AL DE BUENOS, SE 

E'UEDE FORMULAR EL SIGUIENTE ESPACIO DE EVENTOS, EN EL QUE 

TODOS LOS ELEMENTOS SON IGUALMENTE PROBABLES: 

S = { (d,d), (d,b), (b,b), (b,d)} 

EL EVENTO DE INTERES ES: 

A= {(d,b), (b¡d)} 

POR LO QUE N(S) = 4, N(A) = 2 

Y P(A) - 2/4 = 1/2 

2, HAY 10 x 10 MADERAS DISTINTAS DE QUE SALGA PRIMERO EL BUENO Y 

LUEGO EL DEFEC'I'UOSO, Y OTH1\S TANTAS DE QUE OCURRA DE MANERA 

INVERSA. POR LO TANTO: 

N(A) = (10 X 10) X 2 = 200 

N(S) = 20 X 20 = 400 

P(A) - 200/400 = 1/2 

3. SEAN LOS EVENTOS 

B = {SALE PRIMERO EL BUENO Y LUEGO EL DEFECTUOSO} 

F = {SALE PRIMERO EL DEFECTUOSO y LUEGO EL BUENO} 

D = {SALE PRIMERO EL BUENO} 

E = {SALE SEGUNDO EL DEFECTUOSO} 

o = {SALE PRIMERO EL DEFECTUOSO} 

R = {SALE SEGUNDO EL BUENO} 

POR LO Tl,NTO, AL REALIZAR LAS DOS EXTRACCIONES CONSECUTIVAMENTE: 

B = Dt1E y F == onR 

/ 



SI A = {SALE UNO BUENO Y UNO ~ffiLO} = BUF 

SE TIENE QUE P(A) = P(B)+P(F) 

'!A QUE B Y F SON MUTUA.~F.N'I'E EXCLUSIVOS, Y 

10 10 100 1 
P(B} = P(DnE) = 20 x 20 = 400 = 4 

P(F) - P(OrlR) 

37, 

YA QUE D Y E, Y O Y R SON INDEPENDIENTES. ESTO CONDUCE A 

P (A). = .!. + 1 l 
4 4 = 2 

RESOLVA~10S AHORA ESTE pqOBLEMA SI NO HAY REEMPLAZO: 

P(DriE) = P(E!D)P(D)= lO x ·1 0 = 
3
1

8
°, YA QUE 

19 20 

P(D) = 10/20, P(E!D) = 10/19 ANALOGAMENTE 1 P(F) 

10 10 10 
POR LO QUE P (A) = 3B + 3"8 = 1§" . 

1NVEPENVENCIA VE UN GRUPO VE EVENTOS 

EN GENERAL, LOS EVENTOS A1 , A2 , ..• ,AM 

SON INDEPENDIENTES SI, Y SOLO SI, 

P (.Z\K (\ AK (\ . .. f\AK ) = P (AK ) xP .(AK ) x ... xP (AK ) 
1 2 · R l 2 ·R 

= 10 
38' 

PARA CUALQUIER GRUPO DE ENTEROS K1 , K2 , •.• ,KR' CON KR~M (TODl\.S 

LAS PA'qEJAS, TERCIAS, ETC, DE EVENTOS POSIBLES DE FORMARSE DEBEN 

SER INDEPENDIENTES). 

DICHO DE OTRA MANERA, LOS EVENTOS A1 , A2 , ••• 1 AM SON INDEPENDIENTES 

SI LOS ELEMENTOS DE TODOS t.OS SUBCONJUN'rOS POSIBLES DE R={Al ,A2 1 • • • 1 

SON INDEPENDIENTES. 



38. 

E3EMPLO 

SI M=3, A1 , A2 y A3 SON INDEPENDIENTES SI, Y SOLO SI, 

TODAS LAS COMBINACIONES QUE PUEDAN 

FO.RMARS E CON DOS EVENTOS : 
P(A{tA

3
) = P(A

1
)P(A

3
) 

. ~ 
P(A{¡A3 )· - P(l-'>?.)P(A

3
i 1 

"P(A~A2nA3 ) = P(A1 )P(A2 )P(A3 j 
SI M=4, PARA QUE A1 , A2 , AJ y A4 SEAN INDEPENDIENTES SE REQUIERE 

QUE SE CUMPLA QUE 

P (A/\Af'A3 ) = P(A1 }P(A2 )P(A
3

) 

PlAl'A/\~.4 ) = P(A1 )P(A2 )P(A4 ) 

p ( P.{\A30A4) = P(A
2

)P(A
3

)P(A
4

) 

P (Af'A3f1A 4 ) = P(A1 )P(A3}P(A4 ) 

P (AjlA
2

) = P(A1 )P(A2 ) 

P(A1fl~.3 ) ·- P(A1 )P(A3 ) 

P(A
1
()A

4
) = P(A1 )P(A4 ) 

P(Aj\A3 ) = p (A2) p (A3) 

P(A{\A4 ) = p ( A2) p (l\ 4) 

p (A3(\A4) = P(A
3

)P(A4 ) 

l ¡ 

' 
.1 

...... 

~ 
1 
l 
! 

1 

1 ¡ 
1 

) 

TODAS L.AS COMBINACIONES DE 

TRES EVENTOS QUE PUEDAN FOR

MARSE = 4C3 = ~! , = 4 
3. l. 

TODAS LAS COHBINACIONES DE 

DOS EVENTOS QUE PUEDA-l'J FOR=· 
e 4! 

~~RSE = 4 2 = 2 ! 2 ! = 6 
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EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO SOCIOLOGICO SE INTERROGARON 1200 PERSONAS DE UNA 

COLOniA RESIDENCIAL, Y SE DETUVIERON LOS SIGUIE:NTES DATOS~ 

GUS'f;.")po;-LA ·--- r··--o TITULO UNIVER=i-siN TITtJLO u"Njli:.---1 
f'v!USICA CLASICA L SITARIO : VERSITARIO 

~-. -·· . 1 VARONES D~-1A;-¡ VARONES DAMA~ L 

L--~~ul~----0---t 
- ' 1 

1 1 lOO 50 200 250 600 1 1 ------!. 
150 100 150 200 ! 600 ¡ BAJO 1 

! __ . __ t _____ ==r j 
--;=~ 

250 l 150 350 
1 

450 1200 

SI A = {VARON} B = {CON TITULO} 

C ·- {GUSTO ALTO} 

¿CUAL ES LA.PROBABILIDAD DE QUE SI SE SELECCIONA UN CIUDADANO AL 

AZAR DE LA MISMA COLONIA, ESTE SEP. VARON, TENGA TITULO Y GUSTO 

ALTO POR LA MUSICA? 

POR EL METODO FRECUENCIAL: 

NUME~O DE VARONES = 250 + 350 = 600 

NUMERO DE PERSONAS CON TITULO = 250 + 150 = 400 

Nm~ERO DE PERSONAS CON ALTO GUSTO POR LA MUSICA CLJ\.SIC.l\ ·- 600 

POR LO TANTO 

P(A) = 600/1200- 1/2, P(B) = 400/1200-

Y P(C) = 600/1200 = 1/2 PUESTO QUE 

1 
3 

D = A(lBf\C Y A, B Y C SON rm¡:;~PENDIENTES, SE TIENE QUT!: 

DE OTRA MANERA: P (D) = ln0/1200 -- 1/12 



LEY GENE~AL VE MULT1PLICACI0N 

DE LA ECUACION {1): 

P(A~B) = P(A!B)P(B) 

ESTA ECUACION SE PUEDE GENERALI4AR.A MAS DE DOS EVENTOS ASI: 

f' (E 1fiE:2(\ •• .f)Ek) =P (El) P (E2 j El) .•. P (Ek 1 El, E 2 , ••• .., Ek-l) ( 3} 

VOR EJEMPLO, SI K=4 

P _{ E :¡_(l E 2fl E 
3

A E 
4 

) == P (E 
1 

) P ( E 
2 

1 E 
1 

} P (E 
3 

1 El , E 
2 

} x 

x P(E
4

!E1 JE 21 E
3

) 

E.JEMPLO 

,~CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE AL EXTRAER SIN REEMPLAZO CUATRO 

CARTAS AL AZAR DE UN PAQUETE DE 52f LAS DOS PRIMERAS SEAN DIA-

~'lAN'rES Y LAS DOS ULTIMAS SEAN CORAZONES (EVENTO E)? ~ 

SEAN A= {LA la. ES DIAMANTE}, B ={LA 2a~ ES DIAMANTE}p 

C = {LAJa. ES CORAZON}, D ={LA 4a. ES CORAZON}. 

EU Tl\L CASO 

E = A(\B('C(\D 

P(A) = 13/52, P(B!A)=12/51, P(C!A,B)=13/50 

P(DiA 1 B,C)=12/49 

APLICANDO LA ECUACION 3 SE OBTIENE 

13 12 13 12 78 
P(E) =52 SI 50 49 = 20825 

SI LOS EVENTOS E. QUE APARECEN EN LA ECUACION (3) SON INDEPEN
l 

DIENTES, ENTONCES 

P(E10E 20 ... nEk) = P(E
1

)xP(E
2

}x ••• xP(E) 
k 

QUE ES LA LEY GEMERAL VE MULTTPLICACION 
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EJEMPLO 

SE TIENEN EN UNA URNA TRES BOLAS BLANCAS Y TRES NEGRAS. ¿CUAL 

ES Ll\ PROBABILIDAD DE QUE APAREZCAN LAS TRES BI,J\NCAS ~-RIN

CIPIO SI SE EXTRAEN SIN REEMPLAZO SUCESIVAMENTE LAS SEIS? 

6~ 
,---- -------"-----,_ 

¡. b b b n n n 
"'-~-v- -- -· '-----

CON PERMUTACIONES: 

3. 

3! 3! N(A) = 3! X 3! 

N(S) = 6! 

P(A) ::: 3! 3! 1 6! 

CON PER.MUTACIONES 

PROBI\BILIDADES .: 

N(A) 

N(S) 

P(A) 

b b b n n n 

1 1 i 
1 2 1 
2 5 4 1 

= 1 

6p3 3 = , 
= 1/20 

CON PROBABILIDADES CONDICIONALES: 

p (P.) 
1 2 1 J_ 

= 2 X S X 4 = 20 

6! = 3: 3! 

= 1/20 

POR r,RUPOS: 

= 20 



AI-IORA, ¿CUAL ES Ll\ PROBABILIDAD DE QUE LAS 'rRES BLANCAS APAREZCAN 

CONSECUTIVM·lENTE'.? 

<;,~ 
,-----../'-----, 

1 . _ ~-l? __ ~J~.- n n n 1 

3! 4! 

2. qn 
¡ _:_ ____ _j 

n n 

CON PERMUTACIONES~ 
3! 4! 1 

P(A) = = -"6": 5 

CON PER..MUTACIONES POR GRUPOS: 

N(A) = P 
. 4 1' 3 - 1! 3! = 4, N(S) = = 20 

P(A) = 4/20 = 1/5 

3. 

PROBABILIDADES: 

b" b b n n n 
1' í i ~--
1 2 1 t 
2 54 1 

CON PROBABILIDADES CONDICIO
NALES: 
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EJD1PLO 

DE UN LO'J'B DE 100 EJES DE RELOJERIA SE EXTRAEN CUATRO AL AZAR SIN 

REEHPLAZO, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE APAREZCAN DOS DEF'EC-· 

TUOSOS (ZVENTO A) SI EN EL LOTE HAY 20 POR CIENTO DE DEFECTUOSOS? 

1 • 

2. 

4p2 = 6 
-~-

d d b b 
t í i t 

PROBABILIDADES: 20 19 80 79 
lOO 99 98 97 

CON PROBABILIDAD CONDICIONAL; 

p (A) = 20 19 80 79 6 
lOÓ 99 98 97 = 0.15 

CON PERMUTACIONES PARCIALES Y EN GRUPOS: 

20! 
d d b b P(A) = :IST 

80! 4! 
78! 2!2! 
100! 

96! 

(20x19) (80x79) (6) 
= 100x99x98x97 = 0 • 15 



-t.i, 

LEY GENERAL VE LA AVICIOM 

SI TODOS LOS EVENTOS E. SON HUTUM1ENTE EXCLUSIVOS ENT'RE SI, 
~ 

EL AXIOMA 3 TN4BIEN SE GENERALIZA A: 
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TEOREMA VE LA PROBABILIVAV TOTAL 

SE DICE QUE UN GRUPO DE EVENTOS ES COLECTIVAMENTE EXHAUSTIVO SI L .. \ 

UN ION DE 'l'ODOS ELLOS ES EL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDI:E·'N'rE. 

Espacio de eventos 

Bn 

8¡ 

EN UN GRUPO DE EVENTOS COLECTIVAMENTE EXHAUSTIVOS Y MUTUAMENTE 

EXCLUSIVOS, B1 , B2 , .•• ,Bn' SI A ES UN EVENTO CUALQUIERA DEFINIDO 

EN EL ~ISMO ESPACIO, ENTONCES, APLICANDO EL AXIO~~ 3, RESULTA 
i=n 

P(A) = P(AnB1 ) + P(AnB 2> + ••• + P(AnB) = ¿ P(AnB.) 
n . 

1 
1 

1= 

YA 0UE LOS EVENTOS AciBi SON MUTUANEN'!'E EXCLUSIVOS. 

TOMANDO EN CUENTA QUE P{Af\Bj.) = P(B1 )P(AiB1 ), SE OBTIEN.E FINP.L-· 

MENTE LA ECUACION 

i=n 
P(A) = ¿ P(B.)P{AiB.) 

i=1 1 1 

CON LA CUAL SE DEFINE EL LLAMADO TEOREMA 1JE LA PROBAB1LIVAV TOTAL 
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TEOREMA VE BAYES 

CONSIDERANDO QUE P(B.~A)=P(AOB.), SE TIENE QUE 
J J 

P(B.(\A) P(i.\1'\B.) 
P(D ./A) = == __ _]_ 

J P(A) P(A) 

DE DONDE . 

P(B.)P(A!B.) 
P (BJ.!A). = -. _J -·--«----J.=n 

i;, P(Bi)P(A!Bi} 

ESTE RESULTADO SE CONOCE COMO TEOREMA VE BAYES. A LAS PROBABILIDADES 

P(B.} QUE SE ASIGNAN A LOS EVENTOS B. ANTES DE OBSERVAR EL EVENTO 
J J 

A, SE LES DENOMINA A PRIORI 0 PREVIAS; A LA.S PROBABILIDADES P ( B j 1 A) QUE 

SE OBTIENEN DESPUES DE OBSERVAR EL EVEN'l'O A, SE LES LLAJ11A A POSTE-

RTORI O POSTERIORES . 

. - fj!¿, 
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EJEMPLO --------
EN UNA FABRICA SE RECIBEtl REGULADORES DE VOLTAJ~ DE DOS PROV:t:E:DORES, 

B1. Y B2 , EN PROPORCION DE 3 A 1¡ ES 9ECIR, LA PROBABILIDAD DE QUE 

UN .REGUL!'\DO~ TOMP>.DO AL AZAH PROVENGA· DEL PROVEEDOR B1 ES P (13 1 ) :::3/4, 

Y DEL B2 E~ P(B2 )=1/4. 

SUPONGAMOS ADEMAS QUE EL CONTROL DE CALIDAD DEL PROVEEDOR B1 ES 

MEJOR Q~E EL DE B2 , DE MANERA QUE EL 95!?; DE LOS REGULADORES DE B1 

TRABAJAN BIEN, Y SOLO Eli 8 0% DE LOS DE B
2 

FUNCIONAN CORREC~rl\MENTE. 

CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE UN REGULADOR TOMADO AL AZAR FUN-

CIONE BIEN (EVENTO A). 

P(AIB1 ) = 0.95; 2(A!B2) = 0.80 

DEL TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL: 

P(A) = P(A!B
1

)P(B
1

)+P(AjB2 )P(B2 ) 

3 . 1 = 0.95 X 4 + 0.80 X 4 = 0.9125 
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EJEMPLO 

SUPONGAMOS AHORA QUE LA PREGUNTA DEL PROBLEMA SE CAMBIA A: ¿CUAL 

ES LA PROBABILIDAD DE QUE UN REGULADOR TO~~DO AL AZAR PROVENGA 

DEL PROVEEDOR B1 , SI SE HIZO UNA PRUEBA DEL REGULADOR Y SE OBSERVO 

QUE. FUNCION.l\ CORRECTAMENTE? 

APLICANDO EL TEOREMA DE BAYES: 

ADEMA S 

OBSERVESE QUE 

~ ¡ X 0. 80 

3.65 
-r 

= Üo22 



..,.....-
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EJEMPLO 

SUPONGASE QUE UNA PRUEBA P.~RA DETEC'TAR DIABETES TIENE UNA EFICIEN-

CIA DEL 95%, ES DECIRp SOLO"EN EL 95% DE LOS CASOS SE DETECTA CO~ 

ELLA LA DIABETES EN UNA PERSONA QUE .LA PADECE. SUPONGASE T&~lBIEN 

QUE EL 2% DE LAS PRUEBAS QUE RESULTAN POSITIVAS SON DE GENTE SANA, 

Y QUE EL 3% DE LA POBLACION DE UNA REGION DE MEXICO PADECE ESTA 
J • 

ENFER.1'1EDAD. 

a) iCUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE UNA PERSONA SELECCIONADA AL AZAR 

PUEDA SER DECLARADA DIABETICA POR. LA. PRUEBA? 

b) . SI LA PRUEBA DICE QUE SI ES DIABE·riCA, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD 

DE QUE REALMENTE LO SEA? 

B1= {TIENE DIABETES}; B2 = {NO TIENE DIABETES} 

E = {LA PRUEBA DETECTA DIABETES} 

P(Bl) = 0~03, P(B2 ) = 0.97 

P(EJB1 ) = 0.95, P(EJB2 ) = 0.02 

SOLUCION 

= 0.95 X 0.03 + 0.02 X 0.97 = 0.0479 

b ) 
P(B1 )P(EJB

1
) 

= P(B1 )P(EJB1 )+P(B
2

)P(EjB
2

) 

= 0.03 X 0.95 
~~~~~~~~~--~~~ = 0.03 X 0.95 + 0.97 X 0,02 0.59 
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EJEMPLO 

EXISTE UN EDIFICIO DE CONCRETO- REFORZADO PARA EL CUAL SE INVESTIGA 

SU CAPACIDAD DE CARGA DE DISE~O. UN INGENIERO, CON BASE EN SU 

EXPERIENCIA PERSONAL Y CON BASE EN LA EPOCA EN QUE FUE CONSTRUIDO, 

DECIDE QUE.LA ~ESISTENCIA NOMINAL, f' DEL CONCRETO PUDO SER 
e 

DE 150 KG/CM2 , 200 KG/CM 2 O 250 KG/CM 2 , CON LAS SIGUIENTES PROBA-
·• 

BTLIDADES PREVIAS~ 

? 
RESISTENCIA NOMINAL, EN KG/CM-

B1 = {150} 

B2 = Í200} 

B3 = {250} 

PROBABILIDAD 

P(B1 )=0.3 

P(B 2 )=0.6 

P{B
3

)=0.1 

PARA PREDECIR LA RESISTENCIA NOMINnL REAL, ES NECESARIO REALIZAR 

UN EXPERIMEN'rO QUE CONSISTE EN EXTRAER CORAZONES (MUESTRAS) DEL 

CONCRETO DE LA ESTRUCTU!LZ\ Y PROBARLOS A COMPRES ION SIMPLE. EL 

INGENIERO DECIDE QUE LA RESISTENCIA, S, DE UN SOLO CORAZON DARA 

UNA PR~DICCION CONFIABLE, Y DEPINE LOS EVENTOS ANOTADOS EN LA PRI-

ME~~ COLU~NA DE LA TABLA DE LA SIGUIENTE HOJA, A LAS CUALES LES 

ASIGNA PROBABILIDADES CONDICIONALES, DADA LA RESISTENCIA NOMINAL, 

f' 1 DE ACUERDO CON LA SUPOSICION DE QUE LA RESISTENCIA TIENE DIS
e 

TRIBUCION NORMAL CON LA MEDIA IGUAL A f' Y COEFICIENTE DE VARIACION 
e 

CONSTANTE; DE ACUERDO CON LA TEXTURn. DEL CONCRETO Y CON LA EPOCA DE 

CONSTRUCCION, LE ASIGNA UN VALOR DE 0.20 A DICHO COEFICIENTE (IMPLI-· 

CA UN CONTROL DE CALIDAD fffiLO) 



1 

-
RESIST.ENCIA DEL CORAZON, 

EVENTO 

EVf:NTO 

EVENTO 

KG/Cr-12 

Al ;: {8~175} 

A2 = {175<S<225} - -
A] = {S> 225} 

-

1 
().,21/17 
1 

1 

S, 

48, 

--r--· --
EN P(A.IB.) 

J l 

1 { f 1 >,=150 (f' ) ·]=200 (f~ ) ~ =25 o e e i> .... .l 

B· ={150} 
1 

B ={200} 
2 

B ={2501 3 . 

0.80 0.25 0.05 

0.20 0.50 0.25 

o 0.25 0.70 
-

Area ;J o./961 

1 



SUPONGASE QUE SE SACA UN COKZI.ZON Y QUE SU RESIS'.:CENCIA RESULTA SER 

DE 164 KG/Crt 2 , ES DECIR, QUE OCURRE EL EVENTO A
1

• LAS PROBABILI

DADES A POSTERIOR! DE LAS RESISTENCIAS NOMINALES SON, ENTONCES 

P({l50})P(A1 i {150}) 

p ( { I S O } 1 A 1 ) = P {{ 15 O } ) P (A l 1 { 1 5 O } ) + P ( { 2 O O } ) P ( Al 1 { 2 O O } ) + P ( { 2 5 O } ) P (A 
1
1 {2 5 0} ) 

= =-=-~~~~0~.3 X 0.80 
0.3 X 0.8 + 0.6 X 0.25 + 0.1 X 0.05 = 0.24 

0.24 + 0.15 + 0.005 

0.24 = 0.6076 = 0.395 

P(f?.OO} !A1) 
P({200})P(A

1
i {200}) 0.15 = 0.3797 = = 0,3Q5 0.395 

P({250} iA
1

) 
P({2501)P(A

1
i {250}) 0.005 0.0127 = = = 

0.395 0.395 

SUPONGASE AHOR~ QUE EN VEZ DE UN SOLO CORAZON EL INGENIERO HUBIESE 

DECIDIDO OBTENER DOS, SITUADOS EN DIFERENTES NIVELES DE LA ESTRUCTURA, 

Y QUE lH_. PROBARLOS EN UNO OCURRIO Al Y EN EL OTRO A2 • LA PROBABILIDAD 

DE QUE OCURRAN AMBOS EVENTOS (A1 , A2 ) SI f~ ES REALMENTE 150, 200 

O 250 KG/0-12 , SERA EL PRODUCTO DE DOS PROBABILIDADES CONDICIONALES, 

PUESTO QUE Al y A2 SON INDEPENDIENTES, 

P(A1 ,A2 ifl50}) = P(A1 Ifl50})P(A2 1{150}) = 0.80 X 0.20 = 0.16 

P(A 1 ,A2 !{200}) = P(A1 If200})P(A2 If200}) = 0.25 X 0.50 = 0.125 

P(A1 ,A2 !{250}} = P(A1 1{250}) P(A2 !f250})= 0.05 X 0.25 = 0.0125 
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ESTAS PROBABILIDADES SON INDISPENSABLES, YA QUE EL TEOREMA DE BAYES 

EN ESTE CASO NOS DARIA: 

P ( { 15 O} ) P ( A
1

, A
2 

j {:L 5O}} 

= P ( { 150}) P (A
1 

,l-'~ 2 1 { 1.3.0}) +P ({ 200}} P {A
1 
,A-2~1..,.f-=2"""'o~o1T+P ( { 2 501 );;: 

' 
EN ESTE CASO LAS PROBABILIDADES A POSTERIOR! SON: 

0.3 X 0.16 = 3.0 X 0.16 + 0.6 X 0.125 + 0,1 X 0.0125 

0,048 = = 0.048 + 0.075 + 0.00125 

P({200})P(A
1

,A
2

!{200}) 

0.12425 = 

P([250})P(A1 ,A2 !{250}) = 
0.12425 

0.048 
0~12425 

0.075 
0.12425 

0.00125 

0.12425 

:: 0.386 

= 0.604 

= 0.010 

LOS !1ISMOS RESULTADOS SE HABRIAN OBTENIDO SI EL INGENIERO, DESPUES 

DE EXTRAER EL PRIMER CORAZON Y DE CALCULAR LAS PROBABILIDADES POS-· 

TERIORES CORRESPONDIENTES, HUBIERA DECIDIDO SACAR EL SEGUNDO Y 

RECALCULAR DICHAS PROBABILIDADES CON BASE EN LAS OBTENIDAS PARA EL 

PRIMERO; ES DECIR, LAS PROBABILIDADES PREVIAS EN EL SEGUNDO CALCULO 

S E R I AN P ([ 15 O } ) = O . 6 O 7 6 , P ( { 2 O O } ) = O . 3 7 9 7 Y P ( { 2 5 O } ) = O • O 12 7 . 

EN TAL CASO, LAS PROBABILIDADES POSTERIORES, DADO QUE OCURRIO ~2 , 

SON 
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P({150})P(A
2

1 {150}) 

- 0-.~2-X-.,0:-.--:6076 + 0.5 X 0.3797 + 0,25 X 0.0127 

0.12152 0,12152 
= 0.12152 + 0.18975 + 0.00318 = 0.31445 = 0 · 386 

P({200})P(A21{200}) 

0.31445 

P ( { 250}) P (A2 1 { 250}) 
P({ 2SOJIA2)= 0.31445 

QUE SON IGUALES A LAS ANTERIORES. 

0.18975 = :::: 
0.31445 0.604 

0.00318 = = 0.010 0.31445 

CON LO ANTERIOR SE DEMUESTRA QUE LAS PROBABILIDADES SE PUEDEN ACTUA-

LIZAR CONFORME SE VA OBTENIENDO NUEVA INFORMACION EXPERIMENTAL. 



VARIABLES ALEATORIAS 

·cLASIFICACION DE VARIABLES 

VARIABLE: 

TODA CARACTERISTICA QUE 
PUEDE ASUMIR VALORES DI 

t FERENTES 
-

\V \V 

52. 

¡- VARIABLES ESCALARES: !1 --~ . VARIABLES NOMINALES: 

~ SON LAS VARIABLES QUE SOLO l SON LAS VARIABLES OUE SOLO 
· ASUMEN VALORES NUMERICOS j ASUMEN VALORES NO~INALES 

(NOMBRES, ADJETIVOS, ETC) 

.------Z------.~ . 

VARIABLES CONTINUAS: VARIABLES DISCRETAS: 
! 

) SON AQUELLAS QUE PUEDEN 
TOMAR UN NUMERO INFINITO 
NO NUMERABLE DE VALORES 

SON AQUELLAS QUE PUEDEN ASU
MIR UN NUMERO FINITO O UNO 
INFINITO NUMERABLE DE VALO-
LES DISTINTOS . 

' ----------------------· 

UNA VARTABLE. ALEATORIA ES UNA VARIABLE TAL QUE NO PUEDE PREDECIRSE 

CC>N. CERTEZA-. EL: VALOR QUE ASUMIRA AL REALIZAR UN-EXPERIMENTO. --- ---------·-

POR EJEMPLO, LA RESISTENCIA-O CARGA DE FALLA DE UNAS VIGAS ES UNA 

VARIABLE ALEATORIA, YA QUE ANTES DE ROMPER UNA VIGA TO~ffiDA AL AZAR 

NO SE PUEDE PRECISAR CUAL SERA SU RESISTENCIA. EN LA SIGUIENTE 

TABLA SE PRESENTAN LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES CON 15 VIGAS DE 

CONCRETO REFORZADO, OBSERVANDOSE QUE ESTOS VARIAN DE'UNAS A OTRAS 

DE MANERA ALEATORIA. 
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TABLA 2. PRUEBAS DE VIGAS DE CONCRETO REFORZADO 

,..............--=-· 
Número de Carga de agrieta- Carga de falla, 

la viga miento, en kg en kg 
-

1 4 700 4 700 

2 3 840 4 220 
3 3 270 4 360 
4 2 310 4 680 
5 2 9.50 4 270 
6 • 4 8 !O 4 810 
7 2 720 4 590 
8 2 720 4 490 
9 

1 
4 310 4 310 

jQ 2 950 4 630 
1 1 4220 4 220 
12 2 720 4 340 
13 2 720 4 340 
14 2 630 4770 
15 2 950 4 630 

A TODO EXPERIMENTO SE LE PUEDE ASOCIAR AL MENOS UNA VARIABLE ALEA-

TORIA, DEPENDIENDO ESTA DEL PROBLEMA QUE SE TENGA PLANTEADO. POR 

EJEMPLO, EN EL CASO DE LA RESISTENCIA DE LAS VIGAS DE VARIABLE 

ALEATORIA PUEDE SER DIRECTAMENTE DICHA RESIS'fENCIA, EN CUYO 

CASO SU.~SPACIO DE EVENTOS SERIA 

s
1 

= {X: O<X<oo} 

LA VARIABLE TAMBIEN PUDO HABER SIDO UNA CUYO ESPACIO DE EVENTOS 

FUER.n. 

s 2 = {EXITO, FRACASO} 

EN DONDE EL EXITO OCURRIRIA SI LA VIC.A RESISTIERA MAS DE CIERTA 

CANTIDAD, POR EJEMPLO 4600 KG, Y EL FRACASO OCURRIRIA SI RESISTIERA, 

HENOS, ES DECIR: 



54. 

EXITO: SI X>4600 KG 

FRACASO: SI X<4600 KG 

LEYES VE PROBAB1L1VAVES 

EL COMPORTAMIENTO DE UNA VARIABLE ~LEATORIA SE DESCRIBE MEDIANTE 

SU LEY VE PROBAB1L1VAVES, LA CUAL PUEDE ESPECIFICARSE DE DIFERENTES 

FORMAS. LA MANERA JI.1AS COMUN DE HACERLO ES MEDIANTE SU V1STR1BU-
·, 

C10N O VENSIVAV. VE PROBAB1LIVAVES, 

A FIN DE E.VITAR aJNFUSION, SÉ EMPLEARA UNA LETRA .MAYUSCULA ·P~RA DENO??AR 

UNA VARIABLE ALEATORIA, Y LA HINUSCUL.~ CORRESPONDIENTE PARA LOS 

VALORES QUE PUEDE ASUMIR, SI LA VARIABLE ALEATORIA X ES DISCRETA 

Y PUEDE ASUMIR LOS VALORES xi, SU DENSIDAD DE PROBABILIDADES, 

fX(x)pERA EL CONJUNTO DE LAS PROBABILIDADES 

LA CUAT.., SE LEE "PROBABILIDAD DE QUE X = X " i . ESTO ES 

PARA QUE UNA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SATISFAGA LOS TRES AXIOMAS . ., 

DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES, SE DEBEN CUMPLIR LOS SIGUIENTES 

REQUISITOS 

n 
B) E 

i= 1 
PX(xi) = 1, DONDE n ES EL NUMERO TOTAL DE VALOHES QUE 

PUEDE ASUHIH X 

C) P(X < X<X ) = 
m - r 

i_= r 
E Px(xi) 

i=m 
m<:::.· 
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LA VISTRIBUCION VE PROBABILIVAVES ACUMULAVAS O FUNCION VE VISTRIBUCION 

OTRA FORMA DE ESPECIFICAR LA LEY DE PROBABILIDADES DE UNA VARIA-

BLE ALEATORIA ES MEDIANTE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACU-

M.ULADAS, F'x (xp , QUE SE DEFINE COMO EL CONJUNTO DE LAS SUl\1..AS PAR

CIALES DE LAS PROBABILIDADES, PX(xi)' CORRESPONDIENTES A TODOS 

LOS VALORES DE X MENORES O IGUALES QUE xi. POR LO TANTO, ESTA 

FUNCION DA LAS PROBABILID.ZmES DE 0UE LA VARIABLE ALEATORIA TOME 

VALORES MENORES O IGUALES QUE xm PARA CUALQUIER m, ES DECIR 

EN DONDE 

F X (X ) = { F X (X m) } .i m = 1 , 2 , • • • , n 

i=m 
r Px(xi) 

i=l 
= P(X<x ) - m 
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EJEMPLO 

SEA X LA V!\RIABLE ALEATORIA DISCRETA "NUMERO TOTAL DE CARROS QUE SE 

DETIENEN EN UN.n. ESQUINA DEBIDO A LA LUZ ROJA DE UN SEf\1A.FORO"'. SI 

LAS PROBABILIDADES ASOCIADAS A CADA .VALOR, DETER~HN.ADAS POR EL 

METODO FRECUENCI.Z\L, SON 

r
o .1 

0.2 

SI X = 0 

SI X = 1 

',: o. 3 
= i .O. 2 

SI X ::::: 2 

SI X = 3 

1 o .1 SI X = 4 

1 o .1 

la 
SI X = 5 

SI X > 6 

LA DISTRIBUCIO~ DE PROBABILIDADES y LA DE PROBABILIDADES ACUMULADAS 

COR~ESPONDIENTES S ERAN 

X f {x) ¡ F'x(x) X 
( -- ---- ... - -- ··- --·-,-

<0 o o ¡O, SI X < o 
1 o 1 o 0.1 0.1 !0.1,SI < X < 
1 
[ 

1 0.2 0.3 ~0.31 SI 1 < X < 2 -
2 ' 0.3 0.6 o SEA Fx(x) = 0.6.., SI 2 < X < 3 -

3 0.2 o. a /o.8, SI 3 < X < 4 -
1 

4 0.1 0.9 0.9 SI 4 < X < 5 
J -

5 0.1 1.0 ll. 0_.~ SI -5 < X -

>6 o 1.0 

LAS GRAFIC7\S DE ES~rAS DIS'fRIBUCIONES SE PRESENTAN EN LA FIGURA 

DE LA SIGUIENTE HOJA. 



Px(x) 

0.4-

0.2 ~ 

o . 
o 2 

a) Distribución de probabilidades 

tFxfx) 

l.Or r~-== 

;=ao-=cl 

1 
0.8 ~ 

1 

1 

0.6 ~ 
1 

1 

0.4 1 

1 
~ 

1 
0.2 1 

1 

b) Función de distribución 

Ley de probabilidades del ejemplo del tráfico 

57. 



58. 

EJEMPLO 

SEA LA VARIABLE Jl.LEATORIA X DEFINIDA POR LA SUMA DE LOS DOS i'lUMEROS 

QUE QUEDEN HACIA ARRIBA AL LANZAR DOS D~DOS. EN ESTE CASO EL ES-

PACIO DE EVENTOS ES 

S= {2,3,4,5,6,7,8,9 1 10,11,12} 

Y LA DENSIDAD DE PRORZ\BILIDADES ES 

f <x> 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1 = {36, 3 6-, 36' 36' 36' 36' 36' 36' 36' 36' 
--} 

X 36 

' 
EN ESTE CASO x 1=2, x 2=3, •.• ,x11=12 

y fx(2) 
1 

fx < 3) 
2 l = "3'6' = 36, ... '_fx < 1.2) = 36 

ESTAS PROBABILIDADES FUERON CALCULADAS EN UN EJEMPLO PREVIO SOBRE 

PROBABILIDADES DE EVENTOS . 

CON ESTAS PROBABILIDADES SE PUEDE OBTENER LA FUNCieN DE DISTRIBUCION 

O DE PROBABILIDADES ACUHULADAS, DE LA SIGUIENTE M..Z\NERA: 

t .fi-x.) 
(,/3.;..----. ·-··· -- -

5/3(.1· - - ...... -·--·- ... -· .... --·------- ... . --- ----· 
4'/.?t.~----- ... _ .. ________ ,- -- _ _. ..... _ ... ..:.. - . 

1 

0:~r~-=--:-~~ ~ ~- .... :~~ ~:.·_ ~ -. ·: r .. -. .. -.. 
1/>"T r- --- - -- --llh. , , , ,..x 

O 1 2. :lo 1/ S (, 7 8 'r lO ti 1 Z. 

x 1 · f)(.(x) F'l(.(x) 

<2 1 o o 
1/36 1/36 2 

3 2/36 3/36 

4 3/36 6/36 

5 4/36 10/36 

6 5/36 15/36 

;,.FJx.) 

f)(l ¡ilil ¡11 '=Hti 
1 

i 

1 

:w.fi"rr--·r ·¡ . 1 ! · 1 
5W•; ~~---t-f--·--. ! l ¡--r-J ¡ J i 
ao/J"~ ¡· . - --- Hí 1 \ 1 1 

t- ' 1 1 i 1 i , 1 
.24/3&-7·-r-~-~ -f.-~· ¡ ¡ 1 1 1 

,+ti:i-ttli!_j!,·!i'! 
21,0~r·;-r¡l~.l m'' 1 1 • 

0
. . 1 1 

!:1 ~...,------,..----....,__ 1 1 

..,. 1 l 1 1 '1 

; 1 1 1 1 
'C:'~t___: __ jl ~-;_ ¡ 

.f 1 1 1 ; j 1 

~/wr· - ·-·;-· - 1 

:/~ .. +-.. -·-t· -- ' L 
V:~" ~-.. -.~.L---· --1>-X 

() f 2., J ... ;>' fÓ ' f 7 /0 1/ ¡::_ 

7 6/36 21/36 

8 5/36 26/36 

9 4/36 30/36 

10 3/36 
! 

33/36 

11 2/36 35/36 

12 1/36 3 6/3 6=1 

>.12 o 1 



59. 

EN EL CASO DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, X, LA PROBABILIDAD 

DE QUE ESTA TOME UN VALOR COMPRENDIDO ENTRE x Y x + dx ESTA DADA 

POR fX(x)dx, DONDE fX(x} ES LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE X. POR 

LO TANTO, LA PROBABILIDAD DE QUE X ASUMA VALORES COMPRENDIDOS EN: 

LA INTERPRETACION GRAFICA DE ESTA PROBABILIDAD ES QUE CORRESPONDE 

AL AREA BAJO LA CURVA DE fX(x) COMPRENDIDA ENTRE x 1 Y x 2 • 

PUESTO QUE FX(x) = P(X~x) = P(-w~X~x), Y EN VIRTUD DE h~ ECUACION 

ANTERIOR SE TIENE QUE LA FUNCION DE DISTRIBUCION ES: 

X 

FX(x) =!_ro fX(U)dU 

DONDE V ES SOLO UNA VARIABLE MUDA DE INTEGRACION. EL VALOR DE ESTA 

INTEGRAL ES IGUAL AL AREA BAJO LA CURVA DE FX(x) A LA IZQUIERDA 

DE x. DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE 

X 
= d (! 

dx ~ro 

ALGUNAS PROPIEDADES DE FX(x) SON: 

O::_Fx(x)~l 

F (-ro) =O 
X 

F X ( oo ) =1 

fX(U)dU) 

F X (x + E ) ;:_ F X (x ~ 1 S I E > 0 
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PARA SATISFACER LOS AXIOMAS DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES SE 

NECESITA QUE 

fX(x) > O PARA TODA x 
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EJEMPLO 

SEA UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDA-

DES ES DE FORMA TRIANGULAR DADA POR LAS SIGUIENTES ECUACIONES: 

-z - t 

fy (y) -- 1 
6 y 

f y (y) 
1 = - 12 

fy(y) = o 

t-fy(~J 
1 

+ 
1· 

-2<Y<O -,SI 
3 

y + 1 O<Y<4 - J SI 3 

SI Y<2 . O Y>4 

1 1 --y+-12 3 

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES,~ENTONCES: 

SI -2<Y<O 

Fy(y) = S f (U)dU J 
-co y 

u2 º-Jy = [12 + = 
3 -2 

SI O<Y<4 

= ¡Y e!. u 
-2 6 

2 
y_ + y_ + 
12 3 

+ ~)dU 

1 
3 

1 + 
3 

' 



I·'y (y) = 1 

SI y_:-2 

SI y:;:4 

¡r-y(':f) 
i ¡--· --- - ----~ 

1 

S/6 ·r-------
'5/K ,.. -

1 

pt 
---+-1 -d~-t, ----- f_•/i_r2._--+--·---+-

-2 -¡ o t 2 

62. 

SI SE DESEA CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE AL REALIZAR UNA VEZ 

EL EXPERH1ENTO QUE INVOLUCRA A DICHA VARIABLE, EL VALOR QUE SE 
) 

OBSERVE CAIGA EN EL INTERVALO 1_:Y_:2, ENTONCES 

2 1 .!.) 
2 2 

5 
P[1:Y_:2) = J (-- y + ay == [-~4 + ~1 1 = 24 1 12 3 

o 

P[l_:Y:2] Fy(2) - Fy(1) 5 5 5 = = 6- 8- 24 



EJEMPLO 

UN INGENIERO ESTA INTERESADO EN DISE~AR UNA TORRE QUE RESISTA LAS 

CARGAS DEBIDAS AL VIENTO. DE UNA SERIE DE OBSERVACIONES DE LA 

~~\XIMA VELOCIDAD ANUAL DEL VIE~TO .CERCA DEL SITIO DE INTERES,. SE 

ENCUENTRA QUE EL HISTOGR~m PUEDE AJUSTARSE RAZONABLEMENTE, DESDE 

UN PUNTO DE VISTA ES'l'ADISTICO, J1.1EDIANTE UNA V1STR1BUC10N VE PROBA-.. 
B1 LlVAVES EXPONENC1 AL DE LA FORMA 

fx (x) = Ke-A..x ; x ;;;;: O 

DONDE X ES LA f4AXI~~~ VELOCIDAD DEL VIENTO,>. ES UNA CONSTANTE Y K 

ES OTRA CONSTANTE TAL QUE OBLIGA A QUE EL AREA BAJO LA CURVA DE 

fX{X) SEA IGUAL A UNO. POR TANT~ 

f eo -K oo K 
Ke-Ax dx = -- [e-"xl = - == 

o X o X 

DE DONDE 

K = :\ 

POR TANTO 

LA FUNCION DE DISTRIBUCION SERA 

EL VALOR DE 'A SE PUEDE TOt--'IAR, POR EJEMPLO P DE t·iANERA QUE F X (x} 

SE AJUSTE PARA QUE COINCIDA CON UN VALOR EMPIRICO. ASI, SI LA 

FRECUENCIA RELATIVA DEL EVENTO A = {X<70 KM/H} ES 0.9, ENTONCES 

P(O::: X::: 70) = 'PX(70) = 0.9 

DE DONDE 

0.9 = 1 -e.-?O'A 

POR LO CUAL 'A = 0.033. 

.. 



A fxfx) 
. ~ 

0.2 

0.1 Area=P[35:SX:570] = 0.216 

Areo=P[140:s;X] = 0.0099 

o ,4z , • , -r;....J,.,..., - L ~ X 
o 35 70 140 210 280 350 

MÓximo velocidad anual del viento,en ltm/hr 

a) Densidad de probabilidades de X 

oL--L--~----~----~----~~--~~~~x 
o 70 140 210 280 350 

MÓximo velocidad anuo/ del viento,en km/hr 

b) Función de distribución de X 

Ley de probabilidades correspondiente al ejemplo de la máxima 
velocidad anual del viento 

SI SE DESEA CALCULAR~ POR EJEMPLO, L~ PROBABILIDAD DE QUE LA VELO

CIDAD ~ffiXIMA DEL VIENTO EN UN A~O DADO ESTE ENTRE 35 Y 70 KM/H, 

SE TENDRA: 



=-0.099 + 0.315 = 0.216 

EN TERMINOS DE FX(x) ESTA PROBABILIDAD QUEDA DADA POR 
~ 

P(35~Xf70) = FX(70)-FX(35)=0.90-(1-e-l.lSS)=0.90-0.685 

= 0.215 



FUNCTON VE VISTRTBUCION COí.IPL'EMENTARIA 

EL COMPLEMENTO, GX{x), DE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES 

ACUMULADAS SE UTILIZA CUANDO LAS DECISIONES SE TOMAN CON BASE 

EN PROBABILIDADES DE QUE SE EXCEDA UN V.A.LOR DADO DE LA VARL2\.BLE. 

LA FUMCION VE V1STRTBUC10f..J COMPL.EME~fTARIA SE DEFINE COMO 

Q 

EJEMPJ .. O 

PA~~. EL PROBLE~~ ANTERIOR DE LA VELOCIDAD ~ffiXI~ffi ANUAL DEL VIENTO, 

CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE ES'rA SE.Z\ .MAYOR DE 14 O I<M/H: 

P(X~l40) = !
00 

0.033e- 0 • 033 xdx = 0.0099 
140 

O, ALTERNATIVAMENTE 



~~· ·~· 

ESPERANZAS 

LAESPERANZA DE UNA FUNCION g(X}, DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA, 

X, ES, POR DEFINICION 

E(g(X)) = 
i=n 

¿ 

i=1 

O PARA UN.~ .VARIABLE CONTINUA 

g{x.)P,,.(x.) 
1 -"' l. 

E(g(X)) = f
00 

g{x)fx(x)dx 
-co 

EJE!w'!PLOS 
---~--·---·----

l. SI g(X) = CONSTANTE - c. 

E(c) 
00 

(xfxldx = c. f = c. 
-co 

2. SI g(X) = C. X 

E[cx] 00 

x{¡x{x)dx cE [x} . =e! 
-oo 

3. SI g(X) = a + bx 
00 

E[a+ bx]= a f 6xlx!dx+b f xnxfx)dx = a+bE[X] 
-oo 

4 • SI g(X)= g 1 (X) + g 2 (X) 
00 00 

E ( g 1 (X ) + g 2 {X ) ] = _j g 1 fxl6x(x)dx +! 
-<» 
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EJEMPLO 

SI X ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES 
'•. 

EXPONENCIAL, CALCULAR LA ESPERANZA DE LA FUNCION 

2 
g(X) = X 

EN ESTE CASO SE TIENE QUE 

-.A.x 
fx(x) = \e SI o y <X<oo f 

POR LO QUE· 

-ro 

2 -AX oo 00 

·=>.[-xe J 21. -AX -2 
+ ! x.e dx =-

\ o A o A2 

A . 
[e- x(1+.A.x>] 

00 

2" 
o ).2 

EN GENERAL, A LA ESPERANZA DE x2 SE LE DENOMINA VALOR MEV10 CUAVRATICO. 

1 ' ' 



Ejemplo. Con6:tlr.u.c.ci.6n de la c.aJLpeta de. una c.aJr.Jte:tvr.a. 

Un contratista construirá la carpeta de una carretera en tramos 

de 50 m; el gobierno aceptará o rechazará cada tramo de acuerdo 

con una prueba de control de calidad. El contratista tiene la 

opci6n d.e pe.dir el concreto a una de dos _plantas premezcladoras; 

.la planta A cobra 140 pesos/m3 
y la B 160 pesos;m3 , pero, el 

control de calidad que se ll~va en la planta 8 es mejor, lo 

cual hace m~s probable que un tramo dado pase favorablemente 

la prueba de aceptaci6n. Tomando en cuenta que en cada tramo 

se usan 100 m3 de concreto y que la probabilidad de que el pro-

veniente de la planta A no pase la prueba de control es 0.10, 

y la de 8 es 0.05, el constructor deberá decidirse por cu~l 

planta usar. El árbol de decisiones de este problema es el 

mostrado en la fig 6.4, donde P(e 1 ) y P(e 2 ) son las probabili

dades de que ocurran e
1 

y e2 , respectivamente. La utilidad 

u1 = u!a1 , a1 J es la que corresponde a utilizar la planta A 

y que la carpeta pase la prueba de control de calidad; en este 
1 • 

caso la utilidad (negativa) es el costo del concreto· ($14,000.00) 

más la colocaci6n (supongamos $100,000.00), por lo cual u1 = 

-114,000.00. u2 = u!a1 , e 2 ) es la que corresponde a usar la 

planta A y que la carpeta no pase la prueba de calidad; en 

este caso el constructor deberá de~oler y reconstruir el tramo 

con los siguientes costos: 

Pérdida de prestigio $ 5,000.00 

Mano de obra de demolici6n 15,000.00 
Carpeta demolida 

Concreto 14,000.00 

Mano de obra de.colocaci6n 100,000.00 



o'' 6,!;1. 

{ Mano de obra $ 100,000.00 
Reconstrucción 

Concreto 14,000.00 

T O T A L $ 248;000.00 

D~ manera similar se obtienen u
3 

y u4 , cuyos valores resultan 

ser u3 = - $116,000.00 y u4 = - $252,000.00. 

Si ~a decisión se tomara sin considerar las probabilidades de 

aceptar la carpeta, el constructor se decidiría por la planta 

A, ya que la pérdida (utilidad negativa) sería menor. Si sí 

se toman en cuenta y adoptamos como CJT.J.,te.Júo de dew.i.6n el es-· 

coger la planta que conduzca a una UpeJLa.n.za de pvuUda menor se 

tendrá (recuerde que la esperanza de la variable aleatoria X, 

E[x], es E[x]= ~ P[x.Jx., donde las X. son los valores que puede 
.i.=1 ..(. ..(. ..(. 

asumir X, y P[x.i.J son las probabilidades correspondientes): 

Para la planta A: 

E[u] = 0.90 x (-114,000)+0.10 x(-248,000) =-$127,400. 

Para la planta 8: 

E[u] = 0.95 x (-116,000)+0.05 x(-252,000) = -$122,800. 

Comparando ambas cifras se concluye que la decisi6n de comprar 

el conc~eto de la planta B co~duce a una pérdida esperada menor 

que la de la planta A, es decir, se escoge la planta B aunque 

el precio unitario del concreto sea mayor. 



... 
(o8 

u1= -s11o1.ooo 

--..'"'0 u 4 :::; - $ 2 5 2 , o o o 

Fig 6.4 Arbo/ de decisiones del ejemplo 6. 2 
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MEVIV~~ VE TENVENC1A CENTRAL 

LA AIEVIA O ESPERANZA , E (x], DE UNA VARIABLE ALEATORIA, X, SE CALCULA 

CON l,AS ECUACIONES ANTERIORES PARl'. EL CASO EN QUE g (X) =X. DE ESTA 

MANERA, SI LA VARIABLE ES DISCRETA, SU ESPERANZA QUEDA DADA POR. 

i=n 

" 
E(X) =1¡ 1 X¿ PX (x¿J 

DONDE ~ ES' EL TOTAL DE VALORES QUE X PUEDE ASUMIR. 

PARA EL CASO DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, LA MEDIA ES 

00 

m = E(X) = ! 
X 

.... oo 



7o. 

O'EIV\S J\.1EDIDAS USUALES DE TENDENCIA CENTRAL DE UNA VARIABLE ALEA-

TORIA SON LA MEVIANA Y EL MOVO, LA PRIJI.iERA SE DEFINE COMO EL VALOR 

DE LA VARIABLE AL CUAL CORRESPONDE UNA PROBABILIDAD ACUf'.1ULADA DE 

50%, Y LA SEc;UNDA, C0'·-10 EL VALOR DE L'A VARIABLE AL CUAL CORRESPONDE 

LA ~-1AYOR PROBABILIDAD. 

EJE~PLO 

SI LA DENSIDAD .DE PROBABILIDADES DE LA VARIABLE ALEATORIA X CORRES-

POI·JDE A LOS ERRORES EN UNA NIVELACielNJ ES LA DE LA SEGUNDA COLU1'11NA 

DE Lft. SIGUIENTE 'rABLA, LA r1EDIA DE DICHA VARIABLE RESULTA SER 4 167 

L/\ 1'1EDIANA 4000 Y EL MODO 4000 MICRAS. LOS CALCULOS CORRESPONDIEN-

TES SE LOCALIZAN EN LA TERCER~ COLUMNA. 

X ., EN MICRAS Pxfx_¿l X . P X (X • J, EN MICRAS Fxfx_¿l ,(. -<. ..{. 

o 6/60 o 6/60 
1 000 2/60 2 000/60 8/60 
2 000 4/60 8 000/60 12/60 
3 000 8/60 24 000/60 20/60 
4 000 13/60 52 000/60 33/60::0.5 
5 000 12/60 60 000/60 45/60 
6 000· 7/60 42 000/60 52/60 
7 000 4/60 28 000/60 56/60 
8 000 2/60 16 000/60 58/60 
9 000 2/60 18 000/60 60/60 

TO'rAL: E[xJ = 250 000/60=4 167 MICRAS 
. 
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E .. TEMPLO 

CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CUYA DENSIDAD DE 

PROBABILIDADES ES TRIANGULAR DADA POR 

fy(Y) 
1 + .!. SI -2::_y::_O = -y 
6 3 

fy(y) 
:..1 1 SI O.:;_y_:4 = TI y+ 3 

fy(yl = o SI y::,-2 o y:_ 4 

• 
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EJE!-IPLO 

CALCULAR LA ESPER~NZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD.DE 

PROBABILIDADES EXPONENCIAL 

;E (X) 
00 

- f x~(x) dx 
-oo 

-A.x = >.e. 

oo -AX = A ! xe dx 
o 

= 1 
A 
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MEVIVAS VE VISPERSION 

UNA MEDIDA MUY <XMJN DE LA DISPERSION O VARIABILIDAD DE LOS VALORES QUE 

PUEDE ASUMIR UNA VARIABLE .~LEATORIA ES LA VAR1ANC1A, T .. A CUAL SE 

DENOTA COl\10 o
2 

(X) O VAR (X) r LA CUAL 'SE DEFINE COMO .LA ESPERANZA· 

DE LA PUNCION g. (X) = [X-E (X) J 2 • ASI, PARA UNA Y~.~I~~LE ALE~ORIA_. 

DISCRETA 
----~-

o
2

(X) = VAR(X) = 
i=1' 

Y PARA UNA CONTINUA 

2 
00 

2 
o (X) = VAR (X) = L ( x - E (X)) f X ( x) dx 

DESARROLLANDO EL INTEGRANDO DE ESTA UIJTI.M..A ECUACION: 
1 

2 
00 

2 2 
o (X) = f (x -2xE(X) +E (X»fx(x)dx 

-<XI 

00 2 00 . 2 00 2 2 
= ! x fx(x)dx - 2E(X)/ xfx(x)dx+E (X)! fx(x)dx = E(x ]-E [x] 

-- -<O -<XI 

ES DECI,R,LA VARIANCIA SE PUEDE CALCULAR COMO LA DIFERENCIA DEL 

VALOR MEDIO CUADRATICO Y EL CUADRADO DE LA MEDIA DE X. 

OTRAS MEDIDAS DE DISPERSION DE LA VARIABLE ALEATORIA X SON LA 

VF.SVIACIO.~ ESTANVAR, o (XLLA CUAL ES IGUAL A LA 'RAIZ CW-\.DR.A.DA DE LA 

VARIANCIA, Y EL COEFICIENTE VE VARIACION QUE SE DEFINE COMO' 

v(X)=o(X)/E(X) , SI E(X)~O 
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EJEMPLO 

EN LA SIGUIENTE 'l'ABLA SE CALCULA LA VARIANCIA DE LA VARIABLE ALEA-

·rORIA CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SE PRESENTO EN EL EJEMPLO 

ANTERIOR 

¡· ~ E(X) 2 
X. 

Px(xi) 
(X . -E (X)) P X (X . ) , 

1 1 1 

EN ~UCRAS EN MICRJ\S 

-4 167 6/60 1 740 000 

-3 167 2/60 333 000 

~2 167 4/60 313 000 

-1 167 8/60 181 000 

1 . 
167 13/60 6 000 

1 833 12/60 139 000 1 
1 

¡ 1 833 7/60 390 000 

2 833 4/60 531 000 

3 833 2/60 487 000 

4 833 2/60 687 000 

TOTAL: 4 798 
2 2 

000 MICRAS =o (X) 

LA DESVIACION ESTANDAR Y EL COEFICIENTE DE VARIACTON DE ESTA VARIA-

BLE ALEATORF\ SON, RESPECTIVAMENTE, 

2 200 o(X)= 14 798 000 2 200 ~.I[ICRAS, Y v(X} =a (X)/E (X) 0.528 = = = 4 167 
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EJEMPLO 

SI- X ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES 

EXPONENCIAL, CALCULAR SU VARIANCIA, DESVIACION E!:'T.1\.NDAR Y COE·~ 

FICIENTE DE VARIACION: 

2 · [ J 2 oo [ 2 -AX ro 2 ( 1 2 [ ) -AX 
q o (X) = E(X-E X) = / (x-E X]) ).e dx =A! (x -2xE X +E X )e dx 

-~ o 

""2 -AX en -)..X 2( ] ce -)X = A J x e dx -2E(X]~f xe dx +E X !~e · dx 
o o o 

2 
=. ~2 -

" 

YA QUE E(X) = 1/).. 

USANDO LA FORMULA o
2

(X) = E[x
2

) - E2 (xj, Y TOMANDO EN CUENTA QUE 

E[x 2 ] = 2/). 2 SE OBTIENE: 

EN CONSECUENCIA, LA DESVIACION ESTANDAR ES 

o (X) = M= 1/>. 

Y EL COEFICIENTE DE VARIACION 

1 
' 

v(X) = o(X)/E(X) = A 1 -y-= 
). 
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EJEMPLO 

SEA Y UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES 

TRIANGULAR DADA POR 

fy (y) 
1 

+ 
1 

SI -2::y.::_O = y 3 6 

fy(y) 
-1 

+ 
1 SI o::y:4 = 

12 y 3 

f y(Y) = o SI y.::_-2 o y::_4 

CALCULJ\R LA VARIANCIA, LA DESVIACION ESTANDA'R Y EL COEFICIENTE DE 

VARLl'>,CION. 

CALCULAREMOS PRIMERO EL VALOR MEDIO CUADRATICO PARA LUEGO APLICAR 

LA ECUACION a 2 (Y) = E(Y 2 ) - E2 (Y) 

1 '+ 2 V 1 4 3 o ( 4 y3 4 
E[Y2] =!o 2(! Y+ -3)dy +!y(---=-+ -3·)dy =(y_+ L] + :y_+~--]= 2 

-2Y' 6 o 12 24 9 -2 48 9 o 

o (Y) = 1.25 

v(Y) = 1.25/(2/3) = 1,88 
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TEORIA DE PROBABILIDADES 

EXPERIMENTO. PARA FINES DE ESTE CURSO, SE ENTENDERA POR EXPERI 

MENTO A TODO PROCESO DE OBSERVACION, ASI UN EXPERIMENTO PUEDE SEH 

PLANEADO Y REALIZADO POR EL HOMBRE, O PUEDE SER EFECTU~DO POR 

LA NA.TURALEZA EN CASO DE UN FENOMENO NATURJ\L. POR EJEMPLO, EL 

LANZAR UNA MONEDA O UN DADO Y OBSERVAR LA CARA QUE QUEDP._ HACif\. 

ARRIBA, ES UN EXPERD1ENTO PLANEADO Y REALIZADO POR EL HOMBRE. 

EL OBSERVAR LA CANTIDAD DE AGUA QUE LLUEVE ANUALMENTE EN UNA 

CIUDAD, ES UN EXPERIMENTO ASOCIADO A UN FENOf\1ENO NATURAL. 

A LOS RESULTADOS DE UN EXPERIMENTO SE LES DENOMINA DATOS. A UN 

GRUPO DE D.Z\TOS SE LE LLA..l\1A MUESTRA, 

PROBABILIV~V: ES UNA MEDIDA DE LA CERTIDUMB~E QUE SE LE ASOCIA A 

LA OCURRENCIA U OBSERVACION DE UN RESULTADO DETEID1INADO, AL REA

LIZARSE EL EXPERIMENTO CORRESPONDIENTE. 

LA TEORIA VE PROBABI L IDAVES ES UNA RAMA DE LAS MATEMATICAS APLICADAS 

QUE TR..l\TA LO CO~JCERNIENTE A LA ASIGNACH~>N Y :tv'.ANEJO DE PROBABI

LIDADES. 



ESTAV1ST1CA: ES LA HAMA DE LAS rl]__.l\'rEM.l\'riCAS QUE SE ENCARGA DE ENSE-

~AR LAS REGLAS PARA COLECTAR, PRESENTAR Y PROCESAR LOS DATOS OB-

TENIDOS AI. REALIZAR VARIAS VECES EL EXPERH1ENTO ASOCIADO A UN 

FENOr-1ENO DE INTERI::S. PROPORCIONA, ADEMAS, LOS METODOS PARA EL 

DISE~O DE EXPERIMENTOS Y PARA TOMAR DECISIONES CUANDO APARECEN 

SITUACIONES DE INCERTIDUMBRE. 

F.STADISTICA * INFERENCIAL .- TRATA LO CONCERNIENTE A 

LOS ~1ETODOS PARA INFERIR CONCLUSIONES 

ACERCA DEL FENOMENO DEL CUAL PROVIENEN 

LOS DA'rOS 
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SIMBOLOS VE VESIGUALVAVES: 

< menor que 

< menor o igual que -
> mayor que 

> mayor - o igual que 

-; diferente de 

TEORIA VE CONJUNTOS 

UN CONJUNTO ES UNA COLECCION BIEN DEFINIDA DE OBJETOS 

NOTACION: LOS CONJUNTOS SE DENOTAN USUALMENTE CON LETRZ\S MAYUSCU-

LAS, Y SUS ELEMENTOS SE ANOTAN DENTRO DE UN PAR DE LLAVES. 

EJEHPLOS 

A) EL CONJUNTO DE NUt-1EROS ANOTADOS EN UN DADO ES 

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

B) EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS MENORES QUE 5 ES 

S= {-oo, •••• ,-3, -2, -1, O, 1, 2, 3, 4} 

o S = {x: x ES ENTERO Y x~4} 

C) EL CONJUNTO DE LOS Nm-1EROS ENTEROS POSITIVOS MENORES QUE 5 ES 

E·= {0, 1, 2, 3, 4} 

E = {x: ES ENTERO Y O<x<4} 

D) EL CONJUNTO DE LOS CONTINENTES ES 

C ={ASIA, EUROPA, AMERICA, AFRICA, OCEANIA} 

E) EL CONJUNTO DE MARCAS QUE TIENE UNA MONEDA ES 

M = {CARA, CRUZ} 
,· 

F) EL CONJUNTO DE NUHEROS ~1AYORES DE S PERO MENORES O IGUALES 

QUE 10 

S, = {x: S<x<10} 



4 . 

FHJ1T(iS .- CUlLi\JDO TIENEN UN NUMERO FINITO 

DE ELEMENTOS 

COlÜUNTOS 

l 
Ii'JFINITOS.- CUANDO TIENEN UN NUMERO INFINITO 

DE ELEMENTOS 

SUBCONJUNTOS 
PARA EXP~ESAR (!UE UN ELE]I.1EN'1'0 PERTtNECE A UN CONJUNTO SE USA EL 

SIMBOLO E. PARA EXPRESAR QUE. tVO PERTENECE SE USA EL SU1BOLO i. 

E ... TEf.1PLO 

- {X:S<X~lO}, ENTONCES. 

; 8 e: s
1

; 10 e: S 
- l 

PARA EXPRESAR QUE UN CON.JUNTO ESTA CONTENIDO EN OTRO SE USA EL 

SIMBOLO C; SI NO ESTA CONTENIVO SE USA EL SH1BOLO ~. 

Pl1.RA QUE UN CONJTTN'PO ESTE CONTENIDO EN OTRO SE REQUIERE QUE TOf?OS 

SUS ELEMENTOS LO ESTEN, ES DECIR, QUE TODOS SUS ELEMENTOS PERTE-

NEZCAN A AMBOS CONJUNTOS. 

EJEMPLO 

SEAN E={3,5}; F={3,8}¡ G={7~9}, ; GCS 1 .._ 

SI UN CONJUNTO, B, ESTA CONTENIDO EN OTRO, S, SE DICE QUE B 

ES SUBCONJUNTO DE S. 

EJEMPLO 

B = {X:3:_X_::8} Y s
1
={X: 5<X:_10} 

EN ESTE CASO: 

GCS1 ~A ES SUBCONJUNTO DE S l 

B~Sl~B NO ES SUBCONJUNTO DE s1 



5. 

SE DICE QUE DOS CONJUNTOS SON IGUALES CUANDO CONTIENEN LOS 

MISMOS ELEMENTOS (NO IMPORTA EL ORDEN EN QUE ESTOS SE ESCRIBAN) 

EJEMPLO 

SEAN A={1,3,5,7}, B={7,5,1,3} Y C={7,5,1} 

EN TAL CASO, A = BiC 
CONJUNTO VACIO 

DE LA MISMA MANERA QUE EXISTE EL CERO EN LOS NUME~OS, EN LA 

TEORIA DE CONJUNTOS EXISTE EL CONJUNTO VACIO, EL CUAL NO TIENE 

ELEMENTOS. USUALMENTE SE DENOTA ~. 

EJE~1PLO 

¿CUAL ES EL CONJUNTO DE ELEMENTOS, X, TALES QUE 2X=7 Y X ES 

ENTERO? 

SOLUCION ~ ES EL CONJUNTO VACIO, ~. 

A ~ SE LE CONSIDERA COMO SUBCONJUNTO DE CUALQUIER CONJUNTO. AS!, 

POR EJEM, TODOS LOS SUBCONJUNTOS DEL CONJUNTO 

S ={2,5,10} SON: {2};{5};{10};{2,5} ;{2,10};{5,10};{~,5,10} Y g. 

ESPACIO VE EVE~~OS 

ASOCIADO A UN EXPERIMENTO SIEMPRE HAY UN CONJUNTO DE RESULTADOS 

POSIBLES; A DICHO CONJUNTO SE LE LLAMA ESPACIO VE EVENTOS. 

EJEMPI.DS 

EL ESPACIO DE EVENTOS ASOCIADO AL EXPE:qH1ENTO DE LANZAR UN DADO Y 

ANOTAR LA CARA QUE 0UEDA HACIA ARRIBA ES 

1 , 
EL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE AL EXPERIMENTO DE LANZAR 

DOS DADOS Y ANOTAR LOS NUMEROS QUE QUEDAN HACIA ARRIBA ES 



r 
1 

Se: j 
1 
¡ 
1 

i 
1 
1 

l. 

6. 

(1,1), (1,2), {1,3) 1 (1,4), {1,5} 1 {1,6) 

(211) 1 {2,2} 1 (2f3) ¡ (214) ¡ (2,5), (2,6) 

(3,1) 1 {3,7.} ~ (3pJ} ¡ (3¡4), (3,5), (3,6) 

{4,1} r {4,2), (4,3} 1 {4,4), (4,5) 1 (4,6) 

{511) 1 (512) '(5,3), (5,4) 1 (5,5) 1 (5,6) 

(6,1), (6,2) 1 (6,3) f (6,4) 1 {6,5) 1 (6,6) 
.J 

SI ;_:,;N .ESTE EXPEHU1ENTO LA OBSERVACTON DE IN'I'ERES FUESE LA SUMA 

DE LOS DOS ~UMEROS OBSERVADOS, ENTONCES EL ESPACIO DE EVENTOS 

DEL EXPERIMENTO SERlA 

S= {2,3,4,5,6,7,8,9 6 10,11,12} 

p.,. TODO SUBCONJ-UNTO DE UN ESPACIO DE EVENTOS SE LE LLAMA EVEf.JTO. A 

LOS EVENTOS QUE TIENEN ÜN SOLO ELEMEN'rO DEL ESPACIO SE LES LLAMA 

EVENTOS SH1PLES. 

SI AL REALIZAR UN EXPERIMENTO SE OBSERVA UN ELEMEN'rO DEL EVENTO 

A, ENTONCES SE DICE QUE OCURRTO O SE VERTnco EL EVENTO A. POR 

EJEMPLO 1 SI l\= { 2, 4} Y AL LANZA_'1 UN Dll.DO SE OBSERVA EL 2 O 4, SE 

DICE QUE OCURRID EL EVENTO A~ SI SE OBSERVA CUALQUIER OTRO NUME-

RO, ENTONCES SE DICE QUE NO OCURRIO A. 

'DISCRETOS.- SI SUS ELE1'1ENTOS PUEDEN NUME~ 

RARSE O CONTARSE. TXENEN UN NUMERO 

ESPACIOS DE FINITO O INFINITO NUMERABLE DE ELEMEN1'0S. 

EVENTOS 
CONTINUOS;"' SI SUS ELEMENTOS NO PUEDEN 

ENUMERARSE. TIENEN UN NUMERO INFINITO NO 

NUMERABLE DE ELEMENTOS 



7. 

EJE!v\PLO 

LOS ESPACIOS DE EVENTOS s
1

={CARA, CRUZ}; s 2 ={1,2,3,4,5,6,}~ 

s
3

={VERDE, ROJO} SON DISCRETOS. LOS ESPACIOS DE EVENTOS 

s
4

={X: -co<X~O}; s5 {z: Z_:3}; s 6={Y:3~Y_::80} 

SON CONTINUOS. 

EJEMPLO 

¿QUE TIPOS DE ESPACIOS DE EVENTOS CORRESPONDEN A LOS SIGUIENTES 

EXPERIMENTOS? 

A) CONTEO DEL NUMERO DE GRANOS DE UNA MAZORCA DE MAIZ 

S={O,l,2,3, ... ,co}, ES DISCRETO E INFINITO 

B) HEDICION DE LA LONGITUD DE UNA ESPIGA DE TRIGO 

S={X: O<X<co},X EN CM, ES CONTINUO E INFINITO 

C) ~1EDICION DEL EFECTO DE UNA VACUNA, EN TERMINOS DE "EXITO" O 

"FRACASO" 

S={EXITO, FRACASO} ES DISCRETO Y FINITO. 

D) MEDICIO!'J DEL NUMERO DE HILIGRAMOS DE UN ANTIBIOTICO COtJTENIDO 

EN UNA CAPSULA 

S={Y:O~Y<oo} X en mg, ES CONTINUO E INFINITO. 

COMPLEMEMTO VE UN EVENTO 

EL CO~fPLEMENTO DE UN EVENTO A ES OTRO EVENTO QUE CONTIENE TODOS LOS 
..----

ELEMENTOS DEL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE QUE NO ESTAN EN A. 

USUALMENTE SE DENOTA CON UNA TILDE SOBRE EL SIMBOLO QUE CORRESPON-

DE AL EVENTO QUE COMPLEMENTA. 

EJEMPLOS 

SI S={l,2,3,4,5,6} Y A={1 1 3,5} ENTONCES A={2,4,6}. 

SI S={X: O<X<58} Y A={X: 3<X<17}, ENTONCES A={X: O<X<3, 17<X<58} - - -



8. 

E!IEMTOS MUTUAMENTE EXCLUSY VOS 

CUANDO DOS O f..tl\.S EVENTOS NO PUEDEN OCUHRIR SIMULTANEAMENTE AL 

RE.~LIZAR. UNA SOLA VEZ UN EXPERIMENTO; SE DICE QUE ESTOS SON 

MUtUAt.!HfrE EXCLUSIVOS. 
-·-·-~--- ·--- 1 

ES DECIR, DOS EVENTOS SON HUTUAT~<1ENTE EXCLU-

SIVOS Cf}ANDO NO TIENEN NI UN SOLO ELEf1ENTO EN COMUN. 

E,JE~PLO __ ,. __ _ 
A) CW'I.Ll)UIER EVENTO Y SU COl\1PLEt·1ENTO SON HUTUAHEN'I'E EXCLUSIVOS. 

Ei ¿SON E::{Y: O<Y<25} Y A=(2,50,100} MUTUAMENTE EXCLUSIVOS? 

NO, PORQUE TIENEN EL ELEMENTO 2 E~ COMUN. 

OPERACIONES CON EVENTOS 
LL~II ON 
LA UN1 01-J DE DOS EVENTOS ES OTRO EVEN'I'O CUYOS ELEMEN'rOS SON TODOS 

LOS DE A..lvlBOS. LA OPERACION DE U!HON SE DEI·JOTA CON EL SIMBOLO U. 

EJEMPLOS 

A) SI A={2,4,6} Y 8={1 1 6,12}, ENTONCES 

G=AUB ={1,4,6~12,2} 

B) ¿SON A Y B ~1UTUAMENTE EXCLUSIVOS? NO PORQUE TIENEN EL 6 EN COMUN. 

C) SI D={Y: O<Y<13} Y E={Y: 20:Y:SO}, 

ENTONCES 

DUE={Y: O~Y~13, 20<Y<50} 

D) SI F={Y: 8~Y~20}, ENTONCES 

DUF={Y; O~Y~20}. 

E) SI G={Y: 3~Y~l0}, ENTONCES 

DUG={Y: O<Y<l3}= D; OBSERVESE QUE EN ESTE CASO GCD. EN GENER..Z\L, 

SI ACB, ENTONCES AUB=B. 

EN GENERAL, L}\ UN ION DE VARIOS EVENTOS ES OTRO EVENTO CUYOS 

ELEMENTOS SON TODOS LOS DE LOS EVENTOS QUE SE UNEN. 



EJEMPLO 

AUBUF = K= {1,2,4,6, y: 8~ y <20} 

1 NTERSECCION 

9. 

LA HJTERSECCIOM DE DOS EVEN'rOS ES EL CON,JUNTO DE ELEMEN'l'OS QUE 

PERTENECEN S IMULTANE.Z\MEWrE A A!·1BOS. PARA DENOTAR LA OPERAC!ON 

DE INTERSECCION SE USA EL SIMBOLO n . 

A) A= {2,3,6} Y B = {2,6,10} ENTONCES AnB = C = {2,6} 

B) D = {Y: 4~Y~S}, EN'l'ONCES Af'ID = \{J. 

'OBSERVESE QUE EN ESTE EJEMPLO A Y D SON MUTUAMENTE, EXCLUSivOS, 

YA QUE NO TIENEN NINGUN ELEMENTO EN COMUN. SIEMPRE QUE DOS EVENTOS 

SON MU'I'UA.J"'ENTE EXCLUSIVOS, SU INTERSECCION ES EL CONJUNTO VACIO. 

EN GENE~.l\L, LA HJTERSECCION DE VARIOS EVENTOS ES EL CONJUNTO DE 

ELE~ENTOS QUE TODOS ELLOS TIENEN EN COMUN. 

EJEMPLO 

SI A= {2,3,6,8}; B={2,3,10,100}; C={Y: O~y~S} Y D={Y: 2~Y~4}, 

ENTONCES 

A~s~cnn = E ={2,3} 

AUBUCVD = F ={Y: O~Y~S, 6,8,10,100} 

d • 

LA OCURRENCIJ\. DE UN EVENTO Y OTRO IHPLICA LA OCURRENCIA DE M1BOS 

A LA VEZ, ES DECIR, QUE SE VERIFIQUE LA INTERSECCION. LA OCURRENCIA 

DE UN EVENTO" o'' ALGUN OTRO, H1PLICA LA OCURRENCIA DE CUALQUIERA 

DE ELLOS, ES DECIR DE L.Z\ UNION. 
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VI AGR1\AlAS VE VENN 

UNl\. r·'Ll:\NERA DE ILUSTRAR GR~.F.ICAMENTE. LAS OPERACIONES CON CONJUNTOS 

ES f'ii:DJAN'rE LOS V1f...GR.AMAS VE VE~!~J. EN ESTOS, CADA CONJUNTO SE 

REPRJ:;:SENTA POR UNA CURVA CERRADA QUE ENCIERRA LOS ELEHENTOS 

QUE L~ CORRESPONDEN. 

Evento 

Evento O 
Eventos mutuamente exclusivos (Intersección nula) 

Evento 

Diagramas de Venn (unión e intersección de eVf'ntos) 
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TEORIA VE ?ROBABTLIVAVES 

AL LANZA~ UNA MONEDA NO PODE~1.0S PREDECIR CON CERTEZA CUAL Cl\RA 

QUEDARA HACIA ARRIBA. LO UNICO QUE SE PUEDE ASEGUR.Z\R, SI LA 

MONEDA NO ESTA CARGADA, ES QUE ANBl-\S CARAS TIENEN I.A MISKZ\ OPOR-

r¡'UNIDAD DE SALIR,. ES DECIRr QUE LOS EVENTOS SIMPLES {CARA} Y 

l CRUZ} TIENEN LA MISMA PROBAB1 LIVAV DE OCURRIR. 

COMO .YA .SE DIJO, LA PROBABILIVAV DE QUE· OCURRA UN EVENTO ES UNA 

MEDIDA DEL GRADO DE CONFIANZA QUE SE TIENE DE· QUE ESTE OCURR.'l\ 

AL REALIZAR EL EXPERE'iENTO CORRESPONDIENTE. 

EXISTEN POR LO t-1ENOS TRES MANER..'l\S DE ASIGNARLE UN.A PROBABILIDAD 

A UN EVENTO: 

l. EN TE~1INOS DE LOS RESULTADOS DE REPETIR VARIAS VECES UN 

EXPERI~ENTO (METODO FRECUENCIAL) • 

2. APLICANDO LA DEFINICI0N CLASICA DE P~OBABILIDADES. 

3. -CON· BASE EN UN t10DELO MATEM..Z\TICO (PROBABILISTICO) DEL FENO~ 

~ENO DE QUE SE TRATE. 



MFTODO FRECUENCIAL 

SI N ('A) ES EL NUME:RO DE VECES QUE SE OBSERVA EL EVENTO A AL REA-

LIZAR N VECES UN EXPERH1ENTO, LA FRECUEtvCIA RELATIVA DE A, DEFINIDA 

COEO N(A)/N 6 SE COl'JSID'ERA COMO ESTIHACION DE LA PROBABILIDAD DE A, 

-- ~(A) 
N 

P(A) 

YA QUE, EN EL LIMITE, 

---~·--~-~-

p (A) ·-
lím 
N+co 

N(A) 
N 

DE CNA URNA QUE CON'r1ENE BOLAS ROJAS, BLANCP..S Y AZULES, SE SACO 

UNA BOLA, SE ANOTO SU COLOR Y SE REGRESO A. LA URN.l\. SI ESTE EXPE 

RIMENTO SE REPITE 20 VECES Y LOS RESULTADOS SON 

b,b,a,r,r,r,a,b,r,a,b,b,a,r,b,r,r.a,r,a,DONDE 

r = ROJA, b = BLANCA! a = AZUL 

¿QUE P~OBABILIDADES LE ASISNARIA A LOS EVENTOS B={b}, A={a}, y 

R= { r}, DE ACUE'R.DO CON E! .. METODO J;'~ECUENCIAL? 

EN ESTA HUESTRA SE TIENE QUE N(B)=6, N(A)=6, N(R)=8, N=20 

6 POR LO QUE P(B)=
20 

= 3 6 3 
IQi P(A) = 20 =ro; P(R) = 8 

20 
4 = ro 

NOTESE 1UE LOS EVENTOS B, A Y R SON MUTUN1ENTE EXCLUSIVOS, YA QUE 

SON EVENTOS SIMPLES, Y QUE 1 = P(S) 

3 3 4 
P(B) + P<A> + P(R) = lo +ro+ Io = 1 

EN DONDE 



13. 

VEFIMICTOM CLASTCÁ VE PROBABI LIVAVES 

SI N (A) ES EL NU-'>1.ERO DE fv'.ANERn.s IGUALMENTE PROBABLES EN QUE PUEDE 

OCURRIR EL EVENTO A Y N ES EL Nm1ERO TOTl,.J... DE ELEl•lENTOS DEL ESPA-

CIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTEr ENTONCES LA PROBABILIDAD DE A ES 

P(A) = N{A) 
~ 

EJ~MPLOS 

A) SI, EN UNA URNA SE TIENEN 5 BOLAS BLANCAS Y 15 NEGRAS, Y SE VA 

A-SELECCIONAR UNA AL AZAR, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE 

SEA BLANCA( A= {BLANCA})?: 

5 1 N= 5+15=20; N(A)=5~P(A)= 20- 4 

B) SI SE LANZAN DOS DADOS, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE 

1. SALG.Z\ UN 2 Y UN 5 ( EVEN':'O B) ? 

2. LA SUMA SEA 7 (EVENTO A) 

PARA EL INCISO 1 EL ESPACIO DE EVENTOS ES: 

c-r,r-)- (T, 2) ( 1, 3) ( 1, 4) (1,5) ( 1, 6) 

( 2 . 1) (2,2) (2,3) ( 2 , 4} ( 2 , 5) ( 2, 6) 

( 3 p 1) (3,2) (3,3) ( 3 , 4) ( 3, 5) (3,6) 
S = 

( 4 '1) (4,2) (4,3) ( 4, 4) ( 4 '5) ( 4, 6) 

l (5,1) ( 5' 2) ( 5 )) ( 5' 4) (5,5) ( 5' 6) 

(6,1) (6,2) (6,3) ( 6, 4) ( 6' 5) ( 6' 6) J 
SI EL DADO NO ESTA CARGADO, CADA PAREJA DE NUMEROS ES IGUALMENTE 

PROBABLE. EN TAL CASO, N=36 y N(B)=2 ( APARECE ( 2. 5) o (5,2)) 

=> P(B)=2/J6=1/18. 

PARA EL .INCISO 2 EL ESPACIO DE EVENTOS ES 

S1 ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} 

PERO NO TODOS LOS ELEMENTOS (EVENTOS SIMPLES) SON IGUALMENTE PROBA-
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BT_,ES, YA QUE, PO~ ELTEMPLO, EL 2 SOLO APARECERA SI SE OBSERVA LA 

PAREJA (1,1), EN CM4BIO EL 3 APARECERA SI OCURREN LAS PAREJAS 

(1,2) O (2.1), ES DECIR, EL 3 TIENE EL DOBLE DE PROBABILIDAD 

QUE EL 2. POR ESTO, PARA CALCULA~ LA PROBABILIDAD DE QUE LA SUMA ' 

SEA 7 ES NECESARIO 'I.'RABAJAR CON EL ESPACIO S Y CON'I'AR LAS MANERAS 

POSIBLES DE QUE LP. SUMA SEA 7, LO CUAL OCURRE SI SE OBSERVA CUAL-

QUIERA DE L.Z\S PP.REJAS (6,1), (5,2) 1 (4p3) 1 (3 1 4) 1 (2,.5) o (1,6) 1 

ES DECIR, HAY 6 M_:O.NERAS IGU.ll.U.IJENTE PROBABLES DE QUE OCURRA EL 

EVENTO A. POR LO TANTO 

N(A) 6 1 
r-· (A) = ~ = 35 = 6 

PROCEDlENDO DE ESTA Rl\NERA SE PUEDEN CJI._LCUL_l\R LAS PROBABILIDADES 

DE QUE LA SUMA SEA 2, 3, 4, ETC. LOS RESUL'I'ADOS SON: 

P({2}} 1 = 36; 

.P({6}) 5 = ·-· 36' 

3 P({lO}) =-
36 

P({3}) 2 P({4}) 3 = 36; = 36' 

P({7}) 6 P({8})= 5 = -· 36; 36' 

p ( { 11 } ) = ~6 y p ( { 12 } ) 

1 2 
(OBSERVESE QUE E P({i})=l 

i=2 

P({S}) 

P({9}) 

1 = 36 

AS1GNAC10N VE PROBABILIVAVES MEDIANTE UN MODELO MATEMATTCO 

4 = -· 36' 

4 = 36'. 

HEDIANTE ESTE METODO LAS PROBABILIDADES SE. ASIGNAN A PARTIR DE UN 

MODELO tffiTE~ffiTICO QUE INVOLUCRE TODOS LOS FACTORES POSIBLES QUE 

INTERVIENEN EN LA ALEATORIEDAD DEL FENOMENO. 



15. 

AXIOMAS VE LA TEORYA VE PROBABILIVAVES 

LAS PROBABILIDADES QUE SE ASIGNAN A. LOS DIFERENTES EVENTOS 

RELACIONADOS CON UN FENOMENO ALEATORIO DEBEN CU~1PLIR '20N ,. ....... -
.U\...':J 

SIGUIENTES TRES AXIO~S: 

AXIOMA 1: LA PROBABILIDAD DE OCURRENCIA DE UN EVENTO A ES UN 

NUMERO, P (A) , QUE SE LE ASIGNA P. DICHO EVENTO, CUYO VALOR 

QUEDA EN EL INTERVALO 

O~P(A)_:l 

AXIOMA 2: SI S ES I:JN E3Pl-ICIO DE EVENTOS, ENTONCES 

P(S)=l 

AXIOMA 3: LA PROBABILIDAD, P(C), DE LA UNION, C, DE DOS EVENTOS 

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, A Y B, ES IGUAL A LA SUHA DE L.Z\·S 

PROBABILIDADES DE ESTOS, ES DECIR, 

P(AUB) ~ P(C) = P(A) + P(B) 

EJEMPLOS 

A) EN. EL P~OBLEr~ DEL LANZAMIENTO DE UN DADO QUE NO ESTA CARGADO 

SE PUEDE ASIG:-JAR A CAD.Z\ NUMERO (A CADA EVEN'rO SIMPLE) UNA PRO-· 

BABILIDAD DE 1/6, SI A;{2,4} Y B={5,6}~ ENTONCES, PUESTO 

QUE A={2}U{4} Y B={5}U{6}, Y QUE LOS EVENTOS ELEMENTALES SON 

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS ENTRE SI, APLICANDO EL AXIOJ\11\ 3 SE 

OBTIENEN: 

P(A)=P({2}) + P({4}) 
1 

= .::. + 
6 

P(B)=P({S}) + P({6}) = i +% = i = i 
SI C=AUB, Y DADO QUE A Y B SON EVENTOS MUTU~'iENTE EXCLUSIVOS: 

P.(C) = P(A) + P(B) = ~J + l 2 
3 - 3 
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ADE~'LZ..S, OBSE?-.VESE QUE SE CUMPLE CON LOS AXIGr1.AS 1 Y 2, 

YA QUE 

P{S) - P({1}) + P({2}) + P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6}) 

EJEHPLC; 

6 - = 1 
6 

EN EL P"ROBLEf.1A DEL LANZAt·UEN'fO DE DOS DADOS, ¿CUAL ES LA PROB}\BI-

LIDi\D QUE AL REALIZAR UNP, VEZ EL EXPERIMENTO LA SUJI.iA DE LOS DOS 

:'-.JUHEROS QUE QUEDEN HACIA t\RRIBA SEA 7 U 11'? ESTO ES EQUIVALENTE 

~-nt PR1~GUNT~~'R POR TJA PRORl\BILIDAD DE ()UE OCURf<A EL EVENTO 

C = { 7 } U f 11} • PUESTO QUE { 7} Y { 11} SON EVEN'l'OS MUTU1\.MENTE 

EXCLUSIVOS: 

6 2 8 2 
P ( e) = P ( r 7 } ) + P ( { 11 } > = 36 + 36 = 36 = 9 

EJEt-lPLO 

EN UN LABORATORIO SE PROBARON 100 VIGAS DE CONCRETO REFORZADO NOMI-

NALM.ENTE IDENTICAS r Y SE ANOTARON LAS CARGAS CON LAS CUALES Fi\LLO 

CADA UNA. DE ESTA SUCESION DE EXPERIMENTOS SE ASIGNARON, EN TER-

MINOS DE L.Z\S FRECUENCIAS RELATIVAS CORRESPONDIENTES, LAS SIGUIENTES 

PROBABILIDADES: 

SI A ={X: O<X<20 ton}; p (A) -- 0.17 

SI B ={X: 20<X<40 ton}; P(B) = 0.24 

SI e ={X: 40<X<60 ton}; P(C} = 0.27 

SI D ={X: 60<X<80}; P{D) = 0.13 

SI E ={X: 80<X<100}; P(E) = (),11 

SI F ={X: lOO<X} ¡ P(F') = o. 08 . ----
¿ p ( • ) = l. 00 
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SI SE REALIZA UNA VEZ MAS EL EXPERH1ENTO, CALCULEMOS LAS SIGUIEN·-

TES PROBABILIDADES: 

A) QUE LA RESISTENCil\ SEA MENOR O IGUAL QUE 80 TON. PUES'l'O QUE 

G= {X: O<X<80 ton} SE TIENE QUE ~~ AUBUCUD, POR LO QUE 

P(G)=P(A) + P(B) + P(C) + P(D) = 0.17 + 0.24 + 0.27 + 0.13 = 0.81 

B) LA PROBABILIDAD QUE RESISTA H~S DE 60 'l'ot~S. / PUESTO QCE 
~ 

H= {~: 60<X<oo} O H={X: X>60} SE TIENE QUE H= DUEUF 

POR LO QUE P(H) = P(D) + P(E) + P(F) = 0.13 + 0.11 + 0.08 =032 

C) LA PROBP.BILIDAD QUE RESISTA ~1AS DE 40 TON1 PERO CUANDO MUCHO 

100 TON. 

PUESTO QUE I={X: 40<X<100} SE TIENE QUE I = CUDUE 

POq LO QUE P(I) = P(C) + P(D) + P(E) = 0.27 + O.i3 + 0.11 = 0.51 
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TEOREMAS 

DOS TEORE~.S IMPORTANTES QUE SE DEDUCEN A PARTIR DE LOS AXIO~~S 

SON: 

TEOREHA ! • 

SI A ES UN EVENTO DEL ESPACIO S, ENTONCES P(A);l-P(A) 

DE~10~'~R_hCION' 

PUES'l'O I!UE A Y A SON ~1UTUAMENTE EXCLUS I"JOS 

Y ADEMAS A U A= S, EN1'0NCES, P (S) =P {A) +P (A) ==1 

::)> P (A)=.: l··P (A) 

CASO PARTICULAR: PUESTO QUE P(§)=l-P(S)=O Y §=J, SE TIENE QUE 

P(0')=0 



19. 

TEOREAIA 2. 

SI A Y B SON DOS EVENTOS CUALQUIE~~ DE S; ENTONCES 

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB) 

DEI'.!OSTRACION 

SEA EL DIAGRAMA DE VEN'N: 

S 

AUB=(AnB)U(AOB)U(B()A). PUESTO QUE AtiB, AAB Y BAA SON MUTUA~ENTE 

EXCLUSIVOS, SE TIENE QUE P(AUB)=P(n.(\B)+(A0B)+P(BrtA). 

SU~1.Z\NDO Y RESTANDO P (Al\B) Y P..GRUPANDO TER~'·HNOS SE OBTIENE 

P{.l\UB) = (P(AnB)+P(A()B)]+[P(.?l.t".B)+P(BM) )-P(AnB) 

PFC!O A= (ArtB) U (A(\B) =>P (AIIB).+P {A()B) =P (A) 

Y B=(AnB)U(B()A)~)P(~()B)+P(BnA)=P(B), POR LO QUE 

P ( 1\ll B ) = P U\ ) + P ( B ) - P (A() B ) 



20. 

EJE1'1PL0' ,_ _____ _ 
EN UNA URNA SE TIENEN 28 TIRAS DE PAPEL Y EN CADA UNA SE ENCUEN-

TRA ANOTADA UNA I .. ETRA DIS'I'INTA DEL ALF'ABETO. CALCULE LA PROBA-

BILIDAD DE QUE AL EXTRAER AL AZAR UNA TIRA: 

~) SE OBTENGA UNA VOCAL 

C') OCUq_RAN C Y D, DONDE. C:::{x,y,z} y 

D=r{b,c,y,z} 

D) OCORR2\ C O D 

)(~~pile..6tM 

:Z\ i A= {a ¡e , i , o, u} 

B) B={a,z} =>P(B) 

C) J?= C(\D= {y, z) 

5 =>P(A)= 28 
2 

- 28 

=>P(F) 2 -- 28 
D) E= CUD= {b,c,x;y,z} =>P(E) 

o P(E)=P(C)+P(D)-P(CnD) 

5 = 28 

? 3 4 2 5 
P(CnD)=P(F)=- 2s =>P(E)= 2S + ·28- 28 = 28 



21. 

REG US VE CONTEO 

AL ASIGNAR PROBABILIDADES A LOS EVENTOS APLICANDO LA TRORIA CLA

SICA ES NECESARIO ~ALCULAR N{A) Y N PARA APLICAR LA FOrulULA 

P{A):o:N(A)/N. 

SEAN, POR EJEMPLO, LOS EVENTOS A~{b,e} Y B={a,e,i,o,u} CON LOS 

CUALES SE FORMAN PALAB~~S DE DOS LETRAS, LA PRIMERA DE A Y LA 

SEGUNDA' DE B. EL EVENTO QUE SE FOffi.1A AS! ES 

C={xy: xe:A; ye:B} 

SI ENU~ERA~OS LOS ELE~ENTOS: 

CON LA b: ba,be,bi,bo,bu 

CON LA e: ea,ee,ei,co,eu 
} 10 ELEMENTOS 

SIN El'1BARGO, LA SOLUCION SE PUEDE OBTENER RAPIDAMENTE SIN NECE

SIDAD DC ENUME~~R TODAS LAS POSIBILIDADES, OBSERVANDO QUE LA PRI

MERA LETRA SOLO PUEDE SER DE DOS TIPOS b O e, MIENTR.Z\_S QUE LA 

SEGUNDA, DE CINCO TIPOS a,e,i,o 1 u, POR LO QUE EL TOTAL DE ELE

f'!ENTOS ES 2x5=10, ES !)ECIR, EL EVEN'I'O C PUEDE OCUR~IR DE 10 ~

NERAS DISTINTAS E IGUAL!>1ENTE PROBABLES. 

RrGLA VE LA MULTIPLICACION 
EN GENERAL, SI DOS EVENTOS, A Y B, PUEDEN OCURRIR DE N(A) Y N(B) 

]\llANERAS DISTINTAS, RESPECTIVAMENTE, ENTONCES EL TOTAL DE W\NERAS 

EN QUE AMBOS PUEDEN OCURRIR, EN EL ORDEN INDICADO, ES N(A) X N(B). 

ESTA REGLA SE PUEDE GENERALIZAR A HAS DE DOS EVEN'rOS. 



22. 

EJEHPLO 

¿CUANTOS NW-iEROS PARES DE TRES CIFRAS SE PUEDEN FORMAq UTILIZAN-

DO LOS DIGITOS 5,6~7,8 y 9, SIN QUE SE USE EL MISMO DIGITO EN LAS 

DECENAS Y LAS CENTENAS? 

SOLUCION.- SEAN LOS EVENTOS 

" )\ h ={X: X ES'.rA EN LAS CEN'i'ENAS} 

B ·= f y: y ESTA EN LAS DECENAS} 

e"' ==fZ: z ESTA EN LAS UNIDADES y ES PAR} ..... 
~ 

D ={XYZ: Xc.A¡ y E:B ¡ z EC} 

PUESTO QUE NO SE PEilltiTE REPETICION DE DIGITOS 1 N(A)=5 Y N(B)=4. 

ADEM..l>,.S, PUESTO QUE EL NUMERO, DEBE SER PAR, N (C) ==2. POR LO 'fli.NTO 

N(D) = 5x4x2=40 

SI EL ULTIMO DIGITO NO TUVIESE QUE SER PAR: S~XYZ~ XEA;YEB;ZEF} 

DONDE F={Z: Z ESTA EN LAS UNIDADES} 

ENTONCES N(F}=S Y N(S)=5x4x5=100. 

CON ESTO, CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE SI EL ESPACIO DE EVENTOS 

ES S Y SE ANOTAN TODOS LOS NUMEROS DEL MISM.O EN UNA TIRA DE PAPEL, 

AL SACAR UNA AL AZAR DE UNA URNA, EL NU~ERO SEA PAR: 

P(A) = N(A) _ N(A) _ 40 = 
N -- -N (S) - -1 ()O 0.4 = 40% 



23. 

EJEMPLO 

EN UNA CAJA SE TIENEN TRES PERFO~~CIONES NUMERADAS DEL UNO AL 

TRBS. SI SE HECHAN EN ELLA TRES BOLAS TAMBIEN NUMERAQAS DEL 1 AL 

3 Y SE AGITA LJ\ CAJA, CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE NINGUNA 

BOLA CAIGA EN LA PERFORACION QUE 'riENE SU ~UJvlERO (EVENTO A) 

2 POSIBILIDADES 

N(A) = 2x1x1=2 

N 

P(A) 

= 3x2xl=6 

N(A) 2 1 
=-N-=6=3 

1 POSIBILIDAD 

;) 
/ 

/ 

(7\ 
~) 

l POS IBILID.n.D 



24. 

EJEMPLO 

SE DISPONE DE TRES BANDERAS: UNA BLANCA, UNA NEGRA Y UNA VERDE. 

l. SI CADA PA!<E~TA DE BANDERAS DE DISTIN'I'O COLOR CONSTITUYE UNA 

SEÑAL, ¿CUANTAS SE&ALES SE PUEDEN .HACER SI EL ORDEN DE COLOCA-

CION DE LAS .BANDERAS ES IMPORTANTE (EVENTO A)? 

,, N(A) = 3x2=6 

2. SI "TRF.S BA.l~DERAS ~rAMBIEN CONSTITUYEN UNA SE~AL CUANDO TODAS 

SON DE DIFERENTE COLOR c.CUAN'l'AS SEr1ALES PODE~10S HACER CON LAS 

] . 32\NDERAS A LA VEZ (EVENTO B)? 

N(B) == 3x2xl=6 

3. ¿CUANTAS SE~ALES SE PUEDEN HACER CON DOS O TRES BANDERAS EN LAS 

CONDICIONES ANTERIORES (EVENTOS C)? 

N(C) = N(A) + N(B) ~ 6+6=12 

4. SI C.l\DA SE~AL DEL EVENTO C SE DIBUJA EN UNA TIRA DE PAPEL Y 

LUEGO SE COLOCAN EN UNA URNA, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE 

SI SE TOMA.UNA AL AZAR, 

A) SALGA UNA SEfíAL ESPECIFICA (EVENTO F): 

P(~) = N(F)/N(C) = 1/12 

B) SALGA UNA SEf!AL CON DOS BANDERAS POR LO MENOS (EVENTO G) : 

G=C =>N (G) =12 =>P (G) = 12 =- 1 12 

C) SALGA UNA SEÑAL CON DOS BANDERAS, UNA DE ELLAS VERDE (EVENTO H) ~ 

N(H) = lx2+2x1=4 ~P(H) =1 } = ~ 

D) SALGA UNA SEf:íAL CON TRES BANDERAS, UNA DE ELLAS VERDE (EVENTO I) ~ 

N(I)= 1x2x1+ 1xlx2+ 2xlx! =6 

P(I)= 6/12 = l/2 ~ 50% 



25. 

E) SALGA UNA SE!\tAL CON DOS O TRES BANDERAS EN QUE SE USE UNA 

VERDE (EVENTO J) 

J = HUI =>N(J) = N{H)+N(I) = 4+6=10 

P(J) = 10/12 = 5/6 



26.1 

EJEHPLO 

·EN UNA URNA SE TIENEN 6 ESFERAS, DE L'I\S CUALES 3 SON BLANCAS Y 

3 SOt-l NEGRl-\S. SI LAS SEIS SE EXTRl\EN AL AZAR, UNA TRAS OTRA ,SIN REMPLAZO 

LA PROBABILIDAD DE QUE LAS 3 BL.l\.NCAS SALGAN EN FO!tMA CONSECUTIVA 

. (EVEHl'O F) ES: 

r,----- ------
3! 

1 ,.---_____:_.. ___ -./ --------..... 

le:-~)~) 8i~) 8 
- ·- - - -- -- - -- -- -- - .J 

'------------ ·- --- . - ------.....r--·-··- ------
41 

N(F) == 3! x 4! ; N= 6! 

( ) ( )/ 3,1 X 4! 3! X 4! 
PF =NF N= - 6 ! = 6x5x4-!-

P(F) 3x2xl = = 6X5 
1 
5 



26. 

PER~tUTAClO~JES 

EL 1\RR.EGLO DE N OBJETOS EN CIERTO ORDEN SE DENOMINA PERMUTAC10N. 

POR EJEMPLO, TODAS LAS PERHUTACIONES QUE PUEDEN HACERSE CON L.i\.S 

LETRAS A,B,C SON: ABC, ACB, BAC, BCAr CAB, CBA. EL TOTAL ES 

3x2x1=6 PERMUTACIONES (N=3). 

EN GENERAL, EL NUf.1ERO DE PERHU'fACIONES ES N(N-l)(N-2)(N-3)x .• oxl==N! 
~ ' 

EJEMPLO 

¿CUANTAS PER11.1UTACIONES SE PUEDEN HACER CON 5 OBJETOS? 

5! = 5x4x3x2x1=120 

EJEMPLO 

EN UN LIBRERO SE COLOCAP.AN AL AZAR 7 LIBROS. CALCULEMOS LA PRO-

BABILIDAD DE QUE EL DE HISTORIA Y EL DE GEOGRAFIA QUEDEN JUNTOS 

(EVENTO A) . 

!>(A) = N(A)/N 

~! 
~ 2, 

N=7! = 7x(6x5x4x3x2xl) = 7x6! 

N(A) = 2!x6! ; P(A) 2!x6! 2!x6! 2 
= 7! = 7 x6! = 7 



27. 

EJEr.1PLO 

EN UNA URNA SE TIENEN 7 SOBRES IDENTICOS Y CADA UNO CONTIENE UN BI-

LLETE DE DIFERENTE DENOMINACION (1,5,10,20,50,100 y 500 PESOS). 

¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE 1,5,50 y. 500 PESOS SALGAN CONSECUTI-

V~~ENTE EN CUALQUIER ORDEN, SI SE SACAN LOS SIETE AL AZAR, UNO 

TRAS OTRO (EVENTO A)?. 

f// . . 
'----- . - --· 

----_A__ ________ "-···---r-----r 

1 

1 í------¡ 
--- - - -- ·- --· -· - - - - l ~ 

~ r-l ,---,, 
1 i~-- -~·---.' 
l_ - -

! __ ~ __ ¡ L?_~ lSOO ¡ 1 

---- --¡ -- --·---
\ ·....__ _________ , ___ ·-y--------__; 

,¿J.. 1 

N(A) = 4!x4!; N=7! 

p (A) = 4!x4! 
7! = 4!x4! 

7x6x5x4! = 4x3x2xl 
7x6x5 

4 = 35 



28. 

PERMUTACIONES PARCIALES 

EL NUMERO DE MANERAS EN QUE SE PUEDEN ORDENAR N OBJETOS TOMANDO 

DE r. EN r ES: 

N! = (N-r) ! 

ESTO ES EQUIVALENTE A DECIR QUE NPr ES EL NUMERO DE DIFERENTES 

M..Z\NCRAS EN QUE r OBJETOS PUEDEN SER SELECCIONADOS DE N OB,JETOS 

(r~N) SIN REEMPLAZAR NINGUNO DE ELLOS AL LOTE ANTES DE SACAR EL 

SIGUIENTE. 

OBSERVESE QUE SI r=N: 

N I N.' NPN = . = = N', -...(=N--=N.,....) ..-! O! 

EJEMPLO 

SI SE TIENEN LAS LETRAS A,B,C,D, EL NUMERO DE 1-'l.ANERAS EN QUE SE 

PUEDEN ORDENAR TOMANDO DE 2 EN 2 ES 

4! = 4x3x2! = 12 -;-(-:-4---;:::2 .. ) '!- 2! 

EL CONJUNTO DE ESTAS POSIBILIDADES ES: 

S ={AB,AC,AD,BA,BC,BD,CA,CB,CD,DAtDB,DC} 

OBSERVESE QUE CUANDO EL ORDEN ES IMPORTANTE, AC NO ESLO MISMO QUE 

CA, ETC. 



.. 

29. 

COMBINACIONES 

CUANDO EL ORDEN NO ES IMPORTANTE, ES DECIR, SI EL AGRUPMUENTO 

GA ES EL HISMO QUE EL AC, A LOS AGRUPA..I\UENTOS SE LES DENOMINA 

COMBINACTOMES, POR EJEMPLO, SI SE FOR~lARA UNA COMISION DE 2 INDI-

VIDUOS DE UN GRUPO DE 8 TOHANDO SUS NOMBRES AL AZAR DE UNA URNA1 

Y pESE.~OS .SABER CUANTOS COMITES DE 2 MIEMBROS PODRIAN FO~~RSE 

COJ.10 ~ESULT.2\DO DEL PROCESO, ENTONCES LOS RESULTADOS PEDRO, JOSE 

'! ,JOSE, PEDRO CONSTITUIRIAN EL MISr10 COMITE, ES DECIR, NO IMPOR-

TARIA EN QUE ORDEN SE SACARAN SUS NOMBRES DE LA URNA. 

ASI, SE PUEDE DEMOSTRAR QUE EL NUMERO DE CO~BINACIONES POSIBLES 

DE ~OR~AR DE N OBJF.TOS TO~DO DE r EN r ES: 

N e r = ( N ) --=-=l\_l_! ......---... 
r = (N-r) !r! 

ES'rO EQUIVALE A DECIR QUE ~r ES EL NUMERO DE MANERAS DISTINTAS EN 

QUE r OBJETOS PUEDEN SELECCIONARSE DE N (r=:N) SIN REEMPLAZO Y SIN 1M-

PORTA R EL ORVEN EN aJE APAREZCA.'I\J. 

CUANDO UNO SE ENFIID1I'A A UN PROBIEMA QUE IMPLICA LA REPETICH'>N DE UN EXPE-

RD1ENTO, ES NECESARIO DETERMINAR SI HAY O NO REE!11PL.AZO DE LAS OBSER-

BACIONES. POR EJEMPLO, EL REPETIR EL LANZAMIENTO DE UN DADO Y OB-

SERVAR CADA VEZ EL NUMERO QUE QUEDA HACIA ARRIBA LLEVA IMPLICITO 

·QUE HAY REEMPLAZO. 



30. 

EJEMPLO 

UNA Cl\JA CONTIENE 10 FOCOS, DE LOS CUALES 3 SON DEFECTUOSOS. SI 

SELECC IQNA.._lv1:0S 4 AL AZAR SIN REEMPL.!\7.0 

A) ¿CUANTOS SON LOS RESULTADOS POSIBL.ES, ES DECIR, CUANTOS ELE

MENTOS TIENE EL ESPACIO DE EVENTOS? 

10' 
(l0-4)! = 10x9x8x7 = 5040 

B) ¿CUANTbS ELEMENTOS DE S TIENEN COMO PRIMER RESULTADO UN FOCO 

DE~ECTUOSO Y TRES FOCOS BUENOS EN LOS OTROS TRES? 
D ~p~ . :;~ 1~ ,- /\!.,. __ 

~) 
--~ 

(d·· ... r---,\ 
8 1 b ': 

~ .·· \ ' 1 

'· ---

N(A) 3! 
= 3pl X 7p3 = (3-1)! 

7! 3! 7! 
X (7-3)! = 2T X 4T 

N(A) = 3 X (7x6x5) = 630 

=> P(A) = 630/5040 = 63/504 

C) ¿CUANTOS ELEME~TOS DE S TIENEN UN FOCO DEFECTUOSO Y 3 BUENOS? 

2520 

=> p (B) 
.2520 1 = = 5040 2 



31. 

PER~UTACIONES DE GRUPOS DE OBJETOS 

"EL NUMERO DE PERMUTACIONES POSIBLES DE N OBJETOS DE LOS CUALES 

SE TIENEN N1 , IGUALES ENTRE SI EN EL PRIMER GRUPO, N2 IGUALES 

ENTRE SI EN EL SEGUNDO G~UPO, ETC, HASTA NK IGUALES EN EL K-ESIMO 

GRUPO {LOS GRUPOS SON DISTINGUIBLES ENTRE SI}, DE r~NERA QUE 

N l ...t N 2 + •. ~ + NK = N QUEDA DADO POR LA FORMULA: 

' N PN N N! ' 1 ' 2 ' • • • ' NK = """N--.-1 =N~1 -~,_~:---:-, 1 • 2 •••• L''K. 

EJEMPLO 

EN EL INCISO C DEL EJEMPLO ANTERIOR SE TIENEN DOS GRUPOS EN LA 

MUESTRA, EL DE DEFECTUOSOS CON UN SOLO ELEMENTO, ES DECIR N1=1, 

Y EL DE BUENOS, CON TRES ELEMENTOS, N2=3, QUE SE PERMUTAN POR GRUPO 

p 4! 
DE 4 1,3 = 1 !)! = 4 MANE~~S DISTINTAS. 

EJEMPLO 

ENUMERE LAS PER~UTACIONES QUE SE PUEDEN HACER CON DOS GRUPOS DE 

BOLAS, 2 NEGRAS Y 2 BLANCAS. 

b b n n 
nl - 2 

b n b n 

b n n b n2 = 2 

n b b n 

4P2,2 = 4: 
6 n n b b 2! 2: -· 

n b n b 

•. 



32. 

EJEHPLO 

UNA CAJA CONTIENE 25 TR~NSISTORES DE LAS CUALES 3 SON EFECTUOSOS. 

¿CUkL ES LA PROBABILIDAD DE QUE, SI SE EXTRAEN 5 AL AZAR SIN 

REMPLAZO, 

A) SE OBTENGAN LOS 3 DEFECTUOSOS 

B ~ SE OBTENGAN SOLO 2 DEFEC'rUOSOS 

C) SE OBTENGA _SOLO 1 DEFECTUOSO 

D) NO SE OBTENGA NINGUNO DEFECTUOSO? 

SO:úUCION: 

25! 25! 
...,..(-=-2=5---=-5-.-) ...,...! = 2 o ! 

GRUPO DE 3, N1=3 GRUPO DE 2, N2=2 

1- - D- -;; -D - 1 r- - B B -- -, 

: ----v----' 1 1 '-~ 1 D=DEFECTUOSA 

1- _3P3·-/~ 22p~ J. B=BUENA 

B) 

N{A) 

5p3' 2 

= 60 22! 
- 20: 

6
. 02 2! 

22! 
(22-2)! 

P(A) = 20! 22! 60 
25! = 60 25! -- 13800 
20: 

r- N~:2' T N-2=3- ~ -1 
1 D o 11a B B 1 

------....,..- 1 1 "--v------i 1 
1 

3p2 ! ! 22p3 1 

""''7- --- ~ 
5P2,3 

5! 
3! 2! 



33. 

3p2 22p3 5P2,3 3: 22! 5! 
N(B) = X X = ( 3-2) ! (22-3): 2!x3! 

3! 
22! 5x4 60 

22! 
N(B) = 19! -z- = 19! 

6022! 
22! 20x19! 1200 19! 60 P(B) = = 25! -19~ = 13800 25! 

20! 

~ 

C) 
r -- -- 1 r -- ---l 

.Nl=1 N2=4 1 
1 1 1 

22p4 5P1,4 
D l B B B B 1 N(C) = 3 X X 

1 1 ! ·-.:--' '---

3 1 
1 p 

N(C) 3 
22! 5! 

1 22' 4 = (22-4)! 
X 1 !x4T ~- ~~- - - _, 

5P1,4 N(C) 3 
22! 5x4! 15 

22! 
- 18! 1x4! = 18! 

P(C) = 
1 5 22! 

18! 
2 5! 
20! 

= 15x20x19xl8! = 
25! 181 

5700 
13800 

22! X • 

22p5 22! 22! 
N(D) = = = 17! (22-5)! 

P(D) 
22!/17! 20x19x18x17! 

= = 25! 25! 17! 
20! 20! X 

P(D)=6840/13800 

OBSERVESE QUE EN ESTE EJEMPLO HEMOS CALCULADO LAS PROBABILIDADES DE 

TODOS LOS ELEMENTOS DEL ESPI\CIO DE EVEN'l'OS COlW.t::til'OND.ll:N'L'E J\L 11 NU-

MERO DE DEFECTUOSOS QUE SE PUEDEN OBSERVAR EN UNA SELECCION AL AZAR 

DE 5 ELEMENTOS", EN LA CUAL SOLO SE PUEDEN TENER 0,1,2, Ó 3 DEFEC-

TUOSOS, ES DECIR, 

S = {0,1,2,3} 



... 

34. 

VERIFIQUEMOS QUE, EN EFECTO, P(S) = 1: 

P(S) = P({O}) + P({1}) + P({2}) + P({3}) 

6840 + 5700 1200 60 = + 13800·+ 13800 13800 13800 

.13800 1 - 13800 = 
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TABLA 1 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

Fx(x) 
X n! k n-k 

= k!o k!(n-k)! P q 

p 

" X O .JO 0.20 0.30 0.40 0 . .50 

2 o .8100 .6400 .4900 .3600 .2SOO 
1 .9900 .9600 .9100 .8400 . • 1SOO -

3 o .1290 .5120 .3430 2160 .12.50 
1 .9720 .8960 .7840 .6480 .sooo 
2 .9990 .9920 .9730 .9360 .87.50 

4 o .6.561 .4096 .2401 .1296 .062S 
1 .9477 .8192 .6517 .4752 .3125 
2 .9963 .9728 9163 .8208 .6875 
3' .9999 .99g4 .9919 .9744 .937.5 

-· ' o .590.5 .3277 .1681 .0778 .0312 
1 .918.5 .7373 .5282 .3370 .187.5 
2 .9914 .9421 .il369 .6826 . .5000 
3 .9995 .9933 .9692 .9130 .. .812.5 
4 1.0000 .9997 .9976 .9898 • 9688 

' o .5314 .2621 .1176 .0467 .OI.S6 
J .8857 .6554 ,4202 .2333 .1094 

-· 



TABLA 1 (continuación) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

Fx(x) = 
x n! k n-k 
I: p q 

k=O k!(n..ck)! 

p 
n X 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 

6 2 .9842 .9011 .7443 .5443' .3438 
3 .9987 .9830 .929.5 .8208 .6562 
4 .9999 .9984 .9891 .9590 .8906 . 

• 
5 1.0000 .. 9999 .9993 ;9959 .9844 

. -·-- ----
7 o .4783 .2097 .0824 .0280 .0078 

1 .8.503 .5761 .3294 .1586 .0625 
~ .9743 .8520 .6471 .4199 .2266 
3 .9973 .9667 .8740 ' .7102 .5000 
4 .9998 .9953 .9712 .9037 .7734 

9' 

S !.0000 .9996 .9962 .9812 .9375 
6 1·.0000. 1.0000 .9998 .9984 .9922 

·--·----
8' o .4305. .1678 .0576 .0168 .0039 

1 .8131 .5033 .25.53 .1064 .0352 
2 .. 9619 .7969 .5518 .3154 .1445 
3 .9950 .9437 .8059 .5941 .3633 
4 .9996 .9896 .9420 .8263 .6367 

S 1.0000 .9988 .9887 .9502 .8555 
() J.COOO .9999 .9987 .9915 .9648 
7 1.0000 1.0000 .9999 .9993 .9961 

-- -------
9 o .3874 .1342 .0404 .0101 .0020 

·1 .7748 .4362 .1960 .0105 .0195 
2 .9470 .7332 .4628 .2318 .0898 
3 .9917 .9144 .7297 .4326 .2539 
4 .9991 .9804 .9012 .7334 .5000 

S .9999 .9969 .9747 .9006 .7461 
6 1.0000 .9997 .9951 .9750 .9102 
7 1.0000 1.0000 .9996 .9962 .9805 
8 1.0000 1.0000 1.0000 .9997 .9980 

---
JO o .3487 .1074 .0282 .0060 .OíJIO 

1 .7361 .3758 .1493 .0464 .0107 
2 .9~98 .6778 .3828 .1673 .0547 

3 .987~ .8791 .6496 .38~3 .1719 
4 .9984 .9672 .8497 .6331 .3770 



TABLA 1 (continuación) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

x n! k n-k 
Fx(x) = k:O k!(n-k)! P q 

.. 

! . .. p· ., X 1 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 
-

10 S .9999 .9936 .9527 .8338 .6230 
6 1.0000 .9991 .9894 .9~52 .8~81 

7 1.0000 .9999 .9984 .9877 .9453 
8 1.0000 1.0000 .9999 .9983 .9893 
9 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9990 - -

11 o .3138 .0859 .0198 .0036 .ooos 
1 .6974 .3221 .1130 .0302 .0059 
2 1 .9104 .6174 .3127 .1189 .0327 
3 .9815 .8389 .5696 .2963 .1133 
4 .9972 .9496 .1891 .5328 .2744 

S -~997 .9883 .92.18 .7535 .5000 
6 1.0000 .9980 .9784 .9006 .7256 
7 1.0000 .9998 .9957 .9707 .8867 
8 1.0000 1.0000 .9994 .9941 .9673 
9 1.0000 1.0000 1.0000 .9993 .9941 

10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9995 

12 ·o .2824 .0687 .0138 .0022 .0002 
1 

1 

.6590 .2749 .0850 .0196 .0032 
2 .8891 .5583 .2528 .0834 .0193 
3 1 .9744 .7946 .4925 .2253 .0730 
4 

1 
.9957 .9274 .7237 .4382 .1938 

S .9995 .9806 .8822 .6652 .387:! 
6 .9999 .9961 .9614 .8418 .6128 
7 1.0ü00 .9994 .9905 .94~7 .8062 
8 1.0000 ,9999 .9983 .9847 .n7o 
9 1.0000 1.0000 .9998 .9972 .9807 

10 1.0000 1.0000 1.0000 .9997 .9968 
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9998 

13 o 1 .25-n .0550 
··~-·-· 

.0097 .0013 .0001 
1 .6213 .2336 .0637 .0126 .0017 
2 .8661 .5017 .2025 .0579 .0112 
3 .9658 .7473 .4206 .1686 .0461 
4 .9935 . 9009 .6543 .3530 .1334 

S .9991 .9700 .834€ .5744 .290.5 
6 .9999 .9930 .9376 .7712 .5000 
7 1.0000 .99S8 .9818 .9023 .7095 



11 

13 

X 

8 
9 

10 

TABLA 1 (continuación) 
FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

X 
n~ k n-k 

Fx(x) = E k~ (n-k)! P q 
k= O 

1' 
0.10 0.20 0.30 0.40 

-
1.0000 •. 9998 .9960 .9679 
1.0000 1.0000 .9993 .992.! 
1.0000 1.0000 .9999 .9987 

1.0000 1.0000 .99')9 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

---- -· 
11 Hooo 

14 o .2288 .. 0440 .0068 .0008 
1 .5846 .1979 .0475 .008! 
2 1 .. 8416 .4#8! .1608 .:H98 
3 1 .9559 6932 .3552 .1!43 
4 .9908 .8702 .584:! .2793 

5 .9985 .956! .7805 .4859 
6 1 .9998 .9884 .9067 .">9~5 

7 
1 

1.0000 .9976 .9635 .8499 
8 1.0000 .9996 .9917 .'1.; i 7 
9 

1 
1.0000 1.0000 .9983 .9825 

JO 

1 

1.0000 1.0000 .9998 .9961 
11 1.0000 1.0000 1.0000 .9994 
12 

l 
1.0000 i.OOOO 1.0000 .9Q99 

13 1.0000 1.001)0 1.0000 J.()()')O 

IS o .2059 .0352. .0047 .0005 
l .5490 .1671 .0353 .0052 
2 .8159 .3980 .1268 .0271 
3 .9444 .6482 .2969 .0905 
4 .9873 .8358 .5155 .2173 

S .9978 .9389 .7216 .4032 
6 .9997 .9819 .8689 .6098 
7 I.OCOO .9958 .9500 .7869 
8 1.0000 .999.! .9848 .9050 
9 1.0000 .9999 .9963 .966! 

10 1.0000 1.0000 .9993 .9907 
' 11 1.0000 1 .00110 .9999 .9981 

1:! 1.0000 1.0000 1.0<)00 .9997 
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

0.50 

.8666 

.9539 

.nas 
.9983 
.9999 

-
.0001 
.0009 
.0065 
.0287 
.0893 

.2120 

.3953 

.6047 

.7!!80 

.9102 

.9713 

.9935 

.9991 

.9999 
-·---

.0000 

.0005 

.0037 

.0176 

.0592 

.1509 

.JOJó 

.5000 

.6964 

.8491 

.9~08 

.911~..; 

.9':i6J 

.9995 

1 
1.0000 



" 
16 

1 

17 

X 

o 
1 
2 
3 
4 

S 
6 
7 
8 
9 

TABLA 1 {cóntinüa-ci6n) 

FUNCIO'N DE DISTRIBUCION BINOMIAL 
ti ,, 

X ' k k 
F ( ) . n. n-
X x = k:O k!(n-k)! p q 

p 
0.10 0.20 0.30 0.40 

.1S53 . .0281 .0033 .0003 

.5147 .1407 .0261 .0033 

.71!92 .3518 .0994 .0183 

.9316 .5981 .2459 .0651 

.9830 .7982 .4499 .1666 
-

.9967 .9183 .6598 .3288 

.9995 .9733 .8247 .5272 

.9999 .9930 .9256 .7161 
. 1.0000 .9985 ... .9743 .8577 

I.UOOO .9998 .9929 .9411 

10 . 1.0000 1.0000 .9984 .9809 
11 1.0000 1.0000 .9997 .9951 
12 1.0001) 1.0000 1.0000 .9991 
13 1.1JOOO 1.0000 1.0000 .9999· 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

15 1.0000. 1.0000 1.0000 1.0000 

o .1668 .0225 .0023 .0002 
1 .4818 .1182 .0193 .0021 
2 .7618 .3096 .0774 .0123 
3 .9174 .5489 .2019 .0464 
4 .9779 . 7582. .3887 ,1260 

S .9953 .8943 .5968 .2639 
6 .9992 .9623 .7752 .4478 
7 .9999 ·.9891 .8954 .6405 
8 1.0000 .9974 .9597 .8011 
9 I . .:NOO .9995 .9873 .9081 

·JO 1.0000 .9999 .9968 .9652 
11 1.0000 1.0000 .9993 .9894 
'12 J. OC'()() 1.0000 .9999 .9975 
13 1.0000 1.0000 1.0000 .9995 
14 l.O:x>O 1.0000 1.0000 .9999 

15 
1 

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
16 ,, I.OCOO 

' 
1.0000 1.0000 1.0000 

0.50 
-

.0000 

.0003 

.0021 

.0106 

.0384 

.1051 

.2272 
,4018 
.5982 
.7728 

.8949 

.9616 

.9894 

.9979 

.9997 

1.0000 
1 

.0000 

.0001 

.0012 

.0064 

.0245 

.0717 

.1662 

.3145 

.5000 

.6855 

.8338 

.9283 

.9755 

.9936 

.9988 

.9999 
1.0000 



TABLA T (continuaci6n) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 
X n! k n-k 

FX(x) = k:O k!(n-k)! P q 

-
p 

n X 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 

18 o . .1501 .0180 .0016 .0001 .0000 
• .4503 ~ .0991 .0142 .0013 .0001 . 
2, .7338 .2713 .0600 .0082 .0007 
J .90!8 .5010 .1646 .0328. .0038 
4 .9718 .7164 .3327 .0942 .0154 

5 .9936 .ll671 .5344 .2088 .0481 
6 .9988 .9487 .7217 .3743 .1189 
>¡ .. 9998 .9837 .8593 .5634 .2403 
8 1.0000 <" .9957 .9404 .7368 .4073 
9 1.0000 .9991 .9790 .8653 .5927 

lO 1.0000 .9998 .9939 .9424 .7597 
ll 1.0000 1.0000 .9986 .9797 .8811 
12. 1.0000 1.0000 .9997 .9942 .9519 
13 1.0000 1.0000 1.0000 .9987 .9846 
14 1.0000 1.0000 1.0000 .9998 ,9962 

15 1.0000 ].0000 1.0000 1.0000 .9993 
i6 ] .0000 1.0000 t .0000 1.0000 .9999 
17 1.0000 ].0000 1.0000 1.0000 1.0000 

-
J9 n .. 1351 .0144 .0011 .0001 .0000 .... 

l .4203 .0829 .0104 .0008 .0000 
2 .7054 .2369 .0462 .0055 .0004 
3 .8850 .4551 .1332 .0230 .0022 
4 .9648 .6733 .2822 .0696 .0096 

5 .9914 .8369 .4739 .1629 .0318 
6 .9983 .9324 .6655 .3081 .0835 
1 .9997 .9767 .8180 .4878 .J 796 
8 1.0000 .9933 .9161 .6675 .3238 
9 1.0000 .9984 - .9674 .8139 .5000 

10 1.0000 .9997 .9!!95 .9115 .6762 
11 1.0000 1.0000 .')972 .9648 .3204 
12 1.0000 1.0000 .9994 .9884 .9165 
13 !.0000 1.0000 .9999 .9969 .9682 
14 1.0000 1.0000 1.0000 .9994 .9904 

15 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9978 
16 1.0000 1.0000 '. 1.0000 ·1.0000 .9996 
17 1.0000 1.0000 · f.oooo 1.0000 ].0000 



n X 

20 o 
! 
2 
3 
4 

S 
1 6 

7 
8 
9 

10 
JI 
12 
13 
14 

... 
l. 

16 
17 
18 

TABLA 1 (continuaci6n)· 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

x ' · k n-k 
FX(x) = E k' (n~, )' p q k=O . n K • 

1 
p 

0.10 0.20 0.30 0.40 

.1216 .0115 .0008 .0000 

.3917 .0692 .0076 .0005 

.6769 .2061 .0355 .0036 

.8670 .4114 .1071 .0160 

.9568 .6296 .2375 .0510 

.9887 .8042 .4164 .1256 

.9976 .9133 .6080 .2500 

.9996 .9679 .7723 .4159 

.9999 .9900 .8867 .5956 
1.0000 .9974 .9520 .1553 

1.0000 .9994 .9829 .8725 
'1.0000 .9999 .9949 .9435 
1.0000 1.0000 .9987 .9790 
1.0000 1.0000 .9997 .9935 
1.0000 1.0000 1.0000 .9984 

1.0000 1.0000 1.0000 .9997 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

0.50 

.0000 

.0000 

.0002 

.0013 

.0059 

.0207 

.0577 

.1316 

.2517 

.4119 

.5881 

.7483 

.8684 

.9423 

.9793 

.9941 

.9987 

.9998 
1:oooo 



TABLA 2 

FUNCION DE DISTRIBUCION DE POISSON 
-).. k 

e .\ 
k! 

·------------------------------------------------~ 

X .50 

o ' .60~ 

! 1 .910 
2 

1 

.9RI'l 
3 .998 
4 1.000 

¡ 

1.0 2.0 3.0 

•.368 . 1 ]5 .050 
.736 .41:16 .199 
.9:?0 .677 .4::!.3 
.981 .857¡ .647 
.996 .947 .815 

5 l.OCO .999 .983 .961 
6 l.OíiO· 1.000 .995 .966 
7 1.000 1.000 . 999 ... 988 
8 1.000 1.000 1.000 .996 
9 1.000 1.000 1.000 .999 

,\ 

4.0 5.0 

.018 

.092 

.233 

.4JJ 

.629 

.007 

.040 

.!25 

.265 

.440 

6.0 

.002 

.017 

.00::!. 

.151 

.235 

7.0 

.001 

.007 

.OJO 

.O!l:! 

.l7J 

.785 .616 .446 .301 

.889 .762 .605 .450 

.949 .867 .144 .599 

.979 .932 .847 .729 

.992 .968 .916 .830 

lO 1 O'JJ 1.000 1.000 1.000 .997 .986 
'11 II.OtlO 1.000 1.000 1.000 .999 .995 

.957 .901 
-~''30 .947 

12 i l.OOO J.OüD 1.000 1.000 1.000 .998 
13 1 1.000 1.000 1.000 1 .000 1.000 .999 

.991 .973 
.':N6 .987 

14 1.000 1.000 1.001) 1.000 !.000 l.úOO .999 .994 

15 
16 
17 
18 
19 

1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .998 
1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.001) 1.000 .999 
!.(100 l 000 1.001) 1 000 1.000 !.000 1.1.':10 1.000 
1 000 1 .000 1 000 1.000 1.000 1.000 l .uOO 1.000 
! .000 1.000 1 .000 1 .000 l .000 ! .O:JO 1.000 ! .000 

B.O 

.000 

.003 

.014 

.042 

.lOO 

9.0 

.000 

.001 

.006 

.ü~l 

.055 

.191 .116 

.313 .207 

.453 .32~ 

.593 .456 

.717 .587 

.816 .706 

.888 .803 

.936 .876 

.966 .926 

.983 .959 

.992 .978 

.996 .989 

.998 .995 

.999 .9YS 
1.000 .999 

:w 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 



- ! • ,_ 

,. 
xl 

~¡-
3 
4 

S 
6 
7 
8 

.9 1 

lO 1 
1 

11 
12 
13 
14 

. 15 
16 
17 
18 
19 

20 

1 
21 
22 

1 23 
24 

1 

1 25 1 
26 
27 
28 
29 

TABLA 2 (tontinuaci6n) 

FUNCION DE DISTRIBUCION DE POISSON 

10.0 . 
.003 
.010 
.029 

.067 

.130 

.220 

.333 

.458 

.583 

.697 

.792 

.864 

.917 

.951 

.973 

.986 

.993 

.997 

.998 

.999 
1.000 
1.000 
l.vuu 

1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 

X 

Fx(x) = E 
k= O 

11.0 

' .001 
.005 
.015 

.038 
,079' 
.143 
.~2 
:341 

.460 

.579 

.689 

.781 

.854 

.907 

.944 

.968 

.982 

.991 

.995 

.998 

.999 
1.000 
1.000 

1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 

e-A >..k 
k! 

;. 
12.0 13.0 14.0 

.001 .000 .000 

.002 .001 .000 
,o::s .004 .002 

.020 .01' .006 

.046 .026 .014 

.090 .05!. .032 

.155 .100 .062 

.242 .166 .109 

.347 .252 .176 

.462 .35:; .260 

.576 .46~ .358 
;682 .573 .464 
.772 .675 .570 

.844 .764 .669 

.899 .835 .756 

.937 .890 .827 

.963 ,9lr. .883 

.979 .957 .923 

.988 .975 .952 

.994 .986 .971 

.997 .992 .983 

.999 .996 .991 

.999 .998 .995 

1.000 .999 .997 
1.000 1.000 ,999 
1.000 1.000 .999 
].000 1.000 1.000 
1.000 1.000 1.000 

15.0 

.000 

.000 

.001 

.003 

.008 

.018 

.037 

.070 

.118 

.185 

.268 

.363 

.466 

.568 

.664 

.749 

.819 

.875 

.917 

.947 

.967 

.981 

.989 

.994 

.997 

.998 

.999 
1.000 



' 

TABLA 3 

FUNr.ION DE DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR J J 

' .¡z (z) 
z 

r 1 2/2 / 

~ Fz e z) = -u y 1 ¡z:; e du 
J 
-ao •/ ___ ,0 

z D z 

G ~~~" 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

• 
¡ t 
1

-2 9 1 0019 1. ,0018 .0017 .0017 .0016 .0016 ,01)15 .0015 .0014 .0014 

-2.8 ,.0026 .0015 .0014 .00:.3 .0023 .00::!2 .0021 .0021 .0020 .0019 
-2.7 .0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .GOJO .00:9 .0028 .0027 .0026 
-2.6 ¡.0047 .0045 .OOH .0043 .0041 .0040 .J039 .0038 .0037 .0036 
-2.5 1 .0062 .. 0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .005! .0049 .0048 

-2 . .1 ! .0082 
.. 

.0080 .0078 .0075 .0073 .0071 .0069 .0068 .0066 .006-+ 
-2.3,.0~07 .0104 .0!02 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .OVS7 .0084 

-2.2 1 .0.~9 .CI36 .0132 .0129 .0125 .0122 .0119 .0116 .0113 .OilO 

-2.1 '.0!79 .0174 .. 0170 .0166 .0162 .0158 0154 .0150 .0146 .0143 
1 7 --2.0 ,.022 .0222 .0217 .0212 .0207 .0202 .0197 .0192 .0!88 .0183 

-1.9 ! .0287 .. 0281 .0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .0239 .0233 
1 -1.8 1 .0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 ,0314 .0307 .0300 .0294 

-1.7 i .0446 .0-B6 .0427 .0418 .0409 .0401 .0392 .0384 .0375 .0367 
-1.6 1 .0548 .0.537 .0526 .0516 .0505 .0495 0485 .0475 .0465 .0455 
-1.5 ,.0668 .0655 .0643 ·.0630 .0618 .0606 .059-+ .0582 .0571 .0559 

1 

-1.4 ¡ .Oi!OB .0793 .0778 .0764 .0749 .0735 C72! .0708 .0694 .0681 
-1.3 .0968 .095! .0934 .0918 .0901 .0885 .0869 .0853 .0838 .0823 

1 .1 ¡ 31 .JI!:!. .1093 .1075 .1056· .1038 .1020 .1003 .0985 -l.2 1.1151 
-1.1 .1357 .1335 .1314 .1192 .1271 .1251 .:230 .1210 .1190 .1170 

-LO ,.1587 .1562 .1539 .1515 .1492 .. 1469 .1446 .1423 .1401 .1379 

-.9 l .1841 .1814 .1788 .1762 .1736 . ¡ 711 . ~685 .1660 .1635 .1611 
-.8,.2119 .2090 .2061 .1033 .2005 .1977 .1949 ,1921 .1894 .1867 

-.7 1 .2410 .2189 .2358 .2326 .'2297 .2266 .2236 ,2206 .2177 .2148 
-.6 .2743 .2709 .2676 .2643 .2611 .2578 .2546 .2514 .2483 .2451 

-.51.3085 .3050 .3015 .2981 .29-16 .2912 .2877 .2843 .2810 .2776 

-.4 1 .3446 .3409 .3372 .3336 .3300 .3264 .3228 .3192 .3156 .3121 
-.3 j .3821 .378) .3745 .3707 .3669 .3632 .3594 .3557 .3520 .3483 
-.2 i .420i' .4168 .4129 .4090 .4052 .4013 .3974 .3936 .3897 .3859 
-.1 1 .'1602 .4562 .4522 .4483 .4443 .4404 .4364 .4325 .4286 .4247 

1 

-.0 1 .5000 .4960 .4920 .4880 .4840 .4801 .4761 .4721 .4681 .4641 



~ ' 1 ..... 

TABLA 3 (continuación) 
fz(z} 

FUNCION DE DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR J 

z 2/2 
F 2 (z) f 1 -u = e . du ¡z-; 

-co z 
z¡ ·o 1 • 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 -¡ 
.o 1 .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .519•1 .5239 .5279 .5319 .5359 
.1 ,.5398 .5438 .5478 .5517 .5551 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753 
.2 1 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141 
.3 ,.6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .63ó.; .6406 .6443 .6480 .6517 

··¡··'" .659( .6628 .6664 .67CO .6736 .6772 .68(18 .6844 .6879 

.5 .6915 .6950 .:6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224 

.6 '.7257 .7291 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549 

.7 .7580 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852 

.8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .802';¡ .805! .8079 .8106 .8133 

·" .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .82E9 .8315 .8340 .8365 .8389 

J. O .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621 
1.1 .8643 .8665 .8636 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830 
!.2 8849 .8869 .8888 .8907 .89:!5 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015 
1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .\1099 .9115 .9131 .9147 .9162 .9177 
1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .926~ .927} .929.2 .9306 .93!9 

1.~ . 9332 .9345 .9357 .9370 .. 9382 .9J:;~L1 :9406 .9418 .9429 .9441 
t.6j.9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545 

:.7 1 .9554 .9564 .9573 .9582 .959! .9599 .9608 .9616 .9625 .9633 

i.8 i .9641 .9649 '.9656 .9664 .967! .9678 .9686 .9693 .9700 .9706 

1.91.9713 .9719 . 9726 .9732 .9738 .974-1 .9750 . .9756 .9761 .9767 

.9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817 2.0 .9773 
2.! ,.982! .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857 
1.2 1 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890 
2.J 1 .9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916 
2.4 1.9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9936 

2.~ ! .9938 .9940 .994i .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952 

2.é ,.9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964 
2.7 1 .9965 .9966 ,c;%7 .99oS .99(.9 .9970 .997! .9972 .9973 .9974 
281.9974 .9975 .997ó .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .998! 
2.9 ¡ .9981 

1 
.9982 .9982 .99SJ .951R4 .998·f .998.'1 .9985 .9936 .9986 

' 1 

3. 1 9987 



TABLA 4 

FUNCION DE DISTRIBUCION ~2 

Grados de libertad = d · , • 

1

] 
¡- C! 

d .005 .010 .0~:5 .050 .100 .250 .soo .750 .900 .950 .975 990 .995 
-- --------- ~ ----------- ·--- ---- ------- ------ - --------------- -- ------------------------ ---· ----

.000(1393 .000157 .00ü9H:! .00393 .OlSR .10:?. .455 1.3:! :2."1! 384 50:! 663 7RR 
2 .0100 .0201 .0506 .103 .211 .575 1.39 2.77 4 61 5.99 7.38 9.:!1 10.6 
3 .0717 .115 .216- .J5:! .584 1.21 '2.37 4!1 6.25 7.8! 9.35 11.3 128 
4 207 .:!97 .484 .71l ltl6 1.92 336 5.39 7.78 949 ll.í 13.3 14.'l 
5 .41:! .554 .831 1.15 i.61 2.67 4.35 6.6) 9.24 11.1 12.8 15.1 16.7 

6 
7 
8 
9 

10 

11 
12 

1 3 
l·t 
15 
16 
! 7 
iR 
19 
20 

21 ,, 

676 
.989 

1.34 
l. 73 
2.16 

2(,0 

J 07 
1 57 
407 
4.hú 

5.14 
5.70 
6 26 
6 R4 
7.4] 

H.03 
R 64 
'J.26 
().89 

iO 5 

26 11 2 
27 1 1.8 
28 12 5 
2'.1 13 1 
30 1 J 8 

.872 
1.24 
1 65 
2.09 

2.56 

3 05 
3 57 
4 11 
4.66 
5.23 
5 81 
6.4! 

7.01 
7.63 
8.26 

8 90 
9.54 

JO 2 
10.9 

11.5 

12 2 
12.4 
IJ 6 
14.3 
15.0 

1 24 
1.69 
2.18 
2.70 

3.25 

3 82 
4 40 
5.01 
5.63 
6.26 
tí.91 
7.56 
8 2.3 
8.91 
9.59 

10.3 
! 1 o 
!1.7 
12.4 
13.1 

13.8 
14.6 

15.3 
16 o 
lú.8 

t.,·'! 
- 2.17 

2.73 
3.33 
3.94 

4.57 
5.2:1 
5.H9 
6 57 
7.26 
7.% 
8.67 
9.39 

10.1 
10.9 

11.6 

12.3 
13.1 
13.8 
14.6 

J 5.4 
16 2 

16.9 

17.7 
18 5 

.2.10 
2 83 
3.49 
4.17 
4.87 

5.58 
6.30 
7.04 
7.79 
8 55 
9.31 

10.1 
10.9 
¡J.7 
12.4 

13.2 
14.0 
14.8 
15.7 

16.5 

17.3 
18.! 
18.9 
19.8 
20.6 

3 45 
4 25 
5 07 
5.90 
6 74 

7.58 
8 44 
9 JlJ 

10.2 
!l. O 

11.9 
12.8 
13.7 
14.6 
15.5 

16.3 
17.2 
18.1 
19.0 
19.9 

20.8 
21.7 
22.7 
::!3.6 
::!4.5 

5.35 
1.1.35 
7.34 
8.34 

9.34 

10.3 
1 l.J 
11.3 
13.3 
14 3 
15.3 
16.3 
17.3 
18.3 
19.3 

20 3 
21.3 
22.3 
.23.3 
24.3 

25.3 
::!.6.3 
27.3 
28.3 
:!9.3 

7.84 10.6 
') l<l l2.0 

10.! !3 4 
11.4 !4.7 
12 5 16.0 

13.7 17.3 
14 8 18.5 
16 o 1\!.8 
i 7 1 21.1 
18.2 22.3 
19.4 23.5 
20.5 24.8 
21 G .:!f'.O 
22 7 27.2 
23.8 28 4 

24.9 
26.0 
27.1 
28.2 
:!9.3 

29.6 
30.8 
32.0 
33.2 
34.4 

!2 6 14.4 !ó 8 18 5 
14.1 1'> o 18.5 2(\.3 
15.5 ¡ 7.5 20.1 22.0 
16.9 !9.0 21.7 23.6 
18.3 20.5 23.2 25 2 

19.7 21.9 24.7 ::!6S 
21.0 23.3 26 2 28.3 
22.4 ~4 7 :!i.7 .:!9 R 
23.7 26.1 2').1 31.3 
25.0 27.5 30.6 :l2.H 
26.3 28.8 32.0 34.3 
27.6 30.2 33.4 35.7 
28.9 31 5 34.8 .17.2 
30.1 .:s2.9 36.2 38.6 
31.4 34.2 37.6 40.0 

32.7 35.5 38.9 41.4 
42.8 33.9 36.8 40.3 

35.2 38.1. 41.6 

36.4 '\)9.4 43.0 
37.7 40.6 44.3 

44.2 
45.6 
46.9 

30.4 35.6 38.9 41.9 45.6 41U 
3 !.5 36.7 40.1 43.2 47.0 49.6 
32.6 37.9 41.3 H.5 48.3 51.0 
33.7 39.! 42.6 45.7 49.6 52.3 
34 8 40.3 43.8 47 o 50.') 5:\.7 

, 
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TABLA S 

FUNCION DE DISTRIBUCION t DE STUDENT 

1 

Grados de libertad = d 
l-cx 

~1 
.60 .75 .90 .95 .975 .99 ,j95 .9995 

.325 1.000 3.078 6.314 12.70.6 31.821 63.657 636.619 

~ 1 
.28!1 .816 1.886 2.920 4.303 6.965 9.915 31.598 
.277 .765 .1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 12.941 

4 .271 ·.741 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 8.610 
5 .'267 .727 1.126 2.015 2.571 3.365 4.032 6.859 

-
6 .265 .71 S 1.440 1.943 1.447 3.143 3.707 5.959 
7 263 ·.711 1.41 S 1.895 2.365 2.998 3.499 5.405 
8 .262 .706 1.397 1.860 2.306 2.P.96 3.355 5.041 
9 y¡¡ .703 1.383 1.833 2.262 : . ..:21 3.250 4.781 

10 .260 .700 1.372 1.812 2.228 2. 764 3.169 4.587 

11 .260 .697 1.363 1.796 2.201 2.118 3.106 4.437 
12 259 .695 j .356 1.782 2.179 2.081 3.055 4.318 
13 .259 .694 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 4.2!1 
14 .258 .692 1.345 1.761 2.145 2.524 2.977 4.140 
15 .258 .691 1.341 1.753 2.131 2.1í02 2.947 4.073 

16 .258 .690 1.337 1.746 2.120 ::.583 2.921 4.015 
17 .257 .68~ 1.333 1.740 2.110 2.:'i67 2.898 3:965 
18 .257 .688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.922 
19 .257 .688 (.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.883 
20 .2:'i7 .687 1.325 1'.725 2.086 2.528 2.845 3.850 

21 .257 .686 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.81~ 

22 .256 .686 1.321 !.717 2.074 2 . .)08 2.819 3.792 
23 .256 .685 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.767 
24 . .1:)6 .ó85 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.745 
25 .256 .684 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.725. 

26 .256 .684 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.707 
27 .255 .684 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.690 
28 . .256 .683 1.313 l.70i 2.048 2.467 2.763 3.674 
29 .256 .683 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.659 
30 .256 .683 1.310 1.697 2 042 2.457 2.750 3.6~6 

40 .255 .681 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.551 
60 .254 .679 1 296 1.671 2 000 2.390 2.660 3.460 

120 .2S4. .677 1.289 1.658 ! .980 2.358 2.617 3.373 
oc .2~3 .674 l.:'R2 1 645 1.960 2.326 2.576 3.291 
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CARTAS DE CONTROL 

.Poc~ M en ! Augusto Vill2rreal A. ~ 

INTRODUCCION 

Aunque existe 1~ tendencia generalizada a pensar que-el Control

de Calidad es de desarrollo recie:•te, realmente no existe nada ~ 

nuevo.en ¡a idea b~sica de elaborar un producto caracterizado por 

un alto grado·de uniformidada 

Durante siglos, hábiles artesanos han pro~urado el3borar produc-

• 
tos que se distingan por su superior calidad, y una vez que han -

logrado obtener un cierto estándar de calidad óptimo, eliminar -

dentro de lo posible la variaci6n entre productos que nominalmen-. ~ 

te deben resultar iguales. 

La idea de que la Estadfstica puede resultar un instruroento muy -

útil para asegurar un estándar adecuado de calidad para los pro-

duetos manufacturadosv se remonta no más allá del advenimiento de 

la produc~i6n masiva, y el .u~o extendido de Íos métodos estad!sti 

cos para resolver problemas de control de calidad es aan más re~ 

cien te. 

Muchos problema~ que aparecen durante la elaboraci6n de.un produc 
' -

to son susceptibles de ser resueltos empleando tratamientos esta-

dísticos, por lo que al hablar de bontrol estadístico de calidad, 
l 

nos estaremos refiriendo esencialmente a las dos técnicas especi~ 

les que se discutir~n en esta parte del curso: uso de las Cartas 

de Control y muestreo oe aceptaci6n. 

Profesor Investigador 1 Divisi6n de Entudios Superiores e !nsti 
tute de Ingeniería, UNAM 
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Conviene mencionar que la palabra calidad, al sar empleada de -
c. 

·~aquf en adeiante, se referirá a alguna propiedad medible o canta-

.;ble de algfin producto, tal como el diametro de un balín de acero, 

;la resistencia de una viga de concret,, el nfirnero de defectos en 

~-una pieza de ~ela, la eficacia de cierta droga, etc. 

1 ·: l:DEAS: SOBRE CARTAS DE CONTROL 
\_) ' 

A muchos individuos _les .puede sorprender el hecho de. que dos art! 

culos aparentemente id~~ticos; elaborados bajo condiciones cuida-

dosamente controladas, de las mismas materias primas, y por una -
. ' 

mi~fto~\ rn&quina con· diferencia de 
f ' 

pocos segundos, puedan, sin emba~ 
-~~-----< ~ ) 
~ \ / 
~ go,\. diferir en muchos aspectos. 

'1 

En efecto, cualquier proceso de manufactura 9 aun siendo m~y·bueno,. 

se encuentra caracteri~ado por una cierta cantidad de variaci6n 

~- 'L, qu~-4 es de naturalez·a· ~feat6rl.a,· y que no puede ser eliminada en -
,.: .... 1 

; __ _,_J fo~\a.-completa. 

. .J) 

. ' .·' . ' ' 
:_;, 

le 1 

'• . . , 
:11 
"-'· 

1 ~""' 

1 Cuando la variabilidad presente en un pro~eso de producción se li 
i / ... ~. ' 
'·-rr¡i~a···a:\ variación aleatoria se dice que el proceso se encuentra en 

L~~-...c:',/,¡'1 

un e~tado de control estad!stico . 

Tal ~stado se puede alcanzar cuando se eliminan aquellos proble-

ma.:_~ causados por otro tipo de variaci6n, llamada variaci6n siste-

m~tica, que es de naturaleza más bien deter.minfstica, y que se - -

puede achacar, por ejemplo, a operadores mal entrenados, materia 

prima de baja calidad, máquinas en mal estado, etc. 

Ya que los procesos de manufactura se encuentran rara vez libres 



de ~stos problemas, conviene contar con algGn m~tcdo siste~~tico 

para detect~r desviaciones serias de un estado de control estadís 

tico cuando ocurren, o inclusive antes de que ocurran 6 tales des-

viñci:ones. 

Ese método sistem~tico de detecci6n se puede tener mediante el em 

pleo de las llamadas cartas de Control. 

TIPOS DE C~RTAS DE CONTROL 

En lu que sigue distinguiremos entre las cartas de control par~ -

-mediciones .o variables (X, R, a) y las cartas de contrc·l para atri 

butos (p, e), dependiendo de'que las observaciones que estemos ana 

!izando sean mediciones o datos contados o calculados, respectiva-

mente. 

Un ejemplo del primer caso sería la longitud de las varillas de 

.acero de una muestra. Como ejemplo del segundo caso tendríamos -

el narnero de focos defectuosos en una muestra de tamaño dado. 

·,,CONFIGURACION DE LAS. CARTAS DE CONTROL 

En cualquiera de los casos mencionados~ una carta de control con-

~iste de una Línea Central, correspondiente a la calidad promedio 

a la que el proceso debe funcionar, y dos líneas que corresponden 
' 

al Límite Suoerior de Control (LSC) y al Límite Inferior de Con-

trol (LIC), respectivamente, tal como se muestra en la Fig l. 
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Fig l. Aspecto general de una carta de control 

Estos límites se escogen en forma ·tal que los valo:r·es que se en-

cuentren dentro de ellos se puedan atribuir al azar, en tanto que 

los valores que caigan fuera de ellos se puedan considerar como -

indicaciones de falta de control. 

~o obstante ia idea anterior, conviene mencionar que en la Fig 2 

que se presenta a continuaci6n se pueden considerar otras posibles 

situaciones de "falta de control" que ameritan investigarse: 

1. Cuando dos de tres puntos sucesivos caen en la zona A. 

2. Cuando cuatro de cinco puntos sucesivos caen en la zona 

B o más alliL 

3. Cuando ocho puntos sucesivos caen en la zona C o más all~. 

... 



---
ZONA A 

- - ._ - - - - ·- -="' - OGt - - - .,... - ·- ... "1'1! -~ - - - -- - .... ..ct 

ZONA B 

~ .. -- - _,.... - ---- .- - - -- .- - .. ----- -
ZONAC 

CuNEA CENTRAL 

Fig 2 Diagrama que define las zonas A, B y e usa
das en el análisis de Cartas de Control. 

'·· 

Debe hacerse notar que cada una de las zonas A, B y e constituye 

la tercera parte del área entre la l!nea central y un lfmite de -
. 

control, y que las pruebas mencionadas se aplican a ambas mitades 

de la carta de control, pero se aplican separadamente para cada -

mitad, y nunca a las dos mitades en combinaci6n. 

.. EXPLICACION DEL Ez.¡!.PLEO DE LAS CARTAS DE CONTROL 

Si se grafican.en una carta los resultados obtenidos a partir de 
,.., ,, . 

muestr~s tomadas peri6dic~roente a intervalos frecuentes, es pos! 

ble verificar por m~dio de ella si el proc€SO se encuentr~ bajo 

control, o si se encuentra presente en el proceso la variación -

sistemática del tipo descrito anteriormente. 

Cuando un punto graficado cae fuera de los lfmites de control, es 



procetio. P~ro aun si Jos puntos caan dentro de ios :fmites men 

cionados, alguna tendencia, o ci~rto patr6n de los mismos,,~uede 

indicar que se debe llevar a cabo alguna acci6n para prevenir y 

as! evitar algan problema serie 

La. hab.i .idad para "leer" las cartas de control y para determinar 

a partir de ellas cuál acción corre:ctiV-3. dt?. '~' ll0varse a cabo, ~ 

se obtiene a partir de la experiencia y del juicio altamente de-

sarrollado. Un practicante del control estadfstico de la cali-

dad óebe no s6lo comprender los fundamentos estadísticos de la -

materia, sino también encontrarse identificado plenamente con los 

procesos que desea controlar. 

CARTAS DE CONTROL PARA MEDICIONES (VARIABLES) 

Cuando se requiere establecer control estedístico de la calidad 

de algrtn producto en términos de mediciones o variables, es cos 

·turnbre ejercer tal control sobre la calidad media del proceso, -

al igual que sobre su variabilidad. 

La primera meta se logra al graficar los promedios de muestras -

extra.ídas peri6dicamente en la llamada carta de control para los 

promedios, o simplemente carta X. La variabilidad se puede con

trolar de igual forma si se grafican los rangos o las desviacio

nes estándar de las muestras en las liamadas cartas· R o cartas o, 
respectivamente, dependiendo de cuál estad.ística se emplee para 

estimar la desviación estándar de la poblaci6n. 

Si se conocen la media ~ y la desviaci6n-est~ndar a de la pobla-

·~ ¡, 
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ci6~ (prc·ceso} y ~~ razonable suponer las medic~onas obt~nij~s -

co!Y~o muestras extrafdas de una poblaci6n normal, se puede asF..:gu-

rar que con probabilidad 1·- a el promedio ari.t.rnéti.co oe una - -

muestra aleatoria de tamafio n se e~contrará entre 

Cl .. a 
ll - z 

a/z 
y ~ + z -----

In· a/z ~ ... 
l 

'ó 

• 
ll - z 

a/2 
a- y ll + z o-V a/2 X .n. 

puesto que ex = cr ---· para~el caso de la distribuci6n muestra! 

del promedio aritmético, cuando se muestrea de·una poblaci6n infi 

nita. La suposici6n de que la extracci6n de muestras aleatorias 

se hace de una poblaci6n infinita es válida en el caso presente, 

puesto gue, por ejemplo, la producci6n de cierto producto en una 

f~brica tiende a infirito conforme pasa el tiempo. 

Los dos lrmites anteriores (ll± z
012

ox) proporcionan entonces lími 

tes inferiores y superiores de control y, bajo las suposiciones -

anteriores, pE·rrni ten al practicante del 'control óe calidad de ter-

. -
min~r si se debe e no llevar a cabo algfih ajuste en el proceso, -

al graficar los promedios aritméticos· obtenidos de muestras de ta 
-· 

mafic:, n en una carta como la que se muestra en ~a- Fig l. 
1 ~~ 

Conviene establecer en este momento que al emplear una carta de con 

trol para los promedios, lo que se hace realmente es probar hipóte-

~is nulas de que a un cierto nivel de confianza 1-a el valor ee la 

media de la ~- muestral de los promedios sea igual al valor de 
di~"\-ri \;¡.,:u e'•\ 
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t~ calidad nominal del proceso, o ~1 de 1~ c~:ida~ ~~G~a caiculada 

para el mismo, ~ o Para estas pruebas secuenciales de hip6tesis, se . o 

emplean como estadísticas de prueba los valores de los promedios -

aritrn,ticos obtenidos de muestras aleatorias 0xtraídas de la pobla-

ci6n (~ proceso). Es decir, se realizan pruebas de hip6tesis para 

las cuáles 

Ho . IJ = IJO o 

{Prueba éle dos colas; cada prueba se -realiza con el valor X. de la muestra i 

'f .IJO 
' l. H¡ 

o JJ . 
en donde ~ es la media de la distribuci6n muestral del promedio arit 

m§tico, .IJ la calidad nominal o calidad media calculada del proces~y 
o 

i
1 

(1=1,2,3, •.• ) el valor del promedio ari~m~tico obtenido de la i~si 

ma muestra aleatoria. La forma secuencial de estas pruebas de hip6-

tesis se muestra en la Fig 3 que se presenta a continuaci6n. 

Jj"f-Z _E_ 
a/2 m l 

1 

Región de 
rechazo 

l Región de ,.. ... 
' aceptac1or. 

~ : -

X· ' 

~---~---~~--~---~------~.:-~1 
-..¡. ....... o::o....""""'_...._ __ ,:<s=ot ---·--~ 1 

1 2 3 4 
: N" d¿ la 
1 muestra Región de 

rechazo 

Pruebas de hip6tesis que se realizan al emplear 
una carta de control para los promedios 
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!L 

Si se consideran problemas prácticos, los valores de ~ y o del pr~ 

ceso se desconocenu y es entonces conveniente estimar sus valores 

a partir de muestras tomadas mientras el proceso se encuentre "ba-. , . . 

jo .control", tal como se explic2 más adelante. En la pr&ctica es 

entonces diffcil llegar a establecer límites de control del tipo 

lJ ±z / - 0
-- al desconocerse IJ y cr, independ ·· ente:ilente de que en -

.a 2 m 
muchos casos es demasiado arriesgado considera4 a las mediciones -

como muestras aleatorias extraída~ de una poblaci6n normal. 

En lugar de lo anterior, en el control de calidad industrial se em 

plean comúnmente los límites de control de "tres desviaciones es-.. 
tándar" o de "tres. sigmas", que se obtienen al sustituir a:;:/ -

a 2 

por un 3 al calcular los límites de control. 

Conforme a lo anterio~, con los límites de control 

IJ + 3a- X ó IJ± 3 a 

se puede confiar en que en el 99.73% de los casos el proceso no~ 

será declarado ~fuera de control", cuando de hecho se encuentra "ba 

jo control". 

En otras palabras, estos limites de control permiten considerar -

que la probabilidad máxima de rechazar la hip6tesis 

. . e = e o 

cuando debería de ser aceptada (probabilidad de cometer un error de 

tipo I) es de 0.27% sierido e un valor de calidad fijo del proceso, , o ' 

y e el del parámetro corr~spondiente de la distribuci6n muestral de 

la estadística bajo consideraci6n. 
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ELZ\BORACION DE LA CARTA DE CO'N'!'RCL PARA LOS P.RO!'lBUIOS (X.) 

a. Caso en que se ccnocen la media ~ y la desviaci6n estándar o 

de la poblaci6n. 

L!nea central 

L!.mi tes C:k c:c•n trol - J.1±3crx 
, 3--a-c ~· ± In 

6 ~± Ao , siendo A = 3 

-
en donde los valores de A se obtienen de la tabla I, en fun-

ci.6n d(~ ri, el tamaño de la rnue~.tra. 

~ 

Ejemplo: Sea el proceso de elabcraci6n de varillas dE• acero 

para las cuaJ~s se sabe que el di!metro medio es -

de 2.5 e~, con una desviaci6n estAndar de 0.01 cm. 

Se desea efectuar control del ¿:ámetro de las mis-

mas, para lo cual se extraen peri6dicarnEnte mues-

tras de cinco varillas. Se pide establece~ la li-

nea central y los lfrrit~s de control ?ara una car 

-ta x. 

Soluci6n: Siendc ~ = 2.5 cm, a = 0.01 y n = 5, se tiene -

que: 

L!rea central·= J.l=2.5 

Límites de control: 

2.5± 3 o = 2.5± m 
o, de la tabla I 

3(0.01) 

15 
= 2.5! 0.0134 72.51341 2.4866 

2.5± Ao = 2.5:t 1.342(0.01) = 2.5± 0.01342 q2.~:1342, 2.48658 

• 



11. 

p. Caso en que se desconocen ~ y a • 

. Para es te caso, que e~ el más comtin, es necesa:r:io estimar r: cc·mc -

.se dijo anteric:ln•E·nte, tales par~n etros con base en muestras pre

liminaref•. Para el caso, normalmente se acostumbra emplear un -

mínimo ó,· 20 a 25 muestras de 4 e S elementos, obtenidas consecu-

tivamentc:· cuando el procese está "bajo cont.··):". 
/ 

Sin embargo, con•o vt,remos m~s adelante, se puedEr; c .. r.•:plear procedí 
1 

mientes estadísticos r.•~s formales para determinar el ntimero de ·n•uEs 

tras~ .(y de eler.:e·ntos en l,as mismas). m4s adecuado para las cartas x • 

.. 
Entdnces, si se utilizan K muestras preliroinares, cada una d~ tama-

fio n, se puede ~stimar con adecuada pr~~isi6n el valor de ~ median-

te 

siendo i un estimador inse~g~do y consistente d~ ~, donde i. denóta 
l. 

= 
al promedio aritmético de la i~sima muestra, y X es el promedie; ce 

· los promedios de las muestras. 

El valor d~ cr de la poblaci6n puede ser estimado a partir de las 

desviaciones estándar o de los rangos de las mue~tras. Si el ta-

maño pe las mismas es pequeño, usualmente el. rango I•roporciona un 

estimador eficiente de a, acem~s de que el proc~so de cálculo del 

mismo es bastante más sir::ple que el de la desv.: é\c.:ión est.ándar pan• 

1as muestras. 

Sin F-J•lbargo, es. conveniente 11 cuando se requiere bastante precisi6n 
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2n el c&lculo de los lí.ro:'tes de control, c~~una~ a 0 ;;v~diante las 

desviaciones est&ndar de la~ muestras~ Tal es el caso, por ejem

plo, de muestras de productos que son caros, y que deb~n destruir 

se al momento de tomar las mediciones. 

b.l Estima~do a a mediante los rangos de las muestras 

Hay qu2 obtener primero el valor R, que es el rango promedio 

de los rangos de las K muestrai, ~s decir, 

R = 1 k 
E 

i=1 
R. 

1 

Puesto que la estadística R siempre estima por encima de su 

valor real a la desviación est-ándar de la población, se ob-

tiene un estimñdor sesgado. Debiao a ello, es indispensable 

afectar el valor de R en forma tal de obtener un estimador -

insesgado de o, para lo cual se hace 

Estimaoor insesgado de o R = d2 

El factor d 2 en la expiesión anterior se obtiene experimental 

mente al identificar el valor de la media en las distribucio-

nes rnuestrales del cociente R/o para dist~ntos valores de n, 

considerando una población en la c~al el valor de a es cono-

cido. Por ejemplo, para muestras de tamaño cinco (n=S), se 

ha obtenido experimentalmente el valor d 2 =2.32~, tal como se 

muestra en la Fig 4o 

.1 
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Fig 4. 

para n = 5 

tE 

~~,_,.,J.,L-....;_,_-,;:J.~ 

·1 2 i 3 4 S R/cr 

llR/a = d2 = 2.326 

Distribución muestra! de R/a·para n=S, 
suponiendo a conocida. 

' 

13. 

'·,' 

En la tabla I se presentan los valores del factor d 2 par~ dis 

tintos tamafios de muestra, observándose que conforme se incre 

menta el valor de n aumenta el de ese factor, lo cual permite 

concluir que el rango estima mejor a la desviación estándar -

cuando las muestras sori pequeñas. 

De acuerdo con lo anterior, 'se pueden emplear las siguientes 

expresiones en la elaboración de la carta de control para los 

promedios: 

Línea Central --- X 

Límites de Control -·-- X±3~ 
In 

ó 

Para abreviar.el c~lculo de los límites de control a partir 

de los rangos de las muestras, se ofrece en la tabla I el fac 

tor 

3 
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~6~o empleo pennite establecer los límites de control corno 

bo2 Estimando a a mediante las desviaciones estándar de las mues 

tras 

Se debe obtener primero el valor de a,. .:,¡ce- es el promedio de 

las desviaciones estándar de las muestras, -,._ decir 

C1 = 1 
K 

k 
E 

i=1 
S.· 

l. 

En donde S. denota la desviaci6n est&.ndar de la i~sirna ·mues 
~ 

tra. No siendo tampoco ~ un estimador insesgado de la desvia 
.. 

ci6n estándar de la poblaci6n, ya que siempre la estima por -

abajo de su valor real, hay que afectar dicho valor por un -

cierto factor para hacerl? insesgado, es decir 

Estimaqor insesgado de a = 

Los valores de c 2 se reportan en la tabla 1 en funci6n del t~ 

maño de la muestra, y se obtienen mediante un procedimiento·-

similar al explicado para el factor d 2 • 

Con base en lo anterior, los parámetros de la carta de control 

para los promedios son los siguientes: 

L~nea Central --- X 
Limites de Control --- X~3--0-

lll 
6 X± 

De nuevo, para abreviar el cálculo de los límites de control 

para la carta X, obtenidos ahora a partir de las desviaciones 

est&ndar de las muestras, se puede emplear el factor dado en 

la tabla I 
A¡ = 3 



con el cu~l los límites de control qu~~an como 

NUMERO HINIMO DE MUESTRAS REQUERIDO PARA LA ELABORACION DE -· CARTAS X 

En este me· :ento conviene establecer .... 1 número mí.nimo de muestras -

preliminares, m, as! como el tamaño de las mismas, n, que es nece-

sario consicerar para estimar adecuadamente los p~rámetros ce una 

carta de control para los promedios •. 

'\1}12. 
El asegurar¡un m!nimo de 20 O 25 muestras con 4 o 5 elementos cada 

una son necesarias para obtener los valores de X, Ro o, frecuente-

mente choca con el argumento de que por razones de costo~ tiempo, -

etc., se debe emplear un n~~ero menor de ellas. Por ello, se han-

preparado tablas corno las II y IIIque se presentan al final, que -

permiten obtener una soluci6n cuantitativa para este problemac 
' 

·cuando se emplea el rango R como estimador de a para la elaboración 

de una carta X, y como se verá más adelante, para una carta R, la -. 

tabla II permite determinar el número mínimo, m, de muestras de ta

maño ~ que se deben emplear para ~ener poco más de un 98% de nivel 

de confianza de que los promedios aritméticos obtenidos de las mues 
.·, 

tras se encuentren dentro de los límites de control que se calculen 

para la, carta x, suponiendo únicamente la presencia de variación 

aleatoria. 

De la misma manera, se establecen en la tabla III los· valores 6pti-

mos de~ y ~,cuando se emplean las desviaciones-estándar de las

muestras para obtener el estimador o de la desviaci6ri estándar de 

la población. 
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Eje~plo: Sea una fábtica que pr0duce varillas de acero~en 

la cual se desea ejerceL control sobre el peso de 

las mismas. Para ello, se.~eleccionan veinte mues 

tras aleatorias de cinco varillas cada una, obte

niéndose los, valores que se repo.t·t:· 'i ?n la tabla 

siguiente: 

- ~ -¡ 
Número de Valores individuales del peso, Kg Promedio 

Aritmético RaJ}gO 
Desvia 
están 

ción 
dar 

la lTLuestra ' x, x2 x3 

1 11.1 9.4 ' 11.2 
2 9.6 10.8 1 o. 1 
3 9.7 10.0 10.0 
4 1 o. 1 8.4 10.2 
S 12.4 10.0 ;o 1 O. 7 

6 , o., 10.2 10.2 
7 , .o 11. S 11.8 
8 1.1 • 2 10.0 10.9 
9 10.6 10.4 10.5 

10 8.3 10.2 9.8 

11 10.6 9.9 10.7 
12 10.8 10.2 10.5 
¡J 10.7 10.7 10.8 
14 , 1. 3 11.4 1 o. 4/ 

15 11.4 11.2 11.4 

16 10.1 1 o. 1 9.7 
17 10.7 12.8 11.2 
18 11.9 11.9 11.6 

.19 10.8 1 2. 1 11.8 

20 12.4 11. 1 10.8 

-
x4 ·X 

5 X 

.. 
10.4 1 o. 1 . íO. 44 
10.8 11.0 10.46 
9.8 10.4 9.98 
9.4 11.0 9.82 

1 o. 1 11.3 10.90 

11.2 1 o .1 W.36 
11.0 11.3 11.32 
11.2 , .o 10.86 
10.5 10.9 10.58 
9.5 9.8 9.52 

10.2 , 1. 4 10.56 
8.4 9.9 9.96 
8.6 11.4 10.44 

10.6 1 1. 1 10.96 
1 o. 1 11.6 11. 14 

9.8 10.5 10:04 
1 1. 2 11.3 11.44 
12.4 11.4 11.84 
9.4 11.6 1 1 • 1 4 

11. o 11.9 
1 

11.44 

1 ___ ..... 
~-

213.20 

R 

1.8 
1.4 
0.7 
2:6 
2.4 

1.1 
0.8 1 
1.2 1 

1 
o.s 
1. 9 

1.5 
2.4 
2.8 
1.0 
1.5 

0.8 
2. 1 
1.0 
2.7 
1.6 

31. 80 

S 
X 

0.66 
0.52 
0.24 
0.87 
0.88 

0.42 
0.30 
0.44 
0.17 
0.64 

0.50 
0.83 
0.95 
0.39 
0.53 

o. 28 
o. 71 
0.33 
0.97 
0.60 

51 
76 
00 
27 ,., 
.. .u:. 

24 
59 
54 
20. 

93 

83 
57 
62 
29 
52 

00 
16 
82 
08 
86 

11.3211 S U MA Cll ••••••• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • t ____________________________________________ __ 

T 
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Soluci6n: Puesto que se desconoce la media del procezo, esta se -

puede estimar en forma insesgada.mediante .. 

. . :-, 

Los valores de los promedios aritméticos'·xi (i=1,2,~ •. 20) 

de las muestras se reportan en la ! 1bla anterior, por lo 

cual la línea central es 

= 1 . ' 
X = :ü) (213.20)= 10.66 

Se obtendrán ahora los l!mites inferior y superior de -

control estimand~ primero a o mediant~ los rangos de las 

muestras, y después mediante las desviaciones est§ndar -

correspondientes. 

a. Estimando a o mediante los rangos de las muestras 

-El valor de R es 

1 20 
R = 2Q t Ri 

i=l 

Los valores Ri para 1=1,2, .•• ,20 se encuentran 

la tabla inicial, por lo que 

e .. -.. 

R 1 (31.80) = 1.59 = 20 

Los límites de control para la carta de los promedios 

son 

= -x. 1 A2 R 

Y,de la tabla !,. para n==S, se obti.ene A2 = 0.577, -
quedando 



10.66 ± 0.577 (1.59) . 
·---~-·_;;_¡ 

0.92 

O sea 

Lfnea Central --- 10.6o 

Límites cie Control-- 10.66±CL92 -=}r 11.58, 9-.74 

b. Estimando a o mediante las desviaciones est&ndar de 

las muestras 

El valor de o es 

o ~ 2~ (11.3211) = 0.57 

Los límites de control son ahora 

De la tabla I, para n=Su se obtiene 

A¡ = 1.596, q~edando 

10.66 ± "1.596 (O.S7L .,. 
0.91 

O sea 

Linea Central --- 10.66 

L!rnites de Control--- 10.66±0.91-'711.57, 9.75 

En la Fig 5 que se presenta a continuaci6n se muestra la carta de 

control ob~enida empleando ambos procedimientos. 
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Carta de control X obtenida para el ejemplo de las 
varilla.s de ~ce:ro · · 

CA~TAS PARA CONTROLAR ~A :VA~IABL!LIDAD DE UN P~OCESP 

Al ~o~trol~r estad!sticarnente un proceso·pu~de no ser suficiente~ 

fij~r ~a a~enci6n ·en su "calidad media",.sino t~mb~~n en_ la .variab~,... 

lidad ~el mis~o. Aun cuando es razonabl~ s~pone~ que un incre~ento 
'• : : ' 'r ' r 

en ~as fluctuac;::~ones de los valores de ¡·os ·promedios ar~ tméticos -

-gr~ficad9s en una carta X se relacjona con un incremento ; enla va-. . . 
' 

rl.abilidad del pro~eso,. es posible detel;lllinar con mayor obje~~vidÉ1\: 
t' • ' ' 1 • • 

y pr~cisi6n los cambios que experimenta ésta med~ante el ~rnpleo de 

las liam~das cartai R y a, que se ei~boran a partir de los rangos y 

las d~sviapione~ est&ndar de las-~uestras, respectivamente. 

~~~~iene reancionar q~e aun cuando cu~lquiera. de las dos Cdrtas men,-
~ 1 
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TABLA III 

Ntimero mínimo m de muestras de tamaño !l re':1ut::-;do para elab2, 

~ rar una carta X con una confianza de 98%, cuando se·emplean 
: -. 1 

· desviaciones est4ndar. 

n m -
2 16 

3 9 

4 7 

5 6 

6 S 

7 5 

8 4 

9 4 

10 4 

12 4 

14 3 

16 3 

18 '3 

20 3 



TABLA II 

!·:~1J:~ero mín1 r:1o m de muestras de tamaño ~. req~.?: Jo ;:ar:a elab~ 

-rar una carta X con una confianza de 98%, cu2ndo se emplean 

los rangos. 

n m -
2 15 

3 9 

4 7 

5 6 

6 5 

7 S 

8 4 

9 4 

10 4 

12 4 

14 4 

16 3 

18 3 

20 3 
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INFERENCIA ESTADISTICA 

Por: M en r Augusto Villarreal Aranda* 

l. Introducción 

La parte de la estadística que proporciona las reglas 

para inferir ciertas características de una población a partir 

de muestras extraídas de ella, junto con indicaciones probabilí~ 

ticas de la veracidad de tales inferencias, se llama ~n6e4ene~a 

En la inferencia estadística se estudian las relaciones 

existentes entre una población, las muestras obtenidas de ella, y 

las técnicas para estimar parámetros, tales corno la media y la v~ 
. o 

riancia, o bien para determinar si las diferencias entre dos mues 

tras son debidas al azar, etc. 

2. Distribuciones rnuestrales 

Si se consideran todas las muestras posibles de tamafio 

* See4eta4~o Aeadém~eo, División de Estudios Superiores, Facultad 
de Ingeniería, UNN1 y P4o6e~o4 ~nve~t~gado4, Instituto de Inge
niería, UNAM 
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n que pueden extraerse de una poblaci6n, y para cada una se cal

cula el valor del promedio aritmético, este seguramente variará 

de .una muestra a otra, ya que depende de los valores de los datos 

que se hayan obtenido en cada muestra. Por lo tanto, el promedio 

aritmético es en sí uná variable aleatoria, como también lo son, 

por la misma razón, el rango y la variancia de la muestra. 

A todo elemento que es función de los valores de los 

datos que se tienen en una muestra se le denomina e~tad~~t¡ca; to 

da estadística es, entonces, una variable aleatoria cuya distrib~ 

ci6n de probabilidades se conoce como d¡l.l.tlt¡buc.¡6n mue~.t.Jtal. Si, 

por ejemplo, la estadística considerada es la variancia de la mues 

trau su densidad de probabilidades se llama d¡~tJt¡buc¡6n mue~tltal 

de la va.Jt¡anc.¡a.. 

En forma similar se pueden obtener las distribuciones 

muestrales de la desviación estándar, del rango, etc., cada una 

de las cuales tendrá sus propios parámetros, lo que permite ha

blar de la media y la desviación estándar de la variancia, etc. 

3. Muestreo con y sin remplazo 

Cuando se efectúa un muestreo en una poblaci6n de tal 

manera que cada elemento de la misma se pueda escoger más de una 

vez, se dice que el muestreo es c.an Jtemplazo; en caso contrario; 

el muestreo es ~in Jtemplazo. Si de una urna se quiere extraer una 

muestra de bolas de colores, se puede proceder de dos maneras: 

se saca al azar una bola, se anot~_su color y se regresa a la ur

na antes de obtener otra, y así suéesivamente; en este caso el 

muestreo es c.on Jtemplazo. La segunda forma consiste en extraer 
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al azar todas las bolas que constituyen la muestra sin regre-

sarlas a la urna, siendo entonces un muestreo ~¡n ~emplazo. 

4. Distribucion muestra! del promedio aritmético. 

Sup6ngase que se extraen sin remplazo todas las muestras 

posibles de tamaño n de una poblaci6n finita de tamaño N > n. Si 
p 

la media y la desviaci6n estándar de la distribución muestral del 
o 

promedio aritmético se denotan con ~x y crx, y la media y la desvi~ 

ci6n estándar de la población con~ y cr, respectivamente, entonces 

es posible demostrar que se cumplen las siguientes ecuaciones 

~- = ~ X 

Además, si la poblaci6n es infinita (o el muestreo es con rempla-

zo), los resultados anteriores se reducen a 

puesto que 

lím 
N -+ co 

p 

~- = ~ X 

cr- a = X m· 

JN - n. cr __._p __ _ 

li1N - 1 p 
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" 

Para valores grandes de n(n ?30) se demuestra, emplea~ 

do el teorema del límite central, que la distribución muestral 

del, promedio aritmético es aproximadamente una dis.tribuci6n nor

-----ffia-t--ee-n--med-i-a-----tl X y desviación es t-~ar-o X , irrdep·endi--entemente-d 

c~ál sea la densidad de probabilidades de X, la variable aleato-

ria asociada a la poblaci6n. Si esta variable tiene distribución 

normal, la distribución muestra! del promedio aritmético también 

es norma1 1 aun para valores pequeños de n (n < 30). 

Eje.mplo 4.1 

Supóngase que se tiene una poblaci6n finita formada-por 

los datos 1,2,3,4,5. Se desea conocer la media y la desviaci6n 

estándar de la distribución muestral del promedio aritmético, con 

siderando las muestras de tamaño 3 obtenidas sin remplazo. 

Siendo la poblaci6n finita y el muestreo sin remplazo, 

es posible obtener la distribuci6n muestral correspondiente para 

calcular después sus parámetro~ considerando que el nümero total 

de muestras distintas de tamaño 3 que pueden obtenerse a partir 

de una poblaci6n de 5 elementos es 

5! = 10 3 ~ (5-3) ! 

Dichas muestras son las siguientes, junto con sus pro-

medios aritméticos correspondientes: 



S. 

X. X. 
l. l. 

1, 2, 3 6/3 3, 4, S 12/3 

1, 2, 4 7/3 3, 4, 1 8/3 J. 

1, 2, S 8/3 4, S, 1 10/3 

2, 3, 4 9/3 4, S, 2 11/3 

2, 3, S 10/3 S, 1, 3 9/3 

Para calcular la media y la desviación estándar, se em 

plea la siguiente tabla 

.. 
xi 6/3 7/3 8/3 8/3 9/3 9/3 

-2 36/9 49/9 64/9 64/9 81/9 81/9 xi 

10 
1: X. = 90/3 

i=1 l. 

= =-!_ 
10 1 

= = l-1- X E X. 
X 10 i=1 l. 10 

2 1 a- = 10 X 

= 9.333 -

Es decir, l-lx = 3 y 

10 -2 =2 
1: x. - X = 

. 1 l. l.= 

9.000 = 0.333 

a- = O.S77 
X 

Segundo p4ocedimiento. 

1 
10 

=> 

10/3 10/3 11/3 12/3 

100/9 100/9 121/9 ~44/9 

10 -2 E X. = 840/9 
i=1 l. 

90 --3-- 3 

840 ( 3 }2 o 

= 
9 

a- = 10.333 = 0.577 
X 

Por tratarse de una población finita, se verifica que 



j..l- :::: J..1 
X 

en donde N = 5 , n = 3 
p 

y o- = X 

y J..1 = 3. 

o 

m 
~ 
~~ p 

El valor de el de la población es 

1+4+9+16+25 
5 

= 55 - 9 = 
5 

11-9 = 2 

Pm:- lo tanto u o = /2 = l. 4145 y 

a- = 
X 

1.4145 

Es decir, y 

= (0.8164)(0.7071} = 

crx 0.577 

0.577 

6 o 

Comparando los resultados, se puede observar que ambos 

procedimientos conducen a la obtención de los mismos valores de 

w·- y o;; para la distribución muestral del promedio aritmético. 
X .. 

Eje.mp.to 4.2 

En una bodega se tienen cinco mil varillas de acero; el 
' 

valor medio del peso, x, de cada varilla es de 5.02 kg, y la des-

viación estándar 0.3 kg. Hallar la probabilidad de que una mues-

tra de cien varillas, escogida al azar, tenga un peso total 

a. entre 496 y 500 kg 

b. de más de 510 kg. 



P~ra la distribuci6n muestra! del promedio, se tiene que 

~X = ~ = 5.02 kg y, por tratarse de una población finita, 

a-= a ~
X ~" Np - 1 _ -

o.3o /sooo - 1W = 0 _027 
/100 -v 5000 1 

7. 

a·. El peso total de la muestra estará entre 496 y 500 
1 

kq si el peso promedio de las cien varillas se encuentra entre 

4.96 y 5.00 kg. Puesto que la muestra es mayor de 30 elementos 

se puede considerar como aproximadamente normal a la distribución 

muestra!, y los valores estándar correspondientes a X = 4.96 y a 

-X = 5.00 se obtienen mediante la transformaci6n 

z = 

es decir, 

4.96 - 5.02 zl = = -2.22 
0.027 

zz 5.00 - 5.02 -0.74 = = 0.027 

ffn la fig 4.1 se puede apreciar que 

P[tf96 ~ x ~ 5oo] = P[-2.22 ~ z ~ -o.74] = 

= P[-2.22 ~ z ~ o] -P[-0.74 ~ z ~ o] 



TABLA 5. AREAS BAJO LA CURVA NORMAL 

ESTANDAR ENTRE O V z 

z o l 2 3 4 S - -
r.' v.e ""00 .vv - ~oo4B-- -;9980- ---;{}-1-2-9-hü-1-60~ --.0-1-9-9-
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 ' ~ 0596 
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 
03 .1179 '.12 !7 .1255 .1293 .1331 .1368 
0.4 .1554 '.1591 .1628 .1664 .1700 .1736 

1 0.5 

1 

.1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 
ij 0.6 .2258 .2291 .2324 .2357 .2389 .2422 
1 0.7 1 

.2580 .2612 .2642 .2673 .2704 .2734 
O" .2881 .2910 .2939 .2967 .2996 .3023 

~G:~ 
1 

.3] 59 .3189 .3212 .3238 .3264 .3289 

1 
!.0 

1 

.34i 3 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 
l.i .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 . .3749 

1 L2 1 . .3849 .3869 .3888 
1 

.3907 .3925 .3944 
~ 1.3 .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 .4115 

1 

1.4 .4192 .4207 .4222 .4236 .4251 .4265 

1.5 .4332 .4345 .4357 .4370 .4382 .4394 
1.6 .4452 .4463 .4474 .4484 .4495 .4505 
1.7 .4554 .4564 .4573 .4582 .4591 .4599 
1.~ .4641 .4649 .4656 .4664 .4671 .4678 
l. SI .4713 .4719 .4726 .4732 .4738 .4744 

2.0 .477'!. .4778 .4783 .4788 .4793 .4798 
2.1 .4821 .4826 .4830 .4834 .4838 .4842 
2.2 .4861 .4864 .4868 .4871 .4875 .4878 
2.3 .4893 .4896 .4898 .4901 .4904 .4906 
2.4 .4918 .4920 .4922 .4925 .4927 .4929 

2.5 .4938 .4940 .4941 .4943 .4945 .4946 
2.6 .4953 .4955 .4956 .4957 .4959 .4960 
2.7 .4965 .4966 .4967 .4968 .4969 .4970 
2.8 .4974 .4975 .4976 .4977 .4977 .4978 
2.9 .4981 .4982 .4982 .4983 .4984 ' .4984 

3.0 .4987 .4987 .4987 .4988 .4988 .4989 
3.1 .4990 .4991 .4991 .4991 .4992 .4992 
3.2 .4993 .4993 .4994 .4994 .4994 .4994 
3.3 .4995 .4995 .4995 .4996 .tí996 .4996 
3.4 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 

-
3.5 .4998 .4998 .4998 t998 .4998 .4998 
3.6 .4998 .499R .4999 .4999 1.4999 .4999 
3.7 .4999 .4Sl9Y .4999 4999 .4999 .4999 
3.8 .4999 .4999 .4999 .4'J99 .4999 .41)99 
3.9 

-

6 7 8 9 

--.GlJ-9- --.02-1-9- r--.03-1-9- ~0359 
.0636 .0675 .0714 .0754 
.1026 .1064 .1103 .1141 
.1406 .1443 .1480 .1517 
.1772 .1808 .1844 .1879 

.2123 .2157 .2190 .2224 

.2454 .2486 .2518 .2549 

.2764 .2794 .2823 .2852 

.3051 .3078 .3106 .3133 
.3315 .3340 .3365 .3389 

.3554 .3577 .3599 .3621 

.3770 .3790 .3810 .3830 

.3962 .3980 .3997 .4015 

.4131 .4147 .4162 .4177 

.4279 .4292 .4306 .4319 

.4406 .4418 .4429 .4441 

.4515 .4525 .4535 .4545 

.4608 .4616 .4625 46.33 

.4686 .4693 .4699 .4706 

.4750 .4756 .4761 .4767 

.4803 .4808 .4812 .4817 

.4846 .4850 .4854 .4857 

.4881 .4884 .4887 .4890 

1 

.4909 .4911 .4913 .4916 

.4931 .4932 .4934 .4936 

l .4948 .4949 .495 j .4952 

1' .4961 .4962 .4963 .4964 
.4971 .4972 .4973 .4974' 
.4979 .4979 .4980 .4981 
.4985 .4985 .4986 .4986 ' 

.4989 .4989 .4990 .4990 

.4992 .4992 .4993 .4993 

.4994 .4995 .4995 .4995 

.4996 .4996 .4996 .4997 

.4997 .4997 .4997 .4998 

.4998 .4998 .4998 .4998 

.4999 ,4')99 4999 .4999 
-l999 499l) .4999 .49Q9 
.4999 .4999 .4999 .4999 

-
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V~4t4ibuc~6n no~mat co~~e4pond~ente at ejemplo 

Recurriendo a la tabla de áreas bajo la curva normal estándar 

entre O y Z queda finalmente 

P[496 ~ x ~ 5ool = o.4B68 - o.2704 = o.2164 

b. El peso total de la muestra excederá de 510 kg si 

el peso promedio de las cien varillas pasa de 5.10 kg. 

Estandarizando dicho valor, queda 

z = 5.10 ~ 5.02 = 2 96 
3 0.027 • 

Calculando el área bajo la curva normal a la derecha de este va 

lar (fig 4.2), se tiene que 

P(X ~ 510] = P[Z ~ 2.96] = P[Z ;>O}- P[O ~ Z ~ 2.96] = 

= 0.5 - 0.4985 = 0.0015 
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F~g 4.2 v;6t~ibuc~6n no~mal eo~~e~pondiente al ejemplo 

5. Distribuci6n muestral de diferencias de promedios aritméticos 

Con frecuencia se presenta el caso en el que se tienen 

datos de dos poblaciones con variables aleatorias asociadas X y 

Y~ respectivamente, surgiendo la duda de si estas se pueden consi 

derar como una sola, es decir, si X= Y. Para probar estadística 

mente esta hip6tesis (como se verá más adelante) , es necesario ob 

tener las distribuciones muestrales de la diferencia de los pro-

medios y de las variancias de las muestras de ambas variables. 

Sean X y Y los promedios aritméticos obtenidos de mues-

tras aleatorias de tamaño nx y n
1 

de dos poblaciones con caracte

rísticas X y Y, respectivamente. Se puede demostrar que la dis-. 

tribuci6n muestral de la diferencia de los promedios correspon-

dientes a poblaciones infinitas con medias ~X y ~Y y desviaciones 

estándar ax y ay, tiene los siguientes parámetros: 

~- = ~- - ~- = ~i - ~y X - y X y 

2 2 

la~ + 2 ax 
+ 

ay 
a- = a-X - y X y nx ny 
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si las muestras son independientes. 

Esta distribuci6n también es aplicable a poblaciones finitas si 

el muestreo es con remplazo. Para el caso de poblaciones finitas 

en las cuales el muestreo se hace sin remplazo, los parámetros de 

la distribuci6n muestra! de la diferencia de los promedios arit-

méticos son 

l-1- - = l-1- -X-Y X lly = llx - l1y 

2 
Nx - n.x 

2 
N y /a~ +a~ = ax ax ~ a- - = N - 1 +- N - 1 X-Y X y n.x X YLy y .J.. 

s_uponiendo que las muestras sean independientes. 

Ejemplo 5.1 

Consid€rese que de una poblaci6n X se obtienen tres mues 

tras_posibles,cuyos correspondientes promedios aritméticos son 

3, 7 y-8. De otra poblaci6n Y se extraen dos muestras posibles, 

con promedios 2 y 4, respectivamente. Se deben obtener los pará-

metros de la distribuci6n muestra! de las diferencias de los prom~ 

dios aritm~ticos. 

Todas las posibles diferencias de promedios aritméticos 

de X con los de Y serían 



3 - 2 7 - 2 8 - 2 

3 - 4 7 - 4 8 - 4 

Es decir, 

¡.¡- -X-Y = -1+1+3+4+5+6 
6 = 

11. 

1 5 6 

~ 
-1 3 4 

18 = 6 3 

2 a- -X-Y = _{-1-3)2 + {1-3)2 + {3-3)2 + (4-3)2 + {5-3)2 + (6-3)
2 = 

6 

Segundo p~oced~m~ento 

Por ello, 

¡.¡- 3+7+8 = = 
X 3 

2+4 ¡.¡- = = y 2 

2 (3-6}2 + a- = X 

? {2-3)2 + a:: = y 2 

= 34 = 17 
6 3 

18 
6 3= 

6 
3 -y-

{ 7-6 >
2 

+ ( 8-6 >
2 

'3 

( 4-3 >
2 

2 
2- 1 

11- - :: 6 - 3 = 3 X-Y 

2 o- -X-Y 
= 14 + 1 

3 = 17 
3 

14 = 3 
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Se observa que ambos procedimientos conducen a los mis

mos resultados. 

Ejemplo 5.2 

Las varillas de acero que fabrica una compañía A tienen 

un peso medio de 6.5 kg y una desviaci6n estándar dé 0.4, en tan-

to que las producidas por una empresa B tienen un peso medio de 

6.3 kg y una desviaci6n estándar de 0.3 kg. Si se toman muestras 

aleatorias de 100 varillas de cada fábrica, ¿cu~l es la probabil~ 

dad de que las de la compañía A tengan un peso promedio de por lo 

menos 

a. 0.35 kg 

b. o .10 kg 

mayor que el de la compañía B? 

Se puede suponer en este caso que las distribuciones mues 

trales involucradas son n9rmales, en virtud de que el tamaño de am-

bas muestras es mayor de 30 elementos. 
o 

También se puede suponer 

que ambas poblaciones son infinitas, y siendoXA y x8 los pesos pro

medios de las muestras de las fábricas A y B, respectivamente, en-

tonces 

~- = ~- - ~- = 6.5 - 6.3 = 0.20 kg 
XA - XB XA XB 

"2. 

+ <~ü~) = a.o5 kg 
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La variable estandarizada de la diferencia de los promedios es 

- X B 

cxA - x8 ) - 0.20 

0.05 

a.· Estandarizando la diferencia de O. 35 kg se llega a 

0.35 - 0.20 
0.05 

= 0.15 = 3 
0.05 

La .probabilidad deseada es el área bajo la curva normal a la dere-

cha de Z = 3, es decir 

P [xA > x 8 + o.35] = P [z ~ 3] = o.5oo - o.49B7 = o .• oo13 

b. Al estandarizar la diferencia de 0.10 kg, la varia-

ble Z resulta 

22 
= 0.10 - 0.20 = 

0.05 
-0.1 
0.05 = -2 

La probabilidad requerida es el área bajo la curva normal a la 

derecha de Z= -2, es decir 

P[XA ~ x 8 + 0.10] = P[Z ~- 2] = 0.5 + 0.4772 = 0.9772 
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6. Teoría estadística de la estimación 

En la práctica profesional a menudo resulta necesario 

~nferir información acerca de una población mediante el uso de 

muestras extraídas de ella; una parte básica de dicha inferen

cia consiste en e~t¡ma~ los valores de los parámetros de la po-

blación (media, variancia, etc.) a partir de las estadísticas 

correspondientes de la muestra, como se explica a continuación. 

7~ Estimadores puntuales. Clasificación 

Si ·un estimador de un parámetro de la población consis 

te en un· solo valor de una estadística, se le conoce corno e~t¡-

mado~ puntual del par~rnetro. 

Cuando la media de la distribución rnuestral de una es-

tad!stica es igual al parámetro que se está estimando de la po-

blación; entonces la estadística se conoce corno e~t¡mado~ ¡n~e~ 

gado del parámetro; si no sucede así, entonces se denomina e~t¡ 

mado~ ~e4gado. Ambos estimadores son puntuales, y sus valores 

correspondientes se llaman estimaciones insesgadas o sesgadas, 

respectivamente. Dicho de otra manera, si S es una· estadística. 

cuya distribución muestral tiene media ~S' y el parámetro co

rrespondiente de la población es e, se dice que S es un estima-

dor insesga~o de e si 

~ = e S 

Por otra parte, si la estadística S de la muestra tien 
n 

de a ser igual al parámetro e de la población a medida que se 

' 1 
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hace m&s grande el tamaño de la muestra, entonces la estadística 

recibe el nombre de e~t~mado~ eon~~~tente del parámetro. 

Empleando símbolos, si 

lím S = 8 n 
11:+00 

resulta que la estadística S es un estj_mador consistente. Por 
n 

ejemplo, el promedio aritmético es un estimador insesgado y con 

sistente de la media, y la variancia de la muestra es un estim~ 

~or sesgado y consistente de la variancia de la poblaci6n. 

Si las distribuciones muestrales de varias estadísticas 

tienen el mismo valor de la media, se dice que la estadística que 

cuenta con la menor variancia es un e~t~mado~ e6~e~ente de dioha 

media,· en tanto que las estadísticas restantes se conocen como 

e~t~mado~e~ ~ne6~e~ente~ del parámetro. 

Por ejemplo, las distribuciones muestrales del promedio 

aritmético y de la mediana cuentan con ntedias que son, en ambos 

casos, iguales a ia media de la población. Sin embargo, la va-

riancia de la distribuci6n muestral del promedio aritmético es 

menor que la de la distribuci6n de la mediana, por lo que el 

promedio aritmético obtenido de una muestra aleatoria proporcio 

na un estimador eficiente de la media de la poblaci6n, en tanto 

que la mediana obtenida de la muestra proporciona un estimador 

ineficiente de dicho·parámetro. 
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8. Estimaci6n de intervalos de confianza para los parámetros 

de una poblaci6n 

La estimaci6n de un parámetro de una poblaci6n mediante 

un par de números entre los cuales se encuentra, con cierta pro-

babilidad, ·el valor de dicho parámetro, se llama estimaci6n del 

intervalo del mismo. 

Sea S una estadística obtenida de una muestra de t~maño 

n para estimar el valor del parámetro a, y sea ~la desviaci6n 

e·stándar (conocida o estimada) de su distribuci6n muestra!. La 

probabilidad, 1 - a, de que el valor de a se localice en el inte~ 

valo de S - ze cr 5 a S+ ze cr 5 , donde ze es una constante, se 

escribe en la forma 

Si se fija el valor de 1 - a, se puede obtener el valor de ze 

necesario para que se satisfaga la ecuaci6n anterior, con lo 

cual queda definido el ~nte4valo de eonó~anza del parámetro a, 

(S - z a , S + z a ) , correspondiente al nivel de eonó~anza 
e s e -s 

1 - a. 

La constante z que fija el intervalo de confianza se e 

conoce corno valo4 e~lt~eo. Si la distribuci6n de S es nor-

mal, el valor de z correspondiente a uno de a se obtiene de la e 
' 

tabla de áreas bajo la curva normal o de la tabla 8.1 siguiente. 
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l 

TABLA 8.1 VALORES DE zc PARA DISTINTOS NIVELES DE CONFIANZA 

Nivel de confianza, en porcentaje zc 

99.73 3.00 
99.00 2.58 

98.00 2.33 
96.00 2.05 
95.45 2.00 

95.00 1.96 

90.00 1.64 
80.00 1.28 
68.27 1.00 
50.00 0.674 

Ejemplo 8.1 

-Sea el promedio aritmético X una estadística con dis-

tribuci6n normal. Las probabilidades o niveles de confianza de 

que ~X (o ~ de la poblaci6n} se encuentre localizada entre los 

límites X ± ox, X ± 2 o¡ y X ± 3 ox son 68.26, 95.44 y 99.73%, 

respectivamente, obteniéndose dichos valores de la tabla de áreas 

bajo la curva normal. Lo anterior significa que el intervalo 

X± 3 ox contendrá a ~X en el 99.73 por ciento de las muestras 

de tamafio n, por lo que los intervalos de confianza de 68.2~, 

95.44 y 99.73 por ciento para estimar a~ son (X- ox' X+ o¡) 

(X - 2 o¡, X + 2 o¡} y (X - 3 cr¡,x + 3 ox), lo cual se aprecia 

en la 6ig 8.1 siguiente. 



f_ ( it) 
')(, 

-
j.-O"~ )(. j+G'i 

Areo= 95.44 cyo 

A reo= 99. 73 cyo 

F-i.g 8.1 

Areo =68.2b cyo 

Area = 13.59 'Yo 

9. Estimaci6n de intervalos de confianza para la media 

18. 

Los límites de confianza para la media de una población· 

con variable aleatoria X asocia~a están dados por 

X ± z ac. X 

-en donde zc. depende del nivel de confianza deseado. Si X tiene 

distribución normal, zc. puede obtenerse en forma directa de la 

tabla 8.1. Por ejemplo, los límites de confianza de 95 y 99 por 

ciento para estimar la media, ~, de la población son X ± 1.96crx 

y X ± 2.58 crx' respectivamente. Al obtener estos límites hay que 

usar el valor calculado de X para la muestra correspondiente. 

Entonces
1
los límites de conftanza para la media de la p~ 

blación quedan dados por 
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en caso de que el muestreo se haga a partir de una población in-

finita o de que se efectúe con remplazo .a partir de una población 

finita, o por 

1 N - 11 
a e 

-"'--- N - 1 m P 

sí el muestreo es sin remplazo a partir de una población finita 

de tamaño N . 
p 

Ejemplo 9.1 

Las mediciones de los diámetros de una muestra aleato-

ria de 100 tubos de albañal mostraron una media de 32 cm y una 
\ 

desviaci6n estándar de 2 cm. Obténganse los límites de confian-

za de 

a. 95 por ciento 

b. 97 por ciento 

para el diámetro medio de todos los tubos. 

a. De la taóla 8.1, los límites de confianza del 95 

por ciento son 

X±1.96a/lñl= 32 ± 1.96(2//100) = 32 ± 0.392 cm 

o sea 31.608 y 32.392, en donde se ha empleado el valor de SX 

para estimar el de a de la población, puesto que la muestra es 

suficientemente grande (mayor de 30 elementos) . Esto significa 
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1 

que con una probabilidad de 95 por ciento, el valor de ~X se en-

cuentra entre 31.608 y 32.392 cm. 

b. Si Z = z es tal·que el área bajo la curva normal 
c. 

a la derecha de z es el 
c. 

1.5 por ciento del área total, entonces 

el área entre O y z es 0.5 -c. 0.015 = 0.485, por lo que de la ta 

bla de áreas bajo la curva normal se obtiene z = c. 2.17. Por lo 

tanto, los limites de confianza del 97 por ciento son: 

X±2.17cr/~ = 32±2.17(2//100) = 32±0.434 cm 

y el intervalo de cónfianza respectivo es (31.566 cm, 32.434 cm). 

Ej empio 9. 2 

Una muestra aleatoria de 50 calificaciones de cierto 

examen de admisi6n tiene un promedio aritmético de 72 puntos, 

con desviaci6n estándar igual a 10. Si el examen se aplic6 a 

1018 personas, obtener 

a. El intervalo de confianza del 95% para la media 

del total de calificaciones. 

b. El tamafio de muestra necesario para que el error 

en la estimaci6n de la media no exceda de 2 puntos, 

considerando el mismo nivel de -confianza. 

c. El nivel 'de confianza para el cual la media de la 

poblaci6n sea 72 ± 1 puntos. 
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a. Si se estima a a de la poblaci6n con Sx de la mues~ 

tra y se considera que la poblaci6n es finita, los límites de con 

fi~nza son, puesto que X = 72, Ze = 1.96, SX = 10, Np = 1018 

n = 50, 

72 ± 1.96 10 

ISO 
;

1018 - 50 
1018 1 

72 ± 1.96 (1.4142) (0.9755) 

72 ± 2.704 

y el intervalo de confianza respectivo .es 

(69.296, 74.704) 

b. Puesto que el error en la estimaci6n de la media 

es, para poblaci6n finita, 

Error en la estimaci6n 

en este caso se tendría 

- 11 < 2 
- 1 

o sea, para un nivel de confianza de 95%, 

1.96 10 

m 

19.6 -
In 

/
1018 - 11 < 2 
1018 - 1 

1018 - 11 < 2 
1018 - 1 

y 



o sea 

Elevando al cuad·rado la desigualdad, queda 

384.16 
n 

1018 - n < 4 1017 

87.85 < n 

22. 

Por lo cual, se requieren al menos 88 elementos en la muestra 

para que el error en la estimaci6n no exceda de 2 puntos, para 

1 - a = 0.95. 

c. Los límites de confianza son, en este caso 

o sea 

72 ± z ~ ~101~ - 50 
e 150 101U - 1 

72 ± ze {1.4142) (0.9755) 

72 ± l. 3795 ze 

Pue,to que se desea que el valor de la media sea 72 ± 1 puntos, 

se verifica que 

Bs decir 

z 
e 

1 = 1.3795 ze 

1 
=-~-

1. 3795 = 0.725 



El área bajo la curva normal estándar entre O y Z = 0.725 es, c. 
por interpolaci6n lineal,igual a 0.2657. Por lo tanto, el ni-

vel de confianza es igual al doble del área anterior, es decir, 

2(0.2657) = 0.5314 (o 53.14%), tal como se muestra en la 6~g 9.1~ 

- z 

F.ig 9.1 

10. Intervalos de confianza para diferencias de medias 

Los límites de confianza para la diferencia de las me-

dias cuando las poblaciones X y Y son infinitas, o-cuando el mue~ 

treo se realiza con remplazo de poblaciones finitas, se encuen-

tran dados por 

j ai --+ 2 

X y ± zc. X y ± 
ay 

- a- = - zc. X - y _nx ny 

en donde X,, nx y Y, ny son los respectivos promedios aritm~ticos 

y tamaños de las dos muestras extraídas de ias poblaciones, y 

ax y ay las desviaciones estándar de estas Oltimas. 

o 
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En el caso de que las poblaciones X y y sean finitas 

y el muestreo sin remplazo, los límites de confianza son 

~2 N y Nx- nx ay - ny 
X - y ± z c.·ax- ;¡ = X - y ± zc. +--

x Nx- 1 ny N y - 1 

en donde NX y NY son los tamaños de las poblaciones X y Y, res

pectivamente. 

Las dos ecuaciones anteriores son válidas anicamente si 

las muestras aleatorias seleccionadas son independientes. 

Ejemplo 10.1 

Para el ejehlplo de las varilla_s tratado anteriormente 

(5.2), en~ontrar el intervalo~de confianza del 95.45% para las 

diferencias de las medias de las poblaciones. 

Siendo XA = ~A = 6.5 kg, aA = 0.4 kg, x8 = ~B = 6.3 kg, 

a 8 = 0.3 kg y nA = n 8 = 100, los límites de confianza para la 

diferencia de las medias son, empleando la tabla 8.1 

= 0.2 ± 0.1 

(o. 4 )2 

100 
(o. 3 )

2 
-

+ 100 -

Por lo tanto, el intervalo de confianza respectivo es (0.1, 0.3). 
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Ej emp.to 10. 2 

Se tienen en una bodega 3000 focos de marca X, y 5000 

de marca Y. Se extrae una muestra aleatoria de 150 focos de la 

m~rca X, y se obtiene una duraci6n promedio de 1400 horas, con 

desviaci6n ·estándar igual a 120 horas. Otra muestra al-eatoria 

de 200 focos de la marca Y tuvo una duraci6n promedio de 1200 

horas, con desviaci6n estándar igual a 80 horas. Obtener inter 

valos de confianza de 

a. 95% 

b. 99% 

para la diferencia de los tiempos medios de duraci6n de los fo-

cos de ambas marcas. 

a! Puesto que se trata de poblaciones finitas y 

X = 1400 h, SX = 120 h, NX = 3000, nx = 150, Y = 1200 h, Sy = 80 h, 

NY = 5000 y ny = 200, se obtiene, estimando a crx y cry con 'sx Y 

sy 1 respectivamente 

1400 - 1200 ± 1.96 (120) 2 

150 
3000 - 150 
3000 1 

200 ± 1.96 (11.04) 

200 ± 21.638 

( 80 )2 

+ 200 
5000 - 200 
5000 1 

o sea, (178.362, 221.638), puesto que de la tabla 8.1, para un ni-

vel de confianza de 95%, Ze = 1.96. 

b. En este caso, al emplear· la tabla 8.1 se obtiene ~ 



26. 

Z = 2.58 para un nivel de confianza de 99%, por lo cual los líe. 

mites son 

1400 - 1200 ± 2 58 j(~2o)2 3ooo_:: .1so + (ao>2 

. 150 3000- - 1 200-

200 ~ 2.58 (11.04) 

200 ± 28.483 

y el intervalo de confianza es 

(171.517, 228.483) 

11. Pruebas de hip6tesis 

5000 2000 
5000 - 1 

Supóngase que una empresa armadora de automóviles está 

en la disyuntjva de emplear una nueva marca de bujías en sus uni 

dades o la que regularmente utiliza, y que su departamento de 

control de calidad debe decidir, con base en la información de 

las muestras de las dos marcas distintas. Las decisiones de 

este tipo, es decir, que se basan en estudios estadísticos, reci 

ben el nombre de de.c.-i.-6-i.one.J.J e.J.J:tadl.J.J:t-i.c.a.-6, y a los procedimien:-

tos que permiten decidir si se acepta o rechaza una hipótesis se 

les llama p~ueba.4 de h-i.p6:te4-i..6, p~ue.ba.J.J de. 4-i.gn-i.6-i.c.a.nc.-i.a. o ~e.gla.J.J 

de de.c.-i.4-i.6n. 

Al tomar decisiones estadísticas, es necesario postular 

las diversas alternativas o cursos de accí6n que pueden adoptarse. 
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En el caso particular de una p~ueba de h~p6te4~4 solamente se 

tienen dos cursos de acción posibles, los .que se denotarán co-

mo.H 0 y H1 . A la a9ción H
0 

se le l~ama h~p6te4~4 nula, y a la 

H1 , h~p6te4~4 alte~nat~va. Por ejemplo, si la hipótesis nula esta 

blece que ~ 1 = ~ 2 , la hipótesis alternativa puede ser una de las 

siguientes: 

Al realizar una prueba de hipótesis, se prueba siempre 

la. verdad de la hipótesis nula H
0

, aun cuando de antemano se de 

see rechazarla. 

12. Errores de los tipos I y II. Nivel de significancia 

En muchas ocasiones se presenta el caso de que se recha 

za una hipótesis nula cuando en realidad debería ser aceptada; 

cuando esto sucede se dice que se ha cometido un e~~o~ de t~po I. 

En otras ocasiones se acepta una hipótesis nula siendo en reali-

dad falsa; en este caso se dice que se ha cometido un e~~o~ de 

t~po II. 

Al probar un~ hipótesis nula, a la máxima probabilidad 

con la que se está dispuesto a cometer un error del tipo I se le 

llama n~vel de 4~gn~6~eane~a,a, de la prueba, el cual dentro de 

la práctica se acostumbra establecer de 5 por ciento (0.05) o 10 

por ciento (0.1). El complemento del nivel-de significancia, 

1 - a, se conoce como n~vel de eon6~anza. 
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Si, por ejemplo, al realizar una prueba de hipótesis 

se escoge un nivel de significancia de 10 por ciento, significa 

que existen 10 posibilidades en lOO de que se rechace ésta cuan 

?o'deberia ser aceptada; es decir, que se rechaza a un nivel de 

s~gnificancia del 10 por ciento, y que la probabilidad de que la 

decisión haya sido errónea es de 0.1. 

13. Comportamiento de los errores tipos I y II 

Supóngase que se trata de probar la hipótesis nula de 

que la media, ~S' de la distribución muestral de la estadística 

S es ~ 1 , en contra de la hipótesis alternativa que establece que 

~S = ~ 2 , donde ~ 2 > ~ 1 , es decir 

En la fig 13.1 se muestra en forma gráfica la relación 

entre los errores tipos I y II en el caso en el que la regla de 

decisión para aceptar o rechazar n
0 

~s la siguiente: 

. S~ el valo~ de la e~tad~~t¡ea S obten~do de 

una mue~t~a excede de e~e~to valo~ e~1t¡eo 

s
1

, ~eeháee~e H
0

¡ en ea~o eont~a~¡o~ aeé.p

te.~ e. 

Es evidente que si H0 es verdadera, entonces a (área con rayado 

doble) es la probabilidad de que S > s
1

, o sea la de rechazar a 

H
0 

siendo verdadera (error tipo I). Por otro lado, si H
1 

es ve~ 

dadera, entonces B (área con rayado sencillo) es la probabilidad 
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de que S < S 1 , o sea la de aceptar H
0 

siendo falsa (error tipo 

II) • 

Obsérvese que si se aumenta el valor de s
1 

se reduce la 

probabilidad a, pero se incrementa la S; lo contrario sucede si 

se disminuye el valor de sl. 

fs(s) fsfs) 

DistribuciÓn de S 
bajo lo hipótesis Ho 

Distribucld'n de S 
bajo lo hipótesis H1 

Fi.g 13.1 

fLl 

P [S>S ·] = a (error tipo I) 
1 

P[S<s
1

] = S (error tipo II) 

P4obabLli.dade6 de lo~ e44o4e~ tipo~ 1 y 11 en p~ueba~ 

de hip6te~i~. 

En realidad, la única forma posible en la cual se pueden 

minimizar simultáneamente los errores de tipos I y II es aumentan 

do el tamafio .de la mu~stra, para hacer más "picudas'' las distribu 

cienes muestrales de la estadfstica bajo las hipótesis H0 y H1 . 

Al observar la fig 13.2 siguiente, es posible concluir 
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que el tamaño de los errores I y II es menor para un tamaño de 

muestra igual a 100 que para un tamaño igual a 50, considerando 

1~ misma regla de decisi6n anterior. 

t f5 csl · 

1 V\":. 50 

5 

n= \oo 

Fig 13.2 

Sin embargo, esta técnica de reducci6n simultánea de ám-

bos tipos de errores no siempre puede ponerse en práctica, debido 

a razones de costo, tiempo,etc. 
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14. Regiones críticas, de rechazo o de significancia. Regio

nes de aceptación. 

Cuando una hipótesis nula no se acepta se dice que se 

lte!'.h~z.a. a. un n-i.ve..t de .6..i.gn..i.ó..i.c.a.n.C...i.a. de..t a potz.. c...i.e.nto, o que el 

valor est~ndarizado de la estadística involucrada es .6..i.~n..i.6-Lc.a.

t-i.vo a. un n-i.ve..t de. .6..i.gni6ic.a.nc.ia. a. 

Al conjunto de los valores de la estadística en el 

que se rechaza la hipótesis nula se le denomina tz..e.gi6n c.tz..1tic.a., 

de. tz..e.c.hazo, o de. .6-i.gnióic.a.~c.ia.. Por el contr~rio, al conjunto 

de los valores de la estadística en que se acepta la 'hip6tesis, 

se le llama tz..eg-i.6n de. a.c.e.pta.c.i6n. 

Considérese que la distribución muestral de la esta

dística S es normal con desviación estándar aS' que la variable 

Z resulta de estandarizar a S, que la hipótesis nula, H
0

, es que 

la media de S vale ~S' y que la hipótesis alternativa H
1 

es que 

dicha media es diferente de ~S' es decir, que 

S - -~ 

z S = as 

Ho: media de la distribución muestral de S= ~S 

Hl: media de la distribución muestral de s '~~s 

Si se adopta la regla de decisión de aceptar la hipót~ 

sis H
0

, si el valor de ~ cae dentro del intervalo central que 

encierra al 99 por ciento del área de la distribución de proba

bilidades, entonces H
0 

se aceptará en el caso en que 
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-2.58 ~ z ~ 2.58 

empleando la tabla de áreas bajo la curva normal estándar. Pero 

si·el valor estandarizado de la estédistica se encuentra fuera 

oe dicho intervalo, se concluye que el evento puede ocurrir con 

'probabilidad de 0.01 si la hipótesis H
0 

es verdadera (área raya

da total de la fíg 14.1). En tal caso, el valor Z de la variable 

estándar difiere ~ign¡6¡Qativamente del que se podria esperar de 

acuerdo con la hipótesis nula, lo cual inclina a rechazarla a un 

nivel de confianza del 99 por ciento. 

De lo anterior de deduce que el área total rayada de la 

fig 14.1 es el nivel de significancia a de la prueba, y represe~ 

ta la probabilidad de cometer un error del tipo I. Por ello, la 

región de aceptación de H
0 

es -2.58 ~ Z ~ 2.58, y la de rechazo 

es Z > 2.58 y Z < -2.58. 

Reg1Ón crÍt1ca 

-2.58 

1--
o 

Areo.:s: 0 .. 99 

Región crítica 

z 
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En la tabla 14.¡ se presentan los valores de la varia-

ble estandarizada, Z, que limitan las regiones de aceptaci6n y 

qe.rechazo para el caso en el que la estadística involucrada en 

'la prueba tenga distribución muestral normal. Cuando en alguna 

prueba de hip6tesis se consideren niveles de significancia dif~ 

rentes a los que aparecen en la tabla mencionada, resulta necesa 

rio emplear la de áreas bajo la curva normal estándar. 

TABLA 14.1 VALORES CRITICOS DE z 

Nivel de Valores de z para Valores de z para 
significancia, a pruebas de una cola pruebas de dos colas 

0.1 -1.281 o 1.281 -1.645 y 1.645 
0.05 -1.645 o 1.645 -1.960 y 1.960 
0.01 -2.326 o 2.326 -2.575 y 2.575 
0.005 -2.575 o 2.575 -2.810 y 2.810 

15. Pruebas de una y de dos colas 

. En la prueba de hip6tesis del ejemplo anterior, la región 

de rechazo de la hipótesis nula qued6 en ambos extremos (colas) de 

la distribuci6n muestral de la estadística involucrada en la prue-

ba; a las pruebas de este tipo se les denomina p~ueba~ de do~ ca-

ia~. Cuando la región de rechazo se encuentra solamente en un ex-

tremo de la distribuci6n muestral en cuesti6n, se les llama p~ue-

ba~ de una c.oia. 

Las pruebas de dos colas se_ presentan cuando en la hipó-

tesis alternativa aparece el signo f (diferente de), como en el 

siguiente caso 



34. 

~S = ~1 

en donde ~S es la media de la estadistic~ S, y ~i es un valor 

fijo. 

En los casos 

Ho ~S = ~1 

H1 ~S < ~1 

y' 

Ho ~S = ~ ' 1 

Hl 
. 

~S > ~ . 
1 

las pruebas resultan de una cola. 

16. Pruebas de hip6tesis para la media 

Para el caso de una poblaci6n infinita (o finita en que 

se muestree con remplazo), cuya desviaci6n estándar a se conoce 

o se puede estimar adecuadamente, si se tiene que la estadística 

·S obtenida de la muestra es el promedio aritmético, entonces la 

media de su distribución muestra! es ~S = ~- = ~, y su desviaci6n 
X 

estándar es as = a- = a/íit, en donde ~ y a son, respectivamente, 
X 

la media y la desviación estándar de la variable aleatoria X aso-

ciada a la población, y n es el tamaño de la muestra. En tal ca

so, si X tiene distribuci6n nonnal, la variable estandarizada co-

rrespondiente será 
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X - j..l- -
z X X - jJ = = 

cr-
X 

oj/Yl 

Para el caso de muestreo sin remplazo de poblaci6n fini 

ta, se tiene que o S = ox = - 0
- ~- n , en donde N es el ta 
IYLV~-1 p 

p 

maño. de la población, por lo que la variable estandarizada será 

z = 
_o- / N_,¡_E_-_,n,_ 

- Ñ - 1 In p 

En los dos casos anteriores, el valor de Z correspondiente al de 

X de la muestra es el que se debe comparar con el valor crítico 

correspondiente al nivel de significancia fijado, para así acep-

tar o no la hipótesis nula (prueba de una cola) . Si se trata de 

una pru~ba de dos colas, el valor de Z se debe comparar con los 

dos valores críticos.que corresponden al valor de a seleccionado. 

En cualquiera de los casos anteriores, el valor o valores críti-

cos se pueden obtener de la tabla 14.1, para valores comunes de a. 

Ejemplo 16.1 

' Se sabe que el promedio de calificaciones de una muestra 

aleatoria de tamaño 100 de los estudiantes de tercer año de inge-

niería civil es de 7.6, con una desviaci6n estándar de 0.2. Si jJ 

denota la media de la poblaci6n de esas calificaciones, X, y si 

-se supone que X tiene distribuci6n normal, probar la hipótesis 
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~ = 7.65 en contra de la hipótesis alternativa ~ i 7.65, usando 

un nivel de significancia de 

a. 0.05 

b. 0.01 

Para la solución se deben considerar las hip6tesis 

Puesto que ~ + 7.65 incluye valores menores y mayores de 7.65, 

se trata de una prueba de dos colas. 

La estadística bajo consideración es el promedio arit

mético,X, de la muestra, que se suponeextrafda de una población 

infinita. La distribución muestral de X tiene media ~X = ~' y 

desviación estándar a- = aj/Yl, en donde ~ y a denotan, respec-
o X 

tivamente, la media y la desviación estándar de la población de 

calificaciones. 

Bajo la 'hipótesis H
0 

(considerándola verdadera), se 

tiene que 

~x = 7.65 = ~ 

y utilizando la desviación estándar de la muestra.como una esti 

mación de a, lo cual se supone razonable por tratarse de una mues 

tra grande, 

a- = aj/Yt = 0.2/llOO = 0.2/10·= 0.02 X 
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. 1 

a. Para la prueba de dos colas a un nivel de signifi-

cancia de 0.05 se establece la siguiente regla de decisión 

Acepta~ H
0 

6i el valo~ ~ co~~e6pondiente al va

lo~ del p~omedio de la mue6t~a 6e encuent~a den 

t~o del inte~valo de -1.96 a 1.96 (tabla 14. 1). 

·En ea6o cont~a~io, ~echaza~ H
0

• 

Puesto que 

= 7.6- 7.65 

0.02 
= -2.5 

se encuentra fuera del rango de -1.96 a 1.96, se rech~za la hi-

p6tesis H
0 

a un nivel de siqnificancia de 0.05. 

b. Si el nivel de significancia es 0.01, el intervalo 

de -1.96 a 1.96 de la regla de decisi6n del inciso a se rempla-

za por el de -2.58 a 2.58 tabla(l4.~. Entonces, puesto que el 

valor muestra! Z = -2.5 se. encuentra dentro de este intervalo, 

se acepta la hipótesis H
0 

a un nivel de significancia de 0.01. 

Ejemplo 16.2 

La resistencia media a la ruptura de cables de acero 

fabricados por la empresa X es de 905 kg. Una empresa consult~ 

ra sugiere a X que cambie su proceso de manufactura, con lo cual 

incrementará la resistencia de sus cables. Se prueba el nuevo 

proceso, y se extrae una muestra aleatoria de 50 cables, obteq·· 

niéndose para ellos una resistencia promedio de 926 kg, con des-
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viaci6n estándar igual a 42 kg. ¿Se puede considerar que el 

nuevo proceso realmente incrementa la resistencia, con un ni-

vel de confianza de 99%? 

En este caso, se debe plantear una prueba de hipótesis 

de una cola, para la cual 

H
0 

JJ = 905 kg 

H
1 

J.l > 905 kg 

Puesto que el tamaño de la muestra es suficientemente qrande, 

se puede aproximar la distribución muestral de la resistencia 

promedio mediante una normal, y estimar el valor de a de la po-

blaci6n mediante SX de la muestra. 

Considerando a la población infinita, y suponiendo co-

mo verdadera a H
0

, se tiene que 

a- = X 

¡.¡- = J.l = 905 kg 
X 

a = m 
42 

ISO 
= 5.94 

Para la prueba de una cola a un nivel c!e significancia' ,. 

de a= 1 - (1 - a) = 1 - 0.99 = 0.01, la regla de decisi6n es 

Ac.e.pt.aiL H
0 

J.Ji.. e. .e. valoiL e.J.Jt.an.daiLi..zado de. x. de. 

la mue.J.Jt.ILa e.J.J me.n.oiL o igual a z = 2.326 (t.a c. 
bla 1 4 • 1 ) ; e.n. c. a-6 o c.on.t.ILaiLi..o, ILe.c.hazaiL H

0
• 
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En virtud de que 

X - ~X 926 - 905 z = = ax 5.94 
= 3.535 

~s mayor de 2.326, se rechaza H
0 

.a un nivel de significancia de 

1%, concluyéndose que en realidad el nuevo proceso sí incrementa 

la resistericia.de los cables. 

17. Pruebas de diferencias de medias 

Sean X y Y los promedios aritméticos obtenidos de dos 

muestras de tamaños nx y ny, extraídas respectivamente de dos p~ 

blaciones con medias ~X y ~Y' y desviaciones estándar ax y ay. 

Se trata de probar la hi~6tesis nula, H
0

, de que no existe dife

rencia entre las medias, es decir, que ~X = ~y· Si nx y ny son 

suficientemente grandes (>30) , la distribución muestral de las di 

ferenci~s de los promedios· es aproximadamente normal. Dicha dis 

tribuci6n muestral es rigurosamente normal si las variables alea-

torias X y Y asociadas a la población tienen distribución normal, 

aunque nx y ny sean menores de 30. Para esta distribución mues

tral, la variable estandarizada Z, que se compara con,los valores 

críticos correspondientes, se encuentra dada por 

X - y - ~- -
z X-Y X - y - o X - y 

= = = a- -X-Y 
a- -X-Y a- -X-Y 

con la cual se puede probar la hipótesis nula H
0 

en contra de 

otras hipótesis alternativa:;, H
1

, a un nivel·apropiado de signi

ficancia. 



40. 

Ejemplo 17.1 

En el laboratorio de pruebas de una empresa fabricante 

de aparatos electrónicos se·e~sayaron dos marcas de transistore~, 

A y B, de paracterísticas sirnilares,con objeto de comprobar su 

ganancia de voltaje. Se tornaron muestras aleatorias de 100 tran 

sistores de cada marca, arrojando una ganancia promedio de 31 de 

dibeles, con desviación estándar de 0.3 decibeles para la marca 

A, y 30.9 decibeles de ganancia promedio, con desviación estándar 

de 0.4 decibeles para la otra. ¿Existe una diferencia signific~ 

tiva entre las ganancias en voltaje de los transistores a un ni-

ve1 de significancia ·de 

a. 0.05 

b. 0.01? 

Si ~A y ~B son la~ medias respectivas de las dos pobla

ciones infinitas a las que corresponden las,muestras, la prueba 

de hipótesis adopta la forma siguiente: 

Entonces, el valor de Z es, bajo la hipótesis H0 : 

= 31 30.9 -= 2 
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a. Puesto que se trata de una prueba de dos colas a 

un nivel de significancia de 0.05, la diferencia es significati 

va si el valor de Z se encuentra fuera del intervalo de -1.96 a 

'1.96. Como este es el caso, puede concluirse que efectivamente 

~xiste diferencia significativa en la ganancia en voltaje de los 

transistores. 

b. Si la prueba es a un nivel de significancia de 0.01, 

la diferencia es significativa si Z se encuentra fuera del rango 

de -2.58 a 2.58. Partiendo del hecho de que Z = 2, la diferencia 

entre las ganancias es producto del azar, y se acepta la hipóte-

sis de que ambos tipos de transistores tienen igual ganancia me-

dia en voltaje. a un nivel de confianza de 99 por ciento. 

Ejemplo 17.2 

La estatura promedio de 50 estudiantes varones tomados 

al azar que participan en actividades deportivas es de 173 cm1 

con desviación estándar de 6.3 cm. Otra muestra aleatoria de 50 

estudiantes varones que no participan en ese tipo de actividades 

tiene promedio de estatura igual a 171 cm, con desviación están-

dar igual a 7.1 cm. Probar la hipótesis de que los estudiantes 

varones que practican deportes son más altos que los que no lo 

hacen, a un nivel de significancia de 0.05. 

Se debe decidir entre las hipótesis 

' \ 
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siendo X la variable aleatoria asociada a la poblaci6n infinita 

de estaturas de alumnos que practican deportes, y Y la asociada 

a la de estudiantes que no lo hacen, que también es infinita. 

Bajo la hip6tesis H
0 

, se tiene que 

u- - = o X-Y 

( 6 • 3 ) 
2 + J2..:.1:.f._ = 

50 50 

Entonces, el valor de Z es 

z = = 173 - 171 
1.3424 

2 
:;: 

1.3424 

1.3424 

= 1.489 

Puesto que se trata de una prueba de hipótesis de una 

cola, a un nivel a = 0.05, se rechazaría H
0 

si el valor de Z 

muestral fuera mayor del valor crítico para dicho nivel, el cual 

es Zc. = 1.645. Puesto que Z < Z , en este caso se concluye que 
c. 

la diferencia en las estaturas de ambos grupos de estudiantes 

se debe únicamente al azar. 
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3.4 Muestras pequeñas 

Como ya se indicó, para muestras grandes (n ;:> 30) las distribuciones 

muestrales de muchas estadísticas son aproximadamente normales, siendo tanto mejor 

la aproximación cuanto mayor es el tamaño den. Sin embargo, cuando se trata de muestras 

en las que n < 30, llamadas muestras pequeñas. la aproximación no es suficientemente buena, 

por lo que resulta necesario introducir una teoría apropiada para su estudio. 

Al estudio de las d istribudones muestra les de las estadísticas para mues

tras pequeñas se le llama teoria estadistica de las muestras pequeñas. Existen al respecto 

tres distribuciones importantes: Ji cuadrada, F y t de Student. 

3.4.1 Distribución Ji cuadrada (X2
) 

Hasta ahora solo se ha tratado la distribución muestra! de la media. 

En esta sección se verá lo concerniente a la distribución muestra! de la variancia, S;, 
para muestras aleatorias extraídas de poblaciones normales. Puesto que S x no puede ser 

negativa, es de esperarse que su distribución muestra! no sea una curva normal, ya que esta 
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tiene ordenadas mayores de cero en el lado de las abscisas negativas. De hecho, la estadística 

S~ se puede estudiar si se consideran muestras aleatorias de tamaño n extraídas de una po

bl~ción normal con desviación estándar ox y si para cada muestra se calcula el valor de la 

estadística. 

xl = 

donde S; es la varianda de la muestra. 

11 S 2 
X 

(3.14) 

El número de grados <le libertad, v, de una estadística se define como 

v = n -k 

siendo n el tamaño de la muestra y k el número de parámetros de la población que deben 

estimarse a partir de ella. 

La distribución muestra! de la estadística x2 está dada por la ecuación 

en la qu~ U es una constante que hace que el área total bajo la curva resulte igual a uno, y 

v = n - 1 e!. el número de grados de libertad. Esta distribución se llama Ji cuadrada, misma 

que se presenta en la fig 21 para distintos valores de 11. 

5 

4 

3 

2. 

1 

o 
o 5 10 15 20 

·x2 

Fig 21. Distribución Ji cuadrada para distintos valores de v 



TABLA 8. 

,...-- ·-·--- --
2-

11 x.99~ 

1 7.88 
2 10.6 
3 12,8 
4 14.9 

5 16.7 
6 11!.5 
7 20.3 
!! 22.0 
9 23.6 

10 25:2 
JI 26.8 
12 28.3 
13 29.8 
14 31.3 

15 32.7 
16 34.3 ' 
17 35.7 
18 37.2 
19 38.6 

20 40.0 
21 41.4 
22 42.8 
23 44.2 
24 45.6 

25 46.9 
2b 48.3 
27 49.6 
28 51.0 
29 52.3 

30 53.7 
40 66.8 
50 79.5 
60 92.0 

70 104.2 
1 80 116.3 

90 128.3 
liOO 140.2 

VALORES CRITICOS X 2 
e 

)(2 2 x2 2 
.'19. x_'l75 .95 x.9o 

6.63 .S.02 3.1!4 2.71 
9.21 7 .31! 5.99 4.61 

1 1.3 9.35 7.81 6.25 
13.3 1 1.1 9.49 7.76 

15.2 12.8 1 J. 15 9.2 
16.1! 14.4 12.6 10.6 
1!1.5 16.0 14.1 12.0 
20.1 17.5 15.5 13.4 
21.7 19.0 16.9 14.7 

23.2 20.5 18.3 16.0 
24.7 21.9 19.7 17.3 
26.2 23.2 21.0 18.5 
27.7 24.7 22.4 19.8 
29.1 -26.1 23.7 21.1 

30.6 27.5 25.1 22.3 
32.0 28.8 26.3 23.5 
33.4 30.2 27.6 24.8 
34.8 31.5 28.9 26.0 
36.2 32.9 30.1 27.2 

37.6 34.2 31.4 28.45 
38.8 35.6 32.7 29.6 
40.3 36.8 33.9 30.8 
41.6 . 31!.1 35.2 32.0 
43.0 39.4 36.4 33.2 

44.3 40.6 37.7 34.4 
45.6 41.9 38.9 35.6 
47.0 43.2 40.1 36.7 
48.3 44.5 41.3 37.9 
49.6 45.7 42.5 39.1 

50.9 47.0 43.8 40.3 
63.7 59.3 55.8 51.8 
76.2 71.4 67.5 63.2 
88.4 83.3 79.1 74.4 

100.4 95.0 90.5 85.5 
112.3 106.6 101.9 96.6 
124.1 118.1 113.1 107.6 
135.8 129.6 124.3 118.5 

2 
x.75 

1.32 
2.77 
4.11 
5.39 

6.63 
7.84 
9.04 

10.2 
11.4 

12.5 
13.7 
14.8 
16.0 
17.2 

18.2 
19.4 
20.5 
21.6 
22.7 

23.8 
24.9 
26.0 
27.1 
28.2 

29.3 
30.4 
31.5 
32.6 
33.7 

34.8 
45.7 
56.3 
67.0 

77.6 
88.1 
98.6 

109.1 
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2 . 
X.so 

2 
X .25 

2 
X.IO 

2 
X_os 

2 
X.o2s 

2 
X.oJ 

2 
X.oos 

.455 .102 .016 .0039 .0010 .0002 .0000 
1.39 .515 .211 .103 .0506 .0201 .0100 
2.37 1.21 .584 .352 .216 .J 15 .072 
3.36 1.92 1.06 .711 .483 .297 .207 

4.35 2.67 1.61 1.15 .831 .554 .413 
5.35 3.45 2.20 1.64 1.24 .812 .676 
6.35 4.25 2.83 2.18 • 1.69 1.24 .989 
7.34 5.01 3.49 2.73 2. ÍB 1.65 1.34 
8.34 5.90 4.17 3.33 2.70 2.09 1.73 

9.34 6.74 4.87 3.94 3.25 2.56 2.16 
10.35 7.57 5.58 4.57 3.82 3.05 2.60 
11.3 8.44 6.30 5.23 4.40 3.57 3.07 
12.3 9.30 7.04 5.89 5.01 4.11 3.57 
13.3 10.2 7.79 6.57 5.63 4.66 4.07 

14.3 11.0 8.55 7.26 6.25 5.22 4.60 
15.3 11.9 9.31 7.96 6.91 5.81 5.14 
16.3 12.8 10.1 8.67 7.56 6.41 5.70 
17.3 13.7 10.9 9.39 8.23 7.01 6.26 
18.3 14.6 11.73 10.1 8.91 7.63 6.84 

19.3 15.5 12.4 10.9 9.59 8.26 7.43 
20.3 16.3 13.2 11.6 10.3 8.90 8.02 
21.3 17.2 14.0 12.3 11.0 9.54 8.64 
22.3 18.1 14.8 13.1 11.7 10.2 9.26 
23.3 19.0 15.7 13.8 12.4 10.9 9.89 

24.3 19.9 16.5 14.5 13.15 11.5 10.5 
25.3 20.8 17.3 15.4 13.8 12.2 11.2 
26.3 21.7 18.1 16.2 14.6 12.9 11.11 
27.3 22.7 18.9 16.9 15.3 13.6 12.5 
28.3 23.6 19.8 17.7 16.0 14.3 13.1 

29.3 24.5 20.6 18.5 16.8 15.0 13.8 
39.3 33.7 29.1 26.5 24.4 22.2 20.7 • 
49.3 43.0 37.7 34.8 32.4 29.7 28.0 
59.3 52.3 46.5 43.2 40.5 37.5 35.5 

'69.3 61.7 55.3 51.1 
1 

48.8 45.4 43.3 
79.3 71.1 64.3 60.4 57.2 53.5 51.2 
89.3 80.6 73.3 69.1 65.6 61.8 59.2 
99.3 90.12 !!2.4 77.9 74.2 70.1 67.3 
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No uhst<Jntc que léJ di!>tribución Ji cu<Jdrad<J solo se ha presentado en 

el estudio de la~ muestras pcqueñ<Js, c<Jbe aclar<Jr que es válida p<Jra ¡_¡quellas mayores de 30 si 

la variable aleatoria involucrada tiene d i~tribución normal. 

J .4. 1 . l 1 n ll:rvalo de con fianza para la variancia 

. Tal como se hizo para 1<~ distribución normal, se pueden establecer 111·· 

lcrvaios de confi<Jnza para la variancia de li.l P,Oblación en términos de la variancia ele una 

llHie'itru extraída de ella, a un nivel de confi<mza d¡_¡do 1 -a, si se hace uso lk lo!. valores 

críticos x 1 de la tahla H. Por lo tanto, un intervalo de confiunza p;,¡ra la estad ístka X1
, 

¡· 

c~t;uía daJo por 

X~. < 
' 

< )\2 
e 

donde x.~. y x: son los valores críticos para los cuales el ( 1 -·- a)/2 por ciento del área se 

encuentra en los extremos izquierdo y derecho de la distribución, respectivamente. 

Con base en !o anterior, se concluye que 

nS~ 
--- < al 

X 2 
e 

es un intervalo de confianza para estimar· a o2 a un nivel de confianza 1 - a. 

3.4.1 .2 Prueba de hipótesis para la variancia 

La prueba de hipótesis para la variancia de una población normal se efec

túa C<licUiando el valor de la estadística X 2 y estableciendo las hipótesis H() y 111 :.Jpropiadas. 

es decir. se adoptan reglas de decisión similares a las usadas para la estadística Z. 

Ejemplo 

La variancia del tiempo de elaboración de cierto producto es igual a 

40 min; sin embargo, su proceso de manufactun.J se modifica y se toma una muestra de 
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veinte tiempos, para la cual la variancia resulta ser igual a 62 min. ¿Es significativo el au

mento del tiempo de elaboración a un nivel de significancia de 

a) 0.05 

b) 0.01? 

Se debe decidir de entre las hipótesis 

H0 a2 = 40 min 

H 1 a2 > 40 min 

Suponiendo que la hipótesis nula es correcta, el valor de la estadística X2 para la muestra 

considerada es 

= 
(20) (62) 

40 
= 31 

a) Como se trata de una prueba de una cola, la hipótesis H0 se rechazaría si 

el valor de la estadística X 2 fuera mayor que el de X2 para un nivel de significancia igual 

a 0.05, el cual, para v = 20- 1 = 19 grados de libertad resulta ser 30.1 (tabla 8). Como 

31 > 30.1, H 0 se rechaza a un nivel de significancia de 0.05. 

b) En este caso, el ;valor de x 2 para un nivel de significancia de 0.01 y 19 gra

dos de libertad es igual a 36.2. Puesto que 31 < 3~.2, se aceptaH0 a un nivel de significan

cía de 0.01. 

3.4.2 Distribución F 

Al efectuar la prueba de hipótesis de igualdad de medias para muestras 

pequeñas, en la siguiente sección se supondrá que las variancias de las poblaciones a las 

que corresponden tales muestras son iguales. Por lo tanto, es necesario probar antes si tal su

·posición es correcta. Para ello, debe considerarse que si Sl, nx y s:. 1ly son respectiva

mente la variancia y el tamaño de dos muestras extraídas de poblaciones normales que 

tienen igual variancia, entonces 

(3 .15) 



TABLA 9. 

1' e 
2 

GrJdo< 

de libertad d,·l 

drnommJdor 
1 2 3 4 S 6 7 

1 4.052 5.000 5.403 5.625 5.764 5.859 5.928 
2 98.50 99.00 99.20 99.20 99 .. '0 99.30 99.40 
3 34.10 30.80 29.50 28.70 .21UO 27.90 .27.70 
4 21 .20 18.00 16.70 16.00 15.50 15.50 15.00 
S 16.30 13.30 12.10 11.40 11.00 10.70 10.50 

6 13.70 10.90 9.77 9.15 8.75 8.47 8.26 
7 12.~0 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 
8 11.30 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.17 
9 10.60 8.02 6.99 6.42 6.06 5.81 5.61 

10 10.00 7.56 6.55 5.99 '5.64 5.39 5.20 

11 9.66 7.22 6.22 5.68 5.32 5.07 4 89 
12 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.64 
13 9.07 6.-70 5.74 5.21 4.86 4.62 4.44 
14 8.86 6.51 5.56 5.04 4.70 4.46 4.28 
15 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.14 

16 . 8.53 6.23 5.29 4.77 4.43 4.20 4.03 
17 8.40 6.11 5.19 4.67 4.34 4.10 3.93 
18 8.29 6.01 5.09 4.58 4 . .25 4.01 3.84 
19 8.19 5.93 5.01 4.50 1 4.17 3.94 3.77 
20 8.10 5.85 4.94 4.431 4.10 3.87 3.70 

21 8.03 5.79 4.87 4.36 4.04 3.81 3.64. 
22 7.95 5.72 4.83 4.31 3.99 3.76 3.59 
13 7.88 5.66 4.76 4.26 3.94 / 3.71 3.54 
24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50 
25 7.17 5.57 4.68 4.18 3.86 3.63 3.46 

30 7.56 5.39 4.51 1 
¡ 

4.02. 1 3.70 3.46 3.30 
40 7.~ 1 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 3.12 
60 7.08 4.98 4.14 3.65 3.34 3.12 

1
2.95 

120 6.65 4.79 3.':15 3.48 3.17 2 96 2.79 
00 6:63 4.61 J.. 78 3.3:! 3.02 2..80 2.64 

VALORES Fe PARA u 0.01 

-
1 

1 
e Grado< de libertad del numer.1dor 

8 9 10 1~ 15 ~o 

5.982 6.023 6.056 6.106 6.157 6.209 
99.40 99.40 99.40 99.40 99.40 99.40 
17.50 27.30 27.20 ~7.1 o 16.90 16.70 
14 80 14.70 14.50 14.40 14.20 14.00 
10.30 10.20 10.10 9.89 9. 7 2 9.55 

' 

8.10 7.98 7.87 7. 7:! 7.56 7.40 
6.84 6. 72 6.62 6.47 6.31 6.16 
6.03 5.91 5.81 5.67 5.52 .5.36 
5.47 5.35 5.26 5.11 4.96 4.81 
5.06 4.94 4.85 4.71 4.56 4.41 

4.74 4.63 4.54 4.40 4.:!5 4.10 
4.50 4.39 4.30 4.16 4.01 3.86 
4.30 4.19 4.10 3.96 3.82 3.66 
4.14 4.03 3.94 3.80 3.66 3.51 
4.00 3.89 3.80 3.67 3.52 3.37 

3.89 3.78 3.69 3.5.5 3 40 3.26 
3. 79 3.68 3.59 3.46 3.31 3.16 
3.71 3.60 3.51 3.37 3.23 3.08 
3.63 3.52 3.43 3.30 3.15 3.00 
3.56 3.46 3.37 3.23 3.09 1.':14 

3.50 3.41 3.31 3.17 3.03 ~.88 

3.45 3.35 3.26 3.12 2.98 2.83 
3.41 3.30 3.21 3.07 2.93 ~. 78 
3.36 3.26 3.17 3.03 2.89 1. 74 
3.32 . 3.22 3. 1 ~ 2.99 2.85 2. 70 

3.17 3.07 .2.98 2.84 2. 71 2 54 
2.99 2.89 2..80 2.66 ~.52 2.37 
2.!12 2. 7 2 2.63 2.50 2..35 .2.:?0 
2.66 2.56 2.47 2.34 2.19 ~.ID 

2.51 2.41 2.32 2..18 2.04 UH 

~4 ~o 40 

6 . .235 6.261 6.287 
99.50 99.50 99.50 
:!6.60 ~6.50 26.40 
13.'10 13.8() 13.70 
9.47 9.38 9.~9 

7.31 7 . .23 7.14 
6.07 5.99 5.91 
.5.::!8 5.20 5.1:! 
4.73 4.65 4.5 7 
4.33 4.25 4.17 

4.113 3.9.~- 3.86 
3. 71:! 3.70 3.b:! 
3.59 3.51 3.43 
3.43 3.35 3.27 
3.19 3.21 3.13 

3.1 B 3.10 3.0~ 

3.08 3.00 2 9.2 
.~.00 .2.'.).2 .2.1>-1 
~.92 .2.!14 .2.76 
.2.!16 2.78 2.69 

~.RO .2. 72 :?.64 
2. 75 2.67 2.58 
~- 70 2.6:! 2.54 
:?.66 2.58 1.49 
:?.6.2 2.53 2.45 

2.47 .2.39 2 . .29 
:?.:?9 .2.20 :?.11 
2.1.2 2.03 1.94 
1 q~ 1.86 1_.76 
1 7Q 1.70 1.59 

60 1~11 

6.313 6.3~9 

99.50 99.50 
16.30 ~6 . .20 
13.~0 13.60 
9.~0 9.11 

, .06 6.97 
5.82 5. 74 
5 .ll.~ 4.95 
4.48 4.40 
4.08 4.on 

J. 7!\ 3.!>'1 
3.54 3.45 
3.34 3.~5 

3.18 3.09 
3.05 .2.95 

~.93 .2.!!4 
~.83 ~.15 

2.7:0 ~.66 

~.67 :?.5!i 
:!.61 .2.5~ 

:?.55 1.41-> 
~.50 :? 40 
:!.45 1.35 
:? 40 2.31 
:!.36 2.27 

~.:?0 ~.11 

2.01 1.92. 
1.84 1 7) 

1.66 1.53 
1.47 1 32. 
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resulta ser el valor de una variable aleatoria (estad istica) que tiene distribución F, con 

parámetros vx :;:; n x - 1 y vy :;:; ny - l. Esta distribución (fig 22) cuenta ·con dos pará

metros, vx y vy, que son los grados de libertad que correspond~n a la variancia del nu

me'rador y del denominador de la ec 3.15, respectivamente. Cuando se hace referencia a 

·una distribución F en particular, siempre se dan primero los grados de libertad para la varian

cia del numerador; es decir, F (vx, vy). En la 'tabla 9 se presentan los valores críticos Fe 

para distintos valores de vx y vy y un nivel de ~ign~ficancia de 0.01. Cuando los grados 

de libertad vx .o ~Y no se encuentren en dicha tabla, el valor de F se puede obtener median

t~ interpolación lineal. Si se desea probar la hipótesis a otros niveles de significancia, es 

factible emplear las tablas de la distribución F (refs 9 y 1 1 ). 

f(F) 

F 

Fig 22. Distribución F. 

De acuerdo con lo anterior, se puede probar la hipótesis nula 

= 

en contra de alguna hipót~sis alternativa adecuada haciendo uso del hecho de que el cocien

te S~/S~ es una estadística que tiene distribución F. 

Ejemplo 

Una empresa manufacturera de cartón prensado va a_ decidir acerca Jel 

empleo de una prensadora A o una B a fin dP- abtener un grosor determinado en su producto. 

El problema estriba en que ambas prensadoras proporcionan grosores muy simi!¡¡res, · ec; 

decir, que la varií.lncia de los grosores para las dos máquinas es la misma. Para decidir accr

tadamcntt:, se toma un.~ muestra aleatoria de J 1 cartone!> prensados por la máquina A y 

otra de 41 por la B. Como las v:¡riandas del grosor para los cartonr.:s de las mut~!ras rcsul-
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tan ser de 12 y de 5 micras, respectivamente, se establecen las hipótesis 

wn ol>JdO de probarlas a un nive! de significancia de 0.0 l. 

El valor de la estadística F resulta 

S2 
A , .. = = ·sz 

11 
- = 2.4 

S 

Puesto que vA = 31 - i = 30 y v = 41 - 1 = 40, en la tabla lJ se puede ver que para un H . 

nivel de s1gnificancia de 0.01 el valor, Fe, de ¡: (30, 40) es 2.11. De acuerdo con estos 

valores, la hipótesis JI 0 se rechazaría si el valor de F fuera mayor q w.: F, 130, 40 l. 

Puesto que lo antt!rior rcsult¡,¡ ser cicrlo, se rechaza// 0 • concluyémlosl! 

que la pn:nsadora B sería la mejor elección. 

3.4.3 Distribución t de Student 

Si se consideran muestras de ta1.naño n extraídas de una población 

normal con media p. y variancia desconocida, para cada muestra se puede calcular la es

tadística T definida mediante la fónnula 

X-p ¡---
T= -vll-1 

sx 
(3. J(l) 

donde X es d promedio y Sx la desviación estándar de la muestra. 

La distribución muestra! de T (fig 23) cstú dada por la ecuación 

u 
f (t) = -------¡2 

<1+-;)~~-

l!n la que U es una constante que hace que el área bajo .l.a curva sea igual a uno, Y v = n -l 
·~ ·~._ __ • __ J 
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-4 -2 o 2 4 t 

Fig 23. Distribución t de Student para distintos valores de v 

En la fíg 23 se aprecia que conforme v (o n. el tamaño de la muestra) aumenta, la distribu

. ción de f (t) se aproxima a la distribución normal. 

3.4.3.1 Límites e intervalos de confianza 

De manera similar a como se hizo con la distribución no'nnal, es posi

ble estimar los límites de confianza de la media, J.!, de una población mediante los valores 

críticos, te, de la distribución t, que dependen del tamaño de la muestra y del nivel de con

fianza deseado, encontrándose dichos valores en la tabla 10. 

Así pues, 

representa un intervalo de confianza para r, a partir del cual se puede estimar que J.J se 

encuentra dentro del intervalo 

En términos generales, los límites de confianza para la media de la 

población se representan como 

,--
yn-1 



84 

TABLA 10. VALORES te PARA LA DISTRIBUCION 

t DE STUDENT _ 

D -
1 t t t t t· 

.995 .99 ,975 .95 .90 .80 

1 63.66 31.82 12.71 6.31 3.07 1.376 

2 9.92 6.96 4.30 2.92 1.89 1.061 

3 5.84 4.54 3.1 !1 2.35 1.64 .978 
4 4.60 3.75 2.7!1 2.13 1.53 .941 

r---· 
5 4.04 3.36 2~8 2.02 1.48 .920 
lj 3.71 3.14 2.45 1.94 1.44 .906 

'7 3.50 3.00 2.36 J .91 !.43 .896 
H 3.36 2.90 2.31 1.86 1.40 .889 

9 3.25 2.82 2.26 l.83 1.38 .883 

10 3.17 2.76 2.23 1.81 1.37 .879 
11 3.11 2.72 2.20 1.80 1.36 .876 
12 3.06 2.68 2.18 !.78 1.36 .873 
13 3.01 2.65 2.16 1.77 1.36 .871 
14 ' 2~98 2.62 2.14 1.76 1.34 .868 

15 2.95 2.61 2.13 1.75 1.34 .866 
16 2.92 2.5·8, 2.12 !.75 1.34 .865 

17 2.90 2.57 2.11 1.74 1.33 .863 

18 ·2.88 2.55 2.10 1.73 1.33 .862 

19 2.87 2.54 2.09 1.73 1.33 .861 

20 2.84 2~3 2.09 1.72 1.32 .860 
21 2.83 2.52 2.08 1.72 1.32 .859 
:!2 2.82 2.51 2.07. 1,72 1.32 .858 
23 2.81 2~0 2.07 1.71 1.32 .858 
24 2.80 2.49 2.06 

'·'H 
1.32 .857 

25 2.79 2.48 2.06 1.71 1.32 .8!>6 
26 2.78 2.48 2.05 1.71 1.32 .856 
27 2.77 ' 2.47 2.05 1.71 1.31 .855 

28 2.76 2.47 2.05 1.70 1.31 .855 

29 2.76 2.46 2.04 1.70 1.31 .854 

30 2.75 2.46 2.04 1.70 1.30 .853 
40 2.70 2.43 2.02 1.68 1.30 .851 
60 2.66 2.39 2.00 1.67 1.30 .848 

120 2.62 2.36 1.98 ·1.66 1.29 .845 
00 2.58 2.33 1.96 1.645 1.28 .842 

' 

~ 

t 1 1 t 
.75 .70 .60 55 

1.000 .727 .325 .15!1 

.816 .617 .2il9 .142 

.765 .584 .275 .138 

.741 .569 .271 .134 

.727 .560 .267 .1 32 

.718 .553 .265 .131 

.711 .549 .263 .130 

.706 .546 .262 .130 

.703 .543 .261 .129 

.700 .542 .260 .129 

.697 .540 .260 .129 

.695 .539 .259 .128 

.694 ~38 .259 .128 

.693 .537 .258 .128 

.691 .536 .258 .128 

.690 .535 .258 .128 

.689 .534 .257 .128 

.688 .534 .257 .128 

.688 .533 .257 .127 

.687 .533 .257 .127 

.686 

1 
.532 .256 .127 

.686 .532 .256 .127 

.685 .532 .256 .127 

.685 .531 .256 .127 

.684 .531 .256 .127 

.684 531 .256 .127 . 

.683 .531 ..256 .127 

.683 .530 .256 .127 

.683 530 .256 .127 

-
.683 .530 .256 .127 
.681 .529 .255 .126 
.679 .528 .254 .126 
.677 .526 .254 .126 
.674 ~24 .253 .126 

~~ 
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3.4.3.2 Pruebas de hipóte5is 

La prueba de hipótesis para la media de una población se puede efec

tuar e~~ muestras pt:queñas en fonna análoga·a la de muestras de tamaño mayor de 30 si 

en lugar de utilizar a la estadística Z se emplea la T. Entonces, si se consideran dos muestras 
-· -

aleatorias cuyos tamaños,desviaciones estándar y promedios son nx· Sx· X y ny. Sy. Y, 
respectivam~nte, extraídas de poblaciones normales de igual) variancia (oi- = a~), se 

puede probar la hipótesis, H 0 , de que las muestras provienen de una misma población, 

es decir, de que también sus medias son iguales, utilizando la estadística T definida por 

X-Y (3.17) T= 

E!_}__ + 
ny nx 

donde 

nx S~ + ny S~ 
(3.18) f = 

nx + ny- 2 

cuya distribución es la t de Student, con v = nx + ny __:. 2 grados de libertad. 

Ejemplo 

Conforme al plan de desarrollo agrícola de una región, se probó un 

nuevo fertilizante para maíz. Para ello se escogieron 24 ha de terreno, aplicándose ,dicho 

producto a la mitad de ellas. El promedio de producción de maíz en la zona que se usó 

fertilizante fue de 5.3 ton, con una desviación estándar de 0.40 ton, en tanto que en la otra • 

zona el promedio fue de 5.0 ton, con desviación estándar de 0.36 ton. 

De acuerdo con los resultados, ¿se puede concluir que existe un aumen

to significativo en la producción de maíz al usar fertilizante, si se utiliza un nivel de signifi

cancia de 

a) 0.01 

b) 0.05? 
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Solución 

P<~ra probar ll:l hipótesis de iguí.!ltlad de medias es indispensuble saber pri

mero si las mueslras provienen de dos poblaciones normales de igual variancia. En ese caso.' 

si o~ y o~ dcnotl:ln a las variancias de la producción de maíz en la zona tratada y en la no 

tratada, respectivamente, !>e debe probar la hipótesis nula //0 : o~ = o~ en contr<1 de la 

hipótesis alternativa 1/1 : o~ > o~ a los dos niveles de significancia establecidos. 

Ei valor de la estadística Fes, de la ec 3.15, 

(0.40)2 
--

<0.36)2 
= 1.27 

Y el valor crítico de F (JI, 11 ), obtenido de la tabla 9 mediante interpolación lineal, re

sulta 4.47. Por lo tanto, como 1.27 < 4.47, se acepta la hipótesis nula a un nivel de signi

ficancia de 0.0 l. 

El valor crítico de F ( 1 1, ! 1) a un nivel de significancia de 0.05 (rcf 9) 

es 2.82, de ahí que como 1.27 < 2.82, también se acepta la hipótesis/10 . 

Con base en lo anterior, se debe decidir entre las hipótesis 

·/10 : Px = IJy (la diferencia en los promedios se debe al az~r) 

/1 1 : 1Jx > IJy (el fertilizante mejora la producción) 

por lo cual 

Bajo la hipótesis H 0 , se tiene· que 

€ = 
nx ~ + ny S~ 

nx+ny-2 

= ~(0.40)2 + 12(0.36)2 

j - 12 + 12-2 

5.3 -- S .O 
·---;::=::.:=====- = 1.8 5 

0.397 fj_- + 
j 12 12 

= 0.397 
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a) Puesto que se trata de una prueba de una cola a un nivel de significancia 

. de 0.01, se rechaza la hipótesis H0 si tes mayor que el valor crítico, te, correspondiente 

a dicho nivel, el cual para v = nx+ny- 2 = 12 ~ 12-2 = 22 grados de libertad, se obtiene 

de la tabla 8 como te = 2.5 l. Como 1 < te, la hipótesis H 0 no se puede rechazar a un nivel 

de si~nificancia de 0.0 l. 

b) Si el nivel de significancia de la prueba es de 0.05, se rechaza H0 si t es 

mayor que el valor te respectivo que para 22 grados de libertad es te = 1.72, por lo que 

de acuerdo con lo an~erior, H 0 se rechaza a un nivel de significancia de 0.05. 
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PROBABILIDAD Y ESTADISTICA 

'l'AREA No. 1 

1 • DADOS LOS CONJUNTOS A == { x: x ES ENTERO Y 1 _:: x .2 lO} , 

.t3 = {X: 1 _2 X _2 10} , C = {X: X ES ENTERO Y 0 _2 X < 7} 

Y D == {O, 10, 20, 30} 

CALCULAR: A\JB; A(\B, AUC, Af\C, AUD, A/ID, BUC, Bnc, 

BUD, BIID, CUD, C/\D, AUB\.JC, An(BuC), AU(B(\C}, 

A()Bf\C, CU (A()D), (AVB) n (CU B) 

2. DADO EL ESPACIO DE EVENTOS S= {1,2,3, ... ,n} Y LOS EV.CNTOS 

A = { 1 , 2 , 3 , } Y B = . { 2 , 3 , n} , CALCULAR A, B , A U B Y 

A() B; COMPARAR ES}.'OS DOS ULTIMOS. 

-- A(\ B l 3. D!!!r-lOS'I'RAR QUE AU B = 
LEYES DE DE-MORGAN 

4. DEMOS'i'RAR QUE. A(\B = AUB J 
5. Hl'...CER DIAGRAMAS DE VENN PAR.l\. ILUSTRAR LOS CONJUNTOS A() B, 

!~(\B, AiJBUC, A(\B(\C, (AUB){)C, (AnC)U(Bnc} 
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PROBABILIDAD Y ESTADISTICA 

TAREA No. 3 

1. Una tienda de autoservicio tiene en exhibición 1,000 focos, de 
los cuales 10 están defectuosos. 

a) Si se compran 20 de esos focos, ¿cuál es la probabilidad de 
no comprar los defectuosos? 

b) Si se compran 20 de esos focos, ¿cuál es la probabilidad de 
comprar precisamente uno de los defectuosos? 

2. Un vendedor de cepillos puede visitar 16 casas durante una maña
na. Si la probabilidad de que haga una venta es de .1 en cada 
casa, ¿cuál es la probabilidad de que haga al menos una venta 
durante la semana? 

3. La luz de un semáforo aparece cada 4 minutos y dura así 1 minuto 
para luego cambiar a verde (por tanto es verde durante 3.minutos, 
roja i minuto, etc). Cada hora en punto, la luz del semáforo 
cambia a roja primeramente. 

a) Si se llega al semáforo en un instante al azar entre las 
7:55 y las 8:05 am, tcuál es la probabilidad de que usted 
tenga que deternexse ante al semáforo? 

b) Si se llega al semáforo en un instante al azar entre las 
7:54 y las 8:04 ám, ¿cuáJ es la probabilidad de que usted 
deba detenerse ante el semáforo? 

4. Hay 10 estudiantes inscritos en una clase de estadística, de 
entre los cuales 3 tienen 19 años, 4 tienen 20, 1 tiene 21, 

S. 

1 tiene 24, y 1 tiene 26 -años. De esta clase se seleccionan 
dos estudiantes al azar sin reemplazo. Sea X la edad promedio 
de los 2 estudiantes seleccionados. Derivar la función de pro
babilidad para X. 

Verificar que 

Fy(t) = o, t < o 
= 1 14' o < t < S 

= 1 13' S < t < 7 

= 1 12' 7 < - t < 100 

= 5/6,100 < t < 102 -
= 1 ' t > 102 

es una función de distribución, y especificar la densidad 
de probabilidad para Y. Usar el resultado para calcular 
P(Y < 100). Trazar la~ gráficas correspondientes. 
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6. La variable aieatoria U tiene la densidad de probabilidad 

PuC-3) = 1 /3 

PU(O) = 1/6 

Pu(4) = 1/3 

¿Cuál es la función de distribución para U? Dibujar las gráficas. 

7 • y es una variable aleatoria continua con 

fy(Y) = 2(1 y)' o < y < 1 

= O, en los otros casos. 

Obtener Fy(t). Trazar las gráficas. 

8. Tomando 

calcular: 

(a) E [xJ 
(b) E [x 2] 

0 < X < 1 fx (x) = 2 e 1 - x) ' 

o, para los demás casos, 

(e) E[(X + 10) 2] 

(d) E[1/(1 - X)] 

2 
(e) a 

X 
(f) a x. 

9. De acuerdo con las más recientes tablas de mortalidad, ~a-pro
babilidad de que un ciudadano americano muera en su viges1mo 
año de vida es de .00178. Se supone que una compañía de se
guros de vida vende una póliza de $1,000 por año a un joven 
de 19 años por $5.00. (Esto quiere decir que la compañía paga 
$1,000 a los beneficiarios si la persona muere durante su. 
20°~ño; si la persona no muere, la compañía retiene los $5.00). 
¿Cuál es el beneficio esperado de la compañía de seguros al 
vender una póliza de esa clase, sin considerar los gastos de 
venta y de edministración? ¿Cuál es la desviación estándar del 
beneficio?. 

10. Se supone saber que 10% de los vasos fabricados por determinada 
máquina tienen algún defecto. Si se seleccionan al azar 10 de 
los vasos f~hricados por esta máquina, ¿cuál es la probabilidad 
de que ninguno esté defectuoso? ¿Cuántos se esperaría encontrar 
defectuosos?. 

11. Se sabe que la probabilidad de que germine una sola semilla de 
•Cierta clase es de .9. Un agricultor quiere vender cultivos de 
·esta planta, para lo cual asevera que cada uno contiene 100 
plantas. Si siembra 110 semillas en cada cultivo (que se supone 
germinarán en forma independiente), ¿cuántas plantas se puede 
esperar que contenga un cultivo "promedio"? ¿Existe algún nú
mero de semillas que pueda plantar en un cultivo para asegurarse 
que la misma contenga 100 plantas? 
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12. Un fabricante de piezas las envia en lotes de 20 y los envía 
a sus clientes. Suponer que cada parte está defectuosa o no 
lo está, y que la probabilidad de que cualquiera de ellas esté 
defectuosa es de .OS. 

a) ¿Cuál es el número esperado de piezas defectuosas por lote? 

b) ¿Cuál es la probabilidad de que determinado lote no con
tenga piezas defectuosas? 

13. Suponiendo que un cliente del proveedor mencionado en el ejer
cicio anterior va a recibir 10 lotes, 

a) ¿Cuál es el número esperado de lotes que no tienen piezas 
defectuosas? 

b) ¿Cuál es la probabilidad de que ninguno de los 10 lotes 
contengan piezas defectuosas? 

í4. Una bolsa contiene 10 focos, de los cuales 8 están en buen es
tado. Si se escogen al azar 5 focos, ¿cuál es la función de 
probabilidad para los focos que sirven? ¿Para el número de 
los que no sirven? 

1S. Se ha observado en forma emp1r1ca que en los Estados Unidos 
las muertes debidas a accidentes de tráfico ocurren a razón 
de 8 por hora en los largos fines de semana feriados. Supo
niendo que estas muertes ocurren en forma independiente, cal
cular la probabilidad de que transcurra 1 hora sin que haya 
muertes; que transcurra un período de 1S minutos sin muertes; 
que transcurran 4 períodos consecutivos, que no se traslapen, 
sin que haya muertes. 

16. En determinada planta manufacturera han ocurrido accidentes a 
razón de 1 cada 2 meses. Suponiendo que ocurren en forma 
independiente, ¿cuál es el número esperado de accidentes al 
afio? ¿Cuál es la desviación estándar del númeTo ~e accidentes 
al afio? ¿Cuál es la probabilidad de que no haya accidentes 
en determinado mes? 

17. Una universidad procesa 100,000 calificaciones en determinado 
semestre. En ocasiones anteriores, se ha descubierto que .1% 
de todas las calificaciones estaban equivocadas. Suponer 
que una persona estudia cinco materias en esta universidad 
en un semestre. ¿Cuál es la probabilidad de que todas las ca
lificaciones estén correctas? 

18. En un conmutador telefónico se reciben llamados de acuerdo con 
un proceso de Poisson con parámetro A = S por hora. Si hay 
una persona en el conmutador, ¿cuál es la probabilidad de que 
transcurran al menos 15 minutos antes de la siguiente llamada? 
¿De que no pasen más de 10 minutos? ¿De que sean exactamente 
S minutos? 
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19. La longitud X de un bacalao adulto pescado es una variable 
aleatoria normal con parArnetros p = 30 pulgadas y a ~ 2 pulgadas. 
Si se pesca uno de estos peces, ¿cuAl es la probabilidad de 
que mida al menos 31 pulgadas de longitud? ¿Qué no tenga más 
de 32 pulgadas de longitud? ¿Que su longitud esté entre las 
24 y las 28 pulgadas? 

20. La altura que libra un atleta de salto de altura en cada inten
to es una variable aleatoria normal con media de seis pies y 
desviación estAndar de 2.4 pulgadas. 

a) ¿CuAl es la máxima altura a que puede saltar con proba
bilidad de .95? 

b) ¿Cuál es la altura que libra solamente el 10% del tiempo? 

21. Se supone que las calificaciones obtenidas en una prueba de 
logros educativos en la educación nacional están distribuidas 
normalmente con p = 500, a = 100. 

a) ¿Cuál es el 90 percentil de esta distribución? 

b) ¿Cuáles son los cuartiles de esta distribución? 

e) Suponer que una persona se presenta 1a este examen y obtiene 
585 de calificación. ¿Cuál es la proporción de todas las 
marcas menores que ésta? 

22. Las llamadas telefónicas que se reciben en un conmutador de una 
industria llegan como eventos de un proceso de Poisson a razón 
de 120 por hora. ¿Cuál es la probabilidad de que lleguen entre 
110 y 125 llamadas entre las 9 y las 10 am de cualquier día? 
Use la distribución normal corno aproximación. 
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PROBABILIDAD Y ESTADISTICA 

TAREA No. 4 

1. Se tiene una variable aleatoria, Y, cuya distribución de proba
bilidades es uniforme en el intervalo - S < Y < S. Calcular 
la~obabilidad de que en una realización ai azar del experi
~ento que la involucra se obtenga 

a) un valor positivo de Y 

b) un valor de Y menor de O 

e) un valor de Y comprendido entre -S y 2 

d) calcular la esperanza y la desviación estádar de Y. 

2. Suponer que el tiempo X requerido para que un corredor fondista 
recorra una milla es una variable aleatoria normal con paráme
tros ~ = 4 minutos, 1 segundo y a = 2 segundos. ¿Cuál es la pro
babilidad de que este atleta recorra la milla en menos de 4 minu
tos? ¿En más de 3 minutos, SS segundos? 

3. Se supone que las calificaciones obtenidas en una prueba de logros 
educativos en la educación nacional están distribuid~s normal
mente con ~ = SOO, a = 100. 
a) ¿Cu51 es el 90 percentil de esta distribución?· 

b) ¿Cuáles son los cuartiles de esta distribución? 

e) Suponer que una persona se presenta a este examen y obtie
ne ~SS calificación. ¿Cuál es la proporción de todas las 
marcas menores que ésta? 

4. Un floricultor planta 11S pies de hiedra en cada lote que prepa
ra. Suponer que la probabilidad de que determinado lote sübsis
ta es de .9. Aproximar la probabilidad de que el nfimero de pies 
de hiedra que subsistan· (por lote) en SO lotes sea menor que 100. 

S. Se calculan dos nfimero al 1/10 más cercano. Calcular la proba
bilidad exacta de que el error de redondeo de la suma no sea 
mayor de .03, suponiendo que el error de redondeo:para cada uno 
es uniforme en (-.os, .OS). 


