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Peoa/Je, /L. ILJ/JLJ Y .?: .r T/1 D /J T /e~ ~ -
·rv AIZ>¡q IV1 t=-A/ -ro~ y /1 P"-/ c-4 e/ o A/ t::~ - - Pe6 -17-7&

l?e~4>#a/¿ALh9Z> .· & vn,; met://da. oé /., 
lncerl-lcY&Ih?6~ !pvt!. .se a ¡oc;., .. /; 
o c:::c,;rrenc),; o'c. 'Z//7 evenro ct.J:;¡,/ -
~e~/e,.-~. 

E.Sr19.&>/.s 7/C~: E.r ~ r.;;~n?• ~ laJ n?~ -
¿en?:>.¿~t::aJ' rt;tt!. se enc.a'Ya.. oé en.r~ 
ñar ¡.,J re~I~J ¡:;aret ~kc~e~ ¡6re.1e/] 
fe~r y l?n;~eJ'PI'" /(:J¡ c-/a~l ~6,1-en.ldD.r 
al re~ l/r VQrlitl' ve ceJ VA ex¡0erimenG 
a.~o e-i.;dD a e-~n ~n~/me~" O"e. ,.;.,:/Jtr¿J-. 
J=>_'7_•rd tu> o>~ a .:k,.,.;~ /(,.¡ ,..,/ -*>e?t?J /'Pra. 
.el dt..re ñ~ de ex~rin?~n-t~.s ..Y ,lklrR ~hKir 
c:ketjtbneJ' evana'o ;;J¡041-rt!..c.en s,.·-lva ci'2-

n~s ck incerrt·o"vn?6re. 
Percrlphv.a.- Tra ,L~ lt~ e:oneernlen7e .:t. 

/~ o6fene IÓ"'~ P':JR 11/z. ae,·t~~j>roee.r~ 
.,,e,~prtuen l•t::; o"n ele !D.r c/;;,-ID.s · 

,EjTAZ>IJ TICI1 .JnfeJ-el'1ei~/ :- 7?-e:rl.a ~ c()neernl....,t,e 11 

hJ n1 e~P"IIIJ ;t~r;a. 1"'/e';",_ ct~ne.lv.&lnte.r 
~e e~- de. í'.a pp.b/aelP#I ol~ ~ c. v• / 
,/'I7J y/eN),., ~~/ a/R ftH. 
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- ~ _J /e e:;rt a. ~ C~N~ ¡, n t' ~.! 

-"Z/)J ·c(:)nj~n t-o 

de.¡;n ~·o'a.. de 

~ una_ C(')/ecc;o~ 

~j'en?e.loJ 
17 1 

: r/ C(:)~jvn-lo ~ ntfP~en:JJ .#no7'~cltU' 
en ~n cla.dD es 

.S=- i ~~ ; "3_. 4, .S/ 6} 
F/ ~ ~./ v n .f11 eYe /e,,J '"~'"e l'o J 

~ntert:JJ ,~,1J,.er .p ve s- e .s 

S ~ /- CtJ ,~ • • • • , - 1, - "2 ~ - 1 J o,~ 1 J 2) ~ ~ J 
,.. .S-{" 1 ~M .,.;ero ~ ~ ~4J -~ 
El t:.fJn.Jt~n -le~ d4 lt:U " 11

"" e rD ~7C:, 
NJ J'"s/IIVt>S m&ht!,6.F J'-Vt! S" es -

E: f ~ 1¡ 'l J 1~ 4} 

€1 ~"';~~~..¡., dt... /oJ ~fi,e,teJ ~s 
C ::-l /}¡; .,, Fvl'f)¡>:>, A-m 1'rit ", Afr'~ ", 

(f)eeen/.il) 
Gl ciJ,jllnTt> de lfl'lllrelf..r p t.~ e. ~·ene ""a 
IMflne .Ü. e./ 

M::- l (!elrtJ.J CNIZ} 

r¡¡,lfo,¡,..{}vt:tnt:ltJ ¿,·enen 111'1 ntf,.,e,.• 
~,,t-11 p'~ ele'" e" t~J.r 

..n.f¡'~tl t111.- tuantlo -/-i1~e, "'~'~ n/'"e,.~ 
'".¡;;,¡ to dt' ele me" t11s 

.. 
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~'~~· ,' ~ < l'n 1 AOI" ,. V G 

\'' l~ - nlfiA()T D /Ove/ Q·•A ~~~r~l2·~~~~:; ¿;, ~~ > ,..a.!/#T ~~~: Tv-

y¡,r; NAC'fO)II"'J ~ • 1 Avl')/n' ;,o m .,.;¡fJr fJ ~e~ .a 9 t)e_ 
F¡en?pl•: (C~/;,.,o s-ef:J"e ~- _/_ J 1 · • ~ a ... n.7111r e. 

" CDn/•~'"-/'D de ,tJ,eNI ~tJ,e.r e::{¿ ~ ?e;o 
m•nr;rel o I.J,;..,k p..v~ /O? 

~::: :1:: ~"' X. ,6/0 J 
;:brR eJl!'reJor !j"L -vn e/e,.t-n"t., 
pertenect! ; -Hn am¡un-tD .re u.r~ 
el .r /.,., 6t~ll €.. ArA ~IIJ>."'·'~r ~ uc 
,?!.!' ~er fenece Jt Hl"' é/ ,p:, baiD f 
E;·e,.,e/o : ¡.., re.l .. c;D'n óll-1 eMj~" .¡., ~ : 

3 t/- S¡ ~ ~,P.. S¡ j 1 é S, )IOfS, 

PQrtt e,..rerar !} v.¿ -vn ctJ"j"'"-lo erf-' 
ctm-lenle{tJ en "~ .re -KJ~ e/.r,-,..¿oiD 
C ; $-0 ~ 4 .U¡,' U "11 t• e/ ,,:..6o/D cj:. , 
'Ú~~'""!.eA> ~ Sectn E=- { ~, s-} ¡ F• J 31 8]¡ 6·/~~J 
Er:f;. S

1 
· e A- S · <::;c. S 'r...,..- ~J 1 

(para. fi lit ....., t:,.;,jv,'ID u-le' cDn-/en;ÚD e.., 
fJTrD ü~ re~vler,.e. 1 .piJ~ ft?c/DJ St1J ele-
, e,.,_~oJ 1> e~ f!_,_';_~J c/4eir;) ~~~t. -hdt~J 

-- - - - J..,.. , .. "" :0} .. .,..,) 



DHISJON IJE ES1 LDIOS ~J.,PER:ORE."-

c-:~;·7~~) ·~ FACUI,TAD DE l~l.Fl\IEIU\ ,.. .._ :-: ~.,! {,t Jt, ~ ~ =;;¡); COUOAO UNOYIOIOTA"A o t"CC OO O O • 

~w ~}i . ... ........... . 
~:428,-; S.t. 'UrJ COI?J'II/1 fo.l :B_., .eJfa~ 

VJIIVER.·li~n~o~ e tf) n .¡en lelo en ~ -1 ro S Je 
AJf···'l'l A ) ..., e/¡ c. e !J uL 8 e.s .St~.BC~A/.T(),(/Tt:J 

c/e .5. 
tj'e,..,el~ ~ Secm 11= { ~ .. N,. uot 
. B .. !'X: J.! X Hj 'J ~ •{ X: S'" :r ~ID j , 

.C n e J le ca .so: 

A e .S -=) 1:J eJ Jcl6~on../t~n-IIJ oé ~~ 
J 

10 <¡t;. s, -:> B 7?0 eJ ll/¿t:M.Jvn-lo ole ..; -

5e é#';ee ¡&ve o6J t:tl"!)()n /tJ¡ J'Dn i.J'"'kJ 
CGIOnp/(') C(')n~·~nen loJ P?/'.rrniJJ e/e;ne/? 
foJ (-no 'P?f'""''t~ el D~n en -?<'< -
e~~~ .re e,¡cri&_,n) 
E,¡ e""/'!~.- 11 .. ¡ f, 3, .r., ~ )_. 8•/'?,r, 11 3}, C•h¡¡~ 

fl :. B ; IJ ::1= 8 
J)e la m/Jmtl mt:~ner~t 91;~ eJ(/.tre el ce-re 
en /r;J n ,/mertJ.t~ Rn /~ te~,./.;¡ tle ctJviJn~1 
e;ude el con.Jvn-1-o V4CI().J e/ cv.2lu .. 
f;~/ .¡vt ~ oflen~ e/en,eJ7T().t. 7/.rva/men"k 
t'.. ,-/, ,~ .!!; t'!D 
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e &1' .. 

/Z X P'"l""" ,, -l-o:; P~r~ ¡;-,e., t:ik tN k c.vn•~ ;tfl~ 
h11H-~ tiiÜ ,_, ,P•'" ~1'11'" ,.,,., e',..,. a "' ¿. r 'e.ttJ 
de P6Jer~~~e/11:,, for e/'-1'""' ,/ Ái#il'l-•r v;,a 
,.,.e-'A ' ~h ttlt:te:ID }:. IJJJe,.v-'r /.-.... 
cqr#l ! ve ?.~!etl.tt. h.ra .,,a euv·/6~, eJ ...,, 

~/'e rln7 e, r¿~. 
/IJ~~iA..ÍIJ A ,, exp,,..¡,.,.,,t. ,¡;~re. h.il_y 
vn CfJ",.Jv~ ot. 1"'1/tJ/I;,a/~~ ~,./. &/e.1. 

t:t t:/!'cllo Cfl'!)tJnto J~ k 1/lh?A- .G;rp~CIO j 
])~EVeNTOS 
é,jewtf/os.,- 6/ ::t•ciO c:tt' e11en-IDJ JI.JIJCiadt~ ~/ 
exp~,.,'·~~,..¡D MIIZQI- ~~ t:JiatiD )' '""t~r /.a 
ca ffl. p ~ ,~.~ eda.. ~ 1/1 e 1 t1t... ttt rr/6a ~.S 

' <:'- J -1. ~. .3 "· 5': ~ ? 



~ 
_. _ El e"'',~eJIJ c4 e~n:;lu ~crrt!'?_IJn-

·~dJ: ,:~~ J_c/,;en-1~ ~~ exp~r1men-fD de. ~llza¡
t\\'~~~ c/os c:/.;}dfJ J J •no -lar !D.r~'~Atf mero1 1 
,~, ( :ar1l Cf. _¡ l • ' L \~~~~_;;:1 

7 
tlt. 7'"clll "'a,., na e 1 A e:rrr1 Qél e~ 

,.,lffHI,>i'Jd)JIIAqCJlliAJ S ~ ( , A'ñ~l'i" . ;:;.) fJ1JJ(11'l),(1,3) 1 {1J4) 1 {11 S) 1 (11 ,) 

(1., ~) 1 (2,2) I('Z 11)1 • • ' • • ' 

(3)1))(3~t),(3J3),~,4) ..... . 
(4, 1) 
( r; , ) 
l"''J ... - .. (')') 

S,· en e.1fe eJ!pr;r/h7e"'-l" la ~lv'r"'•'/D:.., 
~~ ln .¡.~,-e' 1 .fü(J 1~ la J'llh"la. de /or c/e~J 
-,Jmlrt!)J tJ/,.serva..d()..J e;-r#nc~.r el et- 41t 
Jac/o .:* @len-/DJ S¡rt';. 

S: J -z ~ ?> ~ 4 1 Jj ', 1, 1, e,, ' o, 11, ' '2.} 
¡17/ reJv/.fadD clt! "llln eKf'4r/P~en-!rJ Je. /<.. 
/len?é1 da fD -,( ~6J ei"'V8C/Dh; ¡¡¡. -un 

c. t~nJ v n-lo dt' da fpJ J ~ k 1/s ..... a 

mve.rlr~. 

A -lodo Jub t:OHjvntt> ~ Gln e~ac.i() d~ 
e11tr1'1o.r J' le lla'"a ~liENTO. A IPJ .. 
ellen-/t;J fl ,;e ~·,~,'1 eln J'tJ!D ele~e~,J,; 
del e¡pQ.ciD ve k /k,...,.,., EVFA/TD J"IAA ·-ll''- G'. 
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$ i a/ re a /;~Qr ~n ex,Peri- \ -x¡ 

~l~~~ . 

mento s~ t!:)6Jerve ~n 

(n,;~,~ ~ni elen?enr() c/e/ e v~n r~ ,t;~ 
~fi:.·;1 e 11 ft; n e e f .re el/ e e ~ t,~ e De:~ 

'f'l"' ·r. ~ / """""""""""""" ~r' v ¿; .re tli' r,.,.,. e o e 
AV~A.- - ~ . ~n r() A. pe;r t!jen?j=J/D~ 

S t' IJ~ f "2 / 4 J 7 .z 1 /;en 'Z-2 ,_ t..i"" 

d&t e/t; .Je ~ óJeri>'.-J .Z o 4 .1 J't! el/ e~ 
_ (¡ v,e IJ e-11rrl o' el e v~~vr-le -4; .r i u cJu!: 

~~~ C(;la/t; t.~ie r ~/ro m /'YifLrO, en~r1 Ct!f 
¡ r .,-

Jt! clree. rvt. ~o ~cvrr,.o~ ~. 

'SfBeiiS ~ 

E'vtn~ 

1) /.re re·leJJ :" S/ .r~ s- ~/en? en~" ptJe d'e, 
n ~ I'YI-t: rer r" e fJ c..-II"Y1 1' a r" t?- • 77 ~, ~, 

~,~,., n,;mero ~,., l -fo D ¡,r_,.,; 't-o 
,~,~'"erA 6/e c{~ e/ehlenro.t: 

G....., .J-/nii()J .- .J ¡ ., I.IJ e 1~ ,., e;-, 61 'J_D 

p,;¿t/en en~;~rn ere~r,se . ;¡·e~t!l7 -u ~t. 
?1tÍ,.,ero ¡.,fin i ro -n~J -n u ,.era/JJL 
rle ele m e nTfJ~. 

EJ ewJpiDJ:- A.s ~r,P_ze.i DJ t:k evhlios 
S • J ca'"' 1 cruz J j !,. h Z1 J1 4, t; '} J S •1v.,m, ,..j, 
c.--. ci~:Scre-foJ. ~ e~~;ec.l'oJ d"~ 

e~~~-fDs 
S:: f;c: -..oc.:rc~oJ; s .. f'*' ~~~;s"J.!J:l!:J$9 
~ C(l>7 -/lnv D.J, 



f-J "m¡>Au .- i~v~; · ,. /"' 17~ "Y'• "" DJ L!._ 
de. e~e,-,-IDJ ccrre.r,Ponden a IP.r 

-~/~ .. .SJ..:JCtl¡ltf!nle.s .ex¡er/m en:-lfJJ :?.,. 
VXlm.-fll4ow.,..,_, -J Confe~ f:llt/ numero of tVTetl7tJ.J u .. Vh • .. --,,,.mAL ,; f7 ,.,. a 
~A ma z.crea ~ m;¡,./z. - /\"' • .1 

. • .v ser~!- ;o e 
h? ,&/nito ! .S ; /O f z :. 1 -

J ,/ ) ~ .J .. ·,ro_¡ 
6) Mt!!.r/~';t>;_, t:N /- /o'!f~·~~c/ el-e ";¡~ 

~.S~Ijct. ol~ z!.riJI).- Con-h·n~.;a e 

/,-/in,· to : S:- {)C.: a¿ X¿, ~} ~ 71! e-~ 

4) M edie/t:n ele/ e~e~ ere vn.;, v~ e ""•.~ 
"' ,~ , '.!/ " 

en tcrmin~.r e;/¿ t')(/'lo o T ra.c~ttJIJ .-

:!).,:;,re-h 7 /lni fo: J: ¡e;,. lo~ .frac.a.r1 

t:l} Met::l'/e/~:.., ~/ ?1Jn?ert!J ~ MihJr"'h?tJfJt 
de 'Zin an~'&./ti"""~eo ctN:17'en/e/IJJ -e;c. 
-wn-. c.-;o.su/eJ:- Ct!>nl/nvo e /,..,~·nit"o 

Sr; 1 ~ : P !f. lJ ¿ QÓ j ' -x .41.... 7 . 

E/ CD~/e;nen~ t:?'e '14"'1 eve-n-lo A e.r 
o,/~ evenrtJ ~ 1,1~ C(()n~~·e"'?e .,lz,Q"¿1J /c.r 
ele~en~r t:Te/ te~-c; () ~e ev8-?? ~()j 
corre"/'onal,/en le ¡ve ">'~C eJTC~~ en ~. 
1/.J v.a-1 1?? en-,/~ Je (?', n" ?fz ~ n ~a 6· /o" e:: 
s~6re el S/~6~/o flt.l-4 eorre"?t:Jnt/~ al .. 
evenh f//e e",p/en-,4;?~ei~ .e.r ck.c/r A 
~.· ... - ..... .1.. • ,._, ~ , ., "' ,1 • 

- ~ 1/ r t. ' . A • ./ f .3 s { ~A= ¡ .Z~ 4 " ~ 
J • • 



·, .. 
• · -,: ·<'": Se ~ .. jl!' : o ~ l! ~ ~, J ) t · 
1"'¡ ., ..... ¡..' 11 

~~~~,. 'l:¡r'l 1 ~ 11=- :Jt: ~"" x ~ 11-}' e"-h>,ee.J 

""""'• if# Z: #%~31 1U . .It~f'1 ~D~AL 1 
e (/ando c/~.r () rnc(.r e ver?7DJ 7}() 

ft~eden xvrrir ..s-/rntl 1/.tne ;a~ne/] 
íe al rea//z.-r -vn:a .u~l-. ve-z. 71"'1 

exl'erirnenfo,~ se c!l"e.e 've. e'.rlo.s 
E~n ¡C/117"11FJ.f4FA/Tf ,:x e;¿ v.rtl/0 S. 

Es r:lec.ir dr)J even~J .s~n ;;-1V~i!. 
J 

menfe exclt.JJII/tU crrllneiD ?!;!' tienen 
• -»i 'Nn .ro/D elemeato en con?Jn. 

• 
é;¡en¡¡>/Dlf' f!v~/111ier eve.,d-o .:J Sc.J ccnz 
plem.enltJ .un m r.~l11--rn en-h. exdwiVIJJ. 

i SDn E"' j ¡t: P ~ Y ~ :u} ) .4 ·J '21 ro 1 ,,. ) 

;y,,; lllt:t m en-1 e (J(c,/,;.ri vo r ? A/0) ,()rptJ-e... 
ti~nt,n el elemenlo 'Z 4en c.omtl'l. ..,.... . 
~ J!AIIO:J ele do.r evenfos eJ ()rro 

eve-nfo Ct;YPJ' elemer1#l.r StJI'? iodt)J' 

¡ i /t)J ~e an->6/J.S. ,(a O,Peraelo~ ole. 
d vn,on .re cien ola co, el JI m ó~lt> U. 



,",.·;,e.. l;)e,:nj"/oJ : Se_· 11: t 2_, «,. 'J Y 
,..... ; 1 

. ~-~~~~:.~·: ¡, ..• 8 ~ J /1 ~ 1 1~} J en ~e4 s b::,~ l '>)~'-! • 

\í\JV"d<_~;;iUC_lCJ:\\A:. e =- A- u 8 = 1 1, ¿¡, 6 1 1 z, -z r 
1 AVl"w.''A • -l J 
1 ( ..S~n N ! B n1 v rvarn el'? t-e eJtc 1~ 

.s tVoJ,? lt/0 .J>pry.v-L lienen e/ ~ t?"'' 

c~rn()n . 

.;)i ..1>= {Y: P~!!!: nJ ) li= f ¡: ~~.J~S'I>l 
1) U E"= 1 ~: O!o,~l~. J f-.0~ i 1:. 5'oj 
~ F = j 'V: 8; ~ E. .2.0} J ~n-/unceJ 
'Z)UF=? }: O~"J ~zoJ. • 
$i Q = J 7: 3 ~, ~ toj 1 e,.,-/o,ees 

D U G':: { "J : ~ ~ ';) !:JO} = G j IJ 6 J e 
1 

r "t. r e.... 

~ 11 e en e 1 fe e a.. Jo <5' e 1:> • 1: n. yen f. 
ra./ 

1 
J i A c. ~ 

1 
e 11 -l-o n ces A V B ::: S 

~,., ;¡enera~ la VAliDA/ d~ v.ar/c.J 
evenfoJ e.s ~.fro even-fo cuy~J 
e/ernen-ID.f SP>J fodt:~J /oJ t:le lo.r 

1J ¿1/MfPJ 9-ve B¡>a'recen en k .. 

l
j ¡ u n / o' n . ·· -

t-j·emp/o.· A V B u F• K.: ~ IJ -z, 4) ~} ~: 1~ ~~zo~ 



. . ,.; ,{,2 J)/TF2Je"CCIO'\E CTe oó.f ·U!._ 

'. -~ .:~~:- /~i e ve r1 fo J e J el c¿;n /p n -~~ -/o 

~\ ¿.,.¡ 1 ./ ~ ...... 
s~~~~ eternent~J C/tJe 'Der'tenec.en., 

•• 

B' . A 1' 7 / '"'·~·~~ Sir» ti 'l:a.ne<~;nenfe e ozrn .6oJ ·~~~AL , 

AvT"lffl>\ L{; en?,ehJ :- .k. H= ¡ '2, 3' '} d 8: l f, ~~q 
errl"nee.t A 0 B = c.. = 1 -¿1 '-} (pata... • 
clenofar la d);era-c1on efe. /nf~r
secc io-;., ..re (//- el s.~-móolo n ) 
~· J:> = t "¡: 4!:. 7 ~ 5 J / A (1 b # (> leJ 
el ~nj~n-lo vac./tJ). (f)bJért./e.St.. ~ ue.... 
¡:¡ '1 Z> .son mlllv a"" e 1'1 le ex ~ lt.N i v tJ J 

¡.;¡ 'r"e "72.E 1/t::ne, n¡;¡y,/n elemenitJ 
en co.~nJI?; ava.ndo t:Ú>J eve- #f 

.StJn rnvrlla.rnen?'~ exe/f,;IJiV()Jj J(,) 1 

tn+e r J e e c. i o'r. e I e./ e o nJ u ntD vac1o. 

él"'' 'enera// /a IJ/TG"RJE"CCIO,.j .,le_ 

v:a.rioJ evtw~~J e.s: el conjunta de 
ele'"en toJ .~11<.. -/z¡e/tPJ e//aJ i/e.f1e;¡_ 

" en CDn;,Vn • 

... E.J'emelo: Jr' tt: i@(i) b1 1} ¡ 13="ifiJJ)¡o1 JooJ; 
· e "'j ) : ~ .G "J ~ 5'] ; ]) = ¡-:;: ~ ~: {: 4 }; enlm_ 
. ~eJ A-r>Bnc ()J) = ~ = l,~) 3} - ..:. ... " _. "" "' ~· 



?.) 1/.1 G ~? .4 1 ... ,1 ll r !) .z.-· '- _.,.- ,.,\/' -~ ' 
-

·. _- .' 17~i Vnz aJ.aoerci' de //tJJrra~ yr~"~/-· .. _ ··.J ~arnenrt! /a.J ~,Pera.c/o~t_..r co .... LI 
'""'~'~""'"" C:e>.r>j<H? ros es n?eellenle I()J 

l ,1 •• ~ ... ~," dla...:Jrci!tn?o.S de 1/FNN. En 
; es.lo~) c~da c,e)-y'vnto se r~,Pre.Jer1~ 

1 

por t.~na c~rv.a e errad,;~ 7'- <-~t!! ene/en-a 
!
1 

/oJ e/e;-nen~.r tp~,~e. /e ct::;rre.s¡oonderJ. 

l! ~~~e~fo A 
1 
J 
jj E11e11 m B 

• 
e UD 
J;vento Q 

.. 



v~'IIVfi\:iDAD~AL 

·. j .~"JO)mA 

1 
1 7E(!)2../,4:J .bé PIZt>&J~/.!j /L ¡1),&; l)/TS 

1 11-/-/.--·:;,-~-:.ar-""'n.a ;;;Mee/a-~ Fd~ 
!1 mt~J jJre.de..cir con c~rfez~ cuál 

c;,ra ~vedara' hac;a :arriiJ~ . ./o 
-zÍ ni e o , ve Je. f"" de ,;ne,j "r.ar ~ p' la 
,oned- no :esla~ c~rJ;tda,~ eJ' ¡ve.. 
;,-,6;Ñ' caraJ .f/enen 1~ n1/Jn?é> 

O,PDrtvn idad de .r.afi¡-. ~ eJ dec:Jr; 
1 !f ve. IOJ even ID¡ J'i m¡ les ~ea,.., J ~ 
· 1 ~} -l-lenen /.a ~ni Jn>-:1 ;_rtP~~~ 
1 /;dad ele ~eurrir. Er~ 'enera/1 7-a 

1! - /. 1 f'rDh.abilic/;;~cl ore ~~~e.. eu::t~rra "1111 

:, evwdo es -wna .-ned;'d,a oá/ ffNt.do 

de etm /.t;.n~a ? ve u -fiene. ele. ¡..vL 
é.Jie ()c~t~rr:J ;a./ ~e;J,I/z.ar """'a vez.. 

.. 
el experim~;~?'o corresp()ná/eYJfe'.' 
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Fjen?¡:>lo ~ :.!)e una ~rn¿> pvc. , ,. 
cont-iene. 6o/#J ~·a-!t 6/Z~.nc<·-" .---

J ??t!~r.,s 1 Jt! S;;Jct>'-una bol~:-
1 .. '" ~\ • ,-~ ~ .... .... 
' ,,, :, .. ~< • 
1 ( A ~\' J, 1) 

... '·~ .: ,, 
•

•. ~~::~ ~ .,,a,11 
:» anoto~ JtJ C..<' .h 1-M se re.;~ re se" .;;.? ), , 

VAA'ER-IDAD ~ .,........, • 1 , J ..1. ' Av~roAL 'VI"na • S.t es.,-(!. eJ(. _!Jerim el"1 TlJ ../C 

1 rel'i te :Lo ve c. es 7 /()J re_$ v /fed.:;J t<,., 

~ 

1 
l 

'' 

~ 

( 1?•/At.e;} .,t, B :.fs!t·u, l'A} N.:f'eJra}): 

8, ~Al, 12,12, 12~ IV,B, i2, N, B, B~ N, J2,~ 
8~ ~ 121 N 1 12, N 

¿ 'f"t! ?r()./..;.6; h·eledu /t! 2-l'';""'r/a a 
/~1 et~e-n f'n 8,~ N j 12. .J Je tle~t~erelc u.n 
el m'/ -/t; do ,Cr~ ~ 111!. n ~ i o/ ? 

'Y'J{8): ~ 
1 

-n{N): f.=>.) 71(-e):. f 1 ?1=ZO 

P(B)-=- :o~ fo j P(AJ}:f;:-1
3

0 j-n(e)~!:2. 'lb ID 

( Nr/leJt. !1 ~~ /or ev-eniDJ a, N , 12. ~~ 
ml)flla,n?enie e~o e/ftiJlii()J ~ ~IJ-L. 

P{B)+" P( N) r P(!C }.: !o+- 'fó -1 'j0 ::: i) 
- /a cle/inieltJ', c/;;/J/ca d~ />~¿..,¡,;/,·_ 
d~des diet.. ~ftle. ,s:.,; ??(A) es el nJn~t. 
re ele /M>ner.;.r !ÍII":~~f~ j!!:t~/,.-::.. 
!d.t:! en r:¡. ve. ?t)e. de. ()et~rrir e/ 
~ ve.':fo '( -y ;' es el 71rfmero b>tal 

_l -"l "- -- J .A ,.¡.., L)l}il rJ-f/1 t 



c.orres¡:>()n~/en ce.,~ enro,Ju~J 1 ~~

' · .'~. ': ~~ Drr;!J; /;1/idac/ de .-'J es 
\

' . 1 ~ ~ k:~~;) E{-: )w-~· -ñ~{;f)-
~~ n 

'v~~Dfui:::,UA! ,. -....-....:..:~.-1 
Av"OOIA EJ'A ;)A>s r. . ~ v~/ :- ~ 1 en 11/Ji!J vrna Je.. 

t/ener, ~ Ór;l-s t,/;~ncas ¡ lr??er~ra~ 
; J .se .v~ ~ .st~lecciO/Jar 1./n;;J :al 
i ;n:CJr~tev;//es la !N6aó;/,"ded de 
l ¡ve .sea roja (JI,. {roja J)?: 
\l ~ 1 il ;y¡ :. S T 1 S"::. Z- o ; 'YI (A) ... ~ ~ p{~)= ¡¡,""+ 

S; .re. /-.nzan dn d..do~ i c.u.tl'l es 1~ 
,Pro6e6i/ld~t:l de. pve. • 

a:" 1;:!. .r ti n') ._, .se a r (e ven fo A- ) 
6.- .s:~/_9~ un t 9 vn ó (e11enfo B) ? 

Para e/Jnelso ó e/ eJp~clo ele. e.ven-IDt es: 
S: tt,t) (r,-z.) (11 l) (t,4) (!,s-) (1,t-) 

(?., f) {'l,~) ('2., ~) (2,4) {t,s) c~,t-) 
(~1 1) (.a,z) (31 J) (3,4) <.~,i") {3,") 

1

• (4)1) (A
1
2) (A,3) (414) (4 1 S') (4,'-) 

!i. lSjl) (~,2) (,,'3) (s;t> (5;S') (Sj') 

~~ (t., 1) (,,l) (,,3) (',4) l'J >) ('/·> 
l' # '!Cada. pt~rejA elt. nvmeroJ er IJ_11a.lmen -fe_ 
, pro6;b/e J si el dado '??D es-l-a c;;~r.Jado. e., .. 

1

, 1-alt:I.SD "Y'1=3' ~ -n(S)::2 (si z.p .. rtGe 

1 C?~ r) ~ ( ~ ~ )) => P(S)= '2/3' e- t /11. 



.. 

( .... , ,~ ~•--l ., ,-... 
' -) C,·¡ :.-:.....,e:· ~ 
'',.') 1 • .. • ;m. 
!¡ -. { ,..:1...~ ,~ 

Para el )nc.iso i!J e/ eJ
p.a.c:)o de even~.r e.r 

JIY. , 

.l'f-~.'-ud~ 
- s, ... ¡ ~ J_, ~ -0 ,, ;. J_, 9,~,o1 ""'~} 

\~~~»~AL ,¡...t'ro ??~ t-D e/t:).t /e;.t ele m e,t-t~J 
" MVI"X'l'fA ¡-_ 

' •' 
" i 
•¡ 

:i (evenñ;.r JJh?}'l4.t)fPn ljvc.lfl1enk 
... 
ij /> r16 ~ 6/(J .s 1 !/_, f- ve .1 f't!Jr e /·e m ¡:>1 o,~ e/ 
0 ~ .3/ID •¡1'~1-eeer~" s/ Jt! ~P6.re"va ló' 
·¡ -p:ilrej; 11¡ f) / en C4rn6;" el¿ ~,P-?'~ 

c.erí .si t'J~(Jirrt.n /;~¡ ~.,re.;·a.r Ü, 'Z) 11--

('2.11)~ es decir¡ e/ _1 t~·ene e/ d~,S/~ -el~ ¡;rt;6 2-6i ~·d~d pt~e. el !;-. /?; r 
e1fo,~ ~;~ra calc:.vl~r l• f'rt:JIJ-a6/ll

dad ele ~ve. 1~ J()rna Jea 7 e.1 
n l 't!Jario -lr•6a.)~J-o c.on el e'"'ª*' e,f
pa~l() s ¡_ &Pnr;,r- ;.,, ¡:;~J/6; li (:/'! 
cle.s de ~ve la StJrn a se:1 :fJ lo ~tJ~/ 
oet~r~ Ji J~ (')JJerv~ et~~/9~Jera o'c. 

/;J p:.a;ejaJ e,,,) j (r, 2) ; (4, 3) j (3,~ 4); 

('21r) o ( 11 &) ) et elt!t::ir1 /,~~ J HJane-

r2s 1J va./ m en 'h.. ¡:>re 6 - 6/e J d ~ ~ ve 
ce~;~rr~ el e11en.¡.o A . PeJr lo ta11to 

P(A):: -nCA-)-: '- = .J.. 
-,.., 3&. 

P rfJ ~ettllent:lo de. eJ ra n?enl~a ./e. 
12 n ~ í'/11..... t:::. a. 1 e v /., r /., ..r p re 6 a iu'll el ii!-



t~ 
' 

lli. 

• 



• 

. , .. , "'-''::;·-.,~ _1/11'!(1__:!_·' ~a ¡PrCJ6:il~¿~-/;l-c/éi>c7 · \t·i 
a"'1·&;\~~o~ c:t~ tSJct.~r,-ene,·a de ?In el/en z-~ 
1, ~ ~·~ ~ 

al¡ .. ·:, \ -~e·~~ LJ ~ 1:l( ) ~~~~i"~ n es ~ n ?" u /Y) e ro"' .r 19 J !} ().e_ 
.-';:;! ..se. le as<Jn• ;J ::/1ehD event~ 

vj~?AL e u y D f/ .a-lo r p t1 e e/ .-a e,-, e/ 
;j ,;..., 'lerY ~"-N---~·-
l; tt' ~ Pr ,q r~-!1 
;¡ Ax IOMIJ ,Z: Se' S es -v~ e"/~ c;~·o ole ev~ 

!j -to r.~ en -/r;n e~ s 
t¡ 1 p(SJ~ll 
1 "--~ 
/1 AXt()'-1/) ~: La 1',.~6-~; ¿·e;~~ Péc)J de. 

•11 /; 1/ni()'n e ele tr/t;J evenros M"'rv~ 
! 

) ) . 
1
! menfe -t)(e/ll.t¡~'vtJI'~ A-' ~ es O'¿,J,a,/ 
:¡ ;, lt? Jr~n?;J ~ f>r&)&a Q_,·~·dade$ de 

.¡ eJ t~s..~ e.s clec¿~',-.~ 

011 u a) -= p(-;¡;;-i:t' .4) ., P7dJl _____ _...¡ 

.f¡_·erry~lt).s ~ E"n e/ ,ort:J6/~n?a q'e/ hh

.z;rniento & -vn a/ao~~ .sl /1=-t ~~ 4} 
J B; l ~ ~ J) !J .J''jPOn ¡~(?nc/~ p 1-J~ e/ 

.. el o d () -n D es la' ca-':f.;t:/D ~ se. pve.- de. 

$?S~.n:;,r ,; e z,e'/a ??~mera "Vn.2 ¡Prz,l,,v-
~~/tet¡tf'/.t de ~. G"n ;!.a/ ca~t:J 1/eJ~ 
- - "" - r ... 7 •' 1 .. 'l - 1 -Z , • t 1 , ~ ~ ~ -- ~-



e ven re; t:' /~nt:"///.;/ c;J ,,.., , - ~ ¡ ~--

(···--__-;· :~J7··: mente exe/1/.r,·v" e~~ c:-(,laL -

• 
l>~-~~ ··~-../ . ? ~~ ~ r t:J rr~>, ~1"4· e ¿:!ne/~ .e/ 
~~ Ax1t;ma 3 se t:"Jbr/eneh : 

'JM'fR.-IDADJ\IN:,I(m,\L 

f 
¡J 
ll 

. AVhfflA P( IJ):; p ( 1t ~) -t ¡> ( 1 ti f) .: t + i e: ~ = -j 
P{8):P( 1~1) .¡, P{ 1'1)=; f +.Z:: ~= i 
s;· e= A u B, 7 d;~el¿) ¡zl/e 4 y d .slf)., 
eren .foJ n?VIP.;J /7]~~~~ e,rc../(,,J/Y" J: 

P {e) ::r P( 11 ) + P( a) : j .J. j = 
2 

1
¡ /)ele~;/s.,~ ~Jre"rv~JL JI-,;~ ..te e"'n?,/->/c... 
. ~n /p¡ é'K.I'~n?~J / ~ ~ l;~- r vt!., • 

:; P{ S); P( ~ 1))+ P( lzl) + P( i Jj) r P(i qJ)+P(isJ)rP(f¿1 
1 .L_, 1 l.. f 1 f. 

== - +- L .,... L ~ ,_ ~ - • - : - :. 1 
6 - p ~ ~ ' ~ 

E)eiY')¡)ID~ En ~/ ,Prp6Ñma. de./ /anzan-~.ie~~J._ 
-:¡.~-d.z-do.r elae/tt>~J { ee~~' /es la ,;:u-Q.&,;,-6; .. 

/,·d~d ~ ~~~ al r~~l/z.,r "Yna, 1/~z.. e/ eJl,P! 
ri 1"1? en te la. .& ~~~~- t:l't! /c.r Ú4!JJ' ,J.,ert:JJ 
-{11t 9~eden ~~cJ,a. arr/,6a .re- 7 '"- /17 

Eslo es e¡ viva len te :a /"'e~vnl'~r JP""". lu 
j;ro 6 fíl. /ii ¡,· d ;;n~t e/ e f (,1~ tt> <:urr_, e/ e V~ nfc 

C..= f? J U 111} · Pve1-ID p ve i 7} --¡ /1tf*l 
SD,., evh? -ID.r rnv;l,.am4nre eJ(c/t~JiVoJ : 

n /' \ - }') 1 ~ ~ l ) -1- 'PI~ 11l ) :: ' + ~ 0 -ª._ - ~ - ... _ ..... ~ 



• 

&:/~~_!.~_:-En t,~n /~&&);te tp;-,/¿J t~~· 

• ,~·~~,)~~ .s-e ¡:>n;Óar&Jn J/O v~j'z. s- ~~ 
~· ~~ \ · ··L~~I G.-t::'"'e re~~ re _/r;r %.a~ ??onuna/n~~dlé. 
~~~· ie/4",.,,t.,·e'.tl Je. ;;tn~/~r¿;n /.a1 ~;':faJ 

v,.¡¡vzr(lll<\oXAcPiAL C()n lt~.s va. /e .t ~a//""' ceda ~~~. 
AVT"'-""'A ]) ~ • .1 / e e .s r a .s 111 e e s ~ ",.., ore e ¡e p e r 1:., e ;:z 
-tor se. ~s/,.jn:i~-~YJ~~ ,,., ~é/'"rn,¡/J~PJ d 
/zt ~e¡:;,vene l aJ e~r-re..J/>#r) ~./ ¿ r~,ltJ.t~ 

!j las S/·e~~~~iente.J hro6a t>/h' o"~ ~es. ¡¡ J ,- • 

¡¡ A:; 1 x: O~ X ~ z o -le>n j j P( A):::. O· 1 ~ 

1 a~{x: 2,()¿X!;1Jotlm] j P(?>)= O·'Z.U 

• e = t ~ : ¿¡o t. -x. ~ ~IJ hn ~ ¡ P (e) = O· 2 r 
t)-- ~ x : ~e'- % ~ 1 o J j P ( lJ).: o ·13 

IP ¿ X ~ /PP J j P(F )= ~·11 

/00 ¿_ " } i p ( ¡::):: (). () f 

ZP(•) ~ f .. ~~ 
$t.' .se rea//ze una v~z, rna'.! el e;tperf_ 

1. mento} ,_,/e.vlttrn~JJ /;,J' s~jv.i •nfeJ 

1! pr~6a 6i /lel# oles: o IJ&~a/ 
·,a~ ~ 1- re.rlrl~ne;~ rea n?6ncr '1~~~ J'~ tDA: 

.... 6: A V '8 V e V be:> P(6")~ P(A)+l>(B) P(,)+P(D) 
•: PC~):: a· 1~ + 0·~4 + 0·2.1- r O· ~~=O. SI 



h:- Á;::. pro¿~~~·/; d 3d y ~.~e 
m .as de. "() t-()n : 

ff~ D U E fJ F .-., P(H)= P(b)+"P.(E )+P(f9 

PCb): 0·/"!J-tO·II r ~·~1:: 0·32, 

. ~· A eJ t~n ev!_.':l.t~~e(.~~J¡Dacl() J; en ... 

. .¡();?CeS ~--:- Pflij.J 
/""7\ 1 !JemOIIr;eiD:,-:- !lv-uh !}-ve 19 

· S-1 ~Á ; ¡¡ JP-n ,v-/v41n?en'f~a 
exe./vJil/()1 J 8ele,ar 

AVA=-S
1 
en-lon~erJ P(s):::P(A)+P(A)=i 

--9 "P( A) =-1- P(A) .. 
ca .ro ,P~rt/c t.~ lar.· s::: </; => P( s) = 1- P{s);;~ 

A-- PI dJ > :: /J 



1.'"''"".._-,c~-""':•-., Té ore m él 2.- ..s;.· /.1 ~ 8 0-C/"J !..:.. • 

·~Á~ dt?f el/<!!ni-~.s c.u.al-?vier:e de ~:, 
~ enton('"es 

'h~-IDADXAl::,~AL \1':)( l !! Avmr"'' -~ A U.B) ~ P( A)+ P(B)- p( A n G>) 

i/ De m t>f fr ;;,ci(l n ':' Se 2 e/ c/,;z JNN>?;i .:?'e llenn: 

li 
JI . AVB=~n B) U {Ail B) 
(1 5 - ~~ U(BllA) 
¡j ~AilB ~)llll~l B P()ufo ¡pe AflB > 
t~ -- --

'1 A n 8 'J 8 n A Jo~ 
•¡ mufvt:~menfe (K.c/(.),riVt;r se -f;ene ¡ue. 

1 
:¡ P{lwB):P(IIfi8)+P(ItnB)+-P(snA) 
i1 S ()rntJnt:/o J ru f;ndo P( ;:J 17 10) -:J aJ ri/.P~~
'! el~ te'rrn/nPf Je o6tiene 
' 
J 

: pt,qu8):º'{R!78),..P(,qiJBil+É(At18) + 

.~ P ( BnA )j- P( A() B) 
'Pero 1-1 G (Ana) u { A1113) =) P(l+nB>+ P(Ana)=P(A) 

.. ~ e~(AtH3)U(13!1A) =) ?(11118)-rP(a()A) = P(B) ... 
¡;()r lo 9 ~~~ 

t - ·--·-- . -~ 

:p(AUB)-= P(~)+PC8)- P(Ane) J 
~ 



' 1 

t;¡ ern¡DitJ :- l?n vn- ~,~,.n_ .5e ·llenen 1 .;!..:L 

1~)~;{¡~~1 r5l B tlr~.r ele ~a _.Pe./ tJ en e .a d.a t~.~?a 
¡. . .. r~ "'i •:i¡ ./ 
h~~.;;.)~~:v. se en e.t.Jen;lra ano '!'.;da "JI.i#'}éil kf'-
~~v d1J hnl;;~ del B//é'6eTtJ · ~ t:tlevle /.a 

v;x.~~~oXAc,~Aa.. ñro,ó;~6 //i r/aet de. Q~.e .,_,/ eJ' ?"",-;;,er 
Av-mtA r r 

a./ a %~ r Ul")2 r~· r;, : 

;;~se ()6!en~.;~ "'"a Vt:Jea{ 

6.- Se t!'J6-,Ien~a ~ ~~-'! 

~.- tJ c,llrr~n t: .Y ]) 1 e:lontt'e C:( ~, ,,~} ¡ 

./) : 1 "J t! 1 !J J ~ J 
q.- /)(U,t,rr.a e ~ ::/) 

;:- A= 1 tL, e,"·, ()1 u} .::::!') P( A).= {s 

6:- 8 ~ ¡a.J il.} -=.-, P(8)= :S 
2 

e~ F = C 1) D ~ f , J !:. } ==-? P ( P) = re 

• 

t:l:- E= e () l:>= i b, e, X'~} ilr 1 => P(E')::.:; 

~ P(E")#P(<:)r P(IJ).,p{c no) 
l/ 2 5 

P(c fl b)= P( ¡:)= fs => P(é)= fs + 2i -¡¡=¡-g 

'.N oriJ: /.a e!>Ct.JrrencJ.1 o'e un et~ento ® t:) tro ,,..,~/¡· 
· e~ la oc,.;rrenci:i) de arn.ÓtJJ :il /;z. ¡¡ez..1 eJ dcc.tl 

! ~t)(. Se. llerifi~ll~ /;;} interJecc/o'~ , ;t'a OCGIJ'"Tf:.''] 
·. <::1,'a de un evénto (é) -./~J, e>'lro, lmp/lc~ la t:Jc:~n-:_:: 
·' c.'~ c:.ie e: ~I!Ju;e,.~ d1 ellor~es decir de /á vnlo-'). 



4-/ ~.s..l_:¡n-ar ¡-;ro6a6i 4cle.c/e.r a ~.f 
eve.ni~J a¡ol/~~nc/c /...~ thzor/~ cif: . -

VXIVER.-IDADXAC.JCDilAL .s /Ca eJ n ece.rari tJ ca-l e v/z. r 
'?_(.4-) :; -n ¡.>ar:a il!!/ll~ii'r la Á 

~ornn~la P(P);"(~)¡I~. 
Se;¡rn/ /"r e)e...,,.ol .. ., /e;J e ve ,;IIJJ ¡1/; 'Í 6, e} 

l 1 8 = / ct
1 
e

1 
,i 

1 
c!'J u} e~n /t>J evz/eJ' ./~ 

f()r,.,.,, ,.P ~l.e6r;,.r c:/t! e/¿,.1' k,,r.,..r,~ /a 

;rlrr> era. ole 19 ..? /~ Se,JV" d.¡, de B. ¡:/ 
evenfo 91,)e Je ./t:;~'"a ;J/ ~.r 

• c:;{x!J: ,eéA; yéB} 

1 ~, e'1lln?ertiiH7DJ hJJ e/e~en-/r;.s: 
!l C-()n /;~- 6 . 6ct J 64 J 64fi' 6eJ !J "l'o ~¡ · . el~-! CtJn /;~ G : C<t- 1 ce 1 Co(. J UJ J eu. Jnln#J 

¡¡s/n en?6~r'ltJ~ /;. .ro/~o~c...-Qñ ¡e Dt.lt.. t?t! a 67'eAC r 
f( ' ./ • • d -J !'j r:~p;da ..... en-te. .:un nece.J/ aá "~ envn?e-! rt1 r i:t:ula r !tu ,~Jo .ti 61 k'c:/Cl des_, o6.ru·vando 
¡.¡ve lz. primer,;, ,kh-4 J'o' /o ~~~e tle. .re.r de. 
!i t:/1) S 6j'PJ ,é 6- S J ,.,; en t' re. J .p vol! /a JC'"'!. 

~· -¡'da_, ele c.f;:c~ ft¡::.IJ.t ~~ ~~ :/, !i! 1- ~ 1 ¡or 1~ 
• :· !jut. el fotal de elemenio.r es :<.x5':1g 

es de e Ir, ~1 e ven-lo e ?.ved~ "ct.irrir
cle... /0 rnt:~neraf oh:.rt/~ia.s L I.JIIalmente.. 

.... .• .J.. _ __, J.. - ~ /¿p_r 



. .. En 9eneral, :;e· o'~s. evenros; -4 j T .u_ 
f.:;~i\- (:"T,,.• a .. ,~.~ed~n t!)(; t,)rrlr el~ -y¡ ( ,q) ¡;f.-< 

U( ''""'" , ~,....:---' ., ~~~3,' 't~.:~~ ??(8) rnc¡neraJ f//.rl/nr;eJ/ re.r.D~·c · "~~~4 -''~"~ "/-~ livarnente~ ~ni()nC€S el -t-~te 
VXIVER.-ffi<\D~!CmAI.. j Q b Av~iA e,e. /n zn e r8 .r en ., 1.1~ '18/n oJ ¡Pll~ 

den e; e. t.~rr/r en el tf')re/en ;rullea.clo 
es tj:i(;q):In(a)j .E.Jt~ _re'lt;~ .r~ pve o'<!.. 7e~e-
raozar .a ,.,2$ ele u'f.)JJ eve,-z/t'¿js. 

EJen?elo_:-d {}e,~a',fos "??t.~rnert>J /"_ares ele. 
l:re s e¡ ;/ras se J.> ve den -/f;rff1ar c.J ti ll
:zanclo /¡;f dlje'lcf s; ~ ~ ! -, 9'/ Ji" 
:¡ve fe vsc e/ rn/.rn>tJ d;Ji'lfD en las 
decenos j )u centenar? 
SDit~el~n ~sean /t,.r event-oJ 

li= 7 ": -:~: 441á en /as cenfena/J 

B:: ¡¿¡:;¡es-le/ en laJ decenas{ 
J . .!1 ...,Á ta' en las vn ida eles · 

G - Z ~ • .a:; .._, • 

- J eJ fJt:lr} 
])': l XJZ..' 'X~H; !Jf8) ¿ t: e} 

Pt~t.~fo ?~ Y!f! .1e ~errniÜ rtt¿>eflc./cñ 
,, de d&;hr, ??(.tJ)= 5" y 1?(8)=4· ..Wc. 
.1 mZs

1 
?~sh ; ve el nVmero ~6e pu-

·, )>t1r, -n{ d = ~ . ~r /.. ta,do 
l¡ Nt D): 5X I,LX 2 :: ¿,/O .. lj 

lj ..Si el J,ll;rn o t::!-'f': -to nD ét-~11/e.r e 911e.. 
1 <P-r n:2.r : _5o:.[~ Clil:: 1tél9: 'J{B); il. EJ:"? 



.... , ,- "·, o'¿;n~e F= /2: .z eJ id en /aJ 1 .2 ·~.:. 
¡~:.i --1, ;~ 1;1 n 1 el ec... o' 1! .s } 

e.h .J~(\~fj~,~l¡ en ~en-, e e r ~ /~) - .L"" ":l. 
~·') ~ ~W-'\ii'c:l. , t e r- - ' tT 

~v N(.s):5"'x.~.tx~-= loo. 
V'X.'VER.."i!l.\D~IOXA~ _L / /_ 

J. AVOO.A '-~n e J'r(),., ~Q/e;v/en?"/ /:a ;oro¿_¡,i.. 
'
1 fiela.d de ~ve sl e/ e.r;,P2e::JI!l O"'e_ 
j et~.e.nt;'.r e .r ..S /. se . .ane;r~n 1-t:J~/ 
'! loJ n~;~rn eraJ del n-1 /fn?O en 1-/n.._ 
;i .,t,¡..&l de. L:l.;;t ~el) :a./ J .;;Jcar Ynt:J .a/ 
// 2~.ar c:/:-w~a. ~-trn;:. el ,.,.j.-nere. 

11 .St!.a ,Par : 
-:/ P(li):; Yl(l'l) = ?7(4) : <Lo= ().4 
.., l '11 '??CS} ¡()() 

.. 

=40%' 
t)é9n?¡OID '~" En vn.;;~ C':/41 re. #enen h-es 
~~rforaeJ'I:JneJ -ntJ'"era d.,a.s de/ un() 
t¡/ n-t:J. J/ .re Aeeh~, en ~//~ z'.re.s 
6~1RJ .,la~bqh -nvmera.~A.r 1?'1/ / t:~l 3 

y .re a;irlfl M ~a/~1 ca/ct-~/Qr /a /)rt:J.JI[_ 
óiliP'aQ' o'~ fU'J n,in_fvna.. Ó()/e:t ca/.)la_ 

en /t:; ~~r,()rt:t~JP~ ?11e ¿é'4e f() /JtÍmerc 
(e~ento 11) •® z@ (@5 

??(19);: 2 )( 1 )( /.:; 2.. ~~~liq 
?J=3x2)(/:-6 t 

P{ll)= n(.4J - ~- ' z® ®3 
?') ·~-.3 5< 

/';'\ ~' 



,.l.'1.· ''" : ! ..Se d/f,Po~e.. cv.f r~ 6~- . . 
fi.,J~.~·</'1 /".;;a,.J: vna ¿/a~e; U/JQ. n~r- ' ~ ~- ·~ 
~
~,,. ,d'~rt v~,..-~e ~ v .>' -vr;...._. 

' C7'1 • 

~ /.- ~· ca.c:t~~ . -~ .t. 1 
V.\lVIJ~:t.D<\D~AL • , r~a. v~ t;/dirh"e/'.r.r ~ 

1 A\if~" · ciJJnntQ . ~r (;..¡f¡n,r 6 ~~JI e., ,.z~"'~ e_ 
' A . .Señ :al_, ( c,q,fe:¿¡ SteJ;et/~J Je ;élv.LJ.J. 
1 r~acer s l el ~rl:le"" o' e CiJAJ~;~./I:i" ~ .Q_ ~ 

,1 ¿,_,_, 1. • ..L. ~ "" e /c:;.s 
!! v ... "1'"'ra.¿ ~.s /7"r~~f.4 (.evl!4?-h A J? 
F n(IJ)~3x2=' 
¡¡ J " 
!/ llr S.¡ freJ 6andera¡ 7.;rn/1)11~ ~t:n-?r/'~~_;e;, 
,:; ~A. ./-8Ji¿t,/ CVAndd 'ht:{tJl.d J",...,. ~ co.th_ 

1{ rtW~i~ U~r (·~ ~~~ rt:tem.?J 
t¡ ~4ce1-- ~ /;¡p/ 3 6a-..~ ~ 4 vez(evbJ 
~ 6 ~)? -
;l ntB) = .3..( 2 .)(../.::> c. • 
iJ . ~ ./ :t J.-e tu.~ r~ .re.:; .a/e.r .re. /Pet?e.., A~e,_ 
fl e~ doJ ttJ TreJ Ó:.nd~~s a:.., .Áiu e4>?e://"ele_ 

:; ':J?eJ ;;,-n *,.; /) /' e-.r (e ven 'h e) ? 
l, C:AVB 
fJ "??(e)~ "1(A J+?-)(1:3):: &.+ ¿,.:;:- /2 

i q.- ~· c.Adlt ..r.eJ?.,/ t:::Ú/ .ev•~?n e ..re. ch6tj~·a 
,. ~ vn~ .fir~~t de, F/>~1 Z /¿¡y~ J e C<Jfi,~,:a,., 

en t.;hj ~;m~, ¡j e~ J/ ~.r 1.- ~., 6~6¿1"// o4~ 
de, ~1t si Je 6nJ.a --vna ei/ t:;zar 

;,.- .s'él/.1;, UHA. .r.e;;~/ -t!.t,!Je C"l~·e.-. (""'h-t~ J%· 
KF).: 71(J=)/n(c).,. ~z 

6.- '1/n.a JeJT~/ C(J':I1 cltJ.r 6a11de,.e-.r ~D,../o .. 
m~~I)J {e11e.tl. ó): 
6.: e ~ ?1f"61.:~z ~K.sJ= ~2.-=/ .,_ 



?1(.1-)::: /J( 'Z ttl + IK#K.2+ '21fl1f/.- ~ 

Pt .:r):: '-//z. = yz. -:. ~o /J' 
e.- ?4ut, .J4t~a/ ~th? d¿)¡- D ,t.~ 1 "'~e?'er.;J.r 

en? ~~re. .rt! VJ<!. lh14.. v~n:/e.. (~1'~7D 3) 
:T= ¡.¡ () .r -tr>. n(.;r) 1f#. "YY(H)f )'J(r)e tf.¡.,=/ó 

P{.r).:::lo~-¿ _. q~ 

.7Jr.FR-Mti"TRCIOI() ,- e/ .;;v--rty'/c de A/ &4/t:./~¡ 
-t'n c/,;;-t-D e:Jrd¿r'l .re c/en~J'-'1~·/Jd ~rW~v;.,_ 

• .J> 
GIOn . 

;7-br V'~h, ./ &;#'a./' /-/ _ _/.)er,., ¡,¡7'.at:.)¿Jne.r ;¿/~ 
~~t~e '~~~~ hllleer..rc. t:.D">? ~./ ,/é,?.!)J .--.., ¿~ e Jr>-J: 

;J6c.J et.c.6.J ~a.c..J 6C:a-/c.a..6, <!6~. G/ bhl, 
eJ ..3 X 2 )( 1 = " _p~r~l/r;;;Jt JDnt!J (41-=~). 

~ 

En ~e11erA~ el VJI.Ih"'er~:~ el~ ~er/n"'r~e/()"~1 

• eJ ·AI(H-1)(-II-~)(JI-3)~· .. x.t:: IV/ 
- ·~ ~ 1 '5./~m¡?ID:-(t:t~onlaJ' _,?er;,~..ílc..IDne..r Je /III(Jc/.:.,.-~_ 
/;.::!e e;- c~n. ~ l!)lv·e ~o.r ' 

• 
• . ..... - •• 1- /'2..0 



C:/1 c,¡r;,,r-'_,-·"" . ~,., ......... ,. .. -

<) .l.;;--; c~/¿:Je~~~ ~/ .e, 'Ze'lr -;J //6roJ. 
~! ~:.:-"-i[J ~e:tl e.:u lemol' / ~ ,Pr" Da-6 ,/ ¡í· eta-d o' e_ 

.·,~'#~~-.~· ~oe el de. hl.rliJri al e/ ot. J&,Jl/"d.T":e 
:o~"'()et:/e~~~~·~,~~tt:J.r (i!l!lenttJ A). 1 
AVi?m.A. Pt IJ ).:; '>1( A )/)t 

-n:::. ~/ =- ~J(~" s->ol X 3 X 2 J< 1) 
:: ~)(~/ 

?1(¡:¡)= 21 >< ~ / ~ • P(A)= z,IK'!= z¡x~¡ :'!:. 
7./ ~><'! :; 

€j·em¿lo-:- €11 tlntt. /.11"114 J't! ,t/e,el1 ~ el~! 
é-ra.r 6/anca..r J. tn.t nd.JHU' . .&1' !t:t.r ..rei.r "' 

Se e >{/?"de. n ~ / ;ttZ.i#l) vn-., ,4-t:lJ t1) ,I-ra..,.) 

/e:! pr¿;Óa 61/ldad de ~ tJe /aJ .3 6/t?llct:~.r 
$e<{jcu, en -/i?rma.... c.e~,..,.;ee.t.J.,t;v.; (~ve11"fo P) 
eJ: ?1 ( ¡::) ': .3! k' t~./ ; ?1 = "1 • 

=S> P(F); -ntP)/n= :JL x «!::: 3.1x 111 : 
~/ ~ >< J-'i( lJ J • 

1V .\ J X 2 X / _ / 
ro:,~ 1:' - -" "J- ~ ' Ej·e,.,¿lo -:--En ()na. u;nA-rc /leAe_n r J'()6~~J ie:leh-

tl,os!Jee:tdt:~. ""UM.D ccn-1/ent! un J,//lt!.k ~ cltfe
ren-le. c/enPtnil?lleitJ'It { 1, ~ /01 'ZD1 rD1 /()(), ,s-DC 
feJtJJ)· (iet~JI e1 !'l (JrtJ6~tbillo'a.d ~ 11 tS; .s-o y 
!'"o o le.IDI .SRijt:tH c~nJ1 ~" f; 1/A.n,t~nrc.. e;, c,;4 /_ 

~v;.,r ~rr;len/ si .re J;u., /c.r .rlt!!rt! .al azarJ 
uno -tret.r afro (eve,-/D .4)? 
?1{ ,t1)::: 1/! X 1//) ?1 r. ~/ .. 

Pt' A):: (/!x <1/ _ ft./J( tt / _ ~" 3XZ x J t,/ 
-· - .. t:. .......... 

.. ~ L ",.., LLl 'J< ~:~ x r ZJS' 



E/ ~:m~rD ~ ,.,.;,ner~.r ~,., ?t.~e l ~~ 
.S e _)Jtlftele, tPrde,nar' # t!'J&,/e i-DJ 
-~t;mand• d~ r 4-n r .es : 

R. 
/¡l 

~· = . \I)UVi"R_..ffiAD~Al , r { . \ 
AV!"l."'i''A ~rJ/ 

E .slo es e!"'; va /e..,,. e. ; éleeir ? v<. ,¡:; 
es el nelmero ele. cli{ere--n-leJ ,an~ro-4 
.e- ~lit- r ~f¡e/,u jv.eden .rer .re/ecoe 
??CldoJ el~ A./ ~bjetoJ (rl= N) _§th_ 
ru'?!¡:/~zar "''".fVnD rle. ell,tJJ cal ¡..,fe. 
:;nfe& d'e .. Qcar el 61$tllen71!,. 

fJbJe'rve¡¿ .pvt 1i r; Al.· 

?.. - 7'?/ = 
N "' -(IV-Al)/ 

-t·,,.,elo_:- ¡;. Je. ,t.·en1 .., /:u ~Iras ~ .6~ e,~ 
el ,J,.,ero d-e A?Qnera.t en ,.~~~ se /llttle;, 

or de,A.r .fo,a~JD t:llt:.. ~ ~ -2 e.s 
D- -1( - IX3~Z/ /A 

111 '2. - - = ~ 
El Ctuy·v-n--to ( 4-~)/ 2-! 
~i?f:. d~ e1!~J ~¡;¡;,6;//de¿.e/u es: 

$;:. {a b, oc
1 

ae/.
1 

611
1 

6c, 6d, ea, e 6, e á, c/Q ,cJb,dq 

f9b./e;.vtJe. ,. Ve. CIIOt>dD e/ an/t~-t e.f inrorftl':} 

te, ac -a,o ..e..s lo miJn?D ¡ve. ca. 1 efe. 

~~1-4-~1 J, e/ tDrd.«~ 710 ~ /Mpo; t;n 4 ~-.~ 



...... ,... ~ ~.... ~ am/e,y,77> , - -

? ~}~~~ ccc. -e, e/ h?i.rh? o ve. el Qc ., 
•J·l1/~,;~¡¡ / , / 
=~~"fl / .. ~S ec,¡,.."'?~rn; Q,..,kJJ' .rJL /e.r:, ~;,~ 
~,.!AL h?l/J a CoH~/A./~C/CA.JE"S. /b.r 1 

1
:~ (¡'e7,4 s~· .rt!. fi,,.,.,,.,"" un~ Ct~n?{_ 
>, ~itJh de do.r /ndivldu~J de. un..¡n~_ 

/ ~~ ?o de 8 z4,rnQ,e/() J"t,,J ??On? 6 re. .r 
) q/ qzor c;e lln4. Ur'J~j l_ cleJet:~w,~J 

.SQÓer evant-D.t ~~~/ t"t!.r ~ 2. ñ?leM -i; Ón;J ?" dr/-n -/OrH)QrJC. C~n?D reJl)L 
< fadf:> o'e./ jl'I?Jceso~ en/f)nt:eJ /()J 

! re 1vii~J~.t pet?'n;, 1 ;JDJc' l ...li>Je: '!! 
!,' Q'n; e,,~· ~~i-eá" e,/ n?iJn?D CfJ~ 
" te: ti deelr-_¡ '>YO ¡7/)/'-tart~ e/L • 
~11e1 e;rd.t, .!'<.. ~;u;ar-n J"~.JJ' n~J ,6~ 

dé /c:r vrnt:f. 
lit~ .re ~vee/e cleHJ().trrar !J v< ~/ "'?efn-?t!ID 

·~ ~ CfJ, ÍJ ln .;;n: ". ~ n tí!./ PD.r/ &/e J ~ ~/-oh'~.:)¡. 
~N~&ie~r hr.nan¿ d~ r en r ef; -·~----~-· ~ ' . -' =-r -;n;_._ ... ~.~- ...... ~ .. _.., .. _ 

( N') -NI 1 N e,.; r = • j 

~ (N-r)/ r,l 1 
. ! . 
. _......... .,..- . - • - - ~ -........ -,..~-,r,..,..!.-:r-

EJ'/o ep.-v/ va le. a de e ,·r !j_cJ~ ,yC1.' eJ e 1 
nÚmen o'e h?t:lnera.r t:li.rilhltl..r en -?t~e r .. 
04/. 'efDJ 'Pvet7'eH Je/eccionar.re d~ N ( r ~N) 

1 .J:L.I? 1:.~-~h:J~./~~D ~ .C'ln ln?~rtqr -J Ore/'--·· 
-- - ~~~ ~b .:21".- ~,. ~"""'- , E' . 1 



CCJ-.n(f'o ui?Q .rtL. enrr~u _. lli·~ 

~Un ~rD6/en?;¡¡ ~ve .l~~é--
,/.a re,Pe.~'c.)p ~ dé 1//?,;jl ~c:c: ./.:;>~ .... 
e¡ Y?e~esario det~rn-,/n;;;.r S(,' 

~~IOXAL h2j' () .,..,o re~~???lazc ok las 
(')6~~rva.cit!)nes. PPr ~·eny-/c" el 
re/'t! .,lir e./ /:;n z a m/ e l'?ttD de un_. 
cla.""d.D y eJ b.l~ ri/O r e D-d a_ vr; 2. e 1 

: '?1lih"4;o 'fc4!. ~llt!.ela... hacia. Qrr/6t:t.. 
¡ 1/ev~ /~h/e/¿~' ?"'e A;_; r~em)JI~~(). 

~ f}err>p lo.- tina. ca.;~ CtJil?n'ene., /tP l'~c(JJ' 
ri dÍ ~t;;-;~Q ler ~ Strn cle,l't! e:;-1-t.~ t?J"e)J. ek,·.., 

1 s ele t:.elona-h')"'J t/ t:~l a z, a,.. .r /;, 
é1 re,., pla~o 1. 

.. 

~~ • /1 .... L Si/,,., /tJJ A 
~: t:l.- ( lA<a~7"'DJ~J rt.Jv Ir- t:/e;,,¡ /.oJ /6 ~ .r,~ 
11 es Jeelr

1 
Ct,.~Qnfol e/~rntlnlt:>J ··1/ene._- e/ 

e.~pa eltJ ele ev~,.J¿)J? 
")1 (S)= ~~ ~ = ID/ : /()X 'IX IX 7: $'"~1./~ 

(lt;-1/),1 

6.- (' lu.~ -IDJ .elen"en ~.r el~ .!' ll'~nen etuno 

)dmt!r re/11 /f:)do UH .¡;,,;o ' '(!t¡;z¡:% ole/ec:lug. 
&o j trer ""eoJ hulnDJ en lo.t o .t tr~s ? 

/ ) í? N R 'J! 7! 3/ 7! 
'71 c. A = l ' '1 .s ~ ( J-1 )/ -. ( 7 .. 3)! = 2! '1( 1/! 

?? ( 1#) = 3 X (7 X' )('S) = ' 3 o 
--- ~- ~ .. 



j 

"f (8)::: 4 ~ .J P, X 7}j -. 4 X&Jf)s .2~.,Z() 
') P(S)a: 25ZO _ ..,!_ 

.SIJttt() - 2 

i J'FqMV 'T4C"&J t!VF.r ~F G,ev.PeiJ Z>F el ATF7DJ 
1/11 r/ , 
w "'»t.~Mero """'~ ~rntvT~e/cneJ /~'.t_,·¿/es 

d'e N tP/¿¡·~-1-zJ.r d'e /é!.1 cua/t!J se ~.,·.ehe,., , 
~ IJIItl les e-n-/r~ .k. e, e/ _prl'n?-er ¡rv~~ 

· .,2 IJVR /e.r e,_,.,t,-e, .~-<." e, .e,/ J,e.)ll#?do ;ru~o_., 

e-fe., ,4.-,J ~:;, n4 ~;,·v:ale.J e~'~ el R.-ejlmo;;,.ur • 
( /o.r j1 ni ,POJ .S I'J" en; J-~ nJII j J/tU e;, .¡,..e ,¡-t') .1 

'el~ rn:aner• ~ve.. '"1 ~ nz +· · · ..,. >?4 =N ;{Jvl~a 
dct. ~ ~ /a_ .j;;'r m ti 11ft\. : 

E -= N.' 
N .,, , ,., ,. .. , , 11. ,_ , )1. 1 .. • "~ 1 

"'#• ~, ... 1 

.1 
1 

1 

1 



• 

<f¡ernp/o ~ C/na ca /A t'"'l:'n~en.;. \SJ:; 

·~~{f~}~~ ~~ ;/ez.a.s de /a-..r cve~ le.s 3 St:J;, 
·.~f~·,BL't•Hl _ / • , / /. 
~ CYe~ec.,tf/().ta..S. ~ ef/e;// eJ /C!t _/Jra-6~ 

''"""""' ~,.., Q///t:tl:t1c/ de ove,~ Ji $e ex 7ra~n 
•"''"O::.'ffii\D,....._,JO):!AL ?' ' 

;· Av"MmA s- -.1 az..,,... Sí'n. reeny:>/;;,.:zo., 
;1:' Se ()Órei?Jan lt:tJ .3 de/eelt~l:'Ja.r 
b.- Je. ~6ren_?e~n Jt/o ~ c/e,tec.'ÑPJ111J 1 

c.- .re t::J 6ren.7a .s~ /D .r ole /e! c.. h.l~.r; 
1 ·¡ d.- .,.,o .re t!)6-f-t!n_,?;a ,,;,Jvna c/e,t'ec.-I"PJa.? 

.! S/e~~.ld"..-, 
:i ;J. .r 1 :? r 1 
:¡~:- "'n(S)::~.~P,. ~ , = • 

• :i (~r .. s)! ~() / 
u 

1 

1 

• 

l:j 

' ' 
L d ~ e::(.-1 ,J:> ~ b _ 

..JJi -1~~ 
~,/ 
$"~2. ., 

el::. ole,let:.-~t')JI 
6~ ÓtJen• 

: ?7(/J)= J ~ J( 2~~ )( 
zzl s 

S'~2.=3/ , 
:1 • (zz- 'Z.)! 3! (S"-3)/ 

"n(/1): , 0 221 
ZOI 

~z( 
60 zo / -zz/ 

P( 11) = --:t..;;r;..;.l::-~--- = ~o z S"/ = 
'2.~1 • 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
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~6Jérlld.re 7-(/e c:.IJ e.t:re 
--~ 

r-¡-- -:-~ ..... 

~~:~)} e/ern~/o A f:m0-1 calct/l~d~ 
{'-'ff1~: /a.r ,PN6~ bi/lelaeles de 7::e>d~ • 

1 """" 2~::"''' los e/en7 en tos del erf>_ac /~ de. 
1 everrtn c~rres¡Drmdl~nfe Ql ".nt>mere> 
¡ de clefec:lvosi)S ¡1.1e .re. ,Pveo'er¡ o6.rervqr 
¡ en t/nP.. se/ecc/()h e¡/ qzor de re/e-

1' ,, ¡j m el"! tos, en /a ce; .a/ ~tfh se J't/et:len.. 
li tener q 1

1 
'Z ,_. 3 de/e e :/vo.ro s~ eJ elec:'~ 

1 H,. f o, 1, -z., 3 J 
1/~rl fi p

11 
fZI'>?Of 1 </t. 1 en e/ e e f~~ Pr H) = 1 : 

' . 
p!H)~Pf fo}) t N {tl)+- P( fzJ) +" P{{ 3J) 

68l,[O S7()0 /2.0() 6 O 
= t1Jroo T J3fOO + )2 OIJD f /Jroo 

- 13100 = t 
- /:3 J'() () ..... . 

()./!. 
.-.:... 

• 



t ~· 

• PiloSA P.Jit ll).4?J CoA/?JtC/()A/¡Ift, l~? 

La. ,Prr;ha6/fic/ad conC//c/a/JO~ P{A(8) 

ele/ evento IIJ Q"ado ~Gie e/1.3 ntt.. 
()cf.lrr/clo :se colee//; con /á /Oí--;nv/a_ 

j cm::ms ... ~---- .:a:: 4h _ -'" * - ~, 

(A)-- ?(A lB)= P(~~~) 1; P(a)>O 
, ::u;: .. J. -- ....,. --~!1·~.-- -- ":~-- -

S/ clo.r e ven-!Ds/ ,4 !/ 8 ,san //'Jde Den 
/ 1 -

e o'lenfesJ la./'ro6a.. 61/lclc:r.á. de A- no 
se a llerA. st' t:' c()rre el e Ye-n-la B; 

es de c/r dt>J' even-l~.r .son lnde-
) ~~~--~ 

,Pencl/enie r st' 
., 

.}, .. '~ 

P(A/B)= P(A) \. 

En -lt:~/ Ct'lsd,~ o'~ /a ec1.1acia;., (,tJ),. 

• 
·-P( ;,)6) =~P(A) ~ -p(e)l 

! 1 
.t:!#.J .,, • '1 ~-- .. ..,...~ ... t"CZ::J:u;-:¡c !.!..- ol3' ~ 

' 



/ \.~' 
t11 jerJeYal,~ /~J ev(;,r, ·· ''/) JJ-¿, .. ·r·im 

• :son inel~¡ent:l/e nfe S St~ ;¡.sólo .sl; 
e::_ ..... .-m Fh e a• &•· 1 < :r·-~~-~~=--=----= ~- ... w::_ ----- tl 

~--~ .• 

. P(Ak () Af< (\ • .. A k ) = P(Ak,)• P(Ak )x.,.K P(Ak)~ 
:Zi- ~Wi t ·flf* 'Z¡o :::;::¡¡¡e:_. _:J:¿ ~!.t -"*" F • =-·~JOOO&-!----- ·=--:-:- -- :b 

pQra cual!j_"!_},~!: yr?o de. enlero.r k1 ) k,. J •• j 

~ 
~ 
-~ 
~ 
~ ~ 

kl" 1 ~()n kr ~m. 

f)_cr -t!!J'e'"//"J J't' h'l= 3 1 ,41 , 19-z.; A 1 .ten 

lllelt¡JendienleJ ~t', ¡ st/lo siJ . 

P(A,f)A~)= P(A,)P(A'l.) 

p (A 
1 
() A~): P( A 1) ? ( A~) 

P(A~(l A3)=- P(A2)P(A¡) 

P (A 
1 
() A1.1) A3)=: P(A 1 )P(A2.) P( A3) 

• 

~~ ~ ~ ~· 7?'? :. 1,1 pt::~rA t::JtJt Jean 1 r~ dej'en d/en .. 
\) ~ 1 7 ~~ tes se. raez.viert.. tf¡V~ se. cv,.,¡Dia 7v" 
~\) r 
~"' P( A, ()A., fl /\3 fl A u.)= P( A1) p(A'l-) P( A3 ) P(A 4) 

~~ { ~~~'P( A, 0 A., n Al)::; PCAa) PCA1.) p(A3 ) 

_. "\ ' "" 
~~~ 
"' -~ ~ l\1 \J 

~~t 

• • 

P( A, ()A.,_) D- ;:>(A,) P(A,.) 
' • • 

• 



r f ' 

\Li;
~ e Pveslo ~()e P(A /J8)= ~(A ne)/?t(S) --

J P(B)= -n(e)/.,.,(.s) )a.. ecutA.cio'll\ A 
se p u e ele.. e¡,,...; lo i,... coMo 
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2.4.1 Teorema de Bayes 

E:· 
~ -Je. 

Se dice que un grupo de event 1 
umcn de todos ellos es 1 os es co ecllvamente exhaustivo Sl la 

e espaciO de eventos correspondiente. 

De la ec 2 4 que defm 1 b b 
tener un resultado unportante 'En un ;: as pro a IlJdades condicionales, se puede oh-
mutuamente exclusivos B B g po de eventos colectivamente exhaustivos y 

Mismo espaCIO (fig 8) 'e /' 2' • B •• SI A es un evento cualquiera defmldo en el 
' n onces, aplicando el axioma 3, resulta 

p [A 1 = p [A n B 1 1 + p [A n Bz 1 + p 1. n 
+ [A n Bnl = ~~~ p [A n B,l 

ya que los eventos A n B ' son mutuamente exclusivos 

Tomando en cuenta que p [A n 8 _ 
finalmente la ecuación 11 - p [Bt) P [A 1 B, l. se obtiene 
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• 

• 
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A Espoc1o de eveAIQs 

Eventos colectivamente exhaust1vos 

con la cual se define el Uamado teorema de la probab1l1dad total 

de dond~ 

Considerando que P [B
1 

nA]= P [A n B1], se ttene que 

P[B¡lAJ = 
P[B

1
nA] 

P[A] 
= 

P [A n B¡] 

p [lt 1 

P[B¡lA]= 
P[B¡] P[A lB¡] 

'" n I: P[B,] P[A lB,] ,_ 1 

(2 9) 

Este resultado se conoce como teorema d~ Baves A las probabilidades 

P [B¡] que se as1gnan a los eventos B1 antes de observar el evento A, se les denomma 

apnon o prev1as, a las probabilidades P [B¡IA] que seobttenendespuésdeobservarelevento 

A, se les llama a postenon o postenores 

. ' - . 
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Pf8¡)P{€/B1 ) + P(B~)p(€'/Bz) 
-~·()3 X()· ?.J 



• 

• 

• 

Existe un edifiCIO de concreto reforzado para el cual se mv.eshga su 

apacllliad de carga de d1seilo Un mgemero, con base en su expenenclll personal, decide 

que la resistenCia nommal, f~ , del concreto pudo ser de 150 ki/cm•, 200 ki/cm' o 

250 k¡/ cm• , con las siguientes probabilidades previas 

Resistencia nommal, en kg/cm2 J>robabiiidad 

150 03 

200 06 

250 o l 

Para predecir la resistencia nommal real, es necesario realizar un experimento que cansaste 

en extraer corazones (muestras) del concreto de la estructura y probarlos a compresaon 

simple. El mgemero decide que la resistencia, S, de un solo corazón dará una predicCJón 

confiable, y define res1stenc1as mtermedllls de 17 5 y 225 kg/cm2 para tomar en cuenta 
que las obtenxlas de los corazones serían mayores que las que se hubieran logrado en 

una prueba a los 28 d 1as de edad del concreto De acuerdo con esto, el mgeruero &SJI11a 

las SigUientes probabilidades COndiCIOnales a cada *Oié!IU lo#IMffin' 1 i Ü 1 il 1 ¡ evento 
Z

1
• ·' hnh'dAda Iet. resi~.¡.enc,ia non·n'('t:IIJ"': 

z· ' , "' ~ 
Resistencia del corazon, S, en P~l~ 

kg/cm2 
ifc)l = 150 (/' d2 = 200 (/' )J = 250 

Evento Z1 {s < m} 07 02 o 

Evento Z2 { 175 <: S <: 225 } 03 06 03 

Evento Z3 {s> m} o 02 07 

Supóngase que se saca un corazón y que su reSistencia resulta ser de 164 kg/cm2 , es decir, 
que ocurre el evento Z1 Las probob1hdadcs a postenon de las resistencias nommales son, 
entonces 

(07)(03) 021 
p [ 1 50 1 z 1 ]= -:::"'::-:-":'=-::-:~~.:.,.:,.:..____ = -

(0 7) (0 3) + (0 2)(0 6) + (0)(0 1) o 33 
= o 635 
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P [200 1 Z¡) • 
(0.2) (0.6) - o 365 o 33 

P[250 1 Z1] = 
(ú) (0 1) o = 

033 

Es decu, este resultado ellmma la pos1b1hdad de que /~ = 250 kg/cm' 

Supóngase ahora que en vez de un solo corazón, el mgemero hubiese 

decidido obtener dos, situados en diferentes mvdes de 1.1 estruc • ..:rd, y que al proh.ulos 

en uno ocum6 Z 1 y en el otro Z2 La probabilidad de que ocurrdn ambos eventos, 

(Z¡' Z2) SIr: es realmente ISO, 200 o 250 kg/cm2
' será el producto de dos probdblh

dades condicionales, puesto que Z 1 y Z2 son mdepend•en tes 

P[(Z1, Z2) 1 ISO] a P[Z1 1 150] P[Z2 1 ISO] = (0 7) (0 3) = O 21 

P[(Z¡. Z2) 1 200) = P[Z1 1 200) P[Z2 1 200] = (0.2) (0.6) = O 12 

P[(Z1• Z2) 1 250) = P [Z1 1 250] P[Z2 1 250] = (0.0) (0 3) = O O 

Las probabilidades a postenon son, entonces 

(03)(0.21) 
p [ l SO l (Z 1' 22 )) a --;:(0;;-.3:;-;)-(;-;::0-::;.271):-:-+-:(~0.-;-6-:'-) _,;(O'"".l;-:;2,;...) ...,.+--,("""0.-:-1 '""> ""!0""".0,..,...) = 

o 063 o 063 
~ = = 0.47 0.063 + o 072 + 00 0.135 

P[200 1 (Z1• Z2 )) 
(0.6) (0.12) o 072 

= = = o 53 o 135 o 135 

(0.1) (0.0) 
P[2SO 1 (Z1, Z2 )J = = o o 135 

Los mismos resultados se habrían obtenido SI el mgemero, despues de extraer el prm1er 

corazón Y de calcular las probab1hdades postenores correspondientes, hub•era dec1d1do ~ 

car el segundo Y recalcular d1chas probabilidades con base en las obtemdas para el pnmero, 

• 

• 

• 
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es dec1r, las probabilidades prevaas en el segundo calculo senan O 635, O 365 y O para 1 SO, 

200 y 250 kg/cm2 , respectivamente En tal caso, las probabilidades postenores, dado que 

ocurr1ó Z 2 , son 

P[lSO 1 Z2 ] 
(0.3) (0.635) 

= = 
(0 3) (0 635) + (0 365) (0 6) + (0 1) (0) 

019 o 19 o 47 = = = o 14 + o 22 + o o o 41 

P[200 1 Z2 ] 
o 22 o 53 = = o 41 

o 
= o o 41 

que son 1guales a las antenores 

De aqu1 se concluye que las probabilidades se pueden actuahzar con

forme se va obtemendo nueva mformac1on expenmental 

2 5 Vanables aleatonas 

Una vanable aleatona es una vanab!e tal que no puede predecuse 

con certidumbre el valor que asunma antes de realizar un expenmento Por e¡emplo, los 

valores de la tercera columna de la tabla 2 corresponden a resultados expenmentales aso

Ciados a la res1stenc1a ult1ma de las v1gas, en este caso, la vanable alea tona es precisamente 

la res1stenc1a úluma, ya que antes de romper una v1ga no se puede prec1sar cual será su 

res1stenc1a A fin de ev1tar confus1on, se empleará una letra mayúscula para denotar una 

vanable alcatona, y la mmuscula correspondiente para los valores que puede asum1r 

Cuando el numero de valores que una vanable aleatona puede tomar 

e\lá rc~lnn¡.:1do .1 un numero fm11o o mfin1tn, pero numcmblc, li1cha van~blc ~e lldma 

Úl'ttT('/U o ch~rontmua 1'11 1..d\O Lon1r.1no 'L lh.\l~llJ vanablr conltnua. 

El comportamiento de una vanable aleatona se descnbe med1ante su 

ley de probab!l!dades, la cual a su vez puede defm1rse de d1ferentes formas La manera más 

común de hacerlo es med1ante su dlSinbuc1Ón o densidad de probabilidades 
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S1 la vanable aleatona X es discreta y puede asum1r los valores x1, su 

dens1dad de probabilidades será el con¡unto de las probabilidades 

(2 10) 

la cual se lee "probabilidad de que X = x," 

La diStnbucrón d! probablirdades acumuladas ~ fynci6n ~e i.a!!J
buct6n, que es otra forma de espec1f1car la ley de probabrlldades de una vanable aleato

na, es el con¡ unto de las sumas parciales de P x [x,) para todos los valores de X menores 

que x1 Esta d1stnbuc1ón perm1te conocer la probabilidad de que la vanable aleatona 

tome valores menores o 1guales que un numero dado xm, es dec1r 

(2 11) 

~·e,.-,¡olt> :-
Sea X la vanable aleatona discreta "número total de carros que se detienen en una esquma 

debido a la luz ro¡a de un semáforo" S1 las probabilidades asoc1adas a cada evento son 

o 1 SI X = o 
0.2 SI X = 1 
0.3 SI X = 2 

fx(x) ~ 02 SI X = 3 
o 1 SI X = 4 

0.1 SI X = S 
o SI X ;;> 6 

la d1stnbuc1Ón de probabilidades acumuladas correspondiente será 

o SI X < o 
o 1 SI 0 <; X< 1 
0.1 + 02 = 0.3 SI < X < 2 

Fx(x) = 0.3 + 0.3 a 06 SI 2 <;X < 3 
06 + 0.2 = 08 SI 3 <;X < 4 
08 + 0.1 = 0.9 SI 4 < x< S 
09 + o 1 = 1 o SI S <: x 

Las gráfiCaS de estas d1stnbuaones se presentan en la f¡g 9 

• 

• 

• 
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Pxfx) 

o 
o 2 3 4 5 6 7 8 X 

a) DlstrrbuciÓn de probablluiades 

Fxfx) 

1.0 

---' 
1 

• 0.8 r 
1 • 
1 

0.6 r--l 
1 
1 

0.4 1 
1 

¡. 
0.2 1 

1 

o 
o 2 3 4 5 6 7 8 X 

b) FUnc16n de dutrrbuciÓn 

Flg 9 Ley de probabilidades del e¡emplo del tr4flco 

• 
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Para que una dens1dad de probabilidades satisfaga los tres ax1omas de 

la teoría de probabilidades, se deben cumplir los s¡gu1entes requ1s1tos 

a) O ..;; Px<x> ..;; 1 para toda x1 

b) • I Px(x1) 3 1, donde n es el numero total de valores que puede asumll' X 
/•1 

e) 

En el caso de una vanable aleatona contmua, X, la probabliKlad de 

que esta tome un valor comprendido entre x y x + dx está dada por f x<x> dx, donde 

f X (;e) es la dens1dad de probabilidades de X. Por tanto, la probabilidad de que X 
asuma valores comprendidos en el mtervalo x 1 ..;; X ..;; x 2 es 

J. x.2 
P 'x1 ..;; X ..;; x 2 ] = fx (x) dx 

X¡ 
(2 13) 

Graficamente, esta probab1lldad es Igual al área bii)O la curva de 

f x (x) comprerldlda entre x1 y x 2 como se muestra en la f¡glOa para la var11ble Y. 

Puesto que Fx (x) = P (X..;; x) = P ( - .. ..;;X< x), y en v11tud de la 

ec 2.13,se nene que 

Fx (x) =J.: .. fx (u)du (2 14) 

dorlde u es 1010 una vanable muda de mtegrac1ón El valor de esta mtcgral es ¡gual al 

ú-ea b111o la curva de fx (x) a la ¡zqu1erda de x De la ec 2.14 se concluye que 

dF x (x) 

dx 

Las propiedades generales de Fx (x) son: 

(2.1 S) 

(:! 12) 

• 

• 
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• 

• 

.. 

que 

0 .e; F X (x) .e; 1 

Fx(- "") = O 

Fx< "" ) = 

Fx(x + f);;. Fx(x), s1 t;;. O 

Fx(x2 )- Fx(x 1 ) ~ P[x1 .e; X.;; x 2] 

\ S'6l 

(2 16) 

Para satisfacer los axiomas de la teoría de probabilidades se necesita 

fx (x) ;;. O para toda x 

L: fx (x) dx' = 1 

{2 17) 

Por ejemplo, SI la de1is1dad de probabilidades de una 
fonna tnangular {fig Wa) y está dada J2or 

vanable aleatona continua es de 

(y - 35)/60 SI 35 .;; Y .;; 41 

[y (y) = ~ {55 - y)/140 SI 41 .e; y .;; 55 

o SI .Y.< 35 O y > 55 

entonces el cálculo de la distnbución de probab1hdades acumuladas se efectúa aphcando la 
ec 2.14 a los d1versos mtervalo• rlP Y en donde cambUI la ecuaciÓn de [y (y), de la manera 

• 
11p¡ente 

SI y < 35 

Fy{y) =O 

ya que !y {y) = O s1 y < 35 

SI 35 " y " 41 

l y 1 ly 
F Y {y)= P[ Y.;; Y]= f y (u)du =- (u-35)du = {y-35)2 /120 

-oo 60 35 
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Fy (v)= (41 - 35)' 1120 + - (55 -u) du = 3/10 + [55 (y- 41) - -(y' - 41' )]/140 
140 ti 2 

SI y > 5~ 

La fig JOb representa la gráf1ca de esta func16n de d•stnbuc16n 

fy(y) 

0.10 

0.0!5 

o~~~~~~~~~~~~~~~~~~~Y 
~ 3!5 ~ ~ ~ ~ 

a) Denstdad de probab¡/Jdades 

Fy(y) 

b) FUIIClÓil de d/strlbUCIÓil 

Ftg 1 O. Ley de probabtlldades de una vartable alea torta cont/IIUQ 

S1 se QUiere calcular la probabilidad de obtener un valor de la vanable 
comprendido en elmtervalo de y 2 a y 3, donde y 2 > 41 y y 3 <55, entonces 

55 (y3 - y2)- •;,{y~ - yp 
140 

• 
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• 

Un mgemero esta mteresado en d1sei'iar una torre que res1sta las cargas 

debidas al VJento. De una ser1e de observaciones de la máK1ma velocidad anual del vaento 

c:en:a del alho de mterés, se encuentra que el histograma puede IIJUitarse, dellde un punto 

de .tata estadístico, mediante una d1strabuc1ón de probabilidades eKponencaal de la forma 

fx (x) = Ke·>.x , x ;;. O 

donde X es la máxuna veloc1dad del v1ento, ~ es una constante y K es otra constante tal 

que obhga a que f x (x) satisfaga la ec 2 17. Por tanto 

J.. -K 
Ke·u dx=-

o ~ 

de donde 

K = ~ 

por tanto 

fx (X) = ~e·U , X ;;. 

La funcaón de dastnbuc1ón será 

El valor de ~ se puede tomar, por eJemplo, de manera que F x ~) se a¡uste para que comcKia 

con 1111 valor empínc:o. Así, SI la frecuencaa relahva del evento A • {X < 10 km/h} es 
0,9, entonces 

P [O .;; X< 70] = O 9 

de donde 

O 9 = ¡ - e·70~ 



por lo cual ). = O 033. En la frg 11 se presentan las gráficas de fx (x) y F x (x). 

Areo=P[35!>X!>70] 

Areo =P[140 sx] 
0 l_~~~==~cz~==~~~~~--x o 35 70 140 210 280 350 

MJxtma 1111/ocidod anual cJ« vi11nlo,llfl km/hr 

a) Densidad de probabrlidade3 de X 

Fxfx) 

oL--L--~----~----~----~----~~---x 
o 70 140 210 280 350 

MÓx1ma 1111loctdad anual dlll vitmlo,llfl km/hr 

b) Funcrón de drstrrbucrón de X 

Ftr 11 Ley de probabrlldades co"espondrente al e¡emplo de la máxima 
velocidad anual del viento 

El complemento de F x (x) se uhhza cuando las decrs1ones se toman 
con base en probab1hdades de que se exceda un valor dado de la vanable. 

La funcrón de dr•trrbuc16n complemcntarra se define como 

Gx<x> = P [X> x) = 1 - Fx (x) (2.18) 

• 

• 
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• 
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As{, para el e..emplo antenor, se llene 

G X (x) = <'-o Ollx 

2.6 Esperanzas 

En el capitulo antenor se md1có como calcular el promedio antmétJco 

y la vanancJa de una muestra Estos parámetros constituyen, respectivamente, la med1a y 

la vanancta de una vanab le alea1ona, los cuales se defmen a contmuactón 

La me(ha, mx, o esperanza, E [X}. de una vanable aleatona diSCreta 

X, ea 

(2 19) 

donde N e& el total de valores que X puede asum1r 

Para el caso de una vanable aleatona contmua, X , la me(IJa es 

., 
mx = E [X]= 1 x fx (x) dx - (2.20) 

Recu~rdese que el promediO antmét1co de un• muestra esta dado por 

.. " 
X=--

11 
:¡; X¡ 

•• 1 

S1 al reahzar un expenmento se encuentran 111 valores de x1, la ecuactón antenor puede e~t
cntnnc 

/•N 
x= :¡; 

¡. 1 

"¡ 
-X= 

11 1 
(2.21) 

donde [¡ es la frecuenuJ relalJvJ de x 1 obscrvJdJ en la muestra, y N es el num,ro <k 

valorea x1 d1sllntos Es ev1dente el gran parec1do en la fNma de las ecs 2 19 y 2 2 1, J.t 
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d1ferencaa estnba en que [
1 

se valua a partir de una muestra de la vanable alea tona X, y 

P x<x> es la d1stnbuc1on de probabilidades que la dcfme Cuando el total de observaciones 

es grande, x tcndra un valor ccrc •no a mx, ya que se puede demostrar que conformen 

aumenta,/
1

llcnde a la probabilidad de que ocurra el valor x1. Fn general,xse toma como 

una estimac16n de mx. 

Ejemplo 

S1 la dPns1dad de probabilidades de la vanable aleatona X correSJ)(JJI 

d1ente a los errores en una mvelac16n es la de la segunda columna de la SigUiente tabla, la 
med1a de d1cha vanable resulta ser 4 167 m1cras Los cálculos correspond 1entes se locahun 

en la tercera col u m na 

x
1

, en m1cras p x <x,) x, Px (x, ), en m1cras 

o 6/60 o 
1 000 2/60 2 000/60 

2 000 4/60 8 000/60 

3 000 8/60 24 000/60 

4000 13/60 52 000/60 

5 000 12/60 60 000/60 

6000 7/60 42 000/60 

7 000 4/60 28 000/60 

8 000 2/60 16 000/60 

9 000 2/60 18 000/60 

TOTAL m x= 250 000/60 = 4 167 m ~eras 

Una med1da muy común de la dispersiÓn de los valores que puede 

asumir una vanable alea tona es la var~anc1a, la cual se denota como s'x o Var (X), definl6n

dote para una vanable alea tona dISCreta, como 

y para una contmua 

S' = Var [XJ = X 
••N 

E (x, - mx>' Px (x,) 
1. 1 

~ = Var [X)= J~ (x- mx>' fx (x) dx 
-~ 

(2.22) 

(2 23) 

• 

• 

• 
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Se puede realizar un ra1onanuento parecido al del caso de la esperan7J 

de X pan mostnr la seme¡anza de las ecs 2 22 y 2 23 

Por defmtctón, la desv1ac1ón estándar, S1 , de la vanable aleatona X, 

el iplal a la níz cuadrada de la vanancta, y el coeficiente de vanaclón es 

1 •x = s,tm,] (2 24) 

En la sigUiente tabla se calcula la vanancta de la vanable aleatona, 

cuya densKia!,l de probabilidades se presento en el e¡emplo antenor 

x 1 - m,. 
p x (x,) 

(x1 -m,l'Px (x1), 

en micras en m1cras2 

-4 167 6/60 1 740 000 

-3 167 2/60 333 000 

-2 167 4/60 313 000 

-1 167 8/60 181 000 

- 167 13/60 6 000 

833 12/60 139 000 

1 833 7/60 390 000 

2 833 4/60 531 000 

3 833 2/60 487 000 

4 833 2/60 687 000 

l 
TOTAL 4 798 000 mtcras2 = S1 

La deavtactón estándar y el coefictente de vanación son, respechvamente 

SX ~ J4 798 000 = 2 200 mtcras, Y Vx = Sxfmx 2 200 = o 528 
= 4 167 

La esperanza de una functón g(X), de la vanable aleatona contmua, X, 
a, por defimctón 

-
E[g(X})= J g(x){

1
(x)dx --

o para una vanable aleatona discreta -r--------t 
1•/V 

I: g(x1) Px (x1) 
1 • 1 

E [g (X} 1 = 

(2.25) 

(2 26) 



En particular, SI g (X) = X, se llene 

·' 
E(XJ = j"" x fx (x) dx --

que es la esperanza o med1a de X 

S1 g (X) = (X - m xl' , entonces 

que es la vananc1a de X 

~ 

E [(X- mxJ' J = ( (x -mx)' fx (x)dx .; __ 

La esperanza de g (X)= x' es 

"" 
E[X'J = j x' fx (x) dx 

"" 
y se denomma valor medto euadratteo 

1 c&3 L 

(2.27) 

Se puede demostrar que la esperanza, la vanancJa y el valor med10 

cuadratJco no son mdepend1entes, y que conoc1endo dos de ellos es factible calcular el 

tercero La relac16n entre estos parametros es 

l ~ = E [X'J - (E [XJJ'T (2 28) 

La med1a y la vananc1a JUegan el m1smo papel para las dlstnbuc¡ones 

de probabthdades que el centrOJde y el momento de merc1a para las d1stnbuc1ones de masa. 

Al respecto, considérese una barra de masa untlarta, con denSidad de masa vanable {masa 
por umdad de longitUd) p (x), KlentiCa a una densidad de probabilidades r X ()e) La 
dJslanc1a, x, , del ongen al centro1de de 1.1 barra se calcula mediante una ecuac1on smular 

a la 2 20. El momento de merc1a respecto al centr01de, se obtiene usando una ecuac16n 
semejante a la 2 28 para el calculo de la vananc1a de X 

Entre 1,,. prop1cdJdc' de IJ c•per,1nza de g(X) se cucnto~n lo~s SlgUICili•'S 

1 ' S1 g(X) = constante = e 
¿r 

"" 
E (e]= e J fx (x) dx = e --
Var (e) = O 

• 

• 

• 
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2. S1 g(X) = ex 

.. 
E(ex]=J xfx(Ji.)dx•eE(X] 

-oo 

Var [eX] = e2 Var [X] 

3 S1 g (X) = a + b x 

. .. .. 
E[a+bx]=aj fx(x)dx+bj xfx(x)dxma+bE[X] 

-oo -• 

Var (a + ox] = b2 Var [X] 

4. S1 g (X) = g 1 (X) + g 2 (X) 

.. 00 

E[g1(X)+g2(X)J=j g1(x)fx(x)dx+j g2(x)fx(x)dx - --
S E [X+ Y)= E [X]+ E (Y] 

Var [X+ Y]= Var [X] + Var (Y], s1 X y Y son estadísticamente 1ndepen-
d1entes. 

2.7 D11tr1bucionn particulares 

2.7.1 Dmribua6n bmom1al o de Bernoulh 

La drstnbuc1ón bmom1al es una de las mis útiles para vanables a'lea

torias d1scretas, y corresponde a un expenmento en el que solo hay dos resultados·pos¡bles. 

Sea p la probabl11dad de ocurrencia (~x1to) de un evento, y q - 1 - p la 

de que este no ocurra (fracaso) en una reahzac16n de un expenmento. S1 X es una varl&ble 

aleatoria que corresponde al número de éxttos en 11 mtentos mdepend1entes, se puede 

demostrar que X tiene diSmbueión bmomllll. es deCir, que su densidad de probabtlld'ades es 

(2 29) 



f7if7 
donde (; ) denota el número de combmac10nes de n elementos tomados de x en x, 

y se calcula con la expres1ón 

(;)= n' 
(2.30) 

x' (n - x)' 

Se puede demostrar que la esperanza y la vananc1a para esta d1stnbu-

- E [X] = np 

Ejemplo 

S1 se lanza al a1re se1s veces una moneda homogenea, 

a) ~Cuál es la probab1hdad de obtener dos "caras"? 

b) ~Cuál es la probab1hJad de obtener por lo menos cuatro "caras" (X;;. 4)? 

a) Puesto que la moneda es homogénea se t1ene p = 1/2 y q = 1 - 1/2 = 1/2, donde p es 

la probabilidad de observar "~ra" en un lanzamiento Por tanto 

(
6) 61 15 P[X• 2) = fx (2)= (1/2)' (1/2) .. 2 =- (1/2)' =-
2 21 4' 64 

E [X] = np = 6 (1/2) = 3 

Var[X] = npq = 6 (1/2) ( 1/2) = 3/2 

b) Para que se cumpla X ;;. 4 en se1s lanzamientos, se neceSita que se observen 4, S o 6 

caras. Puesto que estos tres eventos son mutuamente excluSivos, se !lene 

P(X;;. 4)= fx (4) + fx (S)+ fx (6) 

Calculando los tres sumandos como en la pregunta antenor, resulta 

6' 6' ó' IS 
P(X;;. 4]• (1/2)4 (1/2)'"4 + -- (1/2)' (1/2)'''+- (1/2)' (1/2)'''= -+ 

4' 2' 51 1' 61 0' 64 

6 1 11 
+-+--=--

64 64 32 

• 

• 

• 
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2.7 2 0 IStrlbUCIÓn de Po1sson 
....¡¡¡~, 

Una d1stnbuc1ón de probabilidades para una vanable aleatona diSCreta, 

X, de la forma 

.,-------r-
fx (x) = , X = 0, 1, 2, 

1 
(2.J2) 

•• • 
se llama distrtbuclóa de Poissoa, en la ec 2 J2, A es una constante Se puede demostrar 

que la med1a y la vananc1a para esta d1stnbuc1ón quedan dadas por 

E¡x¡ = A 

(2 JJ) 

Var(X] = A 

E,emplo 

S1 la probabilidad de que falle una vanlla de acero al aplicarle una 

ntJ.dQ fuerza de tenSIÓn es de 0.001, ~Cual es la probabilidad de que de 2 000 vanllas probadas 

fallen a) tres, b) más de dos, SI se supone que la~ de las vanllas tiene una d1str¡. 

buc16n de Pmsson con A =2000A0•001:2 ~ 6 
A• ,-A 

a) P[X = J) a 
JI 

23 e..., 
o 18 P[X = J) = = JI 

b) P[X > 2) • 1 -P[Xc; 2] = 1 -Fx (2)= 1 -{r[X= O)+ 

} 
2° e"' 2' e"" 

+ P[X= 1] + P[X= 2] = 1--- --.,..;_ 
O' 1' 

1 = 1--,. 5 
= 1 - ?" = o J2J 

-

Es poSible demostrar que la d1stnbuc16n de Pmsson puede emplearse 
como una aproxunac1ón de la de Bernoulh cuando a es grande y p peque/la, pero de tal 

manera que apq >> 1, tomando A = ap Al respecto, s1 a = 20 y p = 0.05, entonces 

apq vale 0.95, Y aun cuando no cumple con la últ1ma cond1c1on, el error que se llene al 

usar d1cha aprox1mac•6n es menor de 3 por c1ento para valores de X menores de J, aun 

cuando npq es caSI uno, para X = 4 y X = 5 los errores respectivos son 1 S y 41 por 
Ciento 

• 

• 

• 
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vtJ~/fa. a la. iz. p.vlerdA.. '/,.., ~na QVCnJ· .. 

da. 1 .so'/o h~..J ca~~c.lclael ¡>ora.. 3 ~tiT~J 
CfJh?() ;n;l~~·n?fJ e.¡~eretnc/o /A ~/e,c.-Jn:l., 
/uml nolet ole/ .se,.,á .,té ro. ~n 11 n eJ;-0e/lD 
esht.t!h;~·e-() e/el ?'r.:fn.11·to en ere /e;ye,r 
se ~nc,tJI'I-1-rr/' ~ve e, cat:/4 e~·e/D del 
..re~-'-h,.o Aa~ en ~n:J,-nee//o 6 C!vhJ 
~ut! van « t:lle~r vvelfa. ieu~l /e.r le 
pn6a6;/,·daá de ¡ve en fin e.lc::/o o'.:t/ 
J'ernd'-hro /on?ReltJ &~/tizar .re C<JnJel'r/tt. 
?? e ~/ frlll';,.ritc _/.)_~r é')(e e#erse la co_p 2. 
cid~tJI t:!"e/ Ct:lrri 1 ? P [>< > 3J =? 

~· ~=- zX'>3}) A ~i )( ~'3} 
1 "P(A)= 1- 'P(A) :. P(A)= 1- P(Á). >.:" 
~ !?1 K=3 x= 3 -~ 1" 

P(A);P[X ;3~= ~ {. (x)= ~ e 6 

P(~' ·"(. 6 1. , 3 x=o ~ fc-0 "! 
11 J = e 1+ '+ z.,.-¡-)= t;,¡ e .;0·152 

P( A):: P[ )( > ~] = ,_ O·ll"Z:: 0.148 

• 

• 

• 
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R~l__c.:_0 P~Zt:Jceso De- p:;~JJ¿)A/ .. / G9 1117 
~ff'~~ Con óQ..re en /a... c/¡.rrr/óv~ /tf, de
ti~-"-} ;Da/.¡1",-, se. bt~eo'e dedv·cll· .. 9t.Je. 
·<Qc- ,_¡.,y / Ji' 1 

YIJ~~~~~:~~~;!,: 1~ d,¡J-,tr/6 ue/D" a~ /n:lu:L/Ji//o'e..des 
-·-·-·-· c:le/ l?flmt!ro ele tf'JCCJ,..I"'enc/.-.r et't! u~ 

elltn'to clvrante 'UI? ¡:>er/ot:lo 't ~ueda. d~ 
l'fJI"' 

-1 (Jt) = P[ X~ X en c;n la.¡uo t] 
(At)y_ eAt f (X) : j; )! ~ ~ ~ Z1 .. • X ~t 

• 

t:t()ntle .A::. 11Jmero m et:l/o ol-e tJ cf.lrre~ele~.s 
}~r t.~nidR-d ele t/e~o . .ParA ~ 1.1t. er"/l:l.._ 
c/¡'¡fr/ .6t.~cl/J~ .se ~~'ll~v~ .r<. rep.vl e,.e 9t~~Z-

.Íec.det ~e~ -~ e/8$' ~llenf~~ xcur= e '";;1o/' tJer~rret. v-~ n?anerA.. 
in~e¡;,#nelienle d'e. A:ts ~c:~t~rrenela..r ¡revit:u 
.J!} v-e, '- .fta... cons,J-ante. 

C)eMplo r- En ~.Jnt:t cenlrA/ ele ~lnt~l?h:ae/o.I'I~.S 
se ~·ene PhA tr/en?t:~nriA.. n?eella. e::J'el .re;-(//clo 

d~ 1' cad'a.. minf.IID. Cale~t~lt:~r IA-I_rt:J64.6í /,· .. 
dett:/ t:fe Q ~~ en 2. h11nt1"/rU I?D .re ..11)// c/'fe, 
el J t',.ll¡ e i (). ( ).é )o _,,_ -1(, 

~::IJ t;:2.} fxto)=P[x;P)= e :e 
01 

/kle nui'.J' : :: (). ()()() 1) (/ • 
~ /,te_,, 
xf 1 ): - . = p.pQP6tl j P[x >a:: 1- {O·~OMI}. + P·tJfi!,t__~) 

= (). 991 sz ~ 
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2.7 .3 01Str1buc16n umforme Ud 
Se d1ce que una vanable aleatona contmua, X, llene distribuciÓn 

umformt entre X • a y X = b (b > a) s1 

fx(x) = constante = b _ a (2 34) 

lo que sJgmfica que la probab1hdad de obtener un valor entre x y x + dx es la m1sma 

para cualqwer x comprendida entre a y b. La gráfica de d1cha d1stnbuc16n se presenta 

en la fi¡ 12. 

fxfxJ 

. . /J X 

F¡g 12. Distribución uniforme de una variable aleatoFia continua 

La esperanza y la vananc1a de la d1Stribuc16n umforme se calculan de 
la s¡gu1ente manera 

b 1 x 2 b b2 -ti' 
E [X) ~ f x - dx = [ J • • (b + 11)/2 

• b - a 2 (b - a) • 2 (b - a) 
(2.3S) 

• 

• 

• 
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b 

Yor[t.J: J (x- E[)(J)1. 
1 

1
6 2. 

Jx:: ?t dr. • ·r 

t ,_ , ' 
' 1 / 
~~-

A. a, b-et. 

6 1 6 
+ j {E[x]) Jx - J 3.~ é [x] J,_ 

h-R 4 - A. 
6-a. 

[ x• b [ (E [XJ)
1 

x r -[ 2 E [XJ 
x' b - 3 (b- a)]/ --r]. = b-a • b-a 

b3 - a3 (b - a)1 

- + (E [XJ)1 
- E[XJ (b + a) = (2 36) 

3 (b - a) 12 

2.7.4 01stnbuc1ón normal 

Una de las d1stnbuc10nes de varJ.ables aJeatonas contmuas más útil es 

la distribución normal o de Gauss, definida por la ecuaCIÓn 

a rp e· (x - JL)
2 /2a

2 
f x (x) = --'--

X V .<1< X 

donde p. = E ¡X) y ax = y'Var[xj' 

S1 se hace la transformación 

• S z = <x- p)/ox -f 
entonces la ec 2.37 se reduce a la llamada forma estandtu, cuya ecuacJÓII es 

1 -z• /2 ) -e 1 z (z: = .¡y;-' 

(2.37) 

(2 38) 

(2.39) 

En •te caso, Z t1ene d1Stnbuc16n normal con mediB Jgual a cero y vananc1a ~CUal a 

/ 



Ex1sten tablas para calcular las probab1hdades de una vanable ~:.OCiada 
a una d11tribuc16n normal esllindar, semejantes a la tabla S En la fig 13 se mu~Sira la 

forma.de campana de esta d1stnbuc1ón, observándose la s1metria respecto a Z = E [Z) = O. 

lzfz) 

Area =68.27 'Y. 

Area = l3 59 'Y. 

Area=2.14 'Y. 

====~~==_j2~---J~~~~~~UlliWW~~Si~~~~z 
1 = Area=95.45 '11. 

1- • 
Area = 99. 73 "• -

F1111J. Dlstrlbucl6n normal de una varwble aleatorw contmua 

Ejemplo 

Al probarse a compreSión s1mple tremta c1hndros de concreto, se 
obtuv1eron resultados con un promed1o antméllco de 240 ks/cm• y una desv~&ciÓn ea
láular de 30 k¡/cm2• 

a) ,Cuall es la probab1bdad de que otro c1hndro tomado al azar re&lsta menos 
de 240 k¡/cm• 7 

b) ,Cuál es la probab1hdad de que res1sta más de 330 ks/cm•' 

e) ¿Cuál es la probab1hdad de que su res1stenc1a esté en el mtervalo de 210 a 
240 ks/cm2 ? 

Supón¡ue que la diStribución de probab1bdades es normal. 

a) Para emplear las tablas de d15tr1bUc1ón normal es necesano estandanzar la 
vanable X medi&Rte la transformación md1cada en la ec 2.38. 

• 

• 

• 
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TABLA 5. AREAS BAJO LA CURVA NORMAL 

ESTANDAR ENTRE O Y z 

z o 1 2 3 4 5 

00 0000 0040 0080 0120 0160 0199 
o 1 0398 0438 0478 0517 0557 o 596 
02 0793 0832 0871 0910 0948 0987 
0.3 1 179 1:!17 1255 1293 1331 1368 
04 1554 1591 1628 1664 1700 1736 

05 1915 1950 1985 2019 2054 2088 
06 2258 2291 2324 2357 2389 2422 
07 2580 2612 2642 2673 2704 2734 
08 288t 2910 2939 2967 2996 3023 
09 3159 3189 3212 3238 3264 3289 

1 o 3413 3438 3461 3485 3508 3531 
1 1 3643 3665 3686 3708 3729 3749 
1.2 3849 3869 3888 3907 3925 3944 
1 3 4032 4049 4066 4082 4099 4115 
14 4192 4207 4222 4236 4251 4265 

1.5 4332 4345 4357 4370 4382 4394 
1 6 4452 4463 4474 4484 4495 4505 
1 7 4554 4564 4573 4582 4591 4599 
1 8 4641 4649 4656 4664 4671 4678 
1.9 4713 4719 4726 4732 4738 4744 

2.0 4772 4778 4783 4788 4793 4798 
2 1 4821 4826 4830 4834 4838 4842 
22 4861 4864 4868 4871 4875 4878 
23 4893 4896 4898 4901 4904 4906 
24 4918 4920 4922 4925 4927 4929 

2 5 4938 4940 4941 4943 4945 4946 
26 4953 4955 4956 4957 4959 4960 
27 4965 4966 4967 4968 4969 4970 
2.8 '4974 4975 4976 4977 4977 4978 
29 4981 4982 4982 4983 4984 4984 

30 .4987 4987 4987 4988 4988 4989 
3.1 '4990 4991 4991 4991 4992 4992 
32 4993 4993 4994 4994 4994 4994 
33 4995 .4995 4995 4996 4996 4996 
34 4997 4997 4997 4997 4997 4997 

3 5 4998 4998 4998 4998 4998 4998 
' 36 4998 4998 4999 4999 4999 4999 

37 4999 4999 4999 4999 4999 4999 
38 .4999 4999 4999 4999 4999 4999 
39 5000 5000 5000 5000 5000 5000 

,- :: 

' . ' 
il,.-¡~ 
c;c..~Iw..,¡ 

6 7 8 9 

0239 0279 0319 0359 
0636 0675 0714 0754 
1026 1064 1103 1 141 
1406 1443 1480 1517 
1772 1808 1844 1879 

2123 2157 2190 2224 
2454 2486 2518 2549 
2764 2794 2823 2852 
3051 3078 3106 3133 
3315 3340 3365 .3389 

3554 3577 3599 3621 
3770 3790 3810 3830 
3962 3980 3997 4015 
4131 4147 4162 4177 
4279 4292 4306 4319 

4406 4418 .4429 4441 
4515 .4525 .4535 4545 
4608 4616 4625 46.33 
4686 4693 4699 4706 
4750 4756 4761 4767 

4803 4808 4812 4817 
4846 4850 4854 4857 
4881 4884 .4887 4890 
4909 491 1 4913 4916 
4931 4932 4934 4936 

4948 4949 4951 4952 
4961 4962 4963 4964 
4971 4972 4973 4974 
4979 4979 4980 4981 
.4985 .491!5 4986 4986 

4989 4989 4990 4990 
4992 4992 4993 4993 
4994 4995 .4995 .4995 
4996 .4996 4996 4997 
4997 .4997 .4997 4998 

4998 4998 4998 4998 
4999 4999 4999 4999 
4999 4999 4999 4999 
4999 4999 4999 4999 
5000 5000 5000 5000 



S1 el promediO arllmiuco se toma como esttmactón de SJ y la desvtac1ón estándar como 

esttmactón de 11 x, para X = 240 se ttene .. 
z -

240 - 240 
~~....;;_ __ o 

30 

Recumendo a la tabla S se obtiene 

P[X < 2401 = P[Z < 0] = O.S 

o sea la probab1hdad que corresponde al área sombreada de la fag 14. 

PzfrJ 

F/6 U. Distribución normal correspond•~nte al mclso a del ejemplo 

b) El valor estandanzado de la vanable es 

z = 

por lo que 

330 - 240 

30 
= 3 

P[X > 330) a P[Z > 3) a 1-0.9987 • O 0013 

que es el 'rea sombreada de la fag 1 S. 

Flg 15. Distribución normal corr~spondlente al lncuo b del ejemplo 

• 
• 

• 

• 
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~·t 
e) Los valores estandanzados de la vanable son (fig 16) 

por lo que 

z = 1 

z = 2 

210- 240 

30 

240 - 240 

30 

=-1 

= o 

P(2l0.;; X.;; 2401 = PI- 1 .;; Z.;; 0) = O 3413 

Pz(Z) 

-- • z W#h! 
--- -¡ Zz=O Z¡-

F¡g 16 D1stnbuc¡on normal correspondiente al me ISO e del e¡emplo 

Sean X
1

, X 2, , X k, vanables alea tonas con densidades de probabi-

lidades arbitra nas cuya suma se denotará como W, es dec1r 

w = X 1 + X2 + + xk 

Es pos1b le demostrar el teorema denommado teorema dellírm te central, ............. 
cuyo enunciado md1ca que conforme aumenta el número de variables mvolucradas en la 

suma antenor (al aumentar K), la densidad de probabthdades de W tiende a ser la d1~tnbu-

c16n normal Además se puede demostrar que SI X1 , X2• . xk llenen diStribUCIÓn 
normal, entonces, ngurosamente, W también la !Jene, mdependJentemente del número de 
vanables que aparezcan en la suma 

A parhr del teorema del límite central se demuestra que la dJstnbu--c16n de Bernoulh se puede aproximar mediante la normal cuando el número de repett-
~ 

Clones del expenmento es grande (30 o mas), con lo cual se logra un ahorro considerable 



de l.tbor numénca en la solución de Jlgunos problemas Para mejorar esta aprOXInlJCion, 

conviene efectuar una corrccc1on por continUidad, la cual se JUStifica por us.tr un.1 distn

bucion contmua en vez de una discrct.l,sumando o restando, según sea el caso, O 5 al v.tlor 

de X que se use Por ejemplo, st se desea eudnttftcar la probabthdad de que de 2 000 ensa

yes se logren de 3 a 6 éxttos, los ltmttes reales que se deben usar al aphcar la dtstnbuctón 

cont'tnua son 2 5 y 6 5 

\ 

Ejemplo 

St la probablltdad de que falle una vanlla de acero al aplicarle cterta 

carga es de O 001, determinar la probal1Iltdad de que en 2 000 vanllas probadas fallen más 

de dos 

Usando la dtstnbucton de Bemoulh se obttene 

P [X > 2) = 1 - P [X.; 2) = 1 - { P [X= O] + P [X= 1] + P [X = 2ij= 

= 1-{ 
2000

' (0001)
0

(0999)
1000 + 2000

' (0001)
1

(0999)
1999 

+ 
20001 01 1 9991 JI 

+ 2 000
' (0 001 )

1 
(0 999) .... } = o 3255 

1 998 1 2' 

Los cálculos necesanos para obtener la soluc10n son bastante mas tedto~os que Jos que 

deben efectuarse aprovechando que el numero de repeticiOnes del experunento es grande, 

a fin de u!thzar la dtstnbuciOn normal En estas ctrcunstancJas, la probabtltdad de que 

X .;; 2 en el caso dtscreto, equtvale a la de que X .;; 2 5 en el contmuo, así 

" = np = 2 000 x O 00 1 = 2 

Ox = .jnpq' = .j2 000 X 0 001 X 0 999' = 1 41 

[ 
25-2] P[X.o;; 2 5] = F z.o¡; 

141 
= P¡Z.;; O 355] = 06387 

de donde 

P[X>2]= I-P[X.o;;25]= 1-06387=03613 

• 

• 

• 
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U PROBADILITY 

(al (AUBJ' (b) A'nB' 

no 2 g (A U B)' • A' n B' 

>nd B', and 1t can be scen that •t is 1dentical Wltb the ehaded reg1on o( 
f¡gure 2 9(a) 

EXERCISES 

1. A t~re manufocturer wlShee to test four d•lferent tread des1gne on three 
dúferent klnde of rood ourlaeee and at 6ve d•lferent apeedo How many 
dúfereot test runo are requ1red? 

2. An e<penmcntcr has four dúferent protect•ve coatmge to apply to both 
11des of a sheet of ateel In how many ""Y" can he coot both ••des ol the 
sheet ol ateel•l 

(a) both ••des mllSt be coated w1th tho oame matcnal, 

(h) the two Slllca can but nced not be coatcd "1tl1 the 111mo materllll, 

(e) both ••deo cannot be coated 1nth the oame matenal 

~. An e'penrncnt cons•sts ol rolbng a d1e and then 81ppmg a com 11 and only 11 
the d1e cume up 1, 3, or 5 Draw a tree dto.gram and count the number of 
posa1ble outcomcs 

(. Construct a tree dmgro.m to detcrmmr thc numbcr o( ways tha.t a com can bo 
fiJpped four t1mcs m succcsluon such h \t throughout thc senes o( fltps the 
numbcr o( hl•nds 1s a.hHl) 1 grca.tcr tla.m or equa.l to the number of kuls 

6. By eoumcrnt•ng nll po""1ble outeomcs, \"cnfy the sL•t.•ment on po.ge 8 that 
there are 21 da..tmct out.comcs af wc are mtcrc'(tcd only m knowmg how ma.ny 
of thc fh e te le' 1::.1on scL, fit ea.ch of thc thrcc dl'st.rlptaona 

O. In each ol thc follo" mg c•penmcnta dcc1de wbc~her 11 would be appropnnt.o 
to uac a &'lmplr space wb.1ch 11 6mtc, count..'lbly mfimtc, or contmuoua 

(a) Onc o' t\\ ... ¡,e vu.'C·prcsidcnta u1 to br choeen prcatdcnt ora comp.lny 
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(b) :\n f"'\JlNIIlU nt 1!'5 COOfhtllrt) to 111(' l .. UCC thc COCffiLIC t f f 
t r .. 11 U l.\lJ.!~IUQ 0 crr un rr r:J.ctor) lJra, k., 

(e) ~r(' l ... nrrml·nts or r ui1 at um 1ntrn .. ,tv :1rc m ulc \\ 1th • G•, '" e t - • ;, r Qun er 
(d) A poiiC'rm'ln m,. ,.,nr,·-c th• tlrohr,J ~"•lntt nt of .t. ,Jrn er's blr.10d 
(<:) _\ ~o.v.n h flapJ)o( •l unt1l th!: fir.::t hc.1d :lp(>(".tr! 

(f) A trnffic hUncy 1s m uic to c~t1mnte thc numl,cr of c:us m the countv 
?.lth ... ~dcctlv~ hc.J.rlhght.a 'J 

7 Among siX 3ppJ¡cants for a JOb 'Ir .\ndn \\S as m:1rned d~s not pl y "Oif 
and IS nota home O\\nrr, \Ir B ulr,; 1, sm;;'e, diX's noÍ pl.t.y golf, n~d ~s ~ 
homc ~\\ ncr, :\Ir Chrk 1! mo.rned, pl..ljs goH, anriiH a home on ncr 'Ir Dodds 
LS amg e, pl.a.)S golf, and 1!1 nota. borne 0\\ncr, 'Ir Ednnrd:; 13 m':lrncd d()('s 
no~ pln.) golf, o.nd IS n home O\\ ncr, and :\Ir Fa\. ~~ sm;;le, pl:lj .s golf, ~nd LS 
: omc 0\\ncr Onc o( thcsc o.pphcants IS to ;;ct thc JOb 'lnd the e\ent that 
·~~Job IS glven to "'golf phycr, for C'<!lmple, ~~ dcnot~U {Ciar~, Dodds Fox' 

acate m a !Umll.:~.r manncr scts dcnotmg thc cvents that. ' 1 

(a) the po.~ntton 1s gtvcn toa homc owncr 
• 

(b) the poslllon IS glvcn too m"ncd golf player, 

(e) tbe poSIIIOn IS gl\Cn !o on unm,ncd pcrson nb t b 
.. o LS no a ome ot'!ncr 

(d) the poslllon lS 1;1\CD to"' m~m l\bo ISClthcr marncd ora sm~lc goU pla)cr, 

8 Rcfcrnng to E~crctse 7, md1cate 

(a) tbe eomplemcnt of thc sct glVeo 10 pnrt (a), 

(b) the uo1oo of the seto ol pnrts (o) and (b), 

(e) the mt.erscetlon of the seto of p>rts (a) nnd (d), 
(d) the mt.ersccllon of the aets of ports (b) snd (e). 

9 A ma.nufa.rturcr buys p3rt.s from four dJffcrcnt vendors numbertd 1 
and 4 Refcmng to ordcrs placed on t\\O succcsS!\e do¡-. (1 4) deno~ ~h3, 
~vcnt th!Lt on thc first d.:~.y thc ordcr "n.s gl\ en to 'cndor i. n.nd on the sc:o ~ 

"'Y Jt l\3!1 gl,cn to \Cndor 4 Lcttmg 4. rC'prcscnt the <"H'nt th'\t \Cntlo; 1 
gct.s nt ~.tone of thC'sc two ordtrs, 8 the e,cnt th,t thc !:lme \Cndor ets 
botb ordcrs, ond C the event tlut \cndors 1 ond 3 do not t th gd 
bst the elefuents of gc ca cr or er, 

(a) the cnt~re s:tmplc spoce, 
(b) A, 

(e) B, 

(dl e, 
10 Use Venn d1'\gr1.1ns to \crtry th1.t 

(a} (A n B)' • A' U B' • 
(b) AU(A()B) • A, 

• 

(e) A' 

co Bu e, 
(g)A()B, 

<hl .... n c. 

• 

14 rnODAIIILITT 

(r) < t n ti) u ( 1 n n'1 • t, 
<J> ' u 11 = < 1 n 11> u 1 t n IJ") u (A n BJ, 
(r1 ·1 U (R () C) = (,1 U B) n (A U C) 

2.3 Prob.billtJ 

CllAP 2 

In tlus scchon "e sh~ll define prohnb1hty u<iug the 
conrrpt of a ,..¡ Juncl10n, :m add•l•vc acl funcl•on to be e.'act. Smcc the 
rrndrr 1s p1 obnhly most failllhar \Hth funct1ons for wluch the elemenl.s of 
thc donnm and the mnge are numbcrs, let us first cons•der a very s1mple 
e'nmplc "hrrc the clements of thc doma m are seta wh1le !he elements oC 
\he rnnge are rcnl numbcrs In other words, "e shall study a funetmn, a 
corrcspondcnce, "luch ass1gns rcnl numbcrs to the subsel.s of a g1ven set 
(lo thc subsets of a sample spnce 1f "e are con cerned w1th thc out.comes of 
a gn en ewcnmcnt) The sct funchon wh1ch "e shnll cons1der 1s the one 
"h1ch ass1gns to cnch suhsct A of a g1ven fimte sct Lhe numbcr of elcmcnU 
m A, wntt.en N(A) Suppose, then, thnt a company has 50 cmployecs who 
are classllied accordmg to thcrr m:mtal status (mnmcd JI[ and not mar
ncd M') and accordmg to wbether they are collcgc graduatcs or not 
(G or G'). The dLStnbut10n of these 50 employecs among the vanous cate
genes 18 as shown in the Venn wagra.m of Figure 2 10 and, U81Dg thia 

15 

L---------------------~s 
no 2 10 DIBlnbullon or elemeota ID. S 

d1agrnm, wc can now detcrmme lhe value li'(A) for nny one uf thc 16 sub
sets (cat.cgoncs) mto "luch !he cmployccs can ue rh,s•ficd (ln ExcrCise 1 
on page 22 Lhe renden\111 be ns!..cd to vcnfy th •t lk1c nn', ""lcrd, 16 sub
sets mcludtng thc set S of nll 50 employcc< .1.10 Lhc '""' "' -<'1 f2J) The 
numbcrs m l~'1gure 2 10 are t.hc uumber of m:llJIU.l cmp1o) ce::, \\ l1o are noL 
collcge gradunks, tho numLcr of mamcd cmployccs "ho are college 
graduatcs, the number of unmamecl cmployccs who are c.e grnduatea, J 
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It 1s m•tructhc to note l11at 1f \\C had made thc m•stal.c of u•mg the 
•p<u,lla\\ oC odd1110nlD tlus c'"mplc, \\C \\Ould ha, e gollcn thc ab•urd 
result that thc desll"oo probab1hty cquals 1.400. 

EXERCISES 

1 L!st !he 16 oubscts mi<> l\blcb the 50 emplo~CCI of thc CX>rnple 00 pa¡e t¡ 
can bo cbaamed. 

2 Refcrrmg to Figure 2 10, find 

(s) N (M U Q'), 

(b) N(Jf' U Q), 

(e) N[(M () Q)']. 

3 Among 100 cngmeenng studcnta 15 are stud~'ng to be cbemicol enginee:o, 
60 are undergrodu.stes, and 5 are undergradustes study¡ng to be cbem~cal 
engmeera. How many of tbeoe otudenUI 

(a) are not stud~ me to be ebeiDlcal engb>een, 

(b) are not undergraduata, 

(e) are stud~'"' to be cbemicsl engmeero, are undergradu.ateo, or both, 
(d) are undergradu.stes not alud~ mg to be ehem1col engincen, 

(e) are nonundergradu.stcs otu~ng to be ehemieal en¡meen, 

(1) are nonundergradu.stcs not study¡ng to be cbemJeal engineen. 

4 A deoler'a otock of 75 csra meludea cara •nth poMr steermg (A), comp&CW 
(B), and cars v.1tb automat•e traosml6Sions (C). Usmg the mformation givaa 
10 Figure 2 12, find 
¡a) N(A), 

(b) N(B), 

(e) N(C), 

(d) N(A () 8), 

(e) N(A () C), 

(1) N(A () B () C), 

(g) N(A U 8), 

(h) N(B U C), 

(1) N(A' U B' U C), 

(¡) N[B () (A U C)). 

5 .An cxpcr1ment has e..uctJy four d1slloct outcomcs A, B, C, and D Check 
v.hctl.acr tiJoC follo,, m: a~r..,gnmcnt.s of probabt.htJcs are pen:ni&!J.Dle: 

(a) P( 4) - O 3G, P(B) • O 18, P(C) • O 21, P(D) • O 25, 

(t,) P(.4) • O 2a, P(IJJ • O 35, P(C) • O 18, P(D) • O 15, 

(t) P(A) • O 42, P(B) - O 17, P(C) • -0 OS, P(D) -O 49, 

(dJ P(A) • 17/80, P(B) • 11/40, P(C) • 1/2, P(D) • 1/80. 

G Refcmng to ti•• &:lmple spsce I!luolrated 10 Figure 2 5, denote by (i, j) tbe 
outcome tl1at there :u-e s dcfectJ\'e comJx.tncnt.s JD thc fir)it suba.~scmbly a.od 
; delcctlve componentsm the occond oubasscmbly (•- O, 1, 2, 3, 4,; - 0,1, 

• •Ec 21 

2, 3) A .. •ummg thot the proh>ht~ty of outcome (0, O)" 1/2 and tl•e proba
bJhtJC'B of thc rcm31111n1; OUhOITIC'S are ln\C'r&"Jy proporbon 11 to 1 + J, the 
lohl numb<'r of dclecll\e romponcnts tn the \\hole o•>'unbly, find tbe 
prohob1hty of cach out<ome 10 tbe &Omple opaco. 

7 Rcfcrrmg to the rcsults or E.\Crrl6C 6, lind the rono" mg pro~bn.u..: 

{a) the first subosscmbly boa at most one defccUve component, 

(b) the second subasscmbly boa nt least two defect" e eompooent.o, 

{e) tbc cntll"e oSS<'mbly hos'ot most one defectivo componeut, 

{d) tbe occond sub:tsscmbly bsa more defeetl\ e componenUI than the fird 
llllbaaoem'bl7. 

8 In tbc exomple on pago 18tl wos a!!SU!Iled that each of tbe 50 employeea had 
tbe &Ome chonce of bctng dccted to a bbor-managcment comJDJttee. 11, 
motead, a collcgc graduate boa l\\'ICO the probablloty of bem¡ cleeted Ü a 
non-eollege graduate, find (a) P(M), (b) P(G), (e) P(M () Q), and (d) 
P(MUQ). . 

9. Referrmg to tbe table on pa¡e 18, find 

(a) P(J'~, (d) P(Ps () As), 

(b) P(P~, (e) P(Ps U As), 

(e) P(A~, (1) P(Pa U A a). 

e 
L---------------------~$ 

J-10 2 J2 E,.ercwe 4 

10 Wh.t •• tl•c prob.•b•hty of rulhng (o) 7 (b) 11, (e) 7 or 11, (d) 2 or 3 or 12, 
.. ,u, a pa1r ul L•l.mced du:ef 

11 \\1,nt •• the prub:~L1hl~ of dr"\\mg (n) a Lbcl quccn, (b) a red eard, {e) 5, 
6, or 7, (d) A blatk oce orA red Lmg, from a \\cll-shuffit-d bl:mdard dcck or 52 
plsymc carda? 

l 
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12 \ loltcr) ""lis ti<l.ots numb<'rod lrom 1 to 10 000 Whot,. tbe probobwty 
th:~.t the numbcr dr:J.'\\"D lS dn 1~1ble by 20! ' 

13 R<'frrrnJG: to L-..:rr("J~ 4, ~uppo..-.c thJ.t onr or the rns on thc dralrr's lot W'U 

d1.m t:;rd ID :l \\lndstorm A5:sum1n.; rq.u.1l prob.IblialJlS, fi.uc.l the probabahty 
tha\ 

(a) the domogcd e>r is s compsd 

(b) tll<' Jom,¡¡od ror IC~s po" cr oteormc 

(e) tlJO domogcd <'11r lB • rompsct \\lthout automatie transmi&sion 

(d) the domogcd rar •• nota compact but has on automatJe transmuwon and 
po.., er 5teerm¡ 

H !~i and B are mutu:illy "'riUSJ\e evento, P(.!) - O 20, and P(B) _ 0.55, 

(a) P(A '), (e) P(A n B), 

(b) P(A U B), (d) P(A' n B'). 

15 G1ven P(A) - O 30, P(B) - O 78, and P( •• n B) - O 18, find 
(a) P(A U B), (e) P(A' U B'), 

(bJ P(A n B'), (d) P(A' n B). 

16 The probsbú1t) that at 1east one o! three evento A, B, and e wt11 occur ia 
gnm by 

P( •• U B U C) - P(.!) + P(B) + P\C) - P( •• n B) - P(A n C) 

. - P(B n C) + P(A n B n C) 

Ver>ly tb1s lonnula 111th the probob1ht1co sho"n m Figure 218. 

~------------------_jS 
na 2 13 r:,.crLJ&e 16 

• • 
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17 J n rontrolhng thc qu,hly o! m,.~producocl ¡¡Io.,.lmrl.s, tho probob1hly that 
an lll"]K"t tor "111 .:.<tune \\hu l1 ao:; t r.11 krcl Js O 0025, thc JlruiJ IIH)Jl} lh.t.t he 

\\Jll gt tune \\Jth ur huhlJhs 16 000:!0, llu• proho~lnhty tlu:~t ]¡e \\di gt-t. one 
\\lth da~w)orttiOil IN 0 rm0, thr pruh.1luiJh th.at }¡C" \\111 J,:rt Ol1e \\}¡H;h ha1 
au :ur LuLblc auclJb U.JLkcc.lJs OOOOG, thr prnll.lL1ht.y tl11t he "'lit gct. one 
\\hllh 16 uo~t krd o~nc.l dJ~c:olorcc.lJsO 0005, tl.c- prohaL1ht.y th.at he \\111 ¡;ct one 
"hu h h.11 a>r bul.Jhlcs ond 1S d1srolorod 11 O 0004, und the probahú1ty that he 
"1!1 get s glsss l.Jnrk "1th oll throc o! tbrse unpcrfcetJons JS O 0001 "ñd ia 
the probab1ht) th"t be "111 get a glass brh.k "1tb at lent one of tbcse UD

pcrfeebonaT 

18 Sbow that (a) P(.!) ~ P(A n B), and (b) P(A) S P( •• U B) [llint: 
lleler to parts (e) and (d) o! E.\crusc 10 on page 14.] 

19 G1ven that A, B, ande are mutual!) oxrlume e-enta, e;q>lain wby eacb ol 
tbc follo\\ m¡ 15 nota pcrmwnble MSI¡¡nmcnt o! probabU1tier. · · 

(a) P(A) - O '• P(B) - O 4, P(A U C) - O 2, 

(b) P(A) - O 7, P(B) - O 1, P(B n C) - 0.3, 

(e) P(A) - O 6, P(A n B') - Ó.6. ' 

z.s Condltlonot Probobllltr 

As \\e hn' e dcfincd probabíhty, 1t ís mcaníngful to ask 
lor the probnb1hty o! an event only ú we refer to a gl\ en >ample Ep&Ct! S. 
To a>k !or the probabu1ty that an engmecr has a salary o! SIO,OOO or more 
ts mearunglcss uuless "e spec1!y "hether "'e are re!ernn¡¡ to tbe en tire 
t:mted States, a particular mdustry, a given plant, ele., and unless "''e 

specúy bow t.he selechon IS t.o be made. Thua, wben "'e use the symbol 
P(A) !or t.he probab1hty o! A, \\e really mean t.he probab1hty of A gü>m 
aome oampu I)JQU S Smce tbe cho1ce of S 18 by no means al" ays e,;dent, 
and smce tbere are problems m wh1ch we are mterested m the probabilitlea 
o! A w1tb respect t.o more sample spaccs tban one, the notahon P(A 1 S) 
1s used to make 1t clear tbat we are re!errmg t.o the pnrt1rular sample 
space S. We r(..,.d P(A 1 S) ns "tbe cond•honal probabahly of •• relauve 
toS" and every probnbllaty 1s, tbus, a cond1honal probabwty . Of course, 
we use tbe SJmphficd notaban P(A) \\bCDe\er the chmce o! S 15 clearly 
underst.ood. 

To J!lustrate sorne o! the 1dcas connectcd "íU> cond1honal probab1lltíes, 
Jet us ag:un conSJder tbe sct o! 50 pcrsons among "hom sorne are msmed 
and sorne are collcgc graduales as shO\\D m F1gurc 2 10 As>ummg equal 
probabwucs, "e saw on pnge 1 !J that tbc probab1hty tbat a collogc graduate 
IS elect.ed t.o tbe labor·manngcmcnt cmrumttee 1s P(G) - 3/10, let us now • 
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Probabilidad condicional 
e indep andancia 

PROBABILIDAD CO:\OICIONAL 

Sea E un ~vento arbotrano de un espdcoo muestro! S con P(E)> O lo probdbolod~d de '!ue-un evcn· 
toA suceda un• vel que E h•ya sucedodo o. en otros palabras, la probabtlldod condtcoonal de A dado 
E. escrito P(A 1 E), se define como sogue 

P(AIE)- P(AnE) 
- P(E) 

Como se aprecoa en el doagroma de Venn ••puesto, P(A 1 E) 
en cterto senudo mode la probabolodad relauva de A con re· 
lacaón al cspacoo reducodo E 

S 

En partocular, s1 S es un espacoo finoto equoprobable y lA 1 denota el número de elementos de un 
evento A. entonces 

P(AnE) = jAnEj 
ISI ' 

Esto es, 

y asi = jAnEI 
IEI 

T•re•a 4.1: Sea S un espac1o fin oto equoprobable con eventos A y E Entonces 

P(AIE) 
o 

P(AIEj 

número de elementos de A n E = 
numero de elementos de E 

= número de maneras en ql!,e A y E pueden suceder 
numero de maneru en que Epuedes¡¡ccder 

E¡naplo 4.1. Sea el caso de lanzar un par de dados comentes Slla1uma cs6, hallar la probabilidad de que uno de loa 
dados sea 2 En ouu pMiabra. SI 

E = {suma es 6) = {(1, &), (2, 4), (1, a), (4, 2), (5,1)} 

y A = {un 2 a por- pllr to monos 11'1 un dado) 

hallar P(A 1 E) 
Ahora E consta de cmco elementos y dos de ellos. (2, 4) 'J {"'.. l), pert~ a A A n E - 1(2. •\ 

(4, 2)! Entonces J'(A 1 E) • i 
Por otra parte, puesto que A consta de nueve clcmenu.s. 

A=~Q.~~~~.~~~~~~~~~~~~~~~~ 

y S consta de 36 elementos, I'(A) • Ü 

Ejtw~plv .Cl: Un hc1mhre "'"''11 u un m.llrtmon¡o que llene do, h1J1,• Uno de lot h•JOt, un nu\o, entra en la .ala H;~ll;ar 
IJ. prob.abii1J.ad f1 J~,. 4u1. el o aro !>Col tumb•cn n•no ••· (1) M: iMbc que al ulro h&JU (ll h•Ja) a menor, (u) no 1e 
11bc nado1 del otro hiJO 

EJ cspaao mueslrJ.I pan el suo de los do1 hi.JCH c1 S • 1 bb br rb.fl 1 con probablhdad t para 
cada mu~tr.:~. (Aquf la senc de 1. •• uia punto corn:spofldc a la ICI1C de naam•tot) 

(1) El ~pac1o muestra! redue~do consta de do!. elementos, 1 ~b ~ 1, o sea p • i 
(n) El eo;paao mucsrral rcdu"•do consta d: lrcs elementos, 1 hb. bt rb 1, o MI' • i 
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TEORE0\1-\ DE LA MULTIPLICACION PARA PROBABiliDAD CO;>;DJCIO:-IAL 

St muluphcumo• en cruz la ccuuctón anterior que denne la probabthdad eond.ctonal y uaamos o1 
hecho de que A n E~ En A, obtenemos Id <tgutente formula utll 

Teorema 4.2: P(E n A) = P(E) P(A 1 E) 

Este teorema puedo extend<r>e por mducctún m•tcmit&ca como Sigue· 

Corolario 4.3. Para los eventos A 1, A,, , , , A., 
P(A,nA,n nA.) 

= P(A,)P(A•I A,)P(Aol A,nA,) · · ·P(A.I A,nA,n · · · nA.-•) 

Ahora aplicamos el teorema antenor que es llamddo. aproptadamente, el l~or~ma d~ la mullt• 
pltcacton 

i4cmplo O. Un lote de 12 articulo$ uenc 4 dcf'--ctuosos Se toman al azar tra articulas dcllole uno tras otro Hallar 
la probab1hdad p de que todos los tres C)tén bucnot 

la probab•hdad de que el pnmcr articulo no sea dc(cctuoso es .L puealo que 8 entre los 12.,1011 
ddcct!.losos SI el pnmcro no es dcf.:ctuoso entonces la probab1hdad1~c que el prÓXImo articulo no JICII 

defectuoso es 'f¡ pu~!Sto que sol3mcnte 7 de los 11 sobrantes no son defa:1uoso' S1 kJs dos pr1m..,. u
uculos no JOn defectuosos, entonces la probabthdad de que el últtmo no sea. dc:fectuoso a ¡\ pua&o que 
solamente 6 entre los 10 que quedan no son defectuosos Asl por el teorema d~ la m~o~luphcoaón. 

n-J!..,J..,!__l( 
~ - 12 11 10 - 56 

PROCESOS ESTOCASTICOS FI:-.IITOS Y DIAGRAMAS DE ARBOL 

Una suces16n (fintta) de expcromcntos en lo> cuales cada experomento llene un número fintto de re· 
sultados con probab1hdades dadas se llama un proceso estocas11co !jimio) Una manera convcmentc de 
de>crobtr tJI proc<>O v cJicul•r Id probabthdad de un C\ento ;e obuene por el d1agranra d~ arbol como 
se tlustra en la figura stgutente, el teorema de la multtphcacJún de la secctón antcnor se usa para calcu· 
lar la probflbtltdad de que el resultado representado por una trayectoroa determmada del árbolsliCeda. 
suceda 

E¡.mplo 4.4 Tomemos las tres CaJaS stgutcntes 1 

CaJa 1 conucne 10 lAmparas de las cuales 4 son defectuosas 
CaJa 11 conttene 6 con 1 dcrectuosa 
Caja 111 contiene 8 con 3 defectuosas 

Escogemos al azar una caJa y luego sac.tmos al az:u una 16m para t.Cuil a la probab1hdad p M ~¡~e la 
lAmpara sea defectuosa? 

Aqul realizamos una scr1c de dos c'pc:nmcntos 
(t) escoger una de las tre.~ taJ&S, 

lu) escoger una lo~mp::ar3 que sc3 o dcfcctu053 (O) o rro defectuosa (N) 

El cbagama de irbolst¡ulcntc describe el proceso y dala probabilidad de CM.da rama dcllrbol 

i =: ! 

* D 

.¡ N 

i D 

.¡ N 

• 

• 

• 

• 
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S6 PROD,\RILID,\0 C.ONDICIO'II\L E INDtPt!'IDEI'oCI \ (C\P 4 

La probo~b•llc.I.Jd Ll~ que una \r.I)'CI.Iona dcterm n.1d.a i.lcl •rbol su"da. es ''-&un cltcorc.mol de 1~ rl' .. :,, 
phcac1on, el producto de J,j$ probll.b1hdadcs de cada r .1m.1 de la traycctona. o sea que la probab1hdo~d d'

~ogcr la c-ap. 1 y luego una l1mp.ua dcr~.ctuo,, es ~ •f = f¡. 
Ahora como hay tr~ traycc.tomn. mutuamente exclus¡vas que condua.n a una limpara ddcctuosa. 

J;¡ suma de las probo~b1hd3des de e:.ta) trayi..Cton.&S es la prob.lblhdad tKascada 
1 2 1 1 1 a 113 

JI = ¡¡·¡ + ¡¡·¡ + ¡•¡- 360 

EJemplo .C.!I Se lanza una moncd.1 co~rgada de modo que P(C) • i y P{S) • t SI !.ale cJra. se esco¡c al uor un 
numero de 1 a 9, s• sale sello. K escose al azar un numero de 1 a j Hallar la probab1hdad p de que se 
CSCOJI. un numero par 

El d.awama de irbol mn las probab1hdades respect1YU a. 

t 

t 

Olmrvae que la probab1hdad de escoser un numero par de t a 9 a f puesto t¡UC hay 4 pares entre 
los 9 numeras, m1cnlras que la probab1hdad de cscoscr un par de 1 a 5 a i puesto que hay 2 numero& 
para entre los S Dos de lu traycc:tonu conducen a un número par CP J SP Asf 

2412 68 
P = P(E) = i • i + i • i '" ffi 

PARTICIO:-IES Y TEOREMA DE BAYES 

Supongamos que los eventos A '· A '• , A. forman 
una part1c16n de un espac1o muestra! S, esto cs. que los cvcn· 
tos A1 son mutuamente exclus1vos y su umón es S Ahora 
sea 8 otro evento Entonces 

B = SnB = (A,uA,U· ·UA.)nB 
= (A,nB) U (A,nB) u u (A.nB) 

donde las A, n S son eventos mutuamente. cxclus1vos En 
consecuencia 

6 IO!IIbreado 

P(B) = P(A,nB) + P(A,nB) + .. · + P(A.nB) 

Luego por el teorema de la mult•phcac1on, 

P(B) = P(A,) P(B 1 A.,) + P(Aa) P(B 1 Aa) + .. · + P(A.) P(B 1 A.) 
Por otra parte. para cualqu1er 1, la probab1hdad cond1c1onal de A 1 dado S •e define por 

P(A 1 B) - P(A.,nB) 
1 

- P(B) 

(1) 

En esta ecuac1on usamos(/) para remplazar P(B) y usamos P(A1 n S) - P(A¡) P(BIAI) para rem· 
plazar P(A, n 8), obtLmendo asl e( 

Teorema de Bayes 4.4 Su pongJse que A '· A:. • A. es una parllc1ón de S y que S es cualqu1er even· 
lo Entonces para cualqu¡er 1, 

_ P(A,)P(B i A,) 
P(A,IB) - P(A 1)P(BIA1) + P(A1)P(BIA2) + · · + P(A.)P(B\A.) 
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Ejcmple <4 6 Trc<~ m.aqum:l.S A 8 y ( producen rc:spcct¡v.lmentc 50Cll )Q';i; y 20'~ del numero total de an1culos de una 
f.abnca Lo~ pon.cnl:JjC\ de dc ... pcrfc:do\ de producc•on de c:::.tas m01qu1nas son 3%, 411 y SCJ: St se sclcc::· 

\1on.a .al JLJ.r un .arlltu1
o.) h.all.ar 13 prohJb1hdad d1.. que~,.¡ JrlltJJill ~c.a dLfcc:tuoso 

Sta r el evento de que un articulo c1<> ddcctuoso Entol1cc~ qún (/) v1sto .nrJ.s. 00 , D 

P(X) = P(A) P(X 1 A) + P(B) P(X 1 8) o. 'O /A:¿:::_N 
+ P(C)P(XIC) 

• (0 50¡(003) + (0 30¡(001) .¡.(O 20){00<¡ 

- 0,037 

or,.1 -D 
.C "N s-e::.;;;::_ N 

Ob..érvco;c que t.1mbu:n podcmoo; cons•derar C'itc problema como 
un procc!>O e;,to .. J.sllCO q,u; 'l~o.nc el d1agr~mJ de .arbol lhJJURhl 

00' -D. 
e~ N 

E;~mplo 4 7 Con'i{J...r .. ,~,.IJ fJ.bnca del I!JCrlplo Jntcrtor Su¡:o~Jngas ... que"'- se•c~I..IOOa un amculo al azar~ re~uha Mr 
d~.fcctuo~o Ho~ll.1~ la probab1hdJd de que '1.':1 ,tnu:ulo fue p·oduf..Jdo por 1::1 rr.:~.qu1na ..-1 ~toes hallar 
P!AI X) 

Por cltcorcm.l de Baycs, 

P(A IXl P(A) P(X 1 A) 
= P(A)P(XIA) + P(B)P(XIB) + P(C)P(XIC) 

(0 l0)(0 03) 15 
= (O,lO)(O 03) + (0 30)(0.04) + (0,20){0.0l) = 37 

En otras palabras. dlv1d1mus la probab1hdad de la trayectona ped1di1 por la probab1hd1d del llpeclO 

mucstral rcduc1do, o sea •quenas trayectonas que conducen a un artículo dcrcc:tuOIO 

INDEPE:"oDEi'<CIA 

Se d1ce que un evento 8 es tndepend~enle de un C\cnto A SI la probab1ildad de que B suceda no 
esta mOucnc1ada porque A haya o no suced1do En otras palabras, SI la probab1hdad de 8 1guala la 
probab1hdad comhc10nal de 8 dado 4 P(Ef) - P(8 jA) Ahora sustituyendo P(B) por P(BjA) en 
el teorema de la muluphcac10n P(A n 8) = P(A) P(8 jA). obtenemos 

P(AnB) = P(A)P(B) 

Usamos la ecuac1ón antenor como nuestra defimc1on formal de mdependencm 

Definic10n: A y 8 son eventos mdepend1entes SI P(A n 8) - P(A) P(8), de otro modo son dtpcn
dlentes 

Eja.plo 4 a L6ncesc una moneda comente tres veces obtenemos el cspac10 cqu1probable 

S = {HHH, HHT, HTH, HTT, THH, THT, TTH, TTT} 
Consideremos los eventos 

A • 1 pr1mcros lanzamientos son ... aras: B • 1 SCI\Indos lanzamltn.aos son caru 1 

C - 1 cuctamcmc se lanzan dos caras seguidas: 

Claramente A y 8 son cvcn1os Independientes este hecho se _.cnrica. en SCJuiJ.a Por otra panc, la rda
aón entre A y C O 8 y C no es obv1a lns1Shmos en que A y C ~n iOdtpcnda~tnle& peto QYC • 'J C lOA 
depend1entcs T cnemos 

Entonces 

4 1 
P(A) = I'¡(HHH, HHT, HTH, HTT)) = ¡ = 2 

P(B) = P((HHH, HHT, THH, THT}) = ~ = l 
P(C) = P({HHT, THH}) = i = ~ 

P(AnB) ~ P((HHH, HHT)) = ~, P(AnC) = P((HllT}) = ~· 

P(BnC) = P((HHT, THH}) = i 

• 

• 

• 



• 

• 

• 
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En cunsccuanc'a 

P(A) P(B) 
1 1 1 P(AnB), y as1 A y 8 wn •ndcpcndu:rnu. = 2'2 = ¡ = 

PCA) P(C) ! . .!. 1 P(AnC), y as1 A y 8 .on ¡ndcpcnd.cnta. = 2 4 = i = 
P(B)P(C) !.! = 1 .. P(DnC), y oiSI 8 f C lOft dc:p.'fldlcnlCS = 2 4 8 

Frecuentcment~. r•»tul.rcmO> que do> evento' son mdepcnd1entes. o que ser~ c(Jro por lo1 nalura
le;u del e•penmento que dos eventos son 1ndepend1ente> 

[¡oaoplo 4 9 La probuoohdad de que A de en el blanco a i y la de Bes ¡ Si A y B 4JSparall. ,piil a la probabohd•d 
de que se pegue al blanco' 

s .. IJemos qlle Pl.-4) - ~ \ PI 8) - ¡ ) buSC.I'110S P( ..¡ \,) o, AJc:ontol(o :a prol".:O~llo.:!ol~ .:!~ G-= 
1 o 8 den en el bl .. nc.:~ nu depende: t4 qJe el otro de cs(O es d C\ en lo de l.j\IC A dli en el b&unoo es m de· 

pcnd•ente del CYC:n!O d= que B de en el bl.mco P(A n 8) • P(.-1) P(B) A:ol 

P(A uB) = P(A) - PoB) - P(A nD) = P(A) + P(B) - P(A) P(B) 
1 2 1 2 11 

= ¡+¡¡-¡·.¡¡ = 10 

Tres. e~entos A 8 y C son mdepend~tnUJ s1 

(1) P(A nB) = P(A)P(B), P(A nC) = P(A) P(C) y P(BnC) = P(B) P(C) 

esto es, SI los e\entos son mdepend1entes dos a dos. y 

(u) P(AnBnC) = P(A)P(B)P(C). 

El pró.,mo e¡emplo muestra que la cond1c16n (n) no se desprende de la cond1ctón (1), en otras pa
labras, tres eventos pueden ser dos a dos 1ndepcnd1entes pero no tndepcndtentes entre si 

E,e•plo 4.10 Sea el caso de lanzar un par <k monedas corncnlcs. aqul S- : H.H, HT TH, TT 1 a un apacto 
equtprobable ConiKieremos los evenlos 

A - 1 C3ras en la pr1mcra moneda 1 = {HH, BT} 
8 - 1 caras en la iC¡unda moneda 1 = {HH, TH} 
C- 1 carai en una moncd.a CXI(;tamcn1c: = {HT, ¡H} 

Entonca P(A) = P(B) = P(C) = ~ = i y 

P(AnB) = P({HH)) = ~, P(AnC) = P({HT}) = ~, P(BnC) = ({THJ) = ~ 

As( la oondt(;l6n (1) se sa11sr1cc o sea los eYCnlOI son at~~clepcnd.a~ta dos. a dol.. Sin embarao. 
Ansnc- íiJya" 

P(AnBnC) = P(íiJ) = O ,. P(A)P(B)P(C) 

En olru palabras, la cond1c16n (n) no se uusrace y por tanto los tra cwn1.01 no IOQ mdcpcndaCftta 

PRUEBAS REPETIO~S O INDEPENDIENTES 

Hemos d1scut1do prev1amcnte espac1os de probabthd•d que e•taban relac1onadoa con un e•pcn
mcnto repelido un numero linuo de veces, !JI como ellanzam1cnto de una moneda tres vece< Este con
cepto de repcllc1on se lormahla como s1gue 

Delini<10n: Sea S un e,pJCJO fm1to de probJblhdJd Por n pru~ba.• r~p~t1das o ~r~Jtpendltm ... Slg
mficamo; el c>pJCIO de probJblhdad r que consta de n-uplas o elementos de S oon la 
probab1lodJd de una n·u piJ def1mdJ como d producto de IJs probab1hdades de sus com
ponentes 

P((s, sa, . . , 1.)) = P(a,) P(ls) · • P(t.) 
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f'Je-.plo 4.11 Tres caballo:s a. h y~ corren ;untos sus probob1hdu.dcs de ,:.nJr ton rcspcalv.amcnlc i· l '1 1 En • 
o1r•• polobras ~ • 1 a b <: wn 1'\Ul • i. l'(b) • t y /'(, 1 • ¡ S. h>o cabollos oortc11 cloa ._ 
eruonces el espac.o mucsual de la:s d01 P'Uebas repclldou es 

T = {aa:, ab, ac, ba., bb, be. ca, cb, ce} 

Pof convcn1cnaa en t. no1a'-10n ~c..uh•mo5 ac en luaar de lo~ pareja orden.tdA (11., e) La probabdnlad 
.de ada ¡>liniO do T •• 

P(BG) = P(a) P(a) 1 1 1 
Ptba) 1 P(ea) 1 = 2. 2 = ¡ = ¡¡ = i2 

P(ab) P(a) P(b) 1 1 1 
P(bb) 

1 
P(eb) 1 = = 2'i = 6 = 9 = 18 

P(ae) = P(a) P(e) = !.! = 1 P(bc) = 1 P(ee) = 1 
2 6 í2 18 36 

A)l la probabtltdad de 4ue r ~.ln:: la pumer• carrcr~ y de: qu ... " ¡ancha sca:uncb es P(ca) - t, 

Desd• otro punto de 'ISla un proceso de prue· 
bas repeudas es un proce>o cslocástiCO, cuyo diagra
ma de árbol t1cne las s1gu1entes prop1edades 

(1) cada ramal llene los m1smos resuliados, (11) la 
probab1hdad es la m1sma en cada rama que conduce 
a un m1smo lindl Por ejemplo, el d1agrama de ar
bol del proceso de pruebas repetldas del expenmento 
antenor es tal como se muestra en la li¡;ura adJUnta 

Observese que cada ramal t1ene los resultados 
a. b y c. y cada rama que conduce al resultado a 
ucne probab1hdad 1. las que conducen a b llenen 
probab1hdad i y cada una de las que conducen a e 
t1cnen probab1hdad t 

Problemas resueltos 

PROBABILIDAD co;o.¡oiCIO;'IIAL EN ESP .. CIOS FI!':ITOS EQUIPROBABLES 

4.1. Se lanza un par de dddos corner.,e< Hdllar la probab1hdad p de que la suma de sus numeros sea 
10 o mdyor SI, (1) aparece un S en el pnmer dado, (11) aparece un S en uno de los dddOS por lo 
menos 

(1) S. apara:e un S en el pnmcr dado. C1UOncc\ el csp:a'-IO muc,lral reducido es 

A = ((5,1), (6, 2), (&, 8), (5, 4), (G, 5), (5, G)} 

La sum1 es 10 o mo~yor en dos ..Jc los sc1s rc:~ullados (.S,,,, (S 6} Por lo tanto p - f - ~ 

(u) S& aporcce un .S por lo menos en un d:1do, entonces el apa~;to muatral rcducuio uenc once elementos 

B=AA1L~2L~~.~~~~~~D.~~~~~~~~~ 

La suma es 10 o mayor en Ira de lo1 once resultados (S 5} (5, 6), (6, S) Por lo LIRIO p • -b 

• 

• 



• 
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4~ Se lanzan tres monedas comentes Hallar la probab1l1dad p de que sean todas caras st, (i) la prt· 
mera de las monedas es cara, (u) una de las monedas es cara 

4.3. 

El :"~:J.t..lo mu~tral ucnc ocho c.lcmcnto~ S • llloiH, HHT HTH, HTT, THH, THT. TTH, TTT 1 

(i) S1 la prrmcra monec:b es cau, d esp3oo mu~...¡lral rcduado es A • 1 HHH HHT. HTH. HTT 1 "-a1o que las 
mon~:u son tod..u caras en 1 de 4 C:l$OS p - l 

(h) S• una de las monedas es ara el cspaao mlicltral reduc1do es B • 1 HHH. HHT. HTH. HTT, THH. THT, nH 1 
Puesto que las monedu son todas caru en 1 de 7 casos p • + 

Se lanza un par de dados .comentes S1 los dos numeras que aparecen son dtrcrentcs, hallar la pro
babilidad p de que, (1) la suma sea se1s, (11) aparezca un as, (m) la suma sea menor o tgual a 4 

De las Jo maneras que se puede lanzar el par de dado! 6 contaencn numeros repeqdos ('1, t). (l, 2~ , (6, 6) All 
el esp~Clo muc\tral rcduc1do cons1ara Llc 36-6 • JO cl~nu~ntos 

(a) La )uma ó puede succd~r de~ maneras (1 l), (2 4), (4, 2) (S. 1) (No 1nchumos (3, 3) puesto que los numcros 10n 
1¡uales ) Entonces p -fa- fl 

0•) Un as puede apare<cr de 10 mane<as (l. 2), (1, l), , (1, 6) Y (2, 1), (3, 1), • (6, 1) En10ncap • ¡ • j 

Ílll) 1 ' 1 t. ••m• meaor o ••••la 4 puede suceder de 4 maneras (3, 1), (l.l), (2. 1), (1, 2) Al , •w• ¡¡ 

4.4. Se escogen al azar dos d1g1tos desde 1 hasta 9 S1 la suma es par, hallar la probabthdad p de que 
ambos numeras sean 1m pares 

La suma es par s1 los numeres son 1m pares o SISOM para Hay" pares (2, "· 6, 8), por t~~nto ha)' (:) - 6 mancru de: 
escoger dos numeras pares hay S 1m pares (l. J. S 1, 9), o sea que: hay(:) • 10 maneras de aco,_ áol numcros am· 
pares Asl hay 6 + 10 - 16 manc:ru de: esc:o¡er dos números tales que su aumaaa Plr. puato que 10 de atu maneru 
suceden cuando los dos numeras son 1m pares, p • .t¡- ¡ 

-4.5. A un hombre se reparten 4 espadas de una bara¡a comente de 52 canas St se le dan tres cartas 
mas, hallar la probab1ltdad p de que por lo menos una de las cartas adlctonales·sea tamb1cn es· 
pada 

Puesto que rec1b16 4 espadas, quedan 52-4 - 48 canas de las cuales IJ- 4 - 9 son espedas Hay (~1)-
17 296 manc:r3s en l:as que: puede rec1h1r 1rcs cartas más Puesto que: hay 48-9 - 39 anu que no son cspadu h~:~y .. 
( 1 ) - 9139 mineras en que puede rec1b1t tres cartas que no son espadu As( la probabahdad q de que no reaba espa· 

das u q - 1~::!. por lo t:lnlo p- 1-q- ~~~ 

4.6. Se reparten 13 cartas de una bara¡a comente de 52 cartas a cuatro personas que denommamos 
Norte, Sur, Este y Oesto 

(•) S1 S no llene ases. hallar la probab!hdad p de que su compañero N teaga exactamCIIte dos ases. 

(u) S1 N) S ¡untos llenen nueve corazones, hallar la probab1hdad p de que E y O tengan cada uno 
dos cor dZOnes~ ~ .... 

\1) Hay 39 ca~ as contando los 4 ase3 repan1d:as entre N E y O H1y e::) maneras de qu• N rec1ba ll de lu 39 car· 

tas Hay (1) TT1311u:as de que pueda rcc:11:i1r 2 de los cualro ucs. y <!'!> mueras de q..- puc.s. rcaWr 11 cana de 

la& 39 - 4 - 35 cartas que no son ases As( 

P= 6•12•13•25•26 
36 • a7 • 38 • 39 

= 650 
2108 
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Hay 26 arta.lli mcluyendo 4 cor;noncs repartiCio~ entre 1 ' O Ha\· (~) mancrJ) de c.¡uc por CJemplu. E pued.1. 
rc ... •bir ll cana~ (Ncce~mamo:o~ ~IJ.mcntc J.no~hzar liiS 1) c.1rtJ.s úc 1: puC<ooiO 4Ul! O d'"hl.. h.-ncr el re:¡to) Ho~y C!) 
maneras pa~ra que E puedo~ rec•btr 2 corvones de los 4 y <ii> mo~ncras para que el nusmo pua.la rec•bu 11 IM)-C()r~
zoncs de 26-4 - 2::!: no-cnr.lzoncs A:.t 

p = (')(") 
~ ( aal 

6. 12 13. 12. 13 
23•U•2&•2G 

234 ·m 

TEORE,IA DE LA 'IULTIPLICACI0:-.1 

4.7. Una clase ¡¡ene 12 n1ño• y 4 n1ñas S1 •e escogen tres estud1dn1es de la clase al azar, 0cudl es la pro· 
bab1lld•d p de que se•n lodo> mños' 

La probabthdad de que el prtmer ~tudt:mle C'icognJo ~ca un ntfi<J ce; 12/1 ti puc:sto que ha.\ 12 nli\o' entre l~s 16 e<IU· 
dt:J;&tts S1 el prtmcrl) C..\ un n•no enton1.c~ l11 prunJbi~u.J • .Hl th. que el scl!und.o c;ca n•il;l ~ 11/15 puc!to e; u e h:J) 11 nu\os entre 
lo:. 15 rcstar.tC3 FmJ.ImW1tc "los pnmcro:. do~ '-'~\J~,dJs ~on mi\os ent~>nces f prob;~bah.Jad de que el tercero Na ••io es 
10/1-6 put:.!ito que quedan 10 n1no~ entre 14 "1f por el tcoremJ de lo~ muh•phClaon, IJ prob.tb1luJad de: qut 1odo1 trn 
uan n1Aos es 

12 11 10 11 
1' = 16. 15. 14 = 28 

Otro mltodo Hay ci,') = 560 maneras de escoger 3 estudiantes entre 16, y (1:) = 220 maneras de acoacr 
- 2~cf 11 

3 n1i\os entre 12. por Jo tanto p = Hii = 2i• 

Un ltrur mi1odo S1 los cs'ud•ames se escogen uno despues del otro entonces hay 16 •15 •14 maneras de aco• 
• J2 it 10 11 

¡cr trea estudiantes, y 12 •11 •lO maneras de esco¡cr tres nmos, por conSIJUienu: p = ii""'iT'ii = D 

4.8. A un JUgador le reparten 5 canas una Iras otra de una baraJa comente de 52 carlas ~Cuál es la 
probab1lldad p de que todas sean espadas' 

la probabd1dad que la pnmera carta sea cs~da es ll/52, la segunda sea espada es 12/51 la terceta 11/SO.Ia 
cuarta 10/49, y la uluma 9/48 (Suponemos en cada castJ que las cartas antenorcs (ueron espada) Asf 

13 12 11 10 11 33 
p = iJ"ii"5ii"ii"ii= 6d.G40 

4.9. Una urn~ con11ene 1 bolas roJas y 3 bolas blancas Se sacan 3 bolas de la urna una tras otra Ha
llar la probabilidad p de que las dos pnmeras sean rOJdS y la tercera blanca 

La prohabJhdlkl dt que I.J pnmera bola sea rOJD e• 7/10 pue~to ~o~uc hay 7 rOJal entre las 10 bolas s.la pr&merallola 
es tOJD, entonces la probab1hdad de que la segunda bola sea fOJa es 6/9 puesto ~uc quedan 6 fOJ&s entre las 9 bolas ratan
tc:s Si lu dos pflmcras son fOJas, entonces la probabilidad de que la tercera sea blanc• es 3/8 puesto que quedan l blancaa 
entre las 8 bolas restantes en la urna Entonces por el Íeorema de la muh•phcacJón, 

7 6 3 7 
1' = 10. jj. ¡¡ = 40 

4.10. los eslud~antes de una clase se escogen al azar uno Ira• otro. para presentar un eumen Hallar la 
prob•b1IIJdtl p d~ que n1ño' y mñ•• queden allernadus" (1) 1• clase consta de 4 n1~os y 3 n1i\.as, 
(u) la cla•c con>la d~ 3 n1ños y 3 mña> 

(1) S• los nal'los y 1115 n1i\ns se allcrnan el pnmer e'itUd1ante cxamrnado debe ser nu\o la prob.ablhdad de que clscfURdo 
sea n1ña c/3/6 puo.tu ~o~ue hay J nulJs entre los 6> renantc.s Cont¡nuando m ~tll rorma, oblenC"mOI que la proN.IN
Iidad de que el tercero su mño e, J/S qu~ el cuarto sen mña es .Z/4 que el "1U1nto sea n1i\o es 2/l. que el K~o -.a 
n1i\a es 1/~ y que el ult1m0 sea n1no es 1/1 As1 

4332211 1 
, = 7'6"5"'i"3"2'1 = 3& 

• 

• 

• 
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(u) Hay do<~ ca\oi mutuurncnll.. c'clu .. ,\o' t:l pnmer c.;tud•llntc ~un nu\o y el pr1mcro ~ un11 nlfta ~el ¡w1mcr CJIIIU 

di.JffiC a un n1no en lonco; por el 1con.mo~ d~.- lo& mult•pltc¡¡t.ton 13 proh:~bJinJ;ad P• de .,¡ve los Dl..S.anta M .ahcrn~o.1 

" 332211 1 
P1 = ij '6 1 ¡ • 3' 2 • 1 = 20 

~,~..¡ prlnu.r ... ~tud•u.ntr.. 01 uno. nl-'u. t."'lhJnt.c' Jl'Of cltcMt.lnu de ha multlphc3101ÓII la probubtlu.l .. ul 1' de quclt~l 
CSIUdJURIQ !1C .1hctRUI O 

Aso P = Po+ P2 

332211_1 
Pl- 6'6'4'3'2'1- 2Q¡ 

1 1 - 1 = ;o+~ - ii· 

l'ROBLE\1 \S \ARIOS SOoo{C: p:;JJ,..ilLlDAlJ Cü"\DiCIO:,AL 

4.11. En co,rld r .. cullJd 25r;, do los eSlUGIJnl<> perU\eron mJiem&liC3S 1 )r perd¡eron qulrnu;a y 10'"'• 
pordo"ron las dos Se seleccoona un estUOIJnl< al azar 

(1) S1 perdoo quimoca. "cu~l es 1• prob•bolouad de que perd10 matem:n1cas• 

(n) S1 pcrdoo matcmal1cas, "cual es la probabohdad de que pcrd16 qu1rn1c&' 

(111) "Cual es la probabohdad de que perd1ó matcm~llcas o quím1ca• 

Sea M - 1 cstudumlel que pc:rd¡cron malcmJUCJS 1 y e - 1 estud•antcs que pcrd¡cron qufma :. CDlOftCCI 

P(M) =025 P(C) = O 15 P(MnC) = 0.10 

-- (i) La probabahdad de que el estudiante pc:rd1era malem.¡ttcas, dJ.do qu~ haya pcrduSo q&IIIIIICII a 

P(M 1 C) - P(M nCl = 2..!.!!. = ~ 
- P(Cl 0.15 3 

(u) La probab1hdad de que el cstud1antc pc:rd1cr• qt,nmlcl dado que hl)l pcrdado malcmAhcas ca 

P(CI M) = P(CnM) = .2..!!!. = ~ 
P(lll) O 25 6 

(111) P(MUC) = P(M)+P(C)-P(MnC) =0.25+0.15-010 =O :JO 

.C.Il. Sean los eventos A y 8 con P(A) = l. P(8) = 1 y P(A n 8) = t· Hallar. 

(1) P(A 1 8), (u) P(B 1 A), (111) P(A U 8), (1v) P(A•j 8•), (v) P(B• 1 A•). 

a .. iO 

(1) P(A 1 B) = P<;.I(~)D) = t = ¡ (u) P(B 1 A) = p~~~) '" i • ~ 
(UI) P(AuB) = P(A) + P(B)- P(AnB) = i + ~- ~ = 1~ 
(lV) Pnmcro alculamos P(B<) y P(A•n B•) P(B') = 1- P(B) = 1 -l = i l'or la ley de De Mor· 

&•• (AuB)• = A•nB•, por lo tonoo P(A•nB<) = P((AUB)•) = 1- P(AUB) • 1- ir e fr· 
Aso P(A•I B•) = P(A•nB•) = f::, = ! 

P18<) t 8 

(Y) P;A<) = 1- P(AJ = 1- y= f Lucao P(B• 1 A') = P(:;;,~') = ~ = ~· 

.C.IJ. Sean los C\cnlos A y B con P(A) = i. P(8) = i y P(A U8) =! Hall~r P(A 1 B) J P(B 1 A) 

Pnmero calculemos P(A n 8) usando la fórmula P(A u B) = P(A) + P(B) - P(A nB) • 

t = i+~-P(AnB) o P(AnB) = t 
P(AIBl_P(AnBJ=!_-~ y P(BIA)=P(BnAJ=!.=! 

- P(B) i - 5 P(Al t 1 
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~ 14. H•ll•r P(B/ ~) "·(o) A es un •ubconjunto de 8 (oo) A' ll•on mutu .. menteexclu"vos 

(i) Sa 1 n un :subconJUnto de 8 cntoncc' wcmprc que ., 'uc:ed.a 8 Jo..be' .. u .... dcr p.u kJ t¡¡¡nlu PtliJ1) • 1 A MI lur .. 
no nA C'( Ul'l .. ub .. on;u"'o o.J .. 11 cn•ont'O. A f"' B • ..J c:-'1•u.l~o.t:) 

(o) 

= p,.{¡ = 1 
F, . .,, 

loo) 

(u) SI,., y 8 ~on mulu:~mcntc C\Ch .. ~ \')\ e-. J -:s d 'j\rU!' C) \."',Of'~ S (¡empre OU!: -1 suct:rl.l S 110 rJedc '\Uccder "JOf la 
Uanlo P(BIA) • 0 t\llcrn.Ld.lm~on'\. .;¡ A " 8 $,)ft "'w'U.liO<-""'l~o C:\1..1..31\0S cnton .. :::. ... n Jj • f,) p..>r lo 1.1111\1 

P(B 1 A) = P(A n Bl = 
P(A) 

Pl'i.l) O 
P¡A} = P(Al = O 

4.15. Tres maquonJS A 8 y e producen respectovamente 60'0, 30"'o y 10'1: del numero total de nrtlcu· 
los de una [Jbroca Los porcentajes de desper[ectos de produccoón de estas maquonas son respecti
vamente 2<;t, 39: y 4% Seleccoonado un artoculo al azar resulto derectuoso Hallo~r la probaboh
dad de que el arllculo huboera sodo producodo por la maquona e 

Sea X • 1 artu:ulos derectuosos l 8u3c.tmos P(CI n prob:~.bahd1d de que un artaculo sea producido por la mi· 
quma C dado que claruculo sea defectuoso Por el teorema de B.ayes, 

P(C)PI,X 1 C) 
P(C 1 X) = P(A) P(X 1 A) -r P¡B} P(.\ 1 B) + P(C) P(X 1 C) 

(0 101(0 ~) 

= (::::0-:60"¡"'¡ o"'.o"'2"'¡ ""+-t-::O-:J-:o ,:..1 o"'o"'J"'¡ '-.,.-t"'o""o"o ,-:, o"'o"'~::l 
4 
25 

4.16. En coerta [acuitad, 4% de los hombres y 1% de las mujeres toenen más de 6 poes de estatura. Ade
más, 60% de los estudoantes son mujeres Ahora boen so se seleccoona al azar un estudoantc y es 
más alto que 6 poes, 0cuál es la probabohdJd que el estuqoante sea mujer' 

Sea A - 1 csoudoaalcs de mú de 6 p1e>l Buscnmos I'(WjA), probabolodad de que d CIIU<blllll JC&- ••P 
dado que el cstudlanle a de m~ de 6 p1es Por clleorcm• de Ba)cs. 

1 
P(W) P(A 1 W) (O 60)(0 01! 

P(W A) = P(W) P(A \11') + P(.II) P(A 1M) = (O,W)(O Ot) + (0 40)(0.~) = 3 
11 

4.17. SeJ E un e'ento para el cual P(E) > O Comprobar que la runcoon de probabohdad cond1aonal 

P(•l E) sausrace los a"omas de un espacoo de probabohdad, esto es, 

[P.] Para un evento A, O ,.; P(A 1 E) "" l. 
[Po] PJrd el evento coerto S P(SjE) .. 1 

[Po] So A y 8 son muluamcnlc c'dusovos. entonces P(A UB 1 E) = P(A 1 E)+ P(B lB), 
[P,] So A'· A,, es una succsoón de evento> mutu.tmente exclu'IVO>. entonces 

(1) 

P(AoUA,u • ·lE)= P(A,IE) +P(A,IE) + ... 

Tenemos AnE e E, por to tar.to P(AnE) "'P(E). AJo P(A 1 E)= P(AnE) • 1 y a oo _,...., 
P(&) 

oambiCft Esoo es O '" P(A 1 E) "' 1 y"" [P1] cumple 

• 

• 

• 



• 

• 

• 

(n) 

PROB \811 111 \0 tO"DICIO'lAL E i'llLn~DE'l\IA 

Tenemos S n E - E pur cons•gutentc P(S 1 Z) = PCE'l , 1 
P(E) 

!CAP 4 

(m) St 1 > J :.vn 1,.\¡;:11u~ ,- • .J 1,""'•.:J '- c''-'·N u~ ... -¡un~~, J,t ~.1n A n E ) 8 n E A.dcmá~ fA U BJ n E = 
(AnE) u (BnE). "" 

P((A u LJ¡ n El = P(CA nE) u (B·nE)) = P(A nE) + P(Bn8) 
y por ende 

P(AUB 1 E) 
= P((~uBlnE) _ 

PCE¡ -
P(AnE) + PCBI"IE) 

P(E) 

"' PCAnE) + PCBnE) "' P(AIE) + PCBI8) 
P(E) P(E) 

(tv) Sutnl.l~mente ~· -lt -1~ son m!ltu.Jmenlc -:'~ u~tvo$ tambtcn ¡.., ~n A 1nE, A 1nE, •••• Así 

P((4 1uA;u )nEl = Pt 1 4,~<:) ._,,4,,;Elu l ~ P(A 1 nEl +PC4,nE) + 

... pn. t.anto ¡ 

P(A 1uA 2 u 1 E) = 
) n E¡ 

P(E) 

P(A 1 nE) P(A 2nE) 
= P(E) + P(E) + 

Esto ~ [P 4] s:msrace 

PROCESOS ESTOC >.STICOS Fl'\ITOS 

P(A,rll!:) +Pe 4,1" :')

P(E) 

= P(A¡jE)+P(A1 IEl+ 

4.18. Una ca¡ a conueno tres monedas una moneda es comente, una moneda llene dos car¡¡s y una mo· 
neda est• ~Mgd.dd. de modo que la probab!l10~d do obtener cara sea t S.: :.elecc10na una moneda 
al azar y se lanza Hallar la probabilidad p de que salga cara 

• 
Construimos el d1agrama de árbol como se muestra en la figura (o) 118Utenle Observe)C que 1M refiere ala monc· 

da comen le ll a la de- dob~ cara y 111 a la moneda t~~r¡ada Ahora las caras aparcc:cn a lo larao de &ra flalu trayecto
nas, JXW' lo tanto 

(G) 

4.19. Se nos dan tres urna< como s1gue 

Una urna A contiene 3 bolds TOJdS y 5 blancas 
Una urna 8 conll<ne 2 bolas ro¡os y 1 blanca 
Una urna C cont~ene 2 bola> ro¡as y 3 biJnca> 

11' 
18 

A <:e; 
- f R 

~--~--8~ 
' w 

c~ll 
1--t...w 

<•> 

Se selecc1ona un" urna al azar y se saca una bola de la urna Si la bola es ro¡a •• c~ál es la proba· 
b1hdad de qu< proceda de la urna A• 

Se construye el d1agrama de arbol como se muestra en la figura (b) anaenor 

Buscamos la probablhdad de que se :teiCI.CIORC A d.ado que la bola Cl roja, ato Cl, P(A 1 R) c .. d r .. de hallar 
P(A f R), es nc:ce..<i,UIO c;ait..1.1l3r pnmcro Pt ~ n R) y P(R) 

La probab1hd.sd de 4uc se .>clccc•unc A y se wquc una bol.a rOJd c-. i • i = t. ato a P(An.Jr) • i· Puesto 

que hay tru tr.ayecton.u q1,1e condu~;cn a bol.a COJd P{R) = f • ~ +i •; + i • J = !!! . l:.nlO'lftl 
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1 

P(A 1 R) 
¡ 

=m= 
¡¡:¡¡ 

Alh.rr.iJJm~o.ntc p!>r el tcurema de BJ\es 

P(A 1 R) = P(Al PCR 1 Al 
P,A¡ P(R i A) -r PtE) P1R, B! t- i'1C) P(R 1 C) 

i · f lo 
= t .• + -i-· i + ! •i = 1í3 

4.20. La ca¡a A con llene nueve cartas numeradas de 1 a 9, y la ca¡a 8 contiene Cinco cartas numeradas 
de 1 a 5 Se escoge una ca¡a ai azar y se saca una carta S1 el numero es par. hallar la probab1h· 
dad de qu~ 1.~ carta proc~da d~ la C.IJa A 

El di.:J.p!lr13. de árbol u~· f"rC'I::e",<.) ..... ruc~tra I.R In IÍ:;ur:l (e) Slgu¡cnu: 

8UM.Jmo:~ Pl-1 1 E} ¡::ob.ab11 d3d Gt! que se ~::l<:~o.clonc 1 c!Jdll que d numero es p:¡.r La ~rub.lbtlu1ad de que 
1 1 .. 2 

se cscoJJ 1::& COlJol ....t' un nu"T'CH' ¡:.:¡re' :·; = ;. o:slo e"> P(AnE) = ¡ Puesto que h.1; do., tr.J\C'Ctor•a. que con· 

duccn 1 un numero por P(E) =i•i+~ • f =~ Asf 

(a) 

P(A lE) = P(A nE) 
P(E) 

- i 10 - ,. = 19 
ii 

4.21. Una urna cont1ene 3 bolas ro¡as y 7 blancas Se saca una bola de la urna y se remplaza por 11na 
del otro color Se saca de la urna una segunda bola 

(1) Hallar la probab1hdad p de que la segunda bola sea ro¡a 

(n) S1 ambas bolas son del m1smo color, 0cuál es la probab1hdad p de que las dos sean blancas' 

(i) 

(u) 

Construamos el d•aJiama de árbol como se mdJ.ca en la fi¡ura (b) antu1or 

3 '+' 4_17 Dos traycctonu del diagrama de irbol conducen 1 bola roJa p = ro • ¡¡ ii • ii - ¡¡. 

La probab1lldad de que ambas bolas rucrnn blancas a k· fo = ~ La probabthdad de que ambas bo!.u faac· 
ran del m1smo color esto es la probnb1lldad del espaao muatral redUCido. a f. • ¡\ + f¡ • ¡\ :::=t: ij. Por lo 

tanto la probabilidad condac1onal p =~/ji = ¡. 

4.22. Se nos dan dos urnas como Sigue 

La urna A contiene 3 bolas ro¡as y 2 blancas 
La urna 8 contiene 2 bolas ro¡as y 5 blancas 

Se selecciOna al azar una urna, se >aca una bola y se coloca en la otra urna. luego se saca 11na bo
la de la segunda urna Hallar la probab1hdad p de que las dos bolas sacadas sean del m1smo color. 

Construimos el11gu•ente d1aarama de iirbol 

• 

• 

• 



• 

• 
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i =: l R-

A~IV ' 
+ R 

~ w 
~ :; ~R 

B t w-
f 
~ :; 1 

~ }, ... ...,e que ~• 'e ~ele.:. nr. •la vna 4 ' :.e •uac:J. un1 hola roJa y r;;e ~.olo~.J '""Tila urna 8 c.,lnn...a IJ ~o~raa • uenc J b\.1· 
l.1:o ro.,a~) 5!:: .! .. .: .. s 

Pu ... "''t'IJ que ho1.y ~.u.wv .r J} "''" •n.1s que conduce., a do~ boJ la.; del m• .. no color 

1 3 3 1 2 3 1 2 2 1 5 ~ ~01 
~> = 2's'a+¡·r;·¡+-z·;¡·¡+:z·;¡·z = i6iO 

11\DEPE"' D E"KIA 

4.23. Sea A - al evento de oue una fam1hd ten7a n1ños de ambos sexos y sea 8 - al evento de que 
una fdm1ha tenga a b sumo un n1ño (1) C,•mprobar que A ~ B son ev<n!O:IIndcpend••ntcs 51 una 
ramlhJ. llene tres illJOS (u) Comprobar que A y 8 son eventos dependientes~· una famtha llene 
dos hiJOS 

(1) 

(11) 

Tc,emos el csp:~cto equ1prob:tblc S = {bbb, bbg, bgb, bgg, gbb, gbg, ggb, g;1}. Aqul 

A = {bb11, bllb,b1111.11bb,llbl/,1111b) 

B = {bgg, gbg, 1111b, 111111) 

At'IB = {bgg, J;b11.,1111b) 

P~sto que P(A) P(Bl = ~ 'l = ! = P(A n 8) 

Tenemos d espaao cqu1probablc S - Lbb bs 1b u 1 Aqul 

A = {bll.llb) y asl 

B = {bg, llh.llll) y .,, 

AnB = {bg,llb) y uí 

Puesto que P(Al P(Bl .. P(A n 8) A 'Y B 'iOn dcpend•cnlcs 

Y ISI 

P(A) 

P(B) 

Y OISI P(AnB) 

P(A) = 1 
2 

P(B) = .! ~ 
P(AnB) 

1 = 2 

e a • i 2 ¡ 
4 

""i 
3 

'"i 

= 1 
i 

4.24. Probar SI A y 8 son eventos mdepcnd1entes, entonces A' y 8' son c•cntos mdcpend•cntc< 

P(A.•nB•) = P((A.uB)•) = 1- P(AuB) = 1- P(A)- P(B) + P(AnB) 

= 1 - P(A.) - P(B) + P(A) P(B) = [1 - P(A}J[1 - P(B)j '"' P(A') P(B•) 

4.15. La prob•h•ildad de que un hombr~ vlVlru 10 .1 ''" m.~> ~' ;. y la prohJh1hd.1d de que'" "'PO<J. 
vtVtrd 10 año' ma> es t HJII•r IJ. probah.hdJ.d de que. (1) J.mbo> <>len VIVO' dentro d.: 10 J.OO> 
{11) al meno> lUlO "'lJr.l VI\ O a los 10 J.ño<. (m} mnguno estard v1vo a lo< 10 dñO<. (ov) ooldmentc 
la esposa cstJrJ v•v• • lo> 10 •ños 

' Se A - al cvcnLo de 4_uc el hombre Ylva 1 Los 10 ai\01. y 8 • al cvcnlo de que IU a.poq ali ..... • ~ 10 años 
entonces P(A)- l; y P(B) • i 
(1) Bur.cnmos P(.-1 n 8) Puc~IO que A y 8 'lio\ln mdLJ'ICftdlCAlCS P( .. n 8) - P(.-1) P( 8) - i ... :11 .¡... 
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(11) Bu,;c•m•» P(AuB) PIAUB) = P(A) + P(B)- P(AnB) = 1"'" i-n= V 
(1111 Bu""""'"" P(A•nB•) \h.,r• P(A•) = 1- P(A) = 1- t = 1) P(B•) = 1-P(B) = 1- J"' i• Ad..no•< 

puC"'Il} ... •le ..JC .. se .... m uuk..pt:n•~I!.RIC' PtAcnBtl = P(Ac) P(BC) = i. i = t 
Ahcm.adJmcnh: pu-c~ao 4uc 

(AUB)• = A•nB•, P(A<nB•) = P(IAUB)•) = 1 - P(AUB) = 1-1•1· 
:n 1 Bu:.c.amth P(.l en 8) Puc,lo 4.L'- P(Ac) = 1-P(A) = ! ) ~e ) 8 son •ndcp¡."\diCRl~ {\ cr problcra.t. ol '6) 

P(A•nB) = P(A•) P(B) = t 

4.16. Ld CdJd A contiene 8 drtoculos de lo, cuales 3 son defectuosos y Id CdJa 8 conttene S articulas de 
los cuales 2 son def<ctuoso< Se sdca al azar un articulo de cadd CdJa 

(1) t.Cu.1l t:~ IJ pr1l¡... •bdtJJd f1 de auc ambo" ,Jrl.culc~ <iit::tn d..:fLLtUO"''O:,., 

(11) tCu.tl !.!' l.t V•Jbclb1hé.ud ,, de aut! un art1culo ~~J ddettuo:'lo '!otro no, 

(111) 

(1) 

S1 ur J.'"t•cuk' es ocl';!clun._,, y otro no t,C'.!.!I t::" 1.1 pro'1J'Jtl•add r d~ que el ... r11culo oef<ctutl'" 
<O pmc<da d< IJ ClJa A" 

La probabthdAd d .. e:~cogc• un artu.ulo no d~fcctuoso de A e=. i y de 8 es ~ Puesto qJ.: los et.·~-ntos wn lndcpcn· 
d•cnlcs p = ¡.~ =f 

(u) ~te1odo 1 la probab1hdo~d de escoger dos aruculo$. defectuosos es l· i = li'· De (1) la probabdtdad de fl'l' am· 
:1 3 1 ., bO'Io sc:1n no ddcctuosos es ¡ Por lo tanto p = 1 - ¡- iO = 40 

;\1~1odo 2 Lo~ prob.J.b!ltddd fl• de csco,gcr un .. ruculo dcfectuow de -1 ) uno no dtfccluo<o de 8 es i • i = ..¡. 
La prob .. b•hdad p de OCO!(:f un artu:ulo no defectuoso de A' uno dcf~uoso deBes ~ •i = i· Por lo larn.o 

P -p +p -..1.+!-.!! 
- 1 :a - 40 .. - 40' 

(111) Consideremos los C\cntos .\' • 1 amculos defcctUO"O'~ de A 1 y Y- 1 un articulo es defectYOSO '1 0110 no 1 lu,s· 

camos P(X 1 Y) Por (n) P(X 11 } ) - p. - !o y P( Y} - * Por cons•c\Nente 

P(XnY) 
p = P(XJY) = P(Y) 

4.17. Ld> probdbtltdJdes de que lrC> hombre> peguen en el bldnco son, re•¡xcU> Jm<nte il, 1 y 1;. 
Cadd uno dt,pdra una ><Z al bldnco (t) H.tildr la probnotltdao;l p de que exdctdmentc uno de 
ellos ¡xgue <n el blanco (n) St solamente uno pega en el blanco: •cuál es la probabthdad de que 
sea el pnmer hombre• 

Cons¡dcremo~ lo:. C\-entos A - 1 el pnmer hombre pcgJ en el blanco 1 8 • 1 el segundo ,omhre pqa en el bl.1nco 1 
y e- 1 el l<rccr hombre pega en el blonco 1 enlonw P(A) = ;. P(B) = ¡ y P(C) = i· Los tres c•cnlos 
aon lodcpc:ndlenlcs y P(A•) = i• P(B•) = !, P(C•) = i 
{1) Sea. E- 1 euctilmcntc un hombre: p..ga. en el blanco! Entonces 

E = (AnB•nC<) u (A<nBnC•) U (A'nB•nC) 

En otr:-" palabras s1 solamente uno pego en el blanco entonces rue o unteamente el pruncr hombre. AnBcncc. 
o untcamcnte el scsundo hoftlbrc AcnBncc o unlc.J.m~o.-ntc cllen .. er hombre AcnscnC. Como los un C'ICft• 

tos son mutuamente c'clusi\O~ obtenemos (u~a.ndo el problema 4 62) 

p = P(E) = P(A nB•nC') + PCA•nBnC•) + P(A<nB•nC) 

= P(A) P(B•) P(C•) + P(A•) P(B) P(C') .,. P(A•) P(B') P(C). 

1 3 2 5 1 2 5 3 1 1 5 5 31 
= ¡¡·¡·:¡ + 6'1'3 + ¡¡•¡•:¡ = 12 + 36 + 24 .. 7i 

{u) Busc:amot. P(A 1 E} la prob.J.b1hd.J.d de que el pr1mcr homhr~o. pegue en el bl.anc:o d11.do que solamcnlc Yn hombre 

pega en ell:h•nco Ahor• AnE = AnBcncc ~el C\'cnto ~o.n que wbmente el pmncr hombn Pll• ca el 
hi.J.R1..0 
Por (1) P(A0El = P(~nB•nC•) = f¡ y P(C} = l!. o ••> 

1 
P(A lE) = P(A n g¡ ii 6 

P(g¡ = II = 31 ,. 

• 

• 

• 
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PRUEIHS I"DEPE"lDIE"TES 

4 28. C1<rlo llpo de prowetll dJ en d biJnco con probab1l1dJd 0,3 .CuJnto' proye<:ulcs dcbo:r,m ser 
d"rJrado' pJrJ que hJ)J al mcn<h un SO"'r d•· probJb1hdJd de pc¡¡Jr en el blanco• 

La probabilidad de c.jlll: un pro\ ec.hl falle. :f,U bl..in .. o C'i o i !l'.Jf lo l.JRlO la prob.ablhd..u} \la QH" ptG)et."tlh.s r.,¡,llcn 
el b:Jnco e~ (0 7) 111 r\ '' bu\ ... Jmo' el mt. nur n ~· a el yu1. 

1 -- (0 7) 11 > O~ o LQUI\alcntcmcnlc (0,7) 11 < O 2 

Calculamo' (O 1) l-O 1. (0 1)'- O ~9 (0 1)3- O J.l3 (0 11•- 0.2•01. (0 7)1- 0,16807 Aal por lo...,.., l pro· 
yect•lcs deben s.cr d1'iparados 

4.29. Cierto cau1o\l de balomp1c gana (\\'), con probab1hdad O 6 pierde (L), con probabilidad 0,3 

1 .mpJt:: ¡T), con ~·:>~.!o ••d.!d O 1 1:1 cqu1po JUc;>a tre. cncccntros durJnte el fin de semana 
(1) Determ•nar los elementos del evento A en que el eq"1po pna por lo menos dos)" no p1crce, 
) h::,ilar P(.4) (11) DeterrnmJr lo• elemento• del evento a en que el cqu1~0 ¡¡aaa, l'terde y em
pata, y h.1llar P(B) 

(•) A consta de todas las ternu con al menos dos W (Juc¡os sanados) y ntnaún l (Jue¡o perdido). Aú 
1 

A = {WWW, WWT, WTW, TWW) 

Ademls P(A) = P(WWW) + P(WWT) + P(WTW) + P(TWW) 

= (0,61(0 6)(0 6) +(O 61(0,6)(0 1) + (0,6)(0,1)(0.6) + t0,l)(0.6)(0,6! 

= 0.216-0,036 + 0036 + 0036- o 324 

(u) Aqu1 B - 1 WL T WTL LWT L TW TWL. TL W 1 Pu .. to que cada elemauo de 8 llao probolnhdad (0,6) 
(O,JJ(O 1J- 0018 P(8)- 6(0018)- O 108 

4.30. Sea S un espaciO fimto de probab1hdad y sea Tel espac1o de probJbihddd de" pruebas mdcpen· 
d1entes de S Comprobar que Testa b1en delimdo, esto es, mostrar, (1) la probab1hdad de que 
cada elemento de Tes no·negauvo, y (11) la suma de las probab1hdades es l. 

S. S- 1 a •· , a,.l entonces T puede rcpres.:ntar$e por 

T = {e~t 1 c&1,. l 1, ., l,a = 1, .. , f"} 

P\acsto que P(a 1) J!:. O, tenemos 
P(a.¡

1 
a1.) = P(a.¡

1
) • • P(<~10) • O 

para un elemento hp1co (1.¡
1 

"i,. de T lo cuol prueb• {1) 

Probamos (u) por 1nducc1ón en 11 Esto es c1erto obv1amente p.ra ,. - 1 Por lo tanto COIUI•NiftOI • > 1 y 
.:eptamos que (u) ha stdo probado p3!a 11- 1 Entonca 

' ' ' ' }: P(a.¡" G¡) = 
•••• ~,. •• 1" ., 

}: P(a.¡) .. p(G¡ ) = 
..... 1 l " •• 

l: P(ca¡
1
) .. • P(ca¡ 

1
) l: P(e~¡ ) 

·'--• •1 ·- .. •1 • 

' = }: P( ........ ) ,. 1 ......... . -· '• 
por la hrpóte1ls mducun lo cuo1l prucb:l (u) p.&ra " 
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f(z) • k(l/3)' 

1.1 a probab•hty di.StnbutJon ror a ra.ndom \araable assumang tbe valuee 

O 1 2 fiod k >Dd a.150 6.od an expi'CSSIOD lar the correa¡>andulg z- , , . . 
cwnulatlve prob:lbwt.es F(z) 

5. Pro• e puto (a) IUld (b) ol'l'heorem 3 1 on pace 41 

6. Pro• e parto (e) aad (d) o( Theorem 3 1 on pa¡e 41 

Wz t 1, n, pl • p!n - z) 
6(.r; ... p) (1 - pl(% ± 1) 

lar .w - O, 1, 2. • , " - l. 
& Uoe &be recui'1IIOD lormula of Exero,.. 7 to ealcuhlte the probab•lil•eo of &be 

bmnnuol dlotnbubon .,tb n • 5 r.11d p • O 30, and draw 1tl lu.otogram. 
Venfy JOW' mRJ.Ita by refeiTID& to Table l. 

t. 0111111 Table 1 &.nd 

(aJ B(5, 16, 0.40), 

(b) 6(6; 16, o 40), 

(e) B(S, 12, 0.70), 

10. Uoing Table 1 6.od 

(a) B(B, 18, O.U), 

_.:;:;, e§ 6(8, 18, o~ 
• 

{e) B(t, 10, O GO), 

(d) 6(8, 12, 0.70), 

• (e) :z 6(1:; 20, O 10), ·-· • (() :z 6(1:, 11, 0.80). ·-· 
(d) 6(11, 10, O GO), 

10 
(e) :z 6(1:, 10, O 30), ·-· • (0 :z 6(1:, 8, o 40). ·-· 

) 

11 -rb., probabwty that a car dri• mg &be entíre lengtb of a certaul turupiko will 
· bave & blowout 11 0 05 Find tbe probalnhty tbnt amoo¡ 17 can travebng 

the Jen¡th oC th11 tumplke 
(a) exactly one .. ..u ...,, e • blowout, 

(b) at moot 3 will ...,, e a blowout, 

(e) 2 or more wdllu' e • blo~ out. 

~ @2 Thc pnJI.J.,Iuhty th:~.t :¡, ccrt.un kmd oC v:a.cuum tube w1ll sun,ve e: 11: 
--"7 thcnn.s.l shuc L. tL::..t 13 o s:. ¡. .. 11u..l the proU3.blhly t,h.l.t among 20 su tu 

(:~.) r"''::u.tl.} 17 ""'11 sunn.e, 

(b) a.t lu.::..t 15 ow •11 lll'l.lrv \"e, 

(e) .&.l lc:J.St 3 \\11l1•vt !JUr\.P..'e 

• 
~@A m~nuloctu .. r cl.?.•ms th~t ~~ mo•t JO pcr cent of h,. product 11 detective. 
~ To test th11 cl:um. IS urut.s ~• mspcctcd sud biS claJm 11 ~e<-eptcd 11 amoo¡ 

/ • the.e 18 u01t.s at mOHt 2 ue dcfoct11 e Find thc probobd•ty thst the manu
f.lcturL'r's cJ:um \\lll IJc J.LL('pt('d ar the D.LtU.ll prob~ballt) thJ.t :1. wut 1.3 

de!ectae ,. 

(s) O 05, 
(b) o 10, 

(e) O 1~, 

(d) o 20 

S.S 11M Hrporpomotric Dlstrlbutlo11 

Suppose a sample oC n umts •• to be drawn from a lot 
eontaining N Wllts, of "b•cb a are defect.ve The sample" to be drawn m 
sucb a ""'Y that at ench succewve drawmg wbatever umts are left m the 
lot ba•·e the same cbance oC bemg mcluded m the snmple Tb115, for tbe 
firlt dra•nng the probab1hty of obtammg a defectl\·e umt lS a/ N, but for 
the second dtawmg 1t remams a/ N onl¡¡ •1 lh1 firat unú drau:n u repUictd. 

a-1 a 
Othennse, t.lus probabihty 11 iV=l or N=-1 dependmg on whetber 01' not 

a detective unit wa.s obtained m the first drawmg Auumplton ~ under!vsng 
1M binomial dulributum u, lherefore, mel onl11 •f 1M aamp~ u drawn unth 
repl~ In practice, t.lus i.s seldom the cu.se, and ...-e shall, thus, ha ve 
to derive a new probablhty dl.stnbut1on, called the h¡¡pergeorMinc dulribu
lion, wluch apphes to tlus lund of s•tuatlon. 

To 10lve t.lus problem of "samphng WJthout replacement," let us refer 
to the result obtamed on page 40, namely, tbat a subset oC z ob¡ecta can 
be aelecUd from a set of n objecta iD 

(:) - zl(n: z)l 

waya. We proved thi.s m connecbon l\"lth the problem of the dl.stn'butlon of 
z successes among n tnals, that IS, c1JOOS1Dg subsets on \\ h1ch tbe z successes 

are to occur We refecred to (:) as a bmmwo.l coeffic•ent, and 1t i.s a.1so 

caDed the "number o! comb1Dat10ns of n ob¡ects talen z at a tune." 
Retul'lllllg now to the problem of findmg the probabú1ty of gettmg 

z defectl\ es ID a sample of n un•ts taken l\"llhout replacement, note first 

tbat the sample space for thlS e'perunent has (~ poss1ble outcomes, 

namely, the number of "~Y• m \\ h1ch a subset of n ob¡ects can be selected 
from amon¡; a sct of N ob¡ects rurthnnore, the z defectlves c:Lll be 

!!electcd from tbe a dcfectl\es ID(:) \\ajs, the n- z nondefectJve uwts 111 

the samplc can be selccted from tbe N - a nondefoctl\ e un1ts ID the lot 10 
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51 PROB ., .....cTT D1::oTIU.lHJ'T10~! 

11 t'111111 Tablo II, fil1d 

(a) F(ll, 15), 

(b) /(9,15), 

CBAl' J 

13 
(e) l: J(t, 8.5). ·-· 

10 It "" pomtod out on p1gc 4q tlut \3lurs ol thc bmomJOI dlltnbut..on car· 
IOmC'tunrs bE" appr0\.1111 1trd \\llh lOrrr:-.pondmg \J.!UC':. oC the ro1~n du.tn .. 
bubon. Yerúy tlua &t:ltemcnt U) comp>rm¡: b(~. 50, O 10) woth /(4, 5). ' ~ 

®In tbe 1111pcctoon ol ton plato produccd by a contmuous electrolytoc proc...,., 
the probabobt) ol opottm; an ompcrlcctoon m a 'Cr) •=11 Ultcrval u( tome 
41 ia (0.2) 41, tome beuo¡ measurcd on mmutco. \\ñ•t aro the probablhtoea 
of 1p0tton;. ,...pecbvely, O, 1, and 2 unperle<bons 111 5 IDIDUieiT _ 

®Tbe number o! weekly bi'Clll..do"'llll ola computer 11 a rnndom vanable hav111¡ 
a Po1110n dllb1butoon woth A - O 4. WhAt 11 thc probabohty that the com
puter will operate "othout a breakdown lor t"·o consecubve weeka? 

@Tbe number ol pmma raya emotted per occond by & eectAUl radJOacuve 
lllbotance 11 a rnndom 'arULble hav111; the Po1a110o dlltnbutooo onth A - 5 6 

If & recordl!l¡ 1111trument becomoo mopernbve whcn thcre are more than 12 
raya per oocood, .. luot 11 thc prob&bwty tluot thiS Ulltrwneot becomeo Ul· 
operatlve d11n11¡ any ¡oven oecondT 

®'ID• number o! bumcanH reacbon¡ tbe Eaat Cout oC tbe Uruted Statea per 
year ia a random varoable luovon¡ tbc Poiooon dostroLutoon .. ,th A - 1 9 
F'Uld the probaboh~ that m a 1" en yenr the numbcr ol humcancs renchoog 
lhe Eut Cout ol the UDitcd Stntco 11 (a) 1ero, (u) e-.actJy 3, (e) 2 or more 

J.l TIMo Moan and Varlance ol' a Probablllt)' D1strlbutlon 

In Section 3.2 we IDtroduced one 1mportnnt cbaracter
iabc of a probability duitnbut1on (or the corrcsponding h1Stogram), namely, 
that of the symmetry or skewness of a d1stnbut1on TI\ o othcr 1mportant 
cbaractenshcs are illustrated ID F•gure 3 7, "bocio sho'v thc lustograma of 
two hiDonual dostnbutions, one woth tloe pnrameters n - 4 and p - 1/2 
(UDShadcd) and the other \\lth the purumctcrs n- 16 nnd p- 1/2 
(sbaded) Üsentlally, these t\\o d"trohut1ons doffer ID t"o respecta The 
lirst diStnbutoon •• "centered" about z - 2 "1111c tloe sccond IS "ccntered" 
about"'- 8, and \\e tbus say tho.t thc t"o c.lootuLutwns doffer ID thc1r 
localoon Anothcr d1stmctoon bcl\\cen thc h\o do-trohullons 18 thnt the 
hostogram of the sccond •• more "oprend out," thc prohJ.lnhtlcs rcpre.cnted 
by the rectnngles are more "dospcrsed," nnd \\e say that the t\\o dostn
bubons dLffer ID vanaloon In th1s scctlon \\C shall mtrodu<e t"o of the 
foremost mcn•urcs descnhmg thc loc.Ltlun nnd thc 'anJ.tlon oC a probabohty 
diStnbubon; thcy o.rc cJ.Ucd thc mean nnd tbc t·ananu . 

• • ' 
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110 ~ 12 13 ~ 15 16 ~ 18 

1 o ~21 1 
o C391 o 742 

-f 
10 5 o 825 o 888 o 932 o 960 o 978 o 988 
11 o 1 o 4GO l o ~~9 1 e 689 o 781 o 854. o 907 09H 0.968 o 982 
ll5 o ~02 o 520 o 633 o 733 o 815 o 878 o 924 0954. 0974 
)~o o 3471 o 462 1 o 576 0682 o 772 08U 08911 o 937 o 963 
p· 0628 o 72~ 0806 OSG9 o 916 0948 • o o~ 0406 •0519 

}1 o o 252 ! o 1531 o 463 0573 o 675 0764 o 8.1~ 0890 o 930 
oJ ~ 1 o 211 1 o 304 o 4011 o 518 o 623 o 718 o 798 o 861 0908 
14 o O 176 ¡O :!Gil 0358 o 464 o 570 0069 o 756 0877 0883 

·~ 5 ¡ou; o?Xl 03ll 0413 0~18 o 619 07]] 0790 0853 
]~o on810J85 0268 o 363 1 o 400 0568 0604 o 749 o 819 

-¡--\-
:10 ~ 22 23 24 25 20 77 :18 

10 5 o 997 o 999 o 999 1000 
110 099~ 0998 0999 1000 
11~ o 992 o 996 o 998 o 999 1000 
12 o 09S8 0994 o 997 0999 o 999 1000 
12 ~ 0983 o 991 0995 o 998 o 999 0999 1000 

13 o o ~¡; o 986 o 992 o 9GB ! o oas 0999 1 000 
13 5 o %5 o 950 o 989 o 994 o !I'J7 1 o !l'JS o 999 1 000 
14 o 1 O ~:.2 1 O 971 1 O 983 1 O 9'Jl ¡ O !.l"J5 O W7 O O'J9 ¡ O 999 1 (KlO 

14 5 ! o 11'~G ' O !.1(/'1 1 O ~iG O USG n ~~2 1 O 9% O 998 O O'tt9 O 990 
1:. O ¡O ~17 1 O ~47 lO ~671 O ~SI i O ~89 1 O 9941 O 997¡ O 9981 O 999 

• 
0.397 
0.341 
0288 
0242 
o :101 

o 16& 
o 13& 
o 109 
0088 
0070 

111 

0996 
o 9111 
0986 
09711 
0.9611 

0957 
0942 
0028 
o 901 
0875 

211 

1000 
1 000 

' ' • i 
t 

' 
• 
l 

' 1 

, 
1 
¡ 

~ 
16 
17 
18 
19 
:10 
21 
22 
23 
24 
25 

16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

18 
17 
18 
19 
:10 
21 
22 
23 
:M 
25 

19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

Toble 11 

J'OJSSO~ DJ~'"TRJDUTJON n,--:CTJON (Ccmltnwd') 

. ~. 7 a 8 lO n ul:_ 
~1 

0001 0004 O OJO o 022 0043 oon o 177 o 193 o 275 
0005 o 013 0020 o 049 0085 o 135 0.201 

o 000 o 000 o 001 o 003 0007 001~ 0030 ¡0055 0092 0143 
o 000 o 000 o 001 0002 0004 o 009 0018 0035 0061 0098 
oooo ¡oooo oooo o 001 0002 0005 o 011 o 021 0038 0066 
000010000 0000 0000 o 001 OOOJ 0006 o 013 0025 oou 
o 000 o 000 o 000 0000 o 001 0002 0004 0008 o 015 o 0:18 
0000 0000 0000 0000 0000 0001 0002 0004 0.009 0.017 
o 000 0000 0000 0000 0000 0000 0001 0003 0005 0.011 
0000 0000 0000 0000 0000 0000 o 001 o 001 0003 0.0011 

14 15 16 17 18 18 20 21 22 21 

0368 o 467 0566 0659 o 742 o 812 o 868 0911 0942 0.963 
o 281 o 371 o 468 0564 0655 o 730 o 805 o 861 o~ 0937 
o 208 o 287 037~ O 46G o 562 o 6~1 o 731 o 799 0855 0.8911 
o 100 o 21~ o 292 0378 o 469 o 561 o 647 o 725 o 783 o.B411 
o 105 o 157 o 221 o 297 OJ81 o 470 0559 0644 o 721 0.787 
o 072 o 111 o 163 o 227 0302 0384 o 471 0558 0640 0716 
0048 o 077 o 117 o 109 o 232 0300 0387 o 472 o 556 0637 
o 031 0052 0082 o 123 o 175 0238 o 310 0.389 o 472 0.555 
0020 0034 0056 0087 o 128 o 180 o 243 0314 0.382 0473 
0.012 0022 0038 o ()(j() 0092 o 134 o 185 o 247 0318 0.39l 

24 25 20 27 28 28 30 31 32 D 

o 978 o 987 0993 0996 0998 o m 09911 1.000 . . 
o 959 o 975 0985 o 991 099~ 0997 o 999 09911 1000 
o 932 09~ o 972 0983 0990 0994 0997 o 998 0999 1.000 
0893 0977 0951 ooog 0980 0988 0993 0990 0098 0.999 
o 843 o 888 0922 o 948 0000 o 978 0987 o 092 0995 09117 
o 782 0838 0863 o 917 o 944 0003 097G 0955 o 991 0996 
o 712 0777 0832 0877 0913 o 940 0959 o 973 0983 0.988 
oca~ o 708 o 772 0827 0873 O !lOS OGJ6 OP5G o 971 01181 
o 554 o G.l2 0704 0768 0823 OSGS 0904 -0 Cl3.! 0953 011611 
o 473 Os:;:! OG29 O iOO o 7t.:l 1) 818 0&.3 O 'lOO o 9:!11 0.950 

34 35 30 37 38 39 40 41 42 43 

099'1 1000 
0999 0999 1 000 
0997 o 9'l8 o ')99 0999 1 000 
o 994 O'Y.IO 0098 0')99 0999 1000 
oass o !)IJJ O!l'l!> o !l'J7 o t•I'J o !l'J9 1 000 
o 070 0~7 OIJIJ.! o U'J5 n !J"J7 O!rtS o 'l'J9 0')99 1 000 
0!)(.(; u !.178 O !~!>S u !JIJl O 'I'JI n !rJ7 o !JI)b 1 o 1tti"J 09'1'1 1 000 

--
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12 1'1.00.\hll. Ul\r. 3 

111111 11 1· o( hll•·•·•··l lo nólc llml llltliOUI(h only S pcr con~ o( lhc rerorts 
h:111dl··l t.y ,.., rcl al') No 1 nrc mi..tik•l, ovcr 11 por ccnL o( all nusr.Jcd 
l'f'purl< ur" Iocr FCilJIIliL'Ihihty 

EXERCISES 

1. )l<'f<rruag lo l•igurc 2 10, find P(AII G) nnd P(AII G'), IISS\nnc lhnl origa
ranlly onch of f.lac 50 cmploy<'<'ll hnd the snmc prnho.bahly of bcang elcctcd 

2 H m thr r.nmplo on P.W 27 al 18 ni"" gaw.n thnl P(T.) - O 60, find the 
prol.wtlnhLy that a slupmcnt waa lnt.c arnYmg m Chu:ago, g¡ven t.bat; lt 
nrra\'cd on tamc m Los Aovlca 

3 lkfrrran¡; lo K\l·rc L>CIJ ou p~J;ll 24 nml Figure 212, find LOO followang probn

bdab'H 

(1>) llu· d 1mng<'ll "'" " " c'OfnJNlcl, ¡¡avcn llwl 1IIL18 powcr l!lcenn¡, 
{h) thc tlnmag'•d cnr h 1s automuho t.nmamiGBlOD, JCIVOR t.bat. iL 18 a com~t., 

(e) tlt" (Ltntnw: el cnr JutA JMiwt"f stcx-rmg or n.n a.utAnnnt.l:a lmn.'VnWÜ.on, g¡vcn 
Ullll al 10 1\ oon1pacl, 

(d) the damarrd ca>r io a compacl w11h automatic tranomioouoo, liftll lhal 
il dol'lluol have pol\·cr o&o.win& 

(e) Uo• d.uauagt•l c:ar 01 nol n ""'"f"'"l, l'""n lhal•l hao powcr lllocriiiC ami 
an ... "'"''"'tío \r.uurmiSBion. 

(1) lhc domuft"<l "'" iH nol n compao·t, aivnn lblll it has powcr olccrinc. an 
auton\lllic tran111nL""'OO, or bolh 

4. Relerrioc lo lhc probllbiblies ol Yq:urc 2 13, 6Dd 
(o) 1'(.4. 1 B), -· (e) P(A 1 8 U C), 

(b) P(IJ 1 G"), (1) P(A.I 8 n C), 

(r) P(A. n 8 1 e¡, (&) P(A n 8 n e 1 8 n CJ, 
(d) I'{RU Cid'), (h) P(A n 8 nCI U U C). 

6 Uomg 1 hr resulh of E. ......... e OD """' 22, fiL'd 

(a) ~he ''"''"''"hty Ut.<l Uac "hoto ......... ~1) ¡.,, two llclccllvc compoucuto, 
11\l'll tl.:..t. t.fw r.,...L suh:J'N'IHI11.) h lK 0111~ 1h.J\..., t1\·c cornpom nt, 

(b) tl.r vmi ... J •• ht..) tl•·•t UK~ rirhL !'IIIJ:"I~.('Uti.Jy h.·~ At lrnxL t.wo c.lrfcctl\•ft 
~ompomnl«. gi\'Cil t.h'\L t.hc ,,hole n~:mbly h'\8 tltreC ,)cfn.tl\oC conl
pom·ntl'l, 

(r) llu• Jll'fJh ••••ht} tlmt U1c \\l!ull. ,,..._"" ml•ly h t:o~ :~t. tcwsL t.hn"C• t.lcfrt.li\'C 
('OIIIJtt•mnt"", J,!;h"f'n tl•·•t. Lhc hrst ... ul.:lo.."l( lnhl} h·u:¡ more c.J« ft'd.lve com
J•onl ul'4 thnn thr N'l"(lllll ttnh.1~111bly 

.lf.\1 he ""''"'"•hly U"\ o c:unsl-rtaciJOto Job mil be ftnt,hrd oo lame., 17/20, thc 
\...:.) prol..oloahty th ot ti• ro "all be no •ln~rs ,. J/4, nnd the probabahty lhnt Uoc 

• .. , 1 ,,. Tllt. 111"11 .\11111 JJ 

rtw~~rnrt.irm jf•h \\all1)(" li111"'hr,J on f.nnr. 1:1\"rQ tll'lt ll1rl'f" uill he nn 11.lr1k,.q, 
lo 14/15. Joiml 

(a) u .. prn~ .. hahty Lh.•l Uor mlll'trnrl••n job "ül '"' finLodac<l on tune ftnd 
........, .. ;u ... "" llf.nk,.., 

(b) lbe prtaholoifalv l.hnt tltt•rr 1\lfl f"VC bren BO llrlki'S, jiÍVCD lhnl thc 
conl'tructaon JOb "'111 he frnu.:llt'U uu tmlf' 

@n urn rnut.um1..CO nlutr rnnrhl1"~ nmliO hl·uk mnrhlr~ rr h\o m'\rhlcs nrc 
dmwn ni runrlom (•\llh NJIIRI prohahahla<"t), fin~ tlac proh1bthly lhnt lhcy 
a111 boUa wlulc 11 

(a) llao firol mnrblc 18 rcpln<"t.-d bclore tite srcond as druwn, 

(b) &he firolrnnrblc IS not rrphc-cd lx-foro U10 orc:ond is dn111 n 

8. Whnt "' UlC prc,Jalnhty nr drn\\ lll~ threr &ct'S In Btleccm.aon rrom a. l\CII
ohulll•d Hlllllol:ml di'Ck nf 62 plnyang mrrl•, al""'"''' nrc nol pul br.ck .nlo llae 
dcd: lmmcdant.c•ty ollcr thry h 111 lorcn dn•wnT 

11 8Up(IOHO thc prnl-.haht.y u,t l.lar J.os An¡,'t'ICS DO<Igrn "m WIO thc N'nlaonol 
lft¡uo Jll'nnnnl •• O 25 ami 1-hr prnlwtluhty UUII lb• S.1n FranCISCO Gannl• 
wall '"" it 111 O ,lO- FurUK rmurr, thc proi.GIXltty that &he Nahon .. d Inguc 
loua 111D 11n11 Uoc World i'On'O 10 O 45, 0.56, or O~ d<-pcndmg on whe&her 
ti. Loo AD«t'lca Dodgenr, thr Snn Fmnriiii'Q Ginnll, or -.e other 1<':\m 1111L' 
U. Nalloual IA'llltue 1''"""'"1 \1 hal IS the prnbnblhly lhal a NatJon ,¡ 
l.raclll' ......, 11"111 WIB lhu \1 "rhJ S. rteaT 

10. ReForrtn& lo E•wciare 2 nl•01 e, find lho prvl.ahahly thnl auch nn order witl 
arr1ve on trme 111 J.AJI An~dl'll, gn.C'n th Lt rt arrnc:-d ou l,nnc an Clur.ag'' 
[Hilll: Uoo the rule o[ elimannlaon ] 

11. Reltrring lo t.hc rlh,.tmbon on p:age 29. fintl P(8, 1 •• ) and P(B, 1 ..i), 
12 G1Ym Uu\1 a N'•IKHL•I J.rugaK' t.c•ntn ...,,., lloe \\'nrltl Ser..., u,oc tloc l•mbu

bdll,.. o[ E.uon Lo;e 9 nbo1c In lmd the prubolrdol) lhal t.hc ¡..,. Angrlr• 
Dud¡;~:n woa ""' NftUonul !.l':a:;uc pennant 

@n.c prob:ahi11ty t.hJI. llll 1nrplnnc .lttld.cnt "IJirh 1" rJuc tn slrtu turnJ (::ulurr 
la d~A¡nOICd c.:orn'(..tly •~ O 85 nnd thc proiMb&hL.} t.hut an turpl.mc llltlc.kuL 
wJuch l! Rot duc to structur·tf f ulun• IS di 1:-{n!Ft.'{IIIH.urrrctiJ "lfii bcm¡; duc lll 
ltructnrn.f flUittrc ts 0 35 lf J(J (K'r rt•nl of "tiJ n1rphnc nrculrn(s .are cluc to 
Kructural (nilum:t, lind thL vrol,.lhllat.) th.tt. Zlh :urpi311C arr·•rlrnt IS duc to 
at.ruct.uml fadnrc, ~n~rn thnl1t lt,,,_ IJt.'f'U eh 1!;1105f"d os hcmg dur lo ,;ln1ctur~J 
fallurc. 

14 A l'ftCO dr1vcr USC'~, 4 Corv<'tlf· m lj() [l('r crnt o( thc ra.tM: h{' l"ntrrt~, n .hgu'lr 
in 30 pcr ccnt o( thc rn.cr! nntlun Alf.1 Hnm('(l 111 20 pcr ct•nt o( thc r"lrr.a 
Ot' 25 ru.ccs he h tS cntcr"d '' •lh thc C:uncU.1 hr lt.ts won 5, or 15 racl~ he h:~111 
ent.cred WILh thc. .J .. gunr he h Ul \\011•1, und ur 10 r'IC'l'S he h Ui111Lc rccl \\Jth u.,~ 
Aira UonlCO bo haa WOII 4 u .. mg ti~ figurrs to cstmutc thc rrsprt.lJVC' 

proOOI.)JhtiCS, what IS thc pr11IJ..Lbthl) tltnt lh•"' MI f' tlrJ\f'r \\111 ~-an 111 tl•c r1C"t. 

for \'rhu h hr •~ "nt<"rf'c1 •• t IR :\.hm.' 



fUNOALIENTAL CONCEPTS OF PROBABIUTY U" 

Id) I'(A u 1) -.o 70. I'(A) - 1191. UMI 1'(8)- n .W 
(e) I'(A U 8)- 0.!10, I'IAI8)- O 80, IUld 1'(8)- O 30 
(f) Two dJ<:e are lt"'S<.-d, 

{1) A - &nt die comes up ··.¡, • 8 - sec:oad che comes top "'6. • 
Cli) A - sum on dtce ls -1, B - sunt on dice ls 6. 

00 A cmn ls lip¡ted 1>\~ce. 
(1) A- head o<:<:.m on 6Nt fttp, B- tatl occurs on &nt lltp 

(d) A- heod ocnn,; on G"t 8tp, B- hui occurs on sec:ond 81p 
. (Id) A - heod occurs ou &rst ftt¡t, 8- head oc<. un on sec:ond lhp 

(h) A c:oon ts .!fipped &ve bmes. 
(1) A - tbe outc:ome ltlthtt, B - the outc:ome hthht. 

(U) A - tbe oc:c:ummce of three heods and 1>\ o tails 
8 - the occurrence of one head and four tails 

(W) A - the occunence of four heods on the &rst four fhps 
8- tbe occunence of a head on the &fth lltp. 

(1) Two objects are randoml~ selected WJthout replacement &om a group 
ollO ob.Jects (four green and sil< )ellow), 

(1) A- a green ob.J"(:lls selected &rsl 
8 - a yellow ob.J"(:l ts selected sec:ond. 

(U) ame-but with replacemenL 

~ Civen that A, B, and C are mutual!) exclusive events, P(A)..:, 0.62, P(8)v cuo. anc1 P(C)- o 15, snc1. 
(a) I'(A n 8) (b) P(A 1 C) 
(e) I'(A U C) (d) I'(A u 8 u C) 
(e) I'(A n B n C) 10 1'(.-\' n s· n C') 
(¡1) rtA • u 8) (h) P(.-\ • n 8) 
(lt IIOIIIetimes helps lo draw the appropriate Venn diagram, &lling In the 
probabtbhes llllsOCiated wtth each regton.) ' 

~ Clven thát .-\, 8, and C areindependent e:......ts. f'(A)- O 60, P(8)-0 30,and 
V P(C)- o.90, snc1. 

(a) I'(A n 8) (b) P(BJC) 
(e) I'(A u C) (el) I'(A' n 8) 
le) P(B' n C') (f) I'(A U B U C) 
(1) I'(A n 8 n C) (h) P(A U B') 

4 Wby are events A and B, define<! on page 1!7, netther mutually.e'Ccluswe 
nor tndependent~ 

1.8 Bayes' Theorem 

In this secbon we >hall edend our lno\\ ledv:e of eondttlon.tl prob.thtltt} 
by considennl( 11 parttcul.tr t} pe of <ttuatlon m whtLh tbe occurrente of a 
cerl~m e•ent (E) depend< upon tlte occurrence of one of J.. mutu,tlly 
exchl>tve "'""!' (F,. F,, . , F,) For e"C.unple, the prob.tbthty that the 
local t.u mte "tlltntrc.tsc\, tthm the next ye.tr m.ty depend u pon "ludt 
of three liiM. oral c.mdtd,ltes Is elected tht> yeo1r The e ven! th.tt n new 
wa<hm¡,...,hme "lll need rep.ur '\\tthm thc fir-t two }t'olrs of u<e de-

•' . • 

l. Let (X, Y, Z) be a partltlon oE sample spo~<.-e S 1111d \V be a suh>et of S We 
shall usume that P(X)- O 20,1'(11• O 30, P(\11.\1- O 30, 1'(111}')- 0.60, and 
P(111Z)- 0.80. Flnd· 
(a) P(Z) (b) P(IV) (e) PIXI\1') 
(el) PO'IW) (e) P(ZJW) 

¡'-" 
•' 

i. In a c:ollege fratemtty 20 percent of the memhershtp ore semon'; 2~ percenl 
are Junior... 30 11ercent ure sophoanores and 25 t>ercent are freshmen ~one 
ol the sen1on are muth mo~Jors Howe,-er. 10 percent oftbe JUmors, 5\c pcr
cent of the sophomnres, and etght per<:eul uf tbe fre,hmen are math ltl.lJOn 
lf a person \\ere selected roiJidoml} from the tot:tl memberslup of thts 
fralemtty, 
(a) what ls the probab1hty that he would be a math aw,jor? 
(b) wbat 1s tbe probablhty that he would be a sophomore, gtven that he ts ..... ....,....? 

3. Contamer A holds &ve penmes and three n~<-l:els, B holds two penntes and 
bu DJckeb, and e holds three pennles and three aickels. The task ls to 
c:boooe one of tbe c:ontamers and then randomly select a co1n from IL The 
CXIIllalner 1s chooen by the folloWing method toss a die-lf a one appears, 
cboose A,lf a two or three appe.t.N, choose B,and lf .t four, &ve, or sl'C appears 
c:boooe c. . 
(a) \\'hat b the poubal>thl) that the coln we select will be a nlckel~ 
(b) lf oorneone ebe performed thts expenment and !Did you, alter he WIIS 

done, that be selected a mcket what ts the probabihty that he selected 
a aickel Ctotn contaaner B? · 0 An old machme produces three defecb' e p:uts tn everr 100 parts produced. 

A newer machtne produces only one defectl\e part In e>er)' UlOO pa.rts 
produced. Furthennore, the """ machlne ) 1elds three times the output uf 
tbe old m..chine Durlng a quahty control check, a pa.rt ls selected from the 
joiDt outpul ol the two machmes and found to be defectlve llñat ls the 
prol.btlity that the defechve !"rt wa. produL-ed by the old machtne? 

l. The pmbabihty that Jolm's office door b locled is O 110. The kev to the office 
b one of four identlc-.11-loohng keys an John's pockeL lf he seÍects a key at 
random to try in thc: door, what 1s the probabthl} that he can-open thedoor 
(t.e., that elther the key works, or the door "as already unlocLed)? 

fi.9 General Appllcatlon of Classlcal Probabahty Tbeory •• 

In this chapter we h.IVe been de•elopllll( from the classacal ol¡>prouch .l 
theon; of probalnlaty. lt I> mtportant to remember one stgmli<::mt 
Jtmat.tltOil of tJ.e cl,t>\lt,ll ol¡l(lfO,Ith, n.nneh, tfto1t ot olSSlln!e\ th,lt the 
sample sp,t<e mvolved IS n ,.,¡ of equally /¡J.elt¡ outcome>. L'nle" tht> 
cond1t10n ">olll\fied, our two h."'c defimhom (Oefinitwm 6 10 and 6 12) 
cannot be mcd tn find proh •• lnhhe> The theorems wlnchlllll>uthe the 
baste !.m·• go•emml( proh.tbtht' (Theorem> 6 1-6.10) ureWed nn tl"' 
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• Se puede demostm que la relación entre el coeficiente de correlación, 

• 

• 

la vananaa total y la variancw e~tpllcada es 

(1 21) 

El coeficiente de correlacJ(m tamb1~n se puede calcular despejando 

r :q de la ec 1.18, lo cual conduce a 

'xy = J 1 
(1 22) 

Ejemplo 

Calcular el coeficiente de correlación para los datos de las car¡u v1vas 
de los ejemplos antenores 11 se 1abe que s; • 28 561 qs y que la ecuación de la recta 
de resreu6n ea y • 0.22 x + 307.3 (se conSideran los da' os WIICOI) . 

entonces 

~omo la vanancla e~tphcada es 

• s--
' 

r -xy ti -
m • • 

1 

{869' j 2s1'6i - 0.175 

Obl6rvese que anteriormente se obtuvo un valor de 0.18 para r :q , el valor 0.175 de este 
eJemplo ae debió a la falta de euchtud en el cü:ulo nuamco. 

Tomando en cuenta que el valor de la vanancla de la predicciÓn que 
ae obtuYO para eate O,Jemplo fue s;l.r .. 27 635 qs, mediante la ec 1.22 ae obtiene 

r • :q 
27 635 ¡-¡;¡;:;.¡¡ 

1 - 28 561 • J 0.0324 - 0.18 



• 
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• 'S1 a la d1ferenc1a Y, -y se le llama desviaciÓn total de J'; con respecto 

• 

• 

al promed1o ar1tméhco, y, la ecuac1ón 

y, - y = cYt - ji) + (y¡ - Yí) 

-md1ca que la desv18c1ón total es 1gual a la desv1aC1ón exphcada más y, - y1 Las desvia-

CIOnes y 1 - y1 ocurren al azar, es dec1r, en forma mexphcable, de ahí que 5e les conozca 
con el nombre de desvlactones Inexplicadas (no exphcadas) 

Como consecuencia de la ecuac1ón antenor, se puede demostrar que 

1~ 
z; (yl - y¡• 

,. 1 

n n 

,., -
t (y¡-y,)" 

1 •• +-----
n 

El m1embro 1zqu1erdo de esta ecuac1ón corresponde a la vananc1a, s;, de los datos de y 

El segundo térrnmo del m1embro derecho es precisamente la var1anc1a de la prediCCión, 

s_; 1 ... conocida también como IIIUiancla lrtexpllcada. El prtmer térrn~no del miSillo m1embro 
ae denomma llflrllutcu aplicada, y se representa con el símbolo S¡ En consecuencia, se 
puede eacnbtr 

S • = s!. + s• y y y(J< ( 1 20) 

Regresando al e¡emplo de lu carpa v1vas observadas sobre los p1sos 
de un edifiCIO, la var11nc1a exphcada vale 

• s;- s; - s;¡. - 2s 561 - 21 635 - 926 ka' 

cuando 111 conuderan los datos b611C0s, o 

• 9-; ~ 28 561 - 27 439 S 1 122 kg2 

cuando se consideran agrupados en celdas. 

i 

\ 



• 
• 

• 
' 



• 

• 

• 

20 

Ejemplo 

Calcular el error estándar de la estunacJÓn para los datos menc1onados 

en Jos ejemplos 1 y 2 antenores, si la ecuac16n de la recta de re¡resi6n se calculó 

1 A parbr de los datos bás1cos 

2. A parbr de los datos agrupados en celda. 

l. Para el pnmer caso, S~ = 28 561 kg' y r:Y = O 0324. Entonces 

s;lx ~ s; (1 -r;y> a 28 561 (1- 00324)- 27 635 kg' 

y 
S = ..fF.2 a ../ 27 63s' • 166 2 kg yl~ yl~ 

2. En el se¡undo caso, como S! • 17 956 kg' y m' - 0.0625, resulta 

s;l~ as;- m• s;- 28 561 -0.0625 (17 956)- 27 439 ka' 

y de la ec 1.19 

s,~x = .¡;;; - j 21439' - I6S.6 1cg 

Se aprecl8 que para los m1smos datos el error de la estunac16n varía ligeramente, esto 111 

debe a que para las ecuac1ones de lu rectas de re¡resJ6n encontradas antenonnente, en un 

CliO se usaron los datos bás1cos y en otro lds agrupados en celdas 

Ya se duo que la dcferenc1a y1 - y1 representa la desv111ci6n de una 

ordenada observada respecto a su ordenada prediCha medl80te la recta de regreSIÓn. Existe 

otro tipo de desv18Ción: la de las ordenadas prediCha medl80te la recta de repeuón, 
y1, respecto al promedio antm~tlco, f, de las ordenada observada, y1• Esta desv!IICIÓn, 

md!Cada como y1 - y, se llama dtnlaclórt upllclldt1, ya que la ecuaciÓn 

y 1 y • m (x1 - i7 

la cual se puede demostrar algebralCamente, cnchca qu,e las desvcaccones de y1 respecto a 

y se expbcan exclusiVamente por la desvw:lón de x1 respecto a i'. 
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1.5.3 Vari811CI8 de la est1mac1ón 

Como ya se md1có, el térmmo Y, - y1 representa la d1ferenc1• cnlrc <1 

valor observado de la vanable y y el valor pred1cho (la ordenada de la recta de regrcsu10l 

correapondiente a x 1 D1cho termmo se llama error de predicción o de e&tlmac1ón. l'or 

ejemplo, SI para x3 = SO se observa que y 3 =- 65, J' la ecuac1ón de la recta de regresiÓn es 

y= 07 x + 219, el valor predicho resulta y3 = 0.7 x 50+ 219- 569, y ~1 error de 

pred1cc1ón correspondiente es 65 - 56 9 = 8 l. 

La varfanc111 de fa predicciÓn o de la tstlmactón. s;1 ... que es una est1· 

mac1ón global del error de pred1cc1ón para todos los puntos observados, se calcula por me· 

d1o de la fórmula 

l•n - 2 1: V, - Y,) 
1 •1 

(1.16) 
n 

Además, se puede demostrar que S~¡, se relac1ona con la pend1ente de la recta de regres1ón 

medJante la ecuactón 

S2 = S' - m• S' yl.x y • 

Recordando que la relac1ón entre m y r ,., es m = r _.., 

puede expresar como 

s;¡, = s~ o - ~,.> 

(1 17) 

s., 
S , la vanancta de la est1mac1ón se 

% 

(1 18, 

Puesto que la ecuación y = mx + b se obtiene mediante el método de 

mínimos cuadrados, es dectr, si 
11!' (y1 - y¡'f llene el míntrno valor posible, y como la va
'. I 

riancJa de la predicciÓn se calcula con la ec 1.16, las prediCCIOnes basadas en la recta de ml

mmos cuadrados son tales que la vanancia de la prediCción es míntma. 

Igual que la dcwJac•ón estándar de una muestra se define como la raíz 

n••dra<la de la ••nanc1a, el error estandar de la estii1UICión (o de la prediCCión), S.,¡.., se d.,S! 

fine como la raíz cuadrada de la vanancta de la esttrnactón, es dectr 

(1 19) 
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Sectlon 17 ,.S] Conjidence /ntero'Disfor RegresJion Coef!iclent 

Table 17 S 2 Delormat- " (la MtUimeten) and 
Dnnell Hardncss y (IR kdograma/mtlbmeter') or • 
Cenaln Type ol Steel (Type 556-5) (K Schtmz, 
lndustr Or¡;oniSaiiOM, l6, 19S7, 1 07) 

Dcformallon Bnncll llardness 
~. (m m•lhmelen) N1 (•n kdograms/mllhmeter1) 

6 68 
9 67 

11 65 
1) 5) 
22 44 
26 40 
28 )7 

)) )4 

)5 )2 

Tablc 17 52 wu laken The eorrespondtnc craphiC&I representahon (ftC 17 51) obowo 
that we may rcgard the regrcu1on curve corrcspond1ng to thc regrCU&On of the Bnnell 
hardnna Y on the defonnauon :e uastn1ght hne (A correspondmg tal ror lineanty wdl 
be dtocuued 1atcr ) ~ 

1 IT 1¡ •arnf '; 1 t • ; a tln; J R ~btrH'1!1•l f t 'rmvm=a o 
~ ' •' f'oruttworcgcw nnff'' '{1 

From the ~:•ven data we obta1n 

Sanee 11 - 9, u follows that 

18) 
~-- -20ll 9 

Funllormore, 

50 

30 
1 
o 10 

and 

and 
440 , __ •4119 
9 

¡ r.' - 23,232. 

20 30 
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He1ghl t.n 1nches 

7 

7 

70 

6 

68 

67 

66 
65 

64 

63 

62 

6 

60 

59 

58 

57 

2 

1 

9 

1 

/ 

1 

<.. 

'-"""L 
1 

11 
1 

1 
1/ 

CORR.ELATION 

.......... 1 
~ t/ 

1 / 
1 ........., 

1 
/ ,.........., 

' (....-- ) 
IV.: I!Jn ~~~ e e ¡.,)( 

85 95 105 115 125 135 145 155 165 175 185 195 205 

• 
Weoght '" pounda 

Table 17.l.1 Reg,...slon of the Iron Conlcnt Y (Per· 
cent) or Iron Ore on the DenSIIY X (Grams/cenb• 
-ter') (H Boltke, B-'gbauww, 10, 1963, 377) 

Samplo Values Aux1hary Values 

Z¡ Y¡ z,' ZJYJ 

2S 27 7 84 7S 6 
29 23 8 41 66 7 
30 30 900 900 
3 1 28 9 61 86 8 
32 30 10 24 960 
32 32 10 24 102 4 
32 34 10 24 108 8 
3 3 33 1089 108 9 
)4 30 11 56 102.0 

..... 211 267 1103 U7.l 

.. "- 11111 Iba repasoon coeffic:ocnt 

O 44SS 
·----1207 

003694 

• 

10 u ·-
.._ ... ... owlon bno hu Iba representahon (cr Foc 17 2.1) 

r- 29 67- 12 07(z- 3 12) 

Fil. 17.2.1. Samplc values aod repasoon lone 111 Ea. 1 

.-.., .... bo wnlton 
'1!•1207z-799 
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muestra en la tabla 4 

Puesto que en este caso los datos se encuentran agrupados en celdas, 1.1 

pendiente, m, de la recta de regres16n se debe calcular con la fórmula 

lo k 
(1/n) l: 

lol 
(x -.X) (y -y) 

1 1 

m= ------;:;;"------s• 
X 

Las marcas de clase para los mtervalos tratados son 50 S, 150.5, etc 

(1.15) 

La suma (desde la celda 1 hasta la 60) de los productos de las frecuen· 

c1as por las deSVIaCiones respecto a los promed1os i y y resulta 

t. k 
(1/n) l: f.xy (x1 - X) (y1 -y)= 4 507 kg2 

1· 1 

Como Sx = 134 kg, entonces S~ = 17 956 kg', Siendo la pendiente 

m= 
4 507 kg2 

17956 kg2 
= o 25 

El pd•o s1gu1entc es calcular el valor de Id ordcrdda al ongen, b 

b = y - mx = 368 3 - o 25 (277 .6) = 298.9 

Fmalmente, la recta de regres1on ped1da resulta 

y = 0 25 X + 298 9 

cuya grafica aparece en la fig 6 

Obsérvese que cx1stc una d1ferenc1a entre los valores de los paramctros b y 111 de las r,•cras 

de rcgrcs1on cJiculados para los m1smos datos en los dos c¡cmplos Jntcnorcs. Esto._. d,•¡,c 

a que en el pnmer caso el tratam1ento se efectuó en forma directa con los datos bas1COS, 

hactendo uso de las desVIaciOnes (d1ferenc1as) de cada uno respecto al promedio antmétiCO 

de los m1smos, y en el segundo a que las d esvtactones correspond 1eron a las marcas de 

clase de las celdas en las ""~ se agruparon los datos. 
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EJemplos 

l. Obtener la ecuac16n de la recta de regres1ón de y con base en x para Jos datos mencio
nados en el problema 2 de 1 5 1, referente a las cargas vtvas observadas en los p1sos de un 

ahficto, temendo en cuenta que los valores calculados a part1r de Jos datos bástcos fueron 

i • 277.6 kg, y= 368 31(g, Sx = 134 kg, S1 = 169 kg, Y rxy =O 18 

Aplicando las ecs 1 JI y 1.12, la pendtente y la ordenada al ongen 

resultan 

m= 'xy 
Sy 169 
sx = (0 18) 134 = o 22 

b = y - mx = 368 3 - 0.22 (277 6) = 307 3 

Entonces, de acuerdo con la ec 1 1 O, la ecuactón de la recta de regres16n pedtda es 

y = 0 22 X + 307.3 

c:uya gráfica se presenta en la f¡g 6. 

y 
500 

..... 
y =0.22x+ 307.3 

;~o.25x+298 9 
200 

100 

500 o 500 X 

F¡g 6 Rectas de regresiÓn para cargas v1vas 

• 2. Obtener la ecuactón de la recta de regreSión de y con base en x para los datos del 

e:~emplo antenor 11 la dtstribuctón conJunta de frecuencias de los mismos es la que se 
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El método de m in liTIOS cuadrados se basa en suponer que la me¡or recta 

de regres16n es aquella para ;3 cual la suma de los cuadrados de las desv1ac1ones de todos los 
1•11 -

puntos con respecto a la m1sma, t (y1 - y1)', es mfnuna 
1. 1 

Se puede demostrar que para datos no agrupados enceldar, la pendiente, 

m, y la ordenada al ortgen, b, de la recta de regres1ón, según el método de mfnunos cuadra

dos, se calculan con las ecuactones 

m= 

y 

t •• 
( 1/n) l: (x¡ - x) (y¡ - y) 

'· 1 ~ 

b-y 

S' ... 

mx 

(1.11) 

( 1.12) 

En estas fórmulas, x y y denotan los promed1os antméhcos de los datos de x y y, rapedi

vamente, y n es el total de pare¡as de puntos. 

Para el caso en el que los datos se encuentren agrupados en celd~J. 
la pendtente de la recta de regres1ón se calcula medtante la fórmula 

m= 

i·k 
(1/n) t f (X¡ - x) (y¡ - y) 

1·1 úcy 

s• ... 
(1.13) 

donde k es el número de celdas definidas por las mtersecctones de los mtervalos de cla10 
de x y y, x 1 y y1 son las marcas de clase de d1cbos mtervalos, y fúcy es la frecuencta de la 

t~stma celda 

Es postble relactonar el coefictente de correlactón con la pendtente 
de la recta de regrestón SI se toma en cuenta que S,: • S.., S..,, y que 11 se divide y multiplica 

un mtembro de una ecuactón por un m11111o número (en este casos.,), la CCUIICtón no 10 

altera. Entonces 

( 1/n) 
1·• i·• 
t (X¡ - j') (y¡ -y) (1/n) t (X¡- .i') (y¡ -y) s., ¡. 1 lol 

m• - "' S' s ... S.. S y ... 

(1/n) 
ioN 
t (X¡-X) (y¡ -y) s., S y lo 1 - -a 'xy ( 1.14) s. s., s ... s ... 
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2. Cale u k el cocloc1ente de wrn·l.tcton pJr.t lo• dJtos de las cargJs v1vas de los ptsos 1 } 9 

que se presentan en IJ tJIJI.t 1 Cons1dcrc que las \ 1 corresponden a los dJtos del 

pnmer p1so, y las 11 a lo• del noveno 

1 .5.2 Regres16n lineal 

En muchas ocJsiOnes, los puntos registrados en unJ grafica de corrcla· 

c1ón henden a Situarse a lo largo de una hnea recta llamada recta de regrestÓII, de eCUdCIÓn 

aeneral 

1 = 111~ + b (1 10) 

donde 111 es la pend1ente y b la ordenada al ongen 

En la ecuac10n antenor, la vanable x Sli'Ve de base para encontrar el va

lor de v, es dec1r, es la vanable mdepend1ente S m embargo, es pos1ble descnb1r a la vana

ble x en térrnmos de}, s1endo esta ulhma la vanable mdepend1ente Para este úlhmo caso, 

la ecuac1ón de la recta de regres1on toma la forma 

x = m'v + b' 

En cualqUiera de los dos ca•o• Jntenores, la vanable cuyo valor se desea encontrar •e 

llama variable dependiente 

El metodo que se presenta en segu1da para calcular la ecuac1ón de la 
recta de regres1on es el llamado método de mmtmos cuadrados, el cual se establece aqu! 

solo para el caso de regres1ón de y con base en x. En el caso de regresión de x con base en 1•, 
el tratamiento es smular, mtercamb1ando las letras x y y En este método se emplea la 

desv/ac'1' respecto a la recta de regrestón, y1 - y1, donde y, es el valor obtemdo de la ecua

c:.ón de 1• recta de regresión para x = x,, esdecu,y1 = mx, + b, tal como se puede apreciar 
enlafig5': Así,parax1= 2,m= 3yb= l,set1eneil; = 3(2)+ 1 = 7 

J' 

r· ~1 
Y. -y 

1 

0~--------~-----L-----------.x 

n - - - ·~ - ·- --·- .1- --- --.J.. 
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237 Si comati6 algún errar corrija su respuesta en la hoja da trabajo 
a. 12 y luago calcula r:> madianta al método corto. 

1 xy 

..,_ _______ -

~ ?0-?5 76-81 

~41-50-- --

Ls1-BL __ _ 

_61-?0 - o 2 o 
~ 71-aD_ -2 2 1-4 _, 3 -3 

. 81-&0 ~ 4 ~ -
; 91-100 1-< 2 1-1a-3 3 f:-9 

4 

1 x• -2 --- - --·· ! ,. x• 
r.:'z-- '4 

L. --
' ! ,. x•z 16 

12 

_, 

1 

12 

62-a? 68-93 94-99 

-2 , 

o 2 o 1 
o 3 o¡ os 
o 3 o , 7 

o , o 2 3 

o 1 o 3 1 

10 

o 

o 

1 

17 

-2 

-2 2 ~ 
o o 1 o 
7 2 2 4 

6 4""2 a 
3 

7 

2 

14 

r 

, Y' 
y 

, :-2 1 -2 
4 _, -4! 

11 1 o o __ ~ 
17.l1 171 

1 

1012•20 

7 3 • 21 

50 52 

,, 
o 1 4 1 

1 
1 
• 

o 1 

4 

, . 
o , 
4 

9 

1 

·, v• 2 1ff x'v'
1 

y 1 .. ,. 

4 

4 

o ____ _ 

1? 

40 

63 

-2 

-4 

o 

4 -
6 

_,a 
1 

128__ -- - -14 --

~----. 
!EI,...>c'Y' -11 ... - ------

28 73 1 1 

____ a _-141_......;.¡ __ -_¡ __ -_-_ _¡. 1!_______ ~ -20 o 14 

x• • 0.22; v• - 1.04; S , • 1·19¡ S 
1 

• 
)( y 

I:,. x•v• -
iX)' 

- ---- ---. 

. . 

• 
• 

\ 
\ 
,~; 

\ 
~- 1o04 X Oo22 

" • .....:50~---
J xy 1o19 )( 1o22 

\ 

- -o.28 - 0.23 --0.35 
1o45 

• 
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~ f X'Y'I 
l.Xy . '\r-

----
235 Observe la tabla 8·3 correapond1ente a lea calif:~.cac:~.ona& obtenida& 

por 50 alumnos en un examen de Eatedíst1ca y a loa tiempos QUa emplea -ron para resolverlo. 
Los datos se presentan por pareSas aigu:~.endo un orden dacraciante• 
Obtenga1en la hoja da trabajo 8·12, la diatribuci6n conjunta da fr~ 
cuencias. 

X 
41-50 

L 51-60 
1 51-70 1 

i 71-ao 

Bl-90 
1 i 91-100 

\ 
( 

70-75 76-81 

2 

2 3 

la 
2 13 

82-a7 88-93 94-99 

11 

2 2 

3 S 1 

3 7 2 

, 13 2 

, 11 

.• 
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.fxy ~
3 - 0.7 (-0.27) J 

• Oo74; 30 • Oo74 
1ob1 X 1o71 

-----·------ --- -· ------- ---
233 Complete los encabezados de les &igu~entes columnas, las cuales aa 

usan en la tabulación del m4todo corto para calcular el coaf~ciente 
de correlaci6n. 

_:¡ 1 --1--' ·, --. ----- ---- ---

r v·-¡ r Y' ~-;,-z 1 r v•2-~ L:r x•v• 1 
\r-!--y-11---+·--y-- y ixy 1 ___ ___,.__,_ * -1 -- ---- ---------------

234 Complete los encsbezsdos para los &1gu1entes renglones, los cualea 
aa utilizan en el método corto para calcular P , /xy 

• 
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• TAI::lLA 8.3 

! 
1 

Cal1f1cac16n,j Tiem2o, Y, en Cal1f1cac16~! T1empo, Y, en 
~ m1n. 

• 1 
A ' m2n. ' 

t-
97 1 77 87 1 83 1 

1 

1 

1 

97 86 87 53 1 
' 

95 60 87 
1 

79 

95 52 86 1 6J ! 
1 

94 62 1 
: 

- 85 52 1 
• 

1 
1 

94 86 83 72 1 
1 

94 80 82 c56 ' 1 

93 • 79 82 56 
1 

93 92 82 i 71 
! 

• 70 93 88 81 ! 

• 92 74 80 1 55 
1 

1 

92 . 
1 

43 80 1 84 
• 

t 
92 

1 
51 79 

1 62 1 . 1 

92 ! 75 79 1 93 ' 
i 1 

1 1 1 
1 

91 79 79 75 ' 
1 ' 1 ' • 

1 ' 1 
1 90 52 78 1 71 
' ' 
1 

1 
1 1 

1 90 
1 

81 77 1 89 : 
1 

' 
90 80 77 

1 
71 : 

! ' 1 1 
. 

' 1 
90 . 75 77; ' 98 1 

1 
1 

90 1 70 75 92 
1 1 

1 89 75 82 ' 57 1 
1 • ' . 
1 74 98 ' 88 

1 
59 ¡ 1 

• • r 81 72 • 78 88 1 
1 1 

1 
1 

1 
85 8J 79 93 

87 1 91 70 1 7_.:)_ _____ 
L -

• 
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)')= ... 

e ti 

'2. st ¡e"-• Sy, = 1 )1' 4 

• 

t---''----·-:-------------·------.. -· ......... ---- . ,., ~ 

~ (x~.-i') (Y!- y') _!__' f. '"''.y,'_-,-· 
{:Y = u' IJ s,.. ~~~, = -..N~J~;..:;; '--=:1-~=-:-=?;_s.:..J .,.-,-)(_"~" __ 

~---~~----~~-----1 
En ~:,in fU o'c.. f'", .¡ ér'"lnos de 
ola ñs 6 d:s i e "r c:/Q-fDs Q!} ru¡>a. Jos 

t:londe.: 
N= ntf,., ero d~ ¡:>~:~rty'a.J de. da~ 
k:. n/hf fl.rt'J ele e eldtl-d 
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conclus1on cuahtat1va a que puede llegarse al observar la graf1ca de correlac10n de la f1g 4, 

ya que los puntos se localizan en und franJd cas1 vert1cal 

problemas 

5000 
~ 
~ 4500 
' 

"' .... 
e:: 
"' 
~ .... 
"' i:: 

"" "' ~ 
~ 
~ 

4000 

3500 

3000 

2500 

2000 
3000 

• 
• • • 

• 

• 

1 
• .¡ •• 

• 
4000 5000 

Cargo de folla, en lrq 

Ftg 4 Graftca de correlacwn de los datos en las ~tgas 

Como eJerctciO, es convemente que el lector resuelva los stgUJentes 

Dtez vtgas de madera de 2 m de largo se probaron con una carga concentrada en el 

centro del claro Los resultados fueron 

Espéc1men Deflex16n máx1ma al centro Carga de falla, 

del claro, en cm en kg 

1 o 330 950 

2 o 330 1 050 

3 o 335 750 

4 o 313 900 

5 o 343 700 

6 o 426 650 

7 o 340 950 

8 0406 850 

9 o 380 650 
10 o 393 900 

Calcule el promedto y la vananc1a, y elabore htstogramas y curvas de dtstnbucton de 

frecuenctas acumuladas para cada grupo de datos 
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= 
, .. 
t (1 9) 

n r•l 

Se puede demostrar que para f'xy se cumple la des¡gualdad 

S1 en la graflca de correlaCIÓn los puntos henden a agruparse en una 

fran¡a que asc1ende de IZQUierda a derecha (fig 3a), entoncesf,, > O, pero SI por lo contrano, 

asciende de derecha a IZQUierda, entonces fxy < O (fig 3b) S1 la fran¡a es honzontal o 

vertical, entonces fxy = O 

y 

• • • • • 

••• • • •• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •••••• 
•••• • . ~ ........ --------~ 

••• X 
( a ) 

y 

• ••• :. ::. 
• •• • •• 
•••••• 
•••••• 

• •••• • • • • • ••• 
• • • • • • •• 

( b) 
. . . )( ••• • 

Flg 3 Agropam1ento de puntos en la gráfica de correlación 

S1 fxy = ± 1, se d1ce que los parámetros están perfectamente correfll.. 

clonados, en cambio SI fxy = O, se d1ce que no están correlaciOnados 

Para los datos de las v1gas del e¡emplo que se ha vemdo empleando se 
benex= 44907 kg,.JT= 33213 kg,S, = 199.1 kgyS, = 797.3 kg,porlocual 

~Y = (1/n) 

y 

1·• t ex,- 4490.7> (y,- 3321 3> =- 505422 kr 
1•1 

fxy = 
5 054 22 

~=-=-:--:-=~ = - o 032 
(199 1) (797 3) 

El valor pequeno de Px, md1ca que las cargas de agrietamiento, x, y las de falla, y, caSI 

no están correlaciOnadas, o que son prácticamente mdepend1entes Esto concuerda con la 
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-+--4---~ x .X :=.. ,P re,., edl o o r-i .J rv' {_ 

"%.4 j,c.o o' e lc.r d &~~ r 
de X. 

Coeflclen-le d~ corre/a. ciC:n = P = _ 5
---..,;xy=-

/ /(..y S" Sy 

'Sy.:. clesv¡ác/o"n 
cla-lc.r de Y 

• / 
r._./lcy: J 
'&y-=_, 

>x 

$' f)( y e .1. 6- -1 .se. -/i~ne corr~ la.-

e itJ~ ¡>erfec-lo_ ( 1-c:_:!oi /oJ /vn-ft?.r 

('X.¡f: 
1 

Y¡) ~f/~dan Jo6 1-e /Q reci-a_) 
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Table 13-1 

Co&JlELATION TAllE fOil THE Wt:IGHTS ANO HuGHTS Of 285 BoSTON UNIY[IUITY WOMEN StUDENTI cor,htlti.Wta) 
Wcaghts •n Pounds 

; l 116 ~ 1os ~ 125 135 u5 165 ¡es:; 176 1116 ¡gs 205 

57 ===--===== 1 === 
"Ts"""" -------------------------- ---
59--.---- --4---2- ---------- ------ ---
60 ----3---8---.- ---- ----.- -----------
-¡¡¡---.- --3 --2---4---5- --3- ---------------

11 82 --3- --7- --8- --.-.- --3- --2- -------- ----
11 """"i'3" ---- --7- --~2- --.-3- --e---. --.- --------.----
.S --¡¡--- -- 8 --8---.-4- ---¡o --8 --2- -------.---
!1 6S ------.---.o---.-5- --.-.- --4- --- --. ------
~ 66 ----. 2 --9- ---¡o -8--6- 2 ---.---- --.--:_--.-,_-; 
·!' 67---- ----2 -4- --8--5- --3------.- -----,-= 68 -- -- --~- --2---2---2---.- --~-----

69------------4---.---.---.----- -----
70----------------------. ----1---1 
_71___ ---- -.- -----------.- --.--~---~ 
-.,¡--- ------ --------------,-

r.g 

1 1., ~ 
_ _¡g•_.c,_;.~J"_'I:::- we•Qh' ., 

1 J-6 Sohd hiStogram for the Correlallon Table 13-2, of hetghll 
and we1ghts of 285 Boston Umvcrs1ty women "udenlL 

1 - 1 [(•-•·)'-•·(·-··)(!.::.!1) + (!.::.!1)1 J(•.y)- we•(•-,•,-:;;- -;:- .. •• z .... ..,,(l- P'> 
(13.15) 

F•g IJ-7 A normal frequency surface 

1 
1 

\ 
' ' 
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REGRESSION ANO CORRELATION 71 

\VC ,1\<11111<' th.1t 11~<· rd.111omlup " l111c11r nnd we pmceed to 6nc1 the 
cqunllon of .1 'l"'ur.~ 'tr.u,.:ht lme wluch "best fits" the data. Th1s best· 
fittml( lmc 1< c . .Jicd thc rc¡.:rr""'" /me. • 

Table 51 Verbal Aptltude Scores (x) 
and Mathamat•cs Achteve-
ment Scores (y) lor a 
Sampla ol 15 lnd•v•duala 

x, y, 

1 KO 60 
2 75 62 
J 95 78 
4 50 40 
5 65 5R 
6 55 6.:i 
7 5R 52 
8 87 72 
g 76 70 

10 40 50 
11 6B 78 
12 J5 40 
IJ 55 48 
14 74 80 
15 98 118 

y 

100 

80 

Malhemlt1CI 

ach1nemenl 60 
scorea 

oiO 

20 

----+---,---~---,----~---r--• 
20 60 10 100 

Vcrbll aputude scorca 

t'lgure 1 4 Scatterp1ot verbal aptrtude (A') ... mathematrca acn-ment ()'¡ 

•"Jñe tenn '"regrea11on'' ia somewhat o( a m1anomer See Walker and LeY (1968, pq:e 110) 
for an eaplanaUon of the ongtn of the tenn 

------------------------------------------
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TABLA 4. DISTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS DE LAS CARGAS EN LOS PISOS 1 y 9 

~ e &f".."!Cl s en t2/ { () 
Y- p/so, en te.,., 

X 05 100 5 200 5 300 5 400.5 500.5 600.5 700.5 800.5 900 5 ! 
a a a a a a a a a 1~5 1 100.5 200 5 3005 400 5 5005 600.5 700 5 800 5 900.5 

05 
a X (1) 1 

100.5 

100 5 
a X 

200.5 
(1) X (1) X (1) XX (2) 

200 5 

• X ( 1) xxxx (4) X (1) X (1) 
300.5 

300.5 
a X (1) xxxx (4) X (1) 

400 5 

400 5 
a X 

500.5 
(1) XX (2) 

500.5 

• X 
600.5 

(1) XX (2) 

• 
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TABLA 2. PRUEBAS DE VIGAS DE CONCRETO REFORZADO 

Número de Carga de agr1eta- Carga de falla, 

la v1ga m1ento, en kg en kg 

1 4 700 4 700 

2 • 3 840 4 220 

3 3 270 4 360 
4 2 310 4 680 
S 2 950 4 270 
6 4 810 4 810 
7 2 720 4 590 
8 2 720 4 490 
9 4 310 4 310 

10 2 950 4 630 
11 4220 4 220 
12 2 720 4 340 
13 2 720 4 340 
14 2 630 4 770 
15 2 950 4 630 

TABLA 3. DATOS ORDENADOS DE CARGAS DE FALLA EN VIGAS DE 
CONCRETO REFORZADO 

Carga de agr1etam1ento, en Carga de falla, 

kg en kg 

2 310 4 220 

2 630 4 220 
2 720 4270 
2 720 4 310 
2 720 4 340 
2 720 4 340 
2 950 4 360 
2 950 4490 
2 950 4 590 
3 270 4 630 
3 840 4 630 
4 220 4 680 
4 310 4 700 
4700 4 770 
4 810 4 810 

6 
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TABLA 1. CARGAS VIVAS OBSERVADAS EN UN EDIFICIO, en kg/m' 

• 1 
1 

p l S o S 
. 

' . 
Cru¡ía Sótano lo 2o 3o 4o ' So 6o 7o So 9o 

A l 38 177 296 312 313 386 432 185 355 

B 352 354 314 106 83 237 82 517 279 370 

e l 102 207 292 203 195 271 328 599 221 307 

D 269 273 428 289 308 287 331 441 211 270 

E 179 127 442 112 212 254 499 350 20 182 

F 632 324 677 620 444 229 964 738 768 962 

G 657 358 395 760 391 307 736 499 31 222 

H 591 519 461 682 745 343 546 850 417 405 

l 873 147 215 767 514 425 245 967 423 315 

j 384 181 345 405 877 880 296 1 037 353 420 

K 461 118 426 393 365 353 640 567 262 484 

• L 196 114 41 208 212 134 311 90 79 287 

M 450 243 248 573 606 646 514 783 140 228 

N 486 522 273 668 539 603 451 786 222 470 

o 432 236 304 348 650 450 545 332 259 194 

p 455 269 394 701 597 899 732 281 33 260 

Q 469 268 307 l 115 680 289 547 248 774 679 

R l 043 321 441 969 476 757 798 758 1 121 366 

S 672 305 764 752 656 398 949 757 436 358 

T 390 335 418 691 492 518 640 769 392 317 

u 386 577 617 165 608 385 713 490 478 368 

V 121 271 662 275 327 352 515 483 497 284 

• 
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CAPITULO 6 , 

Por Octav~o A. Rascón Ch. * 
~LBM~NTOS DE LA TEORIA ESTADISTICA DE DECISIONES 

Una de las ramas de la estad~st~ca es la ~~t6e~enc~a e4tad~4t~ca; 

en ella se ut~l~za ún~camente la ~nformaci6n que proporc~ona 

' una muestra de la poblac~6n baJO estud~o para ~nfer~r algunas .· 
de sus características, tales como la med~a, la varianc~a, etc. 

En el proceso de ~nferir alguno de estos parámetros suele rea-

l~zarse una p~u.eba de li~p6te4~4, en la cual se toma !a dec-<.4.t611 

de adoptar una acc~6~: aceptar o rechazar la h~p6tes~s nula 
:> 

con un c~erto n~vel de conf~anza. Por eJemplo, después de pro-

bar ,una muestra de un mater~al manufacturado, tal como el acero 

de refuerzo para concretp, podemos infer~r el ~orcenta)e de 

elementos que no cumplen con la especif~cac~ón ba)o prueba; s~n 

embargo, lo que más ~nleresa es contar con un cr~ter~o o ~egZa . ' 
de dec~4i6n para aceptar o rechazar,con base en una muestra, 

un lote de d~cho producto. 

situac~ones como ésta, y aún más generales, t~ene que afrontar 

a menudo un econom~sta o un ~ngen~ero en su práctica profes~o-

nal; e)emplos ae ellas son: 

i) Seleccionar las d~mens~ones de un vertedor de dcrnasias 

de una presa, tomando en cuenta que el flu)O futuro 

rnáx~mo no s~ sonoce con certeza. _ ..Jrh 

ii) Dec~d~r a c¡ué planta premezcladora de concreto nacer 

un ped~do par~ constru~r la carpeta de una carretera, 

* Jefe de la D~vis~6n de Estud~os Superiores de la Facult~~. 
de Ingen~er!a, UNAM. 



2. 

• tomando en cuenta las d~ferenc~as en prec~o y control 

de calldad que se tlene,en cada una. 

~i~) Deci9~r quá cantldad de c~erto producto elaborado hay 

que tener en lnventarlo, sl tanto la demanda como la 

producc~6n son aleator~as. 

iv) Dec~dír la trayector~a de una carretera, tomando en 

considerac~6n que no se conoce con certeza el poten-

clal econ6m~co de los s~t~os que cruzará, y que su 

long~tud y las distanclas a los bancos de mater~ales 

serán dlferentes en cada caso. 

Un factor ~mportante que debe conslderarse al tomar una dec~sl6n 

es la evaluac~ón, e~~PHa escala cuant~tatlva, de las con6ecue~- • 

c~a6 que se tendrían al adoptar las dlversas acc~ones. Puesto 

que los responsables de tomar una declslón están generalmente 

lnteresados en los costos y beneflClOS (no necesarlamente en 

' escala monetar~a), el crlter~o de decisión deberá basarse en 

' ' el cost9 o beneflcio esperado para cada acclón. 

En qeneral, la persona que va a tomar una dec~slón deberá con-

slderar los factores econ6mlcos, las d~versas técnlcas exls-

tentes para resolver el problema.las neces~dades h~~anas, so-

Clales o Clentíf~cas, etc., para selecclonar la acción que 

optimlce la esperanza del beneflclo (o Utllldad) derivado de 

la obra. 

Res~~iendo, los factores que se deben conslderar durante el 

proceso de tomar una declsi6n son (ref 1) • 

i) Un obje..t• •o. Sin un obJetivo no hay nada acerca cie qu~ 

... 

--

• 
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dec1.d1r. Los Ob)Ctl.vos vur:íun uru¡,ll•'"'' r,J.t: ,J,. •H··• 

&J.tu.1c16n ,, otrLI, y pueden ser tales como: costo 

J.n~cJ.nl, de opcracJ.6n o de mantenimient~! confJ.abJ.

¡,,¡~d de un SJ.stema, utilJ.dad anual, etc. 

J.J.) ~(ve~~04 cu~406 de acc~6n. Siempre debo de haber 

más de una manera de lograr el ob)etJ.vo, puesto que 

SJ. s6lo nay una no hay neces1dad de escoger o de 

dec~di~ por uni de ellas. Las, d1ve~sas accJ.ones 
' 

pueden tener diferentes costos o benefJ.clos y d1fe-

rentes probabJ.lldades de tener éxJ.to; el proceso de 

formular una lJ.sta de las dJ.versas acc1ones o alter-

nativas es un proceso de inventJ.va que debe desarro

llar la persona que toma la decJ.SJ.Ón, con base en su 

e~periencJ.a o intuJ.cJ.ón. En ocas•ones una de las 
'. ' 1 

accJ.ones poslbles es "posponer la decJ.sJ.ón hasta tener 

mayor J.nformación acerca del problE!IIIa" lo cual, evJ.

dentemente, no puede prolongarse en; forma J.ndefJ.nJ.da. 

iii) F4ctc~e4 ~elevan~e6. Los factores'relevantes que 

pueden· J.ntervenir en un proceso de decJ.sJ.ón pueden 

ser iguales o dJ.ferentes para las dJ.versas accJ.ones, 

y pueden ser de carácter econ6~J.co, 1 tecno~ógJ.co y 
~------ 1- -- ---

.: ... .J)¡ ' 
numa~9· Dentro de los factores eco,~órnJ.co~ se cuentan: 

disponJ.bilidad de ¡naterJ.ales, fJ.nan:cJ.amJ.ento, J.nsta-

laciones, organ1zacJ6n admlnlstrati~a, equlpo, etc. 

Como factores tecnolt5glcos podernos co.nslderar aquellos 
11 

dJ.rectamente relaclc~ados con el anállsls y dlseño 

de un ~stcma, tale& como resJ.stencla de los mate::J.ales, 



4. 

' . 
blern~s de fat~ga, corros~6n o fluJo p~~st1co de los 

rnater1ales, d4~pon4b414dad de combust4ble o corr1cnte 

eléctr1ca, etc. Los fac~ores·numanos no sólo se rela-

c1onan con la pr~ctica políc1ca o soc1al para d1señar 

un s1stema, sino también con 1a ét1ca y moral del que 

decide, tales corno prestig1o profesional, preferenc1as 

y preJU1C10S personales, confo~t o b1enestar farn1l1ar, 

etc. 

6.2 Ei mode~o de ~~k4i6n 

Para formular .el modelo de dec1s16n Cref, 2) tenernos que defin1r 

todos los elementos que 1ntervendr~n en él. Es necesar1o saber 

qu~ las consecuenc1as de adoptar una acc46n dependen de un 

factor que no conocernos con certeza y que llamaremos e¿tado de ,, 
.:a. na.tu~;.ateza. Por eJemplo, al d1s,eñar un ed1fic1o no conoce-

' 

rnos exactamente cu~l ser~ el asenta~1en~o total del rn1srno, de 

acuerdo con los d1versos tipos de cirnentac16n que se util1cen; 
' . 

\ 
tampoco conocernos con certeza el volumen rn~x1rno de agua que 

escurrirá hac1a una presa que forma parte de un sistema de riego 

y de cqntrol de avenidas durante un pertodo dado, etc. La ma

nera de reconocer que no se sabe cu~l es el verdadero estado 

de la naturaleza· 'consiste en asignarle a cada uno una p!Loba.-

b~t~da.d de que ocurra. 

El proceso de tornar una dec1s16n cons1stie en escoger una acc~6n 

1 '¡ o alternat1va, a., de e~tre las d1versas'acciones pos1bles a 1 , 
1 

a 2, •.• , an, que const1cuyen el e6pacio 'de accione6, A (el espa-

cio de acciones es el conJunto de las diversas acciones, es decir, 

• 

• 

• 



1 

• 

• 

• 

s . 

A • { ,¡ 1 , a 2, .•. , a 
11

)) , Da JO la cons1dcrac16n de que no se saoe 

con ce:teza (sólo probabl.l!stlcamente), cuál de los posl.blcs 

estados de la naturaleza e1 , e2 , ••• , e , es el verdadero (el 
111 

' 
conjunto na {e1 , e2, ... , e l se denom1na e6pac~o de e6tado6 

111 

' de. la t~atuJLaleza), Una vez que se ha seleccionado y real1zado 
,, 

una acc16n, con el transcu:so del t'iempo la persona que tom6 

la deCl.SlÓn podrá darse cuenta de cuál es el verdadero estado 

da la naturaleza, con lo cual ootendrá una ut1l1dad u(a,e); 

en otras palabras, u(a,6) es la util1dad que se obt1ene al 

escoger la acc16n a cuando el velldadello estado de la naturaleza 

"es e. 

Este modelo de dec1s1ones se muestra gráf1camente en la f1g • 
' 

6.1, med1ante el llamado áJLbol de dec~4~one6. 

1 AQUI ENTRA FIG 6 .l, 1 

" 

ir 
'1 

Otra manera de representar gráf1camente el proceso de declsl.o-

nes se muestra en la f1g 6.2; en ella, aparece en prl.mer térm1no 
' 

el ob)etl.VO que se pers1gue al tomar la dec1s16n acerca del s1s-

tema baJO estud1o; en segundo l.uga~ se t1ene la 1nformac16n -
' 

acerca del sl.stema, que 1ncluye la ~l.sta de las acc1ones posl.-
\ 

bles, la l1sta de los estados de la' naturaleza y sus proba~111-

dades correspond1entes, y la l1sta pe los factores relevantes, 

en tercer lugar, aparece el cr1~erio 1 de decl.Sl.Ón que se ut1l1ce 
1 

y, finalmente, la acc1.6n 6pt1ma o más convenl.ente • 

AQUI ¡ ·.'l'RA FIG ó. 2 

Una manera usual ~e ~resentar las ut1l1dades que corresponden 



ó. 

' a cada comb1~ac16n acc1Gn-estado de la naturaleza consiste en 

una tabla como la ó.l; por eJemplo, en el renglón de a 2 y la 

columna de e se t1ene lft ut1l1rla6 ula 2 , 6
111

1. 
111 

T~bla G.l. Tabea de u~ilidade6 

!ACCIONES UTIL.IOAOES 

1 

1 

~ 

' a. ... 

al 

a2 

. . . 

a 
11 

1 

1 

' 

u(a.,e.) 1 u(a1 ,e 2 J 
1 

J. J. 

u.(a2,9l} u(a 2 ,e
2

J 

' 

. . . . 
' . . 

u.(an,el¡ u(a
11

,9 2 }, 
' 

... 
1 1 

. . . 
' 

. . . 
' 1 
' 

1 
... 

u.{a ,a J 
' m 

u(a1 ,em} 

ufa 2 ,& J 
tt. 

. . . 

u(an,9ml 

1 

i 

¡ 
1 
' 1 

1 

1 

1 

. ' 
La formulac16n ~~ los problemas de dec1s16n se 1lustrará median-

te los sigu1entes eJemplos. 

E¡empLo 6. 1. P~ueba e6tadl6t,ca de h,p6te6i6. Al real1~ar una 

1 
prueba de h1p6tesis s6lo hay dos acc1ones: 

rechazar la h1p6tes1s 

~1 espacio de acc1ones es, por :o tanto, A = {a
1

, a
2

}. s~~ongamoó 

que los estados de la nuturaleza son~ y e
1

, que corresponden, 

• 

• 

por eJemplo, a los~v~ores pos1oles de la mcd1a o de la varian- • 

c1a de una variao:~ ~:eator1a, el espacio de estados de la 

naturaleza es, entonces, n a{e
0

, &
1

}. 

. .. 



• • 

• 

• 

• 

., . 

. 
Se "trata de probar la hlp6teSlS Ho: a= ao. contra la alte::;¡c:.-

tiva H
1

: a • e
1

. La tabla de utlll.dades correspondiente es 

a.(. u(a , 
.(. e o> 

i 
1 ul 1 al 

1 a2 u3 
1 

u(a , 
.(. 

u2 
. 

1 
u 

4 

el> 

' 
't 

donde U3 a u{a2 , e0) y U2 ~ u{a
1 , a

1 ) 1 SOn Utlll.dades COn valo

res negatl.vos, ya que corresponden, a una pé~d.(.da ocasl.onada 

por cometer el error tipo I, de rechazar H
0 

(tomar a 2l sl.endo 

verdadera {e '"e O) , y a cometer el error ttlPO II, de aceotar 

H0 (tomar a 1 l sl.endo falsa (8 •e
1
l. resoec~l.V~~ente. (En 

l 

alqunos textos, como la ref 3, se utl.ll.za la ~unc~6n de oé~d~da 

L (a~, a.) en vez de la 6unc.(.6n de ut~t~dad, pero ambos crl.-
1 ¡, 

terios son equivalentes puesto que una pérdl.da eqül.Vale a üna 

utl.lidad negativ~, y Vl.ceversa). Las utill.dades u1 = u{a~,a 0 ¡ 

y U~ • u(a2 ,a1 l son posl.tivas (hay ganancl.a), puesto que corr~s

ponden a tomar las acc1ones correctas. El árbol de decl.si6n 

para este problema es el mostrado en la fl.g 6.3. 

E~T~ FIG 6.3 

Ej e.mpto 6. 2. 
1 

Con4t~ucc.(.6n de. ta ca~peta de una ca~~ete~a. 

Un contrat1s~a constru1rá la carpeta de ~na carretera en tramos 

de 50 m; el gob1ern0 ac~ptar& o rechazará cada tramo de acuerdo 

con una prueba de control de cal1dad. ~1 contratl.sta t1cne la 

opc16n de pedir el concreto a una de dos plantas prcmezclado

ras; la planta A cobra 140 pcsos/m3 y ,la ¡¡ :i..SO pesos/r.l3 , pero 
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·~ 

el co~trol de cal1dad que se lleva en la planta B es meJOT, 

lo cual hace m~s probable que un tramo aado pase favorablemente 

la prueba de aceptacJ.6n. Tomando en cuenta que en cada tramo 

se usan 100 m3 de concreto y que la prqbabJ.lJ.dad de que el pro-

venJ.ente de la planta A no pase la prueba de control es O.lO, 
' 

y la de B es 0.05, el constructor deberá decJ.dJ.rsc por cuál 

pl.:l.nta usar. El árbol de óeclSJ.ones de este problema es el 

mostrado en la fig 6.4, donde P(a1 ) y 
' 

son las probabJ.lJ.-

ENTRA FIG 6. 4 

dades de que ocurran a1 y a2 , respectJ.vamente. La utllJ.dad 

u1 a u(a1 , a1 l es la que corresponde a utJ.lJ.zar la planta A 

y que la carpeta pase la prueba de control d~ calJ.dad; en este 

caso la utJ.lJ.dad (negatJ.va) es el costó del concreto (Sl4,000.00) 

más la colocacJ.6n (supongamos SlOO,OOO;'OO), por lo cual u1 = 
' ' ,, 

-114,000.00. u2 • u(a1 , a2 ) es la que,corresponde a usar la 
' 

·planta 'A y que la carpeta no pase ·la prueba de calJ.dad; en 

este caso el constructor deberá demole~ y reconstruJ.r el tramo 

con los sJ.guientes costos: 
,. 

PérdJ.da de prestJ.gJ.o S 5,000.00 

\ 
,, 
1• 

Mano de obra de demolJ.cJ.6n 15,000.00 
1 ¡l 

1 
' Concreto 1 14,000.00 
1 

' 

\. Mano de obra d~ colocacJ.6n 100,000.00 

Carpeta demolJ.da 

1 

Recons truc.c J.6n 

' '\ Mano de o ora 100,000.00 
' 

\ •' ,.. :1creto 1 1<:,000.00 
\ 

Ir 

T O T A L S 248,000.00 
:· 

• 

• 

• 



• 

• 

• 

~ . 

De manera s~m~lar se obt~enen 

ser u3 a - $116,000.00 y u4 = 
u3 y U4, cuyos valores resultan 

- $252,000.00. 
' 

s~·la dec~s16n se tomara s~n cons~derar +as probab~l~daóes 

de aceptar la cürpeta, el constructor se dec~d~r~a por lü 
1 
1 

planta A, ya que la pérchC:ü (ut~lidild nt.g,¿¡tivu) ucrJ.¿¡ M.r.úr. 

s~ se toma en cuenta este hecho, y ~dopt~~os como c~~te~~o de 

dec~6~6n el escoger la planta que conduzca a una e6pe~aAza d~ 

pé11.d.ida menor 

ble aleatoria 

se•, tendr§. {recuerde que la :esperanza de 

X, ·E[x], es E[xj .. _j1 .P[x.Jx.c:,donde las 

la var~a-

X.(. son 

los valores que puede asum~r X, y las probabil~dades 

correspond~entes) : 

Para la planta A: 

E[u]= 'o.go X (-114, 000) +0 1 lO x~-248,000) .. -$127,400. 

Para la planta B:. 

E[u]= o.gs X {-116, 000) +O. OS x{-252,000) a -$122,800. 

Comparando ambas c~fras se concluye que 'la dec~s~6n de comprar 
' 1 

el concreto de l:a planta B conduce a una, párd~da esperada menor 
,' 

que la de la pl~nta A, 

el prec~o unitar~o del 

es dec~r, se• escoge 
,¡ 

concreto sea may~~. 
la planta B aunque 

EJ empl.o 6. 3. Un ingen~ero ~ndustr~'al d~be dec~d~r sobre la 
1 

conven~enc•a de ~nstalar un s~stema de a~re acond~c~onado en 
1 
1 

una planta ~ndustr~al. Con base en los
11
reportes d~ar~os del 

¡, 

serv~c~o meteorol6g~co se ha est~mado q~e los estados de la 
1 

na~ur~leza pos~bles se pueden reduc~r a~ 

. .a 1 : el Soí)% de los d~as son l¡¡uy c~l~entes y el 20% 

' son cal~entes 

... 



82; el :iO% de Jos d:las son muy c.al1.entes, 

C<:.ll.entes y e: 20% son tl.Ol.OS 

83: el 20\ de los días son muy cal1.entes, 

cal1.entes y el 50% son t1b1.qs 

Las acc1.ones pos1.bles son: 

a1 : l.nstalar el a1.re acondl.Cl.onado 

a2 : no l.nstalar el a1.re acondl.cl.onado 

lú. 

el 30% son 

el 30% son 

Se est1.ma que las ut1.l1.dades ~ue corresponden a cada comb1.na-

c1.6n acc1.6n-estado de la naturaleza son: 
' 

u(a
1

, el l .. -$30,000 , u(a
2

, el l = -$100,000 

u(a
1

, e 2l = -$30,000 , u(a2 , e l = 2 ' -s 40,000 

, 
83) = -$30,000 

, e l = -s 10,000 u1a 1 , , u1a
2

, 
3 ' 

' 
Observe que los $30,000 ~ue se p1.erd~ al 1.nstalar el a1.re acon

dl.Cl.Onado (acción a1 ) corresponden al ~osto l.nl.cl.al y de man

tenl.ml.ento del Sl.Stema; los $100,000 que se pl.erden con la ac

Cl.6n a
2 

cuando la mayor1a·de los días 'son muy call.entes corres-
' ' 1 

ponden al costo de los daños que las altas t~~peraturas ~~bien-
'1 11 

tales puedan ocasl.onar al producto elaborado o a la materl.a ,, 

prl.ma; un comentarlo semeJante a este·altimo se apl1.ca a las 
' 

c1.fras de -$4d~ooo y -$10,000.00. 

La tabla de utl.lidades que correspondJ a este problema es: 

' 
! 

1 

¡ : 
a • u (a-<., e1 ¡ ' u(a~,e 2 ) 14(a~,e 3 ¡ 1 

.( 
1 

1 1 

,, 
' 

al -30,000 -3o;ooo -30,000 
' i 1 ' 

,, 

' 1 ¡, 

' a2 -100,000 
1 

-40.;000 -10,000 

1 ' 

• 

• 

• 
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• 

• 

• 

1 1 
1 1 

ACCl.Ones, a. :Estados, 9 ~Ut;.lJ.dades, U (a. , 6 ·) 
"- 1 JI "- j 

F19 6.1 

1 1 
1 1 

1~ ura,,e,¡ 1 
1 'O \ ' 
: ~ U(a 1 ,6 2 ) 

U(a 1 , 9ml 
U(a.2,6.1) 

U(a 2 ,92) 

U(a 2 ,am¡ 
~(a.n,a,¡ 

lil(an,a 2 ) 

U(a. ,Sml 
' n " 

Arboi de decis1ones 



FIG 6,2 

• 

Acciones 

Eslado5 de la 
naturale~a y s~~ 
probabilJdades de 
ocurrencja .._ _________________ . 

.-----------
Factores 

relevanlc:. 

OJf.GR/\!U, DI.;T, PHOCESO or; DECIS ION 

• 

Criterio de}----·~ Acd~~-6¡.>:11·: · 
dccis~6n · 
-------- ~- ---- -- - ----- ----

• 



~
 

lO
 

o a
. 

E
 

<U 

M
 

... 
~
 

<U 
~
 

~
 

~
 

~
 

:::::> 

<U 
"O

 

"' <U e o "' u <U 
"O

 

<U 
"O

 

o 
.o

 
.... 
<

t 

,.,., 
lO

 

0
1

 

lL
. 

• 

• 
• 

• 



, ... ..... 

... :{> 
(' 

-.." 
~ 

<-,¡-
~"' 

..o.t 
~~ 

t~ 
~ 

~ ' ' 

e"' a.' 
'Q'j:" 

\.o·"o 
\') \ ~ ' 

p~ 
"~.¡, 

<~,pis 

\"o·"? 
"\ ~ ' 

< ).,0 

U
1

a -$ii'Ó,000 

• 1 (J 

112- -$2.;8,000 

u
3

- -s11G,ooo 

u.,- -s2s2,ooo 

Fig 6.4 Arool de dec¡s¡ones del ejemplo 6.2 

. -~ 

• 

• 

• 



¡() 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

(!) 
1 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

8-
o 

o 
n. 

1
") 

1
") 

1
") 

q 
~
 

~
 

E
 

-(/)-
~
 

-<1>-
-<

ll-
-(/)-

-11'1-
a. 

1 
1 

1 
1 

1 
·
~
 

a. 

a. 
u V

) 
<U 
e o V

) 

u a. 
u a. 
u o 
..0

 
..... 
<t 

1(') 
. (!) 

0
0

 

..... 

• 
• 

• 



• 
• 

• 
l 



... 

• 

• 

• 

l. Una urna cont1ene m bolas blancas y n negras. Se sacan 
k bolas de la urna y se deJan a ~n lado, sin observar 
su color. Se toma otra bola de la urna, ¿cuál es la pro 
babil1dad de que esta última sea blanca? --

2. Calcular la probab1lidad de obtener un total de 4 puntos 
al t1rar tres dados. 

3. Resolver el problema 2.9 del Paooul1s. 

4. S1 se tiran 6 bolas en 3 canastas, de manera que cada b~ 
la tenga la m1sma probab1l1dad de caer en cualqu1er ca -
nasta, ¿cuál es la probab1l1dad de que todas las canas -
tas estén ocupadas? 

5. 

6. 

7. 

Una urna, A, qontiene dos bolas blancas y dos negras. 
Ot~a urna, B, tres bolas blancas y dos negras. Pasamos 
una bola de la urna A a la B. Se saca una bola de la 
urna B y resulta que es blanca. ¿cuál es la probab1l1dad 
de que la bola que pasamos haya s1do blanca? 

Un Juguete se arma con tres partes. La probab1lidad de 
que cada parte sea defectuosa es O.l;calcular la probab~ 
l1dad de que el Juguete esté defectuoso. 

Tres Jugadores (a, b y e) toman sus turnos en un Juego 
de acuerdo con las siguientes reglas: 

Al 1nic1o, a y b JUegan, mientras e espera. El perdedor 
es remplazado por c. El segundo juego es entre e y el 
ganador, m1entras el perdedor del pr1mer JUego espera. 
El Juego cont1núa as! hasta que uno de los Jugadores g~ 
ne dos veces consecut1vas, resultando por ello el gana
dor del JUego. 

a) 
b) 

e) 

Descr1bir el espac1o de muestras. 
En el espac1o anter1or, as1gne a cada punto, o evcn 
to elemental, que contenga k let~as, la probab1l1dad 
1/2k. Por eJeMplo: aa y bb tendrdn probab1l1dad 1/4 
cada uno. Denuestre que la suma de las probab111da
des asigr.adas es 1gua1 a uno. 5 2 
Demuestre que P(a gane)=P(b ganel=y4 y P(c gane)=y 

8. El espac1o S t1ene cinco elementos, S={a, b, e, d, e} 
Encuentre el mí~1mo campo de Borel generado por (a,b) y 
(e) • 
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Cack. eut~ ele.. ~ CP.MA.t~ ~n~"-'n¿ rk>r kk.1 

ó>3= {z:?,z) 
fv~ ¡:;o.x/4v, : 3 b 

'Pt lau ÚVJ {AMI.J~ OCLJp"'-r:k.Jj.: =:>lt-.)¿ +~~:: ~ 
1 J' 2 t¡ 

B)J~.._ -
'B = f (p. /;:;k_ ~e. ftVrurta/ pt.. ./;knU! f 
1 :: f ~ • . .. . . .. /le¡(#. J 
Sb = 1 .. .. .. J.;>CIUJ.fo/f"t J/.111~ 

f.,./,ó;.r,e¡ 

P(:8/Sb)= P(S¡,JB )P(~) = f)(-;f :.·1 
-P(.J6/ sjP{B)r P{.fb /N) f{t/j : )(f: -f -fyf 7 

6) l.ar ~J a1 ¿ t¡ e !oll. vr.rú.¡;w.ál~tt tiJ 
1 
p« lb ?'e ~ 

J(a+6+<J= p(p.)l-f(!J)fP{c) -J>{4h)- ?(bc)-?(4 e) -1- ?(abe) 
se Ci'ene 
P(ab) = ?(a)P(6) 
P( be)= P{t)P{c) 
P(ac):: ?(a)?(c) 
?(ah~= P{a)P{ó)¡;{c) 
&,.t;;;,ed 
p(a+b-1-c)-= 3{o.t)-3(tJ./)(o.t)f {o.if-::: 0.'27/ 
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b)- E nconfror !=x:. ( "t:.) Si se LIIJ!rzo,-, doJ /'2) dad al 
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¡ (X) = J A~ 
~ { ~8-x) 

O '" .. , '" ,, 
- ··- - '+-

4~;¡::.~8 

x<o) .:x:~e 

Dekr7771nor 1 dd7'-jai la jvnc1~n ¿e 0 ,.Jfr¡(>,u;,dn 
C-&>1'"1'" e¡Fond ten k, 

Ca./culor P{ Z!:6} / Pi o!: "Z. ~ 6} 

3.- Dejlm";- t.ma {'-(l?od.n de densidad wJanc!o ;t.(~-x)1 
~bre- e/ c.onJ'mlo ot:z<2. E"necn/;'"t;·r P(a~"):.<b) sí 
a- o< cc < b <'l.. 

br a<o 1 '2<1.J 
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!/.:- $-r¡;;om e/Jdo e¡..,e la vula /,;.¡¡ 
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en hrs._, de u, c¡erh:. 

ftpo de ¿,._~/boJ sr'jvt: """o cle:ns~e:lad fcCX) = loo¡;r;v., 

si X"') too 'f {x (;t:.)::o ~¡ X. !:: ¡ao .. 

d (M/:,¡ e,.¡ la r~bob//rdocl de 1""e mn¡u.'?c:> c/C'. lo: 
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d W•Ó/ {i!.f /C( ~:m/::>Ob,f/cJod QC ít.J~ ~OJ ·/rC'"J su/boJ 
orrc¡inale, le.YJc:¡an 1"'c. .Je/ se-tshk.ndcu etv/Onk k1J 

rnmc-ra.J ¡So ho,a/ de o¡>e¡-«c,-f.n 7! 
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CARTAS DE CONTROL 

INTRODUCCION 

Aunque existe la t0ndenr.1a generalizada a pensar que el Control d~ 

Calidad es de desarrollo reciente, realmente no eXISte nada nuevo 

en la Idea básica de elaborar un producto caracterizado por un al-

to grado de uniformidad. 

Durante Siglos, hábiles artesanos han procurado c~aborar producto~ 

que se diStingan por su superior calidad, y una vez que han logrado 

obtener un cierto estándar de calidad 6ptimo, eliminar dentro de 1r 

posible la variaci6n entre productos que nomtnalmente deben resultrlr 

Iguales. 

La idea de que 1~ Estadistica puede resuttar un Instrumento muy 6t1l 

• para asegur~r un estándar adecuado ~e calidad para los productos ma

nufacturados se ,emonta no mas allá del advenimiento de la produr· 

ci6n masiva
1

y el uso extendido de los métodos estadisticos para rP-

• 

1 ' 
~olver problemas de control de calidad es aún más reciente. 

Muchos problemas que aparecen durante la elaboraci6n de un produl•• 

son susceptibles de ser atacados empleando tratamientos estadí~t1r• 

por lo que al hablar de Control de Calidad Estadistico, nos e~tarp-

mos ref1.r1endo esencialmente a las tres técnicas especiales, I'H' ·, 

J l 1 
discutirán en el resto del ~~f~O: Uso de las Cartas de Control, 

• 1 
nuestreo de aceptaci6n y establecimiento de limites de tolerancia. 

Conviene mencionar que la palabra calidad, al ser empleada de aquí 
1 

en adelante, se referirá a alguna ~ropi~dad medible o contable de 

algún producto, tal como el diámetro de un balin de acero, la rP

SIStencia de una viga de concreto, 'el número de defectos en rtn.'l 



2 

pieza de tela, la eficiencia de cierta droga, etc. 

IDEAS SOBRE CARTAS DE CONTROL 

A muchos IndiVIduos lQs puede sorprender el hecho de que dos artíc~ 

los aparentemente Idénticos elaborados baJO condiciones cuidadosa-

mente controladas, de las mismas materias 'primas, y por una m1sma 

máquina con diferenc1a de pocos segundos, puedan, sin embargo, d1fe 
' 

rir en muchos aspectos. 

En efecto, cualqu1er proceso de manufactura, aan s1endo muy bueno, 

se encuentra caracter1zado por una c1erta cant1dad de var1ac16n que 

es de naturaleza aleatoria, y que no puede ser el1m1nada en forma 

completa. 

Cuando la var1ab1lidad presente en un proceso de producc16n se 11-
'1 ' 

t 

• 

mita a var1a~16n aleatoria se d1ce que el,proceso se encuentra en • 

un estado de control estadístico. 

Tal estado se puede alcanzar cuando se elimlnan aquellos problemas 

causados por otro tipo de variaci6n, llamada var1ac16n sistemátJca, 
' 

que es de naturaleza más bien determ1nist1ca, y que se puede acha-
1 

car, 

baja 

por eJemplo, a operadores mal entrenados, 
' 1 

1 
cal1dad, máqu1nas en mal estado, etc. 

materias primas de 

Ya que les procesos de manufactura se enquentran rara vez l1bres 
1 

de estos pr9blemas, conv1ene contar ~on a~gan método s1stemático 

para detectar desviaciones serias de un estado de control estadis-

' t1co cuando ocurren, o Inclusive antes 

viaciones. 

¡' 

de que ocurran tales des-
1 

' 1 
• 
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Ese método SlStemátlco de detecc16n se puede tener med1ante el e•-

pleo de las llamadas Cartas de Control. 

TIPOS DE CARTAS DE CONTROL 

En lo que s1gue d1stinguiremos entre las cartas de control para •e-
' 'r -d1c1ones o var1ables (X, R, a ) y las cartas de control para atri-

butos, (p, e) depend1endo de que las observac1ones que estemos ana
l 

l1zando sean mediciones o datos contados o calculados, respect1va-

mente. 

' . Un eJemplo del pr1mer caso seria, la longitud de las var1llas de 

acero de una muestra. Como eJemplo del segundo caso tendríamos el 
' 

número de fqcos defectuosos en una muestra de tamafto dado. 

CONFIGURACION DE LAS CARTAS DE CONTROL 

En cualqu1era de los casos menc1onados, una carta de control con-
' 

siste de un~ linea central, correspo~diente a la cal1dad promed1o 

a la que el proceso debe func1onar, y dos lineas que corresponden 

al Lim1te Superior de Control (LSC) y al Limite Infer1or de Control 

(LIC), respectlv$mente. 

' Estos limites se escogen en forma tal que' los valores que se encuen 
' 1 1 

tren dentro de ellos se puedan atr1buir al azar, en tanto que los 

valores que ,ca1gén fuera de ellos s~, puedan considerar como 1nd1ca-

' ' ciones de falta de control. 

1 

No obstante la 1dea anter1or, conv1ene menc1onar que en la f1gura 
' 1 que se presenta a continuac16n se pueden cons1derar otras pos1-

• bles situaciones'de "falta de control" que 8.11eritan 1nvest1garse: 

1. Cuanáo dos de tres puntos sucesivos caen en la zona A, 
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o mlis allá. 

2. Cuando cuatro de c1nco puntos suces1vos" c'áen en la zo 

na B o más allá. 

3. Cuando ocho puntos suces1vos caen en la zona C o más 

allá. 

Debe hacerse notar que las pruebas arr1ba menc1onadas se apl1can a 

ambas m1tades de la ca~ta de control, pero se apl1can separadamen

te para cada m1tad, y nunca a las dos mitades en comb1nac16n. 

EXPLICACION DEL,EMPLBO DE LAS CARTAS DE CONTROL 

S1 se grafican en una carta los resultados obten1dos a part1r de 

muestras tomadas peri6d1camente a 1ntervalos frecuentes, es posi-

• 

ble checar por med1o de la carta si el proceso se encuentra bajo 

control o s1 se'encuentra presente en el proceso la var1ac16n s1~ • 

temática del t1po descrito anter1ormente. 

' ' 
Cuando un punto muestra oae fuera de los limites de control se 

1 
trata de encontrar el problema que caus6 tal evento dcntto Jcl 

proceso. ~ero ~(m si los puntos c~en dE;ntro de los lfmltes n.en

clonados, alguna tendenc1a, o c1erto patr6n de los m1smos puede 

1ndicar que se debe llevar a cabo alguna acci6n para preven1r y 

evitar algGn problema serio. 
T 

La habilld&d para "leer" las cartas de control y para determ1nar 

a partir de el~as cuAl acci6n corr~ctiva debe llevarse a cabo, 

se obtiene a partir de la experiencia y del juicio altamente de-
L 

sarrollado. ,, 
', • 
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Un pract1cante del control estadíst1co de la caltdad debe no tan 

solo comprender los fundamentos estadísticos de la materta, sino 

tamb1én encontrarse 1dentif1cado plenamente con los procesos que 

desea controlar. 

CARTAS DE CONTROL PARA MEDICIONES (VARIABLES) 

Cuando se requ1ere establecer control estadíst1co de la caltdad 

de algGn producto en térm1nos de med1c1ones o var1ables, es cos-

tumbre eJercitar tal control sobre la calidad promed1o del proce-
' . so, al igual que sobre su var1ab1lidad. 

La primera meta se logra al graf1car, los
11

promed1os (med1~) de 

muestras extraídas per16dicamente en la llamada carta de control 

para med1cv;, o simple•ente,' carta i. La variabilidad se puede 

• controlar de igual forma s1 se grafican tos rangos o las desvta

ciones estándar ~e las muestras en las lla•adas Cartas R o cartas 

• 

a, respectivamente, depend1endo de cuál estadística se emplee pa-
' 1 

ra estimar la de·sviaci6n estándar de la poblaci6n. 

Si se conocen ~ y a de la poblac16n~ y es razonable suponer lal 

•ediciones obtenidas como muestras extraídas de una poblact6n 

no mal, podre•os asegurar, con P • Y - a ''que la media de una 
1 11 

•uestra aleatorJa de tamafto n se encontrarA entre 

..JL_ + a 
f - a e y IJ 

1
1

C ~ t 

'" o 
1 • 
11 - &e a- y p+ ~e a-

X X 

Los dos liaites ,anter1ores (± zc ai 1
) pr~porc1onan entonces lí

•ites infer1ores y superiores de control y, bajo las supos1c1ones 
,1 

.\ 
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anteriores, permiten al practicante del control de calldad de
' 1' ,.,.,.,. 

terminar si se debe o no llevar a cabo algún aJuste en el pro-

ceso. 

Conviene establecer en este momento que realmente al emplear una 

carta de control lo que estamos haciendo es probar las hip6tesis 

nulas de que a un cierto nivel de e o"' t'c.."' ... 1 - a los valo-

res de las estadísticas obtenidas de las muestra~ sean Iguales 

al parámetro correspondiente de la poblaci6n (calidad promedio), 

es decir, est~os realizando prueb~de hip6tesis en l~cua~ 

Hd 9 = S 

H¡ 9 J. S (Dos colas) 

Abundando más en el asunto, estaremos probando las hip6tesis se-

cuenciales de que con cierta probabLlidad 1 - a la calidad de 

las muestras ~·igual a la calidad promedio del proceso, tal co

mo se puede ver en la figura (4). 

1 ,, 

SI se consideran probleaas prácticosJlos valores de ~ y~ del 
,, 1 

proceso se desconocen;y es entonces conveniente estimar sus valo 

res a partir de ~uestras tomadas mientras el proceso se encuen

tre ''baJO control''. En la prActica•pues~ es difícil llegar a es 

tablecer límiteS,de control del tipo +1 ___.!l._ al desconocerse 
-e lñ 

ro " ) 1"1 
~ y a, independientemente de que en muchos casos es demasiado 

1 ' ' 

arriesgado considerar a las mediciories c.omo muestras aleatorias 
•• 1 

extraídas de poblaci6n normal. 

• 

• 

En lugar de lo 'nterior, en el con~rol de calidad Industrial se • 

emplean comíinmente los Umi tes de control de "tres de!:.>II0.(.\0'<\Cl.S 
" 1 

' 1' estándar'' d de 'tres sigmas'', que se obtienen al sustitUir a zc 

. ' 
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por un 3. 

Así pues, con los Hm1tes de control 

S+ 3 o 
lñ 

6 S +3o 
- S 

se puede estar 99.63\ seguro de que el proceso no será declarado 

"fuera de control" cuando de hecho se encuentra "baJO control". 

En otras palabras, estos lím1tes de control permiten cons1derar 

que la probabilidad aAx1aa de rechazar la hip6tesis 

Ho : e • s 

' cuando debería de ser aceptada (probabil1dad de cometer un error 

de t1po 1) es de o.13\ . 

Carta i. 

a) Caso en que se conocen P y o 

Línea central 

• Limites de control 

o 
3 

pt Ao , s1endo A • 
lA 

Notac16n: 

Med1a de la poblac16n = P = xl 
Uesviaci6n estándar 

donde A Viene· dado en la tabla de la f1gura 11. 

1 

Ejemplo: Sea el proceso de elaboraci6n de var1llas de acero 

'·pata las cuales se sabe que el diáaetro med1o de 
1 

las aisaas es de 2.5 cm, con una desv1aci6n estándar 
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de 0.01 cm. Se desea efectuar control del diáme-

tro de las m1smas, para lo cual se extraén perló- 41 
d1camente muestras de c1nco varillas. Establecer 

la ifnea central y los limites de control para una 

ca~ta i. 

Solución. Siendo~ 2.5 cm, o-• 0,01 y n ~ 5 se t1ene que 

línea central = ~·2.5 

Ltmi tes de control •• 

a 
2.5± 3 = 2.5t 

o, de figura 1 1 

3(0.01) 

IT 
= 2.5± 0.0134 ~ 2.5134, 2.4866 

2.5± Aa • 2.5± 1.342(o.o1) = 2.5± 0.01342~ 2.51342, 2.48658 

' b) Caso en que se desconocen ~ y a 

Para este caso, que es el más común, es necesario estimar, como 
1 se diJO anteriormente, tales parámetros con base en muestras pr~ 

l1minares. Para el caso, normalmente se acostumbrQ.emplear un 

ainimo de 20 o 25, muestras de 4•5 elrmentRs obtenidos consecuti

vamente cuando el' proceso está "baJo control". 

Sin embargo, como veremos más adelante, s'e pueden emplear proce-
' 1 -

d1mientos estadfsticos•más formales para determinar el número de 

muestras y ~e elementos en las m1smas más adecuado para las car-

tas i. 

As! pues, sf se ~til1zan k muestras preliminares, cada una de ta 

mallo n, podemos esti•ar con adecuada precisi6n el valor de~ me

diante 

.. 

• 
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siendo X un est1m~dor 1nsesgado y consistente de ~ 1 donde x
1 

de

nota el promedio aritmét1co de la 1és1ma muestra y X es la me

dia de lqs mediQS de las muestras. 

El valor de a de la poblaciÓn puede ser estimado a partir de las 

desviaciones estándar o de los rangos de las muestras. S1 el 

tamaño de las mismas es pequeño
1
usualmente el rango proporciona 

un estimador eficiente de o, además de que el prnceso de cálculo 

del mismo es bastante más simple que el de la desviación estándar 

para las muestras. 

Sin embargo, conviene, cuando se requiere bastante precisión en 

el cálculo de los limites de control, estimar a a mediante las 

desviaciones estándar de las muestras • 

Tal es el caso por eJemplo de muestFas de productos que son ca

ros y que deben destruirse al momentp de tomar las mediciones. 

1 

b.l) Estimando a a mediante los rangos de las muestras 

Hay que obtener primero el valor ~ que es el rango prome-
'1 ' dio de los rangos de las K muestras, es decir, 

~ = _!_ 
IC 

Puesto que la estadística ~es un estimador sesgado de a, 

es In~Ispensable afectar el valor obtenido en forma tal 

de convertirlo en un estimador Insesgado de a, para lo 

cual se hace 
1 1 ¡, 

Estimador Insesgado de a = 
11 ·' 

,, 
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. 

Proporbon. 

Standard Dev1abona 

-
1 

. - Med1ana 

-e, 
F~rst '!.nd Third 

• 
Quarll1ea -- ' • ' 

. . . . . . 

' 
' - . - . 

Decilea . 

. 

Seml-mterquarb1e . Range. . 

. 
Vananca 

• Coeffic>enls <1f 
Vanabon 

ELEMENTARY SAMPLING THEORY (CHA:. 8 

Table IJ 

Standard Errors for Some Samphng D1stribut10nB 

Standard Error- . ,. Spec1al Remarka . 
' . . - ' ' ' - . '' ' TbJS is true for large or small samples.. Tbe . . . ~ :-¿ nearly . . 

" - samplmc dJstributJon of me.ana ia very 
D;r = y¡¡ • :r ~ ~ : nonnal for N ii:; 80 even wben the population ia . • N • ·, non·nonnal - . -

' - ' ¡ 1 • r -·- ' ' - ' ... 
" ' '· . 

p:f. = p, the populabon mean· in all cases. . 

t'(1~p) = (!' Tbe remarks made íor meana apply here u 
a,. = welL . -

p,. = p m all caseL 

For N"i:.IOO, the samphn¡- d1stnbubon of • 1a 

" 
very nur1y normal 

(1) "• = -..j2N P• is &"JVe.D by (1) only d the populabon is nor-
mal (or approxJmately normal) lf the populat10n 
JS non-normal, (~) can be used . 

Note that (!) reduces to (1) when Ps = _. and (!) "• = ~- ' 

• . 1'7. 
Pe= 3a•, WbJc.b js lrue for nonna) populationL 

. For N;:,; lOO, "• =, very nearly • 

- For N-i: SO, the umphnc d1stnbubon of the . -. -' -fii¡- 1 2533., 
med1an is very nearly normal_ The g1ven result 

" _, --- holds only if the populatJOn ia nonnal (or appron-
mod 2N y¡¡ mately normal) .. ' . ' .. . . . . ' .. -- - ,._ ... =~ . 

. 
' Tbe remarks made for med1ans apply here •• . 

1 3626., woll ' 
' -

Po and Pa are very nearly eg,ual to lhe firat 
"•• =era, = VN . 1 • • 

and_ thtrd quarliles of the populatJon. 
. Note that crGz = cr..._ 

. .. 17094., . 
; . . . 

aD = crD = J . 
VN 

. . 
1 1 -¡ $ .. . ' --· 
! ·~-. 

. 
. . . 14288., The remarks made for med1ans apply here as 

~ crD' = crD 
. - . = VN welL ' . --- ~ ::z- 1 . 

' . :. . " 1'Dl 1 I'D2' .-·: • are very nearly equal to ~he first,' . . 13180., ·- . 
' second, • • · decilea of the populatlon 

""'· = ",., = 
. . 

VN . 
Note that CI'DI = cr • .._ . ' . -

-
12680., - ; 

crD = fTD - VN ' 
. 

. -· ' . . 
• 1 . 

. Tbe remarks made for med1ans apply here •• . . o 7867., - well. ' 
G'g = ,.~ ., 

Pa 15 very nearl; equal to U.e populat1on sem.J-..¡¡;¡ . . . interquartfle range. . . .. 
(1) .,. /f¡ The remarks made for standard devJabon ap-

cr .. = - ply here as well Note that (!) y1elds (1) m case 
the populabon 1s normal - J "·~,.: . 

(!) cr_. = ,.,. = _.(N -1)/N, whu:h lS very nearly ,?- for 
largo N . 

11 Here v=crlp JS lhe populalton coeffic1ent of 

"v = VW -/1 + 2v> . vanallon The g1ven result holds for normal (or 
nearly normal) populallons and N~ 100 
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DIRECTORIO DE ASISTENTE:> AL CURSO DE PROBABILIDAD YESTAOISTICA 1 

FUNDM1ENTOS Y APLICACIONES ( DEL l 7 DE FEBRERO AL 25 DF MARZO DE 
l97b r 

NOMBRE Y DIRECCION 

1. GUSTAVO H. AGUILAR RUIBAL 
Cho 1 u 1 a No. 1 09-1 
Co 1. Condesa 
Méx i co 1 1 , O. F . 
Te 1 · 5- 1 5-06 -1 8 

2. ING. HECTOR ARMAND 
Cerro Compostela No. 12 
Campestre Churubusco 
México 21, D. F. 
Te 1: 5-49-10-38 

3. ING. PEDRO C. CABRERA CAVAZOS 
Las Noche Buenas No. 52 
Las Margaritas 
Edo. de México 
Te i · 3-97-84-54 

EMPRESA Y DIRECCION 

SERVICIOS INDUSTRIALES PEAOLES 1 S.C. 
Paseo de la Reforma 383 
Col. Cuauhtémoc 
México 5, D. F. 
Te 1: 5-25-92-20 

PETROLEOS MEXICANOS 
Av. Marina Nacional No. 329 
Col. Anáhuac 
México 13, O. F. 
Tel: 5-31-63-20 

SECRETARIA DEL PATRIMONIO NACIONAL 
Insurgentes Sur No. 552-lo.Piso 
Co 1. Roma Sur 
México 7 D. F. 
Tel: 5-64-97-23 

• 4. ING. ARMANDO CALDERON CAULLIERS 
C~riola No. 132-6 

SECRETARIA DEL PATRIMONIO NACIONAL 
Insurgentes Sur No. 552 

• 

Col. Guadalupe Tepeyac 
Mé X i co 14' o. F. 
Te 1 5-37-78-41 

5. LIC. ALBERTO CARRERO ZEPEDA 
Donceles 90-502 
México 1 1 D. F. 
Tel: 5-12-85-72 

6. LIC. ANTONIO CARRILLO ARRONTE 
Av. Contreras No. 401 
San Jerónimo 
México 20 1 D. F. 
Te 1: 5-95-35-49 

7. MARIO A. COELLO LEMARROY 
Ret. 11 de Ignacio Zaragoza 
U-4 Depto. 1008 
Jardfn Balbuena 
México 9 1 D. F. 
Te 1: 7-62-74-49 

Co 1. Roma Sur 
México 7 D. F. 
Te 1: 5-64-97-23 

1 

PRODUCTOS FORESTALES MEXICANOS 
Av. Hidalgo No. 5-8o. Piso ' 
Méx 1 co 1 , D . F . 
Tel: 5-12-17-16 

JOHNSON & JOHNSON DE HEXICO, S. A. 
Av. Ermita lztapalapa No. 557 
Col. Esmeralda 
Méx 1 co 1 3 , D . F • 
Te 1 : 5-82-07-11 

DEPARTAMENTO DELDlSTRITO FEDERAL 
Presidente Carranza No. 51 
Coyoacán 
México 21, D. F • 
Tel: 5-54·60-75 



NOMBRE Y DIRECCION 

8. ING. SALVADOR DIAZ DIAZ 
Luis Kuhne No. 32 
Col. las Agullas 
México 20, D. F. 
Te1: 5-93-14-93 

9. RAUL DURAND ARIAS 
Oriente 63 No. 243 
Col. VIlla de Cortés 
México 13, D. F. 
Tel: 5-79-12-45 

lO. ING. JOSE J. ENRIQUEZ FELIX 
San Juan de Letran 466-1403 
Nonoalco 
México 3, D. F. 
Tel: 5-97-12-66 

11. SR. ALFREDO ESCALANTE HUNGUIA 
Andrinos No. 46 
11anz. 114 
Valle de las Flores 
Edo. de México 
Tel: 4-07-34 

12. ARMANDO FRIAS VALDEZ 
Alfonso Reyes 123-9 
Col. Condesa 
México 11, D. F. 
Te 1 : 5-16-84-87 

13. SR. GREGORIO FUENTES JUAREZ 
Av. Juárez y Plaza Asunción 
Xochlmllco, D. F. 
Te 1 : 6-76-05-64 

EMPRESA Y DIRECCION 

INGENIEROS Y ARQUITECTOS, S. A. 
Mlnerfa No. 145 
Edificio "A" ler. Piso 
Col. Escandón 
México 18, D. F. 
Tel: 5-36-49-58 

DIRECCION GENERAL DE PLANEACION 
EDUCATIVA-SUBDIRECCION DE EVALUA
CION 
Av. Instituto Politécnico Naclo
nal No. 3600 
Zacatenco 
México 14, D. F. 
Tel: 5-86-82-77 Ext. 142 

UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE MEXICO 

• 

Harina Nacional No. 162 • 
Héx 1 co , D • F • 
Tel: 5-27-03-16 

S.C.T.-D.G.T. CIDET 
Nl~o Perdido y Cumbres de Acultzl~ 
go 
Col. Narvarte 
Héx 1 co, D • F • 
Tel: 5-30-15-06 

SECRETARIA DE MARINA 
Insurgentes Sur No. 345 
Co 1. Roma Sur 
México 7 D. F. 
Tel: 5-64-54-27 

1 .P.N. ESIA EDIF. 4 
Zacatenco 
México 14, D. F. 
Te 1 : 5-86-28-05 

• 



• 

• 

ERTO GALLEGOS MENESES 
Ma. La Redonda 209-6 

Col. Peralvlllo 
Méx 1 co 2 , D. F • 
Te 1: 5-26-70-62 

15. RAMON GAMEZ ARISTA 
Nonoalco 81-4 Depto. 319 
Unidad Nonoalco 
México 3, D. F. 
Te 1 • 5-83-62-54 

16. LIC. ROBERTO M. GARCIA ESCOTO 
Newton 105-13 
Col. Polanco 
México 5, D. F. 
Tel. 5-31-70-98 

17. ING. ARTURO GARCIA GALINDO 
Ramón Prlda No. 30 
Col. Jardfn Balbuena 
México 9, D. F. 
Tel· 5-52-11-93 

18. JOAS GOMEZ GARCIA 
Alvaro Obregón No. 40-2 
Co 1. Roma 
México 7, D. F. 
Te 1 : 5-84-85-40 

19. ING. IGNACIO GONZALEZ GOHEZ 
Turquesa No. 71 
Co 1 • Es t re 11 a 
México 15, D. F. 
Tel: 5-17-89-43 

EMPRESA Y DIRECCION 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Ródano No. 14 
Col. Cuauhtémoc 
Méx 1 co 5 , D . 'F • 
Tel: 5-33-71-33 

CIA. DE LUZ Y FUERZA DEL CENTRO, 
S. A. 
Helchor Ocampo No. 171 
Co 1 • Anáhuac 
México, D. F. 
Tel: 5-73-66-68 

COMISION FEDERALII ELECTRICIDAD 
Ródano No. 14 
Col. Cuauhtémoc 
Méx 1 co, D. F, 1 

Tel: 5-53-71·33 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Paseo de la Reforma No. 107-4o.P. 
Co 1. San Rafae 1 
México, D. F. 
Te 1 : 5-91-09-93 

INSTITUTO MEXICANO PARA LA INFAN
C 1 A Y LA F AMI L1 A 
Emlllano Zapata No. 340 
Col. Portales 
Méx 1 co 13, D. F. 
Tel: 5-75-37·11 

CIA. DE LUZ Y FUERZA DEL CENTRO,S. 
A. 

• Helchor Ocampo No. 171 
Co 1 • Anáhuac 
Héxlco 17, D. F. 
Te 1 : 5·92-04-13 



NOHBRE Y DIRECCION 

20. ANTHAR GERMAN LOPEZ TIRADO 
1 s 1 a Cedros No. 13 
Col. Prado Vallejo 
México 14, D. F. 
Tel 5-67-32-52 

21 . t-IAR 1 A DE LA CRUZ MALDONADO PEREZ 
S de febrero No. 1100 
Col. Américas Unidas 
MéxiCO 13, D. F. 
Te 1 5-32-18-32 

22. JUAN J. MARTINEZ DE LA BARREDA 
Retorno 506 No. 

23. 

Unidad Modelo 
México 1 3, D. F. 
Te 1. 5-82-40-73 

GUILLERMO AMANDO MARTINEZ OHAAA 
Rlo Tigrls No. 118 
Co 1 • Cuauhtémoc 
México 5, D. F. 
Te 1: 5-ll-68-80 

24. ING. EDUARDO RAMIREZ S. 

25. 

26. 

CrtJZ Azul No. 161 
Col. 1 ndustrlal 
Méx i co 14 , D . F . 

ING. NORBERTO REYNOSA RAHIREZ 
Ca 1 1 e 4 No. 82 
Col. Espartaco 
México 22, D. F. 
Te 1: 5-44-54-20 

ING. JESUS RIOS ALVARADO 
Av. Rro de Churubusco 363-A 
Unidad Modelo 
México 13, D. F, 
Te 1 • 5-82-90-87 

SECRETARIA DEL T~ADA~U 
SOCIAL, INSTITUTO 
DIOS DEL TRABAJO 
Dr. Ver ti z No, 96 
Héx 1 co 7, D. F, 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Paseo de la Reforma No. 107-5o.Pisc 
México, D. F. 
Tel: 5-35-27-34 

CONDUMEX, S. A. 
Poniente 140 No. 720 
Col. Industrial Vallejo 
México 16, D. F. 
Tel: 5-67-88-33 Ext. 552 

FACULTAD DE INGENIERIA, UNAH 
Ciudad Universitaria 
México 20, D. F. 

CONSULTOR EN CFLULOSA Y PAPEL 

SECRETARIA DE COMUNICACION~S v 
TRANSPORTES 
Cumbres de Acultzlngo y Nl"o 
Perdido 
Méx 1 co 12, D. F. 
Tel: 5·19-02-73 

• 

• 



29. 

OSE ROBLES TAMAYO 
n 111 a No. 45 

ardlnes de Coyoacán 
México 22, D. F. 
Tel: 5-52-07-60 

ING. SERGIO RAMON ROMERO 
Tecuallapan 36-X-7 
Coyoacán 
t-léxlco 21, D. F. 
Te 1 5-54-35-69 

ING. CARLOS TERCERO BONIFAZ 
Chiclayo No. 874 
Co 1. L1 ndavl sta 
México 14, D. F. 
Te 1 : 5-86-84-26 

4lt 30. ING. FERNANDO TREVIRO SOJO 
Arcos de Alba 

31. 

32. 

4lt 

Plrules Oriente No. 37 
Cuautltlán lzcalll 

ARMANDO VALENZUELA NOVELO 
Benito Juárez No. 101 
Fraccionamiento los Robles 
Co 1 . Espa rtaca 
México 22, D. F. 
Tel: 5-39-62-30 

LIC. SILVIA VAZQUEZ R. 
Prol. Ayuntamiento No. 136 
Col. Romero de Terreros 
Méx 1 co 2 1 , D. F, 
Te 1 : 5-54-00-51 

EMPRESA Y OIRECCION 

SECRETAR! A DE OBRAS PUtLI CAS 
X o la 1 755-4o. PI so 
Col. Narvarte 
Méxl co 13, O. F. 
Te 1: 5-19-80-46 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Ródano No. 14 
Col. Cuauhtémoc 
Méxl co 5, D. F. 
Tel: 5-53-71·33 Ext. 2053 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Ródano No. 14-6o. Piso 
Col. Cuauhtémoc 
Méx 1 e o 1 2 , O. F • 
Tel· 5-53-71-33 Ext. 2665 

DIRECCION GENERAL DE PlANEACION 
EDUCATIVA 
Argentina No. 28-ler. Piso 
México, D. F. 
Tel: 5-12-15-27 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
RTo Ródano No. 14-6o. Plso 
Col. Cuauhtémoc 
México, D. F. 
Tel: 5-53-71-33 

BANCO DE HEXICO, S. A. 
Condesa No. 6-6o. Piso 
México 1, D. F. 
Tel: 5-85-42-99 Ext. 181 



NOMBRE Y D IRECCI ON 

33. 1 NG: ALFONSO VI llEGAS JASSO 
Re t. 2 No. 9 
Fray Servando T. H. 
Col. Jardfn Balbuena 
México 9, D. F. 
Tel 5-52-92-61 

34. BENITO ZYCHLINSKA ZYCHLINSKA 
Jojut la No. 65 
Col. Condesa 
México 11, D. F. 
Tel: 5-53-04-98 

EMPRESA 

SECRETAR 1 A DE 
cos 
VIena No. 20-2o. Piso 
Co 1. Juárez 
México 2, D. F. 
Te 1: 5-92-35-68 

LABORATORIOS LIOHONT, S. A. 
José Ha. Olloqul No. 28 
Co 1 • de 1 Va 1 1 e 
México 12, D. F. 
Te 1: 5-34-60-85 

• 

• 



• 




