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Resumen

En el presente trabajo se lleva a cabo un estudio tedrico sobre la transferencia de calor en
un dispositivo de coleccién solar, determinando los elementos necesarios que permitan obtener un
proceso de calentamiento éptimo a partir de la generacién de redes de tubos por donde fluye un
fluido. Dichas redes son optimizadas a partir de las ideas de la teoria constructal. La teoria
constructal fue propuesta por A. Bejan y bdsicamente establece que las formas y las estructuras
en la naturaleza son producto de un diseno éptimo para privilegiar un factor fisico determinado,
necesario para la subsistencia de un sistema determinado. Las redes generadas por esta teoria
se pueden describir mediante los mismos principios fisicos del problema, que generalmente queda
condicionado por las restricciones locales y globales propias del mismo problema. Esta teoria, en
el caso que nos ocupa, se aplica concretamente a la generacién de una red de tuberias por donde
circula un fluido que se calienta mediante la presencia externa al sistema anterior, de una senal
transitoria senoidal que puede modelar, en una primera aproximacién, la senal solar a lo largo del
dfa.

El objetivo de este trabajo no es describir propiamente la construccién de un dispositivo de
coleccién solar, ni comparar los resultados con un modelo o prototipo existente. En este trabajo
se plantea un dispositivo de coleccién solar 6ptimo que pueda atender a la naturaleza dindmica
de la captacién solar, de manera que pueda ser adaptativo en el tiempo de exposicién; lo anterior
se logra mediante la aplicacién de la teoria constructal. Se exploran tedricamente los diferentes
enfoques de una teoria constructal ain en desarrollo, para obtener diferentes metodologias 6ptimas
de coleccién solar, que representan una primera aproximaciéon a una solucién viable para entender
y optimizar ciertos dispositivos ingenieriles a partir de la forma y la estructura. En nuestro caso y
apoyado por recientes descubrimientos en la dindmica capilar de los vasos sanguineos, en el presente
trabajo se hace uso del concepto de la angiogénesis; la posibilidad de controlar y adaptar el esfuerzo
cortante en las paredes de las redes constructales para permitir la modificacién del flujo mésico y
por consiguiente, el control de la transferencia de calor.

A partir de lo anterior, se generan los elementos necesarios para describir los procesos de transfer-
encia de calor en las redes de tuberfas generadas a partir de la teorfa constructal. La adaptabilidad
ante el cambio de la radiacién recibida se basa en los materiales termotrépicos y cromogénicos, que
tienen la propiedad de permitir el paso de cierta cantidad de luz y radiacién, utilizados frecuen-
temente en el comfort de espacios para uso humano.



vi RESUMEN

Tomando en cuenta los comentarios generales anteriores, la estructura del presente trabajo de
tesis se lleva a cabo mediante el plan siguiente: en la primera parte de este trabajo se realiza la
formulacién de un primer elemento fundamental de construccién, para obtener la solucién analitica
de los perfiles de temperatura, considerando que la parte superior del elemento se modela como
una cavidad rectangular llena de aire, donde los procesos convectivos libres pueden, en general,
llevarse a cabo por efecto del calentamiento externo que recibe la cavidad como resultado de una
senal transitoria de transporte de energia. En este primer elemento, la sustancia que se llega a
calentar por su interaccién térmica con la cavidad, circula dentro de una tuberia con dimensiones
conocidas. Como resultado del proceso anterior, se pueden determinar los tiempos caracteristicos
de enfriamiento de la cavidad.

En la segunda parte se desarrolla una formulacién de la red de tuberfas en un dispositivo de
coleccién solar circular. El sistema anterior se define mediante un sector circular como primer
elemento de construccion, el fluido a calentar se distribuye en un arreglo de tuberias desde el centro
a la periferia del sector circular. El arreglo de tuberias se ramifica en n tubos, a partir de considerar
las fracciones del drea ocupada por dicha red y el drea total circular del colector. En particular, se
obtienen resultados de la resistencia térmica total del elemento y de la relacién de didmetros, en
funcién de pardmetros fisicos y geométricos del elemento de construccién.

A partir de la formulacién anterior se desarrolla una red constructal considerando que la potencia
necesaria para transportar al fluido del centro del circulo a un nimero determinado de puntos en
la periferia, considerando el cilculo del mimero de Nusselt en cada nivel de ramificaciéon. En el
presente trabajo se supone que la construccién de la red de tuberias obedece a la Ley de Murray
(dicotomia), la cual establece que a partir del minimo trabajo utilizado para el transporte de fluido,
se obtiene una relacién de didmetro entre los vasos sanguineos; dicha ley, a su vez es un resultado
obtenido por la teorfa constructal a partir de aplicar el principio de optimizacién y que establece
que en un sistema de tamano finito que persiste en el tiempo, debe desarrollarse de una manera tal
que proporcione un fécil acceso a las corrientes impuestas que fluyen a través del sistema.

En esta formulacion se estudian dos casos, la red de tuberias modelada con un fluido newtoniano
y un fluido no newtoniano. En este ultimo caso, se utiliza como modelo reolégico el de Phan-Thien
& Tanner, el cual resulta muy apropiado para entender la dindmica de los fluidos viscoeldsticos. La
adaptacién del colector solar se realiza a partir de proponer un modelo del pardmetro elongacional
del modelo reolégico como funcién del tiempo.

Finalmente se presentan los resultados de las resistencia térmica en funcién de la potencia, asi
como los dngulos 6ptimos y relaciones de longitud para cada etapa de ramificacién de la red. Se
presenta una propuesta de control para obtener que el fluido siempre capte la mayor cantidad de
calor. Los resultados obtenidos demuestran que es posible obtener una menor resistencia térmica
del sistema, para un fluido no newtoniano y asi obtener una capacidad éptima para la captacién de
calor.



Nomenclatura

A drea del elemento constructal [m?]
a espesor del elemento constructal [m]
Cp calor especifico [FJK]
didmetro de tuberfa [m]
H altura del elemento de construccién [m]
L longitud del elemento de construccién [m]
m flujo masico {%}
N nimero de sectores -]
n nimero de ramificaciones -]
no ndmero de tubos iniciales -]
R Radio del sector cilindrico [m]
Ry Resistencia térmica -]
T Temperatura (K]
t tiempo [s]
U velocidad [2]
W Potencia adimensional [—]

vii



viii

Subindices
0 primer elemento
1 primera construccion
c caracteristica
i nivel de construccién
max maximo
prom promedio
tot total

Stmbolos griegos

= @

dngulo del sector

coeficiente de expansion térmica
valores propios
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relacién de aspecto del elemento constructal
coeficiente de viscosidad [%]
temperatura adimensional

densidad [%}
variable de tiempo adimensional
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1

Introduccion

1.1 Generalidades

En el presente trabajo se desarrolla un estudio tedérico sobre las caracteristicas principales de la
transferencia de calor para un dispositivo que requiere para su desempeno adecuado colectar alguna
forma de energia transitoria externa. Fl sistema anterior se puede optimizar mediante el empleo
de un sistema de redes de tuberias que se modelan con ayuda de la teorfa constructal propuesta
originalmente por A. Bejan [1]. Para propositos précticos, en este trabajo se supone que la senal
externa transitoria de energia que recibe el sistema constructal se representa mediante una senal
senoidal.

La teoria constructal establece que es posible la generacién de redes optimizadas para el trans-
porte méas adecuado de los fluidos y calor, a partir de principios fisicos, aplicando para ello,
restricciones locales y globales a cada nivel de construccién, dando como resultado la forma y
la estructura de la red de tuberias optimizadas. La teorfa constructal ha establecido los métodos
para generar redes de forma reticular y dendritica, de tal manera que uno de los resultados son
las relaciones geométricas de tamano, tanto en longitud como en didmetros entre cada una de las
etapas de construccion.

La motivacién principal del presente trabajo se concentra en el planteamiento y desarrollo
de la teoria constructal aplicada a un sistema de coleccién de energia fluctuante en el tiempo.
Particularmente, el método desarrollado se orienta al diseno de un dispositivo de coleccién solar
mediante una serie de herramientas tedricas propias de la teoria constructal, con el objetivo final
de analizar las posibilidades reales de optimizacién. Cabe mencionar que el dispositivo de coleccién
desarrollado no descansa en los principios fundamentales de los colectores solares planos, sino mas
bien en comprender las caracterfsticas éptimas de operacién, tomando en cuenta la naturaleza
dindmica de la captacién solar. Para obtener lo anterior se plantean diferentes metodologias para
desarrollar un dispositivo adaptativo en el tiempo.
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La teorfa constructal establece en primera instancia que mediante las leyes de conservacion
propias del problema fisico, se puede plantear un elemento rectangular para determinar un tiempo
de enfriamiento 6ptimo del primer elemento de construccién con un fluido newtoniano que circula
por la tuberia central y posteriormente desarrollar una red dendritica con miltiples ramificaciones
sobre un primer elemento de construccién en forma de disco.

De esta manera se desarrolla una red dendritica, con la caracteristica de ser dicotémica para
un fluido newtoniano y un fluido no-newtoniano en funcién de la potencia para el transporte del
fluido, elemento que es necesario contemplar, ya que al incrementarse la complejidad geométrica,
se demuestra que disminuye la resistencia térmica, aunado a la necesidad de determinar la potencia
necesaria. Esta ultima formulacién, considera el cdlculo del nimero de Nusselt en cada etapa de
construccién, asi como la variacién de los pardmetros propios del fluido no newtoniano modelado
con el modelo reolégico simplificado de Phan-Thien & Tanner (SPTT).

Los diferentes planteamientos tedricos se desarrollan en los capitulos correspondientes,
los resultados y gréficas se presentan en el capitulo de Resultados, definiendo las consideraciones y
condiciones correspondientes a cada planteamiento de optimizacién.
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1.2 Antecedentes

La energia solar puede considerarse como una fuente de energia que es una opcién viable y
adecuada para superar la escasez de energfa limpia, con el consecuente ahorro en otros energéticos,
especialmente los de origen fésil. La cantidad de insolacién que recibe una cierta regién del planeta
depende fuertemente de la geografia, metereologia y topografia entre otros factores. México cuenta
con una de las insolaciones mas intensas del mundo, la mitad del pafs recibe 1764 J/cm? por dia tal
como lo reportaron Almanza, R. et al. [2], lo que significa que el uso de la energia solar representa
una fuente importante de energéticos para el futuro.

Los colectores solares pueden dividirse en tres clases: colectores solares planos, concentradores
estacionarios y concentradores de enfoque que siguen al sol. En los desarrollos siguientes se hace
enfdsis en los colectores solares planos. Los colectores solares planos, los que tienen generalmente
como principal objetivo calentar agua. Su uso se ha popularizado y es frecuente encontrar aplica-
ciones practicas en el acondicionamiento del aire en edificios, centros habitacionales e industriales
mediante el empleo de diferentes arreglos y médulos de colectores. Estos sistemas estan constituidos
bédsicamente de un cristal esmaltado, una placa absorbente sobre la que estdn colocados una serie
de tubos de cobre conectados en forma de alambre por donde circula agua. El calentamiento de
agua se da por efectos de transferencia de calor debido a la radiacién solar y conveccién natural,
principalmente. Los elementos bésicos de un colector solar plano se muestran en la siguiente Figura
1.1.

marco esmaltado

entrada

del

liquido

salida &~

del
liquido

tubos

aislante ™ ~

Figura 1.1: Colector solar plano

Los margenes de operacién y rendimiento de dichos sistemas dispositivos de coleccién solar
son generalmente bajos. Son varios los aspectos que se reportan para la optimizacién de dichos
dispositivos. En estes contexto, los siguientes trabajos presentan diferentes métodos y modelos
para optimizar el rendimiento de un colector solar.
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Zsargut, J. et al. [3] reportaron que es posible mejorar el desempeno de un colector solar,
tomando en cuenta los pardmetros geométricos que son elementos importantes para el diseno,
como son el didmetro de la tuberfa, la longitud de los tubos, asi como el nimero de tubos; estos
factores son utilizados para definir un anslisis de optimizacién econémica a partir de considerar los
pardmetros anteriores como variables de decisiéon. Otros factores geométricos que consideran es el
drea activa del colector por unidad de demanda anual de calor, son elementos que se consideran
para obtener una optimizacién econémica. Lo reportado por este trabajo, muestra la importancia
de los elementos de disefio en un colector solar, dichos pardmetros de diseno no son unicos, por lo
que en este trabajo se consideran otros pardametros de diseno.

Entre las herramientas para la optimizacién de un colector solar, Kalgirou, S., [4] reporté la
aplicacién de técnicas de optimizacién como las redes neuronales y algoritmos genéticos, propias
de la inteligencia artificial. Los métodos de simulacién aplicados permiten obtener la correlacién
entre el drea del colector y el tamano de almacenaje en la energia auxiliar requerida por el
calentador del sistema. Posteriormente aplica un algoritmo genético para estimar el tamano éptimo
de los pardmetros anteriores para obtener un mayor ciclo de vida del dispositivo, maximizando los
beneficios econémicos del sistema. Kacan, E. et al. [5] reportan valores de los didmetros de los tubos
y la distancia entre cada uno para encontrar la méxima eficiencia mediante un modelo matematico,
demostrando que el nimero 6ptimo depende de encontrar la longitud de los tubos y de las aletas
que participan en la transferencia de calor.

Por otro lado, Badescu, V., [6] generé un modelo matemético para un colector solar del tipo
open loop que considera la implementacién de una base de datos meteorolégicos locales, con lecturas
directas de los coeficientes principales del modelo fisico dependentes del tiempo; tomando como
pardmetro de control el flujo méasico de agua. Con ayuda de un andlisis energético, identifica
las partes ineficientes y condiciones de operacién éptimas. Los resultados de este analisis arrojan
que al considerar flujo mdsico constante se obtiene una eficiencia exergética cercana a los datos
experimentales previos con los que se pueden establecer las condiciones de operacién de dicho
modelo matematico. Paralelamente en este trabajo también se formula su vez una teoria de control
6ptima para el colector solar desarrollado.

La optimizacién del colector solar ha sido reportada también a partir de la implementacion de un
andlisis exergético, por ejemplo Torres, E. et. al. [7] reportaron el uso del método de minimizacién
de generacién de entropia durante la captacién de energfa solar para los requerimentos de minima
exergia y localizacién establecidos; determinando nimeros de generacién de entropia y criterios
para la operacién termodindmica 6ptima bajo condiciones no isotérmicas; asi como los nimeros
adimensionales correspondientes al flujo 6ptimo de fluido de trabajo en funcién del drea de coleccién.
La identificacién de las relaciones adimensionales son usadas para caracterizar el desempeno de un
colector solar.

En esta misma direccién, Torres, E. et al. [8], realizaron la aplicacién de una optimizacién
termodindmica basada en la minimizacién de la entropia, reportando en sus resultados la influencia
de las superficies para un arreglo especifico entre la placa absorbente y los tubos donde se transporta
el fluido; haciendo énfasis en la necesidad de considerar la mecénica de los fluidos, la transferencia
de calor, la geometria involucrada, asi como los materiales del dispositivo empleado.



1.2. ANTECEDENTES 5

La adaptacion del dispositivo solar en el proceso de coleccién puede verse influenciado por el
uso de materiales adaptativos, generalmente utilizados en la arquitectura para el comfort humano
o bien en el almacenamiento de calor. Para obtener lo anterior es deseable un modelo tedrico de las
propiedades del material como funcién de la temperatura, con el objetivo de ser utilizado mediante
el método de optimizacion definido por la teoria constructal.

Para el almacenamiento de calor, Alghoul, M. et al. [9] reportaron materiales utilizados en un
colector solar, destacando la importancia de diversos parametros de diseno en cuanto al uso de
materiales para la capa antireflectora, el grosor del esmalte del cristal receptor,asi como el material
de aislamiento. Estos autores reportan el uso de materiales de cambio de fase (PCM, Phase Change
Materials) como una opcién de almacenamiento de energia, obteniendo una mayor eficiencia en la
coleccién solar.

Entre los materiales que presentan una capacidad de adaptacién son los utilizados para el control
de luminosidad, principalmente para uso de espacios comunes como pueden ser oficinas y casas
habitacién. Nitz, M. et al. [10] reportaron los principios bésicos de materiales cristalinos, como la
capacidad de cambiar sus propiedades 6pticas activa o pasivamente, dependiendo de los diferentes
pardametros de control con el fin de tener el control del paso de la luz y el flujo de energia a través
del material. El control del paso de la luz consiste en capas cambiantes del material que se adaptan
dindmicamente a las condiciones climéticas o a las demandas del usuario; el cambio interno de dicho
material cristalino, se promueve mediante la aplicaciéon de una corriente eléctrica, provocando un
cambio en el arreglo interno del cristal.

Los materiales se dividen en termotrdpicos y termocrémicos, los primeros se refieren a la
capacidad del material de dispersar la luz ante los cambios de temperatura, el segundo se refiere a la
capacidad de cambiar de tonalidad, dicho cambio se presenta de la frecuencia de la luz relacionada al
infrarojo. Los materiales termotrépicos reportados por Lampert, C.,[11] son los denominados
de separacion de fases, el mecanismo de cambio se presenta cuando el material presenta una
temperatura caracteristica y uno o mas componentes se separan de la matriz, provocando asi la
dispersién de la luz.

Los sistemas con materiales de cambio de fase, PCM, son utlizados como almacenadores de calor,
debido a la alta capacidad para almacenar calor al llegar proceso de fusién del
material.  Algunos de estos materiales son policristalinos en el estado sélido, la luz es
dispersada por cristales, una vez presentando una temperatura critica, entonces el material se
presenta difuso, debajo de dicha temperatura, el material se presenta como transparente, tal como
lo reporta Granqvist, C. et al, [12].

Una aplicaciéon de los materiales de cambio de fase fue documentada por Haillot, D. et al.
[13]. Dicho material se utiliza en colectores solares con el fin de almacenar el calor captado por la
tuberia para un colector solar parabdlico. Los materiales utlizados son parafina y grafito natural
comprimido. El grafito rodea a la tuberfa por donde circula el fluido a calentar y este arreglo a su
vez es rodeado de parafina.
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En el trabajo anterior se reporté un modelo teérico de la temperatura del sistema involucrando
un cambio de fase. Los resultados indican que el arreglo de materiales parafina-grafito natural
presenta un mayor gradiente de temperatura del exterior al interior del arreglo cilindrico. El uso
del material de cambio de fase puede brindar la posibilidad del cambio de geometria para obtener
un mayor desempeno en la transferencia de calor.

En cuanto a otros materiales utlizados para el control de temperatura, Reim, M. et al. [14,15]
reportaron experimentos de un material nanoestructurado granulado, denominado silica-aerogel,
con una alta transmitancia y una baja conductividad térmica, principalmente usado para uso
habitacional en colectores solares y control de temperatura. La aplicacién para un colector solar es
rellenando el espacio del colector con granulos de este material y gas a presion (diéxido de carbono,
argén) sobre los tubos conductores por donde circula el fluido a calentar. Este material solo es
factible para controlar las condiciones externas al medio circundante.

De los trabajos anteriores no se conocen atin modelos tedricos de alguna propiedad fisica en
funcién de la temperatura, para que pueda ser utilizada en un modelo tedérico de un colector solar
adaptativo en el tiempo. El colector solar a desarrollar se propone a partir de la aplicacién de
la teorfa constructal. Esta teorfa fue desarrollada por A. Bejan [16], y establece que las formas
geométricas en la naturaleza son producto de privilegiar uno o varios elementos fisicos para obtener
un punto 6ptimo de desempeno. Las geometrias mas comunes en la naturaleza son las redes en
forma de "&rboles" o también denominadas dendriticas, presentes en los rios, vasos sanguineos,
redes alveolares pulmonares, entre otros ejemplos. Considerando que el transporte de cantidad
de movimiento y energia puede obedecer en circunstancias a un principio de minimizacién, no es
aventurado decir que muchos de los desarrollos ingenieriles en la historia humana se han generado
con la ayuda de minimos costos de operacion.

En esta direccién, la teoria constructal establece que la forma y la estructura de un sistema
complejo es consecuencia de que el transporte de calor, nutrientes o fluido, se lleva a cabo por
aquella trayectoria que oponga la minima resistencia y sujeta a las leyes fisicas que gobiernen el
fenémeno de transporte. Sin embargo, es importante destacar que Bejan hace una clara diferencia
entre la teoria constructal y la teoria de los fractales, ya que esta ultima es solamente descriptiva,
més no predictiva. Como bien es conocido, un fractal, segun su descubridor B. Mandelbrot [17], es
un ente matematico generado mediante la repeticién de un algoritmo basado en postulados de reglas
de similitud geométrica. El algoritmo utilizado en la teoria de los fractales es obligado a interrumpir
la secuencia, para asi poder obtener una forma que es adecuada para describir un comportamiento
fisico. La teorfa constructal establece que el éptimo acceso a un determinado factor fisico como el
calor, fluidos, sustancias nutrientes, etc., persiste en el tiempo como una caracteristica particular.
Por lo tanto, la teorfa constructal establece el siguiente enunciado: Un sistema de tamario finito
que persiste en el tiempo, debe desarrollarse de una manera tal que proporcione un facil acceso a
las corrientes impuestas que fluyen a través del sistema.

Como consecuencia del postulado anterior, los principios de minimizacién para construir
conductos de forma dendritica son utilizados para el transporte de calor entre puntos discretos
(fuentes y sumideros) y un nimero finito de puntos (lineas, dreas y volimenes). Los elementos de
construccién se optimizan en su forma, de manera que la longitud del conducto de flujo que conecta
a un punto discreto, drea o volimen, pueda ser optimizada.
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Esta teoria considera un primer elemento volumétrico de un material de tamano finito que es
optimizado en su forma haciendo que la resistencia del primer elemento de construccion sea minima,
consecuentemente la solucién éptima obtenida se incluye en la siguiente construccién a optimizar,
en una secuencia que comienza con un primer bloque o sistema elemental para después proceder
con mas elementos que consideran una o mas ramificaciones de la red, la optimizacién del primer
elemento da como resultado la proporcién del tamano éptimo. La forma total dendritica de la red,
es producto de la optimizacién geométrica de cada bloque que lo conforma, pudiendo determinarse
el ndmero y arreglo de ramificaciones en cada nivel de ensamble [18].

Se han documentado redes generadas por la teoria constructal en diferentes configuraciones
geométricas, tanto en redes reticulares como de forma dendritica, tanto para la distribucién de
fluidos como para el transporte de calor de un volumen finito. Bejan, A. [19], report6 el enfriamiento
de un volumen con un elemento de generacién de calor mediante una red de forma reticular de alta
conductividad térmica.

La red generada se construye a partir de optimizar la transferencia de calor en la direcciones
horizontal y vertical. Dicho proceso se aplica en cada etapa de construccién, de tal manera que se
minimiza la resistencia térmica total generando asi una red conformada por bloques optimizados.
Los resultados obtenidos son las relaciones geométricas en los espesores del inserto de material de
alta conductividad térmica, asi como la relacién de aspecto de cada bloque que conforma la red
para el desalojo de calor, teniendo una influencia importante de los pardmetros adimensionales,
tanto fisicos como geométricos en los resultados finales reportados.

Wechsatol, et al. [20], reportaron una red dendritica en un cuerpo de forma discoidal, con un
punto de entrada hacia el perimetro, con tubos que distribuyen el fluido a puntos situados en la
periferia del disco, incorporando circuitos de tuberias y reportando la relacién geométrica de todo
el arreglo, asi como la resistencia al flujo.

Desde las consideraciones constructales iniciales que se hacen para los elementos de construccién
hasta la forma final de las redes, las geometrias no se limitan necesariamente a formas reticulares, tal
como se reporta en [21]. En este tiltimo caso y con el objetivo de obtener la minima resistencia al flujo
entre el centro del disco y un ntimero finito de puntos situados equidistantes en la periferia del disco,
este trabajo muestra la generacién de una red dendritica de tubos por donde circula un fluido new-
toniano en un cuerpo de forma discoidal. El fluido es considerado newtoniano, laminar y totalmente
desarrollado; el primer elemento fundamental de construccién es un sector de radio R, describiendo
en cada etapa de construccién la longitud de los tubos de la red, los dngulos que guardan entre si
cada arreglo de tubos. En este trabajo se demuestra que el nimero de tubos iniciales que entran al
elemento de forma discoidal es igual a 3, ya que para este nimero de tubos iniciales se presenta la
minima resistencia al flujo. La red de tuberias desarrolladas en este trabajo presenta la caracteris-
tica de dicotomia; es decir, el tubo anterior se ramifica en dos tuberias de menor tamario, al cociente
de los didmetros anterior y posterior de las tuberfas es conocido como la ley de Murray [22,23]. El
resultado anterior fue obtenido por Murray C.D. en 1926, como resultado de la aplicacién del crite-
rio de minimo trabajo utilizado para el transporte de fluido en un sistema vascular. Posteriormente,
A. Bejan obtiene el mismo resultado a partir de los principios de optimizacién propios de la teoria
constructal para el éptimo transporte de fluidos en redes reticulares [16].
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En el contexto de la aplicacién de redes para el 6ptimo transporte de calor, Rocha, L. et al. [24]
reportaron la aplicacién de la teorfa constructal para el enfriamiento de un volumen de forma de
disco, desde la periferia al centro del disco, con un elemento de generacién de calor mediante una
red de forma dendritica, considerando un primer elemento fundamental cilindrico. Los procesos
de transferencia de calor son por conduccién para dos materiales con diferentes conductividades
térmicas, definiendo la resistencia térmica total, que tras el proceso de optimizacién se obtiene el
tamano 6ptimo del elemento cilindrico. Los resultados reportados son las relaciones geométricas de
cada elemento, la resistencia térmica en funcién del nimero de ramificaciones y parametros, tanto
fisicos como geomeétricos. Se determina ademss la distribucién radial de los insertos, siendo que la
temperatura decrece desde el centro del disco hacia el perimetro, conforme aumenta el nimero de
ramificaciones de la red.

El efecto del tiempo en los principios de optimizacion de la teoria constructal, fue reportado por
Dan, N. et al. [25], donde estudiaron el problema de enfriamiento de un volumen con generacién
de calor, mediante una red de un material de mayor conductividad que conduce el calor colectado
de todo el elemento a un punto de desalojo de calor. Cabe mencionar que dicho trabajo, es el tinico
que reporta el uso del tiempo entre las variables a optimizar. En principio los planteamientos fun-
damentales de la teoria constructal no contemplan el uso del tiempo como variable a optimizar. Los
resultados reportados son el tiempo de enfriamiento minimo en una distribucién éptima de material
de alta conductividad de la red, asi como para diferentes valores de la relacién de conductividades
térmicas de los materiales. En el presente trabajo, la variable temporal tiene una importancia
fundamental ya que la radiacién solar recibida por el colector solar se modela mediante una senal
senoidal.

La aplicacién especifica de la teoria constructal a un dispositivo de coleccion solar, fue reportada
por Miguel, A. [26], para el uso de un sistema de calentamiento para uso habitacional con arreglos de
tubos, optimizando el didmetro de un tubo con la longitud en un &rea fija, para diferentes regimenes
de flujo. Este trabajo no considera entre las variables los tiempos caracteristicos de la captacién
solar, asi como no genera una red de tubos optimizada en su forma y tamafo. Béasicamente solo se
reporta la distribucién de espacio y el tamano de los tubos receptores de la radiacién solar.

Los métodos de la teorfa constructal proporcionan una herramienta de optimizacién que ha
demostrado su efectividad en los trabajos previamente publicados sobre diferentes dispositivos para
transporte de fluidos o desalojo de calor. Las herramientas de optimizacién desarrolladas por la
teoria constructal podrian utilizarse para la optimizacién de un dispositivo de coleccién mediante la
adaptabilidad de los materiales involucrados en el proceso de coleccién. Sin embargo, los resultados
anteriores son basicamente evidencias experimentales.

En el cuerpo humano se presenta un fenémeno de adaptabilidad en la red de vasos capilares
sanguineos, que hacen la funcién de tuberias transportando principamente oxigeno y nutrientes, asf
como el desajolo de productos propios de la actividad del tejido. La capacidad de adaptacién viene
dada a partir de la modulacién del esfuerzo cortante en la pared. Como consecuencia fundamental
se tiene un aumento en el drea de difusién de oxigeno, una disminucién de la longitud promedio de
difusién y un incremento en el tiempo de difusién entre la sangre y el tejido, [27,28]. Para satisfacer
la demanda de nutrientes, la red capilar sanguinea tiene la capacidad de generar nuevos vasos
sanguineos a partir del esfuerzo cortante en la pared, a este proceso se le conoce como angiogenésis
[29].
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Por los comentarios anteriores, se puede aventurar que la informacién proporcionada en la
literatura especializada sobre el empleo de materiales que intervienen en la coleccién de energia solar
no se documenta ain un modelo tedrico que contemple la posibilidad de que dichos
materiales puedan modificar o controlar sus propiedades. El espiritu del presente trabajo y
siguiendo los fundamentos y métodos de la teoria constructal, es justamente desarrollar el
concepto de adaptabilidad (basado en la adaptabilidad de los vasos capilares sanguineos) de un fluido
reoldégico que permita la adaptabilidad de al menos una de sus propiedades. Esta idea y aportacién
central del presente trabajo se desarrollard con mayor detalle en el capitulo 4.
Es importante mencionar que en el desarrollo del modelo matemético se hard uso del modelo
reolégico Phan-Thien & Tanner.

La ecuacién constitutiva de Phan-Thien & Tanner fue propuesto principalmente por Phan-
Thien a partir de consideraciones de la teorfa de redes poliméricas, [30,31]. Este modelo es usado
generalmente para describir el comportamiento de soluciones concentradas y poliméricas que
presenten un comportamiento viscoeldstico [32]. Una de las caracteristicas principales de este
modelo es considerar que los efectos elongacionales y eldsticos se reflejen en pardmetros que
permiten definir diferentes comportamientos del fluido no newtoniano ante diferentes circunstancias
de flujo.

El modelo simplificado de Phan-Thien & Tanner fue reportado por Oliveira, O. et al. [33], donde
desarrollan las ecuaciones para el flujo de un fluido no newtoniano en canales y tuberias; definiendo
las relaciones del esfuerzo cortante en funcién del nimero adimensional de Deborah y el pardmetro
elongacional, pardmetros caracteristicos del modelo reolégico. El modelo anterior se aplica también
para la descripcién de las propiedades dependientes de un fluido viscoeldstico. Nobrega, F. et al.
[34] reportaron las ecuaciones necesarias para la descripcién de la variacién de sus propiedades y
su influencia en la transferencia de calor.

En base a los antecedentes anteriores, el objetivo de la presente tesis es obtener y analizar los
diferentes planteamientos tedéricos para la optimizacién de un dispositivo de coleccién solar a partir
de la aplicacién de los principios de la teorfa constructal, considerando los elementos geométricos,
fisicos, asi como las simplificaciones para la generacién de una red de tuberias que optimice el
proceso de calentamiento de un fluido.

Los resultados obtenidos son la obtencién de un tiempo minimo de enfriamiento para el problema
fisico que presenta un colector solar, posteriormente la optimizaciéon y generacién de una red de
tuberias por donde circula un fluido newtoniano, con un nimero finito de ramificaciones basado
en la optimizacién del drea ocupada de la red de tuberfas en el elemento de forma discoidal, y
por iltimo la generacién de una red de forma dendritica a partir de considerar un flujo de fluido
newtoniano. Finalmente, se lleva a cabo también la aplicaciéon de un modelo reoldgico para describir
un fluido viscoeldstico; en estas ultimas formulaciones se considera el efecto de la resistencia térmica
del arreglo de tuberias en funcién de la potencia de bombeo, aplicando los métodos de optimizacién
propios de la teorfa constructal.
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Planteamiento del problema

2.1 Consideraciones generales y modelo fisico

La teoria constructal exige el planteamiento de un primer elemento fundamental en el que se
establecen las variables fisicas involucradas, asi como las restricciones locales. Este primer elemento
toma en cuenta las caracteristicas convectivas que comunmente se presentan en un colector. Cabe
mencionar que este primer elemento de construccién no es en si mismo el modelo del colector solar
final. Para modelar dicho elemento mediante la teoria constructal, es necesario hacer simplifica-
ciones de un colector solar real. El primer elemento fundamental de construccién con las variables
fisicas consideradas y dimensiones se puede apreciar en la Fig. 2.1.

d:dusen(w t)
T,
H,/2 D,
0 X
T I
l N|
| L “

Figura 2.1: Primer elemento constructal

11
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En este primer elemento y como ocurrird en construcciones sucesivas, se considera por
simplicidad que las variaciones longitudinales de temperatura en el fluido son mas importantes
que las transversales, como se demostrard mds adelante, se obtiene considerando la teorfa de la
aleta, en este caso, se obtiene una aleta térmica de fluido. En cambio en la regién de la cavidad
dicha hipdtesis se invierte. Lo anterior, es parte de las simplificaciones de la teoria constructal. El
origen de coordenadas esta situado a la entrada del primer elemento de construccion; es decir, el
origen de coordenadas coincide con el centro del area circular de la tuberfa, en y = 0. El primer
elemento tiene una altura total de Hy, el drea Ay = HyLg y al igual que el volumen V', son con-
siderados como constantes. A lo largo del eje = se tiene un tubo de radio Ry y longitud Lg. La
temperatura inicial de todo el sistema es Tj; el sistema se encuentra inicialmente en equilibrio ter-
modindmico y se considera por facilidad en el calculo que la parte superior del elemento y la parte
intermedia estan separadas por una pared de tamafio infinitesimal con una conductividad térmica
despreciable.

En la direccién vertical, en y = Hp/2, el elemento constructal recibe la energia externa
transitoria, que podria entre otros casos, modelar de manera sencilla el flujo de calor solar radiativo
y representado mediante una senal dada por ¢ = gpsen (wt), donde ¢o es el valor de referencia o
amplitud de la senal periédica de la senal solar, w es la frecuencia y t es el tiempo fisico.

El espacio entre la recepcién de la senial solar y el tubo horizontal de radio Ry, se considera
como una cavidad llena de aire. En el interior de dicha cavidad se puede presentar, en general,
movimientos convectivos libres debido a la distribucién no uniforme de la temperatura. Sin embargo,
como se demostrard més adelante, los patrones convectivos serdn despreciables debido a las escalas
de tiempo caracteristicas de los procesos involucrados. Dentro de la tuberia circula un fluido en
estado permanente, dicha hipétesis también se demostrard mas adelante.

El fluido se considera newtoniano, totalmente desarrollado y entra al elemento a una temperatura
Ty y sale a una temperatura T debido al proceso de calentamiento. La temperatura del fluido T’
y la temperatura de la cavidad T,, son desconocidas y son parte de la solucién del problema. En
la formulacién siguiente, mediante la aplicacién de la teoria constructal se determinan los tiempos
minimos de enfriamiento de la cavidad, debido al paso del fluido por la tuberia en el primer elemento
constructal. Para obtener lo anterior, es necesario definir las expresiones tedricas necesarias para
definir dichos tiempos minimos.
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2.2 Tiempo de enfriamiento para un colector solar

2.2.1 Modelo de distribuciéon de temperatura en la direccién horizontal

Para determinar los tiempos minimos de enfriamiento, es indispensable llevar a cabo un balance
de energia en el sistema y consecuentemente la determinacién de los perfiles de temperatura. Una
vez determinado el campo de temperatura del primer elemento constructal, compuesto de los perfiles
en las direcciones vertical y horizontal, se calcula el tiempo minimo de enfriamiento a partir de una
temperatura minima dada para condiciones geométricas y fisicas establecidas, que se definirdn més
adelante. A lo largo del eje longitudinal del elemento constructal, se realiza un balance de energia
en el tubo de didmetro Dy, donde fluye un fluido newtoniano a lo largo del elemento constructal;
se considera que parte del calor que se percibe en la parte superior del elemento constructal es
transmitido hacia el fluido mediante procesos de conduccién y conveccién. El balance de energia se
puede apreciar en la Figura 2.2.

q
q cond _____ N DO
AN —
q conv x
dx

Figura 2.2: Balance de energia en la tuberia

Por los comentarios anteriores, el balance de energia se puede expresar mediante la siguiente
expresién

8 .C . a .COTL’U aT

G R2 + oo TRE + Geav2mRodz = ( de + 2dz ) 7R2 + ( deono + —2 4z ) + pCp—nR2dx,
or or ot

(2.1)

donde ¢. = —kf%ﬁ Y Geonv = pCpuy,Ty, representan las contribuciones de calor debidas a la

conduccién y conveccién en el elemento diferencial considerado.
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Es importante mencionar que para la obtencién de la ecuacién anterior, se esta considerando que
las variaciones de temperatura en la direccién longitudinal son méas importantes que las correspon-
dientes en la direccién transversal. Lo anterior es considerado, ya que el elemento constructal exige
tener una geometria esbelta. Dicha hipétesis se conoce ampliamente en la literatura especializada
y se reconoce como la teorfa de aletas delgadas (véase Bird [57]).

En la Ec.(2.1), el término §.q, es el calor que se transfiere verticalmente por conduccién desde la
cavidad llena de aire calentada por la senal externa, considerando que la pared infinitesimal que
separa ambas regiones, tiene una conductividad térmica despreciable. El término de calor ante-

rior se define de la siguiente manera, .o, = —k (2—5) . El fluido que circula en la tuberia se
=0

considera homogéneo, totalmente desarrollado e incompresible y la velocidad u, es la solucién al
flujo totalmente desarrollado, la metodologia para obtener dicha solucién puede consultarse en el
Apéndice A.

Realizando las simplificaciones necesarias en la Ec.(2.1), se obtiene la siguiente expresion;

0°T} T} or; . 2 (0T

_kf

La velocidad u, es la solucién para un flujo totalmente desarrollado en una tuberia de didmetro
Dy. La ecuacion anterior se puede simplificar considerablemente si se integra sobre la variable radial
r, desde r = 0 hasta r = Ry y utilizando el perfil de velocidad en una tuberia, se puede demostrar
facilmente que,

82Tf R% OP (2\] 01y Ty 2 oT
—ky 922 +pCp {E% (g)} o +PCPW = _Fok <—>y0. (2.3)

En la ecuacién anterior el valor de la velocidad se puede expresar en términos de la velocidad
promedio de Poiseuille, Uprom :

O*Ty 4 Ty ory 2 (0T
*kf 81‘2 + pCP |:§Up7'om:| % +pCPW - 7R_Ok <a_y>y_0' (24)

El célculo de la velocidad promedio, como el perfil de velocidades del flujo totalmente
desarrollado para una geometria cilindrica, asf como su equivalencia con la velocidad promedio
de Poiseuille puede consultarse en el Apéndice A. En la ecuacién anterior, p, Cp representan la
densidad y el calor especifico del fluido, respectivamente.

Para simplificar el nimero de variables involucradas, se utilizan las siguientes variables adimen-
sionales.

O A S SO ek 1
_Aéa n_Aéa _AO/O[’ f_ AT

donde Ag es el drea del elemento constructal y se define como Ag = HyLyg.

T-Tp
AT

X - (2.5)
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El tiempo caracteristico del problema se define con el tiempo difusivo de la cavidad de conveccién
libre. Dicho tiempo se determina mas adelante mediante un anélisis de orden de magnitud.

Sustituyendo las variables adimensionales anteriores en la Ec.(2.4), se obtiene la siguiente
ecuacién diferencial:

A~ _ 2 al
(oo 00y  200p o ¢oHo 0y o (69> —0. (2.6)
n=0

4 0x2 30x ay 4Pe Ot an

En la expresién anterior, el término de acumulacién de calor esta multiplicado por el término,

)it _ . - . .
%%PTO ~ 1078, al ser de un orden de magnitud muy pequeiio, el término del tiempo puede ser
despreciado, Pe es el nimero de Péclet, definido de la siguiente manera, Pe = UpromRo/af y
representa la razén entre la energia mecédnica necesaria para provocar una deformacién en el fluido
y la energfa térmica del fluido asociada a la difusividad de la sustancia; « y oy son las difusividades

térmicas del aire y del fluido, respectivamente.

En la Ec.(2.6) aparece la relacién del tamano del primer elemento constructal, f[o, dicha variable
representard la razon de tamano del primer elemento constructal. También se define la relacién
geométrica entre el didmetro y la altura del elemento constructal, ¢,. La variable adimensional
K, representa la relacién de conductividades térmicas del aire y el fluido con la particularidad de
incluir el efecto del nimero de Péclet. Los pardmetros adimensionales anteriores se definen de la
siguiente manera,

. Ho\? Ro ki/Pe _ k
0 < LO ) 5 ¢O HO , R k , @ ( 7)

Las respectivas condiciones de frontera de la Ec.(2.6 ) son las siguientes:

x = 0 0y =0,
1 00,
X e o (2.8)

Aplicando las condiciones de frontera, dadas por las Ecs.(2.8), es posible determinar facilmente
la solucién a la Ec.(2.6) aplicando el método de superposicién para la solucién de ecuaciones difer-
enciales de orden superior [35], el resultado se puede escribir de la siguiente manera,

9 o, .~ ,[00 sl s 1 3 (00
= —w2¢ Hya? [ 2 ~o0iga (3 wsoloaX — 1) 4 2ka [ — . 9.
0 (x) 16K poHodx (877)7,—06 (e ) + 2&04 an n:oX (2.9)

La Ec.(2.9) representa el perfil de temperaturas en la direccién horizontal en la tuberia; posteri-
ormente se incorpora este resultado en las condiciones de frontera necesarias para la resolucién de la
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ecuacion diferencial correspondiente a la cavidad llena de aire, de tal forma que al definir el perfil de
temperatura vertical, se esta incluyendo el perfil de temperaturas en la direccién horizontal. Los
andlisis y consideraciones para obtener la ecuacién diferencial de la cavidad, se definen a
continuacion.

2.2.2 Modelo de distribucién de temperatura en la cavidad

Para determinar el perfil de temperatura, resulta indispensable realizar un andlisis de orden de
magnitud. Lo anterior, se puede llevar a cabo partiendo de las ecuaciones fundamentales de
conservacion, i.e., la ecuacién de conservacién de masa, de cantidad de movimiento en ambas
direcciones y la conservacién de la energfa dadas por:

ou Ov
ou  ov_ 2.1
8w+8y 0, (2.10)
@+ %_’_ % —_6_P_|_ @+@ (211)
P\ar " Ty ) T “ar TH\ a2 T a2 ) '
ov Ov ov 0%v 0%
p<g+u%+va—y>—g(p—po)+u<@+a—zﬂ> (212)
y
or  or_  or _ (&T 0T (2.13)
ot " ox oy T “\aa2 T2 ) ‘

El término g(p—py) de la Ec.(2.12), se puede simplificar mediante la aproximacién de
Boussinesq, [39]. Dicha aproximacién puede aplicarse si los cambios en la presién y temperatura son
muy pequenos por lo que los cambios en la densidad serdn a su vez muy pequenos. Considerando
entonces que la variacion de la densidad es despreciable excepto en el término de flotacién, [40],
entonces se puede escribir el término anterior, mediante la siguiente aproximacion:

(p—po) = poB (T —Tp), (2.14)

donde S es el coeficiente de expansion térmica.

La ecuacién de cantidad de movimiento en la direccién y se puede escribir entonces de la siguiente
manera,

v v Ov v 0%

Las escalas utilizadas para las variables fisicas involucradas son las siguientes:

H 1
o Ueav, 0~ Veaw, @~ Lo,y =2, T =Ty~ AT, £~ = (2.16)

donde T es la temperatura en la parte superior de la cavidad, en y = Hy/2.
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De la ecuacion de continuidad, obtenemos el siguiente orden de magnitud en la cavidad,

UCG.’U ~ ‘/C(I’U
Lo Hy/2’
De la ecuacién de cantidad de movimiento en y, se comparan el término de flotacién y el de
viscosidad en la direccién vertical,

(2.17)

w‘/cav V2 g/B ‘/CCL'U ‘/vC(Z'U
—_— 8 AT V——— V——. 2.1
Lo LoHo/2 Lo~ "Lomzja'" I3 (2.18)
El orden de magnitud obtenido de la velocidad en la direccién y, V.4, €s €l siguiente,
AT
Viuy ~ 95 H2, (2.19)

4
donde v es la viscosidad cinemética del aire.

A partir de la Ec. de continuidad, Ec.(2.10) se determina el orden de magnitud de la velocidad
de la cavidad en la direccién x

LogBHoAT

Ucav ~
2v

(2.20)

Las velocidades caracteristicas anteriores, se pueden definir en términos del nimero de Rayleigh.
Para ello, se define la diferencia de temperatura AT, en términos del calor que se transfiere de la
senal transitoria exterior al interior de la cavidad que se transmite por conduccién gy ~ k%—f. El
orden de magnitud es el siguiente:

qoHo

AT ~
k

. (2.21)

Sustituyendo la Ec.(2.21) en las Ecs.(2.19) y (2.20), se puede entonces definir las velocidades
caracteristicas en los érdenes de magnitud de las velocidades en términos del nimero de Rayleigh
y que se define como,

9BqoH}
ES 2.22
Fa akv ( )

Las velocidades de la cavidad resultan ser

«
Vear ~ —R 2.23
R (2:23)
y
aLO
Ucav ~ H—gRa (224)

Con ayuda del andlisis del orden de magnitud, la escala de tiempo adimensional del problema,

se determina al comparar el tiempo caracteristico solar tcqr solar = %, con el tiempo de difusién,
taif = Ao/, encontrando asf que el cociente de estas dos escalas, +/(Ag/a) < 1. De esta forma

? w

para entender el proceso transitorio en la cavidad resulta que la escala de tiempo difusiva es la més
apropiada para adimensionalizar las ecuaciones.
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En consecuencia, los 6rdenes de magnitud de las ecuaciones de cantidad de movimiento en las
direcciones horizontal y vertical, junto con la ecuacién de la energia, son los siguientes:

© Aoe, ZRa ~1,¢21, (2.25)
14 14
2 AP
aRae, aRa”Agy ~ ,eRa, Ra (2.26)
y
1,Ra, Ra ~ €2, 1. (2.27)

De las ecuaciones anteriores, el término e se define como la relacién de esbeltez e = Hp/ Lo, la
que se considera muy pequena, ya que el primer elemento constructal se considera esbelto.

A partir del andlisis anterior, se definen las siguientes variables adimensionales,

T Y t _ U _ v 0 T-T,
= — = — T = u = v = =
X LO - Aé ’ AO/OC’ Ucav ’ ‘/ca'u ’ AT

. (2.28)

Sustituyendo las variables adimensionales y realizando las simplificaciones necesarias, obtenemos
la siguiente ecuacién diferencial para predecir la distribucién de temperatura,

2 2
09 +ﬂRa@ —H?Ra% _ 200 00

5 o p o o (2.29)

En la Ec.(2.29), los términos convectivos estan multiplicados por el mimero de Rayleigh, que en
situaciones reales para cavidades de geometria esbelta, suele presentar un valor muy pequeno.

A partir de los comentarios anteriores es posible despreciar los términos convectivos de la
Ec.(2.29) obteniendo la siguiente ecuacién diferencial

00 020
con sus respectivas condiciones de frontera;
T = 0 0 =0,
90 16 Hy [ | of 2o 81"
n = 0 o Em |:I€OZ¢OH0 (e 3ragoHZ _ 1) + §:| 0 =0, (231)
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La condicién de frontera en la parte superior de la cavidad; en n = %1 se tiene la senal transitoria

externa definida como una funcién senoidal, donde los pardmetros adimensionales v y [ se definen
1
de la siguiente manera, v = qoAZ /kTo y B = wAo/a. Para definir la condicién de frontera en la
coordenada n = 0 se considera el perfil de temperatura a lo largo de la tuberfa evaluado en y = Hi,
0
una vez realizado lo anterior es posible despejar la derivada de la temperatura con respecto a la
direccién vertical (22 .
on n=0

La solucién de la Ec. (2.30) junto con las condiciones de frontera definidas anteriormente, se
determina a partir de aplicar el teorema de Duhamel, [42], la solucién se puede escribir mediante
la siguiente expresion,

9 ka2 [ oo —etr 8
) = s B (i (5 1) 4 )| e

0

e ’Yﬁﬁm €os (ﬁ’ml?()/2 - Bmﬁ) B?n COS(ﬁT) + 58671(57') 672neiﬁ%”7—
4 Z N N 54 + 52 - 54 + 52
m=1 BmHO + sen (ﬁmHo) m m

cos (ﬁmflo/2> -1 ka2 s ]
0 = r} ra¢pgH
ﬁ?n — 1_6 ﬁmﬁo (lﬁlO&dDOHg (e 3 cbng — 1> + §> . (232)

sen (Bmﬁo/2>

La aplicacién del teorema anterior implica utilizar el método de separacién de variables donde
es necesario definir con ayuda de las condiciones de frontera, una ecuacién caracteristica para
determinar los valores propios (,, que exige el método de solucién. La ecuacién caracteristica se
define mediante la siguiente ecuacién transcendental,

Ho\ 16 Hy [, sof 2= 81!
Bm tan <ﬂm7> — EFZQSO |:HO£¢0H§ (e 3kapoHg __ 1) + §:| =0. (233)

La Ec.(2.32) con ayuda de la Ec.(2.33), definen la temperatura en la cavidad de conveccién libre.
Dicha solucién incluye el perfil de temperatura a lo largo del primer elemento de construccién. Los
resultados y metodologia para determinar los tiempos minimos de enfriamiento se presentan en la
seccién de resultados del presente trabajo.



20

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA



3

Colector solar en forma de disco

3.1 Primer elemento de construccion

A partir de los resultados obtenidos en la seccién anterior y con el objetivo de describir de
manera sencilla la generacién y optimizacién de una red de tuberfas para el transporte de calor
en un colector solar plano, se desarrollan los métodos de optimizacién, propios de la teoria con-
structal sobre un elemento constructal en forma de disco. Dicha metodologia ha sido reportada
principalmente para procesos de transferencia de calor, en enfriamiento de elementos volumétricos
mediante insertos de material de alta conductividad térmica, [20,21,24]. Cuando se utilizan elemen-
tos de construccién en forma sectores de una geometria de disco, se puede exigir la optimizacién
del tamano del elemento constructal, lo anterior define la resistencia térmica de dichos sectores,
sujeto a restricciones locales y globales, de tal forma que es posible definir una red de tuberias
optimizada entre el centro y un nimero de puntos en la periferia del disco, para uno o mas niveles
de ramificacién. Un ejemplo de una red de tuberias en una geometria en forma de disco, se puede
apreciar en la siguiente Figura 3.1.

Figura 3.1: Arreglo de tuberfas en una geometria de disco

21



22 3. COLECTOR SOLAR EN FORMA DE DISCO

Por otro lado, a partir de uno los resultados obtenidos en el capitulo anterior, se determiné que
la temperatura en la pared de la tuberia de didmetro Dy, es una fraccién de la temperatura que se
tiene en la parte superior del elemento constructal rectangular, en n = H, /2 como se puede observar
en la Figura 3.2. El resultado anterior es fundamental para establecer una simplificacién sobre los
elementos constructales: la energfa asociada a la senal transitoria, que bien puede modelar la energia
solar, entra directamente al elemento constructal sin precalentar la zona de la cavidad, como una
primera aproximacién. La consideracién anterior es estrictamente valida cuando ¢, — 0, hipétesis
facilmente aplicable dentro del contexto de la teoria constructal. Por lo tanto, esta hipdtesis de
trabajo se mantendra a lo largo del desarrollo del elemento constructal en forma de disco.

A partir de los comentarios anteriores, se considera una geometria de disco donde el primer
elemento constructal se modela como un sector cilindrico con un tubo de didmetro Dy en el centro;
dicho sector se considera esbelto, por lo que es posible definir su drea como la de un tridngulo
isésceles. La demostracién de lo anterior puede consultarse en el dpendice B. La radiacién solar
recibida, modelada con una senal senoidal transitoria, es perpendicular al elemento constructal.
El elemento constructal tiene un drea y volumen constantes y se considera que se encuentra en
equilibrio termodindmico a una temperatura Tj.

En la siguiente Figura 3.2 se puede apreciar uno de los resultados del capitulo anterior para la
diferencia de temperaturas que se tiene entre la parte superior del elemento, 1 = Hy /2
(y = Ho/2 ) y la temperatura en el radio de la tuberia, n = ¢y Ho, (y = Rp).

0.3
—&—n :HD/ 2
& nN= 4)030
0.2
k=100
e (])0:0.001
0.1+
0.0 : T T T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Figura 3.2: Comparacién de las temperaturas en la parte superior, evaluadas en n = flg/ 2y
n = ¢oHo
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Para modelar una red de tuberias en una geometria de disco, se define primer elemento
constructal, tal como se puede observar en la Figura 3.3, donde se muestran las dimensiones de
dicho elemento, el sistema de referencia esta ubicado a la entrada de la tuberia, por lo que el origen
de coordenadas se encuentra en el centro del disco. A partir de dicho origen, se define la altura H
y la longitud del elemento constructal, en este primer elemento la longitud Ly de la tuberia es igual
al radio R del sector.

El fluido circula en la direccién positiva del eje x, entra a una temperatura T y sale a una
temperatura 7'; se considera que los limites del elemento constructal estan a una temperatura 15,
la tuberia tiene un didmetro Dy, ¢s es el calor debido a la senal transitoria externa.

La teorfa constructal exige definir los perfiles de temperatura en la cavidad llena de aire y en
el fluido que circula en la tuberia de didmetro Dy, dichos perfiles definen la resistencia térmica
del elemento. La importancia de obtener la resistencia térmica radica en que define, entre otros
resultados, las dimensiones 6ptimas del elemento constructal. En la Figura 3.3 se muestra el primer
elemento fundamental de construccién en forma de disco.

—
—
~<<

Figura 3.3: Primer elemento constructal para un colector solar en forma de disco.

Antes de obtener los perfiles de temperatura, es necesario definir la escala de tiempo
caracteristico del problema. Como se mencioné anteriormente, la resistencia térmica de la
cavidad no juega, en primera aproximacién, un efecto importante de calentamiento en esta. De
ahi que el tiempo difusivo no sea la escala mds apropiada. Ademds, por las caracteristicas fisicas
del mismo fenémeno se tienen dos escalas adicionales de tiempo: la asociada a la senal misma,
tear solar = 1/w y la asociada al tiempo de residencia del fluido, tres = Lo/Uprom. Los valores de
la frecuencia de la senal transitoria y de la velocidad promedio del fluido, se obtuvieron de datos
reportados de mediciones en dispositivos de coleccién para uso habitacional [58].
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10~° 57! y la velocidad promedio
ms~1,[2]. La comparacién de dichos

El valor de la frecuencia de la senal solar es w =
caracteristica presenta el siguiente valor Upyom = 6.301 X
tiempos es la siguiente,

8 x
1073

tres Tom L —_
= Dorom _ 20 o w1074, (3.1)

Uprom

tcar solar

Dado que la comparacién anterior presenta un valor muy pequeno, resulta conveniente definir
la escala de tiempo mediante el tiempo caracteristico solar teqr soiar-

Para definir la resistencia térmica adimensional son necesarios los perfiles de temperatura en el
elemento constructal. A partir de un balance de energia en la parte superior del elemento se obtiene
la expresién para la temperatura en la direccién vertical,

' T
QQHLOdydz> + pCpLodyd=2

o = (3.2)

L )
éﬁm@+%%@—<%%m+

donde Qs y ¢y son las contribuciones del calor proveniente de la radiacién solar por conduccién.
La ecuacién anterior también se puede escribir como,
94

1dQs , 94y oT
5 dz = dy dz+ pCp ot dz. (3.3)

Integrando sobre la variable z, desde z = 0 hasta z = a, considerando que a es el espesor del
elemento constructal se obtiene que,

1dQ, Pr oT
52, @ + ka_y2“ = pCp—a. (3.4)

El término % es la variacién del calor proveniente de la radiacién solar con respecto a la
direccién z del elemento constructal; dicho término puede aproximarse de la siguiente manera,

1dQs . s W
34 a [H] : (8:5)

donde ¢ es la senal transitoria externa del flujo de calor recibido por el elemento constructal y se
define mediante de la siguiente manera, ¢s = gosen(wt).

En consecuencia, la ecuacién diferencial de la temperatura en la parte superior del elemento
constructal se puede escribir como:
ds 0*T oT
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Para resolver la ecuacion diferencial anterior, se definen las condiciones de frontera a
continuacién,

t = 0 : T =Ty,
y = 0 : T="Ty |1:L0,
oT
= Hy : — =0. 3.6
Y 0 Ay ( )

Ademss, se pueden utilizar la siguientes variables adimensionales para expresar con mayor
sencillez el problema:

x Yy T-T)
X = y = , 0= ——, T=uwt (3.7)
AL? AL/? Ty
Sustituyendo las variables adimensionales anteriores, la Ec. (3.5), queda expresada de la sigu-
iente manera 920 o0
1+ a5 =B 3.8
T = Par (38)
donde los pardmetros o y 3 se definen de la siguiente manera; o = —%ha__ v 3 — pCrTow

gosen(wt)Ag qs

En la Ec.(3.8), el pardmetro adimensional B ~ 1078, por lo que puede despreciarse el término
temporal. Las correspondientes condiciones de frontera, expresadas en variables adimensionales son
las siguientes;

T = 0 ; 6=0,
= 0 N 9:9]0 |X:1/Ho’
n o= H o Py (3.9)

La solucién a la Ec.(3.8), se obtiene facilmente aplicando las condiciones de frontera anteriores,
obteniendo el perfil de temperatura en la direccién vertical,

1/~ n?
00 =5 (Fon =) +67 |y, - (3.10)

Para determinar el perfil de temperaturas en la direccién z, se realiza un balance de energia en
la tuberfa, similar al considerado en capitulo 2, tomando en cuenta que el calor recibido en la parte
superior, ¢sHodx, del elemento constructal, es el mismo que el recibido a lo largo de la tuberia,
Gs2mRydzx.
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A partir de un balance de energia, en la tuberia de didmetro Dy, se llega a la siguiente expresion;

94 o oT
QCWRg + Cjcom;ﬂ—R(% + ¢s2n Rodw = <QL + %dx> "TR(% + <(jconv + qacom; dl’) WR(% + PCPEWRngSa
x x
(3.11)
donde ¢, = —k f?,—g Y Geonv = pCpu,T, son las contribuciones de calor debido a la conduccién
y conveccidén, respectivamente; entonces la ecuacién anterior se puede reescribir como,
o1 oT oT
dosen(wt)2m Rydzr = —kaﬂ'R%dx + pCpuI%ﬂ'R%dm + pCpEﬂ'Rng?. (3.12)
La expresién anterior se puede escribir de la siguiente manera,
24 t ky 0°T 4 or  IaT
dosentwt) by T 14, 19T 9T (3.13)
pCp Ry pCp Ox? 3 ox 0Ot
Por otro lado se definen las siguientes variables adimensionales,
x Tf — T()
= — 9 = =" 3.14
X A(l)/2 ) f TO ) ( )
entonces la Ec.(3.13), se puede expresar de la siguiente manera,
Gy » O0%0F 400y 00
Pe "0y 30y “or +% (3.15)
1/2
donde el término € se define de la siguiente manera € = %’; ~ 107% | por lo que el término
asociado a la variacién temporal, puede ser despreciado.
Por otro lado, los pardmetros adimensionales se definen de la siguiente manera;
U, RO RQ o Ho /2 QQosen(wt)Al/Q
P AL =—, Hy=|— =" 70 3.16
¢ o, 0=, Mo (Lo > 7o k;ToPe (3.16)

El pardmetro adimensional Pe es el nimero de Péclet, oy es la difusividad del fluido y ¢, es
una relacién geométrica.

A partir de las simplificaciones anteriores, la Ec.(3.15) se puede escribir como,

o gy P05 4065 _
pelligs — 35, T =0 (3.17)
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La Ec.(3.17), queda sujeta a las siguientes condiciones de frontera;

x = 0 : 0 =0,
1 005
= = ;. —=0. 3.18
X e o (3.18)

Finalmente, la solucién de la Ec.(3.17) se puede escribir mediante la siguiente expresion,

Pe

H, _4_Pe_ _4_Pe
9 ¢() 0’)/06 3 9o HZ (1 —e 3¢,0H0X> +%70X (319)

16 Pe

Or—0(x) =

3.1.1 Resistencia térmica del primer elemento constructal

Los métodos de optimizacién de la teoria constructal exigen definir una resistencia térmica
adimensional para un problema donde se vean involucrados procesos de la transferencia de calor.
En este caso, serd indispensable determinar los perfiles de temperatura en las direcciones = y y
del elemento constructal, de tal manera que a partir de la resistencia térmica sea posible obtener
resultados como las dimensiones éptimas del elemento constructal en funcién de pardmetros fisicos
y geométricos. La resistencia térmica global se define mediante la siguiente expresion,

- T —To)k 0,10k
Ry = 10) =0 (3.20)
. 1/2 . 1/2
doAy doAy
La temperatura adimensional, 6,,, se determina con ayuda de las Ecs.(3.10) y (3.19) ya que
permite definir la temperatura del elemento constructal a partir de sumar las diferencias de
temperatura en las direcciones x y 7.

En la direccién horizontal, la diferencia de temperatura se define mediante la temperatura entre
la salida de la tuberfa, en y = 1/1‘:’0 y la entrada a la tuberfa, en x = 0; en la direccién vertical, la
diferencia de temperatura se define mediante la temperatura del punto mas alejado del elemento,
enn = H,y y la temperatura a la salida de la tuberfa, en el punto de coordenadas n =0,y = l/ffo.

Por los comentarios anteriores, la temperatura adimensional 6, se expresa de la siguiente
manera,

A

dosen(r) Ao H 9 ¢oHo R 35 3 Yo
QosentT) o By | 2 Pollo 1—¢ 3% . 21
KTpa 2 16 pe ¢ ¢ T1m, (3.21)

Es importante mencionar que para la obtencién de la ecuacién anterior se hace uso de la hipétesis
de que el elemento constructal es esbelto, situacién que ya se comenté detalladamente en el capitulo
anterior.
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Una vez definida la temperatura del elemento constructal, la resistencia térmica puede expresarse
mediante la siguiente expresion,

} . 4 _Pe _ —4_Pe P /;7
Ry = —aoseQn( )Ho + zksen( Yo Ho e %08 <1 —e ° "’0H3> + g%n(ﬂ; (3.24)
0

donde @ = Hy/a, es un pardmetro geométrico adimensional y los pardmetros adimensionales se
definen a continuacién & = k/ky, k = a/Pe?.

A partir de la resistencia térmica adimensional, es entonces posible determinar una
expresion para la relacion geométrica adimensional éptima del tamano del elemento constructal,

H,. Derivando la Ec. (3.24) con respecto a H, y considerando que el término exponencial es muy
_4_Pe

pequeno, esto es, e T ieonf & 1; la relacién 6ptima del tamano del primer elemento constructal para
un arreglo radial de tuberfa se puede escribir como,

= 41/2
- 3Pek
HO opt — |: 97 :| . (325)
ao — gk
Con el valor éptimo anterior, es posible definir la resistencia térmica 6ptima,
N 3Pek 1'* 27
R ~ il ag— —k 3.26
o) [T | (0= ko). (520

De la definicién del drea del elemento Ay y a partir de la definicién de H,, se puede definir las
dimensiones del primer elemento constructal;

- L1/2
3Pck ] A2, (3.27)

Hoopt = | —=—
0 ot LO—%]@%

y para la longitud 6ptima del primer elemento de construccion, se tiene que,

1/2

(ao — 2key) A2, (3.28)

Lo opt = 3Pek

Con los resultados anteriores, se puede definir el nimero de sectores en el disco N y en el caso
de un primer elemento de construccién, la longitud del elemento es igual al radio del sector circular,
esto es:

orL
N=Z0o T (3.29)

2H0 Hg opt
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En la Ec.(3.29), se sustituyen las dimensiones ¢ptimas obtenidas anteriormente, por lo que puede
expresarse mediante la siguiente expresién;

™ (- 3koy)

N = —
opt 3Pek

(3.30)

La metodologia anterior permite definir las dimensiones éptimas del primer elemento de
construccién. Considerando que dicho nimero de sectores para el disco, contiene cada uno, un
tubo inicial de entrada de didmetro Dg sin tomar en cuenta la resistencia al flujo que presenta el
fluido, el nimero minimo de tubos iniciales para un minimo valor de la resistencia al flujo de fluido
es tres, [21]. Posteriormente se aplicara este criterio, para determinar el angulo ¢ptimo del sector
inicial. Las expresiones anteriores, son resultado de la aplicacién del método de optimizacién propio
de la teorfa constructal.

3.2 Segundo elemento de construccién

Una de las caracteristicas de las redes en la naturaleza es la ramificacién en una ¢ mas ramas
para el transporte de nutrientes, calor 6 fluidos, presentando caracteristicas geométricas complejas.
En esta seccién se define la resistencia térmica para un nimero n de elementos constructales de
area Ay = HyL,, sujeta a restricciones locales de drea y volumen constante. Ademds, el nimero
de ramas no esta definido y dicho nimero de ramificaciones es parte del problema de optimizacién.
El segundo elemento de construccion se define como la continuacién de un sector principal de drea
Agp. En este segundo nivel de construccién se aplica la teorfa constructal para determinar el tamano
del elemento; es decir, la relacién de aspecto Hy, con el objetivo de describir las caracteristicas
geométricas de la ramificacién. La configuracién geométrica del arreglo puede apreciarse en la
Figura 3.4.

Figura 3.4: Segundo elemento de construcciéon
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Para obtener la resistencia térmica del elemento constructal de drea A;, necesaria para definir la
relacién de aspecto H 1, se determinan las diferencias de temperatura siguiendo la misma metodologia
que en la seccién 3.1 anterior. La resistencia térmica del segundo elemento constructal se define
mediante la siguiente expresién,

.G . _ N _4_Pe
R, = Mﬁﬁ + %ksen(ﬂ')gblHl e %o <1 —e

P H - 31
; : SENCEN

4 Pf«,f) N §Pel§sen(7’).
2 H,

donde los pardmetros adimensionales son los siguientes, a1 = Hi/a, & = k/ks y k = a/Pe? .

Como se puede ficilmente apreciar la relacién de aspecto obtenida es idéntica a la del primer
elemento, dado que una de las caracteristicas de los métodos de optimizacién de la teorfa constructal,
es su aplicacién recursiva en cada etapa de construccién.

En esta formulacién obtener dicha relacién permite hacer simpificaciones para describir la re-
sistencia térmica total de un sector central de Ay, y un nimero n de sectores de drea A;. En
consecuencia se tiene que,

Pek 1/2
3_ Pk ] (3.32)

Hyopt = |2 ———
tovt [2a1—§k¢1

De la Ec.(3.32), se pueden definir las dimensiones del segundo elemento de construccién,

3 Pel;: :|1/2 A1/2

H o= |z—— . 3.33
1 opt [261§k¢1 1 ( )

La longitud 6ptima del segundo elemento de construccién se define también por la siguiente
expresion,

_ 1/2
2 (@, — 3k
Ly opr = [g (lpiesk(bl)] Ai/z. (3.34)

Se define a su vez, el nimero de sectores éptimos de drea Aj;

9rR  2Y27R (a, — 2key)"”
2H, A2 (3PeR)'?

Nopt = (335)
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El dngulo que comprende el sector, que contiene a un tubo de didmetro Dy y un nimero de
ramificaciones de un subsector de drea A;, es denominado «. Dicho dngulo, de una manera general
se construye a partir del nimero de sectores N y el nimero de elementos de entrada o de salida n
v se define mediante la siguiente expresién:

1 7\ 1/2
22 P
o2 _ 2in(3Pek) © (3.36)
N()pt R(C_Ll _ %k¢1>2

donde R = R/A}/ 2, es el radio adimensional y el dngulo o permite definir el drea Ag en términos
de pardametros fisicos y geométricos del segundo elemento de construccion.

Para definir entonces el drea Ag, se considera que el elemento constructal es lo suficientemente
esbelto para aproximar su drea al drea de un triangulo isésceles, de tal manera que la tangente del
dngulo o puede como:

tan (%) - IL{—;’ (3.37)

Si el elemento, al presentar una geométria esbelta, presenta un dngulo o muy pequeno, se
puede demostrar ficilmente que aplicando la serie de Taylor para la funcién tangente, la siguiente
aproximacion,

(0% HO
-~ —. 3.38
5~ I, (3.38)

Sustituyendo Hy a partir de la definicién del drea Ag en la Ec. (3.38) y el dangulo «, se puede
definir una primera expresion para el drea Ay en funcién de los pardmetros geométricos y fisicos
del problema,

«

2

n (3Pel_<:) 12 RA, 12
2% (@) — 2k,)?

En la Ec.(3.39), la longitud Lo puede aproximarse como, Lo = R — Lj; por lo que es posible
sustituir la longitud 6ptima L op¢. El drea Ag puede definirse entonces mediante la siguiente
expresion;

Ag=—L2~ (3.39)

(3PeE)1/2 RA, L 23 (@ —
3 (ay — Lhoy)? R (3Pe

A= (3.40)
2

Con la definicién del drea Ay en términos del segundo elemento constructal, se puede entonces
obtener una expresion para la resistencia térmica con un nimero n de sectores ramificados de drea
Ay. Lo anterior se lleva a cabo con el objetivo de describir el comportamiento de la resistencia
térmica del sector cilindrico para un nimero n de ramificaciones.
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3.3 Red de tuberias para n ramificaciones

Para modelar la red de tuberias con n ramificaciones, es necesario definir los perfiles de tem-
peratura del sector cilindrico, de tal manera que se considere las n dreas del segundo elemento de
construccién. A partir de un balance de energia en la parte superior del elemento constructal, se
obtiene que el perfil de temperatura en la direccién y presenta el mismo comportamiento que el
obtenido en la Ec.(3.10). Por otro lado se puede realizar un balance de energia a la salida de la
tuberia de didmetro Dy, donde se presentan las n ramificaciones, obteniendo la misma ecuacién
diferencial, definida por la Ec.(3.17).

La ecuacién diferencial en la tuberia, expresada en variables adimensionales, se puede escribir
mediante la siguiente expresion,

G 5 O*0F 4005

L Hy—+ - -1

Pe 7 Oy 3 Jx

Las condiciones de frontera a las que queda sujeta la ecuacién diferencial anterior, incluyen el
efecto de las ramificaciones de la tuberia, en un nimero n de ramificaciones.

+7 =0. (3.41)

A la salida del tubo se realiza un balance de energia y de esta manera se determina la condicién
de frontera a la salida del tubo de didmetro Dy, el resultado de dicho balance de energia es el
siguiente,

T
ngA; = kyrR3 (g—x> : (3.42)
w:Lg

Las condiciones de frontera en variables adimensionales, son las siguientes,

X = 0 N af - O7
1 00y ngosen(r) A1 Ay (3.43)
X = I;[O oox kfﬂ'TQR% . .

Aplicando las condiciones de frontera, definidas en la ecuacién anterior, es posible determinar
facilmente la solucién a la Ec.(3.41), y esta definida mediante la siguiente expresion;

3 (ndosen(r) M AY® 3\ doHy ~455 (35 3
! 1 —1)+ 44
9f (X) 4 ( kf’iTT()R% 4’}/0 Pe e 040 e oHg + 4’YOX? (3 )
_ 2qosen(wt)AQI/2

donde el pardmetro vy, se define como v, = Ty ToPe
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Con ayuda entonces de la Ec.(3.44), se puede evaluar facilmente la temperatura a la salida del
4 _Pe

tubo y tomando en cuenta que el valor del término exponencial es muy pequefio esto es e ° %078 < 1,
entonces se tiene que la temperatura a la salida del tubo se puede escribir como,

@:ivzémMm%”le 3)%%+§i&mMm%” (3.45)

4 kT TR2 2Pe) Pe ' 4[, kfToPe

y la diferencia de temperatura a lo largo del elemento, determinada por 6y (X =1/ ﬁo) =0,

puede escribirse con ayuda de la siguiente expresién:

0 — §q'osen(7')A(1)/2
T kT

Pe \7R2 "~ 2Pe + HyPe

En este caso de m ramificaciones, el método desarrollado permite definir la diferencia de
temperatura en la parte superior del segundo elemento de construccién. De esta manera, se puede
definir la resistencia térmica, dejando el efecto de las ramificaciones en la diferencia de temperaturas
longitudinal.

La diferencia de temperaturas en la direccién vertical se puede definir mediante una ecuacién
diferencial que presenta la misma forma que la obtenida en la Ec.(3.10). La diferencia de temper-
atura vertical se define como la diferencia entre la temperatura del punto mas alejado del elemento,
T2 v la temperatura T, en esta diferencia se puede sustituir la relacién de aspecto H, opt Obtenida
anteriormente. De esta manera, la diferencia de temperatura vertical puede escribirse mediante la
siguiente expresién:

00— — Gosen(T)A; ﬁ _ dosen(r)Ax [3 Pek (3.47)
m e kToa 2 2kToa  (2a; — 2koy | '
Por tanto la resistencia térmica se puede definir con ayuda de la siguiente expresion,
(02 — 0o) Tok sen(T)A}/2 3 Pek 3asen(t) (Ao V2nAy 2
— - a0 |a Tl T1 Pe \&) |zt q|s G4
do Ay a a1 — gk, € 1 i Hy

donde los pardmetros adimensionales &, k se definen como & = k/k¢, k = &/Pe? y la resistencia
térmica para n ramificaciones, definida mediante la Ec.(3.48), puede expresarse en términos de la
relacién de tamafio 6ptimo del primer elemento constructal, Hy,p¢ y €l drea Ay, definida en la
Ec.(3.39).
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la siguiente expresion;

La resistencia térmica, sustituyendo las cantidades 6ptimas anteriores, se obtiene con ayuda de

. sen(T)A}/2 3 Pek 3asen(t) (Ao 1/2 ~ (nA; 31 2
= -_ — - —_— H > Y —— = . .4
Ho 2a 2a; — 2key 1P\ ¢oto TR? 2 Pe “h (3:49)

0
Realizando las simplificaciones algebrdicas necesarias podemos expresar la ecuacién anterior en
términos de los pardmetros adimensionales de cada nivel de construccion,

3 Pek 1/2 N 3 asen(r)
2 a; — 2% 4 Pe

~ - - 1
_i¢1D(3Pek)l/2+23/2(5‘0_%k¢0)2
3Pek)? 2% (@, — 2key)?

Ao ) 1/2

— — (3.50)

(3Pek)"* (Al

donde D es la relacién de didmetros de las tuberfas de cada nivel de construccién, D = Dy /D1, que

se definird mas adelante en términos de la relacién que guarda el drea ocupada de la red ramificada
y el drea total del disco.

A partir de la Ec.(3.40), se define la relacion entre las dreas de los elementos constructales, dicha
relacion se define mediante la siguiente expresion

Ag\? nl/? (3P6E)1/4R1/2
(&) -

|2 (@ - key)®
2% (@) — 2kg,) T R (3Pck)"”

. (3.51)
Por otro lado, la relacién de las dreas ocupadas por la red de tuberfas de didmetro D1, el niimero
de sectores centrales con un tubo de didmetro Dy y el drea total del disco, se define mediante la
siguiente expresion:

©— A % (NDyLy + XDy L)
Asector

T R2 ’
donde N es el nimero de sectores y n es el nimero de ramificaciones hacia la periferia.

(3.52)
La Ec.(3.52) puede definirse en términos de los pardmetros geométricos y fisicos del problema
siguiente manera,

a partir de sustituir la definicién del nimero de sectores IV, ecuacién que puede expresarse de la

b2 @ tRo)! b
) —1/2
(3Pek;)

n

TR
G L) (3.53)
(3Pek)"/
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Considerando la relacién de dreas ® como un pardmetro, se puede entonces expresar la variable
D en términos de pardmetros adimensionales,

~ _ - 3 =\1/2
Do |2 (0 =8k (3Pck) . (3.54)
200 (3Pek)' | | R (3Pek)"? = (ay — 2key)

La resistencia térmica dada por la Ec.(3.1) puede expresarse en términos de pardmetros
adimensionales anteriormente definidos y del nimero n de ramificaciones, con ayuda de las ecua-
ciones 3.51 y 3.54.

La Ec.(3.54) es un resultado relevante en esta formulacién, ya que representa la proporcién de
tamano éptima entre los didmetros en una red de tuberias en funcién de pardmetros adimensionales
propios del problema fisico. La relacién de didmetros es un resultado que ha sido previamente
reportado por la teoria constructal, para el caso de una red reticular con flujo de un fluido. El
andlisis anterior conduce a una ley de potencia, resultado conocido ampliamente en la fisiologia
humana como la ley de Murray, [1].

Los resultados de la resistencia térmica para n ramificaciones, asi como el comportamiento de

la relacién de didmetros D, se presentan en la seccién de resultados del presente trabajo.
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4

Red de tuberias con dicotomia

4.1 Consideraciones generales

El modelo de una red de tuberias por donde circula un fluido newtoniano para enfriar un
volumen finito y que recibe una cantidad de calor determinada, presenta dos problemas centrales:
el primero es que la resistencia térmica presente el minimo valor posible a partir de determinado
valor de los pardmetros geométricos y fisicos, el segundo, es la resistencia al flujo y que al igual al
primer caso, presente el menor valor posible. La disyuntiva se presenta porque a un mayor nimero de
ramificaciones, se tiene una menor resistencia térmica, pero implica una mayor resistencia hidraulica.
El objetivo entonces es encontrar el punto éptimo de funcionamiento, a partir de las condiciones
de flujo del fluido por la tuberia. Bejan,A. [44] reporté el problema en un intercambiador de calor
de geometria rectangular para un fluido newtoniano, con la particularidad de definir la resistencia
térmica en funcién de la potencia necesaria para desplazar al fluido.

En el modelo desarrollado en esta seccién, se incluye la temperatura de pared de la tuberfa, en
cada nivel de construccién en un colector solar en forma de disco y la diferencia de temperatura
en este punto, forma parte de la descripcién de temperaturas del elemento constructal; de igual
manera, al tomar en cuenta las diferencias de temperatura, permite definir la resistencia térmica
total. Lo anterior se define mediante el calor transferido por conveccién desde la parte superior
del elemento de construccién, y la pared de la tuberia por donde circula un fluido newtoniano. En
este sentido y para simplificar el problema, se considera que el diseno de la red obedece el principio
de dicotomia; es decir, la ramificacién de la tuberia anterior,en dos tubos posteriores de diferente
didmetro al primero; la razén de crecimiento de los didmetros obedece a una ley de potencia. Lo
anterior se conoce como la Ley de Murray [22] y fue reportado por A. Bejan como un resultado
de la aplicacién de la teoria constructal al modelado de redes que transportan fluidos [16]. En este
ultimo trabajo inicamente se obtienen las dimensiones de los elementos de construccién para redes
reticulares a partir del 6ptimo flujo de fluido por la tuberia, sin describir los dngulos entre tuberias
y otras caracteristicas geométricas.

37
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La ley de Murray tiene su origen en el andlisis del transporte en flujo sanguineo y considerando
el principio del minimo trabajo utilizado para el transporte del fluido en una tuberfa, [22,23].
La obtencién de la ley de Murray por la teorfa constructal fue ampliamente documentada por
Bejan, A. [46], dicha ley se expresa en terminos del subindice 7, que es el nivel de construccién y
la ley de potencia que obedece la relacién de didmetros para un arreglo dicotémico de tuberias, se
puede escribir mediante la relacién siguiente,

D;
D1

wl=

=23,

(4.1)

Un elemento importante para definir la red de tuberfas, es la definicién de las longitudes éptimas
en cada nivel de construccién. Este resultado se puede obtener a partir de la optimizacién de la
resistencia al flujo en la tuberia. En este capitulo se obtienen las expresiones tedricas, asi como
los dangulos 6ptimos que guardan entre si cada una de las tuberias ramificadas. El resultado es la
descripcién geométrica éptima de los elementos de construccién y de manera general, toda la red
de tuberias ramificadas, asi como la resistencia térmica en funcién de los pardmetros propios de la
resistencia hidraulica. La presente formulacién de la red de tuberias en un colector solar en forma de
disco, es mds completa que la formulacién anterior, basada en un nimero de ramificaciones n y en la
relacién de dreas ocupadas entre el arreglo de tuberias y el drea del sector, ya que la formulacién del
capitulo anterior no permitia describir los dngulos que guardan entre si las tuberias ramificadas. La
descripcién de la resistencia térmica total se obtiene a partir de considerar la analogia eléctrica, de
tal manera que se considera la resistencia térmica de cada nivel de ramificacién como una resistencia
eléctrica.

4.1.1 Primer elemento de construccion

La definicién de la resistencia térmica en el primer elemento de construccién, requiere de las
diferencias de temperatura vertical y horizontal. En la formulacién desarrollada en el presente
trabajo se considera el mismo elemento constructal, que es un sector cilindrico. El sector que
corresponde a este primer elemento, se considera con drea constante, ademds de suponer que es de
forma esbelta y el drea puede considerarse como la de un tridngulo isésceles. La metodologia para
obtener los perfiles de temperatura en el elemento constructal es la misma que la aplicada en el
capitulo anterior, con la diferencia de que las variables adimensionales utilizadas para las longitudes
x y y son las siguientes,

X=7 =7 (4.2)

El perfil de temperatura a lo largo de la coordenada n presenta la misma forma que la obtenida
en el capitulo anterior y puede ser expresada de la siguiente manera,

_ qosen(wt)H3 B n
0 (n) = vl Ui 0f [x=1 (4.3)
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Las dimensiones y consideraciones del primer elemento de construccién se pueden apreciar en
la Figura 4.1.

H,| 94,

2o D,

L

f(x=1) k

Figura 4.1: Primer elemento de construccién considerando dicotomia

La temperatura en la direccién longitudinal se define mediante la siguiente expresion,

9 ¢ 4 Pe 4 Pe 3
= —— 3¢ —e 3 X —
07 (00) = 15 pg e * (1 e s >+ 70X (4.4)
donde ¢ es una relacién de esbeltez definida como ¢9 = Ryp/Lo y a su vez el pardmetro

adimensional vy, se define de la siguiente manera v, = %f—o.

Las diferencias de temperatura en la direccion vertical se definen a partir de la Ec.(4.3), la
primera diferencia de temperatura es entre el punto mas alejado del sector T (y = Hy) = T, v
la temperatura de pared T (y = Ry) = Ty; la diferencia de temperatura se define en variables
adimensionales mediante la siguiente expresién,

dosen(T)HZ [1 R2 Ry
O —0p)="—"——"2 |- (1+-"2) —=]. 4.
( ) Moo 2\ TEZ) T H (4.5)

La diferencia de temperatura en la direccién longitudinal del elemento de construccién, esta
dada por la temperatura a la salida de la tuberia, 8¢ (x =1) y la temperatura de entrada al
primer elemento de construccién, 5 (x = 0), dicha diferencia de temperatura se define en variables
adimensionales con ayuda de la Ec.(4.4)

3 gosen (1) Lo

—0. 4.
2" Tokspe " (4.6)

ef(le) —bo =

En la ecuacién anterior, se omite el efecto de la exponencial debido a que presenta un valor
muy pequeno, a partir de los resultados de las formulaciones anteriores muestran que el perfil de
temperaturas es esencialmente lineal a lo largo del eje longitudinal x.
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La simplificacién anterior facilita a su vez la obtencién de una expresiéon que define al nimero
adimensional de Nusselt. Dicho nimero adimensional mide la transferencia de calor desde una
superficie por la que circula el fluido comparada con la transferencia de calor si esta ocurriera
solamente por conduccién. El desarrollo algebrédico para definir dicho grupo adimensional, puede
consultarse en el Apéndice C al final del presente trabajo. El nimero de Nusselt promedio puede
expresarse de la siguiente manera,

2 _ Dy 0w
Nu;l"'om = §P6L_O In 0 — 3 dosen(T)Lo

2" TokyPe

(4.7)

Sustituyendo la temperatura 6,,, correspondiente a la coordenada n = ¢(y = Ryp), se obtiene
la expresién del nimero de Nusselt promedio,

4 3 apa 1
Nuprom = —eoPeln |1 + - —————]|, 4.8
Uprom 3 ol €eln + 2 zoPe (2 — ¢0) ( )
donde ag representa la relacién geométrica entre la altura y el espesor del elemento constructal
definida de la siguiente manera ay = Hy/a.

A partir de la consideracién de que el calor que se transfiere por conveccién es el mismo que se
transfiere al fluido a la salida del elemento constructal por conduccién, es posible definir la diferencia
de temperatura entre la pared y el fluido mediante la siguiente expresion,

Gosen (1) Do

. 4.9
To kf N’U,prom ( )

0w = Of(x=1) =

Sustituyendo el nimero de Nusselt promedio definido en la Ec.(4.8) y la temperatura en la pared
0. en la Ec.(4.9) se define la siguiente diferencia de temperatura,

q'osen (T) D() 4 3C_lo 540 -1
Ow —Opy=1) = ———"—— |zeoPeln (1 . 4.10
f0e=1) Toky [360 R Rt (4.10)

4.1.2 Resistencia térmica adimensional

Una vez establecida las diferencias de temperatura del primer elemento constructal, la defini-
cién de la resistencia térmica se expresa de igual manera mediante la Ec.(3.20), considerando las
diferencias de temperatura definidas por las Ecs.(4.5),(4.6) y (4.10). La resistencia térmica se define
mediante la siguiente expresion,

~ B 1 2 3 asen(T) 3ap Qo -t
Rp_g = msen(T) {2 (14 ¢5) (bo} + 172 o DPc {ln (1+ €0P€2¢0)]

3 asen(t)

+ 5T (4.11)
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En la expresion anterior, los términos 71, w2 y 73 son parametros adimensionales definidos como
1 = HE/Aog ;72 = Doa/Ao, m3 = aLg/Ap. En la resitencia térmica definida anteriormente, la
longitud Hy se puede definir a partir del nimero inicial de tubos que entran al volumen en forma
de disco. Rocha, L.A.O., et al. [24] reportaron que el minimo nimero de tubos iniciales ng que
entran a un elemento constructal en forma de disco es ng = 3, ya que para dicho nimero de tubos se
presenta una resistencia hidraulica minima, ademéds de definir las dimensiones del primer elemento
constructal. A partir de los comentarios anteriores la longitud Hj se define mediante la siguiente
expresion,

_27TLO
= - .

Hy (4.12)

Sustituyendo la definicién anterior en la Ec.(4.11) y con ayuda de la definicién del drea del
elemento constructal Ag = HyLg, se puede expresar la resistencia térmica de la siguiente manera,

~ 2w 1 2 3 nogod)o &sen(T) 3ap Qg -t
RT—O = n—osen(T) |:§ (1+¢)0) _¢0:| +ZTW h’l 1+ +
§nol_)1 asen (T)
4 7 Pe
donde el pardmetro adimensional by se define como by = a/Lg.

Cabe mencionar que para un primer elemento constructal con un arreglo de tuberias radial,
la longitud del elemento Ly coincide con el radio del sector R. Lo anterior no es aplicable en
construcciones sucesivas donde la red de tuberias presenta la condicién de dicotomia. Una vez
definida la resistencia térmica adimensional de una configuracién radial del tubo de didmetro Dy
se define la potencia necesaria para desplazar al fluido en el arreglo de tuberias radial.

4.1.3 Potencia adimensional

Para obtener una expresion de la potencia adimensional es necesaro asumir lo siguiente: el volumen
de la tuberia es fijo, la relacién del volumen ocupado por la tuberia y el drea del disco es muy
pequena. La potencia se puede definir con ayuda de la resistencia al flujo para un fluido newtoniano
expresada para un arreglo de tuberias radial. Dicha resistencia al flujo se define mediante la siguiente
expresion, [44]:

AP 128vR
m o 7TTLOD3.

(4.14)

La potencia puede definirse de manera general como el producto de una fuerza por una velocidad,

W =FV =(APA)V. (4.15)
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De la Ec.(4.14) se puede despejar AP y sustituir en la expresiéon anterior. De esta manera la
velocidad puede escribirse en términos del flujo mésico

. i 128V R m?
W=apl - 221 (4.16)
p ™Dy p
El flujo maésico se puede expresar en términos del nimero de tubos iniciales ng, considerando
la definicién de la velocidad promedio reportada por Bird,R. et al. [57], se obtiene la siguiente
expresion para el arreglo de tubos radial,

1 = nOpUpmmZDg. (4.17)
Sustituyendo la Ec.(4.17) en la Ec.(4.16) y manipulando algebraicamente para obtener la

potencia en términos de pardmetros adimensionales, se llega a la siguiente expresion,

2

. Ra
W= 87m0MR2 Lpe?. (4.18)
0

donde oy, es la difusividad del fluido.

La potencia adimensional para un arreglo de tuberias radial puede entonces expresarse como:

- . R% 9
= —_— P . 4.1
W=n SuRaZ 0 C (4.19)

La metodologia para definir la potencia adimensional es recursiva en cada nivel de construccion.
A partir de la Ec.(4.19) se puede despejar el niimero de Péclet para sustituirse en la resistencia
térmica adimensional, Ec.(4.1), definiendo asi una relacién que involucra la resistencia térmica
adimensional en funcién de la potencia necesaria para un arreglo de tuberias radial.

La resistencia térmica en funcién de la potencia adimensional para un arreglo radial de tuberias
se expresa de la siguiente manera:

3 _ 1
- 27 1 2 3ngbog, asen(r) 3(mng)2ag ayp
Rr_o = —sen(1)|=(1+¢5) — +-—F———|In|{1+ — +
T—0 no ( ) |:2 ( ¢O) ¢0:| 4 s €0W§ EQWE 9 _ ¢O
3_
3ng by asen (7) (4.20)

4 w3 Wz

La ecuacién anterior permite definir el comportamiento de la resistencia térmica en funcién de
la potencia adimensional para diferentes valores de los pardmetros fisicos adimensionales.
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4.1.4 Segundo elemento de construccién

Para el segundo elemento de construccién se considera la condicién de dicotomia, que como se
explicé anteriormente es la ramificaciéon de un tubo de didmetro Dg en dos tuberias de diferente
didmetro D;. La relacién de los didmetros se describe mediante la Ec.(4.1) conocida como la ley de
Murray. El sector cilindrico esta compuesto de un sector central de drea Ag y dos sectores de drea
A;. Las dimensiones del elemento constructal se puede apreciar en la Figura 4.2.

D,

~
A\ IR

Figura 4.2: Segundo elemento de construccién con dicotomia

Al considerar la condicién de dicotomia se genera un dngulo 3, que es el déngulo comprendido
entre las tuberias ramificadas, dicho dngulo puede ser optimizado como se demostrard mas adelante.

La definicién de la resistencia térmica del segundo elemento constructal requiere de los perfiles de
temperatura en la direccién horizontal y vertical, por lo que se aplica la misma metodologia descrita
en el primer elemento constructal para un arreglo radial. El nimero de Nusselt es calculado para el
segundo elemento de construccién, considerando el perfil de temperaturas a lo largo de la tuberia de
didmetro Dy, el nimero de Nusselt presenta la misma forma que la Ec.(4.8). La resistencia térmica
del segundo elemento constructal se define mediante la siguiente ecuacion,

~ 2w 1 2 3 n051¢1 (_JLSGTL(T) 35,1 aq -t
1 = — —(1 — —-———————~|In(1
Fr—1 no sen(r) [2 ( + (bl) (bl] + 4 w e1Pe . + e1Pe2 — ¢ +
3 noby asen (1)
- 4.21
4 7 Pe ( )

La ecuacién anterior queda en funcién de pardmetros adimensionales como ¢, @i, que son
relaciones geométricas que se definen de la siguiente manera ¢, = Ry/H; y a1 = Hy/a.
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Para el segundo elemento constructal se define la potencia a partir de la caida de presién del
arreglo de tuberias ramificado, con la restriccién de que el volumen de dicho arreglo es constante.
En la expresion siguiente es posible definir el volumen como funcién del didmetro Dy mediante la
ley de Murray, obteniendo asf la siguiente expresién;

=T
4

La caida de presién del arreglo dicotémico se expresa mediante la siguiente ecuacion,

Vi = 2 (D2Lg + 2D2L,) = %Dg (LO + 2%L1) . (4.22)

APr_1 =AP+ AP, =

w \Di T 2D7
En la Ec. (4.23) se sustituye la ley de Murray expresando la caida de presién de la siguiente
manera,

128v 1

APr_1 = —5—
it wD§ no

(Lo + 2%L1) . (4.24)
De la Ec.(4.22) se despeja el didmetro Dy y se sustituye en la ecuacién anterior. La expresién
resultante queda en funcién del volumen y de las longitudes del arreglo de tuberias,

w8Y m 1 3
APpy =5 (Lo+25L4) 4.25
R—1 ‘/12 no 0 1 ( )
Por otro lado, la expresién para la potencia adimensional del segundo elemento constructal
puede definirse siguiendo los mismos pasos que se aplican en el primer elemento constructal con un
arreglo radial,

W = 7T7l0P€2 (fzo + Q%j—/l) y (426)

donde Lo y Ly son longitudes adimensionales que se definen de la siguiente manera Lo = Lo /Ry
L, =1IL1/R.

Sustituyendo la Ec.(4.26) en la Ec.(4.1) se expresa la resistencia térmica como funcién de la
potencia adimensional,

3~ 1
2 2 1 3ngbypy asen(t 3(mno)2 a; &
2 1 2 1 2
§ n§ by asen (7) (427)

4 73 W3
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Las longitudes adimensionales pueden expresarse como funcién de los dngulos del segundo
elemento constructal considerando al radio del elemento R como constante. Las longitudes se
pueden definir de la siguiente manera,

fomex(3) bt 1=l

Para determinar el déngulo 8 6ptimo, se sustituyen las definiciones anteriores en la Ec.(4.25),
derivando con respecto al dngulo 3 se obtiene el valor de dicho éngulo para el que la caida de presién
es minima. FEl dngulo « se define en términos del nimero de tubos iniciales ng y se define como
a = 2w /ng. El valor del angulo 8 6ptimo presenta un valor de 37.4673°.

(4.28)

4.1.5 Tercer elemento de construccion

El tercer elemento constructal consta de un segundo nivel de ramificacién con una tuberia
de didmetro D5 y longitud Ls. Las dimensiones y el arreglo dicotémico se puede observar en la
Figura 4.3.

Figura 4.3: Tercer elemento de construccién, segundo nivel de ramificacién

De igual manera que en los elementos constructales anteriores, es necesario definir la resistencia
térmica a partir de las temperaturas en el elemento constructal. Los métodos de optimizacién de
la teorfa constructal son recursivos en cada nivel de ramificacion.
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La resistencia térmica correspondiente al segundo nivel de ramificacién se define mediante la
siguiente expresion,

~ 2 1 2 3 n052¢2 dsen(T) 3&2 Qo -1
oy = — —(1 — -———= 2 |In(1 —
Fer—s o sen(r) [2 ( + ¢2) ¢2] + 4 w eoPe it eaPe2 — ¢y +
3 nobe asen (1)
1 e (4.29)

La potencia adimensional del segundo nivel de ramificacién se define a partir de aplicar la ley
de Murray por lo que es posible definir dicha potencia de la siguiente manera,

W = mnoPe? (Eo 2%+ ﬁﬁg) . (4.30)
donde ﬁo, il y ig son longitudes adimensionales.

Las longitudes de las tuberias en funcién de los dngulos de ramificacién del elemento constructal
ramificado son las siguientes;

b oo (§) S B (o (5) - n (§) ), (a1
L= (@) )
o — S;Z((%)) . (4.33)

Las longitudes del segundo nivel de ramificacién presentan una forma diferente al nivel de
construccién anterior, lo anterior es debido a que en cada nivel de ramificaciéon es necesario
considerar la proyeccién de las longitudes de construcciones anteriores.

A partir de la caida de presién para el segundo nivel de ramificacién y mediante las expresiones
anteriores, se pueden obtener los dngulos 8 y .6ptimos para los que se presenta una minima caida
de presién. Dicha caida de presién se define de la siguiente manera,

8tv m

APr_o = VZ e

3
(Lo Y25, 4 2%L1) . (4.34)
Los valores de los dngulos 6ptimos obtenidos a partir de la Ec.(4.34) son los siguientes: el
angulo presenta el mismo valor que el obtenido en la construccién anterior, § = 37.4673°, el dngulo
~ presenta un valor de 78.3352°.
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Con los resultados anteriores, es posible entonces definir la resistencia térmica en funcién de
la potencia adimensional, las longitudes y dngulos éptimos. Esta expresion se puede definir de la
siguiente manera,

3_ 1 -1
- 27 1 9 3 ngbsp, asen(T) 3(mng)2 as o
g = — —(1 - ———F——— |In[1 =
Rr_» o Sen(T) |:2 ( +¢2) ¢2:| + 4 .1 €3W% n =+ E3W% 2— &, +
3_
2b A
3ngbs asen(r) (4.35)

4 m2 W%

4.1.6 Expresiones generales

Las resistencias térmicas obtenidas en cada nivel de construccién pueden ser definidas
mediante una expresiéon general, debido a que la metodologia para obtener las resistencias tér-
micas es recursiva entre niveles de ramificacién. En la formulacién de cada una de las resistencias
no se contempla el efecto del elemento constructal anterior, ya que al definir la resistencia térmica
total es necesario describir la diferencia de temperatura entre el punto més alejado del elemento y la
temperatura de entrada al elemento, los efectos de las ramificaciones anteriores queda en términos
de pardmetros adimensionales que hacen poco significativa su influencia. Cabe mencionar que en
este sentido la teoria constructal no reporta en las diferentes referencias sobre redes en geometrias
de forma de disco la formulacién matemdtica detallada de la resistencia total de un arreglo de
tuberias bifurcado en un nivel de ramificacién mayor a dos, unicamente se reporta de manera
grafica el comportamiento de la resistencia térmica en funcién de la potencia adimensional para
diferentes niveles de ramificacion [44].

En una primera aproximacion se define la resistencia térmica total del sector cilindrico a partir de
considerar la analogia eléctrica de las resistencias térmicas. La aplicacién de lo anterior fue reportado
por Kou, J, et al. [47]. En este trabajo se reporta la transferencia de calor de redes dendriticas
de tuberias asimétricas en longitud y didmetro para enfriar un volumen finito rectangular, de tal
manera que para describir la resistencia térmica total consideran la resistencia térmica de cada
tuberfa como una resistencia eléctrica. La resistencia térmica total de la red se expresa como un
arreglo de resistencias eléctricas en serie y en paralelo. El método anterior fue reportado por Peng,
Xu, et al. [48] en redes con dicotomia para describir las relaciones de conductividad eléctrica y
térmica para redes de material sélido descritas a partir de relaciones fractales.

La resistencia térmica total en el de dos niveles de ramificacién se define de la siguiente manera,

- . 1 1 2+ Rp_oRp_
Rtot:RT—O+R + = = T

(4.36)
T7-1 Rr_o Rr_4
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La expresién anterior puede ser generalizada para definir la resistencia térmica en cada nivel de
construccion,

1

p
Riot = Rp—o + Z = (4.37)
=0 fir—i

donde 7 es el nivel de ramificacién de la red con dicotomia.

A su vez también es posible definir la potencia adimensional en cada nivel de ramificacién
siguiendo el método descrito en los subcapitulos anteriores, la expresién general de la potencia
adimensional se define mediante

P -
W = mngPe? Z (2% L,-) ) (4.38)
i=0
donde L; es la longitud adimensional de la tuberia de cada nivel de ramificacién.

Como se ha presentado en cada una de las construcciones, las longitudes adimensionales no
presentan un patrén para poder ser definidas en una expresién generalizada en funcién del indice
de construccion i. Ademads de que para las longitudes de la construcciéon mas alejadas del centro del
elemento se definen en términos del dngulo del sector ramificado, considerando las diferencias de
longitud entre las proyecciones de las longitudes de la construccién anterior. Cabe mencionar que
en cada etapa de construccion se sustituyen las longitudes adimensional 6ptimas en la resistencia
térmica correspondiente a cada nivel de construccion.

Por otro lado es posible definir las distancias que se guardan entre las ramificaciones en cada
nivel de ramificacién, la suma de dichas distancias es el radio del sector cilindrico. Para determinar
la expresién general que define las distancias entre ramificaciones, es necesario realizar una suma
a partir de los puntos en el perfmetro del sector cilindrico. En la Figura 4.4 se puede apreciar las
ramificaciones en la periferia del sector cilindrico.

Figura 4.4: Ramificaciones en el perfmetro del sector
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La expresién de la suma de las longitudes entre construcciones, se define a partir de expresar la
suma de dichas distancias desde un nivel de construccién ¢ hasta ¢ = p, donde p es el nivel ultimo de
construccién. La suma total da como resultado el radio del sector y se define mediante la siguiente

expresion,
p+1
R
P Tp {1 (xp_1> ]

RZZIZ‘:

p zp p
= (1) =]

Con las expresiones anteriores se definen ciertos aspectos geométricos de una red generalizada
para cualquier nivel de ramificacién, a diferencia de las longitudes optimas y dngulos en cada
nivel de construcciéon. Ademds, la expresién anterior puede resultar muy 1til para definir una
longitud caracteristica global del sistema que pudiera incidir en la construccién de otros pardmetros
adimensionales, como es el caso de un niimero de Nusselt global.

(4.39)

4.2 Modelo simplificado de Phan-Thien & Tanner

En la revisién de los antecedentes sobre materiales adaptativos con aplicaciones en la captacién
solar, no se encontraron modelos tedricos que describan las propiedades de materiales adaptativos
que permitieran aplicarse a los métodos de optimizacién de la teoria constructal. Basados en la
idea de la adaptacién de la sangre en las redes capilares humanas [27], en el presente trabajo se
aplica un modelo reolégico que permita modificar sus propiedades fisicas del fluido de tal manera
que se pueda definir un dispositivo de coleccién que atienda a la naturaleza dindmica de la senal
transitoria. En este sentido se hizo uso del modelo reoldgico de Phan-Thien & Tanner para fluidos
viscoeldsticos, que tiene su origen en el modelado de soluciones polimericas y fue reportado por
Phan-Thien, N, [30,31]. Dicho modelo reolégico permite describir el comportamiento del fluido a
partir de pardmetros adimensionales tales como el niimero de Deborah y el pardmetro elongacional.
Las ecuaciones constitutivas de dicho modelo permiten describir tanto el perfil de velocidades en una
tuberia asi como el esfuerzo cortante, de tal manera que para diferentes valores de los pardmetros
mencionados anteriormente se tienen diferentes comportamientos del fluido no newtoniano.

El modelo simplificado de Phan-Thien &Tanner (SPTT) fue reportado por
Oliveira, O. et al. [33], en dicho trabajo se realizé la simplificacién del modelo general de Phan-
Thien & Tanner omitiendo el pardmetro relacionado con la velocidad de la red molecular a partir de
considerar que todas las moleculas de la red polimérica tienen movimientos afines, generando
asi un modelo con menos pardmetros caracteristicos. Por otro lado, Pinho, F. et al. [36] re-
portaron el modelo simplificado para el flujo de fluido en geometrias como canales y tuberias,
destacando los métodos de solucién para determinar el gradiente de presién en funcién de una
relacién de velocidades promedio.
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El modelo simplificado de Phan-Thien &Tanner (SPTT) se define con ayuda de la notacién
indicial, mediante la siguiente expresion;

N aTij 8 (ukTZ‘j> - 6’&1 6uj ) % ) %
Y (o T) 7ig + A( ot " o )" "\ow, T ow ) T\ Tag, TGy, (4.40)

donde X es el tiempo de relajacién del material y 7 es el coeficiente de viscosidad.

El desarrollo para determinar el perfil de velocidades y el esfuerzo cortante a partir del modelo
simplificado de Phan-Thien &Tanner, se describe a detalle en el Apéndice D. Por consiguiente, el
perfil de velocidad obtenido, proviene de considerar el modelo anterior para el caso en que el fluido
es hidrodindmicamente desarrollado, y se define mediante la siguiente expresion,

2

ut =21 =] (%’) {1 + 16" De? (%V) 1+ fﬂ] . (4.41)

En la Ec.(4.41), el término @y /4 se refiere a la relacién de las velocidades promedio entre un
fluido no newtoniano y un fluido newtoniano. Los resultados derivados del perfil de velocidades
pueden expresarse en términos de la relacién anterior, que a su vez esta definida como funcién de
los pardmetros propios del modelo reolégico como es el pardmetro elongacional £* y el nimero de
Deborah De.

El nimero de Deborah es una medida del nivel de elasticidad en el fluido, ya que es la relacién del
tiempo caracteristico del fluido y la escala de tiempo del flujo del fluido, este nimero adimensional
se define de la siguiente manera;

AU
De = —. 4.42
= (442)

La relacién de velocidades se obtiene a partir de resolver una ecuacién algebrdica de tercer
grado a partir de considerar que el gradiente de presion es desconocido. La relacién de velocidades
se define medianta siguiente expresion;

% _ (4.43)

donde 01 = e*De? y o9 =270, + 4

El estudio del esfuerzo cortante en el flujo de un fluido no newtoniano fue reportado por
Atalik, K. et al. [37], donde se realiz6 un estudio de la respuesta no lineal de fluidos
poliméricos en pruebas experimentales con esfuerzos oscilatorios de gran amplitud.
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El anilisis tedrico reporta el comportamiento del fluido entre dos placas paralelas; el fluido
es caracterizado mediante dos ecuaciones constitutivas. Los resultados para un esfuerzo cortante
dado son bdsicamente, el efecto adelgazante sobre el fluido y la elasticidad, que conlleva a un
comportamiento armoénico en el esfuerzo cortante como funcién del tiempo, permitiendo caracterizar
al fluido polimérico.

La modulacién del esfuerzo cortante puede definirse a partir de asignar diferentes valores de
los pardmetros elongacionales del modelo reolégico, de tal manera que para diferentes condiciones
de captacién de la senal transitoria se pueda determinar un punto 6ptimo de comportamiento
del fluido. Asi mediante la circulacién del fluido en la red, la adaptacién del dispositivo solar se
puede optimizar a partir de controlar o modular los pardmetros del fluido no newtoniano (véase
el Apéndice F para comprender una hipotética propuesta de control sobre el fluido). El esfuerzo
cortante se define mediante la siguiente expresion,

== ()R (4.44)

La modulacién del esfuerzo cortante en el tiempo se propone a partir de plantear una
funcién del pardametro elongacional; el pardmetro elongacional puede ser definido mediante pruebas
experimentales de la medicién de la viscosidad extensional y la viscosidad para un flujo de corte,
al cociente de ambas viscosidades se le conoce como la viscosidad de Trouton [51]. Por otro lado,
Pinho, F.; et al. [36], reportaron un anilisis de transferencia de calor de conveccién forzada en
tuberfas con un fluido no newtoniano modelado con el modelo de Phan-Thien &Tanner, donde
destaca la importancia de dicho pardmetro elongacional ya que al modificar su valor cambia
considerablemente las caracteristicas de la transferencia de calor, dicho pardmetro tiene una fuerte
influencia en el comportamiento del fluido. Dados los comentarios anteriores la funcién que
proponemos para el pardmetro elongacional como funcién del tiempo, se define mediante de la
siguiente relacién de prueba,

" =¢5 (14 Bsen (wt)) (4.45)

donde ¢ y 3, son el valores de referencia y la amplitud de la sefial senoidal.

Una vez que se ha definido el perfil de velocidades en la tuberia se define la resistencia térmica
mediante la metodologia desarrollada anteriormente.
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4.2.1 Resistencia térmica adimensional

La metodologia para obtener las diferencias de temperatura en el primer elemento de
construccién es la misma que la aplicada para tuberias con la condicién de dicotomia, se con-
sidera como primer caso un elemento constructal con una tuberia radial que transporta al fluido
no newtoniano del centro a la periferia del sector cilindrico; la temperatura en la parte superior
del elemento de construccién se define mediante un balance de energia en la parte superior del
elemento, que puede apreciarse en la Figura 4.1, ya que se considera el mismo elemento constructal
que para el caso de un fluido newtoniano, la temperatura en la parte superior del elemento es la
siguiente expresion,

 gosen(wt)Hj

2
o) = 22 ()~ ) 10y e (4.46)

A partir de un balance de energia en la tuberfa, se define la siguiente ecuacién diferencial,

ey el
Pe 0x? 100% a or

(4.47)

donde € = f—g, Pe = %, es una relacion de esbeltez y el nimero de Péclet, respectivamente.

En la ecuacién diferencial anterior el término A* es el perfil de velocidad de un fluido
no newtoniano, evaluada a lo largo del radio de la tuberfa y definida mediante la siguiente
expresion,

A = g (—) +—<"De? (—)2 (4.48)

El término temporal esta multiplicado por wLg/@ que es del orden de ~ 10~%, por lo que al
igual que en las formulaciones anteriores, puede ser despreciado.

La ecuacién diferencial (4.47), esta sujeta a las siguientes condiciones de frontera,

=
I
o
S8
|
o

x =1 = —=0. (4.49)

La solucién de la ecuacién diferencial anterior del perfil de temperaturas en la direccién
longitudinal, evaluado a la salida del elemento de construccién se puede escribir como,

4 any 128 5 an\2) T 2desen (1) Lo 1
O (X)N{S( )Jr e De ( ) } TokgPe X’ (4.50)
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Evaluando en x = 1, la temperatura adimensional 0, se define mediante la siguiente expresion,

o [4any 128 L, ran\2)| T 2desen (1) Lo
9f(X1)~{ ( )+ —<"De (u)} T b (4.51)

Con la expresion anterior, se define el nimero de Nusselt en el primer elemento de construccién;
siguiendo la misma metodologia descrita en el Apéndice C.

(4.52)

e 1
Nuprom = A*ePeln {1 + 8aoa } .

A*ePe (2 — ¢q)
Las diferencias de temperatura necesarias para describir la resistencia térmica del elemento se

definen con ayuda de las Ecs.(4.50),(4.46) y (4.52), después de ciertas simplificaciones se pueden
escribir mediante las siguientes expresiones:

4 _ dosen(r) H§ [1 2y
em aw - k’Toa 9 (1 + ¢O) (bO ) (453>
_ 2josen (1) Doe 1 Sapar 1 -t
O = Os0=1) = ToksPe A+ L e pe 2=y (4.54)

1 2gosen () Lo

Ot =0 = =70 b (4.55)

La resistencia térmica se define mediante la siguiente expresion,

- 2rsen (1) [1 9 2ange? asen (T) 1 4a ang 2 !
L, = ez _ WSNT) Ty |14 — 22 00
Hr-o o [2( + %) %}Jr 712 Ape | T A Perlo \3 4y *
1 ang asen (1)

Tl P (4.56)

La resistencia térmica de cada nivel de construccién presenta la misma forma que la Ec.(4.11); las
longitudes y los dngulos correspondientes son los mismos que los definidos en el capitulo anterior,
ya que para su determinacién, no influye la naturaleza del fluido que circula por la tuberia del
elemento de construccién; la definicién de la resistencia total, a su vez, serd la misma expresion del
andlogo de las resistencias, definida en la Ec.(4.37).
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4.2.2 Potencia adimensional

La potencia adimensional para un fluido no newtoniano definido mediante el modelo
simplificado de Phan-THien & Tanner, sigue la misma metodologia utilizada en el capitulo
anterior, con la diferencia de que ahora el perfil de velocidades es una funcién de los pardametros
propios del modelo. A continuacién se presentan las expresiones de la potencia adimensional para
el primer elemento de construccién,

Wo = (7"0) Pe. (138)

Lo

Las expresiones de la potencia adimensional del segundo y tercer nivel de construccién se definen
mediante las siguientes expresiones,

W, = (o) - Pe (140)
(i/() + Q%iq) :
y
1
~ 2
Wo = (w10) Pe. (141)

T
(ﬁo + 2_%i/1 + 2_%IA/2> :

Los resultados de la resistencia adimensional en funcién de la potencia adimensional se presen-
tan en el capitulo correspondiente al fluido no newtoniano definido con el modelo simplificado de
Phan-Thien &Tanner.



Resultados

En este capitulo se presentan las graficas y resultados de cada planteamiento tedrico
desarrollado anteriormente. Los resultados principales son los perfiles de temperatura, compor-
tamiento del nimero de Nusselt. Los valores de los pardmetros adimensionales utilizados a lo largo
de este trabajo estan calculados para valores de constantes fisicas de la sustancia [57], asi como
de valores caracteristicos para dispositivos de coleccién convencionales tales como la velocidad y
didmetro de tuberfa, [58]. Algunos de los valores utilizados de dichas cantidades fisicas y mediciones
son los que se muestran a continuacién.

kg Conductividad del fluido 0.58 [2]

k Conductividad del aire 0.02605 [-A]

oy Difusividad del fiuido 138656 x 1077 [ 2]
a Difusividad del aire 0.22160 x 1074 [2]
Ugs Velocidad en la tuberia del colector 6.3081 x 1073 [—r:]
Dy Didmetro de la tuberia del colector 0.116 [m]

qo Flujo de calor caracteristico 184.9188 [%]

w Frecuencia de la senal senoidal 1.15 x 107° [sfl]

95
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5.1 Tiempos minimos de enfriamiento

Los perfiles de temperatura en el primer elemento de construccién se generan a partir de
considerar que la relacién de aspecto, Hy del primer elemento presenta un valor fijo de 0.7. Ademds
se fijaron los valores de los pardmetros adimensionales x = 100 y ¢, = 0.1, definidos en la Ec.(2.7)
para diferentes valores de la variable temporal 7 con el objetivo de generar las curvas de las
temperaturas en las direcciones x y 1. Para generar las graficas anteriores es necesario determinar los
valores propios con la ayuda de la Ec.(2.33), la solucién de la ecuacién anterior es facilmente determi-
nada mediante la aplicacién del método de Newton-Rhapson [43]. Para los valores de los pardmetros
adimensionales dados, los valores propios presentan la siguiente relacién 38, = (2m — 1) 3; donde
B es el primer valor propio. La relacién anterior esta determinada por la periodicidad de la funcién
tangente que define los valores propios caracteristicos del problema. En la Figura 5.1, se muestra
la temperatura adimensional del fluido ¢, a lo largo de la longitud adimensional del elemento para
diferentes valores de la variable temporal.

0.05

0.04

0.03 1

0.02

0.01 4

Figura 5.1: Temperatura 6y como funcién de la variable dimensional , para diferentes valores de
la variable temporal 7.

De la figura anterior se puede observar la temperatura del fluido presenta un comportamiento
oscilatorio en el tiempo. Como ilustracién, para tiempos caracteristicos de 7 = 0.05 y el 7 = 0.2,
los perfiles de temperatura presentan ademéds del mismo comportamiento valores muy semejantes;
este comportamiento es una consecuencia directa de la senal solar periédica que tiene lugar en la
cavidad rectangular del elemento constructal.
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Podemos apreciar de la figura anterior que para un valor fijo de la variable temporal 7 la
temperatura adimensional a lo largo de la coordenada adimensional y se incrementa a través del
elemento constructal como consecuencia del calentamiento del fluido. Con el fin de mostrar la
influencia que tiene el pardmetro geométrico ¢, en la Figura 5.2 se le asigna un valor diferente;
en este caso ¢, = 0.001. Los valores de la temperatura adimensional son ligeramente mayores
que los presentados en la Figura 5.1 para valores de 7 < 0.1. A su vez para tiempos 7 > 0.1, se
presentan valores mayores; este comportamiento esta ligado a que el pardmetro ¢, es una relacién
del didmetro y la altura del elemento constructal. El volumen de la tuberia puede expresarse en
funcién de ¢ de la siguiente manera, V = tRZLg = (7TH§ Lo) gbg. Como se mostrard mas adelante,
dicho pardmetro adimensional tiene una influencia notoria en la cavidad de conveccién del elemento
constructal.

0.05

Figura 5.2: Temperatura 6 como funcién de x,para diferentes tiempos 7 y un valor de ¢, = 0.001

De las figuras anteriores se uso un valor fijo del pardmetro k. En este pardmetro como se
recordard, incluye la relacién de las conductividades térmicas del fluido y del aire, junto con el
nimero de Péclet; ahora bien para un valor de x = 100 y k¢/k ~ 1, entonces se tiene un nimero
de Péclet pequeno. Este nimero adimensional al definirse como una funcién de la velocidad en el
tubo, puede entonces ocasionar que el fluido fluya mas lentamente, facilitando la transferencia de
calor como se verd mas adelante. Similarmente, el comportamiento de la temperatura en el fluido,
a lo largo de la longitud adimensional y, presenta el mismo comportamiento periédico, siendo
imperceptible la influencia del pardmetro geométrico ¢.
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En las Figuras 5.3 y 5.4 se muestra el cardcter transitorio de los perfiles de temperatura en la
cavidad del primer elemento de construccién y concretamente evaluados en la parte superior de
dicho elemento en 1 = H, /2. En ambas Figuras se muestra el comportamiento de la temperatura
de la cavidad llena de aire a lo largo de un dia de exposicién solar, senal modelada de la siguiente
manera ¢ = qosen (wt). Cada figura presenta dos graficas, a) y b). En la Figura 5.3 a) se
aprecia la temperatura adimensional de la cavidad 6, como una funcién de la variable temporal
7, para diferentes valores del pardmetro %, mientras que en la 5.3 b) se presenta un acercamiento
del recuadro indicado en la Figura 5.3 a) con el fin de apreciar las diferencias de los perfiles de
temperatura.

En la Figura 5.3 a) se presenta el comportamiento de la temperatura adimensional para un valor
del pardmetro geométrico de ¢y = 0.1. En esta figura se tiene que para un valor del tiempo 7 ~ 0.11,
la temperatura decrece para completar un ciclo de calentamiento-enfriamiento de la cavidad llena
de aire. En la Figura 5.3 b) se aprecia que para el intervalo de 1 < x < 10, el perfil de temperatura
tiene una variacién muy pequena, en cambio para un valor de k = 100 la temperatura presenta un
valor mayor.
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Figura 5.3: Temperatura adimensional del aire, 8 en funcién de la variable temporal 7, a) perfi de
temperatura completo, b) detalle de la temperatura donde se evidencia el efecto del pardmetro &



5.1. TIEMPOS MINIMOS DE ENFRIAMIENTO 59

Se observa la influencia que tiene el nimero de Péclet en el pardmetro x, ya que al presentarse
un Pe < 1, se obtendra un valor de k mayor, para un valor muy pequeno del Pe, se tendria la
situacién de un fluido practicamente estatico y el acumulamiento de calor por parte del fluido es
mayor. En este se cumple la situacién de enfriamiento de la cavidad, a partir de variar el pardmetro
K.
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Figura 5.4: Temperatura adimensional del aire, 6 en funcién de la variable temporal 7, a) perfi de
temperatura completo, b) detalle de la temperatura donde se evidencia el efecto del pardmetro «

En las Figuras 5.4 a) y b) se presentan los perfiles de temperatura en la cavidad para un
valor de ¢, = 0.001 y diferentes valores de &; el perfil de temperatura no presenta diferencias
significativas para diferentes valores de k. En la Figura 5.4 b) se puede apreciar que las diferencias
son practicamente nulas.

El comportamiento de la temperatura es una consecuencia directa de la influencia del pardmetro
o, ya que se presenta una cavidad con mayor volumen las variaciones de temperatura no se ven
influenciadas por el efecto del paso del fluido que circula en la tuberia de didmetro Dy. A diferencia
de un valor mayor de ¢,, que como se mostro anteriormente, las diferencias de temperatura son
mucho mayores, este efecto puede prevalecer en cada nivel de construccién de la red, determinando
su tamano 6ptimo a partir de la variacién de los pardmetros caracteristicos del problema.

En las figuras siguientes se presenta el comportamiento para el perfil de temperaturas en la
tuberia, para diferentes valores del pardmetro k, se presentan tambien diferencias para diferentes
valores del pardmetro ¢.
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En las Figuras 5.5 y 5.6 se presentan el perfil de temperatura en la tuberia evaluado en la
coordenada adimensional x = 1/ Hy (x = Ly), coordenada que coincide con la salida del elemento
constructal, para valores del pardmetro geométrico adimensional de ¢; = 0.1 y ¢, = 0.001. En
la Figura 5.5 a) se aprecian los perfiles de temperatura en el tiempo para diferentes valores de k.
Especificamente para un valor de k = 100 se observa que hay una diferencia mayor en el valor de
la temperatura respecto a los otros valores del pardmetro k. En la Figura 5.5 b) se observa un
acercamiento del recuadro en la Figura 5.5 a), donde claramente se aprecia un incremento de la
temperatura en un tiempo 7 ~ 0.025.
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Figura 5.5: Temperatura adimensional del fluido como funcién de la variable adimensional temporal
7, para ¢, = 0.1 y diferentes valores del pardmetro x

La importancia fisica del pardmetro x se refleja a través de que para valores grandes de este
pardmetro es equivalente a la inclusién de insertos de alta conductividad efectiva representada por
este pardmetro. En este caso se refleja directamente en que el fluido que circula por la tuberia de
didmetro Dy, con conductividad térmica diferente a la de la cavidad y cineméticamente identificado
con una velocidad caracteristica, deja ver la influencia de los insertos como una herramienta efectiva
para el enfriamiento de un elemento volumétrico. Los resultados obtenidos en el fluido, para valores
determinados de los pardmetros k y ¢, son consistentes con las Figuras 5.3 y 5.4 y dichos resultados
de temperatura a la salida del primer elemento pueden considerarse como un criterio de diseno para
obtener un valor maximo de temperatura, que es la funcién principal de un colector solar.
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En la Figura 5.6 se puede apreciar un comportamiento similar a la figura anterior. En esta
aparece un incremento de temperatura para un valor de x = 100, con un valor fijo de ¢y = 0.001.
De lo anterior se puede decir que la influencia del pardmetro ¢, es practicamente irrelevante para
el comportamiento de la temperatura en el fluido, ya que dicho pardmetro esta definido como
0o = Ro/Hy y en este caso, siempre se cumple que la longitud Hy siempre es mayor que Ry.

0.06
0.04

f 0.024

0.00 Lo

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

0.015

0.010

0.005

0.000 = n O=

-0.005
T T T T T T T T T T T T T T T T
0.020 0.025 0.030 0.035 0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

Figura 5.6: Temperatura adimensional del fluido como funcién de la variable adimensional temporal
T, para ¢y = 0.001 y diferentes valores del pardmetro x

Con el fin de encontrar un tiempo 6ptimo de calentamiento-enfriamiento para diferentes
valores de HO, se considera que la temperatura toma un valor muy pequeno. Los resultados se
muestran en Figura 5.7, se aprecia el comportamiento de la variable temporal 7 para valores de
H,. El valor particular considerado de la temperatura es denotado por 8 = £ y se basa en el caracter
periédico de la senal. Por consiguiente, es indispensable encontrar el tiempo minimo de enfriamiento-
calentamiento, para valores determinados de H, para que la temperatura de la cavidad en la parte
superior, Ogs,p = Q(ﬁo, T), sea practicamente nula, esto significa que la temperatura de la cavidad
T,, tienda al valor de la temperatura inicial de todo el elemento de construccién, Ty, para valores
especificos de .ﬁIo. Cabe mencionar que para cada valor de f]o, es necesario determinar los valores
propios, definidos mediante la Ec.(2.33), la solucién de dicha ecuacién trascendental se obtiene a
partir de aplicar el método de Newton-Rhapson.
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En la Figura 5.7 se puede apreciar el tiempo minimo de enfriamiento para un valor de
¢y = 0.001. Como se puede observar, la curva del tiempo presenta un minimo con respecto a
la variable geométrica HO, para un valor de HQ ~ 0.1275 se tiene un valor de T, ~ 2 x 1072

2.8x10™*
1x10™
2.6x10" €=1x
k=100
2.4x10* $,=0.001
T
2.2x10" 1
2.0x10* 1
1.8x10* . . ; . ; . . " .
0.125 0.126 0.127 0.128 0.129 0.130

Figura 5.7: Tiempo mifnimo de enfriamiento para un valor de ¢, = 0.001

En la Figura 5.8 se puede observar un patrén similar del tiempo para un valor diferente del
pardmetro ¢,. En este caso, el tiempo minimo de enfriamiento presenta un valor de 7 ~ 1 x 10~4 para
un valor de Hy ~ 0.350, con la particularidad de que el tiempo minimo prevalece para el intervalo
utilizado sobre Hy y que se asocia al tamafio del primer elemento de construccién. Comparando
las tltimas dos figuras se puede percibir claramente que para valores pequenios del pardmetro ¢, se
reduce también el valor del pardmetro H, va que el tiempo minimo no sufre cambios importantes.
Matemédticamente esto es equivalente a encontrar las raices de la relacién entre la variable temporal
Ty I:IO, pero la parte mas relevante radica en que los tiempos de enfriamiento o calentamiento son
insensibles a la geometria local aqui representada por el pardmetro ¢, no asf a la escala geométrica
global denotada por el pardmetro Hy.
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Este criterio de minimizar el tiempo, reportado en [25] y mencionado en los antecedentes, no ha
sido totalmente desarrollado por la teoria constructal. El criterio anterior permite la optimizacién
de sistemas dindmicos, con lo que hace posible entonces determinar un primer elemento constructal
optimizado, para el que se puede obtener informacién fundamental de los tiempos 6ptimos, tamafios,
y permitiendo la modulacién del proceso de desalojo de calor modificando los elementos que fluyen
en la tuberia en el primer elemento constructal.
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H

0

Figura 5.8: Tiempo minimo de enfriamiento para un valor de ¢, = 0.1

Ademss este enfoque o punto de vista muestra la posibilidad de aplicar una técnica de
optimizacién completamente diferente a lo que se ha reportado con respecto a la teoria constructal.
Los resultados del tiempo minimo de enfriamiento son producto de un proceso numérico, en el que
se calcula para cada situacién los valores propios determinados por la ecuacién trascendental, siendo
este un proceso complejo de optimizacién dada la naturaleza de la solucién obtenida.
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5.2 Resistencia térmica en una red geométrica de disco.

En esta seccién se presentan los resultados de las distribuciones de temperatura en la direccién
vertical y horizontal, ademds de la resistencia térmica para una geometria de disco en un arreglo
radial, en esta formulacién no se ha reportado una metodologia para determinar las resistencias
térmicas de arreglos para mas de un nivel de ramificacién y que permita a su vez estimar la
resistencia total del arreglo. La teorfa constructal exige definir la resistencia térmica a partir de los
perfiles de temperatura en la direccién x, y del primer elemento constructal, para una configuracién
geométrica de disco con un arreglo radial de tuberias se presentan a continuacién los perfiles de
temperatura en ambas direcciones. La Figura 5.9 muestra la distribucién de la temperatura en la
direccién horizontal del elemento constructal y tomando en cuenta que el perfil de temperaturas se
define por la Ec.(3.19).
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Figura 5.9: Perfil de temperauras del fluido, en la direccién y para diferentes veloresl de la variable
temporal 7

En esta figura se aprecia la variacién de la temperatura en la direccién longitudinal x para
diferentes valores de la variable temporal 7, un valor del niimero de Péclet de Pe = 103 y un valor
de la relacién de esbeltez de ¢ = 0.1. También, se puede observar que la temperatura presenta
un comportamiento oscilatorio. Este comportamiento es similar a los resultados anteriores de un
elemento constructal rectangular y el aumento de la temperatura méxima se presenta para un
tiempo 7 = 1.57, que coincide con el valor maximo de la sefial transitoria. Conforme se avanza
en la longitud del tubo se presenta un incremento de la temperatura de la entrada a la salida del
elemento.
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La Figura 5.10 muestra la distribucién de temperaturas en la direccién vertical y definida
mediante la Ec.(3.10). Dado que esta ecuacién proporciona, la temperatura de la cavidad a lo
largo de la direccién vertical, considerando la temperatura del fluido, evaluado a la salida del
elemento constructal de seccién circular, el comportamiento de la temperatura en la cavidad
presenta un caracter oscilatorio debido a la senal transitoria.
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Figura 5.10: Distribucién de temperaturas en la direccién vertical  para diferentes valores de 7

En las Figuras 5.9 y 5.10, se observa un aumento en la temperatura para ambas coordenadas.
El comportamiento de los perfiles de temperatura, prevalecen en cada una de las consideraciones
tedricas desarrolladas en los capitulos siguientes para un elemento constructal en forma de disco.
Es decir, el principio de definicién de la resistencia térmica es aplicado para los diferentes
desarrollos tedricos. La teorfa constructal presenta la caracteristica de ser recursiva en sus métodos
de optimizacién.

La resistencia térmica de un arreglo radial en funcién de los pardmetros adimensionales
caracteristicos del problema se define mediante la Ec.(3.24), en esta expresion la resistencia térmica
esta evaluada en los limites del elemento constructal, de tal manera que los perfiles de temperatura
son evaluados en la coordenada xy = 1/ I:.To,n = H,. El comportamiento de la resistencia térmica
para un arreglo radial en funcién del nimero de Péclet, se puede observar en la Figura 5.11, se
puede apreciar que la resistencia térmica decrece conforme aumenta el nimero de Péclet hasta un
valor de la resistencia térmica de Ry ~ 0.03, en una primera aproximacion la resistencia térmica
no presenta un valor minimo para el arreglo radial de tuberfas. Una de las ventajas de la presente
formulacién es que permite definir resultados teéricos como la relacién de aspecto del elemento
constructal en funcién de los pardmetros fisicos y geométricos propios del problema.
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Esta primera formulaciéon no contempla el efecto de la resistencia hidrdulica en el transporte del
fluido que circula en la tuberia de didmetro Dy, la resistencia hidraulica es un elemento importante
a considerar dado que lo deseable es tener una menor resistencia térmica a partir de incrementar la
complejidad geométrica de la red de tuberias, pero lo anterior implica un aumento en la resistencia
hidraulica.
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Figura 5.11: Resistencia térmica para un arreglo radial, para un valor de Hy=0.7

La formulacién bdsica para una geometria de disco permite definir a partir de la resistencia
térmica un valor éptimo de la razén de aspecto H, opt del elemento constructal; con este resultado
tedrico se puede definir una resistencia térmica éptima en funcién de los pardmetros adimensionales
del problema, definida mediante la Ec. (3.26). Tal como se puede apreciar en la Figura 5.12, el
comportamiento de la resistencia térmica 6ptima aumenta conforme aumenta el nimero de Péclet.
Sustituir el resultado tedrico Hy opt €N la expresién correspondiente a la resistencia térmica no
implica obtener un valor 6ptimo de la resistencia térmica. En este caso, el comportamiento deseable
de la resistencia térmica es que presente un valor decreciente ante el aumento del nimero de Péclet.

En esta formulacién, se presenta el resultado de la relacién de aspecto éptima Hy opts este
resultado se ha reportado que es ya en si un resultado éptimo, puesto que unicamente cumple
con ser una relacién de aspecto muy pequena, que cumple con la condicién de esbeltez del primer
elemento de construccién, ademds de no ser reportado el comportamiento de la resistencia térmica
6ptima respectiva, lo anterior puede ser consultado en las siguientes referencias [20,21,24].
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En el presente desarrollo se define la resistencia térmica inicamente para un elemento constructal
con un arreglo de tuberias radial. Con ayuda de la resistencia térmica se definen resultados como
la razén de aspecto 6ptimo y el nimero de sectores en funcién de los pardmetros adimensionales
del problema.

La figura correspondiente a la resistencia térmica éptima para el resultado tedrico de Hy op, €5
la siguiente;
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Figura 5.12: Resistencia térmica éptima para el resultado teérico de ﬁo opt

La definicién de una red de tuberias optimizada necesita incluir diversos elementos como el
nimero de tubos iniciales que entran al dispositivo de coleccién, los dngulos entre tuberias y la
potencia necesaria para desplazar al fluido en el elemento constructal. La potencia definird la
resistencia hidraulica, elemento que es fundamental para arreglos geométricos de tuberias mas
complejos. En la siguiente seccién de resultados se va a explorar la influencia de un nimero finito
n de ramificaciones para un primer nivel de ramificacién, transportando al fluido desde el centro
del elemento en forma de disco, hasta un nimero finito de puntos en la periferia. Posteriormente se
desarrollard los elementos necesarios para definir una red constructal con un nivel de ramificaciones
mayor incluyendo la resistencia hidrdulica.
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5.3 Resistencia térmica, n-ramificaciones.

El arreglo de ramificaciones en una geométria de disco consta de un sector central de drea Ay,
con una tuberfa central de didmetro Dy, que se ramifica en sectores de drea A; en un nimero n
de tubos de didmetro D;. Los resultados obtenidos para un nimero n de ramificaciones, son la
resistencia térmica en funcién del pardmetro geométrico ¢, que es la relacién geométrica entre el
ancho del sector y el radio del tubo del segundo elemento de construccién. La resistencia térmica
varia conforme se varia el nimero de ramificaciones.n; cabe mencionar que la resistencia térmica
en esta formulacién, resulta ser muy sensible a los valores pardmetricos, por lo que las figuras
siguientes, se obtuvieron a partir de determinar valores fijos de dichos pardametros.

Se presentan los resultados de la resistencia térmica, definida por la Ec.(3.1), para diferentes
valores de ramificaciones n, en funcién de ¢, .
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Figura 5.13: Variacién de la resistencia Térmica R con respecto a ¢, a) paran = 2 b) para n =4

En la Figura 5.13 se muestra la resistencia térmica correspondientes a un valor de n = 2 y
n = 4; ambas curvas se obtuvieron con los valores fijos de ¢y = 0.1, ® = 0.1 y Pe = 2638, el valor
del nimero de Péclet se calculé a partir de datos generales de la velocidad en una tuberia de un
colector solar plano convencional.
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En la Figura 5.13 a), se observa que la resistencia térmica presenta un valor aproximado de
1.72125510 x 1073, para ¢; = 0.2, conforme aumenta dicha variable, la resistencia térmica decrece.
El mismo comportamiento se observa para una ramificacién de cuatro ramas, n = 4, como se puede
apreciar en Figura 5.13 b), el valor de la resistencia térmica tiende asintéticamente a un valor
aproximado de 1.702 x 10~ 3para un valor de ¢; = 0.2. En la Figura 5.14 se observa el mismo
comportamiento asintético de la resistencia térmica adimensional R, conforme aumenta el nimero
de ramificaciones n, la resistencia térmica presenta valores cada vez menores. Cabe mencionar que
obtener el comportamiento de la resistencia térmica para valores de ¢; mayores a la unidad, carece
de sentido fisico, ya que significarfa que para un valor de ¢, mayor a la unidad, se tendrfa un tubo
de radio Rj, mayor al ancho H; del segundo elemento de construccién. En la Figura 5.14 a), se
observa que para n = 6, se tiene un valor de la resistencia térmica para ¢, = 0.5 de ~ 1.67973x 1073
que comparado con la la Figura 5.14 b), correspondiente a n = 8, es mucho mayor.
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Figura 5.14: Variacién de la resistencia térmica Rf, en funcién de ¢,, paraa) n =6y b) n =8

Para un mayor nimero de ramificaciones, la resistencia térmica presenta siempre un valor
decreciente, esta formulacién permite definir un primer nivel de ramificaciéon incrementando la
de la red, esta formulacién no contempla la resistencia hidrdulica pero presenta la ventaja de
definir una relacién de crecimiento entre los didmetros en funcién de los pardmetros adimensionales
caracteristicos del problema diferente al resultado conocido como la ley de Murray [22].
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En la Figura 5.15, se muestran los resultados de la resistencia térmica para un nimero de
ramificaciones mayor respecto al caso anterior. En la Figura 5.15 a) se aprecia que el valor de la
resistencia térmica presenta un valor mucho menor que para el caso de n = 8. Por otro lado, en la
Figura 5.15 b), con un ndimero mayor ramificaciones (n = 12), se presenta de igual manera, valores
cada vez menores de la resistencia térmica.
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Figura 5.15: Variacién de la resistencia Térmica R con respecto a ¢;, para un ntimero de ramifi-
caciones n,a) n =10y b)n =12

El decremento de la resistencia térmica se da por la influencia del nimero de ramificaciones,
ya que para incrementos de An = 2, se presentan decrementos de la resistencia térmica ARj =
0.02. Como se puede observar, en los resultados anteriores, el comportamiento asintético es una
caracteristica central de la resistencia térmica. Un resultado que puede definirse en esta formulacién
basada en el drea ocupada por el arreglo de tuberias y el drea del sector, es el comportamiento
de la resistencia térmica en funcién del mimero de ramificaciones n, que puede apreciarse en la
Figura 5.16.



5.3. RESISTENCIA TERMICA, N-RAMIFICACIONES. 71

En la Figura 5.16, se observa que para un valor fijo de ¢y = 0.1, la resistencia térmica en funcién
del nimero de ramificaciones n, presenta valores crecientes hasta n = 1 y para valores mayores a
este valor de n siempre es decreciente. Es importante mencionar que obviamente valores de n
menores a 1 no tienen significado fisico. De ahi que la regién de valores crecientes de la resistencia
pueden ser eliminados de la discusién. Atin cuando no se presenta graficamente en la Figura 5.16, la
tendencia matemética de la resistencia térmica adimensional llega a tomar un valor nulo alrededor
de n = 115. Sin embargo, dicho nimero como se verd en la siguiente figura aparentemente carece
de significado fisico, pues por las relaciones obtenidas en esta formulacién se tiene que la relacién
de didmetros, D, es una funcién de n. La Figura 5.16, muestra tinicamente la resistencia térmica
en un intervalo del nimero de ramificaciones de 0 < n < 20.
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Figura 5.16: Variacién de la resistencia térmica R, con respecto al nimero de ramificaciones n

Cabe mencionar que para valores de n muy grandes se presentan valores decrecientes de la
resistencia térmica, aunque un nimero muy grande de ramificaciones presenta limitaciones fisicas
en el tamano de los elementos de construccién. La relacién de los didmetros definida en el presente
desarrollo, presenta una caracteristica ya que la proporcién entre los didmetros anterior y posterior
es una expresién en funcién de pardametros propios del problema y el nimero de ramificaciones
n. La relacién anterior esta definida mediante la Ec.(3.54), esta expresion, a diferencia de la ley
de Murray, presenta mas grados de libertad, ya que ademds de estar en funcién del nimero de
ramificaciones, esta en funcién del nimero de Péclet y de parametros fisicos.
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La variacion del didmetro adimensional, D, con la variable ¢, se presenta en la Figura 5.17,
donde se aprecia que conforme aumenta el niimero de ramificaciones n, la relacién adimensional D
tiende a un valor asintético. Es muy interesante observar que la relacién adimensional, D, tiende
a tomar el valor del niimero de ramificaciones; es decir, para un valor de ramificacién, n = 2, la
relacion de digmetros D, tiende a un valor de D 2 2. Dicha gréafica se obtuvo fijando los siguientes
valores de los pardmetros adimensionales, ® = 0.1, ¢; = 0.1 y Pe = 2638.38. En consecuencia los
resultados de esta figura permiten afirmar que casos criticos de ramificaciones tan grandes como
n = 115 como el que se comenté previamente, pueden limitar geométricamente el sistema.

200000000000000000000000000000000000 O N=4 )¢
107 o —A—n=6
] —/— n=8
8 - —&— n=10/™
~ ——n=12
5
6

Figura 5.17: Variacién de la relacién adimensional D con respecto a ¢;, para diferentes valores del
nimero de ramificaciones n
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5.4 Resistencia térmica, dicotomia

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos de asumir un colector solar en forma de
disco, con una red de tuberias que presenta la condicién de dicotomia; es decir, que el tubo inicial de
didmetro Dy, se ramifica en otros dos tubos de didmetro Dy; aplicando a su vez la ley de Murray, que
como se menciond en el capitulo correspondiente, es un resultado que obtiene la teorfa constructal
a partir de la optimizacién de redes de tuberias para el transporte de un fluido. Los resultados de
la temperatura en la direccién horizontal y vertical, son los mismos que los obtenidos en la primera
formulacién de la geometria de disco, por lo que se presentan tinicamente los resultados referentes
a la resistencia térmica adimensional y la potencia para diferentes niveles de ramificacién.
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Figura 5.18: Resistencia térmica para diferentes niveles de ramificacién sin considerar la analogia
eléctrica

Las resistencias que se presentan en la Figura 5.18 se definen a partir de las expresiones de la
resistencia térmica para cada nivel de construccién y definidas por las Ecs.(4.11), (4.21), (4.35).
En cada una de las ecuaciones que definen la resistencia térmica se incluyen las expresiones de
las longitudes 6ptimas definidas a partir de la optimizacién de la resistencia al flujo de cada nivel
de ramificacién. Como se puede apreciar en la Figura 5.18, la resistencia térmica para un arreglo
radial es menor que la resistencia aociada a los diferentes niveles de ramificacién. Considerando el
comportamiento de cada resistencia por separado, se observa un aumento en el valor de la resistencia
térmica, presentando un comportamiento asintético conforme aumenta el nimero de Péclet. Cada
resistencia térmica presentada en esta seccién contempla el efecto del nimero de Nusselt promedio,
pues con ayuda de este se definié una de las diferencias de temperatura necesarias para definir la
resistencia térmica adimensional.
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El niimero de Nusselt promedio, definido mediante la Ec.(4.8), presenta un aumento en su valor
conforme aumenta el nimero de Péclet, tal como se puede apreciar en la Figura 5.19.
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Figura 5.19: Numero de Nusselt promedio en funcién del nimero de Peclet para una configuracién
radial de tuberias

En esta figura se observa que conforme aumenta el nimero de Péclet, el nimero de Nusselt
promedio presenta un aumento gradual. Es importante mencionar que a partir de un valor de
Péclet del orden de 5 o mayor el nimero de Nusselt ya no cambia y alcanza aproximadamente un
valor asintético de 0.009.

Los resultados obtenidos a partir de considerar la red de tuberfas como un arreglo de resistencias
que preserven la analogia eléctrica, [47,48], se presentan en la Figura 5.20. Aqui la resistencia
térmica total de cada uno de los niveles de ramificacién presenta valores diferentes para los difer-
entes niveles de ramificaciéon. En particular se presenta un aumento con la resistencia térmica
total para un primer nivel de ramificacién y a su vez para un segundo nivel de ramificacién, la
resistencia disminuye. Es importante recordar, ain cuando ya se mencioné anteriormente, que en
la figura anterior se tomaron en cuenta los efectos de los angulos que comprenden cada una de las
ramificaciones asi como las longitudes éptimas definidas en las ecuaciones correspondientes a cada
nivel de construccién. Esta caracteristica es deseable, ya que al aumentar la complejidad del arreglo
de tuberias se presenta una menor resistencia térmica, una vez definidas las resistencias térmicas,
se puede entonces considerar el efecto de la potencia adimensional en cada arreglo de tuberias.
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En la Figura 5.20, se considera que el nimero de tubos iniciales que entran al dispositivo
de coleccién, es de ng = 3 y un tiempo adimensional de 7 = 1.57, correspondiente al tiempo
adimensional con mayor incidencia de la radiacién solar. Los efectos del nivel de complejidad de la
red de tuberfas se reflejan en un valor de la resistencia térmica menor, tal como se puede observar
para un segundo nivel de ramificacion.
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Figura 5.20: Resistencia térmica para diferentes niveles de ramificacién para un fluido newtoniano
para una configuracién de red dicotomica

La potencia adimensional se presenta en la siguiente Figura 5.21, considerando la resistencia total
mediante el uso de la analogia eléctrica. Como se puede apreciar en esta figura el comportamiento
fisico es el mismo que la figura anterior.

En estas curvas se incluyen el efecto de las longitudes éptimas y por tanto la ley de Murray que
fue una condicién necesaria para la optimizacién de dichas longitudes a partir de la optimizacién de
la resistencia al flujo, definida en la Ec.(4.30); es decir, las expresiones de la potencia adimensional
de cada nivel de construccién, son ya resultados éptimos para el transporte del fluido newtoniano,
que a su vez estas expresiones se pueden sustituir en las correspondientes ecuaciones que describen
la resistencia térmica adimensional de cada nivel de ramificacién. Cabe mencionar que se incluyen
los valores 6ptimos de cada una de las ramas de cada nivel de ramificacién, de manera que la
resistencia térmica puede expresarse en funcién de la potencia por medio del nimero de Péclet,
mediante el método descrito en el subcapitulo 4.1.3.
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En la figura correspondiente de la resistencia térmica contra potencia adimensional, se puede
apreciar de forma sencilla el efecto que tiene la potencia adimensional necesaria para desplazar al
fluido a lo largo de los diferentes arreglos de tuberias, siendo que presentan un valor constante
conforme aumenta el numero de Péclet.
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Figura 5.21: Resistencia térmica para diferentes niveles de construccién en funcién de la potencia
adimensional

Asumir la condicién de dicotomia en el arreglo de tuberias permite obtener para una geometria
de disco la resistencia térmica y comportamiento ante la variacién de la potencia en cada nivel
de construccién. Lo anterior permite definir para una red de tuberias la obtencién de expresiones
para el tamano éptimo del elemento de construccién y a su vez definir expresiones concretas de la
resistencia térmica para cada arreglo de tuberfas.

Una vez establecidas la metodologia para definir la red de tuberias para diferentes niveles
de ramificacién, es posible aplicar un modelo reolégico que permita dotar al colector solar de la
capacidad de adaptabilidad ante la dindmica solar, que en primera aproximacién se modela
mediante una senal senoidal. Mediante el modelo simplificado de Phan-Thien & Tanner, se
propone la adaptaciéon del fluido no-newtoniano ante el cambio de uno de los pardmetros
propios del modelo reolégico, dicho modelo permite definir mediante una ecuacién constitutiva,
un perfil de velocidad que puede ser implementado en el perfil de velocidad, que a su vez es parte
de la definicién de los perfiles de temperatura.
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5.5 Resistencia térmica, modelo de SPTT

El modelo simplificado de Phan-Thien & Tanner (SPTT) define el comportamiento de un
fluido viscoeldstico y es posible con dicho modelo definir un perfil de velocidades para un fluido no
newtoniano, a partir de considerar las simplificaciones pertinentes. Una de las ventajas que ofrece
este modelo es definir los resultados relevantes como son el perfil de velocidad y el esfuerzo cortante
en funcién de pardmetros propios del modelo reolégico como son el pardmetro elongacional, e*y
el mimero de Deborah, De; de manera que al variar dichos pardmetros, principalmente el niimero
de Deborah, se tienen diferentes comportamientos del fluido no newtoniano. Los detalles de la
obtencién del perfil de velociadades, asi como del esfuerzo cortante, se pueden consultar en el
Apéndice D.

En la Figura 5.22 se presenta la solucién para la resistencia minima global después de una
exhaustiva y detallada buisqueda numérica (véase el Apéndice E para mayores detalles sobre el
andlisis paramétrico) para la seleccién més apropiada de estos valores como una funcién del niimero
de Péclet. Bédsicamente, los valores de los pardmetros anteriores se determinaron explorando la
influencia de estos pardmetros sobre la resistencia térmica para obtener el valor minimo. El
parametro elongacional &f y definido por la Ec.(4.45); varia en el siguiente rango, 0.001 <¢ef <1y
a su vez el pardmetro de la amplitud de la senal, §, varia en el siguiente rango, 0.001 < § < 100
y el rango del nimero de Deborah, estd en 0.001 < De < 100. Las figuras correspondientes a cada
uno de los valores minimos de la resistencia térmica pueden ser consultados en el Apéndice E. Las
figuras siguientes, resumen las curvas minimas de cada rango de variacién de los pardmetros; para
dos valores del nimero de Deborah, para nimeros de Deborah mayores a la unidad y para nimeros
menores a la unidad.
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Figura 5.22: Comparacién de la resistencia térmica para diferentes valores de los pardmetros 3, £§
. Para nimeros de Deborah menores a la unidad
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Como se puede observar en la Figura 5.22, la curva que presenta un valor menor ante la variacién
de 6y ¢f es para De = 0.1,5 = 100 y ¢ = 1; las curvas presentan un valor asintético conforme
aumenta el valor del nimero de Péclet y el valor de la asintota al que tienden es aproximadamente
de Ry ~ 0.87. Este comportamiento es caracteristico de las resistencia térmica; en este caso, es
relevante los valores de la minima curva de la resistencia térmica, pues a partir de dichos valores se
generan las curvas correspondientes a la resistencia térmica de los diferentes niveles de ramificacién
y esfuerzo cortante en la pared.
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Figura 5.23: Comparacién de la resistencia térmica para diferentes valores de los pardmetros 3,e{.
Para nimeros de Deborah mayores a la unidad

En la Figura 5.23 se presentan las curvas para diferentes valores del nimero de Deborah y
diferentes valores de los pardmetros 8 y €. La curva que siempre presenta valores minimos de la
resistencia en su comportamiento corresponde a la triada De = 1,3 = 100 y €5 = 1. Comparando
con la figura anterior, se puede apreciar cualitativamente que la influencia del nimero de Deborah
se refleja en mayores incrementos de la minima resistencia global para valores crecientes del nimero
de Deborah. Podemos asumir dos casos para observar las diferencias de cada uno de los resultados
minimos, el primer juego de valores es para un nimero de Deborah, De = 0.1 ,4 =100y ¢ =1
y para un segundo juego de valores, para un De > 1, De = 10,8 = 0.001 y ¢ = 0.001.Con el
objetivo de mostrar las diferencias, se escoge la triada de valores correspondientes a De = 10, con
el objetivo de observar las diferencias entre cada una de las situaciones del valor del nimero de
Deborah, ya que para De < 1, se tiene el comportamiento de un fluido y a su vez, para De > 1,
se tiene el comportamiento de un sélido, [32].

Una vez definidos los valores de los pardmetros adimensionales, a partir del modelo simplificado
de Phan-Thien Tanner, se define el perfil de velocidades y el esfuerzo cortante en la pared. Mediante
los principios de la teoria constructal, se definen los perfiles de temperatura necesarios para obtener
la resistencia térmica correspondiente a cada nivel de ramificacién.
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5.5.1 Limite del nimero de Deborah De <« 1

El nimero de Deborah define dos limites esenciales para la descripciéon de un fluido
no newtoniano. Para el limite asintético de De <« 1, se tiene el comportamiento de un
fluido; en esta seccién se presentan los resultados propios de este limite y se definen los diferentes
perfiles de temperatura, tanto vertical como longitudinal, asi como el nimero de Nusselt para un
fluido no newtoniano; los resultados anteriores son esenciales para describir las resistencias
térmicas correspondientes a cada uno de los niveles de ramificacion. Las resistencias térmicas
reportadas estan en funcién del nimero de Péclet y la potencia adimensional.

El comportamiento de la temperatura en la direccién vertical no presenta mayores cambios ante
la inclusion de un fluido no newtoniano. El perfil de temperaturas en la direccién vertical incluye el
efecto de la velocidad de un fluido no newtoniano definido por el modelo SPTT evaluado en x = 1;
dicho perfil de temperaturas estd definido por la Ec.(4.51). Los perfiles de temperatura para un
nimero de Deborah de 0.1, se puede apreciar en las siguientes figuras.
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Figura 5.24: Perfil de temperaturas para la parte vertical, para los siguientes valores De = 0.1, =
100,e5 =1

En la Figura 5.24 se muestra el perfil de temperaturas en la direccion vertical,donde presenta un
comportamiento oscilatorio debido a la funcién senoidal; presentando un méximo de temperatura de
O maz = 0.055para un tiempo 7 = 1.57. La temperatura en la parte superior del elemento presenta
un enfriamiento, dado que para n = 1, que define la frontera de la parte superior del elemento
constructal, se tiene la temperatura maxima. Para un valor de n = 0, la temperatura decrece; es
decir, la parte inferior se esta enfriando.
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El perfil de temperaturas en la direccién longitudinal para un valor de De = 0.1, se muestra
en la Figura 5.25. En esta se observa que el comportamiento de la temperatura adimensional es
oscilatorio, presentando un valor ascendente desde el tiempo 7 = 0.52, hasta el tiempo 7 = 1.57.
El comportamiento de la temperatura es ascendente conforme se avanza a lo largo de la longitud
del tubo de didmetro Dy; es decir, se presenta un calentamiento del fluido conforme se avanza en
la direccién longitudinal. Las curvas obtenidas se obtienen para un valor del nimero de Péclet de
Pe = 103, considerando valores de la velocidad de un colector solar plano comercial [58], y para
valores fijos de los pardmetros del modelo reolégico, De = 0.1,¢§ =1y 8 = 100.
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Figura 5.25: Perfil de temperaturas en la direccién longitudinal, para los siguientes valores De =
0.1,5 =100, =1

Con la definicién del perfil de temperaturas en la direccién longitudinal, es posible definir el
nimero de Nusselt promedio para un fluido newtoniano, que es dado por la Ec.(4.52). En la
Figura 5.26 se presentan las curvas para los nimeros de Nusselt para un fluido no newtoniano y
un fluido newtoniano; donde se aprecia que existe una diferencia notable en el valor del nimero
de Nusselt promedio. Para valores fijos de los pardmetros anteriores del modelo reoldgico, se
observa que aproximadamente para valores mayores de Pe 22 10, el nimero de Nusselt promedio
correspondiente a un fluido no newtoniano tiende a un valor asintético de 0.017 aproximadamente,
en comparacién con el valor del Nusselt para un fluido newtoniano, que tiende a un valor de 0.008.
De las diferencias entre las curvas se puede inferir que al presentar un nimero de Nusselt promedio
mayor, se tiene una mejor transferencia de calor por conveccién, que esta dada por la diferencia
de temperatura entre la temperatura de la pared y la temperatura del fluido; como el nimero de
Nusselt para un fluido no newtoniano es incluido en las diferencias de temperatura necesarias para
definir las correspondientes resistencias térmicas de cada nivel de ramificacién de la red de tuberias,
este comportamiento influye en la resistencia térmica y su dependencia con el nimero de Péclet.
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El nimero de Nusselt promedio, tanto para un fluido newtoniano, como para uno no newtoniano,
esta en funcién del nimero de Péclet; de tal forma que la inclusiéon del Nusselt en la definicién de
la resistencia térmica, presenta una influencia notable; por lo que es posible también expresar la
resistencia térmica total en funcién de la potencia con la ayuda del nimero de Péclet.
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Figura 5.26: Numero de Nusselt para un fluido newotniano y no newtoniano, De = 0.1, 5 = 100,
ep=1

Dependiendo del nivel de ramificacién también se incluyen los efectos de cada una de las
longitudes 6ptimas; a su vez, asumir la analogia eléctrica para definir la resistencia térmica
total; una vez definidos cada uno de los elementos es posible determinar las expresiones
correspondientes a la resistencia térmica total de cada arreglo geométrico. La resistencia
térmica para un fluido no newtoniano, se define a partir de la Ec.(4.56), las resistencias térmicas
correspondientes se definen para dos casos, en funcién del ntimero de Péclet y de la potencia
adimensional, para los valores de los pardmetros del modelo reolégico, definidos anteriormente.
Las correspondientes resistencias térmicas se realizaron para un valor de la variable temporal de
7 = 1.57, donde se tiene la mayor cantidad de radiacién solar.

Aplicar la analogia eléctrica a las resistencia térmica de cada uno de los niveles de ramifi-
cacion, permite generar curvas del comportamiento de los diferentes arreglos geométricos, las figuras
siguientes muestran el comportamiento en funcién del nimero de Péclet y posteriormente de la
potencia necesaria para desplazar al fluido en el arreglo de tuberfas.



82 5. RESULTADOS

La Figura 5.27, muestra el efecto de la resistencia térmica adimensional para diferentes
configuraciones geométricas. La resistencia térmica adimensional para un arreglo radial de
tuberias, presenta un comportamiento similar a la formulacién presentada para un fluido
newtoniano. Cabe mencionar que para cada nivel de ramificacién se asume la analogia eléctrica
para definir la resistencia térmica total. Las diferencias entre los diferentes niveles de ramificacién
se presentan para valores pequenos del nimero de Péclet, presentando el mismo comportamiento
que el caso de un fluido newtoniano, un segundo nivel de ramificacién presenta un valor menor de
la resistencia térmica comparado con un arreglo radial de tuberfas.
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Figura 5.27: Resistencia térmica para un fluido no newtoniano, para diferentes niveles de ramifi-
cacion

La resistencia térmica adimensional del segundo nivel de ramificacién para el caso newtoniano,
mostrado en la Figura 5.20, presenta un valor mayor comparado con el mismo nivel de ramificacién
para el caso no newtoniano.

La metodologia para definir la resistencia térmica en funcién de las longitudes 6ptimas, los
angulos 6ptimos y la potencia adimensional, es la misma que la que se definié para el caso de un
fluido newtoniano. Las curvas correspondientes a la resistencia térmica en funcién de la potencia
adimensional presentan un comportamiento asintético para los diferentes niveles de ramificacién. Al
igual que para el caso newtoniano, la definicién de la resistencia térmica y la potencia adimensional,
se sigue la misma metodologia. La figura siguiente muestra a detalle el comportamiento de la
resistencia térmica conforme varia la potencia adimensional.
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Se observa en la Figura 5.28, la resistencia térmica para el segundo nivel de ramificacién presenta
una tendencia a un valor de la resistencia térmica Ry ~ 5, comparando con la correspondiente
grafica para el caso de un fluido newtoniano, Figura 5.21 presenta un valor mayor que el caso
newtoniano. La Figura 5.28, resume de manera practica el comportamiento para diferentes niveles
de ramificacién en funcién de la potencia para los diferentes valores de los pardmetros fisicos y
geométricos de cada arreglo constructal.
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Figura 5.28: Resistencia térmica en funcién de la potencia, para un fluido no newtoniano

Los resultados obtenidos de la resistencia térmica adimensional muestran que para una condicién
geométrica mas compleja definida mediante la teoria constructal, se obtiene una menor resistencia
térmica total, de tal manera que los resultados obtenidos permiten de manera sencilla observar
el comportamiento conforme aumenta el mimero de Péclet, o bien la potencia adimensional; las
diferentes curvas de cada nivel de ramificacién presentan un comportamiento asintético, dado que
la potencia adimensional W y las longitudes 6ptimas correspondientes a cada nivel de construccién,
son resultados de optimizaciones del flujo. Se asume que la resistencia térmica es una resistencia
o6ptima para el arreglo geométrico correspondiente a cada nivel de construccion.

Una vez determinadas las curvas anteriores, se define el comportamiento del esfuerzo cortante
con los valores de los pardmetros del modelo reolégico anteriormente utilizados y que se obtuvieron a
partir de graficar el comportamiento de la resistencia térmica para una gama de valores del nimero
de Deborah, De, pardmetro elongacional de referencia, €, y la amplitud de la senal senoidal, 5.
Con dichos valores fijos, se define la relacién de velocidades, definida en la Ec.(4.43), que a su vez,
ayuda a definir el esfuerzo cortante en la pared, definido mediante la Ec.(4.44).
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Para el esfuerzo cortante en la pared es deseable que para una condicién dada de captacién de
energia durante el ciclo solar, el esfuerzo cortante presente un valor maximo cuando la cantidad de
calor es menor. Asi conforme la radiacién solar aumenta al aproximarse al medio dia, el esfuerzo
cortante del fluido no newtoniano modelado con el modelo SPTT, presente un valor menor del
esfuerzo cortante, que se opone al flujo del fluido, para asi captar la mayor cantidad de calor.
El esfuerzo cortante adimensional, se presenta en la Figura 5.29,

—m— sefial solar
—8— De=0.1, p=100, ¢,=1

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Figura 5.29: Comparacioén del esfuerzo cortante adimensional para el limite De < 1 y la sefial solar

La figura anterior se lee de la siguiente manera: en la escala vertical de la izquierda, se presentan
los valores del esfuerzo cortante adimensional, en la escala vertical de la derecha se presentan los
valores de la senal solar; la escala horizontal es el tiempo adimensional. Como se puede apreciar
en la figura, el esfuerzo cortante para valores de la senal solar cercanos a cero, presenta un valor
muy alto, cercano a 7 ~ 0.9. A su vez, cuando se tienen la condicién de maxima cantidad de calor,
se tiene que el esfuerzo cortante presenta un valor aproximado de 7 ~ 0.01; conforme decrece la
senal solar, que es cercano a el ocultamiento del sol y el esfuerzo cortante vuelve a presentar un
valor muy alto, de tal manera que para los pardmetros definidos del modelo reolégico, y del modelo
propuesto del pardmetro elongacional, se llega a modular el esfuerzo cortante mediante parametros
propios que describen al fluido mediante el modelo simplificado de Phan-Thien Tanner.
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5.5.2 Limite del nimero de Deborah De > 1

Con el fin de describir los resultados obtenidos para el limite de un nimero de Deborah muy
grande, De > 1, se presentan los resultados para los siguientes valores fijos De = 10,5 = 0.001,
ey = 0.001, obtenidos a partir de las curvas minimas presentadas en la Figura 5.23. Como se reporta
en la literatura especializada, el limite para un De > 1 corresponde el comportamiento del fluido al
de un sélido y el modelo SPTT permite obtener las relaciones de velocidad y esfuerzo cortante en
funcién del nimero de Deborah y demas pardmetros. En este caso, son parametros definidos para
un modelo propuesto del pardmetro elongacional con el objetivo de modular el esfuerzo cortante.

Se presentan los resultados principales como son el perfil de temperatura en la direccién
longitudinal, el nimero de Nusselt, la resistencia térmica en funcién de la potencia y el esfuerzo
cortante, para los valores establecidos de los pardmetros anteriormente mencionados. En la Figura
5.30, se muestra el perfil de temperaturas en la direccién longitudinal, para diferentes valores de la
variable temporal 7.
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Figura 5.30: Perfil de temperaturas para un fluido no newtoniano, para una condicién de De > 1

Como se puede apreciar, el perfil de temperaturas tiene un comportamiento oscilatorio,
presentando para un valor del tiempo adimensional 7 = 1.57, correspondiente a la médxima cantidad
de energia de la sefial solar, un valor maximo del perfil de temperatura, el fluido se esta calentando
a lo largo de la longitud del tubo. Con respecto al caso anterior, para un nimero de Deborah
De = 0.1 y para el valor de la variable temporal mencionado, el valor de la temperatura presenta
diferencias muy pequenas.
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Con respecto al nimero de Nusselt se puede hacer la comparacién de ambos limites del nimero
de Deborah y el caso del fluido newtoniano, con el fin de comparar los resultados obtenidos.
En la Figura 5.31, se observa que para un nimero de De = 10, 5 = 0.001 y e = 0.001, el valor del
nimero de Péclet, tiende a un valor asintético antes que el caso para un nimero de Debora menor
a la unidad, aproximadamente en un valor del niimero de Péclet de 6 x 10~%, el niimero de Nusselt
tiende a aumentar su valor hasta tender al valor aproximado de 0.017, en comparacién del caso
para un Deborah, De = 0.1, que la tendencia a aumentar se presenta en un valor de Pe ~ 0.1.

En ambos casos, tienden al valor asintético de Nuprom ~ 0.017; en comparacién con el caso
para un fluido newtoniano, que tiende a un valor de 0.008. Del resultado que presente el nimero
de Nusselt a presentar un valor mas alto para el limite de De > 1, se concluye que el proceso
de transferencia de calor por conveccion, presentando una influencia en los pardmetros del modelo
reolégico, dnicamente en nimeros de Péclet muy pequenos; es decir, a velocidades caracteristicas
muy bajas, de tal manera que ambos limites del nimero de Deborah y valores de dichos pardmetros,
tienden a un valor asintético conforme aumenta el nimero de Péclet.
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Figura 5.31: Comparacién del nimero de Nusselt para De = 0.1, De = 10 y un fluido newtoniano

La resistencia térmica adimensional en funcién de la potencia W, se obtiene con ayuda del
numero de Péclet, de tal manera que la expresion final de cada resistencia térmica incluye el efecto
de las longitudes 6ptimas correspondientes a cada arreglo geométrico de tuberfas, como de los
dngulos 6ptimos entre ramas de tuberias. La siguiente figura muestra el efecto de la resistencia
térmica para diferentes niveles de ramificaciéon como funcién de la potencia adimensional, para
diferentes valores de los pardametros fisicos y geométricos caracteristicos del problema.
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El comportamiento de la resistencia térmica tiende a un valor asintético en cada uno de los
niveles de ramificacién, agrupando informacién de manera sencilla en una sola gréfica, tal como se
puede apreciar en la Figura 5.32.
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Figura 5.32: Resistencia térmica en funcién de la potencia adimensional para el limite de De > 1

La resistencia térmica para un segundo nivel de ramificacién presenta un valor menor al valor
que presenta la primera ramificacién, conservando el comportamiento que para el caso del limite de
un nimero de Deborah menor a la unidad; las diferencias entre ambos casos para un segundo nivel
de ramificacién son muy pequefias, ya que con respecto a la Figura 5.28, el valor al que tiende la
segunda ramificacién para el caso de De < 1, es aproximadamente de 4.84,que es préicticamente el
mismo que para el caso de De > 1. A diferencia del caso anterior, De < 1, las curvas de cada una
de las ramificaciones, tienden mas répido a un valor asintético, aproximadamente en Pe ~ 1 x 1073,

Los resultados presentados en ambas curvas, confirman de manera directa la informacién refer-
ente a cada uno de los diferentes niveles de ramificacién, de tal manera que la resistencia térmica
de cierto modo es optimizada a partir de la inclusién de las longitudes, y a su vez de los éngulos
6ptimos obtenidos a partir de optimizar la resistencia al flujo en cada nivel de construccién. El
modelo reolégico aqui utilizado, permite definir una expresién para el esfuerzo cortante en funcién
de los pardmetros adimensionales del problema; la figura siguiente muestra el comportamiento del
esfuerzo cortante para un valor del nimero de Deborah grande.

La condicién deseable para el esfuerzo cortante, es presentar un valor muy alto cuando empieza
el calentamiento del fluido, previo al medio dia o el punto de mayor cantidad de calor, presente
un valor muy pequenio. En la figura siguiente se presenta el comportamiento del esfuerzo cortante
comparado con la senal solar.
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En la Figura 5.33, se presenta el esfuerzo cortante en la pared, para el limite de De > 1,
comparado con la senal solar. Se puede apreciar que para tiempos muy pequenos, el esfuerzo
cortante presenta un valor aproximado de 1.878, en cambio para un tiempo de 7 = 1.57, el esfuerzo
cortante ha disminuido a un valor aproximado de 1.8566, de tal manera que la permanencia del
fluido en el punto de mayor captacion solar, es muy corta.

1.8580 —@— De=10, $=0.001, £,=0.001
3 —ll— sefial solar ‘_ 1.0
° .
1.8578 - o b'... of
L ] e
1 @ - L8 .,0 0.8
18576 @ - " o
J L} L] [ ] [ ]
° - " .
1.8574 °© . n -0.6 —
o 5 B o
~ 4 ..: ':,. qo
T 1.8572 u . dn
4 - [ ] ] I‘ 0.4
u ° K n .
1.8570 - % o u
] ) ° n
. [ . K n
- o o [ ] L
1.85684 u % o W [02
. n
1.8566 ™ u
r 0.0
1.8564 —
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
T

Figura 5.33: Comparacién del esfuerzo cortante en la pared con la senal solar para el caso de De > 1

Una vez definidos los resultados de cada nivel de construccién para cada limite del nidmero
de Deborah, asi como del esfuerzo cortante, se puede observar que existen diferencias notables en
cuanto al comportamiento del esfuerzo cortante en la pared, dado que para un De < 1, el esfuerzo
cortante précticamente tiende a cero cuando se tiene la condicién de mayor captacién solar, a
diferencia del caso de De > 1, donde la curva del esfuerzo cortante es mucho mayor. A partir de
los resultados obtenidos, se puede definir una conclusién para cada seccién del presente trabajo.
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5.5.3 Comparacién de la resistencia térmica

En esta seccién se presenta en la Figura 5.34 la resistencia térmica para un segundo nivel
de ramificacién, ya que es el resultado que presenta una menor ramificacién ante la complejidad
geométrica del arreglo de tuberias. Como se puede apreciar se presentan las curvas de la resistencia
térmica para un fluido newtoniano y los limites del fluido no newtoniano y dados por el niimero de
Deborah, De < 1y De > 1. En el detalle de la figura, se puede observar que la resistencia térmica
para el caso de De < 1, presenta un valor ligeramente mayor que el caso newtoniano. A su vez la
resistencia térmica para una condicién de De > 1, presenta un valor mucho mayor que el caso para
un fluido newtoniano, con este resultado y el esfuerzo cortante obtenido para un De < 1, se puede
concluir que la mejor modulacién del esfuerzo cortante se da para el caso de De = 0.1, 5 =100 y
ey =1
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Figura 5.34: Comparacién de la resistencia térmica para un fluido newtoniano y los limites del
numero de Deborah, para un fluido no newtoniano
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Conclusiones

En el presente trabajo se desarrollaron diferentes enfoques tedricos propios de la teoria
constructal, para obtener la optimizacién de un dispositivo de coleccién solar, con el objetivo de
privilegiar el calentamiento 6ptimo del fluido a partir de desarrollar un dispositivo que atienda a la
naturaleza dindmica de la radiacién solar mediante la generacién de redes de tuberias optimizadas
en su forma. Las formulaciones desarrolladas a partir de los principios de la teoria constructal,
establecen la necesidad de definir un primer elemento constructal, que cabe mencionar que dicho
elemento geométrico no es la representacién final del colector solar, el primer elemento contruc-
tal es una herramienta que ayuda a definir las restricciones locales y globales del problema fisico.
Los diferentes desarrollos tedricos permiten explorar diferentes soluciones a la optimizacién de
un dispositivo de coleccién, mediante diferentes consideraciones geométricas principalmente. Cabe
mencionar que la teorfa constructal es una teorfa en desarrollo, por lo que algunos de los métodos de
optimizacién aplicados no presentan resultados 6ptimos que puedan definir situaciones particulares
para un problema fisico.

Los resultados obtenidos en el primer capitulo, la formulacién y resoluciéon de la ecuacién
diferencial que define la temperatura en la cavidad de conveccién libre, cuya solucién fue obtenida
a partir de la implementacién del teorema de Duhamel. Esta formulacién permite definir tiempos
minimos de enfriamiento, la inclusién del tiempo, como variable a optimizar no ha sido reportado
ampliamente en la literatura especializada sobre la teoria constructal. Las curvas que definen los
tiempos minimos de enfriamiento exigen definir para cada punto los valores propios y a su vez
resolver la Ec.(2.32) para una condicién donde la temperatura de la cavidad presenta un valor
minimo, dicha situacién representa un problema niimerico complejo; siendo entonces un proceso
complicado para definir una red de tuberias en un elemento constructal rectangular. De esta
formulacién, la importancia de los pardametros adimensionales, como son el parametro k, que
incluye el efecto de la relacién de conductividades, asi como del numero de Péclet, presenta una
influencia en el enfriamiento de la cavidad de conveccién libre, a su vez el pardmetro geométrico ¢
influye notablemente en los perfiles de temperatura. Los resultados de los tiempos minimos, son
relevantes ya que la optimizacion de la variable temporal no es un elemento fundamental en los
diferentes planteamientos de la teoria constructal.

91
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Los resultados obtenidos de la formulacién del capitulo 2, permitierén definir un modelo
simplificado de un dispositivo de coleccion a partir de considerar un primer elemento
constructal en forma de un sector cilindrico, de tal manera que en dicho elemento se desarrolle
una red de tuberias por donde circula un fluido newtoniano. En este caso, los resultados teoricos
obtenidos, presentan la posibilidad de definir el tamano del elemento mediante una relacién de
aspecto f{o, que esta en funcién de los pardmetros fisicos y geométricos del problema fisico. El
proceso de optimizacién permite concoer el tamano de cada elemento constructal que se tiene en
cada nivel de construccién; a su vez se define la resistencia térmica de todo el elemento constructal,
de tal manera que se genera una resistencia térmica por cada nivel de construccion.

A partir de la resistencia térmica, con el objetivo de estudiar el comportamiento de la geometria
del primer elemento, se propuso un valor para Hy. Los resultados obtenidos muestran que el
comportamiento de la resistencia térmica disminuye conforme aumenta el nimero de Péclet; a su vez
si se utiliza el resultado tesrico de Hy, obtenido a partir de la resistencia térmica, el comportamiento
que se presenta es que la resistencia térmica aumenta en lugar de disminuir a un valor determinado.
Esta formulaciéon no define en que situaciones el resultado tedrico obtenido es 6ptimo, ademads de
depender de multiples pardmetros fisicos y geométricos, en la literatura especializada se asume que
el resultado tedrico obtenido es ya un resultado 6ptimo. La formulacién del tamano éptimo del
elemento constructal no define de manera clara el método para definir las relaciones matemaéticas
de longitud y dngulo de ramificacién que deben de guardar las diferentes ramificaciones, ademads
de no considerar el efecto hidrodindmico debido al paso del fluido que circula en las tuberias. En
este sentido las formulaciones anteriores presentan limitaciones tedéricas para abordar el estudio de
sistemas fisicos mas complejos.

Con el objetivo de estudiar el efecto de las ramificaciones para el transporte de fluido, se
desarrolla para la misma geometria de disco, el caso de un nimero n de ramificaciones a
partir del tubo inicial de entrada al elemento constructal, definiendo la resistencia térmica para
valores fijos de los pardmetros, tanto fisicos como geométricos y diferentes valores de n, tal como
se puede observar, principalmente en las Figuras 5.13 y 5.14, donde se aprecia una tendencia de la
resistencia térmica a disminuir su valor. Esta formulacién esta basada en la relacién de dreas, entre
el drea ocupada por el arreglo de tuberias ramificadas con respecto al drea total del disco, de tal
manera que los resultados estan referidos a los tamanos de los elementos ramificados, definido por
los pardmetros geométricos ¢, y ¢;. La tendencia de la resistencia térmica a disminuir conforme
aumenta el nimero de ramificaciones, se puede apreciar en la Figura 5.16, este resultado describe
claramente que la resistencia térmica, tiende a un valor cada vez menor, de tal manera que la
resistencia presenta un valor nulo para un nimero de ramificaciones de n = 115; es decir conforme
aumenta el nimero de ramificaciones, la resistencia térmica decrece. Lo anterior demuestra que
al incrementar la complejidad geométrica del arreglo de tuberias, decrece la resistencia térmica,
en este sentido esta formulacién no contempla el efecto de la resistencia hidrodindmica debido al
aumento en la complejidad de la tuberia por donde circula un fluido newtoniano.

El resultado de n = 115 ramificaciones, no es posible integrar lo anterior a un resultado coherente
con la red de tuberias, puesto que esta formulacién no contempla la proporcién del tamano de la
tuberia entre niveles de ramificacién, atin si se considera el caso en que el didmetro de las tuberias
ramificadas es el mismo que la tuberia inicial, se llegaria a un limite fisico, es decir una porcién
del drea quedaria cubierta por un nimero muy grande de tuberias, en este punto la relacién de
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didmetros posterior y anterior juega un papel fundamental para describir el comportamiento ante
la variaciéon del nimero de ramificaciones. La relacién de didmetros se define a partir del &drea
ocupada por el arreglo de tuberias, se define mediante D que esta en funcién de los pardmetros
fisicos y geométricos del problema fisico, dicha expresion esta dada por la Ec.(3.54), al graficar
dicha expresion se obtiene un comportamiento asintético, de tal manera que para diferentes valores
del nimero de ramificaciénes n, la relacién de didgmetros D presenta un valor del mismo orden que
el valor de n. La informacién que se obtiene de graficar la variable D no es determinante para
definir el tamano de una red que se bifurca desde el centro del elemento hacia un nimero de puntos
en la periferia. Cabe mencionar que la relacién de didmetros obtenida, es un resultado adicional al
resultado previamente reportado por la teoria constructal conocido como la ley de Murray.

Para considerar la resistencia hidraulica en la red de tuberias, se incluyo la potencia necesaria
para desplazar al fluido en la red de tuberias. Para lograr lo anterior se definié la resistencia
hidraulica y a partir de esta, se obtienen las longitudes éptimas y dngulos entre tuberfias, incluir el
efecto de la potencia adimensional en la resistencia térmica genera un nuevo enfoque para abordar
problemas de enfriamiento por el paso de un fluido en una red de tuberfas. Cabe mencionar que
dicha formulacién, aunque presenta ventajas, no describe con claridad como definir la resistencia
total del arreglo geométrico, para definir lo anterior, se hizo uso de la analogfa eléctrica para las
resistencias eléctricas. Una de las ventajas de esta formulacién es la aplicacién de la ley de Murray,
ya que incluye un resultado obtenido por la teorfa constructal a partir de la optimizacién de las
redes optimizadas para un fluido, ademads de describir el problema de manera mas sencilla.

Esta formulaciéon presenta varias ventajas, ya que esta formulacién exige definir los dngulos
y longitudes 6ptimas del arreglo de tuberias, ademds de definir las dimensiones del elemento
constructal en funcién del nimero de tubos iniciales que entran al dispositivo de coleccién en
forma de disco. Los resultados de las resistencias térmicas para distintos niveles de ramificacién
muestran que para un segundo nivel de ramificacién, la resistencia térmica presenta un valor menor
comparado con la resistencia térmica de un primer nivel de ramificacién, presentando un compor-
tamiento asintético, al incrementar la complejidad geométrica, se reduce la resistencia térmica,
ahora incluyendo el efecto de la potencia.

Con la formulacién anterior exige definir el nimero de Nusselt, el comportamiento de este nimero
presenta una tendencia a un valor asintético, a partir de un niimero de Péclet igual a la unidad por lo
que se puede inferir que a mayor nimero de Nusselt, predomina el proceso de transferencia de calor
por conveccién en el elemento constructal; la gréfica de este comportamiento puede apreciarse en
la Figura 5.19. Cabe mencionar que esta formulacién permite definir muchos resultados generales,
tales como la potencia adimensional, resistencia total térmica y las longitudes que guardan cada
una de las ramificaciones, Ec.(4.39); no siendo asi para las longitudes entre cada uno de los niveles
de ramificacién, aunque la definicién de dichas longitudes se da por un ejercicio trigonométrico,
no presentan una forma general que pueda ser generalizada, por lo que cada juego de longitudes y
angulos 6ptimos tiene que ser definido para cada uno de los niveles de ramificacién.

Uno de los objetivos de este trabajo es describir la adaptabilidad del colector solar ante la
dindmica solar, al no encontrar modelos de propiedades adaptativas, que puedan ser implemen-
tadas mediante la teoria constructal se asumio que la adaptabilidad fuera parte del fluido mismo,
a partir de un cambio en las propiedades reoldgicas del fluido se optimice la transferencia de calor
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en el dispositivo de colecciéon. Para cumplir dicho objetivo se utilizo el modelo simplificado de
Phan-Thien & Tanner (SPTT) para fluidos viscoeldsticos dicho modelo presenta la ventaja de
describir el perfil de velocidades y el esfuerzo cortante a partir de los pardmetros propios del
modelo reolégico. Para modular al fluido ante los cambios de la captacién solar se propone una
funcién senoidal del pardmetro elongacional definida mediante la Ec.(4.45). La funcién propuesta
del parametro elongacional exige definir el valor 6ptimo del nimero de Deborah, De, del pardmetro
elongacional de referencia y la amplitud de la funcién senoidal, 3, por lo que se definen dos juegos
de valores, que contemplan dos limites, el comportamiento como un fluido, De < 1 y el compor-
tamiento como un sélido, De > 1. Los resultados obtenidos a partir del juego de valores anteriores,
se obtienen las resistencias térmicas respectivas, presentando pocas diferencias entre si; tal como
se puede apreciar en las Figuras, 5.28 y 5.32. Los resultados de las resistencias térmicas de cada
nivel de construccién, presentan el mismo comportamiento que para un caso newtoniano, conforme
aumenta la complejidad de la red de tuberfas, la resistencia térmica disminuye en su valor.

El nimero de Nusselt para un fluido no newtoniano, presenta un valor mayor al del caso
de un fluido newtoniano,por lo que se puede inferir que se mejora la transferencia de calor por
conveccién, cabe mencionar que la formulacién con el modelo Phan-Thien & Tanner presenta el
mismo problema para la generalizacién de las longitudes 6ptimas, la unica diferencia entre los
resultados es la inclusién de la velocidad para un fluido no newtoniano. El modelo reoldgico
ofrece la ventaja de describir, tanto la velocidad como el esfuerzo cortante en funcién de los
parametros del modelo reoldgico; en este sentido, el esfuerzo cortante que cumple con la
modulacién ante la senal solar, es para el caso de un nimero de Deborah De < 1, tal como se
puede apreciar en la Figura 5.29. La figura anterior muestra que es posible modular el esfuerzo
cortante para determinados valores de los pardmetros reolégicos, a su vez, en la Figura 5.33, para
el caso de De > 1, el esfuerzo cortante presenta valores muy altos, para la mayor incidencia de
calor debido a la sefial transitoria. A partir de lo anterior, se puede concluir que, a pesar del arduo
ejercicio numérico para determinar el juego de valores de los pardmetros reolégicos, es posible mod-
ular el esfuerzo cortante a partir de la modificacién de las propiedades del fluido no newtoniano,
siendo en este caso mas conveniente para el dispositivo de coleccién solar, un nimero de Deborah
muy pequeno.

De manera complementaria, en el apéndice F se incluye una propuesta de control de las
propiedades del fluido no newtoniano, tomando en cuenta que son variables en el tiempo, de tal
manera que atiendan la dindmica de la senal transitoria, proporcionando asi como trabajo a futuro
los elementos bésicos necesarios para definir un control y las caracteristicas minimas de operacién.
La aplicacién del modelo reolégico permite dotar al dispositivo de coleccién solar de un rango muy
amplio de accién de manera que pueda optimizarse un dispositivo que generalmente es pasivo ante
los cambios en la radiacién solar.

La teorfa constructal ha demostrado ser una herramienta de optimizacién en diversos sistemas
fisicos. Dicha teorfa presenta diferentes formulaciones para el 6ptimo transporte (desalojo) de calor,
no todas las formulaciones parten de la misma idea a optimizar, existen diferentes planteamientos
para un mismo objetivo, obteniendo asi diferentes pardmetros significativos para las diferentes
suposiciones tedricas; las simplificaciones que exige el método hacen una aproximacién préctica del
problema para su optimizacién, lo que hace muy sencilla su aplicacién.
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La teoria constructal es aun una teorfa en desarrollo, que contempla diferentes formas de opti-
mizar la forma y la estructura, no estableciendo un método fundamental para estudiar un problema
determinado. La aplicacién de la teoria constructal a la resolucién de problemas propios de la inge-
nierfa presenta ciertas ventajas, ya que se puede definir una solucién mas aproximada a un punto
6ptimo de funcionamiento a partir de manipular esencialmente la estructura y la forma.

En este sentido la teoria constructal tiene limitaciones en cuanto a su aplicacién, dado que
la literatura recientemente publicada sobre la teorfa constructal sugiere que es una herramienta
universal para desarrollar y entender sistemas en la naturaleza, resultando que de algun modo, la
naturaleza siempre trabaja en el punto 6ptimo. El desarrollo diversos fenémenos de la naturaleza
obedece a multiplicidad de factores, como pueden ser biolégicos, atmosféricos, fisiolégicos, ambien-
tales, etc. La teoria constructal supone que un sistema fisico que se estudie con dicha teoria, como
resultado, es un sistema 6ptimo y este a su vez es una conclusién de que el fenémeno estudiado
trabaja entonces, en un punto éptimo. Esta idea no es precisamente cierta, a partir de la aplicacién
y desarrollo de diferentes planteamientos uinicamente de la transferencia de calor, deja la impresién
de ser una herramienta que no es concluyente en sus resultados, es decir, no se esta garantizando que
el resultado obtenido sea precisamente el 6ptimo, ademés de tener soluciones multiparametricas que
pueden generar una serie de escenarios a partir de combinaciones de valores de dichos pardmetros.

La complejidad de ciertos fenémenos requieren que para su anilisis y estudio se utilicen
herramientas tedricas mas completas, de tal forma que pueda obtenerse una solucién mds
cercana a la realidad. Los problemas fisicos son complejos, aun méas son los problemas sociales
o de caracter organizacional de algun tipo de proceso donde se involucre al ser humano, si bien
existen expresiones empiricas, aun no han sido desarrolladas las leyes de conservacién de dichos
fenémenos, a lo anterior se tiene que agregar que no hay un modelo que pueda integrar los intereses
y voluntad del individuo en un fenémeno o problematica social.

Si partimos de la aplicacién del principio fundamental de la teorfa constructal [1], que se enuncia
en el capitulo de antecedentes del presente trabajo, se entiende que dicho principio obedece a un
acercamiento al estudio de fenémenos fisicos donde se involucra el flujo de un elemento fisico, en el
que se provee el camino con menor resistencia por donde pueda fluir mas fdcilmente en el sistema
y persistir en el tiempo, dicho principio, como lo muestra la literatura, puede ser aplicable a una
serie de ejemplos como la distribucién de calles, para el 6ptimo transporte de vehiculos, el flujo
de un fluido en una red reticular, la generacién de una red de material de alta conductividad para
enfriar un volumen dado, es decir, se entiende que se puede aplicar dicho principio a elementos que
fluyen y que es necesaria esta caracteristica para persistir en el tiempo. La aplicacién de dicho
principio a un sistema social que es considerado, a grandes rasgos como un conjunto de sistemas,
con jerarquias que fluyen mediante una organizacién y patrones,en una direccién en el tiempo [59],
simplemente es forzar el entendimiento de dichos problemas mediante una herramienta que no esta
disenada para ello.

Las leyes de la naturaleza estan presentes en cada fenémeno observable, acercarnos a su estudio
y realizar simplificaciones para acercarnos a una solucién y un entendimiento no implica que las
leyes de la naturaleza no esten presentes, plantear la teorfa constructal como una herramienta unica
para acercarnos a cualquier fenémeno, como una ciencia de la arquitectura del flujo es simplificar
el conocimiento y entendimiento de la naturaleza.
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La esencia misma de los fenémenos fisicos es ya en si una complejidad que no se puede obviar,
la teorfa constructal es una herramienta simple para obtener soluciones inmediatas de problemas
fisicos, méds no es ni la solucién iltima, ni explicacién final de un fenémeno natural. La teoria
constructal tiene un merito por ser una herramienta para optimizar sistemas fisicos y el principio
fundamental puede ser aplicado de manera préctica en la ingenieria, de manera que se obtiene una
solucién a partir de la manipulacién de la forma y la estructura.

En particular, al aplicar la teorfa constructal en mis estudios previos y ahora en el presente
trabajo, la impresion que deja manejar los diferentes desarrollos, es que todos los desarrollos tienen
limitaciones tedricas, al ser aplicados a problemas mas complejos, la teoria constructal no ofrece
aun soluciones generales para determinar resultados coherentes, los resultados obtenidos estan
sujetos a pardmetros y restricciones fisicas. Cabe mencionar que dichos métodos, al ser aplica-
dos a consideraciones fisicas mas complejas, los resultados no son precisamente éptimos o bien
carecen de significado fisico.

Lo deseable al aplicar la teoria constructal es que pase de un modelo tedrico a la materializacién
como proyecto de investigacién, con el objetivo de verificar si es una opcién viable tecnologica y
econémicamente. Para lograr lo anterior, es necesario contemplar diferentes aspectos de un colector
solar adaptable ante los cambios de las condiciones climatoldgicas, la inclusion de un fluido reoldgico
hace necesario implementar un control, en el apéndice F, se describen los elementos necesarios a
considerar para el desarrollo de un control del fluido reolégico. En un trabajo a futuro se observan
muchos retos como son la construccion, caracterizacién de un fluido no newtoniano como fluido de
trabajo, la implementacién de un control para el fluido, como para el dispositivo de coleccién solar,
el diseno del almacenamiento del calor colectado a lo largo del dfa.
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Apéndice A

Analisis de Orden de Magnitud

Para definir el perfil de velocidades de un fluido newtoniano con flujo totalmente desarrollado,
homogéneo, incompresible en una tuberfa de radio Ry, se realiza un analisis de orden de magnitud.
Una vez definida la expresion del perfil de velocidades en la tuberia, puede ser utilizada en el proceso
de optimizacién de la teoria constructal. Las ecuaciones necesarias para el orden de magnitud son
las siguientes,

Ecuacién de continuidad

larvr n ov, 0
r Or 0z

Ecuacién de cantidad de movimiento en coordenadas cilindricas en la direccion r,

% n ov\ _8_P n 2_/12 vy, n 2 v, . ov,
P\"ar %02 )~ or ror| \ or Hoz or 0z
Ecuacién de cantidad de movimiento en el eje longitudinal z,

v, v, OP ud v, v, 9%v,
ployo— t U =t T + +2p

Oy ox oz ' ror or 0z 022

Las escalas utilizadas son las siguientes
r~Ry z~Lyg vo~U. v, ~V

P~P —P;=AP

donde Ry y Lg son el radio y la longitud de la tuberfa respectivamente, V' es la velocidad en la
direccién radial.

A partir de la ecuacion de continuidad y empleando las relaciones anteriores se obtiene la
siguiente expresion:

donde U, es una velocidad caracteristica en la direccién longitudinal de la tuberia.
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Utilizando las escalas definidas anteriormente en las ecuaciones de cantidad de movimiento en
las direcciones r y z se obtiene los siguientes 6rdenes de magnitud;

Reed ~ 1, 2¢%, €2, €

Ree~ 1, €2, 1, 2

Los términos de la izquierda se refieren a los términos inerciales, los elementos de la derecha,
al gradiente de presién y los términos viscosos, respectivamente. En ambas expresiones Re es el
nimero de Reynolds, definido de la siguiente manera Re = %, y € es una relacién de esbeltez

definida como € = %Ol.

La velocidad caracteristica U, se define a partir de la ecuacién de cantidad de movimiento en la
direccién z, considerando que el término viscoso correspondiente al cambio de la velocidad longitu-
dinal en la direccién radial es del mismo orden de magnitud que la fuerza de presién. Entonces el
orden de magnitud de la velocidad caracteristica, U, puede definirse mediante la siguiente expresién,

U, ~ [APR%]'

Lo

Ecuaciones Adimensionales
Para obtener las ecuaciones adimensionales para la tuberfa, se usan los resultados anteriores,
definiendo las siguientes las variables adimensionales,

z T _ v, _ vrLo
= -, = —_— v, = — vV, =

X L() 77 R() Y z Uc ’ T UC RO

P — P;
S
P.— P
La ecuacién de continuidad de forma adimensional queda de la siguiente manera,
10, _

a 7 —
o (nvr) + e (v.) = 0.

Las ecuaciones de cantidad de movimiento en las direcciones r y z obtenidas son las siguientes:

e (v o) =75 2 o)l o | w)]

e (v +o50) ==y a7~ 50) |+ 2 (5]
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La velocidad del fluido en una tuberia de un dispositivo de coleccién solar, la velocidad promedio
es del orden de 1074, el orden de magnitud del niimero de Reynolds, es es de Re ~ 1072, por
otro lado considerando que la relacién de esbeltez tiene un valor muy pequeno, en una primera
aproximacion los términos inerciales se pueden considerar despreciables. Las expresiones para la
Ec. de continuidad y de cantidad de movimiento pueden expresarse de la siguiente manera:

10 0
—— (N0:) + — (v, :Oa al
~5e () + 5 (02) (a1)

ov
0__6_77’ (a2)

or 190 0,

0=—-"————|n(- . a3
ox n%[“( 677” (&3)

De la Ec.(a3 ), se puede apreciar que la velocidad en la direccién x, puede obtenerse en términos
del gradiente de presién y de la coordenada radial, dicha ecuacién diferencial queda sujeta a las
siguientes condiciones de frontera,

77 = 1 7 172 = 03
v,
= 0 ; =0.
n dx

El perfil de velocidad a lo largo del eje de la tuberia es una funcién de la variable radial,

_ 10¥
Vy = Za (1 - 7]2) . (a4)

La ecuacién anterior representa el perfil de velocidades en una tuberia de didmetro Dy.

La teoria constructal requiere de definir el perfil de temperaturas en la tuberia mediante un
balance de energfa, por lo que es necesario calcular el valor de la velocidad a lo largo del radio de la
tuberia. El perfil de velocidad se expresa en variables dimensionales, ya que es asi como se presenta
en el balance de energia, dicho perfil se puede expresar de la siguiente manera,

__ R9P r\?
vzvaUcflllu P (1—<RO)>. (ab)

Integrando la ecuacién anterior con respecto a la variable r,

R 2
Vy —/O ’Usz = 4_/,L% <§R0) . (36)

Por otro lado, la velocidad media de Poiseuille se define mediante la siguiente expresién;

f027r Jo U.rdrdd i%@_P

12 (Frardg  8p Ox

Upr om —
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Se puede apreciar a partir de la Ec.(a7) que la Ec.(a6) puede expresarse en términos de la
velocidad promedio de la siguiente manera,

- 2 4
Vy = 2Up7"om (gRO) = gUpromR(% (a8)

La ecuacién anterior es un resultado que se utiliza en los diferentes planteamientos tedéricos de
la teoria constructal desarrollados en el presente trabajo.



Apéndice B

Area del primer elemento constructal en forma de disco considerado como el drea de
un tridngulo isésceles.

El primer elemento constructal puede considerarse lo suficientemente esbelto para aproximar su
drea al drea de un tridngulo isésceles, en la Figura 1, se observan las dimensiones del elemento de
construccién en forma de disco, donde Hy, Ly son la altura y el largo del primer elemento.

Figura 1: Elemento constructal en forma de disco
Por otro lado la longitud de arco, se define de la siguiente manera,

dl = Lod0

A partir del tridngulo formado por dz y Hy,y de considerar que dz y df son muy pequenios, se
obtiene la siguiente expresién,

d 2
dl = \/da? + H} = | H? [(—x> +1
Hy
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Por el resultado anterior se puede considerar el drea del elemento constructal como el drea de un

tridngulo Ag = LHZQ = HyLy. Este resultado permite realizar las simplificaciones necesarias para

desarrollar un primer elemento constructal para generar una red de tuberias en un sector cilindrico.



Apéndice C

Numero de Nusselt

El nimero de Nusselt mide la transferencia de calor de forma adimensional, en este caso se
considera la diferencia de temperatura entre la pared de la tuberia y el fluido a la salida del
elemento de construccién. Para definir el nimero de Nusselt, se considera que el calor que sale del
elemento, es el mismo calor que se transfiere por un proceso de conveccién a través del fluido,

Gs = gosen(wt) = h(z) (T, — T (z)) (c-1)

donde h (), es el coeficiente convectivo, en este caso, varia conforme la coordenada z dada la
coleccién de calor a lo largo del eje longitudinal.

El nimero de Nusselt asociado al didmetro de la tuberia, como longitud caracteristica se define
mediante la siguiente expresion;

Nu:@
kg

Sustituyendo el coeficiente convectivo h de la Ec.(c-1) en la Ec.(c-2) se obtiene la siguiente
expresion en funcién del las diferencias de temperatura,

(c-2)

_ qosen(t)Dy
kaO(ew -0 (X))
De la Ec.(c-3) y con ayuda de la temperatura en la direccién x, Ec.(4.4); se obtiene un niimero
de Nusselt promedio definido mediante la siguiente integral,

Nug (c-3)

j Dy [! 1
Nuprom = qoszng:-) 2 / . (DL dX (C_4>
70 Jo (9w - %%TTfPOX>

La solucién a la integral anterior, es la siguiente;

2 Dy 0w
Nuprom = §P6L_0 In PR TG (¢-5)
w 2 TokaG
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En la Ec.(c-5) se sustituye la temperatura adimensional de la pared a partir de la Ec.(4.3) en
la coordenada correspondiente a la pared de la tuberfa n = ¢,(y = Rp) definiendo la siguiente
expresién para el nimero de Nusselt promedio,

3 apo 1

S (c-6)
2¢e9Pe (2 — ¢p)

donde ag la relaciéon geométrica entre la altura y el espesor del elemento constructal definida de la
siguiente manera ayg = Hp/a.

4
Nuprom = gaOPe In |1+
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Modelo Simplificado de Phan-Thien & Tanner (SPTT)

El modelo simplificado de Phan-Thien & Tanner (SPTT), fue reportado por
Oliveira, P.J. et al. [33] para flujo de fluidos en tuberias y canales, Pinho, F.T.,et al. [36], re-
portaron su aplicacién para la descripcién de conveccién forzada mediante un fluido modelado por
el modelo SPTT. El modelo simpificado de Phan-Thien & Tanner se define mediante la siguiente
expresion;

(P Olwr) (O ow (L ow o
Y(T’”“’T)T”“(at Y =om )TN e Tam ) T T, P, ) (Y

donde A, es el tiempo de relajacién del material, 77 es el coeficiente de viscosidad.
La funcién Y (74, T), esta asociada a la destruccién de las uniones de la red molecular [30], por
lo que puede ser definida como el producto de dos funciones, como se describe a continuacién;

Y(Tkk,T) Z(b(T)f(Tkk). (D-Q)

La funcién ¢ (T') se considera arbitrariamente igual a la unidad, a la temperatura de referencia
del material a la que los pardmetros del material son determinados y por tanto el efecto térmico no es
considerado en la funcién de esfuerzos [31]. La funcién dependiente de los esfuerzos, f (7xx), donde
Tri €s la traza del tensor de esfuerzos, presenta una forma exponencial, que puede ser linearizada
cuando el argumento de la funcién exponencial es muy pequeno; dicha funcién se define de la
siguiente manera;

e*A
f (Thr) eXP( 7 Tkk) :
donde £* es un pardmetro asociado al comportamiento elongacional del fluido.
La simplificacién antes mencionada fue reportada por Nobrega, J.M. et al. [34] , la cual es

adecuada para pequenas deformaciones moleculares que se presentan en flujos débiles, asi como en
flujos de Couette en tuberias en estado permanente.
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La simplificacion de la funcién exponencial, se define de la siguiente manera;

*

flren) =1+ sﬁ)\'rkk- (D-3)

A la expresion anterior se aplican las condiciones del esfuerzo cortante para el flujo axisimétrico
que circula en la tuberia, se considera que el perfil de velocidades depende unicamente de la vari-
able radial, u, = u, (), u, = ug = 0. Aplicando dichas condiciones, se obtienen tres ecuaciones
caracteristicas;

* 0
(1 + gﬁATk:k> Tzz = 2>\TTZ%7 (D_4)
<1 + €~>\7_kk> Trr = 0, (D-5)
n
E*)\ auz auz
rz — n— rrT o - D-
(1+ f]Tkk>T 1, + AT 5 (D-6)
e*A

La Ec.(D-5) esta igualada a cero, en el caso de que la funcién de esfuerzos sea nula, 1+ 75, = 0,
implicarfa que la traza del esfuerzo cortante es nula, esto implica que no se tendria un tensor de
esfuerzo, la situacién anterior no es posible, por lo que se concluye que el esfuerzo cortante en la
direccién radial 7, es nulo. A partir de lo anterior es posible definir la traza del tensor de esfuerzos,
de la siguiente manera;

1

Tkk = Tzz- (D—?)

Las ecuaciones caracteristicas anteriores, se definen entonces de la siguiente manera,

(1 + %7’22> Toy = 2)\77«2%, (D-8)
(1 + QTzz) Trr = 07 (D_g)
n
e* A Ou,
1+—7.. ry = N——. D-10
(1+ ) e =i (D-10

Hashemabadi, S. H., et al. [38], reportaron que es posible aplicar el modelo simplificado de
Phan-Thien & Tanner para un flujo de fluido laminar, homégeneo, incompresible, considerando la
condicién de no deslizamiento en las paredes. Dicho autor utiliza la ecuacién de cantidad de
movimiento y considera que en el flujo en una tuberfa, para un fluido con las caracteristicas
mencionadas anteriormente, es esencialmente la competencia entre dos fuerzas elementales, el
gradiente de presiéon que promueve o incita el movimiento del fluido y la resistencia al movimiento
del fluido, que es manifiesta mediante el esfuerzo cortante.
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La idea anterior puede expresarse, en coordenadas cilindricas de la siguiente manera;

oP _ _1M7 (D-11)
0z r  or

oP

o = 0. (D-12)

En este planteamiento, se considera que la Ec.(D-11), a diferencia de un fluido newtoniano, es

desconocido, mas adelante, en la obtencién del perfil de velocidades de un fluido no newtoniano
mediante el modelo simplificado de Phan-Thien & Tanner, permite definir el gradiente de presién
en términos de los pardmetros que describen las caracteristicas del fluido no newtoniano, como el
pardmetro elongacional € y el nimero de Deborah De. A partir de la Ec.(D-11) es posible resolver
la ecuacién diferencial para obtener una expresion para el esfuerzo cortante en la pared, 7., las
condiciones de frontera, son las siguientes, r =0, 7=0;r =R, 7= T,,,

r [(OP
=== D-13
’ 2 ( 0z ) ( )
La Ec.(D-13), se sustituye en la Ec.(D-8); obteniendo la siguiente expresion;
e* A OP\ Ou,
1 = Tzz zz — —A . . D-14
( + P T > T r ( 82) o ( )

De la Ec.(D-10), se despeja 86% y se sustituye en la ec(D-14), y a partir de la definicién del
esfuerzo cortante 7., y algunas simplificaciones algebréicas, se obtiene la siguiente expresién;

M2 0P\
=5 () o

Una vez definidos los esfuerzos cortantes, 7,, y 7., y a partir de la Ec.(D-10), se obtiene la
expresién necesaria para definir el perfil de velocidad en la tuberia para un fluido no newtoniano;

Ou. _ v (0P NP (0PN (D-16)
or 27\ 0z 47 0z )
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Aplicando la siguiente condicién de frontera para resolver la Ec.(D-16); » = R; u, = 0; y
simplificando se obtiene el perfil de velocidades,

1 (8P e*\? (9P\?
u, (r) = T <§) (R? —1?) |} + 1677 (E) (R +1?)

En la expresién anterior, es conveniente trabajar con la velocidad promedio, este paso es nece-
sario para definir el gradiente de presion en términos de los pardmetros propios del modelo reolégico.
La velocidad promedio esta dada por la definicién del flujo reportada por Bird,R. et al. [45];

(D-17)

<l

1 (R
= ﬁ/o 2ru, (r) dr. (D-18)

El resultado de la integracién, define una expresién directa de la velocidad promedio, para un

gradiente de presion;
1 (OP\ (R?\ &*X\? (0P\* /2 ,
5 (3) () 35 (5) G#) (19

La velocidad promedio obtenida para un fluido no newtoniano, evaluada en r = R, puede ser
adimensionalizada a partir de calcular la velocidad promedio para un fluido newtoniano, aplicando
la definicién de la velocidad promedio anterior, dicha velocidad promedio se define de la siguiente
manera,;

]

_ R% (0P

La relacién entre las velocidades newtoniana y no newtoniana, se define a partir del cociente de
las Ecs.(D-19) y (D-20); la expresién que se obtiene, esta en funcién del gradiente de presion, el
tiempo caracteristico A, el coeficiente de viscosidad 7 y el pardmetro elongacional ¢,

% - . (D-21)

Con la ayuda de la ecuacién anterior y realizando el cociente de la velocidad u,(r), con la
velocidad promedio, se obtiene la velocidad adimensional;

c== 0@ o T (D @) e
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En la expresién anterior, se sustituyen las siguientes variables adimensionales;

f:%, Dez%; (D-23)

El ntimero de Deborah, De, es la relacién entre el tiempo caracteristico del material y el tiempo
caracteristico del fluido,que en este caso es el tiempo de residencia, el nimero de Deborah representa
la naturaleza del flujo, con respecto a la escala de tiempo del fluido; en esencia es una medida del
nivel de elasticidad del material. El nimero de Deborah definido anteriormente, esta basado en la
velocidad promedio #@. El niimero de Deborah, en la teoria de fluidos viscoeldsticos se define que para
tiempos de observacién muy grandes, para De < 1, el material se comporta como un fluido, para
una situacién de un tiempo de observacién muy pequeno, De > 1, el material se comporta como
un sélido, [32]. Sustituyendo las variables adimensionales anteriores en la Ec.(D-23), la velocidad
adimensional puede expresarse de la siguiente manera;

u*—uZ“)—2ﬂ—Fﬂ(%§>{L%MﬁD@(%gy[L+ﬁﬂ. (D-24)

U

La expresion anterior sera tulizada en las ecuaciones correspondientes a los correspondientes
balance de energia en la generacién de redes modelada por la teoria constructal para un fluido
no newtoniano. En esta formulacién se considera que el gradiente de presién es desconocido, una
forma de determinarlo es definiendo el término %V, que a su vez es funcién del gradiente de presion,
tal como se puede apreciar, en la Ec.(D-21); mas adelante se describe un método para obtener
una expresion para el cociente de velocidades anterior, a partir de la solucién de una ecuacién
algebraica de tercer grado para el cociente de velocidades mencionado, la solucién queda en términos
de los pardmetros adimensionales propios del modelo reoldgico, el desarrollo de este método esta
ampliamente documentado por Pinho, P. et al. [36].

Para determinar dicha relacién de las velocidades, en funcién de los pardmetros propios del
modelo reoldgico, se evalia la velocidad adimensional en r = 0; donde la velocidad u, (r = 0) = @.

:1:2(

La ecuacién algebraica para %V; la solucién de la ecuacién algebréica de tercer grado se obtiene
a partir de la formula de Cardano-Tartaglia, [36], [49], y puede expresarse de la siguiente manera;

§||2‘

) [14—165*1)e2 (-éi>2}. (D-25)

IS
I
SIS

2(%?)+3%U%20%)3—1:0. (D-26)
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La solucién se define de la siguiente manera;

wjeo

iy (432)F {a§ + 3 a%} — 2]
= S 1 ) (D-27)
6037 [025 + 33072

[E—
=

donde 01 = e*De? y 0y = 270, + 4.

La relacién de velocidades %_ftl queda en funcién de los pardmetros adimensionales, lo anterior
presenta una ventaja, ya que el esfuerzo cortante en la pared 7,,, puede definirse en funcién del
cociente de velocidades anterior, es posible explorar el comportamiento del esfuerzo cortante para
diferentes valores de £*, De con el objetivo de determinar un esfuerzo cortante que sea modulado
para obtener la mayor cantidad de calor a lo largo del dia. Para una condicién de la senal solar con
una baja intensidad de calor, el esfuerzo cortante se requiere que sea alto, para colectar la mayor
cantidad de calor, por otro lado, cuando se tiene la maxima intensidad de calor, el esfuerzo cortante
debe presentar un valor muy pequeno. El esfuerzo cortante, definido en la Ec.(D-13), puede ser
expresado en términos de la velocidad promedio newtoniana, despejando el gradiente de presién de
la expresién de la velocidad promedio para un fluido newtoniano, Ec.(D-20); de tal manera que el
esfuerzo cortante puede expresarse de a siguiente manera,

47

Trz = TR_’Z,H'N' (D—28)

Con la expresién anterior, se puede adimensionalizar el esfuerzo cortante al incluir la relacién
de velocidades, definida en la Ec.(D-27), sustituyendo la relacién anterior, el esfuerzo cortante
adimensional se expresa de la siguiente manera;

— Trz UNY -~
TT /R < a )T (D-29)
El modelo de Phan-Thien Tanner, permite definir, tanto la velocidad adimensional, como el
esfuerzo cortante, en términos del pardmetro elongacional € y el niimero de Deborah, de tal manera
que se pueda modular el esfuerzo cortante a partir de plantear que el pardmetro elongacional varia
con el tiempo, de tal manera que pueda modularse a su vez el esfuerzo cortante en la tuberia
del arreglo de tuberias, optimizado geométricamente mediante la teoria constructal, el pardmetro
elongacional propuesto se define mediante la siguiente expresion;

" =¢j (14 Bsen (wt)) (D-30)

El pardmetro elongacional, puede ser obtenido a partir de mediciones de la viscosidad elonga-
cional ajustados a las predicciones del modelo general de Phan-Thien & Tanner, [31].

Definido lo anterior es posible aplicar la teoria constructal para la generacién de redes con un
fluido no newtoniano, modulado a partir de la funcién propuesta, Ec.(D-30) de un elemento con-
structal en forma de disco mediante el modelo reolégico anterior para definir un fluido viscoeldstico.
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Las grificas 5.22 y 5.23 resumen las curvas minimas de la resistencia térmica para los diferentes
valores del nimero de Deborah, del pardmetro elongacional de referencia y de la amplitud del
modelo propuesto para el pardmetro elongacional. En las graficas siguientes se fija el nimero de
Deborah y el pardémetro elongacional de referencia variando la amplitud denominada por 3, como
resultado se obtiene una familia de curvas de la resistencia térmica. Posteriormente, despues de
hacer un barrido en los valores de los pardmetros adimensionales, se toma las curvas que presenten
un menor valor de cada grupo de valores de los pardmetros adimensionales, que bédsicamente se
dividen en nimeros de Deborah muy grandes y nimeros de Deborah pequenos, de tal manera que
se puedan resumir en una sola gréfica las curvas minimas de la resistencia térmica; las Figuras 5.22
v 5.23 resumen la situacién anterior y pueden apreciarse en el capitulo de resultados. Algunas de
las figuras siguientes se realizaron por separado en favor de apreciar mejor las diferencias entre las
curvas de la resistencia térmica. Las graficas obtenidas son las siguientes:

0.87230
0.87225

~  0.87220 De=0.001

RT E;=1
0.87215 |
0.87210 , . , . , . ,

1.0 12 14 1.6
Pe

Figura 2: De = 0.001, la curva minima se da para § = 100, =1
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0.8726

0.8724

0.8722

0.0 0.5 1.0
Pe

Figura 3: Curva minimas para De = 0.01, § = 100,¢f =1

0.87208
De=0.1 —o— B=0.001,e,=1
—0— B=0.01.¢,~1
& B=0.1,6,=1
0.87207 -

—v— B=1,e;=1

—&— B=10,,-0.1

—<4— B=100,¢,-0.01

0.87206

0.87205

Figura 4: Curva minima para De =0.1, 8 =100,e5 =1



0.87264

1

0.87256 —

—O— B=0.001

Figura 5: Curva minima para De =1, 8 = 100,¢j = 0.01

0.8722

0.8721

0.8720

0.8719

—=—B=100, £,=0.01
—o—B=10,,=0.01

Figura 6: Curva minima para De =1, 8 = 100,¢f = 0.01
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0.8726 —0— B=0.001
—— $=0.01
—A— B-0.1
—v— B=1
0.8725 |
R, 0.8724-
0.8723 -
0.8722 -
T T 1
0.8 12 1.6
Pe

Figura 7: Curva minima para De = 10, 8 = 0.001, 5 = 0.001

Figura 8: Curva minima para De = 100, 8 = 0.001, e§ = 0.001
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Propuesta de Control

En este capitulo se describe de manera general una técnica de control para la adaptacion
del fluido ante el cambio de la sefial senoidal durante el dia. Dado que no es la intencién de
este trabajo de tesis desarrollar la construccién del dispositivo de coleccién solar, ni el método de
control, dada su complejidad préactica y tedrica; se describe una metodologia de control general en
el proceso de adaptacién del fluido durante la dindmica solar. De manera formal un sistema es
una combinacién de componentes que actian conjuntamente para alcanzar un objetivo especifico,
a su vez un componente es una unidad particular con una funcién en un sistema [50]. Los sistemas
de control presentan una caracteristica de control realimentado que los hace mds exactos y por
tanto de interés para el problema de control de la adaptabilidad del fluido viscoelédstico mediante
sus propiedades fisicas; los sistemas de control realimentado se refiere a una operacién que en
presencia de perturbaciones o cambios, tiende a reducir la diferencia entre la salida de un sistema
y alguna entrada de referencia y que actiia sobre la base de esta diferencia. Este método de control
contempla las perturbaciones o cambios impredecibles, puesto que las perturbaciones predecibles
pueden compensarse dentro sistema mismo.

En una primera aproximacién, las perturbaciones o cambios pueden ser originados por la
dindmica solar y atendiendo al cambio de la propiedad del fluido, el dispositivo de coleccién sujeto
a control puede encontrarse en la situacién de un dfa soleado y al acercarse al medio dfa, nublarse
completamente. En esta situacién es necesario definir los elementos de control para atender la
adaptacién mediante una metodologia de control. Los sistemas de control pueden expresarse en
forma de diagrama de bloques, de manera gréfica se expresan las funciones realizadas por cada
componente, flujo de entradas y salidas. En este capitulo se presenta por simplicidad un diagrama
de bloques en el que se definen las variables necesarias para el control del dispositivo, y los ele-
mentos a considerar para la caracterizacién y control del fluido no newtoniano. El diagrama de
bloques tnicamente indica la informacién elemental de las variables de control, las funciones de
transferencia en funcién del tiempo, serdn definidas en un ejercicio de control adecuado que atienda
las necesidades de cada elemento del control aqui propuesto. La generaciéon de las funciones de
transferencia, asi como la implementacién mediante elementos como actuadores, sensores, etc. son
parte de un trabajo a futuro para desarrollar un sistema de coleccién solar adaptativo en el tiempo.

El primer elemento a considerar es la naturaleza del fluido no newtoniano, caracterizado como
un fluido viscoeldstico mediante el modelo de Phan-Thien & Tanner. Para obtener lo anterior es
necesario determinar el valor del pardmetro elongacional €*, para cada condicién temporal de la
dindmica solar.
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Otro pardmetro a caracterizar es la constante de relajacién A ya que con este valor se define
el nimero de Deborah, De = \i/R; dicho pardmetro adimensional es deseable que presente un
valor menor a la unidad preferentemente, dado los resultados obtenidos para esta situacién. En
este sentido se puede hablar de modificar directamente al fluido mediante la adicién de diversos
materiales poliméricos para modificar sus propiedades reolégicas siempre y cuando se mantenga el
caracter viscoeldstico del fluido.

El modelo de Phan-Thien & Tanner esta basado en la teorfa de redes moleculares poliméricas,
asumiendo diferentes aproximaciones de diversos trabajos reportados por Phan-Thien, [30]. El autor
reporté el modelo para fluidos débiles, en este caso la influencia del pardmetro elongacional €* no es
significativa. Un flujo débil es aquel que no presenta una deformaciéon muy fuerte, como es el caso de
un flujo de corte, [31]. Por otro lado los flujos fuertes son aquellos donde el fluido se ve fuertemente
deformado, situacién caracteristica de los flujos extensionales. En este tltimo trabajo se desarrolla
un método para describir las caracteristicas del fluido a partir de mediciones experimentales y el
resultado fundamental es que el valor del pardmetro elongacional es inversamente proporcional a la
viscosidad de Trouton.

La viscosidad de Trouton es la relacién entre la viscosidad extensional y la viscosidad obtenida
para un flujo de corte, por lo que es posible describir este comportamiento mediante pruebas exper-
imentales de la viscosidad con respecto a la rapidez de deformacién,[51]. La informacién obtenida a
partir de las pruebas experimentales anteriores, se puede utilizar esta informacién para describir el
valor del pardmetro elongacional, asi como su coeficiente de viscosidad. Phan-Thien especifica que
los fluidos no newtonianos que presentan una mayor deformacién son los mas relevantes dadas las
aplicaciones industriales, especificamente en polimeros en estado liquido. Los resultados obtenidos
de la viscosidad extensional, necesaria para definir la viscosidad de Trouton se comparan con la
viscosidad de un flujo cortante y eso define el valor del pardmetro elongacional.

El tiempo de relajacién X\ puede ser determinado a partir de pruebas experimentales sobre el
fluido con viscosimetros, de tal manera que se pueda obtener una serie de datos experimentales de
la viscosidad contra la rapidez de deformacién, a partir de la aplicacién de un esfuerzo de corte.
La determinacion del tiempo de relajaciéon del fluido no newtoniano, en una primera aproximacién
se describe como el inverso de la rapidez de deformacién aplicada; por lo que es posible definir
un modulo de relajacién G. Con ayuda del modelo de Maxwell [52], se puede definir la viscosidad
para un esfuerzo cortante nulo, de tal manera que el esfuerzo cortante es proporcional al modulo
de relajacién en un periodo de tiempo determinado.

Hasta este punto se ha descrito los elementos principales para obtener las constantes del modelo
reolégico. Es importante mencionar que para la descripcion del fluido, debe adecuarse ante el cambio
en el tiempo de la variacién solar por lo que el control del dispositivo solar debe de contemplar la
posibilidad de cambiar las propiedades del fluido, para poder atender la caracteristica de adaptacion.
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Ante esta idea es posible considerar entonces que el fluido puede modificar su estructura bésica
para diferentes momentos del dia y asi adaptarse ante los cambios externos. El esquema de control
propuesto expresado en diagrama de bloques, se puede observar en la Figura 9.

T N g T,
Dispositivo de coleccién

solar

parametro

elongaclonal

tiempo

de relajacion

Figura 9: Esquema de control para un dispositivo de coleccién solar

El esquema de control tal como se puede apreciar en la figura anterior, sugiere un proceso
de realimentacién constante, proceso también conocido como feedback. FEn la figura se oberva
que para mantener la temperatura 75, conforme transcurre el tiempo de exposicién, se pueden
adecuar los pardmetros reolégicos. Lo anterior representa un problema de determinacién constante
del pardmetro elongacional y del tiempo de relajacién, por lo que dicho modulo en la etapa de
realimentacién puede ser caracterizado previamente en trabajo de laboratorio, mediante técnicas
de viscosimetrfa ampliamente reportada en la literatura, [53].

En esencia un proceso de control se refiere a los mecanismos que se llevan a efecto para automati-
camente mantener las condiciones de procesos mecédnicos, quimicos o eléctricos a niveles especificos
para asi contractuar ante las perturbaciones aleatorias provocadas por fuerzas externas. En este
sentido un proceso puede ser cualquier coleccién de objetos o materiales con caracteristicas medibles
y modificables. Las condiciones de cada proceso son generalmente medidas en términos de procesos
de variable continua. La idea bédsica de un proceso adaptativo de control inicia con la medicién de
un sensor que mide la variable de proceso, una computadora controla otra serie de procesos para
corregir el error entre la medicién actual y la deseada; posteriormente un actuador lleva a cabo el
proceso para que la variable cambie de valor, [54].
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De manera general la respuesta de un sistema de control, no es inmediata debido a las
caracteristicas inherentes de los sistemas practicos que incluyen disipacion y almacenamiento de
energia [55]. La modificacién del fluido durante el proceso de coleccién requiere de modificar las
propiedades del fluido, a reserva de las pruebas necesarias para determinar los pardmetros reolégicos.
Zhang, G. et al. [56] reportaron un material de cambio de fase microencapsulado que es diluido en
el fluido, la propiedad principal de los materiales de cambio de fase es el almacenamiento de calor,
por lo que este material puede ser utilizado como almacenamiento de energia. Los resultados que
reporta este trabajo son de caracter experimental, la solucién del fluido con el material microencap-
sulado es considerado como un fluido newtoniano describiendo la conductividad térmica antes del
punto de fusién del material, asi como la viscosidad para diferentes temperaturas. La conclusién
principal es que este material puede ser utilizado en aplicaciones pasivas de transferencia de calor,
0 en combinacién de sistemas de enfriamiento; este trabajo aporta un enfoque diferente en la fab-
ricacién de materiales con microencapsulados en un fluido, descrito como una melaza que tiene un
potencial como medio de transferencia de calor, asi como de almacenamiento de energia.

Existen los elementos necesarios, atin en desarrollo, para poder implementarse en un dispositivo
adaptativo, de tal manera que se presenta un campo mayor de aplicaciones que podrian permitir el
desarrollo de nuevos dispositivos ingenieriles mas eficientes ante la aplicacién de nuevos materiales
complejos. El control de un dispositivo de coleccién solar adaptable en el tiempo presenta diferentes
retos a ser desarrollados; la teoria constructal permite definir la forma y la estructura de la red de
tuberias, condicién necesaria para que circule el fluido, el uso de un modelo reolégico deja claro los
elementos y pardmetros fisicos a ser considerados en una teoria de control.



