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RESUMEN

Con fines préacticos, en este trabajo se estudia un problema de interaccion suelo
estructura en condiciones estaticas de carga. EI modelo que se utiliza es un cilindro de base
rigida apoyado en un terreno caracterizado viscoelastico homogéneo; el cilindro esta sujeto
a la accién de una fuerza vertical constante y excéntrica que le produce un momento de
volteo en la base. El ejercicio requiere la aplicacion de un procedimiento practico para la
obtencion de expresiones matematicas que resultan funcion de la variable tiempo y que
describen cualquier comportamiento. En la teoria de la viscoelasticidad, con base en la
aplicacion de un principio de correspondencia y a partir de la solucion eléstica del
problema, se obtiene la correspondiente solucion viscoelastica. Asi, a partir de los
resultados de pruebas en materiales reales, que han mostrado que el modelo reolégico de
Burgers puede representar pruebas en las cuales se excita la componente distorsional de
deformaciones, mientras que la componente volumétrica se representa utilizando un resorte
de Hooke, se generd un modelo de Burgers modificado para representar el comportamiento
del suelo. Finalmente, se aplicé el modelo con datos de una prueba de consolidacion
efectuada en material arcilloso del valle de México. EI modelo utilizado en este trabajo,
reproduce eficientemente la respuesta volumétrica instantdnea del material y describe su

comportamiento viscoso para este tipo de suelos arcillosos.

Palabras clave: Interaccion suelo estructura, Arcillas, Deformaciones del suelo,

Viscoelasticidad lineal, Burgers.



ABSTRACT

A mathematical model for soil structure interaction is presented when the soil material
is represented as linear viscoelastic: a solid cylindrical body supported by viscoelastic
material. Load conditions are static: vertical load eccentrically applied that produces a
turning movement. On the basis of testing results from real materials, that have shown the
rheological model of Burgers could represent the distortional strain component, while
volumetric component of deformation is represented by Hooke’s spring, is generated a
modified model of Burgers for complete behavior of soil. Finally, the model is applied
using data from a soil test carried out on Mexico’s Valley Clay. The model presented in this
work, efficiently reproduce the volumetric instantaneous response of materials and describe

its viscous behavior on this kind of soils.

Key words: Soil structure interaction, Clays, Soil strains, Viscoelasticity, Burgers.
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CAPITULO 1

ANTECEDENTES

1.1. INTRODUCCION

Se puede enunciar brevemente que en un analisis de interaccion, en general, se busca
determinar los esfuerzos y deformaciones internas en cada uno de los cuerpos que
interacttan, junto con el célculo de los desplazamientos y presiones en las superficies de
contacto que resultan. La parte del analisis que describe las reacciones del suelo de
cimentacion debe tomar en cuenta el caracter viscoelastico del medio. Esto ultimo, busca
que los desplazamientos esperados se mantengan dentro de limites aceptables,
recomendados por normas de disefio y construccion. En este sentido, los suelos arcillosos
ofrecen un buen ejemplo de las complejidades que se pueden presentar en las respuestas del
material en funcién del tiempo. Mas adelante se citan algunos ejemplos especificos de
estructuras de edificacion o de infraestructura en general, que se han visto afectados en
algunas de las funciones para las que fueron disefiadas a causa de comportamientos

imprevistos del terreno de cimentacion.

En no pocas ocasiones, como ocurre en centros urbanos donde el suministro de agua
potable proviene del subsuelo bajo la misma poblacién, las propiedades del material son
alteradas y los efectos que se esperarian en condiciones normales de ‘“consolidacion”

cambian. Con ello se aumenta la complejidad del problema.

La parte del analisis que considera las reacciones de la estructura parece estar relativamente
resuelta, si se considera que los materiales con que se construye la superestructura se
acercan mas a las hipdtesis supuestas en los modelos de comportamiento. Por ejemplo, un
acero estructural se puede aceptar homogéneo e isétropo. No obstante, segun sea el tipo de

estructura, sus desplazamientos globales pueden ocasionar problemas de inestabilidad



general o acumulacién de esfuerzos importantes por cambios en la posicion de los centros

de masas.

Con fines préacticos, en este trabajo se estudia un problema de interaccion suelo estructura
en condiciones estaticas de carga. EI modelo que se utiliza es un cilindro de base rigida
apoyado en un terreno caracterizado viscoeldstico homogéneo; el cilindro esta sujeto a la
accion de una fuerza vertical constante y excéntrica que le produce un momento de volteo
en la base, figura 1.1 EI ejercicio requiere la aplicacién de un procedimiento practico para
la obtencion de expresiones matematicas que resultan funcion de la variable tiempo y que
describen cualquier comportamiento. En la teoria de la viscoelasticidad, con base en la
aplicacion de un principio de correspondencia y a partir de la solucion elastica del
problema que tenga las mismas condiciones de frontera, se obtiene la correspondiente

solucidn viscoelastica.

© CILINDRO RIGIDO
L~

SEMIESPACIO

Figura 1.1. Problema que se resuelve

Existe evidencia de una estructura cilindrica cimentada sobre terreno arcilloso y de su
comportamiento en el transcurso de ocho siglos, que muestra el tipo de movimiento que ha
experimentado desde su construccion en el afio de 1173. La inclinacion de la Torre de Pisa,
figura 2 y 3, ilustra un comportamiento entre suelo y estructura como el que se considera en

este trabajo.



1.2 ANTECEDENTES

Los suelos de tipo arcilloso pueden ser representativos de comportamientos sensibles al
paso del tiempo, en relacién con la vida util de las estructuras de ingenieria civil que tienen
contacto con él. Sin embargo, los tiempos que toma este material para hacer notorios sus
efectos dependen de muchos factores. El procedimiento constructivo para cada estructura
esta entre los méas importantes; y es asi que pueden pasar meses o0 decenas de afios para ver

sus efectos.

Figura 2. Torre de Pisa



Figura 3. Torre de Pisa



La informacién registrada, acerca del desplome que presentaba la Torre inclinada de Pisa,
indica que desde las primeras etapas de su construccion se presentaron asentamientos en el
terreno arcilloso de cimentacion, que orillaron a interrupciones para su correccion, figura 4
(consultado en internet). Se inicio su construccion en 1173y termind en 1370, para llegar a
una altura de 55.863m (8 pisos). Desde el afio en que la torre del campanario quedaba lista
para su inauguracion, 1372, la torre sigui6 inclinandose de manera lenta. Aproximadamente
por cuatro siglos el suelo de cimentacion cedid libremente, hasta un primer intento de
rehabilitacion en 1835. En este intervalo intermedio de tiempo, el comportamiento de la
torre se parece al representado por el modelo viscoelastico propuesto (en la grafica, entre
los puntos de 1360 a 1817).
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Figura 4. Registros del desplome de la torre de Pisa

Teécnicamente el proceso que ocurre es el de consolidacion, y obedece como en todo a sus

propiedades fisicas. Durante la sobrecarga del suelo, en suelos saturados, tedricamente es el



agua la que toma toda la carga al inicio y la va transfiriendo al esqueleto sélido a medida
que se drena a través de estratos permeables. Se estima que esta pérdida de volumen de

agua es la que se transforma en deformacion vertical o asentamiento.

Se puede citar algunos otros registros relacionados con el comportamiento de estructuras en
suelos compresibles. Se considera por ejemplo, el hundimiento general de la superficie del

suelo en areas relativamente grandes de terreno y el agrietamiento superficial.

Ciudades que se han emplazado en terrenos compresibles, (Ciudad de México, México;
Shangai, China; Houston, EUA; Venecia, lItalia, entre otras) registran hundimientos
generales importantes. En parte debidos a la sobrecarga de construcciones pesadas, como
edificios, pero que se aceleran por otras actividades de la poblacion que modifican
particularmente las propiedades del suelo, como es la extraccion del agua del subsuelo para

consumo de la misma poblacion.

En la Ciudad de México, (Santoyo, 2005; Marsal, 1959) el hundimiento total durante el
siglo pasado se midi6 en 8m vy, actualmente se desplaza a razén de 8.4cm/afio (Santoyo,
2006). El registro méas significativo del hundimiento regional corresponde a la torre
poniente de la catedral metropolitana, como también son sensibles los desniveles en las vias
del transporte del metro con trazo inicialmente recto. Se afectan también servicios
subterraneos de agua potable y de desalojo de aguas residuales. Se estima que en el futuro
se requerira de un sistema nuevo de drenaje debido a la inversion de las pendientes con que

fluyen, por gravedad, algunas partes del actual sistema.

Otros registros importantes muestran la aparicion de grietas en la superficie, ligados
principalmente con la extraccion de agua del subsuelo que modifica las propiedades del
suelo. Se presentan desplazamientos diferenciales a cada lado de las grietas cuando
atraviesa por edificaciones o vias terrestres. Algunas localidades presentan este fenémeno,

donde los costos por mantenimiento de viviendas pueden orillar al abandono de residencias.



Es necesario considerar también, que un edificio mal cimentado puede producir

asentamientos importantes, que afecten al &rea vecina al edificio, e induzcan desplomes.

La experiencia ha mostrado que en la presencia de suelos que sufren consolidacion, los
comportamientos entre el suelo y la estructura de cimentacion se vuelven importantes. Es
ahi donde tienen mayor sentido estudios como el presente. Se ha logrado considerable
simplificacion cuando, desde la perspectiva de la mecanica de medios continuos, las arcillas

se pueden tratar como medios continuos con metodologias aceptables.

Los primeros trabajos para representar las deformaciones en suelos finos saturados, en
términos de una consolidacion por disipacion de la presion de agua en los poros del suelo,
corresponden a Karl Terzaghi (1943). Dentro de esta teoria de consolidacion primaria, en
las masas de suelo, sujetas a sobrecarga constante en el tiempo, los estados de esfuerzo y de

deformacion se modifican con el tiempo.

Procesos de deformacion dependientes del tiempo, fuera de las consideraciones
hidrodinamicas de la teoria de consolidacion primaria, se les suele hacer referencia como de
consolidacién secundaria (Schiffman, 1966). Asi también, ciertos suelos no saturados y
rocas suaves presentan procesos de deformacion muy lentos (creep), que en general se
pueden representar efectivamente por modelos viscoelasticos lineales. El analisis de
interaccion suelo-estructura se puede efectuar con la introduccion de modelos reoldgicos
elementales (modelos de Maxwell, Kelvin, solido de tres-parametros o fluido de tres-
parametros) o con la representacion de un continuo viscoelastico, donde las relaciones
esfuerzo-deformacidn-tiempo para ambas componentes volumétrico, y distorsional, quedan

representadas por expresiones del tipo integral o diferencial (Selvadurai, 1979).

Desde un punto de vista fenomenologico, la propiedad viscoelastica del suelo, también se

manifiesta en los materiales de construccion del cimiento, y origina efectos diferidos.



El andlisis de interaccion suelo-estructura que se presenta en este trabajo, hace uso del
modelo reoldgico denominado fluido de cuatro-pardmetros. ElI modelo, también
denominado de Burgers, se combina con el de un sélido elastico en lo que denominaremos
Burgers modificado, para representar por completo el comportamiento del suelo. El
primero representara la componente distorsional del comportamiento y el sélido eléstico a

la componente volumétrica.

Ademas, si se considera a los tres grupos en que se pueden dividir los problemas de disefio

estructural:

a) problemas de resistencia del material,
b) problemas de desplazamientos, y
c) estabilidad,

Se destaca que el disefio de estructuras esta principalmente gobernado en términos de
desplazamientos, es decir, estados limite de servicio. Por lo que se presta mayor atencion a

las relaciones deformacion- tiempo, bajo esfuerzos constantes.

En el siguiente capitulo se presenta la solucion elastica del problema planteado. Su
relacién con la solucion viscoelastica del mismo problema, mediante un principio de
correspondencia de la teoria viscoelastica lineal, permite ilustrar principalmente los
desplazamientos en la superficie de contacto en funcion del tiempo. Esta solucion
viscoelastica es desarrollada en el capitulo tres con un modelo reolégico de Burgers
modificado. El capitulo 4, presenta un procedimiento para calcular los parametros
viscoelasticos involucrados en el modelo a partir de ensayes geotécnicos y, que excitan la
componente distorsional de deformacion de muestras de suelo. El dGltimo capitulo es una

aplicacion con parametros calculados de una arcilla del valle de México.



CAPITULO 2

SOLUCION ELASTICA AL PROBLEMA DE UN CILINDRO RIGIDO APOYADO
EN UN SEMIESPACIO

2.1. INTRODUCCION

El uso de la teoria elastica lineal ha resultado adecuado en la solucion de muchos
problemas de estructuras cimentadas en terrenos deformables. Una razon importante reside
en que los niveles de esfuerzos a que se someten los suelos de cimentacién son pequefios; el
nivel de esfuerzos cortantes en la masa de suelo, resulta considerablemente menor que su
resistencia ultima. Se considera que las cimentaciones se disefian con factores de seguridad
de 3 0 mayor (Selvadurai, 1979; 1996).

Soluciones consideradas fundamentales para su aplicacion a problemas de geotecnia son: el
problema de Boussinesq, para una carga puntual aplicada normal a la superficie de un
semiespacio; el problema de Cerrutti, de carga puntual horizontal actuando en la superficie
de un semiespacio; el problema de Mindlin, de una carga puntual, horizontal o vertical,
actuando en el interior de un medio semi-infinito, entre otras. Un semi-espacio se define

como la region localizada a un solo lado de un plano de referencia.

Existen variadas aplicaciones, con la integracion del citado problema de Boussinesq sobre
regiones definidas en la superficie del semi-espacio, y se obtienen las distribuciones de
esfuerzos y deformaciones en la masa de suelo para areas uniformemente cargadas, de muy
diversas formas. En la figura 2.1a, se muestra para un area circular con presion uniforme
(como la que transmitiria una cimentacion completamente flexible), una distribucion de
desplazamientos verticales en la superficie libre del medio, que se asemeja a un tazén: los
desplazamientos al centro del area cargada son los maximos; debajo de los bordes se reduce
su magnitud aproximadamente un tercio y mas alla de 1.5 veces el radio del circulo los
desplazamientos verticales son minimos y contindan reduciéndose. Este resultado puede

explicar, cualitativamente, que es necesario que la distribucion de esfuerzos de contacto



aumente de manera importante cerca de los bordes debajo de un cuerpo rigido, para lograr
que en cualquier punto debajo del mismo cuerpo, el desplazamiento sea constante. Se
considera que el medio de apoyo es homogéneo, isotropo, elastico, figura 2.1b. La
condicion de material isétropo se ha utilizado en arcillas y experimentalmente se obtienen
los resultados que ilustra la figura 2.1. En todo este trabajo, el andlisis del sistema suelo-

estructura considera el suelo como medio continuo.

Caga uniforme

\—/” _
‘l’\l"l/\l"l"l’\ll \ Desplazamiento del

perfil del terreno Presion de contacto
en la base de una
() (b) cimentacion rigida

Figura 2.1 Presiones de contacto en medio homogéneo, isétropo, elastico

2.2. PLACA CIRCULAR RIGIDA APOYADA SOBRE UN SEMIESPACIO
ELASTICO

El problema de un cilindro rigido bajo carga excéntrica, figura 1.1, se pueden
descomponer en otros de mas sencilla resolucién: una accion vertical simétrica y una de

rotacion, figura 2.2.

P — /x , P
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Figura 2.2. Superposicion de efectos
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El primer problema se ha resuelto por varias técnicas, Boussinesq lo hizo primero. El
segundo problema se ha publicado en articulos sobre mecanica de solidos y de matematicas
aplicadas (Muki, 1955; Sneddon, 1961; Poulos, 1974). Estos resultados analiticos, emplean

convenientemente un sistema de referencia en coordenadas cilindricas, figura 2.3.

Semiespacio

Figura 2.3. Sistema de referencia cilindrico (r, 0, z)

2.2.1. Carga vertical concéntrica

Para esta condicién de carga, las ecuaciones (2.1) a (2.3) presentan valores para la
superficie libre, z=0. Estos valores no dependen del angulo 6, ya que exhiben simetria
radial. En puntos de la superficie libre, los esfuerzos son nulos fuera del area cargada y
tienen una reacciéon variable en la superficie de contacto. La variaciéon tetrica de la

componente vertical del esfuerzo resulta:

P 1
[o-z]z:o :_Zﬂa(az_rz)% O<r<a (21)

r = distancia radial desde el centro de la base circular
a = radio de circulo
P = Carga total; graficamente se ilustra en la figura 2.4.

11



) &

Presion vertical

[a s]

-2 -1 0 1 2

Distancia r/a

Figura 2.4. Distribucion de presiones de contacto por carga puntual concéntrica

Usualmente interesa determinar la componente vertical del desplazamiento u, en la
superficie libre del medio para estimar asentamientos. Cuando la base rigida ha penetrado

una profundidad 6, se tienen la componente vertical, U, y también una radial, u;:

o 0<r<a

[u,(N],.o =425 sin_{a} (2.2)

T r

_1—2v(5Ja—<a2—r2>% o<r<a
1-v

T r
[ur(r)]z:O = (23)
l—2v(5a]
— —_— r>a
1-v\xr
En donde & = %(1— 1/2)|[I);1 (2.4)
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p = presion media aplicada = P
T

E = mddulo elastico de Young y v, larelacién de Poisson.

Se puede notar que la gréafica de valores del desplazamiento vertical, en la superficie de
contacto, coincide con la configuracion deformada del medio, figura 2.5.

Distancia r/a

[a =]

0.2 4

0.4

0.6 4

Direccidén z

0.8 4

Asentamieto elastico ‘

4.2
=

Figura 2.5. Desplazamiento vertical (z) debido a carga puntual simétrica

Se han introducido E y v, constantes elasticas del material. Hay otras tres constantes, pero

sus valores estan interrelacionados y se pueden obtener unas a partir de otras:

Modulo de cortante: G = L
2(1+v)
, L. E
Modulo volumétrico; K= ——
3(1-2v)

13



VE

y la Constante de Lamé: A=
1L+v)Q-2v)

Solo dos de estos pardmetros son necesarios para describir el comportamiento de cuerpos

elasticos, is6tropos, junto con sus relaciones constitutivas.

2.2.2. Carga excéntrica

M
A’\’/z,/’ ,\\ Q
— > r
-
a
<—  —>
v Z

Figura 2.6. Carga de momento

En la manera que se ha resuelto el problema, se considera que los esfuerzos cortantes
desparecen en todos los puntos donde z=0; el contacto se considera sin friccion entre el
cuerpo y el medio en que se apoya. También, el angulo de inclinacion, ¢, que produce el
par de momento M es pequefio, figura 2.6. La variacién del esfuerzo vertical en la

superficie de contacto se representa por:

l0,] = 7086 O<r<a (2.5)

Con relacion al problema propuesto, el momento de volteo, M, resulta de la fuerza puntual

P y su excentricidad e; si se considera esta Ultima como una fraccion del radio de la base, se

14



obtiene la distribucion de esfuerzos normales a la superficie que se muestra en la figura 2.7;

estos valores son tedricos, ya que fisicamente el suelo no resistira los esfuerzos de tension.

N

Esfuerzo vertical

e=0.10a

e=0.20a

................. e=0.30a

-Z

Distancia,r/a

Figura 2.7. Esfuerzos verticales en la superficie de contacto debidos a M=Pe

Bajo este tipo de carga, el desplazamiento vertical en la superficie libre se puede obtener de
las expresiones generales propuestas por R. Muki (1995).

grcosé 0<r<a

1

2\ %
[u,(N]. = f —Za{l—(ajJ +2rsinl(aj cosé a<sr 26)

T r r

3(1— v? )M

El &ngulo de inclinacion se calcula como: ¢ = 12°E
a

(2.7)
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2.3. ANALISIS DE LOS RESULTADOS PARA DEFINIR LOS EFECTOS QUE
PRODUCE LA APLICACION CENTRICA DE LA CARGA, ASI COMO PARA
CARGA EXCENTRICA

Se ha considerado una solucién para el problema de un cilindro rigido apoyado en un
medio elastico lineal. Se ha supuesto que la superficie del medio que esta en contacto con el
cilindro, se presenta sin friccion. La distribucion de presiones y de desplazamientos en este
problema quedan determinados directamente, dado que solo se determinan las expresiones

que produzcan un desplazamiento uniforme en la superficie de contacto.

La distribucion de esfuerzos verticales de contacto cerca de los bordes del cilindro tiene
valores tedricos infinitos y que representarian esfuerzos cortantes infinitos tratandose de
una masa de suelo, idealizada como elastica lineal. En suelos reales, la resistencia a
esfuerzo cortante es limitada. Esto conduce a limitar sus valores en el perimetro. Figura 2.8.

Resultados experimentales en arcillas presentan este hecho.

Mo

Valor tedrico

Presion vertical

|
&JV\ Limite elastico

Fal I
o 1

-2 -1 0 1 2

Distancia r/a

Figura 2.8. Distribucion de esfuerzos de contacto para carga simétrica
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La suma de esfuerzos verticales, ecuaciones (2.1) y (2.5), indica que las ecuaciones son
validas para £<6/2, considerando € = a ¢ y la figura 2.9, debido a que se ha supuesto sin
adherencia la superficie de contacto. La carga concentrada, P, se aplica con una

excentricidad menor de un tercio de radio, a, para evitar esfuerzos de tension, figura 2.10.

N

Figura 2.9. Desplazamientos por carga excéntrica

N

Esfuerzo vertical

--------

[a=]

-2 -1 0 1 2

distancia radial, r/a

Figura 2.10. Distribucion de presiones de contacto por carga asimétrica
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En general, el disefio de cimentaciones queda controlado por los desplazamientos, asi como
por las rotaciones permitidos en la estructura, establecidos por el propietario o por el

reglamento de la localidad.

e Movimiento vertical medio,
¢ Inclinacion media de la construccion, y

e Deformacién diferencial de la propia estructura y sus vecinas.

Al considerar las ecuaciones (2.4) y (2.7), se obtienen las acciones necesarias para producir
desplazamientos unitarios en la superficie de contacto, de la masa de suelo. Se obtienen las
rigideces a traslacion vertical y a rotacién que posee el medio portante. Este valor es
funcién de la geometria del area cargada, radio de la base, a, y de las propiedades

mecénicas del suelo vy E:

K, - 468 (2.8)
1-v
K _ﬁ (2.9)
"o31-v) '

En estas Gltimas se ha utilizado la relacién que existe con el modulo de cortante G,

mencionado en la seccion 2.2.1.
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CAPITULO 3

PROCEDIMIENTO PARA OBTENER LA SOLUCION VISCOELASTICA DEL
PROBLEMA

3.1. INTRODUCCION

En general, en mayor o menor medida, los materiales presentan caracteristicas que se
modifican con el tiempo, principalmente su estructura interna. EI material comdn para
construccion de cimentaciones, concreto reforzado, posee un modulo de deformacién
unitaria que aumenta con el tiempo; suelos que exhiben consolidacion presentan cambios
volumétricos y de forma, también importantes. La interaccion suelo estructura es diferente
al transcurrir el tiempo.

En relacion con los suelos, en donde su comportamiento bajo cargas sostenidas es de
interés a largo plazo, deformaciones dependientes del tiempo y relajacion de esfuerzos son
importantes. Estos efectos dependen de diversos factores: estructura del suelo, historia de
cargas, condiciones de drenaje y, por cambios en el tiempo de temperatura, presion, y
ambiente bioquimico. No obstante, siguen patrones l6gicos y predecibles. En la fig. 3.1a,
para la condicion de esfuerzo constante, el tercer periodo no siempre se llega a presentar, a

menos que los esfuerzos cortantes sean elevados.

€ / o
N
(e)0]
e
t t
—_
Periodo Periodo Periodo
Primario secundario  terciario
(a) (b)

Figura 3.1 Creep y relajacion de esfuerzos. (a) Creep bajo esfuerzo sostenido. (b)
Relajacion de esfuerzos bajo deformacion constante.
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Las deformaciones dependientes del tiempo son resultado de esfuerzos volumétricos y
cortantes. Cambios de volumen resultan de la consolidacion primaria (la velocidad es
controlada por la disipacién de agua intersticial en la estructura del suelo) y compresion
secundaria (controlada por la viscosidad intergranular del suelo). La deformacién por corte

es usualmente llamada creep desviador o creep de corte. (Mitchell, 1993).

Resultados de pruebas en materiales reales en los cuales se ha excitado la componente
distorsional de volumen han observado que se pueden representar dichos resultados con
modelos viscoelasticos simples. En particular, se estudia el arreglo reolégico de Burgers,
para después analizar el problema considerando caracteristicas dependientes del tiempo,

principalmente en el suelo de cimentacion.

Se emplea un procedimiento, para resolver las ecuaciones diferenciales del modelo,
mediante el empleo de la transformacion de Laplace. En la mecanica de medios continuos
se establece una relacion entre la solucion elastica de un problema y su analoga
viscoelastica lineal del mismo problema mediante el principio de correspondencia entre las
dos soluciones. En el espacio de la transformacion de Laplace, las relaciones constitutivas
entre las transformadas de la componente volumétrica y distorsional del modelo
viscoelastico, se pueden hacer analogas a expresiones de tipo lineal y establecer asi tal

principio de correspondencia.

3.2. MODELO REOLOGICO DE BURGERS

La relacién constitutiva para Burgers se presenta por la ecuacion diferencial:

R [T [T} [T]=q,[E} o, [E] (3.1)
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Los puntos indican derivacion con respecto al tiempo. [T] y [E] son el tensor de esfuerzos
aplicado al material y el tensor de deformaciones unitarias correspondiente; P,, P1, 02 Y 01
se conocen como parametros viscoelasticos. Cuando analizamos el comportamiento de este

material bajo esfuerzo constante, la relacion constitutiva se simplifica y resulta:

0, [E} 0, [E]=[T] (3.2)

La solucion de la ecuacion diferencial se puede escribir:

[E]C1+C{1—eq;t}+[;-]t 3.3)

SI P2 — 77M77K
GMGK
Pl = 777M+ Mk +777M
G, G, G,
_ w7k
g, 7GK
0, =1
Mk
’Z- -
K GK

[E]_[T{GlM+ 77tM+ GlK[l—efKH (3.4)

Gwm, Gk, Nm, Y Nk son el médulo elastico y el coeficiente de viscosidad en los modelos

basicos de Maxwell y Kelvin, figura 3.1. y 3.2. Las dimensiones de los mddulos elasticos
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son las de esfuerzo, [F/L?]; mientras que los coeficientes viscosos se relacionan con el
tiempo, [F-T/L?]. A partir de estas dimensiones se puede determinar las de los parémetros

viscoelasticos Py, Py, 2 Y 1, de acuerdo con las relaciones en (3.3) y (3.4).

Figura 3.1. Modelo de Burgers

(E]

[THG,

[TVG,,

Tk

Figura 3.2. Respuesta de material de Burgers a esfuerzo constante

22



3.2.1. Solucién mediante la transformada de Laplace

Materiales considerados como viscoelasticos, presentan las relaciones constitutivas:

Pv[Tv]=Qv[EV]
(3.5)

Po[To]=Qo[Eo]

Pv, Po, Qv Yy Qo son operadores diferenciales lineales del tiempo. Al aplicar la

transformacion de Laplace a ambos miembros de (3.5):

R [ ]=q [E/] (3.6)

P [-I:;] =Qy [E_o]

[IP%2]

Pv, Po, Qv ¥ Qo son expresiones algebraicas en “s” e independientes del tiempo. Esto
permite hacer una analogia entre las soluciones elasticas y la transformada de las soluciones
viscoelasticas.

Al aceptar que, en un material elastico lineal:

E

M=, - (B @)
[Tl - [Ed]

De las expresiones (3.6):

[r,]1= 2 e]

\
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[fﬂ:‘j:[é;]

Podemos hacer la siguiente comparacion con (3.7):

Q E*
Wzl—Zv* (3.8)
Q _ E*
P, 1+v*

E* y v* son operadores algebraicos en “s”. Al dividir la primera entre la segunda de las
ecuaciones (3.8):

QP _l+v*
QPR 1-2v*

y resolver para v* y después por sustitucion para E*, se tiene que para que la analogia sea

valida:

E* — 3QOQV
2Q, P, +Q,R,
(3.9)
v* = Qv Po _Qon
2Q, R +QoR,

Asi, se puede recurrir al siguiente principio de correspondencia: Si se conoce la solucion
elastica de algun problema especifico, basta sustituir en esa solucién a las variables
cinematicas y estaticas por sus valores transformados y a v y E por v* y E* para obtener la
transformada de Laplace del problema viscoelastico correspondiente. Al antitransformar, se

obtiene la solucion del problema en el dominio del tiempo.
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3.3. MODELO DE BURGERS MODIFICADO

El resultado de pruebas en materiales reales, ha mostrado que Burgers puede
representar el resultado de pruebas en las cuales se excita la componente distorsional de
deformaciones, mientras que la componente volumétrica se representa suficientemente
utilizando un resorte de Hooke. Estos resultados han permitido generar el modelo de
Burgers modificado para representar el comportamiento de materiales reales en niveles

intermedios de esfuerzo, 0.15[T Jo prura <[T 1< 0.50[T Jrupruna -

Componente volumétrica Componente distorsional
-~ w3
Rel. constitutiva:  Py[Tv]=Qv[Ev] Po[To]=Qo[Eo]
Ec. Diferencial: [Tv]=0o[Ev] P, [T]—f— P, [T]+ [T]=q, [E]+ q, [E]

Para aplicar el principio de correspondencia, se debe identificar a los operadores

diferenciales que aparecen en las relaciones constitutivas:

PV:1
Qv=0o

Po= ch‘jtz(...)+1>13t(...)+1(...)

Q= Qthz(---)qul;(---)
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Al tomar transformadas de Laplace:

PV =1
Qv =0qo

Po= p282 +p1S +1

Qo=qoS* + S

Si las condiciones iniciales fueran todas nulas, de las ec. (3.9):

E*: 3(q252 + qlsho A
2q0(p252 +p,S +1)+(q252 +qls)(1)

> (3.10)

Vx = qo(p252 + p15+1)_(q252 +q15)
2q0(p252 +p,S +1)+(q232 + qls) /

Estos valores de E* y v* se sustituyen en la solucion eléstica, para aplicar el principio de
correspondencia y calcular la solucion viscoelastica del problema cuando el material es

representado por Burgers modificado.

3.4. OBTENCION DE LA SOLUCION VISCOELASTICA DEL PROBLEMA DEL
CILINDRO RIGIDO SOBRE UN SEMIESPACIO VISCOELASTICO, CUANDO EL
MATERIAL SE REPRESENTA POR EL MODELO DE BURGERS MODIFICADO

Al tomar la expresion para el desplazamiento vertical de la superficie de contacto
producido por carga vertical concéntrica, P, de la ecuacion (2.2) se tiene:
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(3.11)

Al sustituir las variables cinematicas y estaticas por sus valores transformados y, E y v por

E* y v* dados en (3.10) se obtiene la transformada de Laplace de la solucion viscoelastica:

P (L-v*)

Lo} = 2a E*

L{5}=£ (2q0(p232 +p,S +1)+(q252 +qls))2 —( 0(p252 +p,s +l)—(q252 +q15))2
2a s(ZqO(p252 +p,S +1)+ (qzs2 + qls)Xqu(qzs2 + qls))

(3.12)

Al antitransformar (3.12) se obtiene &(t), la componente vertical del desplazamiento en

funcién del tiempo.

5(t)= 2F; f(t) (3.13)

En el anexo 1 se presenta la solucién dada por un programa de computadora. Donde f(t), es

una funcién del tiempo con la siguiente forma:

f(t)=C, +C,t +C,e™ +C.e“'senC,t + C,e™ cosC,t (3.14)
Las constantes dentro de f(t), C; a Cyo, en funcion de los parametros viscoelasticos toman
los siguientes valores:

SR
49, 20, 29
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C,=—
2 20,
_ 9 P, P
* 297 29, 2q,
o
C =—1
Yoq,
302p, 3qiq 2 9p,q,q
(=20 60,0, P, + 30, P, P — )
2 4q, otz o 2 1642 p, + 80,0, — 07 — 40,0, p, — 492 p;
=
(1605 p, +80,0, — G — 40,0, P, — 405 P )(20, P, +0,) | 4q, p; +40,0,p, +05)
_ (9 +29,p,)
° 2(20,p, +0,)

\/16q§ P, +80,0, — 2 — 40,0, P, — 492 p?
(20,p, +0,)*
2

3
30, p/d, — 605 +30,0,p, + .

0

(1602 p, +80,0, — a7 — 40,0, P, — 492 p2)(2G, P, +0,)

8

_ (@, +24,p,)

C.=C. =
T 2(2q,p, +0,)

\/16q§ P, +80,0, — 07 —40,q, p; — 497 p?
(29,p, +0,)*
2
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Para ilustrar este resultado, se consideran los siguientes valores y se supone que las
condiciones de temperatura no cambian. Estos son valores representativos de algunos

suelos arcillosos (Rodriguez, 1971).

Temperatura = 18°

Médulo elastico Maxwelliano, Gy = 7.621kg/cm?

Maédulo elastico Kelviniano, Gk = 12.176 kg/cm?

Coeficiente de viscosidad maxwelliano, ny = 4.5477X10’ kg-seg/cm?

Coeficiente de viscosidad Kelviniano, nk = 0.3945X10° kg-seg/cm?
Por tanto, los parametros viscoelasticos del modelo son:

p2 = 19334022255se9”

p1 = 9705537.54seg

02 = 1.47345X10™ kg-seg /cm?
1 = 4.5477X10" kg-seg /cm?
7 =3239.98seg.

Ademas, si se considera el médulo de elasticidad, E = 188kg/cm? y v =0.45, se tiene el
parametro que representa la componente volumétrica de deformacion con un resorte de

Hooke, en Burgers modificado:

T, E

E, 1-2v

qo = =1880kg/cm? (3.15)

Con estos datos, al aplicar la ec. (3.13) aparecen los desplazamientos que se ilustran en la
figura 3.3. En ésta figura se representa la evolucién, durante los primeros 2 dias, del
desplazamiento vertical debajo de un cilindro de radio 100cm cargado concéntricamente

con 1000kg de peso.
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Tiempo, en segundos.

Figura 3.3. Desplazamiento vertical del cilindro bajo carga simétrica P

De manera semejante se pueden obtener expresiones para otras componentes de
desplazamiento o esfuerzo. Asi, para el giro debido a momento de volteo, ecuacién (2.7):

¢4a3 E

Se reemplaza E y v por E* y v* para obtener:

L{g}= 2’21"(1;”

El primer cociente de esta ecuacion es una constante. Al antitransformar se obtiene la
constante que multiplica a la antitransformada del segundo cociente. f(t) es la misma
funcién del tiempo que en la ec. (3.13). La rotacién en la base ¢(t), cuando al cilindro se

aplica un momento de volteo constante, M, es:

o) = st f(t) (3.16)
a
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CAPITULO 4

OBTENCION DE CONSTANTES Y PARAMETROS VISCOELASTICOS DE
ARCILLAS DEL VALLE DE MEXICO, EN UN SITIO ESPECIFICO

4.1. INTRODUCCION

Para identificar a las constantes Gy, Gk, Nm, Y Nk 0 a los pardmetros viscoelasticos, es

necesario realizar dos tipos de pruebas:

a) con excitacion de la componente volumétrica

b) con excitacidn de la componente distorsional

Se recomienda realizar pruebas en cadmaras triaxiales a presion constante o pruebas en

torsion para excitar la componente distorsional.

Pruebas controladas (Rodriguez, 1971) en areniscas, tobas, concreto simple, madera,
concreto reforzado, mostraron que es posible obtener constantes viscoelasticas
representativas, 10 que nos permite representar a estos materiales con el modelo de Burgers,

mientras los niveles de esfuerzo se mantenga por debajo del 50% del esfuerzo de ruptura.

4.2. PROCEDIMIENTO PARA OBTENER DE RESULTADOS DE PRUEBAS
EXPERIMENTALES LOS PARAMETROS REPRESENTATIVOS

Para obtener de resultados de pruebas experimentales a los parametros representativos:

e Se selecciona un espécimen del material que interesa y se coloca en un dispositivo

mecanico que permita mantener esfuerzo constante en la probeta.
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e Se coloca dentro de un horno a temperatura constante (se intentard que sea la

temperatura en que se hallaria el material naturalmente).

e De la curva promedio de deformacion especifica, figura 4.1, trazada con los datos
registrados, se pueden conocer las constantes Gy, Gk, Nm, Y Nk que se relacionan
con los parametros del modelo. En la grafica trazada, las dimensiones de la

ordenada son del reciproco de un esfuerzo [L%/F] y, las de la abscisa son de tiempo.

[EVLT]

PROMEDIO

VARIACION POR
TEMPERATURA

Figura 4.1. Obtencion de constantes y parametros para el modelo de Burgers

Los parametros viscoelaticos deben guardar la relacion termodinamica:

plql > q2
p; >4p,

2

P00, > P,0; +0;
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Y pertenecen a la relacion constitutiva que representa la componente distorsional de
deformacion, modelada con Burgers. Mientras que el pardmetro relacionado con el modelo
de Hooke para la componente volumétrica, qo, se obtiene de otro ensaye que nos
proporcione el modulo eléstico y la relacion de Poison del material, segun la relacion
(3.15).

4.3. ARCILLAS DEL VALLE DE MEXICO

También es posible con la ayuda de programas y asignando un nivel de error en la
aproximacion, obtener los valores apropiados para el modelo a partir de los datos
registrados en una prueba fisica. Mediante ciclos de ajuste el programa calcula la curva de
deformaciones especificas, [E]/[T], y compara sus resultados con los de la prueba para

definir el nivel de error.

Se consideran los resultados de una prueba de consolidacion anisotrdpica, efectuada en
material arcilloso del valle de México. Los detalles relativos a ésta muestra extraida de la
zona del lago (Parque Ramén Lopez Velarde, Delegacién Benito Judrez), como demas
pruebas que se le realizaron, equipo utilizado y sobre el procedimiento de la pruebas se
hallan en la tesis de maestria titulada Reproduccion de vibraciones en arcillas mediante
modelos viscoelasticos (Garcia, 1995). La figura 4.2 presenta la curva promedio de los
datos registrados para una prueba de consolidacion anisotropica en cdmara triaxial, bajo
esfuerzo vertical total constante de 0.20kg/cm? (se indica que en este ensaye se retiro la
presion confinante de la camara). La deformacion especifica para este caso, se calcula

como la relacidon de deformacion unitaria a esfuerzo axial, ¢/c.
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Figura 4.2. Obtencién de constantes y parametros

En un programa como el presentado en el anexo 2, ingresan los vectores de deformaciones

y los correspondientes de tiempo:

Tiempo=1t, »; y Deformaciones=1 ¢,

De esta manera se obtiene un conjunto de valores para los parametros viscoelasticos, figura
4.3:

P, =0.213153X10° seg

P, =0.519785X10° seg?

01 =0.250784X10°® kg-seg /cm?
02 =0.799669X10" kg-seg /cm?
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Figura 4.3. Parametros viscoelasticos obtenidos con programa de computo.
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CAPITULO 5

APLICACION A LA SOLUCION VISCOELASTICA PARA CARGA CONSTANTE

5.1. APLICACION PARA CARGA CONSTANTE

Bajo carga constante, y al considerar caracteristicas mecanicas de arcilla compresible
como la del valle de México, se puede hacer la siguiente estimacion para la distribucion de
desplazamientos en la superficie libre. Se ha calculado el desplazamiento sobre un area
circular de radio 100cm, una carga de 1000kg y los pardmetros viscoelasticos calculados en
el capitulo anterior. También se considera un modulo eléstico, E=188kg/cm2 y una relacion
de Poisson, v=0.45 para obtener (. Por tanto, en la ecuacion (3.13) para calcular el

desplazamiento vertical debido a carga simétrica constante:
P
oft)=—1(t
t)=, O

Sustituimos:

P, =0.213153X10° seg

P, =0.519785X10° seg?

01 =0.250784X10°® kg-seg /cm?

g2 =0.799669X10™° kg-seg/cm? y,
E

—-2v

Qo = =1880kg/cm?

Asi, al inicio de la carga se presenta el desplazamiento instantaneo de la parte eléstica
Maxwelliana. La variacion es alta hasta que se alcanza 7., y después tiende

asintéticamente a una recta que depende de la constante viscosa nu. La figura 5.1 ilustra el

desplazamiento vertical al centro del cilindro durante los dos primeros dias vy, la figura 5.2
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ilustra su tendencia lineal para un afio de tiempo. Para fines précticos de ingenieria se
supone que el desplazamiento crece indefinidamente, (aunque algunos autores opinan que

los suelos reales llegan a un valor estable (Mitchell, 1993)).

0.04

0.035

0.03

0.025

0.02

0.015

Desplaz. vertical, cm.

0.01

0.005

0 T T T T T
0 20000 40000 60000 80000 100000 120000 140000

Tiempo, seg.

Figura 5.1. Desplazamiento vertical al centro del cilindro debido a carga simétrica

3.5

2 _
1 _

0 T T T
0 10 20 30

Desplazamiento vertical, cm.

Tiempo, segundos (millones).

Figura 5.2. Desplazamiento vertical al centro del cilindro debido a carga simetrica
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La figura 5.3, del perfil desplazado del medio viscoeldstico para algunos tiempos
particulares, se compara con la solucion que considera al suelo como material eléstico. Se
ilustra que la representacion viscoelastica lineal al iniciar la carga, en tiempo cero, es poco
menor que la representacion con un comportamiento elastico. Y que al cabo de la primera
hora, para este ejemplo, el desplazamiento ha aumentado rapidamente. Al transcurrir el
tiempo la solucion viscoelastica del problema deja ver que el desplazamiento de la

superficie cargada se continda indefinidamente.

Distancia r, en cm.

-300 -200 -100 0 100 200 300
L L n L L
0.01 4
E
ut tmmaaL2 2
C ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
=1}
-g 0.03 4
s  \=————-
=
2 004 | = == = = Spl. Elastica
§ ------- t=0
E oos4 |70 t=1 Hora
2 — — —t=1dia
g t=2 di
8 0.06 =2 dias

Figura 5.3. Desplazamientos en la superficie de contacto debido a carga simétrica

Ahora, el problema inicial requiere conocer el comportamiento por la aplicacion de una
carga excéntrica. Se superponen los efectos de la aplicacion de una carga simétrica con los
que produce un momento de volteo, ecuaciones (3.13) y (3.16). Considérese también que,
el desplazamiento vertical debido al giro de volteo es e=r-¢ (r<a). El principio de
superposicion es aplicable en materiales que presentan viscoelasticidad lineal. En la Figura

5.4 se ha considerado una excentricidad en la aplicacion de la carga, de 0.05a.
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Distancia r, en cm.

Desplazamiento Vertical, en cm.

0.06 — — —t=1dia
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=]
H

Figura 5.4. Desplazamientos en la superficie libre debidos a carga asimétrica

La distribucion de presiones de contacto se ilustra en la figura 5.5.

Esfuerzo vertical, kg/cm 2

H

P
P

-200 -100 0 100 200

Distanciaradial, r,cm

Figura 5.5. Distribucion de esfuerzos de contacto por carga asimétrica
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COMENTARIOS FINALES

En presencia de suelos compresibles siempre es necesario evaluar el
comportamiento de la cimentacion (desplazamientos y reacciones) no solo a corto

plazo, también a largo plazo.

Los desplazamientos dependientes del tiempo son debidos tanto a las deformaciones
volumeétricas como de las distorsionales, mismas que se utilizan en los modelos

reoldgicos para su representacion.

Se puede observar que las propiedades mecanicas de los materiales son variables en
el tiempo. Y se pueden representar mediante modelos viscoelasticos lineales en

intervalos de esfuerzos inferiores al 50% del esfuerzo de ruptura.

El modelo utilizado en este trabajo, reproduce eficientemente la respuesta
volumétrica instantanea del material y describe su comportamiento viscoso para este
tipo de suelos arcillosos. Al respecto se puede afirmar que las deformaciones

contindan indefinidamente.
Una ventaja que se puede aprovechar en lo que respecta a condiciones diferentes de
carga es que la teoria viscoelastica lineal permite la superposicion de causas y

efectos.

La evidencia fisica registrada en una construccion se asemeja a la obtenida mediante

viscoelasticidad lineal.

40



Anexo 1

Solucién de la transformada inversa de Laplace con Matlab (Release 12), para obtener la

funcién dependiente del tiempo f(t) en términos de constantes viscoelasticas.

»syms s pl p2q0qlqg2

» ilaplace(((2*q0*p2*(s"2+pl*s/p2+1/p2)+q2*(s"2+ql*s/q2))"2-
(q0*p2*(s"2+p1*s/p2+1/p2)-
02*(s"2+q1*s/q2))"2)/(s*(2*q0*p2*(s"2+pl*s/p2+1/p2)+q2*(s"2+ql*s/q2))*3*q0*q2*(s"
2+g1*s/g2)))

ans:

3/4/90+1/2/g1*pl-1/2/q1"2*q2+1/2/q1*t+3*q0*exp(-
1/2*(q1+2*q0*pl)/(2*q0*p2+g2)*t)/(16*q0"2*p2+8*2*q0-q1"2-4*q1*q0*pl-
4*q0"2*p1"2)/(2*q0*p2+q2)*plr2*q2*cos(1/2*((16*q0"2*p2+8*q2*q0-q12-
4*q1*q0*pl-4*q0"2*p1”2)/(2*q0*p2+q2)"2)"N(1/2)*t)+3/2*exp(-
1/2*(q1+2*q0*pl)/(2*q0*p2+qg2)*t)/(16*q0"2*p2+8*q2*q0-q1"2-4*q1*q0*p1l-
4*q0"2*p172)/(2*q0*p2+q2)*((16*q0"2*p2+8*q2*q0-q1"2-4*ql*q0*pl-
4*q0N2*p12)/(4*q0N2*p2/2+4*q2*0*p2+q22))\(1/2)*q2"2*pl*sin(1/2*((16*q02*p2
+8*g2*q0-q1"2-4*q1*q0*pl-4*q0"2*p1"2)/(2*q0*p2+q2)"2)"(1/2)*t)-6*exp(-
1/2*(q1+2*q0*pl)/(2*q0*p2+qg2)*t)/(16*q0"2*p2+8*q2*q0-q1"2-4*q1l*q0*p1-
4*q0"2*p1"2)/(2*q0*p2+qg2)*q2"2*cos(1/2*((16*q0"2*p2+8*q2*q0-q1"2-4*q1*q0*p1-
4*q0"2*p1"2)/(2*q0*p2+q2)"2)"N(1/2)*t)+3*exp(-
1/2*(q1+2*q0*pl)/(2*q0*p2+qg2)*t)/(16*q0"2*p2+8*q2*q0-q1"2-4*q1*q0*p1-
4*q0"2*p1”2)/(2*q0*p2+q2)*ql*g2*pl*cos(1/2*((16*q0"2*p2+8*q2*q0-q1"2-
4*q1*q0*pl-4*q0"2*p172)/(2*q0*p2+q2)"2)"N(1/2)*t)-3/4/q0*exp(-
1/2*(g1+2*q0*pl)/(2*q0*p2+g2)*t)/(16*q0"2*p2+8*q2*q0-q1"2-4*q1*q0*pl-
4*q0"2*p1”2)/(2*q0*p2+q2)*((16*q0"2*p2+8*q2*q0-q1"2-4*q1l*q0*pl-
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4*q0N2*p1"2)/(4*q0N2*p2/2+4*q2*q0*p2+q22))\(1/2)*q2"2*ql*sin(1/2*((16*q0"2*p2
+8*02*q0-q1"2-4*q1*q0*pl-4*q0"2*p1"2)/(2*q0*p2+q2)"2)"(1/2)*t)+3/4/q0*exp(-
1/2*(q1+2*q0*p1)/(2*q0*p2+92)*t)/(16*q0"2*p2+8*q2*q0-q1"2-4*q1*q0*p1l-
4*q0"2*p1"2)/(2*q0*p2+qg2)*qlr2*q2*cos(1/2*((16*q0"2*p2+8*g2*q0-q12-
4*q1*q0*pl-4*q0"2*p1”2)/(2*q0*p2+q2)"2)"(1/2)*t)-6*q0*exp(-
1/2*(q1+2*q0*pl)/(2*q0*p2+qg2)*t)/(16*q0"2*p2+8*q2*q0-q1"2-4*q1*q0*p1-
4*q0"2*p1”72)/(2*q0*p2+q2)*((16*q0"2*p2+8*q2*q0-q1"2-4*ql*q0*pl-
4*q0"2*p172)/(4*q0"2*p2/2+4*q2*0*p2+02"2))N(1/2)*q1*p2/2*sin(1/2*((16*q0"2*p2
+8*q2*q0-q1"2-4*ql*q0*pl-4*q0"2*p1”2)/(2*q0*p2+q2)"2)"(1/2)*t)-12*q0*exp(-
1/2*(q1+2*q0*pl)/(2*q0*p2+qg2)*t)/(16*q0"2*p2+8*q2*q0-q1"2-4*q1*q0*p1-
4*q0"2*p1”72)/(2*q0*p2+q2)*q2*p2*cos(1/2*((16*q0"2*p2+8*q2*q0-ql"2-4*q1*q0*pl-
4*q0"2*p172)/(2*q0*p2+q2)"2)\(1/2)*t)+3*q0*exp(-
1/2*(q1+2*q0*pl)/(2*q0*p2+qg2)*t)/(16*q0"2*p2+8*q2*q0-q1"2-4*q1*q0*p1-
4*q0"2*p1"2)/(2*q0*p2+q2)*p2*((16*q0"2*p2+8*q2*q0-q1"2-4*q1l*q0*p1-
4*q0N2*p1r2)/(4*q0"2*p2/2+4*q2*q0*p2+q2"2))N(1/2)*q2*pl*sin(1/2*((16*q0"2*p2+8
*2*g0-ql"2-4*q1*q0*pl-4*q0"2*p172)/(2*q0*p2+q2)"2)N(1/2)*1)-9/2*exp(-
1/2*(q1+2*q0*pl)/(2*q0*p2+qg2)*t)/(16*q0"2*p2+8*q2*q0-q1"2-4*q1*q0*p1-
4*q0"2*p1”2)/(2*q0*p2+q2)*p2*((16*q0"2*p2+8*q2*q0-q1"2-4*q1*q0*p1-
4*q0"N2*p1"2)/(4*q0"2*p2/2+4*q2*q0*p2+q2"2))N(1/2)*q2*ql*sin(1/2*((16*q0"2*p2+8
*q2*q0-q172-4*q1*q0*pl-4*q0"2*p1"2)/(2*q0*p2+q2) 2)N(1/2)*t)+1/2/q1"2*exp(-
gl*t/q2)*q2+1/2*exp(-q1*t/q2)/q2*p2-1/2/q1*exp(-q1*t/q2)*pl
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Anexo 2

PROGRAMA EN FORTRAN PARA EL CALCULO DE CONSTANTES VISCOELASTICAS

aNaNaNaNaNaNaNaNaNaNalal

100
101

102
103
104
105
106
107
108
109

110

111
112
113
114
115

116
117
118
129
222

12

201
130

Tl e R ok ko ek ok
*

* PROGRAMA DE MECANICA DEL MEDIO CONTINUO *

* *
* CATEDRATICO E INGENIERO: MEFTALT RODRIGUES CUEWVAS *
* *
e e e e ¥ ¥ o e J ¥ v o e o ¥ v ok o ok v e o o o v e o o o v e Y o o e o o o ol e e o o o e e o o o e e v o o o e o o o e e v o o

A A A A AN A A A A AR A A A A AN AR A A A A ARk N

DIMENSTION NOM(5),NFECHA(27)

DIMENSION T(50), x(50), XC(50), R(50)

FORMAT (1H )

FORMAT ('1'," NP=',I3,' CALCULO DE CONSTANTES DE MUESTRA *' 5Al,"'
1%',27Al1,//,' ERROR=',F12.8,' NUMERO MAXIMO DE CICLOS=',I3,//)
FORMAT (I3,5A1,F12.8,1I3,27A1)

FORMAT (6F10.6)

FORMAT (/,6(3x,F10.0))

FORMAT (' GM=',6E15.8,' GK=',E15.8,' EM=',E15.8,' EK=',E15.8)
FORMAT (/,' CICLO ',I3,' TK=',E15.8)

FORMAT (/,' FIN DEL PROBLEMA ')

FORMAT (/,"' COCIENTES X SOBRE XC ')

FORMAT (' VALIOR MEDIO=',F10.8," VARIANZA=',F10.8,' DESVIACION
1ESTANDAR =',F10.8)

FORMAT ('END CICLO ',I3,' P1='E15.8', P2=",E15.8,' qQl=',E15.8,"
15Q2=l5E15-85f)

FORMAT (/,24H P1*Ql  MAYOR QUE Q2)

FORMAT (/,31H P1**2 MAYOR QUE 4.0 * p2)

FORMAT (/,40H P1*Ql*Q2 MAYOR QUE P2% Ql¥¥*2 4 Q2%*2)
FORMAT(14H+ AY)

1§ORMAT (55H+ EN P et !

FORMAT (/,6(3x,F10.6))

FORMAT (/6(2X,E15.8))

FORMAT (' EN LA EXPRECION DE TK APARECE EL LOGARITMO DE UN NUMERO
INEGATIVO',E15.8)

FORMAT (6F12.0)

FORMAT (I5)

READ ( 5,102,END= 13 )INP,NOM, ERROR,MAXIMO, NFECHA

IF(NP) 13,13,12

PRINT 101,NP,NOM,NFECHA, ERROR , MAXIMO

READ(5,129) (T(I),I=1,NP)
PRINT 104, (T(I),I=1,NP)
READ (5,103)(X(I),I=1,NP)
PRINT 116, (X(I),I=1,NP)

DO 201 I=1,NP
X(I)=xX(1)*1.0E-06
GM=1.0/X(1)
F1=(T(4)-T(2))/(T(3)-T(2))

AX=(X(2)-X(1))/(T(2)-T(1))

BX=(X(3)-x(2))/(T(3)-T(2))

CX=(X(4)-X(3))/(T4)-T(3))
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TK=(T@)-T(2))/(T(3)-T())
TK=TK* (AX-BX) / (BX-CX)
IF(TK) 14,14,15
14 PRINT 118,TK
Go To 1
15 TE=T(3),/(2.0%ALOG(TK))
ICLO=0
2 ICLO=ICLO+1
PRINT 106, ICLO,TK
ETL=EXP (-T(2)/TK)
ET2=EXP (-T(3)/TK)
ET3=EXP (-T(4)/TK)
GK=(F1*ETZ2-ET3-(F1-1.0)*ETL) /(X{(4)-X(2)-F1*(X(3)-X(221))
EM=(T(4)-T(2))/(X(4)-X(2)+(ET3-ET1L) /GK)
EK=TK*GK
PRINT 105,GM,GK, EM, EK
Ax=0.
BX=0.
DO 3 I=1,NP
XC(ID=1.0/GM+T(I)/EM+(1.0-EXP(-T(1)/TK))/GK
R{I)=X(I)/XC(I)
AX=AX+R (I)
3 BX=BX+(R(ID-1.0)%**2
AX=AX/FLOAT (NP)
BX=BX/FLOAT(NP)
CX=SQRT (BX)
PRINT 108
PRINT 116, (R(I),I=1,NP)
PRINT 109, AX,BX,CX
IF (ABS(AX-1.)-ERROR) 6,5,5
5  TK=TK/AX
IF (ICLO-MAXIMO) 2,6,6
6 P1=EM/GM+EM/GK+EK/GK
P2=EM¥*EK/ (GK*GM)
Ql=EM
Q2=EM*EK/GK
PRINT 100
PRINT 110,ICLO,P1,P2,Ql,Q2
Plol=pP1*Ql
P12=FP1*F’/
P24=p2*4
Plolo2=Pl*0Ql*Q2
P20122=P2*Q1*Ql+Q2*Q2
PRINT 117,PlQl,q2,P12,P24,P1Ql0Q2,P20Q122
PRINT 111
IF(Plal-q2) 7,7,801
7  PRINT 115
GO TO 8
801 PRINT 114
8 PRINT 112
IF(P12-P243 9,9,1001
9 PRINT 115
GO TO 10
1001 PRINT 114
10 PRINT 113
IF (Plaolol2-pP20122) 11,11,1201
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11
1201

13

PRINT 115
GO TO 4
PRINT 114
PRINT 107
GO TO 1
CALL EXIT
END
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