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"ING;ENTERIA DE SIST:qNAS",.que.$erá tmpartido a personal profes~o
nal de la SARH, a tra•',.·es de la CPNH 

-·." .. FECHA: , 
: •' . ."; .:, .,._ Del S al 28 de Juniri 

. _,·. ··_,_· ... · : . -~ .. 

.DURACION: 40 h 
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···[ .-, 

T E M A. 
,;,·- .. -:·- ,·,.. 

. . '~ .' .. ·;· ... 
'·.·· 

" Introd.ucc:ióri :·a Úi · In.¡;rr:~nj ería de. Sistemas 
F~ciones de .PróduccÚín, Trayectoria de 
EA.rpansión, .AÍlálisis Efect'i vidad-Ccsto y 

'·-·.' 

marginal ~-.. i:-:' . . ,. .. ·. 

Fo~mula'c-~ón de Problemas 
,•; !'-'.'.::' .. 

Program~~-ión Lineal. y Aplicacion~s · · 
' ~ ' 

Programación Dinámica 
' ·~ . . . ,: . ~ 

'·~; .. 1 \ • \. :{.-.; 
. PROGRAMt-\CION NO LINEAL Y ENTERA.··. · .:: 

: 'Probabilidad . ·· 
, .. _, 

•.' ••• '< ,,. 

_:'.·- ··:· Sirn~iación ·· ·' : •• J 

··Í ..• · .. ::~~··.-~~; 

. . '···. ·' 
'• ... · 

··'.:·:·,. 

.. ·.· ... 

. .. ··· 

-----·------·-· 

' ·:', ·.':, ::' 
·.·FECHA ··PROFESOR 

. . . . . . ' 
: ; ·~-. 

.... ~ . 
· · Junio 5 

.. ' 

Junio 7 
... :.· .. 

Dr. JESUS ACOSTA FLORES 

ING. RICARDO BAHENA BRITO 

DR. JAVIER WAAQUEZ D · , Junio '7 
··, .. · .· .. 

DR. SERGIO ·FUENTES MAYA·. Junio 9 
~ '~ ·Í 

DR. MIGUEL COB IAN SELA .. 
·, ¡ .. : 

· · '·· · .;.·Junio. 9 ..... 

. , . M •. en I. ·.:AUGUSTO VILLARREAL . -
"> 

·Junio.: 12 
· ... · 

-: .. :DR. OCTAVIO RASCÓN 0-IAVEZ: -·· ·~' ,; 
;' : :- ~ . ~- .... .' ·, .. :. . 

._.,Junio 12 
~ ·.' ' .. _. 

• ~ ··:. ¡' . ·. 

•. ~: ·ACT: CARLOS AYALA E IZAGUIRRE. ·.JpÜl9-·14 ··., . 
..... 

) Mo<;iel~~ 'riinfunicos ·de ·Forres ter .. ·. ·.· ... ;, · . -~. ING .. JOSE LUIS PATIÑO DONNADIEU · ·:· ., ' .Junio 14 ·. 
.'. ,. ·.·· . · .......... 

SimuÚ.ci.oiÍ. y. Optimización en 1á Planea-:. 
.. Ción de un Sistema Hidráulico { . ,. · 
~ .. .·:· .. ·.. · · ,cr . · .. ·. . · 

·--·:. Apj·l~aci~rie~;d~ ,.§~ÑP,las~ó~, ,;;:r.~. _.1,: 
: :·. ~· :·.. . •' . . . 

; .·· ·' Evall..lac·~?Óii~·de .. Froyect(;s ·· · 

. . ·~ . ,.: .. ' . 
.· ··.; .. · · .. ~ . : 

···.· 

INq. r<JUAN ,, l\'11\~~JEL . HEHRERA CASTRO .· 
. ~ ' - ·. 

.Junio 16 

•.d,, DIF JP.$US. ACOS'{~ FLORES .Junio 16. 

M. eú I. MARIANO CWJZ e;, .· Junio ·¡g. 
... 

HORARIO 

·¡ 7-2 1 

17-19 

19 .. 21 

17-19·· 

19-21 
. ' . .' -~ -: ·~·-~ ! , __ : .. -..: ;, 

1 7 -1 9 

19-21 . 

í 9- 21 

17 -1 9 

1 9- 21 

1 7 -1 9 

' .. 



,• . 

·: ' 

' '•'-.) 

•''l" • : 'j~ q ~· 

1: -- ·.jL 
1 ·.:·.-.:-·-·----... - ... ~ ........ -.--·----~-..:.;._ ... ......,: ....... , ...... ~_.:,:·.:.;: ... -¡ 

.-



:'·· 

.... 
·~ .. 
·'· 

. ; .:··"··: 

.. 
. ~ ·. '• ' 

' { ~-· 

..... 

. ' .. 

' :·.· 
'•" -:- . 

· .. '· 
~. . ~-· .:. . 

. ! · ... ' : .~. ·:·. 
. ; ' . .' -~· ·:· - . '·' " .. · .. _:.~ ., •' . 
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. .PROFESOR ·FECHA 

.' .... 
:,·, 

··• An~lisis de· Inversion~s y Aplicaciones · DR. FELIPE OCHOA ROS SO .. ' Junio· 19 · 

·: Modelos de Ir:.versión a Nivel Nacional 
, __ ,. por _Sectores e Inversión Extranjera;_ . · 

. . .: : ~ 
• • , '.: ~ • o> 

··Sistemas '.de Información· ' 
.:- . 
'·1. 

. . . . >- .. ~ . . . ·' "'' ... ~ ... 
· -.• .·'·Computación en·la Ingen,iería de sLstemas 

: .DR .. LEONEL CORONA· ". ,Junio 21 
. .. ·.· . t . .. 

M. en I: SERGIO .ZUNIGA 
~ : 

JuniO 21 

. M. en I.. GUSTAVo'' ARGIL C.:· .. ··Junio 23 
} ~ . . ' . 

.. ' ·Aplicaciones--de la Ingeniería de ~ist. 
·:_:,, 

Teoría de rie'cfsiones ·eÓn mu1 tiobj,etl.vós · 

M. en I. CARLOS VELASCO P, .·.:Junio 23 
. ·¡ ;.: 

~DR. JESUS AC6STA FLORES 

:._r·,:, . ··~ .. · 

. -~ . 

. · ;. Aplicaciones de la Íng.· de Sistemas · ·• ING. HUMBERTO VALDEZ .RUY Junio 26 
. ·::~; .. ,: . 

·. Aplicaciones en la· Planeació~ Hidro7. ; ·· . . ···" ;.· . 
.·.' . .~ 

<':.' flgríco_la ,::;: · · .. , .. :·~. 
:-. •· . ', ·._ .. _: .. ·. :.:. ,t• 

._·, ... ::?-: ..... "" 
: ~ . .' . DR:' SERGIO 'FUENTES MAYA.' ... .Jimio.2s· 

>-::. Ai:üicación ·de la Programación· dinámÚ:a · ·:····· 

: ·:··.para la operación conjunta de una presa > 

.'::: :; y un acuífero... . . .. ·. ~·· '· ·· · 
. ~-. . 

. ' . ,': . ··:. ·.:·; ... : ~ ·- . 

.. ~ . 
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DIRECTORIO DE PROFESORES DEL CURSO INGENIERIA DE SISTEMAS 

DR. JESUS ACOSTA FLORES 
Asesor del C. Director de la 
Dirección General de Ingenieria de Sistema~ 
SAHOP 
Av. Universidad s/n frente a Mitla 
México 12, D .• F. 
590=30=85 

M. en .. I. GUSTAVO ARGIL CARRILES 
Jede Depto. · Sistemas de Computación 
SAHOP . 
Av. Universidad s/n frente a Mitla 
México 12, D·,F. 
590:..30-63 

ACT. CARLOS AYALA E IZAGUIRRE 
Jefe·ofna. de Programas Especiales 
Dpto. Modelqs· de Decisión 
SAHOP 
Av. Universidad s/ri frente a Mitla 
México 12, D.F. 
590-64-82 

ING. RICARDO BAHENA BRITO 
Jefe Ofna. Investigación de Operaciones 
Dir. Gral. Ingenieria de Sistemas 
SAHOP 
Av. Universidad s/n frente a Mitla 
México 12, D.F. 
590-21-22 

DR. JOSE MIGUEL COBIAN SELA 
Director Cobián y Asociados, S. A. 
Campeche # 289-4° Piso 
México 11, D.F. 
574-51-48 y 59-51 

DR. LEONEL CORONA TREVIÑO 
Investigador 
Departamento del Doctorado 
Facultad de Economia 
UNAM 
México 20, D.F. 
548-73-81 

M. en I. MARIANO CRUZ G 
Jefe del Centro de Computo Periferico de Naucalpan 
Palacio Municipal 
Municipio de Naucalpan 
373-23-17 

DR. SERGIO FUENTES.MAYA 
Jefe de Sección de Investigación de Operaciohes 
DESFI, UNAM 
México ... zo, D.F. 
548-58-77 550-52-15 ext: 4495 



ING. JUAN MANUEL HERRERA CASTO 
Analista de Sistemas 
Dir. Gral. de Ingeniería de Sistemas 
SAHOP . 
Av. Universidad s/n frente a Mitla 
México 12, D.F. 
590-21-22 

DR. JAVIER MARQUEZ DIEZ .CANEDO 
Subgerente de Investigación y Desarrollo 
Banco de México· 
Condesa # 5-4° Piso Ed. del Correo 
518-05-00 ext. 215 

DR. FELIPE OCHOA ROSSO 
Director General 
Ochoa Rosso y Asociados, S.C.· 
Av. Revolución # 1909-7° Piso 
México 20, D.F. 
548-92-11 

ING. JOSE LUIS PATIÑO DONNADIEU 
Jefe Ofna. Sistemas Integrales 
Dir. Gral. Ingeniería de Sistemas 
SAHOP 
Av. U~iversidad s/n frente a ~itla 
México 12, D.F. 
590-31-30 

DR. OCTAVIO RASCON CHAVEZ· 
Profesor Investigador . 
Facultad de Ingeniería, UNAM 
550'-18-24 

ING. HUMBERTO VALDES RUY SANCHEZ 
JEFE DEPTO. MODELOS DE DECISION 
Dir. Gral. de.Ingeniería de Sistemas 
SAHOP . 
Av. Universidad s/n frente a Mitla 
.México 12, D. F. 
590-31-96 

M. en I. CARLOS VE'LASCO PICAZO 
Jefe Depto. Sistemas 
División Ciencias Básicas e Ingeniería 
UAM 
Av. Sn Pablo s/n 
Atzcapotzalco 
561-37-33 ext. 215 

M. en I. AUGUSTO VILLARREAL 
Srio. Académico 
DESFI, UNAM 
Ciudad Universitaria 
México 20, D.F. 
548-09-50 

. ·:,'ti· 



.... , ,. ~ 

M.en 1 SERGIO ZU~IGA BARRERA 
Director 
Institpto Mexicano de Planeación 
Insurgentes Sur # 586-402 
México 12,·D.F. 
523-49-35 539-91-19 

ING. FERNANDO RUEDA LUJANO 
Jefe de Proyecto de la 
Dirección Zona Centro 

y Operación de Sistemas 

Comisión del Plan Nacional Hidráulico 
Tépic # 4Q-1° Piso 
Te 1 . S 7 4- 4 9- 4 3 
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EVALUACION DE tA ENSE~ANZA 

CURSO: INGENIERIA DE SISTEMAS 

l.~ ECHA: S al 26 de Juriio-

PROFESOR Y /O TEMA . 

r-. 
¡ 

<( 
~ 
l.U 
1-
....J. 
UJ 
o 
o 
z· -:E o 
o 

1 . 
... ::>V) 

O"Sw 
~oz 

1
°Vw 

w z ... .-
0~ 1 wzc.n o _J :E o Vf 
V)<( -< -~ 
~ ::> -- V'l V) 

....J~ V'l~ü w> wn...-l 
O ex:: X\ 

Z-- . w 7 
!- w ·-

UJO ZwO 
<(::J -ou 
ü<{ rdoz 
z~ o-<eo 
~O • G ~ 

-->- Zu< 
fu<.e ..:{<~ 
U::J t-~U ¡_ 

-·--------r-----------+-·-~--t----r-~-lJ....-z_. --------
• 

DR .. JESUS ACOSTA FLORES · 

-------------------------------------------------·t-----~~~---------~------------+----------

M. _e_n_r_· ._G_U....:.S_T'-A-\-'O_.A_R,;_G_I_L_C_A_R_R._I L_E_.s __ · ·---t----. jll----+-~ ... :-___ .;.___ -·------.-
ACT. CARLOS AYALA E_IZAGUIRRE . 

---------------~--------------------------r'~--~---~~~-----1---------~----------
ING. RICARDO BAHENA BRITO 

--~----------------------------------~----~-----~~----~~-----------4-------------

DR. .JOS E MI G.UEL COBIAN SELA 

--------------------~+----t-----r--·-----¡---:-~-- .. --

DR. LEONEL CORONA TREVINO 

M. en I; MARIANO CRUZ G. 

~------------------------~---~----------~----------+~--·----t-:------~--~-------

DR. SERGIO FUENTES !vtAYA 1 

-----~ -------------~---------~~---r--41-~---rNc. JUAN MANUEL HERRERA CASTRO 

----------------------------------------------¡--------~-~-----4~------~-r------------

DR. JAVIER MARQUEZ DIEZ CANEDO 

-------------------------------------------+-~----r------~r--~---~----------
ESCALA De EVALUACION DEL 1 Al 10 .. 
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. . .. 

CURSO: 

FECHA: 

EVAlUACION DE LA Ei'JSEf:lANZA 

INGENIERIA DE SISTEMAS 

S al 26 d.e·Junio '. 1 

PROFESOR Y/0 TE~~ 

<t. 
:E' 
UJ 
l
_J 

.w 
O. 

o 

--·' <t.: 
:::> 
lz 
:::> 
0.. 

·-----------------~~---·-------------·----~------+--------r----~--r-----~--

DR .. FELIPE OCHOA ROS so ______ .-:---l------'--11~---+-----~¡__;_--- .. 
ING. JOSE LUIS. PATINO DONNADIEU -

1 

DR. OCTAVIO RASCON CHAVEZ 
~ ______ ..:__..:...:_ __ __:_ ___________ t-..;;;.-----t--·-·---lf----~+-----

ING. FERNANDO RUEDA LUJANO 

-----------------------~---------~----------~----------~------------~·---------~----------------
ING. HUMBERTO VALDES RUY SANCHEZ 

--------------------------------------------~~--------·~---------1----------~--~-----

M. en I. CARLOS VELASCO PICAZO 

-·!--.......;.._._+- 1 
M. en I~ AUbUSTO VILLARREAL 1 1 

.___----+----..,--.-·-!---_;_,-¡· --~~ 
. l 

M. en I. SERGIO ZUNIGA BARRERA 1 

------------------·---1------1------¡-· -·--l-~---

ESCAlA DE EVALUACION DEL 1 AL 10 
' . 

1 
1 
i .• 

1 

----1· ----¡-f--
f :. 
1 
¡ 
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EVALUACION DEL CURSO 

r 
¡ CONCEPTO 

r--r 
1 

1~ APLICACION INMEDIATA DE LOS CONCEPTOS EX~UESTOS 

z.l CLARIDAD CON QUE SE EXPUSIERON LOS TEl-1AS 
1 . 
i . 

~fRADO DE ACTUALIZACION LOGRADO CON EL CURSO 

DEL CURSO 4 CUMPLIMIEN TO DE LOS OBJETIVOS 

-
S CONTINUIDAD EN LOS TEMAS DEL CURSO 

/ 

6 CALIDAD DE LA[; NOTAS DEL CURSO 
. 

7 GRADO DE MOTIVACION LOGRADO CON.EL CURSO . 

ESCALA .DE EVALUACION DE 1 A 1 O 

fVALUACION 
¡ 
~ 

--, 
1 

1 

l 
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1. '¿Qué le pareció el _ambiente del Centro de Educaci6n Continua? 

_Muy agradable O :Agradable o·· Desagradable L.J 

2. Medio de comunicación por el que se enter6 del curso: 

Periódico 
Ex.:C1sior [ ) 

Cartel 
rr,ens u a J. [] 

Periódico 
Novedades D 

Radio 
Universidad D 

Folleto del 
Cu:rso o 
Comunicación O 
carta,teléfo 
no, verbal, etc. 

3. .r-.:cJio de transporte utilizado para venir al Palacio de Minerí.:: 

· Autor.lóyil [] 
pa:ctJ.cu.J.ar: 

Metro r-J· 
l-

·Otro medio [] 

-------
----~-·- __ 4Q}.!~ ______ camb.io-s -h-aría- us te·a·-·-c·n:--eT--pr-ograma· para tr.a tar. de perfecci~:·. 

-- n a r e l e u r s o ? · . .. --- - -

__ ,_...:,;... ___ .... ----
---------

·S. ¿Recomendaría el curso a otras personas? ~o O 

6. ¿Qué curso le gustaría que ofreciera el Cen~ro _de Educación Conti 
nua? 

__________ .....__ ____________________________ --

7 · _¿Qué ser_vicios desearía que tuviese el CEC para los asistente-S a 
.curso~.? 

·-------------· 
8. Ot'ras sugestiones: 



.,.. 



centro de educación continua 
división 

facultad 

de 

de 

estudios superiores 

Ingeniarla, un a m 

INGENIERIA DE SISTEMAS 
.. ····· 

ABASTECIMIENTO DE AGUA POTABLE PARA LA CIUDAD DE 

NUEVA YORK 

DR. JESUS·ACOSTA FLORES 

JUNIO, 1978 

Palacio de Mlnerra Calle de Tacuba 5, primer piso. Mé'xl~c· i, D. F. 
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FORMULACION DEL PROBLEMA 

/ 

Una agencia municipal desar1"0ll6 una propuesta que cos-

taria alrededor de un billón de dólares. 

Los encargados del presupuesto, sugirieron que el plan 

era extravagante y no se necesitaban adjciones al siste 

ma. Que ~a población no iba a tener un 25% de aumento. 

La agencia replicó que ese crecimientq era en 40 afios. 

Empezó La batalla y se llamó al grupo de sistemas del -

Instituto Tecnológico de Massachusetts. 



La agencia municipal basaba la necesidad de nuevas ins~ 

talaciones en: 

1. .La población creceria uniformemente en los 40 afios 

siguientes. 

2. Las instalaciones existentes requeririan una rehabi 

litación costosa. 

Su responsabilidad era suplir el agua, no distribuirla. 



3 

El disefio preliminar de l.a agencia municipal consistia 

en 50 millas de tuneles con un diámetro aproximado de 

28 pies. Se construiria en cinco etapas la primera 

de las cuales costaria 333 millones. 



. El diseflo estaba basadO en: 

1 • Solo una configuración geométrica se consiaeró exten 

. sivamente como localizacion posible. 

2 • .El horizonte de diseflo fué de 40 aftos; esto es las 

~nst:a.J.ac~ones ioan a satl.sracer las condiciones anti 

cipadas del año 2010. 

3. El agua pasaria por la red impulsada solamente por -

la gravedad. 

; .. 

- .· .. 



Las ·autoridades del presupuesto podrían demoraL~ la apr2 

bación del proyecto de la agencia·municipal. Pero ni -

· los Ingenieros de-sistemas ni las autoridades del pres~ 

puesto podrian substituir un esquema diferente sin el -

consentimiento de la agencia municipal. 



Enfoque de Sistemas 

1. Definición de objetivos 

·.' 

2. Especificación de medidas de efectivida~ 

3. Generación de alternativas 

4. Evaluación de las alternativas· 

5. Selección 

,, . 
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/ 

Definición de Objetivos. 

1. Funcionamiento del sistema 

2. Distri buci6n del servicio en el área municipal 

3. Confiabilidad del servicio 

4-. Costo total de construcción y operación. 



Medidas de Efectividad o 
1 

Un funcionamiento total = donde Pi es 

la presión en varios puntos clave de la red de abastecimien 

to~ qi agua demandada en cada uno de estos nudos~ 



9 

La medida utilizada para la distrib1;lci<5n del servicio -

.fué el .funcionamiento en el extremo .final de la red de 

" aba~tecimiento donde este seria más bajo. 



.. 

', 

La confiabilidad del servicio se midió por un índice 

que representaria; si el funcionamiento degx•adaria cata~ 

trófica o gradualme~te. 
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. El·~osto total se expresó en valor presente de 1970 

utilizando una tasa de descuento.del 5% anual. 



Generación de Alternativas o 

Se dedicó mucho tiempo a la determinación de las clases de 

alternativas para el diseño de adiciones al sistema de abas-

tecim1ento dé agua o Se llegó a las tres clases siguientes: 

1 u Configuración frsica de las instalaciones (ruta de los tune 

les, su longitud, ancho y tipo de construcción) o 

2 o Desfasar en el tiempo la instalación de capacidad, explo-

rando cual horizonte de diseño es el más económiC0 0 

3o Utilización de bombas -en lugar de tuneles" 



., • 1 -.U 

13 

EVALUACION DE ALTERNATIVAS 

El vehiculo principal p,ara la. evaluación de las al tern.e, -

. 
tivas en función de los diversos objetivos P...té un mode-

lo de computadora. Se tuvo disponible el ICES (Sistema 

-· 

Integrado de Ingenieria Civil) desarrollado por el lab2, 

ratorio de sistemas de Ingenieria Civil del M. I. T. p~ 

ra representar redes y calcular flujos y presiones en -

los puntos deseados. La evaluación se condujo en fun -

ción:de un análisis efectividad-costo. 



' ... 

. IMPLANTACI ON 

E;l diseño final para la primera etapa del tercer t"Wlel 

de l~ Ciudad, .. que se implantó .fué con las caracteristi-
.. 

cas siguientes: , .. 

\ 

· 1. se localizó con el mismo plano y elevación que el di 

seño preliminar. 

2. Se diseñó·sin bombeo como fué el diseño original. 

3. su tamaño se r~dujo a tres quintas partes. Como un-

resultado de este cambio el costo de. la primera eta-

pa se redujo de 323 millones a 223 con un ahorro de 

alrededor de los 100 millones. 

La reducción significante en el costo fué ~az6n suficien 

te para justificar el estudio de Ingenieria,de Sistemas 

el cual costó solamente 50 mil. 



,- . ' 

centro de educación· continua 
división 

facultad 

estudios superiores de 

de ingeniería, u na m 

INGENIERIA DE SISTEMAS 

FUNCIONES DE PRODUCCION, TRAYECTORIA DE EXPANSION, 
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El diseño de un sistema representa una decisión sobre cómo transfor-
. ; 

mar los recursos en productos. Por eJe.rnplo como transformar la mano de o-

bra,,· la tierra y los materiales en unidades habitaciol)alese .Al. considerar 

un dis~ño, el ingen.iero -de sistemas deberá considerar tres factores prin-

cipales: 

l. La mecánica del proceso de transformación 

2·., El valor de los recursos 

3.El valor de los productos 

En general, el diseñador puede as;i.gnar ·los recursos solo al través 

de J.a·selección del.proceso qe transformación, ya que difÍcilmente podrá 

afectar el valor de los recursos o de los productoso 

El problema de asignación de recursos puede describirse matemática-· 

mente por tres funciones asociadas con cada uno de los factores de dise

ñoe el proceso fÍsico de producción, el costo de los recur~os y el valor 

de los productos. La. función de producción describe el producto máximo 

que puede obtenerse de cualquier conjunto de recursos s· La función de cos·-

·to de los recursos, usualmente está defenida por el mercado económico pa

ra estos recursos. La función de valuación del producto est& determinada 

't' o por un mercado o por un proceso po11 1co~ 

FUNCION DE PRODUCCION. 

La función de producción es la descripción matemática del producto 

máximo que puede obtenerse de cualquier conjunto dado de recursos (X1 g ... • • • 

~) 
. , . ; 

FUncl.on de producc1.on : 

· El dinero y el v~lor ·no. ~on parte del modelo: z se expresa en unidades de 
; . . ~ ~ . ~... . - , 

produccion y las xj representan recursos f1.sicos. {no monf:-!tarios) o 

:;·,;· .... .~.:.· '. :·. 

CARACTERISTICAS DE LA FUNCION DE PRODUCCIONo 

se examinarán sus características en detalle: primero$ su ·tasa de 

cambio con respecto a cambios en la cantidad utilizada de un recurso; se-
.i 
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gundo, su tasa de cambio con respecto a cambios proporcionalmente igUa- · 

les eu tod?s los recursC?s; y finalmente si la función de prcducc~ón t.ie-
.. ; .. : ... : 

ne un solo Óptimoe (regiÓn convexa) 

.·Rendimientos marqinales dec~iente~!' .El carácter de la func;ión de 

producción·en un punto se describe por la tasa de cambio del pr.oducto 

cuando se suman o se restan unidades de ~ re~1rsos individuales. Esta 

tasa. de cambio se conoce como el producto marginal MP··con respecto a J . 

cada . ins~.m~ X jo 

MP · = ~ z/;)X . .. J . . J 
Q. MP • :: Az/AX· J . J 

.La función de producción consiste en general de dos partesg una don-

de MPj aúmenta cuando xj aumenta y la otra donde MPj disminuye c~ando xj 

aumenta •. En esta segunda parte los re11dimientos marginales son decrecien

tes. Esta ·.característica es importante porque garantiza que la función de 

producción acota una regiÓn convexa y por tanto tiene un solo Óptimo .. 

Rendimientos a escala. otra forma para describir una función de pr_2 

ducción es al través de su tasa de cambio cuando se modifican todos los 

insumes proporcionalmentea Esta tasa de cambio se conoce como rendimiento 

de escalao 

Rendimiento de escala Z ·- g((l + )X1 PH,(l + )~)- g(x1 ~·ooo, 

Xn> 
La forma general de la función de producción puede volverse a e.scri-

k ,k biro A Z = g(:Xx1 ,).x2 ,ooo,~) :: 1' g(X1 tx2 ,osei)~) 
Rendimientos de escala pueden ser crecientes~ decrecientes o constan 

, r . -

tes dependiendo si la tasa de cambio en el producto es mayor, menor o i-

gual que la tasa de cambio de los insumas, esto es, si el factor K es ma-

yor, menor o igual a l. 

se han observado economías de escala en la construcción de túneles, 
. .. , 

gasoductos, plantas de tratamiento de agua, en la generac~on de energ~a 
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Refll.~s factibles co11vexas. Una región es convexa si al unir -

dos puntos cualesquiera de la región por una linea. recta, ninguna PO! 

ción de la recta está fuera de la región. 

La función de producción acota una región convexa de combinacio

nes factibles de insumes y producto si se tienen rendimientos decre -a 

ci,e.ntes y no existen rendimientos crecientes de escala .. 

ISOCUANTAS. Después de examinar las ¡:>ropiedades de la .función 

de producción ahora se considerahsus implicaciones para el diseffo. El 

punto más importante es que)en general,no existe un solo disefio ópti

mo sobre la base exclusivamente de razones técnicas o físicas. Un di . . . 

seño. óptimo pu'ede determinarse solo al través de la co.nsideraci6n co!! 

junta de muchas consideraciones t¿cnica~ente eficientes del sistema y 

de los valores relativos de los recursos y del productoo l!a interce~ 

ltión de estos dos factores, mecánicos y económicos determina un dise-
" 

ffo óptimo. 

De la definición de funéi6n de producción se ve que un nivel de 

producción Z* puede obtenerse con diferentes combinaciones él,e los re..

cursos. Cada una de estas combinaciones por pertenecer a la función 

de producción es técnicamente eficiente. Este concepto es b~.sico en 

Ingenieria de Sistemas porqué provee la motivación de buscar ~1tre mu 

chos diseños alternativos la mejor solución posible. 

• 1 
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una isocuanta es el lugar geométrico de todas las combinaciones 

tecnicamente eficientes qe recursos para un nivel dado de producción~ · 

A .fin de determinar el diseño óptimo es necesru:·io examinaz• la n~

turaieza de la isocuanta.. su tasa de cambio en cualcplier punto se co 

noce ··como 1~ tasa marginal de substitución (MRS) 4 La tasa ntarginaJ. .... 

de substitución puede determinarse formUlando la expresión para el 

cambio incremental en producto en cualquier puntop 

Donde · MP j es el producto marginal para un solo recurso. Por defi 

nición dZ = o en la isocuanta y todas las óx = o excepto ÓXi y-
}, Xj. Por- .consiguiente 

Luego la tasa marginal de substitución es 

MRS 
~X, = l. = -ó xj 

MP. 
-_..J. 

HP·· l. 

OPTIMIZACION POR ANALISIS MARGINAL. 

Hasta este punto se ha discutido exclusivamente el modelo de~ sistema 

fisico. Para definir la asignación óptima es necesario considerar los 

modelos de valor de los recursos y del producto. 
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El proceso de transformación de recurso total puede representar

se matemática.rnente: 

1 • ?a:~: a el proceso fisico: 

X = (x1 , ••• , Xn) = Cantidad de :r:·ecursos. 

'7 -- Cantidad del producto. LJ 

g = Función de producción, z = g, (X) 

2. Para los modelos de valor: 

h (X) =Costo de los recursos. 

V ( z ) = Valor del producto • 

= V (Z) - h (X) = Valor neto de tr?..nsformar los recursos X 

en el producto z~ 

1 

El problema puede representarse como uno de optimización: 

Maximizar: = V(Z) -·h (X). 

Sujeto a, la restricción: z ~ g {X). 

Esta .formulación puede resolverse explici tamente cuando el valor 

del producto y el costo de los recursos tienen las mismas unidades. -

Si no es asi entonces deben resolverse uno de los dos problemas si -

guientes: 

..•• ·f· ·.: .... 

: ,.._. 
' .... 
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Problema 1. 

Minimizar el costo total produciendo una cantidad fijaa 

Proolema 2. 

Haxi.mizar la producción sujeta a un presupuesto fijo o a recursos li~ 

mi "C ad.os -

Los p~oyectos pequeffos usualmente ·son del primer caso. La inver 

sión en gran escala se enfoca como problemas de la segunda. 

Aná.lisis Marginal. El análisis .margin§Ü es un proceso de optimi . 

zación que. busca iterativamente el óptimo mejorando la solución exis

tente en la dirección de la mejora más grande. 

La aplicación del anáJ.isis marginal puede verse como U.."l proceso 

de dos etapas o El primer pat30p optimizar para un nivel dado de pro ... 

ducción no requiere ningán conocimiento del valor del producto o El 

segundo paso es seleccionar el rrivel más deseable de producci6no 

Criterio de Optimal.id~d.:. El criterio de optimalidaq es la :r·ela

ción matemática' que .prevalecerá entre la f1mción de la p:roducc:i.6n y -

el costo de los recursos en el punto óptimo~ El criterio es que el -

producto marginal por unidad de costo de cada recu.t•sc debe ser igual 

para todos los recursos. 

Ruta de Expansión y_ F'unción Efectividad-Costo. La ruta de expansión, 

es el .lugar geométrico de todos los puntos óptimos p<ll"o. e1 rango com

pleto de niveles de producción. Cada uno de estos puntos tiene un ni 

vel de producción y un costo. cuando se graf'ican los pu.r1tos a.Ylteriores 

se conoce como curva de Efectividad-Costo. 
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INGEHIERIA DE SISTEMAS ... 

Comenzaremos recordando la anécdota de los cinco 

ciegos que, no sabian cómo era un elefante, a quienes se 1ElS pi 

di6 que hiciesen una descripción de él' y se . les colocó para 

qu~ por medio del tacto lo conocieran ... Sin embargo_·, cada uno 

de ellos examinó partes diferentes, luego se enfrascaron en ...; 

discusiones sobre cómo era un. elefante. Un observador con una . ' ' 

vi.si6n de conjunto, posiblemente tttvo una sonrisa al analizar · 

estas di~Jcusiones acaloradas .. Este es rm s:!mil que puede apli

carse en Sistemas., 11uestra una de las caracter:!sticas del enfo 

que· de sis.temas, la 'visión integral., 

Churchruun nos relata la historia de dos gerentes 

de una gran compañía quienes asistieron a un curso de Investi 
~ 

gaci6n de.Operaciones .. Durante el curso se les habló de una té~ 

nica matemática para estudiar problemas de transporte· ... El ins

tructor le explicó; a sus estudiantes que si ·ten!an diversos -

productos en varias fábricas que deberian distribuirse a vari.os 

almacenes, entonces exist!a una técnica precisa y· explicita que 

l'es dirfa cómo minimizar el costo del transporte4. Esta técnica 

especifica exactamente cuánto deberá enviarse de cada fábrica 

a cada ·alm~cén. Para aplicar esta técnica , se requieren ú.nic~. 

mente estimaciones de los costos de transporte de las fábricas 

a los almacenes. 

Cuando los gerentes regresaron a su empresa 

taban tan incentivado o por su curso que pidieron a tmo de 

Gfl 
1 -· 

sus 

matemático.s que abordara el problema.,. Ie organización recolec

tó la infamación de costos nece·saria y el matemático elaboró 

un modelo , utilizando una éom))utadora :para su solución ... Se ···

sintieron ,desanimados poraue el ahorro.que se logró con esta 

técnica matemática nueva fue muy . reducido .. I.1os gerentes es:c1e-



raba.n un ahorro mucho mayor, porque, aunque los matemáticos cobran 

barato, las computadoras no~ y el costo total de cómputo fue ·mayor 

que el ahorro obtenido .. 

Ya que las computadoras no pueden equivocarse debe -

haber sido el matemático quien estuYo mal .. De esta manera los gereg 

tes contrataron a tmos consultores para que detecta:r·an los errores 

de su matemático .. Verificaron stis c~lculos y reportaron esencial-

mente el mismo ahorro .. Pero, mientras esperaban por sus resultados 

comenzaron a investigar Ta. pol:!tica de producción en cada 1mn de -

las fábricas y los problemas para trans'portar los materiales a e

llas ... También hicieron pregu.ntas sobre por qué un cierto alniacén 

necesitaba ciertos productos ... En otras palabrasp comenzaron a am~

pliar su visión del sistema y a argttir que el sj_stema total consi~ 

t:!a en materiales que iban a las fábricas 1 productos de.las :fábri

cas a los almacenes, de los almacenes a ciertos distribuidore.s y 
·-

de ah:! a los clientes .. Cuan_do se analizó este sistema eu conjunto 

fue evidente que las pol:!ticas actuales de inventarios eran irrn.-

cionales en función de la operación total~ ciertos almacenes no de 

ber:!an recibir los articulas que les llegaban 9 mientras que otros 

Con estas nuevas recomendraciones fue posi qle generar 

um ahorro. para eJl. sistema total del orden de los cien m:~llones ele 

pesos aunque, algo curi.oso, el costo de transporte de l2.s fá1n·icns 

a los almacenes amaent6e 

En este ejelll:[l110 se mostró e.demás de la visión inte-

gral el hecho que la optimización de una parte no necesaric:~mc:mte 

en la solu6ión óptima del todo.o-

Es converliente ver p_rimero qué entendemos pox· tul rJiE_ 

tema antes de discutir la Ingenierfa de Sistemaso 

J?u.ede deoirne que un sistema es un conjunto de par--
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tes coordinadas para lograr Wld serie de metas .. Cuando .se piensa 

en un sistema se deben tener en mente las cinco CC?nsideraciones 

básica.s sigp.ient es: 

tiv-idad. 

' 
i) Los objetivos del sistema y· sus medidas ele efe.Q. 

ii) El é~bito del sistemag 

iii) IJos recursos del· sistema .... 

iv) Los componentes del sistemaG 

v). La administración.· 

Se muestran cada una de ellas en el contexto de .un 

ejen1plo. Considere el siste;na que tiene.a su cargo el capitán de 

un barco •. El tiene la responsabilidad que el barco llegue a su -

destino dentro de.+. tiern:po prescrito que tiene programado. Es·te 

es su objetivo. La medida de efectividad el n~ero de dias oue 

dure el viaje., 

El ámbito está constituido ,9(!1:-r todo aquello que a-. 

fecta al si~terna pero donde éste no tiene ningtin contro.l., Para 

este ejemplo el émbito es el conjtmto de condiciones exte~1as al 

barco:: el clima, la di:recci6n en que sopla el viento, las olas, 

etc y las caracterfstica-s de funcionamiento de la maquinaria y_..;.. 

·del personal. ( Estas cartlcteristicas de funcionarniento se consi 
~ . 

deran porqu~ en cualquier viaje están fijos )o 

JJos recursos del barco son su trii)Ulc.ción y su ma

quinaria. ( Aqu:! se debe pensar no solo en los recursos existentes 

sino también en la forma en que éstos pueden increment::>rse p inve!! 

tigación y desarrc:~a.l.o en el cr'.i-30 de equipo·, eüucación y ent:cenamie,U 

to para el personal, actividades pol:!tic:::r.s que J1Uedq.n incrernent::\r 
1 

el presupuesto. y la inversión potencial ), 

Los componentes son la misión de máquinas, la 'de maa 

tenimiento, la de alimentación, etc, 

La administración tiene que considerar la ge:ne::caci6n 
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. de los planes para el· sistema, es decir, ·tomar en cuenta todo lo 

qué- se hEl- discutido, los objetivos, el1
. ámbito, l'a utilización :de 

recursosp y los com}Jonenteso La administración establece las me-

·tas, J.:ocaliza los recursos. y controla el funcionamiento del si~...:: 

telll,a .. ·N'o.solo la administraci6n genera los planes, sino cue debe 

estar Se{lU.ra que estos se implanten se€,"\fu. SUS ideas originales. 

•· 

Si no . es as:!, debe detenninar el por qué ... A es·!:; a acti viciad a me

nudo· t:;~e le ll~a 11 Control" o. Sin embarg9, el control aqúi no solo 

impltca. el examen de si los planes se están llevando. correctamente 

; t.ambién implica una evaluación de los planes y consecuentemente 

un .c~bio de ellos ... Uno de los .aspectos críticos de la administr~ 

ci6n de· sistemas es la planeación para el cambio de planes, por':"·

que,nadie puede pretende~ ~ue ha establecido los objetivos, o ~e

finido ·el áuibi to, los· recursos y los componentes de una manera a]2, 

solutamente correc.ta. Por consiguiente, la parte adminiatra'tiva -

del sistema debe recibir información que le diga cuándo su caneen. 

to del sistema es erróneo e incluir pasos que provean su cambioo 

El capit~n del barco como administrador genera los 

planes pan:. las operaciones del l::¡arco y debe este.r seguro nue se 

implanten estos planese Instituye diverse.s clases de sistemas de 

infonnación ~31. través del·b¡;¡.rco (!Ue le indiquen d6nde ha ocurrido 

alguna desviación del plan 1 ·:Gierid.o: su trabajo cletenninar )10r qué 

ha acontecido esta desviación, evallia el funcionaraien-Go del nav:ro 
. . . ' . 

y finalmente si es necesario cambia su plan si la informaci6n le 

indica oue ésto es lo acqnsejable. 

3 "~ IJ:NGEHIEHIA DE SISTm.IAS. . . . 

La Ingeniería de Sistemas confüste en la aplics.ción 

del método cient:!fico en la. asignación de los ,recursos de un sis

tema nara el logro de sus objetivos. 

El: método cientf.fico está descrito en el diagrama -

sic;u.iente: 

... 
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_ .... 
Desarrollar una teor:!a ~·< 

Infor.maci6n 1 
t---o;ill4"'-

disponible ~ 

¿ La informaci6n verifica 

la teor:!a ? 
) 

S\ 

Predicciones. 

Nueva información f ¿ Se verifican las pre- _ "" 

dicciones ? 

F I N: J~'-·-.-..!1 



Ahora b~en, la Ingenier:[a·de Sistemas consiste en 

sei.s pasos fundt::.rn.entales: 

i) Detenninaci6n de los objetivos del Gistema y sus 

medidas de efectividad. 

ii) Identificación del sistema, su ámbitog sus recu1:: 

sos y sm3 componentes .. 

iii):E!n· caso que ya exista el sistema bajo· estudio se 

debert:.n detenninar las· causas -de los sintomas· de sus problemaso Si 

el ·sistem,a alin no ha sido impla.nta<;lo tendrá aue posponerse este PE:, 

so .. 

iv) Generación y evaluación de alternativas 

v) Sel·ecci6n 

vi) Implantación y control· o 

Para cada uno de estos pasos, exceptuando el i) ,. 

eAiste una serie de técnicas especificas, cuyos nombres se presen-

tan en segu:Lda :~ 

PASO TECNICAS. 

-----------------------·-----... " ---·-·-_.--.. ..... ..,._ .. 

ii) 
iii } 

iv) 

v) 
vi) 

Funciortei.'J c.1e l'roducci6.n, modelos eoonométricos, 
Modelos de simulación 
Técnicas ·de optimizaci6n como análisis marginal·, pro
gramación lineal, no lineal, dinámica, entera, geoné
trica, etc o 

Teoria de decisiones 
Sistemas de info~uaci6n~ estadística, etc. 

-• ~ ----·---· -·--------s-.-
Para finalizar se exhibirá un diagrama de flu.jo de Ull: 

mecanii3lllO de control 
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,· 

J Captación de la Infon-a.ación! ''·-------~-------p----------~~~ -J 
Ambi to. 

.,..... __ --Jira..· ___ ...:..._ 
... 

SISTEMA REAL. 

¿ las diferencias entre 

los obj e"!:ii vos del plan V\t) 

y la~ medidas.reales 

de los sistemas son si~ 

nificantes ? 

1 

S'S l Continuar sin mod·ificaciones 1 
~--------~------~~~·----~~~~~~~~~~~~J 

,¡,. 

Deter:u.inación de la 

causa y medida correct!. 

va o 
·, 

( ¿ La acción a tomar es sobre ____ _, 
l el sistema ? 



..,.. .... 
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1.-. INTRODUCCION. 

LA EVALUAC 1 ON DE PRO VECTOS, ESTABLECE LOS ME TODOS NECESA~ 1 OS PARA 

EVALUAR Y COMPARAR PROYECTOS INDIVIDUALES. ESTE ANALtSIS ES NECE

SARIO YA QUE LOS FLUJOS DE BENÉFICIOS Y COSTOS QUE RESULTARAN EN

TIEMPOS DIFERENTES DE CADA PROVECTO NO SON DIRECTAMENTE MEDIBLES, 

AUN CUANDO SEAN ELLOS MEDIDOS EN LAS MISMAS UNIDADES MONETARIAS. 

ES EVIDENTE QUE EL DINERO PAGADO O RECIBIDO AHORA VALE MAS QUÉ EL. 

PAGADO O RECIBIDO MAS TARDE. 

2.- COMPARACION· DE BENEFtCIOS Y COSTOS A TRAVES DEL TIEMPO. 

EL COSTO DE OPORTUNIDA.[) DEL DINERO SOBRE EL TIEMPO ES EL COSTO, -

AL MARGEN, DE NO TENER UNA CANTIDAD EXTRA DISPONIBLE. 

LA TASA DE INTERES DEL DINE .. RO, LA CUAL ES MUCHAS VECES IDEA DE 

COMOES EL VALOR TEMPORAL. REAL DEL DINERO, ES ACTUALMENTE UNA 

IDEA DISTINTA. ESTA ES LA TASA DE RETORNO QUE ES GENERALMENTE PA

GADA EN LOS MERCADOS MONETARIOS • 

.ESTA PUEDE SER LA TASA QUE LOS BANCOS PAGAN A SUS DEPOSITARIOS O

CARGAN A SUS PRESTADORES, O QUE ES PAGADA A LOS TENEDORES DE - -

ACCIONES. LA TASA DE INTERES PUEDE ALGUNAS VECES SER IGUAL AL 

COSTO DE OPORTUNIDAD PARA UN GRUPO DE ÓECISORES, PERO SI ESTE. 

GRUPO ~E ENFRENTA CON VARIAS ALTERNATIVAS, LA TASA DE INTERES NO

ES GENERALMENTE EL COSTO DE OPORTUNIDAD DEL CAPITAL. 

LA TASA. DE DESCUENTO ES EL VALOR TEMPORAL QUE ES ASIGNADO AL DINE 

RO PARA PROPOSITOS DE COMPARACION. 
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.PARA NUESTRO .PROPOSITO LA TASA DE DESCUENTO DEBERA SER SIMPLEMEN-

TE LA TASA QUE ENTRA EN LAS FORMULAS. 

2. 1.- FORMULAS DE DESCUENTO. 

MEDIDAS DE COMPARACI ON DEL DINERO AL CORRER EL TIEMPO SON OBTENI- · 

DAS A TRAVES DE LA APLICACION DE UNA DE CUATRO FORMULAS BASICAS • 

. CADA UNA DE ELLAS DESARROLLA UNA FOR~1A DIFERENTE DEL MISMO PROCE-

DIMIENTO PARA DESCONTAR EL VALOR DE INGRESOS FUTUROS (POSITIVOS -

O NEGATIVOS) CON RESPECTO AL PRESENTE. 

LAS FORMULAS APLICADAS PARA TODA.S LAS TASAS DE COSTOS DE OPORTUNl 

DAD V DE INTERES, PUEDEN SER APLICADAS PARA EVALUACION DE PROYEC- · 

TOS Y CALCULO DE CARGOS POR FINANCIAMIENTO. 
! 

SE ASUME PARA LAS FORMULAS DE DESCUENTO QUE LA TASA DE' DESCUENTO-

ES CONSTANTE SOBRE EL PERIODO QUE HA SIDO CONSIDERADO. DEBIDO A

·QUE LA ~ETERMINACION DEL COSTO DE OPORTUNIDAD APROPIADO DEL DINE

RO ES UNA MATERIA DE OPINIONES EN CADA CASO, SUPONER QUE EL VALOR 

TEMPORAL DEL DI.NERO ES VARIABLE ES UN REFINAMIENTO INJUSTIFICADO. 

DIFICULTADES EN LA APLICACION DE LAS FORMULAS PUEDEN SURGIR SIN

EMBARGO, . CUAND.O AL CORRER EL TIEMPO LOS 1 N GRES OS Y GASTOS ES TAN 

SUJETOS A IMPUESTOS O SUBSIDIOS. 

N OTAC 1 ON PARA LAS FORMULAS DE DES CUENTO. 

r = TASA DE DESCUENTO ( % ) POR PERIODO SOBRE N PERIODOS GENERAL

MENTE AÑOS, LOS CUALES CONSTITUYEN L.A VI DA DEl PROYECTO. 



P =VALOR PRESENTE DE INGRESOS FUTUROS TPOS'I''fFV'flS ~o,J~EGATIVOS), -

Ó LA SUMA DE DINERO AHORA EN MANO. · 

S = VALOR FUTURO. SUMA DEL DINERO QUE SERA OBl'ENI DO AL INVERTIR -

AL 'r % EN N PERIODOS. 

N = NUMERO DE PERIODOS. EN LA VI DA DEL PROYECTO. 

EN Fl GURA 1 PODEMOS VER Y COMPARAR SUMAS DE DINERO QUE EXiSTE N 

EN DISTINTOS TIEMPbS. 

S 
N P ( 1 + r) · U.l 

' w r -= ( 1 +Y') FACTOR DE '1 NTERESES COMPUESTO F ES UNA EXTENS 1 ON --

DIRECTA DE LA DEFINICION DE r, COMO LA TASA A LA CUAL EL DINE 

RO CRECE. 

DE LA ECUACI ON ( 1 ) PODEMOS OBTENER EL VALOR PRESENTE P DE -

UN COSTO FUTURO O BENEFICIO S : 

p - 5 {fr.) {2) 

-N· 
t':.U+r) FACTOR DE VALOR PRESENTE. 

COMPARACIONES 'PARA SUMAS RECI Bl DAS O GASTADAS 1 GUALMENTE SOBRE 

VAR 1 OS PERIODOS PUEDEN SER OBTEN 1 DAS COMO S 1 GUE: 

EL VALOR ACUMULADO (S) AL FINAL DE (N) PERIODOS DE PAGOS 

IGUALES ( R) RECIBIDOS AL FINAL DE CADA PERIODO ES 

.t. 



APLICANDO LA LEY' DE LA SUMA DE UNA PROGRESION GEOMETRICA 

5 = R Í/+f"J/\1-l-: 1,/ F-1_ -= RF hr) r ... r cr-7 """ 
l:.rf::. F~j FACTOR DE RECUPERACI ON DEL CAPITAL 

DE LA ECUACI ON 3 ) PODEMOS 1 NFERI R QUE EL VALOR PRESENTE DE -

UN FLUJO CONSTANTE DE PAGOS 1 GUALES SOBP, E VARIOS PERIODOS ES: 

P= -f- =e~ (4) 
SIENDO'TAMBIEN ESCRITO 

R = p (c.t/) 
EL FACTOR DE RECUPERACI ON DEL CAP! TAL REPRESENTA. LA PROPORCI ON-

DE UNA INVERSION INICIAL QUE DEBE SER RECUPERADA COMO BENEFICIO 

EN CADA UNO DE LOS N PERIODOS, SI EL VAL>QR TEMPORAL DEL DINERO

ES , ( :r ) DE TAL MANERA DE RECUPERAR LA MISMA CAN TI DAD QUE FUE -

1 NVERTI DA. 

EL CUADRO l. REPRESENTA ESTAS FORMULAS. 

2. 2. - VALOR PRESENTE Y COSTO ANUAL. 

EN LA PRACTICA, LA COMPARACI ON DE BENEFI Cl OS Y COSTOS AL CORRER 

EL TI ÉMPO ES EXPRESADA EN TERMINOS DE VALORES PRESENTE O COSTOS 

ANUALES EQUI VALENTES)EL METODO DE VALOR PRESENTE REFIERE TODOS

LOS 1 N GRES OS ( POS i. TI VOS O NEGATIVOS ) A UN TIEMPO COMUN, USUA,h 

MENTE EL PRESENTE. EL METODO DEL COSTO ANUAL EQUIVALENTE CALCU-

LA LAS SERIES DE PAGOS ANUALES QUE, SOBRE LA VI DA DEL PROYECTO, 

TENDRI AN EL MISMO VALOR PRESENTE COMO S 1 LOS COSTOS Y BENEFI ---

CIOS AL CORRER EL TIEMPO OCURRIERAN ACTUALMENTE, SI EL PROYECTO 

FUE IMPLEMENTADO. PARA LA MISMA TASA DE DESCUENTO Y VIDA DEL PRe . . 
YECTO, AMBOS METODOS SON NUHERICAMENTE EQUIVALENTES. 

LA SELECCI ON ENTRE LOS METODOS DE VALOR PRESENTE Y COSTO ANUAL-

EQUIVALENTE DEPENDEN PRINCIPALMENTE DE CONVENIENCIAS. 

PARA PROBLEMAS S 1 MPLES, DONDJ UN FLUJO CONSTANTE DE DESEMBOLSOS 

Y INGRESOS PUEDEN EXISTIR, EL METODO DEL COSTO ANUAL EQUIVALEN-

TE ES PREFER 1 BLE. 



PARA EL ANALISIS DE UN SISTEMA COMPLEJO, SIN EMBARGO, EL METODO 

, DEL VALOR PRESENTE ·ES PREFERIBLE, HAY VARIAS RAZONES Y ESTAS ":'

SON: 

PRIMERA.-.EL FLUJ6 DE BENEFICIOS Y COSTOS EN UN PROVECTO DE 

GRAN ES CALA ES CAS 1 S 1 EMPRE 1 RREGULAR. EL COSTO ANUAL PUEDE CON 

SECUENTEMENTE S,OLO SER OBTENIDO DESPUES DE QUE EL VALOR PRESEN

TE HA SI DO CA'LCULADO. 

SEGUNDA.- EN CUALQUIER EVENTO ES FRECEUNTEMENTE DIFICIL DEFINIR . 
EL COSTO ANUAL. SOBRE UNA BASE RAZONABLE, PUESTO QUE S 1 S TEMA~ 

COMPLICAD OS 1 NVOLUCRAN SUBS 1 STEMAS DE DURACI ON DIFERENTE •. 

TERCERA.- EL FLUJO DEL DINERO ES ALGUNAS VECES COMPLETAMENTE DI 

FERENTE DEL CALCULADO POR EL COSTO ANUAL EQUIVALENTE Y PUEDE -

SER NATURALMENTE ERRONEO. 

CUARTO.- LA PRINCIPAL VENTAJA DEL METODO DE VALOR PRESENTE .ES -

QUE ENFOCA SU ATENCION SOBRE LA TASA DE DESCUENTO LA CUAL, LA

MAYOR PARTE DE LOS ECONOMISTAS GENERALMENTE -.CONS 1 EN TEN Y ES LA-· 

-·-QUE FUNDAMENTALMENTE DE BE SER MAXIMIZADA. 

2.3.-IMPLICACIONES DE DIFERENTES TASAS DE DESCUENTO Y VIDA DEL PRO-

YECTO. 

LAS FORMULAS PARA DESARROLLAR COMPARACIONES ENTRE DIFERENTES --

LAPSOS DE. TIEMPO DE BENEFICIOS Y COSTOS SON FUNCION SOLAMENTE-

DE LA TASA DE DESCUENTO r Y LA VI DA DEL PROVECTO ·N. 

COMO LA ESTIMACION DE ESOS PARAMETROS ES UNA CONSECUENCIA DE DIS 

CERN 1 MIENTO, ES UTI L EXPLORAR LAS 1 MPLI CACI ONES DE LAS ALTERNA

TIVAS ELEGIDAS A ESAS CANTIDADES. 

AL PRODUCIR ESAS COMPARACIONES CON PROYECTOS ESTOS SON ALTAMEN-

TE SENSIBLES A ESOS PARAMETROS, Y UNA ATENCION PART!CULAR DEBE-

RA DARSE A ESAS SELECCIONES. 

, .. 



EL VALOR PRESENTE DE FUTUROS BENEFICIOS O COSTOS SE DISPERSA RAPl 
.. 

DAMENTE PARA TASAS DE DESCUENTO Y RETORNOS MAS DISTANTES, COMO SE 

1 LUSTRA EN LA Fl GURAo- 3. COMO UNA REGLA PRACTICA, LA TASA PUEQE

SER ESTIMADA POR LA LLAMADA 11REGLA - 72 11 LA CUAL DI CE QUE LA CAN-
~ 

TI DAD ( 1 + r · ) . SE DUPLICA CADA N~'• AÑOS, EN DONDE N"~'' = 72/r. EL-

.\/ALOR PRESENTE ES DIVIDIDO EN,DOS EN CERCA DE 15 AÑOS CUANDO LA

TASA DE DESCUENTO ES 5% Y EN CERCA DE 7 AÑOS CUANDO ES DEL 1~/o. 

BENEFICIOS QUE OCURREN MAS ALLA DE 20 AÑOS EN EL FUTURO TIENEN --

. CON CRECES UNA PEQUEÑI SIMA CONTRI BUCI 0N AL VALOR PRESENTE DE UN.

PROYECTO. PARA TASAS DE DESCUENTO QUE SON IGUALES AL COSTO DE --

APORTUN 1 DAD DEL CAPITAL, ESTO ES, SOBRE EL ORDEN DEL 5 o 10%, - -

ESTAS PUEDEN SER CASI DESPRECIABLES SI UN PROYECTO TIENE UNA VIDA

DE 50 AÑOS. EN MEXI CO POR EJEMPLO LA SECRETAR! A DE ASENTAMIENTOS-

HUMANOS Y OBRAS PUBLICAS PROCEDE SOBRE LA CONSI DERACI ON DE QUE EL 

COSTO DE OPORTUNIDAD DEL CAPITAL ES DEL 12% POR AÑO PARA 1970 Y m 

CONSECUENTEMENTE EVALUA CONSTRUCCIONES DE CARRETERAS SOBRE LA 

BASE DE 20 AÑOS COMO VI DA DEL PROYECTO. 

LA CONVENIENCIA DE CUALQUIER PROYECTO ES ALTAMENTE SENSIBLE A LA

ELECCION DE LA TASA DE DESCUENTO Y VIDA DEL PROYECTO PARA ILUS---

TRAR ESTO, LA SENSIBILIDAD DE LA RAZON DEL VALOR PRESENiE DE BENE 

FICIOS Y COSTOS CON r YN SERAN EXAHINADOS. 

ESTA RAZON BENEFI Cl O-COSTO ·Es UNO DE LOS DIFERENTES CRITERIOS DE-. 

EVALUACI ON POSIBLES. 

HASTA LA RE LA TI VA DESEABI Ll DAD DE PROYECTOS ES SENS 1 BLE A lA ELEC 

Cl ON DE LA TASA DE DESCUENTO. 

LA ELECCI ON DE LA TASA DE DESCUENTO Y LA VI DA DEL PROYECTO SON 

CLARAMENTE LOS MEJORES DETERMINANTES DE EL MERITO RELATIVO DEL -" 

PROYECTO. SON PARTICULARMENTE 1 HPORTANTES PARA S 1 S TEMAS· 1 NGEN 1 E-: 



RILES DE GRAN ESCALA DEBIDO A QUE GASTOS Y BENEFICIOS, TIPICAMEN

.. T,E OCURREN EN TIEMPOS COMPLETM1ENTE DIFERENTES • 
. ~; . . . . . 

GRANDES GASTOS INICIALES DE CONSTRUCCION SON GENERALMENTE SEGUI-

DOS POR UNA SERIE GRANDES BENEFI Cl OS. COMPARACIONES ENTRE ESAS --

CANTIDADES PUEDEN SER MARCADAMENTE AFECTADAS POR LA ELECCION DE-

r Y N •. UNA ALTA TASA DE DESCUENTO REDUCE DRASTI CAMENTE EL VALOR -

PRESENTE DE LOS BENEFICIOS, QUE HECHA POR TIERRA EL NUMERO DE PRO 

YECTOS QUE PUEDEN SER JUSTI Fl CAD OS, RESULTANDO CONSTRUCC 1 ONES 

SIGNIFICATIVAMENTE MENORES QUE CON UNA TASA INFERIOR. 



3.- SELECCI ON DE LA TASA DE DESCUENTO. 

LA BASE TEORICAMENTE CORRECTA PARA QUE LA TASA DE DESCUENTO SEA ~ 

APLICADA A EVALUACION DE PROYECTOS ES EL COSTO DE OPORTUNIDAD DEL· 

CAPITAL. EL COSTO DE OPORTUN 1 DAD DEL DINERO ES LA RENTA PEROl DA -

AL DESVIAR FONDOS PARA PROYECTOS BAJO CONSI DERACI ON, NO ES UNA --

CANTIQAD FACIL DE DETERMINAR. A CAUSA DE LA NECESIDAD DEL CONCUR-

SO EN EL DESARROLLO DE MUCHOS SISTEMAS PUBLICO$ Y DEBIDO A DIFE--

RENTES TASAS DE IMPUESTOS EN DIFERENTES CLASES DE ACTIVIDAD, LA -

TASA DE DESCUENTO NO ES LA MISMA PARA TODAS LAS SITUACIONES. ESTA 

aEPENDE DE EL TIEMPO EN EL QUE ESTA EL COSTO DE OPORTUNIDAD Y DE

DONDE LLEGAN LOS RECURSOS PARA EL PROYECTO. 

ESTA PARTE NO TRATARA POR LO TANTO DE DEFINIR QUE NUI'IERO SERA .LA

TASA DE DESCUENTO. MAS BIEN, EL PROPOSITO INICIAL ES INirfCAR LAS-

GUIAS BASICAS DE COMO EL VALOR TEMPORAL DEL DINERO PUEDE SER----

DETERMINADO PARA UNA SITUACION PARTICULAR. 

3.1.- LIMITE INFERIOR: TASAS DE INTERES LIBRES DE RIESGO. 

LA PRIMERA GUIA PARA LA DETER~IINACI ON LA TASA DE DESCUENTO APRO-

PIADA PARA EVALUACI ON DE PROYECTOS ES SI t~PLE. EL COSTO DE OPORTU-

N 1 DAD DEL CAPITAL PARA TODAS LAS 1 NVERS 1 ONES·, PUBLICAS Y PR! VADAS, 

DEBERA SER AL MENOS TAN GRANDE COMO TASAS DE INTERES CONSTANTES -

CORRIENTEMENTE AL CAPITAL SIN RI.ESGO ESTO ES, EQUIVALENTE A NO--

EMPRENDER UNA INVERSION A MENOS QUE ESTA SEA JUSTAMENTE PRODUCTI-

VA COMO CUALQUIERA DE LAS INVERSIONES COMPARABLES LAS CUALES ESTll. 

COMODAMENTE D 1 S PON 1 BLES .. 

ESTA PROPOS 1 Cl ON PUEDE SER FACI U1ENTE DEMOSTRADA POR EJEHPLO. SU-

PONGAMOS QUE LA TASA DE INTERES CORRIENTE PARA LAS OBLIGACIONES 
o 

DE GOBIERNO SEA)jEL GOBIERNO DEBERA ENTONCES, SI ESTA ES UNA--

ACCION RACIONAL, INSISTIR QUE CUALQUIER PROYECTO SE EMPRENDA TE--



NIENDO UNA TASA DE RETORNO LA CUAL EXEDA )rjo SERIA MAS ECONOMI,CO-

PAGAR SUS DEUDAS, OBTENIENDO DE ESE MODO BENEFICIOS A LA TASA DE

RETORNO DE )<g % POR AÑO, MEJOR QUE 1 N VER TI R EN ALGUN PROYECTO EN

DONDE LA_ TASA ANUAL DE RETORNO.SEA MENOR. EL CASO ES SI MI LAR PARA 

COMPAÑI AS PRIVADAS LAS CUALES TIENEN QUE PAGAR 1 MPUESTOS POR SUS-. . 

GAN,ANCIAS.- A MENOS QUE INVIERTAN EN PROYECTOS QUE TENGAN UN RETOR 

NO SUBSTANCIALMENTE MAYOR QUE ¡(.) 

3. 2.- TASA DE DESCUENTO SOC lA L. 
':;,•,. ' 

.;:·· 

LA JASA DE DESCUENTO SOCIAL ES LA TASA DE DESCUENTO QUE DEBERA , 

APLJ CARSE A PROYECTOS PUBLI COS. LA DETERMI NACI ON DE ESTE VALOR ES 

·DE GRAN 'INTERES DEBIDO A QUE MUCHOS SISTEMAS. DE GRAN ESCALA SON - · 

PROYECTOS PUBLI COS. PUESTO QUE LA TECN 1 CA USA~A ES TAMBI EN APLI C~ 

BLE- A OTRAS SITUACIONES, CONCENTRAREMOS LA ATENCI ON EN ESTA TASA. 

EL CAPITAL REQUERIDO PARA LAS INVERSIONES DE GOBIERNO ES OBTENIDr:l 

DE EL SECTOR:~ PR 1 VADOJ DONDE DE OTRA. MANERA SER 1 A AGOTADO EN CONS!:!_ 

MIRLO O INVERTIDO EN EL MISMO SECTOR PRIVADO. PARA DETERMINAR EL-

COSTO DE OPORTUNIDAD DE ESTE CAPITAL, SOLO NECESITAMOS, PRIMERO

EXAMINAR LAS TASAS- DE RETORNO QUE SON APROPIADAS PARA ESOS USOS -

ALTERNATIVOS, SEGUNDO, ES NECESARIO PESAR LA PROPORCION DE CAPI-

TAL OBTENIDO DE AMBAS FUENTES PARA OBTENER UN COSTO DE OPORTUNI--

. DAD COMPUESTO. 

EL ·COSTO DE OPORTUN 1 DAD DEL CAPITAL APARTADO DEL CONSUMO PUEDE, -

PARA TODO PROPOS 1 TO PRACTICO, SER TOMADO -D 1 RECTAMENTE COMO LA - -

TASA DE 1 NTERES S 1 N -R 1 ESGO A LARGO-PLAZO, EN OTRAS PALABRAS LA --· 

TASA CORRIENTE SOBRE BONOS GUBERNAMENTALES. CONSUMIDORES QUIENES-

VOLUNTAR 1 AMENTE DAN UN-.ALTO USO, EN \)ROEN DE COMPRAR UN BONO ---

ESTAN. INDICANDO QUE LA TASA DE I·NTERES DE LOS BONOS COMPENSA Y ES 

PROBABLEMENTE MEJOR QUE LAS AL"(ERNATI VAS QUE ELLOS CEDEN. RECI PRQ 



CAMENTE, CONSUM 1 DORES QU 1 WES NO COMPRAN BONOS~ S 1 EN TEN Q.UE LA -~ 

TASA DE INTERESES DEL BONO NO COMPENSA PARA DIFERIR SU CONSUMO, -

Q.UE SU YALOR TEMPORAL DEL D 1 NERO ES MAS GRANDE Q.UE LA Tl.\SA DE 1 ~

TERES DEL BONO. EL COSTO DE OPORTUNIDAD DEL DINERO TOMADO DE ~OS

CONSUMIDORES ENTONCES ES IGUAL O EXCEDE LA TASA DE INTERES DEL --. . 
... 
BONO. 

EL COSTO DE OPORTUNIDAD TOMADO DE LA !NVERSION PRIVADA ES MAS DI-

F 1 C 1 L DE CALCULAR. LA FOR~1ULA A USAR DEPENDE D 1 RECTAMENTE DE LA -

TASA DE IMPUESTO t QUE ES APLICADA A INSTITUCIONES PRIVADAS ANTES 

o:uE ELLAS PASEN SUS GANANC 1 AS A LOS CONSUM 1 DORES. 

PARA QUE ALGUNOS NEGOCIOS INDIVIDUALES SEAN ATRACTIVOS, SU TASA

DE RETORNO DESPUES DE INCORPORAR IMPUESTOS DEBERA EXCEbER LA TASA 

DE 1 NTERES, )q , OBTEN 1 BLE PARA BONOS DE GOB 1 ERNO, LA CUAL SER 1 A -

LA ALTERNATIVA DE INVERSION. 

PUESTO Q.UE LA TASA DE RETOHNO DESPUES DE 1 MPUESTOS ES 1 GUAL A LA

REAL, LA TASA DERETORNO ANTES DE IMPU~STO ES 1-t. COSTO DE OPOR:. 

TUNI DAD DE INVERSIONES PRIVADAS >,.. ~~: 
UN METODO PRACTICO PARA ESTIMAR EL EFECTIVO,COSTO DE OPORTUNIDAD-

DEL DINERO EN EL GOBIERNO, LA TASA DE DESCUENTO SOCIAL ES: 

TASA DE DESCUENTO SOC 1 AL = A ig + (1 = ~) j~ 
EN DONDE A ES LA PROPORCION DE INVERSION SIENDO OBTENIDA DE LOS -. 
CONSUMIDORES Y Ag, t SON LA TASA DE INTERES DEL GOBIERNO Y LA 

TASA DE IMPUESTO. 

3.3.- TRATAMIENTO DEL RIESGO .. 

EN EL MERCADO PRiVADO, PROYECTOS QUE SON ~1AS ARRIESGADOS Q.UE ----

OTROS SON FORZADOS A PAGAR TASAS DE 1 NTERES ALTAS PARA ATRAER AL·· 

CAPITAL·. 

ESTO ES PORQUE UNA TASA ALTA ES NECESARIA PARA COMPENSAR, EN UN -



SENTIDO EL VALOR ESPERADO, POR LA POSIBILIDAD DE PERDERLO. 

LA ALTA TASA DE INTERES ASOCIADA CON PROYECTOS ARRIESGADOS ES CLA 

RAMENTE UN COSTO LEGITIMO DEL INVERSIONISTA. LA CUESTION ES SI --

ESTE PREt11 O AL R 1 ESGO DEBE SER 1 NCLU I-DO EN LA TASA DE DESCUENTO -

SOCIA~ LA CUAL ES LA BASE PARA .EVALUAR PROYECTOS PUBLICOS. 

ALGUNOS ECONOMISTAS PROPONEN QUE NINGUN PREMIO AL RIESGO DEBE SER 

iNCLUIDO EN LA TASA DE DESCUENTO PARA EVALUAR PROYECTOS DE GOBIER 

NO. EL AR"GUMENTO ES ESENC 1 ALMENTE Q.UE EL GOB 1 ERNO PUEDE PROPORC 1 O 

NAR EL EMPLEO DEL VALOR ESPERADO DE SUS bECISORES, PUESTO QVE EL

. NUMERO DE SUS PROYECTOS ES TAN GRANDE QUE FALLAN, EN UN SENTIDO -

ECONOMICO, Y NINGUNO SERA APENAS PE~CEPTIBLE. 

ESTRICTAMENTE HABLANDO, ESTE PUNTO DE VISTA AFIRMA Q.UE EL PUBLICO 

NO NECESITA TENER AVERSION AL RIESGO PUESTO Q_UE EL RIESGO ES COM-

PARTJ DO. 

EN EL SENTIDO MAS AMPLIO PUEDE ARGUMENTARSE QVE EL PREMIO AL RIEi 

GO ES NECESARIO PARA COMPENSAR, EN UN-SENTIDO EL VALOR ESPERADO,

POR FALLAS PROBA~LES. DEL PROYECTO. LOS BENEF 1 C 1 OS PROYECTADOS DE-

INVERSIONES PUBLICAS SON INVARIABLEMENTE OPTIMISTAS. SE ASUME QUE 

EL SISTEMA SERA DESARROLLADO Y PAGADO COMO FUE PLANEADO. EN REAL! 

DAD, EL VALOR ESPERADO DEL PROYECTO PUEDE SER BAJO COMO SE HA ANTI 

C IPADO. 

TALES PROYECTOS RI~SGOSOS DEBERAN SER REQUERibOS A MOSTRAR UNA --

ALTA TASA DE RETORNO, UN PREMIO AL RIESGO, EN TAL FORMA DE HACER-

SUS BENEFICIOS ESPERADOS IGUALES A SUS BENEFICIOS SOBRE INVERSIO-
--------

NES Ll BRES DE RTESGO. ------ - -- ---- ---- ----



4.- CRITERIOS DE EVALUACION. 

LO ESENCIAL A DECIDIR EN LA EVALUACION DE UN PROYECTO ES. ¿ CUAL 

PROYECTO ES MAS PRODUCTIVO? ¿CUAL OBTIENE MAS ALTAS. GANANCIAS? -

EXISTEN TRES CRITERIOS PARA RESOLVER ESTAS INTERROGANTES. EL PRl 

MERO.ES LLAMADO "CRITERIO DE BENEFICIO-COST0 11
, EL SEGUND0. 11CRIT.S, 

Rl O DE LA TASA 1 NTERNA DE RETORN0 11 Y UN TERCERO Q.UE COMPLEMENTA-

A LOS ANTERIORES Y ES 11CRITERIO DEL VALOR NETO PRESENTE 11
• 

4.1.- CRITERIO BENEFICIO-COSTO. 

EL CRITERIO BENEFICIO-COSTO CLASIFICA LOS PROYECTOS POR LA .RAZON 

DE SUS BENEFICiOS Y COSTOS TOTALES, TOMANDO COMO BASE EL VALOR -

PRESENTE. 

VALOR PRESENTE DE BENEFICIOS TOTALES. 
RAZON BENEFICIO COSTO= VALOR PRESENTE DE COSTOS TOTALES. 

ESTE CRITERIO PROPORCIONA UNA UTIL MEDIDA PARA LA SELECCION DE -

UN PROYECTO, AUNQUE ESTA SUJETO A UNA OBJECION TEORICA PARA EL -

ANALISIS DE UN SISTEMA COMPLEJO. LA RAZON BENEFICIO-COSTO CONSI-

DERA LOS COSTOS Y LOS BENEFICIOS Y NO TOMA EN CUENTA SU DISTRIBU 

CION. -SEGUN ESTE CRITERIO UN PROYECTO ES DESEABLE SEGUN Q_UE LOS-

BENEFICIOS EXEDAN A LOS COSTOS. 

LA RAZON BENEFICIO-COSTO ES UNA FUNCION DE OBJETIVO UNICO, - - -

AUNQUE TAMBIEN PUEDE SER ADECUADO PARA LA EVALUACION DE GRANDES-
, ' 

PROYECTO·s. COMO SE COMPRENDERA, S 1 S TEMAS CON MUCHOS OBJET 1 VOS --

TENDRAN VARIAS MEDIDAS DE EFECTIVIDAD, POR LO TANTO LOS ANALIS--

TAS NO DEBEN LIMITARSE A TOMAR EN CUENTA UN. SOLO CRITERIO CUANDO 

EVALUAN PROYECTOS CON VARIOS OBJETIVOS. 

SUPERFICIALMENTE, LA RAZON BENEFICIO-COSTO PROPORCIONA UN INDICA 

DOR DE PRODUCT 1 V 1 DAD DE UNA 1 NVERS 1 ON DE CAP 1 T/\L. ESTO ES ,C 1 ERTO, 

SIN EMBARGO SOLAMENTE", CUANDO SE ESTA CONSIDERANDO UNA SOLA - --



- -- ~---- - -

1 NVERS 1 ON bE CAP 1 TAL Y UN. SOLO-- GRtJPO or· BENEF 1 C 1 OS. EN LA MAYOR 1 A 

DE LOS CASOS, DONDE UN PROYECTO DEBE SOPORTAR LOS COSTOS DEL· CA

PITAL INICIAL Y TAMBIEN LOS COSTOS PERIODICOS DE OPERACION Y MA.t:!_ 
. ' 
TENIMIENTO, EL CRITERIO BENEFICIO-COSTO NO LOGRA PROPORCIONAR --

. . 
UNA FIGURA CLARA DEL VALOR DEL PROYECTO. 

LA·RAlON BENEFICIO-COSTO USUALMENTE MENOSPRECIA LA PRODUCTIVIDAD 

.DE UN PRbYECTO CON COSTOS ANUALES ALTOS. 

LA DISTORCION INTRODUCIDA POR EL CRITERIO BENEFICIO-COSTO PARA -

PROYECTOS CON ALTO COSTO ANUAL ES PRESENTADA A CONTINUACION. 

DEFINASE K COMO EL VALOR PRESENTE DEL CAPITAL INICIAL INVERTIDO, 

A COMO EL COSTO ANUAL, Y B COMO LOS BENEFICIOS ANUALES. 

B 
RAZON_ BENEFICIO-COSTO= A+K 

LA RAZON DE LA SUMA DE LOS BENEFICIOS NETOS ANUALES Y COSTOS TO-

TAL ES 'ENTONCES. 

RAZON BENEF 1 C 1 O-COSTO NETO= B.-A 
K 

PARA INDICAR EL ALCANCE DE LA DISTORCION INTRODUCIDA POR LA RA--

6 ZON BENEF 1 C 1 O-COSTO, TOMEMOS LAS RAZONES _5- y_ - - Y OBTENEMOS. 

RAZON BENEF 1 C 1 O-COSTO TOTAL= -:---....;..1-.---'---<--
RAZON BENEFICIO-COSTO NETO (l+A). (1-A) 

l{ lr-

ESTA FORMULA ES GRAF 1 CADA EN LA F 1 G 5 . COMO FUE 1 NS 1 NUADO EN -

ESTA DISCUGION LA RAZON BENEFICIO-COSTO COMUNMENTE NO PUEDE ME-

DIR LA PRODUCTIVIDAD REAL, POR lO TANTO SE REQ.UIERE UN CRITERIO

DIFERENTE. 

1+. 2.- CR 1 TER 1 O DE LA TASA- l. N-TERNA DE--iE:YóRNo-: --

EL CONCEPTO DE "TASA. 1 NTERNA DE RETORNO" HA S 1 DO PROPUESTO. COMO-

UN INDICE DE LA DESEABILIDAD DE UN PROYECTO. LA TÁSA MAS ALTA, -

EL MEJOR PROYECTO. POR DEFINICION, ES.LA TASA DE DESCUENTO A LA-

(5') 



CUAL EL VALOR NETO PRESENTE DE LOS BENEF i C 1 OS 1 GUALAN AL VP.LOR . -

NETO PRESENTE DE LOS. COSTOS. 

·'· " TASA INTERNA DE RETORNO = r 

TAL QUE USANDO r* COMO TASA DE DESCUENTO 

VALOR PRESENTE DE TODOS LOS BENEFICIOS= VALOR PRESENTE DE TO-
DOS LOS COSTOS 

NATURALMENTE ESTA SUJETO A TODAS LAS DIFICULTADES ASOCIADAS CON-

tA OCURRENCIA DE COSTOS ANUALES, COMO SE INDICO EN EL CRITERIO -

BENEF.JCIO-COSTO. NO HA SIDO PROP.UESTO COMO MEDIDA DE PRODUCTIVI

DAD DE UN PROYECTO. 

LA ATRACCION INTUITIVA DE LA TASA INTERNA DE RETORNO COMO UN CRl 

TERIO DE EVALUACIONES EL HECHO Q,UE SU USO PUEDE ELIMINAR L.A. NE

CESIDAD DIRECTA DE DETERMINAR LA TASA DE DESCUENTO APROPIADA. -

ESTA DETERMINACION COMO. YA SE INDICO ES UNA TAREA DIFICIL. ESTE

CRITERIO ES USADO POR SOFISTICADAS AGENCIAS DE DISE~O EN PAISES-

·COMO MEXICO Y FRANCIA. EL CONCEPTO TIENE TRES PUNTOS DEBILES: 

PUEDE PROPORCIONAR VALORES AMBIGUOS; PUEDE PROPORCIONAR UNA -

INTERPRETACION DISTORCIONADA DE PRODUCTIVIDAD; PUEDE ALTERAR EL

RANGO DE LOS PROYECTOS DESDE EL l-NDICADO POR EL TECNICAMENTE MAS 

CORRECTO VALOR NETO PRESENTE. 
" 

VALORES AMBIGUOS PARA LA TASA INTERNA DE RETORNO PUEDEN SER OBTE 

NIDOS CUANDO UN PROYECTO ES FORZADO A INCURRIR EN GRANDES COSTOS 

AL FINAL DE SU VIDA. ESTO PUEDE SUCEDER PARA UN SISTEMA Q.UE OPE

RA EFECTIVAMENTE Y PROPORCIONA GRÁNDES .BENEFICIOS AL PRINCIPIO,

PERO MAS TARDE, TAL COMO MUCHOS SERVICIOS PUBLICOS, PROPORCIONAN 

SERVICIOS INFERIORES YA Q,UE INCURREN EN ALTOS COSTO,S DE MANTEN!

MIENTO. 

EL CALCULO DE LA TASA INTERNA DE RETORNO PUEDE MOSTRAR UN FALSO-

SENTIDO DE: PRODUCTIVIDAD CUANDO ELEMENTOS iMPORTANTES DE COSTO-



NO SON INCLUIDOS EN EL CALCULO. ESTO SUELE OCURRIR, SIN EMBARGO-

" -COMO ES FRECUENTE EN ·EL D§SENO DE SISTEMAS PUBLICOS, PROPIEDADES 

Q.UE.PERTENECEN.AL GOBIERNO, TAL COMO UN DEPOSITO EN UN LOTE 9.UN 

PARQUE, YA QUE LOS RECURSOS SE CONS 1 DERAN GRATU 1 TOS. CUANDO 'ESOS 

RECURSOS PUEDEN ACTUALMENTE SER USADOS PARA OTROS VALIOSOS PRO--

POSITOS, TIENEN UN COSTO DE OPORTUNIDAD. 

ES POSIBLE CONSTRUIR EJEMPLOS NUMERICOS RAZONABLES PARA LOS - --

CUALES EL RANGO DE LOS PROYECTOS BASADOS EN EL COSTO DE OPORTUNl 

DAD ACTUAL DEL CAPITAL ES DIFERENTE AL PRODUCIDO POR EL CRITERIO 

DE LA TASA INTERNA DE RETORNO. 

SI LA TASA DE DESCUENTO SOBRE LA CUAL LA EVALUACION ES BASADA, -

REFLEJA EN REALIDAD EL COSTO DE OPORTUNIDAD, ENTONCES EL CRITE-

RIO DE LA TASA-INTERNA DE RETORNO PUEDE CONDUCIRNOS A UNA RES---

PUESTA ERRONEA. EL CRITERIO DE LA TASA INTERNA DE RETORNO ES UN-

. CRITERIO Q.UE PUEDE FALLAR EN LA EVALUACION DE PROYECTOS. 

4.3.- CRITERIO DEL VALOR NETO PRESENTE. 

ULTIMAMENTE, LOS DISEÑADORES ESTAN INTEREZADOS EN LA MAXIMIZA--

CION DEL VALOR DE UN SISTEMA, ESTE ES EL VALOR NETO PRESENTE. 

VALOR NETO PRESENTE::: VALOR PRESENTE DE TODOS LOS BENEF 1 C 1 OS_.. 
~VALOR PRESENTE DE TODOS LOS COSTOS 

ELLOS ESTAN FORZADOS. A OPERAR CON UN PRESUPUESTO REDUC 1 DO, COMO

PUEDE SUPONERSE, ENTONCES LA MAXIMIZACION DEL VALOR NETO PRESENTE 

ES EQUIVALENTE A LA MAXIMIZACION DE LA RAZON BENEFICIO-COSTO O -

DE LA TASA 1 NTERNA DE RETORNO YA Q.UE EL COSTO ES F 1 JO. PARA EL - · 
-,- ------,......_ -~ --- ---- ~-------. 

CASO EN Q.UE EL D 1 SEÑADOR DEBA TRABAJAR BAJO UÑ PRtSUPl.JESTO -FrJO ,- - -- - --

EL CRITERIO DEL VALOR·NETO PRESENTE ES EL MEJOR CRITERIO PARA LA 

EVALUACION DE ~ROYECTOS. 

EL USO DE ESTE CR 1 TER 1 O EV 1 TA 'LAS D 1 FJ CUL TADES DE LOS DOS CR 1 TE-

•. 



RIOS ANTERIORES. PRIMERO, EVITA LAS COMPLICACIONES DEBIDAS A LA

CUEST!ON DE LOS COSTOS ANUALES DE OPERACION, POR LA SIMPL~ VENT~ 

JA DE BASARSE EN LOS BENEF 1 C 1 OS NETOS. SEGUNDO PORQ.UE LAS TASAS

DE REINVERSION IMPLICADAS SON CONSISTENTES, ESTO NO PRODUCE RE-

SULTADOS AMBIGUOS COMO PUEDE SUCEDER CON LA.TASA INTERNA DE·RE--

TORNO. NO EVOCA FALSAS PERSPECTIVAS DE PRODUCTIVIDAD. FINALMENTE 

COSTEANDO AL CAPITAL CON SU COSTO DE OPORTUNIDAD REAL ES MEJOR-

QUE CON UNA TASA INTERNA DE RETORNOJ PROVEE UN CALCULO MAS PRE-

C 1 SO DE LA CONTR 1 BUC 1 ON NETA A CUALQ.U 1 ER PROYECTO. 

EL CRITERIO DEL VALOR NETO PRESENTE ES PARTICULARMENTE UTIL EN -

SITUACIONES DONDE LOS RECURSOS DE CAPITAL SON LIMITADOS Y DEBEN-

SER ASIGNADOS A LOS PROYECTOS MAS PRODUCTIVOS. 

LAS DIFERENCIAS ENTRE EL VALOR NETO PRESENTE, EL CRITERIO BENE-

FICIO-COSTO Y LA TASA INTERNA DE RETORNO PARA UN PROYECTO SON --

MOSTR~DAS EN LAS FIGURAS - -

5.- CONCLUSIONES. 

LA EVALUACION DE PROYECTOS DEFINE LOS METODOS NECESARIOS PARA 

COMPARAR PROYECTOS. COMO P .. R 1 MER PASO ESTABLECE LAS FORM4LAS PARA 

LA COMPARACION DE LOS VALORES DE LAS DIFERENTES CORRI~NTES DE -

BENEF 1 C 1 OS Y COSTOS Q.UE SE PRESENTAN. ESAS COMPARAC 1 ONES PUEDEN

SER HECHAS YA SEA SOBRE LA BASE DE VALOR PRESENTE, EL CUAL ES -

PREFERIBLE POR EL ANALISIS DE SISTEMAS, O EL COSTO ANUAL EQUIVA-

LENTE. 

ESTAS MEDIDAS SON COMPLETAMENTE SENSIBLES A LA TASA PE DESCUENTO 

USADA. 

LA TASA DE DESCUENTO USADA EN EVALUACION DE PROYECTOS DEBERA ·SER 

UNA MEDIDA DEL .COSTO DE OPORTUNIDAD DE LOS.RECURSOS DE CP,PITAL-
1 
\ 

EN EL MOMENTO. PARA PROYECTÓ<: PUBLI COS ESTA DEBERA SER AL MENOS,. 

i" 



IGUAL A LA TASA DE INTERES DARA BONOS DE GOBIERNO A LARGO PLAZO. 

MAS ALLA DE ESTE LIMITE INFERIOR, DEBERA REPRESENTAR ACTUALMENTE 

' UN PROME.D 1 O PESADO DEL COSTO DE OPORTUN 1 DAD DEL CAP 1 TAL APL 1 CADO 

A CADA UNO DE LOS RECURSOS DE CAPITAL. LA PRACTICA CORRIENTE EN:

EL MUNDO SUGIERE Q~E UNA TASA Dt DESCUENTO DE ALREDEDOR DEL 8 AL 

i O%. 

CADA UNO DE LOS DOS MEJORES CRITERIOS DE EVALUACION DISPONIBLES-

SUFREN DE SUBSTANCJALES DIFICULTADES TEORICAS. EL CRITERIO BENE-

FICIO-COSTO NO TOMA EN CUENTA LPS IMPACTOS DE LA DISTRIBUCION Y-

GENERALMENTE SOBRE ESTIMA EL EFECTO DE LOS COSTOS DE QPERACION.-

EL CRITERIO DE LA TASA INTERNA DE RETORNO, EVITA LA. CUESTION DE-. 

ELEG 1 ~ LA TASA DE DESCUENTO, HACE AUMENTAR LA POS 1 B 1 L 1 DAD DE Q.UE 

RESULTADOS AMBIGUOS PUEDAN OCURRIR Y EL RANGO DE LOS PROYECTOS -

PUEDA SER D 1 STORC lONA DO Y ESTAR LEJOS DE LA TASA DE DESCUENTO·--

REAL QUE DEBIO USARSE. 

EL CRITERIO DEL VALOR NETO PRESENTE POR LO TANTO ES EL RECOMEN-:-

DADO COMO EL MEJOR CRITERIO PARA LA EVALUACION DE PROYECTOS. - -

SIEMPRE QUE LOS RECURSOS SEAN ESCASOS, COMO ES FRECUENTE EN EL

ANALISIS DE SISTEMAS, EL VALOR NETO PRESENTE ELUDE LAS DIFICULTA 

DES ASOCIADAS CON OTROS CRITERIOS Y PROPORCIONA UN AVALUO PREC)-

SO DE LOS MERITOS ECONOMICOS DE UN PLAN. 
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SE HA ANALIZADO UN SIS'rEMA HIDRAULICO UTILIZANDO 

TANTO OPTIMIZACION COMO SIMULACION NO COMO TECNICAS 

COMPETITIVAS SINO COMO SOCIOS QUE INTERACTUAN EN LA 

---BUSQUEDA-.DE--BUENAS POLITICAS ADMINISTRATIVAS. 



.. 

SE CONSIDERA UN MODELO DE SIMULACION DE LA CUENCA 

DEL RIO DELAWARE QUE INCLUYO 35 PRESAS DE LAS QUE 

SOLO SEIS TIENEN CAPACIDAD FIJA. 

-· -- ---- - - - - - ---
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NEW YORK 



DENTI-<.0 DE IJA CUENCA DEL RIO DELAWARE HABITAN 22 

MILLONES DE PEl<SONAS Y UNA GRAN PARTB DE LA 

INDUSTRIA EN LOS ESTADOS UNIDOS. PROPORCIONA -

AGUA PARA NE\J YORK Y NEW JERSEY BENEFICIANDO AS! 

15 MILLONES MAS DE PERSONAS. ESTE ESTUDIO SE LI 

MITO AL DESARROLLO DE. LAS AGUAS SUPERFICIALES. 

SE CONSIDERO RECREACION, CONTROL DE AVENIDAS, .GE 

NERACION DE ENERGIA ELECTRICA Y ABASTECIMIENTO 

DE AGUA ~OTABLE. 
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SUPONIENDO QUE SOLO SE TUVIERAN DOS TAMAÑOS POSIBLES 

PARA CADA NUEVA PRESA, UNA EVALUACION COMPLETA DE LAS 

ALTEI~ATIVAS REQUERIRlA 229 SIMULACIONES, ~ROXIMA-

DAMENTE 500 MILLONES. SI SE UTILIZA EL JUICIO INGE-

NIERIL Y SE ELIMINAN 99% DE ESTAS POSIBILIDADES COMO 

CLAl~N'rE INFERIORES (ALGO IMPROBABLE) Y SI EL TIEM 

PO DE. COMPUTO POR SIMULACION FUERA DE UN MINUTO (TAM-

. BIEN IMPROBABLE) l~EQUERIRIA POCO MAS DE 1 O AfJOS DE 

TIEMPO DE MAQUINA EVALUAR EL 1% RESTANTE DE LAS CONFI 

GURACIONES POSIBLES. SE HACE NECESA1(!0 ENTONCES EL -

PROCESO DE CERNIDO. 



• 

SE SUPUSO QUE EL CRECIMIENTO EN LA DEMANDA PARA -

ENERGIA ELECTRICA EN EL AGUA EXCEDIA EL DESARROLLO 

POTENCIAL DE ESTA ENERGIA. SE SUPUSO TAMBIEN QUE 

EL DESARROLLO DE INSTALACIONES PARA RECl<EACION. EN 

.· 
=. ~ 

CUALQUIER SITIO DE LA CUENCA NO AFECTARlA LA DE -

MANCA DE RECREACION PARA RECURRIR EN OTROS SITIOS. 



.. 

DENTl<O DEL MODELO :DE S!MULACION LOS FLUJOS DE 

A VENIDAS DE CORTA DURACION SE GENERARON AI1EA-

TORIAMENTE. EL MODELO DE CET~IDO.NO INCORPO 

RO EXPLICI1'AMENTE FLUJOS DE AVENIDAS. 



MODELO DE Sll1ULACION: 

LOS DATOS DE ENTRADA PARA EL MODELO DE SIMULACION 

SE DIVIDIERON EN TRES COMPONENTES: DATOS PERMANEN 

TES v DATO.S DE DISENO, Y FLUJOS DE AGUA EN CADA UNA 

DE LAS 25 ESTACIONES DE AFORO. LOS DATOS PERMA -

NENTES ESPECIFICAN LOS PARAMETROS QUE NO SON VARIA 

BLES DE DECISION. ESTA INFORMACION INCLUYE LAS -

RELACIONE S ECONOMICAS Y l''I S ICAS ENTRE LOS DIVERSOS 

COMPONENTES DEL SISTEMA HIDl~ULICO. 

LOS DATOS DE DISENO ESPECIFICAN LOS VALORES DE LAS 

VAlUABLES DE DECISION. INCLUYEN CAPACIDADES DE PRE 

SAS Y PLANTAS GENERADORAS DE ENERGIA ELEC'I'lUCA, CAN 

TIDADES DE AGUA PARA RECREACION, ABASTECIMIENTO DE 

AGUA ·POTABLE Y PRODUCCION DE ENERGIA HIDROELECTRICA, 

Y DEFINEN LAS REGLAS DE OPERACION. 

LOS FLUJOS EN CADA UNA DE LAS 25 ESTACIONES DE AFORO 

CONSISTIERON EN UNA SECUENCIA MENSUAL A LO LAI<GO DE 

50 AÑOS. 



MODELO DE CERNIDO 
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F O R M U ~ A C I O N D S P R O B L & M A S 

L.as condiciones, según Ackof.f y· Sasieni, para que exista el 

m,ás simple de los problemas son: 

' 1) Debe existir por lo menos un individuo que se encuentra 

dentro de un marco de referencia, al cual se le puede 

átribuir el problema del sistema. 

2) El individuo debe tener, por lo menos, un par de altern! 

tivas para resolver su problema. En caso contrario no -

existe el problema • 

.3) Deben existir, por lo menos, un par de soluciones, ·una -

de las cuales debe tener mayor aceptación que la otra en 

el individuo. En caso contrario, no exis.te el problema. 

Esta preferencia está asociada a un cierto objetivo den-

tro del marco de referencia en donde se encuentra el in-

.dividuo del sistema. 

4) La selección de cualquiera de las soluciones, debe repe~ 
w~lw • ~ 

cutir de manera diferente en los objetivos, del sist~~a, 

es decir, existe una eficiencia y/o efectividad asocia -

das con cada solución. Estas eficiencias y/o efectivid~ 

des deben ser diferentes, puesto que de lo contrario no 



3 

existe un problemao 

5) Por último, el individuo que toma las decisiones ignora 

las soluciones y/o eiiciencias y/o efectividades asocia

das con las soluciones del problema~ 
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Si estas cinco situaciones existen, entonces se tiene un 

problema. Esta situación puede complicarse en los siguien-· 

tes casos: 

1) El problema recae en un grupo,. no en un individuo. 

2) El marco de referencia donde se encuentra el grupo, cam-

bia en forma dinámica. 

3) El número· de alternativas que el grupo puede. escogez· es 

bastante grande, pero finito. 

4) El grupo dentro del sistema puede tener objetivos múlti-

ples. Peor aún, no necesariamente estos objetivos son -

consistentes entre si. 

5) Las alternativas que selecciona el grupo son ejecutadas 

por otro grupo ajeno, al cual no se le puede considerar 

como elemento independiente del problema. 

6) Los ~fectos de la decisión del grupo pueden sentirse por 

elementos que aún siendo ajenos al sistema considerado, 

influyen directa o indirectamente, favorable o desfavora 

blemente hacia. él (politices, consumidores, etcétera) .. 
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Formular un problema requiere: 

1) Identificar las ~omponentes controlablés y no controla

bles de un sistema. 

2) Identificar posibles rutas de acción, dadas por los com- · 

ponentes controlables. 

3) Uefinir el ma:rco de referencia, dado por las componentes 

no controlables. 

4) Definir los objetivos que se persiguen y clasificarlos 

por su orden de importancia. 

5) Identificar las interrelaciones importantes entre las di 

ferentes componentes del sistema. Este paso equivale a 

encontr~ las re.stricciones que existen, a la vez que 

permite más adelant~ representar estas interrelacibne~ -

en fonna matemática. 

;¡_'' 
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T.IPOS D E P R O B L E M A S 

~a I~yestigación de Operaciones se utiliza en tres t:i.pos 1de 

problemas: deterministicos, con riesgo, bajo incertidumbre. 

··..ll,.fo-,. lt' 

alternativa del proQlema (hay ~As de dos) tiene una y sólo 
; - ' ' -' . - -

una solución. Como hay ·varias al ternativ.as, hay también va 
' "1 ' • :.. ~ . ~.· • • • . ; ' .... : • • .-

rias soluciones,. ca4a ~a con ·ima diferen~e eficiencia y/o 

efectividad asociada a los objetiVOS del $iStema. ror ~O -

tanto, existe el problema de decisión. 

Los problemas.con riesgo son aquellos en los que cada alter -----
nativa del problema (hay mAs de dos), tiene varias solucio-

nes. Cada solución puede ocurrir con una cierta probabili-

dad. La distribución de estas probabilidades se conoce o -------
se puede estimar. 

Los problemas bajo incertidumbre son aquellos en los que e~ 

da alternativa del problema (hay más .de dos)u tiene varias 

soluciones. Sin embargo, se ignora con qué probabilidad, o 
--~-----------·~· ...... 

distribución probabilistica ocurrirán estas soluciones. 
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DÉRIVAR LAS SOLUCIONES DE UN MODELO 

Resolver un mod"elo :consiste ·en encontrar los valores· de· las 

variables dependientes, asociadas a las componentes 9ontro-

lables del sistema a fin de optimizar, si es posible, o en 

caso de no serlo, mejorar la eficiencia y/o efectividad del 

sistema, dentro del marco de referencia que fijan los obje-

tivos establecidos por el grupo de toma de decisiones. 

El análisis matem~tico clásico se utiliza para obtener· las 

solucione.s a un modelo de Investigación de Operacione·s, en ,·-
fonna deducti.v.ao Cuando éstas. no son posibles de obtener -

en .fonna deductiva, se utiliza el análisis numérico, a fin 

de resolver el modelo en fo:nna inductiva. Existen métodos 

de solución de .tipo iterativo. que son aquellas que se apro-· ' 

riman a la solución, o bien, dan la solución exacta, en ba..;. 

se a una serie de-repeticiones de la misma regla analítica 

sobre los resultados de una repetición anterior. 
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PROGRAIV\ACION LINEAL 

La· programación lineal está relacionada eón ~1 problema.de planear un 

conjunto complejo de- actividr::~des económicas interdependientes en for-

ma tal de obtener un cierto resultado óptimo. Una caractertstico de estos 

problemas es el .estar sujetos a un conjunto de restricciones ocasionados . 

por las condiciones propias d·~l problema y que son satisfecha_s por un ~ 

gran ncímero de soluciones posibles, de tal manera que la selección de la 

so lució:"! óptima est6 sujeta en cierto grado a los objetivos generales que 

se persiguen. 

El término programación lineal se usa ademós paro designar o las técnicas 

matemóticas que pueden utilizarse en lo solución de tales problemas y se-

ró la orientación principal de este curso. Desde luego, a través de los ..; 

métodos de la programación lineal, se tiene un conjunto de herramientas 

pod·~roso y flexible poro investigaciones teóricas y emptricas que pueden 
' 

adclptarse o una gran variedad de problemas prócti cos tales como planea-

ción de obras, distribución de mercancra~, minimización de tiempos y co1 

tos de procesos industriales, asignación óptima de personal, etc. 

Finalmente cabe decir que en este curso introductorio no se pretende es-

tudiar exhaustivamente el d::lminio de la programación lineal ni presentar 

material nuevo sino que su propósito principál es ilustrar y explicar en la 

formo mós simple posible los fundamentos d·: ·asta disciplina. P.:~ ro aclarar 

ideas iniciaremos lo exposicién con algunos ejemplos: 
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¡, 

Ejemplo.- Supongamos que un fabricante debe producir durante los siguientes 

tres meses r1 r2 y rj u~idades de. cierto merconcTq y que su planto no es . 

capaz de prodtJcir ¡;n6s de S unidades por mes. los costos de producción en 

los tres meses son el, c2 y c3, respectivamente. 

los costos variables y la limitaci6n de lo capacidad podrra hacer aconse-

jable el producir las mercandas antes d.e que se requieran, pero por otra 

parte debemos recordar los costos de almacenaje que suponemos de d pesos 

por unidad y por mes; (desde luego podrran suponerse diferentes cuotas para 

cada mes) y, con objeto de simplificar 1 no -eorgremos ri ingún costo de alma"" 

cenaje de la mercando durante el mes en el cual han sido producidas.· 

~ ; . 



i 
. '· 

------ ----------

Sean: X; (i:: 1, 2, 3) el número de unidades producidas durante el i 

ésimo mes y S¡ el númeró d~ unidades no vendrdas en el principio del 

i ésimo mes, se tendrón las relaciones: 
o f X, ~ S o!: :Xz ~ 5 O S X!.~ ~ 

Of S.2 ~ X1-Y, 01: S.ir ~X, -t..X2- r,- 't; 

0 ~ S~ f X a + 'X2-\- XJ - r. - Y'i - tj 

Podrtamos hacer S4 ::. O ya que es claramente perjudicial el producir 

las mercanctas cuando yo no se necesitan. Se requiere minimizar el -

costo total del esquema, el cual es: . 

Z= e, x, -tC2 )C2 + C3 X1 td (52 + S.3 t S.(.) 

tenemos un problema trprco de programación lineal, y que podamos de-

finir en la form~_que sigue: Un programa lineal es generado por un fen2_ 

meno económico o de organización en d:mde intervienen un cierto n6-

mero de variables que solo tienen significado cuando son ·positivas o nu 
. ' -
las. Estas variables estón ligados entre si por relaciones lineales que fo.r. 

man un sistema de ecuaci'ones o desigualdades llamadas restricciones del 

fenómeno; finalmente debe existir una función linea.l Z de esas variables 

que constituye la funci6n.económica o función objetivo que nos propo-

nemos hacer móximo o mtnima según el caso. 

10 



Ejemplo.- Para f~bric«;~r dos productos P1 y P2 se deben e,iecutar ciertas 

operaciones sucesivas en. 3 maquinas M1, M2 y M3, aunque el orden de 

dichas operaciones es indiferente.' Los tiempos unitarios de ejecuci6n es-

t6n dados en la tcbla adjunta en la cual, por ejemplo, se puede ver que 

el tie~po unitario de ejecución de la pieza P1 1 utilizando la m6quina M2, 

es de ·siete minutos. Supondremos ad~m6s que no se presentan tiempos mue.!. 

tos al esperar que se termine de procesar un producto en la m6quina que se 

va a utilizar. 

11 7 

9 12 16 

las horas disponibles de cada m6quina para sus actividades en un mes son 

respectivamente: 

M1quina M·t 165 horas· 9900 min. 

Móquina M2 140 horas 8400 m in. 

Máquina M3 160 horas 9600 min. 

los productos Pl y P2 representan una go.nancia unitaria respectiva de 

900 y 1 000 pe.sds. De esta manera ¿Cuóntas unidades de los productos 

Pl y P2 deben' fabricarse mensualmente a fin de tener una ganancia to-

tal móxima? 

11 
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. ~lomem9S ~ 1 a f número de un ida des ~e! producto p 1 y X2 O ~as d~ (pro-
: •. ·• ' --: ·. :·- r ' ; , ·, ~; , - .. ..·' ' • . ., :; < ~ :- ·J • "' • • • ._; . 

·' 
~;ucto P2; entonces la gonccio mensual 1 que es· lo ~unción objetivo que 

q!Jeremos maximizar, esteró dada por: 
. . ' ~ . . . 

· i ~ C)OOX, + \Ooe>:X.a 
:-..-

y las restricciones serón: 

1\ X
1 

-t ~ Xa ~ cj ~D~ 
7 x, + ''l."x2 ~ 8 ~6o 
." :x.D + ,¿ x2 ~' ¿oo 

. PQ.V"A M, 

pa.r~ Ma 
•• :1""'1 ·'·. ~ :-

ptar41f. Mj 

,. . 

12 



13 

Enunciado General del Problema de la Programación lineaL- los. ejemplos 

anteJ:"iores nos han hecho ver que el problema de la programación lineal -

consiste en· encontrar un conjunto de valores X¡ (i. = 1, 2, •••• n), que 

optimicen, esto es, maximicen o minimicen a una función objetivo de la 

forma: 

sujeta a las restricciones lineales: 

Xj .:;:_o 

J..:\ 2 ... m 
J J j 

d d 1 b dd '-;~0 "Wl~ .... fll en ::m .e as a¡¡, ¡, e¡ son constantes a as , iO,.. ~ J 



14 

Efemplo. 

Para producir una cierta aleación de acero con propiedades espedficas 

se requiere que por cada tonelado de materia prima se use por lo menos · 

una libro de manganeso, 3 de silicón y no más de seis 1 ibras de cobre. 

la materia prima se obtiene de dos bancos de hierro cuyas composiciones 

· · de esos elementos por toneladas es: el material d·ei Banco 1. contiene 1 

libra de manganeso 2 de silicon y 3 di:! cobre; el material del B-:.lnco 2-

contiene una libro de manganeso, 4 de sili c6n y 7 de cobre. Si los cos-

tos de material (incluida la transportación) es de 4 y 5 unidades moneta-

rias por tonelada respectivamente ¿ Qu•3 cantidad de material del Banco 

y del Bnnco 2 debe transportarse por unidad de materia prima usad,J? 

J:" u "2 c.~,~ ObJ e.4 á""' : 
M;~ l: 4Xa+5X2 

S Uje.-lc. ": 

X.+x2~1 

2.X 1 4-4X2 ~ 3 

3X,+7X2 !::' 
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Ejemplo. 

Un~;t planta de concreto empleado en la construcción de una d.atermJnada 

presa usa una mezcla da 30% de arena y 70% de grava por pesq •. Existen 

depósito's naturales en 5 lugares cercanos a la presa, cada uno can cam-

posicionas y costos de axplotaci6n y transporte diferentes. Seg(Jn se mue.! · 

tra en la siguiente tabla. 
J) e~~" it:-os 

2 3' 4 5 

Arena 40% 20% 50% 80% . 70% 

Gravo 60% 80% 50% 20% 30% 

Costo/fon. $ 150 $ 180 $ 100 $ 125 $200 

P.or cado tonelada de concreto producida ¿ Cuóntas toneladlls de cad,J uno 

de los dep6sitos se deben usar 1 de tal manera que se minimicen los costos? 

min l = 1 50 X1t liD X2 -+ too X3 + 125 X~;. 200 Xs 

~u jeto a: 

o.4X, ;.o.2X~ +O.~X3 +0.8)(,• + 0.7 Xs:: 0.3 

o.t,Xo to.8)(z +o.Sx3 +ó·2X4 +t>.3){s =o._7 

')<
8
-t X2 4 )() + }(-\ i' )(s :.1 

., 

.. i 



u,~, c.qns_o.rcio de empreS?S constructoras tiene 5 bulldo_z_er. en Mr.:;x,ico_li, 
• • <;<l ..... •• " • .. •.• ·'· ,. ~ • .. .: • ~,.... ...... • ..... • ' , •• ' . • • -· ' ~ :. • • .,. ; ·: • 

4 . .en. M~.ridc1 y a: en M•Jnterrey ~ Poro llevar a ca_bo ob_ras en_ Tepi e nece_-
. •. ¡-' t... , . , . • ... _:J , • ~ • ·r, ~ 

sj.ton 6, para M~natitlón 2 y para Durongo 9. ¿Desde d::md';, d~~ben envia.r. 

los para que el costo de transportación sea mrnimo? 

/ ei.Cl.l1t~am.iento d-el problema d·~ pr~gromación lineoJ.. 
.. . .. ..:;,_. . • .. • .. ~ ~ . • 'y • 

Cij ~~ costo., d~ tral)_sportor un bulld,:>ze~ ?~ IC?. obro t a l.o o~ro j • 
. - ,, .. .. - ';; ... . .. .. ... ,. ~· •. 

X¡¡ : número de buJdozer transportodc)S de Ja obro j o. ~~ opra j. 

rj : número de unidcldes requeridas en lo c_~udad j 

di - número de unidades disponibles en lo ciudad i 

S•Jjeto a: 

.) ~ \,~ 2.J ..• ~ (requeritniento~) 

d (d(sponibilid<Jd) '* ~..¡_ ~ = ~ . A. : ' .... z., ... 'rO 
1 



Ejemplo. 

C~nsidere un problema de mezcla de prodJctos d.entro del contexto de una 

refinería de petróleo simplificada. Suponga que la refinería desea compi

nar cuatro componentes d~ petróleo ~n tres g~ados d,~ gasolina: A, By C. 

El problema consiste en determinar la mezcla de los cuatro componentes -

que maximicen las utilidades. 

·la disponibilidad y costo de los cuatro componentes es: 

Componente Cantid:Jd MrJx. Costo por 
disponible/día B.:mil 

3000 3 

2 20.00 6 

3 4000 4 

4 1000 5 

Poro mantener lo cal idod requerid,:~ de codo grado de gasolina es necesario 

especificar cierto porcentaje m6ximo o mrnimo d·~ los componentes en cada 

MEZCLA. Estos se dan enseguid::~ eón el pr~cio de venta poro cada grado. 

Grádo 

A 

B 

e 

Especificaciones . 

No rn6s dal 30% da 1 
No men:>s del 40% de 2 
Nc. :nás dal 50% da 3 
N(", más da 1 50% d.9 1 
Nc. !n.enos del 1 O% de 2 
N~. más del 70% d.3 1 

Precio de 
·Venta/barril 

$ 5~50 

,4.50 

'3.50 

Suponga que los otros flujos de dinero son fijos de manera que la ganancia 

a maximizar es el total de las ventas menos el costo de los componentes. 

~- e,. • • 
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r- \ b e ''H~ f i c.~ 1> -l: e -b:d e •r.J d. cl()..d o f o 't'" .' 

l = 5. S (X Al 4 XA2 + xt\3 + XA4) + {.S(Xs, + XGa T )(e~+ Xs4) 

+ 3. 5 ( X t.t + X e: , ..¡. Xc ! + Xc:4 ) - 3 ( X A, f X e i .... X c. 1 ) 

~ ( X A, f X B 2 t X. e 2 ) - 4 (X A 1 + )( s ~ -t<(c.s) - 5 ( )( A4 t ~·8~ t Xc
4 

) 

~o.s;. ..-et:.tr·,c:.c.\~\'\.et de J\'5foY1ib;\,·J.._J de. \os Co't'r\roY)e~ieJ 
?(A,~ :X e, +X c., f 3000 

X~2 -t Xa2 ;- 'Xcz ~ 2.000 

.X.4 ~ -4- X Bl + Xc.3 6 .{. 000 

X.A4 -+- l:s 4 ~ Xc.4 ~ l ooo 

Re st \" ic:.c.(c V\e.S d ~ ''V"H~ 'Z.C \0.: f>O..~C... \ (). do.. .S() l i""" ~ r~d o A: 
L O.~ XA ' ÁA\ !:: 0.'3 ('X Al t :tA2. + :tA3 .. XA.d 

?<.A\ - .J 

AA1. ~ o.4 XA ~ :X:.Az.~o.4(')(.A~+XA'l-tXAl+XA') 
XA3 f. o. s xA · xA~ ~ o.s (:tAl+ :x."2 + :xA·l +X.a.4) 

/ . 

Pa.Y"~ \o... ~A-So l~\1\"- 9r-a..Jo B: 

:X. Bl f:.O.S Xa ; ;( Bl ~a. S (X~,+ XB1. + XB~ + x84) 

'Xs2. ~o. 1 :X:..a; Xaz ~ o.l ( Xa, + Xaz + XB'!. +- 'Xe4) 

~'f'a..,.._. \o.. '\o.. So \~Y\<. 9·f""'do C : 

Xc, Lo.1 )(<: ~ xc:.~·0.7(Xc,+XC2.-tl:c~+;xc.4) 



Pve S<"f'lt~c:.·l/"\ a..J.,. d 1 t .... c.\A.a.. a.. c:te es. a..s <!C!tAo..ci~>nes 

de. 'fYb9 y-a W\"C:.tDh li.Y'te""-1 / re S VI 1 +c...: . 
1 

Mo..x. z = .2. 5 X A 1 - O · 5 X. A 2 -+ l. S X~ 3 + O. S X A 4 
+ /.5 X 8,- J.S "- 8 .2 + o.sx&3 -o.Sx84 

+ o. S Xc.1 - 2..5 Zc2 - o.S ~<:.~- 1. 5 Xc4 

'S "~-i 42 h c... : 

'R~"!."'b·i<:c:\ovte.s cJ~ J,s.po'V\tb.l,dca.d dr¿ los C.O'W\fi>Ytt'1.1eJ 

x At.;. :::(61 -t Xc., ~ '3 ooo 

'X-A2. -1- X 6 , + Xc:. 2 . L.. 2. ooo 

'XA'3+:X8~"'- Xc.?a 6 4 ooo 

X. A4 + Xs-4 + X~4 ~ 1 Ooo 

' '"Re~ t r;cc:.'lcV\Cíi.S Je.. es pe.c.\~\ c.o.<:lll'lr1ltJ 

. 0·1 XA, -o:3 :X.A2 -o.3XA~- 6.3)(~4 L 0 

:-o.4XA,+O·' XA2. _o.4xA~-0.4XA4 ~o 
-0.5XA 1 -0.5XA2. +0.5XA?> -O.S:XAlt f O 

o.SXs,-o.s:xe2-o.sXs3-o.5Xs4 .f:O } 

-O·I Xs 1 +O.~Xa~ -o./ :{8 ~.-o.IX84 ~o 

o-3 X.,:- 0.1 Xq·- O· 7 Xq- o. 7JCu, /,O } 

'"'" ( ~ :; 
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. . 
L~ programac!Op d~námiqa es una tdcnica de opt~izaci6n qsada 

¡?ara resolver probl~as c9n deoisie>ne~ en·áeri~ e interr~lacie-

~adas. La filosofia de est~ tdqnica queda.resumida diciepqo 
.": . ' ' ' 

. q'Q.E! part~ por resoi ve:r una porci~n pequeña. del próblema hásta 
• 

(!ncontrar su ~olucit5n ~ptima~ A continuaci6n, y ~n for~a 
. . . . . 

9rad~a1, aumenta la e~pleji~ad del pr~ble~a y determina la 

solucit5n 6ptima,.usando ~a $.pformaci6n·de la parte.del.problema·· 
•. 

ya resue~to hasta que finalmente ciete ... :mina la soJ.,u6ión · 6ptima 
i 

d~l prob~ema completo. 

A di~erencia de otras ~~cnic~ous 4e op~imizq.c::!On conocidas, c;e>mo 

la progl;'amae16n lin~al, no lineal, ente~a', y otras 1 rlQ' e~iste 

un modelo matein~tico estandar ~ue repre$ent~·al problemá de 

programa~!Ofl dint!mica. Sin embargo debE)mos es~ablecerque la 

t~enica ~e programaci~n a1n4~1ca es un~ estrat-gi~ gen~ral pa~ó 

resolve~ problemas de optim~=aciOn • 

. . 
. : ,· ... _ 
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: ,. ',• •,. : .. ,-_, ;: .. ·,.. .. ¡ 

1. El· problema de t.rayec:toria· 6ptima'·:'en. una red· ;' .. 

::· ... 

Considere \ln 9?njunto de punt()S Pl.'. P 2.'. •.•• ,P~. y una matriz de 

costos e ~ · [cij]. donde . qij e~ el c~st~ de ~r~nsp~rte del punto 

P1 al punto Pj y suponga que este costo ·es no negativo. Enton-
. - ,. 

ces se desea determinar el costo mínimo de ir del punto P. al· 
. . .. . . .. :t. ' 

punt?.~N ~sando to~as_~~s posibles int~rco~~xiones ehtre estos 
. .· ' .. ·.-: ' : : .· ~ '·. 

puntos. Asiml".smo se desea establecer la sucesi6n de movimientos 
- - . . . ~ -~ 

para este 6ptirno. 

..· .... 
----:- '· 

Una manera de proc,~dex: a resol ver este. problema .. siguiendo la 

filosof~a de la programaci6n dinámica consiste en definir la . . . . . 
variable de esta~o ~(i) (i=l,.G.,n) denominada. el costo mínimo 

de j_r al :punto Pi a~- punto PN. Debido al significado de esta 

variable se observa que se satisface 

f(i) = min{c .. + f(j)} 
j l.J 

denominada la ecuaci6n de optimalidad 6·recursi6n de Bellman. 

La determinaci6n del valor de las variables f(i) i=l, .•• ,n_, 

· puede efectuarse usando el siguiente procedimiento: 

Sea f (i) el costo m1nirno de ir del punto P. al punto PN en a 
n l. 

lo rri~s n pasos. . 

Entonces se observa que los valores de f 1 (i) i=l,.~,,N son 

f~cilmente calculados de la matriz de costo e y que para n~2, 

se tiene recursivamente que 

3 



Fin-almente se 4;iene qqe el valor de. caua _f(i) es simplemente el 

m:tn~mo de los valores f (i), dQnde n~~=1,2,~•o• n .. 

~n aspec.to importante en la evaluaci6n de las variables f (i} 

(i=l, ••• ,N) es q~e. a lo mlis necesi tareJllOS determinar unicarnent-e _· 

' los v,alo·res d.:! f 1 (1) ~ f 2 (;l.),'~,., "! ft\..;l (i) o (Esto se puede 

d~mostr·¿:r rigurosamel'\t~ usando las suposiciones de,l J?,roblema) .. 

Ejemel.o~.. Suponga· que se tienen los puntos. P 
1

, P 2 '.o o. 1P 
5 

con 

una matriz de cpstos dada por 

ó 

2v 

e= S 
00 

00 

' 20 

o 

10 

8 

20 

5 

io 

o 

40 

00 

8 

00 

o 
6 

.20 

40 

6 
o 

Ust¡tndo el m~todo de programaci6n dinámica descrito anteriorme~1te. 

se tiene~que los valores de las v~~iable' fn(i), donde n=1,2,3,4; 

1=1, 2, 3, ., y las correspOJ1diente decisiones 6ptimas ~ueden res·illni-r-

se como· 
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'. ,.' ,',· 

~ ,. : ;~· .:¡ 

1 2 3 5 

40 .6 ol 
. t 

.Decisi6n s. .. 5 5 5 .. 5 

'40 14 30 6 o 
~ '• 

.. 

Decisié-n 2 4 2 4,5 51 
1 

' . 
_o'¡ 6 

- . .. ,_ 

. 

.. 34 14 24 
,_ .. · .. '· 1 

-

4, 5_ 5 
o 1 

Decisión 
' 

2 2,4 2 

29 14 24 6 ' o 

Decisi1"1n 3 2,4 2,3 4,5 5 
1 

--

29 14 24 6 o 
..... 

'. 

Decisi6n 3 2,4--- 2i3 4 ;:5 5 

-· 

-El. cAlculo d~_los valores -fi(i) i=l;~o~,5 es inmediato: de la 

matriz e~ Por otra parte el cAlculo de f~(i) puede efectuarse 

sumando la hilera de valores f 1 (i) a cada hilera de la matriz 

e para obtener' 

5 



·. 

1 2 4 5 M in 

"' 40 : 45 O) O) 40 .. 
-i 

~· 

2 
O.l 20 50 14 20 14 

.. 

i 3 
co 30 40 CXJ 40 ·3Q 

t~ 
28 O) 6 6 6 

'. 

40. 80 12 o o 

4 

S 

de donde para ·cada i es posible calcular el valor mínimo de cij" 

+ f 1 (j) para toda j=l, ••• ,s. Procediendo de manera semejant~ 

es posible ~alcular t
3
(i), f

4
(i) y f

5
(i), 1=1,2, •• -.,~. 

De la tabla se resume que los v~lores de l~s variables f(~)_ 

• ! 1 son 1.gua es á. · 

1 f :il 
1 

1 2 3 
.1 

4 s¡ 
3 4. 2 S : _si 

. 1 

y pol!tiéa óptima de movimiento de un punto i al punto N=S esta 

resumida por 

2 3 4 

3 S 

6 



2. Pro~lema de inversiones bajo incertidumbre 

Suponga··,.que se disponen de- lOo o'· p~~bs· y' se: tienen dos oportuni,... 

dades de ir:nersi6n (A y B) al principio de c.ada uno de los si·-

guientes tres afios. En el caso de la inve~si6n A se puede per-

7 

der el.monto de la inversi6n (con cierta probabilidad) o bien 

ob~ener ·2000 .pesos (una ganancia-de 1000 pesos) al final del afio. 

En el caso de laiinver~i6n.B se pueden recuper~r lOSlOOO pesos 

. 

(con ciierta pro~~bilidad)- 6 ~ieri,se p~eden:ob~ener 2000 pesos al 

final del afio. Las probabilidades de los eventos de inversión 

son· 

... 

Inversion '· Se obtienen 

A o .. . ' 

2006 

B lOO U 
2000 

''·· 

.·. 

... 

---
Probabilidad 

_-o. 4 
' 0~6 

. . 

0.9 
o •. 1 

-

i . 

1 
1 

1 
1 

Poi otra ~arte se supone~que a 16 más un .solo tipo de inversión 

se puede tener en cada' año y que la canti~a~ :i.nvertida tiene 

que ser de 1000 pesos. Otra cantidad disponible de_dine~o des-

pues de invertir al principio del año se supone 9ue permanece 

igual. 

a. Use programaci6n dinámica -_par~. dete~miha~~- J. a· política de in-

versi6n que maximiza la cantidad de dinero esperado que se 

tendrá al final de los t~es afio. 



-. ~. 

.1 

b Determine la polít).ca CÍe·;lnye;r;sion que maximiza la pro

babilid~d de tener al menos 2000 pesos al final del año 3 . 

. ·¡ 

Solución. Considere primeramente los parámetros 

X decisi6n de inversi6n en e: afio n, esto es, x =O 
n n 

{no se invierte) 6 X =A,B, (se invierte en A 6 B). n . . 

S car.tidad de dinero disponjble al principio de cada 

año •. 
' . -·-·- ..... 

f (S,X ) w~xima ganancia esperada que puede obtenerse al f~
n . n 

f*(S} n . 

nal del .año 3 dado que al principio del año n se d~s-

pone de S pesos y se torno la decisi6n x • 
n 

máxirn'a ganancia esperada que ·puede obtenerse al fi11al 

del año 3 dado que se disponen de .s pesos al princi~ 

pio del año nQ 

Entonces, usando la filosofia d~ la programación dinámica podemos 

·establecer que 

f* (S) = .rnax { f {S ,X ) ; X =O ,A,B} n n n · n · 

Asimismo, para valores de S > 1000 se tiene que 

f (S,X ) = n n 

100 +-0.9 .f'l'n+1 {S.).+ 0.1f*n+l(S+~OOO) 

X =O 
n 

X =-=A 
. n 

X =B. 
n 

Note que f (S,X )=O si 5<1000 y que f*4 (S}=4 parattoda $. Usand6 n n . 
las formulas recursivas podemos estab],!?cer que para el· prin.;j_pj,9 

del año:3 se tiene directamente que 

8 
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9 

0<5<1000 o o 

1000<S<3000 200 A 

,_ -----""-----'----'------'----· 1 

-De d,.onde para el año 2 se tiene que 
., 

l _____ , __ ~f_2_<_s __ ,-_x~2_)~--------~ 
S 

f* (Sl* l 2 2 1 

o A B 

0<5 <1000 o o 

~1~oo_o_.<_s_<_2_o_o_o __ . __ ~---2-_o_o_. --+-----3_.?_o_. __ ~'-·--3_o_o ______ .
4 
_____ 3_2_o __ ¡~--A ___ _I 

1 300 400 1 A 

~--------------'-~----~~---------~-~------~------~-----

2000 = S 200 400 

y consecuentementepara el año 1 se tiene 

1 

xl t 1 <s,x1 > 
f* l (S) 

1 
- X': .. - .. 

.. ,., 
S ~· o A 

.. 
. B 

.. 
1 

- ·. ·.~ 
'¡ .. l. .. 

1000 320 ·. 440 428 440 
---



::· ( . ~ 

En resumen, la politica 6ptima es invertir en A dada -~fio y 1ct 

In~x.ima ga,nanc~a, espel;'acla es de 440 r 6 e'luivb.).enternente la 1na"" 

xima cantidad obtenida al final del afio 3 pued~ ser 1440. 

b. Sean xn y s como el la parte a. 

máxima probabilidad de tener al menos 2o:~o 

pesos al final del afio 3 dado que se tieheh 

s pesos al principio del año n y que la deci-

si6n de inversión en ese afio es X. • n 

máxima probabilida~ de tener al menos 2000 

pesos al final del afio 3 dadó qua se dispon~n 

de & pesos al principio del afio n. 

De manera semejante a la parte a la programación dinámica es-. 

tá.blece que 

f (S 1 X ) = 
. n n 

f*(s) = max {f (s,x ) 
n n n 

.f* (s) n+l 

X =O,A,B} 
n 

0.4 f~+1 (s-1000) + 0.6f~+1 (s+1000) 

0.9 f~+l(s) + 0.1 f~+l (s+lOOO). 

cuando s>lOOO. Por otra parte observe que 

Jo si ·o<s<2ooo· 

f4 (s) = ... 

! 1 si 2000<s~3GOO 
.... 

X =O 
n 

:X: =" B 
n 

léJ 



Usando las iyrmulas anteriores podemos establecer que para el 

año 3 se tiene 

y semejanternente para el afio 2 se tiene 

f*(s) 
3 

o. 
----· 

o 

~~¡ ·- ·- - ·- x 3 ------,-,--f--2-( s-, x-2-) -------+---------_ --~-*l 
··, 1 f

2
·'-(s) · 

1 -----~. -r---·----r----..,..,----1- ..... 2 1 

! S ~ l 0 ~~~~B---1--.-. ----+----· j 
1 0 < S < 1000 1 0.0 - 1 - 0.0 o 
L 1 1 1 
----------------~------~-----~--~--,_ ________ ~ ______ _, 

1 1 1 ! ' 
~ 1 o o o < s ._<_2_o_o_o-+) __ o_ •. -6-+---, o_t-~ ~-~/--~ f o . 6 4 _ _ a 

1 

1 S = 2000 1 1. 0 : 0_:_1!4 1 1. 0 G_-----~~ 
Finalmente para el año 1 se tienG que 

'-, x1 
f 1 (S X 1-) --------~~ 1 -----¡ 

-+-----,-..-----,r------L----~~-~) __ j_."_ll '· 
' '-.. 

',__ O A B 

r-s _____ ··_·-._;_ r-----J--. ·---j·---
0.6 1 0.6 1 0.676 1000 .___ ______ ..._ ____ _.,___ _.~_ __ _ 

·¡ 
1---·--- ·-·· 

C.676j_~j 

11 

En resumen, se tiene que ~a máxima proL~bi~idad de tener al menos 

2900 pesos al final del año 3 es igual a :0.'.676. Si la sigu:f.ente 

p6litica de inversi6ri se afectda. 
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A 

o 
B 

B B 

1000 

B 

'A,ñps 1 
~------------~----------~--

2 3. 
-----------------~ 

Los nameros en los·arcos indican la gannpcia en 1~ inversión 

indicada en el nodo. 



3. Problemas de. producci.ón e Lnventar;i.o 

Considere una industria ~ue debe satisfacer las sigúientes 

demandas de toneladas de plástico en los pr6ximos 12 'neses. 

., 
1 2 3 4 .:; 6 7 8 9 10 11 12 ! 

'"" ¡ 
¡ 
! 
1 

30 60 100 200 300 .3.25. .275 125 1001 45 150 2001 

. ~: 

Para satisf·é..cer esta demanda Ia indu.stria puede producir en 

cada mes haFta 650 tonel~das de plástico siguiendo la funci6~ 

de costos de producci6n 

o si x=O· 

c(x) = '•. 

· 650 + lSOx si :x:>O 

Por otra parte, se puede almacenar material de un periodo a 

otro a un costo unitario de 2 pesos. Finalmente, la industria 

desea determinar su polftica de producci6n e inventarios en 

cada mes que le proporcione costo minimo. · 

El problema descrito es un caso especial del modelo de produc-

ci6n e inventario 

n 
Min L 

i=l 
e . (x . ) + h. (y. ) 
~ l. ~ ~ 

V. > d. 
-~ ~ 

i=1, •. o , n 

1 

':' 

13 



./ 
¡ 

.... 1\ ') ... 

donde 

e. (x.} 
~ l. 

•• ,< 

Costo·de produc;L.r x. un~dades en el mes x .. 
l. l. 

Costo de tener y. unidhdes de inventario en 
l. 

el mes i. 

demanda de productos en el mes io 

En relaci6n .:1 la forrnulaci6n de este t~!?O de problemas es 

convenients pacer notar que la soluci6r. a mano es dificil 

debido al n~mP.ro de cálculos que deben realizarse, sin ~~bar-

. go existen paquetes de computadora como el propuesto en: 

Optimization Techniques with Fortran 

de J. L. Ku~ter y J. H. Mize (Me Graw- Hill, 1973). En par~ 

ticular, el problema descrito anterior.nente se ha resuelto 

usandq un programa de este libro y se han obtenido los si-

guientes resultados: 

14 
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1 NTR ODUCC 1 ON. -----·----

El propósito de los presentes notos, es el d.e hacer una breve descrip-

ción d.e los diferentes aspectos conceptuales empleados en Modelos 

Di nómicos d-a Simuláción elaborados por lb.. Y W ~ FORRESTER; re-

curriend,:> primeramente a d.efiniciones y conceptos d·e coracter b6sico 

en un entorno d.~ coracter sistémico, paro después puntualizar los a-. 

plicociones y uso de lo simulación, ilustrada mediante lo exposición 

de un ejemplo. 



ANTECEDENTES.. 

Para poder es.tudiar el comportamiento de un sistema, ya sea en el .dise-

ño o en el análisis, el primer paso que debemos dar es el de representar-

lo por medio de un modelo, (modelo: sustituto de algún equipo o sistema 

real) teniendo en cuenta que no existen ~od.;los únicos Jll ro representar 

a un mismo sistema real, por depender no solo de la persona !=I'Je lo elab2, 

re, si no de la simplicidad y apego a la realid·::~d (calid·::~d). Por lo ~nto 
'·· 

puede qued:n establecido que los atributos d;a cualquier modelo son fun-

ci6n de la imaginación y creativid::~d del diseñador. 

' . 
los modelos pueden ser clasificados de muy diversos maneras' según se ilu! 

tra en la figura 1, sin embargo, el tratamiento que debe darse les en lng.=_ 

nierra de Sistemas difiere grandemente al de otras disciplinas de la ciencia. 

Por ejemplo,- en la Física el modelo es casi un. frn en si mismo, ya que el 

objetivo que se persigue es que en él se consid.;ren tantos hechos como se~ 

posible. 

Por otro lado, en Ingeniería de. Sistemas, e.l objetivo es el d.e optimiza·r 

el comportamiento de un sistema ·y 1 por lo tanto, el modelo construido -

debe permitir que el número de soluciones alternas para un problema esp.=_ 

crfico se multipliquen para su posterior selección. En el casod·e sistemas 

complejos, sobre todo del tipo din6mico, la solución analrtica para el -

modelo establecido no es sencilia, y en algunos casos ni si9ui.era posible,, 

teniendose que recurrir al uso de computadoras electrónicas. 



A este respecto el tema que nos ocupa es el de modelos din6micos que 

son resueltos mediante la técnica numérica que ~e denomina Simulación 

Digital. En la cual no se trata de obtener soluciones analtticas de pr.2_. 

blemas sino de seguir el comportamiento numérico del conjunto de ele

mentos representativos de un sistema a lo largo d~l tiempo estando pre

viamente definid-:.1s sus interacciones. En general se puede d~cir que la 

simulación utiliza al modelo como un laboratorio en el cual se pueden 

probar diferentes soluciones y adoptar la m6s conveniente para diferen

tes objetivos. 



CLASIFICACION DE MODELOS (FORRESTER). 

MODELOS 

A3STRACTOS FISICOS ---------DINAMICOS 

DINAMICOS 

NO LINEALES 

INESTABLES 
{RESTRINGIDOS). 

liNEAlES 

ESTABLES · INESTABLES 
(EXPLOSIVOS) 

REPRESENTACiO~~ES REALISTAS DE 

SISTEMAS TECNICOS Y ADMINIS-

TRATIVOS 

ESTATICOS 

.NO·lJ NEALES 

ESTAB!..ES INESTABLES 
(NO EXISTEN) 

ESTATJCOS 

LINEALES 

ESTACIONARIOS TRANSITORIOS . ESTACION~~RIOS 

MODELOS TECNICOS Y 

ADMINISTRATIVOS USUALES 

FIG. 1 

-· 
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SIMULACION DE MODElOS DINAMICOS DE SISTEMAS CONTINUOS 
---- 1 - - -------------..----

El uso de la técnica de simuloci6n de Sistemas Contrnuos (Sistemas Con-

trnuos son aquellos en que los cambios son predominantemente 11 Suaves11
. 

y su descripci6n est6 generalmente dadó en forma de ecuaciones contr-

nuas), existen eventos end6genos que son aquellos generados por el mo-

delo en si y eventos ex6genos que son los estrmul.os al modelo que provi~ 

nen del mundo exterior. El 1 tmite entre este mundó exterior y el sis'tema 

d.epende del modelo utilizado y los fines del mismo, ya que en algunos-

casos los elementos pueden considerarse como externos )f en otros como 

parte del sistema; es por ello que para ~a apl icaci6n de la simulaci6n a 

diferentes tipos d·e estudios, se hace necesario considerar las corocterrs-

ticas que debe tener el modelo din6mico en cuesti6n. 



CARACTERISTICAS DE UN MODELO DINAM!Co'DE SIMU.lACION 

las características de un modelo dinómico de Simulación deben ser tales 

que permi_tan. el logro de varios objetivos y contar con: 

Capacidad paro describir cualquier afirmación de relación causa-

L 

efecto que se quiero induii't •. 

Simplicidad en su naturaleza matemótica. 

Facultad de manejar las interacciones c~ntinuas, en el sentido de 

que cualquier discontinuidad artificial introducida en los interva-

los de tiempo de solución no influya en los resultod:>s. 

Capacidad de generar cambios discontfnuos en las decisiones Cl,IO!:!_ 

do sean requeridos. 

Elasticidad paro extenderse a gran cantidad de variables sin sobre-

posar los Ilimites prócticos d·e la computad-:>ro. 

Tener simnitud ·en las terminologfas cuando intervengan varias dis-

ciplinas. 

Sin embargo nr" bosta saber cuales son los características que debe reunir 

un M·.,d~lo Dinómico de Simulación, ya que la pregunto inmediata es como 

satisfacer estos requisitos. 

TodJs las coracterfsticas ()nteriores pueden ser satisfechas .con lo que se 

denomina Estructura de re~ervas o niveles interconectados, por flujos con• 

trolados; estructura que er1 su mayor o men-x simplicidt'ld esteró d.efinidt::a 

a partir d·e los elementos c1onstitutivos d.el Sistema Di nómico por simular. 
1 
\ 



ELEMENTOS DE UN SISTEMA DINAMICO 

los elementos que d·ebe comprendoar un sistema dinómico para quedar 

establecido son: 

1.- Lrmites o Fronteras del Sistema 

2.- Elementos estructurales bósicos dentro de los ltmites del sis-

tema. 

3.- . Niveles que alcanzarón las variables debido a las acumula-

ciones provocadas por circuitos de retroalimentaci6n. 

4.- Actividades dentro de los circuitos de retroalimentación, -

formuladas a partir de considerar: 

las metas que se pretend·en a 1 canzar. 

las condiciones observadas. 

Las discrepancias que se presentan. 

' 
Las acciones correctivas para las discrepancias. 

1.- LIMITES O FRONTERAS DEl SISTEMA.- los ltmites deben estar 

establecidos de tal forma, que las interacciones del sistema 

se desarrollen dentro de él con su comportamiento propio; -

asr por ejemplo si se investiga un fen6meno en particularu ~ 

el sistema dascrito dentro de. J,:>s 1 rmites debe ser capaz de -

generarlo, sin perder de vista que previamente ~eben ser e~ 

cluid:>s tod:>s aquei!Ios que son de poco interés por generen o 
! 
1 

que d·~ben quedar liuera de los lrmites del sistema. 



2.-, ELEMENTOS ESTRUCTUF~ALES BASICOS DENTRO DE LOS 
LIMITES DEL SISTEMA. 
---------------------------------------------

El comportamiento din6mico de un sistema est6 d.eterminodo 

por los circuitos de retroal imentoción; elemento b6sico poro 

su funcionamiento y definid~s por dos tipos de variables, los 

d.e d:ecisión y las de acumulación d1e acción. Generánd.ose 

osr lo estructuro dentro de lo cual los ecuaciones o función .. 

de decisión controlan el flujo de acciones o decisiones corree: 
. ' .. 

' . . 
ti vos poro obtener el nivel del sistema. Uno de los aspectos -

m6s importantes dentro de esto' estructuro, es lo información 

que se tiene acerco del nivel yo que o partir de ésto el flujo 

de acción es controlado. 

3.- NIVElES QUE ALCANZARAN LAS VARIABLES. 

En un circuito de retroalimentación, los variables de nivel· -

son acumulaciones o integraciones d-e flujos. 

. . 
4.- ACTIVIDADES DENTRO DE lOS CiRCUITOS DE RETROALIMENTACION 

------·------------~-

Cuo lqu ier porte o través de lo estructuro de un sistema 1 se encue!!.. 

tra definido <llternando variables de nivel y variables ele toso, .. 

n~nco dos voiriobles del mismo tipo. 

Las variables de decisión son lo descripción de lo polttica del 

sistema, y d-eh~rminon c6:mo lo información disponible se con-

vierte en acción. 

1 

\ 

.. 



Dentro de cada variable de decisión hay en forma impltcita o explt-

cita las decisiones necesarias, para alcanzar los objetivos. Una ecua 

ción d~~ decisión determina la discrepancia entre los objetivos y las -

condiciones observadas y establece en consecuencia las que resultaró 

d·e la discrepancia. 

Antes de introducirnos a la aplicación d.e la simulación, hagamos lJna 

pauSo para ver los aspectos que son sumamente deseables de ser repre-

sentados gróficomente mediante un diagrama que exponga las interre-

lociones entre variables. 

Conforme a lo que se mencionó en el inciso 4, es necesario tener una -

dirección entendiénd,:>se con ello el proceso de convertir la información 

en acción. Al proceso de conversión lo llamaremos toma d.a d·ecisión. 
. --.-..-.~----

A su vez la toma de decisi6n está controlado p~r varias poltticas explr-

citas e implícitos d.e comportamiento. 

El término Poi ttico seró convencional~ente utilizado como regla que -

establece como se realizan las operaciones atreves del tiempo. 

Las decisiones son las acciones tomad:rs en cualquier momento cletermJ. 

nad~ como resultado de la aplicación de reglas de Polrtica a condicio 

nes particulares que prevalecen en el momento. 

Si la dirección es el proceso d·3 convertir la información en acción, -

entonces está claro Jque el éxito de la dirección dependeró en primer 



ti 

término· de la información c¡ue se elija y como ejecutar la conversión. 

El consid.erar estos aspectos nos muestra de inmedia~o la importancia de 

las decisiones y el fluio de informaci6n. 

Cualquier estructura dada de un modelo seró una red complejo de ca-

nales de información interrelacionad,:>s, que parten de varios puntos-

a fin de controlar los procesos. 

Por otro lad:> cada punto de acción del sistema estó respaldado por un punto 

de decisión local cuyas fuentes de información llegan a otras partes del 

sistema. A::.r la información es el ingreso en un punto de toma de decisión 

que controla las acciones proporcionando nuevos informes. 

Paro no debemos olvidar que la información acerco d.e las acciones no -

estó disponible de inmediato ya que las decisiones no responden instan-

tóneamente a la información disponible. Se requiere tiempo para ejecu- . 

tar las acciones indicad·Js por una funci6n de decisión. 

,---- -~ INFORMACION} :-:- 1 
1 ---.. 1 

± ~ 
l DEC ISION_l- - - - - - - - - -il,_. ,-\C~C .... I_O_N_ 

Fi,. 2 



De igua 1 manera cado uno de los puntos de Acción contienen acumula.., 

ciones q•;e se utiliz'!n en ·todos sus sentidos positivos, negativos y no 

lineales. Es d.ecir el egreso en un punto d~ acción puede ser mdyor o-

menor de lo que en apariencia indican los ingresos. 

Cualquier Sistema no es,por supuesto el simple circuito de retroalimen-

tación de información como se ve en la figura 2 .sino como se dijo en -· 

párrafos anteriores, una estructura compleja compuesta por acumulacio-

1 

nes de acciones irúerconectados por flujos controlados a partir de deci-

siohes, como se puede apreciar en la figura 3. 

Como último punto a tratar, para pasar a las etapas d.e la Simulación 

hagamos un resumen de las ideas expuestas, enul'l1erand :> la serie de -

principios conceptuales que no deben dejarse pasar por alto en la in-

tegraci6n de una estructura de Simulación. 

Principio 1.- Las decisiones se encuentran siempre. dentro d.e circui-

tos de retroalimentación·. 

Principio 2.- Los niveles son integraciones o acumulaciones d'e ac-

.ciones. 

Pr in e i pi o 3 • - Los niveles se alteran unicamente por las tasas. 

Principio 4.- los niveles y las tasas no se distinguen por las unido~ 

d.es con q1.1e se miden • 

. Ptincipio 5.- Las tasas n:> afectan a. otras tasas directamente. 

Pdncipio 6.- las tasas dependen solo de niveles y de constantes. 

Principio 7.- Los niveles y las tasas d.eben estar alternadas. 

Principio 8.- los niveles describen completamente la condición del 

sistema. 



Principio 9.- s.,ro la información conduce a una función de decisión 

:> ecuación de tasa. 

Principio 10.- . Las funciones de decisión determinan las ecuaciones-

de tasa. 

Principio 11.- La salida de información no afecta la variable de la -

cua 1 se toma • 

,, 
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SECUENCIA DE ETAPAS.A SEGUIR EN lA SOLUCION DE PROB!..EMAS 
DE SIMULACiON ------------

A partir de los experiencias obtenidas en la solución de problemas de -

Simulación, se ha podido llegar a establecer, secuencias de etapas a -

seguir 1 que sin drJda alguna son d.e gran ayuda. 

Un:~ de estos secuencias lógi éas es la que se presenta a continuación. · 

1.- DEFIN!CION DEL PROBLEMA~ 

2.- PLANEACION DEl ESTUDIO 

Amplitud del Estudio 

limitación en tiempos y en extensión de los elementos del 

estudio 

(RecomendrJci6n: Evitar concentrarse en unos aspectos mós 

que en otros). 

(Comentario: Una d.~ las fallas mós comunes en problemas 

de simulación, es perder el contacto con el problema real 

y se pretenda sacar durante el desarrollo del estudio mós 

informaci6n d.e la que puede extraerse de los dátos dispo.:. 

ni bies) 

., 



3.- OBTENC!ON DE INFORMACION Y ~EVISION. 

Si se \
. 

tiene • 

Si no ~ • 

se tiene l· 

Con qué tipo de datos se cuenta 

Confiabilidod de la Información 

Recolección de Información 

~roceso de la Información 

4.- FORMULACION Y EVALUACION DE MODELO MATEMATICO 

Establecimiento d•3l tipo de Modelo a ser usado ----·-- ·--
Especificación de Componentes 

Facilid•Jd de Pregramación y e~ 

ciencia de la solución con la. 

computadora 

Revisión.· 

Ver su potencialidad 

Á.;egurarse que representa al sistema real y pued.e usarse 

. para los experimentos para los cuales f~é diseñad'=>. 

5.- FOKMULACION DEL PROGRA1'M DE COMPUTADORA. 

Elección d•:!l lenguaje de computadora que seró utilizado. 

Elaboración d13l Programa: 

Diagrama de flujo 

Codificación 

Pruebas de Programación ( el programa debe 
· ' . representar al modelo 

p~opuesto) 



6.- VALIDACION 

Estudio de que tanto se acercan los valores simulados de va

riables end6genas a los datos históricos reales. 

OC-servar qÚe tan exactas son las predicéiones del modelo -

respecto al sistema real. (valores 16gicos, pruebas estadrs

ti cas). 

7.- DI SE f\!0 DE EXPERIMENTOS 

Establecimiento de experimentos con el fin de cumplir con 

los objetivos del estudio. 

Tomar en cuenta el costo del uso de la computadora. 

(Comentario: Es común que no se tiene un diseño previo 

de los experimentos o efectuar, se tendr6 una gran canti

dad de informoci6n sin saber que hacer con ella). 

8.- EJECUCION DE lA SIMULACION Y A~,LfSIS DE RESULTADOS 

o Utilizaci6n del modelo, programo de computadora y el -

diseño de experimentos. 

Obtener los respuestas: 

Tomar decisiones a partir de los resultados ob~ 

tenidos •. 

Presentación adecuada (tabularse o groficarse) .de los re

sultados para su uso y aplicación. 



SISTEMA DE ECUACIONES 

Pa:r·a describir cualquier estructura de simulación, se debe 

tener un adecuado sistema de ecuaciones c~npatible con las 

características de un modelo dinAmico de simulación vistas 

con anterioridad. 

l<'u ro~:Ll[r:e ntu lr.1ente, e 1 sis terna. de. ecuaciones consiste de dos 

tipos de ecuaciones que corresponden a los niveles y a las 

tasas, escritas a partir de coiJVenciones que es t.·:.blecen co

mo deben evdluarse • 

Cowo es to.rnos tr·atóndo con un sistema de ecuaciones que C0,!2 

trola las inte:z;·acciones cambiantes de· variables como avan

ces del tie!lipo,es necesario que las ecuaciones sean valua

da::; JleriÓdic::imente conforme a una ~;ecuencj a con el fin de 

conocer los estados sucesl.vo:3 del sistema.Pero en cada mo

n1ento puede haber una secuencia particular oe co•nputos con 

dicionada por el sistema de ecuaciones. 

La socut~ncia <!u·e utiliz,~n:>rnos es la que se muestra en la 

fi qura L¡. , erJ dende el avur:ce del tiP,mno se ha roto en dos 

it;terv,;Ljs irr,u:.le:~; DT,gue '!JOI' defirdciór, debe ser lo bastan 

te corto, de tal foL·f,¡B que puedan ,:.ceptarse a las tasas co

¡;¡(,.~ constantes . .1 t1 .:~v,-fs c.iel intervolo como un:.;. aproximación 

s .• ti:.::fC!ctoi·i¡j u la::.:; tasas cor~tinuarnente V:jrL:.tbles del sL: 

tema r·e Bl • 



t'.sta considera-ción implica que las decisiones tom:~das 

al co~ienzo del Jntervalo no seran afectadas ·por nin-
, ,. . 

gun carnb1o quFJ ocurra en el tr:·nscurso de dicho i.nter 

va lo. 

Al final del intervalo se calculan n0evos valores de 

los niveles, y de ~stos se determinen nuevas decisio

nes ( tasas ) par~ el pr6xi.mo intervdlO • 

Como é~ puede observ~r en la figura 4 a los sucesivos 

momentos se les ha dado la denominacifn J,K y L.El mo 

¡r;er,to K se utiliz':.t para detel'minar el tnesente • ..!o-·--·-----
El inter·vGlo JK es utilizado péra aquel que ha tenirlo 

de t.ie,.pos anteriores se encuentra disponible • 

Nin[_ .. HJa infor·tuación de tiempo -posterior a K,contc pudi~ 

1'8 :·_;ér el Jr,tervétlo KL o el tiem?o L,o rnás alla,porlrá 

estar di~~po1üble fJSra ut:i.liz:irla er: llna ecuación sus-

crita al tiempo presente K. 

Es im0ortante aclarar que los pron6stjco~ que se ten-

~;~an t"lee!;\~S no son irformaciÓtJ para el futuro, sino con 

ceptos t~·.cest<-:rrtes sotre el por,,.enir,fundados erJ la infor 
. , . 

rnac1on que se er cuer.tra al aJ.conce. en el presente y en 
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conocjdos 
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a= l''lü,J ente pasado 

K= \':on~er.tCJ pr·esE~nte 

L= f>'lornento futuro 



• 1 

Degr·es~ndo. a 1a figura .4 se puede establecer que : 

L~s ecuaciones deben ser estimadas en los momentos 

que se erclientran sep:1rt1dos r.::or intervalos de s.:. 1 u 

ción D'.P. 

- Las ecuaciones dehen expresar:)e ero fur,c:i.Ón de les 

do la c01 verrc'iÓr: de que K r·epresenta el momento· prf 

s~ r.:t<:: eL el cu,~l sEJ· evoluéin la~; ecuacior;es • 

- Lo.s ecuaciunes de t1i.v~l muest;r.:;.n có;r,o obtener nive-

les en el tier:1po _pre~:erJte K basados en· niveles de 

t:i.e¡¡¡¡.o pasado J, 'J' er· tasas sot':lr·e el ir;tervalo JK. 

- J~~n el tieu:¡.JO K,cu~r/lc f-:on evaluadas las f~cuaciones 

de rüvel,st:: er1cuer:t1.::J dispor,ible la tota.lidad de la 

infor:i··Jcié.r t1eceso..d':J. f.,Jes 1·,a sido traD~:;rortada hacia 

..... deL.nte, clesde ·L) et-:;pa ::e tiemrh'• precé·dente • 

-Las ecus~iotes de dec¡si6n (tasa) se estiman ert el 

t:CCU ciotJf:S .Je r·Lv~l.Jl::.J. lo que las ecuaciones de t3sa 

G o ¡;!o ,y a e a :,. j o a n 1.; e s , p u e d e r.· te n e r d i s 1 <• ni b l es e o ro o 

..:n¿l.'escs,a los valor·es preser;0es de los lliveles en K. 

- Los vaJor·ec; dett:r·rJinados i:,or las ecu,~cjc.,es :Je tasa 

1 deci~:ÜülJCS ) ir¡(hcéln J:>S C8Stlf:1 r~;;present:.'itiV .S ce las 

accior:es que se tom8r·a·IJ eD el intervalo próximo KL 



- lY:Sf'ués de la évaluttc·iÓn de Jo:-~ niveles co:r·respondientes 

ul tiempo K y de lRs tasas par~ el intervalo KL, las po

~~cJones J,K y L se muevan ui intervalo de tiempo hacia 

la ~;erecha p.rovocor:do con ~s!.o que los ntvcles K r~:?cien

' .. ,;¡ra:·rjte colculados ~-:-.on suscritos como ni 1!eles ,J. Las ta-

~;as en K.L se convierten las tas-'s JI<.El tiempo K pre~te, 

avarza un intervalo de longitud DT. 

- DespUés se puede repetir· toda J a secuencia de computac:ón 

¡;; fir: de obtener un nuevo estado del sistema en otro mo

mento que es Ull Drr 'mas tarde 81 estado previo • 



E:.IJV1B0LCGTA p;, FA LAS 1 :CU :.; GIO.tJE'S 

Para representar las variables en las ecuaciones del 

modelo deben elegirse simbolos ~e tal forma que se 

tenga la mayor significaci6n ~osible, con el fin de 

que se .. r·ecuerde la terliiir,ologia habitualmente usada 

y concorda;r con la elecci6n restringida de los cara~ 

teres disponibles sobre la impresora de entradas a la 

computadora • 



.. 

SUSCRIPCION DEL TIEMPO EN LAS B~CUACIONES 

A causa de las limitaciones del equipo impresor de la 

computsdora se tiene el problema de no poder utilizar 

subíndices ni exponentes,elementos que son indispens~ 

bles para precisar el tipo de ecuación ; sin embargo 

debe adoptarse una forma convencional para indicar la 

notación de tiempo y poder salvar este obsticulo. Para 

resolver esta dificultad son utilizadas una o dos le

tras mayJsculas siguiendo a una variable y separadas 

por un punto •. 

Así por ejemplo, el nivel de precio tradicional. en ~ 

tiempo pasado J sería PLT. J, y en el tiempo presente K 

se escrjhirla F'I.T.K • 

Obsé'rv(~se que la letra sola. se utiliza corno subfi,jo 

de tieu1po porque los válores de los niveles se calcu

la.L et: los instantes sepai·ados de tiempo J y K, respe.2_ 
. , 

tivarnente.Por lo tanto los r1iveles tendrar una sola le 

tra para la notación del tiempo • 

Por lo contraria, las tasas se indicaran con dos letras. 

Por ejen1plo la tasa S de ventas del producto cosechado 
, 

que hubo durante el i~tervalo de J a K se escribira S. 

JK, y 'la tasa que exístira en los intervalos siguientes 



Las constantes carecen de notación de tiempo, ya que no 

cambian de un intervalo a otro • Asi la demora GD (tiem

po que tarda en crecer el cultivo o producto ) se indicará. 

GD 

. ' 



Las ~cuaciones de nivel .Y tasa han queda~o est~blucidas 

al descrj bir la naturaleza fundEt!r.er,t:jl de 1 a estructura 

de ur, .wdelo dir:ámi Cl • At•ora se hara referencia o otros 

tipos de ecuo.cionesc.nvenientes pero g~_E2~~r.ri~uyen 

E_~~r;:~~ terÍ.s tica~ir1!mic9.:~~~~~s 0ó~~ e~-~-~i~l5?_ • Si e' 

do est . .JS 

- tcuaciones Auxilio.~es 

- Ecu~ciones SuplewentEtries 

Ecuaciones de 'jaLol· Inicial 

ECU l!CJC N:F:S Ai 1 XJ LI t\HES 

Por lo :··ener<.tl, una ecuaciÓP de tasa se vueJve muy cornpl~ 

J a si. se PXt•resa a ¡'.artir de dos o rnás r.:i vele"": con sj_~r.i

l'ict,do j r.depE:ndier¡t;e, tenien ·O a •!;eruoc qne descomponerse 

er ecu.:~ctonPs etuxi 'iar·es • 

L::J.s ecuocicnes auxilia1es son ·!e r.:ran a~ruda pi:il':J el ml:lnte 

nLiiieLto de la t'or.·,ulaci:.,n del modelo er. estrecha cor·res

_puúier.cia ccr; el siste:1ia cea1, .YS que puede Litiliza:r:::;e con 

.::1 objeto c1e (Jcfinir t;:;I, fo1·u1a sef;I:H't.JcJa los factores q1;_e en 

t1 Etr: eL la tor11o de decis Lenes ( tasa ) • 



(]cmo Su nombre lo indica, las ecuacir·nes auxiU-ares 

coL.:~bo, ar. en el proce~;o de si:ncJl"Bcié)n, pero son in:-

cidentales. ya que pueden sustituirse unas por otras 

med.L:l.nte el rernpléJzo dlgeb.r aico, a costa· de incre!IJen-

tar la complejidad. de les ecuaciones de t~sa,y escure 

ciendo l0 ·naturaleza matern~tica del modelo • 

Las ecuaciones auxiliares se evalúan en el tiempo pr~ 

sente K, p8ro desp:.1és de lHs ecuaciones de rdvel para 

el ~iemp0 ~,porque al igual que las tasas de las cua-

les forman parte, utilizan los valores presentes :!e los 

nivelésl y deben evbluarse'antes de las ecuaciories de 

t~sa ~ues sus val.ores se ohticnen.para ser sustitui~os 

en estbs ultimcts. 

A diferencia de las ec;.ujc-:1 ones de rüvel y de t~.2a, las 

e CUGCÍül'JBS a u XJ.lic:H e o DO rueden ev:;.luarse er: orden drt'•Í 

t1 ~-1.-io, yo. que algutH:iS oca.siones puederi [;er componentes 

oe r:;tr·os que ir;tegrC:ln Ci.:'cler1a.s que i!Ilp.liqueL urr croen. 

RCUACICl'JfT.S S'.: .L.0.i1·:El'-!'P!,¡:;J .. S --------------------------
Se les u. ti 1i ::.A cor: el objete de defi rir las variables que 

r.·alwer'te r·(, forman parte d~ la ef:-;tructur::.l clel x.o<ielo rero 

;:_,r 1·~ ·i 'J!f')'t..,C.Q ·1 r~Y· \T 
'- ~ ' \.J. -- : 1· _,_ '"' ........ .... .~ .. . '1 les 

,_ 



ECUACIONES D~ VALOR INICIAL 

Se utilizan para definir los valores iniciales de todos 

los niveles que deben daL·se 0ntes de que puedo comenzar 

~l_primer ciclo de computaci6n de ecuaciones del modelo. 

Se usan 'en principio con el fin de computar los valores 

de alGunas constantes a partir de otr~s constantes. 

Las ecuaciones de valor. inicial se eval6an solamente una 

vez y antes de que empiece la simulaci6n del 



EJEMPLO DE A~LICACION ---·-------

.. 
En un pequeño estado agrTcola, donde se tienen problemas de. fluctu~ 

ciones en el mercado de productos agrTcolas, se dispone de un modi31~ 

formulad:>, con caracterTsticas generales el cyal contempla la estru~ 

tura de varios productos y solo los parómetros son diferentes de un --

producto a otro. ¿Se desea conocer, la causa del por qué de estas -

fluctuaciones en algunas de las cosechas y gran estabilidad en otras? 
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INDICE DE VARIABLES 

SIGLAS SIGNIFICADO UNIDADES 

PSP Sensibil id:~d de la siembra a 1 precio (Kg/se~ana)/($/Kg) 

p Tasa de siembra (Kg/semana) 

~ Siembra cultiv6nd::>se (Kg) 

1GD Tiempo que tarda en crecer el cultivo o producto 
(demora del cultivo) {Semanas) 

H Tasa de siega (Kg/semana) 

Inventario d·e cosecha (Kg) 

S Venta del producto cosechado (Kg/semana) 

MS M1ximo de ventas (Kg/semana) 

TT Tiempo deseado para modificar el inventario de 
cosechas l semanas) 

DS Ventas desead·:ls . (Kg/semana) 

PA Ajuste de precio ( Kg/sema na)/( $/Kg) 

CP Tasa de cambio de precio ($/Kg)/semana 

PL Nivel de precios ($/Kg) 

PLT Nivel de precio tradicional ($/Kg) 

TET Tiempo para modificar la trad.ición de precios (semanas) 

D Demand:::J del producto· (Kg/semana) 

DPD Incremento de la demando por disminución del 
precio (Kg/semana)/($/semana) 

BD Demanda b6si ca (Kg/semana) 



.. '. \' ... · 

SIGLAS 

DST 

Dl 

D? 

DT 

SIGNIFICADO 

Tiempo paro que la demanda bá~i ca cambie de 
Dl a D2 

Demand-:~ bósico antes de DST 

Demande:~ b6sico después de DST 

Intervalo de tiempo 

1 
1 
1 

UNIDADES 

(semanas) 

(Kg/semana) 

(Kg/semana) 

(semanas) 
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CAPITULO 3 

INTRODUC~+9N ~ ~Rp~~§Q~ ~~~OCAST.IC~S 

P9f 0ctav.io A. Rascón Ch.* 
' • • ... t_.¿, ... .t,. ~... : ... - .!_ •• • • • • ., ' 

3.1 Int~adueei6n 
•• ·.... 1 ...... ..... u •1-".: ·. • . 

~ menu~o los. ~sp~cj~listas en Investigación de Qpe~~Gi~pes, 
• • • : • • • . ~ • ;._ ~ •• ~ • . • • . • ' : ,. 1 ~ •• . • • • .1- .1" ' 

Economet~ía, ~eoría de mantenimiento, etc., se enfrentan a proble-
• ·:-.._,• ~·-' . ¡,. •, • ' .. ' •~· , .' ·- ~- • , • ' '· · . • . .1.:: · r,lli ·. • .'o~, 1' , 

mas en los crial~s ·s~ ~~alizan bbs~r~a~iones de cierto fenómeno 
x· •. .... 1 '4'..<. -'•·' ' •'o. .. L' •• ,. ··~· · ••• - ,. , • • ;~~._.'•.\.1.;:..•.)·-· 

t"l:\l~ante 8D lq~SR de. t~el11P<?. ~11an~o · la entidag rqatemátip9: Pf?} , 
§~~ _.y~~~~~~~ B§~~l~~ R yeqtgr~a~, fu~ci6n~ et~~J que car~cte

F~eq ~ ~~~ fen~rq~pq ~e ~~rnp,qrct~ ~~ forma aleatof'fa, se dice 9ue 

1~ ~nt~d~ª ~~t~ ~Pje.t~ (~ sig~~) A rin p~pee~·o e4toi~6tiep. 

qqm9 ~3~mp+gs 9~· ~ªi1t:i.dade8 gs,p~~~r~s¡ gye f?:i.g~en pr9ce.s9~ . ..; ,_ 

@§t@qA~t~cq~ ~~·P.U@ª~p c~t~~ ~q§ §~~~jep~~s; 

~ ª~.n~v~! d~ !PY~nt~fiQ d~ ci~~te f~p4ucto en una empr~s~ - ª~ ~~~~fQ ~e v~~~qu!~~ que 9~Fq~!?~ 4Qrant~ e¡ dfa por ~na 

ª'H~!!i@~ 
~ ~ª~ yª~iae~QR@~ t§mP~~ªl~s ~n la ~al~~ad de un producto 

elaberado 
·~- .... ,__ ... 4. ... .._ 

~± f!~~P 9~ ?W~q ?n ~n rí9 
. ' 

La g~r¡gmd.;t 9,;i,qr~ª c;le :~_g1,Úl. p~tqble ~n up~ ~iudad. 

El qq~pqr~amiel)tq d~ P,~rtígp],ª? sujetas- a i~pac:J::os que ocurren , 

~-. 2 

ª~ g:?;ªr 
La§ ~~~],~~acipnes ª~~ ter~~~q gur?nt~ un sismo· 

~], rQm@~P d~ per~~I1ª~ qp~ ~~per~~·s~~v~ciq en una'lfnea de 

@~P.§fq, ~t:q. ' 

P~4in~gi§n ~~ ~~ p~PA~~q ~4~q~4~ti~o 
..1 

Un pr99§so !=$tQg~sti9o se dEf.!f.ine qq~p un conjunto, {X ( .t), t E T}, 

eJe va:t;;i<':ll?~~~ al~qtpri~E? X(,tl, dQf!d~ ~1 sí-mbolo E e~ el empleado 

~~ t§QF1a ~e.cón.jyntq§ pafa in4icar pe~tenencia l.ttTse lee ''t está 
• • 1 

~p f••) y T es el cenjypto,d~ le~ yª~o~es que puede tomar el pará-
. . ~- ' - . ' . . . ·. . . . - . 

metro 4e~errni:oíst{cq :t ~ Este parámetro suele rep:r·es.entar tiempo, 
. qfstan~ié;i, ~regl, VQJ-gmen,. et'c. :- ·,_ 

·cªdª función X.lt) cons.titl,lY?.q.na ~e.o.l.{:zaelán o uné.~ 1~une~6n. 

m1!g_6tl{.a g~¡ proq§so; t;+ con.jufJ.·t9 d~ !;o.(;l.as _l.a~. _f,l~-p~~O.I}_es fl.l);le.s;tra p.o

~ible~ eqns~;itl);e el ~~o<;~§~ ~-¿~pl~t~ .(figs 3:-la y. 3~lb). 
. . . . ' 



Los procesos estocásticos se pueden clasificar según la 

naturaleza del conjunto T. Cuando T es un conjunto disconti-

nuo o d~screto, se dice que el.proc~sb es de pa~~me~~o di~e~e~o, · 

Si T es uri conjunto con~inu6, entonc~s el proceso es ·de paA~-

me~Jto continuo. 

Un proceso de parámetro discreto sería,. por ejemplo, 1~ 

demanda semanal de llantas para autom6vii en una fábrica; en 

tal caso la unidad de tiempo que sé usa es de una semana, y 

el esp.acio T puede ser el conjuntó de. todas las ·semanas del 

año. 

T ~ {1,2, ••. ,i, .•. , 52} 

en donde él 1 representa la ·semana número 1; el 2, la número 

2, etc. Aquí la demanda en la semana i de cada año es una 

variable aleatoria; el registro de un año completo es una rea

lizaci6n o funci6n muestra del proceso; él grupo de los regís-

tros disponibles de años pasados es la muestra del proceso, 

y e¡ conjunto de los registros de todos los años pasados y 

futuros constituye el proceso estocástico en cuesti6n. 

Un ejemplo de proceso dé parámetro continuo lo constituyen 

las aceleraciohes instantáneas dél t~rrenó durante un si~mo; 

cada aceléroqrama (gráfica ~celeraci6n vs tiempo) representa 

'una muestra o realizaci6n del proceso. Eh este caso, la ace-

leraci6n én él insta.nte ;t. es una variable aleatoria. Así,. si 
..(. 

los elementos de. la fig 3 .la representan acélérogramas, se ob-

serva_ que en el tié~po·~.· l~s aceleraciones x
1 
(~.), ~ 2 (1.), 

. . -<., ..(. ' ..(. 

X
3

(t¿l, etc.¡ varían de una muestra a otra, ocuriiendo dicha 

variaci6n al azar. 

.. 
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3 . 

otra· forma de ciasificar_ los· proéesos estocásti~os .s~ 
basa en ·1a .. 'nat~raleza ·del.- e~ paé.to· ·mu.e~:ilid~···cie ia~· ·variaples 

aleatorias -.'q\ie: lo constitu'yeri. ,· Así~.- sí didhas va~fabl_es son 

.continuas' el proceso se denomina C. o n:t.fnu.o~ y.:~~ d.ü1C.Jte:to o 
d.{J.J c.ontDtu.o .si las ·variables aleatoricÚ;'' son. discretas. . Por 

ejemplo, el caso del problema de· L~ demanda d.e 'iiantas quE? se 

menciones constituye un proceso_discreto porque X(t) s6lo pued~ 

tomar algunos de los valores discretos O, 1, 2, ..•. El caso 

de las aceleraciones del terreno durante un sismo constituye 

un proceso continuo porque X(:t) puede tomar válores del con-
junto continuo ·{-oo, óo}, · '; :--

3. 3 VeJ.J c.)( . .ipc-i6 n de la ley de plt~-6ab-i~-idade~< :de u.~ pito c.e_-6 o 

e-6 :to c.á-6 :t-ic. o 

Puesto que las ordenadas en cada instante de un proc~so 

estocástico son variables aleatorias, para describir la ley 

de probabi¡idades del proceso es necesario establecer todas 

las 6u.~c.-ionei.J de d.ii.J;tJt.ibu.c..i6n c.onju.n:ta-6 de pltobabil.idadeJ.J. 

La funci6n de distribuci6n conjunta de probabilidades 

F(z,, z2, ••• ,zn), de n-variables aleatorias escalare:S';z·;, Z
2

, ••• , 

Z n, se define como la probabi,l idad, P [ Z 1.:_ z 1 , Z 2 .:_ ~ 2 1 •. • •• , Z n2. z n] , 
de que simultáneamente Z

1 
asuma un valor menor o igual qt:!e z

1
, 

que Z
2 

asuma un valor menor o iguál que z
2

, etc., es ~ecir, 

en donde z
1

, z
2

/ ••• ,z son valores numéricos. ·Por lo t~nto, 
' yt 

la funci6n de distribución conjunta de 

tocástico X(:t! es la que corresponde a 
' ' ' 

orden n del proceso es

las n variables alea-
< 

torias X1l
1

J, X(:t
2

J, •.• ,X(~n), para todo :t
1

, :t
2

, ••• 1 :tn, es 

decir, 

F ( x 
1 1 x 

2 
, ••• , x n ;:t 

1 
, :t 

2 
, .... , .t n J : P [X ( :t 

1 
l.s.x 

1 
, X ( :t

2 
) < x 2 , ••• , X (:t

1
.¡)..::: .. x n] 

(El miembro derecho.de la-ecuación anterior se lee ~pr6babilidad 

qe que simultáneamente ~_(:t 1 J<x 1 , X(t.
2

).s_x
2

, ••• , X(:tn).s_xn".) 

En consecuencia, para contar con la ley de probabili~a

des del proceso estocástico X(:t) es necesario obtener las ,, 
·-.:.;~- . . ~-·C.!1·~:f.. ... 
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f~nciones de distribución conjuntas para todo entero n. De-
Jo-.,... . • . . ,_.,; .·, 

J::>:(ao· a que el conocer todas. estas funciones suele ser: muy 
.,\, .. 

complicado en las aplicaciones prácticas, a menudo el que 

analiza el proceso se conforma con tener esa función para 

n = 2 como. máximo, es dec,ir, con establecer las funciones de· 

distribución.de una y dos variables aleatorias. 

F(x
1
;t

1
)= P[X(t 1 l~X: 1 ) 

F(x
1

, x
2
;t

1
, t

2
) = P[X(t

1
)<x

1
, X(t

2
)<x

2
] 

Conocidas estas funciones de distribución es posible conocer 

las densidades de probabilidades correspondientes, mediante 

las conocidas relaciones de la teoiia de probabilidades 

dFix, t
1

) 

ó 1 x 1 ' t 1 l -d-.-x-
1
--- ( 3 .1) 

1 

( 3. 2) 

en donde a es el simbolo de derivación parcial. 

Cuando un proceso tiene densidades de probabilidades nor

males (gausianas)' se dice que el proceso es no~mal a gau~iano. 

Ejemplo 3.1 

Consideremos el proceso estocástico de parámetro continuo 

X(t) =A ces wt + B sen wt 

donde A y B son variables aleatorias independientes, ambas con 

distribución normal de media cero y variancia cr 2 ~ y w es una 

constante positiva. Este es un proceso continuo porque las 

variables aleatorias A y B son continuas. Calculemos, por 

ejemplo, la prob~bilidad de que la integral de O a L del 

. cuadrado del proceso sea mayor·que ~, o sea, 

L 
P ( f X 

2 
( t) dt >c.! = ? 

'•. 

o 

donde c. es una constante, y L = 2n/w es el ·periodo del·proceso. 

.. 
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El ~alor de la inte~ral es 

L . . 
¡ x2 (t)dt= 
o 

L 
f (A 2 2 .¡. 

cos W4.. + 2AB 
o 

:t + B2. cos w sen W-t. .. + 

5. 

2 
sen w:t)d:t 

Por lo tanto; la probabilidad de que el miembro izquierdo ~e la 

ecuación anterior exceda a e es igual a la probabilidad de que 

el miembro derecho sea_mayor que e, es decir, 

Se puede demostrar (ref 3.1) que cdmo A y B son variables alea-

torias independientes con distribución normal, entonces 

(A 2 
+ B2

) / a 2 
= Z tiene .distribución ji-cuadrada ( X2

) con ?os grados 
. . 2 2 ·. 

de libertad .. De aquí se deduce que si hacemos A +B =Y, entonces· 
00 . 2 . . 2 

2 2 [ 2 2 J 1 -y/2a -c.w/2rra Y=Za , dz=-dy/a y P A +B >ew/rr = f. 20 2 e dy = e 
ew/rr 

Puesto que 

X (:t) = A co.s w:t + B sen wt = V cos (w.t- 8) 

donde V=IÁ 2 +B 2 y 8 = tan-1 (B/A), se concluye que lo que varía 

de, una función muestra a otra del proceso, conservándose en 

cada caso la onda armónica de frecuencia w, es la amplitud, V, 

y el ángulo de fase, e, de la onda. 

Ejemplo 3.2 

Sea el proceso estocástico de parámetro continuo 

X!.tl.=R + S:t 

donde R y S son dos variables aleatorias independientes con 

densidades ~e prbbabilidades 6RI~) ... y~6s(~), respectivamente. 

Cada pareja de ~'Y~ (valo~es que.asumen S y R, respectivamente) 
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,. 
o. 

cond~ce a una recta que constituye una realiz~c~6n d~l proce

so, por lo que éste está constituido por una familia de li~eas 

rectas con pendientes ~, y de ordenadas al origen ~, aleatorias. 

Para obtener la funci6n de distribución, F(x;t), de pri-

mer orden del proceso X(t), hagamos 

X = R + s1 
donde S1 = tS. En tal caso, 

{3.3) 

Fx(·xl = P[X2.x] = ff 6Rs r~,~ 1 Jd~ d~ 1 (3.-4). 
vx 1 

donde 6Rs
1 
(~,~ 1 ) es la densidad de probabilidades' conjunta de 

las variables aleatorias R y $
1

, y la regi6n de integraci6n 

VX es tal que ~ + ~ 1 ~ x; e~ta regi6n queda representada po~ la 

zona sombreada de la fig 3.2, como puede verificarse fácil-

mente. Por lo tanto, la ec 2.4 queda en la forma 

oo x-~ 

F X ( x ) = f. f ·6 RS ( ~, ~ 1 ) dJL d~ 1 -oo-oo 1 
( 3. 5) 

Derivando la ec 3.5 respecto a x obtenemos la densidad de 

probabilidades, 6x(x), de primer orden de X (ec 3.1) 

6xfxl= f 6Rs (~,x-JL)d~ 
. -oo 1 

( 3. 6) 

Puesto que en este caso las variables aleatorias R y_S1 son 

independientes, se tiene que 

por lo que 
00 

6xlxl= f 6R(~l6s (x-~Jd~ 
;.. 00 1 

(3.7) 

Para aplicar la ec 3. 7 al probl.em·a que. estamos resolviendo, 

es necesario obtener primero la densidad de probabilidades, 
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fis (~ 1 ), de la variable aleatoria S
1 

= tS. Para lograr esto, 
1 . . . . 

hagamos lo $iguiente: 

Si .t >O; 
S /.t 

F S ( ~ 1 ) = p [S,~-& 1 ) = p (S < ~ 1 / t J = J 1 Ó S ( -6 } d¿¡ 
1 -00 

La densid.ad de probabilidades de S1 se obtiene derivando la 

ecuación anterior respecto a ~ 1 , es decír 1 

( 3. 8) 

Si t < O, entonces t~ ~ ~, para~ > ~ 1 /.t, por lo que 

-6' 1 t . 
F S ( ~ 1 l = P (S 1 ~ -6 1 ] "'. P [S> -6 1 / t) = 1- J 

1 6 S { ~ J d~ 
· 1 · -oo 

y 

(3. 9) 

Las ecs 3.8 y 3.9 se pueden combina~ para obtener una f6rmula 

válida para todo valor de t, dando como resultado 

(3.10) 

donde !ti .denota· el valor absoluto de t. 

Sustituyendo la ec 3.10 en.la ~e 3.7 se obtiene 

00 

6 X ( x ) = 1 } 1 -·~ Ó R (Jt) Ó S ( 
X - le. 

:t ) dJt (3.11) 

Consideremos el caso particul~r en que R y S tienen diStribu

ciones exponericiales con pa~ámetros a y 8 (a~B) , respectiva~ 

mente·, es decir, 

óR(Jr..) = a e. -ale. 
;Ir.. > o 

6s!~l = 8 e. - p.!J 
i-6 > o 

En estas circunstancias, el límite inferior de la integral de 

la ec 3.11 es cero, ya que ÓR(Jt) es cero para valores negativos 
.. 1 
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de~¡ y el superior es tal ~ue !x- ~lit> O, lo cua~ ocurre 

para t > o cuando ~ .S x, por lo que la ec 2.11 queda en la forma: 

1 X 
-a~ e- S ( x- ~ J 1 t d~ nx·( x) = TtT f Cl. e S 

o 

1 
X -sx/:t. - (S/:t.-a)~ = TIT f Cl. S e ~ d~ 
o 

= a S e - S x 1 :t [e ( S 1 :t - a J ~ J 
0
x 

¡:t.¡ !s/t-a) 

= S - a:t 

= (3.12) 

El mismo resultado se· obtiene para :t < O, ya que los 

limites de integración de la ecuación anterior se intercam-. 

'bian, apareciendo un signo menos fuera de la integral al colo

carlos en la posición que tienen para :t > O. 

3.4 Media, au:toeo~~eaei6n y au:toeova~ianeia de un p~o~e~o 

e~ :t. o e á.~ ti e o 

Es bien sabido que el conocer la media y la variancia 

de una variable aleatoria no es suficiente para determinar 

su comportamiento probabilistico, sino que es indispensable 

se. sepa cuál es su densidad de. probabilidades. Pero, adn 

cu~ndo ~sta no se conozca, los parámetros anteriores son de 

gran utilidad porque re~urnen ciertas caracteristicas de ten-

dencia central y de dispers~6n de los valotes que asume la 

variable, e incluso permiten estimar, aunque sea burdamente, 

algunas probabilidades mediante la desigualdad de Chebyshev 

(ref 3.3). 

. .. 
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Uha utilidad se.i11ejante a la que tienen la media y la 

variancia de una variable·aleatoria, ~a tienen las funciones 

devalo~ media (medla), au~oco~~elacl6n y au~ocova~lancla de 

un proceso estocástico. 

La medla, E[XI~I] = nl~l, de un proceso continuo Xltl se 

define como la esperanza de la variable aleatoria X!~). en el 

instante t, es decir, 
00 

E[X(tJJ = rj(~) = fx6fx;tldx (3.13) 
-oo 

donde E[X(t}] se lee ~esperanza de X(t)n. Esta funci6n repre

senta 'el valor medio del prÓceso en· el instante t ~ Si el pro-

ceso es discreto, la integral de la ec 3.13 se cambia por una 

suma que abarque todos ¡os valores que puede asumir X(t), es 

decir, 
00 

n(t) = E x.á(x.;tl 
. l =- 00 .{. . . .{. 

(3.14) 

Este comentario se aplica también a las definiciones que. siguen. 

Para .plantear las definiciones de las funciones de auto-

correlaci6n y de autoco_variancia de un proceso estocástico, 

ei necesario indicar que la co~~elacl6n, R!Z,Y), de dos varia-

bles aleatorias, Z y Y·, se define como la esperanza de su pro-

dueto. Asi, si Z y Y son continuas, se ~iene que . 

00 00 

R 1 Z , Y 1 = _ ,L JCJJ, z Y 6 ( z , y) d z d y (3.15) 

en donde 61z,yl es .la densidad corijuhta de probabilidades de 

Z y Y (ref 3.1). Por otra parte, la cova~lanela, C(Z, Y), de 

Z y Y se define como la esperanza del producto {z-E[Z.]}{y-E[Y]i,, 

es decir, 
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00 00 

· C(Z,Y) =-~-~{z-E[Z]}{y-E[Y]}n(z,y)dz dy (3.16) 

Volviendo al proceso es~ocástico X(t), su 6unei6n de 

autoeo~~elaei6n, R(t
1
,t

2
), se define como la esperanza del 

prbducto de las variables aleatorias X(t
1

) y X(t
2

) para tod6 
, 

t
1 

y t
2 

(es ·¡a correlación de X(t
1

) y X(t
2

)) que, de acuerdo 

con la ec 3.15,resulta ser 

00 

R(..t 1 ,.t 2 J = E[X(t 1 ) X(t
2
l] =_~x 1 x

2 
ó(x

1
,x

2
;t

1
,t:i)dx

1 
dx.

2 
(3.17) 

la cual, en general, es una función de t
1 

y t
2

• Si .t
1 

= t
2 

=.t, 

entbnces E[X 2 (tl] es la función del valo~ medio euad~dtieo del 

p~oee~o, 6 sea, del valor medio del proceso elevado al cuadrado~ 

La 6unei6n de autoeova~ianeia, C(t
1 

t
2

), del p~oceso 

X (t) es la covarian.cia de las variables aleatorias ·x (.t
1

) y 

X(t
2

) para todo t
1 

y t
2

, es decir (ec 3.16) 

~(.t 1 ,t 2 J = E{[X(t
1
)- n(t

1
J][X(t

2
J- n(t

2
J]} (3.18) 

La ec 3.18 se puede escribir como 

C ( t 
1 

, t 
2 

) =.E [ x·¡ t 
1 

) X ( t 
2 

) ) -E [X ( t 
1 

) n { t 
2 

) ) -E [ n (,t 
1 

) X { :t2 ) ] +E [ n ( ~ 
1 

) n ( t 
2 

) ] 

Considerando ahora que la esperanza de una constante es la propia 

constante, y que la del producto de una constante por una va-

riable aleatoria es igual a la constante ~ultiplicada por la 

esperanza de la variable, la ecuación anterior se puedé rees-

cribir como 

C ( t 
1 

, t 
2 

) = E (X ( t 
1 

) X ( t 
2 

) ] - n ( t 
2 

) E [X ( t 
1 

l. ] - E [X ( ;~ 
2 

) ] n ( t 
1 

) + n { t 
1 

) n { t 
2 

) 

= R(t
1
,t

2
) -n(t

2
ln(t

1
> -n(t

2
Jn{t

1
J +n(t

1
Jn(t

2
J (3.],9) 

Reagrupando términos se llega a 

(.3. 20) 
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Ejemplo 3.3 

Sea el proce~o estocástico de parámetro continuo tra-· 

t.ado en el ej e~plo 3. 2, 

X(t) = R + St 

La media de este proceso es 

n(t) = E[X(t)] = E[R] + tE[S] 

La autocorrelaci6n es 

R ( t 
1 

, t 
2

. ) = E [X ( t 
1 

) X ( t 
2 

) . ] = E [ R +S t 
1 

) ( R + S .:t 
2 

) ] 

2 . 
=.E[R) + t 2 E[RS] + t

1 
E[SR] .+ .t

1
.t

2
E[S 2

] 

Puesto que E[RS] = E[SR], la ecuadi6n anterior qüeda 

(3.21) 

(3.22) 

Una vez conocidos R(t
1
,t

2
) y n(.t) se puede calculai la 

autoqorrelaci6n de X(.t) aplicando la ec 3.20. El producto 

n(t
1
)n{t

2
) se obtiene aplicando la ec 3.21 

n!t'
1
)n(t

2
) =IE[R]+ .t

1
E[S)l !E{R] +.t

2
E[S]) 

=E 2 [R] +E [S] E [R] ,(.t
1 
+t

2
) +.t

1
.t

2
E2 [S] (3.23) 

Sustituuendo las ecs 3.13 ~ 3.23 en la·ec 3.20, y agrupando 

términos se obtiene 

C ( t 
1 

, t 
2 

1 = ( E ( R 2 
] - E 2 

[ R] ) + t 
1 
t 

2 
( E [S 2 J - E 2 [S] ) + ( t 

1 
+ t 

2 
) ( E [ RS) -

E [S] E [R] 1 = a 2 (RI +t
1
t

2
a 2 !SI+ (t1 +t

2
-l cov (S,R) 

en donde cr 2 (RI =E[R 2 ]-·E2 [R] y cr 2 (S) ::E[S 2
] -E 2 [SJ son, respec·• 

· tivamente, las variancias de R y S, y Cov(S,R) = E[SR}- E[S}E[~l 

' es la covariancia de S y R. 

Puesto que R y S tienen distribuciones exponenciales con 

parámetros a y B, respectiva~ente, entonces E[R]=l/a, f[S]=l/8, 
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verse en la tabla 2.1. Además, considerando que S y R son 

v~riables aleatorias independientes; se tiene que E[SR]= 

E[S]E[R]=·l/(aS), y Cov(S,R)=O .. Sustituyendo estos valores 

en las ecs 3.21, 3.22 y 3.23 se obtiene finalmente 

n(tl 2 2 = 1/a + t 1t 2 (1/S l 
o . 

R(t
1
,t

2
) = 2/a 2 

+ t t (2/S
2

l + (t1+t2 l [1/(aSl] 1 2 

C(t 1,t2 l = 1/CJ.2 + t t (1/S 2 l .1 2 . 

Ejemplo 3.4. ·Pa~eo ca~ual. El camino o paseo casual es un pro

ceso estocástico discreto de parámetro discreto, en el cual 

los cambios ~n los valores del proceso ocurren c~da ~ se~undos. 

Dichos cambios obedecen ·a un mecanismo aleatorio,· de tal mane-

ra que en cada instante el proceso se incrementa o decrece . ·. . ~ . . ... ' 

en una unidad (el proceso da un "paso" a la derecha o a la 

izquierda, motivo por el cual se denomina pa~eo ea~uall .. 

Para deducir la distribución de probabilidades de este 

proceso, supongamos que el mecanismo aleatorio que marca los/ 

cambios de valores es el resultado del lanzamiento de una 

moneda, de manera que si cae cara el proceso da un paso de am-

plitud ~ a la derecha, y si cae sol lo da a la izquierda. Con 

base en esto, es evidente que cada función muestra del proceso 

dependerá de la secuencia de.caras, c,·y soles, S, que haya 

sa~ido; en la figura 3.3 se ~uestra el principio de una de 

estas funciones, correspondiente a la secuenqia CCSSSCCS ... 

(se supone que en t=O el proceso parte del origen}. Obséi~ 

vese que las ~iscontinuidades del proceso ocurren en los tiempos 

'·· 



1 3. 

t. = n.T, en donde n. es el ntimero.del lanzamiento de-la moneda; 
.(. .(. .(. 

además, los valores que puede asumir el paseo casual son .•. 

. -3, -2, -1, · O, 1 ,. 2, 3, •.• , es decir, todos los ·números en.~eros 

positivos y negativos. 

Supongamos que en los primeros n lanzamientos ocurren k 

caras, con lo cual en el lapso t=nT se dan k pasos a la dere

cha y n- k pasos-a la izquierda.- por consiguientet s~ X(O} ;Q 

(parte del origen) el proceso se encuentra en la posición 

X{nTf =· k-6 - (n-k}-6 = (2k - n}-6 

donde -6 es el tamaño de cada paso. 

Si hacemos 2k~n = ~, vemos qu~ X(nT} es una variable alea-

toria que toma los valores Jt-6, ·en donde Jt=n,n-2, .•. ,-n. Cla

ramente X(nT} = Jt-6 ocurre cuando aparecen k caras en n·lanza-

mientes, cuya probabilidad queda dada por la distribución bino-

mial. Puesto que 

k = 

tendremos 
1 

P[X!nT)=Jt~]=P[k 

Jt + n 
2 

Jt + n ] ( 
11

\ k n-k = = Jt+n p q = 
' 2 - . -r) 

n! k n-f¿ 
"+ ' p q 

( Jt + n } 1 ( __ 'L_n ) 1 

2 • n 2 • 

en donde p es la probabilidad de que la moneda caiga de cara, 

y q=1-p es la de que caiga de sol. En lo que §igue desarro

llaremos el caso en que la moneda es homogénea (no está car-

gada), es decir, p=q=1(2, con lo cual la ecuación anter~o~ 

queda en la forma 
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i ~ t . P[X(nT) = ~~]= n! 1 

(~+n¡! (n-fl.+n¡! 2 n 
' ' ' '2 2 

' - (3.24) 

/ 

Para obtener la esperanza de este proc~so aplicamos la 

ec 3.14, es ·dscir, 

E[X(nT)]= 
n 
r 

~=-n 

~~ 

( ~+n¡, ( _~+n¡, 2 n 
2 • n. 2 • 

n! (3.25) 

lo cual se puede demostrar que vale ·cero. De igual manera, 

la función del valor medio cuadrático del proceso es 

( ~~) 2 n! 
~~;n)! (n'""ñ~n)! 2 n 

. n 
E[X 2 (nT)]= E 

~=-n 

(3.26) 

lo cual 4a E[X 2 (nTl]=n~ 2 • Estos resultados se pueden obtenef 

también si usamos las variables· aleatorias independientes Xi 

que puede tomar los valores ~ y -~ con probabilidades respec

tivas de 1/2. Evidentemente, 

E[X_¿] .=O ·E[X~] = ~ 2 

X(nT) = X
1 

+ X
2 

+ • •• +. X 
n 

la esperanza de X ( nT) /es igual a la suma de las esperanzas de 

las X., lo cual da cero; además, puesto que las variables son 
..{. 

independientes, la esperanza del cuadrado de.X(nT) es igual 

~la suma de las esperanzas de los cuadrados de las X., lo 
..(. 

cual es: 

E [x 2 
( n T) J = 2 

n~ 

Para obtener la densidad de probabilidades de segundo 

orden, 6(x
1
,x

2
;.t

1
,.t

2
), con .t

1
<.t

2
, usaremos la relación (ref 3.1) 
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6 ,( X 1 , X 2 ; .t 1 , t. 2 ) = 6 ( X 2 .: :t 2 1 X 1 ; .t 1 ) ó ( X 1 ; t 1 ) 

.en donde ó(x
2
;.t

2
!x

1
;.t

1
) es la densidad de probabilidades condi

eional de que x;~x 2 en t=t
2 
dad~ que en .t=~ 1 se tu~o-X 1 =x 1 

;(ésta nos permite obtener las probabilidades de ·que el proc~so 

esté en la posi~i6n x
2

=Jt
2

.6 en el tiempo .t 2=n.
2
T, cuando ·se sabe 

que en el tiempo .t
1

= n
1

T estuvo en x
1

= Jt
1

e6) y ó!x
1
;.t

1
) = 

P[X.(11,
1
T)::x

1
]. 

Para pasar de x
1 

=.Jt
1

.6 a x
2
= Jt

2
.6 es necesario dar_por lo 

menos {Jr.
2 

-Jt 
1 

) pasos en { n 
2

- n
1 

) unidades T de tiempo. Por con

siguiente, ó(x 2;t2
lx

1
;.t

1
)=o si (n 2 -~k(Jt2 -n 1 ). Para el caso 

(n 2 -n 1 )>(Jt 2 -~t 1 ) la densidad condicional se deduce de manera 

similar a como se hizo para la densidad de primer.orden, pero 

ahora partiendo de x
1

=Jt
1

4 ~n el tiempo .t
1

=n
1
T, en vez de partir 

de x
1

=o en el tiempo cero.· El resultado es la siguiente dis

tribución binomial 

Ó 1 X 2 ; .t 2 1 X 1 ; .t 1 1 = P [X 1 n 2 T 1 = ll2 J 1 X 1 n 1 T 1 = IL1 J 1 = ( 1 Ít: = ~:t ; : 1 n 2 - n 1 ) zll ~ _ n ,-

1 . 
(n2-n1) • 1 

=( (lt2-1(.1) + (l12-n1) 1 r - - (1t2-1[.1) + (l12- 11 1) J ,-2-rt_2 ___ 11 _1 

· 2 . ).L(I12n1) 2 · · 

Tomando esto en cuenta, la distribucJé.n conjunta queda en la 

forma 

n,T, (3. 27) 
1 

Existen algunas variantes del paseo casual; de las cualep 

las más comunes son: 



16 

.. '·:· 

i) La opción de avanzar a la izquierda se cambia por 

la de permanecer en el mismo sitio; es decir, en este paseo 

en cada unidad de tiempo o se avanza a la derecha o n¿ se 

avanza. 

ii) Se tienen las tres opciones: avanzar a la der~cha 
1 . . 

con probabilidad p, a la ~zquierda con probabilidad q, o per-. 

man~cer en el sitio con probabilidad v~1-p-q. 

El estudio· de lo~ ,caminos casuales ha encontrado aplica-

" ción en. muchos problemas de física, ingeniería, inventarios 

(ref 3.9), etc. Como ejemplo puede citarse la ref 3.10 en la· 

cuaJ se usó ·un p'aseo ·casual para deducir la densidad de pr.o-

habilidades del número de repeticiones de carga que hay que 

aplicarle a un .objeto para que se rompa (problema de confiabi-

lidad de fatiga de materiales) . 

Como puede observarse en las ecs 3.1 y 3.2, las densi

dades de probabilidades de un proceso estocástico son, en 

general, funciones del tiempo y, por lo tanto, también lo son 

la esperanza y· la a~tocorrelación del mismo (ecs 3.13 y 3.17). 

Hay, sin embargo, u~a clase_especial de procesos llamados 

p~oee~o~ e~t~ietamente e~tae~ona~io~, tales que sus. densidades. 

de probabilidades de cualquier orden ~on invariantes si se tras-

lada el origen de la escala del tiempo. En particular, la den~ 

sidad de probabilidades de primer orden no resulta ser función 

del tiempo y,. por consiguiente, la esperanza del proceso es 

una constante, es decir, 
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nlx
1
;tl = 6 1 x., ) (3.28) 

y "· 

[ 1 E X !.t)1 -· n (3.29) 

Además, en este caso la densidad de probabilidades de segundo 

orden y la función de autocorrelación no son funciories de los 

tiempos t.1 y t 2 por separaqo, sino sólo de su diferen9ia 
' . 

T=.t 2-t 1 , es ~ecir, . 

61x 1 ,x 2;.t 1,t2 1 = 61x 1 ,x. 2 ;T) (3.30) 

y 

(3.31~ 

De la ec 3.19 se deduce que la covariancia de-un proceso es-

trictamente estacionario también depende sólo de T, ya que en 

tal caso queda 

C!.t
1

,.t
2

) = R(T)-n
2 =C(T) (3.32) 

En la mayoría de los procesos estocásticos que se 

presentan en los problemas prácticos no se cuenta con todas 

las distribuciones de probabilidades, por lo cual resulta 

imposible verificar si tales procesos son estrictamen·te esta-

cibnarios. Por tal motivo, se ha.convenido en definir un 

piLo c.e.6 o e..6ta.c.io naJtio e.n e .e. .6 vt.t-i.do ·amplio, como aquel cuya 

esperanza es constante y cuya función de autocorrelaci6n es 

función s6lo de la diferencia de tiempos T=t2 -t,-, sin ·importar 

lo que suceda con las distribuciones de probabilidades de cual-

quier orden. 

De las dos definiciones de estacionaridad que se han 
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presentado, se puede concluir que un proceso estrictamente 

estacionario tambi€n es estacionario ~n el sent1do amplio, 

pero si lo es en el sentido amplio no necesariamente es es

trictamente estacionario. 

Por otra parte, si un proceso no es estacionario en ·el 

sentido amplio, tampoco es estrictamente estacionario, ya que 

la ec 3.28 no se cumpliría. 

Ejemplo 3.5 

¿Es el proceso X(.t)=R+St visto en·el ejemplo 3.3 

a) estacionario en el sentido amplio 

b) estrictamente estacionario? 

a) La respuesta a este problema es inmediata, ya que 

en la ec 3.21 se observa que la esperanza del proceso sí. es 

función del tie~po y, en la ec 3.22, que la autocorrelación 

es función de t
1 

y .t
2

, y no de .t
2

- .t
1

• Por consiguiente, el 

proceso, no es estacionario en el· sentido amplio·. 

b) Puesto que el proceso no es estacionario en el sen

tido amplio, tampoco es estrictamente estacionario. Esto se 

puede verificar al óbservar que la-densidad de probabilidades 

dada en la ec 3.12 es función del tiempo, t. 

Ejemplo 3.6 

¿Es e~tacionario, en el s~nt~dQ a~plio, el camino casual 

estudiado en el ejemplo 3.4? 

La ·respuesta es no, ya que aun cuando la esperanza vale 

cero (es constante) , la función de valor medio cuadrático 
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2 ~ 

es n-6 (no es const.ante por depender de n) y la autocórre-

laci6n depende de n
2 

y .n
1 

por separado y no de. n
2 

- n
1

, 

puesto que la densidad de probabilidades de segundo orden 

depende de n
2 

y n
1 

(ec 3.27). 

Demostraremos esto último para el caso del paseo casual 

en que con probabilidad p se avanza un paso y con probabilidad 

l-p se permane6e en el sitio en cada T segundos. La densidad 

de probabilidades de segundo orden correspondiente es (ref 6.13). 

Por lo tanto 

Haciendo la transformaci6n m=~ 2-~ 1 , multiplicando y dividiendo 

por (1-p)n1, y reagrupando términos se obtiene: 

[ 1 
. 2 n 1 ( n 1) ~ n - ~ 

E X(n
1
T)X(n

2
T)=6 E Jr.

1 
~ 1 p 1 (1-p) 1 1 

~=O 

n -n 
E2 1(m+~1) 
m= o 

1 

Dividiendo la suma del lado derecho en dos partes se obtiene 

n - n 
2 1 n -n m vt -n -m ( 1 E ·m( 2 1Jp (1-p) 2 1 = n -n ¡p m · 2 í 

m= o 

y 

ya que la suma se realiza con todos los términos de la distri-

busi6n binomial. 'Por lo tanto 
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- 2 ' 2 = .6 {n p[ 1 - p ( 1 - n l ) + p ( n - n } n p } = .6 n p [ 1 - p ( i - n } ] 
1 1 211 1 2 

que es una función de n
1 

y n
2

, y no de su diferencia n
2
-n

1
• 

Ejemplo 3.7 

Demostrar que el proceso del ejemplo 3.1, X(t)= V eos 

(wt .. </>},donde V y w son constante~ y <1> es una variable aleato-

ria con densidad de probabilidades uniforme entre -TI y 1r, es 

estacionario en el sentido amplio. 

Para resolv~r este problema veamos primero si E[X(tl] = 

constante. 

= V E[~os wt eos <P+ sen wt sem:p] 

= V e o s w.t E [e o s <P J + V s en wt E [ s en <P] 

Pero, considerando que la densidad de probabilidades de <P es 

uniforme entre ~TI y TI, es decir, 

1 
6{<1>} = 271 

se obtiene 

E [e os <1>] 

y 
TI 

E [sen <t>J f 1 = -2 ·,T 
. -TI 

= 

Si - TI ,S_ 4> ,S_ TI 

TI 

f e os <P d<P = 
2TI 

·TI 

<P d<P 
- 1 r sen = - eos 
2 7f l 

2~ [sen 
1 

<P rr = -(0-0)=0 
:rr 271 . 

<P ]_~ ".::.!. [- 1 - ( - 1 ) ] =O = 2TI 

Por lo tanto, E[X{tl]=O, que es una constante. 

Veamos ahora s~ la autocorrelaci6n es función T=t 2 ·~t 1 
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Desarrollando los cosenos de la ecuación anterior, etec-

tuando las multiplicaciones y agrupando 'términos se obtiene 

' 2 . 
e o s ~t 

2
> E [ s en cf> e os <P] + sen wt 

1 
s en wt 

2 
E [ s en cf> ] (3.33) 

Pero 

por lo 

rr 1 2 . 
1 eos <P d<P = 1/2 2rr 

-rr 

rr 1 
E[sen<jleoscf>] ~ 1 ~sen<P eoscj> d<P =O 

-rr . 

2 rr 1 2 
E[sen <P] = 1 ~sen cf> d<P = 1/2 

. -rr 

que la autocorrelación (ec 3.33) 

R ( t
1 

, t
2

) ' = v2 1 (eos 
2 

wt
1 

cos w.t2 + sen 

v2 
(wt~ wt

1
) 

v2· 
= -2- eos - = -2- eos 

queda en la forma 

wt
1 

sen wt
2

) 

w(t2 -t }= 
v2 

e os . 1 2 

que es tiná función de T y,: en consecuencia, el proceso estu-

diado sí es estacionario en el sentido amplio. 

1.6 P~oce4o 4lmple de Pol~4on 

WT 

Uno de los procesos estocásticos que más se emplean para 

resolver problemas de Investigación de Operaciones, Ingeniería 
. ' 

de Sistemas y de Física, es el denominado p~oce4o 4lmple. de. 

Pol44on. Se ha empleado, por ejemplo, para describir la 

ocurrencia de tormentas, de inundaciones y de flujo de vehículos, 
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en la teoría de espera (colas)., etc (refs .. 3.4 - 3. 7). 

El proceso simple de Poisson es un proceso estocástico 

en el que se cuenta el.nGmero de ocurrencias de algGn evento 

específico (por ejemplo, el nGmero de vehículos que pasan por 

cierto punto de una carretera); por este motivo en algunos 

textos se le denomina p4oee~o de eonteo de Poi~~on. 

Para estudiar el proceso simple de Poisson, calculemos 

la densidad de probabilidades del nGmero de ocurrencias de 

cierto evento en un lapso t2 ~t 1 =ta' cuando el tiempo de ocu

rrencia de dicho evento tiene densidad de probabilidades uni-

forme en el intervalo de O a L (figs 3.4a y 3.4b). En este 

caso, la probabilidad, p 1 de que ocUrra el evento una vez en 

el período de t
1 

a t
2 

es 

Por·consiguiente, la probabilidad de que el evento ocurra k 

veces en el lapso ta' si sabemos que de O a L ocurre. n veces 

es· (distribución binomial) 

donde q::::l-p 

De la teoría de probabilidades sabemos (ref 3.2) que si 

n/p-+oo, n!L+'A y p es pequeña, erttoncés la distribución binomial 

tiende a la de Poisson (~et t~bi~·2.1) co~ pará~etro V=np=nta/L= 

>..:ta, es decir, 

( >.t ) k. 
a 

fi! 
(3.34) 

• • • 

'• 
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De la definici6n de A se concluye que ésta representa al nú-

mero medio de ocurrencias por unidad de tiempo, motivo por el 

cual se le suele +larnar ..in.ten-6.-i.dad de.f.. pJtOc.e.l.lo. 

Se puede demostrar (ref 3. 2) que· si .ta y .t 6 son dos 

intervalos de tiempo que no se traslapan, entonces los eventos 

{ka ocurrencias en ~a} y {kb ocurrencias en .tb} son indepen

dientes, es decir, el número de ocurrencias del evento en .ta 

es independiente del narnero en .t6• 

Sea X(.t) un proceso estocástico con el cual contarnos el 

número de ocurrencias de un evento. Si hacemos ~=O y en ese 

momento inicirunos el conteo, entonces .ta=.t
2

-.t
1

=.t
2

=.t y X(O)=O; 

en tal caso la ec J.34 queda en la forma 

[ 
-A.t (A.t)k 

P X(.t) =k] = P[k en .t] ~ e lf:-- (3.35) 

y constituye la densidad de probabilidades del proceso de 

Poisson. Cada función muestra de este proceso tiene la forma 

de una escalera con escalones de altura unitaria localizados 

en los tiempos .t. en que ocurre cada vez el evento (fig 3.5) • 
.{. . 

Exi~ten algunas variantes del proceso de Poisson que se 

estudian en las refs 3.8 y 3.12, de los cuales el más comG.n 

~s el que permite que el número de ocurrencias por un~dad de 

tiempo, A, po sea una constante, sino una función del tiempo, 

A(.t). En este caso el pl;'oceso, Y(.t), se denomina pJtoc.el.lo ge-

ne.tr.a.f..-iza~o de. Po-i.-6 .6 o 11, y se puede demostrar que su densidqd 

de probabilidades es 

P[Y(.t)=k] -)1 = e. (3.36) 



en ·donde 
.. 

l.l = ¡t A(t) dt o 
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Obsérvése que el proceso simple es un caso particular de éste 

con A(T)=A. 1 por lo cual l.I=A.T • Tornando en cuenta que la· suma 

alg~braica de dos variables aleatorias con distribucione$ de 

Poisson con parámetros respectivos v y n también tiene ese tipo 

de distribución con parámetro v+n 1 se tiene que la diferenciá, 

X(t6 J-X(ta), del mismo P~c:>ceso en los tiempos tb y ta.1 .con 

tb>ta.1 también es un proceso de Poisson con parámetro A(tb-ta.), 

o sea 

Esta diferencia representa el incremento que ~uvo el proceso 

al pasar del tiempo ta. al tb. 

Puesto que la ec 3.37 es una distribución de Poissonl la 

media o esperanza y la variancia son 

Considerando que la variancia de una variable '.aleato·ria 1 Z 1 es 

se tiene que la fundión del valor medio cuadrático de la dife-

rericia del proceso en ~uesti6n es 

(3.39) 

De las ecs 3.38 y 3o39 es evi~ente que si ta.=O y t 6= t1 entonces 

n(t) = E[X(tJ]= At (3.40) 

E[X 2 (t)J = A2 t 2 + At = At(1+A) . (3o41) 

• o o 



consti.tuyen, respectivamente, la media y la función del valor 

medio cuadrát.ico del proceso simple de Poisson,X (:t} • 

P.ara obtener la autocorrelaci6n de X(t), consideremos 

las diferencias del proceso correspondientes a los intervalos 

de. tiempo que se traslapan, de :taa .t 6 , y de .te a :t,d (ver 

fig 3.6). Para calcular la esperanza E{[X!t6 J-X(.tal] [X(.td)-

X (.t ') ]:} , dividamos .cad'a ·intervalo en dos partes que no ·se tras-e . 

lapen, ya que de esta manera los incrementos del proceso en 

esos intervalos son independientes; asl, 

y 

Por consiguiente, 

y 

Tomando en cuenta que la esperanza d.el producto de los Jt!iembros 

izquierdos de las dos últimas ecuaciones es igual a la esperan~ 

za de.los product<;>s de los miembros derechos, y que cada uno 
.. 

de los incrementos del proceso encerrados en paréntesis rectan-

gulares es independiente de los demás, en cuyo caso la esperan-

za del producto es igual al producto de las esperanzas, se 

llega a que la autocorrslaci6n del incremento dél proceso en 

ambos intervalos es 
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A p~rtir de esta ecuación, haciendo t =t =O, td=t y t~=t 1 · · a c. 2 u 

se obtiene la función de autocorreiación del proceso simple 

de Poisson, X(t), la cual vale· 

(3.43) 

De acuerdo con 3.40 y 3.43, la autocovaria.ncia de X (.t) 

vale (ec 3.20) 

(3.44) 

3. 7 PJLoc.e.6o- e.6toc.á.6t.ieo de -JLenovac..i6n 

El proceso estocástico de renovació"n trata esencialmente 

el problema de reposición de objetos o componentes que fallan, 

tales como focos, máquinas de construcción o industriales, 

equipo para transporte, etc. Cuando un objeto falla se sus-_ 

tituye con otro; al fallar éste se repone dé nuevo, y así 

sucesivamente. En lo que sigue calcularemos las medias y las 

variancias del nümero de reposiciones que se efectüan por unidad 

de tiempo. 

Un p1Loc.e.6ó de JLenovac..i6n es una secuencia X. dé variables . ..(. 

aleatorias X,¿ independientes e idénticamente distribuidas. Aquí 

X,¿ denota la duración-del objeto introducid6 en el ..t~ésimo 

remplazo. 

Si efectuamos la suma 
; t. 

S = X +X + • .. +X n · 1 . 2_ · n. 

entonces Sn constituye el tiempo en el cual se.efectüa el· 

n-ésimo remplazo del objeto en cuestión. 
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Un problema que puede tratarse como un proceso de reno-

vación, aunque no haya obj~toa físicos que renovar, es el de 

flujo de trAfico· (ref 3.3): Sea una c~ntral telefónica o de 

' correos, la cual recibe 6rdenes (llamadas) en los instantes 

aleatorios T 1 ,T 2 , ... , en donde 0<T
1

<T
2

< •••• Si es razonable 

suponer (como a menudo sucede) que los tiempos sucesivos de 

interarrivo de órdenes 

x
1

=T
1

, x
2

=T
2

-T
1

, ••• ,X
11

=T
11

-1'
11

_
1 

son variables aleatorias independiente? y con igual densidad 

de probabilidades, entonces el proceso.x. es un proceso de 
,(. 

renovación, ya que constituye los tiempos en que se "renueva" 

una orden o llamada. ·Para este caso se puede demostrar (ref 3.3) 

que si las X_¿ tienen distribución exponencial cóh parám~tro 

v, es decir, si 

- vx . =.ve. -<.. 

entonces el número de renovaciones hechas hasta el instante t 

,es un· proceso de Poisson simple, con media vt . . · 

Consideraremos sólo el casó en que los tiempos a los 

cuales_se asigna la reposición son discretos, por ejemplo, 

semanas, meses o años. Asi, si las unidades de tiempo son 

semanas, .las reposiciones que se hagan de lunes a domingo de 

la primer semana se anptan en la semana número 1, y asi su-

cesivamente. Estudiaremos dos casos. 

a) cuando los .objetos que fallan se reponen con ele-

mentes nuevos 

b) cuando se reemplazan con objetos usados. 
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Consideraremos que la población or:iginal de objetos 

n~evos (en ~=O) obtiene la primera renováción en :~=X 1 ; 

.los objetos ya renovados obtienen su segunda renovación en 

. el ~iempo ~=X 
1 

+X 
2

, ·etc. Sea pn· la probabilidad de que un 

objeto recién instalado falle 'después de n unidades de tiempo, 

y sea p0:::o. Supondremos que to,dos los objetos operan ininte

rrumpidamente, y una vez que alguno falla se repone de inme-

diato con otro nuevo, manteniendo el número total de objetos en 

uso. 

Las reposiciones .en cualquier instante son. renovaciones 

ya sea de los Óbjetivos originales o de otros que se repusieron 

previamente. Sea g~+l(n.J el núme~o e~pe~ado de repuestos de 

la (~+l)~ési~a generación realizados en ~1 tiempo n. La rela-

ción que éste guarda con el número de repuestos de la ~-ésima 

generación, g .(.), 
.{. 

(3.45) 

ya .que la renovación de (~+1) -éxúna generación en .el tiempo 

~ está constituida por los ree~plazos que se hagan antes del 

tiempo n de elementos de la -t~ésima generación pero que fallan 

en el ti~po n; además, el nútnerrQ ~sper~do ele reemplazos de 

la ge~eración ~realizados en ~~.ti~~po n~k (par~ O<k~nl es 

g~(n-k.lpk, por lo que la -t--ésima g~neración, se obtiene suman

do para toda ~n, dando como resultado la ec 3.45. 

sea el número esperado total de renovaciones, Un, la 

suma de los números esperados de. cada generación, es decir, 

. . . 
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Y!. 
U = E g. ( n.) 
·~ .(.=1 ..(. 

q.46) 

Espribiendo la ec 3.45 explícitamente p~ra .(.=1,2,3, ... y 

s:umando los resultados se obtiene. 

Y!. 

g 2 !n.)= I: g 1 (n.-k)plt 
k=O 
:n. 

g 3 inl= E g
2

(n-k)pk 
~=O 

= 

o 
• • 

. .• 

(3.47) 

Considerando la ec 3.46, la ec 3.47 queda en la forma 

u -g (Y!.)= 
Y!. 1 

donde g1 (n.) es el número esperado de reposiciones en el tie~po 
O· 

n. de la poblaci6n original. 

3.7.2. Reemplazo ca~ objeto~ u~ado~ 

Si la poblaci6n original no está constituida totalmente 
e 

por objetos nuevos, sino que Ck de ellos ya han operado k u?i-

dades de tiempo, entonces el total de objetos, N, es 

(3 .• 49) 

Las probabilidades pk que se han empleado hasta a;ho~a 

corresponden a objetos nuevos. Para los objetos usados que 

pudiera tener la poblaci6n original, la probabilidad 4e f~lla 

en el tiempo n. de un objeto que ya había durado k unid~~es de 
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tiempo en operación, antes de ser instalado, queda condicionada 

por la probabilidad, ~k' de que la duración sea mayor de k 

unidades,· la cual es,-

k 
tr.k =pk.+1+pk+2+ •.• = 1 - E Pk 

n=O 
(3.50) 

Puesto que- la ·probabilidad condicional de que el objeto 

falle en n+·k unidades de tiempo, dado que debe durar más de k 

unidades es pn+k=pntr.k, entonce7 la probabilidad, p
11

, de falla 

-de un objeto en el tiempo n será 

(3.51)-

y el número esperado de objetos que requerirán renovaci6n en el 

tiempo 11 y que ya habían operado k horas es Ckp
11

+k/Jtk. Suman

do sobre todos los valores posibles de k obtenemos el número 

esperado de renovaciones de la población original, es decir, 

( 3. 52) 

-Sustituyendo la ec .3. 48 obtenemos el número medio (espe-

rado) total de renovaciones en el tiempo n, o sea, 

11 00 

Un= k=o un-kpk+k:o ~k.Pn+k/tr.k (3.53) 

Ej e.mplo 3 •. 5 
..... 

Supongamos que en·un proceso de renovación discreto· la 

probabilidad de que un objeto dure una unidad de tiempo e_? 

p=0.75~y la probabilidad que dure~k unidades está dada por 

la distribución bonomial, siehdo la dur~ción máxima de cinco 

un~dades de tiempo,·es.decir, 
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s! ~... s-t... Pt... = r<. r<. 
r<. ( 5 - k ) ! P q 

en donde q=1-p. Supongamos también que la poblaci6n prigin~l 

tiene .100 objetos, de los cuales 10 son nuevos, 15 ya habiaq 

operado durante una unidad de tiempo, y 75 durante tres uniqa

des qe tiempo. Calcular el número esperado total de renova~ 

cienes después de seis unidades de tiempo. 

Aplicando la distribución binomial para k=1~ .•• ,5, op-

tenemos p1=0.01, p2=0.09, p3=0.26, p4=0.40 .y p 5=0.24; además 

p
0
=o,,como se había indicado, y pk=O para k>S. Usando estos 

valores en la ec 3.50 obtenernos 

~o = o.o1 + o.o9 + o.26 + o.4o + o.24 = 1.oo 

~1 = 0.09 + 0.26 + 0.40 + 0.24 = 0.99 

~2 = 0.26 + 0.40 + 0.24 = 0.90 

~3 = 0.40 + 0.24 = 0.64 

~4 = 0.24 = o ;.'2.4 

~S = = 0.00 
. 1 . 

De la información que se nos dió acerca de la poblaci6n 

original deducimos que C0=10, puesto que diez objetos eran 

nuevos, C1=15, puesto que 15 objetos tenían una unidad de usG 

y~análogamente, c2=0, C3=75 y C4=C 5=0. Aplicando la ec 3.5.2 

se llega a 

. g1 {1) = 10 X 0~01.+ 15 X .0.09/0.99 + 75 x 0.40/D.64= 48.34 

De manera similar sé obtiene, g 1 (2)~32.97, g 1 {3)=8.6~, ftl{~~~7.63; 
g1 (5)=2.4 y g1 (n)=O para n>5. 

ec 3.53 obtenernos u0=0 

Por consiguiente, mediante J~ 
)· .~ .. 
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' u{··= u
1

_
0

p
0

+u
1

_
1

p
1
+48. 34 

= U1x 0 + 0 X 0.01·~ 48.34 = 48.34 

= 0 + 48.34 X 0.01 + 0 + 32.97 = 33.45 

= 0 + 33.45 X 0.01 + 48.34 X 0.09 + 0 + 8.66 = 13.35 

U4 = U4-oPo+U4-1p1+U4-2p2+U4-3p3+U4-4p4+ 7 • 63 

- 0+13.35 X 0.b1 + 33.46 ~ 0.09 + 48.34 X 0.26 + 7.63 = 23.34 

US = U5-óPo+U5-1p1+U5-2p2+U5-3p3+U5-4p4+U5-5p5+ 2 ·.4 

= 0+23.34 X 0.01 + 1~.35 X 0.09 + 33.46 X 0.26 + 48.34 X 0 .• 40 

+ ·.·2.4 = 31.87 

U6 = U6-oPo+U6-1p1+U6-2p2+U6-3p3+U6-4p4+U6-5p5+U6-6p6+ O 

= 0+31.87x0.01+23.34x0.09+13.35x0.26+33.46x0.40+48.34x0.24 

= 30.88 

La suma de las renovaciones promedio después de seis 

dad es de tiempo es 

6 . 
E u = 181.24 

11=1 
11 

Considerando que L:pk=l; es posible demo$trar. (ref 3.7) que 
00 

cuando 11 tiene a infin~~o U
11 

tiende a N/(k~okpk), es decir, 

que conforme 11 crece .el número esperado de reposiciones en 

u ni-

el tiempo 11 tiende a ser igual al número de objetos en la po

blación original dividido entre el promedio de la duración de 

cada objeto, lo cual, intuitivamente,· es razonable. 
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' 
El lector interesado en profundicar más en este proceso 

de renovación, pu~de acudir a las refs 3.3 y 3.7. 

3.8 Con6labllldad 

Uno de los atr-ibutos más importantes que debe poseer un 
'· 

sistema es una C.onólab.ii.idad adecÓ.ada. Antes de estab:Lecer la 

. confiabilidad de un sistema, es necesario analizar si los costos 

y tiempos de producción, las condiciones de'operación y las 

políticas de mantenimiento que deben observarse durante un 

periodo de operación considerando, justifican el nivel de con-
-~-------=----------------------- - -· -- --~- . 

fiabilidad deseado. Lo anterior se debe a que, en general, un 

incremento en la confiabilidad lleva aparejado un crecimiento 

en los costos de producción y de operación de los sistemas. 

La C.onó.iab.il.idad de un sistema se define como la pJLoba--

b.il.idad de que éste realice satisfactoriamente ciertas funcio-

nes específicas duran~e un lapso prescrito, bajo ciertas con-,. 

diciones ambientales. 

De la definición anterior se desprende que es necesario 

conocer: 

a) El tiempo de operación (vida ütil) 

b) _El medio ambiente de oper.aci6n (temperatura, humedad, 

fuerzas que deber& soportai, ~te). 

e) ¿Qué es lo que cqnstittíye una operación satisfactor.ia ,o 

cuándo se considera que un sistema ha fallado? {por 

ejemplo, ¿qué nivel de daño se considera corno "f:álla·" 

en un edificio que se ve sujeto a un sismo: cola-pso 

total, agrietamiento de muros o agrietamiento de lo.s 

recubrimientos?) • 
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Para· calcular la probabilidad· de que un sistema no falle. 

(su confiabilidad). es necesario conocer· las densidades de pro-

habilidades o la densidad de probabilidades conjunta de las 

~ariables aleatorias que se considere podrían influir en la 

sobrevivencia o falla del sistema. Así, para obtener la con-. 

fiabilidad de un edificio que se vea sujeto a sismos, es ne-

cesario conocer las densidades de probabilidades de su resi.s

tencia y de las fuerzas dinámicas que provocarían los temblores 

·qu~ pudieran actuar sobre el edificio. En este ejemplo, la 

aleatoriedad de la resistencia se debe a variaciones al azar 

en las resistencias de los materiales de construcci6n, en las 
. . . 
dimensiones de las vigas, losas y columnas, etc; la aleatorie-

-dad de las fuerzas sísmict'as se debe a ia ocurrencia al azar 

de los temblores en sitios localizados a· diferentes distancias 

del edificio y c:on diferentes magnitudes, a las características 

del subsuelo, etc. 

Tanto en el ejemplo del sistema estructural que acabamos 

de descr'ibir, con'ló en lbs sistemas electr6nicos, industriales, 

etc., son varios los ~actores que pueden influir en las densi-

dades de probabilidadeé de las variables aleatorias que inter

vengan en el problema. Estos factores se pueden dividir en tres 

grupos, a saber, 6acta~e~ ~nl~lale~, 6acto~~~ p4e·ope4aclona

le~ y 6a_cto4e~. de ape!Laclón, co!t}o.:.p1,1ede. verse en· 1~ fig 3. 7 •· 

Si X(t) es un proceso estócástic6 que define el c6mpor

tamiento o respuesta del sistema, entonces ia densidad de 

probabilidades de primer orden, obtenida·con base en la infor-
,. 

maci6n, Y, disponible al respe~tó (ya·sea ~xperimental o subje-

••• 

.•. 
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tiva,) 1 será ni x(t) IY i. Si se divide el eje del tiernpó en un~i-
. ! 

dades discretas (como· se hizo. en el camino casual) , el prc"~ 

ceso X(t) será de parámetro discreto; en caso cont.rario sedi 

de parámetro continuo. 

Por simplicidad, para el caso discreto escribiremos · 

En caso de que el criterio de falla del sistema sea 

"ocurre la falla si la respuesta del sistema excede al valor 

A", entonces la probabilidad de que esto ocurra en el tiempo 

t , si lo único que sabernos es que hasta el tiempo inmediato n 

anteri~r, tn~ 1 , no ha fallado, será 

00 

P[X!t J>AIX!t 
1

J<A)= fó[x(t l]dx (3.54) n n- A n , 

si el proceso es de parámetro discreto. En caso de que·el p~o-

ceso sea estacionario, su densidad de probab~lidades de primer 

orden no dependerá de-t, en cuyo caso se usará en la ecuaci~n 

anterior n(x) en vez de nlx!t J]. n 

Un rnétodomás usual para determinar la confiabilidad de 

un sistema consiste en ohtener, experimental o subjetivamente, 

la densidad de probabilidades del ~lempo de 6alla del sistema. 

En forma experimental esto se puede lograr observando varios 

sistemas idénticos, expuestos a las mismas condiciones arnbieh~ 

tales, y anotar los tiempos en que falla cada uno; luego, me·-

diante:proce~irnientos estadisticos, se les ajusta alguna deJi

sidad de probabilidades a los. tiernpo·s de. falla. En forma suob...o 

jetiva, la densidad se puede asignar con base eh el conócim.i:·ento 

de otros SiStt¡!rnas similares, con base en algún .modelo rriatemá,tico 
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l,\:' ~ 

',(corrió en la ref 3.10)' etc. 

En muchas ocasiones, como se verá más adelante, la den-. 

sidad de probabilidades-del tiémpo de falla del sistema se de-

duce de las densidades de sus respectivos componentes que, en 
; 

general, son más.fáciles de dete~minar. 

3.8.1 Fue~za de mo~~andad 

i En estudios realizados sobre la confiabilidad· de los com-
! 

ponentes de un sistema se ha encontrado que está caracterizada 

por tres etapas. La primera es un lapso inicial de al~a mo~

~andad o al~a ~n~en~~dad de fialla (el número medio de fallas 
. . 

por unidad de tiempo es g~ande) , la cual se debe ~rincipalmente 

a un control de calidad deficiente durante la elaboración del 
. 

componente. Este periodo inicial está limitado por el tiempo 

T indicado en la fig 3.8. Lo que es costumbre hacer en sise. 
temas muy importantes (como los de defensa militar de un pais), 

para eliminar los componentes defectuosos, es usarlos durante 

un tiempo Te. en algún dispositivo ajeno al sistema, y luego 

·instalar en dicho sistema los que no hayan fallado. La segunda 

·etapa es un periodo de ~n~en6idad de· fialla c.on6~an~e, en la 

que las fallas ocurren al azar y con menor frecuencia que en 

las etapas 1 y3; el limite superior de esta parte está' indi

cado con ·rV en la fig 3.8. En Tv se inicia la tercera etapa 

que es de ~l~~ mo~~and~d ó dl~a ~nte~6~dad de fialla,· lo cual 

equivale. a fal"las ,muy frectierites debidas al deterioro de los 

componentes. Cuando Ém 'uri. sistema son· indeseables este tipo 

de fallas, estas se pueden reducir siguiendo politicas de roan-

tenimiento preventiv6. Estas politicas incluyen pruebas pe-
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ri6dicas e inspécéión de ciertas componentes, y su feéq¡pia:ió 

cuando las pruebas indiquen que ~stos· esfán próxima: á á fa'Ílci:t ~ , . 

La región de intensidad de failá' cori'stiarite dor:fespond'é 

al lapso die: operación normal d'el córñporierite respedfivci 1 en fil 

cual las fallas ocurren al azar y són independieni~~, ~6:t lo 

cual puede considérarse razonablement"e que é'stas· púéden ré~ 

presentarse mediante un proceso de I?'ó"is·s~ri' edil in·terisiqacf X 

(1el valor de >. va'ría de un tfpó de cófup6rierite· a otiá, y s'e deter

mina exper imentalmenté)'. ·con· estO:· en- ment'e·,- la:· probabíiicfacf cfé 

que no ocurra n:in·g,una falla- en el períodO"· dé Ó• a: :.{ se 6b'tiéne 

mediante la ec 3.35 1 sustituyendo eh elfa a k=O~ ¿i restiit~do 

es 

en donde T es la variable aleatoria· .tiempo de 6a:R:.ta:. 

Si analizamos la densidad de probabilidades exponenc.út':e/ 

6 ( .t) . = 
. ft..t . 

>.e~ ;O~.t<oo (3.56) 

vemos que su función de distribución (o distribución de probta-:.:-· 

bilidades acumuladas) es 

:t ' 
P[T~.t] = F(.t)= J>.e->..td:t = 1-e-)...t 

o 
por lo cual la probabilidad de que la· variable T sea mayor: qu·é·· .t 

es 

P[T>.t] = 1-F(.t) = 
-A.t e ( 3-;. 57)' 

Comparando las ecs 3. 5? y 3. 57 vemos que éstas t'ie'Iierf· 
. -),t ......... ¡. •. 

como factor común a e 1 por lo que deducimos que' la~ var:1.ab'le'· 

aleatoria 1 T, "tiempo de falla" 1 tiene ·densidad de probcib1l.fiélades 

• .. ~ ... 

... 
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exp<;)l1encial, y que la probabilidad de que no fal'le el compo-

nente queda dada por la ec 3.57. Es interesante mencionar que 

experimentalmente se ha confirmado que este tipb de distribuci6n 

se ha ajustado razonablemente bien a los tiempos de.falla de 

di\tersos componentes de circuitos electr6nicos, tales como 

transistores, bulbos, etc. 

La 6ue~za de moktandad o inten~idad de 6alla, B(Tf, de 

un sistema se define como, sigue: B(T}d(T} es la probabilidad. 

d·e que un sistema· falle en el intervalo de T a T+dT·, suponiendo 

que no ha fallado hasta el tiempo T. 

Supongamos que un sistema ha operado durante un tiempo 

T sin ninguna falla. Si la variable aleatoria T es el tiempo 

de falla del sistema, y 6(t} y F(t} son la densidad de pro-

habilidades y la funci6n de distribuci6n de T, respectivamente, 

entonces la funci6n de distribuci6n de T será 

F(tlt>T J = P[T< t, T>T]j t>T 
P(T>T] -

(3.58} 

en donde el m~embro izquierdo representa la probabilidad de que 

el Si$tema sobreviva hasta t dado qúe sobrebibi6 hasta T, y 

el numerador del miembro derecho es la probabilidad de que 

simultáneamente ocurran los eventos {T<t} y {T>T}~ la cual 

es igual a F(t}-F(T}. Además, es evidente que el denominador 

de la ec 3.58 es P(T>T] =1-F(T). Por consiguiente, la ec 3.5~ 

queda en la forma 

( 3. 59} 

La densidad de probabilidades correspondiente se obtiene 
.... ¡ 

\ 
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derivando la ec 3.59 coh r~specto a t; el resultado es 

si t>T (3.60~ 

O $i t<T 

De la definición de fuerza de mortandad vemos que 

S(-r}dT = 6f-rlt>T}dT 

por lo q:ue 
dFh) 

6 h} ' d1: 
S(T} = I=TTTT = 1-F(T) (3.61) 

. • 1 ~ 

Mediante la ec 3.61 se puede obtener la fuerza de mortan-

dad cuando se conoce la densidad de.probabilidades de falla 

del sistema. Por el contrario, si lo que se conoce es S(T), 

la densidad de probabilidades se puede o~tener resolviendo la 

ecuación diferencial de la ec 3. 61. Integrando ambos miem- ·. 

bros de dicha ecuación se obtiene: 

T ' , 

J S ( t } dt = -f. n [ 1 - F( T } J 
o 

' 

(la constante d~.integración es cero porque F(01=0, debido a 
\

que el sistema empezó a operar en -r=O) • En la ecuación anterior 
' 

ln denota logaritmo natural (con base e). El antilogaritmo de 
la ecuación anterior resulta ser 

T 

""-!8 !t} dt. 
F(t} =1- e 0 

o, d~riva~o re~pect6 a T, 
. T 

6 (T ¡ = B !T ¡ e- ~S ( t J dt 

( 3. 62) 

(3.63) 
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Sea un sistema en el· que---la_. fuerza de mortandad del sis-

terna es la constan:te A.. Aplicando la ec 3.os, l.a densidad de 

p~obabilidades correspondiente. resulta ·ser 

. ( ) -f' d;t ·-' T 6 T = .\e oA =A,e A ;T~Ü 

que es la distribuci6n exponencial. En conclusi6n, si la den

sidad de probabilidades de falla'de un sistema es exponencial, 

entonces su fuerza de mortandad es constante e igual al pará-

metro A de la misma. 

Ejemplo 

Si Un sistema tiene una densidad d~ probabilidades gama, es 

. decir~ si 

si t < O 

donde e es una constante (el parámetro de la distribuci6n) 

entonces 

si ;t > O 

La fuerza de mortandad respectiva se obtiene mediante 

la ec 3.61, lo cual resulta en 

2 -QT 
S() 

.e Te 
T =----~-------

-QT -QT 
eTe +e 

= 
2 

Q T 
1+QT 

Ejemplo 

Otra funci6n de intensidad de falla que se ha empleado 

en algunos estudios de confiabilidad {ref 3.11) tiene corno 

ecuaci6n a 
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donde a y o son constantes positivas. Observése que si 6>1 

entonces f3(T) crece con T; si o<l, decrece, y si o::l, entonces 

S{T)=A; este último coincide con el ya estudiado de la di$

t!;ibuci6n de Poisson. Usando esta expresión para S(T) en la 

ec 3.63 se obtiene 

;\.-1 -en o 
n ( T) = cxoT e 

que es la distribuc·ión de Weibull. 

3.8.2. P~ueba4· de.du~acl6n 

Para-determinar la qensidad de probabilidades de la dur~cióri 

de un componente de un sistema, es necesario extraer unainuest.ra 

aleatoria de n componentes idéntic~s, probarlas pohiéndola~ a 

funcionar en-las conqiciones ambientales con que .lo harán en 

el sistema y anotando los tiempos d~ duración de cada compohen~ 

te. En muchas ocasiones la duración de los componentes es larga, 

por lo que es necesario diseñar pruebas aceleradas, de tal ma-

nera que las condiciones ambientales sean más severas que las · 

normales y se .ocasionen las falla$ más rápidamente. Este·tipo 

de pruebas se pueden usar también para comparar dos tipos dif.e>:"" 

rentes de componentes, para que rápidamente se pueda inferir 

cuál es más confiable. Es evidente que los resultados de léis 

pruebas aceleradas deben e~tar correlacionadas con los de las 

pruebas normales para poder inferir l'as duraciones en .operaci6a 

normal a partir de las correspondientes a las pruebas acel~ra~ªs 

(estas correlaciones.deben 'determinara~ durante la etapa del 

diseño de la prueba acelerada)~ 

·- ~~ 

Si existe evidencia experimental·. o subjetiva suficiente q.ue .favprezca 
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a la d~~t~~buc~6n exponenc~al con parámetro A, corno densidad 

.de probabilidades de los tiempos de falla de los componentes·, 

entonces 

6 ( .t) = -At 
Ae ; t>O, A>O 

y el tiempo medio de falla será 

EITI= Jl = 1/A (3.64) 

Supongamos que se ~onen a prueba n componentes y que la 

prueba se da por terminada cuando hayan fallado ~ de ellos 

(~~n), y que los tiempos de falla son t1~t2~ .•. ~t~. Nuestro 

inter€s radica en la estimación estadistica, ~-, dei tiempo 

medio de falla,. JJ·. 

Usando la teoria desarrollada en la ref 3.11, se puede 

demostrar que el estimador insesgado del tiempo medio de vida 

de los componentes es 

(3.65) 

donde t~ es la duración acumulada de los componentes hasta el 

tiempo t~, es decir 

~ 

T~ = .r t~+(n-~)t~ 
.<..= 1 . 

(3.66) 

para el caso en que los elementos que han fallado no ~e ~eem-

plazan por uno nuevo, o 

T~ = nt~ (3.67) 

si se han reernplazadq. Observe· que si r..,n la prueba es sin -reem

plazo, de las ecs 3.65 y 3.66, se obtiene que P es el pro-

medio de los tiempos observados de falla. · 

.. -
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Para hacer inferencias acerca de ~' .usamoS él héóhó aé 

que 2T~/~ es una ~ati~ble qu~ tie~e distribtición ji-duadtada 

con 2~ grados de. libe'rtad (ref 3 .11) , indepencÜentementede que 

1a prueba haya sido- 'con o sin reemplazo~ Por consiguiénte, el 

interv~lo de corifiariza pat~ ~ c~rrespondiente a un nivel dé 

significancia, a(el nivel de confianza es 1-a) es 

2T~ 
---<11< 2 -~-" 

X 
1-a/2 

2TIL 

2 
xa./2. 

(3.68) 

2 2 
en donde Xa; 2 y x1 _a

12 
son las abscisas de la distribUción ji-

ctiadrada con 2~ grados de libertad, para ~os cuales queda un 

área bajo la curva igual a a/2 a su derécha o a su izquiérda; 

respectivament~ (fig 3.9). 

-para proBar nipotesis acerca de ~ usamos la misma dis

tribució~ x2 
con 2~ grados de libertad. Si la hip6tesis n~lá 

(por· probar) es que ~=~ 0 (~ 0 es ·un valor especí'fico),- y la hip6-

tesis al terna ti va es. ~>llo; aceptaremos la hipótes·is nula con 

un nivel de confianza 1-a si 

< 2 
~a ( 3. 69) 

y_ en caso contrario la rechazaremos. Si ·las hipótesis ai ter·"' 

nativas son ~<~ 0 o ~~~ 0 , aceptaremos la hipótesis nrila si 

> 2 -
X1-a12 

(3.-7!):) 

o.si 

2TIL 
2 ·< x, .... a/2- -~-o-

2 
< Xa/2 ( 3'. 7':0 

respectivamente. 

'. 
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. - Otra opción que se puede tener al realizar la ~rueba 

de duración es la de interrumpir la prueba al concluir un 

tiempo acumulado de fallas fijo, T, predeterminado, y consi-

derar los k componentes que han fallado hasta ese instante como 

ei valor observado de una variable aleatoria. Ya sea que la 

prueba se realice con o sin reemplazo, un intervalo de confianza 

aproximado para el tiempo medio de vida de los componentes es 

2T ~ JJ ~ 2T 
2 2 {3.72) 

x,_o./2 X Ci.j2 

donde x~-o./ 2 es la abscisa de la distribuci6n-ji-cuadrada con 

2k + 2 grados de libertad, para la cual qtieda un área bajo la 

curva igual a o./2 a su derecha, y x!12 es la abscisa de la 

distribución ji-cuadrada con 2k grados de libertad, para la 

cual queda un área bajo la curva igual a o./2 a su izquierda. 

Las pruebas de hip6tesis son semejantes a las del caso anterior, 

pero ahora usando una distribución ji-cuadrada con 2k grados 

de libertad. 

Ejemplo 

Supongamos que se han puesto a prueba de duración 50 

componentes de un sistema, y que ésta se termina al fallar 10 

elemento~. Si los tiempos de falla resultan ser 65,110,380,420~ 

505,580,650,840,910 y 950 horas, entonces n=SO, ~=10-yde la 

ec -3. 66, 

110 = -( 6 s + 11 o + ..• + 9 so) + ( s 9 - 1 o) 9 so- = 4 3 , 41 o hr s 

La estimación del tiempo medio de sobrevivencia d~ los 

componentes es (ec 3.65) 



).1 = 43,410 
10 

45. 

= 4,341 hs 

Por consiguienie~ d~ la ec 3.64 se concluye que la intens~dad 

de falla o mortandad de estos componentes es 

.A 

>.. = .1/J.l = O. 00023 fallas/hr 

o 23 fallas cada cien mil horas. El intervalo de confianza del 

901 (a = 1 - 0.9 = 0.10) para v es 

2x43,410 ~J.l~ 2x43,410 
2 . 2 

Xo.9s Xo.os 

en donde la densidad ji-cuadrada tiene 2 x 10= 20 grados de· 

libertad. De las tablas de esta distribución (en la ref 3.11, 
. 2 2 

por ejemplo) se obtienen x0 . 95 =31,410 y Xo.os=10,851, por 

lo cual resulta 

2,764 ~).1~ 8,001 

Esto significa que con un 90% de probabilidad, el verdadero 
., 

valor de J.l ~"he entre 2,764 y 8,001 hs. 

Supongamos ahora que deseamos probar la hipótesis nula de que -

1..=0.00040, o sea ).1 0=2,500 hs, contra la hipótesis alternativa 

de que ).1>2,500 hrs, con un nivel de confianza del 95% (a=l-0.95= 

0.05). 1 2 
En este caso x0 _95=31,410 y 2T~/J.l 0=2x43,410/2,5?0=34.72S, 

que resulta ser mayor que 31.410, por lo cual rechazamos la 

hipótesis nula con un nivel de .significancia de 5%; esto equivale 

a decir que el tiempo medio de vida excede de 2,500 hs con un 

95% de nivel de confianza. 

Para estimar experimentalmente la duración media y la 

variancia de la duración de componentes que no tienen intensidad 
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de.fall~ constante, como la que corresponde a la distr~brición 

de Weibull ya descrita, el lector puede acudir a .la ref 3.11~ 

. pág 376. 

Eje.mplo 
\ 

Supongamos que la duración de un componente de un sistema 

tiene distribución exponenci~l con parámetro A, es decir, 

6 ( .t) -A:t = Ae. 

Si al fallar un componente se reemplaza de inmediato por otro 

nuevo, calculemos la densidad de probabil~dades de la duración 

total. 

Sean T1 y T2 las variables aleatorias que representan 

a ·los tiempos .de falla del. primero y el segundo componente, res

pectivamente. Puesto que ambos componentes son idénticos, tienen 

la misma distribución exponencial. Nos interesa la densidad de 

probabilidades de T= T 1 + T 2 la cual puede ·obtenerse mediante la 

ec 3.7, ya que T1 y T2 son indep~ndientes (se supone que el 

funcionamiento del sistema es el mismo con ambos componentes) . 

En estas.c~rcunstancias 
00 

6r(tJ = f 6r ( :t 1 1 6 T ( .t- :t 1 1 d:t 1 o 1 . 2 
00 

Ae.-A:t1Ae.-A(:t-:t11d:t1=A2e.~A:t 
t. 

= f r d.t, " o o 

= A2;te.·-A:t 

Aplicando repetidamente este procedimiento podemos cal-

cular la densidad de probabilidades de la duración de n campo-

nentes que se usan sucesivamente, reemplazando cada una a la 

que ha fallado previamente. 
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Pues:to que la confj.abilidad .se ha definido como una pr-o

babilidad, ésta se podrá ca~cular, para un sistema cualquiera. 

s~ se conocen lás densidades de probabilidades de falla de cada 

uno de sus componentes. Estas densidades se pueden obt~ner me

diante experimentos disefiados exprofeso o median~e considera

ciones de carácter subjetivo basadas en experiencias-previas 

cori componentes semejantes, o en la experiencia del que estudia 

la confiabilidad del-sistema. 

, Muchos sistemas pueden considerarse con los componentes 

en 6e~ie o en pa~alelo. Se dice que un sistema es en 6e~ie st 

sus componentes están conectados entre sí de tal manera que .al 

·fallar uno de ellos falla el sistema; en la fig 3.10 se muestra 

la representación clásica de un sistema de este tipo. Un sistema 

es en pa~alelo si para que falle éste se necesita que fallen 

todos sus componentes; en la fig 3.11 se encuentra la repre

sentac-ión ~ráfica de un sistema ·de este tipo .. 

Para estimar la confiabilidad de un sistema en serie con

sideraremos que los componentes del mismo son independiente.~.>, 

es decir, que el hecho de que uno falle no influye ·en la pro

babilidad de que cualquier·otro falle. En otras palabras, la 

conf·iabilidad del componente se mantiene inalterada cuando 

~-~ cua~qu-:i:er~ otro falla. 

Puesto que. para que un. s~stema en serie no falle .se requie

re que ninguno de sus componentes falle, s-q confiabilidad sera 

igual al producto de las confiabilidades de cada uno de sus 

componentes (esto se debe a qu~ el evento "no falla. el sistema" 
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es· la intersección de los ·eventos "no falla el componente 

l" en d6nde l=1,2·, •• ·:,n, y~ es ~1 total de componentes}. 

En símbolos, la probabilidad de ~ue no falle el sistema antes 

del tiempo t es 

. n 
P!T.?.tl= R(t)=R

1 
(t.)xR

2 
(t)x ••• xR (t)= .rr

1
R .(t) 

. n -<.= -<. 
(3. 73} 

e~ donde Tes la· variable aleatoria "tiempo de falla del sistema", 

tes un valor que puede asumir T, R(t} es la probabilidad de 

que no falle el sistema hasta el tiempo t (su confiabilidad h~sta 
/ 

t}, y R¡(t} es_la ~robabilidad de que la componente l no falle 

antes de t. De la ec 3.73 se concluye que la confiabilidad de 

un sistema en serie decrece conforme aumenta el número de sus 

componentes, ya que se. están multiplicando entre sí números me~ 
"\. 

nores de un6. Por ejemplo, si n=4 y R.(t}=0.9 para toda l ~(los 
. . ..{. .. 

componentes son· idénticos} , entonces R( t.} =O. 9 x O. 9 x O. 9 x O. 9 = 

0.6561; si n=5, R (t}=0.9 x 0.9 x 0.9 x 0.9x0.9 = 0.59049 

Para que un sistema en.paralelo falle es necesario que 

fallen todo~ sus componentes. Si dichos componentes son inde-

pendientes, la probabilidad de falla del sistema __ en algún ins-

tante previo a t será 

n . 
rr 11-R.(tJI . . ..{. -<.= 1 . 

F(t) = 1-R(t)= ( 3. 74} 

por lo que la confiabilidad del.sistema será 1-PIT<tl,es decir 

n 
R(t) = 1- rr 11-R.(tll 

. l= i ..{. 
(3. 75} 

Puesto que todas hts probabiiidades de· falla que aparecen 

en el miembro de~echo de·la ec 3.74·son menores que.uno, el 
' . 

resultado de aplicar·la decrecerá conforme aumenta, ·el número 

n de componentes, es d~cir, la piobabiiidad d~ supervivencia 
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0.~ ·.l.ln sistema en ·paralelo aumenta conforme crece el número de 

~~~-componentes y, p6r ponsiguiente, su-confiabilidad (ec 3.75) 

.a.um~nta. 

Por_ejemplo, si un sistema en paralelo ·tiene cuatro com-

~onentes (n=4) y si R.(t)=0.9, entonces su probabilidad de falla 
..(. . 

-antes del tiempo t es ( ec 3. 7 4) 

PIT~.tl = F(t) = 0.1 'x 0.1 x 0.1 x 0.1 = 0.0001 

por lo que su confiabilidad (probabilidad de sobrevi~encia) es 

R(~) = 1 - 0.0001 = 0.9999 

El· hecho de que la confiabilidad de un sistema en paralelo 

es m~yor que la de uno en serie, en igualdad del número de com-

ponentes y de sus confiabilidades, hace concluir que una manera 

d~ a!J.m~ntar la confiabilidad de un sistema en serie consiste en. 

ponerle'algunos componentes en par~lelo a aquellos que tengªn 

paja confiabilidad, con lo cual se forma l,ln sistema mixto, como 

~1 de :la fig 3.12'. ·A los componentes que se agregan con este 

pbjeto se les _llama ~edundan.te~, porgue no son indispensables 

para .que f~ncione el sistema. S;i.n embargo, al añadirle campo-

nentes :¡:edundantes á un sistema se incrementan su costo, volumen, 

qqmplej idad, etc., lo que . en. ocasion_es desalienta· !'a utilización 

de este recurso. 

}?ara calcular la confiabilidad de un_sistema mixto primero 

hay que o}:)tener las confiabilidades de los grupos de·cofuponenFe~s 

q~e est~~ en pa~alelo, y luego considerar a dicho grupo como 

§j. fu,ese un e,lemento conectado en serie con una confiabilidad 

~gl,lal a ¡a del 9r1.1po en paralelo. Asi, en el easo presentado 



en la fig 3.12, en que la confiabilidad de cada componente h~sta 

el instante t estA anot~da abajo de él, el primer grupo de 

elementos en paralelo tiepe una :confiabilidad, igual. a R 1 { t) = 

1 -o.j x 0.3 x 0.3=0.973_; li del segundo grupo es R2 {t)= 1-

0.2 x 0.2=0.96 (ver fig 3.13). La confiabilidad del sistema es, 

entonces, 

R{t) = 0.99 X 0.95 X 0.973 X 0.96 X 0.90 = 0.7815 

Si no hubiese habido com~onentes redundantes, la confiabilidad 

hubiera sido 

R(t) = 0.99 X 0.95 X 0.70 X 0.80 X 0.90 = 0.4740 

que es bastante menor que_ la del sistema que sí los tiene. 

3.10 El modeto exponene~al en la eonfiiab¡l~dad de un ~~~tema 

En esta secci6n emplearemos los resultados obtenidos 

para calcular las confiabilidades de sistemas en serie y en pa-
- 1 

ralelo, suponiendo que las densidades de probabilidades, 6(t), 

de los tiempos de falla de los componentes son exponenciales, 

es· decir,· 

en .donde A. es la intensidad de fallas (rtGmero medio de fallas . ..{. - . 

por unidad de tiempo) del i-ésimo :componente .. 

Tomando en cuenta que 

obtenemos 

' .... _,., .. 
s·' 

t 
R ( t ) = 1 - F ( t i = ., - 'I 6 ( t) dt 

o 

(3. 7.6) 
•. ,.t,',' . 

'-· 
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Si él sistema es en serie, su confiabilidad, de acuerdo con 

la ec 3.73, será 

R(-t) (3.77) 

€11 donde 

(3.78) 

Puesto que .el miembro derecho de la ec 3.77 tiene la .misma 

forma que el de la ec 3.76, deducimos que la densidad de pro-

habilidades del sistema en serie también es exponencial con 

paráMetro 8, es decir, el número medio de fallas del sistema 

por unidad de tiempo queda dado por la ec 3.78. Además, puesto 

que el tiempo medio de falla de cada componente es (sec 3.8.2) 
' 

E • 1 :t) =· 1J • = 1/ A . 
~ . ~ ~ 

tenemos que el tiempo medio falla del sistema, cuando cada 

componente que falla se reemplaza de inmediato con otro idén-

tico, es 

E 1 T 1 = 1J =-i- =-n.;_·_ 

¿ A. . ,{.. 
-<..=1 

1 =----------------1 + 1 + ... + 1 
(3.79) 

].11 ].12 ll Y!. 

Para el caso de un siste~a en. ~aralelo, s~ las densidades 

de probabilidades de falla de las componentes son exponenciales, 

la confiabilidad es· 

Y!. 
R(:t) = 1- TI (1-e.Ai:t¡ (3. 80') ~ . 

i=1 

Esta probabilidad no se puede factorizar en tal forma 

que tenga la apariencia de la ec 3.76, como sucedió con el 
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sistema en serie y, por con~iguiente, la distribución de la 

confiabilidad de un sistema en paralelo no es exponencial. 

En estas condiciones, la intensidad de falla (fuerza d~ mortan-

dad) del sistema se tendrá que obtener mediante la ec 3.61, y 

no resultará ser una constante. 

El tiempo medio de falla también es dificil de obtener 

para el caso general en que las A¡ son d~ferentes. Si todas 

las A. son iguales a A, entonces la ec 3.80 resulta en 
.{. 

•(3.81) 

El desarrollo del bonimio del miembro derecho de la ec 3.81 

conduce a 

(3.82) 

en donde (1) denota al número de combinaciones que se pueden 

formar con n objetos tomando de i en i. Puesto que la densidad 

de probabilidades e~ 

dR(:t) 
d:t 

obtenemos que la densidad de probabilidades del tiempo de falla 

del sistema en paralelo es 

6 (:t) = ~ ( ~) e- A :t· -- 2·x (~) e~ 2 ~l+.: . -. ; ( - 1 ) n- 1 nA e-n A:t ( 3 • 8 3) 

La media del tiempo de· falla es, entonces 

00 

E(:t) =~= f:t6(:t)d:t 
o 

00 

=A(~) !:te-A:td:t-2A(~):te- 2 A:td:t+ ••• 
o 

00 

+(-1in- 1 nA f:te-nA:td:t 
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;po~ :f_nP,~.9ción matemática se puede demostrar que esta ecuación 

1 1 1 
lJ= ~-(1 + ~· . • +-n-> 

po~ lo gue la fuerza de mortandad resulta ser 
) •'•• .. 

1 8=-= 
].1 1 1 1+-2-+ ... +--. n 

(3.84) 
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'fABLA 2.1 

ALGUNAS DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDADES 

Vi4W.buu6n Ve.YI-6-idad de. pJtobab-<.Udadu_, 6x ( x) E.6 pe.Jta.nz a Va.~tianua 

Binomial (n) x n-x x p q ;x = 0,1, ••. ,n 

(n=l,2, ••• ;O~p~1; ... np npq 

q=1-p) o ;x < o 
' 
Cl) -A X Poisson e. A o' 1' ••• ~ ; X = x. A A . 
E:-t (A > O) o i X < o 
rLI 
p::; x-1 
u Geométrica pq i X. = o, 1' ••• 

Cl) · ( O~p~1: q=1-p) o i X. < o 1/p q/p2 

H 

Q 

Binomial negativa (Mx-1) • 
(Jt=1,2, ••• ;0~p~1; p q X. ;x = o' 1' ••• l_tq/p Jtq/p2 
q=1-p) . X 

o i X < o 

Normal 
(-oo<n<oo; 1 e-(x.-nl 2 /2cr 2 

-
- cr2 n 

O~cr 2 <oo) /2Tf ·-<»<X<<» cr 2TI ' 

·U) 
Exponencial 

-AX o A e. ;x. > 
~ 1/A 1/A 2 

o (A >O) o ;X < o 
:z; 

H Uniforme en el in- 1 
E:-t tervalo de a a b 1 b - a) ; a~x~b (a.+b)/2 (b-:al 2 /12 

z o ; a>x. ·o b·<x 
o 
u J.-cuadrada (X2) 1 (n/2-1) -x/2 

l. 
2n/2r(+) 

X e. n 2n 
con n grados de li-
ber.tad 

-
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El conjunto de todas las muestras posibl~s 

X1 ( t ) , X2 ( t ) ... , constituye el pro

ceso estocástico X ( t ) 

t 

Muestra No 3 

t 

Muestro No 2 

M ues.tra No 1 

Fig 3.l.a Proceso estocástico de parámetro continuo 
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X., ( t) 
'-

Muestra No 3 

t 
x, ( t) 

No 2. 

t 

No 1 . 

t 

1 

Fig 3.l.b 
1 • , 

Proceso estocast1co de parametro discreto 
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l S = X- r 1 . 

S 

Fig · 3. 2 ·RegiÓn de integración donde r + s1 ,~ x 

• 1 
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Fig 3. 3 Función muestra de un paseo casual 
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Fig 3.2 
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. {r + s 1 = X 
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S 

RegiÓn de integración donde T+S ~X 1· .. 
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Fig 3. 3 Función muestro de un paseo casual 
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Fig 3.4 Ocurrencia aleato'ria de, eventos en un 
laps·o de duración L 



X { t) 

6 

4 

2 

t. 
1 

1 

-2 

-4 

Fig 3. 5 Función muestra de un proceso 

·simple. :de' Poisson 
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Factores iniciales 

r, 
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Fig 3.7 . Factores que influyen en el comportamiento de un sistema 
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Fig 3.8 Intensidad de falla en función del 

tiempo de operación 
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Fig . 3. 9 Distribución .. ji - cuadrada 
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Fig ·3. 10 Sistema en serie 
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Fig 3.11 Sistema en paralelo 
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Fig 3.13 Sistema en serie equivalente al de la fig 3.12 
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4. ·CADENAS DE MARKOV 

4.1 Int~oducci6n 

Los procesos de Markov constituyen un tipo especial de pro-
. 1 

cesos estocásticos que se han desarrollado en la ~olupi6n de pro-

biemas.fisicos en los que se analiza la forma en que .. ha cambia-

do una variable, con el objeto de predecir su comportamiento fu

turo. Se ha usado, por ejemplo, en problemas de mercadotecnia 

para examinar y predecir el comportamiento de los clientes desde 

el punto de vista de su preferencia por cierta marca de un producto 

y sus cambios hacia otras marcas (ref 4.1). En Ingeniería Civil se 

han aplicado los procE:fso·s~de-Markov--para--:-~r~al-iza-r-- estudios de con

fiabilidad de edificios (ref 4.2), en inventarios de eq~~po de trans-

porte (ref 4.3), etc. 

Se dice que un proceso estocástico es un p4oce4o.de Ma4kov, 

~i: la_ .. :p~oJ:?.~!>-~-~-~d~-~-d.:~9ue e:_!_ptc:>ceso asuma cualquier valor en el 

instante t 2 depende solamente del valor que asumió en el ins·-
-·-··~ ·- ····-· ... ·----- ···-· .. - ..... ' ·-· ... --- ··--· .. ··-·---- -··---.. ··--···--·--------·-
1;-C!._~te i~~E..!_a.!:~--~!?::l:.~~~-~~.:_._:!;_1 __ ~---Y ... ~~ d~l.~~- val:~~e~-- que asurni6 en 

qualquier tiernp~revio a .t 1 • Un tipo especial de proce~o de 

Markov es la cadena de Mcur.kov, la cual se distingue por ser un 

proceso estocástico dis.creto (asume s6lo valores discretos) ; a 

los valores que asume se les denomina e4.ta.do4 de la cadena: una 

vez que· la cadena· llega a un. es.tado, el paso a. otro· s6lo dep~n~ 

de del es·t.ado en que se encuentra y· no de c6mo llegó a é~. ·• 

Una cadena de Markov puede ser de paJr.á.me.tJr.o d.i.4cJr.e.to o da 

pa.~á.me.tlto continuo, dependiendo de que los instantes en que.p~ 

sa de un estado a otro correspondan, respectivamente~· a una es

cala de tiempos ciiscreta o continua. En este te.,cto nos limita ... 
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r~g.s a estudiar las cadenas de parámetro discreto~· '< < 
: ~-:. .. :: + • ) ·_ 

..... 

4 • 2 Ve 6 .i..n.i..c..i..6 n· · 6-oJtma.é. 

Un proceso estocástico de ·parámetro discreto· {X(.(¿.) } es 

una- cadena de Markov 1 s.i para cualquier conjunto de .tiempos 

depende de X <:tn-·1) 

cir, si 

la.distribuci6n condicional de X·(:t ) · s6lo . n 
y no de X(:t.¡)· X ~2),. /~,e· ·X (.tn-2), es de 

,; .. ~.1~':···-. . .. J:: , .. , ... ·_·;;> .: .... :· •• 

.· ... -.... · ... · .. ~-'(4 1) 
. ~~ . ' .:. ·::: •. -, .A • 

en donde x.1, :x. 2 1 ••• ,., Xn .. · son .. los ~s~adps .. ,.a ~e :h:?~ :l~.~gado la .ca 

. dena en los tiempos .t 1 , t 2 ,· •• , , tn • . - En. palab~a'~~~·, .J.B:.~'-.~c':·_.4 .).·_ se 

interpreta como que el "futuro'''· .•· X (tnl 1 d~ .la cad~p.a .. : ~~¡p~ de

pende del "present~'-', · ~ (.i:n-l 1, y no del_ .. pasado-,,,, . ·_. .. .: ,, ":,.: 

. . . • t ~ ...... -

Al conjunto. de .. todos los estados posibl~~- qu~~.:P..Y.~9e .~:;;~ir 

. una cadena se le denomina e.6 pac..i.o de lo.6 e,t,{q.ci:JM ·, ..... 

Ejemplo 1, Línea de e!3pera 

~\i _ _':~·_ ............. - . ~: .'~ (.i. ~:-.,;---:~:.v···-~-~-~-. f:~1~:·L_2-

COnSiderentOS el n11mero de personas en--·uría·'--coia (lf.nea de 
· :. - · -_. :- --,· · · ... - . ·: .::~:-i~ -:··; ~-~ "".~x·.:::'~ :"t.~·::í?:;_s{ __ ;· ._i 

espera) esperando a que se les·d~ servicio en una sola venté-
.. :-:t -~- i :·~ ~:~ ~:~; :{:: :·.- !;,~ ¡:; .':::.~ ~~ 

nilla, a'la cual los clientes llegan .segan un proceso simple 
_ ~ : .... '~::.'.:T,;.).:~~~~ C·ib i5,.[!~J 

de Poisson con intensidad A (n1lmero de personas que llegan por 

' 



' 
3 

unidad de. t:i~po) • -Supo11gamo~ _qu~ las duraciones .de· r:;ervic;:io a 
.. • ... --· '~ 

cada. cliente son independientes e idénticamente distribuidas, .·.._- <.' ,_-, .. -'.,! ' • ' . :· • ..•• '. '·.. • • - .• . . ¡: 

Para n >.}' sea Xn- el ntlmero de.ci~entes q~e.hay· en.¡¡:; cola 
...... 

en el momento en que se termina dé dar .servicio a la n~ésima per 
. ":-". ~ ' ~ ~: • . '\ ,..,J, ~ . • • '. '• . ' ~ ' . ""'""' 

~ona, en un d~~~rminado d!a. Veamol si ·. C'Xn } . es .. una cad~na d~ 

M~rkoy. 

Sea u~~ el número de clientes que llegan a la-ventanilla 
· . .... : ·. _.._; 

en ~1 lapso en que se atiende a la ny-oésiiÍla per.sona ~ En tal ca ... 

so, 

· ... 

Xn = O, entonces 

., 

(4., 3} 

y, si _xn·~ 1, 

(4. 4) 

Puesto que Un+I es independiente de X1,X2 1 • 9 ,;Xnr de las 

ecs 4,3 y 4.4 se concluye que no se requiere conocer los valo~ 
_.,.__ ~ - ~ 

res de X 1 ,X 2 , ••• ,Xn _1 para determina¡r la probabilidad condi -

cional de Xn+t y, por lo tanto, · {Xn} es una cadena de l<~~·r~ov,, 

Ejemplo 2, La ruina de un apostador 
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.... Supongamos que dos apostadores, .. A y ·s·'· apuestan uno con -.... , 
_i •. 

tra el otro ·en un juego éri el que· se realiza una· secuencia de ju 

gadas independientes, de tal manera que en cada j~gada se apues

ta un peso. Sea p la probabilidad·· de que A .. gane en una ju -

. g-ada dada, q la qüe gane · · B, y IL = l ... q '"'P la de que se empate, 

Cons~deremos, además, que la. s~a del capital de ambos es N ~~ 

sos, de ·los cuales k. pesos son de A. Nos interesa la evolu '!"'. 

ci6n del capital de Av 

Sea X - j n - la cantidad de pesos que tiene A después de 

n jugadas (en tal Céi.S9 X o :::;; k.) • Es evidente que en la j~gada 

n + 1 el capital Xn+1 de A ser& j, j + 1 o j '"' 1, el cual 

s6lo depende de j, el estado que se asumi6 en la jugada ;i.nme .... 

diata anterior por lo cual se concluye ,que {Xn.} es una cadena 

de Markov. 

Las probabilidades qondicionales de la ec 4,1 son las pr2 
. ' 

ba~ilidades de que del iristante tn~1 al tn (en tina unid~d de 

·tiempo) se pase· del estado x11 ... 1 al x11 , por lo cual se les de 

nomina p!Lobabllldade• de tJLan•l~l6n de un pa~o. Por.brevedad 

de notaci6n escribiremos 

'· 

( 4 1 5} 

,j. 

.· ....... ,. 

que es la probabilidad: de pasar. dei · e'stado k. ·al j, del tiem 

po n.-1 al n. 

A la probabilidad co~dic~o~,fJ.l P:~.. . ( 1t , m ) , ,¡,, j . 
de asumir el es 

, 



. 'i 

5 

tado j en el instante m, dado que en el instante .Jt est;uvo. 

en el estado :k (de hacerlo en m- 4. = n pasos)., se. le llama 

p.~tobabilidad de tJtan~ici6n de n pa~o~. 

Para conocer la ley de probabilidades completa de una ca ~ 

dena de Markov es necesario-conocer la. den~idad de·pAobab~lida~ 

de.& de tJtan~ición de n pa~o~ [el conjunto de todas las ·.- ... 

Pk,j(Jt,m) ], y la den~idad de p.~tobabilidade~ ab~oluta.& (lncondl

cionale~J .den pa~o~ 

Pjln) = P[ Xn = j J ,n- 0,1,2,, •• ( 4. 6) 

que s·on las probabilidades de llegar al estado J en el instan · 
1 

te n independientemente de cuáles fueron los estados en que 

estuvo antes la cadena •.. La afirrnaci6n anterior se comprueba fá 

cilmente, ya que la probabilidad condicional se define como 

= P[Xm = j,XJt = kJ 

P [ X4 ;:: k J 

en donde P [Xm = j ,x4 = k J es la densidad de probabilidades 

-conjunta (de segundo orden) de Xm y X4 , la cual se puede des~ 

pejar dando como resultado 

···~. 

La densidad de probabilidades de tercer orden se obtiene en for 

rna semejante, ya que de .· 
'• 
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¡- l . 

. .. 
.. :, .~· 

·Se obtiene 

4 o 8} . 

pero, por· tratarse de ·.una cadena de Markov, se tiene que 
...... ·' 

.. 

Tornando esto en cuenta y .sustituyendo la~~ 4.7 en la ec 4,8 se 

obtiene 

. 
( 4. 9) 

Procediendo sucesivamente en esta forma se pueden obtener la·s 

densidades conjunta~ de cua~quier 9rden, con lo cual quedar1a 

cornplet~ente esf>ec~.ficada la, Jey de prqbabilidades de la ca

de~a de Markov. 

Las probabilidades de trans:lci6n'de una cadena de Markov 

discreta cuyos estados se han numerado de tal nianera que el e_!! 

pacio de es.tados. sea · { O, 1, 2,, •.. } 1 se pueden ~grupar en una 

matriz. llamada ma.tJt.-iz de pJt.obabi.l-icla.de.l>· de..tJta.nl>ic.l..dn la cual 

denotaremos con !Cm, Jt.), es decir, 

'' j ' 

• 

:: 
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OtO Orl Ot2 Otf¿ 
p (m,Jt)p (m,Jt) p- (m,Jz.) •• . p (m,Jt)., .l 

P (m,.!z) = p (m,Jt)p (m,ll.) p (m,Jt) .•• p (m 1 Jt} ••• 
ltO lrl , lr2 · lrf¿ 

(4.10) 

• • ... 
• • o • 

p. (m,Jt)p.· (m,ll.) p. (m,Jz.) ••• p. 
1

(m,Jz.}, .. 
J , o j 1 1 j , 2 j ' ¡?, J • • t • 

o • • • " • 

en donde, por ejemplo p (m,Jt) es la probabilidad de regresar 
o' o 

al estado cero en el instante Jt cuando se salió de él en el instante 

m¡p (m,Jt) es la probabilidad de llegar al estado 1 en el ins 
o ' 1 

tante Jz., 
~ ...... 

dado que se partió del estado O en el instante m, 
. · ... 
etc. 

·Puesto que las p .. (m,Jz.) son probabilidades, éstas deben 
-LrJ 

ser mayores o iguales a cero¡ además, 

00 

¿ PJ· k (m,Jt) 
k=o ' 

' = ·1 para toda j ( 4 • ;1.1} 

(la suma de los renglones de la matriz de probabilidades de tra~ 

sición es uno), ya que el conjunto de las p. k(m,Jz.) para toda k 
1 ' 

constituye una densidad de probabilidades (la suma de las proba-

bilidades de pasar de un estado dado a cualquier otro, mSs la de 

regresar·a él,:del tiempo m al· n, vale uno), 

4.4 Cadena~ de Mall.kov homogénea& 

Se dice que una cadena de Markov es homogtnLa o que tiene 

pJtobabilidade& de tJtan~iclOn e6taciona!tla6, cuando todas las pr~. 
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babílidades de transición de n pasos, p . (Jr. ,m} , dónde n=m.-Jr., 
~,J ' 

dependen sólo ·de n y· ~o de ios tiempos de partida, Jr.,y de llega: 

da m, por separado, es decir, si 

(4.12) 

En este caso, la densidad de probabilidades de tercer orden 

(ec_4.9) seria 

P[XJr.=.k,Xm=j,X~=l]=pk(Jt}pk .(m..-Jt)p. 0 (~.- m} . ,j j,, 

En el caso particular en que m-Jt = 1 y ·~~»i= 1, la ecuaci6n an 

terior que9a en la forma 

P[XJt=k,Xm=j,X~=l]='pk(Jt)pk .(l)p. of1)=pk(1L)pk ·P· ,e 
. - ,j j,, . . ,j j, 

en donde, por simplicidad, hemos omitido el (1)' en las probabi-

lidades de transici6n homogéne~s· de uri paso, es decir, la matriz 

de éstas es 

• ' • • • t • ( 4 .13) 

Pj,6~j,IP],2"'~Pj,kt~• 

' ' . . . . . ' . . 
' . . . 

/ 

.. 
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con objeto de poder usar m~s adelante notacidn mat:r;·?-ciali.<eh 
" 

las cadenas de Markov 1 . definiremos al vec..toJt de l.ail . pJto bab,Cl.i.da.-

de.& ab~J olu.ta.&, p. { n) como 
j 

P ( n) - [P {n) ,p (ni vP (n) • • ..• J '(4.14) ... o 1 2 

..-.... ~ 

En particular, para· n = O ·tendremos que las probabilidades de 

que la cadena empiece en el estado -<. son Pi_{O), que denota ... 

. remos . simpl.emente por p., 
,(,. 

las cuales se denominan pJtobabil.id~ 
1

'de.6 inic..i.al.e~J, y cuyo vector es 

p = [ p 'p. , p 1 • •• J (4.15) 
- o 1 2 . 

Ejemplo 3, Linea de espera 

Sea la cadena de Markov definida en el ejemplo 1 de este ca 

p!tulo, en la cual X11 es el número de clientes que hay eh ia 
. i 

.. 
cola en el momento en que se termina de dar servico al n-ésimo 

cliente en determinado d!a. Si ak es la probabilidad de que _:; 

lleguen k clientes durante el la~so en que se atiende a·un clien 

te, entonces de la ec 4.4 se obtiene Unt+l=.Xn+ 1!-Xn+1' S·i Xn~1~o, 

por lo que si j~O 

p. k(n,n+l)~P[U +1 =k_~J+1]=:=ak_1.+,.· J, n . , J 

ya que en este caso Xn+l = k, Análogamente, si 

ec 4.3 se obtiene que· U =X . =k· 
n+ 1 n+ 1 

-- . .. ~ . 

~.. . . ~L.: .J 

.. : ._ ..... ·- ,., _;-, 

X · = j =O , ' 'd'e.. 1 a··· · 
n 
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· .. · ..• , .. ':,tf. :.)::.~" J_,x .:.~.).,.:_ • .. :-> . ;.., . ;~· ·.. - ~~.;.;/).:J. L~ ~ . .-. :;. •/ ;.~l ·~ ,,>:~· ;\'.-;¡ .,~ . 

por lQ .. que 
'·1<:/ . .. --... ~: ·~ r~ .. . ~.-". -;. .. i·, . ... ·.· .. ~ ~ ..... < .. ~.1 ~ .·-~: ~ ~-) 1· -~- ., ·:. . . ~1 t''.'; :.~ :-:~- *'~ .• : ~ ·. ~ .. ~: 

. , 

p 0 ,k (n,n+1)rmP[Un~amk J~a.k 
'·) i' ~ .. ; 

,. 

En.eon~~ouenoia, la matriz do'p~obab111da4os 48 t~anstci~n de un 
} 1 .. ' ' 
pa~o. ~a 

,· ,' 

'' 

Piill .,., 

--~ ~ .. , ;; ;-~~~ :i~~:r·;. ~;.~¡ ::~:· 

. :·4 ,·a.:~ a. t..:·i.t::~.~ /~'-.:.:< 

,. o l ll • • • 
· .•. t"J _·, :~ .,. ' 

1 J' 

a" 1 . .; 

11 "a ~ . ' o 1 

Q "o _.a.,.. ' ••.. ' ;,;, 1 

o ~ 4g • o. 

• o 

• 
' . ' . 
• 

,·,. ·.: ()··~-·. 
:: ;;,:. f r.~ : .. :; -:: ,: .. ·.:~.:. j ::-. ~-! 

~.:. /• 
::-· ··.·· t .. ~.} ~.:; !~..( 

.¡~';· ,.,_ ~·~¿~~-:· ~- ·:r ...:~ = ~:· ·,~--

·.:_; . .;:r .-.• :~.-~' 1 Z\. ·. \ s· .. _'(~ ;·; s-
~- .''. ·' 

~:;. ,:'•f> ' 

..... 

. ; ~-:. 
,, -~· 

VQmes qua at&ta c.&~.qena .4tl3 Markov és homogineat ya q\i,ca la o Ji)l:'ObQ~ , 

b:f.lid&des· de traruJiq.:l.(hL.no depen4@n 4~, :·; n·, 

EJemplo 4. !2,!na ~ .~.!!--!e!t~!!!.. 
~ ... ·: .. . 

Con .l!'efe.tteno:f.a al 0j~plo·2·d~esto oap!tulo, i'§oÓrd@ll\Oil 

que Xn og la cantidad dm poso1 que tienQ ~1 :J~gado.l!' A de; ,.; 

pu~~ de n ju~aaa~, daao. que @mpem~ a juga~ euando t@n1& k 

pesos. Mam4s, la p:r:obab:J.11éiad de ganaw, un p@IBO Gil uns :Jugtld~ 

es p, · de pcJ:dorlo ·-ee q, y do fMDP!at&.l!' es 11., 'o~ lo .tflnto, 

las probab:tl:Léladeo 4~ U'tuuJ1e:f.6n d~ un paso pa~Na OE/.:fN . mon 
~ ..._. . 1:: 

'-

1'CXnmJ 1Xn ... Jaj,t.•.1J !lll Pj~¡ ,¡m'P 

., . 
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p [X =j IX ~j+l ]=p. .=q 
- n ·n-I - · . J+l d 

P [X = j 1 X ;; j J =p · . ·=IL - n n-1 J,J 

y par a j = O y j = N , p =p = 1 ya que el estado O es o , o N, N , '.·', 

la ruina total de A y el N es la ruina total de B, puesto 

que ·en este caso· A· tendrá la totalidad del dinero en Juego • 
. •·' ...._ 

En consecuencia, la matriz de probabilidades de transici6n de un 

paso es la. matriz de 
... ·--':~· ·. · ... "'-'' ·.· . 

N t 1 renglones y ... N + 1 columnas, 
·.· ~ ' 

1 o O .O , 09 O o 

q P O oto O o 

o q J¡. p • • • o o 
e 

p = • e • • • • • 
a • e o 

o o o o t o V J¡. p 

o o o o 
.t. 1 ' 

o 1 

Las probabilidades iniciales son 

P¡¿ = P [X =h. J = 1 :.. o 

p. = P[X =_. ,¿ J = o para .f. ¡· h. .{. . o 

po~ lo que el vector de probabilidades i_niciales es 
i,, 

p =[o,o, - .:;-::" 
•• o , 1, • • e oJ 

: '1,_.: 
·-
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en donde el 1 ocupa la tz. ... ésima po,sición en el vector' 

Obs~rvese que las probabilidades de transición no dependen 

de n, por lo cual la cadena es homogénea. 

Ej~mplo 5. Proceso de producci6n 

En un cierto proceso de_ producción cada producto pasa tres 

etapas del proceso de manufactura; al final de cada una el pro~ 

'dueto se inspecciona y dependiendo de su .calidad se desecha, se 

repite la etapa, o se pasa a la siguiente, con probabilidades 

respectivas p, q y ~ = 1~q-p. Este proceso tiene los siguien~ 

tes estados: 

0: se desecha el producto 

1: se termina el producto 

2: el producto está en la primera -etapa· 

3: el producto está en ~la tercera etapa 

4: el producto está en la quinta etapa 

Supongamos que el proceso se puede representar mediante una ca

dena de Markov, · {Xt1}, en ·donde - Xn es ·el· estado· del producto 

después de la n-€!sima inspección, As! X = 4 significa que el 
3 

producto está en la quinta etapa (el estado 4) después de la in.§_ 

pecci6n n~ero 3. Evidentemente una vez que un producto. se en~ 

cuentra en el estado de desecho o terminación no puede pasar a 

ning~n otro estado sino que permanece en él, es decir, p = o , o 

P = l. 1., 1 
Por lo tatit~~ 1~ matriz d~ probabilid~d~s ~e transi~ 

ci6n es '•, 
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1 o o o o ....... _. .. 

' ·¡·- ·•;·; -¡ ,..,., .. , - ·--· o 1 o o o 
~~- . -.: 

•f ·. 

¡_~ '-: p·:: o o p q Jr.. 
' . •' .. 

-' 

p o o q 

:,. 

LP Jr... O·. o q 

y, por supuesto, se· trata Cle•una cadena· hom~g~nea. Las probabi' 
' . -

---.._; 
lida~es iniciales son . p =1 y p =p =p =p =O 

2 o 1 3 .. , 
por lo que el vec 

tor respectivo es 

1 . . 
g =[o,o,1,o,o] 

1 

De los ejemplos _-anteridres observamos que las cadenas d~ 

Markov involucradas differen, en la cantidad de estados; asf, en 

el ejemplo 3 el ntlmero de estados es i..n6i..ni...to, mientras que en 

las 4 y S es 6.i.ni...to. Las cadenas que tienen un ntímero finito de. 
( 

estados se llaman ~adena~ de ~aJr..kov 6i..ni...ta.o; en caso contrario 

se denominan ~adena.o de MaJt.k.ov ... ütói..ni...ta~. 

Otra característica interesante que conviene observar, es 

-~ que-hay· a-lgunos es~ados pará.~ ~os cuales 

i..-:¡4 j, es decir, un,a vez . que la · cade9a. asume :-ese . estado· permane

ce en @1 forzosamente,; a estos se les ll~a--e~.ta.do.o ab.ó;~tven .. 

·' -

• ~ .... ~ •• '"; • ;" 1, •· 

.te.6 • De este tipo son los.· estados O y 1 del ejemplo 5, y los es 
·:." 

tados O y N+l 
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4. S Ccf.lc.ulo de la.6 pJt..o bll:bi.li.dade-6 de :t.Jt..an.6i.c.i.Qn de n : ,e:t.apa-6 
~ . . ... . 

. !: .. 
Para .lograr entender c6mo se obtienen las probabilidades· 

de transici6n de n etapas, empezaremos por obtener la de 2 é 
. 

tapas de una cadena finita. 

' • ~ 1 

·En· la fig 1 se observa que para pasar del estado i. al J 

en dos· pasos hay la posibilidad de pasar primero ·por cualquiera · 

de los demás estados en el primer paso, y en el segundo pasar de 

éste al j. Otra forma s~rá la de ~legar directamente a j en 

el primer:.paso y permanece-7 en ~1 en e~ s~gundo. La -Qltirna po-
. ' ;-· ........ " ., ~-

sibilidad . es que . en l.~.,·.P;"imera;, etapa permanezca·'; en ·:[·y ~n' li:t:·~e 

g~rida pase directamente de i. a . j, ,, 
•··. 

. .· 
Considerando que todas estas posibilidades constituyen eventos 

mutuamente exclusivos, la probabilidad· de. .. la uniOn de todos e ... 
' . ... , . -· ~· ' 

, .. ' ·, ~ . 

llos es la suma de las prqbabilidades de cada uno; adem4s, la 

probabilidad de cada posibilidad es el' producto de que.en el pri 
.. ·.... ,.':; . t _. . 

.. · .· 

rner paso se'llegue a uh estado dado, k., y en el segundq se pa-
- :. ,, ' 

se de éste al j, ya·que ambos pasos son independientes, 
.· .. ::'!"' 

Por 
·.:.--) 

ejemplo, la probabilidad d~ l~ega_r de .. i. a j en dos paso.s, pa .... · 

sando por k. en el primer pa:so es 

P[X ;:JIX =-iJ~P.[X ~k.IX =i.JP[X r:.JIX =k.J m . m-2 - m~1 m"'2 m m:-1 
~- .. ' . .... .. . 

Por consiguiente, corno ya se indicO', ''la probabiildad de pasar de 

j a i. en dos pasos usando cualqúier estado có~o etapa interme ... 
'i, 

dia es ·' 1,: 



15 

N 
p . . {m,m-2);:;:;¿_ p. ~..(m,m~l)p~.. ,(m""l,m~"'2} 

,(, , 1 . . k.= o ,(. , f(. 1(. , 1 
(4.16) 

en d9nde el espacio de estados es '{O,l,, •• ,N}. 

Siguiendo ~n razonamiento semejante se pueden obtener ~as 
'- 1 ~."' • 

probabilidades de transición de n pasos. El resultado con 

m-JL=n es 

N 
p. 

1
.(m,Jt)= E p. k(m,u)pk .(u,Jr..} 

.{.' . k.= o_ .t' · '1 · 
(4 .17) 

en donde ~ es un instante cualquiera·interrnedio entre m y 4, 

La interpretaci6n .de está ecuaci6n es que para pasar de· ~ a j 

en m-JL=n pasos hay que ir en u-m pasos 4e ~ a k, y en los res 

tantes JL~u pasar de k. a ~, teniendo como posibilidades de k a to 

·dos los estados de la cadena. A la ec 4.17 se le conoce como e-

··'\ c.ua:c.~6n de Chapman-KotmogoJLov. 

'· 

Si la cadena es homogénea,la ec 4.17 se ·escribe como 

N 
p • • ( n l ;:;:; E p . k. ( u ... m ) p '- . ( JL ... u ) 
,(,,j k=O ,(,, r<.,j . 

(4.18) 

Recordemos que el producto A x B de dos matr;i.ces A · y B 

cuyos elementos son 

e cuyos elementos, 

a . . y b . . , 
,(. ,j A.. d 

c. . . 1 
.{.,j 

N 

son 

· c.. ·= E a.. k.bk. . . 
,(, ,j k= o .{., . f j 

respectivamente, es la matriz 

(4,.1Q) 

Comparando esta ecuaci6n con la ec 4,17 vemos que tienen idénti 

ca forma, por lo que las son los elementos de la ma ,... 
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triz resultante de multiplicar la.s matrices f(m,i..L) y 'g(u,JL), es 

decir 

P(m,JL)=P(m,u)P(u,~) - - - (4.20) 

(.Recúerde que el elemento e .. de la ec 4!19 es el elemento que 
-<.,j 

se localiza ·en el cruce del rengl6n .{. y la columna j, y se oo 

tiene al sumar los productos de los elementos del reng16n ~ de 

la rna.triz A por los elementos de la columna 
1 

j de B,) 

· La ec 4.20 se puede escribir como· el producto de las rnatri-

ces de transici6n de un pasó, lo cual se demuestra como sigue: 

De la ec 4.20 se obtiene 

P (m ,h.) =P·(m ,JL .... 1) P (Jt -1 ,Jt) 

pero, en virtud·de la misma ecuac'i6n, 

por lo que 

-· 

P (m ,h.) ==P <.m ,Jt""2) P (JL.-2 ,Jt.o:-i) P (Jt.\"'11 1iL) 

Procediendo_ sucesivamente de esta man;era se llega a 

._., 

P(m,Jt)=P(m,m+l)P(m+l,m+2) ••• P(Jt-2,Jt-l)P(Jt-l,Jt) (4,21) 

. ., ,, ., 
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para una cadena homogénea la ec 4.21 resulta en 

P(n) = .p X P X • • • x P = Pn (4.22) 

'--------v--------·~-
n productos 

. 
o sea 1 la matriz den pasos es igual a la matriz de un paso elevado. 

a la n-ésima potencia. 

Recordemos que p.(n) es la probabilidad absoluta (incondicional) 
.{. 

de que la cadena llegue al' estado i en n pasos independientemente 

de la traye<?toria que· haya seguido. Si- la cadena es homogénea,_ 

estos se calculan en términos de las probabilidades inicialés 

y de las probabilidades de transición de un paso mediante la fór-

mula (ref 4 .·4): 

P (n) 
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--.·· 

2. PROBABILIDAD 

2.1. Introducción 

Casi todos los problemas relacionados con la ingenieda, economía, 

psicología, etc., involucran fenómenos que presentan dispersiones del tipo mostrado en 

el capítulo anterior. Para tomar en cuerita dicha variabilidad, el analista utiliza una rama de· 

las matemáticas aplicadas conocida como teorfa de probabilidades. 

Una etapa fundamental en la solución de un problema consiste en 

formular o aplicar· uno o varios modelos matemáticos que descnban d~ una manera 

apropiada para cálculos relativamente sencillos, el fenómeno bajo estudio. En ingeniería 

civir por lo general se desprecia la fricción, se suponen cuerpos rígidos, se adoptan flui

dos ideales, etc., para llegar a fonnulaciones simples del problema (modelos ma_temáticos) 

fáciles de analizar. A menudo, estos modelos son detenninísticos, es decir, se asigna un 

valor a cada··variable independiente y u~a fórmula (un modelo) predice el de la variable 

dependiente. 

Cuando se. ioma en cuenta la incertidumbre en los valores de !as 

variables, los' modelos son prohabilísticos y se sujetan a las reglas Q_~ an_álisis de la teoría~de

probabilidades. 

2.2 Espacio de eventos. · Eventos 

El conjunto de todos los diferentes resultados posibles de obtener ¡¡J 

realizar un experimento se denomina espacio de el•entos. 
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Cada uno de Jos elementos de un espacio de eventos corresponde a un, 

y solo a un resultado posible de un experimento. Por tratarse de un conjunto, este espacio 

cumple con las reglas impuestas por la teoría de conjuntos. Conviene señalar que al hacer 

referencia de un conjunto; sus elementos irán siempre entre llaves. 

Un evento, A, es un subconjunto del espacio de eventos asociado a un 

experimento. Un evento simple es aquel que contiene un solo elemento; un evento 
compuesto es el que contiene dos .o más elementos. Por ejemplo, al probar un lote de 

vigas para estimar la carga última y leer los valores de las cargas de ruptura aproximán

dolas a la decena de kilos más cercana, el espacio de eventos, E, de este experimento con

siste en un número infinito de elementos: E= {O, lO, 20, 30, . ." j. Un grupo de eventos 

podría ser A
0

, A
1

, A
2

, ••• , definidos en tal forma que A 0 contiene los elementosde 
O a 490 kg, A 1 los de 500 a 990 kg,, etc., o sea :A 0 = {O, 1 O, 20, ... , 490}, 

Aí = { 500, 510, 520,· ... , 990}, etc. · 

Un espacio de eventos cuyos elementos asumen valores no continuos 

(discretos) se llama espacio de eventos discreto o discontinuo, y tiene como característica 

que sus elementos se pueden contar o enumerar, así, al lanzar un dado al aire y observar 

cuál número queda hacia arriba, los únicos resultados posiblés dei experimento son los 

en teros del 1 al 6. En tal caso, el espacio de e ven tos es el conjunto de seis elementos, 

E= { 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Si lo único que unportara fuera que el número observado resultara 

par o impar, el espacio de event¿s'sería E= {par o impar}. . · · 

Si los resultados posibles de un experimento varían en forma continua, 

es decir, si los .elementos del ~spacio de eventos no se pueden enumerar o contar, este se 

llama continuo.· En el caso de un automóvil, al acelerarlo la velocidad crece en forma 

progresiva y en un momento dado su valor se puede medir aproximándolo a cualquier 

fra.cción de km/h, conforme a la exactitud del instrumento de medición que se use. Por 

lo tanto, el espacio de eventos de esta velocidad es continuo, y sus elementos son todos los 

números reales no negativos. Un grupo de eventos de interés en un espacio continuo 

podría ser, por ejemplo, 

el = { la velocidad es mayor de 200 km/h } 

C2 = { la velocidad. es menor b ·igual que 200 km/h} 

Si dos o más eventos no contienen algún elemento en común o no 

pueden ocurrir simultáneamente, se dice que son mutuamente éxclusivos o excluyentes. 

En el caso del lanzamiento de un dado, siA 0 = {1, 2, 3} y A 1 = { 4, 5, 6},e11tonces 

A 0 Y A 1 son mutuamente exclusivos, en cambio A Ó =· { 1, 2, 3., 4} y A j = {3, 4, S, 6} 

no lo son, puesto que contienen dos elementos en común (los números 3 y 4). 
J 
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Si un par de eventos, A 0 y A 1 , no son rriut uamente exclusivos, el 

. conjunto de elementos que tienen en común se llama intersección, y se denota como 

A
0 

n A 
1

• En. el. ejemplo numérico. anterior resulta A Ó n A j =. { J, 4}. 

Si todos los elcm<~ntos de un evento, A, también lo son de otro evento, 

B, se dice que A está contenido en B. lo cual se d,cnota como A e B. Además, si A e B. 

ent.oncesA n B"" A, esdécir,siA 2 = { 1, 2} yA 3 = {1,2,3,4},enloncesA 2 n A 3 = 
={ 1,2} =A 2.y,porlotanto,A 2 cA 3 • 

La unión de los eventos A 0 y A 1 es el evento que contiene todos los 

elementos del espacio de eventos que pertenecen a A 0 , A 1 o a ambos, y se denota como 

A 0 U A 1 , o sea si A 0 = { 1, 2} y A 1 = 2, 3; 4, 6 , la unión será A 0 U A 1 = 1, 2, 3, 4, 6 . 

Los conceptos de intersección y unión se pueden interp,retar gráfica

mente con el empleo de los llamados diagramas de Venn que se presenta.n en la fig 7. 

Evento .. 40 Evento A 1 

Puntos comunes o Ao y A 1{1ntersección,A0 n A 1) 

Evento O c:SEvento A1 

Eventos mutuamente exclusivos (IntersecciÓn nu'la) 

Evento 

Fig 7. Diagramas de Venn (unión e intersección de eventos) 

2.3 Medida de probabilidad 

A cada elemento de un espacio de eventos de un experimento se lé 

asocia un número llamado probabilidad. Por ejemplo, la prob:tbilidc.d asociada a cada lado 
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de uná ;moneda homogénea al ser lanzada al aire es 0.5. La probabilidad se puede inter

pretar; de una manera intuitiva, como la frecuencia relativa de un resultado en un experi

mento cuando este se repite muchas veces;así, al lanzar una moneda:homogénea' un gran 

número de veces, aproximadamente el 50 por ciento de ras ocasiones caerá "cara" y 

el otro 50 por ciento "cruz". 

Ejemplo 

La teoría axiomática de probabilidades se· basa en tres axiomas: 

1. La probabilidad de ocurrencia de un evento A es un número, P [A], que 

se le asigna a dicho evento, cuyo valor es mayor o igual que uno, o sea 

,O..;;P[A]~l 

2. Si E es el espacio de ev·entos asociado a un experimento, entonces 

P [E] = 1 

3. La probabil;dad, P [C], de la unión, C, de dos eventos mutuamente exclusi

vos, A y B, es igual a la suma de las probabilidades de estos, es decir 

Sean los eventos A = { 2, 3} y B = { 5, 6 }. correspondientes al espacio 

de eventos asociado al experimento de lanzar un dado y anotar el número que queda hacía 

arriba. Si el dado es homogéneo, por la simetría del mismo se pu.ede suponer que las 

probabilidades asociadas a cada número son iguales a 1/6. Como la probabilidad de 

ocurrencia del evento A depende de las probabilidades de los eventos simples 

{ 3}, que son mutuamente exclusivos, entonces en virtud del axioma 3 , 

P [A ] = P { 2 } + P { 3} 1/6 + 1/6 = 1/3 

En forma análoga, 

P[B].= p.['\1 
... J• 

( ' i1_u)= 1/6 + 1/6 = 1/3 

{2} y 
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Si se desea conocer la probubilidad de que ocurra el evento A o el B (uno u otro), es 

posible fl¡¡cer uso del hecho de que A y B son mutuamente exclusivos, obteniendo por 

el axioma 3 
~. t ~ • . • ' .-

~. ' .' . 

P(A UB} == P [il] .+ P [Bj = l/3 + 1/3 = 2-/3 

2.4, Probabilidad de un evento 

Debido a que los eventos simples contenidos en un evento son mutUa

mente exclusivos, la probabilidad de ocurrencia de un evento es la suma de las probabili

dades asociadas ·con cada elemento· contenido eh -él (axionia 3 ). ·Existen- por !o menos 

tres maneras de asignarle una probabilidad a un evento: 

a) En términos de los resultados de un experimento 

b) Aplicando la definición clásica de probabiUdades 

e) Conoase-én -ün-moa-elo--probaiJTHstico- (fel-fenZ)meno que se trate. 

El primer criterio indica que si un experimento se repite, 11 veces, de 

las cuales n (A) veces se obser\ra el evento A, entonces la probabilidad de A es el l ímit.e 

de la frecuencia relativa, n(A)/11, de qcurrencia deA_, es decir, 

P [A) = lím 
11 (A) 

(2.1) 
11~ 00 11 

Puesto que en la práctica el experimento no se puede repetir un número 

infinito de veces, -se acostumbra utilizar la frecuencia relativa del evento A como aproxi

mación (estimación) de P [A]. 

La definición clásica de probabilidades indica que si 11 (A_) es e! número 

de maneras igualme"!te probables en el que puede ocurrir el evento A, y 11 es el total de 

elementos del espacio de eventos correspondiente, entonces la probabilidad. de A es 

P(AJ = 
n (A) 

(2.2) 
11 

Por ejemplo, si se tienen en una urna cinco bolas rojas y quince blancas, y se va a seleccionar 

al azar una de ellas, la probabilidad de que sea blanca (evento A) es 
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P[A] = 
5 

20 4 

ya que A puede ocurrir de cinco [n(A) = S] maneras distintas e igualmente probables, 

puesto que la ex tracción se realiza al azar; además, el total de posibilidades es n = 20. 

Los modelos para calcular probabilidades de eventos se formulan to

mando en cuenta las. condiciones bajo las cuales se rige el fcnórneno aleatorio que se desea 

cstud iar. Un caso se encuentra en la ref 2, en la que se plantea un modelo para calcular 

las probabilidades de eventos asociados al número de repeticiones de carga que hay que. 

aplicar a ;tlgún material para producir su falla por fatiga. 

Se puede demostrar, en términos de los. axiomas enunciados, que 

si A y B son dos eventos cualesquiera, entonces la probabilidad de su unión se calcula 

con la fórmula 

p [A U B] =. P [A] + P {B] - P [A n B] (2.3) 

Nótese que si A y B son mutuamente exclusivos, entonces P {A n B) = O y la ec 2.3 se 

reduce al axioma 3. 

Un concepto de gran importancia práctica es el de probabi/idad.condi

cional, P [A IBJ, del evento A, dado que el B ha ocurrido. Si P [B] es diferente de cero. esta 

queda dada por 

P [A 1 B] = 
P[A nB) 

P[B·) 
(2.4) 

Si dos eventos sori independientes, no se alterará la probabilidad aso

ciada a un evento, debido a que el otro ha ocurrido. Esta noción intuitiva conduce a la 

definición dé independencia esiadistica: 

Dos eventos son independientes si, y solo si, 

P [A 1 B] = P [Al (2.5) . 

1 

Lo cual implica que 
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P [A n.B] =. P!AJ P [BJ (2.6) 

En general, los eventos A 1 , A 2 , ••• , A n son ihdependien tes si, y solo si; 

P [A k n. · .. n Ak ] = P [At] ... P [Ak ] 
1 r 1 . r 

(2.7) 

para cualquier conjunto de enterosk1, k2 , .•. , k,, con_k, ~ n. Así, sin= 3, A 1 , A2 Y 
A 3 son independientes si, y solo si, 

P fA 1 n A 2J = P[A 1 ] P[A 2 ] 

p [A 1 n A3J = p [A¡] p [A3] 

P [A 2 n A3 ] = p [A2] p [A3] 

P[A 1 OA 2 nA 3 J = p [A d p [A2] p [AJJ 

Si se tienen cuatro eventos (n = 4), para que sean independientes se requiere que se cun:tpla 

y que·_además sean independientes por !?ares y por tercias. 

Sea una urna .en)a cual se colocan diez bolas negras y.diez blancas. La 

probabilidad de extraer una negra o una blanca es de 0.5 { 10/20 == 0.5). ¿Cuái es la pro

babilidad de sacar una blanca y una negra (en cualquier orden), dado que a) ~ay remplazo 

de la primera bola extraída, b) f!O hay remplazo?· 

a) Si se consideran los eventos 
::.·. ·' 

A = { sale una }?,ola-. blanca } . 

B = { sale una b.ola negr~ ;. } ' 

Con P [A] = 10/20 = 1/2 y P (BJ = 10/20, entonces, de la ec 2.4, resulta P fA n Bj = 
= P [BJ P [A 1 B];sin embargo, P [A ,1 ~1 =·f [A]= .1/2 püesto que A y B son independientes 

debido a que hay remplazo, de ahí que P [A n B] = (1/2) (1/2) = 1/4 . 

.. 
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· Partiendo del hecho de que hay dos maneras de sacar una hol<l blanca 

y una negra (primero la blanca y luego la negra, o viceversa), entonces, en virtud del 

axioma 3 

p [(B nA) U (A n B)] = P [B nA]+ P [A n B] =. 1/4 + 1/4 = 1/2 

ya que P (A n /!] =· P [B n A]. 

b) Si no hay remplazo de la primera bola extraída, entonces A y JJ no son · · 

independientes, por lo que 

P(A) - 1/2 · 

P (B) - 1/2 

P [A 1 B] = 10/19 = P [B 1 A] 

P[B n A] + P [A n B] = 20/2) (10/19) = 10/19 
1 

2.4.1 . Teorema. de Bayes 

Se dice que un grupo de eventos es colectivamente exhaustivo si la 

unión de todos ellos es el espacio de eventos correspondiente. 

De la ec 2.4, que define las probabilidades condicionales, se puede ob

tener un resultado importante: En un grupo de eventos colectivamente exhaustivos y 

mutuamente exclusivos, B 1 , B 2 , .•. , Bn, si A es un evento cualquiera defii1ido en el 

misn1o espacio ( fig 8 ), entonces, aplicando el axi01na 3, resulta 

ya que los eventos A n B; son mutuamente exclusivos. . 

Tomando en cuenta que P [A n B;] = P (B¡J P (A 1 B; ), se obtiene 

finalmente la ecuación 

;,_ . 

p [A]= 
. i = n 

l: P ·1 B ¡) P [A 1 B ¡] 
i= .1 

C.8) 



Bn 

B¡ 

A n B¡ 

Fig 8. Eventos coleciívamente exhaus.livos 

eventos· 

~, 

1 

con la cual se define el llamado teorerna de la probabilidad total. 

de dqnde 

Considerando que P [B¡ nA]=== P [A n B¡ f, se tiene que 

P[B¡nAJ 
P [B¡ 1 A] = --_ -P-[A_J_ 

P [A n B¡] 

p [A] 

31 

_(2.9) 

Este re~ultado se conoce corno teorema de Bayés~ A las probabilirbk5 

__ ~J!l ¡t g~~ _s2 ~.<i.slg!lgl}_.,a~lo§. ey,ento1i .l:t¡~antes de observar "et.e~ento A, 'se les denomina 

--a priori o previas; a las probabilidades P [B¡IA J que se obtienen después de observare! evento· 

A, se les llama a posteriori o posteriores. 

l 
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Ejemplo 

Existe un edificio de concreto reforzado para el cual se investiga su 

capacidad de carga de diseño. Un ingeniero, con .base en su experiencia personal, decide 

que la resistencia nominal, f~. , del concreto pudo ser' de · 150 kg/cm
2

, 200 kg/cm
2 

o 

250 kg/cm2 , con las siguientes probabilidades previas: 

Resistencia nominal, en kg/cm 2 Probabilidad 

ISO 0.3 

200 0.6 

250 ., 0.1 

Para predecir la resistencia nominal real, es necesario realizar un experimento que consiste 

en ex traer corazones (muestras) del concreto de la estructura y probarlos a compresión 

simpic. El ingeniero decide que la resistencia, S, de un solo corazón dará una predicción 

coi1fiable, y define resistencias intermedias de 175 y 225 kg/cm2 para tomar en cuenta· 

que las obtenidas de los corazones serían mayores que las que se hubieran logrado en 

una prueba a ios 28 días de edad del concreto. De acuerdo con esto, el ingeniero asigna 

las siguientes probabilidades c'ondicionales a cada resistencia nominal dado el resultado, 

Z;. del experimento: 

Resistencia del corazon, S, en p (f'c 1 zl) 

kg/cm2 

({~.)1 = ISO. - (f',)2 = 200 <f)J -- 250 
. -. 

Evento Z 1 : {s < !75} 0.'7 O" o 

Eventg Z2 : {115 ~S ~2:!5} 0.3 0.6 0.3 

Evento Z 3 : {S~ 225} o # 0.2 0.7 

Supóngase que se ·saca un corazón y que su resist~ncia resulta ser de 164 kg/cm 2
, ~s decir, 

que ocurre el evento Z 1• Las probabilidades a posteriori de las resistencias nominales son, 

entonces, 

(0.7) (0.3) 
p [ 150 1 z 1 ]= ---~------'----

{0.7) (0.3) + (0.2) {0.6) + (0) {0.1) 

0.21 

0.33 
= 0.635 
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P [200 1 Z 1¡ = 
(0.2) (0.6) 

0.365 :::: 

0.33 

P l 250 1 Z¡] = 
. (0) (0.1) o = 

0.33 

Es decir, este resultado elimina la posibilidad de que !~ = 250 kg/cm2
• 

·Supóngase· ahora que en vez de un solo corazón, el ingeniero hubiese 

decidido obtener dos, situados en diferentes niveles de la estructura, y que al probarlos 
' 

en uno ocurrió Z 1 • y en el otro Z 2 • La probabilidad de que ocurran ambos eventos, 

(Z1 ; Z 2 ) si¡; es realmente 150, 200 o 250 kg/cm2
., será el P!Od~cto de dos probabili

dades condicionales, puesto que Z 1 y Z 2 son independientés. 

P[(Z1 , Z2 ) 150] = P[Z1 LSO] P[Z2 :1 150f = (0.7) (0.3) = 0.21 

P((Z 1, Z 2 ) 1 200] -- P[Z1 1 200] P[Z2 1 200] = (0.2) (0.6) = 0.12 

P[(Z1, Z2) 1 250] = P [Z1 1 250] P[Z2 1 250] = · (0.0) (0:2) = 0.0 

Las probabilidades a posteriori son, entoJ;lces, 

(0.21) (0.3) 

(0.21) (0.3) + (0.12) (0.6) + (0.0) (0.1) = 

0.063 0.063 
= --

0.063 + 0.072 + 0.0 0.135 
0.47 

... 

P[200 (Z 1 , Z2 )] 
(0.12) (0.6) 0.072 .• 

1 = - = 0.53 
0.135 0.135 

Pr2so ~1-c.z~1 • ~z2->J 
(0.0) (0.1). 

. O~ - -- ·-· -·- = 
0.!35 

Los mismos resultados se habrían obtenido si el ingeniero, después de extraer el primer 

corazón y de calcular· las' probabilidades posteriores correspondientes, hubiera decidido Sil 

carel segundo y recalcula_r dichas probabilidades con'base en las obtenidas para el primero; 

l 
1 
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es decir, las probabilidades previas en el segundo cálculo serían 0.635, 0.365 Y O para ISO, 

200 y 250 kg/cm1 , respectivamente. En tal caso, las probabilidades posteriores. dudo que 

ocurrió z2 J son 

(0.635) (0.3). 
1 Z2 1 .= PliSO 

(0.3} (0.635) + (0.365) (0.6) + (0.1) (0) 
. ' 

= 

P!200 1 Z2 ] = 

P[250 1 Z2 ] = 

0.14 + 

0.22 

0.41 

o 
0.4l 

que son ig~ales a las anteriores. 

0.19 0.19 
0.47. = = 

0.22 + 0.0 0.41 

o 

' ' 

= 

De aquí se concluye que las probabilidades se pueden actualizar con-

forme se va obteniendo nueva información experimental. 

2.5 Variables· aleatorias 

Una variable aleatoria es una variable tal que no puede· predecirse 

con certidumbre el valor que asumirá antes de realizar un experimento. Por cj~.:mplollos 

valores de la tercera columna de la tabla 2 corresponden a resultados experimentales aso

ci<idos a la resistencia última de las vigas; en es k caso, la variable aleatoria es prccisamen te 

la resistencia última, ya que antes de romper una viga no se puede precisar cuál será su 

resistencia. A fin de evitar confusión, se empleará una letr·a mayúscula para denot;,¡r un;,¡ 

variable aleatoria, y la minúscula correspondiente para los valores que puede asumir. 

Cuando el número de valores que una variable akatoria puede tomar 

está restringido a un número finito o infinito, pe-ro numerable, dicha vari<.~ble se llama 

discreta o discontinua. En caso contrario se llama variable continua. 

El comportami~nto de una variable aleatoria se describe mediante su 

ley de probabilidades, la cual a su vez puede definirse de diferentes formas. La manera más 

común de hacerlo es mediante su distribución o densidad de prob~bi/idades. 
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Si la variable aleatoria X es discreta y puede asumir los valores x. su 
: ,. -

densidad de probabilidades será !'!1 conjunto de las probabilidades 

(2.!0) 

lá cual se lee .. probabilidad de que X = X/'. 

La distribución de probabilidades acumuiadas o función de _distri

bución, que es otra forma de especificar/la ley de probabilidades de una variable aleato

ria, es el conjunto· de ·las surhas parciales de P x [x¡] para todos los valores de X menores 

que X¡. Esta distribución permite conocer la probabilidad de que la variable aleatoria 

tome valores menores o iguales que un número dado x , es decir . m 

(2. ¡ 1) 

Sea X la variable aleatoria disc'reta .. número total de .carros que se detienen en una esquina 

debido a la luz roja de un semáforo". Si las probabilidades asociadas a cada evento son 

0.1 si X = o 
0.2 si X = 
0.3 si X = 2 

Px (x) =· 0.2 si X = 3 

0.1 si X = 4 

0.1 si X = 5 

lo si X ~ 6 

la distribución de probabilidades acumuladas correspondiente será 

o si X < o 
O.J si 0·< X < 1 
0.1 + 0.2 = 0.3 si 1 < X < 2 

F (x) = 0.3 + 0.3· = 0.6 SI 2; ~ X .;;;; 3 ---X· . ~- - """'- -- ~ 

0.6 + 0.2 == 0.8 si 3 < X ~ 4 
0.8 + 0.1 0.9 SI 4 ~ X < 5 
0.9 + 0.1 = l. O si 5 < X 

1.. 

Las gráficas de estas distribuciones se presentan en la fig 9. 
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Px(x) 

0.4 

0.2 

OL-~~~~~--~--~---~--~--~--~--~ 

0.2 

o. 1 o 2 3 4 5 6 7 

a} DistribuciÓn de probabilidades 

1 
_..¡ 
1 -r 

1 

'· ~ 
1 

8 X 

o~~~~--~~~--~--~--~--~--~ 
o 2 4 5 6 7 8 X 

b) Función· de distribución 

Fig 9. 'Ley de probabilidades del· ejemplo del tr&fico 
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Para que una densidad de probabilidades satisfaga los tres axiomas de. 
. . . ~ 

la teoría de probabilidades, se deben cumplir los siguientes requisitos 

para toda X; 

b) ~ Px(x¡) = 1, donde. n es el, número total de valores que puede asumir X f (2.12) 
i=l 

e) 
i=r 
~ 

; =m 

En el caso de una variable aleatoria continua, X, ía probabilidad ·d€! 
. ' 

que esta tome un valor comprendido entre x y x + dx está dada por f x(x) dx, donde. 

f x (x-) es la densidad de probabilidades de X. Por lo tanto,la probabilidad de que X 
asuma valores comprendidos en el intervalo x 1 ~ X-~ x 2 . es 

. Jx2 
· P lx1 ~X~ Xi] = fx (x) dx · 

. . ·. . X¡ . : .... 
(2.13) 

Gráficamente, esta probabilidad es igual al área bajo la curva de 

f x (x) comprendida entre x 1 y x 2 como se muestra en la fig lOa pata la variable Y.· 

Puesto que Fx (x) = P (X~ x)~ P (-. oó ~X~ x), y en virtud de la. 

ec 2.13,se tiene que 

'·- .. ' 

(2; 14) 

donde u es solo una variable muda de integración. El valor de esta integral es igmil al 

área bajo la curva de fx (x) a la izquierda de x. De la ec 2.14 se concluye que 

dF X (x~ 

. dx 
= d [!X . J dx fx (u) du = fx (x) 

-oo 

Las propiedades generales de Fx (x) son las siguientes: 

(2.15) 
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·que 

O ~ F (x) ~ 1 
X 

Fx ( oo ) = 1 ~. 1 C1) 

Fx (x + e) ;:;;. ~-'x (X), si e ;:;;. O 

Fx<x2 )- Fx lx 1 ) = Plx 1 ~X< x 2 1 

Para S<~tisfacer los axiomas de la teoría de probabilidades se necesita 

f'x Cx l ~ O p:1ra todél x 

( 2.17) I: J~ <x>dx = 1 

Por cjcm¡)lo. si la densidau de probabilidades de una v¡¡ri:~hle ulcatori:~ continua cs de 

forma triangular (fig lOa) y está dada por 

(y - 35 )/(10 si 35 ~y~ 41 

iy (1') = (55 - .1' l/ 140 si 41 ~y ~ 55 

o si .r < 35 o y > 55 

entonces el cálculo de la distribución de probabilidades acumuladas se efectúa aplil:ando la 

ce 2.14 a los diversos intervalos de Y en donde cambia la ecuación de Ir !y), de la manen~. 

siguiente 

Si, .1', < 35: 

1-'y (y) = o 

ya que ly (V.) = O s1 y < 35. 

Si 35 ~ y ~ 41: 

1· (y)=P(Y~.vl= f (lt)clu=- ( lu-35)dw=<.r-35)2 /120 
~ . 1.1' . 1 ,1" 

y ,.... 00 y (lO J 35 



Si41 ~y ~55: 
,, ,. 

'F (v)= (41-3 .. 5)2 /120+·.J..:_·-¡ Y (55 -,u)du= 3/10+ (55(y-41L·-:·.-1 
(y2 . .;,41 2 )]/140 

y . - ' ' ' 140. 41 •, . ' . 2 ' 
. . .. 

si Y > ·ss: 

La fig 1 Ob representa la gráfica de esta función de distribución .. 

fy(y) 

OJO 

0.05 

35 yl 40 

a) Densidad de probabilidades 

Fy(y) 

b) Función de diStribución 

Fig 1 O. Ley de probabilidades de una variable aleatoria continua 

sr se· quiere calCular~ la ·prohaoiliCHta de· obtener un viHot -de la variabl.e _ 

comprendido en el intervalo de y 2 a y3 , donde y 2 ;;;. 41 y y
3 
~ 55, entonces 
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Ejemplo 

Un ingeniero está interesado en diseñar una torre que resista las cargas 

debidas al viento. De una serie de observaciones de la máxima velocidad anual del viento 

cerca del sitio de interés, se encuentra que el histograma puede aJu~tarse, desde un punto 

de vista estadístico, mediante una distribución de probabilidades exponencial de la forma 

.. Fx (x) = Ke->v: ; x ;;;.. O 

donde X es la máxima velocidad del viento, X· es una constante y K es otra constante tal 

que obliga a que fx (x) satisfaga la ec 2.17. Por lo tanto, 

de donde 

por lo tanto, . 

j oo Kiu dx = 
o 

K = X 

fx (x) = A.e~xx ; x ;;;.. o 

La función de distribución será 

El valor de'>.. se puede tomar, por ejemplo, de manera que Fx (x) se ajuste para que coincida 

con un valor empírico. Así, si la frecuencia relativa del evento A = {X E:;; 70 km/h} es 
0.9, entonces · 

P lO E:;; X E:;; 70] = 0.9 

. de donde· 

0.9 = 1 _ e-10>.. 

.. · 



por Jo cual ;\ = 0.033. En la fig 1 1 !">C presentan las gráficas de fx (X) y Fx (x). 

fxlx) 

0.2 

0.1. A reo.~ P[30s $ X$.70 J 
Are a= P[ 140 S x] 

L_~~~~===Z%z~~~~~~1 CL--~L~X 
o o 35 70 140 210 280 350 

Mlno'mo velocidad anual del vienlo,en ltm/hr 

a) Densidad de probabilidades de X 

0.5 

o L__j~__.L _ _.:.._..J_ ___ ¡__ ___ __¡,;I·_· ---~-~X 
o 70 140 210 280 350 

MÓximo velocidoq anuo/ del viento,en km/hr 

b) Función de distribución de X 

Fig 11. Ley de probabilidades correspondiente al ejemplo de. la máxima 

veloCidad anual del J'tento 

41 

El complemento de Fx (x) se utiliza cuando las decisiones se toman 
C$)n base en probabilidades de que s_e exceda un valor dado de la vari(.lblc. 

La función de distribución complementaria se define como 

Gx(x) = P (X> x] = l- Fx (x) (2.!8} 
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Así, para el ejemplo anterior, se tiene 

. G'x (X) = ,,-0.033X 

· 2.6 Esperanzas 

En el capitulo anterior se indicó cómo calcular el promedio aritmético 

y la,variancia de una muestra. Estos parámetros constituyen, respectivamente, la media y 

la variancia de una variable aleatoria, Jos cuales se definen a contin~adón. 

La media, mx, o esperanza, /:," [X), de una variable .aleatoria discreta 

X, es 

(2.19). 

donde N es el total de valores que X puede asumir.· 

Para el caso de una variable aleatoria continua, X, la media es 

00 

mx = E [X]=== j_oo x fx (x) dx (::!.20) 

Rc<.:uérd~.:sc que el promedio aritmético de una muestra est;i dado por 

i = 11 
X=--

.ll 
2: X· 

i = 1 . 1 

Si al realizar .un experimento se encuentran n. valores de. x., la ecuación <llllerior puede cs-
. 1 ' 1 

cribirse 

donde .ti es la frecuencia relativa de x¡_ observada en la muestra. y N es el núnH:ro 'de 

valores X¡ distintos. Es evidente el gran p<.~recido en la f,,rm:.t de las ces ::!.19 y 1.11; la 

, .. , 
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diferencia. estriba en que ¡1 se valúa a partír de una muestra de la variable aleatoria X, y 

p x(x) es la distribución de prob~bilidades que la define.· Cuando el total de observaciones 

e~ grande, x tendrá un valor cer¡;:ano a mx, ya que se puede demostrar que conformen 

aumenta, ¡
1 

tiende _a .la probabilidad de que ocurra el valor x1 .. E.n general, x-se toma como 

una estimación de mx. 

Ejemplo 

Si la densidad de probabilidades de la variable aleatoria X correspon 

diente a los errores en una nivelación es la de la segunda columna de la siguiente· tabia, la· . . '.. . . . . ·. . . 
media de dicha variable resulta ser 4 1 ó7 micras. Los cálculos correspondientes se .localizan 

en la tercera columna. 

X;, en micras px (x¡) X¡ Px (x¡), en micra~ 

o .6/60 ,- o 
1 

1 000 2/60 2 000/60. 

2 000 4/60 
{ 

8 000/60 

3 000 8/60 2 400/60 

4 000 . 13/60 52 000/60 

5 000 12/60 60 000/60 

6 000 7/60 42 000/60 

7 000 4/60 28 000/60 

8 000 2/60 16 000/60 

9 000. 2/60 18 000/60 _J 

TOTAL: m x= 250 000/60 = 4 !67 micras 

Uná medida muy común de la dispersión de les val-Jres que puede· 

asumir una variable aleatoria es la variancia, la cual se denota como S~ o Var ¡X], definién

dose par;¡ una variable aleatoria discr~ta, como. 

(2.22) 

y para una continua, 

~ = Var [X]=¡= (x- m,y)2 fx (x) dx 
' -co~ 

(2.23) 
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Se puede rcaliz_ar un razonamiento parecido al del caso de la esperanza 

de X para mostrar la scmcjanz¡¡ de las ces 2.22 y 2.23. 

Por ucfinición, la desviaci(Jil .esrándar, Sx, de la variable aleatoria X, 

es igual a la raíz cu<tdrada de la variancia, y el coeficiente de varíací(m es 

(2.24) 

En la siguiente tabla se calcula la variancia de la variable aleutoria, 

cuya dcn.sidad de probabilidades se pr~sentó en el ejemplo anterior 

x 1 -_mx· 
p X (X¡) 

. (X¡.- m X )2 p X (X¡), 

en micras en micr·as2 

-4 167 6/60 1 740 000 

-3 167 2/60 333 000 
.. 

-2 Ió7 4/60 313 000 

-1 167 8/60. 181 000 

- 167 13/60 6 000 

- 833 12/60 139 000 
; 

-1 833 7/60 390 ooo . -
-2 833 4/60 531 000 

-3 833 2/60 487 000 

---=4 833 2/60 687 000 

TOTAL: 
2 

4 798 000 micras2 = Sx 

La Jesviación estándar y el coeficiente de variaci?n son, respectivamente, 

S x <= J 4 798 000 
1

= 2 200 micras, y vx 
2 200 . = 
4.167 

0.528 . 

La esperanza de una función g(X), de la variable aleatoria contin~a. X, 

es, por definic)ón, 

. 00 

E[g(X))= J g(x)fx(x)dx 
-oo . 

(2.25) 

o para una variable aleatoria discreta, 

i =N 
E [g (X)]= . l: g(x¡) Px (x¡) 

1 = 1 
(2.26) 
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En particular, si g (..,\') = X, se tiene, 

"" . 

E [X] = j x fx (x) dx 
-oo 

que es la esperanza o medía de X. 

Si g (X) = · (X - mx)2 
, entonces 

• ::>0 

E [(X- mx!2 1 ::o: j (x- mx )2 fx(x)dx _.,., . 

que es la variancia de X. 

La esperanza de g (X) = x2 es 

. 00 . 

E ¡x-z) ;: j. X
2 fx (x) dx 

-oo . 

(2,27) 

y se denomina valor medio cuadrático. 

Se puede demostrar que la esperanza, la variancia y el valor medio 

cuadrático no son independientes, y que conociendo dos de ellos es,· factible calcular el 

tercero. La relación entre estos parámetros es 

~ = E [Xl] - (E [XJ)2 (2.28) 

La media y la variancia juegan el mismo papel para las distribuciones 

de probabilidades que e! centroide y el momento de. inercia para las distribuciones de masa. 

·Al respecto, considérese una barra-de masa unitaria, con densidad de masa variable (masa 

por unidad Ó'e longitud) p (x), idéntica a una densidad de probabilidades f x (x). La 
distancia, xc • del origen al centroide de la barra se calcula mediante una ecuación similar 

a la 2.20. · El momento de inercia respecto al centroide, se obtiene usando una ecuación 

. semejante a la 2.28 para el cálculo de· ía variancia de' X . 

. Entre las propiedades .de la esperanza deg{X) se cuentan las sigui(!ntes 

l. Si g(X) = constante= e 

~ [e 1 = e J oo fx (x) dx = e 
, . -oo . . 

Var (e} = O 
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'· 

2. Si K(X) = ex 

E [ex~ = J oo x fx (x) dx = e E [X] 
-DO 

Var [eX} = e2 Var [X} 

3. Si K (X) =r a + b x 

. 00 . 00 

E[a+bx]=aJ fx(x)dx+bj xfx(x)dx=a+bE[X] 
-oo " · -oo · 

Var ·[a + bx) = b2 Var [X} 

. ~ DO 

E [K¡ (X)+ K2 (X)] = f K¡ (x)fx (x) dx + !· g2 (x)fx(X) dx 
-~ -DO 

5. E [X+ Y]= E [X]+ E [Y} 

Var [X+ Y]= Var [X}+ Var [Y), si X y Y son estadísticamente indepen-

dientes.· 

2.7 Distribuciones .particulares 

2.7 .1 Distribución binomial o de Bernoulli 

La distribución binomial es una de las más útiles para variables alea

torias discretas, y corresponde a un experimento en el que solo hay dos resultados posibles. 

Sea p la probabilidad de ocurrencia (éxito) de un evento, y q = 1 - p la 

de que este no ocurra (fracaso) en una realización de un experimento. Si X es una variable 

aleatoria que corresponde al número de éxitos en n intentos independientes, se puede 

demostrar que X tiene distribución binomial, es deCir, que su densidad de probabilidades es 

(2.29) 



.. , 

<fon,dt ( ; ) denota el número de combinaciones de ~~ elementos tomados de x en 1~ 
y se calcuia con la cxpr~sión 

~i~m son 

. n! 

x! (n - x)! 
(2.30) 

Se puede demostrar que la esperanza y la variancia para esta qistribu~ 

E [X] = np 

.Var [X) = npq 

Si se lanza al aire seis veces una mo.neda homogénea, 

a) ¿Cuál es la probabilidad de obtener dos "caras"? 

, . .. 

. . 

. (2.31) 

b) ¿Cuál es la probabilidad de obtener por lo menos cuatro "caras" (X ~ 4)? 

. . 

a) Puesto que la moneda~sho~ogénea se tienep = 1/2 y Q,.= 1- 1/2 = 1/2, dondep es • 

la probabilidad de observar "c.ara" en un lanzamiento. Por lo tan~?· 

6) . 6! . . 15 
P[X= 2] = fx (2)=(

2 
(1/2)2 (1/2)6

'
2 = (1/2)6 =-

4!. 2! . 64 

E [X] = np = 6 0/2) = 3 

Var[X) = npq = 6 (1/2) (1/2) = 3/2 

b) Para que se cumpla X~ 4 en seis lanzamientos, se necesita que se observen 4, 5 o 6 

caras. Puesto que estos tres evento·s son mutuamente e,xclusivos, se tiene 

P (X ? 4 } = f X ( 4) + f X ( 5) + f_l( ( 6) 

Calculando los tres sumandos como en. !~_pregunta anterior, resulta 

6!. 6! 6! . 15 
P(X ~ 4] = (1/2)4 (1/2)6·4+ (1/2)s (l/2)6·s+ (1/2)6 (1/2)6·6= -· -+ 

4! 2! · · · · · 5! 1! 6! O! 64 

6 . 1 11 
+--+-=--

64 64 32 



2.7 .2 Distribución de Poisson 

Una distribu~ión de probabilidades para una variable akatoria discreta. 

X, de la forma 

fx (x) = X = 0, ) ,_2, (:!.32) 

se llama distribución de Poisson; en la ec 2.32, ;>.. es una constante. Se puede demostrar 

que la ml!dia y la variancia para esta distribución quedan dadas por 

p [X] = :>.. 

(2.33) 

Var [X] = ;>.. 

Ejemplo 
1' 

Si la probabilidad de que falle un·a varilla de acero al aplicarle una 

fuerza de tensión es de 0.001, ¡,cuál es la probabilidad de que de 2 000 varillas probadas 

fallen a) tres, b) más de dos, !ii se supone que la resistencia de las varillas tiénc una distri: 

oución de Poisson con ;>.. = 2? 

u) 
;>..3 e->-

P[X = 3] = 3! 

23 e-2 
P[X = 3] = = 0.18 

3! 

h) P [X > 2] = 1 - P [X ~ 2] =· 1 - Fx (2) = 1 ·- {P [X = O] + 

} 
2° e-?. 

+ P[X= 1) + P[X= 2] =J .. __ -
O! 

2 . 2 5 

..,, -2 
- e 

1! 

= = 1 - = 0.323. 

..,, 

Es posible demostrar que la distribución de Poisson puede emplearse 

como una aproximación de la de Bcrnoulli cuando n es grande y p pequeña, pero de tal 
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manera que npq >> l, tomando A. = np. Al respecto, si n = 20 y p:.: 0.05, entonces 

npq vale 0.95, y· aun cuallcio no cumple con la última condición, el error que se tjcne al 

usar dicha aprox!mación es Jl)t!nor de 3 por ciento para valores de X menores de 3, aun 

cuando npq es casi ·uno; para X = 4 y X = 5 los en·9res' respectivos son !5 y 41 por 

ciento. 

2.7 .3 . Distribución uniforme 

Se dice que una variable aleatoria continua, X, tiene distribución 

uni[or_me entre X = a y X =. b (b > a) si, 

fx (x) = constante = (2.34) 
b - a 

lo que significa que la probabilidad de obtener un valor entre x y x + dx es la misma 

pata cualqüiér x colnprendida entre a y b. La gráfica de dicha distribución se p'resenta. 

en la fig 12. · 

Fig 12; DistribuCión ·uniforme de·Una variable aleatoria continua 

La esperanza y la variancia de la distribución uniforme se caicuian de 

1 
la siguiente manera 

EfX]=·Jbx 1 'dx·-[ . . xl .]b = 
b- a - 2 (b -a) a . o 

= (b + a)/2 (2.35) 
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Var [X] lb (x ¡::-[X}) l dx = -
b - a 

[b xl Ib (E[X])2 

dx- Jb '1 .. 
dx + = 

b -a b -a 

= 

= 
b3 - al 

---- + (E [X])2 
- E[X] (b + a) = 

3 (b - a) 

2. 7.4 . Distribución normal 

x E [X] dx 

b -a 

(b - a)2 

12 

= 

= 

(2.36) 

Una de las distribuciones de variables aleatorias continuas más útil es 

la distribución normal o de Gauss, definida por la ecuación 

(2.37) 

donde J1. = E [X) y o = Jvar [X] 1 

X 

Si se hace la transformación 

Z=(X-p.)/ax (2.38) 

entonces la ec 2.37 se reduce a la llamada forma estándar, cuya ecuación es 

f z (z) == (2.39) 

En este caso, Z tiene distribución normal con media igual a cero y variancia igual a l. 
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Existen tablas para calcular las probabilidades de una variable asociada. 

a una distribución normal está~dar, semejantes a la tabla 5. En la fig 13 se niucstra la 

forma de campana de esta distribución, observándose la simetría respecto a Z = E íZJ = O. 

lz(z) 

Areo =68.27 'o/o 

Areo= 13.59 'o/., 

==~~~--~----~~~~~~uu~~~~----~z 
-3 -2 

1- Areo=95.45% 

- Area=99.73% 

Fig 13. Distribución normal de una variable aleatoria coniinua 

Ejemplo 

Al probarse a comprcsJOn simple treinta cilindros de concreto, se 

obtuvieron resultados con un promedio aritmétiéo de 240 kg/cm 2 y una desviación es

tándar de 30 kg/cm2
• 

·a) ¿Cuál es la probabiiidad de que otro cilindro tomadO al azar resista menos 

de 240 kg/cm2 '! 

b) . ¿Cuál es la probabilidad de que resista más de 330 kg/cm 2 ? 

e) ¿Cuál es la probabilidad de que su resistencia esté en el intervalo de 210 a 
240 kg/cm2 ? 

a). Para emplear las tablas de distribución nom1al es necesario estandarizar la: 
variable X mediante la transformación 

X-- J.i 
z = ----

ux 
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TABLA 5. AREAS BAJO LA CURVA NORMAL 

ESTANDAR ENTRE O Y z 

z o 1 2 3 4 5 

0.0 1 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 0.596 
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 
0.3 .1 179 .1217 .1255 . 1293 . 1331 .1368 
0.4 .1554. .. 1 591 .1628 .1664 .1700 .1736 

0.5 .1 915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 
0.6 .2258 .2291 .2324 .2357 .2389 .2422 
0.7 .2580 .261'2 .2642 .2673 .2704 .'2734 
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2996 . .3023 
0.9 .3159 .3189 .3212 .. 3238 .3264 .3289 

1.0 .3413 .. 3438 .3461 .3485 .3508 .3531 
1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 .3749 
1.2 .3849 .38ó9 .3888 .3907 .3925 .3944 
1.3 .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 .41 15 
1.4 .4192 .4207 .4222 .4236 .4251 .4265 

1.5 .4332 .4345 .4357 .4370 .4382 .4394 
1.6 .4452 .4463 '.4474 .4484 .4495 .4505 
1.7 .4554 .4564 .4573 -:4582 .4591 .4599 
1.8 .4641 .4649 .4656 .4664 .4671 .4678 
1.9 .4713 .4719 .4726 .4732 .4738 .4744 

' 

2.0 .1 .4772 .4778 .4783 .4788 .4793 .4798 
2.1 . .4821 .4826 .4830 .4834 .4838 .4842 
2.2 .4861 .4864 .4868 .4871 .4875 .4878 
2.3 .4893 .4896 .4898 .4901 .4904 .4906 
2.4 .4QJ8 .4920 .4922 .4925 .4927 .4929 

1 

:!.5 .4938 .4940 .4941 .4943 .4945 '.4946 
2.6 .4953 .4955 .4956 .4957 .4959 .4960 
:!.7 .4965 .4966 .4967 .4968 .4969 .4970 
2.8 .4974 .4975 .4976 .4977 .4977 .4978 
2.9 .4981 .4982 .4982 .4983 .4984 .4984 

3.0 .4987 .4987 .4987 .4988 .4988 .4989 
3.1 .4990 '.4991 .4991 .4991 .4992 .4992 ' 
3.2 .4993 .4993 .4994 .4994 .4994 .4994 . 
3.3 .4995 .4995 .4995 .4996 .4996 .· .4996 
3.4. .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 

3.5 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 
3.6 .4998 .4998 .4999 .4999 .4999 .4999 
3.7 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 
3.8 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 
3.9 .5000 .5000 .5000. .5000 .5000 .5000 

6 7 8 9 

.0239 .0279 -.0319 .0359 

.0636 .0675 . 0714 .0754 . 

. 1026 .1064 . . 1103 .1141 . 

.1406 .1443 .1480 .15 17 

.1772 .1808 .1844 .1879 

.2123 .2157 .2190 .2224 

.2454 .2486 .2518 .2549 

.2764 .2794 .2823 .2852 

.3051 .3078 . 3106 .3133 . 

.3315 .3340 .3365 .3389 

.3554 .3577 .3599 .3621 

.3770 1 .3790 .3810 .3830 

.3962 .3980 .3997 .4015 

.4131 .4147 .4162 .4177 

.4279 .4292 .4306 :4319 

.4406 .4418 .4429 .4441 

.4515 .4525 .4535 .4545 

.4608 .4616 .4625 46.33 

.4686 .4693 .4699 .4706 

.4750 .4756 .4761 .4767 

.4803 .4808 .4812 .4817 

.4846 .4850 .4854 .4857 

.4881 .4884 .4887 .4890 

.4909 .491 1 .4913 .4916 

.4931 .4932 .4934 .4936 

.4948 .4949 .4951 .4952 

.4961 '.4962 .4963 .4964 

.4971 .4972 .4973 .4974 
.4979 .. .4979 .4980 .4981 
.4985 .4985 .4986 .4986 

.4989 .4989 .4990 .4990 

.4992 .4992 .4993 .4993 

.4994 .4995 .4995 .4995 

.4996 .4996 .4996 .4997 . 

.4997 .4997 .4997 .4998 

.4998 .4998 .4998 .4998 

.4999 .4999 .4999 .4999 

.4999 .4999 .4999 .4999 

.4999 .4999 .4999 .4999 

.5000 .5000 .5000 .5000 
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Si d prorm:dio aritmético se toma corno estimación de J.l, y 1~ dt·svi<tción cstündar corno· 

rstiu1aciún de ox, :'e tiene 

240 - ,, 240 
z ~ = o 

30 

Hecurricndo a la tabla 4 se obtiene 

P[X ~ 240} = PIZ ~ O] - 0.5 

o sea la probabilidad que corresponde al <írca sombreada de la fig 14 

Pz(Z) 

Fig 14. · Distribuclón normal correspondiente al inciso a del ejemplo 

b) El v:.~lor estandarizado de la variable es 

330 - 240 
z = - 3 

30 

por lo que 

PIX ~· 330] = P.[Z ~ 3)= l-0.9987 ~· 0.0013 

que .es el área sombreada de 1~ fig 15·, · 

r.~ 1 j, Distribución nonnal correspondiente al inciso b del ejemplo 
' 
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t.:) Los valores estandarizados de la variable son 1 fig 16 l 

210 - 240 

30 

240 - 240 

30 

-- 1 

= o 

por lo que 

P 12 1 O ~ X ~ 240 1 = P 1 - ~ z ~ o f = 0.3413 

Fi~ J ó. Distribuciún normal correspnndien te al inciso e del ejemplo 

Sean X 1 • X
2
,: •• , Xk. variables aleatorias con densidades de probabi

lidades arbitrarias cuya suma se denotará como W. es decir, 

w = x 1 + x2 + 

Es posible demostrar el teorcina denominado teorema' del bíuite antral, 

cuyo enunciado indica que conforme aumcn ta el número de variables involucradas en la 

suma anterior (al aumentar K), la densidad de probabilidades de W tiende it ser la distrihu

ció~l normal. Además se puede demostrar que si X 1• X 2 , ••• , Xk tienen distribución 

nornwl, entonces, rigurosamente. W también la tiene, independientemente ch:l número de 

vari<Jbles ·que aparezcan en la suma.· 

A partir del teorema del límite central sé demuestra que la distribu

ción de Hcrnoulli se puede ap~ox.imar J'T!Cdiantc .Ia ·normal cuando el ¡)(Jrnero dL· repeti

ciones del experimento es grande (30 o m<ís), con Jo etwl se logra un ahorro wn~idcr<~hk 

·.· .. 



de labor numcnca en la solución de algunos problemas. Para mejorar esta aproximación, 

conviene efectuar una corrección por continuidad, la cual se justifiéa p~r usar una 'distri

bución· continua en vez de una discreta, sumando o restando, según :;ca el caso, 0.5 a! valor 

de X que se use. Por ejemplo, si se desea cuantificar la probabilidad de que de 2 000 ensa

yes se logren de 3 a 6 éxitos, los límites r~ales que se deben usar al aplicar la distribución 
6 

continua son 2.5 y 6.5. 

Ejemplo 

Si la probabilidad de que falle una varilla· de acero al aplicarle cierta 

carga es. de 0.001, determinar la probabilidad de que en 2 000 varillas probadas fallen más 

de dos. 

Usando la distribución de Bernoulli se obtiene 

P (X > 2) = 1 - P [X~ 2] == 1 - { P [X= O] + P [X= 1] + P [X ~ 2~= 

= { 2 000! o 2000 2 000! (0.001 )1 (0.999)1999 + 
1 - 2 000! O! (0.001 ). (0.999) + 1 999! 1! 

+ 
2 000! 2 1998} 

(0.001 )_ (0.999) = 0.3255 
1 998! 2! 

Los cálculos necesarios para obtener la solución son bastante más tediosos que los que 

deben efectuarse aprovechando que el número de repeticiones del experimento es grande, 

a fin de utilizar la distribución normal. En estas circunstancias, la probabilidad de que 

X ~ 2 en el caso discreto, equivale a la de que X ~ 2.5 en el continuo; así 

JJ = np = 2 000 x O .00 1 = 2 

~X = .jnpq = ..J2000 X 0.001 X 0.999 
1 = J .41 

p p [ 2.5 - 2 J . . !X~2.5]= Z~ 1.
41

. =P[Z~0.355]= 0.6387 

de donde 

P[X>2]= 1-P[X~2.5]= l-0.6387=0.3613 
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P r e s e n t a e i 6 .n 

Esta ponencia tiene por objetivo presenta un conjunto 

de ensayos sobre modelos aplicados al análisis de las inversiones 

en México. Por tanto no representa una reseña exahustiva de los 

·modelos de inversi6n y acumulaci6n aunque si intenta bosq~ejar · 

sus bases te6ricas principales y mostrar su aplicaci6n al caso de 

México• Los modelos incluídos s(>n: · 

1) modelos sectoriales de la acumulaci6n de capital en· 

México. 

2) modelo predictiyo de las inversiones públicas, y 

3) modelqs de las inversiones extranjeras en México. 



1 . - · Introduce i6n. 

Los modelos econométricos aplicados para el estudio 

del comportamiento y predicci6n de las inversiones se han desarro-

principalmente, e on base en la teorra neoclásica~ El método neoc lá 

sico consiste en proponer un comportamiento "optimizador" del va-

lor presente de la empresa. A partir de este comportamiento se de-

duce a nivel agregado un valor "deseado" de los acervos de capital. 

Si se denota con K el nivel de capital y con K>:< el nivel deseado, se 

realiza un ajuste entre ambos de acuerdo· co~!' (1) 

(i-. 1) 

donde 

Por otra parte los d«Úerminantes del capital deseado s_on, 

-
1) la capacid~d utilizada,que puede estar representada por la rela-

ci6n de producci6n a capacidad, cambios en la producción, 

, vent~s ·respecto 

~lmáximo nivel pr~.io alcan~ado, .etc-;-2) comportamiento financie ro in-

terno, ind~cado por el flujo financiero, los activos liquidos, capacidad 

de endeudamiento y 3) condiciones financieras externas'' dadas por 

l~s tasas de interés; c.otización de las acciones, etc. 

(1) En forma alternativa al capital puede representarse como 

un promedio. ponderado de los pasados niveles de capital deseado, 

oO 

\<-\:=(\-A.)·:[ ~r 
r ... o 

~ 
K-t_-r 
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Los estudios econorriétricos señaléinque' 1~ "capac!~ad 

utilizada o la producción es la única variable significativa pel capi-

tal deseado para el conjunto de modelos revisados", m~entras qu~ 

"variables asociados con las finanzas internas no son significa~ivas 

en los modelos que incl~yen la producción en forma significativa"'i' 

Considerando lo anterior el modelo más simple es el de relacion~r 

~1 nivel de capital deseado, K>'.c, con la'producción Y (principio d~l 

acelerador de la inversión),. 

( 1 • 2) 

donde se considera un t.etardo, r. 

Si se sustituye esta ecua.ción, con reo, en(l.l) se tiene 

o bien 

( 1 . 3) 

donde Y t / \( \:.·, , puede representar· la ~·.apacidad utilizada 

Alternativamente Koyck':'>:' propone una rela.ción de distribución g~o-

métrica con los niveles de producción pasados. 

>'.e Jorgenson D. Econometric Studies of Investment Behavior: A 
Sllirvey, The 'iJow•ral of Economic Literature, Dj.c. 
1971, p:ll30, 1133. 

':":'Koyck, L.M. Distributed Lags and lnvestment Analysis, Nor~.h
Holland Amsterdam, 1954. 



\j .... · ·que puede ser transformada en 

( 1 • 5) 

y para la inversi6n bruta,. I 6-1:. ) 

( 1 . 6) 

donde ~ es el coeficiente de depreciac·i6n 
..) .1 

Partiendo de este tipo de análisis se formulan y validan 

modelos para una desagregaci6n a 15 sec tares de la economía mexi-

cana (cap. 2) 

. En el cap. 3 se presenta un modelo descriptivo de la 

inversi6n pública con objeto de dt:tectar sus ciclos, así como un mo-

de lo en func i6n del Producto Interno Bruto. 

En el cap.4 se modela la inversi6n norteamericana ex-

tranjera en México. El análisis aquí aplicado es al mismo tiempo una 
. ' . . j 

e rrtica implicita a la teorra neo'clásica ~ Se parte del análisis global 
. . . 

. . 
de la acumulaci6n de capital cuyo desarrollo en la etapa actual 

se caracteriza en la internacionalizaci6n del capital. Se plantean tres 

variables explicativas de la acumulaci6n internacional: 1) la tasa de 

ganancia, 2) la capacidad ociosa y 3) el tamaño del mercado . 

. .:· : . ·~ 
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2.- ACUMU LACION DE CAPITAL POR SECTORES ECONOMICOS 

Los sectores de medios de produccidn que atienden los 

requerimientos la expansi6n de las actividades econ6micas qe acuer-

do con niveles tecnol6gicos alternativos son: 1) maquinaria: y constru~ 

ci6n, 2) inventarios de productos en proceso y terminados y 3) impor-

taciones)!< principalmente de maquinaria. Esta informaci6n la propor-

ciona la matriz de capital {2 .1), o sea, el origen y el destino de los 

medios de producci6n. 

En una economía de mercado los medios de producci6n · 

son, adem~s, bienes de capital. Es decir, la acumulaci6n capitalis-

ta contiene un aspecto cuantitativo, o sea, el crecimient~del capital 

. 
a través de reinvertir las ganancias, y un aspecto cualitativo--que se 

refiere a la forma concreta de la acumulaci6n o sea, los medios de 

producci6n propiamente dichos. En vista de que, se abordan las in-

versiones en una economía de mercado, se empleará el térm~no bie-

ne:s de capital para referirse a '1os medios de producci6n. 

Las decisiones de. inv.ersi6n responden a un proceso de 

acumulaci6n de ca'pital en el que las espectativas de ganancia son el 

motor principal, por lo que se requiere estim~r las ganancias ·secto-

riales (2. 2), para a su vez predeci:r las inversiones sec toriaies ( 2. 3) 

·A símismo, los bienes de capital" instalados ·se· consumen o deprecian 

':' "Los volúmenes de importaci6n de ••• bienes de capital. .• representaro:rJi< 
el año pr6ximo 'pasado ( 1975) más de la cuarta parte del total de co~ 
pras de México en ef exterior!México,Presidencia. de la República, 

1976. 
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f 

durante el proceso productivo. Los niveles de reposici6n de capital 

por sectores se estiman en el subcap. 2. S. Por último, se especiii-

ca un modelo financiero de la inversi6n (2. 5) 

2.1 Matrices de Capital 

A fin de determinar los cambios en la participaci6n de 

los sectores productores de bienes de capital en'la formaci6n de capi-

tal de las actividades econ6micas, se necesita conocer los niveles y 

cambios tecnol6gicos que se expresan en los coeficientes de capital. 

Estos coeficientes representan los requerimientos de maquinaria, ins 

talaciones (constrúcci6n) e inventa,rios (tanto de productos ·en proceso 

y terminados), para obtener una unidad de ·producci6n en un sec to.r 

econ6mico dado. Es decir·, el capital de acuerdo con su origen mate-

rial puede ser tipificado en: 

1.- Construcci6n 

z·.- Maquinaria 

Nacional 

Importada 

3.- Inventarios 

De las empresas (materias- pdma·s. y 

productos en proceso:y ter:minados) .•:• 

En proceso de comer.ciali~_~c~~njeroductos terminados) 

•:• Corresponden a la diago:nal de la matriz de capital 
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El c~eficiente de capital, bij, puede ser medido en acervo o en 

flujo>:<. En ac.ervo, _representa el total de capital, K, en operación ori..,. 

ginado en el sector, i, por unidad de pr.odutco, X, del sector j. 

Donde, r, es el período de maduración del capital invertido. 

En flujo el coeficiente de capital corresponde a la inversión ne-

ce:saria para incrementar en una unidad la producción: 

donde !,es la inversión neta de capital del tipo i en el sector j. 

Si se supone que los requerimientos de acervo, Kij, son una fun-

ción lineal del nivel de. producción Xj, entonces bij-:: (3 ij. En gene'ral, 

b··_J. f3 .. lJ r 1- lJ (figura 2 .1), por ejemplo los requerimientos de maquinaria 

de las nuevas inversiones, con la tendencia actual~:<>:•, son mayores que 
. ' 

los de las inversiones en operación (ac~rvq • 

. b..cefl/ode 
\o ~;h.\ 

·, 

~ . x· ?rodvcc ,.;~ 
Fig. 2.1 Coeficientes d~ capitJal en acervo b{j; y en flujo (3~j 

•:; En el apéndice estadístico se muestran las matrices correspondientes: 
en el cuadro 6 el flujo bruto de capital, en el 7 el acervo de capital y 
en el 8 los coeficientes de capital. 

. . 
>!o'.:Sin embargo la tendencia mundial esta orientada a ahorrar capital (Re-

volución científica técnica, Corona 1976 d), pero aún no es dominante 
· en México. 
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Se puede e onsiderar, en gell.eral, ún año para.' madurar las in-

ver!:)iones, por lo que_ el nivel de-acervo del año anterior (o flujo) entra 

en operaci6n en el año siguiente. Sin embargo, las actividades econ6-

micas tienen distintos p~ri6dos de madúraci6n o gestaci6n, de acuer-

do con el tipo de bien. 

2 · 2 Tasas de Ganancia Sectoriales 

Las tasas de ganancia sectoriales corresponden a la relaci6n 

d~l superávit de operaci6n obtenido por las empresas entre el capital 

total avanzado del sector. El superávit de o pe rae i6n, G , incluye el 

valor apropiado por el capital,y por tanto, los costos financieros; asi-

mismo se calcula antes de impuestos es decir, lo integran las uti~ida-

des repartidas y no repartidas sin deducir el impuesto al ingreso glo-:-

bal de las empresas. El capital total avanzado , KA, por la empresa 

es la suma de los activos fijos, de los inventarios y del capital circu- . 

lante (materias primas y. sueldos. y salarios} más los costos de reposi-

ci6n del capital depreciado. Si se supone que el acervo dé capital to-

tal 
" 

V -t.- 1 r"- , al finalizar el período anterior contiene la reposici6n 
j 

de los inventarios y actiyos fijos consumidos, entonces el capital total 

avanzado se estima,· s6lo, por la suma del acervo de capital total y los 

sueldos y salarios. Por tanto, .... ~. 

K f:\ ~ ~- K·j-' 
j . 

y la ganancia se expresa como 
t . ~ 

G , - G · + · r· · K P.. • 
j - j J J 

donde,Gj, representa el nivel aut6no!(l'l.O de ganancia; rj , la tasa de ga- · 
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nancia y, YS 
, los sueldos y salarios pagados por las empresas del 

.sector j. 

Las tasas de ganancia (a precios constantes) para los distintos 

sectores se estimaron con los datos observados d'e 1960 a 1968 (Banco 

de· México, 1969). · 

Las estimaciones se muestran en el·cuadro siguiente: 

e u,.\ o P. o 2. 1 

S.:!ctor 

1. f..g ro:,H:Cca r i o 

2. l~incría 

). Petróleo 

l; • Í\ 1 ir·,,_; n tos 

). T(!xtil~s 

6. I-ta ci,; r a 

7. Química 

8. tJor.<etcSii::as 

9 . ~te t 5 1 i e cJ ::; :: 5 :; i o s 

10 1·\aquinari<.J 

11 Construccién 

1 2 E 1 _e e t -r ·¡ e i d a d 

13 •Cbmercio 

1 1< Tr .. 1ns y Co1:L 

15 Servicios 

TASAS DE GA~ÑCtA POR SECTORES DEL. 

CAP !TAL ·to·TAL AVA~'ZAOQ:': 

G .~~; ,:. ~: C l A t\ :J T G 
tJOt-' .. ~\ G . 

J 
(r.oi J],")ne·:; e,: pe 
S o 5 ~..: ¿ i S· '~ .~1 ) -

-2 553 
2726 

2 8 73 
-¡6 o 11 

:2 9ó0 

-564 

-1 O· 

-765 

-~ 5 94 

-5 911 

-1 312 

2 957 

-4 555 

-5 564 

TASA Dt:· GAtlAttC ¡A 

r. Orden 
J 

8.2ó3 

-o. 23 s 

o.; 46 

l. 119 

0.240 

0.2~5 

o .-14'2 

0.383 

l. 091 

o. 161 

1. 411 

0.073 

o. 141 

7 

9 

2 

8 

3 

12 

3 
lO 

13 
11 

,.. .---
,.., .... ;:, ;- L,•:. 

ce 

o. 99 

" e' .u. Jo 

o.s4 
'J. 93 

o.S9 
0.34 

0.97 

0.94 

0.94 

0.99 

0.9:3 

0.59 

El capit.:;l tocJI avJnz:ado se estima-·-on el · ~ acc·r·:o de CcJ:Jitc,l :otal 
periodo anterior m6s les sueldes Y s·.-:¡.,r·,·os p-_~·-::::ados :b~ E 1 r.<" :J ¡ ~ ~ ~ ~ en .: l periodo, 

"·--'e o se rccha za 

ce! 
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. Se obti~nen t~sas de ganancia -muy diferentes entre las ac tivi--

dades económicas: lo ~nterior sugiere fuertes transferencias de valor,.~ 

entre las ramas. Los sectores comercio (141%), textiles (111%) y 

construcción>!<~<:~(109o/o) tien~n tasas de'ganancia que sobrepasan el 

lOO por ciento; los sectores de madera y maquinaria alcanzan 43 y 

38% respectivamente; con tasas entre 20 y 30% se encuentran petróleo, 

confiable la estimación); electricidad tiene una tasa de 16% y metálicas . . . 

básicas y servicios, 14%; por último transportes solo alcanza el 7 por 

ciento. 

2. 3 Modelo de Inversión Sectorial 
_. 

Los sectores origen de bienes de capital. producen de acue!. 

do con sus propias expectativas de ganancia, y de realización de las in-

versiones de acuerdo con lasdemandas sectoriales. A continuación se de 

talla este proceso: 

2.3.1 Oferta de bienes de inversión (apriori) 

La oferta de los bienes de inversi6n (inventarios de materias pri 

mas con!)trucciones y maquinaria) se corresponde-con las expectativas 

y/o con los ·planes de expansión de los sectores- en el siguiente período, 

-ttl 
X j . Los niveles de expansión de los sectores pueden ser modela-

dos en función de los niveles de producción observados; por ejemplo: 

,,., Córona L. 1976 e. 
>.'<>.'< La tasa de 109% de la construcción incluye los costos de financia

miento que participan, seguramente, de manera importante. 

., 



CUADRO 2.2- ESTII·lACIONES DE LCS COE.FICiEtlTES DEL .~WDELO PM{/; PnEDEf_IR 
LAS DEM~~bAS DE PRODUCCIONES SECTORIALES, Xj 

.. 

t- ,- . t-2 -X . X X. Cae f. de .... ~ ... 
correlación 

1 

.3190 1 ,22g4 393 .93 1 (2.88). (. 7607) 
-.5051 .3995 506 • 89 -2 ( 1 . 9 7) ( ¡ . 55) 

3 
.9389 . 1034 288 .99 
( 3. 15) ·(.3292) 

4 . .8457 .256ó -847 .99 
(3.03) (. 8468) ' 

5 
. 8562 .3027 -1115 .97 
(3. 09) (.9596) 

6 .. 2935 . 8572 -147 .97 
(2. 62) (5. 2 8) 

.8352 ·¡·. 2835 91 e~ 

7 • .--:J 

(2.99) (.9272) 

8 . 7591 . 3729 -44 .s8 
( 2. 79) (1---24) 

9 
.6945 .4561 . 71 .99 
(2. 3 7) ( 1 . 43) 

10 - . 9302 .2384 -783 .98 
(3.58) (.7362) 

11 
. 8478 . . 2919. -608 .96 
(3.in) (. 97) 

12 
l. 30 71 -.2134 -2.6 .99 

( 4. 46) (-.64)- . 

13 
. 2049 .3052 -1632 .99 
(3.08) (l. 09) 

14 1 .2351 -. 1831 -74 .99 
(4.36) (-.62) 

1_5 l. 1072 . 00008' --1656 .99 
. (84. 05) (. 4 4) 

- ~- ~ ~ ~. 

~ = ;;=-~ ==--
~ ---~ ~ -

~ ~ -=. o 

- -

FUENTE: -Correlaciones del modelo de producción, · , con 'Jos d.Jtos ·· 
de las Cuentas Nacionales, Banco de México, 1969. 



- t11 
X.. = - J 

Donde· X j , es un parámetro que representa el niveÍ aut6nomo de produc

ci6ny,...?~ y-\1.Json.pr9pensiones marginales (cuadro.2.2) a cambiar los 

niveles de producci6n.corriente y del peri6do anterior,){ J y "XJ-l 

- 1 

.·._ 
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A partir de esta expansi6n esperada de la producci6n los planes 

de inversi6n se desgl9zan por tipo de bien i, mediante los coeficientes 

t+l 
de capital, bij de acuerdo con la tecnología del período correspondí-

ente. Por tanto, los niveles de inve rsi6n corresponden a la diíeren-

cia entre el acervo requerido en t+l y el de operaci6n en el peri6do t 

::s:.t 
. I i.j = 

- '-t' X· . J 

Los niveles de producci6n se ajustan con los inventarios, SI, que 

reflejan los problemas de realizaci6n por bajos niveles de acumulaci6n 

en los de más sectores. 

t·• ) Sl· · o . \. J } 

En las ecuaciones anteriores se ha tomado, para fines ilustrati-

vos, un año de retardo en la maduraci6n de las inversiones. 

Por otra parte, la oferta de bienes de inversi6n no va a corres-

. . ' -

pender necesariamenta a las inversiones aposteriori o realizados en 

los sectores econ6micos. A continuaci6n se trata este punto. 
'o 

5. 3. 2 Demanda de bienes de iiwersi6n (aposteriori) 

Las demandas sec toriale~:J. de bienes de inversi6n resultan de la 

dinám~ca global de acumulaci6n según I)·Ias {:!xpectativas de ganancia 

~. '"~ -:'" ~ ~ ~- = ~ ~ ·- = """~ ~ - o.=-~-<= 

del capital en funci6n de márgenes de utilidad sobre ventas esperadas. 

propias a cada uno de los sectores 2) retardos por requerimientos de 

maduraci6n y/o disponibilidad d~ medios de producci6n y 3) restriccio-

ne s financie ras. 
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,se· 
Si/consideran dos períodos de retardo en la realizaci6n de las . 

inversiones se tiene 

donde 1 Á.. 1 j ~ ~t.j, recogen los retardos para alcanzar los niveles 

- t - t.-1 
deseados de acervos , '<.j ~ Kj , respectivamente. La ec. anterior 

no considera las decisiones ¡)ara acelerar la inversi6n al- término del 

· -t·• t-z 
primer período, ya que se ha dejado de invertir./ Á,,_j~Kj-Kl} añadien-

do este término se tiene, 

que puede reescribirse como 

Con úl.na planeaci6n adaptiva, esto es, proponer nuevas metas de 

acervo cada vez que s.e obtiene informaci6n de las inversiones realiza-

das., el modelo anterior se formula de la siguiente manera 

Si se consideran dos períodos de maduraci6n. de las inversiones, 

en el primer período se tiene: 

t-1 ( - \:- 1 . t -l) 
I j -= (1 -i\,j) \<j.- \<j 

es timándose, asimismo, un acervo, k..f , para el siguiente período. 

Sin embargo, pasado el primer período se conoce la inversi6n reali-. . . 

t-1 . . - t . 
zada, I j y por tanto. se puede planear la inversi6n, o sea J l<'j • El 

modelo adaptivo resulta entonces, 

1..~ 
j 

... 

·" 
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donde p. es un coeficiente de ajuste, según el nivel de inversi6n reali
" J 1 

zado en el período a·n~erior. 

- t Por otra parte, el acervo de capital deseado, K. resulta para 
. e • J ' 

un sistema de mercado, de los expectativos de ganancia, "Gf ; que se e~ 

pecifican de acuerdo con tasas unitaria·s; r~ 
J 

• En efecto 
.J 

. -t --\: . 
G. = r·. K· . J J ,\ r· >o 

J 

A su vez, el superávit o ganancia experada, G~ , depende de las 
J 

ventas, 
-t 
~ j y de la ta~a ~e utilidad, fl j .J 

Para estimar las ventas se propone una funci6n de las ventas pa- . 

sadas .· Considerando tres períodos de retardo se tiene. 

-l 
'X· -

J Xj·+ 
t 

dónde, U j, es una variable aleatoria de. media y convarianza nulas 

Si se sustituyen, sucesivamente, las eés. anteriores en el mode-

lo de i.nversi6n adaptiva se obtiehe: 

C'---= 

x· j 
M' .. · .. t-•· . ]. t-z. 

. fj tlo-A,j) ¡-~·' ·P•j · ~ . t- ( ei ( 1- "G J 1\j +t ~~h,j) P·j ~f . Xj 
}v{j f_-3 ' . t•l {·"'l 

+ (' - ¡,_ •j ) (j . p, j . X j - Pi ( 1 - ¡._~ ) 1< i ,.. (' - ,( '-.) ) K j 

.~, [ ~;·t,-~,s) t·\1-\~)] uj • 
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que puede plantearse como 

que 
. donde se señala con un gui6n que la inversi6n -r. llse desea realizar. 

J 

Los parámetros I. ,cz(. :B. pueden ser estimados· por regresi6n. La re-
J J' í J 

gresi6n permite identificar los parámetros A 
1

. y Á_ 
2 
.• En efecto: 

. . J J 

i, j_~ , - f?>!.i 1 e~ 

/..,_j -:: \- ~j 

Aplicando el modelo de la ec • 3 se obtuvieron las es timac iones 

que se muestran en el e uadro 2. 3 

2. 3. 3. Realizaci6n de las inversiones. 

Los bienes de inversi6n; como toda mercancía, estan sujetos 

a un mercado. Por tanto,· las inversiones se realizan de acuerdo con 

la demanda y la disponibilidad u oferta, es decir.) 

t - t 
I j = ( 1 ~ 

y por ta'nto los inventarios para el pef!odo de producci6n siguiente dis-· 

t m in u yen en Ij 

SI~-\ 1 

J 
I~ 

j 

-f:: 
Para el caso de la ~mportaci6n de bienes de capital ~ , princi-

~ . 

palmente de maquinaria, se supone que no existen limitaciones en cuan-

toa la disponibilidad, y por tanto. 

--t.-+• 
X· 

j 
t t) 'Dmj .X j 
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CU/\OP.fJ 2 .. 3 ESTII:·\C IO'l l1( LO:.> l'/,f.'.:o!•[íf 1 0~ [STPUCTUMlfS O(L '·10!lELO DE HNERSiCIII llETA SECTOP.ff,L 

corr IC lfliHS 0[ r.rr.r~ESIC~I OE L.,,c¡· VMIMLES 

.• .. · .... . 
S EC i OR ,, r í: 0 u e (. 1 o " PliJ e A p 1 T A'L V.Jr 1 ab le Inversión Coe f. d!' .; " 

l. 1 

1 
XL- 2 xt-3 t- 1 1-2 t· 3 Kt-1¡ 1 t-1 

Auxiliar Auton0"'d corre1a-

i' K. r. . K ción 
,, 

. ~~ 
.. 

' 

1 
~. ~ 7tfJ -.L237 . 04 79 . 23 711 ~~7 .. 6559 

,, (': 'j4) ( -1.2 7) ( 1 . 53) (. 9602) 
. 

2 
. 1 t: ~ ~ -1. 0'::':10 4553 . 7327 

(l. 43) (- 3. 70) 

" 
1. (1>1¡2 1. 3 JI¡) -1.2622 9)~ .S!.Bt. 

J ( 1. <¡O) (2 _1¡(,) ( -4. 11) 

i4l', 1. 3d. J ·O. 8_12) -19f)24 .90 
q, .'1 •. 1¡) ( -2 .o 1) 

... .. 

" 

5"' 
'1;1 o .-:-l)J~ ~!3B) .Bs 
:! (3. S3) .. -
1¡ 

1 
C. Ci'll . -o. 33':!_1 426 0.92 

6* " 

1 " 
( 3. 1 3) (-2.!7) 

" 1 -G. :>.G:-;3 1. 3~9J -0.23;; -1949 .83 
]!: . 

(-o. 5 SJ 1 ( 1. 40) ( -J .0) 
: 

,, 

S 
:J.;L5:) . -0.56)1 335 0.81 

' -(2: 16) { -1. 68) 

9 
. 3 nt. 1. 1920 -. 7f,64 -\. 1740 1.3771 ·1226 . HES~ 
(l. ll) (2.66) ( ·2. 77) (- 3. 26) (4. 42i 

10" 
O. 11•2 3 -413 . 85 

(3. f l) " 

11 
. o 1 ~:Q -.3318 . 3318. 124.4527 94 • 5 726 
( 1. 38) (- 1 . 2 2) (-1.22) ( 1. 69) 

12 1. :</' -o. 3463 .80)0 553 .t':7 
(J. 61) ( -7.. 2 3) (3. 21) 

13 
. OG ''J -11056 . 7';77 
(4. 77) 

o. g;:JtJ 1 -4(,f0 .E3 
JI¡'< 

í 4. 3 r, i 1 

0. ;~) 1 ~5 

1 

-ó. 1224 

1 

-3~6 0.9? 
15"' ( 1. 1•C· i ( -il. 7q 

' 

.e [Hirr . .:¡dc.ó con ... ~''"'!rdcir;;-,r•, .~e \StO a 1')67. lo•. <,O'ctore> rcst.1ntcs, se al¡mcnt:.;ron ccJ" -=:at.os de 1950-67 (Banco de· ~.éxlco, 1569), 
•• \ \'.¡riable .) .. ,.iji.H <¡•_<; ~ir-.uia la ir.c~t.Jbilicaci.ce ¡., co,.,s:rucción pc.r_los·Co7'0bics prt'SÍ::'<:.-:ci,1.lcs. Es Igual a 1 en-el ú1ti:-"? y -l,en el prker 

at.u ¿e un ¡:.eri•1Uu ;)~e:sldcrci.1! y ceru cr' lc...s rcs~.:Jntc. · 

..
I.Jl 
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t 
·donde bmj es el coefkiente de importaci:iones de bienes de capital (renglón 

16 de la matriz de capital). 

El modelo de inversión anterior esta sujeto a desajustes cíclicos determin~ 

dos por sobreproducción o subproducci6n de bienes de inversión. 

t 
Por últimC?, el acervo de capital total, K se contabiliza de acuerdo con -

j 
las inversiones netas realizadas: 

\-(~-r +J.~ 
J . j 

5. 4 Depreciación y reposición de capital 

La depreciación es eldesgaste que sufren los activos o acervos fijos en el-

proceso productivo y su valo_r es transferido al producto. La tasa de depre-

ciación(Anual) varía con el sector de actividad económica j, y con el origen 

del activo, i, (maquinaria o construcción). 

Si se supone que la-s ·empresas reponen los activos en la medida de su depr~ 

e iación, el nivel de reposición en un sector, j. es 

e· J 
t-• K· j 

donde Rj ,. representa el nivel de reposición autónomo. (añadido debido al su - · 

puesto lineal de la ec uac i6n) , BJ· , es la tasa de depreciación y Kj es el 
- ~ .J 

acervo de capital (para fines del modelo se puede tomar el capital total). 

La depreciación por tipo de origen de ac_ervo puede expresarse, similarmente 

t 
\'?, -
\\..\.. -
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CUADí\0 2.4 

.. · .... ' 

SECTOR · 

·?(·~\.·· 

. ~'-".! ....... • •••.•• "":- •• 

CSTII·'·\l.IOti or·L MOPELO llf\JfAL DE RE·POSICIOA! 

· O E C ;\ P 1 T 1\ L PO ~ S E C T C: :J, E S 

í<cpCJsicién .:;u:c 

nórr:a 
R. 

J 
rr:i 11 on':.!S de p•.::
s O S (~ ,~ ( ~· 

ción 
e ~ ..:: ~· i e í t.:.~) t ·:' ·.~ {.! 

· ccrrelJcii~"'l 
e. 

,l 

------------------·-------------------------------------------------------
i. Asrop..-:;cuaria 

2 • 1\ i .n e. r í a 

. 3. Petróleo 

4. .1\1 ir-.t::ntos-

5, Textiles 

6. ·,'1adera 

], Quí r:-. i c.:; 

8.- t:o r:--.e.:i:1 icus 

9. Mc:51i::t:s S5sicJs 

1 O · /·',a q u i n a r i ,., 

ll Construcci¿, · 

12 Electrlc;¿,;;:J' 

13 e o :r·e r e i ü 

14 Trans y Con. 

.15 Servicios 

.. 

-¿ 3j 

512 

167 

14f. 

184 

32 

-7 

35 

14 

304 

. 21 

-60 

27 

. 39 

390 

(¡. •j l 3 ii o· e;, . _._, 

-o:'J778 0.63 

0.0581 o o: . .... 

0.0270 0.93 

0.0272 ·:J • 9 4 

0.0317 a: e-~. ..... -
0.0353 o. 97 

0.0~ 1~2 .a·. sl6. 

0.0413 0.98 

0.0154 0.99 

0.0093 o q:_; . ,· . 

0.0208 0.93 

0.0062 0.97 

0.0051 O e~ . _,_. 

0.0069 0.93. 

FUE::TE: Corre1acicnes ccn los datos de los cuadres. 9 y 1C del apéndice ·~St.1-
dístico. 

í. ... 

e 
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donde, et . corresponde específicamente, a las tasas de depreciaci6n de los 

acervos fijos nacionales en maquina!ia y cónstrucci6n (sectores 10 y 11). 

Con las observaciones anuales de 1950 a 1967 (Cuentas Nacionales, Bco. de Mex. 

1969, se obtienen las siguientes estimaciones: 

. t -l-• 
R,a -::: - "\-1 ~ + o.o~5 \(' 1 C> 

( C. C. -= O.CJ 1 '1) 

t O·OIS K t ' R~, -= -!1 + 11 ( e e "' t.o o ~, ) 
o 

Por otra parte, las reposiciones de capital por .sectores de 1960-67, se ob 

tienen las estimaciones que se muestran en el cuadro 2.4 

Considerando que el modelo maneja las inversiones por or.igen, es más á.de -

cuado aplica·r las tasas de reposici6n por tipo de bienes (3. So/apara maquinaria, 

y l. 5o/o en instalaciones, anualmente). 

2;5. Financiaci6n de la inversi6n~ 

La inversi6n se financia con recursos captados en el país, ahorro interno, y 

ahorro externo, vra las inversiones extranjer'as directas y los préstamos del 

exterior (menos remesas de utilidades y comi;ras de empresas extranjeras). 
1 • 

El ahorro externo en la situaci6n dependiente ~e transforma en el medio para . . 

convertir el ahorro interno en inversi6n efectiva, al facilitar la importaci6n 
,, 

de bienes de capital (Corona L. 1976c .) 

El ahorro interno proviene del ahori.·o personal y el ahorro q~ las empresas. 

>:e El coeficiente 

tos publicados 
calculados 

de correlaci6n, CC; de cerca de lOOo/o, sugiere que los da -
. 1 

en las Cuentas Nacionales (Banco de México, op. cit.) estan 
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E 1 ahorro de las empresas, sj, se considera ~gual a las ganancias no dis tr~ -

buidas, es decir, no se consideran las utiliddes en reserva que luego se repa_;-

ten. Este supuesto, _permite simplificar las transacciones financie ras, con el 

objeto de estimar el total de ahor"ro captado en el país. 

Para estimar las gananc.ias distribuidas se consideran dos métodos. El pri 

mero se basa en los ingresos de capital percibidos, principalmente, por ei 

estrato alto, y el segundo estima una tendencia media de las ganancias no in -

vertidas por las empresas. En este casó la inversi6n br~ta se financia c.on re 

cursos propios, o ahorro de la empresa, Sjt, y ajenos. 

Si suponemos que el ahorro de la empresa es un p 0 reentaje, aj, .de la inver 

si6n total se tiene: 

t. .. t t) 
e . - a· t 1· -\- D·. . 
..)j - .. J \ j j . 

d d I ~ 1 . . "' t D t 1 . . "' d 1 . 1 . d on e J, es a 1nvers1on ne a y j es a repos1e1on e sector J en e per1o o 

t. 

Por tanto, las ganancias distribuidas, U~·. se calculan por diferencia entre 
.J 

la ganancia y el ahorro de la empresa 

y sustituyendo S., de la: ecuaci6n anterior~ 
- ~ J 

\j .t -- t GJ· J 
ú: ( 1 ~ ·\ b ~) 

j j j 
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Como no se conoce aj>:• se sigui6 el siguiente método: se supone aJ:l con el 
~ 

fin ·cie hacer 'una primera estimaci6n de los parámetros por regresi6n. En 

esta hip6tesis se determinan utilidades distribuibles de equilibrio•:<>:•, Uj. 

Estas utilidade~;~ de equilibrio se explican en funci6n de las ventas, de los ~. 

acervos y la inversi6n neta; de la siguiente manera 

- \:; : i ~-1 V t· t ll 
u j -: Vj + JAtj Xj t rt~j Kj_ + J13j l'.i + JJ-~j ~ 

- :-_:_ 

d~_nde -~'}.' __ r:_P~~-~~:gt~- una pro.pensi6n·margmai-a-distribuir sobre ventas 

X f" 1 Jlzj sobre el acervo de capital del perrodo anterior. pJ.J· , sobre el -

acervo con dos periodos de retraso; y, por último, U4j, la propensi6n a dis 

. . t l-t t·Z. 
tribuir sobre el incremento del acervo (ya que 'Tj = Kj - \(~ ) ; vj. 

representa una variable aleatoria de media y covarianza nula$ Los estima 

dores con las observaciones de 1960 a 67 se muestra en el cuadro 2. s· 

Las utilidades distribuibles se expresan en funci6n de las de equilibrio, 

{: 

U. 
-: 

j 

Donde, aj
1
es el coeficiente de financiamiento con recursos propios a nivel -

. - t 
. nacional, Si a j = 1, entonces U j t ::: ·U j 

} 

Con las ganancias distribuidas se determina el ahorro de la empresa me 

diante la diferencia 

t 
<;· 

j 

•:• En general, se puede considerar que las empresas tienden a incrementar 
pasivos pero hasta: un 50% del-capital, por lo que 

•:<•:•La conotaci6n de equilibrio se refiere a un estadio en el que se hubiesen 
pagado los pasivos. 
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'· "· CUADRO z.S. 

ESTI~~.CDCRES DE L.t;S·UT.ILI&IADES DISTIÚBUfBLES DE EC'UHISRIO: Ü~ .. - . j 

SECTOR 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

' 9 

1 1 

12 

13 

14 

15 

UT. O 1 S P . 
r,uTOilO-

-4765 

.: 11185 

-1595 

1é44 

-12 99 

-4330 

-211 

-2421 

-5528 

630 

-2077 

1510 

PROP. :~rRG ·• 
. D.. DISF:i8. 
SOEPE 'J[:;n.S 

.. xt 

0 . .J(I. 31 
(7.6)5) 

-0. SL¡:¡()Q 

(-3:5~0) 

-1'.1~E10 
(-3.611) 

-C.ó315d · 
(-1.662) 

0.23286 
(7.753) 

o. ói~66S 
(4.289) 

-o. 09340 · 
(-0.215) 

..:0.35164 
(-l.OU;) 

-1.24623 
(-2.539) 

0.09181 
(4.215) 

0.30359 
(22.837) 

-2.19693 
(-0.521) 

o. 66701 
(51 . 2}2) 

\ 
-0.84423 

. (-0.647) 

0.10689 

(4. 156) 

t La correlación se redhá1a-

PROP .. ·~,;~e. 
·f.. DiSTRIJ. 
503'-.:: 

t -1 K. 
j 

2; 2%85 
(4. 122) 

0.95825 
(L.201) 

0.52620 
(1.481) 

-0.03057 
(2. S~ 1) 

-0.01859 
(~0.041) 

0.62714 
(1.295) 

0.58212 
(0.477) 

0.12228 
(0.627) 

A DISEIL:. 
SOB?E 

Kt-2 
j 

1 .• C609 7 
(2. 72·8) 

1.10826 
(2.851) 

o- 2452'' 
(0.804) 

P !\0 F • 1·' ;\ P. G . 
A D 1 S T P. 1· 3 . 
SOSt;E 

1 • 1 V. e- ·1 · 

. (K:-1-K:-z) 
J J 

-1. 1 CJS59 
( -.2. 1 51 ) 

o. 31981 
(-o. s4c) . 

r-0.7~ó19 
(-0.834) 

-0.89031 
(-1 . 51 3) 

1}.<]5~7 

. ·~ 930!.Cj ..... . ..., 

0.66218 

0.956~2 

-t· 
0.3246:3 

o. 7~3'2.2 

0.8446~ 

o. SIP458 

O. 9'jl¡JO 

0.82!.97 

0.730G5 
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.·.·:·.· .. 
,·,· .· 

Conviene se:?alar que el ahorro del Gobierno esta incluido dentr'o del sec~or 

servicios. _Un des.gloce de este permitirá estimar el ahorro del Gobierno -

por la diferencia entre los ingresos corrientes (tributari-os y no tributarios) 

y los gastos corrientes (por administraci6n, intereses, gastos de la deuda 

y transferencias). 

El ahorro interno corresponde a la suma del ahori"_oc!e_ ~~-s _empresas- (que-----

inc-luye.ñ-eYcCe G~bi~~~o) y el personal, SH, por estrato~? de ingreso, H: 

~ .. S~ +. ~ e- t 
~ J ~.H ~H 

Asimismo, y con objeto de corroborar las estimaciones anteriores se consi 

dera el ahorro en funci6n del·nivel alcanzado en el periodo anterior y una 

propensi6n marginal~~, a ahorrar el incremento del producto, 

t t- 1 t t 1 ) S S + p. S ~ A ( ~ - 'J -J 

donde S es un nivel de ahorro aut6nomo. Con observaciones anuales de 1950 
1 ) ' 

-a 1967, se·alcanza un coeficiente d~ correlación de 0.96 y los siguientes 

-estimadores (Corona, 1976) 

S --· 804 millones de pesos 

p . - o. 850 ... ,. 

·S 0.533 

t 
El modelo esta abierto respecto al ahorro externo, l. • es decir que este 

se calcula para satisfacer los requerimientos financieros de la inversi6n bru 

ta no cubierta por el ahorro interno 

21 
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Sin embargo en el cap. 4 .. áe desarrolla: en particular, el análisis 

de la inversión extranjera directa. 

3. INVERSION PQB LICA 

La capitalización correspondiente al Gobierno. Federa\') 

Estados y Municipios se muestra en la tabla 1, donde aparece repartida 

por e onc eptos. ~as inversiones mayores e orresponden 'a obras de 

irrigación, carreteras y servicios públicos urbanos y rurales, los que 

ascendieron en 1967 a 66-por ciento del total; esto indica que la in

versión del sector gobierno está en gran parte dirigida hacia obras 

de infrae.s truc turá ~- que son casi en su totalidad obras de e onstrucci6n 

civil. 

Considerando que las inversiones del sector gobierno 

son las más repres~ntativas de las obras de infraestructura, y que 

estas son multiplicadoras .de las inversi_ones en general, se adelanta; la· 

· hfpó.tesis.de torriar únicamente· las i.nv~rsiones gubernamentales como 

variable fundamental e,n hi explicación dé la demanda de construcción. 

De esta manera se tendrá también una variable instrumental en el 

modelo controlable a nivel gubernamental. A manera de comparación, 

.¡¡ 
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se presentan la inversi6n pública, privada y total en la tabla 3. 

- . 
En lo suc~sivo, a la inversi6n guberna~ental (sin .tomar 

en cuenta las inversiones de las empresas descentralizadas) se le de-

nominará, simplemente, inversi6n pública. 

3.1 Explicaci6n de la inversi6n pública 

La inversi6n pública en el período i950-67_~-~e~_t_t:_él:_fl_us __ 

- tuac-ione·s ctclicas_é.oñ-dicionadas: es decir, si en un período· presiden-

cial, o en años anteriores se han realizado inversiones fuerte~, en 

los pe r!odos siguientes disminuyen en e ie rta proporci6n a las ante río-

res. ~Esta situaci6n se debe a que si las inversiones e recen ·a un .rit-

mo más rápido que.· la capacidad de pago del pars, entonces disminuyen 

las inversiones con objeto de normaliza~ la relaci6n de la deuda públi-

ca y el ingreso nacional. Este fen6rrieno se acentúa en los años de 

cambio presidencial. Asr, si en el.último año de un período presiden-

cialla inversi6n pública es fuerte respecto al ritmo de crecimiento a 

largo plazo de la misma'· en el p:i"imer ~ño_.del siguiente· período- se -

observa un descenso proporciona·! al. incremento de la inv:ersi6n ante-

rior., 

Para establecer un modelo econométrico del comporta-

miento de la inversi6n pública, se analizaron las siguientes modalida.;. 

des:. 

a) Modelo de explicac i6n de la inve rsi6n pública en fun-

ci6n de la misma con retardo. 
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b) !-;lodelo de explicación de la inversión pública en fun-

~ión del producto internC? bruto. 

3. 2 Modelo de expliqación de la inversión pública en función de la 

misma con retardo. 

En la especificación de este modelo, se considera que la 

ipversión realizada en un peTtodo es fúnci6n lineal de las inversiones. 

de los años ante ~iore~. 

Considerando distintas alternativas, se selecciona el mo-

de lo. 

'X t .,.. J. -t ~ X. l- ' . + '( X t- 3 .. + U-t . 

cuya correlación re~ulta satisfactoria, excepto para los años de cambio 

presidencial. Tomando en cuenta esto, se propuso la siguiente varia-

ble auxiliar: 

1 si t es el último afio presidencial 

z "t 1 : -1' si t es el primer afio presidencial 

o en l~s años intermedios 

que interviene como aceferadora de inversión enel último año del pe
/ 

rfodo presidencial, y désaceleradora en el primero, El efecto de 
1 

- f 

la variable auxiliar no ;se consideró para el cambio presidéil:c"ia.l 1958-

59 (A. Ruiz Cortines Pi. López Mateos) en el cual no. se observa un caJE 
. . 1 

" 1' 

bio notable en los nivel~s de inversión, lo que puede ser resultado de 
1 
1 

una política b 
1 '¡ d .. "d gu ernamenta conserva ora que co1nc1 e con t . ' . . la devalua-

1 
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ci6n del peso en el año de 1954 

El rnodelq resultant~ es el siguiente: 

con un coeficiente de correlaci6n de O. 956 

Resolviendo el modelo en diferencias finitas para t, y 

. excluyendo el término Z se tiene 
1t 

donde se determinaron las constantes con los valores siguientes, da-

dos en millones de pesos de 1960: 

X ( 1960).= 4070. 67 

X (1961) = 4465.67 

X (1062) : 5265.33 

los cuales fueron calculados con promedios rn6viles de tres años (por 

ejemplo, para 1965, se promediaron los valores de 1959r 60 y 61) 

De esta manera, se. determina ~}.e recirniento de ~la inver-

si.6n pública en 8.13 por ciento anual con fluctuaciones an10rtiguadas':'. 

Las predicciones seéfectuaron dando lo:s valores de Jl y 

-1 a la variable auxilia·r en el último y primer añc· de los períodos pre-
~~ . 

. sidenciales, y cero en los años intermedios. Para'' la inversión públi-
\. 
\'. . 

ca,· se tornaron los valores iniciales en los años 196\;o, 61 y 62, arriba 
., 

presentados, 
i 

. \ 
':' La tasa anual de e recirniento ().J es el cociente deJ.;. inc rernento en un 

año (Yt Yt-1) y el valor de la func i6n en el perfodo ;·(Y t). A sí en la ec. 
L 

= & :.l!.:;it"do ~:::O.OS3~-
J-l ~ t } ' 

8 se tiene. t 
Y~ ~ (1+ ~) ~o 1 Á:= 

se obtieneJ\.-:.- 8.13 porciento \· 
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La correlaci6n y las predicciones medias con sus inter-

valos al 95 por ciento de confiabilidad se muestran gráficamente eh la 

fig. 3 .1 

3. 2 Modelo de i.nversi6n pública en funci6n del producto interno bru~o 

.. •-La:inversi.6n pública se puede. considerar en funci6n de ':a-
,~ . ¡ . ~ 

riables tales ·como PIB, deuda pública,crédito exterior, etc. Considera~ 

do que el modelo tiene por objeto realizar predicciones, es conveniente 

e onside ra r variables explicativas, que ~ su vez ~ea posible predecir .. 

Tal es el caso del PIB, cuyo modelo dese riptivo (en funci6n exponen-

cial del tiempo) ha sido determinado, mientras que variables como la 

deuda pública 

no se tomaron en cuenta por la dificul-· 

tad de es.pecificar sus modelos de predice i6n. 

La correlaci6n de la i.nversi6n pública en funci6n lineal del 

producto interno bruto y del incremento del mismo es la siguiente: 

con• Lm coeficiente de correlaci6n de 0.957. 

La variable auxiliar z2 t toma los valores de + 1 en el úl-

timo año de los períodos presidenciales, excepto, como se había men-

cionado ,. para el año de 1958, en que se observa un nivel de i.nversi6n 

estable respecto a los años anteriores: para los demá.s su valor es ce-

ro·. 

Las predicciones con el :modelo se realiza ron alirnen-

tando las estimaciones medias del PIB dadas por el modelo dese riptivo 



en funcjón exponencial del tiempo, y tomando la variable auxiliar los 

valores de + 1 en el último año.del perrodo presidencial y.cero en 

los re S tan tes. Los re sult~dos se m~es tran gráficamente en la Fig. 3. 2 

27. 

---- ---~------·-



TABLA 3.1 ÓISTRlP.UCION DE LA !N'JERSlON PUBLICA, EN MILLONES DE PESOS DE 19,60, SIN CONSIDERAR 
" L.A;S EMPRESAS DESCENTRALIZf!.DAS* 

! 
·--

A Ñ o S 
·-------

' e o N e E p -'T o 
1950 1951 1952 19~.3 ~9~.a 10::-:C: 

... # _,..,, 
":OO::f 1CJ<=7 ~9~ '· . 

Gran inig3ción 5?.7 ; 042 96~. 7S6 -~fC" 7r;" _._ 701 616 559 

Pequef:a irrigación 50 76 1.32 ~ ~ 2 11:: 9R 7(l 119 1 ~'] 

01 • as i nversione~ agrícolas 24 2S 1P. .7 r-- 2 7E. 3? ~q -

Obras relacionadas con la günaderia 352 147 - - - - - 1 ') 6 
J 

Obras reiacionadas con la silvicultura - - - - - - - - ? 
Obras relacionadas con la pesca - - - - - - - - -
Canetcras 926 1 152 1 205· 975 97é 834 r 728 5?3 9a5 1 

Duetos 113 
1 

22. 11 205 195 1 - - - 327 
1 

Obras ma1 ítimas 220 9R 157 '136- 22~ 212 1S5 195 201 

Comunicacivnes aéreas 63 a3 - -- - 1 15 ~ '=' 32 :_:>R 

' Serl(icios públiccs, urbanos y rura:es - 297 267 5P5 205 375 1 616 GJ7 73"i anr. 
~...: 

Hospitales y centros asistenciales 210 200 106 ,q 1Cl 1 29 1,11 17<7 22~ 

Educación e investigación 76 ?2P 2~9 195 ?21 10S. 17~ 1':;-:l 170. 

Defe01sa, edificios públicos y otr:ls inversiones 6{) ce: 64 2.17 501 1 57 35 1118 16t1 -· 1 

Gobi.~rnos de los Estados, Terrirorios y M:..:nicipios . cog. L~25__L±'" 333 3Cf, 117' ~7C: .371 
' 

-r r ~ ,3 ?4 9 • 3 9?2 3 , 51 
1 08713 1 ~ 3 6:)0 ¡3 J18 

'3 
738 732 1 T o T A L 

1 

3 
1 

1 1 L í 

Formación neta de capital fijo por tipo de <Jctiv:dzd é.conómica, "Cuen~as 1\!.-::;cionaies", Eanco de México, S. A. (1969} .. _ 

N 
00 



CONCEPTO 

Gran irrigación 

Pequeña irrigación 

. Otras inversiones agrícolas 

·Obras relacionadas con la ganadería 

; Obras relacionadas con la silvicultura 

Obras relacionadas con la pesca 

Carreteras 

Duetos 

Obras rr.art'timas 

Comunicaciones aéreas· 

Servicios públicos, urbanos y rurales 

Hospitales y centros asistencia:e~ 

Educación e illVCStigáción . 

Defensa, eeificios pú~iicos y otras inversiones 

Gobiernos d<: los Estc.Jós, Territorios y Municipios 

T O T A L 

1 :iSS 
1 

! 
' 

7 29 

65 -
10 

2 

1 i 

-
. 1 1 18 

4 22 

62 

25 

5 20 

7a 

1R 

j 
9E· • 1 

í 
1 

3 AA 
,. 
1 
í -
1 .21 
1 

3 A 

--~----

í960 '961 

462 R56 

54 94 

5 -
2- 2 

A 

~ 1 

- -
716 855 

50 a 323 
1c::q 
--~ 132 

' 
21 79 

' 
é33 '902 

d96 396 

180 2R4 
-

157 2ll9 

376 <135 

3 7Sé r-:é':5 
f 

- A Ñ o 

1 
-1962 19f:3 

?03 1 101 

74 A2 

- -
1 2 

a 5 

.. -
1 078 , 071 

437 232 

1P2 110 

34 79 
' 

1 02R 1 3A1 

as.J P,33 

1 

178 3A1 

.1 368 329 

L176 459 

; 

T j 

0~6 
1 ¡s !S Of5 
j 

S 
' 

1964 

'· 1 

i 1 ?00 
1. 
1 

¡ 113 
1 
: 
1 

51 

' 2 1 

' 

' 
1 
·, 5 

., 

i -
~ 313 1 

112 
' 115 
1 
1 71 
' 

' 

1- 6A2 1 

i 

2~26A 
1 

:530 
' 1 

: 
:424 

1 
' 
47fi 
' 
i 

1?~2 1 ~ 8 
·~ 

·~-· 

1S65 19f.f.. 

7A5 1 106 

133 163 

- 2 

3' 3 

3· 3 
-· 9 4 

3R8 1 797 

- -
67 11(1 

335 230 

o a a 1. 559 

a26 6f.l.q 

7aa 730 

263 _260 

5fQ 564 

7E0 t 7 ?19 

. , ... ,. ,~. ¡ • 
."' .. 

.. ·f9f>7 

1 436 

:::>25 

41 

3 
., 

; a 

40 

1 752 

-
. 151 

3?.1 

? 356 

'502 

950 

357 

f09 

p 747 

N 
-~ 

.! . 



30 

TABLA 3.? INVERSION PUBLICA, PRIVADA Y TOTAL*, EN MILLONES DF. PESOS 

Ar'JOS 

1950 

1951 

1552 

1953 

1954 

1955 

195ñ 

1957 

1958 

1959 

19W 

1961 

i . 1962, 
1 1963 

19&.1 

1965 

1966 

1967 

INVERSION PRIVADA .l 
3 294 

3 855 

4 732 

4 600 

5 400 

7 600 

90éC 

10 124 

10 770 

10 944 

12 435 

l 
1 

INVERSIÓN P~-;!CA TOTAL. • ·[ INVERSION TOTAL 

. 2" 672 1 5 966 

? 836 6 691 

J 280 8 01?. 

3 076 

4 183 

¿¡ 408 

4 571 

5 628 

. 6 190 

6 532 

8 376 

'10 372 

7 676 

9 583 

12.008 

13 631 

15 752 

16 9EO 

17 476 

20 811 

22 696 

10 823 23 527 

13 821 27 b94 

17 436 35 341 

12 324 

'!2 704 

13 873 

17 905 

22 936 

24 234 

28 '786 

1 "16 301 39 237 

24 155 52 941 

1 

21 319 45 553 

~--------~--------------------------~-------------------------J----~-----~-------

1 nformes Anuales de Nucional Financiera, S. A. 

1 
1 

1 

1 
1 
1 
1 

Comprc:m.Je la inversión del 5ector gobierno, r.mpresas descentralizad¡¡s y organúnos ele pJrticipación estatal 
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30000~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

Millones 
de pesos 
de 1960 

..... ( ll . . . 
X2 t =- 90.613+0.7 419 X 2 t-I + 0.4106 X2 t _3 + 2162.854 Z1 t 

1 ¡- . 1 

25000 f-----r _____ L_ _ _____ .. - /= ,>.. _u 

20 000 t----· ~---·----t---- ! ~- r, ~;1-/,' ~~ 
11 1' ~~-

¡__:_ j 1 1 1 
Intervalo de predi~ciÓn 1 f\1 7 

1 ~ 1 / __ 
a 95°/o de confiabilidad · / 1" / 

/ 1 1 

15 000 ~-----+--------1-----_J_ / 1 " 1 / 
P red i_c_c_i o-, n-m-'-e--d-ia---...,_---:'..._~--1) / 't, /, 

1 ......._ /li -V 

1 / )" i'' --¡ 
1 

1\ j 1 
. l !\"'~;/// ~~ 

----t-· -- -- t-----4_,f¡' \L;-1-----·------j 

· 1 . 1 

1
f\.J ¡ .......... _ ~~/ 'v_ ---~ l Observoc1on8s __ 

~/-t ' V -----=1 
J 

10 000 

5000 

o~~._~'~'_.~~--~~~~~~~~~~~-~~~~~~--~~~~~~~ 
1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 

F(s; 3 · l Correlación )' predicc.iQII_de la im•ersión pública e11 función de la misma 

co11 retardo 
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25000¡ 1 1 1 r 1 1 1 1 1 r 1 1 rr·¡ 1 1· 1 ! r ,-r 1 ,--, 
Millones ¡-

1 
• ' ·_3-de pesos !- "'(Zl 1 

de 1960 E X21 =-391.235 +0.026 x11 + 0.1297 l1 x11 + 1616.308 z2~ ' 

200.00 . --¡ 
. ..Lj r ·.·· , 11 . /~ 

_J_ ~ ·1•/', / -1 f v • 
15 000 _____ 

1 
____ -----¡..- _ v~~--7¿7-~· 

Intervalo de. predicciÓn ,....11 '/ . 
a 9 5 % de confiabi Ji dad,,/ fi¡ ,.........-1

1 

t ............ j 1 1' ,....... --1 
. • 1 • \ / ,..../ 1 i/. ... ............ 

Pred1Cc1on rned1a--¡ \,/ /, ~~ -1 

lO 000 -----'---1----__,----~---~/~~-L-~.Lt~t----. -i 
· Observaciones · 1 _::_./ )-.........../.......... ~-~ 

1 1 :>'1 . 1 -j 

5 000 i------i---- ·=t----+----_J_ __ , ____ -1 
1 1 -_¡· 

Correlación 

obu~~~J~~~~~~'~~' ~~~l~ 
1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 

Fig 3.? -Correlación y predicción de la iltl'l'rsión pO.Jlica en jiuzción del procluclo 
-¡,,rem~ bruto------

• 1 
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TABLA 3 • 3 PREDICCIONES DEL PRODUCTO INTERNO BRUTO Y DE LA INVERSION 

PUBLICA (SECTOR GOBIERNO), EN MILLONES DE PESOS DE 1960, PARA EL 

PERIODO 1968-oO 

. . . -------- .. ---~ ---- ·1 ! 
_1_ -- -·----- ---

--------~---P.RODUCTO-INTERNO.BROf<f --- --- -. ---- ---· ---,-~V~~SION PUBLICA . . 1 

1 
1 
j 
1 
1 
l 

¡ 

¡ 

i 

l. 

• 

.. 

AÑO LIMITES DE PREDICCION * 
1 PREDICCION 

LIMITES DE PREDICCION** 1 
PREDICCION -

. INFERIOR 1 1 MEDIA SUPERIOR INFERIOR MEDiA SUPERIOR 1 1 - " 

1968 247 687 255 974 239 665 . 8 034 8 235 7 833 

1969 . 263 216 273 316 253 489 8 513 8 683 8 344 

1 
1970 279 ?30 292 282 . 267 716 11 151 

1 

11 ?98 10 503 

1 
1CJ71 312 319 1 29? 2?9 282 963 1 9 673 1 9 382 9 463 

1972 315 928 333 5?1 299 218 .¡ 10 L141 10 806 10 076 l 
' 

1973 335 74? 356 17ó 316 495 1 11 ?49 12 ?71 1 10 ?27 

1974 356 808 380 237 334 823 12 430 13 443 11 419 

19'75 
1 3?9 191 405 893 354 245 13 236 14 320 12 151 

1976 402 9?8 433 2E.O 3?4 812 16 244 1? 91l1 1 14 54? 1 

"1977 428 256 462 460 396 582 1.5 168 16 577 13 758 

1978 455 121 493 625 4"19 620 16 363 18 089 14 638 

1979 483 670 526 89] 443 .996 18 135 20 697 "15 5?2 

1980 514 011 562 399 L169 786 19 318 22 0?2 16 564 

A un nivel de confiabilidad del 95 por ciento 

Estos 1 imites _están dados de la manera siguiente: el $Uperior por· la predicción med!a. del modelo en función 

de variables con retardo y ei inferior por el modelo en funciÓn del producto illterno. bruto 
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4. MODELOS DE INVERSION EXTRANJERA DIRECTA EN.MEXICO 

Los estudios realizados sobre la inversión extranjera 

(IE) en México han abordado distintos aspectos descriptivos de1. :fenó-

meno. Entre otras, se pueden señalar: a) aspectos generales ere las 

IE, como su importancia, país de erigen, rentabilidad, com.portami.e!!_ 

to empresarial, formas de entrada al país huesped destinopor ramas 

indü~triales y estructura financiera U b) Efectos de las IE en el pa:rs 

huésped, principalmente sobre la industrialización y, la ocupaciónl/ 

y el comercio exterior :!}la balanza dé capitales 2/ y en la transfe-

renci.a y dependencia tecnológica Y. Y e) las .:poHticas estatales so-

bre las IE ]} 
' 

lJ Sepú1veda B y Chumacero A La inversión extranjera en México, ;FCE, 
197 3; Comite Bilateral de Hombres de Negocios México -Estados Unidos .. 

·Sección Mexicana, Inversiones Extranjeras Privadas Directas en Méxi..; 
CO,· 1971. 

Sepúlveda B. Pellicero, Meyer L. Las empresas trasnacionales en Mé 
xico en Sepíllveda B. Chumacero·A. op. cit. 

Newtarmer R. y Mueller W. Multinational Corporations in Brazil 
and Mexico Structural Sources of Economic and non-Economic Power. US . 

. Goverment Printing, Office 1975. 
Connor J. y Muller W. Market Power and Profitabi.J.ity o.f Multüia

tional Co rporations in B razil and Mex:i.c o, S. Goverment Prinling office, 77. 

y Fajnzylber F. y Martínez t. Las empresas transnacionales. Expansión 
a nivel mundial y proyección en la industria mexicana. FCE. 1976, 

1/ Treja S. Industrialización y er~J2J~~ en ~~~~c~_FCE. 

j) Villar.eal R. El desequilibrio externo en la industrializaci:Sn de JvULdco ' 
(1929-1975}, FCE~ !976. 

zj Gil, M y Ibarra R. Influencia de la inversión extranjera. en el financia
. miento de la inversión y la b_alanza de la inversión y en la ba.lanza de pa

qos en Inversiones Extr_?-nj eras Privada en México, 1971. 

Y Yañez, A. ELaporte tecnológico de la inversión extranjera directa en 
inversiones Extranjeras Privadas en México 1971 
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Estos diversos estudios no abordan en sí el fenómeno de 

la acumulación de c'apital a escala mundial y por tanto el proceso de· 

internacionalización ciel capital dentro del cual se condiciona la acum~ 

.lación en los países dependientesy. Como resultado de esto, la validez 

específica de dichas investigaciones no alcanza a comprender el fenó-

meno en su nivel explicativo global y/ o interpretativo, :1/ a fin de cap-· 

~- ____ t~_!! __ n_?_ ~_ó_lo sus tendencias, sino principalmente, su movimiento como 
- -- - ----- ----------

-- ----
desarrollo dialéctico y por tanto contradictorio, de la acumu-la~i6n-m:.-

terna y externa del capital. 

WionczekM., Bueno G yNavarrete E. La transferencia internacional de 
tecnología. El caso de México, FCE, 1979. 

]} Vázquez, H. La política mexicana sobre inversiones extranjeras, en 
. Inversiones Extranjeras Privadas en México, 1971. 

Ramos, O. La legislaci6n mexicana sobre inversión extraniera a in
versiones Extranjeras Privadas en México , 1971. 

Wionczek M. El nac1onalismo mexicano y la inversión extranjera, Siglo 
XXI, 1967. 

Aguilar A. El nacionalismo y estado burgueses y la ley de inversiones 
extranje-ras en política mexicana ::¡o:Jre inversiones extranjeras, UNA1v1, 
1977. 

Y Ver por ejemplo Samir Amin La acumulación a escala mundial. Cri
tica de la teoría del subdesarrol1<2.J Siglo XXI, 1974. 

Dos Santos, T, ·Imperialismo y Dependencia Ed. ERA, 1978. 

:1/ En este sentido es necesario señalar el trabajo Fajnzylber F, y Mar
tínez T. Las empresas Trasriacionales. Expansión a nivel mundial 
y proyección en la· industria mexi~ana .. FCE. 1976. 
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Modelo de difusi6n aplicado a la acumulaci6n internacional de -
ca]2ital. 

El fen6meno de la difusión es ampliamente conocido y modelí3,do 

en las ciencias físicas•:< y ha sido algunas veces aplicado en las ciencias -

sociales':<':' El modelo de difusión.describe el flujo o tasa de adopción, f,-

de una propiedad, considerancb que 1) la propiedad alcanza la saturación -

F, en e 1 e ual el flujo cesa, 2) el flujo es proporcional a ia diferencia entre 

el nivel acumulado, F, y el de saturación F y 3). esta proporcionalidad, g, 

es en general variable, por ejemplo, funéión del tiempo, o bien, funé ión li 

neal del nivel ac umu1ado. 

El modelo o ec uac i6n de difusión se expresa de la siguiente mane 

ra: 

f ::. g (:F - F) 

donde g y F son funciones del tiempo. Si, además se supone que, g, es· una 

función lineal del nivel acumulado F, se tiene: 

f (a + b F) ( F - F) 

'' 

Este modelo se aplica para describir la acumulación de capital no_E 

teamericano en México. La propiedad que se difunde es la interna - - - - -

':' Por ejemplo la ecuación de viscosidad en la _transferencia del momento, 
la ecüación de Fourier para la conducción del calor y la ecuación de Fick en 
la transferencia de n1.asa. 
':":'En especial sobre el9-nálisis de la difusión: de tecnologías, Sahal; D. 

·· ~ The ~K:n'iTij_gim~e~si_onal Difusion oí Tec_hnology, Tec hnological forecasting and 
;3ocialChangeNov.l977. ' 
Corona, L. ;Qifusión de Tecnologías en México, Mime o, UNAM. 1976. 
M ahajan V. y Se hoeman M. Generalized Model for th_~_ Time Patte'rn of -~ 
Diffusion Process, IEEE Trtnsaction on EngeneeringManagement, Feb, 1977 

' 

' 

1 ¡ 
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cionaliza.pión del capital como desarrollo histórico del; capitalismo e 

inher~nte al mi.smo •. :Entonces, f;_ es la. inversión extranjera norteame-

ricana y· F es la inversión acumulada. La inversión se describe como-

uu resultado contradictorio de dos efectos: uno, la tendencia a la acu -

mulación (primer factor: a + bF) y otro que la niega, en la medida que 

las condiciones de la acumulación, desarrolladas con el priin.er factor, 

tienden a saturar se (segundo factor: F - F). Es decir, al inicio de la -· 

inversión la acumulación es relativamente pequeña aunque el espacio de 

condiciones para su,realización es muy amplio (F - F, es grande); y,-

al mover se hacia la saturación, el flujo disminuye no por la tendencia-

acumulativa, que es .permanente, sino por la reducción del espacio o "'· 

saturación de las condiciones para la acumulación. Entre estos extremos 

la inversión pasa por un máximo que que corresponde a un punto de in .. ;, 

flexión en la acumulación, como se observa en la figura 4 .1 

f 1 . ! 
1 

-.---------

/ 
1 

------·-

~-----,..- _, ____ .::_ ___________ · __ ·~----

F 

. 
Fig. 4.lo MODELO DE DIFUSJpN EN SU FORMA ACUMULADA 

. . ~ . 

F Y EN SU FORMA IIE FLUJO f. 
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A fin de estimar con métod-o-s- econométricos los paramétros del -

·modelÓ de difusión ( ec 1); este puede transformarse en~' / 

F =a..¡.. (bF 
t+ 1 

a+ 1) F 
2 

- bF 
t t 

( 2) 

Los resultados 'de las correlaciones utilizando las series de inver-

sión nortean1erfcana enMéxico (cuadro 1) son los siguientes: 

1) Con datos de 1950 a 1976 

Ft+ 1 ::. -250.7 + 1.482 Ft - 0.00012 F
2 

t; R 2 =- 0.979 DW::::-1,26 

{lOO%) .(98. 5% ':":') 

2) Con datos de 1950 a 1976 

Ft+l ~ -153. 3+ l. 364 Ft - O. 00009. Fz._t~- R
2 -= O. 982 DW:::I, 26 

3) 

(lOOo/o) {98. 5%**) 

Con datos en precios constantes de 1950 a 1976 

2 
Ft+ 1 =-21.891 + 1.087 Ft -0.00002Ft; R =- 0.99 

(lOOo/o) (50%**) 

':'Esta ecuación se deduce, mediante los siguientes pasos: 

f:=.. dF -:;;(a+ bF) (F - F) 
dt 

o bHm, agrupando términos 

f "'aF + {bF - a) F - bF2 

y puesto que f = Ft +l - Ft entonces 

a+-1) F - bF2 
t t 

DW..::: l. 09 

• 1 

':":'Estos niveles de confiabilidad corresponden a la T de Student sin restricción 
df'- signo. Como en realidad este coeficiente .debe ser negativo entonces los ni-
veles son 99.25% y 75% en lugar de 98% y 50% respectivamente. ' 



CUADRO 4$1. 
ACUMULACION DE CAPITAL NORTEAMERICANO. 

EN MEXICO 
MILLONES DE DOLARES 

· Corrientes, 1/ · Gonstantes 2/ 

1950 415 268 

1951 471 384 

1952 490 420 

1953 514 462 

1954 524 477 

1955 607 587 

195 6 690 685 

1957 739 739 

. 1958 745 745 

1959 758 758 

1960 795 795 

1961 826 826 

1962 867 867 

. 1963 907 904 

1964 1034 1020 

1965 1182 1151 

1966 1248 1207 

1967 1343 1284 

1968 1466 1384 
·-=- =.. ~~ - ~ -

1969 1640 15 20 

1970 1786 1629. 

1971 1838 16.67 

1972 2025 1792 



1973 

1974 

1975 

1976 

2379. 

2825 

3200-

2984 

2041 

2266 

2401. 

2332 

39 bis 

(1) Fuente: The American Qamber of Commerce of Mexico. The impact of 

foreing prívate investment on the mexican economy. Tabla 1: de 1974 a 76 

Survey of Current Business. 

(2) Se deflacta la inversión con los índices de precios de la inversión fija 

bruta, y posteriormente se acumula. 
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Con estos est~?ores se pueden calcular los paráme-

tros originales. 

cuAbRcf4-:-2--PAR:A-ME-'F-RGS-DEL MODELO DE- QIFUSION DE LA 
· AcuMu LAcro N INTERNACioN-AL :Et~rMExrco-.-- ------------ _____ _ 

Nivel de Saturac i6n Parámetros de Flujo Acumulac i6n en 
No. Serie Millones de d6lares Acumulaci6n Máximo el Flujo máximo 

r a b millones de d6-
lares 

1 19 54-?6 3407 -0.736 0.00012 234 2010 

2 1950-76 3576 -0.0429 0.00009 216 2026 

3 1950-76(const) 4107 0.0533 .0.00002 186 ~187 . 

De donde se deduce que el flujo máximo ocurre en el año 

de 1972 (o 1974 en el caso de precios constantes). Esto permite afi!rmar 

que el capital norteamericano esta pasando a la fase 2 (ver fig. 1) en que las 

condiciones actuales de la acumulaci6n no le son tan favorables como 

antes de die ho año. 

De continuarse bajo las mismas condiciones, se esperaría 

una tasa de acumulaci6n decreciente. Con objeto de poder observar estos 

resultados se aplica el. modelo para predecir la ac umulac i6na partir del 

nivel.alcanza.9<) en 1976. 

En resumen, los análisis. empfr-ico-s an-teriores dan ele-

mentas para sostener la hip6tesis de que sería posible continuar los mis-

mos ritmos de acumulaci6n del capital norteamericano en México, co:q 
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las rnismas condiciones del patr6n actual pues estas empiezan a deja.r de 

favo'recer el funcionamiento para continuar el proceso de acumulaci6n. 

4. 3 Modelo explicativo de la 1nve rsi6n extranjera norteamericana en 
México. 

El proceso de i:riternacionalizaci6n es el páso natural e 

inmediato de la monopolizac i6:6. del capital. La monopolizac i6n inclu ·· 

; 

ye el desarrollo de la concentralci6n, conglomeraci6n y centralizaci6n 

del gran capital.; expuesto en la empresa multinacional•:~. La interna-

lizaci6n del capital conlleva, la hecesidad de apoyarse cada vez má:s en 

los Estados origen y destinatarios de la inversi6n, o se~, desarrolla . · 

el capitalismo monopolista de Estado (CME)>:<>:', aunque altnismo tiem-

po tienda a negar la existencia de,. las fronteras nacionales. 

El modelo se basa 'en explicar la tasa de acumulaci6n':":":' 
' \ 

,F, del capital extranjero enfunci6n de 1) la tasa de ganancia, 2) la 

capacidad ociosa y 3) el tamaño del mercado. La forma como estas 

variables inciden en la tasa de acumu'laci6n del capital norteamericano 

en Méxic;o, se detalla a continuaci6n: 

Tasa de 'gananciá del capital norteamericano en México 

La tasa de ganancia es el factor más importante en.la 

,;, Ver Dos Santos T.. Imperialismo·y dependencia, Ediciones ERA, 
1977, p. 16. 

':":' Ver, .por ejemplo Boceara, P. Etudes sur le capita)J~nne~monopoliste · 
d·E;~~t _s~a cr.ise~et son issue. Edition s·ciciales, 1973. 

':":":' ~a tasa de acuinulaci6n repr~senta el crecimiento porcentual del ca
pital. Es decir, se refiere al flujo de inver.siÓnes, f, relativa al capital 

acumulado F ::. Ft - Ft- 1- = ~ 
Ft-1 Ft-1 

o bien en t~rminos de acumulaci6n continua, ~ :::- dF/dt 
F 
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explicación de las inversiol)es extranjeras. 

En palabras de Marx, "La tasa de gana'ncia es el resor..: 
. . 

te propulsor de la producción capitalista" y "cuando ·se envía capital 

extranjero, no es porque este capital no encuentre en términos absolu- · 

tos ocupación dentro del país. Es por que en el extranjero puede m-

vertirse con una cuota más alta de ganancia"~:'. 

Sin 'embargo una res.eña sobre las investigaciones economf 

tricas para explicar la inversión concluye que el nivel de producción es 

la variable más adecuada y que en general la tasa de ganancia no resul:.. 

ta significativa':":'. Esto presenta una aparente contradicción que en 

esencia requiere distinguir dos aspectos: 

1) La tendencia decreciente de la tasa de ganancia se 

refiere a que la tasa de acumulación (o más bien la acumulación) afecta 

negativamente sobre la tasa de ganancia, es decir, se refiere a la rela-

e ión causal F -7 f!)2) las ccintratendenc ias al decrecimiento de la tasa 

ele ganancia actuan para estimular la acumulación .. La relación causal 

es &r_.p F , el incremento de la tasa de ganancia favorece la acumu-

!ación. Ambos aspectos tienen como resultado una tendencia a la con-

servac ión del nivel de la t.a,sét d~, ~é!¡p.anc ia. Los resultados empíricos 

. nos muestran que efectivamente, la tasa de ganancia esta negativamen-

te correlacionada con la tasa de acumulación (z:ripdelo 1 y 2 del.cuadro 6), 

->' ~ = -~ """""~<=-·· = 

aunque la relación causal se ~frrvierte'sólci ~para Iines-m~~ilt.fstrar este-·~ 

':. Marx, C .. El Capital, III, FCE, p. 256 y P• 253 
>!<>'.<Jorgenson D. Econometric Studies of Investment Behavior: A Survey, 

Journal of Economic Literature, Die. 1971 
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efecto negativo. Por tanto, los modelos correctos desde est~ punto 

de vista son los del 3 al 7 (cuadro4.~ en los cuales es el incremento 

de la tasa de ganancia la variable explicativa. Los resultados signi-

ficativos para esta variable (mayores al 80%) que de hecho corres_po!}_ 

den a un nivel del 90% de confianza debido a que se espera un signo 

positivo, indican que incrementos de 1% en la tasa de garianc ia causan 

aumentos del orden del lo/o en la tasa de acumulaci6n (las estimacio-

nes son 1.19, o.98, 1.02, 0.95, 1.17, y 0.97;cuadro4.5 

En dichos aná:lisis empfricos se ha propuesto un año de 

retardo, lo que significa que el incremento en la tasa de ganancia ob-

servado el año anterior incide sobre la tasa de. acumulaci6n prese_nte. 

Esta gana.nc ia se toma e omo el indicador de las expectativas de la ta-

sa de ganancia. 

Como se ha' mencionado el proceso internacional de va-

lorizaci6n del capital se desarrolla con la intensificaci6n de la inter-

venci6n.de los Estados en que la inversi6n extranjera se realiza. En 

general, este creciente intervencionismo, toma la forma de una com-

petencia internacional entre los Estados para ofrecer las mejores con-

diciones al capital trasnacional.enciertas ramas, aunque siempre es
son 

tan/dinámicas':~ Sin'pretender abordar este problema, y s6lo con el 

1 

objeto de señalarlo para investigaciones posteriore.s ~se--supone una 

cierta homogeneidad de condiciones para valorizar el capital interna-

cionalen Am.érica Latina. Asimismo, Brasil, México, Argentina, 

':' Ver B riones, A 
• 1 
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Venezuela y Panamá muestan ser los países con mayores inversiones 

nortea~erica~as. Sin embargo, Panamá es de hecho s6lo un punto 

intermedio para aprovechar sus condiciones de "paraíso de impuestos" 

y Venezuela tiene concentrados sus inversiones principalmente en el 

petr6leo. Considerando esto se propone la hip6tesis de que la diferen-

cía en las tasas de· ganancia entre México con Brasil y Argentina son -~ ·: . 

una variable explicativa de los cambios en acumulaci6n del capital no.!:_ 

teamericano en México, por razones de competencia del CME entre di-

e hos países. En un primer análisi's esto parece probarse con los da-

tos del cuadro 4, donde se observan, en general, movimientos com
~ 

pensados entre las tasas de ganancia de México, por un lado, y Brasil 

y Argentina, por otro, que arrojan u.n valor esperado de la serie de 

1954 a 76, igual a cero. Sin embargo, en el análisis econométrico, 

s6lo resulta ser variable significativamente explicativa en 2 de los 11 

modelos e onside radas (e uadro 6). Por tanto, se recomienda continuar 

el análisis del diferencial de tasas dé ganancia a fin poder esplicar su 

aparente igualdad en la regi6n (México, Brasil y Argentina). 

~; ·. 

Capacidad Ociosa 

'La e apac·idad'··ociosa ·es. un resultado de la sobreproduc-

ci6n':'. Ei capital dism·i·nQy.;~ su flujo en el proceso de valorizaci6n al 

no encontrar condiciones para s~:fconti,nuarló e..n e:>cala ampliada, Es 

':' Se hicieron dos estimaci<:me.s~·pa . .:t.~ M.é.}(:i~o, una respec to~·aol,.EI~ Y .. 
otra ponde randa los nivel:e.s. de: ca·pa~i!l-e.d~ oc:·io-sa,: de aquellas ramas 

con mayor inversi6n norteamericana .. Ver·~~? l. pa.ra . .una ex
plicaci6n más detallada. 

... · 

~· 

.·.,,· ··'1 
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decir, que la capacidad ociosa es una forma de resolver las contradic-

ciones .inherentes al proceso capitalista de producci6n. Por tanto la 

capacidad ociosa es en esencia un resultado de la acumulaci6n. Sin 

embargo, en la apariencia el problema puede invertirse 1 ya que la ca-

pacidad ociosa actúa disminuyendo la tasa.de acumulaci6n. Lo que es 

cierto coyunturalmente, y por Úmto es válido considerarlél..~omo va-

riable explicativa. Adicionalmente se añade la capp.cidad ociosa en 

EEUU. con el objeto de relativizar los niveles no utilizados en México 

. . 

mediante la diferencia entre ambos capitales. Exceptuando los dos 

primeros modelos (cuad ro4.~ la capacidad ociosa disminuye los ni ve-

les de acumulaci6n, con u~a confiabilidad de mas del 99%. Conside-

randa los índice.s de capacidad ociosa (variable Um, calculada con 

base ~n el PIB)>:', el aumento de 1% en dicho fndic e provoca una dismi-

nuci6n que varia entre 1 y 1.25% sobre la tasa de acumulaci6n. Con 

respecto a las estimaciónes de la capacidad ociosa absoluta (variable 

Umr) se estima que afecta en -0.5% la tasa de acumulaci6n (modelo 3B 

'cuadro 4. 5 Por otro lado, los diferenciales de capacidad ociosa Méxi-. . 

co -EEUU no resulta'Y'significativamente aceptable.s (modelos 5 y 6. 

Cuadro 4. 5 

Tamaño del mercado 

- "" ~~ -='=---=--~---

El produc ~o interno bruto, Y m, es la variable selecc io-

nada para representar el tamaño del mercado y la din~.mica general 
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interna de la economía. Al igual que la tasa de ganancia se propone 

un a~o de retardo para· esta variable. Los resultados indican que la ·· 

tasa ?e e rec imiento ·del producto, Y m, incrementa la tasa de ac umu-

laci6n entre O. 29 y l. 5o/o (modelos 1 y 7 del cuadro 6). La variaci6n 

es ampFa debido~ su relaci6n¡ como es-de: su.ponerse, con las otras 

variables explicativas,' 

Es.timaci6n del Modelo explicativo de las Inversiones 

norteamericanas en Méxic-o •. 

Las estimaciones estadísticas se muestran en el cua-

dro'4. 5 De estos se se lec e ionan los modelos siguientes: 

No. 8) 

No. 9) 

' 
t:.~... -

donde, 

.. 
F, 

• 
Ft-= ~.G.2 + \.17 ( rt_,- ri-z)- !.08Ut + o.49'fv,-\ ei. 

. . . (9 't. 1) l 'l q. e¡) ( ( 1. q) 

G.12.+.o,lt;, Ft_,+ 
l74. 2>) 

R1 -: o. 7 4-

'Pw = 1.12 

. 1.os.( r-t_,-r-t.,) -1.oe:, u-e+ o_ c.<¿¡ ~t-• 

(9'1.3) (loo) (roo) 

Es la tasa de acumu-lación, . 

jero 



y l. 
t-
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índice de la capacidad ociosa en Mé~ico. 

tasa de crecimiento del producto inter~<? bruto, en él 

período anterior 

errores de ajuste 

Los números entre paréntesis corresponden a los ni .. 

ve les de confiabilidad, en por·ciento, de los estimadores. 



Millones de d61ares, 1960 -· 

\ 
Capital 
acumulado( 1) 

F 

Inversi6n Tasa de Ganancias(2) Tasa de gananci'l. A rg. B ra 
neta acumulaci6n México (3) (4) 

f F = f/Ft-1 rm rBA 
•' % % %' 

....¡_~---.:.; ___ ,:__ _ ___;_ _____ _;__ ______ ...:.:.~--·---~-=--'-~-'--·--·-· ·-· -· ____ ... _ _ a¡o_ __ . 

19 54 4 77 15 3. 2 4 9 1 o .:l· o. 4 

19555 587 110 7i 12.1 6 •. 7 

1956 685 98 16.7 86 12.6 5.9 

1957 739 54 7.9 58 7.8 8.6 

1958 745 6 0.8 57 7~7- 4.6 

. 1959 758 13 1.7 55 7.3 6.5 

19 60 795 37 4.9 62 ' 7,8 8.8 

19 61. 826 31 55 6.7 10.3 

19 62 867 41 5.0 66 7.6 8.~ 

1963 904 37 4.3 62 6.9 ·6.0 

19 64 1020 116 12.8 95 9.3 7.~ 

1965· llSl 130 i2.7 101 8.8 11.1 

19 66 1207 56 4.9 104 8.6 10.7 

19 67 1284 78 6.5 113 8.8 7.4 

19 68 .. 1384 lOO. 7.8 120 8.7 9.7 

19 69 1520 13 6 9.8 127 8.4 9.5 

1970 1629 109 7.2 ''122 7 •. 5 8.6 

1971 1667 37 2 .3· 98 5.9 

1972 1792 126 7.6 159 8.9 8.6 

1973 2041 249 i3.9 189 9.3 9.0 

22 66 ?.1-1 ._., 7.3 

1975 2401 13 G 6.0 247 ~·- ' 1 o. 3 8.6 

~19Z6 ~ .2332 -69 -2.9 33 14.2 9.5 

(l) SuiVey of Current [3usiness. 

r 
m-IBA 

.... ,o/.o ·- .. 

1 • 9 

5.4 

6.7 

-0.8 

3.1 

0.8 

-l. O 

-3.6 

-0.6 

0.9 

1.4 

-2.1 

1 ,4 

-l. O 

. -1 .1 

-1.1 

-1. S 

3.0 

0.3 

1.7 

4.7 

(2) "Arljusterl Earnlngs" •· Survey pf Current Business . . . . . .. 
(3) Las tasas de gi.1n<:li1ci.:~s se culcul<:ln dividiendo lns gunnnciil.s entre el cnpltill aC:I\!!l'll~ido 
(4) Las tnsus ele 9<111C!JiC:ltl so Ci.llc~'tldl\ dlvldJcndcl lll!; QtllhHICI;\s dp nrnsil y J\1\)01\t~!~ii-CliiiW 

el capital acumulado de ambos: survey of Current IJuslness. · · 

n ,;·. 
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y. TASA DEL P I B EN Mf:-'I(ICO. 
.. 

México México EE UU México tasp 
Jndice de la ca- capacidad capacidad· de crr:c1mlento 
pacidad y ll 

1 . • 

· de 1 P T B .. JI en. rarn<lS . no util1~ada 
no utilizada con carita! y 

extranjero 
% % ~ ~ 

----
1954 4.7 15 . ] 7.) ·lo .o 

1955 9.4 13 8.6 11.5 

J956 2.8 15 -. 9.2 6.8 

]957 2. J 19 . 12. o 7.6 

1958 4.0 19 22.5 5.3 

1959 5.7 16 ) 6. o 3.,0 

19 60 3.9 22 1.7. 9 8;'} 

J 9 61 6.J . 13 20.9 4.9 

] 96? 6.2 1.6 17.5 4. 7. 

) 9 63 4.2 12 ) 6. o 8.0 

. )9 64 0.0 lO 13. 2 ] } . 7. 

] 9 65 1.4 14 7. 6 6.5 

19 6 6 ].3 18 3.4 . 6.9 

19 67 1.8 17 6.5 6.3 

] 9 68 o. o ] 4 s.o 8.1 

] 9 69 o. o 14 4.7 6.3 

)970 o. o 14 1 2. 1 6.9 

1971 3.2 17 1 3 . (j 1.-1 

19í'?. 1.11 1 
., 

11.?. 1 (i ., • '1 

1973 o. o 14 ~.9 T. 6 

.-~~H74 o.] 14 7.0 5.9 

1975 4. 1 18 19. 6 tl. 1 

1976 8.3 22 ) 2. 6 2.1 

1) FuAntc: anexo 1·. 
2) f~conomir. R0.nort of.!}_lr. f'r:_s:Ji~.D~· Tablc n-tl,O. W.-hcnton Series, Enero, 1977 
3) Banco de !vlóxico. Estad!;;tic;-¡s de la oficina de cucntu:> de producci~n. 
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:4. 5. 
CUADRO PARAMETRCS DEL MODEW EXPLICATrJO DE LA TASA DE ACUMULACION NORTEAMERICANA EN MEXIeO 

Constante(7asa 
de acumulllciOn 
autonom11); 

12.7,97 

5.8304 
! 

7. 908 6 

s.:,sst8 

S .:.9827 

L2519 

6.811 
•' 

6.6218 

6.717 

T A S A S D E. ·G A N A N C 1 A · e A P A e 1 D A D N O U T I L I Z p. D A 
México Incremento Dif •. con Brasil Indice en México. ramas EEUU Di!. ¡..fp.x.,-t:EUU. 

-1.1062 
(73.1) 

-1.4034 
(60 .0) 

f.w;m t-1 

1.1950 
(8 9 .1). 

0.9786 
(94. _S) 

o. 9763 
(70) 

1 .0201 
(82.5) 

o. 79 60 
(77 .1) 

il.7-4B 1 
(76) 

0.3884 
(32.9) e 

0.9517 
(95) 

1 .1705 
(99 .1) 

1,0498 
(98) 

y An;¡entina México Seleccionada¡¡. Ut tík-U~ 
(rm -rilA) t-1 . ~ U~r u 

0.9873 
(89 .8) 

1.0410 
(88 .2) 

0.0803 
(19 .2) e 

-0.0413* S 

(13 .1) e 

0.0783* 
(25). e 

0.1299' 
(30 .3) e 

0.1797"e 
(42. 67) 

0.3.847* 
¡76) 

o·. 4371* 
(68.4) e 

o. 2492 
(76) e 

0.3287 S 

(56.8) e 

0.4225 S 

(52.0) e 

-1.2475 
(99.39) 

-1.1834 
(99.99) 

-1.2216 
(99.3) 

-1.0255 
(99.8) 

···~1. _1QG9 

(99.99) 

-1.0770 
(99 .9) 

-1. 0596 
(1 OO. O) 

-0.4837 
(90) 

-0.4783 S 

(97. O) 

-0.5012 
(95.0) 

0.1110 
· (47 .92) e 

0.1191 
(51.06) e 

· o;o194 
.i82J 

0.1041 e 
(49 .47) 

• La esti;,¡aci6n correaponde al incremento ·anuel 

Tasa PIB 

M~~1co 
Y m 

1. 545 
(99 .5) 

1 .525 
(99.1) 

o .4779 
(75 .3j 

0.275 
(62.\) e 

0.7089 e 
(9il) 

0.3041 e 
(51 .2! 

0.3751 e 
(62 .8) 

1. C<1 
(96.5) 

0.9é.27 
(91 .2) 

0.4448 é: 
(75_) 

0.4il6B · 
. (81.9) 

....... -·· 

0,2842 
.(EO) 

• . 

Tasa de ··Estadístico 
Acumula e iOn 

; con retardo 

Ft-1 . R2 

0.0886 
'oa.o¡ e 

0.1562 
(70. 67) 

0.1517 
(70.1) 

(i, 1728 
(60.8) e 

0.1436 
(70) 

0.591 

' 0.592 

0.733 

0.84 . 

0.753 

0.744 

(}.so 

0.53 

0.73 

0.72 

· •. 0.74 

50 . 

l. 7.¡ 

1.i7 

l. SO 

1.75 

1.93 

z.:·ó 

l • .!F 

1,;¡ 

·¡.a: 
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ANEXO l 

Estimaci6n de· la capacidad productiva industrial no-utilizada con in-

formaci6n de las Cuentas Naciona1es de México (1950-1967) 

Se define el coeficiente de capital de la manera sigui.e'nte: 

( l) 

donde, 

acervo de capital fijo en el año t-1. El acervo de capitaL fijo . . 

se toma con retraso de un:año suponiendo con ello su período 

de madurac i6n 

Producto Interno Bruto en el año t 

Fracci6n de capital requerida por· unidad de, Producto en año . 
t (coeficiente de capital en afio t) 

1 

La capacidad instalada no utilizada se define como: 

u= '(~~y 
( 2) 

donde; 

1 

Producci6n Interna ·Bruta con plena utilizaci6n de la capaci-

e idad instalada 

Y, Producci6n Interna Bruta 

De ( 1) se oQtien.e 

V \(~-1 
1 t = 

. kt 
que sustituído en {2) resulta 

u \-
( 3) 

.i 



.. Coeficiente de 
·-capital 

1 
k 

Z.l 

z.c. 

u· 

2.4 

--=-=-~-~-....... __ , u" 1- R.
4 IR. 

. . . ...:... - ~..---· . ""' --. --- ·r ,. 

;·., 

z..~ 

.. 1.2 

. --- lk ~ . 

--- ;¿·- - -'--~-~-- . ·./-- // 
.·· . . . - -~--_.:.--- . ~/ 

1::-1 

z.o 
so 55 lo 

•;o 

l 

-. 
FIG,;. 2 CAPACIDAD INDUSTRL~L CCIOSA EN MEXICO ES'l'IW~DA CON EL fRCDUGTO 

INTERNO .BRUTO 

--~----

'TS 

.. AÑO 

.. 
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Se grafican los coeficientes de capital, k, contra el 

tiempo. ~,Para determinar los k':', de saturaci6n se propone: 1) los co~ 

ficientes k':' tienen un comportamiento descendente debido a los cambios 

tecnol6gicos que aumentan la productivadad (del capital) y 2) los puntos 

m<Ís bajos de k coinciden en la alternativa más conservadora con los 

coeficientes de plena utilizaci.6n k•:<. 

Se aplica este método utilizando el producto interno bru

to y se obtienen las e urvas indicadas en la Fig. 2. -Los resultados de 

aplicar la ecuaci6n 3 con los coeficientes de capital ah! implícitos, 

se muestran en el cuadro_4:4 

Este método se aplica también para estimar lá capaci

dad ociosa de algunas ramas seleccionadas. El promedio ponderado de 

estos calcules se muestran también en el cuadro 4~4 

. :· 
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INTRODU CCION. 

Antecedentes.-

2 La República Mexicana, con .una extensión de.l,972,547 Km:, tiene un 

indice de crecimiento de la población, superior al 3%, pa(s de econo-

mra agrícola, con reservas mineras importantes y que se halla en plena 

fase de expansión industrial. 

A partir de 1950 ha mantenido un alto crecimiento, que la sitúa por enci 

ma de la ma yorra de los Países Latinoamericanos. 

Para lograr conservar y más aún, aumentar este crecimiento dé la econo-

mra, es. cada vez más importante. al decidir si un proyecto ha de·l'levar-

· se a .cabo o np, .el tene~ la certeza de que los escasos recursos disponi. 

bles se están empleando óptimamente 1 para lo que es necesario rió sólo 

contar con .grupos de alternativas de proy'ectos aislados, sino tratar de ir 
:r 1 . · 

mas a·llá ·o sea considerar toda la economía como un gran sistema, en el 
. . . . 

. -
que todas sus partes· es.tán 'interrelacionadas y; que al hacerl~ alguna mo-

dificación. esto va a traer efectos grandes o pequeños,· previsibles o tal 

vez imprevisibles en todos sus sectores. 

Planeación Regional.-

La Planeación de toda la economra nacional, es una carga muy pesada ~ 

ra que un solo organismo pueda hacerla en la totalidad de sus partes, por 

· lo que es necesatio distribuir__ esJ~ g.rªIl. v_9l~IIl~n ct.e_ tE~~ajo ~e~ ~orma pira-
-=--~.,~ ""'.- ~ .. ~ 

midal, esto es la .Planeación Nacional debe esta basada en cuanto sea RO 

,. 
'l; 

·¡ 

!t 

' ;¡ 
,. ,, 

·1 
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1 

sible en planeación reoional, esta a su vez en planeación estatal, la 

que a su vez debe basarse en planeación a nivel municipal, para que 

las necesidades y en al~unos casos soluciones partan del propio lugar 

de origen.' ~ 

Es mi punto de vista que los gobiernos de los estados, deberían impul-

sar en gran escala, estudios de planeación a ni ve I estatal, ya· que con . . 

ello podr(an. optimizar sus inversiones que en general son escasas~ ay~ 

dando además con toda esa información al· Gobierno Federal en la pla-

neación nacional. 

.· 
Pla·neación Nacional. -

El Gobierno Federal que es quien tiene a su cargo la Planeación Nacional 

en: base .a una multi~ud de ,Proyectos provenien.tes ya. sea de sus propias 

PE:.Pendencia s, de los· Gobiernos de los Estados 1 de los particulares o 
.. ! 

cualquiera otra fuente, procede a clasificar 1 seleccionar 1 agrupar 1 etc. 1 

dichos proyectos hasta que formula un programa de inversiones a reali-

zar •.. • •• 1 

Para llegar a este programa de Inversiones, es necesario primeramente 

elegir de entre los proyectos similares el mejor, descartando los demás 1 

luego en un segundo paso (;atalogar ·los proyectos según un or-den de t::=-c 

ferencia, el cual puede .estar basado en multitud de criterios existentes 

~~~~- ~ ~~~~-~-y~ por~últlmO~"·d·ecfdTr~·cua~les~de ésos~ proye-cfos ·hañ de~- llev-arse -a cabo. 

Pero ¿será óptimo el programa de Inversiones al considerarse los proye.Q. 



tos independientes uno del otro, basándose exclusivamente en un indica 

dor por ejemplo?, seguramente no, tal v~z si se formulan pequeños prg_ 

gramas de inversión que abarquen un proyectp principal y uno o var_ios 

pequeiios proyectos, que serían de gran valor si el proyecto principal 

se llevará a cabo, ésto es que son viables debido a la ·"oportun~dad n 

de hacerlo simultáneamente y que no lo. serían sí los considerara mas 

aislados: evaluar cada uno de esos subsistemas o conjuntos de proyec-

tos altamente interrrelacionados, como una unidad y hacer el programa 

definitivo en base a elegir o. descartar esos conju~tos .de· proyeétos ,· s~ 

guramente este procedimiento sería mejor que el anterior y así' se pue-

den sofisticar más y más los procedimientos a usar, ailnque en contra-

, partida .l'os costos,. tiempo.s¡,. etc, s~ incremertarían segurame.nte por lo 

que habrá que balancear hasta llegar a un proceaim1ento óptitüo, e-n-ha 

~·.e . 

se a las limitaciones. reales, aunque lo qüe es ~uy palpable ~s que ca 

da vez es más importante el tomar mejores decisiones, lo que implica' 

afinar y mejorar los procedimientos usados. 

De entre las muchas necesidades originadas por la tendencia· antes men 

·• 

cionada se ve cada ve~ rnas, la importancia de contar con información 

abundante y· confiable que permita tomar esas decisiones con mayor ra-

pidéz y menor incertidumbre. 
. . ~ 

f 
! 
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2. INFORMATICA 

2.1 Informática. Según ia Academia Francesa (1966) es. "La Ciencia 

que trata el. procesamiento sistemático y racional 1 particularmente 

por medio de computadoras electrónicas 1 de la información consi-

derada como la base del. conocimiento humano para la comm.:ca-

ción en los campos técnico/ económico y social"~ 

2. 2. Definición de Información. ·"Información es .el conocimiento deri-

ii ¡. 

··, 

vado del análisis de los datos". 

Dato: · Término derivado del verbo. latín daref que significa dar. 

Se refiere a hechos sin estr'4cturar 1 sin forma; elementos suscep-

tibies de observación directa. Desde el punto de vista informá-

'tica 1 componentes elementales indivisibles de la información. 

Información: Término derivado del verbo latrn informare; que sig-

nifica dar forma a. Este término se aplica convenientemente para 

referirse al conjunto de todos los datos que han sido orientados 
. ¡;. ·. 5 . 

al usuario a través de una forma organizada • 

. . 
Básica mente 1 la diferencia entre déltO e información consiste en 

que los datos no son útiles o significativos como tales 1 sino has 

ta que son procesados y convertidos a una forma útil llamada in-

formación. Es por esto que se dice que la información es el co-

nocimiento derivado del análisis de los datos • 

1 ¡ 



2. 3. Características Importantes. La información dei?erá tener ciertas 

características que harán posible su utilización; éstas son: tra-

. ducclón, interpretación, factor agll:¡.tinante, almacenamiento y rec_y, e 
:,1 

peraclón. 

Traducción. 

La información que se vaya a utilizar dJ3berá tener la facilidad de 

. traducirse a un código que permita· el manejo de esa información, 

ya sea por máquinas o por personas. 

Interpretación • 

Es el inverso de la traducción. Indica la facilidad que debe ts-

' 
ner la información codificada de hacer posible la percepción de 

. ! ¡ : 
1 ', i 

su concepto, ya sea por el hombre o por alguna máquina. · 

Factor Aglutinante. e 
¡, ,, 

La información deberá tener diversos factores que la aglutinen o 

~<!r- .!•J.- relacionen s .. eg.ún .-los diferentes usos a que esté. destinada esa in 
, .' 

formación. 

Almacenamiento. 

La información no sólo tiene capacidad de contar con uno o va-

ríos elementos que la asocien, sino que además debe tener la 

propiedad de agruparse fisicamente aunque qo necesariamente ba-

jo el mismo patrón físico. 

e 
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Recuperación .. 

La información¡' una vez tntetpre'tada y almacenad~ 1 y -contando 

además con ciertos· factores que la ligue~ .. y relacion.E?_n·;~¿- se po-
., . .· _. .. _- . . '• .. -

drá transformar 1 mediante algún proceso, p~ua ser utilizada en 
!~·:,.~-· -~--~ :~ ·,,.,... --

declsiones y acciones que necesiten d_e ella en. ~us partes o .. 
conceptos.. De aquí se observa que aunque la acción y la deci-

, , , ,, . . ·. -- _,_: 

clon son unicas, la informacion no lo es, ya que se puede utili-

C' 

za~ para vartas acciones y. decisiones:· medii:m:te un proceso que re 
. . :':_;·•' -

cupere la información de da.tos agluÚnados .~ ,; 
,".., 

. ' .7 _ • ., .• _ ~ 

Clasificación de la Información. 

.• t~( :. ·' '· ,,,: ... ~-- .. ·.·-;. 

Se puede clasificar la información de la· slsgúienté forma: 

Información Activa. · . ·.~.} ·.~'- . . :. ; ... , ~~ '; ,: ~ '!.; ~ j 
. ' '· 

Es aquella información que al recibirse requiere iniciar .una acción. . .. . •. ' 

Esta información debe ser precisa y oportuna; 
,~~-~ ·;-.~, .... ,_ .... :;"JLLJ .:~_ :.-_ , ··.- . _,..._. -

Información Inactiva. 
.· .- ~ ~ .. -~ -

Es aquella información que al recibirse nc;> requier~ ~niciar una ac 
·'-:: ';,: ,"'~' '!·:~ .. -:-.,:. ..... -:; ·-·~-~~(.. 

ción. En un buen sistema esta información debe ser ,elitp.i:nada. 

Información Recurrente. 
. :·,¡,: 

.Es aquella información que se genera a in_tervalos regulares. 

Información no Recurrente. 
~-· ·~ .. :). 

'·- <. 

Es aquella información que se formula ocasionalmente, siEn,do por 
• • • • ' ••• (' :'\ o "• • ' : 



entre varias que $e presenten. Y e-l fin de la toma de decisiones 

está definido por la acción que surge al aplicar la alternativa se-· 

leccionada 1 teniendo presente que. para efectuar una acción es ne- ztlt 
cesarla una decisión que .la '.anteceda. A~í pues,.- el administrador 

f~q~~ef~ ~fl fl1étoqq pa.fa escOQ"ef el ~ejor ~amino a seguir. Este 
' 1 • • ~ 

m~tgqp~ frecpert~fflen;e llarnaqo modelo qe decisión 1 da la repre-
. . 

· ~en~acipn ~9f19~P~H~l y penn~~e a~ tqmqdOf 4!3 qecisíones medir los 
' . ' 

efectos de las diferentes alternativas posibles .. Este. modelo debe 
, ' · f • ' · ; · · i : · · · 1 • r ' ~ 1 : r ' l · 

incluir las especificaciones de una función objetivo. 
' . : . 

El proceso que se sigue para tomar una decís l.ón es el siguiente: 

a) Objetivos. Elementos que nos indican hacia· donde queremos 

' ir. Estos deben ser claros 1 concretos. y orientados a poder 

ser e va buados . -b) ·· Información. Elementos que nos permiten conocer la situa-
' 

:.i 
c16n actual y estimar la futura. Aqu( se efectúan las dife-

,, 
r 

rentes etapas de la transformación de la información: perce..e. 

c1ón, recolección, clasificación 1 almacenamiento, proceso y 

recuperación. · 

e) Predicción. Procedimientos que nos permiten pronosticar o . 
definir las diferentes alternativas. 

d) Evaluación. Visualización de los resultados. al aplicar cada . 

una de las. alternativas, y asr seleccionar la más convenien 

te. 

-



e) Ejecución. Aplicación de la alternativa seleccionada. 

e 
Podemos concluir que la decisión surge siempre que se tiene in-

formación acerca del estado de 1 sistema, la cual como mecanis-

mo de control del sistema, va regulando las decisiones en fun-

ción de las desviaciones en las acciones ejecutadas: de donde 

podemos observar que el sistema de información actua como me-

canJsmo retroalimentador del 11 Sistema Empresa". 

-·~~----~--- ____ ~~\.,~ -- · ____ . ___ :.:~ ·~-el- ... --AGGION-·~--· e~----.----·-~~-~---
EMPRESA ·. ¡ fill>- . 

.l 1 
. 

1 INFORMACION 
DECISION 

e 
'· ¡1 '-. -~~11 

~----
SISTEMA DE INFORMACION 

.·• 

Se observa, además~ que de-bido a la incertidumbre, la decisión 

tomada puede ser de tipo determinista, en donde la selección de 

la alternativa está determinada por causas precisas.. La decisión 

también puede ser de tlpo probabilista, con lo cual se percibe 

que la decisión puede ser cierta o falsa. 

Existen algunas consideraciones que intervienen E1n un problema 

de decisiones como lo son el tiempo al cual se proyecta la deci 

e, .· 



'<.. 

.:. 

'¡ ,j 
,¡ ! 

., 

slón el número de variables que intervienen en el problema, y 

el grado de incertidumbre respecto a los datos. Mientras mayor e 
sea cada una de estas consideraciones la· decisión será más difi 

cil. de obtenerse • 

• .. 
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3 SISTEMAS 

3.1 Deflniclón de Sistemas. 
'¡·. 

Exlste una gran var-iedad de definiciones sobre lo que constituye un 

sistema. La deflnicL6n de sistema que en este trabajo se e~.u.ma . 
conveniente aceptar e'i-1 la siguiente: 

11Sistema es· un conjunto de part~s coordinadas cuyo objetivo común 

. es lograr metas definidas ... 

3. 2 Algunas Consideraciones sobre· Sistemas. 

Sienfpre que 11ablemos ~de~ sistemas deberemos tomar en cuenta cier-

tas consideraciones, las éua les se exponen. a continuación: 

l. Los objetivos del sistema considerado como un todo. 

2. El medio ambiente del sistema, constituido por las restric.cio-

1\ . nes fijas. 

3. Los '-recursos del sistema. 

4. Los componentes del sistema 1 sus actividades 1 metas y medi-e 

das de actuación. 

5. La administración del sistema. 

Estas cinco consideraciones ·ameritan que profundicemos. un poco 

acerca de ellas. 

Objetivos. 

Se entiende aquí por objetivos las metas hacia las cuales tiende el 

sistema. 

"" 

~ ¡ 
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Resulta. conveniente definir en primer termino a los objetivos del 
. . 

sistema como un todo; la ventaja de hacerlo se refleja en e 1 he-

· cho de evitar posteriores conslderaciones erróneas ácerca del sis-

tema. 

:
¡ 

Por su importancia se debe tener cuidado al usar el térm_ 'C.~ obj~ 

tivo. Se hace aquí una distinción entre los objetivos reales y 

los objetivos establecidos de un sistema; esto es a consecuencia 

de que comunmente se señalan· los objetivos de un sistema y la 

a<?tuación de éste es totalmente indep~ndienl:e de dichos objeti-

vos. Surge entonces la pregunta ¿Cómo saber si lo que se ha 

, señalado como objetivo del sistema es un ·verdadero objetivo? 

Para diferenciar entre los dos tipos de objetivos mencionados se 

puede proponer la siguiente prueba,· la cual puede llamarse "Pri!:!_ 

cipio de primacía": ¿Sacrificará· el sistema, con pleno conocimien 

to otras metas .para lograr el objetivo señalado? Si esto sucede 

entonces el objetivo señalado es un obj$tivo verdadero. 

Podemos observar así que no resulta fácil determinar los verdade 

ros objetivos. del sistema. Con el fin de librar esta dificultad se 

puede pensar en cambiar la intención de dar una declaración de 

·objetivos por otra que consista en buscar una medida de actua-

ción del sistema. Esta medida de actuación satisfacerá asr mi~ 

mo la necesidad de conpcer el:,::,,graéi~¡;'de. funcionami~.nto del siste 
. >·'·S:-: . , ... ~ ~:. . -

ma, es decir, el grado en qu·e ha.n sido alcanzados los objetivos. 

e 

-e 

e 



. El Medio Ambiente del Sistema. 

e El medio ambiente lo constituye todo lo que ésta afuera del sis-

tema. 

A este respecto podemos decir que el medio ambiente inc:-..:ye to-

do lo que está fuera de control del sistema. · El sistema no pue-

de hacer nada o relativámente poco sobre el comportamiento del 

medio. 

Según esto, el medio ambiente está ·. tntegrado por aquello que es 

. ~~constante.,. fi1o o. dado. · 

El medio ambiente también incluye lo que determina la forma de 

operar del sistema; es decir 1 lo que influye: sobre el comporta-

e. miento de éste. · .. En el concepto de medio ambiente. están impli-
! ' } íi 

cadas las nociones de interrelación, interdependencia, interacción, 

y se .acentúa la importancia de las entradas y salidas 1 pues el 

medio actúa en el s tstema y éste se adapta o reacciona con e 1 

medio. 
' 

Para determinar si "algo" pertenece al' medio ambiente se propo-

ne hacer las siguientes preguntas: 

¿Podrá hacerse "algo" acerca de ello? ¿Influye en mis objeti-

vos? Si las respuestas son no y sí, entonces se concluye que 

efectivamente está en el medio ambiente. 

e 
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Los recursos . 

Estos son los medios disponibles al sistema par9. la ejecución de 

las actividades nece·sarias para él logro de los objetivos. 

Los recursos, al contrario del medio ambiente, son las cosas que 

el sistema puede cambiar y utilizar para su provecho; decidiendo 

para esto la forma adecuada de su· utilización. · 

Al respecto diremos que no sólo se debe prestar atención a los re 

cursos existentes, sino también a la forma en que pueden ser au-

mentados; es decir, debemos preveerc ·situaciones futuras, incluso 

se asegura· que un componente que se refiera al incremento de los 

recursos puede ser el mejor de los recursos. 

Las Componentes del Sistema. 

Se entiende por componentes las misiones, tareas o actitudes que el 
!· 

sistema debe re.alizar para lograr sus objetivos; es decir, por com-

ponentes del sistema nos referimos a funciones más que a grupos 

estructurales. 

Surge la inquietud de saber por qué hablamos de funciones o mi-

siones y no de departame·ntos o estructura administrativa. Esto se 

explica debido a que analizando misiones podemos· determinar el 

valor de una actividad pa-ra el sistema total, mientras que inten-

tarlo a través de la actuación de un departamento no resulta posJ. 

ble. 

e 

·-
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La Administración. 

Por administración nos referimos a la generación de los planes p~ 

ra el sistema 1 o sea. la conjugación de los otros aspectos ya cog 

slderados: objetivos 1 medio ambiente, recursos y componentes. 

De esta manera la administración establece las metas de los com-

ponentes; asigna los recursos y controla .Ia actuación dei sistema. 

Al hablar de administración incluímos dos funciones básicas; pla-

neación y control. 

La planeación involucra todos los. aspectos de fijación de metas, 
~ ~==-~ ~-~ ~-~~~~ 

. aslgñáciÓn~ de~ rec~~~~·;·~~e-; ·¿~~i; -l~~.~isto anteriormente.· 

Control involucra tanto el' ver que. se ejecuten· los planes; como 

hacer planes para los cambios: esto último debido a que en mu-, 

chos sistemas los cambios son inevitables y debemos prepararnos 

para ellos. 

·Pensando en esto los planes deben ser objeto de revisiones pe-

riódicas y reevaluaciones. Es escencial pues, la planeación de 

los cambios ya que podrra ser que los objetivos generales no se 

estipulasen correctamente, o que el medio no se definiese corree-

tamente o que no se definiesen de una manera precisa los recursos 

o los componentes. 

Asociado con la planeación y el control está el concepto de retro 

alimentacipn, ya que· sin ella las funciones de planeación y co~ 

-/ 



trol resultarían totalmente inadecuadas. 

.... t.'·, ·' 
3. 3 Ciclo de Vida de un Sistema. 

e '•- ; ,:... ·:1 ", 

El ciclo básico de un sistema comienza con la identificación de 
•'·~ ~: 

una necesidad y termina cuando el sistema se hace obsoleto. 

Cualquier sistema real tiene un ·ciclo de vida: así por. ejemplo 

algunos planificadores de sistemas urbanos indican que una ciu-

dad tiene en gm eral un ciclo de vida de setanta y cinco años y 

qu_e necesita reno~arse durante ese per(odo para que no se vuel-

va obsoleta. 

Por lo que debe incluirse en el diseño de cualquier sistema la su 

fici.ente flexibilidad para pe·rmitir su ··máximo -desarrollo y uso. 

El ciclo de vida se puede considerar como una serie· de activida- ,e 
r;l ¡l 

des· de interés tanto para el usuario del siE¡tema como para su ere~ .i. 

dor. El usuario identifica y desarrolla la necesidad 1 los compo 

nantes del sistema y los conceptcs- re·queridos para su operación y 

mantenimiento. De esta manera 1 el .usuario provee la información 

para que el analista· diseñe;! el: analista traduce esta información 

y elabora las etapas- qe "diseño 1 producción e ·insta-lación de un 

sistema que satisfaga la necesidad identificada ·por el usuario y que 

puede ser operado y mantenido eficazmente, ·como se observa en 

la siguiente figura: 
.· 

e 
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1 INFORMACION 1 

. (necesidades, objetivos, 
recursos+ ambiente •••• ) 

RECURSOS ,._ ·.¡ FORMUIACION DEL CONCEPTO E 
PARA IDENTIFICACION DEL SISTEMA 
PIANF.ACION 

' REQUERIMIENTOS DEL 
SISTEMA 

t 
ETAPA DE DISEÑO 1· 

' 

Planeación. 

Planeación es .el período inicial del ciclo d~ un sistema. Duran-

. 
1
¡ te esta etapa se identifica la necesidad del sistema, se. formulan 

¡' 1: 

los objetivos, las restricciones, etc. y se determina si estos·son 

factibles. 

El resultado es la formulación del sistema y una serie. de reque-

rimientos para su implementación. 

Este período es principalmente responsabilidad· del usuario, él es 

el mejor informado de los recursos disponibles y de ias ne'cesi-

da des que se deben satisfacer. El analista sin embargo, debe 

trabajar en conjunto con el usuario y traducir a un lenguaje cuaQ 

titativo el sistema. 

'·:· 

>:.( 

.... 
¡ 1"·· 
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El período de planeación inicialmente emplea información sobre la 

necesidad que se qui_e~e 'satisfacer con el sistema 1 los recursos 

. dispOnibles, el medio- ambiente. y .las restricciones. Esta infor- e 
mación inicial;.· como· veremos más adelánte, ·define las fronteras 

•\ 

· del .sistema. 

·Adquisición. 

El periodo dé adquisición- consta de todas aquellas etapas que in 

cluyan el diseño, evaluación, producción e instalación del s iste-

ma. Este periodo es principalmente responsabilidad del analista. 

Debe transfonnar los requerimientos definidos durante el período 

de planeaci6n ~-n un modelo del sistema,. el. cual se utilizará des 

pués para construir e instalar el sistema. 

-ABSTRACCION 
1\• 

:: ... 

~ APUCACION 

Uso. 

El periodo de uso consiste· en todas las actividades necesarias 

para operar y mantener el· sistema, incluyendo modificaciones y 
' .. 

mejoras periódicas para extender su vida, pqra satisfacer l'ás 
. ~ -. ,• 

necesidades cambiantes con el tiempo y finalmente. para retirar-

lo. 

e 
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De esta manera se completa el ciclo de vida de un sistema, lo 

cual implica la generación de nuevos requerimientos y entonces 

comienza de nuevo el Ciclo. 

Proceso Básico de Decisión. 

Por otra parte, cada etapa del ciclo completo de un sistema se 

implementa utilizando el 11 proceso básico de decist.ón". 

· INPORMACION 
....__ 

...-" L FORMULA- SINTES!S - ANALISIS i 

CION DE DE Y EVALUA-
UN MODELC ALTERNA-r-- PRUEBAS . CION ' 

~~~~-~-=- ~PARA- EVA----- · TIVAS ~ --~· ...... =- e---- ~~ ~- ~- - ' ~ --'--

~ION 
. ---- -~ r·~~~~ 

LUAR 

• L CICLO DE OPTIMIZACION 

PROCESO DE DECISION EN CADA ETAPA 
DEL CICLO DE. UN SISTEMA 

--· --¡ 
. (rNFORMACION) 

"--- ----------· 

La entrada a· este ,proceso es la- información necesaria para identi 

flcar y definir el q10delo. Esta información se obtiene de in ves ti-

gaciones y decisiones. hecha en etapas anteriores y experiencia 
. 1 

previa del personal. 

El producto o salida d.e este proceso incluye información más de-

tallada, organizada y exacta de los requerimientos. del sis~ema ó.E 

timo para la etapa. · La implementación de este .. proceso básico 

de decisión" genera un diseño. Durante los períodos de planea-

ción y adquisición este diseño consiste en la identificación, des-

. ": -:::''-.--:-.... , ..... ·7-:;;---, ........ _., ·:·'-'-::"·7·~:"'.·:.-· -. .~ • ,r • :;~--
• •• ' ~, \O • 
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crlpclón, producción e instalación del sistem·a óptimo; dumnte el 

per(odo de uso, el diseño incluye la identificación de las 

res tácticas para la operación y desarrollo del sistema. 

3.4 Claslficación de Sistemas. 

Clasificación de los Sistemas en ·runción del 'tiempo .. 

rnejo-

Los sistemas pueden clasificarse en base a la variable tiempo co 

m o: 

a) Sistemas estáticos. 

b) Si~temas Dinámicos. 

Los sistemas estáticos son aquellos .en que las decisiones pasa-
, . 

das no afectan a las decisiones futuras. 

Los sistemas dinámicos s.on aquellos en que las decisiones pasa-

;, \¡ das influyen en las decisiones futuras. Estos sistemas. a su ~e~ 

·se dividen en discretos y cont(nuos. 

Los sistemas dinámicos discretos son aquellos donde las decis io 

nes se. toman a intervalos discretos de .la variable tiempo. 

Los sistemas dinámicos contrnuos son' aquellos donde las decisio

nes se toman contínuáment e. 

Clasificación de los Sistemas por el Tipo de Control. 

En base al tipo de. control, los· sistemas pueden Clasificarse en: 

e 

-
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a) Sistema de Control de Malla Abierta. 

b) Sistemas de Control de Malla Cerrada o 

Sistemas de control de malla .cerrada sori aquellos sistemas en los 

cuales la salida tiene un efecto directo sobre la acción de control. 

Se les conoce como sistemas retroalimentados. Este ti.po de con-

trol reduce el error del sistema. El control es realizado modificag 

do la entrada en función de la salida o 

ENTRADA SALIDA 

SISTEMA 

CONTROLADOR 

RETROALIMEN 'lACIO N 

Sistemas de control de malla abierta o· Son aquello.s sistemas en 

los· cuales la salida no tiene efecto sobre la acción de control • 

El control se efectua precalculancb las entradas del sistema de 

. o ~ -

modo que la. salida pr,~senta las caractensticas deseadas o 

ENTRADA SALIDA l. 

-----~~ 1 SISTEMA --

.• l 



•' 

4. SISTEMA DE INFORMACit">N. 

4.1. Definición. e 
Se puede definir un sistema de información como un conjunto ~e 

elementos íntimamente ligados que tienen por objeto manejar da-

. tos y elaborar reportes· que permitan tomar decisiones adecuadas 

para lograr los ·objetivos previamente fijados. 

4. 2 Generalidades. 

Los sistemas de información se encargan de los flujos de infor-

mación en una empresa. 

Los sistemas deben ser diseñados en forma elástica, de tal ma-

nera que puedan modificarse según las necesidades de la organi-

zación. 

¡' 
Se debe tener cuidado al diseñar tin sistema de información pues 

e 
i 

i, 
11 de lo contrario se corre el ries.go ·de diseñar un sistema poco .. prác 

t1co u obsoleto. 

Problemas que deben ser superados para desarrollar un buen. sis-

tema de información: 

1). Mal diseño de los reportes. 

2). Repetición innecesaria de la información. 

3). Inadecuados canales de comunicación~ 

4). · Circulación de datos innecesarios. 

S). Inadecuados métodos de proces~. 
1!.~1:¿1' 
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6). Inexistencia de una cadena de información desde la base a 

los niveles más altos. 

- PROCESO DE DATOS • 

Toda información en un sistema es pasada a través de una antra-

da~ un preces:>· y una salida. 

ENTRADA: transmisión de los datos recolectados para ser proces~ 

dos. 

PROCESO: manejo lógico y matemático que debe realizarse sobre 

los datos. 

Hay que tomar en cuenta las propiedades de cantidad, calidad y 

costo de proceso, partiéndo de los datos que inician el flujo de 

e un sistema. 

SALIDA: distribución de la informaCión resultante a los usuarios. 

Hay q.ue tomar en cuenta el tiempo de respuesta requerido. 

4.3 Funciones de un Sistema de Información. 

La importancia de la información hace necesario, que los datos su-

fran transformaciones que acentúen su' utilidad para que estos da-

tos proporcionen mayor información. Además cierta información 1 

asr obtenida 1 se convierte en dato o en datos cuando es necesa-

rio transformarla de nuevo, con el objeto de darle mayor utilidad a 

esa información o generar otro tipo de información. Esta transfo_r 

e 



mación de la información consta de varias etapas, y son precisa-

mente estas etapas las funciones básicas de un sistema de infor-

mación •. Estas funciones son: recolección, conversión, clasiíica- e 
clón, transmisión, almacenamiento, proceso y recuperación. Antes 

de ver con mayor detalle cada una de estas etapas debe aclararse 

que la información no siempre pasará por todas ellas, ni tampoco 

en el orden indicado. 

4.3.1 Recolección~ 

Forma en que son captados los datos fuente. 

En· esta etapa primero se diseña la forma de ·captación de· la infor-

mación, en función del fenómeno que se desea interpretar 1 de los 

objetivos que se buscan con esa captación, la capacidad de per-

cepción l, etc. A continuación la información es detectada por me- -. 

dio de sensores 1 pudiendo s'er estos sensores .. el ser humano, un 
i ;!· 

¡\' ¡1 

si'stema mecánico o el.ectromecánico, o cualquier otro método que 

tenga capacidad de detectar o percibir esa informa9ión. 

-- -4-;-3-;-2--- 8od-i:fica-cl:ón·.--

Cambio del código en que están· escritos los datos a un código 

acorde con el sistema. Esto es, desarrollar un medio de con ver 

sión para facilitar el manejo de los datos con parámetros unifor-

mes con el objeto de efectuar medicione·s o lecturas. 

e 



4. 3. 3 Clasificación. 

Una vez efectuada la recolección yjo la conversión de datos hay 

e ocas lenes en que es necesario clasificarlos 1 as( como hacer una 

selección o depuración; pues es posible que la recolección no h~ 

. ya sido Óptima, como también es posible que aprovechando ¡;)S me 

dios de comunicación, el tiempo, las formas de los recursos en 

general, se efectúen simultáneamente recolecciones de datos con 

utilidad diversa. 

Es importante aclarar que la clasificación no necesariamente ·se de 
-~=-=:= -

he~.efectuar posteriormente a la recolección y jo conversión, sino 

que es posible que durante éstas se vaya efectuando la clasifica-

ción. 

e 4.3.4 Transmisión. 

Proceso de mover los datos desde una localización a otra, fisica-

mente. 

Para que los datos tengan utilidad y sirvan como información deben 

estar disponibles para quien los necesite. Con esto se desea re-

saltar la función de esta etapa de la transformación, que es la de 

transportar la información, por medio de las v(as de comunicación 1 

en el momento y al lugar donde sea requerida. 

De su utiU.zación se deriva el evitar la duplicidaq de trabajo en · 

la elaboración de la información y además el poder contar con tQ 
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da la información disponible. Por otro lado, de su abuso pueden 

surgir complicaciore s como la de saturar de .información sin impor 

tancia a quienes deben tomar decisiones •. · e 
4.3.5. Almacenamiento. 

Es la ·etapa donde la información es almacenada utilizand~... su ca-

racter(stica de aglutina miento o debido al proce~o ·de agrupar la 

información que sea necesaria. Este proceso puede ser de dos 

formas: temporal o histórico. 

El almacenamiento temporal es el proceso en donde la información 

requerida pierc;l.e utilización al transcurrir el tiempo debido al cam-

blc de circunstancias y por ello no es necesario que la informa~· 

ción esté almacenada indefinidamente. 

El· almacenamiento histórico de ·información es provocado por la e· 
necesidad de contar, con la información necesaria de los fenóffie.., 

:· 1 
. . ~·~· 

nos ocurridos sin importar el tiempo que deba estar almacenada. 

4.3.6 Proceso. 

-·- .. -·· E~ ··la-· etapa· en" i~i--cÜallC?s- datos- -o-la- TnforrrlacT6n-so-n·- ütUizados~ 

i,\ 

para generar más información utilizando un procedimiento o una 

rutina previamente establecida. El procedimiento se divide: en 

cuatro grandes gr':lpos_ que son: 

. Análisis, srntesis, Cálculo y Procesos Rutinarios. 

e 
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4.3.6.1 Análisis. 

Es el proceso mediante el cual los datos se descomponen al de-

talle en todas y cada una de sus partes. En este proceso la in 

formación dada en poco volumen, un dato, un informe, una deci-

sión, etc. se descompone· en una gran cantidad de datos o en un 

gran volumen de . información. 

DATOS 
ORIGINALES 

PROCESO DE 
ANA LISIS 

~D 

) 

INFORMACION 
DESCOMPUESTA 

o 

1 ' 
1 

PROCESO DE ANALISIS DE IA INFORWJ.ACION. 
·,· 1 

,. 
r 

4. 3. 6. 2 Síntest~''-~·· 

Es un proceso cuyo resultado es la simplificación de la informa 

clón, proporcionando menos datos y a vece's. S in aclarar detalles 

d'e cómo se llegó a la simplificación. En este proceso un gran 

volumen de datos se reduce a un número menor, un resumen, un 

informe, que por ser mayor utilidad, proporciona mayor informa-
rl' 
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ción que el volumen de datos antes de reducirse o s intetizarse. 

DATOS 
ORIGINALES 

o 

o 

o 

PROCESO DE 
SINTESIS 

D 

PROCESO DE SINTESIS DE IA. INFORMA CIOÑ 

INTORMACION · 
SIMPLIFICADA 

Los datos sintetizados proporcionan mucha información, que pue-

de ser utilizada en la toma de decisiones~ a niveles jerárquicos 

superiores dentro de una ~rr.!P..r~sª ._ .---. 

4.3 .6.3 Cálculo. 

Es la etapa en donde la transformación de la información requí.§_ 

re un conjunto ele variables 1 constantes 1 . tablas 1 o fórmulas para 

efectuar operaciones lógicas y matemáticas que produzcan los re 

sultados requeridos por el sistema. Este proceso implica la uti-

lización de los procesos de análisis y/o síntesis en su desurro-

e 
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llo, aplicado principalmente en problemas técnicos. 

4. 3. 6. 4 Procesos rutinarios. 

4.3.7 

Este proceso de información es una particularidad del proceso de 

cálculo, pero que además ·se generaliza para varias aplicaciones 

sin que el cálculo desarrollado tenga modificaciore s escenciales. 

La importancia de este proceso radica en e 1 sentido de que si por 

alguna decisión determinada se han establecido las etapas que 

comprende el proceso de _,toma de decisiones y es de carácter r~ 

petitivo, entonces la totalidad del proceso de decisión .se puede 
$ 

mecanizar. 

Reeuperación. 

Etapa de la transformación de la información donde ésta es rec;:o-

brada utilizando algún proceso. Esto es importante ya que al 

efectuar la interpretación de la información que tiene un conjun 

to de datos se observa que ese conjunto de datos tiene dos ti-

pos de información: primaria y secundaria. 

La información primaria es la que posee un dato o conjunto .de 

datos tratados· como unidad o registro, y la información secun-

daria es la que se obtiene utilizando los nexos de la informa-

ción almacenada y. es por esto precisamente que la recuperación 

es una función sumamente importante. 
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4.4 Tipos de Sistemas de Información. 

Existen básicamente cuatro tipos de sistemas de información: ma-

nual, ·mecánico, electromecánico y electrónico. 
,. . 

e· 
. Los sistemas de Lnformación manual generalmente implican archive-

ros con folders, reportes escritos, cartas, etc.·, es decir 1 todas 
¡" 

aquellas funciones básicas que son ejecutadas a mano. Los sl.s-

temas mecánicos de información emplean instrumentos mecánicos 

tales corno las máquinas qpntadoras para ejecutar una o más fun-

clones básicas de un ststema de información, aunque algunas fun-

ciones continú·en ejecutándose en forma manuaL Los sistemas elec 

tromecánicos de información hacen uso de máquinas que contienen 

una parte mecánica y otra eléctrica tales como las perforadoras de 
1 

.tarjetas y perforadoras de cintas de papel. ·Los sistemas eleé:tró- f¡t 

nlcos de información périniten el registro, el a.lmacenamiento y el 
1 

·procesamiento de datos por computadoras electrónicas. 

Los sistemas electrónicos son ·ros más sofisticados y automáticos 

entre los tipos comunes de sistemas de información. Los sistemas 

manuales son los más simples y fáciles de manejC!r. 

Cuando el volum€m de información que va a manejarse se incremen 

ta y los requerimientos de exactitud son mayores, se hace más 

urgente la necesidad de obtener métodos de información mas compl~ 

tos y sofisticados. Es por esto por lo que la conversión de las 

técnicas de procesamiento manual a. las de procesamiento mecáni- e 

r 
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co, electromecánico o electrónico se hace necesaria. 

e- .. Debe tomarse en cuenta que raramente existe en la prácUca un sis 

tema de un solo tipo exclusivamente. Un sistema electrónico pue-

de usar dispositivos mecánicos o electromecánicos, y algunas fun-

clones pueden ser ejecutadas manual o mecánicamente en un siste-

ma electromecánico. La· tabla 4 .l .. muestra algunas técnicas repre-

sentatlvas usadas para ejecutar las funciones de los cuatro tipos ·de 

sistemas antes mencionados. 

4.4 o 1 Sistemas de Información Manuales. 
~~-o -L- ~ -~~~· ~· ,_,.._ ---

En los más simple·s sistemas manuales de información los datos son 

recolectados manualmente usando lápices o plumas y marcando en dQ 

cumentos de papel para representar . .caracteres alfabéticos y numéri~ _.,. 
• f.'· . cos. Estos documentos son genera !mente transf.eridos de un lugar 

a otro man~almente. 

_,;· : .. La información pla.smada en papel pUede ser almacenada en cajas, 
~ ... r··_ .:. .. ., .. 

escritorios o mesas. · Un almacenaje mas permanente se puede lo-

grar por medio de gabinetes, con archivos que contengan .folders, di-

visiones alfabéticas, etc. 

Cuando se necesita un documento específico es necesario pasar a 

través de muchos ·otros documentos para llegar al que se busca . 

. ·'··e· .~"•'. 
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TIPO DE 
SISTEMA 

.-Nanual 

Electro
mecánico 

Electr6· . · 
ni e o 

e. 

•' tr . , 

FfGURA IV. l. 

RECOLECCION DE 
. DATOS 

CONVERSION DE 
DATOS 

Documentos es- .. No hay gene
. critos en for~.- . ralmente 
ma ·m.anual 

Relojes checa
dores, máqui
n·as de escri
bir, c'ajas re
gistradoras. 

M~nua~, HáquJ:. 
nas· de escrihir 
cajas registra 
doras, · -
,;,rrarjetas con-
marcas 

*Perforadas 

Manual, Tarje
tns pcr foradas P 

c:i.rrtas · perfora 
d~1s, reglsb:-a:
doras ópticas" 
de dntos, lcc
tnn•s lk C:IL'l<.' 

.. l ,.·r ,. :; n1; ,,_;,n .:: L J -
,,•,, 

Limitada 
No .hay gene
ralmertte. 

Tarjetas pe!. 
foradas, 
Cintas de p~ 
pel perfora:.. 

. das 
i .. 

Tarjetas pe!. 
foradas, 
Cintas de P!! 
pel perfo!'a
das, discos, 
cintus mngn~ 
ti-c ;1:: 

TRANSMISION DE 
·DATOS 

Mensajeros·; 
teléfono, co
rreo, memora!!_ 
~um, etc: •. 

.;, 

Manual, tubos 
neumáticos, 

Teletipo 
Teléfono 

Teletipo 
Te'léfono, :~ 
Transmisi.6n 

• < • 

Centros au--
tomti tlcos de 
svlitcheo .. 

AI.MACENAMIENTO 
DATOS 

Documentos de 
pape 1, gab.in!:_ 
tes de archi
vo 

Documentos de 
papel, gabin~ 
.tes· de archi
vo 

T.arjetas per
foradas, 

· Cint~s de pa
pel perfora

.das 

Discos magnf 
ticos, t;:.irje 

. tas magnéti-: 
cas, cint.as 
magnéticas 
tambores nwg_ 
n{;f:ícon, ntl• 

(:}\.'O:: illi.IJ~IH~-
' r .. , : 

PROCESAMIENTO 
DATOS 

manualmente 
con ttso de -
utensilios, 
reglas de cá!. 
culo, ábacos, 
etc. 

En fo;:ma ma
nual usando 
calcula¿oras 
manuales, su
madoras, máq •. 
de registro. 

Por medio de 
verificadoras 
clasificado
ras, int~rpr!:_ 
tes, intc.rcao 
ladoras,repro 
ductores',· ta:' 
buladoras, 
cJ:üculadoras. 

Programas a:.~ 

,macen.Gdos en 
el CPU 

RECUPERACION 
DE INFORNACION 
Y REPORTES 

Infom.aci:Sn ma-: 
nual, lápiz, ' 
pluma. marcado .. -
res, etc:· 

Informac·i6n ma- i 
. 1 

nual con máq. _, 
de escribir, raá1 

de e ser itu ra so 
bre tarjetas re! 
gistradoras. 

Información. me-i 
canizada con el! 
uso de ·tabuladot 
ras sobre for-_.-¡ 
mas impresas ,p~: 
liculas, pr.oye;:_ 
tares. 

Impreso!r cl~ al· .. 
te ve. loe ldod·, 
panta1J .a~; de r.~: 
yos Cflt6r!icos, 
consol;:JS te:rmi. .. 
n.1h:s, ;¡,[¡q, de 
c!;crAi..l· ¡.;.r·¡· . 
,,c,·cPd 1 t't·(! o. ! 
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Los datos pueden ser clas.ificados, acomodados y editados manual-

mente o Algunas. veces los· datos deben ser reordenados en diíeren-

tes documentos 1 estós cambios son hechos manualmente por depen-

dientes. Si es necesario hacer cálculos de los datos se hacen ma ' 

nualmente 1 y posteriormente son enviados a registros o folders. 
. . 

Los reportes escritos pueden ser preparados después de que la ma 

nipulación y~ los cálculos de los datos han sida ejecutados. Estos 

reportes consisten normalmente en registros y. folders archivo" los cua 

les han sido arreglados para reflejar las condiciones ocurrentes o 

Las presentaciones con gis y pizarrón u otros medios visuales sue-

len ejecutarse cuando la información está hecha para presentarse a 

grupos grandes. 

Los métodos manuales son lentos e ineficientes y además, cuandd so 

lamente son usados métodos manuales durante el procesamiento de da 

tos suelen ocurrir errores. Sin embargo, los requerimientos ·de in-

formación suelen ser simples en muchas organizaciones y .por lo tag 

to el sistema de informaciór) manual resulta ser el más económico y 

vlable en estos casos. 

Cuando el' volumen de datos aumenta y los requerimientos de· proc~ 

samtento llegan a ser más extensos, se hace necesario el uso de 

sistemas de procesamiento más sofisticados. 

~~.---- --===T' 
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. 4.4.2 Sistemas Mecánicos dre Información . -
Los sistemas mecánicos de información emplean instrumentos me-

cánlcos para el procesa m lento de datos. Sin embargo, en estos 

sistemas algunas funciones aún son ejecutadas en forma manual. i 
• 1 

Las técnicas mecánicas son normalmente usadas para hacer el pr_Q 

cesamiento más rápido o más legible de lo· que es posible con las 

técnicas manuales. Tamblén es posible implementar la adecuación 

de codificación, cá~culos, .etc. por el uso de técnicas mecánicas. 

Las máquinas de escribir pueden ser usad.as para registrar cuentas 

de datos en los sistemas mecánicos, cajas registradoras, impres2_ 

ras de tarjetas de crédito 1 checadores y otros instrumentos mecá- e 
nic9s pueden también ser utilizaqos para recolectar datos. . Para 

la comunicación de datos de un lugar a otro en distancias cortas ., 

son utilizados normalmente tt.ibos neumáticos. 
,_ 1 

Métodos manuales 

de comunicación de datos tales como el correo o servicio de men-
1 

sajeros pueden ser usados si es necesario. 

El papel tomún es generalmente usado tanto ·en el almacenaje tell!.. 

poral como en el permanente. Los datos contenidos en hojas de 

papel generalmente estarán en forma de impresos ó escritas a má-

quinas y no en forma manual. Las operaciones de manipulación de 

datos deben todavía ser ejecutadas en forma manual la mayoría de 

los casos, una posible excepción es donde los datos son a la m ce-· e 
nades en tarjetas perforadas. Estas tarjetas· pueden ser cla~ifi-



cadas mecánicamente usando las señales necesarias . 

• Las máquinas de contabilidad, las cuales combinan las funciones 

de las máquinas de escribir y las máquinas sumadoras pueden ser 

usadas para llevar a cabo operaciones de procesamiento r..l0 datos. 

·Estas máquinas son capaces de sumar, restar, imprimir y pueden 

checar la adecuación de resultados de operaciones previas. Los 

cálculos de datos también pueden ser hechos _en máqui_nas suma-

dores y calculadoras. 

~.~Las o máqutn~üf;de es~cfioir· son~trs1H:las ··para--reportar·scrrrda~de info_c· 

mación. Las máquinas de contabilidad también pueden ser usadas 

para preparar salida de información. Las presentaciones en gr._¡-

·e pos pueden ser hechas con proyectores o retroproyectores. 

El uso de instrumentos mecánicos puede incrementar la rapidez y 
tl. 

adecuación de operaciones en gran medida. Sin embargo, el pro-
;.r 

cesamiento de datos no es contínuo, y por lo tanto el operador debe 

tornar los resultados de una máquina y transferirlos a otra. . Se es·· 

· tará más cerca del procesamiento contínuo y automático de datos 

cuando se use equipo electrónico o electromecánico. 

4.4.3 Sistemas Electromecánicos de Información. 

Los métodos de procesamiento mecánico y manua 1, permiten que los 

datos sean expresados en forma de caracteres alfabéticos o numé-

e ricos, escritos o impresos en documentos de pape l. Antes de que 



los datos puedan ser aceptados por sistemas electromecánicos de 

ben ser convertidos en documentos perforados, los cuales pueden 

ser leídos por máquinas electromecánicas. Estos documentos pu~ -

·den ser tarjetas perforadas o cintas perforadas. 

En la mayoría de los casos los datos contenidos en los doc:umen 

tos fuente deben ser convertidos a una forma de lectura a propia-

. da para la máquina. Sin embargo, es posible utilizar un equipo 

cai>az de producir tarjetas perforadas como un producto de codifi-

cación de un documento 'fuente. Este procedimiento permite al u-

suario tener dato~ en ambas formas de lectura; humano y de má-

quina y además con un mínimo de costo extra e inconvenientes. 

Cuando las tarjetas son perforadas los datos contenidos en ellas 

pueden ser impresos automáticamente· en la parte aíta de la tarjeta e 
. por la máquina perforadorá. Si un operador humano necesita acce~o . ' ' 

a cierta információn que se encuentra en alguna de las tarjetas 

splamente necesita leer lo que está impreso en la parte superior de 

la tarjeta. 

Una vez que los datos han sido perforados en tarjetas o en cinta . 
de· papel pueden ser archivados para procesarlos, mas adelante o 

inmediatamente. 

Un archivo completo puede ser almacenado en uno o maspaque-
'¡ 

tes de tarjetas, y estas pueden ser almacenadas. permamentem~n-

e 



,. 

. te en gabinetes especiales. La cintas de papel son tambLén fá-

ciles de almacenar, pero tlenen la desventaja de almacenar da-

e tos solamente en ·fonna de lectura de máquina y orden seria l. 

Estas características hacen dificil localizar un registro dado e 

impráctico pa~ los humanos leer el re<Jistro directamente de :.:1s 

cintas en la mayoría de los casos. 

Los clasificadores de tarjetas perforadas son ·utilizados para ciasi-

ficar nuevas tarjetas, en el mismo orden en el cual están arregla-

das en archivos las tarjetas ya existentes. 

Las posibilidades de manipulación de datos con cintas de papel 

perforadas son limitadas, requiriendo repreforación de las cintas 

en la mayoría de los. casos. 

e Un archivo de tarjetas combinado puede ser pasado a través de la 

máquina contadora (tabulador) para. ejecutar cálculo de datos. y op~' 

. raciones de. procesamiento de archivo. La máquina contadora no 

sólo ejecuta cálculos requeridos para poner al día los registros, 

sino que puede imprimir también reportes sumarios, reportes de 

excepción y detallados listados de tarjetas. Cuando se usa en con 

junción con un! perforador la máquina contadora puede crear nuevos 

registros ·en tarjetas perforadas·. Tableros alambrados de· control in-

tercambiables dan a la máquina considerable flexibilidad en la ejec~ 

ción de cálculos y reportes operacionales. 

e 



Los sistemas electromecánicos perforadores de tarjeta:; tienen 

enorme ventaja en rapidez y exactitud sobre los siste:;iuS manua-

Íes y mecánicos. Srn. embargo para llevar a. cabo todc:s los ¡:lfOC§'. 
e 

samientos necesarios 'en un sistema de perforador de tarjetas aún 

es necesarió que un operador esté llevando las tarjetas de um:, 

máquina a otra. · E'i equipo perforador de tarjetas también está li ~ 

mltado a 1!3 rapid~i c90 la ctiél.l lee y perfora las tarjetas. P"dra 

Ul'l má~ so'ftsticado; r~p~c;io. y autQmático procesamiento de informa-
'· 

ción/ e~ n~ce~at~o ir' ~--la erectrónicq. 

4.4.4 Sis~emas Etectrohicos. 

Los sistemás eleCtrÓnicos' de información requieren qre los datos 
1 

sean transfaaados hacia Ünpulsos magnéticos y electrLcos, acepta-

bles, para· tos itü;truin~_ritos éledrón~co·s. · Los datos pueden ser re- 8 
.. .· . . :.· s:: .. ' 

:;,, -~' cé>Ie·étadosj,{i:'íúdél,l~eY1Ú~;d,í?r1 u'na gra.'n váriedad de forma S. Esto in-
.. . • . ..:¡:•~;' . . , . 

.. cluye instnifnentos efedtróiii'cos ·analógicos y digitales como medí-

•,:, dorés. de ·d.a-tos,- 5 l~s.t?f:~s;··cafracteres. ópticos o magnéticos. y .teclados 
· :r >· .. ,: -:'.\1.· ·· · 
. '< ' .• 

de acceso tlirecto, et·o ... Ninguno de estos instrumentos ~equiere más 

adelante co'r:iversiÓh dé datos. Sin ~mbargo, si .los datos son. reco-

·-lactados origin~lm~rite en tarjetas perforadas o en cinta de papel P~E. 

forado es conveniente sean convertidos a una forma en la cual unn 

computador'~ lo$ p\Jeda aceptar eficientemente. 

·:-. 

r magr"Í'E:hicas 1 tarjéton'es de cihtas magnéticas 1 discos magnéticos o tam 

e 
'¡ 



e 

e 

1-:· 

e 

.. , 

bores magnéticos. Las cintas magnéticas proveen un gran (y eco-

nómico) volumen de almacenaje permanente de datos, aunque el 

acceso a información almacenada en rcintas magnéUcas es posi-

ble s6lo ·en un orden serial y además los datos no están en for-

ma de lectura humana. Los tarjetones de. cintas, e.l disco ·:.- el 

tambor generalmente, son mas caros para operar que las unidades 

de cintas magnétlcas y generalmente tienen menos capacidad de al-

macenaje, sin embargo permiten el acceso a datos almacenados en 

forma a-leatoria. Los núcleos magnéticos son usados para un alma-

cenaje tempera l. 

La unidad de proceso central de una computadora ejecuta cálculos 

de datos y manipulaciones de. datos bajo el control de un programa 

alma cenado. 

El concepto de programa almacenado permite a la computadora se- 11 

leccionar uno de varios cursos de acción, basado en entrada de da-

tos o procesamiento de resultados, también como para repetir el mis 

mo conjunto de instrucciones para diferentes modelos de datos. El 

mismo programa puede ser usado muchas veces para ejecutar opera-

1 1 

cLones dadas sin necesidad de volver a, escribir el programa. 

La salida de información de los sistemas electrónicos es t(pica-

mente en forma de reportes impresos, ya sea en impresoras de alta 

velocidad o en dlsplays visuales en tubos de rayos catódicos.- En 

' V 
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algunos casos las salidas pueden ser en forma de. tarjetas perfo-

radas o en cintas de papel perforadas; si el almacenamiento es te~ e 
peral o usado como entrada para otro proceso de operac~ones. 

Los sistemas electrónicos de información están diseñados para apli-

caciones en- las cuales grandes cantidades de datos deben ser colee 

tado~ y analizados y donde los resultados significativos deben ser 

mostrados y recuperados. Tales sistemas son también indicados 

para aquellos casos en los éuales el .procesamiento de resuitados 

·debe ser comparado, para predet'ermin~r reglas de de decisión como una 
1 

11 base para. 9ecisi0nes más simples. 

- l 
., La rapidés de operación y la gran cabacidad de almacenaje de es-

. . . \ 

tos sistemas·, ·1es permite manejar gr~ndes vólúmenes de datos y e 
1 

trabajos de qomplejo procesamie!'lto eri forma económica ·y e·ficieíite-. ·· 
. • . ! 

-f 
'. 1 
1 

-¡;. •., 

._L.·.¿, • j..J; .i 
!;'' 
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5. LOS SISTEMAS DE INFORMACION EN LA ADMINISTR~CION Y EL 

CONTROL. 

5.1 Introducción. 

Se ha resaltado la. importancia de la información en la actualidad, 

asr como la influencia de los sistemas de información en todo ti-

pode empresas, negocios, etc. por ejemplo la industria de la 

construcción no es una excepción en cuanto a la influencia que 

en ella tiene la información, sino que además es una de las in-

dustrias que más requ~ere de los sistemas de información para el 

adecuado control dé~ sus obras y proyectos. 

Un sistema de información es indispensable para llevar adecuada-

mente cualquier proyecto, tanto en la planeación como en el con-

trol. en puntos básicos, tales como análisis y configuración del -

pr~yecto, costos, supervisión y control de las actividades. 

Es necesario aclarar que se pueden crear· una gran cantidad de sis 

temas de información en esta rama, en función de los requerimien-

tos particulares de cada empresa o de cada .proyecto. Sin embar-

go la, mayoría de dichos sistemas están enfocados hacia la pU~ne~ 

ción y el control de las actividades tanto. en tiempos como en cos 

tos. 
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5.2. Objetivos. 

Se puede señalar, como ,objetivo principal de los sistemas ..-l.::> ........ in·-

formación en esta rama..., el proporcionar la información necesaria 
e 

para el adecuado. control del desarrollo de las obras. 

Respecto a este objetivo cabe hacer las siguientes consideracio-

nes: 

Es comun denominar como "Sistemas de Control de Obras 1' a. los 

sistemas que cumplan el objetivo antes mencionado. 

·Los sistemas de control de obras permiten, como su nombre ío in 

. di ca, el control de tiempos y costos en las obras, tomando en cueó 

ta para ello· todos aquellos factores' que de alguna manera influyen 

en la duración y el costo de' éstas como las restrlcciones y los. re e 
__ cursos disponi.bles. 

Estos sistemas, al proporcionar la irf>rmación necesaria para el 

control de las obras, trabajan como un auxiliar muy importante de 

los directores o responsables de éstas, en sus funciones de direc 

ción y supervisión. 

S • 3 • Ventaja s • 

Las ventajas de los. sistemas· computa rizados de. control de obras 

son múltiples. A continuación se mencionan las mas importantes: 

Obtener información en el instante deseado del desarrollo, situa-

...... ~ ----.. -:-: -'- :: .... 
~ ...... -.. 

---~----.. 
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ción y. características de las diferentes obras que se están mane-

jando • 

.. e 
LLevar un control automáÚco del desarrollo de las obras. 

Facilitar la toma de decisiones de los encargados ,sobre las obras 

que se manejen. 

Reducir al mínimo el error en la transcripción de la lnformaclón, 

haciéndola más confiable. 

Conservar un histórico general de las obras que pueda servir de ay~ 

da en futuras ·. planeaciones. 

En la actualidad estos sistemas están alcanzando un gran auge en 

la Ingeniería Civil, agregandose a los notables avances· en rela-

dón a la tecnología disponible para la realización de una obra, co 

le mo son los aplicados en el diseño y construcción. Gracias a los 
~. 

sistemas de información los notables avances. SE! han logrado ahora 

en la planeación y control de las· obras . 

}:. 

e 



6. SISTEMAS ELECTRONICOS DE COMPUTO. 

Generalidades 

Los sistemas de cómputo electrónico, han sido a lo largo de su relativ:.:.--

mente reciente invención 1 mejorados en forma por demás· sorprendente, 

. 
esto es si tomamos en consideración que hace solo algunos años f?.CiU_i 

pos funcionaban en base a bulbos electrónicos, con fuertes linütaciones 

en velocidad' capacidad 1 confiabilidad' etc. y que en solo unos cuantos 

años es posible contar con computadoras extraordinariamente mas bara-

tas, eficientes, potentes y confiables; .lo·que ha permitido que .el usua-

rio de cómputo el~ctrónico en casi todos. los niveles, tenga acceso a 

ellas en forma facil y sencilla por tanto mas eficiente desde el punto de 

vista programación: así como que en la mayorfa de las oc=stones 

cuente con termrnales ·remotas que le evitan el tener que transladar-

se a correr sus trabajos hasta el local donde se encuentra la c;ornpu-

tadora. 

Por otra parte en cuanto a los usuarios de, informa.ción ,: que <;le una 

u otra manera está mecanizada electrónicamente, cuentan con multi-

tud de formas para disponer de la informacioo, al disponer en muchos 

casos de terminales remotas y no solamente con listados, lo que fue 

la forma tradicional de recuperar información. 
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SIMULACION MANUAL DE JAY W.. FORRESTER 

DISTRIBUCION DEL SISTEMA 

Un problema normal que encaran los em.presarios es el de control 

de inventarios. El mantenimiento de un inventario estable se -

complica a menué~ por inventarios m~tiples involucrando fábri 

cas, distribuidores, mayoreo y menudeo y por demora en la trans 
' -

mi~~áóno· de·"bie:nes y~pedidos. -~Los-~pedi~dos ~~proEederi ·-del 'ciieiité: . .:.. ~· 

ª;i. ~;r~v~s 9,~ t:g<Jos ~qs sectores· serialm.ent@: a la .fábrica y los 

9;1,~1f;~ f::},uy@ º'ª ¡ª .fá.b:J:>ica, ~e:ri~ente al, través de todos los 

D~ST~I.BUlPQR. FAB~ICA l 

i 
i 

Fªª ~;x;~i~ª-r- ~~~ J::?PQºl,~a,s iAA~~ª-t;e$ @.. ~ste sis~~a, de PJ:'O ,... · ~ 

·d.lAQ(;Í.Qn,<;J.i~t~il?YQÍQ~ ~1? !?iJnl.ll~á m.anua;J.Jn~nte y po$teriormente .,., j 
:pllec;ie l'J.ªc~~!~e en ®~ Q~;putadQ~a~ P~ero se cies~;l;'oll,ó un mo- i 

del,o Q,g simYlªºión b.~a.t!Q pa,:rª ~ep;roduc;:i:r ;la est~ctura del si~ 

t~~~ Qªqª pe;r-sQnª @ estª si.mulªcióp. :rep~esentará. el papel de 

tm Q,eci$Q~C 4e s~tor. SlA t;;rabªjº s~á satisfacer pe(l:j,.dos del -

s~ctor ~ s~ i~~ierQ~ y co¡oc~ 6r4~es solicitan4o bienes del 

$ecto~ ~ sY de~echª· 

i 
! 

J 
1 
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Las decisiones para ordenar articules se hacen 'W'la vez a 1 a se:

mana. Todos los sectores en e~ sistema son idéntico~ exc:;e;p ~:,_ ~ 

por el tiempo que se requiere para recibir arti~~os del sigui~ 

te sector después que se ha hecho un pedido. Menudeo, mayoreo~ 

y el distribuidor reciben sus ~ienes dos semanas después d.e co

locar sus pedidos~ a menoso por supuesto, que el sisju.ie.."lte sec 

tor n.o tenga suficiente inventario para satisfacer la cantidad 

de articules que está demandando. El almacén de la . .fábrica de

be esperar tres semanas para que se elaborel'l los artículos cuya 

producci-Ón ordena (la .fábrica tiene un abastecimiento infinito 

de materias primas). Las órdenes del cliente están predeter.mi-

~~nadas.~~-~Las- 6rdenes~que se~recibl&f eh los ofro_s_ sec-to~res son--
las que se colocaron un periodo antes por el sector a la izquie.E_ 

da. 

Cada persona en la simulación_ puede usar cualquier esquema para 

ordenar que considere neces~io para evitar las situaciones sin 

articules almacenados. Sin embargo, no tiene otra al terna ti va, 

más que satisfacer todos los pedidos siempre que exista un in

ventario adecuado. Para duplicar las condiciones del mundo 

real se supone que .todos los pedidos se demoran una semana en -
' 

el correo y todos los bienes tienen también una demora de una -

semana en el transporte. 

Para ilustrar la operación del sistema y las reglas de compete~ 

cia considere las acciones del distribuidor. El distribuidor -

recibe pedidos del mayorista después de una demora de una sema

na en el correo y envia las unidades que se le requirieron inm~ 

diatamente
1
siempre y cuando tenga la cantidad suficiente de bie 

~~· . ~ 
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nes. El material se recibe un periodo de tiempo después por el 

mayorista. Cuando no existen suricientes unidades di.spon.i~:::.J -::'. 

la parte del pedido que no satisface va a englosar· el cor.;.c.:.::pto 

de pedidos no satisfechos y se enviarán cuando se tenga¡:t mJ.ida

des adicionales del almacén de la fá:brica. El dist:ri'i)<.l..:.dor ha-

. ce sus pedidos al almacén de la fábrica una vez a la se."!lana pa

ra mantener su propio inventario. Existen dos costos asociados 

con cada inventario" los de tener articulas y los de no tenerlos. 

S.iempre que se tiene una unidad en inventario uno deja de ganar 

intereses sobre .el dinero invertido; estos costos se tomarán co 

mo un peso por uiri.dad por periodo de tiempoa Siempre que la d~ 

manda· no ,pueda sa~isfacerse inmedia~amen~e~~xisten--cos·tas- aso~-----
, 

ciados con la insatisfacción de quien hizo el pedido (cliente, 

mc;mudeo, mayoreo o distribuidor). Para propósito de competen -

cia se tomaron estos costos como dos pesos por unidad por peri2 

do de tiempo. Para minimizar los costos totales cada sector en 

el sistema de distr~bución intenta mantener· su inventario en el 

nivel más bajo que sea suficiente para satisfacer cambios ines

perados en la demanda. Si el inventario· comienza a estar abajo 

de este nivel deseado se ordenarán unidades extra. Cuando el -

inventario empieza a acwmular debido a una escasez momentánea -

en la demanda, los pedidos disminuirán. La acumulación de cos

tos es una rorma conveniente de medir el éxito o fracaso de los 

·esquemas· del control de_ inventarios por lo que se calcularán p~ 

ra ver cuál equipo de los cuatro decisores .fu~ capaz de satisfa 

cer la demanda del.cl1ente con el costo total más bajo. 

· .. ( ~~ ~ ¡ .•. 
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1 .- Durante la simulación se transmitirán los pedidos en. hojas

de papel. No co.lTlunique sus pedidos a ningún ot...ro S~'"'>'}.·~· :::~,1 

ninguna otra .foma. 

2.- Los pedidos del cliente se revelarán al sector de menudeo -

una vez por semana. 

3.- Cada sector comienza con un inventario de doce ca~ticulos. 

4.- Durante cada periodo de tiempo de la simulación se segu.irán 
. ' 

los pasos siguientes. Upa persona, el supe:rVisor de si.Jr.n.üa 

• -~ -~ • o~~~~ ci~n.- describ~rá -cada ·pa.gp- tota,l.mente en-i.as ~primeras· tt~ra..-;~ · 

1' 

. ciones. Después será suficiente con mencionar -t!'mic~nente 

l,a, letr.a. corr~spondiente a cada operación. 

A) Satisfaga del inventario cualquier orden que tenga colo

cando el número requerido de unidades para transportarse 

al sector que está. a su izqUierda. Si no se van a trans 

portar unidades coloque un papel con una notación de· ce

ro. Si la orden pudo ·cumplirse totalmente destrliya1a9 -

si no, réstele l.as unidades enviadas de las unidades re

queridas, y déjela. 

B) Registre su inventario y unidades no surtidas. 

e) Llegan las unidades por el transportista. 

D) Decida cuAntas unidades desea ordenar y coloque su pedi

do en el correo. 
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E) Registre el n~ero de unidades que pidió. 
¡_· .:. ·' . , F)· Llega el correo·~ la simulación de las activ'ide-.dcs ·::;:L.;;; . 

semana· h~ t~inado y la secuencia comienza de XJ.Ut:::·v-o. 
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. OPERACION CONJUNTA DE UNA PRESA 
Y UN ACUIFERO. 
Traducción de un artículo publicado -
por: ASCE Journal of the Hydraulics
Division "Conjuntive Operation of 
Da m~ and Aquifers" by: Nathan Buras , 
Noviembre de 1963 • 
Ing. Fernando Rueda Luj ano. 
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. : ~. ~ . . -~· . . .. . ; :-~ . . '--~.' y. . ~ . ·. ·' . 
APLICACION QE LA PROGRAMACION· DINAMI9A PARA LA OPERACION CONJUN 

.·_rAnE uNA PRtsAY uN:Acuú1:~B:t ~ 1 

: .. ,' . ·-·. ·. ~- ; '.· 

,· 

· Introducc .. :lón •· · 
. :::·: 

·:~ •l' •• ••• '· 

La calidad y disponibilidad del agua. -~6n frecu~ntemente fac 
! ~ ··.·' ; ,. '.. .·• . . ; ., . ·. . •... --·- . -· . -

tores qÚe limita.n los esquemas de desarrollo hidráulico regional~-. La utilizE_ ...... · . " . . . . . . . 

ción optima· de este rec~rso natural es es.encial para el establecimiento tie 

estructuras econÓmiCas y sociales adecuadas •. ELtérmino. -''optimoll--hace pen . . ~. ' .·. . ·. . . .. -
.· ·sar endiferentes proble-~as. Por ejemplo: Optimo (o mejor) para quien ? -

· ¿ OpÚmc,' '(o ~á~ favorable) para· qué ? • ¿Bajo qué condiciones ? ~- E.stas 
. .. ·~; ! . :....~" . ;; . . . . . : . : . . . :· . ; . ,. . . 

·- ·preguntas deben ser 'contestadas en su conteXto económico y social. 
- ~- .'.' 

·.Las técnic.as de análisis usadas eri -ingeniería .sólo pueden 

proporci_onar,. _un~ sed'e de. diseños 1 plan~s y formas de 'operació~ ·,·as! co..: 

~o:su~ .respecúvas con~ecuericias en términos de beneficios' (bienesy ser_ 
/ .. . . -) .• . . . . 

viciosfe !~versiones. Después de.este prQceso ~ngeniern, u~~almente se 
'· - ": . . . 

. ll,eva á ca.bo un juicio de valores acerca de cual elemento de la. serie de ~ . . . . . ~. .. . . . . ·. . . ' 

bi~r~ s~r ad<:>ptado paras u. realización, tomando en cuenta aquellos aspeg_ 

tos .del problema que no pueden ser cua~tific~dos o ~o se pre~tan para un . . ., . . ' . . 

ahális i~ más formal.; 

-, .El Úso de 1C>s vaso~ de. ~lmacehamieiitc/.es:.uha prácÜba bien 

establ~cida paf·a ~bast~c~mientÓ. ~e a~~\Ía' ~.-cori1:rol·d~-- av~riÍd~~-~ La inclu· -
' ~ . 

s tón d~ ·:acu1feros en,'la. pla~~aCión. de'! ·áesartbÜo hidráuliCo. ~:~(muy impor-
~. ' • • •• ' •• ...< · .. ·. 

.. ... ···.'·· 

···.· 
•' ~. ··' 

-· 

.. 
. ~-~ 

~-. 
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· tante. Los acuíferos ·puéden considerarse como estructuras de,álmacenamien 
' . . . '. . . . . ~. . ' .. ·. . '· ~ .. ''• .. ; -

·. 'tó capaces de eJ~cutar dos funciones, e~ m~chos casos: c:ohtro{ de' av~nidás 

y abastecimi~nto de-agua ~ra diferente$ u'sos·. ta'primera' fundión no siein..:. 

pre es obvia y frecuentemente se ha despreciado. Las' cuencas subterráneas 
. .· .. . . . ' ' ,. .. . · ... · ' . 

. . cuándo se;operan·en COOrdinación con vasos de almacenamiento SUJ>erficial 

puéden.proporcion.ar capacidad< para almacenar las aguas :superficüües en -
. ' . . . ' . . 

. . 

exceso de las·temp~~adas de lluvia y serextraidas. durante ei estiaje • 

. ~·; 
· . .~·. 

\. 

· Planteamie~t.o (jeLPro,blema/. ;_'. 

·. '• ..... ·. Ef problema que se plantea aquÍconsl.dera un ~Ístema que i_n 

cl~ye do~:e.iení~ntos··~~incÍpales ':'·una ·pr~sa de.·alm~6énazni~n~oy.Un écu!f~-· 

ro. El al.rnacEmamierito s.uperficial recibe ·una aportación v~iabÍ~ y 
1 

. ·"d~a.n 
. ' . 

te el intervalo;·de 'tiempo · i •. La·.capacidadde la: presa Q almacena una 

canticladde agua . qi ( O ~ qi ~ Q) alprinciplo del misrrio.·per!ódÓ. La -

cantidad :alrnadenad~;córre'sp·ondiente en el:acu!fero es gi • Suponiendo 

que la capacidad eje a~macenamiehto del acuífero sea G, entpnces ·.O~ gi $. G. 

Las canÚclades . :Yi .,. Q ·,· qi ,G . y · gi tienen dimensiones d~(;.t3 .• Dentro . 

. del proble'ma se incluye un elemento adicional que se refiere a la existen -. . .. ; . . . . . :·. .. 
. . 

cia de una estructura, con ·~apacidad R,, y cuyas' CUill~Iisiones también ·están . . . ' . . .· . · .. •' :· ,. '. •·:. 

dadas en t3,; que. sirve. para recargar el aduífero. 
. . :' ·. '' .. ' . 

.· 
)'• 

.El .alm~benéilmie·nto superficial abastece por gravedad la de -. 

manda de :'¡a zona de riegO· Ag·. y el acuífero la di la zona de dego 'Ag por 
,· .· . . 

medio. de bombeo. ·se· hac·e 1~: hÍp6t~sis de _qu"e ningül1~ eje la~· ·cios ár~as de 
. .. ,. • • 1' ... '. • . . • . •••.• • . 

_; ::· · .... ·' 

.... 
. : ... ':· 

. .. 
:·,·.·.· 
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iiego podrá. ser abastecida por fuentes :.diferentes a las asignadas. 
.· : . . 

El agua descargada por la presa eri el . i.;..esimo ·período tie-

ne dos componentes: Xi [ 13 ] para el riego de· la superficie As y· 

· .. r ... · .[ 1 -3 1· ' ' },para recarga del asu-Ífero. Este último .volumen es adicional a -

Cj [ 13 · J que recarga el acuífero en forma natural, tanto de escurrímientos 

superficial corno de fl~jo subterráneo. El volumen que se bombea del acu!-

fero para el riego·.de Ía superficie Ag corresponde a 'lT [ t3J. El sistema 
· .. ; 

···, 

y su operac.ión aparece esquemáticamente en la Fig. l. . ~~- .. 
. ,:• ... :· 

· Nótese que lp qapacidad del acuífero 1 G 1 se halla limitada 

en su 'parte inf~·rior por la má~ima profundidad económica de bombeo 1 H 1 y 

en S~ parte superior por los problemas de drenaje qUe pueden ser creádos -

-cuando el ni~;~¡ fre.áÚ6~ se halla. muy cercano a la superficie (Fig. 2). 

,. 

, ·.EFproblema consiste· en establecer un criterio de diseño y.'"" 
"•-. . · .. ' ' . . . . . . .. .. . ' - ' . 

'• 

un conjl}ntó.de reglas operativas para el sistema. Específicamente-, se re-
. . . ~ . -~ 

quiere determinar el. tamafio 1 Q 1 de la presa de almacenamiento (i. e.' la al .· . . . ... . . . . . -

tura de' ia pr~sa) ylas características de la estructura de recarga qU:e corre.§. 

p6nden a la capacidad R. Asimismo 1 se tratan de ~stablecer las reglas de -

. á'lmacenamiento y de .descarga tanto de Ía presa como der'acu!fero. _El cri -

terio par~-el d~~arrollo de los re~ursos.hidráuiicos ~~·esta s:itu~ción hipo

téüca 'es' la' optimi~'aclón del' 'sistemá ~i maxirtüzar los be'nefid,os que re -
. . . - . ,· . .. '' 

sultán del abastecimiento de agua para d~go y_de la prevepción y_aterma -
. . . . . . . . :· . . ·,.,·... . . · . ... :, .. ··' . . . . . 

cióh de las avenidas que de otra manera podrían dafi91' propie-dades loqali -: 
' . ·. : ,· . . . . .. ,f ' : .• . . ": ' ', '. ·:::r ,'. : ,· . '.,~. . ,; . . . ... 

. ... ·. -~ .· ~- :;, .. ¡:··· 

: ._; 
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zadas · a~\.las abajo de las dos .estructuras. e 
',_,· 

Análisis. 
..,_. __ 

·.:L~ solución completa. del-problema· requiere·que ·los sigUien~ . . . -

tes objetivos se cumplan:. 
·;· 

l. ··La deternlinación del tamaño óptimo de' la ·presa y las. estruc 
..· ·. . ' . . ... . .. · -

turas de r~carga, Le. ,_ ias dimensiones físicas óptimas del sistema (criterio. 

de diseño)~ 
.: . . . .· . . . .. . . . ; 

2. La optimización de la escala .de.desarrolló, i. e. , de los o~ 

jétivos deseados que. determinan, a su vez, la ·extensión de las áreas· As 

y Ag· (estos obje~ivos p~~.deri ~onsiderarse coino el .cri~eri.Ó.de planeación); y ... . •, .\ :·} . 

e 
~. . La det_erminaéión de un procedimiento óptimo de operación; es decir, 

; . . . ' ' . .• . 
. . . -.· . 

d~ un programa de descargas de la presa <xc + .. ri ) y de bombeo 'tri 

. del acuífero. 

Esto significa que el beneficio B es una función de tres -

conjuntos de variables: .. 

X¡ .. -las dimensiones fí$icas\iel sis'tema que deberán. estar c:ie acu~rdo c:;on 
. . . ' . . . . . . . . ~- . . : . . .. _i: ~~- . ' .· . . .·. 

las condiciones. hidrológicas, tanto ~uperficiales como subterráneas. 

x2 ~--·la ~;cala' d~ :desarróllo; o la'' ~xtehslón de las .áreas q\.Í~'/se sirvén del' 

sistema; y 
~ .:·. .t,\ 

x3 ~ el prooedúniento dé operaciÓn, i. e. , la política·~ .· ~;~ . 

e 
Entonces,· 



-~'\ 

e 

e 

e 
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· B = · _ f (·,X¡ _1 • ~2 . _1 x3 ~ • ' •••••••••••• -·~ • (1) 
.·'" 

· ~Por'Jo·tarito.B es la· superficie· de respuesta.en:~n· espacio de 

--~~uatro dimensiones y'sed.eberá buscar su máximo en el rango 'de ~alores ad 

·. misibles' de X1 1 x 2 -· y x 3 .• Elprobléma se puede tratar considera~ 

do la operación ··del s istéina durante un .número finito de etapas y ej ec~.ltando 

un análisis secuencial. Las .cantidades x1 . y .x2 . serán tratadas como -

parámetros mientras se ,busca un proce~imiento óptimo d,e operación x3. 
- - • • • ~ • 1' • . 

, ... 

·Se sul)one que el sistema tiene que ser 'ópe.rado ~durante N -
. . . . . . . .· : ·. 

años 1 de tal·manera que tendrá que progresar a través de N etapas sucesi 

vas. SiN es grarid~ 1 es razonable considerar una se~uericia de N etapas -

como Uná.apro:kimáción ac~ptable.de un proces¿·que.conttnúa .indefinida~ 

me.rite. _Es necesarto seftala:r 1 s·iri embargo 1 que un ~~~eso ilimitado es fic 

tlció e~_ i~reaüdad física¡ b.iolÓgica·~ ingenieril yeconómica. Mat~mática 

mente 1 tal proeeso podría tener sus ventajas 1 sobre todo cuandO las últi - · 

mas etapas (dema~iádo lejos. eri el fut\iro) tieneri efectos i~aprepiables so

bre la política de operación en el presente. 
·. ; . ' . . t. • . ,· 

. ·Af princ-ipio cte cada etapa i (i = 112 ~·· •·. ·; r.A~· eisistema 

es un estado que ~e 'descriÍ>e por un vector compuesto 'de Ú~s' el~mentos 

(v~tiabl~s<de estado·)·;·· q·. : · :.. la canhdáci' de -agua ·di~ponible en 1~ pr~sé 
. 1 . . . . . 

.. ' . • ¡' ' • ' ' . : ' • • / . - ;. • • • . . • • . • ' • ' .: ' ' ~--.. • . . ' • ·, '1 • ', ~ • • ' ••• : • 

g 1 ·;.. l'a 'cantidad de· agua dis poriible en el acúífero; y p
1 

~ la cantidad de 

· a9ua ·e rita ·estrudt~a·_:cie· recarga;: 1. e 1 e·h trán~ito ~acia\~r'~~UÍf~~o. 
·_.":•. .. 

Las variables de _estado .admiten. valores no negaÚvos limitados. 
, . ' . 'r, .. • .. •' . • ,. , . . ... , . •' 

.' 
\.· 

;;, .. •: 
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y~ sea por las propiédades físicas del s isterna o por el-tamaño de. las insta 

laciones. De' esta ~anera 1 g¡ . , se halla limitada por las características -

del acuífero que determinan. G 1 mientrásque q1 y ·P·i no_pu~den exceder 

la capacidad de .la presa y la de la estru~tura. de recarga·, respectiyamerite. 

· Co~ respecto a este últlmo elemento, se puede hacer una 

. simplificación importante: se considera' que el agua que llega a 1~ estruc -. 

tura de recarga en cualquier Período, se encotitrará disponible para elsf-

guiente. Asimismo, nótese que: 
:J. 

P,i_ = ri-J. + ci-1_ ...••...• _ •..• ·····-~·-~···········:· •• -.(2). . 

. ·. Esto'sigrÚficaque el agua que se. descarga de 1~ presa y el 
. . ~. . . ' . ·.• . 

escúrrlmiento;naturai contribuyen a la recarga del acuífero •. 
. .· . ' . : . . · ... 

. La del estaci'o ·s1 = (qi , 'g¡ 1 . P ) ai estado s¡~1 
='(q¡.f.¡ . gi+l P·i+l .se debe·· a la transformación· T1 ~= (x¡ 1 r .. 1 

1 

;r i ; Y¡·, ··é1 ) .· ql.le sucede ~n el ~istema. El vector'cie ttankformación ·l'¡ 

se C::o~pon~ de dos clases de.eleinentos. (. x1 1 'r1 · , ;ri . ) q~e\se encuen -

tran ba) o control y los elementos Y· l. and C· . .1 que son estocásqcos. 

Para cada valor de cada elemento 9el ve~tor : Ti 1 dentro del rango de va 7 

lores posibles pare lÓs elementÓs· estocású~os y dentrC> del.rarigo de -va ·

lores admisible's pará los elellleiltos no estocásticos', se ~btiene una trans 
. . .. · . . ·-

formación diferente. El hecho de. que se tenga la alternativa de-seleccionar 

valores. de xi · , significa que cada vez ,que sÉ:l asigne un 
. ' ·~ 1 . . 

ri y ;r. 
·' 1 

' ..... 

•; ~-: .~: 

'> 

e 

:! 
' 

e 

; ., 

i' 

e 
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. . 

conjunto de valores s~ está :tomando una decisión.· La sécuencia de d.ecisio-
. ' . 

nes qu~ se· toman mierlt:ras·s·e Opera un sistema de fin~ una·· política~ En este 

.caso 1 i.ma política consistirá de una secuencia de decisiones ·cori·respecto 

a tre.s variable~ (de decisión): x1 . - la cantidad de agua 'para riego que se 

tom.a ~e la presa; •r . . 1 la cantidad de agua que se tomá de ·la presa para 

la recarga del acuífero; .. y 1· . '11' i' la ·cantidad de agua bombeada ciesde el-

acuífero~ 

. . . 

Como se supone que los beneficios obtenidos de la .superfi-
..... 

cie As . sop independientes de los que ~e obtienen de Ag. 1 parecería que 

·ir i debiera· seleccionarse de x1 . e~ fbrmá. indepe.ndiente 1 con el cri 

terib de que ambos fu~sen ~elecdémad.os de tái manera que .sé obtengan los 

má~imos beneficio~ de la·s ár~as de riego. 'Sin embargo,· si 1T i · excede el 

rendimiento específico del acuÍfero bajo d:mdiciones nat\Ú-ales. (si~ ~ecar .;.. 
. . . . 

ga artiÍicial) y' si el agua subterránea. se considera c~~o un tébur~~ ~enÓva-.. · .·. . 

ble (i~e. que no llegue a minarse exhaustivamente en un inte~valo de tiem . . . . . -

. po finito) 1 entonces la cantidad. bombeada dependerá en gran medida de la 
. . . ~.. . 

· magnit~d de las tomas. a la presa ·para la recarga del acuífero. 
' • • t • • • • 

Es obvio cit~e Tr.i . no puede exceder fa· capacidad del acuí 

fero más la cantidad de agua en tránsito 1 entonces: 
.···· 

'· 

. TI. i .S. G + P. i ........ • ... o •• ·.::~~;~ ••••••. (~) 
' t~ 

Sin eniban~o 1: la· capaCidad de almaceriamientd~~'e Ía ·mayo 

ría de "ros acUíferos excede conside~ablemente la ca.pacidad dis pónible de 

· .. 
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almacenamiento superficialen;la misma cuenca. NO. se pued~ concebir 1 por 

lo tanto 1 ~l tener uria qescarga regulada de un almacenamiento superficial s_g 

. ficientemente grande. como para recarg~ un acuífero vacío en Una sola tempo . . .. . . '·· ... · .· ·. . . . . ·. .. . . . -
rada •. Además 1 las cuencas de recarga necésarias para la infilira9ión de un 

volumen de esa magnitud tendrían que c.ubrir una superficie tan extensa que 

resultaría antieconómica. Por lo tanto, el límite .superior de ni -deberá 

ser menor que el expresado por la desigualdad (3) 1 de tal manera que el bom 

beo no exceda la cantidad ~lmacenada en el acuífero: 
\" 

-:~· '.· . 

1T i S. _gi • • • • • • • • • • • • •· ................... (4) 

.... ' ·:. 

... , . El. límite inferior de 'ff i · es,. por supuesto) cero •. 
. • • ! ~ 

·r" 

.. ~ be i~Úal manera 1 las descargas del almacenamient~· superfi-

ciai estánl~mita·d~s 'po/la canüct~d de agúa alniacemida en la preSa durante 

cualquier período de Üempo más las aportaciones que llegan al vaso durante 

el. mismo período:•·· 

x. + r1· < q + y. 
1 -. i 1 

•••••• ··-~ ••••• · •• · ••••. (5) 

Sin embargo, como Yi es una variable e.stocástica que 

toma valores Y u 1 Y i2 1 o • • • • , Y ij 1 o·~ ••• Y im co~ p~oba~gtdades 

P1 ~P2 ~··· IPj'"";~ooPffi· 1 las descargasdela presaestarán}f~itadas.por.-
' . ; .1. :~·· 

la cantidad almacenada y la ap9rtación esperada 1 es decir: 
. . . ,( .. ·. ' . . .·.· :' ' 

; ... ~ .· ,< ·. 

+ < .· . + x. . ri . -q· 
'.1 - i 

.m 

r 
j=l 

P1· Y .. ••• -.-~.-~.-••••• ·.-(6) 
1] . 

··::. 

e 

e 

e 
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La función de ingresos· fN (q 1 g 1 P l se define como el 

ingreso esperado de uri proceso de N etapas al utilizar una política óp-
. . 

· tima q~e se inicia con un volumen - q almacenado e~ la presa~ un vo -

himen g en eL acuífero y·. un volumen p -en la estructura de re.carga -

. {en .trán~ito hacia el acuífero) •. Los ingresos derivados <:ie la· operación del 

S istemq durante _un sólo año _puede escr.ibirse COmO <l> • 

'<I> = <I> (X 1 TI) •.• · •••.• •·. •:-•:• .•·-: ~-.· ••.• • .. -••••.• (7) 

· Entonces,_ si ,la operación del• sistema se reaÚ~a durante una 

sola t~mporada 1 la siguiente relaQiÓn optimiza el proceqimie~to de operqción 
: . . . ' . ' ·. . .. 

con respecto a los l?en~fic.ios: 
'. . .. . . . . :_ ... ··. -:·. 
,_. 

f} (q-1 gl .p ) = ~áX r ~ {X~ "IT .) l ·. •.~- •:•. o ... ~·. (S) 

. ··.~ ... : :)· .~ ' 

'• •'' ~ 
Q ,S_ . TI ~- g. 

;• 

0·< x <q· ..... 

. . 

· · L~ ecuación (8) relaciona· funcionaimente la polihca de ope-

ración· (la descarga x de la· presa y el bombeo ·. 7T ) eón ef estado ac ~ 

{ual del sistema descrito Por el.veetor {q 1 g 1 • p)_. Esto ·~:iigniÚca que para 

cada combi~ación de ···q 1 g .'·. and p 1 en el rango adnüsible de sus valo 
. -

res 1 habrá una determinada política de descargas .de la presa ybo~beos del 

acuífero tal que maximiza la ·función f1 • Nót_ese que, depido a que el 

sistema será operado. para un solo a'ño 1 el rangode los ~alores admisibles 

de X y 7T están entre cero y q.1 y entre cero y · ... g , res·pecti 

,,; 

'·,. 
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vamente. · e 
Durante este péríodo de operación se presentan varios cam-

bios. La presa de almacenamiento recibe una aportación yj con probabi-

lidad . p, . · •. Asimismo descarga las cantidades . J . X y r para rie -

go y recarga del acuífero. A su vez 1 el acuífero recibe un volumen . P .. 1 

. . ' . ··:. . . . ··. 

que se hallaba en tránsito la temporada inmediata anterior 1 pero p.lerde un 

volumen 7r po'r bombeo. La cantidad en tránsito es. ahora r+c · •. Debido 

a que la influencia del á~ea de aportación a la estructura de recarga del acuí 
\ 

fero se considera pequeña 1 ya que la mayor parte del flujo se almacena -

en la presa 1 el va~or de e · está .dado como .un promedio de los. flujos -

naturales ,Y 1 por: lo tanto 1 es una cantidad fija. El nuevo vector de estad9 -

e S 1 entonCes 1 (<:¡ + . Yj · .. ~ X '-: r 1 . g+ . p - 7r . i r + e). 'Luego 1. el ingreso es.- e 
. . 

perado <:Iel proceso. para dos estados 1 usando una política óptima y siendo-.. . . . . . 

los volúmenes iniciales:. q en.la presa; g. en el acuífero ;,y p en la .. . ,. . ·' : ' . . 

estructura de recarga 1 será: 

M 
fz (q ,g ,p) = Máx [ tP (x ,'lf ) + ·~ p. 'f1 (q +yj-x-r ;g+ p ...: i ',r+c ) 

j=l J ... 
~ •••• (9) 

,. ~ .. 
\:. 

Ü $ TI .$ .g 
·:J 

; : 
Ü .s_X_s q .. 

La ecuación (9) indica que los ingresos esperados d~.i.mprb 

ceso de dos etapas e~ la ·s~ma del ingreso obtenido por ia operación del sis 
. . . . . -

tema durante el primer año ( q, ) y el ingreso e.s petado de!f segundo año 

(f1). Nuevamente 1 esta ec~ación relaciona 1 en forma funciomll 1 la política 

·.-: ·~ 

e 
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de opéracióh con él sistema al inicio del proceso de dos etapas.· La función 

f2 es óptima porque 1 por el principio de optiinalid~d 1 la política definida 
¡ 

por elvector (x 1r 1 n) es ópÚmao Obsérvese que ~igulendo las de'cisioi1es 

X Y. n indicados por ~ en el primer año 1 neces ariam~rite .· f1 toma-

rá un curso óptimO en la etapa restante 1 de acuerdo como se define la ecua .· . . . . . . -
ción (8) • · 

La decisión r 1 refl.riéndose a la recarga del acuífero 1 apa 
. . . 

rece sólo en un proceso de dos etapas pero ho sucede asÍ'cua'ndo se trata de 
. ' ' 

la opera~ión d~ uria sola etapa. Larazón es obvia: En el proé~·~o de una eta . . . . . . .· . . .._ 

pano sería nece~ario recargar, el acuífero ya que es~ volumen no sería utili 

zado en ésta sino en la siguiente etapa. Además 1 la variable de decisión -
<'• 

r no se incluy~ e.n la función ~ par~ el proceso de dos ·etapas porque -

. ri~ existe U.n fuétodo pa~a la eválua~ión de los beneficios cÚre,~tos d~rivados 

del: vólUinem que fl:uye hacia el acuífero~ Estqs beneficios se presenü:irían -

hasta. el siguiente año (o años); cuando el agua se er1c:ue~tredisponible pa-
::·.;" 

ra bombeo. 

Pr~bableinente' una evaluación'razonable deü iri~·reso espera-
. . . . . . : . . 

do para ~1 segundo años ería traer el valor de fl a v~lor:pres~nte. E~tO!l, 

ces 1 si la tasa de interés aceptada es· (O ·~ u <' . . ... .·· 
- 1) 1 se tendrá: 

. f2 (q; g 1 p ) ' = máx {. ~ (x· 1 1r ) 
:,, ·::). 

·M.,.... · .. '· . .... · .... _ .. 
+ . 1. 

1 +·U· 
E . Pj. f 1 · (q + YJ ~.X...; r ~ .. g + p: .- 1r .. lr+c:)J .•••• p O) 

'' . ... ' • .. ' . . . '·. '·. '•• •.· 

j= 1 :·.: 

.. ·.· -:):-:·.-·.· ·: . 



" 

- .12 -

·La ecuación p~ra un proceso de tres etapas~ sería:· . .. . . . 

f
3 

( q 1 g ; P ) = máx · { 4> (x 1 rr 

M-.'' J 
+ 1 +.U.· }_,, Pj f 2 (q+ Yj - X - r 1 g+ p -

J-1. ' 

rr 1 r+c) } ..•....••••• (11) 
·l.:_· 

.. ~ ;: 

En la cual . f2 se halla definida por la ecuación (10) •. 

Obsérvese qu~ en la eco '(11) fz se halla descontada a Vª-
. . 

lor presente y esta función 1 as u vez 1 incluye el valor de_scontacjo de . f
1 

• 

De esta m~-nera 1 la contribución del último (tercer) año en una operación de 

tr~s años s'e encuentra afectada por Un factor 1/(1 +u)2. Como conse .-. 

cuencia 1 mientras .más se alarga la duración del proceso 1 las etapas que se 
. . . . .· . 

hallan iná~ lejanas en el futuro ti~nen me~or efecto sobre la polític~ ópÚ -
~ .• · ... 

ma en cualquier estado. 

Por inducción matemática se' puede concluir que el· ingreso -

esperado de un proceso de N etapas es : 

. fN (q 1 <¡11 p ) == máx { 4> (x 1 Ti ) 

M 
+ 1 r ~j fN ... 1 (q+ Yj - X - r, g + P: - .TI . 1 r +e) } ....... (12) 

1 +u ' j·=l ,· . ·,· \ . . '.· ("!' •• 

,·, ... 

Los rangos de valores admisibles de las variabies utilizadas . . .. 

están dadas por las siguientes restricciones: 

-

~, 

e 

e 

e 
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l. Los volúmenes de descarga de la presa: . 

·O S.x + r· . ..:S..q . . . ' . . . .. . • . . . . . • .. '. '·• . . . ... ·• . . . ( 13) 

2. El volumen~hnacenadó en la presa ál fi~al de cada etapa: ·· 

O .:s.:_q + Y . .,.x-r ..$. Q •• ~ •••••••• •. o ••• , ••••• (14) 
J 

3 o. El volumen bombeado· del acuífero: 

o -~ 1T ~ g • ••••• · .••• o'· o .•• ·.~-· ............... (1_5) 

· .. 4. El volumen almacenado en el acuífero al. final de. cada etapa: 

. \ . . . . . . - . . 

O ~ g + r + e - 1T ~ G o • o ••••• ~ ••••••••• ~ •••• (16) 

S~ El volumen en tránsito: 

' . . ' . : . 

O < p < R •• · ••• ~ ••••. · •••••• ·• -~ ~- • .•• · .••.• · · •.• ( 1 7) - - . 

6. El volumen de agua disponible para recarga: 

O ~r+c ~ R o ••.•• ~ •• ~ •••••.••••••. o o (1- 8) 

Si C· Q es la inversión de capitalrequerid¡a para cóns-

trui~ una presa de. capaCidad Q y CR. es'la inversi6n.~7_capital pa-

r.a ·construir la estructura de recarga de capaéidad R . por año, entonces los 
' i :,.:, . ; 

beneficios netos .esperados se· pueden expresar como: 

fN(q,g, p} =máx {~(x,·rr) + -·1·-
. · · l+u 

M 
¿; 

j=l 
P. f_N.·

1
( ••• )-CQ;_C ) } 

J ~ R 
••••• (19) 

Ji 
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Entonces 1 para las capacidades preestablecidas . Q y R 

de las ~structuras de alniacemarhiento 1 c0 y CR ·puede c~nsiderar-
'· 

. se como constantes que no afectan la maximización indicada por la ecua -

ción (19) ~ · 

Considérénse .las relaciones de recurrencia descritas· por-

· la ecuación (12) 1 omitiendo el factor de descuento: 

. fN (q 1g P) = máx { <P (x 1 Tr . } 

M 
+ l:- · · -P ,ÍN -··

1 
.(q+ Y.'.,. x-:- r ~ g + · p - .7T 1 r + e)} 

j =1 j ... - ·.-·. . J . ·_. ·. . . 
· .-~.- •. • .. • • ·•· .•·• ......... -(2 O} 

.·-·. 
· ... 

Se puede cuestion-ar si ésts conjunto de ecuaciÓries propor -

cionan máximos ,.rendimientos promedio" éUandó el proceso se extiende por . . . . 

un período largc) de t~eJ?POo Es obvio que pa~a valores.pequéñqs qe N 1 _ f N 

·estará_ fuertemente influenciada por las etapas finales de operación. En este 
f ': .. ' . . : l·. • • • . • . • • . . • 

caso la ecuación (20) describe un proqeso deltipo de control 11 terminal 11
• -

Sin embargo 1 también es razonable suponer que conforme N tiende a infini-

to 1 la función ·. fN ·. tendrá un co~portamiento asintótico. El estudio del 

comportamiento d~ ·estabiliza.ción de estas relacio~es de rec~rrencia de 

muestra~ con a:)ruda de la teoría de las cadenas de Mqrkov 1 _que )a políticc;t . . . . •). . . ::~:f( .• •' ' : ... , 

~ue proporcion51 el óptimo 1 cuandO, la influencia de la~ et~pas fi~ales es dE3§. 
. . . . 

preciable 1 es también la _política que maximiza )os renc:limie.ntos promedio. 
. .. . . . . ' ~ ' . ' . . . : . . . ' '· . . : ·. ·. . . .. . . . . . . ~- ... .-:· . .· 

. El modelo. matemático presentado ·uen~ 1 por lo f~nto 
1 

la pro· __ 

piedad de ápr~xima:rse en forma asintótica a un estado· eStable en el cual -. . 

:'.; 

·· ... ···~ 

'1•, 

. ;:-, 

e 

e 

e 
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. la influencia dé etapas lejanas en el futuro es cada vez menor. La rnaxirni-

zación de los rendimientos (o ingresos) medios anuale.s representa ün segu . 
' . ' ' . -

r~ contra un·proceso del tipo oe control "terminal" 1 mientras qué el uso .:ie 

un factor d~ descuento puede considerarse como otra protección adicional. 

·Estas ecuaciones., sin embargo 1 requieren de. mayor experi -

meritación. Si seresuelven en la forma presentada proporcionarán una poli 
. . 

tica de operación optima, además de .los rendimientos (o ingresos) que se 

derivan de la misma. Debido a que X y II · representan volúmenes 

''totales n de agua cHs pue~tos para el ri~go de las áreas As y A g' 

la· extensión d.e' estas áre~s puede variarse hasta llegar al límite de las tie-

rras aptas para i.Í-rigación, de tal manera que puedan obtenerse diferentes con 

juntos de válóres de deScarga y bombeo •. D~ esta manera, se pued~n pr<;>bar 

diferentes escalas de desarroüo y diferentes patrones .de cultivq. 
. . . . . , .... :.·.' ' 

Ótr~ v~'ntajá 'adicional es que pueden Íil~~~Ügarse diver~os 

tamaños ·de pres'as :y:estruduras de recarga con respe-cto a los '·beneficios y 

costos. r~sultantes. El modelo no se halla limitado a es.te sistema puesto -

que se pueden incorporar otras funciones adicionales •. ·Por ejempl()., si las 

descargas de ia presa exceden un determinado volumen y: ·r 'riO pue.de mª-. 

nej qr~e mediante las estructUr-as de 'recarga 1 se pueden llegar a tEmer' pro -

blemas de in~ridaciones. ~n las propieda'cies localizadas ~gu'as abajo de. las· · 

estructtir'ás ~.El costo adicional que resultá al ele~ár la ·aJtura·~ae'· la cortina 
·• . .-.. :. .· 

puede compararse contra los benefic_ios que resultarían p()r Cof1trolarlas. 
·:.l.,:.: .. ··. 

inundaciones • 

,, 

,,, 

~ 
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, Finalmente, el modelo puede ser útil en estudios de simula 
'.: . . ,: -. 

ción. Substi:tuyéndo unaserie dé eventos hidrológicos ·igualmente probables 

. y .que sean una muestra representativa .de la población de los hidre>gramas -

posibles en una cuenca, .se podrían determinar los ingresó·s ·esperados ·así 

como su variancia. 

~:_:; . 

·.:. 

\ 
;--¡ 

. ' "; ~ 
.,· •• ,4. 

.. · 

.-·.¡ 

·.-e 

e 

e 

e 
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· INTR:)rJJcc!ON A ÍA P~IOO MM~.NA'I'ICÁ Y SUS 1\PLicnciQ~ • 
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'" 
DR. JOSE r-u:Gtr.:t roBI.l-\J.~ · SE4~ ·· 
División de· :r:~~tudios . Súpcricres· •· 
¡;·acult.ad de Ihi;cnicr!a 
Universida.d Nacional Aut6nana de ?·~co Máxico, D.f. · · ... < .. · · · 

. 1 •. I~TRODUCCION · 

oes~Cie uh.--punto :efe vista puramente rlic<temático, el .problenu1 

.de programac:Í.6n matemática cons.iste de los .siguient€s ele 

rn~ntós b.:isicos: 

... parámetros o constc;m~es .. 

.... ·variables · (de.decisi6n .Y· de ~stado) 

~ funciones:· 
.: .. ~./::,:' 

• de réstricdi6n 

de. utilidad o costo 

En sus aplicaciones a la soluci6n de problernas reales, es 
' . . . . . . . -

tos~elemento~·generaimente adquiereri la··sigui~nte inter--
ptetaci6n ecpriómicai 

. . . ~ ·., ·.. ·. . . . ; .. · 

r~curs6~ disponibles o req~erimicntos de Jos 
.· mis1nos 

-·actividac}es. económicas o qescripci,6n de la-

sit~aciprt de un st~tema 
- interrelaciones entre las actividades. y'' 

su c:orrespondiente consumo o p'roducci6.n 

.de recursos 
objet.i vo ~!con6r:lico a satisfacer 

·: .. 

~ 
\ 



r 
¡ 

_. 

Eri este trabajo se. tratará únicamente ·eL c·aso pe ·la pro-~ 

gra:maci6ri fuatérncitica éi.fs·c-;eta, segdn-la_ · clasifi~abi6ri deÍ 

---CUADRO I. Para ~ste caso se tienen en gener~l los .. : sigui en 
·,· ,_· ,'· . ~ 

_tes elementos:·.·- -

: .. . . 

. (a) ':un·-conjunto fi~ito de actividades· bajo 

sideraci6n: _- x
1

, x
2

, ~ •• 
1

_ X ; -X E' Rn. 
--- ·- n 

con 

(b) Un conjunto finito de relaciones funciona

- les que repres~nt~n la~ interacciones en~-

.,;._ 

/2. 

' 

,. .. · 

--\ - t.~e las . .actividades en cuesti6n y- el cons~ 
mo''.'c) próducci6ri de- los bienes o_ recursos -- - t 

ecÓn6micos . correspond;Lel)tés~_ 

-, 

·"'· 

-· 

. _~. • 'f 
• ... • • ~.,. 1; •• '. t • 

f.(x) >·b .. _ · i-
~ l:•. - .=--- l:-- ·_, ' ,. l,~.!,a 

gj {x) = .j = ci+l,~ •• ,B 'b .. 
J 

.. _. 

:hk (x) ~ bk k= B+l, ••• ,m 
_.·,. ,...,. 

- -

(c) ~or' Gltimo, una medid~- de_l costo ·o. utili:---.. . '•, . . - ~ · .. " . ' 

dad ~bon6mica de bada.conj~~to particular~ 
~ . . . . . . .. . . . , .. 

de:actividad~s x: 
-· ,. 

l .. 

· · f ·- (x)- = z 
O. 

, Z E Rl f:f
0 

(") 

:~~ 

- n 1 : R + R 

El problema de programaci6n matemática _qu_eda entonces en

forJ11a _,_condensa_da como sigue: 

min (o Iriax) z = f <.X>. -- . ·.'-o -

sujet~ a f. (.x) > b. 
l.- =.l: i = 1; •.. ,_a 

--~-

,. 

,, 
- 1 

1 

1 
1 
! 

e 
--~ -.-- ..._ __ ·:--i-

i, 

' 
; : 

• f• 

f. 

l 
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., 

~ 

·:¡, 

.. , ~ .·, 

.:· ... gJ. '(~ j = .. 'b. . 
. • J 

j = cx+'l, ~. • ,a·· . (L.l) <· 
·.• 

•",'; 

. i hk(~) < bk k = (3+1, ••• ,m 

Este problema se puec1e · representar en· forma aG.n más abs.-- · 

tractacomp: 

· .. ·. 

sUjeta a 

't._:. 

min z = f (x). o . 

f (x) = O 

. . . : 

(1.2) 

· ·n · · · n 1 · • ri ·a-ex con x e n en R ·.. y f 
0 

(- • ) : R .. + R · ; f{ • ) : R + R . 

· y ~ende ·las f1,1ncione s . f 0 ( •· ) y f ( • ) :. se su ponen s~.r conti -

nuamente di'fer'e~ciabies y el conjunto n es un subcpnjunto 

de Rn defiÍ1ido por l~is res1;:riccio.nes de desigualdad del ... 

problema anterior. (Las• operaciones de minimfzaci6n y ma-. 

x.imizaci6n son In?térnáticamente equivillente,s, :Yet qqe 

rnin· f oC> = ~ rnax. {: ... f {x)}. >·· (2) · · o. ·. ·· · ·. o· 

2. PROGRAV~CION LINEAL Y SUS APLICACIONES . 
. · .. ·-: . 

Como .Ün caso p~rticuiar del prc;>b.l,ema definido anter,iormeh 

te se encuentra~· el pt'oblerne de programaci6p. lin~al: . . . ' .. ~ 

... rnin z = ex 

sujeta a - · a.x . > 
~ -== di 

:~ 

aix = d. 
l. 

x. > 
J == 

o 

i e M1 

·i e M .:. M ' ', 1. 

j e N 

·_;~ ;·--.. 

;·,r· .. · 
~ ¡,,• 

.. 

( 2 .• 1) 

,., 
/4. 

-~· 
. 

e 

e 
t y 

~ 



,.. 

·'·-···'"'::-<-::.~ 

e 

e 

·. qón<le. M· =. {i, · ... /,m} y N. =: ~{i, ... ,nJ son respectivamente -

los· cc:mjuntó's' de índices de las restricciones y de _las v~ 
riables ciel problema Y_ ai es. el rengl6n i-ésimo de lama

.. trfz A ;: .:(a ... ) i E:. M; j e: N •. El problema de· prograniación~ 
. : ..... ~}· .. . . . . . ' . . . . .. . : .. 

linéai se' repteSeJ:lta. usualmente én la· siguiente . forma CO!!_ 

densada, equiva·len·te matemáticamente· a la fo'rma · anterior-. 

,(añadie~do las varütbie~. de holgura x~ necesarias pata --
.· . . . : ·. ~-- .. ·· .. ·· ' . •' . 

tran_sform~·r· las de~;igUa_lda9,es. del problema. eri igualdades: 

. ':-· 

sujeta á .. 

a.~ > d. + 
~- = 1 

min · .z = ex 

,, Ax. = d 

X > 0 . =· 

. ·s 
a x - x . . ·i . 1 

.' 

: 

= .. d •. ,) 
. 1 

~ .·. 

.· ... 

(2.2). 

. ·, ., 

. El. problema 4e proc~gamaci6n. lin~al formulado arri})a. es 1.m 
modelo matemáti-co 'que requie~e,· para una a(iec~~da a·p,Íic~
c~ón' a la soluci6ñ de problemas prácticos~ 'qu~~: s~ ~cumplan 
en cada casÓ. ~~rticular '·.las siguientes su~osi·.~I~nes:_l,m-~ 
pl!citas ~ ~u e~tructura matemática; ~-

-

·(a)·· Costos o predios ·marginales constantes· pa

ra todos los rangos de las·actividades ~on 

.sideradas. 

·, . . 1 . . . • . . . • ' .• 

(b) ·Mercados ·idealmente :competitivos· U.a ,utili 
. ' . . . . ·. :-: ·.·· . -

dad de ~u~lquier ac~ivid~d. eco~~mica ~s d! 
rectamente proporcionar~- su .nivel, d.e· in-.. · 

. tensfdad) ~ Se excluy~~':por lo '~~nt~· ;os ca 

.... . . -'':·~ . .... ~--. 

~ 

15•. 

..~ 

~ 
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'. 

. sos monopol!sticos y -bligopolfstic~s de. --. 

cbmp~f~ncia imperfecia. 

{cj Cantiqades li~itadas de actividades:pos~~

bles y de r~du~sos d~sponibles~ 

· (d) .Prugramaci6n a corto plazo (las fac.:Í..lida---. . . .. . . . .·. . .. · . . 

des de producci6n y las tecnológfas'dispo-. 

nible~ se consideran fijas). 

. . . 

(e) Aditivida.d_y proporcionalidad aescala de-

las aqtividades en su producci6n o ~tiliz~ 

ci6Q ~e los recursoi req~erido •. o disponi-

... bles. 

Un ejemplo de aplicaci6n qe la programaci6n lineal a la -

evaluación de altérn9tivas·de.producci6n o compra de un

conjunto dé;n productos se describe a. continuaci6~. Ses~ 

pone que· una matriz T = (tij) indica ~os tiempos ,p.~. :fabri 

ca.ci6n internos del producto j (j = l, ..• ,n) en la máqui

na i (i = ·l, ••• ,m) ~rop~edad de la empresa que realiza la 

evaluaci6n. ~st~- eml?resa tiene disponibles únicamente . b·i . 
'unidades de tiempo p¿ra c~da máquina en el periodo .,de pla 

. . . . -
neaci6n considerado y ~equiere entregar una cantidad kj 

de cada producto en.ese mismo periodo debido .a comprom;i.•

sos contra idos. Se dispone además . de información·. sob.;e -

los precios de. com~ra p . de los productos en el-. mercado -
. . . . . J . . . . 

extérno y SUS r.espectiV:OS COStO!:) _interilOS .9e fabJ:'iCaci6n . 

e .. 
J 

·'~ . . • 

Para este proble~a se tienen las sigu.i,entes. yaria:ble·s. de.;; 

·. 

;~ 

---). 
i 
1 

¡. 

.i 

• 

·i 
' 

e 
~ 

~ 
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-

• ..... 

lit.... 

·decisi6ÍÚ 
•', 

. X. : 
. J 

xn+j :. 

~ 

/7 ·. 
~ 

.-:.. -~ ; 

,. 

producci6n interna del producto j 

compra .externa del .. producto j 

(j = l, •.. ,n) 
. . .. . .. · . 

. . . . 

Se tienen_ PC>~ lo. ~.é!-l1to_.2n v:arú~bles -. d~ dee4si6n -o- pos±~;,.;_· 
. • • • -- ~-=-- • ~ ---.- • . t ••• • 

bles acti~i~a~eé para este problema~ 

Se .. tienen además las siguientc,:s restricciones: 

.Restricciones en los·tiernpos de producci6n de cada rnáqui-

na:· 
--~----·~~-~:,//,/4. 

~· L .· . t .: . X • ' ' < b . 
. . l.J J = l. 
J 

(i 
·> 

1; •• ~ ,m> 

Restriccione$ de satisfacci6n d~ las de~andas: 

--~-·~ ~::_- •/:; e!.-.~./ }~~...--< /-;.~ _r~/_,7'.,-:·¿:._~,._..-¿¡ 

.. ;¿j· ·····+ . X +. = k. 
. .·. n J , J 

[ . 

(j = +,!~.,n) 
O· 

Restricciones~de.nopegat~vidad de las actividades: 

:-·. 

1 . 

. x. 
) 

> = o 
':·· 

(j =·1, ••• ¡2n) 

·'·1 :.: r :.1::/~.~ 

~1 objet~vo eton6mico.~s·en este caso el :de ~inimizar $1. 
costo total de satisfacer los compromisos contraídos:· 

n 
.min. z = r c .. x. + 

. j~¡:J J 

2n 
\o r p).x . 
J=n+l J . 

· .. .., 

·. _,-

>•; 

~ 

.... 
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_En forma condensada, el;_probletna anteri()r .queda: 

in in z = ex + py 

sujeta a Tx < b · = 
•' .. 

Ix + Iy = k . (2.3) 

. x,y > o ... x,y e: Rn 

.. i . 
Un ejemplo de apl:i.caci6n rnacroecon6rnica de. la programa---

. . 1 . 

ci6n lineal puede verse en el siguiente modelo nacional -

-d~ insumo-~rod~~to, el cual, con algunos ajustes. para ha

cerlo dil)ániico,:-·Se podi·!a ,utilizar en .la· formulaci6n de·

pol!ticas econ6micas n~ciÓ.nales a mediano plazo. En el 

ejemp_lo _ aqu! descrito sE! desea programar, para· un solo p~ 

r!odo ·de tiempo,._ las a e ti vidades econ6micas ··de tres. sect~. 

res interrelacionados, .los cuales. ·podr!an ser, por ejem-

plo, los sectores.agropecuario, industrial y de servicios 

de un pa!s, respectiva~~nte. 

La informaci6n econ6mica necesaria para la formulaci6n de 

este proble~a ·puede. ~erse en el CUADRO IJ; (los da.tos son-
. . - . . . . . ... 

/8. 

ficticios) y la explicaci6H de la matr!z simplificada de- . 

¡psumo~p~oduct9 .que all! ap~rece ~s co~?:sigue:,~l secto~ 
econ6mico 1,. _por cada unidad monetaria que prochtqe,. requi~ · 

re adquirir de los sectores 2 y 3, . o .l y o .• 2 unid~def:¡· rno-
. . " ., . . .!~' . 

netarias de in sumos·· respectivamente, . más O .• 3 unidades mo- --··· ; . '• .-:. . ' . ' . . . . . 

netarias de importaciones y O. 3 . unidades mone_tarias de. ~-:-. . ' ~. . . . . . . . ' '· . ·.,: 

fuerzá de trabajo. A~emá~, ~1 sector 1 ~equiere una utili 

'); 

~ 

f\e 
LJ 

e 

~· 

~ 
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SECTOR .QJE VEtiDE 

1 

2 

3 
'. 

Jl.1PORI'JiCICl-IES 

FUEHZA DE. TRAB.l\.JO 

UTILID.-a.D 

'.l'OrAL 
.· .. CAPITJ>L REQllüUOO 

--· 

i. 
\ .. 
j 

l 
Slr.IDR ·•"OJE ca.iPRA 

1 2 .. 3 

-- 0.2. 0.1 

. 0.1 -- 0.3· 

0.2 0.2 -
0.3 0.1 0~2 

0.3 0.4 0.1 

0.1 0.1 0.3 
- -·J.O •1.0 1.0 

., 

'0.8 ó.s .2.0 

·, 

0~-Frn.AL 

ffi~SL'M'J EXFORI'A 
; INTERNo CICNES-

100 + .y1 xl 
.125 + y2 }'2 

30 + y3 x3 

OISPCNIBIIJl:¡;r) MAX. 
• 

250 

700 

''' 

<;uADOO II 

INFORMACION EXX>NCM!CA SEX::'.roRIAL 

--- 1 . 

''·, 

,_ 

PR.'"'DUXIOO 
SEC!O~. 

z1 

z2 
z 3 

.,., 

., 
-' 

/9. 
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.· ... ',' 

dad unitaria de 0.1 unidades monetarias y una· .inversi6n 

de capit~l. d~ O.R un~_dad.es. 
. .. ·. 

La·s ·relaci:ones ·insumo-producto entre los sectores son; ... p~ 

. ra EÜ .·periodo en cuest·i6n: · 

. .. . . . . . . ' 
0.2 z2 +o.~ z3 + lOO '+y1 + x1 = z1 . ! . 

0.1 zl · + 0.3 z3 + i25 + y 2 + x
2 

= z
2 

.. 

0.2 z
1 

+ <>'.2 z
2 

· .. + : 30 + y 3 , + ~3 = z3 . . . 
. , ... 

Se requiere:, además· que .las importacion:'es no excedan ·á las· 

export~cim1es · (})alanza' comercial favorable.· o al menos equi 

. librada).: · · . ..> -; ... 
' . ···-:· ....... 

O .3 z1 + .0.1 z2_·+ 0.2 z3 ~ x1 + x
2 

+ x3 

Las restriccio~es. de fuerza c}e trabajo y. de capitál disp~ 

nible serian respectivamente: 
. . . . 1 . . 

O. 3 z 1 + O. 4 z2 + O~ 1 z3 . ~ 250 

.' . . :· . : . 

. 0~8 :.?!
1

+·0·.?,z
2 

+ 2.,0 ZJ .. ~ ·· 700 .·.:, ... 

·' 

. . 

Un posible objetivo econ6mico podr!a ser -por ejemplo, la 

maximizacl.6n del consumo interno de 1a:poblaci6n: 

max u = y 1 + y 2 + y 3 
· .... 

/10. 
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Si se.deseara maxiJ:nizar el empleo nacional, por ejemplo,

se •. tendría qu'e eliminar. la· restricci6h de utilizaci-ón de

.ftierz~ dectrabajb y ut~lizatla ahora corno nueva función -

.. objetivo: 

max u • = 0.3 z1 + OA z2.+ 0.1 z3 

Otras aplicaciones del probléma de programaci6n_lineal a

. la sol-uci6n de imp0rtantes -problemas· práct:icos ~se·mencio-. ' . 

nan en (7) y entre ellas se pueden anota~ las siguierttes-
área~ genéricas de aplicaci6n: · 

.... 

(a) Apli~aciones militares 

(b) Aplicaciqnes a las matemáticas puras y apli 

. cadas corno teoría de gráficas, análisis~ 

· binatorio, inversi6n y cálpulo del rangode 

matrices,· etc. 

(ct Aplicaciones econ6micas en sectores como: 

- industria petroquírnica 

.,. 
- industria alimenticia 

- metalurgia 

- producción y distribuci6n de ene.E, 

gía eléctrica 

- mineria. 

-:industria del papel 

- transportes 

- agricultura 

- finanzas 

4lt - et~. 
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También en {7) se encuentran referencias de un gran nt:ime

ro de cbntribuciones y aplicaciones de la 'programación li 

neal eri las á'réas arriba mencionadas 1 a~! cómo . ias -princi 

pales técnicas de soluci6~ de. este pr.oblema ;·su teor!a -

correspondiente~ 

3.-PROGRAMACION NÓ LINEAL Y SUS APLICACIONES. 

La .formulación general del problema ·de progran1aci6n. no li 

neal ~s, de Ci~~> o (1.2j: 

. . 
min (o ~ax) z = f(x). 

' 

l;Ujeta a .• g_(x) >- O 'J3.:.1)· 
. 

'. 
··~·: : 

. con • . X E Rn . 

. . _ . ( . ) n ··. 1 n . m donde f • : R · + R · ; · g (' • ) : R + R · 

Como casos par~iculares de importancia de este problema ~ 

'se encu~ntian los ~iguientes: 
·~,.. 

(a) Problema de programación lineal: 

En este caso: · f (x) = ex .. 

g(x)' = Ax - d (3.2) 

X ~- 0 

(b) Pr6blemá de programación cuadrática: 

/12 .. 
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~n . es.te c. aso: -f(~)- =ex-~ xDx 

g(*) = Ax ~-d. 

X ~ 0 

," 

(3.3) 

y la matriz D debe ser positiva (negativa). sem:ldefinida -
. . 

para garantizar la convexidad (concavidad} de f(x} en el-

caso de ~ini~izaciófi (maximización) . 

. . 

Una intere~arite aplicación de la programación cuadr5ticá-

/13. 

se encuén~ra. en el modelo de Markow!tz de selección d~ la 

cartera 6ptima.de inversiones bajo condiciones de incerti · 
. -· 

dumbre · ( 6). En este modelo se _tienen n posibilidades de - · . 

inver-si6n con rentabilfd~dés. aleatorias, de l·as cuales ·se

conocen.sus valores esperados~. y su matriz Q = .(q .. ) de . . . . 1 . . 1) 

covariancias, donde: · 

.... 

q . . = E (( i ~ ~ 
1
. ) ( j - ~ . ) ) = E {i j ) - ~ . ll J. 

1) . . . . J . : .· . 1 

~· ' 

(si la variable aleatoria i es independiente de la varia~ 

ble J": E(iJ') = ll·ll· y q .. =O) 
. . l. ') 1) 

... -f"; 

. Y qii = ·o~1, )a variancia de la rentabilidad uni-

taria de la .inversión. i~ésima ( i = · 1 ,· ••• , n). 

..,,;· ··' 

'·" , 
La. variancia de una .cartera cualquiera x de inversión es.-. ' ,; . . .· , 

.tá dada por xQx y una posible formulación de este proble-.... ' . . . . . 

ma sería la de minimizar la variabili'dad total de la inver 

sión sujeta a dive~sas ~estricciortes de disponibilidad da 

capital, categoría~ de inver~ión, etc. y una re~tricción-
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"'· 

de utilidad espera'da tnl:nima· e Ccn•o base. La. fcú.-•mulác;:i6n . ..t .· 

mateméitica · d~ est~ ~tóbiema· quedár-:l_~: éiÚ:.onCEÚ;··~(6), {8) :·· 

sujE;!ta a 

y 

min . 1 ·o z· =X X .. 
,. 
i 

·-.Axi~-d 
r 
r . 

E:,;;~. >·e 1 
. • ~J. J. = 

J. • . t 

·· .. (3. 4) 
. •. ' · .. 

X > 0 

(e) ,Problema de prc:>grainaci6nconvexa separable: 

En este cas.o: ... .fhd= E f. (x.) .· 
. )'· J. •' 

J . . . . . 

g(x) - ~-· gj (xj) .-.·;'d. 

1 

. X. > 0 J = . ( j ·= 1,· ••• , n) 

: .·(3.5)' 

(Todas las funciones del problema son funciones convexas 
de una sola v~riabl~) •. 

·. 

Una aplica:ci~n práctica de e~te problema se daria en el·~ 
caso de selección-de proveedores para un articulo determi· 

. . j . . . ~ 

nado. Si setienen n posibles proveedores·para este arti-

culo, cada ~no con una fuz1ci6ri dé ·costo para diférentés· ~ 
cantidades del producto fj (~j) · (j d l/ .. qn) (estas fu~io 
nes representan .los.di~tintos Fredioé y políticas de des
cuento de cada provee.dor) y X .. denota . la. cantidad del pro 

. . J : ' . . . -
dueto que se adquiere del proveedor j-ésimo; la formuia--
ci6n nia temá ticc;1 de e_ste problema quedaríf.: 

· ·. min·. z = E f. (x.) 
j . J J 

. ~ ; :r~ ·.:.:. 

~· 

e 

e 
~ 
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• 

sujeta:a E x. = d {J. 6) ·. 
j J 

y con. O< X. <u. 
""' J = J 

'(j = 1, ••• ~n) 

donde d es la dantidad de producto que se debe adquirir y 

las u. ( j = 1, ... ,n) representan limitaciones. en las ·can-
J . . .· 

tidadeS que cada proveedor puede surtir. 

(d) Problema de programaci6n geométrica:· 

/15 • 

El.· problema de programación geométrica en forma· general· es 

( 3:) ,. ( 8) : i ) 

min z = ln f
0

(x) . ~-

suj.eta ·.a ln f(x) < O 
= . (3•7) 

Y. 

X ..;. .Ay = d 

m. x. 
h.(x) = EJe~ 

J i=n. 
J 

(j = O,l, ••• ,p) 

m p . m . n 
donde. f(·)·: R--~ .-+.~, ·los v:ecifiores x,.e R P y y E. R .. 

son variables ·y el vector d E R ,P y la matriz A (m xn) 

.. 

·.' . . .. p 
son 'constantes. En este problema n· = 1, n1= m + 1 ¡ ·· ••• • 1 . o o 
n = m 1+ l. p p-

El or!gen de la denominación progr~maci6n geom~trica a es 
. -

ta forma particular del problema general de progro.reaci6n-

no lineal y a sus cdrrespondientes t~cnicas de ~oluci5n s~ 

debe principalmente a sus aplicaciones prácticas a.p:::-oble .· . . . . . . : . ,_ 

mas de disefio 6ptimo en la irigen~erfa y s~s ciencias rela 



.• ... 

cionadas~Coro? un ejemplo.de aplicaci6n de la programaci6n 

geom~trica ·a:l di~eño de·.· coritériedo:res, 1 se tiene . el siguie_!! 

te problema:.· 

Se desea diseñar un contenedor de forma rectangular y de;.. 

'dimensiones ·6ptimas 1 ·que sirva· par~ transporta-r· periódica 

mente un Cierto volumen V de un producto. Los. lacJOS y el-

/16. 

fondo del contenedor ~e fabrican de material d~ desecho,

·sin costo, pero con una disponibilidad máxima de d unida- .. 

des de área durante el periodo considerado •. El material.

para los extre~os del conte~edor cuesta e uriidades monet! 

· .. rias por unidad de área Y. el material para la tapa cuesta 
·• 

p un.tdades monetarias _por unidad de. área ... Los .. cargos de •·~ 

tran~po~·te por. c~da contenedor son de k unidá.des _.htoneta-.

~ias, sin ._importar sus dirnemsion~s ;específic~s. . ,. 

El obj~tivo. económico e~ este caso sería el· de min.imizar

los costos~totales de materiales y.de embarque para los;.. 
' ' .. ··.. .. . ' . . 

contenedores durante el período considerado: 
.• 

min z .. = · V . V 2c w w . + · p w w · . + .. · 2 3 w
1
w

2
w

3
. .. 1 2 w

1
w2w

3 
· 

., 
1 . ; . 

(donde w
1

, w
2 

y w
3 

son las .iimensiones de los co~·~emedo.:.·_ 
. :res) , sujetos a ia· restricci6n ~e disponib{i_ida.d :.·ael mate 
. ri~l de desecho:. . . ··· 

' .. ~ ( 2 w1w3 . · + wi\;.,2 ) ~ a· 
.. ' .. wlw2w3 . 

-· •1 .. · · . · .. t · . · d d t ' ~ · · ~~ .-¡ l "· ·· r1 i -~-- .... · : ·· ; · • y a a pos1. l. V J. a es r1.c ,_.) ....... __ n:..> ....... ~.:::n:-:.~··')ncs. 

. w
1 

> O, w
2 

> O, w3 > O 

···;· 

e: 
) . : 

e 

e 
~ 
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~......- r ' 

·, 

·:,; 

.. En .for:Ti·a general éste prolüema se puede. fbrmalar como: . . . . 

suj~:ta a · 

min 2 = f (w) o 

f .·(w) < 1 
J ='= 

w > o 

(j = 1, .. · .. ,p) (3.8) 

donde las funciones fj (w) (j = 0,1,· ..• ,p) son de la forma: 

k. n .. .., . 
\ . J l.J a .. , 

f. (w) = E c
1

. { n . wk l.JK } 

J i~1 J k=1 .. 

/17 . 

Estas funciones se denominan "posinomios"(o polinomios P2. 
sitivos} en la terminología particular d~ la prog~amabi6n 

geométrica. Finalmente, se puede demostrar, mediante un -

cambio d~ va;riable w. = ex > · O, . que las dos form¿: e:; g.:::¡lera

les (3.7} y (3.8) del prpbl~ma de"programaci6n ge6métrica 

son equivalentes (8). 

(e) Problema de control 6ptimd: 
;, ' 

•r. 
1 
1 . 

En el problema de'control óptimo er. tiempo discr<::to se ti~ 

nen un vect'?r ui.= (ui,:l.,u!> de variables elE: control y 

un vector x 1 = (x~, .•• , x~) de. :variables de est~:lo; Ja.s c.u~ 
les de.scriben completamente al sistema que se quiere co,n

~rolar. en el tiempo i (i = l,~ •• ,T). La furtci6n vectorial 
· i ( i i} i ( ) · n. m · n d · · · . , 1 .· 1 · d g _x._·,u. , __ g ·,· :R. x R + R ,, . escr.1ne C 7 cam.o1o e 

estado. del si9tema en cuesti6;; del tiernpo.i al t·:_,~r:pO i+l, 
.. . . ~- .·· . . i . . . . 

dado~>. un estaclo Ülic.ial x~ ::: 'L:Dd. -d'-!c:i.si6;-• :_¡-e:: e:. :: : .. :::::~:·-:) i: 

_i+l - i + i ( i ·. i) X - X g . X ,u 

1 ... '' . ,·.,, .. t, .· .. ,. , •. ;.•¡. '· .. i"i ''·""ti''•' ,, "'': ..... ,.:, ,,-:<>:. ,,: ..... ,,,,. '.,,, .. ,,;;,,,."'" ·' .. , ..... ,;, ......... ., ........ ~ ......... ,, .............................................. · ... . 
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. .. . .. : . . . . . ·.. '1 
A··. ... . . 1· ··f . '6 . f.~ { '- .. l) ·fJ.(· .. ) Rn Rm -+ R. · sJ.mJ.srno, , a, une:;_ n. x .,u , : •, • : .x .· .. ·. , . . ' . . . : . ~ . .. . . . . 

. indica el beneficio .. (o .c'osto) asociado con es.tar en el es 

tado xí en (ü 'tiempo i . (i = 1' ... ,~) y efectuar una deci: 
•·· . i. . . . . . . . 

si6n (control) u en ese mismo. tiempo. Para 9ompletar 1á-

forniulaci.6n. del ·oroblema se debe e'soecificar. el ~stado· ini 
. .. ' . . • .. 1' . . ... . . . -

c~al del sJ.stema, x, y en alguna.forma, ya sea explfcJ.ta 
o implícita¡ el estado final,xT~l.· 

El pro~lema de control óptimo se fo~mrila entonces comd: 

min (o max) z = \, ·fi( i i,·. 
t.. X , U 1 

i 

sujeta,a. xi+1 i i ( i i) (. = X + g X ,U .. ~ = 1, •• ~ , T) . ( 3 . 9 ), . 
'. 

y 
. · T+l 

q {x ) =· O, x1 espe~if,icq.dq 

. 
. d9nde qk } .. 

... · . Rn Rk 
·: ' . ~- . ' ~ O. <. k ~. n, es una función d~ res~· 

tricci6h del estádo final. Finalmente, se puedert ~~pecifi 
· · · · ·.' · .· .. ·· .. ·. . .. ·· .. · n· · . m-

ear, para 1 ~ 1~·~· 7 T, subconJuntos Xi en R , · Ui en R, 
.. Den Rs y una func~6n de restricción c~njuhta h{•,•) 

n ( T+ 1 ) RmT · S . · d · · · d · · 1 · R .. . x .. -+ R , que . 1mponen con l.CJ.ones a 1c~ona es so 
. . 

br,e · los estados y controles del sistema ( 2) • 

El caso estocást.~:co es mucho más d.i:~ícil de ·formular y de 

:r-esol ver. Uno de. los broble:c1as de c~ntrol óptimo, estqcás-
. . . ' . 

tico en tiempo discreto. de estru6tura más simple y que·ha 

.~ido bastante estudiado en la. literatura (1), {5), es el 
·: . . . . 

.d~l control 6ptimo dei un. proceso estocástico Markoviano-

'discreto en.el .tiempo y en el espacio (cadena'de lvté;lrkov). 
. . :'_ : . . . ' .. · . . ·. ' (~( _(:. . . . . 

Un'ejemplo:4e uri s~stema cuya secuencia de esta~os.en el 

tiempo {xi} constituye ur1 pro~eso de Markov es elsfgu,i.en . 
. . ' " . . . . . .. -

te sistema lineal: 

.. +1 A i. + ~ - X . X - Bui. +.~i· '(3.10) 

, 

/ 

e· 
.~ . 

e 

e 
~ 
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donde A. y )3 ·son matrices coüstantes, .{ ~i} es una· secuen-:: 

cia de vari~ble~ aleátbrias iridep~ndientes y los contra~ 

les · ui dependen. únicil.'mente ele los estados xi · ( 5) • 

Como ejemplos -de aplicación del problen1a ·dé . cont.r61 ópti-- ·. 

m~ se pucdcri mehciortar el control dinámico de inventarios 

en el tiempo par{'. las situaciones em que lás dem:u~ldas se 

conoce¡'). perfect.::.nü;ntei¡ durante. todo el perfodo do control ' 

·{caso :dete.rministico)i y para aquellas situaciones en que 

'úi1'1.cameht:é -se .. conoc·erl 'sus -funciones 'de- dis-tr"ibu~ión •, de pr~ 

babilid~1d 'en ·,el ti2mpo {caso estocástico) .. 

El. probléma del .~.:ontrol de invent.arios ·deter111infsti.c..:o, di:u 
. . . :_~ 

n~mico se podr1a f~rrnular como: -

min' z = r 
j 

f.(x.,u.) 
J J J ' 

·sujeta. a. las ecuaciOnes· de balance de·_ invemtariqs: 

xj+l - x. +u.·- d. 
J ' J J 

(j = l,· .. :.,n) 

. . . . -

(3.11) 

'· 

~on el inventa~io ini?ial x1 especific~dq; xj -~-~es la.~ 
posicj6n de invenfarib del sistema al prin6ipic del per~o 

. ' . . ' -· 
do j, uj .::, O G~Y la 'qantid~d pedida al principie del peri9. 

do j (se supone .aquí 't]:ue los pedidos llegan derlt::;.;o dc>.l rnü: · 

m~· p(~riod~-. en que se colocan). ~{ dj ?. O es la Gl;,:i~~r!o.,ÍD. pf;l.': 

el producto considerado durante el período j~ Lós fun0io-
. . . . 

nes f: pr~F·Orcion2l.n el costo asociado con el pc~<Lcc1o\ j_c!\D.n ' .J .; ' ' ' ' . . .. ' ' ,• , ~-

do u. es la cantlclLI.d pedida y x_. es lEi posición de il~·;eu-
J . . . J , . 

tario an~e~ de.colocarée el pedido .. 

. En el .::dS·.J e~ q'Je l.:::.S dC!hc"ln-:::2.~ éj ¿¡¿,:.;.n \'¿¡·--~.j.~'L '~ ~;-~.'l . .:~"

rias disc.:ret~s <.: i.nrL:p2lldü:I;:e¿:; ccn .fsr .. cjcn~.::s d;.~ cii.~u.-i!.:otl 
' ' ' 

ci6n d~ probabili.t'lad p. (d_.) conocida.:;, el "vbjet.ivc .E:::.~,:m-.)-. .. .. . . J j 

·¡, ·.;.: 



mico del probl~ma. (3.il) se·t~~nsfórma en el de- minirniiar 

el valor e~p~rado del costo total para los n períodos con 

~iderados: 
. •, 

miri z = 1: {JI p.(d.)}{ ¿ f.(x.ju.)} (3~i2) 
.d .>O J. J. J J; J · · J J · . 

. }-. 

·. ' 
(El. objetivo anterior no es el t3nico posible ·bajo situa

ciones de incertidumbre.. En general y según la· t~oria de 

ut{lidad o los rnQdelos de c6mportamiento racional que ·en 
. •' . . . . , 

ella se ~st~dian, el óbjetivo será el de maxirniz~r: el va-

lor esperado de.una cierta funci6n de utilidad, la:·cual

dependerá de; la. organización o persona q:ue· toma .la deci-
. . ' ¡ ~· • 

si6n) . _: · .: .. · 

4. PROGRAHACION ENTERA.Y SUS APLICACIONES 

El problema general de-programación entera se formula coo.~ 

rno el problema general no lineal (3.1), más las resqiccio

nes adicionales de integralidad ~n ias variables Jj; (j = 
1., • ~ • , n) : ~ · .. 

m""in (o; max) z = f (x) 
·:t.:: 

sujeta a . g (x) > O . (4 • .1) 

ri x E R , entera 

n ·1· . .· n m 
y con . f ( • ) · : R ~ . R ; g ( • ) : R ~ R 

Si únicarr.ente las variables ccr:.::-t::.:>pcnó.i.::::·:.<.:es a un s"J.bc~m-

junto propio de las n variables originales x. del proble-. . . . . ·,. J 
roa se restrin~en a ser enteras, el problema se.corivierte 

20. 
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·en :un problema de programación entera mixta. Obsérvese que 

·_.el probléma de ·. prográmac.i6n entera é.s un qaso. particular 

.·. clel problema de programación ·entera mixta y no al· revés, 

· COJl\O pudiera parecer. Si las variables enteras se resti:in 
. . . . . . . . . -
gé.n rln~camente a 16s valores :o,l, él ~ro~lerna ~é~denomina 

de programación b_inaria (mixta) • Cualquier problema de· pro 

gramap:í.,Ón .entera (mixta)_ COn variab:les enteras acotadas S; 
puede rep::r:esentar como un p::r:oblerna de programaci6il binaria 

(mixt?l) equivalente, ya.que·cualquiér variable entera aco-

tada x. <u. se puede remplazar por una suma de variables J = J . . . 
binarias: • 

xj = .. kr . tk. donde las tk. son bin~ri.as_:, ... 
. J J . . . J e . 

. . ' 

tk· . =·' o 1 1 (k . = 1 , .... ,¡ u . ) . J· ' . J -·· j . . 

El . problema. de prograrnaci6n entera se aplica . en aquellos 

casos en q~e ios niveles de las ~ctividades~c~n~mióassoh 
n~~-ur~l~en~e. ~nte~os (ej._:. en la 'programa.c~·6n :d~~, ~~-; ~abr.!_ 
caci6n de determinados . tipos de .. prbductos . donde --~o tendrfa 

s~ntido héiblar·. de qantidades frac~ionarias, .etc~·,);~ Sin em 

bargo, · po~¡blemente la aplicación de la programa.~i6n. ente 

ra !llásimpo~tante.seericuentra bajo su forma de programa

ción binaria, donde las variables binarias se utilizan pa ' ·. 1 . . -
ra ·formular situaciones de decisi6n o no d~cisi6n, o de 

relaciones lógicas de dependen~ia; situaci~nes muy frecuen 
. ' ' -

tes en la formulaci6n de problemas prácticos del tipo,~o:: 

ejemplo, de loca1izaci6n de plantas, de selecci6n y prog::~ 

mación de proyectos de' inversión, de asignaci6n de hQmbres 

o équipos_a t~reas, etc. .;';. 

'. 

AlgunZts r<:stricciones; lógicas típicas. cor; variables .b.ina-· .. . . . •: .. . . . - . ' . . . .· ' .,:...,.~ ' .. · ··: ?J..'. 

" ' 

rias ser.ían, .. por ejemplo~ las siguientes:... \';: ' . "•': : . . . . .. ' . ' . . ' . . ' . ·. ' . . . • . . . . . ' -~ -~ . ·. J . ~ 

.. .' 
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(Las va7iable~ ?i:narias xi .Y xj representan la selecci6n. 

o el rechazo.<le los proyéctos i.y·j respectivamente) 

xi + xj :> 1 : .se debe emprender al menos uno 

d~ los ~royec~os 

·. ·x. + x. = 1 
. 1 .. J uno de lo's proyectos se' debe em

prender necesariamente, él ótró 

se descarta (exclusividad mutua)· 

x. + x.· < 1 
•.·1' .J = se selecciona a lo más uno de los 

proyectos 

x. ~ x; · < O : el proyecto j está. subordinado al ·. J .. 1 == . ..·.. .· ,. . . . 
· · proyecto i (xJ·. · . <:: X; ) 
'. - ".,&.. 

.Entre las aplicaciones más importantes de la prograniaci6n 

binaria se encuentra el modelo de Lorie-Savage. de presu

puesteo de capital, al .cual también se le denomina: en la 

literatura corno "kné;lpsack" (mochila) extendido.o multidi~ 

mensional : .. 

:-\ 
. '¡'. · .. ) 

. Il\.~X z = 
l 

1: c.x. 
j J J 

·sujeta a 1: at.x. ~ dt 
j J J 

(t = 1,:• ·-~ ,T) ( 4 .• 2) 

•·COn 1 xj = 0,1 ( j = 1, · ••• , n) 

En este .. caso el prOblema consiste en· seleccionar· 6ptirna

rnente, . de entre. n posibles proyectos. de inve.rsi6n :i;nde:;€n 
. . .. ·- .. ' 

dien~es, aquella.corrLbinacf.6n ce ellos que ~r:axirr.ice la u ti 

lidadtotal, donde las ej. (j = 1, ... ,n) den6t.anj~sutili 
¡~:-

·' 

~-

·~-

.e 
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. . . - ·.. .- . 

· dades individuales de ,cada proy~cto, la~ at.: indican él 
' ' ' - ' • ' ' ' J 

costo durante el.per,íodo t de emprender el proyecto j y-

las :dt -indican las diJponibilidades de cap~t-il dur.:!ni.::e los 

periodos t (t = l, •.. ,T). Las variables binaria~ ·x: (j•= 
. ' ' . ' , 

' ' ' ' ' ' ., .J 

l,.~.,n) indican si ae emptende o no cada proyecto j. 

1 ' ' • .. .. -

Otra aplicaci6n inter~sante de la prograroaci6n b~naria se . . . . ~ 

encuent-ra ei-1 el sigui~nte modelo de localización de plan-

tas: o. iridüstria.s, el ·ctial ilustr·a tambi~n el mariejo de> ca:r 
' ' ' j o ••• ' • o o ' ' '·.·· ' ' ' -

., gos. fi·jos riiedj.ant.e lai ·¡utilización de variables bin:1l';Üt::i.-

En este problem2 se tienen m posibles localidades y t:n so 
' 1 ' -

lo producto ccn n clientes o mercac1ps dir.p~rso.~ ge0grf:fi .... 

cam~nte. S~. la p1~nta ,o ~ndustria ~e locali~a ~n,la loc~

lidad i (i_= l, ... ,m)t;.se pueda construir.hasta uno. Ci::pa-

. cidad, m&xima de produ~ci6n ·Mi (dcpend:Lente de i): y se in

curre. ?n un costó fijÓ, único, de instalación. fi .. En ~c)da 

uno 4e"los m~rcados j (j = l,~ .. ,n) se tiene uni demanda 

conocida dj por el pr~ducto, _que debe ser satj.sfecha .. r._os 

~Irlbarques z i). de .la l~calidad i al mercado j ti7nen un co~ 

to .. unitario cij y se :desea minimizar· é.l cost.o ~.~;t'a.l de in~ 

talaci6n de las plantas y de embarques del producto: 

min. z = 
·.,._ 

,. 
r f.x: + 
• 1· 1 
~ 

~ e z .. r ~ ij ·1J · 
i J 

... ~ : . 

sujeta 
. . .. ' ~ ' 

l . ' . ' 
a restricciones de satisfacción d~ las demanda~~. 

r z .. = d. 
~ 1). J. 

(j·= l, ... ,n) 

restricciones. de capacidad de produ¿ci6n: 

l. z .. < M.x. 
o ' .J. , =- ). J. J J .. 

(i = .1, .•• ,.m·r··· 
. ~ .. . ::::. (4 •. )) 

·:, 

res.triccior.~s de nonegJ.ti~·id~d .de los: emb2.l'C]ü.es):· 
. . :. : -~ ~-
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• z .. > o 
. ' .l.J 

(toda i ,.j) 

y restricciones lógicas.de existencia o no existencia de 

plantas ~~ ~ada localid~~:. 

X; = 0 1 l. . , ( i = 1 , . ~ . ,m) 

Por 111timo, otro problema importante de programací6n bina 

ria es e¡ problema de "cobertura de conjuntos" (set cove~ 

ing): 

. ' 
sujet:a·a 

min z··= ·ex 

Ex > .e 
= 

x. = 0,1 
J 

.. ,"' . : ' ( 4 • 4 ) 

(j = 1,.~~,n) 

donde E = (eij) es una matriz mxn ~e cer6s o unos~y e es 

un vector mx1 de unos. Si en el problema (4.4) las restri 

ccion~s son Ex,=:=. e, . el problema se denomina de·. "p~rticio;... 

narnient;o de conjuntos" (set partitioning). . .. . . .. . . 

Entre las aplicaciones de este problema, se encuentranpr~ 

blemas combinatorios en redes, conio ios de apareamiento -

(matching), programación de tripulaciones~ vuelos en lí-

neas _aéreas, asignación de vehículos o aviones a rutas ,d_! 

seño de distr~tos administrativos o políticos, recupera~ 

ción de infOrmación en computadoras,_etc. 

-~·1 
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SISTI:~\~A ADAFTIVO PARA L~ PROGRA~1ACION INTEGRAL DE I.A SGP 

• PROGRAM.l':I.CION COMO UN TODO • -

Por o Humberto Valdés Ruy Sánchez 

IN'ffi OD UCCION 

Con el fin de ubicar la parte a que S6 refiere esta exposición, dentro 

del marco <;eneral del SAPRIN-SOP, se reproduce en la Figura 1 el es-

quema que corresponde a la~ conceptuallzación ~deL~SLstemaL ciestac~n -

dese en el mismo, la etapa de "Programación com0 un Todo". 

SAPRII·J.;.. SOP 

SISTEMA ADAPTIVO PARA LA PROGRAMACION INTEGRAL 
DE LA SO P 

(ConceptualizaciÓn) 

MODIFICACIONE$ 

' c:o==:::J i ESTRIJCTUR ALES 
Y/0 FUNCIONALES 

··-<·:,«~:/~-/~::::·-t:L\/'':'<~,/.~;:~~:··~::·n1 
1 . ' 
: PROGRAMACION L ~ EFE:CTIVICAD 

l COMO UN .TODO t . CO~JJUNTA (SOP} 
l 1 
~---· ... _____ ! 

. /.,.-~~;. ,,., .:.,/;"/:-:-.. ...... , ;,.•,;· ;_.;,,· .... , ... ,. ~.; 

... ' ..., • ' r~ ~ o 
( 1 V v r~ H l 

•-........ _________ ,_.....,._,._,... _____ ,_,,.~-~- .... ,...;;...~-- D'Q -

SISTEt.1t•\ 
.ttJT F.G F.'/. 0<1 

~' ...,.. "'.JF·"~'·.¡ l.r..: .11 V• ··•/ 

.sor;./ 
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Los Lnsumos de esta etapa lo constituyeron las metas establecidas al 

tnlclo de la presente Administración, mismas que originaron la neces

dad de que la SOP trabajase con base en· los 11 Programas anterior -

mente mencionados. Como producto se obtuvo la programación de los 

Programas propiamente dicha, habiéndose tenido que dar solución para 

alcanzarla a las siguientes preguntas: 

¿Qué inversión se debería manejar cada año con el fin de lograr 

la consecución de las metas y cómo_ y de dónde se deberían ob-

tener los recursos financieros que se hiciesen necesarios para -

ello? 

¿Qué inversión anual se debería destinar a cada uno de los Pro ·. . e 
gramas a cargo de la SOP de 'manera de cumplir las metas y ob 

tener el mejor efecto en cuanto a los objetivos planteados? 

¿Qué porcentaje de la meta total fijada para cada Programa de-

berra cubrirse cada año y qué recursos (humanos, maquinaria y 

materiales), propios y. ajenos, se necesitarran para la constitución 

de las metas anuales resulta::1tes? 

e 
-·-··--p ..... _ x:;a. # -~~~~·~·~~"':-'l'!'ó"';:~~-,~ •. l.\:·.~~: ... ~···-:-·-~.)·'1'<<.~ ... ·~~""'""""-~~--~.-l-.......,_, ... _. __ ... 



~' 

[ 
i' 

-:"'~ ~ 't:" 

e ·t ., 
¡. 

~ 
t· 
¡. 
~ 
1; 

! 
j 

i' 
¡ ,, 

~ 
~ 
' • t 
~ 
r 

-~· ~- ~--!~ 

r 

¡ 
~ 

-~ 

y 
,. 

~· 

• ~-? 
,(.·.-

'· 

! 
} 

~ 
k 
~- -¡; 

} .. 
1 

) 
1 ~ 

'" 

! 

{. 

-. 

¿Cuándo y con qué recursos se deber(an ejecutar las· obras cu-

ya realización permitlrra alcanzar las metas? 

¿Cómo, cuándo y con qué recursos se deberran llevar a cabo 

las diferentes actividades que constituyen cada una de las obras 

realizadas?. 

En la Figura 2 se muestra por medio de una caja negra lo antes men-

clonado, observándose que para responder a las interrogantes_antes ~ . . 

comentadas, fué :pecesario, dada la complejidad y· magnitud del proble -
~-~~-~-~,.= ~ ~ -"-=- ~-~~-J-;c-_,..,._~--

-= ="-----=-=== = =-=----"-·-~ =-===---.~- ~ ---= --== r==- -~ -.,-

ma,- dividir el slste·ma en 5 subsistemas ·en serie, uno por cada una de 
' ' 

"' 

-las pregunta.:; planteada~. 

Eri los _ó~prtulos siguientes_ se comentar_á brevemente cada uno de los--· 

. subsistemas mencionados. 

SUBSISTEMA DE PROGRA!v1ACION FINANCIERA 

Es: obvio que para alcanzar las metas que ·le fueron fijadas a la S~cre 

. ( 

t~ra de Obra.s PúbHcas, se hizo necesario que esta dependencia se -

enfrentase a la tarea de allegarse: los fondos necesartos para financiar 

sus Pr.ogramas. La finalidad de este subsistema fué _definir la Inversión 
. .. 

~pual que sé debfa realizar durante. cada- uno de los nños que consti 

V 
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: . .. -PR.OGRA-MACION _ COMO - tiN. TOO O 

~~· 
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DIAGRAMA GENERAL D,EL SISTEMA 

-¡N S U M 0.' ..... 
- . 

't1ETAS FiJA DÁS A. LA -SECRE

·rARIA DE OBRAS PUBLiCAS AL 
. . 

-. iVIC/0 DE LA PRESENTE ADMI-

,JISTRACION EN_ C.UANTO A LOS 

)/GUIENTES PROGRA-MAS: 

L CAMINOS DE MANQ DE OBRA 

2: _ CA R RETE RAS 

3 __ CARRETERAS . URBANAS 
. . 

:4."'" A ERO PUERTO S -

5 .• V/AS FERREAS .. ~. 

6 __ CiUDADES INDUSTRIALES 

7._ INSTALACIONES DEPORTIVAS 

8-- E DIF,I CIOS 

9 . .:.CENTROS CULTURALES 

IO._OBRAS EN PARQUES NATURALES 

·, 

-~-~W#1M?W!&2.Aii!~ 

·~ 

- ·- S Jl B s·t S T E M A S -

L.: PROGRAMACION FINANCIERA 

""' 

.. 2_ PROGRAMACION DE INVERSIONES 

3.- ASIGNAC!ON DE RECURSOS 
.r 

4._ ASIGNACION Dfi PROYECTOS. 

5.-PROGRAMACION DE OBRAS 

11._ OBRAS PARA CABECER.4Sf•r1UNI-). _ . . 
-··cJPALES . i:....L~~~""-'~~~~~ 

r·iqura 2 

PRODUCTO 

. ' ' 

PROGRAMACION DE LAS 

ACTIVIDADES· DE LA

SECRE-TARIA COMO- UN 

TODO 

; . 
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. turan el horizonte de planeación analizado, a fin de alcanzar las me -

· tas establecidas, determinándose, asr mlsmo, las cantidades que en -

cada perfodo·deberran ser solicitadas de cada una de las fuentes de -

financiamiento (tanto nacionales como extranjeras) consider;:.das, asr -

como las condiciones sobre las que. se deberra·tratar ·de negociar di 

chas solicitudes. En la Figura 3 se muestra el diagrama correspondien 

te a este subsistema. 

Para poder resolver el problema descrito ·y dado el carácter combina -

torlo del mismo, :Y'a que se~ 'íTJ-anE?jaron d-i~er.sas fu~~te-s d.e ánancia ~· ·~~ 

miento con muy diferentes condiciones {periodos de pago y tasas de 

interés), todo ello en el tiempo, se consideró como técnica más a de -

cuada la programación lineal, complementada por un muy amplio aná -

lisis de sensibilidad. 

Los resultados especrficos del modelo determinaron: 

La parte de la inversión total, requerida para cumplir las me -

tas, que debra ejercerse en cada uno de los años. 

Lá cantidad anual de recursos monetarios que se debra procurar -

obtenerse de cada fuente de financiamiento, asr como las condi -

clones a lograr. 



,:. 
"':----

La forma de pago que convenra negociar 

·' ·-~' 

Dado que la lmplementación de los resultados del modelo no dependfa 

en. 'forma .~xtluslva del organismo que hace el análisis, sino ·que esta. 

sujeta a la reacción de Instituciones ajenas al mismo, que podfan ó no 

estar de acuerdo con lo que se les sollcitará; fué necesqric estar pre -

parado para conocer hacia donde se debfan hacer· tendér las negociacio..; 

nes, de manera de asegurar siempre los intereses del pars. Los comen 

tarios anteriores hicieron patente la necesidad de realizar un exhaustivo 

análisis de sensibiHdad· para los siguientes factores: 

· Inversión tcital necesaria para cumplir las metas 

Tasa de rendimiento de la inversión 

Umitaciones en cuanto a las formas de pago de los créditos e 
Condiciones de los créditos (tasas de interés 

1 
per(odos de gracia 

y de pago, etc.} 

En las Figuras 4, S, 6 y 7 se muestra en forma esquemática el tipo -

de resultados a que condujo el análisis de sensibilidad sobre cada 

uno de los parámetros mencionados en los gulon12s anteriores. Las tres 

pri_meras Figuras se juzga que por sr solas son explicativas; con res .-

pect~ a la Figura 7 cabe mencionar que permite reaccionar de lnmedia-

to a cambios en cuanto a las condiciones de los créditos 1 ampllando -

e 
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INVERSION TOTAL REQUERIDA PAHA CUMPLIR . . 

. IAS METAS 

-• (Para una tasa de rendlmlento "r" determinada) 

.Mo N 

Año l 1 
Año 2 a 

Año 1 

N 

"""'Año 2 ___ .,...,....--~-

1 l 
--Año 2 ··J 

N 

N 

2 

Año 1 

7 

Inversiones 
Anuales 
Totales 

Inversión anual que 
deberá negociar se ·
para ser financiada
con recursos prove
nientes de la fuente 
de financiamiento -
externo "q" (BID, 
BIRF, etc.) 

Inversión anual que 
dGbc:-ó. p:::-ocurarse -
sea. financiada con 
recursos fiscales 

Inversión anual que 
deberá negociarse -
para _ser financiada 
con recursos prov~ 
ni entes- de la· fu en 
te de .. financiamien 
to interno "j" 

INVERSION TOTAL REQUERIDA PARA 
CUMPLIR lAS METAS 

f Rango de lnvcrsión que se consldere l 
convcnlente analizar 

:;:;;.-~· . 

--------------'---~ _ __l'_FIGURA 4 
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FORMACION DE "CAPITAL" EN FUNC'rON. DE lA -TASA· DE ~' 
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en forma significativa la capacidad de negociación que se tenga, ya 

1 

que se cuenta con un panorama especCf1co sobre si conviene acept~r 

una mayor tasa de interés mientras se consiga un plazo mayor de pago 

etc o Con el·· fin de facilitar el uso de las curvas que se consignan en 

la Figura que nos ocupa, cabe citar que sobre una misma curva apare-

cen todos los planes de financiamiento (definidos por sus dos paráme-

tros: tasa de interés y plazo durante el perrodo de pago) que unitaria 

mente generan el mismo efecto. 

SUBSISTEMA DE PROGRAI'vrACION DE LN"VERSIONES 

El subsistema de programación de inversiones, es aquel que define el 

monto de las inversiones en los programas, de tal forma que se cum-

plan, de la mejor manera, los objetivos establecidos. El problema 

plemteado se caracterizó por la presencia de las ~-iguientes situaciones: 

Se deseaba sat1sfacer varios aspectos (objetivos múltiples) 

El grado en que cada alternativa de inversión alcanzaba los obj~ 

Uvos no podra ser especificada en forma precisa¡ en otras pal§. 

bras existra, incertidumbre en cuanto a la efecttvidad que logiarfa 

cada alternativa de inversión 
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El valor que se asignó a los efectos asociados a una determi - · 

n~da alternativa de 1nverstón variaba con el tiempo, al const -e 
derarse el factor oportunidad de. los mismos. 

-. Dado. que exlstran objetivos múltiples, fu~· necesario enfrentarse 
,:> . 

a la tarea de decidtr a que cantidad de cada objetivo deberra - ·• . . 

renunciarse a fln de alcanzar ciertos Irmites especfficos en los 

r.estantes. 

Para la . solución de un problema como el descrito, fué necesario recu 

rrir al auxl.lio d~l "Análisis de Decisiones", técnica especfficarnente-

.diseñada para este tipo· de situaciones; es decir, aquellas a las que 
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le es inherente la incertidumbre, las alternativas son múltiples e in~. -~ .. . e ,, 
elusiva alguf1a·s sé contraponen y además· se manejan'-i:tspectos saeta:. · :~ 

~ 

les, económ'rcos, polrticos y técnicos. El análisis de decisiones·· -

auxilia al responsable de su toma por medio· de un exámen ·racional-·· 

y cuantitativo de 'las alternativas factibles, en función de un estudio 

de sus implicaciones. 

La asignación y programación de inversiones en la Secretarra de Obras 

Públlcas, se realizó en concordancia con los siguientes objetivos:. 
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Integrar la mayor cantldad de territorio 

Beneficiar al mayor número de personas 

Generar el mayor número de empleos 

Inc.rementar el turismo 

Acelerar ef desarrollo industrial 

Incrementar la tranquilidad social 

Promover el desarrollo agrfcola 

Buscar ql mejor impacto institucional 

Proporcionar eficientes servicios públicos 

Con el fin de medir el impacto de las inversiones en los programas -

sqbre cada uno de los obj etlvos, se definieron 9 medidas de eÍectivi 

dad, una por cada uno de ·éstos; en la Figura 8 se presenta, con base 

en un diagrama, el funcionamiento de este subsistema, mostrándose en-

forma conceptual la estructura del problema de decisión •. 

Los pasos seguidos para la consecución de lo anterior, se pueden re-

sumir en los siguientes: 



- IXVU·:~:roN QUC Sr; DCflCRA 
R[;\U:C:::\:? C1\DA 1\ÑO (PR0-
VIE0iC DI:L SUBSISTCMA 1) 

- PROGRAJ.\1AS A CONSID}-~RAR 

CAMINOS DE MANO DE OBRA 

CARHETERAS 

CARRETERAS URBANAS 

AEROPU.ERTOS 

• VIAS f'ERREAS 

CIUDADES INDUSTRIALES 

• INSTAlACIONES DEPORTIVAS 

• EDIFICIOS 

• CENTROS CULTURALES 

OBRAS EN PARQUES. NATURALES 

• OEF:AS P1\RA CABECERAS 
MUNICIPALES 

"r'•o¡t.• ,,,_,_ .... .,.._ ·• ~O f:DOtz 1 

MODELO 2 

OBJETIVO: 

DEFINIR QUE INVERSION DEBERA DES -
TINARSE A CADA PROGRAMA CADA AÑO 
DE MANERA QUE: 

- SE GENEREN EL MAYOR NUMERO DE 
EMPLEOS . 

SE BENEFICIE AL MAYOR NUMERO DE 
PERSONÁS 

- SE INTEGRE IA MAYOR CANTIDAD DE 

CUANTO SE DEBERJ' 

TERRITORIO UTILIDAD INVERTIR EN CADA 

SE DISMINUYA LA INTRANQUILIDAD PROGRAMA DE LOS 
SOCIAL . -~~ 

. ANTES CiTADOS EN 

- SE INCREMENTEN LOS SERVICIOS ESPERADA 
PUBLICOS CADA AÑO 

- SE BUSQUE EL MEJOR IMPACTO 
INSTITUCIONAL 

- SE ALIENTE EL DESARROLLO INDUS-
TRIAL . 

SE INCREMENTE EL DESARROLLO -
AGRICOIA 

- SE PROPICIE EL TURISMO 
.-¡:-~·m':I:I:!!C~~··~·~d 

nc;tm'g 

MAXJMA 
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1 o- Se cuantificÓ el efecto de diferentes alternatlvas de inve:rstón,-

en términos de los objétivos, por conducto de· las medidas de ..:. 

efectividad éons!deradas ;· Para ello. se definieron cHstribuc.i.o 

nes de orobabilldad dada ia incertidumbre que existra al re.scec . . . -~ -

to. En la Figura 9 se muestra esquemáticamente lo anterior o 
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ALTERNATIVA "k" 

FIGURA 9 

INVERSION EN EL 
PROGRA fti.4 "(fiN 
EL PERIODO 't" 

Densidades de probabilldad que cuantiflcan ·las consecuencias de dlfe-

rentes alternativas de inversión en cada programa, en cada per(odo, -

en térmlnos de las mcdldus de efectlvldud considerados. 
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2.- Se procedió a detectar las preferenctas que en forma indlvldy.al 

y conjunta se tenfan sobre los diferentes "impactos que era fac 

tlble obtener en cuanto a las medidas de efectividad conslde- e 
radas. Para eilo, se hlzo uso del "Análisis de la· Utilidad" 

definiéndose funciones de utiHdad marginales y mult:..:;;-;jetivas. 

En la Figura 10 se muestran en forma esquemática· ta.nto las 

Íunciones de utilidad marginal como la función de utilidad mulli_ 

objetiva (para er caso de 2 medidas de efectividad). 

3.- Una vez determinadas las distribu<?iones de_. probabilidad (incí so 1,) 

sobre las diferentes medidas de efectividad que cuantifica los -

posibles impactos de cada alternativa de inversión sobre las 

mlsmas y qefinidas )as funciones de utilidad marginales y mulli4lt 

objetiva,· que reflejan las preferencias ·que sobre dichos impac -

tos se tienen, fué posible proceder a la selección de la mejor -

estrategia de inversión. Para esto fué necesaria la consecución 

de las. tres etapas que. a contlnuación se enuncian: 

a) Calcular, para cada alternativa de inversión en cada programa -

y para cada perfodo, utilidades ·conjuntas esperadas. 

e. 
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{MEDIDA DE EFEC 
TI VIDA D "i" 
ALTERNATIVA DE 
/NVEF?SION "k" 
PERIODO "t" 
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EL PERIODO "t' 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
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CONJUNTA 
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FUNCION DE UTILIDAD CONJUNTA O MULTIOBJETIVA 

Figu;a 10 
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b) Determinar para cada programa y para cada per(odo curvas "UU-

lidad Esperada~ Inversión". 

e) 
e 

Plantear y resolver un modelo de programación matemática que·-

consideraba el aspecto combinatorio del problema. 

4.- Como última etapa se llevó a cabo un análisis de sensibilidad, 

cuyo objetivo fué el de detectar el efecto en los r~sultados obt~ 

nidos de variaciones en los factores que intervinieron$ El aná-

lisis que nos ocupa permitió identificar los parámetros que me -

~
·e~ :.:-· . 

. , ' dlante cambio? podrran afectar la estabilidad de la solución. 

Así por ejemplo, se manejaron diferentes alternativas en cuanto a 

inversión global de manera de tener una herramienta que rápida -

mente permitiese redistribuir la inversión· en los pro~ramas en -- · 

so de ser necesario. 

SUBSISTEMA DE ASIGNACION DE REC1JRSOS 

En este subsistema se cons lderaron los volúmenes de invers lón asigna -

dos a cada programa, asr como las metas que para cada uno de éstos -

se tenran, definiéndose la estrategia que permitiese alcanzar las metas-

haciendo el mejor_ uso de los recursos disponibles de todo tipo (moneta-

rlos, maquinaria, materiales, etc.) considerándose para ello niveles de 

e 



e .1' 

' i. 
~ 

e ¡. 

e 
~._.,. .......... 

eflc1encia actual y tomando en cuenta ntveles de aspiración factibles. 

Especrflcamente la estrategia seleccionada. fué aquella que permi.tra da 

la mejor manera cumplir las metas trazadas. es decir, la que lograba-

minimizar los costos de realización de todos los. programas tomando en 

cuenta en lo que a. recursos se refiere los· costos de adquisición, .utili_ 

zación; baja y tiempo ocioso de los mismos. En la Figura 11 se mue.§_ 

tra por medio de una caja negra la conceptualización de .este subsiste

. ma, pudiendo notarse en el mencionado esquema qu~- como resultados. -
. . 

se obtiene por una parte ia cantidad. de programa (meta) ·que se debería 

_"cumpli.r en cada período y por la otra un panorama ·en cuanto. a la útili_ 

zación de los recursos, señalándose inclusive los que era necesario -

adquirir en cada perfodo y los que inevitablemente, por algunos lapsos; 

tenran que permanecer ociosos. 

Dáda ·la naturaleza del problema, fué necesario para su solución plan-

tearse con base en un modelo dinámico, utiHzándose como hen·amlenta 

la _programación matemática, lo anterior se juzgó conveniente; tomando 

en cuenta el céirácter combinatorio de dicho problema, además de que -

se tuvo que manejar explrcltamente el tlernpo y la interrelación que en-

cuanto a recursos y continuidad en las metas se hacra necesaria, de 

manera de alcanzar las cifras totales deftnldas. 
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1 
INSUMOS 
PROVENIEN¡'ES DE 
OTROS MODELOS: 

- INVERSION POR PERlO 
DO PARA CADA PRO -
GRAMA 

- METAS A CUMPLIR POR 
PROGRArv1A EN LOS -
CUATRO rr:RIODOS 

INS UMOS PROPIOS DEL MODELO 

RECURSOS ·ACTUALES DISPONIBLES 
RENOVABLES, PREVIA CIAS_IFICACION 
DE LOS MISMOS 

/>'. 

- CANTIDAD DE RECURSO NECESARIO 
PARA TENER UNA UNIDAD DE CADA 
PROGRAMk\ POR PERIODO 

- . - . . ' 

COSTOS UNITARIOS DE ·uTILIZACION 
DE CADA RECURSO POR UNIDAD DE 
TIEMPO, POR ADQUISICION, POR -
OPERAGION, POR BAJAS Y POR TENER 
RECURSOS OCIOSOS 

OBJETIVO: 

MINIMIZAR LOS COSTOS DE REALIZACION 
DE TODOS LOS PROGRAMAS, TOMANDO 
EN CUENTA EN LO QUE A RECURSOS -
SE REFIERE tOS COSTOS DE: ADQUISI 
CION, UTILIZACION, VENTA Y TIEMPO . 
OCIOSO; PARA PODER CUMPLIR LAs· -
METAS TRAZADAS POR IA PRESENTE AD 
i'viiNISTRACION CON U\ MINIMA INVEB_ 
SION 

FIC Ul\A 11 

••·--·-···--.-...-···-'"_, ___ .. ..,-......... ..,._ ...... ~..----·ft•'~-..-.. •w• ~·••· • .,..,,..._';'::.,,, •• '• 

.. --· . -- - -··- -- -··· - ·-· .. - - .. . . .. ···t- -

PRODUCTOS 

....... ~ 

· - CANTIDAD DE RECURSO 
QUE SE DEBERAN ADQU~ 
RIR~ U';l'ILI~, ELIMINA 
O TENER OCIOSOS EN • . 
LOS DIFERENTES PERIO 
DOS 

... 
- C'.l\NTIDADES DE PROGR.i· 

MA QUE SE DEBERAN · C 
PLIF< EN CADA PEIUODC 
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StJBSISTEMA DE ASIGNACION DE ~RQYE~TOS :'· 

.. ; 
.• 3:' ·:•:-

El Qbjetlvo de este ·subsistema .fué el qe. ublca.r en el tiempo u la reali -
.:1 

zación de. las obras· que consuturan cada prc,>grama como resultado de 
. ··.:. :·-· . .-. .. . . .::· . 

. ,. 
' ' 

armonizar. la prioridad y· urgencia.,. de .. las mismas con los recursos que se 

estimaba podrfa dispo'~er Ú1 institución ··para-llevarlas a caboo .. Bajo este 
' . . ;.~-

· orden de ideas, este subsi~tema ,r~~tbra como ~nsumos los· resultados del-

.. . 
subsistema antE?rior, ·de manera qt¡e respetandó la asignación de recursos . . 

que se habra fij~do'. _para cada progr:ama y las aspiraciones que en cuanto 
. ~: 

a las metas para ca4a perrodo se· habran determlnado 1 permitió situar,,en 

bloque 
1
1as obras que constituran el programa á. lo larg.o de1 ti.-:;mpo 1 señ-ª. 

. . 
lando además los recursos necesarios de que· se podra disponer para la -

ejecución de cada obra •. 

En la Figura 12 se. muestra con base en una caja negra el funcionamien-

tO de este SUbSlsterri'a, pudiéndose Observar que la Ubicación de las obra S 

a ·lo largo del tiempo. se llevó a cabo procurando minimizar el tiempo de -

ejecución. de cada uno de los· programas o La té.cntca '-:J.tiltzada para este-

caso fué )a pr<?gramación matemática entera, especrficarnente la binaria. 

En la Figura 13 se explica en forma gráfica el resultado de este subs í s-

tema e 
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INSUMOS PROVENIENTES DE 

OTROS MODELOS: 

CANTIDADES DE RECURSOS -
DE CADA TIPO "k" DISPONI
BLSS PARA EMPLEARSE EN -
CADA PROGRAMA "i" DURAN 
TL Cl\OA PERIODO (AÑO) "t" 

·o~,.... ... ,..-,.._.,.,._,.,.. CJ-Rt:l.PtP'"I' --.. ¡ • :f'#. Q. ~-A #JI~ tJJll...IP'f • ··-. .. · ·.··· ...... ~-
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CAD/\ UN/\ DE IAS •Ol3R/\S DE CADA. PRO
GRAMA 

- DURACIONES DE CADA UNA DE lAS OBRAS 
DE CADA PROGRAMA 

- DEPENDENCIAS EJECUTORAS DE LOS ·PRO
GRAMAS 

- POSIBLE SECUENCIACION OBLIGATORIA 

- FECHAS OBLIGATORIAS· DE INICIO Y TERMI 
NACION DE LOS PROYECTOS SI lAS HAY 

MODELO 4. 

OBJETIVO:. 

MINIMIZAR EL TIEMPO DE EJEC UCION 

DE ·CADA UNO DE ·LOS PROGRAMAS 

FIGURA 12 

•• ..,_ •• ,., .. :.,.. •• •• •··· 1·ut.~,~ •··· · 

; . 

PRODUCTOS DEL MODELO 4, i 
1 

PROGRAMACION DE lAS OBRAS· 1 

{PERIODOS EN QUE .DEBEN - ' 
EJECUTARSE) DE CADA UNO DE • 
LOS PROGRAMAS 

- RECURSOS NECES/-~_R:IOS POR -
PERIODO (MENSUAL) PARA C~ 
DA OBRA, . PARA Cf\.DA PR OGR~ 
MA Y PARA CADA DEPENDEN
CIA 
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SUBSISTEMA DE PROGRAMACION DE· OBRAS 

·,' 1 

¡,., 

Este subsistema es el último de los S qué se ·han venido comentando, 

y consecuentementt:¡ es el que maneja . el mayor grado de detalle. T..' 1 
.L.t• 

objetivo del mismo, es el de minimizar la realización de cada una de 

las obras, respetando., para ello,.la asignación de los .recursos y la ubt 

caclón en el. intervalo definido en el ·subsistema anterior.. . En la Figu 

ra'.l4 se muestra en forma esquemática el diagrama correspondiente a-

este subsistema o 

Puede observarse que como resultado se obtuvo la programación detc.-. . 

llada en forma de una ruta cr[tlca (Fi9ura 15) de las actividades de -

.) 

-

¡ ¡ 
cada una de las .obras a cargo de la SOP, señalándose los recursos - · t; :: 
·con que-· se contaba- para su realización._ 

. ' 

Cabe mencionar que pqra la solución de este· problema se utilizó 

también un modelo· de programación matemática de tipo binaria, ade 

cuando el planteamiento realizado por Pritsker ~ Watters y Wolfe. 

Además, dado que a este nivel de detalle la p<;>sibilldad de cambios 

era muy alta, se dotó a los Centros SOP Secretarfa de Obras Públicas 
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de un programa que pudiéndose manejar en Jas computadoras fortineas 

permities~ a los propios residentes de obra eri. forma inmediata repro-

gramar las obras sLfuese necesario. 
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INSUMOS PROVENIENTES DE 

LOS OTROS MODELOS: 

FECHAS DE INICIO Y· TEHMJ 

NACION DE CADA OBRA 

RECURSOS DISPONIBLES 

PARJ\ CADA OBRA 

·o 

........... 

l ......... '. . .. p-·1- ... ". --···· .. J 

[ : : iNSUM.OS P~OPIOS DEL MO~tLO l 
DIAGRAMA DE ACTIVIDADES PAR~ CADA 

OBRA INCLUYENDO DURACIONES 
1 

RECURSOS NECESARIOS PARA REALIZAR 

CADA ACTIVIDAD 
L = ... """'""V J 

'{'"' 

MODELO 5 

OBJETIVO: 

MINIMIZAR lA D URACION . TOTAL DE 
i 

EJEC UCION DE CADA OBRA, ~ESPE-

TANDO IAS RESTRICCIONES DE· RE ~ 

CURSOS, SECUENCIA Y FECHAS UMI 

TE DE TERMINACION DE CADA ACTI-

VIDAD 

~l'm!f~~~~~t§lt'@fl4Ai*SF&~·il'2#fitkiíftt,íM"'R?.MJBi@n::aJl 

FIGtffiA 14 

[ 

. ·) 

PRODUCTOS 

CANTIDAD DE RECURSOS Y TIPOS 

DE RECURSOS UTILIZADOS SEMA

NALMENTE; POR ACTIVIDAD, POR 

OBRA, POR PROGRAMA, POR DI

RECCION Y TOTAL DE LA SECRE 

TARIA 
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PARA TODOS LOS PERIODOS(Semana, Mes,Etc.} 
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· (LOS Rf.QUERIMIENTOS DE RECtJRSOS QUE UTILIZAN. LAS ACTIVIDADES PAAA LLEVA.~ A CABO LOS 
· rJ\OYfCTOS DE CADA PROGRAMA NO DEBERA EXCEDER A LA DISPONIB'ILIDAD QUE SE TENGA DE 

D rc~rOS RF:C URSOS). 
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. UN MODELO DE PROGRJ\r.1ACION FINANCIERA 0RIEN1'ADO 
1 . 

.:.-. . AL SECTOR PtiBliCO 

., 

l.- Il\:TROD:JCCICN. 

·Un país en proceso.'de desarrollo, requiere, para la aceleración -

del mismo 1 de un adecuado prcceso de planeación,- que se trcdl!.,?¿ 

ca, en función da los objetivos que dicho pafs persiga. en meta_~ 

espectficas a cumplir. El Gvbierno 1 como uno de les elem2ntos :... 

claves en el desarrollo de una na::;ión, es en gran medida resp....;n-

sable de que las. metñs fLjcd~s se alcar.ccn, ya que tiene, erLcre-

otras, obligaciones tan impurtantes como pudíerr.n !::er: el crear -

la infraestructura: para e] transporte ~or medio de la construcciórl-

de caminos, aer()puertos, vras férreas, etc.; el promover el crcci-

miento del .sector agropecuario construyendo presas y canales 1 e:c. 

Para alcanzar las m~tas q;_¡e la propia planeadón del desarroJlo b-:~ --
SP..¡--1a1- 1cl qmn ,...,...,.., .. ,.., 1 ~-~~- -- l-r-'' · · · · • ;,.. l- ·•.:o· u::. '"'O 11~ ... _-~C. C- ... - ~-··· C .......... ,<---> 1 e;:, .ü,;U.::>jJl;;USdJJ.le qllc e '--"' D.-r.. ..::::. 

.ve a Cdbü cuantiosc.s i:wer:;ione.s, teniendo para esto quE:: enfre:. -

tarse a in tarea de ~lle·;.:::r::::c lo.s fo:..c!c.s i!E:C..t:Sados pa:-a he:: cedo.-

E:-; ·cJdrO -=!~JC; ~;¿rE~ lü ü!:!c~~·-:ió~ :-le dic!-~os fondcs· se !e ~rc:·s,~-~1~t7lr, -



·e al organismos gubernamental encargado de tal labor, múltiples alter-

nativas, deblendo seleccionar, de entre todas 'ellas, la que más con -

venga a los intereses~ de la nación. 

La Íiné:tlidad .del modelo que se describe en forma. general en el prc-

sente artrculo, de_ acuerdo con lo planteado en los párrafos anterio -

res, es poder determinar, para una situación dada·, la· cantiuad de -

recursos monetarios que deberán tratarse de obtener de cada una de- -

las posibles fuentes. de financiamiento que se tengan, asr como las-

condiciones a la!;:-·que se debe_ procurar lle9ar en -léis negociaciones-

(en el caso de créditos). Comó un subproducto del modelo, y con -. ' 

e siderando para esto las restricciones al respecto, los resultodos del 

mismo señalan el rrtmo de inversión m~s conveniente, es decir, la -

cantldad que del total que se requiere para cumplir las metas, de -

berá corresponder a cada uno de los años que configuran el horizon 

te de planeación que se analice. 

' El definir que cantidad deberéi solicitarse en cada perfodo de cada -

fuente de financiamiento, bajo que plazo y tasa de i-nterés deoerá -

negociarse, asr corno la forma de pago, -atendie-ndo a los intaE:se.:;-

noé i u:li'.1e s, Cülist.ituye lo que se der • .J~nir:,~r~ .. en F::Str;! ortrcu1o 11 "") ,- , ; -

t 
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Uca Financiera Optima". misma que dete'rminará, a . su vez# el Pro -

grama Financiero a ·seguir. En el diagrama mostrado en la figu-

ra 1 se ilustra en forma objetiva lo antes descrito. 

2 o- FUENTES DE FINANCIAMIENTO Y. SUS·. CARACTERTSTíCAS 

En lo que se reflere a fuentes de financiamiento posibles, debe -

rán hacerse invertir en el análisis tanto las de (ndole nacional -

como internacional existentes. Dentr.o de las primeras deberán -

. considerarse, por ejemplo,los créditos internos que se. pueden 

goclar con las diferentes Insti tucíones del País, asr como, lo 

puede corresponder, según el tipo de inversiones en cuestión, 

r:.e -

q ,,o"" ._ 

como asignaCión· proveniente de los recursos fiscales que consti-

tuyen el presupuesto total del Gobierno. 

Como posibles fuentes de financiamiento externo· deberán conside-

rarse organismos como el Banco Interamerica::1o de Desarrollo (BID) 

y el Banco Intemacionul de F.econs~rucd6n y Fomento (BH\F), Y,ut:J-

son l~s ·dos Instituciones Crediticias con que el Gobierno Federal-

acostumbra realizar este tipo de operat::iones. 
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INSUMO P'R O D U C T O 

MODf~l.O MATCMJ\TICO 

I!'J\'E RSION TOTAL QUE ES OBJETrJO: - INVERSION ANUAL 

i\CCES1iRIO RE1\LIZAR A LO DEFINIR IA CANTIDAD DE RECUR- - CANTIDAD ANUAL D3 P-E -

::,r~GO DEL HORIZONTE DE SOS QUE SE DEDERJ\N OBTENER DE CURSOS MONETJ:.!UOS 0'JE 

1'~./\NEACION, PARA LA· CON CADA UNA DE L'\S POSIBLES FUEN SE DEBERA PROCURAF. CBT_f 

~~!:c.:UCION DE LAS METAS TES DE FINANCI/\MIENTO DE MANE NER DE Cl\DA FUENTE; DE 

l:';TJ\OLECIDAS RA QUE LA FORMACION INTERNA - FINANCIAMIL:NTO. 

(EN EL PAIS) DE "CAPITAL" QUE - - CONDICIONES SOBRE JJ\S 

I'lJJ:NTES POSIELES DE FI- CON BASE EN LA INVERSION· DE - QUE SE DEBERA PROC:UR..\R 

N .. \:"JCIAMIENTO Y SUS CA DICHOS RECURSOS SE LOGRE, SEA NEGOCIAR LOS CR.ED [TGi'i 

:~!-.Ctr~RISTICAS (RECURSOS MAXIMP .• POLITICA OPTIMA DE: PAGO 

¡··¡:~C.\LI:S, BID, BIRF, ETC.) DE LOS CREDITGS. A. S':)I J-

• 
CITAh. 

I'JCURJ\ 1 



r .. ua cada una de las fuentes de financiamiento co~sideradas como 

yoslbles y cuyo funcionamiento sea a base de créditos, deberán -

ddinirse todos los planes que se consideren factibles de neqcciu.t, 
'~· 

Cspccificánd-ose, para- cada uno de ellos, la tasa de interés y el 

plazo, tanto durante el período de gracia (en caso de existir) como 

durante el perrodo de pago. 

3.- MODELO MJl.TEMATÍCO 

·. 

Corno hab[a sido mencionado anteriormente, el objetivo· fundamen -

tal del análisis es. el de. definir la inversión anuaJ que deberá ser 

realizada durante los años que· constituyen el horizopte de planea -

ctón seleccionado, a fin de poder alcanzar las metas establecidas,-

determinándose, a sr mismo ,las cantidades que en cada perfodo debQ 

rán ser solicitadas de cada una de las fuentes de financiamiento ...: 

(tanto nacionales como eYtranjeras) consideradas, asi como las coi! 

dlciones sobre las _que se deberán tratar de negcciar dichas solir.i-

tudes. 
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En el modeló' matemático que. se propone, se hace uso de la si. -

e 
guiente nomenclatura: 

N = Número de oños de que consta el horizonte de Planea -

ción seleccionado 

t El período (Ciño) que se esté considerando ( ~ N ) 

\ 

j = Indica un crédito que corresponde a una fuer.te de fi -

nanciamiento nacional 

e q = Indica un crédito que corresponde a· una fuente de finan 

clamlcnto extranjera {BID, BIRF, •.•• ) 

f = Indica un financiamiento con recursos fiscales 

r = La tasa de. rendimiento de la inversión 
r 

- ....................... -------.,.p=-....... ~~~ •-•~ '11. ill'l!!'!. C. n~ .--·· -~ .. ~· .. -··------·--.--



a = La tas·a de actualización del capital 

.·1' 

il .. - la tasa de lnterés de un crédito interno tipo 11 j 11 

lq = ·La tasa de· interés da un crédito externo tipo "q" 

~ = . El plazo de pago {años) para el crédito interno 11 j ;¡ 

nq = El plazo de pago ~ños) p::~ra. el .crédito externo "q" 

,pq = 

ipq = 

k = 

Ijt = 

El perrodo de gracia del crédito e:xterno "q" 

La tasa de interés durante el perrodo de gracia del 

crédito externo "q" 

Número de años posteriores al perrodo "t" 

Vadable que corre~ponde al monto del crédito que 

déber~ ~óllcitarsc con e! t~¡:;c do fi~anclamie;-.~o -

interno u; u 
' J 

en el pcr[(Jdo "t" 
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l'.qt = Variable Ci·ue corresponde al ·monto del crédito que deberá 

sollcltarse con el tipo de financlamlento externo "q" en 

e-l pedodo "t" 

tn Inversión que deber¿ tratarse de financiar con recurso::; -

fiscales, en el perfodo "t" 
;-.. 

X• (t+k) = la Ciintiddci que hay que pagar en el ai'ío "t + k" de
'· J 

bído al crédito solicitado con el tipo de financiamí.en. 

to lnterno "j '' en el per(odo 11 t" 

Xq {t+k} = ·La cantidad que hay que pagar en el año "t + k" de 

bido arl crédito solicitado con el· tipo de financi<:'lmi8n 

to externo "q" en el perrodo "t" 

m = El máximo plazo de pago de todos los Upos de créditoB-

anallzados 1 tanto externos como internos 

Dt+k= La capacidad de endeudamiento del pafs para el año 

"t + k 11 

P = ·El presupuesto necesario {en unidades del año cero) para 

alcanzar las metas fljadas 



,, 
1 ~ ~ 
1' 

1 ~ 

.i 

o< 
lt = La propor~ión máxima que puede guardar el financiamiento 

e( = 
' 2t 

e:>( = ~ 3t 

a sqliclt~r mediante crédito interno en el afio 11 t" ~con -

respecto ~al total de recursos Hnancieros a manejar en di-

cho año (si existe una polrtica al respecto). 

La proporción máxima que puede guardar el financiar:üento 

a solicitar mediante crédlto externo en ~el afio· "t" con-

respecto al total de recursos financieros a manejar en 

dicho afio (si existe una polnica al iespécto). · 
:i 

La proporción máxima que puede aceptarse entre el nnan-

ciamiento anual a solicitar mediante créditos (tanto ínter-

nos~ como· externos) con respecto a los recursos fi sea les-

que se manejen en ese año (si existe una poirtica al 

respecto}. 

Ct = Lfmite máximo de crédito qúe pueden otorgar las fuemes~ 

Et 

de financiaml.~nto inte~no en el perrodo "t" 

Lrmlte máximo de crédito que pueden otorgar las fuerl!:es-

de financiamiento eYterr:o en el período "t" 
! 
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:Ahora bien, .-~·el mo~elp de pr:ogramaci6n matemática que se. propone 
'!1· 

~s de Upo hneal~~~ está compuesto primeramente de la función que 
··~~ • 'j 1 • 

~ •' .. 

representa el .. obf~ttvo que se desE!a . obtener y posteriormente de -
:J; 

1 • . ~ 

algunas de la·s restricciones que se deberán considerar • 

.. En la Función Objetivo se busca· maximizar la formación de· "capi-
. . 

tal" en el pafs propiciado por la re-inversión a través del tiempo 

.·de los recu~sos financieros que se obtengan .de las diferentes fue.rr 

tés .. de fim:inciamié'nto en ·cada uno de los "N" años del horizonte·-
·t 

de Planeac~6n analizado, considerando pare ello q~e la tasa de -

rendirr#ento :-de la(·~.inversión e.s 
·t,, 

~~ 

. "t" • 
• 

La representación matemática de dicha función objetivo es la que 
::: 

. . . 

se indica a conühuación: 

(. 

tu ,.. ~ . ( 1 )m+N-t ~ -~ (1 ·). m+N-t 
1v~ax .t.. =L._;,¡ lft • + r . + ¿__, L___¡ Iqt • -:+-r 

t, q t 

~ 

·~ 

-LLL 
q . t k=l 

Xq(t+k) . (1+ r)m+ N-t-k + .L~> L 
j t 

Ijt • (1+r)m+ N-t 

__.....,,. ....... 
···--.--- ~--.. ·+- ..... -.__...,., "'ftF, .• P!. ·rJ u; ;_e a:a;;:,. u 

11 

1 
! 
1 
1 
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l:E· 
. j ,:t 

Xj (n;¡~N~l) • :(l+r)• (B. C) -·EL 
j t 

XHm+n) 

. -~ 

... 

m+N-2-t 

+ . ¿ L. -¿ ·.~ {t+k) 
j t . :k 

. 
donde: 

.!· 

m+N-l.:.·t-k l h-l 
A'''= 2=: :··L 

h=l : .s=O· 

B = 
lj (1 + ij )nJ 

( 1 + ij )nj ~- 1. 

e = ( 1 + r )nj - i 
. . n· 

r{l+r)l 

./ 

.. ~ 

[(l+r)m+N+k 

(h-1) '. . 
(h-s""l) '. s '. 

+A 

r . l (1-s.C J 

., 
• p l t¿...~.-':m+s,- ... ·, , 

' ¡ J. 1 -..- ~~ ;_ .. 
¡ 

j 

s+l 
B {l+r)m+N-t-1<-h 

• 

e 

~ ~ 

¡ e. 
1 ' ·S 
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El valor. final que· se obtenga <;::on la: anterior función matemttica -
' ' ~ ' 

e representa el ¡'capital" ··que existirá en el Pars en el año ··(m+N}, 
.-

para lo cual· {ueron transportados a unidades de ese a11o tocas lc.s 

tnverslónes, réditos, reinversiones y pagos realizados a t:a·,:és -
., 

del tiempo. El año de referGncia utilizado fué el año "m+1'-J 11 
o 

,,. ? 

;t.' . 

Sln embargo,· en c:aso de que se requiera utilizar otro año c:1al -
'· 
•i 

·quiera comv 'r(';!ferencia, el resultado obtenido en cuanto a las va-

r~ables .m~nejadas .sería exactamente el mism_o, a pesar· de que ha-
·:1 . 

brfa ned'eslda'd de 'modificar las formulas financieras. 
•' ·~ ;; • 1 • • ( • '. 

~~· 
,l' •-t;_ .'.;:" 

t / 1. 

i' 

C(>mo puede verse,. la función objetivo consta de siete térmi:1os_.-
.\ 

-· m•ismos que serán ·.·'~'(plicados .a continuación: 
,~ .. r ., . 

.•. 
\t 

. i ~ 

a) ·El primer térriHno cuantifica el "capital" que existirá en el-

pa(s en el año "m+N" debido a las inversiones que con re-

cursos fiscales se realicen a lo largo ,de los "N" años que 

constltuyen el horizonte de planeación considerado. 
' 

t 

b) En el segundo término se involucra el "capital" que existirá 

en el país en el año "m+ N" como consecuencia de las i nve¿ 

' . 
stor.es c~ectuada s a lo largo del hcrlzcnte de F1aneaci ~:. e(.';·, 

recursos·~<:lbt.enldoL por medio de crfditos eY.ternos. 
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d: rn el ter'cet t~~mino se consldera el "capitalu··que sale fuera 

de1 ·pars como:,jpago por los créditos· internacionales obt'enidos1 
,.:4 

' 
llevado a·. unidades del año de re.ferencla 11 m+ N" consLdcrandc 

la tasa de rendimiento "r" (costo del' :dinero). 

d) . El ·cuartq térm~no representa "al capital" .que existirá en el -

pars en el c::.ñe "rn+N" como consecuencia de las inversiones-

'!f' 
realiÚldas con financiam!'ento a base de créditos internos. 

e) Los tres últim'os términos involucran el afect-:' multiplicador ... 

del capital, orig1tlado por :el .proceso. de reinversión de los -
·~~:. 

créditos nacio[ra-les, partiendo • de la base que al efectuar un 
-~r:_ . 
·:;,. 

' pago por 
,!, 

conc~ptó de un crédito interno concedido, el monto 
-~;: . ·. . - . -
"1' 

de ·dicho· pag6 será reinvertido nuevamente en el pars por m.s 

dio' de un nué~o préstamo otorgado bajo las mismas condiciQ 

nes iniciales. 

Existen algunas limitaciones q1:1e condicionan los resultados, las -

cuales se han hecho interverür en el mod810 p1asrn6ndolas en las-

siguientes restricciones: 
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tia esta ·primera restricción se considera una "capacidad anual de -

cndcudamlento", ·la: cual representa la cantidad má~ima que puede -

dest! ::1ar·. el Fars ·al' pago de deudas por concepto de créditüs. 

n· J 

E xj t+ k • ( 1 + lj ) nj . - k = Ij t • ( 1 + 1 j ) nj 41· J 
y O~t~l\ 

k=l 
·~ 

como resultado del modelo se obtendrá la mejor forma para el pago 

.· de los créditos internos que el mismo modelo detr0rrriine corno nec_E¿ 1 _ 

s'a'rios. ·· Para ello:. se, deberán considerar las condicio1•es a qu~;;> fué . / 

sujeto .el créaito,.ie'~'-decir, débe~á respetarse el hecho de que la-

fuente de flnanci-amiento que otorga el crédito pueda tener, al final-
·{L~I 

del perfodo .de pago, una cantidad igual al monto del mismo, traoajado, 
.. ~~t ).· 

~urante· ese. lapso¡ a la tasa de interés del crédito en cuestión. 
',·, '';J.(' J} •' · .. 

. ~.\ , .. 

;q"", Xq t+K·(l+l¡;q)Pq -k = lqt [ (l+lpq)Pq - ·~ 
'k:::l - ~ 

'o'q y o ~- t ~ .. --· 

P +n q q 

:G 
k=pq+l 

~~----=-4~~---------

p +n -k n 
Xq t+k • (l+iq) q q = lqt. (l+lq) q; .rvq y O '1f t ~ N 

-----------·-----·------··"-. 



·LaS d()s restricciones previas· Ueneri· el1:mtsmo sentido que su in .. :nc:;- e 
, 

cHata anterior en lo que se refiere .. a. c:;rédito. externo, reflejando la-
·':.· 

prfmera, la situación que se tiene dur.ante el período de g:-acía# 

mientras que la segunda, contempla el per(odo de pago propiamente-

dicho. Cabe· hacer mención que esto· se hace necesario/ e:1. funci6:: 

de que, por regla general, las tasas de interés para ambo{ perrodqs-

son diferentes. 

¿:¿:: 
·'l .t=O 

~-
~· t 

.;(1 + a). 
+LL: 

···.·q . t=O 

I . . .. l;:-.. 
qt t +LL l.~ 

t 
== P. 

(l+a)·· f t=O (l + a) 
·.·¡\' 

.·.,_, 

Los recursos nna:ncieros que se obtengan de las diferentes fuentes 
t'· ' 

de financiamiento durante los· "N" años que constituyen el horizo;: 
. . 

te de Planeaci6n, deberán ser igual al presupuesto necesario en -

valor presente, para alcanzar las metas fijadas. 

L L ex: jL Ijt . + L Iqt . + L rn} . 
~t Ijt - · lt ·. 1 

j j ·q .e 
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r.n esta restri.cción se refleja el hecho de que la cantidcd de recur

sos financieros obtenid.:i. bor' medio::,de créditos internos, no debed. -

' d. ;.:¡ t . . d o • . , 1 t .• d 1 . •;<. cxccaer e un ue ermtna o p rcenla)e ae Otr3J · e .~.a !.Dverst<-_..:-: e::.·:~·· 

se rca lice en. cadél ar1o. Esta restricción e:xis tirá Si 2!i'.t pr-~~~ 'J c. ·1.! .:: ';"'¡-:.: !.~· 

tenga una polrtica ül respecto. 
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.!->;::,.LO. restri.:::c::ión es 
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similc.r 3. la i!'lmediat3. 

i! ere a los cr6d i tos e):ternos. 
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=.ntsfi2r en lo qt.i2 3(?. ré-
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Pc.na c~i caso en que e;üsta un llrnite méiximo de propcrcional.Ldc::i 

entre el r;,onto de los créditos a solicitar y los recursos fiscc:les 

a rr1.anejar en el año .. · 
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e me. convenientes.,. deberá ejercerse en cada uno de los años-

que constituyen el horizonte bajo est:udio? 

b) ¿Qué cantidad anual de recursos monetarios se deberd pro::.:¿ 

rar obtener de cada tma de las fuentes de fi.':1enclamie:::to ( ,-....,.. 
'..~ 

ganismos nacionales de crédito, BID, BIRF 1 etc.)? 

e} ¿Bajo que condiciones se debe procurar obtener los cré-:l.i tos;;-

atendiendo a la Institución a que se presenta .la solici:ud 

( 

., ~ "! • , '1: , ' d . .. , t '\ .... pe:iOdo ae gracta, penoao ae pago, ~c.sa e ¡n~eres,. e"c.:: 

e d) ¿Que forma de pago se debe tratar de negociar, de act.:erdo -

con los intereses del pa(s? • 

e) ¿Cuál sería el efecto en cuanto a formadón in:erna. de "ca -

pltal" en el ?a(s, en caso de que los resultados ~n l~s ne -

gociaciones condujeran a la aceptación, por parte de los orga-

~ ni smos i::volucrados, de las recomendaciones suge:Ldc s? . 

S.- .~N.A.L-;SíS D1=' SENSI3TLTDl\D 

~:.2.-.J·:.; Qut.; la iYL!:Jle:·~;:er:LUCl-·:::1 :.::e los resultc·J..-Js C0.l r:~:..::S:lo r:~ ~~s~:.:";l 
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den exclusivamente _del organismo que haga el análisis, si110 que 

.está sujeta a la reacción de Instituciones ajenas al mismo, que -

pueden o no estar de acuerdo don lo qt;e se les propone, es ne-

cesado ::estar. preparado. para conocer hacia donde se deben hace;--

tender las negociaciones,. de manera .de asegurar siempre los inte-

reses del país.. Por otra parte~ los. parámetros manejados en el -

modelo (metas establecidas, Inversión requerida para cur:;.pE!"l::.sq-

tasa de rendimiento,· etc.) también están sujetos a. cambios, que-· 

pueden' ser originados por variaciotles en las políticas y/o en 

condiciones e:xi.stentes. 

1- ~ .. u.:. 

Los comentarios. a,nterlores, hacen :patente la necesidu.d de rco.lizc.r-

un e:xhaustivo Análisis de Sensibilidad para los siguientes factore::;: 

Inversión tqtal necesaria para cumplir las metas 

Tasa de rendimiento de la Inversión 

Limitaciones en cuanto a las formas de pago de los créditos 

Condiciones de los créditos· (Tasas de interés, pedodos de -

graci~ y de pago, etr;.) • 

De acuerdo con lo e:x;>uesto, el primer paso que se recomtenda 

·---------o-·----·--·--- .. 
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n~var a cabo es un Análisis de Sensibflidad sobre el Model~ de 

;no,-,:-amación Lineal planteado, de· conformidad con las técnicas 

· tr:!dicionales é.xi stentes para tal efecto (Re f. 2). Lo;:; resultAdos -

de este primer Análisis1 proporcionarran un primer rango de acción -

al orryanismo encargado de las negociacion2s, al permftírsele cono-

cer1 por ejemplo, condiciones de créditos alternás ante una misma-

rnstitución o· entre varias Instituciones, que conduzcan a la o'.:itE:n .. _ 

cfón de-lo que podría ser una solución "significativamente igual"-

a. la originalmente planteada. 

Sin embargo, las condiciones prevalecientes pueden· variar de tal fc_r 

m a, qu~ se salgan de los Irmites a que se refiere el párraÍo anterio.:, 

haciéndose indispe::.sable una mayor cantidad de informaciór".~ si se -

Quiere que se tengan los elementos suficientes para que las negoc~a. 

cienes Se dirijan a la mejor solución para la nueva situación en vi-

gor •. Esto conduce a la necesidad de un nuevo Análísis de Sensibi-

lidaó:, que contemple, en primer término, cada uno de los factores an-

tes mencionados en forma indi,;idud, para posteriormente, hacerlos 

vcriar en fcrrr:a combinada. Un -~"nálisis como el citado pe:r:;i :irá o_~ 

tener resultados y hc::cer cementerios corro los que a contin•..:;::clón s~ 

!:;::ndlar;.: 
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.. 
5 .1.- Sl lo gue se var(a es la Inversión total que se requiere -

...... 

para cumplir las metas fijadas, previendo un posible ca m-

bio en las mismas, y se mantiene el resto de los eleme_!!. 

tos en sus valores originales, con los resultados obteni -

dos podrfa elaborarse una gráfica como la que con curácter 

llustrativo se muestra en la figura 2, misma que permitl.i-¡a 

conocer de Inmediato la acción a seguir al prese~tars0 una 

variación en ese sentido. 

• 
S .2 .-:- Si ademc.s de variar. la Inversión total, a que se rener<:> eJ-

inciso anterior, se analizan diferentes valores para la. tesa 

e 
¡ ~ 

1: 
Jl• 
{"-1 

i 
'•' 

!~ ;¡ 
!i 
;1 
] 
ti 

de rendimiento, para cada una de éstas últlmus se l·:)g-rarra O 
definir una gráfica como la mostrada en !a Figura 2 a que-

se hizo ref~rencia anteriormente, ampliánd.:>se asr e:! radio-

de acción para las negociaciones. 

S .3.- El variar la tasa de rendimiento de la I::wersión, repercute 

~ considerablemente en el valor de la función objeHvo, pu -

dléndose reflejar dicha repercusi6:1 por medi0 de cu:vas 

como las mostradas esquemáticamente en la Figura ~. Es-
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claro que si la tasa de reJ1dlmiento es menor que la tasa -

de interés de los créditos ·se produce un proceso de "desea 

pitaliz~ción", de tal manera que con el transcurso del tiem 

po, el 11 Capital" e:xistente en el pars sería menor q'<8 el 

i nverttdo. 

S .4 .- La fg_rma de naao ele los créditos también incide directar.1~_::: 

te sobre el proceso de formación de "capital", con base en-

las inversiones que se· realicen. Asr por ejemplo, si lct rJ -,~, 
r-·.-.J 

lrtíca de pago óptima", que el modelo determina, p11die:;e s.:::;· 

implementada ·Y se comparase su efecto en cuanto a forma -

clón de capital se reHere, con respecto a 'la ~olrticc. trac!i-

clonal de pagos constantes en el tiempo, y se variase le -

tasa. de rendimiento o la inversión total, el resultado sería-

como el mostrado con fin8s ilustrativos en las figuras 4 y -

5 respeCtivamente. La simple variación en la polrtica de -

pago, partlendo de la base de que no se lesiouan los inte-

reses del que otorga el crédito tal. y como se trató de es~a-

blecer en el modelo, incrementa la formación de "capital" -

debido al factor "ooortunidad". Este incremento (á e) p~0d<:: 
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r:t:CTO COMPARATNO DE LA FORMA .DE PAGO EN LA FOHMACION 

DE "CAPITAL" 
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trECTO COMPARATIVO DE lA FORiviA DE PAGO 

EN LA FORMACION DI: "CAFITi-\t'• 

~ ~/ 
Rango de Inversión que se con-
sidere conveniente analizar. 

FIGURA 5 
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ser evaluado y servir como argumento al funcionario res -

ponsable de llevar a cabo las negociaciones. · 

S~S .-. Las características principales que definen las condicio -

nes d'e un crédito, son el plazo de pago y la tasa de in-. 

terés. Dado que no se sabe la reacción de las fuentes -

de financiamiento, en cuanto a las condiciones qu8 se le~-

soliciten, se debe estar preparado para "negociar", en ca-

so de que no se acepten las iniciales. Para esto, es con-

veniente, como parte del Análisis de Sensibilidad, defi::-;ir cu! 

vas de "Iso-formación de Capital", definiendo, para e Ilo, un~ 

l 

gran cantidad de posibles combinaciones en cuanto a la t& ~c. 

de interés y al período de pago se refiere.· .Para los _c:rédt:::.:; 

externos, esto último deberá llevarse a cabo pura diferentes -

condiciones, en lo que al período de gracia correspo::C:e. 

Para todas y cada una de las combinaciones que se genere!"!, 

se deberá estimar el efecto. que en cuanto a formaciór, de 

11 Capital" se logra al invertlr una unidad mo;-¡etaria o:::enida-

por ese: medio. Con los valores obtenidos se podré :1 e la::-,.:>- . 
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rar una serie de curvas como las que én forma esquemática · 

se muestra en la Figura 6. Sobre una misma curva 
1 
apare-

cen todos los planes de financiamierito (definidos. por sus-

dos parámetros: tasa de interés y plazo durante el periodo 

de pago) que unitariu.mente generan ~1 mismo efecto (fo;m~ 

ción de "capital"). 

Como puede observarse en la Figura 6, algunas veces con ~ 

viene ál Pars negociar un crédito con mayor tasa de interés 

mientras se consiga un plazo mayor de pago. Con los ele 

mentos que proporciona la gráfica de referencia, el res pon-

sable de las. negociaciones podrá, en forma· inmediata, cono-

cer lo que más le conviene en función de la ÍOrina como -

se desarrollen· dichas negociaciones, pudiéndose í1egar, in-

clusive, a. situaciones que simultáneamente convengan al t 
~· 

Pars solicitante y a la fuente de financiamiento a que se -

recurre, lo cual no podrra ser detectado si no se tuviesen-

disponibles este tipo de elementos técnicos previamente -

· estudiados. 

5. 6.- Ln los incisos antcriore:s .se ccm8n::i'lr')n al~¡:_J.nos asp<::c~c::: -· 1 
¡ 
i 
i 
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que .'debcr(an ser cubterto·s dentro del Análisis de Senslbi -

lidad. Sin embargo cabe mencionar que también d~oerán -

. . . ~ . .. 
. ::;er incluídos algunos otros, que aunqúe no se cql!!entarán-

en detalle en este artículo, también son importantes para.-

aumentar los. elemento::; de ju!cío y por lo tanto la capaci-

dad de negociación. Entre estos últimos se podr(an men -

clonar 
1 
por ejemplo: el punto de r:eferencia (año) que se üti 

· lizó para el calculo del "Capital,. que e~istirá en el pafs-

con motivo de las inversiones realizadas~ los lrmites má;d 

mos de financiamiento de cada fuente; etc. 

6.- OBSERVACIONES Y CONCLUSIONES 

6 .l.- La trascendencia de las operaciones crediticias, puesto -

que comprometen los recursos. futuros de la nación al ad-

quirirs'e deudas por contidades im;'Ortante::;, hacen necesa...l 

. 
rlo·que,en forma prevía a la formalización de tales compro 

misos, se lleven a cabo estudios técnicos cuyos resultados 

proporcionen, a las personas encargadas de este tipo de -

operaciones, elementos de juicio suficientes para que las-· 

,., ... ,._.,., _______ , __ -----'-:------~ 
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negociaciones que se realicen por su conducto sean las :.. . 

más adecuadas, atendiendo a los intereses del Pa(s. 

,. 

6.2.- En la negociaclón de préstamos las condiciones finales, -

' 
sobre las que se obtencran los mismos, dependerán en gra::-, 

medida de las Instituciones Crediticias a que se recurra. -

Lo antertor implica que se debe estar preparado para dGft -

nlr, en forma inmediata, la orientación que se debe dar a las 

negociaciones, en función de. la actitud o posición que las 

fuentes de financiamiento adopten. 

6.3.- Como se pudo observar a lo largo de la e;.:posir.ión de este 

artrculo, pueden e:xistir condiciones que simultáneamer:te 

sean más benéficas para ambos partes,ya que sus objetivos 

por lo general no son coincidentes. Este tipo de situacio-

nes las debe de poder vi~ualizar el responsable de la ne·;¡-C' 

elación por parte del gobierno de que:. se: trate, dada, como 

se mencionó al principio de este caprtulo, la trascendencia 

de los compromisos que se adquieren. 
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f ... 4 .- Cabe citar~que muchas veces· a pesar de que e:xisten ciertos 

crédrtos e:xternos "blandos" en ~ejores condiciones. que la -

· mayorr~ de los créditos internos que se pudiesen conseguir, 

le resulta más. conveniente al Pa(s realizar la inversión fi -

nanciada ·con créditos internos que con los eY.ternos apare:;}-

temente mejores. Lo anterior es debido a que el proceso -

multiplicativo en la formación de "capital" es más ac-3leradc 
/ . 

con 1os créditos internos, • puesto que los pagos se reinvier-

ten en el pafs, mientas que en los créditos externos, el di-

nero al pagarse lo abandona. 

6. 5.- Por regla general en ·los par ses en proceso ele desarrollo, por 

su misma situación, las tasas de rendimiento de las inve:rsio 

nes (si estas se seleccionan adecuadamente) son elevadas. -

Lo anterior conduce a .que Ja política de pago más convenieE_ 

te, en lo que se refiere a los créditos eYternos, sea retardar 

los mismos, aún a costa de un relativo incremento en la tasa 

. de lnterés de dichos crédit.os. Por otra parte, en lo que a-· 

crédl tos internos corresponde, la polrtica de pago es prcci sg_ 

mente,: la inversa. Con lo anterior, se busca una mayor esta-

<Jra y circulación del capital en el pars, mtis sin perrh:í dP.-

"'""t.''·:!:'?: .. , ........ .., .... -.,_ . .,. .. .._._ ______ ~--------:-
·-
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vista el pellgro de la inÍlaclón y de ·exceder los lrmttes 

de end~udamiento externo convenientes. 

6.6 .. - A pesar de que la metodología propuesta se sale de los 

7·.-

métodos tradicionales que. se .utilizan dentro del Sector-

Público, y de que aparentemente su implementación re-

·. sulta.- compleja, dada la trascendepcia del problema que 

se. ataca, en 'función de las l!lúltiples razones expues -

tas, el intento aqur realizado ampliamente se j usti.fica. 

·r. 
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SISTEMAS DE INFORM.l\CION .· 

FUNDAMENTOS DEL ANALISIS Y DISENO DE SISTEMAS DÉ INFO:RJV:A~ION 

POR · 

SERGIO ZUNIGA BARRERA 

No· SE PUEDE PENSAR EN UN SISTEMA DE INFORMACIQ.N., SI ES
TE NO ESTA ASOCIADO AL FUNCIONAMIENTO DE UN ORGANO ADMINIS-
TRATIVO.~ POR SIMPLE QUE ESTE SEAa 

TODO ORGANO ADMINISTRATIVO CONSTITUYE EN SI UN SISTEMA. 
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CARACTERISTICAS QUE DEFINEN UN SISTEMA 

ES POSIBLE DIVIDIRLO EN PARTES 

- CADA UNA DE LAS PARTES TIENEN OBJETIVOS ESPECIFICOS 
QUE CUMPLIR 

LOS OBJETIVOS ESPECIFICOS DE LAS PARTES COADYUVAN A 
ALCANZAR EL OBJETIVO DEL SISTEMA 

- LAS PARTES INTERACTUAN ENTRE SI 
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EJEMPLO 

SUPONGASE UNA EMPRESA <SISTEMA)., LA QUE ES FACTIBLE DI:.. 
VIDIRLA EN DEPARTAMENTOS <PARTES DEL SISTEMA) TAL Y COMO SE 
MUESTRA EN LA FIGUR,~ l. 

COMPRAS 

PRODUCCION 

EMPRESA O ORGANO ADMINISTRATIVO <SISTEMA) 

FIGURA 1 o 
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.CADA UNA DE LAS PARTES DE LA EMPRESA TIENEN OBJETIVOS -
ESPECIFICOS QUE CUMPLIR, QUE COADYUVAN A ALCANZAR EL OBJETIVO -
DE LA E~1PRESA . 

-LA ACCION DE CADA UNO DE ESTOS DEPARTAMENTOS (PARTES -
DEL SISTEMA> PROPICIA UNA INTERACCION CON LOS OTROS DEPARTAMEN
TOS DE LA EMPRESA <SISTEMA>, 

UNA DE LAS CARACTERISTICAS MAS IMPORTANTES DEL ESTUDIO 
DE SISTEMAS, ES EL ANALISIS DE LA INTERACCION DE LAS PARTES, 

~~ 

• 

LA PLANEAC ION DEL DESARROLLO DE CADA UNA DE LAS PARTES., tt 
' 

DE TAL FORMA QUE.ALCANCEN SUS OBJETIVOS., NO SE PUEDE REALIZAR
EN FORMA INDEPENDIENTE., PUES AUNQUE FUERA OPTIMA., NO SE ESTA 
PLANEANDO EL DESARROLLO DE LA EMPRESA COMO UN TODO <ENFOQUE S IS. 

TEMICOL 

"SE ESTAN OLVIDANDO LAS INTERACCIONES" 

e 

. ,_ 
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--- SE .DICE QUE UN SISTEMA DE CONC~PTUALIZA1 CUANDO. SE HAN . 

e 

e 

IDENTIFICADO LAS PARTES EN QUE SE DIVIDE Y SE SEtJALAN LAS IN--. . 

TERACCIONES ENTRE ELLAS~ ESTO .A TRAVES.DE INSUMOS- PRODUCTOSQ. 

SE ACOSTUMBRA REPRESENTAR LAS PARTES DEL SISTEMA A TRA 
VES DE LO QUE SE CONOCE COMO CAJA NEGRA o . 

' 

\ 
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I NSWv10S r \ PRODUCTOS 
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. MATERIA ... 
PRIMA -
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. \1 . 
COMPRAS '~i. 
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CAJA NEGRA DEL SUBSISTEt~ COMPRAS 
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U\ INTERACCION ARMONICA DE ESTAS CAJ~S NEGRAS CONF0W1A EL SISTEf~~.~ P~R.IJ. SU AN.~LISIS 

. ,,_ 

APORTACIONES ... - POODUCTO· ' ;_ ... . .... 

FI 

DH.ERO.., Mt\TERIA MATERIA TERMINAOO 
~' 

., 
FINt\NZAS COMPRAS Al.Jo1ACEN ...... PRODUCCION VENTAS 

NANC IAM IENm~ 
PRIMI\ PRIM!\ 

.-PRODUCTO 
"-4' 

EXTERIOR DEFECTIJJSO 
- ·--

(~ J?l 
' 

EQUIPO 
; 
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LAS INTERACCIONES ENTRE LOS SUBSISTEMAS DEFINEN UN PRO. 
BLEMA DE INFORMACION Y DESDE LUEGO QUE AFECTAN LA ESTRUCTURA -

. ) . . 

DEL ORGANO ADMINISTRATIVO. 

' 

VEAMOS PRIMERO LOS CASOS DE ESTRUCTUR4S ORGANIZATIVASa 

·OTRAS PARTES DE LA EMPRESA NO CONSIDERADAS EN EL EJ EM-
PLO ANTERIOR; SON POR EJEMPLO LAS ADMINISTRATIVAS; DE ENTRE - tt 
LAS QUE SE PUEDE MENCIONAR EL DEPARTAMENTO DE PERSONAL; EL QUE 
T~ENE INTERACCION CON TODOS LOS DEMAS DEPARTAMENTOSa 

e 
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FINANZAS COMPRAS Al..Mt\CEN PRQDUCCIO 

, ., 

, ,. , 

l 
VENTAS . ~ 

1 
~-:.· ~-""'·'__,J . (1 

l ~ l. 

1 

' 1 
1 
1 
1 
1 
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1 
..... ------ ··- 110--- ... --

PERSONAL 

' 

F I .G U R A - S 

RECURSOS 

HUMANOS 
I NFORMAC ION . ~-

-PERSONAL 
.~' : RESTACIONES 

-FIGURA '6 
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AL. PLANEAR LA ESTRUCTURA ADMINISTRATJVA QUE .SE P~ETEN- . 

DE DAR A UN ORGANISMO; ES FRECUENTE PREGUNTAR 

¿LA FUNCION ADMINISTRATIVA DEBE ESTAR CONCENTRADA O . -

DESCONCENTRADA? 

POR EJ8~PL0; EN EL CASO DEL DEPARTAMENTO DE PERSONAL 

¿DEBE EXISTIR UN DEPARTAMENTO DE PERSONAL QUE DE SERVl 
CIO A TODOS LOS DEMAS? 

• . ..-• 

¿o CADA DErARTAMENTO <FINANZAS; COMPRAS; ALMACEN; PRO
DUCCION Y·VENTAS) DEBE SER AUTOSUFIC1ENTÉ EN CONSE -
GUIR SUS PROPIOS RECURSOS HUMANOS; PROCESAR Y PAGAR -
SUS NOMINAS? 
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PREGUNTAS DIFICILES DE CONTESTAR} SI NO SE HA HECHO UN 

ANALISIS .PROFUNDO DEL TIPO DE ORGANO ADr·HNISTRATIVO QUE SE DE

SEA DISENAR. SIN. EMBARGO SE PUEDE DECIR EN TERr·~INOS GENERALES 
QUE: . 

ENTRE ~!AS SE CONCENTRE UNA ACTIVI.DAD QUE TIENE FUERTES 

INTERACCIONES CON OTRAS} MAS SE REQUERIRA DE UNA BUENA COORDI

NAC ION Y ESTO SOLO SE LOGRA A TRAVES DE EXCELENTES. CANALES DE 

I"lFORMACION • 

. COSTO 4 
ANUAL s 

COS10 DE cosrp DE 
INDEPENDENCIA COORDINACION. 

COMPLETA 
INDEPENDENCIA 

.. · 

COSTO DE COORDINACION E INDEPENDENCIA 

. 
F I G U R A . 7 u 

COMPLETA 
COORDINACION 



SE PUEDE AFIRMAR QUE UN SISTEMA DE INFORMACION ES EL 

MECANISMO QUE PERrHTE QUE LAS ESTRUCTURAS ADM IN I STRAT IVAS SE 

PUEDAN DESCONCENTRAR O NO¡ 

EL SISTEMA DE INFORMACION DENTRO DE "UN ORGANISr~o DE
SEMPE~¡A UNA FUNCION ANALOGA A LA DE UN SISTEMA NERVIOSO~ 

PUESTO QUE DEBE DESARROLLAR ACCIONES TALES C0t10: CAPTAR., 

CLASIFICAR, TRANS~iiTIR~ ALMACENAR., RECUPERAR Y PRESEMfAR IN:- . 

FORMACION. 

SU OBJETIVO-FUNDAMENTAL DEBE CONSISTIR EN PROPORCIO

NAR INFORMACION OPORTUNA Y RELEVANTE PARA LA TOMA DE DECISIQ. 

NES, 

NIVEL 
DECISIONES ~ 

DIRECTIVO i ESTRATEGICAS 

PLANEACION 
ESTRATEGICA 

4 RESULTADOS 
...._y METAS 

NIVEL 

MEDIO 

CONTROL 
ADMINISTRATIVO 

DECISIONES ~ 

TACTICAS O 
INSTRUCCIONES 
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LOS SISTEMAS DE INFORMACION PARA SU ESTUDIO· SE PUEDEN 
ClASIFICAR DE DIVERSAS MANERAS 

A) POR EL NIVEL AL QUE SIRVE 

EL SISTEMA DE INFORMACION PUEDE SER 

i) PARA PLANEACION ESTRATEGICA. 

ii) PARA CONTROL ADMINISTRATIVO 

iii} PARA CONTROL OPERATIVO 

~u) INTEGRAL 

B) POR SUS CANALES DE COMUNICACION 
'· . 

LOG.ICO ES QUE SI UN SISTE~J\ DE ·INFORMACION SIRVE A UN 

ORGANO ADMINISTRATIVO~ DEBE ESTAR INTIMAMENTE LIGADO A·LA 
. ESTRUCTURA ORGANI ZÁTIVA DE DICHO ORGANO Y DE ENTRE SUS C8. . 

NA LES SE DEBEN CONTAR LOS JERARQU I COS DE ESAS ESTRUCTURAS o 

POR EL TIPO DE CANAL~ LOS SISTEMAS DE INFORMACION SE 
DIVIDEN EN: 

i) FORMALES 

-ii) IN FORMALES 
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C> POR U\ FORMA EN QUE SE RECUPERA LA INFORMAClON· 

i) SISTEMAS DE SALIDAS PROGRAMADAS 

ii) SISTEMAS DE SALIDAS NO PROGRAMADAS 

LA OPERACION DE TODO SISTEMA DE INFORMACION SE.DIVIDE -
BAS ICAMENTE EN TRES P;~RTES., MISMAS QUE HAY QUE TENER EN CONSIDE
RACION EN EL DISENOa 

-

e ,. 
CAPTURA DE INFOR~ACION 

ALM.i\CEN DE I NFORMAC ION 

RECUPERACION DE INFORMACION 
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si J,:s Grccs daos leur affrontement .avcc les Prescs aux 'D¡errnopylcs, si 
.· Lin<:bergh daos le prcmier vol transatiantique, si 13arnard a la premiere 

tra_n ;phni:Jtion d'un coccur humain ont obéi a ur.e maximisation .implicite 
de ~·r.spérance morale, ou s'ils ont été des joueurs téméraires qui ont 
eu J 1 enance de leur cóté? 

Qui connait la réponse? 

Ce n'est d'ailleurs pas la tépon'se qui importe. l.e rnérite est déji\ 
imrnense si nous arrivons a cerner le processus de décision dans ses -aspects 
les J_Jlus importants ~t il nous poser quelques questions essentielles. 

Car ce ne sont pas les . questions les plus complexes qur son_~ les 
plus difficiles, mais les plt.a simples paree que ce sout les plus fonda· 
men~ales. · 

Norbert Risthette• · 

• Inatitut Crand·Ducal de Lw:.e.mbouqr. Se:ctioD de$ Sciencet~ aature!Wtt, phvz;jquea . 

ct mathmtatiquel • 

.. r 
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PROGRAMAClON DE 
INVERSIONES ~AJO. 

INCER1.,ID Ul\'IBHE 

INTRODUCCION 

En la Programación de Inversiones como en ·todo pr•Jble:na dondl! se 
tienen que tomar decisiones importantes, lo prim<:ro que dd>e1á_ consid·~rarse 
es la formulación de éste, los diferentes cursos posibles de acción y las 
consecuencias. asociadas a cada Uno de ellos. P·oskriormeate, se detcrmin:1ráu 
las posibilidades de ocurrencia de dichas consecuencias y las preferencias aso-
ciadas a ellas. (Inversiones y 'rendimientos). · 

Normalmente es conveniente iniciar el estudio en forma determinista, 
para después de un análisis de sensibilidad consi•lerar si quien va a decidir · 
se siente satisfecho con los resultados -obtenidos 6 bien continuar el análisis 
considerando aquellas variabÍes que sean_las más sensibles, como aleatorias. 

· Naturalmente la programación de inveaiones no deberá ser . r~gida. 
sino tener la flexibilidad suficiente para po-der variar las decisiones en· cuanto 
se tenga mayor información al transcurrir el tiemilo, o sea una programación 
con retroalimentación, dinámica flexible. Se consigue lo antcricr si en los 

. puntos en que se puede cambiar una estrategia de inversiones se repite el 
estudio con la nueva información disponible. 

A continuación se. presentan casos particulares sobre programa~ión de 
inversiones bajo incertidumbre con el objet-o de ilustr~ la metodología. 
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l. Rendimientos con distribución normal. 

Se tiene el si~uiente proyecto: 

30 a, 02 03 ..... Ontl an 

donde cada rendimiento a1 es una variable aleatoria normal con media p.111 

y desviación estándar ua 1
2 

Considerando la variable aleatoria VPN como 

a1 ~ a o 

VPN = ao + + ---+ ... +---
(1 +k)z, (l +k)u (1 + k)l 

. ent)nces. VPN tiene función densidad de proba~ilidad normal con media 

JLa1 
P. = p.ao + ---- + 

l+k 

y cesviación estándar 

·ual2 

#az 

(1 + k):Z. + 

+ 
2 

Ua2 

cr = ~ Uao2. + 
(1 + k)2 (1 +k)' 

P.ao 
+·---

(1 +k)" 

+ ... + 
2 

Uan 

{l + k) 2n. 

De esta manera, para diferentes estrategias de inversión se puede 
calcular su media y su varianda. Sean éstas: ' 

28 

11 
12 

.. 
Im 

P.l 
#2 

P. m 

U¡2 

1 u, 

ll U m. 

e 

---;-

Pudiéndose graficar en Un espacio p.- a' 

rz• 

. al :r, 
....... 

·. -~ V 

.-t-12 
1 

~Is 

14. -~ ~)< 
Si se compara. la inversión 11 con la 13 es evidente que es preferible 

esta última, sin ningítn análisis adicional, puesto qt>e tie1:e mayor valor 
esperado y menor variancia. 

Prosiguiend-o en esta forma se puede llegur a encoLtrar una frontera, 
Ilámesclc eficiente, en la cual ya no es obvio cual estrate¡:.il de inversión 
es la mejor. 

q-2 

1::~ .., ..___ . a> 

F'ronTtlira eficients 

·~---- ~-_.p. 

2-J .:. 
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En este punto, quien toma hs decisiones no puede. hacerlo exclusiva
mente con Ja distribución y p.1rámetros de las inversiones, sino que. es ·lle· 
ccsH~ia una forma . sistemática que tome en cuenta su aversión al riesgo 
y !t.: permita decidir en forma r~cional. 

2. Utilidad exponeud;i]. (.r\ve:rsión. constante al riesgo) 

Si quien toma las decisiones piensa que debe comportarse tra.nsitivamente 
en cuanto a sus preferencias (si A > B y B > C entonces A > C) y 
es indiferente ante las opdo~cs 1 y 2, 

Opció~ 1 Opción 2 

x1+A 

A + xa con certt;za 

X2+1l 

para cualquier valor de A, siendo Xtr x2, y xa cantidades fijas, entonces 
se puede concluir que él tiene una fundón utilidad exponencial. o lineal. 

S. · d'f d x1 +xz 1 f '6 ·-~ 1 xa es 1 erente e enton.ces a uno n es exponenctu 

(u (x) .... - e·i) , en caso con;rario es lineal (u (x) = x ). 

Xt + Xt -Sup6ngase que_ xa ;:f:. , para tener completamente determina.da 
. 2 

la función utilidad hace falta deterniinar el. valor de la constentc c. · 

·ao 

e e 

Puesto que 

X1-+ A 

A + Xs ,..;, 

X2+A 

para toda. A; entonces haciendo A ,;,. o 

u (xs) .,.. o.:; u <x~> + o.5 u <x11) 

xs xi X a 

-e ., 
O.j e o - 0.5 8 

., 

la cual es una ecuación con una sola incógnita, ~·. 

La utilidad de cada estrategia de inversión es la utilidad esperada del 
VPN correspondiente. 

u (1 1
) "" J ~PN,=-oo u (VPN1) fVPN (VPN1} d VPN\ 

co 

- ~PN,--: 
VPN, 

6-~ di 1 

V'liT cr¡ 

00 .!. VPN, ~J 6 -c 
= .- ...¡1;; u, VPN,--' oo. 

1 . J 00 

\{2;" CTJ VPN 1 = ~ 
00 

---

. l . 

_ ¿_ ( VPN1-I't " . . 

e 2 ~ era J .d VPN, 

- (VPN,- t•'J.'/tcr,• d VPN, 
6 

-A (VPN1) e d 'VPN, 
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l • ) (VPN1) 2 p..12 2p.1 VPN1 
A(VPN1) ""' -·- VlN1 + -------- + -- -- ---···:··--

e 2rr.12 2u1
2 2u1

2 

2!,• { [ VPN, + ( ~- ••' - m, )] ' - ;, ••' + 2t ~ ••' } 

. O't l! 

u(!,)=·- ,.·2;¡ e . 
.,,u - ~¡· 00. _. _!_ __ 

6
- (VPN 1 +-e-- ,.,)•/2 a,• 

,/r:; at d VPI-J 

VPt:J,--oo 

Se nota que la integral es el área total bajo una función densidad de 

probabilidad de Gauss cuya media es, p. 1 

C1¡2 

e 

Ya que el· área total bajo cualquier !~nción densidad de probabilidad 
debe ser la unidad, se ha encontrado que: 

cr·,z ¡.ts 

u (I 1) = - e 2c.2 e 

El equivalente bajo certeza ·de cualquier estrater,ia de inv~rsión, EC(I 1), 

es aquella cantidad cuya utilidad es igual a la utilidad esperada de .la · 

r-

estrategia. o sea: 

u [EC (I,)] =-'u (1,) 

"' -· 
Como u (x) -- e e entonces 

EC (I¡) O'¡ll P.l . ----
e e -- e 2c11 

Tomando logaritmos naturales 

1 
EC (1 1) = p. 1 - - a 12 

2c 

e 

... (a) 

Con Jo cual. el probkma de incertidumbre se ha reducido a uno bajo 
certeza, determinista. Luego la inversión óptima será aquella que ten~a ·el 
máximo equivalente de. certeza. 

32 

.e.·. e·· 

(a) es una línea .rect-a en el p!Jno (Jlt. a 1
2 ) 

tf2 

~. Los rendimientos en cada período de tiempo tienen fundoncs masa de 
probabilidad diferentes e independientes. · 

Cada caso en particular será diferente, se ejemplificará usando la si
. guiente inversión: 

a o· a, 02 

siendo sus funciones masa de probabilidad: 

Po (ao) 

11 1 1 1 1 • 1 1 1 ~ 
p ao -21 o 
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08 p ( ---·-} 
l Hl 

113 

__..___ji_ 1 . . - 01 --6 .a. r 10 11 82 

1/2. 

10 81 f2 
02 

e l+rl2 

(t¡ a:, 
VPN ... ao + + 

l+r (1 + r)• 

Gt aa 
+---Sea c.ot = 

1 + r (1 + r) 2 

puesto que a 1 y 4t son independientes, entonces la transformada geomé
trica de "' es igual al producto de las transformadas de p

1 
(.) y p~ · (.) 

Es decir: 

p~~~T (z) - PtT (z) • p,T (z) 

34., 

e . .<!A .. 

1 
p1T (z) ·= _ (zto + zu + zU) 

3 

1 
p3T (z) ., _ (zlo + z11) 

1 2 

·¡ 

1 

. 1 . . p01T (z) ..,. _ (z2o + 2z2t + 2zaa + zlla) 
6 

00 
Ya que p ... T(z) - :Z p111(w0 ) z111o, se puede· notar que los coeficientes 

wu=o 
de z"'o en la transformada son los valores de pu(1.110). 

Por lo cual, 

¿1 p ... (lllll) 

l 
- lllll ~ 20 23 6 • 

Pe» (o:~o) ... 2 
-OJo = 21 22 6 , 

o e, o, c. 

P w(wo J 

2./6 

1/6 

~ -..., 
20 21 22 23 Wo 
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·6 

Y p(VPN) 2 

6 

o 

f! = + o.:s (/2 = 

VPN ~~ + 2, -- 1 

VPN = + 1, O 

11 

i?. 

cualquier otro caso 

Como en el caso anterior, la obtención de una . distribución de pro
babilidad ~ una. condicióQ ·necesaria m~ís en la mayoría de los casos no basta 
para poder tomar una buena décisión.: .. · 

. ' 

4. Utilidad Logarítmica. (Aversión propord.onal al riesgo). 

En la aversi~n propo_r~ional al riesgo-.ei ~Jan ópt_i~o de inversión no 
depende del capttal. Unu;amente cua~ro func10nes utthdad gozan de esta 
pr\lpit:dad, siendo una de ellas la logarítmica. 

Si quien debe decidir permanec.e indiferente entre la opción 1 y la 2, 

Opci6nl Opción 2 
.,-, 

2 Xo 

Xo baj-o certeza 

1 
· 2 Xo 

entonces :M paaedc condúir que· u (x) ... leg x. 

Para ·e t;cmple se su~ndrá que esa es la situacic'ln: 

~ 

.e ~ 

'· 

Considérese además un capital de 100, inicialmente ~n la cmpr(;~.l 

1 2 . 2 1 
u(I) = ~u( -1+100) +- u(O+lOO) + -- u(H-100) + -:· u(2+ 100) 

6 6 6 () 

1 2 2 1 
u(I) = - Iog (99) + - log (100) + - .log {101) + - Jog (102) 

. 6 6 6 6 

u(l) = 2.0044 

Equivalente de certeza = 101 > Capital inicial = lOO 

Criterio de selección basado exclusivamente en la media y la desViación 
estándar. 

Considérese el siguiente pro~lema: .• 

---..... 

-- -.... , 
1 
1 
1 ... , 
1 
1 1 

Note que poro ambos 

,' 1 distribuciones: 
- ---~' ~----Q> EL VALOR ESPERADO 

1 ES EL MISMO. 
1 

., 1 
1 1. 
1 _ _, 

Lo dosviación estandar 
es /a misma. 

1 
....... ~' 

·'.... 1-!:..J , 
.... - " ...... - _.,.. 

¿Pero serfamos indiferentes entre estas dos loterlas? 

La solución entonces es considerar una función utilidad para tomar en 
cuenta .el riesgo. 

6. Maximizar la suma de utilidades. 

Se podda pensar que para obtener la selección óptima de inversiones 
bastada con n 

Max 2: =- ~· u(I 1) 

i-1 
s. a. 

restricciones. 
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pern :d ha(cr C:sto se está suponiendo implicitament.e que u(I, + 12 ) = 
\!(!,) + u(I:) lo cual en· -general es rompietamcnte falso. (Se cumple so
Lun::nte si u(x) '= x)· 

u ( )l) 

u(Iz} 

u(I¡Hu(l2 

u cr, > u(!? r u(I1 -t 12 ) 

X 

EC(I2) 

- Entonces, lo que se debecá hacer es maximizar la suma de los equivalentes 
de certeza:.~ 

n 
Max z ... ~ EC(11) 

i-1 
s. a. 

restricciones. 

6. Cálculo de equivalentes de certeza_ con _utilidad exponencial y diferentes 
clistrlbuáónes de probabilidad. · 

Distribución de Laplace 

, fVPNt _ (VPN1) 
a 

... - e•aOVPNI-118 
2 

- oo < VPN1 < oo 

e~>o -ao<b<oo 

31. 

e re 

1' 

1 

l!(VPN¡) - b e 1
1 - 2a-o 

VPN1 

f eo -e 
u (lt) = VPN,=-oo 

a f'V!"M a (VPN1} dVPN1 

1:! a• e-e 
u (1,) ""' 1 

a"l!-
e;» 

u (EC a,) ) .... u (IJ) 

EC(I1)_ 

e • .... 

haciend-o operaciones 

b 
a• e-e 

a•- !._ 
e• 

EC (11) ... E (VPN1) + CL (1- ::!._) 
2 e• .. 

Distribución Gamma. 

fvPN (VPN1) -{ (VPN1) 11 e-VP)filb 
1 

a> - 1 

E (VPN1) .,. 

aS ... (a·+ 1)1>2 

l o 

b >o 

(a+ 1)b• 

b 

a' bO+I 

(a+ 1) b 

VPN, >o 
cualquier otro caso 

Se calculó el equivalente de certeza de manera an!Joga a Jos anteriores 
obteniendo: 
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l .(. ·¡ ( E (VPN) 
:.,(¡)-e -~-~--)2 

·------U,g . 
~---

Distribución uniforme. 

40, 
', 

1 
f,,., (VPN,) -1 

b -;., 

oo<a<b<co 

E (VPN ,) .;,. a + b 
2 

o 

[ 
b-a 

EC(IJ) .... e L 7 

.. 

~ t( 

-~ -

L 

a"'l 

G e-e 

(1 + a,/ ) 

N,)) 

a.< VPN, < b 

c. o. c. 

(b- a) 3 

12 

e-~) J 

~e 

j 

7. Conclusión. 

En este artículo se ha mostrado una metodolog!a para utilizu teoría 
de decisiones en la programación de inversiones. Naturalmente se tendrá 
que seguir considerando si las inversiones son con o sin restricciones presu
puestales, puras, mixtas, un solo periodo de inversión o varios, estáticas o 
dinámicas. Después de clasificado el problenu, se resuelve en forma deter-. 

· minísta, haciendo un análisis de sensibilidad para determinar cuales vuiables 
deberán considerarse como aleatorias (por supuesto,. las m:is. sens.ibles). 

· Aquí en este punto se ve Ll conveniencia de hacer intervenir, en forma 
sistemática, el criterio de <tuien toma las decisiones, representando su estruc
tura de prcferenci:ts mediante una función utilidad. Las distribuciones de 
probabilidad se determinarán objetiva o subjetivamente según la información 
que se tenga disponible. Contando con lo anterior, es relativamente simple 
una buena programación de inversiones utilizando los equivalentes bajo 
cer~eza. 

· José Jesús Acosta Flores • 
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DETERMINACION DEL .PRESUPUESTO OPTIMO DE INVERSION -

EN CONJUNTOS DE PROYECTOS 

por el 
DR. FELIPE OCHOA* 

l. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Dentro del tipo genérico de problemas de selección de inversiones se presenta 
con frecuencia el problema siguiente: 

Sea un sistema existente en expansión que requiere de nuevos proyectos de 
ca pita i para satisfacer una demanda esperada o para atender problemas· no 
resueltos con anterioridad. 

El conjunto de proyectos identificados deben evaluarse·en forma individual con. 
~1.1 • 

el objeto de justificar~inversi6n per se, es decir, que la corriente de ingresos 
esperada resulte superior a la correspondiente corriente d~ egresos. Ahora bi~n. 

dado el conjunto de proyectos ac·eptables desde el punto de vista individual,- se. 
. . 

presenta el dilema siguiente: Se deberá solicitar la inversión total, ~sto es,· 
deberán recomendárse todos los proyectos, o bien, puesto que en general los 
recursos son 1imitados y no pueden realizar~e todos, deberá escogerse solo un 
subconjunto de ell~y cuál debería ser éste? 

En caso de que los recursos sean limitados, la disponibilidad presupuestal se 
fija por lo general en forma ex6gena por parte de la autoridad hacendaría, si 
se trata de una inversión pública, o del responsabie de finanzas, si es una 
empresa privada, en función de las disponibilidades pe.capital y cappcidad de 
endeudamiento que permita la estrategia financiera del país o .la empresa. 

De acuerdo con lo anterior, surge la necesidad de seleccionar un subconjunto de 
proyectos que, sin exceder el presupuesto de inversión disponible, proporcipne 

* Director General de FOA, S.C. Consultores 
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en conjunto, el beneficio total máximo posible. 

Este prob1 ena genérico ha sido atacado en el pasado por medio del planteamiento 
de modelos simbólicos, matem~ticos, del tipo denominado de programación lineal. 

en v~riables que pueden tomar solo valores enteros~ 

Supongamos ahora que el grupo o comité responsable de identificar proyectos Y 
evaluarlos, y a su vez recomendar un conjunto óptimo para inversi6n,.desconoce 
el monto del .presupuesto y solo tiene información sobre el rango que tendrá. 
Entonces uno de los prob:lemas que debe resolver es el de establecer las 
combinaciones óptimas de proyectos para diferentes valores del pre~upuesto. En 
principio el problema podría resolverse con los métodos usuales,para varios 
valores de P, reiterando y resolviendo tantos problemas como valores de·P. 

Una manera muy eficiente i~plicarí.p que un solo proceso de solución-permitiera. 
obtener todas las soluciones óptimas para el rango de P. Un métoqo con estas 

. características paramétricas es por ejemplo el desarrollado en 1
• 

~ 

Dado que tenemos beneficios totales de subconjuntos de proyectos óptimos para 
.cada rango de P, planteQmos aqui la tésis·que debe existir un presupuesto óptimo 

. . . 

P* generado en forma endógena, que representa el P o total de inversión que 
. . . . ' 

·genera la máxima efectividad de la inversión, medida por el beneficio total del 
conjunto de proyectos, por unidad de capital invertido. 

la tésis que ~ostenemos es que al contrario de como ~e hace actualmente: 
Pres~puesto se fija exógenamente y sin disc~sión y de ahi se deriva el conjunto 
óptimo de .proyectos. En realidad, debe ·procederse de la siguiente forma: 

Paso l.- Comité de selección determina el conjunto óptimo de proyectos que 
optimiza no solo.la suma de beneficios, sino también la efectividad~ Benef/ 
Inversión t~ta1. Conocido el presupuesto óptimo, este es el que d~berá 
recomendarse al organism~ firianciero. Si este tiene r~zones válidas para 

•' 

e 

e 

insistir en el presupuesto exógeno, entonces deberá negociarse,. indicando a e 
1 Ocho a , F. , App.U.c.a.ti..o YLh o 6 Vi...6 cJLe:te Op:ümi.za.:ti.on. T ec.hn.i.que-6 hJ Ca.pli.a..l. 

In.vehtment P~bl~, Research Report R68-43, Instituto Tecnológico de 
Massachusetts, Departamento de Ingeniería Civil, Enero 1968. 
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finanzas el ~esto de oportuni~ad de que el presupuesto exógeno sea menor que el 

endógeno o viceversa. 

Pex 

}; b. 
1 

:E e. 
1 -

i e I 

P* en 

}; b. 
1 

~c. 
1 

p 

,. 
i e r 

! ·, conju_nto óptimo de proyectos aceptados con. el presupuesto fi ja~o exógenamente 

:1, conjunto óptimo de proyectos aceptados can el presupuesto fi~ado endógenamente 

b;, c 1 ,- beneficio y costo respectivamente del proyecto i -ésimo .. 

Costo de Oportunidad = :E b; 

:E e. "" 1 ie 1 

----}; b. 
1 

:E c. 
1 ie I 

. . 

El problema entonces es un doble problema de optimización que busca definir: 

l. El subconjunto óptimo de proyectos a seleccionar que garantice el máximo 

beneficio total. 

2. Y que corresponda al presupuesto-o inver~i6n que pennita lograr la efectividad 

óptima (beneficio/costo total invertido de 1 a totalidad de los proyectos 
aceptados). 
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II. FORMULACION DEL MODELO 

El modelo propuesto se presenta en la Tabla l. En 'este, la función objetivo (1) 

a _max·imizar· es el beneficio total de los proyectos aceptados entre el monto de 

inversi6n total de los mismos y las Qnicas restricciones existentes se refieren 

a la naturaleza binaria de las variables de decisión (2). 

El modelo asi desarrollado es de programación entera no-1inea1 con n variables, 
. . 

corréspondientes al conjunto de proyectos potenciales para inversi6n. 

A: Determinar los valores óptimos zo y xo que permitan: 

n n 
Maximizar z = ~ b. x. 1 ~ c. x. 

.111 "1 11 1= 1= 

(1) 

Sujeto a las restricciones: 
--o 

X; = O, 1 Jfi ( 2) 1 

Donde: 

b.' 1 
beneficio que genera el proyecto i -és imo 

e.' 1 
monto de la inversi6n asociada con el proyecto i-ésimo 

Xp variable de decisi6n asociada con el proyecto i-ésimo. Si x1 =O el' 

proyecto se_ rechaza, si x1 = 1 el proyecto se acepta. 

TABLA 1 

........ . .. .( 

e 

e 

e 

. 
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e 

e 
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III. METODO DE SOLUCION 

Para resolver el problema propuesto podría recurrirse a un algoritmo de 

ramificación del tipo de Land y Doig 1 ~ que implica resolver en cada nodo del 

ár·bol de soluciones un problema no lineal sin restricciones; o bien, aplicar el 

mecanismo de descomposición del problema, como se ind~ca a continuación. 

En lugar de resolver A, se propone la soluci6n primero de un problema de 

selección óptima de inversiones con restricción presupuestal paramétrica Y una 
vez obtenida ésta, la solución de un problema no lineal en una sola variable, 

el cual puede hacerse por simpl~ inspección. O sea: 

a) 

b) 

e) 

1 

B: 
o o 

Obtener los valores óptimos Z (P}, X 
.n 

para O< P < :E c., 
i=l 1 

tal que se logre: 

n 
Max Z (P) = :E 

i=l 
bi X; 

Sujeta a las restricciones 

n 
:E. 

i=l 
c. x. < p 

1 1 

X; = O, 1 .Y.i 

~ o 

Generar la función Z = Z . (P) 
p 

n 
O~ P < L 

i=l 

/ . 

c. 
'1 

(3) 

{4) 

{5) 

(6) 

n 
O alternativamente generar la función . ; o< p < :E c.. ( 6 1 

) 
. 1 1 

Obtener P* óptimo que per-mita: ,.. 
Maximizar Z = Z0 (P) 

p 
n 

O<P< :E c. 
. 1 1 1 = . 

1= 
{P) 

Land, A. H., y A. Doig, An Aut:ómati.c Met.JWd o6 Solv.&tg V.fl,CJr.e.:te PM9Jt.an1rl-Út9 
P~oblemh, Econometrica, Vol, 28, 1960~ p~gs. 497-520. 
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IV. ALGORITMO DE SOLUCION 

El algoribno propuesto para los. pasos indicados anteriormente es como sigue: 

Paso 1.- Resolver el problema B con el algoritmo paramétrico de ramificación Y 
acotamiento f ] , obteniendo Z0 (P) y X0

• 

Paso 2~~ Z0 (P) ~s una función discontinua creciente. Sean·Pl, P2, ••• , Pr los 

-''-\ ,¡ t •• 

e 

_valores de P en los puntos de discontinuidad; obtener zo(Pj) / Pj ; j = 
valores de la función ·Z 0 (P) en los puntos de discontinuidad. Formar una 

1, ... ,, r, 

tabla con 

dichos valores. 
p 

Paso 3.- Hacer una búsqueda en la tabla anterior y seleccionar el punto de 
discontinuidad que genere el valor máximo; sea este Ps . El valor Ps es por· 
tanto el P* óptimo buscado. 

En forma gráfica, la solución del problema B 
se indica en la Fig. l. A su vez, la función 
Fig. 2. 

proporciona una función Z0 (P) como 
~tiene la forma'indicada en la 

p 

De acuerdo con la Fig. 2, el valor Ps = P* es el valor óptimo y por 16 tanto 
este debe ser el presupuesto endógeno que habrá de recomendarse para inversión, 

· si se desea la mayor efectividad del conjunto de proyectos aceptados. 

/ 

.e 

e 
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ESTRUCTURA DEL PROBLEMA DE SELECCION OPTIMA DE INVERSIONES 

por el 

Dr. Felipe Ochoa* 

lo INTRODUCCION 

la~ diversas empresas que conforman los sectores agropecuario, industrial y de 
servi~ios de una econo~fa requieren, para la producci6~ de bienes o serviciosa 
de iniumos div~rsos así como de recursos hum~nos y de capital. Los recursos de 
capital, proporcionados por diversas fuentes financieras se utilizan para la 
operaci6n de la empresa y se registran contable01ente en las llamadas c.ue.n..ta6 de 
a.c.itvo, con una determinada composici6n. Esta tomposici6n, en términos generales, 
está integrada por los siguientes conceptos: 

-· ·- R 0 

Efectivo 
Cartera de Valores 
Cuentas-por Cobrar 
Inventarios 
Activo Fijo 
Otros '-

Cada uno de estos conceptos obedece a un fin específico. Por ejemplo, el 
reng16n de efectivo permite liq~idez a la empresa p~ra cubrir s~s obligaciones 
inmediatas; la cartera de valores ayuda igualmente a mantener un grado un tanto 
menor de liquidez, permitiendo un rendimiento adicional sobre el excedente del 
efectivo ocioso. 

··El activo fijo lo constituyen )as inversiones de recursos
1 

realizadas para 
adquirir pienes necesarios en la_operaci6n de la empresa, por un lapso mayor de 
un año. Los servicios proporcionados por una pieza de maquinaria se tendrán 

4lt· durante varios períodos, y d~ acuerdo con principios de contabilidad 

* Director General de FOA, S.C. Consultores. 

1 
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generalmente aceptados, el costo del activo se carga en forma diferida a dichos 
períodos. 

De la Tabla 1 es evidente la importancia que tiene en las empresas la 
admi~istraci6n efectiva de estas inversiones, pues, a·excepción hecha del 
comercio, en todo~ los demás sectores, el activo fijo representa más del 50 
porciento de los recursos totales. En el caso. de las instituciones de crédito 
mexican_as, esta cifra fluctua alrededor del 2% de los recursos totales e 
incluye la agrupación de cuentas registradas como: mobiliario y equipo, e 
inmuebles y acciones de sociedades inmobi1iarias. 

En la Fig. 1 se muestra la evolución de la inversión anual total en el pa1s 
(Formación bruta interna de capital fijo). constituida por los bienes que 
emplea.la actividad económica en los procesos de producción de otros bienes Y 
servicios. 

Al final de un año dado, el pafs posee un acervo de capital fijo derivado de 
las inversiones anteriores del Estado, las empresas y los particulares. 
Durante un ciclo anual el acervo se ve afectado porque parte de él se elimina - . 

mediante la depreciación, obso1escencia o destrucción, en tanto que las nuevas 
inversiones proporcionan un flujo. continuo de nuevos activos· fijos para 
reemplazar· aquellos que se consumen y para incrementar el tamaño del acervo·. 

la formación bruta interna de capitál fijo {FBIC) queda integraqa por las 
obras de construcción, maquinaria y equipo, cultivos permanentes. animales de 
trabajo, de pi~ de crfa y esquila.· 

las cifras anteriores son indicativas de la necesidad de tomar las decisiones 
relacionadas con inversiones en activo fijo, (las cuales por lo general se 

~ 

e 

-

-e 



e 

EMPRESAS DEL SECTOR 

AGROPECUARIO 

. INDUSTRIAL 

COMERCIO 

SERVICIOS PUBLICOS 

EFECTIVO Y 
VALORES 

10 % 

12 % 

10 % 

12 % 

e 

CUENTAS POR 
· COBRAR 

10 % 

18 % 

30 % 

10 % 

INVENTARIOS 

15 % 

20 % 

30 % -> 

8 % 

Fuente: U.S. Treasury Dept. IRS., Stat~stics of Income, 1961~62. 

ACTIVO FIJO Y 
OTROS 

65 % 

50 % . 

25 % 

70 % 

TABLA 1. COMPOSICION DE ACTIVOS POR GRUPOS DE EMPRESAS 

, 

e •· ., . 

. · 

w 
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• 
Pesos Corrientes 

4 

220 -
200 

180 

160 

140 

120 

e 
100 

80 FBIC fijo 

60 

40 

20 

~950 1955 1960 . 1965 1970 197Se 

Fuente: Banco de Mé~ico: C~entas Nacionales y Acervos.de Capital. Apéndice 
III. Oficinas de Cuentas.de.Producci6n e Informes Anuales. 

FIG. l. NIVEL DE INVERSION MEXICANA EN ACTIVOS FIJOS 
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presentan a·nte un marco de in.certidumbre), con la mayor información ·pos1ble, · 

que pennita evaluar y seleccionar los proyectos de inversión; a modo de 

optimizar las consecuencias estimadas·de dicha selección, tanto en el contexto 

empresarial como en el contexto socioeconómico del sector público. 

11. E~ PROCESO DE INVERSION 

los objetivos y metas de desarrollo de una empresa implicarán periódicamente 

la necesidad de tomar decisiones respect~ a la .conveniencia ·de aumenta·r o.· 

reemplaz?r activos fijos. El proceso de decisión puede estructurarse en una 

serie de pasos a seguir, a saber: 

a. Identificaci6n de la necesidad de una decisión o de una oportunidad de 

inversión. 

b. Formulación de cursos ·al terna ti vos de acción para satisfacer dicha 

necesidad o de aprovechar dicha oportunidad. · 

e~ Evaluación de las alternativas de inversión, en términos de su contribución 

a la consecución de metas. 

d. Selección de una o varias alternativas de inversión~ o proyectos, para 

implantación. 

Para resolver los dos primeros pasos se requiere de intuición y juicio, auna~os 

a la experiencia del ejecutivo a cargo del probl.ema. Para la evaluación de 

alternativas existe toda una teor.ía formal de evaluación de benefiCios y costos 

de los proyectos de inversión, ba.sada en el va.i.oJL del. .cU.neJW a. t.Juwú del.. tiempo. 

Esta evaluación toma en cuenta que las erogaciones asociadas a un proyecto de 

inversión, y sobre todo, la r~~uperación económica del mismo, implican un· 

horizonte de tiempo mayor de un período anual. 

-....1 



. 6 

Los criterios derivados de dicha ~eo4la de evaluaei6n de p~oy~4, que 
permiten jui~ar sobre la bondad de un proyecto individual para una determinada· 
empresa, son muy variados. Los más utilizados en la práctica son: el valor 
pres~nte neto (VPN), la tasa intern~ de recuperación, el periodo de ~ago Y las 
relaciones beneficio-costo. 

Tocante a la selección de proyectos de inversión que pasarán a formar parte del 
activo -fijo de la empresa, esta es necesaria, ya ·que por lo general los 

. ' . . -
re~ursbs financieros o de otra fndole, con que ~e cuenta en cada ejercicio 
!iscal,no son sufi~ientes para invertir en tocios aquellos proyectos cuya 
bondad ha sido probada en 1a fase de evaluaci6~. 

El p·robl ema ,de sel eGción de inversiones se define por tanto como: el. p~oh.e.ema. 

.... 

e 

dew.i.onai. de dueJmtÚ'iJVt el. 4ubc.onjunto de p~oyedo4 que, 4a:ti6 óa.dendo i.o.h 4t 
~cudJúeuonu p~op.i.Lt6 de .ta. emp~ua., ma.x...ún.i.za. el. beneó.i.c..i.o UpeMdo de .ta. 
mú,ma.. 

En consecuencia, el problema de selección de inversiones es un problema de 
optimización. Lo anterior ha permitido -la utilización de las herramientas 
metodológicas de la Investigación de Operaciones en la solución de esta clase 
de problemas. En particulár la Teoría de Optimización ha contribuido al 
planteamiento analítico de modelos de selecc~6n de inv~rsiones, asi como al 
desarrollo de algoritmos de solución ad hoc para dichos modelos. 

III. CLASIFICACION DE LOS PROBLEMAS DE SELECCION DE INVERSIONES 

Para efectos de estructurar formalmente el estudio de selección de proyectos de· 
. . . 

inversión mediante la metodología de la Teoría de Optimización, se presenta·a tJ 
continuacjón una clasificación sistemática de los problemas de inversiones (Ver . 
Fig: 2). 
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EN LA 

INVERSION 

ECONOMICA 

1 

DEPENDENCIA 

ENDOGENA 

TECNOLOGICA 

EN LA 

RECUPERACION 

1 

PROYECTOS DEPENDIENTES 

DEPENDEI'IiCIA PRESUPUESTAl 

EXOGENA 

1 
PROYECTOS PROYECTOS 

CONTINGENTES 

PROYECTOS 

SECUENCIALES EXCLUYENTES 

.l 
CONTINGENCIA 

ABSOLUTA 

CONTINGENCIA 

RELATIVA 

1 

INVERSION EN 
UN PERIODO 

·1 
SELECCION 

ESTATICA 

1 
·l 

VARIOS PERIODOS 
DE INVERSION 

1 

' ·cONJUNTO DE PRO' 
DE INVERSIO 

r 

1 

DEPENDENC\ 
i 

OPERACIOI\ 

ESTRATEGICA 
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. 

1 
INVERSION EN 
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r 

J 
r 
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., 

1 
~ 
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FIG. 2. ClASJFICACION DE PROBLEMAS DE. SEl 
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·La estructura arbolada que se.emplea para la clasificaci6n, no pretende ser 
exhaustiva y puede ampliarse tanto horizontal como verticalmente. La 
metodología de selecci6n de invers1ones requiere la distinci6n de proyectos 
en dependientes e independientes. A continuaci6n se describen con detalle los 

tipos de dependencia. 

3.1 DEPENDENCIA ENDOGENA . 
Esta form~ de dependencia se presenta debido a la naturaleza propia de los 
~roy~ctos o por condiciones internas de diversa índole. Se considerarán los 
siguientes ti.pos de.dependencia end6gena: 

1. Ve.pe.ndenci..a. Econ6m.i.c.a 

Este tipo de dependencia puede presentarse en lo tocante al monto de las 
inversiones o con respecto· a la recuperaci6n total de la inversi6n • 

. a. Dependencia en la Inversi6n. 
Dado un conjunto de n proyectos de inversi6n, el monto total de la 
erogaci6n podrá depender en c.iertos casos del subconjun.to o ccimbinaci6n de 

. ~ . . 

proyectos seleccionados. Esto implica la presencia de economías de escala 

para ciertas combinaciones de proyectos del conjunto. 

b. Dependencia en la Recuperaci6n. 
. t . 

El beneficio o recuperaci6n total de la inversi6n puede depender de la 
combinaci6n de proyectos seleccionados y por .tanto el rendimiento t~ta1 de 
los proyectos aceptados no será igual, necesariamente, a la suma de los 

rendimi~ntos individuales de.cada proyecto. 

e Flnalmente, para los diversos tiposde dependencia econ6mica, el problema de 
selecci6n 6ptima de iñversiones puede plantearse dentro de un marco 
determinístico, considerando fijos los valores de los parámetros del problema» 
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o bien, en forma quizá-más realista, considerando la naturaleza estocástica del 
problema. En este último caso, desde luego que los modelos de optimización 
asociados al problema de selección, serán más complejos que en el caso 
det~rminista. 

2. "'Vepe..ndenUa. Tec.no..Wg.i..c..a.. 

Este tipo de dependencia se deriva de las características intrínsecas de los 
proyectos o de los recursos (no económicos) necesarios para realizarlos. Se 
distinguen, entre otros, los siguientes tipos de dependencia tecnológica: 

a. Proyectos Mutuamente Excluyentes. 
Dentro del conjunto de proyectos pOdrá haber dos o más, de tal naturaleza, 
que, para efectos de decisión, se deberá aceptar uno solo y rechazar lps 
demás. 

b. ·Proyectos Contingentes. 
En este tipo _de dependencia, la decisión de aceptar un proyecto determinado 

. . 
es contingente con 1 a aceptación o rechazo de otro proyecto. 

b.l Contingencia Relativa 
Si el primer proyecto se rechaza, 'el proyecto contingente debe 

. rechazarse; pero si el primero se acepta, el proyecto contingente es 
atractivo para inversión y, por tanto, se podrá o no aceptar. 

b.2 Contingencia ab~oluta 
Si el proyecto se rechaza, su contingente debe rechazarse, y si el 
p~imero se acepta el s~gundo debe aceptarse ~utomáticamente. Esie caso 

.podría manejarse analíticamente como un solo proye¿to que englobe a 
los dos considerados~ anteriormente. Este caso se puede ejemplificar 
mediante el proyecto de construcción de un tramo de carretera, cuyo 

. ~. ,_. 

-

e 

\_ 

e 
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proyecto contingente será la construcción de obras de arte como 

alcantarillas y puentes. Si la carretera se construye, el puente est§ 

obli~ado; por tanto se puede considerar un solo proyecto equivalente: 

carretera-puente. 

c. -Proyectos Obligados 
Esta dependencia se refiere a un conjunto de proyectos para los cuales 
existe la especificaci6n de que cuando menos uno de los del conjunto debe 
realizarse. 

d. Proyectos Secuenciafes 

Esta dependencia se refiere al orden de prel aci6n en el tiempo que deben 

guardar ciertos proyectos, Si se trata de una decisi6n de inversiones sobre 

un horizonte de tiempo 'de varios p~rfodos, aos proyectos pueden ser 
dependientes en el sentido de que si uno se acepta en un determinado 
periodo, _el contingente secuencial será atractivo para inversi6n, en el 

mismo periodo o en períodos subsecuentes a 1 perfodo de ac~ptaci6n del 
primero. En este caso puede hablarse de dependencia secuencial absoluta Y 

relativa, en los mismos términos expuestos en el tipo de dependencia de 
proyectos contingentes. 

, 

3.2 DEPENDENCIA EXOGENA O PRESUPUESTAL 

Característicamente, este tipo se refiere a la dependencia que se genera entre 

un conjunto de proyectos cuando el monto total de la inversión no debe exceder 

un determinado presupuesto, generalment fijado ~x6genamente al q~e to~a 

decisiones~ 

En el caso de inversio~e~ en el sector pQblico, las diferentes dependencias del e ejecutivo debe~cfn sel ~ccionar inversiones; sujetas a un presupuesto fijado 
exógenamente por el organismo·hacendario y de programaci6n presupuestal, 
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A un nivel macroeconómico, el Gobierno Federal opera de acuerdo con un 
Presupuesto Federal de Egresos, que engloba a todas las dependencias y que 
incluye tanto el Gasto Corriente. (de operación), como la Inversión de Capital. 
Est~ presupuesto se fija de acuerdo con el ingreso estimado para un ejercicio 
fiscal, congruente con la política impositiva vigente; con el monto estimado· 
de crédito intérno, derivado del ahorro del país; y con el monto prefijado de _ 
crédito externo, consecuencia de una determinada política de endeudaf!liento. 

.. 

e 

En el caso de la empresa privada, las restricciqnes presupuestales quedan fijas 
por las direcciones de finanzas, en función de los objetivos, metas y estrategias 
para el período considerado, y de la capacidad limitada de l~s diferentes fuentes 
de financiamiento, considerando la situación de mercados de capital imperfectos. ·e 
En todo caso, para este tipo de problemas, se acepta la capacidad de 
financiamiento como recurso escaso y se genera así el problema de selección de 
inversiones con racionamiento de capital. Los diferentes casos que se presentan 
bajo este tipo de dependencia se tratan a continuación. 

1 • S el.ec.c.i.6 n E6:t.ática. • 

En este tipo de problemas, la decisión de invertí~ en determinados proyectos sé 
toma en un solo período {para el cual se conoce la restricción presupuestal), Y 

los proyectos seleccionados se inician o implantan simultáneamente _en dicho 
período. 

Los tipos de modelos matemáticos desarrollados para hacer la selección óptima 
de inversiones requieren las siguientes distinciones: e 
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a. Proyectos con un solo período de inversión. 
En este caso todos los proyectos considerados se pueden -realizar o adquir.~r < 

en el período considerado, esto es, desde el punto de vista de erogaciones, 

afectan financieramente solo al primer período. 

b. ·Proyectos con varios periodos de inversión~ 

Los proyectos asociados a este caso requieren para su implantación, inversión 
en. dos o más períodos. Por ta.nto, su aceptación en el primer período afecta 
a ··la disponibilidad de fondos de inversión de períodos subsecuentes. En este 
caso es necesario disponer de una estimación de presupuestos disponibles 
para todos los períodos de inversión. 

las componentes esenciales o parámetros propios de estos pr6blemas de inversi6n 

son las siguientes: 

i. 

ii. 

iii. 

iv. 

El 
La 
el 
El 

conjunto ·de proyectos, i = 1, 2, .•• , n, sugeridospara inversión.~ 
erogación total asociada con cada' proyecto, y su distrioución en 

tiempo. 
beneficio total correspondiente de cada proyecto. 

El horizonte de planeación y el número de períodos considerados 'para 

la inversión. 
v. El valor de los presupuestos disponibles para cada período. 

De acuerdo con lo anterior, los modelos matemáticos desarroll~dos para el caso 
de selección estática podrán plantearse dentro de un marco deterministico o 
estocástico. En el primero, tanto la eroga.ción, be.neficio J'- presupuestos se 
considerarán conocidos con certeza. En el marco estocástico existe incertidumbre 
spbre los valores de dichos parámetros, por 1o cual habrá q~e consid~rarlos como 
variables aleatorias. Los modelos de optimización tendrán que determinar no solo 
la solución óptima, sino también una medida del riesgo asociado. 

Finalmente, por lo que toca al tipo d~ proyectos, será necesario distinguir siu 
por su naturaleza, son o no d·ivisibles. Esto es, si-cada proyecto se debe 
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aceptar o rechazar en su totalidad (proyecto indivisible con erogación de tipo 
discreto); o bien si el proyecto puede aceptarse parcialmente con una erogación 
que varíe en forma continua. Como ejemplos del primer tipo se tienen las 
inversiones en piezas de maquinaria, construcción de presas, etc., las cuales 
deben áceptarse o rechazarse en su totalidad; las inversiones en investigación 
y desarrollo, o en pub1iciáad~ pueden considerarse como proyectos continUos,
pudiendo aceptarse parcialmente su inversión. 

2. Se1ec.c.i.6n Vi6 eJúda. 

Para este tipo de problemas de selección es posible diferir la inversión a 
periodos posteriores, _dentro del horizonte de planeación. La solución del 
problema implica la determinación de: en qué proyectos invertir .Y cuándo 
invertir. 

Los_ tipos de modelos de optimización desarrollados para la solución de estos 
. problemas de inversión hacen la distinción entre proyectos que requieren para 
s~realización uno o.varios períodos de inversión. Asimismo, el problema po~rá 
plantearse en un marco detenminístico o bien como problema probabi"lístico. 

Al igual que en la selección estática, es necesario distinguir si los proyectos -
son divisibles o indivisibles. En algunos probl"emas se·podrán tener proyectos 
mixtos; algunos de inversión continua y otros de inversión discreta. 

3.3 DEPENDENCIA OPERACIONAL 

Adicionalmente a los tipos de dependencia endógena y presupuestal, puede 
presentarse un~ dependencia caracterizada por aspectos meramente de tipo 
operacional de·la empresa. 

-

e 

e 

e 
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1. Vependenc..úl E.td.tw.:tégi..ca.. 

De la política de operación de la empresa se pueden derivar estrategias que 

generen la dependencia de proyectosD lo cual sin duda gener:ará restricciones 

adicionales en el proceso de selección. Este sería el caso de la empresa que, _ 

por política empresarial, fijara la restricción de que cuando menos un número 

fijo de proyectos se aceptaran, de los p.ropuestos por una deterrni_nada diyj~ión'
operati-va de 1 a ~mpresa, i ~depen-di-;~temente ~de que hubieran si do aceptados en 
un _caso de total independencia. O bien, la estrategia qu~ fijara un mínimo de 

capital a invertir en proyectos de investigación y desarrollo. 

2. Ve.pe.nde.nu.ct LegaL 

Este tipo de dependencia se presenta en empresas que por su naturaleza están 

sujetas a reglamentos operativos de carácte~ legal, como es el caso de las 

instituciones de crédito que están sujetas a la Ley Bancaria, asi como a las 

disposiciones que sobre Depósito Legal, emite el Banco de México. 

Por ejemplo, en el caso de banca de depósito, las inversiones de activo fijo en 

proyectos de inmuebles están sujetas a una cot'a superior, determinada en función 

de su reng16n de capital y reservas. 

Otro caso se presenta en los problemas de selección de proyectos de cartera-de 

crédito~ En este caso, si los "proyectos" de inversión se identifican con los 

"cajones" de crédito, l~s restricciones regulatorias del Depósito Legal_ imponen 

restricciones a la selección de cartera, de tal suerte que, cuando .menos una 

determinada cantidad de las disponibilidades, sea invertida en cajones 

previamente especificados~ 

··~. 
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3:4 OTROS TIPOS DE DEPENDENCIA 

la estructuración propuesta de-los problemas de selección de inversiones tiene 
un propósito de tipo académico, con el objeto de sistematizar su estudio y el 
an~lisis de los modelos de optimización correspondientes. En los casos pr~cticos, 
por lo general se pr-esentarán problemas de selección de inversiones que 
involucren una combinación de tipos de dependencia, tanto endógena, presupuesfal_ 
como operacional. -

Este tipo de problemas podrán modelarse adecuadamente mediante la conjunción de 
las caracterfsticas de los modelos qu~ presentan.por separado c~da tipo de 
dependencia. Desde luego los modelo~:de optimización serán más_complejos Y 
requerirán en la mayoría de los casos, de métodos de solución muchos más 
sofisticados. 

3.5 PROYECTOS INDEPENDIENTES 

Pueden presentarse problemas de selección de inversiones cuando los proyectos 
elegibles no presentan I'Li.ngún tipo de dependencia. Un conjunto de proyectos será 
independiente presupuestalmente, si aceptamos que la empresa opera dentr·o de un 
mercado de capital perfecto; esto es, si la firma puede obtener o prestar 
eualqui~ cantidad de dinero con una determinada tasa de interés • 

. 
Por otra parte, un conjunto de proyectos se considerará independiente económica

mente si la élwgación y Jr..eeue~wn total de proyectos individuales no se ve 
afectada por la aceptación de otros proyectos. Por_ tanto, el beneficio total 
{costo total), de un conjunto de proyectos independientes, es igua.l a la suma de 
los beneficios {costos), qe cada proyecto del conjunto, como si s.e llevara a cabo 

solo. 

e· 

-

e 
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El problema de selección de proyectos independi~ntes se resuelve entonces· 
aceptando o rechazando cada uno de ellos individualmente, en función de su 

propio mérito. 

El criterio de selección se limita a determinar el valor presente neto del 
flujo de ingresos y egresos y aceptarlo si este es mayor que cero o rechazarlo 
en caso contrario. En ocasiones se utiliza el criterio de la tasa interna de· 

~rendimiento del pro~.)letto, comparándola~ con la tasa de intéres "que representa 
el.costo del dinero para la empresa. Cuando este criterio es el que se emplea, 
es necesario distinguir.entre proyect.os de ''inversión pura" y de "inversión 
mixta". 

En los .primeros, el valor futuro del pr9yecto en los a~os subsecuentes~ la 
inversión es tal, que. la empresa mantiene su posición de acreedora del e proyecto. En los proyectos de inversión mixta, para ciertos períodos futuros 
el proyecto ya habrá generado un valor futuro positivo para la empresa. 

e 

IV: MODELO GENERAL DE SELECCION OPTIMA DE INVERSIONES. 

La clasificación propuesta en la Fig. 2 permite el tratamiento de. cada uno de 
los tipos de problemas de selección con modelos aprop1ados a la naturaleza de 
cada clase. En esta sección se propone un modelo general que ilustra la 
complejidad del proceso anafíti co de selección de inversiones en su caso más 
amplio, el cual se simplifica significativamente cuando se refiere a una clase 
de problemas en particular. 

El modelo de optimización se presenta en la Tabla 1. En esta, el vector~ 
representa a las variabl~s técnicas del conjunto de proyectos y el vector~ a 
las variables de decisión binarias, asociadas con la aceptación o iechazo de 
cada uno de los proyectos. 

_., 

J.-· 
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La función objetivo (1) pide la maximizaci6n del beneficio global, esto es. la 

suma de los beneficios de los proyectos aceptados. Los beneficios de cada 

proyecte están representados por la .función fi (]s.) que depende del valor que 

tomen las variables técnicas. 

El conjunto de restricciones (2) - (5) representan los diferentes tipos de 

dependencia que pueden pl'esentar los proyectos, las cuales pueden depender 

también de los valores que toman las variables técnicas. 

.. 

En.1as restricciones (5), los parámetros aij representan la inversión de capital 

requerida por··el proyec~(r i en el periodo j, y el parámetro Pj, el monto de 

inversión disponible en cada periodo. 

Las variables técnicas por lo general quedan restringidas a tomar valores 

no-negativos y las variables de decisión podrán tomar el valor cero si el 

proyectq se rechaza o uno, si el proyecto se acepta. 

;. 

e 

e 

e. 
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x*, y_* para: 

z = 
n 
:E 

1=1 

i i f. {x¡, x2, 
1 . . . ' 

SUJETO A LAS RESTRICCIONES: 

TECNOLOGICAS 

ECONOMICAS 

OPERACIONALES 

PRESUPUESTALES · 

9 k (X i , X 2 , • • •· , X~ ) <; EJ 

9k (x¡, x2, .•• 'xi) <~ m , 

9 k ( X 1 , X 2 , • • • . , X~ ) < b 3 

n 
:E 

1=1 
a;. Y. <P. 

J . 1 . J 

i 
X > 0 Y; = O, 1 

X i) y .. 
m l 

(2) 

k = 1, ••• , r1- 1 (2) 

; k= r , .•. , r2- 1 

; k = r2,. . • , rs- 1 

·JJ-
1 j 

; v-. 
1 

(3) 

( 4) 

1 (5) 

(6) 

TABLA l. MODELO GENERAL DE SELECCION OPTIMA DE INVERSIONES 
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Prefa.cio 

Esta nota se preparó con motivo de mi participación 

en el curso 11 INGENIERIA DE SISTEf~AS 11 , imparticio en el Centro de 

Educación Continua de la División de. Estudios Supel'iores eh la 

Facultad de Ingenieria de la U.N.A.t1. durante el mes de junio 

de 1978. 

En ella he tratado de plasmar las ideas principales 

depro_g¡·~~'T~~~ón_l_in~~-l· a nivel intuitivo, utilizando un ejemplo 

pedagógico y argumentos de tipo geom§trico. Además he intentado 

dar una visi6n panor&mica de la aplicabilidad de la t§cnica y de 

como §sta se utiliza para atacar problemas reales~ compensando 

situaciones que no se ajustan a la teoria estricta de programa

ción lineal, pero que ocurren con frecuencia en la pr~ctica. 

Respecto a esto Gltimo, hago notar que muchas de las 

apreciaciones son subjetivas, basadas en mi experiencia y el li

mitado conocimiento de las aplicaciones de que tengo noticia a 

través de contactos personales y la literatura técnica que recibo. 

Por lo tanto, sólo yo soy responsa~le de algGn error de juicio en 

este aspecto. Sin embargo, quiero agradecer a los miembros de la 

oficina de Matemática Aplicada por haber le,do el manuscrito y 



aportar valiosas sugerencias con las que se mejoró substancial-

mente el briginal. También la sección de dibujo ha contribuido 

a darle una buena presentaci6n a esta nota. 

Javier M&rquez 

BANCO DE MEXICO, S.A. 
Junio de 1978. 
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I. INTRODUCCION 

I.l. Antecedentes Históricos -------·----------------

Hay infiriidad de situaciones en la vida real que idealmen 

te requieren optimizar "algo". Por ejemplo, un padre de familia. 

puede desear utilizar su sueldo de la mejor fonna f)osible para que 

~l, su esposa y sus hijos recib~n la mejor educación, alimentación, 

vestimenta, etc., que permita el presupuesto famili~r. Obviamente, 

hay muchos casos en los oue decidir el mejor camino pari lograr un 

objetivo no es un problema diffcil. Sin embargo, hay otros en l0s 

·que el problema es trernendar1ente corlpl icado, simplementC' por la 

cantidad de factores que hay que tomar en cuenta para llegar a una 

decisión racional, ya no di0amos óptima. 

Tradicionalmente la econom~a ha sido una ciencia que se 

preocupa por el problema d~ dar el mejor uso a los recur3os esca-

sos. Por lo tanto, no es raro el hecho ·de que los primeros plan-

teamientos formales de problemas de optimización aparecieran en 

relación al problema económico. Los militares durante la segunda 

guerra mundial, también se interesaron en problemas de optimiza-

ción r.elacionados con el abastecin1íento y movilización de tropas. 

Cronológicamc~·nte, el pri1r1er trabajo importante, alusivo 

al tema es el de Kantorovich [ J, que data de 1939. F.l trabajo 

original est5 en ruso y no se conoció en occidente hasta finales 

de los a~os cincuenta; apareciendo una traducci6n al inglés en 1960. 
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El trabajo se intitula 11 ~1étodos t1atemáticos para Organizar y Pla

near la Producción" y su ifllportancia según Koopmans [ J, estriba 

en "la presencia simultánea de varias ideas o elementos, algunos 

de los cuales estaban presentes en escritos anteri6res en d1stin

tas ramas de la economía o las matemáticas". A sabet·: 

"1) Un modele de pt·oducción en términos de un número finito 

de procesos de producción, cada uno caracterizado por re 

1 aci ones constantes entre sus i nsurilos y sus productos.". 

"2) La percepción de una a¡r¡plia qa¡r¡a de iwlicaciones l?_c§ct1~-~..?

del modelo, a industrias que son a su vez fuentes de infor 

mación p¿:ra estas apl i.caciones." 

. 
11 3) La prueba de que, asociado a una solución óptima del probl~ 

ma, es posible asocial' lo que se conoce .corno ''oreciGs som·

bra"; uno a cada recurso, producto in.termedio o producto fi 

na l." -· 

Este Gltimo punto recibió un impulso formidable con el 

tt·abajo de Von Neumann ·y Horgens tern, sobre "d~a 1 i dad" [ J. 

Sin embargo, el despegue definitivo del empleo de m§to

dos matemáticos aplicados a problemas de optimización, ocurrió en 

1947 cuando Goerge Dantzig descubrió el _"método simplex" para re

solver-problemas de optimización que sólo involucraban relaciones 

~ 

e 

e 

e 
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"lineales"" Estos problemas se han llamado "Próoramas Lineales 11 

y, a partir del descubrimiento de Dantzig, ade~ás de haberse su

cedido un impresionante número de contribuciones teóricas, la 

proliferación de aplicaciones es aGn más importante. 

Sin duda alguna, e.l éxito de la programación lineal se 

debe en gran parte al desarrollo acelerado del computador digital. 

Este avance tecnológico permite la solución de programas lineales 

capaces de modelar con cierta exactitud, miles de interrelaciones 

que aparecen en sistemas complejos reales. De ahi la utilidad de 

1 a programación 1 i nea 1 , a 1 grado de que Kantorovi eh y f~oopr1ans re 

cibieron el premio Nobel de 1975 y Dantzig el de la Acad~mia Na

cional de Ciencias, por su trabajo pionero sobre progranaci6n li

neal. 

En la actualidad, casi no se concibe una empresa g~an

de que no utilice esta técnica en cuando menos un aspecto de su 

proceso productivo, operativo o financieroo Iambién las depende~ 

cias guGernamentales.de los paises con cierto nivel de desarrollo, 

la utilizan para algunos problemas operativos! pero su uso m§s im 

portante en el gobierno es para planeaci6n. 
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1.2. AlJLunas Aplicáciones Clásicas 

El Problema de lá Dieta 
~··-·- . 

Este problema, propuesto por Stigler [ J, se relaciona 

con proporcionar alimentación adecuada a un grupo numeroso de ge.!:l_ 

tes, de forma que el costo sea mfnimo; por ejemplo, los pacientes 

de un hospital o los miembros de un ej§rcito. A grandes rasgos, 

el· problema supone que el. 11 di etista 11 dispone de un ci e¡~to número 

de alimentos (leche~ carne, huevcis, lechuna, tomate, et~.) y qua 

una dieta adecuada debe cumplir ciertos requisitos·mfnim6s 

de contenido nutricio~al (protefnas, hierro, vitaminas, etc.) 

El dietista conoce el -contenido nutritivo de cada alimento asi co 

mo su precio ·en el mercado. Entonces, lri oue pretende es encon

trar la combinación de alimentos o dieta, que cumpla los requisi

tos nutricionales a costo ~inimo. 

El Problema de TransQortes 

Este problema lo trataron simult~neamente varios inves

tigadores pero quizás el planteamie~to más usual es el de Hitch

cock [],que es como si0ue: 

Un cierto bien, digamos acero, se va a producir en cad? 

una de variai fábricas y tiene que venderse en ciertos mercados. 

Suponiendo que se conoce lo que nroduce cada fábrica, la demanda 

\ 

e 

e 

e 
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de acero e~ cada mercado, y el costo de transporte entre las f~-

hricas y los mercados lcu§nto debe enviar cada fábrica a cada 

mercado d~ tal forma que la demanda quede satisfecha y el costo 

total de transoorte sea el minimo? 

Producci6n Aqrfcola 
-----------·------....!.!.....--------··--· 

Un agricultor posee cierto nGmero de hectáreas en una 
.. 

regi6n.del pais en que puede escoger entre varios cultivos para 

sembrar. El Jgricultor tiene la siguiente info~maci6n: 

e a) El rendimiento por hect5rea de cada cultivo. 

b) La cantidad y tipo de fertilizantes que requiere cada 

cultivo. 

e) La cantidad de mano de óbra que requiere cada cultivo. 

d) El costo por hect&rea de sembrar un cultivo particular. 

·e) El valor en el mercado del producto de cada cultivo. 

f) Requerirrlientos de otros recursos como agua, pesticidas, 

etc. 

El agricultor debe decidir cuánto sembrar de cada cul-

tivo para maximizar su ganancia. 

e El Problema de Sélecci6n de Portafolio - . 

Un inversionista quiere decidir como invertir SLl dinero 
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en el mercado de ~alares. Debido a compromisos contraidos con 

anterioridad sabe que en ciertos momentos en el futuro necesfta-

rS recursos 11quidos para efectuar al9unos pagos. Entonces, da-

dos 1 os rendimientos esperados de 1 os instrumentos de 1 ¡r·,ercado, 

debe decidir en cu§les debe invertir, a quª plazo y qu§ cantidad 

en cada uno, de tal forma que maximice el rendimiento de su in-

versión, y satisfaga sus necesidades futuras de liquidez. 

,, 

I.3. Concl~sión~rganización del Trabajo y 

Objet~vos de la ~xposición. 
·¡ 

Como se podr& observar por la lista de proble~as ante-

rior, la gama de aplicaciones es muy variada. Aunque algunos de 

los enunciados anteriores son simplificaciones de planteamientos 

reales, ilustran el tipo de problemas que se han atacado o pueden 

atacarse con esta técnica, y en muchos casos con bastante §xito. 

En la secci6n siguiente se analiza un problema sencillo 

de producci6n, con fines eminentemente pedagógicos. Ader1~s de 

proporcionar un ejemplo adicional del tipo de problemas que se 

pueden atacar con esta técníca, nos servirá de "caballo de bata-

lla" para introducir los conceptos principales que se mnejan en 

la programación lineal. 

En la sección III ·se hace una abstracción de los canee~ 

tos utilizados para resolver el problema del productor de cajas y 

e 

e 

e 
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se proporciona una idea del funcionamiento del m~todo sirnplex 

usando argunrentos de tipo geom6trico. La exposición busca sencl 

llez y un des~rrollo intuitivo. con lo cual se sacrifica rigor 

matem§tico. Sin ~nbargo, esto Gltimo es tanto inevitable como 

indispensable si hemos de cumplir los objetivos de divulgación 
- -

general y de proporcionar una visión amplia de lo que implica 

la tªcnica. 

Finalfllente, en la sección IV se habla de algunos aspe_~ 

tos pr5cticos q~~ p~nsafllos deben conocerse, así como de las limi 

taciones ele la técnica. Terr:dnamos la exposición con una guía 

sobre temas que a nuestro juicio es necesario conocer· para lo~¡rat' 

un panorama completo del tema y que ha sido imposible cubl'it' por 

limita¿iones de tien1po y espacio. 
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II. UN EJEMPLO "INTRODUCTORIO 

Un fabricante de cajas para empaques produce cajas "grai!_ 

des" y cajas "chicas", con un sólo tipo de cartón. Las cajas pequ~_ 

Ras requieren 0. 50m2 , las grandes requieren 1m2 del ·material, y no 

consigue m&s de 100m2 por semana del material, por tratarse de car-

t6n muy especial. 

La fábrica trabaja 35 horas por semana y puede producir 

una caja pequcRa cada 12 minutos o una caja grande cada 14 minutos. 

Adem5s~ debido a la naturaleza de la demanda sabe que, por cada ca-

ja grande en una orden le pi~en cuando menos 2 pequeAas, y p0ede 

vender todas l~~ cajas que produzca. 

La utilidad que repr~senta vender una caja ~rande es de 

12 pesos, y 8 pesos por cada caja chica. lCu§ntas cajas de cada ta 

maño debe producir por semana para que su ganancia sea máxima? 

Su¡2_uesto~: 

1) El material tiene una forma tal, que se minimiza el des-

perdi cio. 

2) El tiempo para adecuar el proceso de producción al tipo 

de caja és despreciable. 

e 

e 

e 
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II.l ReQ_resen!nción t1aterl5tica del Problema 

Las Variables de Decisión 

El problen1a del fabricante es de_s:_idir cuántas cajas pc

·queñas y cuántas ~wandes debe producir. Es_ decir, las variables·~ 

que el controla en este ejemplo son el número de cajas de ambos ta 

maños que puede producir. Entonces, sean 

x =~Número de cajas pequeñas que debe producir, 

y= Número de cajas gr~ndes que debe producirD 

las variables de decisión del problema. 

Las Relaciones· Estructurales de la Prod 1Jcción 

El planteamiento del problema indica que rl rroceso ele 

producción impone ciertas reglas a las combinaciones de cajas que 

se pueden producir. Estas relaciones se refieren a dos aspectos 

importantes para nuestro ejemplo: 

Utilización de la materia prima: cartón. 

-Utilización del tiempo de producción. 

Respecto al factor material, es obvio que, si se produ

cen "x" cajas pequeñas que requieren 0.50rn2;caja y "y" cajas gran-



10. 

des que requieren l.OOm2/caja, se habrán utilizado 

1 2 X + ly 2 d , ;n e carton. 

Respecto al tiempo, fabricar "x" cajas pequeñas y "y" 

grandes requieren utilizar 

12 14 
6-0x + 60 Y horas de trabajo de la fábrica, 

Las Restricciones y ~1 Espacio Decisional o Regi6n Factible 

N6tese que no se pueden producir cantidades ilimitadas 

de cajas ya que los recursos de que se dispone son escasos: 

- El cart6n utilizado no puede exceder 100m2 

- El tiempo utilizado no puede exceder 35hs. 
l' 

Adem~s, ~o cual~uier combinación de cajas chicas y gra~ 

des es válida, ya que la demanda exige que: 

El. nGmero de cajas chicas sea cuando menos el doble del 

nGmero de cajas grandes. 

Estas _imposiciones 1 imitan por un lado, las cantidades 

que se pueden utilizar de cada recurso, y por el otro, las combi-

naciones que son válidas ya que: 

e 

• 

e 



e 

e 

e 

lL 

(1) La Ci1ntidad. de cartón util izndo = ! x +y_:: 100m2 

(2) La cantidad de tiempo utilizado= ~-~x ·+.~6y < 35 hs. 

(3) El nGmero de cajas chicas x ~ 2 y = dos veces el nGmero de 

caj~s grandes 

Las expresiones (1) (;:>)y (3) son las restri_c_~iones_ que 

debe respetar el fabricante al tomar su decisión. Como se puede 

observa~, estas restricciones tienen una representación matem&tica 

explícita, en términos de una serie de desi!J_l~ªldade_~]_i_n_Q-ª-~~ .. 

La mayoría de los orobler:as pt·ácticcs requie-

ren ade~5s las siguientes restricciones· para efectos de consisten-

cia: 

. X > 0 y > o 

Estas restricciones sólo dicen que ~s imposible.produ-

cir menos de cer~ cajas de cualquier tipo. Aunque esto parece 

obvio, debemos recordélr que un modelo matemático no "piensa", y 

por lo tanto debemos darle tod6s los elementos necesarios, si no 

se quiere correr el riesgo de que el modelo proporcione respues-

tas absurdas. Por ejemplo, sin las restricciones de consistencia, 

el modelo podría indicar que se produjeran -23 cajas chicas (?!). 
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El conjunto de. restri~ciones delimita~ lo que se conoce 

corilo "]~e~ri ón fact_~l2_l_~" o "~spaci_.9__j_eci si o na 1". Es decir, 

las restricciones definen t6das las combinaciJ~es de valores de 

las variables decisionales entre las cuales se puede tomar la de:· 

cisión. En nuestro caso, la regi6n factible es el conjunto de to 

das las posibles parejas de nGmeros de cajas chicas y grand~s 

(x,y) .que respetan las restricciones. 

El Critério de Decisión: la Funti6n Objetivo 

Una vez definido el espacio decisional, será necesario 

contar con un triterio para seleccionar una combi~ación entre to-· 

das las P()Sibles. En nuestrq ejemplo; se ha dicho que el fatlri-

cante qui6re producir de tal forma que maximice sus utilidades. 

Es dec~r. el criterio que debé seguir es el de seleccionar la com 

binaci6n de caj~s chicas y ~randes, ~entro del· espacio decisional 

que ha.ga máximas sus útil idades. 

Ahora bien, el ·planteamiento especifica que en cadá 

caja grande el comerciante se gana 12 pesos y 8 en cada caja chl 

ca. Entonces, si produce "x 11 chicas y "y" grandes, su utilidad 

será~ 

Utilidad= Bx + 12y 

Esta expresión constituye su criterio de detisi6n. 

t.'~. 

e 

-

-e 
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También se conoce como función obje_ti,,ro ya que lo que persigue el 

fabricante es encontrar aquella pareja (x,y) de nGmeros de cajas 

grandes y chicas dentro de la r~gi6n fac~ible, que hagan m~ximo 

el valor de 8x + 12y. 

El _!.l()~_l_Q_)' __ _i~l___Eo rn!a to -~?tanda rd 

Todas las expresiones anteriores se conjugan para cons 

tituirse en el n1odelo del- Pl'Oblerna decisional del fabricante ele 

.caJas, que se resume matemáticamente de la siguiente manera: 

Sujeto a: 

maximizar 8x + 12y 

sobre x, y 

1 2- X + Y _2 100 . • • . (1 ) 

12 14 . 
60 X + 6 0 y .2_ 3 S • • • • ( 2 ) 

X .:_ 2y • • • . ( 3) 

x > O 

y > o 

N6tese que el modelo anterior tiene desi~ualrlades que 

van en ambos sentidos. También se observa que la tercera l'estri e 
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ción tiene variables en ambos lados de las restriccio 

nes. El tratamiento matem&tico del problema requiere cierta con 

sistencia en su planteo general, por lo que se ha adoptado la 

convención de que en el lado derecho de las desigu~ldades ·sólo 

aparezcan cantidades constantes, y todos los signos de desigual

dad tengan el mismo sentido, excepto las dos Gltimas de no-neg~ 

tividad, que siempre se dejan como se observa en el modelo des~ 

crito. 

Además, por razones de estabilidad numét·i ca los .coefi

cientes fraccionarios no son muy convenientes. Entonces, cuando 

es factible de hacerse, cada restritción se multiplica por una 

constante para que los errores de trunc~niento y red6ndeo no causen 

dificultades en las rutir.as de có~1puto' que se utilizan para resol 

ver el problema. 

Por todo lo anterior, al modelo se le har~ lo siguien-

te: 

i) multiplicar la restricción (1) por dos 

ii) multiplicar la restricción 12) po~ treinta 

iii) multiplicar la restricción (3) por menos uno, y 

pasa¡~ "-2y" sumando al lado izquierdo de la desigualdad. 

Con esto se logra poner al problema en forn~ato estandard 

e 

e 

e 
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para iniciar el cómputo en el proceso de soldci6n del problema. 

Asf, el modelo queda representado por el problema matem5tico siguiente: 

I I. 2. 

max Rx + 12y 

S.a. X + 2'j ~ 200 

~6x + 7y ~~To5o 

-x + 2y :5_ o 

x, y~ o 

. ...... ( 1) 

:-. ~ :.-' . . ~ (2f 

....... (3) 

....... ( 4) 

t~od_elo de.Lproblerriél 

del. 

Productor de Cajas 

La GeometrJa del. Problema y _ _?_t¿_ __ ?olución ~_c§fi~-ª-

Para visualizar mejor el problemu; va.rnos a rep.resenta.c_ 

lo sobre un sistema de ejes cartesianos. Lo que vamos a hacer es 

identificar sobre el plano, todos los puntos (parejas {x,y) ) que 

satisfacen las restricciones (desigualdades) planteadas. 

Para facilitar nuestra exposición, introducimos la si-

guiente notación matem&tica: 

C1 = {(x,y) 1 x + 2y .::_ 200} 

Las llaves "{} 11 indican que estamos definiendo un con

junto. La ¡~aya vertical 11 ¡u entre los dos miembros contenidos 

dentro de 1 as llaves se le e 11 ta 1 que". Entonces, 1 a expres i 6n 

anterior tiene la interpretación siquiente: 

11 C1 es el conjunto de puntos (x,y) tal que x + 2y· es rnenor o 



/ 

i gua 1 a cien 11
• 

Análogamente, 

C2 = {(x,y) 1 6x +?y< 1050} 

es "el conjunto de puntos (x,y) tal que 5x + 7 y< 1050 etc. 

16. 

Asi, la parte sombreada de la figura uno~ la linea 

x + 2y = 200 representan al conjunto C1 • Es decir, representan 

al conjunto de puntos sobre el plano, que satisfacen la desigual 

dad (1) ~ 

Anglogamente~ la figura 2 representa los puntos que· 

satisfacen las desigualdades (2), (3) y (4), 

Ahora bien, el espacio de decisi6n está for~ado por 

los puntos que satisfacen.todas las desigualdades ala vez. Es 

decir, el punto seleccionado debe satisfac~r todas las restric

ciones simult&neamente y por lo tanto, los puntos que nos inte

resan son los que están en la interse_ci:i6n de los conjuntos C1 , 

C2, c3 y c .. 

Para facilidad denotamos por 11 F" al espacio-decisio

nal. Tradicionalmente, el simbolo .. n" se usa pa¡-adenotar la 

intersecci6n de conjuntos. Entonces, el espacio decisional será~ 

e 

e 

e: 
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F = c1nc2nc3nc~+ = 

y se representa en la fiqura 3. 

4 
n c. 

i=l 1 

19. 

En la figura 4 se sobreponen á la región fáctible una 

serié de Jíne_~s d.e ñ_ivel,·cada una de las cuales-representa las 

tdfubina¿iorie~ de tajas chicas y grandes (x,y) que a1 véndér~e 

prodUcirfañ e1 miS~d nivel de Utilidádes. Sé óbSérvá qué é1 ni~ 

vel de utilidád cfete a ~edida que la récta qu~ répresentá 1a 

ut1lidad (funci~h dbje~iv6) se desplaza én ~l seritidb indicado 

én la {1g~ra, én fórma paralela a sf misma, 

Nótese que no existe niñgOn punto dénttó de 1á régidñ 

factible ~' que proporcio~e Dri nivél de utilidad ~Upetior a 1480 

pesós¡ Dicho de atta manerá, es imposible desplataf 1a función 

de utilidad ~~s a1lá del nivel de 1480 pesos~ de tál for~á qué 

lá recta que representa la utilidad (Bx + 12Y, = Util1dad) ihtet

secte al espa~io decisional. Entonces, gráficamente se observa 

que el m~ximo nivel de utilidad que p~rmite la estructura del 

problema es preciSamente 1480 pesos. Además, él ~jyel M§xi~o de 

uti.lidad se alcanza solamente en u_n p_unto de ia región fact1b1e 

que ~s uh vértic~ de ct1cha región, y corresponde a: 

x = 140 cajas chicas 

y = 30 cajas grandes 
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Resumen 9-~~~tod_Q __ 0_!_~fic__p __ q~ Solución 

La solución del problema del fabricante se ha obtenido 

gr5_!._i_c_cJ~r~~-'2.~~ de la manera siguiente: 

a) Se defin·ió la región factible F obteniéndose: lél fi;¡ur2 ~·. 

b) So sobrepuso él la región una línc'a nuu, con la pcn~lier;t>:: éle 

la función objetivo y que pasara por cualquiE'r D'.J::to ci<::·-tro-

de la reg-lón factibie. Por ejemplo, el punto (60, 10) C;ue 

proporciona un nivel de utilidad de 600 pesos en este ~ro-

blema. e 
e) Se desplazó esta recta en forma paralela a sí m·; s~'2, er: el 

sentido en que aumenta ~l nivel de utilidads has-::2 qu::.' :¿¡ 

recta se hace tanoe_Q!~- a l_a región factible. 

d) El punto de tangencia proporciona la soluci6n ·al nro~l~-a, 

ya que ningún punto cléntro del espacio decisioncl oet··;:~'~e 

desplazam_iento de la función objetivo hacict nive-~'2s ele- ¿1-

yor util·idad. 

11.3. Sumario v Conclusiones -------"'------

El problema del productor de c~jas se atacó cr~~ndo un 

modelo matemático que consta de dos tipos de componentes: 

e 
a} Un conjunto ele desiguoldades li.~a-~~~ que restr~".gen les valo 



e 

e 

e 

: ~- : 

:l;". 

23. 

té~ ~U~·~u~d~~ t6M~r 1~s var1ab1é~ ~u~ ~onttola ~1 ptoduc~ 

tof dé t~j~~~ y ~u~ héMb~ 11amada.1as v~riab1~~ de decisión. 

b) Uh5. furit16ñ Ji.D_e_tl..t que se quiere max1m1zar, denb~ó de·lós 

válor'és üe.l-as vaHables déc1s·1ona1es qué satiSf~·ceh las 

r"f!Sfrl~GGl~6r\es"··que~1mp"éfiie oel-~pV'oblfllna. 

El modelo ·.matr¿r¡á\t{to cr€iaao p.roduc@ ün probiema t1p1có 

de progr·amaéH)n U n(?_al; Es de progr'arnaG1 ón porque se busca de ter 

m·inar ei_mé::l_pfptó"'gr:_ap .. ~ ~r:_iiian_a_tde pr_p_du~_t.ion de cajas. ES ii-

nra 1 po-rqué todas· i as relae'iones ·ma ü:matl e as que integran e 1 mode 

lo son lineales, 

. ' 

·ti ¡lrobieííia n1aternatiéo de [Wograhiat--IC!n iiñeai qué sé 

obtuvo· de 1 p¡~(S'ceso. de· ñ;odel a:éi ór1, se· represeJitó dt"áfi tamente. 

Se observó que el esyac·io decisional que definen las r.estriccio

nes del probler~!a'se pued.e representar por una l"egión en el plano, 

que indica cuáles ·son los punt'os entre los que el fabricante puf 

de y debe decidir el programa de producción. Esta representa~ 

ción permitió resoÍver el p.robléna gráficamente·, des'pla.iando .la 

recta que representa úi' funcf6n objetivo en el sentido en que 

aurnenta la utili:da'd·, ha.s'ta hacerla tangente á la región factible; 

siendo el ~unto de t~~~encia la soluti~n ~1 problema_ 
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En este momento conviene hacer notar que el h::cho de 

que la solución del problema resulte ?er"·un punto que es un vérti 

ce de :la región factible no es una·._casualida,:.. Es~-una pr()piedad 

de los pro_gramas lineales, el_. h.eoho--de que~~~iemrre se encuentra 

una solución ul ·problerr:a en un punto ext~~1~ o vértice de la ,~e.:.-

gión, ·aunque hay caso~ e~ q~e 1~ solución• no es Gnica . 

. Finalme~te, d).rer10s qu,~ el mé_t~_do gráfi~o aun=1ue n;uy 
- ' ; • • : ••• '!' : ·-.- : • ~ - • • ~ -. '• ' -. - • - : ·-

práctico en el ejemp)o es;~diadp, no.se· puede apli¿ar en general. 

La ra!Ón es simple y estriba en el hech? de que la mayo_da de los 

problemas práct1cos t'ienc:n más "de dos vuriabl~s. Esto ha.da ne;.. 

cesario ¡~epresen.tar las .rel9do_nes~e_n espacio's ~de ·más __ de dos di-

rnensiones. -S·in·embargo:; elrQrocedirnicnto ha p~·n,+.tioo:·obter'!CF-

una v.isión geo-métrica de lo rwe ·suéede aun en e,spatios ele mayor 

dimensión,· lo cual resulta muy va·l-ioso- pa.ra_ des-arrolla!' al~!O cie 

intuición respecto al -problema genera·l .--de programación 1 ineal. 

- •'1 ' .. :: ¡':_ 
., 

-~: 

Por la razón anteriol~, es obvio que debe haber alg~ma 
. . . . ..... . ; . . ~ ~ ~ .-· (: . : . - ' ., ; .. 

alternativa. En efecto, ~xisten m§todos num~ricos pari resolver 
• • ¡ .: :' ·!·,, • : :-.,, . . . . .:.· 

el problema y~ge~eralmente giran alrededo~ del alaorit~o sir·pl~x 
• '1. • - ~- - • • 1 -.~ ------; . 

que descubrió Geo~ge Qant~ig en 1947~ .Y del cual hablaremos tn 
• . • ~¡ ~ t' 

la siguiente sección. 

·~ 

e 

e 

e 
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I I L EL PRODLDV\ GENER,L\L DE PROGRA~~AC lf)r'J LINEAL 
- - . 

~·~ 

En esta setci6n se tratar§ al problema de programaci6n 

linf'ill en su forPla qcnérica, es dc~cir, dcsli~<1do de eje1nplos par-

LiLuJ a res... [rnpe.z-a.reJJIOS ~r0or e l-~phlntcaJTli·ento e·conóniico~t-1 á s feo·;~ 

haciendo una abstracción de los elementos que se han manejado en 

el ejemplo de la sección anterior. También se expl icarci un poco 

la tenni no l ogí a comúnmente usada. 

Una vez hecho esto, se dar~ una visión más bien intuiti 

va del m6todo simplex, que es el m§todo num6rico rn~s usado ~ara 

·resolver problemas de programación lineal. Esto se har[¡ a trav6s 

de arg\J:ilentos de tipo geométrico. 

·FinalMente se hablar§ de al0unas-aber~aciones que pue-

den ocurrir cuando _hay inconsistencias en la formulación de un n1o 

delo, y que se deben conocer para poderse detectar y corregir si 

se han de real izar aplicaciones útiles de esta técnica. 

III.l. El Planteamiento Económico Cl§sico 
. -

Supóngase que una entidad dispone de m recurs~s y puede 

desempe~ar n actividades para realizar su cometido. El nivel de 

jntensidr:d_ con el que desempe~a cualquier actividad es varia_tD_~ y 
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estS bajo el control de la. ~ntidad. Entonces, ]a entidad se en~ 

frenta al probleMa de decidir· el nivel de intensidad al que va a 

désem¡)eñai· cada Úhá de sus a e ti vi dad es para cumplir con su cor•1e-

t1 do de t~JQ!.iºr.Ji>I~uia. posi b 1 e o 

Ahor~ bien~ ei· desemreAar una actividad a un cierto ni-

vel de ihtéhsidad~ to~sume recursos. Sup6ngase que el nivel de 

intensid~d tbn qUd se realizan las actividád~s se puede medir so-

hre un~ est~1a cardinal. 

Sean 
)(, = la ·variable q· ue rep· rosE?ñtci el ri1vel de 1r1tens1dCícl J. . . .. 

al que se desem0eña la actividád ,); j = l;2; ... ,n 

~st~s ~oh las 11am~das variab1es d~cisi~n~ies bad ·-- ---·--· - -- ---- =-~-.:----~---

jo.el cohtro1 de la eñtictad. 

·a,; "' [i totí§Ufrib del recurso 1 p·or Un]dad dé intéils1da.d 
1 J . 

de desempenó· de 1 a att1 vi dad j, i = 1,2,,. • ;P.i;. 

j=í,2, .•. ;n. Estos coeficientes ilarlilélos _teciío,-

19.91!-SoS. se suponen cono él dos par~ un prob lem¿¡ dado. 

Entonces,' e1· parrafd ~nteribr se r·esume diciendo que, 

el desempeAar la áctiiiidad J. a·l nivei x,, consUii1irá a .. x. unida-
, . J . . 1 J J . 

des de 1 recurso i. 

e 

·-

e 
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El Marco Restriccional 

Es difícil imaginarse cantidades ilimitadas de un cier-

to recurso. Entonces, si 

b. =cantidad cJ·isron·ih1c del recurso i, i = 1,2, ... ,m 
l - ~~~. ·- . ----- -~-~---- ---~ ---

es obvio CJLJe la ent.icléd no podr5 deserr:peñar sus aCtividades a ni-

veles que excedan la disponibilidad de s0s recursos. Es decir, 

la entidad está restr·in_gic~?- en cuanto a los niveles a los que pu~ 

de desempeñar las actividades por los recursos disponibles, y es-

tas restricciones se pueden represen-tar por 111edio de desigualdades 

lineales de la forma siguiente: 

n 
¿ 

j=l 
a .. x. = 
lJ J 

a. x 
1 1 1 

+ a. x + 
l 2 2 

+a. · 1n 

-~-~-~ri t elj_C2._~c}_g_ De e i si ón Q Func i ÓJ:!.__Qbj et i vo 

X 
n 

< b. 
1 

i=1,2, ... ,m 

Ahora bien~ se ha dicho que la entidad quiere cumplir 

su cometido "de la mejor forma posible". Para poder hacer esto 

la entidád debe poder decir que entiende pót' "mejor". ts decir, 

debe ten e r u n t r it e r i b que 1 e pe rm ita d i s t i n g Ll i r e u á n do u r. a e i e _e 

ta combinacióh dé nive1es de intensidad de sus actividades le re 

presenta un r.1ayor bénefi e i o que otrá. 

-sea cj = El beneficio que representa a -~a entidad el d~sem~ 

peño de una unidad de intensidad de la actividad j, 
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_j=1,2,.;.,n 

Aunque el beneficio se mide generalmente ~n t§rminos mo 

netur'ios, esto no es r-iecesariun~cnte una regla. Por ejei:1plo, si 

el crecir•ricfltéJ. de la entidád es un ben.efic;o, ios coef-icientes de 

bcncfi ci o pu~dch rc¡wesenta r unida des de trcci1~li ento (cua-lquiera 

que estJ sea) por unidad de descmpe~o de la attividad torréspon-

diente. 

Entonces, éi deséh1peñal~ la activ·idad j· al n1vel xj le 

re¡:iód¿¡ un b_~heflCió a la éñt1dad de cj xj.' Pór lo t~nto, el bé

nefitio totai de dese~pe~ar sus actiVida~es a .los niveles X¡. Xj, 

••• , X es: 
n 

Z (X 1 , X2, ••• ,xn) 
n 

- t c.x.=c 1 x1+c?.x2+ 
j=l J J 

+ e x 
n n 

El objetivo .de. la ei1tidad es maximizar su beneficio. 
' .. 

El Problema .de Proqramación Lineal· -------- ~ 

.De lo ariterior, pode~os dar un planteamiento formal al 

prob 1 ema de 1 a ~nti dád. como: 

''Encontrar los nfveles de intensidad de las ectividades . . . 

. que pueae .. desémpeñar la éntidad, de tal forma que se maximice su 

.e 

-

e 
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beneficio y que no consuma mayor nGmero de recursos que los dis-

ponibles". 

11atemáticamente, esto se escribe de la manera siguien-

te: 
-~~ -=-==~~-~=;;.-.e~--

( PL) .. o 

-~~~~ =· ---,-"'"~=-

n 
max z (xl•· .. x ) = ·t: 

n . 1 J= 

Soa. 
n 
r 

j=l 

e. x. 
J" J 

a .. x. < b. 
1 J J -- 1 

x: >o 
J 

i=i,2, ... ,m 

j=l,2,.o~,n 

Nótese que, aunque hay cxcepciónes en las que el desem-

peí'ío de un.a actividctd en niveles inferiores a cero tiene una inter 

prctación v~l ida, se ha impuesto una restricción de no-negatividad 

a todas 1~s variabl0s de decisión x., por ser este el ciso más nor 
. J . 

mal. Además, los principales libros de texto tratan el proble~a 

con este planteamiento general. 

III.2. _g~l1ét_g_s:l_~ Simplex: Una descripci9n ~-q~nétr·i~ 

Po 1 i edros Convexos 

En el ejemplo del productor de cajas, se observó que la 

regi6n factible del problema estaba definida por un &rea en el· pl~ 
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no encerrada dentro de un poli~ono irre9ular. Este concepto se 

general iza a "n" di·mensiones y geométricamente, el conjunto de 

desigualdc:;des _lineal_~-~ que· representan las restricciones de un 

problema de prO<Jramilción lineal bien planteado, definen un _poljc-

2_t::_C?_ en ese espacio ele "n" dimensiones.· Por ejemplo, un cubo es 

un poliedro regular de· seis caras en espacio Euclideano ele tres 

dimensiones .. Obviamente, los pol·iedros definidos en esp¿;cios de 

más de tres dimensiones no tienen una representación grtifica tan 

cómoda cor,¡o 1a del problema del fabr·icante de cajas en dos dir.leiJ_ 

sienes o el cubo en tres: lo im::JOrtante es oue el concento· oeornt?-.. .. , ' --·-··--··---------:L~----

_!_ric~e_Lmi_smo indep.endientemente de la dir1ensión clcl espacio. 

Otra propiedad del espacio decisional d~l problem~ del 

productor de cajas ,es que si tomarnos dos puntos cualc-squ·ieru den 

tro del poliedro que.l~ define, y los unimos por medio de una 

recta, todos .los. puntos sobre ·este secrnento tarnbi én quedan dentro 
. ~- ..... -·-----. . 

,.,-.· 

del poliedro.~ Cualquier' conjtmto que posea esta propiedc:d es un 

co_~j unto coi1_vexo~ .Si -~ 1 .corij unto es un· poli edro, entonces es· un 

poliedro convexo. La figura ~·proporciona varios ejemplos de con --.- ........ 

juntos convexos i otros de coiJ,iLintos no-convexos .. 
. . '.,·.... -

· ... 

·Puntos Extremos 

En el 'eJe,f11plo,del 'productO~:' de cajas, vimos corlO la so

lución del probl·ema rcsuJtaba ser un- vértice del rolieclro -::onvexo 

e 

---

e 
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FIGURA 5 
CONJUNTOS CONVEXOS 

y 

o v···· ·. ·-z ·.!·~L_LL~-~-" .. < .. , ~x o l ~>x 
o 

y 

A) EL PROBLEMA DEL 

PRODUCTOR DE CAJAS 

X~, 

o B) UNA ELlPSE 

z 
t 

::;;.·~~;~~ -- J filtP y 

C)UN CUBO 

y 

ESTE TRAMO QUEDA 

0--t------ ·----..t> X 
o 

0) UN POLIEDRO 
NO CONVEXO 

ESTE TRAMO QUEDA 
FUERA DEL CONJUNTC> 

0 d ~X 
E) UN CONJUNTO 

NO CONVEXO 
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que de f i n e 1 i1 re fJ i ó n fa e t i b 1 e . Nótese que e u al q u i e r v 6 :· t i e e de 

un rolicdro convexo tiene la proricdad siguiente: 

a) El punto fon1c. \Jr~t'tr~ del poliedro. 

b) Es i¡nposible encontrar dos puntos que po¡·tenez_can al ro-

liccli'O, tales que el véttice esté entr'f! los dos y sobre 

la recta que los .une. 

Cualquier pu:ltcJ de un conjllnto C que satisfe.~;a estas 

condiciones, se conoce co:~10 un _p_~!lJ:Q ___ ~t_r:_~~5~ c1c1 conjunto. e . 
,) 1 

el conjunto r~s un polie~ito convexo, sólo sus v&i'tices so;1 p~liltos 

extrc:,1os. Sin e1J1b(lr9o, no solamente los vérticf:S de ur1 c:on.it;nto 

califican co:no puntos c:xtter:1os. Por ejemplo, ó•c'l coñjut:to cc-

pur,tos conU:rlidos en un círculo,-cualc¡u1er punto sobl'2 su Det'lfe 

r·ia califica conio un )Junto extremo. Esta sltuac;ón se -; Hstra 

en 1 a fi gu )'(¡ 6. 

_?_~_!:_i_r~i]__i _o a Jl 

~i~a1mcnt~, rccófdamos que la Sóluci6n ce i pro b 1 u ~, él e í 

producto·r' de cajas sé d5 pt"eciSamente en un ved:1 ce o punto extr~ 

rilo del pói iccJ¡~o cohve.xo que define al espacio déGisional ciél pro-

blen1a. Es pó~~ble dé~~~trar matem&tita~ehte ~uc esté ~ie~pr~ Va 

a ser el casó, tuando e1 ptoblema sé pl~htea. de acUéfdo al fbrmato 

general (PL) de la secdón anterior. 

Dentro de la teoría de pro9rarnac i ón l ir~ ea 1 . se de-

e 

_, 

e 

e 
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~IGURA 6 

PUl'~ TOS EXTREMOS 

"~· ~ - --" -·~ -Á-.- --- ~- -----. -

o~ls· 
{a) 

b,A,B Y C soN PWN .... 
TOS EXTREMO$ .. 

(e) 

·o· N_Q ES Ul'-.1 PUNTO 
EXTREMO: 

E$TA SOBRE 
EL SEGMENTO AC. 

( i ) TODO PUNTO SOBRE LA PERIFERIA 
ES UN PUNTO EXTREMO. 

( 11) · p· NO ES UN PUNTO EXTREMO. 

( rf) 

·p· NO ES UN PUNTO 
EXTREMO 

-~--
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muestra un·teorema que dice que, si el problema de programación 

lineal tiene solución, existe un punto extremo que es una solu-

ciéín al rroblcma. 
• , •' • \ : r ¡ 1 .~\ . ,· • \- r • ••· ,.. 

' . ! 
1\ l'• .S .¡ .r 
•..• '· l , •.•• ,,. 

Nót es'e que ·1· ci anterior ·~..Q si gni f:·¡¡¡á :q u 'e' sb l á'me'rú:·e· ·:1 os , .. 

runtos extrec:~os pueden ·ser soluciones al problema .. En efecto, 

cuando la ~unc;.·ión objetivo es paralela a alg.una ,fac.eta o arist¿¡ 
' ' • . • • 1 .-•• ' - • ' ,. -, ' . . 

del pol-iedro convexo que define al espacio d.ecisional ,, cual.ouier 
• • ;. • • • • ' ,· .-.· • • • 1 • \' ·~ ~ ~ -

punto sobre la face~a o arista, califica como una solución al 

·problema. Es~a s,itua_~i~n. s.e il.us~-~.a .. en :,a,.tig.~r¿\.?:-, 1 P~c~r.,,lar 1 ~'1\Í2 
\ . . .. , . • . • . . \ .... 1. 

ma razón, la faceta contendr§ varios ountos e~tremos que tambi§n 

calificara~: co~¡o·soluc:loncs, verificando la· coné1Lisi.Ól'1 del-.teóre·',, 

nw. e i t a do . r r 

. ,. .. :',. ,, ..... • . : -~ • ¡ ' , • 

El ~e~toa1 o ~:~~lex-, 1 ..•• ~ 11·., .•. '' 

, e , .. 
" 

~n esenciá, el ¿Jqoritmo sir1blex· ·es ·un métooó: rúmíérico 

que proporciona una fornEl organizada d~ buscar entr:e lo.s puntos 
: . ·. • .. . '. . '. ' . ' . l ... ~ ' ~! ¡ : ~ ~. ' . ~ ~ -~~ ;:.~ \ . ,- :"'- ': '~· • ;:. 

extremos del P·Jlie,d(o, hasta encontrar una solucjón. al pr.oble,n:.a .. 
• ' ' ' ' ' r '"' .- ' -: ' t ; '• -, •. ' .-' >' J ,•, ,: ' \' 1 j ~ '• ,_.._ ~- ' • •' '. j ' • • . ' \ • :_; • 

Es decir, ya qJe s~beMos que algGn v&rtice de la regi6n factible 

debe calif1car··abniü' tJría s'olución,'· nO ·e·s ·nécesaiio· exp'lorar mas 

que puntos e x'ti'rei1fds .c1"! P ·-o U' so , E''-~)";:.:; 1·.c'o r~', o> t :;~ o.r1 (a ) . 

E'l la fic~:r"~ q se~ ·t,?n,·:...·:;,-r,_~~--~ ~p~ .. ~ i ~et a:iú': <e1 r·':':_c,Co 

·-!.~.-~-~ r·1 ;)r'Qll~~~;·¡¿~ -c:c~ ~~(.J~~J-='"~:-•· c~r: c:·· .. ~as, ~-c;'r"t·~(~~.,C8 (:: 1 o·ri··-n.,., 

e 

e 

e 
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Una Descripción Ge_orlét..!:._iC_é!. 

El rr~étodo empieza por "localizar 11 un punto extremo de 

la región factible. Entonces, habiendo identificado un v~rtice 

del poli edro se ~n.tra en un proceso i terc1t_1_~g_ que a arandes ras 

gos es el siguiente: 

a) Determina si este punt6 extremo califica co~o una so

lución del problema. De ser asi, se termina el proce

so. 

De lo contrario se procede a efectuar el paso {b). 

b) Si el vértice actual no califica como solución, expl~ 

ra las 9-ristas del poliedro que inciden sobre el, y d~ 

tet~mina éuál de estas. proporciona la n~ejor ''di__!:_~ccijn 

e 

e 

de moyimiento 11
• Es decir, cuá-l-de-l-a:s-a-r.-i-s-t:-a-s-a-L~m€l-r:J-ta _______ _ 

más rápidamente el valor de la función objetivo, por 

uhidad de movimiento en la dirección que define. 

e) Procede a 11 moverse"sobre la arista seleccionada en el 

paso (b) hasta encontrar un nuevo vértice del poliedro. 

d) A partir 'del nuevo vértice, se efectúa otra i te

ración del proceso,_empezando en el paso (a). 

. En la figura 8 se representa una iteración del método 

para el problen~ del productor de cajas, partiendo del origen, 

e 
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que evidentemente es un punto extre~o. Sobre este vértice incj 

dr~n do~; ¡¡rist¿¡s c!c·l poliedro n'spectivo, que son las líneas CA 

.Y Ol'f de l a f i g u r a . 

El moverse unJ distancia de 50 uni.dadcs sohre la aris 

ti:1 "()!\ pl'Oj)CJ:'CÍOnél un ir:cre:ne1~t0 de 626 09 éll valor d2 la fun-

e i 6 n o b j e t i v o • En e a rn b i o , m o ve l' se 5 O u n i di:: el es e n l a el ir e e e i ó n 

de la a r·i s ta ·cys- p¡-o¡Jorc -¡o na ur1 i ncreii:ento e! e 400 al va 1 Ol' ele la 

función obj~,tivo. Por lo tanto, la n:ejo1~ dirección de rnov·ir:Jicn 

t.CJ la Pl'OporciorE! lv aristu. O"f':. -

Entonces, el proced·in1iento i ndi Cdl'Ía que cleLJc: rnowrse 

b . 1 . . ·¡;·;;· l . l ~ t . ~ ~ l ~ t o so re a ¿;r-lSL.él u!1 ¡·¡¡¡sr~.:: e vsr:1ce ¡,,que sc:r<i e. nuevo ver·.-~-

ce a p<wti¡· del cuül se rrpPtir.) el procedimiento itc~r·DUvo .. 

e 

e 

El val o r e e: 1 a fu n e i ó n o 53 e rivo-en-es-t:e-r:~ t:-J.t:J-to_e_s.~c,_,l e'-:-'l'-'-.f1.:....:l Oc:..,, u:::.··~· ------------

En la siguiente iteración, se notar§ que de lJs dos 

al'istas· C]ue inciden sobre el. vértice 11 A11
, solamente la AC pro-· 

porciona un~ dirección de movimiento que aumenta el valor de 

la función objetivo. Un n1ovimiento en el sentido /\T5 por fuer

za lo cli~minuir-~, por .ser la dirección opuesta a la usada en 

la iteración anter·lor. ~1overse e11 el sentido -;'\e a partir de 

"A 11
, conduc1t-á al punto "C", que es la solución al problema·. 

Al llegar al vértice "C", se notaría que un movimien 
e 
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toen ·¡a cJ-irccci6n eJe cucllqu-ier ar·ista que incic:o sobre él, pro-

c!uciríu valores c!c la función objetivo infc::rio~'C'C:; al que se oh-

t i e rw en e 1 v 6 r L i e e 11 e 11 
• As í se ver i f i e a que el v 2 r t i e e 11 e 11 (~ s 

cfe.cl"ivarncn-t:c una solución del problema cJ:>l pnJduc:'tor de caj¿1s. 

~-l__~¡_t¿_r;.Q s ... C~!~_o ~L~:~~r::.ca n~~~-

Hasta este mo111ento se ha estado supor~-¡ en do que 1 os 

protJle;:¡as tratados. están 1'bien"planteados y son consistentes con 

alguné\ situación reaL Siri embargo, es posiblt: ·idt:ar pt"obl(";¡¡as 

e que son inconsistentes y no tienen so1uc::ión. f~:;f;ecíficameJlte, 

héJy tres situaciunes que gener2n o pueclcn ~JE·ncrar-

dificultades al quererlos resolver y que son los siguientes: 

a) Inexistencia de solucio~cs. 

b) Soluciones no-acotadas 

e) Ciclaje. 

El primer caso ocurre cuando 1as restricciones no pt:_S'_ 

den ser satisfechas por ningún punto c11 el_espacio n-dirnens·io--

ndl en el que se haya definido al problem2. Matem~ticamentc, 

diríun!OS que lo que ha sucedido es que las res tri cci0!1es son 

i ncon si s ten tes o contradictorias ya que definen el s:?_!2)J~.!:!_:tq __ v._¿¡_-

e e í o , Un e j e m p 1 o · il u s t r a t i v o s e p ro p o re i o n a en 1 ¡:¡ f i g u r a 9 ( el ), 

donde se ve que cualquier punto que satisfaga une de las res-
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trittion~s Vi6lar&- la otra 

tl segundo caso ocurr~ c~ando 1a región factible no es-

t6 ~tbL~d~ pnt a1gdn 1hdn y es posibl~ dosp1a2ar la funci6n ohje~ 

tlVo itidcfln-ldtliT!éiíté CÍél tfll fúrl'ia éjUIJ sÍer1pr:2 (JUJiittnta sU Va16t', 

~s d~~ir~ t~ po~ib1c entbntrar puntos dºntro dé 1a r~gi6n facti-

b1~ qu~ h5(on qu~ 1a funei6h objétivo to1ne v~1oras tan grand@~ e~ 

mo se qui~r~~ ~1 @j~mp1o d~ ~~to s~ ilustra ~n 1a figura 9(b), 

Vinalm@nt~~ notamo~ en el ej~~p1~·d~1 fabtic~nté d@ ca

jas ~¡¡~ 1~§ v~rtiª~§ a~ la r~ói5n faetiBl§ ~u@d~n dªfinidos ror 

1& int~tt@~~1~h dé do§ r~et~t. ~~ta§ réetas §on lo§ ~onjuntos d~ 

punto§ ~Li~ §ati~fatdh las ~éttrieeibn~~ retp~cliva§ to~ é§triªta 

igu~ld~a. tn ~2n~r~l en e~~~tio n~diM~n~ibn&1 b~stan n ~1anbs Pi 

e 

e 

ra ocf1rd ~~ un punto ~xtrcrriC:L Gua nao t& ti en en DJ1ít d-trn-p-1-a+Ws;-----------

~U§ s~ intbt~6ttah ~~ é1 m1smo v~rtie~ t~-d1ee qu~ es un v~rtic@ 

· _s!_~_sJe(:_('__S~PJ". te nan cónstruído ~Jemplos mateniatlcó§ téJr.J v~rtiu~s 

• deg~~er~dós§ ~~~ h~Gen ~ué el m~tóao ~impl~~ a1 11~adr ahr ~ntre 

en un ttreu1ó vieiógo y hune~ sa1g~-d~ ese v~rtic~j aª ta1 farma 

ó,ue·se ségu1dá ltél'('ndo iiad inflr11tuni'i; y Jamas 8& antontradá· 

la so1uclon aí problema. E§ü: es el probír?ma aa íic;1c;i_(~Jfin. 

~n 1a pr5et1ea~ aun~ue se dan casos de degen~raci6n 

con cierta frecuencia; sólo tonocciiíos un caso de ciclaje, pero -~ 

. ,· 
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FIGURA 9 

·.cASOS ABERRANTES 
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es pos i b 1 ¿ que ocurra con máS frecuencia I J. Se ha·n di senado 

~§todos para evitar el problema, aun en v§rtices muy degenerados. 

Por lo tanto, no se considera un problema serio. 

Cuando se presenta alguno de los otros casos én 1~ práf 

tica.,'.·genera1r:ente se_t}~ata de un error ·en la formulación. Todos 

los progtamas comerciale~ de computador sobre el método simplex 

t i en e ñ f o rrn a s de d e te e t a r e s t a s s i tu a e i o n es , 1 o e u a 1 pe rm ·¡ te no r

malmente corregir la formulación para que los problemas que resul 

ten no presenten lis aberraciones Mencionadas. 

IlL4. CCJ!ntlntarios ----------

Terminamos ·esta sección con una llamáda de atención, 

Aunque el mensaje general es que 

i) La programación lineal es Gtil para modelar un gran nG-

mero de problemas reales·y por lo tanto proporcionar in 

formaci6n muy valiosa pra el proceso decisional; 

y ii) Existen m6todos num§ricos con respaldo te6rico sólido, 

para resolver problemas reales de programación li~eal 

en forma·muy e(icientc, 

el éxito de la ~_plicaci6n depende de la habilidad del mo~eli_~ta 

para captar la esencia de la situaci6n que pretende modelar. Dis 

e 

e 

e 
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tintas rersonas d~rán más relevancia a ciertos aspectos que otros. 

Además, puede haber más de una manera de modelar-la rlisrna situa-

ci6n y no cabe duda que algunas formas de modelar una situación 

son mejores que otras. 

__ ,~-tr:l~-r-esumen,·auni:JLie ia- técnica se haya desarrollado con 

un respaldo ci0.:ntífico totalmente rig,:roso, su aplicación a pt'O

blér'las reales es un arte. Por lo tanto, el ingenio y la habili

dad del modelista son los principales factores que deciden sobre 

la utilidad y valor de los resultados que arroja un modelo partl 

culal', En la próxima sección hablarer;·:os r1ás sobre algunos aspe~ 

tos Í!ilportantes de la utilización de la técnica en la rrácticao 
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IV. LA PROGR!\r·~.<'-\CION LINEAL EN LA PR.C\CTICA 

Terminaremos nuestra exposición mencionando algunas li-

mitaciones de la t§cnica de programación lineal en la prSctica, 

y algunas de las formas en que se utilizan los modelos para ata-

car problemas reales. Tambi&n se har5 men¿l6n de algunos siste-

mas de c6mputo que c;isten en el· mercado para r~solver programas 

lineales, y se se~alar5n otros ternas que son. de gran ~~portancia 

pero que, por limi~aciones de espacio, nos~ han podido tratar. 

IV o l. ~_cert i_:~~1b¡:_~~-~L i nea l ida d y \fa 1 o res Di -~cr_~_!Q_~ 

Incert i dtw;~•re 

____________ ¡[s muy usual encontrar en la literatura de investiga-

ción de. operaciones, sobre todo en libtos de caracter introductQ_ 

rio, que el tema de ptogramación lineal se trata dentro de una 

sección que lleva un título como: "f'.1étodos Determinísticos", o 

algo por el estiloo Esto obedece al hecho de que el planteamie~ 

to cl§sico cor1sidera que todos los par§metros de un programa li-

nea 1 están perfectamente "deter111i na dos 11
• ES de e ir, que los cae-

ficientes tecnológicos, de beneficio y de. disponibilidad de re-

cursos se conocen con certeza. Esto ha motivado una de las pri-

meras criticas al empleo de la técnica en la solución de proble-

mas reales ya que rara vez se cumple lo anterior. 

e 

e 

e 
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En efecto, aparte de los problemas inherentes en la in

formación misma,. que puede ser difícil de obtener y en general 

viene con algun6s o muchos errores, est~ el proble~a de oronósti

cos que est§ muy lejos de quedar res~elto en la pr§ctica. Adem&s 

es posible que algunos o todos los coeficientes de algú~r:LPJ:Oblema~,~~ 
~~· =~ .... ~- ~ -~~~~~ 

~ = ~ = - ~~ ~ 

~ _,_""~-~sean-c}aramenYé--v'arfa~ble_s_ aleatorias en las que cualquier intento 

de predicción es inútil, Un ejemplo típico de lo anterior ocurre 

cuando los precios de algún bien o recurso deben quedar incluidos 

-en la función objet~vo; y estos precios fluctuan de acuerdb ~ las 

·'¡condiciones" del_ mercado. Esto ocurriría por ejemplo en· un pro

e blema de portafolio COir.O el descrito en la primera sección, en 

que los rendimientos de los instrumeritos de inversión sufren fluc 

tuaciones casuales i¡r,predecibles. 

e 

Otro ejemplo serian los coeficientes de rendimiento de 

1 a ti en·a por cultivo cons ic1erado, en un problema de tipo agrí co-

. la como ·el que se citó en la sección primera. Obviamente estos 

rendimientos dependerán de un sinnúmero'de factores casuales co

mo: precipitación pluvial, hu~edad~del ambiente, días de sol, 

etc., que es imposible controlar en general •. 

Técnicas Formales para Tratar Incertidumbre 

Sin embargo, estas consideraciones no han desanimado a 

los practicantes de la t~cnica, que han ~ecurrido al desarrollo 
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de herramientas complementaria~, algunas con jundamento~ teóricos 

importantes y otras, basadas'en la expe~i~ncia y la ·intuición. 

Entre las herramientas formales -pode~os mencionar b~si-

c¿,rnr:ntc 16s siguü:ntcs: 

, a) PrcHJl"c!n!iH:ión Paramétrica y Análisis de Sensibilidad. 

b) Pro91~cnnoción Estociistica. 

e) Sim0laci6n de Montecarlo. 

La pr1rnera herramienta. permite evaluar la imp,or~ancia e 
de la aleatoriedad o de una equivoc~ción en los datos del modelo. 

Lo que se hace es 1úedi r el impacto que tendda una mal a estin:Jción 

de algGn par§metro, sobre la solución del programa lineal utiliza 

do. Entonces, si la so 1 uci ón camoia11 poco-"--:a·nte-un-e-arn!:;-i-e~j_gn=i•=----------~~ 

ficativo'' en .e1·vc;lor de los paráme;tros del modelo, se tiene una 

solución robust::. Es decir, la. solución sigue siendo "buena"· 

aunque la estir;¡ación de.l-o los datos considerados ·sea rélat·iva- · 

·mente "mala". Obviai1lente, en este caso la aleatoriedélc! o los 

errores en la informaci6n son desoreciables. ' . 

Por la misma razón, si la soluci6n es sensible a los 

cambios, la ~leatoriedad deber& tomarse en cuenta de alguna for-

ma, si es que el modelo ha de proporcionar s61uciones qu~ se pu~ e 
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dan aplicar al problema real que se quiere atacar. Es decir, 

una solución particular del modelo para un valor especffico del 

ó los parámetros sensibles, es por lo genéral insuficiente para 

proporcionar una resp~esta adecuada al probler1a real. Además, 

será francan:ente poco honesto y jo i ncornpetente e 1 us9~~ ~\J_n_a _?PJ)l:-
-, ~~ ~ ;r-~~ ~ r-~~-c " ~ 

ci6n particular del modelo, y de paso altámente peligroso. 

Eri general, cuando esto sucede y se persigue rigor cien 

tífi~o, se utiliza alguna de las otras herramientas, 

El utilizar programaci6n estocástica implica el conoci-

miento del comportamiento probabilístico. de los parámetros respe_s;_ 

tivos, a. través de una expresión matemática ~.:'<rJlícit~*· ·Con es-

~o, se transforman las restricciones y/o la función objetivo para 

representar criterios de tioo probabilístico. Las dificultades 

de este enfoque estriban en que las ~atemáticas, aparte de ser 

complicadas, por lo general dan lu9ar a una serie de no-linealida 

des que generan muchos problemas, tanto teóricos como pr&cticos. 

Por principio de cuentas, se invalida el simplex como método de 

solución del problema matemático resultante. Por estar razones, 

las aplicacior1es prácticas de programac16n estoc~stica no se ven 

con mucha frecuencia. 

* i. e. Su función de densidad o de distribución.· 



., 

48. 
e 

Un camino alternativo que se utiliza con ~§s frecuen-

c-ia cuando los par5rnetros aleatorios son "pocos" y se conoce su 

ley r1r·ob.:' bi 1 í ~.ti ca, es_ un esqurc:ma _de _s_1~~_l.f_c: i_~~_g~JJ_~_!_~c:il.IJ_Q_. 

r\ travr:., de r:r,tc c:sr¡uc:.:: se generan solucior:r>s de! prograrla li-

nr:¿Jl ¿¡ p.:1rtir d(: valorc~s de los .rc::trám(:tros "muestreados" de los 

leyes prob~bil~sticas respectivas. El objeto del procedimiento 

c~s obtcnc:r una. ley prot;é:Jilística ernp_'í_cica del con:portar:-:iento 

de la sol0ci6n del prob1~~a; y con base en esta infor~2ci6n obte 

nt.T una buena solución }Jt&ctica al.prnblema en cuestión. 

Léis liPiitacion::-s de la simulación de r~onteCéirlo son e 
b~sicllmentc d0 tipo pr§ctico por las características de la tcc-

nolo<j'Íi< fiC~i:ilü! en n:a Leri a de cornpuüci ón e 1 ectl-óni u. Cor:'O se· 

indicó, el grc;do de dificultad ostribu básical·'ente t:n que el n_Q_ 

rnr:'ro etc pt'ogr.::r:Jas l i nt:a l2s que-lia5rá---que-n~-so-l-v-e-r-(-e-:,--G-c"'-G-i-r:...,_cJ _____ ----'-------

tun1año ele la :;1uc'stra), crece considerab.le:::2nte con Gl nCir:;ero de 

par&mrtros aleatorios d~l modelo,. incren1entando también los re-. -

cursos de có::;;Juto requeridos pat'a aplicar la metodologl"a. 

Adc~ás, e~ta tfcnica al igual que la de-programación 

e~toc5stica, se han cuestionado desde su base filosófica en el 

sentido de que, pot' lo general, las 1\yes probabilísticas que 

se utilizan en ambas ;::etodologías tienen los defectos siguien-

tes: e 
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i) son a su vez r:1odelos aproximados de la realidc:d. 

ii) sr~ estiman f:'n hase o dJtos histór·icos y la historia 

no siempre refleja la situa¿ión actual y ~ucho n:enos 

1 a futura. 

A pes a r d e 1 o a n te~, i o r , 1 a i n ve s t i g a e i ó n tt: j r' i e a en 

estos rt::mos, así con;o los intentos de aplicación pros·ig:_;en, al-

gunos con 6xito·y otros quedándose cortos en cuanto o las exp~c 

tativas. ·La realidad parece ser que los enfooues tiene validez 

cicntí·~·ici1 pero dehc:n escogerse con cuidi'cJÓ los prchlc-~·:1s reales 

a los qu0 se quieren aplicar. Aparte de las dificu1t~d~s t6cni 

casque hemos mencionado ser1a difícil discernir la aplicabili-

dad de estos pr-ocecJi;;:ientos a un problen;a real, antes de haber 

realiz~do algunas pruebas empiricas sobre los resultados propo~~ 

Cionackls. 

Finalmente~ conviene decir que la importancia_y el 

tiempo disponible para resolvel" el problerr:a deben infh~r;ciar 

la decisión de apl·icar una metodología co::tpleja. Pór razones 

de tü:r;ipo, la práct·ica ro siernpl'e admite o justifica ur:a t~cni-

ca de este tipo ya que, la mejor soluci6n tiene cierta vigencia 

d~~pu&s de la cual ser§ obsoleta. Tampoco se debe ir1v~rtir un 

esfuerzo técnico exagcr¿:do y costoso en un probl eí'la C"¡UC no lo 

amerita; los procedi~icntos anteriores son costosos en tiempo, 
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dinero y requerimientos de recursos t§cnicos. 

T€cnitas H~uristicas 

En general, cuando el problema real requiere ~l~o de 

"futurologÍa 11 y/o no existen datos adecuados para obtener leyes 

prohabi'líst-icas para los parámetros relevantes) se recurre a a_}_ 

gOn método .heurístico para obtener resultados del ~odelo) que 

sean aplicables a la situación real que se está estudiando. Es 

te también es el caso, cuando se considera impr~ctico aplic<lr 

una t6cnica formal del tipo de las que se ~encionaron en la sec 

ción anterior. 

Las t~¿nicas heurísticas tratan la incertidu~bre) pl<l~ 

te n-a-d o-a+-t-e-r-F1 a-t:__i-vas_v_i_a bJ_e_s_J2 a r a 1 o s va 1 o ro s d e l o s p 3 r ¿; rn e t ro s . 

·desconocidos, en base a la intÚic_;ióQ_~__QJ?_in_ión o UJ7e!::_f_cncil\_--de 

alguna persona o grupo de personas que est&n involucradas en la 

situación real quf se quiere analizar. 

AunqL~ a alguien le pueda parecer raro, sé han obteni~ 
/ . . . . 

do magníficos resultados con este enfoque y en la pr~ctica, casi 

ha desplazado cualquier otra metodología. En prir1er término es-

tose debe a que el procedimiento es más ágil en general. En 

segundo lugar es fácil adaptar el modelo a los ca~bios necesa~ _ 

rios en las condiciones ambientales. Además, se capta_la expe-

., 

e 

e-

e 
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ri enci a de 1 a gente que conoce a fondo la situación rou l ; .las 

opiniones de los expertos conjugan una serie de apreciaciones no 

cuantificables que hubier·a sido imposible captar de otra manc.•t·u. 

Tfpicamente lo que se hace es que el experto se~a1a 
~~~~==-~~~·-

.~~-'~escenat'-~ost'-o-~a,hernarivás-~f&-cdbles de darse en _la ,·ealidc!d, 

con alguna apreciación (aun~ue sea totalmente subjetiva) de sus 

probabilidades de ocurrencia. Estos escenarios tienen _por lo 

general distintas conotaciones de "optimismo". Se resuelven los 

problemas bajo las condiciones que marca cada escenario y los r~ 

e . SUlté:dOS 52 [)lélSI:léln en Un 
11 CÜ~_!:Q_ji:sj_si~~iD_11 dúncle Se midP el 

e 

impacto de optar por la solución en cierto escenafio, dado que 

ocurre cualquier escenario alternativo. Es decir, lo que sr' p¡·-~ 

· tende es plasmar el costo y el riesgo de escoger una alternati.va 

que posiblemente no ocurra; facilitando as1 la decisión de 12 so 

lución que se debe escoger. 

Las dificultades aquí son obvias: lograr formar un 

grupo de pet·sonas que realmente sean expertos en la situación ba 

jo estudio y que quieran cooperar con los analistas que est5n 

construyendo y obteniendo los resultados del modelo. Casi pode~ 

nros asegurar que el ~xito de cualquier aplicaci6n derende de la 

asesoría y cooperación de alqGn experto en la situación bajo es-

tudio, independientemente del grado de fcrmalidacl de la mo.todolo 

gía. Sola~ente con un conocimiento bueno de la situación ser5 

posible crear un modelo adecuado y utilizar1o inteligentemente. 
; ~ 

____¡ 
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En resurnen-;--la incertidumbre no' es pretexto para desear-

tar la técnica ya ·que existen formas razonables de tratarla, si la 

versi6n deterministica del problema en cuestió~ modelada a trav6s 

de un prograr.w lineal es aceptable. Es decir, si estamos convencj_ 

dos de que, si se co~~cieran los ·par~metros del modelo con exacti-

tud la solución sc~ría aceptable, entol1ces, os posible ut.ilizar el 

modelo para responder algunas pregun~as relevante~, dentro de las 

limitaciones de cada ca~o particulrrr: 

Linealidad 

e 
La sigLiiente critica es sobre los supuestos de: lineal i-

dad inherentes en la t6cnica. Hay infinidad de casos en que una 

situación real gen.era no-linealidades aun en versiones determ'irlís 

t 1 ca s de un p rob 1 ernél. de opri mi·z-a-ci-ón-,-E-n-vce-~-i-onc_s_p_r_o bél. bi l í s ti-
------~~------~ 

cas de un modelo, son casi inevitables al menos que se _usen crit~ 

rios rnuy simples como valores esperados ·de los parámetros aleato-

riosc 

Es c.mp i i an)ente conocido que cua 1 qui er función continua 

puede aproximarse por una función lineal segmentada, al grél.do de 

exactitud que se quiera .• Hay varias manerJs de hacer estas 

aproximaciones. lineales .. El precio que se paga es que el probl~ 

r.1a matemático, crece considerablemente en tarqaño y sólo se apl-ica e 
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en general, cuando hay pocas no-linealidades en la formulación . . 

del modelo or·iginal. 

En el caso de que el problema sea "altamente 11 no li-

neal, entonces habr§ que utilizar otra técnica de programación 
~~~-~---=--=--"~"""" =""'~~=~~-

~~ ~n:@tell]§Jj_ca~ que~ ~sea- ·ea paz ~de~~mane}a r~ Tá s--no::. 1 ~i ;ea 1 i dad e S q U(' 

presento el problema. 

Sin embargo, es muy significativo el hecho :le que se 

inviertan esfuerzos considerables en buscar equivalencias li~~ 

ne~les de expresiones'no-l:ineales. En la literatura t§cnica 

existen muchas publicacio~es cuyo mérito pri~cipal estriba eD 

mostt'élt' "tructJs ingeniosos'' de "linealización" de funcionf.:s 

no-lineales. La raz6n de estos esfuerzos en sencilla: resol-

ver un prob1eiíia lineal es mu.cho más fácil que un problema no 

lineal de tamaño comparable. Cualquie¡~ no-linealidad en un 

mJdelo, complica los n§todos num§ricos de optimizaci6n consi-

derablemente, si no en concepto seguramente en tien1po de sol~ 

ci6n. Tipic~mente, cuando aparece una no-linealidad en un 

problema de la vida real, lo primero que se busca es una li-

nealizaci6n, _y solamente en caso de no encontrar una adecuada 

se recurre a t~cnicas m§s sofisticadas. 

1 ! ~ 
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Valores Discretos 

En el ejemplo del fabricante de cajas, se nbtiene una 

soluci6t1 muy s~tisfactoria ya qu~ ~1 brógrama de- prod~cción viene 

dado por nGmeros -ériteros de cajis que se debe~ prciduci~ en el 

t"ie!llpO fijacio. Sin embcll'90, esto rar.a vez OCUlTe en 1a realidad, 

excepto con prob.lerni1s de estructuras muy especiales. "EntoncE~s, 

surge la pregunta de lqu6 se debe hacer cuando en la realidad una 
...... 

solución no:integral no tiene ~entido? 

Por ejernp 1 o: lqué escogeríamos· c"o¡:io pro~ rama dé ·r)rodu~_ 

ción c!e cajas si el n:odelo cediera· un ·prog'rar1a que ·indica¡-a: prQ_ 

ducir 47.372 cajas grandes y 136.187 ~ajas chicas? 

e 

e 

to-pri·mere-q!:le-se-nos-ocux:r.e_e_s redondear 1 as cifras, 
~~~~~~----------

y es posible que en el caso de la producción de cajas el redondeo 

sea accptabl~. Sin ~mb~rgo,_ hay un si~nGmero de casos en lo~ que 

se puede demost~ar.·que la- solución redondea~a ~s una pésima apro~ 

ximación de la mejor soluc·ión integral del problt•p¡a; ya .sea por-

que proporciona un ~alar mucho peor de la función objetivo, o po~ 

que proporciona lineamientos de politica totalmente distintos a 

los que indica la solución entera. 

En. 9eneral, el redondeo de la solución de la versión 

continua es aceptable cuando las variables toman valores campar~ 

e 
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tivamcntc altos, de cientos o miles de unidades. El problema 

se agudizv. a rr:edida que los valores de las variables son comp5!_ 

rativamc~nte r.1ás rcqueños, en donrle una unidad de diferencia en 

. el valor de la variable afecta el valor de la función objetivo 

en forma significativa • 

. Cuando el nC1mero de varia~l-~~~LE:.~:trJngidas--a-.-valores~-
-- _..;.,.=~·r~=-~--~r:·--~ , . 

-~=-di se retos o enteros es pequeño (una o dgs), y no pueden tornar 

más que un nC'l:;ero 1 imitado de· valores, podrá pensarse en ata-

cal~lo él base de "fuerza bruta". Es decir, resolver tantos pr_g_ 

granléls lineales COf'lO pos'-ibles valores puedan tornar las varia-
-

bles, y escoger la mejor solución. 

Entonces, cuando el redondeo es ina¿eptable y las p~ 

sibles combinaciones de· valoi~s de las va~iabl~s r~stri~gidas 

a integralidad son demasiadas, la progran~ci6n linei1 no es 

apl1caGle. S~r§ nece~ari~ ent6nce~ recJr~ir a alguna t&cnica 

de _er:C2_s__tail.:_;:.¿_~i __ é)_-'i_~_Q __ enter:_¡~- con el consiguiente costo en· tielllpo 
··-· 

de cómputo" 

IV.2. _f~~_gue_~-~-~ de Cór!!.f!._~_to de Pro,g_ra¡:¡ación Lineal 

_.·En la actualidad, cada: fabricante de eqúipo de compu 

taci6n ele~tr6nica puedé prove~r a1 usuario d~ algGn paquete 

de programaci,ón_lineal.· Quizás el má's·conocido, y·sin duda uno 
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de los más poderosos, es r~PSX de IBr1. Análogamc:nte·, UiHVAC prQ_ 

v~e FMPS; CDC_ tiene OPHELIE, etc. 

También hay cor:J[)ai'"!ías dedicadas a la producción de Pl'Q. 

gramas esp __ ocial·izad9s que venden o. rentan paquetes de prograPl'l-

'ción line::al. La rnfts conoci9u es quiz5s SCJCON (Sci·ertific Con-

trol Systrms Ltd.) en Inglaterra, que renta un paquete llanada 

SCICONIC. 

En la rnayorfa de estos paquetes se utilizan técnicas 

. avanzadas de CO.inputaci6n que permiten la solución de r)'OblCí:ldS 

de varios miles de variables y restricciones, Adem5s, casit to 

dos tienen tutinas de progra01ac1ón de enteros y trat~ni~nt~s ¿e 

ciertas no-linealidades que se dan en la-práctica y q1_;<-' se: puq--

.-. 

• 
i 
' ¡, 
1 

e 

den res o 1 ver hác i en do algunas mmti-fi-ca·c-i·e¡'!e·s-a-1-mé-to.do-'-s i ;r:p l ex, 
. ' - ' ' -~-'-"---------

Estos paquetes llevan ya varios a~os en desarrollo y 

son adecuados para resolver una gran can~idad d~ probleinJs pr~~ 

ticos de forma bastante eficiente. En la actualidad, un buen 

paquete de progranrac·i ón 1 fnea 1.- incorpora otra serie de Pl'09l'a-. 

mas que hacen-fácil el·-acceso a·los distintos~a1goritr:Jos. Por. 

ejer.nplo: SCICOinC tiene t..[n ge_0.erªdor dc_E_at_rices q~;e rr-oporci~ 

na oran flex i bi li dad en 1 a fase de. mode 1 ac-ión, oerrnit i en do oro - . ' . --

• bar modelos alternativos, ajustes, etc., con mucha asilid~d. e 
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IV.3. Conclusión y Tr~mas Comolementarios. - --··- ------- -- --- ------------------'-'----------- ----

La progran0ci6n lineal es una t§cnica Otil para resol 

ver problemas reales de optimización. Debido a la eficiencia 

de ltis actuales pro~ramas de c6~püto, es posible crear modelds 

~~~ ~~~ -~· -~~~ ~~~~que~se ~a p·ro·x+rlaTt~b~fetY a~ fa.-reáf(da~·f, y ~t~l -~U; l ~-S- ~~:~~rarta S 1 i 

e 

e 

neales asociados se.oueden resolver en forma muy eficiente. 

Las limitaciones de· la técnica pueden ser superadas 

en mucl1as ocasiones·de modo aue los resultados del ~odelo nro-. __ - .. . . . . 

porcionen ir1formaci6~ y orientaciones valiosas , si bien no de 

masiado precisas ·en ·cuento a líneas de acción aplicai)les a un 

proble;r¡¿¡ n;a1. Por eje¡;¡plo, ser;alar escalas de preferencia, 

tendencias generales que deben buscarse, etc. 

El ~xito de la aplicación depend~ en gran medida de 

la habilidad del practicante para model~r adecuadame~te una sl 

tuaci6n real. Se considera fundamental lograr una tooperación 

estrecha de parte de los usuarios interesados que, en últir:1a 

instancia) serán los que utilizar§n el modelo, y que oor lo ge 
'• . -· 

neral son los que ~ejor conocen la situaci6n real y sab~n cu§-

les son sus necesidades. 

A su vez, la caoacidad de desarrollar la habilidad 

necesaria para realizar aplicaciones reales Otiles, requiere 

de una preparaci6n sólida en los conceptos te6ricos relevantes. 



58. 

Los conceptos aqui expuestos no son·ni remotamente suficientes 

para capucitar a algún practicante potencial en la utilización 

aceptable de la t~cni~a. 

Como unu orientación pat·a los lectores intet·esudos, 

se proporcion,l tma biblio~Jraf'ía al finul. -En esta bibliogr¿¡fÍi:l 

se sc~alan s~lo al~unos de los~ libros y ·textos relevantes ya 

que, debido a la cantidad de publicaciones existentes, no es 

práctico proporcionélr una bibliografía más'exténsa. La bibl·io 

grafía incluye l ibi·os sobre temas complemr11tarios iri1portantc~s. 

Aun corno documento de.div.ulgación, el presente tiene 

ciertas carc~ci~s. ·A juicio de este.auton, sería necesario 

tratar dos te:nss adicionales rJ..ara redondear lo exp¡_;esto: 

a) Dualidad 

b) Programación Param§trica y 

Análisis de Sensibilidad 

Con esto· se obtendría una visión mejor ·de 1 poder de 

la herramienta en cuanto a 1~ cantidad de info~maci6n que es 

posib.le obtener de un modelo de programación· 1 ineál y a cier

tas implicaciones teóricas importantes. Además; seríá des'eable · 

algún complemento sobre 1a teoría de optimización y progra:na-

ción matemática E:n general. 

• 

e 

e 
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e 

e 

e 
Esperamos, sin embargo, haber cun:p1ido lJ Prisión de 

divulgar la utilidu.d rle esta técnica y haber· "despertc:do el 

apetito'' d0 algGn futuro usuario, especialista o practicante 

de la pro~p"iF'0ción lint~ill, 

~-= ~·"""" =-"' ~~- = ===- ~~---. -=----"'-~~ ~. ~ 
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tasi tua1~Ui§f i~bf6 ihtfócluªt6fi6 d§ ÍAVést1g~ci6n dé bpe~ 
taciones {ri§iUY§ Uh bU§h ta~ftu16 d~ ~~ograrnati6h Lihéá1. 
La lista que inclui1nos é~ Una peqUé~~ muestra de ést~ iité~ 

ratura sobre el tema. 

Bol.'l. BAUf'iOL, lt-1.~1.: 11 Economic Thcory and Operations .flnalysis 11
, 

Ed. Prentice Hall, 1965. 

B.l.2. BUDNICK, ~'10JEN/'\, VQLU·1AN: 11 Principles of Operations Re

search for f'lanagement"; Ed. Richard D. In:in Inc., 1977. 

8ol.3. GUE, THQi;';P.,S: "f1athematical Methods in Operations Resei'lrch': 

Edo t1acmillél.n Ca., 1968. 

8-;1-;-4-.-H-I-b-b-I-E.R.,_LIEBERf~f\.~!: "Operations Research" (2:Led.) Ed. 

Holden-Day Inc., 1974. 

B.1.5. KEMENY, SCHLEIFER, SNELL y THOMPSON: ''Finite Nathematic~ 
with Business Applications'' (2a.cd.) Ed. Prenticc Hall 
Inc., 1972. 

8.1.6. MOOER Y EU·:i;\GHRABY: "Handbookof Operations Research; 

Foundations and Fundamcntals", Ed. Van Nostrand Reinhold 
Ca., 1978. 

8.1.7. SASIENI, Yf\.:;pp,i-J y FRIEDi'./\N: "Investigación de Operacio

nes" (tradc, en Español). Ed. Limusa \,liley, 1977. 

8.1.8. PRAWDA, JUAN: ''M~todos y Modelos .de la Investigación de 

Operaciones'', Vol .I Modelos Deterministicos. Ed. Limus3, 
S.A., 1976. 
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B. 3. ~l_g_¡_¿_no~_!:_i_l)_!:'_Q_?_ Es ~eci al i za_dos en __ Q_t ros Terrta '?-I~ l ement~-

riós: Programación No-Lineal, Prograr1ación de Enteros y 

Programación Estoc§stica. 

B.3.1. AVRIEL, t1.: "Non Linear Programming: Analysis and ~1etho.ds" 

Ed. Prentice-Hall. Inc., 1976. 

--8.3.-2; HU~- T.{~-=--"fnú_;ger -P~~-g~~~~ing and Net\-:ork Flo\';s". Ed. 

Addison-\lles_ley, 19700. 

8.3.3. NEr~H/\USER, G .. ; GARFINKEL: 11 Integer Programming", Ed. John 

Wiley and Sons, 1972. 

8.3.4. VAJDA, S": "Probabilistic Prog1·arnming", Ed. Academic Press 

~ 1972. 

e 

B. 3. 5. VON NEUtt:AN, r·10RGDlSTERN: "Theory of Garnes and Economi e 

Behaviour 11
, Princeton University Press, 1944, 19<1.7 y 1953. 

8.3.6. ZANG\·JILL, \·1.: "Nonlinear·Prograrnining: A Unified Approach". 

Ed. Prentice-Hall Inc., 1970. 

B.4. Artículos Citados 

8.4.1. Mathematical Programming: Vol. 11(1976) No.3- Dic. 1976. 

a) KANTOROVICH, LV.: "Mathernatics in Economics: Achieve 
• 

ments, Difficulties, Perspectives" (Nobel ~1emorial 

Lectun~ - Dic. 11, 1975). 

b) KOOPMANS, T.J.: "Concepts of Optirnality and their UseS 11 

(Nobel Memorial Lccture ~ Dic. 11, 1975). 
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8.2. L i_9.I.2.:~-~- Te_!üo Esoecial izados 

La mayorfa de los textos que se.citan, adem&s de ~er lns 
. , 

m&s importantes, requieren de bases matem&ticas fuertes; 

sobre tod6 en Algebra Lineal y afgo de An5lisis Matem&tl· 

ca. Varios de estos 1 ibros abordan· otros temas comple- · 

mentarías de Programación t~aternática. 

8.2.1. DANTZIG, G.B.: ''Linear Prograrnming and Extensions", 

Princeton University Press, 1963 (este es un libro 

clásico) 

8.2.2. GALE, D.: "The Theory of Linear Econofllic t·1odels",' Ed 

t~cGraw-Hill, 1960. 

8.2.3. GASS, S.L: "Linear Pro~ramming: nethodsand Ar)plications"· 

(3a.ed.) Ed, rlcGrav1-Hill, 1969. 

------B.-2-.A._[!Jl.DLEY, G.: "Linear Programmin~!" Ed. il.ddison-\-Jesley, 1962. 

~1"\t"' +/"'\ t.; nt"'\':\V" ~-rf ~~~n 1; r"\t'"'\":'\\1"'0 8.2.5. LUENBERGER, D.G.: "Introduct·,v .. \..V '-"''"'L" UIIU "v"-'-"'C.:UI 

Prograf'lmi ng" Ed. Addi son-'•1esl e y, 1973. 

8.2.6. SALKW, SAHf.'. (Eds,): "Studies in Linear Pmgramming", Ed. 

North-Holland American Elsevier, 1975 

8.2.7. Srr'iliüi-L!i.RD, 1:1,: "Linear Programning 11 (trad.del Francés) 

Ed. Prentice-HáJl, 1966. 
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8.4.2. KMlTOROVICH, LoV.: ~~~~atheí'latical ~lethods in Organization 

and Planning of Production 11 Management Science, 6,4, 

pp,. 366-422 (trad .. al In~¡lés del orig, de 1939). 

B,,4.3 .. f<OTI!\H, STEIN8ErW: "On thc Possib.ility of Cyclin~J with 

the SirilíJlc-x f-1ethocl". Operations Research, Marzo-1\bril ,1978. 
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CENTRO DE EDUCACIÓN CONTINUA 
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IviS.0~ uE L~1JDIO~ ~U~LKivR~S 

FACULTAD DE INGENIERÍA) U.N.A.N. 

INGENIERIA DE SISTEMAS. APLICACIÓN 
A LA PLANEACIÓN Y A LA ADMINISTRA
CIÓN, 

5 - 28 JUNIO 1978, 

NOTAS SOBRE EL TEMA: 

"APLICACIONES DE LA INGENIERIA DE SISTEMAS" 

-Su ADECUACIÓN A NUESTRA REALIDAD: 

PROFESOR: ING. CARLOS VELASCO PICAZO 
JEFE DEL DEPTO. DE SISTEMAS 
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R E S U r-1 E N 

EN ESTAS NOTAS SE PRESENTA UN EJEMPLO DE APLICACIÓN 

DE INGENIERÍA DE SISTEMAS EN LA UNIDAD AzcAPOTZALCO DE 

LA UNIVERSIDAD AUTÓNOMA METROPOLITANA. APLICÁCIÓN EN 

DOS NIVELES DIFERENTES} COMO SON LA PLANEACIÓN DE UNA 

lJN.IDAD Y LA OPERACIÓN DE UN DEPARTAMENTO ACADÉMICO DEN. 

TRO DE ESA UNIDADJ EL TEXTO DE LAS NOTAS SE REFIERE A 

ESTOS DOS NIVELES COMO "P~IMER PROBLEMA" Y nSEGUNDO PRQ 

BLEMAnJ RESPECTIVAMENTE, los INTENTOS POR RESOLVER ESOS 

PROBLEMAS SON LO QUE AQUf. SE MENCIONA COMO APLICACIO

NES DE INGENIERÍA DE SISTEMAS. SE DESCRIBEN BREVEMENTE 

ESAS APLICACIONES} Y SE CONCLUYE CON UNOS COMENTARIOS -

SOBRE LAS LIMITACIONES EN LA APLICACIÓN DE CIERTAS TÉC

NICAS nREFINADASn EN NUESTRO MEDIO AMBIENTE. 
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PRIMER PROBLEMA CENERO DE 1975), AcTIVIDADES DE LA CoMI

SIÓN DE PLANEACIÓN EN LA INCIPIENTE UNIDAD AzcAPOTZALCO -

DE LA RECiéN CREADA UNIVERSIDAD AUTÓNOMA METROPOLITANA, 

_ (TANTO ESTE PROBLEMA COMO EL SEGUNDO) ESTÁN PLANTEADOS -

DESDE EL PUNTO DE VISTA DE OUIEN_ESTO ESCRIBE Y NO DE UNA 

MANERA TOTALMENTE OBJETIVA; ESTIMANDO QUE SE CUMPLEN LOS 

OBJETIVOS DE LAS NOTAS), 

CoN MUY POCA INFORMACIÓN INICIAL) SE TENfAN QUE REALIZAR 

ESTIMACIONES SOBR~ EL DESARROLLO CUANTITATIVO DE LA INSTl 

TUCIÓN PARA EL, CORTO) MEDIANO Y LARGO PLAZOS, ESTA~ ESTl 

MACIONES DEBERÍAN INDICAR CÓMO CRECERÍA LA INSTITUCIÓN) -

DESDE SU POBLACIÓN ESTUDIANTIL) PASANDO POR SU PERSONAL -

ACADéMICO Y ADMINISTRATIVO Y EN PLANTA FÍSICA) HASTA LLE

GAR A SUS REQUERIMIENTOS PRESUPUESTALES. 

SE GENERÓ UN MODELO QUEJ ALIMEf~TADO CON UNA SERIE DE PAR! 

METROS (DATOS)) PROPORCIONAN LAS ESTIMACIONES BUSCADAS, 

EsTE MODELO CONSTA BÁSICAMENTE DE LO INDICADO ~N LAS FIGU -

RAS 1 Y 2. 

SE PROGRAMÓ PARA SER RESUELTO EN LA COMPUTADORA) PUDIENDO 

DE ESTA FORMA ANALIZAR DISTINTOS CASOS) SEGÓN-VARIARAN LAS 

ENTRADAS AL SISTEMA, 
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1 1 'Tamaño Ce Grupos 
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Población Estudiantil 

¡--
.. 1 

Horas de cl?.se por grupo V 

~:z. 

Horas totales de--
clases y número de 
grupos 

e. ' i l 
Tipos y car~a de profesores [ Ar.Jlas 

1 

¡ 
% tiempo cubierto por caca --4.,. 

tipo NÚmero de Profeso-
·res por· tipo. 

Cub(culos 
Sueldos a profesores 

1 

e 

Porcentaje que represe:·r:a 

1 el p:::.~o a profesores del 

total d~ <;:astos de opera._; 
·/ ~~os de cperaci61 

1 

c1on 
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FIGUR,~ 1 
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~ Costo por aL .. ú-~1r~o 1 
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Pot'centaje de Participación 

de las Ca.r·Y'eras 
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[ Estudio a s~:r: -~- :e.manda 1 1 _] 

Carreras que se ofrecen 
en cada Un'idad 

· Permanencia en el Sistema 

FI GUR,~ 2 
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1 

1 
1 

Primer Inareso División ¡ 
~ 1 

____ _j 

-- -- --·¡ " i 

Primer Ingreso Carrera 
1 

Primer Ingreso Unidad ! 
(·por división y carrera') 1 . J 

Población por Unidad 

(por división y carrera) 
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F-"'oblación de la Universidad 1 
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EL MODELO REQUIRIÓ 5 MESES ANTES DEffiDER COMENZAR A OBTE-

NER RESULTADOS,. RESULTADOS QUE SE ANALIZARON A DISTINTOS 

-NIVELES DE AGREGACIÓN - TODA LA UNIVERSIDAD) POR UNIDADES) 

POR DIVISIONES EN UNA UNIDAD; A CORTO Y A LARGO PLAZOS, -

PoR EJEMPLO) EN EL CORTO PLAZO) DURANTE JUNIO Y JULIO DE 

1975 SE ANALIZARON DIFERENTES ALTERNATIVAS D~ PRIMEROS ltl 

GRESOS ESPERADOS Y LAS DIFERENTES MANERAS EN QUE INCIDI ~ 

RfAN EN DEMANDAS DE PROFESORES) CARGAS DOCENTES) REQUERI

MIENTOS DE AULAS) LABORATORIOS) ETC, (FIGURA 3), 

PARA EL LARGO PLAZO SE PUDO ANALIZAR) ENTRE OTRAS COSAS) 

EL IMPACTO QUE PRODUCE LA INTRODUCCIÓN DE UNA CARRERA tON 

ALTA DEMANDA EN UNA U~IDADJ EN CUANTO A LOGRAR UN CRECI -

MIENTO MÁS ARMÓNICO ENTRE UNIDADES, 

COMO YA SE MENCIONÓ) SE PREPARÓ UN PROGRAMA DE "SIMULACIÓN" 

EN COMPUTADORA) CON LA ESPERANZA DE QUE SU UTILIZACIÓN -

PROPORCIONARA UN VALIOSO AUXILIO EN LA TOMA DE DECISIONES, 

SEGUNDO PROBLEMA (A PARTIR DE -MARZO DE 1976). EN UN DEPAR 

TAMENTO ACADéMICO EN FORMACIÓN Y ACéFALO HASTA ESA FECHA) 

INSTITUCIONALIZAR LA PROFESIÓN ACAD{MICAJ PROPONIENDO PRO

YECTOS DE INVESTIGACIÓN QUE COMLENCEN SIENDO ÓTILES A LA 

INSTITUCIÓN A LA CUAL PERTENECE EL DEPARTAMENTO, 
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PoR LA EXPERIENCIA ANTERIOR~ QUE DESPERTÓ POR LO MENOS EN. 

FORMA INDIVIDUAL~ UNA INQUIETUD EN EL SENTIDO DE QUE sf -

PU~DEN SER ÓTILES ALGUNAS HERRAMIENTAS ri~ LA INGENIERÍA 

DE SISTEMAS PARA EL DESARROLLO INSTITUCIONAL~ SE CONSIDE-' 

RÓ CONVENIENTE GENERAR ALGUNOS PROYECTOS CON ESTA ORIENTA 

CIÓN~ SIN POR ESO RECHAZAR INQUIETUDES PERSONALES EN OTROS 

. CAMPOS • 

. A CONTINUACIÓN SE DESCRIBEN BREVEMENTE ALGUNOS DE LOS PRO

YECTOS INICIADOS EN EL DEPARTAMENTO~ TRATANDO DE IR DE LO · 

GENERAL A LO PARTICULAR. 

1.- LA APLICACIÓN DEL MARCO CONCEPTUAL AL DESARROLLO INS

TITUCIONAL DE LA CU.A.M.) - UNIDAD AzcAPOTZALco. 

. ESTE PROYECTO~ A NIVEL PROPOSITIVO~ TRATA DE APLICAR UNA 

METODOLOGÍA DE LA INGENIERÍA DE SISTEMAS~ QUE EN FORMA ~E

SUMIDA CONSISTE EN LO SIGUIENTE: 

G 

,A) SE PARTE DEL RECONOCIMIENTO DE UN PROBLEMA O UN 

CONJUNTO DE PROBLEMAS QUE NO PERMITEN EL CUMPLI -

MIENTO ADECUADO bE LAS FUNCIONES DE UN SISTEMA. 

B) SE DETERMINAN LAS FRONTERAS DEL SISTEMA Y SU ME -

DIO AMBIENTE~ LLEVANDO A CABO UN ANÁLISIS PRELIMl . . 

NAR.D~ ESTE AMBIENTE EXTERNO~ ~ARA ENCONTRAR LOS 

FACTORES EXTERNOS QUE INFLUYEN SbBRE EL SISTEMA EN 
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FORMA TANTO POSITIVA COMO NEGATIVA, 

e) SE DEFINEN O EXPLICITAN LOS OBJETIVOS O ALCANCES 

DEL SISTEMA Y SUS RECURSOS ACTUALES, 

D) SE DETERMINA:EL TIPO DE PROBLEMÁTICA EXISTENTE, 

EN EL CASO DE UNA ORGANIZACIÓN_, PUEDE SER DE E.S. 

TRUCTURA_, DE FUNCIONAMIENTO O DE AMBIENTE DE DE

CISIÓN, 

E) 'SE INTEGRA UN GRUPO INTERDISCIPLINARIO CON GENTES. 

QUE FORMAN PARTE DEL SISTEMA_, QUE SE ENCUENTRA A 

DISTINTOS NIVELES DECISIONALES; GRUPO EN DONDE LA 

COLABORACIÓN DE CADA ~UIEN EN. SU ÁREA DE CONOCI -

MIENTO Y ACTIVIDAD_, CONTRIBUYE A DEFINIR MÁS AMPLIA 

MENTE EL PROBLEMA. 

F) SE DEFINEN PROYECTOS ESPECfFICOS QUE PERMITIRÁN 

IR IMPLANTANDO CAMBIOS EN EL SISTEMA, 

EN LA FIGURA 3 SE PRESENTA EL SISTEMA(A ESTUDIAR Y SU MEDIO 

AMBIENTE •. 

ESTA PROPUESTA SE KA QUEDADO HASTA AHORA EN ESE NIVEL_, DE 

PROPUESTA, EN LA PARTE FINAb SE HACE REFERENCIA A ESTE A.S. 

PECTO , 

c_ ___________________ _;__;_ ____________ _;_ __ _:__: ______ ~_'-..c~~- ----- -
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UN MODELO QUE SIMULA EL FLUJO DE UNA GENERACI~N DE ESTU

DIANTES, 

ACTUALMENTE EL PROGRAMA FUNCIONA Y PROPORCIONA RESULTADOS 

CON" UNAS HIPÓTESIS INICIALES DE PROBABILIDAD. DE APROBACIÓN} 

REPROBACIÓN} DESERCIÓN¡ ELECCIÓN DE "MATERIAS EN EL TRIMES

TRE SIGUIENTE~ ETC, 

SE ESTÁN COMPARANDO ESTOS RESULTADOS CON LA HISTORIA DE LAS 

GENERACIONES ACTUALMENTE INSCRITAS Y SE ESPERA QUE OPERE PA 

RA ESTIMAR DEMANDAS DE DOCENCIA A PARTIR DEL PRIMER TRIMES

TRE DE 1979. 

SIENDO LA SIMULACIÓN UNA HERRAMIENTA MUY PODEROSA~ EL MODE 

LO PODRÁ TAMBiéN FACILITAR EL ESTABLECIMIENTO DE POLfTICAS 

DE OFRECIMIENTO DE MATERIAS EN CUANTO A LA PERIODICIDAD CON 

QUE SE OFREZCAN}' ANALIZAR EL EFECTO DE DEJAR DE OFRECER MA 

TERIAS CIERTOS TRIMESTRES} ETC. 

· 3.- ANÁLISIS DE CosTo (oMPARATIVo DE LAS C~RRERAs. 

CONSIDERANDO LAS CARACTERÍSTICAS DE LAS MATERIAS MENCIONA

DAS ANTERIORMENTE} UNA CARRERA ES "MÁS BARATA" .MIENTRAS tEN 

GA MÁS MATERIAS COMUNES A TODAS LAS OTRAS MATERIAS} Y MENOS 

MATERIAS OPTATIVAS, LA "MÁS CARA" SERÁ AQUéLLA QUE TENGA 

SÓLO MATERIAS EXCLUSÍVAS DE ELLA Y MUCHAS OPTATIVAS. 

~ 
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ESTE ESTUDIO SE LLEVÓ A CABO EN EL FIN DE FACILITAR LA Hi 

TEGRACIÓN DE MATERIAS SEMEJANTES EN UNA SOLA. ESTO ESJ 

LOS COMITéS DE CARRERA A TRAVéS DE SUS COORDINADORES ·SOLL 

CITAN A LOS DEPARTAMENTOS QUE IMPARTAN MATERIAS A TRAVéS 

DE PROGRAMAS CONDENSADOS DE LAS· M 1 SMAS Y LOS DEPARTAMENTOS 

SE ENCARGAN DE ELABORAR LOS PROGRAMAS DETALLADOSJ Y DE IM 

PARTIRLAS, SI HAY DOS O MÁS MATERIAS SEMEJANTESJ CONVIENE 

UNIFICARLAS PARA JUNTAR EN UN MISMO GRUPO A LOS ALUMNOS DE 

LAS DISTINTAS CARRERAS QUE LA SOLICITANJ ELABORAR UN SOLO 

PROGRAMA DETALLADOJ ETC, PoR OTRA PARTE MODIFICAR UNA MA

TERIA EN UN 30% SIGNIFICA EN REALIDAD MODIFICAR LA CARRERA 

EN UN 0.6% (HAY EN PROMEDIO L~8 MATERIAS POR CAR~ERA), ¿Es

TÁ UN PROGRAMA A UN NIVEL DE PERFECCIÓN TAL QUE NO PERMITA 

CAMBIOS DE ESTA MAGNITUD? 

PoR SUPUESTOJ ESTE B~EVE ANÁLISIS NO TOMA EN'CUENTA LA JU~ 
¿ . 

TIFICACIÓN SOCIAL DE UNA CARRERAJ POR LO QUE NO DEBERÍA CON 

SIDERARSE COMO ELEMENTO QUE JUSTIFIQUE LA CREACIÓN O CANCE 

LACIÓN D~~tARRERAS, 

4,- SISTEMA AUTOMATIZADO DE INFORMACIÓN, 

i(UÁL PLANEACIÓNJ QUé DESARRO~LO INSTITUCIONAL Y QUé CON

TROL PU~DEN LLEVARSE A CABO SIN UN SISTEMA DE INFORMACIÓN 

ADECUADO? 

.. _.=-,.•.:.-.-....-~· ·---• •e~=--~ "":.-• 
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·ot REC!TORI:O ·DE ASJ'STENTES AL'"CURS:O:: 'I'NG8NI ERI A DE SISTEMAS 
(DE'L 5.!AL.28 .DE .. JUNI'Q.·.OE 1978) · (. 
1 • 

•' 
:.--· 

NOMBRE.;;¡ B-ilt~·tc 1 ON 

JESUS MIGUEL CE~VANTES R~ 

:\ ,L-· 
:•"' 

Real de los Rey~i No. 87 D-303 
Coyoacán 
México 21, D.F. 
Tel: 544 90· 96 

- ·z-.~- JUAN ALBERTO -CURlEL TORRES 
Carnicerito # 11-301 

3. 

e 
4. 

5. 

6'. 

.•.. 7. 
'-J 

J ~--

Lomas de Sotelo 
Méx i e o 1 O , O • F • 
Te 1: 395 07 6·8 

FELIPE bE JESUS CHIU MARTINEZ 
· Ant i 11 as -# 308-18 

Col. Portales 
México 13, D.F. 
Te l: 672-33 28 

584 72 54 

BERTHA MA.GPE. L1 LIANA FLORES RODRIGUEZ
Av. Martí # 82 
Co 1. Escandón 
México 1 8 , D • F • 
Te1: 515 08 61 

ERNESTO GONZALEZ OCAÑA 
la·. Cda. Av. 599 No. 4 
Co 1 • Aragón 
Méx i co 1 4 ", D . F . 
Te1: 760-06-79 

FRANC1SCO ARTURO GONZALEZ SQLIS 
Facundo 7 .. 
Col. San· Jerón.hmo 
Méx-i e o_ 2 O , O . F . 
Teh 595-16-25 

ROBERTO HERNANDEZ GONZALEZ 
·Carracci 43-401 -
Co 1 . Mi xcoac . · · i . • · •. 

Méx i e o 1 9 , D . F . ' · -· 
Te 1 : 563 ·03 4 7 · 

Et~PRESA Y O 1 RECC.I ON 

COM .. DEL PLAN NAL. HIDRAULICO 
Tepic No. 40 ' 
Col . Roma 
Méx i e o 7 , O F . 

TELEFONOS DE MEXICO 
P-árqúe Vía #· ·1·98 · 
Co 1 • Cuahutémoc 
Méx i e o 5 , O . F 
Te1: 566-73-99 

COM. DEL PLAN NAL. HIDRAULICO 
Tepic # 40-3er piso 
Roma Sur . 
México 7, D.F. 

· Tel: 574-10 73 

COM. FEO. ·oE ELECTRICIDAD 
Ródano 14-9o~ piso 
Co 1. Cuawhtémoc 
México 9, D.F. 
Te l : 553 71 33 Ex t. 2180 

S.A.R.H. 
Paseo de la Reforma 69-15o. 
Méx i e o 1 , O. F. 

BÁNCO MEXICANO, S.A. 
G~nte 15-4o. piso 
Méxicó 1, D.F. 
Iel: 585-09 62 
~ ~ .: 

COM. DEL PLAN NAL. HIDRAULICO 
>Tepic # 40 

Co 1 . Roma 
..~ . 7 O F ~~tex 1 e o , . . • 
Te l : 584-72 01 



8. 

9. 

1 o. 

11. 

12 . 

13 . 

14. 

15. 

_.,""' ' '" .a 

DIRECTORIO DE ASISTENTES AL CURSO: 'INGENIERIA DE SISTEMAS 
lQEL 5 AL 28 DE. JUNIO DE 1978) . 

NOMBRE Y DIRECCION 

FRANCISCO JAVIER LIRA HERNANDEZ 
Londres 344-A 
Col .. Coyoacá n 
Méx i e o 2 1 , D • F •. 
Te 1 : 5 54 - 90 -7 4 

VICTOR LOPEZ GUTIERREZ 
Emma # 113 
Col . Nat i vi tas 
México 13, D.F. 
Te 1 : 579-60-82 

EDUARDO MORENO CASILLAS, ING. 
Corona 42-A 
Col. fndustrial 
Méx i e o ·¡ 4 , D . F . 
Te 1 : 53 7 94 -53 

IGNACtO OLIVA GONZALEZ 
Hda. de Sta~ Ma. Tenango # 28 
Bosque de Echegaray 
Edo. de México 
Te 1 : 560-02-72 

FRANCISCO PONCE MALDONADO 
'Playa Guitarrón 282 
Col. Ref. lxtacci huatl 
Méx i e o 1 3 , O . F . 
Tel: 579-21-51. 

ERASMO RAMIREZ BERNABE, ING. 
Va l 1 e A 1 1 ende 52 
Co 1. Valle Aragón 
México, D.F. 

JOSE ARTURO SAAVEDRA SOLA 
Tórtolas # 35 
Co 1 • ·Las Arboledas·' 
Atizapán, Edo. de México 
Té l; 379-25-68 

559 15-01 
, . 

.. :·.'r 
·~-~ 

,, ~ . . -~. .. 

FCO. SANTIAGO SAENZ 
Asturias # 31 

DE CAMARA AGUIRRE 

Col. AJamos 
Méx i e o 13, D.F. 
Te 1 : 5 1 9 -2 9 - 94 

·'·· 

l·:, 
.·r,l·, 

EMPRESA Y DIRECCION 

BANCO MEXICANO, S.A. 
Gante 15-4o. piso 
México 1, D.F. · 
Te 1 : 585 -o9 -62 

' 

CJA.MEX. DE CONSULTORES EN 
1 NGEN 1 ER l.A, S.A. 
Insurgentes Sur 1824-402 
Col. Florida 
México 20, D.F. 
Tel: 534-45 48 y 49 

INST. MEX. DEL PETROLEO 
Av. 100 Metros# 152 
Col. 1 nd. Vallejo 
Méx i e o 1 4 , D. ~ F . 
Tel: 567-66-00 Ext. 2573 

COM. FEO. DE ELECTRICIDAD 
Ródano # 14 
Co 1. Cuauhtémoc 
Méx i e o 5 , O . F . 
Tel: 553 71 33 Ext. 2180 

·COM. FEO. DE ELECTRICIDAD 
Ródano # 14-9o. piso 
Col . Cuauhtémoc 
México 5, D.F. 
Te 1: 553-71 33 Ext. 2491 

S.A.R.H. 

e 

Aquiles Serdán # 28-4o. piso 
Méx i e o 1 , D • F • 
Tel: 512-78 .. 56 

1 NG. Y PROCESAMIENTO ELECTRO
N 1 CO, S.A. 
San Lorenzo 153-5o. piso 
Co 1 • De 1 Va 11 e 
México 12, D.F. ' 

.Tel: 575 40 77 55-9-15-01 . 

S.A.R.H. 
P~ de la Reforma # 20-103 
Col . Juá rez·~ · 
Méx i e o 1 , o·. F. 
Te 1 : 546- 95 -4 5 
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DIRECTORIO DE ASISTENTES AL CURSO: INGENIERIA DE SISTEMAS 
(DEL 5 AL 28 DE JUNIO DE 1978} 

NOMBRE. Y DIRECCION 

16. ROBERTO VITAL PINEDA 

EMPRESA Y DIRECCION 

COM. PLAN NAL. HIDRAULICO 
Tepic # 40-3er. piso 
Col. Roma Sur 
Méx i e o 7 , D . F . 
Tel: 576-55-15 

574-10-73 
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