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Resumen

Los materiales granulares pueden exhibir comportamientos múltiples para una misma condición dinámica.

En una variedad de situaciones, se forma una región de estancamiento en el seno del material que fluye.

Las circunstancias que originan estas estructuras, aśı como sus propiedades e implicaciones no han sido

totalmente comprendidas. Con el propósito de caracterizar este fenómeno, se estudió una zona de estanca-

miento generada por una placa plana en un flujo de material granular. La corriente se produjo al vaciarse

un contenedor, lleno de esferas de vidrio de 3 mm, en cuyo centro se colocó una placa sólida. El método

experimental comprendió dos situaciones: en la primera, se varió el tamaño de la placa, colocada de manera

frontal al flujo empleando cuatro valores de flujo de masa. En una segunda fase, se cambió la orientación

del obstáculo, usando las mismas tasas de flujo de descarga. Se capturaron secuencias fotográficas de alta

velocidad en la región aguas arriba de la placa. Tras el procesamiento de imágenes, se obtuvieron los campos

vectoriales y escalares de velocidad correspondientes a cada evento experimental. En general, se aprecia que

la zona estancada presenta pequeñas variaciones de velocidad. En la ĺınea central del canal, la velocidad crece

significativamente con la altura, presentando grandes variaciones en la zona estancada. El decaimiento de la

velocidad muestra dependencia exponencial con la altura, tendiendo a cero a medida que ésta se incrementa.

Las alteraciones más notables se observan en la placa de mayor tamaño. La prevalencia de una zona de es-

tancamiento es significativa para valores cŕıticos en la orientación del obstáculo. De igual forma, la ubicación

del punto de estancamiento, muestra un cambio de tendencia en su desplazamiento, desde el centro hacia el

borde de ataque. Dicho ángulo cŕıtico se sitúa dentro del rango t́ıpico del ángulo de estabilidad dinámica del

material. La región de estancamiento muestra un aspecto triangular con un borde redondo, el cual se orienta

hacia el borde de ataque conforme crece la oposición. Estos parámetros muestran mayormente dependencia

del tamaño del obstáculo, no aśı de la velocidad del flujo.
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1
Introducción

Los flujos granulares se presentan cuando una colección de sólidos macroscópicos, se deslizan y ruedan unos

sobre otros, ante una perturbación o fuerza externa. Estas congregaciones de granos comprenden desde finos

polvos hasta escombros minerales de gran tamaño, generalmente con diferentes geometŕıas. Suele decirse que

las part́ıculas se encuentran inmersas en un fluido, pero si éste es aire o vaćıo, se los llama flujos granulares

secos. Si el nivel de empaquetamiento es considerable, se habla entonces de flujos granulares densos.

La presencia de materiales granulares en las actividades cotidianas de la sociedad representa un porcentaje

muy significativo, casi a la par de la manipulación de fluidos como agua y petróleo [1]. En una variedad de

industrias productivas, los materiales de transformación o los bienes fabricados, son materiales granulados.

A la luz de semejantes datos, la importancia que reviste el entendimiento del manejo y aprovechamiento

de estos materiales es evidente. Por otro lado y no menos importante, en la naturaleza, a diversas escalas

dimensionales, fenómenos que involucran materia granular se presentan a cada momento sin que se conozcan

a profundidad los mecanismos que los producen. Últimamente, se emplean análisis semejantes a los usados

en f́ısica granular para estudiar algunos procesos antropogénicos como el comportamiento de multitudes o el

tránsito vehicular en las ciudades [2].

Una de las caracteŕısticas más relevantes de estos agregados, es que, dado que generalmente están compuestos

de sólidos medianamente incompresibles, la respuesta a las imposiciones energéticas es puramente disipativa.

Esto es, los choques entre part́ıculas son inelásticos y la enerǵıa cinética no se conserva. Si bien dos gra-

nos pueden experimentar una colisión perfectamente elástica, la distancia libre media que recorreŕıan seŕıa

muy limitada, dada la aglomeración en el conjunto granular, lo cual elimina toda posibilidad de producir

movimiento por contacto. Esta razón provoca que la enerǵıa mecánica se pierda como consecuencia del alto

número de impactos que una sola part́ıcula recibe durante el desarrollo del flujo. A lo largo del último medio

7
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siglo, una gran cantidad de esfuerzos se han realizado para establecer relaciones efectivas que describan el

desempeño de los flujos de grupos de part́ıculas, considerados ya como un continuo o bien estableciendo mo-

delos dinámicos que incorporen su condición particularizada. Si bien hay un gran número de publicaciones

al respecto, no existe un conjunto bien definido de leyes que englobe efectivamente el comportamiento de

flujos granulares ante las diversas condiciones dinámicas en que se los puede encontrar.

La naturaleza de estas peculiares colecciones de sólidos macroscópicos, da pie al uso de relaciones que residen

en la frontera entre la mecánica de sólidos y de fluidos. Esta difusa separación genera todo tipo de leyes

y relaciones que pueden predecir con cierto éxito el desarrollo de algunas variables de importancia en un

flujo granular, aún cuando son incapaces de unificar el entendimiento sobre el medio en su totalidad. Estas

aportaciones, teóricas o numéricas, tratan de predecir de manera certera las variables más importantes que

se estudian convencionalmente en la mecánica de fluidos, extendiendo su aplicación al campo de los medios

granulares.

1.1. Propiedades estáticas y dinámicas

Se llaman materiales o medios granulares a una clasificación espećıfica de fluidos multifásicos, a saber, aque-

llos en los que la densidad de la fase dispersa es varias veces mayor que la de la fase continua. En ocasiones,

la interacción con aquella puede resultar imperceptible en el comportamiento mecánico del material, lo cual

le dota de caracteŕısticas, visibles en el reposo y el movimiento, que lo distinguen de otro tipo de sustancias.

Quizá la más evidente, es que pueden exhibir múltiples comportamientos, según la densidad que posean y

que resulta la propiedad más importante para caracterizar un medio granular [3], pues de ésta dependerá si el

medio se mueve como un fluido o exhibe caracteŕısticas de sólido. Como los ĺıquidos, son capaces de tomar la

forma de un contenedor, pero al mismo tiempo, agruparse como sólidos y resistir deformaciones considerables.

Si no están restringidos, pueden igualmente adoptar perfiles peculiares al formar depósitos. A diferencia de

los ĺıquidos, que se consideran prácticamente incompresibles, los materiales granulares admiten compresión

debido a que el espacio que hay entre sus part́ıculas puede cambiar con el movimiento del conjunto granular.

Si se intenta mezclar ĺıquidos, generalmente se puede lograr una composición homogénea, pero hacerlo con

granos de diversos tamaños o materiales, frecuentemente provoca la separación de los constituyentes, como

se explicará más adelante.

Cabe mencionar que la materia granular no posee una densidad única. El volumen de los materiales granu-

lares, y en consecuencia su densidad, cambia si se les impone alguna condición dinámica: si se los hace fluir

o si se agitan. Dada la composición de un medio granulado, se debe tomar en cuenta la contribución a la

densidad global del medio por parte de cada componente. La densidad de las part́ıculas, ρp, es la densidad

del material del cual están hechos los granos individuales; si la del fluido intersticial se representa como ρf ,

entonces la densidad del medio granular se define por

ρb = ρp ν + ρf (1− ν) (1.1)

donde ν es la fracción de sólidos, definido con mayor detalle unas ĺıneas adelante. Si se asume como la

porosidad al factor ǫ = 1 − ν, véase que equivale a la fracción efectiva de fluido intersticial en el medio.

Dicha fase regularmente tiene una densidad pequeña en comparación con los sólidos que integran el material
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Figura 1.1: La materia granular se presenta en la vida diaria en miles de formas y en una variedad de fenómenos naturales e industrias
productivas. Recientemente, modelos matemáticos empleados en mecánica granular se usan también para predecir el comportamiento
de multitudes y tránsito vehicular.

(ρp/ρf ∼ 103), de manera que se asume que ρb = ρp ν.

Alternativamente, la densidad de un medio granular se define de manera análoga a como se hace para sólidos

o ĺıquidos

ρs =
ms

Vs
(1.2)

donde ρs es la densidad de los sólidos, ms su masa y Vs el volumen que ocupan.
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De acuerdo a la manera en que los granos se acomodan para empacarse, la densidad granular puede estimarse

en términos del estado de movimiento. Si se compara la densidad de reposo, ρd, aquella que presenta el medio

granular al empacarse libremente, con la densidad de compactación dinámica, ρm, que posee como resultado

de algún efecto dinámico, se define entonces el coeficiente de compacidad como el cociente entre dichas

cantidades

Km =
ρm
ρd

(1.3)

Puede definirse la compacidad como la medida de cuanto puede compactarse un sistema. Esto es, una confi-

guración de part́ıculas espaciosa es un sistema de alta compacidad, en tanto, uno de baja seŕıa representado

por granos considerablemente empacados. Por otro lado la magnitud de la compacidad está relacionada con

el porcentaje de volumen efectivo que ocupa una masa de granos, definido como la fracción de sólidos, ν.

Para un medio granular se distinguen dos valores que definen los estados ĺımite de compacidad en términos

de esta propiedad. Para ν cerca de 0.6 se habla de empaquetamiento holgado aleatorio (LCP, por sus siglas

en inglés, [4]), pues existen vaćıos de un tamaño comparable al de las part́ıculas que integran la red, las

cuales no mantienen entre ellas un patrón dimensional claramente distinguible. El empaquetamiento com-

pacto aleatorio (RCP), que es el arreglo más denso posible para sistemas monodispersos de esferas duras, se

obtiene cuando ν es del orden de 0.64. La exactitud de estos valores en el volumen efectivo de sólidos, como

la determinación de otras propiedades granulares depende significativamente de los métodos de evaluación

experimental.

Estos diversos grados de compactación, inducen en los granos, fuerzas adicionales a las que les impone su

propia masa (i. e. peso, fuerzas inerciales, etc.). La condición de empaquetamiento provoca que las part́ıculas

se vean sujetas a rozamiento y compresión producidas por otras con las que mantienen contacto. El resul-

tado macroscópico de estas interacciones es un conjunto de fuerzas, entre las que destacan notablemente la

cohesión y la fricción, que a su vez provocan manifestaciones únicas en el material granular.

La cohesión es la tendencia de los granos a mantenerse unidos debido al efecto de fuerzas de atracción [5].

Un material se asume como cohesivo si para separar sus part́ıculas es necesario aplicar fuerzas netas en

dirección normal a la interfase que las vincula. Contrariamente, un material sin cohesión es aquel incapaz

de soportar esfuerzos de tensión. La cantidad y calidad de fluido intersticial puede influir fuertemente en el

carácter cohesivo de un material, teniendo efectos significativos sobre materiales con un tamaño de part́ıcula

del orden de 10 µm. Las part́ıculas grandes forman materiales no cohesivos debido a que su peso individual

supera las fuerzas de atracción. Esta caracteŕıstica redunda en otra propiedad importante, y es que los medios

granulares no son capaces de ofrecer resistencia alguna a la extensión, por lo que los esfuerzos compresivos

se consideran positivos [6].

La fricción es la resistencia al desplazamiento relativo en dirección tangencial, entre dos cuerpos que com-

parten una interfase. En los materiales granulares, la fricción estática entre los granos es una propiedad

que gobierna el carácter macroscópico del medio en conjunto y tiene importantes efectos sobre la formación

de cadenas de fuerza, empaquetamiento [7] y formación de pilas. De igual manera, la dinámica de muchos

fenómenos está regida por la interacción entre granos que tienen un movimiento relativo. Fenómenos como

la segregación y las avalanchas dependen fuertemente de la fricción dinámica que existe entre las part́ıculas

[8, 9].
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Entender las propiedades friccionales de la materia granular resulta una tarea dif́ıcil, ya que los problemas

básicos, como la propagación del esfuerzo en un arreglo estático no han hallado una solución, dada la aleatoria

naturaleza de la repartición de esfuerzos dentro del medio. Por otra parte, cuando un medio granular se

somete a un esfuerzo de corte, se reorganiza, modificando continuamente su configuración. La disposición

microscópica [10, 11, 12] de los granos y su compactación tienen un efecto importante en la fricción, ya que

con el fin de deformar el medio, es necesario superar varias restricciones geométricas.

Figura 1.2: A diferencia de los fluidos convencionales, un medio granular en equilibrio no necesariamente presenta una superficie libre
horizontal.

Como se ha mencionado anteriormente, tanto la fricción como la cohesión, tienen participación importante

en la caracterización de algunas propiedades de los materiales granulares. A diferencia de los ĺıquidos, la

superficie libre de un material granular no necesariamente es horizontal cuando éste se encuentra en reposo

(fig. 1.2), formando una pila cónica. A continuación se describen brevemente los ángulos caracteŕısticos que

exhibe un material granular, ya en reposo o sujeto a alguna condición dinámica. La capacidad para fluir

de un material granular es limitada, y mantiene su forma únicamente cuando el ángulo de la interfase se

encuentra debajo de un cierto ĺımite. A esta inclinación se le conoce como ángulo natural de reposo. Aunque

su definición formal es motivo de un debate, en general se define como la inclinación máxima medida con

respecto a la horizontal que exhibe un medio granular que se encuentra en reposo.
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Considérese una pendiente inclinada a un ángulo θ con respecto a la horizontal (fig. 1.3). Ante una ines-

tabilidad pequeña, se formará una superficie plana de deslizamiento (segmento AB), inclinada a un ángulo

α. De la figura puede verse que α < θ. Ahora bien, si el deslizamiento de material ocurre entre los puntos

A y B, el esfuerzo de corte en el plano está dado por τ = µ σ, siendo µ el coeficiente de fricción entre los

granos y σ, el esfuerzo normal. De manera que suponiendo que el plano tiene un área unitaria, la fuerza de

fricción en él está dada por F = µ N , donde N es la fuerza normal. Por lo tanto la fuerza total en el plano,

X , está inclinada con respecto a la fuerza normal a un ángulo φ, de manera que tan φ = µ = F/N , y aśı X

está orientada con respecto a la vertical a un ángulo α− φ.

A

BX

hW

θ

α

φ

Figura 1.3: Ángulo de reposo y fricción interna.

Supóngase ahora que el material encima de AB se comporta como un sólido que está sujeto a dos fuerzas,

la fuerza X y su propio peso, W . Dado que esté cuerpo se encuentra en equilibrio, las fuerzas a las que

está sometido, necesariamente deberán ser colineales, de manera que X es vertical y por lo tanto α = φ.

Cabe hacer notar entonces que, para que un plano deslizante se forme, θ > φ, y de esa manera se establece

que el valor que debe tener θ para ser estable es igual a φ. Puede verse entonces que el ángulo de reposo es

igual al ángulo de fricción interna. Cabe señalar que la altura de la pendiente de material no se considera en

el análisis, de manera que el ángulo de reposo resulta independiente de la extensión de la pila de material.

El ángulo de fricción externa, α, es el ángulo incluido de la inclinación de la superficie horizontal cuando

los granos de un material comienzan a deslizarse. La tangente del ángulo de fricción externa se conoce como

coeficiente de fricción externa.

Una de las propiedades granulares más importantes es el ángulo de estabilidad dinámica. Este atributo se

estudia a través de un arreglo de tambor giratorio, descrito en la sección siguiente. En esta configuración un

cilindro lleno parcialmente con material rota sobre su eje longitudinal. La dinámica del granulado se describe

a través de los ángulos de reposo inferior y superior como se muestra en la fig. 1.4. La pared del tambor

giratorio eleva el lecho de material como cuerpo ŕıgido hasta que alcanza el ángulo superior de reposo, θs, en la

cual las part́ıculas sobre la superficie del lecho comienzan a deslizarse hacia abajo formando una avalancha.

Durante este proceso, la pendiente de la superficie disminuye. A medida que la avalancha se detiene, la

superficie de la cama muestra una menor inclinación respecto a la horizontal, el ángulo inferior de reposo,

θi. Si el proceso se repite hasta que el granulado alcance el ángulo θs se producirá una nueva avalancha.

Si la rotación es suficientemente rápida, el flujo será continuo, haciendo que la superficie de deslizamiento

se mantenga aproximadamente constante. El ángulo de esa pendiente se conoce como ángulo de estabilidad

dinámica, θd.
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θs θi
θd

ω

Figura 1.4: Movimiento de material en un cilindro giratorio. El tambor gira hasta que la superficie alcanza el ángulo de reposo superior,
θs, e inicia una avalancha. Cuando este proceso se detiene la superficie se encuentra ahora a un ángulo de reposo inferior, θi. El ángulo
de estabilidad dinámica, θd, es el que la superficie muestra durante un estado de rotación continua

1.2. Flujo granular denso

Entre los flujos granulares, especialmente en aquellos con alta concentración de part́ıculas, la duración del

contacto entre ellas determina el carácter del flujo, aśı como las propiedades del mismo, las cuales pueden

ser muy distintas de las de los fluidos “convencionales”. Los flujos granulares densos exhiben caracteŕısticas

fenomenológicas tipo sólido o ĺıquido, en función de las velocidades que posean sus part́ıculas [13]. Cabe

mencionar que, a diferencia de dichas sustancias, los flujos densos pueden exhibir una combinación de com-

portamientos ante las mismas imposiciones dinámicas. Al hablar de estas manifestaciones, se diferencian

claramente dos reǵımenes. En primer lugar, un movimiento cuasi estático, en el que las propiedades inercia-

les de los elementos del medio son despreciables y la descripción del mismo se efectúa a través de modelos

usualmente empleados en mecánica de suelos. Si el medio se encuentra sometido a agitación [14], o se en-

cuentra muy diluido, muestra una dinámica distinta [15], y se prefiere un modelado basado en cinética de

gases. Entre estos dos reǵımenes existe un estado de flujo en el que la inercia que las part́ıculas adquieren

al chocar con otras resulta significativa, pero igualmente, las redes de contacto que se forman en el régimen

de poca fluencia tienen una participación activa en el desarrollo dinámico del sistema [16]. La carencia de

información y la diferencia entre los criterios para el análisis de uno y otro estado de flujo, promueve el

desarrollo de estudios teóricos, experimentales y numéricos.

Tradicionalmente, los flujo granulares densos se estudian en un pequeño grupo de dispositivos experimenta-

les, inspirados en aplicaciones industriales cotidianas. En estos aparatos es posible obtener un flujo cortante

con el fin de medir algunas de sus propiedades. Comúnmente, estos instrumentos se clasifican en dos gru-

pos, los que poseen una superficie libre y los flujos confinados, aunque también se podŕıan organizar en

los producidos por gravedad y aquellos inducidos por una superficie móvil. Algunos autores [17, 18] sugie-

ren que existen de 4 a 6 de estas configuraciones t́ıpicas: cortante simple (fig. 1.5a), flujo anular (fig. 1.5b),

canal vertical (fig. 1.5c), plano inclinado (fig. 1.5d), flujo en mont́ıculo (fig. 1.5e) y tambor rotativo (fig. 1.5f).

Los aparatos de flujo confinado se caracterizan por que el material sufre un esfuerzo de corte fluyendo entre

las paredes del dispositivo, las cuales pueden (figs. 1.5a y 1.5b) o no presentar movimiento relativo (fig. 1.5c).

En las configuraciones de corte simple y flujo anular, el parámetro de control es con frecuencia la velocidad

de la pared móvil o el esfuerzo que se le imprime. En este tipo de aparatos, se ha encontrado que el estado
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 1.5: Dispositivos comunes en los que se observan flujos granulares densos. Tomado de [17].

de flujo estacionario se observa a rapideces de deformación altas, mostrando un variación significativa en la

fracción sólida a lo largo del material, siendo más baja en la zona de alto esfuerzo cortante. Además, los

perfiles de velocidad y densidad, aparentemente son independientes de la velocidad impuesta a la placa móvil.

Los flujos de superficie libre se caracterizan justamente por que una de sus áreas no tiene contacto con

pared alguna y cambia a medida que se desarrolla el flujo (figs. 1.5c a 1.5f). En esta clase de dispositivos la

fuerza que produce el flujo, es la generada por la aceleración de la gravedad. Las distribuciones de velocidad

muestran un perfil semejante a las observadas en el flujo cortante simple, en capas muy cercanas a la superficie

libre. El ángulo de inclinación de ésta, es un indicador de las caracteŕısticas del flujo. Los flujos sobre planos

inclinados se presentan para condiciones espećıficas de inclinación y grosor de la capa de material (fig. 1.5d).

Para valores moderados, se obtiene un flujo estable, pero si la capa es de dimensiones considerables o el plano

está muy inclinado, se tendrá un flujo que se acelera continuamente. Para cada valor de inclinación, existe

un grosor mı́nimo de la capa, debajo del cual el flujo se suspende. Es importante señalar que la altura cŕıtica

de la capa se reduce a medida que aumenta la inclinación, y tiende a infinito cuando la pendiente del plano

se acerca al ángulo de reposo del material. Por otra parte, los flujos sobre mont́ıculos son estables a altas

tasas de flujo másico. En este estado, es el mismo sistema el que impone la inclinación de la superficie libre.

El perfil localizado cerca de la superficie libre se considera lineal, mostrando una dependencia exponencial a

una mayor profundidad. Dicha distribución exterior, muestra independencia de la tasa de flujo.
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Otro de los arreglos estudiados con gran detalle es el tambor giratorio [19]. Estos aparatos usan la velocidad

de giro de un cilindro, parcialmente lleno de material granulado (fig. 1.5f), con diversos fines, desde homo-

geneizar una mezcla de part́ıculas de varios tamaños, hasta remover componentes no deseados. A diferencia

de otros flujos libres, la forma de la superficie vaŕıa con el desarrollo del flujo. Para el análisis de estos dis-

positivos, la suposición fundamental es que el material puede ser dividido en una región con caracteŕısticas

de sólido y otra de fluido, que están separadas por un interfaz inmaterial en la que se presentan disconti-

nuidades. Los experimentos muestran que cerca de la superficie libre hay una capa delgada que se mueve

cuesta abajo como un ĺıquido, y debajo hay una gran masa cuasiestática que gira lentamente. La región

sólida transporta material cuesta arriba existiendo una gran transferencia de masa entre las dos regiones.

Una de las caracteŕısticas observadas con frecuencia, es la aparición de bandas de estratificación. Un buen

número de experimentos y simulaciones numéricas, han demostrado que la segregación axial, está precedida

por la formación de cúmulos de part́ıculas en dirección radial.

En el caso del canal vertical (fig. 1.5c), el flujo de masa se controla cambiando la apertura del contenedor

o modificando la velocidad vertical. Por la cantidad de aplicaciones prácticas en que se presenta, este tipo

de dispositivo ha sido ampliamente estudiado. Dependiendo de su geometŕıa se conoce como tolva, silo o

simplemente contenedor. De manera experimental, se ha encontrado que el flujo de masa a través de la

salida, es independiente de la altura que tenga el material contenido. La explicación de este comportamiento

radica en el papel que juega la fricción, entre granos y con las paredes del depósito. Dado que los esfuerzos

se transmiten a través de direcciones preferenciales, conocidas como cadenas de fuerza, y puesto que éstas

no son lineales, tienden a desviar parte de la presión de la columna granular hacia las paredes del recipiente

[20]. A diferencia de los ĺıquidos, la distribución de los esfuerzos no es equitativa y el fondo de la columna

está sujeta a menor presión, y a una altura determinada puede alcanzar un valor constante. Para algunas

condiciones geométricas o del flujo, puede presentarse un fenómeno conocido como “arqueo”, en el que un

grupo de part́ıculas se ordena de manera semejante a un arco, apoyándose en las paredes del canal e impi-

diendo el avance del material que está encima [21]. Otra manifestación frecuente en envases verticales es la

aparición de patrones de flujo distintos. Si la geometŕıa de la salida del canal es lo suficientemente amplia y

despejada, permitirá el libre flujo del material, esta condición se conoce como flujo a granel (ver fig. 1.6a).

En ella, todos los granos contenidos se mueven libremente, evacuando el silo de manera uniforme. Pero en

determinados casos, ya sea por la forma de la desembocadura o la naturaleza de las part́ıculas, determinadas

regiones permanecerán estancadas o al menos se moverán más lentamente, formándose un núcleo de salida

del material [22]. Este estado se conoce como flujo de embudo (ver fig. 1.6b).

En determinados dispositivos de almacenaje, y bajo un conjunto de condiciones de funcionamiento, es dif́ıcil

determinar a priori el tipo de flujo que es probable que prevalezca. No obstante, es pertinente denotar

sus diferencias, aśı como los mecanismos que caracterizan su aparición en una variedad de situaciones.

Los ejemplos anteriormente expuestos ofrecen un panorama del comportamiento de los flujos densos en las

condiciones encontradas en la práctica.
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(a) (b)

Figura 1.6: Patrones de flujo a través de la descarga de un canal: (a) flujo a granel y (b) flujo embudo con zonas de estancamiento.

En términos temporales, si la duración de la interacción de una part́ıcula con sus vecinas es prolongada, se

habla de flujos granulares lentos. Estos se caracterizan por su alta fracción de sólidos, ν, y por la formación

de estructuras, a través de las cuales se transmite el esfuerzo en el medio granular. Estos ensamblajes, aunque

tienen una existencia breve, son capaces de inhibir los efectos inerciales de las part́ıculas, que giran y resbalan

sobre otras. Por otro lado, si los granos se impactan con frecuencia, significa que la fracción sólida es menor,

permitiendo un mayor grado de movimiento y una rapidez de deformación, γ̇, más alta. En estas condiciones,

la inercia de los movimientos de cada part́ıcula, provoca que el material granular se comporte como un gas.

Análogamente a los gases moleculares, la teoŕıa cinética de los gases se puede adaptar al estudio de estos

flujos [23, 24, 25].

No existen, sin embargo, relaciones constitutivas que puedan definir con claridad la transición entre ambos

estados. Sin embargo, un criterio basado en una cantidad adimensional permite predecir la manifestación de

uno u otro. Es notable que a baja γ̇ y alta ν, es decir en flujo lento, el estado de esfuerzo muestra indepen-

dencia del valor de la rapidez de deformación, y por el contrario, exhibe una fuerte relación con γ̇ cuando la

concentración de granos es baja.

El análisis dimensional sugiere que en un flujo sujeto a un esfuerzo de corte, τ , con rapidez de deformación,

γ̇, y una fracción de sólidos, ν, el esfuerzo adimensional, τ/ρb d
2
p γ̇2 es una función de los parámetros de

interacción entre las part́ıculas, tales como la fricción de Coulomb, µC , el coeficiente de restitución, ǫ y la

constante elástica, E, aśı como el diámetro de sus part́ıculas, dp

τ

ρb d2p γ̇
2
= f

(

muC , ǫ, ν,
E

ρb d3p γ̇
2

)

(1.4)

El parámetro E
ρb d3

p γ̇2 es el cuadrado de la razón entre el tiempo caracteŕıstico del cortante, tτ = 1/γ̇, con el

tiempo t́ıpico de una colisión binaria, tcol = (mp/E)1/2.
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Con lo expuesto anteriormente, es posible identificar dos ĺımites en dicho parámetro, v́ıa el tiempo de inter-

acción de los granos. Si los contactos son duraderos en comparación con el lapso de aplicación del esfuerzo,
E

ρb d3
p γ̇2 ≪ 1, de modo que la frecuencia de encuentros es comparable con el inverso del tiempo caracteŕıstico

de colisión binaria. Con esto, las part́ıculas se ven forzadas a relacionarse en múltiples maneras y comienzan

a formar estructuras. Este régimen, llamado flujo denso lento, es cuasi estático y los esfuerzos no dependen

de la rapidez de deformación.

Ahora bien, si los choques son instantáneos, ocurridos en peŕıodos de tiempo menores que tτ ,
E

ρb d3
p γ̇2 ≫ 1.

Este patrón de flujo se conoce como régimen inercial. Si las colisiones son puramente binarias, entonces toma

el nombre de flujo rápido.

Otra manera de estudiar la transición entre flujo lento y rápido es a través de la idealización del gas granular.

Dado que los constituyentes de un material granular en movimiento colisionan con frecuencia, es compren-

sible que se tomen algunos de los conceptos empleados en la teoŕıa cinética de los gases. Sin embargo, esta

similitud debe tomarse con ciertas restricciones. Las colisiones entre granos son inelásticas y ese solo hecho

tiene implicaciones para las propiedades materiales del medio granular. No obstante, la siguiente idealización

puede funcionar como la definición de un estado de equilibrio granular [26]. Considérese un gas granular de

densidad uniforme, de part́ıculas macroscópicas con una distribución de velocidad uniforme e isotrópica, con

valor medio de cero. Dado que las colisiones entre granos no son elásticas, este estado no puede ser estacio-

nario. Por lo tanto, es de esperarse que la enerǵıa cinética del medio decaiga con el tiempo. De esta forma,

el único estado estacionario que puede exhibir un material granular es el correspondiente a cero enerǵıa

cinética, es decir cero temperatura granular. Para permanecer en un estado cinético diferente de cero, es

necesario suministrar enerǵıa de manera que siempre se encuentre fuera del equilibrio [27].

La temperatura granular se define como

T ∗ =
1

2
(〈u′〉2 + 〈v′〉2)/U∞ (1.5)

donde 〈u′〉 y 〈v′〉 son las fluctuaciones horizontal y vertical de la velocidad, respectivamente. La temperatura

granular, o varianza de la velocidad de las part́ıculas se calcula a través de la desviación cuadrada media

de la velocidad con respecto a la media local para cada punto del espacio analizado. Esta magnitud es una

medida de la fluctuación de la enerǵıa cinética en el flujo.
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1.3. Dinámica granular y su modelado

Las diversas condiciones en que se pueden encontrar flujos granulares, obligan a buscar maneras de predecir

variables de interés que puedan ser comparadas con las análisis emṕıricos. Dada su compleja naturaleza, los

materiales granulares, a diferencia de otras sustancias, no cuentan con un conjunto propio de leyes consti-

tutivas. Con frecuencia, para dar una descripción detallada de los fenómenos en que están implicados, es

preciso tomar prestados principios y modelos fundamentales de la mecánica de sólidos, fluidos e incluso gases.

En general, hay dos maneras de analizar la dinámica de los materiales granulares. La primera, basada en

un enfoque espacial o Euleriano, consiste en asumir la continuidad del medio granular, aunque sea evidente

que las part́ıculas no están unidas y simplemente mantienen contacto. Por el otro lado, puede también en-

tenderse que cada part́ıcula individual es un elemento sujeto a un balance de fuerza único y aśı, seguir el

historial dinámico unitario desde un punto de vista Lagrangiano. Por supuesto, cada enfoque posee virtudes

y desventajas, y si bien resulta apropiado para un tipo de problema en particular, puede no ser lo indicado

para otro. Los modelos continuos pueden plantearse de manera relativamente sencilla basados en enunciados

formales de f́ısica estad́ıstica. No obstante, en ocasiones incorporan una gran cantidad de variables que no es

posible medir directamente en las escalas temporales y dimensionales en que se desarrolla un flujo granular.

Esta caracteŕıstica provoca que el uso de un modelo granular continuo sea válido para sistemas comparables,

en longitud y tiempo, con el tamaño de las part́ıculas o la duración del contacto entre ellas, respectivamente.

De esta manera puede entenderse cómo surge la segunda alternativa al tratar de analizar un problema de

fluidos granulares. Los modelos granulares discretos hicieron su aparición tras la incorporación del cómputo a

las técnicas de análisis en muchos campos de la ciencia, gozando desde entonces de una gran popularidad, al

permitir analizar el desarrollo de fenómenos sin la necesidad de conocer enteramente las leyes que los rigen.

Con respecto a los flujos granulares, ofrecen una alternativa poderosa al análisis experimental tradicional.

En ocasiones, es complicado -si no que imposible- estudiar detalladamente la estructura interna de los flujos,

dado que las escalas de los arreglos pueden ser muy diśımiles respecto al observador. Reproducir con precisión

lo que ocurre en aplicaciones industriales puede resultar costoso y consumir recursos humanos y materiales.

Ante la carencia de leyes conservativas, las simulaciones de flujos de materiales granulares, pueden prescindir

de ellas y en su lugar, emplear modelos más simples que reproduzcan las interacciones entre las part́ıculas.

Aún cuando permiten realizar una gran cantidad de “observaciones” en áreas de exploración complejas, los

modelos discretos deben estar bien fundamentados en modelos f́ısicos que imiten fielmente lo que pasa en

la realidad. Además, debe tenerse en cuenta que ante el gran número de part́ıculas que forma un sistema

granular t́ıpico, el consumo de recursos computacionales es una variable que debe cuidarse. Aśı mismo la

validación experimental de los métodos numéricos debe ser fiable y reproducible para poder considerar efec-

tivos los resultados que arrojan.

Aśı pues, ninguna técnica es superior a otra y es evidente que aún queda un gran trabajo por efectuar en

la investigación de estos materiales excepcionales. A continuación se describen brevemente algunas de las

caracteŕısticas y ejemplos de modelos para fluidos granulares.
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1.3.1. Modelos continuos

Puede resultar sorprendente que aunque los materiales granulares son discretos, tomarlos por medios conti-

nuos puede ofrecer buenas aproximaciones a su desempeño real bajo ciertas condiciones [28, 13]. Los modelos

continuos se han utilizado ampliamente para los problemas tanto estáticos como de alguna situación de flujo.

El principal atributo de estos modelos es que las part́ıculas se sustituyen por un medio continuo, y cantidades

tales como la velocidad y la densidad se consideran funciones suaves de la posición y el tiempo. Una vez

que el material granular se idealiza como un continuo, está sujeto a las leyes de equilibrio de la mecánica

del medio continuo. Estas ecuaciones deben ser complementadas con ecuaciones constitutivas que describen

el comportamiento del material. En la actualidad, la falta de ecuaciones constitutivas válidas en un amplio

rango de densidades y velocidades de corte representa un obstáculo importante, pues la inclusión de propie-

dades de las part́ıculas en ecuaciones continuas puede resultar dif́ıcil si no se hace de manera emṕırica.

Para trabajar con un enfoque continuo, una ley de balance debe formularse para las cantidades que desean

analizar, a saber, masa, momentum linear y/o angular, enerǵıa y entroṕıa. En caso de generarse alguna

discrepancia entre la teoŕıa y el experimento, puede modificarse la ecuación constitutiva correspondiente,

pero respetando la forma del balance. A menos que se indique lo contrario, los medios granulares constan de

una sola fase y no se contempla la adición de fluido intersticial.

bb

X xx1

x2x3

p1(X1, X2, X3)

p2(x1, x2, x3)

u

A

B

Figura 1.7: Sistema de referencia mostrando la posición de un punto, p, entre dos configuraciones, A y B.

Antes de postular un balance, de masa por ejemplo, se requiere definir la velocidad del medio. Ya que se

trata de un continuo, no hay part́ıculas que describir de manera que esta cantidad se define análogamente,

en términos de puntos materiales. Todos los puntos contenidos en un volumen, V , se consideran un cuerpo

y la región ocupada por todos ellos se conoce como configuración. Aśı, el movimiento de un cuerpo consta

de la secuencia de configuraciones que se suceden en el tiempo, t. Puesto que no se contemplan cambios de

fase o reacciones qúımicas en los medios granulares, cada configuración contiene el mismo número de puntos

materiales durante todo el tiempo de observación. De manera que el volumen es una función del tiempo y

aún cuando su forma y tamaño pueden cambiar, contendrá siempre el mismo número de integrantes.
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Para dar cuenta de estas variaciones dimensionales y temporales, es necesario introducir el concepto de

marco de referencia, el cual consta de un sistema de coordenadas y un elemento que permita contabilizar el

tiempo. En muchas situaciones es preferible emplear un marco de referencia que se encuentra en reposo. A

continuación se detalla brevemente la operación de estos conceptos.

Supóngase que en un tiempo de arranque, t0, se analiza un punto material, denotado por p, como se aprecia

en la fig. 1.7. En una configuración inicial, A, este punto corresponde con la ubicación del vector de posición,

X , cuyas componentes, X1, X2 y X3 se conocen como las coordenadas materiales del punto p. Transcurrida

una determinada cantidad de tiempo, el cuerpo bajo estudio tendrá, en general, una configuración distinta,

B. Ahora las coordenadas materiales de p están descritas en las componentes x1, x2 y x3. El movimiento del

cuerpo se describe a través de x = x(X, t), donde cada vector X corresponde a un punto material. Ahora

bien, si se entiende que la velocidad está dada por el cambio temporal de la posición, para cada punto ma-

terial se define como V = Dx/Dt = (∂x/∂t)X . Esta expresión se conoce como la derivada material y sirve

para medir la variación temporal de una propiedad -la velocidad en este caso- en un punto material.

Una vez que se han establecido las condiciones de seguimiento y caracterización del medio continuo, se pueden

efectuar los balances adecuados que permiten determinar las cantidades de interés. Estos balances pueden

expresarse tanto de forma diferencial (como se reseñó arriba) como integral. La forma de plantearlos depende

de la aplicación que requiere un tipo particular de problema. Con respecto a los materiales granulares, los

balances integrales pueden ofrecer información sobre cantidades globales, tales como flujo total de masa o

fuerza sobre las paredes de un contenedor. Contrariamente, los balances diferenciales resultan útiles para

investigar propiedades locales sobre los campos de densidad, esfuerzo o velocidad, aunque para ello requieren

de un trabajo conceptual más arduo.

Considérese nuevamente la velocidad de los puntos materiales de un medio continuo. El balance integral de

masa se puede expresar como
d

dt

∫

V

ρ dV = 0 (1.6)

donde ρ = ρs ν es la densidad del medio granular.

Por otro lado un balance diferencial se puede expresar como

∂ρ

∂t
+

∂

∂xi
(ρ vi) = 0 (1.7)

donde i corresponde a cada dirección del sistema coordenado. Esta misma expresión puede reescribirse de la

siguiente forma
Dρ

Dt
= −ρ(∇ · vi) (1.8)

donde D/Dt es la derivada material.

Con estas herramientas es entonces posible encontrar la forma de otras variables de interés para el medio

continuo, siendo la densidad, el esfuerzo y los perfiles de velocidad los más recurrentes, como ya se ha men-

cionado. Históricamente, muchos investigadores han propuesto el empleo del principio de superposición en

los análisis, sumando las caracteŕısticas elásticas, plásticas y viscosas de las part́ıculas del agregado granular.
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Un ejemplo son los modelos de materiales elastoplásticos. Estos sugieren que por debajo de un umbral en

la relación entre esfuerzos normales y tangenciales, el material soporta elásticamente las interacciones del

sistema de fuerzas. Una vez que esa frontera es superada, se presenta fluencia plástica en el medio. Otros

siguen una metodoloǵıa semejante, pero desprecian la deformación elástica, asumiendo un comportamiento

ŕıgido elástico en el agregado. En determinadas situaciones, es útil incluso considerar al medio granular no

sólo como un continuo sino como un fluido Newtoniano regular [29].

El primer paso para caracterizar el desempeño mecánico de un material, es buscar una relación entre el

esfuerzo o la deformación, a través de sus propiedades. Simplificar su comportamiento, puede aproximar

satisfactoriamente los resultados experimentales. Al igual que los sólidos o los ĺıquidos, el estudio teórico

de los medios granulares se basa en un material ideal. El Material Ideal de Coulomb, es un caso especial

dentro de los materiales ŕıgido-plásticos, y es el equivalente fenomenológico del Sólido Hookeano o el Fluido

Newtoniano. Dichos materiales exhiben una relación lineal entre el esfuerzo normal y el esfuerzo de corte.

Este modelo se conoce como Criterio de Mohr-Coulomb y se escribe como

τ = µ σ + c (1.9)

donde τ es el esfuerzo cortante aplicado y σ el esfuerzo normal. Las constantes µ y c son el coeficiente de

fricción y la cohesión y son valores que dependen de la naturaleza del medio, como ya se ha mencionado.

Tı́picamente, los materiales granulares, aún los más rugosos no pueden ofrecer una gran cohesión y ésta se

considera nula.

Esta ecuación puede ofrecer una buena aproximación a lo que experimenta un bloque de material granular en

la realidad. Ante la aplicación de una fuerza externa pequeña, que no comprometa la capacidad elástica del

medio, éste no se ve deformado. En cambio, si la fuerza supera un valor determinado, el material se divide

en dos bloques ŕıgidos que se deslizan uno sobre otro. Aunque existen deformaciones elásticas en la zona de

ruptura, puede decirse que los bloques se mantiene ŕıgidos, y que el deslizamiento tiene lugar debido a una

falla plástica.

Otra de las v́ıas para aprovechar los lineamientos básicos de la mecánica del continuo, se fundamenta en

modelar alguna de las variables. Con el propósito de encontrar algún perfil que se pueda comparar satisfac-

toriamente con resultados experimentales, puede modificarse por ejemplo, el tensor de esfuerzos [30] o añadir

un factor de proporcionalidad a la rapidez de deformación [31].

1.3.2. Modelos discretos

El enfoque de Lagrange puede ser visto como una extensión del de Euler, de manera que el modelo Lagran-

giano describe la fase sólida a nivel de las part́ıculas y la fase gaseosa como un continuo. En la situación del

flujo bifásico, las ecuaciones del movimiento de cada part́ıcula individual se resuelven incluyendo los efectos

de las colisiones de las part́ıculas y fuerzas que actúan sobre las part́ıculas debidas a la interacción con la

fase menos densa. Esto significa que las leyes del movimiento deben ser resultas para un elevado número de

part́ıculas en un dominio computacional que represente un arreglo especial de “experimentación”. Es evidente

que estos modelos son más precisos que los continuos puesto que, además de no requerir ecuaciones acopladas

para la fase suspendida, pueden calcular las propiedades del movimiento de cada part́ıcula individualmente.
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Aunque el comportamiento verdadero de los sistemas de part́ıculas puede ser un poco más complejo, la

asunción de que las interacciones son binarias y entre part́ıculas perfectamente esféricas, es una aproxima-

ción que permite enunciar algunos elementos básicos de la mecánica granular. Antes de ello, es primordial

definir algunos conceptos necesarios para la comprensión de dichos fundamentos. Como ya se ha expresado,

las part́ıculas del medio granular están formadas de un material sólido. La deformación que experimenta

un sólido se puede representar en la forma más simple por la ley de Hooke, que supone una relación lineal

con el esfuerzo aplicado. Las propiedades elásticas de la sustancia están caracterizadas por el módulo de

elasticidad, E y el coeficiente de Poisson, ν, los cuales cuantifican la resistencia del material a la compresión

en la dirección normal y tangencial a la aplicación de la fuerza, respectivamente.

Figura 1.8: Esquema de dos part́ıculas esféricas i y j teniendo contacto en el punto C, mostrando la velocidad del centro de masa, V ,
la velocidad de giro, ω y el vector unitario, n, que une sus centros.

Considérense dos esferas ŕıgidas de radio R1 y R2, en general con masas diferentes, m1 y m2, viajando a

velocidades distintas, v̄1 y v̄2, referenciadas a un marco inercial a través de sus vectores de posición r̄1 y r̄2.

Si experimentan una colisión elástica, las velocidades que poseen luego del choque serán v̄′1 y v̄′2. Idealmente,

las interacciones entre los granos no les provocan deformación permanente, además, tanto el momento lineal

como la enerǵıa cinética del sistema se mantienen. Los impactos de este tipo se consideran perfectamente

elásticos. Dado que los choques que experimentan los granos no son siempre ideales, es importante saber

la cantidad de enerǵıa cinética que se pierde durante estos contactos. Para ello existe una medida conocida

como coeficiente de restitución, ǫ. Este valor cuantifica el grado de conservación de la enerǵıa cinética durante

el choque, es decir, permite estimar su carácter de elasticidad y se conoce como coeficiente de restitución

ǫ =
v̄′2 − v̄′1
v̄2 − v̄1

(1.10)

Por conservación de enerǵıa, el valor de dicha relación es igual a 1 como máximo, situación en la que se

presenta un choque perfectamente elástico. Por lo anterior, el coeficiente de restitución contiene las carac-

teŕısticas disipativas de la colisión. Aunque un análisis minucioso de la mecánica de las colisiones, revela que
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ǫ es una función de la velocidad de impacto, en general se asume como constante para un material dado. Ya

que en el caso de los medios granulares, v̄′1 y v̄′2, se desconocen, pueden estimarse a partir de las ecuaciones

de conservación de momentum y enerǵıa, incluyendo la definición del coeficiente de restitución,

v̄′1 = v̄1 − 1/2 (1 + ǫ) (v̄12 · n̂) n̂, v̄′2 = v̄2 − 1/2 (1 + ǫ) (v̄12 · n̂) n̂ (1.11)

donde n̂ = |r̄1 − r̄2|/(r̄1 − r̄2), es el vector unitario que une los centros de las esferas.

Como se ha considerado, los impactos ocurren en un instante de tiempo únicamente entre pares de part́ıculas.

La fuerza con que se impactan depende impĺıcitamente del tiempo puesto que las posiciones -y consecuen-

temente las velocidades- relativas son funciones del tiempo. Por otro lado, en cada paso temporal, existe

una interacción con una part́ıcula diferente, que a su vez posee una secuencia propia de contactos previos.

Una vez que el encuentro ocurre, éste tomará un determinado peŕıodo, conocido como tiempo de colisión,

luego del cual, la part́ıcula se desplazará hasta encontrar otra y tendrá lugar un nuevo contacto. Es evidente

que mientras más diluido se encuentre el medio y los contactos sean mas cortos, asumir colisiones binarias

será más adecuado, como en el caso de los llamados gases granulares [24]. Por el contrario, si los periodos

entre un impacto y otro son muy cortos se habla de entonces de flujos granulares densos.

Los modelos de part́ıculas pueden dividirse, en términos simples, en dos tipos, los de part́ıcula dura y suave,

mismos que se expondrán con brevedad a continuación.

En los modelos de esferas duras se asume que las part́ıculas interactúan a través de colisiones instantáneas,

binarias. En una secuencia de colisiones se procesa una colisión a la vez, en orden de aparición. Por esta

razón, son también conocidos como modelos de eventos secuenciados (del inglés event driven models), ya

que una secuencia de colisiones es un proceso en que se calcula la dinámica de todas las part́ıculas que se

mueven hasta que la próxima colisión se produzca. La dinámica de estas colisiones se describe por leyes que

involucran la disipación energética, debida a la interacción no ideal de las part́ıculas, mediante la inclusión

de los coeficientes emṕıricos de restitución normal y tangencial y el coeficiente de fricción. La disipación que

produce la interacción de sus part́ıculas, hace que estos sistemas sean significativamente diferentes de los

sistemas moleculares, donde la enerǵıa asociada con las colisiones siempre se conserva. Esto significa que la

enerǵıa debe ser continuamente suministrada a fin de mantener sus part́ıculas en movimiento.

Figura 1.9: Modelo de part́ıcula suave, considerando resortes, amortiguadores y deslizadores para simular el contacto entre part́ıculas
esféricas.
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Los modelos de part́ıcula suave difieren de los anteriores al considerar que las interacciones entre las part́ıcu-

las son un proceso continuo que se desarrollo en un tiempo finito. Como su nombre sugiere, se considera

que los granos sufren una cierta cantidad de deformación durante la colisión y que las fuerzas de contacto

se calculan empleando una idealización que involucra resortes, amortiguadores y deslizadores, como se ha

explicado antes. Esta versión de los modelos de part́ıculas resulta más acertada que la asunción de part́ıcula

dura y se emplea con mucha más frecuencia. Con los modelos de part́ıcula suave, las fuerzas ejercidas sobre

cada part́ıcula se calculan como funciones continuas de la distancia entre part́ıculas contiguas y se basan en

leyes f́ısicas realistas. En el caso de una part́ıcula que está en contacto con varias otras part́ıculas, la fuerza

de contacto resultante se desprende de la suma de las contribuciones binarias. En términos de consumo

computacional, en comparación con la aproximación de esfera dura, este enfoque es intensivo y requiere aún

más recursos numéricos de simulación, sin embargo proporciona información sobre la estructura y dinámica

de materiales espećıficos, incluyendo detalles de las posiciones, velocidades, fuerzas y particiones de enerǵıa.

Dado que los modelos discretos describen el movimientos de las part́ıculas en detalle, se espera muestren

más similitud con los resultados experimentales que los modelos continuos. Sin embargo, una comparación

directa entre los modelos de part́ıcula dura y suave y experimentos no se ha hecho hasta ahora. Por un lado,

la gran cantidad de part́ıculas que se requiere para justificar la aplicación del enfoque continuo, y por el

otro, el limitado número de part́ıculas que pueden ser manejadas por los modelos de elementos discretos.

Otras complicaciones surgen del hecho de que una comparación rigurosa sólo puede hacerse si el elemento

discreto considera el movimiento tridimensional de los granos, pues los que se emplean hasta ahora resultan

restrictivos, pues sólo contemplan dos direcciones. Esto aumenta considerablemente el número requerido de

part́ıculas y con ello, las demandas computacionales.

1.4. Zonas de estancamiento

Bajo determinadas condiciones, los flujos de materiales granulados exhiben zonas de estancamiento, donde

se comportan como sólidos y parecen ser indiferentes al desarrollo del flujo circundante. Sin embargo, el

entendimiento de las circunstancias que producen dichas formaciones no es completo y se desconoce si son

originadas por las propiedades del material (rugosidad, tamaño o geometŕıa de las part́ıculas) o por los atri-

butos del flujo. Aśı mismo, se ignora la relación entre la morfoloǵıa y la dimensión del estancamiento, y el

aspecto del objeto. Una de las situaciones espećıficas en las que dicho fenómeno se desarrolla, tiene lugar al

interactuar una corriente granular con un objeto inmerso en ella (ver fig. 1.11). Aguas arriba del obstáculo,

se crea una zona de estancamiento, mientras que tras el intruso, una estela vaćıa aparece.

La presencia de zonas de estancamiento en dispositivos empleados con frecuencia en aplicaciones industriales,

aśı como en fenómenos naturales, motiva la reproducción experimental de dichas instancias. A menudo

se describe a dichas regiones como inmóviles o congeladas y se piensa que no tienen una participación

significativa en el flujo. Una explicación profunda de los mecanismos involucrados en la generación de dichas

estructuras no se ha alcanzado, y los documentos que refieren su aparición, presentan apenas una descripción

de su forma para circunstancias particulares. Otros autores han logrado propuesto modelos hidrodinámicos,

realizando algunas idealizaciones, que pueden establecen la forma de dichas regiones, sin embargo, las reseñas

que ofrecen son someras en cuanto a la transición entre flujo lento y rápido. Aśı mismo, no se ha contemplado

la influencia -geométrica y dinámica- que tiene un intruso en el despliegue de un flujo de material granular.
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Como se ha mencionado, en situaciones espećıficas el desarrollo de un flujo granular, propicia la aparición de

zonas de estancamiento. Estas caracteŕısticas estructurales están presentes en varios experimentos y arreglos

industriales comunes. Los tambores giratorios poseen zonas de transición entre un sector de alta rapidez de

deformación y un núcleo cuasiestático [32]. Aśı mismo, los colapsos de columnas granulares presentan me-

canismos de interacción semejantes. En determinados contenedores y silos es deseable, regular la velocidad

o impedir la formación de arcos en la boca de la descarga, introduciendo insertos de variadas geometŕıas y

tamaños. El presente estudio se ocupa de la descripción de una zona estancada generada por un flujo denso

que interactúa con una placa plana.

(a) (b)

Figura 1.10: Flujo frontal sobre una placa plana. En el caso de un fluido newtoniano, (a), la interacción produce una zona de recirculación
aguas abajo del obstáculo, tomado de [33]. Un flujo granular, (b), exhibe una zona de estancamiento por encima de la placa y un vació en
la parte posterior.

A diferencia de lo que ocurre con los fluidos “convencionales”, se presentan dos fenómenos que contrastan

con este experimento clásico (fig. 1.10). Sobre el obstáculo se forma una pila de part́ıculas que presentan

un movimiento extremadamente lento en relación con la corriente circundante. Por otro lado, no se presen-

tan vórtices aguas abajo de la obstrucción (fig. 1.10a), y por el contrario, se genera un vaćıo (fig. 1.10b).

Históricamente, los primeros estudios sobre materiales granulares se concentraron en identificar la forma

del flujo, y la fuerza que experimenta el objeto [34, 35, 36], sin tomar en cuenta la participación de la zona

estancada. Más adelante, se notó la importancia de la predicción en la distribución de velocidad en el interior

del contenedor, y su dependencia de la alteración que sufre el flujo.

Cabe mencionar que la mayoŕıa de los experimentos y simulaciones numéricas en los que se estudia la in-

teracción entre una corriente y un obstáculo, se efectúan en un flujo diluido [37, 38, 39]. El objeto que se

emplea como intruso suele ser un cilindro. Esta configuración no ofrece una perspectiva de la influencia de

la disposición angular del flujo respecto a la obstrucción. Con frecuencia, se admite que estas estructuras

poseen una forma triangular, al igual que las pilas cónicas que produce el decantamiento de material granular

sobre una superficie plana. De la misma forma, las primeras observaciones señalaban la poca participación

de la zona de estancamiento en el flujo global, considerándola congelada.
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Figura 1.11: Fotograf́ıa de larga exposición, mostrando la interacción entre un flujo granular y un cilindro. Nótese la zona de estanca-
miento y la región sin material aguas abajo. Tomada de Brennen, Fundamentals of Multiphase Flow [40], con permiso de R.H.Sabersky.

No obstante, algunas investigaciones recientes [41], han encontrado que aún las capas más profundas de

dichas estructuras, no están del todo inmóviles y exhiben movimiento muy lento. De forma semejante, se ha

visto que para un flujo diluido que interactúa con un objeto, el estancamiento exhibe una forma parabóli-

ca, dentro de la cual subyace una región aproximadamente triangular, marcando la transición entre los dos

reǵımenes [42, 43]. Estas aseveraciones contradicen el enfoque tradicional bajo el que se estudiaban las zonas

estancadas y ofrecen descripciones de la dinámica granular que las genera.

De acuerdo con estos planteamientos, las zonas de estancamiento exhiben -aunque pequeño- movimiento de

las part́ıculas que las forman. Las capas más externas y que marcan la transición entre flujo rápido y lento,

muestran un perfil de velocidad no lineal [44]. Dentro de las regiones de atasco, la velocidad decae con la

profundidad hacia valores pequeños que no son estrictamente iguales a cero.



2
Objetivo

El propósito de este estudio es analizar el estancamiento generado por la interacción de una placa plana con

un flujo granular. El primer objetivo es estudiar la movilidad de la zona de atascamiento, para diferentes

condiciones de flujo de masa, longitud del obstáculo y orientación. Además, se analiza la morfoloǵıa de la

región estancada, tratando de establecer un criterio sobre su tamaño y prevalencia para condiciones de flujo

determinadas. Con estas evaluaciones se pretende definir parámetros que permitan caracterizar la aparición

de las mencionadas estructuras. Se busca establecer un criterio que permita diferenciar la región transitoria

entre un flujo rápido y uno cuasiestático. Por otro lado, se intenta entender la naturaleza de las condiciones

que impactan mayormente la formación de estancamientos. Se investiga una relación entre las propiedades

materiales o los atributos del flujo con las cualidades del estancamiento. De igual manera, se analizan las

implicaciones que esto tiene en el diseño de dispositivos y procesos que incluyen la manipulación de mate-

riales granulares.
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3
Metodologı́a Experimental

En esta sección se describe el dispositivo experimental empleado y su funcionamiento. De igual manera, se

establecen las condiciones de ejecución experimental y los parámetros que se variaron durante las pruebas.

Se expone brevemente la definición de variables caracteŕısticas, especialmente la estimación de la velocidad

promedio del flujo y su comparación teórica y experimental. Se reseña también, la técnica de visualización

del flujo, aśı como la obtención y manipulación de datos usando rutinas computacionales. Finalmente se

mencionan las etapas para la caracterización de parámetros de interés, relativos a la zona de estancamiento

y las variables fundamentales del experimento.

3.1. Dispositivo y diseño experimental

A fin de producir un flujo gravitacional cuasi bidimensional, se construyó un canal vertical de 1100 mm de

alto, con una sección transversal rectangular de 300 x 50 mm, con cubiertas de vidrio. El canal está provisto

de una bandeja de almacenamiento en la parte superior y una tobera de descarga en la parte inferior, que

se cubre con una lámina delgada de tamaño Ah (fig. 3.1). En el centro del contenedor se coloca una placa

sólida de longitud Lp, con una orientación determinada, αp. Ésta se sostiene con una varilla delgada que

atraviesa tanto la placa como las paredes de vidrio del canal. A éste se introduce una masa cercana a los 30

kg de part́ıculas esféricas de vidrio transparente de 3 mm de diámetro. Al retirar la cubierta de la tobera

de salida, se produce un flujo inducido por gravedad, de velocidad media U∞, que interactúa con la placa

y causa la formación de una zona de estancamiento en la parte anterior de ésta. En este experimento se

emplearon tres tamaños de placa, cuatro diferentes aperturas y ocho posiciones angulares, distribuidas en

dos etapas de experimentos que se describen con detalle más adelante.
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Figura 3.1: Canal de pruebas mostrando dimensiones relevantes en miĺımetros.

Además de las condiciones geométricas del canal de pruebas, la variable más importante para caracterizar

este experimento es la velocidad promedio del flujo. A partir de la evaluación de esta cantidad es posible

estimar el movimiento relativo de una zona de estancamiento y analizar su prevalencia para una serie de

condiciones experimentales. A continuación se describe un modelo anaĺıtico, empleado con anterioridad [45]

para cuantificar la velocidad de una corriente granular en un aparato experimental semejante al referido en

este estudio.

La velocidad media del flujo, se calcula dividiendo el gasto volumétrico del flujo que se obtiene con cada

apertura entre el área del canal. Midiendo el tiempo que una masa de esferas conocida tarda en evacuar

el contenedor, es posible conocer el flujo másico, ṁ = m/td. El tiempo de descarga es una función de la

apertura del canal, Ah. Para estimar el gasto volumétrico, basta dividir este valor entre la densidad del

material granular, es decir Q̇ = ṁ/ρ. Recordando que la densidad efectiva se expresa como ρb = ρp ν, y que

el área del canal está dada por A = LW , la velocidad se obtiene como

U∞ =
Q̇

A
=

m

td ρp νRCP
LW

(3.1)

donde ṁ es el flujo másico, ρ la densidad de las part́ıculas, A = LW es el área transversal del canal y ν
RCP

es el factor de empaquetamiento máximo. Como ya se ha mencionado, se estima que el valor de este factor

en flujo denso es de 0.64, sin embargo, no es constante durante el desarrollo del flujo, pues cambia debido al

movimiento de las part́ıculas, a su interacción con las paredes del canal y a las imposiciones del obstáculo.

Esta es la razón por la que la ecuación (3.1) brinda una velocidad de descarga promedio. Como puede verse,

la velocidad tiene una relación inversa con el tiempo de descarga.
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Cabe señalar que esta velocidad, no es una función lineal de la apertura de descarga, Ah, como se puede

apreciar en la fig. 3.2. Lo mismo ocurre con el tiempo de desalojo, que al igual que la velocidad de descarga,

sigue una ley de potencias con la apertura del canal (fig. 3.2b). En la tabla 3.2 se muestra la duración del

desalojo para diversos valores de apertura, Ah, y las velocidades, U∞, obtenidas con esta aproximación. Para

relacionar la velocidad de vaciado con la apertura de la tobera se usa una función potencial que aproxima

satisfactoriamente los datos experimentales.
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Figura 3.2: Comportamiento de (a) el tiempo de descarga y (b) la velocidad de descarga como función de la apertura del canal, Ah.

El diseño experimental comprendió dos etapas, ambas enfocadas en la exploración de los campos de veloci-

dad y la variación de su magnitud en función de las aperturas del canal, la orientación del obstáculo y los

distintos tamaños de la placa (Véase tabla (3.1)). En la primera fase (I) se usaron tres longitudes (Lp =

3, 5 y 10 cm) para una posición horizontal (perpendicular al flujo). El objetivo primordial de estos ensayos

es estudiar las variaciones de la magnitud de la velocidad en el campo de flujo y la caracterización de estos

atributos como función de las variables caracteŕısticas del experimento.

Posteriormente, en una segunda etapa (II), se usó la placa de tamaño intermedio (Lp = 5 cm) y el ángulo

de ataque se modificó, desde la posición horizontal y hasta 90 °, en incrementos de 10 y 15 °. En esta fase se

estudió con especial atención, el comportamiento del flujo y los campos de velocidad, en posiciones cercanas al

ángulo de reposo, que se estima, para arreglos tridimensionales de esferas, en 23.5 °[46]. Aśı mismo se estudia

la ubicación del punto de menor velocidad en el campo, y la forma y tamaño de la zona de estancamiento.

Ah [cm]
5 8 11 14

αp [°]
0 3, 5, 10 (I)

0, 10, 20, 30, 45, 60, 75, 90 5 (II)

Tabla 3.1: Longitud de placa (Lp) en cm, utilizada en cada ensayo experimental.
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3.2. Adquisición de Imágenes

Una cámara de alta velocidad, conectada previamente a un equipo de cómputo, se coloca frente al canal a la

altura de la placa, teniendo un cuadro de visión de la región estancada encima de ésta. El origen del sistema

de referencia, [x, y] se ubica en el centro de la placa. Para el primer régimen experimental, la región de interés

es un cuadrado de aproximadamente 12 cm por lado, con uno de sus vértices ubicado en el centro de la placa

(ver fig. 3.3a); esto debido a que se considera que el flujo es simétrico. La razón de mantener las dimensiones

de la región de observación para todos los tamaños de placa disponibles es igualar el número de regiones

de interrogación, permitiendo que éstas contengan, en promedio la misma cantidad de part́ıculas. Para los

experimentos en que el ángulo se modifica, la placa se observa completa en una región de aproximadamente

1.3 veces la longitud del obstáculo (ver fig. 3.3b), al estar alineada con la cámara en las diversas inclinaciones

que se contemplan en el experimento.

Lp Lp

(a) Lp= 10 cm (b) Lp= 5 cm

Figura 3.3: Ejemplos de las regiones de observación para la (a) primera y (b) segunda fase experimental.
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Por cada uno de los eventos experimentales, se tomó una secuencia fotográfica de alta velocidad, a una

tasa de 500 cuadros por segundo. Una vez adquirida dicha colección de imágenes, se utilizó una técnica de

correlación cruzada -frecuentemente empleada en velocimetŕıa por imágenes de part́ıculas (PIV), descrita más

adelante- para obtener los respectivos mapas de velocidad y temperatura granular. Estos datos numéricos

son posteriormente tratados para deducir las curvas de velocidad en función de la posición, L∗ = x/Lp, y la

altura adimensionales, H∗ = y/Lp, respecto a la placa. Además, con los datos obtenidos de las secuencias

de la segunda etapa, se calcularon las curvas de isovelocidad y la ubicación del punto de estancamiento.

Posteriormente, se analizó su progresión en el ámbito de la placa para diferentes velocidades del flujo y

orientaciones de la placa. A pesar de la rotación impuesta a la placa durante la segunda etapa experimental,

la cámara permanece alineada con la placa, con el objetivo de capturar el movimiento aguas arriba del

obstáculo, ignorando la zona vaćıa formada.

3.3. Técnica de visualización

En este estudio se empleó una técnica de visualización de imágenes semejante a la de Velocimetŕıa por

Imágenes de Part́ıculas (PIV). La técnica de PIV es un método de visualización, relativamente nuevo y

ampliamente utilizado en varios ramos de la ciencia en la actualidad. A través de este sistema es posible

estimar campos de velocidad instantáneos, a partir de los cuales se cuantifican otras variables de interés. El

principio fundamental consiste en comparar pares de imágenes sucesivas del desarrollo de un fenómeno de

rápida evolución. Conociendo el tiempo que transcurre entre las dos fotograf́ıas, y comparando las posiciones

relativas entre puntos sobre las regiones de interés, se determina un campo de vectores de velocidad. En

virtud de la celeridad con que se manifiestan dichos eventos, es común la utilización de una cámara (o más

en el caso 3D) de alta velocidad, con la que se pueden capturar desde algunas decenas hasta miles de cuadros

por segundo, dependiendo de la naturaleza del fenómeno a observar [47].

El uso de sistemas PIV en experimentos con materiales granulares puede prescindir de sistemas complejos

de iluminación. Por los atributos ópticos de los granos -que suelen ser opacos- y su tamaño, es suficiente el

uso de focos ordinarios o en su defecto, luz estroboscópica sustituyendo al láser pulsado [48]. Igualmente, es

innecesario el uso de part́ıculas trazadoras, y en su lugar pueden emplearse granos de otro color, tamaño o

material [49, 50]. Para el experimento que se reporta se emplearon lámparas de LEDes con el fin de elimi-

nar variaciones en la iluminación, surgidas de la naturaleza fluctuante de la corriente alterna. Tampoco se

empleó otra clase de part́ıculas, dado que no se efectuó seguimiento individual.

Por cada ensayo experimental (ver tabla 3.1) la adquisición de imágenes se efectúa durante 2 segundos, a

una tasa de captura de 500 cuadros por segundo. Este procedimiento da como resultado una colección de

1000 fotograf́ıas por cada evento. La elección del periodo de observación se efectuó con base en los datos

de la tabla 3.2. Para valores muy grandes de apertura de descarga en el canal, el tiempo de desalojo dura

apenas unos pocos segundos. Para analizar todos los casos en el mismo lapso de tiempo y reducir la cantidad

de fotograf́ıas individuales, se eligió el menor tiempo de vaciado del canal.

Existen dos métodos para obtener capturas en un sistema PIV: exposición simple a multicuadros (SFME) y

multicuadro de exposición única (MFSE). La primera se refiere a la generación de un fotograma unitario a

partir de la superposición de varias imágenes sucesivas. La segunda consiste en registrar en cada fotograf́ıa el
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evento correspondiente a un tiempo determinado. Aunque la técnica a emplear depende de los requerimien-

tos del experimento, la MFSE conserva el orden cronológico de las fotograf́ıas, eliminando las ambigüedades

en la determinación del desplazamiento efectivo, surgidas del uso de SFME. En virtud de la naturaleza del

experimento que se reporta, el orden de las fotograf́ıas no está gobernado por un mecanismo de disparo, es

decir, el tiempo entre imágenes individuales y entre pares es igual.

El análisis de imágenes es la etapa siguiente a la captura. En la técnica de velocimetŕıa por imágenes, no

se estudia el movimiento individual de una part́ıcula. La concentración de éstas puede resultar muy alta

como para computar de manera certera el desplazamiento de cada una, además de que su tamaño y otros

fenómenos ópticos haŕıan muy compleja dicha labor. En vez de esto, se divide la imagen en un determinado

número de áreas rectangulares, llamadas “áreas de interrogación”. El método para estimar el desplazamiento

promedio de un área de interrogación entre dos instantes de tiempo se fundamenta en la correlación.

Figura 3.4: Superposición de un campo de vectores con la fotograf́ıa de origen.

La función de correlación mide la similaridad que tienen dos variables aleatorias entre dos instantes de

tiempo. Si se analiza la correlación entre variables que representan la misma cantidad en instantes de tiempo

diferentes, se habla de autocorrelación. Por otro lado, si las señales son distintas y se comparan en lapsos

de tiempo iguales, se tiene entonces una función de correlación cruzada. En el tratamiento de imágenes

digitales, se analizan las señales promedio de intensidad de los pixeles en escala de grises, entre dos instantes de

tiempo. Al correlacionar cada región de interés, se obtiene la magnitud y dirección del vector desplazamiento.

Conociendo el tiempo entre imágenes, se calcula el campo de velocidad promedio en el lapso referido (fig.

3.4). Para el experimento presente, las áreas de interrogación se componen de 16 x 16 pixeles, con lo cual se

tienen mapas de 1024 vectores sobre una imagen de 512 x 512 pixeles.
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Los vectores estimados con la correlación necesitan ser procesados estad́ısticamente. Las condiciones de

obtención de imágenes aśı como los parámetros requeridos para su validación, no siempre pueden controlarse

enteramente. Por esta razón pueden emerger errores en el dimensionamiento o la orientación de los vectores.

Para validar las mediciones que arroja el método, existe una serie de algoritmos estad́ısticos descritos con

detalle en la literatura que ofrecen los fabricantes [47, 51]. La tarea primordial de estos procedimientos, es

retirar los datos que se hallen fuera de un rango y colocar en su lugar, otros obtenidos por ajuste de los

valores circundantes aprobados. Una secuencia t́ıpica de filtrado incluye la verificación del valor puntual con

respecto a un rango de velocidad, una validación de máximos (picos), seguida de un promedio de movimiento

local antes de una verificación del campo completo.

3.4. Procesamiento de Datos

Una vez que se ha efectuado la captura fotográfica, se emplea paqueteŕıa especializada en el tratamiento de

imágenes y la aplicación de la técnica PIV. Este procedimiento aplica el algoritmo de correlación a todas las

imágenes de la secuencia. En este experimento las imágenes, con una resolución de 512 x 512 pixeles, se divi-

den en áreas de interrogación cada una de las cuales producirá un valor de velocidad. Tras la comparación y

promediado entre pares de imágenes de la secuencia mencionada, se obtiene una lista con datos provenientes

de cada área de interés. Dichas variables incluyen información sobre las componentes de velocidad en cada

dirección, en m/s, y la ubicación del vector resultante, en escala de pixeles y miĺımetros (escaladas según

un factor de aspecto); aśı mismo se registran valores estad́ısticos de estas cantidades. Estas listas contienen

alrededor de 1000 entradas, dependiendo de la resolución de la rejilla de interrogación.

De los datos que arroja el algoritmo de correlación, se toman los valores para las componentes del vector

velocidad, u y v en cada punto, mismas que revelan la magnitud de dicho ente a través de vp =
√
u2 + v2.

Estas cantidades deben ser adimensionalizadas en función de los parámetros caracteŕısticos del experimento,

concretamente, la velocidad media de descarga, U∞, calculada según la expresión (3.1). Usando la longitud

de la placa Lp, como factor de escala, se define la longitud adimensional, L∗ = x/Lp y la altura adimensional,

H∗ = y/Lp, aśı como la velocidad adimensional, V ∗ = vp/U∞.

Con los valores de vp, se construye un mapa escalar de la magnitud de la velocidad en la zona de estanca-

miento, según sea el caso experimental. Una vez escalada, la lista generada por el programa para análisis

PIV, se reorganiza en un arreglo matricial con dimensiones iguales a las de la plantilla de regiones de interro-

gación, que puede visualizarse como una superficie de magnitud de velocidad. Véase que estas “superficies

de respuesta” pueden interpretarse con la ayuda de las variables adimensionales previamente definidas. Para

una posición [L∗, H∗] existe una magnitud de velocidad, V ∗. Cada una de estas variables define uno de los

ejes de la superficie mencionada anteriormente (ver fig. 3.5). El siguiente paso para la obtención de valores,

consiste en realizar la estimación de las velocidades correspondientes a una serie de ubicaciones determi-

nadas. Para ello es necesario realizar una interpolación entre datos de la matriz de V ∗. Puesto que este

arreglo está coordinado en números de renglones y columnas correspondientes a las zonas de interrogación,

es necesario transformar las ubicaciones deseadas, [L∗,H∗], en valores renglón-columna, [Nx,Ny].

Para analizar el comportamiento de la velocidad en función de la posición, se extraen de estos mapas, los

valores de V ∗ sobre ubicaciones de interés, siendo la principal, la ĺınea de flujo para cada experimento. En
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Figura 3.5: Forma t́ıpica de los mapas escalares, observados en modo (a) superficie y (b) contorno para un ensayo de las fases experi-
mentales I y II.

los ensayos con la placa horizontal, dicha ĺınea es colineal con la imagen, y se ubica en uno de los extremos

del mapa de velocidades. Dada la alineación que se indujo tanto a la placa como a la cámara en la segunda

fase de experimentos, la ĺınea de flujo se sitúa en una recta que pasa sobre el centro de la placa con una

alineación de 90-α °, donde α corresponde a su orientación angular. Con ayuda de software especializado,

se ejecuta un tratamiento de imágenes a cada orientación, en caso necesario, con el fin de ubicar los puntos

sobre el mapa que componen la ĺınea de interés.

Para los datos obtenidos de las secuencias fotográficas de la parte (I), el proceso consiste en tomar valores

de velocidad en ĺıneas paralelas a la placa (véase fig. 3.7a). En una superficie de magnitud de velocidad (fig.

3.5a) dichas ĺıneas corresponden a planos que la intersecan a determinadas alturas (fig. 3.7b). Las ubicaciones

de éstos, se calculan en función de la dimensión de la placa en la fotograf́ıa de origen, definiendo una serie de

valores de H∗. Una vez que se conocen estas cantidades, se realiza la estimación de las velocidades para los

planos deseados. Dado que su posición puede no corresponder a un valor en un renglón de la matriz, se debe
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Figura 3.6: Esquema del procedimiento de doble interpolación lineal en torno del punto A.

interpolar linealmente entre los puntos que śı se conocen. Aśı pues, las alturas adimensionales, se transforman

en valores de renglón y se usan los datos vecinos para realizar la interpolación. Hecho lo anterior, se grafican

las curvas del tipo V ∗ = V ∗(L∗), para distintos valores de H∗, mostradas en la figura (3.7c). La tendencia de

estos valores puede apreciarse también en un eje logaŕıtmico (fig. 3.7d). Dado que se analiza lo que sucede

en el ámbito de la placa, los valores de velocidad que corresponden a posiciones de longitud mayores que el

tamaño de ésta (L∗ >1) son irrelevantes para la siguiente etapa. Para investigar el comportamiento de la

velocidad en la zona estancada, se realiza un ajuste exponencial de los datos comprendidos en el dominio de

la placa (fig. 3.7e), del tipo

V ∗(L∗) = b e A L∗

(3.2)

De este análisis surgen dos parámetros de interés: la velocidad en el centro de la placa b = v∗(0) y el coefi-

ciente de decaimiento de la velocidad, A. Estas variables pueden obtenerse como la ordenada al origen y la

pendiente para la “recta” de ajuste exponencial de cada valor de H∗ (fig. 3.7f).

Los experimentos con la placa oblicua siguen un proceso de adquisición distinto. Empleando una rutina de

programación semejante a la descrita anteriormente, es posible determinar en base a los datos de veloci-

metŕıa, valores de velocidad en posiciones deseadas sobre una región de interés. En primer lugar, se importa

la fotograf́ıa origen de la secuencia a través de la que se obtuvo el mapa de velocidades. Sobre la imagen,

se eligen los puntos que corresponden a la posición del borde de ataque, xa, y el de salida, xb. Con estos

valores, se puede estimar la ubicación del centro de la placa, a partir del cual se genera la ĺınea que contiene

los puntos de los que se extraen los valores de velocidad (ver fig. 3.8a). Estos puntos representan un valor

de velocidad adimensional y corresponden a una ubicación sobre la ĺınea central a una determinada altura

adimensional, H∗ (ver fig. 3.8b).
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Figura 3.7: Proceso para estimación de curvas de velocidad adimensional vs altura adimensional.



39

(a)

0 0.5 1 1.5

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

H ∗

V
∗

(b)

Figura 3.8: Procedimiento de adquisición de datos para las secuencias no horizontales.

Estos datos contienen un valor en pixeles, el cual se traduce, haciendo el escalamiento adecuado entre pixeles

y miĺımetros, al valor renglón-columna que le corresponde en la matriz de datos. Dado que la posición en

pixeles puede no coincidir exactamente con la posición en la matriz de datos, el valor de la velocidad al que

corresponde una determinada ubicación, se obtiene a través de una interpolación doble usando los valores

circundantes. Este procedimiento consiste en identificar cuatro puntos vecinos a la posición en cuestión,

denominados noreste (NE), noroeste (NO), suroeste (SO) y sureste (SE), correspondientes a los renglones y

columnas precedentes y siguientes al sitio buscado (ver fig. 3.6). Ya que estas posiciones poseen un valor de

V ∗ conocido, se puede realizar una interpolación bilineal a partir de la ubicación incógnita. Una vez conocida

dicha cantidad, se traduce entonces la posición renglón-columna a su respectivo valor L∗ y H∗.

Además de observar el comportamiento de la magnitud de la velocidad sobre una determinada ĺınea sobre el

flujo, es de importancia estimar la colocación del punto de mı́nima rapidez con respecto a la placa. Para ello se

localiza el punto mı́nimo en el plano más cercano. Tomando dos valores conocidos adyacentes a cada lado del

mismo, se puede construir una curva de ajuste que ofrecerá un valor y una ubicación certera. Considerando

que la placa posee una longitud, Lp, y que el punto de estancamiento tendrá una posición xs, la razón entre

estas dos cantidades se estima como

ps =
Lp − xs

Lp
(3.3)

El valor de ps se evalúa para cada ensayo experimental, es decir, para cada velocidad de descarga, U∞ y ángulo

de ataque de la placa, αp. Por otro lado se calculó, a través del manejo de rutinas computacionales, la forma

y el tamaño aproximados del área de estancamiento, para diversos valores de velocidad de descarga, U∞, y

ángulo de oposición, αp, considerando fracciones de la velocidad adimensional, V ∗. Con estas cantidades se

construyen curvas que muestran al tamaño de la zona de estancamiento como una función de la orientación

de la placa, como se muestra en la fig. 3.9a. Para comparar cualitativamente dicho atributo, se representa con

una ĺınea punteada, una semicircunferencia de diámetro L∗. En relación al tamaño de la región, este puede

estimarse calculando el área, Aze, que tiene un perfil, correspondiente a una fracción de la velocidad adimen-

sional, V ∗. El valor de escalamiento para este caso, corresponde al área del semićırculo, Acirc, que representa

la ĺınea punteada mencionado anteriormente. Un breve ejemplo del análisis descrito se muestra en la fig. 3.9b.
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Figura 3.9: Diagrama simplificado mostrando las etapas para la estimación de la forma y el tamaño aproximado de una zona de
estancamiento, para una porcentaje de V ∗ y una determinada Uinfty con diversos ángulos de orientación de la placa, αp.
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3.5. Validación experimental de la velocidad de descarga

Considerando que la interacción de la placa en posición paralela al flujo (αp = 90°) es poco significativa,

la velocidad media de descarga puede estimarse de forma alternativa a partir del análisis de imágenes de

dichas pruebas experimentales. Para ello, es posible emplear las secuencias de la placa de tamaño intermedio,

colocada en dirección del flujo, y sometida a todas las aperturas de descarga, de la fase experimental (II) (ver

tabla 3.1). Con el fin de garantizar la validez de los datos empleados, se requiere comparar los valores de ve-

locidad obtenidos mediante la técnica de PIV con los estimados mediante el modelo anaĺıtico que se propone.

Como se mencionó previamente, las fotograf́ıas con resolución de 512 x 512 pixeles se dividen en 1024 regiones

de 16 x 16 pixeles, cada una de las cuales contendrá un dato de vp. Si se asume que la velocidad de descarga

en un flujo no perturbado es homogénea en todo el campo, un valor medio puede obtenerse observando

un histograma de dicha variable. En la fig. (3.10) se muestran dichas construcciones estad́ısticas para las

cuatro aperturas de descarga empleadas, considerando 1024 datos. La medida de tendencia central elegida

para determinar el valor de velocidad de descarga del flujo según los datos de PIV es la media. Este dato se

asume entonces como la magnitud de la velocidad del flujo. Estos resultados se usarán como referencia para

el seguimiento de este experimento y se muestran en la tabla 3.2. Una versión gráfica de la comparación de

estos valores con los obtenidos por la aplicación del modelo anaĺıtico se muestra en la fig. (3.11).

Ah [m] td [s] U∞ [m/s] [52] U∞ PIV [m/s]

0.01 268.96 0.006
0.02 66.62 0.025
0.03 31.15 0.053
0.04 19.56 0.085
0.05 13.92 0.120 0.121
0.06 10.52 0.159
0.07 8.16 0.205
0.08 6.28 0.266 0.232
0.09 5.36 0.312
0.10 4.51 0.371
0.11 3.98 0.420 0.429
0.12 3.55 0.471
0.13 2.79 0.600
0.14 2.56 0.654 0.652

Tabla 3.2: Tiempos de descarga para diversas aperturas de compuerta mostrando las velocidades respectivas. Resultados para la rapidez
promedio de descarga del canal, U∞, estimados a partir del análisis estad́ıstico de los datos numéricos obtenidos por medio de la técnica
de PIV.
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Figura 3.10: Histogramas para la magnitud de la velocidad sobre un área de interrogación de 31 x 31 regiones, para la secuencia
fotográfica de la placa colocada a αp = 90°, sometida a cada una de las aperturas de descarga, Ah.
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Figura 3.11: Comparación de los datos de PIV con los datos obtenidos [52]. a través del modelo teórico propuesto (ec. 3.1)
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Resultados

En esta sección se muestran los resultados del procesamiento digital de imágenes aplicando el algoritmo de

correlación a las secuencias fotográficas obtenidas en cada una de las etapas de experimentación. Como se

ha descrito, la primera fase considera pruebas de velocidad sobre tres placas de diferente tamaño dispuestas

en posición transversal al flujo. El objetivo de esta fase es describir la influencia dimensional del obstáculo

para diferentes condiciones dinámicas. Se describen los mapas de escalares de la magnitud de la velocidad y

la temperatura granular, para las tres placas y las cuatro velocidades de flujo empleadas. Del tratamiento

de dichos datos se desprende el análisis de la velocidad sobre la ĺınea central del canal y la descripción de

los parámetros de estructura.

El segundo escenario experimental reseña la influencia de la orientación de la placa con respecto al flujo. Se

muestran los mapas escalares de magnitud de velocidad y temperatura granular para la placa de tamaño in-

termedio sometida a diversas orientaciones angulares y rapideces de vaciado del canal. Se expone también la

variación de la magnitud de la velocidad sobre la ĺınea central de canal, para diferentes posiciones angulares

y aperturas de descarga. Se describe la posición del punto de mı́nima velocidad como función del ángulo de

la placa respecto al flujo y su velocidad promedio.

Se estudia también la morfoloǵıa de la zona de estancamiento como una función de la posición angular, la

rapidez media de desalojo y el porcentaje respecto a la velocidad adimensional. Finalmente, se detalla la

evaluación del tamaño de esta estructura y su comparación con un valor de área definido por la longitud de

la placa. Se analiza el comportamiento de estos dos parámetros a través de un modelo geométrico sencillo y

se compara con los datos experimentales. El desarrollo de dicho modelo se detalla en los apéndices de este

trabajo.
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4.1. Fase I: Efecto del tamaño de la placa

De acuerdo a lo establecido en las condiciones del experimento, la primera fase incluyó pruebas para flujo

frontal, usando placas de longitudes, Lp, de 3, 5 y 10 cm y aperturas de descarga, Ah, de 5, 8, 11 y 14 cm. En

las figs. 4.1 y 4.2 se presenta el aspecto de los campos adimensionales de velocidad y temperatura granular

correspondientes a la placa de menor y mayor tamaño, Lp= 3 y 10 cm, sometidas a la velocidad mı́nima y

máxima del flujo. Estos datos se obtuvieron a partir de secuencias de imágenes que visualizan la mitad de

la placa, asumiendo simetŕıa en el flujo. La suma de las imágenes de analizadas se observa en la fila inferior

de dichas figuras.

Puede verse en general que los campos de magnitud de velocidad muestran una región de baja intensidad

(evidenciada por los colores fŕıos) encima de la placa. Por otra parte, en el extremo de ésta se observa una

zona de alta velocidad, superando la velocidad de desalojo en cerca de 30%. La zona de estancamiento

exhibe una forma triangular en sus capas más internas y muestra un perfil que se aproxima a una parábola

a medida que transita hacia valores más altos de velocidad. La influencia del obstáculo es significativa en la

región observada en ambos casos e induce importantes gradientes de velocidad. El tamaño de la región de

alta rapidez, apreciable en el extremo de la placa, se incrementa conforme aumenta la velocidad de descarga.

Esta variación morfológica no se observa en la región de estancamiento.

En la fig. 4.3, se muestra el valor de los parámetros de estructura, b(H∗), la velocidad en la ĺınea central

de flujo y A(H∗), el coeficiente de decaimiento de la velocidad, calculados para los tres tamaños de placa.

La velocidad en el centro de la placa (fig. 4.3a) muestra crecimiento con la altura, tendiendo a un valor

aparentemente constante a alturas mayores. En los tres casos, la tendencia de crecimiento de este valor se

modifica para una altura cŕıtica, a partir de la cual el efecto del tamaño del obstáculo es menor. Para cada

valor de Lp, la tendencia de todas las curvas es semejante sin importar la rapidez del flujo empleada. Los

cambios en la tendencia de crecimiento, aśı como la magnitud de las variaciones son mayores si la placa es

más larga (Lp = 100 mm).

Por otro lado, en la fig. 4.3b se muestra el cálculo del coeficiente de decaimiento de la velocidad, A. Cabe

recordar que esta cantidad representa la variación transversal de la velocidad en planos paralelos a la pla-

ca, entre el centro y el extremo de ésta. Esta variable muestra una relación exponencial decreciente con la

altura respecto a la placa y exhibe un comportamiento aparentemente ajeno a la velocidad del flujo. En un

plano cercano a la placa, el decaimiento de la velocidad muestra una variación mayor. Para este valor no es

posible apreciar un cambio de tendencia a partir de una altura cŕıtica. Al igual que el parámetro anterior,

las variaciones más dramáticas se presentan para la placa de mayor tamaño (Lp = 100 mm).

Cabe señalar que en todos los casos, b tiende al valor de 1 conforme se incrementa la altura. Este com-

portamiento sugiere la existencia un valor de altura cŕıtico para el cual el flujo no se ve perturbado por la

presencia del obstáculo. De la misma manera, el coeficiente de decaimiento, A(H∗), se aproxima a cero para

un valor determinado de altura respecto a la placa, evidenciando el mismo fenómeno. A partir de los datos

mostrados, para H∗ > 1 no hay alteración significativa en las caracteŕısticas iniciales del flujo.
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Figura 4.1: Mapas de magnitud de velocidad para las diferentes aperturas de descarga, Ah y tamaños de placa Lp.
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Figura 4.2: Mapas de temperatura granular para las diferentes aperturas de descarga, Ah y tamaños de placa Lp.
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48 CAPÍTULO 4. RESULTADOS

4.2. Fase II: Efecto de la orientación de la placa

En la segunda parte del experimento, se utilizó la placa de tamaño intermedio (Lp = 5 cm) para analizar el

efecto del ángulo de ataque de la placa, en la forma y magnitud de los campos de velocidad y temperatura

granular. Para esta parte del análisis se usaron las mismas aperturas del canal, Ah (5, 8, 11 y 14 cm) para

varios ángulos, αp (0, 10, 20, 30, 45, 60, 75 y 90°). En las figs. 4.4 y 4.5 se muestran los mapas de magnitud

de velocidad y temperatura granular para la mı́nima velocidad de descarga y algunos valores seleccionados

de orientación. En la fila inferior de las figuras mencionadas se observa la suma de imágenes de las secuencias

empleadas.

Se observa en las figs. 4.4a a 4.4d que el perfil de la zona estancada, cambia su forma y tamaño conforme

vaŕıa el ángulo de ataque. Como se describió antes para una posición horizontal, el estancamiento tiene una

apariencia triangular con un reborde redondo. A medida que crece el ángulo de oposición, la cúspide se orien-

ta hacia el borde de ataque. El contorno preserva su tamaño hasta un determinado valor de orientación, a

partir del cual la velocidad del flujo comienza a hacerse homogénea. La forma del campo de flujo se altera de

manera significativa ante la presencia del obstáculo. Este efecto puede verse tanto en las fotograf́ıas de larga

exposición, como en los campos de vectores superpuestos a los contornos cromáticos. Los mapas de velocidad

muestran un descenso significativo de dicha magnitud encima del obstáculo. A partir de la magnitud de la

velocidad en el estancamiento se deduce que la movilidad de las part́ıculas aumenta como función del ángulo

de oposición. Se observan importantes gradientes de velocidad en los extremos de la placa (L∗=-0.5 y 0.5),

donde existen zonas con valores de velocidad superiores en 30% a U∞, para αp pequeños. La reducción en

la velocidad se atenúa para valores de αp mayores a 45°.

En los mapas de temperatura granular (figs. 4.5a a 4.5d) se observa la presencia de una zona de baja

intensidad en la vecindad de la placa. Se aprecian puntos con alto valor de temperatura en los extremos del

obstáculo. A diferencia de la magnitud de velocidad, la temperatura granular muestra un aspecto fluctuante.

La intensidad en las fluctuaciones de T ∗ se reduce con el incremento en el ángulo de oposición. A partir de

este hecho, se evidencia la desaparición de la zona de estancamiento para un ángulo de oposición cŕıtico, que

produce un campo de temperatura granular homogéneo. En cuanto a la morfoloǵıa, las regiones de menor

intensidad muestran un perfil irregular, aunque preservan una base ancha que se reduce con la altura como

los perfiles de magnitud de velocidad.
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Figura 4.4: Mapas de magnitud de velocidad para las diferentes orientaciones angulares, αp, y una velocidad de descarga, U∞ = 0.121 m/s.
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Figura 4.5: Mapas de temperatura granular para las diferentes orientaciones angulares, αp, y una velocidad de descarga, U∞ = 0.121 m/s.
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En la fig. 4.6 se observan las curvas de velocidad vs altura adimensional. Se muestran los datos para las

cuatro tasas de flujo de masa y orientaciones de placa seleccionadas. Cabe mencionar que estos valores se

toman sobre la ĺınea central del flujo. Se aprecia que la velocidad crece con la altura sobre la placa. Este

aumento muestra dos tendencias a partir de una altura cŕıtica, comportamiento que es más notable para

valores pequeños de αp. La orientación de la placa tiene un efecto sobre la variación de la magnitud de la

velocidad. Mientras más cercano a cero es el ángulo, más dramática será la reducción. Al igual que en el

caso de flujo frontal, las perturbaciones más notorias se encuentran para una altura cŕıtica. A partir de los

datos que se analizan, puede estimarse que dicha altura corresponde a 1.5 Lp aproximadamente. Para todas

las ensayos experimentales mostrados, la influencia de la velocidad del flujo es menor.
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Figura 4.6: Curvas de altura adimensional, H∗, contra velocidad adimensional, V ∗, para cuatro diferentes orientaciones angulares, αp.
En todos los casos se muestra poca influencia de la velocidad de descarga y la tendencia de decaimiento para posiciones cercanas a la
placa. A medida que el ángulo crece, el decaimiento desaparece, tendiendo a la velocidad media de descarga (V ∗

∼ 1).
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4.3. Morfoloǵıa del estancamiento

En la fig. 4.7 se muestra el comportamiento del punto de mı́nima velocidad como función de la orientación

y el flujo de masa. Se observa en general un crecimiento en la ubicación sobre la placa, migrando desde

el centro hacia el borde de ataque a medida que la inclinación de la placa tiende a la vertical. La ubica-

ción del punto de estancamiento sigue dos tendencias de crecimiento, diferenciables a partir de un valor

cŕıtico de posición angular. Por debajo de este valor se aprecia un pronunciado desplazamiento del punto

de estancamiento. Para ángulos mayores al valor cŕıtico, la proporción de desplazamiento se atenúa y los

datos muestran una mayor dispersión. Este cambio en el ritmo de crecimiento se sitúa en torno del rango

t́ıpico del ángulo de estabilidad dinámica del material usado. Nuevamente se observa independencia de la

tasa de desalojo del canal. La tendencia de crecimiento en la posición relativa del punto de estancamiento se

aproxima al comportamiento descrito por el modelo de posición del punto de estancamiento (ver apéndice A).
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Figura 4.7: Ubicación del punto de estancamiento para diversos ángulos de inclinación de la placa, αp, y diferentes velocidades, U∞.
El punto de menor velocidad se desplaza hacia el borde de ataque mientras la placa se alinea con el flujo.

La fig. 4.8 muestra el aspecto de la zona de estancamiento, representado por un perfil de isovelocidad

correspondiente al 10% (fila superior, figs. 4.8a a 4.8d) y 20% (fila inferior, figs. 4.8e a 4.8h) de la velocidad

de descarga adimensional, V ∗, para los cuatro valores empleados y orientaciones seleccionadas de la placa.

En general se aprecia que la forma de la zona de estancamiento se modifica con el aumento en el ángulo de

oposición. Según los gráficos mostrados, el perfil se asemeja a un triángulo con una punta redonda, cuya base

es la placa misma. Esta cúspide apunta hacia el borde de ataque a medida que se incrementa la inclinación

de la placa. El área bajo esta curva se reduce como resultado del aumento en el valor de αp. De manera

comparativa, se representa con una ĺınea punteada el área de un semićırculo de diámetro Lp. En la fig. A.4 se

muestra la dependencia del tamaño del estancamiento, Aze, respecto al ángulo de inclinación del obstáculo,

αp, para las cuatro tasas de flujo de masa, U∞. Este valor se encuentra escalado por el área del semićırculo

de diámetro Lp, denotado por Acirc. El área bajo la curva de isovelocidad, V ∗, muestra un decremento con

el ángulo de oposición y aunque mı́nima, se observa predominancia de la velocidad de flujo.
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Figura 4.9: Área de la región de estancamiento, Aze, como función del ángulo de oposición, αp, para las diferentes velocidades de
descarga, U∞, para 10 y 20% de V ∗.
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Discusión

Los gráficos de velocidad tanto para flujo frontal como angular, muestran una marcada disminución en la

magnitud de la velocidad en una zona aguas arriba de la placa de tamaño comparable con ésta. La movilidad

se ve inhibida por el flujo que circula alrededor. El flujo rápido generado por la alta tasa de corte aglomera

fuertemente a las part́ıculas en la región de estancamiento. El comportamiento de la variación de la velocidad

en la zona de estancamiento puede explicarse si se piensa en un mecanismo de formación y ocupación de hue-

cos en la estructura de estancamiento, tal como lo exponen Komatsu et al. [41]. Supóngase que sobre la placa

hay un número n de capas del grosor de una part́ıcula. Si se crea un hueco en la capa más profunda, el espacio

será ocupado por una part́ıcula de la capa inmediatamente adyacente. Este nuevo vaćıo dejará un lugar libre

para una part́ıcula de la capa superior, y aśı sucesivamente. Las capas de mayor velocidad forman vaćıos más

rápidamente y las part́ıculas que ocupan lugares en capas de mayor profundidad, encontrarán una movilidad

menor. Aśı que la velocidad promedio de una part́ıcula, vp es una función de la posición n, dependiente a su

vez de la tasa de generación de espacios en n-1. De esta forma puede verse que vp decae exponencialmente

con la profundidad medida desde una superficie de velocidad uniforme. A través de la misma idealización es

posible explicar la influencia del tamaño en los resultados mostrados. Es evidente la influencia de la placa en

el flujo y que la reducción de velocidad es más dramática para un tamaño mayor. Una placa más grande pue-

de alojar una mayor cantidad de part́ıculas en su base, las cuales formarán un arreglo de capas más profundo.

Es notable el cambio del ritmo de crecimiento de la velocidad (4.3a) a un valor cŕıtico de altura adimen-

sional sobre la placa. Este comportamiento parece independiente del tamaño Lp de la placa. Este atributo

puede deberse a que la altura cŕıtica corresponde al número máximo de capas de poca movilidad que puede

producir el objeto. Como se explico anteriormente, el decaimiento de la velocidad medido desde una capa

con movimiento uniforme tiene una forma exponencial, dada la naturaleza del mecanismo de transferencia

de part́ıculas entre capas.
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Por otro lado, la magnitud del incremento en la velocidad con respecto al valor medio puede explicarse a través

de la conservación del flujo de masa. Es evidente que la presencia de la placa implica una reducción en el área

de la sección transversal del canal. Si no hay obstáculo, la sección del canal tiene un área rectangular dada por

A1 = LW . Al colocar la placa en el canal, el área disponible se calcula en general, como A2 = L−Lp cos αp.

Observando la ecuación de continuidad se expone el comportamiento por efecto de las dimensiones del

obstáculo. Para cada apertura del canal se generará un flujo másico determinado, ṁ. Esta cantidad debe ser

la misma para cada apertura, Ah, por lo tanto ṁ1=ṁ2. Esto implica a su vez que v1 A1=v2 A2. En un canal

libre de obstrucciones, la velocidad del flujo uniforme se representa como v1. El incremento en la velocidad,

v2, producida por la inclusión de la placa viene dado por la siguiente expresión y se aprecia gráficamente en

la fig. 5.1
v2
v1

=
L

L− Lp cos αp
(5.1)
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Figura 5.1: Relaciones de velocidad adimensional por tamaño de placa. La reducción del área transversal del canal produce un incremento
en la velocidad por efecto del tamaño y la posición de la placa.

Como se observa experimentalmente, los cambios más pronunciados ocurren para una placa más grande.

Mientras para una placa de 3 cm de largo, la velocidad para una posición horizontal supera la velocidad

uniforme en cerca de 10%, la placa de mayor tamaño produce incrementos de 1.5 veces la rapidez de vaciado.

Dado que el flujo de masa depende de la apertura en la parte inferior del canal, un obstáculo pequeño no

obliga al flujo a acelerarse significativamente. Considerando que el grosor de la placa es infinitesimal, una

placa orientada a 90°no genera perturbación en el flujo uniforme. Este comportamiento puede observarse en

las regiones de alta rapidez de los mapas de velocidad de las figuras 4.1 y 4.4.
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La influencia del ángulo en las propiedades del flujo se observa principalmente en la variación morfológica

del estancamiento. A su vez, esta deformación produce un cambio gradual en los valores de velocidad sobre

la ĺınea central del canal y la posición del punto de estancamiento.

Las curvas de velocidad vs altura para la placa angulada (fig. 4.6) muestran que la magnitud de la velocidad

local crece exponencialmente con la ubicación sobre la placa, hasta un valor cŕıtico de H∗. La pendiente

de este crecimiento se reduce como función del ángulo de inclinación de la placa, αp. Superado este valor

cŕıtico de altura, la magnitud de la velocidad tiende al valor medio de descarga, es decir, V ∗ = 1. La altura

media a la que no percibe una perturbación significativa del flujo es aproximadamente 1.5 veces Lp. Esto

muestra la existencia de dos regiones de relevancia en el campo de flujo. Por un lado se observa un creci-

miento sustancial de la velocidad en una región cercana a la placa. Posteriormente se suaviza la intensidad

de este comportamiento, marcando una transición hacia una zona del flujo donde las variaciones no son tan

representativas.

El punto de mı́nima velocidad muestra desplazamiento desde el centro hacia el borde de ataque. Esta ubi-

cación exhibe un cambio en la tendencia de traslado a partir de un valor cŕıtico de αp. Este valor está en

torno del rango t́ıpico del ángulo de estabilidad dinámica para part́ıculas esféricas de vidrio, observado en

configuraciones de tambor giratorio [53]. Aśı mismo, el área bajo los perfiles de velocidad umbral se reduce,

modificando también el aspecto del contorno a medida que crece la inclinación del obstáculo.

Las propiedades anteriores pueden explicarse con la siguiente idealización. Al verter un material granular

sobre una superficie plana, se producirá una pila cónica, cuyo ángulo con respecto a la horizontal se conoce

como ángulo de reposo. Como se ha detallado en la introducción, el equivalente dinámico de este fenómeno

es una zona de estancamiento. En la condición de movimiento, el ángulo que tiene la superficie deslizante de

una pila de material se conoce como ángulo de estabilidad dinámica, θd.

A partir de un modelo geométrico sencillo (desarrollado en el apéndice A), se pueden analizar las propiedades

morfológicas de una zona de estancamiento triangular. Dado que la pendiente del mont́ıculo debe preservarse,

la región se deformará para cada valor de inclinación de la placa, αp. Consecuentemente, el vértice libre del

triángulo se desplazará hacia el extremo de ataque de la placa. El punto de mı́nima velocidad dentro de la

zona triangular se moverá también hacia el extremo de la placa, siguiendo una curva creciente senoidal según

el modelo propuesto. Lo anterior provoca la reducción del área bajo el perfil ĺımite que impone el ángulo

de estabilidad dinámica, cuyo valor se acercará a cero a medida que la inclinación de la placa tienda a θd.

Según este modelo la cáıda del valor de área sigue una curva cosenoidal.

Como se aprecia en la sección de resultados correspondiente, la migración del punto de estancamiento se

ajusta a lo previsto por el modelo geométrico en valores menores que θd. No obstante, lo anterior no ocurre

para la condición en que αd = θp, es decir, xs/Lp = 1. Esto se debe a que si la inclinación de la placa es

muy cercana al ángulo de estabilidad dinámica, el área de estancamiento será casi nula. En otras palabras, la

cantidad de part́ıculas que forman el estancamiento es muy pequeña, por lo que la capacidad de estructuración

desaparece. Además, a una mayor inclinación el tiempo de residencia en una zona estancamiento se reduce,

con lo que hacer una estimación de la posición con menor velocidad se vuelve complejo. Este mismo fenómeno

se observa para valores de αp mayores que θd.
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Cabe hacer notar que en este procedimiento únicamente se mide la posición de menor velocidad, no aśı su

magnitud. Por lo tanto, como se describió en la sección de los mapas y curvas de magnitud de velocidad, los

valores de estancamiento para ángulos mayores pueden no ser comparables con los que producen inclinaciones

pequeñas. Adicionalmente debe tomarse en cuenta que en las mediciones para orientaciones pronunciadas,

el espesor de la placa tiene injerencia en la deformación del campo de flujo.

En todos los parámetros estudiados se aprecia que la influencia en su magnitud es mı́nimamente dependiente

de la velocidad de descarga del canal, U∞. Es importante hacer notar que en la zona de estancamiento, predo-

mina un régimen inercial altamente dominado por la fricción y las propiedades de contacto de las part́ıculas.

Dado que el rozamiento es un mecanismo independiente de la velocidad relativa entre las part́ıculas, esto

explica el débil efecto de la tasa de descarga en las propiedades del estancamiento.



6
Conclusiones

Se analizó la zona de estancamiento que produce la oposición de una placa plana al flujo de material granular.

Se encontró que dicha región no se encuentra completamente inmóvil. En efecto, hay movimiento lento y

constante de todas las part́ıculas que la conforman. La cantidad de movimiento que experimenta un elemento

depende de la profundidad a la que se encuentra en la región de baja velocidad.

Cualitativamente, se observaron los patrones de formación de zonas de estancamiento y la variación de la for-

ma y el tamaño con respecto a las condiciones geométricas de la obstrucción. Se apreció que estas propiedades

dimensionales son semejantes para condiciones distintas de flujo, no aśı para variaciones en la disposición del

objeto con respecto al flujo. Se realizó un análisis de la estructura de las regiones de estancamiento granular

sobre la placa plana, para diferentes longitudes y orientaciones del obstáculo y velocidades de la corriente

granular. A través de la manipulación de datos provenientes de técnicas de visualización, fue posible esta-

blecer de manera cuantitativa, parámetros de caracterización para dicho fenómeno, que respaldan lo anterior.

Se estudió la prevalencia de una zona de estancamiento como función de la orientación del obstáculo con

respecto a la corriente. A medida que el ángulo de ataque se incrementa es posible observar una disminución

en la región influenciada por la placa. La zona de menor movilidad pierde relevancia para ángulo cercanos al

ángulo de estabilidad dinámica del material empleado. También fue posible analizar la posición del punto de

menor velocidad en la zona de estancamiento. Dicha ubicación muestra desplazamiento, desde el centro de

la placa para una posición transversal, hasta el borde de ataque para una orientación ĺımite. Estas medicio-

nes, muestran también ser mı́nimamente dependientes de la velocidad de descarga. Respecto al tamaño del

estancamiento, su extensión disminuye como función de la orientación del intruso y aunque menor, muestra

dependencia de la velocidad de descarga. Para los experimentos efectuados, se encontró que la región de

estancamiento muestra una altura cercana a la mitad de la longitud de la placa, en posición horizontal,
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considerando una relación de velocidad del 10%.

Además de evaluar el comportamiento de la rapidez relativa de las part́ıculas, se analizaron los campos de

temperatura granular en todos los casos experimentales. Esta magnitud es una representación energética del

flujo y permite comparar la dinámica en la zona de estancamiento en términos de la transición entre un flujo

rápido y uno cuasiestático. Este criterio permite discernir la formación de una región de menor velocidad a

partir de una consideración energética.

6.1. Forma y Tamaño

Se exploraron tres maneras de definir el tamaño de la región de estancamiento. La primera consiste en la

elección arbitraria de curvas de velocidad adimensional, de tamaño V ∗. Una segunda alternativa proviene

del análisis de las tendencias de crecimiento de velocidad sobre la ĺınea central del canal. Finalmente, la

definición de la temperatura granular proporciona un criterio energético en la localización de un umbral,

marcando la transición entre flujo rápido y lento.

Según lo observado en los mapas de magnitud de velocidad, la forma y el tamaño de la zona de estanca-

miento están en función de la geometŕıa y la orientación del objeto. Estas propiedades exhiben variaciones

significativas cuando se cambia el ángulo de oposición al flujo. Se emplearon ajustes de tipo exponencial para

caracterizar las propiedades de la estructura de estancamiento. Es destacable que la tendencia dentro de la

zona de poca movilidad presenta crecimiento exponencial, como lo revela el coeficiente de decaimiento. Con

base en estos resultados es posible mencionar que la influencia del objeto transversal al flujo, se extiende

por encima de este en aproximadamente una y media veces el largo del intruso. Estos valores muestran ser

mayormente dependientes de la orientación y el tamaño del obstáculo.

Usando los perfiles de isovelocidad, se analizó la variación en el tamaño y forma de la región de estancamien-

to, como una función de la inclinación de la placa. Para estudiar estas propiedades se propuso un modelo

geométrico, basado en la consideración de que la zona de estancamiento tiene una forma triangular (o cónica,

en tres dimensiones) cuya inclinación máxima está gobernada por el ángulo de estabilidad dinámica. La pre-

servación de dicha pendiente provoca que el punto de menor velocidad se desplace hacia el extremo incidente

de la placa siguiendo una curva de forma sinusoidal.

La presencia de un obstáculo que guarda una inclinación igual al ángulo θd, impide que se forme una zona de

estancamiento. Es evidente que si bien la orientación de la placa puede inhibir la formación de estructuras,

inherentemente habrá una modificación en las propiedades del flujo por la sola presencia del objeto.

6.2. Arreglo y técnicas experimentales

La configuración actual del arreglo experimental permite obtener variaciones en la velocidad de descarga y

permite analizar la influencia de objetos de variadas geometŕıas y dimensiones. A diferencia de otros arreglos

semejantes que usan como intruso un cilindro, el empleo de un obstáculo plano ofrece un panorama amplio
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respecto a la influencia de su orientación en el flujo, atributo que los objetos ciĺındricos no inducen. Con

esta configuración fue posible estudiar las propiedades del campo de flujo y la zona de estancamiento en

orientaciones diversas del obstáculo.

Sin embargo, el arreglo experimental posee áreas de oportunidad en mejoras que permitan extender los tiem-

pos de observación del fenómeno. Las dimensiones del canal ofrecen lapsos de observación suficientemente

largos ante flujos de masa pequeños. No obstante, para grandes valores de apertura de salida, el tiempo de va-

ciado es muy corto (del orden de unos pocos segundos), lo cual genera periodos de observación limitados. Una

alternativa a este inconveniente puede ser incrementar la altura -y con ello la masa de part́ıculas- de material.

Se empleó una técnica experimental que es competente para medir variaciones pequeñas de velocidad en

flujos de part́ıculas individuales. El método empleado para la calificación de las variables registradas es con-

fiable, pues muestra correspondencia con el modelo experimental propuesto.

6.3. Prospección

Seŕıa deseable efectuar un experimento semejante con un material de propiedades f́ısicas y geométricas distin-

tas al empleado. Las esferas de vidrio tienden a empaquetarse de manera que pueden inhibir la deformación

producida por el flujo circundante, aún si poseen un bajo coeficiente de fricción, causando que el movimiento

de las part́ıculas se restrinja por el efecto de la cristalización. Materiales con un perfil geométrico menos orde-

nado pueden proveer una lectura distinta sobre las estructuras y propiedades caracteŕısticas de este fenómeno.

Como se mencionó en la parte introductoria, el experimento estudiado presenta dos fenómenos de relevancia:

la formación de un estancamiento y la aparición de un vació aguas abajo del obstáculo. Por la naturaleza de

las mediciones que se estudiaron, el análisis de la estela de vaćıo creada tras el objeto intruso representa un

área de oportunidad. Es notable mencionar que ambos fenómenos son complementarios y que una explicación

satisfactoria del evento citado, debe provenir de una formulación en conjunto.
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A
Ubicación del punto de
estancamiento

Uno de los resultados presentados en este trabajo sugiere que la migración del punto de mı́nima velocidad

es una función creciente de la inclinación de la placa. La morfoloǵıa y las propiedades del estancamiento

pueden explicarse utilizando una idealización de la configuración empleada en el experimento. Con algunas

consideraciones geométricas se puede determinar un modelo que describe el desplazamiento del punto de

estancamiento como una función de dos parámetros: el ángulo de estabilidad dinámica, θd y la inclinación

de la placa, αp.

Considérese una placa de tamaño Lp, orientada a un ángulo αp y sometida a un flujo granular denso. La

interacción generará una zona de estancamiento de forma triangular con una base de tamaño Lp, cuyo ángulo

máximo es θd. Dado que la pendiente del mont́ıculo debe preservarse, el ángulo de su cúspide se mantiene

constante. Esta condición implica que la zona triangular modifique su forma, reduciendo su altura y des-

plazando su cúspide hacia el borde de ataque a medida que se incrementa la inclinación. Para determinar

la posición del punto de estancamiento se pueden hacer dos consideraciones: la primera es que su posición

coincide con el lugar en que la ĺınea de altura corta a la placa; la otra situación implica que la mı́nima

velocidad se sitúa en la intersección de la placa con una ĺınea vertical que pasa por la punta del triángulo. A

continuación se detalla el procedimiento para el cálculo de la posición relativa del punto de menor velocidad

y sus implicaciones en la morfoloǵıa de la zona estancada.
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A.1. Punto coincidente con la ĺınea de altura

θd θd

xs

Lp

αp
h

A

B

ε

β

δ

Figura A.1: Esquema de una placa de longitud Lp, orientada a un ángulo de inclinación αp, cuyo punto de estancamiento, xs, coincide
con la ĺınea de altura.

Por las propiedades métricas de los triángulos se pueden establecer las siguientes relaciones, válidas para los

casos que se estudiarán:

β = θd − αp (A.1)

δ = θd + αp (A.2)

ε = 180− β − δ = 180− 2θd (A.3)

Para un triángulo oblicuángulo mostrado en la fig. A.1 se cumple la siguiente relación1

B2 = A2 + L2
p − 2 Lp xs (A.4)

Por la ley de senos se tiene que
Lp

sen ε
=

B

sen β
=

A

sen δ

de donde

A =
sen δ

sen ε
Lp A =

sen β

sen ε
Lp

que al ser sustituidas en la ec. (A.4) y después de reordenar

xs =
Lp

2

(

1 +
sen2 δ − sen2 β

sen2 ε

)

=
Lp

2

(

1 +
sen (δ + β) sen (δ − β)

sen2 ε

)

finalmente, aplicando las igualdades (A.1) a (A.3)

xs

Lp
=

1

2

(

1 +
sen 2αp

sen 2θd

)

(A.5)

1El llamado Primer teorema de Euclides establece que el cuadrado de uno de los lados de un triángulo oblicuángulo es igual
a la suma de los cuadrados de los otros dos lados menos el doble del lado relativo a la altura por la proyección del lado opuesto
al que se quiere hallar.
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A.2. Punto coincidente con la ĺınea bisectriz

θd θd

xs
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Figura A.2: Esquema de una placa de longitud Lp, orientada a un ángulo de inclinación αp, cuyo punto de estancamiento, xs, coincide
con la bisectriz.

Para este caso se aplica la ley de senos en los triángulos que comparten la bisectriz como uno de sus lados.

En el triángulo izquierdo,

z

sen β
=

xs

sen γ
=

A

sen µ

y en el triángulo derecho,

z

sen δ
=

Lp − xs

sen γ
=

B

sen η

De las expresiones anteriores, se seleccionan aquellas que son útiles para encontrar la posición relativa de xs,

es decir

sen β

sen γ
xs = z =

sen δ

sen γ
(Lp − xs)

de esta igualdad resulta

Lp − xs

xs
=

sen β

sen δ

y finalmente al reordenar e introducir las expresiones (A.1) y (A.2),

xs

Lp
=

(

1 +
sen (θd − αp)

sen (θd + αp)

)

−1

(A.6)
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Véase que tanto para la ecuación (A.5) como (A.6) se cumple que si αp= 0, xs/Lp= 1/2 y αp = θd, xs/Lp=

1. Nótese también que según estos modelos, el mayor valor de θd es 45°. Por otro lado, se puede demostrar

que para la ec. (A.5) xs/Lp (θd = π/4 +m) = xs/Lp (θd = π/4 −m), con 0°<m < 45°. En otras palabras,

existen dos valores del ángulo de estabilidad dinámica que causarán el mismo comportamiento en la posición

relativa del punto de estancamiento. A continuación se analiza la forma de las expresiones mencionadas para

valores seleccionados de los parámetros αp y θd.
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Figura A.3: Ubicación relativa del punto de estancamiento situado en la intersección de (a) la ĺınea de altura y (b) la bisectriz.

En la fig. A.3a se muestran el desarrollo de la ec. (A.5), para distintos valores del ángulo de estabilidad

dinámica, θd. Se observa que el punto de estancamiento se desplaza desde el centro hacia el borde de la placa

(xs/Lp = 1). La intensidad del crecimiento en la ubicación cambia con el valor de θd. Como se mencionó an-

teriormente, hay dos valores del ángulo de estabilidad dinámica que provocarán el mismo comportamiento

en el desarrollo de xs/Lp.

Por otra parte la fig. A.4a se expone el comportamiento de la posición relativa del punto de mı́nima velo-

cidad, según la ec. (A.6). Las curvas muestran también un comportamiento creciente, desde el centro de la

placa hacia el extremo. Sin embargo, el modelo no es capaz de reproducir la existencia de dos valores de θd

para los cuales xs sea igual. Por otra parte, las curvas no muestran el ritmo de crecimiento que se observa

en los experimentos.

Como puede verse, el comportamiento del modelo descrito por la ec. A.5 coincide con lo observado en la

experimentación y satisface además las premisas teóricas que gobiernan la morfoloǵıa de la zona de estanca-

miento. De lo anterior se concluye que la idealización de la que deriva la expresión (A.5) es adecuada para

la comparación de los resultados obtenidos.
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A.3. Área del estancamiento

Otra de las propiedades morfológicas de la zona estancada es el valor de su área. Con las expresiones obtenidas

antes es posible estimar su variación como función de la inclinación de la placa. Se sabe que el área de un

triángulo puede calcularse como A = b h/2. De la fig. A.1 se observa que h = tan β xs, de modo que

introduciendo la ec. (A.5) y reordenando con las expresiones (A.1) y (A.2)

Aze =
L2
p

4
tan (θd − αp)

(

1 +
sen 2αp

sen 2θd

)

(A.7)

A manera de comparación, este parámetro se escala con el área de un semićırculo de diámetro Lp, es decir,

Acirc = π L2
p/8. Bajo esta suposición se tiene que el área de la zona de estancamiento adimensional toma la

forma

A∗ =
Aze

Acirc
=

2

π
tan (θd − αp)

(

1 +
sen 2αp

sen 2θd

)

(A.8)
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Figura A.4: Área de la zona de estancamiento como función de la inclinación de la placa, Ap y el ángulo de estabilidad dinámica, θd.
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B
Dinámica de flotadores en
una superficie oscilante

B.1. Introducción

La formación de cúmulos de part́ıculas en una interfaz estática entre dos fluidos es un fenómeno que se

encuentra con frecuencia. Muchos ejemplos pueden encontrarse cotidianamente, como los granos de cereal

en la leche de las mañanas o las burbujas que bailan juntas en la superficie de una bebida. Más allá de

su belleza y curiosidad, estos grupos de part́ıculas que interactúan con un fluido han despertado el interés

en las implicaciones f́ısicas que generan dichos fenómenos [54]. Además, la acumulación de part́ıculas en la

entrecara entre fluidos se puede hallar en muchas aplicaciones industriales de interés [55].

Sin embargo, muchos de estos eventos tiene lugar en una interfaz en reposo, donde las part́ıculas interactúan

principalmente dirigidas por la fuerza de capilaridad inducida por la gravedad. De cualquier forma, el desem-

peño colectivo de estos arreglos en sistemas que se perturban de manera sistemática es aún un campo que

no se ha explorado con profundidad. Intentando comprender los mecanismos f́ısicos que intervienen en estos

sistemas, se analizó el comportamiento de un grupo de flotadores dispuestos en una interfaz ĺıquida sometida

a movimiento ondulatorio de Faraday. Para ello un contenedor rectangular se llena con agua purificada, mien-

tras que un grupo de part́ıculas esféricas se depositan en la superficie, antes de someter el sistema a agitación.

Bajo ciertas condiciones, la flotación es principalmente dominada por las condiciones f́ısicas de las part́ıculas,

de manera que la formación de estructuras se da en posiciones espećıficas sobre el perfil de la onda [56]. Estos

cúmulos pueden presentarse en los nodos (puntos de mı́nima amplitud) o en los antinodos (puntos de máxima

amplitud). Es importante hacer notar que este es un fenómeno que depende de la concentración de flotadores
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presentes en la superficie. Para una baja cantidad de part́ıculas, se observa la formación de cúmulos en los

antinodos, colapsando y saliendo del punto con cada ciclo de la onda en un mecanismo conocido como

“respiración”. Por el otro lado, para una concentración alta, no se observan cúmulos sino agujeros entre la

cama de part́ıculas, colocados en los nodos de la onda (fig. B.2). ¿Qué mecanismos gobiernan la formación

de estas diferentes estructuras? ¿Qué puede esperarse para concentraciones intermedias?

B.2. Objetivo

El objetivo primordial del presente estudio es analizar la dinámica de la aglomeración en términos de las

interacciones de los flotadores en presencia de un fluido, donde la concentración de part́ıculas es un parámetro

de interés. Para lograr dicha tarea, se efectuó un análisis estad́ıstico de los datos de la velocidad, obtenidos

a partir de la implementación de rutinas numéricas empleadas para simular el movimiento de flotadores

esféricos en una interfaz de fluido sujeta a una onda estacionaria.

El punto central de esta investigación es la estad́ıstica de la velocidad de los flotadores para sistemas de

concentración intermedia, con el propósito de entender mejor la transición de la aglomeración, desde la for-

mación de cúmulos antinodales hasta la generación de agujeros en los nodos de la onda, generando con ello

el código que reproduzca de manera satisfactoria las observaciones experimentales. Modificando tanto los

parámetros f́ısicos de la onda como de los flotadores, se efectuaron simulaciones para una variedad de escena-

rios. Para cada situación, se obtienen -entre otras variables- las velocidades Lagrangianas en dos dimensiones

de cada flotador. Tomando el promedio temporal sobre un lapso suficientemente grande comparado con el

tiempo caracteŕıstico de la onda, se calculan entonces las funciones de densidad de probabilidad (PDF) de

los componentes de la velocidad.

Adicionalmente, se propone un modelo cinemático sencillo, con el fin de analizar el mecanismo de respiración

que muestran los flotadores en las posiciones antinodales del perfil ondulante para bajas concentraciones. Este

modelo considera un único flotador en la superficie de una onda estacionaria de gran longitud de onda, que se

desplaza a lo largo de una ĺınea recta cuya posición y orientación pueden modificarse. Tal idealización reside

en que la observación experimental sugiere que los flotadores se encuentran sometidos a fuerzas dependientes

del tiempo cuyas magnitudes vaŕıan durante un ciclo de la onda. Esto genera que los patrones dinámicos no

sean iguales en el lapso positivo y negativo de la onda, lo cual produce un movimiento desigual del flotador.

B.3. Arreglo experimental y técnicas de análisis

El dispositivo experimental consiste en un contenedor rectangular, de 81 x 45 mm y una altura de 9 mm,

el cual se llena con agua destilada hasta el borde. Posteriormente, se depositan cuidadosamente esferas de

poliestireno de radio Rp = 0.35 mm, con un ángulo de contacto de θc = 74 °. El contenedor se encuentra

acoplado a un agitador vertical controlado electrónicamente que le imprime una oscilación periódica hasta

lograr una onda de Faraday con una frecuencia resonante cercana a 35 Hz y una longitud de onda de unos 20

mm. Sobre dicho arreglo se coloca una cámara de alta velocidad que obtiene capturas fotográficas a una tasa

media de 500 cuadros por segundo, que se almacenan en un equipo de cómputo para su posterior análisis.

Las simulaciones para este dispositivo experimental consideran una vista de planta del contenedor, en la que
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Figura B.1: Dispositivo experimental. El contenedor (1) se encuentra acoplado a un agitador vertical (2) controlado electrónicamente
(3). Con una cámara de alta velocidad se graban secuencias fotográficas (4) que son almacenadas para el análisis de imágenes (5).

se observan los flotadores sujetos a la acción oscilatoria de la onda estacionaria. La configuración elegida

para estas simulaciones es una tal que el contenedor y el perfil de la onda tienen la misma longitud, L. Con

el fin de reproducir el comportamiento de este sistema, se desarrolló un código computacional basado en

un balance de fuerzas, empleando una combinación de modelos que incorporan fuerzas de flotación, arrastre

viscoso [57] y fuerza de capilaridad [56, 58] aśı como un modelo de contacto de part́ıcula suave.

La rutina numérica comienza por la definición de la ubicación de las paredes del contenedor. Posteriormente,

una subrutina genera aleatoriamente las posiciones iniciales de los flotadores, distribuyéndolos de manera

uniforme sobre el dominio computacional que representa la superficie del fluido. Este código genera una serie

de archivos como resultado del cálculo del balance de fuerza, para cada paso de tiempo en que se divide el

tiempo de observación. En un archivo auxiliar se declaran los parámetros f́ısicos tanto de la onda -la longitud

de onda, λw , la amplitud, a, y la frecuencia, ω- como de las part́ıculas -la población, N , el radio, Rp, la

densidad, ρs, y el ángulo de contacto, θc. Los archivos resultantes contienen las posiciones y las velocidades

instantáneas para cada flotador.

Con el fin de evaluar el desempeño de este código, se pueden modificar un conjunto de parámetros de interés

en el código, como el coeficiente de restitución, eR y la constante elástica, kH . Por otro lado, la concentra-

ción de flotadores se define como el cociente entre el área que ocupan los flotadores y la superficie total que

ofrece el contenedor (ver ec. B.1). Para cada cálculo de la rutina numérica, se emplearon diversos valores de

concentración, como se muestra en la tabla B.1.

φ =
N π R2

p

L2
(B.1)

El esquema que se muestra en la tabla anterior, se ejecutó usando cuatro combinaciones de las propiedades

de contacto, eR y kH , como se muestra en la tabla B.2.

Una vez que se describió la sección experimental y numérica, se detalla en la sección siguiente el balance de



74 APÉNDICE B

(a) (b)

Figura B.2: Aspecto de las estructuras formadas por los flotadores en la superficie de la onda estacionaria de Faraday: (a) cúmulos
antinodales en el régimen diluido y (b) los agujeros nodales observados en alta concentración de flotadores. Con permiso de C. Sanli

y D. van der Meer, 2010.

φ N

0,10 75
0,25 185
0,40 295
0,55 405
0,70 515

Tabla B.1: La concentración, φ, y el correspondiente número de flotadores, N .

eR kH

0,20 0,20
0,50 0,60

Tabla B.2: Propiedades de contacto empleadas en las simulaciones: el coeficiente de restitución, eR y la constante elástica, kH in [N/m].

fuerza en el que se sustenta el código empleado en las simulaciones.
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B.4. Balance de Fuerza

Cuando el flotador se somete a la oscilación de una onda, experimenta una serie de imposiciones dinámicas,

debidas a su propia naturaleza y la interacción con el fluido. Además, los choques con otras part́ıculas afec-

tan el movimiento de cada flotador. A continuación se reseña cada contribución de fuerza en términos de la

geometŕıa del flotador sus caracteŕısticas f́ısicas aśı como las propiedades del fluido. La fuerza de atracción

capilar, debida a las propiedades de contacto de las part́ıculas, aśı como la fuerza de de la onda, producto

de la posición relativa del flotador respecto al perfil ondulante, son las contribuciones de mayor relevancia

para el movimiento de la part́ıcula. La fuerza de arrastre viscoso se considera también en el análisis ya que el

flotador se opone al movimiento horizontal. Finalmente, las interacciones por colisión se evalúan empleando

un modelo de contacto de part́ıcula suave.

B.4.1. Fuerza de atracción capilar entre dos flotadores idénticos

Considérense dos flotadores esféricos del mismo radio, Rp, y densidad, ρs flotando en la superficie de un

ĺıquido de una determinada densidad, ρl y tensión superficial, γ, separadas una distancia, d. La fuerza debi-

da a la interacción capilar está dada por [59]:

Fc(d/lc) = −2 π γ Rp Bo5/2 S2 K1(d/lc) (B.2)

donde K1 es la función modificada de Bessel de segunda clase de orden 1, Bo = ρl g R
2/γ es el número de

Bond y S es un parámetro adimensional que depende de las condiciones de mojado a través del ángulo de

contacto, θc, definido como

S =
2

3

ρs
ρl

− 1

3
− cos θc

2
+

cos3 θc
6

Con el fin de adimensionalizar la fuerza de capilaridad, se define la longitud capilar como

lc =

√

γ

ρl g
(B.3)

empleando la aceleración gravitatoria, g es posible derivar una escala temporal

τc =

√

lc
g
= 4

√

γ

ρl g3
(B.4)

y finalmente, usando la tensión superficial γ, se deduce una escala de fuerza

fc = γ lc =

√

γ3

ρl g
(B.5)

ahora, a través de la manipulación de las ecuaciones (B.3), (B.4) y (B.5), la masa, la velocidad y aceleración

basadas en estos factores de escalamiento se definen como sigue

vc =
lc
τc

= 4

√

γ g

ρl
(B.6)
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αc =
lc
τ2c

= g (B.7)

mc =
fc
αc

=

√

γ3

ρl g3
(B.8)

Las escalas caracteŕısticas de este sistema, a saber, d y R, se adimensionalizan a través del uso de la longitud

capilar, lc,

d̃ = d/lc (B.9)

R̃p = Rp/lc =
√
Bo (B.10)

incorporando estos nuevos factores en la ecuación (B.2), resulta

F̃c(d̃) =
Fc

γ lc
= −2 π γ Rp Bo5/2 S2 K1(d̃)

γ lc
= −2 π Bo3 S2 K1(d̃)

o de manera alternativa, recordando que según la ecuación (B.10), R̃p =
√
Bo, la expresión anterior toma la

forma

F̃c(d̃) = −2 π R̃ 6
p S 2 K1(d̃) (B.11)

La forma adimensional de la masa del flotador, empleando la ecuación (B.8), es la siguiente

M̃ = M/mc = 4/3 π R 3
p ρs

√

γ3

ρl g3
= 4/3 π

ρs
ρl

[

R 3
p

(

3

√

ρl g

γ

)]

= 4/3 π
ρs
ρl

Bo3/2 = 4/3 π
ρs
ρl

R̃ 3
p (B.12)

B.4.2. Fuerza debida a una onda estacionaria

Según un modelo dinámico [56], la fuerza que el flotador experimenta debida a la onda, puede estimarse a

través de cuatro parámetros: la longitud de la onda, λw, la amplitud, a, la tensión superficial en la interfaz,

γ, y la masa del flotador, M . Además, la fuerza de arrastre de la onda puede entenderse como una com-

binación de dos contribuciones [60]. La primera es resultado de la posición relativa del flotador respecto al

perfil de la onda. Cerca de los nodos, la pendiente de la superficie de la onda es mayor. Mientras mayor es la

pendiente, mayor será la fuerza que empuje al flotador. La segunda aportación es un desplazamiento vertical

debido a la inercia. La fuerza neta que actúa sobre el flotador es el resultado de la flotación efectiva debida

a [véanse las ecs. (B.3) a (B.8)]la aceleración de la part́ıcula de fluido equivalente en la interfaz, la fuerza de

arrastre viscoso (descrita a detalle en el siguiente apartado) y la fuerza de la tensión superficial. Aśı, todas

las fuerzas producen una fuerza neta en el flotador por efecto de la oscilación, y por lo tanto, el flotador

presentará movimiento relativo con respecto a una part́ıcula de fluido, de masa mad, en la superficie de la

onda estacionaria, según el siguiente balance de fuerza

(

M̃ + m̃ad

) d ~̃vp
dt

=
(

M̃ + m̃ad

)

(

∂~̃u

∂t
+ ~̃v

∂~̃u

∂x

)

− M̃γh( ~̃vp − ~̃u) + 〈 ~̃f(x̃, t̃)〉t̃ (B.13)

donde γh = 3 π δ η/M es la tasa de fricción horizontal.
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En dos dimensiones, el promedio temporal de la fuerza de deslizamiento calculada sobre un periodo de la

onda, se da de manera adimensional a través de la siguiente relación,

〈 ~̃f〉 =
(

〈f̃x〉
〈f̃y〉

)

=
1

4
k̃ ã2 ~̃ω2 (M̃ − m̃d)

(

sin 2k̃ x̃ (1− cos 2k̃ ỹ)

sin 2k̃ ỹ (1− cos 2k̃ x̃)

)

(B.14)

donde M̃ es la masa del flotador, m̃d es la masa del ĺıquido desplazado y m̃ad es una masa virtual equivalente

a la part́ıcula de fluido en la interfaz. Los factores de escala previamente definidos [véanse las ecs. (B.3) a

(B.8)] se usan para adimensionalizar la ecuación anterior.

B.4.3. Arrastre Viscoso

El flotador experimenta también una fuerza de arrastre puesto que está parcialmente sumergida en el fluido.

Considerando que la ĺınea de flotación se ubica en el ecuador de la part́ıcula, esta fuerza puede estimarse,

usando los factores de escala que se se dedujeron previamente [véanse las ecs. (B.3) a (B.8)], como

F̃St = 3 π δ̃ η̃( ~̃pv − ~̃u) (B.15)

siendo ~̃u, la velocidad horizontal de la superficie de la onda estacionaria, dada por

~̃u =

(

ũx

ũy

)

= ã ~̃ω sin ~̃ω t̃

(

cos k̃ x̃ sin k̃ ỹ

sin k̃ x̃ cos k̃ ỹ

)

(B.16)

donde ã, ω̃, k̃ y t̃ son las versiones adimensionales para la amplitud, la frecuencia, el número de onda y el

tiempo, respectivamente, escaladas a su vez empleando las ecs. (B.3) a (B.5).

B.4.4. Fuerzas de contacto

Para estas simulaciones, se emplea un modelo de contacto de part́ıculas suaves. Este algoritmo considera que

el traslape entre dos part́ıculas i y j, es proporcional a una fuerza repulsiva [61]. El principal objetivo de esta

técnica es calcular la fuerza de repulsión cuando la distancia entre los centros de las part́ıculas, dij , es menor

a la suma de los radios (Ri+Rj). Añadiendo al análisis la interacción friccional a través del amortiguamiento,

la fuerza de contacto resulta la suma de la fuerza de repulsión y la fuerza de amortiguamiento. En este caso,

la fuerza repulsiva se calcula empleando un resorte ideal de Hooke, en el que la fuerza es lineal al traslape. Por

otro lado, la fuerza de fricción se estima empleando un amortiguador también lineal. Usando las ecuaciones

(B.3) a (B.8), la fuerza elástica de repulsión se define como

F̃H = K̃H(2 R̃p − 2 d̃ij) (B.17)

donde k̃H = kH/γ. Análogamente, en el modelo del amortiguador lineal, la fuerza es proporcional a la

velocidad relativa de dos part́ıculas que colisionan, Vij

F̃D = −α̃ Vij (B.18)

siendo α̃ = α/(γ τc), el coeficiente de amortiguamiento, que a su vez se calcula por medio del coeficiente de
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restitución, eR, y Vij la velocidad relativa de las part́ıculas i y j antes del impacto.

Finalmente, es necesario calcular el tiempo de contacto entre las part́ıculas, usando la escala de tiempo

basada en la constante del resorte ideal de Hooke, calculada como

τHooke =

√

Rp

aHooke
=

√

Rp M

kH Rp
=

√

M

kH
(B.19)

Definidos los parámetros adimensionales, se muestra a continuación una tabla con los valores dimensionales

t́ıpicos empleados en las simulaciones de este análisis.

Propiedades Dimensionales

Número de Flotadores N = 10 Radio de los flotadores Rp = 0.35x10−3 [m]

Ángulo de contacto θc = 74 [°] Coeficiente de restitución eR = 0.5
Constante elástica kH = 0.5 [N/m] Amplitud de oscilación a = 1x10−3 [m]

Frecuencia de oscilación ω = 35 [Hz] Intervalo de tiempo ∆t = 1x10−3 [s]
Tiempo de simulación tend = 0.5 [s] Longitud de onda (dirección x) λwx = 16.8x10−3 [m]

Longitud de onda (dirección y) λwy = 16.8x10−3 [m] Posición de la pared izquierda xL = 0 [m]
Posición de la pared derecha xR = 16.8x10−3 [m] Posición de la pared inferior yB = 0 [m]
Posición de la pared superior yT = 16.8x10−3 [m] Tensión superficial de la interfaz γ = 0.073 [N/m]

Densidad del ĺıquido ρl = 1000 [kg/m3] Viscosidad dinámica η = 0.89x10−3 [Pa · s]
Densidad del flotador ρs = 1050 [kg/m3] Aceleración de la gravedad g = 9.81 [m/s2]

Tabla B.3: Parámetros t́ıpicos empleados en las simulaciones.
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B.5. Resultados

B.5.1. Dinámica de un flotador único

Las simulaciones del movimiento de un flotador unitario se realizaron empleando un modelo cinemático

simple, mostrado esquemáticamente en la fig. B.3, con el fin de analizar la no uniformidad temporal en el

movimiento de la part́ıcula durante un periodo de la onda. Dicha simulación reproduce la mecánica de un

flotador cuya posición relativa respecto al perfil de la onda puede modificarse. La posición, la velocidad y

la aceleración del flotador se analizan tanto en la dirección horizontal como vertical, al considerar que el

flotador se desplaza a lo largo de una ĺınea recta a través de la onda. Esta es una suposición razonable

cuando la longitud de onda es varias veces mayor en comparación con el tamaño flotador, como en el caso

de este experimento.
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r/λw

z
/A

Figura B.3: Diagrama de un modelo dinámico de un flotador único.

La posición y la orientación de la ĺınea puede alterarse, cambiando la ubicación del foco, F , aśı como el

ángulo, α, que en conjunto definen el lugar geométrico de la recta. Considérese un sistema de referencia

ciĺındrico cuyo origen se ubica en un nodo de la onda estacionaria, en una vista lateral. Variando las propie-

dades geométricas de la ĺınea, pueden observarse diferentes patrones de onda en el movimiento del flotador,

que presenta una dinámica distinta para la mitad negativa y positiva del ciclo. Un ejemplo del desempeño

del modelo se observa en la fig. B.4.

La posición inicial del flotador es el punto de intersección de la ĺınea recta y el perfil no perturbado de la

oscilación. Las variaciones en la velocidad vertical y horizontal se miden desde este punto, en las direcciones

z y r, referidas a la longitud de onda, λw, la amplitud, A, y el periodo, τ . La posición (pi/λw), velocidad

(pi τ/λw t) y aceleración (pi τ
2/λw t2) adimensionales del flotador se miden para diferentes condiciones, a lo

largo de un periodo de tiempo definido. El aspecto de los perfiles de las cantidades mencionadas se observan

en la figura B.5.
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Como es evidente, durante ambas fases del ciclo, el flotador se mueve hacia arriba y hacia abajo. La im-

portancia de la no uniformidad del movimiento aparece cuando se analiza cada una de las etapas. En la

mitad positiva, el flotador se alza siguiendo el perfil de la onda (a). El flotador alcanzará entonces la cima

y caerá nuevamente como resultado del cambio de fase en el ciclo (b). Cuando el flotador está en un valle,

el flotador sigue bajando hasta el fondo del perfil de la onda (c). Finalmente, cuando el perfil comienza a

crecer, el flotador cambia el sentido de su movimiento (d).
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Figura B.4: Las diferentes etapas de una simulación del movimiento de un flotador individual (fila superior). El flotador sube y baja
con una aceleración diferente durante cada mitad del ciclo, en consecuencia, la formación de cúmulos muestra respiración desigual. En
una vista superior, los cúmulos parecen colapsarse hacia el antinodo más rápido de lo que hacen al abrirse, durante la mitad negativa
del ciclo. La dirección y la magnitud de la velocidad radial del flotador se representan con una flecha roja.

Es claro que si la ĺınea recta que restringe el desplazamiento del flotador es totalmente vertical, éste se

moverá hacia arriba y abajo sin tener componente radial. Aśı, la posición, la velocidad y la aceleración de un

flotador en movimiento bajo tales condiciones sigue el mismo perfil sinusoidal de la onda. Una sutil variación

del ángulo o la posición de la ĺınea, pueden producir diferentes valores en la cinemática del flotador. Lo

primero a notar es que la elevación y declinación se ven favorecidas durante la mitad positiva del ciclo, si

el ángulo de la ĺınea es agudo. Por otro lado, durante la fase negativa, la distancia que el flotador puede

recorrer es menor que la de la parte positiva. Por lo tanto, los perfiles de velocidad y aceleración mostrarán

un perfil diferente.

Derivado de este movimiento idealizado, el mecanismo de dispersión/colapso de las part́ıculas que forman

un cúmulo puede ser descrito cualitativamente. Según lo indicado antes, la distancia que el flotador es capaz

de viajar en cada mitad del ciclo es diferente. Puesto que la velocidad del flotador es la misma tanto en el

medio positivo como negativo del ciclo (ver fig. B.5b), y la distancia es mayor durante la mitad positiva, una

distancia diferente debe cubrirse en la misma cantidad de tiempo, de modo que la aceleración en la parte
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positiva es mayor. Aśı, las part́ıculas que suben durante la mitad positiva del ciclo llegan a la cima del perfil

de la onda más rápidamente.
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Figura B.5: Variables cinemáticas de un flotador unitario bajo oscilación.
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B.5.2. Simulaciones

El desempeño de un modelo dinámico simple para un flotador ha sido analizado previamente. La presente

sección muestra los resultados de simulaciones numéricas utilizando el modelo descrito antes en el análisis

del balance de fuerza. En la primera parte, se analiza la dinámica de un flotador al azar en un sistema

de concentración cada vez mayor, de acuerdo a los valores indicados en la tabla B.1, con una combinación

única de los parámetros de contacto. Posteriormente, se estudia el comportamiento global de la velocidad de

todos los flotadores del sistema, las componentes horizontales y verticales, y la magnitud de dicha variable.

Para estimar la influencia de los parámetros de contacto sobre la movilidad flotador, estas simulaciones se

realizaron variando la concentración de part́ıculas en cada caso y utilizando las combinaciones de la tabla

B.2.

B.5.2.1. Cinemática de un flotador que interactúa con otros

El seguimiento de un flotador individual se realiza a través de la manipulación de los datos de salida produci-

dos por las simulaciones, que se realizan durante un tiempo total de aproximadamente 80 peŕıodos de onda.

Usando rutinas numéricas, los datos de posición, velocidad y aceleración pueden obtenerse simultáneamente

para un flotador elegido. Estas cantidades se escalan tomando como factores el periodo de la onda, τ y

la longitud capilar, λc. Dado que la simulación considera una vista superior del recipiente, el movimiento

del flotador está representado tanto en la dirección X como Y . El seguimiento temporal para un flotador

aleatorio en sistemas de concentración diferente se representa en la fig. (B.6), mostrando las componentes

adimensionales de la posición, (medida desde su ubicación inicial), velocidad y aceleración.

La primero que puede advertirse, es que a medida que la concentración del sistema aumenta, los perfiles

para los componentes de la posición del flotador, exhiben picos más agudos. Del mismo modo, las señales de

velocidad son más agudas en concentraciones más altas, donde el efecto de las colisiones entre los flotadores

modifica el perfil de onda. Para las concentraciones extremas (φ = 0,10, 0,25 y 0,70), la velocidad senoidal

de velocidad conserva su carácter, sin embargo, para un gran número de flotadores, las repetidas colisiones

inducen cambios de velocidad. En los sistemas de baja concentración, un flotador no se verá influido por

los demás y su movimiento global estará dominado principalmente por la propia onda. En un sistema muy

denso, la interacción entre flotadores es visible en la señal de velocidad. Sin embargo, la gran cantidad de

flotadores limita el movimiento mutuo y en consecuencia, también está dominado por la onda.

Los sistemas de concentración intermedia (φ = 0,40 y 0,55) muestran flotadores que siguen el movimiento

de la onda en una sola dirección. La cantidad de flotadores no es suficiente para limitar la movilidad del

flotador, sin embargo las colisiones pueden modificar la ruta del flotador. Esta transición entre un régimen

de concentración alta y baja se puede observar en las gráficas de aceleración. Estas señales exhiben un rápido

cambio en la dirección del flotador debido a la alta cantidad de colisiones.

Por supuesto este análisis no es representativo de todo el sistema. Es por eso que, el comportamiento de la

velocidad se estudia globalmente para todos los flotadores de un sistema, como se muestra en la siguiente

sección.
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Figura B.6: Perfiles para la posición, velocidad y aceleración de un flotador dentro de un sistema de concentración variable (aumentando
hacia abajo). A medida que crece la concentración, los picos de señales resultantes son más agudas. Para una φ elevada, el movimiento
local del flotador está influenciado por la gran cantidad de colisiones con otros, no obstante, está todav́ıa fuertemente impulsado por la
fuerza de la onda.
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B.5.2.2. Cinemática colectiva de flotadores en sistemas de concentración variable

El resultado de las simulaciones para sistemas con los parámetros mostrados anteriormente (tablas B.1 y

B.2) se describe a continuación. Se observa en los sistemas de baja concentración (ver fig. B.7), los flotadores

forman cúmulos en los antinodos como se esperaba a partir de la observación de los experimentos, una vez que

las interacciones han llegado a un estado estacionario. En un primer momento, las colisiones de los flotadores

parecen ser aleatorias y desordenadas (a), después de un tiempo, algunos de ellos se reúnen en estructuras

apenas definidas en torno al antinodo de la onda (b). Estos grupos ahora obedecen a las imposiciones de

movimiento de onda, expandiéndose y colapsando de vuelta hacia el antinodo (c) en cada parte del ciclo,

mientras que un grupo se abre, el adyacente se cierra (d), en un mecanismo conocido como respiración.

Por otro lado. los sistemas con un alto número de integrantes (ver fig. B.8) muestran propiedades diferentes,

producto de la elevada cantidad de colisiones y la influencia de las propiedades de contacto de las part́ıculas.

En el inicio de las simulaciones, los flotadores chocan con mayor frecuencia y por lo tanto, su velocidad

aśı como la distancia media que recorren es menor que en el caso diluido (a). Si la concentración y los valores

de contacto son lo suficientemente altos, no se observa la formación de cúmulos y por el contrario, se presenta

cristalización. Tal como se vio en los experimentos, se forman agujeros en los antinodos (b), sin embargo

los generados por el código numérico, no permanecen durante todo el ciclo. Estas estructuras aparecen en

los valles de la onda, mientras que los picos muestran una alta densidad de flotadores. Cuando el ciclo se

invierte, las posiciones de los agujeros cambian su posición a la diagonal opuesta (c,d).

En todos los casos simulados, se realizó un análisis estad́ıstico con el fin de examinar el efecto de la con-

centración, estudiando los datos de velocidad media de todos los flotadores del sistema. En cada caso, los

componentes de la velocidad, vx, vy, y la magnitud, vm, se obtienen flotador por flotador, a lo largo del tiem-

po de simulación. El conjunto de datos resultante se escala con el valor cuadrático medio (vrms). Por último,

el promedio se toma sobre todas las part́ıculas del sistema. Este procedimiento se ejecuta para cada valor de

concentración, y la combinación del coeficiente de restitución y la constante de resorte. La distribución de la

velocidad promedio se compara con un ajuste gaussiano, en el caso de componentes de la velocidad, y para

un ajuste de Rayleigh en el caso de la magnitud. Los resultados para cada conjunto de condiciones (φ, eR y

kH) se muestra en la fig. B.9.

Como se mencionó antes, las fuerzas de restitución y de amortiguamiento no son relevantes para el movi-

miento de los flotadores, ya que los contactos entre ellos no son duraderos. Como se muestra en las gráficas

de las distribuciones, estos datos parecen ser independientes de los parámetros de contacto, lo que demuestra

este argumento. El comportamiento relevante aparece al observar los datos que se extienden alrededor de la

curva ajustada. Para concentraciones bajas, las distribuciones normales -que representan los componentes de

velocidad, vx y vy , muestran una punta. Asimismo, la distribución de la magnitud de la velocidad muestra

una meseta con respecto a la curva ajustada. Estas caracteŕısticas desaparecen a medida que la concentración

aumenta.
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Figura B.7: Aspecto de una simulación usando 75 flotadores (φ = 0.102) con eR = 0.2 y kH = 0.2 [N/m]. La dirección del movimiento
aśı como la velocidad horizontal de cada part́ıcula se indica con una flecha roja.
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Figura B.8: Aspecto de una simulación usando 405 flotadores (φ = 0.552) con eR = 0.5 y kH = 0.6 [N/m]. La dirección del movimiento
aśı como la velocidad horizontal de cada part́ıcula se indica con una flecha roja.
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Figura B.9: Distribuciones para los componentes y la magnitud de la velocidad para varios valores de φ y los parámetros de contacto.
Como se esperaba, estos resultados muestran independencia de las interacciones entre part́ıculas. A medida que la concentración se
incrementa los datos colapsan a los ajustes.
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B.6. Conclusiones

La dinámica de los sistemas de flotadores en la superficie de una onda estacionaria está principalmente do-

minada por dos fuerzas: la capilaridad y la fuerza de la onda. Puesto que la velocidad de los flotadores y la

viscosidad del ĺıquido no son lo suficientemente altas, la fuerza de arrastre no es relevante para el movimiento

global de grupos de flotadores. Asimismo, la repulsión y las fuerzas de amortiguación entre los flotadores son

significativas durante peŕıodos cortos. Aśı, la cantidad de flotadores sometidos al movimiento de las ondas

favorece la acción de una u otra fuerza que afecte a los flotadores y la formación de estructuras definidas.

En un régimen diluido, la fuerza capilar entre los flotadores no puede hacer que permanezcan juntos, siendo

la fuerza más importante aquella debida al movimiento de la onda. Para un gran número de flotadores, las

interacciones debido a la capilaridad y la misma concentración evitan que las part́ıculas se esparzan. Por

lo tanto, se espera que la magnitud de las fuerzas capilares y de la onda sea comparable en los valores de

concentración intermedia.

A fin de comprender la transición entre estos reǵımenes, se realizaron análisis de flotador simple y múltiple

para sistemas de concentración variable. Cinco valores de concentración, y cuatro combinaciones de coefi-

ciente de restitución y constante de resorte de los flotadores fueron empleadas en las simulaciones numéricas.

Para el flotador único, las mediciones de su posición, velocidad y la aceleración se realizaron tanto para

una vista lateral como una superior del flotador en un perfil de onda. El análisis estad́ıstico de flotadores

múltiples se realizó sobre los datos de velocidad del total de part́ıculas que conforman el sistema bajo estudio.

Utilizando un modelo cinemático sencillo, puede estudiarse el comportamiento de un flotador único en rela-

ción con el perfil, modificando la posición de la ĺınea a través de la que se mueve el flotador. Un análisis con

este modelo ofrece un escenario idealizado para el movimiento de un flotador en un sistema de baja concen-

tración considerando una situación de estado estacionario en el que los cúmulos están estructurados entre

el flujo. Aún cuando el modelo está basado en caracteŕısticas geométricas simples y no incluye colisiones ni

influencia inercial, permite observar la falta de uniformidad en el movimiento de un flotador como resultado

de su posición relativa respecto al perfil de onda.

Se realizaron simulaciones para sistemas de diversas concentraciones y tamaños, los cuales se efectuaron

considerando un flotador único y el total de integrantes en la simulación. Con estos datos se construyeron las

distribuciones de velocidad resultantes de cada valor de concentración. Estas funciones de distribución para

cada componente de la velocidad muestran un mejor ajuste a la distribución normal a medida que aumenta

la concentración, lo que implica que la velocidad de los flotadores individuales es menos aleatoria que en un

régimen diluido.
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[35] U. Tüzün and R.M. Nedderman. Gravity flow of granular materials round obstacles—ii: Investigation

of the stress profiles at the wall of a silo with inserts. Chemical Engineering Science, 40(3):337 – 351,

1985.

[36] R. Zenit C. R. Wassgren, J. A. Cordova and A. Karion. Dilute granular flow around an immersed

cylinder. Physics of Fluids, 15(11):3318–3330, 2003.

[37] V. Buchholtz and T. Poeschel. Interaction of a granular stream with an obstacle. Granular Matter,

1:26, 1997.

[38] A. Levy and M. Sayed. Numerical simulations of the flow of dilute granular materials around obstacles.

Update, 181(2):137–148, 2008.

[39] P. Jalali. Flow characteristics and stresses on cylindrical objects immersed in a flow of inelastic hard

disks. Powder Technology, (0):–, 2011.

[40] C. Brennen. and J.C. Pearce. Granular media flow in two-dimensional hoppers. ASME J. Appl. Mech.,

45(1).

[41] N.Nakagawa T. Komatsu, S. Inagaki and S. Nasuno. Creep motion in a granular pile exhibiting steady

surface flow. Physical Review Letters, 86(9):3, 2001.

[42] J. F. Boudet Y. Amarouchene and H. Kellay. Dynamic sand dunes. Physical Review Letters, 86(19):4286–

4289, 2001.
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