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Introduccion II

INTRODUCCION

La Teoria de Redes es un area de conocimiento dentro del campo de la
Investigacion de Operaciones. Los problemas que estudia dicha teoria, son
principalmente, de naturaleza combinatoria, es decir, relaciona rutas, cortes,
arboles y otros objetos. Para obtener las soluciones de estos problemas, se
requiere disefiar algoritmos. Algunos son mas eficientes que otros, y su

seleccion depende de las caracteristicas del problema.

Los modelos de redes han ocupado un lugar muy importante en el progreso de
la Investigacion de Operaciones y de las Ciencias Administrativas. Estos
modelos junto con la teoria de la Programacion Lineal han mantenido una
estrecha relacion en su desarrollo. Lo que a su vez ha propiciado avances en el

campo de la Programacién Entera.

Otro aspecto es el adelanto de cddigos mas rapidos para los problemas de flujo
en redes, lo cual favorece la relacion entre la Investigacion de Operaciones y
las Ciencias de la Computacion. Por otro lado, la investigacidn en modelos de
redes a la par con la Ciencia de la Computacion, ha propiciado la construccion
de estructuras para el manejo de datos, haciendo mas eficientes los algoritmos

de redes.

La estructura de los problemas de redes se puede representar graficamente.
Esto ha permitido visualizar problemas en areas como: telecomunicaciones,
transporte, distribucion, planeacion de proyectos, localizacion de instalaciones,

etc.
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Los problemas de redes pueden clasificarse esencialmente en cinco areas: Ruta
mas corta, Flujo maximo, Arbol de expansion minima, Flujo a costo minimo vy,

Planeacion y control de proyectos [Hillier y Lieberman, 1991].

Tipos de problemas de
Redes

Ruta mas
corta

Planeacion
y control de
proyectos

Flujo a costo
minimo

Arbol de
expansion
minima

Area limitada
de aplicacion
pero muy Utiles
(PERT y CPM)

estructura

Especifica: surge
con frecuencia en
la practica

Mas general (incluye
casos especiales: ruta
mas corta, flujo maximo,
etc.)

En esta agrupacién, el Problema de la Ruta mas Corta, es considerado por los
investigadores como un problema central dentro del area de redes, debido a la
variedad de aplicaciones practicas, a la existencia de métodos de solucién
eficientes y a la aplicacion de subrutinas en la bisqueda de una buena solucién
en problemas complejos. Sin embargo, en las asignaturas en las cuales se
abordan esta clase de problemas, suele presentarse de manera simplificada y
poco clara, es decir, a menudo no se reconoce o0 no se subraya la importancia
que tiene el estudio de este tipo de problemas tanto su aspecto tedrico y por la

gran diversidad de aplicaciones.
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Bajo estas consideraciones el presente trabajo tiene como objetivos principales,
en primer lugar, integrar los aspectos fundamentales del Problema de la Ruta
mas Corta, como son: la teoria esencial, los algoritmos de solucion vy
aplicaciones; y en segundo término, pueda servir como material de apoyo y

referencia para personas interesadas en el estudio de este tema.

Es importante mencionar que existen softwares (LINDO, LINGO, etc.) para
obtener la solucion de los diversos problemas antes mencionados, pero para
poder resolverlos se requiere llevarlos a una forma estandar de Programacion

Lineal.

Ademas de los paquetes anteriores, también existe paqueteria especializada
como TransCAD, utilizada para los estudios de transporte, la cual permite
utilizar el analisis de redes, que incluye ruta mas corta y genera el camino mas
corto, mas rapido o con el menor costo entre cualquier nimero de pares de

origenes y destinos con cualquier nimero de puntos intermedios.

Para llevar a cabo esta propuesta, se desarrollaron los siguientes apartados y se

proporciona una sintesis de su contenido:

Capitulo 1. Se explican las razones que hacen tan importante al problema de
la ruta mas corta, ademas se mencionan algunas de las muchas aplicaciones.
La siguiente parte introduce las definiciones o conceptos del area de redes en
las que se apoya el desarrollo de la propuesta. Del mismo modo, se da el
planteamiento del problema y finalmente, las formas en que puede presentarse

este problema, y cuando existe o no solucion.

Capitulo 2. Un criterio basico para conocer la eficiencia de un algoritmo de
solucion es conocer su tiempo de corrida, de igual forma las mejoras en el
almacenamiento de datos pueden hacer mas eficiente el mismo algoritmo, por
esta razon, en este capitulo se exponen los conceptos de la Teoria de la

Complejidad Computacional.
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Capitulo 3. Existen varios métodos de solucion para este problema vy
dependiendo de las caracteristicas de la red (p.e. costos no negativos,
densidad, etc.) se puede elegir el mas eficiente. Ademas se explican los
algoritmos basicos de solucion y sus modificaciones para hacerlos mas
eficientes. En el anexo 1, se muestra el ejemplo del algoritmo de Dijkstra

utilizando el software LINGO.

Capitulo 4. Finalmente, en este capitulo se dan a conocer dos tipos de
aplicaciones, la primera utiliza el Método Simplex y la segunda ilustra cémo
utilizar el problema de la ruta mas corta, en una subrutina en la bisqueda de
una buena solucién en un problema complejo, para el cual simplemente no

existe un algoritmo de solucién.
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CAPITULO 1.
CONCEPTOS BASICOS

El problema de la ruta mas corta es uno de los problemas mas importantes de
optimizacién combinatoria con muchas aplicaciones, tanto directas como
subrutinas en otros algoritmos de optimizacidon combinatoria. Los algoritmos
para este tipo de problemas han sido estudiados desde la década de los 50's y
continlan siendo un area activa de investigacién. De hecho, ha sido el objetivo
de una investigacion extensiva durante muchos afos y ha dado como resultado

la publicacion de un gran numero de documentos cientificos.

Encontrar la ruta mas corta entre dos nodos de una red, en la cual cada arco
tiene un costo (o longitud) no negativo es un problema que a menudo se
presenta en cierto tipo de actividades. El objetivo es minimizar el costo (tiempo

o longitud) total.

El ejemplo mas sencillo para explicar el problema de la ruta mas corta es tomar
el viaje de una persona que quisiera ir de la Ciudad de México a la ciudad de
Monterrey, Nuevo Leodn, podria tener varias alternativas dependiendo de sus
intereses, es decir, si deseara llegar mas rapido (minimizando el tiempo o la
distancia) o de una forma mas econdmica (minimizando el costo), toda vez que
cada carretera tiene una longitud especifica (kms.) y un precio por el derecho
de transitar en ella (costo). Entonces, el problema consiste en encontrar la ruta
mas eficiente (la ruta minima) con base en la longitud o el costo. Este problema
se representa por una red, donde las ciudades son identificadas por nodos y las

carreteras por arcos.



Conceptos Basicos

O Monterrey

Saltillo

Linares
San Roberto

Matehuala Cd. Victoria

San Luis Potosi .
Tampico

Querétaro Tuxpan

San Juan del Rio Poza Rica

Cd. de México

Figura 1.1. Ejemplo

1.1. IMPORTANCIA DEL PROBLEMA

El problema de la Ruta mas Corta es fundamental en muchas areas, como son:

investigacion de operaciones, ciencia de la computacién e ingenieria. Algunas

de las razones son:

i. La amplia variedad de aplicaciones practicas como es el envio de algun

material entre dos puntos especificos de la forma mas eficiente,

econdmica o rapida.

ii. Existen métodos de solucion eficientes, los cuales al ser aplicados a una

red con caracteristicas especificas (aciclica y con costos no negativos),

proveen una solucion exacta a un tiempo y costo razonables.

iii. Se puede utilizar como inicio en el estudio de modelos complejos de

redes, esto es, cuando no se conoce la estructura de la red se pueden

aplicar algoritmos para conocer algunas caracteristicas de la red

(presencia de ciclos negativos).
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iv. Se utiliza frecuentemente como subproblemas (subrutinas) en la solucion
de problemas combinatorios y redes, asi en el caso de problemas para
los cuales no existe un algoritmo de solucion exacto (p. e. problemas NP-
completos), la aplicacion de algoritmos de ruta mas corta, resultan

auxiliares para encontrar una buena solucion.

1.2. APLICACIONES

El problema de ruta mas corta tiene muchas aplicaciones practicas, algunas
son: encontrar la ruta mas corta o mas rapida entre dos puntos en un mapa,
redes eléctricas, telecomunicaciones, transporte, planeacion de trafico urbano,
trasbordo, disefio de rutas de vehiculos, planeacién de inventarios,
administracion de proyectos, planeacion de produccién, horarios de operadores
telefonicos, disefio de movimiento en robodtica, redes de colaboracidon entre

cientificos, reemplazo de equipo, etc.

Ademas, como se menciond anteriormente los algoritmos de solucion pueden
adaptarse en la busqueda inicial de una solucién aproximada de problemas
complejos, esto significa que la aplicacién consiste precisamente en proveer
estructura para varios problemas de optimizacion combinatoria como: el
problema de la mochila, secuencia de alineacion en biologia molecular

(secuenciacion del ADN), el problema del agente viajero, etc.

1.3. CONCEPTOS BASICOS

En esta seccidn se introducen conceptos basicos de redes que se utilizaran en
el desarrollo del presente trabajo. En la literatura se observa frecuentemente el

uso indistinto de Red o Grafica.
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Grafica.
G = (V, E), es una grafica formada por el conjunto de nodos (vértices) V'y el

conjunto de arcos (aristas) E.

Grafica No Dirigida.

En una grdfica no dirigida un arco es un par no ordenado de nodos, las
conexiones son bidireccionales, es decir, el orden no importa.

G = (V, E), donde:

V={a b ¢ aqefl}

E={(a b) (g d), (bc) b d, be),(e)ch(qe)(h

Sin embargo, como el orden de los arcos no importa el arco (g, b) también

puede considerarse como (b, a), siendo lo mismo para todos los demas arcos.

Figura 1.2. Grafica no dirigida

Grafica Dirigida o Digrafica.

En una grafica dirigida un arco es un par ordenado. Esto es, si (g, b)es un arco
dirigido, entonces a es el nodo inicial (el arco sale del nodo) y 4 es el nodo final
(el arco entra al nodo). La conexion es Unicamente del nodo inicial al nodo
final.

V={a bcael

E={(a b) (a d), (b ), (b d) (be)(e)cTh)I(qce) (e
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Figura 1.3. Gréfica dirigida o digrafica

Grafica Simple.
Esta grafica considera un nodo fuente (Unicamente salen arcos) y un nodo

sumidero (Unicamente entran arcos). No existen arcos multiples, es decir, dos
nodos estan conectados por un arco o por ninguno, tampoco existen rizos, esto

es, ningun nodo estd conectado a si mismo por un arco.

Por lo general, cuando no se hace especificacion se consideran graficas simples.

Grafica Multiple.
Existe la posibilidad de varios arcos entre el mismo par de nodos.

Grafica Conectada.
Todos los nodos estan conectados directa o indirectamente a todos los demas
nodos, esto es, existe una ruta desde cualquier nodo a cualquier otro nodo de

la red.

Grafica Bipartita.
Los nodos de la grafica se dividen en dos conjuntos, con la caracteristica de

que todos los arcos conectan a los nodos desde un conjunto al otro.
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Figura 1.4. Gréfica bipartita

Grado.

Es el nimero de arcos incidentes en un nodo. En una digrafica existen:

° el grado interior, es el niUmero de arcos que entran en un nodo. En la figura
1.3, el nodo ¢ tiene grado interior de 2.

° y el grado exterior, es el nUmero de arcos que salen de un nodo. En la

figura 1.3, el nodo ¢ tiene grado exterior de 1.

Nodos Adyacentes.
Son los nodos conectados por un arco.

Arcos Incidentes.

Un arco e es incidente en un nodo vsi ves el extremo de e.

Ruta.
Una ruta en una grafica dirigida es una secuencia de nodos y arcos, ademas se
requiere que todos los nodos sean diferentes. En el caso de que algunos nodos

0 arcos se repitan en la secuencia, se conoce como camino.

En la figura 1.5. (a), se muestra la ruta del nodo g al nodo 7, la cual considera
los nodos a, b, e y £, y los arcos (a, b), (b, e)y (e f).
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Figura 1.5. Ruta del nodo @ al nodo 7

Longitud de una Ruta.
La longitud de una ruta con la secuencia de arcos a;, a,,..., a, es la suma de las

longitudes de todos los arcos de la ruta, /{(@;) + /(az) +...+ /(@)

En general, la ruta mas corta del nodo a; al nodo a; existe si y solo si existe al
menos una ruta entre ambos nodos. La distancia entre los nodos a;y a; sera la
longitud de la ruta mas corta aa;, y se denotara como d(a; a;). Si la ruta aa; no

existe, entonces d(a; a;) es infinito ().

Ciclo.

Es un camino donde el nodo inicial y el nodo final coinciden. Si los arcos tienen

la misma direccion se conoce como circuito.

(a) (b)

Figura 1.6. (@) Camino del nodo cal nodo b, arcos (¢, a), (a, b)
(b) Circuito del nodo a al nodo a
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Grafica Aciclica.

Una grafica que no contiene ciclos.

Arbol.

Un arbol es una grafica conectada que no contiene ciclos.

Bosque.
Es una grafica sin ciclos, se considera también como un conjunto de arboles.

olllc o

) (D) o
(9 )
(a)

(c)
Figura 1.7. Ejemplos de arboles.

(a), (b) y (c) El conjunto de los tres
forma un bosaue

Arborescencia.

Es un arbol dirigido con un nodo llamado raiz.

Figura 1.8. Arborescencia de raiz a

Subgrafica.
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Es un subconjunto de nodos y arcos de una grafica. Si un arco se incluye, los

dos nodos incidentes también se incluyen.

Subgrafica Expandida.
Una subgrafica que contiene todos los nodos de la grafica original.

Arbol de Expansién.
Una subgrafica expandida que también es un arbol, es decir, conectada y sin

ciclos.

Funcion de Costo.
Sea c una funcién que asocia a cada elemento de £ un costo respectivo. La

funcidon puede representar: costo, distancia, tiempo, etc.

Propiedades de una Grafica.
= Una grafica con 77 nodos y /m arcos:

+ 2 grados de todos los nodos = 2m
+ m=<n(n-1)/2

= Para una digrafica:

+

2 grados interiores = X grados exteriores = m
+ m=<n(n-1)

= Si G es conectada, m = n-1

v

Si G es un arbol, m = n-1

= Si G es un bosque, m < n-1

Representacion Matricial de una Grafica.
Una grafica puede representarse matricialmente de las siguientes formas:

Matriz de Incidencia (nodos-arcos).
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Es una matriz nxm, (n-nodos y mrarcos). El arco (7, j) tiene los elementos: -1
en el renglon correspondiente al nodo 7; +1 en el rengldn correspondiente al

nodo j; 0 en otro caso.

+1 sielarco j sale delnodo i
e(i,j)=<—1 sielarco jentraalnodo i
0 enotrocaso

Figura 1.9. Ejemplo

Matriz de incidencia de la red representada en la figura 1.9.

(a,b) (a0 (bco (cd) (ce) (ab) (@f) (ed) (ef) (£d)

al 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
b| -1 0 1 0 0o -1 0 0 0 0
cl, 0 -1 -1 1 1 0 0 0 0 0
d o 0 0o -1 0 1 1 -1 0o -1
el 0 0 0 0o -1 0 0 1 1 0
FL O 0 0 0 0 0o -1 0o -1 1

Matriz de Adyacencia (nodos-nodos).
Es una matriz nxn. En la entrada /7 toma el valor de 1 si existe conexion del

nodo /al nodo J.

.. 1 siexisteunarcoquesaledeiylleguea j
q(i,j) =

0 enotrocaso
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Matriz de adyacencia de la red representada en la figura 1.9.

abc defr
a0 11000
bj0 01 0 0O
cl/0O 00110
dio1 0001
el0 0 01 01
f10 0 01 0O

1.4. PLANTEAMIENTO

Dada una red dirigida G = (V, £, ¢), se denota por (7, j) € £ el arco que
conecta al nodo /con el nodo j, y el costo positivo asociado es ¢;. La red tiene

dos nodos especificos: el nodo fuente sy el nodo sumidero £

El problema consiste en encontrar la ruta (p) mas corta (o de costo minimo)
iniciando en el nodo fuente y terminando en el nodo sumidero, considerando
que cada arco (7, j) tiene un costo asociado ¢; es decir, se busca minimizar la
funcion:

o(p)= Y.c(i, )
(

i.j)ep

1.4.1. PLANTEAMIENTO EN PROGRAMACION LINEAL

El problema de la ruta mas corta se puede plantear como el envio de una
unidad de flujo del nodo origen 1 al nodo destino £ al minimo costo. Esto es, b;

=1 b,=-1, yb =0 para /=106 t Entonces, el planteamiento es como sigue:

Minimizar Zt: Zt: Cii Xii

i=1 j=1
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sujeto a:

, , 1 Si i=1
ZX:'/—ZX/«': 0 Si iz16t
e -1 si =

Xij=061 i,j=1,2,...,t

Sin embargo, como las ecuaciones de conservacion de flujo son unimodulares,
es decir, si existe una solucion éptima el método simplex obtendra valores 1, 0.
Por esta razon la ultima restriccién puede plantearse como:

XijZO i,j=1,2, vy L

1.5 VARIACIONES DEL PROBLEMA

Las diferentes formas que puede presentar el problema de la ruta mas corta

son.

e Del nodo fuente s al nodo sumidero £ Para que exista solucion se
debe cumplir:
i. Existe al menos una trayectoria entre sy &
ii. No existen circuitos negativos tales que haya una ruta de s a

algun nodo del circuito y otra de algin nodo del circuito a &

e Del nodo fuente sa todo nodo de la red / Para que exista solucion se
debe cumplir:
i. Existen rutas de sa /.

ii. No existen circuitos negativos en la red.

e Entre todo par de nodos. Para que exista solucion se debe cumplir:
i. Existe, al menos, una trayectoria entre todo par de nodos.

ii. No existen circuitos negativos en la red.
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1.6 TIPOS DE PROBLEMAS

Las rutas a encontrar pueden ser:
a. formadas por un simple arco, (s, £), o

b. la ruta del nodo sal nodo ¢que atraviesa por otros nodos.

Ademas de forma independiente de la variacion del problema, se pueden tener

los siguientes casos:

= El tipo mas sencillo del problema de la ruta mas corta es cuando la
longitud de cada arco es 1. Esto significa que la longitud de la ruta es

exactamente el nimero de arcos que contiene.

= Cuando todos los arcos tienen distancias (costos) no negativas y no

existen circuitos en la red.

= Cuando no existen ciclos dirigidos.

= Cuando no existen ciclos dirigidos con longitudes negativas.

= Ruta mas corta en graficas no dirigidas con longitudes de los arcos no
negativas. En este caso, se reemplaza cada arco no dirigido wv por dos

arcos dirigidos uvy vy, con la misma longitud que wv.

= Cuando existen arcos con costos negativos. Actualmente no se conoce
un algoritmo que resuelva este tipo de problema polinomialmente, y la
teoria de la complejidad computacional parece indicar que no existe un

algoritmo.

= En graficas no dirigidas con al menos un arco con longitud negativa. En

este caso, al reemplazar el arco wv por uvy wu, juntos forman un ciclo
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con longitud negativa. Este tipo de problema es igual que cuando existen
arcos con longitudes negativas, es decir, no existe un algoritmo de

tiempo polinomial para resolverlo.

La teoria de la Complejidad Computacional sirve para evaluar la eficiencia de
los algoritmos, pero también ayuda a clasificar los problemas de tal manera
que puede saberse previamente si la busqueda de un algoritmo es posible o

no, evitando asi trabajo innecesario.

En el siguiente capitulo se explica esta teoria y los conceptos en que se basa

para hacer las clasificaciones.
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CAPITULO 2.
COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

La complejidad computacional estudia la eficiencia de los algoritmos
estableciendo su efectividad de acuerdo al tiempo de corrida y al espacio
requerido en la computadora o almacenamiento de datos, ayudando a evaluar

la viabilidad de la implementacion practica en tiempo y costo.

Por otra parte, provee herramientas para clasificar la dificultad inherente de un
problema, de esta manera se puede conocer previamente si la busqueda de un

algoritmo eficiente para la solucién de dicho problema es posible o no.

Existen problemas que Unicamente pueden resolverse utilizando un algoritmo
de tiempo exponencial o incluso, puede ser que no exista algoritmo alguno, por
lo cual, al tener este tipo de informacién puede optarse por la busqueda o
aplicacion de técnicas heuristicas existentes, que si bien no garantizan una

solucion déptima, si pueden proporcionar una buena solucién o una aproximada.

2.1. DEFINICION DE ALGORITMO

Un algoritmo es un procedimiento computacional bien definido, el cual
considera un valor o conjunto de valores como valores de entrada y a través de
una secuencia de instrucciones organizadas produce un valor o conjunto de
valores de salida, en un tiempo determinado con la finalidad de dar solucion a

un problema especifico.
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Las caracteristicas principales de un algoritmo son:

= Preciso y Definido. Cada paso debe ser definido en forma precisa e indicar el

orden de realizacion.

= Datos de entrada (input). El algoritmo recibe datos iniciales antes de su

ejecucion.

= Datos de salida (output). El algoritmo tiene una o mas salidas, es decir,

datos que tienen una relacion especifica respecto a los datos de entrada.

= Generalidad. Independientemente de las veces que se siga un algoritmo, se

debe obtener el mismo resultado.

= Finito. Un algoritmo debe terminar siempre después de un nimero finito de

pasos.

Al analizar un algoritmo se considera el tiempo de corrida y consiste en el
numero de operaciones elementales que ejecuta en cada paso. Dicho analisis se
concentra generalmente en encontrar el peor caso de tiempo de corrida, es
decir, el mayor tiempo que tardaria el algoritmo en obtener los valores de

salida.

2.2. ANALISIS ASINTOTICO DE LOS ALGORITMOS

El analisis asintotico permite conocer la eficiencia de un algoritmo con base en
el tiempo de corrida cuando el tamano de los datos de entrada es
suficientemente grande de tal forma que las constantes y los términos de

menor orden no afectan.

Para expresar la tasa de crecimiento de una funcién se toma en cuenta:
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— El término dominante con respectoa 77; y

— Seignoran las constantes.

Ejemplo:
1) kin +ko~n
2) kinlogn ~ nlogn
3) ku? + kon + k3 ~ 1P

Este tipo de analisis permite facilitar la eleccién del mejor algoritmo entre varios
y, por supuesto, es mas conveniente aplicar medidas para la eficiencia que

implementarlo y medir la eficacia después de cada corrida.

2.2.1. NOTACION ASINTOTICA

Las notaciones para el tiempo de corrida asintético de un algoritmo se definen
en términos de funciones cuyo dominio es el conjunto de nimeros naturales.
Las notaciones se utilizan para describir la funcion del peor caso del tiempo de

corrida, 7¢n), normalmente definidas en tamafnos de entrada enteros.

i. Notacion 0. Dada una funcién g(n), se denota por O(g(n)) al conjunto de
funciones:
O(g(n)) = {f(n) : existen las constantes positivas c¢;, ¢; y np tales que 0 <

c1g(n) <f(n) < cog(n) paratodan=ng}

La definicion de O(g(n)) implica que cada miembro de O(g(n)) sea
asintéticamente no negativo, es decir, que f{n) es no negativa cuando 77 sea

suficientemente grande.

Entonces si:
f(n) = ©(g(n))siy solo si f(n) = O(g(n))y f(n) = (g(n))
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c,2(n)

_-~—"1{n)

c,z(n)

Figura 2.1. f(n) = ©(g(n))
Fuente: [Misra, 2005]

Ejemplo:
1) ki + kon + ks € O(1F)

2)?/3—-3n e O(F)

ii. Notacion O. Representa una cota asintdtica superior. Sea una funcion g(n),
se denota por O(g(n)) el conjunto de funciones:
O(g(n)) = {f(n) . existen constantes positivas cy ny tales que 0 < f(n) <

cg(n) paratodan=ngp}

La notacidon O se utiliza para acotar el peor caso del tiempo de corrida de un

algoritmo.
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1

Figura 2.2. f(n) = O(g(n))
Fuente: [Misra, 2005]

Ejemplo:
1) fin) = ar’ + bn + ¢, g(n) = 17
fin) € O(g(n)) = O(rF) — f{n) es de orden O(7%)
g(n) € O(f(n)) = O(r") — g(n)es de orden O(17)

2) /(_7/73+/(2f72+/(3 € 0(/73)

iii. Notacion £2. Representa una cota asintética inferior. Sea una funcién g(n),
se denota por £(g(n)) el conjunto de funciones:
2 (g(n)) = {f(n) : existen constantes positivas cy rny tales que 0 < cg(n) <

f(n) para toda n 2 ng}

La notacion 2 se utiliza para acotar el mejor caso del tiempo de corrida de

un algoritmo.
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1y,

Figura 2.3. f(n) = 2(g(n))
Fuente: [Misra, 2005]

Ejemplo:
1) /(1/72 + Kon + Kz € 2(n)

2) fin) = n, g(n) = 17 = g(n)  Afn))

Regla de suma y producto del analisis asintético.
Sean T;(n)y Tx(n)los tiempos de corrida de dos algoritmos, entonces con base

en la notacion asintotica:

Si Ti(n) = O(f(n))y Tx(n) = O(g(n))
Suma: Ti(n) + T2(n) = max { O(f(n)), O(g(n)) }

Producto. Ti(n) * Tx(n) = O(f(n) * g(n))

2.3. ANALISIS DEL PEOR CASO DEL TIEMPO DE CORRIDA
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Los tiempos de corrida de un algoritmo pueden dividirse en: el mejor, el
probabilistico y, el peor. Sin embargo, para analizar un algoritmo normalmente
se considera el peor caso, es decir, el tiempo mas largo para cualquier entrada

de tamafo »n. Las razones son las siguientes:

El mejor caso no es representativo porque se analiza una entrada para la

cual el problema es trivial.

El caso probabilistico seria una muy buena opcién, no obstante, el
problema principal es que matematicamente puede resultar muy dificil

de medir.

El peor caso es muy practico, debido a que, en algunos casos es muy
cercano al probabilistico e incluso a observaciones experimentales. De
hecho, es muy frecuente que el caso promedio sea tan malo como el

peor caso.
El peor tiempo de corrida de un algoritmo es una cota superior del
tiempo de corrida para cualquier entrada, garantizando que el algoritmo

no tardara mas.

Para algunos algoritmos, el peor caso ocurre muy rara vez.

2.4. PROBLEMAS DE DECISION

Los problemas de decisidon son utilizados para la clasificacion de la complejidad
de los problemas, y se refieren a una subclase de problemas donde la solucion

es un conjunto S = { s, no } Unicamente.

Cada problema de optimizacién tiene un problema de decisién correspondiente,

por ejemplo para el problema de la ruta mas corta, se tiene:
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Problema de Optimizacién. Dada una grafica G = (V, E) y dos vértices vy w,

encontrar la ruta mas corta desde va w.

Problema de Decision. Dada una grafica G = (V, E) y dos vértices vy w, y un

entero &; decidir si existe una ruta desde va wde longitud maxima k.

La importancia de este tipo de problemas radica en que si es posible proveer
evidencia de que un cierto problema de decision es improbable que tenga un
algoritmo de tiempo polinomial, entonces el problema de optimizacion
correspondiente, es igualmente improbable que tenga un algoritmo de tiempo

polinomial.

2.5. COMPLEJIDAD DE LOS PROBLEMAS

La clasificacion de la complejidad de los problemas es en cuatro clases [Flores
de la Mota, 2002]:

1. Problemas Indecidibles. Son problemas para los cuales no se puede escribir

un algoritmo para su solucidon, por lo tanto son los problemas de

complejidad mas alta.

2. Problemas Intratables. Son los problemas para los cuales no se puede

desarrollar un algoritmo de tiempo polinomial, Unicamente algoritmos

exponenciales.

3. Problemas NP (Polinomial no deterministico). Son los problemas para los

cuales la factibilidad del problema utilizando el correspondiente problema de
decision, puede ser verificada en tiempo polinomial, sin embargo, el

problema solo puede resolverse con algoritmos no deterministicos.
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Un algoritmo no deterministico es un modelo tedrico de computacion donde
la computadora debe adivinar que paso seguir, y en caso de existir un
conjunto de adivinanzas que la computadora debiera resolver, entonces se
supone que adivina correctamente. Obviamente este tipo de modelo es

imposible de implementar.

4. Problemas P. Si un problema esta en la clase P, se dice que es polinomial y

significa que existe un algoritmo de tiempo polinomial para su solucién.

2.6. ESPACIO COMPUTACIONAL

La complejidad de espacio de un algoritmo indica la cantidad de
almacenamiento temporal requerido para correr un algoritmo, esto es, el
acceso directo a la memoria de la computadora requerido para representar los

datos necesarios para llevar a cabo el procedimiento.

Los esquemas de almacenamiento y manipulacion de datos dentro de la
memoria son indispensables para el desempeno de los algoritmos, haciendo en
ocasiones la diferencia en la eleccién entre varios algoritmos. Incluso, al
mejorar estos aspectos se puede mejorar la complejidad del peor caso,

obteniendo asi un algoritmo mas eficiente.

La forma del almacenamiento de datos se relaciona con el tipo de operaciones
que se pueden realizar, porque dependiendo de la manera en que se
almacenen los datos se podran efectuar cierto tipo de operaciones y también se

relaciona con rapidez para efectuarlas.

Formas de almacenamiento [Ahuja, Magnanti y Orlin, 1993]
= Arrays. Es la estructura mas simple, con un numero fijo de datos

almacenados en forma ordenada y se accesan por un indice.
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= Listas ligadas sencillas. El conjunto de datos estd organizado
secuencialmente y para el acceso se requiere informacidén adicional. Los
datos se encuentran en celdas con dos campos: el dato o elemento del
conjunto y la liga.
P s s
dato

= Listas ligadas dobles. La diferencia con las listas sencillas es que cada celda
tiene dos ligas, una a la celda predecesora y la otra a la sucesora. Debido a

su estructura permite realizar operaciones en ambas direcciones.

T

Liga izquierda

/\ m ] Liga derecha
v \-/ \‘ dato

= Stacks (pila). Es una lista ordenada de datos o elementos, la caracteristica

es que los datos se insertan y se eliminan en la parte superior.

= Colas. Este tipo de lista tiene la caracteristica de que los datos se insertan

en un extremo y se eliminan en el otro.

= d-heaps. Este tipo de estructura permite almacenar y manipular un conjunto
de elementos eficientemente y cada elemento tiene asociado un ndmero

real.

= Fibonacci heaps. Es la estructura mas reciente y permite realizar las
operaciones mas eficientemente que en d-heaps. Utiliza las propiedades de

los nimeros Fibonacci.

o Numeros Fibonacci
Se definen por la siguiente recurrencia:
Fo=0
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FL=1

Fi=Fa + Fi2 parai > 2

Cada numero Fibonacci es la suma de los dos numeros previos, dando la
secuencia:

0,1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55,...

Los algoritmos utilizados para la solucién de problemas de redes requieren
manipular los datos, como son por ejemplo las estructuras para representar la
red graficamente, por lo que un mejor almacenamiento conlleva a un

procedimiento mas eficiente.

Como se explica en este capitulo, el andlisis asintético sirve para conocer la
eficiencia de los algoritmos, el cual se utiliza en el siguiente capitulo para
conocer porque los métodos de solucidn que se explican son considerados

eficientes.

El almacenamiento de datos, ha servido para realizar mejoras en los algoritmos
existentes, y de igual forma en el siguiente capitulo, puede verse como

utilizando este concepto se ha logrado hacerlos mas eficientes.
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CAPITULO 3.
METODOS DE SOLUCION

Para solucionar el problema de la ruta mas corta existen varios algoritmos
eficientes, con los cuales dependiendo de las caracteristicas de la red (p. e. con
costos no negativos), se puede obtener una solucién exacta en un tiempo

razonable.

En el capitulo anterior se explica la complejidad computacional y los conceptos
que se utilizan para evaluar la eficiencia de un algoritmo, en este capitulo se
aplica a cada método, con el fin de conocer cual es mas eficiente. Por otra
parte, los esquemas de almacenamiento de datos se utilizan para dar a conocer
las mejoras que se han realizado a los algoritmos existentes, esta explicacion es

la parte final de este capitulo.

A continuacion se describen dichos algoritmos, especificando las condiciones

requeridas de la red para aplicarlos.

3.1. ALGORITMO DE DIJKSTRA

Este algoritmo fue publicado por primera vez por Edsger Dijkstra en 1959, con
la finalidad de solucionar el problema de la ruta mas corta desde el nodo fuente
(s) a todos los demas nodos de la red (/), siempre y cuando las distancias de

los arcos sean no negativas.
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Es considerado el algoritmo mas eficiente para solucionar este tipo de

problemas. Se basa en la asignacion temporal de etiquetas a los nodos:

= La etiqueta inicial es una cota superior de la longitud de la ruta del nodo s al

nodo /.

= Como el proceso es iterativo las etiquetas se reducen en cada iteracion
(etiquetas temporales), hasta obtener la minima longitud de la ruta de sa /

(etiquetas permanentes).

Sea G = (V, E, d) una grafica dirigida y con distancias no negativas en sus
arcos, y sea s el nodo fuente (raiz) de G. Para cada nodo v en G se busca
encontrar la ruta desde s a v, P(s,v), talque la suma de las distancias de los
arcos en P(s,v) sea minima. El algoritmo de Dijkstra obtiene la arborescencia de
rutas mas cortas del nodo fuente s a todo nodo de la red /i El procedimiento
consiste en elegir el arco para agregar en cada paso considerando que es el

Unico que minimiza d(s,k) + longitud(k,i).

Algoritmo [Flores de la Mota, 1999]
Datos de entrada: una grafica dirigida G = (V, E, d), donde cada arco (7, j) tiene

una longitud no negativa, d(i, j).

Paso 1 Iniciacion de etiquetas
Etiqueta permanente: d(s) =0
Etiquetas temporales: d(i) = para todai=s
a(i) =s donde s es el predecesor de i

p=s el nodo s tiene etiqueta permanente

Paso 2 Actualizacion de etiquetas
Sea E* el conjunto de arcos con trayectoria positiva

Para toda i € E*(p) con etiqueta temporal, actualizar de la siguiente forma:
d(i) = min {d(i), d(p) + d(p,i)}
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Si d(i) se modifico, entonces a(i) = p
Sea i* tal que d(i*) = min {d(i) | d(i) es temporal}
Si d(i*) = oo terminar, no existe arborescencia de raiz s

En otro caso d(i*) es etiqueta permanente y hacer p = i*

Paso 3
Si todos los nodos tienen etiqueta permanente, terminar.

En otro caso, ir al paso 2.

Nota:
Si la ruta es de s a k, entonces el algoritmo se modifica en el paso 3 como
sigue:

Si p = k terminar, y la distancia del nodo s al nodo i es d(i).

Si p = kir al paso 2.

Justificacion del algoritmo de Dijkstra
El algoritmo de Dijkstra es valido, esto es, si dada una grafica dirigida con
distancias no negativas en sus arcos, G = (V, E), y que tiene un nodo fuente (s)

y un nodo sumidero (7, se puede encontrar la ruta mas cortade s a f.

Para verificar lo anterior, primero se consideran los siguientes supuestos:

i. El conjunto Uformado por el nodo sy los & nodos mas cercanos a s

ii. Para cada v e U, d(u) es la distancia de la ruta mas corta en G desde s
hasta w.

iii. Para cada v ¢ U, d(v) es la distancia de la ruta mas corta Uy a v, donde d(v)
= oo si no existe tal ruta. (Nota: la ruta Uy a vinicia en sy tiene nodos

intermedios en Ui solamente).

Por induccidn, se tiene:
Para el paso 0, P(0):
i. El conjunto U = {s}, entonces U contiene a sy en este caso ningun otro

nodo es cercano a s.
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ii. d(s) = 0, lo cual es cierto, porque la distancia de s a si mismo es 0 (debido
a que no se permite la existencia de rizos).

jiii. La Unica ruta Upa ven este punto son los arcos desde sy para todos ellos
d(v) = d(s, v) cuando (s, v) € E. Para todos los demas v, la condicion es

valida porque se tiene d(v) = co.

Por la hipdtesis de induccién, es valido para el paso &, P(k). Y falta probar para
el paso k+1, P(k+1). Entonces, como el siguiente nodo mas cercano es uy.; se
tiene que la distancia desde s en G como la longitud de la ruta mas corta Uy a
Uk+1, Y por el supuesto (iii) para P(k) esas longitudes son los valores de d(v) al
final del paso 4. Entonces, w+; es en el inicio del paso k+1, el nodo v ¢ Uy para
el cual d(v) es minima. Por lo tanto, cuando w.; es agregada a U en ese paso

los supuestos (i) y (ii) son validos.

Sin embargo, si w~; = £, entonces por el supuesto (ii), se tiene la ruta mas
corta de sa £ Por otra parte, si ux.; # fentonces, la Unica forma de que ad(v)
pueda disminuir es si la ruta mas corta desde s a w+;, agregando el arco (Ux+z,

v) en caso de existir, se obtiene una distancia menor que el valor anterior de

aiv).

Tiempo de corrida del algoritmo

Sea una grafica dirigida con 7 nodos, se tiene n(n-1) arcos, uno para cada par
ordenado de nodos. La inicializacion toma O(n) pasos, por la asignacién para
cada nodo. Este paso se repite maximo n-1 veces. Para verificar si el nodo v &
U se requieren maximo 7 veces. Para verificar si el nodo v es adyacente a vy
no pertenece a U se requieren n veces. Por lo tanto, el algoritmo completo es

O(r7) en el peor caso, que es cuando el nodo fes el mas lejano al nodo s.

Ejemplo:
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Figura 3.1. Ejemplo del algoritmo de Dijkstra

Iteracion 1

Paso 1 Iniciacion de etiquetas

d(1)=0 etiqueta permanente
d(x) =c0 paratodax eV, talquex=s etiquetas temporales
p=1

Paso 2 Actualizacion de etiquetas

E'(p=1)=(23)

d(2) = min {oo, 2} = 2 ai2) =1

d(3) = min {o0, 1} =1 ai3) =1 etiqueta temporal

el nodo 3 tiene la minima etiqueta temporal

i*=3

d3)=1 etiqueta permanente

p=3

existen etiquetas temporales, continuar

(1,1)

Figura 3.2. Iteracién 1, algoritmo de Dijkstra
Etiqueta (d(i), a(i))

Iteracion 2
Actualizacion de etiquetas
E'(p=3)=(2,5)

30
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d2)=min{2,1+4}=2 a2) =1
d(5) =min {0, 1+ 3} =4 ab)=3 etiqueta temporal
el nodo 2 tiene la minima etiqueta temporal
i*=2
d(2) =2 etiqueta permanente
p=2
existen etiquetas temporales, continuar
(2, 1)
(1, 1)

Figura 3.3. Iteracidn 2, algoritmo de Dijkstra
Etiqueta (d(i), a(i))

Iteracion 3

Actualizacion de etiquetas

E'(p=2)=(4)

d(4) = min {oo0, 2+1} =3 a(4) =2
el nodo 4 tiene la minima etiqueta temporal
i*=4

d4) =3 etiqueta permanente

p=4

existen etiquetas temporales, continuar

2, 1)

e (3,2)

(1,1)
Figura 3.4. Iteracion 3, algoritmo de Dijkstra

Etiqueta (d(i), a(i))

Iteracion 4
Actualizacion de etiquetas
E'(p=4) = (5, 6)
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d(5)=min{4,3+2}=4 a(5) =3

d(6) = min{c0,3+ 3} =6 a(6) =4 etiqueta temporal
el nodo 5 tiene la minima etiqueta temporal

i*=5

d(5) =4 etiqueta permanente

p=>5

existen etiquetas temporales, continuar

(2, 1)

I (3,2

(1,1) (4, 3)

Figura 3.5. Iteracion 4, algoritmo de Dijkstra
Etiqueta (d(i), a(i))

Iteracion 5

Actualizacion de etiquetas

E'(p=5)=(7)

d(7) = min {c0, 4+ 2} =6 a(7) =5 etiqueta temporal
el nodo 6 tiene la minima etiqueta temporal

i*=6

d(6) =6 etiqueta permanente

p=6

existen etiquetas temporales, continuar

(2, 1)

(6, 4)

(3, 2)
(1, 1) (4, 3)

Figura 3.6. Iteracién 5, algoritmo de Dijkstra
Etiqueta (d(i), a(i))
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Iteracion 6
Actualizacion de etiquetas
E'(p=6)=(7,8)

d(7)=min{6,6+4} =6 a(7) =5

d(8) = min {c0, 6 + 5} = 11 a8) =6 etiqueta temporal
el nodo 7 tiene la minima etiqueta temporal

i*=7

d(7) =6 etiqueta permanente

p=7

existen etiquetas temporales, continuar

2, 1)

(6, 4)

(3,2)
(1, 1) (4, 3) (6,5)

Figura 3.7. Iteracidn 6, algoritmo de Dijkstra
Etiqueta (d(i), a(i))

Iteracion 7

Actualizacion de etiquetas

E'(p=7)=(8)
d(8) = min {11,6 + 6} = 11 a8) =6
el nodo 8 tiene la minima etiqueta temporal

i*= 8
d(8) = 11  etiqueta permanente
p=38

33

todos los nodos tienen etiquetas permanentes, por lo que se terminan las

iteraciones
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Figura 3.8. Arborescencia final del ejemplo del algoritmo de Dijkstra
Etiqueta (d(i), a(i))

Observaciones:
= Este algoritmo trabaja igualmente bien en graficas no dirigidas siempre y
cuando se considere para cada arco (u, v) otro arco (v, u) con el mismo

costo que (u, v).

= Si todas las distancias tienen el valor de 1, este algoritmo encuentra la ruta

con el minimo numero de nodos.

= El algoritmo calcula la distancia a todos los nodos cuya distancia se
encuentra antes del nodo destino (o nodo sumidero). Por esta razén, este
algoritmo se puede adaptar facilmente para encontrar la distancia a todos

los nodos.

= El algoritmo no trabaja en graficas con costos negativos en los arcos.

3.2. ALGORITMO DE FLOYD Y WARSHALL



Meétodos de Solucion 35

El algoritmo de Floyd y Warshall resuelve el problema de la ruta mas corta
entre todo par de nodos. Fue desarrollado por Robert W. Floyd en 1962, y se
basa en el teorema de Stephen Warshall sobre matrices boleanas (1960). El
algoritmo fue desarrollado para solucionar el problema de la ruta mas corta
desde el nodo origen al nodo destino, pero utiliza los nodos intermedios para

encontrar todas las rutas mas cortas como regla general.

Este método emplea la técnica de la programacion dinamica, y utiliza

eficientemente la matriz de adyacencia de la red.

Entonces, sea G = (V, E, d) una red, suponiendo que los nodos estan
numerados desde 1 hasta v, V = {v;, v5,..., ). Ademas, sea Vi = {vi, V..., i}

el subconjunto de V' que contiene a los primeros Anodosde V, 0 < k < V.

Sea Pi(v, w) la ruta mas corta desde el nodo v al w que pasa a través de los

vértices en V4, si dicha ruta existe, Py(v, w) = {v,...,w}k

Sea D«(v, w)la longitud de la ruta A(v,w)
Difv.w) :{ |Px(v,w)| P«(v,w) existe
0 en otro caso
como V, = g, la ruta P, corresponde a los arcos de G

{v,w} (v,w) €E
indefinida en otro caso

Po(v,w) = {
Entonces, la longitud de la ruta, D,, corresponde a las distancias en los arcos de
G

{c(v,w) (v,w) €E

Do(v,w) =
(v;w) © en otro caso

El algoritmo de Floyd y Warshall utiliza la secuencia de matrices Dy, D;,..., D..

Las longitudes en D; representan las rutas con nodos intermedios en V. Si V.;
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= V; v {vi.1}, es posible obtener las distancias en D;.; desde D; considerando

Unicamente las rutas que pasan a través del nodo V..

Para cada par de nodos (v, w), se compara la distancia a Di(v,w), la cual
representa la ruta mas corta desde va w que no pasa a través de vj.; con la
suma Dy(v, vi+1) + Di(vi+1, w), que representa la ruta mas corta desde va wque
pasa a través de v;.;. Entonces, D;.; se calcula:

Dis1(v, w) = min {Dv, Vi+1) + Di(Vi+1,w), Di(v,w)}

Algoritmo [Flores de la Mota, 1999]

Datos de entrada: una grafica G = (V, £, d), con nnodos.

Paso 1
Construir la matriz de adyacencia (nxn), haciendo las entradas d; de la

siguiente forma:

Paso 2

Hacer k = k+1 para toda i = ky j # k, talque d;j # 0 y di; # o0, hacer:

0 Sii=j
dj=<00 si (ij) ¢ A
d(i.j) si (ij) € A

k=0
dij = min {dij, dik + dkj}

Paso 3
i. Sidi < 0 para alguna i, terminar. No existe solucion.
ii. Sidj=>0paratodaiyk =n,terminar

dij es la distancia mas corta del nodo i al nodo j.

ii. Sidij>0paratodaiyk<n,iral paso 2.

Recuperacion de rutas
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Ademas de obtener la matriz de las distancias mas cortas, se puede obtener la
matriz que indica la ruta mas corta. Si se construye una matriz 4 (nxn), donde
la entrada g identifica el predecesor del nodo j en la ruta de /a jen cada
iteracion. Entonces, las entradas son a; = /para todo par de nodos j, j € V.

La matriz se actualiza en el paso 2 del algoritmo, para la k-ésima iteracion se
tiene:

(k-1) ; Ak-1) (k-1) (k-1)
20 _ ay S/ d,]. >di + dkj
/A (k-1) i A(k-1) (k-1) (k-1)
a; S/ d,]. <df + dkj

Deteccion de ciclos negativos

El algoritmo de Floyd y Warshall tiene una caracteristica muy importante que es
la deteccidn de ciclos negativos en una red. La manera en que lo hace es muy
sencilla y es al actualizar el valor de d(j, /) para algun nodo j si este valor es

negativo, indica que existe un ciclo negativo.

Justificacion
Por induccion:
Suponemos que previo a la iteracion & se tiene que para j, j € v, d(i, j) es la
distancia de la ruta mas corta A(j, j), desde 7/a jen G que contiene Unicamente
los nodos en el conjunto {7,..., k-1}y que a(i, j) es el predecesor inmediato de j

en P. Esto es cierto para & = 0 (después de la inicializacion).

En la iteracion 4, la longitud de P se compara con la longitud de una ruta R
compuesta de dos subrutas, R; y R.. R; es la ruta desde /7 hasta &y contiene
solamente los nodos intermedios en {1,..., k-1}y R>es la ruta desde k hasta j
con los nodos intermedios en {7,..., k-1}. La ruta mas corta de las dos es la que

se elige.

La ruta mas corta desde / hasta j en G contiene Unicamente los nodos en el
conjunto {7,..., k}y se tiene una de las dos opciones:
i. Si P, j)tiene como nodos intermedios al conjunto {7,..., K}y el nodo k es

nodo intermedio, entonces P es de la forma / — k — j donde R;
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(respectivamente para R>) es la ruta mas corta de /7a k (respectivamente de
k a j), entonces el conjunto de nodos intermedios es {1,..., k-1}, y ambas
rutas fueron agregadas en la iteracion 4-7; o

ii. Si P, j)tiene como nodos intermedios al conjunto {7,..., K}y el nodo & no
estd contenido, entonces la ruta mas corta A(j j) tiene como nodos
intermedios al conjunto {7,..., k-1}. Entonces, el nodo k& se agrega en la

iteracion k-1.

Tiempo de corrida del algoritmo

Sea d(u, v, r)la longitud de la ruta mas corta desde el nodo « al nodo v, donde
todos los nodos intermedios (si existen) estan numerados r o menos. Asi, se
tienen tres variables que son recurrentes (u, v, y r), cada una de las cuales
puede tomar valores en V, por lo tanto la complejidad de este algoritmo es de

orden @(V?), donde Ves el conjunto de nodos de la red.

Ejemplo

Figura 3.9. Ejemplo del algoritmo de Floyd-Warshall

Iteracion 1

Paso 1 Construir la matriz de adyacencia (nodos-nodos)
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1 2 3 4 5

1/0 3 8 o -4

3l 4 0 o o

4/2 o -5 0 o

Bloo @0 o 6 0
Paso 2
k=1

Se actualizan valores para
antecesor en la ruta:

ds = min {0, 2+ 3} =5
dsz =min {-5,8 + 2} = -5
d4s = min {00, 2 -4} = -2

12 3 4 5

1/0 3 8 o -4

3l 4 0 o o

492 5 -5 0 -2

Bl o oo 6 0
Paso 3

39

= T = =
N NNNN o
W wwww gy
BN N N N NS
(S, IS, T, T, T, g

la matriz de adyacencia y se obtiene el nodo

asn =1

no se modifica

a45=1
1 2 3 45
1(1 2 3 4 5

A(1)=212345
311 2 3 45
411 1 3 4 1
5(1 2 3 4 5

di 2 0, paratodai;yk=1<n=25; iral paso 2

Iteracion 2

Paso 2
k=2

Se actualizan valores para la matriz de adyacencia y se obtiene el nodo

antecesor en la ruta:
dis=min{o0,3+1} =4
d3s=min{co,1+4}=5
dss = min {0, 7 + 4} = 11

12 3 4 5

1/0 3 8 4 -4
D(2)=Zoo 0 o 1 7
3l o 4 0 5 11

42 5 -5 0 -2

5l ©o o 6 0

a14=2

az =2

a35=2
1 2 3 45
11 2 3 2 5

o211 2345
311 2 3 2 2
411 3 4 1
51 2 3 4 5
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Paso 3
di 2 0, paratodai; yk =2 < n=25;iral paso 2

Iteracion 3

Paso 2

k=3

Se actualizan valores para la matriz de adyacencia y se obtiene el nodo
antecesor en la ruta:

d42=min{5,4-5}=—1 axn =3
1 2 3 4 5 1 2 3 45
1/0 3 8 4 -4 1(1 2 3 2 5
3« 4 0 5 11 311 2 3 2 2
4,2 -1 -5 0 -2 411 3 3 4 1
Blo o0 oo 6 0 51 2 3 4 5
Paso 3

di 2 0, paratodai; yk =3 <n=25;iral paso 2

Iteracion 4

Paso 2

k=4

Se actualizan valores para la matriz de adyacencia y se obtiene el nodo
antecesor en la ruta:

diz=min{8,4-5}=-1 a;z=4
dy; = min {0, 1 + 2} =3 ay =4
d23=min{oo,1-5}=-4 ax =4
ds=min{7,1-2}=-1 a =4
d3; = min {0, 5+ 2} =7 as =4
d35=min{11,5-2}=3 ass =4
ds; =min{oc0, 2 + 6} =8 as; = 4
ds; = min {00, -1 + 6} =5 as; = 4
ds3 = min {o0, -5+ 6} =1 as3 =4
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1 2 3 4 5 123 435

10 3 -1 4 -4 1(1 2 4 2 5

D(4)= 23 0 -4 1 -1 A(4)_ 214 2 4 4 4

317 4 0 5 11 314 2 3 2 4

4/2 -1 -5 0 -2 41 3 3 4 1

58 5 1 6 0 54 4 4 4 5
Paso 3

di 2 0, paratodai; yk =4 <n=25; iral paso 2

Iteracion 5

Paso 2

k=5

Se actualizan valores para la matriz de adyacencia y se obtiene el nodo
antecesor en la ruta:

d12=min{3, -4+5}=1 app =05
d13= min {-1, -4 + 1}='3 aiz =5
dis=min{4,-4+6}=2 a4 =5
12 3 4 5 1 2 3 45
1/0 1 -3 2 -4 1/11 5 5 5 5
DG = 213 0 -4 1 -1 AG) = 214 2 4 4 4
317 4 0 5 11 314 2 3 2 4
42 -1 -5 0 -2 411 3 3 4 1
58 5 1 6 0 54 4 4 4 5
Paso 3

di 2 0, paratodai; y k =5 =n = 5; terminar

En la matriz D se tiene la longitud de la ruta, y en la matriz A® la secuencia
de los nodos. Entonces, si por ejemplo se quisiera la ruta del nodo 1 al nodo 2,
primero d(1, 2) = 1y la ruta se obtiene siguiendo los valores en la matriz A®:

a2 = 5, esto significa que el nodo 5 es nodo intermedio en la ruta.
ais = 5, esto significa que la ruta del nodo 1 al nodo 5 es directa.
asy = 4, esto significa que el nodo 4 es nodo intermedio en la ruta.
ass = 4, esto significa que la ruta del nodo 5 al nodo 4 es directa.
as; = 3, esto significa que el nodo 3 es nodo intermedio en la ruta.
as3 = 3, esto significa que la ruta del nodo 4 al nodo 3 es directa.
a3 = 2, esto significa que la ruta del nodo 3 al nodo 2 es directa.
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Por lo tanto, larutaes:1 -5—-4 -3 -2

Observaciones
= El algoritmo de Floyd-Warshall no funciona con ciclos negativos, sin
embargo, la deteccidon de estos ciclos es posible al examinar la diagonal de

la matriz (presencia de algun valor negativo).

= Permite encontrar la ruta mas corta entre todo par de nodos, sin importar si
la red es dirigida o no, con la posibilidad de la existencia de costos negativos

en los arcos.

= Al ejecutar ambas matrices D% y A%, se obtiene al mismo tiempo la

longitud de la ruta y la secuencia de los nodos en la misma.

= Este método es eficiente en redes densas.

3.3. ALGORITMO DE BELLMAN-FORD (MOORE)

Este algoritmo fue publicado por primera vez por Moore en 1957, y después de
forma independiente por Bellman en 1958, quien usé la idea de la relajacion de
arcos, que habia sido propuesta por Ford en 1956. Este algoritmo es conocido
normalmente por Bellman-Ford. El algoritmo calcula la ruta mas corta del nodo
fuente sa todo nodo de la red j ademas es eficiente incluso si en la red existen
arcos con distancias negativas. También puede detectar la presencia de ciclos

negativos.
Este método es iterativo y se basa en la etiquetacion de nodos, donde en la
iteracion k&, la etiqueta representa el costo de la ruta mas corta del nodo fuente

s a todo nodo / la cual contiene k+1 0 menos arcos.

Algoritmo [Christofides, 1975]
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Datos de entrada: una grafica G = (V, £, d)

Paso 1 Iniciacion de etiquetas
Sea E™ el conjunto de arcos con trayectoria positiva.
Sea S = E*y(s), k = 1, d*(i) = d(s, i), para toda i € E*(s) y d*(i) = oo, para

todas las demas i.

Paso 2 Actualizacion de etiquetas

Para todo nodo i € E*(s), (i # s), actualizar de acuerdo a:
(i) = min[dk(i),miTn{d"(j) ; d(j,i)}}
jeTi

donde Ti=E (i) S
sii ¢ E*(s), sea d“*1(i) = d¥(i)

Paso 3

a) Si k < n-1y d“*}(i) = d¥(i) para toda i, se ha obtenido la solucién ptima y
las etiquetas son las longitudes de las rutas mas cortas, terminar.

b) Sik < n-1 pero d“*(i) = d*(i) para alguna i, ir al paso 4.

c) Sik =1y d“i) = d(i) para alguna i, entonces existe un circuito negativo

en la red y no existe solucién, terminar.

Paso 4
Actualizar el conjunto S:
S = {i | dI(i) = d(i) }

Paso 5

Sea k = k+1 ir al paso 2

Nota:
Cuando el arco (7, j) no tiene direccion se reemplaza por los arcos (7, j)y G, /)

con el mismo costo.
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Recuperacion de rutas

Para obtener las rutas solo es necesario realizar lo siguiente en el desarrollo del
algoritmo:

= En el paso 1 del algoritmo se hace a(i) =s, donde s es el predecesor de i.

d“*1(i) se modificd, entonces a(i) = j.

= Y en el paso 2, si
Justificacion
Demostracion por induccion.

Si la ruta mas corta al nodo j consiste de &, entonces después de k iteraciones

d(j) es correcto.

Para k = 1
Si la ruta mas corta a j tiene solamente un arco, entonces es el arco (s, j)
Durante la iteracién k< = 1 se revisa este arco y se actualiza la distancia d(j)

correctamente.

Suponemos por hipdtesis de induccion, que después de k — 1 iteraciones, los
nodos que utilizan a lo mas & — 7 arcos en la ruta mas corta, estan etiquetados
correctamente. Si se considera un nodo j el cual en su ruta mas corta tiene
exactamente k arcos, sea s — i; — £ ... 1 — fx = J, la ruta mas corta a j. Por
induccioén, d(li-;, j) es valido, cuando el arco (%-z j) se revisa durante la k-ésima
iteracion, se actualiza d(j) = d(i-1) + -1 Entonces, d(j) es valido después de

k iteraciones.

Tiempo de corrida

Como d(s)= 0y d(s, i)= co, para toda j al aplicar min {d2(i), [d*() + d(j i)]
}, se puede calcular la ruta mas corta desde sa £ que no use mas de n-1 arcos.
Suponiendo que, la grafica tiene 7 nodos, en cada iteracion min {c/”(/), [0’”(])
+ d(j, )]} se tienen que calcular n-1 nuevos valores siendo el minimo de a lo

mas n valores. En conclusién, el algoritmo requiere O(’) pasos en total.

Ejemplo
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Figura 3.10. Ejemplo del algoritmo de Bellman-Ford

Iteracion 1
Paso 1 Iniciacion de etiquetas
s=1,5=4{2,4},d(1)=0,d' Q) =-3,aR) =1,d'4) =2,a@) =1

d!(i) = oo para todas las demas i. Sea k = 1

Paso 2 Actualizacion de etiquetas
E*(S) = {2, 3, 4}
Para 2: T, ={1,4}y n {2, 4} = {4}
d’(2) = min {-3, [d*(4) + d(4, 2)]}
=min {-3, (2 + 6)}
= -3 al2) =1
Para 3: T3=4{2,4,6}n{2, 4} ={2, 4}
d*(3) = min {oo, [d'(2) + d(2, 3), d'(4) + d(4, 3)]}
= min {o0, (-3 —-4), (2 + 4)}
=-7 a3) =2
Para 4: T4=41,2,3,5}n{2, 4} = {2}
d’(4) = min {2, [d}2) + d(2, )]}

min {2, (-3 + 6)}
=2 a4) =1
dz(l) : [OI '31 '7/ 2/ ®, OO]

45
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Figura 3.11. Iteracion 1, paso 2, algoritmo de Bellman-Ford
E-(2),E"B)YE~(4)

Paso 3 (b)

Ir al paso 4
Paso 4
S={3}
Paso 5

k =2, ir al paso 2

(2, 1)
Figura 3.12. Iteracion 1, algoritmo de Bellman-Ford

Etiqueta (d(i), a(i))

Iteracion 2
Paso 2 Actualizacion de etiquetas
E*(S) = {4, 5, 6}
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Para 4: T4=4{1,2,3,5n{3} ={3}
d*(4) = min {2, [d*(3) + d(3, )]}
=min {2, (-7 + 4)}
=-3 a(4) =3
Para 5: Ts = {3} n {3} = {3}
d*(5) = min {oo, [d*(3) + d(3, 5)]}
= min {oo, (-7 + 3)}
=-4 a(5)=3
Para 6: Te = {3, 5} n {3} = {3}
d*(6) = min {oo, [d*(3) + d(2, 6)]}

min {co, (-7 + 5)}
-2 a6) =3
d3(|) : [OI -31 '71 '31 '41 -2]

Paso 3 (b)

Ir al paso 4
Paso 4
S={4,5,6}
Paso 5

k =3, ir al paso 2

(-31 1) (-7/ 2)

(-3,3) (-4, 3)
Figura 3.13. Iteracion 2, algoritmo de Bellman-Ford

Etiqueta (d(i), a(i))

Iteracion 3
Paso 2 Actualizacion de etiquetas
E*(S) =42, 3,4, 6}
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Para 2: T, ={1,4}n{4,5, 6} = {4}
d4(2) = min {-3, [d3(4) + d(4, 2)]}
=min {-3, (-3 + 6)}

=-3 a(2) =1
Para 3: T:={2,4,6}n{4,5,6}={4,6)}
d*(3) = min {-7, [d*(4) + d(4, 3), d*(6) + d(6, 3)]}
=min{-7,(-3+4), (-2 + 5)}
= -7 a(3) =2
Para 4: T4={1,2,3,5n{4,5, 6} ={5}

d*(3) = min {-3, [d*(5) + d(5, )]}
=min{-3,(-4-5) }
=-9 a(4) =5

Para 6: Te = {3, 5} n {4, 5, 6} = {5}
d*(6) = min {-2, [d*(5) + d(5, 6)]}
min {-2, (-4 - 2)}
-6 a(6) =5
d4(|) : [OI _31 _71 _91 _41 _6]

Paso 3 (b)

Ir al paso 4
Paso 4

S ={4, 6}
Paso 5

k =4, ir al paso 2

(-3/ 1)

(1)-

('9/ 5) ('4/ 3)

Figura 3.14. Iteracion 3, algoritmo de Bellman-Ford
Etiqueta (d(i), a(i))
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Iteracion 4

Paso 2 Actualizacion de etiquetas
E*(S) = {2, 3}
Para 2: T.={1,4n{2,3}=¢
Para 3: T3 =4{2,4,6} {2, 3} ={2}
d°(3) = min {-7, [d*(2) + d(2, 3)]}

min {-7, (-3 - 4)}
-7 ai3) =1
ds(l) : [OI _31 _71 _91 _41 _6]

Paso 3 (a)

Terminar, d*(i) = d°(i), se han obtenido la ruta méas corta

(-3, 1)
2

-9, 5) > (-4, 3)

Figura 3.15. Arborescencia del ejemplo del algoritmo de Bellman-Ford
Etiqueta (d(i), a(i))

Observaciones

= Detecta la presencia de ciclos negativos.

3.4. PROGRAMACION DINAMICA

La técnica de Programacién Dinamica [Dreyfus y Law, 1977] es un
procedimiento matematico aplicable a problemas que requieren una serie de
decisiones interrelacionadas, con la finalidad de determinar la combinacion de

decisiones que optimiza la efectividad total. Es decir, el problema completo se
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divide en subproblemas para los cuales la toma de decisiones es mas facil y a
Su vez generan una nueva situacion. Ademas, como los calculos son en etapas
y se enlazan en forma recursiva, al final se obtiene la solucién al problema

completo.

Programacion Dinamica

nueva

genera situacion

Secuencia

de Secuencia
decisiones _ dg Maximizar
(valores) situaciones o
enera .
J ICSL\I/?I?)rii) minimizar
una
medida de
valor

Caracteristicas

a. El problema se divide en etapas (decisiones interrelacionadas) y se requiere
una politica de decisidn en cada una de ellas. En cada etapa existe cierto
nimero de estados, que son las distintas condiciones posibles en las que se
puede encontrar el sistema en ese momento.
La politica de decision selecciona la mejor alternativa entre todos los posibles

estados, generando una relacion (recursiva) para la siguiente etapa.

b. La relacion recursiva utiliza el valor 6ptimo dado por la politica de decision en
la etapa n para la etapa n+1 (o n-I), dependiendo del tipo de procedimiento
utilizado:
= Procedimiento de avance (forward). Los calculos avanzan de la primera

etapa a la Ultima.
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= Procedimiento de retroceso (backward). Los calculos avanzan de la ultima

etapa a la primera.

La eleccién del tipo de procedimiento depende de la estructura del problema
y el tipo de informacion de que se disponga, los cuales implican la
formulacion de las etapas y los estados buscando la manera mas logica y

directa.

c. Principio de Optimalidad. Es la teoria unificadora fundamental y se refiere
a que las decisiones tomadas en las etapas anteriores son independientes de
las decisiones para las etapas restantes. Este concepto es basico debido a
que, como los calculos son recursivos, los valores éptimos de las etapas
anteriores estan implicitos en la decisidon de la etapa actual, de esta manera
al seleccionar el mejor valor en cada una de las siguientes etapas, se puede

llegar a resolver el problema completo dptimamente.

d. Terminologia.
i. Funcién de valor 6ptimo, 7:(s,).
Regla para asignar los valores en las distintas etapas.

Sn indica que el sistema se encuentra en la etapa 7.

ii. Funcion de estrategia dptima, P,(s,).

La primera mejor decision asociada a cada subproblema.

iii. Relacion de recurrencia
El principio de optimalidad genera una formula o conjunto de férmulas
relacionando varios valores de s.

fo(Sn) = mngx{ n(Sn, xn)} o] fn(Sn) = IT)](In{ n(Sn, xn)}

Xp, Variable de decisién para la etapa n.
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iv. Condiciones frontera, 7(sy).
El valor de la funcién de valor optimo, 7,(s,), para ciertos subproblemas se
considera obvia tanto para la definicién del problema como para la definicion

de la funcion.

Planteamiento
Sea G = (V, E, d)una grafica y cada arco (7, j) € E, que conecta a los nodos 7y
J, tiene asociada una distancia (costo), @ Suponemos que dj = 0, sin embargo,

no necesariamente @ = dy o se cumple la desigualdad a@j; + di = di

Entonces, el problema consiste en encontrar la ruta mas corta desde el nodo

fuente (origen) 1, a todo nodo de la red i

Grafica aciclica

En una grafica aciclica dirigida existe la posibilidad de enumerar los nodos
considerando la direccidn de los arcos, es decir, para el arco (i, j) € E, implica
que i < j. Ademas, el nodo 1 (origen) es el nodo que Unicamente tiene arcos

que salen de él.

La formulaciéon en programacion dinamica en procedimiento de avance
(forward), quedaria de la siguiente manera:

Funcion de valor dptimo:

f; = la longitud de la ruta mas corta desde el nodo 1 (nodo fuente) al nodo /
Relacion de recurrencia.

f =rrj]<iin(ﬁ+dj/) (i=2,...,V)

di = oo si(g,i)eE

Condliciones frontera.

f1=0

Funcion de estrategia optima.

P, = J, jes el nodo procedente al nodo /y minimiza el lado derecho en 7

Justificacion
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Para demostrar que la relacién de recurrencia esta definida correctamente se
utiliza induccién.

Para / = 2, > = d;; porque la Unica ruta del nodo 1 la nodo 2 es utilizando el
arco (1, 2).

Se supone f;es valido, j = 1,..., i-1

Por demostrar £, como los arcos estan numerados por ser una grafica aciclica,
cualquier arco que entre en el nodo j, tiene como nodo precedente uno menor,
puede ser el nodo j. Por hipétesis se tiene que la longitud de la ruta mas corta
del nodo 1 al nodo j tiene al nodo jcomo el inmediato precedente y la longitud
esta dada por £ + dj. Entonces al elegir el nodo j dptimamente, /; esta definida

correctamente.

Tiempo de corrida

El nimero de operaciones requeridas en la formulacion anterior es de: etapa 2:
1 suma, etapa 3: 2 sumas y 1 comparacion,..., etapa n: (n-1) sumas y (n-2)
comparaciones; por lo que el total de operaciones es de: n(n-1)/2 sumas y (n-
1)(n-2)/2 comparaciones, donde n es el nimero de nodos de la red, mas el

tiempo requerido en la enumeracion de nodos inicial.

Ejemplo

Figura 3.16. Ejemplo de Programacién dinamica

f1=0

fo=fi+d=0+5=5 P, =1
f3=min(f1+d13,f2+d23)=(0+7,5+oo)=7 P;=1
f4=min(f1+d14,f2+d24,f3+d34)=(0+oo,5+3,7+4)=8 Py=2
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fs = min (fi + dis, f2 + das, f3 + d3s, fs + das) = (0 + 00,5+ 6, 7 + 00, 8 + 2) =

10 Ps = 4
fe = min (f1+d16, f2+d25, f3+d36, f4+d45, f5+d56)=(0+00,5+00,7+5,
8 + 2,10 + o) = 10 Ps =4
f; = min (f1 +d17, f2+C|27, f3+C|37, f4+C|47, f5+d57, f6+d67) = (0+00,5+
0,7 + 00,8+ 00,10 + 4, 10 + 2) = 12 P,=6

La ruta se obtiene siguiendo de forma inversa la funcion de estrategia éptima:
P7=6>Ps=4—>P4=2—->P,=1
Entonces, para este ejemplo la ruta del nodo 1 al nodo 7 es:

1-2—-4—6— 7,y ladistancia es de 12.

Figura 3.17. Solucién del ejemplo de Programacion dinamica

Grafica ciclica

En una grafica que tenga la presencia de uno o mas ciclos, no es posible
enumerar los nodos en orden creciente como se hizo para el caso de una
grafica aciclica, por esta razén, la formulacion anterior no funciona. Como se
menciona en el capitulo 1, (punto 1.5), existen tres formas en que se puede
presentar el problema de la ruta mas corta:

a. Del nodo origen s al nodo destino &

b. Del nodo origen s a todo nodo de la red i

c. Entre todo par de nodos.

Y como se ha visto en el desarrollo de este capitulo, existen algoritmos

eficientes para su solucion. Sin embargo, los algoritmos anteriores pueden ser
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formulados con la técnica de programacion dinamica, asi, si se utiliza el
algoritmo de Dijkstra, se puede resolver el problema para los dos primeros
casos, Yy si se quiere obtener la ruta entre todo par de nodos, se utiliza el
algoritmo de Floyd. La forma de plantear los algoritmos es posible consultarla

en libros de programacion dinamica [Dreyfus y Law, 1977].

Observaciones
= La técnica de programacién dinamica tiene enfoque general, es decir, no
existe una formulacidon estandar, es necesario desarrollar las ecuaciones

especificas para cada problema particular.

= Si se compara con la enumeracion exhaustiva, proporciona grandes ahorros
computacionales, al reducir considerablemente las combinaciones de

decisiones, en especial en la solucidon de problemas grandes.

3.5. MODIFICACIONES Y MEJORAS DE LOS ALGORITMOS

Los algoritmos para resolver el problema de ruta mas corta han tenido
modificaciones y mejoras debido a que, son utilizados frecuentemente en
subrutinas para la solucion de problemas complejos. Como se menciona en el
capitulo anterior en el punto 2.6., las diferentes formas en el almacenamiento
de datos ayudan a que un algoritmo sea mas eficiente. A continuacidon se
explican algunas mejoras que se han realizado a los algoritmos descritos en el

desarrollo de este capitulo:

v El algoritmo de Dijkstra:
< Si utiliza para el almacenamiento de nodos a Fibonacci heap, el
tiempo total de corrida es: O (E + V log V), asumiendo que no hay

arcos con costos negativos.
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<> Para obtener la ruta entre todo par de nodos, utilizando el algoritmo
del nodo fuente a todo nodo V veces y se utiliza un array
unidimensional, el tiempo es de: O(VE + V£ log V), considerando que

todos los arcos tienen costos positivos.
< Si se utilizan heaps binarios, el tiempo es de: O((E + V) log V).
% Si se utiliza una cola, el tiempo es: O(E + 1~).

v' El algoritmo de Bellman-Ford:
<> Si se utiliza una cola, el tiempo es de: O(VE).

<> Para obtener la ruta entre todo par de nodos, utilizando el algoritmo
del nodo fuente al todo nodo V veces y se utiliza un array
unidimensional, el tiempo es de: O(VE) = O(V’).

v' El algoritmo simplex para redes:
< Si se utiliza la regla de pivoteo del primer arco, el tiempo es de:

O(VE).

% Si se utiliza la regla de pivoteo de Dantzig, el tiempo es de: O(V°E log
(VQ)).

3.5.1. ALGORITMO DE JOHNSON

El algoritmo de Johnson es un buen ejemplo de las modificaciones que pueden
hacerse con los algoritmos existentes, es decir, este método encuentra la ruta
mas corta entre todo par de nodos, utilizando Dijkstra y Bellman-Ford

mejorados como subrutinas.
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Este método consiste en ejecutar el algoritmo de Dijkstra para cada nodo de la
red. Pero considerando primeramente una reponderacion de los arcos para que
todos sean positivos. Se supone que la red tiene un nodo s, el cual tiene una
ruta a todo nodo de la red, entonces el algoritmo encuentra la ruta mas corta
desde el nodo s a todo nodo utilizando Bellman-Ford. Sin embargo, si en la red
no existe un nodo s con rutas a todos los demas nodos, entonces se afiade un
nuevo nodo (nodo artificial) s, con costos cero en sus arcos, que van desde el
nodo s al todo nodo de la red, pero ningin arco entra en el nodo s. Esta adicion
no altera las rutas mas cortas entre todo par de nodos debido a que, no hay

rutas que entren a s.

Figura 3.18. Ejemplo de red sin nodo fuente

Figura 3.19. Ejemplo después de anadir el nodo artificial s

Reponderacion
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Para una red dirigida ponderada G = (V, E)y su funcién de ponderacion w: £
— R, sea una funcion A: IV — R. La funcion de ponderacion w1, j) = w(i, j) +

h(i) — h(j) genera las mismas rutas mas cortas que la ponderacién original w.

Justificacion

Sea A VV— Runa funcion que asocia un nodo en V con un numero real.

Se define w’ (i, j) = w(i, j) + h(i) — h(j)

Ahora se prueba que la ruta mas corta p usando w es la misma que usando w’

y viceversa:

Considerando cualquier ruta p = (vy,..., V&) su costo w’es:

w'(p)= MZ: w'(vi-1,m) = z [w(vi -1, vi)+ k(v -1) = h(vi)] = w(p )+ ~(ve)— A(vi)

,,,,, k i=l,...k
Asumiendo que una ruta p entre /y jes la mas corta con un costo w(p), pero si
se tiene una ruta mas corta diferente g en w; esto es, de costo w’(q) < w’(p),
entonces, hay una contradiccion:
wmq) + h(i) - h() = w'(q) < w’(p) = wip) + h(i) - h(j)
Simplificando tenemos, w(qg) < w(p), lo cual contradice la eleccién de p como la
ruta mas corta en wentre 7y Jj.
Incluso, los ciclos no cambian su costo al utilizar w’en lugar de w.
w’(c) = w(c) + h(i) — h(j) = w(c), porque en un ciclo el primer nodo y el ultimo

son el mismo.

Algoritmo

El algoritmo utiliza otros algoritmos vistos previamente (Dijkstra y Bellman-
Ford), y considera seis etapas:

1. aumentar el nodo vy

2. ejecutar Bellman-Ford

3. renombrar los nodos

4. reponderacion de los arcos

ul

. €jecutar Dijkstra para cada nodo

6. restablecer las distancias de origen
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Tiempo de corrida

Para modificar la grafica G afiadiendo el nodo artificial, requiere O(V), el tiempo
de corrida de Bellman-Ford es O(VE), para la reponderacion de la grafica O(E)y
para ejecutar V/ veces Dijkstra con Fibonacci heaps O(VE + V2 Jog V). Por lo
tanto, el tiempo total de corrida es de O(VE + V? Jog V).

Observaciones
= El algoritmo de Johnson es una solucidon mejor para trabajar con graficas

poco densas.

3.5.2. TABLA RESUMEN DE LOS TIEMPOS DE CORRIDA

La siguiente tabla muestra los tiempos de corrida de los algoritmos explicados
en el desarrollo del capitulo, especificando el tipo de problema en que pueden
aplicarse, y también, los tiempos que se obtienen en la aplicacién de las

mejoras.

Desde el nodo fuente a todo nodo de la red

Algoritmo de Dijkstra 0 (V)
= Trabaja con distancias no negativas

= Graficas dirigidas y no dirigidas

Algoritmo de Bellman-Ford 0 (V®)
= Trabaja con costos negativos

= Detecta ciclos negativos

Método Simplex Pseudopolinomial
Algoritmo de Dijkstra utilizando Fibonacci heaps O(E+ VliogV)
Algoritmo de Dijkstra utilizando heaps binarios O ((E +V) log V)
Algoritmo de Dijkstra utilizando cola O (E+ V%
Algoritmo de Bellman-Ford utilizando cola O (VE)

Método Simplex utilizando pivoteo de primer arco 0 (V°E)
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Método Simplex utilizando pivoteo de Dantzig

O (V°E log VC)

Entre todo par de nodos de la red

Algoritmo de Floyd y Warshall

= Trabaja con costos negativos
= Graficas dirigidas y no dirigidas
= Detecta ciclos negativos

= Eficiente en redes densas

0 (V®)

Algoritmo de Dijkstra utilizando array unidimensional

O (VE + V? log V)

Algoritmo de Bellman-Ford utilizando array unidimensional

O (V)

Algoritmo de Johnson

= Eficiente en redes poco densas

O (VE + V? log V)

Tabla 3.1. Tiempos de corrida. G = (V, E, C), gréfica formada por V, conjunto de
nodos, £, conjunto de arcos y G, funcién de costo.

Elaboracién propia
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CAPITULO 4.
APLICACIONES

Como se menciona en el capitulo 1, parte de la importancia del problema de la
ruta mas corta radica en su aplicacion como subrutina para problemas
complejos. En este capitulo se muestran dos aplicaciones, la primera consiste
en la utilizacion del método simplex, para la cual se requiere hacer una

modificacion en el planteamiento como un problema de flujo a costo minimo.

En la segunda aplicacién se explica como en un problema NP-completo se
utiliza el problema de la ruta mas corta como subrutina con la finalidad de

obtener una buena solucién para dicho problema.

4.1. METODO SIMPLEX

El método simplex para redes detecta la presencia de ciclos negativos, en el
caso de que la red no tenga ciclos negativos, entonces es posible determinar la
distancia de la ruta mas corta desde el nodo fuente s a todo nodo de la red i/
Los pasos a seguir son los mismos que en el método simplex: encontrar la
variable basica entrante, determinar la variable basica que sale y obtener la

nueva solucion basica factible [Ahuja, Magnanti y Orlin, 1993].

En el capitulo 1, (punto 1.4.1.), puede verse como el problema de la ruta mas
corta se plantea como un problema de flujo, esto es, sea G = (V, E) una red
con n nodos, si se considera un nodo, s como el nodo raiz, y un suministro de n

— 1 en ese nodo, es decir b = n — 1, y una demanda de una unidad en cada
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uno de los demas nodos, b; = ... = b,.; = — 1, de tal manera que el suministro
y la demanda sean iguales. Sea el costo ¢; del arco (7, j) dado por su longitud,
entonces se resuelve este problema de flujo a costo minimo utilizando el
algoritmo simplex para redes. La longitud de la ruta es la suma de las distancias
de los arcos asociados vy, la ruta mas corta desde el nodo s a todo nodo /7 se

obtiene siguiendo los arcos del arbol de expansion desde sa i

El concepto basico de este método consiste en encontrar un arbol de expansion
de solucion factible y en cada iteracion se introduce un nuevo arco que no
pertenece al arbol en el lugar de otro que si pertenece, de esta manera se va
mejorando la estructura hasta encontrar el arbol 6ptimo. Este proceso recibe el

nombre de pivoteo.

La diferencia esencial entre la aplicacion del método simplex para redes a un
problema de flujo a costo minimo y un problema de ruta mas corta consiste en,
la selecciéon del arco que se introduce en el arbol de expansion, es decir, al
introducir un nuevo arco se forma un ciclo, sin embargo, como no existen cotas
superiores de flujo, no es necesario determinar el arco que sale por el valor del
flujo, en vez de esto, el arco que sale es el arco predecesor incidente en dicho
nodo, debido a que no hay necesidad de mantener el flujo de los arcos, lo cual

facilita la aplicacién del algoritmo.

Algoritmo

Datos de entrada: una grafica G = (V, E, ¢)

Paso 1 Iniciacion

Encontrar un arbol de expansidon que sea solucion factible de raiz s.

Sea B la matriz de incidencia del arbol base.

Calcular los flujos basicos x;; y las variables duales w asociadas con el arbol

base.

Paso 2 Principal
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Calcular d; = z; — ¢; = wi — w; — ¢j;, tal que (i, j) es no basico

a) Si z; — ¢; < 0, terminar. La solucion actual es 6ptima

b) Si z; — ¢; > 0, pivotear. Introducir el arco (i, j) en el arbol base y eliminar el
arco predecesor incidente en el nodo j.
Actualizar B de acuerdo al nuevo arbol base y calcular las variables duales w
asociadas con el nuevo arbol.

Repetir el paso 2.

Reglas para pivotear
Existen algunas reglas para pivotear, es decir, para elegir el arco que entra en
el arbol, las cuales mejoran el comportamiento de los algoritmos, como por
ejemplo:
1. Primer arco.

Si se elige el arco (4 j) se actualiza la distancia del nodo j ademas se

actualizan todas las distancias de los nodos descendientes del nodo J.

2. Regla de Dantziq.

Se elige el arco con la maxima violacion, &; = max { zj — G = Wi — Wj — Cj :

(i, j) es no basico}.

Si se desean conocer otras reglas puede consultarse bibliografia especializada
[Ahuja, Magnanti y Orlin, 1993; Bazaara, Jarvis y Sherali, 1990] para su

aplicacion al problema de flujo a costo minimo.

Tiempo de corrida
El algoritmo simplex para redes corre en tiempo pseudopolinomial, sin
embargo, dependiendo de la forma de seleccionar los arcos que entran en el

arbol de expansion, el tiempo de corrida mejora a tiempos polinomiales.

Ejemplo
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Figura 4.1. Ejemplo de Método Simplex

Iteracion 1
Paso 1

Arbol de expansién, solucion factible de raiz 1

[-1]

(o)

[-1] [-1]

Figura 4.2. Arbol inicial del ejemplo de Método Simplex

Matriz de incidencia (nodos-arcos) del arbol inicial
(1,2) (1,3) 24 @5 @G6) 57) (7.?)

1( 1 1 0 0 O o0 O
2| -1 0 1 1 0 0 O
3] 0 -1 o 0o 1 0 O
Bi=4) 0 0 -1 0O 0 0 O
50 0 0 -1 0O 1 0
6/ 0 0 0 0 -1 0 O
7\ 0 0 O O O -1 1
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Calculo de flujos basicos

[Bl] [Xlzl X13, X24, X25, X36, X57, X7] = [61 _11 _11 _11 _11 _11 _1]

X2 + X13=6 = X12 =4
- X12 + X4 + Xo5 = -1 X3 =2
- X13 + Xz6 = -1 X4 =1
- X4 = -1 X5 = 2
- Xo5 + X57 = -1 X3 =1
'X36=-1 X57=1
- Xs7+ X7 = -1 X7 =

Calculo de variables duales

[Wll W2, W3, W4, W5, We, W7] [Bl] = [41 11 4/ 5/ 61 31 0]

W1'W2=4 = W1=12
wi-ws=1 wy; = 8
W2'W4=4 W3=11
Wy -Ws =5 ws =4
W3-W5=6 W5 =
Ws - Wy =3 We =5
W7=0 W7=0
Paso 2

Se calcula & para los arcos no basicos:

632=W3—W2—C32=11—8—2=1
643=W4—W3—C43 4-11-3=-10
647=W4—W7—C47=4—0—2=2
654=W5—W4—054=3—4—6=-7
656=W5—W6—C5e=3—5—1 =-3
654=W5—W4—Ce4=5—4—7=-6
667=W6—W7—C67=5—0—5=0

Paso 2 b)

047 €s el valor con la maxima violacion, entonces el arco (4, 7) entra a la base y

como el arco (5, 7) es el predecesor incidente en el nodo 7, sale de la base.
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[-1] [-1]

[6]

6
[-1] [-1]

Figura 4.3. Segundo arbol del ejemplo de Método Simplex

Iteracion 2
Matriz de incidencia (nodos-arcos) del segundo arbol
(1,2) (1,3) 24 (25 @B6) 47) (7,?)

1/ 1 1 0 0 O o0 O
2| -1 o 1 1 0 0 O
3] 0 -1 o 0o 1 o0 O
B=4/ 0 0 -1 o 0 1 O
5 0 0 0 -1 0O 0 O
6/ 0 0 0 0 -1 0 O
/°0 0 O O 0 -1 1

Calculo de variables duales

[W1, W3y, W3, W4, W5, Wg, W7] [Bz] = [4, 1, 4, 5, 6, 2, 0]

Wi-wy, =4 = w; =10
wi-ws=1 W, =6
Wy -Wg4 =4 w3 =9
W2-W5=5 W4=2
W3'W6=6 W5 =
W - Wy =2 Wg =3
W7=0 W7=0
Paso 2

Se calcula & para los arcos no basicos:

632=W3—W2—C32=9—6—2=1

643=W4—W3—C43=2—9—3=-10
654=W5—W4—054=1—2—6=-7
656=W5—W6—C56=1—3—1 =-3
657=W5—W7—057=1—0—3=-2
654=W6—W4—Cs4=3—2—7=—6
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667=W6—W7—Cs7=3—0—5=-2

Paso 2 b)

03, es el valor con la maxima violacion, entonces el arco (3, 2) entra a la base y

como el arco (1, 2) es el predecesor incidente en el nodo 2, sale de la base.

[6]

[-1]

6
[-1] [-1]

Figura 4.4. Tercer arbol del ejemplo de Método Simplex

Iteracion 3
Matriz de incidencia (nodos-arcos) del tercer arbol
(1,3) (24) (25 32) 36) 47) (7,7)

if1 0 0 O0 O 0 O
2l 0 1 1 -1 0 0 O
3;-1 0 0 1 1 0 O
Bs=4| 0 -1 o 0 0 1 0
50 0 -1 0 O O O
6/ 0 0 0 0 -1 0 O
/W0 0 O O O -1 1

Calculo de variables duales

[W1, W3, W3, W4, W5, Wg, W7] [B3] = [1, 4, 5, 2, 6, 2, 0]

wi—ws=1 = wi =9
Wr — W4 =4 W, =6
W, —Ws =5 w3 =38
W3—W2=2 W4=2
W3-Wg =6 ws =1
Wq-Wy =2 Wg = 2
W7=0 W7=0
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Paso 2

Se calcula &; para los arcos no basicos:
612=W1—W2—C12=9—6—4=-1
643=W4—W3—C43=2—8—3=-9
654=W5—W4—054=1—2—6=-7
656=W5—W6—C56=1—2—1 =-2
657=W5—W7—057=1—0—3=-2
664=W6—W4—C64=2—2—7=-7
657=W5—W7—Ce7=2—0—5=-3

Paso 2 a)

Como los valores de d;; < 0, se ha encontrado el arbol 6ptimo

[-1] [-1]

[6]

[-1]

6
[-1] [-1]

Figura 4.5. Arbol dptimo del ejemplo de Método Simplex

Observaciones
= El algoritmo simplex para redes es una adaptacion del método simplex y en

la aplicacion no hay necesidad de la tabla simplex.

4.2. EL PROBLEMA PRIZE-COLLECTING STEINER TREE (PCST)

Para explicar en qué consiste el problema del arbol de Steiner, se tiene el

siguiente ejemplo:

Si se considera una compaiiia de paqueteria que desea enviar los paquetes en
el transcurso de la noche entre varios pares de ciudades, la companfia puede

construir rutas que conecten entre ciudades, de tal manera que mediante el
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horario de los mensajeros la compaiia tenga la posibilidad de enviar los
paquetes durante la noche entre los pares de las ciudades conectadas.
Entonces, se asume que el costo de conexion de la ciudad /a la ciudad jes ¢;y
los costos son simétricos. Ademas la compafiia tiene la opcidon de contratar los
servicios de otras companias para los envios a algunos pares de ciudades (7, j)
con un costo de aj; de tal forma que no tiene que preocuparse por los envios de
la otra compafiia entre las ciudades /7y j durante la noche. Lo que se busca es
construir algunas rutas y contratar otra compafia para las demas rutas de
manera que la compafia de mensajeria haga las entregas durante la noche al

minimo costo.

Con base en lo anterior, sea G = (V, E) una grafica con costos en sus arcos ¢,
en los arcos e € £ y con un subconjunto de los nodos 7 llamados nodos
terminales. El objetivo es encontrar un arbol de peso minimo de G que se
expande en todos los nodos en 7. El sub-arbol puede o no incluir algunos de los
otros nodos S = IV | 7, a los cuales se les conoce como nodos Steiner. En la
siguiente figura se muestra un ejemplo de un arbol reducido de Steiner, donde
los nodos terminales son cuadrados y los nodos redondos son los llamados
nodos Steiner. Las conexiones corresponden a las rutas mas cortas de la grafica

original.

Figura 4.6. Arbol reducido de Steiner.
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Este problema tiene varias aplicaciones en el disefio de redes de

comunicaciones o de distribucion de servicios.

Para solucionar este problema que es NP-completo y por tanto se entiende que
no existe un algoritmo exacto, entonces un paso importante es encontrar una
buena representacion en programacién lineal del problema. Empezando con
una formulacidn en programacidon entera o programacion entera binaria, la
meta es anadir nuevas restricciones validas o nuevas variables al modelo talque
el resultado de programacion lineal provea una frontera ajustada en el valor de

la solucion optima.

Cabe mencionar que se han desarrollado diversos algoritmos para obtener una
aproximacion: estudios poliédricos, relajacion Lagrangeana, planos de corte,

algoritmos basados en busqueda local.

4.2.1. PLANTEAMIENTO GENERAL DEL PROBLEMA PCST

Dada una grafica G = (V, E) con costos en los arcos w, para e € E, se designa
un nodo raiz r, el cual sera el Unico nodo terminal (i.e. 7 = {r}). Para todos los
demas nodos j € V' | {r} se obtiene una utilidad d; si el arbol de Steiner
contiene al nodo ; [Ball, Magnanti, Monma y Nemhauser, 1995].

Sea:

{ zi=1 si el nodo jesta en el arbol de Steiner

zi=0 en otro caso

{ X =1 si el arco e esta en el arbol de Steiner

Xe =0 en otro caso

entonces,
min z WeXe — Z dz

eckE iV
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sujeto a:

ZXeS ZZ/ vUcV y VkeU (1)
ecEU) ieU/{k}

dDxe= >z (2)
eeF ieV/{r}
z =1

0<x.<1, 05z <1

X,ZeZ

donde:

(1) este conjunto de restricciones implica que la solucién no contiene ciclos en
la subgrafica de G determinada por los nodos seleccionados, es decir,
aquelloscon zi = 1

(2) este conjunto de restricciones asegura que la solucién se expande al

conjunto de nodos seleccionados y entonces se define un arbol de Steiner

4.2.2. DEFINICION DEL PROBLEMA PCST [Klau, Ljubic, Moser,
Mutzel, Neuner, Pferschy, Raidl, Weiskircher, 2004]

Sea una grafica conectada no dirigida G = (V, £, ¢, p), con p.: V— R 2= 0 una
funcion de utilidades en los nodos, y ¢ - £— R = 0 una funcidon de costos en
los arcos. El problema consiste en encontrar una subgrafica conectada 7 = (V,

Er)de G, Vrc V, Erc E, que minimice:
c(T)= D p(v)+ ) cle)

veVr ecEr

Cuando se encuentra una subgrafica 7 que maximiza la suma de las utilidades
de los nodos en 7 menos el costo de los arcos en 7, cada solucion optima es

una solucién optima para el problema de minimizacion y viceversa:

utilidades(T)= Y p(v)- Y c(e)

veVy ecEr
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(a) (b) (©)

Figura 4.7. (a) Ejemplo de una instancia del problema PCST, donde los
nodos en blanco y los negros representan nodos positivos y negativos
respectivamente; (b) se muestra una solucion factible; (c) se muestra la

transformacion en un problema de arborescencia de Steiner.

4.2.3. ESTRUCTURA DEL ALGORITMO MEMETICO CON
PROGRAMACION ENTERA

Este algoritmo se desarrolld para resolver el problema PCST [Klau, Ljubic,
Moser, Mutzel, Neuner, Pferschy, Raidl, Weiskircher, 2004], obteniendo un
acercamiento significativamente mas rapido que trabajos realizados

anteriormente por otros investigadores. Consiste de tres partes:

1. Una extensa fase de preprocessing, la cual reduce la grafica sin cambiar la
estructura de la solucién optima.
La grafica original G = (V, E, ¢, p)se reduce a G’ = (V;, E, ¢, p’) mediante

la aplicacidn de los siguientes pasos:

= Prueba de costo minimo. Sea dj la distancia mas corta entre los nodos /'y
J, desde V (se consideran solo los costos de los arcos). Si existe e = (7, j)

talque dj; < ¢yentonces el arco e se elimina.
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= Prueba de grado / Sea un nodo v con grado /= 3, conectado a los nodos
Adj(v) = {vi, vs,..., v;}, entonces para cualquier subconjunto K < I, denotar
con MST4(K) al arbol de expansién minima de K con distancias dj.
MST, (k)< > c,,, VK < Adj(v), K |23

weK
entonces el grado de v en una solucidon optima debe ser cero o dos. Por lo
tanto, es posible eliminar v reemplazando cada par de arcos (v, v), (v, v})
con (v, v;) tanto si se afade un nuevo arco e = (v, v;) de costo ¢ = Gy +

G, — Pv 0 en caso de que exista g, entonces se define ¢. = min{c,, ¢v +

Cyj— Pvt

= Prueba de adyacencia minima (o reduccidon). Si existen nodos
adyacentes /, j € R tales que:

min{piapj}_cfj >0 y ¢ = Tei,? Cit

entonces /y j se pueden unir en un nodo de peso p; + pj — G

Las pruebas anteriores se aplican iterativamente, y el nUmero de iteraciones
esta acotado por el nimero de arcos en G. La complejidad del preprocessing es
O (/EF]V] + [E//VF log |V])y la complejidad del espacio no excede O (/EF).

2. La parte central considera el algoritmo memético (AM) basado en un
algoritmo de estado estable evolutivo combinado con un algoritmo exacto

para el problema de arboles.

En cada iteracion se hace una seleccion con reemplazo en orden para
seleccionar dos soluciones paternas. La nueva solucion es creada por la
combinacién de sus padres, haciendo una mutacion con probabilidad Py

/0, 1], realizando una poda del arbol obtenido 6ptimamente.

<~ Mejora local. Dado un arbol 77 = (Vr, Er, p, c’) creado por el AM, un

subarbol de 7’es optimo si no existe otro subarbol de 7”con costos menores
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que ¢(7T). Este algoritmo maximiza la suma de las utilidades de los nodos en

7”’menos la suma de los costos de los arcos en 7~

1. Sea /, = p’, paratoda v € I/7;
2. Para todas las salidas v € Vr: (@) si ¢ < [, reducir v y ven un
nodo y hacer /, =/, + I, — c,; (b) eliminar ¢;

3. Regresar al paso 2. hasta tener un solo nodo.

El algoritmo corre en un tiempo de O (/V7/).

< Agrupamiento. Para cada nodo positivo z € R’, se define un conjunto
N(2):
Nz :={veV|R'|VvceR :d,=<d}uw{z}
donde d"; es la ruta de longitud mas corta entre vy z Esto es, cada nodo
no positivo v es asignado al grupo de sus nodos mas cercanos positivos z =
base (v).

El algoritmo de agrupacién corre en un tiempo de O (/V7log/V] + [E7).

<~ Codificacion del conjunto de arcos. Las soluciones de los arcos se

almacenan en tablas hash, requiriendo espacio de O (/V7/).

< Inicializacion. Dada una grafica de entrada G" = (V, E, ¢, p)y el
conjunto de nodos positivos R; la distancia de la red Gp (R, Ep, ¢p) €S una
grafica no dirigida completa cuyos costos de los arcos ¢p (u, v) estan dados
por la ruta de longitud mas corta entre vy v en G? Para generar las
soluciones iniciales se utiliza la siguiente modificacién de la heuristica de la

distancia de la red para el problema del arbol de Steiner:

1. Seleccionar aleatoriamente un subconjunto V4, = R’de tamafio /pj
IR Pinie € (G,1);
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/

2. Construir el arbol de expansién minima (MST) 77, en la subgrafica
de Gpinducida por Vi

3. Reemplazar dada arco de 77, por su correspondiente ruta mas corta
en G’para obtener G, = (V7, E7),

4. Encontrar el MST 77en la subgrafica de G’inducida por /7

Aplicar el algoritmo exacto para arboles para resolver 77

optimamente.

<~ Recombinacion. El operador de recombinacién busca adoptar las
propiedades de la estructura de dos soluciones padres. Si las dos soluciones
que se combinan se conjuntan en un nodo, se construye un arbol de
expansion sobre la union del conjunto de sus arcos. Debido a la naturaleza
deterministica de la subrutina de mejora local, se construye un arbol de
expansion aleatorio de la unién de los arcos padres para evitar convergencia

prematura.

Cuando las soluciones padres son disjuntas, se elige aleatoriamente un nodo
fuera de cada solucidn, entonces se busca la ruta mas corta entre esos dos
nodos y se afade para cada nodo v a lo largo de la ruta todos los arcos que
corresponden al grupo A(base (v)). Finalmente, se construye un arbol de

expansion aleatorio sobre todos los arcos y se aplica la mejora local.

<> Mutacion. El operador de mutacién realiza pequefios cambios en Ila
solucion actual llevando a cabo la conexiéon de un conjunto a la solucién. El
algoritmo elige aleatoriamente un nodo orilla v, es decir, un nodo adyacente
a al menos un nodo fuera de la solucién actual. Se incorporan los nodos del
grupo MN(base(v’)) en la solucion y se busca un grupo vecino que
preferiblemente no tenga al nodo base v’ como elemento de la solucidn
actual; los nodos de N(base(v’)) se afiaden a la solucién. Finalmente, se

construye un arbol de expansion minima y se aplica mejora local.



Aplicaciones 76

El tiempo de corrida de los operadores de inicializacion y variacion es O (/E7/

a(/E7, V7).

La poblacidn de solucion del algoritmo memético provee un excelente
estado inicial para la post-optimizacion mediante la solucién relajada del
modelo de programacidon entera, construido en base al modelo para

encontrar la arborescencia minima de Steiner en una grafica dirigida.

La gréfica G = (Vip, Emp, C, p?) que resulta de la aplicacion del AM se

transforma en la gréfica dirigida G = (Vip U {1}, A, C7).

Ademas de los nodos de la grafica de entrada Gj, el conjunto de nodos de
la grafica transformada contiene una base artificial 7. El conjunto de arcos
Ap contiene dos arcos dirigidos (v, w)y (w, v) para cada arco (v, w) € Ep
ademas un conjunto de arcos desde la base ra los nodos positivos {v € Vp
/ p» > 0} El vector de costos ¢”se define como:

V4

Cw=Cw—=—pPw Vv, W) eAp vzry ch=-p, V(V)eAp

Una subgrafica 7;» de G que forma un arbol dirigido con base en r se
conoce como una arborescencia de Steiner. Una subgrafica correspondiente
a una solucién del problema PCST si tiene el grado de r = 7 en G7 es una
arborescencia factible. En particular, una arborescencia factible con minimo

costo total de los arcos corresponde a un optimo PCST.

El problema consiste en encontrar una arborescencia minima de Steiner 7z
mediante un modelo de programacidn entera, entonces el vector x se define

como:

1 veT,
P ovveV,\ {1}
0 e.o.c.

X _ 1 (V’W)GTIP
w1 0 eoc.

v(vw)eAp, Xy :{
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El modelo es:
min Y cix, (1)
acAp

Sujetoa:

x(6~ (v +x,, =1 Vv eV, —{r} (2)

x(07(S)=1-x,, veSreSvScV, (3)
> x, <1 (4)

(rv)ehp

XVW’XVV € {0’1} V(V, W) € AIP!VV € \/IP (5)

donde 6 (S)={(u,v)e Ap |ug S,v € S}

Interpretacion de las restricciones:
¢ (2) significa que cada nodo que forma parte la de solucion debe tener
al menos un arco de entrada.
¢ (3) para cada nodo ven la solucidn, debe existir una ruta directa de r
av
¢ (4) considera que maximo se elige un arco que sale de la base

artificial r.

El nimero de restricciones del tipo (3) es exponencial sin embargo, no es
necesario insertar todas en el inicio sino de forma separada durante el
proceso de optimizacion, esto es, Unicamente se afaden las restricciones
violadas por la solucién actual del problema entero relajado. Dichas
restricciones violadas se pueden encontrar eficientemente utilizando un
algoritmo de flujo maximo en la grafica con capacidades en los arcos

obtenidas en la solucion actual.

4.2.4. RESULTADOS COMPUTACIONALES

A continuacidén se presenta la tabla comparativa 4.1., de las aproximaciones
realizadas a 60 instancias. El tamafio de la serie C es de 500 nodos y la serie D

1,000 nodos. La explicacion de las columnas es la siguiente:
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Nombre de la instancia.

Numero de arcos (/£/).

El tamafio de la grafica después de las reducciones de preprocessing (/V7,
/E7)y el tiempo requerido (%, /s]).

El algoritmo memeético se ejecutd 30 veces en cada instancia. El promedio
de los costos (¢(T)avg), su desviacion estandar (c@©), el tiempo promedio de
CPU (%/s]), el tiempo promedio de la evaluacion de las soluciones hasta que
se encontrd la mejor (evals), el porcentaje de instancias para las cuales se

pudo obtener soluciones dptimas (sr/%)]).

Comparacidon de la aproximacidon realizada por la combinacién del AM vy
programacion entera, donde una corrida del AM (con un valor fijo) fue post-
optimizado con el método de programacion entera. El valor de la solucidn

obtenida (¢(7)) y el tiempo en segundos del CPU de la post-optimizacion
(s]).

Comparacion de los resultados con los obtenidos anteriormente (CRR) que
utilizaron busqueda local multi-inicial con perturbaciones y busqueda de
vecindades. El valor de la solucion obtenida (¢(7)) y el tiempo total de
corrida en segundos (#/s/). Sin embargo, para la comparacién de los

tiempos de corrida se deben dividir los valores de CRR entre 10.

Finalmente, los valores de las soluciones enteras obtenidas (OPT). Si no se
obtuvo una solucién entera, o si el algoritmo basado en programacién
entera termind anormalmente (por el consumo de la memoria), los valores
que se muestran son los obtenidos por Lucena (*) o por Resende (V). La
Ultima columna es el tiempo adicional necesario de CPU para calcular una

solucién éptima probable (%/s]).
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Orig. | Preprocessing MA MA+ILF CRR OPT-ILP

Instanca| |E| [ V'] 1B i [5]|elTlawe aie) t[s] evals sr [R]| o(T)  t]s] | e(T)  t[g] | OPT ][4

Cl1-4 600( 489 2143 94 180 0.0 61 500 100.0 18 0.4 18 128 18 0.2
C11-B 00 [ 480 2143 05 20 00 91 1103 100.0 12 0.4 32 140 az 4.7
C12-4 600( 484 2186 6.8 387 05 90 2456 333 38 0.4 38 162 38 0.3
12-B an00| 484 2186 68 460 00 BT B 100.0 46 0.k 46 156 46 0.8
C13-4 00 472 2113 QB[ 23T.0 02 179 5324 0.0 0.6 237 1080) 236 0.5
C13-E 2600( 471 2112 9.8 2885 07 359 15455 GO0 258 185 258 733 258 BB
C14-4 AR00( 466 2081 TAE[ 2030 00 ZLO 3163 100.0 03 1.7 203 820) 203 0.4
C14-B 600 ( 459 2045 TAE[ 3184 05 298 9211 433 318 1.0 318 7o) 318 0.4
C1E-A AR00 [ 408 1871 G5[ 022 08 484 14727 EOLO n01 4.7 TN A 4 il < Th ) 0.5
C15-B 000 370 173 G0 5518 09 457 165607 46.7 ahl 0.8 ahl o B3AT|  O51 0.4
Cl6-A 12500 500 4740 24 120 00 108 50D 0.0 12 1.9 11| 1920 11 0.9
Cle-B  [12500) 500 4740 24 120 00115 503 0.0 12 R 11| 1768 11 138
Ci7-A  [12600] 408 4604 24 9.0 00 112 620 0.0 19 20 18 G40 18 1.9
CL7-B  [12500) 493 4694 2.3 182 04 127 1951 TET 18 2.1 18 434 18 1.4
Ci8-A  [12600) 460 4560 2G6) 1124 07 .1 T446 6.7 112 | [1d1| 2090 111+ —
Cig-B  [12600) 465 4538 20 1160 0F G2 B36L 6.7 16 2195 (113 | 3262 113t —
Clo-A  |12500) 430 3982 20| 1462 04 179 5402 500 1406 2.3 146 2928 146 0.6
C10-B  [12500) 416 3867 28] 1490 06 158 4035 0.0 147 3.0 (144 3300 146 0.6
C20-A  |12500) 241 122F  G1| 2660 00 T3 H9E 1000 266G 0.z 66 4311 il 0.0
C20-B 12500) 123 Bé3 Lo 2670 00 0 52 S5O0 100.0 26T 0.1 26T 3800 267 0.1
Di-4 12501 231 440 490 180 00 31 500 1000 18 0.0 18 [ 18 0.0
Li-E 12501 233 443 4.9 1060 00 38 1950 100.0 106G 0.1 106 257 1065 0.0
Lz-4 12500 257 481 4.0 S0.0 00 35 BOD 1000 1] 01 1] T il 0.0
Lz-E 1260 264 488 49| 2183 1.0 7.3 4157 933 |218 01 238 486 218 0.0
D3-4 1250( 301 520 A5 BOT.0 OO0 T4 50D 100.0 807 0.1 BOT 734 BOT 0.1
LE-E 1250 372 & 6.3 15162 1.3 510 15076 0.0 06 1510 2184 1509 0.3
C4-4 125001 311 541 56| 12088 04 104 974 16T 1203 03[ 1203 1263 1203 0.3
L4-E 1250( 387 621 72| 18852 2.0 494 9471 0.0 1881 11.0 1881 2233 1881 1.3
DE-4 1260 348 GEE TG 21670 00 2001 1963 1000 2157 31| 2157 3AL2| 2167 B8
DE-B 12501 411 640 11.5| 3137.7 009 651 7316 oof 3135 L[ 3135 2655 3135 0.4
Ls-4 Q000 T40 1707 144 180 00 7.7 50O 100.0 18 0.3 18 0 18 0.1
Ls-E 2000 T4l 1T0E 147 76 0B 1005 1192 0.0 71 0.5 702 &7 0.9
LT-4 Q000 T4 1705 11.3 So0 o0 82 BO) 1000 ] 0.3 500 195 il 0.1
L7T-E 2000 TEG O1TOT 114 1050 000 95 520 0.0 105 0.3 105 711 103 0.1
-4 2000 TG4 1T3S 117 TEES 05 101 2TEE BO.O ThE 15.6 ThE 1727 ThE o 418
L2-E Q000 TR ATET O1RE[ 10457 3.0 1238 36313 0.0([ 1037 10134 1088 3175|1036 28
Co-4 2000 TE2 AT 17.0( 10747 1.0 B21 13718 nof 1075 asds|| 1072 | 4100f w070t —
[o-B 2000 TG1 1724 200( 14364 3.0 151.2 31361 0.0 1420 1769.6 1420 2754 1420 4539.6
Di0-4 2000 604 1661 14.6( 16744 1.4 1222 1280 00| 1671 Q0 1671 4103( 1671 212
Di0-E 2000 [ 629 159846 18.05( 20898 I 107.3 14508 0.0 2079 44.1| 2079 2044|2079 4.1
Di1-A OO0 | DEG 4658 27T 180 0.0 154 500 100.0 18 1.8 18 540 18 0.5
Di1-E OO0 | 986 4655 236 200 00 174 B84 1000 2.0 an 1280 el 4.7
D12-A 5000 901 4630 231 420 0.0 139 50D 100.0 412 23 42 Bd4 4z 13.2
Li2-g OO0 | 901 4630 323 420 00 151 620 100.0 42 23 42 6GET 42 0.4
[13-A 000 960 4BTZ IT.T( 4467 05 BRT 14308 0.0 445 1126.4 EEL 1 i 445 56434
Li3-B BOO0| BG61 4868 2RO 4917 1.0 O7.2 22843 0.0 486G 159 486 4288 486 2.6
Di4-4 SOO0 | 946 4500 355( 60506 1.2 1023 1486 0.0 G02 342 602 6388 6027 —
[14-B GOO0| D31 4480 372 6742 1.4 1028 17746 0.0 GGS 3400.5 665 G1TE| 6647 —
Di5-4 SOO0 | =32 4175 47.1( 10487 1.3 1457 18343 0.0 1042 1853( 1042 TE40( 1042 128
DiE-B GOOD| 747 3806 40Z( 11147 08 056 11024 0.0 1108 117.0( 1108 5220 1108 1.8
Di6-A | 25000) 1000 10525 108 4.0 oo 31 500 0.0 14 5.9 1397 13 248
Di6-B | 280001000 10535 108 133 04 284 1313 ThA 13 0.3 13 1043 13 420
Di7-A | 20000) ©00 10534 108 230 00 248 1983 100.0 I3 a5 23 3606 23 1671
i7-B INO00) 900 10534 107 230 00 23T Qds  100.0 3 10.2 23 2089 23 601
Dig-A  |26000) 944 9949 11.7) 2208 0OF 814 19864 0.0 218 197.0 218 30044 218t —
Dig-B  |20000) 920 9816 12.0) 2302 1.3 O8.7 ZHOB8D 0.0 224 252 234 36043 223 M9
Di0-A4 | 28000) 507 09532 124 317.7 27 EB7.G 18480 0.0 a8 151.9 08 40955 306 1446.5
Dio-B  |20000) 562 9131 13.1) 3178 22 819 17912 0.0 211 126 311 38600 310 6B
Ciz0-A  |28000) 488 2511 473 5370 00 184 1036 0.0 naG 1.0 36 ER13D) 636 0.5
L20-B | 25000 307 1383 329 5370 00 127 1587 100.0 a3y 0.5 037 22104 6av 0.1

Fuente: [Klau, Ljubic, Moser, Mutzel, Neuner, Pferschy, Raidl, Weiskircher, 2004]

Tabla 4.1. Resultados computacionales

79
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Observaciones

= La combinacién de los métodos de programacion lineal o programacion
lineal entera con algoritmos evolutivos pueden producir soluciones de alta
calidad en tiempos computacionales breves incluso para algunos problemas

de optimizacion duros.

= La clasificacion del problema es NP-completo, entonces se entiende que no
existe un algoritmo exacto para su solucion. En este aspecto, se puede
advertir la cantidad de técnicas y procesos que se utilizan para buscar una

solucion.

= Conocer una aplicacion del problema de la ruta mas corta, de manera
concreta al observar en qué parte del proceso se aplica y tomando en
cuenta las ventajas de los métodos de solucidn, como es el tiempo de

corrida.

= Conocer el tipo de técnicas utilizadas en el proceso de preprocessing para la
reduccion del problema original, es decir, se pueden aplicar diferentes

pruebas para acotar el problema y el resultado es muy significativo.

= La combinacidon de técnicas heuristicas con métodos de solucion exactos.
Esto es, entender como se alternan las soluciones parciales de ambos

métodos para lograr una mejor aproximacion a la solucién optima.

= La importancia de la complejidad computacional. Los resultados que
obtuvieron el grupo de investigadores fue muy similar a resultados ya
publicados con anterioridad, sin embargo, lo que marcé una gran diferencia

fue la reduccidn significativa de los tiempos de corrida.
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CONCLUSIONES

El presente trabajo ha desarrollado de manera exhaustiva el Problema de la
Ruta mas Corta, particularmente, proporciona explicaciones de los aspectos
fundamentales de la teoria, los diversos algoritmos e ilustra con algunas
aplicaciones relevantes. Estas caracteristicas, permiten que estudiantes o
personas interesadas en este tema, les pueda ser de utilidad para ampliar y
profundizar sus conocimientos y usarlos para abordar este tipo de problemas.

Por ejemplo, la tesis hace hincapié que en el area de Redes, se debe:

v Primeramente, la importancia de conocer las aplicaciones practicas, de esta

manera saber si le es Util para el problema especifico que deba resolver.

v Con la explicacién de la teoria de la Complejidad Computacional, es posible
saber previamente la eficiencia de los algoritmos, asi, con soélo conocer el

peor caso del tiempo de corrida se puede entender la eficiencia del mismo.

v" Con la descripcion detallada de cada uno de los métodos de solucién puede
entenderse como se utilizan, incluso tanto si se conocen las caracteristicas
de la red o no, saber qué tipo de algoritmo es mas conveniente de aplicar y

cuando existe 0 no solucion.
v Finalmente, las aplicaciones:
= Método Simplex, con una simple modificacion es posible resolver el

problema de flujo a costo minimo, ademas con la no existencia de

cotas superiores de flujo se requiere de una pequena modificacion en
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el algoritmo, en el paso de pivoteo, haciendo de esta manera un

algoritmo mas sencillo de aplicar

= Problema PCST, la aplicacibn como subrutina se menciona
frecuentemente en clases y también en libros, sin embargo, no es
comun conocer como se realiza, es decir, cOmo se trabaja con un
problema NP-completo en qué momento se utiliza el algoritmo de
ruta mas corta para acotar el problema original. Asi mismo, conocer
el proceso completo con la cantidad de pasos y subrutinas implicadas

en la busqueda de una buena solucién

Por estas razones, el desarrollo de este trabajo ha integrado los aspectos
basicos del Problema de la Ruta mas Corta, permitiendo su consulta como
material de referencia. Es importante mencionar, que en un tema tan extenso
como es este tipo de problemas, no se pueden exponer detalladamente todos
sus componentes en una sola tesis por la misma naturaleza del trabajo. Por lo
cual las personas interesadas en el tema tienen una gran cantidad de
referencias de consulta, tanto de libros de redes como material publicado en

Internet.
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ANEXO 1
EJEMPLO DEL ALGORITMO DE DIJKSTRA UTILIZANDO LINGO

La utilizacién del software existe es una herramienta muy Util en la solucion de
problemas, por esta razdn en este anexo se muestra el ejemplo del algoritmo
de Dijkstra del capitulo 3, con la utilizaciéon de LINGO y con las modificaciones
especificas para obtener la ruta mas corta desde el nodo 1 (nodo fuente) a los

nodos 7 y 8 cuando son considerados como nodos destino.

Figura A.1.1. Ejemplo del algoritmo de Dijkstra (capitulo 3)

Del nodo 1 al nodo 7:

min =
2*¥x124+x13+X24+4*x32+3*x35+5*x43+2*x45+3*x46+2*x57+4*x62+4*x67+
5*x68+5*x74+6*x78;

x12+x13=1;
X12+x32+x62-x24=0;
x13+x43-x32-x35=0;
X24+x74-x43-x45-x46=0;
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x35+x45-x57=0;
x46-x62-x67-x68=0;
X57+x67-x74-x78=1;
x68+x78=0;

@bin(x12);
@bin(x13);
@bin(x24);
@bin(x32);
@bin(x35);
@bin(x43);
@bin(x45);
@bin(x46);
@bin(x57);
@bin(x62);
@bin(x67);
@bin(x68);
@bin(x74);
@bin(x78);

Global optimal solution found at step: 13
Objective value: 6.000000

Variable Value
x12 0.0000000
x13 1.000000
x24 0.0000000
x32 0.0000000
x35 1.000000
x43 0.0000000
x45 0.0000000
x46 0.0000000
x57 1.000000
x62 0.0000000
x67 0.0000000
x68 0.0000000
xX74 0.0000000
X78 0.0000000
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Figura A.1.2. Ejemplo del algoritmo de Dijkstra
(nodo fuente 1, nodo destino 7)

Del nodo 1 al nodo 8:

min =
2*¥x12+x13+%x24+4*x32+3*x35+5*x43+2*x45+3*x46+2*x57+4*x62+4*x67+
5*x68+5*x74+6*x78;

x12+x13=1;
X12+x32+x62-x24=0;
x13+x43-x32-x35=0;
X24+x74-x43-x45-x46=0;
X35+x45-x57=0;
X46-x62-x67-x68=0;
X57+x67-x74-x78=0;
X68+x78=1;

@bin(x12);
@bin(x13);
@bin(x24);
@bin(x32);
@bin(x35);
@bin(x43);
@bin(x45);
@bin(x46);
@bin(x57);
@bin(x62);
@bin(x67);
@bin(x68);
@bin(x74);
@bin(x78);
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Global optimal solution found at step:

Objective value:
Branch count:

Variable
x12
x13
x24
X32
x35
x43
x45
x46
x57
x62
x67
x68
xX74
X78

Figura A.1.3. Ejemplo del algoritmo de Dijkstra (capitulo 3)

11.00000

Value
1.000000
0.0000000
1.000000
0.0000000
0.0000000
0.0000000
0.0000000
1.000000
0.0000000
0.0000000
0.0000000
1.000000
0.0000000
0.0000000

0

10

86

Como puede observarse la funcidén objetivo no cambia, es en las restricciones

donde se debe revisar cudles son los nodos fuente y destino para el envio y

colocacién de una unidad de flujo, de igual forma en las demas restricciones la

conservacion de flujo.
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