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PTNAMICA 15 TRUCTURAL 

DR. OCTAVIO A ilASCON CH. 
VEFINICION. 

GRADOS DE LIBERTAD = NUMERO DE COORDENADJI.S GENERALIZADAS (DESPLA­

ZAMIENTOS O GIROS) QUE SE REQUIEREN PARA DEFINIR LA ?OSICION DEL 

SISTE!LlA EN CUALQUIER. INSTANTE, 

EJEMPLOS 

UN GRADO DE 
LIBERTAD 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

n GRADOS DE 
LIBERTAD 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

1 

INFINITO NUMERO DE 
GRADOS DE LIBEPTAD 
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METOVOS VE VISCRETIZAC!OII VE S lSTEWG COI/TIIIUOS 

l. POR CONCENTRACION DE MASAS 

2 • 

3. 

MASA POR UNIDAD 

DE LONGITUD = m 
• -

-
r-- ,, .. , .. ,. 

"'"" "'1711 EXPRESANDO LA CONFIGURACION DE VIBRACION DE LA ESTRUCTURA CO~O 

UNA SERIE DE FUNCIONES ESPECIFICADAS. POR EJEMPLO, SI ESTAS 

FTJNCIONES SON ARHONICAS: 

Z(x,t) = 

-?-X 

N 

' i=l 

hx 
L 

~ - - ~ ......___ +·E"=> .,:== c--. A -df,¡,-A A~==¡,¡,+~= Jm+ .•. 
' L b~~enift b25"n~ ~se.n3:_x 
EN GENERAL, PARA CUALQUIER TIPO DE FUNCION '(x): 

N 
z(x,t) = ' 'i(t)ljJ. (x) 

i=l l. 

MF.IHANTE ELEMENTOS FINITOS 

1 1 1 

+---1-

~='J;¡¡¡:::_··-A !z,lt 1 

'l(,;[),l,(t)'-¡J(X). 

, 



3, 

AL PLANTEAR LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE CUERPOS RIGlDOS ES A ME-

NUDO NECESARIO CONOCER LOS MOMENTOS DE INERCIA DE MASA, A CONTI-

NUACION SE PRESENTAN ALGUNOS CASOS: 

m = MASA POR UNIDAD DE LONGITUD 

L ' / m:-rnL -
Io"' m L~2 

BARRA UNIFORME 

t 
26 

T • 
Tooc~ (Ot+b2

) 

1 ,- ~-m-~a'o/2 

• 
Q • 2 

-f-- 3---t-30---!-

1 ( PLACA UNIFORME TRIANGULAR 

b 

'f = HASA POR UNIDAD 
DE AREA 

a 

m· ~ob 
~Io, fm-(Cl1+b') <1 . 

PLACA UNIFO~~ RECTANGULAR 

__,__ 

1 
b 
2 

t-
I 
b 
2 

i 
-~ 

-- - - - - 1--+----+---, 

1 

%'---! 

1 rn--LTTab 
4 

PLACA UNIFORME ELlPTICA 
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RESPWS TA V1NAM1CA VE S lSTEUAS i:!lAS'TICOS LI!oJEALES VE WJ GRAVO VE LI EERTAV 

CO!J AJ,IORTIGUAMIENTO liiSCOSO 

K,[ < 
1 

ím/1/1 I77Tfll 
-Xolf) 

t = TIEMPO 

M '"' MASA 

K = RIGIDEZ 

C = k~ORTIGUk~IENTO 

f(t) ~FUERZA EXTERNA 

) 

; 
; 

X0 (t) =DESPLAZAMIENTO DEL SUELO 

K 

EL AMORTIGUAMIENTO VISCOSO ES TAL QUE PRODUCE UNA FUERZA DE RESTAU­

RACION PROPORCIONAL A LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA MASA RESPECTO ~L 

SUELO, 

EL AMORTIGUAMIENTO SE DEBE PRINCIPAhMENTE A LA FRICCION INTERNA 

E~:TRE LOS GRANOS O PARTICULAS DEL MATERIAL DE LA ESTRUCTURA, 'f A 

FRICCION EN LAS JUNTAS Y CONEXIONES DE LA HISMA. ES EL ELEMENTO 

DEL SISTEMA QUE DISCIPA ENERGIA, 

2a. LEY. VE ~JEWrON; 

"LA RAPIDEZ DE CAMBIO DEL MOMENTUM DE CUALQUIER MASA, m, ES IGUAL 

A LA FUERZA QUE ACTUA SOBRE ELLA" 



• 
5. 

p(t) 
d dx d 

- (m,,.) = d" - dt ~ .._ 
• 

(mx) 

p(t) = FUERZA ACTUANTE 

x = DESPLAZAHIENTO 

t = 'I'IE!lPü 

" SI m ES CONSTk~TE: p(t) = mx 

PRINCIPIO DE V'.!,.LAMlfRT 

SI LA 2a. LEY DE NEWTON LA ESCRIBIMOS COMO 

.. 
p(t) - mx =O 

AL SEGUNDO TERMINO DE LA ECUACION SE LE CONOCE Cor~O 1-Un:zA VE l/JERCIA; 

EL CONCEPTO DE QUE UNA MASA DESARROLLA UNA FUERZA DE INERCIA PROPOR-

CIONAL A SU ACELERACION Y QUE SE OPONE A ELLA SE CONOCE COMO PRIN-

CIPIO DE D'ALAMBERT, Y PERMITE QUE LAS ECUACIONES DE MO'fllliENTO SE 

EXPRESEN COMO ECUACIONES DE EQUlLIIJUO VlNAMJCO, 

ECUACION DE EQUILIBRIO 

--:{(> 1~--1 r--:} r : 
• 
~ 
/ 

lL:lll/719~ 11711 

Q 
,,., 1--

1 p( \) [ l 

-X:-o~l t-.,) 

EQUILIBRIO: 

PARA ON SISTR"iA ELASTICO: 

PARA AMORTIGUAMIENTO VISCOSO: 

'• + 

'• • 

'• = 

POK EL PRINCIPIO DE D'ALAMBERT; fi 

DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE 

'· + fi • p(t) (1) 

K(x xo) = ky'' 

• 
o(x xo) = Cy (2) 

• • • • • • = = • m(y + "ol 



6. 

SUSTITUYENDO LAS EC& 2 EN LA E~l SE OBTIENE: 
. . . . 

m(y ~ x
0

) + cy + ky = p{t) 

DE DONDE 

¡ M~·-+ •• 131 
cy + Ky = p{t) - Mx

0 

DIVIDIENDO ENTRE M AMBOS MIEMBROS DE LA EC. 3: 

Y+cy'~-Ky=E..i..U 
M M M 

.. 

e 2h, y K 2 
M = w , DONDE w = - ~ 

M 

¡~·+2h;+ 2 - E..i.!:_) - •• 
W y ·- X 

M o 

FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, EN 

RAD/SEG: 

14) 

CUANDO SE TIENEN EXCITACIONES EN EL SISTEMA SE TRATA DE UN PROBLEMA 

DE VIBRACIONES FORZADAS; EN CASO CONTRARIO EL PROBLEMA ES DE 'liBRA-

C IONES LIBRES, 

l!!t:RACTOIJES LIIRES 

EN ESTE CASO LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER 

y+2hy+ 

CUYA SOLUCION ES 

y ( t) - e-htiC - 1 sen w't + c 2 cos w't) 151 

NATURAL AMORTIGUADA 
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(EN t,Q) DE DESPLAZAMIENTO Y VELOCIDAD QUE TENGA LA !lASA DEL SIS-

TEMA. 

ESTAS RESULTAN SER 

• 
e = v(O) 

1 
+.~y(Ol -¡y le. = 
w 1 ' -2_~'~'~'~' ~ 

LA EC (5) SE PUEDE ESCRIBIR TAMBIE~ COMO: 

'" 

¡-- -------- ----· ' 
-he y (t} = ,, '"' (w't - 91 "' 

DONDE A = 

' 
le' 1 + e' 2 

y ' = '"" 
-1 e, 

= ANGULO DE FASE e, 
1~-----------'--·---

_,..~ 

/-"""'7=::;,-:o=-l 

--
"' PERIODO NATURAL A!-10RTIGUADO; SEG 

f ' - 1 ''fT ~ FRECUENCIA NATU~L AMORTIGUADA, cps 

VEAMOS !::J. CASO ESPECIAL DE LA EC. ( 5) EN QUE h+w. EN TAL CASO, 

cos w 1t+l Y sen w 1t+w't, CON LO CUIL LA EC. (5) SE 

REDUCE A 

•;(t) "'e-wt {[(y(O) + hy(O))/w'](w't) + y(O)) 



S . 

LA r.RAFICA DE ESTA ECUAClON ES • 
' 

Y OBVIAMENTE NO REPRESENTA UN MOVIMIENTO OSCILATORIO, POR LO CUAL 

SI h = w SE DICE QUE SE TIENE A.MOP.TIGUAMIENTO CRI'riCO, EN TAL CASO: 

DE DONDE (S) 

A LA REr.ACION ~ = C/Ccr SE LE LLA_"L\ "RACCION DEL A!-IORTIGUAMIENTO 

, .... ~. •· 
DESPEJANDO A _"\DE LA EC. (~) Y SUSTITUYENDOLA. EN LA EC. h = C/(2M) 

SE OBTIENE: 

h. _ _,,_ ,, 
oc 

2 4"K 

AOEMAS: 

•' • /.,2_ h' 

• 

•' • ./,. 

/.,2_ ' .,Ir-? ', ' • " • 

,' (9) 

LOS VALORES USUALES EN ESTRUCTURAS !)UE ASt:~1E t VARIAN ENTRE 2 Y 5%. 

EN ESTE INTERVALO w' Y w SON CASI IGUALES¡ VEAMOS, POR EJEMPLO, 

EL CASO EN QUE ~- 0.1 
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w':"' /1- 0.01' ., 0,995w 

OTRA FOR/A-A DE MEDIR EL GRADO DE AMORTIGUM1IEUTO QUE TIENE IJNJ\ ES-

TRUCTURA ES MEDIANTE EL DECREMENTO LOGARITMICO, EL CUAL SE DEFINE 

COMO EL. LOGARITMO DEL COCIENTE DE DOS k~PLITUDES CONSECUTIVAS 

y(t) 
L=lny(t+T') = ln 

-he 
-'oo""~'•O''+'•"-'''o-~'"'--------7 Ae-~ (t+T') ces [w' {t+T') -9] 

-he 
" = ln{ -h(t+T 1) 

' 

-=ie',--'-'=>;;o- cos(w't = ln{ 
-ht -hT' cos(w't -

' ' 

+hT' "' ln e = hT' = ~wT' 

~ ¡- IN" 1 

SI ~ ES PEQUE~O, 

} 

" fl+2~)} 

ECUACION DE MOVIMIENTO GENERALIZADA. 

(lO l 

(11) 

HAY PROBLEMAS QUE APARENTEMENTE CORRESPONDE A VIBRACIONES DE SIS-

TEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD PERO QUE EN REALIDAD SON DE Utl 

GRADO SOLAMENTE. 



EJEMPLO 

"'· .. 6 

" A;· 1 -

• 

/ 

1 ,.---e 

/;. 1/0' 

-' 
1 

• ' G 
B 

• J • rll f~¡ fo2 fn fu 

• 

ro1=Tñ L 
m~ fl"'C'l!fl Ll0f •Jnirlnrl 

ele lo.'.c.·,-:-,nl 
' 

CONSIDEREMOS 
fe, 

PRIMERO EL CASO SIN LA FUERZA N0Rl1AL, N. 

"fOMANDO CO:.lO COORDENADA GENERALIZADA A Z ( th 

(~D') ~ 
" 

1 .. 
2 z (t) "' 

2 •. 
=m

2
!z(t) 

.. 
2añiz (t) 

1 
=K2 JZ(t) 



• 
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4 2-" 
.. 

3
amZ(t) 

• 

LA ECUACION DE MOVHHENTO DEL SISTEMA SE PUEDE ESTABLECER I<";UA!.. .. t/00 

A CERO EL TRABAJO VIRTUAL REALIZADO POR TODAS LAS FUERZAS AL DARLE 
• 

AL SISTEMA UN DESPLAZAMIENTO VIRTUAL EN EL PUNTO B IGUAL A 6Z. EN 

TAL CASO 

!ztt>ti 

4 2-
3 a m 

SU1PLIFICANDO SE OBTIENE 

t -- .. 
arn + T 

16 
T 

•• 2 
+ g-l z ( t) 

.sz "' o 

6Zl -e z !tl ¡!! 
_1. -4- --4 

2Z (t) (!.6Z) 
3 3 

- 2 
Spa~ (t) (.)6Z) "' 0 

• z (t) + 

) -

z (t) -

(A) 

CO~O EL DESPLAZAMIENTO VIRTUAL 6Z NO ES CERO, SE DEBE CU~PLIR 90E 

EL TERMINO ENTRE PARENTESIS ES CERO. EN TAL CASO: 

lm zttJ +e z(tJ +k zttl = Pttl l 
EN DONDE 



12. 

' - 4 e, 
m = 3 •• • ., ' = IT • e, 9 

9 k, - 16 -k • 16 kl • -,- ' p(t) = T pa~ (t) 

ESTOS PARAI-lF.TROS SE DENOMINAN MASA, AMORTIGUAMIENTO, RIGIDEZ Y FUERZA 

GENERALIZADAS, RESPECTIVk~ENTE. 

CONSIDEREMOS ;~ORA EL CAS0 DE LA. FUERZA NORMAL N SOLAME~TE: 

DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL DEBIDO AL 

• 
• • " 

1 =-" '" 
7 

=TI 

EL TRABAJO VIRTUAL ES: 

6W = N6e = 

' -' 

7 

12 

= Z dZ 

'" 

NZ (6Z) 
ó 

BARRA i 

CO~:O EL SISTE."'A ES LINEAL SE PUEDE Sut1AR ESTE TRABA.lO VIRTUAL AL DE 

Lf, ECUACION (A), CON LO CUAL LA RIGIDEZ GENERALIZADA SE MODIFICA, 

('JUEDANDO EN LA FORMA: 



• + ,, f 7 ~¡ 9 2_ 12 a 

DE ESTA RIGIDEZ SE PUEDE SACAR, DE PASO, LA CARGA CRITICA DE PANDEO 

HAC!E'WO k = O: 

VETER/.41.'/ACION EXPERIMENTAL VE t EN ESTRUCTURAS REALES 0 EN MODELOS. 

SI SE REALIZA UN· EXPERIMENTO EN EL CUAL SE SACA A LA ESTRUCTURA DE 

SU POSICION SE SACA A LA ESTRUCTURA DE SU POSICION DE EQUILIBRIO 

ESTATICO Y SE DEJA VIBRANDO LIBREt~NTE, EL REGISTRO DE LAS ACELERA­

CIONES QUE SE REGISTREN EN LA MASA TENDRA LA MIS~ FO:«MA QUE LA GRA-

FICA DE LA EC, 7. 

mrm 

gd:l 

SI DE DICHO REGISTRO SE !<l.IOEN ;_!(t + T')y }:(t) SE PUEDE OBTENER L Y, 

DE LA EC. (11), DESPEJAR A ~ 



¡;' 
6-i-<'Wo e a/c.'wa-r e/~;¿)~ /};/v.r*/ de w6.t"ac/O:., de /a 
esln.1c~ura n?a.J/r~ en /d S/9cN8-??'e r:;-.9u/'a: • 

1 
!, 
' 

¿ 

p h car/~ cJ/.;;.~r...• 

4tt d'~'//""z~,.,.,,;~"fro 
Jrcdv""/do /ar P 

-{: Home,.17& ~ /here/.:;;, dt>.- ~s 
=o/v;n ,.,J 

_7_ =' Hontlfnlo ..,.!~ /;.;er.:;/~ d.e/ 
7' S/j/em,;;. en-_¡OÚ" 

;¡;. k= 
GE".I 

h' 
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EJEMPLO 

A UNA ESTRUCTURA OE UN PISO SE LE APLICA UNA CARGA HORIZONTAL DE 

20 TON EN SU MASA, OBSERVANOOSE UN DESPLAZAMIEN'rO ESTATICO DE 0.2 CM, 

AL SOLTAR SUBITAMENTE LA FUERZA SE REGISTRA UN PERIODO DE OSClLACION 

1 
DE 0. 2 SEG, Y. QUE LA A."'PLITUO EN EL SEGUNDO CICLO ES DE O .14 CM. 

"' 

CALCULAR "'' w',f'1L y 1; 

1. DE T' '" ,2 2 n liJ' 
0.2 y 2 . o 100 TON • • • • K • 

0.2 • e¡¡-
" Ir IKg 

'E OBTIENE 

w • T'2 Kg/h 2 (0,2) 2 lOO 981/4n 2 0.04 X lOO K "' • • X X • 4 9. 7 
l 

• N • 99. 4 TON 

' . •' 2. ,, 
lO• 

RM ,, l l 5 • T' • 0':'"2 • SEG ' • T' • 0.2 • opo 

3. L • lo 
i) • 2 
0.14 

• lo l. 43 -o. 357 

L o. 35 7 . ' • h. • 2• • O, 0568 o ' • s. 68 • 
e"' ~ccr = ~;2/KM"' 0.1132 .¡roo x 99.4/981 1 

= 1,132 x 0,318 = 0,36 TON SEG/Cl·l 



14 ' 

EJEMPLO 

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTJ'D SUJETO 

A LA SIGUIENTE EXCITACION: 

ki) ¡ 

P.f-----··· 

~----
t 

Po 
X., T (1 - COSiolt); 

CONC•O 

kx - p o 

x .. c
1 

senwt 

Sf EN t • O, x • O Y X - 0: 

c
2 

~ -F 
0

/k y c
1 

• o 

P.bA 
B • FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA • ' • ( 1 - coswt) 

(~) 
B~IAX " 2 ' EN t - T/2, 3T /2 ... 

Al 10M, SI LA EXCITACION ES DE IJURACION 1 o· 

/(¡) 1 SI 1 <1 

) 
o 

'o coswt) X " k (1 -

' l ~ro ' 
1 

x(t} • T senoat 

' 
1 ' ' ENt.,t· o 'o 

>t o· 
Po 

f 
x(t

0
) ( 1 - coswt

0
) -, 

x(t
0

) 
~Po 

senwt
0 

., 
! 

CONDICIO-

NES INICl,',_ 

LES PARA 

1>1 o 
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SI t>t
0

, x =Acoswt' + B senwt' , CON t' a t- t 0 • 

EN t' = O ( t a t
0

), SE DEBEN CU~1PLIR LAS CONDICIONES INJC:JALES AN­

TERIORES, LO CUAL CONDUCE A 

A • y B • 

POR LO QUE ' . Po 
k ( 1 cos..,t

0
) coswt' ' 

Po 
l< senwt

0 
senwt' 

'o 

CUANDO 

8,.14~ " 
Z-~ l._ 

' 

Po /¡, coswt
0

)
2 

' sen 2wt
0 

sen(wt' • k 
. 

• ~ /zc1 "' 'o) sen(,.t' - B) 

p o 
"T 

' T 

"' (2 senTJ sen(wt' - 9) 

B~ FACTOR DE AMPLIFICACION 

"' ' BMAX = 2 senT = 2 sen(n T
0

) 

• 2 

. 

r;L MAXIMO +EL OCURRE DES-
MAXD10 OCURRE DURANTE LA EXCITACION 

PUES DE LA 
EXCITACION 

SI t
0

/T ES MUY PEQUE~O, 

B ) 



• y x~IAX " 

EN DONDE 

-m 

i = p t • AREA BAJO LA EXCITACION o o 

1-1'" 

EJEMPLO: EXCITACION DADA POR UN IMPULSO.-SEA UN IMPULSO APLICADO 

DU!l6.NTE UN INTERVALO DE TIEHPO 6t MUY PEQUEiilO, TAL QUE t.t/T,.<< 1: 

MJ" 

" .:r~!'uhc' J, ./¡(¿)dt 
o 

POR EL PRINCIPIO IMPULSO MOMENTO SE TIENE QUE 

" I = ! p(t)dt = mx 
·O 

EN DONDE lr. ES LA VELOCIDAD QUE EL IMPULSO LE INPRJME A LA MASA DEL 

S!STE~JA. DESPUES DE 6t EL SISTEMA QUEDA VIBRANDO LIBREMENTE CON 

VELOCIDAD INICIAL x{O) " ! , MIDIENDO EL TIEMPO EN LA ESCALA DE 
m 

t', Y CON DESPLAZAMIENTO INICIAL QUE PUEDE CONSIDERARSE NULO, DEBIDO 

A QUE EN El. CORTO INTERVALO DE TIEMPO H LA MASA ADQUIERE UN DES-

PU,zAMIENTO DE MAGNITUD DESPRECIABLE. EN TAL CASO LA RESPUESTA RESULTA SER 

x(t') m senwt' 

SI EL SISTEMA TIENE AMORTIGUAMIENTO, 

• - 1-sen .. t' 
m• 

x{t') "-1- e-~wt' senu't' 
m o 



___ { 

DONDE 

1. 

PRINCIPTO DE HAMILTON 

'z f qr-V)dt + 

'• 
T • ENERGIA CINETICA TOTAL 

V= GNERGIA POTENCIAL TOTAL, INCLUtENDO ENERGIA DE DEFOR­

MACION Y ENERGIA POTENCIAL DE LAS FUERZAS CONSERVATIVAS 

Wnc 2 TRABAJO REALIZADO POR LAS FUERZAS NO CONSERVATIVAS 

(TALI3S COMO LAS DE AMORTIGUAMIENTO) 

6• VARIACION TOMADA DURANTE EL INTERVALO DE TIEMPO DE t 1 

A e 2 

EN ESTE PRINCIPIO SE ASUME QUE LA VARIACION, Ox, DEL DESPLAZAMIENTO 

EN LOS INSTANTES t 1 Y t 2 ES NULO. 

EJHIPLO 

K 
C~:p(C) T• 

1/ 

1 • 2 
2 mx V • 

6Wnc • p(t)tix cx6X 

(' (p(t)6x - cx6x)dt 

'z 
J (mxóx - kx6x)dt + 

,, 
J (p(t) - ~x)óx dt ~ O 

'1 ' 1 

(ex+ kx - p(t))ox]dt = O 

(ES LA ENERGIA DE DEFOR­
~CION, UNICAMENTE) 



2 . 

INTEGRII:-iDO POR PARTES EL PRUIER TEitlliNO DE ESTA INTEGRAL; 

'z 
r mxñx dt B 

. 'z 
mx&x] ,, J 

'z .. 
mx 5 x dt ,, ,, 

POR LO 

'z ¡ r. 
,, 

PUESTO 

GENERAL 

L 

QUE 

., . 

' 1 z .. 
"J mx6x dt ,, 

e• kx + p(t)]ox dt = O 

QUf 6X ES ARBITRARIA, LA ECUACION ANTERIOR SE SATISFACE EN 

SOLO SI 

mx + ex + kx - p(t) = O 

m tx) 
'Ll{X.) 

L 

v(x,t) • •lx)z(t) 

APLICANDO EL PRINCIPIO DE HAMILTON: 

L 
1 J . 1 T• 2 m(x)(vt(x,t)) dx 

p 

ENERGIA POTENCIAL POR DEFORMACION: 

L 

V• t j EI(x)(v"(x,t)j2dx 

p 

d t) " t L [v'(x,t)] 2dx 

POTnNCIAL 

N 
1 

V • 
N 

DEBIDA A LA FUERZA 

t [v'(x,t)] 2dt 
p 

NORMAL: 

·-·· 



EN ESTAS ECUACIONES: V • dv/dt ; v• • dv/dx 

v"• d 2v/dx2 

3. 

PUESTO QUE NO HAY FUERZAS DINAMJCAS EXTERNAS, Y SI CONSIDERA~JOS A/.JOR­

TIGUAMIENTO NULO, ENTONCES 6\tnc • O, POR LO QUE 

,, 
[ 6(T-V)dt • O o ,, 

L t 
2 

L 

,f [J m(x)~1 G<,t) 6v 1dx -f EI(x)v"(x,t) 

o ,, o 

L 

+N J v'(x,t) óv'dx] • O 

o 

óv"dx + 

TO~~NDO EN CUENTA QUE 

v
1 

• V+ v
0 

, v"" W"Z, v' ~ ,p'Z v • lj!Z 

&v
1 

• óv , óv""' ,P"OZ, &v' ~ lj!'Oz, &v"' .¡.óz 

SE OBTIENE 

,', L L 

J m(x) ljo
26x 

.. 
J m(x) foóx ¡ ( z 6 z • llzv

0
(t) ,, o o 

L 

- ZÓZ f. El(x)(o,~")z6x + Nz6z 
o . 

dt • o 

INTEGRANDO POR PARTES LAS l'RINERAS DOS INTEGRALES Y flACTENDO 

L 

m "' r m(x)v 2 dx , !-!ASA GENERALIZADA 
•O 



o 
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L , __ 

K~ r EI(x) (~") 2 dx =RIGIDEZ GENERALIZADA SIN CONSIDERAR 
·o 

L 

K= f' EI(x)(W")zdx 

o 

FUERZA NOR/>!AL 

L 

NJ (~') 2 dx- RIGIDEZ GENERALIZADA CON N 

o 

L 

PctJ a FUERZA GENERALIZADA"EFECTIVA a - vo f m(x)<J¡~X 
o 

SE OBTIENE LA ECUACION 

' f 2 ¡~~· + kz- PctJJ6z ctt m o 

'1 

POR LO QUE 

. 
mz+kz•p(t) 

. 
CASO PARTICULAR. CONSIDEREMOS I:I•cte Y m•cte • m 

SEA ~ (x) • 1 . "' coszr ' EN TAL CASO: 

L L 

1 - 2 . 
1 ( 1 " 2 o. 228 r.iL m(t} dx • m . cos2L) dx • m • 

o ' o 

SI N= O: 
L 4 

k r El (<J>") 
2

dx El I 11
2 

11X 2 , El • • (~ cosZL) dx • 
32 L3 

o 0 
4L 

L .. 
p(t) ~-v (t) 

o J ID..¡. dx 

o 
"' (1 - coslL) dx =-0.364 

S ¡ IUO: 

4 L L - El 1 (.¡.') 2dx 1 rx1 2 ., ' N N C{r • 31 -:> .- • senzc dx 
L o o 



'/ 

' 

5. 

PARA CARGA DE PA~DEO: El • 
T L2 

,2 

CON LO QUE 
4 

K=nEI(l 
32L3 

N ) 
N" 

Y LA ECUACION DE EQUILIBRIO 

QUF.DA EN LA FORMA: 

0.228 ffiLz(t) · .. (1 • ~ ( t) 

LA FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL CORRESPONDIENTE ES ·" -

4 N 
~ EI(l·-,-) 

" • Kv 7.296 mL 4 
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SOLUCION AL PROBLEMA VE LIIB~AC'IONES FORZADAS 

A. FUERZA EXTERNA 

VEAMOS PRIMERO EL CASO EN QUE EXISTE p(t) Y QUE x0 (t) ~O, 

SIENDO p(t) ARBITRARIA 

•t 

PUESTO QUE dT<<T 1 LA FUERZA APLICADA EN t= "Z' PRODUCIRA UN INCREMENTO 

INSTANTANEO EN LA VELOCIDAD DE LA MASA IGUAL A 

y = p(T)d.­
M 

Y UN INCRF~ENTO INSTANTANEO NULO EN EL DESPLAZAMIENTO, ES DECIR, y~O. 

TOMANDO ESTOS INCREMENTOS COMO CONDICIONES INICIALES EN t=b. LA EC. 5 

DA COMO RESULTADO 

y ( t) = p(T)dr 
Mw' 

sen w' (t-d e-h(t-T) 

PUESTO QUE EL SISTEMA ES LINEAL ES POSIBLE SUPERPONER LOS EFECTOS 

0Cli.SIONADOS POR LOS I.MPULSOS APLICADOS EN CADA r QUE HAYAN OCURRIDO 

A'!TES DEL INS'r!INTE t DE INTERES; ES DECIR, 
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y (t) "' 
1 t -h(t-t) 

Mw'-~ p(t)e sen"'' (t-r)dt (12) 

l 
LA FUNCION Mw, e-h ( t- t) sen., 1 ( t-t) ,QUE ES ·LA RESPUESTA A UN L"1!'ULSO INS'l'AUTA-

NEO UNITARIO DE FUERZA, SE LE CONOCE COMO FUIICION IJE TRAIISFffi:ENCIA VEL 

SISTEMA. 

. t 
T= _·m. 

'"' 

LA SOLUCION DADA EN LA EC. (12) SE DENOMINA .INTEGRAL DE DUHAMEL. ES'!'A 

CONSTITUYE LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUI-

Ll3RIO; LA SOLUCION GENERAL ES: 

-he y(t) = Ae cos(w't-GJ + 
1 t -h(t-t) 
Mw'-~ p(de senw' (t-t)d-. 

EN DONDE A y 9 DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES DE DESPLAZAMil::tJTO 

Y VELOCIDAD, y(O) Y y(O), RESPECTIVkMENTE. EN GENERAL LA PARTE DE 

LA RESPUESTA DADA POR LA SOLUCION PARTICULAR ES LA MAS IMPORTANTE, 

YA QUE LA OTRA PARTE SE AMORTIGUA RAPIOAMENTE. 

B. 110VIMIENTO DEL SUELO 

PARA ESCRIBIR LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE 

EQUILIBRIO PARA EL CASO DE VIBRACION FORZADA POR MOVIMIENTO DE LA 

BASE DE LA ESTRUCTURA, BASTA CA!lBIAR p ( T) /M DE LA EC. ( 12) POR -X , _ __,o,_ 
YA QUE EN DICHA ECUACION APARECE EN EL MIEIIBRO DERECHO p(t)/M CUA~lDO .. 
LA EXCITACION ES P (t) Y APARECE -X

0 
CU.\liDO LA F.XCI'!AClON ES PO:l. 

MOVIMIENTO DEL SUELO. EN ESTE CASO 
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LA SOLUCION PARTICULAR ES, ENTONCES 

y(t) (14) 

EJEMPLO 

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD CON ~~OR-

TIGUAMIENTO NULO, CUANDO.LA EXCITACIONES LA SIGUIENTE: 

t • ' 

' • o 

t, X (t) =-
0 

O, SI t<O ó t>t • 
CONSIDERESE QUE y(O)cO Y y(O)aO. PUESTO QUE LAS CONDICIONES INICIALES 

SON NULAS SE TIENE QUE A=O (UTILIZANDO LA EC. (13) Y LA SOLUCION PAR­

TICULAR QUE SIGUE, EC. (A)): 

-1 
y ( t) = • ' ! a senw(t-r)dt s -a 

• ' f sen .,(t-r)dt 
o -· 

(1- coswtl SI O<t<t - -. (A) 

PA!tA FINES DE DISEflO ESTRUCTURAL ES IMPORTANTE CONOCER LA RESPUESTA 

W.XH!A; ESTA OCURRE CUANDO coswt =-1, O SEA, CUANDO 

•' o • • T -• ' -- =211 -• 2 
T 

'. 



". 

Y "JALE 

MAX {jy(t)j} o O~'r~2t . o 

PAQA t,t , O SEA, ·PARA T/2>t ES NECESARIO OBTENER LA RESPUESTA EN VI-
o. o 

BRACION LIBRE CON LAS CONDICIONES INICIALES _DE VELOCIDAD Y DESPLAZA-

MIENTO CORRESPONDIENTES A t=t : o 

APLICANDO LAS ECS. (5) Y (6) OBTENEHOS: 

y(t) -· [senwt
0 

senwt' (1 coswt
0

) COSidt 1 ] " 2 - -
" 

-· /sen 2wt
0 + (1 coswt

0
J 2 (wt' " - '"" -

' " 

y ( t) 
_,, 

senwt., sen (wt' ,, 
" 2 -

" 
..,. 

DONDE ,. " ' 
_, 

" ' 
_

1 
1-coswt

0 y " tan ( senwt
0 

EL VALOR UAXH!O DE LA RESPUESTA EN ESTE INTERVALO ES 

MAX{Iyftlll * 
,, 
2 
" 

"'o •eo-,- SI t>t 
o o T>2t 

o 

,, 
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EXCITACION ARMONICA 

CONSIDEREMOS AHORA EL CASO EN QUE LA ESTRUCTURA ES EXCITADA POR LA 

FUERZA ARMONICA 

p(t) "' p
0 

senílt 

DE DURACION INDEFINIDA, 
----~------

LA SOLUCION DE ESTE PROBLE~IA SE P.UEOE ENCONTRAR SUSTITUYENDO A 

p(t} = p
0 

senílt EN LA INTEGRAL DE DUHAMEL Y OBTENIENDO SU SOLUCION. 

SIN EMBARGO, EL RESULTADO LO OBTENDREMOS DE LA CONSIDERACION DE QUE 

PARA QUE EL MIEMBRO DERECHO DE LA ECUACION QIPERENCIAL DE EQUILIBRIO 

APAREZCA UN TE~~INO ARMONICO ES NECESARIO QUE EN EL IZQUIERDO SE 

TENGAN COMBINACIONES DE TE~INOS TAMBIEN AR~ONICOS, CONSIDEREMOS, 

POR LO TANTO, LA SOLUCION 

y(t) "' A senllt + B cosflt (14') 

Y DETE~~INEMOS LOS VALORES QUE DEBEN TENER A Y B PARA SATISFACER LA 
• 

ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO, PARA LO CUAL HAY QUE SUSTITUIR 

A y(t) 1 y(t) Y y(t) EN LA ECUACION DI~ERENCIAL. HACIENDO ESTO Y FAC­

TORIZANDO: 

(-Bn2 + 2hAI1 +w2 B) cos11t = {1: senl1t + O x cosflt 

P_~RJ\ QUE ESTA IGUALDAD SE CUIIPLA SE REQUIERE QUE 

2 
w

2A = 
Po 

-Ail -2h!lB • M 

-Bfl 2 + 2htlA + "2B • o 



\" 

• 

.. 

RESOLVIENDO ESTE SISTE!.fA DE ECUACIONES SE OBTIENE; 

SUSTITUYENDO A ' B EN 

' Po 

y !tJ 
-¡¡-

= 

' -02) ~ lo 

O, TAMBIEN 

:m DONDZ fJ = ANG TAN 

LA EC. (14'): 

. ' ' 22{(0-w} senQt 

• 4h o 

¡-ll¡ 
A 

2h!l 
2 2 = 

" -o 

- '" cosllt) 

ANGULO 
DE FASE 

DIVIDIENDO NU11ERADOR Y DENOMINADOR DE LAS ECS. (16) Y (17) 

SE OBTIENE: --------------------------------r -------

y(t) 

( l S J 

(16) 

117) 

' ENTRE ,.., 

( l. S l 

(19) 
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SI SE TIENE EXCITACION ARMONICA EN LA BASE DE LA ESTRUCTURA 

• • 2 
x

0 
~ all senllt, BASTA Ck~BIAR A p0 /M EN LA 

EC. (16) pOR -all 2 ; HACIENDO ESTO SE OBTIENE 

y(t) • 
(ll U>) 2 

• sen (0~-¡;1') (20) ;;, ,2 2 (k!!.¡ 2 ,, • 
" " 

FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA DE DESPL ... Bd • MAX 1 :iJ.U¡ 
' 

' 

o 

' FtG. l. CURVAS DE AMPLIFICACION DINAMICA PARA EL CASO DE FUERZA 
EXTERNA 

' 1 
d - ;; ' (1-~)2+ 

(21) 

" 

• 

' 

n 
w 

LOS FACTORES DE AMPLIF!CACION' OINAMICA DE VELOCIDAD Y !\CELERACION SE 

SC PUEDEN OBTENER DERIVANDO RESPECTO A t LA EC. (16) O LA (20), SEGUN 

SEA !'.L CASO. LOS RESULTADOS SO'.>!, RESPECTIVNlENTE, 

-' V 
y (2 2) 



"· 

EJEto<PLO 

CON UNA MAQUINA VIBRATORIA PORTATIL QUE PRODUCE FUERZAS ARMONICAS 

SE PROBO UNA ESTRUCTURA, AJUSTANDO LA MAQUINA EN LAS FRECUENCIAS 

RM 
~ lS SEG' CON UNA FUERZA MAX!I1A DE 500 LB EN CADA 

CASO. LAS AMPLITUDES Y Mli';ULOS DE FASE DE LA RESPUESTA QUE SE MID!:E·· 

RON FUERON: 

7.2 -3 ., 15 o (cos~\ o. 9 6 6 ,, : X 10 in, " • 

14.5 -3 ,, : X 10 in, ., : SSQ (cos~2 : 0.574¡ 

EVALUAR LAS PROPIEDADES D!NAMICAS DEL SISTEMA. 

HACIENDO: 

: 

a .. fl/w 

' ,. k-!l m 

' senjl'
1 -0.259) 

aen0'2 -o. 819) 

( 23) 

SUSTITUYENDO LOS VALORES EXPERIMENTALES DE LAS DOS PRUEBAS: 

k -

k -

= 500 (0.966) 

7,2 X 10 3 

= 500 (0.574) 

14.5 X 10 ><
k .. 100 ooo ~ ,, 
m • 128,5 lb SEGl -(). ,, 
.., .. fi= 27 ... ~g 



USANDO LAS E:CS. ( 17) Y { 23) SE OBTIENE: 

' . p0 sen~ 1 
2s1 kp 1 

1 

RESONANCIA 

DE DONDE ~ -u'SO~O"-!("Oc·.ó225>9L( ----::-,-
22;~9 100 000(7.2 K 10-J) 

23. 

= 15.7% 

CUANDO LA EXCITACION TIENE FRECUENCIA IGUAL A LA NATURAL DEL SIS-

TEMA, SE DICE QUE SE PRESENTA EL CASO DE RESONANCIA. DE LA EC. (20} 

ES EVIDENTE QUE SI 8=0/w=l SE TIENE 

y ( t) 1 • - a sen (Ot-,0) ¿s, ,, 

1 
O(Bd)res =~EN CASO DE MOVIMIENTO DEL SUELO y DE FUERZA EXTERNA 

SIN EMBARGO, AUNQUE ESTA RESPUESTA ES CASI IGUAL A LA MAXIMA, ESTA 

OCURRE CUANDO íl = "''º" EN EL CASO DE y(t) y ~ (t), EL MAXIMO OCU-

RRE, RESPECTIVAMENTE, CUANDO 

ll=w ' o " 
h-2~ 2 . " ,, 20%, LOS VALORES DE ESTAS íl NO 

DIFIEREN EN M" DE , .. 
EL MAXIMO VALOR DE ,, (PARA o • wÁ-2¡;i) " 

(Bd)MAX = 1 o = ('l/oa) 2 

2,Á-/ 
SI SE TIENE FUERZA EXTERNA O MOVIMIENTO DEL SUELO, RESPECTIVAMENTE. 

SE OBSERVA EN ESTAS ECUACIONES QUE SI t=O, (Bd)MAX = ~. 



2 4. 

SI SE ANALIZA LA SOLUCI0!1 r.ENERAL DE LA ECUAClON DIFERENCIAL DE 

' 
~!OVIMIENTO Pl>RA EL CASO DF. CONDICIONES INICIALES NULAS Y ~=1 SE 'l'IEN!; 

QUE: 

y ( t) -he 
~ e (A sen w't + A cos w1 t) 

Po 
--k coswt 

" 

DE DONDE, HACIENDO y(O)~O Y y(O)mO, SE OBTIENEN: 

A • 

POR LO QUE 

y(t) "' 

'· 

1 

" 
(/e 2, senw't + cosw't) - coswt] 

H 

-he 
(e -l)cosut 

u·l-
4~•1¡ 

¡ro;G .. 
7

,---

, ' ---L ·.,_ -- _ _[ ___ -_,¡_-- 2.; 
S; ~>0 J· ~·i -

SI ~=0, APLIC11.NDO L11. REGLA DE L'HOSPITAL, SE OBTIENE: 

____y__(__1:_l_ = 
1 (senwt - wt cOs<Jt) 

p~/'JC 2 

O S!:/"l., EL llAXI/10 DE LA RESPUESTA TIENDE A INFHIITO GRADUAL•1ENTE, 



• 

<\ ~~- / ----·· -----···--1. ', ·J " . 
' ¡ 
'' -\./ 

' 

CARACTERJSTICAS VJ,~AMTCAS iJE LOS REGISTRADORES VE SISMOS, 

25 . 

S! IA~E~CIO!'~ DE LA BASF. DE Ul1 INSTRUHENTO ES ARMONICA, DADA POR LA 

ECUACIO~ 

.. 
x

0
(t) ~a senrlt 

BL FACTOR DE N~PLIFICACION RESULTA SER 

' 
+ {2~!!¡ 2 

" 
PUESTO QUE LA FIG 1 CORRESPONDE A Bd' Y EN ELLA SE OBSERVA QUE PARA 

~" 0.7 f,E TIBNE Bd; 1 PARA O:;:fl/w ,::.0.6, SE CONCLUYE QUE EL DESPLA-
-·--

7,i\tliENTO DC LA tli\SA DE UN SJSTEIIA ES PROPORCIONAL 11 LA ACELERACION DE 

SU llASE, SI ESTE 'l'IENE AMORTIGUN1IENTO DEL 70% Y SI LAS EXCITACIONES 

QUC SE TRATl\N DE RE:GISTRAR TIENE).! FRECUENCIAS INFERIORES AL 60% DE 

L!\ 'I"Rl·:CUENCIA NATURAL DEL SlS..:FJ.tA. SI ESTO SE CUMPLE, EL APARATO 

EN INf;ENIERli\ SISIHCA LA HAXIMA FRECUENCIA !.Ji 11/TERES ES DEL ORDEN DE 

iO Cr>.<; ('r = 0,1 SF.r;), POR LO QUE LOS ACELER0'1ETROS TIENEN FRECUENCIA 

·-!NlUR/\L DE lG A 20 CPS. 



"· 

POR OTRA PARTE SI LA r.XCITACION DEL SUELO ES x
0 

~ a senOt, O SEA, 
. • 2 
x =-a O sennt, ENTONCES EL PACTOR DE A~PLIFICACION RESULTA SER EL 

SETlALADO EN LA ECUACION (2~), ES DECIR, 

,. 
d 

_ (0/w) 
2 

-¡/(1-(ll/w?) : (2~ll/w) 2 '· 

EN LA GRAFICA CORRESPONDIENTE SE OBSERVA QUE SI ~=0.5 Y n~w EL D~­

PLi\ZAMIENTO DE Ll\. MASA ES PROPORCIONAL AL DEL SUf'.LO: SI ESTO SE ------ ·- --- --- ----------- ·----
CUMPLE, EL APARATO, CONSTITUYf' UN _DESPLAZO!IETRO, CONOCIDO TAHBIEN 

COMO_..§_! '31:~9..! lf!:_I'_RO ,_ 

hJ' t' :~1 ' ~- ~~\o / ¡ \/7 ,; =J/6 
1 -0.< . !• ' .. r . 1 ·, __ '- ./ f, -=o. 2~· . t- . 1 o- ·~. ''·, J./, __ ,......_, J 

i t- -;~;}rrc-:''/~~~~¿;Y 
_,.,;:~/ ~~-- -;',"0-~ 

o -~_;._r..:---

0 1 '2 3 

DE1·EPJI1HJACION EXPERIMENTAL DEL A.'lORTIGUAIHEN'l'O DE UNA ESTRUCTUR_I\ ME------ -----------------·-
DI ANTE VIBRACIONES FORZADAS AftMONlCAS 

·----·------· ---·-·---··----- ·-·· ----



2 7. 

SI SE DETEWIINA Bd EXPERIMENTAh~ENTE MEDIANTE UNA SERIE DE PRUEBAS 

DE VIBRACION FORZADA CON FUERZAS ARMONICAS, Y ADEMAS SE DETERMINA 

'o' ENTONCES 

( 2 4 ) 

OTRO METODO PARA DETERMINAR '!; CON BASE EN LA CURVA EXPERHlENTAL DE 

Bd SE CONOCE CON EL NOI'.BRE DE "HETODO DEL ANCHO DE BANDA DE LA MITAD 

DE POTENCIA". ESTE SE BASA EN DETERMINAR LAS FRECUENCIAS QUE CORRES-

PO~lDE<l AL VALOI\ rms DE LA A!lPLITUO EN RESONANCIA, EL CUAL VALE 

SE OBTIENE: 

1 

;T 

ELEVANDO Aé CUADRADO AMBOS MIBMBROS: 

1 1 

8l' • 
¡r-a2 J ' (2~1>) ~ 

DE DONDE ,2 • 1 - 2< 
2 

' 
2,¡;-;;_2' 

[JE AQUI, DESPRr·:CIANDO EL TERMINO ~ 2 DEL RADICAL, SE OBTIENE 

a· 
1 

• • 1 2< 2< 
2 

' 
., • 1 ' 

"2 

' ' ' • 2 
1 ' ,, ,, 2 

' .2 • 1 ' ' ,' 
., ,, • 2, 



0. 

DE DO~DE 

' ,, 

-' 
" ;;_ _, , 

J 

'T 
-1 ¡­

' 
::: !_ 

' 

, .. ____ -·· 
' 

'( ~ . -
L_ 

• 
• 

" " i : 
' . ' 

' ' 

~ 8 . 

(25) 

_, 
·LO! :<Jtl ~rt 

r ~-. • ~ 
'L _____ , ·- _~___: ______ ¡_ ----~>c-~-

1 ,- .;"1.1 ~ 1 ~. "'5 J ,.,_ \_.n. 2 ~ 20. 4 2 :?t. ..í1. ' ,____!_~:'~ 

DE LA EC ( 2 5 ) AC o o, - n, 0.87 RAD 
o 

"G n, D 1 ., ., D D n, n, 0.87 • '"' '"' 2.18% ' 
o • o =39 .97 • 2 ' n, + o, 

I!ETODO NUI-!E!UCO B DE NEW~U\RK PARA RESOLVER EL PROBI,EMA DE VIBMCIONr.:; - ... -···-- -· ----~----------.- ·······---- -------··· ··- ····-·-------·· .. -
FORZADAS. 

EL /•IETODO QUE A CONTINUACION SE DESCRIBE ES ADAPTABLE A SISTEMAS NO 

LINEALES COtl VARIOS GRADOS DE LIB!':RTAD. 

PROCEDIMIENTO: 

.. 
SUf'O~r.lll'-10S EL VALOR DE Y i + 1 

.. 
' - ( 26) 



29. 

'· 
4. CALCULE~lOS UNA NUEVA A?ROXHiAC!ON PARA yi+l A PARTIR DE LA 

ECUACION DIFEREt!CIAL DE EQUILIBRIO: 

- y ) -

"' 
( 2 S) 

( 27) 

S, REPITA'lOS L-'1.5 ETAPAS 2 A 4 EHPEZANOO CON EL NUEVO VALOR yi+l 

!!ASTA QUE EN DOS CICLOS CONSECUTIVOS SE TENGAN VALORESDE yi+l 

CAS J IGUALES. 

SE RECmiiENOAN VALORES DE S DE 1/6 "'1/4 Y r.t.=.O,lT PARA ASEGURAR 

CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD. 

1 



30, 

·~· ·¡' ,_o ' 117! 3~j 

... 

CALCULAR LA RESPUESTA DE LJI. ESTRUCTURA APLrCA..'lDO EL METODO B DE 

NEWHJl.RK 

o • IK-¡:-~' • 

h • '" • 0.2 " 

TIJ~1ARE!lOS s=0.2 y " 
( 2 7 ) y ( 2 S J : 

y i+l • ,, • 0,1 

RAD 136-/4' • 3 SIT. 

• 
3 e 0,6 ' ' 
• o.' ,, o.lT) 

.. 
(y i • y i+l) 

+ 0.012y. + 
' 

'• • 3 • 2,09 SEC: 

SUSTITUYENDO E~ LAS ECS, (26), 

.. 
Q,OOByi+l 

EN t=O SABE~lOS QUE SE TIENE y: O, y= O Y y= O 

EN t:O + ~+;_ = 0.2 SEr.; SUPONGAMOS yi+l"' 5.0 I!I/SE>C;
2

¡ x 0 =-6 

Y • o 
i 

Y • o 
i 
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o 

ci vl+1 ~ ~ + 0.1 (o+ s¡ "' o.s ; vi+1 =o+ o+ o+ o.oos x s-= o. o• 
.. 
Yi+l =-1.2 X 0.5 - 9 X 0,04 - (-30 X 0.2) = 5,04 

o -· u 

yi+l = o + 0.1 (0 + 5,04) g 0.504 Yi+l = O+ O + O + 0.008 x5.04 = 

"' 0,04032 
u 

•• u Yi+l "'-1.2 X ·0.504 - 9 X 0.4032 - (-6) = 5.033 IN/SEG2 

ESTOS CALCULOS SE PUEDEN O~GANI~AR " "EDIANT!' UNA TAl!LA COMO LA SIGUIENTE: .. - • 

~~G ~ I~;~E:,2 ·--·-·-r··-I=~ 
,---,. ¡--··-

• -------
y y 

SEr;2 ING/SEG m 
. ··----- -------

o o 1 o o 1 o 
!--------------- ----
1 o 2 

--------f-------, --------
-6 5.0 000 

1 

40 

33 

34 

5. o 
5 • o 
5.0 

¡---­

• 

- ---~ 
- ' 1 f) • ,¡ -12 

' 
' 
1 
j·- --·--7--
! o. 4+ o 

'. o 000 

7 • 4 42 

34 

33 

67 

7.0 

----,--!..:.. s __ 
1 -4 . 4 

----- . -- ----- -------~---
' o. 6 o -6.0 00 

-5 . 4 64 

-5,5 50 

----

--··--. 

0,5000 

0,5040 

0,5033 

o. 5034 

l. 8078 

l. 7510 

1. 7602 

l. 7601 

1.7601 

o. 7134 

o. 7670 

0,7584 

• 
. 
. 

t = 0.2 + At = 0.4 SEG: x
0 

= -30 X 0.'4 = -12 

• 

1 

1 

1 

y~ = 5.034, yi = 0.5034, yi = 0.04027 

0.04000 

0,04032 

o. 04026 

0.04027 

0.26536 

0.26079 

o .26163 

0.26162 

0.26162 

0.51204 

0.51633 

0.51564 

. 

. 

. 
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. . 
SUPONIENDO yi+l =!!,DIJO SE OllTIENE• 

Q r ~ 

' . 
u 

" l ~• 

y i+l • 0.5034 ' o. 1 (5.034 ' 8.000) • 1.8068 

yi+l • 0.04027 ' 0.2 X o. 5034 ' 0,012 X S. O 3 4 ' 0.006 X ' • 0.2653~ 

yi+l • -l. 2 X 1,8068 9 X 0.26536 (-12) • 7 • 4 4 2 IN/SEG
2 

EN 0.4+ 
.. .. 

' • SOLO CNilliA y ' Yo. 4+ • Yo. 4- ' X o • 7. 533 - 12 • -4.4\,7 

EN ' • o. 6' v, =-4.467)' yl • 1.7601; y • 0.26162 

• 



ESPECTROS VE RESPUESTA ESTRUCTURAL 

1 
B. 

RECORDEMOS QUE LA SOLUCION DEL PROBL~~ DE VIBRACIONES FORZADAS CON 

EXCITACION SIS~\ICA ES 

'{(t) ~ -1 

" 
t ·• -¡;w {t-T) 

1 x (t-T)e sen w' (t-T)dT o -· 
DE h~ OBSERVACION DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE EL DESPLAZA~IENTO 

'lELATIVO, Y ( t) , ES FUNC IClN DEL TIEMPO, t, EL A'10RTl'';UAMIENTO, ~ , Y 

LA FRECUENCIA CI~CULAR NATU~L, w (O DEL PERIODO NATURAL) : 

y(t) :o f(t,<U,~) 

FIJE.'IOS UN VALO~ DE ~, POR EJEMPLO ~=O, Y LUEGO ASIGNEMOS VALORES A 

w, POR EJE'-lPLO O .1, O, 2. O. 3, ETC 1 HASTA CUBRIR UN INTERVALO DE INTE-

RES, Y PARA CADA CASO CALCULEt!OS LA FUNCION RESULTANTE DE APLICAR LA 

f:l'UACION ANTERIOR. CON ESTA OBTENE!lOS 

Y¡ (t) " f 1 ( t' o. 1' 0) " f:'¡(t) 

y2(t) " f 2 ( t' 0.2, 0) " f 2 ( t) 

y
3 

(t) " f 3 ( t' o. 2' 0) " f 3 ( t) 

SEA~ o, " M.II.Xjyl {t) 1 " D(wl'~l 

o, ~ ~·Ax¡y 2 (tl 1 • D(w 2 ,~l 

o, • ~-tAXiy 3 (t) 1 • D(w 3 ,~) 

• 
• 

,, 



~splolamiento relo1ivo, 
X(t),pu!g 

' 
' 

Má~ { ¡ ~(t) 1} = 3.28 pul11- e B· 3 5' c...-. 

Tiempo, r, seg 

Respuesto de un sistema amortiguado simple 
con T

1
= 1.0 seg y ~- "0.10, o! sismo de 

El Centro, Ca!., 1940, componente N-S 

3<. 

' 
' 



EN TAL CASO, LA GRP.FICA 

jD 

03 .. -· 
llj ·-· 

i ! ! ! 
_!_ __ , __ :_____________! ___ _ 

o .! .2 _3 _4 

35. 

ES EL _E_SP~CTRO VE ~ES~U_E_~TA ~E P._ESP~~3~'l1EI.fTOS PARA ~=0, SI ESTE PROCESO DE 

REPITE FIJANDO OTROS VALORES DE<· POR EJEMPLO, 't.:=0.02, O.'lS, 0.1, 

O. 2, ETC, SE OBTENDRAN LOS ESPECTROS DE DESPLAZAHIENTOS CO!t!l.ESPONOIENTES. 

DE MANE?~ ANALOGA SE PUEDEN OBTENER LOS ESPECTROS PARA OTROS TIPOS DE 

RBSPUESTA, TALES C0/.10 VEWClVAV RELATIVA, ACELERACION ABSOLUTA, ETC, QUE SON, 

R.ESPt:CTIVli!-1C~'f E 

.. 
v"' rtAXIy!tll ; 

''" 
-"-"' !1AXIX!tll~,w 

PSEUDO - ESPECTROS 

ESTADISTIC.MJENTE SE HA ENCONTRADO QUE 

• 
' " V "" = " 

v
2 o • • 

'A " " A = "" 
A 'v y ,, " LE' LLAMA PSHWOESPECTROS. 

( 29) 

( 3 o ) 

( 31) 

DE LA EC. (30): lag D ~ lag V lag w= lag V + lag T lag 2n 

OS LA EC. (31): log A_, log V+ log w= log V log T + log 2n 

ES"~AS ECUACIONES CORRESPONDEN A LINEAS RECTAS EN PAPEL LOGARITMICO; 

Ll\ PRI:1ERA CON PENDIENTE -1 Y LA SEGUNDA CON PENDIENTE +1, SI SE USA 

w COMO VARIABLE INDEPENDIENTE; SI SE USA T, LA PRIMERA TENDRA PENDIEN-

TE + 1, Y LA SEGUNDA, -1. 
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V 

~". ,. 
L''f ------ -- - -

EJEMPLO 

CALCULAR EL ESi'J:C'l'RO CORRESPONDIENTE A LA EXCITACION (CONSIDERESE ~=O) 

A xo 

.L ;-·- --·-!,-,--­
EN UN EJEHI'LO ANTERIOR SE OBTUVO 

y 

y{t) :: -a, (l - coswtl, SI O<t.Ot 
" ' o 

D"' 1-iAXIY(tl 1 

'• D • 

T 
; 0<-,<e ' ' ' o 

"" 
"'o 

(0<T<2t ) - ' o 

" T>2 t 

-t 

MAX!y(t) 1~ -, -,- o 
" 

'• "'o "' so • oD • !sen -,-1 ' SA = .v = 2alsen 2°1 
V t 

V 0 

so 
LIH. { at

0 

sen""T 
) = •t L'M • o 

v•O 
v•O "'o -,-

CASO PA!'l.'!'ICULAR: SI t
0 

= 1 SEG y a = 100 IN/SEG
2 

2 X 100 100 S - - T SI O < T < 2 SEf; V- 2T -u J 

T 



". 

= lOOT¡ sen _!_1 SI T>2 SEG 
' T 

LII-I SV " 100 IN/SEG 
T + • 

O> 100 o • 
~ 

" " ~ 
o 50 
• • 
> 

o 
~)\k> f\/\[A)?xJ,<~, 
" /" f\. /l'- / >?' 2'1 / 
P'..o~ ~-?/ / _ tG: 1 ~eg /f\. \ 1''- "'q;: 

u 
o, 
u 
u 
o 
~ 
o 
u 

" : 10 
~ 

R-: '/ /", o:JQOpulg/seQ 2 -",1 lX ""'- ·· 

" ,. x f>\ ,)< ./ A../f\)< 

O ~Y<~I~: /<l>\ :~ 'oo~l'i< 
AlJ\~0 ./::A" :e<~ 

50 /•' ~/l'o, )( IX f\. ¿' 

"y ~i? "!,. 
'/'. / "-o·.f<..''-L/\ ","')('.'. 

.x:/ !?\)"'[', >OW 1/\ .x~ X 
"'¿" vx"li ~ ~ v: 

)\; Q,, ~k/ ~~ :XK'/ 
. 

1 5 10 50 lOO 
Periodo natural T ,en seg 

Espectro no amortiguado correspondienté o un pulso rectangular 
de ocelerociones.Según N.Newrnork y E.Rosenblueth,ref 1 



" e 
o 

·E 40-
2 
e 

~ 
• 20 o 

39, 

Componente N-S 

t=o.os 

Periodo nolurol T1 , en seg 

Espectro de desplazamientos. Sismo de Tokochi -Oki, Japón 
(1968) • Según H. Tsuchido, E. Kuralo y K. SudO, ref 4 . . 



~ • <: 
!j 

• > 
o 

200-

E 150 ., 
•o 
E 

g lOO-

o 
e 
~ 50 
u 

-· > 

A 

1.0 -

40. 

Componente N-S 

Periodo natural T1 , en set;~ 

Componente N-S 

Periodo natural T1 , en seo 

Espectros de velocidades y de aceleraciones. Sismo de Tokochi­
Oki ,Japón (1968). Según H. Tsuchldo, E. Kurolo y K. Sudo, 
ref 4 
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"<" 
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-

1 ' 1 
, IJ 
' 
1 

. 

" .. .~; 
n ' . . 

. 

. 

Wv!: 1 . 
1 

' O L '··t .h. 1 

,, '' 1 
~ i 1 ' 

1 ' 
' 

Ace\erogromos originales del s1smo registrado el 

U·V-1962, en lo ALAMEDA CENTRAL, Mex. O. F. 

' ' 

r' ' 

·,.' 

1 

• > 



OISTRIBUCI'J/1 DE LAS FUERZAS CORTANTES EN UN ENTREP:::SO 

x 
{' K, 

' x, 
Xv 1 K, _( 1 

1 • X" 
1 . 

• 
V 1 

. x ...... 1 

1 ',(,_' 1 1 

óJ: K e el K 1 ,, 

1 
' ' "" 

42. 

K~ 6~ V ,. K 6 .. ,, 

" " ' 1•1 

" 
<Oe=====~POSICION DEL CENTRO DE RIGIDECES 

' Kl 
i=l 

~----·-

' 



"' 

• 
DISTRIBUCtON DE FUERZAS CORTANTES DIRECTAS Y POR TORSION 

X 

+ 



1 
1 
1 

·-

43, 

VEkMOS COMO SE DISTRIBUYEN LAS FUERZAS CORTANTES EN LOS MARCOS 

r, K' 
F3 K3 -----
F 4 K4 

V C. R. : 
x-+OJ • 

F K n-1 n-1 
-----

' 
' - -r-

~TK t§ 

.. 

:·OR LO QUE 

K Y! 
F o 

MTX 
., ' •• ' tK Y! ' K X' 

l( i J. y i 1 1 
' 1 

F i = Ki ó 

tF
1 

= tK
1

0 

F • K ; . , X. X . 

' ' 
F o ., K ' yi yi 

• " 

; o 

n 

' K, 
1=1 

• K '{! 
KÍ · 1 

• K " ,, ' 
Y' 

' 
' 

¡;MC.R • ., i 
HF Xj_ v, 

o 9 ( ~Kx Y1_2 
i 

= tt,.x 

' rK x' 2 l 
y i i 

K X' 
y 1 i 



' 

"· 

SISTEIIAS NO LINEALES VE UN GRAVO'VE LJ8ERTAV 

ECUACION DE ~IOVIHIENTO: 

• 
Mx + Q(y,y) = P(t) 

SI Q{y,y)=KY+CY 

; y " x-x _, OESPLAZA!UENTO RELATIVO o 

SE TIENE EL SISTEMA ELASTICO LINEAL 

MODE.LOS PARTlCULARF.S 

l. 

• 

2. 

RIGIOO-PLASTICO Q 

Q =-Ql + Cy, SI y< O 

Q • o, + Cy, SI y< O EN DONDE C., CONSTANTE. SE HA EMPLEADO COMO 

MODELO EN EL ANAL!SIS DE TALUDES Y CORTINAS DE PRESAS DE TIERRA 

Y ENROCMIIENTO 

ELASTO-PLASTICO Q 

[¿': 
-----, 

/ ~< ~o __ _/ 

Q = 0 1 (y) + Cy 

SE EMPLEA C0}10 MODELO EN EL ANALISIS DE ESTRUCTURAS DUCTILES, 

FACTOR DE OUCTI LlDI\D 

Y u = DESPLAZM\IENTO UAXH10 QUE PUEDE SOPORTAR EL S!ST0.1A SIN 

FALlAR. 

• 



). . SISTEMA BILINEAL 

Q 

CON ENDURECIMIENTO 

SE USA COMO MODELO PARA ANALISIS 

DE PUENTES COLGANTES 

~. TIPO MASING 

Q 

,./ 
1 

---r----~ 
CON ABLANDAMIENTO 

SE USA COMO MODELO DE SISTEMAS 

QUE SE DEGRADAN POR AGRIETA­

MIENTO (MUROS DE MAMPOSTERIA, 

POR EJE!1). 

Q (INCLUYE A LOS ANTERIORES COMO CASOS ESPECIALES) 

9 
t.s~uela.to de 
la e urva 

Q0 ~ FUERZA EN y ~ ~o 

y
0 

=-DESPLAZAMIENTO EN EL CUAL EL PROCESO SE INVIRTIO (y CAMBIO 

.DE SIGNO} POR ULTIMA VEZ 

CASO PARTICULAR DEL ESQUELETO 

"(Q_) r o, (IIODELO RA!IBER - QSGOOD) 

DONDE y
1

, Q
1

, " y r SON CONSTANTES POSITIVAS 
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EJEMPLO: CASO' BILINEAL 

EJEMPLO CASO ELASTOPLASTICO • 

Q 
• 

.-t--:,~)0 

METOVO e VE NEWMARK 

PARA EL ANALISIS DE SISTE~~S NO LINEALES SE PUEDE USAR EL METODO e 

DE NEWNARK DESCRITO ANTERIOR"'ENTE, 



EJEMPLO 

'-'-p~( l::.l_toco::.''""---, 
50' 

30 

o 

47. 

Q -lons 

ll.S375 C. m~ 

-!~J=_:-~-=-=--::_· -::_::_·.::·.::·.:·:.:·J •. ,;=====-- t ~a. 8 '!1 • 

.. 
ECUACION DE EQUILIBRIO DINNIICO , MY + Q(Y) "'P(t) 

P(t) Q(Y) 
y • '-'-""-;,¡"-"'-'-' 

" 
• cP~( '~''-i,'-"'~' yu_l '" 

PARA LA APLICACION DEL ~lETODO DE NEWMARK SE TIENEN LAS SIGUI)':NTES 

EXPRESIONES: 

CONSIDERANDO ht = 0.10 SEG, Y S = 1/6 SE PUEDE ESCRIBIR! 
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• • 1 .. .. 
yi+l • Y. ' "' 

(i'i ' yi+l) 
' 

(lp 

1 .. .. 
yi+l • yi ' yi (0,10) ' .,.. (2Yi ' yiH) (lii) 

EL PROCEDIMIENTO DE CALCULO ES COMO SIGUE: 

.. 
'" ASOME y i+l 

SE CALCULA yi+l CON LA ECUACION (JI) 

SE CALCULA yi+l CON LA ECUACION (II!) 

.. 
'" CALCULA UN MEJOR VALOR DE Yi+l CON LA ECUACION ( 1 )) 

ETC. 

PARA LA FUNCION DE RESISTENCIA Q SE TIENEN LOS SIGUIENTES CASOS: 

Q 

O o 

o ~o ~ m!Í,x 

1. COMPORTA!"llENTO ELASTICO o. 32 y TONS 

2. cruu;ro DE RIGIDEZ 
' 

o. "' 18 (Y-Y
0

l '''" 
3 • DESCARGA Q : Q -

'""" 
3.2 (Y!-11\X-Y) TONS 

ESTA ULTIMJ, EXPRESION" MANTIENE SU VALIDEZ HASTA QUE, (YMAX-·1') <2Y 
- o 



y
0 

" 0.9375 CMS ; 

PARA t""O, 
p 50 

y .. M = T "' 25 ; Y= O; Y,. O 
.. 

ler. CICLO 

.. 
SEA y 1+1 

_, 2 o COMO PRIMER TANTEO. EN TAL CASO 

o 1 (O + 25) 2.25 yi+1 = '20 • 

• o + 0.10 K o ' 
1 (2K25+20) y i+1 600 

2o. CICLO 

3er. CICLO 

Q = 32 K 0.1167 = J. 7330 

y 

'" 

y 
H1 

= 50- 3.733 
2 = 23.134 

= 23.134/2 = 16.567 

• 73.134/600. 0.1219 

Q = 32 K 0.1219 = 3.9000 

y1+1 = (50- 3,9)/2"' 23.050 

49, 

= 0.1167 



so. 

4o, CICLO 

.. 
yi+l .. 23.052 

yi+1 = 23.052/2 = 2.4026 

Y1+1 = 73,052/600 = 0.12175 

Q = 32 X 0.12175. = 3,8960 

.. 
y= (50- 3,8960)/2 = 23,052 ,, , ETC. 
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LOS CALCULOS BASICOS SE MUESTRAN EN LA TABLA SIGUIENTE: 

- .. • 

' p y y y Q 
SE!1S TONS CM SEG-l CM sEr.-1 

C!'JS TONS 
. 

r~·o so. DO 25. ooo o' 00 0.00 0,0(1 _____ , __ -- ----
0.10 50,00 

1 
20,000 2,2500 0.1167 3, 7330 
23,134 2. 4070 0.1219 3. 9000 
23,050 2.4025 0,12175 3. 3%0 
23.052 2,4026 0.12175 3.8960 

-· 
o. 20 50. 00 20,000 4. 5552 0.4722 15.110 

' 17,445 4,4270 0.46793 14.970 
' 
1 17,513 4. 4310 0,46804 14.977 
1 17.511 4. 43075 0.46204 14.977 
' 1 0,)0 50.00 lO, 000 5. 8060 0,98610 30,8750 

9,560 s. 7840 0,98540 30.8620 
9.569 5 • .7848 0.98543 30.8630 

o. 40 50.00 0,00 6.2630 1.5958 41.849 
4.0750 6. 4670 1.6026 41.972 
4.0141 6.4640 1.6025 41,970 
4. 0150 6.4640 1.60250 41.970 

-
0.50 - 50.00 0.00 6.6650 2,2623 53.846 

-1,9230 
-1,9000 6,56975 2,2591 53.789 
-1.8944 
-1' 8946 6,5700 2,25912 53.789 

0.50+ 5.00 -24;3946 6,5700 2.25912 53. 789 
---

o. 60 5. 00 -30,000 3.8503 2. 7848 63.251 
-29.126 3,8940 2.78626 63,278 
-29.136 3,89347 2.78624 63,277 
-29.138 3,89347 2.78624 63.277 

·····--- ·--
o. 70 5,00 -32.000 0.8.1657 3,025127 67.577 

-31.289 
-31,320 0,87057 3.02626 67.598 
-31,299 
-31, JOl 0,87147 3,02641 67,600 

----
o. 7278 5.00 -31.620 -0.00313 3,03850 6'7.818 

-31,409 
-31,420 -0.000352 :L 03853 67,818 
-31.4093 -o. ooo205 3.03853 67.818 

·----- --.. 
, t"'l).5 + SEG, ~y •-45/2 • -22.5 ,'. -22,5- 1,8946 :o -24.3946 
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CONTINUACION DEL CUADRO ANTE~IOR 

. . . • 

' p y y y Q 

. 
o. so 5.0 -28,000 -2,1449 2.959611 65.293 . 

-30,146 
-30. 000 -2.21708 2,957874 65.237 
-Jo.ils 
-30,117 -2.22127 2,95777 65.23~ 

o. 90 5. o -27, DO -5 •. 07712 2,59025 53.473 
-24,236 
-25,00 -4,97712 2. 59358 53,58!) 
-24,290 

. -24.294 -4.94182 2,59476 53.617 
-24. 30'3 -4.94242 2,59474 53.617 

1.00 5. o -14,00 -6,85782 1.99614 34.461-
-14.7305 
-14.7200 -6.89382 l. 99494 34,·123 

• -14.7120 -6.89342 1,99495 34,423 
. . 

EN ESTOS CALCULOS SE INTRODUJO t ~ 0.50 Y 0,50+ PORQUE PARA ESTE 

INSTANTE SE PRODUCE UN CAMBIO BRUSCO EN LA CARGA P(t) DE 50.90 TONS 

A 5.00 TONS, CON LO CUAL SE P~ODUCE UN C~~BIO BRUSCO EN LA ACELERA-

C!ON DEL SISTEMA Y, EN ESTE INSTANTE NO SE PRODUCEN CAMBIOS EN Y 

Y Y. EL TIEHPO t m O, 7273 SEG, SE INTRODUJO POR LA NECESIDAD DE 

CALCULAR LOS VALORES DE Y Y DE Q, PUES A PARTIR DE DICHO INSTANTE 

SE WICIA LA DESCARGA DEL SISTEMA, ESTA CONDICION SE ENCO!/TRO SOBRE 

LA BASE DE APROXIMAR Y A CERO, OBTENIENDOSE YMAX~3.03853 CMS y 

Q~IAX = 67.818 TON. 

EN EL CUADRO SIGUIENTE SE PRESENTA UN RESUMEN DE LOS RESULT~90S. 



"-
X 1 

' ! " 
X~ "' 3. 03853 -1 ' 

3.0 ' 1 

I/"' 
1 

o. ne s,, 
' ' ! 
1 ' 

z.o 

1/ " 

" p ( t) " M 

" 
" 

"X '-) 0.5 
' 

" 

LO 
1 
1 
' " 

.... 

o / ' 

o Q,Z D"+ D.b o. 8 - 1,0 
seg 



' .. .. . ! ' Y(supuesta) p y Q Y(calculado) y N O -T A S 
-2 ' -2 

_, 
Seg. Cm '"' Too Cm. Too Cm ,., '"' Seg· 

1 

. 
o.o - - 50.00 0.00 0.00 25.00 . 0,00 

0.10 23.0520 50.00 0.12175 3.896 23.0520 2. 40260 

0.20 17.5110 50.00 0.46804 14.977 17.5110 4.43075 

0,30 9.5690 50.00 0.98543 30.863 9,5690 5.78480- CAMBIO DE RIGIDEZ 

o. 40 4.0150 50.00 l. 60250 41.970 4.0150 6.4640 -0.50 -1.8946 so. 00 2.25912 53.789 -1.8946 6,5700 

0,50+ - - 5.00 2.25912 53,789 -24.3945 6.5700 - -CAMBIO DE CARGA 

0,60 -29,1380 s·. o o 2, 78624 63,277 -29.1380 . 3,89347 

o •• 70 -31.3010 5,00 3,02641 67 .600 -31.3010 0.87147 

0.7278 -31.4093 5,00 3,03853 67.81EI -31,4093 -0.000205 r Qlnáx, Ymáx. 

0,800 -30.1170 5. 00 2.95777 65.234 -30.1170 -2.22127 

0,90 -24.3080 5,00 2,59474 53.617 -24. 3060 -4.94242 

1. o o -14.7120 5.00 1.99495 34.423 -14.7120 -6.89342 --· ·--

'"' 3.03853 cms 
RESPUESTA MAXL~ 

"67.818 tons 

" •• 



CRITERIOS PARA TRAZAR ESPECTROS DE fJISf.'./0 EU.STOPLASTlCOS A PARTIR DEL ELASTICO 

1. CRITERIO DE IGUAL DESPLAZAMIENTO MAXIMO DEL SISTEMA ELASTICO 

Y EL ELASTOPLASTICO DE IGUAL PERIODO: 

Q 

Qe -----------,...-

~, 1 ~ 
!:1 ..... ~·¡-t~~ 

Q •Kyy· p 

-- YMAX - D 
' 

Dp • Do 

" 

• >Y y • ,np 

Z. CRITERIO DE IGUAL ENERGIA ABSORVIDA POR LA ESTRUCTURA: 

Q 

q, 

" 
" 

,, ,, ,, 
Kyeye K y f.:X • Kyy(Yp - Yyl 2 

2 

' 2 ' 2 • 2 ::r 
z:Ye ·-y YyYp Y y • YyYp 

' y 
2 

1 ?e)2 'J> 1 1 

' - ' 
• " - ' Y y Y y 

Y, 
• 12~- 1' 

y y 

• 

.. 

SS 



.. 

• 
Y, 

Y y 1211- 1 ' 

rJ n, 
Yy]MAx • n, • 

e MAX 
• 

12~- 1 ' 12 . 1 

POR LO TANTO 

y Q .. Q !1211- ,. 
p ' 

A.líORTIGIWUEilrO lfiSTERITICO 

SI SE UlerrA CD~ ~IPO PARA MEDIR EL ANGULO DE FASE I'NfRE lA AJEP.lA DE EXCI • 

TACION Y EL DESPLAZAMIENTO RESULTANTE, SE PUEDE EVALUAR EXPERIMEN­

TALMENTE EL AMORTIGUA."!IENTO DEL SISTEMA CON UNA SOLA PRUEBA ~DE 

VIBRACION ARMONICA EN RESONANCIA. F.STA SE LOGRA CUANDO SE AJUS1A 

LA FRECUENCIA DEL EXCITADOR DE TAL MANERA QUE EL ANGULO DE FASE SEA 

90", YA QUE: 



s "'o. 05 
~ 

• la o• 
~ 
~ 

~ 
-~ 

" ,. ---
~ 

;; 
~ 

" ~ ' -o j ' f3 ~ {;; 

• 
EN ESTAS CONDICIONES LA FUERZA DE EXCITACION QUEDA EN FASE CON 

LA VELOCIDAD DB LA MASA YA QUE 

y ~ A sen(wt 6) = -A coswt, SI e = 90° 

y y = Awsenwt 
. . 2 
y • Aw -coswt 

Y DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO: 

~ú\w 2coswt + CAwsenwt + K(-A coswt) • p0 sent.~t 

SE \'E QUE SE DEBE CU~!PLIR QUE: r----, 
• p 

o , DE DONDE e • 

DE LAS ECUACIONES ANTERIORES SE DEDUCE QUE: 

2 . 2 2 2 y • A .cos w 

y 

2 2 sen 2
wt p • Po • 

SUMANDO: • sen 2wt + cos 2wt 

(I) 

57 
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QUE ES LA ECUACION DE UNA ELIPSE CO~ LOS EJES COORDENADOS y Y p, 

AS! (fig 1): lf 
/ -- --l. 

-- --

\ ~l<:é4, wd 

'- --r--
1 

.Fir; 1 

-~ 
~ o 

~ 

¿ 
A 

f. 
T 

Fl(j 2 

)( • 2W~ 
A' 

J 

SI EL AJo.lORTIGUA]I1JENTO NO ES EXACTAMENTE VISCOSO, LA GRAFICA QUE SE 

OBTENDRIA DE p CONTRA y NO SERIA EXACTAI>!ENTE ELIPTICA, SINO ALGO 

COMO LA LINEA PUNTEADA AHI MOSTRADA. EN ESTE CASO SE PUEDE UTI­

LIZAR UN A~JORTIGUAMIENTO ViSCOSO EQUIVAWITE, DE TAL MANERA QUE EL AREA 

Wd, DE ESTA CURVA SEA IGUAL A LA DE LA ELIPSE EQUIVALENTE, Weq~nAp0 , 

ES DECIR 
·W 

\~d " 1rAp0 , DE DONDE Po " n! 
POR LO QUE, DE LA EC. (!) 

w, 
'ceq ~-",_ ,, 

"'"A-

.\DEMAS, '" • 
21KM' ;O 2K/w 

'eq • :._,_ 
'" 

m FIG. 2 
zw, 

.. 2(-2)/w, 
A 

ero 

DE DONDE 

{I I ' ) 



59 
• 

DE LAS ECS. (I) Y (II) SE CONCLUYE QUE EL FACTOR DE AMORTIGUAMIENTO 

VISCOSO ES FUNCION DE LA FRECUENCIA, w. 

EXISTE OTRO TIPO DE AMORTIGUAMIENTO QUE ES INDEPENDIENTE DE LA FRE-

CUENCIA, QUE SE CONOCE COMO AMORTIGUAMIENTO HISTERETICO, EL CUAL 

PRODUCE UNA FUERZA EN FASE CON LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA MASA, 

PERO PROPORCIONAL· AL DESPLAZAMIENTO, ES DECIR 

(III) 

'DONDE n ES EL COEFICIENTE DE AMORTIGUAMIENTO HISTERETICO. EL DIA-

GRAMA DE fa DURANTE UN CICLO ES 

PARA 1_ 

' 

PARA 

A X r¡JcA 

' 

" 2 

y 
A y 

wt 

SI SE CONSIDERA QUE LA ENERGIA PERDIDA POR lllSTERESHi SE PUEDE REPRE­

SENTAR HEDIANTE UN AMORTIGUAI:?OR VISCOSO, P.t-lTONCES, DE LA EC. (II') Y 

nr. 2: 

o (IV) 
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' 1 V!BRACION DE SISTEMAS DISCRETOS DE VARIOS 

GRADOS DE LIBERTAD 

Ejemplos de sistemas de n GL 

" 

~ //-/' 

' 

.2 

d ' 1 

1 
-----· 

~ 
? 

j'_ 

masas 

Caracter>ist.>cas: 

concentr>adas 
rigidas 

aolumnas solo se deforman 
lateralmente 

con una coordenada por ma-
sa queda definida la config~ 
l'.ación del sistema 

- equivale a: 

Además, la consideramos elástica,lineal 

Supongamos: 

aislemos una masa: 

y, 
- ---masas concentradas 
,/ 

d 6 

' ¡ p3(t) fuero zas concentradas ext~-
rieres 

= J: fuerzas resistencia elásti­
ca a la deformación 



"' ecuaciones condensadas ,, movimiento serán: 

r, • r e p 1 ( t l r) 

r, • ' e p 2 ( t) 

"' 
ri3 + r.,3" P3(tl 

c---J 
l__c---~ fuer:as asociadas al desplazamiento, 

NO al movimiento 

la determinación de estas fuerzas es un problema 

estático. 

Coeficientes de influencia 

1. Oe fle~ibilidad 

ror 

~ despl. 
coord. 

de la coord. i debido a una carga unitaria en 
j (desplazamiento y fuerza en = dirección) 

superposición 

,, e ,, o, • ,, o, • f12 o, 

x, • ,, o, • ,, o, • ,, o, inv . "' ,, • ,, o, • ,, o, • ,, o, 

2. De rigidez: 

• 
Y:,.:. 1 

= fucvza ton coordenada i por un desplazallliento unitario 
en coordenada j. 

' •. 



), 

"" superposiciOn 

o, ~ 

'" x, ' ,, x, ' ,, x, 

o, ~ ,, x, ' ,, ,, ' 'n x, '" 
o, • ,, ,, ' x, x, ' x, x, 

Desde luego (Maxwell-Mohr) 

La ecuación 2 tambien puede escribirse: 

o biell, en notación matricial 

(',\ ( X ' 

'" x, K13l 
' 1 

io,J • '21 x, 
K23 j x, 

l,o, ' ,, x, x, 1 x,. 

r atriz de ri· 
gideces 

Ponemos: 

(oi rK l 
. 
' ~ .·xr 1 • } . 

Claro '"" 
[x)-1 • 1·r·l • r, ·l e lJ 

Sustituyendo "' o (;) "' ecuaciones '" movirnit!nto: 

m 1 X 1 ' K11 xl ' K12x2 ' x, x, ~ p 1 ( t ) .. 
m2X2 ' K21 xl ' K22X2 ' 'n x, ~ p 2 ( t) .. 
m3X1 ' K31x1 ' K32x2 ' ';; x, • p 3 ( t ) 



o bien: 

:l 
.. 

rK11 ( xl) p 1 ( t ) r, o ,, ,, ,, 

' ,, hj" p 2 ( t l 1' ., , + l ,, 'n 
lo o ,, ,, ,, ,, 1 ,, P

3
(t) 

" "'J 

o también: 

• 

t'1 H • i' 1 H • h(t¡? (vibración 
{ J forzada) 

• ¡o¡ (vibración 
libre) 

1. VIBRACION LIBRE 

( 1. ~ ) 

Supongamos la sOlución 

jx{ = Ji. (A s-".~-pt-~ _' __ '_"n pt) 
constante ___.... ... define: es ca la:r ._.--
con t variación 

H y (t) 

armónica 
- amplitud 

tenemos: 

N • H ,, 
"' ,, • ' '" p ' 1 • ' y ( t ) 

{ xj • f '] ( Kp ''' 
,, - ' p ... P'l (!. 2) 

M r ,¡ ( -Ap 
, 

' 
, 

p' 1 ,' H Y(t) • '" 
,, p "' • -

• . ' ' 
Sustituyendo 1.2 en 1.1 y dividiendo ent:re Y(t) nos quedao 

o sea: 

( 1. 3) 

[E) 



' 

[K] H ' t•J H [K] H ' [•] H , p , p 

rMr1 X [KJ- 1 · ' pre x , .. ....,. •• p 
[•] _, [K] H ' H ' 1 "} : [K]-l [HJ ~r! , p ,, 

En las dos formas llegamos a un problema de VAC 

[e] 

Problema de valores caracteristicos: 

Dada una 11111tr>iz cuad!'ada de orden (nxn) [L], que represe~ta 

una transformación lineal de vectOI'I!S n-dimensionales, debe 
' 

encontrarse un vector ful que tr>ansfor111ado por rLl resulte 

en otro vector ). /ul en la misma "direcciOn". o sea, rL] solo 

cambia la roagnitud de ~~~r sin cambiar la dirección. 

,, 

El vector es un Vector caracteristioo (o eigenvectol") de [LJ.. 

).(escalar) representa la roalnción 'entre las "longitudes" 

tes y después de la transformación y para llegar a los v_~c de-

be tomar·valores de un conjunto de valores característicps 

(VAC) (o eigenvalores). 

El problema de encontrar frecuencias y modos 

considerarse un problema de VAC. (STD) 

7enemos 

natural.,s puad~ 
' 

(l. 3) 



Si en el sistema de ecuaciones 

¡. ¡ 
LA] es no singular, la soluciOn úni<.:a es la trivial 

singular. 

JoJ) de donde: nos inte,.esa el caso en que [A) es 

En este caso la adjuntalt [1} e:<iste y puede pr>e X 

por ella, ·con el 'resultado 

1 ' 1 l•l < H 
porque c.: J [• l < 

1 ' 1 ['] 1'0J (nxn) 

Puesto que 1• 1 = a , H no necesariamente es nulo, pero ,, 
•><• asigna. U!! valor dado a uno de sus elementos los demás que 

dan determinados en forma única. 

Tllmhien notamos que si r, 7 
1 ) 

y .,.; es una constante, entonces .,¡{x] es tambHtn solución. 

Por lo tanto, hay un número infinito de soluciones. Todos es-

t<ts se considerarán juntas y hablar>emos de una "solución" co-

mo un conjunto de relaciones entre 

Volvemos a l"r'l -_,' C•ll >,¡ " ---c,r ' 7 

los elementos H 
(l. 3) 

Al desal"rollar ¡r:l : O llegamos a una ecuación de ¡p·>do n 

' "" ' cuyas ralees son los VAC. 

- Como 

*Transpuesta 

**[A] es POS. 

[H] son siméiricns y positivas definidas*, 

de la matriz de cofactores. 

DEF. si fá_~ [AJ )'d>o para todo 

6. 



puede demostrarse que las ralees as la ecuaciOn caracter!stica 

' ' ' son reales y positivas. Las llamamos ·r 1 , p 2 ' • ••• ' p n • 

Las n frecuencias naturales son 

los termines positivos de las raíces y la más baja es llama-

da frecuencia fundamental. 

Para la gran mayoría de los casos de interés las frecuencias 

son diferentes entre si. 

Para c"da frecuencia pi existe una VEC asociado: 

' P¡ i ~ 1, ... , n 

o .sea para cada pi existe una soluciOn Jr? no trivial 

NormalizaciOn (solo conveniencja, sin significado físico) 

Varias formas; 

: :¡=í'/ 
0.2tf . 

(modos normales) 

,, 
" 

Los modos y frecuencias naturales del sistema son propiedades 

caracter!sticas derivadas de las propiedades de inercia y ri-

gidez cxpresad(\s por los elementos de [H] ' [K), 

Llamaremos matriz modal [R] a la que tiene los VEC, o vectoM 

res modales, como columnas. 



ORTOGONALIDAD DE MODOS DE VIBRACION 

Se dice que dos vectoroes Jaf y ibf son orotogonales con res 

pacto a la matriz simetrica rJJ si 

Demostremos que dos vector>es modal..es ~r~ i y jrJ j, asociados a 

frecuencias diferoentes ( .... f. r.) son 
1 ~ . J 

ortogonales con respecto a 

las matrices de inercia y elástica. 

Cada uno de estos vectores satisface " ecuación 1 . ' 

' rMllrJ [<lH ["J H • '--["<] i"J p • L. J 1 ,, 
" decir: 

' r, 1 
frh [<) {<! i rMl ¡,¡, 1 • 

{rL ,, • • -,[<] L • . - Pi 

pj [<] / '} j 
• ['] H, [M] fr$ j • -

1 -li7 {o); 
Pj 2 ~ ~ 

¡e¡; ' . 
poe X i ' j poo y fr~ i respectivamente 

' [ ~ ' 
CM1 

, . , . r H,l,JH, 1 H',f,JN, ,, :r' . H i •jo} lx,;o · • 
: -) ' J - ' 1 Pi 

2 

' 
(.) 

' ~r(~ r, 1 H, +! j [<] 11 j io/ J<J foj j 
1 . ' ,, . - l'j 2 

{rj i[l<]{r} j 

peroo como [<J ' [KJ son simetricas: 

Ír~ : [<] {o!, • !o¡: [xJio/ j 
' 1 ' ' 
~ ri ; r" l {roL 1 ' ' [<) '"l L - • "}i 

' 1 

. . ' roestando miembro a miembroo en ecuaciones {a): 

• 



y como ' ' '; 

Tenemos ecuaciones do ortogonalidad: 

¡ ,¡ : r' 1 H • o 
-' - - . ' 

( 'l: 
•i i ' ' ['] H; • o 

'" •• 

f•l ¡;;¡, [KJ H • [o j - > 

y la matt"iZ modal [K] 

Hagamos: 

H • [e] 1 ,¡ 
y sustituyendo en (a ) : 

C•l [•J H ' [KJ [•J ¡,¡ ·{o J 
prem ul ti p 1 i Cando ,., [•1' 

l ( 1 ' ' ., .-- - ' 
~ . - . - R' K 

--- l. ' 

'· 

(' ) 

(O) 

i # j 



Llamemos 

C•J NI C•l 
(RJ [K] [R] 

t:-~*] 
'K•] ,_, 

la e e (b) (p. lij) puede .ponerse: 

. ' ~ !! *_; 

'"" equivale 

• . . 
m u. ,, .. •• ., ,, 

- -• • '• " 

de las que 

• ,, 

F< 
" 

' 
• 

' ,, 
- - -

' k 

" 

-,., ..... , 
• ' 

Recordar que para 

" ' b • ' .. ' ' • ' ' • • ' ' p 

,, • 

'· • 

k • • 
o sea , "' '" tr>ans forma e ión 

',¡ • C•J ' 
aplicad" " la ecuación 

l'J H ' C<J 

r ,¡ 

' 
' 
' 

'y) 
) J 

H • 

10. 

)ol 
' 1 



.. 

hemos descompuesto un sistema de nG~ en n sistemas de lGL in-

deoendientes. 

Conside>:'emos el producto 

' . 1 

[<0 ' [•J ! ['J O<J 

'·" l _-r_;,¡ cont;~"" l«s frecuencia" naturales en la diagonal p<"lncipa.1 

El problema de encontrar fl"ecuencias y modos naturales equ! 

vale al de encontra!" la matriz [R] que diagonalice [!i] y 

de acuerdo con 

Las frecuencias naturales se obtendrán de 

c,'J-1 [''] • [''] [,.;¡-1 • 'IN 
~ 

Veámoslo "" otra for~:~a 

L'J \"' ' i ' 1-K l 
e • H • {P(t)J 

Sustituyendo ¡.¡ • [R1 fy) 

['1 [R]jyj ' [K] [RJ {y1 ¡,,,,¡ 



P" emu 1 ti p 1 i cando ''" H~ 

H: C•l C•J {Y! ' [K] l<U N H; ¡,,,,¡ • i"} j ~ 

. ) 
~-------- -

(") (') escalar 

En los productos (a) y (b] solo queda (poi' ortogonalidad): 

¡,¡ : ,-,] '"¡. 
) J ~ \ \) 
·-----···-

y paroa el 'modo j tenemos: 

o bien 

• .. • ' . 'i • K. ,, 
J J 

anl'lloga ' 
,, ecuación '" .. 

m X • k 

En (1.5) tenemos: 

• " P.(t) 
) 

• 
~ p j ( t } 

"'ovimiento para 

• ~ p ( t ) 

n ecuaciones independientes para nGL 

1 ecuación independiente para cada mo~o 

Para vibración lih<'e (lGt) 

" ' x+p x:O 
m 

( 1. S) 

J GL: 

"· 



• ,. soluci<'in es: 

' • ' oo• ,, • • "' " 
y para " modo j tendremos (Pj(t) 

'J • 'J o o• pj t • ' . ' 
Si '" (o) hacemos 

llegarnos <1. 

x(t) =X cos pt + 
o 

y en (d): 

(o) 

• o ) 

'"" '-' (d) 
J 

sen pt 

• 

cualquier configuración del sistema puede expresarse como una 

suma de formas modales multiplicadas por ciertos coeficientes. 

Esquemáticamente: 

1 

+ +· f- .... 

¡,¡ • fr~1 y1 1 "i J y' • i"l J y J 
+ .••• 

estática 
o (Y • y ( t) J 

dinámica 

1 ( ,¡ • ¡xc t )n 
\ ) 



En nuéstra expresión 

1- ' '' l. ....: 

íx{ puede no ser función de t, por ejemplo: 

' ' ¡-h 
·!-~ 
' ' ¡' l • 

donde i .¡ 
['] le~ 

l ' 

" "' vector 

(.t: i 

do constantes 

'"' prex [RJ "'' do " configul'ación 

De la ec. (e): 

En 1.~ también podl'iamos hacel' 

[ ·_1_, 1 ' 
" ,"j 

pero sigamos O tl'O camino, pl'ellultiplicando por 

r,¡: rH: {" ! ' ¡el['] !, ? ' [el {1, • ¡.¡ i • ,,¡. ,, ' ' J - - ' - ' J 

' i ' ' rf j [el H, ,, ....... 

' fe] No '. ' Í'li ' " 
Pol' ortogonalidad todos estos productos "" nulos excepto " 
tércdno 

1 /' ' '' . ' J 
l MlfrÍ?. 

• ' J 

¡, J 



de donde tenemos 

de donde: 

(coeficien,te de pa!'ticipaci5ñ) 

Ejemplo (vigas ,.~gidaa) 

IM¡o=l.<> 

,~~lc§_j]----60 T/cm 

"' "').o 1 ·120 T/cm 

J .130 T/cm 
·~li.~ 

Mat!'iZ de rigideces 

~'" 1 • t•/- K 

' '" 

--•B• J: ,, 
. . . ['] , -120 ' 

'"' -00 , "" 
- "" "" 

, -oo 

, 
'"' 

, 
"' 

5 

_, 

' 

' 
"' 
' 

:lton seg 2 

1. oJ cm 

¡l :.1, . ' 
' '/I'K"j 3 

, 
"" 

,, , -00 

,, , ' .,-...-.. ~.~· 
_, 

' 
3 - ' (T/cml 

_, 
' 



r 
"· 

~'] ['l] 
r, • n (t] 

, 
' l: u • - r • 

o 

"' (5 ' p '¡ _, o • 

" 
' 

,, 
' • p 1

(60 

[e] • " ["""' 
_, o 

- ' (3-l.S d) ' 
o _, 

( 1- d) 

1 ,¡ • o • " "' - u ,, • '·' ' - " • o 

,, • o. 3 5 

,, • 1 . 61 

,, • 3 • 5 l¡ 

f' " d· f, 
, 

21. o r, 4. se • • • 

f, ' 9 6 • S f, S e2 ~ frec..,enci<iS • • natu1•ales 

f, ' 212. 4 f, 14. 56 • • 

Modos: 

3. 2 es -1.47'1 



(Rl • - " 
r1.000 1 .o o o 1.oool 

1 l' "' o • 899 -1.044' 

3. 2 8 5 -1.474 o .li11J 
,- " [ R ]' [' J ['] ce .oo7l '-M .:J_ • • 19.629 o .03B 

o. 037 5.386 -0.014 

o. 006 -o .0111 3.804 ( 

Ej : 

i' L•J H, • -z ' 1~.6296 • 1"1 • •, - "'1 m. 

' ' ' 

[<J [ ,. [kJ L'J -• RJ • 60 6.899 o • o 42 

o "" 1 0.042 8.651 -0.040 

o . a 34 -0.040 13.473 

Comp•obación oom r '1 e'' • t 2 'l 
p ' ;¡ • 

• (412.209 o o ' ' 

l l o 519.749 o • t•' ,•J 
o o 807.970 

¡_,•] • 413.940 Ü"' O•.' 1 

o... 1 0"' 519.060 

o .•. O•. ' 808.380_¡ 



Modo 

En p. 

;-r- x, 
z 

'" 

,, 

,, 

,, 

i 1 x, 
1 

{r} 
' ['] /><.¡_ 

• ,¡ -

', 

• 
¡,¡' ('] /><.) 

• ,, 

• 
H, r'J 0.1 ,, 

0.930 CID 

0.051 CID 

0.026 cm 

• 

• 

• ' , . 
• ' , . Í'· l 
• ' , . 
'·' ' 6 . 4 o S ' 9. 8 S 5 

19.6 29 

2. O· t 2.697 - 4.422 

5.386 

2 • o . - 3. 1 3 2 ' 1. 2 33 

3. 804 

son amplitudes de los 
modo a 

18. ' 

• rl ; ! 

• 0.9303 C'" 

• 0.0511 

• 0.0266 



.. ~~ 

' 

Para obtener los desplazamientos ~e las masas debemos multipli-

car por las ccnfi¡uraciones modales: 

H, 
11. o ? 

xii" ~ y 1 [ t) =¡2.1355 
3 • 2 8 5 

0.93 COS 4.58 t 

'" 
~ ' , {~ 2 

y 2 [t) : o. 899 1" ¡ 
(-1.474 

0.051 cos 9.82 t 

xi3 
~ )"j' y 3 ( t) f' 00 ) ~:~~~¡ 0.0266 cos 14.56 t 

y sumar. O "sea los desplazamientos xi(t) de las masas serán 

l•<<lj ~ [RJ !y<<>] 

x
1
(t) ~ "u y 1 ( t ) ' "" y 3 ( t) • "" y 3 ( t) 

x
2
(t) ~ 

"" y 1 ( t ) ' "" Y
2
(t) ' "" y 3 ( t l 

x
3
(t) ~~ "u y 1 ( t) • "" y 2 ( t ) ' "" y 3 ( t) 

Otro ejemplo 

t~-k -~~-1· . -- _ _,... 
o -t 

La ec: 

' X t p X : 
p { t ) 

• 

y para CI = O la solución 

' ' 
' 

(1- cos pt) 



Tenemos ahoi'a el problema de encontrar la res.,uesta de 

!1 

'-----· 
Para " modo j : 

.. 
1' yj • Y. • , 

• '· y • • _LO. (o -, ,, ,, 
CÜlculo de • 

'; 

• i"]; ,, • 

modo 

1 • ,, ,, • p1,_..11 • 
1 ' 

'1 
,, • P1r12 • 
• ,, ,, "P1r13 • • 

' 

Ahora bien, 

~(t) "4.:> T-. 

• • '· ( ' ) '· • 00 • ....... cuya solución es: 

'· ' , , 
• 

' m Pj t) • ...J.e... , ,, 

{ P(cl) • 1"1 ; 

' 

p 2r21 • 'o "" • 

p 2r 22 +P3r32" 

p2 r23 t 'o 

• '· , 

r 33" 

' '; 

• '· , 

t'i i 20 
60) 

360+256. 2+197 .1 • 813.3 

3G0+107.BB-88.'t • 3?9.~8 

360-125 .281"24.66 =259.98 

• + '; 

20. 



' 

. . 

de donde 

Yl(st) 

Y2(st) 

Y3(st) 

• ,, 

y, finalmente: 

813.3() 
1. 973 , , om 

" " :19.629 

379.48 , 0.730 , 
'" 965 • 5. 386 

259 .3B o . 3 2 1 , , 
'" 212.4x3.S04 

{ 1- e<.><> Pjt~) ~tenemos: 



tXCITACION SISMICA 

A. Sistemas 1GL ,._,¿ /"'1 

l~~¡;~ 
" ( t l 

•• 
mxtkxtP(t} (' ) 

para CI 1 

sen pt t 

O la solución de (a) es: 

. 1 j' 7p "P(Z') sen p(t-"l>)d~ 

m(i + ~) + k x = O 

o sea, 

.. 
m x + k x = - rnü ( b) 

.o~ la comparación de (a) y (b}, la solución completa de ésta 

es : 

x(t) = x
0 

cos pt t 

• 
'o 

' 
r' 

sen pt - ~J. \l(z_) sen p(t-~) dZ 

11. Sistemas de nGL: 

= -m
2 

ü ¡-o
1
ii 

\ -mn u 

"· 



.. 

Es decir, teneDos: 

r•l 1'] r'l H Í''' >j . ¡ •] .. • • • " - -
sust. H • ['J¡,¡ 

C•l['] !>J • [ «] c'J ¡,¡ • 1:<' ~ • -H Ü(t) 

' pre x 1" J j 

' por ortogonaliduC: 

' queda: 

' • ' • • .. " . ,, • '- ,, • ,, • ,, • •• " ' ' ' 
'" solución "' • O) " esta ecuación es : 

• Pa:t>a ,, 
[,; y j ( t ) ' ( ,1;) sen 1'jCt-¡)d;; • + jMj ' 

' Para u J: 
t 

y j ( t ) • ' j e; "' sen fjCt-r,)cl,'. 
f j Hj 

u. 
:J 

• ' 



que puede escribirse: 

• . , 
+y.cosf.t+ 

oo ' 
sen f. t 

' 
téi'minQ/a 

para 
CI ~ O 

Una vez obtenidos los elementos de jY} solo falta pi'emul­

tiplicai' ~or [R] para obten·ecr fx/ 

GENERALIZACION DE LAS CONDICIONES DE ORTOGONALIDAD 

Tenemos la eouaci6n: 

que convenimos en esocribil' en la forma: 

' (K-p!Ox=O 

como los vectores modales la satisfacen: 

' " . 
, f~ M "· ' ' ' 

y pi'emultiplicando por: "- MM-l tenemos: 

' 

( . ) 



. ··~. 

• 

que puede escribirse 

y asi podría seguirse para llegar a·. 

'" forma 

o 

En (b): 

~. - ' 

' o, 

an~loga 

' " . ' 

o. 

' 

_, 1 
M(MK)r.=O 

i 

podemos obtene>' 

(KF /- " o. 
i 

• o 

_, 1 
(K " ) ' o. • 

i 
o 

(en (e), con loo2) 

Q o-/ J.!(H-lK)-1 o " 
,-> 

" 
!2:-o " 

_, " 
(M K) • " 

J.• " (M-lK)1 • " 
,-> 

' • 

R o 2 " (M-1K)2 • " 
,-i K ,-' 

e. , " (M-1K)3 • " ,-> 
' 

,-> 

o 

' 
' 
' 

(L) 

(o) 

" ' " 

• K ,-> 
' 

M-11(,. K ,-> 
' 

,-> K 



''· 

VIllRACIOil LiliRt: y rORZADA DE SISTE:HAS DE N GL CON AMORTIGUAMTENTO 

La,:¡ ecuaciones ,. equilibrio diná!Ilico son: 

hl • h} • h} • je<•>} ( o 1 " 

'" tenemos: 

hi • [>) 1'1 

i'c] • ['] H 

' ahora hacemos 

\'.) • GJ i'J 
donde 

y cij = fuerza de amortiguamiento en la coordenada i debido a 

un" velocidad unitaria en la coordenada j, 

1 !____._ __ _j 

'¡--·---
1 ~---1 ·~· . • 

! ¡_~=j 
¿ 1 ·-- .. --¡ 

' 
La ecuación de movimiento es 

[<] {•] 

• 



Hagamos: fx}=[R]fy}preruultipl'icando por {rj; 

Para desacoplar estas ecuaclones debemos tener 

; ']; [KJ{r)i " o 

i ~ J 

} ortogonalidad 

cier-co por 

i']; [e} i'] i " o ¿pero ésta? (al 

1" admitamos que se cumple: 

Yo definimos 

('); [M] {rj j " M' 
' 

jr]; [K] fr} j " " J 
y ahora 

y nuestra ecuación para ~1 modo j queda: 

M*.Y.+2e.f.M~Y.+f~M~y. = p_,;, 
JJ JJJJ JJJ J 

o bien: 



Como las soluciones para un sistema de 1GL (cuya e e. es 

•• ' 2 P(tl¡ x+2Bpx+p x = ---­
m 

ya las conocemos, solo nos falta saber 

cómo debe ser [e] para que se cumpla 

~ ~ j 

adernús, claro, de 

y 

Lo •o. ,,, se satisface '" 
i) [e] " pr'oporcionala [MJ o • [K] 

iil [e] es una combinacion lineal de [M] y [J<) • o 

sea: 

[e] ~ 'a [MJ ••, [K] 

esto es muy restringido. 

iii) En forma más general: 

[e] ~ [M] Co1 [M-1KJ l ~ e [el] 
~ 1 

pue,; ya sabemos que todas loe posibles formas 

[M) [M- 1K) l 'o" satisfactor>ias y 08 .1) ., 
una C. L de matrices de este tipo. 

''· 

,, ) 

{38.1) 



La selección adecuada de dará a [e] las propiedades de-

seadas, o seaJpodr'emos dar' valores específicos a lo~ el~mentos 

de [é] ¿Cuáles le damos? 

-----
Asig"namos un cier-to valor' de S d caCJ. moC-.:J. 

De38.1y A 

Por' Otra parte, para vibración 1ibr'e: 

CK-fjM Jr j 

Kr; o t• 1 .Mr ... fT 
J J J 

premultiplícando por 

es decir 

J ' =·""· TJ J J 

o o 

r; o FMrj 

y así podríamos llegar a que, para cualquier 1: 

(36.2) 

(3~.3) 

29. 



De 39.1: 

y sumando sobre 1: 

pero ya ceniamos que 

de donde: 

Ceo '"' 
oor para 

1 
2S .f .M>'; 

J J¡J 
1 

o valores do 

lo' o valores 

la ecuación 

'i para 

do a, 

= eh 
al ---­por 38.3 

lo' o modos podel!los 

y formar nuestra· [e] 

39. 1 

resol 

000 



--

• 

• 

[e] 

Por ejemplo para nuestra estr>uctura de 3GL asignemos: 

e. • 0.10, Bz = o. 05 • ., • 0.02 • 

e, • o .1 o • 1 
[al <t~) -l +a o(·~~.) o +al cf~) ·] '1';" 

e, • O. o S • 1 la' (/>l)-l+a cf2¡0+a cf'>'l '1';" -1 ' 2 . o 2 1 2 ~ 

e, • o. 02 • 1 la ¡{>>¡- 1 +a cf'> 0+a c-} 2 )~ .'fl -1 ' 3 o 3 1 3 

o, en forma mati'icial: 

~~:~~J=} 
(o.o2) 

al resolver para ., 

llf, t, 
1112 1'2 
111'3 +3 

resulta 

• -1 

'o 
'1 

En p. tenemos que para CI = O y B = O, pdra excitaci6n 

sísmica 

' . . 
P ~,.J0t U ( i,) sen P. (t-1.)di: 

j 'j u J 

coefici~~te de participación 

)1. 



y podemos poner: 

m 
rm.r>~­

i~l l- l-] 

en la que Cj est~ definida arriba y 

Además, t~nemos 

o """ 
(X1 \ r11 r12 ..... I' 1 j · · · · ' r 1 n '1 ,, 

r21 r22 r2j · ' · · · r 2 n ,, . ..... 
xi ~ 

"") r 
"1 

r 

"' 
..... rnj • • • ' • r nn '" 

~ 

"· 

• 

t, 



tt .. 
o 
l: r .. "Y· = 

j=l --J J 
" 1: r .. e z.(t) 

j=l J.] J ] 

De aqui (sin sumar para todos los modos) 

De esta ec. pasamos a: 

" ~ r .. c.s, 
j=:C J.) J 

n S 
• • = ~ r .. C . ..l>r 
j=l l.J J·rj 

l •. 1 ' 
'~· PROB 

=II:<Ix .. ¡ )2 
l.J max 

J3 



• 
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VIGAS DE CORTANTE NO AMORTIGUADAS 

SO~ SISTE~!AS CONTINUOS CUYOS CAMBIOS DE PF.!'<DIENTE SON PROPOR­

CIONALES AL CORTANTE QUE ACTUA EN LA SECCION. 

SF.AN m y p LA MASA Y FUEI<ZA EXTERNA DISTRIBUIDAS POR UNIDAD DE 

LONGITUD, LA RIGIDEZ POR CORTANTE: 

k ~ FAG 

F ,. FACTOR DE FORMA 

A • AREA SECCION TRANSVERSAL 

G • MODULO DE ELASTICIDAD DINAMICO AL CORTANTE 

" rndX 
,z X 

7 
' 

POR EQUILIBRIO: 

" dx pdx 
,z X 

o • m -dx • ox ,z 

o2x k 
a 'x 

- p{t) -( 1 ) m ,z - ---,: 
IX 



LA EC HOMOGENEA QUEDA (CON p•O) 

(2) 
2 . V 

ESCRIBIENDO X (t) 

v2 " z, o, z, 

" 

o ; 

• Z
0 

(X) s
0 

(t), 

o • o 
" 

.. 

2 • 

LA EC (2) QUEDA 

" z 90 (t) v' z, 9
0

(t) 2 z, 
9

0 
(t) r· o .,) 

n (t) 
• V -. v, • CONSTANTE o z, 

" 
2 

2 " V 

·> o • V o, • o z, • ...!!¡ • o 
" " v' " 

e, • scnw
0
(t-t

0
), z • A sen"'n (X-a

0
) 

" " V 

x, • A, senl:"cx-a 0 )]sen~0 (t-t 0 )], n~l ,2 ... 

LAS CONSTANTES a0 Y "'n SE DETERMINAN EN CADA PROBLE~~ EN FUNCION 

DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA 

CONDJCION DE ORTOGONALIDAD 

L 

J x
0

(X)xj{X) ·o_. SIn-,¡ J 

o 

EJE~1PLO 1:. CUERDA VIBRANTE DE LONGITUD L Y EXTREMOS FIJOS: 

E:\ EL EXTREMO X"'Ü SE TENDRA 

(3) x(O,t) • O j ~·o,l,z, ... 

( ., 

' 



3. 

E~ EL EXTREMO X • L SE TENDRA 

(4) x(L,t) = O 
'n L 

:) V '" nn n' 1,2, ... 

PUESTO QUE EN LA EC {3) SE TOMA j"O, YA QUE j=1,2, .•. DAN LA MISMA 

SOLUCION, LO CUAL CONDUCE A an = O 

DELAEC(4): n ~ 1,2, ..• 

FRECUENCIA FUNDAMENTAL 

SI n•l 
1 " . , • T 'n • n ., 

' 
y TI • 2L 

T • 
TI 
-

V n n 

LAS CONI'!(:URACIONES MODALES QUEDAN: 

CONDICION DE ORTOGONALIDAD: 

L 

1 • o 
' 

SI ' 1 J 
o 

EJBIPLO 2: VIGA DE CORTANTE APOYADA EN X ~ O Y LIBRE EN X " L 

DE x(O,t) " O ~ an = O -J=====:_::jJ~ Y. 'e: o ' 
DE x' (L,t) = O (PUESTO QUE EN X • L SE DEBE CUMPLIR QUE LA FUERZA 

CORTANTE, S, SEA NULA), 

x'(X,t) 



x'(L,t) 

o . , • V 
[ 

SI n" 1 , ., 

"o • 

• 

" 2 

• 

o • '"' 
(2n-1) 

,y 
~ L.""2 

"'l (2n-1) 

Tl 
5 

wn.h 
•) 

•,L 
+(Zn-1) • 

" " 

" • 1 ' 2 ' ... 

Tl 
4L • 
" 

T, 
Tl 

"2w 1 

, ETC. 

DISTR!BUCION DE CORTANTES: 

S • k 
" '" senw (t-t ) 

" " 

r 1 
'· ~· \ ,..._....,.. ' 
' ' . \• 1 

., 
. ' 

1-
',:' ",...-.s '¡ 

' 
1 ' \ /1 ' ' ' . 

1 '~5 
,. 

' ' 

1 ,' ' 
' 

,. 
' " ' ' •" ' ' ' . ' 

~,./..., 1 1 
~ 

ler. MODO ( FUNDAMGNTAL) 2o. MODO 

4. 

T ' ' . ·, 
' ' 
l;~-

' ·~· ' ' \ ' '· ,. 
' ., 
' \__...-5 ' ' _,.)?7 l 

3er. MODO 



• 

S • 

VIBRACIONES FORZAVAS EN VIGAS VE CORTANT[ 

.. 
SEA x (t) LA EXCITACION DH TERRENO. LA RESPUESTA, x(t), DEL 

o 

SISTEMA ES 

(3) X (t) 

DONDE 

• . - ' 
n""l 

L 

o 

4 

TAREA: DEMOSTRAR ECS (3) Y (4) Y ESTUDIAR SECCION 3.15. 

EJH!PLO: CALCULAR EL LIMITE SUPERIOR DEL CORTANTE EN UNA VIGA DE 

CORTANTE A CUYA BASE SE LE SOMETE A UNA ACELERAClON CONSTANTE, 

"· 

EL ESPECTRO DE ESTA EXCITACION ES V 2 a/w 

POR LO TANTO~ 

S 8aLm 
< ----,-­

< 

• 

' n= 1 

• 
' ( S<k ~ ¡; 

o•l 

" 

:~ sen :n X) lv 

4k ' -"x 
" 

• -;;-¡¡ 
sen frCZn-l)X 

(Zn-1)[ fC2n-1) 

1 
"' (Zn-1) 

(2n-1)"f1X 
2L 

EN x~o 



-
' -~1 --., • aLm 

n-1 (Zn-1) 2 

il 
1 ' s---..¡ 

/ 
/ 

_j_ 

'· 

• 

• 



n. 

• 

VIBRACION DE VIG,\S E!\' FLEXION 

> 

' 
"E T(:z), I'TI(~) 

SUSTITUYE~DO (2) EN (1) Y SI~1PLIFICA.t./DO: 

.V • ' 
,z, 

p -
,2 " 

' • Vdz - (" • ~ J) • o '" • V " ' " 

( 1 ) 

(2) 

(3) 

(4) 

(DESPRECIANDO LOS TEIL~!INOS DE SEGUNDO ORDEN DE LOS ~~0~1ENTOS 

DF. p Y f
1

) 

SUSTITUYENDO (4) EN (3} SE OBTIENE 

TmlANIJO EN CUENTA 

2 
.!2.) + 

' ' 2 

QUE~ • 

" 
OBTIENE FINAU1ENTE 

( 4 • ) 

(5) 

q 



b. A110RT1GUAMIE'ITO VISCOSO 

FUERZA DC AMORTIGU~~IENTO POR 

VELOCIDAD TRANSVERSAL ~ 

,, 
- e at 

e (z) ax 

" 

2. 

( 6) 

FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO POR bEFQR.\!ACION DE LA VlGA. 

ACEPTANDO LA HIPOTESIS DE NAVIER DE DEFORMACION PLANA 
o< 

·:--y'"-i a-= ~N· 

+- d~-+ 

~4amort " J oyda 

cd• AMORTIGUAMIENTO 

POR DEFORM.ACION 

I~CORPORA'IDO EL ~!OMENTO DEBIDO AL AMORTIGUAMIENTO EN LA 

EC. (5) 

(I:I e~= p 

" 
SI LA EXCITACION ES POR MOVHHENTO DE LOS APOYOS, 

DEMOSTRAR (CLOUGH y PENZIE:..', PAG 

,, ~ ,', (El + Cdl ) • ;;;z • 
" 3z ot 

EN DONDE 

. ' 1 
a2xs 

• (El + cur Pefect "' ~ 

X(t,t)~ xest(z,t) + x(z,t) 

'" 

2 
m" 

"' 
• 

a3xs 

" H 

303) QUE: 

" ,_. 
pefect. " 

¡¡2xs " ) ' m-- . 
' "' H 

( 6) 

SE PUEDE 

(7) 

• 



3. 

x 5 "' Df:SPLAZAMIENTO PSEUDOESTATICO OCASIONADO POR EL MOV. DF. 

LOS APOYOS DE MANERA ESTA TI CA 

x • DESPLAZA!.tiENTO DINAMICO 

1 ¿- ' SI SE TIENE UNA ROTACION Y UNA TRAS-

LACIO~ POR APOYO: 
\ f· . 

~· r~+ ti~ '"--'::-='J,s, 
-~ ~~~L. S\2 ' . ~ . 

1 ___ __... • l<~= cksi'/~7.;P,;"..,.¡" 
_,_.. f'.><evd<>"$1'.:»~-.:::o 

INCORPORANDO (8) EN (7): 
• 

4 
xc•ri!.O.(t) 

J i•1 1 1 
( 8) 

ll¡(z) - CONFIGURACION DE LA VIGA 
• ' '1'·" •' ' ·'· . DEBIDA A 6.•1 

' 

(S) 

EN LA ).!AYORIA DE LOS CASOS EL AMORTIGUAMIENTO INFLUYE POCO EN LA FUEllZA 

EI'ECTIVA Y LA EC. (9) SF. SlMPLIFICA A 

EN EL CASO DE UN VOLADIZO 

ff 1(z)- 1 

y 

Pefect" - m(z) 151 (t) 



' . 

ANALISIS DE VIBRACIONF.S LIBRES 

CONSIDERDlOS UNA VIGA Dll SECCION CONSTANTE (El• CONSTANTE ¡ mcNASA 

POR U:\' lOAD DE LONGITUD). 

-
DELAf:C.(S}: • m o 

o ( 1 o) 

RCSOLVIENDO J:.,\ EC. ( 1 o } POR SEPARACION DE VARIABLES: 

x(z,t) : e (z) y (t) 

erv(z) 
- w .. m *B-Y(t) m 

9{z) Y(t) o • o ·- ~ 

El ' f.Iy t 

POR LO QUE 

w • 
' 

mffit 'ET Y t '" e ' ~ 

' C e ~ CONSTANTE) 

POR LO TA:-.'TO OBTENHtOS DOS ECUACIONES DIHRENCIALES ORDINARIAS: 

9 rv(z) - a
4 

9(z) • o 

,./Y(t) ' Y(t) • • o DONDE ' • a El 
" -m 

4 
,_ 

o " m 
" • --rr-

LA SOLUCION DE LA SEGUNDA DE ESTAS ES: 

. 
y ( t) 2 '!:.iQl scnwt + Y(o) coswt ( 11 ) 

" 

= 

• 



• 

S, 

LA SOLUC ION DE LA. PRH!ERA F. S: 

ll(z) ~ A1 sen at • A2 cos a: + A3 senha: + A4 cosha: (12) 

!:N DONDE LAS Ai SF. CALCULAN F.N FUNCION DE LAS CONDICIONES DE FRON­

TERA DE LA VIGA EN N~BOS EXTREMOS. 

EJEMPLO 

VIGA SI~1PLEME:-<TE APOYADA 

LAS CUATRO CONDICIONES DE FRONTERA SON: 

.. 
•• Z"'Ü: ll(o)•G, N(O)"' El ll(o) • o 

•• z"' L: 9(L)"Ü, M(L) = EHl"(L) • o 

SUSTITUYENDO ll(o)=O y 9"(0)"0 EN LA EC.(lZ) Y SU SF.GUNDA DERIVADA: 

ll(o) • A2 • A4 cosh o - o ~ ~A2 - A4 -o 
" a 2 (-!l(o) • A2 • A4 cosh O) - o J 

HACIENDO LO MISMO CO~ 9 (L) = O y ll"(L) • 0: 

e (LJ - A¡ "" aL + A3 s enh aL = o 
o}--).¡\3 "' o " a 2 (-A ll(L) - sen aL + A

3 
senh oL) • 1 

pOR LO TANTO, e e LJ • Al sen aL • o 

PUESTO QUE 

ARBITRARIA 

A =O f:S 
1 

LA SOLUCION T~IVIAL, SE DEBE TENER QUE A1 SEA 

Y QUE 

sen aL E O__,. aL • nn; n"' O, 1, 2, •.. , .. 

POR LO TA!-.'TO, a - nrr/L. RECORDANDO QUE 

ft4 2·/El "'"wm., SE TIEN!l QUE 



o 
2 2 

nn ~ '"n ., ---:-z- EI/m 
L 

6. 

SON LAS FRECUENCIAS CIRCULARES NATURALES DE VIBRACION DE LA VIGA. 

LAS CONFIGURACIONES MODALES SON 

e e z J 
" "' T' 

;: _.........-e 1=A1 scn 
~ 1 A r -----<_, . '>= 
1 ' z 

~ 2nz 

1 

. 2-,\ 1sen-L-

:~"CJ''• " 
2 

"2 • L' 

1 ' 

~~~~''"''"" 
., "2 

2 

' . , • " ., 

" T 

IEI/ill 

., .. 

. , • 2 
IEI!ñi " L' 

ler. MODO 

2o. /.1000 

2 '" ~ w 3 " -----:-! ,t E I/ m 
L 

3cr. MODO 

1 ' 4 ' 9 

• 
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• ... 

• 

EJ!!~!PLO 

HETODO 6 [JI] NF.Ii~IARK PARA SISTEMAS LDIEALES DE VARIOS 

GRADOS DE LIBERTAD 

r 1 o : l [: : l K o 

11 
~~ .. e, • o para todo i 

X i + 1 • x, • ·(X. • xi•lJ 
,. ¡ PAR!\ 

' T 
MASA 

CADA 

O GRAD{l 

X o 
j + 1· x, • X.H • 

1 .. 2 
Cz- ~)Xi {~t) • ' 

• • 2 
xi•1 (~t) 

J 
DE LIBf.RTA!J 

' 

MOVHHENTO DEL SUELO: (X
0 

EN CM Y t EN SEGUNDOS) 

SI o <t <2 SEG, Y X
0 

• 4.8-1.2 t 51 0<2<4 S!:G 

y X o o o SI t<O O t>4 SEG 

SI y 1 o X ·K 1 o 

M Y + K Y • O • N Y + Q • ~ 

{PUESTO QUE 'o o O) 

'1 Y1 • Q1 o o + y1 • -Ql/ml 
. . . . ,, Y¡ • Q, o o + Y, • -Q/mz . . . 

EN t" o ' y i :.O' y i. o' Y.•O 
' .. 

DI t•0.2, SUPONGMOS X
1
•1.35 y 

X
0 

• 1.2 X 0.2 • 0.24 



D 

~ 1 
1 u ' " ~ u 

l 

PARA LA MASA 1: 

X
1 
~O+ (1.35 +O) OiZ" 0.135 

x, ~ o • o 1 .. Cz - 1 2 e;J (0.2) X o • 

Y
1 

• 0.009 0.24 a- 0.231 

PARA l.A MASA ,, 
x2 • o • ( 1. S • O) .!!..~ • o . 1 5 

l' 6 

2 • 

1.35 (0.2) 2 • 0.009 CM 

x
2 

.. o + o • o .. 2 1.5(0.2) " o. 01 

v2 s o.o1 - o.z•- -o.zs 

r·'·"]· 
~1. 381 

x1 • 2.54/2" 1.27=Yl 

x2 - 1.381/1 - 1.381 -
.. +ETC. 
y2 



3 
,:..----,------------·¡ 

TA8Lé 2.1, f$EMPLO ~ ¡ 
~ .' '. 
,, ' 

' • 1 
' "' 

,, -' 
i "' 

U· 

'"' ~· .... ¡" < .. 

1 "1 2'-:0' ';. ¡ ":~--! .,,~· J ___ ,·:,, 
~:····.t_:~~c.C;C,:':':-+-:':';::;-,''-+1 --':C::-;-:-1-o-.-:-.-,::~ , ': : 
L'' 
' 

l
o.,• ·~.¡R •.'.~<,() Ú'•~" or;ur,.,¡.,,,4<\" 

1
, .. , .. ~o~l •. <l4 0481 o:-:u.,o¡-o.oo.;() 

,,: ., ~~~ ¿ 21 .. 0.4BI Oilh~O -0,4140 

2.100 

2.4 ~. 

' ·'-~"~ 1 ,i' '" o.•~· 1.4~' 

1 
•·1 ,~b~ 1.100 0,9/H O.(I'J' ·<)_~,~~ .'.9~1! \?00 •.08~ O,llúl

1

1.r,_ .. n•'•¡d.'i 

1· ,.¡ ~-~u• 2.>93 0.961 O.ll•: ·ú-~oeo 2.967 2.960 1064 0.2.!6~ -u.4'"~1 'l.r~·\, 
; . --1 ~.560 2.7901 o. sal 0.211r -n.5"'''' <.966 2.9r.7 I.OG~ 0.22ef .. ,_ •. ,,.¡¡ ,, ·;. 

~· 1•·,•·! :.5"" 2.1·Jo o.967 o.2111 -0-~t>~-. <.•oc.r. ?.96; o.OG~ o.n~~ -r._ ..... ,! ,_,. 1 

)"") 5.4r.9. Z.sor. o,55G ::>.46~0 '0-49',~ l.790 Z.9BO l.l>óO 0.~010 -U.4',~-~~ 
1""1 ,,4Z.I 2.704 1.~~¡; 0.4~l/¡·0.496j ?.79~ 2.790 1.~41 0.49~71-n.4<,{ojl o:o. ¡ 

1 ' ' L ~-~2! z.1'' '-~ n n.·~~~ -n.4''''' ?.797 2.1~11 •-~42 o.4'l9~ -••.'>··,r,l ¡ ,,.,, ¡ 
1, ·" ¡-:...'-',_',',-1",'.',-,',~¡f-.'.',',c,-l-",',-,",,+.','.-,c,-,,',+-c,',c,",+-,'.',-,','if-,'.',',',-t¡-','.',',',',i-.-,',','.,'.'.+ 1,' ,,',.-,-.-:¡ 

1 ' .(, 

10 
"' 

,, ' '.~ ' - '" 
~ .• ; 1 2.0~2 

" r, r 2.0~~ 

4.1', 1 .:.o~·-

2.(!23 

2.0 13 

~.0 14 

~ o'" 

O.B20E. ·0.37~4 

0.8210 ·0.3!90 

1.977 

1.9B~ 

l. 9~ ~ 

<. 1 4 2 

2.1 2 o 
2.1 2 ' 

o.~~~·~¡-·uo.,•<! 1_, i 
o.e7~: -·u~,~ , :~,· ! 

1 . 1 
o.~nr:¡---.'~1-' • .. · 1 

)'·¿1 •.~3• 0.900 ~2~1~ l.o!~l~·O.Ib2!, 0.712 0.700 .~.3'JO 1.3341 -Oof,•,,l, •. :j 

,,__,~¡ __ '_· c'c'-'-'+-':...':..."-'c.¡'-':':· ,,_,_,,. +-"'·:'c'_'--'·+-="c·-':'c':'-¡-":...· _'_':'-¡-"::·_'_':'-tc:'c·:'c':_'-t-'':':':":.._' +-:":·:'_":':i·: ·' J 
; .-¡ 1 '>•,() llJ.!o6ó 2.31fo 12~7>o ·0_1{<:'4 0.71: •1.7<:· ?.~~~ 1.~:1•1' ·U.I\.1~')\ ;,.,;-¡ 

... ¡.¡¡_,,. 
I·U.JlO 

·'-'-~2~ 

L::· ~~; ~:: ··¡: 
• ,e 1 ' 

' ! b ~ 

1 ••• ( ' 

' • ~- _, 1 

' . " ·' [¡ 

~- 3111 

2.3RO 

2. 380 

2, 1 g? 

2. '~3 

2, 1 9~ 

,_¡:¡ "i 

'· 7 ' 1 ~ 

[¡\)~16 -0.73~ 

0.051~ -0.73~ 

- 0.800 

-0.73~-

r:.n~? .. 026 -2.10o 

o_F~9 ~.0?9 -z.o~~ 

0.272". 2.0~'! ·2.029 

~ '04 1 

~. " ' 1 

~.1' 1 

1.111 ~~ 

·~·"~ 
0.1.1\:•"11 r,(," ¡' 
o 13<.•• ,_,,e_ --o. •!&~ •.•. ~ 
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o. 70 '·"" -10.000 25.000 35.000 -25.000 0.869& 0.9484 2.141 2.285 1.3366 
-2.580 25.000 27.580 -25.000 0.5728 0.9405 2 • 44 1 2.285 1,3445 
-2.975 25.000 27.975 -25.000 0.5886 0.9409 2.441 2. 285 1.3441 
-2.955 25.000 27.955 -25.000 0.5878 0.9409 2.441 2.285 -1 .0591 1.3441 0.5878 1.8532 

0.735 2.00 -1.000 25.000 26.000 -25.000 1. 5368 0.98065 1. 565 2.3549 
-0.9675 25.000 25.9675 -25.000 1.5367 0.98065 1. 566 2.3549 
-0.9671 25.000 25.9671 -25.000 1.5367 0.98065 1. 566 2. 3549 -1.1093 1.3742 1.5367 0.0293 
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6. 435 22.5613 16.0948 -22.5613 2.9151 1.1288 0.0144 2.4053 -0.8712 1,2765 2.\1151 -2.9007 •• 
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Ejemolo: Calcular las frecuencias circulares y los modos de vi-

bración de la siguiente estructura: 

í¡: j 
3m 1 / lit. x2 

1 - 1 

~+-- --~~x_l_~ 
1 1 ; 1 M X

1 
3rnl 1 i 

K = 4k 

1 ¡ .. 
' --:---!-----J,~~-Columnas de rigideo: I< 

/-~- en cualquier dirección 
-~--3n7 -t ,:in'l ___;-

.. 

' . 2 

x, 
de equilibrio est~tico 

En la dirección de x1 : MX
1 

+ KX, ~O w+ 

(movimiento desacoplado con x 2 y x
3

) 

En la dirección x 2 : 

En la dirección x
3

: 

2 
"1 

( 1 

2 



Momento respecto a C.R.= 8 x 311 x 3 

Sustituyendo KT en la ec. (2): 

{3) 

"' 
Restando la ec. (4) a la ec. (1) se obtiene: 

Sustituy~ndo esto último en la ec. 

2 
"2 

(4): x
3

, 6
9
Kx .. a 
M 3 

"' 18K 

' .. ] 
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Chapl~r 6 

.~E 1 :;,\!J CITY 

LUIS E$Tl::\'J\ 

Ralional formulaUon o: "";:;::,.,n.,~ ,•.,.;,:"11' ;, ><·ismk are.oo requires 
<¡llantitati,•e d<'"C·nplions üf s.•i>micitr. ·r;-...... U··>c:~:,,,;o·J~ shoul<l t"Oll{Orm 
with Uwir Ínicnde<l opp)j,·.1tions: in SOJ <l r- Í!J>t.•J <( , .• , >Í < 'l ul' o:oeous i11l<·ni1lics 
durtng e~ch Nr\h<¡uakc have io IJe J>r"liri.C<~ a: >OH•!<,) locations, whjle m 
oUwrs it suf!ic~-s t.o rnnl;e ind•r•ndent vv111uali<•n.' ol 1h~ pw1•ahl<· crr~,·t• ot 
ca,·thqpakrs at <·ach of lhose locaiions_ 

The sccond mOdP) is od<·quate fl'r ll><· "'lt'L'IJr•J1 of ti~!Í~r- pac~o.l<'lo·'• of 
individu~l <·omponenls of a r"l[ion~l -~·•tP"l (tloe •tn<Clun•s iJ, ,1 n~i<>Jl or 
c<>1((llrJ') "-l.c•n no siglll(want interaetion ~xist~ bctwe~n rrspome <•t ¿,,.-,¡ng~ 
of '''"'•mi '""¡, ind,.·i<hml c<·mronrn:.s, o:- betw¡•cn nny of tlH·m nml lh" 
>}">l<'tn '" ~ wh ole . I 11 <>'. hm ''"'"do, il "i'Ph~' whca liw dan1a¡:e - m- u~c::.t Íl'<' 
uti]J!~·- ;,r¡;,-:,-d upou th~ ,-,t··m l>y ''" ,·.utl,g·~tlk~ cm bt• ial<~n ;imply as 
1 ¡,,. ntlr!H iol' <¡{ t 1¡,' l<><S<"> JJ> ~;, .. i "Ú h' idu~~ c:,r.;pon~nl-5. 

'fhe linr;,ri·,y lo<·!I\<'PPl "'""~l.ct:c ,-,,:~~' <ind utilh~> imp)jpJ in tll<' I<·Cond 
llJndd i; 11 ot alw:~y> nppll(·~hl~- Su·:b ¡, thc <-"·'"'· fo:- instance, whcn a sig­
nifican! porti<•n of t~P ncolin~al '"'""ltlt nr ()f ¡l,c woJuction syslem is <"on­
ccntrnled "' ~ reb!i•dy nanow arca, or when !~ilure o! JJfe-line comp<>nents 
ma;• <lisrnpt o•me•r;ene;- am\ telie.f "'tia m jue! ~rl•.'r an cali!H]uakc. l:;vaho:o· 
ti"n of JÍ<I< for lhe v;hol<• r<,•¡;ional •YS!e<Jl bs th,•n to he ba,;{'{j on '<·i•midty 
modr)s of th~ first type, th•t "· "'o'\,•!,; \1~:,1 pJ<· i;et ,,,,,.,];an~ou> int,•n,itics 
~~ ""'Nal lo<:.11-Jom d<lrin~ c~ch '''""'; f<Jt ,),• ;·.·:¡•<>'',' ol de<-iSJ<•'l ""':""~· 
llOnlinNrit )" beh·,-,,,., ""' "d'"~·- ,.,,¡ ,,,., ~ "': ut ,1'.: ·_, • • "" 1 ,~ a eco,¡ "h ~: r '-'' l>) 
1n r·~"-' of :od '''JUa[(o •~al~ ll<•'"f <or:r.::: ;,,.-. 'j i:. · ·,· ¡· • 1 • · ¡, '"' • :.!,o n;' 1tM·•·,,,; 1 < • 

in•P •·anc<· , • · "'~''"''' •s ,. 1: "'' t 1><- 1" '' 1 >-~ ,. ! , : _,. t!'-.:: , ' ;•. "•:> ,; : ÍJ<' "'"·'¡,,,m, lo<> 
Í'l C.¡'ÍI'<''l ¡o·~iull dutÍ!I~ :• [ÍlNl l<ln~ "''' n;,\ '-' \<• !_--• ,,_,;j¡;;:·ll'd. 

\\']] ,¡ t·, ,,, l iH• <"HI t'b' <ry 1 u l':ilid 1 " .• • '""' i•; r;,J: t ;:ubi" :;; k ion¡:,, i; H•q uito·~ 
llw p 10-d<d'lvn of pwb:ob:lity U"tribll:icn o; c···rl,.in n<•und motion ~b:· 
,-I,'IJ<~ÍL·s ¡,udo ;JS ¡w.d: ~round ~["cdt<:ll'>.;¡l' ur 1do~ity, >¡l~[":rol dc·t,ity, 
~sponse or Fouricr s¡>t-<:tm, dtlration) ;•1 o f:PI'<'ll ;,1~ <Jurilll( a sin~lr slwck or 
1f lH"JXim¡¡m ,·~lues of '"'"" nf lho"' ~hnradt·ri>tics in c.,rthquuh·• ,,ccurrin~ 
lurin¡: giwn time int c1·qls _ \ \"h~ n thr: J e'!,., "n' ,, im ,., ' ·' 1 tcrHh Lo in Ji,m:; .' \hP 
''"b11 11ilii)' dislribution o! ;!w mxximurr: ~-~¡,,.uf t, ¡c:i·.~, d"<r~cl<·r·,~ti" ap· 

'" / 
pro.1chc• that of its ma>.imum possibl~ ,-aluc. J:lpcause d1fft'tcnl syst.ms ol 
,~hs;·<tcms are '"'";r,vc to diff"n'nt ground motion char.ocl~risties, the tcrn: 
intc 11•ily charactcri.<lic will l>c uwd througho"t this chapt.r to mc.1n a partic· 
u lar pwamet.::r or set of parameters of an earthqua!.~ motion, in krms o! 
,.h\ch the rcspome ís to be pH·rlich·d Thus, whc!l dc~lin¡: wilh !he failurc 
probobility of a struclure, in•,~nsi'.y can t... ahernativ,•ly ""'"""~-d - "itb 
diff•ct•'Jll d<·p-<'<'5 uf ccrr<"iatinn \'.'1[!1 >lfuc\UT<tl wspon..,- by th~ ord1nate of 
!he ,,,puM-e >pedrum for lhe <"Off<'SJ><>n<ling period and damping, tbt• P<•ak 
!;T'-''"'" e~< ekr>l i "", ur th~ peak ~round v~locl\y. 

In ~"n~ral, lo<:n) instrumental information Jo~s not sUffic<• for pstimatin~ 
the pr0 Lability di•tribulions 01 m~ximum intensity characteristics, and u•~­
has \.o be madc o! data on subjrctil'e m~osurcs of inle¡lSÍti~> uf past <'atih­
<¡Ua IH'S, of mo<iels of local ~ei•micrly, a.'"Jd of npre .. ions rclatin~ ["haracl<•riS· 
tics witb magnitudt• and sik·l<>·WUrcc di<tanc<·. ~¡,,de)s o! loe.¡] ,eismicny 
oonsisl, a\ ]past, of <'~Prt'>si<>ns rd~ti~g r.:agnitu<i~> <>f NO"Ihquo~es gerJ<;tatpd 
in given ,·ohn;,es of tbe ~artll's ('l't:s', "itlllhcir rdurn 1""""1'- More ofu-n 
than no!, a mon> dctaiJPd desNiption of loca! s~i;mkity is r<<¡uir~d , i nel ¡¡d · 
ing cstimates o! thf rna,.imum '""gnituJr· thal can Le ¡:enpralcd in lhNe 
volurnes, as well as probabillstic (s'.ocha<tic procc•.;s) mocJ,.Js of 11"' porosiblP 
histories of oeismic e>·cnt; (dcfined by magl1ilud~s and eoordinates). 

Thi• d•apter <leals with the various steps to tJc follow<'<i in the evaluation 
o{ sei<mic risk ;.t sites where information other than <lired instrumflfllal 
n·~nrds of intensities has Lo be used: identifying potential sourees of ac· 
tivill- near lhe o.itc formulaling mnthematical models of lo<:al sei;;micity for 
each~ source, obtai~ing the conlribution of ~ach ~ourc~ to scisrnic ri•k at lhc 
"te ~nd aúrling up <'ontributions of the ,·arious sourees smd combinin.g in­
formation obtainerl from local <rismicJty of soure<·s near U>e sitc with <bl" 
on in<l.rumcnlal nr suhject;ve inlensities obse,.,.ed al the <ite. 

TI1e forpgoing sh•ps consider use of in formation stemmin¡: from """~ of 
rliff~rcn( nature. Q.J~ntilative '"lues dcri,·ed th"'efrom aro: ordinarily tiPd to 
wi<lc· uncert o in!)' rr.,;r~i~s. Jl~ncc ti H ·y de:n.1 nd pl <>babilistic e•·alu<iti<>n, co-en 
' hou·¡:b t h~y canno: "1" ;;ys be in'.er¡•re!<-d in tenns of relati>·e fr~qu~ncic• of 
,.,.(,·onws of rh·,·n '''i•<'rirnents. 1'hus, ¡:~olo~isls talk of lhe maximum ma¡:­
"itud~ ü:at c~n be ¡:,·nerat•'ll in a ¡:-i<·en ~r~a. a-"'"'Pd by h'oking a! the di· 
mensions of the r.eol<>gi("al acc'lJ(•nto. and by ~x:ropolatin~ lhe observations 
of othcr ft'gions which available ;-,·ídem-e ,]JO\\'' lo tm.n:l "'oimilar to Jhe 
""" of interc<l; ti>P Nknates pro<luce<l are olwiously unrcrtain, and thc 
de¡;ree of UnCI'rtainiy !lhould bP "'Jlrcss{"(] to¡:~th~r \\'Íih l~f nlo>l pw!.>ablc 
•·,11 u u Fallo w ¡,~ nearly parallel hncs, mm~ -¡;copl>y sic'-'ts e;.:imal~ the ~ner~r 
that con !.>e H!.>eratec! by a •ingle o.hock in a gi\'cn ""'" br roakin~ ~uantilativo 
'..!Ssuntption.o •bo(lt sonr<·e dimcn.•ions, dislocation amplilud<, ~nd stress dro)', 
<·o11 sis«·nl wrth tnctonic mD<leh "¡ tl>e re¡:ion ~nd, a~a\n, wilh cornp:orisons 
w ilh arco< of !imilar leCto:li~ dl<lWC!Ni<:ics. 

Un<ertninti"s ,¡¡~chcd 1<, ~'ti"'"\"' of th~ \y pe just d<"<"rit .. ,d aw in ¡:en-
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•·ro.! "-'~""''~])' ¡.,.,~~ '"""" _<[ . .,]¡,, rdatong raull ru¡otuJc ~~~a. str~s..• drop, 
ami :~.O<g;,•• ·.!de (Hmne, 1!163) show !hat, ronsidering no! un.rsually hiJ'h 
stw;s dwps, it d<·~> not t~ke ''"'Y lat~e soun·c dimension; io g<>t magnitud~• 
B.O and peat~r. d!l<Í Lho>e sludi,.s are practica!ly r~stricted to the simples! 
lypcs oi fault displacem~nt. Jt is not clt•ar, ihercfore, Lhal realistic bounds 
c:m. always be assi~ned to p<>t~ntbl mo~nitud~s in givcn arcas or that, whcn 
Lhis is feasible, tiwse bounds ar~ suffrcicntl y lo\\', so th al designing stnlctures 
Lo wilhstand !he corresponding int~usilies is ··c·on~mically ,ound, particular­
ly whcn occunence of thoS<! intensities is no! ""Y likely in !he near future. 
FlN:aU<e uncerlainlies in m:uimum fpastble ma~nitudo•s oncl in "ther par~m­
<•lers defining ma:;rntude·rccurrence 13ws can be ~• 5ign1fi<"•nt as their m~~n 
values when lrying lo makc rational ;~i"nic rl~<i~n dpcisi,ms, tbo>c unLer· 
t~inties h;,w to be expr1citly reco¡:nized and accountt-d for by mean< o! 
adc-quatc probabilistic criteria_ A corolla:ry is that g~ophysically based esti· 
mates of ..,i>micity paramcl~r< should be acrompanied "ith corresponding 
uncertainty mcasurcs. 

Scismic risk .,;tirnates are oftei. based only on statistic.:l information (ob­
..,rved magnitudes imd hypocentral coordinates). When lhis is done. 8 wealth 
of relevan! geophysical informalion is ne~lected, while the probaLilistic pre­
diction of thP futu,.., i!. made to rely on • sample lh•t ls often 5mall and of 
littl~ value, particularly if the sampling period is <hort as compared with the 
drsirable rcturn period of the t'Venls <'apablr of ~e,·erely dama¡:ing a given 
system. 

The crite,ion ad>ocated here intends to unify the forcgoing approaches 
and rationa!ly to as.sirnilate thc corrc>pom!iro~ pi,;.-s of udúrrnation. lts 
philos.ophy consisti in u;in~ th~ g~ologieal, g<•ophysical, and all c,thN avail­
al.ole non-sta!istical cvi<.lence for produdng a se! 0 ! alknrate a«ump:ion; 
eoncerning a mathcmatical ( stochasti<~ process) modcl of seismicity in a given 
•ource ama. An initial probaLí!ity disLiibution is assigned to !he s-et of hy. 
poth<!l;Cs, and t he stalistical in formation is then us~d to improve that pro Labil­
ity a.ssignment. The criterion is based on ap¡>lication of Rayes theorem, also 
calkd !he theorem o[ the probabílilícs of /lypo/heoes. S¡uee estímate• of 
risk depend lat¡(el}"on conc<'ptual models of the geophysical processes in­
mlve<l, and lh<'Se are 1-.nown v.ith different d<·¡;re~s of uncertainty in differ. 
~nt zunes of thc cartb's crust, thosc cstim"te< will be deri,•ffi from stochastic 
pt("-~"' models with uncertain forms or parame((>I'. The d~¡;r«e to which 
th~se unc~rtainties can be reduc~d dep<"nd< "" the lim1lations of the stlrte 
of the art of geoph~oical sciences and on the etrort that can be put into 
compilation and i<llerpret;¡!Íon of geophysical and slatistical information. 
This i!. an economieal proble.m that should be handled, forma.lly or informal· 
ly, by the crit,.~ia of decision making U<>d~r un~·ert.a.inly. 

·"' 

Availablo cri:<•ria for lhe e<•aluat'ocon of !h" contribution of J>otcnlial sci•· 
mic 5ources to. th<" risk at a si te make us~· of Ín/c!!SÍ!y cucn:ta!ion e~ pr~~'ions 
that relate intensity chatacteristics with m~nih!de and <.liüance from site to 
source. Oepcnding on the application cnvisoge<l, th<· inl<'n"'l-' charaderistic 
Ui be pr~dicted can be <'><pressed in a'numi,pr of rn&r.:.~rs, ranging from 'a 
subjective in dcx, .uch as the Modified Mcrca/1¡ in/Cr.S! /y, lO " t·om bination of 
one or more q'-'antitativc mcasures of ground shakhg ('N' Chapter 1 ) . 

A number of np¡l'ssions for attcnuation of , . .,¡0\Js inlcmity c·haraeteris· 
tics "ith rlistdllCC ha,·~ b~cn developed, hut Lhcre islit'.le agreement among 
rnost o~ tho•m (Ambt.l"-'Y', 1U73). This is duc in part to discrcpanrics ;, lhe 
definition• of <om~ paramete!'S, in the ranges of \'alues analyzed, in the ac· 
tual wave pmp"!;ation proper'.ies of th_e geological formaiions lyin~ beiwee':' 
><>urce and site, in :he dominating' shock mechanisms, and in the forrns o[ 
;hn anal;·lical cxpression< ado¡>led a priori. 

Most inl<•nsity·atterouation studics eoncem the predktion of emth<Juahr 
chlll'act~ristics on roe k or firm ground, a11d assume that thcse characteristics. 
properly modified in terms of freqllcncy-<lcpcn<lent wil amplific~tion f2c· 
iors, should conrtitute the basis for cstjmating their counWrparts on wft 
ground. Ob"""-'"liom aLout thP influence of soil propertic; on earthquake 
dama~" support the assumption of a strong; ""''~J¡¡lion 1 ·~t "~en t;'p~ of Jo cal 
ground and inl<'rtS!ty in a giv~n <lwc~. ,\ttempt• to ünal)t!<>il) p,,,,_;;~t tho 
(harad~risti<:s o! motwns on soH gin·n tho•e on flrm ground or on ¡,,·drock 
]¡aoc not b-'cr. too •ucTe.uful,lLow~•~r (Crm><e, 1973; Hu<.lsan ~nd l'.l"odia, 
1\'073; Sal!. 1974), with the t'>.Ceplion of som<• pPculiar cos~<. li~t· \l•·~¡co 
C!!)' (llcrrcra d aL, 19135), W]«r<' local conditions fa\or the fo.:!Niment 
,.¡ the os,umpti"n' im¡>l'ted by usu~l analytical modp]s. The followmg pdrd· 
grapru conc~n:rate on prediction on int~nsitie< on firm ground; !he influcnct• 
of ]{Jea] MJil ís discussed in Chaptcr 4. 

6. 2.1 /nlensily at /en ualion on (ir m gro u nd 

Whcn i•oseismals (lines joining sites sllowin~ equal intensity) of a given 
shock are based only on intensiti<'l ob•cned on homog~neous ground con· 
ditions, sueh as f¡rm ¡:round (compact ,oils) or bedrocK. they are roughly 
dliptic~l anrl tho oriPlltntions of tlrP corr~spondin¡; axes are oftcn eorrelated 
wilh local or r~gional ~:~ologieal tr~nds ( Fr~•· 6_1-fi.3). In wrne n-gions- for 
instancc nem major fmLits in the wo•st ern U ni ted S tates - thos~ treno, are well 
detined anrl !he cor,..,lations ar~ ckar enou~b as lo perrnit prediction of in· _ 
tensity in th" near and fnr fields in l"rm> of m94:nitude and dist~nc~ ln th<•. 
gener~tin~ fault or to the centro id of the cnergy lib~ratin~ ,·olumc. In other 
re~iDns; such as lhe c~slctr< United States and most of :<lexico, !Sosei>mals 

''fl.to elon~•tr systcmatioaliy in a dirN:tion that ls a tunct' 1f thc epi·. 
• ,, 
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Fir. 6.1. I.o .. isrnalo of o o ... thquake io Mui<;<>. (A!"'' Fj¡:u~.-oa. !963.) 

c~ntral coord in ates ( Ool!Lng~r. 1973; Figueroa, 1963). In O.at c~s.e, inten•ity 
should be exprcs.s.ed.as a fr.mct10n of magmtude ""d coonlinaies of source 
and site. For rnost arcas in the world, Lntensity has to be predkted in t~rrns 
of limpie - and cr"der - cxpressions that dcpend only 011 magnitude and 
disl.ancc from site lo instrumental hypoccntei. This stenJS frorn inadcquate 
knowiedge of g~ot~ctonie conditions and from lirnited info<mation con­
~-erning the volumc whcre cnergJ· is liberated in t·ar;h shock. 

A comparison of !he rates of atlenuation of intensities 00 fil"m grnund for 
&hod.s on western and ea•te•n \ 1orth Am<·rica has disclosed svstema!ic dif. 
fcrences between tho.., ral<'s (Milne and Da•·enport, 1969). Thi; ¡5 thP source 
of a hasjc, bu! often unavoidal>l<•, weakness of mo>t intensity·a!tenua!ion H· 

pressions, because they are based on heU,rogeneous d~ta, rpcorded ;, dif­
ferent zones, and the very nature of their applications implips that !he less ;, 
known al>out possib!e systernalic deviatiuns in a given zonc, as a canse· 
quence of lhe mcagcrness of local inforrnation, the grcater wci¡:ht ;1 giwn 
to P<<'<lidions with respcct to oL;en·at.ions. 

6.2.1.1 Modi[ied Mcrcalli i11tcnsi¡jes 
An :tnalysio of the Modifi<."d ~l,·r~alli intensities on firm gwund :-eportl'd 

'or <·arthquak•·s o<:cmring In ll!exico in the last few dt·~ade,; leads to the f<>l· 
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Fij". 6.2. I::long•lion af ioooeismal• in th• >Oulheul<m Unit~d Statos. {Aft.r B<>l~ngor, 
1973.) 

lowing expressmn rdating magnitude M, hypo.:entral disWnce R (in kilo· 
meters) and tntensity 1 (Est"eva, 1968); 

!•l.45M-5.7Jog10 R+7.9 (6.1) 

The predidíon error, ddined as the difference bel"-c"en obsen.·Pcl ,.,,¡] 
computed intensity, is rou¡:hly normally distribuled, with a slllndard <.lcvia· 
tion of 2.04, which meam that there is a pmbability of 6091. Jha! an ob· 
sel"l"ed \ntensity is more thnn one dcgree grcater or srnaller !han it.s pce· 
dict<-d ,•alue, 

6.2.1.2 Peak crvund accd~rations and IJC/od/ies 
A few of the n~ailaLic expresS~ons w\11 be descril>cd. Tiwir compariscm will 

ahow how cautiously a de•igncr int~nding 1<> u!e thcm ;llould pro~ced. 
Housner stuJied the attenuation of !H'l'k ¡:round ac~d<·r~tions in s~wral 

r.-gions of th~ United States nnd preserlic'l.l his resulls ¡:raphically (1969) in 
terms of fault lcn¡¡th ( n> !Ur:> a f unction of m a~ nih>dc) . •hapes of is<>sr l.<rnnls 
nnd nr~m c.\pericno:<,,g inten:;:ties ~rc3\~r tbn ¡;Í''Pn va]ues (Fig. 6.4 and 6.5). 
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He showt•d that intensitíes attenuMe faster with distance on the west coa>! 
than in !he r~st.o{ the counby. Thi.o; compariron is in agreement with Milrw 
and Da1·enport (1\169), who performed a similar analysis for Cmao.Ja. From 
observat1on• of •trong earthquakcs in Cahfomia and in British Columbia, 
llH'y d"'·doped the follo.,.,.ing expre.sion for ~- the ¡o<'ak ground acce!eration, 
ns a fraction of gravity' 

a/g" 0.0069 e1·•"/(l.l e'-"'+ R 2) (6.2) 
Here, R is epiccntral distance in k1lomet~n. Thf! acccleration varíe• 

roughly as e'·6•" R-• for large R, andas e0
·"·" wh<'re R approaches zo:ro. 

This rrfleds to_wme c>ttcnt !he f~ct that cner¡:y is rdcas.>rl nnt ~~a 5; 1 \~le 
point but frorr 'inite volume. A later study by Davenport (1972) ]ed him 
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fig. 6.(. l<lo•lir~d con<Ou; Hn~• ohn<ensitr o! ~;ound •holdng. (AfiO< Housncr, 1%9.) 

Fi~. 6 5. At•a in >qua<~ mi k• .-xp<ri•n<in~ •h•kin~ of z %¡¡ '" gt.,l<r lor •hocko of diff.,. 
~nt tt>O¡'nitu~P•. (Altor Hou;nor, )969.) 

to propo!R the expression: 

o/g"' 0.279 ,.IIJJ."IR'·~• ( 6' 3) 

The statistical error of this <'quati<m was studit•d by fittin~ a lognormal 
probability distribution lo lhe r3\ios of ob>en-ed to compull'd acc~lerations • 
A standard <leviation of 0.74 wa. found in the naturallo~;"ithm< of :hose 
r>tios. 

Es!~''" ;md \'illavcrdc (1973), on !he basis of acc!'\entiom re¡ooneJ lly 
lludson (1971, 1972a,b), derived e>:pr~ssions for peak grounri accderatioll• 

· Qnd ><>loóties, as follon-s: · 

afg• 5.7 e0-&"/(R + 40)' 

u- 32 e"f(R + 25)'-' 

(6.4) 

(6.5) 

Here u is peak ground ~elocity in cm/s.e<: and the other ¡ymbOls mean tl••· 
lame as above. The standard dcviation of the natmallo¡:arithm of the rab,, 
of ob,erved to predicted in1.ensity is 0.64 for ae<:elcrations and 0.14 for 
~docitics. lf judgl'<i by this paran. e ter, eqs. 6.2 and 6.4 seem cqually rCliable. 
Howcver, as shown by Fi¡:. 6.6, 1.heir mean values diffcr signifoc~ntly in som< 
ranges. 

With thc exccption of eq. 6.2, all thc forc~oing attr•nualion "'l'"'"iohs 
are prorlu~ts of a function of R anil n function of .ti_ This forn>, nhich is "-C· 

•plable when the dimensions of the cncr¡¡y-libcratin~ wurc ·e -'mull com· 

' 
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pared with R. is inadequate wlwn dealillg wilh earlhquakQ S<>Urces whose 
dimensions are of the ortler of m01Jerate hypoc<'nlral distantes, and often 
r;rcatcr than them. Althou~h eqHatit>n t•rrors (pwbahLiitY dtstribultons of the 
ratio o{ nbservE'd to prcdict.ffi intensities) ha1•e hee11 evaluatNl by Dawnport. 
(1 072¡ alld Esu•va a!lrl Vill~l·crdt• (1 !!í3), theitdt•¡><'nrlenc<' on M and R has not 
l.>e<-n analy>ed_ l!ccause scismic rish estimo tes ;ore .cr:; scnsitive to thc al· 
tcnua!ion exprcssions in thc range of Jarge ma¡:niwd~.\ and shorl distan«es, 
mort• ddail~d sludics •hould ¡_,.. llnderta.~en, aimin::; al imprO\'in~ tltose ü· 

pressions in tbe mentloned rangc, ami at cvalllating \he inf!u,•nw of ,\/ and JI 
on ec¡uation .,rror. )nformation on stron~·motion r<'<'orrls will probobly b~ 
s~anl~ fot those studws, tmd ht•ncc they will Jpve to l~ l:<r~clr bnsed on 
ana11•tical or physi~n.l models o! thc ~~ncration "nd proporatinn of seJSnllc 
"'~' ~~- Allhou~h si~niíi~anl pw¡:rcss has bccn l_at el y attaincd in thi< din·ctíon 
(T.-,fun~c. J973) th~ results fwm such modds ]10\'C Jurdly lnfhJcnceJ tlt~' 

·-
practke o! "'ismk risk e•timution l.oecausp lhcy have remain..d eilher·un· 
known to or impcr!ectly appn-ciated by cn¡;ineers in chargc <>f th<> eor· 
wsponding de~ision•. 

6.2.1.3 Respo11se •peclra 
Peak ground ¡¡ccd~ration and disp)acemenl are fairly cood indir"tors o! 

the response of structur<:s po«c~sing rcspertively ""'-" high and VN." >mall 
natural írequcncics_ J'eak ,•elocity i> corrdal<>d with the n•spon<P of irorc·r· 
mPdiatc·period <y.<tcms, hu! \hp ,·ora•ldti<On '·' less pn•cise than that tyin¡:: th~ 
fonher paramewrs; hen~~, it ;, n>l!Ual to formul.•te sn<mie ri>k ,.,-aJuatiun 
and engino•ering <l<'Sigll crildÍU in t erm• oí spcctral ordmat ~•-

Rc5ponse spcctrum pr~diclion for given magntlude and ]oy¡>oeenlrn] or 
si\e-to-fault distance usually ~nl.ail5 a twQ-st~p proccss, a<Torcling to which 
p~a~ ground accc•lcrotion, velocity and displacement are in\tially pstimat•>d 
and titen uscd u refcrence values for pr~diction uf the <m:lmates of the n•­
spunsc- •r•·ctrum. Let the sccond step in thc p>oc@SS Le reprcsentcd by thc 
o¡><'ration Y, ~ ""•, where y, is nn urdinute oí tbe r~sponse spedrum for a 
given natural period and darnpinG ratio, and y, is a porameter (such as p~ak 
ground acceleC"ti<>n or veloctty) that can be directly obtained from the time­
history record of a g¡v<'n shock r~gardle'S of !he dyllumit: propcrties of the 
systcrns whose response is t.o be predioted. For givcn M and R, y, is random 
and ""is.Y,!Y, ~ <>; thc mNm and sta11dard deviation of )', dcpend on !hose 
of y, and" and on the co~ffocicnt o! eorrdation of tlw ¡,,(t<'f ,-ariables. A5 
•hown above, y, can only be pr,•dtct~d within ,.·ide unccnaint)' linuts, oftcn 
widcr than tho>e ticd lo y, (F.~te•·~ and Villa•·cnle, 1~73). The co~fficicnt oí 
mriation of y, ~iv<'n 11 and R can be smaller \han that nf y,. only if a and 
Y, are negntively cortdated, which ts often the case: the ~rea\er the dr,·ia· 
tion of an obsel"..ed \'alue of y, with resp .. ct to iU ~xpectation for rivt•n M 
and R. the Jowcr is !JI..cly to 00 Q, In other "·ords, it •~cms that in tile int•·t· 
mcdiatc rangc of nA\<lral perio<ls thr cxpected values of sp~ctral ordinat<·s lot 
~iv~n damping ratio> can be pr<'llicted dircctly in term< of ma¡:m~udc and 
foc;,l di•tanc·c w ilh nannwcr { or at rnost ~qua!) margin$ of uncertainty than 
those ticd lo tJr<•dict<ed peak grotlnd •·cl<>cities. f'or !he '"-"~~C> of '''-'Q' shott 
<>r Very long natural period•. peak amplitudc> of ground motion and spcttral 
"rdinat es appw.orh ea eh othcr and their standard errors are thcrcfor<' ncarly 
c'<¡ual. 

McGuire (H174) has derived attenuation expre;sions !or lh~ c 011 ditional 
\'ahws (given M ~nd RJ of the mran and of l'arious percentiles of the prob· 
abitity di>t.ribution> o! the ordinJlcs of th._. rc•ronse spcclro for ~;,.,. 11 natural 
p~riods and dam·,,;,.~ ratios. Tho•~ cx;>r~»ivns h~~c thc .,me forn1 as ~qs. 
(lA and (l.5, hut lheir p~ramc•teu shlJw that the r~lt'S of attcnuation of>pcC· 
tral ordinales dt!ler si~ificantly from lhosc o! p~nk ¡;ro\C nd ~ccc•lt•rations or 
ododtie•. Fnr instancc, M,·Gu~r .. íirot,ls !hal peak ~round Vdocity a:tcnuot~s 
in proportic.n lo (R ~ 2r.)-' ~u. wnil~ the noean oi th~ p>eudo,·elocity for a 
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~ldOu'" ·,: """""tin" <'l"<·<.>ioo<, • bo 10'>:.;¡11 ' 2S¡- 0> 
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e ~ols H2.3 0.~78 1.301 . ''"'/•~• ~.61 0.401 l.2U2 ,,. o 393 0.434 0.865 

l:nd•m¡><d •p•·«>•l !>"'Udovoloci<ioo 
T-0.1«< ll.O 0.~78 1.346 ,. 3.0~ 0.391 1.001 ,, 0.631 0.378 0.549 

'' 0.0765 0.169 0.419 •. , 0.0834 0.5~4 0.897 

51\ d•"'P<'Ó •¡><-ctral -Ud<.><ol<><il i•• 
r~o.l"·c )0,09 0.2;13 1.341 

'·' ~.74 0.:<56 l.l97 
LO 0.432 O 3U9 0.~0~ 

'·' 0.!22 0.466 o ~75 .. , 0.0706 0.567 0.938 

Vjy) • c<;wlf. of 
vot.of~ 

0.941 
0.636 
0.768 
0.~89 

1.344 

o 651 
o 591 
0,703 
0.941 
1 '1 ~3 

natural period of 1 sec and a damping ratio of 2% atte,uates in proportion 
lo (R • 25¡-o·••. These result• slem from the way thal fr<""quency contenl 
changes with JI and leHd lo th~ cond01sion lhat tlw r~1io of s¡;ectral velooily 
<hould be t~k"n as a funclion of .I/ and R. · 

Table G.l SUimr.ari><•> }'.lcGuir<"""s a\t,nurrtion exl'r~s:.iuns alld lh<•io coef­
f¡dents of n.ri"tion for ordinales of tlw p>cudov~lodty ,¡,..0:ra and for Jl<'ak 
ground aoe<'leralion. ~docity and dispbcemMt. Silnibr •·~pres•ions wcre 
dcrived by Esteva and Villa\'l•rde (1973), but thcy ""' imcmled '" ¡ncdict 
only the ma~ima of !he cxp~cted ae1·~Jcration and velociTy spectrJ, ,._.,ard-
1"'-S of the pcriods assodated with !hose ma.""<ima. 1\o analysis hss bcen 
¡>erformed of the rdativc val1dity of McGmre's and Esteva and Villaverde's 
expressions for various no.nges of M and R. 

6.3 LOC¡I,], SEIS~IJCITY 

Thc terrn loCIII seísmiciJy will be used hcre to dcsi~nat.e th~ dc~rec of 
'-"ÍSmic aclivity in a givcn volumc of !he earlh 's crust; il ""n he quantit.1tively 
described accordin~ to nriom critcria. each pro\'Í<i<n~ a diffcrcnt Jmount of 
inlormation. Most usual criteria are based on upper hounds to the ma¡:­
nitud<'s of e· uákes that cau ori¡:inate in • givcn seismic source, 011 the 

~n•('""t of ""''r¡;y lihcratcd b)-" shoás p~r unit volume and pcr unlt :inw nr 
0 " more deu.ii...U s\.::ltistical dcscr1ptions of thc pw~css. 

6.3.1 Jfagnílud<H<'Currena e:cpressiuns 

Cutt'llb~r~ ami llichter (l(lf.4) <>blainE'd "'Jl'""'lons rclatin~ ~arth<]uake 
ma~tlitu<iPs wLth their '"te• ol o~-.:urrencc for "''ual wncs of !he eartb . 
Ti_wir resulu non ht• put in th<· form: 

( 6 n¡ 
whNe ), ,. th<· m"an number of earthqu"kl's pcr unit <ohum· o.nd pcr llniT 

1

, time having magnitud~ gwat.er than M and ~ and IJar~ zonr-<lt•pPIIdent c<>n· 
stants; " varies widcly from point to point, as '"'ld<•nced by thc map nt 
cpk<·ntcrs shown in l'ig. (;_7, while f' rcmaLns within a rclati•·cly n:u-row 

· ranr,e, "-' shown in Fi¡¡. 6.8. F.quation 6.6 implies a dis:ribulion nf the en· 
crg¡· liberateu per shná w_hich ls\·~ry similar lo lhat ob.,encd in th~ proc<'SS 
of ¡nicrofroNUI'in¡¡ "f bb<>mlory o¡wcimem of severa! t}'pPS of rock SUbjeCI<·d 
to ¡:r .. dually inn~asing comptt•ssive or bPnding >lrain (1\logi. 1962.; Scnnlz, 
19GS). Tilt' \'alucs of ll dPknni•wd in th" lahuratury are of thc same ordcr 
as th<><c ohtain~d from seismic ""'•nts. and have b.-en shown to dcpend on 
the hrterogen,.ity of .lhe specimcns and on their ahiliiy to yield l<•cally. 
Thus. in hetcrog<•neous >pecimc~s Íllade of brittle matcri<>ls many sm,JI 
<hocks precede a ma¡or franu1c. whil<' in homo~<'neous o¡ plastic mal.t'riah 
the numher of small shocks is r~latively small. Thcse cases corre>r•ond to 
lar~e nnd •mall iJ-vah•es, respecti•ely. No general r~latin~-<hip is known to the 
writer het"·een fJ and geo~.o>cton1c fcdures of •cismic provincco: comple~ity 
of crustal strudum and uf s\¡css ~radient> ¡11eclud,•s e~lrapulalion of l~b­
orolory rr•ulls; ~~d statistical records for r~lati,ely •ma\1 zon"' of the tarth 
are not, as a rule, adequate for esiablishing )o,·al <alu~s oí ~- Fi~ure 6.8 
shows that foo vcry high magnitudes the ohserved fr~qucncr \lf eHnts is 
lowfr th~n pwdiclcd by eq. 6.6.ln addition, Roscnblueth (1969) has >how" 
lhat ¡1 C>lnnot be smallcr ~han 3.46, since that would imply an inf<nite 
a1nonnt of enl'r~y libcratrd pcr unit time. Howevcr, Fig. G.S shows that thc 
va\ues of ¡1 which result from f¡!ling cxprcs.<ionsof thc form 6.6 lo obsen·E'd 
data are smaller than 3.46; hcnce, for wry high values of M (above 7, ap· 
pruximatdy) th~ curv~ shoHld bcnd dowll, ll' .H:eorc!anc~ wilh <l.:ltisti<O:'! 
evidence. 

Expressions alt<-rnalive to <'q. (;.6 h""' b··cn ¡llopo,ed, att<•mpling lo rq>­
rescnt morP .1dcqu~tely the ob•er\'~d ma~ni~udP·r<·currcnce data (Rosen· 
bluclh, 1!164; Mcrz and Corncll. 1913). ~losl oí lh~;~ expression• also f~ilto 
r~cognize the existPnce of an uppcr hound lo thn m~~nitude thal ~an he gen­
eral.l•d in 8 givPn ~Ollrce. Althou~h no preci"" estima tes of this uppcr bo<Índ 
can yet be obL,incd, n>cognition oí its e~i<l~nce and of ils depend,·nc•· «n 
"loe g<·otedonic charact.~ristics oí thú sourcc is inescnpablc. · 'ccd, \he l'(~e-
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" r-,,. 6.B. S..;om'>cil~· or m•~<>zon••· (A he• E><.-·>, 195$.) 

ti~e of seismic •oning in thc Sm·iet Union has b<'<'n ba<cd on this conc~pt 
(Gtovsky, 1962; Ananiin ct al.,1968) and in rnany countries<!esi¡:n s¡>ecUa 
for ~ery important slructures, such as nuclear rPactors or larg~ dams, are 
muall;• der1ve<l fr"m the nssumption of a maximum crediblc intPn<ity al a 
sitc; that in!.\>n<ity is ordinarily obtained by taking !he ma.~imum of !he 
intcnsitics that f<•sult al the site when at <'ach oí the potential <ourccs an 
carthqwlke with m:o~nitudP equal to the ma.~imum fcasible ,.,(ue for lhat 
sou:rce ;,. cener:atccl al the most unfaVO<Iroblc location within the .ame 
suurcc. \\'hen this critcrion is applie-d no attention is usually paid to the 
uncertainty in the maximum fc•asible magnitud e nor to the probalJility th~t 
an eaothquakE w¡th that ma~nitude will occur during a ¡:iven time pcriod. 
Thc nP"d to funmdott• seiSrnJc·n•l;·rel~ted d~císions that accoont both for 
upper hounds l.o ma~nitudps "nd for their pwhahilitics of occurrence su~­
~~s\s "tlop~ion of m~~nit ude rP~U!f~ncc e.~p•essions of \he form' 

forN<./1/L 

forM>Mu 

,. low~st n>~~nitude whose contribution lo 

(C.7) 
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~ nLO,,' ~'""ok '"··t~roó'.,·"e. at•U G~(.\1) ~ <'•Hnplemen\,try cumu:ntive 
wot-· '·;In~ do::<rt~utio:J of ma¡:ni.~ud~s ~vny t:r.,e thot "'' r,·ent (M;;, Md 
ocr~r• 11 p:.:ltcu.ar ÍCowt Ol G "(.ol' · '".1 lcn<l• it~oellto annly\Jcal derivat10ns 

" 
G•(M) ~ A 0 + A 1 e;p(-~M)- A 2 <'Xp[ ~(jl- jl

1
)M) 

wherp; 

A o ~ AJ), <·~p J -j)(.~J u - M Ll] 

A 1 - A (¡l-· ¡J1 ) r>.p•:;.t• ~J 

A 2 .~ A 0 <'xp(~~,Mc ~ J)M,_j 

A - [jJ{l - t•xp[ -tJ, (M u-Md]) ---(]1 {l - ~xp[-J)(M u-M¡)]]]~' 

(G .8) 

As M ~nds tu ML from .;bove, ~q. G.í approHch~s eq. 6.6. Adoplion 0 ¡ 
adcquat~ \-alues of M u and /l1 permits satisfying \"o addnional conditions: ti: e max1mum feasiblc magnitudc and !he rate of ,•ariation of), ui ils vidnity. 
\\hcn ll,- ""'· <"q. 6.8 IPnds toan expression proposed by Cornell and 
\'amnarcke (1969). 

Yc¡;ulalp apd Kuo (1974) have applied th~ theor¡: of Hlremc nlues to 
~limati"g the probabilitiPs that given m"~nitud~s ar~ ~xc·•·~d.·d in gi•en time 
mh•rvals. They "'-'>Ume t.ho~ probabilitics t.o fn an ,.,¡,~me type·lll d!S· 
tr¡llU\wn ~"'tJl by: 

F.,,..,(Mit) ~ exp[-C(Mu -M)"t) 

fl<lv'" ~<"Od, ''o" 
' ' •o ~o •o OO>C>O '0<> 

" ' " 1 

• 

' -

R<G•o~ 1 

' ' " ' ' ' •• o» '",.,.o'" "" '" '" "' Pocoo~''''' 

·• _, • • ' • ' • ' 
~•du<o<l '""""''· ' Fi¡, 6.~. M•gmlude olaliotico in th< Aleution l<land, '<ilion. (Afte< Ye¡-ul>lp >nd Ku0 

l9H.) 

forM<: M., 

forM> Mu (0.9) 
clcar what portian of th~ de•·ia!i<>n from t.he '"''"'"'" l)'flP·I di•tril·ulion is 

Hc•re F~lm,.(Mit)_ indkate& the probability that the maximum m~gnitude oh- due I<J lhl' ].,v-. •alu~s of th~ d<•l<•otobility )c,,,Js oroci wh~t portiun comes 
"""'t>d m _1 yrar.; 11 smalJer than M, M u has the same mraning a• ahove, and from diffrr,·nreo between t.hP act.ual forn1 of v~riatic•n o[ A with .11 and that 
C. and K an;- zc._nc~!ependent paramel<>rs. This distribution i• conoislent giv<'ll by t'q. 6.6. '/'he probl "'" d,.,,.,ves al ll'L1l ion 1 "'f"" ,,. ••st wwt<·.< of ,., p•·•·t­
"'"'th !he as,cun1pt1on thol r•arthquakes wnh magnitudes ~reater than M take <~1 lo,.;e< dueto no~structural dama~e may 1~1 spnsilivc to the values of :;._ for 
placP in accorda!lce with a Poisscm pror~ss w<th mean cate), ~qua! to C(M small ma~ni\udcs (say b<!low 5.5) and l¡ecause Uoe <•\'aluation of th~ lC11d ol 
- M)•- Equation G.9 produces ma:;nilude recurren ce curves that lit do~!~· oeismic acti,·ity in a rcgion is ofte11 mad•· to dl•pend t>n tlw r<•eordfd mtrnb<"rsof 
the stati•ti~·al dat" rm which th<'Y aro· h"""d for m~~mludcs above 5.2 and small magnitude shocks and on assumed detectability 1<-•·els, i.e. of rat.il» of 
return peno<Js from 1 lo 50 ycars, ~,.,., though the l'alues o! M that numbcrs of dctt'ded and occuned earthquakcs (Knil~ and ¡.;arain 1971; 
result from ¡>ur~ st.ailst~cal ~nalysis are not reh&ltl<' measures of the "upper Kaila et al., 1!)72, 1974). 
boJ:,nd lo m>ogn~tudcs, smce tn many eme~ they tmn out modmissibly hígh. N"nne of the exprcssions for A present..<l in this chapter possess !.he desir-
'• ;>r, low ma~nitudes, only a ftaction of the numlter of •hocks that llll:e ablc propcity th~t i~ ~ppli<·ability ovcr • nurnl>er of non·ovcrlappin~ rc~ion> 

plact/<S detc>cted. As a collwqucnce, A-valuc• l>ased on s1.ati,tical infoHno- of the cartl1'• crust impltcs the •·ali<lll)' C1f Hn ''"l'"'ssinn of the same fom1 
tion lio bclow those com¡mtcd accordin~ to eqs. 6.6 •nd 6J;I for M Stnall~, nver the addrUon of thosc r~ions, unless wme <L>S\nclions are imposed 011 
!han al>out 5.5. ln additic.n, t'ig. 6.9, t.a~e 11 from Y'-'l:"lllpand Kuo (llli4), tite paramel<-rs of each A. For in•taucc, !he ~dclilion o! cxpr~ssions hhe 6.G 
shows that !he numbers of deteclPd shocks flt the exlr~me type lll in i:q. G.!:l ¡':ives plat•c to an expression of the same form only if ~ is thc same for_al! 
ltettcr !han th~ extreme type-1 di•lrihution implicd by eq. 6.6., coupled with tcrms in !.he sum. Similatobjections can be madc lo eq. 6.8. In what follmn 
!he assumpl;,~ o! Poisson dist.ributJon of thc numller 0 ¡ evenLs. lt ;s not..o thesc forms will he prcscrved, howe\'er, as their ~rturacy is consist<•nt wiih 

1 
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the amount of a,ail~ble information and thcir adoption offers si~nificant 
uJ·.antagcs in the cvaluation of r<•giunal sdsmicLty, as sho~< n la ter. 

6.3.2 Voriativn witl• do·¡¡l/¡ 

D~pth of prN•a¡ling seismic odivity in " r<•gion dcpen<Js on its k~tonio 
~trucwre. For inst;•nce, most of the acth·ity in thc wcsll'm <'Oa<t of th~ 
ü:~it<><l.St~t~s an<l Canada consists of sh<>cko wLlh hypocentral dcpths in tlw 
range of ~0-30'km. In otloer arcas, such,.. the southern coa>t of ~lcxico, 
s.eismic evtmts can he grouped into lwo cnsemblcs: <me of 'mall shallow 
sho<"ks und one of earthquakes with magnitudes compns>'fl in a widc ran~e. 
and with dcpths whose mean •·alue incrcascs with disla<>~e fwm tlw >horeline 
(l'ig. (>.10), ~',~ure 6.11 shows the depth disuibution of ~anhquahs with 
magnitude abo,-p 5.9 for tf"' whole ~ircum-Pacific hel~. 

Mean e~cet.-danc~ rates of gi~~n magnitudes ar~ e>.pecto:-d avna¡;es during 
long time intervals. For d<~cision·making ¡J1lrposes the times of ~,-thqual<r 
occurrena> are also sicmfinnt. At present those times can only be predicted 
within a probabilistic eontext. 

Let !; (i • l .... , n) be the unknown times of occurrenc" of ca.rthr¡uakes 
~cnciated in a given v<>lume of thc earth's crustduring a Givcn time mtcrval. 
and Jet /111 he thc corrcsponding magnitudes. For the moment it will be as­
:.-umOO that the risk is uniformly distributed thwughout the givcr1 volume, 
and hcnce no atl.cntion wiH be paid to the focal coordina le$ of each shock. 

Classical mcthods of time-series analysis havc been npplícd by different 
r.-seard•ers allempUng to devise analytical models for random eanhquakc 
..-quences. The fo Uowi ng approaehe; are often f ou nd in the literature; 

(a) l'lotting of histograms of waiting times between shoch (Knopoff, 
1964; Aki, 1 963). 

(b) E•·aluation of Poisson's jndex of d1sp~rsion, that is of the ratio of thc 
S.1mpl<> \"arianL-e o! the number of ~hocks to its c~pect"d ,,alue (\'r•re-.Jones, 
1970; .%li~ro ar.d Tohi.iz, 1!!70), This. ind~x equals umty for l'ois.son pro­
~esscs, is smaller for n~arly periodic sequences, and is grcater than one when 
Pvents li'nd to cluster. 

(e) Determination of autoco•·ariance functions, that is, of functions rep­
rcsentin~ th~ cov•riann• of the numbcrs of even\s ol>scrved in ~i•cn time 
intervals. cxpressl'<l in terms of the time elapsed betwcen tho•c intcn·alo 
(Y <'re-Jones. Hl70; Shl1en nnd Toksiiz, 1970). TI>c autucovmiancc fundion 
of a Poiswn proe<.'SO is ~ Oirae delta functi~n- This featw-e is characteristic 
for thr J'oioson model sincc it doc> not hold for any olh~r stochastíc P'""""'· 

(d) 1'hc hn,.ard funct:on h(!l. defin<-d so that 11(!) <H is the conditinnal 
pmb,hili!y that an "'"C'lt will tak<• plac~ in !he inlerval (l.l + 01) 1!"'~" that 
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no <'ven\$ have occuned bcforo l. Jf F(t) is lhto cuml!lative probability dis­
tribUllon oí the time botwton cven!s: 

h(!) •f{!}/j! -F(t)) 

wher~f(O ~ iH'(r);'el. 

(G.lO) 
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For th" Poisson model, /1(/) is a ~onstant equallo the mean rate of the pro­

""''-
6_3 3.11-'oisson model 
!llolt commonly applicd stochastlc models nf sei>noicity assume that thc 

cvents of carthquake occurrcnce constituU! a Poisson proc""" ~nd that t_he 
M 's are indep~rHlcnt ~nd i<lentically distnhut<•d. This assumption imph~s 
th'at the prohaLihtY of ha\'ing N carthquo.J..cs ""i1.h magn1tude exceeding M 
during time intenal (0,!) ~quals: 

PN ~ [cxp(-••.,t)lv.,l)"if,\'! (6.11) 

whcre v., is the mean rate of e~ceedance of ma¡:nitWe /11 in thc ~iven 'ol­
ume. Jf N is takcn equal to tero in eq, 6-11, onc obtninsthat the rrobabihty 
di.<lribution of the ma.~imum m¡¡¡;nitud~ during tune mter.,.al 1 lS ~qual to 
cxp(-,.., 1). If v" is given by eq. 6.6, the extreme type-J disLribution is ob-
t..toined., . 

Sume w~aknl'Sses of this model bccom~ cvi<l<•nt in the light of st.ati.<tical 
inform~lion and of an analysis of thc physical processes involved: lhc Pois· 
son assumption implies that the dist.ribution of the waiting time to the ncxt 
cvent ¡5 not modifi<'d by the knowledge of the tinle e!apsc-d sim:e the last 
one, whilc physical models of gradually accumulat..d and su<l~enly released 
energy call for a more general renewal prucess such that, unlJke what h;\p· 
l"'nS in the Poi•wn procelS, the c~p<.-ctcd time to the ncxt even_t decreases as 

1 
time ~ocs on •va, 1974). S\;o\istkal d:<\.;¡ ~ll<lw that ihc Pmsson assump·:~ 

'"' 
tior. may be acceptahle when dealing "ith b:rge shock< thru~hnut th< 
"orld (1-l<'n·Mcnahem, 1UC.0), implying lnek of correlotio" bNween wi•miu 
ties of different reg1ons; howc~er, when <.onsiclcring small volumes of th• 
~arth, of th" order uf th<>s~ lhut can <égnifoca:ootly contribute to , 0¡.,,¡,. n>k 
al a SJte, dal-3 often contr~dict Poisson ·, mod<>l, u>nally Leca use of dust~rin¡: 
oí eurth<¡llakes in time: lhe <>hservcd nn11obers of •hort inton•al; heh'"~" 
,.,-,.nts are signlficantl;c hi~ber !han pr.-dicted by \he ~~rnnential di<lribu· 
¡¡,,n, and ,-~)ues of l'oiss<m\ i!ldP~ uf di,persiun are well abov~ unit)' (F¡gs 

6.12 and G.13). In ;or.w in<Wmccs, howc•·~r. dt·•·ia:.ion• in lhe opposil.e direc­
ti<•" h"'c b<•Cn ob'""~d: "aiting times tenrl to be""''" n<•arly ¡••·roc~loc, 
Poi>>On's inrlex of dispersion is smaller than one, a:>d the pruc<'S> can be 
reprt·•ented by a rcnew~l model. This condition has bcen t<·rort<'<l, fvr 
inst.ance, in the wulhem coast of Me~ico (E~teva, 1974), and in tlw f:nm­
chatka and Pamir-Hindu Kush reglons (Gaisky,1966 anrt 1967)_ The mo<l­
els und~r dlS~UlSion also íail to account for du>terin~ in S!Jae<> (Tslll>oi. 
1958; Gajardo and Lomni\2, 1960), for the e\·olution of scismicity w¡th 
time, and for the systematic shifting of active sources along geologic ac­
cidents (Ailen, Chapter 3 of this book)_ On account of its simplicity, how­
cver, tloe l'oisson process model providcs a valu~ble too] fur thc formulation 
of sorne S<·ismic·risk-rclat.~d decision•. pnrti,ularly of those that are sensitive 
only to !OHglliludes of c•·••nts lo:•ving I'Ol')' long r.''lUtn pNiods. 

6.3.:1.2 T1ig~rr """lel< 
S1.atislical analy<i5 of ""ai:ing tim~s Lctwe<>n earthquakes does not favor 

tlo~ •doption of tlH• Poi.,on tnodcl or of othor forms of renrw"l pt(Jl'•·<>es, 
such as those that assume that waiiing times are mutually indPpend•·n: woth 
lol';norm"l or ~~mma distributiuns (Shlio•.n and Toh•Oz, 1970) _\]\.elr"Jt'I\'C 
modds have bccn dcveloped, most of then1 of thc •tngger ty ¡w • ( \' NC-Jon~s. 
1970), i.o. the ovorall process of earthqu"kc general ron i> cOnSlder~d ns !he 
superpositlon of a number of time s~ri~s. each ha.-ing a diffcrent on¡:in, 
where \he origin times aro the events of a Poi~son procelS. In genNal. Jet N 
be the number of evcnts that take place durinc timt• intNval (0. t), ''" • ori­
gln time of the mth serie•. 11'"'(1' T.,) thP corre.<¡oondmg number of e;cnl.s 
up lo inst:mt 11 and "' the random nurnkr of t1me series initJate-d in the 
intcn·al (0, r). The total numbcr of evenL• that oceur bcf,>re inst.ant t is then; 

N"'E 11'.,(1, t..,) (6.12) 
• 

If orif!'n times are distributed aeeordinc toa homogeneous Poisson process 
with nwau rate v, an<l all W"' '¡ are i<l enti cally distributed stochast ic processes 
with respect to (1 -: T ~· ), it can be shown (Parten, 1962) that the mean añd 
,·ariance of N can be obtained from: 

' '{N)~v jE[I\'(t,T))dt (6.f3) 

• 
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' l'J.t {N) ., V fE( W2(f, •JJ r!T (6.14) 

• 
p,.rz~n ( l 96:!) givc• alsn an C>pression f or the prolJ~bility rcneratinc bnc· 

~:on ~N(Z; 1) of the distrilmtio" of N in''"""' o:;f \1., {Z; r. T). th~ gpne,~t· 

"' , 

1 ime iM« •DL. ,oa• > 

Fig, ti.J3. V.,ian<"<-timo emw [m ¡..·~,.. 1'.e•land >hollow ohod• (Mtct Vere..lun••. 
1966.) 

in¡: functi• n of ca eh of the component proces<es: 

' ,P1.,¡(Z; 1) E exp ¡--vi~ v j .;..,..¡2; 1, r)dr] (6.lt•J 
o 

where: 

~" (?,; 1. r) ~ ¿; ?," /•{W(r, T) ~ n) ·-· (6.16) 

and the probal>ility ll'a'S funclion of ,\'can he ob:.,.incd fr<>m >J¡s(Z; /)by 
rccaUinc that: 

>J¡N(Z;t)~ :0z"/'{N•n) 

"' 
expamlin~ >J¡N in power series of Z, and takinc P{N~ n) ~qua! lo theeoef­
fJciPnt of Z" in th~t ei\pansion. For inst.ance, if it is of interest to compute 
P{N • O]. expansion of <1-NV~: t) in a Taylor's >eries with resped to Z ~O 
leads t.o; 

9,;{2; 1) ~~,(O; 1) + Z9:V (0; 1) + ~; i,&N(O: 1) +. (6.1 ')) 

" hPrc the pn m~ si¡:nific• d,.,;,.,, ti\ e w•lb respect to Z. From the definition <>1 
>J¡~·,P{N~ O] • >J¡,..(O; 1). 

noc.,use tite componen! pm<Pss~s o! 'tri~~er'-type time series appear o•·~r­
lappcd in sample hiswries. thcir nnalyticnl r~pres~ntntion usually entnils 
study of a nt!n¡llcr of ~ l~ernativ" models, C>timation of lheir parameters, ""d 
con1pariwn o~ modd nnd ~amplP pr<>pcrti~s- uften .econd-otc:!er properti<'S 
(Co~ and L<;·.,·is, 19C6). 

Vr,~.Jo~es !!I01P/c. ,\ppl;~ol>i'o~y o~ •o:ne r~o¡eral •tn¡;~~r· m<>dds to rep-



H·>cnt I.>C .. ,_.,,.,ucjty pro~•·s;c• '"'"" dis~<.~w.~! in a o·omprch~n,.,,.· p~pcr b; 
\' o·r~·Jo.ws ( 1 !170 ), "'ho ,,.¡¡en ni o·d U 1~rn rn "'nly ~~"ins~ reeoros <>f "''"" ic ac· 
ti"i'Y in r~"" Z<'"land. In additJ<>n '" simple ~nd cóm¡>Ound Poi1.son pro· 
"'"'""' (l':l.:zen, l!lü::!). h., cansid~rcd t.:eymM·Bn>tt and Bar~le~t-L<·w 1 s m<><.l· 
eh. buti1 af whid1 assllme that eanh<¡uakcs occm in clustcrs and that the 
numb~r of C\'Cnl.s in ~ach clu$l.et is !tocastically ind~pendent of its origin 
linw. In lhc :-.:c·ymatl·ScotL rnodel, lhe prn<•ess .,¡ elu<l<'rslS a'"""'~l station· 
ary nnd l'oiswn, and each cluster is dcfmed by p,,·, the probabihtY mass 
fonlcll{On of its mnn l.>er of ,.,·ents. and 1\(t). thP cum nlatl\'P d :sttihu t ion f une· 
liun of thc tirn<' r>f "" cwnt currcspondin~ tu;¡ givcn dust<"r, mea<llrcd from 
th~ du>tct ori~in. Thc Bartlctl-Lcwis moJel is a spcci:ll ~ase ot the formcr, 
wl""" cach clu,lcr is a rcncwal proecss thai cnd1 afl.er a f1nite numbcr of 
rencwals. In the>c murlels the conditional probahility of an evr.nt taking 
place during thc inl.erval (1. 1 + di), given that the cl<.~stcr consists of N 
shocks, is cqu~l to Nh(l)dt, wlwro A(t; ~ il!l(/)/01. 

Because dusl.ers overlap in time they cannot easily be identified and 
oeparak<l.. Eslimation of proce>S parametecs is aecompli•hed by assuming 
dHfercnt !i<lts of thosc parametcrs and ~'·aluatin~ the corresponding ~oudness 
of fit with ob>ervcd daCa. · 

Various altemuuvc forms <>f N~yman-Scott's modcl wcre <·omparPd by 
\'cr,•-Jon<-s wllh ollsen·ed data on thc ba•is of hrst· and S<.><:ond·otder s:aus­
tia;; hazard function>, int<•rval <.lo>lnlmtions (in the forrn of po"~' sp~ctra) 
and V:<riancoc time cun•es. Tho ><atistkal record compriscs about one thOU· 
sand New Zcal3nd earthquakcs with magnitud~s ¡:real.er than 4.5, recordcd 
fwm 1942 to I9Gl. Figures G.l3-G.l5 sbow results of the analysis for >hal· 
low Nrw Zcaland shocks a• wt•U as th~ comparison of observed data with sev· 

----- E>pon•nHol mod•l 
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Fog. 6.14. Smootlo<"d po.iodo~oam for Now Z<oland 1hollow 1hooh (A flor v ... ..ronoo, 
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Fig. G.l5. JbzOfd l"notion fot N•w Zo~land •hallow oloo<ko. (Afie< V o«•.Jonl'l, 1 ~70.) 

eral altcmative mode!s. The process uf cluster origins is Poisson in all """' 
but lhe distributions of du•ter oizes (N) and of times of ~''•·nts within clll 
tcrs di.fer arnong thr. various i~stances: in the Pois•on rnodcl no dusterir 
takcs place {the distrihution of X is a Di rae d~Jta functton Cf'nlcn-d al N" : 
while in th~ <·xponcntial and in the P"""r·k•w motlels the dlSiribution of N 
cxlrem~ly skc'lltd l<o,·ards N~ 1,-and 11(1) lS tahn res¡>~~tively llS 1 -e-

' 
-------........... 

••• 
15' -

' 
o .... 

105° 100° 95° 90" 6ó" ., 
Fic. 6. 16 Ropturo ronoo and •pi<enl~to or brJ• •hallow Middl<- ""'""<"' ••rtl>qool.,. 0 
thi> oontocy. ( Artor K~llohn ~~ al., 1 ,¡;l.) 



and 1- !c/(c + OJ" for ¡:;.O, andas ;~ro for 1 <O, wher<' A, e, ~nd ¿ am 
p<>'iliv~ param..t~rs. ln Figs. 6.13-6.15, 6 ~ 0.25, e • 2.3 days, and X • 
O 061 sho<"ks/day. Tloe signifl~anc<' of clustering is evidenee-d by the high 
'"lue nf l'oisson's díspcrsion ind~x in F1g. 6.13, while no sisnificant period· 
icity can be infcrrf'<l from Fig. 6.14. Both figures show thal thc powt•r-law 
modcl providc; thc bcst fit lo the st"list1es of thc samplcs. ,\ Similar analysis 
for New Z_caland'~ decp shocks shows mu~h le« du>tcring: l'oisson 's di;pN­
sion index equals 2, and the haúrd function i; nf'arly constan! wilh time. 

Still, data rcporte-d by Gaisky (1967) havc hazard functwns that su¡:scsl 
models "·herc the cluster origins as wcll as th<· clustets th~mselvcs ma}· he 
rcpre"'ntcd by rcnewal process.cs. ~lean return period• are o! the ordcr of 
oevcral months, and h~nce theso proe<>s>es do not cOrTcspond, at least in lhe 
tirn~· scal<', 10 lhe proccss or allcrnate ¡>eriods of activity and quies~ense o! 
""""' ~eolosical struc\!Jrcs ~ited by Kellcher el al. (1973). which hav~ le<.l to 
th~ concent of •temporal '<!ismic ¡:aps'. di<cu~..-d below. 

Simpli¡oed ltiggcr modcls. Shlien and Toksijz (1970) propo•e-d a si!llple 
particula:r ~ase uf l]¡e Ncyman·S~ott prnc~ss: th~;-lumpPd togc•thc•r all earlh· 
<lual.<'s takinG place during non-<;>verlapping time inl-E'r\"als of a ~iven length and 
dP,med thcm as duoters for which X(t) was a llirac delta function. Workíng 
with one-day intcrvals, they assurned thc number of cvents pcr cluster to 
he distribut..d in accordance with the di<cretc Pareto law at>d applied a ma.'<i· 
mum-likclihood critcrion to thc information consist1ng of 35 000 earlh· 
qua\.._.,; reporte<! by lhe USCGS from January 1971 to Aosust 1968. Th~ 
modcl proposed reprcsents rcasonahly well hoth the <listrihuLion of Lhe num­
locr of •·arthquak"" in one-day int~rvals and the dispcr>iotl inde,. l!owever, 
owiug to th~ assumption that no cluster lasls more !han one day, thP rnodel 
fails to r~ptC'<•nt thc "uto~orrelation funcLJOil of lhe daily number5 oí 
shocks for small time lags. Thc degrce of dust-erin~ 1s shown to be a r<"~iunal 
fundion, and to d1mmish with the mngniturle .threshold valuc aml wiLh lhe 
focal d<'plh. 

A[tenllock sequences. The trigger ptOC<'S.SCS dPscribed havc been brgndffi 
HS rcasonablc represcntalions of regional s.cisrnic acti~ity, cvPn when a! ter· 
sho~k scqu~·nces and earthquake swarms are suppre,sod from sl"listio-a\ 
ro·cords, howc,-,r arhitrary that suppression may be. The most si~nif1cant 
in<tances of dustcring are n•tnt<•d, howe•·er, 1.o aftershock sequo•nCPS whic~ 
nftcn follow shallow shO<'ks and only rarely intnmc.Jiate alld tleep ewnts. 
l'crsiste11 t•e of Jar~e numbcrs of aftershod.s lor .,_ fcw days or we<•h h~s 
propitiat.ed thc d••t:1iled st3ti>tlcal amlysis c.f tlw;~ wqut•nces siiJcc Ja;¡ 
century. Omori (lS!M) point.cd ooL the decay in the mean rato' of aft.o't· 
sheock oceur•~nc¡• ''"i!h /, the tin•<· .-lo¡•se~ si~cc ti•c main ~oock: he e;.;pres""d 
t.hat rateas Ílli·Nsely propcrtional 1.0! ~ q, whcw t¡ io "" cmpirical ~onstJnl. 
U 1su (1~G1) l"~Po«"d a mor<• ~P!"lCr.l! e:<prc"ion, proportiona~ 10 (1 + .,¡-r 
whcrc ;: is 0 c0mtant: Utsu's pr•>J'"'al ;" c·onoi~lcnt wilh Uw P"''·~r-bw C:<· 
pr.,sion !or /\(1) pr~·.-ntro aho''~. 

Lomnilz and llax (1966) propo¡,,.,__¡ a dusl~rin~ rnodel to r~pn•>cnt a!tn· 
ohock sl'qneoccs; it is a modifi<·d "'rsion of No•yman and Scott's modcl, 
wherc the process of cluster origins is non-horno~encous Poisson with mean 
rnte <.lccayins in accordance w¡th Omori's law, thc number 0 ¡ e,·cnts in each 
cluster has a Poisson Jistrihution, nnd A(l) is ~XIJOr.enLial. All Lhe results 
and metllods of analysis describcd by \'~re-Jones (1970) for th~ stntinnary 
pron•ss of cluster otJ~ills can he applic•J to lhe nomtation;u-y cast' throu~h a 
transfonnation of th~ lime .,_.,.].,_ F,t:inG of pararndP" ¡.0 ft>ur "flershock 
scquen~cs wu accompllshed throu~h use of the wcond-mrlf't informalion o( 
the S<lmple dr•fin~d on a trnnsfornwd time .<calc.lly applying lhis ~ritNÍOn 1-0 

earthquake ~-ets ha,·ins magn"1tudcs aho,·e diflerent threohold valucs it wa' 
noticcd that the de~rec nf clusterm~ decr,.ases as the Uu-eshold ,·a]ue in-
cr<>ascs. 

The magnitude of the main shock in!luem-es the number of aftershocks 
and the di>tri\outiun of thrlr rnagnitud~s nnd, allbough the rate of adl\lly 
d~cr~a= .ith timf, the di~tribution of mogní1udo,. remains stablr• thro•ugh· 
out cad1 •ec¡ucncc (Lomnitz, 1966: U !.Su, 1962: Dra~opoulos, 1971 ). l:.¡u3-
tion 6.6 reprc>ent~ f~irl)'·W<"il th<· d"lribution nf magmtudes observed in 
mo•-t aft.cnhock sequcnccs. Va.Jues of 11 range from O.fl lo 3.9 and d~crease 
as thc depth incre•ses. Since values oí {J for regular (main) eart!Jquakn are 
usually estimated from relati1·ely small numb~rs of shocks ~enrrat..d 
U><oushout crust V!_>lumcs rnuch wider th~n thos.c active during af1ershock 
sequences, no relation has bern esla\Jl ished among fJ-•·al ues for series of both 
types of ~vents. The paranuLrn of Utsu'• •·~prcssion for t.he d<-eay of a!tcr­
shock activity with time h:,.·c be'"n rstimal~d for .._.,-eral sequenccs, for in· 
stonc• !hose followin~ the Al~ut1an ~arthquah of ~la> eh 9, 195'i, th<· Cen· 
tral Alaska ~arthqual.c of April 7, 1958, ond the Southeast<·m Alaüa earth· 
quake of .luly 10, 1858 (Utsu, l\)62), with ma~niludes eqoal to 8.3, 7.3, 
and 7.9, n•spectivel)•: e (in óys) was 0.31, 0.40, and 0.01, whilr t W/1.5 1.05, 
1.05 and 1.13, respecth·ely. The rdalionship of the total numher of after­
shocks whoS<> n1a~nitude C~{"("cds a givcn valuc with thc magnitudr of the 
main shock was studio:-d by Drakopoulo; (1911) for 140 a!te"hotk •e· 
qurnccs in Gwece from 1912 to 1968. His re•ults can he expres;ed by 
8(.11)" A <•xp(----)U/1, who>re !;'(MI lS tlor l<llal number uf aftershoth with· 
m"'lnitudc &lcat.cr !han .\1, nntl A lS a !unct10n of .1!0 , lhe m2gniturle o! the 
maill sh"ck: 

A • ~xp(3.62 !l + 1.1.110 - 3.46) (6.18) 

F'ormulotion of Uoch.~:.:c pwt~"' "'"dd.< fllr ¡;iven ~arthqunke ""'i'"'"~es is 
feasiblo <>nc-<: t~is rcloticns:lip and lh<- acticily decay law lre a\·aibhk for the 
sourc·e of in\l:mst. l'or <eismic-ri•k t•slim~lion at a ~i~en sitc the s¡•·•tial dis­
Lribution o! dlt>r-hoch ma) b~ '"' si~llificar.t a:; the distrihution of ma¡¡­
n;tudes """¡ !he lime ,-:~ri~tion of nr.ti\"lly, ;'arlicubrly lor soon-cs of rcla. 
tiq·jy ];>r,~e ,¡: >rn;¡.,,,_ 



6 j_,j " 'il'll~UJa! pmcc"' "lOdr/.< 
Thc tr'g~er ""'del• d;•scrilwd ate b"""d 011 lnform3\iOn ~l>out carthr¡uake• 

with mc~nitU!lPS above r~l;;tiwly lo\1' thn•,bc-lds rewrd,•d during t1m~ iHtcr· 
vals of at most ten ycnrs. The d~¡;rc~• uf dus:.,rinr. observ«d 1111d the dis· 
tributions of times betw<'<'n clusl.en; cannot be cxtr~pol3tcd to high~r mag· 
nitude thrc·<ltr:>lds and longcr lime inlc,...·ols without further sludy. 

A;·"ilabl~ information slwws beyond doubt that si~nif1c•nt clustering is 
the rule, al leas\ wh<'ll dcaling with shallow shocks. J:!Owever, therc is con· 
sid<"rulll<• ground for <iiscusswn ordhC notur~ of tite proc.:ss of dtBt~r orir.ins • 
during intcrvals of \he order of one c-entury or longcr. While lack of slatidi­
cal data hindcrs the formulation of seismidty models valid O\'Cr long time 
Jn!crv•ls, qualitative consideration of !he physical pro~~'""" of earthquake 
gcn~ration may point lo models which at !east are consisten! with the state 
of knowledgc of gcophysical sch•ne~•- Tbus, if struin cncrgy s!ored m a re­
gion ~rows in a more or less systematic manner, the h>Uard function should 
grow with •.he time clapsed sin ce the las\ event, and no! remain constant as 
thc Poisson assumption implic<. TI"' com·ept of a growin~ ha,.ard function is 
consistent with the condusions of Kclleher et al, (1973) conceminc !he 
theory of periodic activation of seismic gops. This theor)' is parhally sup· 
pon<'<i by results o! nParly qua\itative an:>.lysis of the migration of scismic 
~ctivi!y along a number of geological stroctures. An inslance is provided by 
thl' souihem co~s\ <>f Mc~ico; nnc of !he most acti"e r<·~ions in tho wodd. 
Lar~e shallow shocks ru-c ~encrated probably by the JntcrdClion of thc ,-on• 
tinenial mass and the mlxluctive oceanic Cocos plal<' that undcrihrmts it 
and by t·<>mpres,ivP or n~xural failure of the lattcr (Chapt~r 2). Scismologi­
cal data show •ignif¡call\ gaps of acti,·ity along !.he ~oast dunng thc pr~sent 
century ami no\ much is koown about previom htstory (F¡g_ G.JG) . .-\Ion~ 
!bese g~ps, scismic·risk <•stimates ba<l!d solely on obscn..d intensities ar~ 
quite low, although no si~nifi~ant difference ts ,.,.idcnt in the g<•olo~ical 
structurc of these regions w1th r~spect to the res\ of !he coast, save •ome 
t.-ansoi<'r!e faults which divide the continental formation into severa! blocks. 
Wilhout lonking at \he st.atistical records a geophysic"t would assign equal 
nsk throóghout the an•a. On the basis o! seismicity data, Kelleher et al. haV1! 
concluded that activity migral.e!! n!ong thP region, in such a marmer that large. 
earthquakes tend to occur at scismic ~aps, thu& implymg that the hazard 
functioll ¡;rows w'1th time since the las\ ~arthqual<e. Similar phcnomena ha\'e 
been ol><cr•..d in other r<'!lions; of particular in\Nen is thc Korth Anatolian 
fault wh~"· acli\'liY has shifled systematically alon¡¡ it fro:':'l cast to west dur· 
ingthe las\ forty ycars (Allen, 1969). 

Conclusions relative lo achvation of sdsmic gaps •r<· contro,·ersial b<·<Oausc 
thc ob~oervulion periods have nnt exccN;!ed un~ <"ycic of cach proccss. Ncvcr· 
thclcss, thosc conclusions point to the formulation of stocha•tic models of 
sciomicity that ren~ct plausibl~ fcaturcs of lile ¡:~oplty~ical proccsS<'•. 

11h'~C t'Oll<i.->•~tions sllggcst the nsc o! renc\..•JI-procc•s modds to r~p· 

'"' 
n·.'<·nl scquenn•.' o! in<!i\·o<lual sho~ts '" of dustcrs- Such modds rue r.h:ll­
acterized bcu11sc ::mes lochn·en cvents ar~ ind<:pentlcnt aud IJ,nticallv 
dJ<trilouted. TI><· l'oisson ~'""'"" io a parucul~r rell<•wal modcllor whkh ¡¡,;, 
distribution of the w~itlng time is cxponential. Wlder ~enNality Ís ~chieved, 
without muclt}o;s of mathcmatical tr.tct.abihty, if iul.<>r-cvcnt times ar<• SU])· 
P'""J to be <listributed in oc<"nrdanN' with a ~amma function; 

r )<)" " ''')¡,_,c-.. 
T (Á' J)!· 

(fi.l \1) 

wlticb ),ccumes th'' CXJmm•nti~l <!~>irÚHltÍ'Ill when k~ l. lf k< 1, short in· 
lel"\'dls are more frequcm and the co~fftci<•nt of vru-iation is l!fCater th<m in 
thc l'oisson modd; ti k> l, the tt'\'C"e i< uue. f)hli<'n and TnJ;s(;z (l ~7(1¡ 
found that ¡;-.:omma models wcre unable to represcnt the 'cr¡uences of in· 
dividua] shocl<s they analyzed; but the.e authors handl.-d lime intert'als at 
l<·ast an order of magnitud!' shotlét lhan thosc rc!crre<:l \o in this scetion. 

On the basis o! ha>-ard fm;tclion estimated from sequenees of small shocks 
in the Hin-'u.J<Ush, Verc.Jones (1970) d<'rluces the validity of 'branchiny, 
r~tlewal process' modds, in which th<· intcn-•als between cluster centers, os 
well as L'>ooe bdw<'t'n cluster member:s, constitute renewal processes. 

Owing to the sntrdty of statistical information, rcliable comparisons be­
twcen alt••rna\l• mod,'ls .wHl ha veto rt•st partially on sirnulation of thc pro­
ct>ss o! sto~t· and !ilw.ration of strain enNgy {Burrid~e and Knopoff, 1967; 
Vene,.iam> and Corn~ll. 1973). 

6.8.4 Jn{luencc o( tite sdsmicit) I)Jt>dd on I'ÓSI'"" r¡¡l." 

Nominal values of in''~Stm~nts tnade ata gi,•cn iMiant incT<·aS<• "'ith ttm~ 
whr·n pbcing them al ~ompound intcrest rat~s, i c. whcn ~apit~li•in¡: tbcln_ 
Their real ,-al u e - and not only thc nominal one - wlll also ¡:ro", proviJPd 
lhe in!crest ratc ov-Prshadows inflati<>n. Ct>Jwctsdy, fur th~ purpo<p o! mak­
in¡: dcsign de-cisions, nominal values of expeded utHitíes nn<l cosu innictffi 
upon in the future have to be convcrted int.o prc ... nt or actuali>.ed ,.aJucs. 
whicb can h<· dir~ctly con1pared with initial eJ\.pendltures. Descnpti(JnS of 
seismic risk at a si\e are insufficimt for that purpose unless the probabihty 
di~tributions of thc limes of occurrcnce of dtffurent inlcnsities- or ma¡:­
niiud~s at nci¡:hl,unng sources- are stipulated; this cntails more than si ni­
pie ma~n\tud~·recmr~ncc graphs or ev~n !han ma~itnum !en<ible magnttude 
<·stimates. 

lmmediately after t he occnrrcnce of a lar~ e carthqiJakc, seismic risk is ab· 
normally hi¡;h duc to aftcn;hock acti•·ity and to the probability that damage 
inflidcd by t11~ lllaitl'Ohock may havc weahncd natural or man-mad<• stru~­
!urel if emcrgt'ncy mcasures are no\ takcn in time. \\'hen aftcrshock acti,·i~y 
h~> cea>ed and damaged ~ysi<'ms havc bt•en r~p~ired, a normal risk ]el'ciJS~,, 
attained, which depi'nds on the probabi!Jty-dcn<ity functions of thc w:titin~ 
< '·"'e• to thc cusuin:; damagin~ earthquai;es. 



',_,¡ 
' · For thc- pldpose of illustrntion, l~t it be assumcd th~t n fixed and dNcr- grows with time, until it outridesthat for thc Poi•onn proc.-.,, which rcm'\ins 

ministically known dama~c D0 occurs whcnevcr a n>agnitude abovc a gi•·~n c0 nstant. Thc· differcn<:es shown dcarly aff<"CO cn¡;inPering decisions. 
value is g~ncra1cd at n gi•·cn wurce.lf {(/) is the prollal>ility-density function 
of the wailin¡: time t.o the occurrence of the dama~ing cvent. and if thP ,-,.~ 
levcl is suííicicnlly low lhat only thc flnt failure is of concem, tñe '"'l""clcd 6 • ASSf.SSMENT Of LOCAL Sf:ISMIGJTY 
\'?.lue of the .octnabud cost of darnagc is ('-"e Chap((·r 9 ¡: 

iJ "Do J e--->'f(t)dl (ti.20) 

• 
where 1 is th,• di'<:ounl (or com¡mund intcr~st) cOt•ffocicnt and the m·erliar 
cienoteS e~pectatio_n. JI tbe process is Poiswn with mean r~te ''• tJ"'" f(ll is 
exponQn\ial and J)"' D 0 v{'y; howe,~r, if darnagon¡: co·cnl5 t.ah place In 

· dusten< a11d most of the damogr· produccd hy cach cluster t·urrcsponds lo its 
Íll'S! evcnt, thc computation of ¡j should make use of 1he mean rate ,, cor­
respondinc to lhe cluswrs, mstead of that applicablc to indi\·idual cvents. 
Table 6.11 shows a cornparison of <cismic risk deterrnm<·d under th~ alterna­
li"e assurnptions uf a Puisson and a ~amrna model (k h 2], huth w¡t)l the 
.-.amP rn<•an r~turn period, i.:fv (Est~va, 1974). Thre<> d.-.~nption• of ris~ are 
pr.,...nted as f uncti<>n• of tl<e t1me 10 elapsed sin ce the las! '<la m aging ev~nt: 
T 1, the expected time t.o the ne>.t evcnt, measurffi from instan! r0 : th<· n· 
pecL.:d valuc of thc prcsenl cost of failurc computed from eq. 6.20, and the 

-hu.anl function (or "'""" failure rate). Since clustering is neglected, risk of 
aftenhock occun-.,ncr muU be either included in D 0 or supcrionposcd on 
that displiyc•d in thP tallle. . 

This table shows very si~nifocant diffen•nt•cs among risk Jevels íor both 
pr<>cesses. ~~ small val u es of 10 , risk is lower for thc gamma process, but it 

TABLE 6.11 

Cnmp"'"'" uf h>i,..on •nd ~amm• ~,.,, . .._.,. 

'" >1!.- T, V/1< Poi-'SOn pou« .. , !; • l Mlv T, >lh G•mmo '"'*""• ~ • 2 !.-1/r 

DID0 [l¡/J, 

-,~¡, • 1 o 7h/V: 100 1~11'• lO ~k/>•IUO 

o ,, (J 0278 o 000-1 o 
'·' 0.92 o 0~!1 0.0036 o 367 

"' 0.8G 0.06?5 0.00~9 o 667 

"' 0.1~ 0,0973 o.o1 oo 1.333 

' LO 0.0909 0.00~9 ' o 0.67 0.120 0.0132 2 000 

' 0.60 0.139 0.015~ 2.6f>7 

' 0.~4 O.JM 0.0179 3.333 

" 0.5~ O. 1 GO O.Ol S7 :1.633 
u.~o 0,167 o_Ol9G 4.000 

Only exceptionally can magnitude-rccurrcneP relalions for small volum<:• 
oí lhe earth's crust and statistical correlalion functions of the process oí 
earthqual;e g<·n~r.otion be do•rJV<'d (•xduSlvely from Slat¡stieal analysis of 
re<·ordo-cl shocks. In mos1 ca~es lhis inform,.tion is too limit~d Ior that ¡lur­
po.<e and 11 du~s not always rcflcct g<'<>logical o•c·idencJ\. S'uK" thc laUer, a> 
wcll as !U <Onnc·ttiun with ;¡•ismicily, is !J<•<et Wllh "id~ unecrtaint)' m;IJ· 
gins, infonnalion of different nature Ms lo b" C\'alua1f'{l, its uucertaillt)' 
analyz~d. and condusions reache<l consis1ent wilh all piec~s of infonnation. 
A probabilistic criterion that ac~ornplJSiles lhls is prpsent~d her<": on the 
hasis of gootect.onic dal.a and of Nmccptual models of lhc ph ysical pr<><'C-'><'> 
invulved, a se! of altcrnate assurnptíons can be made conecming the func· 
tions 1n quNtion (mar,nitude recurrence, linoc, and space correlation) andan 
inilial probahihty distribution assir,ned then•t.o: statistical infNrn"tJOn 
is m~d to judgtt the likeliiJOod of caeh a>;sumption, and a posterior prob­
ability distribution ;, olltained. J-low slatislical onformation contibutes to thc 
posterior probabilitics of !he alterna t .. assumptions dcpcnds on the m.:tent of 
thaL U¡!onnatinn and on thc <lcgrec oí uncerlaint;· implicd lly the initial 
probabilities. TlnJ>, ,¡ ~,.oh>gi,-,.1 evid<'nce "'PPOrlS confidN¡ce in a particular 
assumption or ranse of aS>umptions, stotistical information oho.,ld not 
greatly modify thr· initial proll~biliues. lf, on th~ oLher hand, a long and 
rcliable statistical r~rord is availablc, iL practically determines !he íorm and 
p:uameten of thP malhematical modPI sdectPrl il> repr~S<·nt local scismicity. 

B~;csian st.atistics provide a fra111cw<:>rk for probabili•tic inf<·r~nee that 
"'·counts for prior probabilities assigncd to a set of alternate hypothetical 
models of a ¡;,.,., phenomenon as well as for •tatl>tical samples of cvents .;.. 
l>t~d to thal pltenomcnon. Unlike cOnventional method• of stniistical in­
krrncc. Dny<·oi•n m<'!lmds ciw• weight to probability mcasurcs obtained 
frum &arnple< or from othot sources; n••mha1'5, •·oordinatcs 1111d ·ma~nitud~s 
of eMthquakcs ubserwd in ~;,•en timP inl.cn·al• '-<'!Ve t.o ase~rtain th\' proll­
alole .-~lidity uf <'nch o! 1hc ah<"rnati•·c modcl< of local .<f'ionlidty thatean lx· 
postulated on thc ~roun<h of ~··olo~ic•l ~vidente. Any criteJJun intonded to 
wd~ll informalion of difiNcnt nature and diffcrent dcgrces of unccrtainl)' 
shuu)d lcad to probabii!Siic ''nclusions consis1ent with lhe degree of con­
fodence ~u3 chl>d to cach scur~•· of informntinn. This is Rt<·omphs!wd lJy 
B~yesian mel.hod¡. 



L<·i ;1, 1 • :, .. 11¡ be a <·~mrrd•enoiw s..t of 11111\ually e>clusi'''' a,oun>P· 
tio"' r"r,•ccm,,,., '' ¡~Í<'Cl1, im;,t'rf,ctly known phcroouwnon ;¡nd let A be thc 
oh"'rv'--d QU!~omc <>f •uch a p]¡eCJOil•t·non. Bcfor~ observin~ outcomc A W<' 
,_,..;¡:n '"" inillal pw\laLill\y /1(1l,) lo <"ach hypoth.-;i<. lf P(A IH,) i; !loe 
probol1!JHy O( A in ¡'a'i<' hypo\locm ll1 j_; lTU'!, lloen Buyco' theorcm (({~jffa 
and Schlaifer, 1 9GS) st~tes that: 

/'(A IH1 ) 

1111,:A l ~ ?ti i 1 l l:,?(H¡ V'( A liT¡ l (h.21) 

Tbe first mcmbcr in this ~quation is th~ (po<terior) ¡•roL~biliti that 
ru;surnp tion 11, i< tru~. ¡:ivcn thc oL.,crved o<lt<"Oulc A 

In th~ cvaluation of seismic risk, Bayes' thcorem can he u .... d to improvc · 
initial estimatcs of A{lll) and its variation woth depth in a givPn arca as well as 
!hose of the param~ters tha\ defme the shap<' uf ),(M) ot, •·q<n<·alently, the 
~onditional distrihution of m"gnitudcs ~ivcn tbe oc·curn•ncc of an parth· 
quake. F'or tha! purpose, tah :\(M) as !he pruduct of a ra!c fw•c!ion ),L ~ 
h(M,j by a sh:<pe func!ion G•{A!,B). ~qua! lo tli~ ,·undi!illnal <·omplr•men­
t.:.•ry rlislribution of magnitutl,.s givcn the occum·ncP of an Parthquak~ with 
M ;;. M1,, wher~ ,\h is the ma~nitude thu'<hnld of thP <PI of st<tti<tical data 
usffi in !he ~stin1atinn, and JJ i< thc vcct.or of (un<-~rtain) paramet.e" JJ 1, .... 
B, that dPfine Uw sh .. pc nf A(Af). F'or imtancc, if A(Ml is lahn as ~,v,.n by 
eq. · 6.8, B is a vPctor of thre<.> elements equal r..spectively to (j, /11 , and M u, 
if <'<~· 6.~" adopled, 13 is dcfmcd b)' h •nd M u-

TOe init1al distrihution (lf scis.nic•ty is in th" <'ase ~xpre.,<><l hy the initi"l 
joirit probab!lity density function of ),L and B: f'(~,__B). Thc obwrved out. 
come A can Le c"pressed by the rnagni!udes of all earthquahs g~ncrat.ed in a 
¡¡ivéñ' Sllurc~ during a ~iven time interval. For instance, suppnsf that N earth· 
quak<-0$ were ob><·rved during time interval t and that their ma~nitudeo were 
m,, m~, ... , m_v• Bayes' c>.:prcssion tal<cs the form: 

(
' . ( · Pjm,.m,, ... ,m,.;ti)..~,B] 
f.~•·• Blm, • ... , "'" ; 1) '" {)..,,' 8) f f /'[m 1. m;,---::-.:m,., ; ti/, b] {( 1, b )dldl> 

{6.22) 

whcrc ("(.) is .the posterior probability dens1ty function, and 1 and b arP 
dumm}' ,·anablc~ that stand for all valu<·s tha! may be uken by>.~ atod D. 
n·sp<•t·livcly. Estima!wn of ),~ can usually l•e furmnla\Pd '"de¡>cndcntly <lf 
that of the othN par .. mcturs. The ob,.,rved fact is then c~prc<sed by 1-."1., !he 
number of earthquakes with m~~nitude above ML during time 1, and !he 
fullt.tvin¡: exprc.<Sion is obtaiiH•d, a.s a first slcr> in the cstimation of A(M): 

, P(NL;¡j}¡L) 
( {)..LjNL; 1} ~ ((},d fP(N!.; ll/)((l)dl {6.23) 

6.4. 1 .1 lnitin/ probab1lities o{ ltypot/Ic/iool modrh 
1\'hcre •tatistical~informalion ls Karce, o.eimlÍCÍty estimatcs will be vcry 

>cPoitlvc lo inillal pa>h obihtic• O>:.si~m·d to o\tem~tivt• hyp<J\klH'a\ ¡n<od<"i<; 
th~ opinio:-ts of ~ccoln¡:ists nnd gcophyoiri,ls "bout prob.1fM nlodCI<, ,olmnl 
the parametHs of ~ile<e models, an:l the ~orrespondin~ mar¡!'"' of u,,.,,.,¡,,;,. 
t)' •hould he ~clt•qu~tely mt,rprc\J;'d antl <" XPfl'<'-<'d in \enns Of ~ í UH<"1.Wil {', 
"' r.•quircd Ly e~u:Jtions simil~r W 6.22 ami 0.23. ldeally, th~se o¡,¡llions 
should Le b~~d on the formulation of potential eartho;¡uakc sources and '"' 
lhclT t·ampat i>on wilh pO.<>J hly •ímilar ~eo ledo ni e structllrc<. This i• usu.l))y 
done by ~cnlori,ls, """~ qualttati,·ely thJn <¡ll~ntitolivdy, wh~n the.1· .. .,¡. 
m"t.c M u. Jnitial cstimatcs of ~~ an• S<'ldum madc, delpiu· ;ht• si.niúcanCt· of 
th'os parame4'r fOJ ~ht' de<Jgto of mt><lcratdr in•portant s¡mctur~s (sc•e Ch:~p· 
Wr 9). 

Analysis of ~~ological information must considcr loc~J dctail~ as well as 
~t·neral structur,• and evolution. In sorne areas it "d~ar tila1 all potl•ntoal­
earthquake soun·es can be identifi.-d b;• snrfnc~ faulls, an<l :ho•ir dtspioCt'· 
mcnts in recent 1:'-"<>lo¡:ical times measur.-d_ Wben mean d•spbc~mrnts ¡x-t 
unit timP can be c-<timalc!:l, th~ ordcr of ma¡:n1tude of creep and of ener,:y 
liberak-d l,y slwcks ;ond h~nc~ of tlw r<'rt.trr<•nc~ inl<•n:ols of ~iv~n rna!')ll· 
!ud~!! can lw eo!abli,hed (1\'oll .. c"C, 1970; Da<'lf's and Brune, 1971), thP cor· 
respvndin¡: unc<rlainty "''aluat<-d, and a:;1 unlial probahihty distribution a>· 

si~ned. The r~ct tha! noagnnude·r<•currcn<·e rela!¡ons are only W<'akly cor· 
relaled ;.,.tth thc siw of rc<"cnt d!Splacem~nts \s reflecte<! in !arre unc~rtain· 
tin ( Pcuusll<'nky, 1 !l66 ). 

Applieation of th<" t·merton de>crilwd in lhe forc~oin~ p:uagoaph can¡,. 
unfc~sible or in.•cl('{)<tJ\t• in tnatl}" prob)ems, as m are'" "hN<' tht' abund~ncc 
of faults of diffcrcnt si:cs, ag.,., and activity, an<l th'-' insuffid~nt a.xuracy 
with which ft~cal coordinatt•s are dcU.rmino'<i pr~eluJe a dif{1•renti•tinn nf all 
SOUIC<lS. Regional seismicity may then he cyaluat~d unde1 the a.s11mption 
lhat al leas\ part of tbc ..,;,m>c activity is distribult•d in • ti,·cn '·olunw 
ralher than cnnct·nlratPd in f•ulls of diffcr;•nt hn])(lr\an~"- '1 ;,~ same situa· 
!ion would b<· f"~cd wht•n dealuo¡: with acth·e zones when• tllt•re is no "'"fnec 
eviden'-"' of motions. llene~. consideration of the o~eralllwhavior of com­
plcx r,coloJ"i<"al structur<•s ;, often more si¡:nificant !han thP study of local 
<leta•ls. 

Not much nork ha• bcen done in lh~ annly•is of th~ m·~rnll beha,·ior of 
brg~ Ct"Oio¡rical structur~s witll r~spect lo the enPrgy th,.t t'a.Jl be e>.¡wct<-d 
to b~ ltl.>erat<·d ]ll'r unl\ "t>i<Hn<" >md pcr unil li111e in ~i<•e.n P"rtions nf tho"· 
structures. Jmporl:lnt ''-'"""r<'h and applicatinm •hould be ~xpected, bow. 
evcr, sin'-"', as a resuJt of the eoMribution of plal<'·lectunic-s theory to the 
unclcrstandinG of lar~e-sl'ah· l<:~tonic prol'<''-'<'S, the numoric;~l valu~s of >ome 
of !he vari~bles corrclated with energy JibPration ar~ b~in~ <lelt•rnlincd, and 
can be uSt-d al Je~st to obtain ordPrs of mab•tlitude of ~>.p~cl<"<i ac!ivitr along 
p)a!<! boundaric•- Fnr h••s well understond are th~ ncemren~e nf shock> i~. 
appo>rcntly inactive re~"'"' of continental shields and tloc \lchavior of <'Onl:· 
plex continental i.>locks or rc~ions of intensc' foldin¡:, but r•en tht·re sorne 



, 
pi<Jgrrs.< is ""1'~<:100 in !he study of accumulation of stru<es in the ~rust. 

_Knowk'<lge of thc ~col~¡:kal structurc can sc,.,.c to formulme 1mtial pr<>b­
~IJohLy 1hstr1Lutonns <>f ScJsmiclty ewn whcn quantiL<ttlVC """ of geophysical 
tnformat10n secms be;·ond rcach. lnltial prohahilJty dislrilm\ions of local 
'''ismicity p~ametcrs l. L. B 10 the small volumes of the e:..rth's crmt that 
~-..muihmc significantly to sei•mic risk ata sitc, can be assi~ned by wrn­
pmison with tlw a\'erage SPismicity observed in wider areas of similar tec­
tonic charad.eristics, or wher<' the cxtent ami completencss of <tatistJcal 
inf"'"'"llon wmr"nt reliable t·stimotes of m~¡;mtudt•-recurrence cul'\·es. 
(f;,l.<>\'a, 1{169). In ¡his manncr Wt• ea.~, for insl<once, use thc informntion 
ohont llo<' aver"ge <J¡stril!ution of the depths of t•acthquakcs ol d1fferent 
m,q::~ill1des ~hcou¡:hout a 5«i>mic prO\'incc lo estimate !he eurr<·>ponding 
d"ltJhulwn 111 an "'"" ol that provine-e, wherc actl\'ily has been Juw dufmg 
Lhe obser\'ation inten·al, even th<>ugh there might be no apparent geo)Jh vsical 
rcawn tu accuunt for the dtfference _ Similarly, the e"pect.«:: val u e and ,;oeffi­
dent of variation of :1.~ in a ~iven area of moderol.e or Jow seismicity (as a c<>n­
lH1c!ltal shteld) can be obtained from the statistics of the mot.ions originaW 
al all the Supposedly stable or aseismic teginns iro the world. 

Tite .•igmfi_canee of initiill probabtlities in seismi.-: risk estimates, against 
thc .ve'llhl gwen t-o ¡>urely statistical information, becomcs evident in the 
e~ "mp_le of f'ig. 6.16: if Kellcher's the-ory ahout activation of seismic gaps is 
true, nsk '' ¡p-eater at the gaps !han an)'WhNe e!S<, along th~ coas': if l'oisson 
mr>dels are d~•·m,·d repr<'-<entaltvc of the proccss of "nergy libera! ion the ex­
len! of slatisticaJ information b enough !o sul.,.ta~lliate lhe hypo(hesis of 
n-duced risk at gaps. IJe-cause buth rnodc!s are •till controversia), and rcp­
"'"'"t at most two e~treme pmiho01s concerning the properties of the 
""'·"~: J>!Oc~..:. n•~ ,,.•;males will necessarily ren.,.,¡ subjecth-e opinions. 

6. 4.1 .2 Signi[1cuncc o{ stalisl<ca/ informa/ion 
Edimation o(>..~. Appli<"lltion of cq. 6.Z3 to eslimalc ),L mdependenth· 

r>f other parameters will be first discussed, bec~""' it i< a relatively simpl~ 
problem and becau..: >.. 1• is-usually more uncerlain U1aoo ;\;¡¡ :ond m;,,h "'"'" 
oo th~n IJ. • 

A modelas defined by eq. 6.19 will be "ssunwtl to apply. lf lhc po;;ible 
assumptions concerning !he values of >..L con>tilute a continuous mterval 
lhe initial prol>abihties of thc nll~rt,tive hypotheses can be exprcsse<l i~ 
!erms of a prohability-density function of >..~. Jr, in addition. a certain as­
sump~ion i< made conccrning the form of this probitbility-dcnsily function, 
nnly lh~ illitial valucs of E(>..~) and V(~d have to be assumed_ Jt ;, ari1·an!a· 
~cous tn assign lo 1' • 1:/.é'(T) a gan,n.a distrilro¡lion.1l>on, if p Wltl J1 are the 
¡o-'fan,dcrs of th'• initial dl<tribution of ''· if 1: is as.sumed t-o be known and 
il Uw obscrvcd o~tcome is ~~P"''«'d as the tin'~ r,. clapsNl durin¡: n' ~ 1 
Cnll>-OCilliv\l ~vcnt>' (<•arthquakcs wilh ma¡;nitude >M,,J. applicalion of ~q. 
G.?.C lca<is to the cnndusion that Lile pnst.orior pmbobtllt\· function 0 ¡ vis 

' also ~amma, now with parameters p + n/,• and j1 + In. The initial alld th~ 
posterior ,., pccl<·d •·alu~s uf v are resp~clively e.::¡ u al to p/¡;, and to (P • nk)/ 
(!' + t.). l~h~n initial un1·t•rtainty ahout" is small, p and IJ w1ll be ]ar¡!c ;md 
thc inilial and tbe posterior e~pccl-cd values of v will not difler greatly. On 
the other hand, if only statistical information were dccm<·d &ignifi,-;¡nt, p and 

11 •hould be givc11 1'"11' small values in lhc <niflal di<tribulion, and E(v), and 
hcnce >..L• will be praclieall~· defin~-d by n, k, and [". This means that the 
initial estimat<•s of ~rolo~ists should not only include cxpected ot most 
probable ,a)ucs ol th~ dtfl<"ent paraiJl~\er>, bul also sl.a\o'm~nts obnut ranges 
ol possihle ,·,]ucs and de¡¡rees of conf1dence attache<l t-o <>ach. 

lo the caS<' sludicd abnvc only a pO>rti<>n of\he statisti<·al inlormation was 
uS<·d. In mosl ""'es, espedally·if scismi<' acli•ity has heen low during the 
obsef\"ation int<orval, signilt~anl information is pro\'idetl by the durali<>nS ol 
the int.crval• clapsed fro'!' \he initiation o[ obwf\'ations to the first of thc n + 
1 ~vents considered, and from the )~st ol these ev<•ots untit ih~ end ni \he 
obs~rvatiuo periu<l. Hcre, a pphcatton oi eq. 6 .Z3 l eads t-o <> x¡>.-..osion< sli¡:htly 
m<>r<> ~o<npli.~t<td th3o those obtamed when only informatinn about t. is 
m.1.·d. 

The particular case when t.hP stotisLica] rt•cord rcports n<l cvcnts duri11g al 

/cost ,., inLcrval (0, 10 ) comes u¡) frcquently in practi<.'111 problcms. The 
probability-<lcnsitY funclion of the time T1 from t 0 to thc occurrenc~ of 
the first ~ycni mv<l account for the corresponding shilting of the time axis. 
Furthermo.rc, if thc time of occurrence of thc Jast ev~nt beforo· the origin is 
unknown, the disttibution of Ute waitiog time from / =Oto !he frrst e'~m 
coincides with that of the P:rcc~ life in a renewal proc<'<' al an :orlJitrary 
value of l tllal approaches infmity {Par:<cn, 1962). For thc particular cas<? 
wh~n th<• waitin~ Limes conslitut« a ~nmma process, '1'.1 is measm~d from 1 = 

O, 1' is tlte waiting time betwecn con>t"<Outive cvents, and it i< known lhat 
T 1 ;;. t0 , the C<mditional (!en>~ly funclion of r 1 • ('1'1 -t")/é"(TJ ;, ~iv~n b;• 
pq_ G.24 {Esteva, 1974), where 11 0 ~ l0/E(1'): 

' . .. , t: 
D ------=--; [k(u + "oll"'-' 
... , (m 1)_ -•• • {6.24) 

Considcr 11ow the in•plico~ions of R~yc.;i,,n nnaly,;,is when appli<od to ·an~ of 
lhe sci<onlc ¡mps in Fi~. 6.16, under the conditions implicit in cq_ 6.24. An 
iniltal sct ol as.•umptions alld c<>rrCSJ""'tlillg probahJiiti.,s "''-" adopted ns 
dcscribe<l in tl1e tollowil1&"·- From pte,·ious 5ludii'S rcferring to all thc south­
ern ronst of r..:exico, ]<)(·.~1 ""~;micity in lh" ¡:->.parca (mcru;urcd in lt•rms of 
J., for M;;. 6.5) was rcpr~senteC: In>~ &~mmn proc= wilh k ~ 2 . .\n imtial 



pwbol1i!:~y '" ooity f<lll~tinn for ¡• WM arlopted ,u eh thot th~ ex¡,.cte<l '":oc 
of ).(6.5) for !n~ wgion ~oin~iderl with tl! &Ocrag<· lhrou¡:hout thc ~ornpf,,te 
sei~mHo pr·-'Vince. Two volnc' of (! W<'"' comi<lereU: Z •nd 10, which cor· 
rcsponrl lo coefficient.; of l'ariation of O. 71 and O .32. rcspectively. V alue; in 
Tabl• {i.lll were obtainerl for the rolio of the fmal lo the Lnitíal exp~cu•d 

'""'"'" of :·, in t.erms of u0 • 

The last two colunms in thu tahte cuntain the talios of the ~om¡,.,l.Cd 
~alues of E''f7.) and 1;'(7) whcn '' is t.~kPn as equal respecti;•cly to its imti:tl 
.orto 1ts po<ter'<or e>.p<:ctod ;·al u('_ 1"his 1:1hle shows lhot, forp" 10. that is,. 
w hen uncertainty att-ached to the g<'olo¡:icall)' ha<ed as>u mptio,-,; is low, the 
expect<·J '""lue of thc time to the nc.,t ,-v~nt keeps dt•Ct<'~<mg, in "'"·or<.lan•·~ 
with thc cooclusiom of Kt•l!eher el aL (1973). How~ver, as time ~oes on and 
no e\'cnb otcur, the $latlStical evid>•oce l<'ads toa tt•<.l~dion in the cstimated 
tisk, which show5 in the increa,..d condition~l expl'c¡..,d valucs o! T 1 • For p • 
2, lhe ¡:eolnb~cal evid~ncf" In" st~nific,mt an<.l ri>k estimatcs d<'creasc ata 
faster rat'-' 

6.4.1 .3 Baycsia11 eslimatio11 o{ joint/y di•t,ibmed pcrameters 
In thc general case, est1matinn of B w¡ll ronsist in the delerm'tnat'tnn uf 

thc posterior Bayesian joint prol.>ability functton of its components, taking 
"" statistical cvidcncc the relati,.,-, fr.,qu<'ncic• of obseNC<l magnitudes. 'J'hus, 
if rvent A is dcsc.ribed as tbc occurrence of N sbocks, with magnitudes 
"'r, ... , mN, and l.>; (1 • l, ... , r) are ,•alu<'s lhat m~y b" adopt...d by thn com­
ponen!; of vect-or B bein~ cstimate;:l, cq _ 6.21 b<.c<>mes: · 

,.. f,.(b,, · -· b,l,,P<O.:'"'~"·c·c··c,·0°·c'---.,-11,(b,, .... I!,IA)., -. 
1 ... f fs(u,, ... , u,)i'{Aiu 1 , ... , u,)du 1 , ... , du, 

w he re P(A lu, •... , u,) is pruportional j{): 

" n g(m,lu,, ... , u,) ,_' 
andg(m) ~ -aG•(m)fam. 

(6.25) 

Closed-form solutions for (" ru; ~ivcn by eq. G 25 are not feaSlblc in ~<·neral." 
For thc pmvose nf evaluating.risk, howcver, <'<limatcs of the posl~rior f¡rst 
nncl se~ond moments of {" can be obtain~d from eq. G.25, makmg us~ of 
nvnilablc r,.,t·order approximations (ll~njamin nr!d Cornell, 1970; fto<cll· 
l.>luelh, J!J7t>) Thus, thP posterior ex¡><'r.l.ed v..Jue of n, is ¡:i;•en by J ¡;(u) 
"du: wherc fZ;(u 1) "'f ... 1 {~(u,, ... , !1,) du 1 , ... , du" nnd the multiple iÓtc· 
eral ts of order r- 1, bccause it is oot e~tended to the dominion of n,. 
llrncc: 

E"(D) ~ E',.[ll1P(Aill1, ... ,B,)j 
~ }."~[PIA!)l 1 , ... ,13,)] 

(6.26) 

TAELF. 6.lll ¡ n..,·o•ion "'""'"loo of .,·i•midtr ;n ""• ..,;,m;< ~·P 

' . ' 1' = 10 ' . ' p - 1 n 

o '.o '" 0.75 0.75 
0.1 O,% o~~ 0.76 0.74 

o ' 0.75 00< 0.91 o. 71 

' (},58 o"' 1.14 0.7J 

• 0.20 0.54 3.11 1 .o~ 
')0 o' 1 1 0_3{, ~-" l. o; 

'" 0.06 0.22 10,50 2.•8 -
where E' andE" •tnnd for initinl and postc•rior p;,pudation. anJ oub•cript B 
means !.hat expect.ation is ta~•n w¡th respcct to all the rompon~nu oí Ji. 
l.i~ewise, the f <>llu wing po<!erioc mom~nls ~un be obtatm·<l: 

Co;·~•ianC<' of n, and B¡ 

., _E~[B1B1 P(A!B,, ... ,B,)]_ ., )F" B) 
Cov (B,.B¡)- E¡.[P(AIB, ... ,B,)] F, (JI, .. ( 1 

ExpPcted val~e of )\(M) 

E" ().(M)] • E''()., )J:"' [ G "(M: ll)] 

• E~(G~(M:B)P(AIB1 , ... ,D.)] 
• E p.,,) .. ;-------­

Ls[l{AIII,, .... B,)] 

(G.?I) 

(6.28) 

Ma,gina1 distri/1 u/io n•. Th~ posterior ex pe d ot ion uf )\(M ) is in wme ""'~' 
al! that is "'quir..d lo describe seisrmcity for dedsion-making purposes. Oí­
len, how~ver, uneprlainty in ~(M) mu;t abn be acounted for. F<~r instancc, 
the probability of cxccedan~P of a ~iven ma¡:nitude during a given time ínter· 
val has lo be obtained as the cxpcctation of the corn•st-JOnding probabilitics, 
óver all altemati\·e hypolh""'s conceming ).{M). In this rnanner it can he 
shown that, if the oceum•!JCC of carthquakes is a Poisson proccss and th(• 
Bay<:sian distribution of\L i~ ~amma w1th mean ~L and coeffidenl of mria· 
tion VL, !.he marginal _t:listribution of thc n11rnh~r of earthquakos is negativ~ 
binomial with mean ).~· In particular, the mar¡;inal prnbabHity of ZNO 

evenU during lime intPn·al t - equh·al<•.ntly, lhe ro m plementw;· distnbution 
lunetion of thc "ailiiiJl time bct\\ccn evcnU- h. equal to (1 + t/1")_'-, 
whcre r" • v;:• and ¡"" r"f~t..- Tbe mar~inlll pmbability..r!cn;ily funcllon of 
lhc waiting time, th-at should be substJtut.ed in cq. 6.20, is ~dl + t/1")-·--•. 
which tends to thc e~ponential proLability function as r" and t"' t.;,nd t& 
infinity (8nd VL 4 0) while u,~:• ratio rcmainS<'f]Ual to ).,_. 
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,_ '"'\'! 
B~ycsian uncertainty tied lo thc joint distrihutlon of aH ,....ismicity param­

eters (>,~, B,, ... , IJ,) can be induded in !he compntalion of Ule probability 
of occurrcncc of a given evcnt Z by taking thc ex¡wctotion of that pru!J­
al.oilit): with respect to all paramet..rs: 

P{Z) • E~r...BII'(Z); )," B, ·--· IJ,)J (6.29) 

Whcn the joint distribution of J,L, B stems from R:lyesian analysis nf an 
initial dil;tribution andan obscrvcd event, A, this <'quaiion adopts the form: 

P' . -l.~,l..!'[f'{ZIX 1,B)P(!!IX,_·B¡] 
¡z¡~- E'•~.,n[P¡A¡X..,n_)] __ 

whcrP ' and " stand for initial and posterior, rCS¡><'Ctively. 

. . . 

Spalia/ ~arinbill!y_ Figur~ 6.17 shows a map of gco!-ectonic province"s c;f 
M .. xico, accordin¡: to F. Mooser_ Each provincc ;, charact-erized by the lar~c­
sc~le fpaJur~s of its tcdonic structure, but significan\ local perturbaüons to 
!he m·erall p~U~ms can be irlcntified. Ta~c for iris tan ce zone 1, whose 
.,;smot.ectonic featurcs wcre describ'-'<1 above, and are schematically shDwn 
in Fig. 6.18 (S1ngh, Hl75)o lhe l'"ciftc pla'-' undorthrust.s thc continental 
block and is thought t.o break int-o ..,vera] bloch, sep¡¡ratcd by faultS trans· 
verse t.o the coast, that dip at diff~renl angles. Thc continental mas.s ¡5 a]¡,o 
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Fíg. G.III. Sch<moli~ drowi~r cf lho ..,~m<nling <>1 Coro• pbl< u it oubduch bt·tow 
Atno,;can plato, (Alter Smgh, 197 4.) 

made up o! severa] brgc biDcks. Scismit• activity at the undt•tlhrustin¡: pl•lc 
or at its inl.erface with the continental ma<s is charaderizcd by magnitudes 
that rnay re"ch vcry h1gh valucs and by thc in~rcas" o! mean hypocentral 
deplh with distance from the coast; small and modPratc &hallow shoch are 
GCncratcd a\ \he biDcks thcmseh·e<. Variability of statislical data along the 
whole tectonic S)'Sl.em "a• discu•'<·d abo'·~ a"d is apparcnt in F1g. 6.10. 
Bayesian esllmation of l<ical seismicity av~ra~ed throu~hout thc system is a 
matter of applying cq. 6.21 or any (tf i1s special forms (cqs. 6.22 and 6.23), 
lal<ing as slatistica! "'~dcncc lhe information corrcspondin~ to the whole 
ó}'sl<:'m. llowcvcr, scismic risk estimat...'S are S<'nsitive t.o values of l<><::al 
<cismicity avcraged over m\lch smaller vollLm~s of the •·ar1.h's cn•st; hence the 
neffi t.o dcvclop critcria for probahilistic inference of po«ible patt.erns of 
spa~'<' ''ariabllity Df sei•mici!y along t._.ctonically horno~encous zones. 

On !he basis of wismot~ctonk inform•lion, thc system U!lder ~onsid~ra· 
!ion can fir>l be subtii\·idcd int-o the undorthrusting plate and the subsystem 
of shallow sources; e•ch subsydem can llwn be ocparo!el)" an'l.!y~cd. Takc for 
in&lancc !he undcrthru>tin¡: plate and subdivide it into s sufficicntly sm"ll 
cquul-volume sulnoncs. Let V¡_. be tl1c ra!.c o! exccedance of ma¡;nitmleA/1. 
throu~ILout th~ main systcn1, 1~ 1 ., !he ~m·w~Jl'"'Jin¡: ;~t.c at ~acl1 subzonc, and 
define p, ~· i•t./'"r., wilh ¡r, indcpendcnt ot v1.1.P, is cqual t.o tl1e probability 
lhat m1 ""rthquakc kt>own to h'l,-c be<'" r.<•nerat.ed in the ovcrall syst.em ori~· 
inatcd al •ubwnc i). biti~: ;.,r..,,:nattLHJ "!;Qut po<Silole •P~'" varjahility <>f 



., c~n , _.in !<·rr.ts o! an im11al prob~bility lhstributio" ol p, ni>d 
o! tlw ,., ""<i<olion amon~ "' un<l fJ, ¡,,, "11)"; ~nd J. B~,·ause :SJ•¡_ 0 ~ VL, une 
obt" in' :;:. ¡., ~ l. Tn t> im f''lS~& ""' n•s!l idwn; un \he initial joint prubobi lt:}" 
dio~rilm:ion of thc p,'s: ¡;'(p,) ~l. ,·ai "::.p, • O. lf all p,'; are a>si~nod cqcal 
o•xpt•c!.aOit•r!< :ind all p:oi" p,, p,, '") ""'' a<Sllmf·d lu ]">SSC<S thc SM!\t cur· 
ro•lation t•txelfi<:i~nl P.,~ p', the r€slrictions m~ntio<1ed lcad lo E'(p,) • 1/• 
.md ¡) • -1/(>- 1). f'ostcnor valu~s of E(p,) and p,, are obtain~..J act·onlin~ 
hJ thc ,_,,w principlPs thal lcd tu ~4'· 6 25----6.:-:!S. Slatistic<Ll evidcrwe is in 
this ca><' describt-d by N. thc totalnuml>!'r of earlh<¡ua~cs ~~ncr&!.ed ·¡,; th.; 
oystem, and n1 (i ~ 1, .... s) the correspondía~ nurnh<•ls f<>r the subwnes. 
Give11 tlw pis, lhe prob;ll>Jlit)-' of this ~'·ent is tlw n1ultinurni;,J distrilmtir>n: 

, - N! "' ,,, !IAip,, ... ,p,J~ , ,p, .,_p, 
n,., ... , "•· 

(ü.31) 

Jf the conelation coeff><·ienis amon~ s.-isrnicities of thc "arious •ubLones can 
be n~lncted, each p, ¡·;m ]Je sq>ar"!<'ly <·&llmat<·d. BecaH&e {!, has \o b~ 
romprised bctw<'cn O and 1, it is natural lo •s.:;lgn it a beta initial probabitity 
di>tnbul¡on, delined by 1ts pa:ra.m~t.cr> n; and N;, such that .l;"(p,) ~ n,'¡N; 
""d va:r'(p,) ~ n,'(N,'- n,')/JN,''(N,' + J )] (Jtaifla nnd ~chloifer, 19138). The 
parame!ms of !he posterior distribution w>ll be: 

n;gn,'~n,.N,"•N;'~N 

Take fu; instan ce B zone whose prior dtstribution of AL is assum~d g~mma 
,,, ith ~~ )•PclPd valllc A~ a 11d ,-oelfidr.n t of variatiun V~ . Suppo•u tb;tt , ott LTI.e 
L!a•is of ~~ol0gical <'vido•nc<' and of thl' dimensions Jn,·olv'-'<1, it is dt'dded to 
5uLdivide the zone into foHr subtones of equa\ dlmcn5ions~ ~-prio<i con· 
•idcratlons lcad to thc assignm,•nt of np~rwd valu~s and cwffici~nto of 
\·ariation of p, for thost" sub~ones, "'Y J:'(p;) s 0.25, Y'(p,) ~ Q.25 (i ~ 1, .-., 
4). From pre,•ious consi<lcration¡; fur s • 4 t.nke p;, • ~J/3 for j •1= j. ~uppose 
now that, during a gívcn time intcrvnl 1. ten eanhquakes were ob~crved' in 
thc zone, of which O, 1, 3, and 6 occurred f<'.5pec_1ively jn·cacb subzone. Ir 
thc l'oi>son proress model is adoptcd, A~ an_d V~ can be exrreoscd in terms 
of a fictitious numbcr of events n'"' I'C' occurrffi durin~ a fictitious timP 
-int~rval ¡' • n'¡)..;_~ aftcr observing n Cll!thqcahs durin~ ~ int.erval !, thc 
Day~sian n1can and codftnent oí variation ol AL will b~ Ai. ~ (n' + n)/ 
(t' + t), V., a (n' ~ n)- 112 (Esteva.l~6l!). Hcnce: 

A~" (\~ .. -•-.. 10)/(IYL-•),~-1 + !), V¿" (\'~-• + 10)-1" 

¡.._,gj'dcviations of seismicilY io each sub•one with respe<;t to !he avera¡:e 
AL<::-'> be analyzed in l-crms of P; (i~ l, ... , 4)~ Bay<•sian analysis of tb~ pro· 
portion in which th~ t"n ~arthquakcs werc dlstributed among !he mbzones 
proci'Cdsaccording to: · 

'

··•¡' 
1

_E'!p,P(Aip., ... ,p,)] 
. p,IA --E··r ' 11 

D;, ... , p, 
(6.32) 
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'fhe ex1wd .. 1tions :hnt appo·:~r in this equa:ion ha''" to be cum;Hn~d ,._-¡(): rt·· 

spt•ct tu the mitial jo1nt dl<lilbutiun of :11e p,'s. In prodicc, ad(JyOI,!l<' o¡1p1 o~· 
imation; are r<"<¡uin-d. For instancc. Benj~mm and CorncJI;: 1 1970¡ r.,,¡. 
urdcr apprO~irn·ot ion 1 ead • to _¡;;" (p 1) ~ O .226, E" (p,) ~ 0.2~~ . 

H c<nr~htion amon~ subwne seisnliciti~s is ncglc<1.<"<l, <1n<! •tolisti<:al in· 
formation of cach sub~onc lS iodcpendently analyzed, wh~n thc ,;, a:r,• as· 
s.igncod ¡,,.t.a prubal!ihty-dcnsity fll1lctions with means an<l t"Ot'ffkienl> ,,¡ 
vari~tion a> defined abo,·c, onc obtain< E'(p,) ~ 0.206. J:"(p,) • 0.3ll. 
wbi<;h are not ven• <lifkrent from \hose fotm~dy obtai.~<'d; ho,,·,..,cr. whcn 
·E'(p,) • 0.25 .,.1 \':(j,,l ~ 0-~. thc flrst criler"""' lea<!> to E.'(p,) • O.?.Oii, 
l.:"tp•) • 0.314, while the sccund produces 0.131 and OAlG, res¡wc\1\'C)y. 
Part of the <liffcrence maY be dueto ncglect of PÚ, but proltably a signifkant 
par\ stems from in;t<;curacies of thc lirst-order "PP<Oxim"tion to the expccta­
tions that appca:r •n eq. 6.32; alt.ernate approximalions are thcrcfore desir· 
able. 

1, 00 mplor~ JatQ. St .. ti su nli inf or mat ion is known to be fairly rehable on ly 
for masnitudes abo ve threshold "alues that depend on the region comidered, 
H.s leve) of acli,•¡ty, am.J th<• qnahty of )oral ami n~arby "'ismic imlrumenlll· 
tion. Even inc<omplcte >tatistiral r<•cords ma~· he si~nific-anl when evaluatmg 
some scismicity parameters; th~u use haito be accompanieJ L!y cstimates of 
detectabilit¡• values, that is, ol r•tios of tlw numh~rs o! P\•ents rccorded lo 
total numbers of events in given rao¡;es (EW•va, 1970; Ka1la 'dnd :\...,-a\n, 
1971). 

6.5 REGIONAL St::lSMJClTY 

Thc final goal of local >cisn,icity as.&eS.5menl is the esUmai.ion ol re~ion~l 
st"Í>micity, tbat is, of prohability distributions of in\Pn<itics at ~iven "'tes, 
and of probabilistie correlatiorto amon~ t.hem. Thcse functions are obtain<'d 
by inkgraling th~ l·ontributlons of local seismicities of nearby wurces, and 
hPncc their e•tomol .. s rPfiPCt B;,ycsian unrPrtai11tics tied to those &<Jismiciti~s­
ln thc follo"in~. '~~ional .sei;micity will bl' expr.,sscd in 1..-rms of mean ratcs 
oC exc<·edance of ~ÍV<'n intcnsitics·, more lll'tai\~d probabilistic dcs~riptions 
would enluil adoption ol S[><'cific hypothesc& ronccming space and time cor­
rdations of earthqualw ~eneratiun. 

6.5.1 fnrc¡¡sity·l'ecurrcncc cun•u 

The caSe when uncertainty in seismicity parameters is tw~ledcd woll be 
discusoed firsl. Consideran elementar-y SI'Ísmic sourcc with volume di' and 
local scismíci!y 1l(AJ) l"'' unit volume, distan! R from a&it('S, whcre int<•nsil:/­
recurrnncP functwns are· to be •••ltmated. Evcry_ time that a magnitudc M· 
· '>ck is gcnerated at that somce,Lhe intensity at S equals: 



. 
21! 20 

(6.33) 

(s.·~ ~qs. C.4 nnd 6.5). wherc e is a random factor and }' and Y, stand for 
ilctual a,.! prf'dicl.cd intensities, 1>1 and b, ure ¡:i,·un ,·unstant.5, and ¡;(11) is a 
funotion of hypoeentral distance. Thc probability that ~n earthquakE· orig­
innlin~ at the sourcc will have an 'mt<-n!.ity gn·atcr than ,Y is equal to the 
probabiHty that e}'" > y. lf \ ... is Pxpressc<.l 1n terms of M and randomn~>ss 
;n f is aceountcd for, onc obl.ains:-

oc 
v(y)~ j ·,,p(yfu)f,(u)du (6.34) 

•• 
. wlwre v and "" are n·specti•·cl;: mean rat.es al ,.·hich actual and predkt"d 
ir.(<•nsities e>.cE"<'d given \':>lU<'S, <>u" Yi.l'u• oL ~ YIYL• Yu. and YL ar<· the 
pcodicted intensitics that ,;orrespond t.o M, ~nd ML. nnd {, tlu· pwlJal!ihty. 
donsity functi~n oí e. !f "q- 6.33 is assum"d lo hold: 

••,(y)~Ko~K,y-••-x,y-•• 

whcrc: 

K1-[b 1g(!I)]"'A 1),.LdV (i=O,l,2) 

r0 • O, r 1 • {J/b 2, r 2 R (/l- {J1 )!b 2 · 

(6.35) 

(G.3fl) 

(G.37) 

Substitution of cq. 6.35 into 6,.14, couplcd w11h the ~ssumption lhat In e 
¡, n<>!mally distributed w1th mean m and •tandard d~viation o leads to: 

•1Y) " c0 Kn ~ C, K 1.,.- '' - c2}{ ,y- '2 

where: 

[ roo -o) roo-")] e,= P~p(Q,) 9\" \, 1 
-(¡ \" ~ 1 

(6.3S) 

(G.39) 

ó is lhe staml.ard normal eumulalive distribuli<>n funotion, Q, ~ l/2 o'r,' + 
mr, , aml u, • m ~ v 2r, . Si m iJar cxpressions hav~ becn pli'"-'"t"cl by ~l~rz ~nd 
Comen {1973) íor the sp.,ciol ~a<c r1f "'l· f>.S when (l1 ~ ~· ancl fora qu~clra­
lic form of t-he relation betw~n ma~nitudc and lo~:mthm of exc<•cdruoco• 
mt". CloM'd-fnnn solt!lions in krrns of incon::pletc ramma functions ore ob­
!.aiiK"<l whcn. rna~niL\Ides ar» assumcd tu p~sscss exllcllll' ty¡><>-111 distribu-
tions (NJ- 6.9). · 

!ll!cnsily-r.•currcn~e ~urv~s at. givcn sile~ UrP obtainod by int(>l:ration of 
thc contributlons of all si¡;nificant sourcco. Unccrtuintics in loc!i.l seismioitics 
c~n he handlcd by dcsaibin(. rc>gional s~ismicily )n t~m" of mcans ~~.rl ":\l"i· 
a''""' ol••(y) oo><l t'stimatiu¡: \bese mo_mcnu from eq. ().3-l. ancl suii.abl~ /~rst­
<IJ>d ""«>!H.l·mom~nt appwximnliom. ln/1uenm of tbc>c uncc<L~·•ntlQ> in 
é"i¡:n Uocisions hiiS been di«:us;cd by ltosenblueth (in prcpma"tion), 

6.5 .2 Scismic probab i/ily m~ps • 
When inl.,nsily-recurrence functions are dctt>rmined for u number of >itcs 

with uniform local ¡:rouncl conclillons lhe resulls afl! convenienlly rcp· 
resenl.ed by s..ts of scismic probabilily rnups, ~uch map showing contour¡ 
of intensitics that correspond toa ~iveu ret<Jrn period. For inst.ance. J'¡gs. 
(Ll!) ancl 6.20 sl1ow peak grmmd vclocities and accelcrations t.hat eorresponcl 
!<> 100 ycars rclum periocl on finn groun(! m />.lexico. Thc"-' maps form part 
of a ..,l that "~s. ohc<~ined throu~h application of lile ,·ritcria describt~l m 
"this cha.,ter. B<'~""'"' thc rat1o of pc~k ¡:rouncl a~celerations and ,-eloclt.it•s. 
does not rcmain <"O!lS\ant thr<>u~hout a region, thc con~spondm¡: dcsign 
spedra wil\ not unly nry in S.l"ole but nlso in shape (fre<j\lc'lll:)' ("<Jillf2nt), in 
other words, s~i<mic ri•k will us.u¡¡jl¡¡ have \.o be e~pr,.sscd lll krms of a\ 
leas! the values. of two paramr.kr., (for instance, as in this ca><', peak b'round 
aco-dcrations and ~e)oi;:itieS thJt corresPond lo various. ri'k ¡,.,cls (return 

pttriods)), 

6.5.3 _',; ici"O~UIWlJ: 

)rnplicit in th" al>ove cTilt•ria for evaluation of regional scisrnicity is th~ 
m!cption of intcnsily "tlenuatinn express"tons. val id on ftrm ~rround. Scattcr 
of actual intensities with r<·<r<-><:1 to pro•dict~d values was nscribed tu differ­
cu~cs in ,;o urce mecbanisms, pJopa~ation paths, and local si te conditions; at 
lcast the"lattcr ~roup of vari~blc< """ introduce syst<•matic deviations in thc 

,.. -
... •• 

',. 

.. -
' 

' 
··;.. 

• 

j 

•• .. 



r~tio of <oc!u...t to pre<.lickd mt''"'ilws; and ~cological <.ldails rnay s¡gnifi­
cantly alter local scisminty in "small region, ns wcll as ener¡:y ra<.liation pal­
tcrns, and hcnce regional seismicity in thc nei¡:hbourhood. Thesc systematic 
<l~viations :are !he matt.:.r of microzoning, that is, of local modification of 
1isk maps sinlilar to F>~<. 6.19 and G.20. 

Most of the efforl investcd in micro1-oning has bccn d~,·ou•d to study of 
thc influcnn of la<:al soil slratigmphy on the intcnsity and fr~quency con· 
t~nt of earthqllak es (S<'C Chapln 4 ) . AnHlyticnl modcls hnve he en prac tically 
limitcd to mspon<c analysis of stmtif1cd formotions o! line3r or nonlinear 

·soils lo vcrlically tra,·eling shcar "'"''~S. The rcsults of comparing obsened 
and pr .. rlictcd Lehnvirn haw ran~c<l from salilfactor;,• (Herrcm ct al., 1965) 
lo poor (1! udson ~11d lidwndia, 1 972 ). Tupo¡:raphic m~~" larit ies, as hills or 
.~Jopes o! fum ground formations und<·rlymg sedirnents, rnay introduce sic, 
nifican! sys!.l>matic perturbations in llw ""fa<r noDii<>n, as a <'onsequmce of 
wnve focu,in~ or dynamic amplifH:aunn. The latter effed was probably r~, 
~ponsible for !.he e:o.~eptionally h¡gh acc .. leratiom record~'(! al theabutrnent 
of Pacoiona darn durin~ the 1971 San FNn•ndo earU1quake. 

Pwscnt practice of microzoning dderrnines scismic int.:.nsities or dcsign 
paramcters in two steps. F1rst the valucs of those parameters on firm ¡:round 
are estimatL-d by mcans o[ suitable a!t<'nuation e:.pr<>osions and thcn they are 
amp!ifit"<l aecof·.r:_·~: lo the propcr!i~< of local soil; but this implics an ar· 
bitrru-y dpcísio''L __ -;:;hich seismic risk is o·ny sen<Íii\'e: sele<>ting the bound· 
ary l'<'twecn se/{¡': ':iiJ fitm R•ound. A •pet·ially difflc<>ll¡>roblem st..ems wlwn 

trying tn ¡¡, that Lomod:.l)· for thc pmpo;;e of pwdicting thc motiml a: lh<' 
top of a hill or the slopc st:ohihty of a hi~h cliff 1Hukos_, 1\174). . 

lt c~n !oc- concluded th"t r:>IODnal )<>>ll>td.otioto of rllJCronmtn~ fur H•i>tnlc' 

risk is stiH in its infann· and that nt·W ~ritcria wiH appnat that wil! prnh~hl~ 
requir~ intcn-'ity au .. ,n;o~lion rnoclds wtli<"h include !he influcnce o( i"eal 
sysl<·rn~ll<: pertutbotioll<. \l'lwtlwr liH'"' >nudel; are availahlc or th<• l-''"·'t'T 
prooe" de,ctibcd abovc ;, m·ceptable,_ inknsity-rccutre:lce ~'<Pf<"•'Í'"" c-~r. 
¡,.. obtainc-ri as for the unpertmbatcd ca..,, a(t_.,r rnu!liplyin¡: lh~ "''''!"rl 
""'tnl•er nr ~q. 6.~4 by an adequaw mtemity-tl~]".'ndc•nt t·mrr·cm·,. faclm_ 
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LOO<! co.e 1 -a •inot< ~mt,eol 20 _k laod al point 1 

Loo<! cero. z- a ,.._, ... ''""'' 20' 100<1 al poinl 2 
Loo<l eus. 3- o .,..... ~mticol 20 k lood Gl ¡><>inl 3 

SfL~CTED REFERENCE$ 

Ro...,.., G. L ond M. L. Cauooy, M~cMnia of &GUrrL,u.z s,~<luru. Nr:w York: 
John Wiley & Stms. loo., 1962. " 

CUpentc:, S&muel, S"ucMol MecMniu. Ntw Y~: Jahn Wi!ey & Sons, In< .. 
1960. '"/ 
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4-7 
Problems 

. "" 
-·-

4-1 to 4-6. Analyzc lho tlnlctura! s¡rstem for th<: indicaLOd loadin¡, and draw thc sh.ar • 
IJid moment dia.¡rams for coo:h membc.-; E - constan\ and O... rdative va~ of momtz1t 
of incnia is iodicated for w:h mernber. 

r r6k 
;¡;;; 

iSi ¡¡ ""• "" 1 '" 24 u 16!1 3211 

" ' " 
Pro11.4-1 

¡"' • 2¡; ' 
1 ., 

'" 

' • 4-7 " • "' m 

' 
• J.' 1 H 1 

. 1 " 'ii ¡"" 
30 u 40 !1 30!! 

Prob. •-• 

.. -" 
' " '" ' 

"' " " ' . 

" ¡, . .. 
. 

~ m 

1 "'" "" 
Prob.4-l 

,._ 
" 

' ' "" ,._ 
" 

" " 1211 

20 " 

4-7. An>.I)'ZO the ri&id f~ ofrrob.4-1 Ú\l"..a setllom<lll oC the.cen~r;~; <Upport of0.6 ia.;. 
l ~ 500 in', E~ lO,OCO l<:li. 

4-8. f>d.<mtlr.• \he f.nal m,mbt< c:>d actions and !he $Uppon ruetiom for the frame• 
<>f Pmb. ~.; '"'-U><"d ~Y ~ cl<><~wi.-. rot•tit•n nf 'h' l<fl surrort of ~·; f ~ .1000 in•, 
E~ JOC;;~,¡_ 

• 



·~ . - .... . ,,•crlol''·"' 

4-'l. A~al•1c '"" ~·ar.~• ,.nno~c.al f '~~< ": l't<ll>- 4-4 for a settlcment of lh< lcft colunm ' .... 
"''Pt•orl ,.¡ O.Q "'·""d <>i \loe rich; "'""ó'"'•~O"J"" of0.8 iD.; 1 ~ 6000 in', E- 3(0J ksi. 

4-10 t<> 4-U. C.lrul~l< tho. ftrul n><;nbo::t ond O<"liOJl• and lhe ouppon IUdiom for lb< 
indicatcd loadin~ of lhe suuCnin:.'and draw !he shtar IU>d momeo! dia~ for eo.cb 
rnember; E ~ JO,CXXI kSi.. 

' 
18W'70 • 18 I'F70 • • • < ' ' " • 2.4.!!. • 0.6¡¡ 

24 YF'IOO 24 YriOO 

t 
o 

< • • 
• ' ' Q 

"'" "'" 

[ 
30 t 45ft 

p,,.,.,,_,.. 

4-13. Determine lhe final rn<mh<r cnd action• and lhesuppon rc=tions for ti><: "'m' 
of Prob. 4-11 if m=>lxr" is t.brieal<d with a 6" b<;nd (.-otatinl tbe ri&ht e"d of lh< 
mcmbc:r countcrcloclr:wisc) at" point 5 fl from the kl't w~of !he membc:r. 

4-14, Analyz;e the frame nf Prob. 4-12 for a fabrication amr of0.75 in. which .esuhed 
io lbe 33 w 118 bcinJ too sborl-

4-15. Analpo: tbe eontinuouo beam for tbe civen loadiDJ.. Tbc bums are U-fl wide 
&Dd h.o"" slraid>t hauncbes; E - 3(0J bi, 

Z4 11 40 ,, 24" 

Ptob.4-U 

4-1&. Anal~ lbc: Cll>nliouous ba.m for abe indicall:d loadi:l1 C»ftC!ilion. Dn.w lb< lhear 
, and momeo! dia¡ram~ for U.dt bcam. ¡he m.,¡¡.., vo"""' or momm<s of inertió. for each 

• 
' ' 
' 

!DC!l.bet are indi<:atcd; E - ...,.,.W,I. ·-
• 2.4 ft 

fllllii\1 

" 
"" ~o 11 

4-17. Write a computer pm¡ram usin¡ !he stilfDCSS method lo analyze a continuDUO beam 
for a oni!orm verticaliDad applied 10 any span and actin¡ O>U" the entin: opan. Assume 
that the m<m><nt of inenia U ccnstant over the span of eacb beam and U dilfercnt for 

· cach beam; E is c:cmstaDt for the otructure. 

i 
· 4-1l. ~P a cornp<lter pn>ua:r> \(> analyze a ...,.,.,.1 planar ortho,onal frame by 

the otilfz.eg melhod for tbe followin¡ load cases: (l) a uoiforrn normal load OYer tbe 
opan of a membet; (2) a I>OJ'Itl1l cco<:entraled load appt;cd at poinl within the opo.n of .. ' 
• ""<rnbu; (l) a vertical or horizo:;m\41 con<cnltaled load applied ata joinl; and (4) a 

mi applied al 1 joint. Auume \ha( the beam clcrnents an: prismati l that E i• .~ 
.tan\ for lile 1\NC\un:. ' 



,, 
• 

'" ' l"' .... -1 SI/Hnos; M8th01i of Anl>i"IS's: Tlmlf·Clrm<!nsionlll Struotures "' ' 
4· ,,_ Write a cornpu\a prol:nm lo ~op !he mernbu "Hfness mati'Íll and lo com¡rule 
tbe fi•ed end actions for a uniform ncnnol load actin' o,...r th< enlire •pan for a non­
pri>matic: beam element. 

SELECTED REFERENCES 

4-1 PC, Ming L. "S!ill"DeSS Melhod of Ri¡id Fnun10 Anol)'Sis.w ASCE, S«Md Qm. 
f~renc~ <m 'E/n:tNmiC Computation. Pittsbur,h, Pa.' S.ptember 8 and 9, !960. 

4-2 Kim>ey, J. Sterlin1o Indtl<lrmil•au Str..ctur<il A""lfli>. Rtadtnc, Mus.: Addison­
We~ley Publishin¡ Co., lnc., !9S7. 

4-3 G=, )&meO M., ond WiUiam w~. Jr.,A,..,Jymof Fra-.!Strw:turer. Prin<%lon, 
N.J.: D. Van Norstrand Co .. lnc., 196S. 

4-4 Wan~o a.u-Kia. Statia>lly Jrrdtt<l'minate StnJCtures. New York: McGraw-Hitl 
Dool: O>tnl">ny, 19SJ. 

4-1> Mo<ice, P. B., Li""" Str..ctund A,..¡ym. Londoo: Thames ud Hudson, 1959. 

4-6 Hall, A. S., ond R, W, Woodllead, Frt~mt Alldl}'lil. New York: John Wiiey A Sons, 
lr>e., 11161. 

Tlte &til!hes; method is a very powerful t<Xll When coup]ed with the clcctrc":!ic 
1 digi!al computer for analyzi~g_complex as wtl!..., s.imples~ures. The Pf~llfe 
1 for carrying out the analysiS rs a ver¡ orderly, systcmattc procedurc that IS not 
1 resuictal toa particular type oC systcm. Only thtJSe matrices tbat are required to 

de$Cribe the behavior ofparticular strucwral elements are differcot. Tltus, tbe prob­
le:m oí analyzing a givea structurc becomes ooe of deve!oplng the proper matrio;ea 

· to describe tbc response of the elements which makc up the systcm, · 

16-9 
1 Problern• 

' ' 1 8-1. Determine the lioal rod octiom developed at the Ctld of each momber and the 
support reactions of !he rit:id frame cauoed by lhe iodicalcd loadin~.o Fot cach membct, 
1, ~ 3/{2, 1, ~ 21, /, - 41, ond 11. - 1/4; E - cm>O!...,I and G.- E/2. Tbe relative 
nlue of 1 fOf cach mwober is t:ivctt in the l>n• ad.óac=t t<> tbe moombor. T"he y.-x. 

• plano of e.ch mo:mber ;, p:rpeadicular lo the X-?" rda=oe. 

·-· 
Rubillstein, M<>she F., M<Zt.U Cmttp.u« A,UpU o{ Srrtm'"<l. En¡kwood Oill's, 
NJ.: l'l=tioo--H&!I, Inc., 1 %(;. r 
Willeau. Nit:holas, and William M. l.ucu, Jr., MGtrlz Ant>lysis {tN Sln><1ilra/ 1 
hgin«r~. En¡]owt>od Oill"s, N.J.: Pr=tice·lbtl, lnc., 1968. 

Uvesley, R. K., MG/rle< Mctildtb sfStrw:tlm>l Analyri<. Ncw York:~ Macmillart 
Comp.ony.lllc., 1964. 

' 
• ,, 

• .-·, 

Pmh. •·• NM.: Thc y...-x. phno uf cach n><n>ber lo I'<'P"'" 
dÍI;u!.,- to lb< .f-Z pW¡c.. 

6-2. Analyz:. tho •:><~«- J"n!<D< f01" tho im¡><'>ed ''"'dinJ condition. Tbc: mcmbers lll1: 

r·ounatrc ~4 W" lOO "ccl ¡.,3,~>; E ~ .1ll.lJ(YJ k•i "'"\ G - 12,000 ksi. Thc mcmbca a~ 



20 l! 

12 ft ' 12 11 

Prob. e.z Now n.o :~ .. -~. p1..,. or -oh """"bot is pc.poa. 
diwlu to tho x-z pl&nc.. 

1·3.' Compute the oupport reactioos and final cod actiono. F<n mernhers 1 and 2, 
1, - U(l, 1, -1. 1, ~JI, and A. ;.,f/5; fot membu 3, 1, - 1, 1,- 21, 1,- 51, an<i 
A,~ f/4; E- eonotan\ and G- E{l. Tbc y.,-x. plane of each ~ is pcrpcadicuiL 
to tbe X- Y ref"'""""' uis.. 

8511 

• 
a;;¡;g:~'~'~·~· ;;¡;¡;¡~, 

m /, 
/ ' 

' ' / ' 
' ' ' ' ' ' ------,--
A--- -

' ' ' ' ' ' ' ' ' ,' ' 
' ' ' ' ' 

' ' / ' 
' 

,, ' 

' --tz/:=;;;;;::=:::;?· 
lOft 

' 

6·3 //el<: n.o y..-x. plan< or eaál J'Cfllb<r Íl -· 
, """"' x-Yptane.. 

"" 
G-4. l1x: opocc frame Í! t<> be an>.ly>M for thc indiaued lo.adÍilo car.d 1 tic~. "''i<l tho 
Y. axis dcfming lhe minru principal ••is of the oru<•·section, tho y~-x~ P'""'' d r >oh 
boom is petpmdi<:ulo:r to \be X-Y rdatnC<: p1one and !he y.--x. plane of each columo 
"perpendicular to the X-Z refen:nOO plane; E- 30,000 hi and G- 12,000 ..,;. 

Prob. 1·4 Nor.: Tbo y.-~. planeo of 11>< boanl> ..-.: p<rp<n· 
di<:ular ltl 11>e X- Yplaa<, ond !be J'.-z. p)uoa of 11>e col- &n: 

per¡><ndioulu lo the X-Z plant.. 

8-5. Determine the final end octiooo fm oach member and the support raotions for \be 
oln>Ctur.. al'sed by tho opplied lo.adina- Fot members 1 and 2. 1, - 1/2. 1, - 61, 1, - 81, 
andA, -1/S; fot m<mber 3, 1, -1, J,- 10/, /,- 10!, andA,~ 1{4; E -=tant 
and G- E/2. Lettio, tho y. uis deftoe tbe miDor principal uio of a membc:r'o aos&­

Kction, thc y.-x. plano of m<mhen 2 and J ar<: perpendiculu to lho X-Z ref=<Z 
plano &lid !he y.-x. pi.,. of member 1 coincide:s with tbe X- Y refcren.c:e plai.e. 

6-6. Deve10p tho complete &lructu"' stiffness matrU fot tbe rigid opaee f.-ame described • 
in tb< firu"' and oct up tbe completcjoÍilt1oi.d matrU for !he iildiCI.ted l<>11din 1 eondition. ~ 
l.ettin1 tbc y. axio define tbc miitor principal axis of .i crou-seaion, the y.-x. phme of 

j··ch co!umn is para]lel to thc Y-Z refcrmo:c plane and for eacb beam • tp<Dd;,.,!&r 
the X-Y ..,rercnce plano; E- 30,000 bi and G- 12,000 ksi. · 



s,. 6-9 ' 

Prob. 1·6 Not<: Tb< 1•-%• pl&oe of manber 1 coincide> .,¡¡h 
tho X- Y ref<rO!!Ce plane.. The ,.,...,. plane of membm 1 ood l 
;. po:rpcnWcuJ&t to "'" x-z pW.O ;, both tuCS. 

" 

6-7. Allalyze the frarn< of Prob. !)..¡ for a \'Orli"'l ><llkmerl\ of 0.7S in. of \be 5upp<>r1 a. 

6·8, JJ<tcrmlnc the fln.\l cnd a<liúr.• and •urP"; \ roaollon• dcveloped by \he rigid fr~me 
of Pro h. 6-l if memb<r b i• fal-r.cah>.l l in. ""' short. 

s~·fl,.,._. Mtllh<xi ot AnBipis: T"'"·lJ;tJMf>fionBi SWC/IHe> 

6-9, Analyze thc opocc frome of Prob. 6-S for á'*rlical O<Uic=t of 0.5 In. of th<' sup­
P<>rt ofmanbu 1. Ut ¡- 1000 in', t: ~ JOOOm, a:~d G- 1000 m . 

• 
6-10. Anal)'l" tbe ri•id spacc frnme of Prob. 6-6 for the indicatcd Joadin\1-

. 6-11, Analyze the ri~d fra""' stn>tture of Prob. 6-6 for an increase in tcmperah!re of 
40" of mombcrs" ovcr the otl=- memben of tbc Wucture. 

&-t 2 to S-15. Dd<rn>ine tbe bar for= developr:d iJ¡ tho opaco lru5S. The orieotation of 
the local axa for each mcmbcr may be odec!ed for convo:oioo<:e of ccmputation; 
E- 30,000 u;. 1be a o .,otionaJ an:a ofeachmat~bor (ill rmns ohq in.) is iDdk:atcd 
odja=t Ir> lhe member. 

... . 

Prob. 1-U 

8-16. Compute the bor fm= dcvtloped in the •pott lru5S of Pmb. 6-11 if member 
o is fabrkaled O.S io. 100 sbort. 

6-17, Analy, lhe spacz trun of Prob. 6-13 for a settlcment nf rupport a of 0.75 in. 

' i-íB: ~.emi;;,e ¡j:,;¡;,¡fu;¡;; ~~-;,;bcr .:;d the sup¡:oort reactions for tbo suue-
ture if m=tocr a e( thc lru>< of Pr~h (;..g i< fabd,;ated 0.25 io. too long. 

6-1 9- Anolyze tlt<· "1'\le'u~ of !'rob. 6-1 S f~• • '•bri:ation Uro< of O.l in. shorttrunr 
'"" ¡, • .,~o'"'~"'.:":'"· - , 
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" 

Prob. ~-13 

"" • p,...,_ •. ,. 

Sui!Ms. Melhod of Anolr.;is: T/>FB8·Dtm•n•ion&l S<rvc!vres Ch. ó 

' 
32 fl 

12 " 

/ ¡-------=""-¡ 

' 
Pn>b. 1·1& 

6-20 10 6-23. Analyze tbc pJma:r 1114 oUU<:Il>l'eS fot u., il>diocale4 Joodia&. ~ m<mbcr 
Íl posilioned ÍD lhc X- Y reC.....a: plllii< 110 1hal the major priD<:ipal ...,;. (}-.} of .._eh 
a........:tiOB ¡¡.,. m lbo plano; E - :10,000 bi and G - n.ooo ksi. 

' 

Prob.&-20 N«e: Mo.ia< po' '¡ 1 axis of.lbo ctOU OO<ti<r' 
oach mombcr ID in lh< x-y m"""""" pl&ne. ', 

, 
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Prob. 6·21 Nol<: Mojor prindpal a•;, of tho oto"' Je<lion of 
oad> mcmbcr li<s iu lhe X- Y nf<=><:< piule. 

' 

Prob. G-22 Nou: M•jor princip•l ,,;s of ti>< «""" sect!on Of 
ta<b membcr !ioo in tl>e X-Yrd~ plano. 

' 
t 

Prob €-<l Nor.: M'\i~< prin<ip•l ••~ of tt,; """ !.<(tion of 
<:~<h mo:m,.,.,. ¡¡,. In th< X- Y ref<r<oa: pi• oc. 

. , 

Ch. i 

6-24. Analyu the pl,anar arid olnlclure ohown in lile fi¡uro f<>r tbe ¡,.¡·.,,.,ed lood"tn~ 
For each memb<r, 1. - 31/2, 1,- 2!, 1, - 1, and A, ~ 1/6. The major principal axii 
{y*) of u~ aou.oec~ion of ach membcr IX, in the x~Y ref=nce plane. TIIe ulati .. 
Y>llpe of 1 for cach membcr is Bi••n in the bo~ adjaccnllo lhe member; E- consta:Oi 
and G- E/l. 

' 

Prob. 6-2• No1<: Major Prindp>l ••1• of lhe ere" =!ion of 
cado <nrmbalies in tbo X-Yrd"UCRC< plaoe.. -

6-25. ~ne thc fino! "'>d atlicns and•the SUPI>OM reaelions for !he structure of 
Pro h. 6-21 if membor a is fabricated witl1 a hend of 5" (rotatinR ri¡ht endina counter­
cloc~wi .. diro:tion) al midspan. 

S-26. (a) &tabUsh all Or !he matrices for a bcam elcment with eitl>cr a variable or 
tonSianl CTOU·S<Ciion <Wtr iu 1pan Jenglh. arbitrarily oriented in a threc-dimen•ional 
•pace, with both en<b of !he mornl>cr restrair'l«< apimt tram]otion in \he "··y., ond z. 
diro=tk>m, bcth endo rntroined apin>l rotl1icn abcut the -"• and Y~ ue:s, and both tndo 
free to rota te about the z. axis ro t~llhis lype of rntmber could he bandlcd in a otiffDaJ 
onalyois. - . 

(b) Evalualelhc mernher ,¡iffne" matri• for lhis heam clement ifit W<"' a prismatic: 
~~. 

e-~7. Develop the Jrid member Uiff"""' matri:. [K..1 for a prUr=tic lrid member with 
a pin al \he J-=d of the mc:mher ro thlt it H ¡,.., to rOtate oboul thc major principal axio 
y •. lhe memher ;,; aO<umed !o he =trained agair." all other possiblc componrnts cf 
end dís;>laa:mcnt. Aloo, "'ub\ioh the llamfrnm•:,cn molrix !T o1 and the transformed 
¡¡rid mcmber stiffn"'' m•Ui< [h01 for this memher. ~ 

8-78. )\!abli•il t!.o meml><r .:,ffn"'' '""'•i• r.:-1 fnr a pn,.n>tic 12 in. [25# be•m. 
Nn•o th'l fm this n,.,,¡,..__,. !he S~<-" cca!<r ar.d :he eentroid of \he <r<M-S<Ciion do oot 



Ch. 6 

«Nocide. Tb< ~~ uio will ddiDe lile centroidal a.ús of ~ bcam ondUle '• principal &xi5 
will c:oa~o bollltt.e centro K! and !he sh= co:otec of tl>e clumncl >«<ioo. 

l·:t!l. Devdop a compu<er pro¡nm ID ona!rzo by tbe llilfo.,.. mttbod a pbnar lrid 
tnme for any possiblc loading condl<ion. Hilu: Lel liMd eod actions be input data. 

fi..lll. Wril< a c:omputer ptOp"am ID an&lyz<: by tbe stiffo"" mclbod o spac< lnus •r.;tem 
for loo4:s applied only at tbt joinu. 

6.31. Writ< a compute.- prooram ID carry ool ~ an&lysis ofa ricid ~ frame by thc 
<ti!focu metbod for any possible \oadin1 cooditioo. Hin/: Use fiud <ri01 actioos ao onpul. 
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J. 
METOOO DE ANA LISIS POR ELEMENTOS FINITOS. • 

IN7RODUCCION. 

El ingeniero en la busca de los valores nUméricos adecuados para descri-

bir su proceso de diseño, se encontraba generalmente Con formulaciones mare . -
máticas difíciles. Por ejemplo, considerando el simple caso de teoría de ---

-~-· 

flexión de placas, bajo las hipótesis de,pequeñas deformaciones y que las sec-

cienes planas permanecen planas después de la deformación, la ecuación di [8-

' rencial que gobierna el análisis para un material elástico lineal homcg:cneo e 

isoa:l5píco es 

n.•oJ -'3X• 
= (1) 

donde W es la de flexión en el P!JntO ( x, y ), q es la intensidad de _la carga en el 

Eh' 
punto ( x, y ), Y D = J':Z. ( 1 ~'i!> es la rigidez flexionan te de la placa la 

• cual depende del modulo de elasticidad E:, el espesor de la placa h y la rel;¡-

ci6n de Poisson ~ En la Fig. l se presenta un elemento diferencial de 

la placa y las acciones y reacciones sobre él. Combinando la flexión simple 

en dos direccione·s se obtiene para los momentos y cortantes por unidad de Ion-

ginxl.de placa lo siguiente: 
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donde 

' P. Ballesteros~ 

(2) 

Para el caso particular de la placa libremente apoyada, y rec tangulur, 

cuyas condiciones en la frontera ( Fig. 2 ) son: 

. 
_'N•• (o,~) + "il 'l'l,1 (o, v) "'o 

(3) 

' 



Navier en 1820 presentó a la Academia Francesa de Ciencias, la solución 

representando la carga q ( x, y), por medio de una serie trigonométrica doble 

00 -

~ (lC.'j) "L!...:: m o .booM. ~ )( ~ ~ ~ (4) 

substÜUl'ye (4) en (1) y considerando las propiedades de ortogonalidad de las 

series trigonométricas obtiene la solución de la ecuación diferencial bl-arm6nica 

(1) oomo 

"' -,_ 

. 

en donde el coeficiente Amn viene expresado por 

e- lo " 

~ it><·'<Í~~x """'~~ ~x d~ 
o o 

-
. 

(5) 

(6) 

El procedimiento de Navier consiste en lo siguiente:, Conocida la función de 

carga ·q (x,y), se subsrlruye en (6) y se-obtiene el coeficiente Amn el cual -

¡¡uevameme se subsrlruye en (5) y se obtiene la deflexión W (x,y), y p:Jr medio 

las ecuaciones (2) se obdenen los momenros y cor[30tes ·~M\ y { Q, l 
Es importante obserVar· que las limitaciones de Navier se refieren a una placa -. . . 

rectangular libremente ap:>yada y con una función de carga q (x, y) impar con -

respecto a x, y con respecto a Y, es decir, -n><J = -+(-><> y 

Si la función fuese par, la representación de 

~ (x, y) seria mediante una serie de co~enos, ·y si q (x, y> fuese una función cual_ 



quiera, se representaría mediante una serie trigonométrica doble completa 

de. senos y cosenos, y se tendríun problemas· en satisfacer las condiciones '-'n 
• 

la frontera:. Generalmente la convergencia de la serie {S) es lenta, y en <~igl!_ 

• no_s casos es necesario considerar más de 500 términos para asegurar b solu 
1 -

ción correcta. 

Posterioi"menre en 1900 M. Levy cambia de posic16n los ejes coorder:;¡do::: 

( I:"ig. ·3) e utiliza una serie trigonomMrica slmple 
~ 

W= L_.f,.(~).U....~:i 
• 

• 

(7l 

El procedimienro de Levy consiste en substituir (7) en (1) obtcnit!ndo una 

ec~ación diferencial lineal de cuarto orden en fm(y) con coeficienws constUll· 

tes no homogenea con la cual ya es posible satiSfacer diferenres condiciones en 
lo 

1' 
'
•o•¡••• q -- _+ -2 1 11 · .• o 1 1 ... .. ..... tl , pero cont nua mtwuo a una paca rccwngu ar 

libremente apoyada en las· fronteras x =o y x =a. 

/// -

' 
) 

X 

- . -- .. w 
1 ~ . 

-
' 

1 

' 

Fig. 3 P1,sicíón de ejes en solución de M. Levy. 



Las limitaciones de análisis tan restringidas, como los ejemplos anteriores, 

aparecían en innumerables pro?,lemas de Ingeniería, lo cual originó el principio 

de los métodos numéricos, ~~cual presenta dos etapas?~ desarrollo. Antes - --···. 
:;!~~a é~~-de_~~s _5=~mp~_:.~9.9_r_a~!.....don~e rep~se!'!~un~Wl!_"!~ p~~.l_el.Y..rof­

Southwell del Colegio Imperial de Inglaterra, desarrOllando Y. aplicando los mé-- ··- -----.--- -··· ·----··· ···- -· .. ---- --
todos numéricos de relajación y diferencias finitas, su~rando las limitaciones ....... '-. ··-· .. ---~-~--·--· ___ .. --------~ ·--. 
restringidas de los métodos analíticos de solución. 
·- -· ----·--- -·-· 

Durante la era de·las computadoras digitales, el método de análisis oor ele_ 

mo:::ntos finitos ha obtenido gran'oopularidad, puesto que en esre procedimienrn 

corno resultado de la discretizaciÓn del medio por analizar, se obtienen sistemas 

grandes de ecuacion~s algebraicas lineales simultáneas, lo cual actualmente su 

solución no representa ningún problema. Por ejemplo, en el caso de análisis .. 
"• 

elástico lineal de placas, podemos tener cualquier condición de ajXIyo, de geome 

tría y de cargas, prácticamente se eliminan la mayoría de las restricciones de 
• 

las soluciones analíticas mencionadas, el problema más imp:?rtanre es verifiar 

adecuadamente su convergencia. 

El primer trabajo referente al métodO se debe a Hrenikoff Ref. 1 nu-

2:!!-cado en 1941, y el segundo a McHenry rublicado en 194~ en amOOs trabajos 

( Fig. 4) se verifican soluciones de problerrias de elasticidad bldemenslonal e]l 

:.~_:ado plano de esfuerzos, discretizando el medio y buscando la analopJa con lg_ 

olución e!itructural. 

Posteriormente en 1949 Newniark, en su libro de Métodos Numéricos 

Ref. 3 , presenra los métodos de Hrenikoffy McHenry. Sin embargo, el - --~ 



• 

' 

T-
J 
L . ' 

---oil 

Fig. 4 Primera soluc:.ón presentad~ por Hrenikoff en 1941. 

' 

cré_d_i~t? de apllc_ar_~o ~-medios SO_I)tinuos es d~ Iur~~t:·- Clo_ugh, [\.:l_~rtir. y J'up_p 

Ref. .!i , ! no es, sino hasta 1960 con Clough, Ref. 6 nnce JX?r pnmer.a 

vez el nombre mágico de "Elemento Finito" , derivando más cor¡ectamente lns 

propiedades básicas del elemento tri angula~ y el rectangular,¡ el !Jecho de ouc: 

en el m';smo t!emp? la computadora comiema a ser una herramienta mui' ~[~ 

va, conduce rápidamente a la solución numérica de problemas éiástico line;~.lcs 

complejos, en los cuales una solución analftica no era posible. 

Se inician la derivación de las propiedades de rigidez de los elementos fin:tr)s, 
---- ··----' .... - - . - - -- ... - -- -' --

el campo de desplm:amientos en el medio se expresa en función de los despinzo::-
-···--· --------- .. . . ---· --- .. ,-------- . - ... -- ·- . 

miemos nodales del elemento, satisfaciendo continuidad, las fuerzas irnernns o:;e 
···----·---- .. --··--- . -·----- ------------------- . 

defi~-~-~ ap~i:nn_:!_~ e;! ~~~!Pi~ ~:1 tral:uj~ vi~tuaJ, la identidad de este proce!'-0 con 

d de minimizar la energia potencial wral, o sea, el proceso de RG.ykigh-R!,_tz 

Ref. 7 es obvia. El desarrollo anterior se acentúa en el campo de la Mecí-. . 

nica de Sólidos y poste':"iormente Zienkiewicz Ref; 13 y Wilson Re!. 14 lo 

11plican en Mecánica de fluidos y en problemas de análisis de conducción de calor. 
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' 1 ' 1 
Se presenta al.final una J;sta de referencias~ lmp:>ri1UJcla del método del e'te-

_· / 
mento finito,' • 

1 ' ' 
Al iniciar la determin·ación de esfuer~os y desplazamientos en cierto proble-

ma de dit.eño, lao ecuaciones que gobienlan el problema en cu¡¡lquier forma de-. ' ,, 

bcn satisfacer equilibrio y continuidad. 

El MI:'! todo del Elemento Finito es un procedimiento analftic~, y cuando se . . : . 
" 

aplic<l a un medio cominuo, é'sre se:modcla ana.lítica~ente subdividié~dolo en - · 

' ' 
3Ub-reginnes (los elementos finhos) en los que el comportamiento de cada uno 

' ' 
' 

(!S definido p:Jr grupos separado~. de funcione"' que ~upuestamente deúnen esfuer-

zos y desplaz<nnientos 'en esa regi~n, las_ funciones se seleccionan en forma tal 

' que c,e :;atlsfaga la condición d~.continuid_ad a ti.-avés de todo el medio, por lo -
' ' 

.• • •. 1 • 
t;unu, clllléto<lo del elemento finito en co_mún con las soluciones por series y di-

' ' f<.!n;nci<Jr; finitas repu~senta una a¡}roximnción.a la solución del problema 

' 
9y 

' ' ' 

• 
z 

y 
X 

, t e, 
t 
l w 
• 

: 
• 

' • 

o 
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Elemen¡us que son usados comunmenre en la práctica son ilustrados en __la 

Fig. 5, 

El elemento estrucrural simP!e, _Fig. 5 (a), es un miembro de la familia~ 

total de ele memos finitos. Cuando se usa con elementos del mismo tipo descri 

be armaduras y estructuras espaciales. Cuando se combina con elementos de 

tipo diferente, especialmente con elementos de placa generalmente se describen 

miembros de rigidez. 

Los elementos básicos en análisis por elementos finitos son placas delgodªs 

.:_:vn cargas contenidas en su plauo (condición de esfuerzos planos), triangulares 

y cuadrilátfiros se ilustran en la Fib Sb. Se denominan básicos porque los pri-
, 

meros desarrollos concernientes con el método se refieren a ellos. 

Los elementos sólidos, Fig. 5 (C), son la generalización tridimensional cte. 
los elementos· de esfuerzos planos. El tetrahedro y el hexaedro son las formas 

más comunes y son esenciales· para modelar analfticamente problemas de mee_! 

nica Ue suelos, rocas y estruCturas nucleares. Es conveniente mencionar que 

la Un lea forma práctica de resolver problemas tridimensi~nales prácticos, es 

el método de elementos finitos. 

Uno de los campos más importantes de aplicación del método de elt.lmenws 

finitos es en el análisis. de "sólidos axisimétricos", Fig. S (d). Una gran \'arie · 

dad de problemas de ingeniería caen en esra categoría, incluyendo concreto, ta12._ 

ques, recipientes nucleores, rotores, pistones, flechas de .motores, y la cabe;:a 

de los roquets. Generalmente son medbs de carga y geometría axisimétrica. 



En la Fig. S (d) se muestra el elemento tri.:mgular, también se usan secciones 

cuadrilát.cr¡¡s. 

Elemento de placa plana en flexión es empleado no solo en conección con el 

" 
comportumien!;Q de placas

1
ptanas, sino tam!Ji~n en casc;arones y miembros de -':.:•' 

pared ddgada. Fig. 5 (e): 

Estructuras de cascarón delgado a.xisimét!'icas, Fig. 5 (!), tienen el mismo 

rango de significado en la aPlic~ci6n práctica que los sólidos axisimél:rico~n~J,SiA~-

emb<lrgo, las relaci1:mes gobernantes se derivan de la teoria de cascarones-·delg~ 

dos. ' .. -

' Cuando una estructura de cascarón delgado que de hecho es curva;- eS~.prefe-

rible emplear elementos de cascarón curvos delgados para el modelo analítico, 

tienen la ventaja de Jescribir más aproximadamente la superficie curva del case~ 

rón, y la apropiada representación del acoplamiento de deformación y equilibrio 

entre cada elemento •. Elementos típicos de cascarones de doble Curvaruia se mueS 

tran en Fig. 5 (g). Gran número de formulaciones para este elemento existen. 

11LGUNAS APLlCACJONES DE ELEMENTOS FrNITOS. 

Lx(llllinaremos algu:.·Js apllcac~ones delJ!létodo de elementos finitos en diseño 

' 
.·J:n!ctural con el objew de ilusrrar la forma en la cual se usan·tos elemenws 

. ' .. la Fig. 5, y la escala y complejidad de los problemas. 
/ . 

El d~sarrollo del mé[oc!O del elemento finiw se debe a los investigadores re-. . 

Jacionados cotila indusn·ia aeronáutica. La Figura 6 muestra la forma en que 
' 

1 



,, 

se aplicó el análisis por elementos finitos de una porción del avión Boeing 747. 

La estructura del fuselaje de un avión consiste de laminas de aluminio ligadas 

a una estructura interna formada por armaduras y atiezadores. La experien-

cia ha mostrado que los efectos locales de flexión en el cascarón son despreci~.: 
' 

bies, por lo tanto, Se supone que consiste de elementOs en condición plana de . - . . . . 

esfuerzos Fig. S(b). El análisis de elementos finitos del Boeing 747, de la 

parte achurac.la, reg1ón que conect!!: el cuerP? o C~sca!ón Monocoque con las alas, 

área achurada en Fig. 6, c~n~L~te de 7000 incógn!ta_s. Por lo tanto, es comú':! 

en la práctica dividir la estructura en regio~es,_ o subes_trucru.r_a_s, y analiz!lr -

cada una por elementos finitos con el objeto de p~ucir un sa¡::erelemmto. Los 

superelementos se ligan entze sí por medio de un procedimiento convencional 

qu~ determina la fase final del analisis, 

El esquema de subestructuración del Boeing 747 es mostrado en la Fig. 6 ··-. . - . . - -

y los detalles: son listados en la Tabla l. 

Sub- D!sÚi¡x:lón N""'' Condición Elemento Elemento Grados liber G;ado de 
Estrucrun Carga Vig~ Placa tad lnu-rac· hbe;!ad 

cl6n elemen- wral. 
o. 

' "" '~ " 355 "" "'' 796 
2 O!n<TO ala '" ' '" '" 1~8 "" ' Ca•cdn5n 

MOIJJXO<¡Ue '" ' "" "' " 1,0;?6 

' Cascaron M.213 ' "' "' '" "" ' Ca.car_ón M 292 ' "' '" ""' 926 

• Ca¡a Tren 
Au-rrlzaje 170 "' "' "" ,,. '"' ' Cascarón ¡,¡ 285 • '" "9 '" 909 

' Caja Tren 
AlerrizajC' '" " ''" " "' "'' 9 Cascarón M 256 ' '" "' " 1,038 ·-

TOTAL 2. 195 " 3,374 1,979 555 7,594 

T<>'olo.1 'ilu \. • s-\ tuc.lu ,.C:1o'o d,o\ ~oei., 7><f7 
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Como es usual en el diseflo de aviom:;s, Se hic"ieron pruebaS en el Pt:o,totipo 
. r . 

y los r~sultados se compararon con la. soluCión ~r elementos finitos, colncl ~ 

dlendo como se muestra en la Fig. ·7 ' 

" 
o OEfOiiMINETRO AXIAL 

' D OE.FOf!MIIdETRO E!IAKIAL 

1 

• 

-
• 

• 
• 

' ' • 

' 
•· 

Boéing 74~ -5 

" 
Lineo de )aguo 'f -Woter llne ) 

1· 
' 

• 

' 

• 

• 

Fig. 7 Comparació!} ent.re_'-análisis_y exper_imentación de! BoioQ 74'/ 
' 

' 

• 
Es importante agregar que la iespuesta dinár¡lica 'de IJO ·avión es rÍluy imror 

' 1 -

- tan te, así como su Inestabilidad e~ástiCa es ~na forma iiJlportanre de lalla. Ntn 

Sl;ITIO de estos fenómenos puede tra'uarse pOr los métodos simpllflcadon, pero su 

análisis· usando el método de elementos fihltos ha probado ser mUy accpta!Jle, 
' ' 1 • 

Problemas 11lmllare.!l ee eneUC!ntratl "" A(C;I~JtfX:tura Navd, Flgurn S unn 
• : • - 1 

}X)rclón de una estructura de un transbordador. La parte plana es Jeprescntada . . .. 
por elementos en estado plaJl? de esfuerzos, , Fig. S'(b). Elementos esn-uctu -. . • 
raJes, Fig. 5 (a), son empleados en la repre~ .... '1ltaci6n de la estructura interna. 

• . . 



pJ.;:!:>FI-UNAM Mal-LO i~ OC 1\110, 

El u(ÚncJ'O total de 
; ' 

lnc6gnltus para definir las partes lmp::lrtantes de un barco .. 
C!i dt:lorden de SO, ()(X), -y de nuevo se ~ulxlivide el problema en subestntcturas 

obtcnlemlo menos Jnc.6gn1tas. ' 

' • • 

.. 

' 1 
• 

( ' 1 

'· ' . 
l 

' 
l'lomon!n 1 • 1 

" ., 
cd-:=3- /--+--~ 

CL 

l. 
r .. . 

t 1 !:.Jivorln plano.· 

Fig. 8 Análisis p:>relcmcnto finltodc .. ·fnuc.tura de_ un lronsbordodoi · 
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9 Analisis p9f elementos' finitos re un ~ipienfe reaclor de coocn:Ho presforzodo 

Roque<lmion¡¿ re'gu<idod '"el di,efio ,.,;,~,¡do lo' '~"ro'"""­
cleares han cauyf!do que la I[ldustria u::e am~liament~ el análisi.s por elem¿ntos 

finitos. Figu/a 9 (a) un reclpiente.rcacwr éle concreto presforzado, D.:!biclo a 
/ . ... ·.. . 

la simetrf/es JXJsJble analiz~r solam~rte u~ doceavo de la estruc:t~ra total, 

fl'Jg. 9 (¡· Su YOlurnen ae modd• analfli.elll'l>CI'tle en un ensamlolt:' d~ e;C'mentu:. 

tetaCdrales y hexaedro les, Fig. 5 (e). En P!oblemas de este ti¡:o! el mí mero <\P 

incó~ni~as.es del orden de 20,000, y rTiuy común.h'ace,· el nnálisis-·cn condic:íonc:-

uo lineales en material y geometría. 



' ' 

No todos los problemas de aplicaci6n del método de elementos finitos son . . .. 

do pmpordones monumentales. Las figuras lO y 11 muestran aplicaciones-- ------~----- ---·- ·- -· -- -------- . ------ . 
blialcas a ciertos problemas de ingenierfa civil. Una forma de incrementar 

' . . -- ·------. ·----. -~- -- -~ - . ______________ ._ 

la eficiencia de diseño en secciones roludas de acero estruCtural es cortando 
·--- ·--- . ····_-····--;~ ,... 

el alma e_n_ 1~ f~rma dentada mostr~~ ~~ -~.!'.ts·~!O.~f)! -~~~~~ ~-a _s~~ 

sobrt: _1~ ~tra y soldándola~·-- Fig. _ 10 <?.2:.. _Y Se obde~-~a ~iga m~s !pe7a.l~~­
da reduci~udo el acero en el alma, y p:>r supuesto que en este problema rutina .. . . .. . - . - ; . - -
r!o de diseño, no es necesario el uso deÍ método de elementos finitOs. -. . . 

' -· 
=~-

• 

• 

Fig. 10 Análisis de elementos finitos de ':IDa viga aperaltada en celosfa. 

,!;!!!_.I;~.~.!.~~!.~d!!:'!:fa_ més ~~rr;Ci.,!!..:!_ el ~na viga de SQ.~~.~~a_slo, 

!!s.J-~!..-E~!~ el cual~~f!l~E_cn~c-~--~o respec_~l!- la ~4ht!~=Q.~\._a~ntre ~1 

acero de refuerzo y el concre~.lJ!Lf.onnaci6n y~crec~In:i~EQ_sJe E!!. gli~_t_l!_s. -- . --- -· --



.. ®' 
menros fin_l.!_o~ .Ll~es':_~~e:=~~ de 11;11! tr_ar=:::~r!~~e g,x:i.~~.:> . .i'J.~l:! . .S:E~lcas _?; 

esfue~~!'_e_!f!~~ ~!.Z:BE- .1":!1 , !:!..f~_. __ !_l .(b).' 

Los pÓcos ejemplos mostrados muestran que el método de elementos finitos 

puede se~ usado ventajosamente en cualquier situaci6n que se requiera la pre-· 

dicción de esfuerzos y deformaciones internas, desplazamientos. vibraciones, 

inestabilidad elástica, mecánica de flufdos, transferencia de calor. 

que se levantan de diversOs c'ampos que traálcionalmeme han sido consideruc!o:. 
1 ' ' • i 

.como disciplinas ingenieriles separadas. Ejem., Ingenieria Civil, Mectinicu, ~ 

Aerm:¡'spac;ial, Arquitecrura: Naval. El método del elemento finito prop:Jrciontt 
• • . . 

una teCnologfa unificada de análisis en casi todos los Campos. 
. . . 

Es nuestro in rento en este curso desarrollar los conceptos teóricos biisico!J 

~~ y estudiar ¡)~blemas específicos de cariicter práctico. 'Un compendio dtJ tales 

problemas llenaría muchos volumenes, p:.Jr lo ranro es recomend.ibie consultar 

las memorias de congresos y public¡:¡ciont!s periódicas correspondienltls. . . 

Se ha indicado que las ecuaciones del método de elementos finitos ~;cm de \.\no. 

forma tal que su carácter general permite teóricamente escribir un solo yrogr~ 

ma de computadora que -:-esuelva la mayoría de los problemas que se prcsem.m 

.l en la Mecánica de Medio Continuos. Programas de computadora con est~ obje· 

' t:ivo,· aún en escala restringida, son llamados programas "de propósitos genera· 
-.-
le .. ' . La ventaja de programas de propósitos generales no es sólo su capacid:1d, 
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sfuo "también en la instrucción de los probables usuark:ls respecto a la Jn~r· . . . 
• 

pretB:cióo de la dOC!Jmentación, los datos y procedimientos de ~ntrada y sali­

da de resultados. 

El costo de desarrollo de un !programa de prop;5aitos generales es usual­

' . 
mente muy ~lto }Xlr lo que la amortlzacl6n de la inversión es eSencial.· Cier-

. 
tos programas de propósitos generales son codificados en un lenguaje compu-. 

taelonal que permite o~rar el P.rograma a muchas orf_anizaciones difererite:; 

localizadas en g~andes separa_ciones g"eogriificas. Otr~s-programaS de pro~ 
sitos,especlales de limitada capacidad se usan en orSanízackme.s industriales . . 

' 
y·gubemamentales con UD costo menor eD. Su desarrollo y operación. 

• • . . 

i.as cuarro componentes mostradas en el diagrama de flujo de la Fig. 12, 
. 

son comunes enrel desarrollo de programas de proWsitos generales, fase de . ,..._ __ 
• 

.. datos de entrada, .requiere del usuario información del medio o mater31, des­

crip:ión geométrica de la representación por eleinentos finit!?,;> y las condicio-.. 
• 

nes de carga y de frontera. ·Los programas de prop;5sitos. generales más so­

fisticados facilllan el proce.so dé entrada corrio propledB.des constlrutivas del 

material, almacenados previ-amente, esquemas de modelar analfticamente el . . 
medio, _trazar esterográficamente la idealización por elementos finitos en for-. 

ma tal que los errores ~eden detectarse ames de efecruar los cálculos. 

La fase de biblioteca de elementos finilOs es de in!erés primordial en· el-

curso. ~o ella se tienen los procesos de codificación fonnulativos para los 

elementos individualmente. La mayorfa de los programas de prop1sitos ¡;e-
' 

nerales contienen todos los elementos de la Fig. 5, asi como ciertas Otras al· 

-temativas de formulación para un tipo dado de elemento, por ejemplo el trián-



1. 

' 

2. 

. 

3. 

t •. 

. - . . 
- ~ Entrada de datos . 

• 
D:!finlción del material, geometría, ' • 

' cargas y coJXllciones en la frontera 

del modelo físico del medio. 

t . 
• ' Elementos de bllbioreca. . 

Generación de los modelos matemAdcos 

' para los elementos estrucrurales.y las • • 
• 

. cargas aplicadas. • 

t . 
. 

Solución • 

Construcción ·y solución del modelo 

mate mAtico para.el sistema estrucrural.-

t • 

Salida de resultados 

Obtención de esfuerzos y 

desplazamientos. 

Fig. 12 Diagrama de flujo computacional en 
AmUisis "Estructural.· 

. ' 



gulo en flexión. Teóricamente el elemento biblioteca es de. exrremos nhierroa . . 
• 

·y capaz. 'de acomodar cualquier nuevo elemento de cualquier grado de compl~~ 

jJdad, 

La tnse elemento de bH.bloteca recibe los datos almacenados y establece l<uo 

' relaciones algebrálcas del elemeOto ¡:or m~io de la aplicación áe los pro.:esos 

formulatiYOs relevantes de'codiflcacl6n. Esta fase. del programa de prop.5si~~ 

' . generales también incluye toda~ las relacione~ algebrAicas para ínterconec.rar. 
1 • • . . . ! . 
· los elementos vecinOs y la conecc;:Jón dil proceso en sf.. Las operñciones ¡:oste-. 

. . ' . riorea·producen un conjunto de ecuaciones algebráicas lineales simultáneas pa:-a 
' ' ' . • 1 

representar la estrucn:ra completa por e~emen~s finitos. 
. . . ' - . . ' 

• 
La fase so lución del programa de prop.5~1tos generales opera .oobi'e las eeua ·----.-· .... . -

···cioneS'del problema formadaS en la fase anterior. En el caso de un prop!ema -
,..,. . ' 

de an?.lisiS esrrucrural solo significa la solución de_ un conjunto de ecuaciones ll- · 

neales algebrálcas. Soluciones para. respuesta dinámica requerirán compumdo-. . . . . . 
• 

nes más extensas sobre la historia-tiempo de las. cargas apticadas. En algunos . . . . . 

casos hay que operar en regiones subdivididas coino en el caso del análisis del 

Boeing 747. o efeCruar o.p;raciones especi~les en las ecuaciones construidas ori­

ginalmente. Inclufdas en esta fase E:stán las operaciones necesarias de substitu­

ción para obtener todos los aspectos deseados de la solución. 

La fase salida de resulcadgs presenta el análisiS con un regisu-..) de !a wlución 

sobre la cua.!- se pueden tOmar decisiones respecto al dimensionamiento et.o:ucru-

"'• ralo dlsello. · El registro comunmenre es presentado mediante uua U~na irn¡¡~o;a 

de esfuerzos y desplazamientos de los r~spectivos elementos, AsLcofno en la-. . . . 

__ -·faSe. de entrada existe una fuerte tendencia a la representación gráfica de d::tw:::, 



@ 
'-. . 

talen como grMicas de trayectorias prlnctPales de estuei"zQr:i o modos· de pandeo 
·'. . . . .. ,'. . . . . . . -. . ' . . ·-

y vibracl6n. ·, ;·. .. ··· · . : .-•:"' · ; :::···.e 
• i \. ': • • l. • __ ; ' ..... ' 

_,. -·.-. ,_ .. : .. :- .. -:¡·x.~·:·. ·- : 
•' ' .~: - . ' -·· ... '"'," ~-- ._,-,'".•d,_". .. . ' . . . . ~ 

·. ·-, .... . ,• --~- ... _ 

ALGUNOS PROGRAMAS DE PROPOSITOS GENERALES. · • 

' '' ·:. ·, . . 
' . '- .:.. 

Inregrated Clvil Englneerblg System. (lCES). MlT, Maneja 
1 

. - •' • . ; • ' ' ' , 
' • - • . • 1•' 

problemas de deformacióD y esfuenoS planos; casCarones rebajadOs, sólidos ai : 
! ~-: .. ; .• : ,._ •. : ' : .- -~:,:_;,··- '' . . . ' .. · .-

dimcra~~le-s, fle~n ~e ~~acas co~ y. _sln dero:7SC~-n axial. _ Su uso en prob~ · 

mas muy es¡eciallzados r_e~lta caro •. ASKA,. Aummatic SVatem for Kinematic 
-:-- "'• -··. ,'•"\ ~ 

Anaiists. Desarrollado por'J, ·H. Argyris, H. A. Kainet y otros en la Unlversldjd . . . ' . 

de Snmgar •. " Sistema ~ecera~ ~uy pl~~~ ~f~u~ .incl~:~. ~~¿:-~0llo:a d~ 4:2, _, 
elementos diferentes. Puede ser costoso para un usuario especializado. SAP, 

.. ; -~"'' ; . . . .. :'~~J..->'"::._~-. : . -· . . . 
A General StrUCwral Analysis Prog:r:am, elaboiado p?r E. ·L; Wi!Son de la Univer~ 

. -·q:;.;.:. ""'! .... · •. ·•· . . • ' ' ·; . ...:~·:?<' :.:.~.'~:· .. ·._·: ~.:..-~ 
sidad de California. Incluye anAllsls lineal estático y dinámico de estrucwra.s el.As 

.. .; . . . .· '.-.. --~;,.· ~-,_._,-~,·: .. ';"""·'·:.·•'.---- ............. . '.· .. ·. , ... :. . ..... ~. ~' .•- ..... '. · .... ..!~.~·· \' ' .. . .. ,,,.,,_.,.~ .... -----=· . 
t"lcas, estrucruras tridimensionales, sólidos axisimétrlc'os, .. sólldos ·tridlmensiona-

_.{·:: ·) ,. · · ... :··'··. · · '· ·· ·_;· · <··~'':!s~·c···,' :--,"·'· ·· · 
les, esfuerzos y deformación plana, placas y cascaron~s. · · .:.'··: ~'-> ·: ._: 

' ., .-, . ' ... •, ,.· '],.·.~··~:::.-.~~~-- . 
Zlenkl~wq; O.C.~. p~~grama deSsr~llando en la Urii-Ye·~~idad de Wales, - . . . . . ) 

S,·ansea. Incluye lo de los programis anteriores· y p~bi~mas de Mecánica de 
. ' 

Flufdos y transferencia de calor. · 
• . .. . 

}lASTRAN, NAsa STRucrural'ANalysls, Desarrollado poi" Uo S. National ~. 
.. ; ;,_.. . . ..·· .· 

Aeronautical and Space Admlnlstration para análisis eU.S_~co c;Je v~rl~s est:rucruras 
. . • .· . . '' • :..,'Z·~· . . . . . 

incluye, análisis de expansión térmica, respue_sta dinámJca a cargas transitorias' 
' .. ··: ... "·,:· 

y exitaciooes· random,,cAlc:~lo de· valores éara~cerfstlcoS reales y complejos, ·esta 
__ ,-- .... · .' ,.····.•·.···-

. . ,·.·- .. ·._, 
bUidad dlnAmlca. Ofrece capacidad limitada para an!Usls _PO lineal, 

' • 

' 
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SAMIS, Structural Analysis and Matrtx lnterpretarive System. Desarrollado 

por. )et :I"?pulsion Laborarory_. y Mannéd Spacecraft Center. Contiene un ele­

mento unidimensional general y elementos triangula~s para deformaciones ¡;cr 

flexión y membrana. ' 
ELAS y ELAS 8, Equlllbrium Problems of Linear Strocrurés .. Desarrollado 

Incluye una biblioteca de elementos unidJrnen por el Jet Propulsion Laborarory. 
.· -

_ sionales, triangulares, cuadriláteros, tetaedros, hexaJdios. cónicos, 
. . . 

axisim~t:::"icos de secciones cuadriláteros y triangulares. 
! . 

sólidos • 
' ,., . 

MARC, elaborado p?r P. V. Ma:ccal, incluye análisis lineal y no lineal de pr5: 
' 

blemas de Meci1nica de Medios Continuos. 

·.· 
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• 
• FINITE ELEHENT METHOD 

• 
TllEORY AND APPLlCATIOti 

l. lNTRODUC'i'ION 

1.1 HISTORICAL BACKGROU~D 

The finite el~ment method {!"EH) has become a po~mrful numerical 

techni.guc for solvi~g compl\~x problcms ~'! science and cmgine~;:ring 1 

' mainly dlle to the advances made earlier in the numerical Dethods 

particularly in matrix methods as well as due to the rapid 

introduction of high speed c9mputers in the market. HoweVer, 

• • 
the introduction of "concepts · and applicati:->ns of FEN dates back 

to the era of mathematicians who tried to calculate the perimeter 

and itrea of a circle by idealizi!'lg it as a regul~r polygon. :rt 

J is also interesting to note that the bounr~ solutions ~1hich afé 

often discussed in FEN can be trac€d back to the solution of the 
' . 

area of a circle. If the circle is modelled ~d.th an inscribed 

polygon, a lower bound solution is obtain~•d whereas an upper 

bo~nd solution is obtained· by replacing ti~ e circle by a circums 

cribad polygon. Even though thc: basic co'"'t:pts or FE!-1 exi~LeU 

for over two thousand years, for ~1~ pract i.cal purposes, one can 

only say that these ccncepts were actually us~d for solv~~g 

ph:¡,:sical proble...'lls in l950s by the aeronau~·ical engineers. 

In 1956, Turner"et al (Ref 1) pre.sented tl1c stiffness analysis 

for the complllX structures, which is the t'.t<!:cting point in the .. 
rediscovery of FEJ·l. Nevertheless, Clotigh :Hef 2) \-las the onc 

w~10 actnñlly used the term FEJ.\ in 1960. .c...'l¡Ce then, a tr.c,·· 

mendous amount of resnarch ha:; b,H,!· Uone ::1",this field ,::;nJ. 
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' 
quite a large numher of papers have been publishcd in almost.~ll 

.the journals related to all fields of engineering as well as S?me 

' in the fields of mathematics and science. In addition, several. 

conferences ha ve be en held all_ over the ·rorld and hundreds of 

h ' ' ' papers have bcen presented in eac . Th~ theory and applicatlon 
' ' of FEM have al so been presentad ~n numeious text books (Ref 3-22) • 

In arder to help the research workers in traci~g the-references 

required ' ' for their particular ' work several bibliographi_cs have 
' ' ' 

· either been' published or under preparation, among them not:.lbly 

Ref (23) is a good source of information. 

' ... 
l. 2 APPLICATIONS OF FEM 

The FEH is applicable to a variety of boundary value and initial\ 
• 

value problems in engineeri!Jg as well as applied sci.ence, sorne 

-of these applications are: 

l. stress Analysis of Structures, Stabilit-_y of Structures, 
Dynamic response of structures, Thenmal Stress Analysis, 
Torsion of prismatic members 

2. Stress Analysis of Geomechanics proble;;¡s, Soil-Structure 
Interaction, Slope Stability problems, Soil Dynamics and 
Earthquake Engin~ering, Seepage in soils and rocks, Ccn­
solidation settlernent 

3. solutions in Fluid !1echanics, lfarbour cscillations, Pollution 
studies, 'sedimentation 

4. Analysis of Nuclear Reactor Structures 

S. Stress Analysis and Flow Problems in Diomechanics 

6. Characteristic Study of C<:_~mposites in l'ibre Technology 

7. ~lave Propagation in Geophysics 

8. I'ield Problems in Electric<~l Engineering 
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J>.part· from the above mentionpd areas, the FE/1 is also applic?blc 

to. any other problemas lo~9 as the'analyst makes certain that 

the problem-is amenable to solution based on the assumptions 

introduced in the formulation of FEM and, appropriate material 

prope~ties can be provided in a realistic mannei. 

l.. 3 METHODS OF 1\NALYSIS 

In general, there are four basic ' methods of analysis in FEM-

displacement method, e"quilibri~ method, mixed method and hybrid 

method. The field variables or unknoHn quantities in each'.of 

these methqds are as • 
follOI~S, 

Oisplacement method • displacements and their derivatives 

Equilibrimn method - stress componen'ts 
·.·' 

Mixed .method - sorne displacements and ~ame stress compon\ent:s 

Hybrid method - displacements or boundary !orces 

In the displacement method, smooth displacement distribution is 

assumed within an element, interelement compatibility oí displa-· 

cement ir; gcnc:::ally assured and mínimum p!:;tential encrgy critGrion 

~s used in the formulation. 

In the equilibrium method, the interi?r stress distribution is 

assumed to be smooth, the cquilibrium of boundary tractions is 

maintained and the minimum complimentary cnergy iS· the bnsis 

for the formulation. 

In thc mixed method l~hich is generally lU•t::d for plate and shell 

problcms, both displacements and stress<:>¡; are assumed smooth 

• 
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in thc interior, the displacement components and the equivalcnt 

stress components are considered to be continuous at the inter-

elcmcnt boundaries and the formulation is based on Rcissner's 

principle. 

In the hybrid method, depending on 

placement type or equilibrium type, 

• 

1 
1 

whetJ¡er 
• • the distribution 

1 
is dis-

of dis-

placements OJ.' stresses within the element is considered to be 

smooth and alortg the interel~ment boundary either assumed 

compatible (Hsplacements or assumcd equi.librati!lg-boundary· 

tractions are ensured and either modified complementary energy ' . ,. . 
or modified potential energy principle is adopted for the for-

nmlation. 

·'· 
Amo!lg these tour methods, the displacement method is'the most 

widely used approach. Ho1~evcr, for plate bending problems 

cither the cquilibrium or mixed rnethod is preferred and for 

sorne field problems hybrjd method is more s1litable. 

' 
1.4 DESCRIP'!'ION OF FEM 

A structure, continuum or a domain is divided into a number of 

arbitrary shaped parts or regions known as eiemen.til. 'l'hesc 

elements are interconnected at joints kn0\,.;1 as nade.il. The 

principal unknown is termed as the Meid val!..iable. This fielii 

vnriable can be displacement, temperature, pore-prcssure or 

~tress. The distribution of the field Variable within an 

clcment: is approximatcd by the use of cert:ain polynomial 

functiow~. variational methods or residual methods are employed 



to develop the finite elament, cquations which relate the field 

~ariables at tha nades to the corresPonding action vector at the 

nades of the element. This relationship is provided by the so 

callcd property matrix which is bascd on 1the material and the 

. geomet~ic properties of the element. Finally these finite 

· element equations are assembled to form a systcm of algebraic 

. equations for the entire doma in. The 

is obtained by solvi~g this system of 

1.5 BASIC STEPS IN FE ANALYSIS 
' • 

unknown field variable . 
' algebraic equations. 

The basic steps in the finite element analysi.> of general 

problems are as follows. ' 
1. The cuf,tinuum is Qivided. into finite elcmentS of any 

arbitrary shape. 

2. A suitable polynomial is chosen to ..:epresent the distri:bution 
of the field variable within an element in terms of its 
nodal values. Thus, the field variables at the nodes become 
the·primary unknowns. 

3. Using variational methods or residual methods, the finite 
eleffient equations are formulated. 

4. The individual finite elemént couation~ obtained in ~tep 
3 are assembled to forro a set of a~gebraic equations for 
the overall continu~~-

S. The solution of the algebraic equations obtained in stcp 4 
yields the valuesof the fielO variables at the nades. 

6. From the fielO variables at the nades, the secondary 
variables such as stre~;<;, strain for an element can be 
obtained. 
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'!• FISITE EL~MCST \IET\100 IN CNGINEE!I.ING SCIEXC[ 

ln t~o ~~ve ~l-e s,;i-r~cc jr,Úg:J! is only llkcn on cxtcrn":ll bound:ries 
whore C:1/C" or: ~"¡;;" :s spccó;'.~é. lf u and "_are give~ tlicrc ~~~ eq~ations 
aro no: for-ned i~ bo~l.~-•:y ~Oints_ · . 

,\lihN<~h ¡¡ >t:.r.da,-,• !·,·."":n el ~. f:t:i:~ c~emcr,•- rdntio1~hip t .. 1~ :,e,,, 
·~,:.,n::.'tr~! thé "''·''~:.: :r .. :t,'·- is :w\ :.ynH11L:Iric. S•JCh nCIH)':l':I~.~U'i~ 
:~.,.tr:ocl L:":l:t ~ri;.: :~ :'"" ¡:.-~":::..::.o;'·' a:.:: th~ ,~_..;,; l':il! ob~rve. :~::~ 
h.:r.: ~ únplc ch~n~o of ;ip of Eq. (3.36) rc-c,tJblishco symmit"ry aftcr 
i~:c~r,,:;.,_~ by p~Ú>. G:::.:r~:.: p:oc~_,, is lh~> not uniquc. 

An ;,i:.:rn.t:ive :lp~·~ -~~ w thc al>ovo problcm could be pursucd b)" 
bt,odu~it.¡; • '''""'11 funciion conccp!. If we define 

(3.46) 

th~n Eq. (3.36) ;, idcnticlly ;atiifioo and '""'~re len wilh two governi~¡: 
c~Ua\iom: 

,, ('' '')( ") X--:-+1< ---,+- -- ,. O, 
ox \..i!x ay• ~Y 

,, ('' '')('') Y-&r+"ux•+ay' ox-:" 0· 

Din<.:ronti~tlr.g th~ lbt with r~>¡>CCI toy and sccond wilh rc~pc.tto x and 
Hl b:r • .cting, p \> dim:.,"tcd ,¡rd only onc ~quation is. lcft. 

. ~-' --- ---+- +----o. (
<' <''·.'<'O <rO) OY iiX 

1' ,;_,,',;y>)\D.~' i!y' iJx Oy (3.48) 

,\ si mi~~~ p;occss o' ~p~: ux':n~tc formulation as befare ~ be adopted 
~d the rc:.d<.r e"': ::ic'm !~;s as un uercise. He wi!l find th~: oow sym­
::tc:;ic d~l\\~c.: n·,·,tn<c ·, :.;.;~ and rndccd thc formulation will be ver)' 
.i:ni:ur 1<> th•. ~:,cu"-~1 i:1 .he chu~tcr on plate bcr.ding. The sh~pc func­
:,.,, n·""· ho.Jevt;, 1.d: ;\il1'C to ,;atiofy corotinuity .,; fint derivatrvcs 
bet""'n clcm,:;:S ;:s s"~'l:l~ crdcr di:Tcrentials occ-~r in t!:c varioul 
i"t~,·r~~¡ Such ~ro b~~:n< h¡vc b~~~ de~l! ,v;tn in an axi-sy:nmctríc contcx\ 
1>y All..i:~-<on .-1 u l.' • from tb: b~~is of :1 v~riational form ~ivcn in Chaptcr 
15. ~-JI l. 

·¡ ],"'· <-.L<.lp:c< ''''" ],_,, : c.tr, .·]u,• J \•.• ':'u..Lroto IL: ,·,ncc.•l ~pplicc,~iJ;·y o.f 
:•., ,':,-¡j,.w! Ti:; ;•""-<"·"·.,, ; : o":o:c,~ ~;."~'~:<' h<«. bowevor. ;, cf somo Ccn-
11._:" .th:; '":'''· _ .. , ": 1 "1 . .-:• r "'-~ '~"o'> <IC L < :., \he .olut•~n ,.foho Novi~r-S,oJ.os 

• "~•'U""~''-·~L:v.~ u¡ ,;,~ '"'''~ ~~c~o~r.¡ -.v.n.;.¡·;~ " 

o~ultio, ;, carrcr.lly in P•<>sr"l 
d)<l~:::ic torr.u 

In tho ill•>tmic,,,to linc•rilo 1b~ ~q•;niono, tr., 

r .... ·· t ,,.;, ·'"""'~ ;,-""' lho 1"~ ·:q,, O JS) rc•poe<ivcl¡. · •., ,,- ,,,, . .,,¡"" i; <•!\\i·­
~.:;' ¡. " · ib:c t:: t ''"" it wiil ¡,, .-.lec~ th.11 ti; e r "u:tint '4 J Lio.-_, ~~ lhc 1''""'' JI 
fr.: .. ; io.:;¡ :ce r.o.r.-lin,.or, ¡;:: !>lin~ ¿,;>or.~:nt h<:lf un <h' \dOC'IIiO<. TOe 
d":vmion i> too oompil< lo be ~''"'""'di.". douill:;ro buttho """" couiU eon· 
oidor eX<ension oithc noo·lwo.: <echni~u" of Chaptor 18 ro be ;pplicob!o lloro 

3.7 Concludlny Rcm~rks 

In ~ddilion to ¡;encr3litin~ the fini~e clcment concept lo th:t of •Ppro~i­
m~tcly solvins 11 v:rnation~l problcm, thc allcmative <.>f proccoJing 
dircclly by appro~imo1ir1g to the differential cxpression w~s prcst•r.tcJ. 
lloth proccdurc> open up ma~y, as yet un.,.plored, foclds ot" application. 
So me general idc:1s in ¡imitar contcxt are ¡;ivcn by Odcn.'' Othor 11>;'' 'of 
finilc cl:mcnt pro~cs.s, such as minimiution ofthe root mean ¡_qua re l';llu; 
of error¡, can cooily be cnvisaged. 
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4. Plane Stress and Plane Strain 

4.1 LnrroduCiion 

Two-dim~nsional elastic prob\elll'l were !he first sm:ccssful examples of 
tbe opplication of th<: fino Le elernent method. '· > lndoed, "'"e ha ve alru.dy 
n>ed this situation 10 illustrate ¡he basis of the finito elcrnent formulation 
in Ch.apter 2 where the general relationships were derivcd. These bilsic 
relationships an: given in Eqs. (1. !), (2.2), (2.3), (2.9), (2.1 0), and (2.16) and 
for quick rcferena: are summarized in Appeodi~ IL 

In this ehapta 1hc panicular relationships for the problem in hand wi11 
be dcrived in molt' Mtail, and iUn<trated by suitable practica] cxamples, 
a procedUIC that wiU be followed throu¡:hout thc remaioder of !he b<lok. 

Onl) !he simples!, triangular, elcment willl>: dis..-ussed in detail but thc 
basic approacb JS general. More elabora te dements to be discus<Cd m later 
cbapt<:n would be introduced to lhc sarne problern in an identical manner. 

Tbe readcr not famiiiar with thc applicah!e basie definilions of da5lie\ly 
is refcrred to clcmcnt.ary le~!< on lhe subjCCt, in partlcular lo the te~\ by 
Tirnoshen~o and Goodicr,' wbose notation wlll be wide!y used here. 

In both prob!ems of plane stress and plano strain lhe displacement 
fidd is uniquely given by the u and v disp!acements in directioru o! the 
cartesian, orthogonal x and y axes. 

Again, in bo!b, the only strains aod •tresses that ha veto be considered 
= tbe tbree componen!< in the x-y p!ane. In tbe case of plane •tras, by 
ddinition, aU otbef componen!< of we.s are zero and therefore give no 
contribution to interna! work. In plane strain the str= in a diro:.:tion 
perpendicular to the :<-}' plam: is oot zero. However, by definitioo, the 
strain in that direction ;,. zero, ~nd therefore no contribution lo interna! 
wor~ is made by this st~ss. which can in fact be explicitly evaluated from 
thetbree inain stress oomponents, if desired, at the end of all compuuuion. 

4.2 Elemml Chancteristics 

4.2.1 Dúpl~~tmtru funetioru, Figure 4,1 shows the typical triangular 
elemenl conitdered. with nodeo i, j, m numbcrt<! in an anti-clockwise 

ordor. 

• 

' 
i 

• 1 

Pl.~SE SfRESS AND Pl.ANE STRAIN 

Tho displac~mcut; of ~ noJc ha ve two components 

{b,{ - {"·) "• ·-­• 
' 

14.1 ) 

aod th~ six componeots of element displacemoms are lis:ed as a vc~tor 

r~v.¡ 

~,(U,) 

' 
F1g. 4.1 An <km<nt ofa oontinuum in plan<"'"" or plano S1fain 

(4 .1) 

llte_displacements _within an element have to be uniqucly defined by 
these SU< valucs. Tite Stmplest reprcsemation is dearly given by two hnear 
poi)'110mials · 

u=~, +~,x+~>)'. 

v ~ a,+~,x+a._¡'. 
(4.3) 

"~?• six constan!< ~ .;:ao he evaluated easily by solving lhe two sets of three 
Stmultaneous cquations which will arise if \he nodal co·mdinates ""' ¡0 • 

serted and the displaoements cquated lo the appropriate nodal displa""· 
meots. Writing, for eumpk=. 

u, -a, +a1x1 +a>)', 

u1 "'a 1 +a1x¡ +a,y, 
u.- a,+a,x.+a>)' • 

(4 .4) 
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we can easily sol ve f<>r a,, a, anda, in terms of tbe nodal displacements 
~ , u,. u. and obtain finally 

in which 

a,- x¡y.-X.J'¡ 

b, = y¡-y. ~y,., (4.5b) 

Y.'llh the othcr coefficients obtaincd hy a cyclic permutation ofsubscripts 
in !he order, i,J, m, and wherc 

\ X¡ Y1 

U ~ det 1 x1 Y; = 2 (area of !tiangle vm). (4.k) 

AJ; the equations for thc 'crtical displacement vare similar we also have 

Though not strictly neccssary at this stagc we can reprosenl !he ahove 
relations Eqs. (4.5a) and ( 4.6) in the standard form of Eq. (2.1) 

{f) ~ {~}- [N]{6)' =[IN:,INj, IN:.J{W (4.7) 

with la 1wo by two identity matrix, and 

N:= (o1+b,x+c¡y)/2t.le!C. 

Na• e: if co-ordin.ala a~ 1alen frnm !be I:Ctllro>d of lhe tlement t~n 
x,+x.+x,~y,+y¡+y.-0 ond o1 -2A/l=o1 •o •. 

(4.8) 

The che= displacomcnt funclion automatkally guarantees cominuily 
of di•placerlt"nt.s w1th adjacent elcments l>ec;.m"" thc displacements vary 
lioearl)' a long' any •ide cf t he triangle and, with identical .:!isplaoement 
imposrd al the norle•, the •nme di•p!~cement will elearly e:<Íst ~u mlong 
an interface. 

4.2.2 Struiii (totaf). The total >train at any point wlthin tbe ciernen\ can 
be definrd bJ it.s th= oompoocnts whlch contribute to interna] WC"rk. 

1 
1 

' 

PLAKE STRESS ,>.ND PLANH STRAlN " 
'" 

1 '" 1•}+) '" ~ -J ,, 
i' ,, • 

ilu i!t• 
-+-
Oy ax 

(4.9) 

Using Eqs. (4.7) or (4.5a) and(4.6) we have 

iJNi 011'' iJN~ "• o = o o ,, ,, ,, 
"• 

1•} - ON; iJN' a N~ "• o o = o ,, Oy ,, 
"• 

ON' iJN: iJN'. CN' iJN~ ON~ "· _, = = ,, ,, ,, ,, ,, ,, 
"· 

[ :· o '• o '· :.] ' ~- '• o ,, o lé)' 

"' '• b, '• ., 
'· '· 

(4.10) 

which defin"" tbe matrix [B) of Eq. (2.2) explicitly. 
h wUl be noted that in this caso the [R] matrix is indcpendem of thc 

position within thc element, ~nd hence ttt. strains are oonstant throughout 
Íl. Obviously, !he critcdon of oonstant stmin mcntioned in Chapter 2 is 
satisfied by the shape fuoctions. 

4.2.3 lnirial srrain (th~rmal stram). 'lnitial' strain._ !hat is strains wh¡ch 
are indepcndent of stress, may t.: duelo many causes. Shrinhge, crystal 
growth or, most frequer.tly, tcmperature changes will, in general, result in 
an initial strain vector. 

(4.11) 

Although this initial mllin may, in geneml. depend on tho position 
v.1thin !be dement, il wil!1.-.uatly t.: dcfincd by avemge, constrult, values. 
Thls is oons.incnt with the CO!L!it:lll1 •tr~i:o conditioru imposod by thc 
prcscribed displacement functio~. 

lbus, for the = of plon~ <Ir~>< in an Í;ntoopk m"lerial in an demont 
subjcct toa tomptr~ture ri•e O"" ith n coetfociem ofthermat exp3nsion a. 



5~ FII<ITf ELt:MO MlTtiOTl IN ENGI"f~l:l~;(; SCIENCL 

w~ will hove, r,, ins: •. ""• 

(•.)~{:g:} (4.12} 

~• no she:u- strains are causcd by a lhermal dilatalion. 
hpl~"~ su~i~ the sitllation is more cumple~. The presumplion ofplane 

main implios lhat S\ro>Ses perpendicular 10 the x-y plane will develop 
duelo thermal e.~pansion even wi1hout the three mJin S\rc$S componen u, 
and henct the initial main will b<: affmcd by lhe elaotic constauts. 

[¡ will ~ sho»nthat in such a case: 

(<0} ~ (l+•J{:f:} (4.13) 

where ,. is the Poisson's ratio. 

'---------· 
Rg. 4.2 An element of 1 mati~«l (lran5vers<ly·ioolropic) m.at<rial 

Amsotropic material> prc:sent special problem<, sinct the coel!kiems 
of thorrnal expansion may vary with d1rc:<:tion. Let .r and y in Fig. 4.2 
show the prim:ipnl directioru of the malerial. The innial slfain due to 
lhennal upansion !>.<comes, with refaencc to these co·ordinates f or plane 

"= 
(4.]4)' 

. e 

~ 
1 

PL.O,I<E STRESS "NO Pl.ANE STR"I~ " whore "'' ~nd ~, an: lhe eocpan<ion c<>e!fioients referrtd to the ~· ""d y' 
u\eSrespeclivdy. .:-:.. 

To obtain !he strain componenL< in the x. y syste:n it ü Ttecess.uy to nso 
an appropriate main tr.msformation matrix [T] givin& 

{<o•} = (TjT{&o}. 

With the {J as dcfioed in Fig. 4.2 n is easliy verificd th3t 

- 2 sin {J OXJs {J l 
2sin {J CO< fl . 

ce<: fl-sin 1 fJ 

(4.!5) 

Thus. {< 0} can be simply evaluated. It wiU b<: noted that no longer i< th: 
shear componen! of strain equallo zero in the x-y co·orllinates. 

4.2.4 Elastidly malrix. Tbe m~trix [D] of lhe relatior. Eq. (2.3) 

(4.16) 

<:an b<: uplicitly stated for nny material (e~duding here {cr0 } which is 
simply additive). 

Plan~ Jlr~..,;-isolropk mt!l~ria/. For plaoe slr..., in an isotropic material 
we bave, hy delinilion, 

'· = 11./E-wr',JE+<.o 
<, = -v¡¡.JE+11JE+•, 

J.,= 2(1+v):,,JE+<.,o. 
Solving \he a hove for the stresses, ••oe obtain matrix [D] as 

[D] - _!__ ¡: 
1- •' 

' ' 
in which E is the elastie modulus and vis the P<>isson's ratio. 

(4.1?) 

(4.18) 

PI<Uie strain-isorropk mattrial. In tbis ca<e a normal nress "• exists 
in addition lo the three other stress components.. For the special case of 
i.otropic thermal expansion we have 

t,- aJE-v11,JE-va.JE+a()" 

t, oo -v¡¡JE+a,JE-•aJE+afl" 
y.,,. 2(l+v}<.,IE. 

(4.19) 
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but in addition 

,•MENT METHDD IN ENGINEERING SCIENCE 

<,=O~ ->u.JE->a,IE+aJE+aO•. 

On eliminating a, aod solving for the throe remaining strosses we ohtain 
the previously quoted cxpression for the lnitial strain Eq. (4.13), and h; 
comparison witb Eq_ (4.16), thematrU [D] 

v{(l-v) 

(4.20) 

o 

AnósoiTopi.· "'·''~rit:/s_ For a completely anisotropic matenal, 21 inde­
pcndent olastic constan!.< are nec.ssary to define cornpletely the three­
dimensional str.ss-strain relationshi p.•·' 

lf twa-dimeruÍDDal analysis is ID b<: •pplicable a symmeuy of prDpenios 
must ex.ist, implying at most six independent constan u 10 the (D) ma•ci~­
Thm, it ¡, always possible to write 

['" '" [D) ~ d, 

(syrn} 

(4.21) 

tD describe the most general two-dimeruiDnal bebaviDur. (The necossary 
symmetry of \be [D] matrix follow:s from !be general equivalen! of lhe 
Ma.well-lktti reciproca! theorern and is a cooseq uence of invariant cnergy 
inespe<:tive of tbe path takeo to n:ach a given strain state.) 

PLAN E STRt:;~ M'!> PI,ANf STRAIN " A case of patt'<cular '<nterest 'm praclice is that of a 'stratif!od' or 
transversdy-isotrDpic material in whicb a rotationalsymmetry of proper­
ti.s uists within the plan<: af the strata. Such a material posscsses only five 
¡ndcpendent elastic constants. 

The general stress·•train relatioos give in this case, following the nota· 
tion of Ukhnitskíi.' and taking now the y uis as perpendicular to !he 
strata (neglecting initial strain), Fig. 4.3. 

'• = aJE, -v2a,IE2 -v,o;JE, 
e =- v,oJE,+u,jE,-v,o,/E, . ' 
e,= -v,aJE1 -v,aJE,+aJE, 

y .. = {2(1 +v 1)fE1)t., 

' 
Y,.= G-t,, ' . 

(4.22) 

in which the constants 1.'1, v1 (G, is dependen!) are a.ssociated with the 
behaviour in plane oftbe strata andE,, G, v, with a dircction normal to 
tbese. 

The [D] matrix in two-dimensions beco m.,; now, taking 

E, --n and E, 

[D] '""o"E'c;,,l) ¡.;, 
for plane stress, or 

[) = E, 
(l+v,)(l v, 2m-,) 

for plane strain. 

nv,(l+v 1) 

(1-•l> 
o 

G, -·· E, 

.,, 

o 

nr(l + v 1 )(1~- v1 -2nvJ 

{4.23) 

(4.24) 

When. as in l'ig. 4 .2. the direction af stra~ is inclincd IC> tbe x-a.is then 
10 ohtain the [ ])] m~ trices in the unJveroa] co-onlina¡cs a tmnsformatio11 
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is nece•sary. Takin¡; [.')] a> relating thc ''"'""' and SlldÍn> :n 1he incltned 
co-ordmalc syslc!!l lt", L') il is ca> y l<> show th.at 

[IJ] .. [T][D")[T]' t-U5) 

wherc [TJ is thc s.ame as giYcn in E<¡. (4.!5) 

lfth< m«•syolooru ja") and {a) rorn:spond to [•") and l•J reopectt•<ly lho" ~' 
equali!y cf ~<ork 

"' J•')'[D1{<") • {<) 1 [D){<) 
fron1 which Eq. (4.25) follows on sub><ituuon of Eq. (4.!5). (S<t al><> Chaplet ! ) 

4.2.5 The stiffneSJ m~tru.. Tbe stitrness matrix of r.be demcm (lm is 
defined from the genera! re!ationship Eq. (2.10¡ as 

[kJ = J r~nDJ[B]tdxdy {4.26) 

where 1 is r.be th.ickness of tbe elcment and the integnnion is taken over 
the arca of the triangle. lf !he thickness of the elemen1 is assumed to be 
constan!, an assumption convergem to the truth_ as size of elements 
decreases, thetl,as neither ofthe matrices contains-' or y we ha ve, simply 

[k]= fB]'(D](B]IA (4.27) 

wbae A is tlle area oftbe triang!c (dcfincd alteady by Eq. (3.5)). This 
form is now sufficiently cxplicit for computation "-ith tbe aotual matrix 
oper.>tions bcing left to the computcr. 

n.. 111-1\ri>: [B] d:fined by Eq. (4.10) can toe written., 

¡'· o) [B]•[B,.B¡.B.] with [B.J• O <,¡lA,<!<:. 

c1 h, 
(4.28) 

Nnw tbc <ti!fno.s m•tri.T. con toe "'nttcn in o pann•nned form os 

[.. •.. ·-] 
[k]- k~ k, k,_ 

k~. k., 1 •• 
{4.29) 

'" which tbc 2 b} l rubmatrkes are built up as 
[k.J • [B,}'(Dl[B,]tt.. (4.30) 

Thi< form io oft<~ eonvtn•ent for comput.oLion. 

4.2.6 Nodaljorr~s due lo inilio/ Slrtún. Thesc a~ given dircctly by !he 
expre.,ion Eq. (2.12) whicb, oo performing tbe iotegration, beco mes 

{F):o = -[B]'[D][r0 ]Lb.,etc. (4.31) 

Pl.AS~ ST~ESS llt->D Pl.AI-'E STRAIN 

Partitioning. on~ can wntc ,.Jtoroatively 

(4.32) 

Thc~e · initial strlin' forces are comributed ta the nodcs of an element 
in an un«¡ u al manner and require precise evaluation. SimLidr expro;sions 
are dcrived for initial str= forces. 

4.2.7 Dismb111ed borly /nrces. In the general case of plano stress or 
strain each elemem ofunit are• in thc .t-y plane is subjectto forces 

in the clirection ofthe appropnate """'· 
Agaín, by Eq. (2.11). the comribution of such forces to these at eaeh 

node is giveo by 

{F};- -J [NJr{J}dxdy, 

or by E<¡. (4.7) 

{~<:}, = -{nI N, d.>: dy. ele. (4.33) 

Lf the body forces X aod Y are con.,ant. As N,;, no !onger con>tantthe 
integration has to be carricd out e•plicitly. Some ¡:.eneral integration 
formuloe for a triangle are given in Appen"dix lll. 

In this special caJ<: !he calculation will be simp1ified if the origin of 
co-ordinates is takcn atthe ccmroid ofthe elemenl. Now 

I .>:dxdy- J yd;,:dy=O 

and on using Eq. (l.S) 

{F,),"" -{;} J a,d;,:dy/2.1.- -{;}oJ2 
m lfil.- -{BA/3 .. /F¡J.- !F~l. 
by relations noted on p. 50. 

bplicitly, for the whole ciernen! 

{FJ; = -

X 

' X 
A/3 

' X 

' 

(4.34) 

(4.35) 
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whkh means 5impty that the total forces acting in x nndydirection dueto 
the body forces are distributtd to the nodes in thre<: equal part$. This fact 
com:sponds with physic:al intuition. and wa.s often assumed 'mplicitly. 

4.2.8 Body forcr polemial. !o many ca<es !he body forces are dcfincd in 
tcrm> o fa l>ody force potcntial <1> as ,, 

X=--· ;, r- (4.36) 

and this potemial, rather than the valucs of X and Y, is known throughout 
the regio o and is specified at nodal points. lf { 1> )' Hsts the 1hree val u<$ of 
the potential a<s.ocial«< with the nodOS of the ekrnent, i.c., 

{<!>}'- U~} (4,37) 

and has ID correspond with conslant values of X and Y, 4> mus\ vary 
linearly within the demenl, The 'shape function' of il.'l varialion witl 
obvinusly l>e given by a procedure identical lo that used in deriving 
Eqs. (4 .4) to (4 .6), and yields 

~ ~ [N;, Nj, N;,){<$1)'. (4.38) 

'"' 
Y= -:: • -[c., C¡. c.J{.P}'f2A. (4.39) 

The vector of nodal forces due to thc bQdy force potential ,.,¡¡ now re place 
Eq. (OS) by 

b, b, '" 
'• ,, '· 

{FI;- ~ 
b, ., '· WJ (4.40) 

'• ,, '· 
b, b, b. 

'• ,, '· 
4.2.9 E""l"ation 4 srr~sses. The formulao dcrivo:d cnablc the futl stiiT­

nel! m a tri• of the structure to be assembled, aod ~ solu¡;on for dillplace: 
menu; to be obtained. 

PlANE STRESS "ND PLAN E STR,..lN 

The stress matrix ll""" in generalterms m Eq. (2.15) is obta1ned by 
the appropriate substitutions for «~eh ciernen!. 

The stresses are, by the basic assumption, constan! within the element. 
Jt is usual to assign these lo the centroid of the dement, aod in most of the 
examples in this chapter this proe<:dure is followed. An altemative con­
sists of obtaioing stre¡s val u es atthe nodes by averagingthe val u es in the 
adjacent clemenl>. Sorne 'wcightíng' procedures have been used in this 
conte~t on an empírica! basis but their advantage appean small. 

lt is usual to ar111.ng<: for the computer to calculate !be principal stresses 
and their direcuoos of every elemenL 

4.3 Examplos.-An ~MI of AcCill'acy 

There is no doubt that th<: solution lo plane elasticity problems a> formu· 
lated in Sectioo 4.2 is, in the limit of subdivision, an e~act solution. 
Iodoed at any stage of a finito subdivision it is an approximate solution as, 
s.oy, • Fourier series solution with a limitcd number ofterms. 

As alr<:ady e~plaioed in Chapter 2 !he total >!rain energy obtoined 
during any stage ofapproximation will be below the troe strain energy of 
the e~act solution. In practico: it will mean that the dtsplacements, and 
hence also the stresxs, will be underestimated by tbe approximation in 
its gtnerai picture. llnwever, it must be emphasizcd that this is no! noces­
s.arily true at every point of tite oontinuum individua.lly; hence !he value 
of such a bound in practice is not great. 

What is importan! for the eogineer to lmow is !he order of accuracy 
achieYable in typical problems with a certain fineness of elemeot sub­
divosion. In any particular case the error can be assessed by comparison 
w1th known. exact, solutions or by a smdy ofthe con.,.,r¡;ence, usmg two 
or more stagos of subdiv•sion. 

With the development of experieoce the enginecr can asse.s ~priori the 
arder of appro~imauon that will be invol\·ed in a specific problem taüled 
with a given dement subdivision. Sorne of this expc:rience will pc:rhaps be 
convcyed by the e~amplos considere<! in this book. 

In the'firsl place attention will be f<>eused on sorne simple prohlems for 
which exa<:t soluti""' are available. 

Urliform $fr~Sr jif'ld. lf th• e.act solution is in fact that of a uniform 
5\r= ficld then, wbat~er !he elemeot subdivision, the finite dcmcnt 
soluticn will coincide exactly with the exact one. Thi1 ;, an obvious 
enrollar y of thc formulation, nevcrthel.ss it is useful os a fint chtck of 
w:-inen compUleT prognomo. 

Linearly tloryJng rrr~ssfield. Hcre, ohioully, the basic assumption of 
const~ncy of su ess within elomen 1> rr.eans that so!ution will be approxi­
motc only. In r:ig. 4.4 a simple e~ample of a bea;n subjecl to constan! 
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hendin¡: momenl is shn'ln wii!J a Ja~rly conrs.: sul><E·.-ision. ll" re:~dily 
scen that :h" o~d (~,) ·'"<" ¡'.il'cn b> the donwn: ·,;¡,~ddb' !he e,act 
>aluc! and. in fac:, if '~" constan! ,,,., nlues are ,..;ociated ,.j¡h 
ocntroids uf ¡he cierne~!> and ploucd, th< be,¡ 'lil' lino rcpre..,nls the 
e>ael mess.os 

0 Nod•l averu•• 

* Valoes 01 
centr<s of 
troangle• 

Puro bend'1n¡ of a beam ,ot"ed by a eoar>< •ubd•vi>ico iolo el<mCJ!I> of 
tn>n~ular •Ha pe. (Val ~~eS of 6,, " •. ond t., listed io tbat on:lor) 

The horizootal and shear slress components differ again /mm lhc exacl 
valucs (which are simply zero). Again, however, it will be noted thnt they 
osóll~te by equal, small amounts around the cxact values . 

• 

PLANE STRESS Al>[) PlA!<OE STRAIN " Al ÍDl<mal n"des. if the average of mc»cs of surrou~Jin[ e!ements is 
takcn it will be found ¡hat !he exact Siro""' Htl' vel)' elo•ely repre•c!licJ. 
The nver~¡;e a! e~ternal faces is not, howevcr, so g<>Od. Th< overall im· 
provement in represcn!ing !he stresses by n"<lal a""rages, as shown on 
Fig. 4.4, ¡, of1en used in practice for improvement ofthe appro<imation. 

A weighting of aver.~ges ncar the faces of !he structure can iurthcr l>e 
u.ed for refinement. Wnhout being dogma1ic on this point. it seems 
prcferable, when accurac-y dernands this, simply to use a fmer mesh 
subdivision. 

Strus conuntratíon. A more realistic test prohlem is shown in Ftp. 
4.5 and 4.6. Here the ftow ofstress around a circular hale in an isotrapic 
and in an anisotropic ;tratified material is comidcred when the stress con­
ditions are uniform." A graded division into elements is used to alto"' a 
mor< detailed nud y in the regían where high s1~s grad"oents are expected. 
The high degree of accuracy adtievable can he ass=ed from F1g. 4.6 
wttcre sorne ofthe re<ults are oompared against euc1 solutions. 3 ·' 

_, 

Fig.4.S A circular holo in a umform me" field. (a) isotropic material; (b) 
stratified (ortbotropt<:) material; E. ~ E, • 1, E, • E, ~ ), '• ~ 0·1, '' • O, 
G., • 0·42 

4.4 Sorne p..,cllcal Approcations 

Obviously, the practica! applicatioos of the method are limnless, and 
indeed at this mornent of time thc use of the finite element method is 
superseding e~perimcnlal lcchniquc for plane problcms beca use ofits high 
accuracy, low cost, and vu<atility. The """" of trealmcnt of material 
anisotropy, thermalstresses, or body force problems add to its art~antages. 



• 0: !'l~ll"E,E~EMHIT METHOD IN ENGINEE!UNG SClliNC[ 

E.aco •olution lor infini« pl>~c. 

o Finioe clemtnt soluoion. 

r s;;;¡:, -HJ 

1 '" ··_, __ 
(bl Onhotropic. 

Fig 4 6 Comporj<On of ohcorcticol ond finito clemcn\ re•ul"' for caacs (a) ond (b) 
ofFi~- u 

A fcw ..,.a m pies of ae\ual applications to complex problem< of engineer· 
iog practice will now ho givcn. 

Str<'SS finw around o reinforud op~nirrg (Fig. 4.7). In stcd pres.<ure 
~scl< or aircrart structurcs. openings hive to he imroduced in the 
streued sldn. The penetrating duct itself provides sorne reinforcement 
round 1he edge and, in addition, the skin imtf is iocreased in thiekncss m 
rcducc the strcsscs dueto the concentntion etfeas. 
Analy~s of such problerns treated as casca of plane stres. prescnts no 

difficuhies. The ciernen !S are so cho«n as to follow thc thickncss variation, 
and appropriate values of this are assigncd. 

Tbe narrow band of thiel< material near the edge can lx represenled 
cilhcr by special lxam·typc elcments, or more ea<ily in a standard pro: 
¡p:ammc by ver)· rhin triangular clements of the wmal lype, to which 
appropriate thickness is assigncd. Thc )altee procedure was used in the 
probkm <hown in Fig. 4./ which gives sorne of the resulting s\resses ncar 
the 0pening itsclf Thc fairly large ex ten! of the region inuoduced in \he 
analysis and the"grading of ti:< mesh .shou!d be nmed. · 

,.¡11 oni5otropi~ wll~y ~ubfr:;l 1~ tec10nic stress" (Fig. 4.8). A symmetrLcal 
val ley subjcct to a unif orm horiwntal strc" i> conside<ed. Th" materia¡,·, 
Slratilied, bencc is "tramversc:ly isolropic", and the di=tion of saata 
varíes from pOintto point. 

.. PLAN E STRf;SS AND PI.ANE STRAI~ 

·" "' -r -t-
•• + 

" • .-+-

' + -+-,, ' 
/ .... +--

...¡-. ...... .... _,_ + 

Reslr>ln<d in y dir<ction from mo\"<mcnl. 

Fí,. 4.7 A mnforccd opcnios in o plote. Umf<>m>slr= 6<ld ata diJtance from 
opon in¡ e. • 100. e, • SO. T~ickness of plale rogions A. B, ond C is in tho r:llio 
ofl:3:23 

The wes~ plot shows the l<t>'ile region that develops. This pbenomenon 
is of considerable interest 10 geologi.sts and enginee!i concemerl with rock 
meehaoic.. 
A dam s11bject ro externa/ ami inltrntJI water pressure•"·" (Fig. 4.9). A 
buuress dam on a somewbat complex rock foundauon i.s here anolyscd. 
The beterogeneous fouodation region is subject to plano strain condiuons 
"·hile the dam its<:lf is considere<! as a plate (plane stress) of variable 
thkkness. 

With externa! and g!"l!VÍIY loading no spedal problems of analysis arise, 
tbough perhaps it sho11ld be mentioned thot it was found worth while to 
"automatizo" !he compu:ation of gravity oodalloads. 

When pore pressutt~ are ron;idertd, the ;ituation, however, requircs 
pcrhaps sorne eAplan•uon. 

lt is well known that ir. a porous material the water pre.sure is trans-
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and that now the ~xt<mal pressure need not be considered. 
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A nUey witb curvcd ""',. •ubj«t to a horirontal t«:<onic st=• 
{plone •train 170 nodos. l9R elcrnonli) 

l'~ANE HRI:Ss A).;O PLA:>~ STRAII\" ,,; 

47 f<. o in. 

Se«oonol plao A.A. 

,. ' 

"' 
Fig. •.9 Streu analy•it of a buur= darn. Plane "'"""' condo<oon """med in da m 
ond plano S!foin in foundation. (a) lhe bu!Uess ~.e<tion aoalyoed. (b) Euent of 
ro-,odation con•idaod ond d1v:t1ion into fmne demento 
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I'LANE STRESS "NP PLIIl>'E STRAIN " The pare pressnre pis, in fact, now a body force polen tia], as delined 
in Eq. (4.36). Figure 4.9 shows the elemem subdivisinn ofthe regían and 
the oul!ine of the dam. Figure 4.10(a) and (b) show tbe strc,.ses resulting 
from gravity (applied to the dam only) and dueto water pressure assumed 
to be actin~ asan e•ternalload or, alternati~ely asan interna! pore prcs­
•ure. lloth solutions indicate lar¡;e \ensile re~ons, but the increasc of 
stresses due tu the second a"umption is importan!. 

Craclcing. The tensile strew.s in the previous example will doubtless 
cause the rocl:: to crack. lf a sll!ble situalion can develop when such a crack 
spreads then the dam can be consideml safe. 

Crad:s can be introduced very mnply into the analy•is by assigning 
zero elasticity values to cho<tn elements. An ana ly>iS with a wide cracked 
wedgc is shown in Fig. 4.11, where it tan be: .ecn that with the extent of 
the crack assumed no tension within the dam b<>dy develops. 

A more elabora te procedure for followin¡ crnck propagation and resuh­
ioa strns redistribution can be develnped &nd will bo diiiC!Js<ed la ter¡,..., 
Chapter 18). 

Crachd zone 
lmatotíal 
considcred) 

; 

U¡»t«am 

Arrow indicates 

""""" 
.. elude the 

1 rcck so"""' 

' 
• 

Fig. 4. 1 1 Stroues tn a buttr.:u dam An introductíon of o 'crack' modifios mou 
diSiribution (s>m< loading os FtK 4.10(b)) 
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1iJerma' -''"""~-'- r_c :.n c:.••.:n:" ~1 !'•o•mal ''""" CGrP;;mation th~ 
..,,,,. dam is shu"TI nnd~r ,·mr!~ tcm¡-.-:.,:ure rli,:ri~uti~n assumptiom. 
Re.ults Jf th:; un.l')'S;,. "'";"·en in l"'ie, . .;_¡¡_ 

T om¡><r .. uro drOp> 
Tonoarl¡ htr< 

rt¡¡oon -1: 1· 

• 

'" 4. ¡: St.r<» anaJ ym of • buUrt>:i dam. ThormaJ ltr<>><> duo to coolin• of 
sbaded•r.._ \>y 15.F{E • Jx 10" lb/in',o ~ 6•10-'/dtg FJ 

Grat•it_l' tklrn.r. A buttre<S dam is a natural uamplo for the applicatioo 
o( fioite ~lement mtthods Other typt:;. such a.s gravny dams with or 
without piers and "'on. can alw lx simply trcated. Figuro 4.13 sltow¡ an 
aoalym of a largc dam with piers and eres! ga1es. 

¡0 this case an appro~imation of assuming a two-dimensional ucatment 
in the vícintty ofthe abrupt change ofsection. i •-. whe,.. the piersJoin the 
maill body of the da m. is dearly in volved, hut this teads 10 localized erro" 
only. 

1t is importan! ¡0 note Itere how, in a s1ngle so\uuan. the grading of 
e!ement síze is used 10 study ooncentratioo of stress at the cable an­
chorages, the geocralstm~ ftow in tbc da m, and !he foundation be ha vtour. 
n.: linear ratio of síze of lar~ to smallest elcmenu ¡, ofthe order of 30 
to 1 (the largest ele~enu oecurring tn the foundation are not shown in the 
figure). 

Ur.dcrgroul!d pow~r Jla!ian. This \as~ uample illustn.tt<! in Fig<. 4.\4 
and 4.15 shows ;m intere<tiag larb-e-scale application. H~re principal 
su-es= a.--.: plotl.t:d auto\JiaticaUy. In this an~lysis very miWy dtlferent 

PL/\1-0ESlHESS AND I'JAt,f. STIIAI~ ó~ 

compmten'-' of io-0). tht initial st"'''· "-ere use<i du~ to ~ncr:r:aint• of 
1-.nov.\eJge a~.tUl geoiogiC<.ol umJ¡twns. The r~pld solutioo ~n;j plc: of 
m3D)" resul" cnabled thelimll> within which stre<scs vary to be found and 
an cngineering deci>ion arnvcd a t. 

' " .. ., '"''" 

Fog. 4.13 A la,Et batraBe woth picrs and pr<strcS5ing cable> 

4.5 S~ial Trcatmaot nf Ptane Strain ..-l!h an lncnmpr=ible Materi•l 

1t will have been noted that \he relationship Eq. (4.20) defining the 
clasticity [D) matri~ for an isotropic mat<rial brcaks down l'>·hcn the 
Poisson"s ratio n:achtS a value of o-s as the fac-tor in !he pa<enthoses 
becomes infonite. A s"1mple way of sidc-5\cpping thc d"dftculty presente<! i$ 
to use \'alues of Poisson"s ratio approximate to 0·5 but no! equal to it. 
hperiencr: shows, however, that if this is done !he appro~imation of 
•olution deteriorates. An alternative procedure has been suggestod by 
llcrrman. 10 Thi• in vol ves !he use nf a new varialicmal formulation, and 
=ders are referred to his work f or detail< 
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1 

1 1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 



Principios Fundc~enta1ee. 

e).- Continuidad 

b).- Ley rle liooke 

e).- Equilibrio 

Solución de Estructuras. 

Método de los desplazamientos o de las rie;ldeces. 

( Continuidad -- Ley de Hooke Equili brío ) 

F = K d ¡ K = aT k a . 

Solución: 

d • K -1 F 

' • " d • a K-1 F 

p • k ' • k a K -1 F 

Si la estructura ~es isostéticll, r:.T es :-:o .'li!l¡;'..llr:.r, por cont~i~ientc: 

e=(k}-lp 



31 le estructura eu h1perestdticu cstuble, lu n"•triz ~T se JlUede 

partic1on!or. 

u~ debe aer una matriz ·cuadrada no singular, que define la estruc­

tura pr.Unaria o isostática, 

P fuerzas en lns barl'as que forman }!1 estructura 
o 

primario. 

p
1 

= fucrzca en lus barrus sot.>runtcn. 

Jt:étouo de las fuerzas o lllétodo de la o flo.xt ¡,i<JwJcw, 

Eqm.lib.~:·io: 

Ley 'de !!ooke: 

Con tinu1.dad :' 

[• J 
f = k-1 

-l Í T] d b, 

·='-t[•l 
u ' bl -

' - - -

T ,-1 = (a o 



b 11 = depende de ll 

Les redundante!:! ( ll ) ~e obtienen obligundo a que u == O: 

T T ( e = b 1 f p = b 1 f be 

( 
T )_l T 

ll - b 1 f bo b 1 f bo F 

Notas: 

a).- S1: 

p " [ b, -

. " f p = 

d T 
" b, • " 

p = b F 

b¡ ( b¡ f b, ¡-' 

f b F 

bT f o b p 

Por el principio de contrngradiencie: 

. b) .- Se demuestra que: 

T 
b, f b 0 J F 

_., 
(K) = matriz de flexibidadea de 1a estructura. 

Demostrec1ones 

• 
1) .-

Por la ecuación de equilibrio: 

p=b 0 F.,.b¡R 

Premultiplicando por a T : 
3 



• T 
p , ,T b, F • ,T b, R 

Pero: :..:r p , F 

" " 
T • b 0 F • ' 

T 
b, R 

Lu er.:wci6n antecior se de"oe cumplir párb cualqlntlr I•' y cutllquier R 

2).- lJ o o :: 

Por el teortll!:ll. (1) 

T -j 
(u" ) 

l.q.q,d. 

TJ t:l 

La matri i'. T a 0 ea cue:.lrnda, por lo tanto: 

l.q.q,d. 

31.-

Por el teoJ·ena;. ( 1) 

[•'] [b,J = r a~ ·~] [b'~ • '" 
,. ., b,o ' 

T ., b" " o 

Despejando a b¡o : 

1 
T -l T 

- ao ) a 1 b 11 

'/ 

" 1 

" o 



re ro por ( 2) 

T 
b,o • - '<>o . , '" l.q.q.d • 

4) .-
T 
bo f b. l f 

T 
b • b f bo = K-1 

T 
RecordémoB que: 

-1 
f b 1 ) b, f b 0 por consigl<i<!r. i.e: 

bT f 

• 'o f 

bo f 

' ( b; f 

.:, - f . • 

La matriz 

T 
b • [bo- b¡ (b¡ f.b¡ ¡-1 T 

b, f 

T 
b 0 Jftr= 

bT T ¡-1 
b - f b¡ ( b¡ f b¡ o 

¡; 

(b; ¡- 1 T 
(b; 

-1 
b, f b, b, f bo - 'o f bl f ,, ) 
,, rl ,¡ f b 0 

T 
b, ( b' f ,, ¡·1 bT 

' f bo • o l.q.q.d • 

¡.;:-1 

" simétrica, por consiguiente: 

T 
b, f 

b TO f b ( T f . )T !T f b = b 0 b, = o 0 

Ejemplos: 

2 

1 T/cr.:. 

1,.2,3,4 

a).- !Létodo de las ri¡;ld~ces 

•·[J ~J ,k:=I 
-1 1 

' ~ k a = [_! -~] "" K 

5 

b, 



!>olución 

K ~1 e l/5 2/5] 
2/5 3/5 

f {: J om. 
d "' K-l 

C:=éld e 

p==ke= 

pDre cualquier 

d = [-3/5 
2/5 

p = 

3/5 
2/5 

-1/5 

-1/5 

3/5 
2/5 

-1/5 

-1/5 

4 

""· 1 

~3 

~3 

4 
Ton. 

1 

-3 

-3 

F 

;;: J r J 
[' J 

2/5 

3/5 

1/5 

1/5 

2/5lr, l 
3/5¡1·J 

1/5 1 

1/5 J 
to).- b!éwdo de l¡,a flexibilidadc" 

6 

¡ 
-1 -1 ' 
--~---·1 

1 o : 
1 

l_ o 1 J 



' 
b~ fb, " [: ; ] 

(bT r b 1 f' "' [ 3/5 -2/5 J 
-2/5 3/5 

T 1 T l 2 -2 
b 1 )- b, f bo = 1/5 b 1 ( b 1 f 

T ¡-1 b = b 0 - b¡ (b, f b 1 

T 
d " b 0 f b F 

T [~/5 2/5] b0 fb, = 
2/5 3/5 

T 
b, 

K-1 

-2 2 

1 -1 

1 -1 

f b 0 "' 1/5 

• 

.l 2 
.V .. ll 

2 3 

-1 1 

L-1 1 



1.·- Armfldur>~B 

! .. - V"cton:a fuerzo y del.t}ll'lzou.iento 
o).- ¡¡r¡r¡:o:dura plonu 

d·"' j 

b).- t.r!!l~dura en el eopacio 

>' = 
~·x d. djx 

d 'J -
'Ji dj!J 

FjL "J" 
2.- ff.t:triz Ce continuidad (o.) 

(a) 
= -._t_ -:r---¡ 

1 l "'· i 
' 1 . 

. : .. 

COil 9 J. Ó U• = 
' 

).- J,:atnz de equilibrio ~TJ 

-r- - ~ -----r--, 
!r -u ·-··· ,. ' ; 

"T T 
+u b-· ---~•,--, 

! __ , 
Si entra al nudo + 

Si a!Jle del nudo -

8 

-·. 

H 

ll~rra i con extewos 

• ~~n loa nudos (f..) y (D) 

[coso< ,coa r' nuu r] 

Nudo Q)concarrcn 
bo.rrua c., b, e, . . . 



II.- Int erpl' e t r.c ión f.:. si ca '" tJlgun<os m<J1.rlceo en el método 

cle 1" fUCJ'Zl:;S 

' 

bo = fuerzas en le> barras producidas por 
."uerzas uniteri!lo aplicadas en le "" tructura primaria 

()) ' -1 ;A -' ' 1 -· 
~V 7% 

2 

® ' / 
3 

-1 ' -1 -1 o -1 • '1 " ,· ' o o o -1 

><~1 -1 
/ 

• 

• '1 

/ 
-tJ.II 

bo = o o -1 o 
o 1.41 o 1.41 

" o o o o 
_j 

b, "' fuerz-as en lu~J ]Jorras 1lrOd1•aiduu por 

redundantes unitarias aplicados en la 

estructura primaria 

-0.71 

-o. 71 

-o. 71 

-1 ¡· 

• 



-~ 

_¿ 
~--

bo F = fucrz¡¡.s en las b<ura!J produciCun ¡10r 

1.&::; fuerz<:s e~' J 8plic¡:da8 '-'11 }C G<l -

tructura prim~ria. 

5 
F • 

10 

-8 

o 1 
~ 

111.- Ceso" p¡>rt.iculi>res de G~J 
Si lt> c8t.ructuru eu unu armadura, r¡ue se puede :re:Jolver la eatruc­

LIU'~ prim4ria p(•r el método de )os nudou, es pouiblc que la mntriz 

tJef• tr1ong-tll'-'r interior. 
' 

J'.:>~JteriorE•e,tlte veremos que para eleunua eutructuran ea po:liblc 

cq· que [c.Jj ~ea trian8'ul<;r inft'rior 6 superior. (Ver vjcroplo) 

IV.- OUteución dircc1.a de los reacciones y t.fecto de dcsplax.amien-

to en los apoyos. 

Sean ~· J lus reocciones y LdJlos ,desplazamientos de lo:! opoyou -

(en gener~::l d;. = O) si consi;:leromoa & eotos como nudos, en ~1 wóto 

do de )os dt:splfiZó!IDielltos, se obtiene: 

(J lücn: 
• '

' K "' 11 ' . • 

,, 
, ... ~" .......... -



·O bien: 

Observe que si F = O 

Cuando un apoyo no es coi!Jpleto (tiene algw¡ gré.do de libertad) se 

puede au'r.mtituir por un sistem<> de barras de rigidez ir:finitu 

(flexibilidad nula) que se apoyen en upoyoa complC'toa. 

Ejemplo: 

Si el apoyo ea completo bo ea necesario ni se deoe hacer esta 

oubstitución. 

V.- Apéndice 

1.- Inversión de una mlltriz trienguler inferior 

See L une matriz triangulGr inferior y J,~ su inrersa, es muy 

f!lcil dcl:!'.ostrar el siguiente olgoritmo para obtener los ele 

mentas de M. 

1/ 

(elementos diagonales ) 

{i<j, ll es también tric.ngular i<~f.c.doJ' ) 

' 
' 



·2.- J. Jloblmwn lw ¡¡u\Jlic<,do do>~ articulo>~: 

"f.niom;:;tic Sel(!ctioa üí" 11edumlunclcs in tllc ¡,~atrix }'orce Method: 

'l"hc Hunlt Tecltniql~e" ·· 

Cur. Aeron Sp8oe J; 11: 9-12 (1.965) 

"Di~:>ertntion on tf1e !lrmk Technique and it!J Application" J Roy 

Au¡·on Soc. 1 Gg: 280-283 (.1.965) 

en }(JB cur:les de!.HJ.rro.lla un método bf!3tente ingenioso, besado en 

]u el imiur:ci.ón de Jorlian, para elegir J¡¡s redun~antea y obtener 

[u~]; el Jitó tollo es aplicúble a cualquier tipo de eotructure. 

VL- Eje111ply3. 

l.- J,·:utri:.:l.:~6Jtrinngulr.r infer:i.or: 

1 
/ 

,.4 x_ 
-----~-0 3 0 
. .l .. , z _ _d _ _,_i_~J __ .f_ .-J~- L._

1 
__ .7_ !t; 

1 -5-¡ ~-[-~-~-;--¡--~: ~ ¡ ~ ! ~- -t,f~.:...~ 
--¡---, - --¡ ¡- ·1 &.(. '' 

1 _p - o __ ¡::.C!-t111 o 1 CJ. _q ¡ o o .O.. 
-¡ ' o . t) :.tJ./1 {) ' o ' o 1 o o o --- 1---·· 1 ... 

3 __ o ___ ¡_:_<2 __ 14//.l. tJ 1.-/ (} : o _t?. ;.t.;rl 
!? .· t'.;_!? it.f/1 1 : O ~ __2._., o NI 

1 o t:- 'J_ e· 1 r o !-MJ:-J ¡r.i? t!. 
_2 ____ 0 o o i..-:.1 _ e -~fl.ll __ () L::c:;'l, o ... l 

Obl "nt;umoo ~T] con el algoritmo !le )a inversión óe rnutricr.:::; triun 

¿;uJ<i!' inferior trbbajando con uubmatriceo.de 2 :x 2. 



· 2.- Desplul!.nmicntoll en lo u opcyc!l y obtcnci6n de reuccionee 

([) 2 f@ ,, ['' = 
0

Jcm. 

' [ ~ 1 : :J .. '• 
0-.,--F~ 

Ton/cm, k· : 1 
' 

o 1 ; 1 ·o -1 ¡o oj o o 
-/ 1 o o 1 b ' 1 !} o t 

1 o ~/J.ll ~()_jr_tjl ¿¡ao 
{) ~1 o tJ ~~-l J' t?-; f!'fL Y! o o a o 1?/1 .-t'. 7 
o o tJ o o J 1 o 1-1 

• 

Calculemos eT k a: 

' 
xc·R.~~--P --~ ;;-, o ~i:fl~TOJJ 
~ ~ 1 ' . -tJ.5_ ..f.-¡ . .o~ .=L .o ,_t¿__: J .. ó.·f'.5. 

_o_ o_ . .l.!~ f.-.f -.a5i:P-~. -; : o_ 
o ; .to.s·;.5 ::.f!L.ti· o o 

-1 ' o '~ tJ_S• -.!..!',L. 5 M 9 1 

o o !-t151-as 0.4_/.5 Jo ·-1. 
-a~¡ P • .5 1 1 o o o ; /. 5 !§.,!-
fl.5 0.5 o ' o ·o -1 !.f..5~ ·o 

' 

¡, +l. 5 
dA : -K d = 

o 21 A +0.5 

o •1 

1 •1 



Obucrve que: 

+ 

0 1 / --¡¡---

-lO 1 ,. . ' --8. 51 
o 0.5 o. 51 

Fcx == + • 
5 1 6 

10 1 
-

11 _j . 



l' J [' J 
[Fx l 

Fy 
- " 

[::-
" 

r';l ::·l 1 }'y 

i ''" j 
' ,, 1 

P.rme:.dura en el e:;¡pE.:.cio 

jFxl dx 

1 Fy dy 
1 1 ¡,¡ :: ' Ge 
L. _j ~ 

Marco plrmo 

,- -:F'x dx 
!larca en el esp~oio 

Fy dy 

'" 
,, 

~1x 
1 

Gx 

My 1 Gy 
1 

J "'J e" '-
- " -, l F' 

JIJX ! 
Gx J i 

My; e y 
' 

r.:olla plan¡;, _ 

" 
I l. - T r a ns f o_ rm~:9 ! Ól}_ ~-~-~ ~ P.I'.:l e:;.§. O as . 

a).- Rot!.:ci6n 

(Eap&cio tridi~cnoion~l) 

'5 

' 
' ' 
' 1 •" 

' ___________ ,_y 



1\ , - , 

1 _.. - ··'r'z' c.,',{~)" t.¡Jgd.lou t¡UP. ..t(Jl'rn!lll lo¡; CJCS A 1 1 1 

TioJJ<lc: V1 "'V;cclor r~fcrido ü) a.iste~na 
X,Y,Z (6 cornponl'il1es) 

V "' Veutor ro::fcrido <<! air;tí!IJJa 

1,Y,Z (6 

T 
•A, o 1 , ~- :PJ 

" ' y •" 
' ' ' ' 

compon•mter;) 

x' 

[l·J , etc, 

,-
Coo o Sen o' l 

!JoHde: ' o 
' T , -Sen e CO> e: 

- - - -- ·- - - - --· 
' o 1 J 

(1 111 e:n: = r./\0 .. ::1' 0,-j-

1 ' ' Coop;;'Cou .< : 

l' ' ·' ' 1 
Uon 1·.y Gou ¡ .'IJ 
Cofl¡3¿' Cos f.z.• 

'. ' ' 
'"''' '·!./ 

con les ejes X,Y,Z, 

(6 X 6) 

f, a, V"" Vcctores r:on trr•s co~1p<.>n~ntcs (Fx; Fy, l~z), etc. 

• 



III.- Tn.nafonll<..Ci (n ,;e r~ ¡;iC:eccs 

Se sigue T ' q_ue: d = 'l' d (por 

Se puede 
r .1 

obtencor J-: 1
, 

l1pl icu.::iones: 

F=kd 

(m!:.triz de rieidez 

• • • k 1 =TkTT 

a).,.. Barras de <'r~."coduras 

Siste¡¡;a F, d: 

' d' Si~temo F 1 

~--

i~ F~ 
• 

' 7} -----~-o- X 



!.\u tri~ T: (Po!' 

Fl , 
l 

F..:'t- ! 
. F_ú 
l - - - -

1')-·~ 

Fj'11 

l:':l ,, 
" 

1 ·' " 1 r ';~,1 
L'1:j 

estéticO) 

-Cos 
T " 

+SCOJ. 

+Cos 

-Sen 

k' " T k TT 

- 1 

[':;] -
F;_j 

1 d~ 1 ~ 
1 ,,-

e ~ 

l 01 
o 

Gl 
•j 

e' -o. ' -e ()S 

es a 1 

--------,---------
- e' es c 1-cs • 

l 

' _, 

o 

-es ti l 1 

_j 

-1 ú l 
!{ ! " Elo/L 

' o o o o 
' ' ------ -f - -- -· ----1 

-1 o l o 1 

Lo o o o 
~ 

18 
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\.~,, ~l·i "l. ·r: {f'or 

T 

k' 

o.j:A) 
~......_ ____ _ 
, 

[l2f>l/L3 

1' -¡ " - -6El/L~ 

cstbtica) 

;-
i }, i' 

' • [o ' l' 
~ 

Eiji, 
¡- 4 -:] = 

t' 

-bE l/1) l 
(Ver np~nOice) 

41:::1/1 

Ilotu: Ob~crvc~<:· que loa !'int;ulos 0:. J" G-2, se miden a part.ir de la 

liue!,@-Q!.:, se com;idere c.ue@yQD110 se dCOllltii'.l!n rcln 

ti v<:~1:nte. 

,;,, )¡ll viHt.(l <1\.l<.; ]ó..! wc.:Lriz K (ri[litlCi'- cn:.;umhl"Ua de lG c:;tnructu 

.r"',), ::e oh1-iuue: 

K:r.Tka 

1' = 
,, p 

donde: 
o e n ' 

~o 



'Ob::;ér-vcce que [11 1]cs cemejcnte _u la ¡:,<..1.¡•iz[Tj, (icnclc el c:i:;l.ül!l& 

Lv]. [u]se 1.rcns1'on~s E<l lli~;1.cm~I,~.J.f_aj. 
]lny dos fonn&.s de olJ1.cner K sin afecté:r el proclucüJ (t.1 1:;: ;_¡) Ul 

rectcmente, 

l).- Re&la ele la suma: 

Cou~ideremos la l!arra@-@de unu estructur11., 

aco¡•lBda reftJrid« al sistema global X', y 1 

e '] ~t:!il ~ su 

Ejemplo: 

®~-r~ 

Barra(D-@ (4) 

' ' 

' e .. + go 

-----.;' 

'7-l 

A1 = A 4 "' A~ "' A 

A~"' A_.= A/{'Z' 

o o 
-1 o l' 1 

' 



e e .= o 

., . 
llHl·ra {(j';_,'2) ( 3) 

'-', '• 

9=-45° 

Burra (2::.-@ ( 5) 

k' 
' 

= EI•/L 

k' = 

' 

~-
!J> @ 

1 o -1 o 
' o o ' o o _1 ______ 

' -1 o 1 o '· 
@ 

o o o o 

r¡¡ "" af 1/2 

. 
1/21 -1/2 -1/2 

~ 1 -1/2 1/2 
' 

+1/2 -1/2' 
' EJ../L - .. . - . - - -- -· - -

0!' -1/2 1/2 1/2 -1/2: 

1/21 1 1/2 -1/2 ' -1/2 J 

o- f2 
r,;-ll/2 1/2 : -1/2 -~1/2l 
o . 

1
1. _lf_2. __ :~' _ ;__-:12 __ :l/3J'E1v 

-1/2 -1/2 i 1/2 1/2 
(2l 1 

- L_ -l/2 -1/2 : 1/2 1/2 : 

® 



. . . 

\. 

K = 

,-­
'0-tl+l/2 

(l 
/ 0+0-1/2 

----- . 
' o 

®i 
L o 

1 3/2 

1-l/2 

o 

6': 
0,·0-l/2 o 
hO+l/2 : o 
---- T·--- --

0 ' Q.l.-1/2+1 

' -1 : Otl/2+0 

-1/2 

3/2 

o 

-1 

-: __ : J 
3/2 1/2 ! 

' l/2 3/2 J 
2).- Generalización de aT 

(Ejemplo) 
L 1 L r '-· -- -- ·---,-----·--- ----, 

@I ___ A '\'--- ___ )()) 

~ ---z.t,.,.· . ·: ~eJ,_~ .. - u --- ' -/ e,-,~_~.-·Eh 

o 1 

-~l ___ j 
Otl/2+0 J 
ltl/2+0 

EI = etc, 

Se quiere obtenerrK'l, consideren.do solo el despl:::.z~:.miento vertical 
e " [.6] en(ilproducido por U.!)U curga~P], usemos lo rigidez o f]cxtón 

en función de momentos. 

Sis~cmD F, d' 

1"-·l Í o,l 
M., 6, 

F = ' d = 

'' 'J o, 

l\lJI o, 

,- 4 -2 l 
' -2 4 
' K = EI/L ,_ - -- -.------

l 4 -2 

-2 4 

1-) 



' ' O:i::~Lel!oO. F , l! : 

-l -l 

K
1 :..: •r K T 1 (If 1 mutriz enso1:1blada) 

V.- f.pcndicc 

1)._ lnto;t·pretf,ci6n de K 

F = K d 

S1: d = I 
}' = K 

l'ot· COI!Si[,>Uieutc{K]ll-on l8o fucrZL.S ..¡ue hay r1ue aplic¿;r pera pro.iuCir 
' deopl;,ziOJ!Ü\:ntos unitarios; ejcu:plo: 

' ](0 

• 
' ((0 

K = [12EI/Ll 
-6EI/L' 

-6EI/~ 
4EI~ 



Resumen ( 4) 

I.- Rel:.ción entre rigideces "no ucopludes" y rigideces "ncopla~e2" 

No noopluda · Acoplada 
' ' 

~-,~¡¡;~d.t> 

' 
Por estática: (Ver apéndice) 

Por consiguiente: 

Para un¡;; viga recilil ,, sección constante, considerando loo efectoH 

de flexión, fuerza pormal y cortante: 

L o 
o l ¡Y f., = EJ. 

o L' ( 1.¡-o) L'' 
,, 

m EI1 í 
L' e --1' 

o L ! 2EJ EI 
L ~ 



' e "" G(l·>U) ( f' /L) k¡~c~ .. 

((1 = ~I/A 1 ; k¡,,..,."' A/Acorl,.) 

lll"ti_rtiendo a -r.!>, ce obtiene a k 11l!l 

EA o o 
k • ¡;-

o 12EI -6E1 
LJ(i-t4c) Ll (l+~c) 

o 

o 

12EI 
P"fl-t-4c) 

-6EI 
J;.1(1+4c) 

1 
1 

1 
1 
1 

i 
k,~.-:-] O 6EI l 

"' 1?'TI+4c) 1 k~~J --::_;A--·-- O----- ~0-- --¡ 
.¡;- . 1 

o 

o 6EI 
L' {1+4c) 

-6EI 
'LIT1+4c) 

1 

1 

1 

1 

IY 
1 
' 

:mflo.'TRICA. 

O 12EI 
L' (1+4c) 

O -6EI 
V (1+4c) 

C"n"~lenrlo la m:o.triz e.copluda de Jr;.s barras que formen una estructura, 

l>?.;;trLrú aplic<,r la regla de la ~urna para obtener lLI matriz de rigir.lcz 

\J'' lu cs~cuctura K
1 

(m::triz de rigidez ensamblada) 



:loto: poro pasar de coorden;;des locales ú clol;Ull,a, t'CClllll'du <JHUI 

' T o bien: ·• ... , T kll.ll T 

' T 
k AA , ' kH T etc. 

II.- Mntriz Ce continuidad par~< nwrcos planos 

o),- lllternativa 1 

Soluci6n: 

d' , K·' F' 

' 
, • d' 

p , k ' 

b).- ~ltern~tiva 2 

n 

L"J 

[·] ® 
=® 

® 

[a](6bx3n) 

k 
' 

• 

® ® 
' • T ., 

--T---0--
' ' 

-0 --T! __ 
! 

ki = ¡·igitlez aoopl<ula de 

1 ¡; l.m.rra i 

{Obtcniendoee p y p 1 en ~oordenades locales, 

ñe cade barra) 

~ r0. 
=0)-j- -llh-, T­

~.? 



[']= 

Zvlución: 

a 

' , ¡·' , 
..! "' (K F 

e=:adJ 

• 

(a] (31; .x 3n) 

kui"' llwtriz de 

de la ]¡arra i. 

1 ~ '. rigidez "no !:cop ..... 

p:ke Obtcniendose a61o P_¡¡ , en coordcn<idas locnlc:J, 
de cada 

. 

barra· " . ,, se obtiene por estática: 

., = -H~~ P.a 
' 

1 o o {barra ruc t-n) 
H_, = 

o 1 o 
o L 1 

(Coordenadas localrl/J) 

IH.- Flcxibilidcd de barr&a encadentodao 

( ) 1 '. en serie , 

---x' 



-Por definición: 

,• f ga ' = P, ' ~ ,, 
' ' ,e ' ' ,T 

f' ' f BB "' H., r, H!P • H, f, H,o • H., H., 
' ' ' ' ' ' ' 

Nota: Si se tienen clo,; sistemas F, d ' y F' /l<HJ rel(<ciones enLre auu 

flexibilidudes son las siguientes: 

d ' = A' d ( di 1 ) ~ por contrbgra ene a 

f 1 =ATfA 

Po¡· consiguiente: 

t' "' T f TT 

J,pendice: 

I.- Matriz~J de tra¡¡sporte de fuerzas, 

y ¡ 
1 

1 

1 @ 
1 (x., Y•) 

® (1,' y,) 

1 [?,] 
L--- ----------- ;-: 

Aplicada ~J en@se quiere tr<>r¡J;Jporter t: A: p'!r \:Stática: 

,- , 

IP,jl 1 p~)( 1 o o 
' ' 
j PA y = o 1 o 1 P~y 
' 1 

1 MAl (yA -yJ>) (x, -xb) 1 Ldb,! -
!151<"' !Mltri¡\ par<:. tr..,!'ls~ortar 

~e B u " 
,_9 

fu.erzua 



¡;otn: Obncl'VC qut )).'el, "' (11,\h r 1 

!J,- J,it.:tri7. (¡¡'Jac trünt~¡>orte de ;!esp]uzo,miontos: 

1 ¡ 
1 

1 

1 
1 
l_ 

® 
/ J =? 

Guronc;t:moll que a ® :Je le dt un dcsplézumiento @~J, cuanto vale 

@b]ni 111 bl:rl'b .All se considero rfgida,por geoL~etria: 

,,_, l o (yk -yj,) '" 
'•r = o 1 -( XA -:x,e,) '" a., o o l "" 

T 
H~,i. '"' l~<ltriz para transport&r deupln-

znmientos de @,@ 

Jlota: Eete rc.!!ulU•do se puede obtener directamente aplicando el 

principio de CC>ntr¡,grr.¡dienoia a l.& fort~uleci6n anterior, 

lCjewplos: 

1.- Obtención ,, f 
11' /' 

A 

' 

' 
' ' -f <<>< ', 

e k~-~- -~~- :/ 
1-R--I.B 

, 

E = cte 

G "' ate 
Sección = const~nte 

IJunvtene obtener f., , <!Uponiendo que @este wüdo rígidamente a 

® 

i'" es ml\s f~cil de calcular que fH , por oer@ el centro de la 

c·i I'Clmforeuci u, 

f 
" 

= 



1 o o ' 
~E;l t..' cos <>< o 

H = o 1 o " = ¡ -c:s ~ sen <>< ú 
' -

H seno< -R COS<>( 1 o 1 
L ' 

x', R ~en o< ' = 90-« 

y'=: R C0!3 o< 

1 
TI 

~ . J.., = J.. 
1 K¡..-.-.... 
liT, 

G = E 
1 2{ l+U) 
lli 

í: -o o • o 
RJ n T T H,P = o -Ro • ¡ H0 • T = -o • 1 
1J 1 Ro -Ro 1 o o 

• "fl 
-o 
EX 

o 

~(TTHa) = o • o 
liT, liT, 

Ro -Ro 1 
lli E! liT 

[ •' ' o' + R
1 sj 

"fl liT, :rr 
T 

(~ TTH,p) R' cJ (H,f T) = ¡::~ ' o• - ""J Go' ' . ' ' EA liT, El EA G' rr ., 

[~] fllr] [h] 

31 



ds,flU;·: 

0\Jtt:n¡_:umos lEt!j integnlleu q_ue f~guren: 

7T 

J," 
o 

ITR 

¡r 

f:"' dO(= 

\ o [f 
y,~.¡-~ 

7T 
de<"' [~cn 1,~ = 

2 o 

• [11 ¡¡ + 
a~ 

" 2GAe 
/[~1 

ZEI 
. - -

.. ~~~ 1' = o • " 
~Hj ' . E! 

Obt.eneamos fii.B : 

1 o o 

' Ji .!IC = o 1 o 
o R 1 

o r ' " d "' = 
o 

. '1 SNns r/&:<1 

"' 77 
~ 

= 

2 

lT • 1 
~ 4 

,J '"' 

TRJ rrn • 2ct.c = 
o :[~@] 

' 

- 1 
4 

= o 

= 7T 
~ 



• rR [tA ' l + _li:J ~""] ["'] ·,- ""· " El ID. 

H~, (f., H¡,.: ) " r,h "' [ "'] ~ [' ' l ' 'n'J[""'] El EA ex, E! _I:Y-

[ 2R'] _m 

II.- Obtención de fBB l y 

/ 

l 

Hllp= D 

o 

l 
EA 

T f o ll_B? " 

o 

(llavPl l!J:P = 

Integrado: 

' ' 
,__;_ ------ 1 

@ 

o o 

1 o ' T 

-x 1 

o ol 

l -x 

""' 1'! 

o 1 
El 

1 m: o 

" I 

o [h 'fu]-
o - X 

TI 

S: 
" o 

= -1 

~3 

~'] [im l }.e~._, 

E "' cte. 

G = cte. 

Sección conshmte 

1 
EA 

¡ ~ " 

L 

o 

X 
liT 

1 
n 

i!s " dx 

' • 

~· 



f.l:if' = 

:Jo tu; LJ 

JIT 

fJ;¡,"' r' 
' + 

L o 
TI:. 

( ' o L • 
}IT 

o J.' 
·a-r 

• L = LJ 
TIA, m 

® _l'J..l® 
w 0 

!Jrk· e 
' ' 11::. 1.f1 1!.2P¡ 

o 

) " ,, L' .. , 
2E1 U "e 

L 
TI 

[' ' 3EI J 
Grl:' 

' 

ll,OO 

t 
' 1.00 

·f 

'" ' ' H¡:~ + 
; r' Hcp, + T ' H,p, = ll,p,fJ ll, R ' 

H,, f 1 • ' 
T ' f.B.:: = ll:.? fP.' H,P. ' ,., . 

:r,¡¡ = 
T 

'" 

= LJ ~·j m 

E = 2 X 101 T/m~ 

I = 2 X 10-~ m.¡ 

A " 0.01 m' 
Deoprllciemos o1 
del cortunte (o 

Obtención do f· 

' 
(flexibiüC.od on coordenodan localee) 

10-~ m/Ton. _, ru/ 
L 1 0.5 X = 0.05 X 10 Ton, 
EA = = 

2 X 10? X 0.01 
_, m/ 

L 1 0.083 X lO Ton, 
JYf = 

101x 104 -3 X 2 X 2 X " 

·' 1/'fon. •• 1 0.125 X 10 
·:-ygr = 

10
1

x 
- ¡"" 

2 X 2 X 2 X 10 

·' 1/'Jon-m, L 1 0.25 X lO 
E! = 1 o . .¡= 2 X lO'x 2 X 

efectt 

= O) 



Obtención de 
, 

f¿ (flexibilidad en 

a).- Barr&sll] {J] @] 

e = -90° 

0.05 

o 

o 
0.83 

o l 
l. "j 
2.5 

coor~enf.das Blobnles) 

o -1 o 
T = 1 o o 

o o 1 

. o. 83 o -~· 25l 
o 0.05 

-l. 25 o 2.5 J 
0.05 

o l o 
o 0.83 l. 25 J 
O. l. 25 2. 5 

Obtención ce lee mt.trices de trensporte: 

1 o o 1 o 

H"~"" o 1 o ' H = o l 
• 

-l. O o l +l. O o 

¡-, o o 

He~, "' 1 o 1 o 
' 
1 ). 00 l. 00 l 

o 
o 

1 

. ' X JO 

X 10 
-4 

X 10 
_, 



Obtención de f~¡; 

2.08 o -3.75 
T f' o o. os o 11í1P = ' ' 

l. 25 o 2.5 

5.83 o -3.75 
T f' ) H_ep "' 0.05 ( ¡¡ .bP. o o 

' ' • 
-3.75 o 2.50 

6.66 o -5.00 

f., o o.} o o X 10 ~ 4 

-5.00 o ~5. 00 

m, tendón ,, feo : 

-0. 42 o l. 25 0.83 o l. 

T f' o 0.05 o H~ ll = ' 
{JlT 'fl) 

.; P, -' ll~p. = o 0,05 o 

-l. 25 o 2.50 l. 25 o 2.50 

J 0.05 l. 25 2. 50 2.55 l. 25 2.50 

T r' T ' o.83 n, ~ o 0.83 l. 25 • (Ho: f, } H,p, = l. 25 l. 25 

' L o 1.25 2.5 L2. so l. 25 2.50 

-0.4 2 o 1.2~ ~o. 83 l. 25 1. 25 

! l¡r; 
, .. T ,. ) = -l. 25 o. 05 

2.5] (H,f "" =¡1.25 2.55 2.50 
' ' ' • 

tJ.25 -l. 25 o 2.5 2.5 2.50 
¡ 

4. 21 2. 50 5. o 

2. so 
_, 

r,c "" 3.43 3.75 ' 10 

5. o 3.75 7. 50 
' 

3b 



·obtención ,, fl'.C : 

' f' fP. P. = ' " 
2.08 o -2. 50 

' ' o o. 05 H.bP. f, • 
' 

o 

-l. 25 o 2.50 

-0. 4 2 -2.50 -2.50 

f!C = o 0.05 o X 10-.ol 

l. 25 2. 50 2.50_) 

Recordemos que: 

(Si: d~ .., O) 

O bien: 

Obtengamos: 

6.66 o -5.00 -o. 42 -2. 50 -2. 50 

o 0.10 o o 0.05 o 

[t]. -5.00 o 5.00 l. 25 2.50 2. 50 < 
' "' X .0 

-0.4 2 o l. 25 4.21· 2.50 5. o 

-2. 50 o. 05 2. 50 2.50 3.43 3.75 

-2. 50 o 2.50 5 <o 3.75 7.50 

~' < '] [tJ~ k.lli> • k 3, · 
- - -' 
k' 1 k. ,.., . ce - . • 



l. <!17 -0.067 l. 055 -l. 230 0.133 0.808 

-0,06'( 10,224 0.081 0.1)) -0.447 0.086 

ctr l. 055 o. 081 l. 253 -0.904 0.162 0.618 
X l( 

-1. 230 0.13) -0.904 2. 460 -0, 266 l. 615 

0.133 -0.447 -0.162 -0.266 0.895 -0.171 

o. 808 o. 086 0.618 -1. 615 -0.171 1.360 

Ot.tengrtmos 1& mrotr¡z de ri.gidez "acoplada", esto es cuando 

<1 o ¡ d~ 1 o ' 
d' 

' 
,! o 

Por er.;tlitico: 

p' ' ' [:.: J 
-H!A -HCA A 

' I o ., • 

p' o I 

' 
' 1 ' 1 ' 

- 1 1• 

G;· k] [ ' ' ~ -:- ~ kH,kL~·kH -H2A • -Hu -~ .. ~-: ' 
~ 

kt~ kl, I ' o . kjb k~, -H • k u • • • . -- ~ - ' .. .. .. ' • 
k., k.:a :k,e o I 

' ,, ' . ' k~ .. ' - ku,Hu- ku Ha ' k" - - . 
.. '1 ,, 

' - k:B ll !1 - k" H., k~s k~, 

Gt:ncr4li::<.ci6n de la f6rmul& dl:!C.D en la hoja 24 



19:00 034 10/16/70 

JM.TRIZ A 

,66600000E+01 .OOOOOOOOE+OO -.50000000~+01 -.42000000E+OO 

-.25000000E+01 -.25000000E+Ol .OOOOOCOOB+OO .lOOOOOOOE+OO 
, OOOOOOOOE-t-00 

-. 50000000E-t01 
. 250000001::+01 
,12500000E-t01 

-. 250000001::+01 
, 34300000E+01 

• 25000000E+Ol 

MATRIZ (A) (-1) 

, OOOOOOOOE-tOO . SOOOOOOOE-01 
. OOOOOOOOE+OO , 50009000E+Ol 
.25000000E+01 -.42000000E+OO 
,4210COOOE+01 .25000000E+Ol 
.SOOOOOOOE-01 .25000000E+Ol 
.37500000E+Ol -,25000000E+Ol 
,50000000E+Ol .37500000E+Ol 

.12174584E+01 -.G6563716E-Ol ,10545104E+Ol 

.l3312743E+00 • 8ü781727E+OO -. 66563715E-01 

.80941477E-Ol .13312743E+00 -.44730816E+00 

. OOOOOOOOE+ 00 
,12500000E+01 
. OOOOOOOOE+ 00 
. 50000000E+Ol 
• 25000000E+01 
• OOOOOOOOE+OO 

• 75000000E+Ol 

-.12300975E+Ol 
.10223654Et02 
.85734063E-Ol 

.10545104E+Ol 
-.16188295E+OO 

-. 90420153E+OO 

.80941476E-Ol - ,l2526551E+Ol -.90420154E+OO 

.61769426E+00. -.12300975E+Ol .13312743E+00 

.24601949E+Ol -.26625486E+OO -.16156345E+Ol 
.13312743E-+00 -. 44730816Et00 -,16188295g+Q0 , 
.89461633E+00 -.17146813E+OO .80781726E+00 
.61769425E+OO -.16156345E~Ol -.17146813E+OO 

-. 26625486Et-OO 
.85734063E-Ol 
.l3595314E+Ol 



il".~"ll~cn ( 5) 

l.- Fl(<xi"¡;l)il!¡"Jus de b:...,·rt,M C\.u·v<..u ~e o;occil:r, '",ri<.ble: 

donde: 

' Hi>f == 

T = 

,-
Co2 G 

-!;Rn e 
1 o r 
' 

1 

'-

o 
l 

-xf, 

o 
o 
1 

' ' 

¡:./ 

ol 
Cos e 

o ~j 

1 
í.:li o 

l 
l. 
' 

J. 

'j 

' ·' ,. 
' 

.r.; .- :FJ.e::.i ilil:~~i~t\,cs ~· ric:Uiccefl e:,. :":.rtolc::. 

' X 

C·.,:;;;i~cr"';~o::J 1;:: ~lc.~.<m·i;o con 4 nl.l.U.c:: (4 r~t.--:to::: Jcr:~'c n2 p-.;(;,:-..:.·: uplicL':::-



( .; 1 

Lli u.r:-.t.riz k 1 (":.>copludll"} tc(l<lrá los sieuie(ltCD elemf,ntoB: 

' 
' ' ' x¡c ka: ]¡ ~! 

' ' 
k' 

k~ a 
• 

k!, 

k;o "' Con~ id erando empotrado ~ \f'' 

l_ 

J>n.r-u. obtener esta m<>triz hnbro que inv<:.rtir 1.1 la IJIGtL'iZ '1 

rlondc: 

donde: 

!iota: 

' 
fee fB'r.. rBJ 

~ • (, r;J 
f ;, 

' r' ·' ' ·' ' ,, ' , ·' f,_ • + HB~ r, H,? +· HlP f,; H.~ + I!¡_c, f 4 H,r + H.r ' - ' " - + ' ' - ' 
f 1 "' ' H" r; ' H'' r; H'l' f, + Ho. + H~,. + r, H 

" • ' ~, "+ ' ~ '~ r. '~ 

r;c ,, , 
' • P. .;p, f ij P, H' ii 

' ' n r' H' 
,, 

' f,. • r, + H,, + H,. r, lln 
"' ~ ,, 'J + E?, " '• " 

Con elementos "" n nuC.os ,., me¡ trices '" ri¿.:.dece¡¡ 

serán de dino¡onsi6r. (n x n) y se ,,odr;1 aplic:::l· 

~ puru en~~c:blllr la I:l~triz K1 , uti~iznndo 
acopludr.c::; en coordenada::; globillcn. 

' r, H.~~~ 

ucorol ¡¡¡l<>:.< 

IJI.- Rigi.<lcces de btlrrns con du1continuid<:.des (Heleaseo) 

·?1 

@discontinuidad L'!l alg<utOIJ 

componentes del desplcl~:;:­

miento; _por ejernr1Jo: giro 

o S:J. se trotn de um' ~rti 
cu}c.ción. 



'~ 
,;,. t:o:sdl obtf!ner l:._, tal qua 

'V ~ 

p& "' k~~ dil 

[x] 1;:: discontH,uidr.d de ~~ 

X "' d ' -' ' "- d 
e •'1· - dh (ein dit~continuidnd) 

-
dB (con d_wcontinuidad) 

k d k ( ~, -HC X) P~""H.a=., ~-

F.n lt1 dt..:continuidG.d se tiene que: 

dontlf! J\ es uni• rn.:t.riz que d\:fi!le la discontim.:id::.:d en CQ) 

o 

· b).- Discon tinuj C.od Y -11-- 1 

T 
'<'!"''~ que: X = .!\. x 

Il. = O (I<'uer~.u cortunte en@= O) 
"J 

(Si no trat& Uc une. articnlZ'-ción:) 

o 

X= O 

( 4l) 



pero 

Sustituyendo en (5.1) 

p , 

' 
Por consiguiente; 

~ 

k." ,_ 

' T - H¡,c 1\ x) _______ (S.l) 

X"' (A ¡¡:><k.'.¡,H~< 

' 

Nota: Si la dii3continuided en C eota referida a un si~·~ema xi y: ::¡u 

tiene: 

En este caso: 

Ejemplo: 

' 
' ' 

.. p'-' -• 

1; 

• 
T p ~ 

·' 



\'•.;) 

.1\'.- Rir;ióer.:ca de rr.ir:mt.ros recto:J !le ceccién w1it'orrcc con di3continuid::of. 

~ 

jJJr;continuioud k .s~ ·--__ ___;:_"_ ______________________ --------·-·- ---

' ii-~---J 1 11 ---1 

1 
L 

], 

o 

-
o o 

---·--··-----·--------·---- --------·~-=~~~~--~ 
'EA 

-~-~-

'1--~---
·,; -

'r 
o 

o 4LI(l+c) 

1 (1+4c) 
--- -- -- --·· ----------------- i ------'=-------···- -·- --- ----· ------····- ----··· -------------

EA o o 
:¡;-

·1----<>--~--,1 o o 
o o 

------ ----------- - . 

EA o o 
:¡;-

' o o ·-11--" 
-~ o = k u, 

1 
o o ·-

El 
L 



• 

Di ~..;ontinui dad 
' -·---------··----·· 

' • 
-----

1-11--<>-, 

··- -- -o-­. --J 
-- -

• 
f-----< 

·------
J,FENDICE 

1.- Demostrución de 

Se f:!Ube que: 

Observe que: 

1 

T 
= ll 2(. 'f1( 

A· A = A 

. ( l r. 

k e~> 
--~-·- - ---~ 

IGUAL CASO (3) 

EA o o 
r 

~ 

o o o " k'' " o o o 

~ 
o o 

c;,.so ( 1~ 
Lo 

. 

ro o o> 

lo 
~-o o " ka 

• 

¡o o f!J 
·---

singulur 



( .; 5) 

:.A:I 

a).- ~)i A no es le identid&d A- 1 no existe pues su existencü; contradice 

el h<=Cho de que A j. ! 1 por lo t¡,nto A es singularo 

ll) .- Jo. es la identi<Jr;d. (no sin¡;,-ul¡,r) 

Si uz¡,¡uos lu nltern1:.tiva (a) 

B "~-~-0 
11· i' o: B B • [r A] [r ~ • I 2A+A ' 

• I 21H-A "' 1-A=B 

l''-'t' r.onsit,Cli.ent!l pur-a[.llJse tienen 1nr. siguientes ultCrno1:1vas 
r.).- rBl no es la identiciad por lo ·tanto eo Bin&"Ul[ir y tumbién 

tk~J 
d).- [pJ es lu id.cnti\Hl.d, lo que es impos1.ble porqae ae:::-ia el 

ctOso do que no hubiera discontinuiduU 

A .. I:.I-A"'O -k O -~ 
• • 1111 "' "' 

~.o evidentemente que será uingular. 

':,,r;o U u que lt>. rlíscontimadad sea total A"' I. 

"-' 
Olll.e~ur kil?>' ,, 

1 -

viga de 

' 

~eccí6n uniforme: 
!. ~ 
' 

L ·' B -r· 

.; 



l o o l/(2 + 1/'[2 

H<t 
, o l o T , -l/f2 1/f2-

o • l o o 

1 [o A, l o] ¡{ T = [-1/(2 l/f2 

1 
j\,_ T H!, = [-1/\~ + 1/f2 o] 

+ 1/{2 

+ 12EI 
f2' 1~ (1+4c) 

( 

( 1
_1 1 

1\ TH,._.k~:t-=_( 

1 T 
(A ·r H~,) o( 

.,-_ .. , __ '· ~- • 

o 

12EI 

o 

6EI l 
f2' L2 

( 1+4C Ll 
+ 6EI . ) 

J;'{J+4c) 

ll-f -EA 
lj2' L 

+ l 2ZI 
1'21 1 \', (~l~ .• -,-,-:-1 

:J 
~ 

o 

-6EI 

1"1 (1+4C) 

4EI( 1+c) 

1 (1+4c) 

-riEl ] 

'12'1" (1+4c2J 

. ( 46) 



l-A o 

' " 
., 

. (O)' 

A o 

6EI 
r,J(1+4c) 

+EA 

2 L 

o 

L 

-, 
~ !.;.~ -61::! --- .¡-jl;l 1 

2 L !/{1+4c) 11 {:!.t4c) 

-Ei·. .¡-6EJ -3EI 
2 L LJ(l1-4C) J/(l1-4C) 

o o o 
-

..-6F.I -3EI 
LJ(l+4c) 'L 2 (l+4c) 

1 
l·:A +3EI ):;A + G.e.t 
2 L Ll(1+4c) 2 L r} (1+4c) 

o EA + 6E 1 -
' L 

1J(l+4c) 
-

+61-:I EA ·--
1 (1+4c) L 

-3EI EA l 1 (1+4C) L 

36E I -6EI EA +6EI 6EI EA 

L (1+4c) L L {1+4c) 1 { lt4c) 2LL{h4c) 

uimétrico -HIE I 

L (1+4c) 

t4EI(hc) 

1(1+40) 

• y 

' g_ +6EI : \ 

2 L 1 (1+4~J 

• • 

' ' ; 
., 
1' 

' ( ' 

V 

Ll cxprcai.'ín de 1~ pora 

Se puede oimplificur: 
r--"0)45 1 - - __ ___,;:_ 

1 ~El +12EJ -6EI ---- ----
1~(1+(3) ' L~(l+{O) 1" (l+¡?>) < 

+12EI _lgEI _ 6EI 1 ---- "(l+~c) < ' L~ (1+{3) 1~ (1~·(3) 1-(l+f-) 

-6EI 6EI i·, 1 ¡ .. ( l+c) - .JI'~ ----L"' ( l+(J) L 2 (1+\~) ¡, l+¡~ 

"'' 



donde: 

2 

Hl2<= i!) 
Cl+4c) \-_, ' 

O'oservese que si se éesprecia el efecto.do fuerzo. nOl'IIWl (f, o. r.~ ), 

se tiene: 

D_ o "- o 1 ,--
Si tem-::lión " desp.:-cci::! <1 efecto ,, lo fuer~a cortr:ntc; o -o 
So obtiene: 

12 12 -6 
L' L' L 

kH= 
El 12 12 -6 
L" L' L' L 

-6 -6 4 
L L 

' 

(46 



pf 

r, 

lp 

' 

' 
/ 
~ 

j' 
1 
' 

' / ____ _; "' " /_, ..• --- ------.-
~ © 

~f7- \V ,di 

1 4 ') 

,.y '• J · .. 
1 

~L 

• 

• 

elementos u:ec.:hlicoe 

¡!1" J~. ,T 
d 8 "' H,~:p T 

' 
elementos mec<inicos 

1 
GJC 

1 

"' 

on p 

~ P, 

en p 

1 

•.. _) 

,.., 
uz. "' de<lplazamiento en n produc:tdo 

por las cargas intermedias 
ccn~idcrando cmpotrodo a A 

refcl'idos e co.ordonadas global ca 

ds ------- 16. 2) 

referidos a coordenadaS locales 

r;: o (y' • -y~) 
H' 

" B ~ 
= o 1 -( x' • -X~} 

o o 1 

L .J 



:¡:;jemplos: 

(í) 

•r == r 

o bien: 

r 

d' 

' 

1 
TI 

o 

" 

o 
-, 

o 1 

1 
GA.: 

_, 

o 

L 

• 

' -1.::1. = 
o 

lli 
1 1 nJ 

-: r't. ( m 1 + J 
3 

-WL' = 

,, 
1 ' 

o 

l -=' = 

51 



(o).- Qllt<:nci6n de 

¡_¡ ~ \ ! '' :;.,,oo., '" 
T 

r:_;._J~ ~? 
. • 

• 

. / "" 

f6rrnula ( ó' 2) 

1 aan~ 
= ¡-c:s~ 

1 
~ 

o 

o 

(dS 

e os <O{ 

sen.,.( 

o 

® 

o "' cuerda 

"'" d'. " 

fuerz<.:!$: 

WR 

(en coordenr.C~s localca) 

"' R d<l' ) 

al li o R senct l 
al H'T 1 ¡ = o 1 R(l-cos<l') 1 

" 1 
1 l 1 1 o o 1 ' ' 1 _j 1 -

S"'-

(51) 

' 



H T p "" 

•• d~l = 

' 
• 
o 

o o 
L 

-WR coa o< 
EA 

o 

r' . 

1 
R sen o< 1 

R(l:"•j 
h'll 

]l(l-c) 

:1 ]· 
n J 

1 II'T Tthp~ ds 
.J t:P '1' r v, 

1 :l .. 
-2~>R·¡ 

>A 
' 

o J L 
o 

Note: Eote resuloudo es ol>vio porque el arco e~La tz·a<..ajnndo o. snlv 

~uerz2 normsl, por 
su r~dio, igual a: 

~\ 
1 ,. ' \ 
• ! : 1 
~ 

" 

consiGUiente colo 

' t•'R • R = LJR "" 
'EA H 

sufrirá 

"'' .. 
un ucort~minn~o 

( 



iitilt::P.moll el valor de 1~z 

•• ,, 

' d B "' 

II.- :r'uer:.:<>s de fijación 

• •• 
{l 

•• ,, 
-~ '•"' 

l': (U.\"' O) 

]•' + ]_ '+ J R' 
1rr' EA TIA, 

' -17WR 
"""lri.-

-P p -' ' . 

1 ,. J ) 

reacciones en® y t"ID 
consiC.erando empotra­

d()s a® y ® 



( 54 ) 

Para obtener pi< us, :nos le siguiente auporpoa1c16n: 

+ 
cb. 
p o e---------;' . • - . t< 

PA o PA ·> HH k.!..!; d3 

P, o - k~c 
,. 
' 

Ejemplos: 

Reacción 
suelto a 

Usando los resul tHdos de los ejemplos anteriores 

• d.ll :: 

EA o o 
L" 

kl! :: o 12EI 

L"'(l+4c) 

-6EI 

-5~I 

en@ considilr'-'IldC 
@ (cantiliver) 



o 
• 

k .UB d .i> = - 3 WL (-"'-~) + !VI, 
~ l+4C ( 1+4c) 

+ l un' 2 L tl+c} 
4 1 l+4c) 

Si~:~pl i fi Ct>ndo: 

r o 
4 

k" ,, " -é<L 
~-

' ,w¡, 
TI 

Por t'Stática, se tiene: 

o' 
• p "' uJL. 
A 

"1 ~ o o l 
' 

HU l o 

1 o ¡, l J 

HS! k ~-3 
,. 

" ~ ~L l , 
j' 

- 5 tUL
2 

LTI' 
~ 



o l lo 
PA " ·.¡.,~L • p = •wL • 2 • 2 

+uJLz -wff 
TI TI 

Resultado' que es interesunte, porque no se ve afectado por el trabajo 

de la fuerza cortante, lo cual es evidente porque el diagrama de T eB 
antlaimétrico y se nnula al ser integrado. 

3).- O',:.tengaJLOS 

p 

0 ~---!- -•- =\'® 
. 1 

q:¡ . -·--L-·----
d 

' 

0 

f_a_j 
p 

' • Utilizamos lEs ecuOcionea del trabojo virtual,'obtención de d 2J 

]'-:· d" " 1 • (-;y) (• 2 L • b) 
El ¡; 

' (2L·+b) " -Pa 
m 

- ,,._______a. ., '-..L.~ 

1 1 

. -
1 --] tf ~. .L 

_, 
11A.. 57 



• 
'·~ 

S imp] i. f 1 cc.ndo: 

• 
''l 

Obtención do ' d !l ,: 

Cn • -Pa 
J UA~ 'iiJi~ 

-Pa 2 (2L+b) -Pa • m "", 

-l'at GL(ltcLja)tj • t.r:r. 

' ' ,e • 3EI ' ' GIZtz: 
\ . ' 

' 

(o e;L l · 

t ~ o 

2!.~h Cija)+~ 
' -Pa 

~¡;y 

{ nimplificundo) 

J 



e).- Obtengamos 

d) .- Po~· est;;:tica 

p 
/.--4 

(r----'---- p: = 

p 

o 
+P 

o 

Pa ['_+4c+a:;ybZJ 
L(l+4c) J 
-Pa2b rl+2cL l . L L'(l+4o) L •J J 

Nota: Observese que cuando D = b = L/2 

(Diagr~mu de T cntioirnótrico) 

r o l o 
V 

•, < + r. ' •, < + p 
~ 2 

+ PL PL 
¡r ¡r -

III.- Fuerzen de fijcci6n de barrés con discontinuidúdes. 

,p·~-L -
\ / - ~ >/ - ©A ----------[ (hl 

~ S'/ (Di>Jcontinuiówó) 



a}.- Obtengo.rnos d~ Sln considerar la discontinuidad en C. 

b),- Com1ióeremoa en B uno. fuerza F:a q_ut: cu.wpla con el equi1illrio 

en C 

( A P, = O), o s!"a que: 

'(59} 

p: = elementos ID~c~nicos en e consi­

derando suelto a ll (sin la fuer­

z¡¡ F) 

Lo fucrz& F.!> no cst¡, dctcrmin<:tdc por (6.3), h:Jy muchos valores que l~ 

-<oetisfoo::en, por ejelllplo: 

"En cf¡;cto, >Justituyendo en (6.3) 

A ( 1-H bC HCf, AT Jl_} lf¿ "' 

= ( A-l~A.1 AJ p: =o 

/'"\T A = 11 

.. 
],¡;. 1"uer·z<' F,,, produce en B Wl desplezemiento f!'.1>F.b, por lo qu" el 

<id'.plú:.>::.!mi"nto totel en B JJCra: 



( 60) 

e),- Obtención de P¡:: 

~ 

kht> "' rigidez mOdificndu en .D, 

' 
....... !\' - ,.,_; " 1 

- kud¡, +(l..:: kHfn,l ,.re.¡-- .. (6.5) 

. " a (6.4) en (6.5) O bien austi tu~•endo 

( 6. 6) 

Recordando que: 

donde: 

A H"' 

(Ver resumen (5)) 
y austituyendo en (6.6) y simplificando 

P.a = - k .Bll -[(I-.A) lA (6.7 

d).~ Po~ eat~tica: 

( ó. 8) 

Sustituyendo (6.6) en (6.8) 

61 
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P o PA. • 
A 

O sustituyendo (6.7) en {6.8) 

PA = p: + llu ~hl~I - A) 

Ejemplos: 

r~ ~ (!)~=~~ 
H .b © a 
i.- . -·. ·-'1-· ·.-=-...¡... 
'f..···-----·-----·- -------"t-

1 A 

@ 

a)'-
. '. 

Obtención de db (ejemplo anterior) 

* d~ = 
o 

--WL
4 

(l+4c/3) 
'BE:I 

~ ' b).- Obtención de k~3 (Tábla en el resumen (5)) 

EA o o 
L • 

~ 

k¡;,= o JEI -JEI o( 

"L"Ji.(<><) L ~jt (<><) 
.fo (o<) 

o -3EI O( 3EI o< 2 

L2.Jl (<><) L_fl (c<) 

e).- Obtención de p: y p: (Por estática) 

o o ,. 
WL • -o P, o 

A 
~w12 -Wa' 
2 2 

Reacción en Q;) Elementos 

" 
mec~nicos en@ 

1 l> 1 1 

. (G,g) 

__ .{6.10) 

o< = u/L 

o hc-3o<+3o( 2 



d).- .ol.plique::~os lr. ecur.ción (6.6) pare ol.otener p · B' 

o 

-~bB d~ = ri_;t~l [3+4c-~IJ 

f¡;a= 

~ 

r - k!'la fu "' 

A.T 1\ l' "' ' .. 

L 
ID< 

o 

o 

l 

o 

o 

o 

o 

[l*-·~] 

o 

L
3 (l+c) 

m 
' . L = 

o 
(l+c-3a) 

2!. 
jt- (O:) . 

o 

L 
lrr 

o 
3 (l-2a) 
2L...fo("l'} t 

l 

-a (l+c-Ja) 
_v(~J "21:;. 

(1-2a) 
t 

o o 

)a (1-2a) -~ (l-2a)· 
2Ly.(a) LLJ!-(o¡) L 

O a (l+c-3a) 1 (l+c-Ja) 
JIC•l '!!: JIC«l :rr. 

r 
o 1 o o 

o • ¡¡ '.8 = o 1 o 

toa2 o -· l 
---:1 

o 

-JJ(;b lA P: = o {= Fa) 
.,,, 
2 

•• 



- ( I 
o ' 

o 

(l-2a) 
:L 

WL [3+4c-4«-Wh2<:;(
3J 

8J-(Oí') . 

EJ+4c-4CI'( 2+c.)+6«j 

Obtengamos pA utilizando .(6,8) 

-!1 .!:>A pll -WL 
Stlo¡J 

o 

' ' 3+4c-4<:(-~+l2o{ 

íiiiir;;;r 3+4c-<1'(7+4C)+2 ' ( 1+2c)+6 e( 

wL 
tlj\t.,.} 

o 

' ' 5+4 c-20.:;<+ JOc¡•-12 eX 

¡,JL z l+ci( 4 c-5 )+ ~ 5- 2c) -6 <'{ J 

~(e<) 

' 



,:;,<;ur;-,en (7) 
I.- Tnbl[l de fucr:':<'S de fijación (Bcrra::~ rect<::g óe sección cte.) 

./"--·- -----··---- -· 
L 

~uL 
2 

Ps 

+u.I.L z 1 -WI/ 
L TI_ _TI_ 

1-------------r -··:--·- ----- -----~~---
-:lli -_<¡¡, 

2 2 

o o 

L -·-¡t o o 
1----'-- ·---1--_____:L::___~----1---::::__:c -- ------

)'·---

0 

Fa ¡·1+4CHib-b2 j' . 
1( 1+4C) 12 

-Pa2 b ¡1+2cL] 
1/ { 1+4 e) ---;- J 

1 

1

11 -l e. 
~ • 

1 X··-- · 

! 

lp 
y h 1: 

B~ 
--- ·----·-/ 

L 

o 

Pb {].+4C+U~~< 2} 

(1+2cl. 1 
1 > r 

L(l+4c) 

i--------------~---------~ 

·'¡. _q __ , ___ .b -í 
,,-_ ~-¡;--.-¡¡ 

_, -·--e----• 

-Pb 
¡;-

o 

o 

o 
o 

o 

-
·--------'--------~'-------------



1 

¡--· --
Carga PA PA 

-·----

o o 

r"' . ~~(l~~c) - 3WL (''4') H 

~{ 1<' 1 • e 
WL l ' __, o 
8 ( l+c) . 

L . -- o o p 1<'} id+-"~ 
Pb { a(L;b) • Po {upJ,+b) 
L(l+c) 21 L(l+c) · 2L

2 

J t.. ~ 
+PU':l{L+b) 

.f 
o .¡-- ~---- -----·· 

2J} (l+c) L 

- - ---1 o o 
f ¡-u) 

J l.UL 
o )...-....--...=-..-..,- J r:--- -,~ 

_, 
1 

.wJL 1 d. :r. 
J -.. ---< -

1 

o .. L - --=----------

II.- Fuer¡o,as efectivr:.s produc:1d~s toe fuerz"'s on la¡¡ borras. 

' ' ,-, F, ' . 
(j) 0(l¡ <D r;' ¡;'@/ 

r;-r. 7J·F, 
(Jl @ ~ 

1 , 

' 

l 
¿,o 

r.' r) • • . -. -. • ' + ¡;.r; r;, • ;:.¿ 
' -(J) (j) 1,@ (j)l O> . @ 

r,' i;' 

~ - .,1::-,. ,"";'";;:~" -- .. ---- --



··" 
pj ~ 

~' 
'1 ~ 

I.o3 

Sumú de fuerz;..a de f1,iócci6n de lr,s b&rrn::; que concurren a Q) 
(en coordtm~d<-3 ¡;lub<ües) 

Fuerz~s en iól nudo Q) 
des_plr:.zc.mientos final~;s 3e obtendrt;n: 

' 
• 

o bien: 

"' K' d' ~ d_l ::= 

' e = ad 

Pbm = k"'w e<tl + P;;m 

pl.!i)= -H,:,~Ll) ks:;<l) e(i) + :PA/1) 

donde: iu.:rzas de f¡ JHClén en la 
en coorden&d~s locales, 

b1..rN• @ 1 

_¡.;jcmplo: (l'or aiL~plif¡caoión considcrc.mos un8 estructura de un so­

lo nudo) 

hn-tn-
? 

' 

" 



• 

E " 2x10
6 kc/cm~ 

I " lO' om' 

A " 100 o m' 

e " 0,1 

Por c'onsigui en te: 

4. o o o 

kB.B "' o 0.137 -0.343 x10 ' (Ton, 

o -0.343 1.142 

Orientemos las barras en 1a forma siguiente: 

1 . 

Obteng~lmos k.;;s de le barra (g] (Tebla del resumen (5) 

o 

-0. 219 x 10
3 

1.093 

1:).- Obtenga~os Pr. 1 pb de cada barra: (Tabla. hoja (1)) 

:serra 1 
¡ ¿r 

• 
' • 2 Ji,..,_,m, ~ 

!-8-----+Q --··-X 

m) 



p o 

' 

o 
-o. 27 

+0. 29 

Barra 2 

11uta: 

1-2°2~; 
o 

p o p o -2.76 
l ' l_ o_¡ +3.82 

®/. 
' :1/ ,u ,. ,, .q 

-1.250 -1.25 

p "' -l. 25 

' -1.05 
~ 

p o 

' • 
-l. 25 

+l. 05 

r
t~f = WL t2 ~ W h 

I, :: 1 !Ol "' 1 W 
~ ;2 ""2 ""2 

• 

)O 

' .. 

f.!! ;kr/ft'a Id'. ,. 
~ ..... 5 ,;_ :1 (.c;._(t)I'-".Ó.5)1 



,, 

En resu1cen; 
/'''' 

'::;;_ ;' C5 '·'~' 
' ,' 1! «< ·''"".___ .. ' ' - t ,,, •. 2.24 
O.l •• ~ 

lj' 
-~X' 

0).- OUtengamos F 1 (en coordenadas globales) 

e).- Obtengu¡¡.os 

F' "' 

, 
F«:¡( 

<10 

o 

' 3 

+0.27 

+~.53 

+5.16 

(Olltenidus poÍ' euiutica elementul) 

j-o. in -. -F ·l-" 53 
-5.16 

+9. 73 

F
1 

= -4.53 « 
-2.16 

a).- Obtenger:Jo!. K (, 8.Tka) (ó usén(]o la ree;l"' la sunt'., que en e:;¡te 

caso son e~uivalentes) 

T,:l 
o -1 o -1 o o 

T, "' 1 o o • T2 ::: o -1 o 
" . TJ .. 

' 1 o o 1 o o 1 
T' 
' 

-0.71 +0. 71 o 

T3"' -0.71 ·-o. 11 o 
o o 1 

71 



Jlotu: 

X.:• Y,· o 
T : X,• Y.j' o 

• • donde X, y 
"' 

o o 1 " 1" ejes x, 

(Ver hoja {67) pura los v"'1ores de k8~ 

F.fectunndo multip1iccciones: 

vectores uniturios 

y. 

·+0.100 6.205 

1.932 

l. 932 

G .112 +0. 462 X lOJ 

e).- Obten11emos 
,, 

• 

+0.100 o. 462 +J,J77....J 

resolviendo el sistema 

_, 
-1. 3)1 X 10 

-b. 516 

f).- üb-tcn¿;:L¡,:os e (= ed
1

) 

-l. 331 

-l. 991 

-0.516 
·-----·-· 

-1. 991 

e " +l. 331 x 10' 3 

-0.516 
·----·· 

-0.467 

+2.]40 

-0. 516 l"-

' . -' 

ptlr<•lc1oa. 



g).- Obten;::t.::(l~ ;:>_ : , ( p "' 

' 
l-:-o 

-5.324 ¡-o l 
P,, = -0. 097 • lo 'J +0: 2~ +0. 095 

-7.964 o 
PB = +0.172 • -2.76 

' -0.855 + 3. 82 

~ 

-1.868 -l. 25 

P>, = +0. 497 • -l. 25 

-1.398. +1.050 

Compro G<;ción: (Equilibrio) 

h).- Obten¡;arnos pA; 

1 o 
HM = o 1 

o 5 

• :::'3 ) 

¡:_,, 324 

=' ~o. J67 

+0. 385 

-7.964 

= -2.588 

+2.965 

-3 .llS 

= -0.753 

-·o. 348 

' 

ol 
~J 

(l'arH 

73 

LFx= ío.oo 

'ilj:O 
í:/1= d.OI 

toUf•9 l<•!l -,.,.L·!'au) 



f·5.)2l 

PA = ,~0.097¡ 
1 Lo. 39,5 

+7.964 

-0.172 

o 

+l. 868 

p "' -0. 497 
AA 

-l. 087 

• 
r o 
1 +Ü. 270 

[o· 910 

o. 

-2.240 

o 

-l. 250 

-1.250 

+ 7. 964 

-2.412 

o 

+0. 618 

-l. '147 

-l. 050 -2.] 37 

:2.14 /o ~2 
~•1s 

Tr&tat'lier:to rn&trici~1 gener&l: 

•• 1 . - F:Cp 

donCe: .. 
p = 

F, 

F . ' • 

n - No. de nudos 

b"' No, de· barros 

- 1 •• p .. _1 

, r~~ . -,· .. 
' 

7f 



C = Nudos 

( nx2b) 

' 1 

---1'---f-
• 1 1 
----T----

1 ·¡ 
' 
berrd' ¡ÍJ 

O bien la siguiente regla: 

(j) 0 

Y1X-- r, 

b) .- [• = p • D k e 

1 
donde: 

= T, pB1 + T, ph2 

p = 
1 

(fuerzas fin<lles _en l~.;s barT~H;) 

- ~ - -

' 1 - - --

Uu.rra --0 --0--
D = [l] 

-o ----o--
(2bxb) 

7S 

' T, P;._! ~ T~ p 



D • [21 

QJ 

1 

T 
' 

o 

o 

o 

' l. o 
1 

~ -----·----· 
'-H 

o 1 ~h. 

1 
o 

' 
1 

-- - -----,-----1 -H 
o 1 0 , llAJ 

' 1 1 

-m 0 'm 
III.- Despla~c::~ier::tos producidos por deforr.,¡:.cionen inducidas 

(v.g.: ~e.u,peruturH) ~JI"'..¡.. !#' 
'b \ ,-

® 

L-.-··­-
' ' .-"-------X 

, --- m'\ --- ~ 

T d~ = deaplll~bv:tiento en ® proc.ucido 

por defor::Jscioncs inducidas (de) 

é:i se trut•· c!e unu dil<>tación producida por un c~;mbio de tempere­

-cura B 

o 



·dvnGe: "' = cot:.1'lCic::-::e ,, dilt.t<.ción, ccm,t:.nt.E: e·n "' :JCCCÍÓll. 

e = ir.c:r~J:.cnto '" t cr:peró! turr., const~ntc en 1 :. sección. 

Si ~y e .on const.:::!ltes " lo lar¡;o de 1~ tt:rr::. 

o; e 

Lx'Lu!: proycccicnes del vector L (A- B), con 
d 

Si.l& b&rra es recta: 

raspee Lo a x' • y'. 

,1! 
' , , 

~ ' =------,!'----- x 
J[! ® 

c<eL ~l 
oj 

IV.- Fuerzas efectivns producid<!s por dcfor:naciones inducidl'lS. 

a).- Deform~cioni!S (e) en 

b}.- Fuerz:Js en los bt.rr&s 

' le. a 
' 

" ; 

bnrras 

Por! eq_uili brio 

L_F_' _•_•_'_k_T_d_a_ = F ~~ j 

" 

p = k e 

·. 



, .. 
'"' ' F = O, 

,, 1 -1 r 

" ( & k a) a k 1d~ . " [· ( !iT k af 1 ark IJ r'• 
p " k [u (urk e.f' arl~- ~. ;dB 

Ob¡_~erve que !li 12 estructura,es isost~tlcn, la r::~triz [a] es cua 

(ln~do y no sint,'Ul«r, por lo tant-o: 

• • 
J-'k- 1 (hrf' 

O sea que les defor~tecioncs inducid~:.s no c!lusen e!::t'ucZ.zos en lo:l.e 

e~truct~~s isost~tic~s, aun~ue. si producen desplaz~mientos. 
Ejemplo: (EjeEplo hoj~ 66) 

Supor:t;C:!:oa: 

( Te:::lper~tura) 

Por lo tanto: 

r.) .- FuC!,·::.as efectiyc~: 

• ¡O(" 

e " 
o. oocolS/ ~e 1 
20'C j 

0;0015 (1:1) 

o 

o 

~.ooi;l 
1 o 

o 
o. 0015 

d " 
' ' 

o k d "' 
T ' 

o 
-------
0,0015 

o 

o ,. 

Para todEs lns bf.:rras 

6. o 
o l 
o 

. -- --
G. O 

o 
o 

-- - --
1'. o 

o 

o 



b).- Obtent;tmos d' • 
' ' d = 

di = 

-10.25 

+ l. 75 

o 

( k'f' ' '"' 
-l. 932 

+0.902 

-0. 067 

1 6 r"solviendo ol 

_, 
X·lÜ 

e).- Obtengumos ' 1= a ,. - Tdl>) 

+0. 902 -0. 598 

+1.932 +1.932 
' .. : 

.-o: 067 " . 
-0.067 

!~1. 932 +0.432 

di= . ' e -0. 902 X·lO ' = -0.902 
' 

•• 
• 

-0', 067 -0.067 

+0. 7?8: -0.772 

-2.000 -2.000 

-0.067 -0. 067 

d).- Obteng1n:los p (=p,): 
• 

,(P =k e) 

1-2. J9l 
+0, 29 

-0.74 

.¡.l. 73 

p = -0. 03 

+0.13 

-3.09 

-O.ó 

+Ü. 61 

" 

sisten¡¡,) 

X lo"l 

_j 



.J;¡r.r.plo: (3Cjc;~;¡¡lo i·.ojt.. (H)) 

1:' b1rr~ [l] t~er.(; C:!ll· ñeforr:;r.ción previa (J'Or error de f~bricc) 

it.;uul a 

0.001 

0.001 

0.0005 

Obtener 1~>s fuerz<:.s efectiv.us,· producidG.s por esto üefürlnllCiÓll 

inducida. 

+4.000 -0.034 

' -0. 034 F,, = -4.000 

'+0. 228 +0. 228 
---- -·-

o 

k ,dll = o 

o --- - . . 
o 

o 

o 

V,- Simplific~>.ci6n de los efectos por teu:pere.tura, cus.r:do or y e aon 

iguales pura todcs les burras, 

Con~ideramos una estructura cu&l•luicra con «y e iguales para 

todas las br.rro.s, solternor; todos les cpoyos que le ir::oidan di 

latorse libre!!ler.te, see @ el apoyo fijo y @, @ y.@ 

los llpoyos que se hon reJr.ovido, 

#' 

1---x' 
/ 
' ' 

Estructurl:l dilll­

tada (hom6log~;. ¡¡ 

la estructurll ori 

ginal) 

"· 



• 

( ., ::! 

. r L,,l Lmx' L.u ,:. 

• 
Td, " o· ,. - "'T"J Td~ " ~· 

L;;:::r ,. ,,. " "'' L r-r·•' 
'TJI- "'' " 

,, 
o o o 

' x' ¡ ilonUc: 
) Lu " X• 

" 
J 

L 1,;," ' ' " YL Y, .. • 

El problem&. ea cquivaler:.te <> un[: cairucturu cuyos ~;•oyos tnm uufr1do 

deapl~z&roienoos iguules y· C. e signo oontrOrio a. los que se obtielHln 
• 

al dil<..t<a·se J.ibrcmente lE estructura. (Ver inciso IV del Re~u=.en {2)) 

; 

(ibceng<OID?S 

' ' - -'--' .. . ' 
T el .r' fl.:: tf'- -::I 

{fEl ) 
• 

\e< = o; ooool5/ oc 

te"'·20"c 

¡-
I 

' . _, 

í-0. 00150 

" [0. Cúl50 

o _j 

" 

~5.00l 
= L-5.00_¡ 

1-1.465] 
~ = L-t).5J~ 

J-o.ooo44 
,¡ +0.00106 

L o J 



I.;.]Jo~·os: 

' 

Nota: 

1 o 
o 

o 

-+0. 00150 

+0,00150 

o 

+0.00044 

1 

TI 

-o. oo1o6 · m · 

o 

Para l\'l obtención de lb.s fuerz"r .. s en los apoyos efectivas, producido:¡ 

por dc~pluze.mientos, no es r¡.eccserlo mH.:r el procedimiento indicudo-
' Ci! el inciso IV del Resu¡;¡en ( 2) ,· que consistie en comnder&r e. los -

apoyos como nudos; besta co~ obtener l~s fuerz~s de fijación en leo· 

bl'l"l"<lS ·¡ecin<::s u }os ~poyoa,· produciQJl.'l por los desplaze::llentcs de -

estos, a continuación dnwos un ejemplo. 

' 1 :.' • 

V 
1 . 

·--·--- ·--, 
)! 



L;lS fucrz:.r.; de f1j<.ci6P. on leo b<orr<.s [í] ]! 

E¡'Jrru [J [r = kM '~ Barra 0 
{" = ""u " ' '!. " 

P,, = k" d, :L "' k!:~ ., 
B~:.rrn Bl lp k~;, 

,_ nurrfi 0 (r = k" ' ~: ¡ -'' ' 
!\,~ = k .s;, d.- p = '" _, ,, 

'" dj¡" ' _· '-· d:::~ •en coorder;.tdns ;Locelc3 1 C!sto ea: 

,T ' ,, = ., ,_ ,, = 

"" 
= T' 

' 
,. 
m ; 

"" 
= 

Por lo ta:1tc 1 c:s fue:-zas ' efC!ctiv~:s ( }',,..,. ) 

aerS.n: 

-T 
' 1 . . . ... . . ' 

'' 

' 

(j) 

® 
@ 

J,pliquel!los escb :proceo:ll¡;¡ür.to! 

a).- Obtención de d~ d~ 

~:• nues-cro 

' u., 

T = -I'r 

TT 
- ' 

i 
' .. ' '! . 

!+~- ool5;l 

t
d.ooi5o 

O :o·. ·,¡ 
" ' +0. 000438 

' 
+0'. OOlOóO 

o 

!J 

T 
T, ' 'rr ,: • 

'" • 

en lo. 
-

ejemplo. 

12! y l6 i scr~n: 

d-

do 

d 
-~ 

'" 

nudo!J @,@y ()\, 



[)J[l] 

. k~" "' 

. ( ' 

-4. 00 

o 

' 

t6!_oo9 
-0.2051 

e?· s1~ 

o 

4.00 

o 

o 

p = ., 

o 
-0.137 

tO. 343 

o 
0.137 

+0.343 

k., d. e 
o -

D;:;rra ~ · j P~, "' k!.i. d~"' 
' . 

rl. ,~~ 
·¡·o·."'i , 
~o: Jó:_) 

P. =·k,, el~= 
;~ -- -

e).- Obtención F·.,.: 

F: ... =t ~.PII, -.TJ P.,J 

d).- ObtengC:::'!OS [C. 1] 
" ' 

' d = 

' 

~ 

-0.':)30 

' +4.660 
.! . ' 

( d
1 

.= (K
1 
)-

1 • ' ' F •U 1 
' ' ¡-o. 430 

' 1 +0.903 

Lo.o61 
' X 10 

o 

-0.343 

+0.573 

o 
+0.343 

1.142 

-ó.oOJ 
+0. 2050 

-o. 514 - . 

-l. 752 

-0.145 

+0.365 

X lO 



·o·~Go:,rvcse: que lo:; v:.lDce:> Ge [a']r.o scd1 ::.,~.¡:...lr.:; <:.los c .• ani<:, .. -. ;;; 

111 I":ojn (;•.;) ¡.crqu!: n.l:::.c SU!:l~r ~l t.:c::;p}:;:.:;c.:-~ü·ntc de 0) cu::u!lu ::o· 

diJat6 lL.lrc¡~ente, ¡¡t:c e:;, i¿,-uol a: 

-l. 50~ 

e).- Qb¡:;en,¡;<;rLOs [e] 

f),- Obt:er;g: ;ao:J 1:: e: 

:j X 10 que oum<alo al «ntcrior 

que es el misco valor que el 

obtenido en le hoja {77) 

' ¡, 1!_ ~ ) 

j.o. 903); : 
l.;,'¡']:· 

1 

•0.¡430·· 
·• . 1 

-c.'ci67 ,;: 
·-----¡-~· 

+0.'4Jó .¡·. 
l. -0.903 :. 

' .. 
. ~o. 067 _j 
1 -0.33~ ¡· 

l-0.942. 

-0. 06~ J 
¡.).61 l ,; 

+0. 08 QJ 
-0. 22¡ 1 . 

r +-l~Ú-
1 -0. 03 íil 

~~O~l: __ 
. -l. .~4 

-0.11 1'3' 
+0. 25 l~s-



··) o···.,, ..... ~·· ·'' .- ~·~-·c."•""~ p 1= 
" 

p = 
' 

•· ' ... ., • 

-2.'~;! 

+0. 29 

-0.73 

+l. 72 

-0.03 

' +0;13 
'· 
-3.09 

1 
-0. 26 

+0. 61 

P.) 

J gua les resul t6dos c. los 

obtenidos en ]<:; hoja (77) 

VI.- Si!:.plilic<-cló:1 cuttné!o Wl"- estructure es si:::étrica en geometria, 
0¡"·"~acr~c-os pltn~-,)-

1).- C<:!r¡;;:¡ siwhric:: 

• 

a).- llo hay nudos en el eje de Slmetr:ía 

"' ~'"<0""0C"'----t'---""C>""~~'(' 
> 

Si /':,:;~-o 

For equilibrio 

T = O 

Si ós-c 
Por cont1nuiCt-d 
d¡( = o 
.J., = o 

.. 



b).- Hey 

• 2) .•. 

' 

' . '~.or.-.. .. --1; 

1 

r: 
¡~,,,,o) 

" 

JlUCQS (-barre.s) en el CJf de •Sirtt:trin" 

' ' 1 E.S. ' ' 1 

-::¡ 
' 

t:.s, 

) 

65 

' ' 1:'~/ • .. 

For t;n~isirr.etria (antl-refle:nón) 

Si !1 s--e 
Por eq_uili"crio: 11 = O 

1: .,. o 

Si D. s-o 
Poz· cuntint<id!>d 



o bien: 

Si h~Y b~rrus.en el eje se . . ' 
el C'-'SO c_,l")tC.rior. 

Ejemr,lo: 

" 

/; L~;. •J 

·l-; : 5 1 

Orientemos l<.s barrEs: 

= 

IZl 

._ 
' 

(11 1 = O) 

t90E:!•.l0. mit¡:.d de su rigidez, col!lo er.. . : ... ', 

'l 2T<o•__{,,• 
: '==>=- -.:.!"!-! -- -· .:~· 

' ' ~1"2.5" 

' ' ' 

¡i •' 
-----·- )(. 

• 



•!.),-

b).-

1 

el.-

!~iL;ll1CC!·:> 

k 
"· 

o 

OOteP,;~11ce 
' 

Ce J - <' 
.~0 -~- -~· ~ ·•-·• -u ( l: ) 

0.~00 o 
o 
o 

0.191 

-o.t68 

O 

o 

o 

K_
1 

(con l:b., f~~l~ 
1 ' ' 

·•· e . ' 
" ... ' 

0.40Q 

O 

' ' 
' 

O. 99lr 
' 

¡ 

o 
' -0.668 x 10"" 

2. 7)0 

o; 
" O , 

o. 800 

0.800 

o 
o 

' :r.: 10 

O 

o 

O 

de 1& su.:::~) 

-0.6681 

·io x 10 5 

2.730_1 

" 
O -c. 6&8l 

(\'er t!,li]!. huJ .. 4.1 

d!!l n.-tll!r.".cn ('.>) 

o 

o 
0.800 

S 

' X 10 

K' o o. 400 

3. :30J 
X 10 

' 
-0.668 O 

,, 
Los f:~cr:;:::s cfectivcs y 17P de flj::citn son 1~~ r.;i::u:.cc 

l;;s del nudo C en eli problemó< oricin"l (Ver ta"ula <~1 

princ1pio de este res~en) 

o 

r:¡ue 



[1 ) ••• 

d' = 

1 

-· r !'.n oOt.i e:1e: -
1- 2. 01-l 

l~':::~j X 

,, 

ó 
10 

1 



• 

'
,, .. ,,,,, 

-.~•--¡•'-'• 

' = 

12[! 

1' (1+4c) 

,., __ ,- ._ 
'''"1">"'-~ "' 
BBrr~> f1} 

(}', (j', r---,- --l 
' 1 
11 ' 
' 

@ 10 - -"ft!CJ cm. · 

¡o = ·:]2ooC!C/1DC·1·= 14.1 ct:. 

' 6xl.4x (14.1) Al.2=C:.012 
400 . . .. 

s-
5. 25;.:10 :· li•:/.c1:l 

' ' ' \ ' " ·-!··:,·• 
1 ' ' " 

' ' 0.0'75xl0'. 

'' 

2 - ¡o· , ' . L "' , 1 :: ,{¡;¡ e:.J 

1 ''JC''' = ... :r. cm 

' ' 

-'/= 0.4 

' " : 6. 4 '; ¡· . 5 
= ~1;.:2. l xlO x2xl0 (}. 01) "- 4040xlO k .o:- cm 

l-400 (1.05) 1 1 

' ' 
' 

= 2x2.lxl0°x2xlo;x(o._q8) = l'JGOxl0 5 
:,oc- (Lo;, 

,_ 
"' ----· ......... __ 

1 15> - (!';) y Bflrfu fji' 1 @ ®l - ' ""'- ' 

o -1 ol 
' 8 = -90° ' T ' = 1 o o i 
' 
' o o 1 ' ' ~ 

q¡ 

kt;-Clll 



,. -

~. 25 

o 

' o 
k "' í-

1 ~5. 25 

' G .. 

L;o ~ 
. l<,"' T 1-¡~,. TT 

' ¡;o. oi5 
1 1 :-

o .o 
O.G75 15 

·(· 
15 4040 

--· . 
o o .. 

. -0. ll75·._:.,.. -15 

1~ 19ó0 

etc:, 
'· ' 

o 

' 

' 1 
'' ' ' • 1 • 

-15 

' ¡ 

\ 
¡ i ' 

,... "' . -:~10~ 
5.25 o o j' 

O C.C75·-15 

e -15 

' 

~ -0: 075 o 

4040 .q ... , 
" ~ - j 

·: ' :. •' 
' . ·- "' . -·. 
! ' ' 

-15 

k:(Qli·o! 
! ' 

5 ,'25 ·p ' .. ' o t '.-5.25 

. 1 
._,~;0- ,1, . ' . . 

• 
k 

' ' '-15 i 1 • 
o 

d 

' 

' 
! '. 

; ;f_o40 
"•. 15 

-5.25 'Q' 
~- ' 

~ ! 
1-15 .. 
.L .. C· ·.o· 

··:.r,l'' 
o ' . --1'960. 

.. 
Hi•: .- @ )• 
· • .'a .. o0 ,; 

. " • • .... ! 

• . T i;-I 
. .¡'·· : .. ,-

5. 25 o o, 

(i') • o 0.075 - o F: 

. 
' 

' 

. " 
15 -~o 

.~; .. 
o~o75 ··o 

o 

l5 

., 
... 5' 25 . : ·. 

'' o 
' ;j) 

·.;;.• 

-5' 25 o 
o ~ -C:075 . . : . 
o ·..;. -15 

= k'= "" - " - ,J.¡o- .. -
-5. 25 o 9·· 5.25 o " 

' 

' ' ' 
. EIGO · '/ . ' .f 

.,·, ·, - xlO 
. l '5 . ' 

o 
4040 

o 
xlO 

-0.075 -15 o o. 075 -15 

15 1960 . o -15 4040 

0 

• 



J.plic<Jndo 1• re¡;ll.l ric 1• !lUllltJ. 

5. 325 o 15 5 ''5 - . " o o 
0 o 5. 325 15 o -0.075 15 

K' 
15 15 8080 o -15 196C 

»lC,s • - -· - -- - - -· 1- - - ·-
;-5.25 o o 5.325 o 15 

® o -0.075 -15 o 5. )25 -15 
o 15 1960 15 -15 ooeo 

(i) ® 
Alternf.tivc. 2 

1) M<:. tri::: [e] 
B"-rrH [!] y b<•I'ré.L ~ ; 

TTHT- ' ' - 1, ,- -T H:,•"' (!lo " ·nccEsitto:) 

• ¡_: 1 o 
T T"' o o 

L o o 1 

nu;ra 0 

-1 o 

-~ool T T T 
-T Hz 1 • -1 H 2, 1 • o -1 • 

o o -1 ~ 

9J 



2) 

u e IH 

0 

lll 

Jhutriz 

[jJ 
~25 
' lo 

o 
,-­
' 
' 

k 

<Il ® 
o 1 o 

( . 
-1 o o o 
' o o 1 

- -- ------- --- -
-1 

o 

o 
--

o 

0.075 

-15 

o o 1 • o o 

-1 -400 o 1 o 

o -1 o o 1 
¡ 

·- -- -- -- ~ - -o 1 o 
o -1 o o 

o o 1 

o 

-15 

4040 
-1- --· - . -- . ..¡ 

5. 25 ·o ,o 1 

' i o 
o 

--1-

1 

r1 

' 

o. 075 -15 

-15 
1 

4040' 
--- - 1-

¡ 5. 25 

'o 
1 
¡O 

l 
• 1 

1 • 
x10 

o 
·-- - -¡ 

o 

o. 075 

-15 



OJJ 

J) Obtc,nción ,, K' • .,T k a 

1 
o 5. 25 o 1 

-0.075' o -15 
1 
1 o 

15 o 4 o~ o ! 
--- - - - ~-- - ·-· --

-5. 25 o o 1 5. 25 o o 
[k][a]o o -0.075 -15 1 o o. 075 -15 x10 5 

o 15 1360 1 o -15 40~0 
----- ------ --1- -- -

. 1 
o 5. 25 o 

o 1 -0~ 075 . o -15 
1 

1 
15 o 4040 

1:-325 o 15 -5. 25 o o 
5. 325 15 o -o. 075 15 

• 8080 
u T k a ~1 1 15 15 o -15 1Y60 

:-:lo
6 

• r,._""-- - - -· - - - - . 
-5.25 o o 5. 325 o 15 

o -o. 075 -15 o 5. J25 -15 
' 

o 15 1960 15 -15 aoeoj 
Iguel a la o Otenide "'" lr-. reglu ,, lfl SUlnEI, 

II) Obtl"ner "·] L '" 

0 0 ' --/-
2 t-' 1 1 

' 

L 1 ----- ,. 
' ® 1 

1 

'· , . 

"' ':1'--- ·-----).<- ·--· 
L 95 L/VT 



El "' cte 

e = ú {Ucspro:cicn.o.s el eÍLCto <.]<:1 cort.cnt;,) 

E/, "' etc 

!.pliq_u.;:L10S la fó:·mulro: 

donde: 

L o o u 
f = o L' ,. 

)El = 
o !.' L 

'2EI rr 

n:.:::-r.:: [] ; e = 45' 

o.n 

~(:"' ' L J ' (L' )l L ) (.L '-- -' 6EI) 2\'2EI 6EI C2:t:t. 

' 
L

3 
\ (L 1' ) (L' ) ,. = (:1 ' • 6),;I) 2EJ. • 2EA 6EI 2 f2'EI 

( 1' \ ( 1' \ (.!c.\ 1 
. 2 {;:IF.J ) 2 Q;;:r J u! J 

/ 
;li:::-:·a l1l e = o0 

~~ 
o o 

r; = fl j !! . ' = 1 o "• 

L~ ' l -
12 ,, 

{Plexibilide;d en coordenl:!­

dos locales) 

~ 

0.71 ol 
0. 7J. ol 

lj o 

(Y, -~) = 1 " = ' \" ~' 

1 



H 

~L' 
' j!Cl 

r' 
' = o 

• ¡,' 
--EI 

T 
H .B,I r' 

' 
H..,, 

o -1 j T = 1 o 

o o 

o -~l l 
~~ ¿J:.J. 1 

¡, 1 H-o 1 = 
"" 

..,, 1 

o L 

J 
1 

TI 

"" ' . ' ~ 

~~~ - ~) 1 

2>J2EI 

' ~ .. ' ~ ú '"'~ ¡, 
2 J2EI 

L' (1 
El 

' .LJ n 

L' 

EI 

L' 

El 

L' 

·J2).;r 

L 1 (l+'f?'\ 
~, )¡ 

2EI 1 

h J 

o 
1 

1(1 + _L '¡ 
,¡z' 

(L- 1~ "" ~ 
(1' ~) 
L 
liT 

ol 
ol 

1 
1 ' 

1 
__) 

~:1 (h- ]~ 
¡,' (' J \ 
~ ,[2'+ }, 

J 
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• 

Ejemplos d!: an!'-lirlis rlin~mico üe P.r;trur.tbrtos 

Ejnl'lplo 1: ObtEner lofl periodos y r:-.otlos de viurt.r (viur¡;ción lit•l'c) 

' 

-~ 

¡ 
.J. oo i 

' 

0 ___ ,r'--o"cc'_"s_' __ , 
1 f6l 

@) 

QJ 

1 ~· :--.,!{1,(50 

~ '(0 f---L-'-"""'"' ------1 ® 

' 
..i'. O.;? i lii 

Datos: 

-- -
' 
e::_• u 
" ) 

1'1¡ "' 

0 

25ld~: 

" --- ----!'. 
ú. ('0 ' 

wl = ]0 ton, 

' 

0 
;¡~x.ftJ 

0 j' 

~--

E = 14 7000 kg / cll/ (f,= 210 k,Yc~:~2 ) 

_.-<( = e .,r. . "' 

Htog<>F..o:J l:.s si[uicntes ulttrn<:tiv~s. 

1) /,n<':lisis d¡¡¡G.¡¡¡ico comuloto. . 

a) O"t>tVl(>i~n d'.' [ KJ {J.?vl2), 1,1s<•no:lo l•• rP.!';lO rill 1D R\lmt.: 



'1'r;;bc::::: 

, 
Co1uwn<Js 

' 3.125;.:10 /: = )0:r.50 ~ 1500 e u/ 

I/11 = 208 ' cm;c= 6x1, ?.5x?C:f\ x1, 2 = -, o. ()052 

6co· 

12EI 

13 (ltt,c) 

. _, 
= 12x1.47xl0 x).125Xl0- 249.0 ton/rr. 

6,00J X 1.0208 
~ -J 

"''!E"I~--= 6xl.47xl0 x.3.J25xl0 = 750,0 ton 
L2 (1+4C) 6,00 2 X 1.0208 

' . 6 -3 
4EI(l+cl = 4x1.47xlQ x3.125x10 xl.0052 = 2980.0 t.on/!11 

!,(h4c) 6.00 x 1.0208 
• _, 1 

EA = 1, 47xl0 x1500x10 - .36750. O ton m, 
:¡;- - b 

= 1470 

~6750.0' o 
k' " .E--"h> 

k 1 = 
J\;.) 

o 249 

o -7.50 

L 

1 " ' 25x40 = .: ~ ¡ l. JJ::üO Cl:l ¡ .. = 1000 ' '" 11],[2],1IJ,GJ 12 

I/ ¡, " 13).3¡ ' " 6xl,25xl33.3 xl. 2 

300
2 

12U " 12xl. 47xl. BJxlO 
; 

524 " 
LJ(l+4c) 3. 00 J ' 1.05.32 

6"'I " 1236 

L' (1+4c) 

' 4:ri(l+c) " 4xl.47x1.)]xlO'xl.OJ33 
'L(J+4c) 

E!, = 49000.0 
L' 

J 

2E1(1-2_9_)_ = 1210.0 
LIT+4él 

X l.üS32 

" o. OJ 33 

" 2520 

• 



' J 

J.plicando 

o 

~¿ ~-v -- ' ~-

o 
o 

K o 

-I'.M 

f.SJ 

" 

o 
1236 

' (50 

1 
!PJ(I 

1 

o 

o 

o 
49000 

o 

12)6 

o 

2520 

-.14f f5!Ji ¿) 

-/.6P !IN¡ !.MIÓ 

() ¡ J)}f/ ' ¡; t7 ¡ 
_¿_¡¡ _¡,:;-p tJ fll/9 -/.:i"C 

' /:TtJ 1!/1' o - /j:j) 
' 

fJ1J 

p /.? • .:::¡; jj(.{/.¡1 

1 

1 o 11"'? o o a __ ,,,,. 
' 

' 

® 
' ' . -' U ·/.V"' 

o 
o /.1/tJ 

! -- ··-

1 
-IN 

o 1 
a· 

,J).N~ 

l 
o 

-
p -/23,' 

1 
-{fNJ o 1 

' & j;!¡,J 

& .l"f ·r:···t¡ 1 ·' ·--~ 1~- o /) 1 

./f//'1 /.5/J¡ o U/ -.. /"l! 

r·IJ4 tJ p.?/- 1-.3;/.50 o 

l o 
! 

. : {) _.¡r¡:M [J ¡ tJ 

;./23f. O· ¡:.';P 1 o 

b) Obtenci6n de k {pcrmutt.'ndo k) 

tEJl que: 

'" 

/50 



o 

• 

!} 

/) . ¿ 
-,~~ .. 

' 

L! 

-,-
.-; 

(J 

1 -' 
1 /2. ~, 

o 
1 . 

o 

ifl?lf -Nf _,!f.~·'t' O ·-1 ::;J(I 

1 

o [-lf?t 

j) H)"JJ/) _ '-ro - -..... , " 
tJ ./f.?/1 -.-'/~ () 

--1 

,, 

o 

(J 

/.LV> 

/:Jü 

' -,~:_.·,.:; /--:--¡ 
() -,J?.o~(c~ 

/2.;;, o i 

o 

o o 

¿; 1 '/..5!? -/50 o o 1 ¡¿r¿p ¡¡¡,:; ;2¡/J tJ 

cJ ¡;.;;l /§O -y'Y.9 C' ¡}1 j{/t) /fi/J 0 !2!0 

' 
~ ¡'.?3; o • 

' 
-/? .• ::. " //'~'.-:~ 

t7 !) 

" 
/-C~~ .r~:; ;z;o 

' 
/.!if' ./5Y; !) 

1 

¿; .;f.5Pt7 ///f-'1 

J-? ;IJ ;.//P .55-'j 

Por lo tt.nto se punde contrfoer (eliminEnC.o E~) 

Wl-· 

1 • • 



"' - --- ~-'-o) Obtcnc~~o:J: ]( "' V K K 1( .. " ·,z u·-JI 

""' 
. ' 'X ,_,' 

1'8085 -)6661 -5ó3 -65. 8 -17. 3 1?.3 l)!Í,O --LilJ, 

¡-36661 )8085 -65. 8 -563 -17. 3 1 ., . 3 1)(>,0 --J J(>, 

-563 -ó5. 8 37158 -JG666 
1 

-82. G 82.6 -llU, 7 llU. · 

~ -65. 8 -563 -36666 37155 -E2. 6 82.6 -118.7 1 iC.' 
K = . - .. 1._ ·-

~ J7. 3 -17.3 -82.6 -82.6 98128 -128 -HlS?Y -::¡.' 
' . 1 
'17. 3 l7. 3 82.6 82.6 -128 gB12Ü -21. e ... ;[J•j'/ 
' i 1)6. o 136. o -1)8.7 -118.7 -48979 -21. o 4 9084 -) . _, . 

-136. o -136.0 118.7 118.7 1 
-21. o -48979 -8). 9 4 90f<-

1 ,_. __ , 
Nota; Observe que "' lir.e.::s ,, K, oon loo ¡:;iros producidos por [l~l·r.: 

'l.mit<-rios, sin r:!es:¡¡l~Zt.I!lientos, por lo que se puede ¡,pl~c<-r \.:ro. 

:6 Ke:ni (~:-.odificu!los) p~>.r<l eí'ectur<:.r su ir-.vcrsión, 6 sirr.pln:.cn~c 

;aplicé.r el ¡::,jtoUo J~ Gr,uss - Seidel. 

el) Obteng<:rr,c.s lus r,~rioOos J' :;-,eCos nr:t;.:r:::lc:;;, ccn l::l cc;.:r..ció;;.: 
, 

C.onCe: 

m¡= 1/2 "' = l/2 (&) = 
g :J.b 1 

l. 53 

• 
l. 53 

l. 53 
1 ' 
' 

l. 53' 
- --

1 l. 53 

' T-e --
" l 

1 

1 

'-'J 



l¡¡r ¡;¡odo 

T1 -: o. 589 ucg 

• 
.. -"\- --

T1 = 0,187 seg, 

1 
"-= 



•1\iJJ,'J' Jj;I¡IJ QJI¡ Jl/24/'/Ü 

,>;-:üG.ou·_;. ?~1~\ LA o·,¡r;.:N¡; ¡nN n2 p;-;,;JOnns y ~;ono::> r<.'l'l"o"UJ<A-
Li-:::; D2 VJil¡:flJl, P¡IÜGji4~:4DO POH J• D"'!W H· • i'í::Y.l(;O NOVll::J'.i~i~E n¡.; ] 'J"f0 

~:"-¡¡~¡.::; ¡.¡ 
• JioOI<Sooo:::~os 

-.]"13ü00üú:::•02 
• :l ¡,o li:o>OOO;:: +O S 
,¡ 730(]0, 02::•02 

-.366660002•05 
·1 1 670000<.:+03 

-.¡ l 8700000:•03 

- • 4 !197 svoo::>o ~ 
--48$79CJ002•05 

!".'<S".:_; 
•l 53000002•01 
•l 5300000E~O 1 

NODO l 

--:J666I000E+OS . 
•l 'I:JOOOQ02•02 

- ·65 li000002 +{) 2 
,¡ :lóOOOOOE<03 

-.826DOOOOE+02 
.3"11580001::+05 
,¡ 1 870000:':~03 

-.2JOOOOOOE•02 
.4<;0BllOOOE+OS 

.15300000E •O 1 
,J5300000S+Ol 

0~;2GA = 10·6605!200 PElj]ODO: 
-25623737:':+00 .256237372+00 
.~9'166llt17E-08 -.29ll66ti86E-02 

~;ODO 2 

--563000001::+03 
,J :1600000i::+O:J 

--56300000:':+03 
-·13600000?>03 

• IJ2C>O 0000 E +O 2 
-. 82600000 <>O 2 

• 91ll 280004+05 

• 981 28000E+05 
- • 63 900000E: +02 

·15300000E:+O! 
•I5300000E 101 

' 
·58938871 

·51099425<=+00 
·399"19469<:-02 

0/".EGA. = 33·67011!00 ?Ef,jODO ~ •1·6661017 

- • 65 f<()OOOOE <O 2 
- •l 3'-00000C+OJ 
-·17300000S•02 

o3715flfJQO?.•OS 
-.11 éi7Dooo<:~o3 

• f:2600000i::+02 
-.1 2~.ooooor-•o3 

- ·21 000000E<02 
• ll 90 (!400Qr; +O S 

·1 5300000E •O 1 
·1 5300000E<-OI 

-51099li25E•OO 
-,Jo;.9?91>6<;.E-02 

.510965692<00 .S1096589i::+OO -·256120"/JE•OO -.256120"/:JE•OO 
-.50!93ll96E-02 .SOI9:lll96E-02 -·93926081E-02 ·939;~6080E-O?. 

~;ODO 3 
OMEG;¡ = 110·60265000 Pi':RIODO ~ ·05660863 > 

.s9273579.0:-09 .snS72Jl;.2-09 -. 83033t;9?E-G9 - .e3o3:1 921-:-o 9 
·3005ll0702+00 .30054064E+OO ·ll8628ll62E+OO -4862S4,53E+OO 

t>:ODO 4 
OV.EG.'l = 111·30092000 PER!ODO = 

-,"¡263355JE-02 -.728335SIE-02 
·0561¡5223 

·91885201E-02 
-,JQ02275Si::+OO .3002275,2+00 -·48633659E+OO 

KODO 5 
·028611614 

·91885201E-02 
•48633667E<OO 

OI·.EGI\ = 21 9·33793000 PERIODO = 
·22B69770C:~OO -.22!l597712•00 
•21 10391;QE-13 -.21103940<:-1 3 

-523922'•6E~oo -.52392246<:-+0o 
.39ll9!J7<;E-L3 -·3949!3"1f:E-13 

~ODO 6 
O•'ii::GA = 221 ,J/¡91 5000 PEHJODO = ·028385R6 

-523922l;6E~OO - .52:J922ll6:':+00 -·22869"170f.+OO 
-,¡J766llWE-11 .11766ll92E-11 -·19060459E-J1 

r-:ono 7 
OI~CGA. = 289·56096000 PERIODO = •02169901 

.IJ68!.239f:i:::-09 ,1;6R62f!SI;f.:-09 ·<'101 S0199.S-l0 
,t¡ll628l>l!éll:+OO ,ll8(>2f:ll¡{j7E+OO -·3005'J01l9E•OO 

l'-.0~0 ll 
Or-:t.:Gf\ = 2H9-"Ib01 <;()00 PEiliODO " -02l 6f!~59 

·2it86\l'l71 E+OO 
•1 0060462E-Il 

·399965Sf'E-t0 
- • 3005t¡086E +00 

- • "/"/Cj 9 91 00 ¡.;-0 J - , 7 '/1, 99! OOE -0 3 - • 6 "10 [V¡"/ 65E-O 1¡ - • 6 70 [<1¡"/ G:Ol: -0 4 
-,t¡flót>.:;:?83E•OO -·3002831G.S<GO 

1'' 
,JJ.J2S279E•.JO 



~e ai:Jluvo; (Uti)i:tc.ndo el ~l·l'VlCio de ticr.•I!O coq;;.;rtitlo de G E) 

cJ, "' 10.66 l/n; T, = C.5fJ9 [)e_:. 

4)1 = 33.67 Tl = 0.187 

t<)~ = llC. 60 TJ = 0.057 

i.J¡ = 111.30 T_. = C.056 

¡,~ = 219.34 T!= 0.029 

1·~= 221.35 T,= 0.020 

wr:. 289.56 Tr= 0.022 
1 

u.'.: 259.78 T¡"' 0.022 • 

2) /on6lisi~ Ci.in<".:mico, sü1, consi~,crl'r acorlllmicnlo en trabe o 

Ln csl.oo ce:so lro !.11:.triz[K"J~e rr.vdificG...,Cc ucuer:lc con lo vioto en el 

Re:sUJJtn (C) o"utf.nier.;;:o:;c l~ m~t:-iz G:J 

1-;-m l 
L" r 

doJHlc; " /_ 
~·¡ -

' 

• 
• l.1z ~. 

r 
-1257.6 l 2848 

-.:25~.6 984 
-- - -

1 

Simótrica 

1 

L 

• ' 1 ' "J'· o¿, J/ d;•J "' -34.6 3<1.6 272 -2"{2 

-34.6 34.6 272 -2'12 
1 -- . - -

98128 -128 -48979 -21 

98128 -21 -48979 

Sim6trica 4gQ84 -!3],8 

'nQIH .. ., "::J 



. 

Ji. "" 

L 
Obtcni en::! o~e: 

ll-~ " 10.66 l/s 

u.' 
' " 33.67 

/OJ"" 110.60 

u~= 111.30 

1 :-~, = 289. 5(i 

uJ~ = 289.78 

Ol.Jst-rve QUO loe 

y quo lO' modos 

. 
' 

3. 06 1 

T, " 

Tz " 

T.= 
·' 

T~ "' 

T.:= 

T 6 "' 

modos 

·-r - -
l. 53 

C.589 

0.187 

0,057 

0.056 

C.C22 

0.022 

1·' o 
. ' 2 ;-' 

l. 5,3 

seg · 

3? y 4~ 
5? y 6~ son iguo1é's ol 

l. 53 

l. 53 

son ieue.les ul e t..!Jo :ontcrior 
1.9. y 8!2- dol ce. so enter1or. 

J) J.n~l.isis dinf.mico sjn considErt.r Lcortr.l~.itnto en tr~:<'oEs. ~-'e o--

lu~nes. 

d.,' = o ,, 



c:;n:,?. r: 
• ::! t· '< 80Joo o: ~o:; 
·2"12::10000::0:+03 
.¡ t•J20000E+03 

- • 1 2f;'00000E +03 
-._¡!\000000::0:+02 

• l; <,·~ 8'•000 <::+O S 
l'.l'l. S A.;: 

• 30 600000C.:+·OI 
·15300000:::•-0i 

~;ooo 1 

-·12576000E•0 11 -·34WOO:"l0é+02 
-·?.72Q~OOOE+OJ ·98400000E+03 
--~~37l¡QOOOE:+03 •2J7tlOOOOE+03 
-·•1897>•000E+DS -·2JOOOOOOZ+02 
- • '' 8'.17 9000 !-:+O 5 • '' 90 e'•D•lOO: +O 5 

•lO(oOOOOOE+OI 
·ISJQOOOOE+OI 

•1S3000JOE+Ol 

(II':;.:GA " 10 ·660509:)0 PERIODO ~ ·5893888'• 

• 31l600000E•02 
-·165?-oooo:::•oJ 

, 981 21lOOOE+QS 
·9lJ1:!0000r,"· S 

-. BJ 9oooooE +o 2 

.JSJOOOOOE+ol 

·2562~-7j7E-•OO ·51099'l25E+OO ·29t¡(,(>li87E-O:~ -·291i661i86E-02 
·3997!'4(o9E-02 -.J9979469E-02 

o 

v,ooo 2 
01'-LG.<t" .:>3·•'>7011000 PERIODO"' ·18661018 

·51 O 9ro5 H9E + 00 - • 25 61 20 72E +00 -.SO 1 9Jt¡ '.H:.E -O 2 • SO 1 934 96E-:O 2 
-·9:.l9260!l!E-02 •93926080E-02 

1-\0D(! 3 

O~iSGr," 110·60265000 PEHIODO"' ·05680863 
·C034ti7'17E-09 -·8241228\f.-09 ·300Sll070E+OO 
• ,, 862-~4•i2!: Loo . 4 8628tiS3E +OD 

·30054064E+OO 

MODO 4 

Ol'LG/\ = 111·3009~~000 P!':fi!ODO " ·0~•6'l522:l· 
- • "/ 2 83 35:>1 ¡:;-0 2 • 91 885 200E -O 2 - • 300 22·15 SE +00 • 300 2275 9E +00 
-, t¡ CGJ 36:; 9<: +00 -ll 863J 66 ·¡¡;; +00 

MODO S 

úi'.EG."t = 289-5609GOOO PEHIOJ:O "' .Q:~l69901 
• 1¡!) 91 20 1 úE -O 9 ·'•00 9253'li': -¡O ·'Hl62 8•1 28:;::+00 • :1 862 81167E+Oo 

-·3051¡Jt¡g;,;+QO -·3005t•086E+OO 

t<,OQO 6 

OMEG.'l. = 2!l9·71J01 <JODO PEH!ODO " ·021 682S9 
-. 1 7'• <.o 91 o o~:: -o 3 -. ú 10 l;t¡765E -o,, ·'•B64t¡Jt¡2E L(HJ - ,l¡ 66ll42 fCJE +O o 
- • JQO 2631 61::+00 • 3CÓ2(l279E +OC. 



, . 
•• 

Se olJtiene-: uJ,=- 10.71 1/s; T- 0.587 seg 

r.:ntrü !( 

.2E.'SOCCOE-t0~ -.12576COG:C+04 .. 98400000E+0) 

j,~r;SfiS¡ 

• 3G6VOG00E+Ol • 30&0CCOCE+Ol 

1',odo • 1 

Omeg<o "' 10,70541900 Ferio do = 

. 25711735:5+00 . 51057&202+00 

f1.oii o 2 

QI;',eg:: "' 33,72953600 Periodo = 

.51057620~~00 -.257ll735E+00 

' 

ler modo 

·-· ·-

109 

.58691633 

.16628140 

-·-·· 

, 



• 



T "' 0,186 ' . 

Observese que son rr.c.y p<.'.rccidos <: los dou pz·iiLeroa l!loU.o>< de lú<. 

Cf1Sos E>nteriores. 

Ilota; En los tr¡;-s Cl:.sos UltE.riorcc, P<;ro o':ltcner el vt:.lor del_{ j, 
se us<-l-& le: e:;;prtsi6n; 

• 

(Ver lwjL8 Sú, 99, :LOO :¡ lCl) 

donde 

r:- '4-~ 1.1.._¡ ¡u 
~ ~~~. 

-v. "'"''" o 3'~" - • .)U<. o ''9~ . _.._.. _.._ 

__ , 
1 1.3470 0.1491 -0.3362 

Kzz = 

L 2.0472 -o. 5800 
Simétrico 

2.0472 

11 o 



donCe k son l:cn ri¡:;iCecc:¡ Ce l:.s b~r1·:.:~ sir. cor.sH!er<:r t.cort~~ 

to, rfferiCcn a lo~ lr.o::¡entos extrer;:os r,:~, i~:a 

L~ rr,<.triz k en funci6n de ]'\¡:,y 1~~. ;:<:ra un~; bGI'rb. recto:; dO:< 50:<Cci6a 

uniform~, es: 

--· -i 

I'Yl'<• 1<:. ded¡;¡oci6n c:c e:ot¡¡ ;n::.-tri;;, -..rc:;:¡c lon Rcnu.":lcncn (3) ;¡ (4) 

Pero nuestro CJc;;.plo: 

12520 121~ B;;.rrus [j] [g] ~ r.. k 
' L1J t:!.J ' • 

1 l 21 o 
Vor hojes (96, 97' 90 ;,) 2)20 y L 

r"" lt.?Ol 
!ldrras 12 ' ffiJ k • 

29501 1 14 70 -

"' 



Por consisuicnte: 

l 

La r.~&.triz aT se obtener¡; plonte<-ndo el ~uilibrio de los D.ll.d.Q.~ y 

de loo 

-l;- 1-;o.33 -c.JJ' -ü.JJ 

F 

,.¡, 

¡.f1, 

o 
o 

o 

o 
1 

o 

o 

o 
o 

o 
o 

-C:.Jj' 0.33 

,3, {!/) 

,. 

... ., ; 
'-·.J.J 0.3.3 

o ·-0.33 -0.33 -0.33 -0.33 

o 
1 

o 
o 

.-• 
1 

o 

o 
o 

o 

o 
1 

o 
1 

o 
o 

o 
o 
o 
1 

o o 
o o' 

1 o 
o 1 

o o 
o o 

!/óll o 
I~:J o o o 
-- -------------='~-~-

Í.r l, 
L" _j 

------------. 



Eí'ectuonGo ,, fli'Oñucto ,T k o '" o'¡¡ticuc " ' 1>, ;,; ~'· p, ¡., 
r - -1645 1 :!j 6 32:!0 o o 
-1648 1648 

' 
-1236 -12)6 -12J6 

--,, = [~e J = 
o -1236 S02Q 1470 1210 

k " o -1236 1470 8C20 o 
1236 -12.)6 1210 o 5500 

1236 -1236 ' o 1210 1470 

Not&: Esto m&trlz puede obtenerse d i::"ectar.~cnte ,, ,, --- ( ho jR 98 fi y 99); por ejemplo: 

3296 ~ 3BJ98+38398-36750-36750 
-1541! = -821-824 

etc ... 

~. 
12.Jú 

-123G 
-·--
o 

1210 

1470 

550'CJ 

rnt.triz 

Ln 11,otriz 'K ae vuede portic1on~r y c:>tenerzc H .. siguiente 

ecuéción cerocteristic~: 

r:, ~ í" ll.l r..~l 
[·~ -Í '':j' 1"- = w•¡:·: : . ., , "' lrl.J 'o ' L"21 ! ·•·n L..,. L _1 

Por lo que 5e pucce elimin1.1r a. ~. ootenienllosc: 

[il.11 -K11 ·x;; 'KJ!J. = ulr:.ó 

Es obvio que: 

,· 
Observes!! 

"'11 

~ .. 
" :: 

Cu~::ndo }¡" mLtriz 'Kl, tiene rr.~nos column;..s que 'K 11 no convi!One in­

vertir cst<:: últir:::. pf.rá obtener Y.::z, yt; que 1]{;; !~,tiene por ele-;­

menton a l&s r;•ices del siet<iente sistemr. de ecu1.cionen: 

'!{, X = 'K;, 

"' X = 



en nue:ctro ejemplo le o ~Jtcr:c16n ,_;e -' :¡.,:1/ h,,, ,, 1.: r'"Uuot· " n::;olvt·J· "' 
sistcrnc. 

jeo~o l re- ~ 

1 
11;70 1210 o 

1 
o -123{> ' 

1 
1470 8020 o 1210 1 [x} o -12j6 

1 
] 210 o 5500 1470 1236 -12JC. 

1 
o 1210 1410 5500 L23G -123ój 

este proccdimi~;nto simolific<~ b~>sbmtc el problem<.: Ue ]:..:. cont¡·cc­

ción de'!:, cu<-.ndo ::;e trLtto de r.,:-rcos con mucho¡; nudos y pocos ni­

val~:s. 

• 

Si1:1plific~.ción ;JOr 1.-. sir.:etrü. de lti estructure.. 

Cvn_ 1<-:> :..ltcrr.:.ti;·:.:c (l} ~· (2} (c::t:c<;;.:, ~· ~:i:~ !;>::crtt.:.:icr:.t¡¡ cr:. t::"C:· 

bes, rC::llJCCilVDI:.cnte) .JlQ :lié. J":Uedc llevc:r e co.bo ninc;un:..:. str.:plifi-

2, 4, 8 (en 1<> r<ltornr:ttn: {1)) son cor..plet¡;J:JD:Jte ontist;r.('itricn~, 

lOs modos::,, 5, 6, 7 son sir:.étrico5 y cntisi¡;¡étricos en for:::;.; si­

multono<> (V':'r hojfl lOIJ le) • 

.Jan 1<' ¡,]tr,rn<-tiVF' (3) (sin e,.,o:·t:m:it"nto, fl1l trilbes y cclur..nc.;s) aj 

se pue¿e cft•ctur..J- eireplificé"Cionc.s, yu c,ue lo:oJ mooos COlTCSpolldCll 
• 

si~;mpr(! r. c~.n~~cinr.c:; z.ntisir;,étricc.s. !::r. nuestro cjcmr-lo conCJ.~C-

r<-riBrr.oS 1<.. SÍ!o,'l.:ie:1te estn:.cturt:: 

(jl _0 __ ?-, '5 -/ rr r w, ~ Tc11. 
~ 

• 1~ 3, (>1> 
' 1- 1'~--' 

1 \0 [}] 
-/ 1 ~ w, = 15 ~"-
• 

¡--------·-- -··-~ 
JiJ& ¡¿] 

t ___ ,. .. -::: ··-l. 
' ,. --



].L r.lC-triz J¡ (cr; f\.:".ción Gc J:. 1, .Y J,;~) p¡.rn };;.!! b<-rr¡:s!]J .Y L4J :;on; 

M. 

G~" :"21t. -- _r;p: 

J.a m~ ~riz [ fl'J será: 

' 
. 

-0. 33 ¡ F, 1 ,-0. 33 0.)3 0.33 
' ' " ' o o ' -0, ~3 -0.33 -~·:g_l_ 

"'- - - ~ 

,-¡, ,-
o 1 o 

1 
l 

fi, 
' o o o 1 ~ ,_. _______ ----- ---·y---·---

[ ,rJ 
. Ls. m" tÍ-ü; [k J S (;ro1: 

1210 

1210 2520 

2520 

1 1210 

1210. 1 

2520 

j-¡j~ = 

k, .t-"" 
" 

1 ' o 1 
1 
1 o 1 

_j ~ 

' 
1 

o 

- _ _. 1" 

' : 4500 1 

8'' J l..\ l+c J "· 
3!-:I .;¡:. "l{l-1 e) 

ol r-~~~l 
1 

o ¡,¡ "' ' 
.1 

u ~lu ¡ 
1 t.~~· 1 

' ' -·----' ¡·¡,;-~~- i 
IT.o .. 1 
L.:'"':.J 

-

• 



. . . 
· Lfcc1.ul!ndo e ¡; )¡ !l se obtiene: 

1648 -824 o 
'. 
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Observese que: L K j=l/2 LKJy lDs m¿,sas son le mitcd de l[•S rr.rOI'io 

de la &lterm.tivú (3), por lo t>.:nto los periodos y los modo~ son 

Jos mismos. 

Conclusiones: 
Para efectu¡;r el <.nt.linis din{.mico Oe \1n~ cnt1'\lC:tllrt.. hu BiOo ru~uu­

sc;.rio discretizo.r n lr,s rr,<:ost:.s, consitcr-c.:ndo}L:S conccntJ'l;duu I!Tl Jt,¡: 

"nudos", porque }r,s Ptltricc-s cie ric;iCcces Uc l~s (!t>Lructu¡·Ln, "B­

t1m referi<liJS &. ellos. Si se clcscu unú mejor EJproxitr.~oci6n .:.1 r;ni'.li 

sis din<::rnico de une estructur<! CubL1Uiero, o<..~tt.r~ 1:.\l::JcnttJr r:l ll\1·· 
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J2, LUIS VALDES AltRIAGA 
Antilha 1107 
Col. Portales 
li!~.Iico l),D.Fo 
'i:Oll 5J98JQ4-

:- 5 -

JJ, HO~ERO VINTI11ILLA CORDOVA 
A.Borrel'O y Ada Leja S/N 
Col, A~uay, C~enoa 
Ecuador. 
Tal: 82-10-18 

Fetr6leoa Mex1canoa 
Marina Nal, J29. Tal: 
5Jl- 72 22 

Consucaea Co Ltda y en 
Proceea. Borrare 10-8) 
Cuenca, Ecuador, Te1t 
82-72-00, 

• 
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DIRECTORIO DE ASISTENTES AL CURSO DINAMICA ESTRUCTURAL ( DEL 
2 AL 20 ilE JULIO DE 1979) 

NOMBRE Y DIRECCION 

1, J. ALEJANDRO CARllAJAL AGUILAR 
Dorado no. J3 
Col, Lázaro Clrdenaa 
Zacatepec, Mor, 
Tel; 21747 

2. Wilfrido CARIAS PINEDA 
Resid. Sta, María 
San Salvador 
El Salvador, Centro América 
Tal: 256154 

J, JULIO CESAR CASAL 
Eapafta 427-Norte 
S,J, Argentina 
Tel; 2J968 

4, JESUS ANTONIO CASTRO 
Degollado 502-C 
Col. Centro 
La Paz B.c.s. 
Tel: 2-69-lJ 

5, AJITONIO COVA RIOS· 
Urb. Villar Delicias 
Calle 51 A No, G-26 
Maracaibo, Venezuela 
Tel. 42)668 

6. RERNAN CUEVA AGUILERA 
Av, 12 de Octubre No. llJ5 
Quito, Eouador 
Tal: 2J6662 

EMPRESA Y DIRECC!ON 

Dirección General de 
Urbanismo y Arquitectura 
1 AV, Sur Sen Salv. El Sal. 
C.A. Tel:22 24 66. 

Instituto Nacional de 
Prevenci6n'Sísmica.S.J. 
Argentina. Rogar Balet 47 
Norte Desamparados S.J •z.P. 
5400Tel;J016J J0600 

Instituto Tecnológico 
Regional de La Paz, KM,J.5 
Carretera al eur.Tel:2-24-24 

Universidad de Zulia 
Facultad de Ingeniería 
Apartado 526, Maraca1bo,Vene­
zuela,Tel:512209 

Proyectos Eetructuralea 
Universidad Central 
Ecuador.AV6o de laa Américaa 
Qu1to,Ecuador.Tel:5~998. 
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7, CESAR~. CHACON FIRANCO 
Est, Carro Gr:mde Aptm 6J5 
Cara coa, 
V"'!ie!!luela 
Tel: 691619 529711 

8. BENITO GARCIA LOZADA 

9 •. JOSE GAYA PRADO 
Ari:.::ona 15) 
Vol. ll'ápolee 
ll!1rico,D.P. 
'.:el: 54)-98-79 

10, ,TIJHNNY GRANADOS BLOISE 
Apar,;ado 5856 
San Jos& de Costa Rica 
Tel: J2-7J-89 )2-20-4) 

l,l, r;;::ns CARLOS GOUZALEZ DURAZO 
Angel Urraz~ No. 718-401 
Col. del Valle 
tréxico·l2, D • .F. 
Tel: 575-11-47 

12. JOSE AliTO:IIO GONZALBZ SIPUENTES 
General PArez Treviao Ote,l029 
Saltillo, Coah, 
~911 J-67-64 

13, ,T0RGE GUERRERO GUERRA 
Xedanoa 160-l 
Col. Las Aguilaa 
Mhico 20, D.P. 

14. ANTONIO LOPEZ SANTOS 
Niños HAroea Uo. 14 
Col, San Antonio 
Chilpancingo, Gro. 

Fundaci6n Venezol8na de 
Investigaciones Siamolé 
gicae.Av,Washington, sin 
Bernardino,Caracaa.Tel: 
529711. 

Despacho Cálculo 
Gaya, Corona y Aeoc.S,A, 
Baja California 196- 1001. 
Col,Roma, 

Instituto Coetarrioenee 
da Electricidad.I,C.E, 
Apartado 100J2,San José, 
Costa Rica. 

Estudios y Proyectos 
Sietematizadoa, S.A. 
Luis G.Vieyra 58 So,Pieo, 
Tacubaya,Z.P,l6.Telt516-22 
14. 

Facultad de Ingeniería 
Oivil.Univereidad Autónoma 
de Coahuila, Unidad Campo 
Redondo.Saltillo Coah,Tel; 
2-15-51. 

Escuela de Ingeniería de 
la U.A,G. Av. de la Juven 
tud a/n. Ciudad Univeraita­
ria.Chilpo,Gro,Tel:2-27-4l 
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15, AL!REDO MEDINA PElA 
Calle 2, Ho, 12, 
Urb. Independencia 
Santo Domingo, Repdblica 
Dominicona, 
Telz 532-4991 

16. MARIAIIELA MORENO CEBALLOS 
Or. Betancee Ed1f.4 Apt.2-l 
Col.Repnrto Paria 
Santo Domingo, Repdblica 
Dominicana. 
Tel!682-2J27 

17, AURELIO MORALES TORRES 
AYo Huancayo No, 717 
Col. Lindavieta 
M~xico, D.J.I', 
:J;eh 754-28-17 

18, RAUL l.!ONTES VARELA 
Alvarez tlo, 41 
Chilpancingo, Gro, 
Telt 2-43-62 

' 

GABRIEL T NAVA O, 
Malvón 204-201 
Col. Nueva Santa Maria 
México,D.P. 
Tell 5 56-14-19 

20. ENRIQUE NAVARRO RUIZ 
Andres Figueroa No,5 
Col. Lomas Huizachal 
~éxico, D.F. 
Tel: 5 89-Bl-48 

21, ~3RGIO PEREZ USCANGA 
Paseo de Italia 101 
Col. Lomea Verdea 
NaUcalpan, Né:z:, 
Tal; J9J-21-66 

¿2, DARlO PINEDA BOUILLA 
Av. Cenada Mzana. L4 Lote 14 
San Luis, 

. Peru 

• 

Corporación Dominicana 
de Electrioidad,Av,Inde­
pendencia Sto.Domingo Rep. 
Dominicana.Tel19))-llJl 

Secretaría de Estado de 
Obras Pdblicaa, Av.San 
Criatóbal,Sto.Domingo Rep, 
Dominicana,Tal;567-45-95 

Comisión Federal de 
Electricidad. Melohor Oc&! 
po No.469- 7o piso. Tel: 
528-89-25.Col.Anzurea, 

U.A.G. Eec~ela de Inge -
nier!a.!v.Primer Congreso 
de Anabuac a/n.Chilpancineo 
Tel:2-27-41. 

Secretaría de Agricultura 
y Recursos Hidráulicos. 

Tlapexo SJ.Col.Vieta Hermosa 
l:d~xioo lO,n.P. 

Dirección General Prev, 
At ~ergenciaa Urbanas 
S.A.H.O.P, Av.constituyen -· 
tes No.947.Col,Belen de la~ 
Plorea Mdxico 18,D.F.Tel: 
271-)0 00 ext,400-40J 

Bufete Industrial 
Toletoi No.22 Col,Anzurea 
!!él15)J-15-00 

Empresa Nacional de 
Puertos-. {ENAPU-PERU) 
Oficina Principal-Terminal 
Marítimo del Cal o-Peru • 
Tel1 299210 Anexo,J)S, 
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2], ROSENDO PUJOL MESALLES 
Sabanilla Montee de Oca 
San Jesé, Costa Rica 
Tel1 25-93-15 

2;f, RA1llRO RAYA V1ffi!JUZCO 
El Marco, Edif. 54-JOJ 
Xochimilco 
Col, Rinconada del Sur 
J.!érico, D.F. 

25. EDGAR MAIIUEL ROBA YO E, 
Currara 56 No.42-18 
Dogotá, Colombia. 
Tal: 269)597, 

26, !SAlAS ROMANO PEREZ 
Miaion Loreto No. 51 
Co::.-. Ferrocarril 

'Hexicali, Bja, c. 
Tel: 8 17-50 

27. JOR~E RUSTRIAN SOSA 
Av. Marine Nal,J29 
Col. Anáhuao 
México 17, D.F. 

28. MIGUEL ANGEL RUIZ CERVANTES 
UXI!lal No,56 
Col. Narvarte 
Maxico l2,D.P. 
Tal1 5-46-67-09 

29, JOSE SALCEDO LUNA 
Calle 106 Uo-22- 175 
SunLnnder 
Cclo::tbia. 
Tel: 54724 - 56141. 

JO. ,TOSE M SALINAS SANDOVAL 

)1. ALFREDO TREJOS DE LA PERA 
Copile o llo,JOO Edif. 10 
Depto. J04 Copilco Universidad 
Mtixico 21, D.F. 
Tel: 544-57-91 /548-59-61 

Universidad de Costa Rica 
San Joaé de Costa Rica. 
Tel: 25 55 55/24 24 oa. 

Dirección General de 
Construcción y Operación 
Hidráulica, D,D.P, San 
Antonio Abad 2Jl-8 Col.O­
brera,Tela578 JJ 90. 

Universidad de Loa Andes, 
Bogot~. Carrera la,No,l6 
Fac. de Ingeniería.Tell 
2-84 99 11, 

Universidad -Autónoma,Ba¡• 
California y Ferrocerri 
San. Bja. California. 
Facultad Arquitectura Uni­
dad Univeraiteria,Mexioali 

Petróleos Mexicanos 
Av.Merina Nal. 329. Tal: 
545-74-60 ext, )018, 

Secretaría de Asentamientcl 
Humanos y Obras PÚblicas 
Paseo de la Reforma· Ro. 
77-9o. piso Tel; 46-67-09 

Universidad Industrial Qe 
Santander. u.r.s. 
72-24./56141. 

Tal1 54--

Unión de Profesores de la 
Facultad de Ingeniería 

- . . . 


