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Méto:ios de Holtzer y Newmark 

ViLraciores libres y forzadas de sistemas elásticos lineales 
de varios grados de libertad. Análisis mo:lal. Respuesta sfs 
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PJNAMJCA ESTRUCTURAL 

DR. OCTAVIO A RASCON Cl!. 
VEFINICIO.'.J. 

GRADOS DE LIBERTAD = NUMERO DE COORDENADAS GENERALIZADAS (DESPLA-

ZAMIENTOS O GIROS) QUE SE REQUIEREN PARA DEFINIR LA POSICION DEL 

SISTEMA EN CUALQUIER INSTANTE. 

EJEMPLOS 

' ' ~11 lfll 

UN GRADO UE 
LIBERTJI.~ 

- .<¡ -

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

• 

J 

' 
1 

. . 
,,~ 

' 

DOS GRADOS 
LIBERTAD 

n GRADOS DE 
LIBERTAD 

UE DDS GRADOS "' LIBERTAD 

1/ 717 

INFINITO NUMERO DE 
GRADOS DE LIBERTAD 
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METOVOS VE V!SCRETIZACION VE SISTEMA> CONTINUOS 

1, POR CONCENTRACION DE MASAS 

!·lASA POR UNIDAD 

DE LONGITUD = m 

}fnv:""m]f//UI!IW(W!HTIW/I)MW&Hl!J?$ 

"-u· 
• -

2, EXPRESANDO LA CONFIGURACION DE VIBRACION DE LA ESTRUCTURA COMO 

], 

UNA SERIE DE FUNCIONES ESPECIFICADAS, POR EJEMPLO, SI ESTAS 

FUNCIONES SON AFJ.\ONICAS: 

z (x,t) = 

-7X 

N 
~ bi sen 

i=l 

~ -- ---- ------ +·~ ·~ ,----. Jm ~ 4T,¡,- .L. A ~==;¡;¡,+ frb''CJ J¡,+ ... 
' L b~~en"JTt- b2 5en '2.~)(. ~ ':>12.n '311:)( 

EN GENERAL. PARA CUALQUIER TIPO DE FUNCION lj¡(X): ~ 
N 

z(x,t) = r z.(t)1JJ.(x) 
i=l ~ ~ 

+-IJH-+-

¡_ 

MEDIANTE ELEMENTOS FINITOS 



3. 

AL PLANTEAR LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE CUERPOS RIGIDOS ES A ME-

NUDO NECESARIO CONOCER LOS MOMENTOS DE INERCIA DE MASA, A CONTI-

NUACION SE PRESENTAN ALGUNOS CASOS: 

m = MASA POR UNIDAD DE LONGITUD 

L 

BARRA UNIFORME 

PLACA UNIFORME TRIANGULAR 

b 

Y = HASA POR UNIDAD 
DE AREA 

a 

PLACA UNIFO~~ RECTANGULAR 

.,,Io'"'~ \Q1 ~ bo¡_) 
~ 

PLACA UNIFORME ELIPTICA 



4. 

RESPU!S TA VINAMICA VE SISTEMAS fLAS'TICOS LINEALES VE UN GRAVO VE LIIERTAV 

CO.'J AMORTIGUAMWITO VISCOSO 

K,[ < > 

'!!!_: X o(! ) !TT17ll 

t "' TIEMPO 

M = MASA 

K = RIGIDEZ 

C = AMORTIGU~~IENTO 

f(t) = FUERZA EXTERNA 

X
0 

(t) = DESPLAZAJ>IIENTO DEL SUELO 

EL AMORTIGUAMIENTO VISCOSO ES TAL QUE PRODUCE UNA FUERZA DE RF.STAU

RACION PROPORCIONAL A LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA MASA RESPECTO ~L 

SUELO, 

EL AMORTIGUAMIENTO SE DEBE PRINCIPALMENTE A LA FRICCION INTERNA 

ENTRE LOS GRANOS O PARTICULAS DEL MATERIAL DE LA ESTRUCTURA, Y A 

FRICCION EN LAS JUNTAS Y CONEXIONES DE LA HISI1A. ES EL ELEMENTO 

DEL SISTEMA QUE DISCIPA ENERGIA, 

Za, LE V-VE NEI.JJ(ON: 

"LA RAPIDEZ OE CAMBIO DEL MOMENTUM DE CUALQUIER MASA, m, ES IGUAL 

A LA FUERZA QUE ACTUA SOBRE ELLA" 



p(t) 

X 

p (t) = d 
dt 

!fUERZA ACTUANTE 

DESPLAZAN lENTO 

TIEHI'O 

• 
(mx) 

.. 
SI m ES CONSTANTE: p(t) = mx 

5. 

SI LA 2a. LEY DE NEWTON LA ESCRIBIMOS COMO 

p(t) - mx = O 

AL SEGUNDO TERJIIINO DE LA ECUACION SE LE CONOCE COHO FUERZA VE INERCIA; 

EL CONCEPTO DE QUE UNA MASA DESARROLLA UNA FUERZA DE INERCIA PROPOR-

CIONAL A SU ACELERACION Y QUE SE OPONE A ELLA SE CONOCE COMO PRIN-

CIPIO DE D'ALI\MBERT, Y PER."'ITE QUE LAS ECUACIONES DE MOVI/IIENTO SE 

EXPRESEN COMO ECUACIONES DE EQUTLTIR/0 1)!,\JAJAICO, 

ECUACION DE EQUILIBRIO 

X o 
•-K 1 --¡ 

í : ;; 
· IM 1---

;T}c--¡- 1 p( \) 
~ [ l-
"; CIQ . 

(o 
---+--h(\i 
j; r 

1 111 777T! TTTr!TTrl 
--~ ... 

XoltJ 
DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE 

EQUILIBRIO: 111 

PARA UN SISTE'tA ELASTICO: 

PARA AMORTIGUAMIENTO VISCOSO: fa= c(x (2) 

POR EL PRINCIPIO DE O'ALAMBERT: fi "m'x', m(y' + ',{0 ) 
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SUSTITUYENDO LAS ECS, 2 EN LA EC.l SE OBTIENE: 

m(y + x
0

J + cy + ky = p(t) 

DE DONDE 

1 M.y. + cy + Ky = p (t) - Mx
0 

(3) 

DIVIDIENDO ENTRE M NtBOS MIEMBROS DE LA EC,3: 

e y + /1 y 
.. 

e 
¡¡• 

K 2• 
2h, y M = w , DONDE w = FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, EN 

. . 
y + 2h y + 2 ... y = E..i,!l 

M 

RAD/SEG: 

•• 
- " o (4) 

CUANDO SE TIENEN EXCITACIONES EN EL SISTE~ SE TRATA DE UN PROBLEMA 

DE VIBRACIONES FORZADAS~ EN CASO CONTRARIO EL PROBLEMA ES DE VIBRA

CIONES LIBRES. 

VIBRACIONES LIBRES 

EN ESTE CASO LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER 

y + 2h y 
. 2 

+ "' y = o 
.. 

CUYA SOLUCION ES 

-h< y(t) = e (C 1 sen w't + c
2 

cos w't) 1 5 ) 

DONDE w' z /..,
2 - h

21
= FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL AMORTIGUADA 

Y c
1 

Y c
2 

SON CONSTANTES QUE DEPENDEN DE LAS CONDICION~~-~~CIALES 
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(EN t:O) DE DESPLJI.ZA'UENTO Y VELOCIDAD QUE TENGA LA nASA DEL SIS

TEMA. 

' ESTAS RESULTAN SER 

1

------. ----- .. , 
e = y(O) + hy(O) !y 

1 "' 

LA EC (5) SE PUEDE ESCRIBIR TAMBIE~ CONO: 

DONDE 

LA GRAFIC , 

y ( t) 
-he 

= Ae cos (w't - 9) 

y -1 
'"" 

e, 
c2 = 

·-----

--
~- -

ANGULO DE FASE _______ , 

--

T'~ 2 ~ = PERIODO NATURAL M10RTIGUADO; SEG 
" 

161 

171 

1 f' = T' = FRECUENCIA N~TUqAL AMORTIGUADA, cps 

VEA!-\ OS EL CASO ESPECIAL DE LA EC. ( 5) EN QUE h+w. EN TAL CASO, 

2 ' h 4 0
1 

cos w't-+1 Y sen w't·•w't, CON LO CUJlLLA EC. {5) SE 

REDUCE A 

y ( t) = e -wt 
• 

¡ [(y(O) +y(Oll + hy(O))/w'J<w'tl 
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LA GRAFICA DE ESTA P.CUACION ES 

' r r-----
Yio) 1 ______ .::::::::::::::::=~~ _) + 1 

Y OBVIN4ENTE NO REPRESENTA UN MOVIMIE~TO OSCILATORI0 1 POR LO CUAL 

SI h ~ w SE DICE QUE SE TIENE AMORTIGUAMIENTO CRITICO, EN TAL CASO: 

DE DONDE (8 ) 

A LA RELACION ~ = C/Ccr SE LE LL11...'1A FRACCION DEL 1\.'IORTIGUI\l>\IENTO 

CRITICO. 

DESPEJANDO A !1 DE LA EC. ("1) Y SUSTITUYENDOLA EN LA EC. h = C/(2M) 

SE OBTIENE: 

h 
e e 2K ,!f-= = = ,. 

e' ¡,-
21!<.'1' ••• 

' •• ,.,..-

ADEMAS: 

•' = _¿,- h' = lw 2
-

2 2
1 

" ' = w/1Mr; 2 

•' = ./, ,' 1 9 ) 

LOS VALORES USUALES EN ESTRUCTURAS nuE ASUME ~ VARIAN ENTRE 2 Y 5%, 

EN ESTE INTERVALO w' Y w SON CASI IGUALES;'VEAMOS, POR EJEMPLO, 

EL CASO EN QUE ~ = 0.1 
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w' = w 11 - 0.01 1 = 0,995w 

OTRA FO~~A DE MEDIR EL GRADO DE AMORTIGU~1IENTO QUE TIENE UNA ES-
• 

TRUCTURA ES ~EDIANTE EL DECRE~lliNTO LOGARITMICO, EL CUAL SE DEFINE 

COMO EL LOGARITMO DEL COCIENTE DE DOS A~PLITUDES CONSECUTIVAS 

L=ln y(t) 
_y(t + T~) 

-he 
lo{ ' ~ 

e-h{t+T 1 l 

~ lo{ 

' 
' 
-he 

-he -hT' ' . 

-he Ae cos(.,•t-fl) 
- ln 

Ae-h(t+T' J cos(w' {t+T' )-6] 

cos(w't 91 - 1 cos(w't w'T'-9) + 

cos(w't 91 
2n)} cos(w't ' + 

+hT' = ln e = hT' = ~wT' 

L ~ 

SI ¡; JtS PEQUEf!O, 

ECUACION DE MOVIMIENTO GENERALIZADA. 

( 10) 

( 11) 

HAY PROBLEMAS QUE APARENTEMENTE CORRESPONDE A VIBRACIONES DE SIS-

TEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD PERO QUE EN REAL1DAD SON DE UN 

GRADO SOLAMENTE. 
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EJENPLO e><.c/l.;;.c.io",: 

D 

2a 

}----•%-~'~ 
P,oBpo ft\~ 

D 

,. 

•• 

e 
• j • 

~If f~~., ~a~ CI2. ru 

ycb 

1<, 

mj=m L 
i"ñ: mO!.O por U•lidod 

c:le. \o,3itud 

CONSIDEREMOS 
fa, 

PRIMERO EL CASO SIN LA FUERZA NOR."'AL, N. 

TOMANDO CO~·lO COORDENADA GENERAL! ZADA A Z ( tl: 

' = klif Z(t) ; • 'z 
1 J Z(t) 

-
{~DD') 1 .. 

fDl • e, • e, z ( t ) ; 'oz • c
2
z (t) 

dt 4 

1 
.. 1 .. 

fll • ml ,. z (t) • mL ,. z ( t) • 2amZ 1 t 1 

/ti 
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1 iñL L 2 4 2-· · 
M= r

0 4a Z(t) =;¡a T Z(t) = 
3 

a mZ(t) 

LA ECUACION DE ~tOVIMIENTO DEL SISTEMA SE PUEDE ESTABLECER Ir.UALANDO 

A CERO EL TRABAJO VIRTUAL REALIZADO POR TODAS LAS FUERZAS AL DARLE 

AL SISTEMA UN DESPLAZAMIENTO VIRTUAL EN EL PUNTO B IGUAL A OZ. EN 

TAL CASO 

2 aiii 
•• 

z ( t) ...,.-

2z (t) tioz) 
3 3 

4 2- .• 6Z - 2 
3 

a m .z (t) (;¡¡;¡-) + Bpac (t) (36Z) = O 

SUtPLIFICANDO SE OBTIENE 

- om t -
am + T 

16 
T 

'm + _,, 
9 

7. (t) + 7. (t) + 

1 -

z ( t) -

,,, 

COMO EL DESPLAZAMIENTO VIRTUAL óZ NO ES CERO, SE DEBE CU~H'I,IR Q!lE 

EL TERMINO ENTRE PARENTESIS ES CERO. EN TAL CASO: 

EN DONDE 
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4 - 4 e, 
m • 3 me + 9m2 ' • IT + e, 

9 "' - 16 -
k • IT kl + -,- ' p ( t) • Tpar;(t) 

ESTOS PARAMETROS SE DENOMINAN MASA, AMORTIGUAMIENTO, RIGIDEZ Y FUERZA 

GENERALIZADAS, RESPECTIVAMENTE .. 

CONSIDEREMOS AHORA EL CASO DE LA FUERZA NOR}mL N SOLAMENTE: 

EL 

6 ,, • 

• 
• • 

/(',------------,¡.... 
Jz .......... ,~~----- -----1 

z. 
N 1 - é. 

-'--- 4n ----
DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL DEBIDO AL 

¡f/)¡, "/} 
+~e .t

GIRO DE LA BARRA i 

.. , 2 

" ,,, 2 

" =4a ' • ,, 

6o 
7 2 

" • TI -
' 

TRABAJO VIRTUAL Es: 

ó''l Nóo • 7 N2 ( li z ) • 
12 ' 

COHO EL SISTErtA ES LINEAL SE PUEDE SUI!AR ESTE TRABAJO VIRTUAL AL DE 

LA ECUACION (Al, CON LO CUAL LA RIGIDEZ GENERALIZADA SE HODIFICA, 

QUEDANDO EN LA FORMA: 



Q 
~ 

u. 

DE ESTA RIGIDEZ SE PUEDE SACAR, DE PASO, LA CARGA CRITICA DE PANDEO , 
HACIENDO k = O: 

VETEIIJ.IINACION EXPERIMENTAL OE ~ EN ESTRUCTURAS REALES 0 EN MODELOS 

SI SE REALIZA UN EXPERIMENTO EN EL CUAL SE SACA A LA ESTRUCTURA DE 

SU POSICION SE SACA A LA ESTRUCTURA DE SU POSICION DE EQUILIBRIO 

ESTATICO Y SE DEJA VIBRANDO LIDRE~lENTE, EL REGISTRO DE LAS ACELERA-

ClONES QUE SE REGISTREN EN LA MASA TENDRJ\ LA !1lS~1A FO'U-\A QUE LA GRA-

FICA DE LA EC. 7, 

I7Tl17l 

·glt-+T') 

~(b 

SI DE OICI!O REGISTRO SE ~IDEN 'y' { t + T' ) y ·.¡ ( t) SE PUEDE OBTENER L Y, 

DE LA EC. (11), DESPEJAR A ~ 

' . 



Pa0 

L 
? 

~ ,.z;; 
l 

L 

h car/:;;¡ e.r4~c.J 

rf"ut :.c/~r¡;/~z.;~.-n)e...,r'o 
?,...,á/v-=/dD )"ar P 

...7' = ;f1óme4 d~ /;ure~~ de. k..r 
e 

c.o/uh!ni.f . 

j_"" H()n#fl?b de. /.?uc/~ d'.e/ 
7' .sfil.~m; ck /'/.so 

( I. __.. "") K: ~1/;.r 
p /~ h 

E"" ffruclv rP d~ 
OP/ZTA'Y"TE.· (!vqfldo /.;;;u" 
e/ e.¡o,.., a.::/'t:vl e .s rx:u r, e~ 
friJ?cil'a/ml!rlfe. def,,da 
;;¡ /;, fuer;z~ c;.oriil!>n.le 

de tii!.l?fr?l.so. 
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EJEMPLO 

A UNA ESTRUCTURA DE UN PISO SE LE APLICA UNA CARGA HORIZONTAL DE 

20 TON EN SU MASA, OBSERVANDOSE UN DESPLAZAMIENTO ESTATICO DE 0.2 CM. 

AL SOLTAR SUBITAMENTE LA FUERZA SE REGISTRA UN PERIODO DE OSCILACION 

DE 0.2 SEG, Y QUE LA A.'IPLITUO EN EL SEGUNDO CICLO ES DE 0.14 CN. 

K 

l. 

2. 

3 • 

CALCULAR "' w ',f ~L y ' 
OE T' 2• •2 2" ¡¡:¡' o. 2 y , , , • 

" ;! "" 
K 2.0 
~n= lOO 

'" OBTIENE 

. 2 
x 100 x 991/4n 

o. 04 ¡¡ 100 
4 

• 1\' 99.4 TON 

"' 
,. ,. 

10• 
RAD f' 1 1 

5 , ... , o:-t , 
' 

, ... , 
o. 2 

, cp' >EG 

L , ln 0.2 
o:J.4 • ln 1.43 , o. 357 

L 0.357 

' 
, 

"' 
, 

2• 
, 0.0569 o ' • S. 68 • 

e= ~e .. ~2/JU.I .. 0.1132 11or:l x 99.4/991' 
ce ' 

= 1,132 X 0,318 • 0,36 TON·SEG/C!·\ 

TON 
CM 

¡¡ 991 
9.97 
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EJEMPLO 

CALCULAft LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTNJ SUJETO 

A LA SIGUIENTE EXCITACION: 

ki) 

f-----··· 

t 

Po 
x = lC (1 - coswt); 

CON C - O 

mx+kx-p 
o 

SI EN t " 0, X " O Y x = 0: 

y c
1 

= o 

B FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMJCA = • (1 - coswt) ~ ~ 

BMÚ = 2, EN t = T/2, 3T /2 ... 

AHORA, SI LA EXCITACION ES DE 

j_ 
, ----o--~t 

'o 

p 
( _Q.) 

k 

DURACI0:-1 'o . 
SI t < t o 

Po 
X"T(l-

X ( t) 

ENt=t· o· 

coswt) 

senwt 

CONDICIO

NES INICIA 

LES PARA 



SI t > t
0

, 

EN ,. • o 

TERIORES, 

POR LO QUE 

o 

CUANDO 

lis.t~ " 
:z.a 

( ' 
[.0 

A • 

14' ' 

' =A coswt 1 • B senwt' CON t 1 • ' - ' ' o 

• t
0

), SE DEBEN CUMPLIR LAS CONDICIONCS INICIALES 

CUAL CONDUCE A 

Po 
( 1 cos .. t

0
) y B • 

Po 
senwt

0 k T 

p Po ' . T e, coswt 0 ) coswt' • T senwt
0 

senwt 1 

X • /2(1 - cos sen(wt' - !!) 

"'o (2 scn-
2
-) sen(wt' - 8) 

B:o FACTOR flE A~1PLIFICACION 

BMAX" 2 sen"'~o • 2 sen(w~) 

• 
T B~IAX ., 2 

EL MAXIMO EL M!\XH!O OCURRE DlJft¡\NTE 1./\ J::XCITACION 
OCUI\Rl: liHS-"" 
PUES DE LA -·~~ 
EXCITACION 

SI t /T ES MUY PEQUF.fJO, o . nt /T 
o 

AN-



y x~IAX -
2p

0 
wt

0 
. 

mk -,- • 
m 

EN DONDE i - p t - AREA BAJO LA EXCITACION 
' ' 

14 ' " 

1 

EJEMPLO: EXCITACIO:.I DADA POR UN IMPULSO.-SEA UN IMPULSO APLICADO 

DURANTE UN INTERVALO DE TIEMPO H MUY PEQUENO, TAL QUE At/T « 1: 

Ni!" 

"' .:z~/'uho ~J. /;ft)d/ 
o 

-J~A~~~-f~~·7,~,-------------.t 
POR EL PRDICIPIO IMPULSO MOMENTO SE TIENE QUE 

" I - 1 p(t)dt - mx 
o 

EN DONDE x ES LA VELOCIDAD QUE EL IMPULSO LE I~1PRIME A LA MASA DEL 

SISTHIA. DESPUES DE At EL SISTHIA QUEDA VIBRANDO LIBREMENTE CON 

VELOCIDAD INICIAL 1 
x{O) - -

m 
, MIDIENDO EL TIEMPO EN LA ESCALA DE 

t', Y CON DESPLAZAMIENTO INICIAL QUE PUEDE CONSIDERARSE NULO, DEBIDO 

A QUE EN EL CORTO INTERVALO DE TIEMPO llt LA MASA ADQUIERE UN DES-

PLAZAMIENTO DE MAGNITUD DESPRECIABLE. EN TAL CASO LA RESPUESTA RESULTA SER 

x(t') - ~ senwt' ~ _l_senwt' 
" m" 

SI EL SISTEMA TIENE AMORTIGUAMIENTO, 

1 •. '"'' x(t') =- e senw't' 
m" 
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PRINCIPIO DE HA\IILTON 

1 2 
r &(T-V)dt + 

• 

. ' 1 . 
1 

DONDE 

T " Ji:-./ERGlA CJNETICA TOTAL 

V• ENERGIA POTENCIAL TOTAL, INCLUYENDO ENERGIA DE DEFOR

~IACION Y ENERGIA POTENCIAL UE LAS FUERZAS CONSERVATIVAS 

Wnc· TRABAJO REALIZADO POR LAS FUERZAS NO CONSERVATIVAS 

(TALES COMO LAS DE A~IORTIGUAMIENTO) 

&~ YARIACI0:-1 TOMADA DURANTE EL INTERVALO DE TIEMPO DE t 1 

A 'z 

EN ESTE Pll.INCIPTO SE ASUME QUE LA VARJACION, óx, DH DESPLAZAMIENTO 

EN LOS INSTANTES t
1 

Y t
2 

ES NULO. 

EJE~IPLO 

t 

l
. 2 1 '2 

6:2 mx 

t 1 

1 2 zkx Jdt + 

t 

J 
2 (m~6~ • kx.Sx)dt + 

t 1 

t 

T • 
1 . 2 
2 mx V • 

6Wnc • p(t)6.\ CXóX 

t2 

J (p(t)6x · cx6x)dt 

'1 

'z 
r (p(t) - cx)6x dt • o 

t 1 

1 
2 ¡ . . 

m.'<6X {ex+ kx -. p(t))6x]dt • [) 

'1 

(ES LA ENERGIA DE DErOR
MACION, UNJC,UIENTE) 



2. 

INTEGRJ\NilO POR PAHTF.S EL PRHJER TERNINO DE ESTA INTEGRAL; 

'z J mx6x dt 

'1 

. '2 
• mxox] -

' ' 1 
1 
' 2 .. 

mx o x dt 

'1 

f
'z .. 

• mx6x dt 

' 1 

POR LO QUE 

'z f (- mx - ex - kx + p(t)jóx dt ~ O 

'1 

PUESTO QUE ~x ES ARBITRARIA, LA ECUACION ANTERIOR SE SATISFACE F.N 

GENERAL SOLO S 1 

EJE~!PLO 

X 

L 

mx + ex + kx - p(t) ~ O 

mtx) 
t:.I(x) 

L 

v(x,t) ~ ~(x)z(t) 

APLICA~DO EL PRINCIPIO DE JWIILTON: 

L 
1 1 . 2 r~ 2 rn(x)(vt(x,t)} dx 

o 
E~ERGIA POTENCIAL POR DEFOR."'ACION: 

L 

v~ t J EI(xl (v"(x,t))
2
dx 

o 

c(t) ~ t f [v' (x,t)] 2dx 
•o 

ENERGIA POTENCIAL DEBIDA A LA FUERZA NORJ.!AL: 

VN • ~ t [v'(x,t)]
2
dt 

o 



F.N ESTAS ECUACIONES: V = dv/dt ; v' " dv/dx 

v""' d 2v/dx 2 

3. 

PUESTO QUE NO I!AY FUERZAS DINAMICAS EXTERNAS Y SI CONSIDERM10S AI>10R-
' 

TIGUAMIENTO NULO, ENTONCES 6Wnc " O, POR LO QUE 

,, 
f 6(T-V)dt .. (} 

' 1 

<¡ L 

f [J m(x)~t(.:,t) 
'1 o 

L 

L 

.svtdx -f EI(x)v"(x,t) 

o 

• 

• N f v' (x,t) 

o 

óv'dx] " o 

óv"dx + 

TOHANDO EN CUENTA QUE 

SE 

óVt" óV , 6V"" .j¡"62, Ov' " W'óz, óv • oj¡6Z 

OBTI F.NE 

' 1 1 . . 
. [ t 6 z 

'1 

L 

L 

J m(x) 

o 

t
2

h 

L 

+ 6zv0 (t) J m(x}.¡.óx 

o 

- Z6Z J. EI(x) ( 1~") 2 &x + NzOz 
o 

dt .. o 

INTF.Gl\ANDO l'OR PARTES LAS l'RIMI3RAS DOS INTEGRALES Y 11ACTENUO 

L 

m • L m(x)·~Z ,Jx ~ MIISA GENERALIZADA 

• 



4 . 

L 

K • Jo EI (x) ($") 2dx • RIGIDEZ GENERALIZADA SIN CONSIDERAR 

FUERZA NOR.\1AL 

L L 

" K • J EI (x) (-rJ<") 
2dx NI (~') 2dx e RIGIDEZ GENERALIZADA 

o o 
L 

p(t) - FUERZA GENERALIZADA EFECTIVA • - v
0 

J m(X)$0x 
o 

SE OBTIENE LA ECUACION 

' r 2[~~--+ kz 
'1 

POR LO QUf. 

- -
mz+kz-p(t) 

' p(t)J Oz dt - O 

CASO PARTICULAR. CONSIDEREMOS EI-cte Y m"'cte 

SEA w(x) • 1 -· cosz~ EN TAL CASO: 

L L 

m • 1 - 2 m(o¡,) dx • -
f m ( 1 

ox2 
cos2L) dx • O. ZZ8 mL 

o o 

SI N•O: 
L L 4 - 1 El (.¡,") 2dx J·c¿_ "' 2 • El k • • El cos'IT")· dx • 32 3· 

• 4L2 L o o 

L 

-• m 

-
p{t) •-v (t) o J ffi,¡. dx 

o 

cos~~) dx •-0.364 

SI N;' O: 

4 
L L 

- " EI 1 (~') 2 dx 1 u 2 
k • :rr :-3" .- N • N ( ZTIL' senZI-) dx 

L o o 

- .. 
mLv (t) o 

CON N 



PARA CARGA, DE PA~DEO: 

4 

F.l 
L2 

5. 

CON LO QUE X 1lEI(1-
~ 32L 3 Y I.A ECUACION DE EQUILIBRIO 

QUEDA EN LA fOR~IA: 

4 
0.228 mLz(t) + ~ 

32L 
( 1 - / ) z ( t) • 

" 
LA FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL CORRUSPONDIENTE ES 

,----;===::--¡ 
4 N 

" EI(l-~) 

- ... 7.296 mL4 



15. 

SOLUC!ON AL PROBLEMA DE Li!BRAClONES FORZADAS 

A. FUERZA EXTERNA 

VEAMOS PRIMERO EL CASO EN QUE EXISTE p(t) Y QUE x
0

(t) = O, 

SIENDO p(t) ARBITRARIA 
' 

PUESTO QUE d~.::.:T 1 LA FUERZA APLICADA EN t= 7: PRODUCIRA UN INCREHENTO 

INSTANTANEO EN LA VELOCIDAD DE LA MASA IGUAL A 

y = p(t)dt 
M 

Y UN INCRF.MF:NTO INSTANTANEO NULO P.N EL DESPLAZA"'IENTO, ES DECIR, y=O. 

TOMANDO ESTOS INCREMENTOS COMO CONDICIONES INICIALES EN t='f, LA EC. 5 

DA COMO RESULTADO 

y (t) - sen w' (t-r) e-h(t-t) 

PUESTO QUE EL SISTEMA ES LINEAL ES POSIBLE SUPERPONER LOS EFECTOS 

OCASIONADOS POR LOS IMPULSOS APLICADOS EN CADA T QUE HAYAN OCURRIDO 

~~TES DEL INSTANTE t DE INTERES; ES DECIR, 



H. 

y (t) "' 
1 t -h(t-T) • 

Mw' J p(r)e senw' {t--¡)dT (12) 

.L.--~- -·.-,---:-~--~-
1 -h(t-T) 

LA FUNCION Mw, e . senw' (t-T) ,QUE ES LA RESPUESTA A UN IMPULSO INSTANTA-

' NEO UNITARIO DE FUERZA, SE LE CONOCE COMO FUIICIOI/ VE TRANSFERENCIA VEL 

SISTEMA. 

LA SOLUCION DADA EN LA EC. (12) SE DENO)IJINA INTEGRAL DE DUHAMEL. ESTA 

CONSTITUYE LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUI

LIBRIO¡ LA SOLUCION GENERAL ES: 

1 t -h(t-tl 
cos(w't-9) + Mw' f p(T)e senw' (t-T)d, -· 

EN DONDE A y 9 DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES DE DESPLAZAHIENTO 

Y VELOCIDAD, y(O) Y y(O), RESPECTIVAMENTE, EN GENERAL LA PART¡,; DE 

LA RESPUESTA DADA POR LA SOLUCION PARTICULAR ES LA MAS IMPORTANTE, 

YA QUE LA OTRA PAR'rE SE AMORTIGUA RJ\.PIDAMENTE. 

B. f10VIt\IENTO DEL SUELO 

PARA ESCRIBIR LA SOLUCION PARTICULAR D~ LA ECUACION DIFERENCIAL DE 

EQUILIBRIO PARA EL CASO DE VIBRACION FORZADA POR MOVIMIENTO DE LA 

BASE DE LA ESTRUCTURA, BASTA CA.'IBIAR p(T)/H DE LA EC. (12) POR -x 

~-=0 
YA QUE F:N DICHA ECUACION APARECE EN EL MTE!1BRO DERECHO p(t)/H CUANDO 

LA EXCITACION ES P (t) Y 1\.Pli.RECE ·X
0 

CU."-tlDO Lf'. EXCITACION ES PO~ 

MOVIMIENTO DEL SUELO. EN ESTE CASO 
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LA SOLUCION PARTICULAR ES, ENTONCES 

E-l~ .. ( ·¡ -h(t-T) senw' lt-T)-~t--
-~-,_-·_"_o_'_"------·-· . --· .- ··--

114) 

EJEMPLO 

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD CON k~OR-. 

TIGUAMIENTO NULO, CUANDO LA EXCITACION ES LA SIGUIENTE: 

CONSIDERESE QUE y(O)=O Y y(O)=O. PUESTO QUE LAS CONDICIONES INICIALES 

SON NULAS SE TIENE QUE A=O. (UTILIZANDO LA EC. (1)) 'i LA SOLUCION PAR

TICULAR QUE SIGUE, EC. (A)); 

_, 
y (t) = 

~ 
' fa sen..,(t-tldt 

-· 
(1- coswt) SI 

-· ' ! sen w{t-T)dt 
o 

O<t<t 
- - o 

(A) 

PARA FINES DE DISEflO ESTRUCTURAL ES IMPORTANTE CONOCER LA RESPUESTA 

MAXIMA; ESTA OCURRE CUANDO coswt ~-1, O SEA, CUANDO 

wt = 11 o 

.. '.' 



'l VALE 

2a 
= = 

C2 
" 

a 

,,' o 

lB. 

O~T~2t . o 

PARA t>t
0

, O SEA, PARA T/2>t ES NECESARIO OBTENER LA RESPUESTA EN VI
o 

BRACION LIBRE CON LAS CONDICIO~ES INICIALES DE VELOCIDAD Y DESPLAZA-

MIENTO CORRESPONDIENTES A t=t ' o 

APLICANDO LAS ECS. (5) Y (6) OBTENE~lOS: 

·a 

" 

y(t) ·a 
(senwt

0 
senwt 1 (1 coswt

0
) o 

2 
. . 

" 
lsen 2

wt 

·----
·a • 11 coswt0 ) 2 

'"" o 
2 

. 
o 

" 

y ( t) ·2a senwt., sen(wt' " o 
2 

. 
" 2 

• 
_

1 
).-coswt

0 
DONDE C' o ' 

_, y o tan ( t o senw 
0 

coswt 1 ] 

(wt' . 

EL VALOR 1\NU~lü DE LA RESPUESTA EN ESTE INTERVALO ES 

MAX!Iy(tlll = 
2a wto 

2 
sen-

2
-

" 
,,, 

o o T>2t 
o 

" 

• 



19 • 

EXCITACION ARMONICA 

CONSIDEREMOS AHORA EL CASO EN QUE LA ESTRUCTURA ES EXCITADA POR LA 

FUERZA ARMONICA 

p(t) .. p
0 

senQt 

DE DURAClON INDEFINIDA. --. -------

LA SOLUCION DE ESTE PROBLEMA SE PUEDE ENCONTRAR SUSTITUYENDO A 

p(t) .. p
0 

sennt EN LA INTEGRAL DE DUHAMEL Y OBTENIENDO SU SOLUCION. 

SIN EMBARGO, F.L RESULTADO LO OBTENDREMOS DE LA CONSIDERACION- DE QUE 

PARA QUE EL !HP.!!BRO DERECHO DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO 

APAREZCA UN TERMINO ARMONICO ES NECESARIO QUE EN EL IZQUIERDO SE 

TENGAN CO'IDINACIQNES DE TERM'INOS TAMBIHl AR.'\ONICOS. CONSIDEREMOS, 

POR LO TANTO, LA SOLUCION 

y (t) ., A senOt + B cos!'!t (14') 

y DETE~'IINEMOS LOS VALORES QUE DEBEN TENER A Y B PARA SATISFACER LA 
' 

ECUACION DIFERENCIAL DE EQUlLIB~IO, PARA LO CUAL HAY QUE SUSTITUIR 

A y(t), y(t) Y y(t) EN LA ECUACION DU'E!tENCIAL. HACIENDO ESTO Y FAC

TORIZANDO; 

PARA QUE 

2h!lB 2 
+<o> A) sennt + 

(-Bn 2 + 2hAO +w2B) cosnt = p: sennt + O x cosnt 

ESTA IGUALDAD SE CUHPLA SE REQUIERE QUE - Po 2 2 
-An -2hfiB ' " A = M 

-sn 2 
' 2hfiA ' -2· = o 



RESOLVIENDO ESTE SISTE!·IA DE ECUACIONES SE OBTIENE: 

' A " 

SUSTITUYENDO A Y B EN LA EC. (14'): 

Po 

Y { t l .. -,2 __ c:'2c,c,~,--l'r2' { ( ¡¡ 2_ "'2 ) sennt -- 2híl cosat) 

O, TAMBIEN 

y ( t) 

:m DOHD::: 

(o¡ .. 4h.íl 

Po . " 
1 2 2 2 

/(o¡ -íl ) + 

fJ "' ANG TAN 

sen (flt - ") 

2h0 
. .2 2 • -o 

,. ANGULO 
DE FASE 

2 o • 

(15) 

(16) 

( 17) 

2 
DIVIDIENDO NU/1ERADOR Y DENOMINADOR DE LI\S ECS. (16) Y (17) ENTRE "' 

SE OBTH:NE: 
--- ·--------

o ·o 

J 
y(t) 

,-
sen (nt - IJ) • /(1 o' (2~-)2 002) ' 

(18) 

o 
TAN-1 

,,_ 
' • " 

o' 1--,-
( 19) 

" ·---
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SI SE TIENE EXCITACION ARMONICA EN LA BASE DE LA ESTRUCTURA 

x 0 (t) "' asenUt, O SEA, ~·o = afl
2

senl1t, BASTA CA.'IBIAR A p
0

/M EN LA 

EC.(16) 2 
POR -a!/ · HACIENDO ESTO SE OBTIEliE , ' 

y ( t) 

" 2 (2~-l . 
" 

' 

FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA DE DESPL.= Bd = MAXIy!t) 1 

2 

( 20) 

n 
o --' FIG, l. CURVAS DE AMPLIFICACION DINAMICA PARA EL CASO DE FUERZA 

EXTERNA 

;,, -
1 , 

g_) 2 + 
2 

" 

( 21} 

w 

LOS FACTORES DE AMPLIFICACION' DINAMICA DE VELOCIDAD Y J\CELERACION SE 

SE PUEDEN OBTE:-IER DERIVANDO RESPECTO A t LA EC. (16) O LA (20)·, SEGUN 

SEA EL CASO. LOS RESULTADOS SON, RESPECTIVAHENTE,. 

" 
y {22} 



-·------
22. 

EJWPLO 

CON UNA MAQUINA VIBRATORIA PORTATIL QUE PRODUCE FUERZAS ARMONICAS 

SE PROBO UNA 'esTRUCTURA, AJUSTANDO L!' ~tAQUINA EN LAS FRECUENCIAS 

n1 "' 16 ~g Y 11
2 

= 25 ~g, CON UNA FUERZA MAXHIA DE 500 LB EN CADA 

CASO. LAS AHPLITUDES Y ANGULOS DE FASE DE LA RESPUESTA QUE SE MIDIE-

RON FUERON: 

-3 
10 in 1 0.966 = 0.259) 

_, 
p

2
"' 14.5 x 10 in, JJ

2 
• 55"(cos0'

2 
.. 0,574; senlJ2 = 0.819) 

EVALUAR LAS PROPIEDADES DINAMICAS DEL SISTEMA. 

HACIENDO: 

o 

p. = 

' 

' k - ke 

1 -· 

1 

1 " 

e = n¡.., 

( 2 3) 

SUSTITUYENDO LOS VALORES EXPERIMENTALES DE LAS DOS PRUEBAS: 

k- (16) 2
m 

= 500 (0.966) ~ 
7. 2 X 10 JI!'-...,. ..-/7 k "' 

= soo (o.s7~13 ................ :x::,,~m = 128 , 5 lt>_SEG_~ 
n '" 14.5 X 10 V 
/k' RAD "'=•· m= 27.9 SEG 

100 000 ~~ 
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USANDO LAS ECS. (17) Y (23) SE OBTIENE: 

' - DE DONDE ~ -,-¡;"S"OO.,_(eOc·"2"5~9Li ___ ""O"'¡- ,. 15.7% 
2 2 ~~ 9 100 000(7.2 X 10-J) 

RESONANCIA 

CUANDO LA EXCITACION TIENE FRECUENCIA IGUAL A LA NATURAL DEL SIS-

TEMA, SE DICE QUE SE PRESENTA EL CASO DE RESONANCIA. DE LA EC. (20) 

ES EVIDENTE QUE SI B=fl/w=l SE TIENE 

y (t) 2 • - a sen (flt-.0) 
~ 
Bd 

2 = ~ EN CASO DE MOVIMIENTO DEL SUELO Y DE FUERZA EXTERNA 

SIN EMBARGO, AUNQUE ESTA RESPUESTA ES CASI IGUAL A LA MAXIMA, ESTA 

OCURRE CUANDO fl = "'~ 
RRE, RESPECTIVAMENTE, CUANDO 

fl=w y ¡¡ =·,~""=,- . " 
h-2~i 

DIFIEREN EN MAS DE 2%. 

EL MAXIMO VALOR DE Bd (PARA 

o 

EN EL CASO DE y(t) y y (t), EL MAXIMO OCU-

t~ 20%, LOS VALORES DE ESTAS fl NO 

= (fl/w) 
2 

2t~ 
SI SE TIENE FUERZA EXTERNA O MOVIMIENTO DEL SUELO, RESPECTIVAMENTE. 

SE OBSERVA EN ESTAS ECUACIONES QUE SI ,=O,";,(B~)MAX = oo, 



2 4 • 
• 

SI SE ANALIZA LA SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION DIFERE~CIAL DE 

MOVIMIEtlTO PJ!RA EL CASO DE CONDICIONES INICIALES NULAS Y 13=1 SE TIENE 

QUE: 

y(t) = e-ht(A sen ~•t + B cos w't) 

y(O) = B - p /(2~k) • O o 

• 

• 

Po cos~t 
T 2r; 

DE DONDE, HACIENDO y(O)zO Y y(O)=O, SE.OBTIENEN: 

A • 

POR LO QUE 

1 
,-¡ 

( ~ sen~'t + cos"''tl - cosut] 
11-r;:¿ 

PARA AMORTIGUAMIENTOS PEQUEflOS: 

-t 

~ ~ 1 
(sen"'t - "'t coswt) 

P~ll< 2 



2 5 • 

. r\ 

t 1 ' 

-:v_ \. 

-'-< ___ V 
---

CARACTERISTICAS V1N~~ICAS VE LOS REGISTRADORES VE SISMOS, 

SI IA ACELERACION DE LA BASE DE UN INSTRUHENTO ES ARMONICA, DADA POR LA 

ECUACION 

.. 
x

0 
(t) = a senflt 

EL FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER 

1 

·' 

PUESTO QUE ,LA FIG I CORRESPONDE A Sd' Y EN ELLA SE OBSERVA QUE PARA 

~- 0.7 SE TIENE Bd ~ 1 PARA O~fl/w ~ 0.6, SE CONCLUYE QUE EL DESPLA

ZAMIENTO DE LA HASA DE UN SISTEr\A ES PROPORCIONAL A LA ACELERACION DE 

SU BASE, SI ESTE TIENE AMORTIGUAMIENTO DEL 70\ Y SI LAS EXCITACIONES 

QUE SE TRATAN DE REGISTRAR TIENEN FRECUENCIAS INFERIORES AL 60% DE 

LA FRECUENCIA NATURAL DEL SISTEMA. SI ESTO SE CUMPLE, EL APARATO 

RESULTA SER UN ACELEROMETRO, 

EN INGENIERIA SISIHCA LA MAXIMA FRECUENCIA DE INTERES ES DEL ORDEN DE 

10 CPS (T : 0.1 SEGJ', POR LO QUE LOS ACELER011ETROS TIENEN FRECUENCIA 

NATURAL DE 16 A 20 CPS, 
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POR OTRA PARTE SI LA EXCITACION DEL SUELO ES x
0 

a a sennt, O SEA, 
• • - 2 
x =-a n sennt, ENTONCES EL FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER EL 

SEAALADO EN LA ECUACION (20), ES DECIR, 

B' 
d 

EN LA GRAFICA CORRESPONDIENTE SE OBSERVA QUE SI ~a0.5 Y Q>w EL DES-

PLAZAMIENTO DE LA MASA ES PROPORCIONAL AL DEL SUELO; SI ESTO SE 

CUMPLE, EL APARATO, CONSTITUYE UN OESPLAZOMETRO, CONOCIDO Tk~IEN 

COMO SISMOMETRO. 

B' 
d 

o 

S "o.2s 

DETERMINACION EXPERIMENTAL DEL ~~ORTIGUAMIENTO DE UNA ESTRUCTURA ME-

OIANTE VIBRACIONES FORZADAS Am!ONICAS 

' 

-
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.' . ' 
SI SE DETEl<.!!INA Bd EXPERIMENTA~ENTE MEDIANTE UNA SERIE DE PRUEBAS 

DE VIBRACION FORZADA CON FUERZAS ARMONICAS ,' Y ADEMAS SE DETERMINA 

ENTONCES 

( 2 4) 

OTRO METODO PARA DETERMINAR '1; CON BASE EN LA CURVA EXPERHIENTAL DE 

B¿ SE CONOCE CON EL NOMBRE DE ~14ETODO DEL ANCHO DE BANDA DE LA MITAD , 

DE POTENCIA", ESTE SE BASA EN DETERMINAR LAS FRECUENCIAS QUE CORRES-

PONDEN AL VALOR rms DE LA NIPLITUD EN RESONANCIA, EL CUAL VALE 

(Bd)MAX//2; SEAN B
2 

Y a
1 

ESTAS FRECUENCIAS, DE LA ECUACION DE Bd 

SE OBTIENE: 

ELEVANDO AL 

1 

sl 2 • 

" DONDE .2 

rms ~ ~ = RAIZ CUADRADA DEL VALOR MEDIO CUADRATICO 

12 t ) ( pd·"V ;: 

CUADRADO AMBOS MIEMBROS: 

1 

(l-a ) + (2r;Bl
2 

2 2~/1 2' 
• 1 - 2t + ., 

-

DE AQUI, DESPRECIANDO EL ~ERMINO ~ 2 DEL RADICAL, SE OBTIENE 

82 • 1 2< 2, 2 . 
'2 • ; .1 • 1 ' 1 

.2 
2 

• • 1 + 2< 2, 2 • ; .2 • 1 + ' '2 

• 2< .2 • • '1 



DE DONDE 

EJEMPLO 

DE LA EC 

' 

' 
~ , 
~· 
4 
~ 

" ~ , 
~ 

rJ-
" 

• 

(2 5) 

• ., 
= 

-

28. 

~-----'-; 

( 25) 

AO ,, ,, = 0.87 RAD • -
>EG ,, 

' 1 ., · 
0 res ¡¡res ,, ,, 

0.87 
2.18~ • = ,, = 2 + ,, 39.97 

METODO NUMERICO !l DE NEmiARK PAR/l. RESOLVER EL PROBLEMA DE VIBRACIONES 

FORZADAS. 

EL METODO QUE A CONTINUACION SE DESC~IBE ES ADAPTABLE A S~STEMAS NO 

LINEALES CON VARIOS GRADOS DE LIBERTAD. 

PROCEDIMIENTO: 

l. SEAN y 1 , yi'~yi'. CONOCIDOS EN EL INSTANTE t 1 , y ti+l'"'ti -J. t.t. 

SUPONGAMOS EL VALOR DE yi-J.l 

•• 
2 • CALCULEMOS yi-J.l ~ yi t (yi -J. yitl)ht/2 ( 2 6 ) 



". 

'· 
•• 

4, CALCULEMOS UN/\ NUEVA APROXIMACION PARA Yi-tt A PARTIR DE: LA 

ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO: 

•• 
( 2 8) 

( 27) 

5. REPITA~OS LAS ETAPAS 2 A 4 EMPEZANDO CON EL NUEVO VALOR yi+l 

.. 
HASTA QUE EN DOS CICLOS CONSECUTIVOS SE TENGAN VALORESDE yi+Í 

CASI IGUALES. 

SE RECOHIENDAN VALORES DE S, DE 1/6 A 1/4 Y llt,;,O,lT PARA ASEGURAR 

CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD, 
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EJE:~I'LO 

'·' 

(t) :-30 t 

CALCULAR LA RESPUESTA DE LA ESTRUCTURA APLICANDO EL METOOO B DE 

NEWMARK 

• • 

h = tw =0,2x3-0,6 

3 
RAD 
SEG 

,, 
T = 2,09 SEG 

" 

TOMAREMOS 6=0.2 Y H = 0,2 (.:0 o.lT) SUSTITUYENDO EN LAS ECS, ( 2 6) , 

(27) y (2S): 

.. 

. .. 
EN t=O SABE,lOS QUE SE TIENE ya O, y= O Y y= O 

EN t=O + llt = 0,2 SEG; SUPONGAMOS yi+l = 5.0 IN/SEG
2

; ~·o =-6 
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g 
U Yi+l = 0 + 0.1 (0 + 5) = 0,5, / yi+l = 0 + 0 + 0 + 0.008 X 5 = 0.04 

o 
" u 
u 
,,, 
" 

Yi+l =-1,2 X 0,5 - 9 X 0,04 - (-JO X 0,2) = 5,04 

yi+l ..=. o + 0.1 (0 + 5,04) = 0,504 Yi+l ~ O+ O + O + 0,008 x5.04 = 

= 0,04032 

.. 
= 5. 033 IN/SEGl Yi+l =-1.2 X 0,504 - 9 X 0,4032 - (-6) 

ESTOS CALCULOS SE PUEDEN ORGANIZ R EDIAN . A " TE UNA TA aLA co o M LA SIGU IENTE: 

t 

"G 

o 

0.2 

0.4 

0.4+ 

0.6 

EN 

. .. . . 
X y y o 

IN/SEr; 2 2 ING/SEG ING/SEG 

o o o 

-6 5. 0000 0.5000 

5,040 0,5040 

5,033 0.5033 

5. 034 0,5034 

- -12 8.0000 1.8078 

7. 442 l. 7510 

7. 534 l. 7602 

. 7,533 l. 7601 

o -4.467 1. 7601 

o -6.000 o. 7134 

-5.464 0.7670 

-5,550 o·. 7584 

• . 
. . 
. • 

• 
t = 0.2 + ~t : 0,4 SEG: x

0 
• -JQ X 0.4 = -12 

yi .. 5,034, yi = 0.5034, y.= 0,04027 

' 

y 

IN 

o 

0,04000 

0,04032 

0.04026 

0,04027 

0.26536 

0.26079 

0.2616J 

0.26162 

0.26162 

o. 51204 

0.51633. 

0.51564 

. 

. 
• 
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• • 
SUPONIENDO yi+l ~ 8,000 SE OBTIENE: 

• 
o yi+l • 0.5034 + 0.1 (5.034 + 8.000) • 1.9068 
~ 
u 
u 

yi+l = 0.04027 + 0.2 ' o. 5034 + o. 012 ' 5,034 + o. 008 ' B = 0.26536 ,, .. 
IN/SEG

2 ~ -l. 2 1,8068 9 0,26536 (-12) 7.442 yi+l • X X = 

0.4+ 
• • 

EN t = SOLO CAI1BIA y Yo. 4+ • Yo. 4- + 'o • 1. 533 - 12 = -4.467 
. 

• 
EN t = o. 6' yi =-4.467) yi • 1.7601; y • 0.26162 



33. 

ESPECTROS VE RESPUESTA ESTRUCTURAL 

RECORDEMOS QUE LA SOLUCION DEL PROBLE~ DE VIBRACIONES FORZADAS CON 

EXCITACION SISMICA ES 

1 t .. (t ) 
Y(t) =- r x0 (t-T)e-~"' -T sen w' (t-tldt ¡¡o -· 

DE LA OBSERVACION DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE EL DESPLAZAMIENTO 

RELATIVO, Y(t), ES FUNCJON DEL TI~~O, t, EL A~ORTir.UAMIENTO, ~. Y 

I.J\. FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL 1 oo {0 DEL PERIODO NATURAL): 

y(t) = f(t,w,¡;) 

FIJEMOS UN VALOR DE¡;, POR EJEMPLO t~O, Y LUEGO ASIGNEMOS VALORES A 

w, POR EJE~PLO 0.1, 0,2. 0.3, ETC, HASTA CUBRIR UN INTERVALO DE INTE

RES, Y PARA CADA CASO CALCULEMOS LA FUNCION RESULTANTE DE APLICAR LA 

ECUACION ANTERIOR. CON ESTA OBTENEMOS 

y
1 

(tl o f 1 ( t 1 0,1, 0) o _t: 1 (t) 

y2 (t) o f 2 ( t' 0,2, 0) o f2 (t) 

yJ(t) o f3(t, o. 2, O) o f 3 ( t) 

SEAN o, = MAXIyl(t) 1 o D{w 11 ¡;) 

o, o MAXIY2 (t) 1 o D(w
2

,¡;) 

o, o MAXIy](t) 1 = D(w3'') 

• 
• 
• 



O.splozomlento relativo, 
X(tl, putg 

• 
• 

o 5 10 15 20 

Tiempo, 1, seo 

Respuesta de un sistema amortiguado simple 
con T1 = 1.0 seg y t· =O. lO, ol sismo de 
El Centro, Col.,l940, componente N-S 

". 

• 
• 



3 5. 

EN TAL CASO 1 LA GRJl1' lCA 
D 

o ·' -~ ,4 

ES EL E"SPECTRO VE RESPUESTA VE OESPLAZ.IJ.l1EVT0S PARA 1;, •O, SI ESTE PROCESO DE 

REPITE FIJANDO OTROS_ VALORES DEl:;. POR EJEMPLO, '2;=0.02 1 O.IJS, 0.1, 

0,2 1 ETC, SE OBTENDRAN LOS ESPECTROS DE DESPLAZAMIENTO~ CORRESPONDIENTES. 

DE MANERA ANALOGA SE PUEDEN OBTENER LOS ESPECTROS. PARA OTROS TIPOS DE 

RESPUESTA, TALES COMO VELOC1VA.V RELATIVA, ACELERACION ABSOLUTA, ETC, QUE SON, 

RESPECT IVI\t~ENTE 

.. 
V= MAXIY<tl ~-~·"' A= AAXIX(t) 1 {,01 

PSEUDO - ESPECTROS 

ESTADISTICA/>IENTE SE HA ENCONTRADO QUE 

S·= 
A 

2 • • 
w D = A = wv 

A sv Y SA SE LES ·LLAMA PSEUVOESPECTROS. 

{2 9) 

( 30) 

( 31) 

DE LA EC. (30) : lag O = log V lag w= log V + log T lag 2~ 

DE LA EC. (31): lag A = log V + lag w: lag V log T + lag 21r 

ESTAS ECUACIONES CORRESPONDEN A LINEAS RECTAS EN PAPEL LOGARITMICO¡ 

LA PRIMERA CON PENDIENTE -1 y LA SEGUNDA CON PENDIENTE +1, SI SE USA 

~ COMO VARIABLE INDEPENDIENTE; SI SE USA T, LA PRIMERA TENDRA PENDIEN-

TE + 1, Y LA SEGUNDA, -1. 

' 



EJEMPLO 

V 

A 

/JLTEiliV~liYd M<I!ITC , (N 
Tei'MI!IJOS ()El Pl!UO(JlJ~ 

T' : 

w 
• 

36, 

o 

CALCULAR EL ESPECTRO CORRESPONDIENTE A LA EXCITAC!ON (CONSIOERESE ~·0) 

r 
• 
' _L_ !:----1------~ . '· 

EN UN EJEHPLO ANTERIOR SE OBTUVO 

-a 
y(t) = -

2 
(1 - coswt), SI O<teft 

" - o 

D ,.- MAXIYCtll = la •' 

D MAXjy(t) J.: 2a • 2 • ''" 
"'o -,- " 

ot 

T>2 t o 

t 

.t 2a 
'v • .o • lsen ,"1 ' 'A • .v • 2alsen 2°1 

" ,to 

LIM ' 
LIM • 

o• O V o•O 

CASO PARTICULAR: 

2 x lOO 

'" T 

{at
0 

lOO 

sen""""2" 
) . at 

o 
"'o -,-

= 1 SEG y a = 100 IN/SEG 2 ' 

T ' Sl 0<T<2f;P.C: 



H. 

= l~OT]sen ; 1 SI T>2 SEG 

LHI SV = 100 IN/SEG 
T•• 

• 

Z' 1000 ,.,-,-~ 
-'? 
~ , 
Q 

o 
• 
> 
~ 
o 
~ 

u 
E 

~ 

] lOO~f~~~ry?t~~~f5d 

... 

~-·- . 
····--. 

Espectro no amortiguado correspondiente o un pulso rec1ongulor 
de aceleraciones. Según N. Newmork y E.Rosenblueth, ref 1 

.. 

1 
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E 
u 
o Componenle N-S • 

·o 80 

o .s 
< 60 •o -
E 
2 
o 
u 

•• 40 -
o 
N 
o 
~ • 20 • o ,... 

o 
o 1.0 2.0 3.0 4.0 

Periodo noluról T1 ,en seQ 

Espectro de desplazamientos. Sismo de Tokochi -Oki, Japón 
(1968). Según H. Tsuchida, E.l<urola y K. Sudo, ref 4 

' .. , 



~ 
li e 200 
• • 
> 
o 
E 150 

" •o 
E 
g 100 -o • " 
-g 50 
~ 

o 
o 

> 

A 

1.0 

4 o . . 

Componente N-S 

' 

1.0 2.0 3.0 4.0 
Periodo natural T11 en seg 

Componente N-S 

~" 0,05 

Periodo notural T~ len"seg 

Espectros de velocidades y de oceleraciones.Sismo de Tokachi
Oki 1 Japón {1968) . Según H. Tsuchido 1 E. K urato y K. Sudo 1 

ref 4 



~ 
1 1 1 

. 

. 
. ;;;v¡ 

l. ' ' 1'/V 
vv ' . 

' . 

1 m 1 ,, .. t' "' , . ., 
' 1 

V'' ¡·r '1'· 1 . 
1 

Ace!E-rogramas originales del sismo registrado el 

11-V-1962 , en lo ALAMEDA CENTRAL, Mex. O. F. 

' 

,, 
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1 
DISTRIBUCION DE LAS FUERZAS CORTANTES EN UN ENTREPISO 

Xv 

t 
1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 

' 1 

" 
' Kl i=l 

K, 

,, 
. 
• 
' 

-A~~-' 

K, 

K, 

~ x, 
x., 

1 
-

K • 
oq 

K 
eq 

.. e-=====-POSICION DEL CENTRO DE RIGIDECES 

ll= V = 



4;! ' ' 

DISTRIBUCION DE FUERZAS CORTANTES DIRECTAS Y POR TORSION 

' ' 
' ' e en+ ro de - 7 /-- - --

~ raveda d ---:r'---T'--.__ 
(CG) 

' ' - -r- -/--
/ ' //11 

/ ' 

•••• 

X 

+ 
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. 
VEA~OS COMO SE DISTRIBUYEN LAS FUERZAS CORTANTES EN LOS MA~COS 

y 

p3 K3 
-----

F 4 K4 

V C.R.; 
x_..O.l • 

F K 
n-1 n-1 -----

F 

' 
) 

"' 
y' e 1 hm 

' ..,.,m 
' " ' 
' 
' ---'!m :J._-- - --- -

' ' l'xM-i • 

' ' ' ' ' --¡------ --r-
- ,~¡ '\Vf; !l < 

~ 

·J. "'X• • "" 1o ~ ~-~ 
~-

,-r 
l!:iX'3-- ~ --- - • -,.;, ' . "'xz ' -,¡, 

' ' ... , el\1 
DF. DONnE 9 = 

POR LO QUE 

,, -x,; 
V 

". -EK.6 - V ; - X 

' ' X "' 
K. 

' F. -V " ' X 

' K, 
i=l 

F -K ; -K Y' ' . , X. X . x, i 

' ' 
F -K ; -K K' ' x, yi v, yi 1 

EMC.R • - " " +!F X' x, ' v, ' 
-e trK Y' 2 + EK X~ 2 ) 

X. ' v, ' ' -"' X 



"· 

81STEUAS 110 LINEALES VE UN GRAVO VE L!BEP.TAD 

ECUAC ION DE ~lOVHHENTO: 

Mx + Q(y,y) = p (t) 

SI Q(y, y) ., KY + CY 

y • x-x 
o = DESPLAZAIIIENTO RELATIVO 

SE TIENE EL SIST~~ ELASTICO LINEAL 

MODELOS PARTICULARES 

l. 

2. 

RIGIDO-PLASTICO Q 

"' 
o ~ot + Cy, SI y<O 

Q = Q2 + Cy, SI y< O 

MODELO EN EL ANALISIS 

EN DONDE C"' CONSTANTE. SE !!A EMPLBADO COMO 

DE TALUDES Y CORTINAS DE PRESAS DE TIERRA 

Y ENROCAMIENTO 

ELASTO-PLASTICO Q 

Q = Ql (y) + Cy 

SE EMPLEA COMO t!OOELQ EN EL ANALISIS DE ESTRUCTURAS DUCTILES. 

FACTOR DE DUCTILIMD = ~ = Yu/Ye 

Yu = DESPLAZAMIENTO t\AXIMO QUE PUEDE SOPORTAR EL SISTEJ.1A SIN 

FALLAR. 



4 5 • 

. · 
3. SISTE~1A BILINEAL Q 

Q¡ 

[/ 
CON ENDURECIMIENTO CON ABLANDAMIENTO 

SE USA COMO MODELO PARA ANALISIS SE USA COMO MODELO DE SISTEMAS 

DE PUENTES COLGANTES QUE SE DEGRADAN POR AGRIETA-

MIENTO (MUROS DE MAMPOSTERIA, 

POR EJEMl. 

4. TIPO MASING 

Q {INCLUYE A LOS ANTERIORES COMO CASOS ESPECIALES) 

9 
t_-;-.~uoela.to de 
la curva 

Q0 = FUERZA EN y = y0 

y =DESPLAZAMIENTO EN EL CUAL EL PROCESO SE INVIRTIO '(y CAMBIO 
o 

DE SIGNO) POR ULTIMA VEZ 

CASO PARTICULAR DEL ESQUP.LETO • . " 
'. ; 

)'_ • º- • "<º-l r Ü·IODELO RM\BER - OSGOOO) 
yl o, o, 

DONDE y l, o,. ' y r SON CONSTANTES POSITIVAS 

Q ' /--o:<• O 



EJEMPLO: 

EJEMPLO 

T 

METOVC B VE NEWMARK 

CASO BILINEAL 

CASO ELASTOPLASTICO 

Q 
• 

.-h~)O ¡ 

". 

PARA EL ANALISIS DE SISTE~U\S NO LINEAr.ES SE PUEDE USAR EL ~!QE_Q_L 

DE NE~IMA.RK DESCRITO ANTEll.IOR.'•\ENTE. 



4 7. 

EJEMPLO 

.. 30 

' 

o ll-931'5 c.m~ 

50 
Pd:.J ton<:, 

-!!~-~-~-::.--::.::.·.::-.::-:.:-:.:·;,_;, =====--- t <¿,(!.8~-
•• 

ECUACION DE. EQUILIBRIO DINAMICO 1 MY + Q(Y) = P{t) 

•• P(t) • 
Q(Y) P(t) • 2 

- Q(Y) 

'" y 

PARA 'i.A APLICACION DEL HETODO DE NEWI<IARK SE TIENEN LAS: SlGUif,:NTES 

EXPRESIONES: 

·y·+r·= yi + ' . (Y i + y i+l) At/2 

•• 
(t.t)2 

.. 
(llt)2 

yi+l • yi + y " + (o. 5 - S)Yi + ' yi+l 
' • 

CONSIDERA~DO At • 0.10 SEG. Y a = 1/6 SE PUEDE ESCRIBIRr 
. •' .. •• 



"· 

·1 •• 
yi+l • Y. +20 (Yi ' y i+l) 

' 
(II) 

1 .. .. 
yi+l • yi ' yi {~.~0) ' 6oo (2Y i ' y i+l) (III) 

EL PROCEDIMIENTO DE CALCULO ES COMO SIGUE: 
• 

• • 

" ASUME yi+l 

·SE CALCULA yi+l CON LA ECUACION {II) 

•• 
SE CALCULA yi+l CON LA ECUACION (III) 

SE CALCULA UN MEJOR VALOR DE Yi+l CON LA ECUACION (I), 

ETC. 

PARA LA FUNCION DE RESISTENCIA Q SE TIENEN LOS SIGUIENTES CASOS: 

Q 

o 

. . . . 

~o ~ 

l. COMPORTAMIENTO ELASTICO 

2 . CNiBIO DE RIGIDEZ 

3. DESCARGA Q = o á -·m x 32 (Y!>IAX-Y) 

ESTA ULTIMA EXPRESION MANTIENE SU VALIDEZ 

.Ymt6< 

Q • 32 y TONS 

Q • 30 ' 16 (\'-Yo) TON 

TONS 

HASTA QUE, ~YMAX-Y) <2Y - o 



'1
0 

= 0,9375 CMS ; Q0 = 30,0 TON 

PARA t =o, 
•• p 50 
y = M = T = 25 Y= O; Y= O 

•• 
PARA t.c 0.10, y. = 

' 
y 1 = o '; y¡ = 25, 

1er, CICLO 

.. 
SeA y1+1 = 20 COMO PRIMER TANTEO, EN TAL 

y1+1 = o ' 
1 

"' 
(O + 25) • 2,25 

. ' 

CASO 

= o + o ,10 X 0 ' 
1 (2x25+20) y1+1 600 

2o. CICLO 

Q • 32 X 0,1167 • 3,7330 

.. 
y =50- 3,733- 23.134 
1H 

y 
Hl 

= 23.134/2 = 16.567 

yi+1 = 73,134/600 .. 0,1219 

Q = 32 X 0,1219 • 3.9000 

y1+1 = (50 - 3,9)/2 ~ 23.050 

3er. CICLO 

• 1 

49. 

• 

• 0.1167 



so. 

' <o. CICLO 

.. 
yi+l = 23.<152 

yi+l .. 23.052/2 -2,4026 

yi+l o 73.052/600. = 0.12175 

l} = 32 X 0.12175 ,. 3,8960 

.. 
y= (50- 3,8960)/2 = 23.052 .,. ETC, 

• 

' 



,., 

BASICOS SE MUESTRAN EN LA TABLA SIGUIENTE: 

o. 

o.zo· 5o.oo 

0,30'. 50.00 

0.40·,'- 50.00 

0.50--. 50.00 . ,; . 

00 

2 '000 

20.000 
23 ,134 
23,050 
23,052 

20,000 
17,445 
17.513 
17. 511 

o. 00 

2.2500 
2,4070 
2. 4025 
2,4026 

,5552 
4.4270 
4. 4310 
4,43075 

10,000 5,8060 
9.560 5, 7840 
9,569 5, 7848 

0,00 6.2630 
4.0750 6.4670 
4.0141 6.4640 
4.0150 6.4640 

0.00 6.6650 
-1.9230 
-1,9000 6.56975 
-1.8944 
-1.8946 6,5700 

-24,3946 6,5700 

-30,000 3,8503 
-29,126 3.8940 
-29.136 3.89347 
-29.138 3.89347 

~~--t-~-~'~'~·"'"'"'~r-0:0.83657. 
-31.289 
-31,320 0,87057 
-31, 299 
-31,301 0,87147 

-0.00313 

.. 

y 
C!-!S 

0.00 

0.1167 
0.1219 
0.12175 
0.12175 

0.4722 
0.46793 
0.46804 
0.46204 

0.98610 
0.98540 
0.98543 

l. 5958 
1.6026 
1.6025 
1.60250 

2.2623 

2.2591 

2,25912 

2,25912 

2.7848 
2.78626 
2. 78624 
2. 78624 

3,025127" 

3.02626 

3.02641 

3.03850 

3.03853 
3. 03853 

SL 

Q 
TONS 

0.00 

3.7330 
3.9000 
3.3960 
3.8960 

15.110 
14. 970 
14. 977 
14. 971 

30,8750 
30.8620 
30.8630 

41. 849 
41.972 
41,970 
41.970 

53.846 

53.789 

53.789 

63.251 
63.278 
63.277 
63.277 

67.577 

67.598 

67.600 

67.818 
67.818 

¡,y =-45/2 = -22.5 .: -22.5- 1.8946 = -24.3946 



52. 

CONT!NUACION DEL CUADRO ANTERIOR 

. 
• • • • 

t p y • 
y y Q 

• 
0.80 s.o -28,000 -2.1449 2,959611 65,293 

-30,146 
-30,000 -2.21708 2,957B74 65,237 
-30.118 
-30,117 -2.22127 2,95777 65.234 

0.90 5.0 -27,00 
. 

-5.07712 2. 59025 53.473 
-24.236 .--25.00 • -4. 97712 2.59358 53,580 
-24.290 
-24.294 -4.94182 2,59476 53,617 
-24,308 -4.94242 2,59474 53.617 

1.00 s.o -14,00 -6,8571'12 1.99614 34.461 
-14.7305· -· -14,7200'. -6,89382 1.99494 34,423 
-14.7120 -6.89342 1.99495 

. 34,423 

-- ·-· 

EN ESTOS CALCULOS SE .INTRODUJO t a 0.50 Y 0,50+ PORQUE PARA ESTE 

INSTANTE SE PRODUCE UN CAMBIO BRUSCO EN LA CARGA P(t) DE 50.00 TONS 
• 

A 5. 00 TONS, CON LO CUAL SE P11.0DUCE UN CA."'BIO BRUSCO EN LA ACELERA-.. 
CION DEL SISTEMA Y, EN ESTE INSTANTE NO SE PRODUCEN CM\BIOS EN Y 

• 
Y Y. EL TIEMPO t = 0,7273 SEG, SE INTRODUJO POR LA NECESIDAD DE 

CALCULAR LOS VALORES DE Y Y DE 0., PUES A PARTIR DE DICHO lNSTANTE 

SE "!lUCIA LA DESCARr.A DEL SISTEMA. ESTA CONDICION SE ENCONTRO SOBRE 

LA BASE DE APROXI~-R Y A CERO, OBTENIENOOSE YMAX~J.OJBSJ CMS y 

Q~lAX • 67. 81B TON. 

EN EL CUADRO SIGUIENTE SE PRESENTA UN RESUMEN DE LOS RESULTADOS. 



X 
Xm4 < 3.03853 . 

• .. 

1 
.. . 

,/ 1 

o. no .,,, 
. 

z.o . 

. 1/ . 
• M • . 

p ( t l . . . 

. .--. . x, o.~ . 
' • > 

. . 
LO 

. . . • . ... ////,;.',-; 

1 
• 

• 

1 

1 

o 
o D. Z D 4 o .• D. 8 l. o 

seg 



. . . . 

' Y(supuesta) ' 
Seg. Cm ,.g -2 

Ton 

o. o - - 50.0[) 

0.10 23. 0520 50.00 

0.20 17.5110 50.00 

0.30 9·. 5690 50.00 

0.40 4. 0150 so. 00 -0.50 -l. 8946 50.00-

0.50+ - - 5.00 

0.60 -29.1380 
• 

s,'oo 
o. 70 -31.3010 5,00 . 
o. 727B -31,4093 5,00 

0.800 -30.1170 5.00 

0.90 -24.3080 5,00 

1. DO -14,7120 . 5,00 

RESPUESTA HAXIMA 

. .. . 
y Q Y(calculado) y 

cm. Ton cm , .. -2 

0.00 0.00 25. DO 

0,12175 3. 896 23.0520 

0.46804 14.977 17.5110 

0.98543 ·30.863 . 9.5690 

1.60250 41.970 4.0150 

2.25912 53.789 -1.8946 

2.25912 53.789 --24.3945 

2,78624 63,277 :...29 .1380 

3. 02641 67.600 -31.3010 

3,03853 67, 81S -31.4093 

2.95777 65.234 -30,1170 

2,59474 53.617 -24.3080 

1.9<)495 34.423 -1-4.7120 

Jy
0 

máx 

~ máx 

= 3.03853 cms 

= 67.818 tons 

Cm '•s -1 

0.00 

2.40260 

4.43075 

5.78480 

6. 4640 

6.5700 

6.5700 .. 
3.89347 

0.87147 

-0.000205 

-2.22127 

-4.94242 

-5.893-42 
-~--------

N O .T A S 

. 
CAMBIO OE RIGIDEZ 

• .. 
CAMBIO·DE . CARGA . . . 

. 
¡- Qrñáx, Ymáx. 

-·-------· 

• 



• 
CRITERIOS PARA TRAUR ESPEcTROS VE VISERO EUSTOPI.ASTICOS A PAimR VEL ELASTICO 

1. CRITERIO DE IGUAL DESPLAZAMIENTO MAXIMO DEL SISTEMA ELASTICO 

Y EL ELASTOPLASTICO DE IGUAL PERIODO: 

1 . 

Q 

Qe -------- ---_.... 
' ' 

' 

CRITERIO DE 

., 
Y(r + 

.L y2 1 1 
zry • YyYp z ' 

.· 

1 
Y y 

1 ?e/ 'J> 1 • 
! • 

Yy . Y y 2 

Y, • 

Y y 
12u- 1 

Q 

• 

' 
. 

Q " Ky • p y 

• Do o, 

ABSORVIDA POR LA ESTRUCTURA: 

.1 
~1 

' 
1 

.1 

• y ) y 
1 

':t. 
YyYp 1 . 

1 
2 

55 



Y y • 

Yy]MAx • D • 
Ye]MA~· 

• "· p 12~- 1' 12 - 1 

POR LO TANTO . . . 

y Q~Q/./2~-1 
p • 

AJ.!ORTIGU)J.(IEIITO HISTERETICO 

SI SE OJENTA 00N B1JIR) PARA t-EDIR EL NG.ILO DE FASE I'Nl'RE LA fUERZA DE EXC I

TACION Y .EL DESPLAZAIUENTO RESULTANTE, SE PUEDE EVALUAR EXPERIMEN-
. . 

TALMENTE 'EL AMORTIGUA'!IENTO DEL, SISTEMA CON UNA SOLA PRUEBA DE 

VIBRACION ARMONICA EN RESONANCIA. ESTA SE LOGRA CUANDO SE AJUSTA 

LA FRECUENCIA DEL EXCITADOR DE TAL MANERA QUE EL ANGULO !JE FASE ~HA 

90'?·, YA QUE: 



~ 

" ISO -• 
~ 
·~ 

" " ~ 

~ 
~ 

" ~ o 

• 

. ~ "'·' 
)) 

o 

• S o os 

y 

V 
""-{=o.o 

j ' 

EN ESTAS CONDICIONES LA FUERZA DE EXCITACION QUEDA EN FASE CON 

LA VELOCIDAD DE LA MASA YA QUE 

y • A sen(wt 6) = -A coswt, SI g " 90° 

y y • Awsen"'t 
• • 2 
y • Aw coswt 

Y DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO: 

MAw 2coswt + CAwsenwt + K(-A coswt) ~ p0senwt 

SE VE QUE SE DEBE CUMPLIR QUE:. 
é-----, 

• p 
o ' ' 

DE DONDE e • 

DE LAS ECUACIONES ANTERIORES SE DEDUCE QUE: 

2 A¡ 2 2 2 
~ cos 2wt y • cos "' 

.,_ 
A 

y 

p2 2 
sen

2
"'t • ~ 2 • Po • sen wt 

Po 

SUMANDO: 2 

~ sen2wt + cos 2wt ;,- • • 
P, 

[!) 



QUE ES LA ECUACION DE UNA ELIPSE CON LOS EJES COORDENADOS y Y p, 

ASI (fig 1): 

.---:-
' 

Fió 1 

+ • 

' Fió 2 

SI EL AMORTIGUAMIENTO NO ES EXACTAMENTE VISCOSO, LA GRAFICA QUE SE 

OBTENDRIA DE p CONTRA y NO SERIA EXACTAMENTE ELIPTICA, SINO ALGO 

COMO LA LINEA PUNTEADA AH! MOSTRADA. EN ESTE CASO SE PUEDE UTI-

58 

LIZAR UN AMORTIGUAMIENTO VISCOSO EQUIVAlENTE, DE TAL MANERA QUE EL AREA 

Wd, DE ESTA CURVA SEA IGUAL A LA DE LA ELIPSE EQUIVALENTE, Weq•nAp0 , 

ES DECIR 

POR LO QUE; DE LA EC. {I) 

w, 
Ceq •-',A. ,,-

'"' 

ADEMAS, = 2/J(J\1'• 2K/"' 

=~ 
'" 

DE FIG. 2 e • 
" 

zw, 
2(----:z)/w, 

A. 

(I 1) 

DE DONDE 

( II ' ) 



59 

DE LAS ECS." {I) 'f (II) SE CONCLUYE QUE EL FACTOR m: AHORTIGUAHIEN'•'O 
' 

VISCOSO ES FUNCION DE LA FRECUENCIA, w, 

EXISTE OTRO TIPO DE AMORTIGUAMIENTO QUE ES INDEPENDIENTE DE LA FRE-

CUENCIA, QUE SE CONOCE COMO AMORTIGUAMIENTO ~~STERETICO, EL CUAL 

PRODUCE UNA FUER?./\ EN FASE CON LA VELOCIDAD RELAT1VA DE LA ~ASA, 

PERO PROPORCIONAL AL DESPLAZA."'IENTO, ES DECIR 

~kjy(t) 1 ¿tt) 
]y (t) 

(III) 

DONDE n ES EL COEFICIENTE DE N10RTIGUM~IENTO HISTERETICO. EL DIA-

GRAMA DE ta DURANTE UN CICLO ES 

PARA 
3 
2 

PARA "<t<fn 

PARA O<t<!. 
- -2 

1 
1----

?(' 
1 

A 

/ 
PARA 

A X nkA 
2 

~~t::n 

' .. y 

AREA 
TOTAL 
=Wd " Jo 

2 2 
" 

y 
A y 

'• 

'" wt 

wt 

SI SE CONSIDE~ QUE LA ENERC.IA PERDIDA POR HISTERESIS SE PUEDE REPRE

SENTAR MEDIANTE UN AMORTIGUADOR VISCOSO, ENTONCES, DE LA EC. (II') Y 

FIG 2; 

2A 2 nk 
~ = = 

KA2 ··-,- 1 o • (IV) 
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METODO B DE NEWMARK 

SISTEMAS ELASTJCOS LINEALES DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD 

PARA CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE N GRADOS DE LIBERTAD Y 

COMPORTAMIENTO ELASTICO LINEAL SE EMPLEAN LAS MISMAS ECUACIONES QUE 

PARA UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD. 

xj (ti+l) • xj(ti) • [xj (t 1) • xj(ti+1)] " T 

xj (ti+1) • xj(t1) • xj(ti)llt • ((1/2-B)~·j(ti) • 
. • 2 

sxj {ti+ 1J] (t.t) 

EN DONDE j "1,2, ... ,N. 

EN ESTE CASO SE RECOMIENDA TAMBIEN UN VALOR DE B COMPRENDIDO ENTRE 1/4 

Y 1/6, Y QUE ~t ~ 0.1 TN' EN DONDE TN ES EL PERIODO NATURAL DE VIBRA

CION MAS PEQUE~O. 

. .. 



' 

EJEMPLO 

SEA UN SISTEMA DE DOS GRADOS DE LIBERTAD CON AMORTIGUAMIENTO NULO, 

CUYAS MATRICES DE ~~SAS Y RIGIDECES SON: 

! . [:' :] 

USA>'IDO EL ~!ETODO $DE NEWMARK CON At•O.Z seg Y 6" 1/6 CALCULE LA 

RESPUESTA DINAMICA ANTE UNA EXCITACION DADA POR LOS DESPLAZAMIENTOS 

DEL SUELO: 

xo. 1.2 t 

xo .. 4.8-1.2 t 

' • o o 

SI 

SI 

SI 

O < t < z seg (x
0 

EN CENTIMETROS) 

Z < t < 4 seg 

t < O o t > 4 seg 

" PUESTO QUE ESTA EXCITACION.IMPLICA QUE x0(t) " O PARA TODO t, SE 

TIENE QUE LA ECUACION MATRICIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER 

POR LO QUE 

m1 y 1 +Q1 "'o 

mzYz+OzzO 

EN DONDE y
1 

" x
1 

y Yz"xz-xo' 

CON At • 0.2 seg Y a• 1/6, LAS ECUACIONES DEL METODO S DE NEWMARK 

QUEDAN EN LA FORMA 

xj (ti+l) " xj (ti) • O.l[xj(t) • xj(ti+l)] 

x/ti+l) " xj(t¡) • o ' 1 xj(t¡J • 0.04[xj(t¡)/3 • xj(t¡ .. 1)!6J 



. . 
EN ' • o • Y¡ • '¡ • u, Y¡ • '¡ • o, Y¡ • '· • o. 

' 
EN ' • o . 2 ' 'o • 1.2 ' o. 2 • o. 24 cm ; SUPONGAMOS '1 • 

y '2 • Y¡ • 1. 50 cm/seg: 

PRIMER CICLO 

PARA LA MASA 1 : '1 • o • o. 1 (O • 1 . 35) • o. 13 5 

'1 • o • o • O. 04 (O • 1.35/6) • 

Y1 • 0.009 o. 24 • 0.231 cm 

PARA LA MASA 2: '¡ • o • O. 1 (O • 1 . 50) • o. 15 

'2 • o • o • 0.04(0 • 1.50/6) • 

Y¡ • 0.01 o. 24 • . 0.23 cm 

Q1 10 . 1 -0.231 -2.540 
g • • • 

1 5 -0.230 ·1.381 

. . . . . 
POR LO QUE Y¡ • x

1 
a 2.54/2"' 1.27 '/- 1.35 

.. 
Yz- x

2
" 1.381/1 .. 1.381 t- 1.so 

SEGUNDO CICLO 

X • 0.1 X 1.27 • 0.127 -1. . '2 • o . 1 ' 1 . 381 

J . 

Y1 • 1. 35 

cm/seg 

0.009 cm 

0.01 

• o. 1 38 

x1 - o:o_4 x 1.27/6 .. o.ooss 

y 1 ,. 0.0085 - 0.24 • ·0.2315 

'2 • o. 04 X 1.381/6 • o. 0092 

Y¡ • o. 0092 . 0.24 • -0.2308 



4. 

[:o :] [0.2315] ['·"'] Q , -
-0.2308 -1.386 

OE DONDE '1 
, 

y1 
' 

- 2.546/2 - 1. 273 "' 1. 27 

'z , Y¡ - 1. 386/f , 1 . 386 • 1. 381 

EN ' = 0.2 .. o. 2 = 0;4 seg _SE TIENEN x, • 1, 2 X 0.4 - 0.48~ 

x 1 (ti) - 0.0085 xzCti) - 0.0092 
. 
x 1 (ti) • o. 1 2 7 xzCti) -o. 138 

x 1 (t1) • 1 • 2 7 3 xzCti) -1 • 38 6 

PRIMER CICLO 

. SUPONIENDO x, (ti+l) • 2.3 y xzCti+l) 
, 2.1 SE OBTIENEN: 

x, , o. 12 7 +0.1(1.273 + 2. 3) , o. 484 

x, , o. 0085 • 0.2 X 0.127 + 0.04(1.273/3 + 2.3/6) 

y , o. 0662 o. ~8 = -0.4138 
1 

X¡ • 0.138 + 0.1(1.386 + 2.1) = 0.486 

X¡ , o. 0092 • 0.2 X 0.138 + 0.04(1.386/3 + 2.1/6) 

Y¡ 
, 0.0693 0.48 = -0.4107 

[:o :] ¡-o""] [·'-"'] Q , -
-.4107 -2.468 

DE DONDE x
1 

= y
1 

"'4.548/2 = 2.274 1 2.3 

x 2 = y 2 = 2.468 t 2.1 

.. 0.0662 

- 0.0693 

ETCETERA. LOS RESULTADOS DEL PROBLEMA SE PRESENTAN EN LA TABLA 1. 
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ti(lt..e.-v-.t "'-{" r--<!~~ ~ ~,. . .-t'. .. j3 d-e. ~ «J,..., ... ,.i h..r 
tky/.;J:z-?"'nJt:'n ./:,-,¡ .n?2;;n-? OJ a.t (o /(t'os ~/ /" } ,z..! J-t.-<.' 

vi/.e,r cA: /.;;;? ef~"c:h'~ t??JJTr-.d'~ ~6-v'~, e"'_,,.,,!" 
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e"' · j() · b ;;IJ e:. · Xo, "...., 

4-----------~~7 
R, 

-t.,-

~ 
: 

.. 
/: .. 

1 x,~x,c,., 1 

.. Q~- t:J, 
x, -

M, (i) .. Q~ ' X • 
~ ' 
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'' . .. 
,2;;¡ vez. d~ .r?oner ,.\'

1 
y Xz .:;;;./ .NU~/t:J o1! caol~ 

c/c./o/Sc.J,POnc/~;y,os '? !f ~z )1 C~/cv/~rerno.s 
arn6a.r E;!c;~/cr;o,c:/anes c::on .P.a..te ~..., ella.I' 

m-ed/~,fe la: e c. ( 1) . .Laj. ec()~·c/on~r ?"'a /a 
ve.loctd4c/ /el de"/Á:I.(,CI.rnll!n.Jo .S()r) ~ 

k. o x . .,. o-o.r(x·. ,.· x. ·) 
-t..+J ... ... -<.-11 (2) 

x .• x . .,. o.J i:.,. -L- (zx· . .,. íi. ) 
-c. '( "' e;, 00 "' ... fl 

-2 .~aL . .,. 
·. i/'1 

' 



o, 
seg Clll ton 

o.o 2.0 ·-so.oo 

o. ' '·' -37. soo 
-38.550 
-38.975 
-38.875 
-38.870 

0.2 0.2 -20.00 
-11.575 
-12.175 
-12.e4 

o.oo 
-6.25 
-5.463 
-5.28~ 

-5.34 
-5.343 

-10.00 
-17.46 

" ' ' ctljseg 

50.00 

37.5 
32.3 
33.5125 
33.593 
33.530 

10.00 
1 • 57 5 

-16.7975-5.185 
-16.5446 -3.9575 

x
2 

:><
1 

x
1 

' cmjseg cmjseg o;:m 

o:oo o.oo o.oo 
6-250 
5.463 
5.283 
5.)40 

5-3425 

4. 375 
4 • 11 5 
4.1756 
~.1796 

4.1765 

10.00 6.35.3 
17.46 5.9317 
16.7975 5.5937 
1b.5446 5.6551 

., 
cm/Be\1 

0.00 

0.3125 
0.2731 
0.2641 
0.2670 
0.2671 

-12.735 -16.6076 -3.8096 16.6076 5.6625 

0.229 
0-2205 
0.2225 
0.2226 
0.2225 

o. 7685 
0.7545 
0.7432 
0.7453 
0-7455 
0.7454 

1.0342 
1 • 4072 
1.3741 
1.3614 
1. 3646 
1. 3647 

3.4452 
3.3518 

-12.7216 -16.6100 -3.886 16,6100 5.6587 

0.3 2.0 10.000 
11.995 
11.83 
12.00 
11.9885 

-25.00 -35.00 25.00 
-23.1324 -36.995 <3.132 

3.7144 
3.6146 

1 -2399 
, . 2366 

-23.1277 -34.963 
-;!3.2129 -35.13 

23.127 ___ 3.7162 __ 1.2400 __ 3.3510 
23.213 3.7080 1.2397 3.3558 

-23.2018 -35.202 23.202 3.7043 1.2396 3.3552 

0.4 2.0 25.00'-l -15.00 -40.000 15.000 -0.1193 1.4219 S. 3067 
5. 3853 
5.3886 
S. 3854 

21.095 -16.745 -36.095 16.7457 0.0563 1.4272 
21.360 -16.8193-38.1057 16.8193 -0.0341 1.4245 
21.22S -16.7493-38.0443 16.7493 -0.0313 1.4245 

0.5 2-0 15.00 
12.64 
12.87 
13.89 
13.75 
13.72 

-\0.00 
2.81S9 
2.1819 
1.6833 
1.7853 

1S.OOO 

-2S.O 
-22.64 

10.00 -3.1835 1.2528 
-2.8159 -3.0655 1.2568 

6. 7228 
6.0818 

-10.024 -2.1819 -2.4347 1.2778 6.1137 
-11.7081 -1.683 -2.5189 1.2750 6.1387 
-11.9459 -1.7853 -2.5308 1.2746 6.1336 

15.000 -15.000 -1.6915 1.0524 5.2943 

o.oo 
0.0104 
0.0091 
0.0088 
0.0089 
0.0089 

0.070 
0.083 
0.0814 
0.0809 
0.0810 
0.0811 

0.3146 
0.3114 
0.3114 
0.3116 
0.3116 

0.7520 
o. 7544 
o. 7545 
o. 7544 

1 • 3654 
1. 3440 
1.3451 
1.3459 
1.3457 

1 .8745 0.6 2.0 o.ooo 
2.62 
o. 115 
o. 785 
0.925 
0.88 

20.550 12.38 -20.55 -2.5090 1.0023 5.0168 1.9188 

0.615 2.00 -3.00 
-0.5.3 

22.9139 20.435 -22.9189-2.1063 1.0157 4.8986 1.9149 
22.41304 22.1289 -22.480~ -1.9866 1.0185 4.9203' 1.9156 
22.428S 21.5554 ~22.4285 -2.050 1.0176 4.9229 1.9157 
22.4532 21.5485 -22.4532 -2.050 1.0176 4.9216 1.9156 

25.000 28.000 -25.000 -1.6905 0.9894 
24.9334 25.53 -24.9334 -1.6967 0.91394 

4.5657 
4.5659 

1. 9867 
1. 9867 

~ x -X •x SO': HA::E CASI CERO, Cl<MBIO DE l'CSr'l:H'C A NEGATIVC.\x,\IM:x • 1.4245 cm 
1 o 1 . • 

•• Cl<MBIO DE RIGIDEZ l'.N EL 2o. fJSO x
2
-x

1 
"' \.OO.t Ql'" 25 

-2.00 

-1.771 
~1.7795 

-1.7774 
-1.7773 
-1.7774 

0.00 

-0.2185 
-0.2113 
,-0.2136 
-0.2137 
-0.2135 

x-x x-x 
1 o 2 1 

cm/seg clll/seg 

.o.oo 0.00 

4. 37 S 
4. 11 S 
4. 1756 
4. 1796 
4.1765 

-4.063 
-3.842 
-3.9114 
-3.9126 
-3.9093 

-1.2314 -0.6984 6.353 -5.3188 
-1.24S5 -0.6919 5.9317 -4.5244 

-0.6617 
-0.6643 
-0.6644 

-1.2546 -0.6642 5.6587 -4.294 

-o. 9252 
-0.9251 
-0.9285 
-0.9280 

-o. 7604 :..0.9279 3.7043 -0.3491 

.,-0.6698 
-0.6727 
-0.6699 

-0.5755 -0.6700 -0.0313 5.4067 

0.1126 
0.0872 
0.0673 
0.0709 

-0.7254 0.0741 

0.8221 
0.9165 
0.8992 
0.8971 
0.8987 

-0.9824 0.8990 

0.9973 
-1.0106 0.9973 

-2.5308 8.6644 

-2.050 6.9716 

-1.6967 6.2626 

OBSERVA
O<~ 

• 

•• 



' " o, o, ., ., •, ., ., ., x
1
-x

0 " -· " -· " -· OBSERVA-
o 

' ' ' ' ' ,_ ' ' cm/sag c:m/seg cmjseg cm/seg cm/seg cm,lseg 
ClONES 

~, om '"" Com om om om = 
o. 70 2.00 -10.000 :2.5.000 35.000 -25.000 0.8696 0.9484 2.441 2.285 , • 3366 

-2.580 25.000 21. sao -25.000 0.5728 0.9405 2.441 2. 285 1.3445 
-2.975 25.000 27.975 -25.000 0.5886 0.9409 2.441 2.285 1. 3441 
-2.955 25.000 27.955 -25.000 0.5878 0.9409 2.441 2.285 -1 .0591 1.3441 Q.587B 1.8532 

o. 735 2.00 -1.000 25.000 26.000 -25.000 1 . 5368 0.98065 1. 565 2.3549 
-0.9675 25.000 25.9675 -25.000 1.5357 0.98065 1. 566 2.3549 
-0.9671 25.000 25.9671 -25.000 1.5367 0.98065 1. 566 2.3549 -1.1093 1.3742 1. 5367 0.0293 

o.ao '-"" s.ooo 20.000 15.000 -20.000 2.8823 1.1282 0.09128 2.4068 1.2756 
6. 365 22.575 16.245 -22.595 2.9196 1. 0449 0.01343 2.4053 1. 3604 
6.570 22.4619 18.085 -22.469 2.9748 1.1300 0.0173 2.4053 1.2753 
6.435 22.5613 16.0949 -22.5613 2.9151 1.1298 0.0144 2.4053 -0.8712 1. 2765 2.9151 -2.9007 •• 

•• ., SE HACE CASl CERO 

lx2 lmáx • 2.4053 cm 
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METOOOS DE STODOLA-VIANELLO-NENMARK Y DE HOLZER PARA EL CALCULO 
DE FRECUENCIAS Y CONFIGURACIONES MODALES 

Enrique del Valle C * 

Para calcular las frecuencias y configuraciones modales 

de estructuras ideali~adas como una serie de masas unidas por re-

sortea, sin amortiguamiento, en vibración libre, se puede suponer 

que cada masa se mueve en movimiento armónico simple definido por 

X=x 0 _ c?s wt o ·X=X 0 sen wt donde x'0 define la amplitud y w la 

frecuencia circular del movimiento 

La aceleraCión estará dada 
.. 2 

entonces' por X=-w x 0 
cos wt 

6 
•. 2 2 
x~-w x 0 sen wt~-w X y las fuer~as de inercia a que estará sorne· 

tida cada masa, de acuerdo con la segunda ley de Newton, serán 

Fi = mx 2 .. -mw X • 

Por otro lado, la fuerza restitutiva que aparece en ca

da resorte estará dada por Fe=MX, donde R es la rigidez de entre-· 

piso, que podemos definir como la fuerza cortante que es necesario 

aplicar para producir un desplazamiento unitario entre dos niveles 

consecuti,os: R.= V/IIX,para /IX '" 1 

Vemos entonces, que las fuer~as a que se verá sujeta ca 

da masa dependerán de X y 
2 . . 

de w .unicamente. 

Por otro lado, sabemos que para conocer un modo d~ vi

brar necesitamos conocer tanto la frecuencia w (o periodo T) co-

mo la configuración modal relativa, y que si la estructura está 

vibrando en un modo dado, la frecuencia del movimiento de cada ma 

sa será la misma. 

Tornando en cuenta lo anterior, se pueden emplear dos 

métodos numéricos para el cálculo de las frecuencias y configur~ 

e io.nes moda les . 

• 

~Profesor 'l'itular, Divisi6n de Estudios de Posgrado de la Facultad de Ingeni!_ 
r1a, UNIIM 



siste en: 

2. 

El m!!Jtodo propuesto por Stodola-Vianello-Newmark, con-, i, 

l. Suponer una configuración deformada de la estructura: 

Xi,supues~a 

2. Valuar las fuerzas de inercia asociadas a esa confi-

guraci6n 
2 

Fi= -mw Xi, dejando w2 
como factor común cu 

yo valor no conocemos •. 

3. Valuar· la fuerza cortante en la estructura, como la 

suma acumulativa de las fuerzas de inercia de arriba 

abajo del edificio. 
i 2 

Vi= ~~Fi (función de w ) 

4. Calcular los incrementos de deformación correspondien . -
.tes a las fuerzas cortantes. 

llXi = Vi" 
Ri (función de w2). 

5. Obtener la configuración calculada de la estructura 

como la suma acumulativa de los incrementos de defor 

maci6n, de abajo hacia arriba. 

n 

~ cale'" 1!1 t.Xi = 
2 

coef .• w 

Esto nos dará un coeficiente multiplicado por 

cada masa. 

2 
w para ., 

6. Si la estructura está vibrando en un modo la configu-

ración calculada será proporcional a la supuesta, y 

el factor de proporcionalidad será w2
• Esto es, para 

cada masa podremos calcular 

w2 = \upuesta 

Coef. de Xcalc 

En general, los valores de w2 
calculados para cada masa, 



3 • 

no s~rán iquales en el primer ciclo, pero el método es de ráp~da 

convergencia si se u&a como nueva configuración supuesta la obte-

nida al final de cada ciclo, de preferencia normalizándola, esto 

es, haciendo que la deformaci6n de una de las masas, por ejemplo 

la primera, tenga siempre el mismo valor, con objeto de observar 

como se modifica la configuración relativa despuds de cada ciclo. 

Los valores de w2 obtenidos en cada ciclo nos dan también un !n~ 

tervalo d.e valores que se va cerrando hasta que se obtiene final-

meñte los mismos válores para tod~s tas masas. 

El método descrito anteriormente converge siempre hacia 

el modo más bajo que esté presente en la configuración supuesta, 

y dado que al suponer una configuraci6n cualquiera ésta estar~ 

formada par una cambinaci6n lineal de todos los modos posible~, 

el modo más bajo ser~ el primero o fundamental. M~s adelante se 

indica como hacer para calcular modos superiores. 

Ejemplo. C'alcular la frecuencia y canfiguraci6n modal . . 

del primer modo de vibrar de la estructura representada por el 

modelo matem~tico s_iguiente. 

2 ~ TOH-~~r, /cm ~ 

m~,2 v""( ~ 

m= 2y • 

" m=2 V 

R~5o ton/cm 

R=100 

R=150 

~ 
" • 

l ' ,. ,__. m=2 

' o 
' ' e 

" o 
" •• 
" • 
' ? 

' ' o 

' o 

' ' o ' e o 
e 

o 
o o 
rl " " " " " 
~ 1 1 

1 [A,,¡ •. , m=2 m=2 Ton~segfcm ' 
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_Para realizar los pásos ante~ indicados conviene usar una 

tabulación como la siguiente: 

ler. Ciclo 

' ton seg ton 
cm cm 

' ' ' =y. " '··' Nivel ~ ' ' ri=mw x ' e,, le ' 

'• 

' ' " " ' " aw,. O. 52w 7.692 ~ u 

" • ""' O.i6w
2 0.52 

.V 
. 

' ' ' ' ' ' "" t 14w
2 

O. 36w 8. 333 ~ 

0.36 '·" '" 0.14w
2
; 

' ' ' ' ' ' "" 1"' 1Bw
2 

O. 22w 9. 091 ~ 

0.22 '·' "o 0.12w ' 
' '" ' 1 O.lw ' 10. o ' ' ' ' '!" 20/ 

~ 

' o., 
'" O.lw<,... 

o o 

NÓtese que los valores R, V y ~X est~n ·defasados, pues corresp<?!!. 

den al entrepiso. 

• Para iniciar el c~lculo puede usarse cualquier valor de X. En g~ 

neral, el m€todo canvergirá más rápido entre más acertada sea la 

configuración supuesta, pero si se supone por ejemplo una configura 

ración que se parezca a un segundo, tercero o· cuarto modo, de cual-

quier manera, al término de algunos ciclos mlis, llegaremos al primer 

modo. 

** Nótese que en este caso, el valor de w2 estará comprendido entre 

1 ' 7.692 ~ y 10 2 
aeg seg 

*** En un segundo ciclo, usaremos como nueva configuraci6n supues-

ta la obtenida al final del primer ciclo- normalizada de tal 

modo que la deformaci6n del primer nivel, sea unitaria·, 
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esto .es, dividiendo la conf_iguración C«lculada entre 0.1w 2 en ca

da nivel. 

2o. Ciclo 

Ni- , 
""' o ' '" H ' "" ' " ' 

' 
,_, 10.~w ' 0,651w ' 7. 988 5.425 " ' 

, 
" 10.4w 0.20Bw 

' ' 0.5 7, 2w 1 0.443w ' B .126 3. 692 . , , 
"o 17.6w 0.176w 

'-' ' ' 2.225 , 
' 4.4w 

' ' 
0.267w B. 240 

'" "" 0.1'<7w 

l. O ' . ' O ,120w ' 8. 333 l. O 1 , 
" ' 

, 
'" '"" 0.120w 

o o 

Obsérvese que el intervalo de variación de w
2 

se redujo a 

7.988 y 8.333 y que las variaciones en la conf~guración modal fue-

ron mucho menores que las que tuvo el primer ciclo, 

Tomando como base de partid<> nu.:lvamente la confiqL1raci6n 

calculada, 'en un·te¡:-cer ciclo se tiene: 

lllvel o ' Xsup ' ' " ' ' '· " " 

" ' 5. 425 10.B5w¿ O. 6739w 
. a.o:,o 5.'-'61 

' ' 50 10.85w o.2170w • 

, . 
' ' ' 3.692 7.384w . Q,l!SóSw 8.081 3.703 , 

' 100 18.234>1 0,1B23w 

' 0.27'16w 
, 

B, 103 ? • 225 ' ' 2. 225 4 .45w 

' 
, 

150 22.684w 0.1512w 

' 0.1234w ' a .te•• 1.00 
1 , l. O 1.0 " , , 

300 24.684w 0.1234w 

o o 

y final~ente, en un cuarto ciclo, la aproximación se con~idera sufi-

cien te: 

. 
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• 
Ni-

' ' ' " ' "" ~ ' ' ' " 
" ' 5. 461 10.92Zw

2 ' ' ' 
0.6775w 8 .061 5.L!68 

" 10.922w 0.218'<w 

' ' ' ' ' J. 703 7 .406w 0.4591w 8.066 3.705 

' ' >00 18.328w 0.1833w 

2.225 ' . ' ' ' 4.45w 

' 
0.2758w 8.067 2.226 

' "' 22.77Bw 0.1S19w 

' 1.00 ' 0.1239w
2 

' 2.00w 

' 
8.071 1.00 

'" ' 24. 77Bw 0.1239w 

o E 12.389 E 1.5363w ' 8.064* 

* El valor final de w2 lo obtenemos con m!s precisión dividiendo la 

entre la suma de 

ciso gue promediar los valores 

w=/8.064= 2.8397; '" ' 

coeficientes de X 
1
_. Esto es .ca e . 

de w2 de cada nivel 

5.2832 
: 

2
_
8397 

= 2.213 seg. 

Cálculo de modos superiores empleando este método 

m!s pre 

Como se indicó antes, el método converge al modo más ba-

jo presente en la configuración supuesta, y al suponer una combina 

ci6n cualquiera ésta estará constituida por una combinación lineal 

de los distintos modos de vibrar: 

X5up= c 1xi1+c 2x12+c 3x13+c 4xi 4 ' donde x11 a x14 son las conf~gu

raciones modales y c
1 

son coeficientes de participac16n. 

Si queremos calcular el segundo modo de vibrar empleando 

es te m!'!!todo, t"endremos que quitar a la configuraci6n supuesta 
' 

:la 

participaci6n del primer modo:c 1x11 , para lo cual necesitamos cono 

cer Xil y c
1

. x 11 la calculamos como se indic6 antes y c 1 lo pode

mos calcular recurriendo a la propiedad de ortogonalidad de los mo 

dos de vibraci6n que indica que EmiXinxim•O si nlm, donde Xin Y 
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x 1m son configuraciones modales. 

Si multiplicamos la expresión anterior de Xsup por m1x11 

y sumamos para todas las masas, considerando que los coeficientes 

de participación son constantes y pueden salir de la sumatoria, --

tendremos 

donde los t6rrninos q~e multiplican a· c 2 , c
3

, cte. Son nulos por la 

propiedad de ortogonalidad de los modos, quedando entonces 

e- ;; 

' 
l:miXilxsup 

Em
1

X
2

i1 

Esta expresión es valida para cualquier modo n. 

Por tanto, si queremos calcular el segundo modo de vi-

brar, "supondremos una configuración que se parezca a este modo, es 

decir, que tenga un punto de deflexi6n nula, calcularemos el valor 

de c 1 con la expresi~n anterior y restaremos a la conf_iguraci6n 

supuesta para el s~gundo modo la part1cipaci6n del primer modo 

c 1 Xil' lo que da por resultado una nueva conf_iguraci6:J supuasta 

para el sagundo modo en la que el modo más bajo presente es •~1 s~ 

gundo y por lo tanto, al aplicar el método habrli convergl!ncin h~ 

cia este ~:~odo.• A la operación antes descrita se le llama "limpi<!ft 

de modos. 

Si quisiéramos calcular el tercer modo de vibrar, te!!. 

dr!amos que conocer de antemano las configuraciones correctas de 

prime:r:o y segundo modo, y suponer una configuraci6n que se pare!_ 

ca al tercer modo, (que tenga dos puntos de deflexi6n nula)¡ ca~ 

cular!amos dos coeficientes ele participaci6n c 1 y c 2 , corr"'spon

dientes a los modos primero y -segundo, en la configuraci6n supue~ 

ta y la limpiar!amos para que el modo m~s bajo presente en ella 

sea el tercero y el rn~todo converja a este modo. 
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Esto es : 

+ •.• 

X = X i3sup i3sup 

De manera semejante se procede para calcular otros modos su-

periores. 

En la pr~ctica, y debido a errores num~ricos o de aproxima-

ci6n que van acarréandose no basta con una sola limpia, Para lo -

grar convergencia adecuada da buen resultado limpiar la configura

ción calculada al cabo de cada ciclo, antes de calcular los valores 

2 de w • Esa misma configuración limpiada, normalizada, nos sirve 

como nueva configuración para un nuevo ciclo. Es conveniente lle-

var cuando menos tres cifras significativas en los c~lculos. 

Para fijar ideas, calculemos tres ciclos del segundo modo de 

vibrar de la estructura para la cual calculamos anteriormente el 

primer modo. 

2 
f.xilxi2su 

- r 12 " 

' xi1 mXil mX il Xi2sup ~C 1 Xil xi2 - . ' ' " X Cale. 
Ul)(i2""" 

¡ .468 10.936 59.79 -LO -10.936 ~-054 -1.054 -2.108w -0.0334w ' -0.0422J 50 -2.10Bw 

' 3. 705 . 7. 41 7. 454 o o 

'" 
o. 035 -0.036 0.072w 

-2.180w -O. o:hsw 2 0.008Bw 

' .225 4. 45 9.910 2.0 9.910 -0.022 1.978 3.956w 0.030611 

'" 1.77611 ' 0.0118w2 
2 .00 2.0 2.0 LO 2.0 0.010 0.991) 1.9BCw O.OlBBw 

200 3.756w2 C.Ol88w2 
t• 99.162 b 1).974 

. 
. 01'.TOS 0.974 c

1 
: 

99
_
162 

: o.oo9a2 

'configuración supues~a puede ser cualquiera, pero desde luego es convenienre que se pa
=zca a un segundo modo, esro es, que tenga un cambio de signo en la configuración modal. 

' 
' 
' 



¡,,; 
•d 

' 
3 

' 
' 

' 

l!ll< i1 X"alc. 

-0.3653w ' 
. ' 0.0652w 

0.1362w
2 

.0376w ' 

-0.1263w
2 

, 
-0.1263w 

99.162 

' -c1Xi¡ ' " 2calc 

-t0.00696w ' -0.0~644w 
, 

39.86 

o.00472w 
, 

0.01352w 
, 

-2.66 

0.00284w
2 

0.03344w 
, 

59.15 

0.00127w ' 0.02007w
2 49.33 

= -0.0012736w
2 

9 • 
-

"" ' 
. 

Xi2su rnXi2suP' X cal ' 
,, 

' -0.0314w2 
1.3042 2. f>OB4w , 

' -2, 6084w -0.05217w , 
0.6669 1. 3338w , ' 

0.02077w 
-1. 27'16w -0.01275w 

' 1.6495 3. 2990w 

' ' 
0.03352w 

2. 0244w C.01350w , 
0.990 l. 9800w 

' ' 
0.02002w 

4,0044w O. 02002w 

M< Norrnalizar:Co con respecl:o a 0.99 en el primer nivel, para comparar la evoluci6rt de 
la configuración . 

. itmX.
1
X · 1 va J. ca -ctxi1 

' 
, 

' 0.311339w t0.000012w 

3 0.15391w ' +O. ooooos.? 

, 0.1492:Jw ' -T0.·000005w 
, 

' 0.04004w 
, . , 

-T0.000002w 

. ' I:=-0.00021w· 

', cü 

-0.031388w 

0.020778w 

0.033525w 

O, 020022w 

. , 
-0. 00021w 
99.162 

= -0.0000021177w
2 

, 

' 
' 
' 

w~""'*'~ 
¡xi2su 

41.55 

32.10 

49.20 

49.45 

-1.5520 

1.0274 

1.6577 

0.99 

I: -"2.1231 

Lll=5.2271 

- ' mXi2s~p 

-3.104w 
, 

, 
2.054Bv· 

3 .315'1w 
, 

1.9Bw ' 

' AX 

-3.10'1w 
, 

-0.06208w 

-1.0492w 
, 

-0.01049w 

2 .266:.!w 
, 

o.01511w 

4,246Zw
2 

().02123w 

t<ótese que' eJ. intervalo de ' . d w que a comprendido entre 32.1 y 49.49 y que el 

ajuste en la curva ocurre casi entre l11s d<>s ú1tim.1~ n,asas. Qb~érves~ que la co-

rrección al limpiar es muy pequena. 

, 

, 
, 

' 

, 
, 

' 
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"Ni- ' mx.

1
x -C1\1 ' ' cale " Xisup ,., ~ cale cale 

' -0.03623w ' -0.39621w " tO. 000023 -0.03620/w ' 42.86 -1.705 

3 0.025B5w ' 0.19155w ' tO. 000015 0.025B65w ' 39.72 1. 206 

' O. 03631iw ' O. 161í9w 
, 

+0.000009 0.036349w ' 45.61 1.695 

3 0.02123w ' 0.0~2'>6w2 +0.000004 o. 021234w ' 46.62 o. 99 

' ' 
prom. 

o o L-0.00041w Lo:o. 047241w 1>3.70 
'14.94 

[oo0.119655w2 
43.68 

2 
(vals.abs.) 

-0.0004lw 2 
--------~-o. 00000'1 lw 

~9.162 

**** El intervalo de variaci6n de w2 se ha reducido a 39.72 - 46.62 

(dif = 6. 9) y los ajustes en la curva son menores. En uno o 

dos ciclos m~s se llegaría al valor correcto de w2 y Xi. Nó-

tese que para estimar un valo~ 
3 

dow procediendo corno se indi 

c6 anteriormente podemos hacer las sumas de Xsup y de los coe 

ficientes de Xcalc tomando valores absolutos o tomando en cuen 

ta el signo correspondiente, La variación que se obtiene en 

este caso es de 3\ aprox. Si sacamos el promedio de w2 se ob-

tiene un valor casi igual al obtenido con las sumas de valores 

absolutos, que es m§s correcto. 

Si no hubiéramos hecho la limpia en ninguno de los ciclos, al 

cabo de S habrfamos llegado a la configuración del primer modo 

(en vez de 4 ciclos que se necesitaron cuaildo la conf_iguraci6n 

supuesta se parecfa a la del primer modo). 

10 .. 



Aplicación del M~todo de Stodola-viancllo-NewmaJ:k :_>ara 

Estructuras de Flexión 

ll. 

Corno se verá más adelante, cuando las trabes de los marcos son muy 

flexibles en comparación con las columnas, o cuando las fuerzas la 

teralcs son resistidas ~~r muros que trabajan esencialmente a fle-

xi6n, la rigidez de entrepiso no es independiente de la distribu-

ci6n de fuerzas a que ctt~ sometida.la estructura y por tanto no 

puede suponerse c01~Stante para el cálculo de los distintos F.lodos 

de vibrar. En. general, la pseudorigidez equivalente que se obten

dr!a· para un segundo modo será mayor que la correspondiente al pri 

mar modo, pues los efectos de flexión de conjunto se reducen cons! 

derablemente al no tener todas las fuerzas actuando en el mismo sen 

tido. Lo mismo podr1a decirse para modos superiores (ref. 1). 

En esos casos, las propiedades elástico geom~tricas de la estructu-

ra no quedarán definidas por rigideces de entrepiso sino por la va-

riación de los productos EI y GA con los cuales se podrán calcu-

lar las deformaciones debidas a flexión y a fuerza cortante respe~ 

tivamente.· 

Para·calcular las deformaciones por flexión es conveniente el em-

ple~_de los teoremas de la viga conjugada, que es, para el caso de 
• 

un voladizo; otro voladizo empotrado en el extremo opuesto ca~g¡¡do 

con·"el diagrama de momentos entre EI, y en el cual los momentos 

flexionantes correspOnden a las deformaciones de la viga reill. 

Las deformaciones por cortante, que en el caso de estructuras a ba 

se de muros pueden ser importantes en comparación con las de flexión, 

sobre todo en los niveles inferiores, se calculan mediante la expre-

Vihi 
' donde es el incremento de deformación por 



" . 

• 
cortante entre dos niveles consecUtivos, v

1
, h

1 
y A1 son, respectiv~ 

.mente la fuerza cortante, la altura y el §rea efectiva de cortante 

entre esos miSmos niveles y G es el mOdulo de elasticidad al cortan 

' te del material de la estructura~ 

Para calcular los modos de vibración, se supone una configuración 

modal, se calculan las fuerzas asociadas a 

la configuración y las fuerzas cortantes correspondientes y a par

tir de ellas se valüan los incrementos de momento de cada entrepi-

so y los momentos de volteo acumulados de arriba hacia abajo, los 

cuales ~ dividen entre EI {habrá dos valores de M/EI en un mismo 

nivel en los casos en que haya cambio de sección de los muroS). La 

integración numérica del diagrama de M/EI nos permitirá transfor-

mar ese diagrama en una serie de cargas concentradas equivalentes 

a él aplicadas en los distintos niveles con los cuales es muy fá-

cil calcular los cortantes equivalentes correspondientes a cada e~ 

trepiso y los incrementos de momento flexionante en la viga conju

gada que serán iguales a los incre~entos de deformación por flexión 

entre dos niveles consecutivos (es el equivalente de liX = V/R del 

caso visto ante~iormente). A estos incrementos de deformaci6n por 

flexión se sumarán los correspondientes a la deformación por cor-

tante y con esa suma se podrá calcular la nueva configuración, que 

será como antes funci6n de w2 y de donde podremos despejar este va 

lar y en caso de que no sea igual para todas las masas volver a ha 

cer otro ciclo tomando como configuración de partida la encontrada 
. ' 

anteriormente normali2:ándola con respecto a una de las masas para 

poder comparar la evolución de las configuraciones de cada ciclo. 
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Para fijar ideas, a continuación se presenta un ejemplo de an~lisis 

de una estructura en que las fuerzas laterales son resistidas por m~ 

ros, cuyos valores de I y A son los indicados en la figura siguiente: 

Jm 
1 

' ' 
' 

4~ 

" ~--- __ ?, 4-~ ==-- nH Gl,\ 'f"'''"J/.:." 
. . ' / ~- "1~'-4"', A~1.2 .... 

·~· [···+;_·~• ~· o•; 

•=e-~~· ~,-~¿ -~~-,1.;~~
4

:.~~1.1} G=O.~ ·E•0.8x10

6 

,rL l•e,c;¡""4 ,1\:t.l."'
1 

' Ton/m 

' ' Ton/m =2x10 ' Ton/m 

Ni-h-seg 

' 
, •' om J 2 

Too Ton-m 
,¡. 

Too ' ,. m Ton-m • ' ""' . ' I'IM=Vh M 
'" ' " ' " " su sup El 

' 

' 
1 

' 0.10 6 . 6 5.0 o.sow 
' ' 

o o 

'·' 12.8x10 LT 0.96x10 ' 0.5w 1.5w 

o. 15 u 0.38w ' 1. 5w ' 0.1172x1D- 6w2 , 
' , 

' 6,, 12.8><l0 "' 0.96!<10
6 

' 0.88w 2. 64w 
. 

0.1Sw2 ' - ¡, 2 

' o .15 ' ' ' 
4, t4w o. 32J4x10 -ü"Z 

17.0Klé 
6 a.s· LO 1.28>110 ' 1.03w 4.12w 0.2L!35X10 •.,• 

' ., ' o 8.26w o .,4859x10 w 

' 
_j 

Ejernp_lo de· cl'ilculo de las concentraciones equivalentes al diagrama 

de M/EI 

Para el nivel 3 

_, 21 = o.o5"6·~·o- 6~2 (2x0 +•-0.1172 K 10 w o~... w 

(Ver aclaración al pie de la tabla de la p~gina siguiente ) 



•• • ,., . * • • Ni~ Peq*' Veq** liM: Veq 'll<:ilxf "" liXtot • .. ve ' cü 

' 0.0586xl0 ' ' ' " 23.00S2x10 _., _, ' 1.5625x10-ów2 -6 ,2' _, 
0,1172x10 w 

V 
2.2369><10 w 6,?107><10 w 8.2732x10 w" 

., ' , 
-6 2 ' 

14.732xl0 w 
0.2789x10 w "i _6 2 _

6 2 
1.8110Bx10 w 

_., 
5.5224x10 w 

_., 
2.75x10 w 

-6 2; 
a. 2724x10 w -

' 0,,,,, "] _, , 
' _., 6.4596x10 w 

0.6486x10 w _
6 2 

0.8102x10 w 
-6 , 

3.2408x10 w 
_., 

3.2188x10 w 
. -5 2" 

6.4596x10 w-, 

o 0.8102x10 w -6 2 l o 

\{Beg ' Mn\f< , 
\up v~\.~ " 

i"'·- b 2173.42 3.56 ' ~ 
" - ' - .... ~ " ; 11.~\,;?. ~ ..... 

1696.99 2.28 -A - b 

tr h 
¡1 

• • 
1548.08 LO f-· ---1 

* Para obtener cargas concentradas equivalentes al diagrama de M/EI se puede usar la 
fórmula siguiente: 

h 
Pa" 

6 
(2atb); 

h 
Pb " 6 (2bta) 

donde h es la distancia entre dos puntos A y B con ordenadas de M/EI ieuales 

a a y b respectivamente, La variación de M/EI entre A y B es lineal, por lo que 

esta expresión se obtiene considerando dos triángulos con alturas. a y b respec

tivamente y base h. Pa y Pb son laa concentraciones correspondientes en los pun-

tosA y B. (Ref. 2) 

~* Recuérdese que el empotramiento de la viga conjugada es el extremo superior, por 

lo que se empieza de abajo hacia arriba el cálculo. 

*~* Obsérvese que en el primer entrepiso la deformación por cortante es práctica

mente igual a la de flexión por lo que despreciarla conduciría a errores muy 

grandes. Al ir aumentando la altura de la estructura la deformación por cortan

te va reduciendo su importancia en comparación con la de flexión y puede lle

gar a ser despreciable. En este caso la deforw~ción por cortante en el tercer 

entrepiso es 23% de la debida a flexión. 

~M<i> Debe tenerse cuidado con las unidades al valuar 
• 

' • pues es fácil equivocarse, ob 

servase que está en cm y X cale resulta en metros 
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Método' de Holzer 

Como se indicó anteriormente, para conocer completamente un modo de 

vibrar necesitamos conocer tanto la configuración modal como la fre-

cuencia del modo. Hemos visto que en el método de Stodola-Vianello-

Newmark se supone una configuración relativa y a partir de ella se 

calcula el valor de w2. Hblzer piocede exactanente alrevés, esto es, supone la f:r:;_ 

cuencia y a partir de ella Sí! calcula la config"uaci6n I"elativa de abajo hacia arr_.!: 

ba de la estnJctura. Dado que la confis;uraci6n es relativa so puOOe suponer también 

la defcinuaci6n de la pr:in'era masa (por consiguiente el incranento de defontl3ci6n e,Q_ 

tre la tase y la pr.llmra masa.} El método tiene las siguientes etapas : 

Los datos son las masas y las rigideces de entrepiso, igual que an-

tes. 

l. Suponer un valor de w2 

2. Obtener los valores de para cada masa . 
3. Suponer la deformación del primer nivel: x

1
; conviene supon~r 

un valor unita"rio. Esto equivale tambHín, corno ya se dijo a 

suponer ll.xi: 

4. Calcular la fuerza cortante en la base de la estructura, (prl 

rner entrepiso) que será por definición de rigidez de entrePi-

s.· Calcular la fuerza de inercia asociada a la masa del primer 

nivel: 



6. Por definición de fuerza cortante, como la suma acumulativa de 

las fuerzas arriba de un cierto nivel, podremos calcular la 

cortante" del segundo entrepiso restando a la cortante en la 

base la fuerza de inercia del pri~cr nivel, esto es 

7. 'Conocida la fuerza cortante en él entrepiso 2 podemos calcular 

el incremento de deformación en ese entrepiso dividiendo la 

cortante entre la r~gidez de entrepiso liX ~ 
2 

8. Sumando AX 2 a la deformación del primer nivel obtendremos la de· 

formación del segundo nivel 

los pasos 5 a 8 para todas las masas hasta llegar al extremo 

superior de la estructura. 

Si la frecuencia supuesta corresponde a un modo de vibrar, obten-

dremos que la fuerza de inercia del G.ltimo nivel es _igual a la fue!.. 

za cortante del entrepiso correspondiente (por equilibrio rlinámico). 

Si la frecuencia supuesta no es la correspondiente a un modo de vi

brar, se obtendrá una diferencia entre el valor de la fuerza de i-

nercia y el de la fuerza cortante en el extremo de la estructura. 

En este caso el m~todo no es convergente, pero si hacemos otro ci

clo con otro valor de w2 relativamente,cercano al anterior, enea~ 

traremos otra diferencia y podremos trazar una_ gráfica que nos re 

1acione las frecuencias supuestas (abscisas} con las diferencias 

entre fuerza de inercia y fuerza cortante en el extremo superior 

de la estructura (ordenadas). Una vez que tenemos dos puntos de esa 

gráfica podremos 
2 buscar un valor de w supuesto en la intersección 
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000 •1 •J• d• '" abscisas do " lfnea ""' ""' la. puntos antes ob 

tenidos, o '" prolongación " ambas diferencias tienen •1 misrr.o 

signo. Coo este tercer valor supuesto para w2 seguramente obten-

dremos otra diferencia, menor q"' '" anteriores, q"' ""' definirá 

un tercer punto en la gráfica. Podremos entonces trazar una curva 

entre los tres puntos y definir asf. un nuevo valor de w2 
gue segu-

ramente estará muy Próximo a la frecuencia correcta de uno de los 

modos de vibrar de la estructura. 

Cuando ya se está cerca del valor correcto, se puede mejorar el va

lor supuesto de w2 empleando el cociente de Crandall siguiente ; 

donde 
-2 w 

-2 2 ~v. t.x w = w 

es el valor gue debemos suponer en el ciclo siguiente. 

El método presentado sirve para calcular cualquier modo natural de 

vibraciOn teniendo como datos las masas y las rigideces de entre-

piso de la estructura. El modo de que se trate se obtendr~ ~e la 

inspecci6n de la configur¿¡.ci6n modal, tcinarrlci.<!n cuenta que en el po.-
• 

mero ·tedas las defoouaciones .t-ienen el mimo signo, en el segurdo hay un C<lJTbio 

de signo, en el tercero dos 'C!i!IT.bios de sigm y as1 sucesiwrnente. 

Si se conoce la frecuencia del primer modo de vibrar (por h~berlo 

calcu.lado empleando el método Stodola-Vianello-Newrnark, por ejem-

plo) , se puede estimar gruesamente el valor de las frecuencias de . . 
los modos superiores empleando la relación w~J."M2 ¡ w~.lo25wi, etc. 

• l. 

(Esta aproximaci6n puede ser demasiado burda du[JCndiendo de los va 

lores relativos.de las masas y rig¡deces en cada caso particular, 

pero sirve como orientaci6n). 



Ejenplo: 

Calculemos el segundo modo de vibrar de la estructura que se us6 en 

el método de Stodola-Vianello-Newmark, suponiendo 

w~ ~ 9w~ = 9 x B = 72 

Usaremos la tabulaci6n siguiente 

,_ 2 

" ' ' e ,, 
' m"sup V • 

Dif • 260.7 

" 2 '"" .,.~2.751 -396.1 
:)1:!~135.4 " ~2. 707 -.. 

3 , '"" ~0.044....,. - ó.3 

'" ~1.417 .... - . ~141. 7 

• 
2 2 '"" ""' 1.373 T -197:.:-=--

'" 0.373 ;; 

' 2 '"" [~:~+ '"" ~ lOO L LO 1 200 

' " " • 
'"' 

* Obsérvese que aunque la diferencia, encontrado. es fu<!I'te, la configuración se P<~re

ce a un segundo modo, pues tiene un cambio de signo. 

Usando un nuevo valor de 

Ni~ 

' ' " ""' 
.. • 

" 2 lOO 

" -3.334 

3 2 lOO 
lOO -0.667 

, 2 '" 150 0.667 

' 2 '" 200 LO 

,, 

' 
~2.33'1 

~. 00 

1.667 

LO 

2 
50·1/s~g , tendremos 

' V 

~233,11 
Di f. Oó . , 

-166.7 

'" - 66.7 

166.7 • 
lOO 

'" '" 



Ni-

~razando la gráfica w
2 

sup- diferencias encontramos 

1 
1 

/1.4.7 
!, 

1 

1 
1 

1 
• 'Z(,O,? 

1 

--e---------------'""e·''-oC--------,--------------cc so ~?.: w-c
~r 
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que el valor de w2 
que hace cero las diferencias es aproximada-

mente 44 (podr1a obtenerse por triángulos semejantes, pero sab~ 

mes que aan cuando se hiciera asf el valor no nos llevará exac

tamente a cero dif~rencia pues la variaci6n no es lineal como 

estamos suponiendo, excepto en inte~valos muy cerrados). 

R 
, 

" ' ' ' " "' m ~ . ., 
" 

, 
" -1.8~!, ~'·''·" -162,27 299,23 

" -3.17'1 -158,7 ~03,"/1 

' ' " 1.33 "' 155,61 

'"' -0.'+17 - L¡l, 7 17.30 

, , 
"" 1. 7~7 153,7 268,51 

"' o. 747 "' 83. 6G 

' ' " LO " " 
'" LO "o "o 

o ra11,3s 904.7& 
---·----



-2- '· 804.76- '< 1 ' w - ~4 Bll.JS- 4 ,Y4 1 seg 

Ni-

' ' " ""' 
m ~ 

' 

" ' 87.29 

" -3.159 

' ' '87.28 
,00 -0.401 

' ' 87.28 
';o o. 751 

' ' 87.28 
200 LO 

o 

X ' ' 
-1.809 -157.89 Dif.-0.05 

-157.94 

1.350 117.83 
- 40. 11 

1. 751 152.83 
112.72 

LO S7 .28 
200 

Como puede verse, la d1ferencia al final de este ~ltimo ciclo es 

despreciable, por lo que 

' ' w2 = 43.641/seg, w2 = 6.606 1/seg. T2 = 0.951 seg 

y la configuraci6n modal es la indicada. 

Suponiendo otro valor mayor de ' w podr!a calcularse el tercero y 

cuarto modos. Puede también verificarse que la frecuencia del pr! 

mer modo obtenido con el m€todo de Stodola-Vianello-Newmark es co 

rrecta. 

Comentarios adicionales 

En los métodos presentados se tiene como datos las masas y las ri 

gideces de entrepiso. Las masas son relativamente fáciles de cal-

cular y dependen exclusivamente del peso de los materiales con 

que esté hecha la estructura y de la carga viva que se considere 
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p;;J.ra fir¡,es de análisis_ s!smico. Las· rigideces serán función de 

las propiedades elástico-geométricas de lOs materiales empleados, 
1 
que no es sencillo definir y de la estructuración, sobre todo de 

la relación que guarden las rigideces relativas de las barras 

que forman la estructura, trabes y columnas. 

Dado el modelo matemático de un edificio como una serie de masas 

unidas por resorteS, definimos como sistema estrechamente aco-

plado a aquel en que la rigidez de entrepiso es independiente de 

la distribuci6n de cargas laterales a que se vea sometido el mo-

delo, esto es, la rigidez de entrepiso es invariable independie~ 

temente de la elástica que adquiera la estructura al ser sometí-

da a cargas laterales. Aqu! se entiende por rigidez de entrepiso, 

como se indic6 anteriormente,la fuerza necesaria para producir 

el desplazamiento unitario de un nivel con respecto al otro, 

esto es 

R • V 
li para 

En la fi~ura 2 se muestra el modelo matemático de un edificio de 

4 niveles sometido a distintos sistemas de fuerzas. De acuerdo 

coi1"lo antes dicho, la rigidez debe ser ~ndependiente de las' 

fuerzas aplicadas (este tipo de estructuras se conoce tonr.bHin co 

mo estructura "de cortante"). 

n n ' ' 

(( --1'-
' ' 

~·' 1,' 

l 
<::"·- " 

' ' ' -' ,, 
'' J_ 



Para que esto se cumpla, la ri9idez de entrepiso debe ser función 

única•y exclusivamente de las columnas de cada cntrepiso,.para lo 

cUal, los giros de los nudos deben ser nulos, lo que se'logra si. 

las trabes 'son infinitamente r!gidas en comparación con las co

lumnas, en cuyo caso la elástica de cada una de las columnas es 

la mostrada en la figura 3, y los elementos mecánicos que apare-

"'" o OO lo• qoo '" se muestran, para barras do sección constan-
T 

~~f 12 E.]!;¡,'!. ". lh F• ,, 
r M• !i:~lt.." f ¡~ ?,¡ 

-L _, •' E o la práctica, ., dif'Ecil que lo rigidez relativa de l.o trabes 

(k,.I/1) sea muy grande en comparaci6n con la ·de las columnas, lo 

que hará ~e los giros de los nudos OO"Sean cero, relajándose el sistema 

y reduciéndose la rigidez del marco para un mismo tamaño de co

lumnas. Debido a esto, el caso de trabes infinitamente r!gidas 

en comparación con las columnas recibe a veces el nombre de cota 

superior de rigidez. 

Al ser significativos los giros de los nudos, la rigidez de en-

trepiso ya no será independiente del sistema de fuerzas horizon

tales aplicadas. En el lfmite inferior, llegaremos al caso del 

voladizo mostrado en la figura 4, para el cual no tiene sentido 

hablar de rigidez de entrepiso, pues será diferente para cada u-

na cte las posibles configuraciones de fuerzas aplicadas, A este 

caso lo definiremos 

' 

!"" ~ 

. 

.. 

como sistema remotamente acoplado. 

~'"'!1'+. 
1 

1 
' -i 
-
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N6tese que en ambos casos se trata de estructuras aparentemente 

lguales, constituidas por marcos rígidos formados por trabes y co 

lurnnas unidos en los nudos, sin embargo, como puede apreciarse en-

las figuras 1 y 3, las deformaciones de la estructura cuando to-

das las fuer~as se aplican en el mismo sentido son muy diferentes 

en uno y otro caso. En la figura 2, la tangente en el extremo su 

perior es vertical, mientras que en la figura 4, la tangente en 

el extremo superioi tiene la inclinación máxima. 

La f.igura 5 ilustra la forma en que variarian los momentos flexio 

nantes en las columnas del marco en los casos extremos y en uno 

intermedio. Nótese que la ap1icaci6n de métodos aproximados para 

la obtenci6n de momentos en trabes y columnas sin verificar cual 

es la situaci6n del marco, puede conducir a errores muy importan 

tes de subestimaci6n de momentos en las columnas y de desplaza-

mientas horizontales de la estructura, 

y 
1:7 

iV 
L]l 

!!/ 
~·r, 

/ 
/ 

marco con trabes d 
yidas en comparaci'6n 
con .'as columnas. 

/ 

marco en situa
ción lnt<''=''""dia 

Momentos flexionantes en columnas. 

voladho 
(trabes muy fle~i
bles comparadas con 
las columnas). 

Fig. 5 
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ya que los m~todos aproximados en general suponen la formaci6n de 

articulaciones (puntos de momento nulo) en cada entrepiso, y la si 
tuaci6n puede' ser tal que los puntos de inflexi6n.del diagrama de 

momentos desaparezcan en uno, varios o todos los niveles. 

Cualquier edificio de la práctica estará en una posición intermedia 

con respecto a los casos descritos. 

Para conocer cual es la situación en cada caso particular, John A. 

Blune (referencia 1) sugiere el empleo de un índice de rotación 

modal, que define como 

~(I/l)trabes 

E(I/llcols 

y se puede valuar en cualquier entrepiso. (Blume lo hace para el e~ 

trepiso medio). Aqu1 E(I/ll '· ··' 
trabes es la suma de rigideces relati-

vas de las trabes de un cierto nivel y E(I/l)cols es la suma de ri 

gideces relativas de las columnas en que se apoyan las trabes antes 

mencionadas. 

Blume encontró que si p>O.lO hay puntos de momento nulo en las co-

lum~as de todos los entrepisos Mientras que, para valores de p me-

nares de 0.01 la estructura se asemeja más a un voladizo. Para valo 

res de p entre 0.01 y 0.10 la situación es intermedia y habrá entre 

pisos en que no haya puntos de momento nulo, por lo que los m~todos 

aproximados de análisis pueden conducir a fuertes errores del lado 

de la inseguridad por lo que respecte a los valores de los momentos 

flexionantes para los que debe diseñarse as! como respecto a los 

desplazamientos laterales de la estructura¡ la rigidez de entrepiso 

pie~de significado y conviene emplear métodos matriciales para 

analizarla. 
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Si la estructura tiene variaciones importantes con la altura, con

vendrá valuar p en distintos niveles, 

Efectos de deformación axial de las columnas 

Hasta aquf se ha considerado que las deformaciones axiales de las 

columnas, en el caso de marcos rfgidos, son despreciables y no ca~ 

tribuyen a la deformación horizontal. Esto es válido sólo si la re 

laCi6n entre altura y ancho de la estructura es pequeña, tal vez 

menor que 3. Al aumentar el valor de esa relación, el efecto de mo 

mento de volteo en el edificio adquiere mayor importancia y se pu~ 

den cometer errores importantes al despreciar los acortamientos y 

ala!gamientos de las columnas debido a fuerza axial. 

Cuando las trabe;s se vuelven muy flexibles en co:r.paraci6n con las 

columnas, cada una de las columnas trabajar~ como voladizo y la 

fuerza axial en ellas sari pequeña. 

En el cas'o de marcos contraventeados, la crujia o cruj'Cas contra

venteadas· tendrán comportamiento similnr al de un muro y deberán 

por tanto considerarse como estructuras de flexi6n, calcul<tndo sus 

periodos como se indic6 en el método de Stodola-Vianello-NeY.mark. 

cuando se tienen marcos y muros trabajando simult~neamente la si

tuación se complica pues la 1nteracci6n entre ambos sistemas es

tructurales hace que varie la fuerza que toman uno y otro en ca

da entrepiso¡ los muros suelen tomar la mayor proporci6n de la 

cortante total en los entrepi.sos inferiores mientras que la situ"l 

ci6n se invierte en los niveles superior:es. Ver refei·enci<~ ::.. 

Esto hace dificil la aplicación de métodos numéricos para calcular 

loS r..:Jdos de vibraci6n de este tipo de estructuras, siendo más 
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conveniente el empleo de métodoS rna.triciales pa.ról este fin, 

Blume, John A., "Dynamic Characteristics of· Multistory Buildings", 

Procedings ASCE, Structural Divisi6n, February 1968. 

(Se entregará copia de ella como.parte del material del curso) 

"""""'IA2 

Godden, Williarn G., "Nurnerical Analysis of Bearn and Column Structures", 

Prentice Hall. 
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VIGAS VE CO~TAilTE NO AMORTiGUADAS 

SON SISTEMAS CONTINUOS CUYOS CAMBIOS DE PENDIENTE SON PROPOR

CIONALES AL CORTANTE QUE ACTUA EN LA SECCION. 

SEAN m y p LA MASA Y FUERZA EXTERNA DISTRIBUIDAS POR UNIDAD DE 

LONGITUD, Y k LA RIGIDEZ POR CORTANTE: 

k a FAG 

F • FACTOR DE FORM 

A • AREA SECCION TRANSVERSAL 

G • . MODULO DE ELASTICIDAD DINAMICO AL CORTANTE 

mdX 

POR". EQUILIBRIO: 

dx + pdx - m 
2 

U dx a' 
2 

k !...2. .. p(t) 
_,2 

• o 

( 1) 



LA EC HOMOGENEA QUEDA (CON ti=O) 

(2) 
2 . 

' ' "2 
' 

2 
- V o ' 

ESCRIBIENDO x(t) • Z
0

(X)e0 (t), LA EC (2) QUEDA 

.. 

.. 
6

0 
(t) 

sn (t) 

,. ', • 

', • 

z • n 

V z " z, 

" z 
" v2 r· 
" 

', • o 

o 

senw
0

(t-tn), 

"' 
" z 
" 

z 
n 

.. " en (t) 2 z z 
z~ = en (t) 

• V . , • 

2 •, • z • o 
v' " 

A, 
., 

(X-a ) • ,.,_ 
V " 

CONSTANTE 

,, • A, sen[~v0 (X-a0 )]sen~0 (t-t0 )], n•l, 2 ..• 

LAS CONSTANTES a Y ~ SE DETERMINAN EN CADA PROBLEMA EN FUNCION " " . 
DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA 

CONDICION DE ORTOGONALIDAD 

L 

J xn(X)xj(X) • O~ SIn 1 j 

o 

EJEMPLO 1: CUERDA VIBRANTE DE LONGITUD L Y EXTREMOS FIJOS: 

EN EL EXTREMO X= O SE TENDRA 

(3) x(O,t) ~O •·' •,van = ,. - ' r .. j = 0,1,2, ... 

" 



EN EL EXTREMO X • L SE T~NDRA 

{4) x(L, t) .. O 
'n L 

•' -- = nn / . . 

3. 

n • 1,2, ... 

PUESTO QUE EN LA EC (3) SE TOMA j•O, YA QUE j•1,2, ... DAN LA MISMA 

SOLUCJON, LO CUAL CONDUCE A an • O 

DE LA EC {4): "'' 'n·-L-; n•l,Z, ... 

FRECUENCIA FUNDAME~TAL 

SI n•l J 

¡ 
.V 

'1 • L 'n • n w1 

y Tl • 2L 
Tn 

Tl 
- • 
V n 

LAS CONFIGURACIONES MODALES QUEDAN: 

CONDICION DE ORTOGONALIDAD: 

L 

J Ai seni~X Aj senj~Xdx • O j SI i .; j 

o 

EJEMPLO 2: VIGA DE CORTANTE APOYADA EN X • O Y LIBRE EN'X • L 

DE x(O,t) m O ~ an = O 

DE )::' (L, t) = O {PUESTO QUE EN X • L SE DEBE CUMPLIR QUE LA FUERZA 

CORTANTE, S, SEA NULA), 

x'(!,t) 
'n 

" A cos 
n > 



x'(L,t) o "'n.h .. "oL 
+czn-1) .. - -"' -V V 

o V " (Zn-1) 1 ' 2 ' ..• " - [ r o -o 

SI n=1; - •V 

" '1 - 4L 
"1 D -

V 

'1 
"o - w1 (Zn-1) To ·zn- 1 

ASI: Tz = 
r1 
T 

T 
T • _1 

3 5 , ETC. 

DISTRIBUCION DE CORTANTES: 

1 er. 

s~ = k ax • .. " 

• 

' ' ~-' ' ' 1 1 

k "o 
V 

;\ 
1 i.r"""" S 

1 

' ' 1 ' ' ' ' 1 

MODO(FUNDAMENTAL) 

,,, 

' ' ' ' ' ¡,. 
1\ 
1 ' 

2o. 

senw (t·t ) -
o o 

•, ;....-. ,. 
~ 

/ "'~.S 
' } 

• ' / 
' 

MODO 

' ' • ' • ' ' ' . 
' / ,, 
' ' ' ·~-' ' ' '·< 

' ' ., 
' \~5 \ 
' 1 

3er. MODO 

• 
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VIBRACIONES ·FORZADAS EN VIGAS VE CORTANTE 

SEA x0 (t) LA EXCITACION DEL TERRENO. LA RESPUESTA, x(t), DEL 

SISTEMA ES 

' • 
an ~~n "vn X 1 ( ) ( )d ~~ x

0 
t senwn t-T T 

"n 
( ') x(t) =-r 

n•l 
o 

L 
DONDE 

Jn 
o • 4 

(2n-1)W 

TAREA: DE~10STRAR ECS (3) Y (4) Y ESTUDIAR SECCION 3.15. 

EJEMPLO: CALCULAR EL LIMITE SUPERIOR DEL CORTANTE EN UNA VIGA DE 

CORTANTE A CUYA BASE SE LE SOMETE A UNA ACELERACION CONSTANTE, 

'· 
EL ESPECTRO DE ESTA EXCJTACION ES V • a/w 

POR LO TANTO~ S < k 

• ka
0

V "'n · " S -"x < ' ---"' - n•l "n v V 

• 
S BaLm 

' 
1 < -,-

• n=l (2n-1) 

• 

'" 

' ....!!. sen 
"n 

4k • ....,. 
-m 

" _!!_ X) V 
V 

• sen fr:CZn-l)X 

' n•l (Zn-1)[ fCZn-1) 

• 

(2n-1)nX 
ZL EN X•O 
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VIBRACION DE VIGAS'EN FLEXION 

'OI•l,~l•) 

V + pdz - (V + !Y. dz) -

" 
2 . 

mdx· ~ "2 
SUSTITUYENDO (2) EN (1) Y SIMPLIFICANDO: 

>V 2 
• p - m~ 

" "2 

M • Vd' - (M • .!!:!. J l ) • o lli. V 

" " 

( 1 ) 

(2) 

( ') 

(4) 

{DESPRECIANDO LOS TERMINOS DE SEGUNDO ORDEN DE LOS HOMENTOS 

DEp'Yf·) 
. l 

SUSTITUYENDO (4) EN (3) SE OBTIENE 

TOHANDO EN CUENTA 

2 
3 (EI -;7 

2 
' 'l -;7 

M 
QUE El 

·-. 
SE OBTIENE FINALMENTE 

( 4' ) 

(S) 

q 



b. AMORTIGUAMIENTO VISCOSO 

FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO POR 

VELOCI'DAD TRANSVERSAL ~ 

P . m ax 
- e at 

c(z) ax 

" 

2. 

( 5) 

FUERZA DE AI>IORTIGUAHIENTO POR DEFORMACION DE LA VIGA. 

ACEPTANDO LA HIPOTESIS DE NAVIER DE DEFORMACION PLANA ,, 
,----,.-'""--7 !T= <if ¿;r 

-1- ,¡~ --1-

e:¿• AMORTIGUAl•liENTO 

POR DEFORMACION 

~ J ayda 

INCORPORANDO EL MOMENTO DEBIDO AL AMORTIGUAMIENTO EN LA 

EC. (5) 

(E 1 
3 

o ' ) 
az :; t 

• 

,z, 
• rn-2 • 

" 
ax crr = p 

SI LA EXCITACION ES POR ~!OVBIIENTO DE LOS APOYOS, 

DEMOSTRAR (CLOUGH y PENZ lEN, PAG 

2 4 3 
Cl (El + C¿I ") • o;z ,, az: <¡t 

EN DONDE 

Pefect • 
.,2 

o;z 
azxs 

(El + C¿I -;;> 

x(z,t)• xest(z,t) + x(z,t) 
tOt 

2 
•" .,z • 

a3xs 

a z at 

303) QUE: 

CQX = 

" Pefect. 

2 

) . '• '', m-- . ' 
"' " 

( 5) 

SE PUEDE 

(7) 
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xS • DESPLAZAMIENTO PSEUDOESTATICO OCASIONADO POR EL MOV. DE 

LOS APOYOS DE MANERA ESTATICA 

x m DESPLAZAMIENTO DINAMICO 

SI SE TIENE UNA ROTACION Y UNA TRAS
LACION POR APOYO: 

. . . 4 
.X • t \f.6.(t) 

5 i•l l l 
(8) 

Ó3 i!¡ (z) • CONFIGURACION DE LA VIGA 

_, l. , DEBIDA A 6 1•1 
1<~ = =.s/ ~z.•->"e"T"' ¿ 

/>~e c.odo<:sd'.-''b &;o 

INCORPORANDO (8) EN (7) :_ 

4 

Pefect ~-r {miL6.(t) + 
i"' 1 1 1 

(9) 

EN LA MAYORIA DE LOS CASOS EL AMORTIGUAMIENTO INFLUYE POCO EN LA FUERZA 

EFECTIVA Y LA EC. (9) SE SIMPLIFICA A 

4 •• 
- ¡; mil. (z) 6. (t) 
i•l' 1 1 

EN EL ·cASO DE UN VOLADIZO 

.. ~~ --31' 
' e, ( z) • 1 • .¡. 

y .. 
Pefect 

. - m(z) 61 ( t) 



ANALISIS DE VIBRACIONES LIBRES 

CONSIDEREMOS UNA VIGA DE SECCION CONSTA_.NTE (EI~ CONSTANTE 

' POR UNIDAD DE LONGITUD). 

DE LA EC. (S)_: El 
3 4x • 32x o 
"4 

m :2" • 
". 

o 

RESOLVIENDO LA EC. (1 O) POR SEPARACIO!l DE VARIABLES: 

x(z,t) ~ 9(z) Y(t) 

. 
Y(t) +IT 9(z) Y(t) 

POR LO QUE 

m Y._(jJ -n YTtT - e · 

• o 

• 

-~ 
• 9 (z) 

ilrf.tl 
+EIY(tT" 0 

CONSTANTE) 

4 . 

' m=MASA 

e, o> 

POR LO TANTO OBTENE~IOS DOS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS: 

e 1V(z) - a 4 9(z) = O 

Y(t) + w
2
Y(t) • O DONDE 2 

" 
, 

o ,4 , 

LA SOLUCIQN DE LA SEGUNDA DE USTAS ES: 

· Y(t) • ~ senwt + Y(o) coswt • 

•\ a EI 
-
' 2-

" ' El 

( 11 ) 



5 • 

LA SOLUCION DE LA PRIMERA ES: 

9(¡-;) "A1 sen a~+ A2 cos az + A3 senhaz + A4 cosha:!. (1Z) 

EN DONDE LAS A¡ SE CALCULAN EN FUNCION DE LAS CONDICIONES DE FRON

TERA DE LA VIGA EN AMBOS EXTREMOS. 

EJEMPLO 

VIGA SIMPLF~ENTE APOYADA 

LAS CUATRO CONDICIONES DE FRONTERA SON: 

" en z•O: 9(o)~O, M(o)• El 9(o) • O 

en z•L: fi(L)=O, M(L)• EI9"(L) • O 

SUSTITUYENDO fl(o)•O Y fl"(o)"O EN LA EC. (12) Y SU SEGUNDA DERIVADA: 

fl(o) ··A2 + A4 cosh 

e\o) • a 2(- A
2 

+ A
4 

HACIENDO LO MISMO CON G(L) " O y 

e CLJ ... 

" G(L) 

aL + A3 senh aL • O 

sen aL + A3 senh aL) 

POR 1.0 TANTO, 9(L) • A1 sen aL " O 

G"(L) • 0: 

PUESTO QUE A1=0 ES LA SOLUCION TRIVIAL, SE DEBE TENER QUE A1 5EA 

ARBITRARIA Y QUE 

sen aL • O-~ aL= n-.; n • O, 1, 2, ... ,"' 

POR LO TANTO, a = nw/L. RECORDANDO QUE 

a4 • w2ffi/EI, SE TIENE QUE 

¡1 .. 



.1 

6. 

2 4 -
"'n • (n~/L) El/m o 

SON LAS FRECUENCIAS CIRCULARES NATURALES DE VlBRACION DE LA VIGA. 

LAS CONFIGURACIONES MODALES SON 

9n (z) • Al "" 
m 
T ' 

~~ ¡A,~e1 =A1m 
2 

" = ~ IEI!ffi T ., 
L 

ler. MODO 
e -A ZTz 

1 z· 1 ,.,_L 

/3:(~ 1,. "'=1 • . , • "2 

J:T IEI/ffi 

'" -L-

lo. MODO 

"'l w2 :w3 ::1:4:9 

2 
"'i " n "'1 

' .. 
' 1 

' ' 
' ' 

' " 

1 ' ' 



centro de educación continua 
división 

f.!~cult11d 

--~-

do 

do 

estu'dios do poogrodo 

'ingen!erla un 11m 

VI CURSO INTERNACIONAL DE lNGENIERIA SISMICA 

DINAMICA ESTRUCTURAL 

EJVIPLO 

DR. OCTAVIO A. RASCON CllAVEZ 

JULIO, 1980 

Palacio ~e Mlnerlo primer pl<o ~xlco 1, O. f. 





f 

Ejemplo; Calcular laa frecuencias circularas y los modos de vi

braci6n de la siguiente estructura: 

'1 
1 

K = 4h 3m ! / 

+ 
1 'x 

H-- -_;f-'L~ 
M x, 

1 

1 
1,.._ ___ _¡_ ___ __, ... ~_.--Columnas de rigidez 11. 

)<- en cualquier direcci6n 
1"-3m -+ 3m --,1-
' 

---,[HX2 

de equilibrio est!tico 

En la direcci6n do xl: MXl + KX
1 

• o 2 K - "1 • M 

(movimiento desacoplado con x
2 

y x31 

ZT 
-1 • (1,0,0) 

"" la direcci6n x2 : MX2 + Kx 2 -o 

MX2 + KX
2 

3KX3 • o ( 1 

Eo la dirección XJ: MX2 " 3 + KT x3 = o 2 1 



•• 

Momento respecto a c. R.~ 8 x 3k x 3 = 72k 

= 18K 

sustituyendo K.r en la ec. (2): 

{31 

{4) 

RestandO la '"· {4) a '" '"· { 1) " obtiene: 

"2 - 9KX3 
o o x2 o 9X¡ -x2 • ox, 

.. 6K 
Sustituyendo esto último on la '". ( 4 ) : x, ' 9M x, o o 

2 2 K 
' T • (0,9,1] "2 

o :¡¡¡ ' -2 



METODO S DE NEWMARK 

SISTE~~S ELASTICOS LINEALES DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD 

PARA CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE N GRADOS DE LIBERTAD Y 

COMPORTAMIENTO ELASTICO LINEAL SE EMPLEAN LAS MISMAS ECUACIONES QUE 

PARA UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD. 

EN DONDE j • 1,:Z, ... ,N. 

EN ESTE CASO SE RECOMIENDA TAMBIEN UN VALOR DE a COMPRENDIDO ENTRE 1/4 

Y 1/6, Y QUE ~t ~ 0.1 TN' EN DONDE TN ES EL PERIODO NATURAL DE VIBRA

CION MAS PEQUENO. 

' 

' 



' . 
• 

EJEMPLO 

SEA UN SISTEMA DE DOS GRADOS DE LIBERTAD CON AMORTIGUAMIENTO NULO, 

CUYAS MATRICES DE MASAS Y RIGIDECES SON; 

! . [~o :] ' M • [: :] 

USANDO EL NETODO B DE NEWMARK CON at~O.Z seg Y B- 1/6 CALCULE LA 

RESPUESTA DINAMICA ANTE UNA EXCITACION DADA POR LOS DESPLAZAMIENTOS 

DEL SUELO: 

'o - 1 • z ' 'SI O < t < 2 seg {x
0 

EN CENTI~IETROS) 

'o - 4.8-1.2 ' SI 2 < t < 4 seg 

'o - o SI t < O o t > 4 seg 

•• 
PUESTO QUE ESTA EXCITACION IMPLICA QUE x0(t) -O PARA TODO t, SE 

TIENE QUE LA ECUACION MATRICIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER 

POR LO QUE 

m Y • Q1 • o 1 1 

EN DONDE y 1 " x 1 
y Yz-xz-xo' 

CON at = 0.2 seg Y B• 1/6, LAS ECUACIONES DEL METODO S DE NE\\'MARK 

QUEDAN EN LA FORMA 

xj (ti+l) - xj (ti) • O.l[xj{t¡l • xj(t¡,. 1J] 

xj (ti+l) - xj (t¡) • o . 1 xj(t¡) • 0.04(xj(t¡)/3 • xj (ti+l)/6] 
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VIBRACION DE SISTEMAS DISCRETOS DE VARIOS 

GRADOS DE LIBERTAD 

t:j'ernplos de sistemas de n GL 

masas 

"F9 

Caractel'isticas: 

concentradas 
rigidas 

-·columnas solo se deforman 
lateralmente /l-1 F=====t 

' ' ' ' 

1 

con una coordenada por ma
sa queda definida la config~ 
nación del sistema 

equivale a: 

Además, la consideramos elástica,lineal 

Supongamos: 

1 /, Y::.. )t~ 
f. 1 _......----¡-----~---._ ·:. -· ,..,- -masas concentradas 

if'---B ¿,--:-= ¿, -¿ 

'¡ 1 '¡ 
P

1
(t) P

2
(t) P

3
(t) fuerzas concentradas'exte-

riores 

aislemos una masa: 

= ::f fuerzas 
ca a la 

resistencia elásti
deformación 



,., ecuaciones 

'n ' ' • 
" ' 

'" ' ' • 
"' 

e, ' ' • 

"' 

condensadas do movimiento 

p 1 ( t ) 

? 2 ( t ) 

p 3 ( t ) 

fuerz~s asociiadas 
NO al movimiento 

serán: 

al desplazamiento, 

la determinación de estas fuerzas es un problema 

estático. 

Coeficientes de influencia 

' . 

Coc 

'· 

Da flexibilidad 

" despl. 
coord. 

de la coord. i debido a una carga unitaria en 
J (desplazamiento y fuerza en = dirección) 

superposición 

x, • 'u o, ' ,, o, ' ,, o, 

x, • 'n o, ' ,, o, ' ,, o, inv, '" 
x, • ', o, ' ,, o, ' f 33' o, 

De rigidez: 

.-
)l.l ~ 1 

= fuerza en coordenada i .Por un desplazamiento unitario 
en coordenada j. 

2, 



'· 

eoo superpo,;ición 

,, • ,, '• ' ,, ,, ' ,, ,, 
o, • 'n '• ' ,, x, ' ,, ,, "' 
o, • ,, x, ' ,, ,, ' ,, ,, 

Desde luego =f .. ) (Maxwell-flohr) 
' ~ J. . 1 . 

La ecuación 2 también puede escribirse: 

o bien, en notación matricial 

o, ,, ,, ,, '• 
o, , ,, ,, ,, x, 
,, ,, ,, ,, ,, 

matroü: ,, ri-
gideces 

Ponemos: 

¡oj • [<] fx1 1 • 

Claroo qo• t'r' • t:cJ • [' ij l 
Sustituyendo ( ' ) o (3) '" ecuaciones ,, movimiento: 

m1X1 ' 1<11 xl ' K12x2 ' ,, ,, • p 1 {t) 

" 
m2X2 ' K21x1 ' K22x2 ' ,, x, • p 2 ( t ) 

" 
m3X3 ' K31 x1 ' K32x2 ' ,, ,, • p 3 ( t) 



o bien: 

.. ., o o ', ,, ,, ,, ' ' 
P

1
{t) 

o ., o ~, + ,, 'n ,, ' p 2 ( t l 

' o 

o o ., x3 ,, ,, ', ,, p 3 ( t) 

o también: 

[•1 H ' [< l Jxl ~ hCtll (vibraci6n 
1 forzada) 

• ¡o¡ (vibración 
libre) 

1. VIBRACION LIBRE 

( 1 . 1 ) 

Supongamos la solución 

{xi : J:.L (A s~:._~-3-~n pt) H 
constante ---:>- define: 

y ( t) 

con t 
escalar ____..-

vnriación 
- amplitud 

armónica 

tenemos: 

i'} • H (A sen pt ' 3 cos pt) • " Y(t) 

¡;¡ ~ ¡ "i (Ap cos pt - 3 ' sen pt) ( 1 • 2 l 

fx] • H (-Ap 2 sen pt ' ' ' e os pt) • - ,' H Y(tl 

Sustituyendo 1.2 en 1.1 y dividiendo entre Y(t) nos queda: 

o sea: 

( 1. 3) 

[EJ 

4. 



['J ¡ "l ' i''J H ,,] i"] ' r,J ["} , p , p 

r· , -1 )( cKr1. ' pre x ,, 
'"' ' - . 

p 

[•]'' ['l H ' ¡,] ' { "] c'r l><J H , p , ,, 

En las dos formas llegamos a un problema de VAC 

[e] 

Problema de valores carac~erísticos: 

Dada una matriz cuadrada de orden (nxn) [t], que representa 

una transformación lineGl de vectores n-dimensionales, debe 

encont:r-arse un vector Ju\ que transforJ:Jado por )-L} resulte 

en otro vector ), lul en la misma ''dirección". O sea, [t} solo 

cambia la magnitud de jui sin Oümbiar la dirección. 

'· 

El vector es un vector caracteristico (o eigenvector) de [tJ. 
).(escalar) t'eproesenta la relación entre las "longitudes" an-

tes y después de la transformación y para llegar a loa VEC de-

be tomar·valores de un conjunto de valores característicos 

(VAC) (o eigenvalores}. 

El problema de encont~ar frecu~ncias y modos naturales puede 

considerarse un problema de VAC. 

Tenemos 

' p ~o) 

( STD) 

(1.3) 



Si en el sistema· de ecuaciones 

(A] es no singular, la eolución única es la trivial 

{x} = {oj) de donde: no_s interesa el caso en que (A) es 

singular. En este caso la ''djunta~ LA] existe y puede pre X 

por ella, -con el resultado 

1' 1 1 ,¡ , H 
porque GJ [·] , 

1 ' 1 ['] t-[•J (nxn} 

Puesto que 1• 1 = o ' H 00 necesariamente ., nulo, pei'O " 
se asigna un valor dado a uno de sus elementos los demás qu!. 

dan determinados en forma única. 

También notamos que si jx} es solución_de [A] {x~ 

y o< es una constante, entor.ces ~{xJ es también solución. 

Poi' lo tanto, hay un número infinito de soluciones. Todos es-

ta.s se considerarán junta,s y hablaroemos de una "solución" co-

mo un conjunto de relaciones entre los elementos de 

Volvemos a [l'b~~ H 
[' J 

{ 1. ~) 

" desarrollar 1' 1 , o llegamos • """ ecuación ,, grado o 

' '" p cuyas raices •oo >o• VAC. 

- Como [<] y ["] 000 simétrica.s y positivas definidas*, 

*Transpuesta ds la matriz 

**[A1 es POS. DEr. si )!¡i 
de cofactores. 

[AJ ¡ql> O para todo 

6. 



puede demostr-arse que las ra:i.Ces de la ecuación cai'acteristica 

son !'ea los y positivas. Las llamamos 1' 
1

2
, p

2 
2 2 

', , , ' pn , 

Las n frecuencias naturales son 

los términos positivos de las ralees y la más baja es llama-

da frecuencia fundamental. 

Para la gran mayoría de los casos de interés las frecuencias 

' son diferentes entre s1. 

Para cada frecuencia existe una VEC asociado; 

i=l, ... ,n 

o sea para cada P¡ existe una solución Jri no trivial 

llormalizaci6n (solo conveniencia, sin significado físico) 

Varias form!ls: 

(modos normales) 

7-

Los modos y frecuencias naturales del sistema son propiedades 

características derivadQS de las propiedades de inercia y ri-

gidez expresadqs por los elementos de [H} ' [<]. 

Llamaremos matriz modal [R] a la que tiene los VEC, o vecto-

res modales, cerno oclumni!S. 



ORTOGONALIDAD DE MODOS DE VIBRACION 

Se dice que dos vecto~es 

' 
¡.jy 

[J J pecto a la matriz simétrica 

~b1 son ortogonales con res 

,, 

8. 

DemostrelllOS que dos vectores modales {r! i y frJ j, asociados a 

frecuencias diferentes ( li # r j) SOn OI'tOgonaleS COn respectO S 

las matr>ices de inercia y elástica. 

Cada uno de estos vectores satisface " ecuación LJ 

,'[<Jic) ~ [<l H ['J l·l "~2[KJ H 
es decir= 

' [<l l"l' [Y] ['Í, f'l H' !_2[KJ {•!' ,, ~ ~ 

" ,, [<] ¡ ·l j 
~ [<] H, ¡,J H, • ;,,r,JH; 

pre X y j ' Y ~r~ i respectivar.~ente 

,; H; li<l ¡.¡, ·H',r,Jl"}, iH,l,JH, ~ ;,, 
,~ ¡.¡; c,J H, ·l·l',r,m, ¡¡c¡;r,JFJ, 

' ¡.¡ j [Y] I·L 

pero 

. ., 

como 

[Y] 
[<] 

y es son simétricas: 

• 

~ ¡.¡; r,JH, 
· H: t,J¡.¡, 

restando miembro a miembro en ecuaciones 

{•j; [Yj 1•) j 

(a) : 

(.) 



y como 
., 

'; 

o'('>· 
'; 

---------------~------------------
• i·l; L'J H, · o 

Tenemos ecuaciones de ortogonalidad; 

\•); ["] ¡.¡, , o 

( "l; ['} ¡.¡ j , o 

La e e 

y la matriz modal (R) 

Hagamos: 

y sustituyendo en (a): 

si i ~ j 

pr-ernultiplicando por {R]' : 

CRJ' C"l C•l M • C•J' C0 1'1 ¡,¡ , 
,____~--<./diagonales __ }-- -

¡·- .. \ • 1 ' ¡ ,. 
\ M, K ' l. -rli r .. ·: _____ J 

'

\ r) . .. , 

' 

i ' j 

•• 

,. ) 

'" 



Llamemos 

[R] [>[} [R} • tM*) 

[R] [K] [R] • Th•.J 

la ec ( o ) ( p . -1 4) puede ponerse: 

¡:,.¡ \'1 • '(K1 ¡,¡ 

qoo equivale " 
• .. • . , Y, • k" ,, • o .. .. • ., ,, • k" ,, • o 

- - -- - -• • '• 00 

de las que 

• 
k u 

• k 
"" 

----¡; , ••.•• , 

"o 

'· • o 

k • 

= ~n 
• 00 

o- o-

Recordar que para -----~ 

.. 
mx + kx " o 

•• 2 2 
>t + p ¡¡ " o y p 

k 

O sea, 000 ,, transformación 

jx¡ • [R] H 
aplicada a la ecuación 

t•J H • [<] H 

• 

• 

M 

fo) 



hemos descompuesto un sistema de nGL en n sistemas de lGL in-

dependientes, 

ConsideremoS el producto 

' 
(('] '[•)['~-< 

¡,¡-' C•F' - ["J 

- r,r' c•r' ['J 

['J [<J ['J _, 
' ['J 1 [<J ['] 

- r+J 
[?]. contiene las frecuencias naturales en la diagonal principal 

. . El problema de encontrar frecuencias y modos naturales equ~ 

vale al de encontrar la matriz [R] que diagonalice [M] y [K] 

de acuerdo con 

(RJ 

('] 
['] ['] 

['] ['] 
-
-

Las frecuencias naturales se obtendrán de 

-
Veámoslo en otra forma 

1:•1 í'' ¡ , C<J ~X l - {P(t)J 

Sustituyendo H - L'l ¡ ,¡ 

[•1 ,- ] ¡ ,j rK1 rR-¡ .! y'; e' , -~ - -- ' . i"' ,¡ 



pPemultiplicando '" w 
~ ' 

H: C•l {'! ' r1 M i"J; i"'J [•l ' Nj LK] ·"' " 
. ' ' ,.______;;_ --- ·--~~ --(" ) ( b) escalar 

En los productos {a) y (b) solo queda (por ortogonalidad): 

\");L'lHj 
------· ,. 

j 

y para el modo j tenemos: 

' 
• p • ( t) 

' 

-· 
o bien ( 1. 5 ) 

' ' p . ( t l 

' 
análoga a la ecuación de movimiento para 1 GL: 

m X + k x = P(tl 

En (1.5) tenemos: 

n ecuaciones independientes para nGL 

1 ecuación independiente para cada godo 

Para vibración libPe (1GL) 

" ' x+p x=O m 

·-. 



• 

la solución es: 

' • ' ""' " • ' "" p< 

' y para " modo j tendremos (_pj(t) 

yj • '· ""' pjt • 'J ' 
Si en {e) hacemos 

llegamos a 

x(t) = x
0 

cos pt t 

Y en (d): 

• 

"" 

p ) 

"' ' -

sen pt 

,;....., r;. t 
J 

(o) 

( d ) 

Cualquier configuración del sistema puede expresarse como una 

'). 

suma de formas modales multiplicadas p~r ciertos coeficientes. 

Esquemáticamente:. 

+ + + ... ' 

lx} • H. ,, • 1 ·1' ,, • s·í, ,, + .... 
estática • • 

o (' • Y( t ¡) 
dinlimica 

( {x) • ¡x< <>¡) 



En nu.,str>a expr>esión ' 

• 

íx\ puede no ser> función de t, por> ejemplo: 

; ' 
[R J {o] (<l 

donde H es el vector> de constantes 

que pr>ex [R] m da la configuraciOn i'J 
De la ec. {e): 

' 
H • [R] -1 Í' j (C'J u¡'ING) 

En 1.4 también podr1arnos hacer 

pero sigamos otro camino, premultiplicando por {r>f~ LMJ 
o por fr{; (K] 

' ['] H ' (>iJ(R] Id Í"i; Hj • i" ¡ j • [e] 11' y' • 

' { ' ' . re] H, ,, t ... ' ) rf j ' 

' f'(" .. ' 1"1 j [e] y 

" 
PoP or>togonalidad todos estos productos "" nulos excepto ., 
tér>mino 



de donde tenemos 

. CeJ H 

de donde: 

, H i [<]{x] 
• Mj 

(coeficiente de participación) 

-------
Ejemplo 

1-l-'~~l.o 

"'::.}.!> 

"""'77bTT'. 

(vigas rígidas) 

¡ ---60 T/cm 

1---120 T/cm 

1---180 T/cm 

Matriz,de rigideces 

. . [<] , -120 

- óO 

''· 

:]ton seg
2 

1,0 cm 

-'60 

_, 
' 

= 60 _, _, (T/cm) 

_, 
' 



= 60 (5 

si d = p 2¡60 

['l - " 

1'1 - o - " 

f' - " 
,, 

Modos; 

3. 2 85 

' " 
' 
o 

[(5-,dl 
- ' 

o 

"' - 5 • 5 

d1 -
,, -
's -
f1 ' 
f, ' 
1', ' 

M = n 1:5 ~J 
_, o 

-~" ' ' 1.:.::/ { 1-60 p ) 

_, o 

(3-1.5 d) 1 

-1 {1-d) 

,, • L5 d - ' ) - o 

0.35 

1. 61 

3. 54 

21. o f1 ~.58 - -
9 6 • 5 1, ' " ¡ - -

- 212.4 1, - 14. 56 

fl'ecuencias 
natul'ales 

-1.~7~ 0.411--=:i-

·- -~-- ,_ ..... 
·-/ 

/ 

''· 



,, . 

[•J ~ l. 000 1. 000 1. 000 

2. 13 5 o. 899 -1.0lt4 

3 • 2 8 5 -1. 't74 0.1111 

' ,- '1 [•J' [' J [•] . ' ~ ~ 19.629 o.OJB Q.007 
L 

• o . o 3 7 5.396 -0.014 

O. OC6 -0.0111 3.80lt 

Ej : 

1 '3. 6296 = {r) ~ - .,- ' -trilmi 

[,',] [•]' [•J [•] -
~ - 60 6.899 0.0112 o. o 34 

o . o 42 e. e s1 -0.040 

o . o 34 -O.OltO 13.473 

Comprobación 000 t•'J - 1>' •'J ~ 



1 

' ' 

,, 

'oo 

Modo 

En p. 

• ' 
1 z 1 

/ 

x, 

x, 
1 

V 
x, 

~ 

i"Í' [M) f,)" 
" •, 
-H, r•J ¡x,J 

•, 

0.930 cm 

0.051 cm 

0.026 cm 

" 

" ' om 

" ' ,. hl 
" ' ,. 

/ 

z.o + s .405 + g .ass 

19~629 

LO , 2.697 - 4. 422 

5.386 

2 • o - 3.132 + 1- 2 3 3 

3.804 

son amplitudes de los 
modos 

,, . 

" {! J 

" 0.9303 cm 

" 0.0511 

" o .0266 



''· 

Pa~a obtener los desplazamientos de las masas debemos ~ultipli-

car por las configuraciones modales: 

{"1, t'J "il 
~ y 1 ( t) " :2. 13 5 

3.285 
0.93 cos li,SS t 

t' l "i2 
o Vi' Y

2
(t) = 0.899 

-l. 471¡ 
0.051 cos 9.82 t 

f 1. 00 ) 
"i3 

o )rj, y 3 (t) 1.0441 
0.1111 

0.0266 cos 14.56 t 

y sumar. O sea los desplazamientos x1 (t) de las masas serán 

i''''l ~ C•J ¡,,,,) 

x
1
(t) o "u y 1 { t) ' ,, y 3 ( t) ' "u y 3 ( t) 

"2 ( t ) ~ 

"" y 1 (t} ' ,, y 2 (t) ' "" y 3 ( t) 

x 3 e t l -~ "n y 1 ( t) ' ,, Y
2
{t) ' "n y 3 {t) 

Oti'o ejemplo 

p(t) 

L~ ce: 

' X T p X " 

P(t) 

• 

y para CI : O la solución 

(1- ces pt) 



Tenemos aho~a el problema de encontrar la respuesta de 

Para ol modo ' . 
.. . t,.2 
yj ... '; ~ 

• 
4o- (' '; ~ -
'; 

' Cálculo ,, '· 1 

• ~ 1 ·); '· 1 

modo 
¡ 

• 1 ,, ~ p 1 r 11 • 
2 • ,, ~ p 1 r 12 • 

• 
' p 

' 
~ p lr 13 • 

Ahora bien, 

~{t) =4o T....., Pi<-) 

('----:;"P""', a-cclj.--

• • ' . (' l p • 
~ -f' cuya ~ol~n es : 

" . "· ;-:l!.¡ 
1 ' 1 

• 
pjt) 

p . 

(' pjt) "" ~ ...12... - "" 2 ' pj Mj 

{"''l ~ i•! ; 

P2r21 • ,, ., ~ 
P2 r22 • ,, ., ~ 

,, ., • ,, r :n= 

·1~ 1í ·¡ Mj 

!"'\ '" " 

360 ... 256.21"197.1 

3601"107.88-BS.~ 

360-125.28+24.66 

• '· + 
'; 

~ B 13. 3 
• 

~ 379.48 

=259.98 

20. 



. . 

yl(st) 
813.30 • • l. 973 o m 

" X 19.629 

y2(st) 
379' 118 • • o. 7 30 o m 

'" " 5.386 

Y3(st) • 259.38 
212.'1x3.B04 • 0.321 o m 

'• donde 

• '· ( ' Y. • l p j t \; ~ 
tenemos: 

'~ • - 000 

' ' . ' ' • 

y 1 ( t l • yl(st} (' - "' ,, ') 

y, finalmente: 



EXCITACION SlSMlCA 

A. Sistemas 1GL 

Para 

x(t} 

P(t) cualquiera y •, 
" x

0
cos pt 1" r 

•• m x 1- kx 1" P{t) (.) 

O la solución de (a) es: 

!p 1~{1) sen p(t-'Z)H: sen pt t 

para Cl ~ 

Para excitación sismica: 

m(i + ~) + k x " o 

o sea, 

m x 1" k x " - mü (o) 

De la comparación de (a} y (b), la solución completa de ésta 

es : 

x(t) = cos pt 1" 

a. Sistemas de nGL: 

• 
"o 

' 
sen pt -

P1(t) 

P z<t l 

p • ( t) 
o 

sen p(t-l) dZ 

-m· ü 
o 

22. 

• 



Es decir, tenemos: 

[•] H ' [<] l•l ~ Í''''} - ¡ •] .. 
~ " 

sus t. l·J ~ [•Jiy) 

~·J [•] !'] ' [<] r•J ¡y¡ ~ 1"' >] 

' pre x ¡e) j 

por ortogonalidad: 

i"); [•]{e] " , N; [<) 1"], Y; 

y queda: 

' .. • • • ' . Y; + K,· Y; " '· " "· ' ' ' ' 
,. solución < e r ~ o ) ,, esta 

• Para '· ' ¡',; yj{t) 
1 { ,¡;} ~ 

·hMj ' • Palo a UJ: 
t 

y j ( t l 1 1 o; '" " 
fjMj 

" -H li( t ) 

Y; " • '; 

" • oj 

ecuación 

-" 
es : 

sen fjCt-l)d(; 

sen fj(t-¡JdZ 



.. 

que puede esc~ibirse: 

términoJ a 
para 
CI # O 

Una vez obtenidos los elemento~ de jY} solo falta premul

tiplicar por [R] para obtener fx] 

GENERALIZACION DE LAS CONDICIONES DE ORTOGONALIDAD 

Tenemos la ecuaci6n: 1 

que convenimos en escribir en la forma: 

' (K - p M) x :o O 

como los vectores modales la satisfacen: 

K "j • +' j M "j (.) 

y premultiplicando por: "i 
MM-l tenemos: 



• • 

,_ 

que puede escribirse 

·. 
y así podría seguirse para llegar a: 

' _, 1 i P. entero 

" . ' (M K) r, " o - -oo.:: 1"'-....., 
' ' 

" . ' ' 
( M-1 ,/ "· " o 

(6) 

' 
en forma analoga podemos obtener 

r~ (MF)P._ M : O 
l. I' j 

(o) 

• _, 1 .. 
(K ". H l K " . " o 

J ' ' ,. 

Ln (b}: 

(en (e), 

Q "_, M(M-1K)-1 H 
_, 

' ' r H " K " 

p_ o • H (M-lK¡"' " ' 
J_ o 1 M (M-lK¡i " M ,-• K " K 

Q•Z M (M-1K]2 " M M 
_, 

K 
M_, K " K ,-• K 

e o o M (M-:1K} 3 
" M ,-• K 

M_, 
K M-11(: K ,-• K ,-• K 



26. 

VIBRACION LIBRE Y FORZADA DE SISTEMAS DE N GL CON AMORTIGUAMIENTO 

Las ecuaciones de equilibrio dingmico son: 

Ya tenemos: 

o [•] {"] 

o L'J H 
y ahora hacemos 

donde 

= fuerza de amortiguamiento en la coordenada ~ debido a 

una velocidad unitaria en la coordenada j. 

' 
·e,.= c .. 

1.) ) ~ 

La ecuación de movimiento es 

indica 
acoplamiento 



• 

. . 

Hagrunos: fx} ~[R] {y} pr>emul tiplicando por /rJ; 
' jr};[M][R]{Y}•/r}; [c][R]fy]•Jrj; [KJ[RJ/YJ o {r]; je<•j 

• 
Para desacoplar estas ecuaciones debemos tener 

¡rj; [M] {rJ i o e 
' ' J 

~rJ; [K] {rj; o o i 1- j 

{rj; [cl¡rji o o ~ t j 

JO admitamos que se cumple: 

Ya definimos 

jr); [M] {r} j o M< 
J 

jrJ; [KJ ir] j o " J 
y ahora 

y nuestra ecuación para el modo j queda; 

o bien; 

M*.Y.+2a.f.M~Y.+f~M~y. = P~ 
-J] ]]]] JJJ J 

y.+2B .f.:Y.+f~y. 
' JJJ JJ 

p' 
o ...l 

M' 
J 

.cierto por 

ortogonalidad 

¿pero ésta? (a) 

"· 



Como las soluciones para un sistema de 1GL (cu~a ec. es 

- a · 1 P(tl¡ 1 1 x+2 px+p x : ---- ya as conocemos, so o nos falta saber 
m 

cómo debe ser [e] para que se cumpla 

i # j 

además, claro, de 

H; [H) irJ j • o ¡ ' 
y ' ' j 

' ¡r]i [K] {rJ; • o 

La ec. ,, ) se satisface " 
il [e] .. proporciona la [H] o • [K] 

iil [e] ., uo• combinacion lineal de [Hj y [K) , o 

·sea: 

[e] • a 0 [11] +a1 [K] 

esto es muy restringido. 

iiil En forma más general: 

[e] 

pues ya sabemos que todas las posibles formas 

[11] [M-1KJ 1 son satisfactorias y {38.1) es 

una C •. L de matrice 

• 

,, ) 

• 

(38.1) 



' 

La selección adecuada de a 1 dará a [cJ las propiedades de

seadas, o seaJpodremos dar valores específicos a los elementos 

de [é] ¿Cuáles le damos? 

Asignamos un cierto valor de ' a cada modo. 

e• 
J 

De 38.1 y A 

= 2BljMj = f{rJ; [e¡] {rJj = 

" / ----------------

?or otra parte, para vibración libre: 

(K-~jMlrj 

Kr. tjMrj J 
~ -n J J 

premultiplicando por r !M: 
J 

es decir 

1 ' liTr .l1r. 
·¡ j J ] 

~ " 
fMr. rj ~ 

J 

y así podríamos llegar a que, para cualquier 1: 

CJS. 2 l 

(38.3) 

"· 



' -1 1 = r.M(M K) r. 
] ] 

De 39.1: 

eh 

Cj¡ 

y sumando sobre 1: 

pero ya teníamos que 

de donde: 

1 
2s.f;~' ~ ) 1) 

~ c.fj >1
Mja1 

~ c-Pj l 1
Mja1 . 

= Ch 
•¡ -.

por 39.3 

3 9. 1 

Con los n valores de 6j para los n modos podemos resol

ver para los n valores de a
1 

y formar nuestra [e] con 

la ecuación 



' • • 

[e] 

Por ejemplo para nuestra estructura de 3GL asignemos: 

'1 
~ 0.10, 1!2 : 0.05, ' ~ 3 0.02 

'1 
~ o .10 ~ 

1 [ct1 <fj_) -l+ao <f.1 >o+al <f:i >] >r;-

,, ~ o. o 5 ~ 
1 ra-1 <ti) -1+ao cfp o tal <f2) ~ 2f2 

'3 ~ o. 02 : 1 [a -1 <f~) -ltao cfp o +al <J'j) ~ .2f2 

o, en forma matricial; 

e .. 
'· t"l 11fi 1'f 1 t1 a -1 ~. 

t· o. 05 ~ 

o. 02 1;1~ 11f 2 1', •o 
11f3 11f 3 t3 ., 

al resolver para a 1 resulta 

[e] ~ a_1 [MFM] "o ['M] •a1 [<] 

En p. tenemos que para CI = O y S = O, para excitación 

. . 
S~SffiJ_Cél. 

coeficiente de participación 



y podemos poner: 

m 
1: m.r.j 

~ i=1 ~ ~ 
m 
E m.r~. 

i=1 ~ ~J 

en la que Cj está definida ~rriba y 

(y semejante si e ~ 0) 

Además, tenemos 

o ,.. 
x, l·r11 . r12 ..... rlj .. , .. r 

ln ,, 
!, 

rZl r, ..... r2j · · · · .r2n 'z 

•• , 
' ' 

rnl r . 
• n] 

" ... r nn 

32. 

-



>, 

tt 

'• 

n 
¡; r . . y. = 

j=l l.) J 

n 
r r .. C.z.(t) 

j=ll.))) 

De aquí (sin sumar para todos los modos) 

-·~----

' 

' r 

De ~sta ec. pasamos a: 

n 
r r . . c.sd ~ 

j=l l.) J 

lx.¡, =lrclx .. l )2 
1 max J.) max 

PROB 

S - pS ~ p'S 
a - v d 

Jl, 



.. 
• 
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Efectos sísmicos en estructuras en forma 
de péndulo invertido 

Or:rnr•io RASCON CH. • 

INTRODUCCION 

En la práctica se pruentan estructuras consti
tuida• por una sola columna la cual ..,,;.,nc una 
cubierto que pllcde ser u•m losa o un cascarón, Su 
comportal!limto dinámico debe estudia<SC consi
du~ndo el efecto que la inueia wtac•onal de la 
cubierta induce m d movimiento total de la u
trurtura. 

A principios de este año se pre"'nt6 en Califor
nia, EUA. un trabajo' m el cual se trató este pro
blema dude un punto de vista energttico. Se cal
ruló $6lo d puiodo fundamental y con ba$<! en 
él, la respuesta de la estrllctura a un determinado 
temblor. Los prriodos cakulados para cuatro O.• 

tructuras de .s:c ti¡><> ya construidu fueran me
nores que los medidos in filn. La di.screpancla fue 
~tr~buida a efectos de rotadón y tra•laci6n de la 
ba<~. 

El objeto d• ute trabajo es introducir un ~nbli· 
,;, modal. el cual nos proporcionarA lo• electO$ del 
acoplamiento que cxis<e entre los modos de vibra· 
ción. T~mbitn oe tomarAn rn cuenta en forma 
apro•imada lo• electos de rotación y tra•lad/in 
de la base. 

CALCULO DE FRECUENCIAS Y 
CONFIGURACIONES MODALES 

DE VJBRACION 

l. Sudo rinído 

Par~ el ca;o en que d centro de gr•vedad de la 
cubierta •• encuentra localiZado en la prolongación 
del eje de la columna. el movimiento de la utruc· 
tura podrá estudiarse en dm direcdonts ptrpt'O· 
Jicui.Hcs entre ,¡_ En tal caso el problema podrá 
dis<cetÍ><>J:$C enmo de Jo. modos de vibraci6n aco• 
piado• en cada dirección. 

Para d calculo de la• frecurnda• de vibraci6n 
se idonli:ará ]¿ estmctura c:omo de comportamiento 
lineal. constituida por un¡, ruhierta infinitamente 
rígida de rna"" simétricamente distribuida y oopor· 
tada por una oola colunma. Como primer caso -"' 
considerara al •uelo infinitamente rigido ( fig. l). 

En fi~ 1 

IV:= peso de la cubierta más la parle tributa· 
ria de b columna 

/ = momentu de inercia de la masa de la Cu• 
bierta respecto al eje r 

~c;,c.c.c,=nl< dt lovr><;vodor. ln>11tuto "' lntto«rb. 
UNAM. 

m, J 

' 

E, ! 0 ' ' 

' f!<G. !. Pl"dulo im•<rtidD 

E= m6dulo de elutkidad del material de la 
columna 

f, =momento de inercia de la sección transver
sal de la columna con respecto al eje z 

C.G. =<:entro de gravedad do la cubicna 
L = distancia de C.G. al suelo. 

Para fa columna mostrada en los figs. 2n y 2b. 

' ' 

' 
1 
• 

k= rigidez por traslación (fuerza hori:ontal 
aplicada en C.G. necesaria para que este 
se d-.place la unidad) 

k,= rigidez por rotación (pnr aplicado en C.G. 
nece..,rio para producir un g>ro umtario 
a la altura de C.G. 

El= rotación en C.G. debida a la fuerza k 
8 = despla,;amicnto lateral de C.G. debJd<> ~1 

tnomento k,. 

• • ~E¡ < ··--' 
,. 

' "· 
' 

'•.-¡:--
E, le 1 

1 
E ' le 

• l' ~ 
9

' 2Ei 0 _"2L 

./._ -'- k, L' ··-- ' Hl, ' r ... 2. RiQid«n 
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Ouprcciand<> las deformaciones por ccnamc, 
las uprc•icnes para k, k .. e y ! pueden encontrar
se por estática y valen 

k= 3El,/L': 

k,= El,/L: 

e= !.5/L 

a= L/2 

( la) 

( 2a) 

(lb) 

(2b} 

Para una fueua de magnitud ak, el desplaza
mient<> serit " y el giro ae. Para un par de magni
tud flk, el giro serA f1 y el desplatamicnto {JO. Al 
aplicar.c ambos sllnuháneamente, el despla•amien
to total de C.G. M:rA x, y d giro'' (fig. J}. 

Por tanto los valores de x, y ,, quedan dado• 

""' x,=a+fJI (3) 

"=crt-l+fl (4) 

Resolviendo d sistema de uuaciones 3 y 4 para 
a y {J. y utilizando las ecs lb y 2b se obtiene 

en la• cuales 

a= (x,-k,y•,)f.; 

fJ = (• 1 -kyx,)/• 

(5a) 

( Sb) 

y= U/2EI,: (6a) 

• = l-kL'/4EI, = 0.25 (6b) 

Para las oscHaciones del péndulo mostrado en 
b lio l. el diagram" de cu.rpo hbre de 1" cubierta 
tstá inJicado en la fig 4. La! eouacione• de movi
mientc. de!predando efectos gravitacionales, ser:in 

m;1 +h=0 

);·, + k.fJ = o 
1 '1 
IBI 

poo.,io'n do 

oqu•lib.lo 

..:, ~ d"oLotomionto 
dol conteo do ~n:J 
vedo4 do lo cubioi' 

•• • 
COIOC!Ón dOI <OO• 

leo ~o qcov•do<l 
do Lo cubioclo 

mx 1 tk~•O 

Ji', +•,/3•0 

Su!tituyendo a (5a) y (5b) en (7) y (S) 5e 
obtiene 

,.;.:,+ (kx,-kk,y<.J/•=0 (9) 

J;,+{k,t 1 -H,yx,J/•=0 (10) 

L,,. •~•· 9 y 10 "e pueden expresar motricial
mente en la forma 

["']['·] '[ ' -·"·]["1 " +- =0(11) 
o f " ' -ykk, k, ,,J 

Utilizando las ecs la, 2a y 6a !e encuentra que 

rkk. = Lk/2 ( 1 2) 

Puesto que el movimiento es armónico se tiene 

""' " . x,=-x, ' 
•• - 1 ··--·· (U) 

en donde w es la lrecueneta drcular natural de vi
bración. 

Sustituyendo las ces. 12 y 1 3 en { 11 ) .. obtiene 

-[ }[}:[ _',; -.:;][]=o 
(H} 

Factorizando en la ec. 1 .¡ 

f;,-::]--{: :][ " l " J 
=O 

( 1 51 

La ec 15 rerre•enta un oisttma de ecuaciones 
homogOnea!, e C11al, para tener solución diferente 
de la trivial, nete>il.1 t¡ue su determinante soa mtlo. 
Por tanto 

___!._ - ,..,. 
• 

'· 
'· ,, . __ ,_ 

• 

=o (!6) 
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De.,.rrollando el determmaute se llega a 

' mf .. '--(kf+mk,)•'+ 
• 

+ -~~· (1kk,-L'k')=0 ( 1 7) 

D1vidiendo ambos miembros entre m] y conside
rando que L'k' ..:.. 3H, se obt.enc 

{ 18) 

que es una O<USCJÓn de segundo grado en .,•, cuyas 
;oludones •on 

·' •• = 
kf+mk, _ 

2mf• 

_,_ jfkf + mk,)' 
-\ im'J'•' "· imf •' 

( 19) 

Dividia~do numerador y denominador de { 19} 
cmre mJ 

·' '·' 
k/m + k,/1 = • 

'· .....: L \/ ( k/m + k,/l)'- (k/m) (k,//) 

{20} 
Llamando a 

k/m = p' =cuadrado de la frecuencia drculnr na
tural por traslación 

k,/] = n• = cuadrado de la lr«ua~cia circular na
tural por r<>tación 

se obtiene 

.,, = 2(r' + n• :t: ••• 

:..t: ,llr' + tJ')'- r'tJ') ( 21 ) 

Oividia~do ambos miembros de (21) entre p' y 
hac•endo .. '/p' =A y fl'/p' =p. se llega a 

;,.,_,=2(1 +p.:±:y"(J +r.)'-p.) (22) 

Es tnt<rcsantc notar que si f =O (masa concen
trada) de la ce 17 se obtiene •' =k/ m= p'. 

Las configuraCIOnes modales pueden obtenerse 
dt cualquiera de la• dos ecuaciones algebraocas 
colltenida• tn la ecuad6n matricial dado. en te 15. 
La pran~ra de ellas es 

k ' • Lk 
(-;--m.,;¡ x1 •• -y,''·":= O ( 23) 

donde el lnd1ce n 1ndica d ntlmero del modo y de 
la cual se obtiene 

.~ •.• /.,,,=~;/(~-m~;) (24) 

dividtendo numerador y denominador de (24) en
tre· m y consider•ndo que •::: 0.25, k/ m= p' y 
que A, = •!Ir' se llcg• a 

x,,.;,,_, = 2L/(4-~,) (25) 

.. Si ie de!tan tomar en cuenta l~s deformaciones 
por cortante basta con modiftcar la• risidtcu me
diante un an;l.lisis de cst.l.tica y ¡artir de nue,·o de 
]a ec 17 sin considerar que L'k = 3H,. Si existe 
excentdddad en alguna d~recd6n "" electo podrá 

·tomarse en cucnta introduciendo un grado d~ ltber
rad adicional.. . . 

En las ligs 5 y 6 •• encuentran representados los 
resultado, de las ecs 22 y 25. ,, 

:;kt-¡--~ 
• o \ z. 3 4 , • ' . ' 

'• 
' 
' 
' 

, 
o 

, 
" , 

1 / 

1/ 
/ 

V 
V' o 

,. ·-o 
o 

' 

' ' • ' • ' . ' 
. ---: ----¡-----

' ' ' ' 

" 

-T- ----• --
' ·v ' ' ' ' o 

: --( f--1-1,_. 
. --\-- ¡- ---

1'10. 6. Gráfica ( x/LI/• "'J. 
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2. Suelo flrxible 

Al as<ilar una estructura cimentada en suelo 
blando. existe mteracción d<námica suelo-estructu
m que en la m<Lyoría de los casos no debe de•pre
CLa<Oe al calcular las frecuencias y los modos de 
vibración. En la que sieue se propone la adaptación 
de un método numerico para tomar en cuenta di
cho decto. 

La• restricciones del suelo serlln ideali<ada• me
diante resortes de comportamiento lineal: uno para 
de!pluamientos linuln hon:ontales y <Uro pa
"' ddotmdciancs angulares de cabecro de la 0-
mentaCLÓD '·'. 

En la fig. 7 se hace referencia a las parllmetros 
<¡uc a continuación se mencionan 

K ::= rigidu dd resorte corrcsrondiento a la 
traslación de la base ' = C,A 

C, = coef,ciente de cortante elhtico uniforme 
del •ue!o. 

A~ 

R-

C,= 

iLrea de contacto de la cimentación. 
ri~id•·• del resor<e correspond1ente " rota
ción de la base '= C,J,- W'j¡ 
cocfici~nte de compreS!On elástica no uni
forme del sudo. 

l. :: momento de in~rcia de área de la base de 
la dmentadón can respecto al eje :" 

w· - peso total de la estructura 
ii - altura del centro de gravedad de la co

tructura sobre el nivel de desplante 
F - moo!x 

' - despl<~zamienta total "" C.G. 
M ¡.,;. 

' deopla:amiento angular rota! en C.G. 

L L 

J L:· 

L' = ahur~ de C.G. sobre el m,.,.¡ de desrlantc 
x 0 = traslación de la base 
"== rotación de la base 
x,==~+fJS 
•1= fl+aH 
x,==f.',, 
a - F/k 
fJ == M{k, 

/. L. ~. B. k. k,. x 1. ,, y W ya dofinidos ante
riormente. 

El problema s.rá resuelto utilüanda un proce
dim!elll<l iterativo y Id t,,bulacoón propuesta por 
N. M. Ncwmark': se despreciarán lo varwdón 
de la rigidez de la column~ debida a la furr:a 
normal W y los momentos en la misma. causado• 
por la cxcentrJCldad del peso debida a ddmmn
dones de la columna. 

Sean 

F, = fuena humontal en la base de la cimen
tación= 1' 

M,= momento flexionante er1 la base de la d
mentac•ón = M + FL' 

x,-F,{K 
'• - M,fR 

A continuación se descnbc e! procedJmiento ~ 
seguir: 

l. Suponer valores para ;< y r 
l. Calcular F y M usando las upre>LOMS 

F = m .. :x y , = ] .. !•· En esta trapa el valor 
de ~., aún no se conoce: por tanto se llevar~ 
como factor común en el resto del ákula 

' 

M 
F 

w 

~ 
R 
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J. 

' 
'· 
•• 7. 
•• 9. 

w. 

JI. 

Calcular la fuerza y d momento en la bast me
diante las 16rmulaa 

F,=F y M,=M+FL' 
Encontr~r los valores de los desplazamientos 
x, =F./K y '• = M,/R 
Calcular los valores de loo par&metro• a= F{k 
y{J=M/k, 
Efectuar los productos /3B y ael 
Calcular .x-1 =a+ {33 y ,, = fJ + "~ 
Efectuar d producto"'= L'o, 
Calcular lo• desclazamientoslineale> y angula
res totales de C.G. mediante las cxpro•iones 

x'=.;,-1-x,+x, y <'=••+•• 
Encontrar d valor de •! mediante los cocien
te• x/x' y •/<' 
Si lo• valores de ~!calculados en d poso an
terior .en aproximadamente iguales, el proceso 
habrá conduido. En caso contrario repítase la 
secuela utilizando <amo valores de panida para 
x y ' los encontrados en etap" 9 o valores 
cuyo cociente sea igual al de x' entre ,', El 
proceso deberá continuarse hasta logrnr la 
apro~imación desuda. 

• 
EJEMPLO DE APLJCACION 

Con motivo do ilustrar los conceptos enunciados 
antortormrntc st calcularán las lrecurndas y mo
do• de vibración de un cascarón ya conmuido en 
Calilornto, EUA (li~ 8). Los d•tos ner.sarios 
han sido extraídos de la re/ l. Se comoutarAn tam
biofn las r<:spuutas sísmicas suponiondo que esa es
tructura fuera a construiroe en la •ona blanda de 
la dudad de Mütco. Se utili:arán por t~nto los 
p.,.ámctros elásticos de la• arcillas del Valle de 
Mhico y los espectros de diseño propuestos en el 
reglamento de construCción para el Oistnto Fede
ral •. 

Los datos necesanos de la estructura son 

L _ 419 cm 
l.' = 4SO cm 
)' _ 249 cm 
W = 20. 150 kg (m= 20.81 kg seg'/cnt) 
w· _· H. 600 kg 
10 - 1.775 X IO"cm• 
1, - 1.065 X IO'cm' 
k 1.2(,6XIO'kgjcm 
k, - 7.41 X IIY'k~cm/rad 
/ - 1.386X !O"kg,.,g'cm 
H 0.00358 rad/cm 
a _ 208 cm/rad 

Las expruiones para C. y C, 5ort las siguien
teS' 

e 
C, = F,,--"~., .JA' 

E' 1 
C~=F,--- (26) ¡_,.,VA 

• 
módulo de elutiddad del suelo 

_ rel~ctón de Poisson del suelo 

A = área do contacto de la dmtntadón 
F,, F, = la<:tO<tl de forma do la dmu.tación 

Para el caso de la zona blanda do! Valle de 
Mt~ico un valar r~presentativo de E' n 50 kg/cm' 
y • · 0.5 '· Para una cimentacióo cuadrada los 
valaros do F, y F, oon 0.701 y 2.11 rupecuva
mente. 

Sustituyendo valore. en .es 26 se obtiene 

C, = 0.123 kg/cm• 
e~= 0.369 kg/cm' 

CASO J. SLJELO RÍQtOO 

a) C8/cul'? de {rccuendas ~modos de vibraó6n 

Para el cálculo de la• frecuencias de vtbradón 
usaremoo la fórmula dada en e<: 22. Lo• ,·~lores d~ 
los par:tmotros a sustituir son 

p' = k/m = 608 (rad/segl' 
U'=k,/{=535 (rad/seg' 
"= n'/p' = 0.882 

con los cuales 

.1,,, = 2(1.882:!: v'3.55 0.882) = 0.<194; 7.0J1 

Por tanto 
:~= w, = V0.19i X 608 v'300= l7.32rad/seg 

-= \1'7.03'1 X 608 = v'1260 = 65.30 rad/seg 

Los periodo• naturales son 
T, = 2~/w 1 = 0.362 oeg (T, obtenido de un regis

tro de vibraciones hbrn de la estructura y 
roportado en re/ l = 0.'183 seg) 

r, = 2~¡~, = o.o96 ••s 
Comparando los valor"' calculado y medtdo de 

T, se puedt ver la importancia de la interacción di
dmi<:a sud<>-estructura. 

Las relaciones modales se obtienen delu ecs. 25 
y sus v"ltlres son 

.r,!r, = 

;e,;,= 

b) Rc•p"csts 

2 X '119 
1 0.1gi = 238 cm/rad 

2X419 -~?S / d 
i 7.031 - cm ra 

Para d cálculo de la reopuuta sí•mka de sist~
mas de varios gradas d~ lib<rtad es n<usarla 
calcular los codicientes de porricipaclón de cada 
modo do vJbración, Se pu<do demostrar' que rarn 
eote caoo •• aplkablo la siguient• ecuación 

e _ ¿~MT 
·- x•MY • • • 

( 27) 
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PLANTA 

~ '" 

1 
"' 

1 ELEVACION 

" ' f--->"-~ 
~n l~ cual 

• i es un vector que representa los d~splaza
miemas estáticos de cada grado de liber
tad de l~ .. tructura induo.d011 por un 
dt<plazamienlo estático unitaria de la base. 

X. es el vector modal para el enésimo modo 
1 "J 

1 --. 
' '" 
' 

• 

1 

' .-.-
; 

¡7.6 

CORTE A-A 

ACOtaciones en centímetros 

r-" ::::1 
• ... • r • • 
• • " • :_j ' ' • •• • 

CORTE B- B 

- ['"] X,= 1 .. ,_[-"'] • '- 1 

xr=[23s 'l :x: = [ -275 '] 
- [m 
M= o n [20081 

LJ86 ~ 1 o•] 
M es l.o m.otriz de inerci~ y Su•tituyendo valores en ec 27 y efectuando los 

productos matriciales en ella indicudos se obto<ne 

:?: es el vector traspuesto d~ X. 
Para nu.,tro caso se tendr<i 

;~ ¡x .. ,J ~ ['] .... o 

e <i'·;''~"'',, '= 2.566 X IÓ0 000193 

-5.720 
C, = 2.959 X 100 -O.OOI9l 
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El valor absoluto de la respuesta máxima en 
cada uno de los modos será'· 

[ 
V, = luer'a cortante l 
M,= momento flexionantt 

x[;;Js .. 
donde 

[ '" =¡e,¡ o nx 
( 28) 

S,. = ordenada del up~ctro de aoeleraciones 
afectada por el coeficiente slsmko e = 
= 0.15. 

El <spectro que ser~ ut!lizado u el rropneJtO 
en el reglamento de construcciones de Distrito 
Federal' (!ig. 9). Los valores de las ordenadao 
.. pectralcs correspondientn a T, y T, son 100 
cm/""9' y 80.6 cm/seg' respectivamente. 

Sustituyendo valores rn ce 28 se llega a 

[ 
957kg l 

268.000 kg cm 
( 29) 

g ~ e<olocooio"o do 
lo ~·ov.dod 

'• -¡-•0.511 +T) 

•.f-----c-----,,e-----!,--"--,,e---_,,,,·,.q) 
PTG. 9. F.•p<-<ln> d< •cd«acio'l<• 

ID"P"'' dr 1!. Ro,.nOiooth y L. E•L<'") 

M = momento flexionantc total en C. G. 
Sushtuyendo los valores dados en ecs 29"y 30 

en ( 31) se obtiene 

V= 1.310 kg M = 344,000 kg cm 

El momento en la base de la columna valdrá 

[ ,,,, l 
216.000 kg cm 

(30) . M,= 3H.OOO + 1.310 X ~19 = 893.000kgcm 

El criterio propuesto en rol. B oer6 utilizado 
para el cálculo de la re•pouta total (considerando 
los deetos combinados dt los dos modos). Por lo 
antorior la re~puuta total de la estruCtura valdrA 

Lo• resultados de este ca5o se resumen en la 
li¡¡. lOa. 

CASO 2. SUELO fLEXIBLE 

11 

M= VMf+M: 
(Jla. 31b) 

a) Cálcn/o de frtcllend,,. y modos de ••ibradó~, 

Para consideror la> restricciones del •u•lo em" 
picaremos el mttodo propuuto anterionnutc pro. 
cediendo en !cn"Oa tabular. Su$litnyendc valores 
en ecuaciones pora K y Roe obtienen 1.88 X lO• ~ 
kg/cm y 6.35 X 10' kg crn/rad .e•p~c\JVnntente. 

En ces 3la y 3lb 

V = fuerza cortante total en la columna 

x. • (supuestos) 

F:m .. ;x. M=f .. ~• 

F,o::'F. M,o::M+Fl.' 

x, =F./K. ,, "'M.JR 

"= F/k. fJ = M/k, 

ps. a O 

x1 =a+p3. ,,=fJ+aB 

x,=roL' 

PRIMER MODO 
v.r.,.., ( ltr. cidoJ 

x o:= 400cm 

F = 8320 

F, = 8320 

x. = 0.4420 

a o:= 0,6570 

{J ~ = 0.3892 

x, = 1 0462 

x, = 4.0650 

< ::: l rad 

M = 1.386.000 

M,= 5.J7h.OOO 

•• = 0.00817 

{1 = 0.00187 

"o = 0.00235 

,, = 0.00i2Z 

x' = x, + x, + x,. •' = ,, + r, _.¿ = 5.5532 t' = 0.01269 

•-t'•-t' .. ,-xx. ~,-•• 72.0 78.7 

>-'/•' = 438. x::=[i38l] 

., 
•' ' 
•• ' 
• ., ., 

•• ' 
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PRIMER MODO 

'·. m 
F. M 9130 ].386.000 • . , 
F,, M, 9130 5,766,000 •' ' 
x,, ,, 0.4860 0.00910 .. ~ ., 0.7210 0.00187 e 
fJ~. aO 0.3892 0.002585 , . , 
x,, ,, 1.1102 0.004455 •' ' 
x,, .. 4.365 •' ' 
x' ,• 5.961 0.013565 •' ' 
•' ' 73.5 75.8 

Suponiendo que la apro>imación es suficiente 
resuha 

;/ /•' = -140. x; = [ 440,1]. ~~ _;_ 74 (radfseg)' 

T, = o.n1 ••s-
El ptoccdimíento pa•a el cómputo de lo• pará

metros d.! segundo n1odo '" el mismo, sólo que 
la conligurac16n supuesta deberá "limpla"e", an
tes de prosoguir el cálculo. de las componentes del 
prim« modo que pudiera contener. Se demues

tra' que si x; es _el vector de la configu~:ad6n 

5upuesta, el vector hb~:e de componentes del pri
mer modo queda dado por 

X'{ M X~ 
X,=X',- X• MX x; 

' ' 
( 32) 

Stoponiendo P"'" el primer dclo 

y sustíttoyendo valores en la ecuac•ón matricial 32 
se obtiene 

que nos da los valores de partida para el primer 
cido de chlculo. 

SEGUNDO MODO 

'·. -!SI 

F. M -3143 l ,386.000 • • • 
F .. M, -3143 -123,000 , 

•• 
-"•· ,, -0.1672 -0.0001940 '"' 

•. ' --ú.2i8l 0.0015700 , 
•• 

{Ja. a9 0.3891 --0.0008890 , 
•• 

"" ., O.HII 0.0009810 , •• 
x, . • , --ú.09JO •i' 
• • -0.1191 0.0007870 •' ' . , 

•' , 1267 1270 

x'/•' = -151, x¡ = [-1511]. T, = O,l76seg. 

En este caso se supuso un valor cercano al real 
y por tanto sólo se necesitó un <ido p3ra que se 
obtuviera la aproximación desoada. Si el valor S<l

puesto no hubi .. e sido ese s•no otro cualquiera 
seguramente no hubiera sido su!.ciente tm cido 
de cakulo. En !os ciclos subsiguientes se proce
deri~ en igual forma que antes; suponer inicial
mente ld conliRuroción obtenida en d ddo ante• 
rior; limpiada de las componentes del primer mo• 
do; etc. 

Los valo~:es de los coeficientes de participación 
y de la• ordwadas espectrales para ene caso son: 

C, = O.OOIM9, C, = -0.001689 

S.,= 127.1 cm/seg'. S.,= 86.6 cm/seg' 

Las respuestas má>im~• r~ra cada modo vakn 

[ 
V,'] [ 19W kg J 
M, - 298,200kgcm 

[ v, ]- [ """ l M,_ - 203.000 kg cm. 

Los respue.ras má<imas totales serán (lig JOb) 

V :: 2,030 kg 

M= 361.000kg cm 

M,= 1.109.000 kgcm 
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M•344toncm 361 ton cm o 

V•1.31 ton 

/ 

2.03 ton 

Mb=893 ton cm -. ,-
1.93 ton 

1209 ton cm -. ¡' 
808 ton cm -. 

(o) 1 b 1 1 e 1 

CASO J. BASB RICIDA Y MMA CONCENTRADA 

Para comparación de rnultad05 se ved cuAl •• 
el valor de la '""puesta mhlma en <1 co•o de des
preciar la mer<ia rotacional y la mteracdlin sudo· 
estructura. 

Para ure caso p' = 608 (rad/so:g)•. T = 0.325 
'"9"'- O.I5S, = 92.6 cm/seg'. V = mS, = 1,930 kg y 
M,=808,000kgcm (fig lOe), 

CONCLUSIONES 

En la siguiente tabla .., resumrn loo resultadoo 
de Jos tres casos. indocado• como porcentajes del 
segundo caso. 

Cm>e<plo 

V 
M 
M, 

C.-< 
6H% 
95.2% 
73.8% 

e-' 
WO% 
100% 
!OOo/o 

~' 
95.0% 
o ~ 

66.7%> 

Lo, resultados de la tabla anterior dan una 
idea clara de la Importancia que ttene olconsidorar 
la Inercia rotacional de la cubierta y la interacción 
sudo-estructura. La omporlancia del primer con• 
cep!o aumentarA conforme mayor sea el momwto 
de in~rcia d~ masa de la cubierta con respecto a! 
eje z. El Ultimo concepto n t~nto m~l importante 
cuanto mas blando sea el .uelo de cimentación. 
En p~rttcular puede observaue que en el tipo de 
""luci<ln J no se obtiene momento l!oxionante a lo 
altura de C.G. Esto puede traer consigo serio. 
e<rorn en la cuantía dd acero de cdu<rzo nece• 
sario en la unión columna-cubierta q11e ., donde 
mas ductilidad necesita de•armllarse. 
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x1maci6n a un bajo costo. 

~s necesario hacer notar que entre mas pequeiío·:se elija el tamaño 

del paso de integrac16n (<lt) mejor será la aproximación¡ sin embar

go, el costo del tiempo de computación resulta mayor, ya que éste 

es directamente proporcional al nümero de pasos de integración, En

tonces, la eficiencia de un método depende de la elecci6n apropiada 

del paso de integración, Ai, para el cual el método converge a la 

solución. 

La convergencia de un método se puede probar al satisfacer las con

diciones de consistencia y estabilidad. Adem~s se ha observado que 

cuando el tamaño del paso es grande, comparado con el per16do mas 

corto del sistema, la solución aproximada, no obstante satisfacer 

el criterio de estabilidad, presenta errores significativos en las 

amplitudes correspondientes a los primeros pasos de integraCión. Es 

te fenómeno se conoce con el nombre de excedencia y debe investiga~ 

se que no se presente en el método seleccionado. 

En el método de superposición modal se transforma el sistema de 

ecuaciones diferenciales acopladas (ec 2.3.48) en Y¡ ecuaciones de 

un grado de libertad, desacopladas (~es el n1mero de grados de li

bertad de las ec 2.3.48). La transformación que se emplea para des~ 

coplar las ecuaciones se determina al resolver el correspondiente 

problema de vibración libre de la ec 2.3.,48 ( cuando~= Q_ y!'.= Q_), 

que conduce a un problema de valores caracter1sticos. Enel espacio 

transformado (denominado natural) se integran por separado las ecua 

cienes desacopladas, cuya solución se transforma al espacio original. 

El método directo que se describe en este resumen, cuyo uso se reco

mienda, es el método Beta de Newmark, para /""'-l/4 y :l"~f. Ya que 

es incondicionalmente estableJse obtiene buana aproximaci6n y no 

presenta el fenómeno de excedencia. 

El método de superposición modal tambie'n se recomienda como método 

eficiente para obtener la respuesta de sistemas lineales. 

4.2.2 Método Beta de Newmark 

Al considerar que la variación de la aceleración relativa, asociada 

a cada grado de libertad, tiene una variación lineal en el interva

lo de integración [io, -L,] , como se indica en la fig. 4.4, se ob 

tienen las expresiones siguientes: 
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•• u ·U ~ (4.2.1) _, 
• -::: !,) (1 

_j_ H( ~o + v,) u ... (4.2.2) -· ' • " + ~() u = ~o + M l), +_l. At'('~· .(4.2.3) 

" -· 
Con base en las ecs 4.2.2 y 4.2.3, Newmark propone la aproximación 

siguiente: 

• 
+ (•-t)M ~o y MQ, • u ·U - + (4.2.4) -· -· • 

(-l: -f')At" ~o+ f"'v, u =V + bt u + (4.2.5} -o _, -o 

El parillnetro 1' est:!i relacionado con la estabilidad del m~todo (para 

f= 1/4 , es incondicionalmente estable) y el par:!.metro Y está rela

cionado con la estabilidad y convergencia del método debido al amor

tiguamiento matem:!.ti~o que puede inducirse (para 1=1/2 , no existe 

amortiguamiento matentatico). Para el.caso en que l-1/6 y t =1/2, 

las ecs 4.2.4. y 4.2.5. son iguales a las, ecs 4.2.2 y 4.2.3, respec

tivamente, 

Al definir los vectores~ y k, como se indica a continuaciOn: 

" + l 1-t) 11! ü. .a= - Id, 
• 

6 o ll, + 8i u -· 
las ecs 4.2.4 y 4.2.5 se escriben como sigue: 

• u - ~ + -· ¡j H Q, 
ld. J.. ü -' b +f 

(4.2.6) 

(4.2.7) 

(4.2.8) 

(4.2.9) 

Al valuar las ecuaciones de movimiento (ec 2.3.48) al final del in

tervalo ({ = t,l y en la ecuación resultante se sustituyen las ecs 

4.2.8.-y 4.2.9, se obtiene la siguiente expresión: 

(4.2.10) 

que puede escribirse como 
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donde 

k' M +-l/AtC +p M 'k (4.2.12) 

r ? 
~· 

e q k b (4.2.13) 

La ecuaciOn que gobierna a la aceleración al final del paso es un 

sistema de ecuaciones algebraicas lineales, como los descritos en 

el inciso 4.1. Puesto que las matrices H, ~y ~son sim~tricas, 

_E,'~~ también lo es. Si el tamaño del ( At ) se conserva constante du

rante el proceso de integraci6n y puesto que las matrices ~. e y k 

son constantes, k~ también resulta constante. 

~1 sustituir la ec 2.3.49 en las ecs 4.2.12 y 4.2.13 se obtienen 

las expresiones siguientes: 

k'=(i+t'M<>~)M 

-, Ho. --? 

+u 6:J' + t M') k 

!::(¡3+6) 
(4.2.1'+) 

(4.2.15) 

La forma sistem~tica para utilizar el m~todo de Newmark se muestra 

en la tabla 4.2. 

4.3 Esquema simple para organizar un programa de computadora 

En la fig. 4.2 se muestra, en forma esquernlitica, los aspectos mas 

relevantes para construir un programa de computadora simple, basado 

en el método del elemento finito, para cargas estliticas. 

Una secuenci<t a seguir para construir el programa de computadora 

puede ser la Slguiente: 

e) Se ·define el modelo matemático que se va a resolver. Para ello 

se procede como se bosqueja en el capitulo 1. 

b) Se especifica la forma de corno manipular los parlimetros q~e de 

finen a los materiales con que se va construir la estructura. 

De acuerdo con las ecuaciones constitutivas del capitulo 1, son: 

E:, ¡) y p . Esto se dáf1nc en el bloque indicado con MATERIALES. 

e) Se establece como definir la geometría de la estructura por re

solver. Queda definida al conocer las coordenadas de los puntos 
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nodales en que se idealiza la estructura, seg~n el capitulo 2. 

Esto se realiza en el bloque llamado COORDENADAS. 

d) Se especifica la informaci6n necesaria para establecer las ecua 

cienes de equilibrio de cada uno de los elementos de la estruc

tura {por ejemplo: puntos nodales, material, geometría, funcio

ciones de interpolaci6n, etc), Con tal informaci6n se puede con~ 

truir la matriz de rigideces de 
• • 

cada elemento, ~egun se indica 

en los· capÍtulos 2 y 3. También se puede establecer el ensamble 

de la matriz de rigideces, como se especifica en el capítulo 2. 

Todo lo anterior se realiza en el bloque indicado por ELEMENTOS. 

e) Se indica la forma de introducir las condiciones de frontera en 

la matriz de rigideces (capitulo 2) y se lleva a cabo la trian

gulaci6n (cap. 4). Esta actividad queda indicada en el bloque 

denominado FRONTERA. 

fl Se sistematiza la forma de cuantificar el vector de cargas con 

opci6n a varias condiciones de cargas. Las fuerzas debidas a es 

fuerzas y deformaciones iniciales,peso.propio, y cargas de supe! 

ficie en los elementos finitos (capítulOs 2 y 3) es conveniente 

cuantificarlos en el bloque ELEMENTOS. En el bloque CARGAS se es 

pacifican las cargas concentradas que actuan en los puntos nada

les y se llevan a cabo las operaciones indicadas, de acuerdo con 

los capítulos 2 y 4. 

Es muy recomendable que los bloques mostrados funciones como sub-ru 

tinas controladas por un programa principal que permita el dimensio 

narniento eficiente de los arreglos que se utilicen en las sub-ruti

nas. 

Desde lu~go que el esquema simplista de la fig.4, puede tener mu--

chas variantes que depender~ de la experiencia numérica de quienes 

las elaboren. 
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TABLA 3.1 

Abscisas y coeficientes de peso para la cuadriltura de Giluss 

¡' . 
_, Jlx) d.t_ .. 1~1 llj{a,), 

o l11lS O~b91 39626 

on•s9 661>91 '"'J 
0{10()(1() 00000 00000 

o ~~lll ~llll 9'05] 
O Jl~~~ I(I.IJS ~·~Só 

090611 9!<59 1&1.64 
OllS<ó 93101 OJ.6.SJ 
o 1)(1(1(1(1 00000 00000 

09)!<6 9S14l Ol1Jl 
o ~110 9)36-l bó!ól 
01)161 91860 83191 

094910 19ill 4l159 
Ol41Sl li~Sl 9'JJ94 
o-•osl• lll!l 11391 
O{I(I(H)I) 00100 00000 

096013 9!56-l 9Jlló 
O·l9Mó 6-lll< 1.1611 
Oll\ll lJ099 lóll9 
o lll<l "''" 9ltl0 

o;¡¡¡ 
!NI~ 
oo;w 
0)~09 -

O~JJ90 ~llSi illll 
0~6\0ó JltU S!9lil 
061~<0 9ló;) 99U)-l 
041))9 ll9<1 :"Jl" 
O I'Si: 4!.'~' Sló)l 

" -; 

" -' 
" -. 
" -; 

" -. 
"-' 

" -' 

"-. 
" . " 

H• • 
HIOOOO 00000 00000 

Olllll 5llH Slll6 
01888& SS~I! li089 

OJ<l~l <3<51 Jl<l4 
Oólll4 lll4i óll46 

OllWl GS!$0 16119 
047861 ió70-l '19)66 
O ;~,;¡¡g i>iSI I.Sii9 

O IJIJl ·1'913 79170 
OlOOi(o illJO ·1>1)9 
04&791 J9]jJ lló91 

o 11948 4%1;¡ 6!110 
011910 j)9p ~9171 
IDiiSJ OO'>VJ 01119 
04119} ?lól6 llWJ· 

O IOlll SJJt~ 90116 
0·~2!!8 IOJH llll> 
0)1)10 M<J& Jli>J 
o JólóB l7!JJ 1~161 

HlllJ >l&iJ 6IJH 
0 180M !II>Of> 9•HJ 
ll-li>Obl IWIM O:"'JJ 
()-)ll)4 10170 >1100) 
O)Jll~l 91110 OllbO 

O O(o(>! 1 1 l"J O!t,B~ 
O i<~H 11>~1 JOJ!I 
Oll?ot óJo:J ll'l~l 
Ol69Có •li?J 00'>96 
()-l~Jll 4llH l<lll 
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Tabla 3.2, F6rmulas para integraci6n numérica de tetraedros 

No Orden Fig Error no Coord. wi;volumen 

1~ 11 ~ O(h') • l.l.l.l 

1 Linea 

2 Cu•d'"(. 0> • •.fl.fl.~ 1 • ~- •. ft, ~ 1 
R • Oih 1) ' ~-ft-·-~ 1 

' fl, ft, p, • 1 . , o ~ O 5054Wl0 
ft~Ollil~t.60 

' 
3 CObioo ~- • !.l. U 'l • •• ' • U\.¡ 

• ----- R • 010') ' q.u • . ---
·' ' l... U • • ¡,¡,¡,¡ ,, 

. . .. 
Tabla 3,3 Fórmulas para 

1 

integración numérica'de triángulos . . 

" . 
~/Area Orden Fig Error Coord. 

Lioo•1~ 
R- Oth1¡ • \.\.\ , 

• \.!.0 1 
R~O!h'¡ • o.!. i 1 

' \. 0.\ 1 

cóbico j;l\ • ¡,¡, 1 " - ,, 
R•O!J,'¡ • H.Ol,Ol} 11 

~·::.._~ ' 02,00,02 

' 02,01,06 

QuioU~ 
• ¡, \. 1 onsoo,OIJOI.(J 
• .,.,,. '· } ' ~ .. ,,_,, Ol)ll9,111ll 

. 'y· R • O(h'¡ ' p,,,,, •• 
_;..---¡, "'-.... ' "'"''} ' '. ' p,,.,,p, Olll"l,,I;UI - ' 

,,, p,. ., 
-- -

-i•b 
,, R oo;~JIS>lll 

1, = Ol~Ol<!tl"'l 
'• • OJ>Il'>'i>lJ 
p, = O>Dil•o!<lll 
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TABLA 4.1 Subrutinas para la triangulación y sustitución del método 
de Gauss-Crout para matrices cuadradas 

SUSRUUTJNE TGCCC3fA•~l 
Oli'Ch'SLOh A( NoN) 
R[CUCCION lOTAL Of A PC~ GAU~~·CPQ~T V2-S[ 
Jf(~.EC.tl PETUP~ 
A( lo 2 ):A{ 1 • ;!) 1 H lol) 
A(2o2):H ~·2>-H loí::l• AC!o2 )• H 1 d l 
¡f(N.[0.2l P[TUPN 

O 600 J"3•N 
IS•.J·t 
PPHH.:~ PASO co 3Ga ¡ .. z.rs 
)(l(:d">. 

K'i•i·l 
[;11 200 K:loKS 
XX:XX+ACK·Il•A(I(,J) 
CO~TINUE a) Triangulación 
~fi•JJ;A(!oJ)·XX 
COI'>.TH'UE 
SEGUNCO PASO 
X~=O. 
[;Q 4CO l=I.JS 
YY=.H loJ)fA{ !·ll 
~X"-JHYY•A{l,Jl 
~Cl·-l=YY 
cor.Tit>.UE 
A(O:oJJ:A(J,J)•O 
CO~TI.~UE 
R ETUfr'll 
( NC 

TOI~l P~P ~AUSS-CFOUT 

b) Sustituc::ión 
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TABLA 4.2 Algoritmo del método Beta de Newmark, para sistemas 
lineales de varios grados da libertad 

a) calcular las siguientes constante~: 

- Q., '::::;/lit 

q -:::: Ai- Qo 
' 

a, =l"t 
a, - a~ At 

Q.¡ =- ...L. JJ·t.1- a, , 
as= 1 +- Qo "-

a, -:::. Q, -1-1' +Q~ 

b) Construir la matriz K* 

k,¡-= Q5 M+O"k 
e) Triangularizar !~ _ 

Para cada paso de integración: 

d) Construir los vectores e, ' k ~ r 
• .. 

q,=Y~+a,ua . . . 
b U + !Jt Yo + 0'/ Yo - -· 
~= p -oU-1<;, -t;[/'~+~} -· .. e) calcular U, !!18diante la austitución hacia adelante y hacia atrS.s 

en el sistema de ecuaciones 

••• k u - r - _, 
f) Calcular los vectores 

• •• 

u _, Q + Q" u _, 
•• 

- ¡, + a, u 
-1 



x, z 

' ' 

' -- il 

"' ' ' ' k ,, 
"• ' ' •v 

" " _____ .1/ 
---- _, 

x, • 
~· 

m 
y 

a ) Notación indicia\ b ) Notoclón tradicional ( sin índice ) 

fig 1.1 Sistemas de referencia cartesiano 
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' Zapata corrida Cilindro alargado 

retencHln Presa de tierra 

F_ig l. 2 Ejemplos de probler.~as. de est;1.dos planos de deformaci6n 

y 

v=v(K,y) 

L 

Fig 1 .3 Región paro los estados planos 



" 

' 

L __ _¡_ 
' 

Fig.l.4 Estado plano de esfun''O'. "l d 1 ~ ~ ~ aca e gada con ca~gas en 
su plano 

Fig 1.5 Sistema de coordenadas cilindricas para sólidos 

axisim~tr icos, 
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' ' 

• -G"rr\-eK 

> - ; l.ec¡0 
' 

-lfv~ (-ero~ 
-11", (-e,¡ 

-'Ji,l-e,~ 

Fig 1.6 Componentes de los tensores de esfuer~o y de defor
mación en la referencia cil!ndrica. 



""'J~~~~7\~77 ' _l 
~~~)~~-;1(:__-- )bP 

1 

1 

1 

+-·-·-·-·. ·-·-·-· - ' Fig. 2.1 Idealización de una región, 
bidimensional, (estado pl~ 
no de esfuerzos) mediante el~ 
mentas finitos 

No. de elementos finitos ~ 33 
No. de puntos nodales ~ 25 

" 
1 

1 

-.-·-·- -·-·-·-·-·--· 
Fig. 2.2 Elementos finitos para establecer 

el equilibrio global de la estruc 
tura. 

• o 
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unidimensional 

·.~o O 

anillo triangular anillo cuadril~tero 

tetraedro exaedro regular exaedro irregular 

Fig 3.1 Elementos finitos de varias formas 

D 
tJ. \S) 

o ' • __. ....__ ... , 

Fig 3.2 Elementos cuadr§ticos 
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1 1 

f:=__._· • ---~1 
Fig ·3,3. Elemento unidimensional, 

(variaci6n lineal), coñ 
origen en un extremo 

• 
Fig 3.5 Elemento unidimensional, 

(variaci6n cuadr::itica) , 
----con.origen_e~ un extremo 

' ' . - ' • 

• 
' 

1 ' 

. ·¡ .. ,,~-~" 
J•WJ /•U - -

(•-1 {·O {·\ 

Fig 3.4 -Elemento unidimen
sional, (variación 
lineal), con origen 
en el centro 

Fig 3.6 

' 

' ' 
1 

'+. {-1 , __ , : ' 

Elemento unidimensio 
nal, (variaci6n cua= 
dr§tica), con origen 
en el centro 

' 

Fig 3.7 Coordenadas en un elemento en el que se utiliza interpolación 
lineal 

' . , •• 
¡---~''---..; 

a) variable no normalizada 
(origen en un extremo) 

' 
-·¡· 

' . ' ' . " ' . ' • 
b) variable normalizada 

(origen en un extremo} 

• 
el variable norma 

lizada (origeñ 
en el centro) 

Fig 3.8 Aproximáci6n lineal, en un elemento lagrangiano 

... , - ¡ 

• a) variable no normalizada 
(ori<jen en un extremo) 

• ¡--<·¡ .. ' 
h • -~ 

b) variable normalizada c)variable norma
(origen en un extremo) lizada (origen 

' en el centro) 

Fig 3.~ Aproximaci6n cuadrática en un elemento lagrangiano 
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' "l---._ /\ 
"' 

-0-1 

--~---y------------ \ 
•!\!\ 

--·'---·~---- ,•------------- ¡ 

J':.D/\. __________ , 

~:;~2=~~.,.. _ _¡szo~~zs2:~.~~~~~~~: 
Hi 1\/\/\f\/\f\ 

Fig 3.10 Funciones de inter
polación de Hermite 

j 

•• 

Fig 3.12 Elemento triangular lineal 

1 
L,•O.\ \f 

1 
1'. \ .l.\. 

11., L1 1.11 \ ...._ 

\ \ \ ' 
--;--1 
• ¡,, ¡,) ' ' ' 

F_ig 3.14 Coordenadas de .1rea 

.. Fig 3.11 Trilingulo de Pascal 

' 

'" 
' • ' 

cuadr~tico 

I<J c6bico 
o • 
" 

• ' ' 
Fig 3.13 Familia de elemen 

tos triangulares-

• 
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r ·--¡·-· 'l . . ' / • 

L l ---+ ' ' • • 
' 1 

~ -1/ \ ,., 
' \ l <.· J, 

,, . ·r-·· 
' 

··'-•,. .\ .\.. 

--------------'-_;~·' ' 

Fig 3.16 

1. _,_ 

Coorderiadas 
das para un 

' ' ~~- +1 

normiliza 
rect:inguio 

<'\ 1 ,, __ ,--''"'~'~';'''-'-:-''-" \ 
• 

cuadr)!jtico 
... 1•1 ,, 

' \ • • 
' \ . ,• ·,, 1 ..- . 1 

o o 
cúbico 

; ' ' ' ' ,Fig 3.17, 

' . ' ' ' 

' ,,, 
~ < \ 

\ 
Familia Lagrangiana 
'de- rect!lnguloS· • ' 

\,;;'\,_/ 

• 
'· • 

·" ·.¡ ":7' .. , 
' 1 o 

lineal cuadrlitico c!lbico 

,,, \.~·-1 '" 
,,, ldJ culirtico 

~ .. l 

Fig 3.18 Familia Serendipity de rectangulos 

' 
' 

.• j 

Fig 3,19 Elemento tetraedro·lineal 



• . " ' ( 

/ 
' 
t L -1 ' ~-

y 

~. -1 

• 

' 

Coordenadas locales 

• • 

1- l, 1) (1, 1) 

( 

u' • .: 11 

• 
' coordenadas lOcales 

• 

-
' -• 

' 

• 

• 

1 ' l. ., 
' 

/ ,., .... 

'·, 
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' 

--
-. 

' 
' 

• ., 

' ' . . 
• 

• ' . . 
.. - ' Coordenadas cartesianas 

' 
. . . 

' 

. 
' 

L,. o\ 
' 
_L,•O 

- ' • • >; • .~ 1 

' . (z:- o ' 
. ' 1 

' 
., 

' 
,, •'':;)) 

' • • .., 
' 

coordenadas cartesianns 

Fig 3.24 Mapeos de elementos bidimensionales y tridimensionales 

• 
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,,, ,., 

Isoparamfitrico Superpararn~trico 

o 

"' 

Subparam6trico 

Punto donde se define 1~ coordenada 

Punto donde se define la función 

Fig. 3.25 Transformaci6n de coordenadas mediante funciones 

de forma 
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o 

o 

Contorno de 
Silueta 

Contorno de banda 

Fig 4.1 Arreglos cuadrados 

' •o o 

SIMETiiiCA 
:----'--1 ,., "" 

1 

2 

3 

• 
S 

6 

' B 

' 10 

" 
" 
13 

14 

35 

16 

" 

Fig. 4.2 Arreglos cuadrados 
( en banda) 

~ 
;>., 

A u 

A u 

A, 

A, 

A, 

A., 

b-u.. " 
A,. 

A,. 

A,. 

A., 

!12.!-

A • 

1 

2 

S 

6 

• ' 12 

14 

" 

A., o 

A, A, 

A, o 
A_. A., 

A,. A, 

A., A., 

A, A,. 
' -

A., ' o 
' ~ - - _¡ 

... ,, Fig, 4.3 Arreglos unidimensionales 
(en ailueta) 

~ 

A, 

o 

A,. 

A,. 

o 

A., 

' ' o 

o 
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' 
·- ~-

•• 
.\!, 

.. 
.\!o 

t 

Tamaño del poso ) 

.. 
Valores cof\ocidos al inicio del poso U0 , U0 y u, 

.. 
Valores por conocer al final del poso ' y .!:!. 1 

Fig 4. 4 Variación lineal de la aceleración en el 

·intervalo de integracicin , ll.t. 
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~ 
MATERIALES. ,. especifican loo valores de E))e. 
para todos loo materiales qoe intervienen 

« 
COORDENADAS. Se proporcionan lee coordenadas de 

~ loo puntos nodales de le estructura 

-- • e:,'") e 
ELE11ENTOS MATRIZ ' e 

·~ 

" u o 
" " o Lee lo infor-e 

= maci6n reque K' • rida por caOa MATRIZ • ~ elemento finito - ' y ejecuta lo 
" indicado. 

"'"" o MATRIZ " ~ e 

' ·~ 

' ~ e 
o 

ENSAMBLE K ·~ 
e 
e 
' 1i 

"" " 
~ FRONTERA K TRIANGULACION DE K 

' . 
> = . 
~ 

o 

" VECTOR p " CARGAS "" e 
o 
o 

Para cada eon 
~ 

dici6n de -
~ ' carga 

e leo le informa 

" ci6n requerida y VECTOR P e ejecuta lo ~ • ~ indicado 

o SUSTITUCION u 

' 
~ . 

~ 
ESFUERZOS 

Fig. 4.5 Organización esquemática simple para un pr?grama 

computadora del método del el~ento finito ( estático} 

• 
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lNTRODUCCION AL METODO DEL ELEMENTO FINITO 

Ramón Cervantes Beltr!n* y V{ctor Porras Silva* 

l. INTRODUCCION 

1,1 Generalidades 

El método del elemento' finito es un método aproximado para resol
ver ecuaciones diferenciales de problemas de valores en la front~ 
ra o de valores en la frontera e iniciales, que se presentan en -
ingeniería y en la fisica matem~tica. Esquem~ticamente, la secuen 
cia del m6todo del elemento finito se puede resumir en loa pasos 
siguientes: 

1) El medio continuo se divide 'en varias regiones, deno~nados 
elementos, de formas convenientes (triangulares, cuadriláte
ros, tetra .edres, hexa .edras, etc.). 

2) Mediante una selección apropiada de ciertos puntos de los -
elementos, denominados puntos nodales, las variables de la -
ecuación diferencial se escriben como una combinación lineal 
de funciones de interpolación, seleccionadas adecuadamente, y 
de los valores especificados en los puntos nodales de las va 
riahles o sus derivadas. 

3) Mediante el uso de los métodos variacionales o de los resi
duos pesados, las.ecuaciones diferenciales que gobiernan al 
problema se transforman en ecuaciones del elemento finito, -
que gobiernan, en forma aislada, a todos los elementos fini
tos, 

... -. . 
4) Los _elementos aislados se agrupa~ para formar un ·ai&Qema gl9 

bal de ecuaciones diferenciales (problema de valores en la ·. ,,. 
frontera e ii'iiGTcil'es) o de ecua<!l'!irones algebraicQ.fic(p,¡:;oblema .. . -.-•0'~-'"'"-de valores en la frontera), -~sus 'propias· condicJ.ones ue 
frontera o condiciones iniciales. ·' · · ... ' ·-

S) Los valores de la variable se determinan al resolver los sJ.s 
temas de ecuaciones correspondientes. 

El objetivo 
fundamentos 

de este curso consiste en discutir, brevemente, los -
del método del elemento finito y sus apli?_o.cloñ-es·a ·-· 

• Profesor investigador, División de Estudios de Posgrado, Facul
tad de Ingenierfa, UNAM. 
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la ingeniarla estructural. Básicamente se utilizan las ecuaciones 
de equilibrio de la teoria de la elaeticidad lineal. 

1.2 Ecuaciones de equilibrio de la elastodinámica 

·Para poder estudiar el comportamiento de las estructuras es nece
sario establecer su modelaci6n, ya sea experimental o matemática. 
La modelación que forma parte-de este tema es la matemática y con 
siste en expresar~ en un lenguaje formal o matemático, las leyes 
que gobiernan al comportamiento. 

Toda estructura queda definida por los conceptos siguientes; 

1) Geometria 
2) Material 
3) Carg-as 

Las leyes que gobiernan a los conCeptos anteriores son las leyes 
de la mecánica y en especial las correspondientes a la mecánica -
del medio continuo. Las estructuras que se estudiarán en esta te
ma son las que se construirán con un material sólido, elástico, -
lineal e isótropo. Las leyes que gobiernan a tales estructuras -
forman la base de la teor!a de la elasticidad lineal y las ecua-
ciones correspondientes a cualquier punto de la estructura, aso-
ciadas a un sistema de referen~ia cartesiano, resultan ser: 

1.2.1 Principio de la conservación de la cantidad de movimiento 
en su forma local o primeras ecuaciones de Cauchy del movi
miento, 

a) En notación indicia! 

~il.'2 ,1) 

· ''1' 1 • • n·-· 
donde 1ft~ son los componentes del tensor de esfuerzos dec Cauchy, 
simétrico, que en forma matricial se puede expresar co~; 

~. !r,,_ ¡¡;,] "''" ·:¡· .. 
' 1!- '. 

13"'::. G".~., ~,_ "'~ (1,2.'2) 

G'~, C'":)t. !(,, 

~ son los componentes del vector fuerzas de cuerpo por unidad de 
masa cuya expresi6n es: 

(1.2.3) 
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Q¡Json los componentes del vector aceleración indicados como: 

"-, 
(1.2 .4) 

El vector aceleración se puede expresar en función de los compo-
nentes del vector de velocidades Vl , del- vector de posición f¡ 
y del vector de desplazamientos , U¡ , coroo se indica a continua- -
ción 

o. d~ 

dt 

&'.!' .ol,J!, ---
c!t -d.t\. 

que·en forma de aua componentes resulta ser 

"- ' J 

u 

e es la densidad de masa por unidad de volumen 

(1.2.5) 

(1.2.6) 

(1.2.7) 

b) En notación tradicional, las primeras ecuaciones de Cauchy 
del movimiento resultan ser: 

JG:."'- '"¡) G; < .')~~ -r e f< 'd-< + 
)j -t- . ';). (1:2.8)a 

' . 

?~!:! ')~j 
+ ') G;:.!l + e+~ + "lj b't ");t 

(1.2 .B)b 
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dG;.t a~~ ~")!),~ 
e f~ e a, .. "' 

-¡-
~j + ':>< + .(1.2.8)c 

donde los elementos del tensor [ y los vectores j' y " resultan -ser: 

·~ ~J .-.. 
[ - <>, ~ .. , &;. (1.2.9) 

"•"- '.j ..... 

t - l :: l (1.2.10) -
o'v <'W"] T 

-[)'-U. Q = ' - ' (1.2.ll) 
't' d t' ot' 

" [: l (2,2 ,12) 

1.2.2 Tensor de deformaciones 

' La métrica utilizada para medir el cambio geom6trico del cuerpo -
resulta ser: 

a) En notación indicia! 

e .. 
'J -' '-

( u,. +U. ,'\~1.(""' 
~JJ ,JH J )... ):t. 

J 

donde e,j son los componentes del tensor de 
co, que en ~orma matricial se indica como: 

")u. ) + .2 

-~· ' 
(1.2.13) 

deformaciones, simétri 
' 
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e, e., e,, 

hl - e - e, ... e, (1.2.14) 

e., e,. e., 
·.~ ., 

Uc son los componentes del vector desplazamiento. Bn la primera 
forma de la ec:. 1.2.13 se utiliza la convención de deriv¡¡das par-
cial, mediante una coma 

b) En notación tradicional 

e .. o -;>u 

" 
(1.2 .15) 

e,, - \l.'[ 
~j 

(1.2.16) 

e,. 
,,. 

- ,,. (1.2 .17) 

~.j ,_ ez J 9u -,,-, - -1--
'J '"' 

(1.2 ,18) 

~l. - :t e:Jr:. '" ,_<>w - ,. Gj 
(1.2.19) 

~" - ~ e.t::c '"' ?>U - + -
""' 3~ 

(1.2.20) 

e., e:.J e., 
e e" e,J e,, 

e,~ e,, e,. 
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1.2.3 Ecuacionea·constitutivas 

Las ecuaciones constitutivas del material sólido, elástico, li-
neal e is6tropo est!n dadas por las ecuaciones de Hooke-Cauchy,
taffibién conocida como Ley de HOoke generalizada. 

a) En notación indicia! 

= + (1.2.22) 

o bien 

(1.2.23) 

donde ).. :J_)( son las constantes elásticas de Lamé y s.ltt es la 
delta de Kronecker. 

Las constantes de Lamé est!n relacionadas.con las constantes de
laboratorio denominadas, m6dulcia de Yount~de Elasticidad E y rala 
ci6n de Porsson ~ , mediante las expresiones siguientes: 

>- = (1.2.24) 

'.(i+v) 
(1.2.25) . .. 

·' . 

donde Gf se le conoce con el nombre de módulO de rigidez al cor-
tante. 

Con base en las ecs 1.2.24 y 1,2.25, las ses 1.2.22 y 1.2.23 se
pueden escribir como1 

(1.2.26) 
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(1.2.27) 

b) En notación tradicional 

Las ecs 1.2.26 y 1.2.27 se pueden escribir como 

ifx~ E [r'-")e.,_+v(e +el] (1.2.28) -
( .. ,¡)(>-'') ,, " 

C)lj " [(>-v)e,1 +"(<;.,+e-,J] 11.'·"' -
( I+Y)(I-:t~) , 

G;.. E: l (,_,)e,.+ ¡J(e_,_+ e,¡)]''·'·'" -
(1+1) (,-,,) 

() E: 
") -

l( "') 
11' X J - " ~-; (1.2.31) 

G_¡, E !"'~· - e;¡ ~>';¡. (1.2.32) 

~(¡+0) 

<'." .. 
E 1,, '9 ~< (1.2.33) - -

~(>+v) 

en = +[ ~~- ..>( ¡¡-l 1 + ¡¡;., l J (1.2.34) 



' 

(1,2,35) 

(1.2.36) 

t~, ~(l+v)~¡ - l..~~ (1.2.37) - -E <;; 

tll 
~ ( , ... ;) "í· - ~ '~;¡. (1.2,38) - ·-E 

lí',~ 
t,(I+J1) ¡¡;,._ - 1 

Ú.:t (1.2 .39) 

E <; 

Loo eco 1.2.28 a 1,2.33 se pueden agrupar en fonna matricial, ··-gún •• ipdica • continuación 

6"i~ 1- ~ " " o o o e 
;,, " 1- ; y o o o e,, ... E " V 1- " o ' 

o 

"" (1.2 .40) -. ., - (•+~)(\-.tY) o o o J:!o-ll) o o 1',1 
r;. o o o • t(•·l"l ' t,, ., 

~~ o • • • o t(•-") N., 

qu• on fo- simbólica ae puede escribir como 

cr - 'D'e (1.2.41) - - -
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donde íl y e son los 
respectivamente, y b 
ya~!' expresioríes' son: 

vectores de esfuerzos y de deformaciones, -
es la matriz de coeficientes elásticos, cu-

• 

>L f 
<>._, ·~ <>, e, 

[" "" _(~_.,2.42) e ... (1,2,43) 

""' 
·~~,-~¡ t., 

¡;"~ 2,. •.2~ :,L.''• '- .. t~ ~' ,, 
' 

"·~ "" 
< ,. 
' ' o ' --· ·¡"::"Y---V "- . ., ' ' 

(¡)-: ·\-~ ' 
,o • • ,, 

1 ' " •" Q • • 
'D .. ' " 1-v • • • (1.2.44) 

(!+~) (l-~~) Q • • H•-,J) • • ' • • • J' < • tC•-: Y) Q • 
• o o o • 1:(•-2") 

También las ecs 1.2.34 a 1.2.39 al agruparse en forma matricial 
se pueden escribir de la siguiente forma .,. ,_ , , 

_, 
"-'b --

-1 
!> .L 

E 

-

• 
. ' ; ,, v .i .,- j-

:/~/! -¡.l _, _, i 

' o • 
o ' ' • ,, o 

1.2.4 Ecuaciones de campo 

(1,2 ,45) 

. 
' • o o • 
o ' ' o ' ' (1.2.46) 

2.(t+V) ' o 

o ~(1-+ ,3) o 

• ' 1(1+11) 

Las ecuaciones de campo son las ecuaciones de movimiento o eguili 
brio dinámico (ecs·l.2.1 a 1.2.9) expresadas en función de los-
componentes del vector desplazamiento. Se les conocen tambi€n con 
el nombre de ecuaciones de camPo~de Navier y son, 

- _:_ '-¡r-' y\, ,, '1 
• ~ "' ! ~ 

a) En notaci6n indicial 
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Estas ecuaciones se obtienen al sustituir las ecs 1,2,13 en las 
ecs 1,2.22 y el resultado obtenido se sustituye en la ec. 1,2.1 
resulta: 

(1,2,47} 

b) En notación vectorial 

Con base en la definición 
se pueden escribir como: 

del operado'r gradiente Y ,las ecs 1.2 .47 

donde 'V el operador gradiente,queda definido por 
-) . 

• 
' -, 

e) En notación tradicional 

+ 
,, 
'-~ .,_ 

{1,2.48) 

(1.2.49) 

·En este caso, las ecuaciones de campo se pueden escribir directa
mente al interpretar las ecs 1.2.47 6 las ecs 1.2.46. También se 
pueden obtener al sustituir las ecs 1.2.15 a 1.2.20 en las ecs --
1,2,28 a 1.2.33~ y el resultado obteni~ se sustituye en las ecs 
1,2,8. Las ecuaciones resultantes se indican a continuación, 

(1,2.50)a 

(1,2.50)b 

(1,2.50)c 
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donde V~ en el operador de Laplace definido con 

v'l.~ ;' ')' ~· ~· V ·V ~ ' (1.2 .51} - + + 
~x ... 0xl!. ·~· ') ~· "' 

1.3 Ecuaciones do C9J:!i librio E:ara varias s¡eometrias 

Las ecuaciones de equilibrio (ecs 1.2.47 6 1.2.48 6 1.2.50) son vá 
!idas para cualquier punto de cualquier estructura de forma arbi-
traria, pero construidas con un material sólido, elástico, lineal 
e isótropo (estructuras modeladas con la teoria de la elasticidad 
lineal). De acuerdo con lo indicado en el inciso 1.2, la geometria 
de la estructura influye sensiblemente en la forma final de las -
ecuaciones de equilibrio. En este inciso se bosquejan los modelos 
estructurales de la elasticidad lineal para· varias geometrias adi
cionales a la geometria arbitraria (tridimensional), que se indic6 
en el inciso anterior. 

1.3 .1 Estados planos · 

En este modelo estructural, la geometr!a se puede considerar en un 
plano y el problema matemático es bidimensional, 

1.3.1.1 Estado plano de deformaciones 

En la fig. 1.2 se muestran algunas estructuras que poseen las si-
guientes carncter!sticas: 

a) La geometr!a corresponde a un cuerpo alargado y prismático, de 
tal manera que para definirla basta especificar la secci6n co
rrespondiente a un plano perpendicular al eje. 

b).Las cargas que actuan a lo largo del eje son tales que basta-
con definirlas en un plano perpendicular al eje. 

De acuerdo con las carac ter!sticas ante:ci:lres, la estructura queda -
definida en un plano (fig. 1.3) de espesor unitario, todas las V<l
riables que aparecen en las ecuaciones de equilibrio son indepen-
dientes de la variable z ( a lo largo ~el eje) y el desplazamiento, 
w, en tal dirección es nulo, es decir: 

{1.3 .1) 

(l.J .2) 

(1.3 ,3) 
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A continuación se describe el efecto de las ecs 1.3.1 a 1.3.3 en -
las ecuaciones de equilibrio de la estructura. 

a) Tensor de deformaciones 

Al sustituir las ecs 1.3.1 a 1.3.3 en las ecs 1.2.15 a 1.2.20 
se obtiene 

.e:r-x. ';)~ ... (1.3 .4) 

.ej!:J """ = OJ 
(1.3 ,5) 

·!',~ • e..) H ,,. 
-

2j +- ,,_ (1.3 .6) 

- (1.3.7) 

b) Ecuaciones constitutivas 

Al sustituir las ecs 1,3.4 a l,J,7 en las ecs 1.2.28 a 1.2.33; y
al ordenar el resultado en forma matricial se obtiene 

r;, 

lij, 

"'l 

o., -

La ec 

(J -

donde 

.'S o 

H " o e .. 
~-

V -' e,:¡ o 
(¡+~)(¡-?_¡) 

o • f(¡.,¡) ~.J 
( 

(1.3 .8) 

" (¡;;,%+S,) (1.3.9} 

1.3.8 se puede escribir en forma simbólica como: 

b -

>a 
<;, 
cr,:l 

e. -

(l.J.lll e::. ejj 

~ . .) 

(1.3 .lO) 

(1.3,12) 
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1-1 ¡) o 

J>~ 
E y 1- ¡) o (1.3.13) 

(1+~)(¡-:;!¡,l) o o i <·-•') 
e) Ecuación de Cauchy del movimiento 

O<r'"'"' + 
-a<>., 

e ~'~ e ';1'~ 
h 'dj + ~ (1.3.14) 

~e' 

<"V~ .... + ~ ~!1. e ~ ~" ~ - e (1.3 .15) 
--.~ ·~ >e• 

1.3 ,1.2 Estado plano de esfuerzos 

Si las estructuras descritas en el estado plano de deformaciones, 
·&on • <>.. • 

en vez de ser alargadas;\extraordinari~ente ·delgadas (fig. 1,4) se 
puede aseverar que los componentes del tensor esfuerzo, asociados 
a la dirección del espesor, son nulos, es decir: 

o 

Al sustituir las ecs 1.3.16 en las ecs 1.2.34 a 1.2.39 y reorde-
narlas se obtiene 

Q...J.l7) 

~ 

'J' 
- -} l ~~ - JG;.=t J (1.3 .18) 

"'l 'e:~~.::¡ = 
J:(¡.¡.¡)) "·:¡ -

E 
(1.3 .19) 

e ~ 
iJ ( e~'(. + e,,) -•• 1- 1 

(1.3 ,20) 

"~' - ~C:t. = o (1.3 .21) 
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A continuación se resumen las ecuaciones de equilibrio para los -
esta-dos plilnos de esfuerzo. 

a) Tensor de deformaciones 

Queda_igual que las deformaciones planas, excepto que existe la -
deformación e.u_ dada por la ec 1.3 .20 

b) Ecuaciones constitutivas 

Al poner en forma matricial las ecs 1.3.17 a 1,3,19 se transfor--
man en 

¡) 

l 
o 

(1.3 .22) 

La ec 1.3.22, en forma simb6lica1 se puede escribir como se indica 
en la ec 1.3 .10; donde los vectores§:':¡~~ están dados por las ecs 
1,3,11 y 1.3,12 y la matriz ~se indica a continuación: 

l~ 1 o l o 
;- ( ,_ .¡ 

(1.3.23) 
o 

e} Ecuaciones de Cauchy del movimiento 

Quedan iguales a las de las deformaciones planas. 

1.3.1.3 Relación entre los estados planos 

Se puede demostrar f6cilmente que la ec 1,3,22 se transforma en
la ec 1.3.13 si se efectua la sustitución indicada a continuación 

E "' ; 

1-~'1. 
(1.3.24) 

·v 
,., 

= ,_ J (1.3.25) 

Por lo tanto se puede concluir que si se tiene resuelto el modelo 
matemático correspondiente al estado plano de esfuerzos, se puede 
tener también el correspondiente al estado plano de deformaciones, 
si el espesor se hace unitario y se efectua la transformación in
dicada por las ecs 1.3.24 y 1.3.25. 
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1,; .2 Sólidos axisimétricos o Oe revolución 
..... _ !t~b '{ri~ull~ ~b ~onoi .),:¡;¡¡~3: (. r. E.! 

Existen estructuras cuya geometría queda definida mediante un cuer 
po •de' 'revolución por lo que existe .'simetria':geom6trica•n:'especto-;ai.J. 
eje de revolución. Las variables de la teoria de la elasticidado~ 
para tales cuerpos conviene expresarlas en un sistema de referen
cia cilindrica, seg6n se muestra_en la fig. 1.5. 

1,3 ,2 .1~ TensOr de deformaciones f( ;?- )).l + .:F ..1. + s~6'.¡- ..,,-:J:í 
• •· "'! Qt. ¡ s.& •6'. 

Los componentes del tensor 
fig, 1,6 y en relación con 
continuación. 

;l>L, C, i.' 

ere 
'),y 

- ,, 
e., ~\!" - .. 
"'" 

u + 1 )w , -e e 2>Q 

~" 't,. 'er¡ ~ = • 

'" '<lu 
¿" ;;. erg -l. ; - e e o 

¡(" !1. e.? a .L ?~ - - r ~ . 

de deformaciones se muestran en la 
el vector desplazamientos se i-ndica a 

"-. "' ,,·· ' + -~¡)( 1 ~;:¡r; :!o"l~ 
- 1 "':; ...... --- ... ""!"-·- +-

't íl (i'l -, - s. G '1 li' 

(1.3 .26) 

-, 
• • • • 

(1.3 .27) 
•"-";O>! l>.LL! 

~\!" 
.l'·; ~L 

-· (1,3,28) 
0Y 'l..)a;·aoasó LA 

'"' "' 
- :.fsl"lsv "' + (l':J'.J!:I) DJirJO'i ~ ···' 0< ~ , tÜXS '/ 11 ) 

~,.,. 
·(1':3'.3 6). !:. E. l + -0< 

e>~ ~~~ aL~"l~O 6"1Eq 

donde U.. :u(_ 1, 1., ll);troll(r,t,o)'j vt~,•,o) son los, componentes del·:,v0ct!bl9i:lm:B 
plazamiento en la dit"ecci6n radial(<")axial (z) y tangenciaLts<i'lns:t 
respectivamente. 

1.3 .2 .2 Ecuaciones conatitutiva"s 

".")-.-.-¡¡. 
Los componentes del tensor esfuerzo asociado al sistema de refe-
rencia se muestran en la fig. 1,6, La ecuación constitutiva()estiip 
dada por la ce 1,2.41 en donde los vectores de esfuerzo y de de-
formaciones se indican a continuación: ~ ~ ._~· .suE:nl t>J 

,.,, - wJ.~'!. oi-:td.'.!lupo 
e,_ 

líu' 
~ .. ' ... ' 1oami'r ,, 

"· o;, (1.3 .31} e, < •• íl-3.32), • 
<, .lii' •• 

e'' ... e,, 
c., 

e~¡¡ 
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1,3,2,3 Ecuaciones de cauchy del movimiento 

Las ecuaciones de Cauchy para la referencia cilíndrica resultan -
ser: 

{1.3 .33) 

(1.3 .34) 

• 

(1.3 ,35) 

1.3.2.4 Representación de las cargas arb~trarias mediante series 
de Fourier 

Al descomponer las cargas mediante series de Fourier, respecto a 
la variable tangencial (S), el problema tridimensional se tran!_ 
forma en varios problemas bidimensionales en las variables radial · 
(f) y axial ( z ), . . 

1.3.2,5 Sólidos axisim~tricos con carga axial 

Para cargas con simetr!a axial1finicamente¡existe un término de la 
serie de Fourier y los componentes del vector desplazamiento resul 
tan ser 

l.t = u(f)'!.) 

'lh '\)" (1", <l 

'W'" =o 

(1.3,36} 
" .. , 1 

" (1,3,37} 

{1.3.38} 

La influencia de las ecs ~.3.36 a 1.3,38 en las ecuaciones de 

equilibrio para estas estructuras se resume a continuaci6n: 

al Tensor de deformaciones 

Al sustituir las ecs 1.3.36 a 1,3,38 en las ecs 1.3.26 a 1.3.30 se 
obtienen las expresiones si9uientes 



e,, dU 
- oc 

e.~a = 
'))V .. 

elle= + LA. 

~rt = :2. e,i. ~ 

'( f"~ := )A .le ::.u 

b) Ecuaciones constitutivas 

17 

U.J.39) 

(1,3.40) 

_(1.3.41) 

(1.3.42) 

Las ecuaciones constitutivas (ec 1.2.40) se reduce a la ex

presi6n siguiente 

,_' ' " 
; o e, ,,. E ' '.' ; o e,. - Ú+-J)(¡-~!1) 

(1.3.44) 

"· ; ' H o e., .-,. o o ' t(··~") 

'" 
o ..• , . 

" donde lo. elementos de ló ecuaci6n simbólica ··(ec: .1,2,41) 

sultan ser 

"" e, 
"= "· {1- ;>.~S") e e,. 

(1.3.46) -... e., 
<,. 

• " r1. 

re 

v 
1-; 

" o 

v 

" ,_" (1.3.47) 

"" o . . .. 
e) Ecuuciones de Cauchy 

Las dos ecuaciones de Cauchy del movimiento que .resultan se

indican a continuación: 

' 
(1.3.48) 
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+ (1,3,49) 

1.3.3 Otras geometrías 

Existen varias, geometrías qu~ se utilizan para modelar las es

tructuras como son: barras, placas y cascarones, La determina
ciOn de lis ecuaciones de ·equilibrio resulta un poco m!s labo
riosa que las geometrías discutidas, razOn por la que no se in 

dicar! en este resumen. 

1.4 M6todos Aproximados para la Solución de las Ecuaciones de 

Equilibrio 
Lo, 
~ecuaciones de equilibrio bosquejadas en los incisos anteriores 

se pueden escribir, en forrna matricial, como se indica a conti

nuación 

_(1.4,1) 

(1.4.2) 

donde los componentes de las matrices ~·Y~ son operadoras-dife 

renciales, los componentes del vector u son las funciones tn

c~gnitas del problema, y los compOnentes de los vectores f y ! 
son funciones conocidas, La ec 1,4.1 t"e-presenta el equilibrio 

' en cualquier punto interior de la es1;.ructura (region .Il), ~ \C\. a: 
\.•V2 \a.~ Cori<::~fl>l'lclie•\~cs, tor.d.iciO<~~S. .le {IMII!'íi> lre'~í<:Í" r). 

Para fines de explicaci6n y por facilidad, las ecs 1.4.1 y 1.4.2, 

en lo que s~gue, se considerarán como ecuaciones escalo,es, es 
decir 

~, 4 ,l Métodos de las funcioncsie prueba 

(1.4.3) 

ll.4.4) 

De los métodos aproximados existentes para resolver las e~s,l.~.l 
TI\QI, '"'"'te. "~""~·o~es. 

y 1,4,2 U.4,3 y 1,4,4}, los que utilizan soluciones....,de prueba 
son los que, en el campo numérico1 se aplican con. gran éxito. 

En estos métodos, la soluci6n buscada, u, es aproximada mediante 

la prueba, ü, de la forma s~guiente 

{1.4.5) 



donde ~r son M funciones conocidas, linealmente independientes 

que existen en la regi6n n + r y los coeficientes e son pará-
. ' 

metros desconocidos que se·"determinarán con algt1n criterio, 

1.4.2 M~todos de los residuos pesados 

Para explicar estos m€todos 1 la ec 1.4.3 se escribe como se in

dica a continuaci6n 

. (1.4,6) 

Al sustituir en la ec 1.4.6 el valor aproximado de u (Ü), dado 

por la ec 1,4,5, se obtiene un error o residuo, e, dado por 

(1.4. 7) 

La selecci6n de las funciones de prueba, f , de la ec 1,4.5, se 
' ' hace de tal manera que· satisfagan las condiciones de frontera 

. -
(en fl mientras que los coeficintes, e , de la soluci6n aproxi-

' mada se cuantifican de tal manera que el error, dado _por la 

ec 1,4.7, sea mÍnimo o pequeño en algÚn contexto. 

En forma. generalizada, una funci6n pesada de los residuos 11 f (¡;), 

es la que debe satisfacer el criterio de pequeñez, donde, W es 

la funci6n de peso y f (e) es la funci6n residual, tal que, f (e) .. o, 

para ~:~o. El criterio de pequeñez para todos los m6todos de los 

residuos se puede expresar como: 

L_w f(E) d.ll. ~o (1.4.B) 

La condici6n dada por la oc 1.4.8 para operadores lineales (que 

es el caso de la teoria de la elasticidad lineal) conduce a un 

sistema de ecuaciones algebraicas lineales, parn todos lq~, .• !'!ét~ 

dos que uctualment.e se usnn (subdominio, m1nimos cuadrados, 

Galcrkin, etc). 

1.4.3 Método de Galerkin 

El mótodo de Galerkin, :onocido tambi6n como de Bubnov, consiste 

en hücer que el error, €, sea ortogonal a las funciones.cte.prue

ba, q, , en el dominio do la estructura (en íl), us decir, que las 

' funciones de peso sean las funciones de prueba, como se indica a 

continuación 



(,1.4.9) 

1.4.~· M~todos variacionales 

En estos m~todos, se busca que la solución de la ec 1.4,3 pro 

porciona un valor extrema! a la funcional, I(Ul, que es una i~ 

tegral de u y sus derivadas sobre el dominio de la estructura 
(Q+r). 

Entonces, si se conoce la funcional, I{u), los mdtodos varia
cionales se pueden establecer de la siguiente forma 

I(U) "'valor extremal (1.4.10) 

U..4.lll 

en donde la ec. 1.4.11 establece las condiciones de frontera 
esenciales o principales, 

De acuerdo con las ecs 1.4.10 a 1.4.11, los m~todos variacion! 

les utilizan la solución aproximada dada por la ec 1.4.5, en 
donde las funciones de prueba, 'r' satisfacen las condiciones 
de frontera esenciales Cec 1.4.11) y los coeficientes, Cr, se 

determinan de tal manera que se satisfaga la ec 1.4.10. 

En lOs m~todos variacionales se puede utilizar, en vez de la 

funcional, una ecuaciOn variacional, 

Se puede afirmar que si el operador {A) del sistema por resolver 

es lineal, simétrico, positivo definido, el valor estacionario 

es un m!nimo absoluto. 

1.4,5 M~todo de Rayleigh 

De todos los métodos variacionales (Diferencias finitasJ l<_an~oro

vich, Trefftz, etc.) el que actualnente tiene mayores aplicacio

nes es el método de Rayleigh, tarnbi~n conocido en el nombre de 

Ritz o Rayleigh-Ritz. 
'. 

Este método consiste en sustituir directamente la solución aprox! 
mada dada por la ec 1.4.5, en la funcional I(Ü) y aplicar la co~ 

dic!On de extremo, en función de los par4metros Cr' como se indi 

ca a éontinuaci6n: 

(1.4.12) 

- ·----·--------
En caso de utilizarse la ecuación variacional 1 la ec, 1.4.5 se é9 
sustituye direct~ente. 



2. ELEMENTOS FINITOS DE UN MEDIO CONTINUO. ENFOQUE DE DESPLAZA

MIENTOS. 

En la formulaci6n del m~todo del elemento finito los parámetros 

Cr' que aparecen en los m~todos de las funciones de prueba {in

ciso 1.4.1), se pueden asociar a valores generalizado~ de la in-

' cognita u (desplazamientos y sus derivadas) en los puntos nodP-

les, o bien, a otros conceptos relacionados con tales valores 

(fuerzas o esfuerzos generalizados, o combinaciones entre despl~ 

zamientos y fuerzas generalizadas). En este resumen Gnicamente 

se considerarán como incOgnita~a los valore~ generalizados de,u
1 

y recibe el nombre de enfoque de desplazamientos 

2.1 Modelo discreto esUI.ndar 

En el análisis de las estructuras esqueletales {armadura~ marcos, 

etc.) se establecen las ecuaciones de equilibrio con base en las 

correspondientes ecuaciones de equilibrio de cada una de las ba

rras que las forman. Lo mismo sucede con otros sistemas, no ne-
• 

cesariamente estructurales, en donde se puede efectuar una d~s-

cretizaci6n a priori. 

En los medios continuos, generalmente es muy dif1cil asociarles, 

a primera vista, un modelo discreto para su representación raci~ 

nal y, por lo tanto, para establecer sus ecuaciones. La forma de 

realizarlo se indica a continuación, ejemplificado con la fig 2.1. 

a) El medio continuo se divide en un ndmero finito de regiones, de 

formas apropiadas, mediante lineas o superficies. A estas ~e

giones se les denomina elementos finitos (de forma trili.iiyul;u 

en la fig 2.1) ··•~ .~, 

bl Los elementos finitos se supone que estañ interconectados en 

un número finito de puntos nodales, situados sobre las fronte

ras de los elementos (circulas pequeños en la fig 2.1). Los 

desflazumientos de los puntos nodales serán las incógnitas bá

sicas del problema. 

el Se define en formu flnica, al estado de desplazamientos en cual 

quier punto del elemento finito, en funci6n de los dcoplaza

mientos en los punt:Qs nodales (interpola·ci6n) 

d) Con los dosplazamiontos cnnocidos se puede definir, en forma 
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dnica, el estado de deformaciones (tensor da defo~macionesl, 
tambi~n, en términos de los desplazamientos en los puntos no

dalas. Con base en las ecuaciones .constitutivas se puede co

nocer el estado de esfuerzos en función de los desplazamien-:·.:: 

tos en los puntos nodales 

e) Se determinO el sistema· de· fuerzas concentradas, en los pun

tos nodales, que equilibre los esfuerzos en las fronteras y 

cualquier fuerza concentrada o distribuida que ac:-\ve en los 

puntos del elemento, Estas fuerzas equilibrantes también re

sultan en funci6n de los desplazamientos en los puntos nada

les, y su relaci6n conduce al concepto de matriz de rigideces. 

2.2 Principio del trabajo virtual en la teor!a de la elasticidad 

lineal 

Como se indicó en la solución aproximada de las ecuaciones de 

equilibrio con los m~todos variacionales, se puede utilizar una 

ecuación variacional en vez de una funcional. En las ecuaciones 

de ,, la elasticidad lineal, l.a ecuaci6n variac.ional está dada por 
:¡e:\ o<." ti.\ ~e <'l\o-\\eMO'\ -\0.10 C.Ntt<~\OolOS d<: C.."G-hlj 

principio del trabajo virtual,)\del movimiento, y su expresión, 

'" notación indicial, resulta ser; 

L_"'., 'be,, d-ll.{, e;~~ ')u. ,JJl = fr G"Z.,. du. dr 

+ J e -P, ~l.[._ d-ll 
"' 

(2.2.1) 

en donde, el stmbolo ,6, indica la primera variación que opera 

sobre las cantidades que le preceden y los elementos 

definieron en el capítulo anterior. 

restantes 
• 

En notación matricial, la ec 2,2,1 se pUede escribir como: 

f 11e."~ dJC + J a~' e~ J_h ~ ó~'.ft""' c1 r 
J~ ~ ~ 

" 

+ t á¡¿T f cJJL (2.2.2) 
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2.3 Ecuación de equilibrio de los elementos finitos 

A fin de ejemplificar 81 procedimiento para establecer las ecua

ciones de equilibrio del modelo discreto estándar de los medios 

continuos (elementO finitO) se hace referencia a la fig 2.1, que 

corresponde a un estado plano de esfuerzos. 

2.3.1 Definición de la geometría 

De acuerdo con el punto (a) del inciso 2.1, en la f~g 2.1 se mue~ 

tra la región de la estructura, la divisi6n en regiones triangUliL 

r~s y la definición de.los puntos nodales. Desde luego que la ge~ 

metr!a de los elementos finitos no es finica, ni tampoco la defini 

c16n de los puntos nodalcs. En el capítulo 3 se presentan otras 

. geometrías que se pueden utilizar en regiones bidimensionales. 

2.3.2 Aproximaci6n de la solución 

La formulación del elemento finito, a diferencia de los métodos 

de las funciones de prueba tradicionales, aproxima la solución 

en cada una de las regiones correspondientes a los elementos fi

nitos. Entonces la aproximación en la región. global de la estruc 

tura es seccionalmente continua. Desde luego que esta aproxima

ción debe proporcionar desplazamientos compatibles en las frente 

ras con los elementos vecinos. 

En la fig 2,1 el elemento finito . ' e, represent_a a cualquier ele-

mento en que se dividió la región. A él le corresponden los co~ 

ceptos siguientes . 

Los componentes del vector desplazamientos asociados a cualquier 

punto del elemento r.on dos; u 

v = v{x,yl paralelo al eje y. 

ta ser: 

y = l~J 

= u(x y) paralelo al eje x y 
~ 

La representación vectorial resuJ-

(2.3.1) 

De acuerdo con el punto (bl del inciso 2.1, los puntos nodales 

del elemento finjto se etiquetan con las letras i, j, k, que 

pueden. representar a cualquier diylto de los namoros enteros con 

los que se numeran los puntos nodales de la estructura. Entonées, 
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los vectores de desplazamiento de los puntos nodales son: 

U· - ["'] -· - "!i 
(2.3.2) 

con las ecs 2.3.2 se puede formar un s6lo vector denominado, vec 
ter de desplazamientos nodales del elemento, s~gün se indica a 
continuaci6n 

U· 
' ' 

U· - ' 
1)'. 

' 
e U· .u - u. = ' (2.3.3) -, 1)'. 

u ' -· u. 
\r~ 

con base en la ec 2.3.2, la ec 1,4.5 para el elemento tria~gular 

de la fig 3.1 se puede escribir como~ 

+N· U· 

' ' 1[ = IJ; "V;: -+ tJ,j 'Llj + N,. 'lf,.. 
(2.3.4) 

(2.3.5) 

donde las funciones N
1

'" N1 tX,y), Nj = Nj(·.t.)y) Y Nm = Nm(~1 y) 
reciben el nombre de funciones de forma. En el capítulo 3 se pre 

sentan las expresiones correspondientes a varias. geometr!as de 

elementos finitos. 

Las ecs 2,3,4 y 2.3.5 se pueden escribir en forma matricial como 

se indica a continuación 

[~] [: o ~

' o 
o 

o 

11· ' .,, 
' 

"' ' 1(;• 

"· 1J'M 

• 

(2.3.6) 

con base en las ecs 2.3.1 y 2.3.3, la ec 2.3.6 se puede escribir 

como: 
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/J u"-
(2.3. 7} 

donde ~-

"· -l "' ;, 1 "· o[": :J N~ o["· :J -· - ' ' -, - o . 
(2.3.8) 

1: ~' 1-j.;, ~ ... J [~; . ' 'N· o 'N. 'o ] 
N~ - . ' : --0 . ·¡ ·~:.;: 

' N· ,. 
' 

o 

' 
(2.3.9) 

2.3.3 Componentes del tensor de deformaciones 

Al sustituir las ecs 1.3.4 a 1.3.6 en la ec 1.3.12 se obtiene 

~ 

[:l ,._ o o 
e,, 0• 

.,_ 
>:¡ 0 e = e,J o =LU (2.3.10) 

':¡ ~ll t 011" 
~ t,l ~ O:t. 0 

·~ ... 
en donde se utiliz6 la ec 2.3.1, y la matriz de operadores, L, 

de acuerdo con la ec 2,3,10 resulta ser 

"' o -
·~ l - o 'il ·{2.3.11) 

- ·~ 0 o 
.!G ~ 

Al sustituir: la ce 2,3.7 on la ec 2.3.10 resulta ser 

e e 
e = L N u • B u (2.3.12) 

donde, la matriz de deformaciones, ~. es: 

B = L N - -- (2.3.13) 

1\.l sustituir l<~s ecs 2.3.9 y 2.3.11 en la ec 2,3.13, se obtiene 
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la forma explicita de la matriz B para el elemento considerado 

'l)tJ. 
a¡ 
o 

""' 1 9j 1 

2,3,4 Ecuación constitutiva 

(2.3.14) 

De acuerdo con la ec 1.3.22, la ecuación constitutiva para un 

material libre de esfuerzos y deformaciones iniciales se escribe 

como: 

a = D e (2.3.15) 

Se se considera que al material sometido a esfuerzo, iniciales, 

~y a deformaciones iniciales, ~· la ecuac16n 2.3.15 se modi

fica como se indica a continuación 

a = D (e - e ) + ~~ - ~ ~ 
(2,3.16) 

2.3.5 Equilibrio dinámico 

La expresión del principio del trabajo virtual, dada por la ec 

2,2.2, es válida para la r~gi6n completa de la estructura. Cuan 

do se aplica a la r~i6n de un elemento finito tn8 + f 8 ), su ex 

presión resulta ser: 

(2.3.17) 

en donde los elementos del integrando deben referirse al elemento 

finito¡ y de acuerdo con los desarrollos anteriores se cuantifican 
a continuación, al tomar en cuenta que la variación se debe tomar 

. en cuenta tlnicamente en el vector de desplazamientos nodales . 

d~T - ij'( !-f•T l:>T), .a-u•T ¡:,T 
(2.3.18) -

o~r N - ;¡gl - d"(u-r ~T~ :- ;¡-~·T N T - - (2"."3.19) 
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(2.3.20) 

Al sustituir las ecs 2.3.18 y 2,3.20 en la ec 2.3.17, y al recor

dar que los componentes del vectot- de desplazamientos nodales son 

independientes de las variables espaciales (salen fuera de los 
• 

integrandos), se obtiene la expresi6n siguiente: 

;¡u''[ S ~>"T cln+ !J UN! dn)Lit= i4'(J ur¡¡-¿,,J~ 
- 'JI. c. Jl c. 1' c. 

{ Le. UT f ol...n.) (2.3.21) 

Para que la ec 2.3,21 sea valida para cualquier variaci6n del 

vector de desplazamientos nodales f!~eT¡, se debera cumplir que 

(2.3.21) 

donde, la matriz de masas, ~e, del elemento e, esta dado por 

(2.3.22) 

o o 
fe y f 0 son los vectores de fuerzas del elemento .deb:i.do a las 
-s -e " 
fuerzas de superficie y de cuerpo, respectivamente, que actusn 

sobre el elemento, es decir 

-9e= re ~T ~('!!) df1 
-s Jr (2.3.23l 

.¡': ~ 5 ;JT ~ J_¡¡_ (2.3.241 
en.• 

Al sustituir la ec 2.3.16 on la integral de la ec2.3.21 so ob

tiene 

Í' i:lTf' JA ~ J ¡;T \? <2. cl_n_ -r ¡;Tp e, dJt 4- J IOT \_"; J..a_ 
-!le. ...n.,G . J _ne :...n_c. 

r "'T ]) " "'-'l. L.< -r -e., (2.3.26) 

donde t 0 y f~ son los vectores de fuerzas del elemento debidas 
--eo -•o 

u la deformaci6n inicial, e- , y al -o 
esfuerzo inicial, 

tiamente, en el elemento finito, y resultan ser 

res; pe!::. 



e -· (2.3.26) 

-í' < • f !;>' <i"; ciJl. -o. ..n,t. 

(2.3.27) 

Al sustituir la ac 2,3,12 en la ec 2,3.25 resulta 

j . e? 'f cLll. • ( L.~}~ 5 d.ll.) y•- f,: + ~:, 
J<~ e n e 

- E' u•- f + + - - -e1 -~, (2.3.27) 

donde la matriz de rigideces, t 8 , del elemento finito, e,resulta 

e,~Déd.ll. - - -
Al sustituir la ec 2.3.27 en la ec 2.3.31 se obtiene 

tj~ (je +~<:~e= .f!<: 
donde el vector de fuerzas exter~as, 
indica a continuaci6n 

+·= .\'"+~· .. ~ .. - r· 
- :.S _e -e;. -oro 
2.3,6 Equilibrio estático 

,. 
- ' del elemento 

' 

(2.3.2B) 

(2.3.29) 

,e, se 

(2.3.30) 

Cuando las fuerzas que actuan sobre el elemento son independien

tes del tiempo {ca~gas estáticas), se debe cumplir la relaci6n si 

guiente ... 
\! - ~ (2.3.31) 

Al sustituir la ec 2.3.31 en la ec 2.3.29 se obtiene la ecuaci6n . 
de equilibrio estática del elemento finito, que resulta ser: 

><u<.n~ ' "'- T 2.3.32) - - -
2.3.7 Propiedades de loa matrices de r~gideces y de masas 

Al calcular la transpuesta de la matriz de rigideces (ec 2.3.28) 

se obtiene 

Q,·¡T,(t_!?'~~J"') ,u~,~~ )JJ>.· tr]l"(~')T cl.n_ (2.3.33) 
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Al observar las diversas formas de las ecuaciones constitutivas 
para las geomatriaa consideradas se concluye que la matriz-de co 
eficientes elásticos es símetñta, es decir 

(2.3.34) 

además, se debe cumplir que 

(2.3.35) 

Al sustituir las ecs 2,3,34 y 2.3.35 en la ec 2.3.33 y considerar 

además la ec 2.3.28, resulta que: 

d..ll. (2.3.36) 

De la ec 2.3.36 se concluye que la matriz de r_igideces, de los 

elementos finitos, para los medios continuos de la elasticidad 

' lineal, es simetrica. 

Al calcular la transpuesta de la matriz de masas (ec 2.3.22) se 

obtiene T r S -r 
lt-t<)T=(0 e~'~J.n.h e(~'~)TM: e~1(~')d_¡¡ 
\,J.:.! t .... c. Ul. e. '.4. e. 

=re~l~.Ycl..!i.. ==-He (2.3.37) 
JAe 

De la ec 2.3.37 se concluye que la matriz de ma-sas de los ele

mentos finitos, para los medios continuos de la elasticidad li

neal, es simétricn. 

2. 3. 8 Matriz de masas concentradas (diagon<ü) 

' La matriz de masas del elemento finito, dado por la oc 2.3.22, 

se le denomina matriz de masas consistente, ya que es la qu~ 

resulta en forma natural en el proceso de discrctizaci6n en el 

método del ele. mento finito. La matriz de masas consistente ge

neralmente no· es diagonal • .. ~ 
Sin embargo, por conveniencias num6ricas,-se utiliza con mucha 

fercuencia el uso de matrices diagonales, formadas de talma

nera que las masas asociadas a los puntos se consideren caneen 

tradas. El proceso de cO~centraci6n no as dnico y se han utili

zado los que a continuación se enumeran 

a) Concentración de masas mediante conceptos f~sicos tales como 
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.~ . -
por ejemplo, el de áreas o voldroenes tributar1os 

bl Concentración mediante. nuevas funciones de formas definidas de 

tal manera que se anulen los términos fuera de la diagonal de 

la matriz de masas consistente 

e) Concentrac16n mediante el escalamiento de los elementos de la 
diagonal principal.da,la matriz de masas consistente, de tal 

' manera que se preserve la masa total del elemento 

d) Concentraci6n mediante la integración numérica de la matriz de 
masas consistentes,-a~ seleccionar a los puntos nodales como 

puntos de muestreo 

El procedimiento del inciso d conduce a coeficientes n~gativos 

de la matriz de masas~¡fOonal, Independientemente del procedi

miento seguido, la matri~_de masas concentrada o di~gonal resul-
ta ser de la forma mostrada a continuación (para el- elemento 
tria~gularl 

H· 
' 

o o -0 ' ' o M· ' o o o o 

He= o o "; 6' o • {2.3.38) - o o o H· o o 
' ' o o • "· o 

' o o o o H. 

donde Mi' Mj' Mm son los~alores de las masas concentradas en 
los puntos nodales respectivos 

2.3 Ecuación de equilibrio del medio continuo_ global 

Si una estructura está en equilibrio, cualquier parte de 6lla 

tambidn lo está; la inversa, también es cierta. Entonces, si 
Be tiene garantizado el o equilibrio de todos los elementos fini

tos en que se discretizÓ el medio continuo, se puede establecer 

el equilibrio del mediO continuo global. 
~ ... ~ . 

2.3.1 Ensamble de las· ecuaciones 

A fin de llevar a cabo,~isistemáticamente, el establecimiento de 

las ecuaciones de equilibrio del medio continuo global, se pro

cede a numerar, en forma secuencial, los elementos finitos en 



que se idealizo el medio continuo y los puntos nodales correspon

dientes {ver fig 'L 2) 

De acuerdo con lo aseverado al inciso del inciso 2.3 el equilibrio 

da lo estructura mostrada '" la fig 

lizar la e o 

Ht•l lf'l + 
~·> 

• 
• 

''l'-l u .¡_ 

•. 0,¡

" + 

2.3.9, como· " indica a 

~"' u (1) 

= 
.rt•) 

-
Kfl) (,fu) = f"' 

W) (3~) 
f:.Ó3 u - ~ - - - -

2.2.se puede ·escribir, al u ti 

continuacit'ln 

{2.3.39)1 

{2.3.39)2, 

en las ecuaciones anteriores el nfimero indicado en el paréntesis 

corresponde al ndmero del elemento. En forma condensada, las ecs 

2.3.39 Se pueden escribir como 

~!> te) •· (e) :¿: N U 
e,_, - - e., 

\...(eJ (e) 
t- u ~ (2.3.40) 

Las ecs 2.3.39 ~ 2,3,40 se pueden reordenar, de acuordo con las 

observaciones indicadas a continuación. 

De la fig 3.2 se p~ede observar que los desplazamientos del punto 

nodal 20 {u 20 y v
20

1 , asi como sus segund~S derivadas respecto al 

tiempo (Ü 20 y V
20

1 aparecen en las correspondientes ecuaciones de 

equilibrio de los elementos finitos indicados con los ndmeros, 11, 

12, 13, 18, 19, 20 y 21.bsta observaci~n conduce 'a aseverar que 

el nümero de ecuaciones en que se pueden agrupar las ecunciones 

2.3.39 ó 2.3.40 es igual al ndmero de puntos nodales multiplicado 

por el nfimero de grados de libertad asociado a cada punto nodal. 

Ent:01<Ces, las ecuaciones do equilibrio ordenadas, correspondien

tes a las ecs 2.3.39 ó 2,3,40 se pueden escribir como 

p {2.3.41) -
donde las matrices ~ y ~· denominadas matrices de masas y de ri

gideces do la estructura, y el vector ~. conocido como el vector 

de cargas de la estructura, ee determinan con el ordenamiento de 

las ecuaciones siguientes: 

".=~.,(c.) 1..:; n .._;:: '""~ (2.3.42) 
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K {e.) 
(2,3.43) -

Po ~· f(<l 
- e:., -

1' ( t) (2.3.44) 

El vector U, de la ecu~ci6n de equilibrio de la estructura 

(ec 2.3,41), .es el vector de desplazamientos de la estructura y 

se construye con los vectores desplazamiento de cada punto nodal, 

segün se muestra en la ec 2.3.45. El vector de aceleraciones de 

la estructura, g, representa las segundas derivadas respecto al 

tiempo del vector g, 

u, 

"' u ' _, u, 

u u _, .Y~ ~ (<) e~·'·'') 

El procedimiento sisternati:~:ado para llevar a cabo_ las ecs 2, 3. 42 

a 2.3.44 es exactamente igual al que se utiliza en las estructu
ras esqueletales. 

2.2 Condiciones de frontera 

Las ecuaciones de movimiento de la estructura (ecs 2.3,46) deben 

satisfacer valores prescritos de algunos componentes del vector 
g, denominados condiciones de frontera. 

En la fig 2.2, del ejemplo s~guido, los valores de los desplaza

mientos de los puntos nodales 2,9 y 25 son nulos. Esto se indica 

a continuacion corno 

~. - o (2.3.46)a 

~, - o (2.3.46)b 

" -o (2.3.46)c _, 
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Al hacer que las ecuaciones de movimiento (ec 2.3,41) satif~gan 

las condiciones de frontera, dadas por las ecs 2.3.46, se obtie 

nen las ecuaciones siguientes .. 
HÜ+I;:L! ; p (2.3.47) 

en la ec 2.3.47 se puede observar que las candicones de frontera 

(ecs 2.3.46) inciden en las matrices de masas H y de rigideces .J<: 

y en el vector de cargas ~· que se transforman en M , K y ~~ res 

pectivamente. 

La forma de introducir ., 
nes de rnovimiento~igual 

letales, 

t 
las condic2nes de frontera en las ecuaci~ 

a como se hace en las estructuras esque-

2,3 Matriz de amort~guamiento 

Aunque el modelo matemático de los s6lidos, elásticos lineales no 

considera efectos disipativos1 al utilizarse en la modelaci6n de 

las estructuras reales, se le adiciona a la ec 2.3.41 un t~rmino 

correspondiente a las fuer~as disipativas del tipo viscoso lineal, 

como se indica a continuación; 

(2.3.46) 

donde U ea el vector de velocidades de la estructura, primera de

rivada respecto al tiempo de g, y f es la matriz de amortigua

mientos de la estructura1 generalmente cuantificada con el crite

rio de Rayleigh, mediante la ecuación siguiente 

{2.3.49) 

~Y ¡U son coeficientes que se determinan experimCntalmente, 

2,3,4 Condiciones iniciales 

Para poder integrar las ecuaciones de equilibrio din&mico 

(ec 2.3.46) se requiere especificar el origen del movimiento, a 

partir del cual se empezar§ a cuantificar. Este origen del movi

miento se conoce con el nombre de condiciones iniciales y queda 

establecido al especificar los vectores de desplazamiento ~o Y 

de velocidad ~ al inicio del movimiento {en el tiempo, t=o), ~ 

decir 

u u 
-o 

(2,3.50) 
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• 
(2,3,51), 

2.3.5 Equilibrio estático 

El equilibrio estático de l~s estructutas es un caso particular 

del movimiento, y es aquel en que el vector de cargas ~ y el ve~ 

ter desplazamientos ~ son independientes del tiempo. Al imponer 

esta condiciona las ecuaciones de equilibrio dinámico (ec 2.3.48), 

se transforman en las siguientes 

k u ~ p (.2,3.52) 

2,3,6 solución de las ecuaciones de equilibrio 

• Las ecua,~ones de equilibrio estático (ec 2.3.52) resultan ser 

un sistema de ecuaciones algebraicas, lineales simgtricas no ho

mogeneas. su soluci6n;;btiene segdn los m~todos descritos en 

el cap1tulo 4, Con el vector de desplazamientos de la estructura 

conocido (~) se calculan cada uno de los vectores de desplazamie~ 
tos nodales de loa elementos finitos (u6

) y se proced_e a cuantif!. 

car para cada uno de ellos, y en los puntos deseados, los siguie!! 
tes conceptos: 

al Los componentes del tensor de deformaciones, mediante l~ec~ 
2.3,11, 2,3,12 y 2.3.13 

• 
bl Los componentes del tensor esfuerzo, mediante la ec 2.3.16 

Las ecuaciones de equilibrio dinámico (ec 2.3.48} es un sistema 

de ecuaciones diferenciales ordinarias, de segundo orden, linea
les, no homogeneas, acopladas cuya soluci6n se indica en el ca

pitulo 4. conocidos los vectores de desplazamientos (lJ), de ve
locidades ¡g¡ y de aceleraciones (~) se procede como en el caso 

de! problema estático a cuantificar los valores de los com 

ponentes de los tensores de esfuerzos y de deformaciones durante 
el movimiento. 
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3. FUNCIONES DE lNTERPOLACION DE ELEMENTOS FINITOS 

3,1 Generalidades 

En capitulas anteriores se indicó que las ecuaciones del elemento 
finito se obtienen mediante los métodos variacionales (Rayluiqh
Ritz) o de los residuos pesados (Galerkin). Sin embargo, exiSten 
algunas diferencias básicas en relación con el m6todo del ~lcmen
to finito ya que se caracteriza por: 

1) La representación funcional global de una variable consistu de 
un ensamble de representaciones funcionales.locales. Las inte
grales globales sobre el dominio de la estructura,n, su usta-
blece en función de un ensamble de integrales sobre ·dominios -
locales. ¡¡ · , de elementos finitos disjuntos. 

' 
2) Si se utiliza el método de Rayleigh-Ritz, el principio va~ia-

cional global se construye como un ensamblo da los principios 
variacionales aplicados a cada elemento finito. 

3) Si se utiliza el método do Galerkin, las funciones de intorp ·o 
laci6n del elemento finito actuan como funciones de peso en la 
integral de Galer~in. 

En general, el paso mas crucial en el método del elemento finito 
consiste en la selección de funciones de interpolación adecuadas. 
Deben satisfacer ciertos criterios para que ne logro la converge~ 
cia de la solución aproximada a la solución exacta, de la ecua--
ción diferencial en cuestión. 

La interpolación de elemantos finitos se caracteriza por la forma 
del elemento finito y el arden de aproximación. En general, la se 
lección de un elemento finito depende de: 

a) La geometr1a Oel dominio global. 
b) El grado de aproximación deseado en la solw~ión. 
e) La facilidad de integración sobre el dominio del elemento. 

El dominio global donde se desea integrar las ecuaciones diferen
ciales puede ser unidimensional, bidimensional o tridimensional. 
En la fig. 3,1 se indican las gcometr1as de algunoR elemento~ fi
nitos correspondientes a--los dominios globales indicados. 

En general, las funciones de interpolación son polinomios do vn-
rios grados pero también se pueden utilizar productos de polino-
mios con funciones exponenciales o trigonométricas. Si se utili-
Z!In polinomios lineales, únicamente se requiet:en los puntos nada-

• 
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les de las esquinas de los elementos finitos;(fig, J.l)mientras
que si se desean polinomios cuadráticos se deben adicionar puntos 
nedales comprendidos en las fronteras de los elementos (fig. 3,2). 
Desde luego que se pueden utilizar aproximaciones con polinomios 
de orden superior, pero se necesitan adicionar puntos nodales. 

3,2 Elementos unidimensionales 

Se presentarán varios elementos que dependerán básicamente del po 
linomio utilizado para la interpolación. 

3,2,1 Elementos convencionales 

La expansión pOlinómica de la variable unidimensional, ·u=u (x), se 
puede indicar como: 

' u := Ct,. + a. ::c. 
' 

(3,2.1) 

3,2.1,1 Interpolación lineal 

En este caso, la ec 3.1.1 resulta ser 

(3 .2 .2) 

para poder expresar el valor de U' , en función de los valores en 
los puntos nodales (fig. 3.3) 

u, -

u -'-
Al sustituir la ec 3.2.2 en la ec 3.2.3 se obtiene 

(3.2.3) 

(3 .2 .4) 

(3.2.5) • 
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Al sustituir la ec 3,2.2 en la ec 3.2.4 resulta 

De las ecs 3.2.5 y 3.2.6 se obtiene 

"· 
.L ( u, - u,) 
~ 

(3.2.6) 

(3.2.7) 

(3.2.8) 

' 
Al sustituir las eca 3.2.7 y 3.2.8 en la ec 3.2.2.resulta 

N. Ll· 
' ' 

{3.2.9) 

donde .N
1 

se denominan funciones de interpolación y sus expresio-
nes son: 

N, 1 - ""' -
~ 

(3.2.10) 

N,_= "" 
t 

(3.2.11) 

3.2.1.2 Interpolación lineal normali~ada 

Si el sistema de referencia se selecciona como se indica en la -
fig. 3.4, se define una nueva variable adimensional como se indica 
a continuación 

" 
donde h =-!: t y, de acuerdo con 
siguiente comportamiento de la 

la ec 3.2.12, 
variable ~ : 

{3 .:2.12) 

se puede indicar el 

en el centro del elemento (3.2.13)a 



~ ~ 1 en el punto nodal 1 (3,2.13)b 

~= 1 eri el punto nodal 2 (3 .2.1J)c: 

Con base en la variable ~ • la ec 3.2.1 se puede escribir como: 

• 

lÁ - Q, + Q. 
' r 

y para el caso lineal se reduce a 

en donde las condiciones de frontera 
3.2.4 se indican a continuaci6n:. 

u¡5 "·~ u, 

u¡ 
.í,¡ 

(3 .2 ,14} 

• 

{3 .2 .15) 

dadas, por l<.1s ecs 3.2 ,3 y -

(3 .2.16) 

• (3.2.1'7) 

Al seguir la secuencia indicada en el inciso anteri.or las constan 
tes a~- y a. , de la ec 3,2,15, al utilizar las ecs 3.2,16 y 
3,1,17 resultan ser: 

_L (u, 
' . 

Q,l : -r ( UL - U 1) 

y la ec 3.2.15 se puede escribir como 

u. 
' 

(3,2.19) 

-{3.2.19) 

··t=l,t ( ) ) 3.2.20 

en donde las funciones de interpolaci6n 'Ñ(., resultan ser: 

1 

·~· . . 
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N, - (3.2,21) 

...L(i+~) ,_ (3,2.22) 

3.2.1.3 Interpolaci6n cundrática 

En este caeo, la ec 3.1.1 toma la forma si~uiente: 

U Q , + a,~· - " + <A.\ 'X. ~ (3,2.23) 

y para poder cuantificar las tres constantes, D.o~Q, y Ql. se requiere 
conocer el valor deQ en otro punto adicional a los extremos, co
mo se indica en la fig. 3.5: en donde el punto adicional se sele~ 
cionar~ en el centro del elemento. 

De acuerdo con la fig. 3.5, las condiciones de frontera resultan 
••r 

u, (3.2.24)a 

(3.2.24)b 

u, (J.2.24)c 

Al hacer que la ec 3.2.23 satisfaga lL!s condiciones establ<lcidas 
por la ec 3.2,24 se obtienen las ecuaciones siguientes 

u\ - cta (3,2.~5la 

u,- a, + ' J... l a 
1 ' 

(3.2.25)b 



(3.2.25)c 

El sistema de ecuaciones anterior (ecs 3.2.25) se puede escribir 
en forma matricial como se indica a continuación 

-

cuya solución resulta ser 

...L. (- 3 u, 
t 

( u, -l' 

-u,) 

y la ec 3.2.23 se puede escribir como 

o bien 

L( = N¡ U· 
' 

donde 

(3.2.26) 

(3.2.27)a 

(3.2.27)b 

(3.2.27)c 

(3.2.29) 

(3.2.30) 



" 

(3 .2 .31) 

N,= ( f)[ -1 + • U )l (3.2.32) 

3.2.1,4 Interpolación cuadrática normalizada 

si el sistema de referencia se selecciona con la variable normali 
zada indicada en el inciso 3.2.1.2, scg6n se mUestra en la fig.3.6, 
la ec 3.2.23 se puede escribir como: 

(3.2,33). 

Con las condiciones de frontera dadas a continuación 

u, (3,2.34)a 

(3.2.34)b 

= u~ (3.2,34)c 

Al seguir el procedimiento utilizado para cuantificar los coefi-
cientes Q0 , Q

1 
~ 1:1,_, la ec 3.2 .33 se puede escribir como 

U= N¿ U· 
' 

donde . ' 
(3.2.36) 
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N, 1- (3.2.37) 

(J .2.38}_ 

. 3,2,1,5 Interpolación.en coordenadas naturales 

Si las funciones de interpolación se obtienen en función de varia
bles espaciales adimensionales o normalieadas, entonces al sistema 
normalizado se le denomina sistema coordenado natural, 

Como puede observarse, en los incisos 3.2.1,1 a 3.2.1,4 se han lo
grado expresar a las funciones de interpolación en términos de va
riables adimensionales (que pueden eer ~/.( o bien ~~-l:/J¡) y en 
ambos casos se puede definir sistemas coordenados naturales, pero 
con origenes diferentes, 

3.2.2 Elementos con polinomios de Lagrange 

A fin de evitar la solución de ecuaciones que se Presentan en la -
determinación de los coeficientes del polinomio de interpolación -
utilizado en el inciso 3.2,1, ee puede utilizar el criterio de la 
interpolación Lagrangiana, expresada como 

o . U· - l.l. • (3.2.39) 

en donde J. representa a las funciones de interpolación de Lagran 
expresiones son: ge, cuyas 

en donde con 
y ::r:.-;(. sobre 

' J 

el 
el 

('l-<,) ... ('-"'- ,)(•·"-·) ... (•· x.) = (3.2.40) 
(<,- •,) ... ("' ·<.:., )("<- ~" ¡ ... k-<.) 

slmbolo 1T .ee 
rango de j 

indica el producto de los bino!Uios :{- Z · 
. . J 

En esta interpolación, la longitud del elemento se divide en seg-
mentos de igual tama!'io por los Y\ puntos nodales, donde n=..,+t y .,.,., 
es el orden de aproximación; 
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Si la ec 3,2,40 se expresa en función de la variabl~ adimensional 
S:= :( /h • se puede escribir como: 

(3 .2 .41) 

En la fig, 3.7 se muestra esquem~ticamente la división de la re-
gión del elemento para las ecs 3,2,40 y 3,2.41. A continuación se 
ejemplifica el uso de la interpolación de Lagrange para diversas 
órdenes de aproximación. 

3.2.2.1 Interpolación lineal 

En este casolll,.¡ y Yl=:l, según ee indica en la fig. 3.8 la inte.:po 
laci6n de Lagrange, para diversas referencias, se indica a conti
nuación. 

a} Variable no normalizada, referencia mostrada en la fig. 3,8a 

N,"" ~~ = :X - 'Í!r - x-; 
1 - 3... -

:>e, - ::X:;~. o-; ' 
(3.2.42) 

• ;( -: =t.¡ "--' "' N,=!, = - e -
o:t,_ - ;(.. --· h 

(3,2.43) 

b) Variable normalizada, referencia mostrada en la fig. 3 .Sh 

• 5- 'S, 5 - 1 
N, !, - l~ ~ - (3.2.44) 

s - 'S o .-l 
' ' 

' 5 - ~ 5 o 
N,, ~' ~ 5 (3.2.45) 

J,_- ~. O. 

e) Variable normalizada, referencia mostrada en la.fig. 3.8c 

- t-IV, ' 
5 -J 

(3.2.4&) 

(-•)- j 



s - s -":---"-'--' -
5 - 5 
' ' 

"S-(-¡) 

1-(-t) = tr'+ sl "·'··" 
El orden r.t = 1. y el número de puntos 'n"' ?. , se indican en la 
fig, 3,9 y las expresiones para sus correspondientes variables se 
indican a continuación. 

a) variable no normalizada, referencia mostrada en la fi9. 3,9a 

(3 .2 .48) 

(3.2.49) 

b) variable normalizada, referencia mostrada.en la fig, 3.9 b 
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e} variable normalizada, referencia mostrada en la fig. 3.9c 

Las expresiones son iguales a los primeros t~rminos de las corres 
pendientes ecs 3,2.50 a 3,2,52, pero el valor de las coordenadas 
cambian, y se.indica a continuci6n 

N~ 
' 

~\('S-o)(S-') 
1 (-1-o)(:-1-1) 

fJ,_ = f,' = 

3 

111,= f, 

[5 -(-,)J[5 -1] 

[o-(-il][c -1} 

['S-1-I)][í-o} 
[1-(-1)][1-•] 

(3.2,53) 

1.-'S'- (3.2.54) 

(3.2.55} 

' 
Como era de esperarse las ecuaciones 3.2.42 a 3.2.52 coinciden con 
sus casos correspondientes a las ecuaciones obtenidas en el inciso 
3.2.1 

3.2.3 Elementos con polinomios de Hermite 

En las interpolaciones do.nde se des~a además de la continuidad de 
la función, la continuidad de las derivadas de la misma, es más -
recomendable el uso de las funciones de interpolación de Hermite. 

A fin da ejemplificar el uso de la interpolación de Hermdte se --
indica, a continuación, el caso del elemento finito con dos pun-
tos nodales y primeras derivadas continuas, en función de la va-
riable normalizada, '$ :- o;:Lj~ 

u[s)- h,m~: + ~,(s)u: ' 
' 

' u= 1,. 1. (3,2.56) 

' 

que puede escribirse como 

u(\) = N. 
' 

(3.2.57) 
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donde y son polinomios de Hermite, (fig. 3.10) cuyas • ox-
presiones son: 

Desde luego que se pueden considerar continuidad en derivadas de 
orden superior pero se requerirán polinomios de Hermite, tambi6n, 
de orden superior. 

3,3 Elementos bidimensionales 

Como se indica en la fig. 3,1, l"as·geometr'1as de loS elementos fi 
nitos bidimensionales más usados son el triángulo, el rectángulo 
y el cuadrilátero general. En este inciso se bosquejan las funci2 
nes de interpolaciones asociadas al triángulo y al rectángulo con 
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lados lineales. En el inciso 3.5, se considera la posibilidad de 
extender estos conceptos a geornetrias planas mas complejas (cua-
driláteros generales, con lados curvos). 

En la expansión polinómica de los elementos finitos se busca el m! 
ximo orden del polinomio completo correspondiente a un número min~ 
mo de grados de libertad (puntos nodales) , Para determinar el núm~ 
to de terminas que se presenta~- en .u~ polinomio' de dos variables,
es conveniente utilizar el triángulo de Pascal, mostrado en la 
fig. 3.11 

3.3.1 Elemento triangular lineal en coordenadas cartesianas, 

La representación polinómica mas simple de la función U:_ l.J (::t,~) 
es la lineal {ver fig. 3.12) y su expresión es 

(3 .2 ,1) 

las condiciones de frontera correspondientes con los puntos nada
lea resultan ser 

U· U 
~) :(~:l.i 

(3.3,2) 

~ ~~i 
Al hacer que la ec 3.3.1 satisfaga las ese 3.3.2 se obtiene 

donde 

-. . 
·-'·"' 

(3,3.4)' 

¿o.-•l-n,;.t eh 01..;.rt:'¡)n lo omo::l 

~·· c,_,,;,(J,J,6)'1illf:l .. ~ 
, ... r.·l.lt?n~..,_ 

. ,- .. . .ll.;b.-

y los coeficientes Qj , a,., bJ·> b101 ,~·.:¡ (!., se· obi.ieÍlen mediante permuta-



" 
ci6n ciclica de los subíndices en las ese 3.3.4 a 3,3,6, 

i "' • ~ . 
~= l X· 

' ~j - 'A .. . 'Jm 
i ·- ~-

el area del triAngulo l.j !l\ se indica con A.:j ~"~ 

La ec 3.3 se puede escribir como 

que en forma matricial resulta ser 

·L( - N U 

Oonde 

~ = [ N¡ 

U· • 

-U: ~i 

u"'l (?.~tL) 
~ t,_., funciOnes de forJ!IZI. 

.N _ ..L ( q. + b,· =t .. e, ") 
l - '-.6 ¡ j 

(3.3.7) 

(3.3.8). 

(3.3.9) 

(3.3.11) 

(3 .3 .12) 

(3,3,13) 

3 ,3 .2 Elementos tri.angulares en coordenadas naturales 

' 

Como el ndmero de términos que aparecen ~n un polinomio completo 
determina el número de puntos nodales requeridos, con base en-el
triangulo de Pascal.J en la fig. 3.13 se muestran los pun
tos nodalee requer~dos para los polinomios de interpolaci6n lineal, 
cuadrática y cúbica del-elemento triangular, 

• 
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En lugar de proceder como en el inciso 3.3 .1, se utiliza el con--. 
cepto de coordenados naturales que conduce a las coordenadas de -
área, L, ,l, l L3 (fig. 3 ,14), cuya relación con las coordenada!! -
cartesianas esta dada por 

(3 .3 ,14) 

(3.3,15) 

(3.3.16) 

.donde la ec 3,3.16 establece que las coordenadas de área l¡, son 
linealmente dependientes. 

Otra forma alternativa de definir las coordenadas de área se indi
can a continuaci6n (Ver fig. 3.14) 

L, AP~.!> 1 A,,u (3,3.17) 

L, , A?"!> t 1 A, ,_ 3 (3 .3.18) 

L, • A," / A, :1..} (3 .3 .19) 

Las funcionca de forma ~J, , para los elementos trjanguln.res de la 
fig. 3.14 resultan ser: 

3.3.2.1 Interpolación lineal 

Se requiere únicamente, los 3 puntos nodales sobre las esquinan 

N· 
' 

L 
' 

(3.3,20) 

3.3.2,2 Interpolaci6n cuadrática 

se requieren 3 puntos nodales sobre las esquinas y a puntos noda-
les sobre los ladeo. 



51 

,, Para lo, puntos do esquina 

N o(2 L. -1 ) L, 1 o t j ~ 1 3 (3 .3 .21) • ' -
b) Para loo puntos sobre loo lados, localizados •1 centro 

IV..¡. = Y. L, L'l.. (3,3,22)a 

(3.3,22)b 

(3.3.22)c: 

3.3.2.3 Interpolación cfibica . 

Se requieren J puntos nodales sobre las esquinas, 6 puntos nodales 
sobre los lados y un punto nodal interior, alineado con los puntos 
nodales de los lados. 

a) Para los puntos de esquina 

N·- J.(3l· -i)(;L -2) L. ¡-,_ ~ \ 1 (3.3.23) 

b) Para los puntos sobre los lados, localizados al tercio 

N, q L, l 1 (ll,-1) - ' 
(3 ,3 ,24) a 

·Ns = ' L, L, (3 L, -1) -;: (3 ,3 .24)b 

~. , q l,l,.(; L, - 1) ,_ (J,3,24)c 

·N, - i l,_ l_, ( oc, - 1) 
' 

(3 ,3 ,24)d 

'~, ' .i t., L (3L,-1) 
' 1 (3.3.24)e 
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' , fJl , ,_ L, L, (H,-1) (3.3.24)f 

' e) Para el punto interior 

,rJ,. - 2'1 L, L, L~ (3 .3 .25) 

3.3.3 Referencias para elementos rectagulares 

Para esta geometria es conveniente usar coordenadas normalizadas y 
la forma de seleccionarlas se indica en la fig, 3.16. 

Debido a la geometria del rectángulo, las funciones de forma se -
pueden generar, sistemáticamente, mediante pr'oductos de polinomios 
en las dos coordenadas, 

' 
3.3,4 Familia Lagrangiana para elementos rectangulares 

Si las funciones de interpolación se construyen con los polinomios 
de Lagrange (ec 3.2.41), se pueden escribir como ~ 

(3 .3 .26) 

donde )1)¿ es la función de interpolación para cualquier punto nodal ~ · l;;: corresponde al polinomio de Lagrange pa¡;a la variable , .) 
que pasa por m puntos nodales, K~ localizados en lineas definidas . 
mediante !J "' constante: y ( 11 es el polinomio de Lagrange para la 
variable !J , que paail por ~ puntos nodales~ L ~localizados median-
te S= constante. J ~ 

En la fig. 3.17 se muestran los puntos nodales requeridos para al
gunos miembros de la familia do Lagrange. El uso de estas funcio-
nes está muy limitado, tanto por el número de puntos nodales r;qu~ 
ridos como por el nórnero de términos parásitos que resultan en los 
polinomios, /IJ,: • 

3.3.5 Familia Serendipity para elementos rectangulares 

Las funciones de interpolación de esta familia se obtuvieron, ori
ginalmente, por inspección y por esta razón Zienkiewicz les asigno 
el nombre de Serendipity, en similitud con ~~.:P . ..,-.~n':.ot~a'"'~~r..~e:s_tr¡_dip, 
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de la novela de Horace walpole, famosa por sus descubrimientos ca 
suales. 

Esta familia se orLgin6 por la conveniencia de que las funciones -
de interpolación ct'ependan de puntos nodales localizados sobre los 
lados del elemento, como pueden verse en la fig. 3.18. Es necesa-
rio aseverar que las funciones generadas por los puntos localiza-
dos sobre los lados, generan polinonúos completos hasta el grado 
tres) para aproximaciones cuaptas o más, es.necesario adicionar nu. 
dos interiores. 

Las funciones de forma para varias aproXimaciones se. indican a con 
tinuaci6n: 

3.3.5.1 Interpolación lineal 

Se requieren finicamente los 4 puntos nodales sobre las esquinas 

(3 .3 .27) 

3.3.5.2 Interpolación cuadrática 

Se requieren 4 puntos nodales sobre las esquinas y 4 puntos noda
les sobre los lados. 

a) Para puntos sobra las esquinas 

(3.3.28) 

O) Para'los puntos sobre loa lados, locali~ados al centro. 

(3 .3 .29) 

(3 .3 .30) 

3 , 3 , S •. 3 Interpolac~ón c&ica. 

Se requieren 4 puntos nodales sobre las esquinas y 8 puntos noda
les sobre los lados. 



a) Para puntos sobre las esquinas 

b) Para lOs puntos sobre los lados, localizados al tercio 

3.4 Elementos tridimensionales. 

Al igual que el inciso 3.4, se bosquejan las funciones de inter~ 
laci6n para las geometrias simples formadas con superficies pla-
nas ya que en el inciso 3.5 se extienden estas funciones a geome
trias más generales, como el hexa~edro. 

3.4.1 Elemento tetr~edro lineal en coordenadas cartesianas 

La función tridimensional U:U(•.~.l) se puede representar en forma de 
polinomios lineales como se'indica a continuación 

(3.4.1) 

Las condiciones de frontera, correspondientes a los puntos noda-
les (ver fig. 3.19) resultan ser 

u :;;; U· ~ -u . u~ o 
u,. u o "r :t = X:¡ ' :(:;(j- J / • .x.., ) ' ~-.:.:r 

~: ~; ,., 
~· ~"' :1• ~p l'= i.¡ 1.' i';' .. 'l ... ., : 2 1" 

Al hacer que " ec 3 .4 .l satisfaga ,,, ee• 3.4.2 

(3.4.2) 

resulta: 

~' ~ Q. 
' 
~ 6.: ::( +- e, J + el· l 

' 

~- Q + 6. " + CJ J • d ¡, , 
J ' " ' 

1. o a. • b.< • e.J ,_ d.l 

</, ~ a, • h, "- e e, l + dpl 
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(3,4,3) 

donde l{:¡mr, ea el volumen del tetra' .. edro formado con loa puntos no 
dalea LJj'"'.'J ¡>, cuantificado mediante 

! 
j 
j 

,. 
' 

(3.4.4) 

Y los coeficientes a.,:,~: ,e, J d; se cuantifican como se indica a con
tinuación, 

¡~ 
,, 1¡ ·- ~- t. 

"'P '• '• ¡ l ,, ' l l ~~ ·~ • l, ., 
' 

¡., 
' . 'J l 1¡ 

"• l. '" 
(3.4,7) ,, 1 ,, 

•• ,, 1 l l 

'· ~- 1 J. , 
' 

{3.4.8) ,, 
)p 1 

Las otras constantes(~ 1 bi ,c!j¡ dj ,a.,, 601, ~-"''d..¡, a,-, 6,.~ (!~ ~ dp ) 
se definen enterlll!lente similar: . a las correspondientes conatantes 
0.¡,1,; ,C; :1 4; , mediante un intercambio ciclico t;te los aubinOi
ces en el orden .p , ¿ > ~, Wl , con la convención establecida en la -
fig. 3.19. 

La ec 3.4,3 se puede escribir, con las notaciones indicia! y matr1 
cial, como se indica a continuación: 

(3.4.9} ' 



U- N U 

donde 

"' U· 

'" ' 
U m 

u, 

N 
J 

{ ~ )1.1) 

y las funciones de fortll!l , N¿ 

56 

),4,2 Elementos tetra edras en coordenadas naturales 

(3,4.10) 

(3.4.11) 

(3.4.12) 

(3.4.13) 

De manera similar al elemento triangular bidimensional, el número 
de puntos nodales requeridos para definir polinomios completos, 
as! como el tetra 1edro de Pascal, se muestra en la fig, 3.20 • 

• 
Las coordenadas naturales de tetra ~dro se denominan cOordenadas 
de volumen, Lc;t=l,2,3,4, cuya reÍaci6n con las coordenadas carte
sianas resulta ser (fig. 3 .21). 

(3 .4.14) 

j = L, l, ~ L._ j"- .¡_ La j::. f- L..:J; (3 .4.15) 

·• = L, 1:, • L...._ i!,_ + L~ i!~ ·+ l<l ~'/ (3,4.16) 

•i - L, .¡_ lL + L, > L; (3,4,17) 
.. 
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La forma alternativa para definir las coordenadas de volumen se 
indica a continuación (fig. 3.21) 

L, ~ Yp,.~'l jV¡L~A (3 .4.16) 

L~ ~ VPI?..J jviJ.!..J (3.4.19) 

L !o :::: VPil'/ jv,1>;>W (3 .4 .20) 

L.¡ "" Vp,,_~;IH'"/ .(3.4.21) 

Las funciones de fo~ma N;., para los elementos tetra. edro a de la -
fig. 3.20 resultan ser. 

3.4.2.1 Interpolación lineal 

se requieren 6nicamente los 4 puntos nodalea sobre las esquinas. 

" - L. rv¿ - L 

3.4.2.2 Interpolación cuadrática 

(3.4.22) 

Se requieren 4 puntos nodales sobre las esqUinas y 6 puntos nada
les sobre las aristas, que en este caeo se suponen localizadas al 
centro. 

a¡ Para los puntos de. esquina 

(3.4.23) 

b) Para los puntos del centro de las aristaS 

'{ L, L,_ 
(3.4.24)· 

(3.4.25) ( 



58 

3.4.2.3 Interpolación cúbica 

Se requieren 4 puntos nodales sobre las esquinas, 12 puntos ,nada
les sobre las aristas localizadas a los tercios y 4 puntos noda-
les sobre las caras, alineados con los puntos nodales de las aria 
tas. 

a) Para los puntos de esquina 

b) Para los puntos sobre las aristas 

• L' 

= • 
1 

c,L,(oL,-1) 

e) Para los puntos sobre las caras 

• 
• 

3 .4 .3 Familia I,~grangiana para prismas rectangulares 

(3 .4.2&) 

; 

(3.4.27) 

(3.4.28) 

(3 .4 .29) 

(3.4.30) 

• 

Las funciones de interpolación, N¡ , se construyen directamente 
con el producto da tres polinomios de Lagrange, como se indica a 
continuación: 

(3 .4.31} 

donde't1J'; son las variables nonnalizadas y m, n y p son las sub
divisiones a lo largo de cada arista (ver fig. 3.22). Al igual que 
en los elementos bidimensionales, la aplicación práctica de estos 
elementos es casi nula, por su ineficiencia. 
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3,4.4 Familia Serendipity para prismas rectangulares 

Se obtie"nen con razonamientos enteramente similares a los usados 
en los elementos bidimensionales, En la fig, 3,23 se muestran los 
puntos nodales asociados a los elementos cuyas funciones de inte~ 
polaci6n se indican a continuación: 

3,4,4,1 Interpolación lineal 

Se requieren finicamente 8 puntos nodalee sobre las esquinas, 

(3.4.32) 

3,4,4,2 Interpolación cuadr!tica 

se requieren a puntos nodales sobre las esquinas y 16 puntos noda 
les sobre las aristas y en este caso, se seleccionaron en los pu~ 
tos medios. 

a) Para los puntee sobre las esquinas 

N, =t('. n,)C '''?' lC~+ ~ ~~ l(n, +- 1;, • ):í, -t) (3 .4.33) 

( L:!,l,~,···) P) 
b) Para los puntos sobre las aristas 

' • 
• 
• 

o-!¡( 1-·~')(:+??,)(1+5 n 
"% • - • 

' ' 
::.±! • 

•' . ·" ;, ·• 
"· '· ~~· 

~~ = ! 1 

3.4.4.3 Inte~laci~n cabica 

(3 .4.34) 

Se requieren 8 puntea nodales sobre las esquinaS y 24 puntos noda~ 
lea sobre laa arietas, que en esta caso se localizaron a los ter
cios. 

a) Para puntos sobra las esquinas 

»,=&(:•~ \)(:•;;.)(1+))¡)[9et'<f• S')-:;] (3.4.35) 

(~::.J,1J~¡ ; •• ¡) 
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b) Para loa puntos sobre las aristas 

~· = i., ( ,_ <;') ( "' ,;,)( "?.?.)( ,, '~.) 
..; = .... ..L > - a ~ '7;=!-t ;t" 

3.4.5 Elementos anillos axisimétricos 

(3.4.3&) 

Si la geometrS.a del cuerpo es el de un sólido de rmroluci6n o nxi
siml'!trico (ver fig. \ · 5), la configuración. tridimensional su puada 
reducir a un bidimensional, debido a la posibilidad de eliminnr ln 
variable angular. Entonces, se pueden utilizar los elementos fini
tos del inciso 3,3, pero con las variables asociadas a los ejes ra 
dial y axial. 

3,5 Elementos isoparamétricos 

Para que cualquier geometria, relativamente compleja, se pueda re
presentar con un número pequefio de elementos, se necesitan elemen
tos finitos con formas más complejas que las descritas en los inci 
sos 3 .2· a 3 .4. En este inciso se tratan geometrias distorsionadas 
(lados y superficies curvas) de los elementos de forma simple que 

conduzcan a geometrías arbitrarias, según se puede qbservar en la 
fig. 3.24; en donde los puntos asociados a l~s regiones regulares 
mapean d puntos de las regiones irregulart.H>. En este mapeo, la re
ferencia ori9inal del elemento se transforma en una referencia cu~ 
vilinea. Si el mapeo es uno a uno, se puede establecer una corr~s
pondencia entre las coordenadas cartesianas y·las curvilirieas, de 
la forma siguiente (caso tridimensional). 

(3 .5.1) 

Una vez establecida la relación dada por la ce 3.5.1, las funciones 
de form!i se pueden especificar en las coordenlldas locales y, medinn 
te una serie de transformaciones, determinar los elementos corres
pondientes a una referencia arbitraria. 

3,5,1 Transformación de coordenadas mediante funciones de forma 

' ' Si !V¿ ::-/J,.(S, 9, ~) son las funciones de fonna del elemento en las 
coordenadas locales (no deformadas), se puede escribir la relación 
siguiente: . 
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(3.5.2) 

lJ:I = 
(3.5.3) 

"' e • (3 ,5.4) 

donde x, y, z eon lee coordenadaa en la referencia carteeiana de 
cuelquier punto localizado en el elemento deformado, y %¡_ .~~ ,/.¡. . ~: 1,"', , , 
lee correapondientee.coordenadas cartesiana• de m puntos, selecci2 
nedoe apropiadamente eobre la frontera del elemento. 

Pare asegurar la continuidad entre las fronteras de loa elementos 
mapeadcie, basta con aaegurar que lea funciones de forma N/~ garan
ticen la continuidad de loe elementoe en la configuraci6n no de--
formada. ._ 

La repreaentaci6n de la variable de campo, funci6n u, definida en 
la región del elemento, en términos de las coordenadas curvilineas 
( 5 , ? ) $ ) y lae funciones de forma reÍulta ser, . 

(3.5~5) 

donde U¡ 1t.1,1'1) eon loe valores da la variable U~ en loa Yl puntos 
nodalea del elemento. 

Para aae¡urar la continuidad de la fuÍ1.ci6n IJ. (ec 3.5.5), basta 
con ase¡urar que lee funciones. de ·forma ·tJ,; (~, ,,'S)utilizadae, -¡aran
tic en la continuidad de U-en-laa coordenada• del elemento no de--

• • • formado .. 

Loe puntea nodalee (n) utilizado• para definir la interpolación de 
la funci6n U. (ec 3,5 .5) pueden e1tar o no 11tar relacionados con -
loa puntea (m) empleado• para definir la ¡eometr1a del elemento 



(ces 3.5.2 a 3.5,4), En la fig, 3.25 se muestran las relacion~s 
que se pueden presentar para un elemento plano (cuadrilátero con 
lados curvos) en donde las funciones de forma N/, ,·~I>S', para do(!. 
nir la geomet:da del elnmento (ese 3.5.2 a 3.5.4) son cuadráticas; 
mientra!l que las funciones de forma 111; , para definir la función 
U (ec 3.5.5) puede ser lineal (i~ld ), cuadrática :~I,V) o cú 
~ica ( L:.l,,~l. 

Se llaman elementos is?paramétricos cuando se utilizan los mismo~ 
puntos para definir a la geometria y a la función (n = m) y, por 

' lo tanto, las funciones de forma son las mismas, es decir. 

' = 1\J. . ' 
{3.5.6) 

y en la actualidad son los elementos de uso mas generalizado. 

Se llaman elementos subparamétricos cuando 1'\.(.M y elementos supe!_ 
paramétricos cuando n-;.- m. 

3 .5.2 Derivación de las· funciones de fonna 

Considérese el sistema de referencia local ~,1.~ y su correspon
diente sistema de referenci~ global ~. y, z; las dcr~vadas pare~~ 
les de las funciones de forma N: , respecto a las variables loca-

1 

les, por la regla de la cadena, se pueden expresar. como: 

')~, ~~, ~< V JJ¡ ,, o ¡J¿ di (3.5,7) 
-\- -\- -

~, h ~- 'J ,, " ~s 

'b"' 'tl tJ¡ ,,_ ?liJ; 
~' ')I,J¡ ~i (3,5.8) + -· + -

'? 'h "óp ,, 'P ,. "P 

' ')¡ IJ: v\J: )~ + 
) 1),' ?l 'd IJ; ~· (3 .5 .9) -- = + -

¡)~ h "~ 'j -~ "l "' 
L" ecs 3.5.7 ' 3.5.9 se pueden expresar en forma matricial, a e--
gán se indica • continuacj 6n: 
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}lh O< 
~ 

,. o~. ~"' - ,,. 
"'' " 0> 9' 

'lliJc 
,, ~, ,, 

"""JJ; 
J 

C;)¡); 

.~ - o, "'3 ,., ., - '> (3.5.10) 
<l ,J; "" >l " "'' ~~ 

·~ ?1 ?$ o n ,, 
donde J , denominada mat;iz Jacobiana, se puede cuantificar ex-
plícitamente con base en las ecs 3.5.2 a 3.5.4, yá que, por la-
ec 3.5.6, se conocen las funciones de fbrma en la referencia lo-
cal (elementos iaoparamétricos). La expresión de.]'" resulta ser; 

¿ dtJ, '(.· ""'- L ~~..\.z. 
"1 . -¿ "'" ,, -o~ . 

J'_ Z:.~"' """' ¿ >9 j, 2... <")>.)¡ l.: o, ' (J.S.ll) 

'2 '"a.t:l.i... .:t • 1. '"' j· z_ '¡1!;. 
'Ol; ' ><~· 

,, ., 
En la ec 3,5,10 se puede conocer el término de la izquierda, y~ 

que se conocen las tJ; , por lo que se puede escribir la ecuación 
siguiente 

'"' ~"· = _, ""' 1 <ti~: J -;,¡Ji (3.5.12) 
>:!! ,, 
>o· ~ 1.): = 

~ ,. 
Para que exista J-1 

es necesario que el Jacobiano (Jd J ) de la -
transformación sea diferente de Cero, es deCir 

>L ~ ·'' -.¡ "'í ,?¡ 

do!,]"= 1 JI - ~"' ~ g, - ')(•, ,,,) 
(3 ,5.13) - ";) •p op '( s,?;<;) ,._ 11- ;.-

~~ ~5 05 
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3.5.3 Integración en coordenadas locales 

En el método del eleme~to finito es muy frecuente cuantificar in~ 
tegrales sobre regiones de los diversos elementos finitos, como -
las indicadas a continuación: 

Vr =J G;v dv ~L é;(<,~, •)J,_d,d, (3,5.14) 

. V 

AI JA ~. dA • J. ~ ("-,j)&<Jj (3.5.15) 

J. G. rl4 :J ' ' . ~~ . . .. 
F("-)h." • 

L.,~ ·(3.5.16) 

' e 
Debido a la complejidad, tanto de los intengrandos como de las r~ 
giones de integración, es conveniente establecer las integrales -
anteriores en función de las coordenadas naturales ·Y: quedan como 
se indica a continuación, , , r :}j - (s 7' ~)d ~ dp d5 Vr c;v ' 

(3.5.17) 

-r -r -r • 
• 

.Ar T := t :, .:;, ( s ') ' s) cJ_s d 1 (3.5.18) 

L, " 
ji ~L cs\ols (3 ,5,19) 

' 
Aunque las regiones de integración de las ecs 3,5.17 a 3.5,19 es
tan bien- definidas las funciones z;v, ~A j <;._ resultan, en ge
neral, sumamente complejas de tal manera que, para llevar a cabo 
las integraciones, es necesario un método numérico, que sea una -
aproximaci60 al problema, 

3.5.3,1 Integraci6n numérica para rectangulos y prismas rectangu
lares. 

La cuadrátura recomendable es la Gaussiana en donde el erro~ es 
del orcj.en o(ll'~'~). Con es'ta:·cuadrátul:a,-las ecs 3.5.17 a 3.5.19 se 

· transforman en las· uiguientes. · .. 



65 

" " i <::;, (í, \J v. ~ ¿ 2_ ~. ~· ~-~~ ' 2 ' ' J (3.5.20) .. , "'' ... 
. Ar ii ~ . H. G,(l, '¡) ' J ' . . (3.5.21) 

'~. .¡ ~' 

" e u l, o "i H. 
""" ' 

(3.5.22) 

~"'' 

donde H; son los coeficientes de peso asociado· a las abscisas 5,~ 
por donde se hace pasar la aproximación polinómica,' cuyos valores 
se indican ~n la tabla 3.1 

3.5.3.2 Integración numérica para triángulos y tetra ' edras 

Las coordenadas locales de estos elementos difieren, respecto a -
las del inciso 3.5.3.2, en los siguientes puritos. 

i) Son linealmente dependientes y son mayores en número "(uno mas) 
que las coordenadas cartesianas. 

ii) Los limites de variación son diferentes, ya que varian de O a 
1.· 

A fin·de continuar con el uso ~e las ecs 3.5.7 a 3.5.13 se puede
hacer el siguiente cambio de variables (para el caso tridimensio-
nal) • 

(3 .5.23) 

(3.5.24) 

{3.5.25) 

(3.5.26) 

Como las funciones de forma N~ eet~n dadas en funci6n de las varia 
bles L, , el c~lculo de sus derivadas se podr!n efectuar con ·expre-
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sienes de la forma siguiente: 

(3.5,27) 

. ' Al utilizar las ecs 3,5,23 a 3.5.26 en la ec 3.5.27, resulta 

' 
• 

- (3.5.28) 

de manera similar se pueden obtener las siguientes ecuaciones 

-;¡~, a N, d¡J· 
' ·--

"' "',, 2<¡ 
(3.5,29) 

">J: '¿¡ ;.)¿ ';)¡J. 
' - ';) ,, 

"' 'dL,¡ 
{3.5.30) 

Las ecs 3.5.17 y 3.5.18 se adaptan a los correspondientes limites 
de integración y son: 

""~íCJ.'~~: 1. ;,))J s J )d) .JCJ~~;:.:,,,,,,J.i, ''Adw _, ·"' 

A, ·J r~. ( s,))d 5 J). J' (L ( l, L"L,)dl, JL, (3.5.32) 
~ • • 1 

·La aproximación n6merica de las ecs 3,5,31 y 3.5.32, mediante la
fórmula de Hammer, se indica a continuación: 

(3.5,33) 

A,= i_ (<;.), 
c!:o 

' w. 
' 

(3.5,34) 



67 

donde el limite' de la sumatoria (n) representa los puntos de inte 
graci6n considerados (ver tablas 3.2 y 3 .3), el simbo lo ( ) ~ indi 

-ca el valor de la funci6n.limitada por el paréntesis en las coor-
-denadas de los puntos de integración (Ver tabla 3.2 y 3 .3) y W/ ~ 
W:~ son los factores de peso correspondient"es. En las tablas 3.2 
y 3.3 se especifican todos los elementos para el uso de las fórmu 

' las de ·Hammer. 

• 
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4, ASPECTOS NUMER!COS DEL ELEMENTO FINITO 

Con base en los desarrollos de los capftulos anteriores se puede 

aseverar que· para poder aplicar el r:~étodo del ·.elemento finito, 

en la soluci6n de los problemas que se presentan en la práctica 

profesional, es necesario el uso de una computadora digital. Por 

lo tanto, es necesario desarrollar programas de computadorn que, 

con la información de la geometrfa, el material y las cargas , 

se construyan y se resuelvan las ecuaciones de equilibrio corre~ 

pendientes, y se determinen, además1 los elementos requeridas pa

ra el análisis y el diseño de las estructuras. 

En este capitulo se resumen los aspectos numéricos que forman 

parte ·ae los a_lgoritmos asociados al método del elemento finita 

y, que, desde el punto de vista de computación, controlan la efi

ciencia de los pr?gramas de computadoras asociados a los algori~ 

moa en cuestión. 

4.1 Solución de los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales 

El modelo matem~tica correspondiente al sistema de ecuaciones al 

gebraicas lineales se acostumbra representar como: 

A x "' b (4.1.1) 

donde A es la matriz de coeficientt's (de rigideces, ~· en nuestro 

caso) cuadrada de n renglones por n columnas, b el vector de car

gas (~ en nuestro casO) y x el vector incógnita (los desplaz~~ie~ 

tos~. en nuestro caso}. 

Los métodos de solución para resolver el modelo matem~tico dado 

por la ec 4.1.1, conforman dos grandes grupos y son: los mOtados 

directos y los ·métodos iterativos. Los que actualmente se encuen

tran en uso en el método del elemento finito son los direGtas y 

de este. grupo, los denominados compactos, que son los que se des

Criben a continuación. 

4.1.1 Métodos directos generales 

En el §lgebra lineal se demuestra que cualguier matriz A, no sin

gular, se puede descomponer en el producto de dos matrices trián

gulares, una interior~ y otra superior Q, con-la condición de que 

alguna.de ellas este norrnali~ada (todos los elementos de la diago

nal principal son iguales a la unidad). Entonces, se puede escri-
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bir lo siguiente: 

A= L u· {4.1.2) 

Las matrices tria~gulares ~y~. se cuantifican con la ec 4,1.2 

y a tal proceso se denomina triangulaci6n. ~1 sustituir la ec 
4.1.2 en la ec 4,1,1 se obtiene 

LUx:.'b {4.2.3} ---
La ec 4.1.3 se puede escribir como 

L Y = b (4 .1.4} 

donde 

U X= Y (4.1.5} 

Las ecs 4.1.'4 y 4.1.5, conocidas como sustitución hacia adelante 

y sustituci6n hacia atr~s, respectiv~ente, establecen que el pr~ 
ceso de triangulac16n (ec 4.1.2) transforma al sistema or~glnal, 

que es arbitrario (ec 4.1.1) en dos sistemas tria~gulares (ecs 

4.1.4 y 4,1.5) que son mucho más simples de resolver. 

De acuerdo con las dos posibilidades para seleccionar a la matriz 

normalizada, se obtienen los dos m~todos siguientes: 

4.1.1.1 Mátodo de Gauss 

El m~todo de eliminación de Gauss en forma compacta se obtiene 

cuando la matriz triangular interior est~_normalizada, es decir 

Lii=l 1=1, •.• ,(\ (4.1.6) 

4.i.1,2 Método de Crout 

El m~todo de Crout en forma compacta se obtiene cuando la matriz 

normalizada es la tringular superior, a sea 

• l=l, ..• ,J'\ (4.1.7) 

4.1,2 Métodos directos para matrices sim~tricas 

Si la matriz de coeficientes es simétrica , es decir, 

(4.1,8) 

los métodos de Gauss y de Crout se pueden modificar para tomar 

en cuenta tal situación. Para ello, la ec 4.1.2, can base en la··. 

matriz identidad, l• se puede escribir como: 
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A = L I U = L D 0-l U = L 0-l D U [4.1.9) -- ---
donde D es una matri~ di~gonal, formada con la di~gonal de ~~ en 

el m~todo de Gauss, o bien con la diagonal de ~~ en el método de 

Grout. 

4.1. 2,1 Método de Gauss modificado. 

Si la ec 4,1,9 queda arreglada como: 

A = L D D-l U = L D ij 

donde 

U= n1 U 

(4.1.10) 

(4,1.11) 

Al hacer que la ec 4,1.10 satisf~ga la condición de simetr!a 

(ec 4,1,8) Se obtiene que 

de donde se concluye lo s~guiente 

ij = L T 

(4.1.12) 

(~.1.13) 

Al sustituir la ec 4.1.13 en la ec 4.1,10 se obtiene el proceso de 

triangulación para el m~todo de Gauss modificado para matrices si

métricas y resulta ser 

A = L O LT (4,1.14) 

La ec 4,1.14 establece que el proceso de triangulación queda defi

nido por una matriz triangular inferior normalizada y una matriz 

di~gonal. 

El proceso de sustituciGn so obtiene al sustituir la ec 4.1.14 •m 
la 4.1.1 y resulta 

L D LT X = b 

La ec 4.1.15 se puede escribir como 

L Y = b 
T 

DLX"'Y 

(4.1.15) 

(4.1.16) 

(4.1.17) 

La ec 4.1.16 ca la austituci6n hacia adelante y la ec 4.1.17 la 

sustituci6n hacia atrSs 
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4-.1.2.2 Método de Crout modificado 

Si la ec 4.1.9 queda arr~glada como 

(4 •. 1.18) 

donde 

(4.1.19) 

Al hacer que la ec 4,1,18 satisfaga la condición de simetr!a 

(ec 4.1.8) resulta que 

UTDL-T,¡;DU 

la ec 4,1.20 establece que 

¡;"' UT 

(4.1.20) 

(4.1.21) 

Al sustituir: la ec 4,1.21 en la ec 4.1.18 se obtiene el proceso 

de triangulación para el método de Crout modificado para mattices,que 

se indica como 

(4.1.22) 

La ec 4.1.22 establece que el proceso de tria~gulaci6n queda defi
nido por una'matriz tria~gular superior normalizada y una matriz 

diagonal, · 

Al comparar las ecs 4,1.14 y 4,1.22, que definen los procesos de 

triangulación para los métodos de Gauss y de Crout,modificados p~ 

ra matrices simétricas, se puede concluir que no existe diferencia 

entre ellos y los m~todos modificados pueden llamarse m~todo de 

Ga.uss-Crout. 

De acuerdo con lo anterior, las ecuaciones de sustitución hacia 

adelante y hacia atr~s, en notación de matrices triangulares supe

riores no~alizadas, se puede escribir como se indica a continua

ción (ya que U ~ ~Tl 

UT 'l·= b (4.1.23) 

D U X= 'l (4.1.24) 

~.1.2.3 Método de Cholesky 

se puede_ considerar como una variante ael método de Gauss-Crout, 

para el caso en que la matriz A sea positiva definida. Entonces 
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la ec 4.1.19 se puede escribir como 

lt !:!T bl/t 'D.Y~ ~ ~ u<~~:r u~ (4.1.25) 

donde la matriz triangular ~* = n 1/ 2 ~ ya no esta normalizada. 

Las sustituciones hacia adelante y hacia atrás se obtienen al sus 

tituir; la ec 4.1.25 en la ec 4.1.1 y resultan ser: 

v'~~T :~ = 1:?. 
- -
v<~~ - ~ - -

4.1.2.4 selección y organización del método de solución 

(4.1.26} 

(4.1.27) 

La selección del método debe hacerse con base en el menor- número 

de operaciones consumidoras de tiempoen la computadora. Para.ma-. 

trices simétricas que es el caso.de interés, el método de Gauss

Crout, ordenado en forma inteligente, efectua menos ·operaciones 

que el de Ch~lesky y ec el que se recomienda. Su algoritmo se re
sume en la tabla 4.1 

Aunque en los desarrollos de las ecuaciones de los m~todos de so

luci6n se emplenron varios arreglos matriciales, y vectoriales, 

en la computadora se debe utilizar el menor número de ellos ya 

que, en general, la capacidad de la memoria rápida esta limitada. 

En la tabla 4,2 se presentan las subrutinas del algoritmo de 

Gauss-Crout, en donde se utiliza un arreglo matricial y un arre

glo vectorial, por las ra~ones indicndas a continuaci6n 

a) La matriz diagonal, ~, se guarda en la di~gonal de la matri~ 

original A y la matriz triangular su¡lerior norm<1lizada se 

guarda en el tri~ngulo superior de lu matriz original :!· Lo 

anterior se puede observar en la subrutinn TGCCC3 de la tabla 

4.2, en donde se entra con la matriz original~· 

b) El vector Y· se guarda en el vector~ (sustituci6n hacia adelan 

te) y al final, el vector x es el que queda guardado en el vec 
. - . . 
ter~ sustituc16n hacia adelante). Lo anterior se indicn en la 

subrutina SGCCC3 de la tabla 4,2, donde se entra con la matriz 
tria~gulnriznda y el vector de cargas. 

Otro aspecto relar.ionado con la organizaci6n del m~todo de ~olu-
' . ci6n consiste en "Omo se lleven a cabo las operaciones matriciales 

• . ¡ -

de los algorit>nos. Como una recomendaci6n a prior:!, que se justif!_ 

ca en el inciso 4.1.3, las operacion<':!s con las matrices Conviene 
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realizarlas por columnas y en las subrutina'.l de la tabl.> 4. 2 ya se 

incluye esta recomendación. 

4.1.3 Organización de las ecuaciones de equilibrio 

El ordenamiento de las ecuaciones de equilibrio depende de la nume 

ración de los puntos ::10dales y es la q~;~e determina la conf_igura

ción d;~ 1os coefi:c;ientes de la matriz ?!_, que es de la forma mostra 

da en la fig 4,1, p;¡r;, matrices simétricaS. De acuerdo con la fig 
4,1, la información correspondiente al arreglo matricial A se pue

de manipular con menor o mayor eficiencia, tanto operativa como de 

capacidad, si se guarda en·los arreglos descritos a continuación 

4.1.3,1 Arreglos cuadrados 

Este arr~glo es el más elemental (fig 4,1) y, de hecho, los algo-· 

ritmos de las tabla 4,1 . están desarrollados para estos 

~rr~glos, A continuaci6n se resumen sus desventajas numéricas 

al Existe gran desperdicio de espacio en la memoria rápida por que, 

al menos, se almacenan l~s } n {n..:1) elementos que no se !utili

zan, y~ que no se operan con ellos (cantidades bajo la diagonal 

principal de la fig 4.1) 

b) Existe otro desperdicio de espacio al_ guardar cantidades nulas, 

localizadas arriba de los contornos mostrados en la fig 4.1. Co 

mo con estas cantidades si se opera, tambi~n exiSte desperdicio 

de tiempo.' 

La localizaci6n de los elementos en estos arr.eglos es directa 

4.1.JlArreglos rectangulares (en banda) 

En la fig 4.2 se muestran los coeficientes que definen a la matriz 

~· comprendidos entre la banda limitada por la diagonal principal . . 
y el contorno de banda, _indicados en la fig 4.1. Estos coeficientes 

forman un arreglo recta~gular denominado arreglo en banda, ~uyas 

desventajas se resumen a coñtinuaci6n 

al Existe todav!a desperdicio de espacio, porque se almacenan ele 

mentas que no existen en la matriz ~; como son los ceros que 

aparecen en el triángulo inferior derecho de la f_ig 4.2 que, 

desde lu~go no se opera con ellos. 

' 

• 
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bl Existe otro desperdicio de espacio al. guardar los ceros que 

existen entre los contornos de silueta y de banda, mostrados 

en la fig 4.1. Puesto que con estos ceros si se opera, tam

bi6n existe desperdicio de tiempo. 

Parn la lOcalización de los elemento¡. en este arreglo, en relaci6n 

con el ,arreglo cuadrado, no se requiere información ~dicional al 

ancho de banda, y se puede definir una relación que identifiquen a 

las columnas, ya que son las ~nicas que se Oistorsionan 

4,1.4 Arr~glós unidimensionales {en silueta} 

En la fig 4.3 se muestran los coeficientes que definen a la matriz 

~· comprendidos entre la diagonal principal y el contorno de siluc 

ta, indicados en la f.ig 4.1. Estos coeficientes forman un arreglo 

unidimensional, al colocar las columnas una tras otra. 

En este arreglo no se puede hablar de·fdesperdicio de espacio ni 

operativo, ya que se elimi~an todos los ceros no operativos y, por 

lo tanto, es el arr~glo m~s eficiente que hasta la fecha se ha lo

grado. Para la localización de los elementos en aste arreglo en 

relación con el arr!'lglo cuadrado, se requiere un arreglo adicional 

(como el IA mostrado en la fig 4,3} en donde se especifique la lo

calización del elemento de la diagonal principal correspondiente •• 

cada col~~a. Con este arreglo se puede definir una relación que 

identifique tanto a los re~glones como a las columnas distorsiona

das al pasar al arreglo unidimensional. 

4.2 Solución de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias 

lineales 

4.2.1 Introducción 

81 modelo matemático correspondiente a las ecuaciones de equil1brio 

dinámico de los medios continuos modelados con la teor1a de la elas

ticidad se indica con las ecs 2.3.48 a 2.3.51. 

La solución de las ecs 2.3.48 puede obtenerse mediante la aplicación 

de los procedimientos cl~sicos para la solución de ecuaciones difcren 

ciules lineales con coeficientes constantes. Sin embargo, tales mo1to

dos resultan, en 9eneral, ineficientes para los sistemas estructura-

les. Por tal rv.zón ¡;e han Uesarrollado Lécnicas especiales que toman 
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en cuenta las características de las matrices t' ~ y ~. para mejorar 

la eficiencia del m~todo de solución. Tales procedimientos conducen 

a dos clases de métodos denominados, directos y de superposición 

modal. Los ~todos directos integran a la ec 2.3.48 en forma directa, 

sin ninguna transformación. Las. que interesan son los de paso simple, 

y se basan en las ideas: 

1) Se satisface el equilibrio ünicamente en puntos discretos a inter 

vales ¿t, denominado paso de integración {fig. 4.4) 

2) Se supone conocida la variación, en el intervalo At, de los des--

plazamientos, velocidades y aceleraciones. 

Las ideas.anteriores conducen a métodos aproxiffiados, y la aproxima--

ción y ~~ costo de cada método dependen de la variación que se elija. 

Los métodos directos que se utilizan con mayor frecuencia se listan 

a continuación: 

a) Método da diferencias centrales 

b) Método da Houbolt 

o) Método Theta de Wilson 

d) Método Beta da Newmark ,, Método Alfa da Hilber 

f) Método ctibico de Argyres 

La diferencia b~sica entre estos métodos se encuentra en la forma en 

que se aproxima la respuesta en el intervalo ~t. 

En los métodos de diferencias centrales y de Houbolt, se emplea una 

aproximación de las aceleraciones y velocidades an términos de los 

despla2amientos, mediante diferencias finitas. 

En el método Theta de Wilson, se supone una variación lineal en el 

intervalo [ t, i -t-94t] , donde el par~metro 9 ;;> 1 , controla la con 

vergencia y estabilidad del método, 

En el método Beta de Newmark, se generaliza la variación lineal de 

la aceleración mediante dos par~tros 11 .:! /'· 
En el método Alfa de Hilber se emplea la misma aproximación que el 

Beta· de Newmark pero introduce un término perturbador que se contro

la mediante un par~metro ~ . 

El método cQbico de Argyris, la fuerza de inercia se aproxima median 

te una variación cübica en el intervalo ht 
El propdsito que se persigue en cualqier método de integración numé

rica es que el método sea eficiente en el contexto de una buena apro 
~ 
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DUCTILIDAD Y COMPORTAMIENTO SISMICO** 

l. Esteva* 

RESUMEN 

se describen las relaciones c¡ue ligan derrandas de ductilidad con resistencia y 

rigidez en sistemas simpleS sometidos a excitación sismica, asf como algunos 
problemas que se encuentran al tratar de extrapolar dichas relaciones a slste
ll'0s complejos, representativos de los que_ encuentran los ingenieros en la pr<if. 
tica de dise~o. La descripción citada se orienta a la identificación de condi· . 
cion~s que influyen en la capacidad de las estructuras para responder düctil-
mente ante temblores sin fallar, y a la definición de los criterios perti~en
tes de dise~o estructural. 

ABSTRACT 

A description is provlded of the relationships tying duct11lty derrands w1th 
strength and stiffness in simple systems subjected to seismic excitatfon, as 

well as of sorne problems found when trying to extrapola te those rehtfonships 
to complex systems, rep.resentative of those found in design practice. The des
cription mentioned aims at identifying those conditions influencing structural 
capacity to respond in a ductil e manner to earthquakes without falling and at 
defi ni ng the correspondlng crl teri a of 5tructura 1 de si gn. 

* Instituto de lngenlerfa, Universidad Nacional Autónoma de México, Ciudad 
Universitaria, México ZO, O, f. MEXICO 

**Resumen de una confereRcla presentada en la Escuela Técnica.Superlor de 
Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de la Universidad Politécnica de 
Barcelona 
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u trota da prnor,.r la 5ogurldad y h conod!dad de 
los ocupontos y dtl público u genoral, logrando que 
lo reopu.,U .,tructural duranto to.Oloru de lntonsl
dad IIO<Ioradl no o>«odo ciertos ni~les <1• tolorancll, 
1 uHu:!o el pinito duronto tolfllloroo do int•ns!dt<l 

·IIO<IOrada o olla, ~ortl<uhnn<nte en ed!flcto• en doMe 
oe espora frecuente ogl....,rac!~n de Ptr>Onas. 

~· con<ocuc!o5n de los objetl110s ontorloros"requ!ore.., 
cM 1111!0 Que tl di..,no!onamitnto de los ~!od>ros estf"\IC 
turolu p,~ro fuonu lntomas dados. [s !nd!sp•nuble 
tONr •• cuonto upllcltamonte dichos' obJetivos, uf 
0011"0 los ~roblemu rttlaclonodol con la rupuesto "'• 
troctural no l!neol y ton el comporto~!onto de 0\lte
rloln, mit<!l>ro< 1 con.,!ones somot!doo a .orlo• ci
clo• <le cor~ oltornoda, lmplioa tol!blfn ll identlfko 
c16n do <ond!C!0110S do urvlclo 1 la for•mlact6n 
de lo> crlterioo de aeeptod6n

1
corro;pon"dientes. 

2. c...,pol!..toJolitll.tll no Unul, ~<llld.v ~ ... "' ... u 
H•....: ... 

• 
Sa dieo ou• un s!s\01111 t<tructurol·u d¡ictll >1 •• co
~u do soportar dtforN<Ionoo 1-rtontu o carga ~r;lc 

ttcomento con<tonte, sln olcon:ar nl••le• ••«>ho< de 
oa~O o do dismlnuc14n do 11 ru!sunch ante apl!cao!o 
nos <ubsecuontos <lt u~n. ~ .. curvu a y b 1~ h 
119 1 """'stron rohcionu tl~·icu entre t•T'1• (Pl 1 d< 
11u!6n (O) Plr• h prillltrl apl!<acl6n do torgo en Sil 
t••os dúctiln y fr;lg!l.,, r<speet!•-nte. La cu.-o 1 

corro>l'onóo o h rospuuto boJo COT'11. httrol do un 
Ntto do concroto roforzodo odttuadoOIOntt dotollodo, 
'"dando los efoctos de uboltu no son si'J"!fitatl-



.os; h cueva b •• tlptca do mom¡>osteclo de bl~ques 

¡,ue<O> con .. ca•o ,..fueclO. Para ••tr-uct.c" que dobon 

soportoc st,mos, no puede tnfertr>e COII>p<¡cto<Otento diÍ~ 

til 5lmplemente de ob>ervor cucv" cacga-defol"lll&c16n 

"paro el pd.,c ctclo de carga, yo que el da"o produd• 

do duraMe lo• prlmoro< t1clo5 puede deteriO"or h ca

p.ctdod de ob<orclón de enor¡¡la del sht"'"' poco ct

clo• postecioce•: h dgldez puede de9roda"e en formo 

opredable, como ocurre.en muro• de cortante de olba"l 

leda o en marco• de concreto ceforudo deta11odo5 de 

monee• deflc1ente. 

la cop.cldad de shte1111< .,trLICtunle• poro absorber 

enecgla mediante c~rtl~tento hl>terHico •lr.e de 

opoyo a los crtterto> convencionales de dise"o sl•~t

co, que requieren que la• estcLICturu se dl,ol\en poro 

fuerzu latero les de Ngnitud ~uy lnfertor a lo noc•<! 

rta para 110ntenerl15 d<ntco de su fnt•c•olo d< COO'I\POr

U.~Iento llnul duronto teri>lon'S se'"'""'· Asl 1• se

guridad contra colap•o •n~ si<IIICIS puede lo9ro,.,e n•

dendo una estructuro re•i•tente, hacto!oclolo dilc;tll o 
• dlse"an<lc puo uno c-lnoclón econóooi<o do lllfln pro-

piedad•'- Paco al9unos ttpo> de 110terloles y ml~ro• 

estructurales, la ductilidad es diflctl de logcor. ~ 

la eco...,..la dtcto la convenieno:ta de.dhe"ar poro car

gn htecoles cehtho .. nte el.,ados:· Poca otrn. e> 

D.tdlo .,¡, borato lOOJrlr ductilidad qt¡e I"!Ststencio, y 

h pcictlca de dl<e~o reflejo .,te heoho. Pero el em

pleo de Nteri•les dile; ti le< no i"Pltco necrsarla .. nte 

el l09ro de siste110• d.íctil.,: "PO' ei-lo. las c'"""!! 
<racione• de ••fuerzo• en juntu •oldad., pueden P"'Pl 
<he h ocurrendo <le falla pr..,.tuco, de oaturaleu 

fc,gíl, en dichos ;unta<, 1 los efecto> P- A {lntera~ 

clóo enti"O dofle>lone5 hterol., y fuer:u lntl!rno< 
<IU>odu por h occ1Ófl de <ar<¡as ¡rO'itoci..,aln ac

tu•f"l<lo sobre la eotructuco defo,....da) puedo11 oc" tonar 

hila por inenobllidad cuondo la rlgid., htonl efe~ 

tlva •• de110stodo bojo. 

En •>ti! tr•bojo" describen la< ,..hcl01105 cu•ntitott 

vu que ligan demand., de ductilidod con re•l¡t1!nc10 y 

rigidez en <lstemas stq>l" •oOJOtfdo• • ucltaclén •h 

•lu, uf «••o ol9unos pcobleiiO< que~· encuentran al 

trotar de extrapolar dtd1" reloclone• a si H..,., COOI

plejo•, representativos de lo• quo encuentron los in9!_ 

niero• en la prlctlco de dlserio. la descripción citodo 

se ortent.a o la ld•ntificociOn d~ condicione• ~"" In

fluyen en 1a oapac1dod ~e los e•tructuru poro re•pcn-

dec diictllmente ante t..Olo~s •In follor, y a la de

finición de lo• criterio< pertinont<l de dise"o e•
!rLICturol. 

El tOrnpQctarniento dUctil no lineal de slsternos COJIIIll.t 

Jo-; r.•ulto en gonorol de las dOfo""'clone$ d"ttlles 

loco les, ·o concentradu, que ocurren en los •ocolon<l 

~articulare• de una e!lructuro dado en donde se al ca!!. 

>on deformoclon"' de fluencia. lo ductilidad de" con

junto, o globo], es una propi<Ood d< una curvo corg•

defoc,.tlón e.presada en té,..,lno, do 1a cuul ton te do 

In <ar¡¡u utecnas que actúan en uno porotón Impor

tante do un <lstMI\0 dado; por eJemplo, lo! !lllrco• de 

edificio• <uelen trotone c""'" •tgu do <Octonte para 

fines de esttlr\&r '" re•put•to dlni~tca no \lnul ont< 

e>citoc16n <h~lcÍ. lu ductiHdodU globolu" e>

pn!<on ontono:u en tlrmiÓos de lu curvu que ligan 

fuenu cocuntu COII defor<~~ctones hteco\u en codo 

ontrepho. En ga1111nl, ol valor nuoo!rlco tdoptodo por 

h ductilidad 9\otJal on un ontrepho no cotnclde ton 

lo• •oloru de los ductll!dtdn concentrodu que se 

desarrol\on en los puntof, corrupondlentet del <ntre

ptso, ya que h ductilidad <!el conjunto e< función do 

la reloctón entre lu tontdbutiOIIH 1 h defo,....cl6n 

a• ontcepho de lu .defo,....clonts dC.Ctlles concontco

du y de lu elhttcts dlstrlbuldU. In stn ... , qut 

no pueden ldeolUone "*' Vl!tll de wrUntl, In ro

loclono< entro ducti11dodn de conjunto y loca In do

pef"lden do lu conf\9uroclonn dero,....du de dltiiOJ 
<ht..,,, y por tanto Vlri., duronto un stuo do~o. 

En fo,...,. opro•tllldl, "putden odopt.aru lu I"OhCIOtiOS 

e-ntre ducti11d.ad globol J locol quo corrupondon o 11 
COtlfl9unc\ón que u Obtlono do <ono!derar, quo In dt 

fo,....olonH •hiN< <ie lo< ontl"!phos ocurren sl.ult! 

• 

lo ductllldod global.dtspont~le pv~ oontrolarse .,.. 

dhnte e\ diodo y h ejecuc16n de los detallu u

tnJcturalu que pe,..iton el dOUrrollo de 4uctl114o

d<• loco los odecuodas. la d.,..ndo locol dt ducttlldad 

vario entre puntos dtfe.re.nte• <le un sht<N c001¡1lejo. 

En un punto <lodo, d\tht de011nda es funciÓI' 4< la re

sistencia local y <le h vodaclón de h roshtendo 

en todo el •i•toma. E>to u conoecuend• do lo into

ca<elón entre lo dl•lpod&. do enervh por hl>t~r<•h 

<n dl,.r,.s seccion••· En ~•reos de edilicio•, 1• ,.. 



" 
dob!ll~•d eo la duot1lldad r-f<!Uerlda en dhtrsas P.!!. 
tos suele ••• cons<euench de lo >u~rposlclón do In 

fuerln lnlernn debld•s o co.-.¡oi p<ri!IOnen\n ~ o u
cltaotone• aocldentoles. !Mlujen <n dicho <lu<t1\ldod 

el onlen en que se ti canee el lf~lte de ctdencto.., 
loo diversos puntos y la tnto'"<elóo entro ..,mento• 
flexlonantes, fuerzas <ortonteo y fuerus o.to] .. , •n. 
tre otro> foctoreo. 

4. ~ ... ~ ... u~ .... •• o.UttMU •.u..>1u tU.to•pU!_ 

u ... 

Lo ldeoli:oci6n 11\!s usual de "'tn~tturll d~ct11n n 
el slst.,.. elnto-plhtlco (ftg l). Poro ellos se de· 

fine el factor de ductiHdod <0013 el coclenu dt h 
• 

detorao<i6n Nxim d""orrolloda entro h q"" corres-

ponde ol H•tte de cedench: Q • 010
1

• SI u 11111111 

h rHpuesto de oh t..,., elnto-pllst\coo dt un grodo 

de llbO'tod y de r1g1det y .. ., dodu ontl U< lUcio

nes sf .. lcas, y se olltlenen '""" de !u dofo,....cto
nel de cedench QUe deben oaroctectuc o dtchOI i\U!. 

""'' PI" logcor d"""'nd&• de dLJCtt\ldod qUI I'CI uced&n 
de olertOI •olore< "dodo,, <e obHrY& que, 111r1 porto
dos noturale, de •lbraol&> que no <un dtmu\odo cor

to>, lu defoi"'laolone> de co<lencto que U requte.ren -
~ por Unto lo~rr••~ondlent., Cpef!Citntu óe cor• 
tonto en lo bue - vort&n en ru5n tnvoru con la dus_ 

tllldod. La ftg 3 tluHra nU aft,....ct6n paro el t"". 

blor de El Centro, 1940. En lu obochn H ttenen 

frecuendu noturale< f en e1colo logorltmlco, y en 

lu ordenada,, >euOo-•eloctdodel lobten\du "'""'el 

producto de frecuencia notural por defo...,oc\6n de ce

denclo re<luerido) en el ~tsO<J tipo de nulo, PITI d_l_ 

'"'"'"' •olore$ del factor de ducttltdad. Oldl lo for-
1111 en quo <e definieron lu ordenadu tn uta figuro, 

e, !&ctl d...,strOT que lu cl<fo.-..ctonel recauer\du 

de ce<leno1a pueden·leerSe ref!rtfndooe o un stst<M 
de rectal o as• que 1tlben de t1quhrdo 1 derecho, 1 

que lo> leudo-oc.loraclone< (2>1)10
1 

pueden leent ~ 
110ndo ,_,base un sh.- de T"IICUos 1 45" q.lt ~ojon 

de t:qulerda a derooho. Ln """'" oblon!du '"~Gn u 
acabo de describir con•tU.,.en los especu-os de defor_ 

110cl6n pa.ra $1>teeas elaHo-plht~cos. [11 11 figuro 

se ollservo que poro fTecuonctn noturoln que no UC!_ 

dan de 1 cps, lu ordon&du espectral ti son •Pro•l"'· 

<lomen te propor<:lonales ol redproco dtl fletar de dUC• 

tllldod. Teniendo en cuento que 1t dofo,..ct~n htt· 

ral O e• tgual o la de c.dencla 0
1 

O!U\t!p11"da por 

•' 

el foctor de duct1lldod (1, la proporclonoHdod tn•tr

SI opro•hnado entTe D
1 

y Q l~~~¡~l!co que poro ptrtoda< 

natural"' mayOFES que 1 seg, O •• .prlctlco~ente tnde
pendlonte de Q ~por tanto de la ru!Hencla \a toral 

del sl~hm•. Paro pertoóos naturo\e¡ cortos, \a defo.t 

mocl6n do <edenclo y h seudooc~leroct6n "'Poctro\u 

resultan poco sen<ll>]., o la ductilidad, y on el li

mite, poro perioOOs notural .. nulo,, o estructurn IJ! 

ftntt•mente rlgldas, lo •eudo.celeract6n "' Igual o 
lo mhlm1 ooeler.ct~n del terreno, 1 lo deformoct6n 

tot.ll O • Q01 e• proporciono! o la ductilidad. (n 

otrn palat.ru, h defon110<!6n total e> prlct!comente 

tnoen>tble ol helor de ductilidad pora p.rlodo> nlt!!. 

role< D>derodo< y h~o>, y thnde o >er proparctonol 

o dicho fl[tor para periodO> 1111 <Orto<: 11 seU<!OO"• 

lorac16rl <>pe<;trol es ln•ers ... nte proporctontl al 

f&el<lr de ductilidod paro P'rlodo< naturolu -era
dos Y lon¡os, ~,.torna cut ln>enstb!e 1 dlcM fac

tor pa.ro periodos muy cortos. En consecuencto, port 

s1<t ... u elutoplhttcos de un grodo de Hberud 1 "" 

periodo noturo1 no •nor que O.B s.-g, opro•IIIOd-n· 

te, lu oceleroclones espectro le> do dht!lo Pliedtn t!!. 

101rse 19"•1•< a las que corresponden a slst"""• 1\nt! 
le< dlvldtd., entre el hctor de ducttlldod pe,...tst

ble, ••gún el tipo de e>tructur&; para utru<turu de 

porlo<IOI corto> h• reducctonu que pueden logroru 
en las luor:as laterales do dlse!o >on menos senl1• 

l>les a lo ductilidad. En .,tructu .. , que hayan de 

constcuirSo oobre tecreno blondo, el H~He apro•lma

do de O.Bseg deberí tol .el •ubtrse, tontendo en cuo~ 

to lo> periodO> domlnont•• del rno,tmlonto del torre

no. ll puco eflctenci• de h ductilidad p•ra reducir 

los ordenoo., espectrales en el tntervolo dr periodo> 

""'""'" que lo> dMinlnte> del ••"l~tento puede tam
bién tnterprotarse en t~r111tnos del olor;amtento del 

periodo de vtbrocl6n efectho de un ot;t.,.. que rnul 

~·do su rt1puesh no )ifwal y de "1 tondtnclo 900t· 

rol de <reclmtento de lu ordenod" ospo<troleo ton 
ol portodo naturol en ol lnterv&lo cttado. Aunque tl 

probl- no ho •ido soltctent-nte en.,.. todo, lu 
n,....,.; de d1sefto •h•lco·dO lo tludod do Hblco PrDP!!. 

non ••pe<tros de ocolerocl..,e< en <erreno blondo cr• 

r&eterhado• por ordenodu constantes paro un &"'!'llo 
Intervalo do perlo(jós natucoln .. noreo que lo1 d .. l. 

nantes del torr<no, daro~~ente ldenttftcoda< tn loo 
e>peC!TOI oll<tlcDS (flg 4). 

LOI c..,clu>t..,n q.,. onteceden IOn v&lldu poro shte 

""S que pue4.1n tdulhorso <OGIO tluto·plhtlcoo. Pa: 
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" 
ble (en t~1'1!11nos de lo celoct6n ..,...nto-cur.,.tur&)) 

.,ociada oun con niveles moderodoli do cargo ntal. t!. 
t~ efocto su<tonto el cdterto do dho~o de<lqnodo <!!. 

""col"""" fuerte-Ira~ débtl, orhn!tdo ti desarro
llo de defo,..clonn tnell<ttcu en In trob<>, con 
prefe~clo t lu coll..,n. 

Oe natura hu te6rlto son talltiUn lo< U ludios (Port 

y Pouley, 1975) en que se baun lu '"""' <&r90·de
formact6n paro muros de concreto que fllloo en fle· 

xl6n (flg 15), (n lo figuro citado oe observo que ~•

dlonte cuantln 1 dhtdbuclonu odecuadu de rofuer• 
•• H po1fbh obtener duct1ltcl.ldes e\evodu en e<te 

tipo do el-ntos. Ot...,. factorn 1 CO<ISideror>e, po

co estodtodos o h fec~a. <on la poSibilidad de pan

deo de bordo 1 lo Influencia de carga verticol y fuer_ 

ta cortante, unto en la cur.a ante h prltnerl opl1c!_ 

cl6n de <argo <01>3 en hs que correoponden 1 cocga< 

cepetld ... 

lo< •lO!It>t"'o pM'sforudo> <ueletl «rt~terlzor.,. par 

cuc••• •-januo o 11. fig 16 (Spencec, 1969): lo el• 
gldez d<orece poco deformodones grand" y los clolo< 

h!<ter!ttcos angosto< impl!con poco upocldod PICO d! 

sipor on.rgh. 

6. RUPI<Ut4 dt •..:.Ot-.o ....... ""~ cl<ov.. .. lv¡u 

<4-<9" -de >.-c.<6o. 

lo fig 11 pcuenU algunos ideoHuclones us""l"' de 

cuc.a• corgo-defon~~~c16n ""PlendOI poro repcesentor 

a 1" desccitu en 1<>< pl:rrotoo ont.eriores. El caso 

bi 11~e&l de 11 flg 111 es uno bueno lpi"Oxhlllc16n 1 
los cu-.u de lo flg s. El cuo l7b •• el elostoplh

tlco con,tt~clo""l, •lentcu que 11 17< se cocactedu 
por nhel<i do nuenda d!stlntu et1 loo dos oentidoo 

de op11coct6n de lu cugu htuoln. Es u condt

cl6n se pcesenu, por ejeo'll>lo, ""Nrcos como el de 

11 fig !So, en donde lo descargo sobr. lo •lgo M en 

O puede octuor 1 fnoc o en <Mtro de h< urgoo per

••onentes. Lo ~lente negotho en lo fl!l !Id <e debo 

1 h occ16n de lu cor90-< gn•Hicionll<i actuando •! 
bre h coot1911r1C16n defo,.,..do (dtsplu .. riento lote

col) dol <!stOflll, y <1 fun<:16n do 11 s-de CI?"OlU 

••rtt<alts por onc1,.. del entcopioo quo tntoreu. ele 

1o oltuca de nte y de su clgidu laterol (Rosen • 
bluet~. 1965). la fl~ 17o u uno td .. linc16n do lo< 
dclQO htstecUicoo ongo>l<IS tfplco< de olto~entoo 

pM'sfoczodo>, y h 17f.repco<enll ca<oo con detorlot"' 
1110decado de rigidez, C(:QI(I es de ••pecÍrse en ~tem!Jcos 

corntrufdos pocclolmente con lllilterlole< fc&g!les, y 

en d(lllde no <e han t(IO'IoldO pcecouciMt< e>pedolos pa• 

ro e•Hor do~os uceshos en cada del o do carga. Tal 
e< el caso, por ej~~q>lo, en dtafc•IJIIII• ele cortante de 

Noapostecfa o en &~reos de coocreto refonodo pobre

IMlnte detallados. lo cuno de 1o fig 17g suele deslq• 

nor,. '"""' O'IOC!elo de deslium!ento (en !nglh: slip• 

lj'pe cur•e) y es tlplca de CISO> en que la oacgo lot_t 
ral es r<shttda fundall>!ntalml!nto ]>Oc olomrnto< de 

&rciootromiento (fig !Bb) o cables ot!ranto<los (fig 
1111:) que sólo puo:don resistir e<fueclOS do tust6n. 

l• ocuccerw:ia de ni•ohs de fluen<:ia distintos en co

do '"ntido de acc!6n do 1" cargu laten les (flg 11<) 

ocasiona lo ocu .... hetón de defo ....... ctone• pUulcos en 

tl '"ntido del 110nor n1Yel. El proOloma fui estudiado 
cuantitoth•monto poc Blehk (1966), quien determinó 

11 respue<u sh11ico de st•te010s con CUTVI carga -d_t 

to .... ctón elutoplbtiu. en un sentt<lrl y elhtica, <le 

capacidad 1H•ltldl, on ol otro. Poro el teot>lor de 

El Centro \940, loo M'sultod"' •• ..,ostran en lo ftg 
20, y deben ccmpocacu coo 1., de lo fig 29, que oo

cce<ponden o shteiiAt elostopllstico• usuales. El fa_s 
toe de fluoncta e os h Telactcin entre la capocldod 

<!o flVIYIC\o y la quo se .-equer!cfa paco a.,.guror COCII

poctomiento lineo] del si> temo. 

lla01fre• (1~77) obtu•o lo cespue•ta do dl•ono< shto

JIIS de <acunt< do "rlos gradas do llbertld, tnclu

yondo lo lnfluench de esbeltu (efecto< P-~) onte 

ooolecogra!llls t!ptco• de los QU@ •• ollt!enen en lo >'!. 

ni de suelo co~pM'sible do h ciudad de Mh!co. Entce 
los cuas anoliudos se in<:luyecan •!HeNo con perl.'!. 

doo notucales do 0.5seg y 2.5sog, que son, cupecth!_ 

.. nte. 110noc" y apr11>iiiOdiiO!nte 1911oles 1 los daol

nantes del llllvi•iento [•ec ftg Zl). lo Uboltez oe d!_ 

fin\6 poc la rehcl6n ontre el ya loe otlsoluto de lo 

ri~idu de la romo negHi•o de la cur" cor<¡a-defo""!. 
c16n (flg !1d)y h de h cama in1c111. En UT""OI(nos 

de lo< porhootroo do dl .. ~o y de respuosu bojo un 
on,llsi• on!inorto que no incluyo los elettoo de.,_ 

lleltn, osu por&etro n 191101 1 a· 1.2l/Qc, on <lo!!. 

do e os tl cocftct .. to de cor~n htoralu adoptado 
on ol dhollo, Q ol foctoc de ductil!dod y' h celo• 
ct6o entro lo clefoi'WIIc!6n \Heral de ent;eplso, colcu 
lodo coo lu fuocus hUr1\es do dlst!o, y lo altuc; 

11e tt~trop!so. Et> t.odoo lo< coso• onaliudos oe tooó 

·' 



B•O.Ol en la planta boja, 1 ••loru .,.nores en los P! 

so> <uperiores, dependiente< de la distdbuci6n de ri• 

9idece• y,...,., de todo el shttno~. El ••lor citado ••· 
peque~o. yo que en e<tructuros usuohs son de .,perar

sO con frecuenclo volares del Orden de 0.04. Se deter

rnl .. ron .. lores del factor de o~pl1flcoc16n de defo""!. 

dones loterale5, definido como lo rel.oc16n entre h 

deformoci6n de entrepho obtenido rnedlonto un anllhH 

dinámico que Incluyo h lnfluenclo de los electos P-~ 

1 lo deformocl6n que se obtendrlo poro el ml<mo entre· 

pl<o si dicha lnlluench se de<pre<loro. Oichos foÚo· 
re< se canporaron con los •alor., oproxllllldOS deU,.I· 

nado< bojo la nlpótesi• ~que 11 s.l<teN do lnterf~ 

<e encuentro •~tldc ol sl<tem< de car91s ltteroles 

ne<esarlo para ocaslot~o~r, Oledlonte su accl~n esdtlca, 

el 5i>t .... de desphz .. lentos obtenidos do un ,,.¡11s1s 

qo< oalt.o les ofootos do "<t>ltltez. Lo t-orltl6n 1e 

..,estro .., la. flgs 22 1 23 poro ostructuru con 90rl!!. 
dos de 0.5 y 2.5 .eg,r«p<ctha_,te, y dott111di~S 

n0111nal« de di«~O de(. Es claro '11'0 •iontru poro 

los caso< <<ludlod"' el factor <le I"'Pllf1cacl6n estlt.! 
cono <e o¡>arta aucho de !, el factor dln'"'1co puedo 

on ocasiones ol<:anzar ••lore< o>eeshos.• 

Lo< "'<puesta> de estructuru prosforudo$ doponcle de 

h proporc16n en que partldpon elornont"os P"'<lorudOs 

y de concreto reforudo ordinario"" lo dl>lpacl6n de 

energlo. Sponcer (1~69) ha comporado lu r0spu05tU do 

los <htOn>a< de 1nterh poro clerto>s .olores do loo P!. 

rlmetr-os pertinente•. rn el co•o e.tremo, un • l<t..,.. 

presfor:odo Puede ldoallzarse mod1ont• lo gr!flco ell!.. 

tlco bllln .. l de lo flg l7e. Lo roloc16n entre 1" am· 
plltudos ..¡.,~.,de los respueoto< <lol •IH.,.. blll· 

neo] e h1Herét1co'" P"'•onta en función de la Ir•· 
ccench noma Iludo paro el oce1ero¡ra ... de El Centro 

en h fig 23, p"a •arlo• ••lores Oe lo roht16n de 
fluencla. c. lo relación., e>tudiO cuco coo h fre• 

cuenclo. 

O cooopcrt.a .. lento de slst...,s do do•ll'""''""to {119 
\lg) se describe en lo 119 2(. En ello 1~ obSor.on 

• [n las normos de dUe~o <! .. leo Oe ll.C1udod de ~h! 
<o las po•ibles con<etuenclu dnlu<>ra~lo¡ de es u 
dl<cre¡;oncio e<tin cubl<rUs por lo lo,... tOtiSe,....a<lo 
ro en r¡ue <e e>pecifi<oo los ospectr<ll de d!U~O. -

" 

IIIPlf ludes slsteflllit ICJ.,.nte uyoros poro os tr..:turu 

con este tipo <.e curvo que poro lu correspondientes 

ehHop Us tic". 

~~ l" demandas d,; ductilidad por entropho en sl<le· 

IIIOS que puedon ideolfzorse '""" •1901 de eortonte, ni 

l" de ductilidad l<>tol en lo• extremo• do rnlellli>rol 

de morco< continuos •uelen •er uniformes en los o 1st~ 

1110~ estructurole> ordinario<. 

Innuyen en lo di>tribuc!~n de dlchn delll!ndn lu C! 
roéterl<tlcas de coda <lsn>, u! como lu dlotrl~uol!l_ 

nes de ""sos, r191~eces y roshtetiC!U en )1 e<trLit· 

tura en cunti~n. fronk et al (1976), dete,.1noron h' 
respu.,ta d\n.!~lco de slst...,s de cortlnte de cuatro 

9rodos de llb"'t.ad ante una f•lllo <le' tf!l!lblores reo· 

1« no..ol!udos o h •t•"' acelorocl6n 11hl1110 del 1.!. 
rr.no, y anto otro de t"""lo'"• <hovhdo>s. Poro codo 

tntllor se detenoin6 el es~ctro olnt<lplhtlco de d.! 

<e~o que correspondlo a un foct<lr de ductl11dod de 4, 

y <e detenoln6 el p...,.dio de d1tho< OIP<Cirol paro 

e••• Lllla de los fo=lli" eltodol. Se dhenornn rurus. 

t.riS de cortonte de cuatro grodO< de llberttd, poro 

codo uno de lo> .,pectro< elastoplhtlcos, ""dlonto 

un on61!s1< 010dol conYenclonal que Incluyo ünloomen• 

te el I!XlOo fundamento) de vlbroo16n. Paro codo uno 

de los acel-.ugrarnas oe dete0"111n6 lo re<puesto del 

51St<mo no lloeol resultante, mediante un procedi

miento do lntegroc!ón nuo'lér1co poso o P""· So encon• 

tró que los coeficiente< de .orlacl6n de lol ~-ndu 

de ductilidad de entrepiso eron ~u1 elo,.dO>, y Q"e 

lOl ••lores ~edfos estobon muy pOr <nclu,'en los U· 

tr...,s superior e Inferior del edlf!clo, de] ••lor de 

(supuesto en el diseño [flq lS). ~sto 1111111co que 

aún poro estos sht.,ou St"'!'leS y untlo,.....s, lo>s cr1tt 

rlo• <on•enclo""l"' de diseño bosodo. en onl\llh di· 
niolc<> I!Odal conducen • dlscror>onct., •lst..-ltiCtl •.!! 
!Te los efe-ctos s\omicos ... a1es y lo• n .. lno1el. [n 

un Intento pOr estudiar los d~ndol de dvctllldod en 

edHiclos con diferentes periodos noturolos y lonou 

do •orioct~ de la rigidez de entrepiso, Guerra y Es· 

te•• (U71) dHenolnaron lo resp<JO<to de •llte•n di 

cortonte onto lo>s acelern~""'"' d• tres slsoo• r~h· 

trodo• en la '"""de ter ... no COO!Preolble do 11 cludod 

de "hlco. los espectros·llneoh• n>stroban opro<fOIII• 

do.,.nte el •l<mo perloclo doll11nonte [2.5 •eq), y tul 



" 
I!JUOlrs DTóena<lu e<pec:tcoles poco dicho pedodo. OY_I!_ 

qLJt poro Jll!rlodos <Ortos uno de ellos .,,trabo orden~ 
dU oprec:hl>l....,te superloreo 1 lu de los ot"'s doo. 

Ailem.is do .. tudlor ed!f1o1oo con entreplooo quepo

nen las rnlstenctu que resultan do un criterio CO!l. 
vooclonal de an!lislo y dtse~o para el upectro medio 
de los te.Olor"' conslderaOos, <e enfoc6 lo otenc16n 

a lo lnfluenda sobre lo r<spue•ta <I<Mica d& lo vo

rlobilldad de los factor .. de seguridad con rt~p.oto 

o cortantes de '"treplso en h altura de Cldo ed1ft

clo. hl v~rtabllldod o ~enl>do provl"'e de los requl
o\tos uqultect!Sntcos, CCICIIO consecuencto de loo cua-

l u olgunos entrepisos pueden poner reshtencln •
yorn que In r"equerldu de oc .. rdo con ol corftclen

te sh•lco pollro dlseho. Cuando esto ocurre, se olU!rl 
h·contrlbucioln relotha de coda entrepho o lo dht
p,oct.!n t>'lstuftko de enerql& clnh lea con respecto 1 

lo que u p,....entorh paro edlflcios con factor~~·~ 

gurldo~ un1fome, y lo• entrepi<as qu~ pouon los fo!i_ 

ta'"' de <"9'Jridod I!IÓ< pequenos u ven so~eti<!Ooo de

mando< do duct1l1dod rilÓ< elevodu quo lu del caso 

unlfome. Por proc.dl¡,ieotos de inttgr&Ci6n """'frica 
pUo o puo se dete1"1111noron lo> respuestos de diver

sos odlficlos de cortante de diez ni~les. Se to1111ron 

periodos Olturol"' de 0.5, 1.01 l.S.eg y IIN>rti;ua

•1ento vhco<o de 0.02. lu curva< corgo-defo,.,..ci6n 

do lDS ent ... pl>o< eran eluto-plhtlcu, con Clpocid!. 

des de fh,,.ncla ol>ten1d" del onilllsh -·1 onu,., 
npectro de dhefto apro>I&IOdu"nte ig.,l 11 p,.....dio 

de lDS t'"s tellltllores estuólidos, p&ra.., foct<lr de 
ductilidad 4.• En olgunos de los s1Ue•n se 10010,.., 

factores de sobre-,..slstench (relacl6n ont,.. cap1C1-

dad llural disponible 1 ,..querida.., el diseno) no 

unlfo.....,s, a fin de slrrular h contrlbucl5n frecuent~ 

""'"te indeoeoble de los ehmentos no estructural e<. 

• los espectros ehstoplhtlcos no se obtuvieron de 
011nero rlgurou. la apro•l011c16n coos1st16 on dh1-
d1r entre 4 todu lu ordenldU del npectro eUstl 
co d~ oceler•c1ones poro periodo• Nyoru de 2.S•~g 
(<!onde ocurr<-n o•h10"0s del espectro) y entre"" tos 
tor QUe vuiaba lir.e•lnento ent'" ! y 4 con ol pe
riodo noturol, ¡¡ara ••lores de elle 1111(110 COA!>ron
dldo entre O v 2.5 se-q. Oodo Qut·lu duct111d&dn 
en el lntei'Yilo de perlo:lo• «>r<oo son OIUJ' Sfi1S1bleo 
o h relod6n de re•htencla de fluench o ro<puHU 
elht1co.lu ordeoadu npectrolos odoptodu pued"" 
'"'"~oponder a ductilldade< n ... !nales ouy dlferon• 
tu de 4. 

ta flg 26 res..., los casos estudhdDS, y la 27 algu

nos de los ,..,ull.&dO$, Se ol>urv& que un efecto de 

p,:oporclonar ros1stenc1a uce<ho en olguno< seccio

nes de slsteliOs do cortante u a .... enur h• de010ndos 

de duc.t111dad en otru. [] '""""toes lhl• sign1f1«t1 

11<1 pan oh ternos de periodo corto. Aun ¡¡ara '"'os con 
factor de sobro-re•istench unitario (e< decir, resl~ 

tondo disponible lguol a la requerida) las d.,..ndu 

de duct1lldad de lot ontrephos Inferiores suelen re

su1U.r lllljiOre< Que las no~inale• de dlse~o. lo prfn<l 

pal dlferefl<io cualitotiva entre esto• resultados y 

los de frank et 11 (fig 25) h constituyen los elevo

das ductilidades en el t•t....., superior del edificio 

para KU últiiiO cuo, q~~e no se wKtran en los eH!!_ 

diDS de lluerTO 1 E$\eYI. ti dlfe ... fl<h SO .. p\lc.o po!_ 

·que los dhdo• de estos Ult1110s t(lalllrOn en cuenta lo 

contribución de los _.,. super1o,..s <1! vibrocl6n, y 

lo• de los prlneros autor•• cn1t1oron dicha cootrlbu

c !6n. 

lo• resultados descritos .. ~alln la oonvenienoh de 
ost•dlar cr1torlos alternativos para ospoc1f1car la 

dhtrlbutión do capacidades de cortante <le ent•eplso, 

a ffn de reducir h ••riab1l1dod de la< dernondu de 

duct11fdad. Paro ello se ostudhron ••rlos slster"s 
adidon&les. En olgunDS de ellos la resfHencla de h 
planta boJ• se toa! 10 por ciento superior o la de d1 . -
se~o. la f1g 2S.. ouestra lllJe en ciertos casos un pe

QlJOJ\o lnc.--nto en lo reshtefl<h do h planta l>l.jo 

transflo,.. d .... ndas svstancloln de ductllfd•d ol ·~ 
gundo entrep1so. Punto quo en shU.Os ,..ale• puo

den esperarSe vorhclones aleotorln de resistencio 

lltaj'Ores que la Q'-" aqul <e considera, dicha vorhb!l!. 

dad debe t""'ne en cuenta ""'<liante modelos probabi

lfsticos. En otro grupo do edificios s~ estud16 la !!}_ 

fluencfa, en 1n doman<las de ductilidad, de dhe~or 

con>iderando o 1gnorondo h contrfbuclón de lo• ..,_ 
dos superloees de vibración. l• fig 2& muestra dffe

renclu s1gnH1cotivu •n lu duct111<iades de lo< pi
sos supedores, o prur do que lu d1fe,..ncia< de ,.._ 

•l•lenth son poque~u." 

De lo &nlerlor <1 concluyo q..e- •..:o..u-. d~ ca.t- ' 

.w..tz lDS cr1te•1"' "conve-ncionoles de •nfllsh y d1se \ 

~o oh•ico no propor<1onon un control adecuado de "'!. 
puo<to ols•lco ••P•Uodo en U,..,lnos de duct111<lades. 

En olg•no< sfst<IIOS, on dondo ol foctor de segurid1d, 

d•finido ,..., lo .-.loc16n de la ruhtench d1<~n1-



ble 1 la fuoczo de dlsel\<1 pcedicl\a poc ~~ on;ills!s 1!:-

nul. vada apctclabl-nte de uoo a otra •ecct~n cr! 

tlco, hs derundos de ductllldod puoden resultar lU

cho mayores que lu que ocurrtrfan en las mismas sec

,dones, can los ml•rnos factores de 'Oguri<lod, si es

tos fueron uniformes"" la e>tructuro. Las !mpllcod2. 

nes de estos resultados deOerlan trosl•dor•e o la 

prActiCo de dlse!o estructural. 

LO• pocos estudios d1sponlllle5 sobre deoJOndas 10C4le5 

dt dutt1lldad en 111rco• contln~os ..,.Hran que h dls 
' -tdbU<Ión de dlr;llos d..,.n<l.ls en Slst .... s con foctor 

de se~urldad COMtante prnent..o •••hctcnes """'"' a 
ocenwoda• que 1"' deocdtas poro >lst ... s de cortan

te. ~· hUI pl"'puesto dhei'So< <rlt.rios para definir 

1 .. duttlltóodes locoles. Ho.llonó et al (1976) p~ 

ponen dos olto,.,..th" (flg 29)' la prl""'ro es h re
heló• del gl,.. en el e•t•..., <le una Oocra al que oc!!_ 

rclrU en dl<ho utr"""' cuando en olllllos se alcanzara 

•t ... ltln.o..,nte el ..,.,.nto d~ flu.,cla ,..,.pectho. ~ 

~su lt denotan ~ucttlldad cotoolooal. La "yundo d~ 

flnlc16rl, deslynoda <O!n> <lucttlldad de 11100.ento o de 

curvotura, n la roloclón entre la <urvaturo local en 

una secct6n 1 la que corresponde ol ""'""'oto de flu.,
cla. Lo varlacl6n de amias ~edldas de la-duotllídod 

local fue·estudlodo por ]O< outores <lUdas en dlver~ 
sos 111r<os dlle~odos ~ora dhersas ductilidades nool· 

nole~ tfllllleondo '"'lisis mO<Ial elht\co. En h fl~ 30 

se pre>ento un cuo tlptco e<tu:llado, y en los ll y 
ll lo< mhl010< foctoros d< du<tl]idad poro trabes y 
col....,u ~·coda nlvol. cuondo la ductilidad n011lnal 

de d!Sello Ht 4. S61o d.Oen ol>teoecse CMClc~lones 1!!. 

bre los •olores rehtho> y no oO:.ce los absolutos, 

fft C""!><r.C16rl con lo dur:tlltdad JUJO!\nal de 4, yo q"" 

lo• flycras •• rdleren o d~ctlhdad l<><:Jl1 h liltl· 

110 clfr. cltoda •• ductilidad ylol>ol de enveplso. 

los .,.tudlo• descritos •• hon referido a 01arco< regu

loru. <In varlotlono< br"'"' en lu dlmen<IO<I" de 

'"' ~lel!tlro• ni en su< cloro< ~orlzontoles 1 vertlco-
1.,. la ocurrencia de tale< vorhciooes " con fre· 
cuencl• cou•o de <Otlcentraclones i~portontes de d"""!!. 

do• de ductllldod,) ""es raro que los mndldnne• 

que oc .. lonon tales domndos sun tarrfllén lh>tlvo de 

lncapocldod <le lo$ mh<tllros afectodos poTa respoodec 
• ellas. ~sl, por ej,..plo, la ceotrlcct6n q.,. IIIIP<I

nen lo• '""'"' de lo fl9 ll o lu col"mas 4 ho<en que 
el claro efectivo oe dlchu col.., .. sea 1!111•1 • su 

" 

lcniJtud libre, ontre el siste'"' de coblertay el 

borde superior ~1 ~uro; la rigidez lateral de todo 

un• di ntn col.a,.s re>Ulta OJucho 1111yor que 1"' de 

las q_. ~O se encuentran ce<trlngldos, y la• fuerns 

cortantes re•pectlvas -- !i por tanto las demandn de 

ductilidAd ·- varfan de iguol ""'"""· Oebldo a sub!. 
jo relación de doro a peralte, h< columnas A •ue

len ofrecen m.noru lacto,.., de seguridad ante ten

st6n diagonal que ante ton•i6n por flexión y por ende 

tienden o pcesentar cornporto~iento poco d"ctll. Cond! 

d~ne• seooejontes se presenton en 1" trabe< de menor 

e lar<~ locallud" en""""' con separaciones !IIUj' des! 
,uoles entre ejes do cohanas, o en tr•~es qu< lncl· 

den en punto• de los t.orde> de muro> rigldlunt" en 

dOnde u pr.,enton ilros !i de<phHmlerttos verticales 

lq¡orttntn {flg 34). Efl tod<>< e<tM cuos los probl~ 

.. , pueden ollviii'SO fi!C>dlflcando rigld<<<$ :"lothu 

(por eiH~PlO, rOdur;lor<lo l!"rahes de cloro• co•l<l>), 

o ~he~ando de tol uneco de lograr que dominen los 

fi!C>dos de falla dúctllos. L• fig !3, por eje.,lo. """!_ 

tra el ti ~X> de reluec:o ,..c""'ndobl• pora ele,.ntos 

peraltaOos q"e ligan dos ~uros rtyldl"ntes ocoplados 

(Pa"IOY, 191l). 

A peSar de que la lrnportoncla de lo copocldod ~· dl<l 
pac16n de Me~lo ....tlonte r;ompor.tomiento dUctil para 

resistir si'""'' <everos ho <1do Pien reconocidO. no 

se cuenta a la fecha con CTit<rlos de ln!llsls Y dls~ 

11o qve c<W>slder.tl a 1 .. d"""noas do ductilidad, o • 

lu defo,..clcnes tneUnlcas, """"las "rlobles de 

c<W>ti'IIL les procedlatuto< csuole> de a"AII•IS• Un

to e•dtlco c0010 dtn&~tco, adopun hs f"erza• >nter

"" quo provienen óe .. tudlos de re$pue<ta lineo les, . ' 
caoo _..,ldu o. lo ca¡»cld•~ que debe proporctonai'Se 

o los •I-ros estrur;turol•• poro que h< ;.,..ndas 
loca le~ de ductlll<lil~ oe Mnteng•n dentro d~ H011tes 

toleroblu. Por<! Olch., d..,.ndos •on muy <enotbles a 

las caro<terlstlcos de los estructur,., Y o lo• det.o· 
lle< di cada ucltact6n sfsml<a, y no e< raro encon

trar que sus valores oe alejon slgnff1cathomonte de 
los no~lnale• de di,.M. _Por O!Fa porte, no ulsten 

orltorlo< •ullctent.,ent• prollado< para producir 

mltl!tlro> utructurales co¡»cos de de,.rro!lar duct! 

lldod npec!ffcu. A lo~· Que porocen poder ospl
rar loo ln<Jonleros en e<te ospect<l en un futuro'"!:. 

cono es • ldentlftur hs 1,.,-~lorldades 



que pueden couuc tonoontcodOnu exctsfvu do ductf

lfdod y 1 tcotor dt eY!Uclu. fl coq>o 'l.• fnvestfgo

cf6o n mey •••to y eltf..,hnll: oborco el deucrollo 

de procodf~fenlo< pr.lctfcos y offclentos poro prede

cir lu d"110ndos do ductllfdod en ••tructoru dodu, 

J lo foc..,locf6n de crHerfos de dheflo pocologroc ol 

deurrollo do ductflfdades espedffcos. 
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Fig 2. Sistrna elastoplástioo 
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(según BerterQ y Po¡;ov, 1975) 
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Fig B. De"talles de refuerzo para controlar la localizaci6n 'de 

articulación plástica (según Bertero y Pop::lv, 1975) 
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Fig 9. Influercia de la ine:stabilidad en el ~ento 
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:fig 10. Influencia dci esfuerzos cortantes en el canp:lr'tamiento 

histerético de rnianbros de flexi6n (segÚn Bar-tero y 

fu¡:ov, 1975) 
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b) DIAGRAMA OE DESLIZAMIENTO vs MOMENTO EN LA'JUNTA 
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Fig 11. Deslizamiento en juntas 
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fig 13. Dispcsición sugerida del acero en una viga de acoplar.riento con 

refuerz.o diagoml (adapTada -de Paulay, 1971) 
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a) Sistema típico con relación 
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b) Sistema con re ladón simoitrica tipo desl izJmiento 
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fig 19. Espectro de defonna.ciones paru sistrnas elastopl.ásticos 

con annrtiguamiento vi:>coso de 0.02 (según Bielak, 1966) 
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Fig 31. Máxirros valDres de ductilida.j en "t:rabes (según fuviland 

et al, 1976) 
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DUCTILIDAD Y COMPORTAMIENTO SJSHICO** 

l. Esteva* 

RESlJMEN 

Se describen 'las relaciones que ligan demandas de ductilidad con resistencia y 

rigidez en sistemas simpleS sometidos a excitación sfsmica, asf como algunos 
problem~~s que se encuentran al tratar de extrapolar dichas relaciones a siste

mas complejos, representativos de los que, encuentran los ingenieros en la prá~ 
tica de dise~o. La descripción citada se orienta a la identificación de condi
cion~s que influyen en la capacidad de las estructuras para responder dúctil

mente ante temblores sin fallar, y a la definición de los criterios pertinen
tes de diseño estructural. 

ABSTRACT 

A descriptlon is provlded of the relationships tying ductillty demands wfth 
strength and stiffness in simple systems svbjected to seismic excitation, as 
well as of some problems fovnd when try1ng to extrapola te those rehtionships 
to complex systems, representa ti ve of those fovnd in design practice. The des· 
Cription mentioned aims at identifying those conditions _inflvencing strvctvral 
capacity to respond in a dvctile manner to earthquakes without failing and at 
defining the corresponding criteria ofstrvctural design. 

* Instituto de Ingenier,a, Universidad Nacional Aut6noma de México, Ciudad 
Universitaria, Mbico 20, O, F. MEXICO 

** Resumen de una conferencia presentada en la Escuela Técnica Superior de 
Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de la Universidad Politécnica de 
Barcelona 
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L. htovo• 

thornat1vu, «ti""' sus consec .. nctu J O.cer lo •· 
Jor SO\occt6n. En !ngeniorfo '""'lea, ta<lo poslt>le lf· 
neo de a<et6n Incluye h adopCIÓn <le un oüte~~~a estnJC 

turol y un cr1terlo de dlsono shmloo, mientras ~·• 1o 
holuocl6n de lu co"'ecuenclos I~Pllco eHI"'"r res-. 

"""'1.1' e<truct.nleo y conos nperados de danos, Los 

cdterloo uo .. 1 .. de d_loel\o sls•lco odopun coeficl .. ~ 
In de cortante y ordenadls "'PKUol"' ,_, -ldu 

de lo rHPuntl. estcucturol, yo que esto u e>pAu en 
gonorll en U!"'llncs de ooelertctoneo y luerzoo hUrl· 

les'equhoh"teo octuondo oob-.:e o in-• llne•l"'· Pe· 
ro utn vadables no son sino ..edl<iH lndl...,ctu del 
comportomlento dBI siSte"'" <IU"onte tert.lo...,s: olr.on 

Olrt contrchr lO< valo>reo d"e varlobles_llllis 5\gnlflco• 

thn, toles •- dHlulones ll\O'OIH de lo• slste· 

1101 no lineal"' rules. duct11tdadeo \ocoles 1 ~e COil• 
Junio, 1 Ncgonn do s~¡urtda~ con nspo<:to o fallo 
por tnesUb1lidod (efectos de se~ndo Or<len). En •lsU 

4< que los relo<lone• entre •a•lobles <11! control 1 ,.,,. 

~ueHI reol depffiden del tipo 1 cara<terlstlc" del 
sistUIO estr..ctural, h co~pcensl6n de esto relocto .. s 
e• requisito para el lo9n> de dise~os adecuodos. Este 

contepto •• opone t lo oplteoc16n <1<9' de requisito• 
regh.,.ntartos: en dlsdo •h•lco, ""' Qlle,en otros 
,,_. de 1no¡enlerlo, n flc11 cnr.en la tPHca<l6n 
ntrlcu, pero c1~, de lu ""' •••nudos nonoos 1 , 

• 1nH1tuto de lngenledo, Unharoldod Koclonol Aut6no 
111 de Mb1co, Ciudad Unheroitorto, Mhlco ZO, D. f. 
II(IICD 

'"Ruu~.en de uno conferench presonudo en la Escualo 
Tfcntco Suportar <le lno¡cn\eros de C"'lnos, Canoles 1 
Puertos de lo '-"heroio!ad Poltt4cnlco de 8an:elooo 

• 

sin" -"90• producir una estructuro destinado • cOlO· 
portorst pabremenb, 

La opt1Nc1ón que •• ~eta del diseno, sls~lco puede eo· 
preuru on té1111lnos de ••rlos objetivos dir.cto" el 
dlsono sh•i<o trata de proporcionar niveles ade~uadol 

do segurt<!o.d con respecto ol colap<o 011te t..,. lores 
e>eepclonol..,nte intentos, ul c"""' c.,. ce<pecto 1 do
nos o construcciones odyacentes; bosta U.tlifn prote-

9er 1 lu construoctone< contra da~os ••aterlales e•<e
•l•os bajo la acd6n do t..mlare• de Intensidad modero 

da, n<9urar lo facilidad de les trabajos de --~•ro· 
d~n, re<onstrucd6n o refuerzo en toso do do~os, y 

propon:lonor protección contra lo &eU111Uh<l6n de dono 
ntructurol durante ••rtos de t<.Ol•"'•· ftnal.,.nle, 

u troto de ~"'ser.or lo segurldod 1 la c.-didad di 
los ocu,.ntes y del póbl\co en general, logrando que 

11 "''puesta estnJcturol duronte uolllor•• de lnun•l· 
dad 1110derada no exotdl ciertos niwele, de tol<ranclo, 

y ovitaodo el ~inloo duo·ante teoi>lore• de lntenstdod 
rnoderodo o olta, particularmente en edH1<io5 en Oondo 

•• "'pero frecuente a¡¡IQOlerlcl6n de person ... 

u <on .. <ud6n do los objeti\'OS antertores.,.,.qo,tle"'.., 
cloO ah ~ue el dl...,.10fl .. hnto de lO$.,,..,,.... UtnJc 
turales para fuerzu lntemu dadas. Es lrwltspuublo 
t"""r en cuenta explicita..,nte dlc~o< cloJ<ti\'OS, ni 
con> los pro~leoioas rehcionados <on la '"'PUt<U 11 • 

tru<tural no lineal 1 con el <0""4'0rtl~1ento de ,..te
rlale<, ~i-ro< y conexione, so,.tldos o vo.=to, ci

clos de <orga olternoda. Implico taol>lén lo identilico 
cl6n do candl~lones de senlcio 1 la fonouhcl6n 

de los criterios de ocoptac\6n corr<<pondlen\<"1. 
' 

z. r-~t>tto •• U.ut, a...ul.i.dJld,~ ... upuu.to. 

•l.o""C4 

• 
Se dice que un <1st"""' «tructurol e< dil<t11 si es co
poz de <Oportar defo,.....cian•< 1...,.rtante• a car9a pric 
tic.,...nt• consunte, oln al<on<Or nheles exco•i•os de 
o!a~o o~· dh•ln,.,16n di lo ,...,hton<h ante opllcocto 
nes sul><ecuentes do CI"JOS. los cur•" • y b en h 
flglmue·st,:•;,·rola.c~on"' tiPicu entre corga {9) 1 de 
flexión {D) ¡oan 11 ~rl .. ro opl1oacl6n do corg• en sh 
t"'"" ~olcttles y lrj~ihs, ~•pecthU~ente. la cur•• 1 
corr••~onde • lo rO<pueua boja""~~'. latero! de un 
Nr<o d• concreto TOiorzodo adecuada~ente detollado, 
en don<lo lo• Uecto< de .,be hu no son slgnlfi<otl· 

• 



" 

'"" h '"'''bes tfpl<l dt Nmpcsterf• de bloq~<e> 
huecos con eocno refuenc. Paca <HNctu"O< que debon 

soporur •ls110s, no puode lnforlne co~~pcrt••dento dúo;._ 

t!l •illlll"""'nte do Obstr.u cur.as corgo-dffo,..cl6n 

•paro ol pri..,r ciclo lit Ct1"91• yo q"" el da~o pro<luct

dO duron~ ¡.,. pd..,ros ciclos purde deter1oror lo <1• 

po<\dad de absorct6n de enr!"9fo del sht..., paro <J. .. 

<lo> po<teriorn: h rlgl<le• puede d.egradane en fo1"1111 

op,..,ciable, c""" ocurre on ..,,.,. de cortante de alba!! 

lerh o en marco< de c011creto "'lorudo detolhdos de 

1110nera deficiente. 

la capacidad de <htfflas ntruct.urol"' paro ab<orber 

energla .....:l1onte co~rta•tento h\sterhlco sir"' de 

opcyo • lo• critorlos con.oncl011oln de dhe!o shml
co .. que re<¡ulenn que lu ntructur01 so di<e~en poro 

f~""' htero\e• do •gnltud ""'flnfertor a h note>!. 
rh poro &~ntenerhs <lontro dt ou tnte,....olo de clllljl(lr

to•lento liooal duronU teol>lo'""' se•e...,.. A<l lo ••· 
9urldad contra cohp<o anu s!s""' pueolo lo9rors@ ha

ciendo una estructurJ re<htonte, hoclo!ndola dóct11 o 

<llse~ando Poro uno cooblnocl6n roonómico do a...Ca< pro

piedades. Paca olguno< tipos de matechle• y rnielli)ro$ 

estructu'lles, 11 dvctl\ldod •• dlffcll de lograr, y 
1a econcnlo dicto h con,.nioocio de.dl,e~ac poro car-

9" latecale$ relativaiDI!nte elevados;· paro otra•. e< 

.ucho 111o!s barato logr&r ductilidad que ,..s,.tencia, y 

la pclctica de di<e~o "'f\ejo Hit hecho. Pero el em

¡:\eo M ""lorhl"' dlict11e< 110 t""lic1 necesarto,...te 

el lO<¡ro de >lSt<lMS dolctlleo; wr •l"'""'lO, los con«!! 

tracion•" de e• fuerzo< on j""t" ooldadu p.¡oden prop! 
ciar lo ocurrencio do folla p...,.. tuco, ~• noturolezo 

fr.lgil, en dicha< juntas, y loo efecto< P- ~ (intera<;._ 
ciOn entre defl.,tones hterll., y fueezas inl<rnu 

<ausados por la acción de "'g" gravltocionole• ac
tuondo ""'• h estructura deformada) pueden ocasionar 

falla por lnestobt\ldod cuando la rigidez lateral elos_ 

tlva •• dem.<lodo bajo. 

En ••U trabajo se d.,crl~on lu relacl"""' cuont>tati 

••• que ligon d ... ndo< de ductilidad Con rfliiuncia y 

rigidez en •l<teau.< <i~ln s-tld"' • uctuct6n '" 
•leo, u! Con> alguno< probl"""' que!" encuentran ol 

trator de ••tropo lar dichas reloc1""" o ~l<t"'""' e
pieJos, representathoo da \os quo encuentron los ing~ 

nle...,s en lo práctico do Ohe~o. l• descdpd6n c1todo 

•• orlen t.> o h l~ontlficocl6n de oondic1one< q'" in

flUyen M lo cap.cidod d< lo< utructur,. paro "'P""" 

der dUctil~ente onte terrnlo,..s sin follar,~ o h de

finición de lo< crlteri"" pertinente< de dlso~o es
tructura\. 

El COq>OrUaiento d,;ctil no lineo] de sist...,< <-1~ 

JOS result.o en genero] de lu d01or1'11clonrs dUctiles 

locale< .. ·o concentrodu, qye ocurren., las seccl""e' 

partlcuhres de una e•tructura dada on donde •• ol<o!! 

''" defo,.clones de fluench. la du<tllldod d0c011-

junto, o globo!, •• uno proplodod de uno'"'" corgo
delor.,.cidn e•presada en Unoino, do lo ,..sultonto do 

lu cargu externas quo octUon en una porción Impor

tante de un stste., dado; por ej.,.plo, lo< ~orco• de 

edilicio• suele<1 trot.o,.,e ,,_ •l~u de cortonte poro 
flnt$ do .. u .. r <u rnpuosta dln,.l<l no lineo] onte 

ucltocl6n <! .. !<:o .. Lu duct111dod"' global., <e u

prtun ontonce< en té,...l~s de lu cu""' que llyon 

fonr<u coruntes con defol"f111CIOf1e< hUelle< rn codo 

rntrepho. En genero!, el ••lor n~rlco adoptodo por 

lo ductilidad global en un ent,..pho no coincide con 

\ns ,.lor<< de la< duct11idodes connntrado< que se 
d.,orrollon en lo< punto< corr.,pondlentes del entre

pl<o, yo que h ductilidad del conjunto U función de 
lo ro ladón entre ¡., contr\buclonn o lo delorNcl6n 

de ent-.plso de h> ,defonooclone< dUctlln conctntro

du y de hs ol&stic" datdbutdu. En <hU.< que 

no Pt>Oden ldeallune ,,_ vtg., <lo corunu, hl rt-

1.cl011n entre ductilidad•> do conjunto 1 loto le< de

penden de lu conflgurocionrs dofo,....du de dicho< 

olst..,.s, y por tonto vorhn durante un <hi!IO dodo. 
En fo,.... opro<INdo, -pueden adoptar,. lu rehci0f1., 

ontre ductilidad 9lobol y local que corre>pondon 1 la 
c"'flguraclón que " o~tiene de consid~co~ quo las d~ 

fo,•clone< mhirJIU Ue los entrepisos ocurren stmulti 
....... te. • 
lo ductilidad global.dlspcnible puode controlorn ~•

dlante el dhe~o !1 la ejecucl4n de los detall., es

tn~cturale< que pe,...iton el do,.r.ollo de ductlllda

de< locoles odocuodn .. Lo d-nda local de duc:tllldod 

••rf• ento"e punt05 dife.n>nte< de un slst- cc.plejo. 

En un punto dado, dicha de~~anda e, función de lo re

>IHencla local y de h vorto<:!6n de la rosiHencto 

en todo el <!<tOllO. (sto es con<etuoncto de lo Inte

racción entre la dhlpacl6n de """'"<JI• por hl•técesh 
en dlvors., >e<:ci0010S. En ~arcos do edilicio!. la va-
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... 
dobtltdad on lo duct111dod cequertdl tn diverso< PIJ!!. 

!oo '""lo lor con .. cuench do h >upor¡>ostcl6n de hs 
fue'ln lntomu debidas o C.OJ'91i porunont"' y a ••

ctuctonn occldeotol••· Influyen.., dicho ductilidad 

el orllm en que se olc.n<e rl llnlto de ceden<h en 

lo< dlve,..O< ~unto> y la lntero«14n entro """"'"tos 
flexl0111ntes, fuor.o< corttnto< y fuer>OS oxhles, en 

tre otroo factores. 

4. ~ .. ,..uta d<Mmi"" dt o.Ut....,. o~u d4ol.to-i>U!_ 

u~ 

La 1clulfnct6n 1>1< u>uol de en....,.turu dúctn .. es 
tl <IliON eluto-plhttco (ftg l), Poro 'ello> <e de

fino ti factor do ductl11dad '"""'el coctonte de h 

defor:motlón mhlmo d<>"'rollodo entro h que <orre<

ponde al l!m1te de codendo: Q • O¡o
1

. SI •• onol!n 
h r .. pu.,to de o1<te•11" eluto-plist\co< de un grado 
de ltb<rtld y <le clgldoz y NU dodu ante n<ltaclo

nt< sf .. tcn, y <e ol:>tionen '"'"" do lu doforucto
nes de oodtr>th ~e <leben cHo<lertur 1 dichos sh~ 

.. , P"l l~rar d..,.nd.o< de dLJ<:t11141d quo ""uc-n 

de cierto. •olores ilado., •• obse'"o qut, pon perlo

dos noturales de •1brocf6n que no •••• de~•nlo<IO cor

tos, lu deformo<lones de cedend• que oe requieren -

y por tonto lc~"espondlente> toetlclentos de cor
tonte en lo b.,e - vorlan en roz'-1 lnvero• con h duf_ 

t111dod. Lo tlg l lluot"" eno ofl,...,.c16n poro el t"!. 

blor de [1 Centro, 1940. En lu aboclus oe tienen 

frecuendu naturales f en escolt logorlllllco, y en 

lu ord<nodn, selldo-•elocld.ode• {obtenl<llo ,,_el 

prodLJ<:to de frocuenc:la notur&l ~r defo,..ciCn de ce

denclo re<fuerldo) en el 11i<IIID tipO <le ucoh, poro dl 

'"""' .. lores <lel factor de duct111dod. Dado h for--on que oe definieron ... ordenodu en e<to figuro, .. ,,, 11 demootror que la< deformaciones requerid., .. cedenclo p1>0den leeroe reflrllndose o un >l<tem& .. M!Ctn • 45' que soben de hqulen!o a derecho, 1 

q.e hs '""do-ocele-.dones {2wf)'D
7 

p<,¡e<len leeroe t~ 

•ando c..., blse un shtemo de recto1 o 15' que bojon 

de hquler<lo 1 dore<ha. ~u curou obUnlciu según •• 
ocabo dt dU<rlblr oonstttu;yen loo ospoctros de defO!: 

011cl6n poro slotema• el&sto-plhtlco.. En la flgU'• 

" oboerva que para frecuenclu notur&les que no e><~ 
dan do 1 cps, lu ordenodU espectroles son aprox\011-

do,..nte propOr<lonole< al reciproco del foctor de dLJ<:

t\lldod. Teniendo en cuento que lo defo""cl6n lote• 

rol D u lg~>~l 1 h de cedent\1 0
1 

..,hlpllca<l.l ~r 

.. , .. 
' ' 

ol hetor de ductilidad Q, la pr<>~rdonaHdod lnver

u IPN>•l .. do entre D
7 

y Q l•pllco que par& perlados 

naturales Nyore< que 1 '"9• Des .pr"tlcaoente lnde
P·tndlente de Q y ~r tanto <le lo resistencia lotera! 

dtl s\~t,.... Poro periodos noturoles cortos, h defor. 

moción de cedencla Y la seudoacelerac16n e<pectroles 

resvlttn ~ce sen< lb les a h ductll!Ood, y en el li

mite, poro perfodo5 naturales nulos, o ostructuroo lJ!. 
tln\tarnente rlgldu, lo seV<Io.Celeracl<ln es lguol o 

h lllxiOia ocelerodón del terreno, y la deformación 
totol O • qo

1 
es prn~rclonal 1 h ductilidad. En 

otru palobros, la defo,...cl<ln total es pr&ctJC•~ente 

lnseoslble ol factor de ducttlldld poro periodos nltJ!. 

roles IIIOderod<>< y llr<Jos, y ttondt 1 <or proporcional 

1 dicho factor poro periodo• ruy cortos: 11 •eodooce-

1ertcl6n ••~trol e< lnvoru010nte propOrcional al 

factor de d\Jct111dod para periodO< noturole< mO<Ioro

dos 1 largo•, y •• torno cul ln•enstblo o d!cho he

ter por& perlO<!<>< IOUY cortoo. En consecuonda, para 

olstemu OlastopHstlco< de ""grado de ltbertod y do 

porlo<lo nuuro, no ~~enor que 0.8 109. opro•l .. d .... n· 
te, 101 a~elerociOlle> "'!>K troles de dl<e~o JNeden ~ 

... ru Iguales o los que corrnpoodeo • sh<""'" ltne_! 
les dhtdldu entre el foc\Or do dLJ<:ttlldod pe,.tsl

ble, segoln ol tipO de estruc\vro; poro estructuras de 

periodo< Cortos ln M!ducolones que pueden 1ogrorse 

en ln fuerus lateral., de dhe~o son menos sensi

ble> • lo du<:ttlidod. En estru<:\uru que Oayan d• 

construirse <obre \erreno blando, el 11~11• opro<i••

do de D.8seg deborl \al •ez s\01>\roe, teniendo .n cue!!_ 

ti los periodos dnllllnantes del OIO>"I•lento del terre

no. Lo poco eflc\enclO de h dUCtllld&d paro redLJ<:tr 

h< ordontdn e•p.ctr&les en ol lnterYalo de periodos 

..,norn que los do~lnanu• del 010vt~lento puede tOJO

bl~n lnterprHarse en tfrnllno< del 1lorgo~lento del 

periodo d_e •ibrocl6n etectho de un st$teo'll que resu! 

ti de'" rupuesta no llneoly de 1¡1 tendencia 90ne
~ol de tr•dmlento de ln or<tenadu e<pectrales con 

el pirlodo noturo1 en el lotervolo c\todo. Aunque el 
probl- no ha <Ido <uf\clent-nu o<t.Olaóo, hs 

n...,..s de dheM •i<•lco do h tludad de Plhlco proP2_ 
nen o•pectn>< de aceleraciones en torreno bhrolo c.
r&ctertzodos por ordon¡dn connlntn para un ..,plto 
Intervalo de periodo• noturalu ~•noros que los do~t

nontos del terreno, claro.,.nte ldentlflcodo• en lo• 
e•pectros elhtlcos (ft~ 4). 

LIS tonduslone$ q.e ontecedon son •illda< P'ro <hto 

.,, que p<,¡edon ldeolturoe •- elosto-plhtlcos. Po:-

• 



u 1lgunoo •.hteN< eHr-uctu"Oln tal ldeolhod6n no 

•• •11 !da. Lo curva <!r<¡a-deforNcl6n puede corocter! 

'"'' por l!mttes de ceOonda Olulntoo para cada se~ 

ttdo do ap11cacl6n Oe la car<¡a; la c.potidoO Oe abso~ 

ctón de enorgl1 por hiotlresh para uno defo,..tlóo 

dodo puode r«lucl,..e drhtlcaiOO!\U de clr;lo • cl<lo, 

e- c..,secueoch de lu defono~ci..,01 "''lduales en 

el-ntos, «..., los cobles dt orrlostro•lento, <¡1JO >o! 
lo ~oden t<nor fuer:n de un ~luo ol9110; lo• del<>< 

do hhtfresh son muy ongo•tos en .,..reos de concreto 

pcufor:ado; lo ocurrenc1o de danos pu«le cauur lo 

deg"Oda<lón de los rigldece• en lu cuc"s cacgo-de
for..,c16n despuh de uoos cuontos clcloo, y la ln

fluench de efectos de esbelto> putdo dar lugar l 

Ptndlentes negotluos slgnlfltothu tn ol lnter.olo 

pO<ter1or l lo cedench. CualQuiera de estGs efecto> 

puede conduele l coeficientes sh•lcos superiores a 

los ullcables al cuo eluto-pUstlco con .. nclonol. 

La flg 5 repre•enta el coso tlplco de re1pu"u ante 

carga alu.,.nto sin detecloro. Se troto de uno junta 

entre trabe y tOhOIW\4 do una estr<><lurl de acoco, so

""' Ida 1 ...,..ntos de igu¡l >lgno en los utre.os de 
lu trobel (Kro~lnlller el ol, \916 i- (n hs onlenad•s 

" .., .. ,,.1 h '""'" de .. ..,ntos 1 en lu •b"l<o< 11 
dl<tonl6n ongular del tablero on 11 tono do ""16n. 

>e apr...:lo en ello el efecto Bausehlri9er, e¡ Oeclr, 

la de,.parlc16n de lo ley pr~cti<&IIIOO!e Olllneol cac

~o-defor.,.cll>n ullida paro lo pclrner• apliC!clón de 

corga, y h sust1tuci6n de lo curua correspondiente 

por otra on que 1 .. pendiente< uorlan gr1duol Y ll<lnO

tllo>lca-te, desde un IO.Íxl.., poco <&r9'S Pf<lUOilu, 

hu U un •fntm. poro defo""'clone< grar.dP<. lo• c .... 

btos de pendiente•. y poc tanto en \1 copacldod de d! 

stpact6n de energh por hlst~ruls, son slgnlllcatt

voo s6\o entro h pnmora aplictchln de oor~ 1 h 

curuo de descarga 1nmedht•· A partir dt ella, los<!. 

clos Oe hlothe>ls son próctloornente establO< para un 

nr.n.co de repeticiones superior ol quo puedo 'O<urdc 

!aJo h ae<t6n de "no• cuonto• temlllor ... [oto condl

cl6n favor.-ce h dl5lp«i6n do energla clnftlca duro~ 
t• ,¡,_Intensos y contdbuyo 1 cOJ"itrolonap\ltu

d., do re<;>Ue<U y ni>ele• de dal.os. 

No todas lu tonstrucclon" so carocterl,.n por cuc

'" esUble> y <le gran capad dad de dlstpac16n c""' 

" 
estu! "" eJ..,plo d.-lo contrario se 010str6 en h flg 
lb. Estas propiedades dependoo del materl•! ·~l,.do 

y de lo• II>O<Ios de folla que dJan ol coropocta<nlento; 

on s1Hemll5 estroctucal.,, dep•ndon de los deto\lu 

tonUI"IJC!IvO< en los mlerrtlros y en lu un ton.,. En 

~onllcutclones de acero soldados, la condición pil"l 

obte"''" cu'""' <oro las dt 11 flg 5 es contar con fo!;_ 

to,..s <lo seguridad suflclent..,.nto elevadu contro 

lnoH•bllldod loc•l; sin 011tar90, las esbelteces do 

los ~lolltros Que se eoJpl .. n conducon con frocuenoh 

1 cunos cooo 1" de lo flg 6, coro<t•cfstlcas de •h 

temas en QUe es slgnlflcot!vo la lne•t.bllidad de OO!J. 
·Junto. 

[n ostructuru do <OIICreto, ol lO!IrO ole ductilldod., 

y <aPICido.d~; de dlslpocl6n de one!"1)fa odocuodu re

quiere estudio cutdo.doso de un!oneo, a<>elaJes, pono!!_ 

liJes de refuer:o, hcton• do sogurldo.d en distintos 

oodos de falla, entr~ otros conceptos. El "'ludio u

perl~enta\ de estas u1rllblU ho coclbldo llene Ión d!!. 

canto los Ultlroo• o~os. Doctoro y Popo• {1975) estu

diaron el c<rnporta~lento .nte carga altemante de su!!_ 

oonjunto1 constituidos por tr.""'s de vlgo• 1 <0h111nos 
{fl9 7). tn variables anoll:adu Incluyeron el tipo 

y cuontlo de refu•r•o en In Juntu 1 en lo• .. t,....,s 

6e los •IOI!It>ros {flg 8), h lnfluetlcll do h lftOStab!. 
ltdld (f19 9) y de la fuerzo cortante {flg 10) ) el 

<Se•ll:a•l•nto de hs J...,tu {flg 11). E• el.,.• h ln

fluentl& que estos variables pu«len toner en duct111-

da0 y en capotldad de •bsorclón do onor<¡la. 

Las vtgos de acoplamiento ontrt muros rlgldlzantes •• 

urooterl:an o ,..nudo poc rel.clonos o levadas de pe• 
ro he 1 claro, lo que ocasiona rol1clonu ole•adas 6e 

fulr!• cort.onte 1 """"'"lo fl"!'"'onte. Lo,flg ll """1. 
tro curvu.cor<¡a-defor..cl6n paro los diferentes por

contojoS do cofuerzo lcngltucllnol y trfnsvonal. ht!!. 

diOl r<clentes (Paul•y, 1911) ~on d...,stroOo que la 

dhposlcl6n del rduecio C«<II en la flg ll conduce a 

c~"" mis "tlsfoctÓrlu y a d•Ml d< ~eno• cuontla. 

Ll lnflue"clo de la carga u111 en lo ductilidad de 

•I..C.ros de concreto roforudo '"'""!Idos 1 rluoc .. -

pr..,l6n hi Sido .. tuchoda to6rlo..,..ntc por Por~ 1 

Pouloy (1975), consldeclllllo 11 curvo corgo-dofo,...

cl6n de co<>ecoto s1n conflnor. En h f!g U •• ce>u

""n In hlpót.,ls y hs condu•lones de tolos eotu

dlos. ¡, clar• la roducc16n de lo duotllldld dlspQ"I-
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' . 
bl~ (en thw1no< de lo cehci6n .,_,to-cuNUura)) 
UO.:hdo oun con niveles IIOderodol de carga ulol. E!. 

to Hecto '"'lenta el criterio de dfseñO d"'ignado CJ!. 

1110 colu~na fuerte-trobe Mbtl, ortent<do al de,.rro
llo de d<for,..clones tnell<ttcu en 1 .. trabe<, con 

~,..rerenclo o h< colu01nu. 

Do nuurolon telirlco un uoi>Un lo< estudios (Port 

y Pouloy, 1915) en qu11 se baun ln curvu corgo-~e
fotflllcMn poro IWrO< de concreto que fallan .., fh

•ll>n (flg 1~). (n h flgur1 cttado <e oboerv1 que,.._ 

dlante cuant!u 1 distribuciones adecuadas de refuer

•• "! po.lble obtener ductll!dodeo ele•adu en <1U 

tipo do ele~~entos. Otro> foctorel 1 conslderor .. , po

co eotulllodos 1 1t fecho, 1011 h pooibllidad de pon

deo de bor-de 1 la lnfloei\Cia de ur-go ••rtlcoly fuer 

u cortante, tonto en la curvo ante lo prt .. ro apltc!. 
cl6n de Clr<J• com en In que corrnpanden o cargU 

,..¡>ot!du. 

Lol al011bros p,..sforndos lutlen carocterlnrse pOr 

cvr.u ,..,.jant., a h. flg 16 (Spet>Cer, 1969): lo rl
g1du dec:.-.,ce poro deforaoc1one¡ grande< 1 lo< clclo< 

ntnerft1co< &~~gosto< 111Pllcon poco capoddad poro d! 
<!por energlo. 

6. Ro.lp!'o.l.tA de •i.!t.,.... .... ecn .Uu"-U<W lo~"" 

=s~·ó•í~ 

la 119 11 pr..,enu algunn lde&llnclone< us .. ln dt 

cur.u urga-defora&c!Ótl <DPlHdiS Poro reprnentar 
o lu dncrttu en lo< plrrofo1 onterio,..s. El cuo 

blll~eol do la flg 17o es uno buena aproxi""'c16n a 

lU cur.u de la fig S. El caso l7b e> el elutopUs

tfco con•en<lonal, ~lentru que el 17< <e caroctorha 

por nl,eles de fluench dhtlntos en los dos <<nt!dos 

do op11cocl6n de lu corgu hto.-.les. tsu condl• 

c16:1 se prHenU, por ojoaplo, en .. reo< c-ol do 

lo flg !S., ""donde h deSUr<JO <obre lo vlg& U en 
O puedo actuor o f~>or o en contra de hs argos por• 

111nenus. la p<'l\dlente negatho u h f\9 l7d 11 debo< 

o lo acd6n de 1os Corg&S grovltacionah< actuando 1!!. 

bre lo ctl<1flguracioln defor111dt {de<plau~lento hU

rol) dtl oh t...&, 1 .. func16n de h s._... de carvas 
Ytrtlcole< por ene! .. dol entrepiso que lnterHI, df 

11 tlwro de este 1 do lu rl9ldfz lotera! (Rosen • 
bluetn, \965). lo fl9 11e es uno ldultnc16n d• lo< 

ciclas hhtorttlcOl ongo<too Uplcol de •1-n\01 

pre>fo•lldos, 1 lo 171-representa casas con deterioro 

.. dorado de rigidez, c01110 e< de e•perirse en ,.,....,ros 

ccnstruldo• parclal11ente con 110terhln frlgl1.,, 1 

en donde no se han t01111do precauciones especia le< pa

ra evUor dano< oxteslvos en co<lo ciclo de carga. Tal 

es el Cl>o, P'O• ejMplo, en dlafrl¡;nll de cortante de 

,......,,torio o tn ~>~~reos de <<M1<reto refo.,ado pobre

...,¡, detallados. l& cuna de la ftg l7g suele deolg

nar<e •- IIOdolo_ de desl!z0111<nto (en 1nglf<: ollp

type cur~) 1 •• tlplco de ca<OO en que la corga lat_!C 

ral es resistida fundo..,ntal..,nte por el..,.,tos de 

arrlostco~ltnto (flg 18b) o col>leo otlrantados lflg 
!Be) que <ollo pue<len resistir esfuerzos de tensión. 

L• O<;urrencla de nivele< de fluencto dhtlnto• en ca

d• oentldo de I<Cl6n de las cargn lttorol .. (flg 17c) 

ocasiona h ac,...loeH5n <le deforaoclones plht1c"' en 

el sentido dtl •nor nhel. El prolll- fue esWdlado 
C"'-nt!UtlvanmU por Blehk {1966), qul<'l\ determit>ll 

la respuesu sfsmlca de s!sternol con cuc.a carga -d!t_ 

fonnaci6n el&StopUstlca en un sentido 1 elhtlco, do 

oopacldad fllmltoda, en el ot..,. Para el termlor de 

El Centro 1940, los re>ultado< <e "'"estran on la flg 
20, 1 deben ccnparone con lo< de lo flg 29, que co

rn'<ponden a shte11n ehstopUstlcos USIIIlo<. El fa,t 

tor de fluen<\1 e es lo rehcl6n entre lo copacidad 

de flueeCit 1 lo que se reqverlrh paro oseguror c""'
~rtamfento llnoal del slste1110, 

R.,.¡,.., (1917) obtuvo la respuesto. di dhOrSOS >lste

""s de coruntt de •arios grados do llberud, lnolu

yoodo h lnflutnch de osbeltel (efott.ol P-A) onte 

ocelero~TOIIII tfplcos de lo• qL>O u obtlt11en en lo l!!. 
no de suelo comprulble de h ciudad de ~htco. Entre 

los cuos •nolhados se Incluyeron slstem, con perf!!. 

dos noturalos do 0.5<091 2.5<eg, que >on, respeeth~ 
mente, Ole""res 1 oproxlO!Odall'll!nte lgualn 1 los domi

nantes del 1111•l•l011to (oer flg 21). lo esbeltez se d!t_ 

flnl6 por lo rt1oc16n entre el "lor abiOlut.o de lo 
rigidez de lo r ... nogilitha de h ~ur.o Urgo-<lefo""!. 
cl6n (llg lid) 1 h de h rono lnlcl&l. En Urwlnos 

de lo< parl .. tro> do dhe~o 1 de rupunto bajo un 

onJll<fs or<llnarlo que no lnclu7& 101 efectos de ts• 

beltez, ••te parlmHro es 19 .. 1 1 a • l.lt/Qc, en do!!_ 

de e •• tl coelfot011tt de cargo• lotera le• odoptado 
.., el dhollo, ~el foctor de doctllldod y, h rela

cttSo .. tro lo llefo,..<16n lotero! d• ontreploo, cale!!. 
lodo con lu fucrno hteralu do dfufto, 1 la olturo 

df Ofttroploo. [/1 todos loo e&>O> onallndos •• ton! 
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a•O.Oi on lo phnta bajo, 1 •llor-es """"'"'en los P! 
oos >upertorn, depudtenu. de la dhtrt~uct6n de rl• 
gldece1 1 .,., .. de todo el ohlSII. El volcr citado os· 

peque~o. yo q.e en estrvcturu u•uales son de esperor

,e con frecuencia ;.oloreo del orden de 0.04. Se deter

minaron Y~ lores del factor de ompl1f\cad6n de defO""! 

done< 1ateroles, <leflntdo """' lo relac16n entre t. 
defOrNcl6n de entrepho olltenldo ""'dlonte .., oo!Hsto 

dtn.bdco que Incluyo h Influencio de los electos P-6 

J 1t defo,...ct6n que se obtonclrlo poro el al,.., entre

piso si dicha l,nfluenc1o $e d"'pr«toro. Olcho> focto• 

res •• COif!Pirlron con los ••lor., opnlxhilldOS dete...,\

nodos ~ojo la hipótesis de que el olstema de lnteré• 
se encuentro sometido ol >lsteiM de cargos lotera leo 

neoourlo paro oca;tonor, 111<dlonte >U occlón est&tloo, 

el slu ..... de d"'plumlentos obtenidos de un an&Hsls 
Que omlt.l loo efectos do esbfltu. la com¡l0ncl6n se 

DJntro..., lu flgs 22 y tl J>llc& "'tructuros coro porlt 

dOS d• 0.5 y 2.5 <eg, cespoctlvo_,te. y ductilldo<les 

nO!Oinale< de dl<e~o de 4. Es chro '1"' mlentru poro 

Jos cuo< estudiado< el factor de •~p11flcad6n esUt.! 
co no se aport. IIOJCI!o de \, ol foctor dlnómi<o puO<Io 

en oculones alconur YO!ores e•<eslvos.• 

ln respu.,tu de utr\ICturu p,..<forndaÓ depeode dt. 

la pN>poccl6ft en q.e p.~~rtl<lpon O'l...,ntos pf1!sfor,.dos 

y~ concreto cefonodo or-dinario en la dlslpacl6n de 

en0"9h- Spencer (1969) ha COOI¡>trodo h< T<;<pueHa< de 

los slstemos de lnteré< poca ciertos ,.lores de loo P!. 

rJrnetN>< pertinenteL En el cuo 'extremo, un siHOIIII 

pce<fo"ado puede ldeallur'" ""'dlonte lo grlfico ell~ 

\1<0 blllnol de lo f1g 11e. lo rehc16n entre In am

plitudes o~ohl01u de lu rnoue·u'"'' del •tsteoa bllt

neal e hhtecHI<o •e P'"'*n!a en func16n de la fce

c~eotll nonna\lztrla poro el ocoloroqro~ de !1 ••ntro 

on h flg ZJ, paca vorlos volores do la relacl6n <le 
fluencia, c. l~ re loción en utudto crece con lo fro• 

cuenolo. 

El CCICijiOrta•lento de si<t...,s de dultn11iento ~flg 

\lg) se descrl.,., en la flg Zl. En e11a s~ obsorvan 

• En lu no...,s de due~o <f..,lco <lo lo ciudad de M~•l 
co las posibles '""'"'"'"<In desfo110r'obles de esu
dlscrepooclo e<Un cubloctu poc lo fo...,o <OO<ervadt 
ra en q.¡e se especifictn lo< .. pectros de dise~o. 

a"'' 11 !ocle< sls teNt !cuoente .,.yocos J>IICI estcoc tucas 

con este tipo~· curva que para lu correspondientes 
elutop ll<t leas. 

Hl lu dernondn dO ductl\ldod por entrepiso en <l<le

"'s que_puedon ldeal!urse OOI!Xl vlgos do cocta~te, ni 

los de duotllldad locol en los utre11101 dt •ln:bros 

de marcos continuos <uelen <er unHo.--o en los oiH!!: 

.. , estrocturolos ol"<llnados. 

Influyen en lo distribución de dichn do•and" los <!_ 

rocterhticn <le <&do ,¡,..,, .,¡ como In di<tribucig_ 

nes de lllil<os, rlqideoes y resistencl" on )1 e<tcoc· 

tuco en cue<tiOn. fronk et ¡l (H16). dOUrfllnoron h' 

re<puesta dlnl~lca do slu ..... s de cortante de c"'t"' 
gcodoS de libertad o~te uno fatollh de teO(olores ,..,_ 

les no...,.lludo< 1 lo •ts .. ac~lerod6n lflhllll del 1!!: 

nena, 1 ante otra do l-lore< slmuhdos. Ptro codo 

tonblor se ~etennln4 el e1pectro ~lntoplhtlco de d.! 
oe~o que correspond!o a un lictor ~e ductOidad de 4, 

y <e detennlnó ~~ promediO de dicho• e<peotrol para 

cado una de las fa•l1h< cltoOa<. Se dise"""" utruf_ 

turu ~e cortante <le cullro grados de llberto<l, poro 

cado""" do los eopeo:tros ehstoplbtlcos, lledlaMe 

un on&ltsll IIIO<!ol convencional quo lnc\Uj'o únl<u>On· 

"te el JDOdo fundon>Ontol de vlbcoclón. Poro ctdo uno 

de los acelecugromos se detem~ln6 lo respuesto dol 

slstemo no lineal resultontO, medl~nto un pco<edl· 

~lento de inte~rac16n """""rico p05o a puo. So encon

tró que los ~o.eficlentes do variación de \u d.....,n<lu 

de <luctllldild de entrepiso eron ""Y elovodos, y q~~e 

los .. lores lledlos estaban DJ)' por eoc1111,'en lo• ••
tr.->s supedor e Inferior del edificiO. del valor do 

4 supuesto en el di<ello (flg lS). E•to l~pllco que 

aUn paca estO< <l<tcmos simples y unlfoi"Ol.,. lo• trllt 

do< convencionol., de di<e~o basodo< en '"'llsls dl

nJmlco modal conducen 1 disccepancln slsto~.!tlcu •.'l. 
tre los efectos sls11ICOS reale• tlos nominthS. En 

un intento pac estudhr hs demonda< de ductilldtd en 

~lflclos con dlferentn pedodo< noturaln y fo,...l 

de vadaci(>n de 11 rigidez de entrepiso, Guer-ro y Es

tevt (1971) detU'01inaron lo respuesli do sisteNs de 

cortante Ollte 1<>< ocelecogran•n de tru lh!!Wl< regl<· 

trodos en lo '""' de terreno COOijll"e•ible de lo eludid 
de Ho!xlco. lo< espoctros•llneol., """trob'" opro>illll· 

doroente el11l""" periodo d001inonte (2.~ seg). y cnl 



" 
Iguale;, o..O~nadu e•poctral"' paro dicho perto<o, au.!!_ 

Que "''" Pl'riO<los cortos uno de ello. IIOHrobo orden.!_ 
du opr-eci~J...,.te 5uperlor"' 1 lu de los otros dos. 

Ad .. h do .. tlJdl~r ec!Htdoo con ent'"ploos que po

,..., lu reolstenctu """ tflUlUn de un cdtorto <O!!. 

••nctonal de anlltsls y dtu~o poro el esj)<ctro Rdto 
de lO< ter!blo,...,. con•1derado5, se enfoc6 lo atend6n 

a la lnfluench sobre h ,.,pue<ta shmtca de lo ••· 

rtobtltdad de los factor .. de seguddad con re•pectQ 

1 corUntf$ de entrepho tn h altura de cado edifl• 

cto. hl r&rtabil1dad ,...,.-lo pro•t..,e de los requl

stto• arquitectllntco.:, cooo con•ecuencta de los cua
¡., algunos entrephos pueden poseer resistenclu .... 
yores que lu requerldu de acuerdo con el c,..floien

te '''~leo para dlse~o. Cuaodo esto ocurre, •• altero 
h·contribucl~n relativa de cada entrepiso 1 lo dt•t
pact6tl h

1
tstocHka de ene.-glo clnlttco coo ce<pocUI 1 

lo qu~ 01 pn<entufa paco edtftdos coo factor de S!_ 

gucio:lld unlfo.,.., J lo< entcepi•o< que po'"en los fa!'_ 

toro• de "'91lCidod mil< peque~o• se .en <omot!dO<a de· 

NndU do ductilidad 1111:< elnadu que lu del cuo 
unifc ....... Par pn>eedtmientos de tntegroct6n n<.a1fr!ca 

pUo 1 puo se dote,..hocon lu r.,pue•tu de dhec

SO$ edificios do co.-Unte de dtu niveles. Se~'""" 

poctodos 111tur•les de 0.5, 1.0 y 2.S .. g 1 ¡..,..t~glll· 

~lento vlsco>o de 0.02. ln cuevas ca.-go-defo..,..cl6n 

do loo entr<phO< ecan elntc-pUstlcu, con copocid!. 

des de fluenclo ol>tonid., del on!lhlo 010d1l ante un 

e<pectro de dhe~o oproxlmado.,.nte lg""l al p..-dic 

de los tres tellt>lores estO<J!tdos, poco '"' foctor d.r 
ducttlldod 4.• En algunos de los >ht ... , •• •-ron 
factore-s de <obre-reshte11Ch (r<hci6n entr< copocl· 

dad lHeral dlopantble 1 n!querido en el dlse~o) no 
untfc,.,..,,, a fin de <IJIIJ1or lo contrlbvclol-r! frecvent!_ 

~ente tndeseoble de los el..,entcs no estcuctucalu. 

• los Hpe<b-0< elut<lplhtlcos no se obtuvieron de 
.,...,,.. rlguro ... Lo opn>xl.,cl6n conslsll5 en dhl· 
dlr entn! 4 Uld" lu ocdeNdiS del espectro elhti 
co de oceleractooes poro p.ecloolos 110yores de 2.5<eg 
(donde ocucren "'"!""'' del e<pectn>) J entre un fO!<, 
ter que .. rlobo lln .. l""'nte entce !y (con ol p.e
rtodo noturol, para valores de ••lo LiltÍmo compren· 
dldo ent ... O v 2.5 <eo. Dado QLI!·los ductilidades 
en el lntecvolo de periodos cacto• son ~UJ' senolble< 
1 11 reltcl6n de re•IHe11Cia de fluenclt • cnpueHI 
elhtlco,las ocdenadas np.ectroles od01>tldU pueden 
coc,..,,ponoler o ducttlldodeo nmlnalH -uy dlforen· 
tn de 4. 

Lo ltg 26 ces'""" los c"o' eotudlodo<, 1 lo 21 ol~u

nos de los resul tadoo. Se observo que un efecto de 

pn>parclonor rHistendo "''"'ho en olguniS oecclo· 
nn de shtellls de cocton._ n 1,_ntor t .. d..,.ndiS 

do duc.tllldod en otros. f1 o.-nto es m.!~ •lgnlftcoti 
.o poro siste'""< de pedodo corto. Aun poro cuos con 

foctor de sobre·re<istenclo unltorio (es decfr, resl!. 

tencio disponible tgvol 1 11 cequecldo) los dornondn 

de ductilidad de los entrepiso• lnfedore< <utlen re

sultar IIIIYOr<< que las n011lno1., de dlseilo. Lo prl~i 

pol dlfen!11CII cuol!Uthl entco esto< re<ul!OdOS J 

loo de Fron~ el ol (f19 25) lo con<tltuyen 1" ohYI• 

du ductllldode< en el utn~o ¡uperioc del edlflcto 

paro e> te altl~o '""• Que no se muestron en loo e>t!L 
dios de Guerra y Esteva. lo dlfer<ncio se explloo pOJ: 

"que los dl<efto~ de estos Gltt""'s tQQ\Iron en.cuentolo 

contrlbucl&1 de lo• nodo• suporlon!< de Ylbroc!6n. y 

loo do los prllll!ro> auto~ cooltleron dldlo «>ntrlbu· 

e 16n. 

los resultado> descritos seftolon lo conveniencia de 

estudlor criterios olternotlvos paco o<po<lflcar h 

dhtrlbucl6n de capacidades do cortante de entM!pho, 
• fin do c~uclr h vorlobllidod de los d0110nd11 de 

ductilidad. Pora ello •e estudloNift vocio• •Ut""" 

odlclonohs. En algunO< do •llos lo r<•Utencll do h 
planta bajo se torn!l 10 por ciento ~uperlor o lo de di 

s.~o. ll flg 2So mue•tco quo en ciertos caso> un jll!· 

queAo inc....,.nto en lo cosiHonch de h phnto bojo 

transfter< d...,ndos sustanciales de ducttltdod 11 se 

9undoo entrepiso. Pu0$10 que en ol<te"u n!ales pul• 

den esperot<e ••rloc1on"' olutodas do cesl<t..,Cll 

NyOcts que h que oqvf se co~<ldera, dicha vorhbili 

dod debe tOIIOc<e en cuento 11111dlonte modelos pn>babl

ll$tiCilS. (n otro grvpo de edifiCios s~ estudl6 lo l!!_ 

fluencio, en hs demondu d• duct!lldod, de dtse~or 

conoldorondO o Ignorando h contrlbocl6n de los ..,. 

dO> supodorn de vlbrocl4n. lo flg 28b ....,,tro dlfe· 

rentlu olgnlflcathu en lu ductllldad"' de los pi• 
•o• >uporloro<, o pnor de que lu <tlfe,...nclu de,... 
•iUench son poque~ ... 

De lo ontedor se concluyo que- •..:.t ..... dt """'-' 
.W..U. l01 orltodoo conv011cloool"' do anflhls y dh!_ 

fto sh•ico no pn>parclonon 1111 control odecuodo do r-es 

puesto oh•lcl upceudo on u,.lnos de ductllldodes. 

En algunos slst.e110s, en doode 11 factor de .. gurldod, 

definido'""' h rehd6n de h resl<tendo dlspani-



• 

~lo o h fuerzo de dl•do predldlo poc "<1 ~n&lhls JI •• 

nul, voch o~reclabl-nte de un• o otro '"'el&! cci 

tlco, lu de.,.nd"' de ductlltd•d pueden resultar..,. 

che .,.yores que lu que ocurrlcl•n en las mfs~,. HC• 

,cien.,, 01>11 los mismo, f!Clores de •eyurldod, 11 es• 

to• fueron uniforme, en 1• e•tructur!. la• lmpllcociJl. 

nu de ntos result.adoo dtberlon tc"lodo"e o lo 

pr,ctlco de diseño eHructorol. 

los pocos e•tudlos dhponlblo• sObeo d-ndu loco les 

de ductllldod en :narcos contln~o• f0Ue5tr•n que lo di!. 
trlhucl6n de dichos d"'"•ndn eo ststemO> con f~ctoc 
de seguridad constante pr.,ento Y!rhclones menos o 
•centU!dH que lu deocdtos poro slsterT>Il• de cortan• 

to. S. hon prOP1Jesto dhor<o• uHerlos poro iloflnlr 

los ductllid.ode• loules. H&vl1&nd el al (1!116) pr1>

P>nen dos oltemathu (flg 19): h pd""ro es h re· 

loción del glr<> en el e•tr...O de u .. b&rca ol que OCJ!_ 

cdrlo en dicho e•tren¡ cuando on amb<" so akanuca 

sl""'ldn .. mente el """"'""de fluenclo respoctho, A 
uta lo denoton ductllfdod rotoclonol. la ••gundo d!C 

flnicl&., designada COIIIO ductilidad de """''nto o de 

cucvoturo, es h celocl6n tntct lo cur.at.u" locol tn 

una ••ccl6n y la que corre•pon<le ol .....,nto do flulll· 

clo. U ••rhclóo de '""'S •dldu de lo-dotttlldod 

local fue-estudiado j)C)c lOS .. toros citados en diOer~ 

,,.. ~~~o~rcos dlseliados poro dhocUs ductilidades nom1· 

noles ompleando on,ll<l> modal elhtlco. En lo flg JO 

se preoenta un caso tlptoo eltudlodo, y en la< JI y 

32 los mhl010s foctor" dO duttl\l<l..!d para trabes y 

col""""' en coda ni>el, cuando lo ductlhdod not~inal 

de diU~o HO 4. S61o deben obtene"' cmcluslcnes S!!_ 

bre los valore< relativos y no IObre los obiolutc>o, 

en COflt¡liCICIÓO Coo la d..cttlldad OOIOIM) de 4, yO q .. 

lu fl~ucos •• r<flecen a d"ctll1<lad local y lo últi· 

1110 cifra c•todo es ductilidad global de entrepl•o. 

los estudio• deHcltos se hao referido o "'reos requ• 

lares, sin vadaciooes brui<IS en lu di,.nsl..,es do 

'"' •1.-bro• ni en sus clor"' hocilontoles y .ertlco• 
In. to ocurr...,clo de t.llU vorloclone< es Cl>'l fre· 
cue~>el& causo de t011cent,..c1one< hnportont.e; dO;..,.!!. 

dude duct111dad, ~no os raro qoe lu condlcloneo 

: que• oco<lonan tale< domand., ooon t'"tl!n rn;)!IYo de 

fncopactdod de los ml..,.,ros of«todos par¡ rospondoc 

o ollu. ~sf, por ej ... plo, lo rostrlccl6n que 1"'PO· 

nen lo• ..,ros <le Id flg J] o lu coh•mu A h"en que 

el tl11'<1 efectivo do dlch., ~olumu .,. igu¡l • su 

" 

lon9'1tud Hb~. ~tre el sht""" do c""lerto y ol 

barde superfor ~1 Ollr<>; lo rlgld., la toral do cado 
uno de eotao coh.mu ,..,.u Ita OMJchO mayor quo hs de 

hs q,. no se encuentr•n re<tdn9fd.,, y lo• fuer•" 

cortantes respectfvas -· ~ poc tonto lu de,.nd•s de 

ductilldld •• varfan de tgual "'noro. Debido • su~~ 

J• ro]lct6n de cloro o peralte, lu coh...,., A'"'" 
len ofrecen 111!Kires factore• de •egudd&d ante ten

s16n dia!IOnol q.,. ante tonsl&! poc flnl6n y P>" ende 

tienden t pre5011tlr cornporta~lento poco dúctil. ConO! 

clones semejan tu •• presentan en lu trabes dO ~enoc 

clúo locallz.d" en 1111rco< con ,.~•raciones muy deoi 

;ual., entre eJes de column.,, o en trot.es que lnct

den en puntos de lo• bordes de muro• rlqld!untes en 

don~e se presonton glr<>s y despl,.OIIfentos verticales 

111Portantos (flg 34). En todo• "to' en,.. los pi'Obl! 
.. s pueden ollvfaru 11011Hicando rlgldetn relotlvos 

(por ~Je"'i>lO, coduchndo peroltes de cloros cortos), 

o dheñondo de tol 111noro de lograr que d0111lnen 1"' 
modo< de foil• dúctiles. Ll flg ll, poc eje,lo, mue~ 

tro el tipo de rofuer>o recaoendoble para elo010ntos 

peraltados q110 ligan dos ~uros r1gldlzootos acoplados 

(Paulay, 1911). 

B. e~ 4¿,uu 

A pes'ar de que h 111!>ortoncll de lo capacidad <lo dls!_ 

poción de enorglo rnedtonte comportamiento (l,¡ctll poro 

r .. tstfr si'""' •e••r<>s ht sido bien reconocida, no 
se cuenta a h f~c~• con <Cflenos de anlli1IS y dh!e 

!lo que c""•tde...., o l., d..,.noas de ductl llclod, o • 

lu defonw:1"""' tnel.lntco<, ,._ tu vodobleo ;., 

cc:ntr<>l. lo• procod1111ento> usuoles "* oNlls!!. tan. 
to estl.tlco como dtnl,.tco, odopton lu foerns 1ntec

nas QUO ~rovlenen de estudios do r.,pu•sto llneale>, . . 
<""o medid., de lo copocidad que det.e proporclonorse 

o loo ml..-tr"' eHructurales poro que In .;.,.,.nd" 

locoles de ductlllda<l •• .,.ntengan dentro d• lfmltn 

tolerobles. Poro dldlu d..,.oda< son mu)' senst~le• 1 

lu cac&cterlstlcu de los estn~tt.u•u, 1 1 los detl· 

lles do cod.o ucltoc16n sh•lco, y no eo roro encon

trar quo '"' wolores se alejon slqnlflclttv.,..nte de 
los no~lnole~ de dl,..no .. Poc otra parto, no existen 

cr!lerl"' suflclent..,ente probodos poro producir 

~~-"'' ntcuctucolos c.apoces de dosarro!hr duct! 
lldod especlf!cn. A lo "'_fs que ~recen pOCior upl· 

rulos Ingenieros on nte .,...,cto en"" lutiR'<I cer.. 

'""".., o tdenttftcoc los 1rTe<¡ulorlclodos 
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q~ puoden CI\ISU ccncentroctonu e•ceshu de ductl• 

11d&d y 1 I"Otor do e•Hnlu. El CO<I>Q ~· lnvtltl!l"

ct& H 111111 vut<ly estt ... hnte: oborco el deurro11o 
de procedi~tento• prjcttcos y oftctente• para prede

cir lu de01o1ndas de ducttlldad en estructuras dodu, 

y lo for1111lactOO de cdtedo• de di sello para lograr el 

d""'"'llo do ducttlidodU esprcfftcu. 
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"Fig 12. Ctu""vas carga-rot:a.ción para vigcs de acoplamiento de muros 

rigidiz.a.ntes. Refuerzo del alma: a) ada:::ua:l.o, b) escaso 

(según Parle y Paulay, 1975) 
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Sección Olstr!buclón últiiN de 
deformaciOnes 
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Fig 24. Espectros paru sistem.'\s elastopUistioos crnivendonales y 

de deslizamiento. Temblor> de El Centro. Arrortigu=iento 0.02 

(según Veletsos, 1969) 
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Fig 30. Mar= f>U"d. estudio de ductilidades locales 
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Ductilidad de momento Columna exterior 
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ri{: 32. Máxinns factores 'de ductilidad en colunna.s 

(se ' Havilarrl et a 1, 1976) 
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l. 

V1NAM1CA ~ TRliCTUT<AL 

DR. OCTAVIO A RASCON CH. 
VEFINICI0,\1. 

GRADOS DE LIBERTAD = NUMERO DE COORDEN~DAS GENERALIZADAS (DESPLA-

ZAMIENTOS O GIROS) QUE SE REQUIEREN PARA DEFINIR LA POSICION DEL 

SISTEMA EN CUALQUIER INSTANTE,. 

EJEMPLOS 

1 1/1 ' 1/11 

UN GAADO DE 
LIBE.H.TAD 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

DOS GRADOS DE 
LIBERTA.D 

n GRADOS DE 
LIDERTJ\0 

' 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

INFINITO NUMERO DE 
GRADOS DE LIBERTAD 



2 • 

METOOOS VE VISCRETIZAC10N VE S lSHMA> CONTINUOS --
1. POR CONCENTRACION DE MASAS 

2 • 

MASA POR UNIDAD 

DE LONGITUD = m 

• 
4@11W@!tt????!WPfl@r!H7J1mftljHW~ 

~t.r. 
-

-

;!(;oc~C!ON DE VlBRACION OE LA ESTRUCTURA COMO 

UNA SERIE DE FUNCIONES ESPECIFICADAS. POR EJEMPLO, SI ESTAS 

FUNCIONES SON ARHONICAS; 

Z(x 1t) = 

~_,..x 

i~X 

L 

~ -- ---- >-- +·,== ·~ ~ + A -·-A A ~---·--;7;¡,+~= ,¡¡, ... 
+--L b~-senJ:lf b2 5C!n~ ~-se.n'31íX 

EN GENERAL, PARA CUALQUIER TIPO DE FUNCION W(K); ~ 

N 
z(x,t) = ~ z. (t)~'· (x) 

i=l 1 1 

+-IJ\1-+--

3. MEDIANTE ELEMENTOS FINITOS 

~1111 
¡;~do~ 

1 1 1 

' 



3. 

AL PLANTEAR LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE CUERPOS RIGIDOS ES A ME-

NUDO NECESARIO CONOCER LOS MOMENTOS DE INERCIA DE MASA. A CONTI-

NUACION SE PRESENTAN ALGUNOS CASOS: 

ffi = MASA POR UNIDAD DE LONGITUD 

L 

BARRA UN !FORME 

PLACA UNIFORME TRIANGULJI.R 

b 

Y .. UASA POR UNIDAD 
DE AREA 

a 

PLACA UNIFORME RECTANGULAR 

T 
b 
2 

• - - - -

b 

" _¡_ 
Pf,i\CA UNIFORME ELIPTICA 
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. ~ESPUS TA VINAMICA VE SISTEMAS e"LASTJCOS LHIEALES VE UN GRAVO VE L! ffRTAV 

CO.'i AMORTIGUAMIENTO ~TSCOSO 

K,[ > 
-~ 

Xol!) 

' o TIEMPO 

M o MMA 

K o RIGIDEZ 

e o AMORTIGUA_MIENTO 

f ( t) ~ FUERZA EXTERNA 

X o (t) = DESPLAZAJ>IIENTO OCL SUELO 

EL AMORTIGUAMIENTO VISCOSO ES TAL QUE PRODUCE UNA FUERZA DE RESTAU

RACION PROPORCIONAL A LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA ~ASA RESPECTO AL 

SUELO, 

EL AMORTIGUAMIENTO SE DEBE PRINCIPA~MENTE A LA FRICCION INTERNA 

ENTRE LOS GRANOS O PARTICULAS DEL MATERIAL DE LA ESTRUCTURA, Y A 

FRICCION EN LAS JUNTAS Y CONEXIONES DE LA ~tiS~1A, ES EL ELEMENTO 

DEL SISTEMA QUE DISCIPA ENERGIA, 

2a, LE V-VE NHrrON: 

"LA RAPIDEZ DE CA.'"'BIO DEL MOMENTUM DE CUALQUIER MASA, m, ES IGUAL • 

A LA FUERZA QUE ACTUA SOBRE ELLA" 



p ( t) 

X 

p(t) = ' '" dt (mdt) = 

= 

!fUERZA ACTUANTE 

PESPLAZAI-UENTO 

TIE)lPO 

' ' (mx) 

" SI m ES CONSTANTE: p(t) = mx 

PRINCIPIO VE V' ALAM lfRT 

5, 

SI LA 2a. LEY DE NEWTON LA ESCRIBIMOS COMO 

' . 
p(t) - mx "' O 

AL SEGUNDO TERMINO DE LA ECUACION SE LE CONOCE CmlO FUERZA VE INERCIA; 

EL CONCEPTO DE QUE UNA MASA DESARROLLA UNA FUERZA DE INERCIA PROPOR-

CIONAL A SU ACELERACION Y QUE SE OPONE A ELLA SE CONOCE COMO PRIN-

CIPIO DE D'ALAMBERT, Y PERMITE QUE LAS ECUACIONES DE MDVI!IIENTO SE 

EXPRESEN COMO ECUACIONES DE EQUllli'IUO VTIOAI·HCO, 

ECUACION DE EQUILIBRIO ----· ----- ------
Xo 1+11:'--J 

-----:1 r-.K r ! 
1 T 'V 'M f-t---
~~l¡--1.::: 1 p( \) 

~TJ71~~/I/T!" 

¡, 

¡. ·--i--
(; 

--~· 
Xo( \) 

DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE 

EQUILIBRIO: '• • f e • fi = p(t) 111 

PARA UN SJSTE'1A ELASTICO: f e = >(x xo) = >y 

PARA AMORTIGUk~IENTO VISCOSO: f = e c(x xo) = Cy "' 
eoE EL PRINCIPIO DE D'ALAMBERT; f; 

" m (y' + 'X
0

J = mx = 



6, 

SUSTITUYENDO LAS ECS. 2 EN LA EC. 1 SE OBTIENE: .. 
m(y + x

0
) + cy + ky = p(t) 

DE DONDE 

! M~·+ cy + Ky = p(t) - MX0 ·¡ (3) 

DIVIDIENDO ENTRE M A!tBOS MIEMBROS DE LA EC. 3: 

y+~ K 
y + M y = ei!L 

M 

.. 

K 2 e 
¡¡ • 2h' y - = w ' M 

DONDE w = FRECUENCIA 

Rh!l/SEG: 

CIRCULAR NATURAL, EN 

.. 
y + 2h y + 2 

" y 
" 1 4 ) -X 

o 

CUA-NDO SE TIENEN EXCITACIONES EN EL SISTE~\A SE TRATA DE UN PROBLEMA 

DE VIBRACIONES FORZADAS; EN CASO CONTRARIO EL PROBLEMA ES DE VIBRA

CIONES LIBRES. 

VIBRACIONES Ll~ES 

EN ESTE CASO LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER 

.. . 
y + 2h y 

. 2 
+ • y 

CUYA SOLUCION ES 

• o 

-he y(t) • e (c1 sen w't + c 2 ces w't) 15) 

DONDE w' ' h 2 = FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL A!10RTIGUADA 

SON CONSTANTF.S QUE DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES ·---··-



' . 

(EN t:O) DE DESPLAZA_M_IENTO Y VELOCIDAD QUE TENGA LA /\ASA DEL SIS-

TE~IJI.. 

' ESTAS RESULTAN SER 

(6) 

LA EC (5) SE PUEDE ESCRIBIR TAMBrE..- C0~10: 

DONDE A 

LA GRAF'JC 

' 

y (t) • Ae-ht 
""' (w' t - " 1 '" /c2 e' -1 e, 

• ' y ' • '"" • ANDULO D' FASE 
1 1 2 e, 

------· 
DE LA EC (7) ES 

T' 

----
T'- 2 " -=PERIODO NATURAL {\!>1QRTIGUADO,' SEG -"' 

f' = 1 = FRECUENCIA N~TU~L AMORTIGUADA, cps 

VEAI>lOS EL CASO ESPECIAL DE LA EC. (5) EN QUE h->w. EN Tli.L CASO, 

2 ' - h -·0' cos w't-+1 Y sen w't~w't, CON LO CU/i.LA EC. (5) SE 

REDUCE A 

' 
y ( t) l((y{O) + hy(O))/w'](w't) +y(O)} 

= e-"'t[~IO)t + (1 +wt)y{Ol] 



LA GRAFlCA DE ESTA ECUACION ES 

' 
'f 
~rl------=:::::::::::""=-~, 

8 . 

Y OBVI~~ENTE NO REPRESENTA UN MOVIMIENTO OSCILATORIO, POR LO CUAL 

SI h = w SE DICE QUE SE TIENE AMORTIGUAMIENTO CRITICO. EN TAL CASO: 

DE DONDE (8) 

A LA RELACION ~ = C/Ccr SE LE LLA!>\A FRACCION DEL A.'IORTIGUAMIENTO 

CRITICO. 

DESPEJANDO A !1 DE LA EC. (!3) Y SUSTITUYENDOL_I\. EN LA EC. h = C/(2M) 

SE OBTIENE: 

h 
e e " ,(f = = = ¡; • '" e' 21K."1' M 

.00 
2 00 

"' 
ADEMAS: 

"' = /.'- h2 • /..,2- 2 2' 

" ' = ... lt-~ 2 

"' = ";; ,' 191 

LOS VALORES USUALES EN ESTRUCTURAS QUE ASUME ~ VARIAN ENTRE 2 Y 5%. 

EN ESTE INTERVALO w' Y w SON CASI IGUALES~ VEk"'OS, POR EJEMPLO, 

EL CASO EN QUE ~ = 0.1 



9. 

w' "'w 11 - 0.01 1 
"' 0.995o> 

OTRA FOru\A DE MEDIR EL GRADO DE AMORTIGUAMIENTO QUE TIENE UNA ES-
• 

TRUCTURA ES MEDIANTE EL DECREMENTO LOGARITMICO, EL CUAL SE DEFINE 

COMO EL LOGARITMO DEL COCIENTE OF. DOS AJ>IPI.ITUDES CONSECUTIVAS 

L=ln ·(t) =ln 
y(t + T~) 

-he 

"' ln{ -~(t+T' l 
e 

cos(.,'t- 9) 
cos(w't + oa'T'-9) } 

-hC ( , O) 
-~·.--c"c- ,~"~"''~"~'~,l"oco, = ln( ) 
e 

ht -hT' cos("''t- 9 + 211·) 
e 

+hT' = ln e = hT' = ~wT' 

SI { ES PEQUENO, 

ECUACION DE MOVUIIENTO GENERALIZADA, 

(t+T') 

( 10) 

(11) 

HAY PROBLF.~1i\S QUE APARENTEMEN'l'8 CORRCSPONDE A VIBRACiotms DE SIS-

TEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD PERO QUE EN REALIDAD SON DE UN 

GRADO SOLAMENTE. 



EJEMPLO 

1'--- o. _,~-2a __,~ a 

}----8 ~ .,-,¡el 

P.•Bpa \l\~ 

CONSIDEREMOS f "' PRIMERO 

10. 

exe-/l.;,c;o~: 

p(xtl·p ~ rrb 

-+-a--.¡-

TOMANDO CO:·lO COORDENADA GENERALIZADA A Z (t): 

1 .. 
= c

1 4 
zttl; 

2 •. 
=m

2
!z(t) 



........ 

11. 

1 iñLL2 4 2-·· 
M= r 0 4a Z(t) = 4a 31 Z(t) = 3 a mz(t) 

LA ECUACION DE N()VHIIENTO DEL SISTEI-IA SE PUEDE ESTABLECER IGUALANDO 

A CERO EL TRIIBI\.TO VJTtTUAL REALIZADO POR TODAS LAS FUERZAS AL DARLE 

AL SISTEMA UN DESPLAZAMIENTO VIRTUAL EN EL PUNTO B IGUAL A OZ, EN 

TAL CASO 

}zftlfi 

SIMPLIFICANDO SE OBTIENE 

16 
T 

-o m 
3 

'm 
+ -f> z ( t) + 

5Z " O 

z (t) (~ 

• • 6 z 
Z(t)(T)-m2 

.. 
z ( t) --.-

2Z (t) (~Z) 
3 3 

z (t) + 

¡!! 
4 1 -

Z(t) -

"' 
COHO EL DESPLAZAMIENTO VIRTUAL óZ NO ES CERO, SE DEBE CU'-IPLIR QUE 

EL TERMINO EN~RE PI\RENTESIS ES CERO. EN TAL CASO: 

EN DONDE 



12 . 

4 - 4 ·e, 
m • 3 m• + • m, ' e • 16 + e, 

k 9 
kl + 

k2 
p(t) 16 

Pa~(t) • IT -,- • -,-

ESTOS PARM\ETROS SE DENOMINAN MASA, AMORTIGUAMIENTO, RIGIDEZ Y FUERZA 

GENERALIZADAS, RESPECTIVk~ENTE .. 

CONSIDEREMOS AHORA EL CASO DE LA FUERZA NORMAL N SOLAMENTE: 

A 

4a------
6 . , • DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL DEBIDO AL 

.. , ' " .. , ' " =4a ' • ;¡¡ 

• •• 7 ' " • • • TI -• 

" TRABAJO VIRTUAL ES: 

'" • N6c • 7 N2 ( ~ z ) 

" • 

----J-

dz -----t 

mm 
-1-á· :'¡: 

GIRO DE LA 

z 
1 - e. 

BARRA i 

CQ}!O EL SISTE.."'A ES LINEAL SE PUEDE SUI'AR ESTE TRABAJO VIRTUAL AL DE 

LA ECUACION (A), CON LO CUAL LA Rir,IOEZ GENERALIZADA SE MODIFICA, 

QUEDANDO EN LA _FORMA: 



13. 

DE ESTA RIGIDEZ SE PUEDE SACAR, DE PASO, LA CARGA CRITICA DE PANDEO 

' HACIENDO k. ~ O: 

V!:TERMHIACIOIJ EXPERIMENTAL VEr, EN EST~~CTURAS REALES O EN MOVElOS. 

• 

SI SE REALIZA UN EXPERIMENTO EN EL CUAL SE SACA A LA ESTRUCTURA DE 

SU POSICION SE SACA A LA ESTRUCTURA DE SU POS!CION DE EQUILIBRIO 

ESTATICO Y SE DEJA V~BRANDO LIBRE~~NTE, EL REGISTRO DE LAS ACELERA-

ClONES QUE SE REGISTREN EN LA MASA TENDRA LA tll5.'1A FO'<MA QUE LA GRA-

FICA DE T,A EC. 7, 

., 
\ 
' 

fTT7TTI 

·~t1:.n•) 

~cb 

SI DE DICHO REGISTRO SE ~lOEN Y'(t + T')y Y'(t) SE PUEDE OBTENER L Y, 

DE LA EC. (11), DESPEJAR A r; 

' . '· 
'" 



4 
1 .,._ 

Eje,m_M, 
tia/cda-r e/ ~/pc;0 /');¡/V/'_.,/ de. V/6/'aC/~ de- /¡;;., 
es/rvc..,Lura n;:o.¡.-Lr~ ~n /..;<1 .S/!io/8,;?/-e- hl'/ra: r 

P<so W-? 

/(: p 
. xed 

~ c.;;w-/~ ,;u/.;.":hr..-~ 

~~ ;;.c/e '/ /;;~ z.a-n /e"' 7"' 
jJ.nu!/v&~P'o /'or P 

J = !0'omé,..m ~/;,~re/;~ de. ~.I 
e <=o/vmn;IJ 

_i_ = N"m"n7'o de. ,.;,ere/~ c/.e/ 
7' .s¿,/~m,; ci ¡á/so 



EJEMPLO 

A UNA ESTRUCTURA DE UN PISO SE LE APLICA UNA CARGA HORIZONTAL DE 

20 TON EN SU MASA, OBSERVANDOSE UN DESPLAZAMIENTO ESTATICO DE 0.2 CM. 

AL SOLTAR SUBITkMENTE LA FUERZA SE REGISTRA UN PERIODO DE OSCILACION 

DE 0.2 SEG, Y QUE LA k'iPLITUD EN EL SEGUNDO CICLO ES DE 0.14 CM. 

l. 

2. 

3. 

CALCULAR w, "'~f~L y ~ 

DE '" T' -

SE OBTIENE 

• 2 /4 2 W = T' Kg n 

• 1~- 99.4 Tüt'·C 

"' 
2" 2" o 
T' 

o 
"0:"""2 

L lo 
0.2 

o o o. 14 

L 0.357 

' -

'" 
o 

2" 

o 

lo 

o 

2" ¡¡:¡ 
"'0.2 

/Kg 

2 
X 100 X 981/4n = 

10" 
RAD f' 1 1 

' 
o T"' 

o 
0.2 seo 

1.43 o 0.357 

0.0568 o ' o 5.68 • 

o. 04 
4 

o 5 

e= ~ccr = ¡;2/KM = 0.1132 /lOO x 99.4/981' 

= 1,132 x 0,316"" 0,36 TON SEG/CJ.l 

lOO 
TON 
CM 

xlOOx981 
9. 8 7 

op" 



EJEMPLO 

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTNlSUJETO 

A LA SIGUIENTE EXCITACION: 
ki) ¡ 

P. 1------··· 
CONC-0 

mx + kx - p o 

t 
x = c

1 
senwt + c

2 
coswt + p

0
/k 

SI EN t ~ 0, X = O Y x • 0: 

c2 =-F/k y c1 -o 

Po 
x • T ( 1 - coswt); ftZ\lr( 

B • FACTOR DE AMPLIFICACION DINANICA = 
p 

= (1 - coswt) 

c-fl 
B~!!\x" 2, EN t = T/2, 3T/2 ... 

AHORA, SI !.A EXCITACION ES DE DURACIO~ t 0 ; 

?,1-------, 

SI t < t 0 

Po 
x "' k ( 1 - coswt) 

' 
·---~-->t 

t, 

x(t) 

EN ' " 

x(t
0

) 

. 
x(t

0
) 

' o· 

" 
Po 
k ( 1 . coswt

0
) 

wP 0 ·--, senwt
0 

CON!JICIO
NES INICIA 

LES PARA 

' 



14 ' ' 

X ~Acoswt' + B senu.t' CONt'•t-t 
' o 

EN t' ,. O ( t ~ t
0

), SC DCBEN CUMPLIR LAS CONDICIONES INICIALES AN

TERIORES, LO CUAL CONDUCE A 

A • 
r, 

( 1 coswt
0

) y B • 
P, 

scnwt
0 T T 

POR LO QUE 
P, 

( 1 coswt
0

) coswt' • 
r, 

scnwt
0 

s~nwt' ' . T - T 

• 
P, 
T /(1 - coswt 0 ) 2 • sen

2
wt

0 
sen(wt' - 9 ) 

o 

X " f- /2(1 "' <,l sen(wt' - 9) 

P, 
(1 "'o sen(.,t' P) • T scnrl -

B• FACTOR DE AMPLIFICACION 

"' sen(w:;.} B~!AX • 2 sen____..Q. • 1 2 

,, 
CUANDO o • • BMAX • 2 

T T 
l.!.,~~ t 
2·tJ-

EL ~!AXI~10 EL MAXIMO OCURRG DURANTE LA EXCITACION 

OCURRE DES- -r 
PUES DE LA 
EXCITACION 

,, 
SI t

0
/T ES ~IUY PEQUF.fW, sen 

1
° = 11t 0 /T 



y xMAX = 
1 

m o 

EN DONDE i ~ p t = AREA BAJO LA EXCITACION 
o o 

14' " 

EJE~IPLO: EXCITACION DADA POR UN IMPULSO.-SEA UN IMPULSO APLICADO 

DURANTE UN DITERVALO DE TIEMPO t.t MUY PEQUERO, TAL QUE llt/T << 1; 

NtJ" ., 
..::z:~?ul>o: J. /;rtJdé 

o 

POR EL PRINCIPIO IMPULSO :'-!OMENTO SE TIENE QUE 

.H 
I=/p(tJdt~mx 

o 
I:N DONDE x ES LA VELOCIDAD QUE EL IMPULSO LE JMPRIMI: A LA ~lASA DEL 

SISTEMA. DESPUES DE llt EL SISTEMA QUF.DA VIBRANDO LIBRJ.:MENTE CON 

VELOCIDAD J~ICIAL 
1 

x(O) = m , MIDIENDO EL TIEMPO EN LA ESCALA DE 

t', Y CON DESPLAZAMIENTO INICIAL QUI: PUEDE CONSIDERARSE NULO, DEBIDO. 

A QUE EN EL CORTO INTERVALO DE TIE~IPO H LA MASA ADQUIERE UN DES-

PLAZAMIE:.ITO DE MAGNITUD DESPRECIABLE. EN TAL CASO LA RESPUESTA RESULTA SER 

x(t'J = ~ senwt' • -1-sen~t' 
" m" 

SI EL SISTEMA TIENE AMORTIGUAMIENTO, 

x(t') = - 1- e-cwt' senw't' 
m" 

( 



' 1 r ó[T-V)Ut + 
• • 
' 1 

PRINCIPIO DE H,\,~11LTON 

,, 
1 ~\V"dt~o 

"' 1 1 

1. 

DONDE 

T ~ ENERGIA CINET!CA TOTAL 

V• DIERGIA POTENCIAL TOTAL, JNCLUYENDO ENERGIA DE DEI'OR

~1ACIOC< Y JONERGIA POTENCTAL DE \.AS FUERZAS CONSERVATIVAS 

Wnc" TRABAJO REALIZADO POR LAS FUEitZAS NO CONSERVATIVAS 

(TAU::S CO~O LAS DE AMORTIGlJAt.tiENTO) 

6~ VARIACIO~ TOMADA DURANTE EL INTERVALO DE TIEMPO DE t 1 

A < 1 

CN ESTE Pl<INCIPIO SE ASUME QUE LA VARTACION, óx, DEL DCSPLAZAMHNTO 

DI LOS INSTANTES t
1 

Y t
2 

!:S ?<:ULO. 

EJEMPLO 

K 

S •----/;:;1--, (1) 
~· 

T • 
1 . 1 
2 mx 

///I/11!/JJJ 

ownc • p(t)o .... -

' ,, 
J z 1 • 2 ~kx 2 )dt 1 (p(t)óx ó ~2 mx • -,, . '1 

' 

V • 

CX6X 

cxóx)dt 

1 
1 - . 

• (mx<'>x - kxllx)dt + (p(t) - ex) 6x Lit ~ O 

' 1 

(ex + lo: -_ p(t)Hxj<lt - r¡ 

(ES LA ENEHGI,\ DG DH(llt· 
MAC ION, UN!C,WENH) 



1. 

INTEGRA~DO POR PARTES EL PRIMER TERNINO DE ESTA INTEGRAL; 

'1 
f mx6x dt ,, 

. '1 
• mx6x] · 
' t 1 

j
t1 .. 

• mx6x dt 

t 1 

1 
t 1 .. 

mx 6 x dt ,, 

POR LO QUE 

'1 
J [- mx- ex- kx + p(t)]óx dt =o 

t 1 

PUESTO QUE 6X ES ARBITRARIA, LA ECUACION ANTERIOR SE SATISFACE EN 

GENERAL SOLO SI 

EJEMPLO 

X 

L 

mx + ex + kx - p(t) = O 

mlx) 
'LI(X) 

e (t) • 

L 

v(x,t) = .¡.(x)z(t) 

APLICANDO EL PRINCIPIO DE HAMILTON: 

L 
1 J . 1 T• 2 ¡;¡(~)(vt(x,t)) dx 

ENERGIA POTENCIAL POR DErORMACION; 

L 

V• t J EI(x}(v"(x,t))
2

dx 

o 

t J. (v' (x,t)] 
2dx 

o . 

ENERGIA POTENCIAL DEBIDA A LA FUERZA t [v'(x,t)] 2
dt 

NORMAL: 

N - ., 
o 

( 



EN ESTAS ECUACIONES: V " dv/dt ; v' = dv/tlx 

v"= d
2v/dx 2 

3. 

PUESTO QUE NO I!AY I'UERZ,\S DINAMICAS EXTE!tNAS_, Y SI CONSIDER..o\~105 A\l0R

TIGUM1IENTO NULO, ENTONCES 6\l'nc = O, POR LO QUE 

'z 
J 6(T-V)dt ~ O ,, 

L 

o 

L 

Ovtdx -J i:.r(x)v"(x,t) 

o 

+N J v' (x,t) Ov'dx] ~ O 

o 

6v"dx + 

TOMANDO EN CUENTA QUE 

SE 

vt • v + v0 , v" ~ t"Z, v' ~ ;.'Z v • .¡,z 

OllTIENf3 

(' .. L 

[z6~ 1 m(•) ~2 Ox • <>.zv
0
(t) 

' 1 
o 

L 

- zh I EI(x)(¡,'')
2

6x + Nz&z 
o 

L 

J m(x]o¡.6x 

o 

dt • o 

INTEGRANDO POR PARTES LAS PRIMERAS DOS DITEGRALES Y HACIENDO 

L 

m " J,J m(xh 2 
dx • MASA GENERALIZADA 



4 . 

L 

K • J EI(x)($")
2

dx • RIGIDEZ GENERALIZADA SIN CONSIDERAR 
o 

FUERZA )..IQRMAL 

L L . 
J El (x)(1)1") 2ux N! ($')

2dx K ' • RIGIDEZ GENERALIZADA 

o o 

L 

j;(t) = FUERZA GENERALIZADA EFECTIVA • - v0 f m(x)$6x 

o 

SE OBTIENE LA ECUACION 

. ' 
+ kz - p(t)j&z dt " O 

POR LO QUE 

... 
mz + kz = p(t) 

. 
CASO PARTICULAR. CONSIDEREMOS EI=cte Y m=cte " m 

Sf:A .¡.. (x) = 1 - e os* ; EN TAL CASO: 

L 

m • ! ( 1 " 2 coszrl dx = O.ZZSiñL 

o 

SI N• O: 
L . 

J E1(1J-")
2
dx k • • El 

o 

p (t) •·v (t) 
o 

SI N¡IO: 

• 4 
k .. h El 

3' L 

L 

J mw dx 
o 

.• 

L 
~ 4 EI J (n2 2 cos;~)2dx • 323' 

0 4L L 

(1 - cos~~) dx •-0.364 

L 

J " '"1 2 ( n sen2L- dx 

o 

. . . 
mLv (t) 

o 

CON N 

( 



PARA CARGA, DE PANDEO: 

CON LO QUE - lEr 
K"'32L3(1 

• 
QUEDA I:N LA FORMA: 

0.228Ü.Lz(t) + ( 1 • 

S, 

~ 2 El - -~ L2 

Y LA ECUACION DE EQUILIBRIO 

z (t} ~ 

LA FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL CORRESPONDIENTE ES 

Jw 4 BI(1-~J 
" 7.296 mL~r 



1 S • 

SOLUClON AL PROBLEMA VE VIBRACIONES FORZAVAS 

A. FUERZA EXTERNA 

VEAMOS PRIMERO EL CASO EN QUE EXISTE p(t) Y QUE x
0

{t) =O, 

SIENDO p(t) ARBITRARIA 

>9----~t 

PUESTO QUE d0Z:<<T, LA FUERZA APLICADA EN te 7: PRODUCIRA UN INCRE:l-!ENTO 

INSTANTANEO EN LA VELOCIDAD DE LA MASA IGUAL A 

y = p(r)dT 
M 

Y UN INCREMENTO INSTANTANEO NULO EN EL DESPLAZAMIENTO, ES DECIR, y-O. 

TOMANDO ESTOS INCREMENTOS COMO CONDICIONES INICIALES EN t=b: LA EC. S 

DA COMO RESULTADO 

Y {t) • p(t)dr sen w' (t-r) e-h(t-r) t>T 
1-tw 1 

PUEST0 QUE EL SISTEMA ES LINEAL ES POSIBLE SUPERPONER LOS EFECTOS 

OCASIONADOS POR LOS IMPULSOS APLICADOS EN CADA r QUE HAYAN OCURRIDO 

~~TES DEL INSTANTE t DE INTERES; ES DECIR, 

' 



H. 

,-----------
' . 1 -h(t-T) ¡:¡;;;o 1 p(T}e senw' (t-t)dT y (t) .. (12) 

-·_-c----:------
1 -h(t-rl 

LA FUNCION M"'' e . sen.,' (t-T) ,QUE ES LA RESPUESTA A UN IMPULSO INSTANTA-

' NEO UNITARIO DE FUERZA, SE LE CONOCE COMO FU!!C10/J VE TRAIISFERENCTA VEL 

SISTEMA. 

LA SOLUCION DADA EN LA EC. (12) SE DENO:>IINA INTEGRAL DE DUHAMEL. ESTA 

CONSTITUYE LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUI-

LIBRIO; LA SOLUCION GENERAL ES: 

F
·-

-ht 1 t 
Ae cos(w't-e) + Mw' -~ 

------- -- . 

-h(t-T) p(t)e senw' (t-<)dT 

- ·- . _________ ____] 

EN DONDE A y 9 DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES DE DESPLAZAMIENTO 
. 

Y VELOCIDAD, y (0) Y y (0), RESPECTIVAHl':NTE. F:N (;ENERAL J..J'I PARTE DE 

LA RESPUES'l'A DADA POR LA SOLUCION PARTICULAR ES LA MAS IMPORTANTE, 

YA QUE LA OTRA PARTE SE AMORTIGUA RAPIDANENTE. 

B. !10VI/1IENTO DEL SUELO 

PARA ESCRIBIR LA SOLUC!ON PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE 

EQUILIBRIO PARA EL CASO DE VIBRACION FORZADA POR MOVIMIENTO DE LA 

BASE DE LA ESTRUCTURA, BASTA C~IBIAR p ( 1) /11 DE LA EC. ( 12) POR -x __:c_oQ__ 

YA QUE F.N DICHA ECUACION APARECE L!l EL l~ImiDRO DERE:CilO p (t) /M CU!\NDO 

LA EXCITl\ClON ES P(t) Y APARECE -X
0 

CU/\.tlDO l..P. E:XCITl\CJON r~S 1'0:\ 

MOVIIHENTO nF.L SUELO. E~ F;STE CASO 



n. 

' . 
LA SOLUCION PARTICULAR ES, ENTONCES 

(14) 

EJEMPLO 

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD CON A~OR-, 

TIGUAMIENTO NULO, CUANDO LA EXCITACION ES LA SIGUIENTE: 

' • o 
' ~ 
' X o (t) • . ' ·" O~qt0 • 
" ' 

\, x
0

(t) • o, "' C<O o "' o 

CONSIDERESE QUE y(O)=O Y y(O)=O. PUESTO QUE LAS CONDICIONES INICIALES 

SON NULAS SE TIENE QUE A=O (UTILIZANDO LA EC. (13) Y LA SOLUCION PAR-

TICULAR QUE SIGUE, EC. (A)): 

-1 y (t) = 

" 

. 

' 1 a senw(t-l)dr = -a --
(1- coswt) 

' J sen ..,(t-T)dr 
o 

O<t<t 
- - o 

(A) 

PARA FINES DE DISEflO ESTRUCTURAL F.S IMPORTANTE CONOCER LA RESPUESTA 

MAXIMA; ESTA OCURRE CUANDO coswt =-1, O SEA, CUANDO 

• " T 

"' • " o ' • =~ • ,. 
" T 



' 18. 

Y VALE 

~tAX ( iy(t)jl o O~T~2t . o 

PARA t~t0 , O SEA, PARA T/2>t
0 

ES NECESARIO OBTENER LA RESPUESTA E~ VI

BRACION LIBRE CON LAS CONDICIONES INICIALES DE VELOCIDAD Y DESPLAZA-

MIENTO CORRESPONDIENTES A t=t : 
o 

= -¡¡ (1 

=' • 

APLICANDO LAS ECS. (S) Y (6)· OBTEtJE~lOS: 

y(t) -· [senwt
0 

senwt' ll coswt
0

) = ., - -

• 

y ( t) = 

DONDE t' .. t 

" 

/sen 2
wt

0 

~ -· 11 2 ., • - coswt
0

) 

" 

_, 
o 

y • 

• 
sen (wt' " 

_
1 

J.-coswt
0 

= tan ( senwt
0 

l 

e e o 

• 

COSt.>t'] 

(wt' -

EL VALOR t\l\}(IMO DR LJ\ RESPUESTA EN ES'l'E INTERVALO ES 

MAX( iy(t) il o T>2t o 

" 



19 . 

EXCI'l'ACION ARMONICA • 

CONSIDEREMOS AHORA EL CASO EN QUE LA ESTRUCTURA ES EXCITADA POR LA 

FUERZA ARMONICA 

p(t) = p sennt-o . 

DE DURACION INDEFINIDA. 
- ---·--· 

LA SOLUCION DE ESTE PROBLE~ SE PUEDE ENCONTRAR SUSTITUYENDO A 

p(t) = p
0 

sennt EN LA INTEGRAL DE DUIW!EL Y OBTENIENDO SU SOLUCION. 

SIN EMBARGO, EL RESULTADO LO OBTENDREMOS DE LA CONSIDERACION DE QUE 

PARA QUE EL !UE!lBRO DERECHO DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO 

APAREZCA UN TERMINO ARMONICO ES NECESARIO QUE EN EL IZQUIERDO SE 

TENGAN COMBINACIONES DE TEID.UNOS TAMBIEN AR"!ONICOS, CONSIDEREMOS, 

POR LO TANTO, LA SOLUCION 

y(t) ~ A sennt + B cosnt ( 14 ') 
• 

y DETER~INEMOS LOS VALORES QUE DEBEN TE~ER A Y B PARA SATISFACER LA 

ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO, PARA LO CUAL HAY QUE SUSTITUIR 

A y(t), y(t) Y y(t) EN LA ECUACION DIPE~NCIAL. HACIENDO ESTO Y FAC

TORIZANDO: 

PARA QUE 

2 (-Arl 

ESTA IGUALDAD 

2 
-Arl -2hOB ' 
-EO 

2 

' 2hOA 

P, 
~ senrlt + O K cosrlt 

SE CUHPLA SE REQUIERE QUE 

"'2A = 
Po 
M 

' ~'" • o 



RESOLVIENDO ESTE SISTE11A DE ECUACIONES SE OBTIENE: 

Po ,,, 2 -.- -- ) 'A • 
' -n2)z+ '" 4h2n2 

Po 

B 
-2h!l -.-• 
' -02)2. + 4h

2n2 

'" 
SUSTITUYENDO 1\ Y B EN LA EC. (14'): 

Po 

O, TAMBIEN 

Ell DOHDB ¡! = ANG TAN 

sen!lt - 2hn cosntl 

'"' 2 2 = 
" -o 

ANGULO 
DE FASE 

20 . 

(15) 

(16) 

( 17) 

2 
DIVIDIENDO NUHERADOR Y DENOMINADOR DE LAS ECS. (16)Y (17) ENTRE"' 

SE OBTIENE: 
~ ·--·--

y (t) 

' . 

·¡,, 

o , . ...,. 
" ·----~ 

' sen (flt - ¡¡¡') {1 A) 

( 19) 



21. 

SI SE TIENE EXCITACION ARMONICA EN LA BASE DE LA ESTRUCTURA 

2 
~ aQ sennt, BASTA Ck~BIAR A p

0
/M EN LA 

EC. (16) 2 POR 1-a!l ¡ HACIENDO ESTO SE OBTIE~E 

y ( t} 
(f! tu) 2 

-;ro="'~~====; a sen ( !lt-ll'l 
1 n2 2 fl2 

/¡¡ ..,2) + (2~;;;-l 

FACTOR DE k4PLIFICACION DINAM~~A DE DESPL.= Bd = MAXjy~t) j 

2 

( 20) 

'L_·:, 1-ZÍ~ 

~· --~-· ·~~C~j_.a~-----------
o.~ 1 L5 2 o 

f'IG. l. CURVAS DE ANPLIFICACION DINAM!CA PARA EL CASO DE FUERZA 
EXTERNA 

( 21) 

.D.. ---w 

LOS FACTORES DE AMPLIFICACION.DINAMICA DE VELOCIDAD '( ."'.CELERACION SE 

SE PUEDEN OBTENER DERIVANDO RESPECTO A t LA EC. (16) O LA (20), SEGUN 

SEA EL CASO. LOS RESULTADOS SON, RESPECTIVAHENTE, 

~1AXjlJ.!2..j = Bv • 
"" 

y B = (!!.)
2B 

• " d 
(2 2) 



22. 

EJE!-'PLO 

CON UNA MAQUINA VIBRATORIA PORTATIL QUE PRODUCE FUERZAS ARMONICAS 

SE PROBO UNA 'ESTRUCTURA, AJUSTANDO f.!'>. MAQUINA EN LAS FRECUENCIAS 

RAO 
= 25 SEG' CON UNA FUERZA MAXIIIA DE 500 LB EN CADA 

CASO. LAS N1PLITUDES Y ANGULOS DE FASE DE LA RESPUESTA QUE SE MIDIE-

RON FUERON: 

7.2 
-3 ., 15 o (cosll'

1 
0.966 '1 • " 10 in, • • 

,, • 14.5 " 
-3 

10 in, ., • 55°(cos11'2 • 0.574; 

EVALUAR LAS PROPIEDADES O!NAMICAS DEL SISTEMA. 

IIACIENDO: 

o 

Po ., 1 

1 

B = ¡¡¡.., 

2 
= k-n n 

' sen¡l' 
1 • 0.259) 

sen¡J2 • o. 919) 

(23) 

SUSTITUYENDO LOS VALORES EXPERIMENTALES DE LAS DOS PRUEBAS: 

500 (0,966)1 

7 • 2 X lQ3 ><k "' 100 QQQ ~~ 
500 (0,57~ 3) r/-7 m., 128 .~ lb SEG

2 

.n io 
14.5 X 10 / V 

.. .. JI .. 27.9 ~g 



23. 

USANDO LAS ECS. (17) Y (23) SE OBTIENE: 

' . DE DONDE ¡; -~'S"OO"-(C°C·"225~9L) ___ ~;-
22~~g 100 000(7.2 X 10-

3
) 

~ 15.7% 

RESONANCIA 

CUANDO LA EXCITACION TIENE FRECUENCIA IGUAL A LA NATURAL DEL SIS-

TEMA, SE DICE QUE SE PRESENTA EL CASO DE RESONANCIA. DE LA EC. (20) 

ES EVIDENTE QUE SI S=0/~=1 SE TIENE 

y(t) 
1 •- a sen(nt-;J') 
~ 
'd 

1 
O(Bd)res =~EN CASO DE MOVIMIENTO DEL SUELO Y DE FUERZA EXTERNA 

SIN EMBARGO, AUNQUE ESTA RESPUESTA ES CASI IGUAL A LA MAXIMA, ESTA 

OCURRE CUANDO íl = "''º EN EL CASO DE y{t) y y (t), EL MAXIMO OCU-

RRE, RESPECTIVAMENTE, CUANDO 

0•• y o " · SI 20%, LOS VALORES DE ESTAS O NO • ,, 
Á-2t

2 

DIFIEREN EN MAS DE 2%. 

EL MAXIMO VALOR "' 'd (PARA o • .. Á-2¡; 2.¡ ES 

o 

SI SE TIENE FUERZA EXTERNA O MOVIMIENTO DEL SUELO, RESPECTIVAMENTE. 

SE OBSERVA EN ESTAS ECUACIONES QUE SI ¡;=0, = ... 



24, 

SI SE ANALIZA LA SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE 

MOVIMIENTO PJI.AA EL CASO DE CONDICIONES ItUC!ALES NULAS y B=l SE TIENE 

QUE: 

y ( t l "' e-ht(A sen w't + B cos w't) -

y(O) = B - p0 /(2r;k) = O 

coswt 

' 

DE DONDE, HACIENDO y(O)=O Y y(O)=O, SE OBTIENEN: 

POR LO QUE 

; B "' 
1 
,-¡ 

<¡ r; 2' senw't + cosw't) - coswtJ 
H 

PARA 1\MORTIGUA•IIENTOS PEQUEfiOS: 

~ 1 -ht 2¡ (e -l)coswt 

Y{-{) 

~/E ... -···-r··---T' 
/f • \ 1 n ··-. -T- _¡ __ \ __ ¡--

/ ',, - --- _\ _ _,~ JJ; t 
5i~>0J~'"-

SI<;; =0, APLICANDO LA REGLA DE L'HOSPITAL, SE OBTIENE: 

_xi!l = 1 (senwt - wt coswt) 
p 0 /k 2 

O SEA, EL MAXIMO DE LA RESPUESTA TIENDE A INFUliTO GRADUAII-IENTE. 
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CARACTERISTIC"-S VINAMICAS VE LOS REGISTRADORES VE SISMOS, 

SI IA ACELERACION DE LA BASE DE UN INSTRUNENTO ES ARMONICA, DADA POR LA 

ECUACION 

. ' 
x

0 
(t) = a senr.t 

EL FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER 

1 

+ (2t!!.l 2 

• 
;; 

PUESTO QUE,LA FIG I CORRESPONDE A Bd' Y EN ELLA SE OBSERVA QUE PARA 

~ = 0.7 SE TIENE Bd ~ 1 PARA O~r./~ ~ 0.6, SE CONCLUYE QUE EL DESPLA

ZAMIENTO DE LA HASA DE UN SISTE11A ES PROPORCIONAL .A LA ACELERACION DE 

_Sl! BASE, SI ESTE TIENE AMORTIGUAMIENTO DEL 70% Y SI LAS EXCIT.ACIONES 

QUE SE TRATAN DE REGISTRAR TIENEN FRECUENCIAS INFERIORES AL 60% DE 

LA FRECUENCIA NATURAL DEL SISTEMA. SI ESTO SE CUMPLE, EL APARATO 

RESULTA SER UN ACELEROMETRO, 

EN INC,ENIERIA SISIUCA LA MAXHIA FRECUENCIA DE INTERES ES DEL ORDEN DE 

10 CPS (T ,. 0.1 SEG) 1 POR LO QUE LOS ACELERO/i.ETROS TIENEN FRECUENCIA 

NATURAL DE 16 A 20 CPS. 
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POR OTRA PARTE SI LA EXCITACION DEL SUELO ES x0 = a sennt, O SEA, 
• • . 2 
x ~-a n sennt, ENTONCES EL FACTOR DE A~PLIFICACION RESULTA SER EL 

SEOALADO EN LA ECUACION (20), ES DECIR, 

B' 
d 

EN LA GRAFICA CORRESPONDIENTE SE OBSERVA QUE SI '=0.5 Y O>oo EL DES

PLAZAMIENTO DE LA MASA ES PROPORCIONAL AL DEL SUELO; SI ESTO SE 

CUMPLE, EL APARATO, CONSTITUYE UN DESPL_l\.ZOI1ETR0 1 CONOCIDO TA!>IBIEN 

CQ}·IO 

s' d 

DETERMINACION EXPERIMENTAL DEL NlORT!GUAM!ENTO DE UNA BSTRUCTUHA ME-

DIANTE VIBRACIONES FORZADAS AR~ONICAS 

' ' f' 0 ~ M5PU.ZAMi!lliO ~STWCb 
, 1,/f 

r: . 
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SI SE DETER?-\INA Bd EXPERIMENTALMENTE MEDIANTE UNA SERIE DE PRUEBAS 

' DE VIBRACION FORZADA CON FUERZAS ARMONICAS, Y ADEMAS SE DETERMINA 

p , ENTONCES 
o 

' ' " 
(24) 

OTRO METODO PARA DETERMINAR ~ CON BASE EN LA CURVA EXPERPIENTAL DE 

Bd SE CONOCE CON EL NOMBRE DE "METODO DEL ANCHO DE BANDA DE LA MITAD , 

DE POTENCIA". ESTE SE BASA EN DETERMINAR LAS FRECUENCIAS QUE CORRES-

PONOEN AL VALOR rrns DE LA N1PLITUO EN RESONANCIA, EL CUAL VALE 

(Bd)~//2¡ SEAN e2 Y ~~ ESTAS FRECUENCIAS, DE LA ECUACION DE Bd 

SE OBTIENE: 

1 

VT 

ELEVANDO AL 

1 
;¡-; " 

oc DONDE '2 

rms = ~ = RAIZ CUADRADA DEL VALOR MEDIO CUAORATICO 

12 t ) ( Pd"V t 

CUADRADO AMBOS MIEMBROS: 

1 

(1-62)2 + (2~al 2 

" 1 - "2 + 2r)l ., 2' 

DE AQUI, DESPRECIANDO EL ~ERMINO c2 
DEL RADICAL, SE OBTIENE 

62 • 
" 1 1 " 2 '2 ' '2 61 " 1 ' 

62 ' "2 " 1 + 2L 2 62 
• • 1 + ' '2 

'2 '1 
• 
" 2L 



DE DONDE 

__ f;JEMPLO 

• 
• o 
• 4 

' 

DE LA EC ( 2 5) 

• a, 
' • 

~------, 

.!lrn ~ 

!;. "'7 ~ 10~'11-.;+t 

• 
~!t.n....-

• 

20. 

( 2 5 ) 

''"'''é'"",;';'c-_' - Ln rz 
. . ' = 4.0J 1' jO iAl. 

i ' 
~,,c-------•------t\")~d<'~e------"'--------,~.------·-- '"' 

Jt1 o ~~-':l5.1 Sl.z:-= :?o.4Z .(t,""""5o"j 

AO ,, ,, 0,87 AAD • - • SEG • 
o, o 1 

- a, 11res " ,, ,, 
'"' 0.87 • • 39.97 • 2,18'0 

2 ,, + ,, 
METODO NUI-!ERICO B DE NEW!1ARK PARA RESOLVER EL PROBLEMA DE VIBRACIONES 

FORZADAS. 

EL METODO QUE A CONTINUACION SE DESC~IBE ES ADAPTABLE A SIS~~S NO 

LINEALES CON VARIOS GRADOS DE LIBERTAD, 

PROCEDIMIENTO: 

.. 
l. SEAN y1 , y1 ,jy1 , CONOCIDOS EN EL INSTANTE ti' y ti+lDti + At. 

SUPONGAMOS EL VALOR DE yi+l 

.. 
2 • ( 261 



3 • 

• • 

" . 

. . 
+ 11 yi+l (lit) 

•• 
CALCULEHOS UNA NUEVA A!'ROXIMACION PARA yi+l A PARTIR DE LA 

ECUACION DIFERE!IClAL DE EQUILIBRIO: 

.. 
yi+l .:;_ 2 t"'Yi+l ( 2 B) 

( 27) 

5, REPITA"'JOS L..~S ETAPAS 2 A 4 EMPEZANDO CON EL NUEVO VALOR yi+l 

HASTA QUE EN DOS CICLOS CONSECUTIVOS SE TENGAN VALORES DE yi+l 

CASI I<.UALES . 

• 
SE RECOmENDAN VALORES DE fi.OE 1/6 P. 1/4 Y flt,i,O,lT PARA ASEGURAR 

CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD. 
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.. . 1 ' .X 0 ,UI Stj 

EJEl1PLO ¡¡;~o.z 

(t) ~·30 t 
_, 

'"'" . "" .. 

CALCULAR LA RESPUESTA DE LA ESTRUCTURA APLIC~~DO EL METODO 6 DE 

NEWMARK 

IK/M' h6¡4' 3 RAD 
" - • • SEC: 

h • '" -o. 2 " 3 • 0.6 ' T • 

TOMAREMOS s=0.2 Y <.\.t = 0,2 ("' o.lT) 

(27) y (28): 

'" • 2:,09 SEG 3 

SUSTITUYENDO EN LAS ECS, (26), 

EN t"'O SABE~IOS QUE SE TIENE y= O, y= O Y y=O 

EN t:O + At = 0. 2 SEG; SUPONGA."!OS y i + l .. 5. o 2 
IN/SEG ; 



a 
" u -e 

o 
" u 
u ,, 
N 
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Yi+l • 0 + 0.1 (Q + 5) • _0,5. ¡ yi+l = 0 + 0 + Q + 0.008 X 5 = 0.04 

yi+l ,.-1,2 X 0,5- 9 X 0,04- (-JQ X 0,2) = 5,04 

yi+l .;, O + 0.1 (0 + 5,04) = 0,504 ; yi+l = O+ O + O + 0.008 x5.04 = 

= 0,04032 

yi+l =-1.2 X 0,504 - 9 X 0.4032 - (-6) ,. 5.033 IN/SEG2 

ESTOS CALCULOS SE PUEDEN ORGANIZ R EOI • A M ANTE UNA TA B LA co o M LA S GUIENTE: 1 
" " 

t X y y y o 2 SEG IN/SEr.
2 

ING/SEG ING/SEG 1N 

o o o o o 

o. 2 -6 5,0000 o • 5 o o o 0,04000 

5,040 0,5040 0,04032 

5,033 0.5033 0.04026 

" 
5.034 0,5034 0,04027 

0.4 - -12 8.0000 1. 8078 0.26536 

7,442 l. 7510 0.26079 
. 

7. 534 1. 7602 0.261Ó'J 

7.533 1. 7601 0.26162 

o. 4+ o -4.467 1. 7601 0.26162 

o. 6 o -6.000 o. 7134 o. 51204 

-5.464 0.7670 0.51633. 

-5.550 o. 7584 0.51564 

. . . 

. . . 

. • . 
• 

EN t = 0.2 + ñt = 0,4 SEG: x
0 

"' -30 K 0, 4 = -12 

yi = 5,034, yi = 0.5034, yi = 0,04027 
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. . 
SUPONIENDO yi+l ~ 8,000 SE OBTIENE: 

EN 

EN 

yi+l = 0,5034 + 0,1 (5.034 + 8.000) = l. 8068 

yi+l e 0.04027 + 0,2 X 0,5034 + 0,012 X 5,034 + 0,008 X 8 e 0.26536 

yi+l '" -1.2 X 1,8068 9 X 0,26536 (-12) = 7,442 IN/SEG
2 

t = 0. 4 + SOLO CA"BIA y 
.. 
Y =y +X a 7.5)) - 12 • -4.467 0.4+ 0.4- o 

t = 0,6, y. = 1,7601; y= 0.26162 

' 
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ESPECTROS.VE RESPUESTA ESTRUCTURAL 

RECORDEMOS QUE LA SOLUCION DEL PROBL~~ DE VIBRACIONES FORZADAS CON 

EXCITACION SISMICA ES 

Y(t) = -l 
¡;T w' (t-t)dt 

DE LA OBSERVACION DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE EL DESPLAZA~IENTO 

RELATIVO, Y(t), ES FUNCION DEL TIEMPO, t, EL A~ORTIGUAMIENTO, ~. Y 

LA FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, w (0 DEL PERIODO NATURAL): 

y(t) : f(t,w,~) 

FIJEMOS UN VALOR DE ~. POR EJEMPLO ~=0, Y LUEGO ASIGNEMOS VALORES A 

w, POR EJ~1PLO 0,1 1 0,2. 0.3, ETC, HASTA CUBRIR UN'INTERVALO DE INTE

RES, Y PARA CADA CASO CALCULEMOS LA FUNCION RESULTANTE DE APLICAR LA 

ECUACION ANTERIOR. CON ESTA OBTENEHOS 

Y¡ (t) o fl (t, o. 1' O) o f'l (t) 

y2(t) o f 2 ( t 1 o. 2 1 O) o f 2 ( t) 

y
3 

(t) o f 3 ( t' o. 2. O) o f)(t) 

SEAN o, ., MAXjy
1 

(t) j o D(wl'¡;:) 

o, -MAXjy
2

(t) j o D(w2 ,~¡ 

o, - MAXjy3 (t) j o D(w
3

,¡;:) 

• 
• 
• 



Oesplozomlento relativo, 
X(l),pulg 

' ~ . 

• 

o 5 

MÓl {jlll)/}=3.2.8 pulg. • 8·35CM 

10 " 20 

Tiempo, 1 ,seljj' 

Respuesto de un sistema amortiguado simple 
con T1= 1.0 seg y t· =0.10, al sismo de 
El Centro, Col., 1940, componente N-S 

"~ 

' • 
• 
~' 

~· 
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EN TAL CASO, LA GRJI..F'ICA 
D '<O 

o, 

"' o, 
o, 

' w o . ' ·' ·' .4 

ES EL ESPECTRO VE RESPUESTA VE OESPLillNHEIITOS PARA i:; =1), SI ESTE PROCESO DE 

REPITE FIJANDO OTROS VALO_RES DEi;. POR EJEMPLO, l;~0,02, O.'JS, 0.1, 

' 0.2, ETC, SE OBTENDRAN LOS ESPECTROS DE DESPLAZAMIENTOS CO?.RESPONDIENTES. 

DE MANERA ANALOGA SE PUEDEN OBTENER LOS ESPECTROS PARA OTROS TIPOS DE . ' 
RESPUESTA, TALES CO~IO VELOClV!\0 RELATIVA, ACELERAC10N ABSOLUTA, ETC, QUE SON, 

RESPECTIVN1t:NTE 

.. 
A • MAXIX{t) 1 

'' ' 
(29) 

PSEUDO - ESPECTROS .. 

ESTAOISTICM\ENTE SE HA ENCONTRADO QUE 

• 
'v • ,o • V (30) 

SA • ,', ' • A ' • '" {31) 

A S V SA SE LES LLAMA PSEUVOESPECTROS. 
V 

DE LA EC- (30): log O= log V log w= log V + log T log 2n 

DE LA EC. (31): log A = lag V + log w= log V log T + log h 

ESTAS ECUACIONES CORRESPONDEN A LINEAS RECTAS EN PAPEL LOGARITMICO; 

LA PRIMERA CON PENDIENTE -1 Y LA SEGUNDA CON PENDIENTE +1• SI SE USA 

~ COMO VARIABLE INDEPENDIENTE; SI SE USA T, LA PRIMERA TENDRA PENDIEN-

TE + 1, Y LA SEGUNDA, -1. 



EJEMPLO 

V 

A 

/J!TDlNt. T/VIJMEIIJT~ , !IJ 
T!I.'MI/1105 l>FI PU./0{}0~ 
r, : 

"' 
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D 

CALCULAR F:L ESPECTRO CORRESPONDIENTE A LA EXCITACION (CONSIOERESE r."'O) 

• 
_L '----f---~ o t 0 

EN UN EJE~lPLO ANTERIÜR SE OBTUVO 

y 

y{t) : -a, (1 - COSt.~t), SI O<t"t 
• - o 

O = MAXjY(t) 1 = :~ 

. '• s ~.,o ~ -
V . • 

D ~ MAXjy(t) j~ 

SA·"' wV., 2a 

,, "'o -, ••o -,-
• " '" ' o 

t 

• • ,. •• 'v ~ .o ~ !sen TI ' SA • .v = 2ajsenTI • ' • o 
LIM {at

0 

sen-z-
1 ~ .. LIM 'v ~ o 

•• o •• o ••• -,-

CASO PARTICULAR: SI t
0 

= 1 SEG y a~ 100 IN/SEG2 -

100 

' 
T J SI 0<T<2f:F.t; 



,, 1 
--X 

lOOT·¡ T 1• SV = -,- sen 2 

= lOOT¡ sen 2-1 SI T>2 SEG 
' T 

LIM SV • 100 IN/SEG 
T • • 

37. 

g 1000¡-~¡--,-"~"~ 
~ 
o , 
Q 

o 
• 
> 

... 
1 ' 10 100 ...... 

-···-----

Espectro no amortiguado correspondiente a un pulso rectangular 
de aceleraciones. Según N. Newmork y E. Rosenblue th, ref 1 . . 
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E 
u 
o Componente N-S • • 80 o 
o 

•• K 
60 •o -

E 
2 
o 
u 

E 40 
o 
N 
o 
~ • 20 • o 

o 
o 1.0 2.0 3.0 4.0 

Periodo natural T1 ,en seg 

Espectro de desplazamientos. Sismo de Tokochi -Oki, Japón 
(1968) .Según H.Tsuchido,E.l<urato y ~.Sudo,ref 4 

'"" 



~ • • 
' E 
u 200-
< • 
> 
o 
E 150 

" •o 
E 

~ 100 -o 

e 
u 
o 
u 
u 
.o 

• 
' 

Componente N-S 

40 • 

> 00~~~~~-L--~--~~L__J--~~~ 
1.0 2.0 3.0 4,0 

Periodo natural T1 , en seg 

A 

Componente N-S 

Mc)({IX0 1tll} = 2o7.67 cm/seg 2 

2.0 

""'"~·~[.u .. ~ 
1.0 "' ..•.. " 

C=O.lO --. 
00 1.0 2.0 M 4.0 

Periodo natural T en'·seg > ' 

" 

Espectros de velocidades y de aceleroclones.Sismo de Tokochi
Oki , Japón (1968) . Según H. Tsuchido , E, Kurolo y K. Sudo, 
ref 4 
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-
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. 

1 

i 
• • • 

,.·f·~ 111 1 ,.f't1 
1 1 .. 

Acelerogramas originales del s1smo registrado el 

• ll·V-1962 , en la ALAMEDA CENTRAL, M ex. D. F. 

r; ~; 

. 

' 

_, • 

... ' 

. 

• 
" 
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• DISTRIBUCION DE LAS FUF.RZAS CORTANTES EN UN ENTREPISO 

;; 
{ 

' Xv 1 

1 
1 

1 

1 
1 
1 

1 

K, 

K, 

• • 
• 

Kn-' 

Kn 

x, 
_( 

Xn 

x~, 

j_ 
_,\ -; 

' o eq 

n ' ,, 
1=1 

... ~~~~POSIC;rON DEL CENTRO DE RIGIDECES 

• 



DISTRIBUCION DE FUERZAS CORTANTES DIRECTAS Y POR TORSION 

Vy 

" • 
' ' e 

••• ' ' • " "' 
"' "' "' "' 

+ 
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VEAMOS COMO SE DISTRIBUYEN LAS FUERZAS CORTANTES E~ LOS !'.ARCOS 

V C.R.: 
¡¡----t'().l • 

F K 
n-1 n-1 
~--

F 

~· 1 • 1 

DE DONDE S = 

POR LO QUE 

F 

F 1 = Ki ~ 

EF
1 

= LK
1

6 

" 

; . 

; Ki 
i=l 

F • K ; -K Y' ' ., ., ., ;e: i i 

F • K ; • K K• ' ., ,, ,, ,, i 

IMC.R . • " " HF " x, ' ,, ' 
-9 (EK ., Y' 2 

' 
+ rK x• 2¡ 

,, i 

K K• 

;x K~ yi i 
• llTX 

EK Y! 2 ,, + x, ' y i i 

.. 



". 

SISTEMA$ /JO LINEALES VE UN GIV\VO VE LTBERTAV 

ECUAC ION DE .'IOVHIIENTO: 

Mx + Q(y,y) = P(t) 

Q (y, y) m KY + CY 

y = x-x = OESPLAZTUllENTO RELATIVO 
o 

SE TIENE EL SISTE._"'A ELJ\.STICO LINEAL 

MODELOS PARTICULARES 

l. 

2. 

RIGIDO-PLASTICO Q 

"' ----------~-----r-~~~----·---.-
Q, 

o -ol + Cy, SI y< O 

o = Q2 + Cy' " y< O EN DONDE C =CONSTANTE. SE HA EMPLEADO COMO 

MODELO EN EL ANALISIS DE TALUDES Y CORTINAS DE PRESAS DE TIERRA 

Y ENROCAHIENTO 

ELASTO-PLASTICO Q 

Q = 0 1 (y) + Cy 

SE EHPLEA COMO MODELO EN EL ANALISIS DE ESTRUCTURAS DUCTILES. 

FACTOR DE DUCTlLTIWl =u= Yu/Ye 

Y u = DESPLAZA!HENTO MAXIMO QUJ::: l?t:t:OE SOPORTAR EL SISTE~1A SIN 

FALLAR. 
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3. SISTEHA BILINEAL 

CON ENDURECIMIENTO CON ABLANDAMIENTO 

SE USA COMO MODELO PARA ANALISIS SE USA COMO MODELO DE SISTEMAS 

DE PUENTES COLGANTES QUE SE DEGRADAN POR AGRIETA-

MIENTO (MUROS DE MAMPOSTERIA, 

POR EJE/4), 

4. TIPO MASING 

Q {INCLUYE A LOS ANTERIORES COMO CASOS ESPECIALES) 

~ 
t_~~u(!la.to ele 
la curva 

Q
0 

=FUERZA EN y = y
0 

y
0 

= DESPLAZAMIENTO EN EL CUAL EL PROCESO SE INVIRTIO (y 

DE SIGNO) POR ULTH!A VEZ 

CASO PARTICULAR DEL ESQUF.LETO 

+ a(g )r 
1 

(l.IODELO RNIBER - OSGOOD) 

DONDE y
1

, 0
1

, a y r SON CONSTANTES POSITIVAS 

. .. 

CAMBIO 

• ... 
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EJEMPLO: CASO BILINEAL 

EJEMPLO CASO ELASTOPLASTICO 

T 

METODO 5 DE NEWMARK 
PARA EL All'ALISIS DE SISTE<·UI.S NO LINEALES SE PUEDE USAR EL METOOO 6 

DE NEWMARK DESCRITO ANTERIOR~ENTE. 
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EJEMPLO 

Q tons 

30 

o !l. 9375 Cm~ 

•• 
ECUACION DE. EQUILIBRIO DINAMICO , MY + Q(Y) = P{t} 

~ = P(t) Q(Y) = P(t) Q(y) 

M ' "' 
PARA 'LA APLICACION DEL NETODO DE NEWMARK SE TIENEN LAS: SIGUI)::ÑTES 

EXPRESIONES: 

ti+l . • ,, + A< 

.. .. 
·yi+l • Y. + (Yi + yi+l) at/2 . ' 

(lit) 2 
.. 

yi+l -y + Y. A< + (o • 5 - S) y i + • yi+l 
' ' 

(H) 2 

CONSIDERANDO l!.t ~ 0,10 SEG, Y 6 • 1/6 SE PUEDE ESCRIBIR; 



4 8. 

., ' ' V • yi +20 (Y i ' yi+l) ( II) • i+l 

' 
.. .. 

yi+l • Y. ' yi (0.10) ' ....,.,. (2Yi ' y i+ll ( II I) 

' 
EL PROCEDIMIENTO DE CALCULO-ES COMO SIGUE: 

SE ASUME yi+l 

SE CALCULA yi+l CON LA ECUACION ( I I ) 

SE CALCULA yi+l CON LA ECUACION (III) 

.. 
SE CALCULA UN MEJOR VALOR DE Yi+l CON LA ECUACION ( I )1 

ETC. 

PARA LA FUNCION DE RESISTENCIA Q SE TIENEN LOS SIGUIENTES CASOS: 

Q 

O o 

o ~o ~ ,Y me(:.. 

L COMPORTA.l.IIENTO ELASTICO Q • 32 y TONS 

2. CAI'tDIO DE RIGIDEZ Q • "' " /Y-Y ) 
o TQN 

3. DESCARGA o = omd ---. X 32 (YMAX-Yl TONS 

ESTA ULTI!1A EXPRESION MANTIENE SU VALIDEZ HASTA QUE, (YMAX-Y) <2Y 
- o 



PARA t =o, 

ler, CICLO 

.. 
SEA yi+.l • 

2o, CICLO 

Y
0 

= 0,9375 CMS ; Q
0

,. 30,0 TON 

p 50 
y = M = l! = 25 ¡ Y * 
•• 

o¡ y = o 

.. 

20 COMO PRIMER TANTEO • EN TAL CASO 

o + l (0 25) 2 , 2 S yi+l • ,.. + • 

yi+l • o + 0,10 o + l 

' 600 

Q = 32 K 0,1167 = 3,7330 

•• 
y 
Hl • 

50- 3,733 
= 23,134 

yi+l = 23,134/2 .. 16.567 

yi+l = 73.134/600 = 0.1219 

Q m 32 X 0,1219 = ],9QQQ 

(2 

yi+l .. (50 - 3,9)/2 .. 23,050 

' 25 + 20) 

Jer. CICLO 

4 9. 

• o .1167 



so. 

4o. CICLO 

Y = 23.052 
i+1 

yi+1 .. 23.052/2 = 2.4026 

yi+l = 73,052/600"' 0.12175 

Q" 32 X 0,12175"' 3,8960 
• 

y~ (50- 3.8960)/2 = 23.052 •.. ETC. 

•' 
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LOS CALCULOS BASICOS SE MUESTRAN EN LA TABLA SIGUIENTE: 
1 

~ CM 

.. • 
t p y y y Q 

SEGS TONS SEG- 2 CM SEG-l CMS TONS 

0.0 50,00 i 25,000 0,00 -~~o o 0.00 1 
~-"·-· ---

0.10 50,00 
1 

20,000 2. 2500 0.1167 3,7330 
23.134 2,4070 0.1219 3,9000 

1 23,050 2,4025 0.12175 3,3960 
• 
i 23.052 2,4026 0.12175 3.8960 

0.20 50. 00 20,000 4. 5552 0,4722 15.110 
17,445 4. 4271) 0.46793 14. 970 

1 
17. 513 4,4310 0.46804 14. 977 
l7.511 4,43075 0.46204 14. 977 

1 • o. 30 50.00 
1 

10.000 5,9060 0.98610 30,8750 

. 
1 

9,560 s. 7840 0,98540 30.8620 
9,569 5. 7848 0,98543 30.8630 

-
o. 40 50. 00 0,00 6. 2630 1.5958 41, 849 

4. 0750 6.4670 l. 6026 41.972 

1 

4. 0141 6.4640 1.6025 41,970 
4.0150 6.4640 1.60250 41.970 

·----. 
o. 50 - 50.00 0.00 6. 6650 2.2623 53.846 

-1.9230 
-1,9000 6,56975 2.2591 53.789 
-l. 8944 

. -1,8946 6,5700 2.25912 53.789 

o. 50+ '5. 00 -24,3946 6. 5700 2.25912 53.789 

0,60 ·S. 00 -30.000 3.8503 2. 7848 63.251 
-29,126 3. 8940 2.78626 63.278 
-29,136 3,89347 2. 76624 63,277 
-29.138 3,89347 2.78624 63.277 

- ___ ,. ... 
o. 70 5,00 -32. 000 0.83657. 3,025127" 67.577 

-31.289 
-31.320 0.87057 3,02626 67.598 
-31,299 
-31, 301 0,87147 3.02641 67.600 

o. 7278 ·. s: o o -31. 620 -0.00313 3,03950 67.818 
-31.409 
-31.420 -0.000352 3.03853 67.818 
-31.4093 -o. ooo2o5 3. 03853 67.818 

.. 
En t=O.S.+ SEG, ~;y =-45/2 = -22,5 ,'. -22.5- 1.8946 = -24.3946 
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CONTINUACION DEL CUADRO ANTE~IOR 

. . . .. . - -
•• • 

t p ' y y Q 

. 
0.80 5,0 -28,000 -2.1449 2. 959611 65.293 

-30,146 
. -30.000. -2.21708 2,957874 65.237 

-30,118 
-30,117 -2. 22127 2,95777 65.234 

o. 90 5.0 -27,00 . -5. 07712 2.591)25 53.473 
-24,236' .. .. 
-25.00 -4. 97il2 2,59358 53,580 
-24.290, • 
-24.294 • -4.94182 2,59476 53.617 • -24,308 -4.94242 2.59474 53.617 

• 
. 

l. 00 5, o -14,00 -6.85782 1.99614 34.461 
-14.7305 
-14. 7200' . -. -6.89382 1.99494 34.423 
-14,7120 -6.89342 1.99495 34.423 

---·· -· ·-

EN ESTOS CALCULOS SE.INTRODUJO t ~ 0.50 Y 0,50+ PORQUE PARA ESTE 

INSTANTE SE PRODUCE UN CAMBIO BRUSCO EN LA CARGA P(t) DE 50.00 TONS 

A 5.00 TONS, CON LO CUAL SE P~OUCE UN CA-''IBIO BRUSCO EN LA ACELERA-.. 
CION DEL SISTEMA Y. EN ES'rF. INSTANTE NO SE PRODUCEN C.I\MBIOS EN Y 

•• 
Y Y. EL TIE~~O t =·0,7273 SEG, SE INTRODUJO POR LA NECESIDAD DE 

CALCULAf.l. LOS VALORES DE 'f 'f DE 0., PUES A PARTIR DE DICHO 11/STANTB 

SE "INICIA LA DESCARGA DEL SISTEMA, ESTA CONDICION SE ENCONTRO SOBRE 

LA BASE DE APROXIMAR Y. A CERO, OBTENIENOOSE 'fMllX .. J.OJBSJ CMS y 

Q~IAX = 67, BlB TON. 

EN EL CUADRO SIGUIENTE SE PRESENTA UN RESUMEN DE LOS RESULTADOS. 

. . . . . -



X X~ l3.Q3853 

. . . . • . 
1 

/ 1 

o. 7z.a s,, 
. 

. 

1 ' 

M ' . 
p ( t) . 

z.o 

¡:x& . 
. X ,0.:5-

. 
LO 

' 
' ¡mm ////// 

' . 
1 

o 1 

o o. z 0.4 D.h o. 8 1.0 
seg 



. . . . . . 
' Y(supuesta) p 

Seg. . Cm S.g 
-2 

Ton 
. 

o. o - - 50.00 

0.10 23.0520 50.00 

o. 20 17.5110 50.00 

0.30 9. 5690 50.00 

1)- 4 o 4.0150 50.00 
-o. 50 -l. 8946 50.00 

o. 50+ - - 5.00 

o. 60 -29.1380 s','oo 
• o. 70 -31.3010 s. 00 

o. 7276 -31,4093 5.00 

o.soo -30.1170 5,00 

o. 90 -24. Jnso s.oa 
l. 00 -14.7120 5. 00 

RESPUESTA !!AXIMI!. 

' . . 
y Q Y(calculado) 

' 

cm. Ton cm Sog 
-2 

0.00 0.00 25.00 

0.12175 3. 896 23.0520 

0,46804 14.977 17.5110 . 
.0.98543 ·30,863 .. 9.5690 

" 
1.60250 41.970 4. 0150 

2.25!)12 53.789 -1.8946 - . ' 
2.25912 53.789 c-24.3945 

.2.78624 63.277 -29,1380 

3. 02641 67.600 -31.3010 --3,03853 67.818 ' -31.4093 

2.95777 65.234 -30,1170 

2.59474 53.617 -24.3080 

1.99495 34.423 -14.7120 

JY max • 3.03853 cms· 

lo máx = 67.818 tons 

.. 

• 

• 

. 
y N o -T A S 

cm Sog 
-1 

• 

0.00 

2.40260 

4.43075 • 
5.78480 ~CAMBIO ,DE RIGIDEZ 

6.4640 
. 

- . 
·, 

6.5700' 

6.5700 CAMBIO DE CARGA -
3.89347 • ' 

. 
0.87147 _, . 

. 
-o. ooozos Qm!x, Ymáx. 
-2.22127 

.. 

-4.-94242 

-6.89342 . - -·---



CRITERIOS PARA TRAZAR ESPECTROS VE VISE~O ElASTOPLASTICOS A PARTIR VEL ELASTJCO 

1. CRITERIO DE IGUAL DESPLAZAMIENTO MAXIMO DEL SISTEMA ELASTICO 

Y EL ELASTOPLASTicO DE IGUAL PERIODO: 

Q 

Qe -----------..<-

' 

, ' 
' ' ' ' 

~, t ~ 
~,..,..;.~/'% 

2. CRITERIO DE IGUAL ENERGIA 

" 

Q • 
p Kyy 

YMAX • o • 
Dp • Do 

' 
ABSORVIDA 

Kyeyc 
• 
-Ky(r 

• Kyy(Yp - Y y) 

2 
1 2 ' z 2 • 'f z:Ye 

·-y • YyYp Y y YyYp 2 y 

1 ?e1z ~ 1 1 ,- " 2 " ' - 2 Y y Y y 

Y, -. 12)1- 1 
Y y 

" 
KyMAX 

" 
Q, 

' ' 
• 'Y " ,nP y 

POR LA ESTRUCTURA: 

' 
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• 
Y, 

Y y 
,1 z).! - 1' 

Yy]MAx • o, • 
rJMAX· o, 

• 
12).!- 1 ' 12 - 1 

POR LO TANTO 

y 

A/.!ORT1GUAM1ENTO HISTERffiCO 
" . 

SI SE OJENTA CDN EQJIPO PARA ~IEDIR EL AOOJI..O DE FASE EMI'RE 1..11. FUERZA DE EXCI

TACION Y.EL DESPLAZAHIENTO RESULTANTE, SE PUEDE EVALUAR EXPERIMEN

TALMENTE 'EL AMORTIGUA~liENTO DEL SISTEMA CON UNA SOLA PRUEBA DE 

VIBRACION ARMONICA EN RESONANCIA. ESTA SE LOGRA CUANDO SE AJUSTA 

LA FRECUENCIA DEL EXCITADOR DE TAL 'MANERA QUE EL ANGULO DE FASE SEA 

90~, YA QUE: 

56 



S = o. os 

i. O. S 

' ' 2 

EN ESTAS CONDICIONES LA FUERZA DE EXCITACION QUEDA EN FASE CON 

LA VELOCIDAD DE LA MASA YA QUE 

y = A sen(wt 9) • -A coswt, SI 9 "' 90Q 

y 
. . 2 
y • Aw coswt 

• 
Y DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO: 

. 
SE VE QUE SE DEBE CUMPLIR QUE:. r---, 

- p o , DE DONDE 
Po e.
A• 

DE LAS ECUACIONES ANTERIORES SE DEDUCE QUE: 

2 Al 2 2 
y - cos w 

2 
y_ 7 cos 2wt ,, 

y 

2 2 2 

"' 
• p - Po >en 

SUMANDO: . 2 2 • sen wt + cos wt 

(!) 



. --. 

. 
QUE ES LA ECUACION DE UNA ELIPSE CON LOS EJES COORDENADOS y Y p, 

AS! (fig 1): 

/ 
t 

,~ 

-- -
--r--

1 

F/1; 1 

+. 
_. --~ 
~ o 

" j A l 

FIG 2 

SI EL AMORTIGUAMIENTO NO ES EXACTAMENTI: VISCOSO, LA GRAFICA QUE SE 

OBTENDRIA DE p CONTRA y NO SERIA EXACTAMENTE ELIPTICA, SINO ALGO 

COMO LA LINEA PUNTEADA AHI MOSTRADA. EN ESTE CASO SE PUEDE UTI-

58 

LIZAR UN AMORTIGUAJ.IIENTO VISCOSO EQ.UIVALEifTE, DE TAL MANERA QUE EL AREA 

Wd' DE ESTA CURVA SEA IGUAL A LA DE LA ELIPSE EQUIVALENTE, ~leq•nAp0 , 

ES DECIR 

POR LO QUE; 

ADEMf.S, 

wd " oAp 
" 

DELA Ee. (!) 

e,, 
w, 

nwAL 

" 2/RM'" 2K/w 

• ceq 

e" 

DE DONDE P, • 
w, 
;;¡¡ 

( 1 1 ) 

DE HG. 2 ''s • 2(--:-z)/w, 
A 

DE UONOE 

( I I ' ) 
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DE LAS ECS. (I) Y (II) SE CONCLUYE QUE EL FACTOR DE A.!<IORTIGUAHIE"·;o 

VISCOSO ES FUNCION DE LA FRECUENCIA, w, 

' EXISTE OTRO TIPO DE k~ORTIGUAMIENTO QUE ES INDEPENDIENTE DE LA FRE-

CUENCIA, QUE SE CONOCE COMO AMORTIGUAMIENTO ~~STERETICO, EL CUAL 

PRODUCE UN.I\. FUERZA EN FASE CON LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA MASA, 

PERO PROPORCiotiAL AL DESPLAZAMIENTO, 'ES DECIR 

nkly(t) 1 ?(t) 
ly (t) 

(III) 

DONDE n ES EL COEFICIENTE DE AMORTIC,U~MIENTO HISTERETICO. EL OlA-

GRA!:A DE fa DURANTE UN CICLO 

3 
PARA '2 

ES 

'!: 

PARA O~t~f 
i ---

A X nkA 
wd : 4 2 

. '" 2 • 2 

y 
A y 

wt 

SI SE CONSIDERA QUE LA ENERC::IA PERDIDA POR HISTERESI.<; SE PUEDE REPRE-

SENTAR MEDIANTE UN AHORTI(;UADOR VISCOSO, ENTONCES, DE LA EC. (II') Y 

FIG 2: 

' • 2A2 nk • éL o 
KA2 • 

4nz 

(IV) 
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METODO B DE NEWMARK 

. OJ 
SISTE~~S ELASTICOS LINEALES DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD 

PARA CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE N GRADOS DE LIBERTAD Y 

COMPORTAMIENTO ELASTICO LINEAL SE EMPLEAN LAS MISMAS ECUACIONES QUE 

PARA UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD .. 

•x.(t.) 
J ' 

EN DONDE j- 1,2, ... ,N. 

EN ESTE CASO SE RECOMIENDA TAMBIEN UN VALOR DE B COMPRENDIDO ENTRE 1/4 

Y 1/6, Y QUE ~t ~ 0.1 TN' EN DONDE TN ES EL PERIODO NATURAL DE VIBRA

CION MAS PEQUERO. 

•• 



EJEMPLO 

SEA UN SISTEMA DE DOS GRADOS DE LIBERTAD CON AMORTIGUAMIENTO NULO, 

CUYAS MATRICES DE MASAS Y RIGIDECES SON: 

M • [: :] 

USAJ'WO EL METODO 6 DE NE\\'MARK CON llt='0.2 seg Y S• 1/6 CALCULE LA 

RESPUESTA DINAMICA ANTE UNA EXCITACION DADA POR LOS DESPLAZAMIENTOS 

DEL SUELO: 

x, • 1 • 2 ' SI o < t < 2 seg (x0 EN CENTIMETROS) 

x, • 4.8-1.2 ' SI 2 < t < 4 seg 

X • o 
o 

SI t < O o t > 4 seg 

PUESTO QUE ESTA EXCITACION IMPLICA QUE x 0 (t) " O PARA TODO t, SE 

TIENE QUE LA ECUACION MATRICIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER 

POR LO QUE 

EN DONDE y 1 " x 1 
y y2=xz-xo. 

CON ~t • 0.2 seg Y a" 1/6, LAS ECUACIONES DEL METODO S DE NEWMARK 

QUEDAN EN LA FORMA 

• 
xj(ti+l) - )(j (ti) • 0.1 [xj (ti) • xj(ti+l)] 

. 
Xj(ti+l) • xj (t¡) • o . 1 xj(ti) • 0.04[xj(t¡J/3 • x.(t. 1)/6] 

J '. 



3 . 

. . 
EN ' • o ' Y¡ • ,, • U, Y¡ • '¡ • o, Y¡ • ,, • o. 

.. .. 
EN_ t • o . 2 ' 'o • 1.2 ' o. 2 • o. 24 cm; SUPONGAMOS ,, • Y¡ • 1. 35 

y 'z • Y¡ • 1. so cm/seg: 

PRIMER CICLO 

PARA LA MASA 1: ,, • o • o . 1 (O • 1 . 35) • o. 135 cm/seg 

x, • o • o • 0.04(0 • 1.35/6) • 0.009 cm 

Y¡ • 0.009 o. 24 • 0.231 o m 

PARA LA MASA 2: 'z • o • o. 1 (o • 1 . 50) =·0.15 

'z • o • o • 0.04(0 • 1.50/6) • o. o 1 

Yz • 0,01 o. 24 • . o' 2 3 o m 

1 o 1 -0.231 -2.540 

Q • • • 
1 S -o. 230 -1.381 

. . . . . 
POR LO QUE y, - x, ~ 2.54/2. 1.27 .¡. 1.35 

.. 
Yz • x 2 • 1.381/1 • 1.381 .¡. 1.50 

SEGUNDO CICLO 

.· 
X: l. • o. 1 X 1. 27 • o. 1 2 7 'z • o. 1 X 1 • 3 8 1 • o. 138 

,, • o; 0_4 X 1.27/6 • 0.0085 'z • 0.04 X 1.381/6 • 0.0092 

,, • 0.0085 . o. 24 • -C..2315 Y¡ • o. 0092 . o. 24 • -0.2308 



4. 

[:o :] ¡-o 2315] ¡-2 "'] Q • • 
-0.2308 -1.386 

OE DONDE ,, • Y, 
' 

• 2.546/2 • 1 . 2 7 3 "' 1. 27 

'z • Y¡ • 1.385/t" • 1 . 386 • 1 . 381 

EN < - 0.2 + o. 2 - o. 4 "' SE TIENEN 'o • 1. 2 X 0.4 ~ 0.48, 

x 1 Ct¡) • 0.0085 x 2Ct¡l • 0.0092 

x 1 Ct¡) • o. 1 2 7 x 2 Ct¡J • o. 138 

x, (t¡) • 1 . 2 7 3 x 2Ct¡l • 1 . 386 

PRIMER CICLO 

.. 
' SUPONIENDO x, (ti+l) • 2.3 y xzCti+t) • 2. 1 SE OBTIENEN: 

,, • o. 1 2 7 • 0.1{1.273 • 2. 3) • o. 4 8 4 

,, • 0.0085 • o. 2 X o. 127 • o. 04(1. 273/3 • 

·y • 0.0662 0.48 • -0.4138 
1 

'z • o. 138 • 0.1(1.386 • 2 • 1 ) • 0.486 

xz· _= o. 0092 • 0.2 ' o. 138 • 0.04(1.386/3 • 

r 2--o.o693 0.48 - -0.4107 

Q • ['' '] ¡-0.4138]· ¡-4.548] 
1 S -.4107 -2.468 

DE DONDE x1 • r 1 • 4.548/2 • z.z74 ~ 2.3 

x2 • Yz = z.46B ~ 2.1 

2.3/6) • 0.0662 

2.1/6) • o. 0693 

ETCETERA. LOS RESULTADOS DEL PROBLEMA SE PRESENTAN EN LA TABLA 1 . 
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' 'o 
om 

º' 
0.0 2:0 -50.00 

0.1 2.0 -37.500 
-38.550 
-38.975 
-38.875 
-36.870 

0.2 0.2 -20.00 
-11.575 

'·e 

c.• '.o 

-12.275 
-12.84 
-12.735 
-12.7216 

10.000 
11.995 
11 • 83 
12.00 
11.9885 

25.000 
21.095 
21. 360 
21.225 

0.5 2.0 15.00 
12.64 
12.87 
13.89 
1). 75 
13.72 

O.f> 2.0 0.000 
2.62 
o. 11 S 
o. 785 
0.925 
0.83 

0.615 2.00 -3.00 
-0.53 

º' 
o.oo 
-&.25 
-5.463 
-5.283 
-5.34 
-5.343 

-10.00 
-17.46 

., 
' c!"fseg 

so.oo 
37.5 
32.3 
33.5125 
33.593 
33.530 

10.00 
1. 575 

-16.7975 -5.185 
-16.5446.-3.9575 
-16.6076 -3.8096 
-16.6100 -3.88& 

-25.00 -35.00 
-23.1324-36.995 
-23.1277 -34.963 
-23.2129 -35.13 
-23.2018 -35.202 

' ' ' cmfseg 

o:oo 
6.250 
5.463 
5.283 
5.340 
5.3425 

10.00 

17 .4G 
16.7975 
1&.5446 
16.6076 
1&.6100 

25.00 
23.132 
23.127 
23.213-
23.202 

-15.00 -40.000 15.000 
-16.745 -36.095 16.7457 
-16.8193 -38.1057 16.8193 
-16.7493 -38.0443 16.7493 

•, 
crnj&eg 

0.00 

4.375 
4 • 11 5 
4.1756 
4.1796 
4.1765 

6.35.3 
5.9317 
5.5937 
5.6551 
5.6625 
5.6587 

3.7144 
3.6146 
3.7162 
3.7080 
3.7043 

-o. 1 HIJ 
0.0563 
-0.0341 
-0.0313 

o.oo 
0.22 .. 
0.2205 
0.2225 
0.2226 
0.2225 

o. 7665 
0.7545 
0.7432 
0.7453 
0.7455 
0.7454 

1.2399 
1.2366 
1.2400 
1.2397 
1 . 2396 

1.4219 
1. 4272 
1. 4245 
1.4245 

., 
cm/seg 

0.00 

0.3125 
0.2731 
0.2641 
0.2670 
0.2671 

1.0342 
1. 4072 
1.3741 
1.3614 
1. 3646 
1.3647 

3.4452 
3.3518 
3.3510 
3.3558 
3. 3552 

S. 3067 
5.3853 
5.3886 
5.3854 

•10.00 -25.0 10.00 -3.1835 1.2528 6. 7228 
2.8159 -22.64 ·2.8159 -3.0655 1.2568 6.0818 
2.1819 -10.024 -2.1819 -2.4347 1.2778 6.1137 
1.6833 -11.7081 ·1.683 -2.5189 1.2750 6.1387 
1.7853 -11.9459-1.7853 -2.5308 1.2746 6.1336 

15.000 15.000 -15.000 -1.6 .. 15 1.0524 
20.550 12.38 -20.55 -2.5090 1.0023 
22.9139 20.435 -22.9189-2.1063 1.0157 
22.4804 22.1289 -22.480~ -1.9866 1.0185 
22.4285 21.5554 -22.4285 -2.050 1.0176 
22.4532 21.5485 -22.4532 -2.050 1.0176 

5.2943 
5.0168 
4.8986 
4.9203 
4.922<J 
4.9216 

25.000 28.000 
24.9334 25.53 

-25.000 -1.6905 0.9894 4.5657 
-24.9334 -1.6'J67 0.9894 4.5659 

•, 
om 

0.00 

0.0104 
0.0091 
0.0088 
0.0089 
0.0089 

0.070 
0.083 
0.0814 
0.0809 
0.0810 
0.0811 

0.3146 
0.3114 
0.3114 
0.3116 
0.3116 

0.7520 
0.7544 
o. 7545 
0.7544 

' -· ' e 

-2.00 

-1.771 
~1.7795 
-1.7774 
-1.7773 
-1.7774 

-1.2314 
-1 .2455 

-1.2546 

o.oo -0.00 

-0.2185 4.375 
-0.2113 4.115 
-0.2136 4.1756 
-0.2137 4.1796 
-0.2135 4.1765 

-0.6984 6.353 
-0.6919 5.9317 
-0.6617 
-0.6643 
-0.6644 
-0.6642 5.6587 

-0.9252 
-0.9251 
-0.9285 
-0.9280 

-o. 7604- -0.9279 3.7043 

-o. 5755 

.,-0.6698 
-0.6727 
-0.6699 
-0.6700 

0.1126 
0.0872 
0.0673 
0.0709 

-0.0313 

x2-x1 

cm/seg 

0.00 

-4.063 
-3.842 
-3.9114 
-3.9126 
-3.9093 

-5.3188 
-4.5244 

-4.294 

-0.3491 

5.4067 

1 • 3654 
1.3440 
1.34S1 
1. 3459 
1. 3457 -o. 7254 o.0741 -2.5308 8.6644 

1.8745 0.8221 
1.9188 0.9165 
1.9149 0.8992 
1.9156 0.8971 
1.9157 0.8987 
1.9156 -0.9824 0.8990 

1 • 9867 
1 • 9867 

0.9973 
-1.0106 0.9973 

-2.050 6.9716 

-1.6967 6.2626 

• x -x ~x SE HACE CM! CERO, CA.'IS:O DE Hl.SIT!VO l\ tmc-.ATivo.l K
1 
lmh 

Q2 - 25 

- 1.4245 ero 
1 o 1 • ' 

•• CAMBIO DE RIGIDEZ t:N EL 2o. PISO x
2

--x
1 

~ 1.0o,¡. 

3 . . 

08SEIWA· 
ClONES 

• 

•• 



' ' o, o, ., ., •, ., ., ., x
1
-x

0 " -· x,-"o- ' -· OBSERVA-
o 

' ' ' ' ' ' . 
ctn/seg 

ClONES 
~, = Coo coo ctn/seg cm/seg = ctn/seg = = = c:mjseg ctn/seg 

0.70 '-00 -10.000 25.000 35.000 -25.000 0.8696 0.9484 2. 441 2.285 1 .3366 
-2.580 25.000 27. sao -25.000 0.5728 0.9405 2.441 2.285 1.3445 
-2.975 25.000 27.975 -25.000 0.5886 0.9409 2.441 2. 285 1.3441 
-2.955 25.000 27.955 -25.000 0.5878 0.9409 2.441 2.285 -1 .0591 1.3441 0.5878 1.8532 

0.735 2.00 -1.000 25.000 26.000 -25.000 1 . 5368 0.98065 1. 565 2.3549 
-0.9675 25.000 25.9675 -25.000 1.5367 0.98065 1. 566 2.3549 
-0.9671 25.000 25.9671 -25.000 1.5367 0.98065 1. 566 2.3549 -1.1093 1.3742 1.5367 0.0293 

o. so '-00 5.000 20.000 15.000 -20.000 2.8823 1.1282 0.09128 2.4068 1.2756 
6. 365 22.575 16.245 -22.595 2.9196 , .0449 0.01343 2.4053 1 . 3604 
6.570 22.4619 19.085 -22.469 2.9748 1.1300 0.0173 2.4053 1.2753 
6. 435 22.5613 16.0948 -22.5613 2.9151 1.1288 0.0144 2.4053 -0.8712 1.2765 2.9151 -2.9007 •• 

•• •, SE HACE CASI CERO 

lx
2

!m.ix - 2.4053 C!ll 

• 
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METODOS DE STODOLA-VIANELLO-NENMARK '/ DE HOLZER PARA EL CALCULO 
DE FRECUENCIAS Y CONFIGURACIONES MODALES 

Enrique del Valle C ~ 

Para calcular las frecuencias y conf~guraciones modales 

de estructuras idealizadas como una serie de masas unidas por re-

sorte~, sin amortiguamiento, en vibración libre, se puede suponer 

que cada masa se mueve en movimiento armónico simple definido por 

X=X
0 
~os Wt o ·X=X

0 
sen wt donde x'

0 
define la amplitud y w la 

frecuencia circular del movimiento 

La acelerac'i6n estará dada entonces ' cos wt 

6 
.. 2 2 
X=~w x0 sen wt=-w X y las fuerzas ~e inercia a que estará som~· 

tida cada masa, de acuerdo con la segunda ley de Newton, serán 

Fi = mx 2 
= -mw X 

Por otro lado, la fuerza restitutiva que aparece en ca~ 

da resorte estará dada por Fe=RLIX, donde R es la rigidez de entre:-

piso, que podemos definir como la fuerza cortante que es ne'cesario 
. . 

aplic.ar para producir un desplazamiento unitario entre dos niveles 

consecutivos: R.~ V/1\X,para t,X = 1 

vemos entonces, que las fuerzas a que se verá su)eta ca 

da masa dependerán de X y 
2 . 

de w .unicamente. 

Por otro lado, sabemos que para conocer un modo de vi-

brar necesitamos conocer tanto la frecuencia w (o per1odo T) co-

mo 1~ configuración modal r';l~t~va, y q~.e si la estructura está 

vibrando en un modo dado, la frecuencia del movimiento de cada ma 

sa será la misma. 

Tomando en cuenta lo anterior, se pueden emplear dos 

métodos num~ricos para el cálculo de las frecuencias y configur~ 

cio,n~s modales • 

• 

~ ?rcfeson Titular, Divisi6n de Estudies de Pcsgradc de la Facultad de Ingeni~ 
r1a, · UNAM 



siste en: 

• 

2 • 

El método propuesto por Stodola-Vianello-Newmark, con.., i. 

l. Suponer una conf_isuraci6n deformada de la estructura: 

xi.supuesta 

2. Valuar las fuerzas de inercia asociadas a esa confi-

.9uraci6n Fi= -mw2Xi, dejando como factor común cu 
• 

yo valor no conocemos._ 

3. Valuar- la fuerza cortante en la estructura, como la 

suma acumulativa de las fuerzas de inercia de arriba 

abajo del edificio. 
i 2 

vi- kFi, (función de w ) 

4. Calcular los incrementos de deformaci6n correspondie~ 

tes a las fuerzas cortantes. 

Vi 
Ri 

5, Obtener la conf~guraci6n calculada de la estructura 

como la suma acumulativa de los incrementos de defor 

maci6n, de abajo hacia arriba. 

" 2 1 cale= ~ flXi = coef .• w 
i•l 

Esto nos dará un coeficiente multiplicado por w
2 

para ·: 

, · cada masa. 

6. Si la estructura está vibrando en un modo la configu-

ración calculada será proporcional a la supuesta, y 

el factor de proporcionalidad será w
2

. Esto es, para 

cada masa podremos calcular 

w2 = \upuesta 

Coef.de Xcalc 

En general, los valores de 
2 

w calculados para cada masa, 



3. 

no serán iguales en el primer ciclo, pero el método es de rápida 

convergencia si se usa como nueva configuraci6n supuesta la obte

' nida al final de cada ciclo, de preferencia normalizándola, esto 

es, haciendo que la deformación de una de las masas, por ejemplo 

la primera, tenga.siernpre el mismo valor, con objeto de observar 

como se modifica la configuración relativa despuás de cada ciclo. 

Los valores de w
2 

obtenidos en cada ciclo nos clan también un {n~ 

tervalo ~e valores que se va cerrando hasta que se obtiene final

mente los mismos valores para todas las masas. 

' El método descrito anteriormente converge siempre hacia 

el modo más bajo que esté presente en la configuración supuesta, 

' y dado que. al suponer una configuraci6n cualquiera ésta estar~ 

formada por una combinaci6n lineal de todos los modos posibles, 

el modo más bajo será el primero o fundamental. Más adelante se 

indica como hacer para calcular modos superiores. 

Ejemplo •. c·alcular la frecuencia y configuraci6n modal 

del primer modo de vibrar de la estructura representada por el 

modelo matemático siguiente. 

' . Ton-,eg /cm o ' ' o 

~·' v''f 
l RoSO ton/cm 

·"' m;2.,_, 

R=lOO 

' ' ' o o 
o o o 
' .~ 

o o 
o o o 

" " " " " o " " " " 

7 
i, " " 1 ' -' r 

\-NY- \""' ~ ' m;2 Ton-seg/cm 

R=150 

' 



4 . 

. Para realizar los pasos ante~ indicados conviene usar una 

tabulaci6n como la siguiente: 

ler. Ciclo 
• 

' ton seg ton '" cm cm 
Nivell • ' ' 

2 Fi-mw X ' 
AX=-

·' X 
'"' " ~f·~."l 

" 
2 

2 

' 
o 

' 2 • 
" 2 " 

. 
Bw.- O. 52w 7.692 • ó.2 

;o • ·"' 0.16w
2 o. 52 

,,2 
y • 2 2 

2 2 1"' l'!w2 
O. 36w B.333 • '·' '" 0.1~;/ o. 36 . 

2 ,,2 
• 2 

9.091 
2 

2.2 2 f 19w
2 2 

0.22w • il:""2"2 
250 0.12w ::r · 

2 
2 
1 0.1w

2 ' 2 ' 2' . 1""' 20w2 
10.0 • ' 200 O.lw A o.' 

o 

NÓtese que los valores R, V y AX están . defasados, pues correspo.'! 

den al entrepiso. 

• Para iniciar el cálculo puede usarse cualquier valor de X. En g~ 

neral, el m~todo convergirá más rápido entre más acertada sea la 

configuraci6n supuesta, pero si se supone por ejemplo una configur~ 

raci6n que se parezca a un segundo, tercero o· cuarto modo, de cual-

quier manera, al término de algunos ciclos más, llegaremos al primer 

modo. 

** Nótese que en este c'aso, el valor de w2 estarli. comprendido entre 

' ' 7.692 ~ 
eeg 

y 

*** En un segundo ciclo, usa~emos corno nueva configuración supues-

ta la obtenida al final del primer ciclo' norma'lizada de tal 

modo que la deformación del primer nivel, sea unitaria·, 



S. 

esto .es, dividiendo la. configuración 
2 

colculada entre O.lw en ca-

da nivel. 

2o. Ciclo 

Ni-
2 

"'' • ' ' " " ' " ' • ' 
" 2 >.2 10.~w 

2 0,651w 
, 

7. 988 5.425 , , 
" 10-~w 0.208w 

2 0.44Sw2 
2 ' 2.0 1. 2w , 2 

a .126 3.692 
lOO 17.6w 0.176" . 

2 2.2 
2 2 

2.225 2 4,4w 

22w
2 2 

0.267w 8.240 

1" 0.147w 

2 LO 2 • 
2 0.120w 

, 
B .333 1.0 1 • ' 2 

200 '"" 0.120>1 

• 
o o 

Obsérvese que el intervalo de variación de w2 se redujo a 

7.988 y 8.333 y que las variaciones en la conf,iguraci6n modal fue-

ron mucho menores que las que tuvo el primer ciclo. 

Tomando como base de partida nuevamente la configuración 

calculada, ·en un· tercer ciclo se tiene: 

Nivel m ' Xsup ' ' " ' . 2 '· • ' 
" 2 5. 11{5 10.85w 

2 2 
0.5739w 8.050 S, !t61 

'" 10.8Sw O, 2170w • 

2 
. 

2 
2 3.692 7.3B4w 

. 0.4569w 8.081 3.703 2 2 2 
100 18.23'1>1 0,1823w 

. 2 0.274&w
2 

B .103 l. 225 , 2 2,:225 4 ,45w 
2 2 

1>0 22.684w 0.1512w ., 
, .o 2 0.1234" 8.10'1 1.00 

' 2 LO " ' 2 
200 2Q.6!lQw 0.1234w 

. 

o o 
• 

y f~nal~ente, en un cuarto ciclo, la aprox1maci6n se con~idera sufi-

cien te: 

. . 
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Ni-

"" • ' ' ' " ' ' ' " " 
5.1161 ' 0,677Sw2 

" ' 10.922w 

' ' 
8.061 5 ,468 

;e 10.922w O. 2184w 

' ' ' ' ' 3.703 7 .406w 

' 
0.4591w 8,066 3. 705 

' '" 18.328w 0.1833w 

2. 225 ' ' ' ' 4.'15w 
22.7'/Bw

2 
0.2758w 8.067 2.226 

' ,;o 0.1519>1 

' ' 1.00 2.oaw2 

' 
0.12JSw2 

8. 071 1.00 

'" 24, 778w 0.123Sw
2 

o E 12.389 ¡ 1.53f>3w ' 8.054'' 
. 

* El valor final de ' w lo obtenemos con m~s precisión dividiendo la 

suma de x,up entre la suma de coeficientes de X 1 .. Esto es mlis pr~ .ca e . 

ciso que promediar los valores de w2 de cada nivel 

W"'/8.064= 2.8397; 
,, 
' 

= 2.213 seg. 

Cálculo de modos superiores empleando este método 

Como se indic6 antes, el método converge al modo más ba-

jo presente en la configuraci6n supuesta, y al suponer una combina 

ci6n cualquiera ésta estará constituida por una combinaci6n lineal 

de los distintos modos de vibrar: 

Xsup= c
1

x
11

+c2xi 2+c
3

x 13+c4xi4 ' donde x 11 a xi 4 son las configu

raciones modales y Ci son coeficientes de participaci6n. 

Si queremos calcular el segundo modo de vibrar empleando 

este método, tendrem~s que quitar a la configuración supuesta· :la 

participación del primer modo:c 1xil' para lo cual necesitamos cano 

cer Xil y c
1

• x
11 

la calculamos como se indicó antes y c 1 lo pode

mos calcular recurriendo a la propiedad de ortogonalidad de los mo 

dos de vibración que indica que Lm1xinxima0 si n#m, donde Xin Y 
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x
1

m son configuracione~ modales. 

Si multiplicamos la expresión anterior de Xsup por m
1

x
11 

y sumamos para todas las masas, considerando que los coeficientes 

de participación son constantes y pueden salir de la sumatoria, -

tendremos : 

donde los t~rminos q~e multiplican a· c 2 , c
3

, etc. Son nulos por la 

propiedad de ortogonalidad de los modos, quedando entonces 

I:eiXilxsup 

rm 1x211 

Esta expresión es válida para cualquier modo n. 

Por tant_o, si queremos calcular el segundo modo de vi

brar, "supondremos una configuración que se parezca a este modo, es 

decir, que tenga un punto de deflexi6n nula, calcularemos el valor 

de c 1 con la expresión anterior y restaremos a la config~ración 

supuesta para el segundo modo la participaci6n del primer modo 

c
1 

Xil, lo que da por resultado una nuev11. configuraci6n supuesta 

para"el segundo modo en la que el modo más bajo presente es el se 

gundo y por lo ta"nto, al aplicar el método habrá convergencia ha 

cia este modo.• A la operación antes descrita se 1~ llama "llmpia" 

de modos. 

Si quisi~ramos calcular el tercer modo de vibrar, te~ 

dr!amos que conocer de antemano las configuraciones correctas de 

primero y segundo modo, y suponer una configuraci6n que se pilre! 

ca al tercer modo, (que tenga dos puntos de deflexi6n nula); ca! 

cular!amos dos coeficientes de participaci6n c 1 y c 2 , correspon

dientes a los modos primero y segundo, un la configuraciOn supue_!! 

ta y la limpiaríamos para que el modo más bajo presente en ella 

sea el tercero y el rn~todo converja a este modo. 
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8. 

Esto es : 

t ••• 

De manera semejante se procede para calcular otros modos su-

periores. 

En la prSctica, y debido a errores numéricos o de aproxima-

ci6n que van acarréandose no basta con una sola limpia. Para lo -

grar convergencia adecuada da buen resultado limpiar la configura-

ci6n calculada al cabo de cada ciclo, antes de calcular los valores 

2 de w . Esa misma configuración limpiada, normalizada, nos sirve 

como nueva configuración para un nuevo ciclo. Es conveniente lle-

var cuando menos tres cifras significativas en los cálculos. 

Para fijar ideas, calculemos tres ciclos del segundo modo de 

vibrar de la estructura para la cual calculamos anteriormente el 

primer modo. 

ri2 • 
xi1 mXil 

2 

' ' x11\2stJ¡ -c 1 
Xil x12 ·2 V " X Cale. 

' mX il i2sup mX, ' 
' ' .468 10. !136 59.79 . -1.0 -10.936 .0.054 -1.054 -2.108w 

-0.0422J 
-0.0334w , -2.10Bw 

' 3.705 7.41 27.454 o o o. 036 0.036 0.072w 2 o.ooasw 

'" 
-2.1BOw -0.()~18" 

2 . 226 4.45 9.910 2.0 9.910 o .022 1.978 3.956w 0.0306\ó 

"' 1.776w 
2 0.011Sw2 

' .00 2.0 '-' LO 2.0 0.010 0.990 1.980w 0.018Bw 

'" 3.75Uw 
, 

0.0188"2 
(• 99.162 [o 0.974 

' 

DATOS 0.97'< c
1

; 
99

_
162

; o.o09B2 

, configuraoi6n supuesta puede ser cualquiera, pe~o desde luego es conveniente que se pa
,zca a un segundo modo, esto es, que tenga un cambio de signo en la configuración modill. 

' 
' 
2 

' 



l :li 
'"' 
" 

' 
2 

' 

' 

mxi1xcalc. 

-0.3653w ' 
. ' 0.0652w 

0.1362w 
2 

,0376w 2 

-0.1263w ' 
2 

-0.1263w 
99.162 

' -C1Xi¡ x'2ca,lc • 
~0.00696w ' -0.0~6~4w 

2 
39. 8G 

0.00472w
2 

0.01352w ' -2.66 

o.oo284w ' 0.03344w 
2 59.15 

0.001271,.2 0.02007w 
2 

49.33 

" -0.0012736w
2 

9. 

¡,¡, 

' 
. 

'., rnXi'2su¡t' " X cal "" ' ' ' 1.3042 2. GOS•+w 

' 
-(l.0314w 

--2.6Q84w -0.05217,/ 

' 0.6669 1.3338w 

' 2 
0.02077w 

-1.2746w -0,012751< 

2 
1.5495 3. 2990w 

2 ' 
0.03352w 

2.024'+w 0.01350w 

1.9800w
2 

0.990 

' 2 
0.02002w 

ILÜQ44W o. 02002>1 

M< Normalizando con respecto a 0.99 en el prim.:r nivel, para compa!'ar 1<> evoluci5rt de 
la configuración. 

,iimX,lX -1 
vEi J. ca -ctxil '2 "" 
" 0.34339w 

2 
+0.000012;,2 -0.031388w 

2 

. 

' 0.15391w 
2 

+O. ooooos.? O. 020778w 
2 

' o. H923w ' f0 . .00000Sw 
2 

0.03352Sw
2 

' 
. ' O. 04004w . ' ~0.000002w 0.020022w ' 
. 2 

l::-0.00021w- '• 

. ' -O. 00021w 
99, Hi2 

; -o.oo00021177w
2 

,/~~ 

41. 55 

32.10 

49.20 

49.45 

Xi2sup 

-1.5520 

1.0274 

1.6577 

o. 99 

¡: ~2.1231 

Ll ~5.2271 

- 2 
mXi2s~p 

-3.104w ' 
2 

2.0548W' 

3.3154w ' 
1.9Bw 

2 

' " 
-3. 104w ' -0.06208w 

-1.0492w 
2 

-0.01049w 

2 .2652w ' 0.01511\o' 

1¡ .2u62w 
2 

0.02123w 

Nótese_ que' el intervalo de 2 . d w que a comprendido entre 32.1 y 49,49 y que el 

ajuste en la cut·va ocurre casi entre las dos últimas masas. Obsérvese que la co-

rrección al limpi;:¡r es n.uy ¡.>equelia. 

2 

2 

2 

' 

' 
2 

2 



"Ni- ' cale 
wü 

" -0.03623w ' 
3 0.0258Sw

2 

' 0.03634w 
; 

' 0.02123w ' 
o o 

"'xilxcalc -clxil ;¡ 
cale 

" -0.39621w. -t0.000023 -0.036207w 
2 

0.19155w ' -t0.000015 0.02586Sw
2 

0.16179w ' +0.000009 0.036349w 
2 

0.04246w ' -t0.000004 O. 021234w ' 
E-0.00041w ' ~~O.Q47241w ' 

t=O.ll965Sw
2 

e -
' 

2 
(vals. ahs.) 

--~9°41" -"-0.00000~1w2 
~9.162 

"''~"'* 
' w Xisup 

' 
42.85 -1.705 

39.72 1. 206 

45.61 1. 595 

46. 52 0.99 

prom. 
43.70 
44.94 

43.68 

uu El intervalo de variaci6n de w2 se ha reducido a 39.72 46.62 

(d.i.f ~ 6.9) y los 11.justes en la curva son menores. En uno o 

dos ciclos más se llegarfa al valor correcto de w
2 

y x 1 . N6-

tese que para estimar un valor de w2 procediendo como se indi 

c6 anteriormente podemos hacer las sumas de Xsup y de los coe 

ficientes de Xcalc tomando valores absolutos o tomando en cuen 

ta el signo correspondiente. La variaci6n que se obtiene en 

este caso es de 3\ aprox. Si sacamos el promedio de w2 se ob-

tiene un valor casi _igual al obtenido con las sumas de valores 

abSolutos, que es más correcto. 

Si no hubi~ramos hecho la limp.ia en n.inguno de los ciclos, al ·: 

cabo de 8 habr!amos llegado a la configuraci6n del primer modo 

(en vez de 4 ciclos que se necesitaron cuaOdo la configuraci6n 

supuesta se parec!a a la del primer modo). 

10. 



Aplicaci6n del Método de Stodola-Vianello-Newrna¡:k C'ara 

Estructuras de Flexi6n 

11. 

Como se verá más adelante, ~uando las trabes de los marcos son muy 

flexibles en comparación con las columnas, o cuando las fuerzas la 

terales son resistidas p•n muros que trabajan esencialmente a fle-

xi6n, la rigidez de entrepiso no es independiente de la distribu

ción de fuerzas a que e~ té sometida_la estructura y por tanto no 

puede suponerse COHStante para el c!ilculo de los distint.:>s nodos 

d~ vibrar. En. general, la pseudorigidez equivalente que se obten

dr1a. para un segundo modo será mayor que la correspondiente al pri 

mer modo, pues los efectos de flexión de conjunto se reducen cons! 

derablemente al no tener todas las fuerzas actuando en el mismo sen 

tido. Lo mismo podr1a decirse para modos superiores (ref. 1). 

En esos casos, las propiedades elástico geométricas de la estructu

ra no quedarán definidas por rigideces de entrepiso sino por la va

riación de los productos EI y GA con los cuales se podrán calcu-

lar las deformaciones debidas a flexión y a fuerza cortante respe~ 

tivwnente. · 

Para·calcular las deformaciones por flexión es conveniente el cm-

pleo de los teoremas de la viga conjugada, que es, para el caso de .. 
un voladizo,· otro voladizo empotrado en el extremo opuesto cargado 

con" el diagrama de momentos entre EI, y en el cual los momentos 

flexionantes corresponden a las deformaciones de la viga real. 

Las deformaciones por cortante, que en el caso de estructuras a ba 

se de muros pueden ser importantes en comp11ración con las de flexi6n. 

sobre todo en los niveles inferiores, se calculan mediante la expre-

Vihi 
sió"n ' donde es el incremento de deformación por 
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cortante entre dos niveles consecl.!tivos, Y A. son, respectiva ' -
.mente la fuerza cortante, la altura y el área efectiva de cortante 

entre esos mismos niveles y G es el módulo de elasticidad al cortan 

' te del material de la estructura. 

Para calcular los modos de vibración, se supone una configuración 
. 2 

modal, se calculan las fuerzas ~e inercia F1 ~ m1w x 1 asociadas a 

la configuración y las fuerzas cortantes correspondientes y a par-

tir de ellas se valfian los incrementos de momento de cada entrepi-

so y los momentos de volteo acumulados de arriba hacia abajo, los 

cuales ~e dividen entre EI (habrá dos valores de M/EI en un mismo 

nivel en los casos en que haya cambio de sección de los muroS). La 

integración num~rica del di~grama de M/EI nos permitirá transfor-

mar ese diagrama en una serie de cargas concentradas equivalentes 

a él aplicadas en los distintos niveles con los cuales es muy fá

cil calcular los cortantes equivalentes correspondientes a cada e~ 

trepiso y los incrementos de momento flexionante en la viga conju

gada que serán iguales a los incre~entos de deformaci6n por flexi6n 

entre dos niveles consecutivos (es el equivalente de liX = V/R del 

caso visto anteriormente). A estos incrementos da deformación por 

flexión se sumarán los correspondientes a la deformación por cor-

tanta y con esa suma se podrá calcular la nueva configuración, que 

será como antes función de w2 y de donde podremos despejar este va 

lor y en caso de que no sea ig~al para todas las masas volver a ha 

cer otro ciclo tomand? como configuración de partida la encontrada 

anter.iormente normalizándola con respecto a una de las masas para 

poder comparar la evolución de las configuraciones de cada ciclo. 

" ' 
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Para fijar ideas, a continuación se presenta un ejemplo de análisis 

de una estructura en que las fuer~as laterales son resistidas por m~ 

ros, cuyos valores de I y A son los indicados en la figura siguiente: 

,t 
i 
' ; 

3M 
l 
' ' 

4L 

" ~--- __ J_=>""l- =.. rn ~ o,\ T~•-~";/<.-"' 

• . • 1 
, •. ..-1~'.4"", A~1.2 ... 

• 1 

000 ' e Ton/m =2><10 ' E=200 000 ~g/cm :2 000 ··>-=o·lo'\• o,IC;o 

'l 4• ' 6 2 ,--- ~(o,<\"","'1.1 .. G=O.'I E•O.BxlO Tt>ll/m 

--"'--¡-~·"m :o,l? 

/¿ J~B.<;ilf\(,1\:l.t.Mt 

ii"i'JT-seg 

" ' ' ,omj '"" Ton-m 
,,. 

cm 

'" 

2 o. 10 

2 o .15 

' 0.15 

o 

' ' • Ton-m • '"" m 

' t.M=Vh M "' o 

" ' " ' " " '" '"' 
;.o o.sow ' o o 

' . e ' ' '·" 12.Bx10 L2 O. 96x10 ' O. Sw 1. 5w 

' ' 
_, 

2 

'·' 0.3Bw 
2 ' 

l.Sw o .1172x10 " 

' ' 6.o 12.6x10 ,_, 0.96x10 2 o.saw 2.64w . . 
2 2 -62 

' 0.15" 
1.03w

2 4.1Zw
2 

4.14w 0.3234x1D_
6

w? 
t7.Dxl06 ' 8. 5 ·• Ló 1.28x10 ' C.2435XHl w 

8.26w ' 
_, 

o .. 4BS9xlO w 

' 

Ejemplo de· cálculo de las concentraciones equivalentes al diagrama 

de M/EI 

Para el nivel 3 

' . eq_. 
3 

' 
(Ver aclaración al pie de la tabla de la pdgina siguiente ) 



" " '" " " Ni-
Peq~· Vecp'•~ I'!M= Veq "l1=1lxf "" liXto t ' -__ y ,., 

-ó ' -ó 

' 0.0586xl0 w, _
6 2 

23.0052x10 ~ 
-00 -00 _., 

_6 V;2.236Sx10 w 6. 7107x10 w 1.5625x10 w B.2732x10 w, . 
0.11721\10 w 

' -5 ' 

-ó ' lll.732x10 w 
0.2789x10 ... -. 

-00 -ó ' -00 -52 
-6 ,2• 1.8408x10 w 5.5224><10 w 2.7Sx10 w B.2724x10 w 

0.3820x10 w 
' -6 2 

' -5 ' 
~6.4596x1D w 

0.6486x10 w--. 
-5 ' -00 -00 -52 

0.8102x10 w 3.2408x10 w 3.218Bx10 w 6 .ll596x10 w \ 
-6.,2· '\o o O.B102x10 w 

ljseg ' *''<Mt 

' ' v' !.? ' " 
2173.42 3.56 f'·- " ' b - ' a - . 

. ~ V-•0a ~ -1696.99 2.28 -A - & 

t? 
\, 

ip 
' ' 1548.08 LO f-- - 4 

f< Para obtener cargas concentradas equivalentes al diagrama de M/EI se puede usar la 
fórmula siguiente: 

' " 
h --ó 

(2a-tb); 
h 

Pb " 6 (2b+a) 

donde h es la distancia entre dos puntos A y B con ordenadas de H/EI ir.uales 

a a y b respectivamente. La variación de M/E! entre A y B es lineal, por lo que 

esta expresión se obtiene conside~ando dos t~iángulos con alturas. a y b resPec

tivaQente y base b. Pa y Pb son las concentraciones cor~espondientes en los pun

tos A y B. (Ref. 2) 

*~ Recué~dese que el empotramiento de la viga conjugada es el ext~emo superior, po~ 

lo que se empieza de abajo hacia arriba el cálculo. 

,·,~* Obsérvese que an el primer entrepiso la deformadón po~ co~tante es p~áctica

mente igual a la de flexi6n por lo que desprecia~la conduci~ia a er~o~es muy 

grandes. Al i~ aumentando la altura de la estructura la deformación por cortan

tG va reduciendo su importancia en comparación con la de flexión y puad~ llu

ga~ a ser despreciable. En este caso la deformación por co~tante en el tercer 

entrepiso es 23\ de la debida a flexión. 

Debe tenerse cuidado con las unidades al valuar pues es fácil equivocarse, ob 

' servase que está en cm y X cale resulta en metros 
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Método'de Holzer 

~omo se indic6 anteriormente, para conocer completamente un modo de 

vibrar necesitamos conocer tanto la configuraci6n modal como la fre-

cuencia del modo. Hemos visto que en elmtitodo de Stodola-Vianello-

Newmark se supone una configuración relativa y a partir de ella se 

calcula el valar de w2. Hblrer piocede exacta::elte alrevés, esto es, su¡::one la f~ 

cuencia y a partir de ella ~ calcula la confio;_rrraci6n relativa de abajo h.!lcia arr_i 

!::a de la estructura. Dado que la confisuraci6n es relativa se p.u;de sup:mer ~l"m 

la def<:irmaci6n de la pr:imera rro.sa (por consiguiente el incranento de d<rl'ormaci6n 'E!! 

ti'e la l:.ase y la primera masa.) El m~todo tiene las siguientes etapas : 

Los datos son las masas y las rigideces de entrepiso, ~gual que an-

tes. 

1. Suponer un valor de w2 

2. Obtener los valores de mw 2 para c~da masa 
'"P 

3. Suponer la defo~aci6n del primer nivel: x 1 ¡ conviene supone~ 

un valOr: unita"rio. Esto equivale también, como ya se dijo a 

suponer ll.Xi: 

4. Calcular la fue~za cortante en la base de la estructura, (pri 

mer entrepiso) que serli por definici6n de rigidez de entreiJi-

Vl=Rll.X"Si l l 

5. Calcular la fuerza de inercia asociada a la masa del primer 

nivel: 
= m w2 X 1 ::;up 1 



6. Por definición de fuerza cortante, como la suma acumulativa de 

las fuerzas arriba de un cierto nivel, podremos calcular la 

cortante' del segundo entrepiso restando a la cortante en la 

base la fuerza de inercia del primer nivel, esto es 

7. •.Conocida la fuerza cortante en f!l entrepiso 2 podemos calcular 

el incremento de deformación en ese entrepiso dividiendo la 

cortante entre la rigidez de entrepiso v, 
AX =-

2 R 
2 

8. Sumando AX2 a la deformaci6n del primer nivel obtendremos la de· 

formaci6n del segundo nivel x, • X ' 1 
t..X 2 1 Y•,podemos repetir 

los pasos 5 a 8 para todas las masas hasta llegar al extremo 

superior de la estructura. 

Si la frecuencia supuesta corresponde a un modo de vibrar, obten-

drem?s que la fuerza de inercia del t:ll timo nivel es _igual a la fue!. 

za cortante del entrepiso correspondiente (por equilibrio dinámico). 

Si la frecuencia supuesta no es la correspondiente a un modo de vi-

brar, se bbtendr~ una diferencia entre el valor de la fuerza de i-

nercia y el de la fuerza cortante en el extremo de la estructura. 

En este caso el método no es convergente, pero si hacemos otro ci

clo con otro valor de w2 relativamente,cercano al anterior, enco~ 

traremos otra diferencia y podremos trazar una_ gr~fica que nos re 

lacione las frecuencias supuestas (abscisas) con las diferencias 

entre fuerza de inercia y fuerza cortante en el extremo superior 

de la estructura (ordenadas) . Una vez que tenernos dos puntos de esa 

gr§fica podremos 
2 buscar un valor de w supuesto en la intersección 
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con el eje de las abscisas de la lfnea que une los puntos antes ob 

tenidos, o su prolongaci6n si ambas diferencias tienen el mismo 

signo. Con este tercer valor supuesto para w2 seguramente obten-

dremos otra diferencia, menor que las anter.iores, que nos definirá 

un tercer punto en la gráfica. Podremos entonces trazar una curva 

entre los tres puntos y definir 
. 2 

as f. un nuevo valor de w que segu-

ramente estará muy Próximo a la frecuencia correcta de uno de los 

modos de vibrar de la estructura. 

Cuando ya se está cerca del valor correcto, se puede mejorar el va

lor supuesto de w2 empleando el cociente de Crandall siguiente 

-2 w EV-tlX 

l:FX 

donde 
-2 
w es el valor que debemos suponer en el ciclo siguiente. 

El método presentadó sirve paru calcular cualquier modo natural de 

vibración teniendo como datos las masas y las rigideces de entre-

piso de la. estructura. El modo de que se trate se obtendrá de la 

inspección de la configuraci6n modal, tcrnan:lO 
. . 

en cuenta qu., en el pri-

mero -tedas las defonnacicnes .Lienen el misrro signo, en ol sey.m:io l>e>y un carrbio 

de ~igno, en el tercero dos -carrbios de signo y asf sucesiva:rroante. 

Si se conoce la frecuencia del pr1mer modo de vibrar (por h.>.berlo 

cal.,u_lado empleando el m~todo Stodola-Vianello-Newrnark, por ejem-

plo), se puede estimar gruesamente el valor de las frecuencias de 

los modos superiores empleando la relación w;,;,9w~ _; w~.l.25w~, etc. 

(Esta aproximil.ción puede ser demasiado burda dependiendo de los •:a 

lores relativos de las masas y rigideces en cada caso particular, 

pero sirve como orientación). 
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EjEITlplo: 

Calculemos el segundo modo de vibrar de la estructura que se usó en 

el m6todo de Stodola-Vianello-Newmark, suponiendo 

w~ ~ 9wi ~ 9 x 8 = 72 

Usaremos la tabulaci6n siguiente 

' ~ ' ~' 

'"' 
,, 

X '' ' ' 

' '"" ~-2.751 -396.1 Oif " 260.7 

" .. " -2.707 - -135.'+ 

' '"" ¡... -0.04'+ "" - '-' 
'"o -1.417 

+ 
~ . -1~1. 7 .. 

' '"" p.. 1.373 -197.7 
,;o 0.373 qC 1- 56 

' '"" 13- '"" j 200 1 1.0 200 
' 

* Obsérvese que aunque la diferencia encontrada es fuerte, la configuraciOn se pare

ce a un segundo modo, pues tiene un cambio de signo. 

Usando un nuevo valor de 

Ni-

' 
, 

" "" • "" 

" ' '" " -3.334 

' ' roo 
'"o -0.667 

' 2 roo 
'" o. 567 

' 2 roo 

'" LO 

' 
-2.334 

1. 00 

1.667 

LO 

' 50-1/s~g , tendremos 

r ' 
-233'.4 

Oif. 6 . ' 
-166,7 

roo 
- 56.7 

166.7 
roo 

roo 

'" 

. 
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Trazando la gráfica ..,2 sup-· diferencias encontramos 

1 

1 
1 

/ 1..1..7 

1 

1 
• ?.1.0.7 

1 
1 

"'' --f----------------'"'"--,io,--------~.,kc-------------c,c1.---
~r 

"· 

que el valor de w
2 

que hace cero las diferencias es aproximada-

mente 44 (podr1a obtenerse por triángulos semejantes, pero sab~ 

mos que afin cuando se hiciera as! el valor no nos llevará exac-

tamente a cero dif~rencia pues la var1aci6n no es lineal como 

estamos suponiendo, excepto en intervalos muy cerrados). 

Suponiendo entonces w2 ~ 44 

' 
1 ' " ' ' '1 " "' • 1~ 

' • " • 

' '" -1.8~4 -162,27 299,23 
>O -3.174 -158,7 503,71 

' '" 1.33 "' 155,61 

'"' -0.417 . - !¡1, 7 17.3~ 

' "' 1.n1 153.7 268' 51 

'" 0.747 "' 83.5G 

• 

' "' LO "' "' "o LO "o 200 

LB1L35 804.76 
----



-2: 44 804.76 "43 64 
" B11.35 ' 

Usando·/ = 43.64 1/seg2 .,, 

Ni-

' ' " , r 
"" • "" ' • 

" ' 87.28 -1.809 ~157.99 Di f. =0. 05 
50 -3.159 -157.94 • 

' ' 87.28 1.350 117.83 

'" -0.401 - '10.11 

' ' 87.28 1. 751 152.83 

"' o. 751 112.72 

' ' 87.28 LO 87.28 

'" LO '" 
o 

Como puede verse, la diferencia al final de este último ciclo es 

despreciable, por lo que 

' 2 w2 = 43.64 1/seg, w2 = 6.606 1/seg. T2 = 0.951 seg 

y la configuraci6n modal es la indicada. 

Suponiendo otro valor mayor de w2 podrfa calcularse el tercero y 

cuarto modos. Puede también verificarse que la frecuencia del pr~ 

roer modo obtenido con el método de Stodola-Vianello-Newmark es co 

rrecta. 

Comentarios adicionales 

En los métodos presentados se tiene como datos las masas y las ri 

gideces de entrepiso. Las masas son relativamente fáciles de cal-

cular y dependen exclusivamente del peso de los materiales con 

que esté hecha la estructura y de la carga viva que se considere 
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p~ra fines de análisis. sfsmico. Las· rigidec~s serlí.n función de 

las propiedades elástico-geométricas de los materiales empleados, 

que no es sencillo definir y do la estructuración, sobre todo de 

la relación que guarden las rigideces relativas de las barras 

que forman la estructura, trabes y columnas. 

Dado el modelo matemático de un edificio como una serie de masas 

unidas por resorteS, definimos como sistema estrechamente aco-

plado a aquel en que la rigide% de entrepiso es independiente de 

la distribución de cargas laterales a que se vea sometido el mo~ 

delo, esto es, la rigidez de entrepiso es invariable independie~ 

temente de la elástica que adquiera la estructura al ser sometí-

da a·cargas laterales. AqÚf se entiende por rigidez de entrepiso, 

como se indicó anteriormente,la fuerza necesaria para producir 

el desplazamiento unitario de un nivel 

esto es 

R • 
V 

" ' para ll.X-=1 

con respecto al otro, 

En la fi~ura 2 se muestra el modelo matcm~tico de un edificJ~ de 

4 niveles sometido a distintos sistemas de fuerzas. De acuerdo 

co¡¡ ·lo antes dicho, la rigidez debe ser independit:mte de las' 

fuerzas aplicadas (este tipo de estructuras se conoce tambJ~n co 

mo estructura "de cortante"). 

n r - - ., 
' -

1 

n o ~ 
' - '~ :-

1 t.¡<.'+ J ' ' ' ' 
o 

.._.¡ r' ""j~"·' 
' •J 

11 
o -> ' - -- ' .-
1 ¡.¡ ' 1 '' " .,._1 : ' 1"- ., 1 t' -) " r~ ·-· 1' '' ¡; 

I•:·~J- ,.,~o,bo " ' ¡,: ! ¡· ~ 1 " - -<·' o 



Para que esto se cumpla, la ri9ide~ de entrepiso debe ser función 

única y exclusivamente de las columnas de cada entrepiso, para lo 

cual, los giros de los nudos deben ser nulos, lo que se logra si 

las trabes 'son infinitamente r1gidas en comparación con las co-

lumnas, en cuyo caso la el§stica de cada una de las columnas es 

la mostrada en la figura 3, y los elementos mecdnicos que apare-

o en eon >o e que ... !;IC muestran, P?ra barras de sección constan-
T 

~~r 12 EJ ~~ <e. ' F• 

1" 
,, 

r 
'""' ií:éiA." f¡~~ 

.1- _, ,, 
En la práctica, " diUcil que '" rigidez relativa de '"' trabes 

(k~I/1) sea muy grande en comparación con la -de las columnas, lo 

que hará que los giros de los nudos oo··(;ean cero, relajándose el sistema 

y reduciéndose la rigide~ del marco para un mismo tamaño de co-

lumnas. Debido a esto, el caso de trabes infinitamente r1gidas 

en comparación con las columnas recibe a veces el nombre de cota 

suPerior de rigide~. 

Al ser significativos los giros de los nudos, la rigide~ de en-

trepiso ya no será independiente del sistema de fuerzas horizon

tales aplicadas. En el 11mite inferior, llegaremos al caso del 

voladizo mostrado en la figura 4, para el cual no tiene sentido 

hablar de rigidez de entrepiso, pues será diferente para cada u-

na de las posibles configuraciones de fuerzas aplicadas. A este 

caso lo definiremos como sistema remotamente acoplado. 

1 .... 
QL~""::J<de ' 

1 . 
~1 -

( 
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N6te_se que en ambos c¡¡.sos se trata de estructuras aparentemente 

.iguales, constitufdas por marcos rigidos formados por trabes y ca 

lumnas unidos en los nudos, sin embargo, como puede apreciarse en 
• 

las figuras 1 y 3, las deformaciones de la estructura cuando to-

das las fuerzas-se aplican en el mismo sentido son muy diferentes 

en uno y otro caso. En la figura 2, la tangente en el extremo su 

perior es vertical, mientras que en la figura 4, la tangente en 

el extremo superioi tiene la inclinación m~xima. 

' La figura 5 ilustra la forma en que variarian los momentos flexio 

nantes en las columnas del marco en los casos extremos y en uno 

intermedio. Nótese que la aplicación de métodos aproximados para 

la obtención de momentos en trabes y columnas sin verificar cual 

es la situación del marco, puede conducir a errores muy importan 

tes de subestimación de momentos en las columnas" y de desplaza-

mientas horizontal~s de la e~tructura, 

m~rco con trabes ri 
yidas en comparaci6n 
con .'as columnas. 

marco en situa
ción Lnte,~dia 

Momentos flexionantes en columnas. 

voladho 
(trabes muy flexi
bles comparadas con 
las columnas). 

Fi . 5 
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ya que los métodos aproximados en general suponen la formación de 

articulaciones (puntos de momento nulo) en cada entrepiso, y la si 
tuaci6n puede ser tal que los puntos de inflexi6n.del diagrama de 

momentos desaparezcan en uno, varios o todos los niveles. 

Cualquier edificio de la práctica estará en una posición intermedia 

con respecto a los casos descritos. 

Para conocer cual es la situación en cada caso particular, John A. 

Blume (referencia 1) sugiere el empleo de un indice de rotación 

modal, que define como 

¡; (I/l) trabes 

r.(I/l)cols 

y se puede valuar en cualquier entrepiso. (Blume lo hace para el e!! 

trepiso medio) . Aqu1 l:(I/ll' ··· 
trabes 

es la suma de rigideces relati-

vas de las trabes de un cierto nivel y !:(I/l)cols es la suma do ri 

gideces relativas de las columnas en que se apoyan las trabes antes 

mencionadas. 

Blume encontr6 que si p)O.lO hay puntos de momento nulo en las co-

l~as de todos los entrepisos ~ientras que, para valores de p me-

nares de 0.01 la estructura se asemeja m~s a un voladi~o. Para vale 

res de p entre 0.01 y 0.10-la situación es intermedia y habrá entre 

pisos en que no haya puntos de momento nulo, por lo que los métodos 

aproximados de análisis pueden conducir a fuertes errores del lado 

de la inseguridad por lo que respecta a los valores de los momentos 

flexionantes para los que debe diseñarse as! como respecto a los 

despla~amientos laterales de la estructura; la rigide~ de entrepiso 

pierde significado y conviene emplear métodos matriciales para 

analizarla. 

.-
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51 la estructura tiene variaciones importantes con la altura, con

vendr§ valuar p en distintos niveles. 

Efectos de deformación axial de las columnas 

Hasta aqui se ha considerado que las deformaciones axiales de las 

columnas, en el caso de marcos r1gidos, son despreciables y no co.!! 

tribuyen a la deformación horizontal. Esto es v~lido sólo si la re 

!aCión entre altura y ancho de la estructura es pequena, tal vez 

menor que 3. Al aumentar el valor de esa relación, el efecto de mo 

mento de volteo en el edificio adquiere mayor importancia y se PU! 

den cometer errores importantes al despreciar los acortamientos y 

ala~gamientos de las columnas debido a fuerza axial. 

Cuando las trabe_s se vuelven muy flexibles en comparaci6n con las 

columnas, cada una de las columnas trabajará como voladizo y la 

fuerza axial en ellas ser~ pequeña. 

En el caso de marcos contraventcados, la crujía o cruj1as contra

venteadas tendrán comportamiento similar al de un muro y delJeráu 

por·. tanto considerarse como estructuras de flexi1'in, calculando sus 

períodos como se indic1'i en el m~todo de Stodola-Vianello-Ne"milrk. 

Cuando se tienen marcos y muros trabajando simultáneamente ~a si

tuación se complica pues la interacción entre ambos sistemas es

tructurales hace que varfe la fuerza que toman uno y otro en ca

da éntrepiso; los muros suelen tomar la mayor proporción de la 

cortante total en los entrepisos inferiores mientras ~ue la situa 

ción se invierte en los niveles superior-en. Ver referencia l. 

Esto hace difícil la aplicación de m6todos numéricos para calcular 

loS J1:odos de vibración de este tipo de estructuras, siendo más 
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conveniente el empleo de métodos matriciales p~ra este fin, 

RE1' E:R!:NCIA 1 

Blume, John A., "Dynamic Characteristics of" Multis~ory Buildings", 

Procedings ASCE, Structural DivisiOn, February 1968. 

(Se entregará copia de ella como_purte del material del curso) 

Godden, !Hlliam G., "Nlllllerical A_nalysis of Beal'l and Colllllln Structures", 

Pren tic e Ha 11. 
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VIGAS VE COJITOOE /oiO AMOJITIGUAVAS 

SON SISTEMAS CONTINUOS CUYOS CAMBIOS DE PENDIENTE SON PROPOR

CIONALES AL CORTANTE QUE ACTUA EN LA SECCION. 

SEAN m y p LA MASA Y FUERZA EXTERNA DISTRIBUIDAS PO~ UNIDAD DE 

LONGITUD, Y SEA k LA RIGIDEZ POR CORTANTE: 

k • FAG 

F B FACTOR DE FORMA 

A a AREA SECCION TRANSVERSAL 

G = . MODULO DE ELASTICIDAD DINAMICO AL CORTANTE 

'r mdX 
,z X 

7 
' 

POR. EQU I Ll BRIO: 

>S 
>x d){ .. pd){ 

z 
m~:~:d){•o 
~ 

z 
k 4 • P(t) 

ox 
( 1) 



LA EC HOMOGENEA QUEDA (CON p•O) 

(2) 2 2x v' •'x o v' k 
at2_ 

- ,z ~ ~ 

' m 

' ' 

ESCRIBIENDO x(t) ~ Zn(~)9n(t), LA EC (2) QUEDA 

en (t) 
9n (t) 

,> 'n • 

'n -

z 
"n 

Vz zn" ' - o n 

" 
vz ~~ 

n 
o ;, 

" 
'n - o Zn 

sen.,n{t-tn)' zn 

" en (t) z 'n " 2 

en (t) -V "n - CONSTANTE 
'n 

z 
" • n 

v' z -n o 

- An sen"'n 
V 

(X-an) 

xn -An senl:n{X-an)]sen~n(t-tn)], n~ 1, 2 ... 

LAS CONSTANTES an Y "'n SE DETERMINAN EN CADA PROBLE~~ EN FUNCION 

DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA 

CONDICION DE ORTOGONALIDAD 
L 

J xn(X)xj(X) =O~ SIn# J 

o 

EJEMPLO 1 : CUERDA VIBRANTE DE LONGITUD L Y EXTREMOS FIJOS: 

EN EL EXTREMO XDQ SE TENDRA 

(3) x(O,t) = O J~O,l,Z, ... 



EN EL EXTREMO X • L SE TENDRA 

(4) x(L, t) • O 
"n L 

•'-'" nn ,r ' . 

'· 

n ~ 1,2, ... 

PUESTO QUE EN LA EC (3) SE TOMA j"O, YA QUE j•1,2, ... DAN LA MISMA 

SOLUCION, LO CUAL CONDUCE A an • O 

DE LA EC (4): wn • n~v; n • 1,2, ... 

FRECUENCIA FUNDAMENTAL 

S! 
~ .v n•l ., • T •n • n w1 ' 

y r, 2L 
Tn 'J. • - " V n 

LAS CONFIGURACIONES MODALES QUEDAN: 

CONDICION DE ORTOGONALIDAD: 

• o' SI i 1 j 

o ' 

EJEMPLO 2: VIGA DE CORTANTE APOYADA EN X • O Y LIBRE EN X • L 

DE x(O,t) • O 

DE x' (L, t) • O (PUESTO QUE EN X • L SE' DEBE CUMPLIR QUE LA FUERZA 

CORTANTE, S, SEA NULA), 

x'(X t) ~ _, 



x'(L,t) • o • '"' 
"'n!o --

V ·> o"L --
V 

• +czn-1) 

o V ' (Zn-1) 1 ' 2 ' ••• "" 
• 2 " • L 

SI n= 1 , • .V 
~ T1 • 4L 

"1 Cz V 

T1 

"" 
• w 1 (Zn-1) T ·--

" 

ASI: T2 • 
T1 
T• , ETC. 

DISTRIBUCION DE CORTANTES: 

1er. 

' ' ' ~-

"" k 
V 

' ' ' • 1 

'1 
1 . 
1 \ 
1 ¡.r---5 

1 

' ' ' ' • ' ' 1 

~IODO (FUNDAMENTAL) 

' ' ' ' ' 1 ,. 
(\ 
1 ' 

Zo. 

2n- 1 

' 

senw (t-t ) 

" " 

' 
;....-x 

' . y 
/ \.----s. 

' 1 
' • 

/ 
' 

MODO 

' ' ' ' ' ' ' ' '' ! ,, 
' ' / 
·~-' • 

\ 
'< 
' ' ., 

. ' \.,-----S \ 1 

3er. MODO 



• 

5 • 

VIBRACIONES ·FORZAVAS EN VIGAS VE CORTANTE 

.. 
SEA x0 (t) LA EXCITACION DEL TERRENO. LA RESPUESTA, x(t), DEL 

SISTEMA ES 

' • "o 'o 
J (3) X (t) • - t "" - X x

0
(T)senwn(t-t)dc 

o•l 'o V 

o 
L 

DONDE 
Jn sen 'ov 

ydx 

( 4) 
o • 4 

"o • 

j'o 2 'ov (2n-1)" 
>00 -,dx 

o 

TAREA: DEMOSTRAR ECS (3) Y (4) Y ESTUDIAR SECCION 3. 15. 

EJEMPLO: CALCULAR EL LIMITE SUPERIOR DEL CORTANTE EN UNA VIGA DE 

CORTANTE A CUYA BASE SE LE SOMETE A UNA ACELERACION CONSTANTE, 

• • • 

EL ESPECTRO DE ESTA EXCITACION ES V • a/w 

POR LO TANTO~ 

S < 

5 < Sa~m 
• 

• 
t 

'o -X 
V 

' ~X) V 
v. 

-4k a I: . -,--,. 
- n=l 
m 

o o• 
(2n-1}11X 

ZL 

sen TI::czn-l)X 

V ' (Zn-1)¡; r(Zn-1) 

, EN X•O 



S < 
. 2 -

(BaLm) /11 ~ __.~1 ---,-, ~ aLm 
n=l (2n-1) 2 

s----..( 
1 

1 
. 1 

_¡_ 
+>Lm 

·-- --- • 

6. 

' 



'· 

VIBRACION DE VIGAS. EN FLEXION 

AMORTIGUAMIENTO NULO 

Ptz,t) 

V + pdz - (V [ 1 ) 

EN DONDE f 
1
dz "' mdx · [l) 

SUSTITUYENDO (2) EN (1) Y SIMPLIFICANDO: 

>V • p •'· - m-,, a' [3) 

M • Vd' - [M • ~ dz) • o aM = V ,, 
" 

(4) 

(DESPRECIANDO LOS TERMINOS DE SEGUNDO ORDEN DE LOS MOMENTOS 

DEpYf
1

) 

SUSTITUYENDO (4) EN (3) SE OBTIENE 

TmtANDO EN CUENTA QUEE~ • 

2 
l-(EI .,, 

2 
~) + ,, •'· m:-:z • P 

" 

, ... 
SE OBTIENE .FINALMENTE 

[5) 

q 



b. AMORTIGUAMIENTO VISCOSO 

FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO POR 

VELOCI'DAD TRANSVERSAL = 

2X 
- e at 

;x 
c(z) <lt 

2 • 

(6) 

FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO POR DEFORMACION DE LA VIGA. 

ACEPTANDO LA HIPOTESIS DE NAVIER DE DEFORMACION PLANA 
o< 

,---,.~""--'7 cr"' ~ a t 
Mamort " J o-yda 

cd" AMORTIGUAMIENTO 
POR DEFOro!ACION 

t-<h--+ 
INCORPORANDO EL MOMENTO DEBIDO AL AMORTIGUAMIENTO EN LA 

EC. (S) 

(El 
;x 

cit " P (6) 

SI LA EXCITACION ES POR ~!OVIMIENTO DE LOS APOYOS, SE PUEDE 

DEMOSTRAR (CLOUGH Y PENZIEN, PAG 303) QUE: 

a' 2 3 
(El "-' . c,l O X ) • 07 .,r az 2at 

EN DONDE 

• 2 2 a2xs 
(El + Cdl Pefect " 07 ---;-;> 

x(z,t)= xest(z,t) + x(z,t) 

'" 

2 
m <l x + 

"' 
e <lX = 

" Pefect. 

a3xs 2 

) 
2 x, ;x, 

(7) m--·- e at 
" 2t ,r 



3. 

x · • DESPLAZAMIENTO PSEUDOESTATICO OCASIONADO POR EL MOV. DE 
' LOS APOYOS DE MANERA ESTATICA 

x • DESPLAZ~~IENTO DINAMICO 

" 

SI SE TIENE UNA ROTACION Y UNA TRAS
LACION POR APOYO: 

x!l = d~tsrl.;u.~/c:,-1 .. 
/>Jevdo!!:s'l•~tc:<> 

INCORPORANDO {8) EN (7):. 

. 4 
x • I IL6.(t) 

S i•l l 1 
(S) 

il. (z) • CONFIGURACION DE LA VIGA 
' DEBIDA A 6 ."1 

' 

( g) 

EN LA MAYORIA DE LOS CASOS EL AMORTIGUAMIENTO INFLUYE POCO EN LA FUERZA 

EFECTIVA Y LA EC. (9) SE SIMPLIFICA A 

4 .. 

Pefect '"' - t mil. (z)6. (t) 
i•l' 1 1 

EN EL.CASO DE UN VOLADIZO 

i!
1

(z} ~ 1 
•• ~ ~~; :::=::::;::::;:::::=:=~3 ; 

• .¡. 

y .. 
Pefect .. - m(z) 61 (t) 



4. 

AUALISIS DE VIBRACIONES LIBRES 

CONSIDEREMOS UNA VIGA DE SECCION CONSTJ\NTE (El• CONSTANTE. ; m•MASA 

' POR UNIDAD DE LONGITUD). 

DE LA EC. (5)_: 
4 

El U + ñi 
a ,4 

o 

o 

RESOLVIENDO LA EC. (10) POR SEPARACION DE VARIABLES: 

x(z,t) • 9(z) Y(t) 

. 
Y(t) + if 9(z) Y(t) • o 

IV - .. 
!!..:.:J.!l. m l'J..U. O 
9(~) Jr'f"""Y(t) 

POR LO QUE 

.. 
_e__"'¡_,¡_ , -."' m Yi!l • C ~ a 4 ( C = CONSTANTE) -ET YTtT 

( 1 O) 

POR LO TANTO OBTENEMOS DOS ECUACIONES DIFERENCIALES O~DINARIAS: 

e1V(z) - a4 9(z) = O 

Y(t) + l/Y(t) = O DONDE 

o 

• 

' 

z , 

4 , 

LA SOLUCION DE LA SEGUNDA DE ESTAS ES: 

· Y(t) ·• ~ senwt + Y(o) cos~t • 

' 4 
a El 
-m 

2-
• m 
El 

( 11 ) 



S . 

. 
LA SOLUCION DE LA PRIMERA ES: 

II(:~;J." A1 sen az + Az cos az + A3 senhaz + A4 cosha: (12) 

EN DONDE LAS Ai SE CALCULAN EN FUNCION DE LAS CONDICIONES DE FRON

TERA DE LA VIGA EN A~BOS EXTREMOS. · 

EJEMPLO 

VIGA SIMPLEMENTE APOYADA 

LAS CUATRO CONDICIONES DE FRONTERA SON: 

" en Z"O: 9(o)~O, M(o)= El B(o) • O 

en z=L: ll(L)=O, M(L)= EIII"(L) " O 

SUSTITUYENDO E!(o)•O Y ll"(o)=O EN LA EC. (12) Y SU SEGUNDA DERIVADA: 

!l(o) 

• 9(o) 

HACIENDO LO MISMO CON ll(L) • O y ll"(L) • 0: 

9(L). • Al ''" aL + A
3 senh aL = o o1_.A3 .. o 

" 82 ( -A
1 ll(L) • sen aL + A3 senh oL) • 

POR t.o TANTO, S(L) • Al sen aL • o 

PUESTO QUE A
1

=0 ES LA SOLUCION TRIVIAL; SE DEBE TENER QUE A1 ~EA 

ARBITRARIA Y QUE 

sen aL • O --'> aL" n:.; n • O, 1, 2, ... , .. 

POR LO TANTO, a • nn/L. RECORDANDO QUE 

a 4 " w2ffi/EI, SE TIENE QUE 

,, 



1 

2 1 4 -· wn • (nw L) El/m o n2 1 2 ~~
""n = --:-z I m 

L 

6. 

SON LAS FRECUENCIAS CIRCULARES NATURALES DE VIBRACION DE LA VIGA. , 

LAS CONFIGURACIONES MODALES SON 

1/ 1A, ~a1 "'A1 sen " • T . , 
1 er. 

9 2u 

~~ 2"A1'""~. 
• . , "=1 z 
"' L' IEI/lñ 

'" -L-

lo. 

2 
~ IEI!m 
L 

MODO 

MODO 

"'1 "'2: "'3 :: 1: 4: 9 

2 
., . • n "'1 

' ' 

, , 

' . , 
' 

1' • 

'1 
' . • 
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1 

Ejemplo: Calcular las frecuencias circulares y los modos de vi

brac!On de la siguiente estructura: 

1 
, 1 

¡ 
m 1 / x, 

1 sx ~ - -7 ~ 
1 'M x, 

m 1 

J 
1 

. ' 
---fMX2 

" 
En '" dirección de xl: MX1 

K • 411. 

Columnas de rigidez k 
en cualquier direcci6n 

., . 
de equilibrio estático 

2 K 
' KX1 " o ... "1 • ¡¡ 

(movimiento desacoplado oon x, y x,J 

,T 
-1 " [1.0,0) 

En 1• dirección X2: MX¡ ' xx, " o 

" 
MX2 + KX

2 
3KX3 • o 1 1 

En la dirección x
3

: 1 2 



.• i ' . -• . ¡ '! 1 

Homento respecto a C.R.= 8 x Jk x 3 = 12k 

= 18K 

Sustituyendo KT en la ec. (2): 

(3) 

(4) 

RestandO " ''· (4) ' " ''· ( 1) " obtiene: 

KX2 - 9KX 3 - o x2 -9x
3 - x, • ", 

Sustituyendo esto último '" 1• ''. ( 4 ) : x, + 6K x, • o 9M 

2 2 K 2T • [0,9,1] '2 • 3 M -2 
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VIBRACION DE SISTEMAS DISCRETOS DE VARIOS 

GRADOS DE LIBERTAD 

Cj'emplos de sistemas de n GL 

l. 

Además, la consideramos 

Supongamos: 

aislemos una masa: 

masas 

Características: 

concent!"adn s 
¡o1gidas 

-·columnas solo se deforme~n 

late!"e~lmente 

con una coordenada por ma-
sa queda definida la config~ 
ración del sistema 

equivale a: 

elástice~,lincal 

~. M> 

D o o 

concentradas 

fuerzas concentradas exte-
l"iores 

fuerzas ¡oesistencia 
ca a la deformación 

elásti-



'"' ecuaciones 

,, • ' " " 
'n • ' " "' 
'u • ' " "' 

condensadas ,, movimiento 

P
1
(t] 

p 2 ( t ) 

p 3 ( t) 

Fuerzas asoCiadas 
NO al movimiento 

serán: 

al desplazamiento, 

la determinaci6n de estas fuerzas ee un problema 

es"tático. 

Coeficientes de influencia 

1. De flexibilidad 

'"" 

= Cespl. 
coord. 

de la coord. i debido a una carga unitai'ia en 
j {desplaza~iento y fuerza en = dirección) 

superposición 

,, " 'n o, • ,, o, • ,, o, 
,, " ,, o, • ,, o, • ,, o, inv. '" ,, " ,, o, • ,, o, • ,, ,, 

2. De rigidez: 

= fuerza en coo!'denada i .por un desplazamiento unitario 
en coor>denada j. 

'· 



). 

"" superpo~lción ,, " 'u ,, • 'u ,, • 'n ', ,, " 'a ', • ,, ,, • ,, ,, ( ' ) 
o, " ,, ', • ,, x2_ + ,, ,, 

La ecuación 2 también puede escribirse: 

o bien, en notación matricial 

,, 'u ,, 'n ,, 
,, " ,, ,, ,, ,, 
o, ,, ,, ,, ', 

matriz d• "i-
gideces 

Ponemos: 

¡,¡ " [K] ¡,¡ 
Claro '"' ['f' " ¡·e] " [' ij 1 
Sustituyendo ( ' ) o (O) " ecuaciones ,, movimiento: 

ml Xl • K11 x1 • K12x2 • ,, ,, " p 1 ( t) 

.. 
m2X2 • K21 xl • K22x2 • ,, ,, " p 2 ( t) .. 
m3X3 • K31 xl • K32X2 • ,, ,, " p 3 (t} 

-



o bien: 

.. ., o o ,, 'a ,, 'u 
o ., • o x, 'a ,, ,, t 

o o ., x3 ,, ,, ,, 
o también: 

[•1 f<l , [•] H • 

• 

1. VtBRACION LIBRE 

Supongamos la solución 

~------
H . J1. (A sen pt + B sen ptl 

,, p 1 ( t ) 

,, 
~ 

p 2( t) 

,, p 3 ( t) 

• 

fP(t )f (vibración 
for;:ada) 

!oi 

H 

(vibración 
libi'e) 

' y ( t) 

( 1. 1 ) 

constante ----- define: escalar ~ .• • . 
con t 

tenemos: 

i'J • H (A sen pt , 
' ¡;¡ • ¡ "i (Ap cos pt - ' 

H • [ <j ( -Ap 2 
sen pt 

'" '" • 

p sen pt) 

' p ' "' 

variac1on armon1ca 
- amplitud 

< Y(t) 

( 1. 2 l 

,, ) • . ,'·H Y{t) 

Sustituyendo 1.2 en 1.1 y dividiendo entre Y(t) nos queda: 

o sea: 

( 1- 3) 

4. 



r•J H o ' t<J {r) r•J H ' [<] [e J ' 
o p 

('" ,-1 
X [KYl. ' pre x ,. 

'"' ' 
_, 

p 

[']"' C•J H , 
¡,] ' { "} C•F' i'J H o p o ,, 

En las dos formas llegamos a un problema de VAC 

[e] 

Problema de valores característicos: 

Dada una matriz cuadrada de orden (nxn) [L], que representa 

una transformaciOn lineal de vectot'es n-dimensionales, debe 

encontrarse un vector fu1 que transformado por LLl resulte 

en otro vector ) lu! en la misma "dirección". O sea, [L} solo 

cambia la magnitud de ~uJ sin cambiar la dirección. 

5. 

El vector es un vector característico (o eigenvector) de [LJ. 
).(escalar) roepresenta la relación entre las "longitudes" an-

tes y después de la transformación y para llegar a los VEC de-

be tomar·valores de un conjunto de valores caracteristicos 

(VAC) (o eigenvalol'es). 

El problema de encon·trar frecuencias y modos natul"alee puede 

consideJ"aJ"se un problema de VAC. - (STD) 

Tenemos 

, 
p 



' Si en el sistema de ecuaciones 

[A] ea no singular, la solución única es la trivial 

/oJ l de donde: no.s inte!'esa el caso en que [A] es 

singular. En este caso la adjunta• ['A) existe y puede pre X 

por ella, ·con' el resultado 

1' 1 lxl " H 
poi'que ['] [,] " 1 ' 1 [ ,] f['] (nxn) 

Puesto que l' 1 = o ' H 00 ne cesar iamen te '" nulo, pero "' 
se asigna un valoi' dado a uno de sus elementos los demás qu.!:_ 

dan determinados en forma única. 

También notamos que si {o] 
y O( es una constante, entonces <>'fixJ es también solución. 

Por lo tanto, hay un número infinito de soluciones. ,Todos es-

t<ts se considerarán junta.s y hablaremos de una "solución" co-

mo un conjunto de relaciones entre los elementos de ¡.]. 
( 1. 3) 

Al d<!sarrollar [El =O llegamos a una ecuación de grado n 

2 en p , cuyas raíces son los VAC. 

- Como 

~<Transpuesta 

~I<[A] .,g POS. 

[M] son simetricQs y positivas definidas*, 

de la matriz de oofactores. 

DEr. si f4l [AJ J<1i>o para todo ¡.o q¡ no nulo 

6. 



puede demostrarse que las raí.ées de la ecuaci6ñ ca<'actei'istica . ' ' son reales y positivas. Las llamamos ·r
1 

, p
2 ' ' •.• ' pn • 

Las n frecuencias naturales son 

los términos positivos de las ralees y la más baja es llama-

da frecuencia fundamental. 

Para la gran mayoría de los casos de interés las frecuencias 

son diferentes entre sí. 

Para cada frecuencia 

• 

,, 
' P¡ 

existe una VEC asociado: 

i = 1, •.• , 11 

o sea para cada pi existe una solución irJ no trivial 

Normalización (solo conveniencia, sin significado físico) 

Varias formas: 

' 
' 
1 

' J. 1 r i (modos normales) 

7· 

Los modos y frecuencias naturales del sistema son propiedades 

características derivadQs de las propiedades de inercia y ri-

gidez expresadcts pOr> los elementos de ¡}!] ' 
¡,]. 

Llamaremos matriz modal [R] a la que tiene loa VEC, o vecto-

res modales, como columnas. 



ORTOGONALIDAD DE_MODOS DE VIBRACION 

Se dice que dos vectores 
' ' 

Hy 
[J] pecto a la matriz simétrica 

ih1 son orotogonales con res 

,, 

8. 

Demostremos que dos vectores modales fri i y [rJ j, asociados a 

frecuencias diferentes <ri t- rj) son ortogonalen con I'especto a 

las matrices de inercia y elástica. 

Cada uno ¡ie estos vectores satisface l• ecuaciOn u 

,' [•J ¡,¡ • [<JH C•J H • :, [<] l"Í 
es decir: 

' [•l l"l i 
[<] ,, • {'Í i r•J H, • L,(<] 

Pi -. 
¡.¡, 

,, [M] i"l j • [<] H, H ¡,l, • :,, [<] {"J j 

por fri ~ ' pre X i y j 
y i"L respectivamente 

' H; ¡,¡, .¡,¡',[<J¡,f, H, l"H"L l ' ,, 11<1 • 

"' 
N'¡,¡¡,¡, 

(.) 

2 H: CMJ H, +l',c,JH, H JMJ f,J, l {"}:[<]{"Ji ,, 
_Pj 2 

pero como (•l y [KJ son simiitrica~: 

¡,¡; [<] ¡,¡, • H: [K]¡,¡, 
¡ "l ; [M] H, • {e); L•J¡,¡, 

. . . restando miembro a miembro en ecuaciones (a): 



y como 
., 

pi 

-------------~~ 

Tenemo5 ecuaciones de ortogonalidad; 

í"l; C'l H, · o 

( "i; [•) H, · o 

La ec 

y la matriz modal [R] 

Hagamos: 

y sustituyendo en (a): 

si i ~ j 

premultiplicando por [Rj' : 

\
-------, 

l' : ¡"¡· ~----· 
'- ~ 1 

' 

- . 
1 

L 
• 
1 

1 ' ' 1 _ _. __ 1 

.! r J • 
' "d 
' 
1 

1 
i ' ' • 

' ' 

'· 

( . ) 



Llall!e!!lo~ 

('] ["] (,J 
['] ('] (R] 

.,.1 L , 

b5*.J 

la ec (b) {p. '11>) puede ponerse: 

L".¡ 

'"' equivale 

• " m, ,, .. " m, ,, 
- -• m 

'" "" 
de las que 

' 'u 

H ·' 
•• 

' 
• 

' ,, 
- -

' k 

"" 

----¡; ' ' .... ' 

'2 • 
- -

'" 
• 

o 

o 

• k 

"~ 
m 
"" 

-·o~=-

Recordar que para --->-

.. 
"' ' b • o 

•• 2 o 2 k 

" ' p ' • ' p • m 

o se a , "'" 
,. trans formación 

aplicada a la ecuación 

• 

fo} 



"· 

• 
hemos descompuesto un sistema de nGL en n sü<temas de lGL in-

dependientes. 

Conslderemo's el producto 

¡,'J·' [<'J. (l'l '[•J ¡;~-' [RJ [<J ['J o [l<':l t• iJ-' 
' 

ur' C•F' ['01 
_, 

' o ['] l [<J ['] 

o r'r' C•l"' [<J ['] o [fJ 

tf~ contiene'las frecuencias naturales en la diagonal principal 

El problema de encontrar frecuencias y modos naturales equi 

vale al de encontl'ar la matriz [R] que diagonalice [M] y [K] 

de acuerdo con 

" [M*] 

, rK *1 

Las frecuencias naturales se obtendrán de 

[•'.1_, [<'] • [<•] [•'Íl_, • 
~ 

Veámoslo '" otra forma 

1:•1 PI • [<] ~X 1 • fP(t)J 
Sus-rituyendo H o l RJ fy\ 

[ ':1 [Rj l ,¡ • .- ' 
' ' ' ~ - r -~ 

:... R~ ·~y 1 o 

'[tJ 

¡,,,,¡ 



premul t ip li can do ''" H~ 

)'~"}~ [MJ, [R] H ' rR.J M )"!; {P{t)] ' i"} j [K] • 
'-------.--- ·-~- . ~ 

(.) ( b) escalar 

En los productos (a) y {b) solo qued~ {por ortogonalidad): 

\"1 ; L"l Hj 
" 
'J ··-·· ' 

M~ 
J 

' para el modo j 

• •• , 
'· 'J ' pj J 

o bien 

' ["( ['Jfri ' . J 1 J J ·-·-.-···---2-
K\ = pj M* j 

tenemos: 

• '· 

' K. 
J 

J 'J • • p . ( t ) 
J 

. H: 
~ 

{e<•l} 
~ 

p *. - ~ ,, " .. J ~ " " 

análoga a la ecuación de movimiento para 1 GL: 

m X + k x = P{t) 

En· {1.5) tenemos: 

n ecuaciones independientes para nGL 

1 ecuación independiente para cada modo 

Para vibración libre (1GL) 

" , x+p x=O 
k 

• 
· .. _ 

( 1. 5) 



la solución es: 

" 
o ' ,,, ,, ' ' "" ,, 

' 
' para ,, modo j tendremos 

'i 
o '· ' "' 

pjt 

Si en (e) hacemos 

llegamos a 

X ( t) ' X ''" o 

' '' (d): 

Yj ' y oj ''" 

(Pj(t) 

' '· ' 

,, 
' 

pj t ' 

o O) 

"" u 

X 

• 
X 

o 

o 

' 
• 
y oj 

'· ' 

' 

"" 
,, 

,~ r:.t 
J 

( ' ) 

( d ) 

Cualquier configuración del sistema puede expresarse como una 

suma de formas modales multiplicadas por ciertos coeficientes. 

Esquemáticamente: . 

+ + + 

1 x} o fr> 1 ,, ' 1 ·1 ,, ' ~'"'3'{3 T • • • • 
estática ' 

o (Y= l'(t)) 
dinlimica 

(H ' )x<<li) 



En nu~s~ra expresión 

Jx) 

~x) puede no ser función de t, por ejemplo: 

[• l {ol (<) 

donde 

que prex 

es el vec~or de constantes 

nos da la configuración {1j 

De la ec, (e): 

En 1.4 también podriaroos hscer 

pero sigamos otro camino, premultiplicando.Por {ri~ lM} 

0 por $r/: [K] 
' J 

[•l 

P~r ortogonalidad todos estos productos son nulos excepto el 

~érwino 

L•Jí•/· 
' J 



''· 
de donde renemos 

de donde: 

(coeficiente de participación) 

Eje111plo (vigas rlgidas) 

-~".::l.t> 

~~.!.~- J " T /cm 

(':o 
o :}, .. ,' ¡ 1>0 T /cl:l ['] • L> 

"' :;. }.l> -----
1 o 1.0 cm 

m T /c!!l 
~,_..-:,.' ,7 

Matriz ,, rigideces 

¡¿J;.'7 ,, o ' ..; 50 ¡_¡rx:, 60 

f 
• i\~', • • 

-- K21 • -120 x-~-¡r' • 190 E'" • ·60 

' '" ¡t.t • ,--;:-,.. 
• 300 f-'- ,, • 1>0 ~, • o J . K11 

~L. ~- _,,. 13 V - • '.!! .. . 
['l t'" -120 o ' 

., o . . • 

1 :o HO ·60 • " 
_, 

' 
., (T/cm) 

. 60 60 o ., 
' 



= fiO ( ; 

"i d - p
2

/60 

,,] - "' 

1 '1 - o - "' 

f' - "' '' 

Modos: 

3 • 2 SS 

,'¡ 

o 

M=[~1:5~J 
-2 o 

C\ > 2 CY {1-60 P l 

[''-"' _, o 

- ' {3-1.5 d) ' 
o _, (1-d) 

,,, - u ,, • "' ' -

,, - o. 35 

,, - 1. 61 

'• - 3. 54 

f, ' 21.0 t, . -
f, ' 9 fi • 5 f, -
1', ' 212.4 1, -

-:1.11711 

o.l'ff 

b = 9.82 .. , ' 

--

' ) - o 

~.SS -
9 " l frecuencias - naturales 

14. 56 -

o . 411-¡:=3, 

...... . --
-l,.:>-+4. 

/ 
-•-. 

1'3 = 1~.56 

16. 



[•J ~ 1 • 000 1. 000 1.000 

2 .1JS o • 899 -1.0114 

3.285 -1.LI7!1 O.'t11 

-- '1 [•]' [•] [•] " ~ ~ 19.ó29 o . o 3 a o . o o 7 
L 

o . o 3 7 5 • 3 86 -0.014 

o. 006 -0.014 3. BO 4 

Ej : 

H; C•J H, • - ~ ' 19.6296 ~ ~ •, •• - ' I' il ' 

r,'l ~ [•l' C'J C•J ~ 60 6. 999 0.042 0.031< 

o. 042 a. s s 1 -Q.QL¡Q 

0.0311 -0.0110 13.473 

Comprobaci6n con t,·_,¡ ~ \\' •'J ~ 



,, 

'" 

,, 

Modo 

En p. 

' x, 
z ¡ ,, 
/ 

1 ,, r 
_{"] ;. [x] /x,J_ 
- ¡ -,, 

Í"i, [x] /><,)_ , • ,, 

, 
¡,-¡, r,J l>,J ,, 

0.930 cm 

0.051 cm 

0.026 cm 

-

, , 
'" 

, , o o {x, ¡ 
, 
' '" 

'·' ' 6 . 4 o 5 ' 9.855 

19:629 

2. o + 2.697 - 4. 4 2 2 

5.386 

2 • o . - 3.132 + 1. 2 3 3 

3.804 

son amplitudes de lo9 
modos 

''· 

, {¡j 

' 0.9303 cm 

- 0.0511 

, o .0266 

p3 = 14.56 



,, . 

Para obtener los desplazamientos de las masas debemos multipli-

car por las configuraciones modales: 

1•1' tl xii • Y1{t) = 2.135 
3. 2BS 

0.93 cos 4.58 t 

t' l xi2 • ¡.¡' y 2(t) = o. 899 
-1.'17'1 

0.051 cos 9.82 t 

0.0266 cos 14.56 t 

y sumar. O sea los desplazamientos xi(t) de las masas serán 

{•<•>j • [•] !'"'] 
x 1 Ctl • "u Y1 (t) ' ., y 3 ( t ) ' ., y 3 ( t) 

x
2 
(t} • ., y 1 ( t l ' rz2 Y

2
(t) ' ., y 3( t) 

x
3
(t) -· ., Y

1
(t) _-1- "n Y:/tl ' ., y 3(t) 

Otro ejemplo 

p(t) 

- _ __,.,.... , t-
La'<Jc: 

p { t) 

y para CI = O la soluciOn 

y 
o 

' 
(.t- cos pt) 



Tenemos ahora el problema de encontrar la respuesta de 

Para " m o do ' ' • 
•• •' P; '" L ' L • • ' ' '; 

• 
L • ~ (' - ,,, pj t) 
' ,. 

' • Cálculo ,, p . 

' 
• . H; \ "''l P. 

' 
modo 
j • ' P, • P 1 r 11 , p2"21 ' 

• ' P, • P 1 r12 
, 

P2"22 
, 

• 6 p • 
6 P 1 r 13 

, 
p' ., 

Ahora bien, 

• 

• 

• 

's 
P5 

, P5 

Pi+) 

! "P.it) 1 

• P. 
--J.2- cuya solución es : 

'· ' • 
~ (' - "' pjt) 2 • 
pj Hj 

' i•l j 

'a • 

,, • 
"33= 

!"'( 120 
60 

360+256.2+197.1 

360+107.88-88.11 

360-125.28+211.66 

• p • 

+ 
'; 

• 813. 3 

• 379.118 

=259.98 



de donde 

YHst) 

y2(st) 

YJ(st) 

• ,, 

y, finalmente: 

·-·- - ·-

• 813. 30 .1.973 • '" " • .19.629 

• 
379.1¡8 • o. 730 

"' S. 386 
om • 

• 259.38 
212.1¡xJ.801¡ • o. 321 '" 

( 1 - cos Pjt\) ¡f ~enemos: 



EXCITACION SISMICA 

A. Sistemas 

~~ 
•• 

mxtkx+P(t) ( ' ) 

Pa"a 

X ( t ) 

Para 

.. -· 

P(t) cualquiera y para CI # 
*, 

= xocos pt t r sen pt t 

excitación sísmica: 

J rt ( .. 
~ " 

u 1' .. 1 ~-

) L ___ .CI. .. 
1 t'> Cl m X ,· . "r-rr :--· ,--

C la solución de (a) es: 

!p j~(Z) sen p(t-'Z)d¡; 

• ii) • k " • o 

o s e a , 

• k X • - mü ( b) 

De la comparación de (a) y (b), la solución completa de ésta 

es : 
• 

x(tl = x
0 

cos pt t 
x, 

p 

B, Sistemas de nGL: 

sen pt -

t . 

~ j Ü(Zl sen p(t-Z,l dZ 

p • ( t ) 
o 

-m o o 



" decir, tenemos: 

[•] I'J • ['] l•l • l''''} - ¡ •] .. • " 

sust. H • [•J ¡,¡ 

~·l [•] !Y} • [<] [•] jy) • i"' 1 • \m) Ü(t) 

• 
pre x ¡.¡ j 

por ortogonalidad: 

i·); [•]{·) 
.. 
Y; • 

y queda: 

• .. • '· yj t K • ,, 
l l 

,, solución 

• Pai'a '; 
y j ( t) • 

• Pa:i>a UJ: 

y j ( t ) • 

1·}; [0 1·]; 

• • • ,, • "; 

'" • O) do esta 

{; l ( ¡; ) 

t jMj ' 
t 

l j e; "' *l'j 

yj • • 
'; 

• • ., 
ecuación 

-" 
es : 

sen fjCt-1)d:,: 

se;n f j (t-¡.)dZ 

,, . 

) 



que puede escribirse: 

• 
• ':r,,· . .¡. y . e os T. t t 

oy y 

términ<U a 
par> a 
Cl ~ O 

Una vez obtenidos los elementos de fy} solo falta premul

tiplicar por [R] para obtener {~} 

GENERALIZAC!ON DE LAS CONDICIONES DE ORTOGONALIDAD 

Tenemos la ecuación: 

que convenimos en escribir en la forma: 

2 
(K-pM)x=O 

como los vectores modales la satisfacen: 

' "· " t~ M "· ' ' ' 
y premultiplicando por: "· MM-l tenemos: 

' 

( ' ) 

24. 



·. 

• • • 

que puede escribirse 

J0
2

r=O j 

y aa¡ podr1a seguirse para llegar a: 

-1 ' M(MK}rj • o ¡J!.entero 

- - """..::: l. ..:_ -

1 ,, r = o 
j 

en forma análoga podemos obtener 

' Q 
r i (MrJ M r j = a 

.. 
-1 1 !· ' '. ,, ' ) ' ' . • o 

' ' J 
' 

En (b): 

~. - ' 
(en (o), 

Q ·-1 M(!!-1K)-1 " 
-1 

" • ' 
p •• " (M-lK¡" • ' 
~. 1 " (M-lK]1 • " 

,-1 
' • 

Q•Z " (M-1K}2 • " ' 
-1 

' 
,-1 

~· o " (M~1K}3 • ' 
,-1 

' 
,-1 

• " F " 

K 

' • ' 
,-1 

' 
' M-11( = ' 

,-1 

(b) 

(') 

' 
,-1 

' 



''· 

VtBRACION LIBRE Y FORZADA DE SISTEMAS DE N GL CON AMORTIGUAMIENTO 

Las ecuaciones de equilibrio dingmico son: 

Ya tenemos: 

• [•] 1•1 

· r·J H 

' ahora hacernos 

J',) • [o] i'J 
donde 

[o 1 • [oijl 

: fuerza de amortiguamiento en la coordenada i debido a 

una velocidad unitaria en la coordenada j. 

La ecuación de movimiento ea 

[<] {x] 

indica 
acopla,.iento 



' 

Hagamos: jx} ~[R] {y} premul tiplicando por {rj; 
' ír);¡MJ[!\J[Y}•fr}; [cJ[RJ!Y]./r]; [KJ[R]/Yj ~ {r); jP<"} 

Para desacoplar estas ecuaciones debemos tener 

¡r]; [M] {r] i ~ o i 1 j 

~rJ; [KJ ¡rj, ~ o > 1 j 

ir]; [e] ¡rJ i ~ o i 1 j 

1° admitamos que se cumple: 

Ya definimos 

\r); [M] {rjj ~ M. 
J 

jrJ; [KJ {rj j ~ " J 
y ahora 

y nuestra ecuación para el modo J queda: 

o bien: 

y.+2(1.f.Y.+f~y. 
] J)) ]] " ~_l M' J 

cierto por 

ortogonalidad 

¿pero ésta? (a) 



Como las soluciones para un sistema de 1GL (cuya ec. es 

X+2~p~+p 2 x = P(tl¡ ya las conoc~s, solo nos falta saber 
o m 

cómo debe ser [e] para que se cumpla 

~ # j 

además, claro, de 

Í"J; [M] H j ~ o ¡ y i ' } 

jc]i [K] {cJj ~ o 

La "o '") se satisface " 
i) [e] " proporciona la [M] o " [K] 

ii) [e] e o =· combinacion lineal de [Mj y [J<] o o 

sea: 

[e] ~ •o [MJ ••, [K] 

esto es muy restringido. 

iiil En forma más general: 

[e] [e,J 

pues ya sabemos que todas las posibles formas 

[M] [M-1KJ 1 son satisfactorias y (38.1) es 

una C, .L de matrices de e 

2Bo 

(a) 

{38.1) 



• • 

La selección adecuada de ., dará a [e] las propiedades de-

seadas, o sea) podremos dar valores específicos a los elementos 

do [CJ ¿Cuáles le damos? 

Asignamos un cierto valor de 8 a cada modo. 

" J 
~ H; [e) {rj j ~ 28ljMj ~ ¡Ir]; [e1J /rl, ~ I:Cl}l 

l J 
(38.2) 

~ , ____ 
_.---/ 

De 38.1 y A 

(38.3) 

?or otra parte, para vibración libre: 

• 
CK-tjMlrj ~ o 

l<rj t· 1 F'Mrj ~ .Mr .... fi rj ~ 

J J J 

premultiplicando por r!M: 
J 

es decir 

-1 -1 
: r!M(!-'1 K) r. 

J J 

y así podríamos llegar a que, para cualquier 1: 



De 39.1: 

eh 

eh 

y sumando sobre 1: 

pero ya teníamos que 

de donde: 

1 
"·fi~' J / J 

~ {fj > 1M~a 1 

~ (fj> 1Mja1 . 

= Cjl 
al ----.

por 38.3 

39.1 

Con los n valores de ~j para los n modos podemos resol

ver para los n valores de a 1 y formar nuestra [e] con 

la ecuación 

• 

30-

-' 



• 

. 
~:, 

[e] • 

Por ejemplo para nuestra estructura de 3GL asignemos: 

'1 • 0.10, s
2 

~ o.os, ' . o. 02 
3 

'1 • o.to • 1 [al ctp -l+ao <f_j_) o+al <tl) 1] 2f, 

,, • o. as • ~- r-1 cfp -l+ao cf~) o tal cf~) ~ 

,, • 0.02 • 1 
[a-1 cf~ ¡-1

+ao c+J J0
+a1 <.fj) ~ 2f, 

o, en forma matricial: 

t"i 1 1rfr 1/f1 t1 a -1 o. os = 
0.02 2 tf1'~ llf, 1', •o 

11f; 111'3 t, ., 

al resolver para a1 resulta 

[e] • a_1 [HFH] <a 0 [H] •a1 [K] 

En p._ tenemos que para CI : O y S : o, para excitación 

sísmica 

coeficiente de participación 

,, . 



• 

m 

~· ¡r¡;M 1: m.r .. 
i=l ' 

,, 
'i 

~ 
_l 

~ ~ M' ¡r¡;cMJ H m 
J l:m.r~. 

l i=l 1 1J 

y podemos poner: 

en la que Cj está definida arriba y 

(y semejante si e t O) 

Además, tenemos 

o '"' 
x, Í rll "12 ... " rlj · · · · · rln ,, ,, 

"21 r, ..... r2j · ' ' ' 'r2n ,, 
. 
•• ' 

~ 

' 
• 

X "nl r n2 ..... r · · · · · r nn 'n n mJ 



1 
• 

' 

• 

tt 

' X. " 

' 
n 
¡: r .. y. = 

j=1 l] J 

n 
r r .. C.z.(t) 

j=l l) J J 

De aqui (sin sumar para todos los modos) 

r .. c.¡z.(t)l 
l) ) J max 

De ~sta ec. pasamos a: 

n 

= roijcjsd 

S 

= r ijcj 1'; 

n S 
r r .. c.sd = 

j=l l.J J 
E r .. c.~ 

j=l l.) J lj 

:/r<jx .. ¡ )1 
l.J max 

)). 



1 
• 
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INTRODUCCION AL METODO DEL ELEMENTO FINITO 

Ramón Cervantes Beltrán* y V{ctor Porras Silva* 

l. INTRODUCCION 

1,1 Generalidades 

El método del elemento' finito es un método aproximado para resol
ver ecuaciones diferenciales de problemas de valores en la front~ 
ra o de valores en la frontera e iniciales, que se presentan en -
ingenierla y en la flsica matemática. Esquemáticamente, la secuen 
cia del método del elemento finito se puede resumir en los pasos 
siguientes: 

1) El medi~ continuo se divide 'en varias regiones, denominados 
elementos, de formas convenientes (triangulares, cuadriláte
ros, tetra .edras, hexa .edras, etc.) • 

2) Mediante una selección apropiada de ciertos puntos de los -
elementos, denominados puntos nodales, las variables de la -
ecuación diferencial se escriben como una combinación lineal 
de funciones de interpolación, seleccionadas adecuadamente, y 
de los valores especificados en los puntos nodales de las va 
riables o sus derivadas. 

3) 

4) 

Mediante el uso de los métodos variacionales o de los resi-• duos pesados, las ecuaciones diferenciales que gobiernan al 
problema se transforman en ecuaciones del elemento finito, -
que gobiernan, en forma aislada, a todos los elementos fini
tos. 

'"" . . . 
Los elementos aislados se agrupan para formar un ·si:et~ema glo 
bal de ecuaciones diferenc-iales. '(problema de valores en la ~. ,, · 
frontera e iiiii;:-íi!l'es) o de ecua<!:ioones algebraic~(pJ:Qblema 
de valores en la frontera), .QOl'O...s-as ·propias· condiCiOñ~~~;.::¡~-, 

-· frontera o condiciones iniciales. • · ... ···~ 
5) Los valores de la variable se determinan al resolver los s~s 

temas de ecuaciones correspondientes, 

El" objetivo de este curso consiste en discutir, brevemente, los
fundamentos del método del elemento finito y sus apli'?_ilé1.0neS·~ .-· 

* Profesor investigador, División de Estudios de Posgrado, Facul
tad de Ingenierlu, UNAM. 
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la ingeniería estructural. Básicamente se utilizan las ecuaciones 
de equilibrio de la teoría de la elasticidad lineal. 

1.2 Ecuaciones de equilibrio de la elastodinámica 

·Para poder estudiar el comportamiento de las estructuras es nece
sario establecer su modelaci6n, ya sea eXperimental o matemática. 
La modelación que forma parte de este tema es la matemática y con 
siste en expresar~ en un lenguaje formal o matemático, las leyes 
que gobiernan al comportamiento. 

Toda estructura queda definida por los conceptos siguientes: 

1) Geometría 
2) Material 
3) Cargas 

Las leyes que gobiernan a los conceptos anteriores son las leyes 
de la mecánica y en especial las correspondientes a la mecánica -
del medio continuo. Las estructuras que se estudiarán en este te
ma son las que se construir&n con un material sólido, elástico, -
lineal e is6tropo. Las leyes que gobiernan a tales estructuras -
forman la base de la teoria de la elasticidad lineal y las ecua-
ciones correspondientes a cualquier punto de la estructura, aso-
ciadas a un sistema de referencia cartesiano, resultan ser: 

1.2.1 Principio de la conservación de la cantidad de movimiento 
en su forma local o,primeras ecuaciones de Cauchy del movi
miento. 

a) En notación indicia! 

·' 1' ! •. ''''" 
donde (f(¡ son los componentes del tensor de esfuerzos de< Cauchy, 
simétrico, que en forma matricial se puede expresar co1!19: .. 

'>,, lr,l. o;, 
(e;;]::. (j"::. G"a, 51. V,:~ 

., ... ·~j''" 

" •• ! ' 

(1.2.'2) 

<1~' C"a ¡¡; ~ 
+, son los componentes del vector fuerzas de cuerpo por unidad de 
masa cuya expresión es: 

(1.2.3) 
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Q.¡) son lo' componentes del vector aceleración indicados como: 

"· [ ., 1 Q ., (1.2.4) 

a, 

El vector aceleración se puede expresar en función de los compo--
nentes del vector de velocidades V¡_ , del vector de posición f,: 
y del vector de desplazamientos , u, , como se indica a continua- -
ci6n 

d~ 

dt 
d."" !=' ol t g ---.e- ,(t' 

que en forma de sus componentes resulta ser 

u -

l ')tú, 

.. t' 
, } 

';)2. u~ l T 

't' 

e es la densidad de masa por unidad de volumen 

(1.2 .5) 

(1.2.6) 

(1.2. 7) 

b) En notación tradicional, las primeras ecuaciones de Cauchy 
del movimiento resultan ser: 

JG;..._ ')',~ )~.l: 
-t e f~ ';)~ 

+ 
d:J -t-.'" (l:2.8)a 

') G;.!:! ~~~ + 'l'i, +- etj + '1J ""' -~ 
{1.2.8)b 
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'"2.1 Ci;_;! ";) G;~ 'ilb;.t e+. a, -j- -j- - -t- e (1.2.8)c 

""' ~l 'd< 

donde los elementos del tensor ~ y los vectores f y o. resultan 
ser: 

'= ¡¡;;J ... 
[ <>, .. "" o,. (1.2 .9) 

"·~ "') ..... 
t - l ;: l (1.2.10) -

[ )~lJ. 6'1)" <>'ut]T (1.2 .11) Q = ' - ' at' di' oP 

" [: l (1.2.12) 

1.2.2 Tensor de deformaciones 

La métrica utilizada para medir el cambio geométrico del cuerpo 
resulta ser: 

a) En notaci6n indicia! 

e .. 
'J 

(1.2.13) 

donde e,j son los componentes del tensor de deformaciones, simétri 
co, que en ~arma matricial se indica como: 
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." e" e,, 
l e,j] - e_ - e,, e, e, (1.2 .14) 

e, ~ .. e,, 

· u, son los componentes del vector desplazamiento. En la primera 
forma de la ec.. 1.2.13 se utiliza la convención de derivadas par-
cial, mediante una coma 

b) En notación tradicional 

e" " e> u 
>< 

(1.2.15) 

., - ~ ~j 
(1.2.16) 

e., '"' -

"' 
(1.2.17) 

txJ ,_ e;¿J - ?o "' - +-'J -~ 
(1.2 .18) 

~~. " e.Ji. -
,, 

+-""'" ,. gj 
(1.2 .19) 

~H :t eA"'- = '"' '" - + 
-~ 3>. 

(1.2.20) 

exx e"J e., 
e e,, e,l ~,, 

e,x e,J e., 
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1.2.3 Ecuaciones constitutivas 

Las ecuaciones constitutivas del material sólido, elástico, li-
neal e is6tropo están dadas por las ecuaciones de Hooke-Cauchy,
tambi~n conocida como Ley de Hooke generalizada. 

a) En notación ·indicia! 

+ (1.2.22) 

o bien 

= (1.2.23) 

donde ). :,¡)A: son las constantes elásticas de Lamé y s~{ es la 
delta de Kronecker. 

Las constantes de Lamé están relacionadas.con las constantes de
o 

laboratorio de~minadas, módulos de Youn,-.._de Elasticidad E y rala 
ción de Porsson V , mediante las expresiones siguientes: 

-- (1.2.24} 

}' 
E 

donde G¡ se le conoce con el nombre de m6dulci de rigidez al cor-
tante. 

Con base en las ecs 1.2.24 y 1.2.25, las ecs 1.2.22 y 1.2.23 se -
pueden escribir como: 

(1.2.26) 
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(1.2.27) 

b) En notación tradicional 

Las ecs 1,2,26 y 1,2.27 se pueden escribir como 

() 
¡;:: 

<~'x.) '" !',j -') -
~(,;O) 

{1.2.31) 

<í_¡, E !'~, 
~(••') 

- Gj i':¡. (1.2.32) 

o.'-
E 

~"' G¡ ~n - --
H••") 

(1.2 .33) 

e,'" = +[u;,~- v(lfj 1 + ¡¡;,,)j (1.2 .34) 
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(1.2.35) 

(1.2.36) 

t,J d 1 +v) ~l J._ CG.~ (1.2.37) -E <;; 

tl, ~(•+')1\í, 
~ ~. (1.2 .3 8) -¡;_ 

c.~ 
a,_(l +¡)} .r;, 1 

u." (1.2.39) - --
E " 

Loo 000 1.2.28 a 1.2.33 se pueden agrupar '" forma matricial, ··-gúo .. indica a continuación 

f:r..x. \- ~ " >' o o o e 
<r,, " 1- y y o o o e,, ... E " V 1- " o o o e, (1.2.40) --
"'' 

(I+J)(\·.1Y) o o ' . tü-,1) o o r,j . 
<;, o o o • t<•-'') o t,, 
<;~ o o • o o 1(1-2J) iu 

que '" forma simbólica se puede escribir como 

Cl - be (1.2 .41) - -



' 
donde IJ"' y e son los vectores de esfuerzos y de deformaciones. -
respectivamente, y '!;! es la matriz de coeficientes elásticos, cu
yas expresiones son: 

<;_, e .. 

"" e, 

" <r,. (1.2.42) e e,. (1.2.43} 

'"'' t., . ,. t, • 

"" >\x 

' -;) V " o o o 

' 
,_ ;) v o o o 

'D E" ' " '- v o • o {1.2.44) 
(i+~l (1-~~) o o o tht,J) o o 

o o • • tC•-~Y) o 
• o o o o 1:(¡-JY) 

Tambi~n las ecs 1.2.34 a 1.2.39 al agruparse en forma matricial -
se pueden escribir de la siguiente forma 

• 

(1.2.45) 

1 
_, _, o o Q 

_;) J -v o o o _, 
t> J... -v _, i o o o (1.2.46) - o 2.(l+V) • o E o o 

o • o o :1(1+ .>) o 

o o o • o :1 ( ¡.¡.¡.)) 

1.2.4 Ecuaciones de campo 

Las ecuaciones de campo son las ecuaciones de movimiento o equili 
brio dinámico (ecs 1.2.1 a 1.2.8) expresadas en función de los-
componentes del vector desplazamiento. Se les conocen también con 
el nombre de ecuaciones de campo de Navier y son: 

a) En notación indicia! 
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Estas ecuaciones se obtienen al sustituir las ecs 1.2.13 en las 
ecs 1.2.22 y el resultado obtenido se sustituye en la ec- 1.2.1 
resulta: 

(1.2.47) 

b} En notación vectorial 

Con base en la definición 
se pueden escribir como: 

del operado-r gradiente Y ,las ecs 1.2 .47 

{1.2.48) 

donde V el oper.ador gradiente,queda definido por - > . 

u ' ~ • r¡ • ") + ~ '"2...__ • ""- L + L-

-~~ 
-, ) oo:, -" .,_ -· '"" (1.2.49) 

• 
e) En notación tradicional 

En este caso, las ecuaciones de campo se pueden escribir directa
mente al interpretar las ecs 1.2.47 6 las ecs 1.2.48. También se 
pueden obtener al sustituir las ecs 1.2.15 a 1.2.20 en las ecs --
1.2.28 a 1.2.33; y el resultado obtenido se sustituye en las ecs 
1.2.8. Las ecuaciones resultantes se indican a continuación. 

' 

(1.2.50)a 

(1.2.50)b 

(1.2.50)c 

. ' 
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donde v~ en el operador de Laplace definido con 

v'l..~ r¡' ?' ')' ~· V ·V ' ~ ... + (1.2.51) - --
~x ... flxe ·~' ., ~· "' 

1.3 Ecuaciones de equilibrio 2ara varias geometr1as 

Las ecuaciones de equilibrio (ecs 1.2.47 6 1.2.49 6 1.2.50) ·son v~ 
lidas para cualquier punto de cualquier estructura de forma arbi-
traria, pero construidas con un material sólido, elástico, lineal 
e is6tropo (estructuras modeladas con la teoría de la elasticidad 
lineal). Oe acuerdo con lo indicado en el inciso 1.2, la geometría 
de la estructura influye sensiblemente en la forma final de las -
ecuaciones de equilibrio. En este inciso se bosquejan los modelos 
estructurales de la elasticidad lineal para varias g~ometrias adi
cionales a la geometría arbitraria (tridimensional), que se indicó 
en el inciso anterior. 

1.3.1 Estados planos 

En este 
plano y 

modelo estructural, la 
' el problema matematico 

geometr1a se puede 
es bidimensional. 

1.3.1.1 Estado plano de deformaciones 

considerar en ~n 

En la fig. 1.2 se muestran algunas estructuras que poseen las si-
guientes caracter1sticas: 

a) La geometria corresponde a un cuerpo alargado y prism~tico, de 
tal manera qUe para definirla basta especificar la sección co
rrespondiente a un plano perpendicular al eje. 

b). Las cargas que actuan a lo largo del eje son tales que basta -
con definirlas en un plano perpendicular al eje, 

Pe acuerdo con las caracteristicas anterbres,la estructura queda
definida en un plano (fig. 1.3) de espesor unitario, todas las va
riables que aparecen en las ecuaciones de equilibrio son indepen-
dientes de la variable z ( a lo largo ~el eje) y el desplazamiento, 
w, en tal dirección es nulo, es decir: 

{1.3 .1) 

{1.3 ,2) 

(1.3.3) 
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A continuación se describe el efecto de las ecs 1.3,1 a 1.3.3 en -
las ecuaciones de equilibrio de la estructura, 

al Tensor de deformaciones 

Al sustituir las ecs 1,3.1 a 1.3.3 en las ecs 1,2,15 a 1.2.20 
se obtiene 

' 

,e!C.:r... 
~4 - (1.3.4) 
b"-

-e~!:! ""' -
>j 

(1.3 .5) 

~>¡ - ' e,..l 
, ~1T - ~j 

.¡._ 

'"" 
(1.3 .6) 

e"'~ -:::. ~' = l1.;.. :o - (1.3,7) 

b) Ecuaciones constitutivas 

Al sustituir las ecs 1.3.4 a 1,),7 en las ecs 1.2.28 a 1,2.33; y
al ordenar el resultado en forma matricial se obtiene 

r,, H y o e., 
u;, .: V - " e,~ " (¡+Y)(I- ,_y .-, l D o t(¡.,.l) ~.J 

( 

(1.3 .8) 

"" - ¡) (G:x +";,) (1.3 .9) 

L• ec l.J.Bse puede escribir en forma simbólica como: 

(j - b e. - (1.3.10) 

donde 

~ ... 
,<:;e e;, (1.3,11) (1.3.12) 

Cí,j 
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,_, o o 

:D~ 
E y ,_ y o (1.3.13) 

t~+~)(i-;1~) o o i (,-,,) 

e) Ecuaci6n de cauchy del movimiento 

{)G;,,_ 
+ 

) <r., 
e +'~ e -;,'~ 

'"- 'd~ 
-r ~ (1.3 .14) 

> t' 
71~,._ 

+ 
d ~.'1 

~ e f.l 
';Jv-

- e (1.3 .15) 
'>-<- ·~ '"' 

1.3,1,2 Estado plano de esfuerzos 

Si las estructuras descritas en el estado plano de deformaciones, 
·un "- . 

en vez de ser alargada~extraordinar\men~~ delgadas (fig. 1,4) se 
puede aseverar que los componentes del tensor esfuerzo, asociados 
a la direcci6n del espesor, son nulos, es decir: 

Al sustituir las ecs 1.3.16 en las ecs 1.2.34 a 1.2.39 y reordu-
narlas se obtiene 

e,, - _j_ 
[ ~;l - 1 <;, 1 (1.3.17) 

E 

e = _L [ <>; l - VIJ""..," J (1.3.18) 

'J E 

d',l --': e~:t 
:l. ( ¡..¡¡)) 

"·.:~ (1.3.19) -
E 

e ~ - _,:___ ( ,, ,_' e:._,t + e,,) (1.3 .20) 

1',, ~ ~'i!:Z, = o (1.3 .21) 
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A continuación se resumen las ecuaciones de equilibrio para los -
esta"dos planos de esfuerzo. 

a) Tensor de deformaciones 

Queda_igual que las deformaciones planas, excepto que existe la -
deformación eu dada por la ec 1.3.20 

b) Ecuaciones constitutivas 

Al poner en forma matricial las ecs 1,3,17 a 1.3.19 se transfor-
man en 

E [~ 
v 
l 
o 

(1.3 .22) 

La ec 1,3,22, en forma simbólica1 se ~uede escribir como se indica 
en la ec 1.3 .lO¡ donde los vectores{:"~ ~ . están dados por las ecs 
1,3,11 y 1.3,12 y la matrJ.z ~se indica a' continuación: 

'D - [~ ' E \ (1,3,23) 
o 

e} Ecuaciones de Cauchy del movimiento 

Quedan iguales a las de las deformaciones planas. 

1,3,1.3 Relación entre los estados planos 

se puede demostrar fácilmente que la ec 1,3,22 se transforma en -
la ec 1.3.13 si se efectua la sustitución indicada a continuación 

.t: E 
~ 

\-¡)'1. 
(1.3 .24) 

·v v , 
,_ J 

(1.3 .25) 

Por lo tanto se puede cOncluir que si se tiene resuelto el modelo· 
matemático correspondiente al estado plano de esfuerzos, se puede 
tener también el correspondiente al estado plano de deformaciones, 
si el espesor se hace unitario y se efectua la transformación in
dicada por las ecs 1.3.24 y 1.3.25. 
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1.:: .2 Sólidos axisimétricos o 'de revolución 

Existen estructuras cuya geometría queda definida mediante un cuer 
po de revolución por lo que existe' simetria geométrica respecto ·al 
eje de revolución. Las variables de la teoria de la elasticidad -
para tales cuerpos conviene expresarlas en un sistema de referen
cia cilindricc, segün se muestra_en la fig. 1.5. 

1.3.2.1 Tensor de deformaciones 

Los componentes del tensor de deformacioneS se muestran en la 
fig. 1.6 y en relación con el vector desplazamientos se indica a 
continuación. 

ere ':>4 
- >r 

(1.3 .26) 

e., - ~V" ., '·(1,3 .27) 

e., " + 1 )w 
~ -

r r <>o 
(1.3 .27) 

1',, :;~ er.;; ~" + ~\T 
~ ~ ,, OY 

(1.3 .28) 

)/ro 'e,s .J.. ';)u + ÓlP u! 
~ - -r e o 0< r 

(1,3.29) 

' .. ,. !1. e.<8 _L ~" """ ~ - + r ! ' "• 
(1.3 ,30) 

donde !J.,u(.í,t,Q),'lf•u{•,~,ghv(~,l,ll) son los componentes del vector deE_ 
plazamiento en la dirección radial(>)axial (z) y tangencial (a)_.; 
respectivamente. 

1.3.2.2 Ecuaciones constitutivas 

Los componentes del tensor esfuerzo asociado al sistema de'refe-
rencia se muestran en la fig. 1.6. La ecuación constitutiva está 
dada por la ec 1.2.41 en donde los vectores de esfuerzo y de de-
formaciones se indican a continuación: 

'•e 
¡¡-,.· 

O o o;, 

'" 
'" ,., 

(1.3 .31} 

e,c 

"" e •• 

e'' 
e,, 
e,. 

tl-3.32) 
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1.3.2.3 Ecuaciones de cauchy del movimiento 

Las ecuaciones de Cauchy para la referencia cilindrica resultan ~ 
ser: 

vr,,. ·-

+ 
(" 

+~ 
( 

{1.3.33) 

(1.3.34) 

• 

(1,3.35) 

1,3,2,4 Representación de las cargas arbitrarias mediante series 
de Fourier 

Al descomponer las cargas mediante series de Fourier, respecto a 
la variable tangencial (e}. el problema tridimensional se trans 
forma en varios problemas bidimensionales en las variables radial 
( f) y axial ( z ) , 

1.3.2.5 Sólidos axisimétricos con carga axial 

Para cargas con simetria axial,6nicamente¡existe un t~rmino de la 

serie de Fourier y los componentes del vector desplazamiento resul 

tan ser 

u.= u(i)'i;) 

'1l" ~ '\JU, 'l 
y = o 

• 
ll.3.36l 

' (1.3.37) 

(1.3.38) 

La influencia de las ecs 1.3,36 a 1.3.38 en las ecuaciones de 

equilibrio para estas estructuras se resume a continuación: 

al Tensor de deformaciones 

Al sustituir las ecs 1.3.36 a 1,3,38 en las ecs 1.3.26 a 1.3.30 se 

obtienen las expresiones siguientes 



e - "" rr - 'Q'( 

e - 'Vv
J:a- ·?>2. 

e =·-'- <A 
" e 

't ,...i. = ::z e,.._ ~ 

'(' 1"1:1 ~ )i~G =. t:l 

b) Ecuaciones constitutivas 
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(1,3.39} 

,. {1.3.40) 

(1,3.41) 

(1,3,42) 

(1.3.43} 

Las ecuaciones constitutivas tec 1.2.40) se reduce a la ex

presión siguiente 

,_' ' " ' ' e, ,, E ' 
,_, 

" o e,. - 6+-Y)(I·,~) 
(1.3.44) 

..-.. ' ' H o e., 

"'" 
o o • t(~-~~) o 

'" en donde ,., elementos de la ecuacHin simbl5lica (ec 1.2.41) 

sultan ser 

'>cr e, 
"= "' (1-~ . .¡:s) e e,. 

(1.3.46) = ... e, 

'" . ~ t-¿ 

' -' v V o 

l:l E v 1- J ~ o 
(1.3.47) 

( i+ol)(1-11.l) " " ,_" i) 

o o o --\:(H>l) 

el Ecuaciones de Cauchy 

Las dos ecuaciones de Cauchy del movimiento que resultan se 

indican a continuación: 

-t· ~ ('ir - ~Q )+-ef,. - ( 
'd'u 

(1.3.48) 

<e 
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1.3.3 Otras geometr!as 
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{_1,3.49) 

Existen varias. geometr!as que se utilizan para modelar las es

tructuras como son: barras, placas y cascarones, La determina

ción de 1as ecuaciones de equilibrio resulta un poco más labo

riosa que las geometr!as discutidas, razón por la que no se in 

dicará en este resumen, 

1.4 M~todos Aproximados para la Solución de las Ecuaciones de 

Equilibrio 
Lo> 

Aecuaciones de equilibrio bosquejadas en los incisos anteriores 

se pueden escribir, en forma matricial, como se indica a conti

nuación 

~ !l - ~ 
~u = ~ 

~ 

-
-"-
r 

{1.4.1) 

(1.4.2) 

donde loo componentes '" "" matrices A y B oon - operadoras dife 

renciales, los componentes del vector u son las funciones in

cógnitas del problema, y los compOnentes de los vectores ! y ! 
son funciones conocidas. La ec 1.4.1 re~resenta el equilibrio 

' en cualquier punto interior de la est;.ructura (region Jl)_. ':1 \o. a:: 
\. 4· 2 \d.';, Cdf""o;.¡-e.I\J ;e>\~" S. a>t'\c:lic.i0.1 e S. ..1-=: -\"ro"\e' fÓ l fe~\({" r ) . 

Para fines de explicación y por facilidad, las ecs 1.4.1 y 1.4.2, 

en lo que sigue, se considerar~n como ecuaciones escala~es, es 

decir 

~. 4.1 Métodos de las. funciof"II:Sle prueba 

(1.4.3) 

{1.4.4) 

De los métodos aproximados existentes para resolver la:;. es::s, l.~ .1 
frled. ·, o. 11 1" e ""1" "C ' ~ n e s. 

y 1.4.2 {1.4.3 y 1.4.4), los que utilizan soluciones....._de prueba 

son los que, en el campo numérico) se aplican con gran ~xito. 

En estos m~todos, la solución buscada, u, es aproximada mediante 

la prueba, U, de la forma s~guiente 

~ M n u_z:_,, (1.4.5) 



donde ~r son M funciones conocid~s, linealmente independientes 

que existen en la r~gi6n n + r y los coeficientes cr son par~~ 

metros desconocidos que se·'determinarán con algün criterio, 

1.4.2 M~todos de los residuos pesados 

Para explicar estos mllot-odos, la ce' 1.4.3 se escribe como se in

dica a continuación 

A u f~o {L4,6) 

Al sustituir en la ec 1.4.6 el valor aproximado de u (Ü), dado 

por la ec 1,4,5, se obtiene un error o residuo, e, dado por 

{1.4.7) 

La selección de las funciones de prueba, ~ , de la ec 1,4.5, se 
r., 

hace de tal manera que satisfagan las condiciones de frontera 
. -

(en rl mientras que los coeficintes, Cr' de la solución aproxi

mada se cuantifican de tal manera que el error, dado por la 

ce 1.4.7, sea mfnimo o pequeño en algÚn contexto. 

En forma. generalizada, una función pesada de los residuos 11 f(e), 

es la que debe satisfacer el criterio de pequeñez, donde, w es 

la funci6n de peso y fül es la función residual, tal que, f{t:l~O, 

' para <:=0. El criterio de pequeñez para todos los métodos de los 

residuos se puede expresar como: • Lw f(<) c/Jl. =o {1.4.8) 

La condición dada por la ec 1.4.9 para operadores lineales {que 

es el caso de la teoria de la elasticidad lineal) conduce a un 

sistema de ecuaciones algebraicas lineales, para todos 1(?¡;_,!(!ét~ 

das que actualmente se usan {subdominio, mínimos cuadrados, 

Galerkin, etc). 

1.4.3 M~todo de Galerkin 

El método de Galerkin, conocido también como de Bubnov, consiste 

en hacer que el error, E, sea ortogonal a las funclanes de prue

ba, $r' en el dominio ds la estructura (en n), es decir, que las 

funciones de pesa sean las funciones de prueba, como se indica a 

continuación 
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{~.4.9} 

1.4,4 M~todos variacicnales 

En estos m~todos, se busca que la soluciOn de la ec 1.4.3 pr2 

porcione un valor extrema! a la funcional, I(U), que es una i~ 
t~gral de u y sus derivadas sobre el dominio de la estructura 

{fl+f}. 

Entonces, si se conoce la funcional, I{u), los métodos varia

cionales se pueden establecer de la siguiente forma 

I{ul =valor extrema! {1.4.10) 

(1.4.11) 

en donde la ec. 1.4,11 establece las condiciones de frontera 

esenciales o principales, 

De acuerdo con las ecs 1.4.10 a 1.4.11, los métodos variaciona 

les utilizan la soluci6n aproximada dada por la ec 1.4.5, en 

donde las funciones de prueba, ~ , satisfacen las condiciones . < 
de frontera esenciales (ec 1.4.11) y los coeficientes, Cr, se 

determinan de tal manera que se satisfaga la ec 1.4.10. 

En los métodos variacionales se puede utilizar, en vez de la 

funcional, una ecuaciOn variacional. 

' Se puede afirmar que si el operador {Al del sistema por resolver 

es lineal, simétrico, positivo definido, el valor estacionario 

es un m1nimo absoluto. 

1.4.5 Método de Rayleigh 

De todos los métodos variacionales (Diferencias finitas) Kan:toro

vich, Trefftz, etc.) el que actualmente tiene mayores aplicacio

nes es el método de Rayleigh, también conocido en el nombre de 

Ritz o Rayleigh-Ritz, 
' 

Este método consiste en sustituir directamente la solución aprox~ 

mada dada por la ec 1.4.5, en la funcional I(Ü) y aplicar la con 

dición de extremo, en función de los parámetros 

ca a continuación: 

e , como se 
< 

indi 

(1.4.12) 

-- ... ~-.. ·--------
En caso de utilizarse la ecuación variacional, la ec, 1.4,5 se~ 
sustituye directamente, 
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2, ELEMENTOS FINITOS DE UN MEDIO CONTINUO. ENFOQUE DE DESPLAZA

MIENTOS. 

En la forrnulaci6n del m~tado del elemento finito los parámetros 

Cr' que aparecen en los m~todos de las funciones de prueba (in

ciso 1.4.1), se pueden asociar a valores generalizados de la in-
' cognita u (desplazamientos y sus derivadas) en los puntos nada-

les, o bien, a otros conceptos relacionados con tales valores 

(fuerzas o esfuerzos generalizados, o combinaciones entre despl~ 

zamientos y fuerzas generalizadas). En este resumen ~nicarnente 

se considerarán como inc6gnita$a los valores generalizados de,u~ 

y recibe el nombre de enfoque de desplazamientos 

2,1 Modelo discreto estándar 

En el análisis de las estructuras esqueletales (armaduras, marcos, 

etc.) se establecen las ecuaciones de equilibrio con base en las 

correspondientes ecuaciones de equilibrio de cada una de las ba

rras que las forman. Lo mismo sucede con otros sistemas, no.ne-
• 

cesariamente estructurales, en donde se puede efectuar una d~s-

cretizaci6n a priori. 

En los medios continuos, generalmente es muy dificil asociarles, 

a primera vista, un modelo discreto para su representaci6n raci~ 

nal y, por lo tanto, para establecer sus ecuaciones. La forma de 

realizarlo se indica a continuación, ejemplificado con la fig 2.1. 

a) El medio continuo se divide en un n~mero finito de regiones, de 

formas apropiadas, mediante lineas o superficies. A estas re

giones se les denomina elementos finitos (de forma triáTigular 

en la fig 2.1) '•1 ~ .... 

bl Los elementos finitos se supone que están interconectados en 

un número finito de puntos nodales, situados sobre las fronte

ras de los elementos (c!rculos pequeños en la fig 2.1). Los 

desplazamientos de los puntos nodales serán las inc6gnitas b~

sicas del problema. 

e) Se define en forma única, al estado de desplazamientos en cua! 

quier punto del elemento finito, en funci6n de los desplaza

mientos en los puntos nodales (interpoloci6n) 

d) Con los desplazamientos conocidos se puede definir, en forma 
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Qnica, el estado de deformaciones (tensor de defo~aciones) , 

también, en términos de los desplazamientos en los puntos no

dalas. Con base en las ecuaciones .constitutivas se puede co

nocer el estado de esfuerzos en funci6n de los desplazamien-:·. ~ 

tos en los puntos nodales 

el Se determinO. el sistema· de fuerzas t::oncentradas, en los pun

tos nodales, que equilibre los esfuerzos en las fronteras y 

cualquier fuerzn concentrada o distribuida que =4ve. en los 

puntos del elemento. Estas fuerzas equilibrantes.también re

sultan en funci6n de los desplazamientos en los puntos nada

les, y su relaci6n conduce al concepto de matriz de rigideces. 

2,2 Principio del trabajo virtual en la teoría de la elasticidad 

lineal 

Como se indicó en la solución aproximada de las ecuaciones de 

equilibrio con los métodos variacionales, se puede utilizar una 

ecuación variacional en vez de una funcional. En las ecuaciones 

d• 

el 

la elasticidad lineal, la ecuación variacional est~ dada por 
· :Jc\ .:.""'\ '!.<:. tl\o-\1<::1\c>'\ lo..\. eNo.~i••1<:'S de <:t>v.:.l'l'l 

principio del trabajo virtual,~el movimiento, y su expresión, 

en notación indicial, resulta ser: 

(2.2.1) 

en donde, el simbolo ,6, indica la primera variación que opera 

sobre las cantidades que le preceden y los elementos restantes se 

definieron en el capitulo anterior. 

En notación matricial, la ec 2.2.1 se pVede escribir como: 

f ~e. Ti¡ ciJL + J a~' e ~ JJt ~ Q ~~T fio) el r 
J~ ~ ~ 

+ ta¡¿T ~ ci_J\_ (2.2.2) 
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2.3 Ecuaci6n de equilibrio de los elementos finitos 

A fin de ejemplificar el procedimiento para establecer las ecua-

' ciones de equilibrio del modelo discreto estandar de los medios 

continuos (elemento finito} se hace referencia a la fig 2.1, que 

corresponde a un estado plano de esfuerzos. 

2.3.1 Definición de la geometría 

De acuerdo can el punto (a) del inciso 2.1, en la f~g 2.1 se mue~ 

tra la región de la estructura, la división en regiones triangul~ 

res y la definici6n de los puntos nodales. Desde luego que la ge~ 

metria de los elementos finitos no es 6nica, ni tampoco la definí 

ci6n de los puntos nodales. En el capitulo 3· se presentan otras 

. geometrias que se pueden utilizar en regiones bidimensionales. 

2.3.2 Aproximación de la solución 

La formulación del elemento finito, a diferencia de los métodos 

de las funciones de prueba tradicionales, aproxima la solución 

en cada una de las regiones correspondientes a los elementos fi

nitos. Entoncés la aproximación en la r~gión. global de la estru~ 

tura es seccionalmente continua. Desde luego que esta aproxima

ción debe proporcionar desplazamientos compatibles en las frente 

ras con los elementos vecinos. 

En la f~g 2.1 el elemento finito e, representa a cualquier ele

mento en que se dividió la región. A él le corresponden los co~ 

ceptos siguientes . 

Los componentes del vector desplazamientos asociados a cualquier 

punto del elemento son dos; u~ u(x
1

y) paralelo al eje x y 

v = v(x,y) paralelo al eje y. La representación vectorial resul

ta ser: 

y = [~J (2.3.1) 

De acuerdo con el punto (b)_ del inciso 2.1, los puntos nodales 

del elemento finito se etiquetan con las letras i, j, k, que 

pueden representar a cualquier dígito de los nameros enteros con 

los que se numeran los puntos nodales de la estructura. Entonces, 
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los vectores de desplazamiento de los puntos nodales son; 

u.~["'] -e 'V: 
' 

(2.3.2) 

con las ecs 2.3.2 se puede formar un s6lo vector denominado, vec 

tor de desplazamientos nodales del elemento, s~gfin se indica a 

continuaci6n 

-u. 
' • 

u. 
-' 

u; 
' • U· . u u . ' (2.3.3) _, 

V· 
u ' -- u. 

1r~ 

con base en la ec 2.3.2, la ec 1.4.5 para el elemento triangular 

de la fig 3.1 se puede escribir como: 
~ 

U - N U· - ' ' 
~ 

1[ - ''· '\J". - "'• ' 

(2.3.4) 

(2.3.5) 

donde las funciones N
1 

= N1 (X,y), Nj = Nj(XJy) Y Nm = Nm(:t.1Yl 

reciben el nombre de funciones de forma. En el capitulo 3 se pr~ 

sen tan las expresiones correspondientes a varias. geometrias de 

elementos finitos. 

Las ecs 2.3.4 y 2.3.5 se pueden escribir en forma matricial como 

se indica a cantinuaci6n 

[gj [: 
o N· Q u, 

~~l 
u, 

' 
"' o "· e '1)", 

' (2.3.6) ' ' u . • ,.. 
' ·~ "-con base en las ecs 2.3.1 y 2.3.3, la ec 2.3.6 se puede escribir 

como; 



' [.»· ~-u :. -· ) -~ ' -
donde 

" t' ~J -· - o o 
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tJ.1 U· -· N 
Y¿ . 

~-

"· -[': :J -, 

r!:;',._ ¡ ll_ 

lo-IJ-• 

' 

u" 

N~ ~ [": 
o :":! ... _ 
IJ. : o ' . 

:J 
:~--] 
i rJ .... 

2.3,3 Componentes del tensor de deformaciones 

l2.3. 7) 

(2.3.8) 

(2.3.9) 

Al sustituir las ecs 1,3,4 a 1.3.6 en la ec 1.3.12 se obtiene 

~' 

:l , .. " o 
e,, 0• ""-

e e,l >j "' =LU = o - (2.3.10) 
>:¡ 

q~ -+ Q'lJ" 'il t,~ 'bj 'Gl::l. 0 
Dj '"-

en donde se utilizó la ec 2.3.1, y la matriz de operadores, L, 

de acuerdo con la ec 2.3.10 resulta ser 

" o 

·~ L o 1l ·(2.3,11) 

- >j 
~ o 
~ ""'-

Al sustituir: la ec 2,3.7 en la ec 2.3.10 resulta ser 

e= !o !i !:!e= B u9 
(2.3.12) 

donde, la matriz de deformaciones, ~' es: 

B = L N - -- (2.3.1~) 

Al sustituir las ecs 2.3.9 y 2.3.11 en la ec 2,3.13, se obtiene 



la forma explicita de la matriz B para el elemento considerado 

-
'OIJ; ""' 1 o ';?¡ Ñ..t 1 o 

"" 
o = 

~~T~A)~. _, 
-:· ·¡ t;)}JJ· ~"' o o - (2.3.14) 

":¡ 
1-

1 D~ 
j 

aj ' . () ;:¡: 'OIJ; '"21 tJ.; ~ ¡J· 
~"" 1 :1 N,., 

1 " •:~ "" 'J >;¡¡' O:¡ '" 

,¡; 

2. 3. 4 Ecuaci13n constitutiva 

De acuerdo con la ec 1.3.22, la ecuaci6n constitutiva para un 

material libre de esfuerzos y deformaciones iniciales se escribe 

como: 

a = D e (2.3.15) 

Se se considera que al material sometido a esfuerzos iniciales, 

'!:aY a deformaciones iniciales, e , 
~ 

como se indica a continuac16n 

la ecuaci6n 2.3.15 se modi-

fica 

o = D {~ -:- ~) + ~ (2.3.16) 

2.3.5 Equilibrio dinámico 

La expresi6n del principio del trabajo virtual, dada por la ec 

2,2.2, es válida para la regi6n completa de la estructura. Cuan 

do se aplica a la regi6n de un elemento finito (ne + re), su ex 

presi6n resulta ser: 

dJl. (2.3.17) 

en donde los elementos del int~gDando deben referirse al elemento 

finito¡ y de acuerdo con los desarrollos anteriores se cuantifican 

a continuaci6n, al tomar en cuenta que la variaci6n 

en cuenta únicamente en el vector de desplazamientos 

au•T e,' 

-

se debe tomar 

nodales. 

(2.3.18) 

(2.3.19) 
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(2.3.20) 

Al sustituir las ecs 2.3.1B y 2.3.20 en la ec 2.3.17, y al recor

dar que los componentes del vecto¡· de desplazamientos nodales son 

independientes de las variables espaciales (salen fuera de los 
• 

integrandos), se obtiene la expresión siguiente: 

;¡u'r [ r ló~f d.n. +(f. U!1 ~ cLn.) Ü~= í4'(S ~Tfc', d~ 
- J 4 c. .r¡_c. r <-

+ Le. 61• -r o~...n.; (2.3.21) 

Para que la ec 2.3.21 sea v!lida para cualquier variación del 
vector de desplazamientos nodales <b~eT¡, se deberá cumplir que 

(2.3.21) 

donde, la matriz da masas, ~e, del elemento e, esta dado por 

(2.3.22) 

<O 
f 9 y fe son los vectores de fuerzas del elem~nto debido a las 
~s -e ,. 
fuerzas de superficie y de cuerpo, respectivamente, que actuan 

sobre el elemento, es decir 

~e • J r< 
~T \!'" dr - (!}) (2,3.23) -s 

+(. ~ :- L ¡,~T ~ d-1L (2.3.2-'\) 

Al sustituir la ec 2.3.16 en la integral de la ec2.3.21 se ob

tiene 

l. e,T' d-'L ~ 5 \?T !? e_ d_n_- r e,T 1? e o d.Jl ~ L~T 1:; d_¡¿ 
--n"'- ..etC. J_n_e. 

(2.3.26) 

donde f!. y [~.son los vectores de fuerzas del elemento debidas 

a la deformación inicial, ~C' y al esfuerzo inicial, '[0 • respe<;: 

tiamente, en el elemento finito, y resultan ser 



e -· (2.3.26) 

~· • r ¡:," '- d-11. 
--- J..ne. 

(2.3.27) 

Al sustituir la ec 2,3,12 en la ec 2,3.25 resulta 

S ,. "JJL • ( 1 < 'i,, Í) 12 d..i1.) y•- f,: + r;, 
'Jte Jl. e. _ ~·u•-r_• .. ~ - - -e, -~- (2.3.27) 

donde la matriz de rigideces, k
8

, del elemento finito, e,resulta 

'~<t. e,'!? ~ dJl. (2.3.28) 

Al sustituir la ec 2.3.27 en la ec 2.3.31 se obtiene 

tje. Üe + 1:::<:\Ce=.pe: (2.3.29) 

donde el vector de fuerzas extert'l·as, !_8 , del elemento ,e, se 

indica a continuación 

r·=~·+~ede.-f< 
- :..S -~ -E.., -1>., 

(2.3.30) 

2.3.6 Equilibrio est~tico 

Cuando las fuerzas que actuan sobre el elemento son independien

tes del tiempo (cargas est:iticas), se debe cwnplir la relaci6n si 

guiente 
• • • y - ~ (2.3.31) 

Al sustituir la ec 2.3.31 en la ec 2.3.29 se obtiene la ecuación 

de equilibrio estática del elemento finito, que resulta ser: 

k e: u<=; ~e (2.3.32) - - -
2.3.7 Propiedades de los matrices de rigideces y de masas 

Al calcular la transpuesta de la matriz de rigideces 

se obtiene 

óo'l~(l e,'J?~J.it) ~f ( ~T~~) d.Jl • r ]?~ ~ T (!2') T cJ_r¡_ 
:ne ~e J.n.e. 

(ec 2.3.28) 

(2.3.33) 
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Al observar l~s diversas form~s da las ecuaciones constitutivas 

para las geometr~as consideradas se concluye que la matriz.de co 

eficientes elásticos es simetñta, es decir 

'!:>T~D (2.3.34) - -
además, se debe cumplir que 

(2.3.35) 

Al sustituir las ecs 2.3,34 y 2.3.35 en la ce 2.3.33 y considerar 

además la ce 2.3.28, resulta que: 

(2.3.36) 

De la ec 2.3.36 se concluye que la matriz de rigideces, de los 

elementos finitos, para los medios continuos de la elasticidad 

' lineal, es simetrica. 

Al calcular la transpuesta de la matriz de masas (ec 2.3.22) se 

1":~)~: ( r e~'ucln.)r·i e(~'~)\lo. =Se ~'C~'l-rd_,_ 
~ t.<:. WJ.C. :...n.. e. 

-= r e~rl.:! clJi.. =-He. (2.3.37) 

J~e 
De la ec 2.3.37 se concluyo que la matriz de masas de los ele

mentos finitos, para los medios continuos de la elasticidad li

neal, es simétrica. 

2.3.8 Matriz de masas concentradas (diagonal) 

La matriz de masas del _elemento finito, dado por la ec 2.3.22, 

se le denomina matriz de masas consistente, ya que es la que 

resulta en forma natural en el proceso de discretizaci6n en el 

método del ele.mento finito. La matriz de masas consistente ge

neralmente no es diagonal • 
• w 

Sin embargo, por conveniencias numéricas,·se utiliza con mucha 

fercuencia el uso de matrices diagonales, formadas de talma-
• 

nera que las masas asociadas a los puntos se consideren canee~ 

tradas. El proceso de córtcentraci6n no es único y se han utili

zado los que a continuación se enumeran 

a) Concentración de masas mediante conceptos físicos tales corno 
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por ejemplo, el de áreqs o volúmenes tributarlos 

b) Concentración mediante nuevas funciones de formas definidas de 

tal manera que se anulen los ténminos fuera de la diagonal de 

la matriz de masas consistente 

e) Concentración mediante el escalamiento de los elementos de la 

diagonal principal.de,.la matriz de masas consistente, de tal 

manera que se preservb la masa total del elemento 

d) Concentración mediante la integración numérica de la matriz de 

masas consistentes,-al' seleccionar a los puntos nodales como 

puntos de muestreo 

El procedimiento del inciso d conduce a coeficientes negativos 

de la matriz de masas.:l.'l¡fl]onal, Independientemente del procedi-

miento seguido, ,, matriz~ de masas concentrada o diagonal resul-,, ser de ,, forma mostrada ' continuación (para ol elemento 

triangular) 

H, o o -0 • • 
o M· ' o o o • ,.,e= o o "; S' o ' {2.3.38) - o o o H· o o 

' o o o • H, o 
• o o o o H. 

donde Mi, Mj, Mm son los=valores de las masas concentradas en 

los puntos nodales respectivos 

2.3 Ecuación de equilibrio del medio continuo_ global 

Si una estructura está en equilibrio, cualquier parte de a11a 

también lo está; la inversa, también es cierta. Entonces, si 

se tiene garantizado el•equilibrio de todos los elementos fini

tos en que se discretizd el medio continuo, se puede establecer 

el equilibrio del medió continuo global. - , ... ~ . 
2.3.1 Ensamble de las· ecuaciones 

A fin de llevar a cabo,,,isistemli.ticamente, el establecimiento de 

las ecuaciones de equi~íbrio del medio continuo global, se pro

cede a numerar, en forma secuencial, los elementos finitos en 
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que se idealizo el medio continuo y los puntos nodales correspon

dientes {ver fig'2.2) 

De acuerdo con lo aseverado al inciso del inciso 2.3 el equilibrio 

de la estructura mostrada en la fig 2,2_se puede ·escribir, al uti 

!izar la ec 2.3.9, corno se indica a continuaciOn 

t•l ''úl ... N u·l•l (\lll 
tju+~ =• 
t::ill) ~l'-J -1- ~{1) 

• 
• 

• • (3¡¡ u + 

(2.3.39)1 

(2.3.39)2 

(2.3.39)3~ 

en las ecuaciones anteriores el nfrmero indicado en el paréntesis 

corresponde al ndmero del elemento. En forma condensada, las ecs 

2.3.39 Se pueden escribir como t. t-t::) u· (e) -\- "2 k(t:J u te.)= 

e •• 
(2.3.40) 

Las ecs 2.3.39 6 2,3,40 se pueden reordenar, de acuerdo con las 

observaciones indicadas a continuaci6n. 

De la fig 3.2 se r~ede observar que los desplazamientos del punto 

nodal 20 (u 20 y v
20

l, asi como sus segundes derivadas respecto al 

tiempo (Ü 20 y V
20

) aparecen en las correspondientes ecuaciones de 

equilibrio de los elementos finitos indicados con los ndmeros, 11, 

12, 13, 18, 19, 20 y 2t,bsta observacHin conduce a aseverar que 

el ndmero de ecuaciones en que se pueden agrupar las ecuaciones 

2.3.39 6 2.3.40 es igual al número de puntos nodales multiplicado 

por el número de. grados de libertad asociado a cada punto nodal. 

Entonces, las ecuaciones de equilibrio ordenadas, correspondien

tes a las ecs 2.3,39 6 2.3.40 se pueden escribir como 

p (2.3.41) -
donde las matrices ~ y !• denominadas matrices de masas y de ri

gideces de la estructura, y el vector!. conocido como el vector 

de cargas de la·estructura, se determinan con el ordenamiento de 

las ecuaciones siguientes: 

M (e.) (2.3.42) 
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" K ce.) 
t ~z: (2,3.43) 

. e=, ,_ 
f" \': 2 - \' ( t) (2.3.44) 

e,, 

El vector ~' de la ecuación de equilibrio de la estructura 

(ec 2.3.41), .es el vector de desplazamientos de la estructura y 

se construye con los vectores desplazamiento de cada punto nodal, 
segün se muestra en la ec 2.3.4S. El vector de aceleraciones de .. 
la estructura, ~· representa las segundas derivadas respecto al 
tiempo del vector ~-

u 

u _, 
u _, 
• 

u -" 

u, 

" • 
u, 

_y ... ~ (t) (> '·'') 

El procedimiento sistematizado para llevar a cabo las ecs 2.3.42 

a 2.3.44 es exactamente igual al que se utiliza en las estructu

ras esqueletales. 

2.2 Condiciones de frontera 

Las ecuaciones de movimiento de la estructura (ecs 2.3.46) deben 

1 satisfacer valores prescritos de algunos componentes del vector 

~. denominados condiciones de frontera. 

En la fig 2.2, del ejemplo seguido, los valores de los desplaza

mientos de los puntos nodales 2,9 y 25 son nulos. Esto se indica 

a continuacion como 

(2.3.46)a 

(2.3.46)b 

(2.3.46)
0 



" 
Al hacer que las ecuaciones de movimiento {ec 2.3,41) satif~gan 

las condiciones de frontera, dadas por las ces 2,3.46, se obtie 

nen las ecuaciones siguientes 
' ' 

HÜ+I<:l! (2.3.47) 

en la ec 2.3.47 se puede observar que las condicones de frontera 

(ecs 2.3.46) inciden en las matrices de masas B_ y de rigideces! 

y en el vector de cargas P, que se transforman en~ , ! y~· res 

pectivarnente. 
~ 

La forma de introducir las condic~nes de frontera en las ecuacio .. 
nes de movimiento~igual a como se hace en las estructuras esque-

letales. 

2. 3 Matriz de amort.iguamiento 

Aunque el modelo matemático de los s6lidos, elásticos lineales no 

considera efectos disipativos1 al utilizarse en la modelaci6n de 

las estructuras reales, se le adiciona a la ec 2.3.41 un término 

correspondiente a las fuerzas disipativas del tipo viscoso lineal, 

como se indica a continuación: 

(2.3.4B) 

donde U es el vector de velocidades de la estructura, primera de

rivada respecto al tiempo de ~· y f es la matriz de amortigua

mientos de la estructura, generalmente cuantificada con el crite

rio do Rayleigh, mediante la acuaci6n siguiente 

{2,3.49) 

~Y ¡U son coeficientes que se determinan experimentalmente 

2.3.4 Condiciones iniciales 

Para poder integrar las ecuaciones de equilibrio dinámico 

(ec 2.3.4Bl se requiere especificar el origen del movimiento, a 

partir del cual se empezará a cuantificar. Este origen del moyi

miento se conoce con el nombre de condiciones iniciales y· queda 

establecido al especificar los vectores de desplazamiento U0 y 

de velocidad f!o al inicio del movimiento {en el tiempo, t=ol , . .._ 

decir 

u u 
-o 

(2.3,50) 
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• 
(2,3,51) 

2.3.5 Equilibrio estático 

El equilibrio estático de las estructutas es un caso particular 

del movimiento, y es aquel en que el vector de cargas ~ y el ve~ 

ter desplazamientos Q son independientes del tiempo. Al imponer 

esta condiciona las ecuaciones de equilibrio dinfunico (ec 2.3.48), 

se transforman en las siguientes 

k u p (2.3.52) 

2.3.6 Soluci6n de las ecuaciones de equilibrio 

Las ecua~iones de equilibrio esttitico (ec 2.3.52) resultan ser 

un sistema de ecuaciones algebraicas, lineales sim~tricas no ho-
= mogeneas. Su soluci6n)obtiene según los m~todos descritos en 

el capftulo 4. Con el vector de desplazamientos de la estructura 

conocido (~) se calculan cada uno de los vectores de desplazamie~ 

tos nodales de los elementos finitos (~el y se procede a cuantif! 

car para cada uno de ellos, y en los puntos deseados, los siguie~ 

tes conceptos: 

al Los componentes del tensor de deformaciones, mediante la;,.ecs 

2.3.H, 2.3.12 y 2.3.13 

bl Los componentes _del tensor esfuerzo, mediante la ec 2.3.16 

Las ecuaciones de equilibrio dinámico (ec 2.3.48) es un sistema 

de ecuaciones diferenciales ordinarias, de segundo orden, linea

les, no homogeneas, acopladas cuya soluc16n se indica en el ca

p1tulo 4. Conocidos los vectores de desplazamientos (U), de ve

locidades (gl y de aceleraciones (~l se procede como en el caso 

del problema estático a cuantificar los valores de los com 

ponentes de los tensores de esfuerzos y de deformaciones durante 

el movimiento. 
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3. FUNCIONES DE INTERPOLACION DE ELEMENTOS FINITOS 

3.1 Generalidades 

En capitules anteriores se indicó que las ecuaciones del elemento 
finito se obtienen mediante los métodos variacionales (Raylei9h
Ritz) o de los residuos pesados (Galerkin). sin embargo, existen 
algunas diferencias básicas en relación con el método del elemen
to finito ya que se caracteriza por: 

1) La representación funcional global de una variable consiste de 
un ensamble de representaciones funcionales-locales. Las inte
grales globales sobre el dominio de la estructura,n, se esta-
blece en función de un ensamble de integrales sobre dominios -
locales. n , de elementos finitos disjuntos. 

" 
2) Si se utiliza el método de Rayleigh-Ritz, el principio varia-

cional global se construye como un ensamble de los principios 
variacionales aplicados a cada elemento finito. 

3) Si se utiliza el método de Galerkin, las funciones de interp ·o 
tación del elemento finito actuan como funciones de peso en la 
integral de Galerkin. 

En general, el paso mas crucial en el método del elemento finito 
consiste en la selección de funciones de interpolación adecuadas. 
Deben satisfacer ciertos criterios para que se logre la converge~ 
cia de la solución aproximada a la solución exacta, de la ecua--
ción diferencial en cuestión. 

La interpolación de elementos finitos se caracteriza por la forma 
del elemento finito y el orden de aproximación. En general, la se 
lección de un elemento finito depende de: 

a) La geometría Oel dominio global, 
h) El grado de aproximación deseado en la solución. 
e) La facilidad de integración sobre el dominio del elemento, 

El dominio global donde se desea integrar las ecuaciones diferen
ciales puede ser unidimensional, bidimensional o tridimensional. 
En la fig. 3.1 se indican las geometrías de algunos elementos fi
nitos correspondientes a. los dominios globales indicados. 

En general, las funciones de interpolación son polinomios de va-
rios grados pero también se pueden utilizar productos de polino-
mios con funciones exponenciales o trigonométricos. Si se utili~
zan polinomios lineales, ónicamente se requieren los puntos nodn-
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les de las esquinas de los elementos finitos: (fig. 3 .!)mientras -
que si se desean polinomios cuadráticos se deben adicionar puntos 
nodales comprendidos en las fronteras de los elementos (fig. 3.2). 
Desde luego que se pueden utilizar aproximaciones con polinomios 
de orden superior; pero se necesitan adicionar puntos nodales. 

3.2 Elementos unidimensionales 

Se presentarán varios elementos que dependerán básicamente del po 
linomio utilizado para la interp?lación. 

3.2.1 Elementos convencionales 

La expansión p6lin6mica de la variable unidimensional, u~u(x), se 
puede indicar como: 

' + a. :c. 
' 

3.2.1.1 Interpolación lineal 

En este caso, la ec 3 .1.1 resulta ser 

(3 .2.1) 

(3 .2.2) 

para poder expresar el valor de u· , en función de los valores en 
los puntos nodales (fig. 3.3) 

(3.2.3) 

(3 .2.4) 

Al sustituir la ec 3.2.2 en la ec 3.2.3 se obtiene 

(3.2.5) 
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Al sustituir la ec 3.2.2 en la ec 3.2.4 resulta 

De las ecs 3.2.5 y 3.2.5 se obtiene 

- j_ ( u, - u,) 
¿ 

(3.2,6) 

(3.2.7) 

(3.2.6) 

Al sustituir las ecs 3.2.7 y 3,2,8 en la ec 3.2.2.resulta 

u, N. U· 
' ' 

(3.2.9) 

donde .N
1 

se denominan funciones de interpolación y sus expresio-
nes son: 

.N, 1 - ""' (3,2.10) 
¿ 

N1 ::. "- (3.2.11) 

t 

3.2.1.2 Interpolación lineal normalizada 

Si el sistema de referencia se selecciona como se indica en la -
fig. 3.4, se define una nueva variable adimensional como se indica 
a continuación 

h 

donde h ::1: ~ y, de acuerdo con 
siguiente comportamiento de la 

la ec 3 .2.12, 
variable ~ : 

{3.2.12) 

se puede indicar el 

~ = o en el centro del elemento {3.2.13)a 
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en el punto nodal 1 (3,2.13)b 

en el punto nodal 2 (3.2,13}c 

Con base en la variable ~ , la ec 3 .2 .1 se puede escribir como: 

• 

U.-Q.,+ Q. 
' ~

' 
(3 .2 .14) 

y para el caso lineal se reduce a 

(3 .2.15) 

en donde las condiciones de frontera dadas, por las ecs 3,2,3 y-
3.2.4 se indican a continuación:. 

u, (3,2,16) 

• 
(3 .2.17) 

Al seguir la secuencia indicada en el ~nciso anterior las constan 
tes Oo· y ú~ , de la ec 3.2 .15, al utilizar las ecs 3.2 ,16 y 
3,1,17 resultan ser: 

..l._ (u, 
" . 

+ u,) 

ct, = -';: ( "· - u,) 

y la ec 3.2.15 se puede escribir como 

(3 .2 .18) 

.(3.2.19) 

U· 
' 

)·~=l,2, {3.2.20) 

en donde las funciones de interpolación N.:,, resultan ser: 

1 
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...L(i+~) ,_ 

3.2.1,3 Interpolación cuadrática 

En este caso, la ec 3,1,1 toma la forma siguiente: 

u a. + '~+o,z' ~, ~ 

(3,2.21) 

(3,2.22) 

(3.2.23) 

y pará poder cuantificar las tres constantes, Q,, o, y al. se requiere 
conocer el valor de~ en otro punto adicional a los extremos, co
mo se indica en la fig, 3,5¡ en donde el punto adicional se selec 
cionará en el centro del elemento. -

De acuerdo con la fig. 3,5, las condiciones de frontera resultan 

'"" 
u -- u, (3.2.24)a 

(3.2.24)b 

u, (3.2.24)c 

Al hacer que la ec 3.2.23 satisfaga las condiciones establecidas 
por la ec 3.2.24 se obtienen las ecuaciones siguientes 

(3.2.25)a 

a, +t 1 Q' + {3,2.25)b 
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U Q ' A + f l. QA . !> = o + .{. ""1 (. .... 

" sistema de ecuaciones anterior 
e o forma matricial o o= •• indica 

¡: o o a, u, 
ti -!¡ 1' o, - u, 
1 t' a, u, 

Cuya solución resulta ser 

a, = ..L (- 3 u, + '1 U1 - u,) 
t 

(ecs 3,2,25) •• 
a continuación 

y la ec 3,2.23 se puede escribir como 

o bien 

U· 
' 

' l. := J_, ~, :3o 

donde 

N, 

{3 .2 .25)c 

puede escribir 

(3,2,26) 

(3.2.27)a 

(3 .2 .27)h 

(3,2,27)c 

(3 .2 .29) 

(3 .2.30) 



" 

(3.2.31) 

N,= (~)[-t + •(~)l (3.2.32) 

3.2.1.4 Interpolación cuadrática normalizada 

Si el sistema de referencia se selecciona con la variable normali 
zada indicada en el inciso 3.2.1,2, según se muestra en la fig.3.6, 
la ec 3.2.23 se puede escribir como: 

{3 .2 .33) 

Con las condiciones de frontera dadas a continuación 

u, 

L( 

Al seguir el procedimiento utilizado para 
cientes a.,, a_ ~Q,_, la ec 3.2.33 se puede 

U= N¿ 

donde 

N 
' 

(3 .2 .34) a 

{3.2.34)b 

(3.2.34)c 

cuantificar los coefi.-
escribir como 

(3.2.35) 

_,(3.2.36) 
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1- ~ 1 {3 .2 .37) 

(3 .2.38) 

3.2.1.5 Inte~polaci6n en coordenadas naturales 

Si las funciones de interpolación se obtienen en función de varia
bles espaciales adimensionales o normalizadas, entonces al sistema 
normalizado se le denomina sistema coordenado natural. 

Como puede observarse, én los incisos 3,2.1,1 a 3,2,1,4 se han lo
grado expresar a las funciones de interpolación en términos de va
riables adimensionales (que pueden ser ::r(/.{ o bien S :e V$¡) y en 
ambos casos se puede definir sistemas coordenados naturales. pero 
con origenes diferentes, 

3.2.2 Elementos con polinomios de Lagrange 

A fin de evitar la solución de ecuaciones que se Presentan en la -
.determinación de los coeficientes del polinomio de interpolación -
utilizado en el inciso 3.2.1, se puede utilizar el criterio de la 
interpolación Lagrangiana, expresada corno 

\.( - l u. 
' ' 

en donde J; representa a las 
expresiones son: ge, cuyas 

' l . ' 

en donde con 
Y -x.-;t:. sobre 

• J 

ol 
ol 

simbolo 1T se 
rango de j 

(3 .2 .39) 

funciones de interpolación de Lagra~ 

indica el producto de los binomios ::(-2· 

' 
En esta interpolación, la longitud del elemento se divide en seg-
mentos de igual tamaf'lo por los Y\ puntos nodales, donde n=m+( y 7>'1 
es el orden de aproximación. 



Si la ec 3.2.40 se expresa en función de la variabl~ adimensional 
5: ':¡: /h ' se puede escribir como: 

' íT (3.2.41) 

En la fig. 3.7 se muestra esquem&ticamente la división de la re-
gión del elemento para las ecs 3.2.40 y 3,2.41. A continuación se 
ejemplifica el uso de la interpolación de Lagrange para diversas 
órdenes de aproximación. 

3.2.2.1 Interpolación lineal 

En este casol'll:l y 11"'~• según se indica en la fig. 3.8 la interP2_ 
laci6n de Lagrange, ~ra diversas referencias, se indica a conti
nuación. 

a) Variable no normalizada, referencia mostrada en la fig. 3,8a 

t-J, = i~ = 'X - ~!. - "-" 1 - " 
-:(, - :;(:t. ·-- " 

(3 .2 .42) 

1 :;t ~ ::l¡ "'-o .,_ 
N, =1, = = -

':l: ... -::c., 
,_, 

h 
(3.2.43) 

b) Variable normalizada, referencia mostrada en la fig. 3,8b 

N, 
5 - 1 

l (3.2.44) 

o l 

Nt" ( = ' - 5 ~ o s (3.2.45) 

!1- '5, o. 

e) Variable normalizada, referencia mostrada en la fig. 3,8c 

N, f ~- 5, s- J 
-J:(I- 5) (3.2.46) 

' 
:51 - 5, (-•)- j 



s - s, 
5 - 5 , ' 
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:'$-(-1) 

1- (-1) 

El orden Wl::: .t. y el número de puntos Yl = 3 , se indican en la 
fig. 3.9 y las expresiones para sus correspondientes variables se 
indican a continuación, 

a) variable no normalizada, referencia mostrada en la fig, 3.9a 

(;;{-X,) (::t-2~) -:;·(::t-o)(;.;-h) =t./~ [l.::;(] 
(:t~-x,)(=t,,-x~) (~-e)(~-~) h h 

(3.2.48) 

N-:: {i.= (:t-x,)(:t-x,.) =(-:x-o)(;(..-hh) =-(']í~~-;l (3.2,49) 

' ' (",->,)(">-'>) (h-o)(h- h/<) h l h J 

b) Variable normalizada, referencia mostrada en la fig. 3.9 b 

• 



" 
e) Variable normalizada, referencia mostrada en la fig. 3,9c 

Las expresiones son iguales a los primeros términos de las corres 
pondientes ecs 3,2,50 a 3.2.52, pero el valor de las coordenadas 
cambian, y se-indica a continuci6n 

N~ 
' 

~" = 

~'=(s-o) n -1) 
1 (-¡-o){"-¡-t) 

=.L • 

f'-
rs-C-•l][s-IJ 

-' - [o -Hl] [o -1] 

3 [S-(-•l]U -o] 
N..~ f, --

[ 1-(-1))[1- o] 

(J .2 .53) 

1 - ~ '- (3 .2 .54} 

5 (~+1) .L (3.2,55) ,., 

Como era de esperarse las ecuaciones 3,2.42 a 3.2.52 coinciden con 
sus casos correspondier.tes a las ecuaciones obtenidas en el inciso 
3 • 2 ,1 

3.2.3 Elementos con polinomios de Hermite 

En las interpolaciones donde se des~a además de la continuidad de 
la función, la continuidad de las derivadas de la misma, es más -
recomendable el uso de las funciones de interpolación de Hermite. 

A fin de ejemplificar el uso de la interpolación de Hormite se --. 
indica, a continuación, el caso del elemento finito con dos pun-
tos nodales y primeras derivadas continuas, en función de la va-
riable normalizada, "§. :- -x./h 

u[s)- 1-,,(s)u: + ~,(5)U~ (3.2.56) 

' 

que puede escribirse como 

u( 'S)= N 
' 

(3.2.57) 



donde y oon polinomios 
presiones son: 

N, \;' 
' 

=! 

N,= ~ 
' 

~· N, 
' 

N, ~ ~ 
' 

u u 

< 
-3 $ + ~ 

' s' 3 5 - t 

"S - ' 1 '5 + 

s' - <,t 

u' 
' 

o u, 

-.u~ 

-u¡ 
• 

f 

5' 

de Hermite, {fig. 3 .1 o ) cuyas ex-

{3.2.58) 

{3.2.59) 

• 

{3.2:60) 

{3.2.61) 

(3 .2 .62) 

{3.2.63) 

{3.2.64) 

(3 .2 .65) 

Desde luego que se pueden considerar continuidad en derivadas de 
orden superior pero se requerirán polinomios de Hermite, tambi6n, 
de orden superior, 

3,3 Elementos bidimensionales 

como se indica en la fig. 3.1, las geometrias de los elementos fi 
nitos bidimensionales más usados son el triángulo, el rectángulo 
y el cuadrilátero general. En este inciso se bosquejan las funci2 
nes de interpolaciones asociadas al triángulo y al rectángulo con 



lados lineales. En el inciso 3.5, se considera la posibilidad de 
extender estos conceptos a geometr1as planas mas complejas (cua-
driláteros generales, con lados curvos). 

En la expansión polinómica de los elementos finitos se busca el mi 
ximo orden del polinomio completo correspondiente a un número mini 
mo de grados de libertad (puntos nodales). Para determinar el núm~ 
to de terminas que se presenta~<.- en-un polinomio' de dos variables,
es conveniente utili~ar el triángulo de Pascal, mostrado en la 
fig. 3,11 

3,3,1 Elemento triangular lineal en coordenadas cartesianas. 

La representación polinómica mas simple de la función 1.1 =U (:x.,~) 
es la lineal (ver fig. 3.12) y su expresión es 

(3.2.1) 

las condiciones de frontera correspondientes con los puntos nada
les resultan ser 

ul., 
~: ~~ 

U· • ' 
u 

:l( :.:XJ' -
!!·'1~· 

u. ut o u~ (3.3.2) J ' ~;{ ... 
!:!~,- .... 

Al hacer que la ec 3.3,1 satisfaga las ese 3.3.2 se obtiene 

donde 

Q. 

' 
(3.3.4)' 

(3.3,5) 

(! -.1·-
" J 

(3 .3 ,6) 

y los coeficientes Qj, a..,, bJ·, b'" ,~·.:¡(1..., se obtienen mediante permuta-

. 
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ción ciclica de los sub1ndices en las ese 3.3.4 a 3.3.6. 

l 
l 
1 

~· ' 

el área del triángulo i.jM. se indica con A¡J•WI 

La ec 3,3 se puede escribir como 

que en forma matricial resulta ser 

• 

·U - N U - -

donde 

N· • N· J 

U· • 
u U· 

J 

u~ (~ )(. 1) 

i t~ funciOnes de forma 

-Nl = J... 
•• 

( q, + b¡ z + e. • ~) 

(3.3.7) 

(3,3,8). 

(3.3,9) 

(3.3.11) 

(3,3.12) 

(3.3.13) 

3.3.2 Elementos triangulares en coordenadas naturales 

1 

Como el número de términos que aparecen ~n un polinomio completo 
determina el número de puntos nodales requeridos, con base en-el
triangulo de Pascal.J en la fig. 3.13 semuestJ:"an los pun
tos nodales requer1dos para los polinomios de interpolación lineal, 
cuadrática y cúbica del elemento triangular. 

• 



En lugar de proceder como en el inciso 3.3.1, se utiliza el con-
cepto de coordenados naturales que conduce a las coordenadas de .: 
brea, L, ,l, ll3. (fig. 3 .14), cuya relación con las coordenadas -
carte"sianas esta dada por 

·'< • l, <, + L.,_ X,_ + L,3 ;(~ {3 .3 ,14) 

~ ~ L, j, ~ L, j, + /...~ ~3 (3.3.15) 

l - l, + L; + (3 (3.3.16) 

.donde la ec 3,3.16 establece que las coordenadas de Area l;, son 
linealmente dependientes. 

Otra 'forma alternativa de definir las coordenadas de área se indi
can a continuación (Ver fig. 3.14) 

L, ~ A r~~ 1 A,ll~ (3.3.17) 

L, = A P~! 1 A,t_;, (3 .3 .18) 

L, = A,,. / 4, 1~ (3.3.19} 

LllB funciones do forma N¡ , para los elementos trianguln_res de la 
fig. 3.14 resultan ser: 

3.3.2.1 Interpolación lineal 

se requiere únicamente los 3 puntos nodales sobre las esquinas 

.N¡ - l 
' 

(3.3.20] 

3.3.2.2 1 Interpolaci6n cuadrática 

Se requieren 3 puntos nodales sobre las esquinas y B puntos noda-
les sobre los lados. 



•> Para lo• puntos do esquina 

N : ( 1 L· -1 ) L, ' : 1 J ~ 1 3 (3 .3 .21) 
' ' ~ 

b) Para lo• puntos sobre lo• lados, localizados ol cerrtro 

r0.¡. = Y L 1 L'!. (3.3.22)a 

(3 .3 .22)b 

(3 .3 .22)c 

3.3.2.3 Interpolación cübica 

Se requieren 3 puntos nodales sobre las esquinas, 6 puntos nodales 
sobre los lados y un punto nodal interior, alineado con los puntos 
nodales de los lados. 

a) Para los puntos de esquina 

(3.3.23) 

b) Para los puntos sobre los lados, localizados al tercio 

N, ' L, l1 ( lL, - 1 ) - , (3.3.24)a 

·N 
5 : 1 l, L, (3 L, -<) (3 .3 .24)b 

~. ' 
q L~. l!> ·e 3 ll - 1) 
'- (3.3.24)c 

. N, : i L,_ l~ 

' 
( 3l, - 1) . {3 .3 .24)d 

.~, - _i L, l (oL,-1) -
' 1 

(3.3.24)e 



·N, • 
q L. L, ( 3L, -1) ,_ ' (3.3.24)f 

• 

e) Para el punto interiot 

,rJ,. H L, l• L_, (3.3,25) 

3.3,3 Referencias para elementos rectagulares 

Para esta geometria es conveniente usar c"oordenadas normalizadas y 
la forma de seleccionarlas se indica en la fig. 3.16, 

Debido a la geometria del rectángulo, las funciones de forma se -
pueden generar, sisteJnaticamente, mediante pr'oductos de polinomios 
en las dos coordenadas. 

• 
3.3.4 Familia Lagrangiana para elementos rectangulares 

Si la_s funciones de interpolación se construyen con los polinomios 
de Lagrange {ec 3.2.41), se pueden escribir como 

(3 .3 .26) 

donde N,: ea la función de interpolación para cualquier punto nodal ~ ' 
1; corresponde al polinomio de Lagrange para la variable / 

que pasa por m puntos nod~les, K~ localizados en líneas definidas . 
mediante !J =constante¡ y l~ es el polinomio de Lagran9"e 'para la 
variable !J , que pasa por., puntos nodales~ L~localizados median-
te 'S;: con~tante, , , 

En la fig. 3.17 se muestran los puntos nodales requeridos para al
gunos miembros de la familia de ~grange. El uso de estas func~o-
nes est~ muy limitado, tanto por el número de puntos nodales reque 
ridos como por el número de términos parásitos que resultan en los 
polinomios , N¡ • 

3.3.5 Familia Serendipity para elementos rectangulares 

Las funciones de interpolaci6n de esta familia se obtuvieron, ori
ginalmente, por inspecci6n y por esta raz6n Zienkiewicz les asigno 
el nombre de Serendipity, en similitud con la princesa de ~erendip, 
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de la novela de Horace Walpole, famosa por sus descubrimientos ca 
suales. 

Esta familia se originó por la conveniencia de que las funciones 
de interpolación dependan de puntos nodales localizados sobre los 
lados del elemento, como pueden verse en la fig, 3.18. Es necesa-
rio aseverar que las funciones generadas por los puntos localiza-
dos sobre los lados, generan polinomios completos hasta el grado 
tres: para aproximaciones cuantas o ~s. es.necesario adicionar nu. 
dos interiores. 

Las funciones de forma para varias aproximaciones se indican a con 
tinuaci6n: 

3,3,5.1 Interpolación lineal 

Se requieren únicamente los 4 puntos nodales sobre las esquinas 

(3 ,3 .27) 

3,3.5.2 Interpolación cuadr~tica 

Se requieren 4 puntos nodales sobre las esquinas y 4 puntos nada
lea sobre los lados. 

a) Para puntos sobre las esquinas 

(3 .3 .28) 

b) Para los puntos sobre los lados, localizados al centro. 

(3 .3 .29) 

(3.3.30) 

3 .3, 5 .,3 Interpolac~6n cúbica. 

Se requieren 4 puntos nodales sobre las esquinas y 8 puntos nada
les sobre los lados, 
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a) Para puntos sobre las esquinas 

b) Para los puntos sobre los lados, localizados al tercio 

' 
J 1c=.!:~ ¡·¿d,t,ll,a'¡'3_3,32) 

3 ."4 Eleme!ntos· tridimensionales_ 

Al igual que el inciso 3,4, se bosquejan las funciones de interpQ 
laci6n para las geometr!as simples formadas con superficies pla-
nas ya' que en el inciso 3 .S se extienden estas func'iones 'a geome-
trias más generales, como el hexa~edro. 

3.4.1 Elemento tetr~edro lineal en coordenadas cartesianas 

La función tridimensional U=V{x,~,l) se puede represent,ar en forma de 
polinomios lineales como se"indica a continuación 

(3.4.1) 

Las condiciones de frontera, correspondientes a los puntos nada-
les (ver fig. 3 .19} resultan ser 

u =U· u u. 
. u~ - u,. u ~ uf :( = ;:(. ' 'l =Ls J ) =X.,¡ -) ) z~"f {3.4.2} 

j = ':l; ~~J.; ~"':J .... ~=~f' 
l : ;¡' l = '2j ·¡.l.., 'h:l~ 

Al hacer que lo ec 3,4,1 satisfaga "" eco J .4 .2 resulta: 

~' . Q. 
' 
~ b "' ' 

+- ,!2; J ~ el l 
' 

4,. ~ OJ·. + b . ::(.. 
J 

+ CJ• j .¡._ ,¡.¡. 
J 

"'· 
• q~ ., b_< .¡_ e. J • J_i 

1, • a, .¡_ b, "- ¡. e, l + <l,l 
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(3.4.3) 

donde t{)",.,r, es el volumen del' tetra: edro formado con los puntos no 
dales iJj'"':J r' cuantificado mediante 

1 <· 
' 

¡, ,, 
' 

·v.;j.,p ~t 1 "J 1· ,, 
{3.4.4) ' J 

1 
"" 

,_ '· j "r 'lr ., 
Y los coeficientes 0.,:, 4: ,t!, :J d; se cuantifican como se indica a con
tinuaci6n: 

"'" ·'· 

d " 
' ' 

~· J 

"• 
Xp 

1\ 
"i 
>, ,, 
"' j 
'· "r 

,, 
' 1j 

'l. "· '• '• 
l; ' j 'l- '· 
lr <p 

' 1 'j 
l. '• (3.4.7) 

1 '• 
j, 1 
' ~- l (3.4.8) ,, 1 

Las otras constantes(l:lj, bj,~J,dj,a.,,b"'•~"''.::l..,,úp, bp,~P ~dp) 
se definen enteramente si1nilar·_ a las correspondientes constantes 
e\¡ ,l..· ,C; J d¡ , mediante un intercambio ciclico ~e los subindi
ces en el orden .p , ~, .,i,., , con la convención establecida en la -
fig. 3.19. 

La ec 3.4.3 se puede escribir, con las notaciones indicia! y matr-i 
cial, como se indica a continuaci6n: 

(3 .4.9) 
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U- N U (3 .4.10) 

donde 

N = [N, (3 .4.11) 

"' ' 
u "s (3 .4.12) 

u. 
u, {~><1) 

y las funciones de forma , tJ¿ 
. ' 
' 

(3.4.13) 

3.4.2 Elementos tetra edres en coordenadas naturales 

De manera similar al elemento triangular bidimensional, el n6mero 
de puntos nodales requeridos para definir polinomios completos, . -asi como el tetra edro de Pascal, se muestra en la fig. 3.20 • 

• Las coordenadas naturales de tetra edro se denominan coordenadaB 
de volumen,_ le ji =1,2 ,J, 4, cuyn relación con las coordenadas carto
sianas resulta ser (fig, 3.21). 

(3.4.14) 

j = L, l, 
,_ L._j,._ + L3 ~~ +- l.¡ :J, (3 .4.15) 

.;¡ , L, 1.1 ,_ L,_ í! '- + l~ i!.:. . ...¡. C¡. ~ '1 (3.4.16) 

•j - L, .¡_ L "- + L, . '; (3.4,17) 



La forma alternativa para definir las coordenadas de volumen se -
indica a continuaci6n (fig, 3,21) 

L, ~ v~1~<~ jv,t?-4 (3.4.18) 

l~ ~ Vr 1-¡, 4fv,J..b.J (3.4.19) 

L, ~ Vp 1 ·v¡ jv, 'l ':. ¡J (3 .4.20) 

l.¡ VPI"-~fna..¡ . (3 .4.21) 

Las funciones de fe~ N,, para los elementos tetra .edres de la 
fig. 3.20 resultan ser. 

3,4.2.1 Interpolaci6n lineal 

Se requieren 6nicamente los 4 puntos nodales sobre las esquinas, 

" - l· /Vi. - L 

3.4,2,2 Interpolaci6n cuadrática 

(3.4.22) 

Se requieren 4 puntos nodales sobre las esqUinas y 6 puntos nada
les sobre las aristas, que en este caso se suponen localizadas al 
centro. 

á) Para los puntos de. esquina 

(3.4.23} 

b) Para los puntos del centro de las aristas 

1 L, l,_ 
(3 .4.24) 

(3 .4.25) 

• 
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3,4.2.3 Interpolación cúbica 

Se requieren 4 puntos nodales sobre las esquinas, 12 puntos,noda
les sobre las aristas locali~adas a los tercios y 4 puntos nada-
les sobre las caras, alineados con los puntos nodales de las aris 
tas. 

a) Para los puntos de esquina 

b) Para los puntos sobre 1 .. aristas 

Ns o • c,c,(oL,-1) 
' 

, N, • l,l,_(2-L.._ -1) - -y 
• 

e) Para los puntos sobre las caras 

N - 2.=1 L, L. L 
1~ - ..._ ~ 

• 
• 

• 

• 

3.4.3 Familia Lagrangiana para prismas rectangulares 

(3.4.26) 

(3 .4.27) 

(3,4.28) 

(3.4.29) 

(3 ,4.30) 

Las funciones de interpolación, ~L , se construyen directamente 
con el producto de tres polinomios de Lagrange, como se indica a 
continuación: 

(3.4.31) 

donde t~;l) son las variables normalizadas y m, n y p son las sub
divisiones a lo largo de cada arista {ver fig. 3.22). Al igual qua 
en los elementos bidimensionáles, la aPlicaci6n práctica de estos 
elementos es casi nula, por su ineficiencia. 
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3,4,4 Familia Serendipity para prismas rectangulares 

Se obtienen con razonamientos enteramente similares a los usados 
en los elementos bidimensionales. En la fig. 3.23 se muestran los 
puntos nodales asociados a los elementos cuyas funciones de inte~ 
polaci6n se indican a continuación: 

3.4.4.1 Interpolación lineal 

Se requieren ónicamente 8 puntos nodales sobre las esquinas, 

(3.4.32) 

3,4,4,2 Interpolación cuadrática 

Se requieren 8 puntos nodales sobre las esquinas y 16 puntos nada 
les sobre las aristas y en este caso, se seleccionaron en los pun 
tos medios. 

a) Para los puntos sobre las esquinas 

N¡zf(t+í~;)(t+)?1 )(~+'5~1 )(íí, +-)J1 +!]1 ->) (3.4,33) 

( ~=t,2,~,···) f) 
b) Para los puntos sobre las aristas 

-k e ,_··~'J(, +, ,,.)(,. s ~,) 
S.: - , ~ '!!t· - + ; ~( + 

• 
• 
• 

3,4.4,3 Interpolaci~n cúbica 

(3.4.34) 

Se requieren 9 puntos nodales sobre las esquinas y 24 puntos noda~ 
les sobre las aristas, que en este caso se localizaron a los ter
cios. 

a) Para puntos sobre las esquinas 

N,~ &(t• ~ '\,)( i+?}l )( 1+) >.l [4(S'<f+ S')-1 •l (3,4,35) 

(~::.1,1)0, : .. a) 



" 
b) Para los puntos sobre las aristas 

"' ~ i., ( ,_ <¡')( ,,,,,)( !+?.?,)( t+, 'S,) '"· .. , " (3.4.36) 

J,L s = :: ~ ~ '}: = :- 1 ~ S, = = 1 

3.4.5 Elementos anillos axisimétricos 

Si la geometria del cuerpo es el de un sólido de revolución o ~xi

simétrico (ver fig. 1. 5), la configuración tridimensional se puede 
reducir a un bidimensional, debido a la posibilidad de eliminar la 
vari~ble angular. Entonces, se pueden utilizar los elementos fini
tos del inciso 3.3, pero con las variables asociadas a los ejes ra 
dial y axial. 

3.5 Elementos isoparamétricos 

Para que cualquier geometria, relativamente compleja, se pueda re
presentar con un número pequeño de elementos, se necesitan elemen
tos finitos con formas m~s complejas que las descritas en los inci 
sos 3 .2· a 3 .4. En este .inciso se tratan geometrias distorsionadas 
(lados y superficies curvas) de los elementos de forma simple que 
conduzcan a geometrias arbitrarias, según se puede observar en la 
fig. 3.24; en donde los puntos asociados a las regiones regulares 
mapean ti puntos de las regiones irregulares. En este mapeo, la re
ferencia original del elemento se transforma en una referencia CUE 
vilinea. Si el rnapeo es uno a uno, se puede establecer una corres
pondencia entre las coordenadas cartesianas y las curvilíneas, de 
la forma siguiente (caso tridimensional), 

(3.5.1) 

Una vez establecida la relación dada por la ec 3.5.1, las funciones 
de forma se pueden especificar en las coordenadas locales y, wcdii'l_!! 
te una serie de transformaciones, determinar los elementos corres
pondientes a una referencia arbitraria. 

3.5.1 Transformación de coordenadas mediante funciones de forma 

' ' Sí N,: =JJ;(~, ?, ~) son las funciones de forma del elemento en las 
coordenadas locales (no deformadas), se puede escribir la relación 
siguiento' 
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{3.5.2) 

lLI 
(3 .5.3) 

• ' ' r• 'J[•j "'~tJ.,-+ tol;.. =/.J.~·=LN,, ... tJ, ' 
1::; - .1 ... •• • IJ., ... 1 • ~ : 

• 
• • 

(3.5.4) 

donde x, y, z son las coordenadas en la referencia cartesiana de 
cualquier punto localfzado en el elemento deformado, y X¡,~; ,i.¡.; ;:: l,m, 
las correspondientes coordenadas cartesianas de m puntos, selecci2 
nadas apropiadamente sobre la frontera del elemento. 

Para asegurar la continuidad entre las fronteras de los elementos 
. ' mapeados, basta con asegurar que las funciones de forma N:~ garan-

ticen la continuidad de los elementos en la configuración no de-
formada, 

La representación de la variable de campo, función u, definida en 
la región del elemento, en términos de las coordenadas curvilineas 
( $ , 7) ~ ) y las funci_ones de forma resulta ser, 

' ... ,) N U (3.5.5) 

donde Ú; l i, 1, 1'1 J son loa v'alores de la variable U J en los Y\ puntos 
nodales del elemento. 

Para asegurar la continuidad de la fuÍición U. (ec 3.5.5), basta 
con asegurar que las funciones de forma N¡('!,,?,'S)utilizadas, garan
ticen la continuidad de U~ en las coordenadas del elemento no de-
formado .. 

Los puntos nodales (n) utilizados para definir la interpolación de 
la función U (ec 3,5,5) pueden estar o no estar relacionados con
los puntos (m) empleados para definir la geometria del elemento --
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(ecs 3.5.2 a 3.5.4). En la fig. 3.25 se muestran las relaciones 
que se pueden presentar para un elemento plano (cuadrilátero con 
lados curvos} en donde las funciones de forma IJ¡

1, i~l,í', para defi 
nir la geometría del elemento {ese 3,5,2 a 3.5.4) son cuadráticas; 
mientras que las funciones de forma N¡ , par" definir la función 
U (ec 3.5.5} puede ser lineal (¿.__,,.¡),cuadrática ( ,·"I,Y} o cú 
~ica ( <=-l,ri,). 

Se llaman elementos is9paramétricos cuando se utilizan los mismos 
puntos para definir a la geometria y a la función (n = m) y, por 
lo tanto, las funciones de forma son las mismas, es decir. 

N. - N' ' -- ; t:l..>"''~ Y) (3 .5 .6) 

y en la actualidad son los elementos de uso mas generalizado. 

Se llaman elementos subparamétricos cuando 11 <:M y elementos supc,E 
paramétricos cuando )1 ';> wt • 

3 .5.2 Derivación de laS funciones de fonna 

Considérese el sistema de referencia local~.?.~ y su correspon
diente sistema de referencia global x, y, z¡ las derivadas parci~, 
les de las funciones de forma N: , respecto a las variables loca
les, por la regla de la cadena, se pueden expresar como: 

')IJ, <;i;J, 1< 'V ¡J¡ '4j 0 IJ¿ (H. 
(3.5.7) - .¡- -~ + 

~, h 1' lj ,, "' 1s 

'""' otJ; '"" DJJ; ~, ')IJ; ~- {3.5.8) ~ + + ~2- f)~ '? ""- 'Op lj >p 

+ + (3 .5.9) 

Las ecs 3.5.7 a 3.5.9 se pueden expresar en forma matricial, se-
gün se indica a continuación: 



-),.,, 
~ * 

,, '"· ~"' O> ?; "'' 'liC ,, 
'"' ·~ 

,, 
"' ~JJ; 

J 
"¡:¡J): ,, ., ":? "' "' - ,, 

(3.5.10) 
;)¡.1; ..,. <>l , ~1,\; ~· ,, ?1 ,~ • O< , 

donde J, denominada mat~iz Jacobiana, se puede cuantificar ex-
pl!citamente con base en las ecs 3,5,2 a 3.5.4, ya que, por la-
ec 3.5.6, se conocen las funciones de forma en la referencia lo-
cal (elementos isoparam6tricos). La expresión de .T resulta ser: 

2 "}IV¡ :t· '"¡)O· L ~IJ~,¡,. >¡ . 2.. ~~-
J: -z. "* x, = ¿ ,, ~, ' "i '}<J¡ l: ,, ' (3 ,5.11) 

¿ "*"' "i.. '2lAl• j· ,, . ¿ .,.. •. ')' . 
En la ec 3,5.10 se puede conocer el t6rmino de la izquierda, ya 
que ae conocen las f.)¡ , por lo que se puede escribir la ecuaci6i-. 
siguiente 

'O~i ~" 
·~ _, "?; 
~1,\¡ J <J0· (3 .5 .12) , = ., . •· = ~¡J~ ,. 

"'> 
Para que exista 

J_, 
es necesario que el Jaccbiano (JL~ 3 ) de la 

transformación sea diferente de cero, e e deCir 

·~ ª-1. .?< .... ~í ,')¡ 

dd:[ = 1 JI O <e ~ g, - ')(e,,,,) 
(3.5,13) 

"' 'J ") ll'\,?, >) ... ~ ~ ... 
~~ "'5 ~ 

.. 
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3.5.3 Integración en coordenadas locales 

En el método del elemento finito es muy frecuente cuantificar in
tegrales sobre regiones de los diversos elementos finitos, como -
las indicadas a continuación: 

Vr -t G;vdv~ L G;(<,j,>)J""d;¡d, 

Ar ~S «,dA o t ~ ('<,j)hJ:¡ 
• • 

·L¡ = 5 ·. G;h cJ,¡-tF(1) h. 
~ 

(3 .5 .14} 

(3.5.15) 

(3.5.16) 

Debido a la complejidad, tanto 'de los intengrandos como de las re 
giones de integración, es conveniente establecer las integrales -
anteriores en función de las coordenadas naturales y quedan como 
se indica a continuación: 

(3 .5.17} 

(3 .5.18) .. 

(3.5.19) 

Aunqub las regiones de integración de las eca 3.5.17 a 3.5.19 es
tan bien definidas las funciones ~~~ , G.~~ j ~.. resultan, en ge
neral; sumamente complejas de tal manera que, para llevar a cabo 
las integraciones, es necesario un método num~rico, que sea una -
aproKimaci6i1. al problema. 

3,5.3,1 Integración num6rica para rectangulos y prismas rectangu
lares. 

La cuadrátura recomendable es la Gaussiana en donde el error es 
del orQen O(t:.'"). Con es:ta cuad.rátura, las acs 3,5,17 a 3.5.19 se 
transforman en las siguientes, 



' " ' 2;, (í, 2,U v~~I ¿ ¿_ H H. el~ ' ' J .. , ,., ' ~ 1 

(3.5.20) 

" i Hj G,(\,, ?,) ·Ar. = 2: H 
' '~, .) : ' ' 

(3.5.21) 

L, i H. 
. ' e;~ e u (3.5.22) . "' 

donde l·h son los coeficientes de pesO asociado a las abscisas 5~~ 
por donde se hace pasar la aproximación polinómica; cuyos valores 
se indican en la tabla 3 .1 · 

3,5,3.2 Integración numérica para triángulos y tetra " edras 

Las coordenadas locales de estos elementos difieren, respecto a -
las del inciso 3.5.3.2, en los siguientes puritos. 

i) Son linealmente dependientes y son mayores en nümero "(uno mas) 
que las coordenadas cartesianas. 

ii) Los limites de variación son diferentes, ya que varian de O a 
l. 

A fin·de continuar con el uso ~e las ecs 3.5.7 a 3.5.13 se puede
hacer el siguiente cambio de variables (para el caso tridimensio-
nal) . 

f- L, (3 .5.23) 

(3 .S .24) 

(3.5.25) 

(3.5.26) 

Como las funciones de forma N" estan dadas en función de las varia 
bles l¡ , el cálculo de sus derivadas se podrán efectuar con expre-
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siones de la forma siguiente: 

dtJ, u!..., 
-- (3.5.27) 
~L 1 0$ 
. ' Al utilizar las ecs 3.5.23 a 3.5.26 en la ec 3,5.27, resulta 

<JD; ') IJ¡ ~IJ[ 
(3.5,28) 

"í "'l, "'; 
de manera similar se pueden obtener la a siguientes ecuaciones 

')>J¡ ?!N· ?! "' ' ' 
.~ 

?'? -
"''• ~,, 

(3.5.29) 

""' ';) tJ¡ '?!"· • -- -

"''· "5 "'; 
{3 .5.30) 

Las ecs 3.5.17 y 3,5,18 se adaptan a los correspondientes limites 
de integración y son: 

'/,al cr~~<( S,,,\" )J S J )J 5 al'(}:;:,:,, c,t¡)JL, ''AJI¡(3 ,5 .31) 

A" {e~. (S,))d S d) a J.'('~, (L ,L,,c,)Jl, JL, (3 .s .32) 

·La aproximación númcrica de las ecs 3.5,31 y 3.5.32, mediante la
fórmula de aammer, se indica a continuación: 

'1'1 - • V 

v,,¿{_(;v\W: (3.5.331 
¡,. 1 

A,= i._ (<;,), • w. 
' 

(3.5.34) 

• ::.¡ 
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donde el limite de la sumatoria (n) representa los puntos de int~ 
graci6n considerados (ver tablas 3.2 y 3.3), el símbolo ( )~ ind!_ 

·ca el valor de la función limitada por el paréntesis en las coor
.denadas de los puntos de integración (Ver tabla 3 .·2 y 3 .3) y Wi" j 

W¡~ son los factores de peso correspondient"es. En las tablas 3 .2 
y 3.3 se especifican todos los elementos para el uso de las f6rmu 

' las de ·Hammer. 
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4, ASPECTOS NUMERICOS DEL ELEMENTO FINITO 

Con base en los desarrollos de los cap1tulos anterio~es se puede 

aseverar que· para poder aplicar el método del ·.:elemento finito, 

en la solución de los problemas que se presentan en la pr!ctica 

profesional, es necesario el uso de una computadora d~gital. Por 

lo tanto, es necesario desarrollar prog'ramas de computadorJ. que, 

con la i'nformación de la_ geometr1a, el material y las cargas , 

se construyan y se resuelvan las ecuaciones de equilibrio corre~ 

pendientes, y se determinen, ademas;los elementos requeridos pa

ra el análisis y el diseño de las estructuras, 

En este capitulo· se resumen los aspectos numéricos que forman . . 
parte de los algoritmos asociados al método del elemento finito 

y que, desde el punto de vista de computación, controlan la efi

ciencia de los programas de computadoras asociados a los algorit 

mos en cuestión. 

4.1 Solución de los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales 

El modelo matemático correspondiente al sistema de ecuaciones al 

gebraicas lineales se acostumbra representar como: 

A x = b (4.1.1) 

donde A es la matriz de coeficient~:s (de rigideces, ~.' en nuestro 

caso) cuadrada de n re~glones por n columnas, b el vector de car

gas (~en nuestro caso) y x el vector· inc6gnita (los desplazamie!!: 

tos~' en nuestro caso). 

Los métodos de solución para resolver el modelo matemático dado 

por la ec 4.1.1, conforman dos grandes. grupos y son: los mótodos 

directos y los métodos iterativos. Los que actualmente se encuen

tran en uso en el método del elemento finito son los dire~tos y 

de este grupo, los denominados compactos, que son los quu ue des

criben a continuación. 

4.1.1 M~todos directos generales 

En el álgebra lineal se demuestra que cualquier matriz ~' no sin

gular, se puede descomponer en el producto de dos matrices trián

gulares, una interior~ y otra superior u, con la condición de que 

alguna de ellas este normalizada (todos los elementos de la diago

nal principal son iguales a la unidad). Entonces, se puede escri-
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bir lo siguiente: 

A= L u· (4.1.2) 

Las matrices triangulares~ y y, se cuantifican con la ec 4,1.2 

y a tal proceso se denomina triangulaci6n. Al sustituir la ec 

4,1.2 en la ec 4.1.1 se obtiene 

L U X ,;b (4.2,3) 

La ec 4,1,3 se puede escribir como 

L Y • b {4.1.4) 

donde 

U X ., Y (4.1.5) 

Las ecs 4,1.'4 y 4,1.5, conocidas como sustitución hacia adelante 

y sus ti tucHin ' hacia atras, respectivamente, establecen que el pro 

ceso de triangulación (ec 4.1.2) transforma al sistema or~ginal, 

que es arbitrario (ec 4.1,1) en dos sistemas tria~gulares (ecs 

4,1.4 y 4,1.5) que son mucho mSs simples de resolver. 

De acuerdo con las dos posibilidades para seleccionar a la matriz 

normalizada, se obtienen los dos m~todos siguientes: . 

4.1.1.1 M~todo de Gauss 

El m~todo de eliminaci6n de Gauss en forma compacta se obtiene 

cuando la matriz tria~gular interior está normalizada, es decir 

Lii•l 1=1, •.. ,1\ (4.1.6) 

4.1.1.2 M~todo de Crout 

El m~todo de Crout en forma compacta se obtiene cuando la matriz 

normalizada es la tringular superior, o sea 

' 1 .. 1, ... ,n 

4.1.2 M~todos directos para matrices sim~tricas 

Si la matriz de coeficientes es simétrica , es decir, 

AT = 11. 

(4.1.7) 

(4.1,8) 

los métodos de Gauss y de Crout se pueden modificar para tomar 

en cuenta tal situaci6n. Para ello, la ec 4.1.2, con base en la·. 

matriz iden~idad, !• se puede escribir como: 
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A "' L I U = L D D-l U = L D-l D U {4.1,9) -- --
donde D es una matriz diagonal, formada con la diagonal de g, en 

el método de Gauss, o bien con la'diagonal de~. en el m~todo de 

Grout. 

4.1.2.1 Método de Gauss modific11do, 

Si la ·ec 4.1.9 queda arreglada como: 

A = L D D-l U = L o U (4.1.10) 

donde 

u= o1 u (4,1.11) 

Al hacer que la ec 4.1,10 satisf~ga la condici6n de simetría 

(ec 4.1.9) Se obtiene que 

ff'DLT.,LDU -- -
de donde se concluye lo siguiente 

iJ .. LT 

(4.1.12) 

{4.1.13) 

Al sustituir la ec 4.1.13 en la ec 4,1,10 se obtiene el proceso de 

triapgulaci6n para el m@todo de Gausa modificado para matrices si

m€!tricas y resulta ser 

A= L D LT (4.1.14) 

La ec 4.1.14 establece que el proceso de triapgulación queda defi

nido por una matriz triangular inferior normalizada y una matriz 

diagonal. 

El proceso de sustitución se obtiene al sustituir la ec 4.1.14 en 

la 4.1.1 y resulta 

La ec 4.1.15 se puede escribir como 

L Y .. b 

T 
D L x = Y 

(4.1.l5) 

(4.1.16) 

(4.1.17) 

La ec 4.1.16 es la sustitución hacia adelante y la ec 4.1.17 la 

sustitución hacia atr:s 
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4'~1.2,2 Método de Crout modificado 

Si la ec 4.1.9 queda arreglada como 

donde 

L = L 
-1 

D -
L b u -- - (4 •. 1.18) 

(4.1..19) 

Al hacer que la ec 4,1,18 satisfaga la condici6n de simetr!a 

(ec 4,1,8) resulta que 

la ec 4.1.20 establece que 

¡; = UT 

(4.1.20) 

(4.1.21) 

Al sustituir: la ec 4,1.21 en la ec 4,1,18 se obtiene el proceso 

de triangulaci6n para el método de Crout modificado para matrices,que 

se indica como 

{4.l.i2) 

La ec 4.1.22 establece que el proceso de tria~gulaci6n queda defi

nido por una matriz triangular superior normalizada y una matriz 

di!lgonal. 

Al comparar las ecs 4.1.14 y 4.1.22, que definen los procesos de 

tria~gulaci6n para los métodos de Gauss y de Crou~modificados p~ 

ra matrices simétricas, se puede concluir que no existe diferencia 

entre ellos y los m~todos modificados pueden llamarse m~todo de 

Gauss-Crou t. 

De acuerdo con lo anterior, las ecuaciones de sustitución hacia 

adelante y hacia atr~s, en notaci6n de matrices triangulares supe

riores no~al!zadas, se puede escribir como se indica a continua

ci~n (ya que g = ~Tl 

~.1,2.3 M~todo de Cholesky 

(4.1.23) 

(4.1.24) 

Se puede considerar como una variante cel m~todo de Gauss-Crout, 

para el Caso en que la matriz A sea positiva definida. Entonces 
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la ec 4.1,19 se puede escribir como 

fr ~T 'J::}h t/t U= VH ll (4.1.25) 

donde la matriz tria~gular ~· ~ n 11 2 g ya no esta normalizada. 

Las sustituciones hacia adelante y hacia atr~s se obtienen ul sus 

tituir; la ec 4.1.25 en la ec 4.1.1 y resultan ser: 

u" -:t: ;;: !J - -
4.1.¡4 selección y organización del método de solución 

(4.1.26) 

{4.1.27) 

La selección del m~todo debe hacerse con base en el menor número 

de operaciones consumidoras de tiemfOen la computadora. Para ma

trices simétricas que es el caso de interés, el método de Gauss

Crout, ordenado en forma inteligente, efectua menos ·operaciones 

que el de Cholesky y ec el que se recomienda. Su algoritmo se re
sume en la tabla 4,1 

Aunque en los desarrollos de las ecuaciones de los m!'itodos de so

lución se emplearon varios arreglos matriciales, y ve.ctoriales, 

en la computadora se debe utilizar el menor nfrmero de ellos ya 

que, en general, la capacidad de la memoria rápida esta limitada. 

En la tabla 4.2 se presentan las subrutinas del algoritmo de 

Gauss-Crout, en donde se utiliza un arreglo matricial y un arre

glo vectorial, por las razones indicadas a continuación 

a) La matriz diagonal, ~. se guarda en la diagonal de la matriz 

oriyinnl :!:! y la matriz trianyular superior normalizad11. sa 

guarda en el triángulo superior de la matriz original :!:!· Lo 

anterior se puede observar en la subrutina TGCCC3 de la tabla 

4.2, en donde se entra con la matriz origin11.l ~· 

b) El vector 1· se guarda en el vector b (sustitución hacia adelan 

te) y al final, el vector! es el que queda guardado en el vec 

tor b sustitución hacia adelante). Lo anterior se indica en la 

subrutina SGCCC3 de la tabla 4.2, donde se entra con la matriz 
tria!l.9ularizada y el vector de c¡~,rgas. . 

Otro aspecto relaGionado con la o~ganización del m~todo de splu-

ci6n consiste en ~amo se lleven a cabo las operaciones matriciales 

de los algoritmos. Como una recomendaci6n a prior~ que se justif! 

en en el jnc.i.so 4 .1. 3, las operaciones con las matrices Conviene 
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realizarlas por columnas y en las subrutinas de la tabls 4.2 ya se 

incluye esta recomendación. 

4.1.3 Organización de las ecuaciones de equilibrio 

El ordenamiento de las ecuaciones de equilibrio depende de la nume 

ración de los pu~os nodales y e~ la que determina la configura~ 

ción d~ "los coeficientes de la matriz ~· que es de la forma mostr::_ 

da en ln fig 4.1, pnrlf matrices simlltricaS. De acuerdo con la f_ig 

4.1, la información correspondiente al arreglo matricial A se pue

de manipular con menor o mayor eficiencia, tanto operativa como de 

capacidad, si se guarda en·los arreglos descritos a continuación 

4.1.3.1 Arreglos cuadrados 

Este arreglo es el más elemental (f_ig 4,1) y, de hecho, los a_lgo- · 

ritmos de las tabla 4.1 . están desarrollados para estos 

arreglos. A continuaci6n se resumen sus desventajas numéricas 

a) Existe gran desperdicio de 
' al menos, se almacenan los 

espacio en la memoria r.!ipida por que, " . . 
2 n (n..:l) elementos que no se l.utili-

zan 1 ya que no se operan con ellos {cantidades bajo la diagonal 

principal de la fig 4.1) 

b) Existe otro desperdicio de espacio al guardar cantidades nulas, 

localizadas arriba de los contornos mostrados en la f~g 4.1. C~ 

mo con estas cantidades si se opera, también existe desperdicio 

de tiempo.· 

La localización de los elementos en estos arr~glos es directa 

4.l.~rr~glos recta~gulares (en bandat 

En la f~g 4.2 se muestran los coeficientes que definen a la matriz 

~· comprendidos entre la banda limitada por la diagonal principal 
. . 

y el contorno de banda, indicados en la fig 4.1. Estos coeficientes 

forman un arr~glo recta~gular denominado arr~glo en banda, ~uyas 

desve~tajas se resumen a continuación 

al EXiste todav!a desperdicio de espacio, porque se almacenan ele 

mentas que no existen en la matriz A, como son los ceros que 

aparecen en el triángulo inferior derecho de la fig 4.2 que, 

desde lU~go no se opera con ellos. 
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b) Existe otro desperdicio de espacio al guardar los ceros que 

existen entre los contornos de silueta y de banda, mostrados 

en la fig 4.1. Puesto que con estos ceros si se opera, tam

bi~n existe desperdicio de tiempo, 

Para la 10calizaci6n de los elementos en este arreglo, en relación 

con el .arreglo cuadrado, no se requiere información adicional al 

ancho do banda, y se puede definir una relación que identifiquen a 

las columnas, ya que son las ünicas que se distorsionan 

4,1,4 Arreglos unidimensionales (en silueta) 

En la fig 4.3 se muestran los coeficientes que definen a la matriz 

~~ comprendidos entre la di?gonal principal y el contorno de silue 

ta, indicados en la f_ig 4 .l. Estos coeficientes forman un arreglo 

unidimensional, al colocar las columnas una tras otra. 

En este arreglo no se puede hablar de·'desperdicio de espacio ni 

operativo, ya que se eliminan todos los ceros no operativos y, por 

lo tanto, es el arreglo m§s eficiente que hasta la fecha se ha lo

grado. Para la localización de los elementos en este arr~glo en 

relación con el arr~glo cuadrado, se requiere un arreglo ad.lcional 

[como el IA mostrado en la f~g 4.3) en donde se especifique la lo

calización del elemento de la di!-lgonal" principal correspondiente <~ 

cada columna. Con este arreglo se puede definir una relación que 

identifique tanto a los re~glones como a las columnas distorsiona

das al pasar al arr~glo unidimensional. 

4.2 Solución de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias 
lineales 

4.2.1 Introducción 

El modelo matem§tico correspondiente a las ecuaciones de equilibrio 

dinámico de los medios continuos modelados con la teorfa de la elas

ticidad se indica con las ecs 2.3.48 a 2.3.51. 

La solución de las ecs 2.3.48 puede obtenerse mediante la aplicación 

de los procedimientos clástcos para la solución de ecuaciones difereil 

ciales lineales con coeficientes constantes. Sin ernbnrgo, tales m~to

dos r<?sultan, en generi!.l, ineficientes para los sistemas estructura-

les. Por tal raz6n se han <lesnrrollado t~cnicas especiales que toman 
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en cuenta las caracteristicas de las matrices !• ~ y ~· para mejorar 

la eficiencia del método de solución. Tales procedimientos conducen 

a dos clases de métodos denominados, directos y de superposición 

modal. Los m~todos directos integran a la ec 2.3.48 en forma directa, 

sin ninguna transformación. Los que interesan son los de paso simple, 

y se basan en las ideas< 

1) Se satisface el equilibrio finicamente en puntos discretos a inter 

vales .!J.i., denominado paso de integraci6rt (fig. 4.4) 

2) Se supone conocida la variación, en e1 intervalo At, de los des--

plazamientos, velocidades y aceleraciones. 

Las ideas.anteriores conducen a métodos aproximados, y la aproxima--

ción y ~1 costo de cada método dependen de la variación que se elija. 

Los métodos directos que se utilizan con mayor frecuencia se listan 

a continuación: ., Método de diferencias centrales 

b) Método de Houbolt ,, Método Theta de Wilson 

d) Método Beta do Newmark 

e) Método Alfa de Hilber 

f) Método cfibico de Argyres 

La diferencia b!sica entre estos métodos se encuentra en la forma en 

que se aproxima la respuesta en el intervalo ~t. 

En los mé"todos de diferencias centrales y de Houbolt, se emplea una 

aproximación de las aceleraciones y velocidades en t6rminoa de los 

desplazamientos, mediante diferencias finitas. 

En el método Theta de Wilson, se supone una variación lineal en el 

intervalo [t ¡ -1:. +614t] , donde el par!metro &.:>! , controla la con 

vergencia y estabilidad del método. 

En el método Beta de Newmark, se generaliza la variación lineal de 

la aceleración mediante dos par!metros ~ J ~· 

En el método Alfa de Hilber se emplea la misma aproximación que el 

Beta· de Newmark pero introduce un término perturbador que se contro

la mediante un par!metro <>t. • 

El método cúbico de Argyris, la fuerza de inercia se aproxima media~ 

te una variación cúbica en el intervalo .IJ.I:: 

El prop6sito que se persigue en cualqier método de integraci6n numé

rica es que el método sea eficiente en el contexto de una buena apr~ 
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ximación a un bajo costo. 

Es necesario hacer notar que entre mas pequeño-;se elija el tamaño 

del paso de integración (t,i) mejor será la aproximación; sin embar

go, el costo del tiempo de computacil.ln rnsult'a mayor, ya que l'!ste 

es directamente proporcional al nfimero de pasos de integ~aci6n. En

tonces, la eficiencia de un m~todo depende de la elección apropiada 

del paso de integración, H, para el cual el método converge a la 

solución. 

La convergencia de un método se puede probar al satisfacer las con

diciones de consistencia y estabilidad. Adem~s se ha observado que 

cuando el tamaño del paso es grande, comparado con el per1ódo m~s 

corto del sistema, la solución aproximada, no obstante satisfacer 

el criterio de estabilidad, presenta errores significativos en las 

amplitudes correspondientes a los primeros pasos de integración. Es 

te fenómeno se conoce con el nombre de excedencia y debe investigar 

se que no se presente en el método seleccionado. 

En el método de superposición modal se transforma el sistema de .. 

ecuaciones diferenciales acopladas (ec 2.3.48) en Y) ecuaciones de 

un grado de libertad, desacopladas ()']es el n.tmero de grados de li

bertad de las ec 2.3.48). La transformación que se emplea para des~ 

coplar las ecuaciones se determina al resolver el correspondiente 

problema de vibración libre de la ec 2. 3.,48 ( cuando ~ .. Q. y K ~ Q.J, 

que conduce a un problema de valores caracter!sticos. En el espacio 

transformado (denominado natural) se integran por separado las ecua 

cienes desacopladas, cuya solución se transforma al espacio original. 

El método directo que se describe en este resumen, cuyo uso se reco

mienda, es el método Beta·de Newmark, para /"=1/4 y ~~t. Ya que 

es incondicionalmente estable~se obtiene buana aproximación y no 

presenta el fenómeno de excedencia. 

El método de superposición modal tambie'n se recomienda como método 

eficiente para obtener la respuesta de sistemas lineales. 

4.2,2 Método Beta de Newmark 

Al considerar que la variación de la aceleración relativa, asociada 

a cada grado de libertad, tiene una variación lineal en el interva

lo de integración [t.~> t,J , como se indica en la fig. 4.4, se ob 
• 

tienen las expresiones siguientes: 



" " •• ·U ~ V (4.2,1) _, 
• !), __L At (~o + ü') u . -\- (4.2.2) ., • 

• " + Q,) u ~ !), + •t v. _.__L Jt'(' ~. (4.2.3) 

" _, 
Con base en las ces 4.2.2 y 4.2.3, Newmark propone la aproximación 

siguiente: 

• " +YMV, ¡) - u + (1-ii),H u. (4.2.4) -• _, 

At. • 
+ (~ -(')¡t' ~. • /'"'v, Id, ~u + u (4.2.5) -o -o 

El par.1metro 1 est~ relacionado con la estabilidad del método (para 

f• 1/4 , es incondicionalmente estable) y el par~metro Y est-1 rela

cionado con la estabilidad y convergencia del método debido al amor

tiguamiento matemátio;::o que puede inducirse (para / =1/2 , no existe 

amortiguamiento matem.1tico). Para el _caso en que ¡'3 =1/6 y Ir -=1/2, 

las ecs 4.2.4. y 4.2.5. son iguales a las, ecs 4.2.2 y 4.2,3, respec

tivamente. 

Al definir los vectores a y b , como se indica a continuaci6n: 

" + ( 1-t) " llt ·u -· (4.2.6) \i, 
• 

+ói u -· (4.2.7) 

las ecs 4.2.4 y 4.2.5 se escriben como sigue: 

• 
ct + ~ H Ü _, (4.2.8) u _, 
6 +f (4.2.9) 

Al Valuar las ecuaciones de movimiento (ec 2.3.48) al final del in

tervalo ¡{ = b
1

) y en la ecuaci6n resultante se sustituyen las ecs 

4.2.8_.y 4.2.9, se obtiene la siguiente expresi6n: 

(4.2.10) 

que puede escribirse como 
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r k u - (4.2.11) -

donde 

k'=M~tHC +f' M 'k (4.2.12) 

' \" 
~· 

- e q - k 6 (4.2.13) 

La ecuación que gobierna a la aceleración al final del paso es un 

sistema de ecuaciones algebraicas lineales, como los descritos en 

el inciso 4.1. Puesto que las matrices~' S y~ son simétricas, 

_!:,11 también lo es. Si el tnmafio del ( At ) se conserva constante du~ 
rante el proceso de integración y puesto que las matrices ~. ~ y ~ 

son co'nstantes, k~ tambil!n resulta constante. 

~1 sustituir la ec 2.3.49 en las ecs 4.2.12 y 4.2.13 se obtienen 

las expresiones siguientes• 

k':(i+(Hoi)M 

r ? -, Hq --
~u M)H fH')I< 

~sy~+b) -
{4.2.Hl 

(4.2.15) 

La forma sistem!tica para utilizar el método de Newmark se muestra 

en la tabla 4.2. 

4.3 Esquema simple para organizar un programa de computadora 

En la fig, 4.2 se muestra, en forma esguemAtica, los aspectos mas 

relevantes para construir un programa de computadora simple, basado 

en el método del elemento finito, para cargas est~ticas. 

Una secuencia a seguir para construir el programa de computadora 

puede ser la siguiente: 

a) Se ·define el modelo matemll.tico que se va a resolver. Para ello 

se .procede como se bosqueja en el capitulo l. 

b) Se especifica la forma de como manipular los parámetros qüe de 

finen a los materiales con que se va construir la estructura. 

De <~,cuerdo con las ecuaciones constitutivas del capitulo 1, son: 

/:, ¡) y p , Esto se define en el bloque indicado con MATERIALES. 

e) Se cslablecc como dcftnir la geometr!a de la estructura por re

solver. Queda definida al conocer las coordenadas de los puntos 
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nodales en que se idealiza la estructura, seg6n el capitulo 2. 

Esto se realiza en el bloque llamado COORDENADAS. 

d) Se especifica la información necesaria para establecer las ecua 

ciones de equilibrio de cada uno de los elementos de la estruc

tura (por ejemplo• puntos nodales, material, geometría, funcio

ciones de , interpolaci6n, etc). Con tal informaci6n se puede con~ 

truir la matriz de rigideces de cada el~mento, segÚn se indica 

en los· capitulas 2 y 3. TambHin se puede establecer el ensamble 

de la matriz de rigideces, como se especifica en el capitulo 2. 

Toda lo anterior se realiza en el bloque indicada por ELEMENTOS. 

e) Se indica la forma de introducir las condiciones de frontera en 

la matriz de rigideces (capitulo 2) y se lleva a cabo la trian

gulaci6n (cap. 4). Esta actividad queda indicada en el bloque 

denominado FRONTERA. 

fl Se sistematiza la forma de cuantificar el vector de cargas con 

opci6n a varias condiciones de cargas. Las fuerzas debidas a es 

fuerzas y deformaciones iniciales,peso.propio, y cargas de supe~ 

ficie en los elementos finitos (capítulOs 2 y 3) es conveniente 

cuantificarlos en el bloque ELEMENTOS. En el bloque CARGAS se es 

pecifican las cargas concentradas que actuan en los puntos nada

les y se llevan a cabo las operaciones indicadas, de acuerdo con 

los capítulos 2 y 4. 

Es muy recomendable que los bloques mostrados funciones como sub-ru 

tinas controladas por un programa principal que permita el dimensio 

namiento eficiente de los arr~glos que se utilicen en las sub-ruti

nas. 

Desde luego que el esquema simplista de la fig.4, puede tener mu--

chas variantes que dependerán de la experiencia nu~rica de quienes 

las elaboren. 
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TABLA 3.1 

Abscisas y coeficien~n~ do p••o p 1 d ~~J ~ ~~ ara a cua ratura de Gauss 

t<r¡ H• • " -' O H1lS lr.69l 39ó~ 1 ·00000 00001) 00000 

" -' 017419 116691 4)41) OSSSSS lllll SSSS6 
o 00000 00000 00000 o~ssu una libS9 

" -. 
0!611l 6JIIS 9<0Jl IH413S 48411 ]1'1.4 
Oll'l91 IG>ll 1•3~ 06lll4 lll-11 6ll.o6 . -' 9i>l9 ).86(,4 61150 ~119 

9l!OI 01631 !610' 99)66 -- ~!SSI l>U09 ·-· 09ll46 9l14l Ollll 0111!1 4<9)) ;"1170 
066110 9lil>l ~>!>lOS 010016 ISJ>O 4!1l9 
01)861 91160 11191 046791 l9HS lllfll 

" -' o1mo J912l •::n9 o ll94i 40661 1\8110 
Q-)4Jll llill 9'1)94 O lJ<>JO !l914 !Olll 
04llli4 lllll 11)91 0)81!1 0050101119 
O-(IQ(IOO <»XX(( WOOCI 04\191 9IIJ6 1J.I69· . -' 09<.1!11 9ilt>l 9JlJ6 o 10111 il."l 90176 
o 79!.66 6-1114 ).l6l7 O lllli IOJH lll7' 
OllliJ "09\l l~l~ 0)1)10 ..,_.¡, lliSJ 
011).1) <>le• 9l6SO o )6168 )1gl) 18)61 

" -' 09ó816 OlJ9l o-;6:'6 IXISill 4)iil óll74 
08Jó0) 1101) lMl6 0180f>.IIII>Ob 94!!1 
OóLlll l>Jll 00190 O:f<l61 Oli9ó' O~H 
Q-)1411 l'1l! QJW9 o-J"H 10770 40001 
o 00000 00000 00(100 OJJOCJ 9Jll0 OIC(<) 

" - 10 
091390 ,1!~5 17111 00(,(.&1 1)") 0%!$ 
o !ó~O<> J)(,¡.c, ~~o¡¡ o 14911 ¡_;m so;¡¡ 
Oó79•0 9l&ll990" o:1901 olo:l ¡;~11 
04)339 ll941 C•lH Ol69ló ó119l 0')')% 
o 14~11 ,,_,~~ !lóll o:~ll! •:1H ''"l 
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Tabla 3.2. F6rmulas para integraci6n numérica de tetraedros 

No Orden Fig Error e< o Coord. w{fVolumen 

.<2 )> !! ~ ()¡.\') • l.!. l.! 

1 Lineal . 

2 ) • •• ft, ft, p 1 

' ft, '· ft. p 1 
11 ~ 011•'1 ' P. ft. •. ~ 1 

' ft.ft.ft.• 1 
• n Ol~l'IIIJO ' p nO IJ!I%60 

3 C6bioo!; )> • l. U.! -¡ ' ., ' !.!.1.1 
.:. -- 11 - (!(~') ' ~r-1 • ' l. 11 • ' 1, ' ' ,, 

. 
Tabla 3,3 Fórmulas para integraci6n numérica de triángulos 

1 

" . 
~/Area Orden Fig Error Coord. 

Lineal 

~~ 11 - 01~'1 • \.\.\ ' 

Cuadoá~ ' !.\.o 1 
R • OlA'¡ ' 0,\, ! 1 

' \. 0,\ 1 

C6bioo ¿,\ • \. \.\ -u R • Oih'l ' 06,0l.Ol} --- ' Ol,Ob.Ol 
(\ ' 01,01.06 

• \, \. 1 O·llJOO,OQOI;(I 

Quincio~ ' ',, , '. ,, } ' 6,. '•· 6, o illJ9.~1ll1 
1/ '-· R • Oih"J ' ft,. P,. '• .. -.. ,~ ' '•· ,, . ,, } " '. f p,, .,. ,, 0 jJJO),~I.UJ 

" ' p,, p, •• 
-·--- -
~"" o, • 00l>IIJX711 
p, • 0"UH)t>MI 
'• - o,, ""·"ll 
p, • OIUil'oJUl) 
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" 
TABLA 4.1 Subrutinas para la triangulación y sustitución del método 

de Gauss-Crout para matrices cu~dradas 

SUé~UUTINE TGCCC3(Ao~) 
OI~ENSiON A<N.Nl 
RfCUCCION JOT~L DE ~ P~l GAU!~-CPOUT V2-SE 
IF<N.f.C-1) PETUI'N 
A( lo2l=Hlo2l/ H t ,1) 
A(2o2 J:H ~·2l• A( \o()•H 1•2 )*~( l.t) 
1F(N.[Q.2l PETUPN 
CO 601) J=3•N 
IS=.J-1 
PP!Mt~ f>ASO 
co 300 <=-2.t5 
XXd'>. 
KS=i·l 
LO 200 K=I•KS 
XX;XH H 11• I l • A ( K• Jl 

2llú Cr.J~TINUE a) Triangulación 
'4(I•Jl=H!oJ)·XX 

]Q(¡ C'OI<,TIIWE 
SEGUNDO PASO 
XX= O. 
[;Q 4CO I=lo!S 
YY.,A(J,Jl/H!oll 
~X=-.JXtTY•A(':,J) 
AO·~l=TY 

ioDO COi'oTHUE 
Ar .:, JJ:A(J,J )· 0: 

EUV CO~Tl/WE 
fiETUf<'l 
[NC 

300 

'" 500 

b) Sustitución 
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TABLA 4,2 Algoritmo del método Beta de Newmark, para sistemas 
lineales de varios grados de libertad 

a) Cal~ular las siguientes constantes: 

Qa=/'IJ.t 

a.,. t.i- a .. 
' 

a,= j"t 
a

3 
_ a,~.At. 

Q' = -t <lt'- a, 
as ::: 1 ..;.. Qo rl.. 

a" -=- q• ...,._~ .~- Q~ 

b) ConstrUir la matriz K* 

k"'= a5 M +a~. k 
el Triangularizar f.*_ 

Para cada paso de integración: 

dl Construir los vectores g. , k ~ í 
• • • 

.q:!,!.+Q,Uo 

¡, -

r = 
u -· 4- lit Y. + 0t il. 

-"'-Ha.-!<[)'~ +~l .e, -- -

• 

el calcular lJ, mediante la sustitución hacia 
en el sistema de ecuaciones 

adelante y hacia atrás . " r k u -- _, -
" Calcular los vectores 

•• u - Q + a, u - _, _, 
.. 

V (, + o, u - _, _, -



x, z 
Ou 

"" ~ /ta~ cr,, 
cru 

"' 
"' ' 

• x, -'-' .L m 
y 

p=Xl_+yj_tz~ 

a ) Notaci6n indicia\ b ) Notación tradicional ( sin indice ) 

Fig 1.1 Sistemas de referencia cartesiano 
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' Zapata corrida Cilindro alargado 

retención Presa de tierra 

Fig 1.2 Ejemplos de problemas. de est~dos planos de deformaci6n 

' 
v=v(K,y) 

L 

Fig 1.3 Región poro los estados planos 



' 
Fig l. 4 

88 

' ' 

'------1--, 

1 
Estado plano de esfuerzos. Placa delgada con 
su plano 

' 

cargas en 

Fig 1.5 Sistema de coordenadas cilindricas para s6lidos 

axisim~tricos, 
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Fig 1.6 Componentes de los tensores de esfuer~o y de defor
maci6n en la referencia cil1ndrica. 



-k-·-·-·-··-·-·-·--,· Fig. 2.1 Idealización de una regi6n 
bidimensional, (estado pla 
no de esfuerzos) mediante ele 
mentas finitas 

' No. de elementos finitos = 33 
= 25 No. de puntos nodales 

j' 
1 

1 

.-·-·-·-·-·-·-·- __ , 
Fig. 2.2 Elementos finitos para establecer 

el equilibrio global de la estruc 
tura. 

• o 
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unidimensional 

~~o DL-J 

anillo triangular anillo cuadril~tero 

tetraedro exaedro r~gular exaedro irregular 

Fig 3.1 Elementos finitos de varias formas 

D 

o ' ~-

Fig 3.2 Elementos cuadr&ticos 

--

--

' 
, __ 



• 

" 
' ' 
F=~· . --'---11 

Fig ·J,J. Elemento unidímensional, 
(variación lineal) , coñ 
origen en un extremo 

Fig 3.5 

• 

• 
Elemento unidimensional, 
(variaci6n cuadr~tica) , 

-.....con_ origen en un extremo 

' ' 

Fig 3.4 Elemento unidimen
sional, (variación 
lineal), con origen 
en el centro 

Fig 3. 6 

' ' ' 

Elemento unidimensio 
nal, (variación cua':" 
dr&tica), con origen 
en el centro 

¡~(-¡ r· ' 1 

' ' ' " -' " ' ' ' 
• 

Fig 3.7 Coordenadas en un elemento en el que se utiliza interpolación 
lineal 

¡;-· 
' ., ., 

1- • 
a) variable no normalizada 

(origen en un extremo) 

r'·i 
' 

-·-¡· 
(,-o ¡, - 1 ~ --1 ' -" ' -' • 
bl variable normalizada 

(ori9en en un extremo) 

1- • 
e) variable norma 

lizada (origeñ 
en el centro) 

Fig 3.8 Aproximación lineal, en un elemento 1agra~giano 

• a) variable no normalizada 
(orig'en en un extremo} 

• ¡·-· • -·¡-· . -" 
,_ '--...,..------< 

h .- -· 
b) variable normalizada c)variable norma

(origen en un extremo)· li:o:ada (origen 
; en el centro) 

Fig 3.9 Aproximación cuadr&tica en un elemento lagrangiano 
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•• 

"' 
o.• 

0.0 

o 

- OJ 

o> 
H' 
' 

Fig 3.10 Funciones de inter
polaci6n de Hermite 

' 

,, 

" 

'" ' 

' 
Fig 3.12 Elemento triangular lineal 

1 
\ 1 
i 

'\ (\ 
¡1. 0 L, 1.,1 \, 

\ \ \ ' ---<--1 
' (<' y,) ' ' ' ' ' ¡,,y,) 

F~g 3.14 Coordenadas de ~rea 

' 1\ . --x---y------------
1\1\ -- x' ---XJ' ----Y'------------- ¡ 

__ /\LV\.--------- -, 
/\l\1\1\ 

-- ~·---".J1---~'y!.-- "-''- -- ,' -------- 4 

'/\/\/\1\1\, --x'-------------------- Y ------S 
l\1\/\l\1\!\ 

.. Fig 3.11 Triángulo de Pascal 

' 

' 
,., 

' ' 
cuadrático 

• 

o .. 
, 

' 
, 

I<J cO.bico 

' 

' 
Fig 3.13 Familia de elemen 

tos triangulares-



, .. 
L 

---¡ 
• 

--t ' . ( ' • 
' 1 

~- -I/ 1 
' . ' ' 

F ,, 

u""~~-~--~· 
) 

Fig 3.16 Coordenadas normiliza 
das para un rectángulo 

/- -1~ 
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lineal cuadrático 

,,, \ ~. -1 ,., 

lineal· 
,., 

o 

cuadrl>tico 

'"' 
o o 

o o 
ctibico ,,, 

Fig 3.17 Familia Lagrangiana 
-. de rectangulos 

o 

ct:ibico 

,,, (J) cuártico 

Fig 3.18 Familia Serendipity de rectangulos 

' 

j 

Fig 3.19 Elemento tetraedro lineal 
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nudos (lineal) 

., 

10110 nudos (cuadrático) 

1<1 lo nudos ( cli.bico) 

Fig 3.20 Familia de tetraedros 

Fig 3.2 1 Coordenadas de volumen 
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Fig 3.22 Prisma rectangular de la familia Lagrangiana 

( - -1 

1nudo 

'- -1 
(linéa1.) 

» 
nudos 

(cuadrático) 

" nudos 

(c(ibico) 

Fig 3. 2 3 Familia 

-~ - 1 

/! '-.._. 

....._ ./ 

/! '-.._. 

-....._ / 

. ........_ 

Serendipity de prismas rectangulares 

• 



• 

~ Í~-~ e 
/rl-+71/ ¿, 

·.- -1/ 

• 

' 

Coordenadas locales 

' 
1-1.1) 11. n 

' 
1-1. -1) (l. - 1) 

• 

coordenadas locales 

Fig 3.24 Mapeos de , 

98 

' 

, 
Coordenadas cartesianas 

' 

' 

' 

coordenadas cartesianas 

elementos bidimensionales y tridimensionales 
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o 

,,, 
'" 

o 

Isoparaml!itrico Superparaml!itrico 

.. 

,,, 
o 

Subparam6trico 

Punto donde se define la coordenada 

Punto donde se define la funci6n 

Fig. 3.25 Transformación de coordenadas mediante funciones 

de forma 



A -

A -

----. ' A, ' o ' A, o o o o o Contorno ,, 
' . ' 
'-- -' Silueta 

"" '· o o o o o 
' ' Contorno de banda 

'· ' o A, o o o 
' ' ____ , 

Fig 4.1 Arruglos,ouadrados .. "' 
,_ o o 

' .. .. ' ' 
o o 

1----

SIMETRICA '" .. ,.. 

1 

2 

3 

• 
S 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

" 
15 

16 

17 

A, '• .. 
Fig. 4.2 Arreglos cuadrados 

( en banda) 

~ 
J.., 

An 

A, 

!!.u.. 
~ 
An ,_, 
A,. " , .. 
'" 
~ 

'" 
~ 

A • 

1 

2 

S 

6 

• 9 

12 

" 17 

A u o 

A, A, 

A, o 

A" A,, 

A,. A,. 

A, A., 

A, A,. --A, ' o 
' - _, 

'" A,. 

Fig. 4.3 Arreglos unidimensionales 
(en silueta) 

~ 

A, 

o 

A., 

A., 

o 

A., 

' - - -
o 

' o 



• 

.. 
u Jh 

.. 
!J., 

t 

Tamaño del poso ) 

Valores conocidos al inicio del poso U0 , U0 y u, 

.. 
Valores por conocer al final del poso .!:!., ' u, ' y !:!., 

Fig 4.4 Variación lineal de lo aceleración en el 

intervalo de integración At. 
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~ 
MATERIALES. Se especifican loa valores de E) Y., e. 
para todos loa materiales qoe intervienen 

~ 

COORDENADAS, Se proporcionan 1" coordenadas de 
~ loa puntos nodales de " estructura ' 

-- • E, (e) • ELEHENTOS MATRIZ o 
·~ 

" ~ o 
" ~ o Lee " infor-• = macHin raque K e • rida por caZa 

MATRIZ 
• ~ elemento finito - ' y ejecuta lo 
" indicado. 
o MATRIZ e•D 
" ~ o • ·~ 

' • ~ o 
o 

ENSAMBLE K ·~ 

• o • .11 
" ~ 
~ FRONTERA K TRIANGULACION o o K 

' -. 

' ~ 
~ 

o 
" VECTOR ' " CARGAS ~ ' o 
o 

cada Para '"" ~ -
~ • dici6n de carga 

• lee la informa 

" ci6n requerida y VECTOR P • ejecuta lo ~ • - indicado 

o SUSTITUCION u 

~ . 
ESFUERZOS 

~ 

Fig. 4.5 Organizaci6n esquem~tica simple para un programa 

computadora del método del elemento finito ( est~tico) 
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Efectos sísmicos en . estructuras en forma 
de péndulo invertido 

INTRODUCCION 

En la práctica -"' presentan estructuras consti
tmdas por una sola columna la cual S<>l!tiene una 
cubierta que puede ser una losa o un caocarón. Su 
comportamiento dm~mko debe e.tud,aroe consi
derando el efecto que la merda rotacmnal de \a 
mbi~rta induce en el movim1<'11\0 total de la U• 
tructura. 

A principios de este afio se presentó en Califor
nia, EUA. un trabajo' en el cual se trató este pro
blema desde un punto de vista wergftico. Se cal• 
culó sólo d periodo fundamental y con ba"" en 
él, la respuesta de la estructura a un dNerminado 
temblor. Los periodos calculado; para cuatro es
tru<tmas de es:e t1po ya construida• fueron m<• 
nores que los medidos in situ. La discrepancia lue 
atribuida a dectos de rotación y trasla<i6n de la 
ba•e-

EI objeto de este trabajo ~s introd~dr ~n aru!.li
sis modaL el cual nos propormmarA la. d~ctos del 
acoplamiento que existe entre 1"" modos d~ vibra• 
ción. T~!ilbit'n se lomarAn rn cuenta en lormn 
aproximada los dectos de rotación y traslación 
de la b:ue. 

CALCULO DE FRECUENCIAS Y 
CONFIGURACIONES MODALES 

OE VIBRACION 

1. Suelo rígido 

Para el casa en que el centro de g.-avtdad de la 
cubierta se encuentra lo<ali.,.do en la prolongación 
dol eje de la columna. d movimiento de la estruc
tura podra estudiarse en dos direcdon"" perpen
diculares entre si. En tal caso el problema podr~ 
disneti:~r>e como de dos modos de vtbración aco· 
plados en cada dirección. 

Para el cálculo de las lrccuendas de vibración 
se idealüarii la estructura como de comportamtento 
lineaL constituida por una cubierta infinitamente 
rig:da de masa simétricamente distribuida y sopor
tada por una sola columna. Como prim<r caso se 
considerara al suelo inli~itam~nte rígido (lig. 1). 

En fig 1 

\V= peso de la eubierta más la parte tributa
ría de 13 columna 

f = noomPnto de inercta de la masa de la Lll" 

binta respecto al eje z 

-~,,C,C,.C,.C,C,. <le !nv"t,gadoc. lnst<tu<o do lno•m.rto. 
UNAM 

' ' 

Po::. t. Ptndo/<J l•vmklo 

E= módulo de eluticid.ad del matula\ de la 
columna 

1, =momento do inercia de la sección transver· 
sal de la columna con respecto al eje z 

C.G. =centro de gravedad de la cubierta 
L = di•tancia do C.G. al suelo. 

Para la columna mostrada en la• figs. 2a y 2b. 

k= rigidez por trn•ladón (!nena horizomal 
aplicada en C.G. nocuaria para quo este 
•• duplact la unidad) 

k,= rigidez por rotación (par aplicado en C.G. 
necesario para producir un giro unttario 
a la altura de C.G. 

• 
' 

' 

a= rotactón en C.G. debida a la fuena k 
~ = do;plazami•nto lateral de C.G. debido al 

Lnomento Ir,. 

• 

"' t' l· 

' 
-• • 

~ l' ~ 
8. "i"fi7 .• 2i: 

~ r L' L 
&•~·-

2 E 10 2 

S 1/E.VISTA DE LA SOCIEDAD MEXICANA D!1 /NGI!NIIiR!A S/SM/CA. A. C. 



Deopr.ciando lao ddormadonea por cortante. 
la, npre•iones para k. k .. e y 3 pued~n encomrar
se por estática y valen 

k= JEI.!L': (la) 

k,= El,/L: (2a) 

8 = I.S/L ( 1 b) 

S= L/2 ( 2b) 

Para una luer:a de mognitud ak, el despla>a
mJento ser!i. ~ y el giro q(,J, Para un par do nragni
tud fik, el giro ser;\ fi y d desplazamiento {38. Al 
aplkarse ambos siinuiiAnumente, el d.splazilmien
to total de C.G. Út~ x, y el giro,, ( lig. 3). 

L 

Por tanto los valoreo de x, y ,, quedan dado• 

"" x,=~+fi~ 

··=~··)+/J 

PI 
[<) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 3 y 4 para 
a y fi. y utilitando las eco 11• y 2b !C obtiene 

en las cuale• 

a= (x,-k.~•o)/•: 

fi= (q-ky.r,)/• 

( 5a) 

( Sb) 

y= L'!2EI,: (6a) 

• = 1-kL'!iEI, = 0.25 (6b) 

Para las osdladon~• d~l plndulo m0$trado en 
la fig l. el diagrama de cuerpo libre de la cubierta 
está 1ndicado en la lig 1. Las ecuaciones de movi
miento. drspr.dando efectos gravitacionaleo. sor~n 

m:.:, +h=O 

¡;·, + k,fJ =o 
¡;¡ 

1 "1 

posleiM d• 
oquillbr~o 

x, • o .. ~ro.omionro 
••• ""''" •• q<a 
vodod 4t kl eu~o! 

" 
< 1 • rotooión ool <en· 

too do Qra-odoo 
do lo '"~;.,,o 

mX,+k~·o 

J0",+•,/3•0 

Sustituyendo a (5a) y (5b) en (7) y (8) oo 
obtiene 

mX1 +(kx1 -kk,1r1 )/•=0 (9) 

fi,+(k,,,-H,yx,J/•=0 (10) 

Las eos. 9 y lO se pueden exprcs.ar matricial
mente en la forma 

[ m O]['•] '[ ' -•"·]["' .. +- J=O(II) 
o 1 '• • -rkk. k, •• 

Utrlizando !as eC> la, 2a y 6a u cncu~ntra que 

ykk. = Lk/2 ( 12) 

Pueoto que el movimiento es armón!.:o oe Uene 

""' .. . "•=-x, ' 
.. . .. =-·· (13) 

en donde .. es la frecuencia circular natural de,¡_ 
bración. 

Sustituyendo las ecs. 12 y 13 en ( ll) oe obtiene 

-[]{}f': -:.;'J[]=o 
Factorizando en la ec. 11 

( 14 ) 

~r· ,. -~·J-··[· OJ [ 
-2 k, o 1 

.. l 
=O 

.. J 
( 15) 

la e<: 15 r<:pr<:senta un slsrema de ecuacicnn 
hcmog<:neas, d cual. para tener oolución diluente 
de la tri,ial. necesita que su dct~rmin~nte .wa nulo. 
Por tanto • 

Lk ,, 
=O ( 16) 

¡¡EVISTA. DE !.A SOC!f!D.W MEXICANA DEi INGENIEJ.J/JA S/SMICA. A. C. 9 



Du.arroll~nda d determonante o. lleija a 

mf•'- 2..(k/ + mk,)•' + 
• 

+--..:.- (iH,- L' k')"" O •• (! 7) 

Dividiendo ambos miembro• mtro m} y con•ide
rando que L'k" = 3H, •e obtiene 

kf-t-mk, "•'+ k k, =O 
mf, ~mf•" 

( 1 8) 

que •• una e<ut~d6n de segundo grado en.,', cuyas 
so1udonu son 

k/+ mk, .. : .• - c'-,,c.o¡c.~ ± 

..._ / (k/+ mk,)' 
-\ im'J'•' "· ( 19) 

im/•' 
Dividiendo numerador y denominador de (19) 

entre m/ 

·' ' ' 
k/m + k,fl = + 

± j; \¡/(k! m + k,!J)'- (k/m) (k,//) 

(20) 
Llamando a 

k/ m= p' =cuadrado de !a frecurnda circu1ar na
tural por traslación 

k,/J = n• =cuadrado de !a fro:<;urnda circular na
tural por _rotación 

se obtiene 

•{, "'2(r' + n' ± 

• 

:±: ,h,'tn'J'-p'n') (211 

Dividiendn ambos mtembros de (21) mtre p' y 
haciendo .,•jp' =A y !l''/p' = 1' •• llega a 

~ •. ,=2(1-1-p.±y'(l+,.l'· 1') (22) 

Es intereOilnte nol.ilr que si 1 =O (maOil concen
!rada) de la ce 17 se obtiene •' = k/ m= ,r. 

Las configuraciones modales pueden obtenerse 
de cualquiem de las dos ecuaciones algebraicas 
contenidas en la ecuacoón matricial daW. en ce 15. 
La primera de ellas es 

(~-m .. ;) :e,,,-~~ ,,,,=0 (23) 

donde ol indice n indica el número del modo y do 
la cual se obtiene 

.~ ..• / .... = ;~/(~--:) (2~) 
' 

di~idiudo numer;~dor y denominador de (24) en
tre· m y considerando que , = 0.25, ljm = p' y 
qu~ A, = .. !/p' se llega a 

x, . .J,,,, = 2L/(~ -~.) (25) 
.Si Se desean temar en cuenta la. deformaciones 

por cortante basta con modiftcar las rigideces me
diante un análisis de e•t~tica y ¡arttr de nuevo de 
la ec 17 sin considerar que L'k = 3H,. s, existe 
excentriddad m alguna direcci6n $U efecto podrá 
tomarse en cuenta introduciendo "" grado de liber
tad adicional. 

En la; Ügs 5 y 6 se encuentran representados los 
resultados de las ecs 22 y 25. 

'· ::kl-. -¡--¡ 
o z. ~ 4 ; 6 ' • p 

' 
' o ./ 

' / 
" v 
V 
o 

h<!Ll/• 

' ' 

' • f 

+- H----, !\ . 
, ~ iT-- --------¡ 
V:~ tO ·~lO 

o 

. ' 

' ' 
. ' 
-· 

:I/ 
' 

___ , 
' 

___ ¡ f-

\' 
·¡--~-1--_ 
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2. Sudo fl~xible 

Al oscilar una estructura cimentada en suelo 
bl,,ndo. existe 1nteracción dm~mka Slleio-e;tructu
r,, que en la mayoría de los casos no debe despre
c1arsc al calcular ldS frecuencias y los modos de 
vtbmci6n. En lo que Sigue se propoue la adaptación 
do un método numérico para tnmar en cuenta di
<ho dccto. 

Ln restricciones dd suelo ser&n idealizacias me
diante resortes de compor.amiento lineal: uno para 
desplazam•entos lineales horizontales y otro pa· 
ra ddormadoncs anguL~res de cabeceo de la ci
mentación'·'. 

En la f•g. 7 se hace referencia a lol parámetros 
~ue a continuación se mencionan 

C,= 

riAidez del resorte corre~pondient<' a la 
traslación de la b,\Oe ' = C,A 
coefiCiente de cnrt¡¡ntc clhstico unilorme 
del sudo. 

A = área de contacto de la dmentad6n. 
R = rigidez del resorte correspondiente a <Ola· 

ci6n de la base '= C~l,- W'j¡ 
C, = codiciente de comp<"•i6n d•stka no uni

forme del suelo. 
/ 0 = momento de 1Dercia de árta de la base de 

la cimentación con r .. pecto al eje :' 
\V' = peso total de la estructura 

Y = altura del centro de gravcJad de la co
t~:uct"'" sob'" el novel de desplonte 

F-m.,~x· 

desplazamiento 1 total en C.G. ' - .;;}, .. ) 
M - ¡ .. :. 
• - desplazamiento an¡¡ulor total en C.G . 

L' = altura de C.G. sob<e el nivel de desplante 
Xo = tra!laci6n de la base 
<o= rotación de la base 
x1 =o+¡l5 

'' = /J+,.H 
""'" = ¡:,, 
a = l'fk 
(J = M/k, 
/. L. 5. ti. k. k,. x 1. r 1 y W ya ddi11idos a!lte

riormento. 
El problema será <esuelto utilizando un proce

dimiento iterativo y la tabulación propu .. ta por 
N. M. Newmark': se despreciarán la variac1ón 
de la ri~idez de la coluonna debid~ a 1~ fue"a 
normal W y los momentos en la misma. causados 
por la cxcentmidad del peso debida a deforma· 
ciones de la columna. 

Sean 

!', =fuerza horizontal en la base de la dn•en· 
taci6n = F 

M,= momento flnionante en la base de la d
mentad6n = Af + FL' 

x, = F,fK 
,, = M,{R 

A continuación se deocribe el pro<edtmiento " 
segolir: 

l. Suponer valores para x y ' 
2. C<~bdar F y ;.,r usando las exprcsion<> 

F = m~' x y , = /w!•. En esta otnpa el valor 
de "• a~n no se conoce: por tanto se llevara 
como factor comUn en d reoto do/ cálculo 

f----x 
• Posicion 

de equilibrio--

-¡--¡¡~-~~~ F 

L' L w 

llc;:;;;;_~:·~--. ~-"~..1: 
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J. Calcular la luer:a y.! momento en la haso: me
diante las fórmulas 

F.=F y M,=M+FL' 
1. Encontrar los valores de los duplazamientos 

x,=F.{Ky r.=M./R. 
5_ Calcular lo• valoru de los parametroa" = F/k 

yt>=M/k, 
6. Efectuar los productos ftS y af:l 
7. Calcular x 1 =a + fJ! y '' = fJ + <>f.l 
8. Efectuar el producto x, = L'•• 
9. Calcular l<» desplazamientos hnealc• y angula

res total .. de C.G. mediante las upruioau 

x'=x,+x,+x, y <=••+•• 
10. Encontrar el valor de .. ~ med1ante los ce>cicn

tes x/x' y •/<' 
11. Si Jos va loros de .. ;, caknladoo en el JXI•o an

terior son aproximadamente iguales, cl pre<:e•o 
habrá ronduido. En caso contrario r.pila5c la 
secuela utWzando cama valores de patUda para 
x y t los cncontrad<>S en etapa 9 o valores 
cuyo cociente ua igual al de :1 cn\r<: •'· El 
pro<eso deber~ conrinuarse basta lograr la 
aproximación deseada. 

EJEMPLO DE APUCACION 

Con motivo de ilustrar los concepto! enunciados 
anterJarmmr. •• cakcdarán las frecu•ncias y mo• 
dos de vibradón de un cascarón ya constrllidn en 
California, EUA (li~ S). Los datos neceurlos 
han sido extraidoo de la ref l. Se comoutar~n tam
bién la• re•puutas sl•mlcas sup<>niendo que esa es
tructura fuera a construirse en la zona blanda de 
la ctudad de Mhico. Se utilizarán por tanto los 
parametrru dhticru de las arcillas dd Valle de 
México y los upectros de dtseño propuestos en d 
reglamento de construccoón para d Dismto Fede
ral '· 

Los datos necesario• de la estruotur~ •on 

l.-419cm 
L' === 180 cm 
Y 2'19 cm 
W = 20. 450 kg (m= 20.81 k~ seg'/cm) 
W' = 43. 600 kg 
/ 1 - 1.775 X lO"cm' 
1< - 1.065 X lO"cm' 
k l-266 X 101 kg/<m 
k, 7.4lXIO'kgcm/rad 
J l.386XIO'kgseg"crn 
"' = 0.00358 rad/cm 
ó = 208 cm/rad 

Las expresiones para e, y e~ son la• siguien
tes ' 

fl' c. ;o; _F 1 c-"-o •• v'A 
En ees 26 

E' > e,=F,---- (26) 
1 - •' VA 

fl' 

' 
m6dulo de dasticidad del •udo 

_ relación de Poi .. on del suelo 

A = Area de contacto de la cimentación 
· F,. F, = !actores de forma de la cimentación 

Para d caso de la zona blanda del Valle de 
Mhico un valor representativo de E' es 50 kgfcm 2 
y • • 0.5 •, Para una cimentación cuddrod" loo 
valores de F 1 y F, son 0.701 y 2.11 respeClLva• 
mente. 

Sustituyendo valores en ees 26 se obtiene 

C, = 0.123 k~{em• e,= 0.369 kg/cm• 

C~SO l. SU~LO RlOtOO 

a) Cálculo do {rocu~ndas '1 modos de ••ibr~rión 

Para el cálculo de las frecuencias de vlbrodón 
usaremos la lórmul~ dada en ec 22. Los valoreo de 
los parilmetros a SU!tituir son 

(?=k/ m= 608 (rad/se~)' 
u• = k,l/ = 535 {radfseg)' 
,.=n'Jp'=0.882 

con los cuales 

!..,,, = 2(1.882 ± Y3.55 o.882l= o.~9t; 7.031 

Por tanto:O~~~m 
'" = V0.494 X 608 v'JOO= 17.32rad/seg 

~, = \/7.034 X 603 := Y1260 = 65.30 rad/seg 

Los periodo• naturalu oon 
T, = 2rJ~1 = 0.362 seg ( T1 obtenido de un regis

tro de vilnacoonu libres de la estructura y 
reportado en rol 1 = O.i83 seg) 

T" = 2~¡,., = 0.096 ng 

Comparando lo• valores calculado y medido de 
T, se puede yer la Importancia de la inter.'Od6n di
n~miCa suelo-estructura. 

Las relacione• modal .. se obtienen de las"'"· 25 
y •us valores son 

2 X il9 
xJ•, = '1 0.19i = 238cm/rad 

b) Roopuo5ln oismica 

Para el c~lculo de la respuesta sísmica de •l•te
mas de var~ru grado• de libe<tad e• necc!<1do 
calcula< los codicientes de pMtkípación de cada 
modo de vibración. Se puede demo&rar' que para 
este caso e• aplicable la !iguiente ecuación 

e _ x: ,\JT 
.- XrMX 

• • 
( 27) 
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2<-¡-

/ 

~-l/ 
"' 't<l • 

1 

' ... -
1• ._ 

i 

\7.6 

CORTE 

" ' " --¡ í . 

A-A 

Acotaciones en centímetros 

PLANTA 

1 
'" 1 1 

~ . .-

t:" ::::1 
: •• o : 1 
• o ~6 

,:,_.,_.,_,.__.,: _ _\_ 
' 

1~2 
CORTE B· 8 

--¡ 

1 

t 1 "' 
1 

i ELEVACION 

" 1 

Po;;. 8. C.uc•..lo utiii ... !Q pora. •;<mp/o. lDuput• d< R. M<~anl 

en la cual 

es un vec1or que repcesenta los d~spldza
mientos rst6ticos de cada grado de liber
tad de la eS!ructuca mduddoo por un 
despla>ami•nto estático umtario d• la base. 

X. es el vector modal para el ent¡imo modo 

1" 1 

"-['"] ..... - 1 - ' 

- [m '] M= O 1 

M es la matriz de inercia y Sustituyendo valores en ec 27 y efectuando lo• 
productos matrlcoales en ella ittdicadm se obtiene 

X: es el vector traspuesto de :? , 
Para nuestro caso se tendrá 

¡=[x·.,]=['J .... o 

4,960 
C, = 2.566 X lO' 0.00193 

-5.720 e,= 2959 x 10" ---{1.00193 
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El valor absoluto d~ la •••puesta 10hlma en 
cada uno de los modos será'· 

[
V, = fuer:a cortante l [ m 

M 
'' 

=:c.l 0 , = momento exionante nx 
x[;:]s., (28) 

donde 

S., = ordenada del espectro de acrleraciones 
alectada por el coehdeme slsmko C = 
= 0.15. 

El espectro que ocrá utilizado u el rropuesto 
en el reglamento de construcciones de Distrito 
Federal' ( !ig. 9}, Los valores de lu ordenadas 
espectrales correspondientes a T1 y T, ron 100 
cm!seH0 y 80.6 cm/seg' respectivamente. 

Su,ituyendo volare; en ec 28 se l!eg¡¡ a 

[ 
957kg l 

268.000 kg cm 

[ 
893kg] 

216,000kgcm 

(29) 

(30) 

El criterio propucuo en uf. 8 será utilizado 
para el cálculo de la respuesta total (considerando 
Jos electos combinados de los do• modos). Por lo 
anterior la ,.,puesta total de la estructura valdrA 

V=VV¡+V1; M=V'M¡+M1 
(3la, 3Jb} 

En ecs 3\a y 3lb 

V= fuerza cortante total en la columna 

·o • oeol.,ooiÓo d• 
lo o•ovodod 

'· ~·0.5(tiTI 

' ' • 
Fo:;. 9. Eop<rlt~ <k «<l<tacKm~• 

(O.opu<s d~ E.. R<>Kobluefl> y L. futevo) 

T (,.ol 

M = momento flexionante total en C. G, 
Sustituyendo los valores dados en CC! 29 y JO 

en 01) se obtJene 

v = U lO k9 M = 344,000 kg cm 

El momento en la base de la columna valdrA 

Mo = JH.OOO + 1,310 X 419 = 893,000kgcm 

Lo. resultados de nte caso se resumen en la 
Hg. lOa. 

CASO 2. SUELO fLI!XIUI.E 

a) Cálculo defrec,ttndas 9 modos de vibradó': 

Para considerar la:. rcstri<:dones del su~lo em
plearemos el método propuuto anteriormente pro
c~diendo en forma tabular. Sustituyendo •·alores 
en ecuaciones para K y R se obti~n~n 1.88 X 10' , 
kg/cm y 6.35 X JO' kg cm/rad resp~ctivanocntc. 

PRIMER MODO 

14 

Valort•(/<o.ddo) 

x. • (supuestos} 

F.= F. M,= M+ FL' 

x, = F,JK. '• = M,JR 

,. = F/k. fJ =,U¡ k, 

¡3a. ,.9 

x,=.-.+(J~. t,=fi+«O 

_ ... , = ,,[,' 

x=400cm 

F = 8320 

F, = 8320 

x, "' o 4420 

a:= 0.6570 

{H =O 3892 

x,=l.04G2 

x, = 4.0650 

X=..:,+..:,+x,, t'=o.+t, -'<'=5.5532 

.. : =..:/X . .. ¡ = •/<' 72.0 

•=1 rad 

M = 1 .386.000 

M,= 5.376.000 

•• = 0.008i7 

p = 0.00187 

m O = 0.00235 

,, = 0.00422 

t' = 0.01269 

75.7 

X¡.'=438. X¡={~381] 

• •• 
• •• 
• •• 
• ., 
• ., 

•' • 
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PRIMER MODO 

p.,~- Valot<• (1' <ido) P.aot <Omán 

•• • "' ' 
F. M 91.30 1.386,000 ' •• 
F,.M. 9]]0 5.766.000 •' ' 
"'•· .. 0.-1860 0.00910 • ., 

"·' 0.7210 0.00187 •• ' 
{JS, a8 0.3892 0.002585 •' ' 
:e,, ,, 1.1102 0.004455 •' ' 
"''· .. 4.365 •• 

' ... 5.961 0.013565 •• ' 
' ., 73.5 75.8 

s~poniendo q~• la aproximación e• aufidentc 
resulta 

x'/r'=440. X~== [~10,1]. .,~,.:_74 (radf•eg)' 

T,"' 0.731 seg. 

El procedimiento para el cólflputo de lo~ pará
metm.. del segundo modo es el mismo. sólo que 
la configuración supuesta deberA "limpiarse", an
tes de prosegu" el c~kulo, de las componentes del 
pnmor modo que P"diem contener, Se dennoes
tra' que si )(• es el vector de la configuración . . 
supunta. el vector libre de componen!., del pri
mer modo queda dado por 

K{ t.-7 X~ 
X,=X',- X~MX,x; (32) 

Suponiendo 1"'"' el primer ciclo 

y sustituyrndo valores en la ecuación motricial 32 
.., obtiene 

j{ - ¡-"'] . - ' 
q~e nos da lo5 valoreo de partod~ P'"a el primer 
cielo de có.lculo. 

SEGUNDO MODO 
·--p.,,.,,l,.,. V..Jor" (l<r. <ida) Pa<iM romOn 

••• -151 

F. M -3113 1,386.000 ,, 
F,,M. -3143 -123,000 •' • 
"'•· .. -0.1672 -0.0001940 .. ; 
•. ' -0.2181 0.0018700 • •• 
{JI. a~ 0.3892 -0.0008890 • .. , 
x,. ,, 0.1111 00009810 ' •• 
"''· '• -0.0930 • •• 
:e' • .- -0.1191 0.0007870 • •• 
•' • 1267 1270 

::c'/r' =-151,X~ = [-1511], T,- 0.176oeg. 

En ~ste c~so se ~upuso un valor c~rcano al real 
y por tanto sólo se necesitó un ciclo r~ra que se 
obtuviera la aproxim~<ión desead.,, Si el valor '"" 
ptlesto no hubitse •Ido ese Sl!lO otro cu.,lquiew 
seguramente no hubiera sido suficiente un ciclo 
ck cálculo. En lo.o ciclos subsiguientes se proce
deria en igual forma que antes: suponer inicial
mente la con/oguración obtenida en el ciclo ante
rior: limpiarla de las componentes del primer mo· 
do; etc. 

b) Respuesta sismóca 

Lo.s valores de los codicoemes de participación 
y de las ordenadas <S]>"ctrales par~ este caso son: 

e, =o.ooi6S9. e,= -o.OOI689 

S,. = 127.4 un/scg', S,,= ~G (, rm/seg' 

la• respuestas mhim~s para cada modo valen 

[ V, l [ '-""" J M,_ 298.200 kg cm 

[ v, J - [ "' '" l M, - 203.000 kg ""· 

La, respuesta• mhimas totales serAn (/ig JOb) 

V= 2.030 kg 

M= 3Gl.OOO kg con 

M,:::: 1.209.000kg <m 
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M•344tontm 361 Ion tm o 

• 
V•t.3tton 

t' 

2.03 ton 

_Mt: • S93 ton cm 

• / 

!.93 ton 

t 209 ton tm -. ¡' 
SOS ton tm -. 

(o 1 ( b 1 (e) 

CAso 3. B.o.SI! RfGIDA Y MASA CONCENTRADA 

Paca comparación de ruultados se verá cuM u 
el valor de la rupuesta mhima en ol caso de dts
preciar La inercia rotacional y la interacción suelo
estructura. 

Para esle caso p' = 608 (rad/!ee)•, T = 0.325 
seg, 0.155, = 92.6 cm/seg', V= mS, = 1,930 kg y 
M,= 808,000 kg cm (Hg \Oc). 

CONCLUSIONES 

En la siguiente tabla se , .. umen los '""ultadoa 
de Jos tres caso•. indicado• como porcrntajes del 
segundo caro. 

Cono<plo 
V 
M 
M, 

c."' 1 
M.1~>-
95.2% 
73.8'/1> 

c •• o 2 
100% 
toorc 
>00% 

c •• o J 
95.0% 
o % 

66.7$-é 

l.os resultados de la tabla anterior dan una 
idea dara de la importancia que tiene el con•iderar 
la Inercia rotacional de la cubierta y la interacción 
suelo-estructura. La importancia dd prnner con• 
apto aumentarA conforme mdyor sea el momento 
de inercia de masa de la cubierta con uspecto al 
eje z. El úl!il!lO concepto u tanto más importante 
cuanto más blando sea el suelo de cirnentaci<'in. 
En particular puede obsen•aroo: que en d tipo de 
solución 3 no se obtiene montento flexionan!• a lo 
altura de C.G, Esto puede trner consigo serios 
•rrores en la cuantla del ac<r<> de refuerto nece
sano en la unl<'in columna-cubi.rta que es donde 
más ductilidad ntcesita de .. rrollarse. 
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Fig 116 .Espectros de respuesto. Ciudad Universitario, 
6 de iLJiio de 1964 
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Fig 89 Espectros de respuesto. EdÍficio Manue,l 
6 de julio de 1964 
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RESUMEN 

El objeto de este trabajo es verificar el grado de 
aproximación de dos métodos que con frGcuencia se 
utdilan para estimar la respuesta sísmica máxima de 
sjstemas lineales con varios grados de libertad. Para 
ello se aplica el método de Monte Cario e11 el estudio 
de tres tipos de estructuras con dos grados de líber· 
tad: torsión y traslación, cabeceo y traslación. y tras· 
lación en dos pisos_ Como excitaciones se utilizan 
sismos simulados y reales; se comparan las respuestas 
estimadas con les exactas, se hacen recomendaciones 
acerca del empleo de dichos métodos, y .se obtienen 
las distribucio11es de probabilidades de los cocientes 
du las respuesms exactas entre las as ti medas. 

ABSTRACT 

Octavio A. Rascón 
Augusto G. Villarreal' 

The purpose af this wark is ta verily the dej¡ree al 
~pprax'rmatian al twa rnethads uscd lrequently far 
estimating the maximum seismic response al line<Jr 
systems with various degrees of freedom. Ta da this. 
the Monte Cario methad is used in the study al three 
types al structures with two dej¡rces al freedom: 
torsion and translation, racking and transl~tian, and 
translatian in a two story burldmg. Simulated and rc~l 
earthquakes are u sed as ground excitations; estimated 
responses are compared with the exact ones, recom
mendations for tha use ot such mathads are givtm, 
and the probability distributions of the ratios of 
exact to estimated responses are obtained. 

l.INTRODUCCION 

En este trabaja se analiza el comportamiento diná
mico de algunos tipas de estructuras de comporta· 
miento lineal de dos grmJos de libertad cuando se ll!S 
sujeta a solicitaciones sismicas. El objeto es verificar 
el grado dt~ aproximación de dos métodos propuestos 
Por Rosenblueth (refs 1 y 2) para estim¡n- la respuesta 
!N.txima total, mediante su comparación con las res
puestas máxirms exactas obtenidas con el mélodo de 
análisis modal, al superponer en el tiempo Jos ~fectas 
del s1smo en los dos modos naturales de vibración de 
la estructura. 

El método 1 consisto en estimar la respuesta m~xima 
total, O, extrayendo In ra(z cuadmda de la suma de 
las cuadrados de la respuesta en cada modo natural de 
vibración, 01. es decir 

o-J ~al· ( 1. 1) 

¡ ~' 



donde n es el total de grados de libertad del sistema_ 

El método 2 consiste en aplicar la fórmula 

a .. ji O/+ 
1=' 

a, a, ' 
H ' ¡;f.ll+f¡j 

siendo 

donde 

..,¡ -wj 
•u = .;::"-"",ríw,+tjw1 

( 1.2) 

{ 1.3) 

O, respuesta máxima en el i-ésimo 
modo de vibración, tomada cor1 el 
mismo signo que el de la corres
pondiente función de transferen
cia cuando esta a1can1a su valor 
maximoabsoluto 

..,, i-6sima frecuencia circular natural 
de vibracion dcl·sistema sin amor
tiguamiento 

wj = w, ~ i-ésima frecuencia circular natural 
de vibración del sistema amorti
guado 

t, fracción del amortiguamiento 
critico en el i-ésimo modo natural 

ti =t1 + 2/(w,SI fracción del amortiguamiento 
critico equivalente 

S duración del sismo con el que 9'l 
e•cita al sistema 

El interés primordial al realizar esta verificación radi
ca en que el m~todo ·1, actiJalmente en uso en var1os 
r"!jlamentos de construcción (refs 3 y 41. podrla lle· 
gor a sustituirse por el m~todo 2. ' 

Se han propuesto Nros procedimientos para estimar 
Q (ref 51 (lue son función no linual de los resultados 
del método 1; sin embargo, no se discuten en este 
trabajo porque han sido estudiados con base en es
truca.tras sin amortiguamiento. las cuales, como se 
ver~. conducen a conclusiones diferentes de las que 
corresPonden a estructuras amortiguadas. 

Para realizar estad isticamente este estudio. se emplea
ron técnicas de reducción de variancia del método de 
Monte Cario. 

En cuanto al anélisis. este se limita a tres casos, los 
cuales se detallan en el Apéndice: 

1. Torsión en estructuras de un piso. considerando 
que las respuestas dinámicas son la fuerza cortante y 
el momento torsionante. 

"' 

2. Cabeceo en estructuras de un piso, considemndo 
como re.spuestas la fuerza cortante y el momento de 
cabeceo. 

3. Traslación en estructuras de dos pisos, tomando cr. 
cuenta las fuerzas cortantes en los entrepisos uno y 
dos. 

2. CALCULO DE LAS RESPUESTAS MAXIMAS" 

Las respuestas elásticas máximas de los diversos tipos 
de estructuras se calcularon utilizando: 

a) Mé!Odo 1 lec 1.1, criterio del Reglamento de Cons
trucciones del Departamento del Distrito Federal, ref ,. 
bl Método 2 lec 1.2 y nuevo cmerio de flosenblucth. 
ref 2) 

e) Análisis modal (respuesta exacta). 

Los resultados del an.álisis modal sirvieron como base 
de comparación del grado de aproximación de las esti
maciones logradas con los otros dos critnrios. 

Como excitaciones sismicas se emplearon cuatro sis· 
mos simulados de acuerdo con el método indiC<ldO en 
la ref 6 lfigs 1 a 41. y uno real lfig 51, registrado en 1~ 
zona blanda de la ciudad de México lmf 71. 

El análisis de los tres ca$0S se realizó empleando el 
método de /li\onte Cario. que consiste en estudoar el 
comportamiento de un modelo matemiltico deter
minado, mediante la simuiDóón de los datos de entra
da !generalmente en computadora digital) y del 
estudoo estadistico de los resultados. Cada vez que se 
introduce un conjunto de datos y se obtiene la res
puesta del modelo, se dice que se efectúa un experi
nwnro conceptual del problema: la colerción de r~sul· 
tados constituye la muestra que sirve de base para 
inferir cuál es el grado de aproximación con que 
dicho modelo matemático representa el fenómeno 
para el cual se formuló. 

Conforme aumenta el número de parámetros quP. 
intervienen en el modelo m<itemático. se incrementa 
la cantidad de experimentos necesaria para dilucidar 
cuáles influyen en el problema. es decir, para veri tocar 
si en los resultados que se obtiener¡ al variar loo valo
res de los par~ metros exister~ diferencias estadistocas 
significativas: sin embargo, eso repreSilnta un costo da 
computación que en ocasiones hace prohobitivo tal 
tipo de estudios, a menos que se emplee alguna técni· 
ca de reducción de variancia lrels 11 y 121. lo que 
permite un ahorro considerable en el número de expr 
rimentos necesario para obtener conclusiOnes adecua 

"'' La técnica de reducción de variancia que SI! empleo en 
cstP. trabajo es muy comlm y consiste en. 

' 
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a) Asignar diversos valores a cada par<lmetro que 
Interviene en el problema, de manera que oo cubran 
los 1ntervalos de interés de cada uno. 

bl Calcular la respuesta m<hima exacta y las estima
das coo los métodos 1 y 2 para cada combinación de 
vslores de los diferentes par~metros. 

e) Obtener las respuostas normali2adas dividiendo los 
valores exactos entre los estimados: esto se hace para 
cada combinación de valores de los par~metros. con 
lo cual se elimina la dispersión en los resultados oca
sionada por la magnitud y variación con el tiempo de 
los datos de entrada (se reduce la variar~cia). 

d) Estudiar si existen diferencias estad{sticas sign1f1· 
cativas entre los resultados obtenidos al variar los 
valores asignados a uno-de los p¡Jr~metros. S1 las hay, 
se mtiere que los resultados logr>ldas con cada valor 
de d1cha parámetro corresponden a poblaciones esta· 
disticas. diferentes; en caso comrario. la población 
estadlstica es la misma Y. par consiguiente. las mues· 

'" 

Tl•mpo,en seg 

tras respectivas pueden agruparse en una sola de 
mayor tamaiio. a part"" de la cual es fact"lble obtroer 
conclUsiones más. generales y confiables acerca del 
modelo en estudio. ye que la va,.anc•a del promedio 
de la €!stimación se reduce en proparct6n a 1/n (ref 
111. Esta etapa se repite sucesivamente para cada uno 
de los parámetros restantes. con lo que se real1za, de 
hecho. un an~lisis de variancia. 

2.1 Resultados del problema de torsión (caso 1) 

P~ra d1seiio sismico de t¡dilicios, los elementos med· 
nicos que usualmente interesa conocer son las fueflas 
y momentos que obran sobre cada elemento estruc· 
tural. Para si molificar, con objeto de aislar los efectos 
de la fuerza conante y del momento torsionante. er 
este problema de torsión se considerar~ una estruc· 
tura (fig 6) con masa unitormemerlte distribuida. con 
un solo muro en dirección Z que resista la fuerza 
c01tante directa. y dos idénticos en di1ecci6n Y (per· 



pendtrular al movimiento), de manera que cada uno 
de estos t.illimos resista una fuerza cortante igual a 
M/d, donde· M es el momento torsionante dinámico y 
d es la separación de los dos muros. En esta caso, la 
estructum presenta excentricidad solo en dirección 
perpendicular a la de excitación, z. 
los parámenos que se escogieron para eswdiar el 
problema de torsión fueron jfig 6): 

A = b/d 

b dimensión en la dirección Y 

e ~ u,(b 

T, periodo fundamental de vibración =w1 /2~ .. 
= ~,/l2rK/m) 

r fracción de amortiguamiento respe¡;to al critico 
en ambos medos de vibración 

'1 cociellle de la frecuencia angular entre la lineal 
,. (L/J)/(K/m) 

los valoreS que se asignaron a A, b y e son lo:s consig· 
nados en la tJbla 1; los de r son O. 0.05 y 0.10; los de . 
~.0.5,0.9,1.0, 1.1.1.5,2.0,2.5.3y4,ylosdeT,, 
0.1,0.3, 0.5, 0.7. 1.0, 1.5. 2. 3y4seg.lmcasosde 
~ = 1. 0.9 y 1.1 se estudiaron con especial cuidado 
debido a que para valores de ~ - 1 y cercanos. sucede 
que las dos frlleuencias naturales de VIbración resultan 

_ffiils próximas entre sí·(ec·A.3) y, en conse<::uencia, el" 
térm"1no €j 1 de las ecs A.8 y A.9 del Apéndice puede 
orsumir valores pequeños lec 1.3!. en cuyo caso se 
pueden presentar diferencias considerables entre los 
resultados de ambos métodos, puesto que el término 
de la doble suma de la ec 1.2 a'IUme valores tanto 
mayores cuanto menores son los de <J 1 . 

Para cada ur.o de los casos d!! la tabla 1 se obtuvieron 
las fuerzas cortantes y ros momen!os torsionantes 
máxtmos correspondientes a tndas las combi~~cionllS 
oor. r, yq. 

En _las. figuras Que aparecen m~s adelante no se hace 
dtsnnctóo de los resultados obtenidos OO(l cada sismo 

ni con cada combinación de A, b y e, ya que las 
muestras respectivas se mezclaron al no haberse 
w1contrado diferencias e:nidfstica,i s·,gOificatívaS con 
un 95 por ciento de nivel de confianza en los mismos. 
a pes¡¡r de lo marcada diferencia entre los valores de 
didlos parámetros y de las caracterlsticas de los sis
mos, tales como duración y frecuencia dominante. 

2. 1.1 Momento torsionante 

En la~ figs 7 a 9 se presentan los resultados corres· 
pondientes a los casos en los q11e T1 '"' 2.0 seg y r = 
=O. 0.05y 0.1 O. respectivamente. En el e¡e da las absct· 
sas se localiNn los valores de 11. y en el de las orde
nadas los cocientes de ros momentos torsionantes 
exactos. M, entro los estimados. M y M, con los métO· 
dos 1 y 2, respectivamente (Apéndice). 

En la fig 7, er1 la que el amortiguamiento ns nulo. se 
aprecia mJyor dispNsión en los resultados de ambos 
métodos que corresponden"~- 0.9. 1.0 y 1.1 que 
para los demás valores de 11 . En cambio, en las ligs a y 
9, que corresponden a t = 0.05 y t- 0.10, respecti· 
vamente, se observa que la dispersión de los msul
lildos del método 2 es prácticamente la misma para 
todos los valores de 11 (el cooficíonta de variación es 
cerCllno a 0.2). cosa que no sucade con los resultados 
del método 1, para los cuales s~ tiene mnyor disper· 
sión cuando q - 0.9, 1.0 y 1.1. Estas observactones 
llevan a la condusión de que para ol rnétcx!O 1 no Sil 

pueden mezclar las muestras correspondientes a todos 
los valores de"· ya que los resultados dependen de 
este parámetro, mientras que para el método 2 po
drfan mezclarse las que no se refieren a amorti!,U3· 
miento nulo si se verificara que los valores medios 
correspondientes a Cllda Q son estadísticamente igua· 

'~ 
Para lograr dicha verificación. se investiS'I'I primero si 
los resultados del método 2 son independientes del 
periodo fundamental, T,. Con este fin se trazó un 
juego de figuras del mismo tipo que las figs 10 a 12. 
que corresponden a 11 ~ 1.0 con t .. O, 0.05 y 0.10, 
respectivamento. En la fig 10, quocorr~o_0deat_~--
= O, se observa que los resUitai:losSI dimen-do"n de T, , ya 
que los vHiorcs medios son sensiblerrHmte rnJs grandes 
p<lr.l periodos mnyores de 1.0 seg que pura los meno-
res. Por lo contrario, en las figs 11 y 12 se nota que 
los valores medios son prácticamente independientes 
de T, en el intervalo de periodos estudiado, por to 
que las muestras da cada periodo pueden agruparse en 
una sola (esta cooclusión también es vdlida p<Jra lOs 
resultados dol método 1 ). 

Para verjficar a;llld(sticamente la conclusión anterior. 
Sfl realizó una pn.Jeba de hipótesis acerCJ de si la pen· 
diente de la recta que se ajusta a los datos puede 
considerarse nula, habiéndose aceptado con 95 por 
cionto de nivel de confianza. 

"' 
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En la lig 13 se pr,esentan Of! el eje de las ordenadas los 
promedms. IMMJ y IM!M), de los resultodos obte
n'1dos respectivamente con los métodos 1 y 2, consi· 
cterando que estos son independientes de T,: en el eje 
de las abscisas se IOC<Jiizan los valores de!'/- Se observa 
que. pata q - 0.9. 1.0 y 1. 1, el método 2 sobmstima 
Jigerameme la respuesta media (en 10 por cienroJ. 
¡endiendo a subestimarla en 5 por ciento conforme 
los valores dG 11 se alejan de 1.0, cuando r = 0.05 y 
0.10 

Con objeto de verificar si con el método 2 los resul· 
radas son independientes de 11, se realizaron pruebas 
de hip6tesis de igLJaldad de medias,siendoaceptables 
con 95 por ciento de nivel de confianza. Por lo con
trario, los resultados del método 1 no fueron indepen
dientes de 11. lo cual es obvio, puest.o que C0/1 != 
= 0.10 se ti une que el promedio de MM es 0.31 para 
11 = 1 (el mfnimo valor fue0.04 y el máximo 0.68), y 
0.99 para 11 = 4 (el mínimo fue 0.66 y el máximo 
1.28L 

En la fig 13 se observa también que los promedios 
obtenidos con el método 1 se acercan a los exactos 
conforme , aumenta. presentándose rm~yores errores 
para valores de 11 muy cercanos a 1.0. para el cual las 
frecuencias naturales de la estructura resultan más 
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pró~imas entre si (ec A.3), lo que trae como canso· 
cuencia que en muchas ocasiones l~s respuest~s m~ xi
maS en ambos modos de vibración oCurran simult~
neamente y con signo contrario, por lo que la respues
ta combinada -máxima es la suma algebraica de ambas 
respuestas. que da resultados menores que !os de la ec 
A.ll. 

Otra conclusión inmediata que se obtiene de la fig 13 
es que los resultados del método 2 son prácticanmnw 
independientes de ¡ cuanllo ¡ > 0.05 y que el méto
do 1 pierde aproximación conforme aumenta¡, y q 
se aproxima a 1 

De lo anterior se concluye también que en estructuras 
amortiguadas, que son las de interés práctico, el méto
do 2 proporciona, en promedio, mejores resultados 
que el método 1, aunque el 2 subestime más y con 
mayor frecuencia la respuesm máxima. En estrucwms 
no amortiguadas, que Unicnrnente son de mwré:5 
académico. el método 1 proporciona mejores resultu
dos. 

Otro punto importante de discusiOO es el del cociente 
de la excentricidad dinámica exacta. e•, entre !a está
tica, e,. En las flg:s 14 a 16 se tiene ~ en el eje de las 
abscisas. y e4 /e, en el eje de las ordenadas. 
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Se observa en la fig14, que corresponde a amortigua
miento nulo, que para q ~ 0.9, 1_0 y 1.1 hay una 
marcada difererx:ia entre los resultados obtenidos 
para el caso 1 con los casos 11 y 111 (la de estos últimos 
entre sí no es tan importante). Así, cuando 'l"' 1.0, 
en el caso 1 el promedio de ed!e, fue 38.5 y la desvía· 
ción estándar 16.6; en el caso 11 estos parámetros 
estado'sticos valieron 5.4 y 0.6, respectivamente. Para 
valores de r¡ separados de 1.0 en 0.5 unidades o más 
hay diferencias menos apreciables entre los resulta
dos de los tres casos. Además, e.k, disminuye rápi
d!mente conforme 11 se aleja de 1.0. 
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En las tigs 15 y 16, para r .. 0.05 y 0.10, respectiva· 
mente, casi no hay diferencias entre los resultados de 
los dos casos, aunqoe persiste la dependencia respl!(: 
a 11· Comparando estas tres últimas figuras se no,, 
también que e. le, disminuye conforme el amortigua
miento aumenta. Asl, para¡- = Q_QS el prorredio fue 
4.6Y la desviación estándar 1.3, mientras que parar= 
= 0.10. los valores correspondientes fueron 2.7 V 0_7. 

De las figs 1 S y 16 se concluye que la disposición del 
Reglamento de Consuucciones del Departamento del 
Distrito Federal de que se tome e. le, = 1.5 subesti· 
ma el valor promedio para todos los valores de 11 
mayores de 0.5 y menores de 4.0 (aquí se omitió el 
término 1 O.OSb que se agrega a 1.5 en la disposición 
del Reglamento, porque dicho término tiene como 
ftnalidad prevenir excenlricidades accidenta les ocasio
nadas par variaciones imprevisibles de masas y rigide
ces y posibles e~citaciones torsionalesL 

Con objeto de estimar probabilidades de eventos rela
cionados con los momentos torsionantes, se trazaron 
en papel de probabilidades los datos de frecuencias 
acumuladas correspondientes a diferentes casos. las 
distribuciones de probabilidades empleadas fueron la 
logarltmico normal. la exlrema tipo 11 y la normal, de 
las cuales, pOr apreciación visual, se consideró que 
esta última daba en general mejores resultados (figs 
17 a 19). 

Para verificar que las poblaciones bajo estudio tienen 
distribuciones normales, se realizaron pruet:.as de 
hipótesis estadisticas con un 95 por c1ento dP. nivel de 
conlianza. 

los resultados fueron: 

Mhodo 1 

(Con resultados de 11 ~ 1.5. 2_0, 2_5, 3_0 y 4.0 mez
clados: lig 17) 

r ,Q; se rechaza la hipótesis nula de que la distri· 
bución es normal con media 1.16 y desviación estiin
dar 0.12 (esta hipótesis se mehala también con un 99 
par ciento de niVel de confianza) 

t - 0.05 y t = 0.10: se aceptan las hipótesis nulas de 
Que tas distribuciones sOn normales con medias 0.96 y 
0.85, y desviaciones esMndar 0.15 y 0_17. respectiva
mente. 

Mérodo 2 

(Con resultados de TI= 1.5. 2.0, 2.5, 3.0 y 4.0 mel· 
ciados: lig 18) 

t = O, 0.05 y 0_10: se aceptan las hipótesis de que 1< 
distribuciones son normales con medias 1.15. 1.06 y 
1.00, y desviaciones estándar 0.15, 0.15 y 0,15, 
respectivamente. Para r - O.OS,Ia hipótesis ~e acepta 
con 99 por ciento de nivel d~ confianza: las otras con 
95 por ciento. 
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Ademjs. para t = 0.1 O se estudió el caso en que se 
me¡claron los resultados don= 1 y '1 = 1.1 lfig19). 
ob!Prl iéndose u nil distribución normal con media 0.88 
y desviación estándar 0.17. También se mezclaron los 
resultados de los v~lores de~ de 1 a 4, para los cuales 
se obtuvo una dostribución de igual tipo con media 
0.95 y desviación estandar 0.16. Ambas hipótesis 
fueron aceptables, pero con 97.5 por ciento de nivel 
da confianza. 

En todos los casos descritos en que se acepta la hipó
Wsis rlula. se observa que la desviación estándar f.!S 

muy semejante. va que varia de O. 15 a 0.17. mientras 
quelamediavade0.86a 1.15. 

2.1.2 Fuerza cortante 

Los resultados ob~enidos con los métodos 1 y 2. 
correspondientes a q .. 1.0 y t = O, se muestran en la 
lig 20. En el eje de las abscisas se tienen los ¡:.~riodos 

. 

•. o 

•. o 

1 • Es,.ucturo ' • Eslruclu<Ó • 1 • Eslruct~ro m 

1 

i 
1 

.f . 

1 
. 

••• • 

1 

~ 
1 

'·' >.O •.o 

ftmdamentales, T1 , y en el de las ordenadas las fucr
<as cortantes normali<adas, VÑ y Vi\7. obt~nidas al 
dividir las luer<no cortantes, V, cnlculadm med•ante 
análisis modal entre las estimadas con los métodos 1 y 
2, li' Y V. respectivamenoo. 

De la fig 20 y otras 5imilares se concluyó que las 
luerzas cortantes normalizadas obtenidas con ambos 
métodos son independientes del periodo fundamen
tal, r,, con 95 par ciento de nivel de conl1anza. 
Además. para valores de ll menores de 0.9 y mayores 
de 1.1, los resultados fueron independientes de los 
pa(ámetros A, b y e, con errores de :t 5 por ciento 
Esta Independencia también se obtuvo para el mótodo 
2, inclusive cuando ll = 0.9. 1_0 y 1.1. con errores 
má>dmos de 40 por Ciento en defec!O y 20 por Ciento 
en e~ceso para t =0. tendiendo a reducirse conforme 
aumenta el amortiguamiento: así. para t .. 0.05. se 
obtuvieron errores máximos de :t 20 por ciento. Y 
parat =0 10de:t IOporciP.nto_ 



o ' 

1 / 
. o 

t . • 
• '. 

' 
• 1<>.1>.0."1 

····;;e 

V¡ 

v y( 1/ • 

;; / o . 

' L y / ./ 
....... ,, .... ,., 

o 
' • .. • 
"" .. 

" 

•o 

• 
• .i ' • 

' • 
• 

¡' 1 

.. 0.0 

NI!QO('l>l .......... 

• "' o t. o.o. 
• '. 0.1 o 

0.0 " 

1 ,1; 
:¡ 

• 

¡;. '/ 
'"'")/ .. 

"IU>.OJ'I 
.o 

~ '71 ·;í 
o 

Jf 1 • , .. . • ¡•<>.O> 
• t•O.IO 

~ 

~ .. 
• .. 
... • 1 .. .. ,, ,, 

" ••• 

.. • 
" • .. o 

' .. 

• 

i .. • 

o ' 

' . ' . 

• •• 
l. ., 

.. • .. • 
1 
' • 

• ~ 
o ' 

. 
•o 

'' 
o .. 

" 
fl• 1 8. R<<ulrod"' dt lo• mommto• '""'"""""' po,. '1 K l.J, >.O, >.5, 

' J. O y 4.0 m"clada..' "'•'' d• prob•blli<l44.s na'""''· milodo 1 

'" 

" 

" 
.. 

' 
f.~ 
i , .. • 
í 

' 

-;¡/ .... ,, ., ... _.,, 

··"·''·"~"""' ./ 71 .......... , 

;;;? 
/ VI . ,// / -:·"·'-"·'·'· ... ' •<> ,,,_._ ... , 

• 

... 
i .. 

.. • • " .. 
' 

.. 
" 

~ /9. R•s.;!to40• dtl mltodo 1 ""'" t ~ 0.1 O 

•• • 

.. • 

.. " 

.. 

" 
! . ' - i .. 

.. 
.... . 

Para el método 1, con TI • 1.0. los errores máximos 
fueron: 41 pOr ciento en defecto para la estructu· 
ración del caso 1 y 32 por ciento en defecto en los 
casos 11 y 111. Los errores medios respectivos fuuron 
36 y 15 por ciento, ambos en defecto. P~ra r¡ = 1 .1, 
la eslructuración del caso 1 tuvo errores máximos de 
.t 5 por ciento, y las tipo 11 y 111,38 por ciento en 
defecto y 11 por ciento en exceso. 

ReSPecto al amortiguamiento, se concluyó que las 
tuerzas cortantes normalizadas son prácticamente 
independientes de este; así, para q = 1, los promedios 
globales de los métodos 1 y 2 fueron 1.23 y 1.11, 
respectivamente, pare¡ .. O; para!:= 0.05 de 1.30 y 
1.02. y para¡ = 0.10 de 1.30 y 1.0. 

Como puede apreciarse mediante los promedios cita· 
dos en el párrafo anterior. los resultados que se 
obtienen con el método 2 son meiores que los del 1 
ruando '1 = 1.0. Una conclusión seme¡ante se obtuv< 
cuando q = 0.9 y 1.1, aunque las diferencias se red u· 
jeron en un 10 por ciento. Para valores de q fuera del 
intervalo 0.9.:;; q < 1.1. los resultados de ambos 
métodos fueron prilcticamenw iguales. 
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2.2 Resultados del problem3 de cabeceo {caso 2) 

Los parámetros que se escogieron para estudiar el pro
blema de cabeceo fueron: 

m masa total 

L distancia del suelo al centro de gravedad ._ ... 
perluuO 

T, periodo fundamental 

t fracción de amortiguamiento respecto al critico 
en ambos modos de vibraciór1 

~. c(lCIP.nte de la frecuencia angular entre la l1neal 

LosvJiores que se as1gnaran a T1 fueron 0.3, 0.7. 1.0. 
1.5. 2.0. 3.0 y 4.0 o;eg: a t. O, 0.05 y 0.10, y a q,. 0.2, 
0.5. \.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0 y 4.0. En cuanto a m y L, 
imicameme se usaron 2.0 wn seg1/m y 4 m, respec
tivamente, ya que por los resultados {fuerzas y 
momentos normalizados) que se obtuvieroo con estas 
combinaciones se juzgó innecesario el uso de otros 
valores: por la misma razón se emplearon únicamente 
tres d~ los sismos del problema de torsión. 

En este problem~. igual que en el de torsión, no hubo 
dilcrencias aprw.1ablcs entre los resultados obtenidos 
con los tres s1sm"> que se emplearon comO excitación, 
POr lo cual se "'truparon los resultados en una sola 
muestra. Adern:o·t, tanto las fuerzas cortantes como 

los momentos de cabeceo máximos normalizados 
fueron cstadlsticamente independientes del periodo 
lun~amental, T,. con nivel de confianza de 95 por 
ciento. 

Otra conclusión interesante es que los resultados 
obtenidos con los métodos l y 2 (Apéndice) son prac
ticamente iguales, con diferencias máximas entre ellos 
de 5 por ciento. Esto se debe a que los valores de.¡, 
(ec 1.3) son grandes porque las frecuencias de VIbra
ción no resultan con valores rnuy cercanos entre sí, 
aun cuando se usaron ~. muy pequeñas. de manera 
que el radical de la ec A.17 fuera tarnbión peflueño Y. 
por wnto. que las difcreflcias entre las dos frecuBnclas 
fundJmentales fueran mír1imas. Esto hace que los 
términos que cOntienen a •l, en las ec:; A.24 y A.25 
resultefl muy pequeños y que ~stas ecuaci()'les ¡.e¡¡n 
casi iguales a las ecs A.22 y A.23, respectivamente. 

Aprovechando las conclusiones anteriores, se acumu
laron 1as muestras correspondier1tes a todos los perio
dos fundamentales. y para cada amortiguamiento se 
elaboraron dos gráficas: una de fuerzas cortantes y 
otra de momentos de cabeceo normali1ados, emplean
do únicamenw !os resultados del método 2. En atlas, 
el eje de las abscisas representó a ~. y ul Uo las arde· 
n!ld.1S a los cocientes VÑ o M!iJ, Uo.nde V y M deno
tafl la fuer la cortante y el momento de cabeceo exac
tos, y ii y iJ los mismos elementos mecánicos estima
dos con el método 2_ 

"' 



Debido a que las conclusiones obtenidas de esas grali
c:as son prácticamente las mismas, en este trabajo solo 
se reproduce la correspondiente a las fuerzas cor
tantes con·¡ ""0.10 !lig 21). Dichas conclusiones 
fueron, adeii\'Ís de las mencionadas, las siguientes: 

- Los resultados son estad lsticamente independiernes 
de.¡ con 95 por ciento de nivel de confianza, cuando 
t:;. 0.05 

- La respuesta normalizada se subestima con mayor 
frecuencia que lo que se sobrestima. en proporción de 

'" 
- El error máximo en defecto fue 29 por ciento, y en 
exceso, 22 por ciento 

- El promedio global de los resultados con r;;. .05 es 
1.05, y el coeficiente de variación, 1 O por ciento 
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- Los resultados Valfan ligeramente al introducir 
amortiguamiento a la estructura; se hace notar que 
para t"" O. la respuesta normalizada promedio 7' 
rubestima aproximadamente en 10 por ciento m, 
que con t = 0.05 y 0.10 (fig 22). En estos dos últi· 
mos casos no se aprecia diferencia significativa en los 
promedios de las respuestas ni en las dispersiooes. 
Asi. los errores máximos que se tuvieron para r-
0.05 alcanzaron 31 por ciento en defecto y 19 por 
ciento en exceso; en cuanto a r "'• O. 10 fueron. rns
pectivamente, 27 y 21 por cier'l!o 

-Dado que existe gran inrenidumbre en otros lacio· 
res del disei'io sfsrnico, tales como magnotud del sismo 
de diseño (o en las amplitudes del es¡X:ctrO de dise
ño), contenido de frecuencias, duraciÓll y variación 
temporal del mismo, se puede concluir que las estima
ciones obtenidas con los dos métodos son. en prome
dio. sat1 sfactorias en este tipo de estructuras. 

• ¡. 

• E~lrucluro ' ' (~lrucluro , 
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2.3 Resultados del problema de traslación (caso 3) 

Para estudiar este problema se escogieron como panl
metros: 

,, -
r, 

(kl/m1}/{k 1/m1) 

periodo fundamental 

f fracción de amoniguamiento respecto al cri
tico en ambos modos de vibración 

m,!m, relación de masas 

Los valores que se asignaron a 'h fueron 0.1, 0.2, 0.5, 
1.0. 1.5 v 3: a T,, 0.3, 1.0 y 4.0 seg; a~, o. o_a;; y 
O.IO;yam,/m,, 0.51.0y2.0 

Los resultados se analizaron mediante gfáficas con llo 

o T, en el eje de las abscisas, y cocientes de las fuerzas 
rortantes exactas entre las estimadas en el eje de las 
ordP.nadas (fuerzas cortantes normolizadasl. Debido a 
que los resultados no difirieron mucho de los de cabe
ceo, se empleó únicamente un sismo como exCitación. 
las conclusior~es a que se llegó son: 

- las estimaciones que se obtierum cM los métcdos 
1 y 2 son prácticamente iguales, debido a que los 
valores de las frecuencias de vibración no resultan 
muy cercanas entre sí en cada caso, lo cual hace que 
f.ls €] 2 lec 1.3) resulten grandes y, por tanto, que el 
término de las ecs A_36 y A,37 que las incluye sea 
muy peque~o. en cuyo caso las ecs A34 y A35 son 
casi iguales a las ecs A.36 y A.37. respectivamente. 
Esto se observó aun cuando s~ ~studiaron casos adi
CIOIIOies de m,!m, y >1•, para los cuales el radical de 
la ec A.29 fue mln1mo. con lo cual huho las dile· 

. . ·-· -

'·' '·' 

rancias mlnimas posibles entre las dos frecuencias 
fundamentales y, por tanto, los valores más peque/los 
de d. 1 . Esto ocurre cuando 

l-m,!m, . 
>],= ,,slm,!m,<l 

(1 + m,lm,) 

Dichos cnsos adicionales fueron: m2/m1 = 0.2 con 
,11 - 0.555; m,!m, = 0.5 con >lt ~ 0.222, y m1 !m, 
= 0.8 con >1• = 0.062. En estos,ladiferencia rn.lxima 
que se obtuvo entre los resultados de los dos métodos 
fue de 13 por ciento, siendo mejOI'es los del método 
2 
-las estimaciooes normalizadas son estadistica
mente independientes del periodo fundamental, T,. 
con nivel de confianza de 95 por ciento 

- En la fig 23 se observa que las estimaciones de V, 
y V, tienen, en promedio. errores muy parecidos, por 
lo que en las conclusion~s no es nL'Cesario hacer dis
tinciones entre ellas 

- La respuesta se sobrestima solamente en 30 pOI' 
ciento de los casos. El error má~imo en exceso que se 
observó fue 46 por ciento, y en defecto 41 por cien· 
to. El coeficiente de variación para t == 0.10 alcanzó 
12 por ciento 

- En la fig 24 se observa que los promedios de la" 
estimaciones con t = 0.05 y 0.10son mejores que las 
que corresponden a t = O. lo cual hace pensar que las 
conclusiones obteniUas en la ret 5 respecto a t = O no 
pueden generalizarse para t >O 

'" 



- los promedios glob<lles de las fuerzas cortantes 
normalizadas fueron, para t - O, 1.15; para t = 0.05. 
1.04, y en cuanto a t = 0.10, 1.04. Además. se obser· 
va que respecto a t = 0.05 y 0.10, los resultados son 
muy similares, es decir, son independientes de t si t 
;:.0.05 
- las medias de los resultados normalizadas son esta· 
dísticarnente independientes de la relación de masas, 
m2 /m 1 , con un nivBI de confianza de 95 por ciento, 
pero los casos especiales de m 2 /m 1 y :r¡, indicados 
anteriormente tuvieron mayor dispersión 

,/V, 
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-Para t = 0.05 y 0.10, las estimacionBs norm~li· 
zadas son estad lsticamente independiemes de ~~ , con 
un nivel de confianza de 95 por ciento. como pue 
apreciarse en la fig 24 en la que aparecen únicamer _ 
los resultados del método 2. Para t"' o esta hipótesis 
no se aceptó 

-Por la misma razón indicada en el úllimo párrafo 
de conclusiones del problema de cabeceo, las es11ma· 
cienes obtenidas con ambos mé!odos son en prome· 
dio satisfactOrias en este tipo de estructuras 
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. . 
J. CONCLUSIONES 

El resumen de las conclusiones obtenidas de los tres 
problemas estudiados es: 

En cabeceo y traslación: 

-En promedio las estimociones normalizadas de las 
respuestas máximas logradas con los métodos 1 y 2 
son satisfactorias y pr.lcllcamente iguales; esto último 
debido a que .-1, >>O 

- La respuesta se subestimó con mayor frecuencia 
que la que se sobrestimO. reduciéndose el error al 
considerar amortiguamiento en la estructura. Ademés. 
los valores exa::tos divididos entre los estimados fue
ron estadísticamente independientes de r, y 11. o r¡ 1 , 

así como del tipo de respuesta que se trate {momento 
de cabeceo o tuerza cortante) 

En torsión: 
_Las conclusiones sí difieren al tomar en cuenta el 
mom~nto torsionante o la fuerza conante. Además, 
debido a que en algunos casosf~, es pequeña, los dos 
métodos dan resultados diferentes 

- Las estimaciones del momento torsionante al cons.i· 
derar amortiguamiento estructural nulo dependen en 
r~an medida de ta retación de frecuencias, q. AdemAs, 
estos difieren al usar el método 1 o el 2, siendo m~s 
aproximados los del 1 para valores de q comprendidos 
en r.l intervalo o 0.5 .;;; q .:; 1.5 o muy parecidos fuera 
ddl 

-Para los tres amortiguamief1tos estudiados, los re
sultados del método 2 son estadlsticamente indepen
dientes de q. no asi los del 1; son mejOles los del méto
do 2 cuando r = 0.05 y 0.1 o 

- Cuando se tenga 0.5 .:; 11 < 2. se recomienda usar 
el método 2; en los dem~s casos r.s indistinto el em
pleo de cualqwefll de los dos métodos 

- lil relación de excentriCidad dinámica a excentri· 
cidad est~tica se subestima en las disposiciones del 
f1eglamento de Construcciones del Distrito Federal. 
siendo esto más cuando el valor de q queda compren
dido entre 0.8 y 2. En particular. pa.-a 0.9 <: q < 1.1 
C>ta relación vale. en promedio, 4.6 para ~ = 0.05 y 
2.7 para¡ = 0.10. De lo anterior se concluye que es 
neceS3rio realizar estudios exhaustivos sobre este 
aspocto. considerando vibración torsional en astruc
turas de var1os pisos y con cOrn[Jortamiento inelás
tico 

- Las distribuciones de probabilidades del cociente 
Uel valor exacto sobre el estimado son normales con 
de:Niaci6n estándar cercana a 0.16 y media compren
dida en el intervalo 1 .± O. 12 ( fig 19) 

APENDICE 

A.l ANA LISIS DfNAMICD OE UNA ESTRUCTURA 
SUJETA A TDRSION 

La fig A.l representa un edificio de un piso, de fOO"rna 
arbitraria, con fa ffnea del centro de torsilln (CTl al 
centro"-de gravedad (CG) perpendicular a la dirección 
del SISmo considerado. 

En dicha figura se tieno que 

m masa total del sistem" 

J momento polar da ma~ respecto al centro d~ 
gravedad 

L, rigidez torsional respecto af centro de torsión 

K rigidez lineal en fa dirección del movimiento 

e, excentricidad estática 

b dimensión de la estructur~ en dirección Y 

e "" e, lb 

Considerando que fa rigidez torsional respecto al cen
tro de gr¡¡vedad es 

L"=L,+Ke! 

y aplicando ef principio de D'Afambert para obtener 
los ecuaciones de equilibrio del sistema en vibraciDnQS 
libres, se llega al siguiente sistema de ecuociones dife-
renci~fes lin><ales de oogundo ordun (rel8) 

mi+K(z-e,<fi) .. O 
(A 1) 

J$ + LoJ>-Ke,z-0 

Sustituyendo en fa ec A.1 a i =- w 1 z y <i>=-w'-1> 
(por ser vibraciones libres), donde ..,es fa frecuencia 
circular natural del sistema, y resolviendo el sistema 
de ecuaciones algebraicas rosulmnte, se obtiene la 
ecuación característica: 

l.'-l.'(l+q)+!J-e'/P= (A.2) 

donde ¡,• = w'!(klm).i' - J/lmb') y q = (L/_J)/IK/m). 
Las raíces de la ec A2 son 

. ~+1 jlq-1)' e•' "-' =--• ,_ (A3) 
'·' 2 4 í' 

mientras que los vectores de fas configuraciones 
moda fes son 

"' 
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En términos de las ralees X~ ~ de la ec A3. se puede 
demostrar (ref 81 que los coel•cientes de part1cipacibn 
de los modos 1 y 2 (las proporciooes en que contri
buyen los modos a la respuesta total del ststema) se 
encuentran dados por 

(A.5) 

Ahora. si se suponen conocidas las aceleraciones 
espectrales de cada modo, a", la fuerza cortante máxi
ma vale 

V.=ma"C.;n-1.2 (A,6) 

y el momento torsionaflte máximo respecto al centro 
de torsiÓ/1 es 

(A.7) 

Una vez conocidos los valores de V,, V1, M, y M,, la 
aplicación de la ec 1.2 cond<.JCe a la estimación de la 
fuerza cortante y del momento torsionante mh'•mos 
mediante el método 2; ellos son. respectivamente 

"" 

(7, j V'+ V' ' , 

' 

' v, v, 
+ 2 , 

1 +< ll 

iJ= )M' +M' ~2M, M,' 
l l ' + , 

1 ~ Jl 

(A.6l 

(A.\ 

donde f:¡ se obtiene aplicando la ec 1.3. El signo 
r~eg;¡tivo asociado al doble prOOucto que aparece en la 
ec A.9 se debe a que las funciones de transferer.ciJ de 
los momentos en el primero y segundo modos tienen 
signo contrario, ya que el lactar (1 - X!l que aparece 
en la ec A.7 es positivo para el primer modo In "' 1) Y 
negativo para el segundo (n = 2).1o cual se demuestra 
como sigue: 

De la ec A.3 

' ~+1 ;~~-1)' e'' 
' ---- . +~ 
'2 4 i'" 

por lo que 

'+ ' ¡,'.;;-
' 2 

Amllogamente 

' + 1 A'=-+ , 2 

deahfque.si 11>1 

'- 1 
2 

/ 111~11' ~ 
i' 



TJ+1 Tj-1 
,, >-- ·-- ., 
' 2 2 

0,51 Tj..;;l 

1 q+1 1-q ', __ , ___ , 
' 2 2 

EnconsectJencia, (1-).:)>0y(l-).~)..;;O 

Ademils, segUn el Reglamento del Distrito Federal 
(mémdo 11 las respuestas dinámicas má~imas del 
mosmo sistema estarlan dadas por (ec 1 .1) 

V=)Vi+Vl' (A.1 0) 

' (A.111 

Finolmente, por el método exacto, las respuestas 
m.himas totales, V y M, se obtiener1 localiumdo Jos 
ITlilximos en el tiempo, t, de las sumas de las respues
tas (cortante o momento. segUn sea el caso) en Jos 
modos 1 y 2, es decir, 

V•MáxlfmC1 a1 (t)+mC1 a,lt)) = 

-MáxljV,Itl+ V,ltl) [ (A.121 

(A.13) 

donde 

(1-).~)J 
I'= n=1,2 

" d>m 
(A.14) 

A.2 ANALISIS DINAM1CD DE UNA ESTRUCTURA 
SUJETA A CABECEO 

Es !recuente que en la práctica se presenten estruc· 
\Uras consmuidas por u M hilera de columnas o una 
sola columna que sostiene una tosa o un cascarón 
(péndulos invertidos). tal como la que aparece en la 
fig A.2. La mspuesta d1nilmica <.le una estructura <.le 
este tipo se debe obtener (rel91 cor1s•derar1do el efec· 
lo que la inercia rotacional de la cub•erta induce en el 
movimiento total del sistema. 

En la lig A.2 se empleó la notación: 

W peso de la cubierta más 1a parte trib.utaria ·de. la 
columna 

m W/g 

g aceleración de la gravedad 

J. momento de inercia de la masa de la cubiena 
respecto al eje Z 

E módulo de elasticidad del material de la columna 

1, momento de inercia de la sección tronsversal <.le 
la columnu respoctonl eje Z 

CG centro de gravedad de la cubierta 

L distancia del suelo al centro de gravedad 

El diagrama de cuerpo libre de la estructura anterior 
aparece en la lig A.3, en la cual se tiene que (rel 9) 

K 

K, 

rigidez por uaslación = 3Ef.IL' 

rigidez por rotación - El, /L 

x desplazamiento Uel centro de gravedad de ta 
cubierta 

4> rotación del centro de gravedad de la cubierta 

a ~ (x· k, 1 ~)/k 

(1 ~(.p-k,.x)/k 

1=L'I2EI . . 
k= 1-KL'!4EI • .. Q.25 

Las ecuaciones diferenciales de movimiento corres· 
pendientes al diagrama da cuerpo libre de la estruc· 
tura son 

mi+ (Kx- K K,1 4>J/k =0 

J, .¡;+(K, 4>- K K, 1xl/k =0 
(A.15) 

Considerando que se satislacen las relaciones i .,._ 
- w' x y 8 = - w' 8, donde w es la frecuencia círculm 
n~tural de vibración Ue la estructura, y resolviendo el 
sistema de ecuaciones A, 15, se obtiene la ecuadón 
caracterfstica 

KJ,+mK,, 
" mJ,k 

K K, 
t =Ú 

4mJ, k' 
{A.l6) 

que es una ecuación de segundo grado en w'. Si se 
efectUan algun.as transformaciones al~braicas y se 
consi<Jem que 

K/m = p 1 cuadrado de la frecuencia Circular na tu· 
ral por traslación 

"' 



K,!J,- n' cuadrado de la frecuencia circular natu
ral por rotación 

~=w'lp' 

11, = n• lp' 

se llega a 

"1,,, ~ 2 (1 + 11, 1 J (1 +ll,l' -1),)' (A.17} 

Por otra parte, los vectores de las configuraciooes 
modales son 

-
•. 

1 

4- ~~ 

2L 

; n • 1, 2 (A.18) 

Se pueda demostrar [ref 9) Que los coeficientes de 
participación correspondientes a los modos 1 y 2 se 
encuentran dados por la expresión 

x,m c.- ;n= 1,2 
x' m+4>'J . . ' (A.l 9) 

Partiendo del hecho de que so conocen las-acelera
ciones espectrales de cada modo, a., la fuerza cortan· 
te máxima y el momento máximo de cabeceo 
correspondientes valen 

V0 =ffl<Jo Ca Xn •ffl<Jn C.;n -1,2 (A.20) 

-
[A.21) 

(4-~.)J, 
= v. 

2Lm 

Las respuestas dinámicas de la estructura de acuerdo 
con los criterios del Reglamento de Construcciones 
del D. F. (método 1) y de Rosenblueth (método 2). 
re obtienen haciendo uso de las ecuaciones ,. 

(A.22) 

(A.23) 

+V'+2v,v, 
• 1 , +r,. 

' 

M=)M· +M' -2M, M,' 
1 1 1 +r' " 

(A.24) 

IA.251 

donde r:, se calcula mediante la ec 1.3. El signo 
menos aparece en la ec A.25 debido a que la función 
de transferencia del segundo modo es de signo opues
to a la del primero, ya que se puede demostrar. a 
partir de la ec A.17, que~. < 4 y~. ;;. 4, por lo que 
el iac!Or 4- A. que aparece en la ec A.21 tiene signo 
positivo en el modo 1, y negativo en el2. 

La respuesta dinámica exacta se obtiene utili2ando las 
expresiones 

V= Máx 1 { C, mx, a,li) +C1 mx, a,(t) J IIA26) 

M= Máx 1 {e, J, 4> 1 a, (t) +e, J, o:>,.., (t) / 1 (A.27) 

A.3 ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA 
SUJETA A TRASLACION 

Consideremos ahora el caso de una esuuctura de cor 
tante de dos pisos, en la cual no existe rotación en k 
planos horiwntales en los ni~les de los pisos {lig 
A.4). 

L.a ecuJci6n matricial de equilibrio de este sistema es 
{rei 10) 

m 1 w 2 -K1 -K1 K, '• 
-[O[ 

K, m, ..,•- K, '• 
(A.28) 

donde m, y m, son las masas concentradas en los 
niveles 1 y 2, y K, y K, son las rigideces de los 
entrepisos 1 y 2, respectivamente. 

Partiendo de este sistema de ecuaciones y hociPndo 
11, .. IK2 /m2 )/{K,Im 1 )·y A- w'/IK1/m 1 ).se oLti~ 
nen las ralees 

~~ .• =~ [ll,+im,!m,)q,+~± 
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Posicidn de 
equilibrio 
.. tárico ---j 

• 

DirecciÓn del 
movimiento -------

fl¡ A.J. 1>'01"""" d• """P" Ubn ."' " '"''"'"'" d• .. fll A.2 

K, 
z, 

:t ~ )[~. + lm,lm, 1 "• + 
' • 

~ - -,c4q,. [A.29) 

Además, los vectores de confi!}Uraciones modales 
resulton ser 

Zt,n 

- ;n-1.2 IA30) 

1 
+(K,/m 1 )-w~ 

'l, (K1/mJl(m,_/m, 

Además, se puede demostrar [ref 10) que los coefi
cientes de participación de los 'modos 1 y 2 se encuen
tran dados por 

z,,. + [m1 /m 1 ) z,,. • c.-r. , ;n=1,2 ,.., + (m,Jm,) z,,. (A31) 

Si se conocen las aceleraciones espectrales de cada 
modo, a., la fuerza cortame máxima correspondiente 
al entrepiso 1 en cada modo vale 

v,_. -c • .a.(m, z,,. +m, z,,.l :n •1, 2 (A.32) 

oo tanto que la fuerza cortante má~ima correspon
dienta al entrepiso 2 es 

v,,. -c. a. m, z,_. ;n-1,2 IA.331 

Ya conocidos los valores de V1,n y V,,., lils respues
tas milximas dinámicas totales de la estructura esti
madas con los métodps 1 y 2 se calculan haciendo uso 
de las fórmulas 

v, .. jv~ .. ' + ~.~ 

V,-Jv~ .. + V~' • 

V, =Jv~ .. +~ .• +2 

~.~ -2 

• v, 
• 

v,,, 
1 

+ ·~· 
v,_, v,,, 

1 + ·~· 

donde e~ 1 se calcula mediante la ec 1.3 

(A.34) 

(A.35) 

(A.36) 

(A.37) 



-Finalmente, las respuestas rnlximas dinámicas de 13 
estructura en cuestión se pueden obtener mediante el 
método exacto haciendo uso de las ecuaciones 

V1 =Máx 1{. ~ 
1 

c. 80 (1) [m,t1,n +m, z2 .• ]} 1 
(A.38) 

(A.39) 
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2 
{t) 1n 2x

0 
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• . SI NO HAY EXCirACIOFI, EL SISTEHA VlHRI\ru\ LIBRE-'iENTE: 

ECUhCION DIFERENCIAL 

• 
- . . . cY~.f.J<Y o 

o .. ' . ' . 

':· ·," 

•• 
EN EL CASO DE AMORTIGUAMIENTO NULO ES'l'll. ECUACION SE 

. -. -, 

. (1) 

PARA RESOLVER ·ESTA ECUACION DIFERENCIAL SUPONDRE}lOS, POR ANALOGIA 

CON LOS SISTEHAS DE UN GRADO DE LIB!::R'l'AD. 

.. 
1 -v~'"'li ··sen·w·· ·¡t-:··-'""t:-n 
~n --n---··-' ~. • 

- ' Y = - w
0 

z sen ~~ (t -
-n n . 

'" .. 
SUSTITUYENDO ECS. (2) EN (1): 

' - w 
n 

(2) 

(3) 

:J\ F.CUl\.ClON ~L'\TR!Cll\i, (3) REPRESENTA UN SISTF.H/'. 08 ECtll\ClONES l\I.GP:-
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DE Lh TRIVIAL, SE REQUIERE QUE 

~pet (K 
-. ~1 - W" H) (<) n. - . 

AL DESARROLLAR EL DE'l'ERI-IINANTE DE Lh EC. '" SE OBTEN ORA rn<A ECUA-

CION DEC!¡'C:::_":"c":':.Cl ;_¡~EN ~-; AL_ RESOINEH ES'l'A. SE OB'l'IENEN LOS ,!t_ ~Al.ORES 

DE wl DONDE N ES El; l!W"ERO DE ciU\.IíoS{m I.IB!':H'l'l!-i)i¡2L srr~1'i~·é/1-; CJ\.DA n' --
UNO DE LOS CtiJl,LES, AL SAC!\RL.i: RJ\.I~ CtlliDI<.liDA, Dll.IU\. LUGAR 1'. l,('lS N VA--
LORES DE w~' LOS CUALES SON LAS FRECUENCIAS CIRCUL..~ES DB VIf!RACJON . n' -DEL SI.STEMA. AL SUSTITUIR CADA UNO DE ELLOS EN L.~ EC.' (l) SB OWJ'P-!! 

DRA.N N VECTORES Z ;.'CADA UNO DE EJ,f,OS Cüi'l~'J'!Ttli'f!! LJ-\. CO!'!Fl.(J\11\.l<.CJON ' . - -n • - ... - ' . 
1-lODAL, DEL tlODO CORRESPONDIENTE, 

w, . = . .1%2 ton 
'• 

k 
' 

o " ton/cm • 
w, = 3924 ton 

k, = GO ton/cm 

o ' o ton r.cg '2 • 
o 3924 

m, --
M 981 

= = 
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~' 

-k 

' 

o 

= 

.1962 --981 

-40 

-k2 k2 -40 40 
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¡~00-4w~ - 40 - ] =O 
dct(k-w 1M} = 1 - n- -40 40-2w , . n 
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ton/cm 

Bw~ 360w 2 + 4000 - 1600 "' O 
n 
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23 •. 723···z
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11 
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Sustituyendo 2 a .., 2 en la ec. (3) 

-47.446 

-40 z
12 

z12 - 40 z22 

33.723 7.22 

-0.8431 

: :] 

. ' 

sa obtiene 

... !!2 = r-o.'"'] 
L 1. oooo 

<-

<--



' ' 

• 



~ .. • 

• 

y{t) = 

SOLUCION GENERAL PARA EL CASO t~ 0 

c 1 sen ~t + c 2 cos ~t 

p 

+--" 
M 

"' 

SI BJ. SISTE/1!1 PARTE DEL REPOSO, LAS CO!-JDICIONES INICIALES SON 

y(O) = O y y(O} = O. EN ESTE CASO: 

y(O)=O= Ci sen (wO) + c
2 

cos (wO) + 

= o + e, + o = e, = o 

Po o 
ws (00) 

>jr(O) = c 1 "' cos ( "'o l - e,. o en e ~o¡ + = o 
M ..,2_ 0 2 

p o" 1 = e," + ¡¡- • o 
. ..,<-o2 

-P (Qj.,) e, = o . . 
M w<-n2 

p 

y ( t) o 
( 

o en " o >en "' ) = M 
~2-n2 " w2-o2 

y(t) 
. (P 

0
/M) 

[sen "' 
o 

"' J = - oeo 
(1-..,2¡¡¡2¡ " 

(20') 

'j(tJ 

• 

se"-"-~ 

e- ~ '""" wl w 

t 



. • • 1 

' 



. - . . -. 
Directorio de asistentes al curso DINAMICA ESTRUCTURAL 1980. 

l. 

2. 

3. 

!-Jugo Abarca Herrera 
C. F. E. 

Rcdolfo Aparicio GarduBo 
C. F. E. 
Thiers 251-4° 
México 5, D.F. 
531 92 48 

Osear A. Arce Villalobos 
Instituto Tecnológico de Costa Rica 
Director del Depto. de Ing. de Const, 
Ap.:lo. 159 
Cartago, Costa Rica 
SI U 22 Ext. 246 

4. - Da vid Iván Barrezueta Bu'rezueta 
Universidad Estatal de Guayaquil 
Ciu::lad Universitaria 

5. 

6. 

7. 

Guayaquil, Ecuador 

Rafael Pedro Brito Ramírez 
Instituto de Ingeniería 
Ayu::lante de Investigador 
UNAM 
548 54 79 

Fausto Ramón Cárcamo Velázquez 
lng~niería de Sistemas de Transporte 
Metropolitano, S.A, 
Legaría 252 
Col. Pensil 
Z.P.I7 
399 69 22 Ext. 215 

Teresa Cecilia Codocedo Loayza 
Univerdidad de G--adalajara 
Instituto Tecnológico 
Bl-.,::1. Tlaquepaque 
Guadalajara, ]al. 
17 49 os 

8. josé Luis Corona Larioa 
C. F, E. 

9. Hugo Flores Blanco 
Sub::lireccl6n de Investigaciones y 

Desarrollo Experimental 
Sierra Gorda 

Z.P.!O 

Basalto 16 
Loma de Canteras 
Nnucalpan, Edo. de Méx. 
576 39 77 

Calle 30 # 928 Oist. 2 
San jose Costa Rica 
21 52 64 

-1 Machala y Cmilo Destruge' Bloque 4 
Guayaquil, Ecuador 

• 

363 241 

Huasteca 169 
Col. IOOustrial 
Z.P. 14 

'517 18 30 

F. S. T. de Mler 809 D-12 
U. Kennedy 
J, Balbuena 
Z. P. 9 
768 84 21 

Carlos Villaseñor 751 
Jardines Alcalde 
Guadalajara, Jal. 

Pte. ll9 # 313-3 
Col. Fbpo 
Z.P.l9 
545 43 58 • / 



• 

JO. Jesiís Hernán Flores Ruiz 
Inst. Na!. de Inv. Nucleares 
B. Franklin 261 
M~xico, D.F 
271.1698 

!l. Jorge G6 n1ez Gutiérrez 
CFE 
Thiers 251 P.B. 
Z.P .5 
250 18 20 

12. Raúl Oonzá1ez Carera 
C.F. E. 
Thlers 251-3° 
Z. P.S 
531 92 48 

13. Alfrtrlo José Gonzá1ez Va1era 
Ministerio de Transporte y 
Comunicaciones , 
Piso 14 Torre Sur 
Caracas 

14. Vicente González González 
S AH 0 P 
Av. Constituyentes 946 
México, D.F. 
271 30 00 Ext. 41! 

15. Salvador Guillén Dueñas 
jalapa 291 
Z.P.7 

!6. Rafael L6pez Patiño 
Ese. de !ng. de la 
Univ. Autónoma de Gro. 
Chilpancingo, Gro. 
2 27 41 

17, Luis Fernando Marfn Huerta 
C. F. E. 

!8. Francisco Magaña ~rez 
Instituto Mexicano del Petróleo 
Av. Lázaro Cárdenas 152 
México 14, O. F. 
567 66 00 

19. Samuel A!beno E. Marrfnez Aquino 
lnst.1 Tecnológico de Tehuacán 
Sta.lMa. Coacan 

1 -; TehJ:ícan, Pue. 

--2--

Sur 81 # 425 Dept:o. 22 
Col. Lorenzo !Pturini 
768 35 61 

Congreso 230 
Col. Federal 
Z.P. 9 
762 31 79 

Palenque 658-B 
Z.P.13 
' 

' : . 

Ret 34 Av. Genaro García 40 A-~ 
Jardfn Balbuena 
Z.P.9 
571 48 81 

Calle Colegio Militar No. 14 
Chilpancingo, Gro. 

Edlf 75 Entrada C Depto. 102 
Unidad Lirrlavlsta Vallejo 
MeXico 14, D.F. .:. 
567 36 86 

Reforma Nte. 306-1 
Tehuacan, Pue. 
227 50 



- -- . . 

20. 

21. 

22. 

23. 

24. 

25. 

José Abraham Martínez Baini · 
Escuela de Ingeniería Civil 
Universidad Autónoma de Quérétaro 
Querétaro, Qro, 

. ¡ 
' Eduardo Mon:lrag(iln Tolalano 

C. F. E. . ' 

Roberto Olivares Montoya 
SARH 
Ignacio Ramírez 120·2° 
México 4, D.F. 

Gustavo Olivares Salinas 
C. F. E, 

\ 
1 

¡ 
t 
i 

Luis Pli'la Carl>ajal , 
Instituto Mexicanodel Petróleo 
Av, de los lOO Metros No. 152 
Mexico 14, D.F. 
56766.00Ext. 2647 ' 

• • 
Leopoldo Gerardo RamíreZ Mena 
C. F. E. ' 
Thters 251 1

1 
México, D.F. j 
545 33 59 

26. José Enrique Rebolledo Yánge 
Universidad Técnica de Macha la 

l 
V. Antonio Ríos Rojas l 

Aseguradora Mexicana , S.A •• 
Plaza de los Ferrocarrile.'s 9 ' 

t México, D.F. 

1, 
' 
-~ 
f ¡. 1 
1 ~. 
·t 
¡ t· 
! ~ ., 
) . 

.. 
' .\, 
' ¡· ·! ¡ 

¡
! l 

l
i 

' . 
l 
! ' 

' 

1 
' ' ' 1 

' ' ! 
1 
1 
1 

l 
! 

Gpe. fusad a 8 
Col. Alcanfores 
Quen~taro, Qro. 
2 51 89 

Filipinas 178-16 
Z.P.l3 

Guerrero 330 E -19 
Tlatelolco 
Z.P.3 
583 78 46 

fuenavistn 27 
Coyoacán 
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Q:IL Morelos 
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CoL Michoacan 
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Dr. Parra 9 
Col. Centro 
Tix:tla, Gro. 

Giotto 66-201 
Mixcoac 
Z.P. 19 
598 50 67 

Sullana 701 
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