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EL CONTROL DE CALIDAD COMO MECANISMO PARA ADECUAR LA
CIENCIA Y LA TECNOLOGIA A LAS NECESIDADES SOCIO ECONO-
"MICAS

Material presentado por el Ing Manuel Ma
rfn Gonzédlez, Jefe de la Unidad de Norma
lizacidn Bdsica del CONACYT, al Curso -
de Control Estadlstico de Calidad en el ~-
Centro de Educacién Contlhua de la Facul-
tad de Ingenierfa de la UNAM, el 3 de oc
tubre de 1978,
El control de calidad no es solamente el mecanismo que permite veri-
ficar sistemdticamente que los productos se fabriquen conforme a rigu-—
rosas especificaciones previamente establecidas; también es el mecanis
mo mediante el cual la ciencia y la tecnologla se vinculan a las exigen
cias planteadas por las necesidades socio - econdmicas, consecuente—-
mente es el mecanismo del desarrollo, Un mecanismo madiante el cual
se consiguen objetivos rigurosos previamente especificados, se denomi-
na técnicamente servomecanismo, E1 control de calidad es el servome-
canismo por el cual 1a'ciencia‘y la tecnologla impulsan el desarrollo.
El presente trabajo desarrolla este tema en seis apartados. En el pri-
mero precisaremos el concepto tedrico del servomecanismo, como me
dicidn, evaluacidén y accidén apropiada; en el segundo, el punto nodal -
del servomecanismo, la testificacién, como medicién del nivel actual
de la calidad que descubre las deficiencias que' deben ser superadas;
en el tercero, las experiencias concretas en el establecimiento de cen

tros de testificacién; en el cuarto, la metodologla derivada de esa ex-—

periencia; en el quinto, el aspecto socio-econdmico, filosoffa, en el -
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que se intenta concretar cdmo entre lo anterior y 10 postepior estd -
la normalizacidén, vale decir, la tendencia objetiva de los hechos, ten
dencia que puede :ser- proyectada hacia el futuro con cierta probabili-
dad, pero también la posibilidad de retroalimentar los errores que se
advirtieran respecto de nuevas experiencias; y finalmente, en el sexto,
como conclusidn hablaremos de la circularidad del control de calidad
como el mecanismo que conduce a la definicién de las acciones apro-

piadas de la ciencia y la tecnologia para impulsém el desarrollo,

i. E1 servomecanismo,- El servomecanismo se capta eficazmente en

el sencﬁlo esquema adjunto, esquema que representa el més elemen-
tal circuito mediante ‘el cual el resultado de la produccién es medidc
y'evaluado, de manera que de la evaluacién podemos desprender la ra
zén apropiada para corregir, si ello es necesario, la produccién de -
manera de mantenerla dentro de \)alores previamente establecidos., E1l
servomecanismo es asl el mecanismo del control de calidad, F’r‘éctici
mente desde sus inicios ha sido acreditada una definicién del control
por la Sociedad Americano de Ingenieros Mecénicos (ASME); ‘medicidn
del valor actual de una variable, o el individual de una serie, y ac-
cién apropiada para mantener dicho valor dentro de. magnitudes pr*evia_
mente establecidas., Con todo y la sencillez, tanto de la definicidén del

control de calidad, como del servomecanismo, conviene examinar ca-

da uno de sus elementos, Son cuatro:

1.1 Medicién.- Desde el pasaje biblico de la creacién, segdn el cual



después de cada una de las grandes acciones sucesivas de Dios, €l ad
vierte que lo hecho estaba bieh, y en base de eéo pré)segura la crea-
cién, Medir es r‘e;:er‘ir* cualquier cosa a otra, tomada como patrdn de
referencia., Hay patrones para cada pardmetros que requerimos medir,
patrones de longitud, masa, tiempo, temperatura, corriente eléctrica,
intensidad luminosa, substancia. El patrdn de referencia también pue-—
de ser una norma, vale decir, la definicién de la calidad esperdad, re
ferida a varios pardmetros vy, consecuentemente:a varibs patrones, Es-
te acto de la medicién va desde la simple apreciacién visual més o -
menos esmerada, hasta la medicién mé&s rigurosa, efectuada con los -
i
instrumentos que ofrecen la mayor confiabilidad, La medicién es el —-
elemento esencial de la ciencia. Solo cuando los conceptos son referi-
dos a mediciones rigurosas, son realmente cientlficos, Es este el sen

tido de la formulacién de Lord Kelvin, la medicidn es el proceso y el

dnico proceso por el gue conocemos,

1.2 Evaluacidn.- La evaluacién podria ser una parte dela medicién mis_
ma, es le medicidn misma, Sin embargo dado el desarrollo i.ndepen—-
diente, aungue interdependiente de la metrologla y la normalizacidn va
le la pena hacer la definicién, Actualmente por metrologla se entien-
de con precisién, la medicidn propiamenté dicha, vale dec!u* la identif:_iv
cacién de patrones apropiados y la metrologla refiere las magnitudes -
a esos patrones, La metrologla es una ciencia bé&sica que tiene ampli-
simos desarrollo, Estos se pr*esentaﬁ no solamente en relacién con'_la

multitud de métodos de medicién que cada dla van mejorando los esta-—
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blecidos, sino también en virtud de que el patrén va mejordndose en
cuanto a la identificacidén de fendmenos invariantes ma&s accesibles a
los que se pueda r;eFer‘ir‘ va a la frecuencia no solamente las unida—-—
des de longitud y tiempo, sino que se intenta también referir a ella
la unidad eléctrica, la luminosa y la de temperatura, incluso no estd
lejano el dla en que igualmente se pueda referir a la frecuencia la ma
sa y, en consecuencia, hasta la unidad de substancia. Ello es debido a
que la frecuencia es el fendmeno mé&s universal, accesible y manipu-
lable, a md&s de disponible. En cuanto a la normalizacién, también es
ta tiene amplisimos desarrollos, quizd hast'a cada dla se acerca més
su concepto al de la ciencia misma. La normalizacién es la definicidn
cientlfica de la calidad. Esta, la calidad, que no es sino la mgdida en
la que la produccidn alcanza las exigencias de la necesidad, en su dg
sarrollo da origen al conocimiento cada vez mdés riguroso., Si se ini-—
cia en una discriminacién, bueno - malo, posteriormente va Pefir‘iérl
dose a caracterlsticas ponderables, méas tarde mesurables Y finalmeg
te rigurosamente definidas., Este rigor se logra por supuesto por la
metodologla cientlfica, si bien sin perder jam&s, puesto que en el con_
cepto de calidad es consustancial la dialéctica, el encuentro entre la
intencionalidad de la produccidén y la exlgenci? de la necesidad. Ello -
determina que en la definicidén rigurosa de la calidad participen inva-
riablemente productores y usuarios, indepgndienternente de que ellos
llegaran é la ciencia. Mé&s tarde se hace necesario reducir la calidad

a la medicidén y ello constituye la normalizacidén bésica.



1.3 Error.- La evaluacidén trae consigo el descubrimiento de una de-

ficiencia o insuficiencia de la produccidn respecto a sus exigencias, -
el ser*vomecanismé lo llama técnicamente error. Por muchas razones
a este error se le da la mayor importancia, al grado de que al ser-
vomecanismo mismo suele llamarsele "error actuated device'"., La de
signacidn no es absurda en manera alguna, adn menos conforme a la
moderna filosoflfa del absurdo, en la que el propio hombre es conside-
'rado como un "ervor actuated device'". En efecto, el hombre no acep-
ta errores, reacciona natur‘almenfe, incluso a veces violentamente an-
te la sUbita sensacién de hallarse fuera de'norma. El principio es la“
|
confrontacidn, si bien la din&mica arranca de la identificacién del -—
error, También este error es el que impulsa el desarrollo y lo hace

en virtud de que al advertir tal error, el impulso natural es el de su

perarlo., El1 error conduce a la accién apropiada.

1.4 Accidn apropiada.- Esta puede ser desde la simple accién surgi-

da del sentido comin, la aplicacién de tecnologlas del dominio plblico,
la bgsqueda de tecnologlas apropiadas y afn la investigacidén de nuevas
tecnolog‘as, nuevos principlos, nueva ciencia. Luego se ve que el olv_:l_
do de estos principios son los que han conducido al mundo al evidente
'desgar'r'amiento que sucede actualmente, No solam:ente por un lado ca-
mina la produccidn y por otro la ciencia y la tecnologla, sino que vi-
vimos el anacronismo de la coexistencia de uné cien::ia pura y otra -

_aplicada, Tal vez ello sea solamente un reflejo de la exacerbacidn de la

lucha de clases que los cientificos. repiten sin siquiera tener concien-



cia de ello, Pero es el enfrentamiento del hombre a una realidad que
lo sobrepasa lo que invariablemente lo impulsa a la investigacién en -
wdos sus aspectos. El1 servomecanismo, el mecanismo del control de
calidad, es el mecanismo que al vincular la ciencia y la tecnologla -

con la actividad productiva, impulsa su desarrollo,

2, Testificacidén,- Por muchas razones la testificacién es el punto -

nodal de todo el control de calidad. Solo en cuanto medimos es que
descubrimos nuestras deficiencias, mismas que nos impulsan a la su_
peracién de las mismas, La testificacién supera todas las subjetividi
des. Frecuentemente nuestro atraso se debe a que suponemos que por
el solo hecho de aplicar una tecnologla suficientemente acreditada, con
ello tenemos para asegurar la calidad. Sin embargo cudntos trastor-
Nnos se derivan de esta creencia. Por ejemplo, cada vez se demuestra
mé&s claramente que l0s productos fabricados en México cor‘reSpondien_
tes a empresas extranjeras ofrecen una calidad diferente., Ello es na-
tural, no solamente en virtud de que ademds de la tecnologlfa actdan -
otros elementos, como son las materias primas y materiales, la ma-
no de obra, etc., sino principalmente por otras dos razones diferen—-
tes. Primero, la propia tecnologfa diffcilmente es la misma, mé&s adn
cuando en ella incluimos un concepto mMmucho més amp116 que el del —-
simple funcionamiento del equipo y, segundo, la falta de exigencias.
Si la calidad insistimos, es dialéctica, encueﬁtr‘o entre produccidén
y exigencia de la necesidad, si ésta no existe o existe débilmente, la

calidad no existe rigurosamente, Todo ello lo resuelve la testificacién,



Esto nos da cuenta de la situacién realmente existente.‘ FPor supuesto,
a la testificacién corresponde actualn;\ente también ampllsimos desarr*ci
llos. No es ya la simple r‘utina gue se préctica en los laboratorios -
nacionales. La testificacién tiene metodologlas cada vez md&s rigurosas,
ella misma obedece a normas cada vez mds precisas. Principalmente
tiene que obedecer a tres elementos esenciales, a la normalizacién, -
al muestreo y a la metrologla. l.a testificacidn tiene que referirse a
normas precisas, mismas que tienen que aplicarse conforme a planes
de muestreo rigurosos, y los equipos tienen gque ser referidos sistemé‘

ticamente a patrones que los mantengan en un estado confiable,

3. Experiencias concretas.—- CONACYT puede ofrecer una interesante

experiencia que confirma la tesis anterior. A la fecha ha establecido
toda una serie de centros de investigacidn y asistencia tecnoldglica con_
forme a mdviles que van desde la promocidn profesional del Consejo,
al planteamiento de necesidades concretas y el requerimiento mis o -
menos veleidoso que tiene su origen en mdviles hasta pollticos, Tam-
bidn el control de calidad ha estado en la base de‘la creacion de algu
Nnos de estos centros, Concretamente se pueden mencionar él Centro
de Investigacién y Asistencia Tecnoldgica del Estado de Guajanuato —-
(CIATEG), el Instituto de Investigaciones Siderdrgicas (IMIS), el Cen-
tro de Investigacién en Ciencias del Mar (CICIMAR), etc. Se trata en
todos -estos casos del establecimiento de un centro que en su origen -
no tuvo otro propdsito que el de ofrecer una testificacidn de calidad

en la coyuntura materia prima - producto. En el caso del CIATEG, -




entre las industrias del cuero y el calzado; entre el hierro y el ace-
ro y la industria metal-mecénica, en el caso del IMIS; y entre los -
productos pesqueros directamente extraidos del mar y su utilizacién
en las empacadoras y diétr‘ibuidor‘as, en el caso de CICIMAR, Se es-
tablecid una capacidad técnica de testificacién definida conf-‘o;me a las
normas mas apropiadas y a la capacidad més convenieﬁte. Lo prime-
ro que ocurre es el mejoramienfo de la calidad del producto, pero su
cesivamente van desprendiéndose una concientizacién de los abastece-
dores, una concientizacidén de los fabricantes, usuarios de esos abas-
tecimientos,la introduccidn de métodos de sentido comdn en ambos la-
dos, la aplicacidn de técnicas apropiadas y hasta la investigacién de -
nuevas técnicas y nuevos principios. La experiencia de CONACYT es -
suficiente para confirmar no solamente el desarrollo hasta estos nive-
les sino, lo que es mMA&s importante, que cuando este ha sido el mdvil
el centro promovido por CONACYT ha tenido mayor consistencia y dc_a_
sarrollo. Puede decirse incluso que por este procedimiento CONACYT

ha descubierto un método apropiado para el establecimiento de un nue-

vo centro de investigacidn y asistencia tecnoldgica.

N

4., Metodologla.~ La metodologla que CONACYT ha elaborado, actual-—

mente la tiene précticamente sistematizada. Se papte de la identifica-—
cidn precisa del sector. Ello se hace en funcidn de algunos signos o
(ndices apropiados, por ejemplo el aporte de los diversos sectores -
productivos al proaucto industrial regional, el ndmero de estableci--

mientos, el monto de su inversidn, el nimero de trabajadores, etc.,



datos todos ellos que permiten medir de manera apropiada el nivel
de productividad. E1 centro tiene como objetivo fundamental el incre-
mento de esta productividad en funcidn de las deficiencias cuantifica-
bles de la calidad. Identificado el sector adn se verifica la trascen-
dencia de su actividad., Ello se hace por la tendencia objetiva que -
ofrezca la actividad productiva del sector identificado. Esta tendencia
objetiva puede identificarse en relacidn con la produccién, el consumo,
los procesos, las calidades',' los precios, las importaciones, las expor
taciones, los problemas de transferencia, etc. Se trata de lidentificar
la medida en la que la produccidn alcanza las exigencias de.la necesi-
dad, no solamente en volumen, sino principalmente en calidad y pre-
cio, Identificada esta tendencia se plantea enseguida la problemética -
que ello determina en la investigacidn y el cubrimiento que esta hace
de la misma, Cubrimiento del que se determina la factibilidad. Tiene
que verse sin embargo la adecuacidn del centro a las necesidades de
su implementacidn y adn la confiabilidad, cosa que se hace en funcidén
de todos los factores anteriores, Posteriormente, una vez establecido
el centro; se establecen con todo rigor sus metas concre tag y el ca-
lendario de su cumplimiento con el objeto de seguir después su desa-
rrollo, en la inteligencia de que todos los errores que se identifica-
ran en relacién con esas metas y calendarios hab:"én de corregirse -
rigurosamente, La norma invariable del seguimiento consiste en ad-
vertir la medida en la que la produccién alcanza las exigencias. Es

en esta medida en la que se advierte la eficacia del centro, En - -



10.

CONACYT hemos llegado incluso a la necesidad de introducir la cir-
cularidad del control a las propias empresas productivas, cosa que -
estamos haciendo felizmente en un trabajo que incluye no solamente
las acciones del propio CONACYT,  sino también la participacién de -
los propios industriales y otros elementos activos de la localidad. Nos

ayudamos incluso de la asistencia técnica internacional.

5., El aspecto socio-econdmico, filosoffa.- La esencia del control de

calidaa estd en lé adecuacién de la ciencia y la tecnologt’é a las exi-
gencias socio-econdmicas. La anacr'anica divisidn entre ciencia pura y
ciencia aplicada distorsiona aCm mas que ayuda al ~desanlﬂt;~o.110. Fr‘ecueﬂ
temente ’1a investigacidn. pura se traduce mdés en servicio al capital -
internacional que al propio desarrollo nacilbnal. La esencia del control,
la esencia de la normalizacidn esta en la interpolacidn, extrapolacidn
y rectificacién de las hipdtesis del desarrollo., El punto de partida es
invariablemente el hombre y sus -ﬁecesidades, es €1 el que plantea las
exigen;:ias del d‘ers_a‘r;r‘o.llo \% lo.-t\‘\aceA en _tpdos los 6r‘denels“;'Tio<d;‘:1 lau;r‘o_
duccidn,r pero el de-sarrollo de ésta demanda el conocim:lenbo cada ;/ez
mé&s riguroso, extenso y/avanzado.‘ Es por la retroalimentacién de -
la informacidén céptada al verificar los resultadés actuales de la pro-

duccién que descubrimos las deficiencias, errores que determinan las

acciones apropiadas de la ciencia y la tecrnologla para la superacidn,

6. Conclusiones.- Es la circularidad del control de calidad el meca-

nismo que conduce a la generacién de tecnologlas apropiadas y a la in



vestigacidn de nuevos avances en la ciencia para superar los hiveles
del desarrollo, es pues el servomecanismo por el cual ciencia y tec
nologla impulsan el desarrollo. Es esa circularidad adn la que deter-
mina las caracterlsticas de la capacitacién que, de otra manera, estén
al garete, consus correspondientes repercusiones no solo econdmicas,
sino adn sociales. L.a circularidad del control de calidéd, la Sptima -
aplicacién de las capacidades a las exigencias socio-econémicas ha de
superar muchas de las contradicciones y desgarramientos de la socie-

dad contemporénea.
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TEORIA DE PROBABILIDADES

POL k2. Derguro Do &P sconS oL

EXPERTMENTO. PARA FINES DE ESTE CURSO, SE ENTENDERA POR EXPERT _

MENTO A TODO PROCESO DE OBSERVACION, ASI UN EXPERIMENTO PUEDE SER
PLANEADO Y REALIZADO POR EL HOMBRE, O PUEDE SER EFECTUADO POR

LA NATURALEZA EN CASO DE UN FENOMENO NATURAL. POR EJEMPLO, EL
LA?ZAR UNA MONEDA O UN DADO Y OBSERVAR LA CARA QUE QUEDA HACIA
ARRIBA, ES UN EXPERIMENTO PLANEADO Y REALIZADO POR EL HOMBRE.

ELL OBSERVAR TA CANTIDAD DE AGUA QUE LLUEVE ANUALMENTE EN UNA

CIUDAD, ES UN EXPERIMENTO ASOCIADO A UN FENOMENO NATURAL.

AL ~.. RESULTADO DE UN EXPERIMENTO SE LE. DENOMINA DATO . A UN

GRUPO DE DATOS SE LE LLAMA MUESTRA,

PROBABILIDAD: ES UNA MEDIDA DE LA CERTIDUMBRE QUE SE LE ASOCIA A

LA OCURRENCIA U OBSERVACION DE UN RESULTADO DETERMINADO, AL REA-

LIZARSE EL EXPERIMENTO CORRESPONDIENTE.

LA TEORIA DE PROBABILTVADES ES UNA RAMA DE LAS MATEMATICAS APLiCADAS

QUE TRATA I1,O CONCERNIENTE A LA ASIGNACION Y MANEJO DE PROBABI-

LIDADES.



ESTADISTICA: ES LA RAMA DE LAS MATEMATICAS QUE SE ENCARGA DE ENSE-

NAR LAS REGLAS PARA COLECTAR, ORGANIZAR, PRESENTAR Y PROCESAR LOS
DATOS OBTENIDOS AL REALIZAR VARIAS VECES EL EXPERIMENTO ASOCIADO
A UN FENOMENO DE INTERES Y PARA INFERIR CONCLUSIONES ACERCA DE

ESTE ULTIMO. PROPORCIONA, ADEMAS, LOS METODOS PARA EL DISENO DE

EXPERIMENTOS Y PARA TOMAR DECISIONES CUANDO APARECEN SITUACIONES

DE INCERTIDUMBRE.

* DESCRIPTIVA.- TRATA LO CONCERNIENTE A
LA OBTENCION, ORGANIZACION, PROCESA-

MIENTO Y PRESENTACION DE LOS DATOS.,

ESTADISTICA ﬁ- * INFERENCIAL.- TRATA LO CONCERNIENTE A
p=—s— — %

LOS METODOS PARA INFERIR CONCLUSIONES
ACERCA DEL FENOMENO DEL CUAL PROVIENEN

LOS DATOS




ESTADISTICA DESCRIPTIVA
L P0E Lk, OIS D A aad T
DATO U OBSERVACION: ES EIL RESULTADO DE REALIZAR UN EXPERIMENTO

MUESTRA: ES UNA COLECCION DE DATOS‘

MUESTREQ: PROCESO DE ADQUISICION DE UNA MUESTRA

4
CON REEMPLAZO- CUANDO CADA ELEMENTO OBSERVADO SE REINTEGRA

AL LOTE DEL CUAL FUE EXTRAIDO ANTES DE EXTRAER EL SIGUIENTE.
MUESTREQ . < :
SIN REEMPLAZO~ CUANDO CADA ELEMENTO OBSERVADO NO SE REINTE-

LGRA AL LOTE. : o

POBLACION: TOTAL DE DATOS QUE SE PUEDEN OBTENER AL REALIZAR UNA

SECUENCIA EXHAUSTIVA DE EXPERIMENTOS

rDISU%TA: TIENE UN NUMERO FINITO O UN NUMERO INFINITQO NU-
MERABLE DE DATOS POSIBLES
POBLACTONJ
CONTINUA- TIENE 'UN NUMERO INFINITO NO NUMERABLE DE DATOS
POSIBLES
\

FJEMPLOS

1. EXPERIMENTO: LANZAMIENTO DE UNA MONEDA DIEZ VECES

POBLACION: SUCESION INFINITA NUMERABLE DE."CARAS" Y "CRUCES®™
(DISCRETA)

MUESTRA: GRUPO DE 10 OBSERVACIONES

2. EXPERIMENTO: MEDICION DE LA PRECIPITACION PLUVIAL DIARIA
EN LA CIUDAD DE MEXICO DURANTE DIEZ ANOS
POBLACION: SUCESION INFINITA NO NUMERABLE DE VALORES (CON'TIist. -
MUESTRA; GRUPO DE 3652 OBSERVACIONES (TOMANDO DOS ARNOS

BISIESTOS DE 29 DIAS EN FEBRERO)



MUESTRA ALEATORIA: ES UNA MUESTRA 'OBTENIDA DE TAL MANERA QUE T0D0S

LOS ELEMENTOS DE LA POBLACION TIENEN LA MISMA PROBABILIDAD DE SER
OBSERVADOS Y, ADEMAS, LA OBSERVACION DE UN ELEMENTO NO AFECTA LA
PROBABILIDAD DE OBSERVAR CUALQUIER OTRO, ES DECIR, SI SON INDEPEN-

DIENTES.

TABLA DE NUMEROS ALEATORIOS: ES UNA TABLA QUE CONTIENE NUMEROS QUE CONS-

TITUYEN UNA MUESTRA ALEATORIA OBTENIDA DE UNA DISTRIBUCION DE PRO-

BABILIDADES UNIFORME, QUE GENERALMENTE CORRESPONDE A UNA VARIABLE

ALEATORIA QUE PUEDE ASUMIR VALORES ENTRE 0 Y 1, MULTIPLICADOS POR
r

107, EN DONDE r ES .EL NUMERO DE DIGITOS NUE SE DESEA TENGAN LOS

NUMEROS.

'ﬁ&(x)

0 4 X

LAS TABLAS QUE SE USEN PARA OBTENER UNA MUESTRA ALEATORIA DEBEN CON-
TENER NUMEROS CON MAYOR NUMERO DE DIGITOS QUE LOS QUE TIENE EIL

TOTAL DE ELEMENTOS DE LA POBLACION QUE SE VA A MUESTREAR. POR
EJEMPLO, SI SE VA A OBTENER UNA MUESTRA ALEATORIA DE UN LOTE DE
LENTES PARA MICROSCOPIO QUE TIENE 10,000 ELEMENTOS, LA TABLA QUE

SE USE DEBERA TENER NUMEROS ALEATORIOS CON 5 O MAS DIGITOS.



METODO DE MUESTREO ALEATORIO

1. SE ENUMERAN LOS ELEMENTOS DE LA POBLACION

2. SE FIJA EL CRITERIO DE SELECCIbN DE LOS NUMEROS ALEATORIOS
(POR EJEMPLO, SE DEFINE QUE RENGLONES Y QUE COLUMNAS SE
VAN A LEER)

3. SE INDICA QUE DIGITOS SE VAN A ELIMINAR EN CASO DE QUE LOS
NUMEROS DE LA TABLA TENGAN MAS DIGITOS QUE LOS NECESARIOS

4, SE LEEN LOS NUMEﬁos, DE ACUERDO CON LO FIJADO EN LOS PUNTOS
2 Y 3, Y SE EXTRAEN DEL LOTE LOS ELEMENTOS QUE TIENEN LOS
NUMEROS LEIDOS. ESTOS CONSTITUYEN LA MUESTRA FISICA CON LA
CUAL REALIZAR LOS EXPERIMENTOS, LAS OBSERVACIONES CONSTITUI- '

RAN LA MUESTRA ALEATORIA DESEADA.

NOTA: TODOS LOS NUMEROS QUE SE REPITAN SE CONSIDERAN SOLO UNA VEZ.

TAMBIEN SE ELIMINAN LOS NUMEROS MAYORES DEL TAMANO DEL LOTE.

EJEMPLO

SE TIENE UN LOTE DE 1,000 TRANSISTORES NUMERADOS DEL UNO AL MIL,
~CUYA CALIDAD SE VA A VEéIFICAR ESTADISTIéAMENTE, PARA Ld CUAL SE
DECIDE TdMAR UNA MUESTRA DE 40 ELEMENTOS Y MEDIR SU AMPLIFICACION,
USANDO LA TABLA DE NUMEROS ALEATORIOS ANEXa, CON EL CRITERIQ DE TO-

MAR TODOS LOS RENGLONES IMPARES ELIMINANDO EL ULTIMO DIGITO, LA

MUESTRA FISICA SERIAN LOS TRANSISTORES CORRESPONDIENTES A LOS

NUMEROS 0415, 0006, 0394, 0998, 0530, 0160, ETC,.




TABLA DE NUMEROS ALEATORIOS

47914

f\f\\ Columa| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
.. Renglé\
1 16408 | 81899 | 04153 | 53381 | 79401 | 21438 | 83035 | 92350 | 36693 | 31238 | 59649
2 18629 | 81953 | 05520 | 91962 | 04739 | 13092 | 37662 | 94822 | 94730 | 06496 | 35090
3 73115 | 47498 | 47498 | 87637 | 99016 | 00060 | 88824 | 71013 | 18735 | 20286 | 23153
| 4 57491 | 16703 | 23167 | 49323 | 45021 | 33132 | 12544 | 41035 | 80780 | 45393 | 44812
5 30405 | 03946 | 23792 | 14422 | 15059 | 45799 | 22716 | 19792 | 09983 | 74353 | 68668
| 6 16631 | 35006 | 85900 | 32388 | 52390 | 52390 | 16815 | 69298 | 38732 | 38480 | 73817
; 7 96773 | 20206 | 42559 | 78985 | 05300 | 22164 | 24369 | 54224 | 35083 | 19687 | 11052
! 8 38935 | 64202 | 14349 | 82674 | 66523 | 44133 | 00697 | 35552 | 35970 | 19124 | 63318
! 9 31624 | 76384 | 17403 | 03941 | 44167 | 64486 | 64758 | 75366 | 76554 | 01601 | 12614
! 10 78919 | 19474 | 23632 | 27889 02584 | 37680 | 20801 | 72152 | 39339 | 34806

Vg



AGRUPAMTIENTO DE DATOS

FRHI@NED\DE UN EVENTO- ES EL NUMERO DE VECES QUE OCURRE EL EVENTO

AL, OBTENER UNA MUESTRA DE LA POBLACION CORRESPONDIENTE,

FRECUENCIA RELATIVA DE UN EVENTO- ES EL COCIENTE DE SU FRECUENCIA ENTRE

EL TOTAL DE ELEMENTOS (TAMANO) DE LA MUESTRA,

FRECUENCTA RELATIVA ACUMULADA: ES LA ACUMULACION (SUMA) DE LAS FRECUEN-

CIAS RELATIVAS HASTA UN VALOR DADO, PARTIENDO DEL VALOR (O DEL
INTERVALO) MAS PEQUENO, EN OTRAS PALABRAS, ES LA FRECUENCIA DE

VALORES MENORES O IGUALES QUE UN VALOR DADO,

FRECUENCTA COMPLEMENTARIA- ES LA FRECUENCIA DE VALORES MAYORES QUE UN

VALOR DADO = NUMERO DE DATOS =~ FRECUENCIA ACUMULADA,

DISTRIBUCION DE FRECUENCTAS

CON OBJETO DE FACILITAR LA INTERPRETACION DE LOS DATOS QUE SE
TIENEMN EN UNA MUESTRA, ES CONVENIENTE AGRUPARLOS POR VALORES O POR
INTERVALOS DE VALORES, FORMANDO ASI UNA TABLA DE DISTRIBUCION DE
FRECUENCIAS.

PARA FACILITAR EL CALCULO DE LAS FRECUENCIAS ES UTIL ORDENAL LOS
DATOS EN FORMA CRECIENTE O DECRECIENTE DE VALORES, FORMANDO ASIT

UNA TABLA DE DATOS ORDENADOS,



EJEMPLO
EN UNA ESCUELA SECUNDARIA SE LES APLICO A 30 PROFESORES UN EXAMEN
SOBRE PEDAGOGIA, LAS CALIFICACIONES (DATOS) QUE SE OBTUVYIERON
FUERON (YA ESTAN ORDENADOS EN FORMA CRECIENTE)

57, 59, 65, 67, 67, 67, 69, 72, 73, 73, 77, 78, 18,

;v - .. N, L. N -~
A B C

- — — -

81, 81, 83, 83, 83, 84, 84, 87, 88, 89, 89, 91, 91, 93,
E

D
95, 97, 99
E
AGRUPAMIENTO DE. VALORES
CALIFICACION FRECUENCIA FRECUENCIA FRECUENCIA RE-~-
RELATIVA LATIVA ACUMULADA
57 1 1/30 1/30
59 1 . 1/30 2/30
65 1 1/30 3/30
67 3 3/30 ' 6/30
69 1 1/30 7/30
72 1 1/30 8/30
73 2 2/30 10/30
77 1 1/30 11/30
78 2 2/30 13/30
81 2 2/30 15/30
83 3 3/30 ' 18/30
84 2 2/30 20/30
87 1 1/30 21/30
88 1 1/30 22/30
89 2 2/30 24/30
91 2 2/30 26/30
93 1 1/30 . 27/30
95 1 1/30 28/30
97 1 1/30 29/30
99 1 o 1/30 30/30=1
£=30 £=30/30=1

¢CUAL ES LA FRECUENCIA RELATIVA DE VALORES MENORES O IGUALES QUE 93,:27/0



AGRUPAMTENTO POR INTERVALOS

LIMITES DE CLASES: SON LOS VALORES MINIMO Y MAXIMO DE CADA INTERVALO

MARCAS DE CLASE:

SON LOS VALORES MEDIOS DE CADA INTERVALO DE CLASE

LIMITES REALES DE CLASE: SON LOS VALORES MINIMO Y MAXIMO QUE SON

FRONTERA ENTRE LOS INTERVALOS.

MAL, MAS QUE LOS DATOS,

ESTOS DEBEN TENER UNA CIFRA DECI-

| EVENTO (INTERVALO DE ELEMENTOS FRE- FRECUENCIA-
CALIFICACIONES) OBSERVADOS CUENCIA RELATIVA

A = {51-60} 57,59 2 2/30

B = {61-70} ] 65,67,67,67,69 5 5/30

c = {71-80} 72,73,73,77,78,78 6 6/30

D = {81-90} 81,81,83,83,83,84,

84,87,88,89,89 11 11/30
E = {91-100} 91,91,93,95,97,99 6 6/30
A -
j' L =30 30/30=1
LIMITES INFERIORES | LIMITES SUPERIORES
DE CLASE DE CLASE
EVENTO LIMITES DE LIMITES REALES MARCAS ISE,
CLASE DE CLASE CLASE
INFERIOR |SUPERIOR | INFERIOR| SUPERIOR

A 51 60 50,5 60,5 55.5
B 61 70 60.5 70.5 65,5
C 71 80 70.5 80.5 75.5
D 81 90 80,5 90.5 85.5
E 91 100 90.5 100.5 95.5




Evento ELementos cornesp. Frecuencia Frecuencia Frecuencia relativa
a Los Lntervalos Frecuencia nelativa acumulfada acumulada

A: 51-60 59,57 2/30=0.067( 6.7%) 2 0.067

B: 61-70 67,65,69,67,67 5/30=0.166(16.6%) 2+5=7 0.067+0.166=0.233

C: 71-80 72,73,73,77,78,78. 6/30=0.200(20%) 7+6=13 0.233+0.200=0.433

D: 81-90 83,88,84,89,83,84, 11 11/30=0.367(36.7%) 13+11=24 0.433+0.367=0.800
89,87,81,83,81

E: 91-100 99,91,97,95,91,93 6 6/30=0.200(20%) 24+6=30 0.800+0.200=1.000

30 1.000

Ll
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Marcas e c/ase

A = {X: 50.5<X<60.5}
B = {X: 60.5<X<70.5) |
C = {X: 70.5<X<80,5}

D = {X: 80.5<X<90,5}

E = {X: 90.5<X< 100,5}
LIMITES REALES t\IJMITES REALES SUPE-
INFERIORES DE CLASE RIORES DE CLASE

A MAYOR NUMERO DE DATOS SE REQUIERE MAYOR NUMERO DE INTERVALOS,
PERO SE RECOMIENDA QUE ESTE NUMERO ESTE ENTRE 5 Y 20, SUPONIENDO
QUE EN PROMEDIO CAIGAN 5 O MAS ELEMENTOS EN CADA INTERVALO. ASI, Sl

SE TIENEN 30 DATOS, SE RECOMIENDA USAR 30/5=6 INTERVALOS.

EL PROCESO DE AGRUPAMIENTO SE INDICARA AL MISMO TIEMPO QUE SE RLA~

LIZA EL SIGUIENTE EJEMPLO.

EJEMPLO

EN UN ESTUDIO ANTROPOLOGICO SE OBTUVO UNA MUESTRA DE 30 ESTATURAS



DE LOS VARONES ADULTOS RESIDENTES EN UNA REGION. LOS DATOS, OR-

DENADOS EN FORMA CRECIENTE DE VALORES, FUERON LOS SIGUIENTES:

169,161,163,163,163,167,167,167,167,168,168,168,169,169,170,

171,171,173,174,175,175,175,178,179,181,181,183,184,187,191 CM.

OBTENER LA TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS.

SOLUCION:

l.

DETERMINACION DEL RANGO DE LA MUESTRA

RANGO = VALOR MAXIMO -~ VALOR MINIMO = 191-168=32 CM
DETERMINACION DEL NUMERO DE INTERVALOS

NUMERO DE INTERVALOS = %r = 6

DETERMINACION DE LOS LIMITES DE CLASE

ANCHO DE LOS INTERVALOS = NOMERG — € -

TOMAREMOS UN ANCHO DE 6 CM, CON LO CUAL EL RANGO DEL AGRUPAMIENTO
ES 6 x 6 =36 CM. LA DIFERENCIA DE RANGOS ES 36-32=%, QUE SE‘
REPARTE EN LOS DOS INTERVALOS EQUITATIVAMENTE. POR LO TANTO,

LOS INTERVALOS RESULTAN SER:

157-162, 163-168, 169~-174, 175-~180, 181-186, 187-192

N



. //
4, INTEGRACION DE LA TABLA:
INTERVALO | LIMITES REALES; FREC.|{FREC, REL. FREC, FREC. REL.~
ME}\]F . sup, ACUM. ACUM.
157-162 | 156.5 | 162,5 | 2 |%5=0.067 | 2 0.067
163-168 | 162.5 | 168.5 | 10 |30=0.333 | 12 0.400
169-174 | 168.5 | 174,5 | 7 |1-=0.233 | 19 0.633
175-180 | 174.5 18‘0.5 5 135=0.167 | 24 0.800
181-186 | 180.5 | 186.5| 4 |3-=0.133 | 28 0.933
187-192 | 186.5 | 192.5| 2 |2:=0.067 | 30 1.000
r=30 £=1,000
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PRESENTACTON GRAFICA DE LAS DISTRIBUCTIONES DE FRECUENCIAS
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HISTOGRAMA DEL PROBLEMA DE LAS CALIFICACIONES EN PEDAGOGIA
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TAREA: DIBUJAR EL POLIGONO, DE FRECUENCIAS Y IAS CURVAS LE FRECUENCIAS

RELATIVAS ACUMULADAS Y COMPLEMENTARIAS.



14. /

Cy

_EJEMPLO
EN UN ESTUDIO SOBRE LA CALIDAD DE LOS MONOBLOCKS PRODUCIDOS POR
UNA FABRICA, SE OBTUVO UNA MUESTRA' ALEATORIA DE 100 ELEMENTOS,
A LOS CUALES SE LES CONTO EL NUMERO DE DEFECTOS DE FABRICACION.

LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS QUE SE OBTUVO ES LA SIGUIENTE:

NUMERO DE FRECUENCIA FRECUENCIA FRECUENCIA ACUMULADA
DEFECTOS ACUMULADA COMPLEMENTARIA
0 4 4 96 (100-4)
1 13 17 83 (100-17)
2 33 50 50 (100-50)
3 30 80 20 (100-80)
4 15 95 5 (100-95)
5 5 100 | 0 (100-100)
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PERCENTTLES~ SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRE-

CUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 1 POR CIENTO.
DECILES: SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRECUEN-~
CIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 10 POR CIENTO.
CUARTTLES- SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRE-
CUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 25 POR CIENTO.
MEDIANA- VALOR DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTE A LA FRECUENCIA

RELATIVA ACUMULADA DE 50%,
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MEDTDAS REPRESENTATIVAS DE LOS DATOS

MEDIDAS DE TENDENCTA CENTRAL

VALOR MEDIO O PROMEDIO ARITMETICO

YR I R TR (Y A T A LDS

DONDE Xy SON LOS VALORES DE LOS DATOS Y n ES EL TAMANO DE LA

MUESTRA.

SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS Y fj ES LA FRECUENCIA DEL j~ESIMO

INTERVALO Y xj ES LA MARCA DE CLASE CORRESPONDIENTE, ENTONCES

fjxj i K = NUMERO DE INTERVALOS

EJEMPLO

SEA EL EJEMPLO ENUNCIADO ANTERIORMENTE DE LOS- DEFECTOS EN MONOBLOCKS.

SE TENIA:

j |No., DE DEFECTOS FRECUENCIA

X f fx
1 0 4 4 x 0 =0
2 1 13 13 x 1 = 13
3 2 33 33 x 2 = 66
N ~ _ 254

4 3 30 30X3-—90 X—'i—(')'—(—)-

5 4 15 15 x 4 = 60 X = 2.54 DEFECTOS
.K=6 5 5 5 % 5 = 25 POR MONOBT.OCK
H 6_._.

$=100 L 254
j=1




17. 1§

MODO~ ES EL VALOR DE LA VARIABLE QUE APARECE CON MAYOR FRECUENCIA
EN UNA MUESTRA. SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS, EL MODO ES LA

MARCA DE CLASE DEL INTERVALO QUE .TIENE LA MAYOR FRECUENCIA.

EJEMPLO
EN EL PROBLEMA DE LOS MONOBLOCKS EL MODO ES 2. EN EL PROBLEMA
DE LAS ESTATURAS DE LOS VARONES ADULTOS DE UNA CIUDAD EL MODO ES

165.5 CM,



18, 7

MEDIANA- ES ‘EL VALOR DE LA VARIABLE QUE CORRESPONDE AL 50% DE iZA

FRECUENCIA RELATIVA ACUMULADA.

SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS POR INTERVALOS,LA MEDIANA SE PUEDL

CALCULAR CON LA FORMULA (ADEMAS DE GRAFICAMENTE, COMO YA SE VIO):

n
MEDIANA = M = L. + —Z;ljbld
M F M
M
DONDE L, = LIMITE INFERTOR REAL DEL INTERVALO QUE CONTIENE A LA
MEDTANA
£, Y d, = RESPECTIVAMENTE, A LA FRECUENCIA Y ANCHO DEL INTER-~
VALO QUE CONTIENE A LA MEDTIANA
F,, = FRECUENCIA ACUMUTADA HASTA EL INTERVALO QUE C(MITENE

A LA MEDIANA EXCLUSIVE

n = TAMANO DE LA MUESTRA

N ;
\QT . F
%' o ,‘,/r/ O/M /
‘}nl—l- n/z:g‘o/a — — — =~ ' _’2.—54
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19. s

EJEMPLO
EN UN ESTUDIO PARA DETERMINAR LOS TIEMPOS EN QUE UNA MUESTRA ALEA~

TORIA DE INDIVIDUOS REACCIONABA A CIERTOS ESTIMULOS PSICOLOGICOS

SE OBTUVO LO. SIGUIENTE:

j MARCA DE CLASE LIMITES FRECUENCIA FRECUENCIA £x . SEG
x, EN SEG REALES f ACUMULADA,F !
1 0.10  0.075-0,125 2 2 0.20
2 0.15 0.125-0.175 7 9 1.05
3 0.20 0.175-0.225 14 23 2.80
4 0.25 0.225-0.275 4 27 1,00
K=5 0.30 0.275-0.325 3 30 0.90 .
S
£=30 ? £ x.=5.95
. d 1
j=1
- 5.95 _
X = ——30—' = 0,198 SEG )

MODO = 0.20 SEG

_ _ _ 0,05 _ _
dy = 0.05, Ly = 0.20 -~ =22 = 0.175, F, =9

30/2 = 15, f, =14

n/2 M

MEDIANA = M = 0,175 + 51—2—9 0.05

0.30

13 = 0.175 + 0.021 = 0.196 SEG

M= 0,175 +



20. ,jp/

MEDTDAS DE DISPERSTON
RANGO = MAXIMO VALOR OBSERVADO - MINIMO VALOR OBSERVADO

VARTANCIA = SI LOS DATOS NO ESTAN AGRUPADOS;

n n —s
52 =1 £ o(x., -~ §)2 =1 bX x% - §2= x2 - x2
X n ,_ i n i
i=1 i=1
SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS:
K k —
- 1 — -2
Si = % Efﬁx. - x)2 = ; r f. x2 - x2= x2 - X
j=1 i=1 ¥ ¢

DONDE LAS Xj SON LOS VALORES DE LAS MARCAS DE CLASE DE LOS INTER-'

VALOS.

DESVIACTION ESTANDAR

COEFICTENTE DE VARIACION

Vy = SX/X



EJEMPLO

21, o

EN UN ESTUDIO SOBRE LA TEMPERATURA MAXIMA DIARIA EN UNA CIUDAD

SE OBTUVO LO SIGUIENTE DURANTE UNA PRIMAVERA:

j | INTERVALOS DE |MARCA DE _ﬁﬁECUENc;QJ o, _
TEMPERATURA, °F|CLASE, °F f xf| x=-x {(x-x) (x~x)"f
1 55 - 63 59 2 118]-21.3]453.7 | 907.4
2 64 - 72 68 6 408-12,3{151.3 | 907.8
3 73 - 81 77 7 539~ 3,3 10.9 76.3
4 82 - 90 86 9 774{ 5.7\ 32.5 | 292.5
5 91 -~ 99 95 6 570! 14.7|216.1 |1296.6
30 2409 3480.6
~ 2409 _
X = —3—0—' = 80.3 °F
2 _ 3480.6 o
si = 203522 = 116 °F
Sy = /116 = 10.8 °F
vy = Fots = 0.134
‘ (13.4%)
MODO = 86
d,=9, L,=72.5, £,=7, F,=8, 5 = 0 =15
MEDIANA = M = 72.5 + =8 9 -72.54+ 9 =181.5 °F
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Agrupar datos por intervalos y elaborar tabla

Dibujar:

0.78 0.38
1.36 1.13
0 K5 1.00
0.65 0.92
0.78 0.49
0.83 0.57
063 0.65
0.83 1.06
0.4 0.€5
0.96 0.65

b) Poligono de frecuencias

¢) Curva de frecuencias acumuladas

TAREA
0.72 0.65 0.72
0.G5 0.48 0.83
0.78 0.78 1.03
0.72 078 0.78
0.36 0.78 0.78
0.72 1.03 0.92
0.83 0.72 0.72
0.57 0.78 1.23
0.18 1.18 112
0.96 0.51 0.65

a) Histograma

0.92
0.18
1.2¢
048
0.83

‘0.6

0.78
1.09
0.18
1.21

0.78
0.72
0.48
0.28
0.88
0.78
0.72
1.03
0.3
1.48

0.65
0.18
0.18
(L3306
0.06
1.09
1.09
0.13
0.72
0.96

0.92
0.65
1.06
0.83
1.03
0.92
0.83
065
0.57
0.96

0.78
0.78
0.96
0.48
1.21
L12
0.83
1.34
0.55
1.40

22. 9 A

con frecuencias,

frecuencias relativas, frecuencias acumuladas y frecuencias
relativas acumuladas (anotar limites, limites reales y marcas

de clase).

Calcular todas las medidas de tendencia central
que se han estudiado

a.
b.

Sin agrupar datos

Con datcs agrupados

y de dispersid



SIMBOLOS DE DESTGUALDADES:

< menor que

1A

menor o igual que

> mayor que

Iv

mayor o igual que

# diferente de
TEORTA DE CONJUNTOS
UN CONJUNTO ES UNA COLECCION BIEN DEFINIDA DE OBJETOS.
NOTACION: LOS CONJUNTOS SE DENOTAN USUALMENTE CON LETRAS MAYUSCU-

LAS, Y SUS ELEMENTOS SE ANOTAN DENTRO DE UN PAR DE LLAVES. ‘

EJEMPL.OS

A) EL CONJUNTO DE NUMEROS ANOTADOS EN UN DADO ES
s = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
B) EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS MENORES QUE 5 ES
S = {~»,.0...,-3, -2, =1, 0, 1, 2, 3, 4}
0 S = {x: x ES ENTERO Y xg4}

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS POSITIVOS MENORES QULE 5 ES

O

E= {0, 1, 2, 3, 4}

E

{x: ES ENTERO Y 0<x<4}

D) EL CONJUNTO DE LOS CONTINENTES ES
C ={ASIA, EUROPA, AMERICA, AFRICA, OCEANIiA}
E) EL CONJUNTO DE MARCAS QUE TIENE UNA MONEDA ES
M = {CARA, CRUZ}
F) EL CONJUNTO DE NUMEROS MAYORES DL 5 PERO MENORES O IGUALES

- QUE 10
S! = {x: 5<x<10}



( FINITOS- CUANDO TIENEN UN NUMERO FINITO

DE ELEMENTOS

CONJUNTOS
T INFINITOS~- CUANDO TIENEN UN NUMERO INFINITO

DE ELEMENTOS

L

SUBCONJUNTOS
PARA EXPRESAR QUE UN ELEMENTO PERTENECE A UN CONJUNTO SE USA EL

SIMBOLO e. PARA EXPRESAR QUE NO PERTENECE SE USA EL SIMBOLO #.

EJEMPLO
ST §, = (X:5<X<10}, ENTONCES.
3{51 ;Sp,’Sl;SESl;lOeSl

ARA EXPRESAR QUE UN CONJUNTO ESTA CONTENIDO EN OTRO SE USA EL

SIMBOLO C; SI NO ESTA CONTENID0 SE USA EL SIMBOLO ¢.

PARA QUE UN CONJUNTO ESTE CONTENIDO EN OTRO SE REQUIERE QUE TODOS
SUS ELEMENTOS LO ESTEN, ES DECIR, QUE TODOS SUS ELEMENTOS PERTE-

NEZCAN A AMBOS CONJUNTOS.

_ EJEMPLO

SEAN E={3,5}; F={3,8}; G={7,9}. EZS, ; FZS, ; GCS,

ST UM CONJUNTO, B, ESTA CONTENIDO EN OTRO, S, SE DICE QUE B

ES SUBCONJUNTO DE S.

EJEMPLO

-

B = {X:3<X<8} Y Sl={X: 5<X<10}
EN ESTE CASO:

GCSlz)G ES SUBCONJUNTO DE Sl

B¢Sl=)B NO ES SUBCONJUNTO DE Sl



SE DICE QUE DOS CONJUNTOS SON IGUALES CUANDO CONTIENEN LOS

MISMOS ELEMENTOS (NO IMPORTA EL ORDEN EN QUE ESTOS SE ESCRIBAN)

EJEMPLO

SEAN A={1,3,5,7}, B={7,5,1,3} Y cC={7,5,1}

EN TAL CASO, A = B#C
CONJUNTO VACIO

DE LA MISMA MANERA QUE EXISTE EL CERO EN LOS NUMEROS, EN LA

TEORIA DE CONJUNTOS EXISTE EL CONJUNTO VACIO, EL CUALNO TIENE

ELEMENTOS. USUALMENTE SE DENOTA #.

EJEMPLO
¢CUAL ES EL CONJUNTO DE ELEMENTOS, X, TALES QUE 2X=7 Y X ES
ENTERO?

SOLUCION ~ ES EL CONJUNTO VACIO, #.

A g SE LE CONSIDERA COMO SUBCONJUNTO DE CUALQUIER CONJUNTO. ASI,
POR EJEM, TODOS LOS SUBCONJUNTOS DEL CONJUNTO

S ={2,5,10} SON: {2};{5)};{10};(2,5} ;{2,10};{5,20};{2,5,10} ¥ @.

ESPACIO DE EVENTOS

ASOCIADO A UN EXPERIMENTO SIEMPRE HAY UN CONJUNTO DE RESULTADOS

POSIBLES; A DICHO CONJUNTO SE LE LLAMA ESPACIO DE EVENTOS.

EJEMPLOS

FEL ESPACIO DE EVENTOS ASOCIADO AL EXPERIMENTO DE LANZAR UN DADO Y
ANOTAR LA CARA QUE NUEDA HACIA ARRIBA ES

s ={1,2,3,4,5,6)
EL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE AL EXPERIMENTO DE LENZAR

DOS DADOS Y ANOTAR LOS NUMEROS QUE CUEDAN HACIA ARRIBA ES



r L

(r,1),(x,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6)

(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6)

. (6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) )
SI EN ESTE EXPERIMENTO LA OBSERVACION DE INTERES FUESE LA SUMA
DE LOS DOS NUMEROS OBSERVADOS, ENTONCES EL ESPACIO DE EVENTOS
DEL EXPERIMENTO SERIA

s= {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

A TODO SUBCONJUNTO DE UN ESPACIO DE EVENTOS SE LE LLAMA EVENTO. A
LOS EVENTOS QUE TIENEN UN SOLO ELEMENTO DEL ESPACIO SE LES LLAMA

EVENTOS SIMPLES.

SI AL REALIZAR UN EXPERIMENTO SE OBSERVA UN ELEMENTO DEL EVENTO

A, ENTONCES SE DICE QUE (CURRIQ O SE VERIFICO EL EVENTO A. POR

EJEMPLO, SI A={2,4} Y AL LANZAR UN DADO SE OBSERVA EL 2 O 4, SE
DICE QUE OCURRIO EL EVENTO A; SI SE OBSERVA CUALQUIER OTRO NUME-

RO, ENTONCES SE DICE QUE NO OCURRIO A.

[ DISCRETOS~ SI SUS ELEMENTOS PUEDEN NUME-
RARSE O CONTARSE. TIENEN UN NUMERO
ESPACIOS DE FINITO O INFINITO NUMERABLE DE ELEMENTOS.

EVENTOS
CONTINUOS- SI SUS ELEMENTOS NO PUEDEN

ENUMERARSE. TIENEN UN NUMERO INFINITO NO

NUMERABLE DE ELEMENTOS



EJEMPLO

LOS ESPACIOS DE EVENTOS S ={CARA, CRUZ}; s,={1,2,3,4,5,6,};
SB={VERDE, ROJO} SON DISCRETOS. -‘LOS ESPACIOS DE EVENTOS
S4={X: -o0<X<0}; S
SON CONTINUOS.

5{Z: Z2>3}; S6={Y:35Y§80}

EJEMPLO

¢QUE TIPOS DE ESPACIOS DE EVENTOS CORRESPONDEN A LOS SIGUIENTES

EXPEéIMENTOS?

A) CONTEO DEL NUMERO DE GRANOS DE UNA MAZORCA DE MAIZ
s={0,1,2,3,...,»}, ES DISCRETO E INFINITO

B) MEDICION DE LA LONGITUD DE UNA ESPIGA DE TRIGO
S={X: 0<X<x},X EN CM, ES CONTINUO E INFINITO

C) MEDICION DEL EFECTO DE UNA VACUNA, EN TERMINOS DE "EXI10O" O
"FRACASO"
S={EXITO, FRACASO} ES DISCRETO Y FINITO.

D) MEDICION DEL NUMERO DE MILIGRAMOS DE UN ANTIBIOTICO CONTENIDO
EN UMA CAPSULA

S={Y:0<¥<»} ¥ en mg, ES CONTINUO E INFINITO.

COMPLEMENTO DE UN EVENTO

EL COMPLEMENTQ DE UN EVENTO A ES OTRO EVENTO QUE CONTIENE TODOS LOS

| p—————

ELEMENTOS DEL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE QUE NO ESTAM EN A,

USUALMENTE SE DENOTA CON UNA TILDE SOBRE EL SIMBOLO QUE CORRESPON-

DE AL EVENTO QUE COMPLEMENTA, A.

EJEMPLOS

SI S={1,2,3,4,5,6} Y A={1,3,5) ENTONCES A={2,4,6)}.

SI S={X: 0<X<58} Y A={X: 3<X< 17}, ENTONCES A={X: 0<X<3, 17<X<58}



EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSTVOS

CUANDO DOS O MAS EVENTOS NO PUEDEN OCURRIR SIMULTANEAMENTE AL

REALIZAR UNA SOLA VEZ UN EXPERIMENTO, SE DICE QUE ESTOS SON

MUHMMHH?’EHIUSH@S; ES DECIR, DOS EVENTOS SON MUTUAMENTE EXCLU-

SIVOS CUANDO NO TIENEN NI UN SOLO ELEMENTO EN COMUN,

!

EJEMPLO
A) CUALQUIER EVENTO Y SU COMPLEMENTO SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS.
B) ¢SON E={Y: 0<¥<25} Y A={2,50,100} MUTUAMENTE EXCLUSIVOS?
NO, PORQUE TIENEN EL ELEMENTO 2 EN COMUN.
OPERACIONES CON EVENTOS
UNTON

LA UNION DE DOS EVENTOS ES OTRO EVENTO CUYOS ELEMENTOS SON TODOS

LOS DE AMBOS. LA OPERACION DE UNION SE DENOTA CON EL SIMBOLO U.

' EJEMPLOS

A)

B)

C)

D)

E)

SI A={2,4,6} ¥ B={1,6,12}, ENTONCES

G=AUB ={1,4,6,12,2}

¢SON A Y B -MUTUAMENTE EXCLUSIVOS? NO PORQUE TIENEN EL 6 EN COMUN.

SI D={Y: 0<¥<13} Y E={Y: 20<Y¥<50},

ENTONCES

DUE={Y: 0<¥<13, 20<Y<50}

SI P={Y: 8<Y<20}, ENTONCES

DUF={Y; 0<Y<20}.

SI G={Y: 3<¥<1l0}, ENTONCES

DUG={Y: 0<¥<13}= D; OBSERVESE QUE EN ESTE CASO GCD. EN GENERAL,

SI ACB, ENTONCES AUB=B.

EN GENERAL, LA UNION DE VARIOS EVENTOS ES OTRO EVENTO CUYOS

ELEMENTOS SON TODOS LOS DE LOS EVENTOS QUE SE UNEN.



EJEMPLO

AUBUF = K = (1,2,4,6, y: 8< y <20}

INTERSECCION -
LA INTERSECCION DE DOS EVENTOS ES EL CONJUNTO DE ELEMENTOS QUE

PERTENECEN SIMULTANEAMENTE A AMBOS. PARA DENOTAR LA OPERACION

DE INTERSECCION SE USA EL SIMBOLO N ,

EJEMPLOS

Z
o=
Il

{2,3,6} Y B = {2,6,10} ENTONCES ANB = C = {2,6)}

os}
W)
1l

{Y: 4<Y<5}, ENTONCES AND = (.
OBSERVESE QUE EN ESTE EJEMPLO A Y D SON MUTUAMENTE. EXCLUSIVOS,
YA QUE NO TIENEN NINGUN ELEMENTO EN COMUN. SIEMPRE QUE DOS EVENTOS

SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, SU.INTERSECCION ES EL CONJUNTO VACIO.

EN GENERAL, LA INTERSECCION DE VARIOS EVENTOS ES EL CONJUNTO DE

ELEMENTOS QUE TODOS ELLOS TIENEN EN COMUN.

EJEMPLO

ST A=1{2,3,6,8}; B={2,3,10,100}; C={Y: 0<¥<5} Y D={Y: 2<¥<4},

ENTONCES

ANBNCND E ={2,3}

AUBUCUD = F ={Y: 0<Y<5, 6,8,10,100} ,
LA OCURRENCIA DE UN EVENTO ‘Y’ OTRO IMPLICA LA OCURRENCIA DE AMBOS

A LA VEZ, ES DECIR, QUE SE VERIFIQUE LA INTERSECCION. LA OCURRENCIA
DE UN EVENTO 0'ALGUN OTRO, IMPLICA LA OCURRENCIA DE CUALQUIERA

DE ELLOS, ES DECIR DE LA UNION.
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DIAGRAMAS DE VENN

UNA MANERA DE ILUSTRAR GRAFICAMENTE LAS OPERACIONES CON CONJUNTOS

ES MEDIANTE LOS DIAGRAMAS DE VENN. EN ESTOS, CADA CONJUNTO SE

REPRESENTA POR UNA CURVA CERRADA QUE ENCIERRA LOS ELEMENTOS

QUE LE CORRESPONDEN.

Evento Ag - Evento 4,

AC Ay
AsNA=As
1{Interseccion, Ag N 4,)

Evento AOE SkEvento Ay

Eventos mutuamente exclusivos (Interseccion nuia)

Puntos comunes 0 Agy 4

Evento 4,

Unidn de 4g y 4 (4g U 4)

Diagramas de Venn (unién e interseccion de eventos)
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TEORTA DE PROBABILIDADES

AL LANZAR UNA MONEDA NO PODEMOS PREDECIR CON CERTEZA CUAL CARA
QUEDARA HACIA ARRIBA. LO UNICO QUE SE PUEDE ASEGURAR, SI LA
MONEDA NO ESTA CARGADA, ES QUE AMBAS CARAS TIENEN LA MISMA OPOR-
TUNIDAD DE SALIR, ES DECIR, QUE LOS EVENTOS SIMPLES {CARA} Y

{CRrRUZ } TIENEN LA MISMA PROBABILIDAD DE OCURRIR.

COMO YA SE DIJO, LA PROBABILIDAD DE QUE OCURRA UN EVENTO ES UNA
MEDIDA DEL GRADO DE CONFIANZA QUE SE TIENE DE QUE ESTEVOCURRA

AL REALIZAR EL EXPERIMENTO CORRESPONDIENTE.
EXISTEN POR LO MENOS TRES MANERAS DE ASIGNARLE UNA PROBABILIDAD
A UN EVENTO:

1. EN TERMINOS DE LOS RESULTADOS DE REPETIR VARIAS VECES UN

EXPERIMENTO (METODO FRECUENCIAL).
2. APLICANDO LA DEFINICION CLASICA DE PROBABILIDADES.

3. CON BASE EN UN MODELO MATEMATICO (PROBABILISTICO) DEL FENO-

MENO DE QUE SE TRATE.
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METODO FRECUENCIAL

SI N(A) ES EL NUMERO DE VECES QUE SE OBSERVA EL EVENTO A AL REA-

LIZAR N VECES UN EXPERIMENTO, LA FRECUENCIA RELATIVA DE A, DEFINIDA

COMO N(A)/N, SE COMSIDERA COMO ESTIMACION DE LA PROBABILIDAD DE A,

N(A)
N

YA QUE, EN EL LIMITE, P(A) =

P(A) =

1im N (A)
N N

EJEMPLO

DE UNA URNA QUE CONTIENE BOLAS ROJAS, BLANCAS Y AZULES, SE SACO

UNA BOLA, SE ANCTO SU COLOR Y SE REGRESO A LA URNA. SI ESTE EXPE

RIMENTO SE REPITE 20 VECES Y LOS RESULTADOS SON
b,b,a,r,r,r,a,b,r,a,b,b,a,r,b,r,r.a,r,a, DONDE

r = ROJA, b = BLANCA, a = AZUL

¢QUE PROBABILIDADES LE ASISGNARIA A LOS EVENTOS B={b}, A={al, y

R={r}, DE ACUERDO CON EL METODO FRECUENCIAL?

EN ESTA MUESTRA SE TIENE QUE N(B)=6, N(A)=6, N(R)=8, W=20

POR LO QUE P(B)=-2—§ = %; P(A) = —g- =—8; P(R) = 5o = T?T

(o]

NOTESE QUE LOS EVENTOS B, A Y R SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, YA QUE

SON EVENTOS SIMPLES, Y QUE

P(B) + P(A) + P(R) = 1—3+ 3 _g= 1=P(8)

j@] JUS]

EN DONDE S = {r,b,a}
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DEFINICION CLASTCA DE PROBABILIDADES

ST N {A) ES EL NUMERO DE MANERAS IGUALMENTE PROBABLES EN QUE PUEDE

OCURRIR EL EVENTO A Y N ES EL NUMERO TOTAL DE ELEMENTOS DEL ESPA-

CIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE, ENTONCES LA PROBABILIDAD DE A ES

p(a) = TLIAL

EJEMPLOS

A) SI EN UNA URNA SE TIENEN 5 BOLAS BLANCAS Y 15 NEGRAS, Y SE VA
A SELECCIONAR UNA AL AZAR, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE
SEA BLANCA(A={BLANCA})?:
5

N= 5+15=20; N(A)=5P (A)=mo= +

B) SI SE LANZAN DOS DADOS, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE
1. SALGA UN 2 Y UN 5 (EVENTO B)?
2. LA SUMA SEA 7 (EVENTO A)

PARA EL INCISO 1 EL ESPACIO DE EVENTOS ES:

-

[ 1,1 (1,2, 1,40 1,5 (1,6
(2.1)’(2,2)(2,3) (2,4 (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2)(3,3) (3,4) (3,5 (3,6)
(4,1) (4,2)(4,3) (4,4) (4,5) (4,6)

(5,1) (5,2)(5,3) (5,4) (5,5) (5,6)

L (6,1) (6,2)(6,3) (6,4) (6,5) (6,6) §
SI EL DADO NO ESTA CARGADO, CADA PAREJA DE NUMEROS ES IGUALMENTE
PROBABLE. EN TAL CASO, N=36 y N(B)=2 ( APARECE (2,5) O (5,2))

= P(B)=2/36=1/18.

PARA EL INCISO 2 EL ESPACIO DE EVENTOS ES
s$,=t2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

PERO NO TODOS LOS ELEMENTOS (EVENTOS SIMPLES) SON IGUALMENTE PRODBA-



BLES, YA QUE, POR EJEMPLO, EL 2 SOLO APARECERA SI SE OBSERVA LA
PAREJA (1,1), EN CAMBIO EL 3 APARECERA ST OCURREN LAS PAREJAS
(1,2) 0 (2.1), ES DECIR, EL 3 TIENE EL DOBLE DE PROBABTLIDAD

QUE EL 2. POR ESTO, PARA CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE LA SUMA
SEA 7 ES NECESARIO TRABAJAR CON EL ESPACIO S Y CONTAR LAS MANERAS
POSIBLES DE QUE LA SUMA SEA 7, LO CUAL OCURRE SI SE OBSERVA CUAL-
QUIERA DE LAS PAREJAS (6,1), (5,2), (4,3), (3,4), (2,5) o (1,6),
ES DECIR, HAY 6 MANERAS IGUALMENTE PROBABLES DE QUE OCURRA EL

EVENTO A. POR LO TANTO

PROCEDIENDO DE ESTA MANERA SE PUEDEN CALCULAR LAS PROBABILIDADES

DE QUE LA SUMA SEA 2,3,4,ETC. LOS RESULTADOS SON:

P({2}) = 2 P31 = 2 pran) = 2 peesh) = 5
P((6)) = 355 P({7}) = Soi P({8))= 355 P({9)) = 5=
P({10}) = 3 ; P({11)) = £y P({12)) = 3=

12
(OBSERVESE QUE I P({1})=1
i=2

ASTGNACTON DE PROBABI LIDADES MEDTIANTE UN MODELO MATUMATICO
MEDIANTE ESTE METODO LAS PROBABILIDADES SE ASIGNAN A PARTIR DE UN
MODELO MATEMATICO QUE INVOLUCRE TODOS LOS FACTORES POSIBLES QUE

INTERVIENEN EN LA ALEATORIEDAD DEL FENOMENO.

A
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AXTOMAS DE LA TEORTA DE PROBABTLIDADES

LAS PROBABILIDADES QUE SE ASIGNAN A LOS DIFERENTES EVENTOS
RELACIONADOS CON UN FENOMENO ALEATORIO DEBEN CUMPLIR CON LOS

SIGUIENTES TRES AXIOMAS:

AXIOMA 1: LA PROBABILIDAD bE OCURRENCIA DE UN EVENTO A ES UN
NUMERO, P(A), QUE SE LE ASIGNA A DICHO EVENTO, CUYO VALOR
QUEDA EN EL INTERVALO
0P (A)<1
AXIOMA 2: SI S ES UN ESPACIO DE EVENTOS, ENTONCES
~ p(s)=1
AXIOMA 3: LA PROBABILIDAD, P(G), DE LA UNION, G, DE DOS EVENTOS
MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, A Y B, ES IGUAL A LA SUMA DE LAS
PROBABILIDADES DE ESTOS, ES DECIR,
P(AUB) = P(C) = P(A) + P(B)

EJEMPLOS

A) EN EL PROBLEMA DEL LANZAMIENTO DE UN DADO QUE NO ESTA CARGADO
SE PUEDE ASIGNAR A CADA NUMERO EA CADA EVENTO SIMPLE) UNA PRO-
BABILIDAD DE 1/6, SI A={2,4} Y B={5,6}, ENTONCES, PUESTO
QUE A={2}U{4} Y B={5}){6}, Y QUE LOS EVENTOS ELEMENTALES SON

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS ENTRE SI, APLICANDO EL AXIOMA 3 SE

OBTIENEN: }
P(A)=P({2}) + P({4}) = é + % - % = %
P(B)=P({5}) + P({6}) = % + % - % - %

SI C=AUB, Y DADO QUE A Y B SON EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSIVOS:

P(C) = P(A) + P(B) = % + % 5



ADEMAS, OBSERVESE QUE SE CUMPLE CON LOS AXIOMAS 1 Y 2,

YA QUE

P(S) = P({1}) + P({2}) + P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6})
1,1 .1 .1 .1 1 _ 6 _
=gt egtegrtetrtgrteeg=1

EJEMPLO
EN EL PROBLEMA DEL LANZAMIENTO DE DOS DADOS, ¢CUAL ES LA PROBABI-
LIDAD QUE AL REALIZAR UNA VEZ EL EXPERIMENTO LA SUMA DE LOS DOS
NUMEROS QUE QUEDENVBACIA ARRIBA SEA 7 U 11? ESTO ES EQUiVALENTE
A PREGUNTAR POR LA PROBABILIDAD DE QUE OCURRA EL EVENTO
C ={7} VU ({11}. PUESTO QUE {7} Y {11} SON EVENTOS MUTUAMENTE

EXCLUSIVOS:

| oo

6 2 _
367363

CTINY

P(C)'= P({7}) + P({11}) =

(3}

EJEMPLO

EN UN LABORATORIO SE PROBARON 100 VIGAS DE CONCRETO REFORZADO NOMI-
NALMENTE IDENTICAS, Y SE ANOTARON LAS CARGAS CON LAS CUALES FALLO
CADA UNA. DE ESTA SUCESION DE EXPERIMENTOS SE ASIGNARON, EN TER-

MINOS DE LAS FRECUENCIAS RELATIVAS CORRESPONDIENTES, LAS SIGUIENTES

PROBABILIDADES:
SI A ={X: 0<X<20 ton}; P(A) = 0.17
SI B ={X.: 20<X§40 ton}; P(B) = 0.24
SI C ={X: 40<X<60 ton}; P(C) = 0.27
SI D ={X: 60<X<80}; P(D) = 0.13
SI E ={X: 80<X<100}; P(E) = 0.11
SI F =(X: 100<X}; "~ P(F) = 0.08
IP(.) = 1.00
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SI SE REALIZA UNA VEZ MAS EL EXPERIMENTO, CALCULEMOS LAS SIGUIEN-

TES PROBABILIDADES:

A) QUE LA RESISTENCIA SEA MENOR O 'IGUAL QUE 80 TON. PUESTO QUE
G= {X: 0<X<80 ton} SE TIENE QUE G= AUBUCUD, POR LO QUE

P(G)=P(A) + P(B) + P(C) + P(D) = 0.17 + 0.24 + 0,27 + 0.13 = 0.81

B) LA PROBABILIDAD QUE RESISTA MAS DE 60 TONS,  PUESTO QUE
H= {X: 60<X<=} O H={X: X>60} SE TIENE QUE H= DUEUF,

POR LO QUE P(H) = P(D) + P(E) + P(F) = 0.13 + 0.11 + 0.08 =032

C) LA PROBABILIDAD QUE RESISTA MAS DE 40 TON, PERO CUANDO MUCHO
100 TON.
PUESTO QUE I={X: 40<X<100} SE TIENE QUE I = CUDUE

POR LO QUE P(I) = P(C) + P(D) + P(E) = 0.27 + 0.13 + 0.11 = .51



18. | (Q"

TEOREMAS

DOS TEOREMAS IMPORTANTES QUE SE DEDUCEN A PARTIR DE LOS AXIOMAS
SON:

TEOREMA 1.

SI A ES UN EVENTO DEL ESPACIO S, ENTONCES P (A)=1-P(A)

_DEMOSTRAC TON

PUESTO QUE A Y A SOKN MUTUAMENTE EXCLUSIVOS
Y ADEMAS AUA=S, ENTONCES, P(S)=P(A)+P(A)=1
= P(A)=1-P(A) \

CASO PARTICULAR: PUESTO NUE P(§)=1-P(S)=0 Y §=g, SE TIENE QUE

P(2)=0
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TEOREMA 2.

SI A Y B SON DOS EVENTOS CUALQUIERA DE S, ENTONCES

P (AUB)=P (A)+P (B)-P (ANB)

DEMOSTRACION

SEA EL DIAGRAMA DE VENN:

, A
. ‘ Z
| ﬂ%» B

7

AUB= (ANB) U (ANB)U (BNA). PUESTO QUE ANB, ANB Y BNA SON MUTUAMENTE
EXCLUSIVOS, SE TIENE QUE P (AUB)=P (ANB)+P(ANB)+P (BNA),

SUMANDO Y RESTANDO P (ANB) Y AGRUPANDO TERMINOS SE OBTIENE
P(AUB) = [P(ANB)+P(ANB)]+[P (ANB)+P (BNA)]-P (ANB)

PERO A= (ANB)U(ANB)=>P (ANB)+P (ANB)=P (A)

Y B=(AﬂB)U(Bﬂi)%)P(AﬂB)+P(Bﬂi)=P(B), POR LO QUE

P (AUB)=P (A)+P (B) -P (ANB)



EJEMPLO

EN UNA URNA SE TIENEN 28 TIRAS DE PAPEL Y EN CADA UNA SE ENCUEN-

TRA ANOTADA UNA LETRA DISTINTA DEL ALFABETO.

BILIDAD DE QUE AL EXTRAER AL AZAR UNA TIRA:

A) SE OBTENGA UNA VOCAL

B) SE OBTENGA A O zZ

C) OCURRAN C Y D, DONDE G={x,y,z} bY%
D={b,c,v,z}

D) OCURRA G O D

Respuestas
A) A={a,e,i,o,ul =>P(A)= %—

B) B={a,z} =>P(B) =

2
C) F= CND= {y,z} =>P(F

20.

CALCULE LA PROBA-

28
D) E= CUD= {b,c,%x,y,z} =>P(E) = 3_8
o P(E)=P(C)+P(D)-P(CND)
P(CAD)=P (F)= 2= =>P(E)= oo + 4 - 2_ = 2_

28

- gl
A



FROBABI LTDAD COMDICIONAL

LA PROBABILIDAD CONDICIONAL, P(A}lB), DEL EVENTO A, DADO QUE EL B
HA OCURRIDO SE CALCULA CON LA FORMULA

_ P(AﬂB)

P (A|B)
EVENTOS INDEPENDIENTES
SI DOS EVENTOS, A Y B, SON INDEPENDIENTES, LA PROBABILIDAD DE A

NO SE ALTERA SI OCURRE EL EVENTO B; ES DECIR, DOS EVENTOS SON

INDEPENDIENTES SI

P(A|B) = P(A)

EN TAL CASO, DE LA ECUACION 1 ;
P(ANB) = P(A) x P(B) (1")

PUESTO QUE P (ANB) = N(ANB)/N(S) Y P(B) = N(B)/N(S) LA ECUACION 1

SE PUEDE ESCRIBIR COMO

N (AAB)
_ N (S) _ N(ARB) (2)
P(A}B) = N (B) T TNIB)
N (S)

e

EL TRABAJAR CON LA ECUACION 2 EQUIVALE A EMPLEAR UN ESPACIO DE

EVENTOS REDUCIDO DE S A B,

EJEMPLO

EN UNA URNA -HAY 10 TRANSISTORES BUENOS Y 10 DEFECTUOSOS. aCUAL

ES LA PROBABILIDAD DE SACAR UNO BWENO Y UNO DEFECTUOSO (EN CUAL-
QUIER ORDEN) AL REALIZAR DOS EXTRACCIONES AL AZAR, SI HAY REEMP@AZO

DEL PRIMER TRANSISTOR OBSERVADO?
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LEY GTNERAL DE MULTIPLICACTON

DE LA ECUACION (1):
P(ANB) = P(A|B)P(B)
ESTA ECUACION SE PUEDE GENERALIZAR A MAS DE DOS EVENTOS ASI:
P(EfWEzm...nEk)=P(E1)Pa5|El)...P(EklEl,Ez,".,Ek_l) (3)
POR EJEMPLO, SI K=4

P(E,NE,NE,NE,) = P(El)P(EZIEl)P(E3|El,E

NEq )X

2
X P(E4|EI,E2,E3)

EJEMPLO

¢(CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE AL EXTRAER SIN REEMPLAZO CUATRO
CARTAS AL AZAR DE UN PAQUETE DE 52, LAS DOS PRIMERAS SEAN DIA-

MANTES Y LAS DOS ULTIMAS SEAN CORAZONES (EVENTO E)?

SEAN A

{LA la., ES DIAMANTE}, B ={LA 2a. ES DIAMANTE},

C {LA 3a., ES CORAZON}, ={LA 4a. ES CORAZON}.

|

EN TAL CASO
E = ANBNCND :{(d'd,c,cﬂ
P(A) = 13/52, P(B|A)=12/51, P(C|A,B)=13/50
>(D|A,B,C)=12/49

APLICANDO LA ECUACION 3 SE OBTIENE

_ 13 12 13 12 _ 78
52 51 50 49 _ 20825

SI LOS EVENTOS Ei QUE APARECEN EN LA ECUACION (3) SON INDELPEN-
DIENTES, ENTCNCES

P(E,NE,N...NE ) = P(E;)XP(E,)x...XP(E,)

i~

k
QUE ES LA LEY GENERAL DE MULTTIPLICACTON
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LEY GENERAL DE LA ADICION

SI TODOS LOS EVENTOS Ei SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS ENTRE SI,

EL AXIOMA 3 TAMBIEN SE GENERALIZA A:

P(ElUE U...UEk) = P(El)+P(E2)+...+P(Ek)

2

25
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VARTABLES ALEATORIAS

CLASIFICACION DE VARIABLES

VARIABLE:

i FERENTES

TODA CARACTERISTICA QUE
— PUEDE ASUMIR VALORES DI

|
| VARIABLES ESCALARES:
| SON LAS VARIABLES QUE SOLO
|
l

ASUMEN VALORES NUMERICOS

| VARIABLES CONTINUAS:

SON AQUELLAS QUE PUEDEN
TOMAR UN NUMERO INFINITO
NO NUMERABLE DE VALORES

VARIABLES NOMINALES:

SON LAS VARIABLES QUE SOLO
ASUMEN VALORES NOMINALES
(NOMBRES, ADJETIVOS, ETC)

—

VARIABLES DISCRETAS:

SON AQUELLAS QUE PUEDEN ASU-
MIR UN NUMERO FINITO O UNO
INFINITO NUMERABLE DE VALC-
LES DISTINTOS

UNA VARTABLE ALEATORIA ES UNA VARIABLE TAL QUE NO PUEDE PREDECIRSE

CON CERTEZA EL VALOR QUE ASUMIRA

AL REALTZAR UN EXPERIMENTO.

POR EJEMPLO, LA RESISTENCIA O CARGA DE FALLA DE UNAS VIGAS ES UNA

VARTABLE ALEATORIA, YA QUE ANTES DE ROMPER UNA VIGA TOMADA AL AZAR

NO SE PUEDE PRECISAR CUAL SERA SU RESISTENCIA. EN LA SIGUIENIE

TABLA SE PRESENTAN LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES CON 15 VIGAS DE

CONCRETO REFORZADO, OBSERVANDOSE QUE ESTOS VARIAN DE UNAS“ A OTRAF

DE MANERA ALEATORIA.
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TABLA 2. PRUEBAS DE VIGAS DE CONCRETO REFORZADO

Nimero de Carga de agrieta- | Carga de falla,
la viga miento, en kg en kg
1 4700 . 4700
2 3 840 4220
3 3270 4 360
4 2 310 4 680
5 2950 4270
6 , 4810 - 4810
7 2720 o~ 4590
8 2720 4490
9 4310 4310
10 2950 4630
11 4220 4220
12 2720 4 340
13 21720 4 340
14 2 630 4770
15 2950 4 630

A TODO EXPERIMENTO SE LE PUEDE ASOCIAR AL MENOS UNA VARIABLE ALEA-
TORIA, DEPENDIENDO EéTA DEL PROBLEMA QUE SE TENGA PLANTEADO. POR
EJEMPLO, EN EL CASO DE LA RESISTENCIA DE LAS VIGAS DE VARIABLE
ALEATORIA PUEDE SER DIRECTAMENTE -~ DICHA RESISTENCIA, EN CUYO
CASO SU ESPACIO DE EVENTOS SERIA

S, = {X: 0<X<w}

1
LA\ VARIABLE TAMBIEN PUDO HABER SIDO UNA CUYO ESPACIO DE EVENTOS

FUERA
5, = {EXITO, FTRACASO}
EN DONDE EL EXITO OCURRIRIA SI LA VIGA RESISTIERA MAS DE CIERTA N

CANTIDAD, POR EJEMPLO 4600 KG, Y EL FRACASO OCURRIRIA SI RESISTIERA

MENOS, ES DECIR:
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EXITO: SI X>4600 KG

FRACASO: SI X<4600 KG

LEYES DE PROBABILIDADES

'L COMPORTAMIENTO DE UNA VARIABLE ALEATORIA SE DESCRIBE MEDIANTE
SU LEY DE PROBABILIDADES , LA CUAL PUEDE ESPECIFICARSE DE DIFERENTES
fFORMAS. LA MANERA MAS COMUN DE HACERLO ES MEDIANTE SU DISTRIBU-

CTON 0 DENSTDAD DE PROBABILIDADES,

A FIN DE EVITAR CONFUSION, SE EMPLEARA UNA LETRA MAYUSCULA PARA DENOTAR
UNA VARIABLE ALFATORIA, Y LA MIMUSCULA CORRESPONDIENTE PARA LOS

VALORES QUE PUEDE ASUMIR, SI LA VARIABLE ALEATORIA X ES DISCRETA

Y PUEDE ASUMIR LOS VALORES X, SU DENSIDAD DE PROBABILIDADES,

17!

fx(x) SERA. EL. CONJUNTO DE LAS PROGBABILIDADES

PX(xi) = P(X = Xi)
LA CUAL SE LEE "PROBABILIDAD DE QUE X = xi". ESTO ES
fx(x) = {Px(xi)}

PARA QUE UNA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SATISFAGA LOS TRES AXIOMAS
DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES, SE DEBFN CUMPLIR LOS SIGUIENTES
REQUISITOS

A) 0<P,() <1 PARA TODA x,

n .
B) £ P (Xi) = 1, DONDE n ES EL NUMERO TOTAL DE VALORES QUE

1=1

PUEDE ASUMIR X

C) P(n_ < X<k ) = ¢ P,(x.) ;m<r
m- - =X1 -
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LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS 0 FUNCION DE DISTRIBUCION

OTRA FORMA DE ESPECIFICAR LA LEY DE PROBABILIDADES DE UNA VARIA-
BLE ALEATORIA ES MEDIANTE LA DISTﬁIBUCION DE PROBABILIDADES ACU-
MULADAS, Fx(zp, QUE SE DEFINE COMO EL CONJUNTO DE LAS SUMAS PAR-
CIALES DE LAS PROBABILIbADES, PX(xi), CORRESPONDIENTES A TODOS
LOS VALORES DE X MENORES O IGUALES QUE Xgo POR LO TANTO, ESTA
FUNCION DA LAS PROBABILIDADES DE OQUE LA VARIABLE ALEATORIA TOME

VALORES MENORES O IGUALES QUE Xm PARA CUALQUIER m, ES DECIR
FX(X) = {FX(Xm)} ; m=1,2,...,n

EN DONDE



EJEMPLO
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SEA X LA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA "NUMERO TOTAL DE CARROS QUE SE

DETIENEN EN UNA ESQUINA DEBIDO A LA LUZ ROJA DE UN SEMAFORO"., SI

LAS PROBABILIDADES ASOCIADAS A CADA VALOR, DETERMINADAS POR EL

METOCO FRECUENCIAL, SON

(0.1 SI
0.2 SI
#0.3 ST
P (x) = { 0.2 SI
0,1 SI
0.1 sI
0  SI

X

X

v
o)}

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES Y LA DE PROBABILIDADES ACUMULADAS

CORRESPONDIENTES SERAN

P .

<0 0 *Z 0

0 0.1 ; 0.1

1 0.2 f 0.3

2 0.3 ? 0.6 O SEA Fx(x) =
3 0.2 ; 0.8

4 0.1 } 0.9

5 0.1 i 1.0

>6 0 i 1,0

26

LAS GRAFICAS DE ESTAS DISTRIBUCIONES SE PRESENTAN

DE LA SIGUIENTE HOJA.

SI

ST

SI

SI

SI
J

SI

EN LA FIGURA
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57.
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_EJEMPLO

SEA LA VARIABLE ALEATORIA X DEFINIDA PCR LA SUMA DE LOS DbS NUMEROS
QUE QUEDEN HACIA ARRIBA AL LANZAR DOS DADOS, EN ESTE CASO EL ES-
PACIO Dﬁ éVENTOS ES

s = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

Y LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES ES

Cf (X)) = (==, 2 3 4 5 6 5 4 3 2 _1}
‘X 36" 36’ 36 6’ 36’ 367 6’ 6/ 6’ 6/ 6
EN ESTE CRSO X;=2, X,=3,...,X;;=12
’ _ 1 _ 2 _ 1
Y £(2) = g £,03) = g, £,(12) = g2

ESTAS PROBABILIDADES FUERON CALCULADAS EN UN EJEMPLO PREVIO SOBRE

PROBABILIDADES DE EVENTOS

CON ESTAS PROBABILIDADES SE PUEDE OBTENER LA FUNCION DE DISTRIBUCION

'O DE PROBABILIDADES ACUMULADAS, DE LA SIGUIENTE MANERA:

X fAx) | F(x) ‘fx(x) ,_.v.,
<21 0 0o - ofsol— — - ——
2| 136 | 1/36 s - e e
3| 2/36 3/36 z%
3]
4| 3/36 6/36 T
5 4/36 10/36 . 1/3¢L 1
6 | 5/36 15/36 —
7| 6/36 21./36 NEC
8 | '5/36 26/36 el
9 4/36 30/36 334611 —
10 | 3/36 33/36 e
26/%7
11 | 2/36 | 35/36 :
2//]; -
12 1/36 36/36=1
>12 0 1 WL%—;
1=1 el
1
of2e T T
/36
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EN EL CASO DE UNA .VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, X, LA PROBABILIDAD

DE QUE ESTA TOME UN VALOR COMPRENDIDO ENTRE x Y x + dx ESTA DADA

POR fx(x)dx, DONDE fx(x) ES LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE X, POR

LO TANTO, LA PROBABILIDAD DE QUE X ASUMA VALORES COMPRENDIDOS EN

\ A
EL INTERVALO X,<X<X, ES “i(")

P()‘\E X‘. Kz)

+¥gdx

®

)
P(x)sXsx,) = )f( £, (x) dx R
1 X, | %

X+x

LA INTERPRETACION GRAFICA DE ESTA PROBABILIDAD ES QUE CORRESPONDE

AL AREA BAJO LA CURVA DE fX(x) COMPRENDIDA ENTRE Xy Y Xy

PUESTO QUE FX(X) = P(X<x) = P(-~<X<x), Y EN VIRTUD DE LA ECUACION
ANTERTIOR SE TIENE QUE LA FUNCION DE DISTRIBUCION ES:
ﬁ((") P(Xéx)
Fy (x) = r £, (V)au «

DONDE U/ ES SOLO UNA VARIABLE MUDA DE INTEGRACION. EL VALOR DE ESTA

INTEGRAL ES IGUAL AL AREA BAJO LA CURVA DE Fx(x) A LA IZQUIERDA

DE x. DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE

dFX(x) a X i
—ax " X (s_, fX(U)dU) = fx(x)

ALGUNAS PROPIEDADES DE Fx(x) SON:

0<Fy(x)<1
Fy(==) =0
Fele) =1

Fylx + €)2Fy (x), SI €20
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F,(x

X 2)

PARA SATISFACER LOS AXIOMAS DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES SE

NECESITA QUE

£,(x) > 0 PARA TODA x

X

rTOfo(x) dx = 1
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EJEMPLO

SEA UNA VARIABLE ALEATORIA CONTIMUA CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDA-~-

DES ES DE FORMA TRIANGULAR DADA POR LAS SIGUIENTES ECUACIONES:

fY(Y) = % y + % » ST -2<Y<0
_ 1 1
fY(y) =0 SI Y¥Y<2 O Y>4

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES, ENTONCES:

SI =-2<Y<0
= Y -y & L
Foly) = {w f_y(U)dU = £2 (7 U+ 3)du
2 v 2
=(9_4+ U =Y L,y 4+ 1
(15 + 3]_2 177373
e
SI  0<v<4 R (0)
F,(y) = F,(0) +fy (-2 U + %) av = = + ['ﬁ+91y=
y'VOT y 0 ‘"1 3 =3 2 3.0
] 2
= I - L + Z
3 24 3 SI 0<y<4
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ST SE DESEA CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE AL REALIZAR UNA VEZ
ELL. EXPERIMENTO NUE INVOLUCRA A DICHA VARIABLE, EL VALOR QUE SE
OBSERVE CAIGA EN EL INTERVALO 1<Y<2, ENTONCES

2 2 2

Pl1<Y¥<2] = J (~55 ¢y + %) dy = ["%I + %

Ply<2] = F (2) - F, (1) = 2 - 5= 57
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FUNCION DE DISTRIBUCTON COMPLEMENTARIA

EL COMPLEMENTO, GX(X), DE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES
ACUMULADAS SE UTILIZA CUANDO LAS DECISIONES SE TOMAN CON BASE
EN PROBABILIDADES DE QUE SE EXCEDA UN VALOR DADO DE LA VARIABLE,
LA FUNCION D-E DISTRIBUCTION COMPLEMENTARIA SE DEFINE COMO

GX(X) = P(X>x) =1 - Fx(x)

EJEMPLO

PARA EL PROBLEMA ANTERIOR DE LA VELOCIDAD MAXIMA ANUAL DEL VIENTO,

CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE ESTA SEA MAYOR DE 140 KM/H:

=0.033%3, - 5.0099

]

G (o) P(X2140) = /7 0.033¢
X 140

O, ALTERNATIVAMENTE

—e-0'033X140)=e—4'62=0.0099

P(x>140) = 1—FX(14O) = Gx(l40) 1-(1
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LA ESPERANZA DE UNA FUNCION g(X), DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA,

X,

ES, POR DEFINICION

i=n

E(g(X)) = ¢ g(xi)PX(xi)

i=1

O PARA UNA VARIABLE CONTINUA

E(g(X))

- 00

17 g(x) £ (x)dx

oo

Ela+ bx]= a J §y(xidxsb 7 xf,(x)dx

- OO

EJEMPLOS
1. SI g(X) = CONSTANTE = ¢
E(e) = ¢ /& fylx)dx = ¢
2. SI g(X) = c¢x E[x)
E[ex] =¢/7 xfy(x)dx = cE[X] .
3. SI g(X) = a + bx
4. SI g(X)= g, (X) + g,(X)

Elg; (X) + g,(x)]

oo

g gl(x)ﬁx(x)dx +

E[gl(X)]

@©

= 00

+ E[g,(X)]

a+bE[X]

gz(x)éx(x)dx

i n T e



(o5
Q)
'"\'Q. R
N
£

EJEMPLO

SI X ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES

‘EXPONENCIAL, CALCULAR LA ESPERANZA DE LA FUNCION

- _ -Ax
IX(X) = e SI 0<X<» , Y fx(x) ‘= 0. SI X<0

POR LO QUE

B(x*)=E[g(x)]= I glx)fylxldx = 2 7/ x%e M dx

-c

2 ~AX « k w© ‘ _ ]
2 ;roxe Mdx =22 [e M aman] | =
,\2 0

2
2

>

EN GENERAL, A LA ESPERANZA DE X2 SE LE DENOMINA VALOR MEDIO CUADRATICO.



Ejemplo.  Construccedidn de La carpeta de una carretera.

Un contratista construird la carpeta de una carretera en tramos
de 50 m; el gobierno aceptaréd o rechazari cada tramo de acuerdo
con una prueba de control de calidad. El contratista tiene la
opcidn de pedir el concreto a una de dos plantas premezcladoras;
la planta A cobra 140 pesos/m3 Yy la.B 160 pesos/m3, pero, el
control de calidad que se lleva en la planta B es mejor, lo
cual hace mé&s probable que un tramo dado pase favorablemente

la prueba de aceptacidn. Tomando en cuenta que en cada tramo
se usan 100 m3 de concreto y que la probabilidad de que el pro-
Venientg de la planta A no pase la prueba de control es 0.10,

y la de B es 0.05, el constructor deberd decidirse por cuil
planté usar. El &rbol de decisiones de’este pfoblema es el
mostfado en la fig 6.4, donde P(el) y P(ez) son las probabili-

dades de que ocurran 6, y 62, respectivamente. La utilidad

1
Ul = u(al,rel) es la que corresponde a utilizar la planta A

Yy que la carpeta pase la prueba de control de calidad; en este
caso la utilidad (negativa) es el costo del concreto ($14,000.00)
mids la colocacidn (supongamos $100,000.00), por lo cual Ul =

{114,000.00. Uy = u(al, 8,)] es la que corresponde a usar la

2
planta A y que la carpeta no pase la prueba de calidad; en
este caso el constructor deberd demoler y reconstruir el tramo

con los siguientes costos:

Pérdida de prestigio S 5,000.00

Mano de obra de demolicibn 15,000.00
Carpeta demolida '

Concreto 14,000.00

k Mano de obra de colocacidén 100,000.00



Mano de obra $ 100,000.00

Reconstruccidn .
Concreto 14,000.00
TOTATL $ 248,000.00

De manera similar se obtienen U3 Yy u4, cuyos valores resultan

ser U3 = - $116,000.00 y U4 = - §252,000.00.

Si la decisidn se tomara sin considerar las pfobabilidades de
aceptar la carpeta, el constructor se decidiria por la planta
A, ya que la pérdida (utilidad negativa) seria menor. Si si
se toman en cuenta y adoptamos como caiterio de duuzidn el es-
coger la planta que conduzca a una esperanza de pérdida menor se
tendr& (recuerde que la esperanza de la variable aleatoria X,

E[X}, es E[X}= X P[XLJXL' donde las XL son los valores que puede
=1

L
asumir X, y P[Xi} son las probabilidades correspondientes):
Para la planta A:
E[UJ = 0.90 x (-114,000)+0.10 x(-248,000) =-$127,400.
Para la planta B:

E[UJ = 0.95 x (~-116,000)+0.05 x(-252,000) = -$122,800.

Comparando ambas cifras se concluye que la decisidn de- comprar
el concreto de la planta B conduce a una pérdida esperada menor
que la de la planta A, es decir, se escoge la planta B aungue

el precio unitario del concreto sea mayor.



Fig 6.4 Arbol de decisiones del ejemplo 6.2

A
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|
U1=§-$114,noo

U2= -$248,000

U,= -$116.000

U = -$252,000
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MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

LA MEDIA O ESPERANZA , E[X], DE UNA VARIABLE ALEATORIA, X, SE CALCULA
CON LAS ECUACIONES ANTERIORES PARA EL CASO EN QUE g(X)=X. DE ESTA

MANERA, SI LA VARIABLE ES DISCRETA, SU ESPERANZA QUEDA DADA POR

DONDE n ES'EL‘TOTAL DE VALORES QUE X PUEDE ASUMIR,

PARA EL CASO DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, LA MEDIA ES

@

m,2 = E(X) = [ xﬁx(x)dx

o= 0
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OTRAS MEDIDAS USUALES DE TENDENCIA CENTﬁAL DE UNA VARIABLE ALEA-
TORIA SON LA MEDIANA Y EL MODO, LA PRIMERA SE DEFINE COMO EL VALOR
' DE LA VARIABLE AL CUAL CORRESPONDE' UNA PROBABILIDAD ACUMULADA DE
50%,Y LA SEGUNDA, COMO EL VALOR DE LA VARIABLE AL CUAL CORRESPONDE

LA MAYOR PROBABILIDAD.

" EJEMPLO

SI LA DENSIDAD .DE PkOBABILIDADES DE LA VARIABLE ALEATORIA X CORRES-
PONDE A LOS ERRORES EN UNA NIVELACION, ES LA DE LA SEGUNDA COLUMNA

DE LA SIGUIENTE TABLA, LA MEDIA DE DICHA VARIABLE RESULTA SER 4 167
LA MEDIANA 4000 Y EL MODO 4000 MICRAS. LOS CALCULOS CORRESPONDIEN—

TES SE LOCALIZAN EN LA TERCERA COLUMNA,

X EN MICRAS | P, (x ) x;Pylx ), EN MICRAS | F,(x ]
0 6/60 0 6/60
1 000 2/60 2 000/60 8/60
2 000 4/60 8 000/60 12/60
3 000 8/60 24 000/60 20/60

4 000 13/60 52 000/60 33/6020.5

5 000 12/60 60 000/60 45/60
6 000 7/60 42 000/60 52/60
7 000 4/60 28 000/60 56/60
8 000 2/60 16 000/60 58/60
9 000 2/60 18 000/60 60/60
TOTAL: E[X] = 250 000/60=4 167 MICRAS
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_EJEMPLO
CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CUYA DENSIDAD DE

PROBABILIDADES ES TRIANGULAR DADA POR

fY(Y) = —é— y + % SI -2<y<0
£y ly) = 1—; v + % SI 0O<y=<4
£ ly) =0 SI y<-2 0 y>4
© 4
E(Y) =/ vf (y)dy = {2 y &+ Day + 1y y (L o+ Dy
3 20 a3 2 4
Ul B ¥, -5
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EJEMPLO

CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE

PROBABILIDADES EXPONENCIAL

3 -AX
ﬁgx) = ie

-AX ©

“xe A% (1+>\x)]0

—~e

[}
>
-
o

>

E(X) = / xfx)dx ax = A
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MEDIDAS DE DISPERSION

UNA MEDIDA MUY COMUN DE LA DISPERSION O VARIABILIDAD DE LOS VALORES QUE
PUEDE ASUMIR UNA VARIABLE ALEATORIA ES LA VARTANCIA, LA CUAL SE

2
DENOTA COMO o~ (X) O VAR (X), LA CUAL SE DEFINE COMO LA ESPERANZA

DE LA FUNCION g(X) = [X-E(x)]2. ASI, PARA UNA VARIABLE ALEATORIA

_DISCRETA

2

0" (X) )2

i

VAR (X)

it
[ |

(xi - E(X) PX(xi)

Y PARA UNA CONTINUA

(=]

? [ (x - E(X)°f, (x)dx

o~ (X)

i

VAR (X)

DESARROLLANDO EL INTEGRANDO DE ESTA ULTIMA ECUACION:

(o]

I (xP=2xE(X) + B (X)fy (x) dx

—00

02(X)

2] o [ee]

s xzfx(x)dx - 2E(X)/ fo(x)dx+E2(X)f £ (x)dx = E[xz]-ez[x]

—00 —00 —0

ES DECIR, LA VARIANCIA SE PUEDE CALCULAR COMO LA DIFERENCIA DEL

VALOR MEDIO CUADRATICO Y EL CUADRADO DE LA MEDIA DE X.

OTRAS MEDIDAS DE DISPERSION DE LA VARIABLE ALEATORIA X SON LA
DESVIACION ESTANDAR, o (X),LA CUAL ES IGUAL A LA RAIZ CUADRADA DE LA

VARIANCIA, Y EL COEFICTENTE DE VARTACION QUE SE DEFINE COMO

v(X)=0(X)/E(X) ., SI E(X)#0



EJEMPLO

EN LA SIGUIENTE TABLA SE CALCULA LA VARIANCIA DE LA VARIABLE ALEA-

74.

TORIA CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SE PRESENTO EN EL EJEMPLO

ANTERIOR ( E(x)= «/67 miveras),

%~ Bl ol x,) (%, =B (X)°Py (x,) ,
EN MICRAS EN MICRAS
-4 167 6/60 1 740° 000
-3 167 2/60 333 000
2 167 4/60 313 000
-1 167 8/60 181 000
L= 167 13/60 6 000
833 12/60 139 000
1 833 7/60 390 000
2 833 4/60 531 000
3 833 2/60 487 000
4 833 2/60 687 000
TOTAL: 4 798 000 MICRAS? =02 (x)

LA DESVIACION ESTANDAR Y EL COEFICIENTE DE VARIACION DE ESTA VARIA-
BLE ALEATORIA SON, RESPECTIVAMENTE,

o(X)= v4 798 000 =

[\
N
o
o

2 200 MICRAS, Y v(X)=0 X)/E(X) = = 0,528

=N
=
o)}
~J
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_EJEMPIO
SI X ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES
EXPONENCIAL, CALCULAR SU VARIANCIA, DESVIACION ESTANDAR Y COE-

FICIENTE DE VARIACION:

2 AX

c“(X) = E(X-E[X]) =—;I;°°(x—E[X]‘) et fdx = £°°(x2—2xE[x]+E2[x])e' dx
= A éf 2o Mgy 2E[X]x£ xe M¥dx + EZ[X] éfe—Axdx
YA QUE E(X) = 1/x Y €(x2]=2 />, |
USANDO LA FORMULA o2 (X) = E[Xz] - E2[X] , Y TOMANDO EN CUENTA QUE
E[x2] = 2/}\2 SE OBTIENE:

o2 (x) = 2/3% = 102 = 122

EN CONSECUENCIA, LA DESVIACION ESTANDAR ES
o (x) = /122 = 1)

Y EL COEFICIENTE DE VARIACION

viX) = o(X)/E(X) =

y“4>1H
il
|._l
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97

EJEMPLO

SEA Y UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES

TRIANGULAR DADA POR

1 1
fY(y) =g vt3 SI -2<y<0
v -1 1
f,v) =5 v+ 3 ST Oc<yz4
f,v) =0 SI y<=2 O y>4

CALCULAR LA VARIANCIA, LA DESVIACION ESTANDAR Y EI COEFICIENTE DE

VARIACION.

CALCULAREMOS PRIMERO EL VALOR MEDIO CUADRATICO PARA LUEGO APLICAR

2

LA ECUACION o2 (Y) = E(Y?) - EZ(Y)

v oo Loyt vl vt
(-=% + =)dy -[2 + ] + | +

2

2 w2t v+ Lyay + ;
E(Y°] IovilE Y+ Pady + oy

NS
]
1

N

RN
[00]

62 (Y) = 2-(2/3)°=14/9

o (Y) 1.25  (V1y/9 )

v (Y) 1.25/(2/3) = 1,88



DISTRIBUCTIONES PARTICULARES
VARTABLES ALEATORIAS DISCRETAS

DISTRIBUCTON BINOMIAL O DE BERNOULLI

LA DISTRIBUCION BINOMIAL O DE BERNOULLI SE EMPLEA COMO DENSIDAD

DE PROBABILIDADES DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS ASOCIADOS

A EXPERIMENTOS EN LOS QUE SOLO HAY (O SOLO IMPORTAN) DOS RESUL-

TADOS POSIBLES, UNO DE LOS CUALES USUALMENTE SE DENOMINA "EXITO"

¥, EL OTRO, "FRACASO", (S = ekite,frzcase})

SEAN p= PROBABILIDAD DE OBSERVAR "EXITO" AL REALIZAR UNA VEZ
EL EXPERIMENTO
ag= PROBABILIDAD DE "FRACASO" = 1l-p
X= VARIABLE ALEATORIA "NUMERO DE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR

n VECES EL EXPERIMENTO "CON REEMPLAZO"

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES BINOMIAL ES

l -
f(x) = §TT%£§TT pan X : x=0,1,...,n

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE LOS PARAMETROS DE ESTA DISTRIBUCICi! SON

E(X) = np , oz(x) = npq
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SI n=2, ENTONCES X PUEDE ASUMIR LOS VALORES 0, 1 y 2, ES DECIR

S={O,l,2}. EL ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERIMENTO ES

S, = { (FRACASO, FRACASO), (EXITO, FRACASO), (FRACASO,EXITO),

1 ~ v g,,__,____“v, [ 4 \_____.Y.. B

X =0 X =1 X=j_

(EXITO, EXITO)}
N _Y /

X =2

Leor= [ Plo), P(1), PL2)]
OBSERVESE QUE x=0 OCURRE DE UNA MANERA, x=1, DE DOS, Y x=2, DE
UNA. ESTOS RESULTADOS SE PUEDEN OBTENER PERMUTANDO DOS GRUPOS,

\

UNO CON x Y EL OTRO CON n-x ELEMENTOS:

P({0)=gx g=q =P d

_2 _
x=1 2P1,l = TTeIT - 2 ; P({l}) = 2pq
. 2! B ) _ 2 20
¥=2: P20 = 2Tx0T © 1 ; P({2}) = pxp = P~ = P Q
2 2 2 >
I P({i}) = g“+2pg+pP° = (P+9)° =1

i=0

(DBSERVESE QUE LOS ELEMENTOS DE S, NO SON IGUALMENTE PROBABLES, A

1
MENOS QUE p= q = 1/2.)



79. AN

SIn=3,5=1{0,1,2,3], e=EXITO Y £ = FRACASO, ENTONCES

S.= {(f,£,£), (e,£,£), (f,e,f), (f,f,e), (e,e,f), (e,f,e),

(f,e,e), (e,e,e)l}

3.

X=0:‘ 3PO,3=0_!ET=1 h P({0}) =lpq =g

3!

x = 1: 3P1,2=m-§—:- = 3 H P({l}) = 3 Pra
3 2
x = 2: 3Py 4Fyigy - 3 7 PU2}) = 3pq
» 3 30 3
x = 3: jPy =xier =1 ; P({3})=1p°q =p
' . . 3
L P({i})=(p+q) =1
i=0

PASANDO AL CASO GENERAL DE CUALQUIER VALOR DE n, LA PROBABILIDAD

v

DE QUE OCURRAN x EXITOS Y n-x FRACASOS EN UN ORDEN DETERMINADO ES

P (X=x) = pan
EN VIRTUD DE LA LEY GENERAL DE MULTIPLICACION.

UN ORDEN POSIBLE SERIA, POR EJEMPLO,

EXITO, EXITO,..., EXITO, FRACASO,..., FRACASO

[\ J —
A \'4

X n-=x

AHORA BIEN, LOS x EXITOS PUEDEN OCURRIR EN an n_XORDENES DISTINY'0S.

14

CADA UNO CON PROBABILIDAD p g’ ¥, POR LO TANTO, EN VIRTUD DFE LA

LEY GENERAL DE ADICION, LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE X
RESULTA SER

_ n, X n-x _
fX(X)—X—!qu ,X—O,l,-.-rn

LA CUAL SE CONOCE CON EL NOMBRE DE BINOMIAL O DE BERNOULLT,



LA ESPERANZA DE LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI .ES

E(X) = s g ml___ o xpex _ 0 nl xnx
T o = Ty T &
%=0 x! (n-x)! =1 x! (n-x) !
n (n=-1)! X~=1 n-x _ n-1 _
np L o) T(n=x) ! 9 = np(p+q) = np
x=1 i : W
W
7’-
(prs)™

LA VARIANCIA DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL ES

0?2 (X) = E[(X—E(X))z] = E[(X—np)2]

PERO E[ (X-np) %] E(X%~2npX + n°p?) = E[X + X(X-1) - 2npX + n’p’]

=E[(1-2np)X] + E[X(X-1)]+ E (n’p?)

n

=(1-2np)np + n2p2 + §T%é:§77 pan-xx(x—l)
x=0 7 :
n
22 _ (n-2)! 2 x-2 n-Xx
=np-n p + E n(n-1) %=2) T (=%
. ox=2
_ 2 2 2 B (n-2) ! Xx-2 _n-x
=np-n"p- + n(n-1)p xi2 (x-2) ! (n-x)! 2
= —~  (p+q)"

\ 2 - 2
=np—n2p2 + n(n-1)p (p+q)n 2 np-np =np (l-p)=npq

EN RESUMEN, PARA LA DISTRIBUCION BINOMIAL,

E(X) = np ; 02(X) = npq ; o(X) = vVnpg



FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

TABLA 1

E, (x) X ! k n-k
el X = Z —_—
X "(n-kx)! P 9

k=0 k!(n-k)

p .

x 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
0 .8100 .6400 .4500 .3600 12500
1 .9900 .9600 .9100 .8400 .7500
0 .7290 .5120 3430 2160 .1250
1 9720 .8960 .7840 .6480 .5000
2 .9990 9920 9730 .9360 .8750
0 .6561 .4096 2401 1296 0625
1 .9477 8192 6517 4752 3125
2 .9963 9728 9163 .8208 .6875
3 .9999 .9984 .9919 9744 9375
0 5905 =3277 1681 0778 0312
1 9185 7373 .5282 .3370 .1875
2 9914 ,9421 2369 .6826 ,5000
3 .9995 .9933 .9692 .9130 8125
4 1 6000 .9997 .9976 .9898 9688
0 .5314 2621 1176 .0467 0156
1 .8857 .6554 .4202 2333 1094




TABLA 1

(continuacidn)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

X
n! k n-k
F. (x) I 777 P ¢
X k=0 k!(n-k)!
P
n x 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
6 2 9842 9011 7443 .5443 .3438
3 .9987 .9830 9295 .8208 6562
4 19999 9984 9891 .9590 8906
5 '1.0000 .9999 .9993 9959 9844
7 0 .4783 2097 0824 .0280 0078
1 .8503 5767 .3294 1586 0625
Z 9743 .8520 6471 4199 2266
3 9973 9667 .8740 7102 .5000
4 9998 9953 9712 .9037 7734
P
5 10000  .9996 9962 9812 9375
6 1.0000 1.0000 .9998 .9984 29922
8 0 .4305 . .1678 .0576 0168 .0039
1 8131 .5033 .2553 .1064 0352
2 ,.9619 7969 5518 3154 .1445
3 9950 9437 .8059 . .5941 13633
4 .9996 .9896 .9420 .8263 6367
5 1.0000 .9988 9837 9502 .8555
6 1.0000 .9999 9987 9915 .9648
7 1.0000 1.0000 9999 .9993 29961
9 0 3874 1342 0404 .0101 .0020
1 .71748 .4362 .1960 .0705 0195
2 .9470 .7382 4628 2318 .0898
3 9917 9144 .1297 .4826 2539
4 .9991 9804 9012 7334 5000
5 19999 9969 9747 .9006 .7461
6 1.0000 9997 9957 9750 9102
7 1.0000 1.0000 9996 .9962 .9805
8 1.0000 1.0000 1.0000 9997 9930
10 0 .3487 1074 0282 L0060 0010
1 7361 .3758 .1493 0464 0107
2 9298 6778 .3828 1673 0547
3 9872 8791 6496 .3823 1719
4 9984 9672 8497 6331 3770

Z



TABLA 1 (continuacidn)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

X 1
n!. k n-k
Fo(x) = £ s+ P 1
X k!(n-k)!
k=0 K+ (n-K)
| . P
X 0.10 0.20 0.30 0.40
5 9999 .9936 9527 .8338
6 1.0000 .9991 .9894 .9452
7 1.0000 .9999 .9984 .5877
8 1.0000 1.0000 .9999 .9983
9 1.0000 1.0000 1.0000 .9999
0 3138 - .0859 0198 0036
1 .6974 3221 1130 0302
2 | .9104 16174 3127 1189
3 9815 .8389 .5696 .2963
4 9972 .5496 7897 .5328
5 9997 .9883 9718 7535
6 1.0000 .9980 9784 .9006
7 1.0000 9943 .9957 9707
8 1.0000 1.0000 .9994 9941
9 1.0000 1.0000 1.0000 .9993
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0 .2824 .0687 .0138 .0022
1 .6590 2749 .0850 .0196
2 .8891 .5583 .2528 .0834
3| 9744 .7946 .4925 2253
4 I .9957 9274 7237 .4382
s .9995 .9806 .8822 6652
6 .9999 .9961 .9614 8418
7 1.0000 .9994 .9905 9477
8 1.0000 .9999 .9983 .9847
9 1.0000 1.0000 .9598 9972
10 1.0000 1.0000 1.0000 .9997
1 1.0000 1.6000 1.0000 1.0000
0 .2542 .0550 .0097 0013
1 6213 .2336 0637 0126
2 8661 .5017 2025 0579
3 .9658 7473 4206 .1686
4 .9935 .9009 6543 3530
5 .9991 .9700 .834¢ 5744
6 .9999 .9930 .9376 7712
7 1.0000 .9988 9818 9023




TABLA 1 (continuacibn)
FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

x 1
_ n! k n-k
P

n b'e 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
13 8 1.0000 ..9998 .9960 9679 8666
9 1.0000 1.0000 .9993 9922 9539

10 1.0000 1.0000 .9999 9987 9888

11 1.0000 1.0000 1.0000 19999 .9983

12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999

14 0 12288 ..0440 0068 0008 .0001
1 .5846 1979 0475 0081 .G009

2 . .8416 4481 .1608 1398 .0C65

3 .9559 8982 .3552 1243 0287

4 .9908 .8702 .5842 2793 .0898

5 9985 9561 .7805 .4859 2120

6 .9998 .9884 .9067 5925 .3953

7 1.0000 .9976 .9685 .8499 .6047

8 1.0000 .9996 9917 9417 .7880

9 1.0000 1.0000 .9983 9825 9102

10 1.0000 1.0000 .9998 9961 9713

11 1.0000 1.0000 1.0000 .9994 .9935

12 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9991

13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999

IS 0 .2059 ".0352 0047 .060S .0000
1 .5490 2671 .0353 0052 .0005

2 8159 .3980 1268 0271 0037

3 .9444 6482 2969 .0505 0176

4 9873 .8358 5155 2173 0592

5 9978 .9389 7216 4032 .1509

6 9997 .9819 .8689 .6098 .3036

7 1.0000 .9958 9500 7869 .5000

8 1.0000 .9992 ..9848 .9050 6964

9 1.0000 .9999 9963 9662 3491

10 1.0000 1.0000 .9993 9907 .9408
11 1.0000 1.0000 .9999 9981 9824

12 1 0000 1.0000 1.0000 9997 19963

13 i 0000 1.0000 1.0000 1.0000 9995

14 1.0000 1 0000 1.0000 1 0000 1.0000




TABLA 1 (continuacién)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

F (X) - ); n ! n- k
X 2o KTn-107° P
P
n X 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
18 0 . 150t .0180 0016 .0001 .0000 .
1 4503~ .0991 0142 0013 .0001
2 7338 2713 L0600 .0082 .0007
3 9018 .5010 1646 .0328 .0038
4 9718 7164 3327 .0942 0154
5 .9936 .8671 .5344 .2088 0481
6 .9988 .9487 1217 .3743 1189
7 1.9998 .9837 .8593 .5634 2403
8 1.0000 ° 9957 .9404 7368 .4073
9 1.0000 9991 .9790 .8653 5927
10 1.0000 . .9998 .9939 .9424 7597
11 1.0000‘ 1.0000 9986 9797 8811
12 1.0000 1.0000 .9997 9942 9519
13 ‘].0000 1.0000 1.0000 .9987 .9846
14 1.0000 1.0000 1.0000 .9998 .9962
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9993
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
19 0 L1351 0144 0011 0001 .0000
i .4203 .0829 .0104 - .0008 .0000
2 .7054 2369 .0462 .0055 ,0004
3 .8850 4551 1332 0230 .0022
4 9648 6733 2822 .0696 .0096
5 9914 .8369 4739 .1629 0313
6 9983 9324 6655 L3081 L0833
7 9997 9767 .8180 4878 1796
8 1.0000 .9933 8161 6675 3238
9 1.0000 .9984 9674 .8139 .5000
10 1.0000 9997 .G895 9115 6762
11 1.0000 1.0000 9972 .9648 8204
12 1.0000 1.0000 .9994 L9884 9165
13 1.0000 1.0000 .9999 9569 9682
14 1.0000 1.0C00 1.0000 .9694 9904
15 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 9978
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9996
17 1.0000 1.00C0 1.0000 1.0000 1.0650




TABLA 1 (continuacidn)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

\

X '
n! k n-k
Fe(x) = I 55+ D q
X oo KK
P

n X 0.10 0.20 0.30 .0.40 0.50

16 0 1353 0281 0033 0003 .0000
1 5147 1407 0261 0033 .0003
2 7892 3518 0994 0183 .0021
3 9316 .5981 2459 0651 0106
4 9830 7982 4499 1666 0384
5 9567 9183 6598 3288 .1051
6 9995 9733 8247 5272 2272
7 9999 9930 9256 7161 4018
8 1.0000 .9985." 9743 8577 .5982
9 .0000 9998 9929 9417 7728
10 1.0000 1.0000 9984 9809 8949
11 1.0000 1.0000 9997 9951 9616
12 1.0000 1.0000 1.0000 9991 - 9894
13 1.0000 1.0000 1.0000 .9999- 9979
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9997
1s 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

17 0 1668 0225 0023 0002 0000
1] 4818 1182 0193 0021 .0001
2 7613 3096 0774 0123 0012
3 9174 15489 2019 0464 0064
4 9779 7582 3887 .1260 0245
5 9953 8943 .5968 2639 0717
6 9992 9623 7752 4478 1662
7 9999 9891 8954 6405 3145
8 1.0000 9974 9597 8011 .5000
9 1.5000 9995 9873 9081 6855
10 1.0000 9999 - 9968 9652 8338
1 1.6000 1.0000 9993 9894 9283
12 1.00:00 1.0000 .9999 9975 9755
13 1.0000 1.0000 1.0000 9995 9936
14 1.0200 1.0000 1.0000 19999 9983
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9659
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000




TABLA 1 (continuacidn)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

- n! k
Fxx) = I rmopT P oa

X

n-k

n X 0.10 .20 O.I;O 0.40 0.50

20 0 1216 0115 .0008 .0000 .0000
! 3917 .0692 .0076 .0005 .0000

2 .6769 .2061 .0355 .0036 .0092

3 .8670 4114 1071 .0160 .0013

4 .9568 6296 2375 .0510 .0059

3 .9887 .8042 4164 1256 .0207

6 .9976 9133 .6080 .2500 .0577

7 9996 .9679 7723 4159 1316

8 .9999 .9900 .8867 .5956 2517

9 1.0000 .9974 .9520 7553 4118

10 1.0000 .9994 .9829 8725 5881

11 '1.0000 .9999 .9949 .9435 .7483

12 1.0000 1.0000 .9987 ©.9790 .8684

13 1.0000 1.0000 .9997 9935 9423

14 1.0000 1.0000 1.0000 .9984 9793

i 1.0000 1.0000 1.0000 9997 9941

16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9987

17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9998

18 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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EJEMPLO

SI SE LANZA AL AIRE SEIS VECES UNA MONEDA HOMOGENEA,

A)

B)

C)

A)

B)

{CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OﬁTENER DOS "CARAS"?

¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER POR LO MENOS CUATRO "CARAS"
(X>4)2?

(CUANTO VALEN LA ESPERANZA Y LA DESViACION ESTANDAR?

SOLUCTON

PUESTO QUE LA MONEDA ES HOMOGENEA SE TIENE p=1/2 Y g=1-1/2=1/Z,

DONDE p ES LA PROBABILIDAD DE OBSERVAR "CARA" (CARA = EX1TO) EN

UN LANZAMIENTO. POR TANTO

o _ _ 6! 1,2 6-2_ 6!

=)

4

PARA QUE SE CUMPLA X>4 EN SEIS LANZAMIENTOS, SE NECESITA QUE
SE OBSERVEN 4,5 o 6 CARAS. PUESTO QUE ESTOS TRES EVENTOS SON

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, SE TIENE

P(x>4] = £ (4) + £_(5) + £ _(6)

CALCULANDO LOS TRES SUMANDOS COMO EN LA PREGUNTA ANTERIOR, RESULTA

C)

PX>4) = Z$i7T<i/2)4(1/2)6"4+5f’l!‘(1/2)5(1/2)6”5+g_‘!5_’6T(1/2)6.<3
=%§+g%+&=é—l=0-3d31

E[(X] = np = 6(1/2) = 3

OZ[X]= npq - 6(1/2)(1/2) = 3/2 , o(X) = V3/2 = 1.22

(1/2) 6 - 15 . pz3yy

-
iny 06



DISTRIBUCION HTPERGEOMETRICA

CUANDO SE TIENE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA CUYO ESPACIO DE

EVENTOS TIENE SOLO DOS ELEMENTOS, DIGAMOS S={EXITO, FRACASO}, Y SE

REALIZA UN MUESTREO SIN REEMPLAZO, ENTONCES LOS RESULTADOS DE CADA
EXPERIMENTO NO SON INDEPENDIENTES NI LA PROBABILIDAD DE EXITO PERMANECE
CONSTANTE, COMO EN LA DISTRIBUCION BINOMIAL, POR LO QUE ESTA ULTIMA

NO ES APLICABLE.

SEA X LA VARIABLE ALEATORIA NUMERO DE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR

n VECES EL EXPERIMENTO CONSISTENTE EN EXTRAER, SIN REEMPLAZO, ELE-

MENTOS DE UN LOTE QUE TIENE N OBJETOS DE LOS CUALES M SON "EXITOQOS".

EL NUMERO DE ELEMENTOS QUE TIENE EL ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERI-
MENTO ES

N(S) = NCn
EL. NUMERO, N({X=x}), DE MANERAS POSIBLES E IGUALMENTE PROBABLES DE

OBTENER x EXITOS ES

EN EL "LOTE EN LA MUESTRA
N ELEMENTOS n ELEMENTOS
A —~ A e
NOXOIORNOIOoXORORIONC! QPO+ OB - -0
R v —~ . — e .

M EXITOS (N-M) FRACASOS x EXITOS QUE | (n-x)FRACAS.u
' SE PUGDEN EL1 ... i
GIR DE M™x MZ_\_ DE N—-M('n—x MANKP T

SE PUEDEN ELE
C

NERAS

CADA ELECCION POSIBLE DE x EXITOS SE COMBINA CON CADA ELECCION

POSIBLE DE (n-x) FRACASOS; POR LO TANTO, EL NUMERO TOTAL DE MANERAD

DE OBTENER x EXITOS EN n EXTRACCIONES SIN REEMPLAZO ES

N({x=x}) = (,C ) (y.m Cphox)

L



POR LO TANTO

P({X=x}) = fX(x)
M, _ M!

EN DONDE ) = wromT ¢ ¢
N N!

Y (n) n! (N-n)!

84,

M, ,N-M
Mcx)(N—MCn-x) (x)(n—x -
= C = N » x=0,1,
N n ()
N-M, (N-M) .
n-x (n-x) ! (N-M-n+x) }

QUE SE CONOCE COMO DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA, LA MEDIA Y LA VARIA?!

CIA DE ESTA DISTRIBUCION SON

n o ChQo
E(X) = © x N
x=0 (n)
Y
62 (X) = 3 (-2
=0

RESPECTIVAMENTE.

M
X

)

= nM/N

M) (N—M)

X' n-x" _ Mn (N-M) (N-n)
(g) NZ(N—l)

&2
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EJEMPLO

EN UN PROBLEMA DE CONTROL ESTADISTICO DE CALIDAD, SE TIENE UN LOTE
DE 100 TRANSFORMADORES DE CORRIENTE ELECTRICA, DE LOS CUALES 40
SON DEFECTUOSOS (NO CUMPLEN LAS NORMAS DE FABRICACION). ¢CUAL ES
LA PROBABILIDAD DE OBTENER UNO DEFECTUOSO DE TRES SELECCIONADOS AL

AZAR SIN REEMPLAZO?

- 6
(49 (130720 (#2).(%Y
P[x=1] = =
100 100
3% (*3%)
40t __ 60!
_ 39! x 1. 58! x 2! _
= T = 0.438
97Tx31

APROXTMACTION DE LA DISTRIBUCION HEPERGEOMETRICA MEDIANTE LA BINOMIAL

CUANDO N ES GRANDE Y n PEQUENO (N > 10n), LA DISTRIBUCION BINOMIAL SE PUEDE

USAR COMO APROXIMACION DE LA HIPERGEOMETRICA. DE ESTA APROXIMACION

SE HECHA MANO CUANDO LOS CALCULOS CON ESTA ULTIMA RESULTAN TEDIOSOS.
EN EL CASO DEL EJEMPLO ANTERIOR, SI SE USA LA DENSIDAD BINOMIAL SE

OBTIENE, CON p=40/100 = 0.40 Y n=3

P (x=1] = y3*>r (0.40)7(0.60)° = 0.432

FORMULA DE STIRLING

N! - /5?5‘(2)“ i (e = 2.718...)

Error 2% SI n = 4

Error 0.8% SI n = 10
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DISTRIBUCION DE POTSSON

UNA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES PARA UNA VARIABLE ALEATORIA DIS~.

CRETA, X, DE LA FORMA

SE LLAMA DISTRIBUCION DE POISSOM; EN ESTA ECUACION ) ES UNA CONSTANTE, SE

PUEDE DEMOSTRAR QUE LA MEDIA Y LA VARIANCIA PARA ESTA DISTRIBUCION

QUEDAN DADAS POR

%A
E(X) = X—F—=12
X!
x=0
o x =)
o%(x) =1 (x-)2 e -,
x.
x=0

ES POSIBLE DEMOSTRAR QUE LA DISTRIBUCION DE POISSON PUEDE EMPLEARSE

COMO UNA PROXIMACION DE LA DE BERNOULLI, TOMANDO A = np CUANDO n

ES GRANDE Y p PEQUENA, PERO DE TAL MANERA QUE npqg > 1. AL RESPECTO,
SI n=20 ¥ p=0.05, ENTONCES EL ERROR NUE SE TIENE AL USAR DICHA APRO-
XIMACION ES MENOR DE 3 POR CIENTO PARA VALORES DE X MENORES DT 3,
PARA X=4 Y X=5 LOS ERRORES RESPECTIVOS SON 15 Y 41 POR CIENTO, DE-
BIDO A NUE NO SE CUMPLE CON LA CONDICION DE QUE npg SEA MAYOR DE

UNO, YA QUE npg = 20x0.05x0.95 = 0,95,



TABLA 2

FUNCION DE DISTRIBUCION DE POISSON

X TA k
x(a) = I =g
k=0 ’

A
X .50 1.0 20 3.0 4.0 5.0 60 7.0 8.0 9.0
0 607 368 (135 .050 018 .007 .002 .001 .000 .000
1 910 736 .4D6  .199 092 040 .017 .007 .003  .00I
2 980 520 677 423 238 128 .Ce2 .030 .Gl4 006
3 998 981  .857 .647 433 265 st .G82 042 021
4 | 1.000 996 947 815 629 440  .235 173 100 .055
5 11.000 999 983 961 .7185 .616 446  .301 A91 0 116
6 | 1.0 1.000 .995 .966 .889  .762 .605 .450 313207
7 | 1.000 1.000 .999 ...988 949 867 744 .599 453 324
8 | 1.060 1.000 1.000° .996 979  .932 847 729  .593 456
9 | 1.000 1.000 1.000 .999 992 968 916 B30 .717 587
10 | 1.090 1.000 1.000 1.000 .997 .986 .957 .90l .8l6 706
11 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .995 .0380 947 .888  .803
12 | 1.000 1.060 1.000 1.000 1.000 .998 991 973 936 .876
13 1 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .96 .987 966 .926
14 (1.000 1.000 1.009 1.000 1.000 1.000 999 .9%4 983 959
15 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.CO0  .999  .998 992 978
16 | 1.000 1.000 1.000 }.000 1.000 1.000 {.000 .999 996  .989
17 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.020 1.000 998  .995
18 {1000 1.000 1.000 1.000 1.000 1000 1.00 1.000 999 998
19 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1020 1.C00 1.000 1.000 .999
20 | 1.000 1.000 1.000 1.C00 1.000 1.000 1.GOO 1.000 1.0600 1.000




TABLA 2 (continuacitn)

FUNCION DE DISTRIBUCIQN DE POISSON

X -2 .k
k=0 )
A
X 10.0 11.0 12.0 13.0 14.0 15.0
2 .003 * 001 .001 .000 .000 .000
3 .010 .005 .002 .00! .000 .000
4 .029 015 ,008 .004 .002 .001
5 .067 .038 .020 .01t .006 .003
6 .130 .07y 046 .026 014 .008
7 .220 .143 .090 ,054 .032 .018
8 .333 232 .155 .100 .062 .037
9 458 2341 242 .166 .109 .070
10 .583 .460 .347 252 176 118
11 .697 .579 .462 353 .260 .185
12 .792 .689 .576 462 .358 268
13 .864 .781 .682 573 464 .363
14 917 .854 72 675 .570 466
15 951 .907 .844 764 .669 .568
16 973 .944 .899 .835 156 .664
17 986 .968 .937 .890 .827 749
18 .993 982 963 93¢ .883 .819
19 .997 .991 .979 957 .923 .875
20 ..998 .995 .988 975 952 917
21 .999 .998 .994 .986 - 971 947
22 1.000 .999 .997 .992 .983 .967
23 1.000 1.000 .999 .996 991 .981
24 1.000 1.000 .999 .998 .995 .989
25 1.000 1.000 1.000 .999 .997 .994
26 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .997
27 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .998
28 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999
29 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
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EJEMPLO

SI LA PROBABILIDAD DE QUE ¥FALLE UNA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE

UNA DETERMINADA FUERZA DE TENSION ES DE 0,001, ¢CUAL ES LA PROBA-
BILIDAD DE NUE DE ZOQO VARILLAS PROBADAS FALLEN A) TRES, B) MAS

DE DOS?

CON X = 2000 x 0.001 = 2 Y CONSIDERANDO: QUE npg = 19>1,SE PUEDE

USAR LA DISTRIBUCION DE POISSON COMO APROXIMACION DE LA BINOMIAL:

A2 e

3!

a) P{X = 3]

23 7
3!

I
it
I

PIX = 3] = 0.18

EN ESTE CASO LA DISTRIBUCION BINOMIAL DA COMO RESULTADO

p(x=3] = %2%%%777 (0.001)2(0.999)2297= ¢.184
b) PIX>21=1-P[X<2]=1-Fy (2)=1—~{P[X=O]+

- 20 e-'z 21 e-2 22 e—2
+PLX=1]+P[X=2ﬂ=4_ A

2

2

2

i

-5

2

1
=] — ——

e e

=1 _

4 e



89. l/dj;i

EJEMPLO

UNA COMPARNIA ASEGURADORA .DESPUES DE MUCHOS AfIOS DE EXPERIENCIA HA
: AHOALMERSTE
ESTIMADO QUE EL 0,004% DE LA POBLACION FALLECE/POR ACCIDENTE
AUTOMOVILISTICO. SI ESTA COMPANIA TIENE 40,000 ASEGURADOS, ¢CUAL
“ES LA PROBABILIDAD DE QUE 2 DE ELLOS MUERAN EN UN ARNO POR ESE TIPO

DE ACCIDENTE?

SEA X EL NUMERO DE PERSONAS QUE MUEREN ANUALMENTE DE ENTRE LOS

ASEGURADOS, POR ACCIDENTE. LA MEDIA DE X ES
E[X] = 0.00004 x 40,000 = 1,6 = )

ADEMAS,'TOMANDé EN CUENTA QUE npg>1l, SE PUEDE USAR SIN GRAN ERROR

LA DISTRIBUCION DE POISSON:

X =X X =-1.6
A 1.6 *
P[X=x] = x? = 4 )x? ;o x=0, 1, 2,...

POR LO QUE

2 -1.6
p[x=2] = (1.6;'e _ 0.2019 x 2.56 _ .96

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES PARA ESTA VARIABLE ALEATORIA ES:

[ x o | 2 s a0 s e
3

| £,00) | 0.202 [o. 3/0.258 | 0.138 0.0EE—l0.0lS 0.005

LT
-

| i
|
! i
“ ‘l’ " 7'.“
S| | T, T T 4
‘ Z o

S &



‘90.

_EJEMPLO _
EN LA AMPLIACION DEIL CARRIIL, PARA DAR VUELTA A LA IZQUIERDA EN UNA
AVENIDA, SOLO HAY CAPACIDAD PARA 3 AUTOS COMO MAXIMO ESPERANDO
LA FLECHA LUMINOSA DEL SEMAFORO, EN UN ESTUDIO ESTADISTICO DEL
TRANSITO EN ESE LUGAR SE ENCONTRO QUE EN CADA CICLO DE LUCES DEL
SEMAFORO HAY EN PROMEDIO 6 AUTOS QUE VAN A DAR VUELTA. SCUAL ES
LA PROBABILIDAD DE QUE EN UN CICLO DEL SEMAFORO; TOMADO AL AZAR,

SE CONGESTIONE EL TRANSITO POR EXCEDERSE LA CAPACIDAD DEL CARRIL?

P{X>3] = ?

SI A={X>3}, A ={X<3)}

P(A) = 1-P(A) O P(A)= 1~P(A), CON A=6,
- Xx=3 X=3 —66x
P(A) = P[X<3] =t £ (x) = I L
x=0 x=0
2 3
P(R) = e O(1 + 6 + g— + g—) = 61e”° = 0.152
p[a] = P[X>3] = 1-0,152 = 0,848
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VARTABLES ALEATORIAS CONTINUAS

DISTRIBUCION UNTFORME

SE DICE NUE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, X, TIENE DISTRIBUCION

UNTFORME ENTRE X = a Y X = b(b>a) SI

1
b -~ a ’

fx(x) = CONSTANTE =

LO QUE SIGNIFICA QUE LA PROBABILIDAD DE OBTENER UN VALOR ENTRE
X ¥ x + dx ES LA MISMA PARA CUALQUIER x COMPRENDIDA ENTRE a Y b.

LA GRAFICA DE DICHA DISTRIBUCION ES

fx(x}A
T X
b-a B7
/o & X
a U I b
ax

Distnibucion unifornme de una variable aleatornia continua

LA ESPERANZA Y LA VARIANCIA DE LA DISTRIBUCION UNI¥ORME SE CALCULAN

DE LA SIGUIENTE MANERA:

b 1 b -
E[X]'_[xb—ad)c [2(b—a) 2(b—a) = ¢ +af

a

b ‘ b _2
o?(X) = f (x-—E[xJ)2 B%—a—dx =7 __’_ia_ldx + f _;[_Q___ ax -
a

- [yl [ERY L - [ BER -
b — & (b — ayf
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DISTRIBUCION NORMAL
UNA DE LAS DISTRIBUCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS MAS

UTIL ES LA DISTRIBUCION NORMAL O DE GAUSS, DEFINIDA POR LA ECUACION

1 - (x=w) 2726

fo(x) =
X o/2n

DONDE u ES LA MEDIA Y ¢ LA DESVIACION ESTANDAR DE X.

SI SE HACE LA TRANSFORMACION
Z = (X~u)/o

ENTONCES LA ECUACION ANTERIOR SE REDUCE A LA LLAMADA FORMA ESTANDAR,

CUYA ECUACION ES

2
fz(z) = _le-z /2

V2w )
EN ESTE CASO LA VARIABLE ALEATORIA Z TIENE DISTRIBUCION NORMAIL CON

MEDIA IGUAL A -CERO Y VARTANCIA TGUAL A UNO,

EXISTEN TABLAS PARA CALCULAR LAS PROBABILIDADES DE UNA VARIABLE ASO-
CIADA A UNA DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR. EN LA SIGUIENTE FIGURA
SE MUESTRA LA FORMA DE CAMPANA DE ESTA DISTRIBUCION, OBSERVANDOSE

‘LA SIMETRIA RESPECTO A Z=E(Z)=0.
?fz(Z)

Area=95.45 %
- Area=99.73 %

T L e

Area=68.27 %

Area=13.59 %
Area=2.14 %

-3 7

l_—-

Nistribucibn noamal de una variable aleatoria continua
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LA UTILIDAD DE LA DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR RADICA EN QUE

x z
_ 2 _ _ .2
P[x1_<_X§x2] = /7f (x)dx = Pz <2<z,] = S f,(2z)dz
X z
1 : 1
DONDE
z x
- 1-u v 2. = 2-u

[ S

[
«



TABLA 3
FUNCION DE DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR

, 7f2 (z)
= 1 -u 2 / 2
FZ (Z) f Vors e du
- s
z | o 1 2 3 4 s 6 7 8

—2.91.0019 .0018 .0017 .0017 .0016 .0016 .nOI5 .0015 .0014 .0014
-2.81.0026 .0025 .0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021L .0020 .0019
—2.71.0035 .0034 .0033 .0032 .003t .0030 .0029 .0028 .0027 .0026
—2.6 |.0047 .0045 .0044 .0043 .0041 .0040 .0039 .0038 .0037 .0026
—2.5[.0062 ..0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .0051 .0049 .0048

-
-2.4 [ .0082 .0080 .0078 .0075 .0073 .007! .0069 .0068 .0066 .0064
—2.3 1.0107 .0104 .0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .0087 .0N84
—-2.2 | .0139 .0136 .0132 .0129 .0125 .0122 .0119 .0116 .0113 .0110O
2.1 ‘.0179 .0174 .0170 .0166 .0162 .0158 0I54 .0150 0146 .0143
—2.0 (.0227 .0222 .0217 .Q212 .0207 .0202 .9197 .0192 0183 .0183

~1.9|.0287 * .0281 .0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .0229 .0233
—1.8 1.0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 .0300 ..0294
—1.7 [.0446 .0436 .0427 .0418 .0409 .0401 .0392 .0384 .0375 .0367
—1.6 | .0548 .0537 .0526 .0516 .0565 .0495 .0485 .0475 .0465 .0455
—1.5|.0668 .0655 .0643 .0630 .0618 .0606 .0594 ,0582 .0571 .0559

—1.41.0308 .0793 .0778 .0764 .0749 .0735 721 .0708 .0694 .0681
—-13 | .0968 .0951 .0934 .0918 .0501 .0885 .0869 .0853 .0838 .0823
—1.2 {1151 .1131 .J112 .1093 .1075 .1056- .1038 .1020 .1003 .0985
—1.11.1357 .1335 .1314 .1292 .1271 .1251 .:230 .1210 .1190 .1170
—1.6 ;.1587 .1562 .1539 .1515 .1492 .1469 .1446 .1423 .1401 .1379

—.9 |.1841 .1814 .1788 .1762 .1736 .1711 .1685 .1660 .1635 .161!
—.8 I 2119 .2090 .2061 .2033 .2005 .1977 .1949 .1921 1894 .1867
—.7,.2420 .2389 .2358 .2326 .2297 .2266 .2236 .2206 .2177 .2148
-.6 I 2743 2709 .2676 .2643 2611 .2578 .2546 .2514 .2483 .245]
-.5 I 3085 3050 .3015 .2981 .2646 .2912 ,2877 .2843 2810 .2776
-4 I 3446 3409 3372 3336 .3300 .3264 .3228 .3192 3156 .3121
—~.3 1.3821 .3783 .3745 .3707 .3669 .3632 .3594 3557 3520 .3483
—.2{.4207 .4168 .4129 .4090 .4052 .4013 .3974 .3936 .3§97 .3859

l|.4602 4562 4522 4483 4443 4404 .4364 .4325 4286 .4247
—.01.5000 .4960 .4920 .4880 .4840 .4801 .4761 .4721 4681 .4641




TABLA 3 (continuacién)

@)
4
FUNCION DE DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR
, z
2/2
FZ(Z) = J ! e v du
V2w
-
Ny
|‘ 7
%
Zi "0 . 2 3 4 5 6 7 8 9
.0 | .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .519% .5239 5279 5319 5359
.11.5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753
.27.5793 5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141
3 .6179 6217 .6255 .6293 .6331 .6l6. .6406 .6443 .6480 .6517
4 |.6554 6591 .6628 .6664 .67C0 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879
.5].6915 6950 .76985 .7019 7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224
.6 1.7257 7291 1324 7357 7389 7422 .7454 7486 7517 .7549
71.7580 7611 .7642 7673 7704 7734 7764 .7794 7823 .1852
.8 ].7881 7910 .7939 .7967 .7995 .802% 805! .8079 .8106 .8133
M| .8159 .8186 .8212 8238 8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .838Y
1.0 | 8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .853' .8554 .B577 .8599 .862!
1.1 |.8643 .8665 .8636 .8708 .8729 .874¢ .8770 .8750 .8810 .8830
12| 8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 8980 .8997 .9015
1.31.9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 9131 .9147 .9162 .9177
1.4 1 .9192 9207 9222 .9236 .9251 .926. .9279 .9292 9306 .9319
1.51.9332 9345 9357 :9370 .9382 .93v24 9406 .9418 9429 .9441
1.6 ].9452 9463 .9474 .9484 9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .95453
1.7 1.9554 ,9564 .9573 .9582 9591 .9599 9608 .9616 .9625 .9633
i.8].9641 .9649 ".9656 .9664 9671 .9678 .9686 .9693 .9700 .9706
1.9 | .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 9750 .9756 9761 .9767
2.01(.9773 .9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817
2.1 ].9821 .9826 9830 .9%34 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 9857
2.2 |.9861 .9864 .9868 .9871 9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890
2.51.9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 9513 .9916
2.4 1.9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 9932 9934 9936
2.5'.9933 9940 .9941. .9943 .9945 .9946 5948 .9949 .SuS1 .9952
2.€ 1.9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9952 9953 9964
2.7 1.9965 .9966 .5967 .5968 .9969 9970 .9971 9972 9973 .9974
281.9974 9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 9979 9930 98]
2.9 1 9981 9582 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 9936 9986
23, ] 9987
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_EJEMPLO-
COMO RESULTADO DE UNA LARGA SERIE DE EXPERIMENTOS PROBANDO A COM-
PRESION SIMPLE CILINDROS DE CONCRETO, SE HA ESTIMADO QUE LA ESPERAN-

ZA DE LA RESISTENCIA ES DE 240 KG/CM2 Y LA DESVIACION ESTANDAR DE

30 KG/CM2.

A) ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE OTRO CILINDRO TOMADO AL AZAR

RESISTA MENOS DE 240 KG/C!"[2?

B. ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE RESISTA MAS DE 330 KG/CMZ?

C) ¢CUAL ES' LA PROBABILIDAD DE QUE SU RESISTENCIA ESTE EN EL INTER~

VALO DE 210 A 240 KG/CM??

SUPONGASE QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ES NORMAL.
SOLUCTON
A) PARA EMPLEAR LAS TABLAS DE DISTRIBUCION NORMAL ES NECESARIO

ESTANDARIZAR LA VARIABLE X, EMPLEANDO p=240 Y ¢=30, CON xl=240:

_ 240 - 240 _ 4
2 30

RECURRIENDO A LA TABLA DE LA DISTRIBUCION NORMAL SE OBTIENE

P[X <240] = P[z2<0] = 0.5

O SEA, LA PROBABILIDAD QUE CORRESPONDE AL AREA SOMBREADA DE LA SI-

GUIENTE FIGTIRA:
PZ {Z}

\

’

B> Z

21=0

Fie 16. Distribucion rormal correspondiente al inciso ¢ del ejemplo
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R

-

B) EL VALOR ESTANDARIZADO DE LA VARIABLE, PARA Xl=330 KG/CMZ, ES

_ 330 - 240 _
2= T3 7 ?

POR LO QUE

P[x >330] = P[z>3] = 1-0.9987 = 0.0013

QUE ES EL AREA SOMBRFADA DE LA SIGUIENTE FIGURA:

ﬁ fr(z)
0: 00/3
> 7
b=—3.0—]
Distribucion normal correspondiente al inciso b del ejemplo
C) LOS VALORES ESTANDARIZADOS DE LA VARIABLE, PARA x,=210 Y
x,=240 SON:
_ 210 -~ 240 __,
21 30 ,
s = 240 - 240 _ 0
T2 30
POR LO QUE
p(210<x<240] = P[- 1<2<0] = 0.3413
Pr(z)
0-3413
- 7
2=~1 22=0

Fig 16. Distribucién normal correspondiente al inciso ¢ del é/'emplo



100, . i

TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

TDPEANTICEAS
. SEAN LAS VARIABLES ALEATORIAS Xl,X2,.;.,Xk, CON/DENSIDADES DE

PROBABILIDADES(ARBITRARIA§»CUYA SUMA SE DENOTARA COMO W, ES DECIR

ES POSIBLE DEMOSTRAR EL TEOREMA DENOMINADO TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE,
CUYO ENUNCIADO INDICA QUE CONFORME AUMENTA EL NUMERO DE VARIABLES

INVOLUCRADAS EN LA SUMA ANTERIOR (AL AUMENTAR k), LA DENSIDAD DE

PROBABILIDADES DE W TIENDE A SER LA DISTRIBUCION NORMAL. ADEMAS

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE SI TODAS LAS VARIABLES Xl'XZ' co ey Xk TIENEN

DISTRIBUCION NORMAL, ENTONCES, RIGUROSAMENTE, W TAMBIEN LA TIENE,

INDEPENDIENTEMENTE DEL NUMERO DE VARIABLES QUE APAREZCAN EN LA SUMA.

A PARTIR DEL TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL SE DEMUESTRA QUE LA DISTRI-

BUCION DE BERNOULLI SE PUEDE APROXIMAR MEDIANTE LA NORMAL CUANDO EL

NUMERO DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTO ES GRANDE (30 O MAS), CON
LO CUAL SE LOGRA UN AHORRO CONSIDERABLE DE LABOR NUMERICA EN LA
SOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS. PARA MEJORAR ESTA APROXIMACIéN,
CONVIENE EFECTUAR UNA CORRECCION POR CONTINUIDAD, LA CUAL SE JUS-

TIFICA POrR USAR UNA DISTRIBUCION CONTINUA EN VEZ DE UNA DISCRETA,

SUMANDO O RESTANDO, SEGUN SEA EL CASO, 0.5 AL VALOR DE X QUE SE

USE. POR EJEMPLO, SI SE DESEA CUANTIFICAR LA PROBABILIDAD DE QUE
DE 2000 ENSAYES SE LOGREN DE 3 A 6 EXITOS, LOS LIMITES REALES QUE
SE DEBEN USAR AL APLICAR LA DISTRIBUCION CONTINUA SON Xl=2.5 Y

x2=6.5.



101.

b
-

EJEMPLO

SI LA PROBABILIDAD DE QUE FALLE UNA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE
CIERTA CARGA ES DE 0.001, DETERMINAR LA PROBABILIDAD DE QUE EN

2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN MAS DE DOS.
USANDO LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI SE OBTIENE

P[x>2] =1 -P[x<2] =1~ (P[x=0] + P[X = 1] + P[x = 2])=

_ . _(__2 000! 0 '\ 2000 2 000! 1 1999
= 1 ~{5%5557 g7 (0-001)7(0.999) +5g5gT T (0-001) " (0.999) +
2 000! 2 1998 , _

LOS CALCULOS NECESARIOS PARA OBTENER LA SOLUCION SON BASTANTE MAS
TEDIOSOS QUE LOS QUE DEBEN EFECTUARSE APROVECHANDO QUE EL NUMERO
DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTO ES GRANDE, A FIN DE UTILIZAR LA
DISTRIBUCION NORMAL. EN ESTAS CIRCUNSTANCIAS, LA PROBABILIDAD DE
QUE X<2 EN EL CASO DISCRETO, EQUIVALE A LA DE QUE X<2.5 EN EL

CONTINUO; ASI

u = np =2 000 x 0.001 = 2
o = /npg = /2 000 x 0.001 x 0.999 = 1.41
: 2.5"'2' L oy
P[xX<2.5] = P2z =5—3~] = P[2:0.355] = 0.5387

DE DONDE

P[x>25]= 1 - F{X<2.5] = 1 - 0.6387 = 0.3613



INFERENCIA ESTADISTICA

Por: M en I Augusto Villarreal Aranda*

1. Introduccibn

La parte de la estadistica que proporciona las reglas
para inferir ciertas caracteristicas de una poblacidn a partir
de muestras extraidas de ella, junto con indicaciones probabilis
ticas de'la veracidad de tales inferencias, se llama ALnferencdia

estadistica.

En la inferencia estadistica se estudian las relaciones
existentes entre una poblacién, las muesfras obtenidas de ella, vy
las técnicas para estimar parémetfos, tales como la media y ila va
riancia, o bien para determinar si las diferencias entre dus mur3s

tras son debidas al azar, etc.

2. Distribuciones muestrales

Si se consideran todas las muestras posibles de tamano
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n que pueden extraerse de una pob}acién; y para cada una se ﬁai—
cula el valor del promedio aritmético, este seguramente variard
de una muestra a otra, ya que depende de los valores de los datos
gque se hayan obtenido en cada muestra. Por lo tanto, el promedio
aritmético es en si una variable aleatoria, como también lo son,

por la misma razdn, el rango y la variancia de la muestra.

A todo elemento que es funcibn de los valores de los
datos que se tienen en una muestra se le denomina estadistdica; to
da estadistica es, entonces, una variable aleatoria cuya distribu
cibén de probabilidades se conoce como d{istribucidin muestral. Si,
por ejemplo, la estadistica considerada es la variancia de la mues

tra, su densidad de probabilidades se llama distrlbucddn muestral

de La vaniancia.

En forma similar se pueden obtener las distribuciones
muestrales de la desviacidn est&ndar, del rango, etc., cada una
de las cuales tendrd sus propios paré@metros, lo que permite ha-

blar de la media y la desviacidén esté&ndar de la variancia, etc.

3. Muestreo con y sin remplazo

Cuando se efectda un muestreo en una poblacidn de tal
manera gque cada elemento de la misma se pueda escoger mds de una
vez, se dice que el muestreo es con remplazo; en caso contrario,
el muestreo es 44n remplazo. Si de una urna se gquiere extraer una
muestra de bolas de colores, se puede proceder de dos maneras:
se saca al azar una bola, se anota su color y se redgresa a la ur-
na antes de obtener otra, y asi sucésivamente; en este caso el

muestreo es con hemplazo. La segunda forma consiste en extraer



al azar todas las bolas que constituyen la muestra sin regre-

sarlas a la urna, siendo entonces un muestreo s4in remplazo.

4. Distribucion muestral del promedio aritmético

Sup6fngase gque se extraen sin remplazo todas las muestras
posibles de tamano n'de una poblacién‘finita de tamano Np > n, Si
la media y la desviacibn est&ndar de la distribucidn muestral del
promedio aritmético se denotan con Mz ¥ O3r Y la media y la desvia
cién estdndar de la poblacién con p y o, respectivamente, entonces

s posible demostrar que se cumplen las siguientes ecuaciones

Ademds, si la poblacibn es infinita (o el muestreo es con rempla-

z0), los resultados anteriores se reducen a

puesto QUe

1fm G_J/NP -
N + o - i
P /MY N -1 /n



Para valores grandes de nin >30) se demuestra, emplean
do el teorema del limite central, que la distribucidn muestral
del promedio aritmético es aproximadamente una distribucién nor-
mal con madia Mg Y desviacién esténdér 0z, independientemente de
cu8dl sea la densidad de probabilidades de X, la variable aleato-
ria asociada a la poblacibén. Si esta variable tiene distribucibn
normal, la distribucién muestral del promedio aritmético también

es normal, aun para valores pequenos de n (n < 39).

Ejemplo 4.1

Supdngase que se tiene una poblaci6én finita formada por
los datos 1,2,3,4,5. Se desea conocer la media y la desviacibn
estdndar de la distribucidn muestral del promedio aritmético, con

siderando las muestras de tamano 3 obtenidas sin remplazo.
Paimen proceddimiento,

Siendo la poblacibn finita y el muestreo sin remplazo,
es posible obtenef la distribucifén muestral correspondiente para
calcular después sus parémetros, considerando que el n@mero totél
de muestras distintas de témaﬁo 3 que pueden obtenerse a partir

de una pcblacién de 5 elementos es

5.

3T (5-3)7 ~ 10

Dichas muestras son las siguientes, junto con sus pro-

medios aritméticos correspondientes:



X. X.

1 1
6/3 3, 4, 5 12/3
7/3 3, 4, 1 8/3
8/3 4, 5, 1 10/3
9/3 4, 5, 2 11/3
10/3 5,1, 3 9/3

Para calcular la media y la desviacibn esténdar, se em

plea la siguiente tabla

Xi 6/3 7/3 8/3 8/3 9/3 9/3 10/3 10/3 11/3
i? 36/9 49/9 64/9 64/9 81/9 81/9 100/9 100/9 121/9
i
10 _ 10 —9
b} Xi = 90/3 ) Xi = 840/9
i=1 i=1
10
= 1 = 1 . 920 .
e = X =—=—— I X, = —/— - =3
X 10 iz1 i 10 3
10
2 1 =2 =2 1 . 840 2
0= = — y X7 - X = =T A B - (3) =
X 10 i=1 1 10 9
= 9,333 - 9.000 = 0.333 => o= = ¥d.333 = 0.5/7
Es decir, “i =3 vy Oi = 0.577

Segunde procedimiento.

12/3

144/9

Por tratarse de una poblacidén finita, se verifica que



N
o p - n

S oA -1

en donde N =5 ;s h =3 Yy u'= 3.

El valor de ozde la poblacidn es

2 1+4+9+16+25

N
wn
($)]

0% = : - (3= -9 =11-9 = 2
Por lo tanto, o = V2 = 1.4145 y
o = 1-4145 5 - 3 = (0.8164)(0.7071) = 0.577
X /3 5-1
Es decir, ui =3 vy Oi = 0.577

Comparando los resultados, se puede observar que ambos
procedimientos conducen a la obtencibén de los mismos valores de

Mg ¥y o0y para la distribucidén muestral del promedio aritmético.

\

En una bodega se tienen cinco mil varillas de acero; el
valor medio del peso, X, de cada varilla es de 5.02 kg, y la des-
viacién estdndar 0.3 kg. Hallar la probabilidad de gue una mues-

tra de cien varillas, escogida al azar, tenga un peso total

\

a. entre 496 y 500 kg

b. de méds de 510 kg.



Para la distribucibn muestral del promedio, se tiene que

Hs = p = 5.02 kg y, por tratarse de una poblacibn finita,

X

Np -n 5000 - 100

g - 0.30
N, =L /Too V>°000 -1

= 0.027

Oi ==

a. El peso total de la muestra estaré eptre 496 y 500
kg si el peso promedio de las cien varillas se éncuentra entre
4.96 y 5.00 kg. Puesto que la muestra es mayor de 30 elementos
se puede considerar como aproximadamente normal a la distribucibn

muestral, y los valores esténdar correspondientes a X = 4.96 y a

X = 5.00 se obtienen mediante la transformacién

es decir,

_4.96 - 5.02 _ . .
2y = = 67027 = -2.22
_5.00 - 5.02 _ _

7, = 2> = -0.74

En la fig 4.1 se puede apreciar que

Pl496 < X < 500] = P[-2.22 ¢ Z ¢ -0.74] =

= P[-2.22 < Z ¢ 0] -P[-0.74 < 2

/A
e



%fx{X/

Z,=-2.22 22=-O.74

Fig 4.1 Distrlbucdibn noamal correspondiente al efemplc

Recurriendo a la tabla de &reas bajo la curva normal esténdar

entre 0 vy Z queda finalmente

P[496 < X < 500] = 0.4868 - 0.2704 = 0.2164

b. El peso total de la muestra exceder& de 510 kg si

el peso promedio de las cien varillas pasa de 5.10 kg.
Estandarizando dicho valor, gueda

_ 5.10 - 5.02 _
3 0.027 = 2.96

‘Calculando el &rea bajo la curva normal a la derecha de este va

lor (f£fig 4.2), se tiene que

Za)
~N
N
N
el
o

[

I

P(zZ » 2.96] = P[Z > 0] - P[0

P[X » 510]

0.5 - 0.4985 = 0.0015



2.96

Fig 4.2 Distrhibuedidn noramal cqnneApondiente al ejemplo

5. Distribuci6n muestral de diferencias de promedios aritméticos

Con frecuencia se presenta el caso en el que se tienen
datos de dos poblaciones con variables aleatorias asociadas X y
Y, respectivamente, surgiendo la duda de si estas se pueden consi
derar como una sola, es decir, si X = Y. Para probar esfadisticg
mente esta hipbtesis (como se verd mis adelante), es necesario ob
tener las distribuciones muestrales de la diferencia de los pro-

medios y de las variancias de las muestras de ambas variables.

Sean X y Y los promedios aritméticos obtenidos de mues-

tras aleatorias de tamano n de dos poblaciones con caracte-

x ¥ 'y
risticas X y Y, respectivamente. Se puede demostrar que la dis-

tribucifén muestral de la diferencia de los promedios correspon-—

dientes a poblaciones infinitas con medias My ¥ Hy Y desviacionag

tiene los siguientes paré@metros:

estanda? Oy Y Oy
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si las muestras son independientes.

Esta distribucibn también es aplicable a poblaciones finitas si

el muestreo es con remplazo. Para el caso de poblaciones finitas
en las cuaies el muestreo se hace sin remplazo, los pardmetros de
la distribucifén muestral de la diferencia de los promedios arit-

méticos son

MR-y TR TR T Hx T Wy
o, N n 02 N
e e S22 /X x - % v -y
X-Y X Y’ VLXN—l VLY NY-l

suponiendo que las muestras sean independientes.
Ejemplo 5.1

Considérese que de una poblacidn X se obtienen tres mues
tras posibles,cuyos correspondientes promedios aritmé&ticos son
3; 7 v 8. De otra poblacién Y se extraen dos muestras posibles,
con promedios 2 y 4, respectivamente. Se deben obtener los péfé-
metros de la disfribucién muestral de las diferencias de los prome

dios aritméticos.
Primen procedimdento

Todas las posibles diferencias de promedios aritméticos

de X con los de Y serian



Es decir,

he - = TLltl3+4+5+46 _ 18 _
X-Y 6 -6
o m1m37+ (-3¢ (3-3)%+ (4-3)2+ (5-3)*+ (6-3)°
:'\-Y
6
- 34 _ 17
-6 3
Segundo procedimiento
Se sabe que
— - = —_ - -—_— 0'2_ ‘_ = Og‘ + g-—
HX-3 Py TOMY P 9%-% T % Y
Por ello,
_ 3+7+8 _ 18 _
Mg = T3 =3 =°¢
244 6 _
Mg =Tz =273
2 _ (3-6+ (7-6)+ (8-6)" _ 14
X - 3 3 /
2o =3+ -3’2,
Y 2 2
Mg g = 6 ~ 3 = 3
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Se observa que ambos procedimientos conducen a los mis-

mos resultados.

Ejemplo 5.2

Las varillas de acero que fabrica una compafifa A tienen
un peso medio de 6.5 kg y una desviacidn esté&ndar de 0.4, en tan-
to que las producidas por una -empresa B tienen un peso medio de
6.3 kg vy uné desviacidn esté&ndar de 0.3 kg. Si se toman muestras
aleatorias de 100 varillas de cada f&brica, ¢cull es la probabili
dad de que las de la compania A tengan un peso promedio de por lo

menos

a. 0.35 kg

b. 0.10 kg

mayor que el de la compania B?

Se puede suponer .en este caso que las distribuciones mues
trales involucradas son normales, en virtud de que el tamano de am-
bas muestras es mayor de 30 elementos. También se puede suponer
gue ambas poblaciones son infinitas, y siendo}?A N4 QB los pesos pro-

medios de las muestras de las fdbricas A y B, respectivamente, en-—

tonces
b= = = us - ps = 6.5 - 6.3 = 0.20 kg
Xp ~ X3 XA Xg
2 2 .
o] o, - 2 2
.- L CA L OB (0.4 L 0.3)7 o o5 kg

XA - XB na np 100’ 100
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La variable estandarizada de la diferencia de los promedios es

= = - Uz s = _
. (XA XB) Xy XB ) (XA XB) 0.20
oz = . 0.05
Xp - X
Ca. Estandarizando la diferencia de 0.35 kg se llega a
7. = 0.35 -~ 0.20 _ 0.15 _ 3
1 0.05 0.05

La probabilidad deseada es el &rea bajo la curva normal a la dere-
cha de Z = 3, es decir

P [iA > RB + 0.35] =P [Z » 3] = 0.500 - 0.4987 = 0.0013
b. Al estandarizar la diferencia de 0.10 kg, la varia-

ble 7 resulta

_0.10 -~ 0.20 _ -0.1
“2 0.05 0.05

La probabilidad requerida es el &rea bajo la curva normal a la

derecha de ZI= ~2, es decir

[\

P[X, > Xg + 0.10] = P[Z > - 2] = 0.5 + 0.4772 = 0.977
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6. Teoria estadistica de la estimacién

En la préctica profesional a menudo resulta necesario
inferir informacibén acerca de uga poblacifn mediante el uso de
muestras extraidas de ella; una parte bdsica de dicha inferen-
cia consiste en esfiman los valores de los par&metros de la po-
blacidén (media, variancia, etc.) a partir de las estadisticas

correspondientes de la nuestra, como se explica a continuacidn.

7. Estimadores puntuales. Clasificacién~,

Si un estimador de un par@metro de la poblacidn consis
te en un solo valor de una-estadistica, se le conoce como esti-

madon puntual del parémetro.

Cuando la media de la distribucibén muestral de una es-
tadistica es igual al paré@metro que se estl8 estimando de la po-
blacién, entonces la estadistica se conoce como estimador Anses
gado del pardmetro; si no sucede asi, entonces se denomina estL
madon sesgado. Ambos estimadores son puntuales, y sus valores
éorrespondientes se llaman estimaciones insesgadas o0 sesgaaqas,
respectivamente. Dicho de otra manera, si S es una estadistica
cuya dist;ibucién muestral tiene media Her ¥ el parémetro co-
rrespondiente de la poblacidn es 6, se dice que S es un estima-

dor i1nsesgado de 06 si

uS=9
Por otra parte, si la estadistica Sn de la muestra tien

de a ser igual al parémetro 6 de la poblacidn a medida que se
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hace mé&s grande el tamano de la muestra, entonces la estadistica

recibe el nombre de estimador consistente del pardmetro.

Empleando simbolos, si

1im § =6
n
n+
resulta que la estadistica Sn es un éstimador consistente. Por
ejemplo, el promedio aritmético es un estimador insesgado y con
sistente de la media, y la variancia de la muestra es un estima

dor sesgado y consistente de la variancia de la poblacidn.

Si. las distribuciones muestrales de varias estadisticas
tienen el mismo valor de la media, se dice que la estadistica que
cuenta con la menor variancia es un estimador eficLente ¢ dicha
media, en tanto que las estadisticas restantes se conocen como

estimadores ineficientes del parémetro.

Por ejemplo, las distribuciones muestrales del promedio
aritmético y de la mediana cuentan con medias que son, en ambos
casos, iguales a la media de la poblacién. Sin embargo, la va-
riancia de la distribucibn muestral del promedio aritmético es
menor que la de la distribucidn de la mediana, por lo gue el
promedio aritmético obtenido de una muestra aleatoria pioi.~ooio
na un estimador eficiente de la media de la poblacidn, en tante

que la mediana obtenida de la muestra proporciona un estimador

ineficiente de dicho parémetro.
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8. Estimacidn de intervalos de confianza para los pardmetros

de una poblacidn

La estimacidén de un par@metro de una poblacibén mediante
un par de nimeros entre los cuales se encuentra, con cierta pro-
babilidad, el valor de dicho par&metro;se llama estimacidén del

intervalo del mismo.

Sea S una estadistica obtenida de una muestra de tamano
n para estimar el valor del parémetro 6, y sea oSla desviacidn
esté@ndar (conocida o estimada) de su distribucifn muestral. La

probabilidad, 1 - a, de que el valor de 6 se localice en el inter

W

- +
valo de S zc os a S zc os,

escribe en la forma -

donde'zc es una constante, Se

N

e 9% S + z, cs] =1 - a

P[S -z o, <0
Si se fija el valor de 1 - a, se puede obtener el valor de Z,
necesario para que se satisfaga la ecuacifn anterior, con lo

cual queda definido el .inteavalo de confianza del par@metro 0,

(S - z, Ogr S + z, OS), correspondiente al nivel de confdlanza

La constante z, que fija el intervalo de confianza se
conoce como valor cialtico. Si la distribucién de S es nor-
mnal, el valor de z, correspondiente a uno de o se obtiene de la

tabla de dreas bajo la curva normal o de la tabla 8.1 siguiente.
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TABLA 8.1 VALORES DE z, PARA DISTINTOS NIVELES DE CONFIANZA

Nivel de confianza, en porcentaje z,
99,73 3.00
99.00 2.58
98.00 2.33
96.00 2.05
95.45 2.00
95.00 1.96
90.00 1.64 °
80.00 1.28
68.27 1.00
50.00 0.674

Efemplo 8.1

Sea el promedio aritmético X una estadistica con dis-
tribucifn normal. Las probabilidades o niveles de confianza de
que ug (o u de la poblacibn) se encuentre localizada entre los

i X + g=, X + -
limites X ¢ OX' Xt 2 0%

respectivamente, obteniéndose dichos valores de la tabla de areas

y X * 3 o3 son 68.26, 95.44 y 99.73%,

bajo la curva normal. Lo anterior significa que el intervalo
X + 3 o3 contendré a uy en el 99.73 pof ciento de las muestras
de tamafio n, por lo que los intervalos de confianza de 68.26,

95.44 y 99.73 por ciento para estimar a u son (X - oz, X + 0%)

(X - 2 0% X + 2 o)—() y (X =3 G)-(;X + 3 Oi) , lo cual se aprecia

en la {{g 8.1 siguiente.
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A}{\_A(i)

Area=68.26 %

Area=13.59 %
. - Area=2.14 %
. - —f L N &>
A3 %203 X-Gg g x40y Re20;  %+30y X
| Area=95.44 % |
- ' Area=99.73 % - J

I o}

Fig 8.1
9. Estimacibn de intervalos de confianza para la media

Los limites de confianza para la media de una poblacidn

con variable aleatoria X asociada estdn dados por

X + -
X_ZC_OX

en donde Z, depende del nivel de confianza deseado. Si X tiene
distribucibn normal, z, puede obtenerse en forma directa de ‘la
tabla 8.1. Por ejemplo, los limites de confianza de 95 y 99 por

ciento para estimar la media, u, de la poblacifn son X * 1.9603-(

y X + 2.58 ox’ respectivamente. Al obtener estos limites hay que

usar el valor calculado de X para la muestra correspondiente.

Entonces,los limites de confianza para la media de la po

blacidn quedan dados por

Sy
I+
~N
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en caso de que el muestreo se haga a partir de una poblacién in-
finita o de que se efectfie con remplazo a partir de una poblacidn

finita, o por

si el muestreo es sin remplazo a partir de una poblaci6n fainita

de tamano N

Ejemplo 9.1

Las mediciones de los di&metros de una muestra aleato—

ria de 100 tubos de albanal mostraron una media de 32 cm y una
\

desviacién estdndar de 2 cm. Obtenganse los limites de confian-

za de

a. 95 por ciento
b. 97 por ciento
para el didmetro medio de todos los tubos.

a. De la tabla 8.1, los limites de confianza. del 95

por ciento son

X+1.960/yn = 32 + 1.96(2//100) = 32 = 0.392 cm

D sea 31.608 y 32.392, en donde se ha empleado el valor de SX
para estimar el de ¢ de la poblacidn, puesto que la muestra es:

suficientemente grande (mayor de 30 elementos). Esto significa
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] .
que con una probabilidad de 95 por ciento, el valor de Hy Se en-

cuentra entre 31.608 y 32.392 cm.

b. Si Z = z, es tal qué el &rea bajo la curva normal
a la derecha de Zc es el 1.5 por ciento del &drea total, entonces
el &rea entre 0 y z, es 6.5 - 0.015 = 0.485, por'lo que de la ta
bla de &reas bajo la curva normal se obtiene z, = 2.17. Por lo

tanto, los limites de confianza del 97 por ciento son:

~

X+2.170/v n = 3222.17(2//100 ) = 32+0.434 cm

y el intervalo de confianza respectivo es (31.566 cm, 32.434 cm).

Ejemplo 9.2

Una muestra aleatoria de 50 calificaciones de cierto
examen de admisibn tiene un promedio aritmético de 72 puntos,
-con desviacibn estdndar igual a 10. Si el examen se aplicd a

1018 personas, obtener

a. El intervalo de confianza .-del 95% para la media

del total de calificaciones.

b. El tamafio de muestra necesario para que el error
en la estimaciébn de la media no exceda de 2 puntos,

considerando el mismo nivel de confianza.

c. El nivel de confianza para el cual la media de 1la

poblacién sea 72 * 1 puntos.
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a. Si se estima a o de la poblacibén ccn SX de la mues-~
tra y se considera que la poblacibn es finita, los limites de con
fianza son, puesto que X = 72, Zc = 1.96, SX = 10, Np = 1018 y
n = 50, |

72 + 1,96

10 J/lOlB - 50
=5 1018 = 1

72 + 1.96 (1.4142) (0.9755)

72 £ 2.704
v el intervalo de confianza respectivo es

(69.296, 74.704)

b. Puesto que el error en la estimacidn de la media

es, para poblacién finita,

N
Error en la estimacién = 7 —2— -7
cyw VN, -1

en este caso se tendria

N N
7 a / p = n < 9
¢ 1/ n N = 1

P

.0 sea, para un nivel de confianza de 95%,

1.96 L0 /1018 = n _ ,

S~ V1018 - 1

1018 - n < 2
19.6 e
J/lOlS -1
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Elevando al cuadrado la desigualdad, queda

384.16 1018 - n

m 1017 < 4

O sea
87.85 < n

Por lo cual, se requieren al menos 88 elementos en la muestra

para que el error en la estimacién no exceda de 2 puntos, para

1l - o = 0.95.

¢. Los limites de confianza son, en este caso
10 1018 - 50
72 £ 2, =5 ¥ 1018 - 1

72 % Zc (1.4142) (0.9755)

I+

72

1+

1.3795 Zc

Puesﬁo que se desea que el valor de la media sea 72 = 1 puntbé,

se verifica que

1 = 1.3795 Zc

Es decir

7 - 1
¢ = T.3795 - 0-723
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El &rea bajo la curva normal esténdar entre 0 y Zc = 0.72L es,
por interpolacién lineal,igual a 0.2657. Por lo tanto, el ni-
vel de confianza es igual al doble del &rea anterior, es decir,

2(0.2657) = 0.5314 (0 53.14%), tal como se muestra en la 449 9.1.

A {'Z_ ()

Aveaz 0.5314

10. Intervalos de confianza para diferencias de medias

Los limites de confianza para la diferencia de las me-
dias cuando las poblaciones X y Y son infinitas, o cuando el mues
treo se realiza con remplazo de poblaciones finitas, se encuen-

tran dados por

en donde X, ne ¥ Y, ny son los respectivos promedios aritm&ticr s
\
y tamanos de las dos muestras extrafdas de las poblaciones, y

i
Oy Yy Oy las desviaciones estdndar de estas fGltimas.
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En el caso de que las poblaciohes X vy Y sean finitas

y el muestreo sin remplazo, los limites de confianza son

2 2

o} N, ~-n o N, = n
3 _ 35 -5 _ 5 X X "x Y Y Y
X'Y’_rZGX_Y—X Yo+ 7, - Tt T

X X Y Y

en donde NX y NY son los tamanos de las poblaciones X y Y, res-

pectivamente.

L.as dos ecuaciones anteriores son vdlidas finicamente si

las muestras aleatorias seleccionadas son independientes.

‘Efemplo 10.1

Para el ejewmplo de las varillas tratado anteriormente
(5.2), encontrar el intervalo 'de confianza del 95.45% para las

diferencias de las medias de las poblaciones.

Siendo XA = “A = 6.5 kg, UA = 0.4 kg, XB = UB = 6.3 kg,

og * 0.3 kg vy n, = ng = 100, los limites de confianza para la

diferencia de las medias son, empleando'la tabla 8.1

il

02 02 \// 2 2
- A B _ (0.4) (0.3)7 _
XA X, t z o + . 6.5 .3 + 2 100 + 100 -

]
o
L]
(V)
1+
o
|

Por lo tanto, el intervalo de confianza respectivo es (0.1, 0.3).



Liempfo 10.2

Se tienen en una bodega 3000 focos de marca X, y 5000
de marca Y. Se extrae una muestra aleatoria de 150 focos de la
marca X, y se obtiene una duracién promedio de 1400 horas, con
desviacidn esténdar igual a 120 horas. Otra muestra aleatoria
de 200 focos de la marca Y tuvo una duracidn promedio de 1200
horas, con desviacibn estdndar igual a 80 horas. Obtener inter

valos de confianza de

para la diferencia de los tiempos medios de duracibn de los fo-

cos de ambas marcas.

o

a! Puesto que se trata de poblaciones finitas y

= 1400 h, SX = 120 h, NX = 3000, ny = 150, ¥ = 1200 h, SY = 80

X
NY = 5000 y n 200, se obtiene, estimando a Oy ¥ 0, con SX

Y Y

SY , respectivamente

. 2 ‘ 2 .- i ) -
1400 - 1200 * 1.96\/ (120)° 3000 = 150 , (80)" 5000 - 200

1590 3900 - 1 200 5000 - 1

200 = 1.96 (11.04)

+

200 + 21.638

o sea, (178.362, 221.638), puesto que de la tabla 8.1, para un ni-

vel de confianza de 95%, Zc = 1.96.

b. En este caso, al emplear la -tabla 8.1 se obtiene
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Zc = 2.58 para un nivel de confianza de 99%, por i. cual los 11-

mites son

2 2
) (120)% 3000 - 150 , (80)° 5000 - 2000
1400 - 1200 £ 2.58 \/150 3000 = 1 200 5000 = 1

200

1+

2.58 (11.04)

200 28.483

I+

y el intervalo de confianza es

(171.517, 228.483)

11. Pruebas de hipdtesis

Supdngase que una empresa armadora de autombviles esté
en la disyuntiva de emplear una nueva marca de bujfas en sus uni
dades o la que regularmente utiliza, y que sSu departamento de
control de calidad debe decidir, con base en la informacién de
las muestras de las dos marcas distintas. Las decisiones de“
este tipo, es decir, que se basan en estudios estadisticos, feci
ben el nombre de decdisiones estadisticas, y a los procedimien-
tos que permiten decidir si se acepta o.rechaza una hipbtesis se
les llama pruebas de hipdtesdis, pruebas de significancia o aeglas

de decAsidn.

Al tomar decisiones estadisticas, es necesario postular

las diversas alternativas o cursos de -accidn que pueden adoptarse.
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En el caso particular de una parueba de nipbtesis solamente se
tienen dos cursos de accidn posibles, los que se denotarén co-
mo Hy y H;. A la accidbn H, se le llama hipltesdis nula, y a la
Hl’ hiplitesis altennativa. Por ejemplo, si la hipbtesis nula esta

blece que Hy = Wy la hip6tesis alternativa puede ser una de las

siguientes: .
> U<
My MyrWy< M, O U # U,

Al realizar una prueba de hipbtesis, se prueba siempre

la verdad de la hipbtesis nula H aun cuando de antemano se de

OI

see rechazarla.
12. Errores de los tipos I y II. Nivel de significancia

En muchas ocasiones se presenta el caso de que se recha
za una hipbétesis nula cuando en realidad deberia ser aceptada;
cuando esto sucede se dice gue se ha cometido un eancr de tipo 1.
En otras ocasiones se acepta una hipdtesis nula siendo en reali-
dad falsa; en este caso se dice que se ha cometido un enrroh de

tLipo 11.

. Al pfobar una hipdtesis nula, a la médxima probabi! idad
con la gue se estd dispuesto a cometer un error del tipo I se le
ilama nivel de signifdicancia,o, de la prueba, el cual dentro de
la pr&ctica se acostuﬁbra establecer ae 5 por ciento (0.05) o 10
por ciénto (0.1). El complemento del nivel de significancia,

1 - a, se conoce como nivel de confianza.
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Si, por ejemplo, al realizar una prueba de hipbtesis
se escoge un nivel de significancia de 10 por ciento, significa
que existen 10 posibilidades en 100 de que se rechace ésta cuan
do deberia ser aceptada; es decir, que se rechaza a un nivel de
significancia del 10 por ciento, y que la probabilidad de gque la

decisidén haya sido errénea es de 0.1.

13. Comportamiento de los errores tipos I y II°

‘Supéngase gque se trata de probar la hipbtesis nula de
‘que la media, Mg de la distribucidn muestral de la estadistica
S es “1’ en contra de la hipdtesis alternativa que establece que

= > {
Hg uz, donde u2 u es decir

ll

En la fig 13.1 se muestra en forma grdfica la relacidn
ertre los errores tipos I y II en el caso en el que la regla de

decisidn para aceptar o rechazar H es la siguiente:

0

Si el valon de La estadistica S obtendido de
una muestrna excede de cdernto valonrn critico

S nechdcese H,; en caso contrario, acép-

1’ 0
tese.

Es evidente que si H_, es verdadera, entonces a (&rea con rayado

0

doble) es'la probabilidad de que S > Si, o sea la de rechazar a

HO siendo verdadera (error tipo I). Por otro lado,si H1 es ver

dadera, entonces B3 (&rea con rayado sencillo) es la probabilidad
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de que S < Sl’ O sea la de aceptar H_ siendo falsa (error tipo

0
I1).

Obsérvese que si se aumenta el valor de S1 se reduce la
probabilidad o, pero se incrementa la fB; lo contrario sucede si

se disminuye el valor de Sl'

Brsrs) 8%(s)

Distribucion de S
bajo la hipotesis Hp

Distribucidn de §
bajo la hipdtesis #;

B d
e’ —
' G
1 5 K2
P[S>Sl] = o (error tipo I)
P[S<Sl] = B (error tipo II)
Fig 13.1 Probabilidades de Los enrores tipos 1 y IT en pruebas

de hipltesdis.

En ctealidad, la Gnica forma posible en la .cual sc pueds.
minimizar simultidneamente los errores de tipos I y IT es aumsutau
do el tamano de la muestra, para hacer mds "picudas" las distrii.u

ciones muestrales de la estadistica bajo las hipdtesis HO y Hl"

Al observar la fig 13.2 siguiente, es posible concluir
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que el tamano de los errores I y II es menor para un tamafo de
muestra igual a 100 que para un tamano igual a 50, considerando

la misma regla de decisibn anterior.

p fs ﬁs“’

Ba_:\o HD "= 50 Bo.lo \'\\

nN=l\o0

- '5&36 i,

Fig 13.2

Sin embargo, esta técnica de reduccién simultdnea de &m-
bos tipos de errores no siempre puede ponerse en prdactica, debido

a razones de costo, tiempo,etc.
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14. Regiones criticas, de rechazo o de significancia. Reygio-

nes de aceptacidn.

Cuando una hipb6tesis nula no se acepta se dice que se
iechaza & un ndvel de significancia del o pon ciento, o que el
valor estandarizado de la estadistica involucrada es s{gndfica-

. ~ - 3 . . . . !
LLvo a un ndvel de sdigndifLcancia a.

Al conjunto de los valores de la estadistica en el
que se rechaza la hipbtesis nula se le denomina #regdidn caitica,
dé rechazo, o de sdgndfdicancia. Por el contrario, al-conjunto
de los valores de la estadistica en que se acepta la hipdtesis,

se le llama #egdln de aceptacdién.

Considérese que la distribucidn muestral de la esta-

distica S es normal con desviacibn est&ndar o gque la variable

SI
Z resulta de estandarizar a S, que la hipdtesis nula, HO, es que

la media de S vale Hgr Y que la hipb6tesis alternativa H] es que

dicha media es diferente de Mg es decir, que

HO: nedia de la distribucifn muestral de S$= lg

le media de la distribucidn muestral de S?éus

Si se adopta la regla de decisidn de aceptar la hipdtae

sis HO, si el valor de 7 cae dentro del intervalo central gue

encierra al 99 por ciento del &rea de la distribucidn de proba-

bilidades, entonces Ho se aceptard en el caso en gque
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-2.58 < Z & 2.58

empleando la tabla de &reas bajo la curva normal esténdar. Pero
si el valor estandarizado de la estadistica se encuentra fuera
de dicho intervalo, se concluye que él evento puede ocurrir con

probabilidad de 0.01 si la hip&tesis H_  es verdadera (&rea raya-

0
da total de la fig 14.1). En tal caso, el valor Z de la variable
estidndar difiere sdigndfdcativamente del que se podria esperar de

acuerdo con la hipdtesis nula, 1o cual inclina a rechazarla a un

nivel de confianza del 99 por ciento.

De lo anterior de deduce que el area total rayada de ia
fig 14.1 es el nivel de significancia o de la prueba, y represen
ta la probabilidad de cometer un error del tipo I. Por ello, la
regibn de aéeptacién de H, es -2.58 ¢ Z € 2.58, y la de rechazo

0
es Z > 2.58 y Z < =-2.58.

A7, (2)
Region vcrfhco -\ Regign critica
Area=0.005 h Area = 0.005
AN Regidén de aceptacidn .
ﬂ‘% Lt
YT 0 258 7
‘ . Area = 0,99 _!
-

Fig 14.1 Regdidn de sdgnipicancia
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En la tabla 14.1 se presentan los valores de la varia-
ble estandarizada, Z, gue limitan las regiones de,aceptécién Yy
de rechazo para el caso en el que la estadistica involucrada en
la brueba tenga distribucién muestral normal. Cuando en alguna
prueba de hipbtesis se consideren niveles de significancia dife
rentes a los que apareceﬁ en la tabla mencionada, resulta necesa

rio emplear la de &reas bajo la curva normal estandar.

TABLA |4 § VALORES CRITICOS DE =~

Nivel de Valores de z para Valores de z para
significancia, a pruebas de una cola pruebas dc dos colas
0.1 -1.281 o 1.281 —1.645 y 1.645
0.05 —1.645 o 1.645 -1.960 y 1.960 K
0.01 —2.326 o0 2.326 —-2.575 y 2.575
0.005 —2.575 o 2.575 -2.810 y 2.810

15. Pruebas de una y de dos colas

wn la prueba de hipbtesis del ejemplo anterior, la regidn
de rechazo de la hipdtesis nula quedé en ambos extremos (colas) de
la distribucidn muestral de la estadistica involucrada en la prue-
ba; a las pruebas de este tipo se les dénomina pruebas de dos cn-
Las. Cuando la regién de rechazo se encuentra solamente en un ex-
tremo de la distribucién muestral en cuestidn, se les llawa prue

bas de una cola.

Las pruebas de dos colas se presentan cuandoc en la Wipb-
tesis alternativa aparece el signo # (diferente de), como en el

siguliente caso
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en donde Mg es la media de la estadistica S, y M, es un valor
fijo.

En los casos

Hy 3 Mg = My
H >
Byt oug >y

las pruebas resultan de una cola.

16. Pruebas de hipbtesis para la media

Para el caso de una poblacidén infinita (o finita en que
se muestree con remplazo), cuya desviacién estdndar ¢ se conoce
o0 se puede estimar adecuadamente, si se tiene que la estadistica
S obtenida de la muestra es el promedio aritmético,.entonces la
media de su distribucién_muestral es Ug .= Uy = W, Y su desviacién
ésténdar es 0 = 03 = o//n, en donde y y ¢ son, respectivamente,
la media y la desviacibn ésténdar de la variable aleatoria X aso-
ciada é la poblacibn, y n es el tamano de la muestra. . En tal ca-

so, si X tiene distribucibn normal, la variable estandarizada co-

rrespondiente seré&



Para el caso de muestreo sin remplazo de poblacién fini

N - n |
ta, se tiene que 03 = Oi = S_. 2 , en donde Np es el ta
VY, Np - 1 ‘

mano de la poblacidn, por lo que la variable estandarizada serd

En los dos casos anteriores, el valor de Z correspondiente al de
X de la muestra es el que se debe comparar con el valor critico

correspondiente al nivel de significancia fijado, para asi acep-
tar o no la hipbtesis nula (prueba de una cola). Si se trata de
una prueba de dos colas, el valor de Z se debe comparar con los

dos valores criticos que corresponden al valor de a seleccionado.
En cualquiera de los casos anteriores, el valor o valores criti-

cos se pueden obtener de la tabla 14.1, para valores comunes de .

Efjemplo 16.1

Se sabe que el promedio de calificaciones de unﬁ muestia
aleatoria de tamano 100 de los estudiantes de tercer ano de inge-
nieria civil es de 7.6, con una desviacibn esté@ndar de 0.2. 51 p
denota la media de la poblacidn de esas calificaciones, X, y si

se supone gue X tiene distribucién normal, probar la hipbtesis
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U = 7.65 en contra de la hipbtesis alternativa p # 7.65, usando

un nivel de significancia de

a. 0.05

b. 0.01

Para la solucibn se deben qonsiderar las hipbtesis

H : yu= 7.65

H1 : U ¥F 7.65

Puesto que u # 7.65 incluye valores menores y mayores de 7.65,

se trata de una prueba de dos colas.

La estadistica bajo c&nsideracién es el promedio arit-
mético,i, de la muestra, que se supone extrafida de una poblacibén
infinita. La distribucién muestral de X tiene media Wy = Hs Y
desviacibn esEéndar 0% = o/Vn, en donde y y ¢ denotan, respec-
tivamente, la media y la desviaci6n esténdér de la poblacibén de

calificaciones.

~f’”§éjo la hip6tesis H, (consider&ndola verdadera), se

0

tiene que

]J}—{'—' 7.65 = yq
y utilizando la desviacién esténdar de la muestra como una esti

. . [
macidén de o, lo cual se supone razonable por tratarse de una mues

tra grande,

o/Yn = 0.2//100 = 0.2/10 = 0.02

Q
)
Il



a. Para la prueba de dos colas a un nivel de signifi-

cancia de 0.05 se establece la siguiente regla de decisidn

Aceptan HO 54 el valor I conrespondLente al va-
Lon del promedio de La muestra se encuenira den
tho del intenvalo de ~1.96 a 1.96 (tabla 14.7).

En caso contrarnio, nechazan HO.

Puesto que

; - X -y _ 7.6 - 7.65
c/vn 0.02

se encuentra fuera del rango de -1.96 a 1.96, se rechaza la hi-

p&tesis HO a un nivel de significancia de 0.05.

b. &i el nivel de significancia es 0.01, el intervalo
de -1.96 a 1.96 de la regla de decisidn del inciso o se rempla-
za por el de -2.58 a 2.58 tabla(l14.1). Entonces, puesto que el
valor muestral Z = -2.5 se encuentra dentro de este intervilo,

se acepta la hipOtesis H, a un nivel de significancia de 0.0l.

0
Ejemplo 16.2

La resistencia media a la ruptura de cables de < z=ro
fobricados por la empresa X es de 905 kg. Una empresa consulto
ra sugiere a X que cambie su proceso de manufactura, con lo cuai
incrementard la resistencia de sus cab}es. Se prueba el nuevo
proceso, y se extrae una muestra aleatoria de 50 cables, obte-

niéndose para =llos una resistencia promedio de 926 kg, con des-
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viaci6n esténdar igual a 42 kg. ¢Se puede considerar que el
nuevo proceso realmente incrementa la resistencia, con un ni-

vel de confianza de 99%? -

En este caso, se debe plantear una prueba de hipbtesis

de una cola, para la cual

i

H0 : u = 905 kg

H1 : U > 905 kg

Puesto que el tamano de la muestra es suficientemente grande,
se puede aproximar la distribucifén muestral de la resistencia
prromedio mediante una normal, vy estimar el valor de o de la po=x

blacitn mediante SX de la muestra.

Considerando a la poblacibn infinita, v suponiendo co-

mo verdadera a HO, se tiene que

oy = =L = 42 _ 5,94
Y n Y50

Para la prueba de una cola a un nivel cde significancia

dea=1- (1 -a) =1-0.99 = 0.01, la regla de decisidn es

Aceptar Hy s4 el valon estandarizado de X de

La muesitra es menon o igual a I, = 2.326 (Za

bla 14.1); en caso contrardic, rechazan Hy.
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En virtud de que

7 = X _ 926 - 995 _ 3.535
05'( 5.94

es mayor de 2.326, se rechaza Ho a un nivel de significancia de
1%, concluyéndose que en realidad el nuevo proceso si incrementa

1la resistencia de los cables.

17. Pruebas de diferencias de medias

Sean X y ¥ los promedios aritméticos obtenidos de dos
muestras de tamanos nX Yy g extraidas respectivamente de dos ele]
blaciones con medias ux Y MHyr ¥ desviaciones estdndar OX Y OY.

Se trata de probar la hipbtesis nula, H de que no existe dife-

0’
rencia entre las medias, es decir, que ”X = HY' Si nX y nY son

suficientemente grandes (>30), la distribucibn muestral de las di
ferencias de los promedios es aproximadamente normal. Dicha dis
tribucién muestrai es rigurosamente normal si las variables alea-
torias X y Y asociadas a la poblacidn tienen distribucidén normal,
auqque ny Y ny sean menores de 30. Para esta distribucién ﬁﬁes»

tral, la variable estandarizada I, que se compara con los valores

criticos correspondientes, se encuentra dada por

con la cwal se puede probar la hipdtesis nula HO en contra de

otras hipdtesis alternativas, H a un nivel apropiado d¢ signi-

_]_ I

ficancia.
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Ejemplo 17.1

En el laboratorio de pruebas de una empresa fabricante
de aparatos electrfnicos se ensayaron dos marcas de transistores,
A y B, de caracteristicas similares,con_ objeto de comprobar su
ganancia de voltaje. Se tomaron muestras aleatorias de 100 tran
sistoreg de cada marca, arrojando una ganancia promedio de 31 de
cibeles, con desviacibfn esté&ndar de 0.3 decibeles para la marca
A, yv 30.9 decibeles de ganancia promedio, con desviacibn est&ndar
de 0.4 decibeles para la otra. ¢Existe una diferenc;a significa
tiva entre las ganancias en voltaje de los transistores a un ni-

vel de significancia de

a. 0.05

b. 0.01?

Si Hy Y Mg son las medias respectivas de las dos pobla-
ciones infinitas a las que corresponden las muestras, la prueba

de hipbtesis adopta la forma siguiente:

HI:UA#UB

Entonces, el valor de 2 es, bajo la hipbtesis HO:

;oA "% a8 _ 31 - 30.9 -
' 0T _ 3 — 2 2
X, - Xg oz og (0.3)2, (0.4)

—+ ~100- 100
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a. Puesto que se trata de una prueba de dos colas a
un nivel de significancia de 0.05, la diferencia es significati
va si el valor de ! se encuentra fuera del intervalo de -1.96 a
1.96. Como este es el caso, puede concluirse que efectivamente
existe diferencia significativa en la ganancia en voltaje de los

transistores.

b. Si la.prueba es a un nivel de significancia de 0.01,
la diferencia es significativa si Z se encuentra fuera del rango
de -2.58 a 2.58. Partiendo del hecho de que Z = 2, la diferencia
entre las ganancias es producto del azar, y se acepta la hipbte-
sis de que ambos tipos de transistores tienen igual ganancia me-,

dia en voltaje a un nivel de confianza de 99 por ciento.

Ejemplo 17.2

La estatura promedio de 50 estudiantes varones tomados
al azar que participan en actividades depértivas es de 173 cm,
con desviacibn estdndar de 6.3 cm. Otra muestra aleatoria de 50
estudiantes varones que no participan en ese tipo de actividades
tiene promedio de estatura igual a 171 cm, con desviacifn estén-
dar igual a 7.1 cm. Probar la hipétesié de que loé estudiantes
varones que practican deportes son mads altos que los gque no lo

hacen, a un nivel de significancia de 0.05.

Se debe decidir entre las hipbtesis
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siendo X la variable aleatoria asociada a la poblaci6én infinita
de estaturas de alumnos que practican deportes, y Y la asociada

a la de estudiantes que no lo hacen, que también es infinita.

Bajo la hipbtesis H se tiene que

Ol
Hz-3 = 0,
02 02
- x Y _ (6.3)  (7.12 _
OX—Y = "x + ”Y \//ﬁso + 50 = 1.3424

Entonces, el valor de I es

7 =

= 1.489

X-¥ _ 173 - 171 _ 2
0%_% 1.3424 1.3424
Puesto que se trata de una prueba de hipdtesis de una
ccia, a un nivel o = 0.05, se rechazaria H0 si el valor de ?
muestral fuera mayor del valor critico para dicho nivel, el cual
es Zc = 1,645. Puesto que Z < Zc’ en este caso se concluye que

la diferencia en las estaturas de ambos grupos de estudiantes

se debe fGnicamente al azar.



3.4 Muestras pequenas

Como ya se indico, para nmiuestras grandes (n 2 30) las distribuciones
muestrales de muchas estadfsticas son aproximadamcnté normales, siendo tanto mejor
la uproximacién cuanto mayor es el tamaiio de n. Sin embargo, cuando se trata de muestras
en las que n < 30, llamadas muestras pequenas, la aproximacion no es suficientemente buena,
por lo que resulta necesario introducir una teoria apropiada para su estudio.

Al estudio de las distribuciones mucstrales de las estad {sticas para mues-
tras pequenas se le llama teoria estadistica de las muestras pequedias. Existen al respecto

tres distribuciones impbrtantes: Ji cuadrada, F y t de Student.

3.4.1 Distribucién Ji cuadrada (x?)

Hasta ahora solo se ha tratado la distribucidén muestral de ia media.
En esta seccién se veri lo concerniente a la distribucidon muestral de la variancio, SAi
para muestras aleatorias extraidas de poblaciones normales. Puesto que Sy no puede ser
negativa, es de esperarse que su distribucion muestral no sea una curva normal, ya que esta
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ticne ordenadas mayores de cero en ¢l lado de las abscisas negativas. De hecho, la estadistica
S% sc puede estudiar si se consideran muestras aleatorias de tamafio n extraidas de una po-
blacion normal con desviacion cstidndar oy y si para cada muestra se calcula el valor de la

estadistica,

T . n S;
X} = e (3.14)
o

donde S} es la variancia de la muestra. i

El nimero de grados de libertad, v, de una estadistica se define como

v=mn-k

siendo n ¢l tamano de la muestra y k el nimero de pardmetros de la poblacién que deben

cstimarse a partir de ella.

La distribucién muestral de la estadistica x? esta dada por la ecuacion

1
2 '/z X2
e

f (xz) - U xv-

en la que U es una constante que hace que el drea total bajo la curva resulte igual a uno, y
v =n — | es el nimero de grados de libertad. Esta distribucién se llama Ji cuadrada, misma

que se presenta en la fig 21 para distintos valores de v.

IFig 21. Distribucion Ji cuadrada para distintos valores de v
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TABLA 8. VALORES CRITICOS Xg
B> X
2
Xe
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
14 x 99s X.')9 x.‘)75 x.‘)S x.90 X .75 x .50 X .25 x A0 x.05 x 025 x .01 X.O()S
1 7.88 6.63 5.02 3.84 271 1.32 455 102 016 0039] .0010{ .0002] .0000
2 10.6 9.21 7.38 5.99 4,61 2.717 1.39 575 211 103 0506 L0201 L0100
3 12.8 11.3 9.35 7.81 6.25 4.11 2.37 1.21 584 352 216 15 072
al 149 | 133 1.1 9.49 7.76 5.39 3.36 1.92 1.06 11 483 297 207
s o6 15.2 12.8 11.15 9.2 6.63 4.35 2.67 1.61 1.15 .831 554 413
6| 185 16.8 14.4 12.6 10.6 7.84 5.35 3.45 2.20 1.64 1.24 872 676
71 203 18.5 16.0 14.1 12.0 9.04 6.35 4.25 2.83 2.18 - | 1.69 1.24 .989
8| 220 20,1 17.5 15.5 13.4 10.2 7.34 5.07 3.49 2.73 2,18 1.65 1,34
9] 236 217 19.0 16.9 14.7 1.4 8.34 5.90 4.17 3.33 2.70 2.09 173
10| 25.2 23.2 20.5 18.3 16.0 125 9.34 6.74 4.87 3.94 3.25 2.56 2.16
11 26 8 24.7 219 19.7 17.3 13.7 10.35 71.57 5.58 4.57 3.82 3.05 2.60
12 | 283 262 | . 232 210 | 185 14.8 11.3 8.44 6.30 5.23 4.40 357 3.07
13 ] 298 27.7 24.7 22.4 19.8 16.0 12.3 .9.30 7.04 5.89 5.01 4.11 3157
14 313 29.1 26.1 237 | 21 17.2 13.3 10.2 7.79 6.57 5.63 4.66 4.07
15 | 327 30.6 27.5 25.1 22.3 18.2 14.3 11.0 8.55 7.26 6.25 5.22 4.60
16 | 343 32.0 28.8 26.3 23.5 19.4 15.3 11.9 9.31 7.96 6.91 5 81 5.14
17 | 357 334 30.2 27.6 248 205 16.3 12.8 10.1 8.67 7.56 6.41 5.70
18 | 372 34.8 315 28.9 26.0 21.6 17.3 13.7 109 9.39 8.23 7.01 6.26
19| 386 36.2 329 30.1 27.2 22.7 18.3 14.6 1173 | 10.1 891 7.63 6.84
20 | 400 376 | 342 3.4 2845 | 23.8 19.3 155 12.4 10.9 9.59 8.26 743
2 414 38.8 35.6 327 29.6 24.9 20.3 16.3 13.2 11.6 10.3 8.90 8.02
22 | 428 40.3 36.8 33.9 308 26.0 213 17.2 14.0 12.3 11.0 9.54 8.64
23 44.2 41.6 38.1 35.2 32.0 27.1 22.3 18.1 14.8 13.1 11.7 10.2 926
24 45.6 43.0 394 36.4 332 28.2 23.3 19.0 15.7 13.8 124 10.9 9.89
5 | 469 44.3 40.6 37.7 344" | 293 24.3 19.9 16.5 14.5 1315 [ 115 10.5
26 | 48.3 45.6 419 38.9 35.6 30.4 25.3 208 17.3 15.4 13.8 122 11.2
27 | 49.6 47.0 43.2 40.1 36.7 315 26.3 21.7 18.1 16.2 14.6 12.9 118
281 51.0 48.3 44.5 413 | 379 32.6 27.3 227 18.9 16,9  |.15.3 13.6 12.8
29 | 52.3 49.6 45.7 425 39.1 33.7 28.3 23.6 19.8 17.7 16.0 14.3 13.1
30 | 537 509 47.0 43.8 40.3 34.8 29.3 24.5 20.6 18.5 16.8 5. ER
40 | 668 63.7 59.3 55.8 51.8 45.7 39.3 33.7 29.1 265 24.4 22.2 20.1
s0{ 795 76.2 714 67.5 63.2 56.3 49.3 43.0 377 348 32.4 797 28 0
60 | 92.0 88.4 83.3 79.1 74.4 67.0 59.3 52.3 46.5 432 40.5 175 355
70 {104.2 | 1004 95.0 90.5 85.5 77.6 69.3 61.7 55.3 51,7 48 8 45.4 13,3
P80 1163 | 1123 | 1066 | 1019 96.6 88.1 79.3 71.1 64.3 60.4 57.2 1.5 e
90 {128.3 | 1241 | 1 | 113.1 | 1076 98.6 89.3 80.6 73.3 69.1 65.6 o8 592
100 | 140.2 | 135.8 | 1296 | 1243 | 1185 | 109.1 | -99.3 90.12 | 82.4 77.9 74.2 70.1 67.3
V-
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No obstante que la distribucion Ji cuadrada solo se ha presentado en
¢l estudio de las muestras pequenas, cabe aclarar que es valida para aquellus mayores de 30 sj
la variable aleatoria involucrada tiene distribucion normal.

3.4.1.1 Intervalo de confianza para la variancia

Tal como se hizo para la distribucion normal, s¢ pueden establecer
tervalos de confianza para la variancia de la poblacion en términos de 1o variancia de  una
muestra extraida de ella, a un nivel de confianza dado 1 — a, si s¢ hace uso de los valores
criticos x", de la tabla 8. Por lo tanto, un intervalo de confianza para la estadistica x?
estaria dado por '

nS?
x2 < ¥ < X 2
[ 02 I

donde X y X! son los valores criticos para los cuales ¢l (1 — a)/2 por ciento del drea s
encuentra en los extremos izquierdo y derecho de la distribucidn, respectivamente.

Con base en lo anterior, sc concluye que

2 2
nSX , nSX
— < 0 < —p
X X o

cs un intervalo de confianza para estimar a ¢? a un nivel de confianza | - a.

3.4.1.2 Prueba de hipotesis para la variancia

La prueba de hipotesis para la variancia de una poblacion normal se efec-
1t caleulando el valor de la estad istica X2 y estableciendo las hip6tesis H, y H, apropiadas,
¢s decir, sc adoptan reglas de decision similares a las usadas para la estadistica Z.

Ejemplo

La variancia del tiempo de elaboracién de cierto producto es igual a
“u min; sin embargo, su proceso de manufactura se modifica y se toma vna muestra de



veinte tiempos, para la cual la variancia resulta ser igual a 62 min.  Es significativo el au-
mento del tiempo de elaboracién a un nivel de significancia de

B

a) 0.05
b) 0.01?7

Se debe decidir de entre las hipoOtesis

H o2 = 40 min

0 .

H 0? > 40 min

1 .

Suponiendo que la hipdtesis nula es correcta, el valor de la estadistica X? para la muestra

‘considerada es

o nSy _ QO (62) _

31
a? 40

a) Como se trata de una prueba de una cola, la hipétesis /|, se rechazaria si
el valor de la estadistica x* fuera mayor que el de x? para un nivel de significancia igual
a 0.05, el cual, parav = 20 — 1 = 19 grados de libertad resulta ser 30.1 (tabla 8). Como

31> 30.1,H, se rechaza a un nivel de significancia de 0.05.

"b) En eéte'caso, el valor de x? para un nivel de signiﬁcancia de 0.01 y 19 gra-
dos de libertad es igual a 36.2. Puesto que 31 < 36.2, se aceptaH, a un nivel de significan-
cia de 0.01.

3.4.2 Distribucién F

Al efectuar la prueba de hip6tesis de igualdad de medias para muestras
pequefias, en-la siguiente seccidn se supondra que las variancias de las poblaciones a lis
que corresponden tales muestras son iguales. Por lo tanto, es necesario probar antes si tal su-
posicidén es correcta. Para ello, debe considerarse que si S2, Hy Y S)2 ny son respectiva-
mente la variancia y el tamafio de dos muestras cxtraidas de poblaciones normales que

tienen igual variancia, entonces -




TABLA 9. VALORES F, PARA u« = 0.01

L7

v, = Grados e Grados de hbertad del numersdor
de libertad del
deneminador 1 ) 3 4 5 6 7 8 9 10 1> 15 0 4 20 40 60 120 oo
i 4.052 | $000 5.403| 5.625/15.764 | 5.859| 5.928 5.982(6.023 6.056 | 6.106 | 6.157 6.209] 6.235 | 6.261 | 6.287 | 6.313 6.339] 6 366
2 98.50 ] 99.00 99.20 99.20‘ 99.20 | 99.30{ 99.40 99.40199.40 99.40 | 99.40 ( 99.40 99.40} 99.30 | 99.50 | 99.50 | 99.50 99 .50 | 99.50
3 34.10{ 30.80 29.50| 28.701 28.20 | 2790} 27.70 27.50127.30 27.20] 27.10} 26.90 26.70 | 26.60 | 26.50 | 26.40 | 26.30 26,201 26010
4 21.20{ 18.00 16.70| 16.00] 15.50 | 15.50] 15.00 14 80114.70 14.50 { 1440 ( 14.20 14.001 1390 § 13.80 | 13.70 ] 13.70 13.60] 1350
5 16.30 ) 13.30 12.10 11.40‘ 11.00 | 10.70} 10.50 10.30}10.20 10.10 9.89 1 9.72 9.5351 947 9.38 9.29 1 9.20 9.11 9.02
6 13.70 ] 10.90 9.77 9.15|] 8.75 847 8.26 8.10¢f 7.98 7.87 7.721 1.56 7404( 17.31 7.23 7.14 7.06 6.97 6.87
7 12.20| 9.55 8.45 7.85|] 7.46 7.19{ 6.99 6.84) 6.72 6.62 6.47( 6.31 6.16 1 6.07 5.99 591 5.82 574 5.65
8 11.30 | 8.65 7.59 701} 6.63 6.371 6.17 6.03] 5.91 5.81 567 | §5.52 536 5.28 5.20 5121 5.2 4.95 4.83
9 10.60| 8.02 6.99 6.42{] 6.06 5.81| 5.6l 5.47] 5.35 5.26 S.111 4.96 4.81 4.73 4.65 4.587 4.48 4.40 4.31
10 10.00| 7.56 6.55 5991 5.64 539 5.20 5.06f 4.94 4.85 471 4.56 4.41 4.33 4.25 4.17 | 4.08 4.00 a91
11 966| 7.22 6.22 5.68|| 5.32 5,07 4.89 4741 4.63 4.54 440 4.25 4.10) 4.03 393 3186 178 36 .60
12 9.33] 6.93 5.95 5.41|| 5.06 482 | 4.64 4.50] 4.39 4.30 416 | 4.01 3.86] 3.78 3.70 362 3.54 348 3.36
13 9.07| 6.70 5.74 5.21 \ 4.86 462 | 4.44 4.30} 4.19 4.10 396 ] 3.82 3.66 | 3.59 351 343 3.34 3.28 3.17
14 8861 6.51 5.56 5.04\ 4.70 446 | 4.28 4.14] 4.03 3.94 380 3.66 .81 3.43 3.3§ 3.27 3.18 3.09 3.00
15 8.68 6.36 5.42 4.89) 456 | 4.32] 4.14 4.00] 3.89 3.80 367 ] 3.52 337 3.29 3.21 i3 3.05 2.95 287
) .
16 853 6.23 5.29 47711 4.43 4.20| 4.03 3.89] 3.78 3.69 3551 340 326 3.18 310 3.02 293 2 K4 23
17 8.40 ] 6.11 5.19 4671 4.34 4.10] 3.93 3.79| 3.68 3.59 3.46 | 3.31 316 3.08 3.00 292 2.83 2.8 2,658
18 8.29 | 6.01 5.09 458 | 4.25 401 ] 3.84 3.711 3.60 351 3.37 % 3.23 3.087 3.00 292 2.64 278 2.66 2.8
19 8.19| 5.93 5.01 450 4.17 394 377 3.63] 3.52 343 3.30( 3.15 3.00| 292 2,84 276 267 158 149
20 B.10 | 5.85 4.94 4431 4.10 387 3.70 3.56] 3.46 137 3.23 | 3.09 294 286 2.78 269 | 261 2.52 2.42
2] 803 5.79 4.87 436 4.04 3.81 3.64. 3.50] 3.41 3.31 3.17 | 3.03 288 280 272 2.64 288 .46 36
22 7951 5.72 4.83 4311 399 3.76 | 3.59 3.45) 3.35 3.26 3121 298 2,83 27§ 2.67 2.58 2.50 2.40 231
23 788 | 5.66 4.76 4.26 | 3.94 371 3.54 3411 3.30 3.21 3.07 293 2387 .70 2.62 2.54 24s8 2.38 2.26
24 182 | 5.61 4721 .4221] 390 3.67 3.50 3.361 3.26 3.17 303 2.89 274 | 266 2.58 2.49 240 2.31 2.21
25 1171 5.57 4.68 4,18 3.86 363 3.46 3.32)3.22 L 299 | 2.85 2,70 | 62 253 2.45 2.36 2.27 217
30 756 | 5.39 451 4021 3.70 346 | 3.30 3.17] 3.07 298 284 { 271 254 | 247 2.39 229 2.20 2.1 201
40 7.21 5.18 4.31 383} 13.51 3.29 3.12 2.99] 2.89 2.80 2,66 | 252 2,371 229 2,20 211 2.02 1.92 1.80
60 7.08 | 4.98 4.14 365 3.34 in 2.95 28212212 263 250} 235 220 212 2.02 1.94 1.84 1.73 .60
120 6.65] 4.79 395 348 ] 3.17 296 279 2.66 | 2.56 2.47 234§ 219 2.03 1958 1.86 1.76 1.66 1.53 1.38
©o 663} 1.6l 3.78 332 ) 3o 280 | 2.64 1511241 2.32 218 | 2.04 1.88 1.79 1.70 1.59 1.47 132 1.00

87




resulta ser el valor de una variable aleatoria (estadistica) que tiene-distribucion /7, con
parametrosvy = n, — lyv, = n, — l. Esta distribucion (fig 22) cuenta con dos pari-
metros, v, y v, que son los grados de libertad que corresponden a la variancia del nu-
merador y del denominador de la ec 3.15, respectivamente. Cuando se hace referenciaa
una distribucién F en particular, siempre se dan primero los grados de libertad para la varian-
cia del numerador; es decir, F (VX‘, vy ) En la tabla 9 se presentan los valores criticos FC
para distintos valores de Vy ¥ vy vy un nivel de significancia de 0.01. Cuando los grados
de tibertad v, 0 v, noseencuentren en dicha tabla, el valor de F se puede obtener median-
te iterpolacion lineal. Si se desea probar la hipbtesis a otros niveles de significancia, es
factible emplear las tablas de la distribucion F (refs 9 y 11).

f/F)?

F0.05
Fo.01

Fig 22. _Distribucién F.

De acuerdo con lo anterior, se puede probar la hipdtesis nula

HO: 03( = g

en contra de algun: hipotesis alternativa adecuada haciendo uso del hecho de que ¢l cocien-

te S3/S7 es una estadistica que ticne distribucion F.

Ejemplo

Unzi.empresa manufacturera de carton prensado va a decidir acerca del
empleodc una prensadora A ouna B a fin de obtener un grosor determinado en su producto.
El p!roblcmu estriba en que ambas prensadoras proporcionan grosores muy similaes, ¢s
decir, que la variancia de los grosorcs' para las dos miquinas es la misma, Para decidir acer-
tadamcente, se toma una muestra aleatoria de 31 cartones prensados por fa miquina Ay

otra de 41 por la B. Como las variancias del grosor para los cartones de las muestras resul-
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tun ser de 12 y de 5 micras, respectivamente, se establecen las hipdtesis

. 2 2
IIO. 0, =0y
2 2

IIl v, >0y

con objeto de probarlas a un nivel de significancia de 0.01.

i

2l valor de la estad istica I resulta

S?
12
' = ——/: = — = 24
SZ 5

Puestoquev, = 31 = | =30y v, = 41 — | = 40, en la tabla 9 sc puede ver que para un
A B .

nivel de significancia de 0.01 el valor, Fc, de /7(30, 40) es 2.t1. De acuerdo con estos

valores, la hipotesis H0 sc rechazaria si el valor de / fuera mayor que /7. (30, 40).

Puesto que lo anterior resulta ser cierto, se rechaza /1, concluyéndose

quc la prensadora B seria la mejor cleccion.

3.4.3 Distribucidn ¢ de Student

Si se consideran muestras de tamano n extraidas de una poblacion

normal con media gy variancia desconocida, para cada muestra se puede calcular la es-

tadistica T definida mediante la tformula

X = u

X

(3.10)

donde X es el promedio y S, la desviacion estiandar de la muestra.

La distribucién muestral de 7 (fig 23) estd dada por la ecuacion

. U
Ju) =

Ja oL

”’L[—:)w@”"'——. 7"(74 re

en la que U es una constante que hace que el drea bajo la curva sea igual auno, yv=n -1

es ¢l nimero de grados de libertad.



vig 23, Distribucidn t de Student para distintos valores de v

l:a la fig 23 se aprecia que conforme v (o n, el tamaio de la muestra) aumenta, fa distribu-
cion de f(¢) se aproxima a la distribucidén nommal.

3.4.3.1 Limites e intervalos de confianza

De manera similar a como se hizo con la distribucidon normal, ¢s posi-
ble estimar los limites de confianza de la media, u, de una poblacién mediante los valores
criticos, t,, de la distribucion t, que dependen del tamafo de la muestra y del nivel de con-
fianza deseado, encontrindose dichos valores en la tabla 10.

Asi pues,

representa un intervalo de confianza para f, a partir del cual se puede estimar que u se

encuentra dentro del intervalo

_ Oy . 0
X —1, ——-———<;1<X+tc
n—1 n—1

En términos generales, los timites de confianza pata la media de la
poblacion se representan como '



TABLA 10. VALORES t, PARA LA DISTRIBUCION
t DE STUDENT

s

fe

v ’.995 1.99 ’.975 t,95 [ .90 ! 80 t.75 .70 ! 60 ’.55

1 | 63.66 31.82 | 1271 631 | 3.07 1.376 | 1.000 727 | 325 | .is8
2 9.92 696 | 430 292 | 189 1.061 | .816 6171 289 | .142
3 5.84 454 | 318 235 | 164 978 | .65 s84 | 275 | .138
4 4.60 375 | 218 213 | 153 941 | 741 569 | 271 | .134
5 4.04 336 | 2.58 202 | 148 920 | 727 s60 | 267 | a32
6 3.71 314 | 245 194 | 1.44 906 | .78 s3] 265 | 131
7 3.50 300 | 236 191 | 1.43 896 | .11 s49 | 263 | 130
8 3.36 290 | 2.31 1.86 | 1.40 889 | .706 s46 | 262 | 130
9 3.25 282 | 226 183 | 1.38 883 | 703 543 | 261 | 29
10 3.17 276 | 223 181 | 1.37 879 | 200 sa2 | 260 | 129
T 311 272 | 2.20 1.80 | 1.36 876 | .697 s40 | 260 | .129
12 3.06 268 | 218 178 | 1.36 873 | .695 539 | 259 | .128
13 3.01 265 | 216 177 | 136 871 | .694 538 | 259 | .28
4 | 298 262 | 214 176 | 1.34 868 | .693 537 | 258 | .28
s 2.95 261 | 213 175 | 134 866 | .691 536 | 258 | .28
16 292 c258 | 2.12 175 | 134 865 | .690 535 | 258 | 128
17 2.90 257 | 211 174 | 133 863 | .689 s34 | 251 | 128
18 2.88 255 | 2.10 173 | 133 862 | .688 s34 | 251 | .28
19 2.87 254 | 2.09 173 | 133 861 | .688 533 | 257 | a2
20 2.84 253 | 2.09 172 | 132 860 | .687 533 | 257 | a2
21 2.83 252 | 2.08 172 | 132 859 | .686 532 | 256 | 27
22 2.82 251 | 207 172 | 132 858 | .686 532 | 256 | 27
23 2.81 250 | 207 171 | 132 858 | .685 532 | 256 | 121
24 2.80 249 | 2.06 171 | 132 857 | .685 531 | 2s6 1 127
25 2.79 248 | 2.06 171 | 132 856 | .684 531 | 256 | 27
2 2.78 248 | 2.05 171 | 132 856 | .684 531 | 256 | .27
27 2.7 247 | 205 171 | 131 ‘855 | .683 531 | 256 | 127
28 2.76 247 | 2.0s 170 | 131 855 | .683 530 | 256 | 127
29 276 246 | 2.04 170 | 131 854 | .683 530 | 256 | 27
30 2.75 246 | 2.04 170 | 130 853 | .683 530 | 256 | 27
40 2.70 243 | 2.02 168 | 130 851 | 681 529 | 255 | 126
60 2.66 239 | 2.00 167 | 130 848 | 679 528 | 254 | .126
120 2.62 236 | 198 166 | 1.29 845 | 677 526 | 254 | .26
oo 2.58 233 | 196 1645 | 1.28 842 | 674 s24 | 253 | 126




55

3.4.3.2 Pruebas de hipdtesis

La prueba de hipdtesis para la media de una poblacion se puede efec-
tuar con muestras pequenas en forma andloga a la de muestras de tamafio mayor de 30 si
en lugar de utilizar a la estad {stica Z se emplea la T. Entonces, si se consideran dos muestras
aleatorias cuyos tamarfos, desviaciones estindar y promedios son Ny, SX, X y ny, Sy, }-’,
respectivamente, extraidas de poblaciones normales de igual variancia (o}, = 0}), se
puede probar la hipotesis, HO, de que las muestras provienen de una misma poblacidn,

es decir, de que también sus medias son iguales, u'tilizando la estadistica T definida por .

T = (3.1
1
ny
+ donde
n, S + n, S2
. X °x Y Oy G

nX+n},—2

cuya distribucidn es la t de Student, conv = ny +n, — 2 gradosde libertad.

Ejemplo

Conforme al plan de-desarrollo agricola de una region, se probd un
nuevo fertilizante para maiz. Para ello se escogicron 24 ha de terreno, aplicindose dicho
producto a la mitad de ellas. El promedio de produccién de maiz en la zona que se us?
fertilizante fue de 5.3 ton, con una desviacidn estdndar de 0.40 ton, en tanto que ¢n fa Oti

zona el promedio fue de 5.0 ton, con desviacidon estdndar de 0.36 ton

De acuerdo con los resultados, ;jse puede concluir que éxiste un sumen
to significativo en la produccion de maiz al usar fertilizante, si se utiliza un nivel de signifi

cancia de .

a) 0.0l

b) 0.05?
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Solucion

Para probar la hipotesis de igualdad de medias es indispensable saber pri-
mero si las muestras provienen de dos poblaciones normales de igual variancia. En ese caso,
si uf\, y 0y denotan a las variancias de la produccion de maiz en la zona tratada y en la no
tratada, respectivamente, se debe probar la hipotesis nula Iy: oj, = o’y en contra de la

hipotesis alternativa /{,: oy > o} a los dos niveles de significancia establecidos.

El valor de la estadistica /- es, de la ec 3.15,

S? 2
.40
I = X (0.40) = ;.27

Si (0.36)?

y el valor critico de /7 (11, 11), obtenido de la tabla 9 mediante interpolacién linecal, re-
sulta 4.47. Por lo tanto, como 1.27 < 4.47, se acepta la hipotesis nula a un nivel de signi-
ficancia de 0.01.

, El valor criticode F (11, 11) a un nivel de significancia de 0.05 (ref 9)
¢s 2.82, de shique como 1.27 < 2.82, también se acepta la hipdtesis H,.

Con base en lo anterior, se debe decidir entre las hipOtesis

IIO: By = Hy (la diferencia en los promedios se debe al azar)

HI: By > By (el fertilizante mejora la produccién)

Bajo la hipotesis H, se tiene que

_ /Sy Sy 120408 + 120307
T/ Tne+n, -2 12+ 12 -2 '

por lo cual
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a) Puesto que se trata de una prueba de una cola.a un nivel de significancia
de 0.01, se rechaza la hipotesis H, si t es mayor que el valor critico, f_, correspondiente
a dicho nivel, el cual parav=n,+n,- 2= 12+ 12 — 2 = 22 grados de libertad, se obtienc
de la tabla 8 como t, = 251. Comor<1t,, lahipotesis H0 no se puede rechazar a un nivel
de significancia de 0.01.

b) Si el nivel de significancia de la prueba es de 0.05, se rechaza H si t es
mayor que el valor £, respectivo que para 22 grados de libertad es 7, = 1.72, por lo que
de acuerdo con lo anterior, H0 se rechaza a un nivel de significancia de 0.05.
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CARTAS DE CONTROL

Por: M en I Augusto Villarreal A. *

INTRODUCCION

Aunque existe la tendencia generalizada a pensar que el Control-

de Calidad es de desarrollo reciente, realmente no existe nada -

nuevo en la idea bésica de elaborar un producto caracterizado por

un alto grado de uniformidad.

Durante siglos, hdbiles artesanos han procurado elaborar produc-
tos que se distinéa? por;Su superior calidad,\& una vez que han =
ldgrado obtener un cié}to estdndar de calidad Sptimo, eliminar -
dentro de lo posible la variaciéﬁ entre productos que nominalmen-

te deben resultar iguales.

La idea de que la Estadistica puede resultar un instrumento muy -
util para aségurar un estindar adecuado de calidad para losvpro-
ductos manufacturados, se remonta no mids alld del advenimiento de
la produccién masiva, y el uso extendido de los métodos estadisti
~ cos para resolver“problemas de control de calidad es ain mds re-

ciente.

Muchos problemas que aparecen durante la elaboracidn de un produc
to son susceptibles de ser resueltos empleando tratamientos esta-
dfsticos, por lo gque al hablar de control estadistico de calidad,
nos estaremos refiriendo esencialmente a las dos técnicas especia
les que se discutirén en esta parte del curso: uso de las Cartas

de Control y muestreo de aceptacién.

* Profesor Investigador, Divisién de Estudios Superiores e Insti
tuto de Ingenierfa, UNAM
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Conviene mencionar que la palabra calidad, al ser empleada de -

aqui en adelante, se referir& a alguna propiedad medible o conta-
blé de algln producto, tal como el didmetro de un balfn de acero,
la resistencia de una viga de cdncreto, el nGmero de defectos en

una pieza de tela, la eficacia de cierta droga, etc.
IDEAS SOBRE CARTAS DE CONTROL

A muchos individuos les puede sorprender el hecho de que dos artil
culos aparentemente idénticos, elaborados bajo condiciones cuida-
dosamente controladas, de las mismas materias primas, y por una -

misma mdquina con diferencia de pocos segundos, puedan, sin embar

go, diferir en muchos aspectos.
i
~

En efecto, cualquier proceso de manufactura, aun siendo muy bueno,
se encuentra caracterizado por una cierta cantidad de variacibn -

‘que es de naturaleza aleatoria, y. gque no puede ser eliminada en -

forma completa.

Cuando la variabilidad presente en un proceso de produccibén se 1li

mita a variacibn -aleatoria se dice que el proceso se encuentra en

un estado de control estadistico.

Tal estado se puede alcénzar cuando se eliminan aquellos proble-

mas causados por otro tipo de variacibén, llamada variacibén siste-

mitica, que es de naturaleza m&s bien deterministica, y que se - -
e e—— . ¢
puede achacar, por ejemplo, a operadores mal entrenados, materia

prima de baja calidad, m8quinas en mal estado, etc.

Ya que los procesos de manufactura se encuentran rara vez libres
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de estos problemas, conviene contar con algfin método sistemdtico
para detectar desviaciones serias de un estado de control estadis
tico cuando ocurren, o inclusive antes de que ocurran, tales des-

viaciones.

Ese método sistemitico de deteccibn se puede tener mediante el em

pleo de las llamadas Cartas de Control.
TIPOS DE CARTAS Dﬁ CONTROL

En lo que sigue distinguiremos entre las cartas de control para -

mediciones o variables (X, R, o) y las cartas de contrcl para atri

butos (p, c¢), dependiendo de que las observaciones que estemos ana

lizando sean mediciones o datos contados o calculados, respectiva-

mente.

Un ejemplo del primer caso seria la longitud d€ las Qarillas de
acero de una muestra. Como ejemplo del segundo caso tendriamos -

el nGmero de focos defectuosos en una muestra de tamano dado.

-

CONFIGURACION DE LAS CARTAS DE CONTROL

En cualquiera de los casos mencionados, 'una carta de control con-

siste de una Linea Central, correspondiente a la calidad promedio

-

a la que el proceso debe fdncionar, y dos lineas que corresponden

al Limite Superior de Control (LSC) y al Limite Inferior de Con-

trol (LIC), reépectivamente, tal como se muestra en la Fig 1,



CARACTERISTICA BAJO INVESTIGACION

A
e o e [LIMITE SUPERIOR DE CONTROL

AN
/v o

[ T T T TNCUMITE INFERIOR DE CONTROL

R S SR . 2 —
t 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1N 1w
NUMERO DE MUESTRA

Fig 1. Aspecto general de una carta de control

Estos limites se escogen en forma tal que los valores que se en-

4

cuentren dentro de ellos se puedan atribuir al azar, en tanto que

los valores que caigan fuera de ellos se puedan considerar como -

indicaciones de falta de control.

No obstante la idea anterior, conviene mencionar que en la Fig 2

que se presenta a continuacién se pueden considerar otras posibles

¥

sitvaciones de "falta de control" que ameritan investigarse:

1.

2.

Cuando dos de tres puntos sucesivos caen en la zona A.
Cuando cuatro de cinco puntos sucesivos caen en la zona
B o mds alls&.

Cuando ocho puntos sucesivos caén en la zona C o mis alléd.

o'



_/—LIMITE DE CONTROL

ZONA A

O ae ® O D oo DGR WD D W G W) a0 C3 O @D i GO0 S0 GD oD O WD ol o

ZONA B

- - L] - ) «n - my

~<ZONA C

N LINEA CENTRAL

Fig 2 Diagrama que define 'las zonas A, B y C usa-
das en el andlisis de Cartas de Control.
Debe hacerse notar que cada una de las zonas A, By C constituye
la tercera parte del drea entre la linea central y un limite de -
control, y que las pruebas mencionadas se aplican a ambas mitades

de la carta de control, pero se aplican separadamente para cada -

mitad, y nunca a las dos mitades en combinacifn.

'
EXPLICACION DEL EMPLEO DE LAS CARTAS DE CONTROL
Si se grafican en una carta los resultados obtenidos a partir de
muestras tomadas peribdicaemente a intervalos frecuentes, es posi
bie verificar por medio de ella si el procesc se encuentra bajo
control, o si se encuentra presente en el proceso la variacién -

sistemética del tipo descrito anteriormente.

Cuando un punto graficado cae fuera de .los limites de control, es
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necesario encontrar el problema que causé tal evento dentro del
proceso. Pero aun si los puntos caen dentro de.los lfmites men
cionados, alguna tendencia, o cierto patrén de los mismos, puede

indicar que se debe llevar a cabo alguna accib6n para p}evenir Yy

asf evitar algln problema serio.

ﬂa habilidad para "leer" las cartas de control y para determinat
a partir de ellas cudl accifn correctiva debe llevarse a cabo, -
se obtiene a partir della experiencia y del juicio altamente de-
saffollado. Un practicante del control estadistico de la cali-
dad debe no s6lo comprender los fundamentos estadisticos de la -
materia, sino también encontrarse identificado plenamente con ios

procesos que desea controlar.
CARTAS DE CONTROL PARA MEDICIONES (VARIABLES)

Cuando se requiere establecer control estedistico de la calidad .
de alg@n producto en términos de mediciones o variables, es cos
tumbre ejercer tal control sobre la calidad media del proceso, =

~al igual gque sobre su variabilidad.

La primera meta se logra al graficar los promedios de muestras -
extrafdas perifédicamente en la llamada carta de control para los
promedios, o simplemente carta X. La variabilidad se puede con-
trolar de igual forma si se grafican los rangos o las desviacio-.
nes estdndar de las muestras en las llamadas cartas R o cartas o,
respectivamente, dependiendo de cufl estadistica se emplee para

estimar la desviacibén estdndar de la poblacién.

Si se conocen la media p y la desviacibn esténdar o de la pobla-
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cibén (prcceso) y es razonable suponer las mediciones obtenidas =
como muestras extrafdas de una poblacifn normal; se puede asegu-
rar que con probabilidad 1 - o el promedio aritmé&tico de una - =

muestra aleatoria de tamafio n se encontrari entre

g . o
H = 2z — y + 2z —————
/2 o ofa g
d
- - + . -
L! zu/z °X Y H z(!/z Ux
puesto que oy = /i_ para el caso de la distribuci6én muestral
: n

del éromedio aritmético, cuando se muestrea de una poblacién infi
nita. La suposidfén de que la extraccifén de muestras aleatorias’
se hace de una poblacifén infinita es vélida en el caso presente,
puesto que, por ejemplo, la produccibébn de cierto producto en una

fdbrica tiende a infinito conforme pasa el tiempo.

Los dos l1limites anteriores (ut za/zoi) proporcionan entonces limi
tes inferiores y superiores de control y, bajo las suposiciones -
anteriores, permiten al practicante del controi de calidad deter-
mirer si se debe o no'llevar a cabo algGn ajusté en el proceso, -

al graficar los promedios aritméticos obtenidos de muestras de ta

mano n  en una carta como la que se muestra en la Fig 1.

Conviene establecer en este momento que al emplear una carta de con
trol para los promedios, lo que se hace realmente es probar hipbte-
sis nulas de que a un cierto nivel de confianza l-a el valor de la

media de la distribucidn muestral de los promedios sea igual al valor de
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la calidad nominal del proceso, o al de la calidad media calculada
para el mismo, oo Para estas pruebas secuenciales‘de hipbtesis, ge
emplean como estadisticas de prueba los valorés de los promedios =
aritméticos obtenidos de muestras aleatorias extrafdas de la pobla-.
" cibn (o proceso). Es decir, se realizan pruebas de hipbtesis para

las cuales

(Prueba de dos colas; cada prueba se =
realiza com el valor X, de la muestra i)

. i
H; . U#Uo

en donde u es la media de la distribucién muestral del promedio arit
»

mético, u, la calidad nominal o calidad media calculada del proceso,y

ii (i=1,2,3,...) el valor del promedio aritmético obtenido de la iési

ma muestra aleatoria. La forma secuencial de estas pruebas de hip6-

tesis se muestra en la Fig 3 que se presenta a continuaci6n.

Regidn de
rechazo

>Regién de

| ‘o
u I I I Py aceptacion
. \I 1 X2\ | \I 1 X5
u-2 1 } } t +
A y )
j . j . . N° de 1’
0 h 1 2 3 4 i muéStra | Regidn de
‘ rechazo

'Fig 3 Pruebas de hip6tesis que se realizan al emplear
' una carta de control para los promedios
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Si se consideran problemas prdcticos, los valores de y y ¢ del pro
ceso se desconocen, Yy es entonces conveniente estimar sus valores
a partir de muestras tomadas mientras el proceso se encuentre "ba~
jo control"”, tal como se explica m&s adelante. En la préictica es

entonces diffcil llegar a establecer limites de control del tibo
g

a
s~
muchos casos es demasiado arriesgado considerar a las mediciones -

H*Z

al desconocerse u y o, independientemente de que en -

como muestras aleatorias extrafdas de una pohlacién normal.

En lugar de lo anterior, en el control de calidad industrial se em
plean comlinmente los lfmites de control de "tres desviaciones es-

t&ndar" o de "tres sigmas", que se obtienen al sustituir a zm/2 -

por un 3 al calcular los lfmites de control.
~ Conforme a lo anterior, con los limites de control

u: 3o0s g e 3 —2

X | /h

se puede confiar en que en el 99.73% de los casos el proceso no -
ser& declarado "fuera de control”, cuando de hecho se encuentra "ba

jo control". - ‘ .

En otras palabras, estos lfmites de control permiten considerar -

que la probabilidad mixima de rechazar la’hipétesis

Hy ¢ 0 = 90
cuando deberfa de ser aceptada (probabilidad de cométer un error de
tipo I) es de 0.27%, 6siendo %) un valor de calidad fijo del proceso,

y 6 el del par&metro correspondiente de la distribucibén muestral de

la estadistica bajo consideracién.
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ELABORACION DE LA CARTA DE CONTROL PARA LOS PROMEDIOS (X)

a. Caso en que se ccnocen la media p y la desviacién estdndar o

de la poblacibn.

Linea central u
Limites de control ut30§ d ut 3—%7
' /n
6 u* Ao , siendo A = 3

/n
en donde los valores de A se obtienen de la tabla I, en fun-

cién de n, el tamano de la muestra.

Ejemglo; Sea el proceso de elahcracibn de varillas de acero
para las cuales se sabe que el didmetro medio es -
de 2.5 cm, con una desviacibn estdndar de 0.01 cm.
Se desea efectuar control del cidmetro de lasimis-l
mas, para lo cual se extraen perifdicamente mues-
tras de cinco varillas. Se pide establecer la 11~

nea central y los limites de control para una car

ta X.

Solucibn. Siendc u = 2.5 cm, o = 0.01 'y n

5, se tiene -~

que:
Lirea central = u=2.5

Limites de control:

2.5¢ 3 —%— = 2,5+ L0015 5, 0,0134 =3 2.5134, 2.4866
i /5 ”
o, de la tabla I -

2.5+ Ao = 2.5t 1.342(0.01) = 2.5: 0.01342 =r2.51342, 2.48658
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b. Caso en que se desconocen u Yy 6.

Para este caso, que es el mis com@n, es necesario estimayr, comc -
se dijo antericrmente, tales parénetros con base en muestras pre-
liminares. Para el caso, normalmente se acostumbra emplear un -

minimo &e¢ 20 a 25 muestras de 4 & 5 elementos, obtenidas consecu-

tivamente cuando el procesc ests "bajo control".

Sin embargo, como veremos mis adelante, se pueden emplear procedi
mientcs estadfsticos mds formales para determinar el nGmero de mues

tras ( de elementos en las mismas) m&s adecuado para las cartas X.
Y p

Entonces, si se utilizan « muestras preliminares, cada una de¢ tama-
no n, se puede estimar con adecuada precisién el valor de p median-

te

siendo X un estimador inses¢ado y consistente de u, donde ii denota

al promedio aritmético de la iésima muestra, Vv X es el promedic de

3

los promedios de las muestras.

El valor de o de la poblaciéin puede ser estimado a pértir de las

desviaciones est8ndar o de lcs rangos de las'muest;gs. Si el ta;
mafio de las mismas es pequefio, usualmente el rangc proporciona un
estimador eficiente de o, ademis de que el proceso de cdlculo del
mismo es bastante mds sirgle éue el de la desviacifn estdndar para

las muestras.

Sin emhargo, es conveniente, cuando se requiere bastante precisién
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en el cdlculo de los limites de control, estimar a ¢ mediante las

desviaciones est8indar de las muestras. Tal es el caso, por ejem-

plo, de muestras de productos que son caros, Yy que deben destruir

se al momento de tomar las mediciones.

b.1

Estimando a o mediante los rangos de las muestras

Hay que obtener primero el valor ﬁ, qgue es el rango promedio

de los rangos de las « muestras, es decir,

Puesto que la estadistica R siempre estima por encima de su

valor real a la desviacibén estindar de la poblacibn, se ob-
tiene un estimador sesgado. Debidq a ello, es indispensable
afectar el valor de R en forma tal de obtener un estimador -

insesgado de o, para lo cual se hace

Q-DI'JUl
)

Estimador insesgado de o =

El factor d, en la expresidn anterior se obtiene exﬁerimenta&
mente al identificar el valor de la media en {Eé distribucip},
nes muestrales del cociente R/¢c para distintos vélores de h;

considerando una poblacibén en la cual ;lFValor’de 0 es cono-
cido. Por ejemplo, para muestras de tamafio cinco (n=5), se

ha obtenido experimentalmente el valor d4,=2.326, tal como se

muestra en la Fig 4.



Distribucidén muestral
para n = 5

Frecuencia

uR/o = 4

Fig 4. ~Distribucibn muestral de R/¢ para n=5,
suponiendo ¢ conocida.

En la tabla I se presentan los valores del factor d, para dis
tintos tamanos de muestra, observ&ndose que conforme se incre
menta el valor de n aumenta el de ese factor, lo cual permite
concluir que el rango estima mejor a la desviacibén esténdar -

cuando las muestras son pequeiias.

De acuerdo con lo anterior, se pueden emplear las sigquientes
expresiones en la elaboracifn de la carta de control para los

promedios:

Lfnea Central — X

Limites de Control X+3—2— - 8 X+
- Yy d, /A

Para abreviar el c8lculo de los limites de control a partir
de los rangos de las muestras, se ofrece en la tabla I el fac

tor
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cuyo empleo permite establecer los limites de control como
;i‘ Azﬁ

Estimando a o mediante las desviaciones esténdér de las mues -

tras

Se debe obtener primero el valor de ;, que es el promedio de-

las desviaciones estandar de las muestras, es decir

Ql
|
[ e B
[42]

En donde S; denota la desviacién esténdar de 1la iésimalmueg
tra. No siendo tampoco ¢ un estimador insesgado de la desvia
cibén estdndar de la poblacién, yé que siempre la estima  por -
abajo de su valor real, hay que afectar dicho valor por un -
cierto factor para hacerlo insesgado, es decir |

;\

Estimador insesgado de o = -y

Los valores de c, se reportan en la tabla I en funcibn del ta
mano de la muestra, y se obtienen mediante un procedimiento -

similar al explicado para el factor d,.

Con base en lo anterior, los paré&metros de la carta de control

para los promedios son. los siguientes:

Linea Central — X

Limites de Control X+3-2 6 X+ 3a
Yn . Can
t

De nuevo, para abreviar el cdlculo de los limités de controi

para la carta X, pbtenidos ahora a partir de las desviaciones
estindar de las muestras, se puede emplear el factor dado en

la tabla I .

A = 3
Cz/n—
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con el cual ‘los limites de control quedan como

th,0

=i

NUMERO MINIMO DE MUESTRAS REQUERIDO PARA LA ELABORACION DE
CARTAS X

En este momento conviene establecer el nGmero minimo de mPestras -
preliminares, m, asi como el tamano de las mismas, n, que es nece-
sario considerar para estimar adecuadamente los paré&metros de una

carta de control para los promedios.

e

que
El asegurar/un minimo de 20 0 25 muestras con 4 o 5 elementos cada

una son necesarias para obtener los valores de f; R o 3, frecuente-
meﬁte choca con el argumento de que por razones de costo,.tiempo, -
etc., se debe emplear un nfimero menor de ellas. Por‘ello, se ‘han -
preparado tablas como las II y IIlque se presentan al final, que -

permiten obtener una solucidn cuantitativa para este problema.

‘Cuando se emplea el rango R como estimador de ¢ para la elaboracién
de una carta X, y como se veri. mis adelante, para una carta R, la -
tabla II permﬁte determinar el nfmero minimo, m, de muestras de ta-
mafio n que se deben emplear para tener poco mds de un 98% de nivel

de confianza de que los promedios aritméticos obtenidos de las mues
.tras se encuentren dentro de los limites de control que se calculen
para la carta X, suponiendo inicamente la presencia de variacibén - -

aleatoria.

De la misma manera, se establecen en la tabla III los _valores 6pti-
mos de m y n,cuando se emplean las desviaciones estdndar de las -
muestras para obtener el estimador o de la desviacibn esténdar de

la poblaciéh.
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Sea una fébrica que produce varillas de acero,en

la cual se desea ejercer control sobre el peso de

las mismas. Para ello, se seleccionan veinte mues

tras aleatorias de cinco varillas cada una, obte- -

niéndose los valores que se reportan en la tabla

siguiente:

- Valores individuales del peso, Kg Promedio Desviacidn
Numero de P Rango -
la mudstra Arltrq_etlco - estandar
X, 5. Xg X, Xg ' X R S
4
1 1.1 9.4 | 11.2 |.10.4 | 10.1 10.44 1.8 0.6651
2 9.6 | 10.8 | 10.1 10.8 | 11.0 10.46 1.4 0.5276
3 9.7 | 10.0 | 10.0 9.8 | 10.4 9.98 0.7 0.2400
4 10.1 8.4 | 10.2 9.4 | 11.0 9.82 2.6 0.8727
5 12.4 | 10.0 | 10.7 | 10.1 11.3 10.90 2.4 0.8832
6 10.1 10.2 | 10.2 {11.2 | 10.1 10.36 1.1 0.4224
7 1.0 | 11.5 {11.8 | 11.0 | 11.3 11.32 0.8 0.3059
8 11.2 | 10.0 | 10.9 [11.2 | 11.0 10.86 1.2 0.4454
9 10.6 | 10.4 | 10.5 | 10.5 | 10.9 10.58 0.5 0.1720
10 8.3 | 10.2 9.8 9.5 9.8 9.52 1.9 0.6493
11 10.6 | 9.9 | 10.7 [10.2 |11.4 10.56 1.5 0.5083
12 10.8 | 10.2 | 10.5 8.4 9.9 9.96 2.4 0.8357
13 10.7 | 10.7 | 10.8 8.6 | 11.4 10.44 2.8 0.9562
14 11.3 | 11.4 | 10.4 | 10.6 | 11.1 10.96 1.0 0.3929
15 1.4 | 11.2 | 11.4 | 10.1 11.6 11.14 1.5 0.5352
16 10.1 10.1 9.7 .8 |10.5 10.04 0.8 0.2800
17 10.7 | 12.8 | 11.2 | 11.2 |11.3 11.44 | 2.1 0.7116
18 11.9 11.9 11.6 12.4 11.4 11.84 1.0 0.3382
19 10.8 | 12.1 11.8 9.4 |{11.6 11.14 2.7 0.9708
20 12.4 | 11.1 | 10.8 | 11.0 |11.9 11.44 1.6 0.6086
SUMA ... oveveosoosoeossososcsesnnanenscns 213.20 31.80 11.3211
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Solucibn: Puesto que se desconoce la media del proceso, esta se -

puede estimar en forma insesgada mediante

- 20
= l -—
X = ——w L X.
20 i=1 1

Los valores de 'los promedios aritméticos ii (i=1,2,...20)
de las muestras se reportan en la tabla anterior, por lo
cual la linea central es

X = 5 (213.20)= 10.66
Se obtendrin ahora los limites inferior y superior de -
control estimando primero a ¢ mediante los rangos de las
muestras, y después mediante las desviaciones esténda; -

correspondientes.

a. Estimando a o mediante los rangos de las muestras

El valor de R es

20

= 1
R= —=— L R,
20 i=1 i
Los valores Ri para i=1,2,...,20 se encuentran en -

la tabla inicial, por lo que

. =
R = —5 (31.80) = 1.59

Los limites de control para la carta.de los promedios

'

son

+ A, R

L

Y,de la tabla I, para n=5,‘se obtiene A, = 0.577, -

quedando
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10.66 * 0.577 (1.59)

ay
0.92

Q sea

Linea Central —— 10.66

Limites de Control — 10.66%0.92=»>11.58, 9.74

b. Estimando a o mediante las desviaciones esténdar de

las muestras

El valor de o es

- 1 _
o >0 (11.3211) = 0.57

Los limites de control son ahora

*t Ay 'c

1

De la tabla I, para n=5, se obtiene
. A = 1.596, quedando

10.66 * 1.596(0.57),

0.91
0 sea ' p

Linea Central —— 10.66 ;f

e
It

Limites de Control — 10.66t0.91.£;11.$7, 9.75

rd

-

En la Fig 5 que se presenta a continuacibén se muestra la éarta de

control obtenida empleando ambos procedimientos;
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iz +— -
- LSC= 11.5%,1L.58

" 1 ; | /,\V/
N\ LC = 10.bb

i /\\/\ Y -
1o ~_\/ _ \/\/ LIc= q34 435

i Ny b VL) 5
Y 5 10 \5 EL Ne de &

wugstra

Fig 5 Carta de control X obtenida para el ejemplo de las
varillas de acero

CARTAS PARA CONTROLAR LA VARIABLILIDAD DE UN PROCESO

Al controlar estadisticamente un procesé puede no ser suficiente -
fijar la atencidn en su "calidad media", sino tambi&n en la variabi-
lidad del mismo. Aun cuando es razonable suponer que un incremento
en las fluétuaciones de los valores de los promedios aritméticos
graficados en una carta X se relaciona con un incremento enla va-
riabilidad del proceso, es posible determinar con mayor objetividad
y precisidn los cambios que experimenta &sta mediahte el empleo de
las llamadas cartas R y o, que se elaboran a partir-de los rangos ¥y

\

‘las desviaciones estédndar de las muestras, respectivamente.

Conviene mencionar que aun cuando cualquiera de las dos cartas men-
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cionadqﬁ permite ejercer controi estadistico sobre la variabilidad.
de’un ﬁibcesé, usualmente se prefiere la carta pafa los rangos, R,
Yya que su elaboracibén es mé&s sencilla que la de o,que corresponde a
las desviaciones estédndar. Por otra parte, la carta R conduce a -
resﬁltados altamente confiables, a la vez que muestra con claridad'
ciertas tendencias de los valores de las muestras que deben inveg-
~tigarse.

IMPORTANCIA DEL CONTROL DE LA VARIABILIDAD DE UN PROCESO

La importancia del control sobre la variabilidad de un proceso me-
diante el empleo de las cartas para los rangos o las désviaciones
esténdar, se hace evidente al considerar que un cambio brusco en -
aquella caracteristica es de consecuencias mis serias gue un cambio
similar en la "calidad media". Si el proceso experimenta un cambio
en ésta Gltima, normalmente se puede regresar al punto devpartida -
efectuando ajustes simples en los dispositivos de produccibdn (por -

ejemplo, recalibracibén de herramientas de corte,dosificadoras, etc).

Sin embargo, si el proceso sufre un cambio brusco en su variabilidad,

para regresar al punto de partidason necesarios ajustes més costosos

y tardados, tales como reparaciones mayores en los dispositivos de

produccibn, o inclusive la compra. de un nuevo dispositivo de procesa

miento.

Los cambios efectivos en la variabilidad de un proceso afectan ne-

cesariamente el desempefio de una carta X, ya que, como se recordard,
e
los limites de control para la carta de los promedios se eStablecen
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a partir de los valores R o a que se suponen, despuds de ser afec-
tados por los factores de correccibn correspondientes,como buenos -
estimadores de la desviacién esténdar del proceso. Si los valores
del rango y la desviacibn estindar de las muestras aumentan, se -

hace evidente que la carta X no operard correctamente.

En contraste con lo anterior, los cambios significativos que se ve-
‘rifican en la carta i no necesariamente provocan efectos simiiares‘
en las cartdas R y o,;ya que en la elabqracién de ellas no intervie-
nen los promedios aritméticos de las muéstras, tal como se vera a -

continuacidn. -

. Por lo anteriormente expuesto, es conveniente e¢jercer, cuando asi sea

posible, control simult&neo sobre la "calidad media" y la variabili-

dad de un proceso.

ELABORACION DE LAS CARTA DE CONTROL PARA. LOS RANGOS
(CARTA R) '

Al igual gque para la carta i,isé pueden considerar dos casos dist;g
tos en la elaboracibn de la carta para los rangos: cuando se cono-
ce la desviacidn esténdar o del proceso y cuando &sto no sucede. -
En cualquiera de los éasos anteriores, se debe observar siempre que
el procedimiento de obtencidn 9e la lfinea central y de los limites

de control para la carta R, se basa en la distribucibén muestral de

los rangos de muestras aleatorias de tamafio n, extraidas de una po-

-

blaciftn normal.
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Caso en el que se conoce la desviacifn esténdar ¢ de la - -

Poblacién

De acuerdo con lo anterior, es fdcil comprender que los pari

metros de la carta de control para los rangos son

Lfnea Central— Mp

Limites de Control — uRi30R
Sin embargo, normalmente no conocen los valores de la media y
" la desviacidn estdndar de la distribucifn muestral de los ran-
'gos. En esta situacibn, la 1l8gica indica que para estimar el

valor de hp Se debe empiear el de R, el promedio de los rangos

de muestras preliminares. Sin embargo, si se recuerda que
0=_§__
d,
entonces
§=d20
Y, puesto que se conoce el valor de o, se puede escribir
Linea Central — R o d,o
quedando finalmente
Linea Central —— d,o
en donde los valores de d, se presentan en la tabla I.

Por lo que respecta a or ,lsi se observa nuevamente la Fig 4
se puede ver que la desviacién estindar de la distribucién mues
ral de la estadfstica R/o, para el caso de muestras de tamafio 5

es, en forma experimental

0nsg = d3 = 0.864
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Lo anterior permite considerar que si ¢ es conocida (y por tan

to constante) es valido escribir

O Sea

o_ =0 0 = d3o = 0.864 ¢

En el caso en que n sea diferente de cinco, los valores del -

factor d; se pueden obtener de la tabla I.

Empleando el valor de o asi obtenido, los limites de control

son, en general, los siguientes
h]

doo * 3djo
O sea
d,o - 3d30 > (d; = 3d3)o=>D; o
d,0  3d30 > (dp + 3d3)a=>D, o
en donde

D1 d2 - 3d3 y D2 = d2 + 3d3

' Los valores de D; y D, se reportan también en la tabla I en -

. funcidn de n, el tamano de la muestra.

Conforme a lo anterior, los pardmetros de .a carta de control

para los rangos, cuando o es conocida, son

Linea Central — d, o
Limite Inferior de Control — D, o©

Limite Superior de Control — D, o
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Caso en el que se desconoce la desviacifh estdndar ¢ de la

poblacién

\

En este caso en necesario estimar a Ha de la distribucidn mues
tral de los rangos mediante R, empleando un nfimero adecuado de
muestras preliminares, normalmente el mismo que se emplea para
la elaboracién de una carta X . Al respecto, conviene recordar
que.la carta R (o la o) generalmente se construye después de la
carta X, y que, por lo tanto, se emplean para su elaboracibn -
las mismas muestras aleatorias. De acuerdo con &sto, la linea

central resulta ser >

Lfnea Central — R

En este caso se requieren limites de control del tipo

: RiBUR

" Puesto que ahora se desgonocen op Y o, se pueden hacer, para

el lfmite inferior de control

s O g
 R-3,=RkR-2R R - g-3-R,F&
R R
R
T ds = =
= (1-3 -'/)R=(l—3T—R
B )
g
d, - 3d3 - D, -

Para el limite superior de control se obtiene

R.+ 3cR = R ( I )



En la tabla I se presentan los valores.de

en funcibén de n .

Finalmente, los parémetros de la carta R cuando se desconoce

el valor de o de la poblacibén son los siguientes:

Linea Central —— R
Limite Inferior de Control —— D3R
Limite Superior de Control — D,R

A}

ELABORACION DE LA CARTA DE CONTROL PARA LAS DESVIACIONES
ESTANDAR (CARTA o)

En la elaboracién de la carta para las desviaciones esté&ndar también
se deben considerar los dos casos posibles: cuando se conoce la -
desviacidn esténdar de la poblacibén y cuando &sto no es asi. De -
igual manera, el procedimiento para obtener los parémeytros de la
carta se fundamenta en la distribucidén muestral de las desviaciones
estdndar de muestras aleatrias de tamafio n, extrafdas de una pobla-

cién normal.

a. Caso en el que se conoce la desviacibn estdndar o de la

poblacién'

Con base en la distribucién muestral de las desviaciones estén

dar de las muestfag, se pueden establecer los parémetros de la

carta o, a saber
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Lfnea Central ——
Sx

Lfmites de Control — y + 3¢
Sy Sy .

Al desconocerse, como ocurre normalmente, los valores de - -
usx Y Osy de la distribucifn muestral, se debe estimar pri

mero usx a partir de o, el promedio de las desviaciones es-

t&ndar de las muestras preliminares. Sin embargo, no es nece

sario realizar en este caso ese cdlculo si se recuerda que
g = —2
C2
O sea
g = Co O

Y, en virtud de que el valor de o es conocido, se llega a

[0 (@) Cpo0

Linea Central
quedando finalmente
.Linea Centr;l —— C,0
en donde los valores de c, se pueden obtener de la tabla I.

Bajo la suposicién de que la poblacién de la cual se extraen
las muestras aleatorias se encuentra distribuida en forma nox
mal (o aproximadamente normal), se puede demostrar que la des-
viacibén esté&ndar de la distribucibn muestral de las desviacio
nes esténdar es “

g

- 3

en donde n denota al tamano de las muestras. Empleando el va

d
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lor de Isy anterior, los lfmites de control se pueden esta-

blecer como

uSX- * 305x = Cjy0 t 3
v2n
- "o sea
Co0 = 3 g = (cyp = 3 ) o = B)o
v2n /2n
o]
C20’+3 =(C2+ )0'=320
Y2n 2n
en donde .
Bl = Cz - 3
\ V2n
Bz = C2 +
VY2n

Los valores de B; y B, se proporcionan en la tabla I, en fun-
cidén del valor de n. Entonces, los pardmetros de la carta o

son, finalmente

Linea Central —— c,o0
Limite Inferior de Control — B;o

Limite Superior de Control — B,o .

b. Caso en el que se desconoce la desviacién estdndar o de 1la
poblacién

En este caso es necesario estimar a HSy mediante o, empleando

un nlmero suficiente de muestras aleatorias preliminares.

De acuerdo con lo anterior, la linea central de la carta o es

g

Linea Central



Los limites de control serdn entonces del tipo

-

g t 30
' Ix
Puesto que ahora’ se desconoce el valor de 6, pero se sabe que

o
C2

o =

el limite inferior de control resulta ser

0 - 30s, =0 -3 —2— =g5g-3—%
5% er °2/7n
i 3

. \ Ca ,_Zn

Para el limite superior de control se obtiene

)

s +30g, =(1+—2—)3

cZ/Zn
En la tabla I se presentan los valores de
3 : 3

Y Bu=1+
c2/2n c2/Zn

B3=1_

en funciétn del valor de n.

Finalmente, los pardmetros de la carta o, cuando no se conoce

la desviacibn esté@ndar de la poblacién, quedan como

(¢)

Linea Central

Limite Inferior de Control — Bja

Limite Superior de Control —— B,o
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Ejémglo: Sea el'proceso de elaboracidn de varillas de acexo men-
cionado en la p&gina 10 de estos apuntes. En &l se in-
forma que el di&metro medio de las varillas es igual a -
2.5 em , con desviacibn estdndar de 0.01 cm. En este ca-
SO se pide~éstablecer los éarémetros de las cartas de con
trol R y o, considerando que se extraen periédicamente'-

muestras de cinco varillas.

Solucidn:
a. Carta R ~

, Puesto que se conoce el valor de la desviacibn esté&n-
dar de la poblacibn, y en virtud de que n=5, se obtie

ne, empleando la tabla I

LC d,0 = 2.326(0.01) = 0.02326
LIC—— D;0 = 0(0.01) = 0.0000
LSC D,o = 4.918(0.01) = 0.04918

b. Carta ¢

En este caso, puesto que 0=0.01 y n=5, se obtiene, con

el uso de la tabla I

LC c,0 = 0.8407(0.01) = 0.008407
LIC—— Bjo = 0(0.01) = 0.00000
LSC B,o = 1.756(0.01) = 0.01756
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.Ejemplo: Con el fin de investigar la variabilidad en el proceso de

| L produccibn de varillas de acero mencionado en la p&gina -
16, se desea élaborar las cartas de control R y o corres-
pondientes, consideranqo la informacién contenida en la

tabla de la misma pégina.

Solucién:

En este caso se desconoce la desviacién est&ndar de la po
blacién, por lo cual es indispensable emplear los valores
de R Y o, considerando que el tamafio de la muestra es 5.

a. Carta R .

El valor de R, obtenido durante el proceso de elabora
cibn de la carta X correspondiente, es R=1.59. -~
Considerando este valor, y empleando la tabla I, los

pardmetros de la carta de control R resultan

IC —— R 1.590

0(1.59) = 0.000

LIC—— D3R

LSC—— D4R 2.115(1.59)= 3.363

En la Fig 6 se presenta la carta R para este problema.

b. Carta o
Considerando que.al calcular para este problema los
parimetros de la carta X se obtuvo o = 0.57, la carta

o queda definida con

LC ¢ = 0.57
LIC—— B3o= 0(0.57) . = 0.00
LsC B,o= 2.089(0.57) =

1.19
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En la Fig 7 se muestra la carta de control ¢ correspon

diente,

R &

LSC= 3.363
k-
=
lr” ‘
Lc=1.590
N ot \/\/ Ltc’go.ooo-
)3 [ [} [} l /W“
0 _ 5 no us 20 ‘Neg de \a

~avesta

Fig 6 Carta de control R obtenida para el ejemplo
de las varillas de acero

.5 _
. P.
o Lsl=1.19
Lo ’
N \ //\ /\
LN\ LC=0.5%
NI
; LLC=0.00
r‘ A n#;‘L l,_L\_L4l i 1 kY K ! bl o2 1 l Z@m}
. 5 10 5 20 N2 de \a
muestoa

Fig 7 Carta de control o obtenida para el ejemplo
de las varillas de acero
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CARTAS DE CONTROL PARA MEDICIONES (ELEMENTOS INDIVIDUALES)

Se han establecido. las cartas X, R yo considerando que existe la -
posibilidad de conocer la media u y/o la desviacibn esténdar o de -
la poblacibn (procesg), o bien,cuando estos parédmetros se desconocen,
que es posible obtener un nfimero adecuado de muestras aleatorias del
ella, cuyos tamanos sean cuando menos igual a dos, con el fin de egé

timar con buena precisibén los valores de dichos par&metros.

Sin embargo, en muchas ocasiones_no se conocen los pardmetros del -
proceso, y ﬁnicamehte es posible contar con muestras de tamaﬁo uno,

es decir, muestras con un sqib elemento. Cuando ésto sucede, la téc
nica para calcular los limites de control en las cartas para medicio

nes se fundamenta en el empleo de los llamados rangos mdviles, gque

se explican a continuacién.

Si, por ejemplo, se cuenta con el conjunto de datos xi (i=1,2,...,n)

- registrados en orden, se definen los rangos mbviles de orden dos como

X, - X

es decir

Xp-1 ~ %,

’ o v e Y3

f

Si se trata de rangos méviles de orden tres, &stos se definen como

[
|A

X, - X

. i <. n=-2
i i+2 =

es decir




330

La obtencién de los rangos mbviles de orden superior al tres se .-

hace siguiendo las ideas anteriores.

En forma numérica, si se tienen los datos registrados en orden - -

.4, 6, 4, 3y 7, los rangos mbviles de orden dos son

]4-6l=2,'6.-4 =2,

4 - 3

=1,,3-7]=4

-

y los de orden tres son

| l/4-4,=0,’6—3,=3", 4 -7

El empleo de los rangos méviles para la obtencidén de los limites de

control es importante en este caso; debido a que, si se trata de ran
gos'méviles de orden dos, se puede considerar que el valor de cual-

quiera de ellos debe obtenerse a partir de los valores de dos elemen
tos individuales registrados en orden. Dicho de otra manera, un ran
‘go mévil de orden dos debe provenir de una muestra "ficticia" de ta-
mafio dos. En la misma formz, un rango mévil de orden tres tiene que

obtenerse a partir de tres elementos individuales, lo cual permite -

"crear" muestras de tamano tres.

De acuerdo con lo anterior, es factible establecer los limites de
control para las cartas de control, en el caso de elementos indivi-
duales, empleando los factores de la tabla I, que se encuentran ta-

"bulados a partir de muestras de tamafio dos.
a. Elaboracibdn de la carta X (elementos individuales)

En este caso, la linea central esti dada por

- 1 K
X = — I X.
Kooy 1

en donde Xi (i=1,2,...,K) denota a los valores de los datos -



individuales.

Los<limites de control requeridos son

Puesto que el tamano real de la muestra es
anteriar se puede escribir

X +3-2_-=X=% 3¢

34.

uno, la expresién -

Debido a que el valor de o se desconoce, pero es posible obte-

ner el de R (promedio de los rangos mbviles), la Gltima expre-

si6n puede transformarse algebraicamente de la siguiente manera:

Xt30g=%x2+32R_-5,3R
R - R
o
- 3'§ = -
en donde
3
E = ee——
2 d2

Los valores de E, se pueden obtener de la tabla I en funcibn de

n, que representa ahora el tamaho "ficticio" de la muestra, o

el orden de los rangos mbviles.

De acuerdo con lo anterior, los par&metros

X para elementos individuales son

Lfnea Central — X

Limite Inferior de Control —— X

=i

Limite Superior de Control ——

de la carta de control
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b. Elaboracién de la carta R* (rangos méviles)

En este caso, la linea central estd dada por el valor del pro-

medio de los rangos mdviles, es decir
- K
R = - R,
. i=1
En donde Ri.(i=1,2,..,,K) denota a los valores de los rangos =

mbviles, thenidos a partir de los datos individuales registra-

dos en orden.

Los 1lfmites de control se obtienen considerando que se descono
ce el valor de la desviacibn est&ndar de la poblacibn, en la -

forma ya explicada para la cérta R.

De acuerdo con lo anterior, los par@metros de la carta de con-

trol R* para los rangos mbviles son

Lfnea Central -——— R
Lfmite Inferior de Control — D3R
Lfmite Superior de Control -—— D4R

_en donde los valores de Dy y D, se obtienen de la tabla I en -
funci6n de n, el tamano "ficticio" de la muestra, u orden de -

los rangos mbviles.

Ejemplo: Considérese un proceso de destilacidn y mezclado de al-
cohol, para el cual se desea ejercer control sobre el -
porcentaje de metanbl existente. Se extraen 26 lotes -
sucesivos de alcohol, y se obtiene el porcentaje de meta

nol correspondiente para cada uno de ellos. Los valores
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se presentan en la tabla siguiente, y se pide construir

cartas X y R* considerando rangos mbéviles de oxrden dos.

-

Carta X

L

25

26

[ I o BN

{ Lote Porcentaje de Rango Lote Porcentaje de Rango
! metanol, mdvil,R metanol, X mévil, R
-1 - 14 5.5 ' 0.1
2 0.1 15 : 5.2
3 0.4 16 4.6 0.6
4 0.4 17 5.5 ° 0.9
5 0 18 | 5.6
6| .1 19 . 5.2 |
7 .2 20 4.9 0.3
8 21 4.9 : 0
9 . 22 5.3 / 0.4
10 . - 23 5.0 0.3
11 . 24 4.3° 0.7
12 . 25 4.5 0.2
13 0. 26 4.4 0.1
SUMA - 128.1 7.2
Solucibn: El valor del proredio de los rangos méviles de orden dos

= 1. (7.2) = 0.288

i 25

La lfnea central de esta carta es X, cuyo valor es

26
L
i=1

=X,  (128.1) = 4.927

i 26
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De la tabla I se obtiene E, = 2.66 para n=2, -

siendo los lfmites de control

X + Eo,R = 4.927 + 2.66 (0.288)

4.927 + 0.7661
Finalmente, los pardmetros de la carta X quedan como

LC — 4.927
4.927 - 0.7661

LIC 4.16;

4.927 + 0.7661 5.693

- LSC——

En la Fig 8 se presenta la grdfica correspondiente.

b. Carta R¥*

La lfnea central para esta carta es R = 0.288, y los
lfmites de control se obtienen empleando la tabla I

considerando que n=2. De ahi que

LC — 0.288

LIC— D3R = 0(0.288) = 0.000

3.267(0.288) = 0.941

LSC—— D4R

La Fig 9 muestra la carta R* para este problema,



X
__W

o E-
r
: \_‘5(_:5.693
STWAA/\Vf\u[\\/\ Lc= 4.92%
3 LIC = 4161
& '
qu‘nlllLl.llllllllLlLl‘.Ll_jltl -
ol 5 - 0 15 20 25 Ne de la
. ' wuesira
Fig 8 Carta de control X obtenida para el
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-fig 9 Carta dé ccntrol R* obtenida para el
ejemplo de los lotes de alcohol
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CARTAS DE CONTROL PARA ATRIBUTOS

El término atributo, tal como se emplea en el control de calidad,
indica la propiedad que tiene un producto de ser bueno o malo, es
decir, permite reconocer si la caracteristica de calidad del mis-

mo se encuentra dentro de ciertos requerimientos especificos o no.

~Aunque generalmente se puede obtener informacibén m&s completa de -
las mediciones hechas a productos‘terminados, a ' menudo consume me-
nos tiempo y dinero el comparar la calidadde un producto en contra
de ciertas especificaciones minimas, sobre la base, por ejemplo, -

h]

de considerar que sirve o no, o que es bueno o malo.

Por ejemplo, al ejercer control sobre el difmetro de un balin de -
acero, es mis simple y répido el determinar si éste pasa por un -
agujero hecho en una placa de acero templado con el didmetro adecua

‘do, que realizar la medicién del didmetro con un micrdmetro.

Se establecerénahora loé‘dos tipos fundamentales de cartas de control
que se utilizan en conexibn con el muestreo por atributos: la carta
para la proporcibén de elementos defectuosos, o carta p, y la carta -

para el nlimero de defectos,o carta c.

Considérese por ejemplo una muestra de 50 fusibles en la cual se en

contrd, despuds de probar todos ellos, que contiene dos elementos -

defectuosos. En este caso, la proporcién de fusibles defectuosos -

en la muestfa es de 2/50 = 0.04.

Por otra parte, debe observarse que si se prueba una sola unidad -

producida, esta puede tener varios defectos pero, sin embargo, pue-
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de o no ser una unidad defectuosa. Tal es el caso, por ejemplo,
de rollos (unidades) de tela de determinada longitud, que pueden
tener cierto nﬁme}o de impérfecciones pero no necesariamente ser
considerados como defectuosos. No obtante, en muchas- aplicaciones
practicas una unidad producida se considera defectuosa si tiene -

cuando menos un defecto.

' La distribucibn de la proporcién y del nﬁmerd de elementos defectuo
SOS en un proceso es obyiamente binomial, en tanto que la del nfimero
de defectos es de Poisson. Sin embargo, para la elaboracibfn de la
carta p se aprovecha la propiedad que tiene la distribucibn muestral
de las proporciones de ser aproximada mediante una distribucién nor-
mal cuando el tamafio de la muestra es grande, y la proporcidn de ele

mentos defectuosos no se acerca a Cero O a uno.

\
_ELABORACION DE LAS CARTAS DE CONTROL p Y np PARA LA PROPORCION DE -

DEFECTUOSOS Y EL NUMERO DE DEFECTUOSOS

Los limites dé control que se requieren en este caso son

B * 30

P P
en donde up es la media de la distribucifn muestral de las propor-
ciones, y o_ la desviacibn esténdar correspondiente. Como up de -

esta distribucién es igual al par&metro P de la poblacibn, la esta-

dfstica p de la muestra estima en forma insesgada a este iltimo.

Si no se conoce el valor de P de la poblacibén, lo cual en la préacti
ca es frecuente, se debe disponer de K muestras de tamano n constan:

te para obtener el valor del estimador insesgado
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en donde Py (i=1,2,...,K) denota el valor de la proporcibn en la -

muestra i. Empleando el valor asi obtenido, la 1fnea central es

Lfnea Central — p

En textos de estadistica se demuestra que la desviacifn esténdar de

la distribucidn muestral de las proporciones es

o_ = ’P (1-P)
P T‘—;———

por lo cual 1los limites de control son

- _ = p(1-p)
pi30p—pi3\/_—-—ﬁ———

Finatmente » los pardmetros de la carta de control p quedan como
Linea Central — p
Limite Inferior de Control —— p - 3\/21%52L
Limite Superior de Control — p + 3 p(1-p)

A partir de los parémetros anteriores se pueden derivar los de la -
llamada carta np, o sea, para el nimero de defectuosos. Para ello,
es necesario multiplicar dichos par&metros por n para asi obtener,

en el caso de los limites de control

n (5 * 34 Ei%fﬁl >= np i.3n\’gi%fgl .
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= no % 3{5E31—Ll:jﬂ- ‘

n

np*\3 n p (1-p)
y los par&merros resultan ahora
Linea Centrali;——-nﬁ

Limite Inferior de Control — np - 3 ./np (1-p)

Limite Superior de Control —— np + 3 /np(1-p)

Ejemplo: - Para un proceso de elaboraci6én de fusibles se deséa ejer
cer control sobre la proporcibén de elementos defectuosos,
asf como sobre el nfmero de ellos. Para ello, se selec-
cionan 40 muestras aleatorias de 50 fusibles cada una, y

se obtienen los valores reportados en la tabla siguiente.

“

Se desea construir las cartas p y np correspondientes.

Nimero de | Numero de | Proporcidn de Nimero de | Nimero de Proporcidn de
la muestra | fusibles defectuosos, la muestra| fusibles defectuosos,
defectuosos P o defectuosos P

1 2 0.04 - 21 1 0.02
2 1 0.02 22 1 0.02
3 2, 0.04 23 4 0.08
4 0 0.00 24 2 0.04
5 2 0.04 25 2 0.04
6 3 0.06 . 26 4 0.08
7 4 0.08 27 1 0.02
8 2 0.04 28 3 0.06
9 0 0.00 29 3 0.06
10 3 0.06 30 2 0.04
1" 0 0.00 31 3 0.06
12 1 0.02 32 6 0.12
13 2 0.04 . 33 2 0.04
14 2 0.04 34 3 0.06
15 3 0.06 35 2 0.04
16 5 0.10 36 3 0.06
17 1 0.02 37 1 0.02
18 2 0.04 38 0 0.00
19 3 0.06- 30 2 0.04
20 1 0.02 40 0 0.00
SUMA ..iierereiecnnennn .. 1.68
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El valor de p es

40

=_ 1 _ 1 _
P=-3 I p =g (1.68) = 0.042

Carta p

‘Los limites de control son, para n=50

0.042 * 3V/f°'°42)551‘°'042’ = 0.042 * 0.0851

por lo cual

LC 0.0420
LIC 0.042 - 0.0851 = -0.0431=» 0.0000
LscC= 0.042 + 0.0851 = 0.1271

En egte caso, y como se verd a continuacibn bara la
carta np, la expresidn para el c&lculo del limite in-
ferior de control conduce a un valor negativo del mismo.
Puesto que no‘tiene sentido fisico hablar de una pro-

porcibén menor de cero o de un nGmero de defectuosos

.negativo, en forma arbitraria se asigna a ese limite

el valor cero.

En la Fig 10 se presenta la carta de control p, co-

rrespondiente.

Carta np

Puesto que np = 50(0.042)=2.1, los lfmites de control

son ahora

2.1+3 /50(0.042) (1-0.042) = 2.1+4.255

O sea
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IC — 2.1

LIC — 2.1-4.255 = -2.155 => 0.000

6.355

LSC — 2.1+4.255

En la Fig 10 se presenta la carta np para este problema.

o He Jak
LSC26.355 — - ~ _0_141 , L$C=0.12H

. 5'- O.lo-

af el A /\ /\AJ\/\/\A o082

LC=2.] —p—— -~
a0 3 A AL
LIC‘°°f§ o :l \/\/4 XJXZ(jIU.;l..;J14;.Iu111|. . ic il

S 20 3s q0 Ne de la
wuest o

Fig 10 Cartasde control p y np obtenidas para el
ejemplo de los fu51bles

ELABORACION DE LA CARTA DE. CONTROL c¢ PARA EL NUMERO
DE DEFECTOS

Existen ocasiones en las que es necesario controlar el nfmero de -
defectos por unidad en un proceso. Por ejemplo, en la produccibn
de alfombras es importante controlar el nimero de defectos por me-
tro cuadrado; en la elaboracibn de papel se reguiere controlar el
n@mero de defectos por rollo, etc. En estos casos, la variabie -
aleatoria c asociada al nfimero de defectos por unidad tiene una dis

tribucidén de Poisson.

De lo anterior se desprende que la linea central de la carta de con
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trol para el nfmero de defectps es el parxdmetro A de la distribu-

cién de Poisson correspondiente, cuyo valor usualmente se desconoce.

En tal situacibn, se acostumbra estimar en forma insesgada el valor
de A a partir de un m{nimo de 20 valores de c, Observados previamen
te en igual nfimero de unidades pfoducidas. De acuerdo con ésto, el

valor de

en donde ci (i=1,2,...,K) representa el nimero de defectos observa-

dos en la unidad i'SQ_ PU(LCLL\ am ?\Q_(L“ eecmo Qﬁtlmﬁ.&O!‘ dﬁ. >\‘
Los limites de control requeridos ahora son del tipo

c * 30
C

Puesto que en este caso se observa el nfimero de defectos por unidad,

se puede suponer que el tamafio de la muestra es unitario. Por tal
motivo, se puede considerar que la desviacibén estdndar de la distri
bucién muestral del nfimero de defectos ¢ es igual a la d.aswviacibn

estdndar de la distribucién de Poisson y, puesto que c estima el va-

lor de A
o, = A= /e
De acuerdo con lo anterior, los par&metros de la carta de control
C son
Linea Central — c ' v
Limite Inferior de Control — ¢ - 3 /c

Limite Superior.de Control —— ¢ + 3 /¢



EjemElo:
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Considérese el proceso de soldadura de dos placas de ace
ro en una f8brica. Diariamente se alcanzan a soldat 8 -
juntas, y en cada una de ellas se observa el nGimero de -
defectos existente. Con la informacifn correspondiente
a tres dias de labor que se presenta en la tabla siguien-
te, se desea elaborar una carta de control para el nfimero

de defectos por junta soldada

N{imero de la Fecha NGmero de
junta soldada 'l defectos

Julio 18

@AW WNR

9 ‘t Julio 19

11 ’
12
13
14

17 Julio 20
18
19
20
21
22
23
24

= [
NNdAEJOVWREANA WOLRAOARJWUT OO LAR W &N

SUMA...ceecccecccnas 144




Solucibn:

‘el valor de

Siendo c

Finalmente,

Puesto que

47.

Empleando los valores reportados en la tabla anterior,

c resulta
24
- 1 1 -
¢ == LI ¢ =5 (144) =6
i=1
= 6, los limites de control quedan como
6 + 3/6 =6 + 7.35

los parémetros de la carta c son

LC — 6
LIC — 6 - 7.35 = -=1.35=» 0.00 |
LSC — 6 + 7.35 = 13.35

“

el nmero de defectos no puede ser negativo,

se fija el valor del limite inferior de control igual a

cero.

—~

En la Fig 11 se presenta la carta de control c que co-

rresponde al ejemplo.

< A
I5 f—
i )
- LsC=13.35%
10—
: /\ N/
Le=0.00
sk \/ \/
r.
[ Lic=0.00
-1lllljlllllLlllJJllllllll /k
) 5 20 s NOAQla
mMuestra

Fig 11 Carta de control c¢ obtenida para el

ejemplo de las juntas soldadas
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MUESTREO DE INSPECCION

Por: M en I Augusto Villarreal Aranda¥*

1. Introducci®n

El muestreo de inspeccidn (o de aceptacibn) se define co
mo el conjunto de todas las acciones que realiza el receptor de
producto“terminadd'para asegurar la calidad de éste, después de re

cibirlo del productor. -

Este tipo de muestreo puede ser aplicado por un consumi-
dor a los productos que recibe de un vendedor, por un departamento
de inspeccibn de producto terminado a los productos recibidos de

los- departamentos de produccidn, etc, es decir, se aplica en agque-

llas ocasiones en que un nimero grande de unidades producidas se

presenta para inspeccidn en forma de lotes, y en donde la forma

-

* Secretandio Académico, Divisidén de Estudios Superiores, Facultad
de Ingenieria, UNAM y Profesonr Lnvestigador, Instituto de Inge-
nieria, UNAM ’

o



l0gica de realizar esa tarea es mediante el empleo de la técnica
que usa atributos (sirve, no sirve, o pasa, no pasa), con el fin

de evitar la tan costosa y .tardada inspecci€n al 100%.

Generalmente, con la inspeccibén de lote por lote del pro
ducto terminado, existe el acuerdo entre productor y receptor en

que

a. los létes»aceptados por el plan de muestreo que se
emplee serén aceptados por el receptor como buenos
a excepcibn de aquellas unidades detectadas como de
fectuosas en todos los lotes durante el proceso de
muestreo, las cuales serdn reemplazadas pér unidades

buenas por el productor.

b. los lotes rechazados por el plan de muestreo le se-

rdn devueltos al productor para su rectificacifn.

~

Sin embargo, existen algunas variantes sobre el acuerdo
mencionado. Por ejemplo, algunos receptores de producto terminado
emplean la opciéh de inspeccionar al 100% los lotes rechazados pa-
ra eliminar los elementos defectuosos, y trasladar el costo de esa
operacibn al productor. Lo anterior se realiza con frecuencia cuan
do el receptor tiepe urgencia de emplear las uﬁidades que recibe
del productor. En filtima instancia el objetivo que se persigue es
responsabilizar al productor por la deficiente calidad de un pro-

ducto terminado.

Para determinar la calidad de un lote, es factible selec

cionar una, dos o mfiltiples muestras aleatorias del mismo, lo cual



conduce a considerar planes de muestreo simples, dobles, o mil-
tiples para aceptarlo o rechazarlo. La explicacién de cbmo y cuén
do se emplean estos tipos de muestreo se discutiri en esta parte

del curso.

2. Plan de muestreo simple -

Como se dijo anterio;mente, el muestreo de aceptacidn se
aplica a las préﬁucciones en masa cuando un pioducfor abastece de
lotes de articulos a un xieceptor. En situaciones como ésta, se de-
be decidir individualmente sobre la aceptacién o rechazo de cada

lote.

_ En este caso particular, la decisidn que se toma se basa
en el resultado que se obtiene al inspeccionar una muestra de tama
no "n" que se toma de un lote de "N" articulos, de la cual se deter
mina el nlGmero de defectuosos, "X", esto es, de articulos que no
cumplen las especificaciones nominales (tamafio, color, resistencia,
etc.)

Si el nGmero "X" de articulos defectuosos en la muestra

es menor o igual que un nfimero especificado "c" menon gque "n", se

acepta el lote; si el nfimero de defectuosos es mayor que "c", se

rechaza. A "c¢" se le llama el nfimero tclerable de articulos defec

tuosos o ndmero de aceptacién. Por lo tanto, las alternativas son

X <c¢ se acepta el lote

X >c se rechaza el lote



Resulta evidente que el productor y el receptor deben
qguedar de acuerdo en qierto plan de muestreo, es decir, en cier-
to tamano n de muestra y cierto nlmero de aceptacién c. Puesto
que en este caso el acuerdo se basa en la extraccién de una mﬁeg
tra aleatoria finica del lote de N articulos, el plan de muestreo a

emplearse se denomina pfan de muestreo simple.

2.1 Probabilidad de aceptacidn de un lote

Supbngase que si X < c se acepta un lote, es decir, ocu-
rre el evento A = {el nfimero de articulos defectuosos en la
muestra extraida del lote es menor o igual que el nlimero de aceptacibn}
En este céso, la probabilidad de dicho evento no depende {inicamente
del tamarno n de la muestra y del nfimero de aceptacibén c, sino tam-
bién del nGmero total de afticulos defectuosos que se encuentran en
el loté,"M". Si se supone ademds que el muestreo se realiza sin
remplazo, la probabilidad de dicho evento es hipergeométrica, es de-
cir

* X n~X
N
n

1 Q

P () =P {X <c} (2.1)

X=0 C

Si no hay articulos defectuosos en el lote, entonces M = 0,
y el finico valor posible que puede asumir X es también 0, por 1lo
cual

c® ¢cV¥N



Es decir, la probabilidad de aceptar un lote en el

cual no hay elementos defectuosos es igual a la unidad.

Si todos los articulos en un lote son defectuosos,

entonces M = N, y el valor de X debe ser igual a n, por lo que

P (A) =P {X<cl=P (g =0

en virtud de que la condicidn inicial es que ¢ < n. Lo anterior
indica que la probabilidad de aceptar un lote en el cual todos los

articulos son defectuosos es nula.

Conviene hacer notar también que si se mantienen fijos el 
tamano de la muestra y el nimero de aceptacibn al incrementarse
el valor de M, el nfmero de.articulos defectuosos en un lote, de-
crece la probabilidad P (A) de aceptacidn de este iltimo.

Efemplo 2.1

Considérese un plan de muestreo simple para el cual

N =10, c = 0 y n =5, Obténganse los valores de P (A) cuando

Solucidn

a. En este caso, la probabilidad de aceptacibn es P



el el
P (A) =P |{X =0} = 70
5
. 1! 9! 9x8x7x6
- _01(1-0): 5!(9-5) _ 4x3x2x1 - 0.5
10! T 10x9x8x7x6 oY
51(10-5) " - 5x4x3x2x1
b. Para éste caso, se obtiene
3 el
P (A) =P {X<0}=P({X=0}= o =
c N
5
3! 7! 7x6
0:(3-0). 5! (7-5): _ 2x1 _ 0.0833
, 100 T 10x9x8x7x6 -
5!'(10-5)! S5x4x3x2x1

Lo anterior indica que un plan de’muestreo simp}e para
el cual se mantenga fijo el tamano de la muestra, aun
cuando se incremente el nfimero de elementos defectuosos
en los lotes, o el nimero total de elementos en estos
fltimos, proporciona buena proteccién eh contra de la
aceptacibén errdnea de lotes malos.

-~

2.2 Curva caracterfstica de operacién

Dentro de un plan de muestreo simple, al considerar un
nGmero fijo de aceptacidn, c, y cuando se obtiene una muestra
« aleatoria de n articulos de un lote para saber si éste se acepta

© no, es evidente que se desconoce el nlmero total de articulos de

fectuosos, M, dentro del mismo. Para que este nlimero se pudiera



conocer en forma precisa, se requeriria haber realizado una inspec
cibén al 100% en el lote,' pero entonces no tendria caso el conside-

rar un plan de muestreq simple.

Por lo anterior, para realizar el cdlculo de la probabi
lidad de aceptacién de un lote determinado cuando ;e desconoce el
valor de M, se debe introducir una modificacidn d;htro de la f6r-
mula 2.1. Para ello, considérese que si se divide el nfmero de

elementos defectuosos entre el total de elementos péra'un lote de

terminado, se obtiene la fraccibfn de defectuos0s

. M

en el lote. Si p se multiplf&a por 100, se obtiene el poxrcentaje

de elementos defectuosos en dicho lote.

Puesto que M puede tomar dentro de un lote de tamano N
cualquiera de los N + 1 valores ¢,1,2,3,...,N-1,N, p puede asumir

N

entonces los N + 1 valores, 1/N, 2/N, 3/N,..., _1/N, 1. Por lo

tanto, la probabilidad de aceptacibn P (A) inicamente se puede de-

finir para los valores mencionados de p.

Si'en la ec 2.2 se despeja el valor de M, se obtiene

M + Np

en forma tal que la ec 2.1 se puede escribir como

\



P (A; p) =P {X<c} =

AN

(2.3)

I ™a
>
o}
1
>

siendo las probabilidades asi obtenidas hipergeométricas.

Si se mantienen fijos los valores de n y ¢, se pueden gra
ficar las probabilidades de aceptacién de un lote en funcidn de los
valores de la fraccibén de elementos defecﬁuosos en el mismo, es de-
cir, de los valores dé p. Dicha gridfica contendrd N + 1 puntos, a
través de los cuales se puede dibujar la llamada cuiva caractenis-

tica de operacibén (o curva CO) de un plan de muestreo simple.

Efjemplo 2.2

'La berica Z elabora cartuchos de dinamita, y los empaca
en cajas de 20 unidades. El comprador W acepta cada caja finica-
mente si al extraer una muestra de dos cartuchos ehcuentra que am-
bos son buenos. Elaborar la curva caracteristica de operacibn co-

rrespondiente..
Solucibn

En este caso, se tiene que N-= 20, n = 2y c = 0. Por
lo tanto, las probabilidades de aceptacibén son, empleando la ec

2.3

20p 20-20p
0 Ca-po
' = 20

C,




20p! . (20-20p) !
0! (20p-0)! 2!(20-20p-2)!
. 201 .
21(20-2)!
20p! (20-20p) ¢ .
_ 0!20p! 2x1x(18-20p) ! _ 18! (20-20p) ! _
20! 20! (18-20p)!

2x1x18!

(20 - 20p) (19 - 20p)
380

Si se le asignan a p los 21 valores 0, 1/20, 2/20, 3/20,

...,19/20,1, se obtienen los correspondientes de P (A; p). Por

ejemplo, para p = 10/20 = 0.5,1la probabilidad de aceptacién es

[20 - 20(10/20)] [19 - 20 (10/20)]
380

P (A; 0.5)

_ (20 - 10) (19 = 10) _ (10)(9) _ 90 _
N 380 = 380 " 380~ 0-237

Siguiendo el procedimiento anterior, se obtienen los

puntos siguientes:



0/20
1/20
2/20
3/20
4/20
5/20
6/20
7/20
8,/20
9/20

10/20
11/20
12/20
13/20
14/20
15/20
16,20
17/20
18/20
19/20
20/20

0.95
1.00

P (A; p)

1.000
0.900
0.805
0.716
0.632
0.553
0.479
0.411
0.347
0.289
0.237
0.189
o.14%
0.111
0.079
0.053
0.032
0.016
0.005
0.000

0.000

10.
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La curva caracteristica de operacibn correspondientes es
la que se hace pasar por los puntos anteriores, y se presenta en

la Fig 2.1.

Piasp) ¢

Fig 2.1 Curva CO para un plan de muestreo simple,
con N= 20, n= 2y c¢c=0.

En la Fig 2.1 se puede observar.éue a medida que se ha-
ce mas grande la fraccibn de defectuosos en el loté (o el nQmero
de articulos defectuosos), la probabilidad de aceptacibn del mis-
mo se va haciendo cada vez menor. Los casos extremos se dan en
p = 0, en que la aceptacidn del lote es un evento seguro, y en

p =71, cuando es imposible aceptarlo.
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2.3 Empleo de la aproximacibn binomial para construir la curva CO

En la mayor parte de los casos practicos, el porcentaje
dé articulos defectuosos en un lote serd pequefio (menor del 10%),
en tanto que el tamano del mismo serd muy grande (1000 eleméntos,
10000 elementos, etc), y el de la muestra usualmente serd varias
veces meﬁor, de tal manera que es posible aproximar las probabili
dades dadas por la distribuciéﬂ/hipergeométrica (ecs 2.1 y 2.3)

empleando la distribucidn binomial. En particular, la aproximacidn

es buena cuando N/i 10 n. En estos casos, se puede escribir
¢ - n-Xx
P (A; p) =P {X¢gcl= I Cc  p° (1-p) (2.4)

Se debe observar que siempre se define a p como en la ec
. 2.2, Yy que ser&n mejor aproximadas por la ecuacidn anterior aque-
llas probabilidades de aceptacibn para las cuales el valor de p sea

pequeno.

EfempLo 2.3

En el caso del ejémplo 2.2 anterior, aproximense las pro-
babilidades de aceptacidn hipergeométricas para los distintos va-

lores de p mediante la distribucibn binomial.

Soluecdlbn

En este caso si es posible realizar la aproximacibn pedi
da, ya que se verifica la condicidn N > 10n, porque siendo N = 20

y n= 2, se tiene que 20 > 16(2). Por ejemplo, para p = 0.2, la
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aproximacidn binomial dada por la ec 2.4 conduce al valor

2 0

P (A;0.2)=P {x<0)=c2 (0.20° (1-0.2)%"

2‘

. 2 _

en contra del valor exacto 0.632 obtenido mediante la ec 2.3.

Procediendo en forma similar se calculan los restantes
valores de P (A; p), los cuales se presentan de 0.1 en 0.1 en la
tabla siguiente, junto con los anteriormente obtenidos en el ejem

plo 2.2 para fines de comparacién.

Hipergeométrica Binomial

P P (A; p) P (A; p)
0.00 1.000 1.000
0.10 0.805 0.810
0.20 0.632 0.640
0.30 0.479 0.490
0.40 0.347 0.360
0.50 0.237 0.250
0.60 0.147 0.160
0.70 0.079 0.090
0.80 0.032 0.040
0.90 0.005 0.010

1.00 0.000 0.000
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En la tahla se puede Qbservar que las probabilidades de
aceptacibn se aproximan bastante mis a las exactas cuando el va-

lof de p se encuentra.en la vecindad de p = 0.10.

2.4 Empleo de la aproximacibén de Poisson para construir la curva CO

Como ya se vio, la distribucibn hipergeométrica se puede
aproximar adecuad;mente mediante la binomial cuando’N > 10 y
P < 0.1. A su vez, la distribucibén binomial puede aproximarse
suficientemente bien mediante la de Poisson cuando se cumple lo
anterior y np es menor de 15, lo cual evita en ocasiones la gran
cantidad de labor numérica que se requiere para calcular las probi

bilidades de aceptacibn mediante las distribuciones hipergeométri

ca Yy binomial.

Entonces, si se hace A = np para la distribucibén de Poi-

sson, se puede escribir

. [
P (A; p) =P {X < c} = e " 1

La aproximacibn anterior es muy dtil cuando los lotes son
grandes, ya que como se puede apreciar, la ec 2.4 no requiere del

manejo de dicho dato para el c&lculo de las probabilidades de acep

tacién que se emplean para construir la curva CO.
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Efemplo 2.4

Obtenganse 'los valoreé de P (A; p) para p =0, 0.1, 0.2,
0.3, 0.5y 1.0 en el caso del plan de muestreo simple del ejem-

plo 2.2, aproximando mediante la distribucibn de Poisson.

Solucibn
Se sabe que n = 2 y ¢ = 0, por lo que
-0 0
np = 2(0) = 0 ; P (A; 0) = -E—nﬁTg——= 1
-0.2 Q
np = 2(0.1) = 0.2; P (A; 0.1) = & 0,0'2 = 0.818
: . e-0.4 0 40
np = 2(0.2) = 0.4; P (A; 0.2) = STt = 0.670
-0.6 0
np = 2(0.3) = 0.6; P (A; 0.3) = & 0,0'6 = 0.549
e 10 1.9°
np = 2(0.5) = 1.0; P (A; 0.5) = 0 _ 0.367
0!
-2.0 0
np = 2(1.0) = 2.0; P (A; 1.0) = & 2.0" _ 9.135
0!

En la siguiente tabla se comparan los valores hiper-
geométricos exactos con los obtenidos mediante las aproximaciones

binomial y de Poisson.
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P (A;p) P (A; p) P (A;p)

P Hipergeométrica Binomial Poisson
0 1.000. . 1.000 1.000
0.1 0.805 0.810 0.818
0.2 0.632 0.640 ~0.670
0.3 0.479 0.490 0.549
0.5 0.237 0.250 0.367
1.0 0.000 0.000 0.135

Como se puede observar en la tabla anterior, las proba-
bilidades de aceptacidén calculadas con la f6rmula de Poisson di-
fieren bastante de las exactas y de las binomiales cuando p no se
encuentra cercano al valor 0.1. Sin embargo, hay gque considerar
qﬁe en el problema anterior los tamanos del lote y la muestra son
bastante pequenhos, por lo que la aproximacibn de Poisson no puede

ser muy buena.

De hecho, la forma préctica para construir las curvas
CO se fundamenta en el método aproximado de Poisson, considerando
que los lotes que entrega el productor son muy grandes, y haciendo
uso de la tabla 2.1 que se presenta adelante,en la cual se propor
cionan, en funcibn del n@mero de aceptacibén c y del valor A = np,
las probabilidades de aceptacibn

C
P (A; p) =P {X<cl=¢&"Pg (%%)

r

multiplicadas por mil.
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TABLA 2.1

TERMINOS ACUMULATIVOS DE LA APROXIMACION
DE POISSON A BINOMIAL

o
[
n
L3
'S
(-
(-]
-
oo
5\P
<
7
- /0
e
-
(-]
©
'S
e
o
-3
o
\
o

6.00 00 040 125 265 440 616 762

980 1000 .... .... .
961 999 1000 .... 8842. 65.10 0% 037 116 251 423 598 17247
942 998 1000 . 0.06 5.20 046 034 109 238 406 581 1732
923 997 1000 . 0.08 5.30 owms 031 102 225 390 563 717
905, 995 1000 .... 0.10 5.40 04 029 095 213 373 546 702
861 990 999 1000 .... s... oo seenr saue 0.15 5.50  0u4 027 088 202 358 529 686
819..982 999 1000 .... ... cuee enve anae 0.20 5 60 04 024 082 191 342 512 670
77977974 998 1000 vuuv ceer cene sese eees 0.25 570 004 022 077 180 3827 495 654
741 963 996 1000 .... +evr cone sees ean- 0.30 580 0wd 631 072 170 3i3 478 638
705 951 994 1000 ... vevr ceve seec®eans 0.35 5.90  Ou:g 019 067 160 299 462 622
670 938 992 999 1000 .... .... ceun -.. . 0.40 6.00 002 017 062 151 285 446 606
638 925 989 999 1000 .... ..ee vees -v..  0.45 6.10 002 016 058 143 272 430 390
607 910 986 998 1000 .... .ve. evee aan. 0.50 6.20 0@2 015 054 134 259 414 574
577 894 982 998 1000 .... .vie aver annn 0.56 6.30 0wz ©13 050 126 247 399 538
549 878 97T 997 1000 .... vver ceen oans 0.60 6.40 00 012 046 119 235 384 542
522 861 972 996 949 1000 .... 0.65 6.50 002 011 043 112 224 369 527
497 844 966 994 9139 1000 .... 0.70 6.60 061 010 040 105 213 355 51l
472 827 959 993 993 1000 .... 0.75 6.70 003 009 037 099 202 341 495
449 809 953 991 999 1000 .... 0.80 6.80 001 003 034 093 192 327 430
407 772 937 987 998 1000 .... .... .... 0.90 6.90 004 008 032 087 182 314 465
368 1736 920 981 996 999 1000 .... .... 1.00 7.00 00F 007 030 082 '3 301 450
833 699 900 974 9Y5 999 1000 .... .... 1.10 7.20 063 006 025 072 56 276 420
301 663 879 966 992 998 1000 .... .... 1.20 7.40 001 005 022 063 110 253 392
273 627 857 957 931 998 1000 .... .... 1.30 1.60 ou® 604 019 055 125 231 365
247 592 833 946 T86 997 999 1000 .... 1.40 7.80 ... 004 016 048 12 210 338
223 558 809 934 981 996 999 1000 1.50 800 ... 003 014 042 100 191 313
202 525 783 921 °76 994 999 1000 1.60 8.20 ..-7 003 012 037 089 174 290
183 493 757 907 970 992 998 1000 .... 1.70 840 .- 002 010 032 075 157 267
165 463 731 891 964 990 997 999 1000  1.80 8.c0 -~ 002 009 028 ~070 142 246
150 434 704 875 €56 987 997 999 1000 1,90 8.80 ~.= 001 007 024 042 128 226
135 406 677 857 947 983 995 999 1000  2.00 9.00 .- 001 006 021 052 116 207
122 380 650 839 938 980 994 999 1000  2.10 9.20 ... 001 005 018 049 104 189
110 354 622 819 927 974 993 998 1000  2.20 9.40 ... 001 005 0i6 043 093 173
100 331 596 799 916 970 991 997 999  2.30 9.60 - 001 004 014 01" 084 157
091 308 570 779 904 964 988 .997 999 240 9.80 001 003 012 0I3 075 143
082 287 544 758 891 958 986 996 999  2.50 1000 ... 001 003 010 029 067 130
074 267 518 736 877 951 983 995 999  2.60 1020 ... 000 002 009 073 0G0 118
0C7 249 494 714 863 943 979 683 998  2.70 10.40 ces ... 002 008 023 053 107
061 231 469 692 848 635 976 992 998  2.80 10.60 vew ... 002 007 020 048 097
055 215 446 670 832 926 971 990 997  2.90 10.80 see ... 001 006 0.7 042 087
050 199 423 647 B15 916 966 988 996  3.00 1100 ... ... 001 005 015 037 079
045 1B5 401 625 798 906 961 536 995  3.10 11.20 ... ... 001 004 (13 033 071
041 171 380 603 781 895 955 983 994  3.20 11.40 com ... 001 004 0.2 029 064
037 159 359 580 763 883 949 980 593  3.30 11.60 com  --s 001 003 0.6 026 057
033 147 340 558 744 871 942 977 992  3.40 11.80 cem eee 001 003 wud 023 051
030 136 321 537 725 858 935 973 991 3.50 12.00 ... 001 002 008 020 046
027 126 303 515 706 844 927 963 988  3.60 12.20 ... 000 002 007 018 041
025 116 285 494 687 K30 918 9G5 986  3.70 12.40 vewm ees ... 002 006 016 037
022 107 269 473 668 316 909 960 984  3.80 12.60 e 5 014 033
020 099 253 453 648 801 899 955 981  3.90 12.80 . 012 029
018 092 238 433 629 785 889 949 979  4.00 13.00 011 026
017 085 224 414 609 769 879 943 976  4.10 13.20 009 023
015 078 210 3y5 590 753 867 936 972 4.20 13.40 008 020
014 072 197 377 570 737 856 925 968  4.30 13.60 007 017
012 066 185 359 551 720 844 921 964 4.40 13.80 006 016
011 061 174 342 532 703 831 913 960  4.50 14.00 006 014
010 056 163 326 513 68 818 905 935 4.60 14.20 005 013
009 052 152 410 495 668 BOL 896 w50  4.70 14.40 o4 011
008 048 147 291 476 651 791 £B7 S44  4.80 14.60 004 010
007 044 [33 279 458 634 777 877 S38  4.90 14.80 003 009
15.00 003 008

[=X-X=]

CoOOO

COOCOoO

DLND DORND NDHND OEADN BWLN=O ©OXD

& P_CDED_!D 00 0w 00 00 00 r’ﬂ.\)ﬂ?’ _o:mo:mo; ;L
CO0CO0 OOOCOQ
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A continuacifn se presenta un ejemplo préctico de cons-
truccidn de una curva CO mediante el método descrito, haciendo uso

de la tabla 2.1.

Ejemplo 2.5

Supdngase que un receptor de producto terminado adopta

el plan de muestreo simple siguiente:
a. Recibe lotes de ciertos articulos con 1000 unidades
c/u.

b. Extrae de cada lote una muestra aleatoria de 20

articulos.

C. Si la muestra extraida contiene dos o mas articulos

defectuosos, rechaza el lote. Deno ser asi, lo acepta.

Constrfiyase la curva CO correspondiente.

Solucibn

Puesto que el tamafio de los lotes es grande, se pueden
/‘\ -
aproximar adecuadamente las probabilidades de aceptacibén mediante
la distribucibén de Poisson. Para ello, se considera en la pré&c-

tica que con los valores

P (A; p) = 0.98, 0.95, 0.70, 0.50, 0.20, 0.10, 0.05, 0.02
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se puede definir suficientemente bien la curva CO,

Para construir la curva del plan de muestreo simple in-
dicado, considérese que ¢ = 1 y n = 20. En la columna para la
cual ¢ = 1 en la tabla 2.1, se puede ver que el valor mis cercano
a 980 (0.98 de probabilidad) es 982. Para dicho valor, el corres

~£§L 0.2 _

pondiente de np es 0.2,'siendo por lo tanto p = = 50 " 0.01.

El valor mds cercano a 950 (0.95 de probabilidad) es en

la tabla el 951. Para este valor, mp = 0.35 y p = 2332= 0.0175.

Siguiendo el procedimiento anterior, se llega a

P (A;p) np p -
1.000 0.00 0.000
.0.982 0.20 0.010°
0.951 0.35 0.0175
0.699 - 1.10 0.055
0.493 1.70 0.085
0.199 " 3.00 0.150
0.099 3.90 0.195
0.052 4.70 0.235
0.021 5.80 © 0.200

0.000 20.00 1.000
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En la Fig 2.2 siguiente se presenta la curva caracteris

tica de operacibn correspondiente al problema.

Fig 2.2 Curva caracteristica de
operacibn para plan de
muestreo simple con lote
grande, ¢ =1 y n = 20.
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2.5 Riesgos en el muestreo de aceptacidn

Al realizarse los muestreos de aceptacidn, el productor
y el receptor de lotes de articulos tienen intereses distintos al
definir un plan de muestreo. . El pfoductor puede pedir que la pro
babilidad, a, de rechazar un lote "bueno" o "aceptable" sea peque
na. Por su parte, el receptor puede exigir que la probabilidad
de aceptar un lote "malo" o "no aceptable" sea una cantidad peque

na 8.

Para cumplir con ambos compromisos, supfngase que produg
tor y receptor deciden gue un lote para el cual p es menor o igual
que ciero nfimero P, es un Lote aceptable, en tanto que un lote
para el que p es mayor o igual que cierto nfimero P, (p1> po) es un

lote no aceptable es decir

Si P

| A

P lote aceptable
Si p2>pP lote no aceptable

De acuerdo con lo anterior, o es la probabilidad de re-
chazar un lote con p < p, Y se llama #4{esgo del productonr, corres
pondiendo al error de tipo I que se comete al probar una hipbtesis
estadistica. Por otra parte, B es la probabilidad de aceptar un
lote con.p 2 Py se -1lama n{esgo del heceptonrn, y correspohde al

error de tipo II que se comete al realizar una prueba de hipbtesis.
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A p  se le acostumbra llamar nivel de calidad aceptable
(NCA), y a P, nivel de calidad nechazable (NCR), o porcentaje de

T T *d'Q‘é'Q'C,'»t U-OA"O'A - tod Q"’ta’bz e-en-un—ALote "(‘P DTL')‘ A un-lote —con- p; <p<p :1—7'_ T

se le llama fote ALndifernente.

En la préctica es usual que el acuerdo entre productor

Y receptor establezca lo siguiente

Q
]

Riesgo del productor == 1 - P(A; p)O 95 = 0.05

B = Riesgo del receptor o= P (A; p% 10 = 0.10

Eiemplo 2.6

Para un plan de muestreo simple en el que n = 300 y

c = 5, obténganse los valores de P, Y P,-

Solucdbn

Empleando la tabla 2.1, y considerando los valores

P (A; p) que definen adecuadamente a la curva CO, se obtiene:
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P (A;p) © np p
1.Q00 0.00 . 0.0000
0.980 2.10 0.0070
0.951 2.60 0.0087
0.703 4.50 0.0150
0.495 © 5.70 0.0190
0.210 7.80 0.0260

1 0.104 ©9.20 0.0307,
0.048 10.60 0.0353
0.020 12.00 0.0400
0.000 300.00 1.0000

- De acuerdo con la tabla, se tiene que

R
It

1- P(A; p)o.951 = 0.0499 ; P, = 0.0087

v

P(A;

w
I

P)y 104 = 0-104 ; p = 0.0307

En la Fig 2.3 que sé presenta a continuacibn, se mues-
tra la curva CO del plan simple en cuestidn, asi como los valo-

res del NCA y del NCR.
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P(A; £)

100
090
080
o7o}
0.60
050
040
030
020

o010

Fig 2.3 Curva CO para plan de muestreo simple
con n = 300y c = 5.

2.6 C&lculo de n y ¢ a partir de P,r P,y Oy B.

Al observar la Fig 2.3 se puede concluir que loslpuntos
(po, 1l -a) y (E + B) se localizan en la curva CO. Tomando ello en
cuenta, existe un método iterativo aproximado para determinar los
valores de n y ¢, consideréndo conocidos los de P, + P, + QY B,
de manera que la curva CO pase muy cerca de los puntos mencionados.
Dicho procedimiento se expondrd en el ejemplo que sigue, haciendo

uso de la tabla 2.1.
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Ejemplo 2.7

Para cierto plan de muestreo simple, se fijan los ries-

gos siguientes:

a. Productor: Aquellos lotes que contengan un 1% de arti-
culos defectuosos se rechazar&n en el 5% de

los casos.

b. Receptor: Los lotes que contengan un 6% de articulos de
fectuosos se aceptardn en el 10% del total de

casos.

éCudles son los valores del tamafio de la muestra y del

nimero de aceptacidén que se deben emplear para dicho plan?

Solucdidn
De acuerdo con los datos del problema, se desprende que
o = 0.05 ; P, = 0.01
g = 0.10 ; p, = 0.06
a. Se considera ¢ = 0, con 1o cual, de la tabla 2.1,

np, (para o = 0.05 o P (A; 0.01) = 0.95) = 0.05

np, (para B = 0.10) = 2.30



este el caso,

b.

Entonces

Obviamente,

Se considera

lo siguiente

npo
np’_

Por ld tanto

26.

se hace ahora c

c =1,

(para o

(para B

- o 0._05 =5 ) - -
a2 P 2.30 | g4
B P, 0.06
se debe verificar que n,6 = nB; no sieﬁdo
= 1. ‘

obteniéndose ahora de la tabla 2.1

0.05) = 0.35

= 0.10) = 3.90
0.35 _
001 - 3°
3:90 _
06 - ©°

Tampoco se verifica que n = ng i por lo tanto, se hace
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c. Se considera c = 2, y

npo'(para o=0,05) = 0.82
np, (para 8 =0,10) = 5.32
Ahora'se tiene que
"\ oo = %2
n = o6 88

Ahora n, Yy nB Se parecen bastante, pero afin no son igua-
les. Por lo tanto, se hace ¢ = 3 para saber si la diferencia se

hace més pequena.

d. Se considera ¢ = 3, y se obtiene

np_ (para o =0.05) = 1.37

|
(o)}
L]
(o))
0]

np1 (para 8 =0.10)
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Luego

I - T Y Bt
_ 6.68
g = G0 - 112

Se observa que ahora la diferencia se hace m&s grande,
por lo que el valor real de n se debe encontrar entre 82 y 88

elementos para ¢ = 2. Con el fin de ajustar adecuadamente el

valor de n, se puede hacer

o
i
N
Il

85

o =0.05 ; B =0.10
P, = 0.01 ; p, = 0.06
n = 85 ; c =2

cuya curva CO se muestra en la Fig 2.4.
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Fig 2.4 Curva CO ajustada para o, B,
P, Y P, conocidos.

2.7 Comentarios sobre la curva CO

Al comparar las curvas CO de las Figs 2.3 y 2.4, se
puede observar. que, no obstante el nfimero ﬁéé grande de articulos
defectuosos que permite en la muestra el plan de muestreo asociado
a la curva CO de la Fig 2;3, se trata de un mejor‘plan de acépta—
cibén de lotes, en el sentido de que proporciona riesgos m&s favo-

rables al receptor.

En efecto, ambos planes consideran a = 0.05, B8 = 0:10 Yy
P, = 0.01, pero el plan de la Fig 2.4 aceptard lotes con 6% de de-
fectuosos (;% ~ 0.06) en el 10% del total de casos, en tanto que

el de la Fig 2.3 aceptaréd lotes con 3% de defectuosos (p1:= 0.03)



en el mismo niGmero de casos,

En muchas ocasiones no se comprende con claridad el por-

~_qué de un nGmero de aceptacifn_mayor_de_cero._en_los.planes-de-—— -

muestreo. Si se observa la Fig 2.5, se puede apreciar que las
curvas éo (a), (b) y (c) corresponden a planes de muestreo que
evitan los articulos defectuosos en la muestra (¢ = 0), pero que
tienen'riesgos de productor y receptor distintos. Los planes de
las curvas CO (d) y (e) consideran 4 y 7 defectuosos en la mues-

tra, respectivamente.

Se observa que las curvas CO con ¢ = 0 se caracterizan
por patrones cdncavos, en tanto que aquellas con c # 0 semejan

curvas S i1nvertidas.

Los planés de muestreo con ¢ = 0 usualmente penalizan més
al productor. Asimismo, aquellos planes en que c es mayor de ce-
ro proporcionan riesgos mds favorables al productor o al-receptog

.y en muchos casos a ambos.

Se puede afirmar que el riesgo para el receptor se héce
m&s pequeno conforme se incrementa el tamano de la muestra, en
tanto que el riesgo para el productor decrece conforme se permiten
uno o mds articulos defectuosos en la misma. Esto se puede laclarar

si se observan los riesgos en las curvas (c) y (d) de la Fig 2.5.

Las curvas (d) y (e) consideran esencialmente el mismo ries

go para el productor (NCA =~ 0.01 en a = 0.05), pero la (e) conside-
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~

ra un tamano de muestra mayor, por lo gue el receptor corre un
riesgo menor. La curva (f) corresponde a la curva ideal CO, ya
que ese plan de muestreo acepta todos los lotes con uno por-cien
to o menos de articulos defectuosos, y rechaza todos los lotés

gue contengan m&s del 1% de defectuosos. Dicha curva obviamente
no se puede obtener con las técnicas usuales de muestreo de acepta

cidn.

Lo anterior indica que un plan de muestreo simple se-
rd mids efectivo en tanto su curva CO correspondiente se asemeje

mis a la curva ideal de operacidn. .

P(As p) I
R —— 1] /HQ |
NN («
0.5 \ \ S n=10,c=0 /
s e
A\ @/ et )
o. 1 i S(C)=(l) \:\ )J n=1,¢:0 ]
) (t) \\4& ?&\M -

Fig 2.5 Distintos planes de muestreo
conc =0y c #0.
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3. Plan de muestreqQ doble

Un plan de muestreo simple requiere que se tome una
decisidn sobre la aceptacién o rechazo de un lote tomando como

base la evidencia de una muestra extraida del mismo.

Sin embargo, un pfan de muestneo dobfe implica la posi
bilidad de posponer la decisibn sobre la aceptacidén o rechazo de
un lote ﬁasta que una Asegunda muestra haya sido extraida. ,Dicho
lote podréa ser'aceptado inmediatamente si la primera muestra es
muy buena, o rechazado enseéﬁida si la primera muestra es bastan
te mala. Si la primera muestra né es ni muy buena ni muy mala,
la decisién se basa en la evidencia de la primera y segunda mues

tras combinadas.

En general, los planes de muestreo doble conducen a
menos inspeccién total que los planes sencillos, y también propor
cionan la ventaja sicolfgica que conlleva la idea de dar una se-

gunda oportunidad a los lotes dudosos.

3.1 Simbolos en el muestreo doble

Los siguientes son los simbolos empleados en conexibn
t

con el muestreo doble:
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N = tamano del 1lote

n, = tamano de la primera muestra

¢, = nimero de aceptacidén para la primera
muestra

n, = tamano de la segunda muestra

n, +n, = tamano de la muestra combinada

c, = nimero de aceptacidn para la muestra

combinada

3.2 Interpretacidn del plan de muestreo doble

fijan los valores de N, n

Considérese un plan de muestreo doble para el cual se

c,» n, yc, (c, >c.). La interpreta

1! 2 1

cién del proceso que se realiza con dicho plan es la siguiente:

Se inspecciona una primera muestra de tamano n, extraida

dei lote de tamano N.

Se acepta el lote si la muestra anterior contiene cy ©

menos articulos defectuosos.

\

Se rechaza el lote si el nfimero de defectuosos en la

muestra excede el valor c2

Si la primera muestra contiene c1 + 1, c1 + 2, ... 0 02

articulos defectuosos, se extrae e inspecciona una segun

1a con n2 elementos.
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e. Se acepta el lote sobre la base de la muestra combinada
con n1 + n2 elementos si dicha muestra contiene cé ar-

ticulos defectuosos o menos.

t

f. Se rechaza el lote si la muestra combinada contiene més

de c, defectuosos.

3.2 Curva CO de un plan de muestreo doble

De acuerdo con lo que se ha explicado, existen cuatro
posiblilidades de que se acepte o se rechace un lote sometido pa-

ra muestreo doble. Dichas posibilidades son

a. Aéeptacién después de la primera muestra.
b. Rechazo después de la primera muestra.
c. Aceptacidn después de la segunda muestra.
d. Rechazo después de la segunda muestra

Tomando como base lo anterior, se explicaré a travis del
ejemplo siguiente la forma como se construye la curva CO para el

plan de muestreo doble.

Ejemplo 3.1

Considérese el plan de muestreo doble para el cual el

=50, c, =1, n. =100y c, =3.

tamano del lote es muy grande, n 1 5 5

1
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Constriiyase la curva CO correspondiente.

Solucibn

Pare determinarlos puntos de la curva CO, es necesario
calcular las probabilidades de que si se toma una segunda mues-—
tra el lote sea aceptado, para distintos valores de p. Para ilus

trar lo anterior con51derese inicialmente el valor p = 0.02.

Entonces, un lote puede ser aceptado seglGn el plan

anterior en cualquiera de las formas siguientes:

a. un defectuoso o menos en la primera muestra

b. dos defectuosos en la primera muestra, seguido de cero

o un defectuoso en la segunda muestra

c. tres defectuosos en la primera muestra, seguidos de ce-

ro defectuosos en la segunda muestra.

La probabilidad de aceptar un lote es entonces igual a
la suma de las probabilidades de estos diferentes modos por los

cuales puede ser aceptado.

Inicialmente, se deben calcular las probabilidade$ de
tener uno o menos, dos o0 menos y tres o menos defectuosos en la
primera muestra. Lo anterior equivale a considerar un plan de

muestreo simple para el cual n, = 50 y ¢c =1, 2, 3. A continua-
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cidn se deben calcular las probabilidades de tener exactamente

dos y tres defectuosos en la primera muestra.

Entonces, con n,p = 50(0.02) = 1.00, se obtiene, emplean

do la tabla 2.1 y siendo X el nfimero de elementos defectuosos

P {X <1} =0.736 - ; c=1 , np=1.00
P {X i'2}1 = 0.920 ; c=2 , np=1.00
P {X < 3}1 = 0.981 ; c=3 , np=1.00

P {x=2} =P {X<2)-P{Xg1} 0.184

1 0.920-0.736.

0.061

P {x =23} =P {X<3}-P{Xg2}=0.981-0.920
El subindice fuera de la llave indica que la probabilidad

del evento se calcula con base en la primera muestra.

Ahora bien, si en la primera muestra hay dos defectuosos,
los cdlculos relacionados con la segunda muestra deber&n basarse en
n,p = 100(0.02) = 2. El tomar la segunda muestra e inspeccionarla
equivale, para efectos de los cdlculos, a considerar un nuevo plan
de muestreo simple para el resto dei lote con nimero de aceptacidn
igual a 1, ya que este elemento, sumado a los dos defectuosos con-

siderados, permite la aceptacidn del lote.
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Por 1lo tanto,

P {X < 1}2 = 0.406 ; c=1, n.p=2

Si en la primera muestra hay tres defectuosos, los céal-
culos para la segunda muestra se deben basar en n,p = 100(0.02) y

un nlimero de aceptacién igual a cero, es decir

P {x < 0}, =0.135 ;i ¢©¢=0, np-=2

La probabilidad de aceptacibn es, empleando el ccncepto
de independencia de eventos, la suma de las probabilidades siguien
tes:

P {un defectuoso o menos
en la primera muestra} = P {X < 1} = 0.736

+ P {dos defectuosos en la
primera muestra, segul
dos de cero o un defec
tuoso en la segunda}

I

P {Xx = 2}, P{X<1},= (0.184) (0.406)=

= 0.075

+ P {tres defectuosos en la
primera muestra, segui
dos de cero defectuosos
en ia segundal = P {X

li

3}, P{X<0l},= (0.06:l) (0.135)=

= 0.008
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Entonces,

P {A; 0.02} = 0,736 + 0,075 + 0,008 = 0.819

es decir, el punto (0,02, Q.819) se encuentra sobre la curva CO

del plan de muestreo doble.

En la forma descrita anteriormente, se pueden calcular
también los puntos restantes para definir la curva CO, quedando

finalmente

P (A; p) p
0.98 0.012
0.95 . 0.015
0.82 0.020
0.70 - 0.027
0.50 0.037
0.20 | 0.063
0.10 0.080
0.05 0.100
Q.02 " 0.136

La gr&fica de la curva CO correspondiente al plan' de

muestreo doble propuesto se presenta en.la Fig 3.1
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P(A;s p) ‘?
l.o <
\
\
l\
0.5 5
\
\ |
\ |
AN
~L | |
o 0.04 0.08 0.2 0.1 ;;

Fig 3.1 Curva CO para plan de muestreo
doble con n, = 50, c, =1, n2=100,

- 1
c2— 3.

4. Plan de muestreo mGltiple

De la misma manera que los planes de muestreo doble pue
den diferir la‘decisién sobre la aceptacién o rechazo de un lote
hasta que haya sido tomada una segunda muestra, otros planes pue-
den permitir la extraccidn de cierto nﬁmerb de muestras antes de

qgue una decisidn sea tomada.

Los planes de muestreo maltiple son usados cuanw.u se
permite la extraccién de tres o méds muestras de un tamano presta-
blecido, y cuando la decisién sobre la aceptacidn o rechazo de un

lote se debe tomar después de la séptima muestra extraida, consi-
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derando que no es permitida la aceptacidn de ese lote con la evi

dencia obtenida.de la primera muestra,

4.1 Interpretacifn de un plan de muestreo miltiple

Considérese el siguiente plan de muestreo miltiple

Nimero de Tamaho de la Tamafio de la . Nimero de NGmero de
la muestra muestra individual muestra combinada aceptacion, ¢ rechazo, r

1 20 20 - 2
2 20 40 0- 3
3 20 60 1 3
4 20 80 | 2 4
5 20 100 2 - 4
6 20 120 2 4
7 20 140 | 3 4

La forma de interpretar el plan anterior &s la siguiente:

a. Se extrae e 1nspegciona una muestra de 20 elementos. Si
dos o més son defectuosos, se rechaza el lote; si hay
uno O cero defeétuosos, se extrae e inspecciona una se-
gunda mﬁestra de 20 elementos. (La aceptacién del lote

no se permite con la primera muestra.)

b. Si en la muestra combinada (20 + 20 = 40) no hay ningfn
defectuoso, se acepta el lote; si 3 o mds articulos son
defectuosos se rechaza. De encontrarse uno o dos defec

tuosos, se toma una tercera muestra de 20 elementos.
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/
c. -Si en la muestra combinada (4Q + 20 = 6Q) hay un defec-

tuoso, se acepta el lote; si 3 o mas articulos son de-
fectuosos, se rechaza. De encontrarse dos defectuosos,

se toma una cuarta muestra de 20 elementos.

d. Si en la muestra combinada (60 + 20 = 80) hay dos defec-
tuosos, se acepta el lote; si 4 o mds son defectuosos,
se rechaza. De encontrarse tres defectuosos, se toma una

quinta muestra de 20 elementos.

g. . Si en la muestra combinada (120 + 20 = 140) hay tres de-
fectuosos, se acepta el lote. Si hay cuatro defectuosos

o mé8s, se rechaza. .

4.2 Curva CO de un plan de muestreo miiltiple

La curva caracteristica de operacibn de un plan de mues-
Eréo mGltiple se puede obtener siguiendo un procedimiento semejan-
te al empleado en el caso del muestréo doble, haciendo uso de pro-
babilidades condicionales y guponiendo la descomposicidn del plan
miltiple en vafios planes sencillos. Desde luego, el cdlculo de
las probabilida@es de aceptacidn es béstqnte'més complejo, pero el

razonamiento es b&sicamente el mismo.
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A continuacibn, se describird mediante un ejemplo el pro

cedimiento para la construccifn de la curva Co.

Ejemplo 4.1

Considérese el plan de muestreo miltiple descrito ante=
riormente, y constrfiyase la curva CO correspondiente, suponiendo

un lote de tamafio grande.

Solucdibn

Los siguientes cdlculos corresponden a un solo punto de
la curva, para el cual p = 0,02, Cada una de las muestras contie
né éo artfculos, por lo que para cada una de llas se tendré
np = 20(0.02) = 0.4. Entrando con este valor a ia tabla 2.1, y con
siderando que X denota el nGmero de articulos defectuosos, se ob-

tienen, también para cada muestra,las probabilidades incondicionales

siguientes: -

P =P {X=0}="P {X <0} =0.670

P =P {X=1} =P {X <1} -P {X<0}=0.938-0.670 = 0.268
P, =P {x=2} =P {x<2}-P{X<1}=0.992 - 0.938 = 0.054

Tomando en cuenta que A = aceptacibén, R = rechazo y
CM = continfia muestreo, se hace enseguida el andlisis muestra por

muestra para obtener la probabilidad P (A; 0.02),
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def

def

def

def

def

def

M1,

Ml,

M1,

Ml,

M1,

M1,

M1,

Muestra 1 (Mlj

0 def M1 = PO

1 def M1 = P1

2 def M1 =>
Probabilidad de

Muestra 2 (M2)

0 def M2 = P

00

1 def M2

01

2 def M2

02

3 def M2

0 def M2

10

1 def M2

11

2 def M2

nfimero de aceptacién

nGmero de rechazo

0.670 = CM (0 def)

0.268 = CM (1 def)
> R (2 def)
aceptacién = 0.000

(0.670) (0.670) = 0.
(0.670) (0.268) = 0.

(0.670) (0.054) = 0.

(0.268) (0.670) = 0.

(0.268) (0.268) = 0.

It

449

1795

0362

1795

0718
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no hay

(0 def)

CM (1 def)

CM (2 def)

(3 def)

CM (1 def)

CM (2 def)

(3 def)
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Probabilidad de aceptacidn = 0.449

Nuevos valores:

"p1 = P {un defectuoso en M2} =0.1795 + 0.1795 = 0.359
P, =P {dos c'iefectuosos enM2} - =0,0362 + 0.0718 = 0.108
c. + Muestra 3 (M3)
c =1
r =3
1 def M2, 0 def M3 ~© P10 = (0.359)(0.670) = 0;2405 = A (1 def)

1 def M2, 1 def M3 = P .

> (0.359) (0.268)

0.0962 = CM (2 def)

1 def M2, 2 def M3 = ‘ = R (3 def)

0.0723 =» CM (2 def)

2 def M2, 0 def M3 = P

20 (0.108) (0.670)

2 def M2, 1 def M3 = = R (3 def)

0.2405

Probabilidad de aceptacién

Nuevo valor:

0.0962 + 0.0723 = 0.1685

P, =P {dos defectuosos en M3}

d. Muestra 4 (M4)

c =2

r = 4

0.1129 = A (2 def)
CM (3 def)

R (4 def)

(0.1685) (0.670)

2 def M3, 0 def M4 = P

2 def M3, 1 def M4 > P (0.1685) (0.268) 0.0451 >

2 def M3, 2 def M4 > ‘ _
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Probabilidad de aceptacidn = 0.1129

Nuevo Valor:

P3 = P {3 defectuosos en M4} = 0.0451

e. Muestra 5 (M5)

3 def M4, 0 def M5 = IEO = (0.0451) (0.670) = 0.0302 = CM (3 def)

3 def M4, 1 def M5 = = R (4 def)

Probabilidad de aceptacidn = 0.000

Nuevo valor:

33 = P {3 defectuosos en M5} = 0.0302

f. Muestra 6 (M6)

3 def M5, 0 def M6 = Ego = (0,0302) (0.670) = 0.0202 = CM (3 def)

3 def M5, 1 def M6 = R (4 def)

\I':/
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Prohabilidad de aceptaci6ébn = 0,0Q0

Nuevo valor

\

P, =P {t;es defectuosos en M6} = 0.0202
g. Muestra 7 (M7)
c =3
r =4
3 def M6, 0 def M7 = P30 = (0.0202) (0.670) = 0.0135 = - A (3 def)
3 def M6, 1 def M7 = > R (4 def)

Probabilidad de aceptacidn = 0.0135

De acuerdo con lo anterior, la probabilidad de acepta-
cidn de un lote, sujeto al plan de muestreo m@ltiple propuesto con

p = 0.02, es
P (A; 0.02) = 0.449 + 0.2405 + 0.1129 + 0.0135 = 0.8159

Siguiendo el método descrito, se pueden calcular los
valores de las probabilidades de aceptacidn para distintos vdlores
de p, con los cuales se definen los puntos necesarios para'constrg

ir la curva caracteristica de operacidn correspondiente, que se

presenta en la Fig 4.1,
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PAP) A

1.0

0.5

A .
£

o 0.02 0.06 0.1 0.1y 0.18 ‘,?

Fig 4.1 Curva CO para un plan de
muestreo miiltiple

5. Ventajas y desventajas de los planes de muestreo simples,

dobles y miltiples

En general, los tres esquemas de muestreo de aceptacibn
que se han presentado se pueden ajustar para proporcionar a lotes
con valores de p determinados pré&cticamente la misma probabilidad
de zer aceptados; es decir, si se desea, se puede.lograr que.las
curvas caracteristicas de operacidn para los planes simples, do-

bles y miltiples sean muy parecidas.

No obstante lo anterior, puede suceder que un plan de

muestreo de aceptacibdn que ha dado buen resultado para un productor
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o producto, resulte no tan efectivo para otros. La efectividad de
los distintos planes de muestreo expuestos se puede juzgar si se

analizan las ventajas y desventajas de cada uno de ellas, en térmi-
nos de cuatro factores importantes: El nlimero medio de articulos

inspeccionados, el costo de administracifn del plan, la aceptacién
por parte del productor y la informacidn sobre calidad de los lotes
obtenida a largo plazo. En la tabla 5.1 se compara la efectividad

de los tres planes estudiados.

Los factores mencionados en la tabla 5.1 deben ser considera-
dos al seleccionar un plan de muestreo. Por ejemplo, en aquellos
casos en que el costo de inspeccibn de cada articulo es elevado, la
reduccibdn en el nfimero de articulos inspeccionados puede justificar
el empleo del muestreo mGltiple no obstante su gran complejidad y

elevado costo de administracibn.

Por otro lado, el muestreo simple puede ser el adecuado si el
costo de entrenamiento de personal es muy apreciable. Finalmente,
si el problema es de acuerdo entre receptor y productor del plan
a emplear, posiblemente la solucibn sea el muestreo doble, ya que

es sicoldégicamente bien aceptado por ambas partes.



Factor

NGmero medio de articulos

inspeccionados

Costos de administracibn
(entrenamiento, registros,

personal, etc.)

Aceptacidn por parte del

productor

Informacidn a largo plazo
sobre calidad de los lo-

tes

TABLA

5

.1

COMPARACION ENTRE LOS PLANES DE
MUESTREO SIMPLE, DOBLE Y MULTIPLE

Plan
simple (PS)

El m&s grande

de todos

El mds bajo
de todos

Regular

La mayor

Plan
doble (PD)

De 5 a 40% menos

gue en PS

Mayor gue el
de PS

Adecuada

Menos gque en PS

Plan
mGltiple (PM)

Aproximadamente 25%

menos que en PD

El mé&s alto de todos

Poca

La menor

‘6¥



Ejemplo 3.1 (con p = 0.02)

a. Muestra 1 (M1)
c =1
r = 4
np = 50(0.02) = 1.0 ; PO= 0.368 ; P = 0.368 ; P2= 0.184 ; P3= 0.061
0 def M1 > PO = 0.368 = A (0 def)
1 def M1 =» P1 = (0.368 ‘ = A (1 def)
2 def M1 S» B, = 0.184 ‘ = CM (2 def)
3 def M1 =» P3 = 0.061 %CM (3 def).
4 def M1 = = R (4 def)

Probabilidad de aceptacifn = 0.736

b. Muestra 2 (M2)
c =3
r =4
np= 100(0.02) = 2 ; PO= 0.135 P1= 0.271 ; P2= 0.271 ; P3= 0.180
2 def M1, 0 def M2 ——‘7/ P20. = (0.184)(0.135) = 0.0248 = A (2 def)
2 def M1, 1 def M2 =p P21 = (0.184) (0.271) = 0.0498 = A (3 def)
2 def M1, 2 def M2 > = R (4 def)
3 def M1, 0 def M2 > P30 = (0.061)(0.135) = 0.0082 s> A (3 def)
3 def M1, 1 def M2 =» = R (4 def)

Probabilidad de aceptacibén = 0.0828

P (A; 0.02) = 0.736 + 0.0828 = 0.8188 == 0.819
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APENDICE 3 - TABLAS 711

TABLA K. LETRAS CLAVE PARA EL TAMANO DE MUESTRAS
—MIL-STD-105 (LsTANDAR ABC)

Niveles de inspeccién
Tamaiio del lote generales
o partida
I II II1
2-8 A A B N
U-15 A B C
16-25 B C D
26-50 C D I
51-40 C 15 F
91-150 D F G
151-280 E G H
281-500 F H J
501-1 200 G J K
"1 201-3 200 H K L
3 201-10 000 J L M
lQ 001-35 000 K M N
35 001-150 000 L N P
150 001-500 000 M P Q
500 001 y més N Q R




e L
o Niveles de calidad aceptable (inspeccién normal) . v e
Letra . _ ) - e e e e e e e e
clave |'l':lm:u'u:» T ! ,' o ) ’ 7 ! | I ‘1 : ! H o
paracl | goga 1001000150025 0010 0.065! .10 | 015|025 | 040 | 065 [ 1.0 | 1.5 25 1 40 i 65| 10 | 15 . 25 . 40 | 65 | 100 | 150 260 | 400 | 650 1060
¢ 13 1
tamafo I;nucsu'al .. ,;_ [ ISURL S NN PPN NN SUUSN N ORI S N S ___..l.-.,-. —— e ——— __._.|.._- e e[ —— - - -
ﬂii:‘am Ac l(r;Ac Re Ac lu'Ac Re Ac Re'Ac RelAc RelAc ReiAc Re Ac Re'Ac Re[Ac Re Ac ReiAe HesAc RelAo He{Ac Re Ac Re Ac Re Ac Re Ac RejAe Re Ac Rerde RejAc'He Ac Re
A 2 l 4 0 4 t 2202 33 45 67 810 II|H 1521 2230 3
B 3 o 1l ¢ 1 202 3{3 45 o7 slto 114 1521 2230 31l44 4
¢ s 0 ) 4 |y [V 22 33 45 67 810 1114 1521 2230 3144 45
p | 8 o 1 t )4 |2 22 33 45 67 g0 nu4 15!21 22[30 31144 45| 4o
E 11 0 1 4 ) 1 222 3,3 4§ 8 7 810 11114 1521 2230 3144 45 &
F 20 0 4 | ¢ it 2z 33 45 67 g0 s g |y 1 N
6 | = || o il Y| ¥ |12z a3 45 67 s[xouu:szln 4 "
i 50 o 4 [ ¥ [t 22 33 45 67 80 1M 152 2 . i
) ) volon]p bty 22 gl 4l el sho i a2y T o
B S . v —_— "
N 125 01! 4 ‘ 1 212 33 45 67 810 114 1521 22 4 A
L 200 v loa| 4 | ¥ (1 22 33 45 67 810 114 1521 22 i
M 318 Y 01 4 ¥ 1212 313 45 6/ 7 810 11114 1521 22 Al
N 500 Y o4 | ¥ {rajzala als 7 siio njasla 2 ,
TP 800 | ¥ [otf 4 | & [12{23{3 4[5 &7 810 11]14 1521 22 i’
Q’ 125 (01 ¢ |v2j2af34)56]7 810 111 1521 22
R 2000 T 122313415617 8/[10 114 1521 22 T

} =Usese el primer plan de muecstreo abajo de la flecha. Si el tamafio de la muestra es lgual o mayor al tamaiio del lote o corrida, higase
| 1a inspeccién del 100%.
# —=Usese el primer plan de muestreo arriba de la flecha.
Ac =Nimero de aceptacién,’ .
Re =Numero de rechazo.

TABLA M. TABLA MAESTRA PARA INSPECCION CERRADA (MUESTREO SENCILLO)—MIL-STD-105D (EstAnDar ABC)

Niveles de calidad accptable (inspeccién cerrada) )

Letra R

clave |Tamaiio !
parael | dels |0010!0.015]0.025]0.040}0.065[ 0.10 { 0151025 | 040 {065 1.0 | 1.5 | 25 | 40 { 85| s0 [ 15| 25 | 40 | 65 | 100 | 150 | 250 | 400 | 650 | 1000
‘i\mﬂfwrnues'.l':g__.__._.~ —— e —j— [ — | ——— ——— [ e —f—f— e e [ —— | — | —
de la
muestra Ar ReAc Re|Ac Re|Ac RejAc Re|Ac RejAc RelAc Re dc RelAc Re|Ac Re AC RejAc RejAc RefAc Re[Ac Re[Ac Re[Ac RejAc Re Ac RelAc Reldc Re Ac RelAc ReiAc Re Ac Re
A 2 1 l l ble 2o afa afs o8 oz 130 10l27 28
B 3 : 01 1 2|2 33 45 68 912 1318 19;21 2841 42
c 5 01 12027313 45 s 6 912 1318 19027 28141 42}
) 8 01 l 1 202 33 45 68 oliz 1318 19,27 2841 42| 4

K 13 01 1 202 33 45 68 812 13)18 1027 2541 42

¥ 20 oxl 1 202 313 °4/5 68 912 13018 19 41

— ——— et |

G 32 l OIL 1 202 33 4/ 5 6 8 912 1318 19 4

1 50 1o 1 1 202 33 45 68 912 1318 19| 4 -

I 8 v ot 1 1 2(2 33 45 68 shz 13l 19

K 125 | Lonl v |1 2l2 33 45 68 92 1318 19 '
L 200 Y lot 1 212 33 45 68 912 135 19

M 315 - v jo1 ], 1’22 33 4/ 5 68 of1z 1318 19

N 500 " onl l 12)23[3 45 68 912 1315 19

P 800 ¥ o1 1212 2]34|5 68 912 1318 19

Q 120 | | |01 122334 sessmmswl

Ro|zooo (0ov] 4 | | lvele3|3alselsofizzpsgl t

S 3150 12

e

¥ =Usese el primer plan de mucstreo abajo de la flecha. Si el tamaifio de la muestra es igual o mayor al tamafio del lote o corrida, higase
la inspeccién del 1009.

t =Usese el primer plan de muestreec arriba de la flecha.

Ac =Numero de aceptacidn.

Re =Nimero de rechazo.



i
(S ) -~

TABLA N. TABLA MAFSTRA PARA INSPECCION REDUCIDA (MULESTREOQO SENCILLO)—MIL-STD-105D (EsTAnnak ARC)
Niveles de calidad aceptable (inspeccién normal)
Letra L o . e e
clave ramaiia . | | 2 5
arael |4 1 7] 0010/0015100625|004010065] 0.10 [ 015|025 {040 [ 065 | 10| 13| 28 4.o| 65 10 15| 25| 10| 65 l 100 | 150 | 250 | 400 | 650 | 1000
~ 1
ladm:;nu muestral --——= | e — e e -—I—— e f—— | —— | — | — — | —— e e e e e '"“]—*"l—“— —_
eld
Muestra Ac ItejAc RelAce RujAe ReiAc RejAc Re!lAc RefAc RelAc ReiAc RefAc RefAc RejAc Re Ac Re' Ac Re Ac RejAe Re Ac }telAc Re'Ac Re Ac ey Ac Rei.\c RelAe RefAe RelAce Re
' ! P l ' .
A 2 , l |01l bo2,2 33 45 67 810 114 1521 2230 31
B 2 oI 4 0 21 3[2 43 sls ol 7 810 11[14 15,21 22'30 31
c 2 o 1 ¢ | 4 0 Z1 31 42 53 45 87100 151172 2|
D 3 o 1t L ¥ o 2t 3 a2 sl3 65 87 w00 e n
K 5 o 1] 4 [ ¢ Jo 2 a1 alz 53 65 87 1000 13y unou
¥ 8 o 1| 4 0 21 31 42 53 65 871000 1 4 |
G i 'MERR 31 42 53 65 570001
H 20 01l 4 f v (0 21 31 42 53 65 671010 13
J 32 01| 4 1y l0 21 31 42 53 65 8 7 1010 13| 4
_— e Ty O i I
K 0 | ] ] \ER v loz2f1 3142 53 ossiTm'low'T
L I 01| ¢ D231 42 5]3 6/ 5 & 7 10(10 13
M 125 : volotp 4 g toz2iYaitaiz2 83 65 87 1000 13
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¥ = tGsese el primer plan de miuestreo abajo de la flecha, Si el tamafio de la muestra es igual o mayor al tamaiio del lote o corrida, hégase
la inspeccién del 100%%. -

4 = dsese el primer plan dc muestreo arriba de la flecha, . .
Ac =numero de aceptacién.
Re = nimero de rechazo. -

t Si el niimero de aceptacién ha sido excedido, y el nimero de rechazo no ha sido alcanzado, acéptesc el lote, pero reinstilese la
inspcccién normal,
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4 = Uscse el primer plun de muestreo abajo de la flecha. Si el tamafio de la muestra es igual o mayor al taumafio del lote o corrida, higase
la inspeccibn del 100%.
4 = Usesc el primer plan de muestreo arriba de la flecha,
Ac=Ndmero de aceptacién.
Re == Ndmero de rechazo. .
t Usese ¢l plan de muestreo sencillo correspondiente (o alternativamente, dsese el plan de mucstreo doble hacla abajo, cuando esté disponible).
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4 =Usese el primer plan

la nspeccién del 100 .

de muestreo abajo de la flecha. Si

el tamafdo de la niuestra es i8ual o mayor al tamaiio del lote o corrida, higase

4 =Usese el primer plan de muestreo arriba de la flecha. . °

Ac:
Re

Nidimero de aceptacién.

:zNintero de rechazo.

t == Usese el plan de muestrco sencillo

: = Usese el

plan de muestrco doble

correspoudiente (o alternativamente, tsese
corrcspondiente (o alternativamente,

el plan de muestreo multiple abajo, cuando esté disponible)

j == La aceptacién no se permite _a este tamano de inuestra. -
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Ac
Ke

idsese el priiner plan de muestreo
la inspeccidn del 1009%.

Usese el primer plan de mucstreo
ntmera de aceptacién,

nimero de rechazo.

=- Usese el plan de muestreo sencill
= La aceptacién no sc permite (on

i ida, hégase
abajo de la flecha. Si e! tawnaiio de la muestra es igual o mayor al tamafo del lote o corrida, héyg

arriba de la flecha.

H ‘. ¢ poni
o correspondiente (o alternativamente, usese el plan de muestreo miltiple abajo, cuando ¢sté disponible)

este tamafio d¢ muecstra. .
. ] '

usese el plan de muestreo sencillo abajo, cuando esté disponible).

v

H
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NGmero mfnimo

rar una carta

TABLA 1II

de muestras de tamano n requerido para elabo
con una confianza de 98%, cuando se emplean

los rangos.

3 m
2 15
3 9
4 7
5 6
6 5
7 5
8 4
9 4
10 4
12 4
14 4
16 3
18 3
20 3



[N/

NGmero minimo

rar una carta

m

X

TABLA III

de muestras de tamano n requerido para elabo
con una confianza de 98%, cuando se emplean

las desviaciones esté&ndar.

n m
2 16
3 9
4 7
5 6
6 5
7 5
8 4
9 4

10 4

12 4

14 3

16 3

18 3

20 3
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CAPITULO 3

INTRODUCCION A PROCESOS ESTOCASTICOS
por Octavio A. Rascbdn Ch.*
3.1 Introduccdidn

A menudo los espeéialistas en Investigacidén de Operaciones,
Econometria, Teoria de mantenimiento, etc., se enfrentan a proble-
mas en los cuales se realizan observaciones de cierto fenbmeno
durante un lapso de tiempo. Cuando la entidad matemdtica (Ya
sea variable escalar o vectorial, funcién, etc.) que caracte-
riza a ese fenbmeno se comporta en forma aleatoria, se dice que
la entidad estd sujeta (o sigue) a un proceso estocdsiico.

Como ejemplos de cantidades escalares gque siguen procesos

estocisticos se pueden citar los siguientes:

- El nivel de inventario de cierto producto en una empresa

- El nGmero de vehiculos que circulan durante el dia por una
avenida ‘

- Las variaciones temporales en la calidad de un producto
elaborado '

- El flujo de agua en un rio

- La demanda diaria de agua potable en una ciudad

- El comportamiento de particulas sujetas a impactos que ocurren
al azar

- Las aceleraciones del terreno durante un sismo

- El nGmero de personas que esperan servicio en una linea de
espera, eté.

3.2 Degdindicdibn de un.bnoceéo estocdstico

Un proceso estocistico se define como un conjunto, {X(t),teT}
de variables aleatorias X(t), donde el simbolo & es el empleado
en teoria de conjuntos bara indicar peatenencdia (LeTse lee "% esté
en T") y T es el conjunto.de los valores que puede tomar el para-
metro deterministico Z. Este pardmetro suele representar tiempo,
distancia, &rea, volumen, etc. . X

cada funcién X (%) constituye una nealizacibn o una funcidn
muestha del proceso; el conjunto de todas las funciones muestra po—E

sibles constituye el proceso completo (figs 3.la y 3.1b).

* Jefe de la Divisidn de Estudios Superiores de la Facultad de
Ingenieria, UNAM.



Los procesos estocdsticos se pueden clasificar segln la
naturaleza del.conjunto 7. Cuando T es un conjunto disconti-
nuo o discreto, se dice que el proceso es de pardmetrno discreto,
silT es un conjunto continﬁo,«entonces'el proceso es de panrd-
metro continuo.

Un proceso de parémetfo discreto seria, por ejemplo, la
demanda semanal de llantas para autombévil en una fébrica; en
tal caso la unidad de tiempo que'ge usa es de una semana, Yy
el espacio T puede ser el coﬁjunﬁo de todas las semanas del
ano. |

T=1{1,2,...,4,e.., .52}
en donde el 1 representa la semana nfimero 1, el 2, la nfimero
2, etc. Agqui la demanda en ia semana { de cada ano es una
variable aleatoria; el registro de un ano completo es una rea-
lizacibn o funcibén muestra del proceso; el grupo de los regis-
tros disponibles de afios pasados es lé muestra del proceso,
y el conjunto de los registros de todos los anos pasados y

A

futuros constituye el proceso estoc&stico en cuestidn.

Un ejemplo de proceso de par&@metro continuo lo constituyen

las aceleraciones instanté&neas del terreno durante un sismo;

cada acelerograma (gr&fica aceleracidn vs tiempo) representa

una muestra o realizacién del proceso. En este caso, la ace-

leracidn en el instante ¢.. es una variable aleatoria. Asi, si
i .

los elementos de la fig 3.la representan acelerogramas, se Ob-

\

\

serva que en el’tiempo ti las’ aceleraciones X1(ti)’ Xz(ti)'

X,lt.], etc., varian de una muestra.a otra, ocurriendo dicha

variacidn al azar.



Otra forma de clasificar los procesos estoclsticos se
basa en la naturaleza del espacio muestral de las variables
aleatorias que 1o constiﬁuyen. >Asi, éiidichas variables son
continuas, -el proceso se denomina coniiﬁdo, y es discreto o
discontinuo si las variables aleatorias son discrétas. Por
ejemplo, el caso del problema de la demanda de llantas que se
menciond constituye un proceso discreto porque X(t) s6lo puede
tomar algunos de los valores discretos 0, 1, 2,.... El caso
de 1las aceleraciones del terreno durante un sismo constituye
un proceso continuo porque X[t} puede tomar valores del con-

junto continuo {-«, =}.

3.3 De¢cnibcién de £a ey de probabifidades de un proceso
estocdstico
Puesto que las ordenadas en cada insfante de un proceso
estoclstico son variables aleatorias, para describir la ley
de probabilidades del proceso es necesario establecer todas
las funciones de distnibucibn conjuntas de probabilidades.
La funcién de distribucibén conjunta de probabilidades

F .o . . -
(21' 22’ 'Zn)' de n variables aleatorias escalares,21, 22,...,

‘an se define como la probabilidad, P[Z1iz1,22522,...,Znizh],
de que simult&neamente Z1 asuma un valor menor o igual que Z,r

que 22 asuma un valor menor o -igual que z,, etc., es decir,

rd -’)Znizn]

= P[Z15z1, Z,<z,,.

YRR n)
en donde Z,, 22""’2n son valores numéricos. Por lo tanto,
la funcidn de distribucibn conjunta de orden n del proceso es-

tocdstico X(t) es la que corresponde a las n variables alea-

torias X(t1), Xltz),...,xltn), para todo ., %,,...,%,, es
decir, ' _ ‘
FUx %y, e, X 52,2y, 00,2, )5P[XI2 02Xy, XM2,)x,, o0, XL )2x ]

(E1 miembro derecho de la ecuacibén anterior se lee "probabilidad

de que simulténeamente X(t1)5x X(tz)ixz,..., X(In)SXnm) )

1,
En consecuencia, para contar con la ley de probabilida-

des del proceso estocdstico X(t) es necesario obtener las



func1ones de distribucidn conjuntas para todo entero n. De-
bldO a que el conocer todas estas func1ones suele ser muy‘
c0mp11cado en las apllcac1ones préctlcas, a menudo el. que
analiza el proceso se conforma con tener esa funcidn para
nr= 2 como m&ximo, es decir, con establecer las funciones -de

distribucibn de una y dos variables aleatorias.
Flx,;2,)=-P[X(t )<x,]

Flx_, x_ ;2. , 1)) = P[X(t1)<x

10 X7ty 4 X(t,)<x,]

1,

Conocidas estas funciones de distribucién es posible conocer
las densidades de probabilidades correspondientes, mediante
las conocidas relaciones de la teoria de probabilidades .

dF (x,, t1)
flx,,2,)=—0p (3.1)
1
%I, xyit 1)
flx,, x,5¢,, &)= 3% 3, (3.2)

en donde des el simbolo de derivacién parcial.

Cuando un proceso tiene densidades de probabilidades nor-

males (gausianas), se dice que el proceso es noimal a gausiano.

Ejemplo 3.1
Consideremos el proceso estocdstico de par&metro continuo

X(t) = A cos wt + B sen wt

donde A y B son variables aleatorias independientes, ambas con
distribucién normal de media cero y‘variénciq o ,'§ w s una
constante positiva. Este es un proceso continuo porqué las
variables aleatorias A y B son continuas. Calculemos, por
ejémplo, la probabilidad de que la integral de 0 a L del

cuadrado del proceso sea mayor que ¢, O sea,

L 2
P[ / X [t)ldt>c|=>2
- o

donde ¢ es una constante, y L = 2n/W es el periodo del proceso.
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El valor de la integral es

L 2" ‘ L 2 2 2 2
JOX (t)at= fo(A cos® wt + 2AB cos wl sen wt + B sen” wt)di

= L(A%+8?%)/;

Por lo tanto, la probabilidad de que el miembro izquierdo de la
ecuacibn anterior exceda a ¢ es igual a la probabilidad de que'

el miembro derecho sea mayor que ¢, es decir,
L 2 2,2 2,52 h
P{ X ftidt>c]=P[LIA+B°)/2>¢]) = P[{A“+B®)>cuw/n]

Se puede demostrar (ref 3.1) que como A y B son variables alea--
torias independientes con distxibucién normal, entonces = -
(A%+82) /0%- 1 tiene distribucién ji~cuadrada (x2) con dos grados

de libertqd.' De aquf se deduce que si hacemos A%+8%cy, entonces

_y/202 - e-cw/2n02

V=Zaz, dz=dy/o2 y P[A2+Bz>cw/ﬂ]= ! '5%2 e dy

cw/m
Puesto que

X(t) = A cos wt + B sen wt = D cos (wt-0)

donde b=/A2+82 y 8 = tan-l(B/A), se concluye que 1lo que varia
de una funcibén muestra a otra del pfoceso, conservéndoge en
cada caso la onda armbnica de frecuencia w, es la amplitud, 7,
y el angulo de fase, 8, de la onda.
Ejemplo 3.2 -
Sea el proceso estoclstico de parfmetro continuo

X{t)=R + St ‘ .
donde R y S son dos variables aleatorias independientes con \
densidades d? perabilidades 6R(n) y 63(4), respectivamente.

Cada pareja ée 4 y 2 (valores que asumen S y R, respectivamente)

!
|
.



conduce a una recta que constituye una realizacibn del proce-
so, por lo que &ste estd constituido por una familia de lineas

rectas con pendientes 4,.y de ordenadas al origen xn, aleatorias.

Para obtener la funcibén de distribucibn, F(x;%t), de pri-

mer orden del proceso X({t), hagamos
X =R + Sl . (3.3)

donde Sl = tS. En tal caso,

Fylx) = P[X<x] = P[R + S <x] = éf fpg (1,8, )dr ds. (3.4)

. . . 1 ’

. X .
donde 6RS (a,51) es la densidad de probabilidades conjunta de
1

las variables aleatorias Ry 31, y la regibn de integracidn
Dx es tal que 2 + 41 < x; esta reg16n qgueda representada por la
zona sombreada de la fig 3. 2, como puede verificarse facil-

mente. Por lo tanto, la ec 2.4 queda en la forma

-h

Fx(x) =_i- 6R31(n,51)dn da1 (3.5)

8 X

Derivando la ec 3.5 respecto a x obtenemos la densidad de

probabilidades, 6x(x), de primer orden de X (ec 3.1)

6X(x)= f 6RS (n,x-n)dn (3.6)

- O

Puesto que en este caso las variables aleatorias R.y Sl son
independientes, se tiene que

6R3 (n,x-n) =6R(n)63 (x-n)
1 1

por lo que

fylx)= I foln)fg (x-n)dn (3.7)
-0 1

Para aplicar la ec 3.7 al problema que estamos resolviendo,

'es necesario obtener primero la densidad de probabilidades,



53 (61), de la variable aleatoria 31 = ZS. Para lograr esto,
1

hagamos lo siguiente:

si t >0,
. ST/I
FS1(41) = P[S,<s.] = P[S<s. /2] =-i fgls)ds

La densidad de probabilidades de Sl se obtiene derivando la

ecuacidn anterior respecto a 41, es decir,

d H

bg (8,0 = g5 Fg (8,0 = 1 g ls./2) (3.8)
, 1 1 1 i '
Si £ < 0, entonces s < 4, para 4§ > 51/t, por lo que
8./%
F$1.(A1)=P[S1551]=P[S>51/t] = 1—_°f° fgls)ds
y N - -
g (80 L Fg 1s) =0 - gls /2) - Tésley /1) - (3.9)
S 1 1

Las ecs 3.8 y 3.9 se pueden combinar para obtener una férmula

vdlida para todo valor de t, dando como resultado
o, (89) = —— §ols1/2) (3.10)
syttt T gEr dstn
A
donde |t]| denota el valor absoluto de Z%.
Sustituyendo la ec 3.10 en la ec 3.7 se obtiene

b (2) fg (-2) dn - (3.11)

8- 8

"zgk-(x) - T}—'T ]
Consideremos el caso particular en gque R y S tienen distribu-
ciones exponenciales con parimetros a y B (a#B), respectiva-
mente, es decir,

-anr

5R(n)=ae ;h > 0

fgls) = 8 e B a0

En esfas‘circunstancias,'el 1imite inferior de la integral de

la ec 3.11 es cero, ya querﬁk(n) es cero para valores negativos
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de 2, Yy el superior es tal que (x - &)/t > 0, lo cual ocurre
para £ > 0 cuando & < x, por lo que la ec 2.11 queda en la forma:

1

gy (%) i -ar g o~ Blx-nl/2,

a e

O W >

1

ia -(B/i-a)ndn

e-Bx/z

.a B e

1
O\ &

aB -Bx/t | B/t -a)n|*
[Z1187/Z-a] © [e ]o

s e -1)

OB -Bx/t [, [B/% -a)x
B -at ,

- aB
T "B -ai (e

-ax_g-Bx/t) (3.12)
El mismo resultado se obtiene para £ < 0, ya que los
limites de integracibn de la ecuacibn anterior se intercam-.

bian,  apareciendo un signo menos fuera de la integral al colo-

carlos en la posicibn que tienen para 1 > 0.

3.4 Media, autocorneacién y autocovariancia de un procesdo

estoecdstico

Es bien sabido que el conocer la media y la variancia
de una variable aleatoria no es suficiente para determinar
su comportamiento probabilistico, sino que es indispensable
se sepa cudl es su densidad de probabilidades."Pero, afin
cuando e€sta no se conozca, los parimetros anteriores son de
gran utilidad porque resumen ciertas caractefisticas de ten-
dencia central y de dispersifén de los valores que asume la N
variable, e incluso permiten estimar, aunque sea burdamente,
aléunas probabilidade; mediante la desigualdad de Chebyshev

(ref 3.3).



Una utilidad semejante a la que tienen la media y la
variancia de una variable aleatoria, la tienen las funciones
de vaflon medio (media), autocorrelacibn y autocovariancia de

un proceso estoc&stico.

La med{a, E[X[t)] = n(t), de un proceso continuo X(t) se
define comq’la esperanza de la variable aleatoria X(t) en el
instante %, es decir, |

E[X(2)] = nlt) = Sx§(x;¢)dx (3.13)

donde E[X(t)j se lee "esperanza de X(t);. ‘Estavfuncién fepre—
senta el valor medio del proceso en el instante t. Si e}-pro—
ceso es discreto, la integral de la ec*3;13';e cambia por una
suma que abarque todos los valores. que puede asumir X(t), es

decir,

nit) = I

&=_&xéﬁ(xi;t), ' S (3.14)

Este comentario se aplica también a las definiciones que siguen.

Para plantear las definiciones ‘de las funciones de auto-
correlacidn yvde autocovariancia de un proceso estocéstico,
es necesario indicar que la cornelacibn, RI(Z,Y), de dos varia-
bles aleatorias, l y V,.se define como la eéperanza de su pro-

ducto. Asi, si Z y Y son continuas, se tiene que

RIZ, V) =7 L2y §lz,y) dz dy (3.15)

en donde {(z,y) es la densidad conjunta de probabilidades de
'y VY (ref 3:1). Por otra parte; la cévaniahcia, clz, v), de
Iy Y se define como la esperanza de1<prdducto‘{z—E[Z]}{y-f[VJ},

es decir,
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elz,y) = L T{z-E[2]My-E[V]Y§lz,y)dz dy (3.16)

Volviendo ai proceso’ estocdstico X(t), su 6uﬁci6n de
autocornelacibn, R(t1,t2), se define como 1la ésperanza dgl
producto de las variables aleatorias X(t1) Yy X(tz) para todo
11_y 12 (es la corfelacién de X(t1) y X(Iz)) gue, de acuerdo

con la ec 3.15,resulta ser -

Rz, ,t,) = E[x(2,) X(tz)] = Ixox, flx ,x,52 ,¢,)dx, dx, (3.17)

la cual, en general, es una funcibén de 11 Yy tz. Si t1 = tz =r,

entonces\E[let)] es la funcidn del valor medio cuadrdtico delk

procesdo, o sea, del valor médio del proceso elevado al cuadrado.
La funcién de autocovariancia, C(t1 tz), del proceso

X(t) es la covariancia de las variables aleatorias X(t1) Yy

X(fz) para todo £, y t,, es decir (ec 3.16)
clz,,z,) = E{[X(z,) - nit, )] [X{2,) = nlt,)]} (3.18)

La ec 3.18 se puede escribir como

Cle,,t,)=E[x(t,) X(2,)]. -E[X(t Inlt,)]-E[nlt,)X12,)]+E[n (L In(z,)

Considerando ahora que la-esperanza de una constante.es la propia
constante, y que la del producto de una constante per una va- ‘
riable aleatoria es igual a la constante multiplicada por 1la
esperanza de la variable, la ecuacibn anterior se puedé rees-
cribir como
Cley, 2,) sE[XI£,0X(2,)] -nlt,)E[X(,]] -E[X(2;)]nl2 )+nit Inlt;)

= Rlz,,2,) -nlt,)n(z) -nit,Inlz,) #nle Inlt,] (3.19)

Reagrupando términos se llega a

Cle, ,2,) = Riz ,2,] - nlt )nlty) (3:20)
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oZ(R)=1/a2, 02(S)=1/82, E[Rz] = 2/a2 y E[32]=2/82, como puede
verse en la tabla 2.1. Ademds, considerando que S y R son
variables aleatorias independientes, se‘tiene que E[SR]-
E[SJE[R]= 1/(aB), y Cov(S,R)=0. Sustituyendo estos valores

en las ecs 3.21, 3.22 y 3.23 se obtiene finalmente

n(z) = 1/a + t,t,(1/8%) |
CRIt,,2,) = 2/a® 4 .2, (2/8%) « [t +£,)[1/(aB)]
clt,,t,) = 1/a® + 2.2, (1/8%)

Ejemplo 3.4. Paseo casual. El camino o paseo casual es un pro-
ceso estoclstico discreto de paré&metro discreto, en el cual
los cambios en los valores del proceso chrrén cada T segundos.
Dichos'cémbios obedecen a un mecanismo aleatorio, de.ta; mane-
ra que en cada instante el proceso se incrementa o decrecé
en una unidad (él proceso da un "paso" a la derecha o a la

izquierda, motivo por el cual se denomina paseo casual).

Para deducir la distribucibn de probabilidades de este
procesé, supongamos que el mecanismo aleatorio gue marca los
cambios de valores es el resultado Qel lanzamiento de una
ﬁonéda, de manera que si cae cara ei proceso da un paso de am-
plitud 4 a la derecha, y si cae sol lo da a la izquierda. Con
base en esto, es evidente que cada f&écién muestra del- proceso
dependera de la secuencié de caras, Cg y soies, S, que haya
salido; en la figura 3.3 se muestra e¥ prindipio de una de
estas funciones, correspondiente a la‘gecuencia CCSSSCCS. ..

(se supone que en t=0 el proceso parte del origen). Obsér-
P 7

vese que las discontinuidades del p;q$eso ocurren en los tiempos
/ J
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tiv;\niT’ en donde n, es el nGmero del lanzamiento de la @oneda;

ademds, los valores que puede asumir el paseo casual son...

-3, -2, -1, 0,1, 2, 3,..., es decir, todos los nﬁmeros enteros

positivos y negativos.

Supongamos que en los primeros n lanzamientos ocurren k
caras, con lo cual en el lapso Z=nT se dan k pasos a la dere-

cha y n - k pasos a la izquierda. Por consiguiente, si X[(0} =0

(parte del origen) el proceso se encuentra en la posicién
X(nzTl = ks - (n-k)s = (2R - n)s
donde 4 es el tamano de cada paso.
Si’hacemos 2k-n = n, vemos que X(nT) es una variable alea-
toria que toma los valores 14, en donde r=n,n-2,...,-n. Cla-
ramente X(nT) = 28 ocurre cuando aparecen k caras en n lanza-

mientos, cuya probabilidad queda dada por la distribucibn bino-

mial. Puesto que

_h+ton
R =—7g—
tendremos
n
- ! -k
P[X(nT)zjlé]:P[k =_)_L_';__V_l_]= n+n pkqn k: AT n Ty "Ok n
. =2 () (-0

en donde p es la probabilidad de que la moneda caiga de_cara,
y ¢=1-p es la de que caiga de sol. Eq lo que sigue desarro-
llaremos el caso en que la moneda és homogénea (no-estéd car-
gada), es decir, p=¢=1/2, con lo cual la equacién anterior

gueda en la forma



14.

‘ U n! 1 : '
P[X(nT) = “]'(un,,(n_y_n“ W (3.24)

2 2

Para obtener la esperanza de este proceso aplicamos la

ec 3.14, es decir,
n ' 1
E[X{nT)]= T 4 L&

- ARy, . AtRy, R
neen o (2R (- 2

(3.25)

lo cual se puede demostrar que vale cero. De igual manera,

la funcidn del valor medio cuadrético del proceso es

h '
E(x%(nT)]= I (24)° " ! (3.26)
n=-n (5520 (=250 2"

lo cual da E[lenT)]=n52. Estos resultados se pueden obtener
también si usamos las variables aleatorias independientes Xi
gue puede tomar los valores & y -4 con probabilidades respec-

tivas de 1/2. Evidentemente,

Puesto que.

X{nT) = X1 Xyt Xn

la esperanza de X(nT) es igual a la suma de las esperanzas de
las X{,_lo cual da cero; adem&s, puesto que las variables son
independientes, la esperanza del cuadrado de X{(nT) es igual
a' la suma de las esperanzas de los cuadrados de las Xz; lo
cual es:

E[x2(nT)] = ns?® | \‘

Para obtener la'dgnsidad de probabilidades dg segundo
orden, 6(x1,x2;t1,12), con t1<12, usaremos la relacién (ref 3.1)
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flx,, x5t ,2,) = 5(x2;tzlx1;t1)6(x1;t1)
en donde 6(x2;12]x1;t1) es la densidad de probabilidades condi-

cional .de que X2=x en t=t2 dado que en Z={1 se tuvo X1=x

2 1

(ésta nos permite obtener las probabilidades de que el proceso

esté en la posicibn X,=h,4 en el tiempo 12=n2T, cuando se sabe

gque en el tiempo I1= n1T estuvo en x_ = 414) y 6(x1;t1) =

PXin,T)=x,].

= A1A a X,= n_4 es necesario dar por lo

'~ Para pasar de x 5 5

1

menos (x —41) pasos en (nz—n1) unidades T de tiempo. Por con-

2
siguiente, 6(X2;12|X1;t1)=0 si (nz-nn<(n2-n1). Para el caso

(nz-n1)3(a2-a1) la densidad condicional se deduce de manera
similar a como se hizo para la densidad de primer orden, pero
ahora partiendo de x1=a15 en el tiempo t1=n1T, en vez de partir

de x,=0 en el tiempo cero. EIl resultado es la siguiente dis-

tribucidn binomial

nz-n1

, 1
6(x2,i2|x1,z1)=P[X(n2T)=n2¢|X(n1T)= n1A|— ‘“2'“1’*‘”2'"1"5H??ET
2

(nz-n1)! ]

(Ly=n ) +(n,-n.) | (42-n1)+<n2—n11],2n2-n1
( 2 )'[("2'"1)' 2 .

Tomando esto en cuenta, la distribucidn conjunta queda en la

forma
nz-n1 n1
. (n_~n_ J+{n_-n N n +n
] R 2 2 1 1 1) 1
g[xln1T),X(n2T), n.T, nzT]_ 5 S e (3.27)

Existen algunas variantes del paseo casual, de las cuales

las mids comunes son:
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i) La opcibn de avanzar a la izquierda se cambia por
la de permanecer en el mismo sitio; es decir, en este paseo
en cada unidad de tiempo o se avanza a la derecha o no se
avanza.

ii) Se tienen las tres opciones: avanzar a la derecha
con probabilidad p, a la izquierda con probabilidad ¢, o pér—

manecer en el sitio con probabilidad v=1-p-gq.

El estudio de los caminos casuales ha encontrado aplica-
cibén en muchos problemas de fisica, ingenieria, inventarios
(ref 3.9), etc.‘bComo ejemplo puede citarse la ref 3.10 en la
cual se usb un paseo casual para deducir la densidad de pro-
babilidades del nfimero de repeticiones de carga que hay que

aplicarle a un objeto para que se rompa (problema de confiabi-

lidad de fatiga de materiales).
3.5 Procesos estocdsticos estacionarios

Como puede obﬁervarse en las ecs 3.1 y 3.2, las densi-
dades de probabilidades de un proceso estoc8stico son, en
general, funciones del tiempo y, por lo tanto, también lo son
la esperanza y la autocorrelacidn del mismo (ecs 3.13 y 3.17).
Hay, sin embargo, una clase especial de procesos llamados
procesos estrictamente estacdionanios, tales que sus densidades
de probabilidades de cualquier‘orden son.invariantes si se tras-
lada el ofigen de la escala del tiempo.’ En particular, la den-
sidad de probabilidades de primer orden no resulta ser funciéﬂ

del tiempo Yy, por consiguiente, la esperanza del proceso es

una constante; es decir,
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§lx,52) = §{x,) ‘ (3.28)

Efx(z)] = n (3.29)
Ademids, en este caso la densidad de probabilidades de segundo
orden y la funcibén de autocorrelacibédn no son funciones de los
tiempos tl Yy tz por separado, sino s6lo de su diferencia
T=t2—t1, es decir,

5(x1,x2;t1,t2) = 6(X1,X2ET) (3.30)

Rz ,2,] = Rt | (3.31)

De la ec 3.19 se deduce que la covariancia de un proceso es-
trictamente estacionario también depende s6lo de T, ya que en

tal caso gueda

Clt ,z,l = R{t)-n?=C (1) (3.32)

En la mayoria de los procesos estoci&sticos que se
presentan en los problemas pricticos no se cﬁenta con todas
las distribuciones de probabilidades, por lo cual resulta
imposible verificar si tales procesos son estrictamente esta-
cionarios. Por tal motivo, se ha convenido en definir un
proceso estacLonarnio en el senitido amplio, como aquelrcuya
esperanza es constante y cuya -funcidn de autocorreiacién es
funcidn sblo de la diferencia de tiempos T=tz-11, sin _importar
lo gue suceda con las distribuciones de probabilidades de cual-

quier orden.

De las dos definiciones de estacionaridad que se han
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presentado, se puede concluir gque un proceso estrictamente
estacionario también es estacionario en el sentido amplio,
pero si lo es en el sentido amplio no necesariamente es es-

trictamente estacionario.

Por otra parte, si un proceso no es estacionario en el
sentido amplio, tampoco es estrictamente estacionario, ya que

la ec 3.28 no se cumpliria.

Ejemplo 3.5
¢Es el proceso X{t)=R+St visto en el ejemplo 3.3 e !
a) estacionario en el sentido amplio
b) estrictamente estacionario?
a) La respuesta a este problema .es inmediata, ya que
en la ec 3.21 se observa que la esperanza del proceso si es
funcdidn del tiempo‘§,_en la ec 3.22, que la autocorrelacidn
. Por consiguiente, el

es funcibn de 11 y 1 y no de 12 - 1

2’ 1

proceso, no es estacionario en el'sentido'amplio.

b) Puesto que el proceso no es estacionario en el sen- °
tido amplio, tampoco es estrictamente estacionario. Esto se
puede verificar al observar que la densidad de probabilidades

dada en la ec 3.12 es funcibn del tiehpo, z.

Ejemplo 3.6

et

¢Es estacionario, en el sentido amplio, el camino casual
estudiado en el ejemplo 3.4? ' ,
‘ .

La respuesta es no, ya gque aun cuando la esperanza vale

cero (es constante), la funcidn de valor medio cuadré&tico
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es nAz {no es constante por depender de n) y la autocorre-
lacidn depende de n, yn, por separado y no de n, - n.,
puesto que la densidad de probabilidades de segundo orden

depende de n, yn, (ec 3.27).

Demostraremos esto Gltimo para el caso del paseo casual
en que con probabilidad p se avanza un paso y con probabilidad
l-p se permanece en el sitio en cada T segundos. La densidad

de ‘probabilidades de segundo orden correspondiente es (ref 6.13).

/ ( [ " n noy=-n
§{X(n,T), X{n,TI;n T,n,T|= nin1) (n1) pr2(1-p) 2772

Dor 1o tanto

-

n ‘&1+"2'" . (ho-n n1. n n,-xn
E(X(n T)X(n T)]= 8% ' & ‘non (n _41) (,L)p 2{1-p)l72 "2
1 2 2 1 2 1 1
)11=O )1.2=/'Ll

Haciendo la transformacidn m=n ,-n,, multiplicando y dividiendo
por (1-p)n1, y reagrupando términos se obtiene:

-n

" 2

) 1 }
n1(n1)pn1(1-p)n1 4
0

2

AE[X{n1T)X(n2Tﬂ=5 "a7hy)

Vimen,)

S M

n =0

-1 ™MSs

Dividiendo la suma del lado derecho en dos partes se obtiene

P27 om Ry=hnqg-m_
g m(°2 "1)p (1-p) ={n_-n_lp
m 2 1 -
m=0
Y

n gz'nﬂnz-n1)pm(1_p)n2-n1—m=n

1 m 1

m=0

ya que la suma se realiza con todos los términos de la distrix

busidn binomial. Por lo tanto
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/

" .
2 1 n n nq{-An
z 41[n1+p(n2-n1)l(n:)p 1{1-p)"1 ™

E[X(n, T)IX(n,T)]= &
n,=0

2 2
=4 {n1p['1-p(1-n1)]+p(n2-n1)n1p}=A n1p[1—p(1-n2)]
que es una funcidén de n, Yy n,, yno de su diferencia n,~n,-

Ejemplo 3.7

Demostrar que el proceso del ejemplo 3.1, X(t)= D cos
(wt - ¢), donde D y w son constantes,y ¢ es una variable aleato-
ria con densidad de probabilidades uniforme entre -m y m, es

_estacionario en el sentido amplio.

Para resolver este problema veamos primero si E[X(t)] =

constante.

E[X(¢)].= E[D cos (wt -¢)]

D E[cos wt cos ¢+ sen wt sen¢]

1]

D cos wt E[cos ¢] + D sen wt E[sen ¢]

Pero, considerando gque la densidad de probabilidades de ¢ es
uniforme entre -1 y m, es decir,

si - 1< ¢

|A
=

1
T

§6) = -

se obtiene -

cos ¢l: = =[-1-(-1] =0 N

Por lo tanto, E[X{%)]=0, que es una constante.

Veamos ahora si la autocorrelacidn es funcidn T=t2 —t1
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R(t1,12)=‘E[D cos (Wt1—¢) D cos (wtz—¢ﬂ =
= sz[cos (wt1-¢) cos (wtz-¢ﬂ

Desarrollando los cosenos de la ecuacidn anterior, efec-

tuando las multiplicaciones y agrupando términos se obtiene

R(Iz,t1) - p? {coswt1 cos wtzf[cosz ¢]+(cos mt1 sen wtz +
+ sen wt1 cos wIZ)E[sen¢cos¢] + sen mI1 sen wtzf[sen2¢] (3.33).

Pero

i
E[cosz¢] = f ;; cosz¢ d¢ = 1/2

U .
E[sen¢cos¢} = f 2; sen¢ cosé do =0
-7

2 n 2
E[sen ¢] = f sen ¢ d¢ = 1/2

1
27

por lo que la autocorrelaciébn (ec 3.33) queda en la forma

R(tl,tz) - p? 7} (cos wi1 cos mt2 + sen wt1 sen miz)
2 2 2
= —5— cos (wiz - wt1) = —— cos w(tz —11)= 5 cos WT

gue es una funcidn de 1 y, en consecuencia, el proceso estu-

diado si es estacionario en el sentido amplio.

3.6 Proceso simple de Poisson

Uno de los procesos estocdsticos que mis se emplean para
resolver problemas de Investigacibn de Operaciones, Ingenieria
de Sistemas y de Fisica, es el denominado proceso simple de
Poisson. Se ha empleado, por ejemplo, para describir la

ocurrencia de tormentas, de inundaciones y de flujo de vehiculos,

-
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en la teoria de espera (colas), etc (refs 3.4 - 3.7).

El proceso simple de Poisson es un proceso estocistico
en el que se cuenta el nfimero de ocurrencias de alglin evento
especifico (por ejemplo, el nfimero de vehiculos que pasan por
cierto punto de una carretera); por este motivo en algunos

textos se le denomina proceso de conteo de Poisson.

Para estudiar el proceso simple de'Poisson, calculemos
la densidad de probabilidades del.nﬁmero de ocurrencias de
cierto evento en un iapso tz-t1=ta, cuando el tiempo de ocu-
rrencia de dicho evento tiene densidad de probabilidades uni-
forme en el intervalo de 0 a L (figs 3.4a y 3.4b). En este
caso, la probabilidad, p, de que ocurra el evento una vez en

el periodo de t1 a 12 es

1
2 1 a
p = ‘ I = T

Por consiguiente, la probabilidad de que el evento ocurra k
veces en el lapso ta' si sabemos que de 0 a L ocurre n veces
. —

es (distribucidn binomial)

k k

P[k en t,] = (Z) pq"”

donde ¢=1-p -

De la teoria de probabilidades sabemos (ref 3.2) que si

n/p+~, n/l+>X y p es pequena, entonces la distribucibdn binomial

tiende a la de Poisson (ver tabla 2.1) con par&metro D=np=nta/L=

\Y
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De la definicibn de A se concluye que &sta representa al nG-

mero medio de ccurrencias por unidad de tiempo, motivo por el

cual se le suele llamar {intensidad del proceso.

Se puede demostrar (ref 3.2) que si Ia y Ib son dos
intervalos de tiempo que no se traslapan, entonces los eventos
{Ea ocurrencias en—ta} y {hb ocurrencias en‘tb} son indepen-
dientes, es decir, el nlmero de ocurrencias del evento en Ia

es independiente del nimero en tb.

Sea X(t) un proceso estocéstico‘con el cual contamos el
nmero de ocurrencias de un evento. Si hacemos t1=0 Yy en ese
momento iniciamos el conteo, entonces ta=tz4t1=t2=t y X(0)=0;
en tal caso la ec 3.34 queda en la forma

k

PIX(2) <k] = P[k en £] = oM DAL (3.35)

y constituve la densidad de probabilidades del proceso de
Poisson. Cada funcidén muestra de este proceso tiene la forma
de una escalera con escalones de altura unitaria localizados

en los tiempos ti en que ocurre cada vez el evento (fig 3.5).

Existen algunas variantes del proceso de Poisson gue se
‘estudian en las refs 3.8 y 3.12, de los cuales el més cémﬁn
es el que permite que el nlimero de ocurrencias por unidad de
tiempo, A, no sea una constante, sino una funcibn del- tiempo,
A(t). En este caso el proceso, Y(L), se denomina proceso ge-

neralizado de Poibéon,'y se puede demostrar que su densidad

de probabilidades es

k
PIyit)=r] = % U (3.36)
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en donde

o= fg At) at

Observese que el proceso simple es un caso particular de éste
con A(T1)=X2, por lo cual u=art . Tomandoien cuenta que la suma
algebraica de dos variables aleatorias con distribuciones de
Péisson con paré@metros respectivos V y b también tiene ese tipo
de distribucidn con parémetro v+Q , se tiene que la diferencia,
X(tb)-xlta), del mismo proceso en los tiempos tb Y Ia, con
tb>ta, también es un proceso de Poisson con par&metro A(ib-ta),
O sea

k
Az, -2 )
PlX(2,) - X(t,) k] oM tymtg) ] b 2 ] (3.37)

Esta diferencia representa el incremento que tuvo el proceso

al pasar del tiempo ta al tb.

Puesto que la ec 3.37 es una distribuéién de Poisgon, la
media o esperanza y la variancia son '

E[x(ib) - X(t,)] - oz[Xltb) - Xt )]= Az, -2,) (3.38)
Considerando que la variancia. de una variable aleatoria, Z, es

o2(2) = E[2°%]-E?[2]

se tiene que la funcibn dei valor medio cuadr&tico de la dife-

rencia del proceso en cuestibn es .
E{IX(£,)-X12 112} = a2(2, -2 )2rl2t,-2 ) (3.39)
_ b a b "a b Ta )
De las ecs 3.38 y 3.39 es evidente que si Ia=0 Y tb= t, entonces
ni{z) = E[X(2)]= Az (3.40)

E[x2(2)] = 2%t + xt = Az(1+42) (3.41)
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constituyen, respectivamente, la media y la funcidén del valor

medio cuadré&tico del proceso simple de Poisson,X(X).

Para obtener la autocorrelacidn de X (%), consideremos
las diferencias del proceso correspondientes a los intervalos
de tiempo gque se ?raslapan, de ta‘a tb, y de tc a Id (ver
fig 3.6). Para calcular la esperanza E{[X(tb)-X(ta)][X(td)-
X(tc}]}, dividamos cada intervalo en dos partes que no se tras-
lapen, ya que de esta manera los incrementos del proceéo en

es0s intervalos son independientes; asi,
ty-ta=lt -ty ¢ (-2 ) 2
td"tc = ('tb—'tc) + ('td-'tb)

Por consiguiente,

X(tp)-xtz 4 = [x(t,)-x(x )] + [x(£,)-X(z,)]

Xl )-x(zt,) = [Xizp)-x{2, 0] + [X(t )-Xx(2,)]

Tomando en cuenta que la esperanza del producto de los miembros
izgquierdos de las dbs iltimas ecuaciones es igual a la esperan-
za de los productos de los miembros derechos, y que cada uno

de los incrementos del proceso encerrados en paréntésis rectan-
gulares es independiente de los dem&s, en cuyo caso la esperan-
za del producto es igual al producto de las esperanzas, se

llega a que la autocorrelacidn del incremento del proceso en

ambos intervalos es

R[x(tb)-x(ta),x(zd)-x{tc)]=E{[x(zb)-X(ta)][x(zd)—x(tc)]}
" |
SNl ) (2 -t ) ex -2 ) (3.42)
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A partir de esta ecuacidn, haciendo ta=tc=0, tdﬁtz Yy tb=t1
se obtiene la funcién de autocorrelacidn del procesé simple’

de Poisson, X(t), la cual vale
52 )
RIt,,2,)= 22t 2, +at , si t,>t (3.43)
De acuerdo con 3.40 y 3.43, la autocovariancia de X (1)

vale (ec 3.20)

: N ] |
C(t1,12)-l t1t2+ At1-(kt1)(kt2)—kt1 (3.44)

3.7 Proceso estocdstico de renovacdibn

El proceso estocéstico de renovacibn trata esencialmente
el problema de reposicién de objetos o componentes»que fallan,
tales como focos, maquinas de construccibn o industriales,
equipo para transporte, etc. Cuando un objeto falla se sus- .
tituye con otro; al fallar éste se repone de nuevo, y asi
sucesivamente. En lo que sigue calcularemos las medias y las
variancias del nGmero de reposiciones que se efectGan por unidad
de tiempo.

Un proceso de nenovacibfn es una secuencia XL de variables
aleatorias Xi independientes e idénticamente distribuidas. Aqui
XL denota la duracidn del objeto introducido en el {-&simo
remplazo.

Si efectuamos la suma

Sn = X1+X2+...+Xn

entonces Sn constituye el tiempo en el cual se efectfa el

n-ésimo remplazo del objeto en cuestidn.
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Un problema gue puede tratarse como un proceso de reno-
vacién, aunque no haya objetos fisicos que renovar, es el de
flujo de tréafico (ref 3.3): Sea una central telefdnica o de
correos, la cual recibe 6fdenes (llamadas) en los instantes
aleatorios TyrTyreee, €N donde 0<T1<%2<.... Si es razonable

suponer (como a menudo sucede) gue los tiempos sucesivos de

interarrivo de Ordenes

X, =1 X, =1 -11,...,X =T -1

son variables aleatorias independientes y con igual densidad

de probabilidades, entonces el proceso Xi es un proceso de
renovacidn, ya que constituye los tiempos en gue se "renueva"
una orden o llamada. Para este caso se puede demostrar (ref 3.3)
gue si las Xi tienen distribucibdn exponencial con parametro

v, es decir, si

glx;] = ve VXL

entonces el nimero de renovaciones hechas hasta el instante %1

es un proceso de Poisson simple, con media vZ%.

Consideraremos sdlo el caso en que los tiempos a los
cuales se asigna lé reposiéién son discretos, por ejgpplo,
semanas, meses o anos. Asi, si las unidades de tiempo son
semanas, las reposiciones que se hagan de lunes a domingo de
la primer seména se anotan en la semana nGmero 1, y asi su-

cesivamente. Estudiaremos dos casos. N

a) cuando los objetos QUe fallan se reponen con ele-

i

mentos nuevos

b) cuando se reemplazan con objetos usados.
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3.7.1 Reemplfazo con elementos nuevos

Consideraremos que la poblacibn original de objetos
nuevos (en t=0) obtiene la primera renovacibn en t=X1;
los objetos ya renovados obtienen su ségunda renovacibén en
el tiempo t=X +X,, etc. ‘Sea p, la probabilidad de que un
ijeto recién instalado falle después de n unidades de tiempo,
y sea p0=0. Supondremos que todos los objetos operan ininte-
rrumpidamente, y una vez que alguﬁo falla se repone de inme-

diato con otro nuevo, manteniendo el nfimero total de-objetos en

uso.

Las reposiciones en cualquier instante son renovaciones
ya sea de los objetivos originales o de otros que se repusieron

(n) el ndmenro_esperado_de_repuestos de

previamente. _Sea_g

¥l
la ({+1)-&sima generacibn realizados en el tiempo n. La rela-

cién que éste guarda con el nfimero de repuestos de la {-&sima

generacibn, gil.),

9ipqlnl=

nh™s

. gi(n-k)pk (3.45)

0]
ya.que la renovacién de ({+l1)-&xima generacifn en el tiempo
1 esté const;tuida por los reempiazos que se hagan antes dal
tiempo n de elementos de la {-&sima generacidén pero que fallan
en el tiempo n; ademés, el nlmero esperado de reemplazos de
la generacidn { realizados en el tiempo n-k (para 0<k<n) es

giln—h)pk, por lo que la {-&sima generacidn se obtiene suman-

do para toda ksﬁ, dando como resultado la ec 3.45.

Sea el nGmero esperado total de renovaciones, Un, la

suma de los nimeros esperados de cada generacidn, es decir,
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" .
u = £ g.ln) , (3.46)

Escribiendo la ec 3.45'explicitamente para 4=1,2,3,... y .

sumando los resultados se obtiene

gZ(n)= g1(n—k)ph

nmMmMms

k=0

~o
" M=

gB(n)= gz(n—k)pk

n n .
= 2 [z g,ln-kR)p (3.47)
k=0 i=1 * k]

Considerando la ec 3.46, la ec 3.47 queda en la forma
n
Un—g1(n)= k§ Un-kpk (3.48)
=0
donde gl(n) es el nfimero esperado de reposiciones en el tiempo

n de la poblacibn original.

3.7.2. Reemplazo con objetos usados

Si la poblacibn original no estd constituida totalmente
vpor objetos nuevos, sino que Ch de ellos ya han operado k uni-

dades de tiempo, entonces el total de objetos, N, es

v Ec, (3.49)

Las probabilidades p, due se han empleado hasta ahora *
corresponden a objetos nuevos. Para los objetos usados que
pudiera tener la poblacidén original, la probabilidad de falla

en el tiempo n de un objeto que ya habia durado k unidades de
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tiempo en operacidn, antes de ser instalado, queda condicionada
por la probabilidad, Ry 1 de que la duracidén sea mayor de k

unidades, la cual es,

np =pk+1+pk+2+...=1 - Py (3.50)

Puesto que la probabilidad condicional de que el objeto
falle en n+k unidades de tiempo, dado que debe durar m&s de k
unidades es pn+k=pnnk, entonces la probabi;idad, Py de falla

de un objeto en el tiempo n ser&
pn=pn+k/nk (3.51)

y el niimero esperado de objetos que requeriré&n renovacibn en el

tiempo n y que ya habian operado k horas es Ckpn+k/nk' Sumahn-

do sobre todos 16s valores posibles de k obtenemos el nfimero

esperado de renovaciones de la poblacién original, es decir,

i

9,(nl= (3.52)

1 MS\

oEo CePner’ e

Sustituyendo la ec 3.48 obtenemos el ndmero medio (espe-

rado) total de renovaciones en el tiempo n, o sea,

u =
noy

Tt ™S
S
ne~8
o

o Uy kPre CrPusi! "t (3-33)

Ejemplo 3.5 -

Supongamos queken un proceso de renovacibn discreto la
probabilidad de que un objeto dure una unidad de tiempo es \
p=0.75,y la probabilidad que dure k unidades est& dada por \
la distribucién bonomial, siendo la duracién mdxima de cinco

unidades de tiempo, es decir,
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s i
Pe = T pheT

en donde ¢=1-p. Supongamos tambi&n que la poblacibn original
tiene 100 objetos, de los cuales 10 son nuevos, 15 ya habian
operado durante una unidad de tiempo, y 75 durante tres unida-
des de tiempo. Calcular el nlimero esperado total de renova-

ciones después de seis unidades de tiempo.

Aplicando la distribucidén binomial para k=1,...,5, ob-~
tenemos pl=0.01, p2=0.09, p3=0726, p4=0.40 y,p5=0.24; ademés
p0=0, como se habia indicado, y pk;O para k>5. Usando estos

valores en la ec 3.50 obtenemos

7y = 0.01 + 0.09 + 0.26 + 0.40 + 0.24 = 1.00
ny = © 0.09 + 0.26 + 0.40 + 0.24 = 0.99
ny = 0.26 + 0.40 + 0.24 = 0.90
ny = 0.40 + 0.24 = 0.64
ny = 0.24 = 0.24
g = = 0.00

De la informacibn que se nos dio acerca de la poblacibn
original deducimos que C0=10, puesto que diez objetos eran

nuevbs, C,=15, puesto que 15 objetos tenian una unidad de uso

1
y,andlogamente, CZ=0’ C3=75 y C4=C5=0. Aplicando la ec 3.52

se llega a

gl(;)'= 10 X 0.01 + 15 X 0.09/0.99 + 75 x 0.40/0.64= 48.34

De manera similar se obtiene, 91(2)=32‘97’ 91(3)=8.66, 91(4)=f.63;
gl(5)=2.4 y gl(n)=0 para n>5. Por consiguiente, mediante la

ec 3.53 obtenemos U0=O
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u, = ul_op0+ul_1pl+48.34
= U;x 0 + 0 x 0.01 + 48.34 = 48.34
Uy = Uy_gpgtlp_gpytlip_ppot 32.97

= 0 + 48.34 x 0.01 + 0 + 32.97 = 33.45

u, = u +U

3 = Uz_gPotls_ypy*ls_opo*ls_3pa+ 8.66

= 0 + 33.45 x 0.01 + 48.34 x 0.09 + 0 + 8.66 = 13.35

Uy = Uy oPotlly 1Py ¥l pPytly 3P3tly_4py* 7.63

= 0+13.35 x 0.01 + 33.46 x 0.09 + 48.34 x 0.26 + 7.63 = 23.34

Ug = Ug_gpotUs_1py+ls opytlg_spq+lg_sp+lUs_gps+2.4

= 0+23.34 x 0.01 + 13.35 x 0.09 + 33.46 x 0.26 + 48.34 x 0.40

2.4 =31.87

u, = u +U +U

6-0P0 Ug-1P1HlUg Pt 3pytlg gpy+le_spgtly cpet+ O
0+31.87x0.01+23.34x%0.09+13.35%0.26+33.46x0.40+48.34x0.24

30.88

‘La suma de las renovaciones promedio después de seis uni-

dades de tiempo es

U = 181.24 . -
1 n

™Mo

n

Considerando que th=1, es posible demostrar (ref 3.7) que

®©

cuando n tiene a infinito Un tiende a N/(kfokpk), es decir,
que conforme n crece el nfimero esperado de reposiciones en
el tiempo n tiende a ser igual al nlmero de objetos en la po;
blacibn origiﬁal dividido entre el promedio de la duracibn de

cada objeto, lo cual, intuitivamente, es razonable.
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El lector interesado en profundicar més en este proceso

de renovacidn, puede acudir a las refs 3.3 y 3.7.

3.8 Conéiabiﬁidad

Uno de los atributos m&s importantes que debe poseer un
sistema es una con‘iabilidad adecuada. Antes de establecer la
confiabilidad de un sistema, es necesario analizar si los costos
y tiempos de produccidn, las condiciones de operacibn y las
pcliticas de mantenimiento4que deben observarse duranﬁe un
periodo de operacidn considerando, justifican el nivel de con-
fiabilidad deseado. Lo anterior se debe a que, en general, un
incremento en la confiabilidad lleva apérejado un crecimiento

en los costos de produccién y de operacién de los sistemas.

La confiabilidad de un sistema se define como la proba-
bilidad de que éste realice satisfactoriamente ciertas funcio-
nes especificas durante un lapso prescrito, bajo ciertas con-

diciones ambientales.

De la definicidn anterior se desprende que es necesario

conocer:
a) El tiempo de operacidn (vida Gtil)
b) El medio ambiente de operacibn (temperatura, humedad,

fuerzas que deber& soportar, etc). -

- c) ¢Qué es lo que constituye una operacidn satisfactoria o
cudndo se considera que un sistema ha fallado? (por
ejemplo, ¢qué nivel de dano se considera como "falla"\
en un edificio que se ve sujeto a un sismo: colapso

tagtal, agrietamiento de muros o agrietamiento de los

recubrimientos?). R
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Para calcular la probabilidad de que un sistema no falle
(su confiabilidad) es necesario conocer las densidades de pro-
babilidades o la densidad de probaﬁilidades conjunta de las
variables aleatorias que se considere podrian influir en la
sobrevivencia o falla del sistema. Asi, para obtener la con-
fidbilidad de un edificio que se vea sujeto a sismos, es ne-
cesario conocer las densidades de probabilidades de su resis-
tencia y de las fuerzas dinémicas que provocarian los temblores
que pudiéran actuar sobre el edificio. En este ejemplo, la
aleatoriédad de la resistencia se debe a variaciones al azar
en las resistencias de los materiales de construccibn, en las
dimensiones de las vigas, losas y coluhnas, etc; la aleatorie-
dad de las fuerzas sismicas se debe a la ocurrencia al azar

de los temblores en sitios localizados a diferentes distancias

del edificio y con diferentes magnitudes, a las caracteristicas

del subsuelo, etc.

Tanto en el ejemplo del sistema estructural que acabamos
de describir, como en los sistemaslelectrénicos, industriales,
etc., son varios los factores que pueden influir en las densi-
dades de probabilidades de las variables aleatorias que inter-
vengan en el problema. Estos factores se pueden dicidir en tres

grupos, a saber, factores indiciales, gactonrnes pre-openraciona-

Les y factonres de operacidn, como puede verse en la fig 3.7.

Si X(%) es un proceso estoclstico que define el compor-
. tamiento o respuesta del sistema, entonces la densidad de
probabilidades de primer orden, obtenida con base en la infor-

macidn, Y, disponible al respecto (ya sea experimental o subje-
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tiva), ser8 {|x(z)|Y]|.- Si se divide el eje del tiempo en uni-
dades discretas (como se hizo en el camino casual), el pro-
ceso X(t) serd ce pardmetro discreto; en caso contrario seré

de paré&metro continuo.

Por simplicidad, para el caso discreto escribiremos
lxie ) 1v] = g[xlz,)]

En caso de que el criterio de falla del sistema sea
"ocurre la falla si la respuesta del sistema excede al valor
A", entonces la probabilidad de gque esto ocurra en el tiempo
tn,rsi lo Gnico que sabemos es que hasta el tiempo inmediato

anterior, tn no ha fallado, seré

-1/
P[X(tn)>AIX(tn_1)<A]= ié[x(tn)]dx (3.54)

si el proceso es de pardmetro discreto. En caso de que el pro-
ceso sea estacionario, su densidad de probabilidades de primer
orden no depender& de £, en cuyo caso ge usard en la ecuacidn

anterior {(x) en vez de 6[x(tn)].

Un métodomés usual para determinar la confiabilidad de
un sistema consiste en obtener, experimental o subjetivamente,
la densidad de probabilidades.del tiempo de falla del sistema.
En forma experimental esto se puede lograr observando varios
sistemas idénticos, expuestos a las mismas condiciones ambien-
tales, y anotar los tiempos en que falla cada uno; luego, me-
diante procedimientos estadisticos, se les ajusta alguna denf
sidad de prokabilidades a los tiempos de falla. En forma sub-
jetiva, la densidad se puede asignar con base en el conocimiento

de otros sistemas similares, con base en alglin modelo matemdtico



(como en la ref 3.10), etc.

En muchas ocasiones, como se verd mi4s adelante, la den-
sidad de probabilidades del tiempo de falla del sistema se de-
duce de las densidades de sus respectivos componentes que, en

general, son mls f&ciles de determinar.

3.8.1 Fuenza de montandad

En estudios realizados sobre la confiabilidad de los com-
ponentes de un sistema se ha encontrado que est8 caracterizada
por tres etapas. La primera es un lapso inicial de afta moxr-
tandad o alta intensidad de falla (el nlimero medio de fallas
por unidad de tiempo es grande), la cual se debe principalmente
a un control de calidad deficiente durante la élaboracibn del
componente. Este periodo inicial esté limitado por el tiempo
Tt indicado en la fig 3.8. Lo que es costumbre hacer en sis-
temas muy importantes (como los de defensa militar de un pais),
para eliminar los componentes defectuosos, es usarlos durante
un tiempo Tc en alglin dispositivo ajeno al sistema, y luego
instalar en dicho sistema los que no hayan fallado. La segunda
etapa es un periodo de {intensidad de falla constante, en la
que las fallas ocurren al azar y con menor frecuencia gque en
las etapas 1 y 3; el limite superior de esta parte estd indi-
cado con TD en la fig 3.8. En TD se inicia la tercera etapa
qgue es dg‘atta montandad 0 alta intensidad de galla, lo cual
equivale a féllas muy frecpentes debidas al deterioro de los
componénteg. Cuéndo en un sistema son indeseables este tipo

de fallas, estas se pueden reducir siguiendo politicas de man-

tenimiento preventivo. Estas politicas incluyen pruebas pe-
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ribdicas e inspeccibn de ciertas componentes, y su reemplazo

cuando las pruebas indiquen gue éstos estén prbximas a fallar.

La regibén de intensidad de falla constante corresponde
al lapso de operacibn normal del componente respectivo, en el
cual las fallas ocurren al azar y son {ndependientes, por 1lo
cual puede considerarse razonablemente que &stas pueden re-
presentarse mediante un proceso de Poissgn con intensidad A
(el valor de X varia de un ﬁipo:k;componente a otro, y seudetér—
mina experimentalmente). Con esto en mente, la probabilidad de
que no ocurra‘ninguna falla en el periodo de 0 a t se obtiene
mediante la ec 3.35, sustituyendo en ella a k=0. El resultado

es

At )% -az

P[x(zt)=0]= e G =@ =P[T<1] (3.55)

en donde T es la variable aleatoria fiempo de falla.

\

Si analizamos la densidad de probabilidades exponencial

§12) = re M octem (3.56)

vemos que su funcibn de distribucibn (o distribucidén de proba-

bilidades acumuladas) es

t
P[T<t] = Fle)= Me Mdr = 1-o7M
0

por lo cual la probabilidad de que la variable T sea mayor que %

es

P[T>t] = 1-Flz) = ¢ M | (3.57)

Comparando las ecs 3.55 y 3.57 vemos que éstas tienen
como factor comGn a e_kt, por lo que deducimos que la variable

aleatoria, T, "tiempo de falla", tiene densidad de probabilidades



exponencial, y que la probabilidad dé que no falle el compo-
nente queda dgda por la ec 3.57. Es interesanfe mencionar que '
experimentalmente.se ha coﬂfirmado que este tipo de distribucibn
se ha ajustado razonablemente bien a los tiempos de falla de

diversos componentes de circuitos electrbnicos, tales como

transistores, bulbos, etc.

La fuenrza de montandad o intensidad de galla, Blt), de
un sistema se define como sigue: B(T)d(1) es la probabilidad
de gque un sistema falle en el intervalo de T a 1+dt, suponiendo

qgue no ha fallado hasta el tiempo rt.

Supongémos qué un sistema ha operado durante un tiempo
T sin ninguna falla. Si la variable aleatoria T es el tiempo
de falla del sistema, y §(t) y F(£) son la densidad de pro-
babilidades y la funcién de distribucidn de T, respectivamente,
entonces la funcidén de distribucién de T séré

plr< 2, T>1].

F
(£]£>7 ) P[T>1]

>t (3.58)

en donde el miembro izquierdo representa la probabilidad de que
el sistema sobreviva hasta ¢ dado que sobrebibid hasta 1, y

el numerador del miembro derecho es la probabiliaéd de que'
simult&neamente ocurran los eventos {T<t} y {T>t}, la cual

es igual a F(£)-F(1). Adem&s, es evidente que el denominador
de la ec 3.58 es P[T>1] =1-F(1). Por consiguiente, la ec 3.58

qgueda en la forma

F(t)-F (1)

F('tlat>T) = W)———;IZT (3.59)

La densidad de probabilidades correspondiente se obtiene
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derivando la ec 3.59 con respecto a %; el resultado es

§lt]|t>t) = %}%%FT si  t>1 (3.60)

o si ZX<T

De la definicidén de fuerza de mortandad vemos que

Bltldt = glt|t>1)dr

por lo que
dF ()
[ gty dt
\ B(T) = 1-F(TT = l'F(TT (3.61)

Mediante la ec 3.61 se puede obtener la fuerza de mortan-
dad cuando se conoce la densidad de probabilidades de falla
del sistema. Por el contrario, si lo qﬁe se conoce es B(T),
la densidad de probabilidades se puede obtener resolviendo la
ecuacidn diferencial de la ec 3.61. Integrando ambos miem-
bros de dicha ecuacidn se obtiene:
T
S Blt)dt =-gn[1-Fl1)]
0
(la constante de integracidn. es cero porqﬁe F(0)=0, debido a
que el sistema empezd a operar en 1=0). En la ecuacibn antgrior
Zn denota logaritmo‘natural (con base e¢). E1l antilogaritmo de
la ecuacibdn anterior resulta ser
T
-/B(t)dzt (3.62)

Flt) =1- ¢°
o, derivado respecto a 1,

T
§lr) =p(r)e [BlE)dL (3.63) |




Ejemplo

Sea un sistema en el que la fuerza de mortandad del sis-
tema es la constante A. Aplicando la ec 3.63, la densidad de
probabilidades correspondiente resulta ser

-}Adt=

flt) = xe’; re AT

>0

gue es la distribucién exponencial. En conclusibdn, si la den-
sidad de probabilidades de falla de un sistema es exponencial,
entonces su fuerza de mortandad es constante e igual al paré&-

metro A de la misma.

Ejemplo
Si un sistema tiene una densidad de probabilidades gama, es

decir, si
\ e’ si £t >0
§lzt) =
0 si £ < 0

donde ¢ es una constante (el parémetro de la distribucidn)

entonces

-et_ -cd

F(z) = 1-cte e si £t >0

La fuerza de mortandad respectiva se obtiene mediante

la ec 3.61, lo cual resulta en

2_ -et 2

g(7) =& te ¢t
, - - 1+

eTe CT+Q CcT CT

Ejemplo .
Otra funcidén de intensidad de falla que se ha empleado
en algunos estudios de confiabilidad (ref 3.11) tiene como

ecuacidbdn a
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BlT) = a6e6-1

donde a y 8 son constantes positivas. Observése que si ¢§>1
entonces B(T1) crece cbn 1; si 6<1, decrece, y si 6=1, entonces
B(T)=A; este iltimo coincide con el ya estudiado de la dis-
tribucién de Poisson. Usando esta expresidn para B(1) en la’
ec 3.63 se obtiene

fl1) = astTemoT

gue es la distribucidn de Weibull.

3.8.2. Pruebas de dunracibn

Para determinar la densidad de probabilidades de la duracibn
‘de un componente de un sistema, es necesario extraer una muestra
aleatoria de n componentes idénticas, probarlas poniéndolas a
funcionar en las condiciones ambientales con que lo harén en
el sistema y anotando los tiempos de duracibén de cada componen-
te. En muchas ocasiones la duracién de los componentes es larga,
por lo que es necesario disefiar pruebas aceleradas, de tal ma-
nera que las condiciones ambientales sean mis severas éue las
normales y se ocasionen las fallas m8s ridpidamente. Este tipo
de pruebas se pueden usar también para comparar dos tipos Qife—
rentes de componentes, para que rdpidamente se pueda inferir
cudl es més confiable. Es evidente que los resultados de las
pruebas aceleradas deben estar correlacionadas con los de las
pruebas normales para poder inferir las duraciones en operacibn
normal a partir de las correspondgentes a las pruebas aceleradas

(estas correlaciones deben determinarse durante la etapa del

diseho de la prueba acelerada).

Si existe evidencia experimental o subjetiva suficiente que favorez



a la distrnibucibn exponencialf con paré&metro A, como densidad
de probabilidades de los tiempos de falla de los componentes,

entonces

§(zt) = Ae-AI ; >0, A>0

y el tiempo medio de falla seri

E|T]=u= 1/ (3.64).

Supongamos que se ponen a prueba n componentes y que la
prueba se da por terminada cuando hayan fallado 1 de ellos
(n<n), y que los tiempos de falla son Ilitzs"'itd' Nuestro.
iﬁterés radica en la estimacidn estadistica, 1, del tiempo

medio de falla, u. R

Usando la teoria desarrollada en la ref 3.11, se 'puede
démostrar que el estimador insesgado del tiempo medio de vida

de los componentes es

T Tn/n | (3.65)

donde\Ta es la duracidn acumulada de los componentes hasta el

tiempo tn' es decir

r
Tn =L§1ti+(n—n)t& (3.66)

para el caso en gque los elementos gque han fallado no 4e reem-

pfazan por uno nuevo, O

T, = nt, | (3.67)

si se han reemplazado. Observe que si la prueba es sin reem-
plazo, de las ecs 3.65 y 3.66, se obtiene que i es el prb—

medio de los tiempos observados de falla.

)
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Para hacer inferencias acerca de i, usamos el hecho de
que 2Ta/“ es una variable que tiene distribucibdn ji-cuadrada
con 21 grados de libertad (ref 3.11), independientementede que
la prueba haya sido con o sin reemplazo. Por consiguiente, el
intervalo de confianza para u correspondiente a un nivel de

significancia, a(el nivel de confianza es 1l-qa) '‘es

2T, 2T, (3.68)
7 M2 T3
Xa/2 X1-a/2
2 2 A e e o
en donde Xa/z Y X1-a/2 son las abscisas-de la distribucibn ji

¢uadrada con 21 grados de libertad, para los cuales queda un
drea bajo la curva igual a a/2 a su derecha o a su izquierda,

respectivamente (fig 3.9).

\ Para probar hipbdtesis acerca de p usamos la misma dis-
tribucibn x2 con 2r grados de libertad. Si la hip&tesis nula
(por probar) es que u=uo(ud es un valor especifico), y la hipb-
tesis alterﬁativa es,u>u0, aqeptaremos la hipétesig nula con

un nivel de confianza l-a si

2T&

<x? (3.69)

L a

0
y en caso contrario la rechazaremos. Si las hipbtesis alter-

nativas son u<u0 o u#uo, aceptaremos la hipbtesis nula si

ZTA

,
m > Xq_ay2 (3.70)
0
O si
. 2T
2 2 (3.71)
X1eas2= Mg = Xay2

respectivamente.



Otra opcibn que se puede tener al realizar la prueba
de duracidn es la de interrumpir la prueba al conc;uir un
tiempo acumulado de fallas fijo, T, predeterminado, y consi-
derar los k componentes gque han fallado hasta ese iﬁstante como
el valor observado de una variable aleatoria. Ya sea que la
prueba se realice con o0 sin reemplazo, un intervalo de confianza
aproximado para el tiempo medio de vida de los componentes es

2T  <us 27 —
2 2 . (3.72)

X1-a/2 X a/2

donde xf_ es la abscisa de la distribucibn~” ji~-cuadrada con

a/2
2k + 2 grados de libertad, para la cual queda un &rea bajo 1la
curva 1iqual a a/2 a su derecha, y Xé/z es la abscisa de la
distribucibén ji-cuadrada con 2k grados de libertad, pa?a la
aual queda un &rea bajo la curva igual a a/2 a su izquierda.

Las pruebas de hipbtesis son semeiantes a las del caso anterior,

pero ahora usando una distribucidén ji-cuadrada con 2k grados

de libertad.
Ejemplo

Supongamos que se han puesto a prueba de duracidn 50
componentes de un sistema, y que &sta se termina al fallar 10
elementos. Si los tiempos de falla resultan ser 65,110,380,420,
505,580,650,840,910 y 950 horas, entonces n=50, £1=10 yde la

ec 3.66,

T10 = (65 + 110 +...+ 950) + (50 - 10) 950 = 43, 410 hrs .

La estimacibn del tiempo medio de sobrevivencia de los

componentes es (ec 3.65)
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~ 43,410 _
H = ———1—0——— = 4,341 hs

Por consiguiente, de la ec 3.64 se concluye que‘la intensidad

de falla o mortandad de estos componentes es

A =1/{l = 0.00023 fallas/hr

o 23 fallas cada.cien mil horas. El1l intervalo de confianza del
908 (¢ =1 - 0.9 = 0.10) para u es
2x43,410 gug 2x43,410

2 2
Xo0.05 Xo0.95

en donde la densidad ji-cuadrada tiene 2 x 10= 20 grados de
libertad. De las tablas de esta distribucién (en la ref 3.11,
por ejemplo) se obtienen x§_05=31,410 Yy x§.95=10,851, por

lo cual resulta

\

2,764 <u< 8,001

Esto significa que con un 90% de probabilidad, el verdadero

valor de p cae entre 2,764 y 8,001 hs.

Supongamos ahora que deseamos probar la hip&tesis nula de gu
A=0.00040, o sea u6=2,500 hs, contra la hipbtesis alternativa
de que u>2,500 hrs, con un nivel de confianza del 95% (a=1;0.95=
0.05). En este caso x. ,.=31,410 y 2T,/u,=2x43,410/2,500=34.728,
que resulta ser mayor que 31,410, por 1lo cual rechazamps la
hipdtesis nula con un nivel de significancia de 5%; esto equivale
a decir que el tiempo medio de vida excede de 2,500 hs con un

95% de nivel de confianza.

Para estimar experimentalmente la duracibén media y la

variancia de la duracién de componentes que no tienen intensidad



de falla constante, como la que corresponde a la distribucibn

de Weibull ya descrita, el lector puede acudir a la ref 3.11,

pag 376.

Ejemplo

Supongamos que la duracibén de un componente de un sistema
tiene distribucibn exponencial con parametro A, es decir,

§12) = re M

Si al fallar un componente se reemplaza de inmediato por otro
nuevo, calculemos la densidad de probabilidades de la duracibn
total.

Sean T1 y T2 las variables aleatorias gque representan
a los tiempos de falla del primero y el segundo componente, res-
pectivamente. Puesto que ambos componentes son idénticos, tienen
la misma distribucién exponencial. Nos interesa la densidad de

probabilidades de T =T +T2 la cual puede obtenerse mediante la

1
ec 3.7, ya gue Tl vy T2 son independientes (se supone que el
funcionamiento del sistema es el mismo con ambos componentes).

En estas circunstancias

o _ _ _ _ b

- S MM A gy a2 M T g
0 0

= A2t M

Aplicando repetidamente este procedimiento podemos cal- |
- cular la densidad de probabilidades de la duracién de n compo-
nentes que se usan sucesivamente, reemplazando cada una a la

gue ha fallado previamente.
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3.9 Sistemas en sende y en parafelo

Puesto qﬁe la confiabilidad se ha definido como una pro-
babilidad, &sta se podri calcular, para un sistema cualquiera,:
si se conocen las densidades de probabilidades de falla de cada
uno de sus coﬁponentes. Estas densidades se pueden obtener me-
diante experimentos disefiados exprofeso o mediante considera- '
ciones de cardcter subjetivo basadas en experiencias previas
con componentes semejantes, o en la experiencia del que estudia

la confiabilidad del sistema.

Muchos sistemas pueden considerarse con los componentes
eé dendie o en paralelo. Se dice que un sistema es en sendie si
sus componentes estdn conectados entre si de tal manera que al
fallar uno de ellos falla el sistema; en la fig 3.10 se muestra
la representécién clidsica de un sistema de este tipo. Un sistema
es en panafefo si para que falle éste se necesita que fallen
todos sus componentes; en la fig 3.11 se encuentra la repre-

sentacidn gr§fica de un sistema de este tipo.

‘pPara estimar la confiabilidad de un sistema en serie con-
sideraremos que los componentes del mismo son [ndependientes,
es decir, que el hecho de que uno falle no influye en la pro-
babilidad de que cualaguier otro falle. En otras palabras, la
confiabiliéad del componente se mantiene inalterada cuanao

cualquier otro falla.

Puesto gue para que un sistema .en serie no falle se regquie-
re gue ninguno de sus componentes falle, su confiabilidad seréa
igual al producto de las confiabilidades de cada uno de sus

componentes (esto se debe a que el evento "no falla el sistema”




es la interseccidn de los eventos "no falla el componente
{" en donde 4=1,2,...,n, ¥y n es el total de componentes).

En simbolos, la probabilidad de que no falle el sistema antes

del tiempo & es

n
PIT22]= R(£)=R (2)xR, (£)x...xR (&)= 7 R (2] (3.73)

en donde T es la variable aleatoria "tiempo de falla del sistema",
1t es un valor que puede asumir T, R(%) es la probabilidad de

gue no falle el sistema hasta el tiempo £ (sp confiabilidad hasta
ty, vy Ri(t) es la probabilidad de éue la componente { no falle
antes de f£. De la ec 3.73 se concluye que la confiabilidad de

én sistema en serie decrece conforme aumenta el nGmero de sus
componentes, ya que se estdn multiplicando entre si pﬁmeros me-
nores de uno. Por ejemplo, si n=4 y Ri(t)=0'9 para toda {4 (los

¢omponentes son idénticos), entonces R()=0.9 x 0.9 x 0.9 x 0.9 =

0.6561; si n=5, R(£)=0.9 x 0.9 x 0.9 x 0.9x0.9 = 0.59049

Para que un sistema en paralelo falle es necesario que
fallen ftodos sus componentes. Si dichos componentes son inde-
pendientes, la probabilidad de falla del sistema en algfin ins-

tante previo a t seréa

n
PIT<t| = Flt) =1-R{t)= = |1—RL(1)I (3.74)
. 4=1

por lo que la confiabilidad del sistema serd 1-P|T<t|,es decir

n
RIZ) = 1- @ |[1-R.[%]] (3.75)
L=1 <

Puesto que todas las probabilidades de falla que aparecen
en el miembro derecho de la ec 3.74 son menores gque uno, el

resultado de aplicarla decrecerd conforme aumenta el nfmero

n de componentes, es decir, la probabilidad de supervivencia
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de un sistema en paralelo aumenta conforme crece el nfimero de
sus componentes y, por consiguiente, su confiabilidad (ec 3.75)

aumenta.

Por ejemplo, si un sistema en paralelo tiene cuatro com-
ponentes (n=4) y si Ri(t)=0'9’ entonces su probabilidad de falla

antes del tiempo £ es (ec 3.74)
P|T<t| = F(2) = 0.1°x 0.1 x 0.1 x 0.1 = 0.0001
por lo que su confiabilidad (probabilidad- de sobrevivencia) es
R(¢) =1 - 0.0001 = 0.9999

El hecho de gque 1la Eonfiabilidad de un sistema en paralelo
es mayor que la de uno en serie, en igualdad del nfimero de com-
ponentes y de sus confiabilidades, hace concluir que una manera
de aumentar la confiabilidad de un sistema en serié consiste en
ponerle algunos componentes en paralelo a aquellos gque tengan
baja confiabilidad, con lo cual se forma un sistema mixto, como
el de la fig 3.12. A los componentes gque se agregan con este
objeto se les llama tedundantes, porgue no son indispensables
para que funcione el sistema. Sin embargo, al anadirle compo-
nentes redundantes a un sistema se incrementan su costo, vélumen,
complejidad, etc., lo que en ocasiones desalienta la utilizacibn

de este recurso.

Para calcular la confiabilidad de un sistema mixto primero
hay que obtener las confiabilidades de los grupos de cbmponentes
gue estln en paralelo, y luego considerar a dicho grupo como

si fuese un elemento conectado en serie con una confiabilidad

igual a 1la del grupo en paralelo. Asi, en el caso presentado




en la fig 3.12, en gque la confiabilidad de cada componente hasta
el instante £ est& anotada abajo de &l, el primer grupo.de
elementos en péralelo tiene una confiabilidad igual a Rl(t)=

1 -0.3 x 0.3 x 0.3=0.973; la del segundo grupo es R2(1)= 1-

0.2 x 0.2=0.96 (ver fig 3.13). La confiabilidad del sistema es,

entonces,

R{z) = 0.99 x 0.95 x 0.973 x 0.96 x 0.90 = 0.7815

Si no hubiese habido componentes redundantes, la confiabilidad

hubiera sido

R{t) = 0.99 x 0.95 x 0.70 x 0.80 x 0.90 = 0.4740

gue es bastante menor que la del sistema que si los tiene.

3.10 EL modefo exponencial en La confiabilidad de un sistema

\

En esta seccidn emplearemos los resultados obtenidos

para calcular las confiabilidadeé de sistemas en serie y en pa-
ralelo, suponiendo que las densidades de probabilidades, (1),
de los tiempos de falla de los componentes son exponenciales,
es deéir, |

§,1¢) = ALQ_ALZ

en donde A{ es la intensidad de fallas (nGmero medio de fallas

por unidad de tiempo) del i-é&simo componente.

Tomando en cuenta que

z
RIL) = 1-Fl) = 1- J §(¢)dt
0
obtenemos
t
R A2) =1- e M tate Tt (3.76)
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Si el sistema es en serie, su confiabilidad, de acuerdo con
la ec 3.73, seréa

n
R(£) = m e hite oo B AN, o0t (3.77)

en donde

n
8 =L . (3.78)

Puesto que el miembro derecho de la ec 3.77 tiene la misma
forma que el de la ec 3.76, deducimos que la densidad de pro-
babilidades del sistema en serie también es exponencial con
parédmetro 6, es decir, el nimero medio de fallas del siétema
pér unidad de tiempo queda dado por la ec 3.78. Adem&s, puesto

que el tiempo medio de falla de cada componente es (sec 3.8.2)

’

Ei(t),= Wy T l/Ai

\
tenemos que el tiempo medio falla del sistema, cuando cada

componente que falla se reemplaza de inmediato con otro idén-

tico, es

ElTl: “ = 1 =

Para el caso de un sistema en paralelo, si las densidades
de probabilidades de falla de las componentes son exponenciales,
la confiabilidad es

n
R(2) = 1- 7 (1-eN*) (3.80) <
L=1

Esta probabilidad no se puede factorizar en tal forma
que tenga la apariencia de la ec 3.76, como sucedid con el




o A

sistema en serie y, por consiguiente, la distribucién de la
confiabilidad de un sistema en paralelo no es exponencial.

En estas condiciones, ia intensidad de falla (fuerza de mortan-
dad) del sistema se tendr& que obtener mediante la ec 3.61, y

no resultarid ser una constante.

El tiempo medio de falla también es dificil de obtener
para el caso general en que las AL son diferentes. Si todas

las AL son iguales a A, entonces la ec 3.30 resulta en
R(t) =1-(1- ¢ " (3.81)

El. desarrollo del boniﬁio del miembro derecho de la ec 3.81

conduce a

R(2) =(" ’

")e”u -(")e'zuh..+(-1)"_1e_”>‘t (3.82)
en dnnde (2) denota al nimero de combinaciones que se pueden
formar con n objetos tomando de { en {. Puesto que la densidad

de probabilidades es

dF
gre) AR L Ay gg)) --dRIEL

obtenemos que la densidad de probabilidades del tiempo de falla

del sistema en paralelo es
6(z)=x(f)e'xt —2A(g)e-2At+...+(-1)n-1nke-nxt (3.83)
La media del tiempo de falla es, entonces

T2 e

1]

A" fte_ktdt-zk(g)Ie

E(t) =p= S2§(2)dz ;
0 0

- e MM gy
= ()= () e
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Por induccibn matemitica se puede demostrar gque esta ecuacibn

es equivalente a

He (1 + .. =) (3.84)

por lo que la fuerza de mortandad resulta ser

h
-
—




TABLA 2.1

ALGUNAS DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDADES

bertad

Distribucibn Densidad de probabilidades,f, (x) | Esperanza | Variancia
Binomial :)prn-x;x = 0,1, ,n
(n=1,2,...;0<p<1; np npq
g=1-p) 0 ;x <0
n . -A X
Poisson e A Y
Py —T ;x = 0,1,... A N
B (x > 0) 0 ;X <
)
“ ‘ x-1
O Geométrica Pq :;x = 0,1,...
2
w | (0<p<l: ¢=1-p) 0 ix < 0 1/p q/p
H
Q [
Binomial negativa n+x-1 A x
(n=1,2,...;0<p<l; pq ;x = 0,1,... " n 2
¢=1-p) . X nq/p q/p
0 ;x <0
Normal , \
(mo<n<eo; 1 -{x-n)?/20 n o
0<0? <w) s e X<
: Exponencial AQ_AX ;x> ,
5 (1>0) 0 ;X <0 1/ 1/
Y| Uniforme en el in- 1 L p<x<h
& | tervalo de a a b (b - al *°="= (a+b) /2| (b-a)?/12
=z 0 ;a>x o b<x
o
&) B 2 - -
I cuadrada (X*%) n/21 _ x(n/2 l)e x/2 " on
con n grados de li- 2 rb?f%
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El conjunto de todas las muestras posibles

X, (t) .
3 , X,(0t), X, (0t ) ..., constituye el pro-
/ ceso eslocasfico X (t)
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Fig 3.1.a Proceso estocastico de parametro continuo
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Fig 3.1.b Proceso estocastico de parametro discreto
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Fig 3.3 Funcion muestra de un paseo casual
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Fig 3.5 Funcion muestra de un proceso
simple de Poisson



Fig 3.6 Zona de traslape de los intervalos

de at , y de ipaly
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Fig 3.7 Factores gue influyen en el comportamiento de un sistema
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