Ejercicios dirigidos y problemas resueltos de
Teoria General de Sistemas aplicada a la Ingenieria Civil

Capitulo 2 Programacion Lineal

2. Programacion Lineal

La Programacion Matematica es la rama de la Investigacion de Operaciones que se es-
pecializa en resolver problemas de optimacion, en los cuales se desea maximizar una
funcién (por ejemplo, la utilidad, el rendimiento o la eficiencia) o minimizarla (por
ejemplo, los costos, el tiempo o la distancia). Permitiendo al decisor tomar el curso de

accion o programa mas eficiente.

En este capitulo se abordaran dos modelos de optimacion lineal: el Método Simplex y el
Modelo de Transporte. Para ello, en cada seccion se plantea un problema de ejemplo
que se resuelve paso a paso, y que sirve para ilustrar todas las etapas de solucién del
modelo. Posteriormente se abordan un par de ejercicios mas, desarrollandolos comple-
tamente y abarcando temas adicionales. Y al final de cada seccion se proponen algu-
nos ejercicios sin el desarrollo paso a paso, pero se proveen soluciones parciales y fina-

les para su corroboracion.
Un modelo de Programacion Matematica consiste en:

a) Un conjunto de variables de decisién, que pueden ser controladas o determina-

das por el decisor.
b) Una funcidn objetivo, que se maximizara o minimizara.

c) Un conjunto de restricciones, que describen las condiciones, bajo las cuales se

debe satisfacer el objetivo.

Cuando la funcién objetivo y las restricciones se expresan como funciones lineales,

hablamos de modelos de Programacion Lineal.

La importancia de los modelos lineales radica en que muchos fendmenos pueden ser
representados satisfactoriamente por ecuaciones lineales, o bien, dentro de ciertos ran-
gos, aproximarse a ellas. Ademas de este tipo de ecuaciones, se cuenta con técnicas
de solucion altamente eficientes y facilmente programables en un ordenador. Los pro-
gramas de computo comerciales existentes permiten al decisor realizar con facilidad

analisis de sensibilidad y planteamiento de escenarios multiples.
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A pesar de que la Programacion Lineal ha mostrado ser una gran herramienta en la re-
solucion de problemas complejos en areas como la produccién, la operacion, las finan-
zas, la distribucion o el transporte, entre otras, no se deben perder de vista sus limita-
ciones. Las funciones y restricciones que se manejan en Programacién Lineal son fun-
ciones continuas en el ambito de los nimeros reales. Pero la interpretacion de resulta-
dos requiere del criterio del decisor al interpretar nimeros fraccionarios, y en ocasiones
la diferencia entre dos soluciones contiguas puede ser enorme. Por ejemplo, si una
variable representa el nimero de camiones que hay que adquirir y se obtiene un valor
optimo de 2.6, el decisor elegira entre 2 y 3 camiones y esto puede implicar una dife-
rencia de gastar o invertir varios miles de pesos o de poder realizar en menos tiempo
las actividades de transporte o acarreo. Los problemas que involucran el analisis de

funciones enteras, se abordan y resuelven con algoritmos de Programacién Entera.

La certeza es un requisito para hacer uso de la Programacion Lineal. Se requiere que el
decisor conozca el estado del sistema y el valor de las restricciones de forma determi-
nista. Cuando se quiera hacer uso de valores estocasticos se puede hacer uso de técni-

cas de Programacion Lineal bajo Incertidumbre.

Otra desventaja de los modelos lineales es que pueden resultar inadecuados para re-
presentar problemas no proporcionales o con interaccion entre variables, ya que las
soluciones pueden conllevar una perdida significativa de informacion. En tales casos

sera mejor hacer uso de la Programaciéon No Lineal.

Sin embargo, es importante entender y conocer las técnicas basicas de la Programa-
cion Lineal, pues son la base de las técnicas de Programacién Matematica mas avanza-

das.
2.1 El Método Simplex

Los problemas de Programacion Lineal pueden ser resueltos mediante diferentes meto-
dologias, y de entre ellas el Método Simplex es la mas poderosa. El método consiste en
encontrar y probar soluciones sistematicamente, hasta encontrar la 6ptima. Este méto-

do puede resolver problemas con millares de variables y restricciones, si se programa
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adecuadamente en una computadora.

Con la intencién de lograr una explicacion didactica del algoritmo, abordaré todas las
etapas de la solucién aplicandolas a un problema sencillo con sélo dos variables de de-
cision. El primer paso sera el planteamiento del modelo de Programacion Lineal y su
representacion grafica bidimensional. Posteriormente, aplicaré el algoritmo Simplex, y
compararé las soluciones parciales obtenidas con aquellas del método grafico. Des-
pués plantearé el modelo dual, lo resolveré e interpretaré sus resultados. Finalmente
llevaré a cabo un analisis de sensibilidad, representando graficamente los intervalos de

solucion.
Ejemplo 1

Una empresa desarrolladora iniciara un proyecto urbano en un terreno de 4 hec-
tareas. En él se construiran dos tipos distintos de casas: las viviendas tipo I que
ocupan una superficie de 270 m? y tendran un costo de $800,000, y las viviendas
tipo II que ocupan 200 m? y con un costo de $500,000. Los estudios de mercado
indican que la demanda maxima de viviendas de tipo I es de 100 unidades,
mientras que para las de tipo II corresponde a 120 unidades, y ademas la de-
manda maxima combinada es de 170 unidades. Se desea determinar la combina-

cién éptima de viviendas para lograr un ingreso maximo.
2.1.1 Planteamiento del modelo

Para solucionar este problema es necesario el planteamiento de un modelo de Progra-

macion Lineal, que cuente con la siguiente formulacion:

Una funcidn objetivo a maximizar
max z = CiX; + Xy + ... + CXp
sujeta a las restricciones

gj(Xl, X2, woey Xn) =aptapt..+tap=s bj ,Jj=1,2,.., m
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Que también puede expresarse en forma matricial:
max z = ¢' X
sa AxXZ<Db

Donde x es el vector de variables de decision, c el vector de coeficientes del objetivo,

A es la matriz de coeficientes tecnoldgicos y b el vector de constantes.

El primer paso consiste en determinar las variables de decision. Este paso es de vital
importancia pues una eleccidn inadecuada de las variables hara imposible la resolucion
del problema. Por lo general, estas variables representan los bienes que consumira o
producira la empresa. En nuestro problema, los ingresos que tenga la empresa depen-

deran del tipo de casas que construya. Por esto las variables de decision son:
X1: nUmero de viviendas tipo I por construir
X»: numero de viviendas tipo II por construir

El siguiente paso es identificar las restricciones, que limitan las decisiones admisibles
que se pueden tomar. Las restricciones pueden tomar la forma de igualdades, en caso
de que se desee alcanzar un valor especifico, o de desigualdades, cuando dicho valor

deba ser excedido o no, segln el caso.

En nuestro problema tenemos una restriccion por el uso del terreno y tres por la de-

manda del mercado:

Cada vivienda tipo I ocupa 270 m?, las de tipo II ocupan 200 m? y en conjunto no de-
ben exceder las 4 ha.

270 x; + 200 x, < 40,000

Demanda de viviendas tipo I.

IA

X1 100
Demanda de viviendas tipo II.

X; < 120
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Demanda combinada.
Xi + X, < 170

Finalmente planteamos la funcidon objetivo, en este caso es maximizar el ingreso, en

miles de pesos.

max z = 800 x; + 500 x,
2.1.2 Solucioén grafica

Al graficar en el plano cartesiano las restricciones (figura 2.1), vemos que estas limitan
un area, y que solo las parejas de datos que caen dentro de esa drea o dentro de su
frontera cumplen con las restricciones establecidas. Hemos encontrado todas las solu-
ciones factibles, pero nuestra meta es encontrar aquella que maximice nuestra funcion

objetivo.

Con este fin incorporamos la funcién z = 800 x; + 500 x,, para distintos valores de z al
grafico (figura 2.2). La funcién z queda representada como lineas paralelas cuyo valor
es mayor conforme se alejan del origen. Como se puede apreciar, la solucion factible

con el valor de z mayor se encuentra en el vértice numero 2.

Si la pendiente de la funcién z se modificara, la solucién éptima caeria en otro vértice.

y4
Vértice X1 X2
(millones de pesos)
0 0 0 0
1 100 0 80
2 100 65 112.5
3 85.7 84.3 110.7
4 50 120 100
5 0 120 60
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En general, podemos afirmar que la funcidon objetivo alcanza su valor maximo en un
vértice del conjunto de soluciones factibles. A las soluciones de estos puntos se les co-
noce como soluciones basicas. Y a la solucién que maximiza z se le llama solucion dpti-

ma.

Como hemos visto, basta con analizar los vértices de la region de soluciones factibles
para encontrar la solucion optima. El método Simplex realiza este andlisis, pero de tal
manera, que converge a la solucion éptima sin necesidad de analizar todas las solucio-

nes basicas.
2.1.3 El algoritmo Simplex

Para llevarlo a cabo, se convierten las desigualdades de nuestro modelo original en
ecuaciones, mediante la incorporacion de variables de holgura. Asi el modelo se trans-

forma de su forma estandar a su forma canonica :

Para el ejemplo, el modelo de programacién lineal en forma candnica es:

Forma estandar Forma canodnica
maxz =c'x max z=c' x
sa Ax<b sa Ax+lIs=bD
x=20,b20 x20,s20,b20
max z = 800 x; + 500 x;
sa 270 X1 + 200 X, + s¢ = 40,000
X1 +5, = 100
X2 + S3 =120
X; + X2 + 54 =170

X1, X2, S1, S2, S3; S4 >0
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donde Xi: numero de viviendas tipo I
X»: numero de viviendas tipo II
S1, S2, S3, S4 : variables de holgura

Las variables de holgura van asociadas a las restricciones, asi s; representa la superfi-
cie del terreno que no sera ocupada por las viviendas, s, es la demanda no cubierta de
viviendas tipo I, s3 corresponde a la demanda tipo II no satisfecha y s4representa lo
correspondiente a la demanda combinada. Las variables de holgura no se asocian con
ningun coeficiente en la funcidon objetivo, puesto que no son factores en la determina-

cion del ingreso del proyecto.

Las ecuaciones de las restricciones y de la funcion objetivo pueden ser representadas
por sus coeficientes en una tabla, conocida como tabla Simplex. Los valores de la fila z;

se calculan como la multiplicacion del vector de la columna ¢y, y la columna a; corres-

pondiente.
X1 Xa St S S3 S4
o~Y| 800 500 0 0 0 0
/ s; 0 270 200 1 0 0 0 | 40,000
variablesZ_y ¢, 0 1 0 0 1 0 0 100 k
basicas | g, 0 0 1 0 0 1 0 120 7"3'0”95
54 0 1 1 0 0 0 1 170 /
2, 0 0 0 0 0 0 0
z-c | -800  -500 0 0 0 0

La primer columna de esta tabla nos indica la variable asociada a cada ecuacion, llama-
das variables basicas. El valor de estas variables es el que corresponde a la Ultima co-
lumna de la tabla, y representa un vértice de la regién de soluciones factibles. Asi se

tiene que la primer solucién factible encontrada corresponde a:
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variables variables

basicas no basicas
s; = 40,0000 x1=0

s, = 100 X =0

s3 =120

S4 = 170

Y el ingreso tiene un valor de z = $0 . Esta solucidn esta representada en la figura 2.1

como el vértice 0, de la region de soluciones factibles.

El siguiente paso es encontrar una solucidn factible que mejore el valor de z. Para ello
se sustituye, mediante transformaciones lineales, una de las variables basicas por una
no basica. La variable que entra a la base debera incrementar el valor de z en la mayor
proporcion, mientras que la variable saliente al ser removida, permitira que el valor de
la variable entrante sea el mayor posible sin violar las restricciones. La variable entran-
te, bajo este criterio, serd aquella cuyo coeficiente en la fila de costo reducido
(z - ) sea el mas negativo. En nuestro caso corresponde a Xy, y a la columna donde se

encuentra le llamamos columna pivote.

Para encontrar la variable saliente se calculan los cocientes entre los valores de las va-

riables basicas y los coeficientes correspondientes a la columna pivote.

X1 Xa s S, S S4

o~ | s00 500 0 0 0 0 cociente
st 0 270 200 1 0 0 0 | 40,000 | 148
5 0 1 0 0 1 0 0 100
53 0 0 1 0 0 1 0 120 w
Ss 0 1 1 0 0 0 1 170 170

2, 0 0 0 0 0 0 0
z-q (800 | -500 0 0 0 0
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El menor cociente indica que variable saliente permitira obtener el mayor valor en la

variable entrante sin violar las restricciones. En este caso la variable saliente es s; y la

fila donde se encuentra se llama fila pivote. La celda donde se cruzan esta fila y la co-

lumna pivote se llama celda pivote.

El siguiente paso en el método Simplex consiste en, mediante transformaciones linea-

les, convertir el nimero de dicha celda en 1 y el resto de los coeficientes de la columna

pivote en 0. Ademas sustituir el nombre de la variable saliente por el de la variable en-

trante en la fila pivote. En la siguiente tabla podemos ver el resultado de este proceso.

X X5 S S S S4
o~ 800 500 0 0 0 0
5; 0 0 200 1 -270 0 0 | 13,000
x;, 800 1 0 0 1 0 0 100
5 0 0 1 0 0 1 0 120
54 0 0 1 0 -1 0 1 70
2 800 0 0 800 0 0 | 80,000
Z-G 0 -500 0 800 0 0

Asi se obtiene la segunda solucidn factible, que corresponde al vértice 1 de la figura

2.2. Siendo los valores de las variables:

variables variables

basicas no basicas

x; = 100 X2 =0
s; = 13,000 ;=0

s3 =120

s4 =70

Para una z con valor de 80 millones de pesos.
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Para verificar si se ha encontrado la solucién éptima, se revisan los coeficientes de la
ultima fila de nuestra tabla. Si alguno de ellos es negativo deberemos repetir el proce-

so de busqueda de una mejor solucidn factible para la funcion objetivo.

Nuevamente se define la celda pivote.

X1 X2 S1 Sz S3 S4

o~Y| 800 500 0 0 0 0 cociente
51 0 0 200 1 -270 0 0 13,000 | (65 )
s, 0 1 0 0 1 0 0 100 o
53 0 0 1 0 0 1 0 120 120
54 0 0 1 0 -1 0 1 70 70

Z 800 0 0 800 0 0 80,000
Z- G 0 0 800 0 0

Y se realizan las transformaciones lineales pertinentes para sustituir la variable basica

saliente por la entrante.

X1 X2 St S S S4
o~ 800 500 0 0 0 0
x2 500 0 1 0.005  -1.35 0 0 65
x; 800 1 0 0 1 0 0 100
S5 0 0 0  -0005 135 1 0 55
S4 0 0 0  -0005 035 0 1 5
2, 800 500 2.5 125 0 0 | 112,500
Z- 0 0 2.5 125 0 0

Y se obtiene la solucidon correspondiente al vértice 2 de la figura 2.2. Se realiza la prue-
ba de optimalidad y se observa que no existen valores negativos en la fila de costos
reducidos. Se puede afirmar que se ha encontrado la solucién factible éptima, que

maximiza el valor de z.
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Asi, en la segunda iteracion del método Simplex, se ha obtenido la solucion factible 6p-

tima:
variables variables
basicas no basicas
x; = 100 ;=0
X; = 65 s, =0
s3 =55
S4=5

Se concluye que para obtener un ingreso maximo, que corresponde a 112 millones y
medio de pesos, se debera proyectar el desarrollo urbano con 100 viviendas tipo Iy 65
tipo II. Se aprovechara cada metro cuadrado del terreno (s;) y se cubrird completa-
mente la demanda por las viviendas de mayor costo (s;). Respecto a la demanda de

viviendas de menor costo (s3) y la demanda combinada (s4), no se cubriran del todo.
2.1.4 Otros tipos de solucion

Existen problemas de Programacién Lineal que no tiene solucidon o que tienen mas de

una solucion factible que optima la funcién objetivo:

a) No existe una regidn de soluciones factibles. Si tenemos dos restricciones incom-
patibles entonces la solucion es infactible (figura 2.3). En este caso obtendremos

en la tabla Simplex variables que violen la restriccion de no negatividad.

b)  Existen multiples soluciones factibles. Cuando la funcion objetivo tiene los mismos
coeficientes que una restriccion no redundante obtendremos éptimos alternativos.
En dos dimensiones la grafica de la funcidén objetivo coincide con un lado de la
region de soluciones factibles (figura 2.4). Asi todas las soluciones de la frontera
de la regidon comprendidas entre los dos vértices que intersecta la funcidon objeti-
vo, son soluciones factibles. En la tabla Simplex esto se manifiesta como un coefi-

ciente de la funcién objetivo con valor cero para una variable no basica.
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c) El problema no esta acotado. Si la regidn de soluciones factibles se abre al infinito

la funcién objetivo no tendra un maximo definido (figura 2.5) y el método Simplex

no convergera.
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Figura 2.5 Problema no acotado

23

Benjamin Pacheco Manzano



Ejercicios dirigidos y problemas resueltos de
Teoria General de Sistemas aplicada a la Ingenieria Civil

Capitulo 2 Programacion Lineal

2.1.5 Variables artificiales

Hasta el momento se ha visto como se manejan las restricciones del tipo
a1 Xy + a X2 + ... + ap X, < b, agregando variables de holgura para convertirlas en
igualdades. Pero muchas restricciones en los modelos se manifiestan como desigualda-

des con esta forma:
aXy+aXxo+..+an X, =b
Si agregamos una variable de holgura, obtenemos
arxXxi+axx+..+anx,-s=b
Pero, al obtener la solucién basica inicial vemos que
s=-b,

violando la restriccién de no negatividad de las variables. Este problema lo resolvemos

I \\, /7

agregando una variable artificial “y”, expresando la restriccion como:
arXi+axo+..+anx,-s+y=>b
En caso de tener una igualdad de la forma:
arXi+taXo+..+a X, =b
sblo agregaremos la variable artificial

aaXi+tax+..+axa+y=>b

Las variables artificiales formaran parte de la solucidn basica inicial. Para asegurar su
salida de la base se les asocia un costo de penalizacion muy grande “M” en la funcidn

objetivo:
Z=C X1 +CXo+ ..+ Xy -M(y1 +Y2+ ... + V)

Mas adelante se ilustrara su aplicacion con un ejemplo.
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2.1.6 El modelo dual

Todo programa lineal en el que se busque maximizar utilidades esta asociado con otro
programa lineal en el que el objetivo sea la minimizacion de costos. Al programa origi-
nal se le llama primal y al segundo dual, y ambos tendran el mismo valor dptimo en su

funcidn objetivo.
Considérese el programa lineal:
Primal max z=c' x
sa AXZ<Db
x=20,
existe un programa lineal asociado
Dual min zZ=b"w
sa Alw=c
x20
Para el problema de la empresa desarrolladora:

Primal max z = 800 x; + 500 x,

sa 270x; + 200x, < 40,000

X1 < 100
X; < 120
Xy + X, < 170
X1,% 20
Dual min z' = 40,000 w; + 100 w, + 120 ws + 170 w,
sa 270w; + w, + wy > 800
200 w, + ws + wy = 500

W11W2/W3/W420
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Los coeficientes de la primera restriccion en el modelo dual nos indican cuantos insu-
mos se consumen para producir una unidad del primer producto. En este caso nos indi-
can que para construir una vivienda tipo I se requeriran 270 m? de terreno, y se cubri-
ra una unidad en la demanda por viviendas de mayor costo y una unidad en la deman-
da combinada. Y el coeficiente de la derecha de la restriccién (800) es el valor de una

vivienda tipo I construida.

Para resolver el modelo dual con el método Simplex debemos agregar variables de hol-

gura y artificiales, y cambiar la funcién objetivo para lograr su maximizacion.
sa 270w; + w, + W4 -5 + y1 = 800
200 wy + W3+ Wy - S +y, =500
Wi, W2, W3, Ws,Si, S, Y1, Y220
La funcién objetivo
min z'= 40,000 w; + 100 w, + 120wz + 170 wy

Se plantea como maximizacion y se agrega el costo de penalizacion de las variables

artificiales.
max -z’ = -40,000 w; - 100w, -120w; -170ws -My; - MYy,

Quedando la tabla Simplex de la siguiente manera

Wi W) W3 Wy Ss Se Y1 Y2
by by -40,000 -100 -120 -170 0 0 -M -M
Y1 -M 270 1 0 1 -1 0 1 0 800
Y2 -M 200 0 1 1 0 -1 0 1 500
z; -470M -M -M -2M M M -M -M -1300M
z-b; | -470M -M -M -2M M M 0 0

El siguiente paso es encontrar la celda pivote. EIl menor costo reducido senalara la co-
lumna pivote. Con esta columna se calculan los cocientes de la columna de valores y se

encuentra la fila pivote.
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Wi W, W3 Wy S5 Se Y1 Y2
by b; -40,000 [ -100 -120 -170 0 0 -M -M cociente
Y1 -M 270 1 0 1 -1 0 1 0 800 2.96
Y2 -M 200 0 1 1 0 -1 0 1 500 2.5
Z; -470M -M -M -2M M M -M -M | -1300M
z-by | -470M -M -M -2M M M 0 0
+40,000 +100  +120  +170
Y realizamos las transformaciones lineales necesarias para sustituir la variable saliente
y> por la entrante ws.
Wi W; W3 Wy S5 Se Y1 Y2
™ by -40,000 -100  -120  -170 0 0 -M -M
Vi -M 0 -1.35  -0.35 -1 1.35 -1.35 125
w;  -40,000 1 0.005  0.005 0 -0.005 0.005 2.5
i
zi- b
Antes de calcular los valores de z; y de los costos reducidos, observamos que la colum-
na de la variable no basica w, es igual a la de la columna de la variable basica y;. Esto
nos permitird introducir w, a la base y expulsar la variable artificial y; sin transforma-
ciones adicionales. La tabla Simplex con la nueva base queda de esta forma:
Wi Wy W3 W4 S5 Se Y1 Y2
by % 40,000 -100  -120  -170 0 0 M M
w,  -100 0 1 -1.35  -0.35 -1 1.35 1 -1.35 125
w;  -40,000 1 0 0.005  0.005 0 -0.005 0 0.005 2.5
Z -40,000 -100 -65 -165 100 65 -100 -65 | -112,500
z - b; 0 0 55 5 100 65 M M
-100 -65
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Todos los costos reducidos son positivos. Se puede afirmar que hemos encontrado la
solucion dptima factible que maximiza -z’, o bien, minimiza z'. Las variables artificiales
se eliminan, pues hemos obtenido la solucidon éptima y carecen de utilidad. La tabla

final del problema dual la podemos reescribir como:

Wy Wy W3 W4 Sg Se
by b 40,000  -100 -120 -170 0 0
W, -100 0 1 -1.35 -0.35 -1 1.35 125
w;  -40,000 1 0 0.005 0.005 0 -0.005 2.5
Z -40,000  -100 -65 -165 100 65 -112,500
z - by 0 0 55 5 100 65

La solucién éptima corresponde a:

variables variables
basicas no basicas
w; = 2.5 w; =0
wy = 12.5 ws =0
ss=0
S =0

Para una z’' de $112,500,000.

2.1.7 Interpretacion del modelo dual

Para entender mejor el significado de los valores que aparecen en la tabla 6ptima del
programa lineal dual, lo compararemos con la tabla de la solucion 6ptima del programa

primal.
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Primal - Solucién optima

X1 Xa S S, S S4
o~Y| 800 500 0 0 0 0
x2 500 0 1 0.005  -1.35 0 0 65
xi 800 1 0 0 1 0 0 100
53 0 0 0 -0.005 135 1 0 55
54 0 0 0 -0.005 035 0 1 5
2 800 500 2.5 125 0 0 | 112,500
Z-G 0 0 2.5 125 0 0
Ss Se Wy W, W3 Wy

Se puede observar que la solucién del modelo primal incluye la solucion al problema
dual. Los valores de los costos reducidos de la solucién optima del primal corresponden
con los valores de las variables en la solucién dptima del dual; de tal manera que los
costos reducidos de las variables de holgura en el primal son los valores de las varia-
bles de decisidn en el dual, y los costos reducidos de las variables de decisién en el pri-

mal son los valores de las variables de holgura en el dual.

Dual - Solucion éptima

Wi W, W3 Wa Ss Se
by b; -40,000 -100 -120 -170 0 0
A -100 0 1 -1.35 -0.35 -1 1.35 125
Wi -40,000 1 0 0.005 0.005 0 -0.005 2.5
Z; -40,000 -100 -65 -165 100 65 -112,500
z - by 0 0 55 5 100 65
Sy S S3 Sq X X2

Lo mismo sucede con la solucién 6ptima del dual; aporta la solucién optima del primal.

Como se ha visto el valor de las variables w; es el costo reducido de la variable s;.
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Ambas variables estan relacionadas con la misma restriccion. Los valores de las varia-
bles w; en la soluciéon dptima son conocidos como precios sombra e indican la tasa a la

gque aumenta z si se incrementa un poco el limite de la restriccion b; correspondiente.

Asi, si el valor de w; es cero, existe superavit de este recurso y no tendria caso tratar
de incrementar su disponibilidad, pues esto no conllevaria un aumento en z. En el caso
de la empresa desarrolladora, son las variables ws y wy las que tienen valor cero, y co-
rresponden a la demanda por viviendas tipo II y a la demanda combinada respectiva-
mente. No convendra invertir en campafas que incrementen estas dos demandas,

pues no tendrian impacto en los ingresos del proyecto.

Cuando el valor de w; es mayor a cero, estaremos hablando de un bien escaso. En caso
de que la funcidn objetivo sea maximizar utilidades, este valor puede indicarnos hasta
cuanto estaria dispuesta a pagar la empresa por una unidad de este bien a un tercero.
Pagar mas no tendria sentido, pues por cada unidad extra que se dispusiera de este
recurso se tendrian pérdidas, en vez de ganancias. En el problema que se ha resuelto,
se observa que los bienes escasos corresponden a las variables w; y w,, el area del te-
rreno y la demanda por viviendas tipo I. Si hubiera oportunidad de incrementar el area
del proyecto, la empresa obtendria cada metro cuadrado de terreno con un incremento
en el ingreso de $2,500. Por otro lado, si la demanda por viviendas tipo I aumentara
en una unidad, esto equivaldria a un incremento de $125,000 en el ingreso total del
proyecto. Asi, una campana publicitaria que incrementara la preferencia por viviendas

tipo I, sera redituable si su costo unitario es menor a ese valor.

Por otro lado, los precios sombra no sélo indican los aumentos en la funcidn objetivo,
también sefialan cuanto disminuiria z si las estimaciones de recursos disponibles fuesen
exageradas. Se debe tener especial cuidado con aquellos recursos cuyos precios som-
bra son grandes, si la estimacion de su disponibilidad es incierta, invertir en su preci-
sion puede evitar el fracaso del proyecto. En nuestro problema tenemos asociado un
precio sombra muy grande a la demanda de viviendas tipo I, esto sugiere que si se tie-
nen dudas en el estudio de mercado, estas deberan ser disueltas, bien mediante un

analisis exhaustivo o, ya sea el caso, mediante un estudio de mejor calidad.
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2.1.8 Anéalisis de Sensibilidad

Mediante el analisis de sensibilidad buscamos obtener los rangos de variacién de los
parametros de nuestro modelo de Programacion Lineal, de tal manera que se conserve
la base, obtenida en la solucién éptima factible. Podemos estudiar los siguientes casos:
cambio de coeficientes en la funcidn objetivo, cambios de coeficientes de disponibilidad
de recursos, incorporacion de una nueva variable e incorporacion de una nueva restric-
cion.

Se vera primero el caso del cambio del coeficiente en la funcién objetivo para una va-
riable basica. Tomando la tabla Simplex de la solucién éptima del problema que se ha
tratado hasta ahora, y agregando el parametro & en el coeficiente que se desea
analizar. Por ejemplo, la variable basica x,. Esto conlleva un cambio en el vector ¢, y

lleva a recalcular las ultimas dos filas de la tabla.

X1 X2 S1 S> S3 S4
o~UO| 80  s0045 0 0 0 0
X 50045 | 0 1 0.005  -1.35 0 0 65
x, 800 1 0 0 1 0 0 100
s 0 0 0  -0005 135 1 0 55
S4 0 0 0  -0005 035 0 1 5
2 800 500 2.5 125 0 0 | 112,500
+3 +0.0056 -1.358 +656
Z- 0 0 25+ 125 0 0
0.0055  -1.355

Como se observa, el parametro § solo afecta los costos reducidos de las variables no
basicas. Cuando estos costos valen cero, se tiene un éptimo alternativo, es decir, se
puede cambiar de base. Apoyandonos en este hecho, podemos determinar para que

valores de & permanece la actual base como base optima.
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Evaluando & para los valores de los costos reducidos de la variables no basicas, con los

cuales ellas entrarian a la base, obtenemos:

25+0.0056<0 > 6=<-500
125-1.358<0 > 32926

Por lo tanto el rango de optimalidad para el parametro § es:
-500 < 6 < 92.6

Esto quiere decir que mientras el costo de las vivendas tipo II se mantenga en el

rango:
0 <c;<592.6

Los valores de Xy, X5, S3Y S4, seran los obtenidos mediante la tabla Simplex anterior, y la
funcidn objetivo sera maxima aunque los valores fluctuen entre $80,000,000 vy
$118,520,000 depeniendo del valor de 6.

El mismo procedimiento se aplica al evaluar la sensibilidad de una variable no basica.
Se le agrega el parametro § y se calculan nuevamente los costos reducidos. De alli se
despeja & para la condicién en la que la variable no basica entraria a la base.
Graficamente, en dos dimensiones, lo que sucede es que cambia la pendiente de la

funcidn objetivo, mas no asi la regidon de soluciones factibles (figura 2.6).

) Y73 1z
.22 y H i Zn

solucion
oOptima
factible

- a _
-7 solugiones -

.'/ ~/
.7 factibles
e 7 7
7 s

Figura 2.6 Analisis de Sensibilidad
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En cambio si se altera el valor limite de una restriccién se estara modificando la regién
de soluciones factibles. Una manera de encontrar el rango de optimalidad de estos co-
eficientes, es agregando parametros a la funcidn objetivo del programa dual. Como vi-
mos antes, mientras en el programa primal z = ¢’ x, en el programa dual
Z=b"w.

Por ejemplo para la superficie del terreno b;, que es un recurso escaso, obtenemos la

siguiente tabla:

Wi W» Ws W4 Ss Se
by b, -40,000-5  -100 -120 -170 0 0
W, -100 0 1 -1.35 -0.35 -1 1.35 125
w;  -40,000-5 1 0 0.005  0.005 0 -0.005 2.5
z; -40,000  -100 -65 -165 100 65 -112,500
-8 -0.0055  -0.0055 +0.0055 | -2.58
z- b, 0 0 55 5 100 65
-0.0055  -0.0055 +0.0058
S1 S, S3 S4 X1 X2

Evaluando & para los valores de los costos reducidos de la variables no basicas, con los

cuales ellas entrarian a la base, obtenemos:

55 -0.0058<0 > 8>11,000
5 -0.0058=<0 > 3 >1,000
65+ 0.0056<0 -> 8 <-13,000

Por lo tanto el rango de optimalidad para el parametro § es:
-13,000 > 6 >1,000

O bien puede expresarse que la solucion éptima obtenida es valida para una superficie
de terreno entre 27,000 m? y 41,000 m?, para los valores de ingreso entre $80,000,000
y $115,000,000, respectivamente.
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En el caso de recursos superavitarios, se procede de la misma manera. Sin embargo,
cabe recordar, que aumentar la disponibilidad de recursos superavitarios no causara
cambios en la solucion éptima, asi que mediante este analisis se buscara determinar en

gque momento se convierten en recursos escasos.

El Analisis de Sensibilidad por incorporacion de nuevas variables o restricciones, por
modificacion de coeficientes tecnoldgicos y el analisis bajo incertidumbre, son temas

que caen fuera de los alcances de este trabajo.
2.1.9 Ejercicios resueltos

A continuacion se plantean y se resuelven dos problemas de aplicacion en la Ingenieria
Civil. En el primero se determinan el nimero de horas-maquina éptimas para un pro-
yecto de movimiento de tierras y en el segundo se plantea un programa lineal para la
compra de equipo nuevo en un sistema de recoleccidon de residuos solidos. Si bien, el
segundo problema estrictamente debe resolverse con programacion entera, su plantea-
miento y la interpretacién de resultados no cae fuera de los limites del curso de Teoria

General de Sistemas.

Ejercicio 1

Un contratista posee cinco maquinas capaces de hacer trabajos de excavacion. Estas
magquinas no tienen los mismos rendimientos y, por contratos previos, su disponibilidad
es limitada. El contratista desea determinar que combinacién de maquinas le permitira

excavar 5000 m*> de material en una semana al menor costo. En la tabla siguiente se

incluyen los costos, capacidades y velocidades de operacion de los distintos equipos.

Equipo Capacidad Costo Disponibilidad Tiempo del ciclo
(m°) ($/h) (h/dia) (min)
Cargador frontal 1.5 175.00 6.0 4.50
Excavadora hidraulica 2 400.00 6.0 1.00
Retroexcavadora A 1.2 275.00 6.0 1.00
Retroexcavadora B 0.8 220.00 8.0 1.00
Grua con almeja 1.2 470.00 5.5 2.25
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a) Con Programacion Lineal minimice el costo del proyecto y obtenga la combinacion

de maquinaria para ese fin.

b) De acuerdo con los precios sombra, explique la disponibilidad de que tipo de ma-

quinaria convendria al contratista aumentar.

c) Mediante un Andlisis de Sensibilidad indique cual es el costo horario para el que el

cargador frontal se vuelve rentable.
Solucion.
Planteamiento del modelo.

Primero definimos las variables de decisidon. Si se desea minimizar el costo total de

operacion, éste estara en funcidon del tiempo que operé cada maquina:
Sea x;: el tiempo de operacion de la maquina i

Y formulamos la funcién de costo objetivo, sumando los costos de operacién de cada

equipo:
Minimizar z= 175 x; + 400 x, + 275 x3 + 220 x4 + 470 X5

Para ajustar las restricciones de disponibilidad a una unidad de tiempo comun, basta
con que multipliquemos la disponibilidad diaria de cada equipo por los 5 dias laborables

con los que se cuenta:

X5 < 27.5

Para definir la restriccion de material total excavado, debemos encontrar el volumen

por hora que remueve cada maquina:
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Volumen/hora = Capacidad X 60 min / Tiempo del ciclo

Para la maquina 1: 1.5 m>/ciclo X 60 min/hora / 4.5 min/ciclo = 20 m®/hora
Para la maquina 2: 2.0 m*/ciclo X 60 min/hora / 1.0 min/ciclo = 120 m*/hora
Para la maquina 3: 1.2 m>/ciclo X 60 min/hora / 1.0 min/ciclo = 72 m>®/hora
Para la maquina 4: 0.8 m*/ciclo X 60 min/hora / 1.0 min/ciclo = 48 m*/hora
Para la maquina 5: 1.2 m>/ciclo X 60 min/hora / 2.25 min/ciclo = 32 m?/hora

Multiplicando por el tiempo respectivo de operacién y sumando el volumen movido por

cada maquina obtenemos la ultima restriccion.
20x; + 120 x; + 72 x3 + 48 x4 + 32 x5 = 5000

Para utilizar el algoritmo Simplex se plantea el modelo de Programacion Lineal en for-
ma canonica, agregando variables de holgura para las desigualdades y una variable
ficticia para la igualdad de la ultima restriccidn. Los coeficientes de la funcidon objetivo
son nulos para las variables de holgura y con un costo muy grande (-M) para la varia-

ble ficticia.
max z'= - 175 x; - 400 x; - 275 X3 - 220 X4 - 470 Xs- M y;

sa X1 + 5 =30

X3 + S3 = 30

X5 + S5 = 27.5
20x; + 120 X, + 72 X3 + 48 x4 + 32 X5 + y; = 5000
X1, X2, X3, X4, X5, S1, Sp, S3, S4, S5, Y1 = 0

Se traslada el sistema de ecuaciones lineales a la tabla Simplex y se evalla el renglon

Z' multiplicando el vector cy, con el correspondiente a cada variable.
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X1 X2 X3 X4 Xs S1 Sz S3 Sa S5 Y1
G S| -175 -400 -275 -220 -470 0 0 0 0 0 -M b
S 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 30
S 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 30
S3 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 30
S4 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 40
Ss 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 27.5
yi M 20 120 72 48 32 0 0 0 0 0 1 5000
Z; | 20M -120M -72M  -48M -32M 0 0 0 0 0 -M | -5000M
Z- g
El siguiente paso es determinar la celda pivote, para ello se identifica la columna pivote
con el menor valor que aparezca al calcular el costo reducido en la Ultima fila. Una vez
encontrado, se evalla la columna de cocientes del vector b entre los valores corres-
pondientes de la columna pivote. La celda con menor valor en la columna de cocientes
sefiala el renglon pivote.
X1 Xo X3 X4 X5 S S; S3 S4 Ss Y1
oI 75| 400 | 275 220 470 0 0 0 0 0 M
S1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 30 o
S 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 30 30
S3 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 30 0
S4 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 40 o
Ss 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 27.5 00
yi M 20 120 72 48 32 0 0 0 0 0 1 5000 | 41.7
Z; | -220M | -120M| -72M  -48M -32M 0 0 0 0 0 -M | -5000M
Zj-¢ | 175 | 400 | 275 220 470 0 0 0 0 0 0
-20M | -120M| -72M  -48M  -32M
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La variable saliente es s, y la entrante es x,. Se sustituye y mediante transformaciones

lineales se obtiene la siguiente solucion factible.

X1 X3 X3 X4 X5 S1 S S3 S4 Ss Y1
G 91 -175 -400 -275 -220 -470 0 0 0 0 0 -M
Sy 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 30
X, -400 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 30
S3 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 30
S4 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 40
Ss 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 27.5
yi  -M | 0.17 0 06 04 027 0 -1 0 0 0 0.008 | 11.7
z; |-0.17M -400 -0.6M -0.4M -0.27M 0 0 0 0 0  -0.008M| -12000
-11.7M
Zi- G
Calculando los costos reducidos y los cocientes correspondientes se encuentra una
nueva celda pivote.
X1 X> X3 X4 X5 Sy S S3 S4 Ss V1
oI 175 400 | 275 | 220 470 0 0 0 0 0 -M
Sy 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 30 o0
X, -400 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 30 o0
S3 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 30 30
S4 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 40 o0
Ss 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 27.5 0
yi  -M | 0.17 0 06 | 04 0.7 0 -1 0 0 0 0.008| 11.7 | 19.5
zZ; |-0.17M -400 | -0.6M | -0.4M -0.27M 0 0 0 0 0  -0.008M| -12000
-11.7M
Zi-g | 175 0 275 | 220 470 0 0 0 0 0  0.992M
-0.17M -0.6M | -0.4M -0.27M
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La variable entrante es x3 y la saliente y;. Aplicando las transformaciones lineales nece-

sarias, se obtiene la siguiente tabla donde ya se han calculado los costos reducidos.

X1 X5 X3 X4 Xs S1 S, S3 S4 Ss Y1
O 4175 400 275 220 470 0 0 0 0 0 -M
ss 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 30
x, 400 | 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 30
ss 0 |-028 0 0 -067 044 0 167 1 0 0 -0.014 106
ss 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 40
ss 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 27.5
xs 275 | 028 0 1 067 044 0 -1.67 0 0 0 0014 19.4
z, | -76.4 -400 -275 -183 -122 0 583 O 0 0 -382 | -17347
Zi-¢| 986 0 0 367 348 0 583 0 0 0 M

Como todos los costos reducidos son no negativos, se ha encontrado la solucion opti-

ma para los valores:
X1 =0,%x =30,x3 =194, x4 =0,x5s =0
Con los que la funcién objetivo alcanza el valor maximo de z'= -17 347.

Esto quiere decir, que el costo minimo del proyecto es de $17,347 si se usa la siguiente

combinacién de maquinaria:
Excavadora hidraulica: 30 horas
Retroexcavadora A: 19.4 horas

Los precios sombra de la disponibilidad de los equipos son los correspondientes costos
reducidos de las variables de holgura en la solucion optima. Los valores nulos indican
un superavit en la disponibilidad del equipo, excepto para la excavadora hidraulica cu-
yo precio sombra es de $58.30, es decir que por cada hora adicional que estuviera dis-

ponible este maquinaria el costo del proyecto se reduciria en esta cifra.
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Realizando el Analisis de Sensibilidad para el costo del cargador frontal observaremos

cuando entra a la base.

X1 X2 X3 X4 Xs S; S, S3 S4 Ss
o~ | -1755  -400 275 220 -470 0 0 0 0 0
ss 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 30
X, -400 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 30
ss 0 028 0 0 -067 044 0 167 1 0 0 10.6
ss 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 40
ss 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 27.5
x; 275 | 0.28 0 1 067 044 0 -167 O 0 0 19.4
z; | -764 400 -275 -183 -122 0 583 0 0 0 | -17347
Zj-¢ | 98.6+8 O 0 367 348 0 583 0 0 0

Si el costo horario del cargador frontal se reduce en mas de $98.60, es decir si fuera

menor a $76.40, podria resultar rentable.

Ejercicio 2

Un municipio ha obtenido recursos para mejorar su sistema de recoleccidn de residuos
sélidos. Se ha estimado que la generacion de residuos del municipio es de cerca de las
22 toneladas métricas, muy superior a la capacidad de recoleccion, ya que
actualmente cuenta con sélo dos camiones de volteo y un camion cilindrico, los prime-
ros pueden recolectar 2500 kg diarios cada uno y el segundo alrededor de 5600 kg.
Los costos diarios de operacidon de cada vehiculo son de $400 y $350 respectivamente;

mientras que los costos diarios de la mano de obra son $650 y $550 y no deben supe-
rar los $4000.

Se tiene un presupuesto de $1,200,000 para equipo nuevo y gracias a un programa
federal se pueden adquirir los camiones de volteo a un costo de $360,000 vy los cilindri-
cos a $420,000.
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a) Plantee un programa lineal en forma candnica para determinar cual es la combi-
nacion de vehiculos con el menor costo de operacion, tras la compra de nuevos

camiones y obtenga su solucion.
b) Explique los valores obtenidos para las variables de holgura y los precios sombra.
Solucion
Definimos las variables de decision:
X; : numero total de camiones de volteo tras la compra de vehiculos nuevos
X, : numero total de camiones cilindricos tras la compra de vehiculos nuevos
El objetivo de este programa es minimizar los costos de operacion de estos vehiculos:
min z = 400 x; + 350 x,
Sujeto a las siguientes restricciones:
Residuos a recolectar
2.5 +3.6x;, =22
Costo de mano de obra
650 x; + 550 x, < 4000
Presupuesto para vehiculos nuevos
360,000 (x; - 2) + 420,000 (x,- 1) < 1,200, 000
Camiones de volteo en operacién
Xy =2
Camiones cilindricos en operacion
X, =21

Ademas x; y X, deben ser enteros.
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El programa lineal expresado en forma canonica queda de la siguiente forma:

max z' = - 400 x; - 350 x,

sa 2500 x; + 3600 x;

Simplificando algunas ecuaciones para facilitar el calculo se obtiene la siguiente tabla.
Estas simplificaciones no deben tomarse a la ligera ya que afectan directamente la in-
terpretacion de las variables de holgura y de los precios sombra. De esta manera la va-

riable s; expresa la capacidad adicional de recoleccidon en toneladas, no en kilogramos,

650 x;

+ 550 x;

360 x; + 420 x,

X1

X2

- S

+S;

+ S3

-S4

_SS

+ Y1

+ Y2

= 22000

= 4000

= 2340

=2

+Y3=1

y la variable s3 el presupuesto no ejercido en decenas de miles de pesos.

Xy X2 S1 Sz S3 S4 Ss Y1 Y2 Y3

oI 400 | 350 | 0 0 0 0 0 -1E+09 -1E+09 -1E+09
y:  -1E+09| 2.5 5.6 -1 0 0 0 0 1 0 0 22 3.9286
S 0 650 550 0 1 0 0 0 0 0 0 4000 7.2727
S3 0 36 42 0 0 1 0 0 0 0 0 234 5.5714
y> -1E+09 1 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 2 -
ys -1E+09 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 1 1 1

Z -4E+09| -7E+09 | 1E+09 0 0 1E+09 1E+09 -1E+09 -1E+09 -1E+09| -3E+10

Zj- ¢ | -3E+09| -7E+09 | 1E+09 0 0 1E+09 1E+09 0 0 0

Una vez identificadas la variable entrante x; y la variable saliente ys;, se inician las itera-

ciones del Método Simplex cuya memoria de calculo se presenta en las siguientes ta-

blas.
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X1 X2 S1 Sz S3 Sa S5 Y1 Y2 Y3

o G| 400 -350 0 0 0 0 0 |-1E+09 -1E+09 -1E+09
yi: -1E+09| 2.5 0 -1 0 0 0 5.6 1 0 -5.6 16.4 | 2.9286
S 0 650 0 0 1 0 0 550 0 0 -550 3450 | 6.2727
S5 0 36 0 0 0 1 0 42 0 0 -42 192 | 4.5714
v, -1E+09| 1 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 2 -
X  -350 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 1 1 -1

7, |-4E+09 350 1E+09 0 0 1E+09 |-6E+09 |-1E+09 -1E+09 6E+09 | -2E+10
Z-¢ |-3E409 0 1E+09 0 0 1E+09 |-6E+09 | 0O 0 7E+09
La variable entrante es ss y la saliente y;.
X1 X2 S1 S2 S3 Sq Ss Y1 Y2 Y3

) G | -400 | -350 0 0 0 0 0  -1E+09 -1E+09 -1E+09
S 0 |04464| o0 -0.179 0 0 0 1 01786 0 -1 2.9286 | 6.56
S 0 |40446| 0  98.214 1 0 0 0 -98.21 0 0 1839.3 | 4.5475
S5 0 17.25 0 7.5 0 1 0 0 -7.5 0 0 69 4
v, -1E+09| 1 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 2 2
X -350 | 0.4464 | 1 -0.179 0 0 0 0 0178 0 0 3.9286 8.8

z, |-1E+09| -350 625 0 0 1E+09 0 -62.5 -1E+09 0 -2E+09

Z-¢ |-1E+09 | 0 62.5 0 0 1E+09 0 1E+09 0 1E+09

La variable entrante es x; y la saliente ys,.
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X1 X2 S1 S, S3 S4 Ss Y1 Y2 Y3

) S| 400 -350 0 0 0 0 0  -1E+09 -1E+09 -1E+09
S5 0 0 0 -0.179 0 0 0.4464 1 0.1786 -0.446 -1 2.0357
) 0 0 0 98.214 1 0 404.46 0 -908.21 -404.5 0 1030.4
S3 0 0 0 7.5 0 1 17.25 0 -7.5 -17.25 0 34.5
X1 -400 1 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 2
X2 -350 0 1 -0.179 0 0 0.4464 0 0.1786 -0.446 0 3.0357

Z -400 -350 62.5 0 0 243.75 0 -62.5 -243.8 0 -1863

Zi-g 0 0 62.5 0 0 243.75 0 1E+09 1E+09 1E+09

La solucién éptima indica que se requieren dos camiones de volteo y tres camiones ci-
lindricos para tener el costo de operacidn mas bajo y al mismo tiempo satisfacer la de-
manda, cefirse al presupuesto y conservar el equipo existente. El costo de operacion

real seria de $1,850 diarios.

El valor de la variable basica s, indica que el presupuesto para mano de obra tiene una
holgura de $1,030; en realidad si se recalcula para tres camiones cilindrico, en vez de

3.0357, la holgura asciende a $1,050 por dia.

La variable basica s; sefiala que del presupuesto para la compra de vehiculos nuevos,
no se ejerceran $345,000; nuevamente si se recalcula se obtiene el valor real de
$360,000.

La variable basica ss indica el nUmero de camiones cilindricos nuevos que deben adqui-

rirse, que en numeros enteros es dos.

La variable no basica s; tiene valor cero. Esto indica que se satisface apenas la deman-
da de residuos a recolectar. En realidad, con tres camiones cilindricos se tiene capaci-
dad para 21.8 toneladas al dia, lo que no satisface la demanda. Por otra parte el precio
sombra nos indica que por cada tonelada adicional que se desee recolectar los costos

de operacion se incrementan en $62.50 diarios, pero este valor se basa en el supuesto
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de que las variables x; y x, son reales y no enteras. En resumen, la soluciéon obtenida

no satisface la demanda de residuos a recolectar.

La variable no basica s, tiene valor cero. Esto se debe a que la restriccién x; = 2 se
puede reescribir como x; - s4 = 2, donde x; representa el total de camiones de volteo
en operacion y s, representa la cantidad de estos camiones que se deberan adquirir.
Como en la solucidn éptima x; = 2, no se requieren camiones de volteo nuevos. El pre-
cio sombra de s4 nos indica cuanto varia la funcion objetivo si se modifica el valor de la
restriccion asociada. En este caso, si x; = 1, es decir si podemos retirar un camién de
volteo actualmente en uso, los costos de operacion se reducirian en $243.75; supo-
niendo ademas que se recupere el costo total del vehiculo y se invierta para la compra

de camiones cilindricos.
2.1.10 Ejercicios propuestos

En esta seccidon se plantean ejercicios complementarios que permiten ejercitar y pro-
fundizar los conocimientos adquiridos. La solucion de cada uno de ellos no se muestra
con el detalle de los ejercicios anteriores, sélo se muestran los pasos que serviran de

guia para quien los resuelva exhaustivamente.

Ejercicio 3

Una empresa constructora requiere realizar voladuras para cortar rocas durante la
construccion de un embalse. Para crear la mezcla explosiva se utilizan tres ingredien-
tes (A, By C) de la siguiente manera: por cada cuatro partes del ingrediente A se debe
utilizar al menos una del ingrediente C, y por cada medida del ingrediente C se ha de
utilizar una del ingrediente B. Para que la voladura sea exitosa la mezcla ha de pesar

no menos de 280 gramos, pero si excede los 500 gramos la explosidn seria muy peli-

grosa.

a) Silos costos de 10 gramos de los ingredientes son de $24, $72 y $80 ddlares res-
pectivamente, elaboré un programa lineal que determine la mezcla explosiva con
el menor costo sin que se ponga en riesgo la seguridad de la construccidn y ob-

tenga la solucién éptima.
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b) Explique el valor de las variables de holgura y de los precios duales de las restric-

ciones.
c) Realice un Andlisis de Sensibilidad para el costo del ingrediente A.
Solucion
Planteamiento del modelo.
Sean X1: la cantidad de ingrediente A
X2: la cantidad de ingredientes B o C (ambas cantidades son iguales)
La funcién objetivo
min z=2.4x; + (7.2 + 8.0) x,
Y las restricciones
sa “4x3+ x=20
X;1 + 2 X, 2> 280
X1 + 2 X, < 500
Xi >0
Aplicando el Método Simplex se obtiene la siguiente solucién éptima:

La mezcla explosiva dptima se obtiene con 31.1 g del ingrediente A, 124.4 g del B y
124.4 g del C, a un costo de $1966.22.

X1 X2 Si S2 S3

o3| 24 152 0 0 0
X1 1 0 02 -011 0 | 311
X 0 1 011 044 0 | 1244
53 0 0 0 1 1 | 220

Zi-g| 0 0 116 702 0 | -196

La variable de holgura s; tiene un valor de 220 g, e indica la masa total que falta para
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alcanzar la mezcla peligrosa.

La variable s; es no basica y sefiala que la relacion minima recomendada de 4 a 1 de

los ingredientes A y C se ha satisfecho justamente. La restriccion asociada a esta varia-

ble se puede reescribir como x, - s; = 4 Xy, por lo que el precio sombra indica que el

costo de la mezcla se reduciria en $1.16 por cada cuarto de gramo menos de la sustan-

cia A, que se requiriera en proporcion al elemento C.

Por otra parte el precio sombra de la variable no basica s, sefiala que los costos dismi-

nuirian en $7.02 por cada gramo menos que se necesitara para crear la mezcla mini-

ma. Es decir, que convendria utilizar un ingrediente adicional para reducir la cantidad

de ingredientes A, B y C, si aquel costara menos de $7.02 por gramo.

Del Analisis de Sensibilidad para el ingrediente A, se obtiene:

Paras;: 1.16-0.226<0
—-8<5.2

Paras,: 7.02+0.116<0
-3 = -63.2

X1 X2 S1 S S3
oI 248 152 0 0 0
X; 1 0 022 -011 0 31.1
X 0 1 011 -044 0 | 1244
53 0 0 0 1 1 220
Zj-q | 0 0 116 7.02 0 | -1966
-0.225 +0.115 -31.15

Se obtuvo un rango de optimalidad para & entre - 63.2 y 5.2, lo que quiere decir, que

el costo de A puede variar entre $0 y $65.60, y la solucion dptima obtenida anterior-

mente seguira siendo valida.
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Ejercicio 4

Tras el embate de un huracan se requiere evaluar los dafios en una ciudad costera. Pa-
ra ello se ha creado una comisién de emergencia que inspeccionara danos en las insta-
laciones eléctricas, de gas, agua potable y drenaje en edificios publicos, fabricas y vi-
viendas. Se requiere que los inspectores atiendan al menos 6 edificios publicos y 4 fa-
bricas, y que del total de inspecciones que realicen al menos 60% sean a viviendas. Se

estima que los tiempos de inspeccion por edificio en horas se consumiran de la siguien-

te manera:
Instalaciones Instalaciones Instalaciones
eléctricas de gas hidraulicas
Viviendas 2 1 3
Edificios publicos 4 1 2
Fabricas 6 3 1

Se han presupuestado 120 horas de inspeccidn a instalaciones eléctricas, 80 a instala-

ciones de gas y 100 a instalaciones hidraulicas.

a) Formule un programa lineal que optimice el uso de los recursos disponibles y ob-

tenga su solucion.

b) Explique los valores de las variables de holgura y de los precios sombra de las
restricciones sobre el nimero de edificios publicos y fabricas que han de inspec-

cionarse.
Solucion
Planteamiento del modelo.
Sean X; : numero de viviendas inspeccionadas
X, : numero de edificios publicos inspeccionados

X3 : humero de fabricas inspeccionadas
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maximizar Z=X1+ X+ X3

sa Xo > 6

0.4x;-0.6x,-0.6x3=>0
2X1+ 4%+ 6x35120
X1+ X+ 3x3=<80
3x;+ 2X+ %3100
X;i >0

Utilizando el Método Simplex, tras cinco iteraciones se obtiene la siguiente tabla opti-

ma.
X1 X2 X3 St S, S3 S4 Ss Ss
oI 1 1 1 0 0 0 0 0 0
X 0 1 0 0 2 0 0375 0 -025 12
X3 0 0 1 0 -1 0 0 0 0 4
X1 1 0 0 0 -1 0 025 0 05 | 24
s 0 0 0 1 2 0 0375 0 -025| 6
S5 0 0 0 0 2 0 0125 1 -025 | 32
53 0 0 0 0 -1 1 0325 0 035 | 0
Z;-g | o0 0 0 0 0 0 0125 0 025 | 40

Solucion éptima: z =40 con x; = 24, x, = 12y x3 = 4.

Se atendera el mayor nimero de inmuebles si se destinan los recursos a la revision de

24 viviendas, 12 edificios publicos y 4 fabricas.

Por otra parte los valores de las variables de holgura basicas indican que se atienden 6

edificios publicos mas del minimo requerido (s; = 6) y no se hace uso de 32 horas de
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servicios técnicos en instalaciones de gas (s5 = 32). Por otra parte, la variable s; = 0,
indica que la proporcion de viviendas es exactamente de 60% del total de edificaciones

a inspeccionar.

El precio sombra de la variable s, = 0, indica que modificar el limite del nimero de fa-
bricas a inspeccionar en una unidad no afectaria el nimero total de edificaciones a re-

visar.

Los precios sombra de s4 y sg senalan el incremento en la variable objetivo si aumenta-
mos en una hora la disponibilidad de tiempo para la inspeccion de instalaciones eléctri-
cas e hidraulicas respectivamente. Se puede interpretar que un incremento de 8 horas
para la revisidon de instalaciones eléctricas o uno de cuatro para instalaciones hidrauli-

cas permitira la inspeccion de un inmueble adicional.
Ejercicio 5
En una construccion se requieren, para el armado de columnas, 40 tramos de varillas

de acero de 4 metros y 30 tramos de 3.5 metros. Se cuenta con 25 varillas de 12 me-

tros y se han propuesto los siguientes patrones de corte:

Patron 4 4 ‘ 4 ’

1

Patron 4 4 ‘ 3.5 0.5
2

Patron 4 3.5 3.5 ’ 1.0
3

Patrén 3.5 ’ 3.5 3.5 ‘ 1.5 ’
4
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a) Sin tomar en cuenta la condicion de variables enteras, plantee un programa lineal

que minimice los desperdicios y obtenga su solucién éptima.

b) Interprete los costos reducidos de las variables que no entran en la base y los va-

lores de las variables de holgura.

c) Si se considera que en el patron nimero 1 los cortes no son exactos en cierta
cantidad de casos, lo que ocasiona desperdicios, realice un Analisis de Sensibili-

dad e indique el margen dentro del cual sigue siendo valida la solucidon obtenida.

Solucion
Sea
X; : numero de varillas cortadas con el patrén i
minimizar z=05x+1.0x3+1.5x4
sa 3X1+2X%X + X3 > 40

X, +2X%X3+ 3 x4 =30
X1+ X+ X3+ X4525
XiZO

Tras dos iteraciones del Método Simplex se obtiene la siguiente tabla dptima.

X1 X2 X3 X4 S1 S2 S3

oS o 05 1 15 0 0 0
X4 1 067 033 0 033 0 0 | 1333
X4 0 033 067 1 0 033 0 10
53 0 0 0 0 033 033 1 | 167

Z-g| 0 0 0 0 0 05 0 | -15

Se tiene una solucidon éptima para x; = 13.33 y x4 = 11.67 con un desperdicio de 15
metros lineales de varilla. Pero los costos reducidos de las variables x, y X3 son cero, lo

que quiere decir que existen otras soluciones, con el mismo desperdicio de material.
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Estos se presentan para las cuaternas (0; 20; 0; 3.33) y (8.33; 0; 15; 0).

Por otra parte, en la tabla éptima el valor de la variable s; representa el niUmero de va-
rillas no utilizadas, y su costo reducido es cero, pues hay un superavit de material. La
variable no basica s; también tiene costo marginal cero, lo que quiere decir que reducir
el requerimiento de varillas de cuatro metros no disminuiria las perdidas de material. El
costo marginal de la variable s, sefiala que por cada varilla de tres metros y medio que

no se demande se reduciran las perdidas en medio metro lineal.

Todos los resultados obtenidos en este ejercicio deben ser analizados con cuidado al
presentar valores fraccionarios, como consecuencia se desperdiciaria mas material del
que se calcula con la funcion objetivo. Es recomendable utilizar algoritmos de Progra-

macion Entera, que no caen dentro de los alcances de este trabajo.

Para determinar las perdidas del patrén 1, para la cual se mantiene la solucion optima

calculada se realiza el Andlisis de Sensibilidad.

X1 X2 X3 X4 S1 S, S3
o9 s 05 4 15 0 0 0
X1 1 067 033 0 033 0 0 | 1333
X4 0 033 067 1 0 033 0 10
55 0 0 0 0 033 033 1 | 167
Zi-¢| 0 067 -033% 0 0 05 0 | -15

La solucién optima obtenida no tiene validez para cualquier desperdicio en el patron 1.

La tabla sefala la entrada de la variable x; a la base.

Ejercicio 6

Una empresa constructora tiene financiamiento para participar en distintos proyectos
de edificacion durante los siguientes tres afios. Con base en la experiencia acumulada

se han estimado los costos y utilidades de cada tipo de proyecto y se plasman en la

siguiente tabla (costos en millones de pesos):
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Utilidad Costo en el Costo en el Costo en el
Tipo de edificio aho 1 ano 2 aho 3
A 3 5 7 3
B 2.5 1 4
C 2 7 9 9
D 1 3 1 5

La disposicidon de recursos para la empresa es de 50 millones de pesos para el primer

ano, 24 millones durante el segundo y 30 millones durante el tercero.

a) Plantee un programa lineal que maximice las utilidades de la empresa, encuentre

la solucién éptima y opine sobre la validez de la solucion.

b) Justifique si una redistribucidén de los recursos anuales brindaria mayores utilida-

des a la empresa.

c) Realice el Analisis de Sensibilidad para las variables de decisidon no basicas.

Solucion

Sea

maximizar

Sa

X; : tipo de proyecto en el que se invertira
Z=3X1+25x%+2x3+1X4
5x1+1x,+7x3+3x%x4<50
7X1+4%X+9x3+1x%x4<24
3X1+7%X+9x%x3+5x%x4 <30

XiZO

Tras dos iteraciones del Método Simplex se obtiene la solucién optima.
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Las variables basicas x; = 1.3 y x, = 3.7 indican que se debe invertir en un proyecto

X1 X2 X3 X4 St Sz S3

S 2.5 2 1 0 0 0
51 0 0 238 38 1  -08 035 |39.78
X1 1 0 073 035 0 019 -0.11 | 130
X, 0 1 097 08 0 -0.08 019 | 3.73

z-G | 0 0 262 011 0 036 015 | 1321

tipo 1 y en 3 proyectos tipo 2, con lo que se obtendrian ganancias de 10.5 millones de
pesos (sensiblemente por debajo de los 13.2 que aparecen en la solucién optima) si se
invirtiera en cuatro proyectos tipo 2 las utilidades llegarian a los 13 millones pero se

incurriria en un déficit de un millon en el tercer ano.

La variable de holgura s; nos sehala un subejercicio de casi 40 millones en el primer
afno. Si esos recursos se destinaran a los afios 2 y 3 se incrementarian las ganancias en

las medidas que sefalan los costos reducidos de las variables s; y ss.

El Analisis de Sensibilidad muestra que la variable x3 entraria a la base si la utilidad del
proyecto asociado fuera la menos de $4.62 millones, mientras que la variable x4 seria

basica para una utilidad de $1.11 millones en el proyecto tipo 4.

X1 X> X3 X4 S S S3

S| 3 25 248 1+ 0 0 0
5 0 0 238 38 1  -0.86 035 | 39.78
Xi 1 0 073 -035 0 019 -0.11 | 130
X 0 1 097 08 0 -008 019 | 373

z-G | 0 0 2625 01l 0 036 015 | 13.21

54

Benjamin Pacheco Manzano



Ejercicios dirigidos y problemas resueltos de
Teoria General de Sistemas aplicada a la Ingenieria Civil

Capitulo 2 Programacion Lineal

Ejercicio 7

Una empresa constructora requiere agregados pétreos para una obra. Se ha estimado
que requerirdn 19,500 m> de agregado grueso, 31,000 m> de agregado fino y 20,500
m? de arena. Los materiales se extraerdn de dos bancos y seran acarreados a la obra.
El costo de transporte desde el banco A es de $120 por metro cubico y de $150 desde
el banco B.

Los analisis de la proporcidn de agregados en los depdsitos se muestran en la siguiente
tabla.

Material Ba(rlzc)a A Ba?);(:)c)) B
Agregado grueso 20 30
Agregado fino 14 50
Arena 25 20
Desecho 41 0

Determine que cantidad de agregado debe ser extraido de cada banco para minimizar
el costo de acarreo. Realice un andlisis de los precios sombra e indique como afectaria

un aumento en el requerimiento de agregado grueso a la solucidon encontrada.
Solucion
Sea X; : material transportado desde el banco A
X, : material transportado desde el banco B
minimizar z = 120 x; + 150 x,
sa 0.20 x; + 0.30 x, = 19,500
0.14 x; + 0.50 x, = 31,000
0.25 x; + 0.20 x, = 20,500

XiZO
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En este problema se llega mas facilmente a la solucién resolviendo el sistema Dual.

maximizar z' =19,500 w; + 31,000 w, + 20,500 w3
sa 0.20 wy + 0.14 w, + 0.25 w5 <120
0.30 wy + 0.54 w, + 0.20 w5 < 150
w; =0

Tras dos iteraciones se obtiene la tabla dptima.

El menor costo de acarreo se consigue si se extraen 41,753 m® del banco A y

50,309 m* del banco B, el monto total seria de $12,556,700.

Los precios sombra de w, y w3 nos muestran la tasa en la que se incrementaria el cos-

to total de acarreo en caso de que el requerimiento de agregado fino o de arena au-

mentase en 1 m?, los valores son $139 y $402 respectivamente.

w1 W, W3 S4 Ss
bs b 19,500 31,000 20,500 0 0
W3 0.598 0 1 5.15 -1.44 402.1
W, 0.361 1 0 -2.06 2.58 139.2
Zj-b 3,943 0 0 41,753 50,309 | 12,556,700
St S S3 X1 X2

Wi W W3 Sa Ss
by, b, 19,500+6 31,000 20,500 0 0
W3 0.598 0 1 5.15 -1.44 402.1
W3 0.361 1 0 -2.06 2.58 139.2
Zj- b 3,943-6 0 0 41,753 50,309 | 12,556,700
Sy S, S3 X1 X2

Del Analisis de Sensibilidad se deduce que la solucion obtenida sera valida mientras el

volumen requerido de agregado grueso se mantenga por debajo de los 23,443 m°.
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2.2 Modelo de Transporte

El objetivo de un modelo de transporte es minimizar el costo total de envio de produc-
tos desde su almacenaje hasta su punto de demanda, sujeto a las restricciones que la

demanda sea satisfecha y que la capacidad de las fuentes no sea excedida.
2.2.1 Planteamiento del modelo

El modelo de transporte es un programa lineal, pero tiene las siguientes particularida-

des:
Sean:
m: el nimero de origenes
n: el nimero de destinos
u;: la disponibilidad de recursos en el origen i
v; : la demanda en el destino j
C; : el costo unitario de transportar el producto desde el origen i al destino j
X; : la cantidad que se envia desde el origen i al destino j

Con las restricciones:
De demanda LXx;=u;i=1,...,m
De disponibilidad S x;=vi;j=1,...,n
j=1

De no negatividad )nzijZO;i=1,...,m;j=1,...,n
i=1

Y el objetivo:

Minimizar costos de envio: z = _il _fl Cij X;j
j=1i=

Una vez identificados estos elementos podemos proceder a la solucion del programa.

Al ser este un programa lineal se puede aplicar el algoritmo Simplex, pero se tendria
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que manejar mxn variables y m+n restricciones. El algoritmo de transporte permite
resolver el problema con mayor facilidad, al aprovechar el hecho de que, en estos pro-

blemas la matriz de coeficientes tecnoldgicos en unitaria.
Para entender el algoritmo, se resolvera el problema siguiente:
Ejemplo 2

Para mantener transitables los caminos tras una nevada, se requiere esparcir una mez-
cla de arena y sal (la sustancia mas barata y de uso extendido para derretir nieve o
hielo) sobre la superficie de rodamiento. Para tal fin las oficina de obras publicas de
cierta ciudad tiene dos almacenes con capacidades de 900 ton y 750 ton respectiva-
mente. Se han identificado cuatro estaciones a partir de las cuales las cuadrillas pue-
den realizar los recorridos necesarios para despejar las carreteras principales. En cada
estacién el requerimiento del producto es distinto, siendo de 300 ton, 450 ton, 500 ton
y 350 ton, respectivamente. Se ha estimado que el costo de transportar la mezcla a las
distintas estaciones es el siguiente:
Costos en $/ton

Estacion 1 Estacion 2 Estacion 3 Estacion 4
Depdsito 1 20 30 15 25
Depdsito 1 40 35 25 30

El jefe de obras publicas desea determinar el programa que le permitira reducir al mini-

mo el costo de distribucion del material.
Primero, se plantea el modelo de programacion lineal.
Sea x; : la cantidad de arena y sal que se envia desde el origen i al destino j (ton)

Antes de plantear las restricciones de oferta y demanda, el algoritmo de transporte exi-

ge que exista un equilibrio entre ambas.
Calculamos la oferta total: 900 +1750 = 1650 ton

Y la demanda total: 300 + 450 + 500 + 350 = 1600 ton
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Como la oferta es mayor que la demanda, se tiene que crear un destino ficticio que re-
ciba el excedente de 50 ton. A este destino se le asignan costos de transporte nulos y

le llamaré Estacion 5.
Se tiene entonces como objetivo minimizar

Z=20X11 + 30 X32 + 15 X43 + 25 X44 + 40 X51 + 35 Xoo + 25 Xo3 + 30 Xp4
Las ecuaciones de oferta quedarian entonces asi:
X11 + X12 + X13 + Xi4 + X5 = 900
Xo1 + Xo2 + X3 + Xp4 + X5 = 750
Y estas son las de demanda:
X11 + X1 = 300
X12 + X2 = 450
X13 + X3 = 500
X14 + Xo4 = 350
X15 + X5 = 50 Demanda ficticia

Con todas las variables no negativas.
2.2.2 El algoritmo de transporte

Como puede verse, los valores de la matriz de coeficientes tecnoldgicos sélo tiene valo-
res unitarios o nulos con una configuracion caracteristica. Esto permite emplear un al-
goritmo de menor complejidad operativa que el Simplex. Primero se colocan los coe-

ficientes de costos en una tabla como la siguiente:

Estacion Estacion Estacion Estacién Estacion
1 2 3 4 5
Deposito
1 20 30 15 25 0
Depdsito
2 40 35 25 30 0
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Ahora se debe encontrar una solucién basica inicial para nuestro programa lineal, para

ello se describen a continuacion tres procedimientos.
El procedimiento de la esquina noroeste

Se selecciona la celda correspondiente a la variable x;; y se intenta satisfacer la de-
manda de la Estacion 1 con la oferta del Depdsito 1. Posteriormente se repite el pro-
ceso con la celda contigua a la derecha, en caso que aun no se haya agotado la oferta
en el Deposito 1, en caso contrario se selecciona la celda contigua inferior. El proceso

se repite hasta satisfacer todas las demandas y agotar la disponibilidad de recursos.

Estacion Estacion Estacion Estacion Estacion
1 2 3 4 5
Depdsito /\\ /\
1 300 | 20 | 450 [ 30 /150 15 25 0 | 900
Depdsito \ /-\\ /\\
2 40 35 | 350 [ 25 | 350 | 30 | 50 0 | 750
300 450 500 350 50

Se obtuvo una solucion basica factible con un costo de $40,000.

Este es el procedimiento mas sencillo para obtener una solucion basica factible, pero

generalmente se obtiene una solucion lejana a la optima.
El procedimiento de la celda de minimo costo

Este procedimiento consiste en satisfacer la demanda de la celda con el costo unitario
menor. Una vez satisfecha, se busca la celda con el segundo menor costo unitario con
demanda insatisfecha, y se repite el proceso. En caso de empate, es indistinto cual de

las celdas empatadas seleccionar.

En la siguiente tabla se ilustra el procedimiento.
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Estacion Estacion Estacion Estacion Estacion
1 2 3 4 5

Deposito
1 300 | 20 30 | 500 | 15 50 [ 25 50 0o | 900

Depdsito
2 40 | 450 | 35 25 | 300 | 30 0 750

300 450 500 350 50

El costo de esta solucién factible es de $39,500, menor a la obtenida con el procedi-

miento de la esquina noroeste.
El procedimiento de aproximacién de Vogel

Este procedimiento es de mayor complejidad, pero con el se obtiene desde un inicio
una solucién factible mas cercana a la optima. El primer paso de este método es en-
contrar las diferencias aritméticas entre los menores costos de cada fila y de cada co-
lumna. A estas diferencias se les llama penalizaciones. Se selecciona la columna o fila
con la mayor penalizacion y en ella se satisface la celda con menor costo. En caso de
empate la seleccion de la celda es arbitraria. El proceso se repite eliminando la colum-

na o fila que haya quedado satisfecha.

Estacion Estacion Estacion Estacion Estacion
1 2 3 4 5
Depdsito 15
1 20 30 15 25 0 | 900
Depdsito @ gl:rgirzacién
2 40 35 25 30 | 50«4 03] 750
300 20 | 450 5 500 10 | 350 5 50 0 ) Menor costo

de la fila
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Estacion
1

Estacion

2

Estacion
3

Estacion
4

Estacion
5

Deposito
1

Menor costo
de la columna

300 «-(20

30

15

25

900

Deposito
2

40

35

25

30

50 0

750

300 @

450

500 10

350 5

50

Mayor

penalizacion

La columna de la Estacion 5 ha sido satisfecha y no se toma en cuenta para el calculo

de las diferencias en el siguiente paso.

Estacion Estacion Estacion Estacion Estacion
1 2 3 4 5
Deposito
1 300 | 20 30 | 500 |(5) 25 0 | 900
Depdsito 5
2 40 35 25 30 50 0 750
300 450 5 500 10 350 5 50
Y se repite el procedimiento.
Estacion Estacion Estacion Estacion Estacion
1 2 3 4 5
Depdsito 5
1 300 20 30 | 500 | 15 100 | 25 0 900
Depdsito @
2 40 35 25 50 [ 0 | 750
300 450 5 500 350 5 50
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Ya sélo queda una fila por satisfacer. Se debera cumplir primero con el requerimiento

de la celda de menor costo.

Estacion Estacion Estacion Estacion Estacion
1 2 3 4 5
Deposito
1 300 20 30 500 15 100 25 0 900
Depdsito 5
2 40 35 25 | 250 | 30 50 0 750
300 450 500 350 50
Quedando la solucion factible inicial como:
Estacion Estacion Estacion Estacion Estacion
1 2 3 4 5
Deposito
1 300 20 30 | 500 15 100 | 25 0 900
Deposito
2 40 | 450 | 35 25 | 250 | 30 50 0 750
300 450 500 350 50

Con un costo de $39,250, menor al obtenido por los procedimientos anteriores.

El método del escaldn

Una vez obtenida una solucidon basica inicial, se calcula el costo relativo de trasladar

una unidad a una celda no basica. Para ello se crean ciclos, estos consisten sucesiones

de lineas horizontales y verticales, que comienzan y concluyen en la celda no basica

elegida y tienen como vértices celdas basicas. Este método es conocido como método

del escaldn o stepping stone.
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Para este ejemplo se usara la solucién basica inicial obtenida con el procedimiento de

la celda del minimo costo.

Se inicia con la celda correspondiente a X».

Estacion Estacion Estacion Estacion Estacion
1 2 3 4 5
Deposito
1 300%] 20 30 | 500 ] 15 | 50 | 25 | 50 | o | 900
Depdsito l T
2 * 40 | 450 | 35 25 7300 | 30 o | 750
300 450 500 350 50

Al aumentar en una unidad x,;, se tendra que disminuir X1y X4, € incrementar x,;. El

costo de esta operacion es:

40-30+25-20=15

Es decir, que en esta situacion, trasladar material de la Estacion 1 al Depdsito 2 incre-

mentaria el costo total del transporte en $15 por cada tonelada.

Siguiendo el mismo procedimiento se calcula el costo relativo, para cada celda no basi-

ca y se plasma en la tabla.

Estacion Estacion Estacion Estacion Estacion
1 2 3 4 5
Depdsito 0
1 300 | 20 30 500 15 50 25 50 0 900
Depdsito 15 5 -5
2 40 | 450 | 35 25 | 300 | 30 0 750
300 450 500 350 50
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Se puede observar que al menos una celda tiene valor negativo, esto indica que la so-

lucién factible no es ptima.

Se pueden disminuir los costos asignando a la celda con costo relativo mas negativo el

mayor envio posible, sin violar las restricciones de disponibilidad y demanda.

Estacion Estacion Estacion Estacion Estacion
1 2 3 4 5
Depdsito 0
1 300 [ 20 30 | 500 | 15 | 100,725 0 0 | 900
Depdsito 15 5 ’ l @
2 4 | 450 | 35 25 | 250 [ 30 |50 | o | 750
300 450 500 350 50

Obteniendo que para esta solucién el costo total es de $39,250.

Ahora, se calculan nuevamente los costos relativos para las variables no basicas.

Estacion Estacion Estacion Estacion Estacion
1 2 3 4 5
Depdsito 0 5
1 300 | 20 30 | 500 [ 15 | 100 | 25 0 | 900
Depdsito 15 5
2 40 | 450 | 35 25 | 250 | 30 | 50 0 | 750
300 450 500 350 50

Todos los costos relativos son no negativos, por lo tanto la solucidn es dptima.

Pero se observa que el costo relativo de la variable x;, es cero, pudiendo incrementar
incluso en 100 ton el envio de material del Depdsito 1 a la Estacién 2, sin incrementar
el costo total de transporte. Esto indica que existe un plan de envios éptimo alternati-

vo. La solucién optima alternativa se muestra en la siguiente tabla.
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Estacion Estacion Estacion Estacion Estacion
1 2 3 4 5
Depdsito 0 5
1 300 | 20 | 100 | 30 | 500 | 15 25 0 | 900
Deposito 15 5
2 40 | 350 | 35 25 | 350 | 30 | 50 0 | 750
300 450 500 350 50

Con un costo total de $39,250.

Con esto se han determinado dos programas de envio que minimizan los costos de

transporte de la mezcla de arena y sal, desde los depdsitos a las estaciones desde don-

de se dard mantenimiento a los caminos.

Analisis de sensibilidad

Para determinar los rangos de optimalidad de los coeficientes de costo de la funcion

objetivo, basta con integrar un parametro s a la tabla dptima, recalcular los costos rela-

tivos y determinar los valores para los que una variable especifica saldra de la base.

Por ejemplo, si se desea obtener el rango de optimalidad para los envios del Depdsito

2 a la Estacion 2, se obtienen los siguientes costos relativos:

Estacion Estacion Estacion Estacion Estacion
1 2 3 4 5

Depdsito 0+8 5+8

1 300 | 20 100 | 30 500 15 25 0 900
Deposito 15-8 5-8

2 40 | 350 | 35+s 25 | 350 | 30 50 0 750

300 450 500 350 50
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Los costos relativos, se volverian negativos bajo las siguientes condiciones:
0+6<0 > 6<0
5+8<0 > 8<-5
15-8<0 > &8>15

5-6<0 > &>5

Asi para que Xy, siga permaneciendo en la base y la solucion éptima no cambie, el va-

lor de & puede fluctuar entre 0 y 5, es decir, que el rango de optimalidad de x»; es:
35 < X < 40

2.2.3 El problema de asignacion

El problema de asignacion es un caso especial del problema de transporte. Se utiliza

para asignar un grupo de tareas a un grupo de individuos, de tal manera que:
. Cada individuo realiza sélo una tarea
. Cada tarea es realizada por un solo individuo

El nUmero de tareas n, por consiguiente, debe ser igual al nUmero de individuos, y el

objetivo del programa es minimizar los costos o los tiempos de ejecucion.

Asi las restricciones son

De demanda élxij=1;i=1,...,n

De disponibilidad 121 Xj=1;3j=1,...,n

De no negatividad x;=20;i=1,...,n;j=1,...,n

Y la funcion objetivo z = Enl él Cij X

La solucion basica inicial tendra insuficientes celdas basicas para la creacion de los ci-

clos de evaluacion de los costos relativos. Esta situacion se presenta cuando el niUmero

de celdas basicas es menor a m + n - 1, siendo m y n el nimero de origenes y desti-
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nos respectivamente. Una solucion de ese tipo es llamada solucién degenerada.

En estos casos se asigna arbitrariamente un valor € muy pequefio a los envios a celdas
no basicas suficientes para tener n + m —1 celdas basicas, y por consiguiente, se incre-
mentan la disponibilidades y la demandas correspondientes en ese valor . Con este

artificio es posible aplicar el método del escalén normalmente.

Al ser un caso especial del problema de transporte, se puede utilizar cualquiera de los
procedimientos expuestos para encontrar una solucion inicial, y el método del escaldn

para encontrar la solucién 6ptima. Mas adelante se vera un problema de aplicacion.
2.2.4 Ejercicios resueltos

A continuacidn se resuelven dos problemas, en el primero se reforzaran los conoci-
mientos adquiridos mediante una aplicacién a un problema de movimiento de agrega-

dos pétreos, y en el segundo se aborda el problema de asignacion.

Ejercicio 8

Un contratista debe acarrear grava a tres construcciones desde dos bancos de materia-
les, uno al norte y otro al sur de la ciudad. Las construcciones requieren 10, 5y 10 m?
del agregado, respectivamente. En el banco norte hay disponibles 18 m?, mientras que

en el sur hay 14. Los costos por m® acarreada desde los origenes a los posibles desti-

nos son (en cientos de pesos):

Obra Banco N Banco S
1 3 6
2 6 3
3 5 4

a) Plantee un programa lineal que minimice los costos de transporte y obtenga su

solucién por medio de una tabla de transporte.

b) Encuentre los rangos de optimalidad para los envios realizados a la obra 3.
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Solucion
Primero se revisa si la oferta y la demanda estan equilibradas:
18+ 14=32 > 10+ 5 +10 =25

La oferta excede en 7 m® a la demanda; se tendrd que usar un destino ficticio que ab-

sorba esta cantidad.
Z=3X11 +6X12+5X%Xi3+0X4+6Xp1+3 X3 +4 X3+ 0 Xpg
Las ecuaciones de oferta quedarian entonces asi:
X11 + X12 + X13 + Xi4 =18
X21 + X220 + X3 + Xoq4 = 14
Y estas son las de demanda:

10

X11 + Xa1
X12 + X22 =5
X13 + X3 =10

X14 + X4 = 7 Demanda ficticia

Se introducen los coeficientes de la funcion objetivo y los valores del lado derecho de

las restricciones en la siguiente tabla.

Para encontrar una solucion factible inicial se usara el método de la esquina noroeste.

Obra Obra Obra Obra
1 2 3 4
Banco
N 3 6 5 0
Banco
S 6 3 4 0
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Se aplica el método del escaldn para encontrar la solucion optima. Evaluando primero

los costos relativos de las celdas no basicas.

Obra Obra Obra Obra
1 2 3 4
Banco /\ \ /\ \
N 1 1
0 3 5 6 3\ 5 0 8
Banco )
,/\\
S 6 3 7 4 7 0 14
10 5 10 7

Por ejemplo para la variable no basica x,; se crea un ciclo para trasladar a esta celda

una unidad desde las celdas basica.

Tendremos que su costo relativoes 6 -4+ 5 -3 = 4.

Obra Obra Obra Obra
1 2 3 4
Banco
N d
10 3 5 6 43 5 0 18
Banco l
S * 6 3 > 7 4 7 0 14
10 5 10 7

Para el resto de las celdas no basicas se tiene:
X14 0-5+44-0=-1
X22 3-4+5-6=-2

Se capturan los costos relativos en la tabla y se nota que dos de los costos relativos

son negativos, siendo el mayor el de la celda x,, , podemos afirmar que esta solucién

no es optima.
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Se encontrara una solucién factible de menor costo si se asigna el mayor envio posible

a esta celda no basica, sin violar las restricciones de disponibilidad y demanda, y afec-

tando solamente a las variables del ciclo.

Obra Obra Obra Obra
1 2 3 4

Banco -1

N 10 3 5476 3 5 0 18

A

Banco 4 l 2D

S 6 31 7 4 7 0 14

10 5 10 7

Obra Obra Obra Obra
1 2 3 4
Banco
N 10 3 0 6 > 8 5 0 18
Banco l T
S 6 5 93 2 4 7 0 14
10 5 10 7

Se ha obtenido una nueva solucién factible y se recalculan los costos relativos.

El costo de la variable x4 es el Unico negativo, asi que entra a la base y se le asigna el

Obra Obra Obra Obra
1 2 3 4
Banco 2 @

N 10 3 6 8 5 0 18

. A

Banco 4 l I
S 6 5 3 2 7 > 0 14

10 5 10 7
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maximo envio de acuerdo al ciclo.

Obra Obra Obra Obra
1 2 3 4
Banco
N 10 3 6 1 51 7 0 18
Banco l T
S 6 5 3 93 0 0 14
10 5 10 7

Calculamos los costos relativos de las variables no basicas para esta solucion.

Obra Obra Obra Obra
1 2 3 4
Banco 2
N 10 3 6 1 5 7 0 18
Banco 4 1
S 6 5 3 9 4 0 14
10 5 10 7

Todos los costos relativos son positivos. Se ha encontrado el programa de envios 6pti-

mo, con un costo de $86,000.

Para encontrar los rangos de optimalidad de los envios realizados a la obra 2, primero
se agregara el parametro s a la tabla dentro del costo de transporte desde el banco N a

esta obra y se recalcularan los costos relativos.

72

Benjamin Pacheco Manzano



Ejercicios dirigidos y problemas resueltos de
Teoria General de Sistemas aplicada a la Ingenieria Civil

Capitulo 2 Programacion Lineal

Obra Obra Obra Obra
1 2 3 4
Banco 2+8
N 10 3 6+ 1 5 7 0 18
Banco 4 1
S 6 5 3 9 4 0 14
10 5 10 7

Se observa que la variable x;, entraria a la base para § < -2, es decir si el costo de
transportar grava del banco norte a la obra 2 se redujera, al menos, a $4,000, se ten-

dria una nueva solucién éptima.

De la misma forma para los envios del banco sur a la obra 2, se tiene los siguiente:

Obra Obra Obra Obra
1 2 3 4
Banco 2-8
N 10 3 6 1 5 7 0 18
Banco 4 1
S 6 5 348 9 4 0 14
10 5 10 7

En este caso la solucidon obtenida anteriormente sera valida mientras 8 < 2, es decir,

mientras el costo de transportar grava del banco sur al edificio 2 no exceda los $5,000.
Ejercicio 9
Se deben asignar cuatro operadores a cuatro maquinas en una obra carretera, pero la

eficiencia de cada uno de ellos es diferente con cada equipo. En escala del uno al diez

estas son las evaluaciones de la pericia de los operadores segun el equipo.
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Maquinaria
1 2 1 1
Cargador frontal | Motoconformadora Compactadora Pata de cabra

Alberto 7 7 0 4
S

> Bruno 8 5 3 5
0]
(X

N César 10 4 6 0

Daniel 8 2 7 8

a) Determine la asignacion éptima de operarios.

b) Mediante un analisis de rangos de optimalidad, indique en que maquinaria convie-

ne al proyecto capacitar a Alberto.
Solucion

En este problema se desea maximizar la eficiencia en la operacion, pero el algoritmo
de transporte exige que la funcién objetivo se minimice. Entonces se debe buscar mini-

mizar la ineficiencia y la tabla de calificaciones queda de esta manera.

Maquinaria

1 2 3 4

A 3 3 M 6

o) B 2 5 7 5
©
©
2

S C 0 6 4 M

D 2 8 3 2

Resulta evidente que a Alberto no se le debe asignar la compactadora, ni César debera
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operar el rodillo pata de cabra. Con ese fin hemos sustituido el valor de ineficiencia 10

por un valor muy grande que designamos como M.

Como cada operario solo puede manejar una maquina y cada maquina sélo requiere un
operario nos enfrentamos a un problema de asignacion donde la funcién a minimizar

€s.

= 3X11+3X12+MX13+6X14+2X21+5X22+7X23+5X24 +0X31+6X32

+ 4 X33+ MXzg+2X31+8X3p + 3 X33+ 2 Xz4

Esto se plasma en una tabla de transporte y con el procedimiento de la celda del mini-

mo costo se obtiene una solucion factible.

El siguiente paso consiste en evaluar los costos relativos de las celdas no basicas. Pero
como el nimero de celdas basicas es menoran+ m-1 =4+ 4-1 = 7 estamos ante
una solucion degenerada, y con insuficientes celdas basicas para calcular los ciclos. Asi
que se hara uso de una asignacion ficticia muy pequefia en las celdas no basicas para

calcular los costos relativos y aplicar el método del escaldn.
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Para la celda x;; tendremos el siguiente ciclo:

1 2 3 4
6
A «
3 1 3 M 6 1
B
2 5 1 7 5 1
C v -
1 0 < 6 4 M 1+¢
D
2 8 3 1 2 1
1 1+¢ 1 1

Asi se han calculado los costos reducidos de las variables no basicas.

1 2 3 4
6 M 9
A
3 1 3 M 6 1
-1 M -1
B
2 5 1 7 5 1
6 -1 M
C
1 0 6 4 M 1
M 9 -1
D
2 8 3 1 2 1
1 1 1 1

Se puede apreciar que 4 de los costos reducidos son negativos y la solucion no es Opti-
ma. Se selecciona arbitrariamente la variable x43, y aplicando el método del escalén se

introduce a la base.
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1 2 3 4
6 M 9
A
3 1 3 M 6 1
-1 M -1
B >
2 5 1 7 5 1
A
6 -1 M
C
1 0 6 4 M 1
| ] | @
D v ‘
2 8 | ; [ 1 2 1
1 1 1 1

1 2 3 4
6 M 3
A
3 1 3 M 6 1
M 3 1
B
2 5 7 1 5 1
6 3 M
C
1 0 6 4 M 1
3 M 1
D
2 8 1 3 2 1
1 1 1 1

Todos los costos reducidos son positivos, entonces esta asignacion es éptima. Para ob-
tener la maxima eficiencia del equipo de trabajo, Alberto debera operar la motoconfor-

madora, Bruno el rodillo, César el cargador frontal y Daniel la compactadora.
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Para determinar en que debe ser capacitado Alberto para mejorar el desempefio del
proyecto se calculan los costos reducidos en la asignacién optima, si disminuyera su

ineficiencia en un valor 8.

1 2 3 4
6-8 M 3
A
3-8 1 3 M 6 1
M 3 1
B
2 5 7 1 5 1
6-6 3 M
C
1 0 6 4 M 1
3 M 1
D
2 8 1 3 2 1
1 1 1 1

Para un valor de 8 = 6 las variables x;; y X3, podrian entrar en la base, pero la inefi-

ciencia violaria el supuesto de no negatividad.

1 2 3 4
6+6 M 3+0
A
3 1| 35 M 6 1
M 3+8 1
B
2 5 7 1 5 1
6+08 3 M
C
1 0 6 4 M 1
3 M 1
D
2 8 1 3 2 1
1 1 1 1
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Si la ineficiencia en el equipo 2 se redujera no tendria efecto en la asignacion éptima.

Sin embargo reduciria la ineficiencia total del proyecto.

1 2 3 4
6 12-8 3
A
3 1 3 10-8 6 1
M 3 1
B
2 5 7 1 5 1
6 3 M
C
1 0 6 4 M 1
3 12-8 1
D
2 8 1 3 2 1
1 1 1 1

Para evaluar la capacitacion en la maquina tres hemos sustituido el valor de M por el
10 original, ya que no tenemos la restriccion de no asignar la compactadora a Alberto.
Sin embargo tendria que mejorar su eficiencia en 12 puntos para que esta variable en-

tre a la base, cuestién imposible.

1 2 3 4
6 M 3-8
A
3 1 3 M 6-8 1
M 3-8 1
B
2 5 7 1 5 1
6 3 M
C
1 0 6 4 M 1
3 M 1
D
2 8 1 3 2 1
1 1 1 1
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En este Ultimo caso se obtendria un dptimo alternativo si la calificacion de Alberto fren-
te al rodillo pata de cabra pasara del 4 al 7. Sin embargo la eficiencia del conjunto sélo

mejoraria si obtuviera una calificacion de 8 o superior.

Se puede afirmar que capacitar a Alberto para mejorar su desempeno con la motocon-

formadora es la mejor alternativa para el proyecto.
2.2.5 Ejercicios propuestos
Ejercicio 10

En la construccion de una carretera se ha planeado aprovechar los materiales extraidos
en los cortes para construir los terraplenes en zonas que requieran nivelacién. Los vo-
limenes de los cortes y de los terraplenes y su ubicacion se muestran en el siguiente
grafico. Ademas se ha ubicado un banco de materiales en el kildmetro 14 con un volu-

men suficiente para satisfacer la demanda.

corte
3 450 700 650
m
km 0 4 8 12 16 20 24 26
terraplen
m? 300 1150 350 150

Si los costos de transporte son proporcionales a las distancias de acarreo, obtenga el
movimiento de tierras con el costo minimo. Ademas explique como afectaria a la solu-
cion dptima que el banco de material se encontrara varios kildmetros alejado de la ca-

rretera.
Solucion

Se capturan los costos de transporte en la tabla y se encuentra una solucién inicial por

el método de Vogel. Posteriormente se calculan los costos reducidos.
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T1 T2 T3 T4
8 24
C1
300 4 150 8 0 12 0 20 450
8 8
C2
0 12 350 8 350 4 0 4 700
8 0
C3
0 18 500 14 0 10 150 2 650
8 4 20
BM
0 6 150 2 0 2 0 10 150
300 1150 350 150

No hay costos reducidos negativos por lo que la solucidon es éptima, con un costo total
de transporte de 14,200 kmxm?.

Sin embargo la celda (3;3) tiene costo reducido igual a cero, lo que es senal de la exis-

tencia de un 6ptimo alternativo.

T1 T2 T3 T4
8 24
C1
300 4 150 8 0 12 0 20 450
8 0 8
C2
0 12 700 8 0 4 0 4 700
8
C3
0 18 150 14 350 10 150 2 650
8 4 20
BM
0 6 150 2 0 2 0 10 150
300 1150 350 150
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Realizando un Analisis de Sensibilidad, se obtienen los costos reducidos para la nueva

ubicacion del banco de material.

T1 T2 T3 T4
8 24
C1
300 4 150 8 0 12 0 20 450
8 0 8
C2
0 12 700 8 0 4 0 4 700
8
C3
0 18 150 14 350 10 150 2 650
8 4 20
BM
0 | 6+5 | 150 [ 246 | O | 2+8 | O |[10+8]| 150
300 1150 350 150

Los costos reducidos no se alteran, por lo que la solucién éptima sigue siendo valida. El

costo total se incrementara en 150 unidades por cada kildmetro que el banco de mate-

riales se encuentre alejado de la carretera.

Ejercicio 11

Una empresa constructora cuenta con cinco palas mecanicas almacenadas en localida-

des distintas. Actualmente requiere ubicarlas en tres obras, requiere dos en la obra A,

tres en la obra B y una en la obra C. Los costos de transporte en miles de pesos para

cada pala se muestran en la tabla.

Determine el destino de cada pala mecanica que permita minimizar los costos de trans-

porte. Se requieren un total de seis palas pero la disponibilidad es menor; se sugiere

utilizar una sexta pala ficticia para resolver el problema.
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Obra
Pala A B C
1 2 3 4
2 7 6 4
3 3 5 8
4 4 6 5
5 4 6 3

Solucion

Con el método de la celda de menor costo se encontrd una solucién factible a la que se

le calcularon los costos reducidos.

A B C
-1 3
1
1 2 0 3 0 4 1
2 1
2
0 7 1 6 0 4 1
0 6
3
1 3 0 5 0 8 1
-1 2
4
0 4 1 6 0 5 1
3 1
5
0 4 0 6 1 3 1
1 3
ficticia
0 M 1 M 0 M 1
2 3 1
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Se introducen las nuevas variables a la base y se recalculan los costos reducidos.

A B C
1 3
1
0 2 1 3 0 4 1
3 1
2
0 7 1 6 0 4 1
1 6
3
1 3 0 5 0 8 1
1 2
4
1 4 0 6 0 5 1
2 1
5
0 4 0 6 1 3 1
2 3
ficticia
0 M 1 M 0 M 1
2 3 1

Como los costos reducidos son positivos se ha encontrado una solucién 6ptima con un

costo de 19 + M unidades.
Ejercicio 12

Para mejorar las condiciones de un centro comunitario seis empresas han presentado
propuestas de remozamiento para distintas areas. Todos los proyectos deben realizarse
simultaneamente y las empresas solo tienen capacidad para realizar un Unico proyecto.
Ademas algunos proyectos han sido descartados y de los restantes se presentan los

presupuestos en miles de pesos en la siguiente tabla.

Encuentre a que empresa se le debe adjudicar cada proyecto teniendo un gasto mini-
mo. Si se toma en consideracion que sdlo se cuenta con $2,000,000 para todas las

obras, diga que proyectos deberian aplazarse. Justifique su respuesta.
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Edificio . Area de Estaciona-
o Biblioteca . . Parques
Empresa principal juegos miento
A 800 750 300 450 200
B 950 725 e 500 275
C e e 200 e 225
D 650 700 250 400 225
E 750 800 175 300 300
F 850 900 200 475 e
Solucion
Se obtuvo una solucion factible con el método de la celda de minimo costo.
Edificio Biblioteca Area de | Estaciona- Parques ficiticia
principal juegos miento
A - 100 225 75 25
0 |800| 0o [750| 0 [300| 0 |450| 1 |200| 0 | M | 1
5 275 75 100 -
0 950 1 725 0 500 0 275 0 M 1
25 25
C
0 200 0 225 1 M 1
D -125 75 -25 75 -
0 650 0 700 0 250 1 400 0 225 0 M 1
E -75 - -25 225 25
0 750 0 800 1 175 0 300 0 300 0 M 1
E 275 -75 -125 -
1 850 0 900 0 200 0 475 0 M 1
1 1 1 1 1 1

Aplicando el método del escaldn y tras dos iteraciones se obtiene la tabla optima.
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pIEr?r:Ipr;gl Biblioteca '?[ZZ;I: Esntﬁgincfcga_ Parques ficiticia
175 100 - 250 25
A 0 [800] O |750|] O |300( O |450| 1 (200] O M 1
275 275 100 -
B 0 [950] 1 | 725 0 (500 O |275] O M 1
C 0 25
0 | 200 0 |225 1 M 1
0 275 250 200 175 -
D 1 |650| 0 |700] O |250] O |400]| 0 |225| O M 1
200 - 150 250 -
E 0 [750] O | 80| O |175( 1 |300| O [300] O M 1
250 200 150 0
F 0O [850| O |900| 1 J200| O |475 0 M 1
1 1 1 1 1 1

Los proyectos se deberan asignar de la siguiente manera para obtener el costo minimo
de $2,075,000. La empresa A se encargara de los parques, la B de la biblioteca, la D
del edificio principal, la E del estacionamiento y la F del area de juegos, mientras la C
queda fuera. Pero la tabla muestra un éptimo alternativo donde la empresa C se encar-

ga del area de juegos y la F queda fuera.

Si se ha de aplazar algun proyecto, sera aquel cuyo costo tenga la mayor disminucion

cuando se reasigne.

Edificio . Area de Estaciona-
e Biblioteca . . Parques
principal juegos miento
Optimo 650 725 200 300 200
Menor costo 650 700 175 300 200
Diferencia 0 25 25 0 0

El ahorro por aplazar las labores en la biblioteca o el area de juegos es el mismo, y con

la suspension de cualquiera de las dos actividades se estaria dentro del presupuesto

estipulado.
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Ejercicio 13

En una edificacion se han retrasado cuatro tareas. Con el fin de acelerar los trabajos un
ingeniero, un carpintero y un plomero estan dispuestos a trabajar en labores que no
dominan y para la tarea restante se contratara un especialista. La matriz de ineficiencia

para los tres empleados es la siguiente:

Soldar Trazar Ranuras | Alambrado
Plomero 1 5 1 2
Carpintero 4 3 2 1
Ingeniero 3 1 5 4

Determine como se deben asignar los trabajos al personal y en qué labor se debe con-
tratar un especialista. Determine si conviene capacitar a alguno de los empleados para

reducir la ineficiencia del conjunto.
Solucion

La primera solucion factible se obtuvo por el Método de la Esquina Noreste y se evalua-

ron los costos reducidos.

Soldar Trazar Ranuras Alambrado
5 -2 1
P
1 1 0 5 0 1 0 2 1
5 -6 -2
C
0 4 1 3 0 2 0 1 1
-2 -6 -1
I
0 3 0 1 1 5 0 4 1
1 -2 -1
E
0 0 0 0 0 0 1 0 1
1 1 1 1
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Introduciendo las nuevas variables a la base, tras dos iteraciones se obtiene dos asig-

naciones alternativas 6ptimas.

Soldar Trazar Ranuras Alambrado
6 0 4
P
1 1 0 5 0 1 0 2 1
4 5 1
C
0 4 0 3 0 2 1 1 1
6 4 5
I
0 3 1 1 0 5 0 4 1
0 4 1
E
0 0 0 0 1 0 0 0 1
1 1 1 1

El plomero debe encargarse de soldar o ranurar, el carpintero estd a cargo del alam-

brado y el ingeniero del trazo, y en la actividad restante se contratara un especialista.

La eficiencia de los tres empleados en las actividades que se les han asignado es de 1.
El que alguno de ellos fuera capacitado para especializarse en esas actividades tan solo

reduciria la ineficiencia del conjunto en un punto.
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