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Poro lo ••ri~ t .. ' ' ' et·clno ~u•t••• 

"" ·- ' . . • ........ . . . '" 
En eoto .... el teoHao Vil. l 

-En el C:.>o de la ude t 
{~) D0 1 

"• - • • 

.. 
' ...... 
D' • , O ,o ' 

" •• 
... 
••• ••• 

' " 
•• 

.. .. -" 
per.lt~ doc\dir ,¡ 

• ·' ' "" ... 
'';-,,. 

•• tlell<' 

&l"'lónlco, •• 
~. ,, - ... '," •' . . .. • ... -,· 

dlvu¡ento; alentu• que h oorle I 
••• 

. •11 
1 • • ' 
- 1 os conver¡o!!. 
• . . ., .. ' 

'"· ' . .. , . . ··~ 

" . ··-· ... , 
que vol• lo peoa · 

,,;·,~~•'<'• ~~·· a:t r:d Ú t..~ 
~· '- .. _. ___ ,._ ·-··· ,- .. ---·· 

el trabajo de coover¡enclo o d!vor¡enclo 

" 

" 
" 

... ••TI•: -···· ,,. 1 '--t • ... " . "·' 
" 

,., ···~ .. ~ 
cuicter de 

",, .. ~ ,,• ,,·¡•,. "' ~.b':lo ._. 
coav•rJeoclo o dlvor¡onclo do una oerie no .... 

'U"I ¡·o,,r, 
blo ol tO<loo ouJ tf1'111""1 H .ultipllcan por un. coutante di· 

fereote de coto, 
~•lo¡, ,,,,n · '"''1' ,.,_¡. • ., 

, .. •·'·'' -· 
El cartctn de cortYer¡dch o 

.. . ' . • 
dlYer¡oncio de tillO urio no ,,.. 

' ..O.ero Halto do th111no•. 
• 1 - ' 

dl~or¡enclo de uno oerio do tfr· 

• • • ' 

• 
• 

• - • • •• ., " ' ".' •• ' ' .. ' CO~"VERGENTES, entonce• la ·~ 

" .. 

-do I 
••• 

d.do p<lr 
,- ' ... ··~ -

. ~ . 

• 
·' ... .. ·" ,., -"~•Id(oo ·~b )•i.•~ • ·~E b • 

n•T n n n•l 11. n•l n 

. ..,, •·1 

. ' 
"' ........ '· u.-,,. ;,.,.' !, ' 

5• dejo ol enudi011to la dooonraci6n <~• Ju prophdod•• 
""••···•l•'-·"···•1·,·· <·, 

1) o 3). Pon uno deoostrocl6n de lo propledod •> puodc conoulta> 
·•· »•·~ "•~ ''''" •' • · 1 ·· •· "'·'a~l· .,,, .• . 
te la referencia 1 pi¡. 071. ......... -..... ,. ~" ............ ~ .. . 

¡P 
' 
"' ,, 

~·~''"'..!~" L".!.. -,_o. r 

• • • • .. , ..... 
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•• 
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• 

•• 

' •• 
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'-.. , ... 
•• -. . ' . . . ' . ' . ' .. •• 1"''<1-' 

" • .. .,. .. , . . ' . ·' .. " 

. ' . ' 

•• 
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"" 
Fn c~nsecuoncla, lo oor!e (~) •• dlver,onte. 

In loo easno onterior.,, hoiiOJ obtenido uno oxprul6n ol• 

pllliooln p.uo la ouao do los prl•eno D tfl"'llnos de lo .. rh, qu. 

Pe nocho, on lo 'ooyorfO 
' 

Sin oob••••· eoto oo oo 

do lOo cooOo no n!Ho,. 

uno expreol6n olopllfltado de s 0 , por lo ~uo utudlor .. u otroo ot• 

todo> pou d<tenlnor lo eonvor&onch o dluriendo do uno onlo. 

Condlcidn no<uorlo poro lo connTIU<h do """ onh. 

' 

"· 

Dboonoooo quo 

' • ' ' 
' • 
" 

''" ·-

. ~ . ' • • 
' • _L ... ... 
' . , •• 1 • 

•• ... 
... • 

• 
_, _ .. . 
' 

oedu convnautoo 

-'-¡"'' 

o •••• 

"' ·-

_L • ... "' 
"' 

¡ houoo VIl. Z 

Sl lo urto 
" 
' ... •n u convOTlenlo, entone•• 

1 

D .. o><ucidn. 

,. 
o 

' 

"' ••• 

" 
s .. t •n uno oerlo convor¡euo 1 <U {S0l b ouceoidn 

••• 

y ... blh 

"' -
llo S - ·-· 

Tntorulo (1) <loo (1) 

"' -
. ' • 

{O *O o , , •o ) • L 
1 • • ·-' 

"' ,, .. . . ... - ' .... (•,·•,··-····-·'. o 
por lu pnpledMu 4o loa UoUn 

"' - " . 1•,_••, •.• .••• :·.) l ((•,••.·····•.). 
" .. 

!.!: ..... . .. 

'" 

'" 

.. 

'J 

!He tooT .. a oouUoc• uu cmlcidD ne<oooo<b para lo · 
< 

con•or¡ooclo do uoo"oarlo. Sin ••~ar¡o, dicho coadlcldn non ou . ,,. .. .. .. . 
ouao polauo, ol hocbo da que 11• o •O - . ·.flclute: u 

• 
M l•pHco • 

< 
Lo nrddero utlli4U dol teor ... VIl. loo ~"• peralte 

< 
enobhce. el olautenr.: 

< < 

SI \lo 
~-

o0 ' O, enronce_- lo ••rh 
• 

VIl, 6. 

"' ••• 

" 
' .. ' 

• 

< 
• • • •• 

< 
dlver¡onte. 

·. 



•• vU!da 

Con esto Ynos qu~ lo exprosi~n,(::l 

t t t ' t ' 
.t • }" • l • l •, .... • z•·• • ... ,· z~ • 
>! !nterputooo• h 

• •1 ,¡ • 
su~a dol 

' ' 
nómeco inrlni to Jo 
"·1·u~tl' 

• 

' ., 
t~rminoo, . ·~· ' ' ' •·z·o•-r· ... • . . . '. . ' 

co>o ~~ lialt~ d~ lo su<ul6n 

• ' ' . -l • • 
Dofinloi6n. . ' ... 
una ser!~, r ••• (Snl uno oucul6n 

•• "' 
·" 

... •• •L .~ 

' 
, ....... ,, , . ..... ' ,., ,, ....... ,.~ 

Si ezHtO un nd..ero «al S tol quo: 

"• -
• 

....... 
'. '. ~- , 

so dice que lo serlo u convu¡ente y tiene ouma ' ' . S, en cuyo <ooo •• 

scdbo 

• 

' .. ' •• 

,. 

. ' 
,,,, ..... ' . ., .. 

' 
Uno oerio no convergente,•• dlco O,ue ""divec¡<nte, 

Nhue que,lo ~sua.a" de uno sede convor¡enu •• el llone . . .. . - . ' ' . . ... 
do una ouceO!On do IUIU5 puc~alo• ,r ."o •• p~~de obtener oedhnt< • 

nito. 

pueoto que htoo 

' 
son un nlloero lnf! · 

• 
roca In• .. t!es ~onver~ontes, el <lmboio 

• 
' '• .. ' 

oo u~llin poro lndlcor tonto lo oetle co.o ou '""'"• a puar de su 

dos conceptos dloti~too (lo IWIIO represenu 

no pueae ••r convot¡onto ni divergente). 

un nGmero r por tonto 

. ~ ' ' 

., '>Eje~plo •VIL s.' 
Fo•a el oo•o Je lo oerle 

'.:.1 

" 
3•'l,·,· 

• --:T • --r 
1 o 1 o 

•• tlenc ~ue t · nt 

' . • ' 
" 

' ·~ 
" 

(D.,..ulotrelo) 

. .1, . 
'" 

.. 
( 4) : 

• ...l. • ,.. 

.•• ¡ • 

... 
' ,.. 

• 
' . , .. , ... 

- 3- {1·-'-> 
1 o" · 

" 

' 

. ' .. 

•• .. 
' 

Coma 
. -··"''- '7~ .. 

., 
b) rau 

-
' .. ' ' . ' . ' 

. ·- ..... 
el cuo de la oerie (b): ... . 

1o4•9• ..• •n' •• 

. ' . ' ' 

el th•ino aenerol de la suculOn do suu• 

S ·1•4·~·---•n':· n ¡zn'•'~:ll ..,,. ,• n,, ~-1 ' ,, 

• , 

' . ' . . 
" ' 

' porctalo• •• 

"' .. ,.,... .. 
• 

" 
no ••.~ste, r• quo a mo· 

En ocaolonu . e 

., 



• 
en olg~n senuJo. 

Lo eopcosi6n (l) puede repnoenta< .. co•o 

' 
• 

' . " "' ••• 
!odin!c!~n. 

o 1 * o 1 ' a 1 ' .:·~·c•"'¿'~•"''CC7-o---o-----""'C"---o"'! 
Obolrve .. quo lo< H.-.inoo a,, a

1
, a 1 , ... , o

0
, ... cono 

tltuyon uno oucos!6n. 

Otro ejuplo de <etle lo une••• al hte'l'<O~ar lo """'! 
o!6n dodool del n(\-oono rodonol } : 

O.Hl ... 
cuyo ollníficado oo 

-' .1.. ' .1.. • ' • '.) • ' .. . .. ... ... • , .. .. • •• 
• -'- ' ' • 

' "' "'' 
... 

No sie11pr< •• po<lblo .. l¡nu o uno onie un volor finito 

tooo lo hlcluo en (lJ 1 (S). Por oje.plo, !& oule 

1•4•9+H+ • o' • '" ' 
carece de un valor finito coao ou.a total. 

que (6) se dice que eo dlver1ento, 

Anu< do <>Ublecer una Mfinlci6n fo .. a\ de convergencia 

y divergencia • de oorte<, volvooos puadojo de h· 

A partir de a oerlo 
• 

' "'' 
podo..,, fonaar 

'. ' '.' 
donde 

'· 
'• • 

'· • 

.. 
'. ' 

' 
' ' 

' • 

' • • . ~ . 
oucul6n " '·· .... '·· 

' ' ¡ . • • 

• • 

·-· puclalol 

.. . 

• • l"" [ 

'" 

• 

' 
v,..,, quo ol tl,...bo ,ouul $

0 
do lo ouculh de O<llloo 

porcloloo, u lo ouaa de loo o pr1•noo tfnolnos ~• lo sor le [1), 

y on el UoUo: 

• ... ·-' ... 
poro colc~lar uta H•lto oboernou que 

'· • (2·1) • 

s;·•·í•(:·fl• 
S,•••'•'•(l·,'<• ' . . 

• 

v r~·~ pu;M'deoOstnrse por ¡j,duccl~n ootei.ltico, d't~na>no ¡¡e· 

n<rol de la ••coüM M suuo pucloleo os: 

' • • . __ ,, 
2
o- , 

por lo que: 



• • 
-' -' = • = ' ·L(n•l) • -L(n•l) 

L(n•l) ' L(n•!J ,, cual "' rvidonte. J 

Por o«o parto, lo tu~e>i6n e> oootado yo que 
. ' • 

" -' 
" •• "'' 

coto Inferior, pue• ••• '"' creciente • ~" 
f (n) -. '" '"~ 

. ' . ' -. '. 

" Coao L(n•IJ > • \In <N, entone .. 

"'""" 
.. ole.pro ne1&Hvo • ' " 

ouolquior nliaoro pot)tivo u uu cou o~pertor do la.suc .. t6n 

•• 
~ buo • " anterior, ... teouu 011, •• concluye • •• 

suéiiol~n - ' ' ,. ,, .,} • .. tieno Hoiu. 

" dejo " ootudlanto .. obien~!On •• dlc~o ll•it•. • 

' e ' '" ' - -- -- - - - - - - - - -

• • .. ' ¡, ! ,, 

' 
' ' 

• 

-- ' 

• 

• 
VII. l SERIES. 

Una forao lnt•r•unte do introducir el concepto de .. rl• 

no• la proporciono lo sl¡¡uiente paradojo, debido al f!Hbofo lth-, 

i<> !en6n do fleo (>i,lo Y A.C.): 

"Un corredor no puede olconur nunca la oeto porque oto~ 

pu ha do rocorror U ~lud de uno distancia ante• de recorrer lo ; . . 
di>toncu totol. 

t<ndr~ que roco<ror lo otra .ttad. Cundo ,hoyo recorrido lo •ltad' 

de u u lilü .. , lo quedorl todavh lo cuarto port~; cuando hayo re: 

corr!~o la mitad de UU cuarto porte, le quedar~ la octo~o put•."" 

,. ' . ' 
,l.nol!cnos con do doUilo e>to >ituodóo: . ,_ ' 

, SI >uponemoo ;que ol corredo'; oo 

' 
' 

' v.eloddod con!_ 

·~ 't1) 

1 ' •• 
Lo tdoo de lo paradojo eo que lo ou.a de un o~oro inflnl 

t ~· . . -~ 
todo t!r•lno•, como (1), no puedo oor un 

' .. ' ' 
n~oro finito, por . ' . 

o! corredor no podrh olcODur la uta en un tlnpo flnitc. 

lo q'!_O 

"' ,. ' 
nbarao, ••bno• que ol ol corredor u dooplou ~ velocidad <onoto~ 

- ··-· 1 •• 

te y r11ploo t oe¡undo~ <n,rocorrer lo pr!oero olt~d, lle;orl o lo 

·t•f·i-· ' ' f •...• ""ñ'7 

' 
.... "' 

con lo que ~eoo• uignodo 0 lo'""" lnflnlto (1), que lloureoo• •• 

de, un valor filllto lt, e•porondo qu~ lo l¡uoldod (l) ••• vUido 

' 
• 

• • 



' 

• 
dnnde rueJo aptec!Or<<_clarasento que tO~O tlMIIno de la ouce>l6n 

rlor ,¡, 1> 

ltu•l '1"< 1, por 

' . ou<cen6n !¡;1· 

lo quo diremoo que 1 "'uno cota oup~ 

Po< otu parte, cooo todo t~nolno de lo oucool6n eo mo· 

yor que cero, P"" na .. ro es una cota Inferior de(~}. 

------, 
1) F.l nGoun Tea\ p oo uno cota oupeTioc de la <ucu\6n (f(n)) >i: 

Yn<N. 

2) fl n(Uooro reo! q u uno coto lnhdor de b oucul6n !f(o)l o!: 

f(n) t q, 

••• oucool6o •• dice •cotado " Une • •• coto Inferior y 

uu •••• ouperlor. 

•• ocuordo con ooto, .. ouculh 'k>' ... ·~· vtooo .. . 
.on6<ono; .. odonlo .:Coud•. 

Ieouu VIl, 1. 

Todo ouuo16o 1<0116tono acotado tlono Uolte (oo conver¡¡•!!. 

te) • / 

. ,_ ~· 

' ~· t o· 
Probuuo• el teoro .. poro oucooloneo monótonO• ero· 

• 1 • ' ' 
cientu: 

Su {f(n)l uno oucui6n acotado. 

coto oupertor, por el oxlomo del oupu~o tiene una m!nl111a cota '"P~ 

Tior o la que llu.aroao• L. SI t>O, L·t no puede •H uno cou >u· 

per!or d~"{f(n)l: por tanto oigan tf,-.,!no de> la ,uco•i6n e> moyor 

que L·t, o oea 

'" 
como {f(n)) os noc10nte: 

y, por 

f(n) l f{);), 

( 1 ) : 

f(n) > L-~ 

Por otro parto, como L os uno <Ota ",upe<!or 

f(n) ~ L 

deO) y()) 

"L·t < f(n) S L 

<e>tando L 

.(, f(n)·L ~O 

lo que !aplico 

if(n)·LI < t 

• "l'n>); 

• 
. ¡¡) 

. . {l) 

con lo que hnoo d"oHudo lo .. luenclo del Uoite, que e> P«C!. 
• 

ou.enh lo alnioo coto ouper!or L • 

Lo doaoo<rocllln H olal!u d {f(nJ) •• docreclonte . 

. - . - . . . . . . - - - - - . - - . 

Ejuplo VIl. 4 

o) Yo hoooo vi"o que (~) •• monótona y ocotodo, por lo que ,.,an 

hto concuerdo con lo obt".. 

nido en el ejeaplo Vll.l, donde oe deoo>u6 que 

lio ·- ' ' .. 
b) ConHderno• h •uco>l6n 

. ' cr' . ' . 
" 

. ... ··¡,• .... 
t(ñ•l) 

• 

Esta eo una suce•i6n .11on6tona croclente l• que f(n•l)>f(n) 

~'""• corno oe demue>tro • conti"uooi6n: 



• 

En ofecto, coao 

n• 1 1 1-rn. ~~- l
n•l·n¡ '.•¡' 1 
-;¡¡- ·r mi • m ' 1' 1 • -• 

, 
u CWiplir' qué 

. ,,_,.,.,. ... 1 .•• ., • : ·t~- ~ 
' 

1
,., 

'" otydlo•l 

' 

- tr 

rn • ( 
eo decir <! 

• i 1 -- -~-• 

' . • 
' 1 ,, 

·~-........ 
' " !'>· ";.' 

'- . .. 
' -.. ' ... 

' n>l( .,.,_ .•. •-
por lo que, ~(>0 

-··· ~- 'ñ•lrl 1-y¡¡: • 

. 1 - ' - • 
uhto un nllaoro ""rr · tol que 

1 t''~ ·!.•:•,.., ~-·• ou~ua»o ••' 
:rl • t tln>!l, 

:·~ •. ·,;:·,.;r·.; ;~ 
heeoloneo .cn6tonn. 

• -~ 'o 

.-., ,•tHn-11:1~ 1011,,2, 6.,H, .:.,•(n•l):,¡;-,,., •:··· 

vo•oo•qu,cdoftfralno.es• .. ror ooiJUII•quo•ol•utulor, por lo quor•. 

dtrn.oo,quo¡lo,oucutbou cncleoto. •I:Por ol eootrarlo;ool·en uno• 

nco516n coda 'tlnolno 01 aenor '<> iJual que oliiJit .. lor, .d!re••••<iue r, 

¡!¡.¡ T, . . ' , , 

si~<&lonte euo:, 1 , ¡ . : " ~ ' 
-~"--· .,.¡.,.,,,,~ 

Deflntct6n. .. ' 
~-· .. -··· "" ••• ' ~· ( f (n) }Un&· ouceo!Oo: . ' ,.,. ·-· 

1} Si f(n•lb f(n}, I'D<N, la suc .. i6n u crecl.nU. 

" 
"'o"'' ,'"" •- oc.r•b ••~ ... '"'':¡ l" 

SI f(n•l)l f(n), Yn<N, lo oucu!On •• decreclollte. 

"' 
' 

A UDO ouculóa encinte o decreci<nte oe le 
-~l>.·d 

ll••• •onO· 

........ ., . ·'~!! ;:: f 

' 
~je•plo VI!. l. 

o) Lo ouceii6n'dOi'problemo de lnUrh banca<iO .. . · l, l.lS, 1.l7, l.U, ... 

eo uno oucooi6n •on6tona creciente, .. •• 
" 1 .. • 

corrospondencb. • Por ojeaplo, lo oucui6n ~, o.! 

• J ~ ' 

' ' 

1, 1, 
•• • •' •'!"'l" 

'
'· ,!, '·· 1, ... ' ' . 

u puedo fol'lllor o pnUr do lot re¡ln: 

f(ln·l) • ~ y f(lnl·;!.¡. • 
•' ,. '• 1 oh ,.~ •," 

Eoto •• uno oucool6n •on6toruo decreciente. 

• 

" .. , 

. . " ' . . ; • 

' . . ., 

. ' . ·~· '•' ,, to ouceo!On 
".' . . "" .· .••.• <""'~·~·-·· 

(~))• ·1, }· ·-}· t· + ... ~ .. 
""u •on6tou yo quo no u cnclente y tU.poco decnclont",.·.~ul"~·~~~ 

· .,, .. .-.,· .• , ;,;~·.:.·r.;¡~¡: : :,: · · · · .: . .-.... 3.... 1 

pod ... ot 

' f(n) 

' -_, 

' ' 
• 

hra lo oucni6n, . , ~- •o ,ou , ~~•·--, r~, , J-

'.''·,'·,1• --··-" ,· '.' ... ,,.,,, 
M n. • 

connnir la til'linte ¡rifle& " . .... ,_., f"J' 

.. 
•• 

.!1 o • ' 1 

' 
' -• 

• ... .. • 1 • ••• - .- .. ' ·' ... ¡,.,..,', 
• • • e, . 

' ' ' ' . ' • • 
• 

•• 



• 

• 

QJO~•t¡ 

, por ello 4.c\ooo que ,1~, •ucul&n 

e), lo cuol npnoentoM• udi&nto 

tiene 11•.~ '! \ ~! 1 -.~lboero , , 

... ' . {(1•-) l•o 

" 
.. ' ' l '' • . ' . 

~" J•noral",>~lnaoo que.,.. ouceol&o {f/n))·tino !falto 

o!, o aodldo quo o croco, f{n) oo .cerco o un cierto valor fljo L. 

r.no n: 

ti n • •, ont.,.CU f(n) -> L ·. 
' ~n ono cato dodaoo qu. la oucu\~o {f(o}J 

U (COOVITJI o L), 

u conve<Jit!, 
- r' .. ,. .. .., 

2oto coocepto pu_,. ltproooroo foraot-eoto -..¡. • ;. • e11 la olpll!!. 

. .. ' 

lfl•l·L 1 •t puo 
·-•,.,!, 

to4o o¡> 11 t 1' 

SU.bolh-• ono •••ll.,.u,11 "'"~1..-,.11 al 1 J.,..H•~o 
llo t{n}•t. ·-
!Jo"''IO VIl. 2. 

Dnoouu que h ouco0!6n 

1 -t·í·····k··· 
tiene llolte L•O. 

hqu .. !_.oo pou ello deooonor quo olendo • • • • 
• ' • • • 

• 

' ' 
•• 

. ' . ' ,.. 
.! por • oor o olo_,u pooltln, 1UOIIOO - _,¡,.."" .. 

do doode 

' ¡ ' t 

' .. , • 

por , .... ,.,, •t•O odoh ""' olluro --t ul q"" 

1~·01. t 

quHuulo d .. ootrado. 

....... 

' 

·,; ·,;,,- .. ;.: .... -.­
llo tod.al hl IU~ .. l""'' on ~...,ITI"!'UI. 

h •~uo16tl 

1, 4, '• u,·zs,·.;., •' ' 

' 

al •- , . ' . 

, .. 
•• 

" 

• ' ~· .. ' 

Poro colnhr," lbho U =• oucoolflo c...,•r1nto, puo• 

do• ... plooroo,loOlt .. n••• Uoicoouo\lro,tbit•o·qu•~" on~db~t• .• ..,. 

ra 1coaoco poro.ol•caoa .. fuacloaoo.· far •1t~tplo, poro:caleular'• 

~- t· •..... ; f.!• l ... 

!lo n•l • U• 

·- 31l ·-
.~!a ·~ • 

CO'Io oj .. clclo 
-~·. fllllcUn, quo 

'•OO'o· ,._oc!l &j 

' ••• -,-

... ·- n+l 1 
""Jii • 'J 

~ -·.' 
• 

'!,~,:,_,•;,·,'!,~;·,_,¡! • u. ]. ... 
T ·­" ' • • • 

• 

··- "~' 

' . ' 
• 

' 
' ' 

.. 



¡'ilOHnldtm. -·---

[ Uno ouoeoi6n infinita •• una oolooc16n ordonado do tlrmt· 

~o• 

f(lJ, !(ll, f(l), ... , f(n), 

for••d• o partir de u~o !un~l6o f cuyo dc-.inlo •• el conjunto de • 

loo nilmero• natural<>. 

A f{n) oe le u .. a tf .. ino enh••o de t. uce•ih. 

En foma abrevhdo, repre•entaremoo con (f(n)l a la suco 

Ej...,plo VU. 1 

Las ol¡uientOI •on •uoe•ionoo infinitas: 

•l In' J. ' . •• '· "· "· ... ' ' .. ' 

" 
¡l¡ • '. ' ' . ' ' ' ' .. ,. ,. ,. ,. ..., ,. 

<l l(·T)··•.¡ ' . -'. '· -·- ' (·l)n••n, • .. .. 
" 

¡(ti)"¡. "· -'. . j- i' ' ¡z¡¡n 
l . -" ... 

Obdévne que lo def!nlcl6n no <>cluye la po<ib!ildoJ de 

cuo d) 
-' . . 

dO! e¡uplo anterior. 

moo con •u<e•ioneo de nll=oro• reoleo, a oenoo que •• tnO::ique otn 

co••. 

Volvuoo ahoro ol d~~plo del interf> banurio. 

nioto r~cupou. Sin e~~argo, poolemo• proguntarno•: ¡bi<le alo~ 

n•i•or" de c011poncionu Por do su ton gunde c011o •~ qu\uo! 

P.ro r~•pondor a .. to, vono• ~"" oucede con el thmtno 

' .. (1•~1 • •edtdo que n au•enta: 

{1•!.) " .. 

' 
' ¡. J S 

' Z.H 

" 
'" l. 7U6 

8' 760 l. 71 81 

5!5,600 l. 7181 

Ve~o• qu~ ouce codo vu oh lonto•nto (por •l•!. 

plo ol <a~bior n do !,760 • Sl5,600, o6!o <ubio la cuoru cifro d~ 

ci~al), lo que"'" lln• o penur QU< hoy un li101to pou ol ctecl·· 

Dicho li•i•~ es el n~~ero irroclonal 

e• l.llll~ISlU ... 

Sntonc«, lo conudod recuporable por coh peoo lnven!do 

nun<• «•rá rn•yor que""" Pe•o•, p<lT IIU,;de que,.;. el nQ•ero de ca'!'. 

pn•io!ooo< efectuadu anu&lllente. 

L• di<<U<i6n •ntenor se retu~e en lo upresl~n 

' .... 



Con el objeto de intro"''"'' d <Ohu'pl<''ol• ""'''oón ·"Wll 

anual. E•co eS,''·''"";,.,. dniJo inoc<tlr un r~•o en Jlcho han· 

co, al coOo de"" año ''''"''·'· 

l•l•l ,.,., •• 

Si el honco eteuuara la compo,iol~n de lnte<i's >omestnl· 

"""'"· "' invoTOionHto le,.¡. 11ejor, pu•• al -.~o de .odio a~o. 

tenJrfa 

1>~ pesos 

contida•l sobre lo cual oc pa¡¡or!a el otro 501 de interés. 

duran« el ••¡¡undo •••••<r• ¡¡onoría 

(l•il ri1 r•••• 
por lo quo al final do! ano tondrfo 

(l•}l•(l•Jlril•Cl+'•l.l5 peso• 

l'sto ••, 

~hora bien. si la co•po•lclón do \nterh •~ efcct6a "'' 

'""' •1 
ano en 

a~o, el peso del imec•ioniota se COh\'ertir~ al final Jet 
' 

(1+~) • l.J7 P"'"' 

1 •i lo c-posici~n so cfcct~a cuatTo vece• al ano. en: 

(~+ ·. ! .... 

En E<n<r>l. •! •• co~ponc lo •m<r>>6n n ••<es ··n un """• 

por ca~• peso ln\.-ertlJo •• obtonJr; •1 !Jna\ Jcl ,¡fto 

¡¡.l¡" 
" 

Soia«o 

""' 
, . ., 

definido por 

,,. N•po,i.·i~ 
"" ·' •... 

' 
' 
' 

" 

f =~ • 

' " Hn:-Cl•r¡) 

1 ¡-
t:Jn: 1dad r••cur~r -'~ l<· ""' 

. ,,,~ 
1"''" ·" fin•'"·" ' ' anu. 

il•l)' • ' 
11 ·!) ' l. ¡ 5 

' 
( 1 ·}l • 1.31 

1 1 ·}l • l. 44 

que aoocia ~ c>d• n~•cro natural n [nfimcro dc v~ccs que •• compono 

pera anual•onte). 

o ·~· 

A portir ~e esta funci~"· podcMs for.,ar lo colcccl6n de 

f(l). f(l), i{J), f(4). ... , f(nj, 

:, z.~s. Z.3i, l.H, 

1 <1 • ' " ¡¡ 1 1 
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' 
\'1!. 

l'<l~o•ns 

' ' . ' 
de11ootror que 

' ' ! • :¡- • ' il • . .. 

'" 
OboHvuoo qu• cada uno do los thllinoo utro PH~nt .. h 

' . ' 
r• que 

' ' ' . ' 

' ' 
H 

}-1 !,..1 
~-' 

.!...l....!-..!.....L.L.!.....!-
9 10 11 1l ll 10 15 16 

( ,, 
• 
' ' 

' ' • ' • ,., ' 
' 

1 1 1 1 
r'i'r'~ • 

' > !....!...,.!.....1...,!_,.!.._,!...,!__ • 
16 16 16 16 ló 16 ló ~~ 

que lo suu de loo tüainoo de (l). Como la su11o Je loo rfrainoo 

de (l) tiende o infinito cu>ndo n•~ (por'"' <>ta '"''" db«R<nte), 

ontonu•, lo'"''" do lo> th•lno> do (1) '""bth tiende o infir.lto, 

~or lo que la sedo armónic• « JherRcnto. 

U 11Uodo aqur ••plooJo, conocido <DilO critor10 de CO>IPo· 

r•cl~n.nu,dP for~olltoroe co~o ,;,.,., 

" 
• 

• 
Su t a 0 un• ><rio tft'lll~o• pooHhoo (o11>G, .. ' • 

S, r 
••• 

CONVUGEII'Tt do tlnotnoo pooit!Yoo ' 

• 

' ••• 
o0 eo CONVE~CtNTE, 

!!) 51 r d
0 

•• uno OOTie O!VERGe,¡n de tfT~Ino, pooltivoo y .. ' 
L!~·~ _·_·_·_·_·_. _·_·_·_·_·_·_·_·~.,!,.~_·_._·_· __ ·_·_·_·_·_·_·_·_·_·_·_. -----------' 

" s.·•,·•,'···"n -el tfrmrno ;¡¡enoul de h suce•\On de ouaao por~la!~• d< t •n· 1 ... 
'""' 

ol Je 
• 
t -~. ••• 

Como 

• 
Adod>, por oo. ' en convergen<~. e~i<te el l!mite do 

••• 
l !ni ol que 1 luoreooo ~: 

'" ~ 
En con•ecunch 

•. :::: S < ~ 
n.o:- n -. 



• 

• 

thos 

• 

• 
Por otra pone, «""o [ 

••• 
• 

Por tanto e<ht~ un nW.ero real S entre coro y L td que 

llm S • S 
n•~ n 

por lo que lo serie t .. ' 
• 

11) Seo ¡: ~n una oerio dlve<f&nte 
••• 

y ... ~ntN. 

• 
Si supon<~oo que l .. ' 

parte l) del criterio de 

u lo híp6tools. 

• 
~. 

••• 

• 
Por lo tanto, la serie r 

••• 
•n es divergente . 

Es claro que, paro podor utilizar 

re comparn ron ><riH de carlcter conocido. 

contrad!. 

•h se nploan pan c""ponr utln lu oerloo geoaftric .. v 1•• ... 
des "p", que trataremos a continuacl~n. 

Serie ¡eomHr1co. 

Uno •ecio ~oomHdco es do la forma 

' ••• 
aq '• . . . • ·-. .. .... 

Vemoo que cada ''rnino •• !gqal al anteTÍor mult!. 

plicodo por un factor H¡o q li••ado ra:~n . 

la ouma de los n prlmeroo thmlnoo de lo sede os; 

Multiplioondo e>to ••rres\6n por q; ,, . •• • .. 
" 

Roo tondo "' 
'• ( 1 -q) - • 

de donde 

por lo que: 

H• ·- S • 11~ 
n n·~ 

• ... • •• 
" ( 1 ) : 

- ·•" 

"' 
"' 

valor de q y •• pueden destocar -

tres co•os: ., 

" 

lql<l, entonces: 

lla 5 • 
~- n 

• 
"" 

• 

' "'' 
n- '• • oq 't'"'if 

entonces: 

por lo que: 

euondo n·~, 

no e•l•t• y, en conoecuench, U oorie •• dlver¡en1-<. ,, >1 lql•l, entone•• q•1 6 q•-1. 

por lo que: 

' 

j ' 



• 

. . . . . . ... .. , 
i lo Hrie •• divo.~onto. 

fa• q•-1: 

••q"''•······· •.. , 
[Oe,.ohtrolo) 

., 

-~-----'"''''""'·'j~~·-''-----------.o---------------·~------------~ ... 
lo .. rle ~~o-.ftrlca t ·~ conver;e •l r o61o o! ,., 

Ejeo~plo. VIL 7. 

ron dH.,~Inu el cadete. do la serie 

- • • • • • ' ,n·,·l -' ' 
• " rr • ... '" 

podemoo eopleor '• se Ti e ~·o~Url<a 

- e ~J 
.. , 

' • • • . • • • • • • ,. ' ' " '" 
cuyo ru6n .. • . ' ,. ,., •• oue o o convor,¡ente . 

• • Coopoundo ..... "' .. rleo vnoo ,., 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' " ' 

y en pueul: 

' < J"" ' 

.. 

•••h {1) u con...,r¡ente. 

h) Poro d<tcnolnar el carkter U lo ••rte 

- ''" ' i" ••• '" ...... , '" uries 

- L ' ... •" • 
• 

' " ••• •" '" 

ca coovorgente: 

' ••• 
1 n· ' ',, 

Por lu propiododoo de 1 .... <1•• conveq¡ontoo: 

' ... 1 n· ' l 
( ~) • '!' -

' ... 1 1 11 ' 1 l 
S(;H~l • :; 

-
' .. ' 

de oqul ~ue lo urle (2) u conrorJUte.Cpropiedod 1) de lu urles) • 

, __ ,.,_ 

Pau la •«lo (l}, utlllcoooo lo oerle goodtrico con•« 

' ... 
CoJJLO O Ita 

• • • 
¡: (' J 

n•l ~ 

-
' 

' 
• •• 

••• i. •• 

(~) • 

convortonte, ontonce• 

,., 



' < ' 
Por el <Titeno de co•paroci~n. ¡,. oer>o (l) tomh!fn o; 

Sen e 

Como 

• 

' . . ' 
' ••• 

; ,. ' 
' ••• 

• 

' ••• 
• • ,. 

• , . 
• 

' • •• ''" ,. 

Un• •orle p •• de lo fono• 

• 
' ' ' ' ' • ' • • • • . . . .. ' ·' ,, ,. •' 

" convergencia • diverJencia •• 
• ' •' 
•••• tipo •• 

pende MI valor de p. ' !'<loemo< conoideru t«> casoo: 

a) SI p>l, ogrupuo< los tfl"lllinol co•o s\¡ue: 

• ¡!.... 
•' 

' . ' •' • • 
•' • 

, ,. L¡ • 
;¡> ¡P 

. , , . 
• 

serho 

'" 

q es un nO=ero pooltivo •enor que 1 y la oorle •• convorgenu. 

uto sorie pueden 

• !...¡ 

•' 
• ¡L 

•' . ' •• . ' •• '' l 

•• • 

"' 

\'no< que, cado uno de los t~rmlno• entre parénte.,, de 

la .. rie (1) u •enor o igud que su corrosp<>nd\ente M la .. nO· 

convergen« (1), por lo Que, del cdtH)O de co•por.,l6n oe >iguo 

que (1) es convergente. 

1>) SI p•l, lo oeTie pes 1• oerle ar116nlca y, coao vi•o•, es di· 

., 

•) 

" 
O) 

vOTgente, 

SI p<l, codo t~n!no de lo <e ríe p u uyor o l¡ual que '" e~ 

""'pendiente de lo Sede or~6nico, y por el nitedo de com-

puaci6n la oerie p •• divergente. 

La oorie p: ' ... 
Ejomplo VII. 8. 

• 

' ... ' ;o del ejoáplc V! l . 

pct Unte convergente. 

""' 

l.• oerie 
• 

' ••• ' '" 
oerie p d1ver¡¡onte 

• 

,. 
Anolic .. oo " c .. o de ,Jo 

• 
' ' d. • ' • 

' ' n•l" · 

• 

' . , .. 
• 
1/1). 

o orlo 

' ' " 
• m 

' ' ... •' ' • 1 • :r ' ' '• rr . " . 

, " 

. . . ' 

"' 

' 

' 

, 



' 

' 

Ob>eno~o' ••u• 

' ' ' ' 
' > ' ' ' 
' • ' " ~ 

' . ' "' rr 

> -'- ~n<ll r n~4 
n ~ n' 

~· diO' por eoto quO la OOTJO {D "dom!M" O 

o poTtir de o•O, 

h>to ••• ., . h> Jeolguoldodu 

'• ' •• ' •• ' '· ,,, ~dt<rlo •• e""puod6n .. curnpl•n > portiT " •• 

lo'"''" (1) 

cierto Valor 

de n, poro quo dicho criterio oigo olendo opliuble (yo ~ue podeaoo 

supr!oir "" nG.uo finito do tf..,inoo en !u oeTlos •ID Uteror '" 

corlcter de coDYneenc\o o divu¡encla). 

ver¡onte. 

veq¡ente: 

' .. 

Por ello, podemo• cOnduh que 
• 

' ·-· ' " 
!ltra forfto do dnoHurlo u h o\guiente: 

llultlpllcando por J la so.ie (l), obtone11os lo ••d• ""!! 

• 
' ~ ' ••• • - ' -' ' ~ . ,- . ' " ' rr• 

Coaporado ohou lu oorho (1) 7 (l), ,,..oo que: 

• ' ' ' ' • ' ' • ' ' ' ' > ' " " ' • ' "' rr 

' .,_ 
• " 

Podo~o• entone<> concluh, boudo• en el criterio 

la ,.,¡, 

es convor¡ento. 

• 

' ... 

1 !-' 
d 

de CO'!_ 

' " 

que ••rvlrl de con~pouci~n). Por eno, \ntroJucheftO< otro crl-

tono conocido'""" crltor\o del cociente o'de d'Alnbert. 

• 
s~• t ,., 

ColenloMo: 

" " t< 1 • " ••<~• 

"' " "' 
.. . , o---•• 

•• conY<rJ•nte . 

tuondo n-, " 
1 11) " t•1 • " edtO<io no decido. 

sorl• es d!vet¡ento. 

' 



' 
lkoo<troci6~. 

l<q< 1. "' 
"' que: 

a •• , 
' •, " ~n>•. 

,., .. ""' 

De Oondo: 

•m•l 

' '• • 
·~· 1 ' ~ .. ' " 
~ ' " ... , 

••• , < •• q 

·~·· < • •• , q < ·~ q' . ' ' " ' ' ·' ' ' .. •.. .... ,..,, . 

,., 

En consoouencio, • partir Jcl término •m>l' lo> th~lno• 

• 
de la ••ric: ' •, 
de la 

,. ' 
,.rio ~eoaétdca. 

•• q ••• q'• 

• 
Como ' •, ,. ' 

•• q '· ... 

.. "" >erle "' thatnos 

" ( 1 ) : O<q<l, ' " sorie '" .. conv.rgente. 

'" 
po•itívo>, u o ' 

. ., . . . .. 
.. . ' 
•, "· 

"- ' •, 

. . . . , .. 

""'--· 

...... 
E• claro entonces Que •n no tiende • cero cuando n·~, por 

lo que la sorle ! ,., 
11 1) ;, apliCOfnO< 

"' ... ' , .. •, 

.. cdteTio ' ' "' ~p , .. 
;>"" 

paro cualquier valor de p. 

" ser le • tcncmos: 

Ii• 
(ih-) • • . 

' ,,.~ 

Pero yo he.oo dc11ooaado quc cuando p•l la sede os con· 

vorgcnte y cuando po:l dn-er~ente, qued•ndo comprobado que L P"•d• 

>er !gua\ a uno Unto pan IHie> COOYOT~en!U como pou dhcrgen· 

t<o, por 10 que en cote c.,o <1 criterio no deoidc. 

Ej<~plo Vll. 9. 

•) ~pllcondo <1 <rit<do ~. d'Alnben • h •~d• 

t!~ne: 

1'"' tanto: 

• 

"n • '· 

'• 
' . "illi 
" 

n• n' 
fii'iT; • """ii"TfñlT) 

• 
• 

"' 
se ol • 

' 



• 

., 

por lo ~u~ 

'" ••• 

... 
~-

T lo ,.,.!< <O dlv•rgent.. 

' m . , 

i!!!.l) ~(n•l) n ~ 

n~ {n•1)n° 

el Co~ ayudo dal <rlterio <le d'Alembo<t, r.sulto .. nelllo duo•· 

uar h eon•n•en<la de lo oorie 

- '"" ' 7 ""' , .. ejuplo Vil. '· 
En f(.cto: 

, S•(n•l) 

--;n;r ••• 
"" 

' 

por lo que lo >HI< convu,.e, 

. - - - . - . . . . - . 

Lo> crlt<T>o> do c""paradOn y de d'~lomboTt no oon opl!. 

cableo a oerl•• toleo como 

. 

-
' l·lJ"'l ·'- ' ' ' ' 

""' 
• ' . • ' "' • •' 

-
' {·1)0'1 ' ' ' ' ' • .. ' " • . 

' ' • 
que \Ltllla«rnoo sedeo de ol¡nos alt«nodos o, olopl .. ena, '"'¡., 
al urnadoo. 

-
' ""' 

. . ' - ., . . . . . ..... 
donde •• 

E> lote tUl cr/tHio que .. ubloce uno condlci6n ouflden­

u para la convergencia de eote tipo de ••Ti.,, 1lo~Od0 cdlodo 

do Leibnh, 

rlterio de L<lbnit. 

-
' ,., 

onde •n > D 

'• > 

o .. ootuc,6n 

"n. o,·a,•a,·o,• ... 

l'ri<N, u convngente si: 

0n+1 ' ' ••• •• 

Su la oer¡o oltoniodo: 

• 

' .., ""' (·1) ""n. a,·a,•o,-a,• .. : 

•• 

SIn u un nlboero pu, el tframo ~enero! de lo ouonl<!n 

de •uma• parclolos: 



5 • (o ·• )•(• ·• )• •.. •(• -•) n ' • ' • n-o n 

poslt!v~• y la •uc.,!6n ($
0

) 

Por otea pute, oí 

•• cre01ento. 

v h su«uón o. aco-

todo. 

Como ¡50 ) e> mon6tono y aroudo, tiene !bite, lla,.~-

50 • L (ol n es pu). 

Nos reno demootrar ~ue to~aoJo un nómera i~pat de t~rm_c 

En efo<to: 

' 1 ;., 
s •• , lio 

'· ' 
li• • ·- ··- - ••• 

••• hlp6t.,is: ... ·- ... , . o, 

• 
lo oerle ' tiene H11ite, por Jo quo dicha >«h « 

••• 
convor¡ente. 

• 

' ".' 
•• convergento, ya 

, l ' \ • 

• b len: 

' •' 
que: 

' -
. ' ' 

. ' . 

' ¡-;;:-;¡' 

' ' '' ' 

'ln<N 

'"' .. que: 

' 
> ... ' ~-· 

' " "" ' .. • ... •• ... •' 
b) Poro lo oerie 

••• 
•• tiene • •• 

l 
" 

> 

' <ooo: ... ·-

(·lJ"" 1 

" 
• 1 - 1 

' 

' M 
~ 

' o • 

o 

' ' ' ' 

roe el <r!torlo de lo\bnl< la '"do •• convn~ente. 

l . 1 -

" 
•• <onur¡ent<, Sin 

' ' ' z•;-:r' 

Jo teT\e que te obtioM ree•phun-

do cado '~"'\no por su nlor absoluto 



~• div~r¡ento <••r>• ano6ttlca). 

S• dico por ello que ' 
e> una serlo condl-.. ' 

clcnalmonte convor¡ente. 

-
' .. ' 

• ''"'" ¡, udo oltOTnada otr> P""'• •• 

(-ll""'.!.... 1 . !. • •' •' . 
como lo que •• obll•n• "''"1>i"'""do coda tftdr.<> por'" valor •h'!. 

luto: - •1•}·}· ,. 
• ' ,., - ... 

( -1 ) ... ' • •• •• 
•• uno >Orle ab>o1ut.,.ooto conver~ont•. 

~""' concepto• no o6lo oon opllcobH• o oorie• alterna· 

""'. sino u~biln o ><d•• de >ignn• cualo•quten. ~n le que oi · 

¡ue, cuondo hablouo de lo •orle 
-' •, ... 

de tener cuai<¡uler oigno, y repro .. nurnoo modlonto t 
• n•l 

roopect1VOO valoro• ab>o!utoo. 

Tooreaa VIl. 3. -
' ••• •• 

• 

SI lo oer!o 

uahlln 
' 

., con•er¡ento, entOOCH la oed• 

' . n•l n 

OoaootucHin. 

••• 
u conver¡onte. 

Soan S0 • o,•o,• ••• ••n 

J 

•• .. n6tono <recinto y tieno coto inferior {cual~uior nW.uo •~~·-

ti>o). 

-r cOM r l>nl "' convngente, ,., -•"''ulor (1 t l•
0

i). 
~-1 . 

do, por lo que e•i"e el Hmtte: 

"' ··-
Moah, p-or ~lpOieth, -' .., 

Hm!to 

"" • •• 
• -. 

D< aqul quo, por prop\edaJu Je lo• lím!t., 

"" ·-
' 

11• ~n • ·-
ta•blh ex\He, lo quo de ... ootn 

"" ... 
-
(S•Z-t)•ll• 

n n n n- '· 
que I an e> CODY<riODte. 

••• 
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' ••• 

VIl. "· 
<~<!n). 0.54- o.t> • 0,19 · 0.03 • O.o; 
• ro 

{donde n está en radi•n,•o), anolinndo lo >OT!O de valores "b•olll-

' ••• 1 "'""1 .ro 

1 ~1 "'" ' "'" 
' ••• 

• . ' .. ' ' ;m 
•• un• oed< p, con p • 5!2, converge. 

De la upreol6n (1), por el 

clu!mo> ~ue 

'" 

critedo de coaporad6n con· 
J• 

• 

' ••• 1 
eoo(n)l •• conver¡ont<, y, por·el toorell'• \'11. 3 
,r,¡ 

Deflnlc\6n. 

cos(n) 

n/ñ 

Una >eTie 

-)a ><rle E .. ' 

oo toobUn convergente. 

-
' ••• •• u lluo obsolutamento cnnver~onto si 

obs~rve•e que, <e¡an d teoroao VIl. J, todo ouie oboo-

lutamont< conv••rgent< •• conv•rgcnte. 

Lo ser le -
' ... coo(n) ·,, 

' . 
"" 

ojeoplo anterior, e• obooJuu 

110 nte con••ro•nte, ol Igual que h oorie 

-----1 •• ,.,.,,,.,.,,, ••• , ••• , ••• - . 
Uno ser!< conv<r~ento 

• 

poro lo cuol 

-

-
' ••• 

>ni<· ¡ 
• •• 

(-tl"" .!. 
" 

yo eotudiado, y Jo serie ' .. ' (-tl""' -'-, 
lñ•l 

como el .. tudhnte puede co~rrobar. 

• 
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VII. 4 SERlES Vf I'Q!F.~CJAS. 

• 

' ••• 

'" la >orle 

' '-• •• -, 
que llUiornos ><ne de pote"dao Je '· 

'" 

Eo cloro o¡u• p.re cada volar de '• la serie fll •• uno •!. 

Tte de tfno\no> conot•nte>. Ve&a<>> algunoo c .. oo. 

" 
• 

' ••• 

" • 
' ... 

• 

•• ' ,. 
'', • ' .., 
• _,_ 
,., . = 

.. 
• ' .. 

tle~e .. o ocle coov.r¡en<e; 

' ' ' • ' ' TI rr 

t\<ne " serie Jl-.q¡ent~: 

' -

coro, por conveniendo pou lo noucl6n, • eo cluo que ru• PO 

so tiene un secle convor¡ente, 

' • 
Co•o ._..,,,no para to4oo loo'"'"'"'~.:, oe.obtlenen 

res de • Jo oor\e (1) converge. 

Yo que poro chnos volor.o Jo x •• obtle"en urh·• ol· 

tnnadao, onollcuoo lo ••rie Je volon• obsolutoo: 

'" 
A¡>liundo d ' criterio '" 0• no~• on•n ,.,on• •• ••" ••• -

•" >1 l 
11• ""ii"! 

< ' ·- •• 1 ... 
" dÚ~r: ' 

'" 1•1 1"'' 1 < ' ~ "' 
o bien: 

1 •1 ... 1'"' 1 < ' ••• ••• (ya que x no depende de n) 

Co•o ... 1 •. ' 1 ... ••• ·ñ>! • ·- .. . ;;>! • 1, h >orle(!) convn,e 

r-aro todo x tal que: 

&n conoecuen<io, do\ teor .. o VIl. l, lo ,.,¡. (\) •• u~ 
1·er~er•• (•~•oluumonte ccnver¡ente) para vo\or•• de > t .. lcs 

1 '1 < 1 ohlen: -1<•<1. 

Para 1•1 • 1, el <Titerl~ de d'Ale•ber< no •• apli<ablo, 

pueo: 

•• t¡eno 1la oerlo dlvor~ente 

.. o 

' paro •• -1 " t i~n• " .. rie 

• ~·~· ' ' ' ' • ' -, ' • • ••• .. 

• 



Hnaloonto, 'pu<J< ~<•Q<trar•o que paTa '"loro< de x to­

les ~uo lxl > 1, 10 ouie (\) "' Jinr~<nte, 

• 
E:n reoumen, 1• oerio ! 

••• 

. ' 
• 1 i • < 

llam•do Intervalo de com·.,-~<ndo. 

Definlcl6n. 

• ' •n x" a,•o,••o,x'••,x'• ' ••• 
recibo el nnabre de oerie de potencio• de x. 

Una onlo M la toBo 

' ••• 
recibe e¡ nombro do oede de potencias <le (x-a). 

N6teoe que la oerte de potonci .. de • eo un c.,o pntlc~ 

' lar de Jo oerie M potenclu de [x-a), Oboerve que e$ta ~ltloo · 

sieopre converge poro x•a, yo que .e tfone: 

• 
¡: o

0
(x-a)"·• 1 

••• 
A cado oede de pot<nci., «>rre•poode un !nter .. lo, lh· 

' . 
mado intorvalo de convergonda, tal quo lo oerle <onverJ• obooluta· 

&ente P0 ra toda • en el Interior de dicho lnten·olo,-y div.rgo pa<a 

toda x fuoto do H. ~~ punto medio dO! 1ntecvolo 00 o. 

/rooren V! l. • (!) 

~~ u ><Tle do pot.,._,., • o11 (•·•l" <""'"'~~ paro 
• •• 

ol m~nos uno ••• y d1vorge po<a al menos otro volor de •, entoncoo 

•lste un n(oaero roa! poolti>o r [llaoodo ndlo de converaencio) . 

tol ~ue la nde es obooluto.oente convor¡ente po<o todo • en el 1!!, 

tervalo 1•·•1 < r, y dlvoq:~nte poro toda x fuon de U ll•·•l>r).' 

Sol)nn lo, tecreus VIL l y VIL 4, y por el cdterio do 

d'Al .. ben, lo <etie 

• 
¡ •• l•·•l" 

o•O 

•• absoluto.oente conver¡ento si 

y •• diver¡¡ente oi 

• 
,_ 
~ 

0 n•11 < •• 

-1~1-

., 

Pa<o los punto• en la hontoro del Intervalo do con•·er¡•!!. 

eh, el cdtedo de d'~le.,bert no •• aplicable, ror lo que <o horl 

nece<orio .nollur por sopando lo conoeriOD<h de t. nde en dicho• 

puntos. 

El! ca<oo uuomo>, el Intervalo de coov~r1ooclo puedo '"" 

ductr<e o un sólo punto ••a, en cuyo caso dlroaos que el radio do 

convergencia •• cero; o bien puede oborcor todo el eje rul y dlr•· 

~o• que el rodlo de conver¡endo eo infinito . 

"' Lo deoootroci6n do oote teore&a se .-!to por ••~•' fuero d~l al 
can<e de este curto. El eotudlonte inunudo puode consultu ::' 
una domostranón on lo referencia 1 pl1. !l6. 

.. 



Ejemplo Vll. n. 

o) Ob<en1uos el intervalo M convoq¡ncb de lo SOTh: 

" 
' ••• 

(x-5) 11 

111 (~·1)' 

s~ tiene que 

) X • 5) 

i•pilco quo 

I•·SJ (~) < 1 

o bien 

)x·Sl • J 

• x·S. ~ • 
\l. 81 

311 (n•n' 
1""' (n•2) 1 < 

por lo qu. r•l es ol r•dl~ de convor¡enolo, y lo tode convu¡¡e ·~ 

oo\utUieAto pon todo -.alor do x on ·ol intou•lot • 

u decir 

l<x<l. 

Anollcnot h oorio en loo ••tr .. os del lnurvolo. 

o•l •• Hu• lo oorto 

' ••• ' • •• 
__ , __ . 
(o•ll' ' . ' ' '. ' ' ,. 

quo •• convor1e~te (serlo p, com p•Z). 

Pon ••l oo tleno h oerlo 

" 
' ••• 

" . ' • •• 
(-1)" --'--· 1.}. ~ 

(n•ll' 

quo es obsolut...,onto coovoraente (vor sorio ontodor). 

" 
En resumon. la serlo I 

t~o valor de x on ol !ntorvolot 

"' "' 
.> 

' . " . 

Para 

• 

Oburu ~ue en este cooo lo conrer~nch <k lo oorlo oo 

los puntos "'tu••• do! intervalo •• obooluu. 

b} Lo ol1uion,. >OTU conve.¡o G~ic .. ute p~ro el valor ••·l: 

" 
' ••• 

ya quo, pan • 1 ·l: 

u. -1 ";ll'l . 
y par el cdtorio de d'Alnbert h .. rlo divor¡¡e. ,, 

" .. ,¡. 

" •• •• • 
' . ' • • • • 

" • ;rr " 
... 

••• 
coo ... ,. paro todo valor " •• , . ••• 

1•1 
,,. nl • 1•1 u. ' • lxi•O • ·- "('jiOTJ"T ·- ñiT 

Conviene meno lanar quo, <i 

entORCO<; 

• < ' . "· 

•l Lo .. rie puoJe deriuroo t~nnoa o t4nnno on dicho lntervolo, 

y la serlo obtonlda 

" 

' .. ' 
tlone el alomo Intervalo de conv.r¡encto. 

b) La serlo puodo intoaroru t4,.1no o t~mino on dicho lntorvolo, 

y lo nr\e obtnlda 



• 

' ,. , •, 

'" 
tiene el aio•c intervalo de convertenda. 

J 

VJI. ' Ol POHSCIAS. 

Uno funcl6n l'"<de de•uroll,u,.· ''" >orle d< potencias Je 

, <l~ulendo vor\o• rro«dimlento<. 

f{•)• -r.-. 
prolon~ando lndot!nlOarnente lo d<VlOJOn 

. . . . ' 
. ' ' 

se ohtonddo que 

fl•l • 

' ·• ,• 
, . 

. . '. . ' 
• 1 • • • •'• •'• ... ••" ... 

Obohve•e que para x•l h «preolón anterior condu<o a un 

reoultado ab,urdo: 

A . , . ; . ~ . z¡ •... 

va quo d1cho valor "''1 fuero del lntHnlo M convergencia de lo « 

ne (1•1<1). 
En eul>lo, pan .aloreo de • dentro del interHlo de <• .•· 

VOT~oncio, podemo• oprO<imn la func16n t011ondo un nO!JI<TO flni;o • 

de Urminoo sin coaeter un orror "opr«iabl•'", 

Por e¡nplo, toundo loo cuatro prbooroo tfrainos 

' f{x) • G' ' • ' 
• ,• " 1•1•1 • ' • 

""' ••• valores " ' . ' ' , . .. tiene: ,. ,. 
.. 



• 

L" • ' - 1 • x•x' •o' 'r:i: 
00 ' ' ' 1. 87' 

' I.HJ .. , l. J 1! 

' • 
m muoha• o<O$•one• •• t1ene uu fonci6n cuyo expreo!On 

'' dif!dl .!~ ~""'JH Y P"""" r .. ult•~ <On,onlento ouotituirlo par 

un pollno•io en ~ de trodo n, lo cual ,. puada logror si la fun­

ci6o se do .. rrolla on uno oetlo do potencln y se toua loo tfral­

""' necourloo para obtonOT lo aproximoci6n doooado, 

Serie de To•lcr. 

Seo f(x) Wl& fuoc!On, y booq·"noo ezpruarlo en lo foru: 

f(x)•a,•• 1 (o-a)·~,(x·•J'•a,(x-a) 0 •... (1) 

Pou ootonor loo coeficlentoo '• podo!O<Js proud .. on h 

OllUiUtO fO~O: 

x•o, •• ohlen. 

f (o) ••, 

Para ohtenor los r .. tantu, t011noo 

lu derind .. ou<oo!Yu de (1) on el lotervo!o de convor~onclo do 

lo ••de: 

!' {x) • o 1 •la 0 (x-o)•,lo 1 (x·o)'•h,{x-o)'• ..• 

fH (>J •h 1•l•lo1{x-o)•l·••,(a·oJ'• ... 

f'''{x) •Z•!o,•l•l•4o,(a·a)• ••• 

f 1V (x) -~·l·h,•. 

f(n) (xl •n! o •. 

aoclendo on ""ao nproslone• x•o, obtennos: 

' o 

.,- f. f•l 

••• ';!'' . ,- .<:;¡& 

••• f
1;¡•l 

••• 
Lhnndo'ul~o re•ultado• a {1), •• ob!l•n~ lo expre1!6n: 

• ¡. 

conucida co111o f~noolla .h Torlor, 

' ... ·······' •... " u oW.Ha doriYadu do cuolqulor orden eu ull 

IBtorvala obhrto (1 ,.1 l puede on npreudo ••1lh> oHo f~raulo po. 
' ' -

ro tod• • en dicho intorvolo, 
. '' . 

Poro dooorrcllO> .n ••rio do Taylor lo funciOn f(x)•Lx on 

potoncl•• do cx-1), calcule~o.: 

• <•' • " ' '" • ,. <•. • ' ' . " ,, ' • ' 
"' ,., • ' , .. '" . -' •' 
f"' <•' ' f'" "' ' • • • • ... <• J • -· •• 

. .. '" -·· 
í (n) (x) • (-1)0'1~ f(n)(l) • (-l¡"''cn-1)! • • 



' 

,,_,. 
L(•)•(x·ll-.......,.- • 

Co•o •• flc!l verifi~OT ... ,. •~rle u oboolutnente co~ 

••r1en« en el inUnolo 

1•- 1 1 <1 

y condidonoloonte conver¡¡ent• pou una de loo utruos (x•l); en 

conooouencio, lo eapreo\6o {1) n<> u vllido paro x fuera de "''" i!l 

urvolo 

So o<o>tumbu decir que (1) •• un dourrollo en oode M 

Toylor de lo fund~n lx en un entorno de x•l, 

Eo poolble oproxlnr el lo1arit111o natural do un .~ .. ro x, 

dontro del intervalo de conver¡¡Otlclo, .,edbnte el polinomio de tH· 

·. 

(x-1)
1

, (x-1)
1 

Lx• (x-1) - -r- ......,..--

11.5: (1.5·1)- (1-~·1)'. (1.5·1)' 

' 
Es claro que '"-ando llllo téndnoo do lo oorl• •• obtiene 

uno oejor oproxioocl6n. 

Toundo cinco tfnoinoo: 

. rx-ll', (•·1l' _ (x-1)', (x-1) 1 
Lx • (x-1) _,- ,_- -,-- ---;--

puo x•l. S o e tendrl 

L I,S • 0.~01l 

que oe oproxt .. lllh al valor uol l 1,5• 0.405065 ... 

-------

Ex¡or.,i6o que nos puo!te do<arrollor h función en una •• 

rle de potencia• do •. 

de Moclou<tn. 

Ejeaplo Vil. 1•. 

P•u d«orrolla< lo funden e' en .. rie ~e Moclourin, col 

culuos: 

' 
,,, 

,. ,,, 
, .. ,,, 

rCnl¡,¡ 

'" •• 

o ... , 

que: 

•' 

•' 

-
' ••• 

• , • 

-
' • •• 

• 

• 

,. ' 
,., • 

•' ,. 
"' •' , .. ,., • 

"' 
•' f(n) (O) • 

' • 
,. 
" 

• 
,. 
" • • ,• " • 

. .. 

,• 
" "' 

cooveq1o poro codo volor de x, por lo quo lo "'Pn~llln (!) •• 

dol'xcR. 

vil\ 

h fonaa onUoK•, pueden obtonouo lo> deoonollo> en •!. 

rto do Moclourln de IU fwtcionu ><U Y con: ' 

00 

"' 



• ••• •• •' '"!! • •' ' • (·1)"'' ;! ,. 

" 
..... 

•' • ' • • (·1)"" ••• .. 1-rr " "' 
. ...• 

co.,o .. Hcll cooprobu, ... oerleo 

• (·ll"'l 
ln•l • 

' T'tñ"Y o•O 

' ,ln 

' 
(·!)"'] rmr .. o ... tubih convu¡ontos pon todo volor de •· 

y lo inte¡ul: 

f l !.!..!!! .u 
' . 
' 

• ~~·1 
[ln<l): • ... 
••• rmr • 

fotoo proOleou, quo no tlonon un• uluci6o lru~odau, puo . -
deo roool~••• e~loondo ol desarrollo en sorle de potoocloo de 11 

funclOn •enr. 

•' . " •' ,-• 
En ofooto, ngQn la upr .. t6n onterlor 

•••• • 
de o~ uf que: 

lio 

-~ 

. ' - •' 
" 

•' • !!'!" • . .. 

. ' 
Ahon, pan obtner un nlor op_ro•t .. do do 

'" 

, ... ...,. ... 
do aqut quo 

o ... , 

s: 
' prlnroo 

'";" .. 
¡;u.tr<> u m-o 

. •' • 1 • !! •• ., 

... f' - ' 
' 
,. 

u " oulo 

•' rr 

•' 
" 

• •• 
" 

•' • T'!")"S: 

( 1) : 

• 

•• = J : 
' 

J~'~ch. ' . (1· o.oHss • o.G0167 • o.oooo;¡ 

e}. o.oo~9~ • o.oooos . o.oooooo1¡ 

f
1 '""".u • o,Hl91 
1 } 1 • 

•r- ' ( • 

~· nyorh .. ... conceptos truadoo • • .. u copltulo, 

7 

puedn IOnenlltarso pon .. caso do .. riu ... ••rminoo co~pl•J••· 

'" ojeoplo, " Inicio •• " soccl6n VII, • vlac• ••• .. ud• 

• •• ' ' • • ñOT • ' o•O 
• •• .., • •' • • -- -

c<>JI.•otl• aboolutoa~nto pan 

SI x puoM tour •olor•• co~pleJo•, 

' 4el nGaoro coaplojo x, y la upre>i6n 

1•1 repro•onto el· 

hi<J GUOda TeptC• 



• 

oent•J• en el plano de M~and pur lo ro¡¡ión: 

e¡• i~o~inHio 

,_ . --· 

El ndlo de CO!!. 

es ol ndlo Jo dicho circulo. 

Para toda .,e en ol interior do! circulo 

• 
cio, la '"'" ' ,., eo oboolnta~ento convoq¡en«. 

' tn el cuo general, la regl6n de convergencia 

1•-•1 < r 

e>ti roprooentodo on ol plano complejo por un circulo do,roJlo r 

con centro en x•a, 

F~ntula de Euler, 

Considerando que~ puede tomar voloroo complejo•, en lo 

•' . • • • . ' . " 
•' . 
" 

,. 
" 

• • • rr •' • 6T • 

poduo• hacer •·&! obteniendo: 

"' . . ' 
o "'""' 

. ' 

... .. ' 

•' i ~- 1: 

~~<A • ' 

s onij . • 
que: 

' ,., • 

. ' 

. 

•' 
" .. 
•' 
" 

• .. . 

• 

,. 
" . ' 

e •' • "' ,. •' 
" " 

' 
,. 

• ' " 

•• 
" 

• 

•' 
" 

•' .-c· 

' •' " 

"' 
... 

'" 
Por lu propledoJe• de lu •nies convergentu, de lo> · 

expno!CnO> (1), {l) y {3) •• concluye que: 

1 eeJ • CO> 0 • 1 50R "1 

00 
cr 
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