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$i, & aedidp que r crege, F{n) wx scerca a uh-ciervte valor Fijo L.
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1im ael , Mm Yox nem ' nes F 1ep 1
a+v 3Ia a~ ¥ R . T '
n“
£ BT 1 I L "oa I . = ry oL Ve
Como a{:rciciu Idig}ﬂhll demoptrarencs, en baze u In do-
a2 . M L L
finlcifin, quw
1 os@nos naald ) A, v . L]
i : lm net _ 1 .
n~= "Y¥n X . .



E;}inlgl&n.

1 '
| Una sucesidh infinita es unk colegcidn grdenada de tErmi-

| : -
as
£01], ££2), £fid, ..., £(0), ...
tormads a partir de ona funcidn £ cuyo deminlo es sl conjunto de -

los nimeros natureles. .

A fin) se le llgma té#rmine #nfsima de la sucesidn.

l

En forma abreviada, represeantaremos con {(f(n)] a 1a suce
+idn cuyg térmioo endslmo =5 {[n].
Eiemplo ¥iI. 1
Las slguientés anp sucesicnes infinltas:

a] fa"l= 1, 4,9, 16, 25, ..., 0%, ...

13 b

3 3 1
h} {E}-!, 1'1'1* F‘ :-,.... E' -

) {(-1n) w1, -2, 3, 4, ... 11", L.
(€10l 4 l [z
ey (& e 2y, 2, -3, 8 GO

Obsérvese que la definicién ne excluye la posibillded de
que los téfrminos de lm sucesifin s#en Ldooiwd complicjos, como =n el
caso 31 dal ;jeuala';;teriur, Empero, en la que slgue trubajared
mos con sucesioned de nilferos reales, a Benax gue se incique oira
cosa.

Yolvamos ahard al ejemplo del interfs bancario. Comn -
s¢ pnede ver en la table, a medlda gque aumenta el nimero de oompo-
sivaivyes de interfs en uh afic, aumerta la suntided qoe ot inversin
iExigte algn

nista Tecupera. 5ip embargo, podemos prefuptarnos:

na cantidad miviwa recuprrable par cada pese invertldo aungque el - °

ntime e Je composicicnes Por aflo sea ten grande como se quierat
Pura respond4? a eaEto, veamoy que sucede con #1 términa

1M
(1421 ax medida que n sumenta:

i m
n €]
1 1
) 2 ' 2.25
3 .37
. i ?.6R%Y
365 2.7146
8,760 2.7181
525,600 1. T182
1.1 .
. Veaos que (1+2)  crece cade vez ols lentasente [poT eiem

rlo al cambiar n da 8,760 g 525,600, a8l cambie la cuarts cifra de
cimal), 1o que:nos'llivi & pensar que hay un limite para el creci--
miento da (t+%}". Diche limite es el nGzere irracional
e= I.TIHZHIEZBY ...

Entonces, ls centjdad recuperable por cads peso invertido
nunca serd mavor que "€ pesod, por graﬁde que sea el ndmeroc ds cam
poeiclones pfectuaday anuainente.

La discucifin anterior se resume #n la exprasidn

. 1,0
lim [1*51 e
e+, . u

IT
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- L]

Con 1 objetno de intrwluoir ¢l concepiods sacesidn annld

cemos el siguiente caso.

Supfinpase que un haneo Jecide pagar el 100 ofe inlerés
anrual. Esto e, 51 alpuien devide invertir up peso on Jdicho han-
co, al cabe de uwn oafe tenlrd.,

Telvl poesos

51 el banve efectuara la composicidn de Inrerés semestral-

wonte, al inversigonistm le irfa mejor, pues gl cabo de medio ato -
tendria
l+% pesa=
cantidad sobre la cual ae pageria el otro 501 de interés.
dyrante &1 segundo semestre ganaria
[l'%} [}] pesos
por 1o que al final del afic tendrfia
. (3 e(1e) (-}J-(h-}j‘t-z.zs pesos .
Ahora bien, 3i la composicidn dr lnterfs ae efectiia tres
veces 8l afia, el peso del inversionista se convertivé al rlnal'dgt

afo en .
p, ! ’
(T+y} » .37 pesos .
¥ 5i la compesicidn se efectla cuatro veces al afo, en:
»
[[r}} = ! 4d opesos
En general, si se coppone la inverrifa b oveccs onoun o ang,

per cada peso tnvertido se obtendrd al final del afo

-

ok
—d

1.0 )
[iesd PESOS

Esto cs,

L andbi4is arterioe priede resumicse eon io sipuicnte tabla

Nimere Je compesidiu Cantidad recuperablye por cada
MOS CP U e, posw al finalizar ol anu.
1 (1+134 = 2
1 I
I [1*w] = 2,35
M L
I a
& {I-IJ = !} 37
'I L]
1 ["I] - 7.44
L]
1.0
n (1+3)

Comn se ve, hecmos establecido una funetdn
f:n - R
definida por T
1.R
L -
fn2m(1+1)
que a3ocia a cada nidmero natural n (nOmeyo de veges que e CORpOTE
el interés en un afle] un nfimero real [lf%]" {captidad qur se recu-
peTa anualmente).
A partit de cata fuacifn, podemos formar 18 caleccifin de
tirminos ]
EQ1y, €{2), €03), ({41, ..., f(n},
o sed
1 * = 1.1
1, 175, LL3F, .M, L., (12, L
a la yue llaparemos sucesifin infinita y que, en farma abrevinda, de

neiiZTemas: C0n
1.1
TR
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P e

E]emplo, 17 il Hn‘d,-lu}-tim‘fl_u}g("}-Ilm 2
. x + 0 x 0 x O
Calcularr Mim x° . 1en % an
- Tomande logarfimos: £ w*" = gen % L g=>iim @ oa e o tim osen oL a
L] L]
Solucldnmr *+ 8 =0
ey

Conalderands o 1im oMt L -

.- - Itm Lgl(z]= !la —— =«

n- @ L =
. . -x
Ii-#[:j-ll-f{:]‘{']-lin n " et n K
m*m X+ T I =
Aplfeando Tn ragie 4 L'M3nicaly
1 mando Togerfiman,
4 H
Mle L4 taleile e Lx=Ounw e 4 (x)= tm—"—=-t & —"—
R e m Al el s coen ® WD xouy A 0
wn” &
Mpfleando e mirada pars ellminar dfche Indeterminecidn, ta clens quer Mol toande nusvamgnre la reglat
.
L= -
Jim L2 M ST - Ha L#(a}m=-mtitnacons , 210 -0
A+ L W e m E +* UL Ll -
e L] x +0
utillrsndo 1s regla de L'MBpleal y coleulands el 1imite 44 chelane, Lusgo {lm .41{ a )= la AT e e
1 a=0 a0
e L% 0 Yl amZmn fla —p— e a0
n n L] -

e w N B & L.y KX

Al puses, e plens gue:

bim Lg bal- lim EXag
A = Ay o ¥

Flnalmunte,

b gf = 1 = lim rt-]":"]'- lim " = el
EJesmple, tA

Hallar - lim EN

LN

-
—



! _.'.;
-
- -
Cardlneci&n pary cumlquiars da lay Eray forman anterloras, se waptes ol pro- e L7 [ x) & 1m okl {0+ + H . i
codimlante que & continuncldn se enpltzan R T .
s L . ] - \ o
Sas !a funclin ‘{,_I-ft-':g{l‘ - da grande: ; ' .
lim 4L { 1+ T ] =m0 ) ..-_..
m Togarlomot naturales e pabos mlmebros da 1 upu;l&n wntarlar £+ = . . . - {T
lplll'unda 1t prwludldn du lme qu.rTmt " bt lane q:u" - ) Lo
- ot " E! mbbede purs rasslver dichs [ndnbarmiogcldn § ngiga V. & ), Indlch = "0
L ¢ {2} =« glia)rLf (o) qui hay i conalderar w% iTmlia antarlor cow gl Pruﬂitn de day "hl'“.'-‘ﬂ'"“ ;
] tratands da Degar & obtyner ona Indecarminec édn Eﬂ —. para podar lp”ﬂf :
.pgr:In Gus wn cads uno de ot casox antarfores, al logariime macyral de s ragia do Linbolual.
In funeldn, § ([ m ), tomard la Fores indetermingds O =, Do 45t8 mangre - ¥ ) .
. - [ ] . - - . -
determlnamdo t'_l valar ¢ gite forsd por | proced lmientn correspondfanta vit= asf puwt, tiguisnde dicha process fesdlpat H
o anceriormanty, b obklane | ITeite dal logaritmo de 14 Fynctéa 4 ( x )2 i Li) s - H -
- 1 lim  n L ['I!++-.‘—]- I L .
Da 14l Forma que, 3T a1 ITmite tooe ol valor ™ o ", a1 dwchr &0, = - x - .
- .
:Ij: L (o) = : - c Calculando et tTmlpe do 1a 31tima sapragiin e obtlane:
o 1 X . 1. 71-" o I
BATONCANT e s {n) -t r .- . !I_r-_ Pl o o "'{-f’,‘
X+ K W vy My
" L} - - fl - - P
.. : : Aplicenso shora e hgu de rehpltal, Lo
Jamete. V6, - R
E o, 1§ . " . . . .l e
1 LY | wr w T e I. L t - .t
Caleulart l!: {1 T—} ) Itm 145 ' 1= X1 = 1lm ——-‘ i .t
. K - . . L= | R E+F ia -y - =
SaluciBng '— ) . bugesnds al 1Talte ralILE: r
- . r "_.
. Coneliirande '8 sspraxfln sterior com; 1 - 1" - -t - ,’
I q.l. L ¥ . ITe _‘_ﬂ—-— - T"I‘ ¥ » - - |-
o lx} I um . N PR -
tim ¢ ful= Vimf{x} it {0 —) * ., i . )
| Ry [ B 3 . . [ B | [ aanars,
tircands 2l 1Tmlte, ww obtlene: . - m L giml=Im —L""' «, 1 - * 4
+ - - N
e ¢ falewl . . . e w X pm 1#; e
E o=

‘ . - .
Como nl Timite que se busen gn ITm & [ x ), Plnslmpnts ousdy) .

¢ [ -
Exta (ndapsrminaci®n conduce 81 smpied dal procest dexcr(ta dnterlormsn Ce ! . :
. Im, 4 €= = 1in AN RL L .
tx pars slialngrie, ool pues, vomendo logerVimen retwrales y spllconde las - ot e ot -
propisdedes da low Jogar Itmos tw OB laned
Y
-t
. . -
. pt
on



£]ewpla, 15"
a o 1. |. q - . -
talcular  lim (cnt L --—-—-)
w~{ x
“ a [
g l0c ldn:
.- . skt .. = . \
PR ' .- 1
{onsidsrando & Ilm | cab u - ] comn: .
a0 2 -
IlmF [z |rﬂlf:!al-ﬂ{: = lIm {cuta-'-l-—}
.= "+ ﬂl j‘ . r F] ..
to=wnda ITmicmy cussis =0, resultsn .
-

Il'n{cntn-a_]..”_ (LI 1

dim TR ]-'--

Fuxdta que para In [ndetarminacl8n ancarlor no sxlete un proaced Inlante-
qua permite allainerTe divecresstts, oo debe burcar alguns t;.-nﬂ::r-urdn
llg-hul:l -i'fl'lil la cun] ses posfhle obtanar waa In-d“.r-!n.u]‘h dnl tlpa
E & —, ¥ du wita l"am. podar aptlcar 10 regin de T ITIR

L F !
At puar, 1] e Loma comn f.::or tomln de Ta uprntﬂn srerlor & fat a
u oy ¢ kvl L] ! "
' 1 tot u , * * .
l!nl:"l‘-;‘“_ {:-m!,paru:ml .. - .

¢

tan m = 1 o U tTane que:

[1-1 3 . .
e T T |- I S
[ K ten K . WX tan R -, . .
.
Ahors blen, obcenfando al 1Tmice de Ta Jlcime axprasldn
e E
T [ cots+—— }o jjua 2-fsnx [ 0
iy [l *awETanx [}
. -

Por 10 tanto, la indeterminacidn anterfor, permite &1 emples de s regla

e L'K3pTtel, asf puwn:” ) ' -t
- i
i S—i37 % “:": % o g domsee’ kb . c e .
e X~0 tan o+ on g M

.
|

LR, |

- .
oy - 2.. 1 ‘IMI' A R P gt *a
Pars ::_m: L o L o .
f
- . N
e tlers quat . - ] ) o 1
.. L DL LA | - -y . . 4 .
- w! -
Im l L = |lm ...._———l_ﬁ 1im i‘-—-—--
n+Q tan m* 32 nm Wa 0 LI x=*D macdIm
cUE m 0% A ool x
- r [] ' - - - b n
. 1
L] 1 - - - -
. "1 " - Tl o M 1

.
' - wem BIAECOxEm

+ S{mpllflcendo 1a ﬂltlu ln.prnlﬂn ¥ utiligendn Yas i“lltu:fﬂl\li trtﬂ--
nosdtrfcar slgulsntes,

i .
:n!ix-h- Ll LI - - . "
. r .t L - - 12
Faer mgog k= san 1
% obtlanar v
smin-1 taanf e | @
_”: snxcEdata | e TEEE L

'H'uhhl';dn a apiicar la ragle do L'nfipltal, y tomande a' 1Talta se tfane:

lim L84 X - Iia Asenxema | 0 _,
%0 sgen 2 E*x x40 Tem Ix+t

. e
Flnalmentu. - . -1
”.n{{ﬂt'L m 1im Slmacotr g

= kb 2ot lasd .

DETERMINACION OF WALON DE LAS FORMAY u',.', 1" .
41 una Funciih ¥ { 2 1 poede exprysaras an Il 'Fwil r I'.: y? (=), poe-

de gucxder qua pardé alpin velor = de 3, 32 ub_u_ng. muEl '

. ‘ .
f[lo:l-'ﬂ.ll'lnll-ﬂ quedends 1n forna D

o Elan:
q{,‘o].],g{:n}u quedando 1a forma 1™ -
o temiidn:
LTI R RN 1= 0  quedando 1w forma = - e
L1 LI T " — - -
Entonces, PArd peeler detarminar un valor que permits elfalagr ' Ta Inda- 7

. -
* ., .



aa shtlen qua:  Tim
+

[

For lo tanta, haclendo:

L -

1Mlm = L x -'H--I—-__

a~-a* ::-I:I‘T -
L . to

-+ - - " - *

Le forme de Sw (ndetarminac |80 anterdor, permite o] eaples de la regle =
de L'HEpltal, e decir: 1 ’

ALE =Qrm

L x ®
Il — = l'l ——— 'II- -[. =0
S _L l*ﬂ = | x-0" :
" x o
¥
for loruat llma L aw=g L
x=g" ]
'}

DETERMIRAC IO DEL YALON OE LA FORMA® ==

$1 un funclén P [ x ), conalderada coma la ¢iferercis do dos Tunclores s
Filalef {x)-gdul, 1oma ln forme Indeterninada ,;m==, pars un va-
lor da " 2 ", zn pmr-l L poulhle cransfarmirla wn whd fracelén que tomars
la forms Tndaterminsds u— & H—, mad lante #lgdn procedimlenta algebralco =
¥ Je wdTé mammra, u1 panlbTe APt lcar la r.g'l. e Lifpitet,
Tor datermingdn.

¥ WLONTTar un we

.- . - Vb

4 la. 1h
Caleylar .LIT (;-—_—1-1- - t_:::—)
Soluclfnt "
Consldaramde a2 1im E

x +1 -

) i
lm F{x}e 10 cetlx)] = m o
el ’] Jr(fres )
34 ’

L]

Lk

R ]'\.i

y tomarda 1felte cuvando s +1, rapulia;
. x 1 " ' '
R R .

Fara HII‘IIM'F In {Mlttrllﬂ-lr.fﬁﬁ Anterlor, w4 reoulgre de uns trangfor-

marclSn dal tlpa u- & —., lus cuslet, medjunte ol empiao de 1o ragla de ==
Linbpieal, pusdan alfwinarse. .

Da aiis saners, tonande comn Fector comin o s T T T = _l L'I , ratulba que:

t 1
(,:‘1 )-n-m, Cxtxe[ret]d

por o ous,

- lim " -0t __E‘__

'Ilm
=] B = "

Le Indeterminu=i5n anterfor parmite spl lcarse le regle de LiMSplal, <

!(II)_-FI.H-T

le que ¢4 abtTana:

ta 'l_l'(T'l_'_'l e Lo ) a

k=1 m - El'l]t%“"‘-“
- 1-=+1L=x
x

Come sx chserva daspulis de apllcar |y regly de L'lﬁoltlft., la ndatgrmt-

rackn partiste, por 10 e tp":-ilriuh roavemante FET.lTH0

i X .- llw Tt -l —
2+ | = =s L x usl .- 1 1+«
] X x i
’ . .
= 1in L — lim i --;—

par To tantor

1im ( IE'-"_I T

nl - ¥

'f‘i

LT

W



comg puede Bbyerverte, To Indetewrminec8n perilate one vz que 3¢ ha apllcade
1a regle, d= anta ranqve, volvlends o apllcar & regle por sagunda ez, res-

wlke:
[ ] ] n [ ]
thy e Y 7 cos T o gen® ¥ 110 _ 1
o —See— " e T s L Sl uades
Flnalmants, sx obrlene qua:
1=
LT 1
‘]_rz e iyl
E Ta 12,
Dada T8 funclda: F 0z} ‘;:.:_'-
HalTar: Itm FIx)
x -+ 0
Saluc[dng

Consldarands & 1o funcldn ¥ { a ) *1::':_": comn wn coclente de dos funs

ctonsd, et declr:
I | x i o Lm
g1 X 11 1
¥ tomando 1Twites coande «+0, we obrlana;

e 5 _ 2%
13 -
a—p ¥

dado gue: L x + == gl ;*&’

=m gl W=D

1
YIRS e

Entoncat para ellminar 1o Indetarmingcifin, $e hace usa da 15 regla de =
LtnBaltal, texalenda:

1
w
L o= n
] - I e———
aag SR £4E M COt
ComE] T30 Mo ¥ enl -1}
B [T T

st Llane gua:

a0
-

iz

L ™ el X )

- - .
sC K acoam O
x+D 5 EY ]

Yo'lviands x splicar 1a ragle de L'H8plcal, 50 obtlema:

1
- aen X * 1 an x kon -2
'Ti'n :mu"'["'ur-;mnm;:t"r o
Fing |mbmnta
e ki -0
waf CIEE

Tul comy pusds dpraclacss | Tos ojwmplon enterdores, mestren 13 aplics
clfn de Tn ragls ¢n L'HEpital, #n los casns an gue Onlcamants oa pressntan =

Indecurnfneciongs de To Forms E g —

DETIRWINAL |OM QEL YALOR DE LA FORMMA Q==

57 unm funclén f § o ), considarsds como a) producto da dos Tunclomes,
Flaw)]=f{odag (o), towms la forme fodetermnineds 0-= _ pars un valer
da a2, 1a FuncTfn dada pysda sacribires on 15 formaar

F[l}'f‘l]-g{;]-r—l-':—}.l’—}.-‘—-l
st=T =T

Eato sa hace con al ob|sta dn 1lagar w obtener ung de las Formag vistas
anterlormente v S a3ty maners poder splicar Is regla da L'W3pltat,

Elample. ¥ -
Colcutar: i x L 2

K tﬂ+
Solucibn:

¢onplderande, & 10m a Le coma:
+
-
It F{xYalim F{nl,glu]=1lm aLcx
g’ ata’ e
déondr R R

(edag
raleriy

I

Wi

13



f " i) 0 -
L e ) o pite te G-

I = ln ' fle —— K+ & x—k
nat ¥ K +Q x+0 sec” x
En ¢ite canc, 14 reqlu de L'HBpltal pemeda #ptlcarse baAtas vecss coms =
finafmeate, tompnds al |Twice sa obelan: ! 364 Necesar!n hasta que ¢ haya eli-rofs T taiio_ i nel e hean
" [} . r
1 | * : Flx) i ; Flx) " }
tla _— - -1 I - | . Ifu 1
=0 s’ T . xTa pix} -{t run R II
For 1o qua, dondat .
x Iim { =) = iy ris)
'r: tll'll.'l E~a U= -y g~ [a)
-
' [ M i - +1 procadimtants antwrfor se conoce con sl nombra da genaralizacldn da 1w re-
Llemplo 10 popeiiar: N oot - gla da L'vEpivel.
ifa Fiale Ifa 4" £ emele 11
L N om g o]
Dada T2 fumclfng 2
o ur |3 [ L] }
- Fix)m ~
Al Bugcar af I'lllt-d-ul'{x}cun;n newm 2 uistl'm: 1= casn
' T anContrar e F{w)
I F{a} Im _x _ = x=h
R | ..I +1 -
] Soluciing -
Ls Indetarminactdn antarlor, pusds 41 lalreres wepleandeo pere &lte 1a ve-
yla da LiNBaltal ¥ conulderendo 4 F [ x ), coms un coclenre du dos funciones, Conalderando a F {1} ¢comm al r;a:hl'—tl de dos Funclomss, as dexir,
n
e ba algutenes formm: I i P ; 1
f{ui : r-{.} o AL .uli-nm;_"-
!Lﬁ. Fixle lLr'- a1t " :Lr:. ° x tomando @] 1fmlee da F [ x } cusndg £ 8, 1 theres
1
por 1o tento: fa F{a) = 1tm £ ::‘.lr. .!.!.'.‘._.T_..g,
A S ) . N =0 8 =0 LEL-R R TR .
Il'm _!_{_+ r.....- L Ta cusl ay yna Indetyrelracién an 1o que resalts aplicabla Ta reqly de ('03p]
Finalmentet - tal, con la gue n.nhtlllnu .
1 -8, i . sent ¥ o “'i’ -
gl oo ) o et I e T
. -
in slpnss ocadlones, pusda soceder que daspuds ¢ haber aplTceds la re e .

-’

ata de l'lﬂﬂpltﬂ. & una Indutarminec!dn, dite p-nuTl:tl ey duclr, Que Bt tengs)

-



Arglligurds la deomiitepe (B0 del primer coso, e obiérvs que ¢n las con=-

dleieonuy del Taorsme no 1e qypone due ¥y = F L dy v > g [0 ) e1ldn dcfhl

Aag en ™ ", pee tal matiwg, censldarands que
pars = * a1 y=fial ¥ ye=glu)
¥ pAFN Z W & r*Fin}=0y yegial=0 1)

) duds wn laps

condlefnnes dal Teoprema, Pueato gua y =7 {2 Jr rm g { x 1, 500 ashay da

taw " b Y oal punto axiremo derecho Jal Intarvato ablarto

rivables cr |, dxtepto pos(bimmente en ™ 2 ™, sa concluye gue v = F | x ] ¥
¥ gl a0 son ssbas derlvsblay wn al Inparwnlo (&, 2] , donde a < £ b,

Mt que, v = F [}y y=g | x} ton embas contlnuas en 2l Intervalo -
(&, n ] Las funcloney y = f [}y y=q [ ¢} 5o cambidn contloues & -
In derachs da " & ' ¥4 qua

1=
aTe

Flulmeo=vria])

¥ ITmg(x)=0=9g{u} (11

neat
Por lo gents, v = F [ w ),y y=g [ x ], son contfrugs an &l Intervale
urrldu[l. l]- Axt, v = F (e ),y yog (=) satlefecen Tun tres condl
cfoney dal Teoremy de Chuchy para das Funclenes an al Inggrvalo [4, x ] -
Luega, b cumpla gua:
ri;}-f{.!-l_"t‘li )
plrl-atln ol Ix.l T ) 8y
donde my s un npaers (Al que B g K

Id:l.,

Tenfende en cusnta \es ewpresbones (1 0y | 2}, aa tlene quet

friay i)
EERR T {n}
TN quE B %R, A, BE SIQUE que Clande a o l+. % - l*. por lo tanto:
f =) i) =)
i M e T M T ts)

Fero por las condlclanes dal teoreme, &l Ifmite wn &) Tudo dgracho du =
Tn mupresitn § 5}, v L. Por conslgulenta:

1r-*H—H- L

K=y g.o.

To cual prueks 4l caso {1 ],

Le demcutrac!o del cato {1}, 29 sTullar u |a snterlor, ¥ 1y demnstre-
cifn del caso { 3 1 watd basada wn Top rasultedes de o9 caves (1 ) vy [ 2 ) ¥

3¢ dafmn al eqpudlante come elarcicla,
El Tacredd ¥. &, a8 conccs con u) nombra &u Megla du L'H8plt,l,

by wits manars, qusdn v(940 que |a ragla 1 aplicable pare Iy forne E- N
asimizsp, temblin rasulta aplicable pare g Forsm B pfn asbargo su desss--
tracifin, no ¥e prefents an st capfrule, dedo gque ces fakrs dal alcance del

chrso,

€n conclunlfn, cabe menclonar que |n regla de L*H90ltel, 18%c as aplica
bla cuando ¥e pretentan las formas indetarniasde g-ﬂ- -7'_- .

E Ta

a
Ercontrar Ji.:;_l-:h
Lolucifng
Sustituyerds en Ta exprasién o = &, tu obtfwne qunr .
1]
1fm I
v ag L0 W )

1# cyal =3 unn IndetwrAlmachds sve poades wifmingrie sad lante a1 gwplec da 1a
regla de L'HEpItal, da msta manars canslderande 1m axpren(fn anterlor, como

wn coclents da don Funclones v theme que:
f i a i
gila

por 1o tanto, splicando Ta ragls de L'w8pical regults)

. L .

Vo |-
an X
k=~ 0 t a~D

L.,I
o



Sqlgclénr .
Tomendo flw 1= Yot fUx) = —ge 2= b= 2B mlica
do (5] queda: F 3 '
- - h +
YW - VI (W -2} e —ypy— U< py b
3
Exto wn: ! '
T 3+ 1 : [®)
=il = ;-;'5?3 f
! 1 1 1 1
) F € -
wrg como ITS Ry — !‘1:” e }1?1 1i8) 17

1 1
1+ « 3+
R 22

e VEa. e

. Laga por (s

Pars elampliflcar yna spllcaclfndgl Taorame dul Valor sedle del Cd)
culo Oifarencinl axpresadc en Ta scuscién (8] sa da &1 slgulents:

Ejemplo B.-
Dumostrar que 10T - ZT00 “-ﬁr

o luclfn:

ten Flx)l= /r; a= 100, b= 1, whtonces n + h = 101 .

Fia+n) = /T s} = ‘0D ,
Coms F' [ w) m—— = ft [a+hd8) =f {100 48)~

s 100 ¢ b

;osdn

apl leando (61 = /101 = A6 +
2 100 +
1

2/ 0g + §
Fera: 5 ‘ 1 - L']mm
A EED LT ] R

JIO - TR e ' 0.9.

Evto #3: FT0H] - Ao =

[
~

Teorama dal Yalor Madlo del Cdlcyls Diferenclal aara dos Funclongs)

Eqte twmoroms sonoclido cemblin come Teorawa da Ceuchky, ay Fundmmwnia) pas
ra gytudbar 1o Regle do L'Hopltal qua oo ve et &l slygplents toma,

Teorams ¥. 5 Da Cauchy |,

Hipfitesls, Jean y w F { w ], y=g [ = ) d¢o3 furtiones qua complan con
lar oo flelorary

1, y=Fial, ymg{al wm contfouan an el Intervalof a, b]

1, y=Tix) yvwg {x)son derleablun on ol intervato (a, &)
1. g fx ¥ O pers todo valor de e an { 2, b b

Thyin: Enfnte un valer m, i ol Interenls ablerto {a b)) pars &t cund

ik
R ey ey o o)
1

tescttreclan:  Convlwns primersmante hacer ver gus g ( Bl g(s)pn
ra qua Ta wpresidn (T ), tenga santldo.

L[]
Er afacto wviderteeentd 1o Funcldn v = g [ 2 ) cumple con lai codiclo-
s du T Hipdcapls daT Taorema dal ¥alor Medle det CEleuln DEiferwacial w -

at lntm-ln[li l_] , buago as tisnm

-1 -g’{a;.llglni:x1tl

hr\;"tu]# ﬂ!l:[l,liﬂv!'[l‘]*u
b ‘_" A% w gin)-plald?l w B{b)k gia])

Abxwra Blem, conglirgse ba Tuncldm suxfifer:

sod et st fr oo na] @

Como pusde niiini;!i, ¢ lalaglb) =0, entonces la fumclidn {8 ) -

1¢
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v.h REELA DE L'nOFITAL. TONAMAS (RDETERMIKARAS,

Cvenda ynag funcl&n y = F [ x ), romg uns Su las sfgulanves FOrmes pacs
ur dsterminpda valor de K

f{!]-{g}': i, = =, 0 -, 1.

aw dice que Ta fune!Bn vy = F [ ) tomp yns Porea indetarminads,

Hants al momantG, of ] CapTtula Ml oen ol ellculo de alquroy 1Tmften ==
Cuanda ruu!uh% ¢ —;:—. w wleron varles cangs en 1oy cusles go moskrd =
la Forms da como wifuinar dicha Madetarainaci®n, Ea declr, dads wna FunciSn
y=F (e}, 2l pare #1400 valor da In varlabls Indepandfynte, al Ifmite de-
Ia Funcifn toms une 4 las dos Formed anterfores de Indwterminaclén, vé Tva
-g- ] r,;\. v ha vlapd tomo comacer &l vatar de dlche 1inley, madisnte una ==

trangfarmacidn o proced Imlente afgebrales.

$in smbarge, oie de Tes apllcaclongs de o derivads, o3 precltaments -
sder enkinar grohd indeterninacidn #n una Forma mas sanctlla, o travfy =
dn 1y regla de L' HSpltal, Y4 cual 3¢ describe & conglogec|fn:

1H
y—

Ragle de L'idplpal:

Dada 1|fr|::ll5nrH-E-—}. i Ffa)]=ny glal=n,

pa presents en el coclents una Indetwrmineclén de 1n forme 5  PAre A= g,
El problams gt 38 pltuntes Conslste wh sncontrérg
Ifst | x i
K+m g 1a
Fura #lfo, sn hard use del glgulante taorema: q
Tecrama ¥. & Pugls ¢n L'HOpltsl

HipSteslsy 1.~ Sean p=f [}y yag [ 2}, dow Funclones derlvakles
en ol [Atervals sblarta |, exicepto posiblements en o] admero o ¢ 1,

2.~ Parm tode m ke en ), p' {x ) ¥ o,

3 ifm Flxt=sn v Iifm gix)sn

A+ n L B

" (x
M., 1fs ; - "L
L *n

Thelar Sa cuomple gqua:
Fia fi=)_ 1 (=]
nlir_‘"'i alx i e D] MICH i)

El Teorema snterlor «x wbilTdy 21 lox |feftay a Toy qua g hace sgnclfa +
o t10d0s Iimites derschoy o 1Taltas [zquterdos,

Dammygtraciint
Fars 1a demostracifin dal Toorems anterfor, se diatinguen tres chses:

1, == &

3. K-+ &

1. =+ &
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. ’ ~ «t dacir, ol iTmite no enista ol n > m.
I,.! LI | - ‘u:. Qiiunt-f” .r|
el
s ea ey o AU SRR L
l!-r!t . n=1 preiy n - =1 L) -
by + by oo 4iaa bn N+m E\Ll + by L ’h,,
. at o Caternilands 2| binonlgn
" ’ ; .
A ¥ o, L L w—— li*—}“-i' al _'I_ » - =l W=y -3
- 1fm i Lt - M b e Un-2)
by b bl -y L H
A= by * +...a-..—_:' o .
1 R T T I
\ . LI L SR 3 S % t »
podt 10 banbor = - - ilnemny N i
X - hop'+|,11ﬂr+.!'_+b- ._bb w1+nﬁ+-i.!-a:-_1,.+.i.lr[_'.;_‘,]t,l_i_!_h}*_.‘
c L : . : . .2
Moacm - . ., R v e SRR Rl RIS IR TR b IR
. (2 _— n_ .
" 'n"“'l.l e I s S *;m""“‘- .
(] —m n Y . T
2l b » Ma iy e —-1" . i 1 1
N hﬂf’ﬂ"r*"*'*hn."'“ . :4.-.4‘: l}-+‘i * = R R ' s IR S Y
1] 1 L
- - 0 . . ’ por lotamta Ifm { ¥+ — )7 = g
T 1 . | [ ]
r jo tange:
A lea el e 8} e 1 ea )N, vomnex = g se '
If- J - =T .Lu.““‘-' o b ] - T = O ym+m
Kw - hul qh‘n 0....+b. - . 1
Ml +42)® wim{1e—0)"ay,
£ "0 - -
€] ny» @ . g
i a :"+11="'"4..1+¢“ ( tn*-T‘-*+.. N 1wy 1fa L L ;m"—-Ll—;—L]-Liiiﬁlul'
] = 1im B~+0
% qu"q- » I K an . & . ¥ - lim L[ T 1]
- =~ Y B0 ="m L {1 +B) allm({1+B)
"] A [ ] ] A+D [ ]
- Dut L[wl i s _
a ln.i_"+|1l.".'+_+.+ln ' ““:"t;m Ve {1+ g) "
[ P - - - sf v m i +E! -
B R hul-'+lln"r*.+.+b. ! : por 1o tantos gl-[m Le =1
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O fal: $gn 2 £ A T L4h r

¥ dividlands (B} entre wen », queda:

1 A
T L] Pt L] w e & I
n L]
LI [T S cok X

de fange; coy A 2RI <
"
1~ con n J0 1 o gy
- L -1 K01
or gtre parte 111 T o o
1 1
+ th#: t o~ com W = 1 C oA LI & I
I + cta a 1 * ecs a0
unzx

hml::mn,ﬂ*misenzu

2
por lo tanto | ~ com X < sEN MW
LY

Ht-luj:'I:ﬂ!nfxzt'r.qullﬂll?ﬁrlsﬂ
Por 10 tantog 1 - con K :unzu-cu’ - 1 'A:"l-ul.n : Nevado o [€)
I'I?f semm "
n

Tomando 1Tmita cuands & + 0, 48 tieng:

fa [t-2%) % (=25 cirai

n o+ q W +1 x =0

Do fm E A ) e 222 L,

a+0 LI n

2] |}'.r'._"l_.1 fﬂﬂl‘dll‘m ud t‘nn—-,_.-'l—“... 7 tgna:

e H o X * tlena:

1la “:“ S LI T EY S T T W I
o AT X 1l o &
Ifn 2505 | 1. __1 por 1o tants )fm A, . g
2wl L g tEe K= 0 n

24

(18
s

L] 1 Ir.uﬂ_"_x"_‘_., e Iimk __._1““ b Ly e MR .
» LI x*Q L
R I L L.~ S
=+0 "
f<k 1-zon 3 1 = cos n 14+ 04 a
‘}Rll-{.u ‘I :Ii.ﬂ [ ‘: T % £c1 &
2 H
= 11 L T ! - tim A e 1
l-.ﬂ[ ‘1 | ¢ con w ] [ ] '! l.‘ﬂ |+ cos

- 1.1 r - 1
IR s St C s e B

x> 0 2

1 -¢mm 2 u‘r.:nn 1 + l wn 1z
-II- - . |- ]
”‘_‘_.,n a “I_.r. l 1+ zon IJ:,I'E XLV F oy AT
. T T T LI - |fm 202 ) 1-fl WA K
1] xe @ = oL tEa a0 x.p 1 *Eotx
per lo tanto 1fm A -cos = f
LI ]
T | 2
e 81 17a “I:Lx LT PO R Y S | L - b1 =0
*1-5 % o0 ) -0 xwfa
| [ 2L -
x 0
N n, n=|
2 lia g " oo L +oa
x‘-bu,n.fhln.qr...,d-b_

Para este Iimlta 1e presentan lon slquiaries 3 capmd:



Es ¢m hacarss nofor Jue ol 1Inite en'wta punto #f wxlsbe, cima la pus

e congrobar wl glana, ez declr log 1isites” laterslas ton freates.

Ireh (6] =0fn{cy=1
‘ot

i -0 Lt

.

. -

- - " .
Sin embargo, 41 no poder Mpualar el valer dol Jimlce, Qus i exipte, -

con ul vnlor da In funcifin sn ete punts, por no sstar definiva, la condicién
de contInulded no se cusple y 1o furciin b { £ ] we discontinug gn &t4 punto.

Radum|ando:

ul

[ ]

hic ) er contlng pers tos vigulfentus intarvalos:

{=7 ,0Y yll,rwm}.y.

a bigni

h{t]) ey discontimas jara

In gr8Fica de o funcidn pusde obsarvarse en

L =0

T flgurs 2.

L \'L
-

FILA, LINITES CON APLIGREICH EM EL CALCULG BIFEREMCIAL E | KT ERAL .

Ee tracard &n sate Comp 18 sbterldn de It [Taites de glgriys funclo

s que tTenen posterior aplicatlén no wolamente &0 BeLe Curs, sloc en aTres

mterfat dv mstematices.

fates Hhmiles w0 44 pueden abtaner por iﬂt‘tﬂ.lﬁh directa, v a4l 2u =

valor tehdrd que obtenaris por oire med o,
N Ll

Wy de qumdsr ciare gua 108 CASOR Qui bR tratardn e won los anlcer da-

este thbo de 1imites, pero st obtencifn 14 atatize detldo u V& splicaclén -

gun tardrdn en temes poster fored.

W

5 -

1 fb gt

Firg e’

[ .

LJLE )

™ X

L]

. 1 . N Co .
donda b = —— #ER =, ¥ k: 21 Srax del trilnguls OBT, donda by & —7— Tanm X.

1 i

for geometrla alasgnisi a4 [lane:

W €Sk,

d -

Haclaondo F §{ n ] = swn x, 52 va wir - ~
F {0t ne estd definfda, sin ambarge -
se demascrard qus to | Tnite axiste.
Supingase 0 € s 2

fefirfendose & [a Flgura Y0, T2 cowl -~
mastra wn clreulo de radlo unicsrlo €y
y2 scudsldn o ;= -11- Iy o wt gual
ae pucde distlnguic o) srctor glreptar
BOF cuwe dngule central, mcdido sn radla
Pes WL o2y Curd frea arti Mtermirsds -
par -i—rz‘n ; ART 30 3 unfdeder cua™®
draday % al frea dal wwctor BOC, aAroh

r_tsi-—;—l.. '

Terb[n 3¢ obgecvan tu coarda BF 5 Ta -
tangenty KT en ! punta .

L1smse K, al Erea da! trldngulo OBF, -

*

1 T | . .
L AUR LT L L b ol e tan =, ey

3

W



L -2l

Ejergle 36 - Arglizer Iz costinuiesd de la furcidn b { ¢ ] Indicendo

jgy walores para 105 cuales seadiscontfnua y Ios [nearvalos donde $2a congi-

nup, Blfbule 1a grifles,
’ - - —_
cot t sl “StIc-=3

h{t)]=dsent
. Wl B €4m

m
TR RN

SOLUCiOm:

Lez exprasiores que Forman la regla dw correspondenc{a, repredenlan al
gurat du 133 Yunciones trascendented eytudiadas e ol capTtule (. De acuardo

A lo svtudlade, se pusds affrmar:

ar b ILNCIDN CCIANQENCE 41 LOGLinue, exceplo an los pumics €0 gue <-
t=X n 7, andonde &g un pomaro entero positive, Para ests problecs, la-
primgra expreslbn no prayencs alngln punte de discontlauldsd porque su Ingfer

waTe de Jafinicibn no ingluye & Jos wvalores sefaladoy.

(e
N

Bl La Tuncldn senc sfempra a1 contlnua. .

¢} a tum de fa Funclfn seng sds I funcifn conatante & = 1, pemblEn-
i contlnua, 2o scuarda con &l tegrmem 11.7).

4} La fum fSn exporencial h [ £ ] = |t a3y cont fnua 1 lempre.

v} Lot dnlcos walares dudepon ton guande t = - + ¥ twando ¢ = 0

knftlgln do los puntos dudonos:
. »
a} cuandn t = - - B
, Ay
h{t ) astd dafinida poy medlo de Ta primers exprenién v valag
= - .
h{—,—ll wr -0
grtoncal sa tumple la primary parta da s ufiniclén:
Mabh {0 ] =1Mmest t =0
L g% L4 =F "
= .

ifmh {t ) =-Ifmsanttap
.5 ¥

g !

L bl B
For |o tanto ] |Telie enlite vy vale 1fmbw { £ ) = '

o e

"
v Ia sequnda parte sa cumple. ’
La tarcery parte 1o cumple, pursto Qs
: Twh (€)= h' {50 =0
-
L . -

Entonced Ta Foncldn b § £ )] an continug pars ¢ = =5

-
T
1
o

b {t}noestd dedinida puesto que alagun intervalo de definlc|Sn de-
ias tres expreslones Incluye el valor t = 0, Al o cumplirse 's primers par=
te, Ia Funclda b [ 1) ro s contimua para 1 = O.

gV
-



Da scuerdo con tas definlclenas antarloras, para Tnwmiclger la conci-~ Analizando lax  puntos dudopos:

Auldsd da um funcibn en gn Intervalo, as necatacio o1 anilfsls e todos loy I a) anaw } :
puntor du ate Intarvalo. Exte traba)o serd, biglemsnte, sngerross, |merlict)- Filim2{t)-tent o E
co ¥, dada w mmgnined (mposible. $in ewbargo, spayEndoss an los feorewss 30 Iy '

= ImfFim]ewlim({x =31 =1=3==-1
bre cont Inufded, ertodiados on ul Inclso anbarlor, ol problem o due 3 5 -

i) lgar solamntn {oa walores an 0% cvsles no a8 cumplan Tas I@Ipétnh de -

los g“rng,nhl._n.“l'[““Inqnh-l'rldm,purljmhlndmdehfl tim fladm i {Zehjw2=-hm=12

camblio 4= regle de correspondemcia’ et .t
1 . .
M‘—'Sﬂ al=x} -_r__.. " determinar los Intarvelos pars -- par o tanto como I § [ x ) = ITa { 2u - 0 ], entonces ifef [ x ) aniste.
- +
tor cunles la fumcifn g et comtinus, x -l =1 LI
20LUC 104 4 Fimlrenta, Ifm f {u ) =¥ {11

s funcibn an wstudio as wie Fonclén reclonal v de soumrSs ol Toorwee- i

11.15,, bark conkinus para todo wvelor de m, sx2epto squalios que srulen &l - por 1o tante #v cumpla la candlelén de continulded, ¥ 437 ve concluye que -

dgnom Ivadar. B4 saners que Iguslande o 2ero &1 denomlnadorr 1 la func1fn F &3 continee =n x = 1, -
oy . .
A A=l f v b} En u = 2
L L3 e P P 1.

ri2)=85-121 -1
bars w = - 2 4 n =2, ba Penclbn g ™ 45 Gontlsam, [ntonces, fen Inter

valoyr an 1ok que ¢l an contlmum sofic . _ e F{w = 1/ 2x=4)=b-h=10
- ' e l-l'
t".‘:],{"!.!},t:.fll -
. Ifll'{::i-lf-{s-x!}-g-i.1
. le 35.-  Para qua valoras da l‘i-ll._ Func 150 deFinlda pori a2 . +1t
1
. * a" -1 ,-F*tat : W|uuﬁtur_nﬂj1rlf[|}#Irﬂf[l}qlil'l'["]ﬂﬂﬂiitl-
- Flm}l= h':.‘ﬁlll - s " L “.....1- ‘-r2+ X + £ ok
$-n , Tex«]) . - ’
Ttlim, 1 ¥ il ad Cugnde k= 2, En ta-
w1 contirue T Dlbujar g grifica. ¥ . Por wato Gltims, w8 concluys gue f no #1 con a X n ta
a flgura 28, sparece 1a grifies de diche Funeifn.
10L¢ 1 0M: '
Apoyindoss en log teoremas sobre fenc lonas continuas puwde faclIments- “ o ',
dutuciree aue # { & ) an contimue wn Tos Interwlos [ -1, 1 0,01, 20 ¥ - ' . .
{2, 1. Sin mebmrgo, 1m dnices valares dudosos gstéa e n = 1 yz = 3, s . ;



.

ta ncusc1&n LE} a1 1o condlclén para que T + g faa contimud &n x = &,

'8 cupl procarclons 1a demoktrae [8n dal teorsea 11.13.1. :

Teorsms 1014, Uns furc lBa polinoalal €3 contims &0 1040 punto.

Fars demistrar astx Luoress, consfdErets 1u funclén pallnmlt'l T, defl

nids porT

K vk, b, W 0

L]
Pi{a)=b K 4+b x e -

donda nooa un caters na regatlve ¢ Ba. By LI riimrot reales. Con
i
aplicaciones scaslvas o lov tecraman da ITmitet, 4 pade demcrtrar qua i

A wh ol guier niphyrd, antoncat:

-1 -1
1fll{;|-hni“1b‘i" -rb]-" L ..4b“_,||+h“,“dmd.“-
x*g
+igus que:

Ifmf (m)=F (&)

LR
Teorema (.15, -

Hipotesfs: f | 2 ) = -ﬂ—[%}— w3 una Pancifn rul‘:ml.

Tanis: f L % } o5 contirgs pars todo w dominis slemprn que h Lo ] = O

Eilé (porema oa dwmy [rark n basa & qua T «3 yna Turcidm recional,. la
cudl pusds ver exprevads oo ol conclenea da dos furnclones poblvcmieles. A
sf, f pusds esrar dafinide por:

fln'l-'{-}—:'—;“ :

bonde ¢ v h pon doa fumclonay palinoalatey y 4l dominle da f conslsce
. 94 todos len nimarot M excapto equallos pars Tos cusles b [ a ] = O,

51 & a3 cualquier nimirn en sl duoainio #a ¥, entonces & [ 3 ) w 0

¥ )
N

£

ask por &t tucrama | 1.4, *

L] - [
imagfal
EkE * &
lmh L'm }a
L | '

Imf(x]=
R L |

)

fa qua g y b son funciones polinomlales, por al teoresm 1.1k, son -
continuas ena, yasf Timg (x )= giadytimbo (aldmhial Consa
T m=a K+ B .

I:ul'ntﬂ'l:rlii. de 12 scunzifn. [2} -

[}
L e D
17.7. CORTIMU|DAD DI UNS FUNCION EN UN 1HTERVALD,

Com lo comcaptos enunclados an 4l Inclesa antarfor, o5 poslble nul#-‘-
rar la cont pufdad de cuslaguler funciSm real de varfanle real wn wl punte -
#n que s¢ denas. Sin smbargo, pars muchos problemss sard Intarsdiante Irvemat |
gar Tos Irtervalon an (o3 cudlet une funcldn tes contimua. El concepto da ==
continubded dy yra fwlv.ﬁn o' un Intarvelo pukde exprodarse sadiaate Tap af-
guientas deflnlclonei.

Pefinlcifin = 1s Funclfn F os contirua an &) Intwrve 1o ableris { II,, b}
si y 1olo of gu contirus pars todo valor de x que astd dantro del Interwalo-
{m, b 1.

aflolgifp. - La funcion fft'l- continus en al [ntervelo cerrads [o, B
) vy 6510 47 w3 comi T pars Lodo valor de 2 qua e5te dantro dal lotervmlo-
ablares [ 5. b ); wed com continua por In dare:zha wn 4% v conlinue por In -
Irguisrte an paa, i

-’

£ La funcitn ¢ w1 contlnua por e darechs mn o, 8l y adlo al:

I F{mj="{al
" ... 4 " .
LU ¥ fun;iﬁn f ¢1 continue por Je Prqulecds an b, sl y péto af:
N b
MMaFle)=Ffin}

a+hk

~)
(i



entud lada en ] afenpla T8, Indicer sl 1o digsoniiee idad dul pwenw i ume =
L] N ]

pow = oan removThla y un core of Irmativa removarly,

SOLUL oW

En &1 ejemple 38, e pusds obzervar | flgura 15 ) que la Furcltn £ {a)
prasants " un shlta " pure = = + 3. Asl mimnD B¢ pusde ver que \g fumciic --
cumple para £ = = 2, lan dos privgras partay de b condlc 1én da conk [ bdad,

a declrt -
1

1.-f[n].stld.flnid&url;t‘i-l‘fu'li?[*I|'5

1. Vo wtlyts ¢y wmler L=+ )

“
e

Farc 14 tAfgwra garta, no wa cungls, putsits guer -

t-lmt fadlmet{-1] Lo

[
~iw 5 ¢ o

b drecant lnglded uf e rmrgle. paato qua baste con dafinir £ L a2 )
w o« 3, y tumblin sa gumpiled la bwrcecs parts, quedendo la funcidn contloua-

pard x = = 1 af1
' i

' * L L )
T w2 St g ‘

-1 w Ml xw «3

»

Elompliy 1.« "dwa Yo funclé - "

'tuh—:-.!t.}-—i_ S| - - .

L] -‘ n =

wetulllada ap &l ojemple I8, Indicer; sl la dfscontimuldad del punto-~
#h Guw & = 2 &3 rymovible ¥ oen tavo €9 derla, Famower s,

SOLUE 10W:
La funcifn g [ & ) o cumple con 1a primirs parta, bal cema e 43 anc
wl slwplo 29, nrT

Anatizande ta functfn pars 1 segunds parte:

17m S 5./ S— ho #xinka.

L ;_I'I'l:"

Dbviasenta, 13 funclfn tiume une discontTrulded Trramovible, puests ==
Ll
que ne a5 povlbla definfe Iy TynlSn wn i » 2 v sue tob lgunl ol valor sel =
ITmite, puesta qud ] 1Imice po axlste.

TUOMEMAS RCPAL FTACYDuES SOHTIMAS .

*
tar fumlonas contimoas ¢lenan un busn nimarc de propledides laportan-

tes, alzuras de 12t Cuoslas son consecoantle da Iy propfedades 4o fon 1lal--
tex. Apiicasde 1a definicifn de d1cont inulded v 105 teoreens de I Taftes an=

tws viatoes, se tleres 100 slguiyncas fapresal bobrs fum lonas comt inuas en ="

L= i1 1 -

L]

Wipdrerln: F y § won doF Tunclonet contihuis &2 W ® g,

Tanfd: {10 f % g et contin en x a8 :'
(23 -guscontima e rn=8 o
(XY f- gescortlms en st a ;

P W} Fd g apcontious wnx =&, dlempra gos g Lo ) w87

% ummastrerd ta perta [} ) dc e1iv Cawrsma, pard Dlutrar 81 tlpo de
dumcitracidn raguarda phrg cade parte, ph Gue Ty § 300 cOntitues Bnoa, da-
la daflnlelbn dn contbmidad, wa tinrate

I f{c)=tlw) : . - 1Y
o

? ' -
Mmgielergtin] {3]
n=d

For Io tants, do las scuacfores 041y (B), v de! tecrche

fim Flayrgie) =flabegls) IR fe)
A0 a
‘
=
z. L
Ly
N [

1Y se tlene:



.ai..,'

Aberd [wpestlgandn pato m pate la condiclén de concinuided pars v = 2,
e tlaw: .
Fizy=202)-3=%, por lo tanto shtlaface 1o prl!--:'. cond |~
clbn,
Mabh (s 1= 0fmf{ds-3)=h-3=1
rel n 1 -
if-n{.i-lrlit--;j—‘-1]-'l-1--1

Y aw i
wa e, Ifm b D ow b ok Ifm b b X ), 5 conclure qua them b § o} roexlsle; -
. .
-+ 1 h o= a =1

antonces o Iequods condlclbn no 54 satisfsce ¥ b ws discontimue para x = 1,
L .

-

Ejeplo 3.~ Dadm la elgulbenty 'I‘un:lﬁ_gt
s

fore
.y

Y T ke
-y ol . . ® ¥} ia 1llat h -
o Afads R
: . ) kn - 1 Tosl x>k
o .y L
- A ] N

i Ercontrar el valor de 1a comstanie b qua hace qua la fumcifn saa contl
1 - .

a . T e
AR, AT KT i::" 5 R - H toa
P o = -

v SOLYCIOm:

Pard qua T [ & ] ses continus p..ra' x = h, debw c;npll:l-l la condlcifin-
da contlmilded.

S FiNT=3 ()T =14 porlnunln’l:l.l?ll‘liPrf"fltbz

»
N ; dle 180
. imflal=1m{(3s 7 )1=12s])-1¥ .
+ A 'if_ ) A"lt- - L
IwmfFix)=1la { _..‘l: =Y )=k _.-! - &l
we b¥ w bt - -
PR - i .

511

e

.

B

s
1 I
-
i l"'&
Fars Gun 3o compla Ta sequrdy condlclde, debs cumpl Irss qua:
imf (u)=1fmf {n}, o . »
l#i- .,-rﬁ.+ -
Ak -1 =1y por lo tants k » 5, asT 1m F {m e FLN],
n-
. .

st Um ) escomelmp ena =i,

PESCOMT AU SDAD REMCYIBLE:
tr lov a]umpios antariores, wa han atel |zadg Tunc lonas oue presentan -

dlscontiou(ded para algdn punto. R
. - +

$i 1 veallzn deteridemente pars o0 cysp, 1n chuds que orlgine dfche
discontinuldad, 1o poord cbtarvar que cuardo s disontiuled se origine por

s L a) 3, winndo's*a! punte de discontlou lded, axlutiando 1M F ( x ); -

TR
o bian walutiodo F [ 2 ) y exstlando tfa F [ x ) sazos no son fgualet; o

Eo+w
pw: Ifmf {a]=f{as)].Enesta Pleuee 18 Ia dlscontlmutsd 18 ment fom
LI |
como ™ Dlscontlnulded Ramovible',. puen bagtn con dafinle F {n 1 = 1 f { &}
L LI

pars qua la dlscont Inulded s elinine.

Pero s& ba du recalcar gue #n este Torme se estarcia definfondo, do ma-
vars abroluta; yag " mueve fumidn ", slesde 1n * nuevs " func [50 ldéntics &

la antarice, encapto an ul untn 4 = 8.

En el casp que Ta dlscont Imiad sea origluds por 1a no exlstancla dul
1fm? |2 ): antonces atte discontinuided #3 Irramovibla ¥ no sa podrd allml

L | L} N .
- A
nar 4¢ nlngune marers.
Flemplo 17 - Sua 1 Fuec Mn: .
" F—
F) ' LR L . y .
LN B | :
Flu)zd %13 e 2 T
5 B T IR

v
g
»



Mevadt igando paso 8 paso la rondiclén da contimlded para n = + 1 Péra K w ¢ 1, por Lanto.
o 1
 PACE W - )

.- o
F{-2) =85 .. porlo tento se antisfece 1a primere cond ie 16n. . gla)ew
w1 .

Ifmf [ x)»-31 por 1o tanto sa watlxface Ya tegunda condfcl5n.
Evto s& vi Cluraments comg yne Interrupcidn sn o griflca da g, copndo

x+ -] I
Perg, cona £ [ -2 ) ok Tim £ (&), Ts tarcers condictén no o sathiface, k=), yasl, #l nocomplirse la condlchdn { B, se concluye que el fun-
cifnr as dlscontine para cumnda & = = 3.

Anl, e concluys que F ows dlvsontinud coands o = = 2
E|suplo 1% - tonpldlresa ta slguente Fomc lén: :

) Sin ambarge, exista otro punto da discont iruldad, ya qua coando n = T,
4§ derominedar dn li funcifn g, we anuls Ao quedands definlda pars sks valor.
Burwraanta e conclure Qi diche funclin wo as contlmm 21 no cumplirse 1g =
condic|Sn (B] shore para x = 2. Enta Hltimo ceso, tamblén sa pueds var[ficar

R S L
« m ot x =~k

Invast Tpuess 81 walute algdn purto de discontinulded wn dicks funcisn,

4 ' observands o7 comporcamlanto de g [ x ) an la-figura 26.

SOMLIC & O :
. Ljsmplg 33.- %aa h &sfinlde par:

1= - 3 LY N B O]

En la Tigers 36 pa mumitra un dibujo de 1a grifica de 16 funclfn g.

* hix|= x
L r o - [T ]
Vixys 223 :
X +%-6 Trazer o gedfice, o Inwecsciper si 49 coepie i condlefén de contlmi-

dad, en @l punie donde x = 2.
¥ o+ 1

. {X +33[X-2} SOLDE! DN

En a Figure 27, ta ecudntré Fepreseniads graffcaments la Punclén h,
e Obiarva gue pare x = 2, hay wna interrupcitn en diche griflca.

T4 M
1
1
. 1
| .
1
A .
-l‘vl? Il K

I tHota
-

™~

Aralfranda lo Foncide 9, §* observe que ¥ita nd s encusntra dal Inlda-

ey 2

g} c

Y
-



-,
Tn ecambic s 2o defley £ 0 - 0§} = 5 |y fumeiéin quedy ahors dafinids
pars todon Tos valores o u, paro aln Ray un " osalte Y an |y grafles, ¥ lo-
funcifin sfgue slends dlscont Inca e ctn Bluno valor, 1egin t4 mueitrs «n la-
flgura 24,
57 ambargo, wi oo 2afirne que f { - 1 ) =« - 5, antonces pe dlee que la-

Pencjlin 4 oy pont|rgy pars indos lat wloras de o,

Geflnfcibn: 5o dice qua la funci@n | e continue en o) walor o @ OF,-

slempra ¢ coardo v cumpls lo 3igulance:

fra f { < }=flat le}

L ]

El que se cumpla Iy definlelsn antarlor impllce que sa cumpla  las si=
fulentes cond be fones:
I:_\ LA '. - : noak alduoday

2 Qur sxlvia e f [ 2 )

L ]
L N Qe lim izl =Ffial
- F RN ]
[
&

Batls con que una da las tras eapretiones Snceriorst we camely parm
dus la cordicidn (B8] M oaw compts, por lo tanto, la funcién F no ‘es contl-
rua *n al walar a. Lo condleifn [N} as necaserfe y suficlante pars que Ta-
funcifn y = f [ m } s continu en .

Elerpio 2B.- Sea f deflnids como tlgue:
3 .

T

w &
flal- .
1) s am =3

il k-1

Trazar fu grafica o invastigar ) &1 contingy en a1 punto dorde s« = =

SOUCTom:

En 2 Flgure 25, sa muestrs un dlbulo de 1o gréfica d¢ s Puncldn, an-
Ia cusl by un eaTte en ol punio donde a = = 2

7l

¥
*
3
F]

¥
1

1

F w3 4 =13

-

-



Il*h!! pqr‘-lr.}ig-i
L -1 pera -1 T a2 %
o+ 13 1 pars 5% w <1

- s
SOLLAC I (e 1

%o puede fniclar con el braeo da tn grdflca do F ([ x ] phrs una nejor
wiseallzoc 18 det problems, tal ¥ coms ww Husiry #a la figura 13,

1'”
*

[
I
t
i
1
1
1
1

—— g i A

LR ]

al Winndo Ef wn cumple ol Lecrems (0. ol n = -#
Ifa I (k1] -IF.(‘I}"S'L.
l"'l. I-r':*
. I
it {n] = in{alemedlab-baantn,
I*I' :.-I-

Por e tento coma Ly W Ly Ir-; [ =) mo axtata.
K~ -

b) Para a = §
fmf(xlwifa{2a -1 ==3=1,
- *

LR} LI

IF-F{J:]-WM{-]I-—;'I.t
o l- l—!i-
por 1o EsAlo ¢one Ly * Ly = - 1, e Iinfte saiste y wie:

Itm ¥ {w]1=-1
l-j

11,6, COMTIMUIDAD BF UNA FUMCIOM EM UM FUNTO. DIFCONTIHUIDAD RIMOVIILE.

TEOAEMAS SCERE FuMCIoWES COwTIMrLd,

En a! Tncloo 10K, v analind ol signlilicsso do [Fmlin du wma FoneTdn-
an un punts ¢ um eierfbid sy dafinlctdn con la meprastBa (1] que 3a raplie-
ot Do [&nE

M=t {c)=ti P [ 4]

K = 4
Rpcardarde tawbile qua no Ak recetar|d EDr o0 cobntr of welac gt Ta-
fumc ldn f, tubndo m = &7 de hacha, pere Suchas arptenions [ tencibn o e
té viguinrs dalinids en mo=u,

i
tn ain mfwme Inclee, an o1 ajempla 13, v eonkiderd 1n Furc 18n F dafi-
: "
| Y - - - 1
m T ¥ n o+ l

AT miomo b chearvd gue Tal Tunclfn antd safinles pets todos 1oy wele
raik &0 x, sxcapte £ = = 1, pare ¢l guk CARLE et COmc 41 ganal e

dor dy la Pumcl&n te avulan. Un diejc es 12 grfflon du todes lon puntos de-
is racta y = 2x = ], smcupto al | =1, =5 ) ba swertra an la frgura &,

nida por la scuacidny
fin]

En atls, preclispments, hay une nofadle ™ Iaterrupc | Bn " g o] punts -+

(=1, =50 7 vt dird antonces qws 1a funclén f pp dlpepri]roy pers ©uardn-

L

u



Tfemplo 25.- Ses g una Funeifin definlde por:

4
o+t il ot €=
glel*™ L o= -f
Il=t: > -2

Trazar iw griflce do g, v wncontrar 1fmpg (v )
L= =2

SOLLL | Oy

La grdfica do In Py 150 g oy T2 qud se maeStre abajo wn ls flguri.ﬂ

atd)

ET LT

L N N L]

IEETREE
FIE 21
Irmg'{t}-lrm l;l!-f.z}-'!,-I.II
t o« =7 r o+ -1
Heg(t)=tim{aetdragne,

t o+=1 b o=-d
FGF 10 tania por wi teorsme 1.Td, Ifmog § £ ) ambage ¢ #x dgual = B,
n*-1

witeye que g [ = 2 ) = &, 1o coa) no afecta 2l Hag [t )
T ==

Elemple 16, - fonyldresw .Ta algulents funcln ¢, dafinide por:

T+, -3< vt
firlmw

+rt-] I rzh

Urvastlgar $f axista 17w T { ¢ ) y trazar la grédflea de f { ¢ )

r«+.1
SO IoN:
. 1 2 -
limf Lr)=Tim (£ r-31-+-L
roatt rn.'l+T !

”.f[r]-”-{rotln—jull
rel re1

Fer o tante comp L - L=.1|‘? flf r ) ne existe. Wer flgurs 22.
-

Fir} '

- rmm———

..' e ,---L_.._..

s/i - a J
-1
% | f
Fle 22

NOTA: Les circules megron parienccen § 1o gréflca, ro asT tay blarcos,

i plo i7. - Fars Ta sigufunte Furc n dads por tras regled du corray

pondenc fa, determinar low 1Teltng Su diche Punc |60 pard 104 punion #n gus
A= =7 ymw b Metor un dibulo de 1a grificy de la Puncidn.

14



En ls figury 190, | = Lyt I F[x) L, =L -n’cmlu la ”':l‘rl

Sa icw quk #F Ifmice da ¥ [ 2 ) cunendo m 94 eproxioe & ™o ™ por 1x - rn ¥
. . : 19/K1 =k |, pee be tantes x
{zquiara o3 Ly, ¥ w0 denota: . e e R |
' 1 ' F
-
' Ll T .
'If-:lu.'!-l.: ' (e} N . Lk [ =) noaxlaea
Ny b - :
Elampla. 24~ “%as h una Funclén definida por:
51 pars cualquler ¢ » O, smiste un >0, ka7 ques : -
. I 4 1 AN B |
|l'[=]'l|llill-vr-qmn¢_a-:¢l- 12} b {x}~
. 0 - a, 1Ha2z]
fo pusdy anora Tlarar a1 Ifm F { o ), Limlte Bilsteral,
ks 2 _ e sk Traawr \» grifica du b,
o mo dirigide, para dlecinguic]o dy los 1imltes laterales. &) Lrcontrar el Limn {x ¥, of axlate,
' L] L 4 . = ’
Taor whea 12.+
SOLUEG 1OM;

. a
HWipdranle: £ { o } tiena ITmiy suandoon Fleada ot vater a v ants Ifa]

tn at ol rmwrg L Wl Un dltnfe de la grhfice o4 Beatire y contirpseiin on le Tigurs 10,

+ - _:"“ hix}

Tuzfe: Low IImites cowrdo 2 tiendem 31 slerro 5 por te Legquberdn” y por
Ta deracha, sxistan y anbow san Igusles a? ndweroc L.’

. ? .
ta tngerpratacidn geomiicice de (o awterlor oo switre & COME] e |On- -
donds pustn DLYArYErEE Al £ Petdn Lander ] Aligre M e ' Slen saa por e da . #
racha o blen por Yo lpqulards da v 5 &, t-nralmlnu pafs smbor catkot e posi- 1
BlldJad da cqua 1ot [imltes eopn dlTgrantas [ 1.‘ e by 1. var Hgwra 114, v
4 :
y -
Y ] P W x - ‘
I I . el ey .
: Fig 4
L=l Bbafm b ale Ifm (2 e 1] =7=4 *
I 1u—r :
Lfap (e ) =tifm (10 =-n]=7wy,
. . *
A s} n= 1
Swglin =l T-:ﬂ'-'u .1, coma L, = l:, Ifmh [k ) waltie v £3 lgusl ad
X ' . K1
¥ ' -
»
. C
Pl L] »
. .
: .
. s
N

o



11,5 LIMITES L& TENALES,

i - . *
Al extudierse 4l concepto de I{alor 40 ung funtidne
I-'T_.. Flak se rlee wnpecial mengl8n de qua Trcerevs salizar los valores
gu= preds temas "wogacbable Indep:~dente ¥ oanoUn Inurul:- mbleryg yur con=
theoe #1 valor & ™ paro no en " u ' alwa, ealo gy, *n velores de x prowi-
mot & Mg " Gur Wk omaycFEt que Vs M 0 mehores que T3 ™t { #% decir en un
entornd reduc ldo de " e ™ Y. 4ln embargo, supingise por xjoepla, que e gle

cr la fyme {fn: :

fingl=

=5
¥a gae * [ » ) rn omveh dafinida parg nc 3, la funcEGn o 1a deflre en

cuklauler Inter alo abiErtc qua conterge & 3. Pe agul, ®m pycds consldacer:

Nm = 5 na wulste .
" - x -+ ] K- I a

Sin onbirgo, #1 = evtd restringids g valoras savorgs oue 3. el valar =
de ,"';u - 3 g pusdd haEAr LAM CECCAND & CEFC Como bt quicrd tomgado x suli-
clemtgmente Corcams o 1, Prd Miypr aus §,

In ur cald Comg esEe 5o hace qua & 42 aprokimg B 3 por 12 derecha, ¥ "
antoncgy 3¢ consfdery E1 Limite Laters! por la Darpcha, el cumd se define ==

fermalaente 3 ook |nyacisn,

LIMITE LATENAL FOR L4 DEACCHA.
Considerdnye ynn ciorta func[dn vy = £ { o'} donde x e3td duflnids en -
el Intervale sblerta (&, a *+ W ), domle REMR v h > 0, sagin su obsérya an-

Ta Flgura i7. L

1 |
]
' |
) \ .
! ]
1
1
. []
-" } — s —a == — - q
1 L
' t .
' ¥
] 1
e+
- 1 |
- 3 —
. -l ] L]
o) Free |7

ot

S dica que ol Ifmlew e #:0 0 ) conndn x S0 gprochme & " w. "' por la =
durscha e3 L‘, v 3¢ denpla:

Ifm b bu) et Y
*

A - g

51 para cyslquler € * 0, axisie un &> 0, tal que:

f{x‘J'LICcirnpr!q“ﬂ‘u'!'-'i. L. LB

Mitesa gquw en (8] ng hay barrig de velor abugluto Plre x= - a4, w8 gue -

sl x>, n-p>0
Se slgud dr Ja awprasidn (&) pars el ajmeplo aralleede, w:
| fm )
P s
ke 3 fu-3

51 81 cansideray wl Vimlee da by Purcifn, 18 varlabla Irdesandlonge x=-

- -

witd rastringlde & vajored renardds que ut nimero " & ", decimod que 3 3x a-

procima a ™ o " por la Yzgulgrda, entornces o Timite 38 llama 1Tmite lateral

ot T Trgulards. . .

LIMITE LATERAL POR LA [ ZOUTERDA.

Conslderénge snora ke misme funcidm y = F | g 3, pare " 2°" an cambla-
Aufinidw an al éncarvglo (4 - h, 8 ), donds hE M v h > 0, sagdn sw Mugitra
an I3 Flgurs 18,

by

) F)
i Fle M



la abraviatura * T ", seguida por &l nimero del teorams.

Elenplo 21.+ Enconirsr &} valor de: Thm { PP }

x =}
2 1
ifm (o « 2= 1} wTimad & Tim2a - Vo e AT
K= I n=1 k- ¥ K+ i .
- vl BT 0]
mAezez-d . AR NI
-7 N B PRI P

F
Clempio 13.- Emcontrar al Ll p‘-i':—l'_’—-———-.- )f
g "--r!’ - PLEP TP

7. kN )
1rm 2 o fife A2 SRR & M TR L I
Asd "+ e 3 i S T PO

e (xF - %)
K+ =1
. S S TIE
Ma {28+ 72+ 3)
PR | b

Fostm xt = tim 9
g +=1 x +-+1

* 4 = = =

e 2ad o 1fm 72+ 1im)
1 ==3 ¥ +~¥ x +-}

(7. u.'ﬁ }

Ifmu . tfme=1Mm 3
E* =} -+ ) a*-}
Ilime . liman+«Flim2 1]
-1 x*-F x5+-) n.-]

b e e e AT T

fi-310-31-3 ' ZZZZH:::‘.H
sr-3-3leTL-3) e

..

Lo ottenfdo represents una [ndelarslnacide, lo cush carece de wentldo;
tin embargo, esta no significs que al I1Tmife burcado no axfrte. La funcifin -
perd la gunl 1e [rata de encontrar sw [Taite coprde x = + 31, slwplamsnte ns
srth definfda para ese valor d8 %, por 19 Tanko para & =% = 3 wa pusde utili
zar Ia afgulents trasformmcisn #lgebraica, spoylindosa en «| t.rorm 1,9,

s -3 - [(p*3tix-31 . % -1
e el (zmetHxvy) e o 1
[ L IR 4 L]

! l L ' L]
1Fm£" . Iih -3 {3 L
‘*'Tl'lll « Te + ¥ .+ ‘x o 1 T+ J L

}
Ejwmpindd.-  Encontrar al valer dzlLr!t;;:-—
5 r -

£n aste problea, a} 1gua] que an &) c]emplo antarfor a> 43 pe 12 ln &=
plicer wl tacrama |1.B a1 coclente & que al Ifmite del garcmingdor s» amla
cunndo Kk #-2. Sin gabargn, Tactorizando £] numaradaor se tiete:

Bon _ (aealfal-mman) L AELE
a+l 'R

L]

E3te coclenia 45 {u:-h*ﬁ.'ﬂill-ﬁ « 2 Lym que sl o= -2 28+
pucde divldir mumerader y duamlnader antre [ x+ 2 ). Entonces s talocifn:
2 gste problems ye toma la afguients Forem @

ha'! 2
1 im ———— e ifm{a =3+ &), sloedo n w -2
g o+vdl oA ovid n *-1

*.

.I A e S IR I (T &)
k =2+ x =] [
!
- ifm . Mimm -2 1ime e b L O L P A
A +"2 = -2 % +=7 [N O N I
boLg-ayt-ay-z0-21+4 f1.0. 2}
- It
1 C



que dx multiplican,
Eﬂue:'ﬂrrr]-r.t-}-f:{llu-'--if (x )

n

?"l.l'lrlfi[lj‘l1.|f'l':[l-]-'1-1+--a”-fﬂ{l]"Lﬁ
L =& L L LA

entorces: Ifmf | o} = 1fm [fifn]-fzﬁxl.....fnlnl]'
W osoa o
» Lh

-'I..‘.L!,.Lj,..,

[reetfarlo, e E1 Ymbee en un punto del prodecko ¢a yra canstante por una

e Ifn ex igual & la comstanie multfplicads por el 1Imite de 1a furmci&n an -
i purnta. )
Frem cr: ur-rbilr_ijT -k ImE(n]

| A o+ A

Teorema 11.B.- "“Limiie de un cocienge ™

Hipdresisg F L= ) wy ol coclante 2o dos funclfones 42 x que tlenen 17-
mite cuamdo x tiende &l romere & y el 1Telte del deramina~--
dor o oay cero.

Tonis: El limite gu F { % ) guardo a glamde al admerc &, wxfsre, y an

iguel &l cociente de Ton Timites du dicher Tund loras an o) pen
o IndTcady,

Folal
Fate €3! ‘!if{HJ-—fl—r‘—T—;lﬁnfll{n}-L“y
. 2 L |
1im fztilll!'ﬂ B wntorces:
R ow
lim'f, (x} T '
'Ii'lii.'.,]-ﬁ"-:—.r——-t—}——-_rl._L i by~ D
K !"_: " 2 ?

Tegrewms (1.93.-

Pigoresied DO Tuniures af u, by Tapy ‘4 {2 ) tieten lon mismor =
valoray parg waloras [gueles de w ah g entorms del puntio-

E-agyty {c) tlere Iimite cuande o Einndy gl ngmars a.

Twais: La Tuec[fn '1 {0 tiagne 1Tale cudnda n flends a1 mimero & ¥

1
eire Vimlte g3 fguat al Hmite da la funclén f: {n) wn dicho

puRLe.

Eilnu:ilf{:]‘f:l:} Vo eag=0t youoga+f gyl

Ir-leI:]—L .lnloncuulstt:”'lf‘[A.'!-'lf-le'nI'-l.

LI ] L ]
Tearsms 11.10.-

Hipdtesls; Pars un antornd dalrpunts a s tlene gque
\‘l{ Kyt Fle]x 't{ » ¥, wdmady, 'I’..[ Ky Fal a) tienan ITmlte cuande x
tlurds 5l valor 5 ¢ sus ITmitwr son fguales.

Tesla: El V%mite cuwnds = tlgndy n) nlimere & dy lu Funclén f {a ), =
wfstw y b Igual ml IMmice d2 las funtlones ¥, fwl oy fy [l
an ] punto conid lderada.

Earnma: 5 F{x 1@t Ladet, fa) $neqes|a-a]cs

1

¥ al lr-f'l.'n]-'lhi'zik]-l.. ntonces axlete 1im 7 { 4 ) = L
L | E I | . L B ]

Tecrers 1111~

Mipbtesis: o & wn rjowro antero poslzlva v o) Ifmice de f [ = | cuan-
do o tlends al valor = = a & positiwg. 51 o ey potltive, o
hhen dicho ITeits ay regativo @ corn 8l n g3 Impar poalrl-

i,
F

Tanls: E§ Ifmice d& ba ralz endsfmn de £ { o ] cusndo o tlends al vas
tor 2 = a e5 {pual o In rair erdvios del T1fmite 9 f L g} =n-
iy punlo.

[T 5'1'1‘”.‘ (nd=1, snlun;l:'l-nl._fl'linff'IT}' - :élfrcf Tx7 =

"

Les Slguentnt e jemplos Vlusiran 1a aplicacldn de ot Leoremas anterlos

)

ras. bara indicar ol teoryma del llmita g 54 e313 usanda, 5= herf anotanda

-

-

(5}



da Iy grifice oo pusds obidrear que $v compla 1o sioulents Joumldad:

ifmt {x)=%imsagyg T 1]
X - d LR

So comprobird la verss ldad de a2 fgopidad {A) racurcigndo & 18 definl-
el de timlte - . . 1 BT debanol srcontrsr uh nosaro & %1 para cada £ *D

tal qua: .
if {w]l- ll':t Siempry g o{i: - .11 B
dedo mue £ { k) =asatlena |a-lece=y '

For lo qut pars tullquier © >0 dydo slemgre 3 un § « © »D gue cum=-

wle Tas condlcloney wetabiecidus de tal prers qua 1M f [ x ) o Lima o n
n= i LI

Tecrmma 10,2, "' Llmlce da 12 'Fuw;?ﬁn"lc.hntld.d L

pipdtaein: # { n b a0 Ty Tuncidn Identidad,
Teslae ED Iimien o0 F [ 2 | cosndo :_‘:Innda ot lquier pmaro o e 1+

gual &l nimere a.

Esto #1: §i Fladma: grtoncer Il f { o )= Ifau=~a
E SR | L

10,4, TEOREWAS SOBRE L{MITES.

En el Inclsn 11.7. d2l propents capltule te e3tablecid ol comepro de
Timlee dm unk funcide y & caleybarcd nomdrloaneie a1guncs ejemglos de 17m|-
tuv utilizando diversps argificlos y -nnlpullufmt wigabraicas. E1 extudian
tu esciptlco +a dard Cvenis dc gue chls yne dr ellat pacesica Justlf fcarse -
abn tuprfa muchas da o1 16F parecon ohviss. For este matIve, ar 4opondein 4
conglmpuac |56 150 tecreeas sobre | Islted qun wlryen dy bate pars a2l 8lewln =
da 1lmites de funclomms. Lo corrsspandents demostrss |30 de wv104 teorames -

4 pesents an gn st 31 pressnis caplivle.

T o wind H,E,n " Unfe{dad da log 1Tmitetd. "
Hipdtutls: Ona forclén F { & ) estd duffElds an wn aptorno del punio -

X = 4.
L]

Tworsms 1. 6.= " Linite 4 una fures

[C

¢

Tesie: Espa funci8n no pusds tener do08 Ifmites distintes, cuando x ===
tiende #1 valor a.

Teorama |16, -

nipd':gl.li: Ung funclin F { W | as poslilyva ¢ nyls an un entornn del ==
punIl A = 5 . .
Tewlnt €F ITmitw de £ [ o | cusndo » tlende a1 walor m, no pusde ser -

nagatlvo.

Tepres 11.5.-
Hipéles!is: una funcién F [ n } e negaclve o nela #n un #ncerng dul ==
purto N v m .
Tasle:  E1 ITlcw g F { & ) cunmrds & Blesn &b valor &, n pusde par
posbtiva.

L]

Hlp:'ﬂtili: FLx Yt lg wima dg ynn ndmern Flnlbo de Funcionds de n -

gue tlepen 1TRite cupndo & {ierds &) nisero ».

Tesls: f { x ) tlepe 1imile cpando o fiende al walor & v dicha Imica-
ey igual & Tp sums #2 los (T={tas cyande « piendr al nimwro a.-
de lan luncicnes sumsdes,

E;tn!!:ﬁif{l]—[‘ {u‘,|+f=ll‘||+. . .+$n[l'.|,y1.l---

|r-1"t-j-'|.].lrnfz'!-1-l.,

[ | L ] LI L]

e uy v Lim f“tl]‘Ln

.rfn{;]]-
-L'4L1+_“+1.n

Entmti:lrn'Fln}-Iri[fl{h]*fztl]*..

=+ B A+ 4

Teorema b1.7.~ "LImlte da un produeto.”
[
Wipbtosls: Ung Funcifin.f | 8 } w3 =) Frogducto d¢ un nimers finite de -

funclooey de a que £ lengn 1imite coamdt = tlende al valor @,

Tapis: E? ilmlte de F { £ ) cuandt « tignde a) womerg o snlsre 5 o3 1

gua!l al producto g log Timbtes en etie porio de Tat fum!fmri—



Opyersacide, 51 Lisn 1 definlelbn béulca enpruta que Jebe erconirar
LE LRI BF B PIA rrabidad 3¢ gbsEFwd Que una ved encontrado un 5 pa
Fa un deter=irade u , s pumde enmplesr el Flvo & pars todos lor ¢ spyores.
GeomErr foamaste epie significa qua una waT qua 38 SABE que fe furclthn se an-
CuMntes en un reLtEnguio, evidentonunte estd contenida eo todo rectingulo ==

fel Blyre srets pare ¢e maypor altury.

1.3, LIRITE DE Lk FUNCLCH SONSTANTE * LA FUHCACH IDENTIOAG,

LIMITE Cf LA FLMCION CORSTANTE.

Pars datarminar €] 1mite de wyta Fueclfn recuérdase que la funclén --
conutente 8 Murtla que o varTa, © 1ea Que Conterva su mismo valor para tos

do valor 2¢ Ta wariable [mdependienty, &2 dacir:

fei{s. fixl|eent; F{xl=n} R L
cuyn grifica va mogstrs on 18 slgulents flgurs.

T

FI& i%

De ests mivow gréfics resulta obwio establecer la slguients propesicléng

- lim F im )= )[mK=K N P

LIS T LR

Fara ¢e~aysre- la progosiclBa [R) sn tenard comn base 3 la deFinicidm-

44

da Ilmlita, astablec|de an el tema anterfar 11,20 €0EO w4t

Bantm gua Jum & > O, tal que para wn £ > O dado, s¢ cumpla:
[Feay-k]= Ju-k]|=axe sfempre quej
@< | r=af=t

come es facfl ver, twa cual Fusrs ol mmwro & > O que s& escofs, slmmpre
coders que JF { = 8 = b [es manor que coalquiar €% O dado, por pequello que

phte sea,

Teorama [h. 1.= "Limlte de 1& Furl&n Contzante's
: vin
Hipérasls: F [ » ) o5 ung Func [En constante.
Teslps E1 Ifmiea do ¢ [ 2 } cupndy o ghande & yn mibero ¢ cualgulers, -
o5 igual & la comstante.

Estooon: S P {a ) =k antonces Ifiw £ Lo b = 1fmk =k
A+a [ ]

LiM|TE BE LA FUNCION [DENTIDAD. .

Con yn proxesa anfloge &1 punto anterlor, recusrdese que Ta Funs [ (-
dantidad sy aquelly cuye valor a4 sxsifongntn ) &lvmo qua ] que adgulere -
I varvabla [ndgpend | gntw, o2 Juelr-

' f-{{:,‘!::ll::'ﬂf,f{:]-li

La gréfica ve musrira & cont Inusc lda, en 12 figura 16,
. . .

LY




4
e {B) JrlnI « 1 'Tfls—: ﬂl"; « LOBWE} par 1 keetr "" - nMr
2y = . 166ED

Puasle que T funclfn decrece monitoraments hacla |a dersche, wn welor
adwecusdto pars S a5 2 = 035 , ve gue | B4 < 105 v 2066 2 1,95

Elwplo 20 - Pemcstrar por madio dé 1o delinfcisn que:

I n -
*

1
==l =+ N

SOLUCLON: 1
1
S orlane que L= - ¥om ], Debe demcatrarss Qe pars cads © > 0 w1
pusde ancortrar wa 4 > O, tal owe:
] == -1|"'-E tuande B < [ k- 1] <2
S5T T

Para Porgarse a (des dal papecto ca 1o Fumcléng se traza ta grkfleas
(Figura (&), ¥ d& gata v v dud Ja furc i oy ondiondmenty Crgclente. Dot
bw veriPica ascriblandd Lo Tdartided, ’

rxanilRRIE S

T obiervands que oY cTeerr o, /0 0 = 1) decrmte por terto,

[ -[ s s }‘[:rrc-.

Sopongase sn pf lmer Tugar que £ € 1f7, antoncet, L+ et 1Ly L= c3d

Pussto que L = —;—- . En taquide pe detmrminan 108 puntoy en que 12s rectab-

v

= + f y y= + + [,lorten & YA curva, resolviends e scusciomes =~

(a} v 18],

) 1
e ——— - —= = -
1

X+

::1. '-lr.t L }]
L scuacidn () da: !'{ﬂ%—-:][u*ll.ﬂsu:
(heorentoey
ey
o= —EJI:1
o
Simf Inrmants | wcpacisn (B) da- 1
T *tF
L B E kz
T ¢

pudd =

Tomando £ lgual & la mener divtanciy wnere 1 y LT entra 1 y g Se-
varlficar que | - el mENGE gue %, - t, por tento:

« E ¢ ¥c

4

F 1
fetomy=ts A T T

! T

4%



o LIS -1 L — A" & 73T

ti{m-21%
(2 -2} 2=+ 2

11

te 1) Y= 0.1 { k¢ 2 2 : .
- A ITHYEY - 3 ep = 7.278351 LA - — e f {x]) w ifn - —
"y 7 310 "1 j!#! ¥y = E+1 mel A 3 ?
Le griflea do wits func i otph dlbujada an 'a flgura T3 an donde Tam-
¥ Bflin wa rapreyentyn las rFacias
. =L+ =05t = L-g¢g=0,4
1= ! 1'1 3 ¥ rl ¥
]
oF - -
ol T M r —
i . 1 !
4 1 H
: i i
H H
5 i ! -
o ' . N
FrrLT ¥ 1 : |’ i
. ' ™ 1
LITT | —— -
IR ] I i
T i
En Iz Tigura 13, 3% muastran avion velores & uny ascnla muy amplIflca- i l '=
da, poesio gue l& Func 180 decrecn sonftonasenis hacla 1o derechs, um valor [ ': : H 5
! ] H
decunde para 6 we 0.25, ya gus 81 Ia func 00 2g ancusntre e un rectingulo = + + + i
- ' ’ AR L P y
videntembnte tamblin 9 snCpantra an un rectingylo gfmllar de Ta plama 2TEu- FRud 03 - 2 ‘3 At
Ta, paro mbs angosta. En otras palabras, e cumple: Flg 13
2
If[;]-IIJliﬂ.BliHMnﬂ‘Ih*?l‘: 0.1% —Z—“T'—'l-*t'fhi‘ i)
R . ¥
Eﬂ]dl!.-iift:]-_{:%?:.—_..z-,:.n,m.ln.* 2.- v
Betaralna yn nomero §+0, t4l que 54 cumpls la dafinicidn de ITmite .~ —t = L-c=04) (4]

Oftmaj ura gréf foa aprosmeds,
SOLLIE | O

L fureclSn no satd definida pars o = X, paro para = =

f i) sk fIn - 1 A1)
{a -2} fAu+2)
o

~r

i = & —_
(k- 2T+ 1)

A

Daspelardo 5 de las scuaclonss {A] y (0):

Do () T e 2w s b fIA) = 192157 por 10 tanto 3x, = 3.6324)

X - 1.84611



II'{:]‘LE

fix}

1.5
0.3

11
13
13

11.5

0.5

h§
by
Lw

k.99

2.7

12.85
12.97

1.9

2.6%

.0y

13

0.0

3

0.00%
o001

935
LN ..

0.00)

12

13997

11

TARLA W3,

.- E1 valor del MMalty 4o 1o fonelin.  _ 00

.= Fl walor abeoluto da la dAfferancla £ [ m ) = (,

$a gbrerva qur pard Coce wilor | » - o | da la rsbla, emiste un wlor

da | t{m)-L{yamos |lendan a cero.

Lo qua 3a gulere =5 hager wer gua dade un £ . sa pusde sfeostrar un &
tal guer
fax =1 -13 [ « e cuandn | - 5] < 3

Como | 3x = 15 b= 3 {m =5 7] . 0l sa dz wn ¢ , 34 tome slmplementq-
= gy wmtonces, bl | 2 -5 | s = /Y, se encmmirmque J | 6 -5 | ¢ £,
Qe wiulvk 8 &1 rejultede busceda, [In = 1% € &

Ejemplo 18.- I'rnl.r vag grdFica de f [ x ) --ﬁlrdm Aok = F

¥ sncontrar unGa) que ) F [ o ) - 1A 20081 4l |k - 7] < @

SOLUE 1 ON:

La gréfice erd Dustrades rn Ta Flgura 12, En la definlcldn su tendri-
L= -;—- you * 7, 4q dabe ancontrar wn IntervaTo de v wn torno de & =}, [at

qur s grifica 4¢ ancuantrd an al rectdmgul> sdecusdo, La Furgibn decreca mo-
Mtoraments & medlds Gt s svaraas hacle 12 dereine, v por tante, sl Tewa
Tar rectas wvatbticaiul #n lod puntos en que Ias rectas vy = O M, vy = 0,11, »-
cOFtgn & 1§ Curvd, & Obtiene &1 mayor Intervalo pogible an al ole 5. L In-
tarsesc I8n da dichas recrat con In curve representaplve de 1o Funcibe, 3r an

Euantra resotvicndo: . .

—-—-—,—-L+t'01]i3]]3 . I )

u]-l

-—-;—‘Jz_' -L-EFﬂ-JI,j!} .
)

¥ daspe]andd k.

T

Be {A}; 3 0.3 { kg2 )



§opor 7abdjo fe 14 racta y = L+ ¢ [ Flgura 10 1.

LT L

= Lo dafInfgSn mitma pogde sar [ntarpratads como um criterla, dado un
nGugro posITive arbltrario, |1émesaln £, w1 croteric comslate an -ﬂtl-o-nltrl.r-
wn nlmero 6 thl gua F () sm sncoantre Entre L - C oy Lo+ ¥, aiempry Om
koasth an ol wntorng reducido de 8, 0 - STt a g e f ko= g 5 aa-
puede ancontrar tal & pars todo mimero poditive L, entoncat $w o lcw que - -
fLx ) tlwst ol Ifmlte L conndo x Elande & *' 5 .

Chndrwctn qua ut milor da 4 punde sar difareote pire d[ferentet vala--
ras on dpalfon, sdamdn, al crltwrfo dobe ser aplicable 8 todo 6 2 0,

L Frrerprenec|én geondir lca sxpresa, que dadp £, dabe ser povikle en
contra® un § Eal que In funclén F 2 srcuantre 2n &) recténgulo |imitads por
las rectap o= & « &, ew gt & y=LEyy*L+eE 7 [Flgurm I} ], Na=

d4 tx Jica acerca del valer on F coandd x &5 &,

L3 convenisntes adaqulrlr clertn orfctlca parn peontrar ol 4 qua corres
ponde & uh [ dadn, s+to pusde sopazarid wfectfvamente partlynde de algunos -
cavgs v simoley. Considireve un cast sencilto: see T [0 3 & % - 2 ¥ 1]

e a &+ 5

M
- =y

e

L+

feckrgane ol ITmits de Ta funciSnm am 4 = 5; pars yila uti1fcese uwn an=
torno del pumts o, Sed wate F 05, 1), oosam, W < x 1 g,

Ahora v forsscf una tabTs con lay algulentes columnas:

- Valor de x a0 entudia. . . {a)
= Velor contanide en ol entorme reducido de "' . . [a)

Yalor absoluls de ta difgrancla n = 3

[ R
1

= Yalor de T& fupcibn anw, , [ g

A obrarvar Tas Cusire primersy colummas ¢ 13 Lable, s& vo que & Smdi
da que wt intervaelo [ & - af tfende a cwra, 1o funcldn tlence 21 valar 13,-

por eito S& Jliw gue:

Iimf [ x] =1y
a+5

Mrprtfndole ahern & 1a table las columas 5 ¢ & o tear



Uiba]ende 1o griflce de Esem funcidn am un gn=rems 3« = 7 | oo oye qur
erwce 3ln 1imite cusnde ¢ tlande 2 3, UFigura ), D8 scuerds con ba pexifn -
dc Ifmity antet dada, témese un Jntervalo de valores o x r_-n tnrm'; )y wmd
Te et Gua rectingulc estén contuniday 1ot valores de la Funcifn dc be flgurs:
i ve Clgraments que ng enlaten tabus r-:'ﬁ..gum curlgyigre qua a2 ls peque
far del intervald ascogido slrsdedor de 3 = 3, En tal £ogo, w2 dlce L N

=|
Lim F i g ) N3 enlste.

a +]
H
]
1
1
8 !
I
1
!
]
]
1 4 1
1
1
L]
1
i
1 X
[}
I
1
]
J— 3
= + ¥ H
i [ 3 31
Figk %

DEFINICION DE LMMITE DE LA FUMCIDN,

Aniet itemantd se pratents la noctie'de Timite de una smners Irforaml, -
te habls de entornos M paguefios  de ndmeros T cercanos " 8 otros, de cant]
dades " scercindoud " & caro, wic. ITn embergo &30y prlabras mo maLendt feas
tfaeren diferentay tignif lcsics para coda [ersons ¥ A posden 18F Ty bage de-
urd wilrpcurs stamdtice, por 1o tants, & continuacl®n se entablece 1o defi
nlcidm formel.- -

Pwlinleifn.~ Dados weat Func [8n F, 7 1o nimerot & y L, da dles que =l

LI

Imive de F [ e} cunne x tlande & " @ * ea L, 3f parg todo ndmery posftlve
€ wnlste un nimero podlcive & tal que [F {®y - Li~ & siampry que - ===

oce-alcs

*

Le preposicide ImF [ o) =L .
E-a

et una MOTacTEA abrevisds para e definfelln anterlor.

En otrss paladras ta antarlor deflnjcisn astablecs que 0% wvalores de-
Yo funclfn f [ x ) so spronimen o wn 1lmite L & medlda wor o 32 gorovies a -
ut momers &, $0 21 valor absolyro de 1o diferancin erncen £ (a1 y L, 5w e

de haior Epn peQuafls ¢omo 24 qulera, toddnde x wuflcTprrwments cercana o "' & M

+k

paro ro Igual a ™ g
Ex impartanta darse coancs que = esiy dafinic ifn nnda s« smnc | 0na er
e ded vplor de lp fynclda cusndo a = & . Esbo o8, mo en Smesarla que o fun

clbm esié definTda para o= 5 para que = lim T (= ) wnlsta.
Al

Mbrs 4% entrard en degalles acerca de fdta definiclin v peraleclasant g

su Nuserard 1o reprasentic Hm geomiirbica del concepro.,

JUTEMMRETAL jin RECHETAICH.
- Becwbrdese gue |4 = a | 5§, ey equivainnte 3 1a doble deslguidad;

=4 & ctg+f
= EpLd dobile deus(gusldad sxpress Que x dabs eptur conlenlido &n un eh--

torse £ | a, & ). a

- La parte de Vo desigualded que papresa 07
ploments gué A po purde tomar &l valosr " a " wh decir, +8 trath de on enior-
mo reduc it 4=l punts M s " oy gt S8 gatiuye sl Wler M e M Blgan.

| 2 =& | s1gnifica 1le

- La detigualded |[f (e} - L] % £ que o% equivalente o L - € < .f (3}
< L+ x, sapreta gue la funelén Fogstd por amcion de b rectde v =L - ¢

WM |



Eica fumgifn Clemde & - &% :ulnd.l:r A llende & = 1 porgue ahQra e puedp=
racar la suslituclbn directw. For rantd 4 com luye ques

" Lim b ]w-t
n+s -1
Obsarvese qua en ningin Sorenlo ¥8 fubstMtuys 0 walor = = = | gn Mo =

eaprad[dn origlinal,
Eleplo 14.- Frcontrar ol Fimlte de 1o fureidn:

o jw ——m——— | cmed, ur0D
1{f-12]

cwirdd x Clemin & k.

Obadrvase qua no w2 pusda aplicar 1o sust tuclfm divecta, pussto que =
F{N )= % o 1o cual caray de 2entlde. Pudlersy procederse an forme grd-
fica ul Jgual que en &l ajemplo 13, sln embargo, &3 poslbla hacar une traad-
formag 1&m algebréfca, En afecte, 31 racloralizemos el dennmivador, melt]pli-
cardo Ts fraccibn por ¢ u + F |, para u we L sq 1{ene

x = Fre o fw-bi{ A2
102} u e} A -

¥ simplificanda, ne Elene:

fat a2
= b

fFix]a= sl b

E1 1Mmite de citd axpradibn pocds sncontrarse por sustituclén directa
de z = &

Wim# { kY e Lfm F‘f S R
n=h x 1 i
E lo 15. - Encemtrar ol linlie du la Tume B0
- f{!]-—""‘:-,—‘-'l"-,n-'i-h;ui-'l

cuando A tlende o = 1.

-

Coawn Ma wustltugiSe divects da une Indelecslnse l8n del tipe % . b=

efoctis uns racionallraclbn dql romarador.

g f multlplleands ngmerador y denoulnador por ;‘E * K+ 1, reaulta:

rt“}_tfzil‘li_[_i’!in +'I_}_~ 1 .
(a+1}24/THE + 1) (e M + 1)

x = =

L d

Stmpliflcando guads:
1

fin)~- L, pare x owh - ¥, x - 2.
e +« 1
Por o tante 1fmf (a} =~ lim ! = ! 1 L
% s - o= e 1+ 1 2
[lempls 16 - Encontrar:
. fLE+m]-FLL) 1
lim .h-#n.dnﬂdef[nl-———-:
heth h (w+1}
f -
La sustltwelGn direcia de h = G, da LA n' L -_g-_
ilnuﬂrw.f{i]-—é-‘—
1 1
Fih+h]= -
thener ) (5an)f
For tanto:- I L
] I —.
t{hon) -t (4)  {S5en) 25 ®-15+n)
h h BHL5 R
-{1Dh+h1} emhl1m+h] {10+ h )
260 (54} %0 (5 e b} w5+ k)
Ast, -
¥
- fEh+n)-F (L) 'i'lﬂ*-h! - 10 = F
- et = cat. o m 1fm - T re——
h =0 " he@ 25 [ §+h) 5T . s

-

Elemplo 17, Ercontrar a) Tim f [ n ), donde I { u } ._1_._’!..
- LIRS | » [a=-1

w1,



] . , - £ .
: Ny . SRR ‘
. - o - i
o~ ¥ trazende emegquids ls grafica ve chtlane ung [lnas rectn com un ™ amleee
re v oen el punts [ - §.°5 5 3, | flgurs & ],
!. : . . - L
- L ] [
J}' - at f {x 'i
* 4 .1 ] —=
_ \ + 7 + 7
% ' _
i
1 ' L Tel o/ .
! ] ' uill I —
Ll : - —raa ] -1
; ' :_ .
N . 1 - e — .
el :' T T = Ll 1 1"" E n 1 1 ]
’q d ]
— — l — d TS 2 | -_J
'] , ! .
- LL- T * :
. » . . ‘ -l LI T .
' L1 -
¥
En readided Independisstamenie b culn sngotia . hage &1 entorne de -- Eon yra #lacunlbn geombtrica sobre tod rectdmdules como 16 hechs con
=1, ta altura del rocibngulo verk siempre yno; asto &1, no bay ITmlLe cukn Ta furm lEn f [ & J = = 1;1 + B u -y, gp cenCluye pira eAl# Cako quUe;
do x tlenda & ¥ yta dfga; T
w1 - h v ifmf{a}=-35
(EL] o ogxlate, ke -1
ca2 2IF- . —— .

Sa antwdfardn & contliuse{Gn d earaos ajwaples de funclones, con 4l ob 5in embarga, o0 necatarlo ditponer de un mitoto mds 3| stemikico, $in -

jeto da duterdmirar 10 gue bwcada #n b veclmded da un walor particular de x,
cuando la funciln A0 queds dafipide wad[ante 1o wvitliwelfa direcca de ege -

valor, N Por alwmp|o 38 pusde facisrirar el nomersder v I Func [Sn ae gucribe -
2 - . .

Ejemplo 33.- La funclon F [ x ] = _1“_‘:'ﬁ_L _ o
I‘[n}-_L"-:}‘!:""}

caph duflnida pers Pode valor de 2, ancepto 3 = = |, puesty que *n x = > |,

rccelidag de recurrir & repreventacionss griffcas ¥ comvideraclores Intulef-

vy,

tante o] maerador cows el denomlnador se apulan lniug‘le_:' (=31 Mhora 3l k@ =1, te puads simplifizar y entoncess .
Fars toner une Sdes % o ger gurela, so elibora une qabin de valores, tiny=2s-1, LA i
| -
a K
L]
- m
-J
i - )



€] punto principel & recalcar ws 13 alLura o eston iecthnguiter. A -
dife g.r el wncho dr lus regefngulos dismlinuyn, la altura tasblén se redure,

55 .sa contlnua tomeddo ahora af entorna & ( 3, 0.00 } & sas 2.39 < x ¢ 30,

w1 rectingulo corraspondienie gue contiene 2 la grifice de la Funcldn-
estarfa limitado por s rechas a = 1,99, = = 1.1, r'- 1.9558. Ga o oente
rigr 3a Geduce Tue & mbdfde que Jes rezERS X cle. 4 ercan Al welor ==
x o= Y, gt secrdt v * Cte. am scerian gl valor y = 2, £y posibin que peada-
praguntarse cus! e1 el abjeto de boda erta compllcacidn an cirtunstancles -
que, por susticwelén directs en la weusciin a» chrlane qua y = Z, Cuwnds --
kv 3. ¥airvnsr tin embargn, qua 4n pods be dlecusidn ne e ha ubllleads -
sitw hpctc, ki w00, w0 he evitado tods consldarscifm cda L que tucads Cuan

LR B

Ml ingwrvss solamanin wl cosportaml snto de " y "' cuande » w3t &n ol
gin Intarvalo alradedor de! valor ),

En casl todas 183 Funcionns gitudlades heita shors, te disEingua entra
4l comportaminnle de In func{in en un punta, por sfemplo an 3 = &, y tu Com-
por Lamlento aw ut Lok ils de eArernas, cada var mis peguelios, d4 sse punto.
S5in sabwrgo, ocurre un camblo sorpryndents cusndo sa astod lan func fores cu-
0 comportamlsatc fo pusde determlnars® por suatituc Fon directa. Por &)jem--
plo ba fu-;iﬁ-;‘

Etih definlda para todo valor da » extepto x = 0, Ja sustloweln dlrm

ta wn n = O daria:

t ot (o) i
lo eyl carpea totatments de sentldo. Mo obitenta, sa ward mis sdalante,. qua
estud lands wra sucesl|bn de Intervalos en orng g x = 0, gue sa hdgan mis ¢
wiy pequetos, st observa que 1e elturs &9 Tou rectingulos que contleven 19 =
fure i 4r bace también wmin ¥y mie poqueld ¥ 34 scumuls on torms 4 un valor -
vartfeylar de w, Fa afeadn oomento sm dloe algn aeseca <0 porgn=' 8 L0 ol

. sBlo 1= ertudla ) valor da y cusndo use hace Mt y mEL cercang 4 cerg,

2 - 1
Yolvisrdo at efemplo du la funcifin F [ = ) ==2x + Ax - & 14 ve que -~
-

n
- . .

Ewbrdo & sa aproxine &1 valor 3, F (% ) se spromiem o fiende sl walor &, -
$% dice antonces qua por lo temto ™ £ § w ] tlemnde o 2 cuando x tlends & 3 '
¥ e abvevla esta proposfclde saf:

1Mfm F{n]l=12
E P |

50 une funclén astd definlds para wlorss do X en torno & un mamro 71

Jo" oy 4l al tandar & " ", los vatores da f [ = } sx hacan mis v ma
carcancy § un nomero sspecTiica 1, esto we;

tmt (x])=1 ... i

EE
Lo cunl b low " gl 1Tmlte da F {2 } cyando m thende o ' g ' g5 L".

Geomitr lcamante 4310 SIgAMFica qua 1o ser(8n de rectingylos qus ros-
daa & "0 "y qua tlanen anchurap =63 v mils pequefas, clenan tanblén alCuran
que 34 hacon cada var menores ¥ oy scuwmulan an tornd a) punto [ &, L )

Todas léa proponlclones amterlored que contlaneh axpres lomas coms "als
carcanc', ‘mis pequelio’, Brc. pon bBestents {mprecisad ¥ 30lo pretenden dar
rd [des intultlva d# lo que Sfurfy,

Consldlrese shore 12 siguente Fure |8n:

LA S '

LR A )

qua w3td bles Juterwineds pars bode valor de o, =xiapto x = ¥}, pucifo guu=

pars % = 2 [a yuselucifn diresces da;, y = -:—-

La grifice de la tunciin, [ flgura & ), ax muy timpla:

Sim* 2, untoncas [4 - Ir *a =%y lg fucldn roma &Y valor = 0.5 ¥
al =% 2, antorees |x - d =-tu-2], v 1a funcldn vale = 0.5. 5= qulara
ahora estudlar &l compor tamiento da 1 Fumclbn cusnda 5 tiends & 2. Selecclo
nando un antorpopars Ag e &) eepln: t (2, 06) 0 sm: 1 ko g 326, tu-
YR yUE re ayinpeee g ew wwleRide wn &l recténguTo [Teltado por Tas rectay <=
- !.h,u-l.ﬁ,'!l‘ﬂ,ﬁ.!r"ﬂnh { Flgura T.1. ' "

*



Es mecesarlo condiderar 1a funcli8n no aplo comnds x = ], 2lnc tamuldn
cusndo « tomw walofay en 4 lversos antocrncy dal purto W o= 3,

=

N

Tk

nat
HO 3

ki
Pars #!lo tupdngese que ta seiscclona  wl enterns F U5 1] ws ducir,

Fea sk, Lo grifice da Ia Turcldn en site wnlOrno Suestirs qud pleg 5 = ) r
t tlerm F {2 )= b yparam=5&, F {l]ll-i [Figura 1].

" Em otrat palabras, Te grdllca da 1n +un:|h BN BRACUSRTEE #0 &} Fecgans
gto limivedo por los raceas k= 2, == b, o &, 3= « b E1 préa|mo paso =
a1 sefeccionar un antorno du x = ) con sanor seplitud, pof wfemplo; ---

03, 0.5) a3 daclr, 2.5 < < 1.5, Consldurdiae fo grifles en cite entorm.

{ Figura ¥ ).

T
] ] N
b ]
1
. X
. 3 e
1
1] /
b I THEAT 4
1t ~pns
PELLE
ny
L ]
e 4

Ly grdfica s encuenira ahors en el ractingulc llaitedg por les Fectas

= 2.5 , p = 3.5, D5, g~ 3. 5. [ontinuands or eils marerw, [oMwse un-

#ntorns adn wenor, 4ek wike F 003, 0.1 ) 5 wa, 2.9 % w % 3.1, Is grdtica se-

ARCueNiFa AROY s zo mlb rectingule formato por las fectes == 2.9, 2 = 3.1, ==
yo= L3, ¢y = 1.5 como meestrs saplificadsmnte, la figura £,

=] -l

{::;:;;/' THL \

77

A
// T

L7

.

Pl ¥

6v



de yre fungifn rest do war lable real, o0 convenlanty anallser prevismencs, sl
tonceptn du Jialte do unp varistla, sndllois que 14 resliasrd o contlmeclbn,
Antes de dar una defleleibn contidurfnae loa algylantes elemples.

Efwmpto 11,.- 3w » o varlgble Cuye campa du varfablfdad &5 14 suce-
i,
T 1 1 1
L A s A = IR AR LR
50 v va remande welowey cada ver mdn Y avancador ¥ ey #vldente Qoo tu-
walor & wi diercendo @ 1; sa dice enfoncel qua x, Liende o &, lo cudl E3

eribe n = 2, o blen que el [Imfte do K &5 dos esoriblindoe estn, 1w g = 2

§Ia = T entonees Ja difgrancia & + 2 tiende 5 caro. Eato poeds supre-
sarse Indlcandd gusr slamgre +a puede Covmr 3 = 2 ¢ 5§ |, dowsde & a3 un A=

ra potilivg Lan pejualo coma 48 gulerd.

51 A = 0,1 basty con [omsr .

,{.11.—.!;.-24-?&- con la ¢ual 18 cumpla:

=18 ' - a—:‘-]t‘-g—(ﬁ.'

1 I
sl I-hﬂlﬁ'ﬂ.nz‘ﬁ.[mﬂﬂn-lii—l— <% g e tlene

LI 2 I —h— _2-3':_{_.;_5'5 L1109

Coservese que 3 no Tlegar§ il valer 2, sin embargo, s valer pusle es-

T tan cwrcanc & T coko se Jeaes.

Elomplo 12.- Swa un cTrewlo FIIS cuys ares gontante es*at) Figurs 2}
ConaidEress Incrito am &l clregla un pol fgonu rectangy lar cuyo namsrn de ta=
dox va A0 bakente; obe [acence ¢] dras v del potlgena es varfable ¥ #1 y—
blar d¢ valor, est® sw acerca al nimeros''sin Dlegdr a sar v = 47 ex daclr =
¥ o+ om0 blan Iim oy =y

Pary gapresar 'a condlelfn £n que 1e bass #atw hecho 1e puete et1criblr
v~a + Daotbien | v-a| g, Siaede 4 yn nimco posftive tan paguehe co-

mo ae uiera,

BU

Es nacwsario tomsr wl valor sbsgluto de 1o diferemfa v = § cunndo 1a-
compars #1ta con ol wlor de & porque en al prevente casa se tlane slpmpra -
ey & <(, 5f o oas tomra valor absalugn, no Tendria ningdn chjeto fa +
comparsc ibn de un ndmare negatlve v = & con cunlquier ndmars pasltve & Ya -
que lo que realrents fnieresa 2 la comparactén entre ls magnfted de estsp -
47 Cant [dadat.

€n genaral tomando | v - & |en cumlguler cam, &l |v - al < & para to-
do & * 0 | por PAQUEAD G4 aste Sma ), 1w gendri:

v*a bSbklan 1M v = 3

G2
Oulinigidn,
" B¢ dlew fque Ta varfable = tlende & tp constants a , o blan, gue gt =
ITmite ¢ x ax &, 5[ pars rode admare & 5 0 { por pequelic que sem este ] -
sivmpre se vorbPica que | £ = ] cd™

A oeontinuesifn = presentarf ol conceplo de Limite wr un pumbo da unas
funcffin real de varlable rasl. Antar de sxporer la dafinlcidn formal ye bmrd
und Pniroduce 180 del conupto para lograr us mejor entend iafento.

NOCIOM BE EIMITE DE IrMA FUNC [OM MEAL WE YARIABLE REAL.

1 ConsidEraks s func{Sn dada por:

.‘" Ll'---'l,'u'.i---h:t

ura yecbnded del walor & = 3.

r * @ x = b, y concntress 1x stenzl6m gn



tudo une daplgualdmd an o1 mlems yentido, 56 o, b, ¢, d, 100 todos posltlvon;

ya s b, £ 3 d, antoncay st = k.
L ]

Flemplo 6.~ 5l b * } y 5§ * ) wmm——p 70 2 %

71 51 #n ung dedigoaldsd se suttituven ambos mlwsbros, por tul rectprg

1
tos, Ta deslgualdmd cambla dy sentldo. A3l 5l & » 6 30 tendri gue - —:—

Hemplo J.- 5115 > 5 a—s 5= « 4

WALDA ABSMUTO ¥ DESIECALDADES .

Baf lnle [a,

v S0 B ows un ko potitlvo codlqulers, s valor abtolutlo serd™a™y o &
at regatlve entonces secd V8% gEl vimbdlicaments Ae reprazenta o efleclor-

de la manera sigulente: '

fal = =& sl 4 *0, |2 =a ¢l 2« D

El valor abaolute de cerc e5 car osto exs [0 = 0
Blemplod.- | Y f= 3:z[T-5l=12[a2;[3-8fa]-5]5

Soluc [Bn Jp scusc [ones donde intervienen valores sbeciutss.
L]

fusrdd #h una Vs lded Inrervienen  wvalores a030Tulod e fapratlomgs=

an 1€rmino da ung varfable; ta lguslded 2e comp ] trd pars oon valorrs de Ta=

varlable, wito sa dobe il corcapbo de valor abagiyTo.

3 1a9.- |Yu = %= [b ~ Ix] B stuerdo n Lo dnlfinlcide malitan
dot pesibl Hdades; . .
Ja - k=6 = 2a PN ]
In ~ = ~b+ la PN £ 1]
agl e [A]: G = 10 = g =l '

e (B]: m= 2

Miora 31 en Jugar de temer ung Fowaldad sa clena vra dealgueldad, snton

cus al resolver e expras(in para detursiner loa valores = gue la satlsfacen

e

10 haris comg te munntre en #] slgulence ajemla.
Efemple 18.-  Jeterwima los valores 9¢ & qud Cunglen Con:

| ax = 2 | 55 . . Y

S wycribe (M) coma - 6 £ Gx -~ 7 £ §; Tuando T a cada mimmbro
~hgdx 50, por Yo ranto 104 valores 44 o e snkisfacan (R), son lod que -

varde = 1 a2, ingclusive,

FATORNOS .

S0 T18Mma engorsd o yeclndad de un punto '@ V' en B al intervelo sbler~
wole-§ a+d)miu]a~-d= I} un dande & ex la samlem

Filiud o radin del Interval o, Yar Figers 1,

e

4
e,
-k H ki K
S
25
LA

Tal #ntorno dat punto & ¥ radfa 4 seele tamblin ladiCarss como,

le-a]l <2 . mtlenemad [0, 81,

Ea ljmma " entorne raducide ' & aqud? Eo wl que se antluye al rlaag

PSREG R Y, TIT0 b fARTeisfls Lo
r"{lqﬁlﬂ{xi:'ﬂc Ecar b ,umea]  wrede(r:
gcln -a| <8

Fi.7. BEFINICION BE LIMITE EM W PUNTD DE UWA FUNMCICM AEAL DE YARIABLE
REAL . IWMTEAMRETAL 1DM CEOHETWICE.

LIMETE _OF UNA VAR ABLE.

Sipndo abors wl objato da astuwdio &1 concaptn de 1elre &b yn pynta, -%

1S

AN



Y

LIAITES ¥ CONT IMIIDAD,

COMCEPTCS BASICDS: DESIG AIDADES, WALOM ABSTAUTD, ENTORMOS,

DEF{MICIDN BE LIRITE EW UN PUMTO DE UMM FUNCION KEAL OF YAN(&-
BLE AEAL, IWTEAFRETAC IOW GEDMETAICA.

LIMITE BE A FUMCICN CONSTANTE © LA FUNCICR IDEMNTIDAD.
TEOREAAS SOBRE LIHITES,
LimITES LATERALES,

CONT | Wi{OAD OF UNA FUNCIDON EW UW PUNTO. OISCOMT MU IDAD READV | --
PLE, TEORFmAS SOBRE FUMNCIGMES COMT |WUAS.

COMTIM IGAR OF UmA FURCIDH EN LK | MTEAVALD,
LIMETEY [OW APLICAC ICW EN EL CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL,

IMCREMENTDS , COMCEFTO GE CONTIMGIDAD POR REDED DE DMCREMENTOS ¥
EMAOVALFNC 1A COM LA DEFIMICION GEL (RCISD 1.5,

L1.0, CONCEFTOS BASICOS. CESIGUALDADES. YALOR ARSOLUTO ¥ ENTORMNOS.

BESIEUALOADES
Fropledadas fundsmenkteles. ) L]

1) E1 sant jdo de ung desipunldad 0o 1 altern, =i 9 tomd 0 38 resra

a ambog miembrey @ mipmg cantldad, 50 4 > B, entonces a 2 & * bt e

Liamplo 1.+

1) Bl santfdo de ura devigualdad no dw sleers, si ambon mlambros se --

198 ; 101308213

rultliplican o 1& dividen antre I mlsma cantfded pesltfva, Si 2 > b y &« ™0

a b
enlonces s » —_— —
L c <

pzxb; 17 ZY P LR e 22

Ejempio 2, -

11 [
> — b o= 7
EN
1) E1 2entdo dacurn desigualdad sa Iowiarce 31 ambos miembron 4 mul-
€< b; en

tiplican o so divjden pof la mlsme cantided negatlve. 5i &« * b ¥

X
roncah M 5 booy —c-‘-—

£
Ejlemple 3.- 832 B L2y g2 az) 2 -6 -k
i 1 -h e -
ars i B

h} 5i % guman mismbro & mlambro dow desigua Idades del mismd sentide,-
la suma arighinerf una desigualded dul mlsme dentido. 7T a2 b vy ¢ > d} ern=

rancas &4 +© * bk oo

fiewplo b= & *E ¥ I 2 mwrelh v 35 b= 1}k

51 51 4« wres cantldades, 14 primers e nayor que la tegqueda v fa e

L ) - - .

gurds Bayer GUe 13 tercara, eptonces 1a primery e+ mayor que |a terckra. S
4 FE.

a*hb v b ¥ ; enrpes

Elempla F,-- Wr b oy b 3] eemr lhr )

£] % dogt deslgualdades entre nimeros posltlvos, Clenen e mlwma sentl

do, we pueden multip)lcer mleobrn & miembro ¥ Tos  productoy darbn coso revul



LI
LY

vir. @ CRJTERIOS PE CONYERGERCIA. I Criterio d= comparacidn.
Podeacs dempstrar que la serie armfinicas ! asl
1 1 1 1
LR SR S SRARE RN SAAKRE yo carflCter yUETCHOS CONOCEY:

vs diverpente, agrupando sys tE€rRingy em 1a xiguicnte {orma: -

{1]*[%}'{}"i’]*(%"j‘*‘}"}]“{'&'*';'{._'*1pp"‘}'ﬁ'}*-,p (11

] 'nicn' ¥YneM, entonces
Obtervemos que cade ung de los térainos antre paréntesia

de asta serie, es mayoer o lgusl que los de 1a serle tivergente:

I
n=1

L
n=1

-
S5¢a [ a_ unk seriv TErminoy positivos (-nzﬂ, ¥neR) <u

1) 81 T ¢ &5 una serie CONVERCENTE de términcs Pesitives ¥ -

117 5i dn £y une sarie DIVERGENTE de términos positivos ¥ -

L]

r3 CONYERGENTE,

es DIVERGENTE.

H 1 1 n=1
\.2.12.-1-1-_1, {z] N
ya gue In:dn, ¥nocH, entonces
1T =4 e -
PemostTaciBn,
Ter I}  Sem: S5 <A ep .m0
1.1 11 3
TTIrrty
LT T N
LR R IR IS T I R
LA Al BEIE o o - I_=c, *c
n oLt
LL&L&L.Lal—JI_*l— » l_.,+]—+I—+1_H+J--4L+.L-+l—- .1. al de ; c I’
9 10 11 12 15 14 15 14 14 14 16 16 16 16 16 F6 2 _— i
=
‘. Comi |-, :nl
' Ii
En ¢ongecusncis, la suka de las t&rmipcs Je {1} «e7d mayar 5,8 &
que la suma de los rtérmings de (2). Como la suma Je 1os 1érminos Adell;, por ser

de [2) tiende m infinito cuando m+=» (pOT ser exta servie divergented,

entonc#s, la sula de los tErmines da {1) rambifn tiende a jnfinite, “n"r al que 1lemaremos 1:

LT

el tfrmino general de 1w sucesidn de sumas parciales de 1 . ¥

¥ntN, entonces:

n=1

por 1o 4Gue lo seria arminicu e diverpuente, ;i: i,-L,
El nétodo aqul ewpleado, conecido como criterio de compa- En consecusncin
racifn. muedse formalizarse como Sigue: i "
' ae p L
>
i

c'I"I

convergentes, existe ¢1 l1imite de



For otra parie, como nfl 4_ ¢s una serie de térmlnos posi plicade por un facroer Eija q 11amado razfn, La convergencia o di
tivos vergencia de cste tipo de series depende Jel valor de la razén q.
-,
. COmO VATEmOS:
. Sn 0

La suma de los n primeros 1é€rmlpas de le serie ps:
Por tanto existes un nGaero real § entre cero ¥y L tal gue F :

S womo+ag s oaq ... aq"’ L1
1im 5 R n
e Sn -
Multiplicando este exprealdin par q:
= - : 1 L] n
por lo que la serie I a4 &8 convergente. an = aq ¢ mg 4 oA ...t oaq (2}
n=1
- Festundo (2) de (1):
[1) Ses I & una serie divergente (2} (1]
n=1 5, (1-q) = » - aq"
sea 8 »d ¥YoeN.
Y n = nt de donde
= al1- n
5i suponewos gue Eoa, £3 ung serie convergente, por le S, " -3 .
f=1
. . por lo que:
parte I} del ¢riterio de comparacifn se tlene gue A
lim 1ie e(1-
- . T - E'n " nam _erg“_l
a, xd  ¥neN = I dn 5 convergente, lo cual contradi
nel Este 1imite depends del valor de q ¥ se pueden desracar -
€e la hipétesis, tres CLEOS:
- 21 51 [q)<1, entonces: 1iim q"=0, por lo que:
Por 1o tanto, la serie [ a es dlvergente. Tam
n=1
) _ A lim = o0
Ez clarc que, para peder utilizar este grilteric se Tequie nw= on Tog
re comparar con serles de cardcter cenocide, Entre las saries gue ¥ &n consecuencia la gerie &35 convergente ¥ su ALUMa =s:
= -
mis ¢ explean pars compeTar estAn las series geombtricas ¥ las se- r -q“'l- ?q
ries "p", nue trataremos a continuacifn, nel \
Serie geomftrica b} 5! |&| »t, entonces: cumndo n==, qem & y w-w, por lo que:
Ung ferie geométrice e de la forma ;i: L
; aq" e a « ag + agls . ag™?t e .
n=t 1 TR0 e 4 Tt no cxlste y, en consecuencia, la serie es divergente. .
. . - & -1,
Vemos que cada término es lgyal al anterior dulti ¢l &1 Ju|=1, eatonces q-1 qs -
T .
on-



' converge 2l ¥ shlo si

Frra g=1:
Ly -
L . l'{"-l*—'a DT T
n=1
w la atrie es divergente.
rzrd g=-1:
' LT
re
¥ 1a serie g3 también dlvergents,
T —
[Demufsrreino)
Resumiendg:
-
' 12 serie peowétrica : L ag"’
. nel

ﬂq|‘1'

Ejemple ¥I11. 7.

4] Pate determinar el carficter de la serie

- F

L - '. -+ .q
nel 3 1.1 7T

podemcs soplear la serie peométrica

- ‘ n_:
Iaiy)

nal

4 i
AT SR S S

* T;-i !% L. {l}

. (23

cuys rarfp es q = }, por 1o que e% convergente.,

T
5 !
T 3
4 [
w ey
¥ &n peneral: :
1

Comparando extas dos serles vemos que

Faplesndy ¢l criterio de comparacidn, se concloye que 1a
seris (1) £5 convergente.
bl Para deterwingr £1 carfcter de la serie

5+n
R " -

veamos #i las series -

{2}

[
uﬂ*m

(3] ’ -

[
=|=

n=1 1}
so0m CONVETREntes,
Parae anglizar 1m serie [2), utilicemos 1w serie geométri

ca CoRvVETgente!

t oy )
« n=1 ¥ ‘
Par las propiedades de las sevles convergentes: -
=gty T g™y T
E o[y} = I Siqlly) = I =
nsl 3 ¥ n~1 I 5 s 3

de aqul que ls serie (1) es comvergente,(propiedad 1) de las seriec),
Para 1a serie (3}, utillcemos s yerie geomftrica conver

1
genta

= Lz v o3 T 2D
E - L
nwl (!] F n=1 {3J

Comd B5ta serie e3 convergante, sptonces

e td (4}
n=1

a:_lrf_ - pnnunveente.



Compatands [3] con (4):

n
- f$] ¥YrncN (Demuéstrelod
a4 . .
Por e] criterio de comparacifn, lua serie (3) tamhifp es

coavergente.,
= 5 - n ,
Comen I =¥ I —§ SOT SeT1eS convergentes, la serie
nwl 3 n=1 3% '
- - -
p f. g R. g .
n=1 3 n=1 3 n=1 3

S5erie FP.

Una serie p 25 de la formz ' -

L) ]
3 l_ & 1 + l— + l_ - l_ + ... * l_ + ..

a=t nF 27 3P ', P

La convergentia ¢ divergencia de ecste tipo de seérles de-
pende del valor de p. Pogemas considerar Lres Cas0s: -k
a] Si pxl, agrupemos los términoi como 5lgue:
IV SO L T LD
1+ [(—+ =jeroa oo v Ly 0 (1
LA 1S TR Y A U

y consideremos lm seTie

1 + 1— L] i— L
20 aP

- - o1
que &3 une serie geomftTica con avwl ¥ g = %F - EF:T'

Come p»1,

g es uf nEpero pesitive menor que 1 ¥ la serie o5 convergenta.  Los

tfrminos de esta serie pusden ser escritos en la forma

1+(;_F.;_P}+[L*L+_*LJI+“. le

Vemos que, cade une de los términos entre paréntesis Jdg
la serie [1} &5 penor o igual que su carrespondicnte de 1a serie-
convergente (1), por lo que, del criterle de comparacidn se 5i§he
gue (1) es convergente,

b} 51 pe1, la serie p es la serie arménica y, como vimss, es d1-
veTgente,
c} 51 p<1, <nda término de la serie p ex mayor o igual que su co
rraspondiente de ls serie armfnica, y por el criteriu de cam-
. . '

paracifn la serie p ec divergente.

Resumiendo;

- .
La serie p: T .1— canverde 8l y =8la 8§ pal,
n=l n - v

Ejomple VII. A&.

-
: 1 Lo .
a} La serie n£1 ;T del ejemplo Y11, 6 #8 una serle p, con p=2, y

por tanto convergente,

I.n seTie E
n=1

N + 40

|-
al-
i

L] -
s una serie p divergente (p= 1/I].

b) Analicemos el caso de;la sorie

-l ‘1$1 1 .I-I-
EartlcrtEgrmom o (i

comparfindala con 1m 3¢rle convergente

p | 1 1 1 1
I — a1 = + * - * L. (‘:]
M. SR SRR { T 31 ]

[} v

(gl



ODhservemos yus

P 1 = 1

T}
1, 1
T T
1 1

3 A |
1 ]
7 SR 11
1 1
T =

¥ 3¢ puede dempstrar por induccibn matemfitica quae:

L 0

nl n
e dige por esto gue la derie {1} "domina" a la serie (1)

» YneM ¥y nzi

a partir de n=d, Vale la pans entonces ohservar que:

Basts can que las desigualdades

del criteric de comparacién 3¢ cumplun a partir dé un ¢lerta valor
de n, para que dicho criterio siga slendo wplicable {ys que podemas

soprimir un nGmero Einito de Térmings en las sertes sin slterar su

carfcter de convergencia o divergencia),

Por elle, podemos conclulr que I 17 e3 uni serle con

a=l W
vergente.

Cira forna de demostrarlo es la siguiente:

Multiplicanda por 3 la serie (2], obtenenos la serie com
vergente:

-

HEI:_;_.3+§+§+T§+I§+.... i 33

i

Coaparando shors las series [1) ¥ [3), vemos que:
o«
-

<

£

- m e e -
:1u ;qu O Rl

y. como 3¢ pusde cdemortirar per indoccifn matemditica:
L]
T—‘E'T, ¥ncN
ni n
Podengs entances cofclulr, bavados en el criterio de com

paracidn tal como a# enuncid originelmente, que la serle E lT
nei

€3 convargente,
Eny acasignes, a4l criterlo de comparmcidn es de diffeil

aplicacidn préctica {dicha dificuleind estriba en encontrar s serie

gue servird de comparacitn}.

Por eato, introduciremss otrg cri-

terio conocido como criterlie del cociente o de d'Alembert.

Cyiterio de d'Alembart.

Sen r L, una serle de términos positives.
n~]
a
Cilcolenas: :i:' -%11 . L

4
1 5§ Le<1, la seris ec convergente.
L |
TIY 51 1L*1 & —%:l *=  tuando p+=, la serie es divergente,
n

ITTY 5i 1=1, el criterio ne decide,




Demcstracibn.
1) 51 Le1, elljames un ndmero real q tal que

Legel. o

De acuerdo con le definicidn de 1Imlte, existe un meN -
tal gque;

a
n*sli

a
i

< q Ynrm. N
per 1o que

2nel

De donde:

a < ﬂ. q

i
all'H‘t £ -ﬂ..‘l q < ll'l q

a « B

a1 mey 9 € Ppe @ < 8y 47

En consecusncin, ® partir del eérming a los términes

melt

de la xeric: L[ a
n=1i L
de 1a serie geomftrica.

son mepares que lgz correspondientes CErminos

- 1,91, qt* L, q’* - (21
-]

Como 2 2 &S Uz serie de tErminos pesitivos, L20 ¥
n=%

de [1): peqel, ¥ la serie (I} es convergente.

Por £l criterio de comparacidn, » & =5 convergente.

n-1 n
a
. a n+. n. . . .
v WL oLf g o T MR QR T waee- - their rmm mw
n

&

N+

2 1, ¥nra,

n

o5 dlecir:

a -} Tuill,

n*: * n*

Es claro satonces que a, no tisnde & cero cuande n+=_  por

1o que la serie I a_ es divergente.
n=1 ’

1ff) Si aplicamos el criterio a la serie p tenomps:
1

lim :E:L o lin !n*}!p o lim ( n }p -1
n+= E.n ne~x . T'I-"“
L] np
pars cualquier valor de p.
Pero ¥a hemos demos:itade que cuando prl la serle es con-
vergente ¥ cusnde pzl divergeénte, guedindo comprobade que L puada
ser jgual a uno tante par: Séries CONVETEenleéd COmo puTa divergen-

- , H
tes, poT lo que en sste casn el criterls no decide.

Ejemplo V11, 9.

]
. . : 1
2] Aplicando =l criterio de d'Alembert 4 la 3erie [ -7 3Se ol -
nel "
tiene:
a 1 L * 1
1+ n+ L. n! il - |
. w117 ° RT(nT e
n =
n.
par tantg: ¢
h',‘_-_." - 4
it T

RG.



mo Pnet ol 1o
- ﬂn UL T

¥ la s£rje £% convergente,

-
by Pare 1a strie E no

n 1ﬂq .

] n+1 . n
nel !n;l} . . R [n+1]ﬂ!n411n! . [l‘%ﬂ

a n
n n! {o+11n"

por lo que

., n
lim Tn+t | lim (1’%3 . e

I} = I.n [

¥ la serie ox diveTTente.
€] Cor ayuda dal criterin de d'Alembert, resulte sencilio demas-
trar la convergencia de 1o s2rie
; s
n=t 3"
del ejempilo V11, 7,
En ¢fecto:

fnetl | Se{ne1) LR ‘6
el S RERE -

1]
lim 1 oef ¥
R~= T " fsF X
pot lo quse 18 aevle converge,

- m m A E a m ok oA m T - a4 m o = a - = 4 = om o -

SrTime wlrernadues,

Los criterios de comparacidn ¥ de d'Alembert no son apli

cableas 3 serlas telec como

59

T 1% 1.1 1
n-1{] E"‘FI'!-I"+'

que llamaremos series de signos alternedos o, simplemente, series

plternadas.

In general, uns setie alternada o5 de 1a formar

-
1 (-1°" UL I PRI PR TR N
uLl

donde a o, ¥ogN.
Exipte un criterio que establece unk condicisn suficien-

!.
te para ta c¢onvergencia de este tipo de series, 1lemadd criteris -

a0 Leibnly,

Efit!fiﬂ de Leibnir.

Ln nerie slternads

11 [-l]n'i LR TR TEL T W TP "
ne
donde a, > D YoEN, #s Convergente $i:

'-.n B .Il"‘II YneH. ¥ 11.:,2 Bn = 0.
Dempstracibn

Sea ta terjm alternada:

I (-1
ne

n+1
' - - & - L]
e 8 a;*a,-a, ...
*
‘

.
5i B rs un nimers par, el LEymino genersl de la sucesidn
LA i

de sumas parclales:

5. " & -5 +8 -2 +,..%43

n . '

n- n

pusde sgTruparsE en lg siguiente forma:



5“' [ll-l!}t[l]'l‘}i,_ _1-[;“_'_.“’

Como a  » &, » 103 tEckines entre paréntesis san todos
positivas y 12 sucesifn {§ ] ¢3 creciente.
Por otra parte, si agrupames 5_ en la forma:

Y -1

Sn - B, - [31‘3,}-[l"l=]-...-[ln_:— ps 0

.
por ¢l mismo raronumiento vemos que S_ + m . v 13 sucesifin es aco-

tada.

Come (5.} es monéiona y arotada, tienc limite, llamé-
mosle L )

::: Sn = L (31 n es par]. . B

Nos reats demostrar due tomanda un nimera impar de ctérmi

nos, &1 limite d¢ la sucesidn de sumas parciales cs teebifin L.

En efecto:
S“+1I SI'I * !'Il*il- (21 n #a psr]'
¥
lin lim lim
fiem 5n+l "N+ % * e  "ne
o, lim -
Por hipbtesis: Lo, e,
pOT 10 que

lim
- Sn-, =L +0 =L

Hemos demostrado que ls sucesifin de 2umad parcisles de

-
la serie E {(-1)""7 &
n=1

- tiene 1fmite, por lo que dlcha serls es

Convergents.

Ejrmnle ¥11. 10

4] Mediante el craiterio de Lelbnlz se puede Jdemgutrar que la se-

Tie
- - 1 1
S 1 D SRS R A S
n+l n’ T § &

&% Convergente, ya que:

DR R SRS B
a bien: l— » 1 ¥neN
nt (n+1}
rar lo que: L x an+L ¥neN
y 1] lim 2 lim 1 L
TL ™ N nt
b] Fara la serie
-
- R I I | 1 .1
AL T2 A S
32 tiens que
1,1 YoM
n i+
¥ ComG:
lim 1 _ B
nes 7= 0

por el criterio de Leibniz la serie 25 convergente.

En el sjemple antericr se depostyd que la 3erie

L -1

n=1

ey -

1o, _ 1.1 1
3 1 I+I_I -
&5 Convergente, S5in embargo, Ll seTle que $e¢ cbriens Tesmploran-

do cada tdrmino por s valor abinluto

'



#s divergente {serie arminica).

e dice por elle que & (-1)

L
n=t n

e una serie cendi-

clonalmente convergente.

Por gtra parte, tantd la serle alternada

£ [—1]‘“"1—1'1- -}-n':n.“

n! n .

H-l

come 1l que se obliene reemplazands cada térAino pOT AU valor abso

luto:
-
1 1,1 1
PR B AL
n - e .
gon sepies conversentes, par 1o que se dite que nti [-13 —
- n

€3 una serte absolutasents convergente,
I£tes conceptos ho s85io son aplicables & series mlterna-

das, sino tambifn = series de signas cualesguiera. En 1o que ai-
Ll

gue, cuando hablempa 2e 1w 1erie nEl a_ 3ye gntenderd que 8, pue-

de teper cualquier signe, y representaremcd mediegnts “51 |2, &

n

12 serie que se farms recpplazando los términos de T a_ por sud
-

nwi

respectivos valorsy abaplutos.

Taorema VII. 3.

-
5i la serie I

|a,] e3 convergente, entonces Ia sexie
n=1

fa tambhil#n =3 convergente,
=i "
Damostracidin.

Saan Sn- L PR TR SREALN
'4 ahw
Lo .

.
A

S P P TN DORRT P
Entoncas:
Sp*ln = te¢la Deragela, oo ers ota D)
pe wqui gue, como ln‘IEnllﬂ_ ¥neN, la sucesifin [sn‘zul

es Bonftone creciente ¥y tiene cotm inferior {cualquier nime:e nega-
tivaol}.
Por otra parcre, comd a“:$ln| implice gue 'n't'nlﬁ 2|'n1+

podemas escTibir "

Sp*in £ Tla #2]a |42,

-
y como & Ja ] es convergente, la sucesign (§ +3 ] tlene una cota
n-

suprrior (7 T Ilnl}.
-

En cConsscuencis la sucesidn (5 +i '} es monftona ¥y acota-

da, por ip gue e:i:relel 1{azte:
im
;+- (502,)
. -

Meads, por hipbresis, 51 la,| &5 convergente ¥y existe el
n= :

Ifmite i

lil -
A=~ n

e agui qua.'pnr propledadas de los 1fnites
lim

n-'l-

. _ lim = lim . - 1lm
fsn I} fam in nee  5p zn-zn] e Sn
1 ]
tambifa existe, lo que demuestre que I a  &F coovergente.
r=1



Ejempla ¥I11. 11.

Podetia datarminar o1 carficter de la serie

f LeE{n) L5 54 - 0,95 - 0,19 - 0.08 + 0.03 +...
n=1 n¥n

(donde n estd en radianca], anmelizande la serie de valores absgly-

tos:
; cosin]
. n=1 n¢n

nado gque feosfnll < 1,

casfn)
o+n

¥reN, o5 claro que

<

1
¢ —— ,  YneN i
n¥n

Como

[

1 1

E — = £ —=77
n=1 nrn n=l n

es una serie p, con p = 372, converge.

De 1a expresidn (1}, por =% ¢riterio de comparacidn con-

clulmos que

Lol

&5 convergente, ¥, per-el Iegrema ¥11, 3

nen

la serie L EE%EEL ex también convergente.
n=1"  nsn

L.
- n+*1 1
pents convergente, al igual que 1a serie [!-!}
n- h

- p—— —a

Qefintcidng . _
Una serie convergente L a pars l@ cual O P |
. n=l n=1

diverge, se llama condicieniimente convergente,

Definicidn.

Una serie L B, e 1lama absolutamente convergonte si
n=l '
-

la serle E

{a_| converge.
n=1 n

Obs&rvese que, z¢gln ¢1 teorema V11, 3, toads serie abxo-

lutameple CQNVergeENTIs £5 convergente.

[ ]
La serie I
nwi nef

cos(n] ; del sjeapla anterlor, es :bsulula

San eiemnlos de series vondicionmalmente convergenies la
L]
5 n+ ]
serie I (-1 1 ya estudiada, ¥ la serle I [=1777 =—
n=1 n n=1 YTl

coma &l estudiante pueds comprobar,

-
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INTEGAAL DEFIMIQGA E (NTEGAAL IMOEF [N iDA

ORJETIVOS.

ORJET [V CENERAL:

El sluma comprendsrd ot furdemeatos del cilewle intagral de funcin
ey da yna sgla varlable ingepandicnta.

Al tarmingr aste capituls, &1 glumno serd capaz da:

LI
[ 1‘
ok,
LB
L -
i
= B,
9.
LI 1]

peflafr particlén de wn intervala,
Gefliniy norme de upa partlcién.
Deeermingr una Funchén escalonady que sproklos las valores da yha
funglén cont i =n un Intarveln deso.
Dade une fungldn mscalonada en un farervalo, caleular &l valer -
de I wums ¢ Nlemann,
Calcylar =] draa bajo 18 gurva, smpleanda sarics ool plpo:
Im, E lz, £ mt
Explizar el concepto de Imtegral Dafinlde, wadiante [ aums e -

Flamann, o wha Tunclbn continue de una virlsbly Independlente.

- Expllcar lat candiciomnes gue hacep una fumel&n dntegrable an un-

fntervalo,

Eapllcar, medfante una flgura, la Interpratacidn promécrics de -
la Intagral Daflolda da wns funcidn conglnus.

Explicar trut o miy aplicacicnes diferantes de lo Incegral befi
i,

- Expllcar cods una 4 1y propiedades biglcas d= la Ipteqral gef)]

11.
11.

Th,

15,

th,

femostrar o1 Tearama del Yalor medlo sal CHleulo Integral.
Explicar, con uh disgrama, I reprotentacidn del Teorams dul Va-
lor nedis,

. Pars unm func i darivabla y contioul dentro de un Intarvale, de

mestrar o) Teorama Fundamentsl de! Chlculo Intayrel.
fadag unat Funciores F [ 0 ), F'i [ =), F?. (x21..
divtingulr coales de las F fwd, {1 =1, 2,
gidarjendss e P L .

Enconirar al valor da una integral Indefinids por medlo da] Teo

Ca )
ca M} g0 an

romag Fundawencs]l del Cilcylo lntegral,

Dada unk funcidn lntegrable oo un inbervala, calcwlar, usando 1a
fagts da Barrow, 4l valor Ga su Intagra] dafiplds on eo Int:rv!.
I,

CRJETIVOS ESEMCIALES.



INTEGRAL DEFEN DA
£ ! ) «  INTEGMAL DEFINIDA € |NTEGRAL [WDEF sMIDA.
. .,

IKTEGRAL LWDLFINIDA
¥.1 INTEAYALO, FARTICHIN, WORMA.

IND1CE. “ :
: - lateiarwmcs mestro sstudio s} Chleulo lategrel plentedodongy el al-=*

N IMTLAYALD , PAATIC 108, WORAL, . pulente probless: Terarminar ol brea compresdide entre a corva dada por Te

- SURA DE PIEMAKN, y - fummnf,-[,_.,-},gr_,--f{n}_].Inruuln-ayn-h.rﬂc]ll

.3 INTEGAAL DEFINIDA, FUNCIEN IKTEGRABLE, { rea balo 'a curvs ).

Ny INTENPRETACION CEORETAICA OE LA INTEGRAL CEFFMTOA. '

.§  PADSIIDADES CE LA (WTEGRAL TIFIMIGH, : - Griflcemente se rapresenta & la slgulente Baners

6 TEOREMA DEL VALOM HEDID DEL CALLULO INTEEMAL. ' v} . -

.} IWTECAAL DEFIA/CA CCH LIMITE SUPENLOR VARIABLE

B TECREMA FRUAMENTAL DEL CALYINLG INTESMAL,

8 RELACIDW ENTRE LA INTECRACIDN ¥ LA DEREYAC 1OM

OE UNA FUNC{ON CONTINUA, INTEGRAL DEEIH (DA ot 1131 11

A0 REGLA DE RAREDW,
L — A
. / Flgure ¥,1
o : L / [
u v [TY )
- » .
a N Fars 1a PormulsciBn pracies da sxte problasy y pars su kelucldn e nacs
i L]
- sarty recordar y.hefinlr slgumor conceptos sulllaras,
l.h
i . S¢ Viwma frcervalo carrade & aguel corlumto{x|arEry sl L5 B T 1w
4 . "
R ' te Imtarvalo puade dividirse w n suainterealos cuyos puntos fronterd sg, By
nz‘. LR SETILA warhn ujetos o la algulente condicisn:

" ""u"“L"‘:"g"‘*'*“‘“-1“|-.'. .

C
! 4

=y I



asl, por «|ampla, al tatarvelo [ 1, 2,51 sn pueds alviair arhfirar lusan
ty en custro  subintervalos g0 1o 3lQuiente manara:

.;-r:. |.-. LB n!;: LT b=aad.3

Flgura ¥.2

v Bt Cumple oue:

L TP A B

En ganersl of sa TeRFRRAnLan los sublatecvalns sobre 1o regtw nueserl--

e f wju x, queds:

1.7 9 . M " T T Fa=1 b
wtintervai .
Flgura ¥.3

A lot a sublntervales wyl Formados 92 Tax definird como Tu pacticidn P -
del fntarvatla Lo, B3 [ o1 sublncarvslo [Falme senlsblarce tord : 2

]

Far 1o tanto definiresss comd norma de whe parclelSn Pooy 10 repressntd
r§ par £ya lw longltud del subintervslo mas grande de 1ot sublntwrvalos cerre

dmfnl-fi_.l]v

-

oM lay Sasey snerlarcs ya =slamns G ipes para deflalr ura Tuncidn ey=

calonads 5 (= ) de 12 slguipnte mbnnra:
e funcidn o [ = ) tuyo dominle es & Iatervala :urradn[.-i b]' w 1a-

ma cdcalonsda 5§ #xlsace unam nactlel&e P pars Jp g € { 4 1 parmssssn .--m----:‘

I# en Cade une da Toa n sublinpervalos semfablertos da P,
E e ¥, 1

Ut wrpieace postal tlene o afguient= table parn #1 cobro de Limbres pus

e
1

' ’
IDOIV . —
télet; repreasents & Ta func!&n grifigementy, . E
1 n
' ]
Saluzin: .
2o leton ; . 200} yo
Faso {ar. ) Timbred { § | I E .
L] a
[t.20 ) .10 (60 y !
[20,50 ) . .50 : v -
[39, 100 ) .20 asop —~— i i
- . H . i
[io0,120 ] 3,00 02— ; oo
20 50 0o R o
Flgura V.4

Le funclfn representads w3 one Funeldn svcalonsds pugs comple con la de

flnleiln ya que:

ET Ineervale [ @120 7] se dividlE en cuntro whbinteryales [ 0,20 1, -
[20.50 3, L se,100), [[100,120] corraspondienda an cade caro los valores
coongrantus O. 200, 0.583, 1.0 vy 1.0 respectivimants,

Lok anturlores conceptos nas van & gerulr pFrrn drterminar ura Funciln --
ercalongds que Apraxime los vaTorss de und funciln continum &n un Intervalo -
dade, comi dx capllca & contInuscldn. or - )

1 suponesol aue £, raeresents curlquler punto del Intervale cerradn ==
= g1t 5y 7]. 0 cads subintervala del Intervete :.rr.fq [ 8], po--
dremos saconerar un valor £ ¥ o cade £ le corrasponderd un velor de Ta fun-
el y = F {n) I k= E " fTLE ) du tlﬂ formg que en la funcl®n cont [ Rue=-
yat [ al), originalsents plantaads, la podesos repratentar sprosimedamsnrs
cono 1o funcidn wtcatonada £ | £, 1, como «a observa wn 1a Floura ¥.5.
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¥. 3 INTEGRAL DEFINIDA, FUNLIQN IKTEGRABLE ,
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Corw lena mclargr que e la “pr.ﬂﬁn_f: f{=<14da, « rapresenta 1a =
varlable dv integraclén, F [ o ) se 11ama Tntegrands & Funcldn IntegrabTe, -
oy 1Tmite Infurfor, “ & " {fmlps superlor y o] sTebate S se 11ema slgeo -
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.
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DamcatraciBn: $ea Is Funclto y = T [ = ) continus en a1 Intarvalo carrs

du[l, h]; Mgty ™ al walor mfrlmo o 18 funcl®n v u H ot vator mialmo,
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met{m ti¥E €[
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Filgura ¥, 11

El yalor 6.3?1 f{a}dx, guodtricamante represunts al dras bajeo =
la curve por 1o qua 21 Tguasl o 8, I
*aor otro ladegul Tenrems Al Ynlar Medlo dal Chleute Inteqral  astable-
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X H - - - Lo
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e declr . . _ )
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Y.7 INTEGRAL QEFIHIDA (oM LIMITE SUPERIBN VARIABLE,

Hamoy representade @ 1s Integral dufinlda da la Funcldn conttnua £ [ 2)
en el Intervale carrado [l. h] cen la ¢:pruwnj : Fla]dx: camblin Long
cemct que geomltrlcamenta corresponde 41 Eres bajo e eurve v = F [ a } entra
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gfr a = u, sntoncan Fla]dx "3 l: F{u?lduy setudiemen la sequnds

N
[
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% ) Flgura ¥, 2%
' L .

F7d F i
Lo~ Opeay declrppupndg [x v 2 n )] + x Frer. sz x PEET YL

Ahcra tomemss 41 1Talta ¢y 1a expraglin {10} cuande

lim 4F () _ Tim f{ich === dny varc &l Ir haglendo san paquetc Ax antonces £ (€ ) v apraxt=a 0 P (£ ), ~
dx +3 T B dn =0 ’ '
com tx ve an ¢l sigulente diggremy:

pero cuande  Ax 03 F {e )] =~ fF{xh
pussta qual € E [l.. R+ ﬁn:] AL | " 4

L1 I 10 S R AU T
L farQ Bt

por otre lado a:*:u ﬂ.::{ x).4 :.t = o {l.”

de donde 1a pueda conclulr, Igualanda [ 12 F ¥ { 13 ] que 4

fledef in}

- 4

&}fi-ft-] 1. 4. q. 4.

-’

Geemdtrlcemants sw puade represontar e 1a slgulente marmra: Liax

. FI ¥,
' gurs ¥. 1F

*

¥. 9 NELACIOM ENTRL LA INTEGMACIDM ¥ L& DELIVACION DE Uk

" FURC | OB COMTINLA,
= fu}du ) !
Fra)=f 1tu)
A contlroacln diveutfromos iy ampllamenta 21 teoreas Tundamentsl del
‘- ¥ =}r ful chlculo Integrat; s witsblecls que ol s "'"‘j: Ffutduaf(x)
g ) . ontoncas: .
’ A LA
L . g
I //;/"/f,/ \\§\~. AFf{z) =} fua)du Fin)e == €[x}
L ) ] )
- | I " /,:‘ ! - \\\‘ Ueilfzende teorfs de ¢omjyntor lo antarlor a2 frugde wepreser o Ta :.l'---.
ff/ o - A guidhte MARETE] ;
i . -
L A Flgurs ¥, 25§



£lemple ¥. 11
1
%
Calcular 15 glgylants Integral: 5 amd
' ) Sotucla:
. R H
Flgurs ¥, 28 En vt caso f () =0

f{n ] puada serr
Es dutlr, medlants una tr-mfm;mtlﬂn st llwga &) congapto de frrrgral -

&
obtenidndons un vator F f & ), paro temblin sa b daterminada que: _-!-: —— SN Y t= L Flial
& :

-]
i £ 4, & 5
Flgary ¥, 1 . . i-rtiﬂqu-?h—{—i--S]-x =t (al
' &

* L) o 5
. ~
riiyr}td‘ [—r'l'!',liu-fl'n]

B
7o € ¥R —— [—i— *:}-:s-i{n}

D LRAEOE

an gl C AR W CEmitents,

por 1o tentD) I 15 dua= ~E—- + % oo fpTTR GCTEtAY,
4

Flgurs ¥, 30
v £ wi"la artlderlvady %as gencral do 1o Tmeldn ¢ [(a ) =

]

»

[ .
Como aa we 1a IntegracTda y 14 derfrac)dn son ' translfarmaciones [ivkr-

", ..mmj: Fluldu*sFix)usantidurlzgdn " def 2] - Elenplo ¥. 1

La antiderivads mpy genecal du P En b er F O ul o L, donde C &3 wms cOnlan

ta arkitrarle, con lo que Tormplnente podemos definlr gue 1l F [} et ung = fesolvar ta sigulsnts Trragral:

-l
antlderivede de 7 { w1, entonces 1a axprasf®n F [ m ] + € su Vlama Integrat i‘ e m d a
Ineflnlie 30 F L o}, que va anpress If{:}IA.

$oluclfnt
D¢ scuerds con lo ancarlor, et problema da caloular ¢ resulpads de 1a -
oprracide J‘f { 5] dr, se concrein & buscar wny fusclée F { & Y tai quer - Comy £ 4 n ) = sen o ooy F { e b puade 24m2
Sl ym (x|, s decTrytal aue F {2 | s o wntiderivads dr t e, -:“‘“qu._i!_ {-cosut=tanx=Flul
[

) - ' r

b e



A
-

I o mrare “nul-:—:— {~ccotarcetmneef (k)

per 1o tanm_Slftn:.d 1= = pon o+ coen Forma genersl,

Ejumplo ¥, |5

Caleular la Intsgral: j-’ dn

S lue 1ini

-

Coma § [ x| = u" sntoncen)

F{:}--‘ﬂ.u-sl—— lx."lx.

o an Forms generel: '

¥ [-:u:]l-rl'i-c ye -1:— [l“‘fc] -
#’latntn‘?s-ldl--‘+: *

Atods funcion F { n ) cal que F* (m) =f [ k) para ¥ x :[l.i] . -
30 1o Llamp funclfa primicive du f ( x ), va pusde aflrmer qum T F [ x ] &a

vne Funcifn primiciva ve F [ x ) antonces F { x ) + = tambidn 1o 28,
[

A te conptents arbitraris " ¢ " 3a In 1lame conatants da Integrscién ==
¥ coma 1e ha viste, o1 uns cantidad fodependlents de e varlokle du Integra
cldn =,

Como la constants dn Integracl&n ' = ' an arblitrarla, a9 puede Concluir
un T-‘E Flr)dmcltors un nimero Iaflnlce de saluclones que dIFferen $f-
To an Ta conicants du [neegraclin,

Eonwiang sclaryr que pars un problams dado &1 valeor da la constants de

FnsadrirIBe dm morrde Japmr—lead =0 - wamma-s al-. At

- - L -.lq,ﬂl_.F

e dul protlems coms se [lustra an &t elemplo sigulance:

Efﬂin ¥, 15

Un punto matarlal ss musve scbra al ale % da acverdo » 1n sfgulents —

rapldux:

V'J'Slthmv-ﬂ-i:—' ¥yitan seg ; determirer 1 scoscifn ==

51

t—
[T
[ 18

qus raprezents ol dasplazemiento n, 3| e conoCe qua 41 movinlante comfanta
a partle dal origen, )

SoluciSne

dx
v o=

&1
para v = 3 + 5

pnr101"“\?#1!"9‘]fSt]‘l-]‘S\dl*i tdg, r

-

dxaydr J-Svdt

LT

.

JCon wl fln de conocar pars sata caze Iy constants da Integrecidn e -
e five Bl o= 0 vt = 0 o pad A
.

GeD+Oec dadondwced -

¢ 1o wevaclin dul desplaiwnlanto gard:

LI'!tiI.StZJ ¥ .

¥. 10 NEGLA DE BARKDW

A contimieciin varamcn un sdtodo para calfcular 1a Integral defindds -

cone Mo coma Ragle de Barrow,
TaerP o

$I 70 x} es une funclin continuge sn &l Intrrvalo cerrado [a, I}] ¥y -
# [ x ) es atre funclén tebidn contious en &l Intervalo carrade [a, B] Ead
que |
Mx)leFfIlx)

i

Damcra Lr o [0 lllmsh{nll-j: fluldwu ez dacle
h[IlIiTllnll‘dirTvldll.l'[u]qu.h[u}-r'.{x}+t
¥ = antonced |I:}-: r{u]iu‘j:f{u]du-ﬂ

anlohcus:

fluldxeFln} rFia]

porlntlnmrh{lil =8¢ 0=Ffg)+t
xus



gadonda E=-Fin)
hapamiy shora = = byentahietl

rbf{u]du-FInlit sF(a)ety

parc Lo =« F {a) I

par 1o tance : r{uidu-Ftb]'F[-]-rE:]]"“
=y

e e |0 gue ar aoprTa dewedgrrar,

f_lﬂlu ¥, 16
ulmhrS: [3 :] -1 1" «5 14 ql:

S0 | we RGN |

En heas & iob phoramad aokre Trlsgralel th pusda aflrmar gue:
L} L H
l.'-j:{!l!'ill*!]dl-jz.!n‘dn-j:1: a4ut

#5;5‘:
ancontrands ahors unay funelones £ [ u ) telws mua F fat=17 1 z] vr citnlenc:
R 3 ok %
n =
BRI LU

Uill lzanda shore 14 regla de Boreme et

o [e9] e 7] s ]

. I
.._{_-::sn-an--!- lav-eyesqz)
w3 (20 ) - [56) 410
= 180 - $7.3 + 1@+ 199 - 3T}

For lo pemto:
= 152.7

£umpls ¥, 17 .
Calcclar 7 hrea dafinfda por 1a curvd ¥ = hx - n:, al £]a x, ¥ lup =

rectag £ = 1y x= 1.

A6

-

,I Sl uc 1!

H'r-il-u‘
bt R Y
yeda-at 2
=yt h={2-2]

c{y-blmln-2%

nel L L]
Flgura ¥, 31

we 01 1a ecuacifn da una parkbals, slnEtrics con FaBpecto & un ala parate-
Yo 4 uja Yeon whrilce s v { 2, 4 ] y chocwvs hacls skajo.

B 1a bntarpretacidn peomdtrica, ne COROCE WUBD

5: f{n)dxrepresanta al Sres bajo Yo curva ¥« * { x| ¥y =
Ius Fecths ¥ = 0 [ wla X3, x=n yn =5 por lo gus s puede aflrmar gus:

5{'{4:-;1}4111'"““ 21 dras bajo llwr\r-l\r'\:-linl aja -
Ty Tad ractas A v a y =L v contfnacTin calularamce vl valor da g ==
Intagral datfinléa bensadonos «n lay propletedes de Y Inregral v on 19 regla
du barrowe de Ta llpiﬂtt Lo T

Si(#:-:z}d:-h‘szudn-sz ‘t‘..' .-
par: ‘Sfl..-‘_jnz_]:'EIZ]:‘!{,_‘}_“
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SERIES DE POTENCIAS.

VII. 4
Existen series cuyos tAyminot no pecenarizments son cons-
tantesat por e¢jeoplo, lif;erie - -
- n 1 ¥
E }:-1‘_£‘L'1... 1} !
naD TI-"'E - ¥ Ly £ [
que ‘1lanyremos serie de potencias de x. .
¥ ©  Es flaro que parte cada valer de z, la serie f1] es una e

rie de tfrmings conmtantes. Veamas algunos casos.

5i x= }, s¢ tiene la serie coovergente;

"
E .._TE‘_llf;r.+T1z+:1‘.+1”‘

r=0

5i x » -3, ar riene §» serie Jdivergente:
. 3" 2 27
%}. ol LRI S-SR

MBtese que hemos tomado x*= 1.afn cusndo 1 pueds valer

ceTe, por conveniendla purs la neotacisa, Ex tlaru1que para x=0

3¢ tiene un ferie convergente, Y * P .

" Como vemas, na parta todos 103 valarey de.x :e,oﬁtutnen -
j#ries convergentes, Es importante entooces saber para qus valo
Tes de x Ia serie {1) converge.

Yo qu# para ciertos valores de z s5& nhtieneﬁ_ntrir; at-
ternadas, analiceaogs la aerie de valoTes phsplutos:
! ’ E§:1 (2)

nei

Aplicando +1 eriterio de d'Alenbert, la serie (2] conver
WLER L

p& rorsw pmdia srmTlomm A wdA paT s

o
fs o)

| 5
lim ne? <1 ' '
n- " "
n+T
Ef decir: "

g P -] R

o hie=n:
Um [ mer |
| %] [esm T | 1 {ra que x no depende de nd

;E: ,2%% . ;i' E;% = 1, 1la serie (1) converge

Come
r-ara toda x tal gque:

fe] <}

En consecuencia, del teorema YIT. 3, la sarie (1) s €on
verpeptr {ﬁhﬁnlutumnnte_ccnvergente} para volores dc x Telcs que:
=1 < z £ 1,

x| =1 u hien:

Pare ja] = 3, €1l criteric de d'Alembert no es aplicabile,

puss:
] ln+T
- ]'I*E

S S
nlll

y debemos analizar por separsde Ios casod tusnado z=1 y x=-%.
' Fara z | se tienssla aerle divergente .

1 1 1 1
b = T =« - - . L.
neg T YT
¥ para x=-1 se¢ ticne la serie

-~ :
.y 11

que ¢t corvergente [condicionalmente convergente).

n=i



Finalmente, Lpuedf demostrarse qur para valares de x 1a-

les que x| » 1, 1w serie (1] #s Jdivergente,

- n
. . X .
Ef resumen, la seric niﬂ FsT %5 COnVergante Gnicamente

para valores d¢ % en el intervelo:

-1 o 1

1+ x <1

1lamade intervalo de convergencia.

Definicifn.

Una serle de 1o farma
i

T

I s 2" moagra xemgaiea nts

recibe €] nombre de serie de potencias de x.
Una serle de la forme

- a .
nEu lnfxdl] =a e [x-a)}re, (X-a) +...

recibe el npombre de serie de potencias de [x-a).

nbtese gue la serie de potencins de ¥ e un caso particu
lar de 1y zerie de potencims de [x-2), Observe que esta dltjimm - -
$1EEpPTe canverge Para r=d, ¥ que s5& tlane:
-]
n
L 4 (x-a) =uy ‘
neo 7

A cads serie de potencias cerresponde up intervale, 1la-

) ]
mads intervale de convergencls, tal que la serie converge abscluts-

BERTE PArg toda x en el interior de dicho intervale, y diverge para

yo vy

El punto medlo del intervalso es a.

toda x fuern de &1,

Teorema VIL. 4 m "
L a4 [:-l}" CORVETge pATE -
nig 'n it p

5L Lm seEvie de polcuniwes

a]l menos wune xfe ¥ diverge para il menos otro valpr de x, entoncas
tiste un niwero Teal positive v [llamado redio de convergencia) -

tal que la serie €3 absclutamente Convergeate para toda X en el in

tervalo |x-a] = r, ¥ divergente para toda x fuera de &1 {|x-.t>r}f

Segln los tesremes YID. 3 ¥ ¥1I. 4, v por &l criterio de

d'Alemberr, la serie

r e (x-a)"
n=g 1

3 absolutamente convergents si

lim fne1
|l'l| _1 F3 ':
Ne-m I-“

y #8 divergente i

- a
Ix+u| lim _ | Tn*l 1
- e .n ’

Para 1e¢2 puntos en la frontere del intervala de Convergen
cin, =l criterio de d"plewbert no es5 nplicable, por - lo que se harid
necesario analizar por separadns la convergencis Jde 1a serie en dichar

puntos.

En casos #xtremos, &1 intervalo de convergencla puede ru-
duciree a un s§lo punto x=32, en cuye caso diremos gue el radie de
convergenclia o3 ceyn; o bisn puede sbarcar tedo el eje real ¥ dire-

mos que a1 radloc de convergencia ¢3 infinito,

(1) La demostracifn de esle tzorema se omite per estsy fuera del al
cance d¢ este cursa, El estudlante interssado pusde Consultar -
una demostracién en la referencie 1 plig. 526. Y c-

Qo
v



BEjempla ¥YI1I. 11.
a) Obrengamos el intervalo de Convergencis de la serle:
; ;x-sgn -1 o4 E5 ]x-S!‘ .
ne0 3"(ne1)? 12 CH
f¢ tiene yue

1 ]
| x-5} lim 37 (n+"?

« 1
nee- 5]]1.‘- {“+2}|

implica qhu

[x-5] () < 1
¢ bien

|x-5] <« 3
por lo que r«3 £3 el tadin de convergencia, ¥ la serdie converge ab
solutigente para fodo valofr de = &p#3 Intervalo:! .

1 o« x-5 < %
£s decir

1« xa 3,
Analicemos Ia serle #n los wxtremos del intarvals. Para

x=3 3¢ tlense Ia saris

. - T 1.1 1
I A ——— - —u ] + - -
ned 3%¢ns13*  p=g {ne1)’ Ty

que &5 convergente [seTie p, con pei).

Parw x=2 3e tienw la seriw

I I-_.‘Jn_':{—ljn__l_‘.'_]*""...
n=0 3%(ne1)? =g (mel]? LA L]

qua ex abaglutamentw copvergente (ver saris anterier].

n
En resumen, 1a serie I I;—El-—f &35 COnverpents maTa
ney IR+l )t

todo valor de x an el intarvalo:

4w 8
Observe que ¢n esie ca’so la converpencia de 1a sevinm en
los puntos axtramos del intervale es sbsoluts,

b} La siguiente serim roaverge Ooicamente pare ¢! valer x=-X:

tor

I oni{x+3)" = Tefze3)e2i(xed) s, ..
o=l

¥a que, pars £ # -3¢

Ixe3] M2 u%p_' L (PR TR AR

¥ par el criterin de d'Alembert 1a serie diverge.

c) La ietie

- l“ Ii I’
E = =1 +x- * *
nep A° sz o

Convergs pira todo valer de x, yu que

1 1 1
I=i :iﬁ n? 1 bl n+E neT " Ix|*0 = 0 < 1, W¥x,

- = om oE o= o= *

Conviene meaclonar que, st
- B

E a_ [x-a]

n={ n

#1 una 3evie de porepcias con lnfervalc d& convergencia |%-a]=r.

cntonces;

a] Lla serie puede derivarse térmiro s términe sn diche intervelo,

y 1a sevie obienida

=
-

" n-1
L na_ (x-a)
ns] Lo

tiene &l mizan intervalo de convergencis.

b) La seris puede integrarse término & término en diche intervale,

¥ la serie ohtenida



- d
n ey
I =1 [x-a)
n=p T°

tiene ¢! mismo intervalo de convergencia,

¥il. 5 PESARROLLO RE FUSCIONES Ex SlRIL DL POTEXNCIAS.

Una funcifin pucde desarrollarse vn serie de potencias de

x sigulende varias procedimientos. far eyemplo, para la fungidn

1
fx)e 13
protongandg indetinldamente ja division

1 =01 =12

-1 + x .
E
-y ¢ K] .
b
" -
I
s2 ohtendria gque
1 1 n

flx) = qop = 1 #x « x% wleend e

Obgdrvese que para x=3 1A dxpresifn antarieor conduce 2 un

resultado absurde:
=T " 1+ 3 +4 « 27+ ,,.

va qua dicho valor estd fuers del intervalo de convergencia de s se
rie [|x}<1}.

En caablo, pare valores de a dentra del intervalo de oo
vergencia, podemos aproximar la funcifn tomande wn némero Finito -
de términes sin comster un errer “spreciable’.

Por ejemplo, tomendo los cuatro primercs términos

F{x) = T}; Erex ezt e xt, g1 x|«

targ los valgres de x = %, i, O, 2¢ ciene:



T -
| Egn) X .-T%E l-x*x'*:'
o 1
- 7 2 T.ETS
=
T 1.333.., ITSZE
< a 1 1

En auchas ofatignes ap tiene una funcifn cuyn expresidnm
¢s diffcil de mancjar ¥ puwde rnsultarICQHthiente sustituizla por
un polinomio en x de grado n. lo cual ze pusds lagrer 3l la fun-
cifn se desarrolls en una serie da potencless y 5 toman los térmi-
noF necosarios para obtener la aproximacidn deseads,

Serie de Tavior,

Sea f(x) uns funcidn, ¥ busquemos ezpréiarli en 1n foroa:

f(x)ra va, (x-2)~a (x-a}ten,(x-a)"%, ., (1)

Pata obtensr los coeftclentas a, podemas progeder en 1a
siguieacw forsac

- Hzziezdo £n (1) =x=a, se cbriene "
fia)=a, - -

que ¢x £l primer coeficlente. Fara shtener los restantes, tOREROS
las derivadas sucesivas de {1) an el intervala de convergencia de
In serie:

£ {2 = ay-la, (z-a)eda fx-a}t ean fx-0) .,

£ (x) =2aye23a,(x-a)e3 4a, (x-u)te. .. ’

£Y10(x) aZe3m,+2+308a, (x-E)".,. |

£ 33 -203.4a,0. .

L .

L T T

f{“]r11 -n!' &+, .,

r - P n

Haclendo en #5tas expresionss xen, obtencmos:

9]

n,= £'(n]
= (a

Ry ¥

iy £'" fa

Lisvando'#stos resultados a {1], s= ohtiens lp expresidén:

i . .
F(x)=£(a)+f' (a) [x-a} (" [:}L’—'ﬁ]—'af"' (2} Eﬁ-]—' . +gla} (;111;—';31 _—

conucida come firmula de Teyler, .

Tode funcidn que admita derivadas de cualquier arden.eo un
intervalo aklerta tljgpI*} puede ser sxpresada segtn exta formuls PR
re toda x oen dichnlintErVIln:

E}wsple Flif 13.

Pors doserrollar «n serie do Tarylor le funcidn £{x)=Lx an

potencias de (x-1), calculemos:

f (x} = Lx f [y =90
' (x} = :T . . £r {1} = 1
" (x) = --'-II (1) e-1 1
. )
fl1| {!} - g; ffll [1] - I
x - 1
Yoy . 8 ¥ (1) --6
X

R R S LSl Lo H £ty o (1™ a-1):
X

(R



por la que: .

L(:}'(x-l}-ililll* Ifiil: - ilill: soe(-n I;] .

Coms es flcl] verificar, exta serie #: ahsolutamente con

vergente en ¢l intervela
fx-1 ]l

¥ condicionalmente convergente pafa uwho de los axtremos {z=1); en
consecuencin, 1y expresibén {1] no es vilida para x fuera de este in
tervelo

S¢ acostumbra decif que (1} es un desarrclla ep sevie de
Taylor de la funciftn Lz en ud entoraa de x»1,

Ex poslble aproximar £l logaritmo natural de un niimero ,
dentro del intervalo de convergenils, mediante e] pelinomio de ter-

I
cer grado:

Lxe [z-1) - 15&11: + Iiilll

Calculemos, por =jemplo, el logaritmo de 1,57

Texgl.

- i - 1
Li,s £ (r.s-y - Ue3nlho o B3l wg g6
.+ .. B3 claro gque tomandc ms términos de la serie s obtisne

una aejor aproximacidn,

Tomando cinco tETminos: .
3 [ ] Y ¥
- -1 -1 -1
Lx = [x-1) - Lz—)-x 1 t I—!—)—: - L_I_J_" + -{—E—J—" faxsgd.

para x*1.5 se tendrd
L 1.5 = 0.4073

que s& aproxims mis al valor resl L 1.5 0. 4054485, ..

4 =2 = omom w o= & & = = a =

5{ en la seris dr Teylor hacemscs a0, chtenemps: -

L. -, - K
:

1 ' n | -
LT arm T FLE L ) H
=S e P ‘u}:r-.r*a {“]!I'...r- \Iu;ﬁ—:n..‘i

Exprasifio que nos permits gesarrollear la funcidn en una se
rie de potencias de x. Esta sorle se conoce coz el nombre de serie

de Maclaurin.

Ejemple VI1. 14.

Pata dezsarroilar la funclién e® en serie de Maclaurin, Tal

cul emosy
£ (x) = ¢* £ {0] =1
£' [x) = £F £' (0] =1
1+ (I} - e: " Eu] - 1
. LI
(M) - 8* £y = 1 . '
por lo que: n )
]
e‘-]t];+lr;-‘§-r-_+___+§?+..‘
q S&al
- n F]
n* - Z, i (1)
n=

Cams wimos en ¢! ejemplo YII. 12, €], la ssrle

. - X"
Z ne
ns :

converge para todo valor de x, por la que la e:prtfldn (t) #s vill

de ¥ x ¢ R.

En forma mnklogw, pucden obteonerse los dEI!ttﬂllﬂS en g

. . r
rie de Maclavric de las fuURCiones 3enx ¥ CORX:

Qo
.

Y



- en xI- x-xl * ll I, ( o+l I‘n.l
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