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l - TRANSFORMADA GEOMETRICA ORDINARIA 

l. l. Introducción 

l. 2. Funciones discretas ·~e una variable 

Sea la variable natural .!::. que representa a cualquiera de los 

enteros positivos, agréguese el cero de manera que el camJXl 

de n sea 

n=(O.l,2, ... J 



2. 

Si mediante f(n) se hace corresponder a esws emeros no negati-

vos números reales cualesquiera (posirivos, negativos o el cero) 

se define una función discreta. 

Complementariamente se especifica 

f(n)=:·Q sin<O 

Algunos ejemplos de estas funciones son: 

1) f(n) = e (escalón de altura c=cte) 

2) f(n) = u(n) (escalón unitario) 

3) f(n) = d(n) (pulso unitario en el origen) 

4) f(n) =cf(n-m), m> O (pulso unitario en el punto m) 

5) f(n) = n (rampa unitaria) 

6) f(n) = n2 (rampa parabólica unitaria) 

7) f(n) = a 11 , a=cte (sucesión geométrica, ex¡::onencial) 

8) 

9) 

f(n) 

f(n) 

" . • ( j ), 

= ( ~ ), 

. 'o J - cte (función combinatoria) 

j ~ O cte (función combinatoria) 

10) f(n) • (n)j, j ~ O cte (función factorial descendente) 

11) 

12) 

f(n) 

f(n) 

= (n)1, J~ O 

1 
• or 

"· 

cte (función factorial ascendente) 

(reciproca del factorial) 

13) f{n) = cos {an) {función trigonométrica) 

14) f{n) =sen {an) (función-hiperbólica) 

l. 3. Transformada geométrica ordinaria 

llida una función discreta f(n) varíese n y multiplíquense térmi-

no a término los valores así obtenidOs por una sucesión gométri 

• 



3, 

ca en la variable de transformación z. A la suma de todos es 

tos productos se le llama "Transformada Geométrica Ordinaria" 

de la función f(n) y se le representa mediante fg {z). 

fg(z)=Í(O)+f(l)z+f(2) z
2 + ·· · + f(n) z

0 + · ·· 

m " ¿ f(n) z 
n=O 

(1.3.1.) 

Se ha obtenido así, tal vez nada más formalmente, una serie de 

p.:ltencias. 

- - ·---. 
l. 4. El radio de conven;encia de la serie 

La t'ansformada Geométrica Ordinaria es de hecho una serie de 

potencias como se afirmó en el inciso anterior, sin embargo, no 

se atacará el problema de definir intervalos de convergencia;para 

los fines que se persiguen en las notas la serie puede ser "ver

dadera" (radio de convergencia mayor que cero) o puede ser 

"formal" (radio· de convergencia nulo). De hecho Mcbride [ ) 

sostiene "La relación entre la transformada geométrica y la ~un

ción discreta es una relación cualitativa cuya validez no d~pendc 

de la longitud del radio de convergencia". Por su parte E. T. 

Bcll [ ) establece"la validez de los resultados al Igualar coe-
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ficientes (de mismas potencias de z) después de una manipula~ 

ción formal de !as series", De ahí que no sea de imerés deter-

minar el radio de convergencia para ta representación en serie 

de las transformadas. 

l. S. Transformadas de diversas funciones discretas 

l. S. l. Pulso unitario en el origen 

La función cf(n) se define de la siguiente manera: 

{
'''"'o f(n) =cf(n) " 
Osln"fO 

De ahí que su representación 

gráfica sea la que aparece en 

la figura 1, l. 

f(n) 

l • 
' 

o 

Figura 1.1. 

" , 

Por la definición de T.G.O. (Transformada Geométrica Ordinu-

ria) se tiene 

g ~ n 2 f (z)=L- c/(n)z =l.l+O.z+O.z + " ... +O.z+ ... =l 
n=O 

De manera que se puede establecer la correspondencia 

(1.5.1.) 

l. 5. 2 .. Pulso unitario en m 



• 

• 

Esta función se define también 

mediante la delta de Kronccker 

{

l,io•m 
f(n)"' cf(n-m) = 

Osln'fm 

Su gráfic.l aparece en fig. l. 2. 

Por la definición de T. G. O. 

f(n) 

l 

fg{z) = Z cf(n-m)z" = 0.1+0.z+O.z2 + 
n=O 

" m + ... +O.z+ =z 

de manera que 

l. 5. 3, Escalón unitario 

Figura l. 2. 

m ... +l.z + 

• 1 

m 

S . 

(1.5.2.) 

La función escalón unitario u(n) queda definida de la siguiente ma-

nera (fig. l. 3.) 

f(n) = u(n) = {' 
. o 

si n ~ O 

si n < O 

En este caso 
ro 

fg(z)= 2:::.: u(n)z"= 
n=O 

2 l.l+Lz+l.z + 

" + ... +l.z + ... 
ro 

fg(z) = L z" = "1,-'l'oz
n=O 

p..Jr tumo e , 
, u (n)(=:>-r:z 
' 

f(n) 

.............. 

Figura l. 3. 

(1.5.3.) 
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l. S. 4. Combinación lineal de funciones discretas 

Sean las funciones f(n) y g(n) y F(n)== af(n)+bg(n); a y b =eres. 

Por la definición de T.G.O. 
ro ro 

Fg(z) =L. F(n)z0 = L [af(n)+ bg(n)] z0 

n=O n=O . 

empleando La propiedad distributiva de la suma 

ro ro 
F g(z) = L af(n)z0 + L bg(n) z0 

n=O n=O 

y al ser a y b constantes 

ro ro 
Fg(z)== aL f(n)z0 +b L g(n)z0 

n=O n=O 

p::¡r la definición de T.G.O. 

Fg(z)= afg(z):: bgg(z) 

esto es 

j af(n)+bg(n) ~ aF"(z)+ bgg(z)l 

L S. 5. Convolución entre dos funciones (Producto de Cauchy) 

{1.5.4.) 

Dada la función f{n) y la g(n) se entiende por convolución entre 

ellas y se le representa me::liante f(n) * g(n) a la suma 

" f(n) * g{n) == ~ f(m) g(n-m) 
m=O 

Asf ¡:or ejemplo sea 

entonce':l 

f(n) = s0 

g(n) " b0 

a0 • b0 = t: am bn-m == b0 

m= O 

• 
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pew a n+l ( ¡f)n+l 0 a m l - (i;) l-
¿ <- > " " b 

m "'O b l - a b - a ,. 
De manera que: 

1- ( fi )n+l bn+l n+l 
a" b" = bn+l - a • " 

b-a b-a 

Una vez que se ha ilustrado el significado de la operación llama-

da convolución se aplicará la definición de T. G. O. 

m ""f:.. f (n) • g (n) z 11 = 
n=O 

¿ " 
'" z::: m=O 

f(m) f(n-m) 
n=O 

pero 

" f= f(m) g(n-m) = 'f:._ 
m=O n=O 

L f(m)zm g(n-m)zn-m 
m=O 

m m 
= L f(m)zm L g(n-m)zn-m 

ffi"Ü n=m 

de donde si n-m=r 

m m 
2:::: f(n) • g(n) z

11 
= L f(m)zm 

n::O m =O 

ro 
2::: 
r=O 

y nuevamente ¡;orla definición de T.G.O. 

rn 
~ f(n)•g(n)z11 =fg(z)· gg(z) 
n=O 

Se establece 

(1.5.5.) 



8. 

l. S. 6. Fuñción retrasada 

1.5.7, 

Sea la función f(n) referida a un origen O arbitrario y traslá-

dese este origen m unidades en el sentido negativo del eje n, 

la función referida a este nuevo origen O', es f(n-m). (Fig. 1. 4. ). 

Pensando en término:> de 

tlem¡::o se puede suponer 

que la función "tardo" en f(n) 

presentarse m unidades, 

esto es, se retrasó m 

unidades de ahf el nombre. O' 

Aplicando la definición de T.G.O. a 

m 

' 1 

o 

Figura l. 4. 

f(n-m) 

· ro ro 
fg(z) =:L f(n-m)z 11 =zm L f(n-m)zn-m 

si n-m::r 

n=O n=m 

ro 
fg(z)=zmL f(r)zr::zmf&(z) 

r=O 

y la corresp:mdencla es 

Función adebntada 

(1.5.6.) 

Sea la función f(n) referida a un origen arbitrario O, trasládese 

este orfgen m unidades en el óentido del eje n. La función refe-
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rida al nuevo origen es f(ntm) (Fig. l. 5. ) . 

. 
Nuevameme pensando en términos· f(n) + f(n) i 

1 
de tiempo puede sup::merse que la 

función adelamó su presentación. 

Sin embargo, el correr el orígen 

en el sentido del eje, implica dejar 

una porción de la función en la re-

gión negativa del eje n, lo cual de-

o 

1 
¡ 

O' 

Figura l. S. 

9. 

~ corregirse ¡:ora no caer en contradicción con la definición com-

plememaria f(n) =O si n <O. 

Aplicando la definición de T. G. O. a f(n+m) 

ro 
fg(z) = L f(n+m)z 0 

n=O 
si n+m= r 

ro 
f(r) zr-m = z-m L. f(r)zr 

r=m 

m ·oo -
L f(r)zr = L f(r)zr -f(O)-f(l)z-f(2)z2-.,, -f(m-l)zm-1 
r=m r=O 

luego. 

y se establece la correspondencia 

(l. S. 7.) 
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1. S. 8. Sucesión geométrica 

i) Sea f(n)=a", entonces aplicando la definición de T.G.O. 

m m ¡ 
fg(z)= o::;:--- a0 z0 = ~ (az)0 = ,-,éc.,-

L- L..... 1-az 
n=O n=O , 

por consiguiente 

1 
•."- .,-'¡;e;. -1-az 

li) Por otra parte si 

F(n) =a" f(n) 

Aplicando la definición de T.G.O. 

esto es 

y se establece la correspondencia 

a= cte. 

a=cte. 

l. 5. 9. Productos sucesivos de la variable por la función 

i) Sea la futlción f(n) con T.G.O. fg(z), entonces 

m 
fg(z) = .Z::: f(n)z0 

n=O 
m " 1 fg (z) = Z n f(n) z -

n "' 1 

(1.5.8.) 

(1.5.9.) 

' 



y p::lr tanto 

d 

" 
m 

"' Z n f(n)z 11 

n=O 

ii) ·si t (n)"' u{n), entonces 

esto es: 

d fg(z)= 1 
Cz (l-z)2 

' 

n u(n)~ z 
(l-z)2 

pero u {n) "' 1 luego 

!J. 

{l. 5. 10.) 

(1.5.11.) 

Hi) Sen nuevamente la igualdad encontrada en el párrafo anterior (i) 

derivense nuevam1nte ambos miembrOs 

m .........- 2 n-1 "'.::;__ n f(n) z 
n "' 1 
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luego 

Al operador d ,_ ,, se le acostumbra designar con O, esto es 

operando nuevamente con e : 

y nuevamente 

en general 

2 ,, 
=z-

·dz2 

( t 
S(n,l)z.l d 

d;T 

+' 

(1.5.12.) 

en donde, S (n, ~ ) es el número de Stirling de segunda especie, 

(esta tabla figura en el anexo [ J ). 
Se establece p:rr tanto la corresp::mdencia 

j~O cte. (l. s. 13.) 

• 
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--------

iv) SI f (n) =u (n) entonces 

luego 

j'~O. cte. 

v) Como caso particular sea j = 2 

luego 

z 2 z2 
+ 

(l-z)2 (1-z) 

2~ z(l+z) 
n (l-z)3 

l. S. 10. Función factorial descendente 

zn' 
~ 

(1-z) 

13. 

(1.5.14.) 

(1.5.15.) 

1) Sea la función f(n) y aplfquesele la definición de T. G. O., se 

obtiene 

clertvnndo rniembro a miembro j veces, resulta 

,J "' 
-:- f 8 (z)"' Z n(n-1) · · · (n-j+l) f(n) zn-j 
dzJ n=j 

¡m o 
n (n-1) · · · (n-j+l)"' (n)j j~Octe. 

(notación de Riordan a partir de la de" Pochammer). 



14. 

!S función factorial descendente, luego 

. ro . 
L fg(z)"' L (n)j f(n) zn-J 
dzJ n"' j 

. ro 
zÍ ~ fg (z) = L (n) f(n)z0 

dz.l· n-=0 

la corresp:mdencia establecida es: 

j ~O cte. 

ii) Si f(n)=u(n), fg(z)=.,.l....,. 
'-' 

luego 
00 · · dj 1 L (n)· z0 

"' ~) --.-
n=O 1 dzJ 1-z 

ro _Lj!l-''cj~-
~ (n) j z" = (1-z) j+l 

y se establece la corres¡:ondencia 

j>O Cte. 

l. S.ll. Funcióri factorial ascendente 

(l. 5. 16.) 

(1.5.17.) 

Se define a la función factorial ascendeme (n)j de la siguiente ma-

. nera 

(n)j = n(n+l) · · · (n+j-1) j ~ O cte. 

luego 
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Por otra parte, se encontró en el párrafo anterior 

~ n_i!zJ 
(o)J ' - (1 -i+l 

n=O ·zr 

luego p:>r la expresión (l. 5. 7.) 

P'"o 
si r < j 

luego 

y la corres¡::ondencla establecida es 

j-2 J - 2: (r). zr 
r=O J 

J! zl 
(1-z)J+l 

15, 

1> O cte. (l. 5.18.) 

l. 5.12. Función combinatoria (binomial) 

l) " Sea f(n) = ( j) ; j ~ O cte. 

Se sabe que 

( ~ ) = --'"'---
J J!(n-j)! 

o! 
(n-j)! 

= n(n-1) · · · (n-j+l) = (n)j 



luego 

Aplicando la definición de T. G. O. 

m n. co 
fg(z)=~ (.)zn=L: 

n=O J n=O . . • 

puesto que j es constante 

1 00 
fg (z) = -. 

1
- 2: (n)j z0 

J n=O 

y por la expresión (1. .17.) 

(n)j 

. ' J • 

l! zl 
(1-z)J+l 

,J 
=__.:.CUT 

(1-z)i+l 

y se establece la corresp:mdencia 

~r la expresión (l. S. 9.) 

j 1!. O , cte. 

U) Sea ahora ( 

f(n) = "ti) 
Aplicando la definición de T,G.O. a f(n) 

16. 

(1.5.19.) 



pero por la expresión (l. 5. 7,) 

j -l. J L: <,'1 ,, 
r=O 

pe m 

luego 

( r) =O 
j 

si r <j 

---''"-j ,.,., = -'-' = 
(l-z)j+l (1-z)i+l 

y se establece 

(n+j)- . J 
j (1-z)j+l 

Por (l. S. 9.) 

a =cte. 

Hl) .-t:a f(n) = (~); j l!= O cte. 

Aplicando la definición de T.G.O. a f(n) 

(j)=O sin >J 
n 

17. 

.. 

(l. 5, 20.) 



luego 

(teorema del Binomio). 

y se establece la correspondencia 

( J ) ~ (1 +z)j 

" 
ypor(l.5.9.) 

( j) a0 ~ (l+az)l 
n 

l. 5.13. Función combinatoria (multinomial) 

!) Sea 

en donde 

jt+j2+"· +jr-1 +jr=n 

.jl, j 2, ... , jr-l' jr'!::.Oenteros 

j >0 cte. (1.5.21.) 

La función multinomial puede expresarse en términos de la 

binomial de diversas manera se tiene así: 

pero 
n-j -j .... -j =j 

1 2 r-1 r 



luego 

ii) Otra forma de expresarb es como sigue: 

per'o 
j+j+··•+j=on 
J 2 r 

luego 

Pero todavia más: 

19. 

(l. 5. 22.) 

entero 

enteros 

(jl+j2~··· +jr) 

lr 
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_ U1+J 2>! 01+J 2+í3>! ·•· U1+Jz+ ·· · +ir_1)! 
• 

(it +iz+· · · + Ír-1)! 

l¡! lz! U1+izl_!j3'· -U¡+íz+· · · +ir-2)ljr·l~ id iz! ·· · Ír-1! 

De manera ue 

" J (1¡+1,+··· +jr·l)(" ) 
(J¡.iz , ... lr-l>lr = irl2 , .. ."Jr-l ir (1.5.23.) 

y r > O entero 

" " " (j )=(n·¡· )=(j +j +···+¡· 1 
r r 1 2 r-1 

. iii) Sea nuevamente 

" f(n)=(. ) 
Jl'j2 • ''' jr-I'jr 

Por la definición de T.G.O. 

y p::lr (l. S. 23.) 

yp::lr(l.S.l9.) 
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y se establece 

(1.5.24.) 

r > O entero 

j . . ~o t l'J
2

, .•• ,Jr enteas 

111) También es posible encontrar el equivalente multinomfal de 

(l. 5. 21.) 

Considérese para ello nOmeros multinomiales de la fonna 

de manera que. 

r, j > O enteros 

y fórmese la función 

f(n) = ¿ ( 0 1>n2j• ··•11r) 

n +n +· ·· +n "'Í l 2 r 

8 I 01 +a2n2+· ·· +ar"r"'" 



en donde· 

' a 1 , a2 , ... , ar son enteros no negativos 

Por la definición deT.G.O. 

pero 

luego 

J 
L ( 0 1• 0 2 • ···"r) 

nlffi2+·. ·+nr=j 

a 1 n1-ta2 n2+· ·· +arnr=n 

"¡+nz+·· · +nr<=j 

a 1 n1+a2 n2 +···+arnr=n 

01+n2+···+nr=j 

al "1 +a2n2 + ... + ar"r = n 

y p.Jr el teorema multinomial 

g a 1 
82 a J 

f (z)=(z +z +···+z r) 

Se establece 

22. 
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j 

2:<nl "2''' "r) 

nlffi2+··· +nr=j 

a 1n1 +a2n2+·· · +arnr=n 

'1 '2 . a.:_ j 
~ (z +z ¿-···+z I") 

23, 

(1.5.25.) 

a 1,a 2
, ••• , ar "=O enteros 

r, j >O enteros 

l. 5.14. Recíproca del factorial 

i) Sea f(n) : _1_ 
" ! 

Aplicando la definición de T.G.O. a f(n) 

luego 

1 
"ñT 

YPJi(l.4.9.) 
07""---, 
~ .(;:::9' e az 

"' 
il) Sea f(n) = b>Octe. 

Si Lb= a, ror (1.5.22.) 

a = cte. 

+ .. , "' ez 

(l. S. 26.) 



por consiguiente 

finalmente 

1.5.15. Recíproca de !a variable n, 

Sea f(n) =..!.. , n"'1,2, ... 
" 

luego 

1 ," -¡¡-

Pero por la expresión (l. S. 3. ) 

ro ' 
2: z" .. --1._ 
n=O 1-z 

sin embargo 

luego 

"-1 

' 

antider!vando miembro a miembro 

m 
-1 ~ n-1 -1 1 O ¿_ z =O 

n=l T-2 

24. 

b>O', cte. (1.5.27.) 



m· 
¿ {- z"=- L(l-z) 
n=l 

(la constante arbitraria es nula). 

Se establece 

r~-~-<o-=-l>~--L-(-1--,-) 

Por (l. 5. 9.) 

1-? <.~ -L (1-az) / 

l. 5. 16. La función (j)n 

i) Sea f(n) = ~~n : j ':> O entero 

Se tiene: 

¡:ero por (l. S. 20) ' 

(n:J-1)~ 
1"1 

U) Sea f(n) = --'--=
(i)" 

Se tiene: 

1 
(1-z}i 

j) O entero 

1 U-1): 
ü>" = U+n-1): 

pero por (l. 5,26.) y (l.(,. 7.). _
2 

1 ~ 2-(j·l) cz- ~ 
Ú.J.n-1): . fto L'j 

~ : 

25. 

(1.5.28.) 

(1.5.29.) 

(1,5.30.1.) 

j ) O entero 



luego;_---------,--~,--.-, 
(l. 5. 30. 2) 

26. 

j -2 ~ 
ez-¿ ~ 

~-o ~. 
j >O entero 

1. 5:'17. Funciones trigonométricas 

1) Sea f(n) =coa (an) + i sen (an) = eian 

aplicando la definición de T. G. O. a f(n) 

t&(z) = Z.. Ícoa(an)+i sen (an)] zn = 
n=O [ 

"' .:z 00 00 ian n 
cos(an)zn+i L: sen(an) zn = L e z 

n=O n=O n=O 

por consiguiente 

pe<O 

luego 
m 

L: 
n=O 

m m 1 
,L cos (an) z0 + i Z sen (an) z0 = -.,--'-,;; 
n=O n=O l-ze19 

eia =coa a +i sen a 

m 
cos(an) zn+l L sen(an) zn- 1 

n=O 1-z(coa a+t sen a) 

• ------'1------, __ 
(1-z cosa) - i z sen a 

multiplicando, en el segundo miembro, numerador y denominador 

por (1-z cosa)+ l z sen a, resulta 

m w 1 . ......::;-- n . -:;- n -z coa a+tz sen a 
L... cos(an)<: + 1 L..... sen(an) z = 

2 2 2 
2 

n= O n"O (1-zcosn) -i z sen a 

-_..'1'..:.-ó'-''-''"''-"',-- z sen a = + i -''-"'"'-'--,;--
1-2zcosa+z2 l-2zcosa+z2 
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De donde se obtienen las corresp:mdenclas 

cos (an) (==> 1-z ces a 
1·2 zcosa+z2 (l.5.3l.) 

a=cte. 

sen(an) ~ z sena 
l-2zcosa+z2 

{1.5.32.) 
a= cte. 

U) Una generalización Inmediata se obtiene considerando 

f (n) = b11 ces (an) + i b11 sen (an) 

entonces 

y _¡::or (1.5.9.) 

bn cor;(an) ~ 1-zb cosa 

1-2 zbcosa+z2 b2 
L----------'-----J (l. 5. 33,) a, b= cte. 

• 

b11 sen(an) {=o) zbsena 
_ l-2zbcosa+z2 b2 (l.S.J-1.) 

1---'-----------_l a, b =cte. 

l. 5, 13. Funciones Hiperbólicas 

Sl f(n) = cos h (an) + sen h (an) 

o blen 
f {n) = b 11 cos h (an) + b11 sen 11 (an) 



----
28, 

se llega, razonando en forma similar al caso de las funciOnes 

circulares, a expresiones ¡¡milogas para las hiperbólicas: 

cosh(an) ~ l~zcosh a 
1-2 zcosh a+ z2 

--='"'"'~"'""''--~ senh{an) 4:9 -: 
1-2 zcosha+z2 

a::: cte. 

a= ae. 

b0 
sen h (an) ~ --~1c-c''-"bC0e0c''"~''-,

l-2zbcosha+z2 ~ 

(1.5.35.) 

(1.5.36.) 

(1.5.37.) ¡ _______ _] 
a,b =cte. 

b0 cos h (an) 4=9 ---''"b''''O"C0ec''--~~ 
l-2zbcosha+z2 b2 (1.5.38.) 

.a, b = cte. 



--
29. 

1. 5.19. Funciones de Stirling 

1) El número de Stirling de segunda especie S(n,j) se de-

fine de la siguiente manera 

S(n,j) = _!.__ f (-1)1 d )U- .. 0
11 

P•O cte. 
J! Fo 

Ea claro que si j permanente constante y p:>r el contra-

rlo n varfa, se obtiene una función discreta f(n) 

f(n) =S (n,j) 

f(n)=O si j >n 

Aplicando la definición de T.G.O. a f(n): 

ro 
t 8 (z) = ¿ S(n,j) z

11 

n=O 

ro J 
= L ~ 7 <-t> 

n=O J • Fo 

intercambiando Sllmatorlas 

s_rJ J.i 1 
t <z>-rr_~<-I> <_.e_> 1-zU-j) 



Si j = 1 

m 1 l 1 1 
~S(n,l)zn=~Zo(-1) (J.) ~1--,""(1~-t~) 

1 ' =--1=-
1-z 1-z 

Si j = 2 

w 1 2 'J.2 1 
L S (n, 2)zn "'F L ( ·1) ( 1.) '1-c-,o!(,-2-"'"1 
n=O · 1=0 "' 

y en general 

g ~ n -~~,..3'~¡ ~~~~ f (z) =L.. S(n,j) z = 
n=O (l-z)(l-2z)·· · (1- ) 

se ha establecldo la corresp::mdencia 

7---,-::-~,J~· --,---,-;S(o,j) .,.... e 
(l-z)(l-2z)· · · (1-jz) 

30, 

(l. S. 39) 

j > O cte. 

ii) Si ahora -se considera 

f(n) =S (n+J,j) 

Aplicando la definición de T.G.O. a f{n) y tomando en cuenta 

(1.4.7.) 



,, 

(l-z)(l·2z) · · · (1-jz) 

pero 

S(J.,j)=O J.d 

luego 
fg(z): 1 

(l-z)(l-2z) · · · (1-jz) 

y por tanro 

j - 1 -z 
R =0 

S(.~ ,j)zl J 
31. 

S(n+j,j) = -::-:-::-:01 -,---,,--,-7 
(l-z)(l-2z)· ·. (l·jz) 

(l. 5. -10.) 

j:>O cte. 

!U) El número de Stirling de primera especie s(n, k) se define como 

el coeficiente de z" en el desarrollo de (z)0 , esto ea: 

(z)
11 
= s(n, 1 )z+s(n, 2)z2 + · · · + s(n, k) zk + · · · + s(n, n) z11 

luego 

"' L. s(k, n) z 11 = (z)k 
n=O 

puesto que 

s(k,n)=O si n>k 

por consiguiente se establece la corresp:mdencla 

1 s(k, n) ~ (z)k \ 

o 
l. S. 20. Cociente j (j =cte.) 

(1.5.41.) 

Sea f ( ~). j =:cte., entonces por la definición de T.G.O. 
1 



cambiando la variable bajo transformación: 

!! = m 
j 

n = mj 

entonces 

Z f( n) z0 ~ "2. f(m)zmj 
n=O J m=O 

y se establece 

ro 
= L f{m)(zj¡m::: fg(zj) 

m=O 

1.5.21. Diferencia f(n) • f(n-1) 

Por la definición de incremento 

.Ó.f(n-1) = f(n)- f(n-1) 

j = cte. 

pero p:>r la definición de T. G. O. y ¡::or (L 4. 6.) 

ro . 

32. 

(l. S. 42) 

L 'jt(n)-f(n-1)) z0 ::fg(z)-zfg(z)=(1-z)fg(z) 
n=O -

. ·'-' 
por consiguiente 

(1.5.43.) 

l. 5.22. Suma definida (suma parcial) 

" i) Sea f(n) = L f(m) 
m ::Q 

entonces por la definición de T. G. O, • 



•• 

luego 

f8(z)=~0 zn [i.of(m) J 
m 

=·L. f(m)zm 
m=O 

"-m 
' 

ii) Sea la suma iterada 

" F1 (n) = L f(m) 
m=O 

n 
-F. (n) = 2:: F. 

1 
(m) 

J m:.Q J-

Razonando como en el caso anterior se obtiene; 

Por erra parte: 

F 1 (n) = f(n)+ f(n-1)+ f(n-2)+ · · · + f(O) 

F2 (n)= ± [t(m)+f(m-l)+···+f(O~ 
ffi"'Ü ~ 

:: f(n)+2 f(n-1)+3 f(n-2) + ... + (n+ 1) f(O) 

33, 

(1.5.44.) 



34. 

y en general 

l:+· n+j-1 
F. (n)=f(n)+jf(n-1)+ ... + ( J )f{n-.t)+· ··+ ( j-1 ) f(O) 

J 1. - 1 

luego 

. .t+ j n+j-1 fg(z) 
f(n)+Jf(n-1)+···+( )f(n-J.}t···+( . )f(O)G=;> . 

. ..t-1 J-1 (1-z)J 

1.5,23. Suma total 

Por la definición de T. G.O. de f(n) 

ro 
fg(z) = n<'o f(n) z" 

---·entonces, si z"' 1 

(l. 5. 45.) 

y se ha obtenido la "suma" total de la función f(n), esto es: 

(1.5.46.) 

Obsérvese que esta suma no necesariamente es finita. 

1.5.24. Propiedad del valor inicial 

Puesto que 

esto es: • 
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35. 

f g(z) = f(O)+f(l) z+f(2)z2 + · · ." + f (n) z0 +-. · 

si z = O 

fg(O)=f(O)+O.tO+· · · +0+· · · 

esto es 

1.5.25. Propiedad del valor final 

En el inciso (l. 4. 20.) se encontró 

esto es; 

Z [f(n)- f(n-1)] z0 = (1-z) fg(z) 
n=O 

(1.5.47.) 

"f;
0 
~(n!- f(n-1~ z0 = G(O)-f(-1) J + [r(l) -f(O)J z+ [r(2)-ftl) J z2

+- · · + 

+ [t(n)-f(n-l)J z0 +· ·· =\1-z) fg(z) 

Por otra parte 

~0 [r(n)-f(n-l)J = [t(O)-f(-1)] + [t(l)-f(O)J + [f(2)-f(l~ +·· · + 

- ' + rf(n)-f(n-1~ +· .. = f(co)=llm f(n) 
L J n->co 

entonces 

11m f(n) = Jim (1-z) fg(z) 
n--+m z_,.l 

(1. 5. 40.) 

Los resultados (1.5.1.) a (1. S. 48.) así como otros. aparecen re

sumidos en el anexo [ J 



36. 

l. 6. Primeros métrxlos para anritransformar 

l. 6. L Búsqueda en tablas 

El método más directo y cómodo para antitransformar, consiste 

en llevar la función fg(z) a una de las formas que aparecen en 

tablas_ como las del anexo [ J y leer directamente la función 

f(n) que le corresp:mde. Asf !Xlr ejemplo, 

z - 3 -1) fg(z)- z - 3 

l-4z+4z2 
~ 

(l-2z)2. 

3 
(l-2z)2 

SI 

,. ¡,) ---,''é:--;,. 
1 - {1-2z)2 

entonces: 

Y rf{z)=- 3 
(1·2z)2 

,, 
(l-2z)2 

¡x:¡r (l. S.ll.) y (l. S. 9.) 

t1 (n)=~ n2° 

fbr otra parte 

f:.2 (z) ~ - 3 -c-1~2 (1-tz) 

entonces, JX>r(1.5.20.) 
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De donde, pJr (1.5.4.) 

f(n) = n 2n - 3 (n+l) 2° 

= 2° {n-3n-3) 

f (n) = - (2n+3) 2° 

Por una parte, (1.5.21.) hace ·:er que 

37. 

sin embargo, al estar rnuinplicado el binomio por z2, es 

necesario emplear además (l. 4. 6. ), esto es, la función se 

encuentra retrasada en dos unidades, de· manera que 

4 n-2 
f(n)=3(

0
_2 ) 5 

3) fg(z) = e2z (1+3z)7 

.Si 
f~ (z) = e2

z 

~ (z) = (1+3z/ 

entonce& 

Se trata de un producto de transformadas y por (l. S. 5. ), l:.t 

función original es una convolución. 

' f(n) = L t 1 (m) r2 (n-m) 
m=O 

Se tiene [.Xlr (l. 5. 22,) y (l. 5. 21.) respectivamente 

1 



2" 
fl(n)=lif 

t2 (n}= ( ~) 3n 

de manera que 

. ,, 
4) f (z) = -''---c;

(1+3z) 4 

Se tiene 

Por(l.S.I9.) 

( -3)3 z3 

luego por (l. 5. 6.) 

(-3)3z3 

[1·(·3,1] 4 

f( ) 
1 1 ,3.,) (-3¡""4 

n = 3 
(-3) 

n-7 n-4 
f(n)=(-1) ( 3 ) 

5) fg(z)=.Sz4 +3z2 +2z-8 

Haciendo uso de (l. S. 2.) y (l. 4. 1.) se tiene 

t1 (n) = Sd"(n-4) 

t2 (n) = 3Ó(n-2) 

38. 

• 



• 

t
3 

(n) = 2Ú(n-l) 

f.~ (n)"' -SJ(n) 

entonces ¡:or (l. S. 4. ) 

f(n) = Sd(n·4)+3J(n-2)+2d(n-l) -SÚ(n) 

l. 6. 2. Fracciones racionales 

Sea 

39. 

en donde N(z) y D(z) son p:Jlinomios sin raices en común y 

el grado m del denominador es mayor que el del numerador, 

Pnra antitransformar se hace uso en primer lugar del método 

común de descomposición en fracciones simples y ¡:osterior· 

Así por ejetnplo: mente se acude a la bUsqueda en tablas. 

6z4 +z 3- z2 -.?$- z+ ~ 
. f g (') "-,o-,--,-,-,--,.,-;:---,---'--,--

27 z4 - 81 z3 + 90 z2 - 44 z + 8 

Puesto que el grado del numerador no es menor que el del 

den o m !nadar se efectúa el cociente 

entonces 

+ 18z3.z¡z2 
27zLa¡z3+90z2 -44z+8 

tf (z) =-} 

f ~ (z) = -c:c-r"'''-'":3~--':21'c'~2, __ --,-
27z4 -8tz3+90z2 -44z+8 



40. 

Al factorizar el denominador de tff (z) se obtiene 

27 z4 - 81 z3 + 9oz2 - 44 z +8 = (1-z) (2 -3z)3 

de manera que 

g 18z3 -21 z2 
f (z) = 3 2 (1-z) (2-3z) 

dado que el grado del numerador es menor que el del de-

nominador y no exlsten-facwres-comunes entre ellos, se 

procede a la descom¡:osición en fracciones simples 

18z3·2lz2 

(l-z)(2 -3z)3 
= ~+ B 

1-z (2-3z)3 

se tiene la identidad 

+ e + o 
(2-3z)2 (2·3z) 

18 z3 -21 z2 = A (2 -3z)3+B(l-z}+C(l-z)(2 -3z}+D(l-z)(2 -3z)2 

si z = 1 

18-21=-3=A(2-3)3 A=3 

2 
Siz=3 

18 (; )
3 

- 21 ( ~ )2 
.=. - 4 = B (1- ~) ; B = - 12 

Derivando la ldémidad 

54z2 -42z=:-9A(2 -3z)2 -B+C [ -(2 -3z)-3(1-z~ +D [<2 -3z)2 + 

+6(2 -3z)(l-z)J 

si nuevamente z=~ 
3 

• 
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41. 

pero B = - 12, Juego C = 16 

si de nuevo z = 1 

-·54 -42= I2= -9{3)(-t)2 +t2+t6[-<-t>]+ o[-<-r>2
] 

12=-27+12+16-D 0=-11 

Se tiene 

fg(z) = _3_ _ 12 + 16 
1-z (2 -3z)3 (2 -3z)2 

3 
2 

Ahora bien, por (l. 5. 3.) 

l 
-y:z ~u (n) 

p-Jr (l. 5. 20.) 

l 

(t-lz)3 
2 

4 

11 

2-3z 

11 

- ---,le-c;- *"* ( n+l ) ( 1 )n "'(n + l) (J. )n 
3 2 l 2 2 

(1-- z) 
2 

JXlr. {l. 5. 8.) 

l 

y por{l.5.4,) 

3n2 +9n+6 
f(n)= 3u{n) - . 3 n 3 n ll 3 n (-) +(4n-'-4)(-) --(-) 

2 . 2 2 2 



42. 

Para el caso de factores repetidos en el denominador, e o

mo el recién .ejemplificado, Howard [ J pro¡x:me una expr=: 

alón que facilita el cálculo de los coeficiemes. 

Sea 

N(z) =' -,c-"N'é(':ó)-:--- • 
O(z) (1-az)m D¡(z) 

entonces 

Ao + 
(1-az)m 

( l k ,. 
Ak • - (- ) ----r:-k! a dztc [

(¡_,,¡m N(,) J 
D(z) 1 

z =
a 

k=O, l, ... m-I 

(1.6.1.) 

Su aplicación al ejemplo anterior resulta; 

2.z3 21 2 
fg{z) = l8z3-21 z2 = 4 --¡¡- z 

(l-z)(2 -3z)3 3 3 
(1 ·z)(l-

2 
z) 

k=O, 1,2 

• 
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esto es: 

luego 

9 3 3 -[ '1 --z2+-z+----ª- 2 
4 8 8 1-z z=

3 

= - ~ 

43, 

; k=O,l,2 

Resultados que coinciden con los antericJrmente obtenidos. 

En el caso de que el denominador no tenga raices múlti· 

ples, es cómodo usar la expresión de Feller [ J 

Sean- z¡, z2; ... , zm las raíces del denominador D(z), 

entonces 

N(z) 
"'0("'-,cé-> = 

A¡ 
Z ¡·Z 

Si O' (z) es la derivada del denominador 

Ak = • k:!, ... , m 
D'(zk) 

y m A k 
f("). L. 

"+l k = l ' 

(1.6.2.) 



A manera de ilusttación, sea 

factor izando. el denominador 

fg(z) = 2z2+3z+4 
l (2-z)(3-z)( 2 -z) 

D'(z)=- (3-z)( ~ -zH2-z)( t -z)- (2-z)(3-z) 

o'(2)=~: oi(3)=-i, o·ct>=- 1i 
1 -N(2)=-18, -N(3)=-31, ·N(2)=-6 

At =- 12, A2 = ~, A3 =! 
f(n) = - 12 

2n+l 
+ 62 1 +8(2)n+l 

"""'5""" 3 n+l 3" 

f(n)= -6( . .!.)n+ 62 (l)n+ 16 (2)n 
2 15 3 T 

44. 

Por otra parte, dada la frecuencia con que se presenta 

en las aplicaciones antitransformar los cocientes 

l ' (1-az)(i-bz) Y {1-az)(l-bZ) a ;' b 

es conveniente tener explfcitameme la corresp:mdencia. 

Facilmeme se· comprueba que 

(1.6.3.) 

a¡'b • 
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- ~~''"'--~-1 (1 ·az)( 1-bz) 

t. 6. 3. ~sarrollo de MacLaurin 

45, 

(1.6.4.) 

a;' b 

Puesto que fg (z) es la suma de la serie de protencias cuyos 

coeficientes son f(n), n=0,1,2, ... ; ¡:or el teorema (1.4.v.) 

se tiene: 

f(n) = - 1 

' ! 

Este teorema suministra un método adicional para antitransfor· 

mar, Así pJr ejemplo, sea 

1) 

entonces 

d
11 n 1 a0 

• 
dz0 1-az (1-az)n+l 

de manera que 

1 f(n) =
'! 

entonces 

[ 
" a' 

(1-az)n+l 

az n nz e =a e 
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de manera que 

f(n) =l._ [a" e82
] = 

811 

n: z=O n: 

l. 7, Transformadas de funciones matriciales 

l. 7.1. Punciones marriciales 

Sea como en el inicio (l. 2.) la variable natural n que representa 

a cualquiera de los enteros positivos y además al cero, si median-

te F(n) se le hace corresponder a estos enteros no negativos tablas 

de nameros reales cualesquiera, se dice que se ha definido una fun-

ción matricial (discreta). Complementariamente se agrega la de-

finlción 

F (n) =O ,¡ "<o 
Así, por ejemplo, 

F (n) = 
[ 2o+3 

Ó(n-2) 

cf(o) l ,, 
es una función matricial y la corresp:mdencia establecida obvia-

mente es: 

, La definición de Transformada Geométrica Ordinaria de una fun- ' 

ción matricial es: 
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rn 
Fg (z) = 2:: F (n) zn (1.7.1.) 

n"'Ü 

análoga a la de las funciones escalares, Obsérvese que !!._ 

T.G.O, de una función matricial es la matriz de las T.G.O. 

de las funciones discreras que son los elementos de la matriz 

original. Así, para la matriz F (n) del ejemplo se tiene: 

luego 

,, 3 
2n+3~ 2+ -r:z; por (1.5.3.) y (l. S. U.) 

(1-z) 

(n) ~ 1; por (l. S. l.) 

(n-2)~ z2;por(l.S.2.) 

n2~ z(l+zJ ;por(l.S,lS.) 
(1-z) 

Fg (Z) = 
3-, 

1 
(l-z)2 

_2 'n' 
.(l-z)3 

l. 7. 2. Potencia de una matriz 

1} Posiblemente es en el problema de elevar una matriz a una 

potencia donde puede apreciarse con darldad la ventaja de 

la técnica de las transformadas geométricas en el área ma-

tricütl. 
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Se• 
- -o 
F(n):A 

en donde A es una matriz cuadrada de constantes. La función 

matricial discreta 
-o 
A es análoga a la sucesión geométrica a" 

de (1.5.8.). 

Aplicando la definición de T.G.O. a F (n) se tiene: 

esto es: 

expresión análoga a (1.5.8.). 

( T: matriz identidad). 

(l. 7.2.) 

Por otra parte, la serie representa a la matriz inversa si el 

valor absoluto de z es menor que el recíproco del valor ca

racterístico de A de mayor valor absoluto. Sin embargo, 

como se comentó en (l. 4. ), no es necesario estar calculando 

.el intei-valo de convergencia en cada caso, 

li) En forma semejante a la tratada en el inciso (1.5.) se encuen 

tran expresiones para transformadas de diversas funciones ma- t 
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triciales, lo anterior es consecuencia directa de la definición 

de T. G. O. (l. 7. l. ). A manen~ de ilustración considérese 

Se parte de 

- -o 
F(n)=nA 

rT-xzJ ·1 ·Z A'z' 
n=O 

derivando ambos miembros 

luego 

m 

" ' ' ¿_ A z 
n=O 

dz
d [r-AzJ -l =~ nAnzn-l 

n=O 

z ..!!.._ 
dz 

1 o X'- z 

.¡ ro .z 
n=O 

' ' TJ A z· 

' 

(l. 7.3.) 



- - 1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

,1 
. 1 
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A manern d~ ilustmclón, sea 

factorizando el denominador 

fg (z) = -=2~'~22+~3~'~+-;4'--
(2 -z) (3 -z)( 2 -z) 

' l l O (z) = -(3-z)( 2 -z) -(2-z)('2 -z) -(2-z)(3-z) 

o' (2)"'~: ol(3)"'- ~,o' <ÍJ =- 145 

-N(2)"'·18, -N(3)"'-31, -N(~)=-ó 

A =-ª-3 S 

12621 So+! 
f(n) =- +- -:-;;icr-+ -S (2) 

2n+l S 3 nt-l 

f(n) =- 6 clt+~ ( !.l +__!&_ czt 
2 lS 3 S 

Ta1nl.Jién s~ dispone de la expresión johnson-Kotz ( ) parad caso 

en que wdos los factores del denominador son distintos entre si. 

en dowJe p(z) es pJJinomio de grado r (r<' m) sin ú1ctoreo comunes 

con el denominadur. 

SI p{z) A¡ A2 Am 
'¡'¡-_,cl-,c)c(ol--o",",':¡'-.-.-.c,ol--o-m-,o) o o¡c.,~j~,, + 1 a2 z +··· + 1-amz 



entonce.r''------------------, 

y 
m 

f(n) = L 
k=1 

,k"'-!, ... , m 

Como ilustración sea 

fg (z) = 2z+3 
(l-2z)(!-Sz)(l-6z) 

""'l este caso 

m=3, a
1 

=2, a2 =s, a3 =6 

2d )+3 4 
A = ' 1 (1-2)(1-6) 3 <-,-)(-2) 

' 2 
para ~=2 

2 ( ~ )+ 3 
17 
s -A·- -

<'><-l) 2- (1-~)(1-2.) 
S S S S 

parnk=3 
2{t)+3 

10 -,-
A = ' 3 {1-.1)(1-.§.) (i)(l) 

6 6 6 6 

Jucgu 

. 
= .1. 

3 

SS 
= -3 

= 30 

- ~-

(1.6.2.1.) 
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Por otra jXIrtc, dada la frecuencia con que se presenta en 

las o.plicaclones antitronsíormar los cocientes 

l -,--z'7.-c-c-
(l -az) (1-bz) y (l-uz) (1-bz) 

es conveniente wncr eX'[!lícitamente la correllpondencia. 

Fácilmente se comprueba que 

bn+l _ a n+l 

b-o 

J 
,( > (1-az)(l-bz) 

(1.6.3.) 

',. b 
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1 

1 

1 

1 

1 
1 



• 2.2.3. Eventos recurrentes 

i) Considérese una urna con bolas blanca.':l y negras en_ sufi

ciente cantidad y supóngase que se extraen las bolas una 

a una, se registra el color de la bola sacada y se regre-

sa a la uran. Es claro que si en alguna de las extraccio 

nes se obtuvo una OOla blanca este hechO no Impide· que en 

alguna otra extracción posterior se vuelva a obtener una bo 

la blanca, Se dice que el extraer una tola blanca (negra) 

de la urna es un evento recurrente. 

Ahora bien, supóngase que en·Ja urna hay una proporción 

de p bolas blancas y l·p-"(1 bolas negras, es inmediato que 

la probabilidad de obtener una bóla blanca en cualquier ex-

tracción 1, 2, ... , n, ... es p y de obtener una bola negra 

es q. 

Se distinguen los siguientes dos eventos: 

A := extnwr una bola blanca en la n=éslma extracción 

B = extraer unn boJa blanca por primera vez en la n -ésima 
extracción. 

Es obvio que el evento A tiene como probabilidad 

p u(n-l) (no se considera la cero-ésima extracción) esto 

es, para cualquier extracción se tiene idéntica probnbili-

dad~ p, de obtener una bola blanca. 

Por su panc el ~vento 8 p.::¡ra que ·se rer~lice, requiere que 

en las (n-l) primeras exlraccioncs se hayan obtenido tolas 



·). 

negras y en la n-ésima se obtenga bola blanca, su pro-
'.¡¡ ' -

babilidad es o-1 por tanto p q .. 

SI se conviene en representar con f'<n) la probabilidad 

del evento A y con f(n) la del B se tiene 

t'<n) = p u (n-1) 

f (n) 
o·l = pq 

Se de¡¡ea encontrar una expresión que permita obtener 

0-n) en función de f(n) y recíprocamente, 

íi) Supóngase nuevamente el evento A con su probabilidad 

/(n), Ahora bien si cada vez que se obtiene un~ bola 

blanca se inicia una nueva serie de extracciones a partir 

de la siguiente, es claro que la obtención de una bola 

blanca siempre será )Xlr primera vez en dicha serie de 

extracciones. De manera que: 

(<n) = f(n) (primera serie de extracciones) 

t/<n) = f(n) *. f (n) (dos primeras series de extracciones) 

(<n) "'Í(n) * f(n) • f(n) (tres primeras series de extracciones) 

y puesto que todos estos eventos son mutuamente exclusivos 

(<n) = f(n) + f (n) * f (n) + f(n) * f(n) * f(n) + · • · 

transformando miembro a miembro y tomando en cuenta 

(1.5.5.) 
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-3· 

pero en el segundo miembro se tiene 

fg(z)+ (tg(z)Y + (tg(z~ 3 + ··· =fg(z) [l+fg(z)+ (tg(z)) 
2 

+·· ·) 

y l+fg(z)+(fg(z))
2
+·" = 

1
g 

.... 1-f (z) 

luego 

esto es 

LC(2.2.7.) 

~ (z) - ¡IJ(z) fg (z) - fg(z) = O 

. ,.(,) [f<'J + 1 J .. , 1' (,¡ 

Aplicando (2 .2. 7.) ni ejemplo anterlor 
,.¡ 

f(n)=pq · 

por (l. 5.6.) y (l. 5. 8.) 

g 
f (z) = 

entonces 

(2.2.7.) 

(2.2.8.) 



y por (1.5.6.) y (l. 5.3.) 

t/<n) "' p u (n-1) 

que es la expresión de partida. 



2. 3. 4. Relaciones entre números combinnwrios 

i) Sea 

f(r1) = ( l~j); i,j > O enteros 

Por (l.S.2l.) se tiene: 

fg(z) "'(l+z) i+j 

=(Hz) 1 (l+z)l 

y por (l. S. S.) y (l. S, 21.) 

' . . 
!lo) • L 1' ) 1 J ) 

m=O m n-m 

J"e-~go:___ ----------

.+. .)L l . 
1 J = ¿ J 

(n) -<ml<n-m) 
m =O 

íi) Sea 

' f(n) = ( .+ ) 
• J 

por (l. 5.19.) 

i+j 
fg(z) = z . 

(1-z) I+J+l 

• --"'e,¡ ~ 
(1-z) i+l 

por (l. S. 5.) y (1. S. 20.) 

' flo) • ;>__ 
m =O 

1 

(2.3.1!.) 

i, j >O enteros 



y por tanto 
~------, 

m 
( i 

iii) Sea 

" " f(n)=(j)+(j-l) 

Por (l.S.I9.) 

)(n~m-1) 
J -1 

,i-1 

(1-z)Í 

y por (l. 5. 20.) 

f(n)=(n+l) 
J 

luego 

n n n+l 
(j )+(j-1)=( j ) 

iv) Sea 

12_ P n 
f(n)="'<> (k)(.k);p'>Oentero k.-;-o 1-

¡:or (l. S. 4.) y (l. S. 19.) 

(2.3.12.) 

i, j > O enteros 

(2. 3. 13.) 

i,j > O enteros 



-3-
. k 

g __ .E-p zl-
f(z)-2_(k) --k+l 

k::O (l·z)l 

p;ro 
j -k ,J -k , , 

= 
(l•Z)j·k+l (1-z)j+l (1-z) -k 

,1 f',') 
k 

= 
(1-z)i+l 

luego 

por ,_.¡ teorema del binomio 

por tanto 

g zj 
f (z) = "+l 

(1-z)-' 

y por (l. S. 20.) 

por consiguiente: 

(2.3.14.) 

j, p) O enteros 



v) Sea 
' ~ m+j-1 

f(n)"' L ( ,·-1 ) 
m=O 

por (1.5,20.) y (1.5,44.) 

g J 
f (z)=- · 1-z 

y por {l. 5,20.) 

f(n) == ( n-:H) 
J 

de donde 

t 
m=O 

vi) Sea 

J 
(1-z)l 

por (l. S.I9.) y (l. S. 44.) 

y por (l. S, 20.) 

f(n)"'(~=~) 

Juego 

-J m n+l 
(. )"'(.+1) 

m -=O 1 1 

J 
"-'-= 

(1-z)j+l 

- 4 -

(2.3.1S.) 

j > O entero 

(2,3.16.) 

j/ O emcro 



-S-
vH) Seo 

0- m n-m 
f(n)"' L ( a) ( e ) 

m=O 

JXlr (l. S.S.) y (1.5.19.) 

g z' 
f (z) : --'7;; 

(1-z) a+l 

zc z'"" 
• _ _o¡"''"'=+2" 

(1-z 

y por (l. S. 20.) 

f(n), ( n-a-c+a+c+l) 
,~¡ 

Juego 

o+l 
=(a+c+l) 

oH 
) "' ( a+c+l ) 

pero 

de donde finalmente 

n-e m n-m n+l 
L._ (a){ e) =(a+c+l) 

m=a 

2, 3. 5. Paiticioncs de un entero positivo 

(2.3.17.) 

i) Supónguse que se desea pnrtir el entero positivo S en otros 

enteros no negativos cuya suma sea S, esto puede reali-

zarse de las siguientes maneras: 



• 
• 
' ' • • •• • 
' 

-· -
1+1+1+1+1 ~ S 

2+1+1+1 ~ S 

2+2+1 ~ S 

3+1+1 ~ S 

3+2 ~ S 

4+1 ~ S 

S ~ S 

en total existen siete maneras de partir cinco, 

Sup:5ngase que se desea que solamente intervengan Jos 

enteros 1 y 2 en las particiones, se tiene entonces 

I+l+l+I+l=S 

2+1+1+1 = S 

2+2+1 = 5 

en total tres maneras de realizarlo. 

Si se desea que intervengan únicomcnte los enteros 1,2, 

y 3, se tiene 

1+1+1+1+1 ~ S 

2·1-1+1+1 ~ S 

2+2+1 ~ 5 
3+1+1 ~ S 

3+2 ~ 5 

El ejemplo anterior permite comprobar el siguiente tco-

.. ,. b rema: 1a, , ... , son enteros ¡:ositivos distintos, 

entonces el coeficiente de z 11 en el producto 

(lna + z2a + ... ) ( Hz b + z2b + ... ) .. , (l+z + z2 + .. , ) 

es el nl1mcro de particiones de n con sumandos n, b, ... " 



) 

En efecto, para el ~jemplo amerior se tiene: 

(l+z+z2+ ... )(l-tzltz4 + •.. )(l+z3-tz6+ ... )(1-tz4-tz8+ ••. ) 

(l+zS-tzlO+ .. , ) = 

y el coeficiente de zS es siete. 

Por otra parte 

(l+z-tz2+ · .. )(J+z2 + z4+ ••• ) = l+z+2:l+3z3+3z4+3z5+ · · · 

y' el coeficiente de zS es tres. 

Finalmente 

(1 "f'¿-tz2 + .• ·)( l+z2+z4 + •.. )(l+z3 +z6 + ... ) = 
1 tz.+2z2+4z3+4z 4+sz5 + ... 

y el coeficiente de z 5 es cinco. 

li) Ahora bien 

lueg~ 

(1-tza+zca+ ... )(l+zb+z2b+· .• )· .. (1-tz. +z2 +· .. ) = 

y bi se emplea la notación 

p(n,n, b, .... , ) 
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para prepresemar el número de pa.rticiones de n con suma[]dos 

a, b, •. , , resulta que 

p(n:a, b, •.. , 1(-TII ___ ,_1 --,--

'11 (1-zl) (2.3.18.) 
j"'a,b, ... ). 

Esto es, al contador p(n;a, b,... ) le corresponde el enumerador 

ordinario 

iii) En particular para p(n; 1, 2, ... , m) se tiene 

' 

m 

p(n;I,z, ... ,m)"'TI 
j =o l 

1 

(1-zi) 

·------

(2.3.19.) 

Algunos valores de la función p(n; 1, 2, ... , m) aparecen en la siguien-

te tabla. 

' 
m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
2 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 
3 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 
4 1 2 3 5 6 9111518 23 
5 1 2 3 5 7 10 13 18 23 40 

iv) Por otra parte el enumerador ordinario de las particiones de n 

en r sumandos es 

• 



- . . -

• 

pero 

y por (l. 5,6,) 

r 1 

]J;.(I,,i¡ 

r zr 
p(n-r:l,2, ... ,r) = rr (1-zJ) 

J = 1 ' _,_ _____ _:_ __ __j 

En efecto, dd ejemrlo anterior se tiene 

número de particiones de 5 "'" '" sumandos o 2 

nUmero de particiones· de 5 "'" tres sumandos o 2 

número de particiones de 5 "'" cuatro sumandos o 

y de la tabla anterior se observa que 

p(S-2;1, 2) = p (3;1,2) = 2 

p(S-2; 1, ?, 3) = p(2;1, 2, 3) = 2 

(n=3, m=2) 

(n=2 , m=3) 

p(5-4;1,2,3,4)=p(l:l,2,3,4)=1 (n::1,m=4) · 

-9 . 

(2,3.20.) 

1 



~ . . ... 

• 

• 

• 



so . 

• 2, APLICACIONES {Primera Parte) 

2. 2. Introducción 

2.2·. Aplicacwnes a ProbabUidJd 

1. 2. l. Cuando f(n) es la distribucí6:1 de probabilidades de cna 

variul!le P.le:".::~ria X,cntonccs fg {z} es la funciOn .1':.:'1:"':·~· 

triz de d!cha vari<1b!~ aleatoria, cs:o es, si 

PÍX.,n\==-'f{n) 
' ' entonces 

(2.2.1.) 



---
51. 

1) Supóngase que X se encuentra distribuida en forma poissoniana, 

es decir 

entonces 

_¡. 
' -

Entonces, la función generatriz es ¡:or definición 

· luego, para el caso particular de la dlstrib..!ción de Polsson 

-}.. n -"~ ~~~ zn e z = e L_ ...1::::.-
n=O 11 !. 

y por (l. 5, 22.) 

qut: esta función generatriz para una variable aleatoria con dis
' 

trlbución de Poisson con parámetro Á . - . 

i1) Por la propiedad de la suma rotal (l. S. 46. ) se sabe que 

para la aplicación que se ilustra 

.f:•(x=n)=l 
n=O 

pu~:sto que la variable aleawria es propia. Este resultado se 

• 



• 

t 

• 

52 . 

comprueba con (l. S. 46,) 

t P[x=nJ,;tg(l)=e~)..(l-z)l- · =l 
n=O . z=l 

Ui) La esperanza de la variable aleawria X es ¡x>r definición 

Por otra partela T.G.O. de nf(n)es por(~.S.l0.) 

luego 

_../L = z--º-- fg (z) 1 
dz z=l 

' _,.a = fg (1) 

Puésto que ¡:ora la distribución de Poisson 

es claro que 

y como es sabido A es la esperanza de una variable aleatoria 

X con distribución de Poisson . 

iv) Fbr(l.S.l6.) 

(n)j f(") - ,J L fg(z) 
dz) 



esto es 
ru . 
L (n)j f(n) z0 = zj ~ 
n=O dz~ 

53. 

Por otra ¡::arte, el momento factorial de orden j, (3 j, de la 

variable aleatoria X es por definición 

esto es: 

puesto que 

~. = f. (n) t (n) = ¡gUl (l) 
J n =O J 

di 
dzl 

e ·.J..(l-z) = >-.j e-)_(1-z) 

En par'ricular el momento factorial de orden dos es 

v) La variancia de la variable aleatoria X es el segundo momen-

to centroldal esto es: 

/- 2 =~O (n--_;.¿)
2 

P {X= n} ~=esperanza matemática) 

O) 2 OJ 2 
= L (n:;_P) f(n) = ¿::·cn2 - 3J<n ~ ) f (n) 

n=O n=O 

• 

• 

• 



• 

• 

• 

54. 

Ahora bien, 

m 2 L n2 f(n) z n = z 4,.... fg (z)+z2 L fg (z), )XIr (l. 5. 12.) 
n=O uz dz2 

de rrianera que 

m 
L n2 f (n) = fg(l)(l) + fg(l) (1) 
n=O 

Ya se ha visto que 

y que 
m 
L. f(n) = fg(l) = 1 
n=O 

• Luego 

./'-2= fg(l)(l)+ ¡!!(2)(1) ~ ;¿ [ fg(l)J 2 + [ fg(l) J 2 

__.ft
2 

= rg(ll(Il + tg(I)(l) - [rgo) J 2 

En resumen 

_/'-= E[x] = fg(l)(l)' f(o) = r{x=o) 

_.,u 2 = Var [xJ = fg(l)(l) + fg(l)Ú) - ~g(l)(l)J 2 

f'uesLo que 

fg(2)(l) = (3, =;... 2 

¡g(ll(t) =_,!'- = /--

(2.2.2.) 
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resulta para la distribución de Poisson 

• 
resultado ya conocido en probabilidád. 

vi) SI e< j es el mom~nto ordinario de orden j, esto es 

y por (l. S. 13.) 

enwnces 

(2.2.3.) • 
Por otra parte en (lv) se obtuvo 

(3 •--<!!__ fg(z) 
j dzl · z==l (2.2.4.) 

\ ' 
para el momento factorial. 

vil) La distribución acumulada de la variable aleatoria X es por 

definición 

·por la propiedad de la suma parcial (l. S. 44.) 

± f(m) ~ fg(z) 
m ==0 l·z 

• 



• 

• 

luego 

F(n)=P (x ~ n} ~ fg(z) 
1 "z 

si· 

56 . 

(1.7.5.) 

1) Como ejemplo, supóngase que la variable aleatoria X tiene 

distribución de Ber:mu!H esto es 

P { X=n} = qÓ(n)+pd{n-1); q+p= 1 

O~q. p"' 1 

entonces 

f (n) = qÓ{n)+ pd(n -1) 

fg(z)=q+pz 

y por consiguiente ia acumulada ¡iene como transformada 



57. • 

Por (1.5.1.) y(l.5.3,) 

F(n) :.u(n)- pc/(n) 

P {x < "J ~ 1 - ,d(,¡ 

2) Si la variable aleatoria tiene distribución geométrica L 

en ronces 

• 

f(n) = pqn-1 

fg(z) = pz 
1-qz 

g - pz 
F (z)- (1-z)(l-qz) 

p+q= 1 

o fe p.q f 1 

por (l. 6. 4,) 

F(n) = p 1 " • - (1-q ) 
p 

2.2:2.. La distribución acumulada complementarla de la variable alea-

torla X es (Xlr definición 

" " .P{X>n}=l-L:: P{X=m}=t- Z:: f(m)"'cF(n) 
m=O m=O · 

esto es 

" cF(n) =u (n) - .2: f (m) 
m=O 

transformando mediante. (l. S. 3.) y (l. 5. 44. ) 

e g 1 fg(z) 
F(z)=l-z 1-z 

• 

• 



• 

• 

• 

luego 

,, 
r{x=o) =f(o) 

1) Para la distribución de BernoulH 

p {x=n} =qd(n)+pd{n-1) 

fg(z)=q+~ 

de manera que 

' g 1-q·p:z p-p:z F (z)"' - - -
1-z - 1-z 

cFg(z) = p 

CF (n) = p {X) n} = pJ(n) 

2) Para la distribución geométrica 1 

P(X=n} =pqn-l 

fg (z) == pz 
l-qz 

J):Jr (1.5.8.) 

CF(n)=qn 

c~to es 

58 . 

(2.2.6.) 
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• 2. 3, Aplicaciones a la Combinatoria 

2. 3. l. Contadores 

1) Conceptos Generales 

Diversas funciones, cuya T.G.O. fue enContrada en incisos 

anteriores, desempeñan un importante papel en la Combina-

toria. Tal es el caso, entre otras, de las funciones: 

f (n) "' (n)j 

f (n) = " 

f (n) = ,J • " f (n) = 1 j j . j 
1' 2J· · ' 1Jr 

f(n) = " 1 j ) 

f (n) = (n)j 

f (n) = cf(n-m) 

f (n) = S (n,j) 

Estas funciones son Contadores, esto es, determinan el nú-• 

mero de maneras de permutar, combinar, distribuir, etc.,. 

objetos. 

U) De hedto en Combinatoria se demuestran los siguientes • teoremas: 

1) El nt'imero de maneras de ordener j objetos diferen-



• 

'
' 

• 
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tes de un total de n es 

P(n, J) = (n)j (2.3,1.) 

Es también el número de maneras de realizar mapeos inye~ 

ti vos de un conjunto X = (1, 2, ... ) de cardinalidad 1 X \ = j 

en otro conjunto A= (1, b, e,.,.) de crirdinalidad 1 A 1 = n 

2) Cuando uno de los n objetos se usa corno referencia, tal 

es el caso de las permutaciones circulares, entonces el ""º

mero de maneras de ordenar los j objetos del total n es 

PC (n,j) = (n-l)j (2. 3:2.) 

3) Cuando los arreglos no son de j objetos sino de la total!· 

dad n, el contador de estos arreglos e.a 

P(n,n) = n! (2,3.3.) 

que ~s el nUmero de mapeos blyectivos entre dos .conjuntos 

de Igual cardinalldod \X j = j A ! = n y en casu de que sean 

Circulare:; 

PC (n,n) = {n-1)! (2,3.4.) 

4) Cuando ::;e permite usar Jos objetos del conjunto n más 

de una vez, esto es existe repetición, entonces el nUmero 

de arreglos de j objetos de entre un .total de n es 

PR (n,j) = nJ (2.3.5.) 

Que es tnmbio?u el 11Ú111ero wral de rnap30S (inycctivos, bi-
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yectivos y suryectivos) que puede realizarse entre dos con-

juntos, uno de cardinalidad 1 X 1 = j y otro de caidinalidad 

A su vez PR (n,j) es el número de maneras de distribuir 

j . objetos distintos en n celdas diferentes. 

5) Si en el conjunto de objetos se distinguen r clases diferen 

tes, cada una de ellas. con respectivamente J
1
,J

2
, ... jr ob 

jetos, em~nces el contador de tila permutaclon~s por clases 

(2.3'.6.) 

6) CUando el orden relativo entre los objetos no se toma en cuen 

ta, entonces se habla de combinaciones y su contador es 

e (n,j)-

e (n,j) 
o 

= ( j ) (2.3.7.) 

También es el .contador del número· de distribuciones de j 

objetos indistintos en n celdas diferentes cuando estas tie-

nen capacidad para un sólo objeto. 

7) Si se permite asignar más de una vez los n objetos, ento~ 

ces se forman· combinaciones con repetición; 'el contador 

CR (n,j) es 

CR (n,j) = (2.3.8.) 

• 

•• 

• 



• 

• 
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Que es también el número de maneras de distribuir j obje· 

tos en n celdas diferentes pero con capacidad suficiente. 

Además (nY es el número de niapeos surycctivos de un con 

junto X con 1 XI o::n en otro A con IAI=j . 
• 

8) El contador del número de maneras de distrlhulr J objetos 

2.3.2. 

distintos en n celdas diferentes sin que ninguna i1C quede 

vacla es 

0
0 

(n,j) = S (n,j) (2.3.9.) 

cabe sei'ialar gue es también el contador del número de ¡:x¡rticio
nes de un con¡ unto de cardinalidad n con j clases. 
Enumeradores ordinarios 

i) Concep::os Generales 

Considérese la función de la variable z, 

teorema del binomio 

" (l+z) . Por el 

nnn n2 ni nn 
(l+z) =( H(l)z+( 2 )z+···+(.)z-+ .. ·+( )z 

o J n , 

Se observa que los coeficientes de las pqtenclas de z son los 

contadores de las combinaciones que pueden llevarse a cabo 

• a partir de n objetos. La función (l+z)n enumera lo!'! r:Onta· 

dores. 

En general una función fg(z) tal que 



.. 
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en donde f(n) es un contador, recibe el nombre de enumerador 

ordinario. 

Y es claro que se establece la Olrrespondencla 

1 contador Q===J> enumerador ordinario [ (2. 3. 10.) 

U) Algunos enumeradores ordinarios 

1) Con base en (l. 5. 17.) y (2. 3,1.) se puede afirmar que 

• 1 j 
fg(z) = J. 2

-

(l·z)¡+ 

es el enumerador ordinario del número de permutado-

nes de tamaño j . 

• 
2) Con base en (l. S. 18.) p.1ede aftimarse que 

g . ' f (z)= J.z_ 
(1-z)J+l 

es el enumerador ordinario de los mapeos suryectivos 

en conjuntos de cardinalidad 1 A 1 = j. 

3) Con base en (l. 5.18.) y (2.3.8.) puede afirmarse que 



• "· 
es ~1 enumerador ordinario de las combinaciones con re· 

petición de tamaño (co.rdinalidad) j. También es el 

enumerador ordinario de las distribuciones de j ob~ 

jetos indistintos en celdas diferentes con capacidad su 

ficienre. 

4) O:m base en (l. S. 19.) y (2. 3, 7,) 

,. ¡,) • ,i 
(1-z)j+l 

es e1 enumerador ordinario de las combinaciones de tama 

ño j. Asf como de las distribuciones de j objetos india-

tintos en celdas diferentes con capacidad para un sólo ob-

jeto. 

5) Con base en (l. S. 2!.) ¡xJede afirmarse que 

es el en~erador ordinario de las combinaciones que pu::_ 

den efectuarse a partir de j objetos. 

6) Por (l. 5, 24.) y (2. 3. 6.) 

g Ot+···+ir-1)1 
f (z) = · 

jlJ···ir-I! 

j+J+···+j z 1 2 r-1 

- (1-z) it+ i2+· ··+ Ír-1.,... ~ 

es el enumerador ordinario de las permutaciones con r 

clases cada una de ellas con j 1, ... , ir objetos respec

tivamente. 



) 

7) Por (l. S. 39.) y (2. 3. 9.) 

g ,i 
f (z) - ¡;-:=¡'· :;i',;-,-,=;, - (l-z)(l-2z) · · . (1-jz) 

65. 

es el enumerador ordinario de la distribución de j obj=. 

tos distintos en celdas diferentes sin que ninguna quede 

vacía, también de las puniciones de un conjunto con j 

clases. 

2. 3. 3. Mezclas 

1) Sea un conjunto de n objetos distintos y otro de r objetos. 

Se desea formar combinaciones de tamaño j toman~o obje

tos de uno y otro conjunto. El número cte mezclas que 

pueden formarse es 

n r n r n r· . n r 
( ){ .)+(,)(. ,>•<,>(. ,>+---+(. )( ) o J J• ¡- . J o 

• 
esto es 

1 
2 (")(.r )=(~)*(~) 
k=O k ¡-k J l 

Perp ¡x>r (l. S.S.) y (1.5.21.) 

y ror (l. 5. 21.) el contador buscado es 

e (n+r, ~) = ( ~+r ) 

11) El método de las mezclas usado conjuntamente con los en!:: 

' 

1 

• 



' 

• 

1 

66, 

meradores prop:.>rciona una gran flexibilidad y comodidad 

en el cálculo de contadores, tal como puede apreciarse en 

el siguiente ejemplo: 

Di: un conjunto de p objetos se permite asignar hasta dos 

veces el mismo objeto y ademtls necesariamente debe usar-

se p:>r lo menos un objeto del conjunto. De otro conjunto 

de q objetos pueden o no usarse sus objetos. pero no se 

permite la repetición, ¿Cuál es el contador para las comb_! 

naciones que p..¡eden formarse mezclando los objetos? 

El enumerador ordinario del primer conjunto es 

(z+z2) p 

El enumerador ordinario del segundo cOnjunto es 

El enumerador ordinario de la mezcla es 

Ahora bien, el teorema del binomio suministra los alguien· 

tes resultados 

pero p:>r (1.5.2.) 

.. f(P)z2p-.t 
J:=O 1. 



67. • 
esto es 

pero 

JU-2p+.!) = {: 
si ~ 'f 2p-j 

• 

luego 

(z+z2)P{=;> ( P )=(.p) 
2p-J ¡-p 

Por otra parte ¡nr (l. 5. 21. )" 

Luego el contadar.buscacb es 



1 

68. 

2. 4. Aplia.ción al Análisis Numérico 

2. 4,1. Diferencias 

1) Se define como primera diferencia de la función f(n) y se 

le representa mediante L:::,. f(n) a: 

.Ó.f(n) = f(n+l) - f (n) 

entonces si 

F (o)= 6 f(o) 

por(l.5.7.) 

Fg(z)=z-l frg(z)-f(O)) -fg(z) 

l 
=-z 

y se establece 

,(2.4.1.) 

Empleando ésta expresión para diferentes funciones estudiadas re-

sulta: 

1) f(n) = a0 fg (z) = 
l 

~r (1.5,8.) • 1-az 

[e,," l [ l-z 
-l l 1v- 1-az z 

- l [<•-l)z l -- 1-az z 

y ¡x¡r (l. 5. 8.) 



2) f(n)=n fg(z)= z 
2 

por_(l.5.11.) 
(1~z) 

6n<=* ~ 

< >-1-
1-z 

por(l.5.3.) 

¡[C.,,~o(") 
2 g z(l+z) 

3) f(n) = n ; f (z) = ==f 
(1-z) 3 

y ¡nr (l. 5, 2Q,) y (l. 5. 11.) 

(2.4.3.) 

por (l. 5.15.) 

6,n2 = ( n+l) +n = n+l+n = 2n+l 
1 

· 6.n2 = 2n+l \ (2.4.4,) 

4) f(n) = (n)j ; f
g( )·_., zj 

Z-],_ "1 
(1-z)l+ 

p::~r (1.5,17.) 

69. 

(2. 4.2.) 



• 

j -1 
' ' J • . 

(1-z)J. 

p:~r (1.5.20.) 

=j: U-l)(n·j+l): 

6<n)i=j(n)j-l) (2.4.5.) 

5) f(n)=(n)j;fg(z)=j~ z 
1 

p::~r(l.5.18.) 
(1-z)J+ 

' 
. ~(n)j( ~l. [j: (1-z)_z j=j! 1 . 

z (1-z)J+l (1-z)J 

y p::lr (1. 5, 20) 

/\.(n)j=j! (n.+j-i )=··: (n+j-1): 
~ J·l 1 U-l):n: 

~(n)j = j ((n+l))j-l 

6)f(n)=(~);fg(z}= zi_ 
1 (1-z)J+l 

(2.4.6.) 

p::~r (l. 5.19.) 

[ 
J J j-1 6 ( ",. J< ) ~ (1-') ' ~ -''c....,.. 

(1-z)j+l (1-z)Í 

y p::lr (1.5.20.) 

(2.4. 7.) 

j) O entero 

70 •. 



7) f(n) = ( n+j ) 
. J 

6 ( n:j) 
J 

y por (l. 5, 20.) 

• 

y p::!r (1. 5. 20.) 

71: 

; fg(z) = 1 ¡:or (l. S. 20.) 
(1-z)l+l 

<1 } J... 
' 

~ (1-,) 
(1-z)J+l -1 l 

( >J... 1·(1-z)i 
=t1<l> 

' -J ' 
' (1-z)l (1-z)i 

o,+ ... +jr_J)~ 
. ' . ' 
J¡· "' Jr·l' 

.(2.4.8.) 

j >O enrero 

· por (l. 5, 24.) 

(1-z) ~¡+ ... +jr-1 ~ 

(1-z) J ¡+ .. ·.+jr-1 + 1) 

:lt+·, .+jr-1+1 

(l·z)Jl+ ... +jr-1 

A(· n. )= U1+ .. ·+ir-1): n 
L..::. J¡~ .. ,Jr ·' J ' <j¡+· .. +J,_1-1> 

Jt•'"r-1' 

(2.j .•. ) 

>()o 

ÍJ····• ir= O '!"~:~::o. 



72. 

• _ · .. g _ zi 
9) f(n)- S(n,J)' f (Z) -.7(7Cl_::;,c;;)(T17_,;;,,).-.-.7(1;-·-;:j,:-;-) por(l,5.39.) 

6s(o.j)( >..!. [ (1-,¡,i J 
z. (l-z)(l-2z)··· (1-jz) 

• • j -1 '· 
( > z 

. (l-2z) ••• (1-jz) 

empleando el método de las fracciones racionales estudiado en 

el Inciso (l. 6. 2.) 

Az A3 · . A 
l-2z + l-3z + · ·· +i-1--z 

resulta 

'.R=2, ...• j 

,J-1 
(l-2z)··· (1-jz) 0-2):0-J)! (l<h) 

y p:>r (1.5.8.) 

(2.4.10.) 

j ) 1 entero 

ii) Diferencias sucesivas 

Se ha visto que para f(n) 

6f(n) = f(n+l)- f(n) 



sin embargo, las diferencias pueden proseguirse 

!c}t<ol • f(n+l)- f(n) 

= f(n+2)- f(n+l) - f(n+l) + f(n) 

[;} f(n) = f(n+2)- 2 f (n+l) + f(n) 

y asf sucesivamente 

63 f{n) = f(n+3)- 3f(n+2)+3f(n+l)- f(n) 

73. 

6.4 f(n)"' f(n+4)- 4f(n+3)+6f(n+2)- 4f(n+l)+f(n) 

f::{" f(ol • ~ 1T 1 (-1/ f(<>+m-~ 1 

y p::>r (l. 5. 7,) 

Asf ¡x>r ejemplo, sea 

entonces 

m)O entero 

1 
- . g - , zJ 

f(n -(n)., f (z)-j. .+1 
1 . (1-z)J 

2
j-m+X 

(1-z)i+l 

'(2.4.11.) 

por(l.5.17,) 

i> m 



• y ¡:or (l. 5. 20.) 

m ~ 
6m(n).=j'. L<~)(-1) 

J ,1,=0 
(n-j+m-~+j) 

J 

=i'· f"cT><-Ol(n~-~) 
Fo- J 

·_pero 

~ · R m ,Jl+m·R _ ( o l _ ( o l 
Fo(-1) (' h j . ) .- n+m~j - j-m 

luego 

fj,m(n) ·j' ( n )- j: n: 
J- . ;-m -u-m): (n+m-j): 

2. 4, 2. Corrimientos y medias 

74 • 

(2.4.12.) 

j) m enteros 

i) Se-define como corrimiento de la función f(n) y se le represen-

ta mediante Ef(11) a 

E f(n) = f(n+l) 

Es claro que por (1.5.7.) 

(2.4.13.) 

Para los corrimientos sucesivos se tiene; 



E2 t(n) =E [Ef(n)J =E lf(n+l)J = f(n+2) 

y en general 

Emf(n) = f(n+m) 

entonces por (l. S. 7.) 

75. 

Emf(n)< > z-m [fg,(z) -.!1 
f(r)zr] (2.4.14,) 

r=O m)O entero 

U) Se define como media de la función f(n) y se le representa m;:: 

diante M f(n) a: 

. Por(l.5.7.) 

M f(n) = ~ ( f(n)+f(n+lB 

M.f(n)(=>} -} fg(z)- 4º1 +fg(z) J 

Mf(n) ( > iz. [ (l+z)fg(z)- f(O) J 

Las medias sucesivas son 

(2.4.15.) 

., ''( ,) M f(n) = ( 2) f(n)+2f(n+l) + f(n+2)) 

M 3 f(n) = <t> 3 (r(n)+3f(n+l)+3f(n+2)+f(n+38 

---------- - - - - - - - - - -
m l m m m 

M f(n) = c2> J;o ( J ) f(n+l) 

. vmr(l.5.7.) 

(2,4.16,) 

m )0 entero 
" 

•• 



• 

• 

76 . 

Así por ejemplo, sea par(l.5.19.) 

entonces 

j) m 

por (l. S. 20.) 

Mm(~)=(})m ~<T><n·j¡~+j) 

(2.4.17.) 

j) m enteros 

2.4.3. Sumas definidas 

i) En el inciso (l. 5. 21.) se tenía como transformada de la suma 

parcial 

-<'- f(m) < 7 fg (z) 
¿_ 1-z 

m=O 

que es In expresión que permite obtener sumas definidas, 

Aplicándola a diversas funciones ya estudiadas. 

1) f(n) = a
0 

; fg(z)= r-!z ¡:or (1.5.8.) 

t a m < ) .,o;T,' -;-:;"' 
m=O (l-z)(l-az) 

p:.or fracciones racionales 



1 
l r:a 

(1-z){l-az) =.T-Z 

y ¡x¡r (1.5.3,), (l. S.S.) 

t 
m=O 

• 
G 
1-az 

1 

~ 1 n+-1 ,&o ,m • _,_-:;e~_,-, 

2) f(n)=n; 

y ]Xlr (1.5.20.) 

por (1.5,11.) 

2:._ m= ( n-1+2 )'" ( n+l) = (~+1).' , 
m=O 2 2 2. (n-1). 

" L m• 
m=O 

n(n+l) 
2 

fg (z) = z (l+z) 
(l·z)3 

f m2 (o '> z(l+z1 = 
m=O (1-z) 

y ¡:or (l. S. 20.) 

p:lr (l. 5.15,) 

f. m2 = ( n-1+3 )+( n-2+3-)= ( n+2 )+( n+l) 
m=O 3 3 3 3 

_ (n+2): ,(oJ-~1/o) '~r 
-3: (n-1): +·z: (n-2}: 

77. 

• 
(2. 4. 18.) 

(2.4.19.) 



• 

78. 

"'t (n)(n+l)(n+2) + t (n~l)n(n+l) 

m 2 "'..!.. n (n+l)(2n+l) 
6 . 

4) f(n) "'(n)j: fg(z) "'j: _z"')= 
(1-z)J+l 

<:- ( , , zl 
L m)J'' )J. .1+2 

m=O (l·zr 

y por (l. 5. 20.) 

por· (l. S. 20.) 

- j' (<>+I): 
.- '(J+l): (n-j): 

((n+l))j+l 

J+l 

p::lr (1.5.17.) 

{ n+l )· 
J+l 

(2.4.20.) 

' 

(2.4.21.} 

J) O entero ·• 

p::~r (1.5.18,) 



2 (m)j=j! o-tj) _ j: (n+j)! 
(J+l (i+l):(n-1): m=O 

n · j (n)j;l L (m) = j+ 
m=O 

j) O entero 

,i 
por (1. 5.19.) 

(1-z)i+l 

' 
y ¡:or (l. 5. 20.) 

.e- m n+l 
L_(j)=(,.+l) m-o 

7) f(n) = ( n_+j ) ; 
J 

g - 1 
f (z)- ·+I 

(1-z)J 

.¿L cm+j)~ 9 1 
m~O 1 (1-z)i+2 

p::lr (l. S. 20. ) 

+ ( m+j ) = ( n:t"i+l ) 
mL;O 1 J+l 

j) O entero 

por (1.5.20.) 

j) O entero 

I'J. -

(2. 4. 22.) 

(2.4.23.) 

(2. 4. 24.) 

8) f(n) = ( . n ); 
J .L>· • ·,j r 

(j+···+j ). g 1 r~l . 
f(z)= . 

i¡····Jr-1· 

zl¡+· • • +ir-l 

(1-z)j ¡+· · · +jr-l+l 

por (l. S. 24.) 

• 



• 
y ¡:or (l. S, 20.) 

i (. m. ),U¡+ ... +Jr-1) 
ffi"'Ü l¡,··.Jr J1····Jr-l' 

' 

(1-z)J¡+ ... +jr-1 + 2 

o+! 
<;,+ .. •+j +1) ,.¡ 

80 .. 

(2,4.25.) 

'r> O entero 

g zj 9) f(n)"'S(n,j); f (z)= por(l.S.39.) 
(1-z) • ·• (1-jz) 

¿ S (m, j) ~ l> -:-:-"z J:-:---:-:-c-:
m" O (1-z) (l-2z) • •. (1-jz) 

JX)r fracciones racionales, inclso.(l. 6. 2.) 

. J "o A¡ z 
: +-+ 

(l-z)2(1-2z) ... (1-jz) (l-z)2 1-z 

de donde resulta 

. (-l)j-1 
A¡= 

( -1) j 

-~, Ao"' 0-1): j . 

A2 
1-2z 

+ ... + 

(-l)j- ( j ) 

j : ( 1) 

A¡ 
1-jz 



! 

y·p:¡r consiguiente 

A - (·l)j~ <l )~ 
1- j: (.i. -1) 

81. 

• 
l ,¡_ (-lt1 ¡) )j _l 

1-z+L. j:d·l) 1-~= 
=2 

(2. 4. 26.} 

j) O entero 

11) Se ha encontrado en párrafos inmediatamente anteriores la pri-

mera sum~ de una función; sin embargo así como en las diferen-

cias, a partir de la primera diferencia se encontraban diferen-

cias sucesivas, aquí a partir de la primera suma se calculan 

· sumas sUcesivas. Así la segunda suma sucesiva es 



• 

' 

• 

la tercera suma sucesiva es 

y en general 

f(m.))···)) 
J 

82 . 

La transformada de esta suma Iterada ya se había determinado en 

el inciso (l. 5.19. i\) como 

F g(z) = 
j 

Así J.Ur ejemplo sea 

,.(,j. 1 
'- 1 ~az 

p.:¡r fracciones racionales 

p:>r (l. S. 8.) 

Aj-1 
1-z + 

empleando la expresión de Howard (l. 6.1.) resulta 

Aj 
I -az 

' .' AJ=(-1) ~ ; ~=O, .... j-1" 
(1-a) +l 



. 
l j-1).. a.!! . ¿ (-l) -",-, 

,1!=0 (l·a)J+l 

JX)r (l. 5. 20.) y (l. 5. 8.) 

resulta asr: 

m· 1 a . ;.l • 1)--·))·- (~) 
1-a =O a-1. 

i. 4. 4. Sumas indefinidas 

(2. 4. 29.) 

a-> o· 
j > O entero 

i) La definici6n de primera diferencia de la función f(n) e~ 

Óf(n) = f(n+l)_- f(n) 

y obviamente--se·eonoce-la.función pero se desconoce la diferen-
. 

e la f (n)..____ _ 

Ahora se plantea el problema inverso, encontrar la funci6n f(n) 

cuya diferencia conocida es /).f(n). A este proceso se le llama 

suma indefinida. 

Siguiendo a Hilldebrand [ _ J se planteará el problema de la si

guiente manera 

6t(n)= F(n)+C 



• 

84. 

en donde <S es la suma indefinida y C es una constante arbitraria, 

Es claro que 

y F(n) es Ja función a determinar 

Se tiene 

6(F(n)+c) = F(n+l)+C • F(n)- C 

"'F(n+l)- F(n) 

y se tiene la igualdad 

f(n) = F(n+l)- F(n) 

transformando 

fg(z): z-l [Fg(z)- F(O)) - Fg(z) 

zfg(z): (1-z) Fg(z)- F(O) 

Aplicando esta expresión a las funciones estudiadas· 

6 a0 <' ~ ~-!-'e-~ (1-z)(l-az) 

!"ro 

Juego 

p:Jr (l. 5. 8.) 

F (O) 
+ 1-z 

(2.4.28.) 



6a" ~ ) 1 

= 
1 1 

""T"=Z a:r 
1 

1-az+ 

y por (1.5.3.) y (1.5.8.) 

2) f(n) = n: 

. ' 
(i a" = a + ,-cr 

1 
T-8 + 

Ga"=ir- +C 1 

F (O)+C¡ 

f&(z)"' z ¡nr (1.5.11.) 
(l-z)2 

F (0) 
1-, 

y por (1. 5.20.) y (1.5.3.) 

<S n"' ( n-2+2) + F(O)+C 
2 1 

z(l+z) 

(l·z)3 

z2 (1-tz) 
+ 

(l-z)4 

por (l. 5.15.) 

F(O) 
1-z 

.(: ;') z2 + -"'3--,- F (O) 
(l-z)4 (l-z)4 + -','1_",'-

y fúr (.t. 5. 20.) y (l. 5. 3.) 

F (0) 
1-z 

85 . 

(2.4.29.) 

(2. 4. 30.) 

• 



• 

• 

'S 02"' ( n-2+3) + ( n-3+3) + F(O) + c
1 3 3 

= ( n+l) + ( n ) +e 
. 3 3 

1 es n2;; 1- (n-1) (2n-l) +e 1 

. • J 
4) f(n) = (n)j fg(z) = l • ~ ¡:nr (l. 5.17.) 

(1-z)J+l 

J:z-i+l 
(l-z)í+2 + 

p:>r (l. 5. 20.) y (l. 5. 3.) 

(n)j+l 
j+l 

F (0) 
1-z 

+C 

86 . 

(2.4.31.) 

(2.4.32.) 

j > O entero 
S) 

S) f (n) = (n)j ; fg(z)"' 1: z 
(1-z)j+l 

p:~r (l. 5,18.) 

Ci(n)j<' > j:_z2 + 
. (l·z)l+2 

por (l. S, 20.) y (l. 5. 3.) 

(ti+j-l) +F(O)+C
1 j+l 



_j~(n+j·l)~ 
U+l)~ (n-2): 

+C 

((n-l))j+l 

J+ 
+C (2.4.33.) 

j >O entero 

6) f(n)=(n,.); fg(z)= ~ por(l.5.19.) 
(1-z)J+l 

n zj+l F(O) 
G<j><) J+2 + 1-z 

(1-z) 

por (l. 5, 20.) y (l. 5.3.) 

(2.4.34.) 

j >O entero 

7)f(n)"'(n¿-j):fg{z)"' 
1
. por(l.5.20.) 

J (1-z)J+! 

r, n+j ("-)> z F(O) 
_-v<·j l - (l-z)j+2 + 1-z 

por (l. 5.20,) y (l. 5.3.) 

-¡"+j). ) - J+l +F(O+C 1 



• 

( 

" 8) f(o)•(¡ j ); 
l' · ., r 

p:¡r (l. 5.20.) y (l. S, 3,) 

88 . 

(2. 4, 35.) 

j O entero 

J¡+· '·+Jr-l+l 2ZC..:,.-,-,,.,..;;--,,- F (O) 
~ · 2 + 1-z (1-z)J¡+··· +jr-1+ 

(2.4.35.) 

jr"n·J¡···· -j -1 '---"---'-'---J.oL ______ _.J r > O entero 

J
1
,.,,,jr= O entoro¡¡ 

9) f(n)=S(n,j);fg(z)= zi JX)r(l.5,39,) 
(1-z)· ·• (1-jz) 

6S(n,J)<=:> -,.,--_,..,-z:cj:-+:-1--:-- + F(O) 
· (1-z) (1·2z}-· (1-jz) 1-z 

en (2. 4. 3, l. 9,) se había encontrado 

(-l)H <{) 
j:(l'-1) 



1 " . ~ ' . 
tuego · 

(1-z) 

zj+l , (-l)j-lz + 
(l-2z) •· · (1-jz) U-1): (1-z)2 

-
yp.:¡r(l.5.20.), (1.5.3,), (1.5.8.)y(1.5,6,) 

89. 

z -+ 1 -z 

(2.4.37.) 

.DO entero 

li) Las sumas Indefinidas se emplean en el cálculo de las sumas de-

flntdas, En efecto: 

b 
2: f(m) =f(a)+f(a+l)+f(a+2)+ ... + f(b): a, b>O enteros 

· m=a 

f(m) =6G"f(m) "'6(r(m)+ e J 
((rri)= F(m+l)+C-F(m) ·C=F(m+l)-F{m) 

luego 

i f (m) = F (a+l} - F (a)+ F (a+2) - F (a+l)+ F (a+3) - F (a+2)+ ••• 
m=a 

+F(b+l):F(b) 

• 



• 

1) 

3) 

• 

f f(m) = F(b+l) - F(a) 
m=a 

F(m) = 6' f(m) 

que suele escribirse 

b ll>H 
m~ f(m) = G f(m) a 

Considérense algunos ejemplos numéricos 

JX1r(2.4.29.) 

f 2m=f~ /
1

5

1 
=211 -25=2016 

m:::S 

¡x>r (2. 4. 30. )" 

m(m-1) 
2 

por(2.4.31.) 

2 m 
m ·"' 6 (m-l)(lm-1) r = 492 

' 

90 . 

(2.4.38.) 

a, b > O enteros 



4) 15 l, (m)4 

por (2.4.32.) 

15 
') (m) = (m)s 

rb-7 4 5 
\

16 

7 = 104, 328 

5) 20 2 (m)3-
m=10 

JXlr (2.4.33,) 

20 2 (m)3 • ((m-1))4 \" 
m=lO 4 

10 

JXlr (2. 4. 34.) 

13 

: 50, 160 

m ( )=(m) 
m 6 7 1

14 

2 "' 3.t32 

7) 18 
) (m+5) 
m~2 5 

JXlr (2. 4. 35.) 

~ (m+.'i)- m+S 
m=l2 5 - ( 6 ) 

1

19 
= 122, 220 

12 

8¡ 

91.• , 



• 

• 

p::¡r (2. 4. 36,) 

m m-8 1 ) • -
m 0 ~S,(m -8) 9 

9) <O 
2_ S (m, S) 

m:ti· 

por (2,4.37.) 

I S(m,S)•-
5
1, [ 

m:6 · 

92 . 

18 

1 m ) 
3,S,(m-8) 

" 2, 722, 160 

10 

Uf) Con el auxilio de las sumas indefinidas se puede sumar (XIr partes, 

En efecto, sea f(m) = u(m) v(m) 

6 (u(m) v(m)) = u(m+l) v (m+l)- U (m) v(m) 

sumando y reStando al segundo miembro u(m) v(m+l) 

6 (u(m) v(m)) e::u(m+l) v(m+l)-u (m) v (m+l)+u(m)v(m+l)- u(m)v(m) 

=v(m+l) (u(m+l)-u(m)J +u(m) (v(m+l)-v(m)J 

ju(m) v (m))'= v(m+l)6u(m)+u{m)6v(m) 

u(m)L:::,v(m) = 6 [u(m) v(m)) -v(m+l).C,u(m) 

uumando entie a y b (enteros) 

bt1 

i u(m).L}.v(m) -=.u (m) v(m) 
ffi"'S 

¡a v(m+l)h,. u(m) 

• 
(2 . .;, 39.) 

a, b enreros 
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Resulta conveniente seleccionar como la parte 6v(m) a una fun-

ción con suma Indefinida conocida y simple, 

A continuación se ilustra el método con algunos ejemplos 

Como partes se eligen 

6v(m) = ( ~) ; u (m)" m 

. 
entonces ·ror (2. 4, 34,) y (2, 9. 3.) respectivamente 

v(m)=(;); 6u(m)=l 

' 
Se tiene 

m · m 
m { . ) =m ( 

1
.+1 ) m J 

pero fDr (2. 4. 23.) 

2_ ( ~+1 )"= ( m+ll). 
m=O ;+1 ]+2 

Por conslguiente 

o 

o+! 

o 

'= (o+2) 
j+2 

" L m ( m) = (n+l) ( n+l ) 
m=O J J+l 

-("+2) 
j+2 (2. 4.40.) 

j) O entcru 

• 



• 
94 . 

..r 

f m ( m ) = (11) ( 11 ) • ( ll ) "' 4158 
m::=O 4 S 

Como partes se eligen 

,6v(m)= (~); u(m) =m2 
J . 

¡::or (2. 4. 34.) y (2. 4. 4.) respectivamente 

m 
v(m) = ( j+l) ; L:.';u(m) = 2m+l 

Por consiguiente 
n+l 

n 2 2 nl L m (m)= m { "+1) 
m==O j J 

... - L. (2m+l) ( ~+1 ) 
m=O J+l 

o 

= (n+l)2 (n+l) 
j+l 

n n 
-2 m ( ~+1 ) - L ( m+l ) 

m=O J+l m=O j+l 

pero por (2.4.40,) 

n 
-2 L m ( m+l ) =-2 (n+l) ( n+2 ) + 2 ( n+3 ) 

m=o J+l j+2 J+3 

por otra ¡x1rte, ¡::or (2.4.23,) 

...(!; m+l n+2 
- L ( J+I ) = - ( "+2 ) 

m=O •1 



9S .. 

• luego 

~ 2 (m)"' ( +l)2 ( n+l) _2(n+l) ( n+2) + 2 ( n+3) _ ( ~+2) 
m~ O m j n j+l j+2 j+3 J+2 

y finalmente 

2. m2 ( ~ J = (n+1)2 ( n+l) 
m==O J j+l 

- (2n+3) ( M2) +2 ( n+3) 
j+2 j+3 

(2.4. 41. i 

J) O entero 

Como ilustración se tiene: 

10 2 13 ¿ m
2 

( m)= (11) (11 ) - (23) ( 1i ) + 2 ( 
8 

) "' 40,260 
m=O S 6 

3) n · L (m) (m:) 
m"'O J 

Como partes se eligen 

6 v{m)"' ( rn:k ) ; u (m)" (m)j 

p::~r (2. 4. 3S.) y {2. 4. S.) se obtier:e 

Estas partes se conservan para las diferentes sumas· sucesivas. 

· Se tiene: 



• " -.:;-· (m). ( m+k ) "' ¡m) ( m+k ) 
L 0 Jk Jk+l m• ln+1. i j (m) -1 ( m+k+l ) 

m"'O J k+l o 

~ m-+k+l m-+k+1 
-j L (m)j-1( k+1 )=-j(m)

1 
.• 1( k+2 ) 

m=O 

o+l 

+ 
o 

~ m+k+2 
+ J L U-l)(m)._2 ( k+2 ) 

m:O J 

JU-1) i () (m+k+2):j(j-1)(m) (m+k+2) 
m=omJ-2 k+2 . J-2 k+3 

o+1 

o 

96 .. 

- - - - - - - - - - - - - - - - - -

(-tY-1JU-1)···2 ~(m) (m+k+j·1)=(·1Y-1W·l)···2(m) (m+koj-1)-
. ~o 1 k+J-1 l k+j 

J (-1) JU-1l···2· 

-(-l)HJ(j-1)···2 2 (m+k:+J) 
m"' k+j 

sumando miembro a miembro y sustituyendo elttrcmos: 

" . 
) (In). ( m+k ) = (n+l) ( n+k+l ) -j (n+l) ( n+k+2 ) + . (j -1) (n+I) ( n+k+3) + ... 

rtf,.o J to: J k+l J-1 k+2 J J-2 k+3 

. • • + ( ·l)J .¡ j Ü -1)., • 2 (n+l) ( ntk·.!j )+(-Ir j(j ·1)." 2. 1 ( n+k+j+l ) 
1 k+J k+ j+l 



esto es 

, 
i_ (m). ( m+k 

m..() J k 

' (n+1) 
J-j 

( n+k+J.+1) 
k+hl 

97 .. 

(2.~.-!2.) 

j, k O enteros 

La suma en el. segundo miembro es más simple de calcular co-, . . . . . ' 
' mo puede apreciarse en el siguiente ejemplo .m.lmédco. 

(51) ( 54+'- ) = 
2-~ 4+) 

= (51)
2 

e 5! > -2 (51)
1 

e s;) + 2 ( 5~ ) = 516, 543, ::~oo 

4) 
n 
2 (m). (m)k ; ) >k 

m=O l 

Puesto que "j >k. se eligen las siguientes partes: 

¡:or (2. 4. 32.) y (2. 4, S.) se tiene respectivamente 

v(m) = (m)j+1 
j+l 

; 6,u(m) = k(m) 
k-1 

partes que se conservan en las diferentes sumas sucesivas. 

n (m). 
"') (r"n). (m) = ¡+1 

nf..o J k j+l 

n+l 
. 1 --
j+l 

, 
L (m+l)¡.+l k(m), __ l 

m=O " 
o 



• 

+ k(k-1) 
(J+l)(J+2) 

- - -

98. 

o+l 
{m+l)j+Z 

j+2 (m)k-1 + 
o 

+ k mt., (m+2)
1
.+2 (k-l)(m)k-Z + 

(i+l)U+2) -v 

" ""' (m+2) (m) = k(k-1) rf-"Ú J+2 k-2 (j+l)(j+2) 

" 

(m+2)j+3 
j+3 

k(k-1) L (m+3)j·+3 (k-2)(m)k_3 m=O 
(j+l)(j+2)(j+3) 

o+l 

o 

------ -----------

(-ll-1 k{k-1) ... 2 
(J+l) •.. (j+k -1) 

n k-1 k(k-l)··· 2 (m+k-1)1~ 
"(m+k-1) (m) • (-l) · 
~ j-t·kA 1 (j+l)· .. (jH-l) (j+k) 

oH 

" (m)¡ --H)k-1 k(k-1)··. 2 
(j+l) .•• (j+k) 

¿ (m+k) +k (m)0 m=O 1 
o 

k " k ( -l) -;';'-t,l:;.k-:,1'-.) ·;,:·u;· 72·_,_1 ~ (m+k).+k = ( ·l) k (k- t). · . 2· 1 
O+t)- · · U+kl ~o 1 <J+i) · · · G+k} 

(m+k)i+k+l 
j+k+l 

sumando miembro a miembro y sustituyendo extremos: 

" 1 
'>(m) (m) =- (11+1) (n+l) - -.:fik=» zrf-=o j k J+l j+I k U+I)U+2) (n+2)j+Z (n+l)k-l + 

(n+3) (n+l) + · · · . j+3 k-2 

n+l 

o 
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' . . • . . ' 
•.• +(-l)k-1 k(k-1)···2(ntk). (n+l)+(-d k(k-1)···2-l(n,;H) 

(i+l)- • • O+k) J-tk 1 U+l) • • · U+k+l) J-t-k-.,.: 

(2. -l. 43.) 

j >k >O enteros 

Nuevamente la suma en el segundo rriiembro es más simple de 

evaluar: 

~ ~ 1 (2)¡ 
2_ (m) (m)2 ==L. (-1) l+l (31+)) )(31)

2 
f 

m:Q 3 =O . (4) 4+ • 

= .L (31)4 (31)2 - ffo (32)
5 

(31) + 1~0 (33)
6 
= rt3, 953. 6-l-l 

4 -· 1 . 

Como partes se eligen 

. k 
6v(m)=(ffi)J; u(m) =(m) 

y p;~r (2. 4. 33.) y (2. ·l. 6.) 

'+1 «m·llr V(~)"' j+l . , ; 6u(m)=k ((m+l))k-l 

n+l 
1 ~ J+l k-1 

· j+I L (m) k ((m+l)) 
rn=:O 

o 



• 
100 .. 

• • • 

. _k_ .L (m)¡+l ((m+l))k-1 = __ k_ 
j+l m=O J+l 

+ k 
U+l)(J+2) 

n · k 2 n '+2 k-2 L (my+2 (k·l)((m+2)) - + k(k-1) ) (mY ((m+2)) = 
m:O . 0+1)0+2) k=o 

o+l 1+3 
!: (k-l) ((jftl ((m+'llk-2 

'; {í+l)G+2) 
k (k-1) ~ ¡+3 k-3 

- (J+l)(j+2)(j+J) m4o(m (k·2)({m+3)). 
o . 

---------------------------
(-1/-1 k(k-1) • • • 2 ~ (m)+k-1 ((m+k-I)/ =(·l)k-1 k(k-1}· •• 2 ((m~l)y+k 

U+l)··· U+k·I) ~o U+I>···<J+k-1) J+ 

o+l 

o 
. (·l)k-1 k (k·l)·. '2 ~ ,i+k o - - m (mr ((m+k-1)) 

U+l)· · · ü+k) 

• k k(k-1) · .. 2.1 · '\ (my+k= (-1)k k(k-1) .. · 2.1 <-1> U+l) .. ·O+k) ~o 0+1) ... ú+k) 
((m-l)y+k+l 

J+k+l 

sumando miembro a miembro y sustituyendo extremos: 

o+l 

o 

le: (k-1) .. !+3 k-2 k·! + ----- (ny ((n+3)) +· .. + (-1) 
U+l )(i+2)U+3) 

k(k·l) .•• 2 j+k l 
U+ O··· U+k) (n) ((n+l:)) + 
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• ' • 
(2.4.::.· 

j >k) O enter:; 

22 3 2 2 ~ 4+R 2-~ 
2_ (m) (m) ·:L(-1)~(20) · ((2l+~H 

-m=O =O (4) 

Se tiene IX>r (l. S. 22,) 

(. m . ) ,(J¡+···+jr-1)'. 

J¡•J2····Jr J1····Jr-1· 

"~(Jr+ ... +jr-1): 

. J¡•"'jr-1' [ 

2 n+l n+2 
(n+l) (j +· .. +j +l) -(2n+3)( 1. +"'+' +2)-

1 r·l 1 1r-l 

[ (o+l)3 

((j +ooo+j +J))l 
1 r-1 

i,.::m-,·
1

- ... ·J· r-1 
j =n-j¡- .•• -j 
r r-1 

i1 •.•• ,jr =O enteros (2.·! . .;:. 



• 

• 

'º 2 m -
ml..om (234(m-9))-

43x(21)(22) 2 
(IO)(ll) + (10)(11)(12) 

20 2 m ¡o m ( 2 3 4 (m-9)) = 157, 770, 1B7, 500 

" 7) ·¿m S (m,j) 
m-o 

Como partes se eligen 

,6v(m)=<S (m,J): u(m)=m 

p::~r (2.4.37,) y (2.4.3.) 

102 .. 

o+l 

" . -z -h-m=o J. [ 

.1 · 1 . .,)- j-J J ~m+! ¡1 
(-lr+(·lY- i(m+l)·f=

2
(-l) (.x_)} _

1 
· J=' 

' 

Haciendo operaciones se Ucga a: 
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.-------------~------~· 
" }. l)i-f<}> ( •··. J' L mS(m,j)=>+ \(-l)j-lj(n2+n)+ (- 2 (nt-1))n+2_(n+2),en+l) 

m=>() · J.• 2 :2 U-1) 

lO . 1 t (110 S 5-~¡5) L mS(m,s) :--;- 5 . ) + ¿ (-l) ~ 
m=O ~- ...f=2 ()-l)2 

(2.4.46.) . 

( (ll)J 12- (12)~ "] \ 

~ mS(m,S)=~ r)275-JQ.(llx2 12 -12x2
11

)+ 1] (llx3
12

-12x3 11 )-
m=O 5. 



• 

• 

l O.f. 

2. 4. 4. Ecuaciones en diferencias (problemas de valor inicial) 

i) Ecuación lineal homogenea de segundo orden y con coeficientes 

constantes. 

Sea 

y(n+2)-Sy(n+l)+ 4y(n)_= O 

con los siguientes valores iniciales 

y(O)= 10, y(l) ""20 

Se tiene por (l. S. 7.) al aplicar la T .G. O. a la ecuación en dl-

ferencias: 

z-2 [y&(z)·y(O)-zy(ID -Sz-1 [y&(z) -y(Oi) +4y&(z)=O 

y&(z) - y(O) - zy (1) - Sz yg (z) +5 zy (0) +4z2 y& (z) =O 

y& (z) ( 1-Sz+4z2) - y (0)(1-Sz) - z y.(l) = Ü 
y&"(z) = (1-Sz) y(O) + zy(l) 

l-Sz+4z2 l-Sz+4z2 

factorizando el denominador 

luego 

(1-Sz+4z2) = (1-4z)(l-z) 

y&(z) = y(O) + 
(l-4z)(l-z) 

y(l)·Sy(O) 

' (l-4z)(l-z) 

antirransforrnundo mediante (l. 6. 3.) y (l. 6. 4.) 

.¡n+J -1 [ " 
y(n) "=- y(O) 4-l + y{l)- 5y(OJ] \.? 
y{n)= ~ y(Q).¡n. ~O+ y{l)-Sy(O) 4 n _ y(l)-Sy(O) 

y(n) = 4y(O)+y(l)-Sy(O) 411 _ y(O)+y(!)-Sy(O) 

3 3 

y(n) = y{l) - y(O) .¡n _ y(1)-4y(CI) 
3 3 



lo:; . 

sustituyendo los valores iniciales 

1 y(n)=-}2- 4°+~~ n=O,l,2,. .. 

ii) Otra manera de resolver la ecuación en diferencias, sin acudir 

aJaT.G.O. 

A ¡iartir de 
y(n+2)- 5y(n+l)+4y(n) =O 

Se forma la ecuación auxiliar 

cuyas ralees son 

y se plantea como solución general 

en d caso presente 

finalmente se acude a los valores iniciales para dcterminnr el 

valor de las constantes arbitrarias. 

esto es 

y(O)=C¡ +t; } 

y(l) = 4 C¡+ Cz 

10 = c 1 + c2 } 

20 = 4 c 1 +C2 

resolviendo este sistema de ecuaciones resulta 

• 



• 

• 

luego 

y (n)= ...!Q_ 
3 

20 
3 

106 . 

Tanto este método de la ecuación auxiliar como el visto en 

el inciso·anterior son generales, asi para la ecuación lineal 

homogénea de coeficientes constantes y k·ésimo orden, se 

tiene 

y(n+k)+a, y(n+k-1) + ... + ak.2 y(n+2)+ak-l y(n+l)+ak y(n)"' O 

con condiciones iniciales 

y(Ol·"o· y(l)• b¡ ... , y(k) • 1>¡, 

la ecuación auxiliar resulta 

con r.atces (J 1, (32 ••.• , (J k , la solución general es 

1 y(n)=C1 {J~+C2 (3~+· .. +Ck(3~~ n=O,l,2, ... 

y mediame las condiciones iniciales se determinan el valor de 

las constantes arbitrarlas C¡, c2, ... , Ck. 

111) Ecuación lineal completa con coeficiemes constantes y de pri-

mer orden. 

Soa 
y(n+l)- a y (n):f(n) 

y(O) e ( 



haclenJo uso de (l. S. 7.) 

z-1 [yg(z)-y(ü)] -aYg(z)=fg(z) 

yg(z)-y(O)-az yg(z)=zfg(z) 

y g (z) (1-az) =y (O) +z fg (z) 

yg (Z) 

¡:ero Y (O) = t 
luego 

t + z 
1-az 1-az 

¡:or (l. S. 8.) 

l07 . 

z n m-1 
fg(z)io=> Z_ a f(n-m) p:~r (l. 5. 5.) 

1-az 

luego 

asf, para . 

m=l 

" 
y(n) = 'tan+ Z 

m= l 

m-1 
a . f(n-m) 

. . 
f(n)=(n).; j>Qc¡e. 

J " ~ m-1 
y(n)= ran +L... a (n-m). 

In = 1 J 
j>O cte. 

n=O,l.2, ... 

iv) Ecuación en diferencias lineal compl~Ia de coeficientes varia-

bies y de prímer orden. 

Sea 
y(n+l) - -"o+l 

y(O)=O 

" y(n) = -"o+l 
n=l,2, ... 

• 
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- multiplicando ambos miembros p:Jr n+l 

• 

(n+l) y(n+l)-n y(n)" an. 

luego 

ny(n+l)+y(n+l)-ny(n)" an 

por(l.5.7.), {1.5.8.)y(l.S.10.) 

z d~ { z~ 1 ~g(z) -~(Ol]} + z-1 [_yg(z) -y(ol] 

z d a, 
l 

1-az 

l 
1-az 

zyg(l)(z) -y.S(z)+y(O) 

z2 
+ ~y'--g-'(z~)_-!_Y;::IDcl 

z 
-z d yg(z)=-;-"1~ az 1-az 

d 
Qz 

yS(z) +ill + 
z z 

d g 
Oz Y (z)" 

l 
re¡¡ 

dYgiz)= l dz 
r:¡¡ 1-z 

y (O) --z 

l a l 
1-z -r:a 1-az 

a dz -r:a 1-az 

d 
-z Tz 

yg(z)=_L L- -L(l-z)+L(l-az)J 
l-a 

por (1..5. 24. l y (l. S. 25.) 

yg(z)"' 1 
1--az 

' • 
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- y(n)=_l_(!. -
811

); n=l,2, ... 
l-a n n 

y(n) =...l. 
" 

n=l,2, .•. 

y(O) =O 

v) Ecuación diferencial en diferencias de primer orden y homogéneo.~ 

' 

Sea 

.sL y (n+l, t ) -2 t y (n, t ) = O 
dt 

con el valor Inicial 

y(O, t) = f(i) 

y(n,O) = )P(n) 

Por (1.5.7.) 

-l[8 z -
" 

yg(z,t)-.J!... y(O,t) -¿ztyS(z,i )=O 
dt 

~ yg(z, t ) - 3.... y(O, "t)- 2 tz yg (z, t}~O 
~t d~ . 

;;<1; yg(z,"t)-2'CzyS(z,t)= ddt: y(O,t) 

_9_ y(O,t)= rl(-t) luego 
d< 

~e;t" Yg(z,-t) -2tz yg(z;t)= f '(t) 

que es una ecuación parcial lineal de prirrer orden en ~ , 

de la forma 

d f(t)-M(t)f(t')=N(t) 
dt 

• 



• entonces 

-fM(t)dt 
u=e · 

v= [ N(t)e jM(t) dtdt"+. k 

Para el caso particular en cuestión 

_J-2tzd-t zt2 
u=e =e 

de manera que 

2 [! t2 y=ezt f'(t)e·z dt 

2 !' 2 2 y=ezt f'(u)e-zu du+kezt 
o 

¡"t ¡t' 2¡ ,2 
Yg(z,t)= lo e2 -u f'(u)du+keZ 

pero y(n, O)= f(n); yg(z, O)= Yg(z) 

luego 

yg(z)=O+k e0 =k 

finalmeme 

antitransformando con ayuda de (l. 5. S.) y (l. 5. 22.) 

" f'(u)du + 2.:_ 
m=O 

110 • 
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2, 4, S. Aplic;,c\611 :1 ¡.;i:;t..;:m;,s li<' ccu•lrionc•s lin<:nk•s y dt! pdmcr or-

den c11 difcrcncins. 

y1 (n+l_ =11
11 

y1 (11)+a 12 y2 (n)·+·· • +alk yk (n)+ ~~ (11) 

Y2 (n+l) =a21 Y¡ (l1)+a22 Y2 (n) +.'' + S2k y k (l1)+ 02 (n) 

y k (n+l) = akl y1 (11) + ak2 y2 (n) + · · • + akk Yk (n)+ Q)k (n) 

que puede expresarse matricial mente en la forma 

y (n+l) =A Y (n)+ID (n) 

en donde 

- • 
A• 'll 't2 . . . 'tk Y(n)= Y¡ (n) . ~ (n) = ' 

'21 ., ... '2k Y2 (n) 

- - - - - l ;k(,¡-0kl 'k2 ... 'k k 

111. 

\1¡ (o) 1 
~2 (n) 

---
(2lk(c) 1 

J 

• 



• Se demuestra que su solución general es:-

"- 1 
Y<n>=A n Y (O)+ '5 

Q.=O 

-< A· ¡¡ ("-~ -!); n:O,l, ... 

en donde y (O) es~¡ vector de'"condición inicial'". 

112 . 

_, 
Aquf nuevamente (1.16. 2.) permite obtener la potencia A 

mediante el uso de la T. G. O. 

Asi J.Or ejemplo, sea 

{

u(n+l)"'3u(n)+ 2v(n)+n 

v(n+I):2 u(n)+ 3 v_(n)+n2 

y como condición inicial 

u(O):a, v(O)=b 

Se tiene: 

A=[: ~] Y {n) = [" (")J 
v (n) 

entonces 

,, J 
l-3z 

[T _¡;,]-' = ¡ ,_,, '' J 
2z l -3z 

1 
(1-z) (l-3z) 

= ; [ i., [ -11 - i 1 + -,,,-'-',,.,... 
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Haciendo uso de (l. S. 3.) y {l. 5. 8. ). 

;;".d[ ,· ·1] 2l -1 1 

por consiguiente: 

[ " 1">]· lf[ 1 ·'] + s" [ 1 ']'t ['] + 
v (n) 2l -1 1 1 1 J b 

, ,., l · _,- + ,~ l·, 'l ·r,-~-· 1 +2 J, 0 -1 . 1j . 1 1 (n-.t -1)2 

1 sn 1 n-l [ l l u(n)=-(a-b)+- (a+b)+- > (n-J?-1)(2+.Q..-n)+5 (n-J.."l)(n".d 
' 2 2 2"¡:rr . 

. -
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2. 4. 6. Aplicación de la doble transformada a las ecuaciones parcia

les en diferencias. 

El tema se iniciará como se hizo en el inciso (2. 4. 4. ) con 

un ejemplo de una ecuación parcial de primer orden tanto en 

j como en n, completa, lineal y con coeficientes constantes. 

y(j+l,n+l)-2 y (j,n+l)+3 y(j,n)=f(j,n) 

con los siguientes valores Iniciales 

y(O,n) ·'f(n) 

yQ,O) •'fUl 

y(O,O) =o<. 

Transformando ambos miembros res¡)ecto a j: 

y&- (s, n+l)- y(O, n+l) -2 Sr- (s, n+l)+3sr-(s, n)=s~-(s, n) 

-(l-2s)yg- (s, n+l)+3 s yS- (s, n)-y(O, n+l) = s fg- (s, n) 

transformando ahora respecto a n, haciendo uso nuevamente 

de(I.5.7.) 

(l-2s)z-1 [ ~g(s,z)-y&:-(s,O)) +3sygg(~.z)-z-ll y-g(O,z)-y(O,O) J = 

=sfgg(s,z) 
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(1 ~2s) y gg (s, z) • ( 1·2s) y g· (s, O)+ 3sz ygg (s, z)- y -g(O, z}+ 

+ y(O,O)==szfgg(s,z). 

y8S' (s, z)(l-2s+3sz) -(l-2s) y&- (s, 0)-y -g (0, z)+ y (0, 0) = 

== sz fgg (s, z)-

pero 

luego 

r•-<•.D>='i'"<•> 
y -g (0, z) == ·vg (z) 

y(O,O) =o< 

dividiendo entre (1-2s) numerador y denominador 

Empleando (l. S. 5.) y (l. 5. B.) se antitransformará respecto 

n z: 

s 3s m g- n Js n g 
1_26 ( r-2s ) f (s, n-m)+(-1) ( T=2s) f (s) + 

o 1 
+ > (-l)m ¡-2s 

m=O 

3, m 
(r:5) -.¡r<n-m)+. 

( 3s )n 
RS 

• 



• 

• 

116. 

- n-1 m+l 
yg-(s,n)=Z: (-l)m 3m~'----.,=- fg- (s,n-m)+ 

m=O (l-2s) m+l 

g n m m sm 
"(•)+">""(-!) 3 olr(o-m)+ 
-¡ ~O (1-2s)m+l 't' 

haciendo uso ahora de (l. 5. 5. ), (l. S. 6. ) y (l. S. 20. ) se anti-

transforma respecto a s, obteniéndose: 

n -l m 3 m j k k-1 
yU,n)=-=::;--(-1) <z> L2 (m_1 )fü-k.n-m)+ 

iJl?o k"' o 

L 15. 2. En ocasiones es más cómodo usar una transformada p:~rciul 

en vez de la total y si la ecuación Cs lineal de coeficientes 

coristantes y homogénea, acudir a la técnica de la ecuación 

auxiliar tal y como se mostró en el inciso (l. 7. 2.). 

l) Sea el caso del Paseo Casual simple 

(p+q=I) tratado en (l. lO. 6, l.) si co

mo !la r;ldo costumbre 1· (n) es la 
J 

probabilidad de que el proceso visi-

slte el estado j en la época n, re-

sulta la ecuación (ver fig. 1.14. ), 

-.!!._ 
J-J J 

Flg. 1.14. 

q 

J- 1 



esto es 

~ U,n+l)=ptfU-l.n)+qt.fU+l,n) -(A) 

Con los siguientes valores iniciales 

'D n n n 
VT(O,n)= (~)p'! q2 (verincisol.l0.6.1.) 

2 

'-fU,O) :::J U) (el proceso se inicia en j=O) 

/.f(O, 0) ~ 1 

Transformando la ecuación {A) respecto a n: 

z-1 ~-gU,z) -1_(.1,0)}= pf-gU·l,z)+qtf-8 UH,z) 

tf -g U. z) -'fU, 0)= pz 1-g U -1, z)+qzL{8 (j+l, z) 

ordenando términos 

. qz"(" u+ 1, z)- ,rg u ,z) +pz'fg u- J' z)~ 'fu.o¡ 

la ecuación auxiliar es: 

~ 2 . 
qz¡..; -(_) +pz =O 

luego 

117 . 

sekcclonundo el signo negacivo dvl radical con objew de que 

(3 sea acOlada enrorno del punto z=O, 

• 
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entonces j 

,p·g ( l· )HMz') 
-¡ (j,z)=C(z) . 2qz 

en donde C(z) es una función arbitraria de z a determinar 

por medio de las condiciones iniciales. 

Parn j =O, la ecuación anterior resulta: 

'f -g 
(O,z)=C(z) 

pero f-g {0, z) es la trarysformada de tf {0, n) luego JXlr 

(l. lO. 25.) 

p:Jr consiguiente 

esto es: 

( 
l· Ji ·4¡x¡z2' )j 

·2qz 

que es la solución de la ü1tcgral (J. 10. 26.) . 

(J. 15. l.) 
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2. S. Aplicación a Cadenas de Markov 

2. 5.1. Sea la función matricial \i? (n) tal que 

• 

~(n)=·j ··(n)., ; i,j=l, ... , N 
-. lj ~ 

· en do~de 1 i" (n) es la probabilidad de que el proceso mar-
. J 

koviano, iniciado en el estado 1, visite el estado j al cabo 

de n ép::¡cas. 

Si P es la matriz 

i,j=I, ... ,.N 

de probabilidades de transición del estado 1 al j en una é¡:o-

ca cualquiera, entonces 

De manera que 

- - -
~ (1) • ~ (O) 1' 

0 (2) = ~ (l) p = ~ (0) p 2 = 1 p~ p 
2 

i,Zl (n)=P 0 

luego la probabilidad en n é¡ncas de visitnr un estado cual-

quiera del proceso, se obtiene elevando la matriz de probabi 

• 
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lidades de transición entre eswdos P a lo n-ésima poteilcia. 

Así p::.r ejemplo, sea 

1 2 3 
P= 

1 
1 1 o 
! ! 

2 1 1 1 ;i,j=l,2,3 
~ ~ ~ 

3 1 1 1 
4 ;¡ ! 

(matriz estocástica) 

Entonces 

-n ¡¡; (n) = P 

y ror (1.16.2.) 

~g(z)=[l-Pz]-l 

(1" p+ 1 1- 2 z - ~ z 

.lz 1 1-- z 
3 3 

-lz 1 ·-z 
4 4 

haciendo operaciones: 

o 
.1 ·-z 
3 

1 
1- 2z 

1- 5z,._l_z2 
¡; 12 

"kz-fiz2 
lz 
4 

Fig. l. 15. 

1 1 2 
2z-:¡-z 

l-z+lz2 

' 
lz 
4 
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<... - -1 l 3 3 1 1 3 3 3 1 3 1 1 - Pz l =- ¡¡ ¡¡ 4 + ¡¡ 8 ... :r r-:r ~ • ..- 1-z 
3 3 1 1- 3 z 1 1 1 1 3 - 1 
8 8 4 a-s 4 4 4 ~ 
3 3 1 _J.--ª- 1 o o o 
S 8 4 8 8 4 

finalmente, JXIr (l. S. l.) (l. S. 3.) y (l. S. 8. ) 

1 1 
o 1" [! 3 1 1 3 - ª- 1 ... .1 ¡l - +(.!.)n 

_, 
~(o) e ! ! = 8 4 8 8 4 + Ó(n) 4 4 2¡ -· 1 1 1 3 1 3 1 1 1 1 3 1 1 -- -- -,1 ¡¡ ¡¡ ¡¡ '8 8 4 8 8 4 4 4 ' l 1 l li 3 1 --ª- - .1 3 o o 4 4 2 8 4 8 8 4 01 

J 
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sotui:i6i> de (a). Por •u•titudón di=ia puede hacerse ver 
que Y"' A J~" k .¡. B "'"k x es la solución de (b), en don
de A y B """ connamesarbitrarias. 

8.. Ecuaciim ycondicion~• homogfne/U. Una condición 
o ecuación es homogtneo ,i, cuando e. sati$fecha por una 
función partiwlar y(.:r), tambil!n e. ";atisfecha por e y(.:rl; 
donde e es una conuante arbitraria. Por ejemplo, una 
oondici6n homogénea puede obtenet>e del requerimiento 
de que una función o una de sus derivada• (o alguna 
combinación lineal de la funcion y/o ciertas de su• 
derivadas) ••• nula. Lo. ejemplos (b) y (0 son casos de 
ecuadone. dif«enciale• homogéneas.. 

P..l, Solución de =• ecuacl011 dtfercnd.tl 

Dada una ecuación diferencial ordinaria de orden n y 
cuatqu!OT grado, cuya forma mi• g<oneral e. 

F{.-, ,., ..¡, "(', ... , 1'") =O, . {&-1) 

•• establece en matem~ticas que en su solud6n g<onera! 
deben aparecer n ~n•tante• arbitrarias. Emonce>, 
puede aoeptarsc que la solud6n.general de 18·ll es 

C(.:, y, e,, <o, ... , e.) =O (8-2) 

Gdflcamenl<. La ewaci6n (8·2) representa 1 una fam~ia 
de curvu plano<. cada una de elta• obtenidas pa<.a valores 
partiouloresdelu n conSlantes ~,, ~, .... e;,, como>< mues· 
Ira on la figura 8·1. Cada una de estos curva$ «>rre•ponde a 

·una 10ludón particular de la ecuación diferencial (8·1}. y 
an.tlitioamente puode obteneuc •u jetando la ooludón gene· 
ra! (8·2) 1 n condiciones inde!"ndientes que permnon >a· 
l111r las <oll5tantes ¡¡rbitruiu. 

' 

L__-~---· 
Fla. 8·1. Rcpr=n\ocl6n ¡rUioa de lo .otud6n general _de f8-!L 

· .Dependiendo de cóm<> se cstable•can estas condi
ciones, se distinguen dns tipos de problema¡; los Ita. 
mados de V<Jioru inicio/es y los de wrloreJ '" la /romera. 

Un problema de valoreo inidales e•t.i ~obcrnado por 
uno ecuación diferencia! de orden n y un conjunto de n 

condiciones independientes. toda< el!as vdlida.• para_d. 
mismo punt<> inicial. Si (8.1) es la ecuadón <.lrfcrcncl.\1 
que ddlno al problema y .:rza es el punto inicial, puede 
aceptal$e que !as n oondicione> independiente5 •on: 

1'"'(a) =y~•> (&-3) 

y se trat:lrd de obtener una soluoión particular de {8-!l 
que v«ifique {8·3). "como se pte"Senta en !a figura 8-2. 

' 
1(<.11•0 

1 -~;------· .- ·-· 
Flz. 3-2. Repr=>n .. t6n grlfica de la sotuc16n do un problema 

~.valora Iniciales. 

Por el contrario, en. los problemas de va!ore5 en la 
frontera deben establece<>e condiciones de frontera en 
todos y cada uno de los pun\05 quOconstituycn la fron
l<ra del d<.>rninio de solucione< dd problema. En par· 
ticular. en el e<pacio de una dimensión, hay dos puntos 
fronteras, por tj.,mplo x ~ ~ y x = b 1Í tl dom1nio de so· 
lucioneS es el intervalo cerrado a.;;x.;: b; por esto mismo 
el orden mlnimo de !a ecuación diferencial de un pro
blema de valores en la frontera •erá dos, como se indica 
en la figura 8·3. 

' E(•.rl 

•'---------~.-------------------~;e-----· ~ >•1 0Nb 

F11. 8-J. Rep<nenlo<i6o ~rlfoea de un probkma de .. lora en 
la frontera. 
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Bisi~amente, la soluci6n numhiea de ecuaciones 
difetcnciaies ~on•iste en sustituir el dominio continuo de 
•oh>cione. por u no di,creto formado por puntos o t. ladO$ 
lgualmenle espaciados entre d. As!, en un problema de 
YliOles iriklalcs. el dominio de defin\ci6n de soluciones 
X >" se lllllituye por el conjunto mfinitn numetllble de 
puntos x0 •a, .< 1 mx0 +h. x 1 • x0 + 2h. x, "-"o +JI¡+, 
•.• , y en el cHO de valores en la frontero "suotituye el in
tervalo a .;; x o( b por el conjun<o fmito M punto> 
Xo m~ . .ro • x0 + h, x, ".<0 + 2h, ""' "Xo +Jh,., .,x,. 
"x0 + nh" b, obtenido> •1 dividir el intervalo<n 11 partes 
ituales. U presenución grO foca de esto• dus aoos se mues· 
Ir& en la fq¡urt 8-4. 

' ¡ 
' ' ' 

1 --~ 
1 

• -· • • • , '" 

(a) Valore. iniciales 

' 

1 
' 1 

' 

-· • • • • '" . -· • • 

(h) Valorts en 1~ fL"Onteta 

~-~~- 8-l, Dh • ...-.tiucibn d<l dom'onio de dd"onición d< SQiu<io
= 

Habiéndose d',.<rtli,.odn ~1 pmLiema ~onlinuo. ~" 
~·~•~.:. de cLit-Mr b soluci,;n por~ los puulos ron<i· 
do•ra.J~,. y ~"" ·~ h•d. en ~~ncral, sustiluyend~ 1~• 
,¡.,, O>ada.< que ap~reLcan en IJ e<: u:~<· k\ u diferencial y en 
sus ,..,.,dkinnos iniei~l<'< o de lront«a. por ~moul;>,s 
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numér¡¡,a.s de dcrÍI"~oión que proporcionen aproxima· 
e iones a las derivadas o !rolando de integrar la ecuación 
diferencial y reemplu~ndo al proceso de integtaoí6n por 
una fórmula numérka que u- aproxime a la imegral. 
Una \'Ct hecho ""o· la 'X'Uoción obtenida expr<Sada en 
diferencias finitas (ya que se han >u<tituldo difcrericiales 
por incrcmemo< finilos) se aplica rcpetidantcnle en tOO os 
los puntos pivotes dmode se desconoce lo solución para 
llcgor a una solución aproximada <lcl probkma. 

En el capllulo 6 se obtuvieron alguna• f6nnula. ~U· 
.mrieas de derivación e integración de funciones dis
cn:ta•, como tu que aqulsc está~ eon•idetando. 

8-3. Soludón nu <UÓrloa do problcnoa.s ,le valor"' lnidHI•• 

Un problema ordinario de valor~ ini<:ialt$ t>tá gober· 
nado por una ecuad6n dife,..,ncial ordinaria y un conjun
to de condicionO!$, todas ellas válida. para el mi•mo pun. 
to inici~I.x "'x0 .La solución numérica de c>tc problema 
eonsi<tc en evaluar la integral deJÚ) en !O<Ios los puntos 
pivotes de su intet"l'alo de def1nki6n, \os ~uc e.tarán 
igualmente espadados en h unidades. Estos valoros •e 
obtienen, pa<O a paso. a panir del punto inioial. lo que 
da el nombre de m~todw d~ir,ugroción poso u paso. 

U ••·•luoc<ón dty en los punto> pivo" x1,. x0 + ih. i'"' 
1, 2, 3, .... se llevo 'cobo ~san do "fóomul•s de recu"en· 
cía", que us.an los valoro• conocidos clc y en 1~• eflaciolics 
lllterio«l- X¡_

1
, X¡_1, ~ 1_,, ... Asi, para oplicar e>tas 

<cuaclones, n necesario emoncos 0\-.)uar muy opro~omad•· 
mente 1 y(xl en algunos de los prime<OI pu~Jos pivotu 
(uno 1 cul!ro}; y Uto se ~•ce u•ualmeme Jc..,rmii;U,do 
f!xJ on l<tie de poi< ncias. 

8-3.1. lnlcladón do la f~htdón por oerl .. J~ Ta¡lor. La 
solución .oú) de un problema de valor•• iniciales puede 
evaluu1e formalmente en la ,...,;ndad inmcdia1a del 
puntu Jn;cial _y '""x0 en lltmin"' dt b. ti'I,C Jc Tr;dut 

(6·71}, oblon,,;nduse b• dcrt>odO< de la funriim Je J., 

<ondldnn<s do fromoo• poro X " .\ 0 y P"' J"'"""""' 
\UCC!ivo> Je IJ ccuod<ln diitr<nci!t m<Sm>. 

Ejomp!o&.l. 

Encontrar )a solud6n del siguiente prob¡¡,ma de va . 
Jorcslnkinle.. por medio de 1"' cual ro primero> lérminos 
de la scr"oedeTnylor. para .r" 0.1. 0.2, U.J, 0.4 y 0.5 

y'o:~(!+_,¡y• 

)"(0) = l 

De la ~cu.1dón difcrendol y"" derivadas .u<<>i>as •• 
tiene: 
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' ~N:'"::¡~'+ (t+x)~y' 
' 

)""{O) :::: ~{1') + ( l + 0) ( ;) (~) = 1 

~"' =2yy'+ (1 +x)(y'J'+(l +.•)yy" 

y'"(O) =2(1)(~) +(1 +O)(~)'+ 
9 

•(!+0)(1){1)=~ 

J>or lo que 

(x-x0)' "+ (x-.<o) 0 ,., 

! Yo 3! ~. 

En la tabla 8-1 se mucitron tabulado• Jo• valores de la 
•olución aproximada obtei.ida y tambifn tos de la nacta, 
que es 

y=4/(4-2<-.x') 

Tabla 8-1. ~olu<lón de y' - ! 11 + •) 12, yiO) - 1, P"" oerleo 
<lo TaJioo. . 

' ' y 

0,, 1.055375 1.055409 
0,, 1.12JOOO 1.123596 
O.> !.205125 1.208459 
O.< '·"""" 1.315789 

'' 1.421875 1.454545 

· S-3.2 M~lodos de integración de Euler. L.1 solución de un 
problcrn• de >aJores inict.tl .. se obtiene generalmente paso a 
p.aso por m~lodos de in"¡ru:ión hacia adelonte, lo que 
permite valuar y, + un pronto "se cono.con los valoresy1, 
y1 _ , , de y en uno~ m;s pivotes anleriores. El m:ls !Un pi< 
de eslos mltodos, debido o Euler, es aplicable a ocu.cion•• 
de primer orden y no quiere conocer la solución en los pun
'"' pivoto> amerior<<. 

Dado el problema de Y~ lOres Iniciales ,, 
d.r=f(x:,y) , y(xo)=y.. (8-4) 

.e debe lnl~grar la e<ouación diferencial en el intcr>~nlo 
;r1 .; J< < x,+, - :r¡ +lo y evaluar lo intCJr:ll oplk;tndo !a 
fórmulo de int<gr>ción numó<ica (6-86), o..,, 

r· r· f(>,y)d.T 

'· " 

x,., 
y =hf(x.,y¡) +O(Io'J 

" 
entonces 

de donde.., obtiene la sigulenle exprc•i6n apro•imada 
llamadaformul" do Eulor 

y..,= yo+ Af{x:•, yo) (8-.S) 

EjemploS. l. 

Reoolvor e! problema del ejemplo 8-1 aplicando el 
m~todode Eulor. Setieoe: 

donde 

y.,,= yo+ hf{xo, yo) 

' f(xo,)'l)=¡¡(l+xo)T, y Yo=l 

Entonces 

14>=1<+0.05(1 +xo)y: 

En la tabla 8-2 apatecen tnbu!adn< lM nlores de la 
solodón aproximada obtenida a partir de la condición 
inicial conocidny,"' l. · 

Tllbla 8-2. Soludóo de 1'- *U 
Indo do Eulor. -

' 
•l r,,(O)- 1, con <l ..... 

•; " 0.05 (1 •;l y¡ 2 Yboluo:i6n enc<a) 

o ' 0.050000 ' ' , ' '"""' 0.060ó36 1.055409 
0,, 1.110636 0.07401J 1.12JS96 
O> 1.184(>49 0.091121 l.2064S9 

'0.4 l.17S87Q O.I!J9.19 I.J15789 
0,, l.JB9819 1.454$-15 

la pobre aproximación que"" observá en la tabla8-2, 
al aplicar d m~todo de Euler. puede mejorar>< si se 
evalúa la integral deft.<,y} usando la f6nnu1a trol"'dal (6-
61!). Se obtiene 

yo,,-y¡.; (/(••,y,) +/l>'!.o,y.,,)]+O(I<''I 

es decir 

' ' y¡,, = Y• +: ~ [/( "'• yo) + / (x¡. 1o y., 1 l ] [8-G) 

rara dcterm\nor el valor de esta expresión se requiere 
ermocer H.xl+•· Y¡.¡ 1} y Oste so puedo o.tionor us:.ndo «>· 

mo Vllor de Yl+o el dado por (8-5). Esta rnodiflcoción al 

• 



• 
mttOOo de Eulcr e! debido_ • Gou". La ~xpro•ión (8-SI 5e 
llama e! pr~Cdicwr y la (8-6) d '"""cwr de c•to método de 
Eulcr-Gau.,. Desde luego, que e• posible volver a sus
tituir en (8·61 él valor de.''l+ ,obtenido de la misma, 
suce•i•amcnte, de maneta de mejorar la aproximación 
hasta un grado de prec,.i6n proc5lab\ecido. 

Ejemplo 1!-3. 

Resolver 'el problema devalo~ iniciales del ejempln 8-
1 apf1cando el mttodo de Euler-Gau'<. 

Se tiene, de(8-5), para predicción 

osea 

Yl·'·• = Y1 + O.OS{ t + ~,¡r, 

Para cm recd6n , de (8·61 

• ""'·•=YI+'1 U(r,,)'l) +f(r.,,y,.o)] 

-,; + 0.02~ [(! + ... ¡r, + ( 1 + .. ,,,)yJ_,..J 

· • .>tucil n Y 1 obten'o:l a apan:~e en la <egunda colum
na de la tabla 8-J. El primer renglón de é1ta '"calculo en -
la sigui<nte Forma: 

Para/= (l, X'" O Y Yo~ l,lue1o 

(1 +rol>'!= (l +OJ!'= 1 

dcdandc 

1•-•::. 1 + 0.5( 1 +O) 1'::. 1.05 

( 1 + .<,) f., • ::. (1 + 11.1 ) LOS' ::. 1.2 127 5 

poc lo ~u e 

Er:ua<:ion .. diferenciales t>rdinorias 21lJ 

Rc>t>lvec el problema anrerit>r b;u;iendo ireradt>n<:s. 
En la tabla 8-4.., muestra el prOCes<> para encontcar la 

•oluri6n del ejemplo con:1iderado. 

Tabla 8·4. s .. tuohin de r'- ~ 11 •1 r1 , ytnl- t, ll<""'d" •1 
· tuo'!odo de l:;ulor·Gou ... 

,, 

. ' 

8-3.3 Métodos d~ Runte-Ku!la En la <ccdón anterior 
•• estableció que el método de Euler i>nra re•nlver la 
ecuaci~n di fcrencial or<l inaria de P'"""' ordtn 

i=f(•,y} (8-7) 

con la condición inicial 

y(,,¡ =y, 

~o.· = l + 0.0".?> ( ( 1 + 0) 1' + ( 1 + O .111.0:.' 1 = t.O:ú3 19 comiste en· apl"lcar rq>el"•d~n>ente la f<lr01ula de rccu· 

l:n focnta "'mejante se cal<ulon los ~ltt>S ••nglm>M de 
latabb.S-J. · 

T•l>t.o 8-3. s..hoclón do y'- i 11 +) yli)'(OI =l, "'" <1 mótodo 
M l:ul<r·G•us... 

'• Y; 1 .¡. X¡)¡"f' )'¡ +" •.r .•. , .. ,, ... '• 
" ' ·~ 

! ()5(1000 1112"l~ ' "' 1.0~5~1 ~ 1.2~Sl'>'J 1.111·~12 l.·l'li.IJHO t.OS.<,.JO'I 

" ' 1 ll.J.l4b 1.514!~2 I.!'~IObl .1 Hb'Kll~ l.llJS% 
1' .1 1 2ll7q1J l.b'lh/1"~ l..l0l77J 2)lloiiJ.l l. ](I.'H5'l 

"' I.JH7~S 2.~2«!1! 1.4ll7511 J.O'l20'lJ Ul5789 

"' 1 ... 52~ 1.45--ls-15 

rn:noia 

, .•. ,=¡•, +hf(,.,¡·.),n = 1.2,3, .. (B·91 

p:tra d~trrn1i nar 1 a sol ud6n de la ecuación difcrcndnl 011 
... ........ ~, .... , .... 

Su,tituyendo la función lfx.yl dada en lB· 7), en 18-'Ji, •• 
tiene que 

(8-10) 

e•pre~ión que indkn qnc el mé1oda de Eulcr con<i<te. 

rr.iflcantc" tt·, •n ir de un •olor ·'" <"<lnr><ido <le la <olución 
d~ !.1 ecu~dón tlifcrenci.~l (8·7) <n un ¡>unto, al <iguicn!c 
por n1<~111 de la lan~n\e T 1 • 11 cu "" integral y~ .\ÚI en 

• 



' 

1 ¡ '· 
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~.-. 
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/. Uo B•r', 
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' [A"' 
'· 

• 
'· ' •• 1----•----1 

fli,B-S. ln!etpretacilm grilk• del mftodo de Eulet. 

el mi1mo punto de soJud6n conocida, como se muestra 
en lo figura (8-5). 

De este planteamiento gráfico puede verse que una 
me;or aproximación ala solud6n de la ecuación diferen
cial (8-7) se obtendrfa si, en ve:z de \r por la tangente T, 
para determinar la •olud6n en el •iguienle punto pivote, 
se utiliza una secante con pendiente igual al promedio do 
pendientes de la curva i!ltegral en los punto. de coordi:-

' • 

r 
~)'. ---

nadu (.<0 ,y0 ) Y (x0 + 1 ,)'0 +,),en donde.>:"+ 1 "'-"n +h Y 
Yn + puede esumorse con d procedimiento normal de 
Eulei. como se mue5tra en la figura 8·6. Con lo anterior 
se obtendría un método mejorado de Euler con error del 
orden de 11' definida por la uprtsi6n 

A y.,,= Y• + 2 [{(.<., Y•) + J(x,,,, y,,,)] 

L ----- '· z ---
jorror 

r 11 f • 

/ '·+• 

'· 
• • • • • •• 

1----•---1 
Fl~. 8·6. lntorprolad6n srJnca de! mftod~ mejor .do de Euler. 



• 

• 
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en donde /(x •• ,, y,.,) es el valor de la fUndón /(.~.y) pa· 
ta z=r,-h y y=r•+nJ(x,,y,) 

Observando las exprc.iones (8-9) y (8· 1 1) pa"r¡. rtsotvor 
la ecuación diFerencial 18·7). puede dedr-se que ambas 
consiste11 en aplicar la fórmula de recurrencia 

y,,,= )'o+ h <4> (l.,)'o\ 

en donde 
~(-•·,y\ =/l-•,yl 

en el m~todo de Eulc:r, y 

<j>(•,y) = ;[/(•,"yl +/('+h. y+ 1<)'1) 

en laque 

(S.I2l 

(S.\3) 

(8-14\ 

Y=ll•.>·l !8-151 

., el rnltodo mejorado de Eu1er. 
Como se ve, c.tos do• méTadDS tienen los •iguicntes 

puntos comunes; 
l. Son métodos de un paso; para dctetminaryn+¡ so 

necesita conocer únicamente los valores de xn y y
11 

del 
punto anterior, y 

2. No rtquieren c>"lluafninguna der;.ada, sino única· 
mente valores de la funci6n.ffx, y!. 
· Estas caracterls!icu dan ori~en a una gran variedad 
de método• conocidos como de R ""~•·K ~/la. La difeten
cin entre ellos con•istc en la forma como se define la fun· 
dón ~ lr,yl que aparece en la «pn'"Sión 18-121. 

La ventaja de los métodos de Runge-Kuna con rt:SP""· 
lo al uso de la serie de Taylor. que es tambitn un método 
de un paso. c.tA expresada en el punto 2 •nteñor; es 
decir, le• métodos .¡le Runge-Kutta ,-.,quieren sólo de la 
fundón.ff..:, y) y de ninguna derivada, mientras que la 
scri: de Taylor si requiere de la evaluación dcduivadas. 
Esto hace que, en la prictica, la aplic•ción de los 
m~todc.s <le Rungc·K<>Ua W>n mis simples qutd uwde 
la serie de T a)•lor. . 

Un método de Runge·Kuua para rc.ol•er ecuadonc• 
O:ifuend., le• ordiMria• de primor orden ron error del or
den dch', de uso tan f,-.,cucnte que e\l la literatura so~ re 
mc!to:loo; numhico• se le llama simplemeolt rl métod~ de 
llu~cc-K utta, <e dad a conoc-er sin demostrar" y consis· 
;e en splicu la «o•cl6n de r<:CUrrencio 18-12), ""dende 
h funri~n 'Í' (x,y)e>ti dada por la exp,-.,,ióñ 

(8-16) 

A,=((>, yl 

• ~ dOLOoLtr oci:,., puak <r .. ·olltror,. on VigiLo/ ComF•Ia/ioo¡ 
oud NumNi<al ~<,·r•o.u ole ~.,uohwortl. y J.J.I<ew, editodal 
Me C.uw Hill. 

Ecu•donos dilcroneial .. urdinari:LS lOS 

' ··=1(•+2 
H, 

>+-,-1 

' l,=/1•+2 
. hl, 
Y+yl {U·17l 

k,=f(x+h y...¡.U,l 
• 

La ecuad6n (8·16) se obtiene haciendo un P"""edio 
P"ado de las cua1ro pendientes k,, kr. k, y k. a 1~ curva 
integral, en forma semejante a como •e procedió con las 
pendiente> de las tangente> T, y T, que dieron lu~ar a (8· 
1\) . 

. Ejemplo s.s. 

Rt<o1ver el ejemploS-! aplicando el método de Runge
Kutta . 

De la condición de inicial del problema •e tiene que 
para x~O. y /; adcmá1, h•O./. Sustituyendo estu< va. 
lores en (8-1 7) 1" obtiene 

~. =~(1 + Ol(ll' = Q_;, 

*• = H 1 +(O+ 
0
;
1 
l][ 1 + (O.I).(0.

5
} y .. 0.5?16 

'[ ¡o o.f1l[ (O.JJ(Úsi6)]' 
1.,="2 !+ +y J J+ 2 

• 

=0.5~ 

*· =~[ 1 +(O +ü.l)J [ 1 + (0.1) (0.5544} r 
=0-6127 

Llevando t<!OS valores a (8-16) y d r .. ultanle a {8·12), 
se obtiene que por a :r•O.l la solu<i6n del pr-oble111• es 

y(O.l) = 1 + .9f- (0.5 + 2 (0.5516) -t- 2 (0.5544) 

+0.6127)-1.0554 

Los valores de la$ Jc,. para este punto obtenidos de la 
wlod6n, son 

~. = ~(1 + 0.1 J ( 1.05~4)' = 0.6126 

1, = H l + (0.1 + 0~1 ) J [ 1.0554 + (0.1) ~~-~126T 

= (1.6762 



*• ;::: 0.6823 

k,=~ [1 + (0.1 +O.!) ]]!.05'1-1 + (0. 1) (0.6823) ] 0 

=0.7575 

luego 

y(O.l) ~ 1 .OSS4 + ..9f- (0.6!26 + 2(0.6782) + 2(0.6823) 

.¡. 0.7S7SJ"' Ll236 

Continuando do la misma forma se obtiene la soluci6n 
que 1e muestra en la tabla 8-S. 

Tablo!·S. S.lu<IG~d<r'-l U+•)Jl,J(O)=!,..,ao.!IIÑ
lodo do Ru,.Ke-Kutu. 

• ' 
,, ., ., 'e 

o ' o.= 0.55!6 0- 0.6!27 

o ' 1.055-4 0.6126 0.6782 ú.I>82J 0.1575 
0., !.!2.36 117575 o.!l..lJI 0.&494 0.9494 
o., '"" 0.9492 1.()647 1.074~ !.2W 
o .• 1.3158 !.2119 t.J735 1.3896 1.5872 

o' 1.4545 1.5868 l.82J4 1.8517 2.1509 

S.J..t Metoda prftiktar·COrrec!Or de Mi!ne. Un 
mttodo predi<1or·eorre<1or para ecuaciones diferenciales 
de primer orden con error de( orden de lo', es el método 
de Mo"/ne, (¡ue requiere conocer la •oludón y y el valor de 
su.primera derivada y'. en los primero• cuatro pivote•, 
para aplicarlo y continuar la so(ud6n con el mism"" 
E<tos valores de y pueden obtenern des.arrollando la 
función en serie de potencias o aplicando alguno de 1"' 
métodos de Eulero<;le Hunge-Kuna. 

Dada la ecuación diferencial y Jo• cuatro valores pi· 
vota les 

Y-: /(x, y) 
¡ 

donde 
• • 

y,, )h )'>,,., ; ,., "· ,,, f,, {S..l8) 

r1"' f{xi, y¡). 

puede integrarse la ecuación diferencial entre x1., yx1, 1 
aplicando la fórmula de integración numhica (6-94), 
para ob1ener el_ predictot de Milne. o sea 

f "·• f(x,~)dx ••• 
entollecs 

• • • y,., - )~• = 3 k(2f,.,- ¡ .. , "+ 2/J) + O(h') 

por lo !nnto 

• , ......... , ..... + 3 /¡(21~· - ¡,., + 2/t) (8-19) 

con lo que puede calcularse{¡.,. El valorcorroctod~y1 , 1 • 
·•• puede ob!en~r integrando la ecuación diferencial entre 
x1., yx1,, , por medio de ta !Ormula de Simp,on del !/J 
(6·92). Se !'<ene · 

f 
,., .. 

yJ .• -... f "''' f(x,y)dx . .. 
' y,,, - )•·• = "! (f._,+ 4(¡ + f,,,) ..¡. O(h') 

por lo que 

• )'1.>.• • )'1-t + ~ (/,., + 4/o + ¡,.,) (8-20) 

La eeuad6n (8.20) puede ser iterada usando y¡, 1 • 
0 

para 
obtener valores mejores de {1, 1 , pero e<to •• innecesario 
por el orden alto de error, siempre que k sea relativa· 
mente pequeña .. 

Ejornplo 8.6, 

Resolver el problema de ••lores inidales de( ejempl~ 
S·l,"aplicandoel mótodo de Milne para x-= 0.4. O. S, 0.6 y 
0.7. Use lo solución eucto dada para>: .. o. 0.1, 0.2 yO.J 
en el mismo ejemplo. 
~ llene, de (8-19); 

• )'l.t,. = ,.... + 3" (2{¡., _,,_, + 2(,) 

• - Jl4 +3D (2( ... ,- ¡,., + 2(,) 

De(S..20) 

' ""'·' =,....., +! ,,,_, + 41< + (o.d 

' = ,..., + ~ (/J..t + 4(, + , .. ,) 
en donde 

La ¡oluc16n obtenida se encuentra en la cuana col u m· 
na de la ubla 8·6. Los renglones rorresp<mdicmes ax=O. 
O.!, 0.2 y 0.3, para IO>i que se admite conocido la <OIU· 
ci6n, se llenan !<>do• en la misma forma. Por ejemplo . 
para los di:os printrros se tiene: 

"·' = ~(1 + 0,!) 1.035-109' = 0.~!2638 

• 

• 



• 
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L-. •uluci6~ d• In ccuacic>n poraxc0.4(quinto renglón 
' - - ' • do In tabla} se caku lo como Sigue: 
1p;,.; a 3. ¡, .. o.6t263S, ¡, ,;,·o,7574io,¡, -0.949242 

YJ'o'"l ,y,~l.ll 

Y<·p"' 1 + 3ó [2(0.612638)- 0.757480 + 2(0.949242)) 

g 1315504 

¡,., .. -+{! + 0.4) 1.3155042 - 1.211385 

y, , < ~ 1.12 + -Jo [0.75 748(1 + 4 (G.949242) + 1.21 J 385] 

.. l-315790. 

r ..... +o+o.+¡ J.31S79o'- 1.211912 

la «>lud6n para los otros Yaloros de x se caknlan en 
la mi•m• fonna.. 

••• •• 

' L4S4lll4 1.585618 
H38177 1.147162 
1.&93377 3.1).17147 

1 -t,condmi-

1.639344 
1.895734 

S-3.~ Solutión de ~lstemas de ecuaclon .. dtferoncla· 
leo. Cualquier método de integración hooia adelante de 
ttuadoncsde primer orden puede s<r ntendido para in
lc2••• siuern~ de ecuaciones de primer orden, n CC1!~
cbnn d•· 1>rden superiar. 

~~n t1 oiuema de dos ""uaciQlle< diferenciales de 
prinot•rorden 

"I'=H<,y,<l ; •'=t(•,y,•l (!l-21) 

.Jonde .v y z son funcionC"< de la milma •arbble indepen· • 
<!itnlc A", con htS do< cond icion~• inkiale• 

(8-22) 

Si sé conocen la• valores y 1 , y 1 , y,. z ,·. : 2• y z,, ol aplicar 
~~ mt!odo de Milne a an~bos ecuadone•, s.e obtiene el 
•l&uien¡c conjunto ele fórmul;!.s; 

; 
¡ •. ,. == Y•-· +S )¡ (.1/ •. " -¡,., + 2f,) (11·23) 

• ••. ,. =: .,., + 1" }¡ (:!~,_, - ,,_, + 2g,) (!l-21) 

Ecuacionos <!iferenci:lle> ordiiUiri.u 2C7 

que p<mli(en ·dctemlinar {¡,
1 

y g1,
1

• Adem;h. se tioneo 

• • Y'''·'= y,.,+ 3 (f,_, + 4/., + f,.,¡ (!l-25) 

• • ... , .• = ••. , + 3 {ti-> +1¡¡:, + ,,_,¡ (B-26) 

que consÜtuycn una aproximaci6n al >istema (8·2ll, con 
la• condiciones iniciales (8·22) 

Ejemplo 8-7. 

Re1olvcr d sistema de o:í'uadone• diferrnciale> 
y' ~ y + t." Z' "' :. - y: con 1., condicione< inicio]., y( O) 
O.l;z(0)=0.2. 

De los ecuaciones diferenciales se tiene: 

; => +• < =· _, 
,. =>' +< ,. = •• _,. 

' ... =Y~+,~ ... = :1'- "1'' ' ' 

·Calculando el valor de éstos en el punto inicial. r O, y 
teniendo en cuenta las condiciones iniciales. result~ 

i (0) = 0.3 ,. (O)= '·' 
>" (0) =0.4 ,. (0) = -0.2 

••• (0).= 0.2_ ... (O) =-0.6 ' ' 
... 

con lo "que se obtienen los dc.orro\10< de yl.t! y zúl, en un 
entorno dex .. o, o «a · 

O 0.4 '+0.2 ..• 
~= .1 +0.3x+-r ""'i'""r+. 

2! ~· 

0.2 • 0.6 ' z=0.2+0.Ix--, x -...,..x +· 
2. .>. 

Tahularu!o esta. funrione1 paru "'0, O. l. 0.2 y C.J. •e ob
tienen los va lores in<l>cado~ en la Ubla B· 7. 

Para continuar 1.1 solución, se man las exprcolon~s (8· 
2J) a {8-26); "'decir, 

,. ..... = ~ .... + ;J¡z¡,., -1•·• + 2¡,¡ 

• . 



. . 

2!18 M~lodOIII\I(IIÚiolll ------' • • ...... = ...... + 3()12g .. ,- , ... + 2t<l 

• 
' ~ ..... = ,. ... +~u .. , + 4f, + ,,,,¡ 

' . _ ...... = z¡..1 + 3{1 (t<-> + 4go + g,.,) 

en donde 
{>=Y•+•• g,= .. -y, 

Tabla 8-1, l.nldaolón de la ooha<lcin p-.. d eJemplo 8-7. 

,, 
" " 

' O.JOO '·"' ' ' O.lJl ().209 

'·' ,, .. 0;215 

" '·"' 0.21 B 

En la tabla 8-8 apa=en tabuladas esta.s e-presiones 
para x"" ().4, ll.S y 0.6, La solución del sistema ap3re<:<: en 
las coluninu Yt,c )' zl.c, que se obtienen como'" mostró 
en el ejem,p!o 8·6. 

' '' " '·' 

&-l .. Solución de ~uactonq dlferenclalco do orden 
oaperlor. Cualquier e~Uaci6n diferencial de orden alto 
pued~ eoeribirse como un •istcma de ecuaciones diferen
óaleo de prln1er orden, Por ejemplo, la ecuación de tercer 
orden. 

Y''= f(x, )',y, y") 

es equi>alonlc al sistema 

-Y=~ 

IY''-")u'=~ 

(6-27) 

{8-28) 

As!, la •cuadón diferend3l de orden mayor de uno puede 
resolverse rn lo forma vista en !3 secdón anterior, ya que 
UD3 «cuadón difer¿ncial de orden " se transforma en n 
«cuadoneo difcrc!loialcs de oden uno. 

Ejemplo S.S. 

Re<olver el problema de valores lni~ial« defini<tos po; -
In ecuaoión diferenoial y" -y' -2y O, con 1~< con
diciooe<defronteray{0l O.l;yXOJ (),2 

Prirn.ro, la oc:uaci6n y" 2y y' $e ttan<forma en el 

sistema de dOf ecu~dones: 

i=• 
(i'=)z'=2y-j-< 

«111 l"-' condicione! de frontera y{()) 0.1; >(O) 0.2. 
Derivando las funcione< y(;s;J 'J zl:s:J. para desarrollarla< 
por ltties de potencias. se tiene 

f ~· 
.. =2y +• 

f' ~.- ~ =2Y +é 
)"'=.-"- .-"' = 2y" + ..-'' 

Lo. valol-es de ~ltai en el punto lnklal, •on 

' 
(O)=O.t • {!1) = 0.2 

; (O) = 0.2 .. ¡O) =2(0.1) +0.2=0.4 

f' (O) = 0.4 ... (0) = 2(0.2) + OA =: (),8 

y"'(O) = 0.8 z'"(O) = 2(0.4) + 0.6= 1.6 

... 
Sustituyendo valores en la upresi6n que deflne la serie 
deTaylor 

·y= 0.1 +0.2.-+ 0.2<' + 0.!33x' + ... 
t = !1.2 + O.h + 0.4•' + 0.267.•" + ... 

y tabulándolas pnrn x . 0.1, 0,2 yO.J, se obtiene la tabla 
8·9 

Tabto 8·9, lntclarl6a de la saluclón pota el oJonaplo 8-8. 

,, ,., ., 
' 0.100 '·"' ' ' 0.122 0.244 

'·' 0.149 0.2'!8 

'' 0.!82 O.JúJ 

Su<tituyendo ahora en la< e>ptedones (8-23) a (fl.-26), se 
obtien• 



• 
• • ,...,, • = )'14 + :§0( 2f¡., :- ¡,_, + 2(1) 

• ''·'·'=,,...+~o (2t•-•- g,., +2 111) 
"'' ., . 

' )'~'·' = )'~L +SO((,., + 4/o +{o.,) 

' '<ol,< = ZH + SQ (g¡.l + QL + g,,,) 

en donde 

f· = l¡ 

En la tabla S. lO aparue la conünuación de la <Olllción 
de la ecuación obtenida; al tabular las e•p,..iones an· 
terlores. 

OA 
05 
•• 

l"ambil'n es posible n:SQiver eouaciones diferenciales 
de or<len mayor de uno en forma ditteU. sin tener que 
rnn•formada• en un siotema de ecuaciones diferenóale. 
de primer orden. Por ejemplo, para la ecuación diferen· 
cial de secundo orden • 

~"=/(x,y,y') (8-29) 

«m lu condioionu 

y{xo) =)lo , )~(~o) =Y, 

><' dolle ~e<arrollar en •erie de pnlenc<•" la fomdónyt'>/, 
v••• ralc"lor valore• <l~ Y; Y: Y!, en In> cuatro primeros 
pi•·•l-.. Lo. continuaci6u de la solución puede obtenerse 
•'~"i•ndo d móto>do de Milr.e, como •• muestra~ .:on
tin~~ción. 

h1l~~ra,do la .,u ación diferencialy''" jfx, y. y~ enlre 
X 1•1 )X1, 1 1 us>JIJO la f¡j¡¡nula (6-94), se ohli<llo: 

i,., .• = ¡.·; .• +; 11('¿¡,_,- ¡,_, + 2¡.) (8-30) 

Connolcndo Y;. 1.p 1e puede pr<dcdr d .~lord~ Y,., al 
i"l"f'"' la propia dori.ada entre Y¡- 1 y Y¡. 1 pur me· 
tl',odela fMrnu]a de Sirnpson dcii/J (b-~1l. n <ca 

(U;31) 
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Con los volo1e1 de pledicclón de y 1 • 
1 

y y; • 
1 

1e puede 
calcular el valor de{¡, 1 , y con ~•te corregir el valor de 
y , /, integrando de nuevo la ecuación diferencial, ahot" 
entre X 1. 1 y X 1, 1 , aplicandu (6-92}; os d<eir, 

(8-32) 

finalmente, el valor correcto de Y;, 1 .e obtiene repÍ· 
tleodo el proc .. o de imecración que originó (8·3]) 

Y'•>.• = ¡·,.¡ + i<Y,., + 4f. +y;_,) (8-33) 

Ejemplo 8-9. 

Resolver el ejemplo 8-8 dire-ctamente. sin transfor· 
marlo a un si>lcma. 

De la ccuadón diferendal,•eticnc que 

i' =Y +2r 

y"'= y" + 2y' 

yi• =y'" + 2y'', 

y en <1 punto inicial x~O. tcniendn en cuenta las con· 
dicion"' iniciales . 

_luego 

y (O)o::::O.I 

-¡ (0) = 0.2 

y" (O)= 0.2 + 2(0.1) = O:t 

y'" (O) = 0.·1 + 2(0.2) o::: 0.8 

r· (o¡ =o a+ 2(0.-IJ = 1.6 

Y .. 0.1 +0.2x ~ 0.2x' + 0.133 t' 
y dcriv~nd~> 

., = 0.2 + 0.4• + 0.4•' + Q.2t>h• 

Esta.< 05tin !lbu!ada• en la tabla 8-11 para _.~o. 0.1. 0.2 
yO.J 

T•blo 8-11. lnlollltlón de lo oo>l~o!On pan. rl •J•mplo &-9. 

., " y'¡ 

• O. lOO 0.200 
o.' o. m. 0.244 

"' 0.14? IJ.l<Jll 

'·' 0.182 0.1(!3 



Aplicando (8-30) a (8-JJ). te•~Jt, 

Y..,_,= ~;_, + ~(2f~,- r~, + 2/ol 

' . Y,,,,;= t._,+ 30u,., + 4f, + t,_, l 

)j,,,, = '~' 
en donde 

Tab~LI.ndolu para :r 0.4, 1).5 y 0.6 se obtiene en Ja tabla 
8-12 ta •oluci6n de la <'<:~ación diferencial 

T&bl• 8-12, ContlDuadOn do la oolueiOo P••• ol •J<cnplo 8-9. 

• 
1/,p Y;,< 

,, Yi.p Yt.p Y¡,< fu • 
o 0.>00 0.100 o"" o., 0.244 O.J2l 0.488 
o> 0.298 O.J4q 0.5% 
o.> 0.36J 0.182 0.727 

"' ·~· 
0.222 0&0 ··- 0.222 ..... ,, 0.5-IJ 0.271 '·"' 0.542 0.271 '"" " 0.66J o.JJt l.J2S 0.662 O.JJI 

S-3.7 M~todos de dlforendu finitas, La integración 
hacia adorante pa<o ,¡ pa.o de ecuadonc:s diferencialc:s de 
orden •u pc:rior pu.,de tambifn efectuar« su>tituyendo en 
la .-:unción dif<rencial, y sus condic10ne• ini<ialc:s, las 
derivada< por f6rmula• numóric" de dcr'<Yaci6n consis· 
teme<: e, decir, toda< ell•• con el mi<mo orden de error. 
La ecuación en diferencias !init~s ad obtenida, deberá 

' 

r 
•• •• •• 

aplicarse repetidamente en lo.s punto< pivotes y «•olve"e • 
en término, de la soiudón prcviarncn-te obtenida, con el 
n>ismo proc«Jimiento en lo• pUnto< pivOl« antcriot05, · 

· Este p.-«eso puede llevarse a cabo sin necc:sidad de 
iniciar J~ 1oluci6n por •eries de ~aylor. 

~emplo 8-10. 

Re.aJver el ejemplo 8-8 por difereni::iai finitas. Se 
tiene, 

y"-y'-2y=O ·; )'(O) =0.1 )'(0) = 0.2 

Sustituyendo la primera y segunda derivadas que 
aparecen en 14 ecuad6n diferencial, por fórmulas nu
m~rkas de derivación oon errores dd orden de lt', ex
presiolios (6-79) y (6-83), se obtiene, para el í-ésimo 
pivote: 

Teniendo en cuenta que h•O.I, «llega a 

!OO(y~, - 2yr +y¡.,) - 5(- Y<·> + )';,,) - 2)'< =O 

por Jo que 
(8-34) 

Para las oondiciones de frontera, se 'obtiene 

Yo= 0.! 
(8-3~) 

' 2h (-y., + yl) = ?·2 

ontonces 

Y->= y, - 0.04 {8-36) 

' 

/ • 

• 
•. • . •• 

FJ~. !·7, RcprClcul>dón gráfica de la >Ciudón del ejemplo 8-10. 



• 

• 

• 

Aplicando (8.:l4l en Jos puntos ~.; x, x0, , , •• te
. niend<> en cuenta (8-JS) y 18-36), >e liene 

Para '"=o , ¡• 1 = 2.126y,.- !.10Jy. 1 

Teniendo en cuenta (8·3.'>1 y (3-36) 

y,= 2.126(0.!) - L105(y1 - 004) 
= 0.213 -I.IOS y 1 + 0.044 

2.205y, = 0.257 

por Jo tontn 

(8-37) 

Para _,, = 0.1 , y,= 2.12C¡·,- 1.10~¡·,. 

Tenlendn en cuenta (8-3Sl y (8-37) 

,. = 2.126(0.117)- 1.105(0.1) 

= 0.138 

Paro <o=0.2 Y•=2.f2fi(O.I3üJ-1.105(0.117) 

= 0.164 

P•ra '• = 0.3 , y1 = 2.126[(1.161)- 1.10~(0.138) 

""·o.t% 

r~., ,., = 0.4 • y,= 2.126(0 1%1 - J,I05(0.l6+J 

= 0.233 

Para ..-, = 0.5 , y,= 2.126(0.235)- J.J05(0.l96) 

= 0.283 

f>.~. Sulu<Wn numOrka d~ probien1a "• ••lores rn In 
fronl.ra 

Un prublen1a de valor"' en la fronto1• •e dcfini~ como 
unn ¡:u~ernado por UM eouoei6n dilorcnoial de otrlen 
mnyor rlc uno con derlo• ccnd iciones de frontera en c~da 
~orde, St la ccu~dón rlil.rencill es ordinorla de orden 
1~<, "" ~•neral hahr.1 " ron<iicion"' de frontera en cada 
bnrdr ~ " g y _t ~ b del intor••lo a .; JC .;; /¡ de definición dc 
>oludMO<, y esta> oondltioncs oontondrAn derivada< 
ha<ta de orden 211-l . 

S-4.1 lntr¡;radón paso 11 pno. U.. proL!em» dr 
valore•· en lo fronlcn definid"' p<>r un~ c'CU:Iti6n rlifc· 
''"d~l crdh'<ia de orden rlos. puodm "'ml>cfS<' '"ando 
lu; m<!tndo• de irnecracit•" h"da nddar.lc pO>o~ paso de 

!Scudoneo diferenololco ordinarioo 211 

la sección anterior. Para hacerlo, debe ronsidnarsc a y, . 
la wlución dc•ronocida de y en el primer punto pivote, 
romo parámetro, y rc>ol•er el problema para difcrcm"' 
valores supuc<IOS de y, hO<ta que la solución corrcspDn· 
diente sathfaga la condición de f1Gntcra en el otro borde 
del intervalo de integración. El procedimiento 1'·"' 
seleccionar los valore> >Uce>ivos de y, puede sor •im· 
plemente el de prueba y error y/n el do interpolación. 

1-..o> problema• de valore< en la frontera de orden 
mayor de do< pueden resolver'5e con el mi>mo ptOCC· 
dimiento, pero se requiere suponer el volnr ;.,;ci,\1 de dm 
o n1:ls parámetro• ()' 1 y algunas de >US derivadas), loqtLe 
puede hacerlo bastante complejo. 

Ejcmp!n S.ll. 

Resolver el prllblerno de ••lores tn 1• frootero de orden 

'"' 
i'+Y'=O ; y[OJ =2 ; y(l) =0. 

Suotiluyendo la derivada por la fórmula numtrica de 
derivación (6·83), se tiene 

1 
p(Y•·• - 2yo + yo, 1) +y~= O 

ron pivote en x1. Para h= 0.25 •• obtiene la f6tmula de 
ruurrenoia 

yo.o = 2¡·,- ( ~')'-y .. ,, 
Los rondidone< de frontera son 

Y• =0 

las cuales >e mut•tran en la fLgura 8-8, 

' 

'· 

llc. 8-3. Repr<•tnuoribn 
6·11. 

~táf:oo do !• ooludón ~el <Jt,plo 
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La solución se iniciar! suponi~ndo que y,= l.S (ob· 
tenido al admitir que la solución eS!ará cerca de¡, roela 
que une a la solución en los bordes del problem~l. El 
resultado de la intecración hacia adelante se muestra en 
la segunda columna de la tabla 8·1J. 

Tobl 813 Sol 10 dlj l 8 11 lzlt<&l"&<ld • . "' " t tompo . opa.1oa . 

.'0::: ,, '·' ,, '-" y,-uo ,, l.b615 

' ' "" >.oo '"' >0000 
0.25 '-'' '"' '" 1.1>825 

'"' 0.86 !.75 [.22 l.l llal 
0.75 O.t7 U! O.t>S o.IMS 

' .O.Sl 0.76 '"' 0.0000 

El valor >'• = -0.52 obtenido. no ~rifica la condición 
de frontera y, = O. A patentemente el ,·alor su pu .. t o de 
y, fue demasiado pequeilo. Suponiendo ahora y 1 m 2.0. 
10 obtiene la solución tM,trada en la tcr<era column• de 
la misma tabla, dt la que So observa que el nuevo valor 
eoruiderado fue grande. Haciendo una interpolación 
lineal entre ostos valoros para determinar cuánto debe 
valer aproúmadamente y¡ para que Y• a O, se tiene 

~- . 
~y, 

. 
0 

_ -e.s2 1.so 
0.76 2.00 

e.dedr 

*'<>'~"H7~ o + o.5z 
Yo "'-=o.s2 o:76 1·50 + o.76 + o.s2 2.00 = 1,70 

La fórmula de recutTenda produce la quinta columna de 
b 1abla 8- IJ al usi.r y 1 - l. 70. Interpolando emre I.SO 
y1.7() 

,, ,, 
o-

__.., 
·-~ '-~ 1.70 

se tiene 

o -o.os "-;;d Yl'"-0.52 005 UO+o 1.70 = !.6!25 

A. p~rtir de y, = 1.6825 resulta la solución ma<ttada en 
1~ l•ltin>a <olumna <le lu ¡,,bla 8-13. 

8.4.1 Solución de pro~l'luas Jln...:J ... La solución de 
un probl<ma ordinotio /in~a/ de cualquier orden de 
,·al<>rr$ en la fmntera, por diforendas rtnilos, reduce la 
iniC¡;tod6n de lo ceuaci6n <liferencial o la cvnluadün de 
h< "'1«> <.le un <Í><On\~ de eouacionc• "l¡:ehmiras si111 tJ 1· 
IÓIIC~S. E>tns rake$ •on lo> ,·olores de la sol.,dón le• 

querida en Jos pun!os pivotes de 5U intervalo de defo. 
nición. 

Considér.sc un problema ordinario lineal de valores en • 
la frontera cualquiera, ron ciertas condiciones de fron• 
tera en los e>trtm<>S del imer<alo de definiciótt de su 
solución. 

Pora reS<>I"rlo por d ifcrencias finitas. se debe: 
l. Dividir el intervalo en deHnició11 de la solnción 

[-"o.-"1] en" parte• i~ualcs de lotl~itud h. Cada uno 
de Jo, puntos que detlnen ¡.,. " subintet'l·alos fmn1ados. 
s< llaman pi,·otc< o Cst3cion ... 

2. Sustituir, en la ecuoci6n dife...,ndnl y sus condi. 
clone. de ftontora, lO' dcrlvnd~s por oxprcsionos 
aproxim•da< de derivación numérica. todo> ellas con el 
mi<mo oT"den de error (usua hnenrc del orden de 11' ) 

3. Aplicar el operador diferenciallineal. obtenido de la 
ecuación difereoda!, en lo< n-1 punto< pi,o<e< 
x 1 • x, ..... x""' . Si en alguna de la• frontera< no •e 
c"lln<>ce lo solnci6n, también en ésa<" deberá apltoar el 
operodor difctcndal. Al centrar éste coreo de la< fiOil· 
te ras, e, posible que se recurra a punto< .ficricw5 loca• 
lizadM fuera del rango de integrnción, ¡.,. que pueden 
e•al""rte u•ando las condidon-. de fr<>meu . .<. 

4. Resolver e! sistema de eouaciune< lineales alr,e
bralcas obtenidas cn •1 párrafo previo. Este siucma dará 
Jos valore< de )'o, y,, ... , y •. ,, y de ¡·0 y y, si no se 
conocen . 

.Ejemplo 1!- ll 

Resolver el problema de valores.,,;., fronur; de~nido 
por la ecuación diferencial d'.v _ ú en el intct'l·alo 

di'f-y-
¡o, 1], ron las condiciones de frontera y COl= O. 

.'m= r 
l. El problema se resol•~ri dividiendo el intc,.,aloen 4 

parle< i~ualcs; es decir, h ~ 0.25, con1o se prosrnta en 1" 
figura !·9. 

' 

F\¡¡. 8-9. l~cpmcntad6n 
&-12. 

~r~fica de lo soluei6n del ojemp]tt 



2. U>ar.d o fórmulas numérica• de derlvoción del orden 

- " de h~. '" tiene

1 

de la ecuación diferencial, que 

pb"-'- 2y¡ +y,,.¡ -,.,=o 

con pivote en x1. Sustituyendo el valor de h y simplifi· 
cando,r .. ulu 

,.._, - 2.062S,.. +~'·'=o 

La• condiciones de frontera •• tran•forman en 

(11-39) 

y,= 1 (11--10) 

J. Aplicando 18-38) en los tr .. puntos pivotes, se tiene: 

Para.v=:::0.23,i=l yde(S.]S)· 

Yo -·2.062~y, +y,= O 

pero por (~·39), y,=O, luegO 

- 2.()625y, + )'t =o 

Para .> = 0.5(1, i = 2 Y •• obtiene 

y, - 2.0525y, +y,= O 

Para·'= 0.73, i = 3 por Jo que 

)'l!- 2.0625¡~ +y, =o 

~ro y,= 1 por (8:40). enton<:e$ 

y, -2.0625¡•, =- 1 

(8-41) 

(S-42) 

(8-i3) 

4. De las ecuacione! ¡8-4 1), (8-42) y (8-43) resulta el 
oi•tcma 

- 2.0625y, + " 
y,- 2.062~+ n= o 

')- 2.0625)-. = -1 

el cu•l es apropiado para resoh.,rlo con el mf!Cido de 
C~u<s·Seiclcl o ole rclajaoione$. Se rc•oiverá con el 
prirn"'"• a parlir Jc y 1 '" 0.25,y, .. O,SO,y, ~ Q.7S. 
ob\eni<los supotliendo que h •olud6n puede e<lar cerca 
de la recta que pos.> por lo< punto< conoddos, rorre•pon
clierote• A In fronteras. Se tiene. 

r )• = o.111.'>y. 

¡1> = O.~SS,·1 + OA85y1 :o: 0.4/ll (y1 + }'1) 

yo::::: 0,111~)~ + O.~B~ = 0.111~(y, + 1 ) 

Ec:uadunes dif=ncbt<s ordirutriao "' 
Luego 

0.23 0.243 0.23·1 

ro= 0.500 y,= 0.482 Yr :::: 0.462 

0.7:,0 0.719 0.709 

0.224 0.220 0.218 

y,=: 0.453 ; y,= 0.449 ; y,= 0.4-17 

0.7Q.l 0 ,70S 0.?02 

0.217 0.216 0.216 

Yo= 0.4-16 h= O.H'i ; y,= 0.4-15 

0.701 0.701 0.701 

Por lo tanto 

~· = 0.216 )'> =0.445 y,= 0.701 

Procediendo en forma id~ntica, puede resolvc!"Se el 
problema con h~O.~ y resulta 

Yo - 2.0625)'1 + Y• = 0 

~m Yo :.o: O y y,= l, luego 

- 2.062.'>(~ + 1 = n 

de donde 
Y>=0.485 

Con la.s dos apro~imaoionn <>btenidas para y, . puede 
llocerse uno eo1rapolación de Richard""' para mejorar la 
solución en ese punto, o se~ 

(O.S0/0.25)' 0.415-0.485 
0432 Y• .. (o 30/0.25)' 

EJ<mplo8-13 

Resnh·et el problema 

y(O) ='"(())o= O; 

y(l)=i(l)::::O 

Dil"idicndo d intetva1o ! O, 1 1 en 4 parte$ y uundo 
, f6rmula~ de derivación numhioa del otdell de h', m"lu 

la gdlka mostr~da en la ficura 8-10. . 
!'ara la ecuui6n diferencial, se !iern: 

' pÚ•·•- 4)'W. + 6y¡- 1¡·,,, + ,.,,,¡- !6y, =k¡ 
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' 

Ft¡. a-tO. Rep=cot•ci6n grüi<• de la solución del ejemplo ., 
en dondo'_hoo0.25, 114 =0,0039625 luogn sunituyendo re· 
sulta 

~~- 4J'.'-• + 5.9375y,- 4)-,,, + r .. , := 

= OJJ0390625xo 

Para las cnndidoile• de frontera: 

de y(O) =O, se obtiene 

)lo=O 

de )1''(0) =O, 

po:r lo '!"" 
,_, = - ,., 

Dey(I)=O, 

de y'(I)=G, 

d~ donde 

(8-44) 

(6--16) 

(8-47) 

Al apli~ar (8-44) en los punl<l$ pivotes. se obtiene: 

y.1 - ~,. + 5.9375y1 - '\¡', + )> = 0.00390625x1 

:.·4 =- y1 p<>r (8-46), y0 =O por (R-45), \' ~, := 0.2'1 
' 

enton«< 

~.!1375;•, -1y2 +y,= O.OOO'l165625 (11-49) 

Para i = 2, 

Yo-~~+ 5.9375)'2- -~y,+ Y<= 0.00390625x, 

pero )lo= O por (8-45), Y<= O por (8-41) y x2 = 0.50 

de donde 

- 4y, + 5.9375y0 - 4y, := 0.001953125 (6-50) 

Para i =3, 

y,-""'+ 5.9315¡·.- ""'+Y>= 0.00390625.<, 

pe"' Y<= O por (8-ii), y,= Y• por (8-48) y <• = 0.75. 

•• decir 

y,-""'+ 6.9315)'2 = 0.0029296875 (8-Sl) 

Rewh1endo el si$\ema de ecuacione. (8-49), (8-50) y 
(8-51) por relajaciones, se obtiene !a tabla de relajacio-
nes 8-14 y la •oluci6n en la \3bla 8-15 

Tabla 8-14. Tob\a d• rclajadon .. p..,.,. ol•bl<tl>a do e=a<lo
n,.¡Q-~91, (K-SO) y 18-51), do Lo ot<Uaclód dlferrn
elaly''-16)=• 

Ecuación " ' ' ' 0.674 

' ---ll.l+l 

,, R, 

" '" " ""' '"" "' 500 " "" "" "' "' " '" ""' 
_, 

" ''" 
_,. 
" '" ' '" 

Por lo 1aato 

. 
,, ,, 

0.810 ---1).203 _, 0.674 
o.sn 

,, R, 

" "' "' '""' 
_,~ 

'"" " "' "" -Hq 

= " "" ""' -<0 

" >oo - ' " "' ' '" '" 
y, =0.0025, 

Yt "'O.OOJ4, 

y, =00020 

' 

,, o, 
0.00(1198 ---1).393 
0.000J1') 0.3-18 
O.tx:Xl422 -o.S67 

,, R, 

" 
., 

>00 -78 

"' '"" 
_., 
->U 

11~ 
;oo ~-!JS 

-16-l 
-<O _,. _, 
-~ 

~ 

""" 

• 
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1\.-<, Solución numórlc~ de problemas de .. Jore• earat• 
t<•rÜiko• 

Un probkm~ de •·~lorcJ caracteri<lico< Ós un problema 
de ••lores en la frontera definido ¡>ar una eeuad6n 
diferencial homogénea, con condidon .. homugéneu de 
frontera. Por eFmplo, 13 ecuación 

"' . -;¡;¡+ky=O, {8·52) 

en donde k es un p~ri"'etro, cuya sulud6n debe verificor 
101 condicione, delrontcra. 

)'(0)=0, y(I)=O (6-53) 

ddine un problema de valo= caracterhticos. Es obvio 
<¡Ue cualquier problema de este tiro admite la solución 
trivial y{xl ~O. En ••to• problemas pueden existir «>

lucion"S .W:x/ no idtnlicamente nula. (diferente de la 
trivial~ para ciertos valores del parámetro k que aparece 
en la O!<'Uaci6n. E<tos valores se llaman valon" Cnn!c

¡~riJ¡icc., y la soh1ción )ÚI corres¡>andiente se denomina 
vector cara<leristica. Además. como la ecuaci6n difer<:n· 
cial y \as condiciones de frontera de un problema de 

. u lo= caracterhtiwo •on homogéneas, debo cumplk•e 
que ~ .. vfxJ sea tambi~n .o\uei6n del problema si se sabe 
<¡~e y{xl es solución del mi•mo, y osto para o;ualquier 
ronstante e arbitraria. 

S..'O.l lntrgraoh\n l•asn a paso. Los problemas de 
valcn:s earacrcrlsticos urdinarios de orden do• pueden 
..,;cl...,ne con los método< de integración paso a paso, 
como se tliw con los problema< de valores en 1~ frontera. 
Paa inicior la soludón habd que asignar ay, o;ualquier 
valnr eonftnientt, por ejemplo uno. ya que, La solución 
¡n;c.de utar multiplicada por cualquier factor de ncala y 
sigue siendo solución, Al >alor earacterlstk'o k se le 
d~rh valore• arbitrarios sucesivos hasta que la solución 
corrcspondicme oolhf•~a la condición de frn,.rero rn el 
otro borde del intervalo de integraci6o. Cumo ames, \os 
valeros suC<:sivos de k pueden mejorarse pul inter¡>O· 
l:ooibn. 

Determinar d menor .a:or caracteristkodel problema 
definido por 

Su>tituycndo la derivada pur f6rmul.ti numtrk•s de 
dctli"~dl.n, se nbrknc 

' 

' v!:r···- 2yo +yo • .)+ !y,= o 

E<:uacion .. dilerenci.>les ordinaria> 2 1 5 

con pivote en 
recurrcneia 

x1 Para h~0.2.5 resulta la fónnula de 

)!<.• = (2 - 0.0fi25k) yo - YH 

Las condicio~es de bon:le se tr~nsformau en 

)'o=O 

Y•= 0 

Las itcradoM> se iniciarAn con k"9. Para este valor 
arbitrario se ticM la fórmula de rccurrcncia. 

)1<.1 = ( 2 - 0.0625 · !l) :r• - Y•·• 

= !.438y,- y.., 

Ap!id.nilola en los diferentes punto> pivntC'S se obtiene la 
segundl rol u m na de la tabla 8·16. 

Tabla 8·16, So\uoiOn del eJ•,;I'lo 8·14 lnt•~rAndO !'UG a pa>O. 

, 
~ k~9 k " 1 o k=9.39S 

o 0.000 0.000 o.ooo 
·~ •. 000 •. ooo •. 000 
0." 1.438 1.375 1.413 

'" ·~ G.S9t 0-'1'17 

' O.O'l8 -(),l!i[) __..,. 
Repitiendo el cálculo con k .. to, se obtiene la tercera 

column~ do la tabla, al aplicar la fórmula de recurrencia 

Y..• = ¡2 - 0.0625· ¡o¡,-~·,., 

=1.375)'.-)'J.¡ 

lntcrpulando linulmcnte entre los valores supuestos 
de k, para obtener uno quo haga quey4 9J, •• tiene 

o-

de donde 

' 

,, 
' 

o.tl'ls ' .-(1.150 " 

O •• O_o<l8 
-O.IS0-0.098 J0=9.J95 

Parn cst~ vnlor de 1 t<:luha la cuarta columoa de ¡,. 
tabla, a\ aplicar la f6tmub de recurrenda corrcs¡>qll· 
diente 

"'" = ( 2 - O.Oú25 • ,_395 ))l - }'•-• 

= 1.413yo-J'¡, 1 
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Este ~ltlmo .olor de k tiene un error de 5'!, con respecto 
al valor e~acto k " n1 

8·5.2 Soludón de problemas llnul ... Las apro•i· 
macionc• al "'~"'" volor caracterhtlco de un problema 
de valores caracterhticos lineal pueden obtenerSe fidl
mente, transformando la ecuación diferencial en la 
correspondiente ecuación de diferencio., corno se hizo 
con JOs problema• de valores en In frontera en la sección 
anterior, y resolviendo ;1 problem·a de valores caractc· 
rb;tkos dado por el sistema de ecuacione<lineales as] ob
tenido. 

Ejrmplo8-IS 

Determinar el menor valor caractcrlstico k del siguien
te problema. 

f~+ly=O; y(O)o::O; y(J_lo::O 

Dividiendo el intervalo de definición de soluciones 
O<x < 1 en cuatro parte$ y u<ando fórmulas de deri
nción numtrka con errore• del orden !J 1 , "'llene la 
grá.f>ca montada en la figura 8-11. y resulta 

' 

'· 
r.~o '· '· ' -o • • • o. o .• . 0.<;(1 O.IS ' 
bg. &.!J. Repru<ntad6n ~r~f1~o de la soluci6n del ejemplo 

B· t5. 

¡: 
[ ' o 

o 

' -2 

' 

o 

' -2 

-0.5(} o 
@o 
-0.50 . 1 

' o 
o 

-0.50 

o. so 
0.00 

o 

o 

0.00 

•. 00 

000 '"1 o" 
-0.50 

• 

entonces 

y...,- 2y, +y~,"" - 0.25' k¡·. (B-54) 

(8-!>5) 

)"< "" o ( 8·56) 

Aplicando IB-S4) en los puntos pivotes y teniendo en 
cuenta las condicio.nes (8·5 S) y (8-56), se gcuera d sistema 

- 2~, + )'t =- 0.25'k~, 

Yl- 2n + ,.. = - o.25'kn 

,... - 2y, = - 0.25°ky, 

que puede escribirse como 

-2 ' o ,, 
' -2 ' ,, -

-2 ,, 
,, 
" {8-57) 

" 
Ue 1<>< tres valores caracterhtkos quo puede tener el 

•i<tema (8.57), •Mo interesa el menor, y el mltodo de 
dlfen:,cias finitu proporciona apro1imadnnes a ese 
•alor. Se usari el mttodo de apru .. imodones <u~vas 
para detormin3rlo. pero como este métodu con\·erge al 
mayor valor caracter!stico, "'rl n=ario tronsfO>rmar el 
probkin• para poder usar el método. 

La invcrsa de la n¡Mriz de! sistema {8·57), e• 

-0.50 0.00 

-1.50 ].00 

l.OO @ 

-0~0 

0.50 

0.00 

000 ,., 
0.00 

000 l 000 

'·"' 

• 

• 

o 

o 

o 
o 

-0.75 

-0.50 

-0 2'i 

-0.50 

-1.00 
-0.50 

-0.2~l • 
-O.SO . 

-0.75 



• 

• 

• 

E::cnodunt5 d'oforcncial<s <lrclinJri" 2 J 7 

PrcmultiplicJhdo ambos miembros de (8-57) por esta inversa 

[';:'] .. -0.25 'k [~0.75 ~0.>0 ~0.75] ['.'] 
-0.50 -1.00 -LOO · y, 
-0.25 -0.50 -0.75 y, 

H•dcdo}. = 
0

_
2
1
5
, k .e obtiene oJ .i.toma 

[i ' ' ' 

~0.2S 'k 

La. itcradoMs •• iniciarán con el \'CC\or Yo .. {O, 1, O l' y se ti~ne 

[; ' il [000] foo] ' 1.00 ~ •. 00 

' 0.00 1.00 

[; ' 
:J [o'"l ['"] ' 1.00 600 

' o.so '·" 

¡: ' :J [o'l rJ ' 1.00 ~ 6.68 

' '"' 4.68 e' 

[; ' i] ["'"] ['"] ' 1.00 6.80 

' 0.70 4.80 

1' ' 

:J ['"] ['~] l: ' 1.00 ~ '" 
' 0.11 4.B4 

[i ' ' 
' 

= 4.00 

= 6.00 

~-6.68 

" 6.80 

= 6.84 

' ' ·n:once,)I.~6H4,pc"><umoA= 
0

_
25

,k .luego ~ '= 9.35 y )'¡ ;= 0.71 • ¡-, = 1.00. , .• ""0.7¡ 

i] [;:] 

[:] 
O >O 

[::] 
ú.67 

['"] '.00 

0.10 

["] 1.00 

0.71 

['"] 1.00 

0.71 
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Resol•iendo el mismG problema CGD h = 050, se ob· 
·liene; 

O.~O"(Y•- 2)'2 +y,)+ kn =O 

pero y0 =O y y,= O, luego 

• 
2 

-o.gYo+kyo=O 

Haciendo una interpolación de Richardson con las dos 
aproúmadones obtenida1, res u Ita 

' 
valor que tiene un error del 0.4% con respecto al r=ul

. tadoeucto que es k • ~·. 

~c.,.pla 8-16. 

Cakular el menor valor Oaracterlstico i:lel siguiente 
problema. 

,¡o¡ =o f(O} =O 

y(l) =O ¡1(1) =o 

El h•t,ervalo 1 0.1 1 >e dividirá en cuatro partes y se 
uurin fórmulas de dcriv~ci6n numérica con orrorcs del 
Qfdcn de 1< 1 . La reprc•cntación gr!ftca se mucotra tn la 
figura8·ll. 

7 _, 
' " -· ' 

_, 
>• 

' -· 7 ,, 

cv~ ' o o 

~ ' -· o ' o 

• 
/ ·-" , v.-o 1'- .~ .. \ / 1.,1\ '· '· '·-~,/ :,, ' . • o 0.25 '·" 0.75 1.00 

Flg. 8·12. Ro¡>~senta<i6n gr'f•oa de la solución del <jcnlplo 
&-16. 

Para la ecuaci6n diferencial, se obtiene; 

' )jT(Y~•- 4r<-• +&y.- iy,,, + ,,,,¡ 

' + h,(t- ~.)"Ji' (y,_,- 2r,+ y,,,¡= o 
por lo que 

,~.- 41<-• + 5)··- ""~' + ,,,, = 

- 0.25°-ho(l - .:ro)(Y<-t - 2yo +)"o,,) 

l..a5 condidonos de frontera, oon 

~· =o 

,, =0 

Yo =y, 

(8-5B) 

(B-59) 

(8-60) 

(8--61) 

(8-62) 

Aplicando (8-58) co loo puntos pivotes, t•niendo en 
cuenta (8·59) a (8-61), se llega a 

7)'¡- 4)'¡ + ~· =- 3·0.25'k(- 2)'l ...¡. ,.. ) 

- 4y, + Gy,- 4yo = - 4·0.25'k( 

,, - 4y, + 7,.. =- 3·0.25'k( )'J- 2y,) 

que puede ""cribirse matricialmente, como 

' 
_, o 7• 

0.251k -· " -· ,, 
o _, 

' ,, 
La inversa de la matriz del primer miembro, es 

-0.511 0.143 0.143 o o 

3.72 -3.43 0.572 o 

-· 7 o o ' 
r: 
l o @ b.SG -0.143 o ' 

• 

• 

• 



. . 

• 

• 

• 

[ouooione• difercnoiales ordinotl .. "' 

[: 
-0.500 ' 0.[46 o -0.0209 ' ' 0.271 0.249 

O<Wl @ ' 0.501 0.501 ' ' 0.249 0.498 0.249 

-0.500 -0.0208 ' 0.146 ' ' 0.104 0.249 0.211 

¡>,..,multiplicando ambos miembros de la ecuación matricbl porc5ta invena, multa 

[:·. ~ 0.25' k¡-:::;: ::::
7 

=:::;:] [ :: l 
y, -0.372 0.867 0.630 y, 

. Haciendo ¡.,,.. I/0.25'Jc se obtiene el sistema 

[ 

M>O 

-0.498 

-0.372 

0.867 

2.49 

0.867 

-""] [y'] [y'] -0.498 y, =11 Y> 

0.630 y, y, 

Iniciando '" itcr"cimÍe• '"" y 0 D ( 0.500, 1.000, 0.500 )T 

[ ''" "" -OJn ][ OJOO] 
-0.498 . 2.49 -0.498 1.000 . . 
-0.372 0.867 0-630 0.500 

Entonces ). = 1.992 y ' , ..... ,.,,.'.,,.,"'"'-- 128 

8-6, Programas para rnoloer numOrlcamcnle ecuarlona 
dlfeunclales 

A continuación se presenta una serie de programas 
daborados para ruolver num~rkamente ecuacionts o 
siuem:l.$ de ecn•dones difereM:i~les ordinarias. Estos se 
doa sin dilo grama de flujo, ya que son pcrdem's simples 
de comprender y seguir, una ,ez conocido el m~lodo que 
•• 1Tata de a¡>li~ar. Todo• tratan de''" genuales, en d 
•cntido que $61o habr& que sustituir la instrucci6n que 
ddine la funci6n que determina la ecuación difcn:ndnl 
por cuJ:quicr utra, para tener un programa que rcSt>elva 
ta,.ucva ecuación difc.cncial, 

lo' ¡>rimero• prngramas (ver figurru 8-13 a 8-18) •if· 
•en para reoolvcr el problema de valores iniciales, d.,do 
en el ejemplo S-1, con lus métodos de liuler, El<\or·G~un. 
Iterando h~•ta obtener un cier1o gr<~do de aproximaci6n 
y de Milne. Conm ·.., indicó. ba"a •u•tiluir en eotos 
programas h• ~~~lmcd6n, 

F(X, Y)••o.s• (T. +x)" Y •• 2 

('{Ir nl~u na otra para tener pro~rnmas que resuelvan olro 
¡uublcmn de valmes inidotcs. En lo• programo•, la cou· 
<l>d6n inicial se inlrodu~c a trnvés de tmJetos J"'ff<>Todu 
"'" dates, a$( como lo amplitud y número de sublnter
•olo, ton• id erados. Se eonoid<r3mn !O <nbintcrulos de 
•n>¡>litu~ 0.1. 

["" l [''00 - 1.992 ~ 1.992 1.000 

0.996 0.500 

En la 11gur~ 8-13 aparece el programa <juc u.a el 
método de Euler y la• tarjetas de dato• emplcaJos. Las 
voriablt> u••das tienen nombres obvi05 y son las que <e 
presentan a continuacl6n. 

X =Variable independiente (contiene el valor r••• el 
que •e calcula la soluci6n del problema de nlores ini· 
dale<) 

Y -Variable depc:ndicnte úolud6n del problema de 
valores iniciales) 

ll =Incremento constan le de la variable inJcpendien· 

" N - Níi¡¡~ero de puntos en los que se desea oolcubr la 
solucióu del prohlemo do• valores iniciales. 

F(X. Y) = Función q~>e rlerm~ a la ecuación diferencial. 

En la figura 8-14 •• muestran los resultados obtenidos 
del programa para resolver el ejemplo S-1. En d seboundo 
resultado se u$6 una amplitud de •ubintefYalos igual a 
0.01 (la dédma parted" la anterior) para ••• la Influencia 
de ella en la solución del problema. La s\>lud6n r~uta se 
en~uentra on la tabla 8-l, con la qu• ~e ]N<ld do terminar 

\..esa Influencia. 

En la figura 8-15 '" ¡¡resenta el programa para rc•olver 
el mismo problema, US-"'~u el método de Eulcr-Gauss 
con iteracionr•. En ~1 se han u•ado la• mismas •arüblos 
ante• in<ticada•. adem~• de las<i~uientr::¡: 

NAPli¡¡JX ~NUmero de cifras uactas con que se delle 
cakular el •alor cur<e¡:ido rle Y. 



APROX"' Apro•imadón relativa requerida; vale 
JO -t<.<PJIQ_x 

REL "'Variable que mide la aproximación relativa del 
nlor corn'gido de Y en una iteración con re>pecto al an· 
terior. 

YP"' Valor apro•imadode Y (predictor). ' 
YC ~ Valor corregido de Y (correetorl. 

'Como en el prognnna anterior, el programa Ice de tar
jetas de datos la condición inidal impu.,.ta IX .. o, Y"'!), 
la amplitud de JubintervaiM (H "'0.1 ), el número de 
diM(N _, 10) y. adem.h, el número de cifrn eucta• ron 
que se calcub el valor corregido de Y (NAPR0X"' 8). · 
La tarjeta de da!os usada aparece en lo misma f•gu,a 
8-JS y la. respuesta. obtenidas en \a 8-16. 

Finalmente, en 1• figura 8-17 se mues1ra el listado del 
programa para resoh·cr el mismo ejemplo 8·1, con el 
métOOo de Milne. En éste las variables u .. da• son' 

X(\)= Arreglo con los u lores de la variable indepen· 
diente (valores para los que se desea cone«r la solución 
del problema dt valores iniciales). 

Y m ,.A;reglo con los vaiorcs de la variable depen
diente (solución de\ problema de valores iniciales en los 
correspondientes valore-; de X (!)). 

H,. In~remento const~nte de la variable independien-

"· N= Número de puntos en donde •• desea calcular la 
soluci6n del problema de valores inicio! ... 

F(X, Y) "' Función que define a la ecuación diferencial. 
FUN (\) "' Arreglo con los valores de RX, Yl para 

X=XUleY=Y(I). 
YP = Valor aproximado de Y (predktorl. 
En .ste ca•o. ademh de proporcionar la condición 

inicial, la amplitud de los subintervalos y el número de 
ellos como datm, se debe dar lo •o lución <kl problema en 
los primeros tres puntos pivote• para ronocer lo• ,·olores 
qu: '"indican en la ceuodón (8-!8). La tarjeta de datos 
u>ada a por .ce también listada en la r1gura 8-17 y corres
ponde a los va loTes seíiaiJdos en el ejemplo 8-6. Las=· 
pues! as ¡:reducidas se mue>tran en la figura 8-18. 

Para re.olvcr problemas de .alote1 iniciales definidos 
por si•t•mas de ecuaciones difercnd~lc;, como d del 
ejemplo 8-7, se d.tboró el prugram.l de la figura 8·19. 
quema el m~lodo de Milnc extendido. En éste se il,>n 
u ... do dos pu1tubdo• .le definición de fundón para 
determinar el •islem• de ocu~cioncs diferenciales por 
rcsoher. Se deben sus1ituir é;ta<, que en la figura 8-19 

'"" 
F(X,Y,Z}-Y+Z 

G(X,Y,Z}~z-Y 

por aqudla< que dcl'ma el sistem,, de dos ecuJdanes que 
d~termi!lc el 1;"'\llcnw de "llore, iniciales 1"" rcsohor. 
Adcn1.l.•. dcbcr.ln adkionlrse tontos po;tul.,dos de 
dcl¡nidóu 'de fund~n como sMn necesario< r~ra tener 
definid~• tOO as la• ocua<ioncs del prcblcm•. si tst~• •on 

m!$ de dM. En este caso deberán ~¡regar'" también al. 
gunas otras instruccione< para man•i•• las otras 
ecuaciones, \u que ser~n evidentes ol revisar el pro
graml. 

Las Yorioblc. utilizada< en <ste pro~-rama son se. 
mcjanles ~\as ,,.adas en el pro~ra1<1a <¡uc resuelve una 
ecuación difereneial con el método do Milnc, aumentan. 
do las debidas al hecho de tener ahora dos eeuaciones 
difereneiale!O. \..os nombres que hay que •b-tcgar o co
rro¡¡ir son: 

Z([)., Am¡¡lo con IM valores de la <egurub variable 
dependiente. 

GIX.Y,Zl" Función que ddme a \a segunda eeuad6n 
difcrenolol. !.a funci6n que define A In pritnera tiene 
ahora un pariinetro mi$. 

FFO)., En lugar de FUN (1), 
GO(I) " Arro~lo con l<>< \'alores de Q(X, Y. Z ) par• 

X= X(l}, Y= Y(l) y Z"' Z(l) 
ZP " Valor aproximado de Z (pmlictor) 
Las tarjetas de datos listadM al final de la figura 8-19 

~nrre<ponden a IM datos del ejemplo 8-7, cuya <olud6n 
obtenida •e muestra en la figura 8-20. 

Para resolver la ecuación diferenci~l de segundo ord~n 
del ejemplo 8-8, se sustituyó ésta por un sistema de 
ecuaciones, corno se lliw en el rnl,mo ejemplo 8-8 y •e 
empleó e\ programa ante-; mencionado. En éste se sus
tituyeron 1&~ instrucciones que dcfin!an la< fondones 
FrX. Y. ZJy GtX. Y. ZJpor 

F(X, Y, X) ~7. 
· G(X,Y,z),.2. 'Y+Z 

y se usaron las tarjetas de datru que npMcccn liotadas "" 
la parte <nperior de la figura 8-7.1. Los re;ultados •oullls 
que se mu~•tran en la misma figura. La solue'i6n directa 
de ••te ejemplo, "Dmo se resolvió en e! ejemplo S-9, •e 
deja con1o ejercicio al lector al final de\ c.>pltulo. 

De loo 1tes primeros programu de«ritos puede afir
mane que est'n colocados en <>rden creciente de pre
ferend•. ya que en el primero, que usa el método de 
Eu ler, se ap\ ¡,." una fórmula de lnlegraci6n con umr del 
orden de /1 1 ; el segundo, el de Guier-Gauss, una con 
em\f <lo! orden de h'; Cll e\ tercero e\ e<rllt es del <Of<i<t• 
de J.', y corresponde al mé100o de Milnc. 

J!n estos mótudos 1nencionodos se •ustilllyó ol prorc.so. 
de int~&raci6n por una fó,mub nun.hka d~ into~ración, 
a diferencia de\ mhOOo de diferencias finito. descrito en 
8-3.7, en el cual lo que se reemplo•h fue el proceso de 
derivación directamente. F.st<> hace qu'e el métOOo de 
diferencias ftnitos tenga crr<>res C<>nsideroblc<, mu!ivo 
por el cual no se hizo programa usnndo elle métOOo . 

PDr,1 rcsc•l•cr pro~lcm~s de v.ol"'"' en \a fmnh:ra ~e 
dc;,1rto!ló el progr~m~ de la figura 8-22, mando el 
n1 c'tudo <le integración p a;o n p.1su d~•crlta en ~-4. 1, que . 
permite rcsnlver una ~cuación d1lercnc1al onlinaria de 

• 

• 



• 

• 

• • • • 

SOLUClOii DE t.A ECUACIO~ DlfEHNCIAL 
OYtDx~rc ~.n CON EL 1\ETODO OE [ULER 

OE PRl~ER ORDEN 

100 fOA~Al UFIOo~.I51 
1 u roR~AT eH' ,sx,ou,tzx,•Hl 
102 FOR"Al ct~o2H•·•n 
!OJ FDRIUT 1Flloltof1l,~l 

F u,n~o ,;• e ¡,ou•r• •z 
1 REAO 15 1 1001 ~,r,H,N 

1f HJ,LT .11 CALL EXI 1_ 
MUTE 1&,1011 
MRITE 1&,!021 
I!IIITE m ,ID JI x,r 
0021~1,1-1 
T=HH•flx 1VI 
)(:JCH( 

2 MRITE 11> 0!0ll x,Y 
MiliTE 1&,1021 
c;o ro 1 

"" 
o.oooo 
o,oooo 

t.oooo 
1,0000 

OolOOO 
o, atoo " '" • 

Ft¡. 8-IJ." Prcgramo para ,...,c,tt un p:obltma de nlot'tS inl· 
o:l•l .. oo.n el m~codo de Eultr. 

SOlUClON DE LA ECUACION OHERENCIAL OE PRI~ER 
OY/OX~Ft~,Vl CON El 11.!:1000 OE (ULER·G~USS 

U~ fORI'AT 1 JHOo~oZI51 
101 FORMAl lt¡I 1SX 0Ht,t(X,IHI 
ICZ FORHAT IU,ntt•tll 
10.! FORHAT IFU.~oFIJ,~I 

FIX 0 YI~O .~• llo+XI'T' 02 
1 REAO 150 1001 XoYoHoNoNAPROX 

IF IN.LT,U CALL EXIT 
W~ITE 1&,1011 
MRITE ~~.1021 
~~ITE !~ 0 1011 X,Y 
.PROhiO ,•• (•I!.PROXI 
!lO ~ I:(,N 
yp:yoH•f !X 0 VI 

l 1C:HQ,5•H• tfUoYIH !HH,TP) 1 
~Ol:.OS! IYP•YCIHC) 
If !REt', Lf,AI'~OXI GO TO ~ 
YP=YC 
GO lO ~ 

l X=HH 
v:vc 

lt MiliTE l~o!Ol) XoY 
w¡;¡rn: 16,1021 
(;0 lO 1 

'"" 
o.~oou o. ID 00 .. 

. o • 
Flj. 8-H. Protu"'• pou ,..,¡,.,un ptol::!ern> do •llore> ini· 

(!>!u coo <1 método de Eute•-G•u..,_ 

ORCEN 
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• ' -------------- ·--------
Od000 

• 1 o o o 
.200.D 
• ~o o o 
• ~o o o 
• 5000 
• 6000 
,7000 
• e o o o 
• 9 o o o 

1.0000 

¡,oooo 
1.0500 
1.1106 
¡,¡e~& 

1.2159 
¡,Ja'H 
!,SJH 
1.7231 
1.9155 
2.~267 
z.e~1o ----------------------

o.oooo 
• o 1 o o 
• 0200 
• 0300 
• 0~00 
• asco 
• ~60 o 
, D10D 

·• uoo 
• 0900 
• 1 o o o 
• 1100 
.120 o 
• 13 o o 
.HOO 
• 1~00 
• 1600 
,11 UD 
,1400 
o1900 
• 2 o o o 

¡,oooo 
1.0050 
1.0101 
1.U53 
lo0206 
1.0260 
!.OJH 
1.0372 
lo O~JO 
lo O~H 
¡,o51t6 
lo 0609 
1.061l 
1.07!6 
1.0HI 
¡,0867 
1.0935 
1.1005 
¡,1Q75 
lol11t3 
lo1222 ---------------------

F,._ ~14. Roi!'IIU'••dd p!OCIORU 
... Lo llr>< .. ~ll. 

' ' .·--- ----------- ·--------o.oooc I.OOUO 
, IODO 1.0556 
• 2000 1.12~2 
,3000 1.20~7 
, ltOOD loJI&O 
• 5o o o ¡, 056& 
• &00 o l.b~b9 

• 7000 1o9105 
• & o Q o z.JOH 
.9~0 o z,qs~a 

¡,oooo ~.JOH -- -~-----·--- --·------
1'11. 8·16. R"'ultados dtl proguma de la n¡;ofl 8·15 
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o 
o 
o 
o 

• • • 

'"' '"' '"' '"' 
' 

SOLUC!Ot~ DE LA ECUAC)Ot! OlFERENCIU DE PR!~ER ORCEN 
OVIOPFt~,Y! CON El HETOCO o"¡c HllNE 

DIIIENSiON XIHDI oYUOOI,FUNIIDOI 
FO~HAT I~F10o~,I51 
FORHAT tn>,5~oiH,!2X,>HI 
FUR~AT 1 1Xo2JII•III 
FORHAT lfl1,1otf1Jo .. l 
FIX,YI=O ,S•tt.+XI•V••~ 
R(AO l5o1001 XllltiYIII,I=I, .. I,tlotl 
IF lti,LT .51 CALL EXI 1 
WRITE 16,1011 
WRITE 16,1021 
0021=1,4 
~RilE 16,10Jf XIII,Y!ll 
fiJhiiJ~F IXIII,Y!III 

2 XII+II=X lll•~ 
DO J 1=4 ,ti 

' 

YP•Y 1 I•J 1• 1" ,IJ • 1 'H• 12 ,o FU NI I- 21 •FUNI l•tl o 2.•FUN 1 l 11 
XII•ti=Xtii•H 
fU~IIHI :f!X t!•lltYPI 
T II•tl=~ II• 1 1• tHIJ, J •1 FUN 1 I•U 04, •FUH IIHFUH 1 I •t ll 
FUHil•tl=fiXII•IItYil•lll 
WRIT€ 16,10JI X(Jo¡J,YII+ll 
WRITE 16,1021 
GO- lO 1 

'"' 
o, ODOD t.ocoo D,tDDD 

FI¡. !·17. Progn.ma por~ '"""""' un p.-ablema de voloru inl· 
dales «>n el rn~todo de Milne. 

' ------------- -------~-o.oooo t, OODQ 
ol 000 loD55<, 
, 2GOO l.t2J6 
• 3000 ¡,zoas 
• 4000 1.3158 
• 50 o o t.lo546 
• 6 o 8 o \,6J9~ 
, no o ! , H57 
• a u o o 2.2725 
• ~n o o 2.876J 

t.ocoo J.990~ --- ----~----- ---------

" • 

otrn p1oblen>a de las n1lsmas caractc' ls<Íoa;. 
L.as variables usada• rn el programa de la figura 8·22 

•on: 

, 

• 

orden Jos con ~ondidoncs de fr<>tl!cr~ cooocid ... Al 
pro~rama hoy que darle como da!<» ¡., condiciones de 
fronten•. d ••lor y 1 do la "'lución •~pues!~ de! prOblema 
en el primer puntn pivoto. ei número de .ul>ionernlos, el 
n~mero mhimn do i¡ornd<>nes P<'rmiti<las y b "P'<>
xim~dón requerida. !.a ecuación Jc rocuncncia que pco· 
n1itc ,_,luar la ><>l11ci6n en lm siguientes pnnto' piwtes 
que Bparccc '" ei¡Ho¡;r:un" (dm •cccs) dciJe >U>Iiluitsc 
r<>r ai~una otro <i se desea usarlo pano '""':'llcr al¡:lm 

XO =Abscisa MI borde i:lquierdo del intenalo de. 
defrnid6n de soluciOHU. 

YO- Condición de fron1ero en d bntde ltquicrd<.t 
XN a Ab•d•~ del b"rde deredl(l del inte"~lo de 

<lo r,.,;, ;,;,,de solucione•. 
YN "'Condición d~ frnntera en el borde d•reo:ho. 



• 

• 

,. 

' ' ' ' 
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SOLUCION Of UN SISTEIL\ DE ECUACIONES' tlfEREI<C!AL€$·1)~0li<~RlAS 
DE I'RII'C:R CROEN CON EL .HlOOO 0E IIILtH 

OI~ENSION X 11001 ,y !lOO loll10 01 off 11001 ,CGtiOOt 
lU FORKAT IZF10.~o!S/3F10,41 
101 FQRKAT 1Hto5Xo1Uo12Xolllo12X,•Ht 
102 fORHn 1 IX, 361'•111 
103 fORIIAT 1Fl1.~o2F13,41 

FIXoYoZI:Y•Z 
CIXoYoll •l•Y 

1 R!AO !5,1001 XIHoH,~o!YilloZIIJ,l~l,41 
tF \ti,U ,SI CAlt Oil 
WJilTE l&oiDII 
~RllE 1&,1021 
0021.,1,4 
WRll~ !5 11DJI Xl!loYU1 1 l1Il 
FFIIJ:F!XJII ,f!II,ZI H 1 
GG<li:GD!II ,y¡¡¡,l! ll 1 

2 XII+ll:XIll•H 
CC31=4 0N 
YP~Y II•J l.o 14, n, 1' H' 12 ,• FF lt-21• FF !I-11 o2, °FF 1 11 l 
ZP~z 11•3 Ht4 ,IJ,I'H' 12 ,•GGU-21-CGU•li•Z~'CGI 11 1 
XIHII=XIIIo~ 
Ff (lol): F IX 1 ltl) ,Y Po ZP 1 
CC 11< 11= G IX II<il ,YP, 2~ 1 
Y CI•li=Y 11•1 H IH/3.1 'lfF ll-11+ 4, •HI II•Ff 11<111" 
l !!+1 l•l !l•tH IH/Jol •r GG li·U +4, •GGII l+GG 11+11 l 
ff !1+11• fll 11+11 ,Y II +11, lll+H 1 
GG!I+H•GIXII+1l,YII+11,ZII+111. 

3 W~ITE r&,tnJJ X!l+ll ,YH+1loZ!l+ll 
W~ITE 1& t102l . 
GO TO 1 
EllO 

c.oooo 
o.uoo 
o.oooo 
o,oooo 

0.1000 
0,2000 
o.oaoo 
o,oooo 

" o.1J2o 
o 
o. 0000 

0.20'90 

o.oooo o.oooo 

0.2150 

o.oooo 

Fla. 8·19. Pro¡¡romo p.oro rcool••• un problemo de yaJoru \~\. 
<ialt<, definido por un s4tema de =acionn difo· 
rrnm.l<"!, «on ol m~rudo de Milno. 

' 
o.oooo • 1 o o o , 20 DO 

• 1 o o o olHD • 20 '90 
o2UD ol6U ,2!50 
, lO~O ,H9D • 21 &O 
, ~O DO ,lSl4 • 2165 
• 5000 , Jo J D • 21 o J 
, &DO O • 355~ .1971 
• 7000 , Hl& oH&~ 
dO OO o47H • 15 o 2 
dO DO • 5.l&J .11 H 

¡,oooo ,6041 ·, Ob47 -·- ---·----- .. -.. ---·- -- -- ·-------· 
Fl,. 3-20. ROUJ1tados del prot""'" do lo ~gur:t B-19, del ejom

plo 8-7. 
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o.oooo 0.!000 
0.1000 o.zooo 
o.oooo o.oooo 
~.oooo 0,0000 

" O, IHO 0.2~~0 o.t~\ID 0.2'160 

" o. 0000 0,0000 o.oooo ~.oooo 

' ' ' -- ---------------------- - -------o.oooo 
oH 00 
.zooo 
, HOO 
o .. o o o 
• 5o o o 
• 6 o o o 
• 10 DO 
• 8000 
o 9000 

1.0000-

, IOQ O 
. uzo 
olio 'lO 

·, U20 
• 22?.2 
• 27 1 5 
, 3Hl 
. •o~9 
... ~ ~ 2 
o60H 
.1J1Z 

• 20 o o 
, Z<o "O 

_ .2HO 
• 36 30 

. """" , Sio19 
• 66 29 
• a o a a 
;qsa1 

1.2069 
¡,<o7•'1 

Ft1. 8-ll. Dat<lO ,·resultados del pro~rama de la Oguro 8-1'1, 
m<Kiiflcodo pan rewlvor el ejemplo S.S. 

Q, H20 ~d630 

o.oooo o.oooo 

N- N~meru de <ubbo.~rvalos en que <e divide el inter-
Y•lo XO ..;; X e;: XN de definición de soluciones.. 

H - Antplitod de lrn; subint"<valos. 

genda (cualquier n~mern por pequeño que sea"' grande 
en comparación con cero), se modifocó ese problema 
haciendo el cambio de variable 

N MI-' Número m:himo de iteraciones. 
!TER"' Contador do iteraciones. 
NAPR0X ., Nlnncro de cifras con que se desea la 

so!ud6n en el borde derecho. 
APR0X,. Aproximación relativa con qu~ se desea la 

s.olución en el bor<le derecho. 
REL"' Aproximación relativa de la soludOn obtenida 

en e! borde derecho. 
1- Contador de pivotes. 
X ~ Abscisa del punto pivote donde se desea cakular 

la solución del problema. 
Y(!}_, Arreglo con la sc>luci6n del problema en el 

1-ó,;mo pivote. 
Yl _, Solución supue>la del problema tn el punte 

pivete para el cual x~XO+Jl. 

cx>n lo que se obtuvo ti nuevo problern• rle valores en la 
frentera 

y qued6 resuelto el problema de convergencia. ésta es la 
razón por la que en el programa de la fogura 8·22, se 
oodifod, la ecuación do recurrenci,, 

« = z..,., - (h (<o.¡- 1) l'- "·• 

en las instrucciones n6mero 2 y dO$ antes de hta. dando 
a la variable dependiente el nombre Y, en luga• de la 
usada directamente en el ejemplo 8-11. 

• 

Yll "' Solución •up"csta del problema en el punto 
pivote para el cual X-XO+ff en la iteración anterior. 

YNN = Solllc i6n <lcl prol>k•na '" el borde derecho ob· 
tenida en la itcrnció11 antc,i<>r. 

Obsé,..ese que e\ primer valer supuesto de Y/ se ob· 
tiene de una tarjeta 1lc dato<. e\ segundo es igual al 
primero ntis 0.1, y del terrero en adelante,"" obtiene 
haciendo una interpolación lineal ontre o>M YolurC> y IM 
uhlenidos c~mo •olución dd prot>J.mu en el borde de· 
rcobo <!el mi"\)0, tal '""'" '" resolvió el oj•mp!o 8-!1. 

Es obvio que después de resolver este nuevo problema 
de v~lotes en la frontera, será necesa•io hocer l• trans· • 
furtnacilin im·c"a pnr• obtener la solución dd problema 
urlginal. 

Comu b comliciún ol<• lrontera en ell•nrdc derecho dd 
~jompln 8·11 <'>lohlc<"e 'l"c ah\ la solución del problcn>a 
debe ser nula, y <'<Í<lcn grave• problomo• de ronv~rgon• 
oh hao\3 el volur cow I Jc la prucb~ do la mi>mac<>nvcr· 

En la ntisma figura 8·22 se encuentran li>tadu lastar· . 
;c:t .. de dato• u<ada< para·resolver el ejemplo 8·11. 1= 
respuc<Ws se muestran en la fogura 8·2J, en donde se 
nota que lo• va!or<:s de Y obtenidos >On mayore' en un~ 
que los ya antes deleflninodos en el oj,•mp!D, con•o eu d 

cspc:rarse. 
El pt~oeso rle integn•ci6n p~so a pall<'l de prohl,·mO< _ 

enracterbtkos de M<len dos, pot tHcdin de un progr.1n1a 
de eomputa<loro. <e ntuc>tta en la fogura 8·24. El pro· 



•' 

• 
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gnma eo casi idéntico al do la ngura 8-22, ya que la 
~nica dife,.,ncia es que en fste se itera sob"' el valor des· 
conocido del valor caracterhüco reprtstntado por V 1 y a 
Y/, la soluci6n de la ecuación difettndale~ el primer 
punt<> pivote, se le o.signa un valor inaltuable (2 en el 
programal. 

V~ valor caracterl>tico obtenido por interpolad/in 
lineal y den parece la variable Y 11 

Como uri prc¡blema de valo= caracterhti«>• esd 
definido por una uuaci6n diferencial homogénea con 
rendiciones de ftontenu homo¡,'Óneas, se YUelve a pr.,.en· 
lar el caso de tratar decon,ergir a un valor nulo. Purcsra 
razón •• hizo el cambio de variable'"' y+ 1 en el pro
grama de la figura 8-24 para resol,·er el ejemplo 8-!4, y $e 

admit\6 que la ordenada desC<'lnodda en e\ primer punto 
pivuto valla 2 (si se hiciera y,"'/>< hubier" obtonido la 
solución trivia\:y1"' 1 para todo valor dei) 

La. ~nicas varbbles que le adlciotlaron a e>te pro
grama, •on 

VI - valor supuesto del valor caracteriSiico 
Vlt- valor supuesto del valor urncteristico en la 

ittracilin anterior 

' ' ' ' ' 

SOlUOJON O~ U~ PRUB~E~A Ot V~LCI!(S EN LA F~O/HERA 
DEflNIOO POR UNA ECUAC!ON m; SEGUNDO OROt:N ~ESUHTO 
CON El IHTODO DE lNTlGRH.IOO ?~SO A PASO 

Dl~ENSION YIIOOJ 
100 FQRHU 15f10.~,JI5J 
101 FQ~MT 111SOlUCICtl OUI'\JlS D( lol5ol HERACIONES-1 
102 fORMT 1tl'o5X,txt,12Xotlll 
103 FORHAT 1Ho23!1-IJ) 
10~ FO~Ml 1Fl1,•,F1J,4l 

1 R!:AD 15,1001 XOoiO,lN,nj,Yl,N;N~I,NAP~OX 
IF JNoll ,21 CALl (XI¡ 
APRQX:10 ,••t•NAP~OXI 
H:ON-XOIIN 
00 • lTER•1 1 NHI 
l ttl•h 
Y 12J:z,o Yl• IW tYl-1, ll n 2• TO 
DO Z l~J,N 

2 Y tii•Z,• HI-11-IH• IY 11•11•1, 11 .. 2-YII-21 
~[L<~OSI IYINJ·~~l/YNJ 

tF !RllolE.AfRQXl GO TO ' 
lf tllt~,(Q,tJ GO TO 3 . 
Y1a 1 IYtt- nml 011• !Y N-~ !NI 1' Y1 11 ;t Y !NI- TIUII 
YH~Y IU 
YNII•Y IHJ 
GO JO ~ 

3 Yhvt•O, 1 
V1J•Yt11 
YHN•Y !NI 

~.CONTINUE 
WR!T( !~ 1 1011 N~I 

\> NRln: t& 11021 
WRITE ll>o10JI 
MRJT~ !6,10~1 XO,H 
X> XO 
006l~1,N 

x·x·~ 
t M PITE tb ,10~1 x,nu 

WRl!( ¡¡, ,JUI 
GQ 1 O 1 
(NO 

D,DDDD 
~.oooo 
o.oooo 

J,OODO 
J.oooo 
o.ooou 

1, 00 DO 
1.0000 
O, DO 00 

t.oooo 
1.0000 
o.ooou 

1.0000 
loODOD 
o.oooo 

fl&• 8-lZ. P,.ogumo p•ra "solver un p<obl«n• M •a lores <n 
la fountoro, d< ord"on dos, p<or lntccrodón puo o 
poso. 

' '" H 100 
o o 

' • o 
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' 
o.oooo 

• 2~0 o 
• 5 o o o 
• 7 5o o 

loOOOO 

' 
3.0000 
2-6325 
2 .1~81 
t.Hi5 

• ~~9~ 

--·-----------·--------

' ' --· ·---------· ---------o.oooo 
.Hoo 
• 200 o 
• 300 o 
, lo DO O 
• 500 o 
, 6GO U 
• 7 o o ü 
• ~ o o o 
, S O O O 

t.oooo 

3.0000 
2.~000 
z.nJ~ 
2,'09b7 
2oio0io0 
2,191& 
¡,.~b5Q 

¡,729¡ 
1 • lo& 7a 
1o2ioio2 
t.oooo --· ---. ---- --- --- ------

R¡.a.n. R"'"liodoo del pro¡roma 
de la foguro 8-22. 

' ' ----------- --· ... ------
o.oooo 

• 2500 
• ~o o o 
-750 o 

t.oooo 

¡,oooo 
z,oooo 
2oiolU 
z.oooo 
¡,uaoo -- ----------· ......... . 

VALOR C~~ACTERlSTICO ~ 
9 ,Hzs 

' ' --- ............ ---------
o.oooo 
.¡ go o 
• 200 o 
olíl 00 
... o o o 
• 5000 
• & o o o 
• roo o 
• &000 
• 9 o o o 

loDO DO 

1.0000 
2. 00~0 
z,9D2t 
3.6160 
.. • 0117 
~. 2lt>l 
... 0111 
J oU80 
2.9021 
2.ouoo 
t.oooo --- --. -~.--.- --- --- ---- --

VIILOR CARJCT~~ISTICO u 

~o1Ba7 

' ' ' ' ' 

SOllt:;ICil DE Ull PROBLUIA OE VHORES CAR~ClEF<:STlOO~ 
OEFI~IOO POR \.IH4 CCUI.CIOH OC ~E(;UNOO O~OEN RESUELlO 
CON El ~(TODO OE lNTLGOCIOtl PASO A PASO 

OI~!:~SIOH f!IOOI 
100 fORhAl !5FID,4,Jl51 
101 FO~HAl ti!SOI.\.ICIOII Ol5PUtS CE ~,I5,~ IlHlACIOri~SII 
102 FOR~AT lllt,5X 1 n~,12~,1Hl 
103 FO~~AT !1Xo2Jit·tll 
10~ FOR~AT tFH,io,FU,.,I 
105 FOR~AT IIO'IALOR ,;AP~CHRIST!CO ~ ti1D,F13,4J 

1 REAO !5,10~) XU,fDoXN,YIJ,VloN,NMI,NAP~OX 
H IN,LT,2l CALL 011 
A PRO X otO ,•• (• NAI>ROXI 
H:t~N-XOJ/N 
Yl11•2.0 
00 lo !T{ R•l, ~~¡ 
ll2l=z,• Yll l •n•H.,2' ( 11 ll·lol•YD 
OOZl=Jo~ 

2 l 111•2,• YU•If•'ll'H' '2"1 Y 11•1!·1 ,)•Y ll·2l 
RH•ABSilYlHl·TN)/Ylll 
IF IR~l. U, AFRO XI GO TO ~ 
IF UT(R,EC.II GO 10 l 
V=! IYH·YNHl 'Vl•IVN·Y I~Jl •V21 /IY!Nl-Y!INI 
VZ=H 
VI=~ 

GO lO 4 
3 V<'•Vl 

V1•Vl+O, 1 
~ YNN•Y INl 

WRllE (6,1011 NHI 
5 HRITE lb,I021 

H~ITE !6 ,tnl 
HRITE (Q,IO•I XO,YO 
X=XO 
006I•l,N 
x=n~ 

6 WRilE IQ 010') X,HIJ 
WH1E t~,!Oll 
HPilE lb ,10 51 V 
GO lO 1 

'"' 
o.oooo 
o.oooo 
o.oooo 

1,0000 
l.GOCJ 
o.oooo 

1.oooo 
1·0000 
o.oooo 

!,ODIO 
1.0000 
9.00~0 

1.0000 
1.0000 
o. o~~~ 

Fl~. S-24. l"n>gr•m• para t<>Olw:t un ~n>bl~m• de voTo= Ct· 
uowbüo:<><, de ordon ~<><. pot integra<ibtl paso a 
p&>o. 

• 
" o 

• 

• 

" '" o 
' ' • 


