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EN OBSERVADORES ROBUSTOS SUPER-TWISTING

T E S I S

QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

MAESTRO EN INGENIERÍA
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iii



AGRADECIMIENTOS

A los profesores del Colegio de Control Automático de la UNAM, especialmente a mi tutor de
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CAPÍTULO 1

Introducción

La bioteconoloǵıa ha sido definida como “un conjunto de técnicas que usan sistemas biológicos,
organismos vivientes, o derivados de los mismos para hacer o modificar productos o procesos
para un uso espećıfico”. La biotecnoloǵıa promete hacer una gran contribución para el desarrollo
de, los cuidados a la salud, la mejora de la seguridad en alimentos a través de prácticas agricolas
sustentables, el incremento de la calidad de los suministros de agua potable, desarrollo eficiente
de procesos industriales para transformar materias primas, el apoyo a métodos sostenibles de
forestación y reforestación y la desintoxicación de los desechos peligrosos (Juma y Konde, 2001).

También la biotecnoloǵıa ha sido considerada por la Unión Europea para proveer en un fu-
turo, una mayor contribución para lograr el objetivo de convertirse en el ĺıder de la base de
la economı́a. En marzo del 2001 en Estocolmo, el Consulado Europeo confirmó esto, e invitó a
“examinar la medidas requeridas para utilizar todo el potencial de la biotecnoloǵıa y la fuerza
del sector biotecnologico europeo a fin de coincidir con los principales competidores garantizando
al mismo tiempo que esos desarrollos se lleven a cabo mientras resulte sano y seguro para los
consumidores y el medio ambiente”˙

En efecto, las ciencias de la vida y la bioteconoloǵıa estan siendo reconocidas en conjunto como
la siguiente ola de la economı́a basada en el conocimiento, creando nuevas oportunidades para
las sociedades y economı́as y generando nuevas aplicaciones en varios campos.

Algunos de estos campos cubiertos por la biotecnoloǵıa incluyen el área agro-alimentaria, donde
la biotecnoloǵıa tiene el potencial de llevar mejoras a la calidad de los alimentos y beneficios
ambientales a través de cultivos agronómicamente mejorados. La biotecnoloǵıa también tiene el
potencial de mejorar los usos no alimentarios de los cultivos como fuentes de materias primas
industriales o nuevos materiales como plásticos biodegradables.

Nuevas formas de proteger y mejorar el ambiente son ofrecidas por la biotecnoloǵıa incluyendo
la biorremediación de la contaminación del aire, suelo, agua, desechos aśı como también el desa-
rrollo de productos y procesos industriales más limpios basados en el uso de enzimas (biocatálsis).

Una de las aplicaciones más prometedoras de la biotecnoloǵıa está relacionada a los cuidados en
la salud, en donde existe una enorme necesidad de técnicas novedosas para tratar de encontrar
curas para las enfermedades, de las cuales sólo se conoce la cura para la mitad de ellas y aunque
existen curas como los antibióticos, estos se están haciendo menos efectivos debido al incremento
en la resistencia de los virus (Rocha, 2003).
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Sin embargo debido a la gran importancia que tienen los sistemas biológicos por su aplicación
y considerando que no han sido estudiados lo suficiente y que no existen muchas técnicas que
brinden una mejora de acuerdo a los diferentes objetivos de control de cada proceso, es indis-
pensable estudiarlos desde el punto de vista cient́ıfico, primeramente analizando sus modelos
matemáticos, posteriormente aplicando técnicas de estimación (para estados y parámetros) y
finalmente generando esquemas completos de control para dichos sistemas.

1.1. Motivación

Algunos aspectos importantes que han limitado el desarrollo y optimización de los procesos
biotecnológicos son:

La nula existencia de sensores en ĺınea, durante el monitoreo de los procesos.

La escasa aplicación de esquemas de control para la seguimiento/regulación de concentra-
ciones.

El alto grado de complejidad en los procesos biológicos y el alto comportamiento no lineal
en la mayoria de los mismos.

1.2. Objetivo

En este trabajo se establece como objetivo fundamental controlar un proceso biológico (regula-
ción) de crecimiento microbiano con base en una estimación robusta, mediante el uso observa-
dores por modos deslizantes, principalmente en la estimación de tasas de reacción y estados no
medibles del sistema.

El prospósito de la utilización de los observadores tipo super-twisting, es garantizar que la ley
de control aplicada al sistema resulte más eficiente comparada con otras estreteǵıas (o a las
mismas) que utilizan una base de estimación distinta tales como filtros de Kalman, observado-
res asintóticos, observadores de alta ganancia, etc. La figura 1.1. muestra una representación
esquemática del objetivo del trabajo.

COMPARACIÓN

Figura 1.1: Objetivo
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1.3. Estado del arte

En los bioprocesos existe la necesidad de esquemas completos de observación y control, y la op-
ción que se ha decidido es hacerlo acoplando una etapa de observación robusta y un controlador
no lineal que utiliza los estados y parámetros estimados.

En las últimas décadas, los procesos biológicos han sido fuertemente utilizados en la industria y
por ello se ha comenzado a estudiar su comportamiento dinámico. Para la parte de estimación de
estados y parámetros en los 90’s se comienzan a analizar los principios de ingenieŕıa básicos de
bioprocesos y una vez encontrados varios modelos matemáticos de diferentes procesos biológicos,
en (Bastin y Dochain, 1990) se aplican estrategias de observación referidas a técnicas puramente
lineales como el filtro de Kalman, el observador Luenberger, observadores asintóticos, etc.

En (Doran, 1995), se describen los modelos matematicos ĺıneales y no ĺıneales de diferentes pro-
cesos biológicos tales como: crecimiento microbiano o celular, procesos de fermentación, trans-
ferencia de materia, etc.

Posteriormente se describen los modelos matemáticos de bioprocesos a través de datos estad́ısti-
cos experimentales (Nielsen et al., 2003). Sin embargo todos estos datos proveen la descripción
de un modelo sin profundizar en estrategias de observación.

En los trabajos más recientes como en (Dewasme, 2011), con base en una estimación a través del
filtro de Kalman extendido se obtiene la medición del subproducto para posteriormente regularlo
a un nivel bajo y hacer que este objetivo sea alcanzado.

En (Mendoza, 2011) se aplican los primeros observadores de tipo super-twisting a diferentes
sistemas biológicos con muy buenos resultados y además se brinda un algoritmo general para
diseño de un observador OSTG para cualquier bioproceso.

En cuanto a la parte de control, el objetivo en procesos biológicos suele variar dependiendo del
sistema, en (Bastin y Dochain, 1990) se aplica un control no lineal a diversos procesos biológicos,
espećıficamente se utiliza un control no lineal con un lazo cerrado lineal llamado “control por
linealización exacta entrada-salida” a fin de regular concentraciones en los diferentes sistemas,
además de tratar el análisis de estabilidad de diversos sistemas biológicos a través de la teoŕıa
de Lyapunov . Por ejemplo para sistemas biológicos de crecimiento microbiano y cuya dinámica
está establecida en (Rocha, 2003), el objetivo es maximizar el crecimiento de la biomasa a partir
de la regulación del subproducto.

En (Dewasme et al., 2009) se plantea un control lineal por retroalimentación de estados para el
cultivo en lote alimentado del s. cerevisiae asumiendo que los estados son conocidos, pero debido
a que el control es lineal sólo tiene una pequeña región de operación donde se garantiza su co-
rrecto funcionamiento y el asumir que los estados son conocidos no se asemeja nada a la realidad.

La idea de plantear un sistema control no lineal para bioprocesos con base en una estimación
robusta a través de un observador tipo super-twisting, es estimulante debido a que no existen
suficientes esquemas de este tipo y aqúı se brinda esta nueva opción para el control de estos
procesos.
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1.4. Alcances

Los alcances de esta tesis son:

Mostrar en simulación el buen desempeño de un sistema de control no lineal (dependiendo
del objetivo de cada sistema) con base en estimación a través de un observador tipo super-
twisting.

Utilizar modelos ya establecidos de sistemas biológicos para la aplicación de las estrategias
de observación y control.

Comparar el desempeño de diversos observadores lineales con el observador tipo super-
twisting utilizado.

Considerar valores reales de parámetros que se utilizan en bioprocesos.

No se consideran experimentos durante el trabajo.

1.5. Descripción de caṕıtulos

Este trabajo está formado esencialmente por dos partes, en una primera parte se trata el pro-
blema de observación y posteriormente se apĺıcan estrategias de control.

En el Caṕıtulo 2 se describe un panorama muy general de los procesos biológicos, los elementos
involucrados y el principal objetivo de control. En el Caṕıtulo 3 se brinda una breve explicación
de los observadores por modos deslizantes, principalmente del Observador Super-Twisting Ge-
neralizado (OSTG), en el cuál esta basada toda la parte de observación de este escrito y además
se aplica este observador en un ejemplo, en donde se estiman los estados y entradas desconocidas
en un sistema de digestión anaerobia.

En el Caṕıtulo 4 utilizando el OSTG se estiman las tasas de reacción y estados no medidos
de un proceso biológico de crecimiento microbiano (E. coli) y posteriormente en el Caṕıtulo 5
se aplican varias estrategias de control para la regulación de concentraciones no deseadas (sub-
producto) en el sistema y se hacen comparaciones con respecto a otra base de estimación lineal,
como observadores asintoticos y filtro de Kalman. Finalmente en el Caṕıtulo 6 se muestran las
conclusiones, las contribuciones y las perspectivas futuras.
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CAPÍTULO 2

Fundamentos teóricos sobre bioprocesos

2.1. Biorreactores

Básicamente, un biorreactor es un tanque en el cuál ocurren simultáneamente diversas reaccio-
nes biológicas en un ĺıquido. El biorreactor se supone perfectamente mezclado lo que implica
que la concentración del medio es homogenea en el reactor. Siendo X la concentración de mi-
croorganismos (biomasa) en el reactor, S es la concentración de substrato en el reactor, Sin es
la concentración de substrato a la entrada, Fin es la tasa de flujo a la entrada y Fout la tasa de
flujo a la salida. Un diagrama esquemático estandar de un biorreactor “tipo tanque agitado” se
muestra en la siguiente figura:

Fin

S
in

F
out

S, X

V

S, X

Figura 2.1: Biorreactor tipo tanque agitado

Las reacciones biológicas involucradas durante el proceso pueden ser clasificadas en dos cate-
goŕıas: reacciones de crecimiento microbiano y reacciones de catalización de enzimas. El creci-
miento de microorganismos (bacterias, cepas, etc.) se genera mediante el consumo de nutrientes
apropiados o substratos (que involucran elementos como el carbón, nitrógeno, ox́ıgeno, etc.)
brindándoles las condiciones ambientales (temperatura, PH, etc.) favorables. La materia de mi-
croorganismos vivos o celulas vivas es llamada biomasa.

Asociadas con el crecimiento celular, pero llevadas a cabo a una diferente tasa, estan las reaccio-
nes catalizadoras de enzimas en las cuales algunos reactantes son transformados en productos
(algunas veces llamados metabolitos) a través de una acción cataĺıtica de enzimas intracelulares
o extracelulares (Bastin y Dochain, 1990).

6



Condiciones de operación de biorreactores

Considerando un reactor tipo tanque agitado (Figura 2.1) se describen las condiciones de ope-
ración mas frecuentes del mismo:

Tipo Lote

Un reactor tipo lote es aquel en el que no existe flujo de entrada ni flujo de salida:

Fin = Fout = 0

El tanque se llena inicialmente con una gran cantidad de substrato y con una pequeña can-
tidad de biomasa. Durante el proceso no se introduce substrato y éste se detiene cuando se
han consumido suficientes nutrientes. Finalmente se recolecta la cantidad total de biomasa
producida. Otra finalidad de este tipo de operación es la degradación de un contaminante.

Tipo Lote-Alimentado

Un reactor en lote-alimentado no tiene un flujo de salida:

Fout = 0

El tanque inicialmente contiene una pequeña cantidad tanto de substrato como de biomasa
y se llena progresivamente con un substrato a la entrada.

Tipo Tanque Agitado Continuo

En el cultivo cont́ınuo de microorganismos, el reactor esta permanentemente alimenta-
do con un substrato a la entrada. La tasa de flujo de salida es igual a la tasa de flujo de
entrada y el volúmen del cultivo permanece constante:

Fin = Fout = F
dV

dt
= 0

Noción de un esquema de reaccion en un proceso biotecnológico

Una simple reacción irreversible que involucra dos reactantes generando un producto de reacción
esta comúnmente representada por un esquema de la siguiente forma:

ξ1 + ξ2
ϕ−→ ξ3

donde ξ1 y ξ2 son los dos reactantes, los cuales están irreversiblemente combinados para generar
un producto de reacción ξ3, ϕ es la tasa de reacción, es decir la tasa de consumo de los reactantes,
la cual es igual a la tasa de formación del producto.

Generalmente el número de componentes de reacción (reactantes y/o productos) se puede escri-
bir:

∑
ξi

ϕ−→
∑

ξj

7



2.2. El proceso biotecnológico

Un proceso biotecnológico es un conjunto de M reacciones que involucran N componentes (es
decir, reactantes y productos de reacción). Para entender bien la definición y evitar confusiones
se considera lo siguiente (Bastin y Dochain, 1990):

El esquema de reacción representa sólo una relación cualitativa, lo que permite analizar
procesos, biológicos, bioquimicos y quimicos en una aproximación unificada.

Los componentes ξi del esquema de reacción son generalmente:

• Población de microorganismos

• Enzimas

• Substratos externos

• Productos/substratos internos (es decir componentes que son generados por una reac-
ción y que posiblemente puedan ser el substrato de alguna otra)

El esquema de reaccion de un proceso biotecnológico es una herramienta para derivar un
modelo dinámico operacional, que permite resolver problemas de ingenieŕıa a pesar de no
dar una descripción exhaustiva del proceso, debido a que hay componentes que no son de
interés y pueden ser omitidos.

Modelo dinámico general de un bioproceso

La dinámica de un proceso biológico puede ser representada de forma general por el siguiente
modelo no lineal en espacio de estados:

dξ

dt
= Kϕ(ξ, t)−Dξ −Q(ξ) + F (2.1)

donde:

ξ es el estado.

K es una matriz constante de coeficientes de producción del sistema.

D es la tasa de dilución y se define como:

D =
Fin
V

(2.2)

Q es la tasa de flujo de salida de materia del componente ξ del reactor en forma gaseosa.

F es la tasa de alimento de materia en el reactor del componente ξ, si éste es un substrato
externo.

El modelo general en espacio de estados (2.1) es la base para la estimación y algoritmos de
control propuestos a lo largo de los caṕıtulos. Teniendo en cuenta que el modelo (2.1) no es una
representación matemática pero tiene un significado f́ısico bien definido:

8



el primer término Kϕ(ξ, t) describe la cinética de las reacciones bioqúımicas y micro-
biológicas involucradas en el proceso;

los términos restantes −Dξ − Q(ξ) + F describen la dinámica de transporte de los com-
ponentes a través del biorreactor.

El modelo (2.1) es por tanto muy importante en la forma de expresar, en una sóla forma
matemática compacta, los dos fenómenos f́ısicos (cinética y dinámica transportada) las cuales
están en interacción ı́ntima en un biorreactor.

Modelado de la tasa de alimentación

En la ecuación (2.1), F representa la tasa de alimentación (por unidad de volumen) de aquellos
componentes ξ los cuales son substratos externos introducidos al reactor. La manera de cómo
el reactor es alimentado y la naturaleza del substrato (ĺıquido o gaseoso) genera varios métodos
de modelar las tasas de alimentación.

Substratos Ĺıquidos

Hay escencialmente dos formas de introducir un substrato ĺıquido en un reactor: ya sea diluido
en el flujo de entrada (Figura 2.2.b) o independiente de éste (Figura 2.2.a).

Agua

a)

Agua

         b)

Tanque de

  Dilución

Figura 2.2: Substratos ĺıquidos a la entrada

En el primer caso (Figura 2.2.a), no hay necesidad de espećıficar el modelo de la tasa de alimen-
tación de substrato F . Sin embargo para el segundo caso, cuando el substrato es diluido en la
corriente de agua, la tasa de alimentación es proporcional a la concentración del substrato en la
entrada. El coeficiente de proporcionalidad es precisamente la tasa de dilución D, en este caso
cada tasa de alimentación F se escribe:

F = DSin (2.3)

Donde Sin denota la concentración de substrato a la entrada y el modelo general puede reescri-
birse:

dξ

dt
= Kϕ(ξ, t)−Dξ −Q(ξ) +DSin (2.4)
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2.3. Objetivo de control en procesos biológicos

Uno de los objetivos principales del control automático en un proceso biológico consiste en incre-
mentar la productividad mediante métodos de monitoreo y control, permitiendo la optimización
en tiempo real de la operación del proceso.

En la industria, la producción de protéınas usualmente es llevada a cabo usando cultivos de
levaduras o cepas de bacterias geneticamente modificadas. Desde un punto de vista operacional,
es necesario determinar una estrategia óptima de alimentación (es decir la evolución en el tiem-
po de la tasa de flujo de entrada hacia el cultivo) a fin de garantizar, mantener o maximizar la
productividad de biomasa (Dewasme, 2011).

El control en un bioproceso consiste principalmente en mantener alguna variable de estado
(o funciones de variables de estado) del proceso en un valor de referencia establecido, en especial
cuando este valor es constante se llama “regulación”. El control de biorreactores, en aplicacio-
nes industriales está únicamente ĺımitado a regulación de pH y temperatura a valores que se
suponen favorables para el crecimiento microbiano (Bastin y Dochain, 1990). Algunos ejemplos
de regulación en procesos biológicos son:

Regulación de la concentración del substrato, en el caso donde el substrato inhibe el cre-
cimiento de biomasa. Por ejemplo en el tratamiento de aguas residuales, la regulación del
substrato es equivalente a controlar el nivel de contaminación en la planta.

Regulación de la concentración de ox́ıgeno disuelto, en procesos biológicos aerobios, esta
concentración debe ser mantenida lo suficientemente alta para garantizar la actividad
microbiana y lo suficientemente baja para economizar en costos de operación.

Regulación de la concentración del subproducto, en procesos biológicos donde el subpro-
ducto limita o inhibe el crecimiento de biomasa.

Regulación de tasas de flujo de salida de gases. Por ejemplo la regulación de tasa de flujo
del gas metano en una planta de “biometanización” a fin de lograr una relación adecuada
entre la producción de gas y la demanda de enerǵıa.

Un esquema de un biorreactor controlado por computadora es mostrado en la Figura 2.3. El lazo
de realimentación involucra sucesivamente al reactor, un conjunto de sensores y dispositivos de
medición, la computadora y el actuador (válvula). El sistema en lazo cerrado se define como la
combinación del proceso y del controlador dentro del lazo de realimentación.

El proceso por lo tanto es controlado mediante la computadora a través de la manipulación
de la tasa de alimentación de algun substrato externo. La tarea del algoritmo de control, imple-
mentado en la computadora, es determinar, para cada instante, la acción de control, con base
en la informacion obtenida en tiempo real mediante los sensores por software. Este tipo de “sen-
sores” son llamados aśı debido a que son herramientas de software utilizadas para reconstruir
de manera confiable la evolución de parámetros y variables en el transcurso del tiempo (Bastin
y Dochain, 1990).
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Algoritmo de control Sensores por Software
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   de
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SENSORES:
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Acción 

   de

Control

Punto de ajuste

     (set point)

Computadora

Figura 2.3: Sistema de control por computadora para bioprocesos
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CAPÍTULO 3

Diseño de un Observador Super-Twisting Generalizado para la
estimación de estados y entradas desconocidas en un proceso de
digestión anaerobia

El algoritmo super-twisting (STA) inicialmente desarrollado para propósitos de control, ha si-
do utilizado también para el diseño de diferenciadores (Levant, 1998) y observadores robustos
(Fridman et al., 2007) (Davila et al., 2005). Posteriormente, para simplificar su análisis se uso
la idea de homogeneidad, sin embargo esta ultima aproximación no permite la determinación
del tiempo de convergencia (Moreno, 2011). A continuación se da una breve explicación sobre
la naturaleza del OSTG y más adelante se utiliza para estimar estados y entradas desconocidas
en un proceso de digestión anaerobia.

3.1. El Observador Super-Twisting Generalizado OSTG

En (Moreno, 2011), se reportó un algoritmo genérico de segundo orden (AGSO), en el cual
está basado el diseño y la prueba de este observador. Para explicar este algoritmo considere el
sistema (3.1) (de segundo orden) en forma observable:

ẋ1 = f1(y, t) + x2 − δ1(x, u, t)
ẋ2 = f2(y, t)− δ2(x, u, t) (3.1)

y = x1

donde y es la salida medible, x1 y x2 son los estados a estimar, f1(y, t) y f2(y, t) son funciones
conocidas del sistema y δ1(x, u, t) y δ2(x, u, t) son perturbaciones globalmente acotadas.
Ahora se considera el siguiente “observador super-twisting generalizado”:

˙̂x1 = f1(y, t) + x̂2 − l1φ1(x̂1 − x1)
˙̂x2 = f2(y, t)− l2φ2(x̂1 − x1) (3.2)

donde x̂1 y x̂2, son las variables (escalares) a estimar, l1 y l2 son ganancias positivas a diseñar.
Para i = 1, 2, el error de estimación se define como ei = x̂i − xi y las no linealidades φ1 y φ2
estan dadas por las expresiones:
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φ1(ei) = m1 |ei|p sign(ei) +m2 |ei|q sign(ei) (3.3)

φ2(ei) = m2
1p |ei|

2p−1 sign(ei) +m1m2(p+ q) |ei|p+q−1 sign(ei) +m2
2q |ei|

2q−1 sign(ei)

donde m1 y m2 ≥ 0 son 2 constantes no negativas y q ≥ 1 ≥ p ≥ 1
2 son números reales.

El observador (3.2) posee dos clases de términos estabilizantes: de bajo orden dado por p y
de alto orden dado por q. Los términos de alto órden proveen al algoritmo de mayor fuerza de
atracción cuando las trayectoŕıas están muy alejadas del punto de equilibrio. Por otro lado los
términos de bajo orden proveen convergencia en tiempo finito y atraen a las trayectorias con
mayor fuerza cuando se encuentran cerca del origen (vease (Mendoza, 2011)).

La dinámica del error de observación es:

ė1 = −l1φ1(e1) + e2 + δ1(x, u, t)

ė2 = −l2φ2(e1) + δ2(x, u, t) (3.4)

El cuál corresponde al algoritmo genérico de segundo orden (AGSO).

Con la elección apropiada de los parámetros q, p, m1 y m2 en (3.3) se presentan los siguie-
nes casos:

Tabla I. Casos part́ıculares del algoritmo

m1 = 0, m2 = 1, q = 1 Caso lineal

m1 = 1, m2 = 0, p = 1
2 Algoritmo Super-Twisting clásico

m1 = 1, m2 = 1, p = 1
2 , q = 1 AGSO

3.2. Planteamiento del problema y diseño del observador

La digestión anaerobia es un proceso para el tratamiento biológico de desperdicios orgánicos a
través de la producción de gas metano, las ecuaciones de reacción que definen el proceso son:

ξ1 → ξ2 + ξ3

ξ2 → ξ4

Para dicho proceso dado en (Sbarciog et al., 2012) y el observador propuesto en (Moreno, n.d.)
para el mismo sistema, su dinámica se expresa a través de las siguientes ecuaciones diferenciales:

ξ̇1 = u(ξin1 − ξ1)− ar1(ξ) (3.5)

ξ̇2 = u(ξin2 − ξ2) + cr1(ξ)− dr2(ξ) (3.6)

ξ̇3 = −uξ3 + r1(ξ) (3.7)

ξ̇4 = −uξ4 + r2(ξ) (3.8)
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donde:
ξ1: Substrato orgánico (g/l)
ξ2: Ácidos grasos volátiles (mmol/l)
ξ3: Concentración de bacterias acidogénicas (g/l)
ξ4: Concentración de bacterias metanogénicas (g/l)
u: Tasa de dilución (d−1)
ξin1: Concentración de substrato orgánico (g/l)
ξin2: Concentración de ácidos grasos volátiles (mmol/l)
ξ =[ξ1 ξ2 ξ3 ξ4] <4

+: Vector de estados
a, c, d > 0: Coeficientes estequiométricos
q > 0: Rendimiento de producción de metano

Las tasas de reacción r1(ξ) y r2(ξ), definen como:

r1(ξ) = µ1(ξ1)ξ3

r2(ξ) = µ2(ξ2)ξ4

donde las funciones de crecimiento, µ1(ξ1) y µ2(ξ2) son de tipo Monod y Haldane, respectiva-
mente:

µ1(ξ1) = µm1
ξ1

Ks1 + ξ1

µ2(ξ2) = µm2
ξ2

Ks2 + ξ2 +
ξ22
Ki2

Se asume que todas las variables y constantes son positivas. Además se define la tasa de flujo
del gas metano como:

Q(ξ) = qµ2(ξ2)ξ4 = qr2(ξ)

Las variables medibles son: ξ1, ξ2 y Q(ξ). Las concentraciones en el afluente ξin1 y ξin2 se
consideran entradas desconocidas. Durante el diseño del observador se introduce un cambio de
variable para los estados medibles:

y1 = ξ1

y2 = ξ2

y3 = Q(ξ)

El problema consiste en estimar las variables de estado no medibles ξ3 y ξ4 y las entradas des-
conocidas ξin1 y ξin2, a partir de las variables medibles ξ1, ξ2 y Q(ξ). Se supone también que el
modelo es perfectamente conocido.
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3.2.1. Estimación en tiempo finito de una entrada desconocida variante en el
tiempo

La siguiente variable:

z =
c

a
ξ1 + ξ2

es conocida debido a que es una combinación de las variables medibles y satisface:

ż = u
( c
a
ξin1 −

c

a
ξ1

)
− cr1(ξ) + u(ξin2 − ξ2) + cr1(ξ)− dr2(ξ)

ż = u
( c
a
ξin1 + ξin2

)
− u

( c
a
ξ1 + ξ2

)
− d

q
y3

ż = −uz − d

q
y3 + uzin

donde

zin =
c

a
ξin1 + ξin2

El siguiente observador puede estimar la entrada desconocida zin

˙̂z = −k1φ1(e1)− uz −
d

q
y3 + uẑin

˙̂zin = −k2uφ2(e1)

donde φ1 y φ2 se definen como:

φ1(e1) = γ1 |e1|1/2 sign(e1) + γ2e1 (3.9)

φ2(e1) =
γ21
2
sign(e1) +

3

2
γ1γ2 |e1|1/2 sign(e1) + γ22e1

El error se define como e1 = ẑ − z, con γ1 y γ2 dos constantes no negativas a ser diseñadas.
Cuando u esta acotada lejos del cero, i.e. u ≥ ε > 0 para todo tiempo, entonces zin se estima en
tiempo finito. En este caso zin puede ser una señal variante en el tiempo con una derivada de

tiempo acotada, i.e.
∣∣∣ ˙̂zin∣∣∣ ≤ L y k2 > L.

3.2.2. Estimación asintótica de la concentración de bacterias metanogénicas

El observador (en lazo abierto)

˙̂
ξ4 = −uξ̂4 +

Q(ξ)

q
= −uξ̂4 +

1

q
y3

estima asintóticamente el valor de ξ4 siempre que u sea de excitación persistente.
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3.2.3. Estimación en tiempo f́ınito de la concentración de bacterias acidogéni-
cas y substrato

Para esta estimación se supone que ξin1 es constante por lo que ξ̇in1 = 0. Introduciendo el vector:

η =

 η1
η2
η3

 =

 ξ1
ξ3exp(

∫ t
0 [u(τ)− µ1(y1(τ))] dτ

ξin1


En la expresión anterior con η2, básicamente se resuelve el sistema autónomo variante en el
tiempo para ξ3 y se mutliplica por la inversa de la matriz de transición (en este caso un escalar
que es la función exponencial) y obteniendo su derivada de tiempo:

η̇ =

 u(ξin1 − ξ1)− ar1(ξ)

(−uξ3 + µ1(ξ1)ξ3)exp(
∫ t

0
[u(τ)− µ1(y1(τ))] dτ)− (−u+ µ1(ξ1))ξ3exp(

∫ t

0
[u(τ)− µ1(y1(τ))] dτ)

0



η̇ =

 u(ξin1 − ξ1)− ar1(ξ)
0
0

 =

 −u −aµ1(y1)exp(−
∫ t
0 [u(τ)− µ1(y1(τ))] dτ) u

0 0 0
0 0 0

 η

A través del siguiente observador:

˙̂η1 = −K1φ1(e1)− uy1 − (−aµ1(y1)exp(−
∫ t

0
[u(τ)− µ1(y1(τ))] dτ))η̂2 + uη̂3

˙̂η2 = K2(aµ1(y1)exp(−
∫ t

0
[u(τ)− µ1(y1(τ))] dτ))φ2(e1) (3.10)

˙̂η3 = −K3uφ2(e1)

Con K1, K2 y K3 constantes positivas y el error se define como e1 = η̂1 − η1
El observador dado en (3.10) puede estimar en tiempo finito los valores de η2 y η3 por lo tanto:(

ξ3
ξin1

)
=

(
η2exp(−

∫ t
0 [u(τ)− µ1(y1(τ))] dτ)

η3

)
A f́ın de evitar el cálculo expĺıcito del término integral en el estimador, nótese que la solución
de la ecuación diferencial:

Ż(t) = −[u(t)− µ1(y1(t))]Z(t)

Con condicion incial Z(0) = 1 es:

Z(t) = exp(−
∫ t
0 [u(τ)− µ1(y1(τ))] dτ)

Por lo que finalmente el observador puede ser realizado de la siguiente forma:

Ż(t) = −[u(t)− µ1(y1(t))]Z(t), Z(0) = 1

˙̂η1 = −K1φ1(e1)− uy1 − aµ1(y1)Z(t)η̂2 + uη̂3
˙̂η2 = K2aµ1(y1)Z(t)φ2(e1)

˙̂η3 = −K3uφ2(e1)

ξ̂3 = η̂2Z(t)

ξ̂in1 = η̂3
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3.3. Simulaciones

3.3.1. Entradas invariantes en el tiempo

En esta parte, se asume que las entradas (desconocidas) ξin1 y ξin2 son constantes y se analizan
los siguientes casos:

Estimación de estados y entradas desconocidas con parámetros conocidos (caso ideal)

Estimación de estados y entradas desconocidas con parámetros conocidos y presencia de
ruido en la medición

Estimación de estados y entradas desconocidas con incertidumbre en los parámetros (sin
ruido en la medición)

Estimación de estados y entradas desconocidas con incertidumbre en los parámetros y
presencia de ruido en la medición

Para los casos en los cuales existe ruido en la medición, se considera un ruido gaussiano con una
magnitud del 5 % del valor máximo de la señal.

En la Tabla II y Tabla III se muestran los valores de los parámetros del sistema y los valores
de las ganancias y condiciones iniciales del observador, respectivamente. Cabe aclarar que los
valores de las ganancias del observador se sintonizaron de tal manera que resultan ser los mismos
a lo largo de todas las simulaciónes de este caṕıtulo (tanto en los casos de las entradas inva-
riantes y variantes en el tiempo, aśı como en sus respectivas situaciones sobre incertidumbre en
parámetros y presencia de ruido), por lo que constantemente se hará referencia a estas dos tablas.

Tabla II. Valores de parámetros del sistema

a = 42.14 ξin1 = 40 g/l Ks1 = 7.1 g/l
c = 116.5 mmol/g ξin2 = 175 mmol/l Ks2 = 9.28 mmol/l
d = 268 mmol/g µ1 = 1.2 d−1 Ki2 = 256 mmol/l
q = 453 mmol/g µ2 = 0.74 d−1 u = [0, 0.6] d−1

Tabla III. Valores de ganancias y condiciones iniciales del observador

γ1 = 3 k1 = 4.5 K1 = 2 K3 = 100 ξ̂3(0) = 0.1

γ2 = 3 k2 = 40 K2 = 1x10−5 Z(0) = 1 ξ̂4(0) = 0.1

Estimación de estados y entradas desconocidas con parámetros conocidos

En este primer caso se consideran las condiciones ideales de operación, se asume que no existe
incertidumbre en los parámetros y tampoco existe ruido en las mediciones. A continuación en la
Figura 3.1 se muestra la señal de entrada correspondiente a la tasa de dilución y el estimado de
la variable z (que se supone conocida debido a que es una combinación de los estados medibles).
En la Figura 3.2 se muestran los estimados de la entrada zin y el estado ξ3, ambos de manera
correcta. La estimación de la concentración de bacterias metanogénicas (ξ4) y la entrada ξin1 se
pueden apreciar en la Figura 3.3 también con buenos resultados.
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Figura 3.1: a) Tasa de dilución b) Estimado de la variable z
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Figura 3.2: a) Estimado de la entrada desconocida zin b) Estimado de ξ3
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Figura 3.3: a) Estimado de ξ4 b) Estimación de la entrada ξin1

Estimación de estados y entradas desconocidas con parámetros conocidos y ruido
en la medición
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Figura 3.4: a) Estimado de zin con ruido b) Estimado de ξ3 con ruido
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En la Figura 3.4 que muestra los estimados de la entrada zin y del estado ξ3, se puede notar el
buen desempeño del observador con respecto al rechazo a ruido. La misma situación se presenta
en la estimación de la concentración de las bacterias metanogénicas y el estimado de la entrada
ξin1 en la Figura 3.5.
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Figura 3.5: a) Estimado de ξ4 con ruido b) Estimado de ξin1 con ruido

Estimación de estados y entradas desconocidas con incertidumbre en los parámetros
(sin ruido en la medición)

En este caso se asume que no se conocen exactamente los valores de los parámetros del sistema
y no existe ruido en las mediciones. Para la realización de las simulaciones los valores de los
parámetros del observador se manejan con un porcentaje de incertidumbre del 1, 3, 5 y 8 % y
se muestran en la Tabla IV (sin dejar de considerar los parámetros de la planta y las ganancias
del observador brindados por las Tablas II y III respectivamente).

Tabla IV. Valores (con incertidumbre) de los parámetros del observador

Parámetros Incertidumbre del
1 %

Incertidumbre del
3 %

Incertidumbre del
5 %

Incertidumbre del
8 %

a 41.71 40.87 40.03 38.76
c 115.33 mmol/g 113 mmol/g 110.67 mmol/g 107.18 mmol/g
d 265.32 mmol/g 259.96 mmol/g 254.6 mmol/g 246.56 mmol/g
q 448.47 mmol/g 439.41 mmol/g 430.35 mmol/g 416.76 mmol/g
µ1 1.188 d−1 1.164 d−1 1.14 d−1 1.104 d−1

µ2 0.73 d−1 0.71 d−1 0.70 d−1 0.68 d−1

Ks1 7 g/l 6.88 g/l 6.74 g/l 6.532 g/l
Ks2 9.18 mmol/l 9 mmol/l 8.81 mmol/l 8.53 mmol/l
Ki2 253.44 mmol/l 248.32 mmol/l 243.2 mmol/l 235.52 mmol/l
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En la Figura 3.6 se muestran los estimados de la entrada zin y del estado ξ3 correspondientes a
los porcentajes de incertidumbre utilizados en los parámetros del observador. De igual manera
los estimados de ξ4 y ξin1 se presentan en la Figura 3.7.
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Figura 3.6: a) Estimado de zin con parámetros inciertos b) Estimado de ξ3 con parámetros
inciertos
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Figura 3.7: a) Estimado de ξ4 con parámetros inciertos b) Estimado de ξin1 con parámetros
inciertos
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Estimación de estados y entradas desconocidas con incertidumbre en los parámetros
y presencia de ruido en la medición

Aqúı se presenta la situación menos favorable en la etapa de estimación porque se considera
que hay incertidumbre en los parámetros y se asume que existe ruido en las mediciones. Pa-
ra las simulaciones, los datos del sistema, las ganancias y los valores de incertidumbre de los
parámetros utilizados por el observador se encuentran en las Tablas II, III y IV, respectivamente.

En la Figura 3.8 se muestran los estimados de la entrada zin y del estado ξ3, además se puede
observar que estos resultados son parecidos al caso anterior en donde no se considera ruido en
la medición y es que esto se debe al rechazo del ruido por parte del observador. Aśı mismo los
estimados de ξ4 y ξin1 que se presentan en la Figura 3.9. son similares a los obtenidos en la
Figura 3.7 por la misma razón.
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Figura 3.8: a) Estimado de zin con parámetros inciertos y presencia de ruido b) Estimado de
ξ3 con parámetros inciertos y presencia de ruido
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Figura 3.9: a) Estimado de ξ4 con parámetros inciertos y presencia de ruido b) Estimado de
ξin1 con parámetros inciertos y presencia de ruido

3.3.2. Entradas variantes en el tiempo

En esta segunda parte de las simulaciónes, se asume que la entrada desconocida ξin2 es variante
en el tiempo y cumple con lo siguiente:

ξin2 es una señal senoidal positiva (debido a que no hay concentraciones negativas) y se
propone de tal forma que zin sea una señal variante con una derivada de tiempo acotada.

En la siguiente Figura se muestra la forma de la señal de la entrada ξin2:
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Figura 3.10: Entrada ξin2

De manera similar que en la sección previa (entradas invariantes), para esta parte de las simula-
ciones se analizan los mismos casos de operación. Además se utilizará un tiempo de simulación
de 25 segundos, simplemente para tener una mejor apreciación de los resultados. Para cuando
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existe ruido en la medición se considera un ruido gaussiano con una magnitud del 5 % del valor
máximo de la señal y se maneja la misma señal de entrada correspondiente a la tasa de dilución
(Figura 3.1.a). Aśı mismo, en la Tabla III se muestran los valores de las ganancias y condiciones
iniciales del observador y a continuación en la Tabla V se muestran los parámetros del sistema:

Tabla V. Valores de parámetros del sistema con ξin2 variante

a = 42.14 ξin1 = 40 g/l Ks1 = 7.1 g/l
c = 116.5 mmol/g ξin2 =175+10sin(t) mmol/l Ks2 = 9.28 mmol/l
d = 268 mmol/g µ1 = 1.2 d−1 Ki2 = 256 mmol/l
q = 453 mmol/g µ2 = 0.74 d−1 u = [0, 0.6] d−1

Comentario:

Los resultados de las simulaciónes para este apartado sólo se verán reflejados en las estima-
ciones de las variables z y zin, debido a que la entrada ξin2 tiene una incidencia directa sobre
estas dos últimas variables y no afecta a los demás estimados (ξ3, ξ4 y ξin1), por lo anterior
sólo se mostrarán las gráficas de dichas variables. La influencia sobre los demás estados esta
ligada a la entrada ξin1 pero como en este caso esta última permanece constante, entonces los
resultados son iguales a los mostrados en la sección anterior cuando se consideraban las entradas
invariantes en el tiempo.

Estimación de estados y entradas desconocidas con ξin2 variante en el tiempo y
parámetros conocidos (caso ideal)

Tomando en cuenta lo anterior, en la Figura 3.11 se muestran los estimados de las variables z y
zin con buenos resultados. Los estimados de ξ3, ξ4 y ξin1 se pueden observar en las Figuras 3.2.b
y 3.3, respectivamente.
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Figura 3.11: a) Estimado de z con entrada ξin2 variante b) Estimado de zin con entrada ξin2
variante
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Estimación de estados y entradas desconocidas con ξin2 variante en el tiempo,
parámetros conocidos y presencia de ruido en las mediciones

En la Figura 3.12 se muestran las gráficas de z y zin considerando que los parámetros del
sistema son conocidos y cuando existe presencia de ruido en las mediciones. Sin embargo y por
el rechazo al ruido debido al diseño del observador, se tiene un buen desempeño en el estimado
de las variables. Los estimados de ξ3, ξ4 y ξin1 se pueden observar en las Figuras 3.4.b y 3.5,
respectivamente.
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Figura 3.12: a) Estimado de z con entrada ξin2 variante y ruido en las mediciones b) Estimado
de zin con entrada ξin2 variante y ruido en las mediciones

Estimación de estados y entradas desconocidas con ξin2 variante en el tiempo e
incertidumbre en los parámetros (sin ruido)

En la Tabla IV se muestran los valores de los parámetros (con incertidumbre) que se utilizan
para el observador. Los parámetros del sistema y las ganancias del OSTG se observan en las
Tablas II y III. En la Figura 3.13 se muestran los estimados de z y zin ahora tomando en cuenta
que no se conocen exactamente los valores de los parámetros. Los estimados de ξ3, ξ4 y ξin1 se
pueden observar en las Figuras 3.6.b y 3.7, respectivamente.

Estimación de estados y entradas desconocidas con ξin2 variante en el tiempo, in-
certidumbre en los parámetros y con presencia de ruido en las mediciones

Esta se supone como la peor condición de operación del sistema, aunado a considerar que existe
incertidumbre en los parámetros también se asume que hay presencia de ruido en las mediciones.
En la Figura 3.14 se muestran los estimados de z y zin para dichas consideraciones de operación.
Los estimados de ξ3, ξ4 y ξin1 se pueden observar en las Figuras 3.8.b y 3.9, respectivamente.
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Figura 3.13: a) Estimado de z con entrada ξin2 variante e incertidumbre en los parámetros b)
Estimado de zin con entrada ξin2 variante y valores inciertos de parámetros
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Figura 3.14: a) Estimado de z con entrada ξin2 variante, incertidumbre en los parámetros y
ruido en la medición b) Estimado de zin con entrada ξin2 variante, con valores inciertos de
parámetros y ruido en la medición

27



3.3.3. Resultados

Los resultados sobre la estimación de estados y entradas desconocidas en el sistema de digestión
anaerobia fueron:

Este sistema fue utilizado principalmente para saber cómo funciona el OSTG, en cuanto
a la estimación de los estados y entradas desconocidas.

Para este proceso se presentan dos casos de estudio, cuando las entradas desconocidas se
consideran variantes e invariantes en el tiempo.

Tratando de no caer en lo irreal y sobre todo lograr resultados más acorde a la vida práctica,
se considera una entrada de dilución variable (Figura 3.1.a) y para cada caso se plantean
diferentes condiciones de operación del sistema; caso nominal (ideal), con incertidumbre
en parámetros, presencia de ruido en las mediciones y combinaciones de las anteriores.

Se logró que el ajuste del valor de las ganancias del observador fuera el mismo para todos
los casos de las simulaciones.

Cuando se consideró que exist́ıan incertidumbres en los valores de los parámetros, estos
valores se manejaron en porcentajes y se obtuvieron resultados para cada uno de ellos, lo
que permitió tener una mejor apreciación sobre la robustez del observador.

En cuanto a los resultados de simulación sobre el valor manejado para cada incetidumbre,
se puede apreciar que para los valores del 1 % y 3 % los resultados son aceptables en la
mayoŕıa de los estimados. Sin embargo para los valores del 5 % y 8 % las gráficas muestran
un margen de error considerable, principalmente en los estimados de las entradas zin y
ξin1 tanto para el caso ideal como para el caso con ruido.

Cuando se considera a la entrada desconocida ξin2 como una señal variante en el tiempo,
las estimaciones se ven afectadas en las variables z y zin debido a que sólo sobre estas dos
variables incide esta entrada y por esa razón únicamente se muestran los resultados de
esas variables. Los demás estimados no se afectan porque la entrada ξin1 que incide sobre
ellos permanece constante y se repite aśı el primer caso de estudio.

Como dato relevante, en la parte referida al diseño del observador, se añad́ıo una ganancia
que mejora en gran medida la estimación de la entrada desconocida ξin1 (concentración de
substrato órganico) y en general mejora el desempeño del observador.

Debido a que las simulaciones presentaban en cierta forma una cantidad considerable de
ruido y de tipo númerico, se eligió un paso fijo de solución muy pequeño (.5/3600) con un
resolvedor ode3, que redujo en gran medida dicho ruido.

El observador utilizado en este ejemplo fue un OSTG con término lineal.

A pesar de la prescencia de ruido en las mediciónes se obtuvó un buen desempeño, debido
a que el observador logra un buen rechazo a ruido por la naturaleza de su diseño.
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CAPÍTULO 4

Estimación de estados y tasas de reacción a través de OSTG en
un proceso biológico de crecimiento microbiano

4.1. Caso de estudio: Estimación de estados desconocidos y ta-
sas de reacción en cultivos de Escherichia coli

4.1.1. Formulación del problema

El principal problema planteado en (Dewasme, 2011) proviene de los cambios metabólicos de
dichas cepas cuando existe un exceso de alimentación. Un desbordamiento del metabolismo tam-
bién llamado efecto Crabtree a corto plazo, es un fenómeno metabólico que se genera cuando
la tasa de glucólisis (oxidación de la glucosa) excede un valor cŕıtico, expresando la máxima
capacidad de producción de enerǵıa debido a la oxidación de la glucosa, generalmente llevando
consigo una disminución de piruvato. En el caso del cultivo aerobio del E. coli, con la dismi-
nución de piruvato se da la formación de acetato. Para evitar este efecto indeseable se requiere
una estrategia de optimización en lazo cerrado, la cuál puede tomar varias formas ((Pomerleau,
1990), (Chen et al., 1995), (Renard et al., 2006), (Dewasme et al., 2009)).

En este tipo de procesos se tienen 2 principales objetivos de control:

Regular la concentración de substrato (generalmente glucosa) exactamente a un “nivel
cŕıtico”, es decir al umbral de separación entre los 2 reǵımenes (con y sin exceso de ali-
mentación)

Limitar la producción de acetato controlando su concentración a un nivel bajo

Desafortunadamente la sensibilidad de las sondas actuales que miden la glucosa es a menudo
insuficiente para brindar una medición correcta. En realidad, el nivel cŕıtico es muy bajo (de
10−2 g/l a 10−1 g/l). Debido a esto y por razones prácticas, se prefiere la regulación del acetato.
Sin embargo las sondas para medir el acetato son escasas o no existen en el mercado. Por otro
lado las sondas de medición de biomasa y las sondas de medicion de presión parcial de ox́ıgeno
se encuentran disponibles ampliamente y pueden ser la base para el desarrollo de sensores por
software ((Bastin y Dochain, 1990), (Bogaerts y Wouwer, 2003), (Veloso et al., 2009)).

En este trabajo se considera una “cepa salvaje tipo B-11303, ATCC ”, la cuál produce una gran
cantidad de acetato y con ello la reducción del crecimiento de biomasa en las primeras horas del
cultivo. Esto motiva a centrarse en la estimación en ĺınea de la concentración de acetato y en
menor importancia a la estimación en ĺınea de de la concentración de glucosa. A fin de diseñar
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sensores por software, la concentración de biomasa se considera medible en linea al igual que el
ox́ıgeno disuelto y el análisis de gas a la salida.

4.1.2. Modelo del sistema

El modelo del sistema en (Dewasme, 2011) representa el cultivo de diferentes cepas (levaduras,
bacterias, celulas animales) en condiciones de desbordamiento del metabolismo. Se consideran 3
principales reacciones catabolicas:

Oxidación de substrato:

kS1S + kO1O
r1X−−→ kX1X + kC1C (4.1)

Fermentación de substrato:

kS2S + kO2O
r2X−−→ kX2X + kP2P + kC2C (4.2)

Oxidación del subproducto (acetato) :

kP3P + kO3O
r3X−−→ kX3X + kC3C (4.3)

Donde X, S, P , O y C son la concentración de biomasa, el substrato (glucosa), el subproducto
(etanol o metanol en cultivo de levadura, acetato en cultivo de bacterias o lactato en el cultivo de
celulas animales), el ox́ıgeno disuelto y dioxido de carbono respectivamente. kξi (i = 1, 2, 3, ξ =
X,S, P,O,C) son coeficientes pseudo-estequiométricos del sistema, r1, r2 y r3 son las tasas de
consumo espećıfico no lineales y estan dadas por:

r1 =
min(rS , rScrit)

kS1
(4.4)

r2 =
max(0, rS − rScrit)

kS2
(4.5)

r3 =
max(0, kO1(rScrit−rS)

kO3

P
P+KP

)

kP3
(4.6)

Note que estas tasas de consumo espećıfico estan divididas, para cada reacción, por el coeficien-
te del substrato correspondiente a fin de normalizar con respecto a la fuente consumida. Los
términos cinéticos asociados con el consumo de substrato rS y el consumo de substrato critico
rScrit (que está en función de la capacidad respiratoria rO) se expresan:

rS = µS
S

S +KS
(4.7)

rScrit =
rO
kO1

=
µO
kO1

O

O +KO

Kip

Kip + P
(4.8)
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El modelado de las tasas de consumo especifico r1, r2 y r3 se basa en la suposición de “cuello
de botella”de Sonnleitner ((Sonnleitner y Kappeli, 1986)), la cual fue aplicada a una cepa de
levadura Saccharomyces cerevisiae. Durante un cultivo las celulas están propensas a cambiar su
metabolismo a causa de su limitada capacidad oxidativa. Cuando el substrato se encuentra en
exceso (la concentración S > Scrit y la tasa de consumo de glucosa rS > rScrit), las celulas gene-
ran un subproducto P a través del camino fermentativo y el cultivo se dice estar en en régimen
respiro-fermentativo. Por otro lado, cuando el substrato se encuentra limitado (la concentración
S < Scrit y la tasa de consumo de glucosa rS < rScrit), el substrato disponible (t́ıpicamente glu-
cosa), y posiblemente el subproducto P (como un substituto de fuente de carbono) son oxidados
y el cultivo está en un régimen respirativo.

El modelo del sistema en variables de estado es:

Ẋ = (kX1r1 + kX2r2 + kX3r3)X −DX (4.9)

Ṡ = −(kS1r1 + kS2r2)X +DSin−DS (4.10)

Ṗ = (kP2r2 − kP3r3)X −DP (4.11)

Ȯ = −(kO1r1 + kO2r2 + kO3r3)X −DO +OTR (4.12)

Ċ = (kC1r1 + kC2r2 + kC3r3)X −DC − CTR (4.13)

V̇ = Fin (4.14)

Donde:
X: Concentración de biomasa (g/l)
S: Concentración de sustrato (g/l)
P : Concentración de subproducto (g/l)
O: Ox́ıgeno disuelto (g/l)
C: Dióxido de carbono (g/l)
V : Volumen medio en el cultivo (l)
D: Tasa de dilución (h−1)
Fin: Tasa de alimentación a la entrada (g/h)
Sin: Concentración del substrato en la alimentación (g)
OTR: Tasa de transferencia del ox́ıgeno de la fase gaseosa a la fase ĺıquida
CTR: Tasa de transferencia del carbono de la fase ĺıquida a la fase gaseosa

Los modelos clasicos para OTR y CTR se expresan de la siguiente manera:

OTR = kLaO(Osat −O)

CTR = kLaC(C − Csat)

donde kLaO y kLaC son coeficientes de transferencia volumétrica de ox́ıgeno y dióxido de carbono
respectivamente; Osat y Csat son concentraciones de ox́ıgeno y dióxido de carbono en saturación
y gracias a que se cuenta con un analizador de gases se supone que OTR y CTR son medibles
en ĺınea. Existen varias simplificaciones posibles de (4.9)-(4.14), dependiendo de las condiciones
del cultivo. En operacion controlada, la concentración del substrato podŕıa ser puesta a un valor
cerca de cero (regulación 1) lo que conlleva a que S ≈ 0, Ṡ ≈ 0 o alternadamente, la concentración
del subproducto puede ser regulada a un nivel bajo (regulación 2) llevando a Ṗ = 0, P << Kip.
Además de que se provee amplia oxigenación (O ≈ Osat) y por lo tanto Ȯ = 0 y O >> KO.
Estas suposiciones serán consideradas cuando se haga el análisis de la observabilidad del sistema
y en el diseño del observador.
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4.1.3. Análisis de observabilidad

La observabilidad del sistema puede ser evaluada usando las formas canónicas de observabilidad
presentadas en (Gauthier y Kupka, 1994) y (Zeitz, 1984):

∀i ∈ {1, ...., q}, xi ∈ Rni , n1 ≥ n2 ≥ .... ≥ nq∑
1≤i≤q

ni = n

ẋ =



ẋ1 = f1(x1, x2)
ẋ2 = f2(x1, x2, x3)

.

.

.
ẋq−1 = fq−1(x1, ...., xq)
ẋq = fq(x1, ..., xq)

(4.15)

y = x1 = [x1,1x1,2....x1,n1 ]′ (4.16)

Donde x es el vector de estado, y es el vector de estados medible, fi es una partición de las
ecuaciones de estado no lineales, q es el número de particiones. (4.15)-(4.16) es la “relación de
indeterminación de Hessenberg” es decir un sistema donde ∂fi

∂xj
= 0 con j > i+ 1.

Para evaluar si el sistema es observable, primero se revisa si el modelo del bioproceso puede
ser llevado a la forma (4.15)-(4.16) definiendo una partición apropiada y entonces la siguiente
condición es evaluada:

rank
∂fi
∂xi+1

= ni+1,∀i ∈ {1, ...., q − 1} (4.17)

(4.17) simplemente traslada el hecho de que una partición de estados xi+1 es sólo observable si
cualquier perturbación de esos etados se propaga a lo largo de xi.

El modelo (4.9)-(4.14) puede ser puesto de forma genérica de la siguiente forma:

ẋ =


Ẋ = f1(X,S, P,O)

Ȯ = f4(X,S, P,O)

Ṡ = f2(X,S)

Ṗ = f3(X,S, P,O)

(4.18)

En (4.18) se observa que la ecuación diferencial correspondiente al dióxido de carbono no es con-
siderada, debido a que usualmente no es medido, no necesita ser estimado y tampoco influye en
los demás estados. También es interesante ver que la variación de la concentración de substrato
sólo esta en función de él mismo y de la concentración de microorganismos.

Siguiendo con el análisis, se toma en cuenta que el cultivo opera bajo el régimen respiro-
fermentativo (S > Scrit y rS > rScrit) y por lo tanto las tasas de consumo espećıfico dadas
en (4.4)-(4.6) quedan definidas de la siguiente manera:
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r1 =
rScrit
kS1

r2 =
rS − rScrit

kS2
r3 = 0

También son definidas las siguientes constantes:

k1 = kX1
kS1

, k2 = kX2
kS2

, k3 = kX3
kP3

, k4 = kP2
kS1

, k5 = kO1
kS1

y k6 = kO2
kS2

Note que la única partición que satisface (4.15)-(4.17) y permite la estimación de S y P es
y = x1 = [X O]′ y x2 = [S P ]′. Efectivamente, el sistema se convierte:

ẋ1 = [Ẋ Ȯ]′ = f1([X O]′, [S P ]′) = f1(x1, x2)

ẋ2 = [Ṡ Ṗ ]′ = f2([X O]′, [S P ]′) = f2(x1, x2) (4.19)

y = x1 = [X O]′

y

rank
∂f1
∂x2

= rank

(
∂Ẋ
∂S

∂Ẋ
∂P

∂Ȯ
∂S

∂Ȯ
∂P

)

= rank

(
XµS

KS
k2(S+KS)2

X (k1−k2)µOOKiP
k5k1k2(O+KO)(P+KiP )2

−XµS k6KS
k2(S+KS)2

X (k1k5−k2k6)µOOKiP
k5k1k2(O+KO)(P+KiP )2

)
= n2 = 2

X,O 6= 0

Analizando para el caso de la regulación 1, S ≈ 0, Ṡ ≈ 0, Ȯ = 0 y O >> KO. El sistema puede
ser reescrito como sigue:

ẋ =


Ẋ = f1(X,P )

Ṗ = f2(X,P )
y = X

(4.20)

En el caso particular de (4.20) ni = 1 ∀i y la condición (4.17) se reduce a ∂fi
∂xi+1

6= 0 lo cual se

verifica si X,O 6= 0 (Nótese que a fin de llevar a cabo un cultivo aerobio, las concentraciones de
biomasa y de ox́ıgeno nunca pueden ser cero).

También es posible simplificar (4.18) de acuerdo a la regulación 2, Ṗ = 0, P << Kip junto a
que Ȯ = 0 y O >> KO:

ẋ =


Ẋ = f1(X,S)

Ṡ = f2(X,S)
y = X

(4.21)

y ∂Ẋ
∂S 6= 0 si X 6= 0. Combinando (4.20) y (4.21), se observa que la medición de la biomasa puede

ser suficiente para reconstruir la concentración del subproducto y del substrato tanto como sus
concentraciones permanezcan a un nivel suficientemente bajo (S < O(10−1 g/l) y 0 g/l < P < 1
g/l).
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4.1.4. Modelo reducido

Comenzando del modelo general (4.9)-(4.14), existe un esquema de reacción simplificado dado
en (Dewasme, 2011) tomando en cuenta solamente el camino respiro-fermentativo (es decir la
oxidación y fermentación de la glucosa) y considerando que las condiciones de ox́ıgeno no limitan
el crecimiento de las celulas entonces se deriva lo siguiente:

Oxidación de substrato:

kS1S + kO1O
r1X−−→ kX1X + kC1C

Fermentación de substrato:

kS2S + kO2O
r2X−−→ kX2X + kP2P + kC2C

Las tasas de crecimiento espećıfico son:

r1 =
min(rS , rScrit)

kS1

r2 =
max(0, rS − rScrit)

kS2

Como se considera que la cantidad de ox́ıgeno es suficiente, entonces la constante KO es ignorada
por lo que:

rS = µS
S

S +KS
(4.22)

rScrit =
rO
kO1
≈ µO
kO1

Kip

Kip + P
(4.23)

Por lo tanto asumiendo la existencia de una reacción de fermentación (S > Scrit), las tasas de
crecimiento espećıfico toman la forma:

r1 =
rScrit
kS1

(4.24)

r2 =
rS − rScrit

kS2
(4.25)

Finalmente normalizando con respecto al substrato (kS1 = kS2 = 1), la dinámica del sistema
reducido en variables de estado es:

Ẋ = (kX1rScrit + kX2(rS − rScrit))X −DX (4.26)

Ṡ = −rSX +DSin−DS (4.27)

Ṗ = kP2(rS − rScrit)X −DP (4.28)

Ȯ = −(kO1rS + kO2(rS − rScrit))X −DO +OTR (4.29)
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4.2. Diseño de OSTG para la estimación de tasas de reacción y
estados no medibles

Para el diseño del OSTG reportado en (Mendoza, 2011) se toma el modelo reducido del sistema
y definiendo:

ϕ1 = rSX

ϕ2 = rScritX

El sistema (4.26)-(4.29) puede ser reescrito de la siguiente forma:
Ẋ

Ṡ

Ṗ

Ȯ

 =


kX2 kX1 − kX2

1 0
kP2 −kP2

−kO2 −kO1 + kO2


︸ ︷︷ ︸

K

(
ϕ1

ϕ2

)
−


X
S
P
O

D +


0

DSin
0

OTR

 (4.30)

Para obtener las tasas de reacción a través del OSTG, se hace una partición de los estados y se
consideran solamente los estados medibles:(

Ẋ

Ȯ

)
=

(
kX2 kX1 − kX2

−kO2 −kO1 + kO2

)
︸ ︷︷ ︸

Ka

(
ϕ1

ϕ2

)
−
(
X
O

)
D +

(
0

OTR

)
(4.31)

Y bajo la suposición que el modelo (4.30) y (4.31) cumplen las siguientes condiciones:

ϕ = [ϕ1, ϕ2]
T son desconocidas

La matriz de coeficientes (K) es conocida

El número de estados medibles (ξa), es igual o mayor que el rango de la matriz K

La matriz de coeficientes de los estados medibles (Ka), es de rango completo e invertible
(por la izquierda)

Las derivadas de las tasas de reacción son acotadas (acorde a las propiedades del sistema
y a la práctica)

Definiendo a y = (Ka)−1ξa, entonces sus derivadas se describen:

ẏ =

(
ẏ1
ẏ2

)
=

(
ϕ1

ϕ2

)
−

(
−kO1+kO2

−kX2kO1+kO2kX1
− kX1−kX2
−kX2kO1+kO2kX1

kO2
−kX2kO1+kO2kX1

kX2
−kX2kO1+kO2kX1

)(
DX

DO +OTR

)
Tomando a la derivada de las tasas de reacción como estados o dinámicas extendidas, entonces
se considera el siguiente observador:

˙̂y1 = −l1Xφ1(X̃) + ϕ̂1 −
[
DX

(
−kO1 + kO2

−kX2kO1 + kO2kX1

)
− (DO +OTR)

(
− kX1 − kX2

−kX2kO1 + kO2kX1

)]
˙̂ϕ1 = −l2Xφ2(X̃)

˙̂y2 = −l1Oφ1(Õ) + ϕ̂2 −
[
DX

(
kO2

−kX2kO1 + kO2kX1

)
+ (DO +OTR)

(
kX2

−kX2kO1 + kO2kX1

)]
˙̂ϕ2 = −l2Oφ2(Õ)
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Con X̃ = X̂ −X y Õ = Ô −O y donde φ1 y φ2 se definen como:

φ1(ξ̃i) = m1ξi |ξi|
p sign(ξ̃i) +m2ξi |ξi|

q sign(ξ̃i)

φ2(ξ̃i) = m1ξi
2p |ξi|2p−1 sign(ξ̃i) +m1ξim2ξi(p+ q) |ξi|p+q−1 sign(ξ̃i) +m2ξi

2q |ξi|2q−1 sign(ξ̃i)

Con ξi = {X,O}.

Finalmente para obtener el estimado de los estados medibles se realiza ξa = (Ka)ŷ :(
X̂

Ô

)
=

(
kX2 kX1 − kX2

−kO2 −kO1 + kO2

)(
ŷ1
ŷ2

)
Una vez que se han estimado las tasas de reacción, éstas son utilizadas para conocer el valor de
los estados no medibles. Para la parte no medible del sistema:(

Ṡ

Ṗ

)
=

(
−1 0
kP2 −kP2

)
︸ ︷︷ ︸

Kb

(
ϕ1

ϕ2

)
−
(
S
P

)
D +

(
DSin

0

)

Considere el observador:

˙̂
S = −ϕ̂1 −DŜ +DSin
˙̂
P = kP2ϕ̂1 − kP2ϕ̂2 −DP̂

4.2.1. Observador de alta ganancia (HGO)

En (Mendoza, 2011) se explica que mediante la configuración adecuada de las ganancias y de
los parámetros, se logra un caso particular del OSTG que corresponde a un observador de
alta ganancia HGO (High Gain Observer de sus siglas en inglés). Siguiendo dicha explicación
y metodoloǵıa de diseño, a continuación se presenta un observador de este tipo que estima las
tasas de reacción del sistema:

˙̂y1 = −2θX̃ + ϕ̂1 −
[
DX

(
−kO1 + kO2

−kX2kO1 + kO2kX1

)
− (DO +OTR)

(
− kX1 − kX2

−kX2kO1 + kO2kX1

)]
˙̂ϕ1 = −θ2X̃

˙̂y2 = −2θÕ + ϕ̂2 −
[
DX

(
kO2

−kX2kO1 + kO2kX1

)
+ (DO +OTR)

(
kX2

−kX2kO1 + kO2kX1

)]
˙̂ϕ2 = −θ2Õ

donde θ es la única ganancia a calibrar.
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4.3. Simulaciones

Como se mencionó anteriormente todos los datos (parámetros, entradas, etc.) para las simula-
ciones son dados en (Dewasme, 2011). Los valores de los parámetros del sistema son:

Tabla VI. Valores de parámetros del sistema

kX1 = 1.742 kO1 = 0.974 KiP = 4 KLa = 100 P (0) = 0.8 g/l
kX2 = 0.305 kO2 = 0.197 µS = 0.72 X(0) = 0.504 g/l O(0) = 0.0069 g/l
kP2 = 1.196 KS = 0.05 µO = 0.0935 S(0) = 3.8 g/l Sin = 200 g

Los valores de los parámetros, condiciones iniciales y ganancias del OSTG (tanto para el caso
ideal como para caso con ruido) se presentan a continuación en la Tabla VII:

Tabla VII. Valores de parámetros y ganancias del OSTG

Parámetro Caso ideal Caso con ruido
ŷ1(0) 1 1
ŷ2(0) 1 1
ϕ̂1(0) 0 0
ϕ̂2(0) 0 0

Ŝ(0) 3 g/l 3 g/l

P̂ (0) 2 g/l 2 g/l
p 0.5 0.5
q 1 1
l1X 21 10
l2X 0.5 1
l1O 8 4
l2O 1 0.1
m1X 5 4
m2X 5 4
m1O 7 5
m2O 7 5

Los parámetros y los valores de las ganancias (caso ideal y con ruido) para el HGO se muestra
en la siguiente Tabla:

Tabla VIII. Valores de parámetros y ganancias del HGO

Parámetro Caso ideal Caso con ruido
ŷ1(0) 1 1
ŷ2(0) 1 1
ϕ̂1(0) 0 0
ϕ̂2(0) 0 0

Ŝ(0) 3 g/l 3 g/l

P̂ (0) 2 g/l 2 g/l
θ 100 80

Nota: Las condiciones iniciales utilizadas por el OSTG, serán las mismas durante todo el trabajo
de tesis, tanto para la parte de observación (caṕıtulo 4) como para la parte de control (caṕıtulo
5). Por lo anterior, en las siguientes tablas donde se especifiquen los datos del observador se
omitirá el valor de dichas condiciones iniciales.
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A fines de comparación, se reprodujeron los resultados de estimación obtenidos en (Dewasme,
2011) a través de un filtro de Kalman. La metodoloǵıa de diseño de este filtro puede verse en el
Apéndice I de este trabajo. Los parámetros de simulación para el filtro de Kalman son:

Tabla IX. Valores de parámetros del filtro de Kalman

X̂(0) = 0.504 g/l Ŝ(0) = 3.8 g/l P̂ (0) = 0.8 g/l σ(X) = 0.5 R = 25−2

La matriz de covarianza del ruido en el proceso es:

Q =

 10−2 0 0
0 10−2 0
0 0 10−2



En la Figura 4.1 se muestran los estados del sistema y las tasas de consumo de substrato rS
y de substrato critico rScrit. En esta figura se puede apreciar que rS > rScrit debido a que el
modelo (reducido) del sistema considera que se trabaja en un régimen respiro-fermentativo, por
lo anterior se tiene un correcto comportamiento del sistema. En la Figura 4.2 se muestra el
estimado de las tasas de reacción ϕ1 y ϕ2 a través de los observadores OSTG y HGO. Una vez
obtenidas las tasas de reacción (en ĺınea mediante un OSTG) se conocen los estados no medidos
correspondientes a las concentraciones de substrato (Figura 4.3) y acetato (Figura 4.4), respec-
tivamente, aśı como su error de estimación. En estas últimas graficas se compara el desempeño
entre el OSTG, HGO y el filtro de Kalman para la estimación de S y P .
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Figura 4.1: a) Estados del sistema b) Tasas de consumo rS y rScrit
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Figura 4.2: a) Tasa de reacción ϕ1 b) Tasa de reacción ϕ2
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Figura 4.3: a) Estimado de la concentración de substrato S b) Errores de estimación en S
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Figura 4.4: a) Estimado de la concentración de acetato P b) Errores de estimación en P

Estimación de tasas de reacción y estados no medibles con ruido en la medición

En la Figura 4.5 se muestran las mediciones con ruido y el estimado de las tasas de consumo de
substrato rS y de substrato critico rScrit bajo la influencia del mismo.
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Figura 4.5: a) Ruido en las mediciones b) Tasas de consumo rS y rScrit con ruido
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En la siguiente figura se observa el estimado de las tasas de reacción ϕ1 y ϕ2 con presencia
de ruido. Para ambos observadores (OSTG y HGO) el resultado es correcto pero se obtiene
una mejor respuesta por parte del OSTG debido a que éste brinda una estimación con menor
cantidad de ruido.
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Figura 4.6: a) Tasa de reacción ϕ1 con ruido b) Tasa de reacción ϕ2 con ruido
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Figura 4.7: a) Estimado de S con ruido b) Error de estimación en S con ruido
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Por último en las Figuras 4.7 y 4.8 se muestran los estimados y los errores de estimación de los
estados no medibles a través del filtro de Kalman, del HGO y del OSTG.
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Figura 4.8: a) Estimado de P con ruido b) Error de estimación en P con ruido

4.3.1. Resultados

El objetivo de este caṕıtulo se logra con la estimación en ĺınea de las tasas de reacción
mediante un OSTG y posteriormente (y utilizando la información obtenida) se conocen
los estados no medibles. Se consideraron las condiciones de operación ideales y con ruido
para analizar la robustez del observador ante las perturbaciones.

A fin de comparar el desempeño del OSTG frente otros esquemas de observación, se repro-
dujeron resultados previos de estimación para este sistema a través de un filtro de Kalman
extendido (Dewasme, 2011), además se propuso un observador de alta ganancia derivado
del diseño del OSTG.

Con las gráficas correspondientes a rS y rScrit (tanto en el caso ideal como en el caso
con ruido) se puede ver el correcto funcionamiento del sistema porque se confirma que el
proceso trabaja bajo un régimen respiro-fermentativo (consideración indispensable para
trabajar con el modelo reducido visto en la sección 4.1.4 de este caṕıtulo).

Los resultados muestran que a pesar de la presencia de ruido en la medición, el OSTG tiene
un buen desempeño mejorando la estimación frente a los observadores lineales comunmente
utilizados en bioprocesos.

Un punto importante sobre las consideraciones en este caṕıtulo es que resulta arriesgado
suponer que los parámetros son conocidos porque en la realidad no es aśı, siempre existen
incertidumbres en el proceso.

Cabe aclarar que en este caṕıtulo sólo se hace estimación de tasas de reacción y esta-
dos no medibles, no se apĺıcan estrategias de control como por ejemplo; para regular la
concentración del subproducto o del substrato.
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CAPÍTULO 5

Regulación del subproducto en un proceso biológico de
crecimiento microbiano con base en estimación mediante OSTG

5.1. Control por linealización exacta (entrada-salida)

La diferencia entre una tecnica de control convencional y un control por linealización exacta
es la forma en que la linealización se incluye en el problema. En una aproximación estandar
(Figura 5.1.a), primeramente se calcula una aproximación linealizada del modelo y se diseña un
controlador lineal para este modelo aproximado. Pero el lazo cerrado del modelo permanece no
lineal y se garantiza estabilidad local y no para un amplio número de puntos de operación.

En la aproximación por linealización exacta (Figura 5.1.b), se obtiene un controlador no lineal
el cuál es precisamente diseñado para lograr un lazo cerrado lineal que es estable para cualquier
punto de operación o en la trayectoria transitoria del sistema (Bastin y Dochain, 1990).

a)

5.1.1. Principio del control por linealización exacta

Considere el proceso biológico descrito mediante el siguiente modelo dinámico general:

dξ

dt
= Kϕ(ξ)−Dξ + F −Q (5.1)
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b)

Figura 5.1: a) Control lineal convencional b) Control mediante linealización exacta

El objetivo de control es seguir la señal de referencia definida como y∗(t). En especial en el caso
cuando y∗(t) es constante y es llamada set point y el control es llamado regulación.

El principio del control por linealización consiste en encontrar una ley de control u(ξ,Q, F, y∗(t))
tal que el error de seguimiento (y∗ − y) sea gobernado mediante una ecuación diferencial lineal
estable predefinida, llamada modelo de referencia.

El diseño de este control se puede llevar a cabo mediante los 3 siguientes pasos:

El primero es derivar un modelo entrada-salida mediante manipulaciones apropiadas (di-
ferenciaciones sucesivas) del modelo general de bioprocesos. Este modelo toma la forma de
una ecuacion diferencial de orden δ:

dδy

dtδ
= f0(t) + u(t)f1(t) (5.2)

donde δ es llamado grado relativo

El segundo paso consiste en proponer un modelo de referencia lineal estable del error de
seguimiento y∗(t)− y(t) (Figura 5.2) y se selecciona de la siguiente manera:

δ∑
j=0

λδ−j
dj

dtj
[y∗(t)− y(t)] = 0 (5.3)

con λ0 = 1

Este es un modelo que representa cómo queremos que el error de seguimiento decrezca,
los coeficientes λδ−j son arbitrarios mientras (5.3) sea estable. El modelo de referencia es
independiente de algun punto de operación particular.
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Figura 5.2: Modelo de referencia para el error de seguimiento

Finalmente el diseño del control consiste en calcular la accion de control u(t) tal que el
modelo entrada-salida (5.2) se relacione exactamente con el modelo de referencia en (5.3).

Esto se logra eliminando dδy
dtδ

de entre ambas ecuaciones. La solución puede ser escrita
como:

u(t) =
1

f1(t)

−f0(t) +
δ−1∑
j=0

λδ−j
dj

dtj
[y∗(t)− y(t)] +

dδy∗

dtδ

 (5.4)

Ley de control linealizante

En esta caṕıtulo se tiene como objetivo diseñar de un esquema de control por retroalimentación
de salida, teniendo como base de estimación un observador super-twisting generalizado y un
controlador por linealización exacta (LE) que utiliza los estados y parámetros estimados.

5.1.2. Regulación de la concentración del subproducto con base en OSTG

El objetivo principal es regular la concentración del subproducto a un nivel bajo y recordando
que F = DSin, entonces para este trabajo se considerará que la entrada de control para este
sistema es la concentración Sin con una tasa de dilución constante. Sin f́ısicamente representa
la cantidad de alimento que se suministra al cultivo en el biorreactor para que las bacterias
puedan lograr un crecimiento exponencial. La otra manera de controlar al sistema es a través
de manipular la tasa de dilución y manteniendo la cantidad de alimento constante, pero ésta no
es utilizada en el trabajo.

Considerando el modelo reducido del sistema y retomando las ecuaciones (4.26)-(4.28):

Ẋ = (kX1 − kX2)ϕ2 + kX2ϕ1 −DX
Ṡ = −ϕ1 −DS + F

Ṗ = kP2ϕ1 − kP2ϕ2 −DP (5.5)
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Puede observarse que la ecuación (5.5) no es un modelo entrada-salida, por lo que no existe
expĺıcitamente una conexión entre la entrada de alimentación y el acetato (el cual quiere ser
regulado). Esta aparente dificultad se resuelve de la siguiente forma:

Retomando la ecuación (5.5) y obteniendo su segunda derivada:

d2P

dt
= kP2

(
∂ϕ1

∂X

dX

dt
+
∂ϕ1

∂S

dS

dt

)
− kP2

(
∂ϕ2

∂X

dX

dt
+
∂ϕ2

∂P

dP

dt

)
−DdP

dt
(5.6)

donde:

∂ϕ1

∂X
= µS

S

S +KS

∂ϕ1

∂S
= µSX

kS
(S +KS)2

∂ϕ2

∂X
=

µO
kO1

Kip

Kip + P

∂ϕ2

∂P
= − µO

kO1

KipX

(Kip + P )2

Ahora se propone un modelo de referencia de segundo orden debido a que el sistema tiene
grado relativo 2:

d2(P ∗ − P )

dt
+ λ1

d(P ∗ − P )

dt
+ λ2(P

∗ − P ) = 0

Pero como la derivada de P ∗ es cero entonces:

d2P

dt
= λ2(P

∗ − P )− λ1
dP

dt
(5.7)

Igualando (5.6) con (5.7), realizando las operaciones de substitución y simplificación res-
pectivas:

λ2(P
∗ − P )− λ1 (kP2ϕ1 − kP2ϕ2 −DP ) =

kP2

(
µS

S

S +KS
((kX1 − kX2)ϕ2 + kX2ϕ1 −DX) + µSX

kS
(S +KS)2

(−ϕ1 −DS + F )

)

- kP2

(
µO
kO1

Kip
Kip+P

((kX1 − kX2)ϕ2 + kX2ϕ1 −DX)− µO
kO1

KipX
(Kip+P )2

(kP2ϕ1 − kP2ϕ2 −DP
)

- D(kP2ϕ1 − kP2ϕ2 −DP )
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La ley de control a través de la tasa de alimentación F es:

F =

(
1

kP2µSKSX

)[
(λ2(P

∗ − P )− λ1(kP2ϕ1 − kP2ϕ2 −DP ))
(
(S +KS)2

)]
+

+

[
kP2(S +KS)2

(
µO
kO1

Kip

Kip + P

)
[(kX1 − kX2)ϕ2 + kX2ϕ1 −DX]

]
−

−
[
kP2(S +KS)2

(
µO
kO1

Kip

Kip + P

)
X

(Kip + P )
(kP2ϕ1 − kP2ϕ2 −DP )

]
−

− [kP2(µS) [S(S +KS) ((kX1 − kX2)ϕ2 + kX2ϕ1 −DX)−KSX(ϕ1 +DS)]] +

+
[
D(S +KS)2(kP2ϕ1 − kP2ϕ2 −DP )

]
Como Sin es realmente lo que se debe manipular, entonces:

Sin =
F

D

5.1.3. Simulaciones

Para las simulaciones de esta sección, se consideran dos etapas para el esquema de control:

Como primera etapa; las tasas de reacción y estados del sistema se consideran conocidos
debido a que son estimados (en ĺınea) mediante un OSTG (problema tratado a detalle en
el caṕıtulo 4 de este trabajo).

Como segunda etapa; una vez conocidos los estados se aplica una ley de control por li-
nealización exacta entrada-salida para regular la concentración del subproducto a un nivel
bajo (.6 g/l), permitiendo aśı el crecimiento exponencial de la concentración de microor-
ganismos.

Los valores de los parámetros del sistema son:

Tabla X. Valores de parámetros del sistema

kX1 = 1.742 kO1 = 0.974 KiP = 4 KLa = 100 P (0) = 0.8 g/l
kX2 = 0.305 kO2 = 0.197 µS = 0.72 X(0) = 0.504 g/l D = 0.02 (Hr)−1

kP2 = 1.196 KS = 0.05 µO = 0.0935 S(0) = 3.8 g/l P ∗ = Pref = 0.6 g/l

Los valores de las ganancias del controlador:

Tabla XI. Valores de ganancias del controlador

Ganancias Caso ideal Caso con ruido
λ1 11 100
λ2 20 100
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Los valores de los parámetros y ganancias del observador son:

Tabla XII. Valores de parámetros y ganancias del OSTG

Parámetro Caso ideal Caso con ruido
p 0.5 0.5
q 1 1
l1X 26 25
l2X 1 0.6
l1O 10 9
l2O 2 0.3
m1X 6 4
m2X 6 4
m1O 9 5
m2O 9 5

En la Figura 5.3 se muestra la regulación de la concentración de acetato al valor de referencia
deseado aśı como su error de regulación correspondiente. Como consecuencia de esto y anali-
zando lo que pasa en la Figura 5.4.a se puede notar que se logra el objetivo de control debido a
que hay un crecimiento exponencial en la concentración de microorganismos. En la Figura 5.5 y
5.6.a, se observan los estimados de las tasas de reacción ϕ1, ϕ2 y la concentración de substrato
mediante el OSTG dada la entrada de control F (Figura 5.4.b). Por último en la Figura 5.6.b es
representada la cantidad de substrato a la entrada Sin, variable manipulada para lograr dicho
objetivo.
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Figura 5.3: a) Regulación de acetato a través de un control por linealización exacta entrada-salida
con base en estimación mediante OSTG b) Error de regulación
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Figura 5.4: a) Crecimiento de X regulando P a través de un control por LE b) Entrada de
control F
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Figura 5.5: a) Estimación de ϕ1 mediante OSTG dada una entrada de control por LE b)
Estimación de ϕ2 mediante OSTG dada una entrada de control por LE
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Figura 5.6: a) Concentración de substrato debido a una entrada de control por LE y con base
en estimación mediante OSTG b) Concentración de substrato a la entrada

Regulación de acetato considerando ruido en la medición

En la Figura 5.7 se muestra la regulación del acetato con su respectivo error de regulación ahora
con presencia de ruido en las mediciones. Para este caso en espećıfico y con este control, uno de
los efectos que tiene el ruido en el sistema, es que se afecta tanto el crecimiento de la concentra-
ción de biomasa como la del acetato.

Analizando la grafica 5.7, puede notarse que la concentración del subproducto alcanza un valor
máximo de 5 g/l a diferencia del caso nominal en el que alcanza un máximo de 8 g/l, pero
la regulación en este caso (con presencia de ruido) tarda más horas en llevarse a cabo y sin
la precisión como cuando se opera en condiciones ideales. Por todo lo anterior el crecimiento
exponencial de biomasa (Figura 5.8.a) es afectado pero sin ser suficientemente grave y se tiene
un importante crecimiento de microorganismos.

En las gráficas 5.9 y 5.10.a se muestran las estimaciones en ĺınea de las tasas de reacción ϕ1, ϕ2

y la concentración de substrato. Finalmente en la Figura 5.10.b correspondiente a la variable
Sin, se puede ver que es afectada por el ruido pero se necesita practicamente la misma cantidad
de substrato a la entrada que en el caso ideal.
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Figura 5.7: a) Regulación de acetato con ruido con un control por LE b) Error de regulación
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Figura 5.8: a) Crecimiento de X con ruido regulando P a través de un control por LE b)
Entrada de control F con ruido
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Figura 5.9: a) Estimado de ϕ1 con ruido mediante OSTG con una entrada de control por LE
b) Estimado de ϕ2 con ruido mediante OSTG con una entrada de control por LE

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−5

0

5

10

15

20

25

30

Tiempo (Hr)

g
/l

Concentración de Substrato S con ruido

 

 
Concentración de Substrato con ruido
Concentración de Substrato ideal

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

50

100

150

200

250

300

Tiempo (Hr)

g

Substrato Externo S
in

 con ruido

 

 
Concentración de Susbtrato Externo S

in
 con ruido

a) b)

Figura 5.10: a) Estimación de la concentración de substrato mediante OSTG con ruido dada
una entrada de control por LE b) Concentración de substrato a la entrada con ruido
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Análisis de estabilidad en lazo cerrado

Generalmente, el principal objetivo del control retroalimentado es lograr la estabilidad de la
planta. Es muy importante recordar que en los procesos biológicos que operan en un biorreac-
tor tipo lote-alimentado el objetivo principal es desestabilizar la planta. Un biorreactor tipo
lote-alimentado es, por definición, operado durante un tiempo finito. Usualmente el propósito
es la acumulación exponencial de algún producto de reacción, el cual es cosechado al final de
la operación. En términos matemáticos, esto significa que alguna variable de estado sigue algu-
na trayectoria de crecimiento exponencial, la cuál es una caracteŕıstica de un comportamiento
inestable. En muchos aspectos esta trayectoria exponencial puede ser o no óptima, regulando
algunas otras variables de estado a valores de referencia apropiados.

Con respecto al sistema que se ha venido trabajando, el objetivo es claramente no estabilzar
globalmente el proceso pero śı mantener una trayectoria inestable bajo control, que en este caso
es la concentración de microorganismos. Considerando el proceso de crecimiento microbiano del
E. coli:

dX

dt
= (kX1rScrit(P ) + kX2(rS(S)− rScrit(P ))−D)X

Para que la concentración de acetato permanezca constante y además sea pequeña, si D es
constante, se necesita que rS ≈ rScrit , lo cual obliga que S ≈ Scrit, entonces no hay un estado
de equilibrio en lazo cerrado y la dinámica de la biomasa crece asintóticamente:

dX

dt
= (kX1rScrit−D)X

Dado que la concentración de la biomasa es exponencialmente creciente sin ĺımite, este proceso
opera en un modo lote-alimentado, con una producción de biomasa, este inestable comporta-
miento es exactamente el objetivo deseado. Pero si el proceso operara en modo cont́ınuo este
comportamiento seŕıa completamente inaceptable.
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5.2. Regulación de la concentración de acetato a través de un
control adaptable por linealización exacta

Con el propósito de comparar el desempeño del esquema de control con base en OSTG visto
en la sección anterior, en esta parte se diseñará un control adaptable con base en un esquema
de observación a través de un estimador de tasas de crecimiento espećıfico y de un observador
asintótico (OA). El OA estima los estados desconocidos (que en este caso corresponden a las
concentraciones de substrato y de subproducto) sin necesidad de conocer las tasas de reacción
y/o crecimiento espećıfico .

5.2.1. El problema del control adaptable

Consideremos el proceso biológico descrito por el siguiente modelo en espacio de estados:

dξ

dt
= KG(ξ)α−Dξ + F −Q (5.8)

Donde G(ξ) es una matriz diagonal que depende únicamente de los reactantes en el biorreactor,
mientras que α(ξ, t) es un conjunto variante en el tiempo dependiente del estado, llamado tasas
de reacción espećıficas.

Para el diseño de este control linealizante adaptable se consideran las siguientes suposiciones:

Q es medido en ĺınea

ξ es conocido en ĺınea o a través de un observador asintótico

Las tasas de reaccion espećıfica α son desconocidas

Comentario:

En esta parte el modelo del proceso esta representado (parametrizado) mediante un conjunto
de parámetros α desconocidos. Esto es lo que inmediatamente motiva el diseño de controladores
adaptables, es decir, controladores que pueden lidiar con parámetros inciertos.

El problema de control linealizante adaptable consiste en encontrar una ley de control
u(ξ, Q, α̂) que sea función de las mediciones ξ, Q y de las estimaciones en ĺınea de α̂ tal que
la dinámica del error de seguimiento (y∗ − y) sea gobernada al menos asintóticamente y en la
vecindad de la trayectoria de referencia deseada y∗ a través de una dinámica lineal estable.

Si la salida es y = CT ξ, donde CT es el vector que representa la salida correspondiente y notamos
que CTF = 0, pero suponemos que al menos uno de esos productos (acetato) es generado por
alguna reacción a la cual el substrato también pertenece. Esto se formaliza asumiendo que:

CTK
∂[G(ξ)α]

∂ξ
6= 0 (5.9)

Bajo estas suposiciones se puede observar que:
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dy

dt
= CTKG(ξ)α−Dy (5.10)

La ecuación (5.10) no involucra la entrada de control F , por lo que no es útil para el diseño de
la ley de control. Si se deriva (5.10) se obtiene:

d2y

dt
= −Ddy

dt
+ CTK

∂[G(ξ)α]

∂ξ

dξ

dt
+ CTKG(ξ)

dα

dt
(5.11)

= −D[CTKG(ξ)α−Dy] + CTKG(ξ)
dα

dt
+ CTK

∂

∂ξ
[G(ξ)α] [KG(ξ)α−Dξ + F −Q]

La ecuación anterior es un modelo entrada/salida. Ahora se propone un modelo de referencia de
segundo orden debido a que el sistema tiene grado relativo 2:

d2(y∗ − y)

dt
+ λ1

d(y∗ − y)

dt
+ λ2(y

∗ − y) = 0 (5.12)

Entonces el principio de control linealizante requiere el cálculo de una ley de control F (ξ, α,
dα
dt ). Satisfaciendo (5.11) y (5.12) la ley de control resulta:

F (ξ, α,
dα

dt
) = (5.13)

=

[
CTK

∂

∂ξ
[G(ξ)α]

]−1 [d2y∗
dt

+ λ1
d(y∗ − y)

dt
+ λ2(y

∗ − y) +D[CTKG(ξ)α−Dy]− CTKG(ξ)
dα

dt

]
−

− KG(ξ)α+Dξ +Q

Se observa que esta ley de control no sólo depende del valor de las tasas de reacción espećıficas
sino también de sus derivadas dα

dt . Esta dificultad se resuelve colocando los estimados α̂ y dα̂
dt a

fin de hacer la ley de control adaptable.

F (ξ, α̂,
dα̂

dt
) = (5.14)

=

[
CTK

∂

∂ξ
[G(ξ)α̂]

]−1 [d2y∗
dt

+ λ1
d(y∗ − y)

dt
+ λ2(y

∗ − y) +D[CTKG(ξ)α̂−Dy]− CTKG(ξ)
dα̂

dt

]
−

− KG(ξ)α̂+Dξ +Q

5.2.2. Diseño de un observador asintótico

Para aplicar un control linealizante es necesario contar con los estados del sistema. Para este
caso se diseñara un OA, el cuál es muy utilizado en procesos biológicos para estimar los estados
cuando las tasas de reacción son desconocidas. Tomando el modelo general en espacio de estados
que describe el proceso:

dξ

dt
= Kϕ−Dξ + F −Q

Considerando que se satisfacen las siguientes condiciones:

La matriz de coeficientes (K) es conocida
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El número de variables conocidas, es igual o mayor que el rango de la matriz K

La matriz de coeficientes de los estados medibles (Ka), es de rango completo e invertible.

El proceso de diseño del OA planteado en (Mendoza, 2011) consta de los siguientes pasos:

Hacer una partición del sistema en estados medibles y no medibles:

ξ̇a = Kaϕ(ξa, ξb)−Dξa + F a −Qa

ξ̇b = Kbϕ(ξa, ξb)−Dξb + F b −Qb

Definir una combinación lineal de la particion del sistema:

Z = ξb −Kb(Ka)−1ξa

su dinámica queda definida como:

Ż = −DZ −Qb + F b −Kb(Ka)−1[F a −Qa]

El OA es:

˙̂
Z = −DẐ −Qb + F b −Kb(Ka)−1[F a −Qa] (5.15)

ξ̂b = Ẑ +Kb(Ka)−1ξa (5.16)

Dada la metodoloǵıa previa, el sistema puede ser reescrito de la siguiente forma:
Ẋ

Ṡ

Ṗ

Ȯ

 =


kX2 kX1 − kX2

−1 0
kP2 −kP2

−kO2 −kO1 + kO2


︸ ︷︷ ︸

K

(
ϕ1

ϕ2

)
−


X
S
P
O

D +


0

DSin
0

OTR


Se realiza la partición de estados correspondiente:(

Ẋ

Ȯ

)
=

(
kX2 kX1 − kX2

−kO2 −kO1 + kO2

)
︸ ︷︷ ︸

Ka

(
ϕ1

ϕ2

)
−
(
X
O

)
D +

(
0

OTR

)

(
Ṡ

Ṗ

)
=

(
−1 0
kP2 −kP2

)
︸ ︷︷ ︸

Kb

(
ϕ1

ϕ2

)
−
(
S
P

)
D +

(
DSin

0

)
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La combinación lineal resulta ser:

(
Z1

Z2

)
=

(
S
P

)
−
(
−1 0
kP2 −kP2

)( −kO1+kO2
−kX2kO1+kO2kX1

−kX1+kX2
−kX2kO1+kO2kX1

kO2
−kX2kO1+kO2kX1

kX2
−kX2kO1+kO2kX1

)(
X
O

)
El observador asintótico es:(

˙̂
Z1

˙̂
Z2

)
= −D

(
Ẑ1

Ẑ2

)
+

(
F
0

)
−
(
−1 0
kP2 −kP2

)( −kO1+kO2

−kX2kO1+kO2kX1

−kX1+kX2

−kX2kO1+kO2kX1
kO2

−kX2kO1+kO2kX1

kX2

−kX2kO1+kO2kX1

)(
0

OTR

)

(
Ŝ

P̂

)
=

(
Ẑ1

Ẑ2

)
+

(
−1 0
kP2 −kP2

)( −kO1+kO2
−kX2kO1+kO2kX1

−kX1+kX2
−kX2kO1+kO2kX1

kO2
−kX2kO1+kO2kX1

kX2
−kX2kO1+kO2kX1

)(
X
O

)

5.2.3. Estimador basado en observador para obtener las tasas de crecimiento
espećıfico

En este caso se estiman las tasas de reacción a partir del conocimiento en ĺınea de las variables
de estado (o a través de un OA). Consideremos el modelo general de bioprocesos dado en (5.1)
y asumimos lo siguiente:

La matriz K es conocida

La tasa de dilución D, la tasa de alimentación F , y la tasa de flujo de gas de salida Q son
medidas en ĺınea

El vector de variables de estado ξ es conocido en ĺınea mediante medición o a través de un
OA

Asumimos también que el vector ϕ de tasas de reacción es “parcialmente desconocido” y expre-
sado de la siguiente forma:

ϕ(ξ) = H(ξ)ρ(ξ) (5.17)

Donde H(ξ) es una matriz de M × r de funciones de estado conocidas y ρ(ξ) un vector de
funciones desconocidas de ξ, con dimension ρ(ξ) = r.

Con la expresión en (5.17) podemos reescribir el sistema dado en (5.1) de la siguiente forma:

dξ

dt
= KH(ξ)ρ(ξ)−Dξ + F −Q (5.18)

Estamos interesados en resolver el problema de estimar ρ(ξ) a partir del conocimiento en ĺınea
de D, F , Q y ξ. Para la solución se propone un “estimador basado en observador”.
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Diseño de estimador basado en observador

La idea básica planteada en (Bastin y Dochain, 1990) es utilizar un observador de estados, no
para estimarlos (ya que se suponen conocidos) sino para proveernos información en ĺınea para
actualizar el estimado de ρ(ξ). El algoritmo de estimación es el siguiente:

dξ̂

dt
= KH(ξ)ρ̂−Dξ + F −Q− Ω(ξ − ξ̂) (5.19)

dρ̂

dt
= [KH(ξ)]TΓ(ξ − ξ̂) (5.20)

donde ρ̂ denota el estimado en ĺınea de ρ(ξ). Algunas caracteŕısticas y sugerencias sobre este
estimador son:

Γ es la matriz de ganancias de la ley de adaptación dada en (5.20) y debe ser elegida de
tal manera que la matriz ΩTΓ + ΓΩ sea negativa definida.

La ley de adaptación (5.20) a su vez está impulsada mediante la desviación (ξ− ξ̂) la cual
refleja el desajuste entre ρ̂ y ρ(ξ)

Es común proponer a Ω = diag{−ωi} con i = 1...N y Γ = diag{γj} con j = 1...r para
cumplir que la matriz ΩTΓ + ΓΩ sea negativa definida

Las ganancias ωi y γi se proponen como escalares y son ajustadas a prueba y error

Necesitamos dejar al sistema (4.26)-(4.28) en la forma:

dξ

dt
= KH(ξ)ρ(ξ)−Dξ + F −Q

Entonces: Ẋ

Ṡ

Ṗ

 =

 kX2 kX1 − kX2

−1 0
kP2 −kP2


︸ ︷︷ ︸

K

(
X 0
0 X

)
︸ ︷︷ ︸

H(ξ)

(
µ1
µ2

)
︸ ︷︷ ︸

ρ(ξ)

−D

 X
S
P

+

 0
F
0


donde:

ϕ = H(ξ)ρ(ξ)

El estimador es:


˙̂
X
˙̂
S
˙̂
P

 =

 kX2 kX1 − kX2

−1 0
kP2 −kP2


︸ ︷︷ ︸

K

(
X 0
0 X

)
︸ ︷︷ ︸

H(ξ)

(
µ̂1
µ̂2

)
︸ ︷︷ ︸
ρ̂(ξ)

−D

 X
S
P

+

 0
F
0

−
 −ω1 0 0

0 −ω2 0
0 0 −ω3

 X − X̂
S − Ŝ
P − P̂



(
˙̂µ1
˙̂µ2

)
=

 kX2 kX1 − kX2

−1 0
kP2 −kP2

( X 0
0 X

)T  Γ1 0 0
0 Γ2 0
0 0 Γ3

 X − X̂
S − Ŝ
P − P̂


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5.2.4. Regulación del subproducto con base en OA y estimador de tasas de
crecimiento espećıfico

Retomando la ecuación que define la dinámica del acetato y obteniendo su segunda derivada:

Ṗ = kP2µ1X − kP2µ2X −DP

d2P

dt
= kP2

(
∂(µ1X)

∂X

dX

dt
+
∂(µ1X)

∂S

dS

dt

)
− kP2

(
∂(µ2X)

∂X

dX

dt
+
∂(µ2X)

∂P

dP

dt

)
(5.21)

− D
dP

dt
+ kP2X

dµ1
dt
− kP2X

dµ2
dt

donde:

∂(µ1X)

∂X
= µ1

∂(µ1X)

∂S
= µSX

kS
(S +KS)2

∂(µ2X)

∂X
= µ2

∂(µ2X)

∂P
= −µ2

X

(Kip + P )

Ahora se propone un modelo de referencia de segundo orden:

d2(P ∗ − P )

dt
+ λ1

d(P ∗ − P )

dt
+ λ2(P

∗ − P ) = 0

Pero como la derivada de P ∗ es cero entonces:

d2P

dt
= λ2(P

∗ − P )− λ1
dP

dt
(5.22)

Igualando (5.21) y (5.22), la tasa de alimentación F es:

F =
[λ2(P

∗ − P )− λ1f1 +Df1] f4 + f7
[
f2 − f1

X
f6

]
− kP2

[
µS [Sf5f2 − kSX(µ̂1X +DS)]−X dµ̂1

dt
+X dµ̂2

dt

]
f3

con:

f1 = kP2(µ̂1X)− kP2(µ̂2X)−DP
f2 = (kX1 − kX2)(µ̂2X) + kX2(µ̂1X)−DX
f3 = kP2µSKSX

f4 = (S +Ks)2

f5 = (S +Ks)

f6 = KiP + P

f7 =
kP2µoKiP f4

kO1f6

Finalmente la variable a manipular es:

Sin =
F

D
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5.2.5. Simulaciones

Los valores de los parámetros del sistema se pueden ver en la Tabla X. Los valores de las ga-
nancias del estimador de tasas de crecimiento espećıfico se muestran la siguiente Tabla:

Tabla XIII. Valores de ganancias del estimador de tasas de crecimiento

Ganancia Caso ideal Caso con ruido
ω1 50 50
ω2 50 50
ω3 50 50
Γ1 0.1 0.1
Γ2 0.1 0.1
Γ3 0.1 0.1

Los valores de las ganancias del controlador:

Tabla XIV. Valores de ganancias del controlador

Ganancias Caso ideal Caso con ruido
λ1OA 30 30
λ2OA 30 30

En la Figura 5.11 se presenta el estimado de las tasas de crecimiento espećıfico a través de un es-
timador basado en un observador, la primera tasa µ1 converge al final del proceso y la tasa µ2 no
llega a converger durante el mismo. En la Figura 5.12 se muestra la regulación del subproducto
y su error de regulación, en este caso la regulación se logra prácticamente en las últimas horas
del proceso y por tal razón el crecimiento de la biomasa (Figura 5.13.a) es deficiente comparado
con el crecimiento de biomasa cuyo esquema de control tuvo como base de estimación el OSTG.

Debido a que el estimado de las tasas de crecimiento espećıfico es deficiente al igual que la
regulación de acetato, entonces la señal de control F , la concentración de substrato S y la con-
centración de substrato externo a la entrada del biorreactor Sin tamb́ıén lo son, como se puede
ver en las Figuras 5.13.b y en la 5.14 respectivamente.

La misma situación que ocurre en el caso ideal ocurre en el caso con ruido, en el estimado de
las tasas de crecimiento, una converge al final del proceso (µ1) y la segunda (µ2) no llega a
converger durante el mismo (Figura 5.15), la regulación del subproducto se logra al final del
proceso (Figura 5.16) y por lo tanto el crecimiento de la biomasa resulta pobre (Figura 5.17.a).
Lo mismo pasa con la entrada de control, la concentración de substrato y la concentración de
substrato externo en las Figuras 5.17.b y 5.18.
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Figura 5.11: a) Estimado de la tasa de crecimiento espećıfico µ1 debido a un control por LE con
base en OA b) Estimado de la tasa de crecimiento espećıfico µ2 debido a un control por LE
con base en OA
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Figura 5.12: a) Regulación de acetato a través de un control por linealización exacta entrada-
salida con base en OA b) Error de regulación
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Figura 5.13: a) Crecimiento de biomasa dada la regulación en P mediante un control por LE
con base en OA b) Entrada de control F
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Figura 5.14: a) Concentración de substrato dada una entrada de control por LE con base en OA
b) Concentración de substrato Sin
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Regulación de acetato considerando ruido en la medición
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Figura 5.15: a) µ1 con ruido debido a un control por LE entrada-salida con base en OA b) µ2
con ruido debido a un control por LE entrada-salida con base en OA
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Figura 5.16: a) Regulación de acetato con ruido a través de un control por LE con base en OA
b) Error de regulación
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Figura 5.17: a) Crecimiento de biomasa con ruido dada la regulación en P a través de un control
por LE con base en OA b) Entrada de control F con ruido
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Figura 5.18: a) Concentración de substrato con ruido debido a un control por LE con base en
OA b) Substrato Sin con ruido
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5.3. Regulación de acetato a través de un control cuasi-continuo
por modos deslizantes con base en OSTG

El control por modos deslizantes (SMC Sliding Mode Control de sus siglas en inglés) continúa
siendo una de las herramientas más robustas y efectivas para lidiar con fuertes condiciones de
incertidumbre. En este apartado se plantea un esquema de control robusto por modos deslizantes
con base en estimación mediante OSTG. Este observador es utilizado nuevamente para estimar
en ĺınea las tasas de reacción y posteriormente conocer los estados no medibles del proceso (S y
P ) en combinación con una ley de control cuasi-continua por modos deslizantes que utiliza los
estados estimados.

Sea s una variable de salida de un sistema dinámico SISO incierto y w(t) una entrada desco-
nocida suave, ambas disponibles en tiempo real. La tarea principal es estabilizar y mantener
σ = s−w(t) = 0. El control por modos deslizantes estandar u = −ksign(σ) se aplica si el grado
relativo del sistema es 1, es decir σ̇ depende expĺıcitamente del control u. Los modos deslizantes
de alto orden (HOSM) se utilizan para controlar sistemas inciertos SISO de grados relativos
arbitrarios. La correspondiente convergencia en tiempo finito de estos controladores requiere en
realidad sólo del conocimiento del grado relativo r del sistema (r-sliding controllers). El control
producido es una función discontinua del error de seguimiento σ y de sus derivadas sucesivas
calculadas en tiempo real σ, σ̇, σ̈,..., σ(r−1).

El modo deslizante estandar utilizado en la mayoŕıa de los sistemas de estructura variable, es el
de primer orden (σ es cont́ınua y σ̇ es discontinua).

Considere un sistema dinámico de la forma:

ẋ = a(t, x) + b(t, x)u, σ = σ(t, x)

Donde x ∈ Rn, a, b y σ:Rn+1 → R son funciones suaves desconocidas, u ∈ R es también incierta.
La tarea es proveer en tiempo finito el mantenimiento de σ ≡ 0. El grado relativo del sistema
se asume constante y conocido, en otras palabras; la primera vez en que el control aparece en la
derivada total r de σ

σ(r) = h(t, x) + g(t, x)u

Donde h(t, x) = σ(r)|u=0, g(t, x) = ∂
∂uσ

(r) 6= 0, son algunas funciones desconocidas y se supone
que para alguna Km, KM , C > 0

0 < Km ≤ ∂
∂uσ

(r) ≤ KM , |σ(r)|u=0| ≤ C

Los controladores “cuasi-continuos” dan un control continuo para cualquier lugar excepto para
el conjunto σ= σ̇ = σ̈=...= σ(r−1) = 0. Espećıficamente para este problema nos enfocaremos al
control de segundo orden (Levant, 2005) :

u =
−α(σ̇ + β|σ|1/2sign(σ))

(|σ̇|+ β|σ|1/2)
(5.23)
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5.3.1. Simulaciones

Debido a que se quiere regular el subproducto se define a σ como:

σ = POSTG − Pref

σ̇ =
dPOSTG
dt

Entonces el control queda definido:

F =
−α(σ̇ + β|σ|1/2sign(σ))

(|σ̇|+ β|σ|1/2)
(5.24)

Donde α = C, σ̇ ∈ [−C,C] y β es un parámetro que nos permite mejorar la velocidad de
convergencia. Los valores de los parámetros del sistema pueden verse en la Tabla X y los valores
de las ganancias del observador se muestran a continuación:

Tabla XV. Valores de parámetros y ganancias del OSTG con un SMC

Parámetro Caso ideal Caso con ruido
l1X 35 21
l2X 2 0.7
l1O 10 9
l2O 1 0.7
m1X 6 5
m2X 6 5
m1O 9 7
m2O 9 7

Los valores de las ganancias del controlador son:

Tabla XVI. Valores de ganancias del SMC

Ganancias Caso ideal Caso con ruido
α 3 3
β 3 2

En la Figura 5.19 se observa el estimado de las tasas de reacción ϕ1 y ϕ2, teniendo un buen
resultado. En la Figura 5.20 se muestra la regulación de acetato y su respectivo error de regu-
lación, en esta grafica se aprecia el buen desempeño de este control debido a que el acetato es
regulado al valor deseado en un tiempo mucho menor comparado con las estrategias de control
antes realizadas (para el caso ideal) y el error de regulación tiende a cero en tiempo finito.
Como consecuencia de la regulación eficiente de acetato, el crecimiento exponencial de biomasa
(Figura 5.21.a) es mayor que en los casos anteriores. En la Figura 5.22.b se expresa la cantidad
de substrato Sin suministrada al sistema.

En las simulaciones con presencia de ruido, el estimado de las tasas de reacción (Figura 5.23) no
es tan eficiente como en el caso ideal, la regulación del subproducto (Figura 5.24) no se lleva a
cabo de manera correcta y por ende decae el crecimiento de la concentración de microorganismos
(Figura 5.25.a). Esta situación provoca que se tenga el mejor desempeño (respecto al crecimiento
microbiano) con el esquema de control por linealización exacta con base en OSTG para el caso
con ruido y la mejor respuesta con el esquema de control por modos deslizantes con base en
OSTG para el caso ideal.
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Figura 5.19: a) Estimado de ϕ1 mediante OSTG dada una entrada de control por modos desli-
zantes b) Estimado de ϕ2 mediante OSTG dada una entrada de control por modos deslizantes
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Figura 5.20: a) Regulación de acetato a través de un SMC con base en estimación mediante
OSTG b) Error de regulación

69



0 5 10 15 20 25 30 35 40
−5

0

5

10

15

20

25

30

Tiempo (Hr)

g
/l

Efecto del SMC sobre el crecimiento de la concentración de Biomasa "X"

 

 
Concentración de Biomasa "X"
"X" ideal

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

1

2

3

4

5

6

7

Tiempo (Hr)
g

/h

Entrada de Control F

 

 

"F" ideal
Entrada de control "F"

a) b)

Figura 5.21: a) Crecimiento de biomasa regulando P mediante SMC b) Entrada de control F
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Figura 5.22: a) Concentración de substrato debido a un SMC con base en estimación mediante
OSTG b) Concentración de substrato a la entrada Sin
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Regulación de acetato considerando ruido en la medición
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Figura 5.23: a) Estimado de ϕ1 mediante OSTG con ruido dada una entrada por SMC b)
Estimado de ϕ2 mediante OSTG con ruido dada una entrada por SMC
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Figura 5.24: a) Regulación de acetato con ruido a través de un SMC y con base en estimación
mediante OSTG b) Error de regulación con ruido
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Figura 5.25: a) Crecimiento de biomasa con ruido regulando P a través de un SMC b) Entrada
de control F con ruido
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Figura 5.26: a) Concentración de substrato con ruido debido a un SMC con base en estimación
mediante OSTG b) Concentración de substrato a la entrada Sin con ruido
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5.4. Resultados

Para los esquemas de control utilizados durante este caṕıtulo con base en los diversos esquemas
de observación se tienen los siguientes resultados:

A continuación, en las siguientes figuras se presentan las gráficas que contienen los re-
sultados finales sobre la regulación del acetato y el crecimiento de la concentración de
microorganismos debido a los diferentes esquemas de control diseñados, tanto para el caso
ideal como para el caso con presencia de ruido en las mediciones.
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Figura 5.27: a) Regulación de acetato a través de las diferentes estrategias de control y estimación
b) Crecimiento de biomasa debido a la regulación del subproducto

Para las gráficas correspondientes a las condiciones ideales de operación (Figura 5.27) se
nota claramente que el mejor desempeño en cuanto a la regulación del subproducto y que
permite un mayor crecimiento (exponencial) de biomasa, lo genera el esquema de control
cuasi-continuo por modos deslizantes con base en estimación mediante OSTG, seguido del
esquema de control por linealización exacta entrada-salida cuya base de estimación fue
también por OSTG y al final el esquema de control adaptable por linealización entrada-
salida con base de estimación mediante OA y estimador de tasas de crecimiento espećıfico.

En particular para los resultados del caso ideal, se infiere que los controles cuya base
de estimación es a través del OSTG resultan más eficientes (referente al crecimiento de
biomasa y regulación del subproducto) que los que se basan en observadores asintóticos y
estimadores de tasas de crecimiento como los utilizados en (Bastin y Dochain, 1990).

Siguiendo con las gráficas, la Figura 5.28 muestra las condiciones de operación del sis-
tema ante perturbaciones y en este caso dichas perturbaciones se refieren a ruido en las
mediciones. A diferencia del caso ideal, en esta condición de operación y basándose en
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Figura 5.28: a) Regulación de acetato con ruido a través de las diferentes estrategias de control
y estimación b) Crecimiento de biomasa con ruido debido a la regulación del subproducto

el resultado proporcionado por dichas gráficas, se obtiene el mejor desempeño tanto en
regulación del subproducto como en el crecimiento de microorganismos con el control por
linealización exacta entrada-salida con base de estimación a través del OSTG, seguido del
control cuasi-continuo por modos deslizantes con base de estimación también por OSTG
y al último el control adaptable por linealización exacta con base de estimación a través
de OA y estimador de tasas de crecimiento espećıfico.

En el caso con ruido, el control más robusto ante perturbaciones resultó ser el control por
linealización exacta y el menos robusto fue el control por modos deslizantes, debido a que
el crecimiento de biomasa en éste decayo drásticamente.

Según los datos obtenidos para el caso perturbado y comparandolos con los resultados
dados en (Dewasme, 2011), en donde en este ultimo se aplica un esquema de observación
basado en filtro de Kalman extendido y no hay detalles sobre el control utilizado. El
crecimiento de la concentración de microorganismos mediante el control por linealización
exacta y cuya base de estimación es mediante el OSTG llega aproximadamente a 20.5
g/l, en el control por modos deslizantes este crecimiento llega aproximadamente a 18 g/l
mientras que el crecimiento en (Dewasme, 2011) llega aproximadamente a 18 g/l.

Esta ultima comparación resulta satisfactoria debido a que se obtiene un mejor resultado
en cuanto al crecimiento de la bacteria E. coli con un esquema de control por linealización
exacta y un resultado similar con el control por modos deslizantes y ambos basados en
OSTG, lo que abre la posibilidad de considerar, introducir e implementar estos observa-
dores al control de procesos biológicos.
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CAPÍTULO 6

Conclusiones y perspectivas futuras

6.1. Conclusiones

La finalidad de este trabajo fue diseñar estrateǵıas de control a un proceso biológico de crecimien-
to microbiano con base a una estimación robusta a través de observadores por modos deslizantes,
espećıficamente utilizando el observador super-twisting generalizado. Además se realizaron com-
paraciones (en la parte de observación de estados y estimación de parámetros del caṕıtulo 4)
con el desempeño de otros observadores lineales como observadores asintóticos, filtro de Kalman
y observadores de alta ganancia. Las conclusiones de esta tesis fueron:

El esquema completo de observación y control ofrece una amplia posibilidad de mejorar
la respuesta del sistema, debido a que existen muchos grados de libertad lo que en cierta
forma es contraproducente debido a que la combinación de ganancias del esquema de
observación y las del esquema del control resulta ser considerable y el sintonizarlas genera
algunas complicaciones.

El sistema dinámico general en variables de estado para crecimiento bacteriano (E.coli)
dado en (Rocha, 2003) puede ser reducido a un modelo brindado en (Dewasme, 2011) con
resultados similares, sólo considerando las concentraciones que intervienen directamente
en el proceso, haciendo más sencillos los diseños del observador y del control.

En las simulaciones para los casos ideales, el esquema completo funciona de manera correcta
sin problema alguno y la sintonización de las ganancias resulta sencilla de alguna manera.
Las complicaciones surgen cuando se considera presencia de ruido en mediciones debido
a que la naturaleza altamente no lineal del sistema y su alta sensibilidad hace que todo
el conjuto de ganancias tengan que ser calibradas nuevamente hasta lograr una buena
respuesta, tarea muy complicada ya que el esquema ofrece una alta “flexibilidad”.

La parte del análisis detallado sobre el diseño del OSTG se puede ver en (Mendoza, 2011)
cuyo trabajo de tesis se basó en aplicar estos observadores para estimar las tasas de reacción
en bioprocesos y en donde se brinda una forma sistemática de aplicar el algoritmo para
cualquier sistema biológico simpre que se cumplan las condiciones necesarias. En este
trabajo sólo se retomó el algoritmo (sin entrar en detalles sobre el mismo) y se aplicó al
sistema para posteriormente y a diferencia del trabajo de (Mendoza, 2011) diseñar técnicas
de control para procesos biológicos.

Este trabajo tuvó como objetivo principal demostrar en simulación que la eficiencia (res-
pecto al crecimiento microbiano) de las leyes de control utilizadas tomando como base
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de estimación a los observadores super-twisting, es superior a las técnicas de control cu-
yo esquema de estimación se basa comúnmente en observadores lineales, lo que brinda al
usuario una novedosa herramienta de diseño y le permita atacar este problema para estos
sistemas biológicos.

6.2. Contribuciones

Las contribuciones pŕıncipales de esta tesis son:

Se ha diseñado un esquema de control por retroalimentación de salida, teniendo como
base de estimación un observador super-twisting y un controlador que utiliza los estados
y parámetros estimados.

Mostrar a través de simulaciones que las estrategias de control convencionales (linealización
exacta, control por modos deslizantes, etc.) logran mejores resultados basándose en un
esquema de observación part́ıcularmente para este trabajo en un OSTG.

Los resultados obtenidos dejan ver que la eficiencia en las leyes de control utilizando obser-
vadores por modos deslizantes es de gran importancia debido a que las mismas estrategias
de control pero con observadores lineales (comúnmente utilizados en bioprocesos, OA,
EFK, OAG, etc.) no tienen una mejor respuesta que la que tiene una ley de control basada
en un OSTG. La eficiencia de las estrategias utilizadas en base a un OSTG se refleja tanto
en el caso ideal como el caso con ruido.

Este esquema de control tiene la ventaja de que sólo se requiere medir la concentración de
microorganismos y del subproducto, y que si éste último no se puede medir, al menos se
puede estimar.

Se plantea un nuevo y completo esquema de observación y control para procesos biológicos
con resultados eficientes para crecimiento microbiano.

6.3. Perspectivas futuras

Para facilitar el diseño del esquema planteado a lo largo de este trabajo existen aspectos impor-
tantes a mejorar y se enuncian a continuación:

Tratar de encontrar un algoritmo o una forma sistemática de śıntonizar o simplificar el
número de ganancias en un esquema completo debido a que se vuelve complicado buscar
valores de combinaciones que den un resultado satisfactorio y más aún cuando se trata
del caso en que existe ruido en la medición ya que el sistema para cualquier variación por
pequeña que ésta sea se vuelve muy sensible y se necesitan calibrar todas las ganancias
nuevamente.

Apĺıcar y validar estos esquemas basados en observadores super-twisting a diferentes pro-
cesos biológicos tales como procesos de fermentación, tratamiento de aguas residuales,
etc.

Dada la base teórica que se ha venido generando, implementar algún esquema de control
a un proceso biológico real. Actualmente se continuan empleando y controlando procesos
biológicos de manera estad́ıstica con tablas en donde se especif́ıcan las actividades a realizar
durante el desarrollo del proceso.

A falta de sensores en el mercado, tratar de implementar un sensor por software basado
en observadores super-twisting para después aplicar estrategias de control.
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Apéndice I

El Filtro de Kalman Extendido EKF

En esta sección se presenta la metodoloǵıa de diseño del filtro de Kalman extendido (debido a
que en el caṕıtulo 4 fue utilizado y diseñado a fin de comparar su desempeño con un OSTG y
un observador de alta ganancia).

Este filtro es considerado como la herramienta de estimación de estados más popular en el mo-
nitoreo de procesos biológicos (Gelb, 1974) y tiene dos caracteŕısticas principales que explican
el éxito que ha tenido dentro de la ingenieŕıa de control. En primer lugar, es un método robusto
frente al ruido en las mediciones y las imperfecciones en el modelado. En segundo lugar, las
estimaciones del filtro de Kalman son estad́ısticamente óptimas con respecto a cualquier función
cuadrática de estimación. Además es un algoritmo eficiente y sencillo de implementar, ya que es
recursivo y no requiere almacenar y volver a procesar los datos de pasos anteriores (Vidal, 2006).

El filtro de Kalman es un conjunto de ecuaciones matemáticas que proporciona una forma
eficiente de estimar el estado de un proceso minimizando la media del error cuadratico. Es
usado para sistemas no lineales y se basa en una linealización de primer orden del modelo del
sistema a lo largo de la trayectoria deseada. El algoritmo de diseño consta de los siguientes pasos:

Considere las siguientes ecuaciones que describen a un sistema no lineal:

ẋ(t) = f(x(t), t) + w(t)

y(t) = h(x(t), t) + v(t)

Donde f y h son las funciones no lineales que relacionan las derivadas del estado con las
salidas del propio estado, las señales w(t) representan las perturbaciones del sistema y v(t)
representan el ruido en las mediciones

Las matrices F y H representan las Jacobianas de f y h respecto al estado y evaluada en
el punto de operación donde se encuentre el sistema:

F (t) =
∂f(x(t), t)

∂x(t)

H(t) =
∂f(x(t), t)

∂x(t)
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Las ecuaciones del filtro de Kalman son las siguientes:

K(t) = P (t)HTR−1

˙̂x(t) = f(x(t), t) +K(t)(y(t)− h(x̂(t), t))

Ṗ (t) = F (t)P (t) + P (t)F T (t) +Q−K(t)H(t)P (t)

donde, Q representa la matriz de covarianza de ruido del proceso, R corresponde a la matriz de
covarianza de ruido en la medición, P representa la matriz de covarianza del error de estimación
y K son las ganancias del filtro.

El filtro de Kalman estima el estado de un sistema usando un bucle de control: se estiman x y P
por medio del modelo matemático del sistema, utilizando los valores en el instante anterior de x
y P y el valor de Q, y esta estimación se corrige teniendo en cuenta el valor de las medidas y y R.

Para que el filtro de Kalman pueda funcionar hay que proporcionarle el vector de las matrices R
y Q, y condiciones iniciales para el vector de estado y para la estimación de la matriz del error P .

En general, es posible conocer un valor bastante aproximado de la matriz de covarianza del ruido
de la medida R, porque de la misma forma que se toman medidas durante el funcionamiento
del filtro, es posible tomar algunas medidas fuera de linea y estudiarlas para determinar la
covarianza del ruido de las medidas.
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Apéndice II

Caso particular de estudio: regulación de la concentración de
substrato

Debido a que existen 2 alternativas de control que permiten el crecimiento de biomasa y dado
que durante el trabajo se enfocó a la regulación del acetato directamente, en este apartado
se tiene como objetivo regular la concentración de substrato a un nivel muy bajo (umbral)
para aśı mantener también la concentración del subproducto a un nivel bajo y por consiguiente
generar un crecimiento en la concentración de microorganismos.
Considerando el sistema en variables de estado que describe el comportamiento dinámico del
cultivo de E. coli:

Ẋ = (kX1 − kX2)ϕ2 + kX2ϕ1 −DX (6.1)

Ṡ = −ϕ1 −DS + F (6.2)

Ṗ = kP2ϕ1 − kP2ϕ2 −DP (6.3)

Tomemos en cuenta que los estados S, P y las tasas de reacción ϕ1 y ϕ2 se consideran conocidas
debido a que han sido estimadas a traves de un OSTG (Moreno, 2011).
Ahora tomando en cuenta la dinámica del estado que se quiere regular y siguiendo los pasos en
el diseño del control por linealización exacta se tiene:

Ṡ = −ϕ1 −DS + F

Notese que la ecuacion (6.2) es un modelo entrada-salida y cumple con:

Grado relativo δ = 1

Se propone un modelo de referencia de primer orden de la siguiente forma:

d(S∗−S)
dt + λ1(S

∗ − S) = 0

Pero como la derivada de S∗ es cero debido a que es constante entonces:

λ1(S
∗ − S) = dS

dt

entonces igualando esta expresion con la ecuación (6.2) tenemos:

λ1(S
∗ − S) = −ϕ1 −DS + F

Entonces la ley de control a través de la tasa de alimentación F es:

F = λ1(S
∗ − S) + ϕ1 +DS
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Simulaciones

Los parámetros del sistema estan dados en la Tabla X. Los valores de los parametros del OSTG
se presentan a continuación:

Tabla XVII. Parámetros del OSTG

Parámetro Caso ideal
l1X 21
l2X 0.5
l1O 8
l2O 1
m1X 5
m2X 5
m1O 7
m2O 7
S∗ 0.01 g/l

En la Figura 6.1 se observa la regulación del substrato al valor deseado (.01 g/l) y sin más
preámbulo, para este apéndice se puede concluir analizando la Figura 6.2.b que el crecimiento
de la concentración de biomasa es mucho menor al crecimiento que se logra regulando direc-
tamente la concentración del acetato considerando el caso nominal, por lo que debido a estos
resultados ya no se presenta el caso con ruido en la medición.
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Figura 6.1: a) Concentración de substrato regulada b) Error de regulación en S
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Figura 6.2: a) Señal de control F para regulación de S b) Señal de biomasa X
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Figura 6.3: a) Concentración de acetato b) Substrato externo
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