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3.2. Modelo teórico para el caso monodisperso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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B. Análisis teórico-experimental (casos monodisperso y polidisperso) 107
B.1. Subrutina 4. Funciones integrales: βF , βB y βC . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
B.2. Subrutina 5. Función para la distribución de tamaños n(a) . . . . . . . . . . 115

C. Espectro de transmitancia 117

Bibliograf́ıa 128

ii



Índice de figuras

1.1. Configuración por reflexión interna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2. Resultados experimentales para el modelo teórico CSM . . . . . . . . . . . . 5
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Resumen

Hoy en d́ıa existen muchos trabajos dedicados al estudio teórico y experimental de la
reflectividad óptica en monocapas de part́ıculas muy pequeñas desordenadas. Comúnmente
la aproximación de un medio efectivo se emplea para describir este tipo de sistemas. En este
caso la monocapa de part́ıculas es reemplazada por una “peĺıcula artificial” de espesor equi-
valente al diámetro de las part́ıculas, de donde se deduce un ı́ndice de refracción efectivo, o
bien, una permitividad efectiva, o una susceptibilidad superficial equivalente para la peĺıcula.
Sin embargo, cuando las part́ıculas de la monocapa no son lo suficientemente pequeñas y el
esparcimiento de esta sistema empieza a ser importante, la aproximación del medio efectivo
falla y una alternativa adecuada a esto es el desarrollo de modelos de esparcimiento coheren-
te. De aqúı la motivación de este trabajo, pues hay muy pocos estudios dedicados a describir
la reflexión de luz coherente en monocapas de part́ıculas “grandes” depositadas sobre algún
sustrato plano, y menos aún para la transmisión de luz coherente en este tipo de sistemas.
Por part́ıculas grandes se quiere decir, part́ıculas cuyo tamaño es comparable o mayor a
la longitud de onda incidente. El objetivo principal de este trabajo es comparar con datos
experimentales el modelo óptico de reflexión y transmisión coherente de luz en monocapas
aleatorias de part́ıculas soportadas por un sustrato plano desarrollado recientemente en [1].
Se eligieron dos tipos de part́ıculas altamente esparcidoras de luz para este trabajo de inves-
tigación: 1) part́ıculas de alúmina de radio de 1.5µm y, 2) part́ıculas de dióxido de titanio
con un radio promedio de 220nm. Ambos tipos de part́ıculas son polidispersas y esferoidales,
las cuales se depositaron, respectivamente, en un sustrato de vidrio de espesor de 1mm. Para
poder comparar teoŕıa con experimento se generalizó el modelo mencionado previamente, el
cual contempla la reflexión y transmisión de luz coherente desde monocapas de part́ıculas
monodispersas, al caso general de monocapas constituidas por part́ıculas polidispersas. El
depósito de las monocapas sobre una superficie de vidrio plana se llevó a cabo usando la
técnica dip coating, la cual se describe en este trabajo junto con el procedimiento experi-
mental realizado; facilitando aśı, la reproducibilidad del experimento en otros laboratorios.
Dentro del ajuste teórico-experimental, se supuso que las part́ıculas que constituyen, res-
pectivamente a cada monocapa, poseen una distribución de tamaños log-normal, una forma
esférica, y una baja densidad de part́ıculas depositadas sobre la superficie del sustrato. De
donde se concluye un ajuste muy bueno entre el modelo teórico y los datos experimentales.
Finalmente, en este trabajo se presentan los espectros de transmitancia experimentales de
dos de las muestras preparadas, a incidencia normal, y su comparación con el modelo teórico
respectivo.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La naturaleza ha tomado conciencia de si misma a
través del hombre y su luz es la revelación de ésta con él.

El objetivo de este apartado es el de presentar las motivación del estudio, los objetivos
y metas contempladas para realizar el trabajo teórico-experimental, junto con las aporta-
ciones que se generan en este estudio; además de incluir en detalle el contenido principal
correspondiente a cada caṕıtulo de este documento.

1.1. Motivación del estudio

El avance de la instrumentación se debe en gran parte al avance cient́ıfico que existe
hoy en d́ıa, si bien es cierto que el diseño de dispositivos puede darse desde el punto de
vista tecnológico, también se puede tomar el camino de estudiar la ciencia básica que hay
de fondo para el diseño espećıfico de un instrumento o sensor que nos permita estimar o
medir las variables de un entorno en particular, o general, al que se desea estudiar. Desde
este punto de partida, la labor que implica esto es mucho mayor. Sin embargo, contar con
la ciencia básica, un modelo teórico, y un arreglo experimental nos otorga las herramientas
necesarias para el diseño adecuado de nuestro dispositivo, pues de esta manera lo tenemos
totalmente caracterizado. En este trabajo retomamos el estudio de monocapas con part́ıculas
grandes soportadas por un sustrato plano, y nos enfocamos a estudiarlas desde un punto de
vista teórico y experimental, que seŕıa la primera etapa contemplada para este trabajo. De
manera concisa y breve, existen muy pocos modelos referentes al estudio de monocapas de
part́ıculas grandes soportadas por una superficie plana, de aqúı la importancia de estudiar
estos sistemas, y enfocar los modelos a una parte experimental y a una parte aplicada como
es el área de sensores. Una vez que se realice la comprobación del experimento con la teoŕıa
nos encaminaremos a la segunda etapa correspondiente a su aplicación directa en el área de
sensores ópticos.

En la actualidad hay una gran variedad de publicaciones referentes al estudio teórico de
la reflectancia y transmitancia óptica de monocapas depositadas sobre algún tipo de sustrato
o bien, embebidas en un medio transparente, esto para monocapas de part́ıculas esféricas

1



Figura 1.1: Geometŕıa de la configuración por reflexión interna para medir la reflectancia
de una monocapa de part́ıculas de látex absorbida por la superficie plana de un prisma.

cuyo tamaño, radio de part́ıcula-a◦, es mucho menor a la longitud de onda incidente-λ y
con fracciones de cubierta pequeñas, Θ, depositadas sobre la superficie del sustrato. En la
práctica, las part́ıculas de una monocapa son usualmente colocadas y localizadas al azar so-
bre la superficie de un sustrato plano transparente [2–14]. En estos trabajos el sistema f́ısico
se describe a partir de considerar a las part́ıculas, que forman parte de la monocapa, como
dipolos (o multipolos), utilizando además, la aproximación de un medio efectivo aproximado
(MME). Pero cuando las part́ıculas de la monocapa no son tan pequeñas, la aproximación
del medio efectivo requiere de una extensión [7–9].

Sin embargo, cuando las part́ıculas son comparables a la longitud de onda incidente, o
más grades que ésta,1 la luz reflejada por la monocapa se dispersa fuera de la dirección espe-
cular, por lo que haz reflejado se puede dividir en una componente difusa y una componente
coherente.2 No obstante, no es dif́ıcil extraer la componente coherente de la luz esparcida por
una monocapa, de ah́ı la importancia de poder estudiarlas por métodos ópticos tradiciona-
les, véase sección 4.3. Dentro de este caso, en el que las part́ıculas no son lo suficientemente
pequeñas, la teoŕıa del medio efectivo es poco eficaz y se recurre, por tanto, a la teoŕıa de

1Por part́ıculas grandes se quiere decir aquellas cuyo radio-a◦ es tal que el parámetro de tamaño, x =
2πa◦/λ, es comparable o mayor a 1.

2La componente coherente corresponde al promedio de los campos eléctricos que permanecen en la direc-
ción especular, mientras que la componente difusa está relacionada con el promedio de las fluctuaciones del
campo eléctrico que es esparcido en múltiples direcciones.
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múltiple esparcimiento,3 [16–18]. En la teoŕıa de múltiple esparcimiento, para describir la re-
flexión y transmisión de luz coherente desde una monocapa de part́ıculas soportada por una
superficie plana, existen diferentes niveles de aproximación a emplear [19–26]. Por ejemplo,
se pude usar la aproximación de esparcimiento simple (SS) o soluciones numéricas dentro de
las llamadas aproximaciones cuasi-cristalinas (QCA).4 No obstante, las soluciones numéricas
requieren de un buen equipo de cómputo, consumen mucho tiempo y proporcionan poca
información f́ısica del sistema.

Recientemente se publicó un articulo Ref. [26], en el que se planteó un modelo heuŕıstico
(HM) con relativa simplicidad y de una manera más general al modelo de esparcimiento sim-
ple (SS), en el que se plantea el estudio teórico-experimental de la reflexión de luz coherente
de una monocapa de part́ıculas de látex absorbidas por la superficie plana de un semicilindro
de vidrio, utilizando la configuración de reflexión interna para una interfase vidrio-agua, Fig.
1.1. De aqúı nos surge inicialmente la motivación el poder estudiar, de manera teórica y
experimental, la reflexión y transmisión de luz coherente en monocapas depositadas sobre
sustratos planos. Pues el montaje experimental es relativamente sencillo y la parte teórica
es altamente escalable. Describiré brevemente la información que se incluye en este trabajo,
para dar de manera concisa, la viabilidad de poder estudiar estos sistemas con monocapas
de part́ıculas polidispersas. Para el desarrollo del modelo teórico descrito en este art́ıculo,
Ref. [26], se han considerado los efectos de múltiple esparcimiento entre las part́ıculas que
conforman la monocapa y el sustrato mismo, considerando además que en el proceso de dis-
persión el campo dirigido está determinado principalmente por la onda transmitida más que
la propia onda incidente (nombrado Modelo de Esparcimiento Coherente-CSM), de donde
se obtienen los siguientes coeficientes de reflexión y transmisión para la onda coherente

ts =
cos θi

cos θi + αS(0)
, (1.1)

rs = − αSn(π − 2θi)

cos θi + αS(0)
. (1.2)

donde α = kd(3f/2x3), d es el espesor del sustrato, n toma el valor de 1 o 2 para polarización
TE o TM , S1(θ) y S2(θ) son los elementos de amplitud para la matriz de esparcimiento [27],
S1(θ = 0) = S2(θ = 0) = S(0), f es la fracción de volumen ocupada por las esferas, θi es el
ángulo de incidencia, k es el número de onda del medio que rodea a las esferas y x = ka◦,
es el parámetro de tamaño, donde a◦ corresponde al radio de las part́ıculas. De una manera
simplificada podemos escribir a la variable α como

α =
2Θ

x2
, (1.3)

donde Θ corresponde a la superficie de cubierta (en porcentaje). Las expresiones 1.1 y 1.2
son validas para cualquier ángulo de incidencia, siempre que la superficie de cubierta sea

3Una presentación completa y extensa de la teoŕıa de múltiple esparcimiento para ondas electromagnéticas
a través de sistemas aleatorios de esparcimiento discreto se puede hallar en la siguiente Ref. [15].

4Siglas en inglés de single-scattering (SS) y quasi-crystalline aproximation (QCA).
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pequeña, esto es, Θ � 1. Si se asume que el plano de la monocapa está en z = z◦, el
coeficiente de reflexión debe ser multiplicado por un factor fase, e2ikizz◦ , es decir

rs = − αSn(π − 2θi)

cos θi + αS(0)
e2ikizz◦ , con kiz = k cos θi. (1.4)

En esta publicación, se toma en cuenta que la base del prisma, con ı́ndice de refracción
n1, coincide con el plano en z = 0, y éste se encuentra inmerso en un medio5 con ı́ndice de
refracción nm. La monocapa de part́ıculas esféricas, todas de radio a◦, son absorbidas en la
base del prisma, véase Ref. [28], como se muestra en la Fig. 1.1. El plano de la monocapa
está ahora en z = a◦. Si se hace incidir una onda plana monocromática desde el lado del
prisma semiciĺındrico hasta llegar a la interfase plana (con la monocapa), con un ángulo
de incidencia θi (respecto a la normal); una onda plana será transmitida fuera del prisma
hasta la matriz que rodea la monocapa, a un ángulo θm. Los dos ángulos, θi y θm, están
relacionados por la ley de Snell. La onda transmitida es reflejada hacia adelante y hacia
atrás, entre la monocapa y la base del prisma, por lo que la onda coherente reflejada desde
la base del prisma contiene la superposición de todas las ondas coherentes reflejadas desde
la monocapa y son transmitidas hacia el interior del prisma. Esto es análogo a las múltiples
reflexiones de un sustrato plano homogéneo entre dos medios homogéneos (aire y agua, por
ejemplo). El coeficiente de reflexión resultante para esta onda coherente es entonces:

rCSM =
r12(θi) + rs(θm)

1 + r12(θi)rs(θm)
, (1.5)

donde r12 es el coeficiente de reflexión de Fresnel entre el prisma y el medio matriz (sin
part́ıculas), y rs está dado por:

rs(θm) = − αSn(π − 2θm)

cos θm + αS(0)
e2ikmz a◦ , con kmz = k cos θm, (1.6)

o bien, kmz = k◦
√
n2
m − n2

1 sin θm, S(0) y Sn(π − 2θm) son evaluados para las part́ıculas
rodeadas por el ĺıquido con ı́ndice de refracción nm, y θm = sin−1[(n1/nm) sin θi]. La ecuación
1.5, es el coeficiente de reflexión de la onda plana para la interfase prisma-ĺıquido cuando
la fracción de una monocapa es absorbida sobre la superficie plana del prisma (rodeada por
la interfase ĺıquida). Sin embargo, en el caso experimental es dif́ıcil tener una onda plana,
a pesar de usar un haz bien colimado, en realidad muchos spot de láser tienen un perfil de
intensidad Gaussiano. Por lo que la reflectancia de un haz Gaussiano puede ser calculado [29],
a partir del coeficiente de reflexión de la onda plana rCSM , como

R(θi) =
ω◦k1√

2π

∫ π/2

0

|r(θ)|2e
−
[
(ω◦k1)

2

2
(θ−θi)2

]
dθ (1.7)

donde k1 es el número de onda de la luz en el medio incidente (en este caso el prisma). A
partir de las consideraciones geométricas se puede calcular ω◦ como sigue

ω◦ ≈
λn1Y

πωout◦
(1.8)

5A este medio se le suele nombrar medio matriz.
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Figura 1.2: Datos experimentales para la reflectancia de un haz láser He-Ne desde una
interfase limpia vidrio-agua (ćırculos abiertos) y con una monocapa de part́ıculas de látex
absorbida (ćırculos rellenos). Las curva continua corresponde a la gráfica obtenida con el
modelo de esparcimiento coherente (CSM) y la ĺınea discontinua corresponde a la gráfica
realizada con el modelo de medio efectivo (EMM). Véase la Ref. [26].

siendo Y el radio del prisma semiciĺındrico y ωout◦ el radio del spot, para el haz, fuera del
prisma. En esta publicación se procedió a comparar el modelo teórico, Exp. 1.7, con la
reflectancia coherente de un haz láser, a diferentes ángulos de incidencia, desde la base de
un prisma semiciĺındrico con una monocapa de part́ıculas de látex absorbidas por éste. En
la figura 1.2, se muestran dos de las gráficas publicadas en este art́ıculo correspondientes a
la reflectancias como función del ángulo de incidencia alrededor del ángulo cŕıtico para la
superficie del prima sin monocapa (ćırculos huecos) y para la monocapa de part́ıculas de
látex absorbida por la superficie (ćırculos rellenos). Es importante recalcar que el parámetro
Θ (superficie de cubierta) se dejó como un parámetro ajustable. Como puede notarse de
este par de gráficas, las curvas experimentales se ajustan de manera aceptable a la curva
teórica del modelo descrito previamente 1.7, donde se utilizó un láser con polarización TM ,
con una longitud de onda λ = 632.8nm, y un radio de cintura para el haz de ω◦ = 18.6µm.
Los ı́ndices de refracción usados para el prisma, el agua, y las part́ıculas de látex fueron de
1.515, 1.331 y 1.59, respectivamente. Aún aśı, se pueden observar pequeñas discrepancias
entre la teoŕıa y el experimento, esto debido a la formación de agregados de part́ıculas sobre
la superficie del prisma que no se toman en cuenta en el modelo teórico.

Es importante recalcar que en esta publicación también se hace la comparación entre el
modelo de esparcimiento coherente (CSM) con el modelo de medio efectivo (EMM), donde
en este último la monocapa de part́ıculas es sustituida por una peĺıcula artificial de espesor
2a◦ con propiedades efectivas. Es decir, se toma un ı́ndice de refracción efectivo (para esta
peĺıcula artificial), cuya expresión está dada por la relación de van der Hulst, [30]

neff = nm[1 + iγS(0)] (1.9)

donde γ = 3f/2x3, siendo neff una cantidad compleja y f corresponde a la fracción de
cubierta igual a (2/3)Θ. Recordemos que Θ es la superficie de cubierta (en porcentaje).
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Entonces, la reflectancia aplicando el modelo de medio efectivo, es calculada a partir de la
bien conocida expresión para el coeficiente de reflexión en tres medios homogéneos (Sec. 3.1).

rEMM =
r12 + r23 e

(2ikz2d)

1 + r12 r23 e(2ikz2d)
(1.10)

Aqúı r12 y r23 son los coeficientes de reflexión de Fresnel para la interfase prisma-peĺıcula y

para la interfase peĺıcula-agua, respectivamente, kz2 = k◦

√
n2
eff − n2 sin2 θi, y d = 2a◦. En la

figura 1.2, también se grafican las curvas de reflectancia predichas por el modelo del medio
efectivo, asumiendo el mismo valor, usado en el modelo CSM, para la superficie de cubierta.
De donde podemos ver que el EMM se ajusta relativamente bien a los datos experimentales.
Las diferencias entre el EMM y el CSM, respecto a los datos experimentales, son similares,
aunque estas curvas no se superpongan.

La simplicidad de las expresiones para los coeficientes de reflexión y transmisión (Exps.
1.1 y 1.2) de una onda coherente en el modelo heuŕıstico la hacen muy atractiva hacia la apli-
cación en nuevos problemas. No obstante, su naturaleza heuŕıstica limita un análisis profundo
del modelo, y por ende da poca fiabilidad de su uso para aplicaciones nuevas, además de
estar limitada para superficies de cubierta pequeñas. De manera paralela al trabajo realizado
con el modelo heuŕıstico [26], recientemente se ha desarrollado un modelo con expresiones
de forma muy precisa para los coeficientes de reflexión y transmisión de luz coherente de
una monocapa de part́ıculas monodispersas colocadas al azar sobre la superficie de un sus-
trato plano, éste derivado de la teoŕıa de múltiple esparcimiento con aproximaciones bien
identificables [1]. Dentro del (MME) se usó la aproximación quasi-cristalina (QCA) donde se
obtuvo una ecuación integral correspondiente al promedio del campo eléctrico que excita a
las part́ıculas de la monocapa cuando ésta es iluminada por una onda monocromática plana
externa. Para hallar la solución aproximada, a esta ecuación integral, se usa el modelo de
correlación para dos part́ıculas y se asume que el campo excitante consiste de dos ondas via-
jeras efectivas planas monocromáticas. Con estas suposiciones se puede resolver la ecuación
integral, siempre y cuando la fracción de cubierta de la superficie sea moderadamente baja.
De esta manera se obtienen las expresiones anaĺıticas correspondientes a los coeficientes de
reflexión y transmisión, para cualquier ángulo de incidencia y tamaño de part́ıcula, de una
monocapa de part́ıculas monodispersas. Estos resultados, relativamente simples, se reducen
al (HM) y al (SS) mencionados previamente para fracciones de cubierta bajas. El modelo
aśı obtenido puede ser fácilmente usado en muchos fenómenos ópticos relacionados con mo-
nocapas de part́ıculas desordenadas monodispersas.

De esta última publicación surge el deseo y la motivación de poder realizar su análisis
experimental en monocapas con part́ıculas de dióxido de titanio, también conocido como ti-
tania, TiO2, aśı como con part́ıculas de alúmina u óxido de aluminio Al2O3, respectivamente;
esto empleando la configuración de reflexión externa, para una interfase aire-vidrio. Ambas
monocapas son depositadas, por técnica dip coating (véase sección 4.1), sobre sustratos pla-
nos (portaobjetos). Además no sólo se desea corroborar, de este modelo, las reflectancias de
este par de monocapas, sino también se tiene en mente medir la transmitancia de estas dos;
algo totalmente nuevo a lo realizado en el art́ıculo [26], donde no solamente nos limitaremos
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alrededor del ángulo cŕıtico, sino a cualquier ángulo de incidencia, esto es de 0◦ hasta 90◦,
sin tomar importancia en el tamaño de part́ıcula o en la fracción de superficie cubierta por
la monocapa. Además, la viabilidad aśı como los recursos necesarios para llevar a cabo el
experimento, nos incita a realizar otro tipo de estudios experimentales como es el caso de
medir sus espectros de transmitancia (a incidencia normal), para aśı comparar, de otra for-
ma, con el modelo teórico. En otras palabras, primero como función del ángulo de incidencia
(para la reflectancia y transmitancia), y después como función de la longitud de onda (para
el espectro). Si bien es cierto que estás part́ıculas no poseen un tamaño constante (radio
fijo), a diferencia de las part́ıculas de látex que tienen un tamaño constante, de aqúı que sea
prudente conocer hasta que punto el modelo presentado en la Ref. [1], se ajusta a las curvas
experimentales, para la reflectancia y transmitancia, de este par de monocapas (junto con
sus respectivos espectros de transmitancia). Por supuesto, bajo la posibilidad de encontrar
discrepancias entre la teoŕıa y el experimento, se contempla para este trabajo, el desarrollo de
un modelo teórico en el que se extienda el análisis a monocapas de part́ıculas polidispersas,
considerando siempre una forma esférica para las part́ıculas (no siempre cierto) y sin consi-
derar la formación de aglomeraciones sobre la superficie en la que se deposita. Finalmente se
contempla su comparación de este modelo extendido con los datos experimentales obtenidos.

1.2. Objetivos y metas

Los objetivos principales que se contemplan para este trabajo de investigación de manera
directa son los siguientes:

Comparar y analizar empleando la configuración experimental de reflexión externa, pa-
ra una interfase aire-vidrio, la reflectancia y transmitancia en monocapas de part́ıculas
de alúmina y titania depositadas, respectivamente, sobre un sustrato plano transpa-
rente con el modelo teórico para reflexión y transmisión de luz coherente en monocapas
de part́ıculas monodispersas publicado en el art́ıculo [1].

Extender el modelo presentado en la Ref. [1], para obtener los coeficientes de reflexión
y transmisión de una monocapa aislada constituida por part́ıculas polidispersas.

Obtener las expresiones matemáticas para la reflectancia y transmitancia de una mo-
nocapa de part́ıculas polidispersas montada sobre una superficie plana.

Comparar los resultados experimentales obtenidos de este par de monocapas con el
nuevo modelo teórico correspondiente a la reflexión y transmisión de luz coherente en
monocapas de part́ıculas polidispersas depositadas sobre una superficie plana transpa-
rente.

Obtener los espectros de transmitancia para el par de monocapas (alúmina y titania),
y su comparación con el modelo teórico, como función de la longitud de onda, en
monocapas monodispersas y polidispersas.
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Dentro del área instrumental y con el fin de encaminarnos a los objetivos tenemos como
metas primordiales las siguientes:

Realizar el depósito de monocapas, con part́ıculas de alúmina y titania, sobre un sus-
trato plano transparente (portaobjetos), utilizando la técnica dip coating, con distintas
superficies de cubierta.

Montar el arreglo experimental utilizando la configuración de reflexión externa en una
interfase aire-vidrio-(con monocapa), para corroborar el modelo teórico de reflexión y
transmisión de luz coherente en monocapas de part́ıculas monodispersas y polidisper-
sas, en particular para el caso de part́ıculas de alúmina y titania.

Implementar un arreglo experimental que nos permita medir los espectros de transmi-
tancia empleando una configuración de reflexión externa para una interfase aire-vidrio-
(con monocapa), esto para un rango amplio de longitudes de onda, a incidencia normal,
para su comparación con el modelo teórico en el caso monodisperso y polidisperso.

Elaborar un software (en Matlab u Octave) para el análisis de los resultados experi-
mentales, que permita la comparación de éstos con los modelos teóricos para el caso:
monodisperso y polidisperso. Igualmente se puede emplear Origin, qtiplot u otro soft-
ware para el análisis de los resultados teórico-experimentales. Sin embargo, por su fácil
uso se optó por GNU - Octave.

Estimar mediante el análisis de imágenes ópticas la fracción de cubierta de las monoca-
pas empleando un microscopio óptico. Cabe señalar que las part́ıculas de titania poseen
un radio muy pequeño, lo que imposibilita verlas a través del microscopio óptico, no
obstante el interés surge de poder estimar los agregados que se generan en la superficie
del sustrato de éstas part́ıculas, en tomarlo en cuenta para la fracción de la superficie
cubierta.

1.3. Aportaciones

Si bien es cierto que existen pocas publicaciones referentes al estudio teórico de la refle-
xión y transmisión de luz de monocapas depositadas sobre algún tipo de sustrato, también
las hay en menor cantidad para sus aplicaciones, Refs. [31–34]. Por ejemplo, una de ellas la
podemos encontrar en la construcción de sensores ópticos donde se censan cambios f́ısicos
y/o qúımicos ocurridos en un entorno, que rodean al dispositivo, a través de cambios en la
reflectividad óptica, la cual también se ve afectada. La mayoŕıa de estos sensores consisten de
monocapas de part́ıculas metálicas muy pequeñas depositadas sobre algún tipo de sustrato
plano.

Por otra parte, el tener ya un modelo teórico desarrollado en este trabajo de investigación
como un primer aporte, para la reflexión y transmisión de luz coherente de monocapas de
part́ıculas polidispersas, nos permite implementar, como un aporte más, un montaje experi-
mental para su estudio detallado con distintos tipos de part́ıculas. En nuestro caso, el estudio

8



teórico-experimental se centra en monocapas con part́ıculas de alúmina y titania, como se
hab́ıa mencionado previamente. Más aún, nuestro interés va más allá para estudiarles a par-
tir de sus espectros de transmitancia para un amplio rango de longitudes de onda; y ver
si es plausible de esta forma, obtener más información del sistema en este particular caso
de estudio. De esta manera no sólo estudiamos estos sistemas en la forma en que reflejan y
transmiten la luz, sino que además analizamos su “comportamiento” para un amplio rango
de longitudes de onda a incidencia normal, a través de sus espectros. Si bien es cierto que
el modelo teórico propuesto no es del todo general, pues se restringe a part́ıculas con forma
esférica y a fracciones de cubierta pequeñas, la idea de corroborar teoŕıa y experimento, nos
permite abrirnos camino al desarrollo de nuevos modelos teóricos, con las bases previas ya
establecidas de estos dos (caso monodisperso y polidisperso), además de implementar nue-
vos montajes experimentales para estudios espećıficos futuros, por citar un ejemplo, medir
la reflexión y transmisión coherente en nuevos tipos de monocapas (látex o śılice) empleando
una configuración por reflexión interna.

Como un aporte más de este trabajo de investigación, tenemos planteada una posible
aplicación para el monitoreo de part́ıculas las cuales son depositadas sobre algún sustrato
plano (un portaobjetos, por ejemplo), a través de los cambios producidos en su reflectancia.6

Como se vio en la Sec. 1.1, el número de part́ıculas (aisladas) depositadas sobre la superficie
del sustrato determinan la fracción de cubierta en la superficie, véase expresión 1.3, lo que
permite determinar aśı el número de part́ıculas que se depositan o fueron depositadas sobre
la superficie del sustrato, esto con solo medir su reflectancia; o su correspondiente espectro
de transmitancia, Sec. 6.1. Sin embargo esta cantidad, Θ, es dif́ıcil de determinar por obser-
vación directa (empleando un microscopio óptico), pues su valor queda determinado para la
mejor curva de ajuste de los datos experimentales. No obstante, la idea de este trabajo, fi-
nalmente, es la de elaborar un algoritmo que nos permita determinar el número de part́ıculas
depositadas sobre la superficie del sustrato, a partir de la imagen tomada por el microscopio
óptico, de la monocapa; y poder aśı comparar su valor con el obtenido en el modelo teóri-
co empleado para el ajuste de los datos experimentales. Nuevamente se hace hincapié que
aunque las part́ıculas de alúmina se pueden observar directamente con el microscopio óptico
(part́ıculas de 1.5µm de radio) junto con sus respectivos agregados que se forman en la su-
perficie del sustrato, con las part́ıculas de titania ocurre lo contrario (part́ıculas de 220nm de
radio); no es posible observarlas directamente con este instrumento. Sin embargo, es posible
estudiar los aglomerados que se forman de éstas sobre la superficie del sustrato y por ende
estudiar de manera aproximada la fracción de cubierta, de la monocapa, depositada sobre la
superficie del sustrato.

En conclusión, las aportaciones de este trabajo se centran en tres campos del conoci-
miento, el aspecto teórico (desarrollo de un modelo para el caso de monocapas polidisper-
sas), el aspecto experimental (medición de la reflectancia y transmitancia en monocapas
con part́ıculas polidispersas, incluyendo sus respectivos espectros de transmitancia) y una
pequeña aplicación (diseño de software para determinar el número de part́ıculas depositadas
sobre el sustrato, a partir de la imagen tomada por el microscopio óptico de la monocapa).

6En este caso emplearemos las monocapas construidas con alúmina y titania.
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1.4. Contenido

Los siguientes caṕıtulos de este trabajo se clasifican en dos partes, una parte teórica
desarrollada en el segundo y tercer caṕıtulo, y una parte experimental, abordada en los
caṕıtulos posteriores. En el segundo caṕıtulo se proporcionan las bases teóricas necesarias
para poder entender y comprender de manera concisa los modelos teóricos desarrollados en
el tercer caṕıtulo. Los temas principales que se abordan en el segundo caṕıtulo son: el campo
electromagnético, las ecuaciones de Maxwell, y su aplicación de éstas en la teoŕıa de Mie
y la determinación del campo eléctrico dinámico promedio alrededor de una molécula. Por
otra parte en el caṕıtulo tres, se da un repaso de los coeficientes de reflexión y transmisión
de Fresnel para dos interfases y para una capa de material con espesor d, se describen
los coeficientes de reflexión y transmisión para una monocapa de part́ıculas monodispersas
soportada por una interfase plana, se deducen los coeficientes de reflexión y transmisión
coherentes para una monocapa de part́ıculas polidispersas, igualmente depositada sobre un
sustrato plano, para concluir con las expresiones de reflectancia y transmitancia de este par
de modelos al final del caṕıtulo. Dentro del caṕıtulo 4 se presenta el método experimental
empleado para el depósito de monocapas sobre un portaobjetos con part́ıculas de alúmina y
titania, utilizando la técnica dip coating; además de dar una descripción breve de esta técnica
al inicio de este caṕıtulo. Se detalla, además, el montaje experimental empleado para medir la
reflectancia y transmitancia de luz coherente en este par de monocapas, se incluye también el
arreglo experimental empleado para medir los espectros de transmitancia a incidencia normal.
Los resultados experimentales y su comparación con los modelo teóricos (caso monodisperso
y polidisperso), para la reflexión y transmisión de luz coherente de monocapas, con part́ıculas
de alúmina y titania, se presentan en el caṕıtulo 5, donde se incluyen también los espectros
de transmitancia para este par, finalmente en este caṕıtulo se da un análisis de los resultados
experimentales obtenidos. El trabajo concluye con la discusión de las posibles aplicaciones
que se podŕıan tener, con los dos modelos desarrollados recientemente, en monocapas con
part́ıculas monodispersas y polidispersas; aśı como la iniciativa de extender estos a casos más
generales y por ende desarrollar nuevos montajes experimentales para su estudio particular;
finalmente dentro del capitulo 6, se presentan las conclusiones generales de este trabajo de
investigación.

Estimado lector, antes de empezar con la parte teórica, tomé en cuenta que el desarrollo
del conocimiento cient́ıfico se ha debido en gran parte a las cŕıticas constructivas que surgen
del escrutinio minucioso que se realizan en los trabajos de investigación. Por tanto, lo invito
e incito a usted, con beneplácito, a dar observaciones constructivas que me permitan ampliar
y mejorar el contenido de este documento; incluyendo, si es posible, conocimiento nuevo de
frontera que permita el desarrollo de nueva ciencia.
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11





Caṕıtulo 2

Fundamentos y antecedentes

El presente caṕıtulo se divide en tres secciones principales, en la primera se da una des-
cripción general de las ecuaciones de Maxwell, y en las dos siguientes se da una aplicación de
éstas para calcular, por ejemplo, el campo eléctrico alrededor de una molécula y el campo de
esparcimiento producido por una esfera cuyo radio es menor a la longitud de onda incidente.
Estos ejemplos nos proporcionan herramientas y conceptos útiles para poder entender los
modelos teóricos que se plantean en el caṕıtulo posterior. Las notas que se presentan en este
caṕıtulo fueron tomadas de las siguientes referencias, [15], [27], [30], [35].

2.1. Ecuaciones de Maxwell

Desde la antigüedad la naturaleza intŕınseca de la luz (dentro del rango correspondiente
al espectro visible, de 400 a 700nm aproximadamente), ha tenido distintas interpretaciones
f́ısicas, en las que destacan hoy en d́ıa, su descripción como una onda electromagnética,
como un rayo luminoso, o bien, como una part́ıcula llamada fotón; esto dependiendo de la
interacción que se tenga de la luz con la materia. En lo que respecta a este trabajo, la luz
se tratará como una onda electromagnética, y el concepto de rayo luminoso se empleará de
manera indirecta, siendo este un concepto que se puede derivar de la teoŕıa electromagnética
de Maxwell. Aśı pues, la luz puede ser tratada como una onda electromagnética que está sus-
tentada en la teoŕıa electromagnética de Maxwell, en la cual la interacción electromagnética
es medida a través de campos que son medibles en todo punto del espacio-tiempo, (~r, t). En

regiones sin materia (en el vaćıo) denotaremos por ~E(~r, t) y ~B(~r, t), los campos eléctricos y
magnéticos, respectivamente. Todos los fenómenos electromagnéticos se pueden describir a
partir de las cuatro ecuaciones de Maxwell, siguientes:

∇ · ~E(~r, t) =
ρ(~r, t)

ε◦
(2.1)

∇ · ~B(~r, t) = 0 (2.2)

∇× ~E(~r, t) = −∂
~B(~r, t)

∂t
(2.3)
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∇× ~B(~r, t) = µ◦ ~J + ε◦µ◦
∂ ~E(~r, t)

∂t
(2.4)

En estas ecuaciones ρ(~r, t) representa la densidad de carga dependiente del tiempo y espa-

cio. ~J(~r, t) corresponde a la densidad de corriente eléctrica dependiente de la posición y del
tiempo. Las constantes µ◦ y ε◦, corresponden a las permeabilidad y permitividad eléctrica en
el vaćıo, respectivamente. Estas ecuaciones 2.1 describen propiamente la interacción clásica
entre todas las cargas y corrientes eléctricas del sistema f́ısico. Junto con las expresiones
constitutivas apropiadas las cuales relacionan ρ y ~J para los campos, las condiciones de fron-
tera y las condiciones iniciales pertinentes al sistema que se este estudiando, nos determinan
un sistema de ecuaciones diferenciales parciales que nos dan la solución única para el campo
eléctrico y magnético.

Las ecuaciones de campo de Maxwell proveen una imagen clásica correcta de un campo y
una fuente de distribución arbitraria en escalas microscópicas y macroscópicas. Sin embargo,
para las sustancias macroscópicas a veces es conveniente introducir nuevos campos derivados
que nos permitan representar los campos eléctricos y magnéticos en el que, en un sentido
promedio, ya estén incluidas las propiedades del material. Estos campos son el campo de
desplazamiento eléctrico ~D y el campo de magnetización ~H. En el caso más general, estos
campos derivados son funciones no locales y no lineales de los campos principales ~E y ~B.

~D = ~D(~r, ~E, ~B, t),
~H = ~H(~r, ~E, ~B, t).

(2.5)

Bajo ciertas condiciones, por ejemplo para campos de muy baja intensidad, se puede
asumir que la respuesta de una sustancia es lineal, aśı que

~D = ε(~r, t) ~E,
~H = µ−1(~r, t) ~B

(2.6)

es decir, los campos derivados son linealmente proporcionales a los campos primarios y
que el campo de desplazamiento eléctrico (y campo de magnetización) sólo dependen del
campo eléctrico (y magnético). Las ecuaciones de campo expresadas en términos de los

campos derivados ~D y ~H son

∇ · ~D = ρ(~r, t), (2.7)

∇ · ~B = 0, (2.8)

∇× ~E = −∂
~B

∂t
(2.9)

∇× ~H =
∂ ~D

∂t
+ ~J(~r, t) (2.10)

En la electrodinámica se pueden definir dos tipos de potenciales, el potencial magnético y el
potencial eléctrico. De la ley de Gauss para el campo magnético, Exp. 2.2, nos dice que la
divergencia de éste es siempre cero, por otro lado se sabe que la divergencia de un rotacional
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es siempre cero. Entonces se puede escribir el vector magnético como el rotacional de un
vector ~A, el cual llamaremos potencial magnético,

~B = ∇× ~A. (2.11)

Sustituyendo la expresión anterior en la ley de inducción de Faraday, se obtiene

∇×

(
~E +

∂ ~A

∂t

)
= 0. (2.12)

Ahora, el rotacional de un gradiente es siempre cero, por lo que

~E +
∂ ~A

∂t
= −∇φ (2.13)

donde φ es el potencial eléctrico. Para especificar un campo vectorial en todo espacio, salvo
por una constante, debemos especificar su rotacional y su divergencia en todo el espacio
(notemos que en la divergencia y el rotacional juntos tenemos todas las derivadas de primer
orden de las tres componentes del vector). De manera que todav́ıa tenemos libertad de

especificar la divergencia de ~A. Especificar la divergencia del potencial magnético le decimos
escoger una norma. Sustituyendo los campos ~E y ~B por sus expresiones en términos de ~A y
φ en la ley de Ampere-Maxwell (Exp. 2.4),

∇×∇× ~A = µ◦ ~J + µ◦ε◦
∂

∂t

(
−∇φ− ∂ ~A

∂t

)
, (2.14)

Usando la expresión ∇×∇× ~S = ∇(∇· ~S)−∇2~S y definiendo la divergencia de ~A como

∇ · ~A = −µ◦ε◦ ∂φ∂t , en la expresión 2.14, esta se reduce a

∇2 ~A− µ◦ε◦
∂2 ~A

∂t2
= µ◦ ~J (2.15)

Esta es la ecuación de onda para el potencial ~A. Para obtener la ecuación de onda del

potencial eléctrico φ, sustituimos ~E + ∂ ~A
∂t

= −∇φ en la ley de Gauss del campo eléctrico,
para obtener

∇2φ− µ◦ε◦
∂2φ

∂t2
= − ρ

ε◦
. (2.16)

La expresión 2.16 corresponde a la ecuación de onda para el potencial eléctrico. De los
potenciales electromagnéticos φ y ~A podemos obtener el campo eléctrico como

~E(~r, t) = −∇φ(~r, t)− ∂ ~A(~r, t)

∂t
(2.17)

Para campos monocromáticos con dependencia e(iωt) estos potenciales satisfacen en la
norma de “coulomb” las siguientes ecuaciones de Helmholtz,

∇2φ− µ◦ε◦
∂2φ

∂t2
= − ρ

ε◦
y ∇2 ~A− µ◦ε◦

∂2 ~A

∂t2
= µ◦ ~J,
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y el campo eléctrico se obtiene como,

~E(~r) = −∇φ(~r) + iω ~A(~r). (2.18)

De la continuidad de la carga, ∇ · ~J(~r, t) = −∂ρ
∂t

, a frecuencia ω obtenemos,

∇ · ~J(~r) = −iωρ(~r). (2.19)

Entonces las ecuaciones que satisfacen los potenciales,

∇2φ− µ◦ε◦
∂2φ

∂t2
=

1

iωε◦
∇ · ~J y ∇2 ~A− µ◦ε◦

∂2 ~A

∂t2
= µ◦ ~J, (2.20)

La solución a los potenciales se obtiene con la función de Green para la Ec. de Helmholtz
escalar,

φ(~r) =
1

iωε◦

∫ [
−e(ik|~r−~r ′|)

4π|~r − ~r ′|

]
∇′ · ~J(~r ′)d3r′, (2.21)

~An(~r) = µ◦

∫ [
−e(ik|~r−~r ′|)

4π|~r − ~r ′|

]
Jn(~r ′)d3r′, (2.22)

donde ∇′ es el gradiente respecto a coordenadas primadas y An es cualquiera de las com-
ponentes cartesianas del vector ~A. Podemos entonces calcular el campo eléctrico usando la
expresión 2.18, de donde se obtiene

~E(~r) =

∫ [
−∇

(
∇′ · ~J(~r ′)

iωε◦

)
− iωµ◦ ~J(~r ′)

] [
−e(ik|~r−~r ′|)

4π|~r − ~r ′|

]
d3r′.

La integral anterior se puede reducir a la siguiente expresión,

~E(~r) = −iωµ◦
∫ (←→

I +
1

ω2ε◦µ◦
∇∇

)
· ~J(~r ′)

[
−e(ik|~r−~r ′|)

4π|~r − ~r ′|

]
d3r′

donde se ha sustituido ∇ ′ = −∇ e
←→
I es la diádica identidad,

←→
I = âxâx + âyây + âzâz.

Finalmente el campo eléctrico lo podemos escribir como

~E(~r) = iωµ◦

∫ ←→
G (~r − ~r ′) · ~J(~r ′)d3r′ (2.23)

donde,
←→
G (~r − ~r ′) =

(
←→
I +

1

k2
◦
∇∇·

)
(2.24)

es la diádica de Green del campo vector-eléctrico. En la ecuación anterior usamos, ω2ε◦µ◦ =

k2
◦. se puede notar que

←→
G (~r − ~r ′) resuelve la ecuación de onda vectorial para una fuente

puntual, es decir,

∇×∇
←→
G (~r − ~r ′)− k2←→G (~r − ~r ′) = δ(~r − ~r ′). (2.25)
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Varios autores advierten sobre algunos cuidados que hay que tener al usar la diádica de
Green. Al haber cambiado ∇ ′ = −∇ puede ser que ya no se pueda cambiar el orden de la
derivación y la integral. La diádica de Green tiene una singularidad que va como r−3 y no
es integrable sobre ~r = ~r ′.

Una de las aplicaciones interesantes de las ecuaciones de Maxwell, por ejemplo, y que
es de utilidad para el aspecto didáctico en este trabajo, es el de calcular el campo eléctrico
radiado por un conjunto de moléculas. Donde aqúı empleamos el concepto de promedio
configuracional del campo; concepto que nos permitirá entender un poco mejor la teoŕıa
desarrollada en el caṕıtulo 3. En la siguiente sección 2.3 se expone la teoŕıa de Mie, donde
se aplican las ecuaciones de Maxwell para determinar el campo esparcido por una esfera de
tamaño aproximado a la longitud de onda incidente.

2.2. Campo eléctrico dinámico promedio alrededor de

una molécula

Como sabemos, la materia está compuesta de átomos y moléculas todos ellos, además,
poseen carga eléctrica. Un átomo neutro está formado por un núcleo con cierto número de
protones de carga1 +e y neutrones sin carga. Alrededor del núcleo se encuentran los electro-
nes de carga −e en igual número que los protones. La descripción del átomo se debe hacer
en general usando la teoŕıa de la mecánica cuántica. Sin embargo, en óptica no siempre es
necesario tener una descripción detallada de los átomos. Para muchos propósitos es su-
ficiente con representar a los átomos, o a las moléculas, como una distribución
de carga localizada en un volumen muy pequeño (desde unos cuantos Angströms
cúbicos hasta algunos nanómetros cúbicos). Un cuerpo u objeto en presencia de un
campo eléctrico externo va a tener una respuesta a éste. La distribución de carga asociada
a una molécula se puede representar en una expansión multipolar. El primer término seŕıa
la carga total del átomo ó molécula. Luego tendŕıamos el término dipolar, cuadrupolar, etc.
Para el desarrollo de las ecuaciones de Maxwell macroscópicas es suficiente quedarnos con
los dos primeros términos; el monopolar y el dipolar. NOTA: En el texto siguiente nos referi-
remos siempre a una molécula, pero en general podŕıamos referirnos a un átomo igualmente.

Imaginemos una molécula como una región definida del espacio en la cual coexisten un
número n de cargas negativas (electrones) con un número n de cargas positivas (protones).
Supongamos que el centro de la molécula esta en ~rj y ésta se encuentra en reposo. Suponga-
mos que los electrones están en movimiento alrededor del centro del molécula y toda la carga
positiva están en reposo localizada en ~rj. Nos referiremos a esta molécula como la j-ésima
molécula. Primero tomemos una visión determinista de la carga y la corriente. La densidad
de carga está dada como,

ρj(~r, t) = −e
n∑
i=1

δ[~r − ~rj − ~ri(t)] + neδ[~r − ~rj] (2.26)

11e = 1.602× 10−19C, carga fundamental del electrón en el sistema internacional.
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donde e es la carga fundamental y ~ri es el vector que va del centro de la molécula a la posición
de la part́ıcula. La densidad de corriente viene dada por la siguiente expresión:

~Jj(~r, t) = −e
n∑
i=1

δ[~r − ~rj − ~ri(t)]
dri(t)

dt
(2.27)

Nótese que:

∇ · ~Jj(~r, t) = −e
n∑
i=1

∇ ·
(
δ[~r − ~rj − ~ri(t)]dri(t)dt

)
=

= −e
n∑
i=1

(
dri(t)
dt
· ∇δ[~r − ~rj − ~ri(t)]

)
,

(2.28)

y por otro lado

dρj(~r,t)

dt
= −e

n∑
i=1

d δ[~r−~rj−~ri(t)]
dt

= −e
n∑
i=1

(
∂δ(·)
∂xi

dxi
dt

+ ∂δ(·)
∂yi

dyi
dt

+ ∂δ(·)
∂zi

dzi
dt

)
=

= dri(t)
dt
· ∇iδ[~r − ~rj − ~ri(t)].

(2.29)

pero ∇iδ(·) = −∇δ(·), por lo que

dρj(~r, t)

dt
= e

n∑
i=1

dri(t)

dt
· ∇δ[~r − ~rj − ~ri(t)] = −∇ · ~J(~r, t) (2.30)

que es precisamente la ecuación de continuidad de la carga.
En el caso de electrones individuales de una molécula no podemos describir la trayectoria

de manera determinista. Sabemos que es necesario usar mecánica cuántica para describir el
estado de un electrón. La mecánica cuántica nos proveerá solo de funciones de onda de las
que podemos obtener las densidades de probabilidad para la posición y la velocidad de un
electrón. Podemos obtener expresiones formales para describir el campo promedio alrededor
de una molécula sin necesidad de entrar en detalles sobré la mecánica de los electrones. Por
lo tanto, simplemente tomemos una visión estad́ıstica del asunto.

Escribimos el promedio configuracional de la densidad de carga como función de la posi-
ción en el espacio y el tiempo como,

〈ρj(~r, t)〉 = −e
n∑
i=1

∫
d3rigj(~ri, t)δ(~r − ~rj − ~ri) + neδ(~r − ~rj), (2.31)

donde gj(~ri, t) es la densidad de probabilidad de encontrar a la i-ésima carga alrededor de ~ri
del centro de la j-ésima molécula al tiempo t. Tenemos que

∫
d3rigj(~ri, t) = 1. De la ecuación

2.31 obtenemos

〈ρj(~r, t)〉 = −e
n∑
i=1

gj(~r − ~rj, t) + neδ(~r − ~rj) (2.32)
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El primer término del lado derecho de la ecuación 2.32 es una función extendida en el espacio
alrededor del centro de la molécula. Ahora usamos la ecuación de continuidad y obtenemos
la divergencia del promedio configuracional de la corriente. En general obtenemos,

∇ · 〈Jj(~r, t)〉 = −∂〈ρj(~r, t)〉
∂t

= e

n∑
i=1

∂gj(~r − ~rj, t)
∂t

. (2.33)

Desafortunadamente, de la expresión anterior, no podemos obtener una expresión formal
relativamente transparente y sencilla para la densidad de corriente por este camino. Por lo
que promediemos formalmente la corriente microscópica directamente:

〈Jj(~r, t)〉 = −e
n∑
i=1

si〈δ[~r − ~rj − ri(t)]~vi(t)〉 =

= −e
n∑
i=1

si
∫
d3rid

3vifi(~ri, ~vi, t)δ[~r − ~rj − ~ri]~vi,
(2.34)

donde ~vi es la velocidad instantánea del electrón, la función δ tiene dimensiones de (volumen)−1

y fi(~ri, ~vi, t) es la densidad de probabilidad conjunta de que el i-ésimo electrón de la j-ésima
molécula este en ~ri desde el centro de la molécula y tenga velocidad ~vi en el instante de
tiempo t. f tiene dimensiones de (volumen)−1 × (velocidad)−3. Entonces,

〈Jj(~r, t)〉 = −e
n∑
i=1

∫
d3vifi(~r − ~rj, ~vi, t)~vi, (2.35)

Nuevamente vemos que esta es una función de ~r extendida del espacio alrededor del centro
de la molécula, ~rj. Podemos escribir,

〈Jj(~r, t)〉 = −e
n∑
i=1

v̄i(~r − ~rj, t), (2.36)

donde v̄i(~r − ~rj, t) =
∫
d3vifj(~r − ~rj, ~vi, t)~vi y tiene dimensiones de velocidad por unidad de

volumen, es decir, (área×tiempo)−1. Ahora

∂〈ρj(~r, t)〉
∂t

= −∇ · 〈Jj(~r, t)〉 = e
n∑
i=1

∇ · v̄i(~r − ~rj, t). (2.37)

En el caso monocromático en que todo oscila a frecuencia ω podemos escribir,

v̄i(~r − ~rj, t) = v̄i(~r − ~rj)e−iωt, (2.38)

y
∂〈ρj(~r, t)〉

∂t
= −iω〈ρj(~r)〉e−iωt, (2.39)
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de donde obtenemos

− iω〈ρj(~r)〉 = e
n∑
i=1

∇ · v̄i(~r − ~rj). (2.40)

Podemos suponer que la dirección de la velocidad promedio de las cargas alrededor de una
molécula es constante en el espacio, es decir, v̄i(~r − ~rj) = ui(~r − ~rj)p̂i, donde ui tiene
dimensiones de (área× tiempo)−1. Por lo tanto,

〈Jj(~r)〉 = −e
n∑
i=1

ui(~r − ~rj)p̂i (2.41)

y

〈ρj(~r)〉 =
e

−iω

n∑
i=1

p̂i · ∇ui(~r − ~rj) (2.42)

Los potenciales electromagnéticos φ y ~A radiados por la molécula están dados por,

〈φj(~r)〉 = − 1

ε◦

∫
−e(ik|~r−~r ′|)

4π|~r − ~r ′|
〈ρj(~r ′)〉d3r′ (2.43)

〈 ~Aj(~r)〉 = µ◦

∫
−e(ik|~r−~r ′|)

4π|~r − ~r ′|
〈 ~Jj(~r ′)〉d3r′ (2.44)

donde k = ω/c.
De aqúı en adelante omitiremos los signos del promedio configuracional y quedará impĺıci-

to que nos referimos a los promedios de las cantidades correspondientes. La ecuación para el
potencial se puede re-escribir como,

φj(~r) = − 1

ε◦

n∑
i=1

e

−iω

∫
d3r′

(
−e(ik|~r−~r ′|)

4π|~r − ~r ′|

)
∇′ui(~r ′ − ~rj) · p̂i (2.45)

Simplificando la expresión 2.45 al desarrollar ∇′ui(~r ′ − ~rj) · p̂i, resolviendo las integrales y
sustituyendo ∇ = −∇′, obtenemos

φj(~r) = − 1

ε◦

n∑
i=1

e

−iω

∫
ui(~r

′ − ~rj)∇
(
−e(ik|~r−~r ′|)

4π|~r − ~r ′|

)
d3r′ · p̂i (2.46)

Supongamos que el punto de observación está lejos de la región en que se encuentran los
electrones de la j-ésima molécula. En este caso podemos aproximar como constante el término
gradiente en el integrando, además también podemos reemplazar ~r ′ por ~rj dentro del término
en paréntesis. Tenemos entonces que el potencial φ(~r) aproximado es

φj(~r) = − 1

ε◦
∇
(
−e(ik|~r−~rj |)

4π|~r − ~rj|

)
·

n∑
i=1

e

−iω

(∫
ui(~r

′ − ~rj)d3r′
)
p̂i. (2.47)
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Donde definimos el momento dipolar del i-ésimo electrón de la j-ésima molécula como

~Pi = − e

iω

(∫
ui(~r

′ − ~rj)d3r′
)
p̂i (2.48)

y

~Pj =
n∑
i=1

~Pi (2.49)

Dadas las dimensiones de u mencionadas arriba. vemos que las dimensiones de ~Pj son las
correctas (distancia × carga). Entonces, tenemos que el potencial eléctrico alrededor de la
j-ésima molécula se puede aproximar finalmente como,

φj(~r) = − 1

ε◦
∇
(
−e(ik|~r−~rj |)

4π|~r − ~rj|

)
· ~Pj. (2.50)

El potencial ~Aj está dada por, (sust. Exp. 2.41),

~Aj(~r) = µ◦

∫ (
−e(ik|~r−~r ′|)

4π|~r − ~r ′|

)(
−e

n∑
i=1

ui(~r
′ − ~rj)p̂i

)
d3r′. (2.51)

Bajo la misma aproximación que usamos para φj tenemos,

~Aj(~r) = iωµ◦

(
−e(ik|~r−~rj |)

4π|~r − ~rj|

)
~Pj (2.52)

El campo eléctrico, dado por la expresión ~E = −∇φ+ iω ~A, es entonces

~Ej(~r) = ∇∇
(

e(ik|~r−~rj |)

4πε◦|~r − ~rj|

)
· ~Pj − ω2µ◦

(
−e(ik|~r−~rj |)

4π|~r − ~rj|

)
~Pj, (2.53)

donde la diádica se puede simplificar de la siguiente manera:

∇∇
(

e(ik|~r−~rj |)

4πε◦|~r − ~rj|

)
· ~Pj − ω2µ◦

(
−e(ik|~r−~rj |)

4π|~r − ~rj|

)
~Pj =

(
1

ε◦
∇∇− ω2µ◦

←→
I

)
·
(
e(ik|~r−~rj |)

4π|~r − ~rj|

)
~Pj

Para ponerlo de manera estándar, factorizamos −ω2µ◦ y obtenemos,

~Ej(~r) = −ω2µ◦

(←→
I − 1

ω2µ◦ε◦
∇∇

)
·
(
e(ik|~r−~rj |)

4π|~r−~rj |

)
~Pj =

= iωµ◦

(←→
I − 1

k2◦
∇∇

)
·
(
−e(ik|~r−~rj |)

4π|~r−~rj |

)
(−iω ~Pj).

(2.54)

Muy cerca de la molécula (aunque lejos en comparación con las dimensiones de la molécula)
el término con ∇∇ domina pues tiene una dependencia en la distancia 1/r3 mientras que
el otro va como 1/r. Lejos de la molécula domina el otro término. Esto quiere decir que el
campo eléctrico cerca de la molécula puede ser descrito como un dipolo eléctrico mientras
que lejos de ésta la molécula se comporta como un monopolo eléctrico.
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Homogenización de la materia en la aproximación cuasi-

estática

El potencial eléctrico debido a la molécula está dado como

φj(~r) = 1
4πε◦

∫ ρj(~r
′)

|~r−~r ′|d
3~r ′ = e

4πε◦

n∑
i=1

si
∫ δ(~r ′−~rj−~ri)

|~r−~r ′| d3~r ′ =

= e
4πε◦

n∑
i=1

si
1

|~r−~rj−~ri| ,

(2.55)

y el campo eléctrico corresponde a menos el gradiente de esta expresión. Si imaginamos
que los electrones están en constante movimiento y que el arreglo particular de éstos en un
instante de tiempo en las diferentes moléculas que forman un material es diferente, queda
claro que nos debemos de ocupar del campo eléctrico promedio. Este se puede entender como
un promedio configuracional o promedio de ensamble para un arreglo de moléculas.

Este último lo entenderemos como el campo promedio entre todas las configuraciones
posibles de las cargas puntuales. Podemos definir una densidad de probabilidad de encontrar
de encontrar a la part́ıcula de carga i en ~ri como gi(~ri), Entonces,

〈φi(~r)〉 =
sie

4πε◦

∫
gi(~ri)

|~r − ~rj − ~ri|
d3~ri. (2.56)

Si el punto de observación ~r esta lejos de la molécula comparado con sus dimensiones
interiores podemos expandir

1

|~r − ~rj − ~ri|
≈ 1

|~r − ~rj|
+ ~ri · ∇j

1

|~r − ~rj|
, (2.57)

donde nos quedamos con los dos primeros términos de una expansión multipolar. Entonces
la expresión 2.56 queda como

〈φi(~r)〉 =
si

4πε◦

[
e

|~r − ~rj|
+ ~pi · ∇j

1

|~r − ~rj|

]
, (2.58)

donde usamos ∫
gi(~ri)d

3~ri = 1, (2.59)

para toda i y definimos

~pi = e

∫
~rig(~ri)d

3~ri. (2.60)

El potencial eléctrico promedio debido a la molécula j-ésima, es la suma del potencial
debido a todas las part́ıculas de carga que la conforman,
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〈φj〉 =
n∑
i=1

〈φi(~r)〉 =
1

4πε◦

[
qj

|~r − ~rj|
+ ~pj · ∇j

1

|~r − ~rj|

]
, (2.61)

donde

qj = (np − ne)e. (2.62)

que corresponde a la carga neta de la molécula (np es el número de protones y ne el número
de electrones), y

~Pj =
n∑
i=1

~pi = e

n∑
i=1

si

∫
~rigi(~ri)d

3~ri. (2.63)

El campo eléctrico promedio debido a la molécula esta dado por

〈 ~Ej〉 = −∇〈φj〉 = − 1

4πε◦
∇
[

qj
|~r − ~rj|

+ ~pj · ∇j
1

|~r − ~rj|

]
(2.64)

2.3. Teoŕıa de Mie

Las propiedades de la luz esparcida por part́ıculas pequeñas ha sido un tema de estudio
por parte de muchos investigadores desde principios del siglo pasado. A partir de las ecuacio-
nes de Maxwell, se han desarrollado diferentes teoŕıas o métodos, para determinados casos
particulares. Por ejemplo, si la longitud de onda de la luz incidente es mucho menor que
el radio de la part́ıcula (λ � a◦), la luz esparcida puede ser descrita mediante métodos de
la óptica geométrica. Por el contrario, cuando el tamaño de la part́ıcula es del orden de la
longitud de onda incidente, se hace uso de la teoŕıa de Mie para describir el campo esparcido
por ésta. Aśı pues, en el año de 1908 se desarrolló una teoŕıa que permitió caracterizar los
fenómenos de esparcimiento producidos por una part́ıcula esférica, isótropa y homogénea
cuando en ella incide una onda plana homogénea.

El método de calculo empleado en esta teoŕıa, se basa en la descomposición de las ondas
electromagnéticas incidentes dentro y fuera de la esfera esparcidora en ondas esféricas en
términos de las funciones armónicas acorde a las condiciones de frontera de la part́ıcula. El
campo total esparcido, en campo lejano, se obtiene sumando las ondas parciales esféricas,
de donde se consiguen dos soluciones independientes, en función de la excitación paralela o
perpendicular del campo incidente.

En la figura 2.1 se muestra el campo esparcido ~Es en un punto del espacio ~r, en función
del campo incidente ~Ei, respecto a un sistema de coordenadas esféricas. Donde la part́ıcula
se encuentra en el origen y la onda incidente plana se propaga en la dirección del eje z, con
una polarización lineal respecto al plano XY . Los ángulos de esparcimiento θ y φ, y sus
vectores unitarios êθ y êφ se definen respecto al plano formado por el vector que contiene la
dirección de propagación y por el vector que contiene la dirección de polarización de la onda
incidente. En términos de este sistema de coordenadas, el coeficiente de esparcimiento en
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Figura 2.1: Coordenadas utilizadas en la teoŕıa de Mie respecto al plano de esparcimiento.

campo lejano en la dirección determinada por los ángulos θ y φ, para el caso de luz incidente
polarizada linealmente, es

σ(θ, φ) = S1(θ) sin(φ)êφ + S2(θ) cos(φ)êθ, (2.65)

La radiación dispersada obtenida por Mie, se separa en dos componentes, una perpendi-
cular y otra paralela al plano de esparcimiento, definido por el vector de propagación y la
dirección de esparcimiento, denominadas funciones o coeficientes complejos de esparcimiento
S1(θ) o E⊥(θ), y S2(θ) o E‖(θ), respectivamente. La relación entre las componentes perpen-
diculares y paralelas, del campo esparcido (E⊥s y E‖s) y del campo incidente (E‖i y E⊥i)
es (

E‖s
E⊥s

)
=
eik(r−z)

−ikr

(
S2 0
0 S1

)(
E‖i
E⊥i

)
(2.66)

La irradiancia esparcida Is a una distancia r del centro de la part́ıcula al punto de
observación definido por los ángulos (θ, φ), en función de la intensidad incidente Ii polarizada
linealmente, se puede definir como

Is = Ii|σ(θ, φ)|2 1

k2r2
(2.67)

donde k = 2π/λ es el número de onda. Por otra parte, las intensidades dispersadas de las
componentes perpendiculares y paralelas al plano de esparcimiento son

I‖s = Ii
I1

k2r2
(2.68)
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I⊥s = Ii
I2

k2r2
(2.69)

donde I1 y I2 son las llamadas funciones de intensidad esparcidas asociadas a las compo-
nentes perpendicular y paralela respectivamente

I1 = |S1(θ)|2 (2.70)

I2 = |S2(θ)|2 (2.71)

Las funciones o coeficientes complejos de esparcimiento S1(θ) y S2(θ) asociadas a las
componentes perpendiculares y paralelas respectivamente, se definen como

S1 =
∞∑
n=1

2n+ 1

n(n+ 1)
(anπn + bnτn) (2.72)

S2 =
∞∑
n=1

2n+ 1

n(n+ 1)
(anτn + bnπn) (2.73)

Estas dos expresiones se pueden determinar con el programa mostrado en el apéndice
A.1. Las funciones πn y τn corresponden a las funciones angulares de Mie que describen la
dependencia angular de la luz radiada en la dirección del ángulo de esparcimiento θ, donde
P 1
n son los polinomios de Legendre

πn =
P 1
n

sin(θ)
(2.74)

τn =
dP 1

n

dθ
(2.75)

cuyas funciones de recurrencia son

πn =
2n− 1

n− 1
µπn−1 −

n

n− 1
πn−2 (2.76)

τn = nµπn − (n+ 1)πn−1 donde µ = cos(θ) (2.77)

Empezando con π0 = 0 y τ1 = 1. Por otra parte, πn y τn son alternativamente las funciones
pares e impares de µ. Las términos an y bn corresponden a las amplitudes complejas de las
ondas parciales del campo esparcido 2

an =
mψn(mx)ψ

′
n(x)− ψn(x)ψ

′
n(mx)

mψn(mx)ξ′n(x)− ξn(x)ψ′n(mx)
(2.78)

2El śımbolo ′ indica la derivada de la función de Riccati-Bessel en las expresiones 2.78 y 2.79. Estos
coeficientes se pueden determinar con el algoritmo mostrado en el apartado A.2 y las funciones de recurrencia
se calculan con el programa mostrado en la sección A.3.
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bn =
ψn(mx)ψ

′
n(x)−mψn(x)ψ

′
n(mx)

ψn(mx)ξ′n(x)−mξn(x)ψ′n(mx)
(2.79)

dondem es el ı́ndice de refracción relativo, cociente entre el ı́ndice de refracción de la part́ıcula
np y el medio de propagación nm, x es el parámetro de tamaño de la part́ıcula, caracterizado
por el radio de ésta a◦. normalizado respecto a la longitud de onda del campo incidente
en el medio λm. ψn y ξn son las funciones de Riccati-Bessel de primera y tercera especie
respectivamente.

2.3.1. Índice de refracción relativo y parámetro de tamaño

El ı́ndice de refracción relativo y el parámetro de tamaño están dados por

m =
np
nm

(2.80)

x =
2πnma◦
λm

(2.81)

El número mı́nimo n de la descomposición del campo incidente en ondas esféricas, para
la convergencia de las series infinitas de las expresiones 2.72 y 2.73, dependerá del valor de
tamaño normalizado de la part́ıcula x, véase el apéndice A. Podemos concluir que la teoŕıa
de Mie nos permite calcular el esparcimiento de una part́ıcula independientemente de su
tamaño normalizado x, y la intensidad esparcida, I‖s, I⊥s, dependerá entonces del tamaño
normalizado de la part́ıcula x, del ı́ndice de refracción relativo de la part́ıcula respecto al
medio m, la intensidad de la onda incidente Ii y del ángulo de esparcimiento θ.

Cabe señalar que la intensidad esparcida en función del parámetro de tamaño x, se puede
clasificar en tres tipos de zonas, la primera corresponde al caso en el que la part́ıcula sea
muy pequeña x � 1, conocida como la zona de esparcimiento de Rayleigh o esparcimiento
molecular. En esta zona generalmente para cualquier ángulo de esparcimiento θ, la intensidad
es proporcional a la sexta potencia de x (Is ∼ x6). Aplicable principalmente para moléculas
o pequeños gránulos de polvo. Por otra parte, si se tiene que x � 1 (gotas de agua), el
tamaño de la part́ıcula es mucho mayor que la longitud de onda y la enerǵıa esparcida se
puede determinar aplicando las leyes de la óptica geométrica, en este caso la intensidad
será proporcional al cuadrado de x, (Is ∼ x2). Finalmente para el caso intermedio, esto es
cuando x ∼ 1, el tamaño de part́ıcula es comparable a la longitud de onda (polvo, polen,
humo), a esta zona se le denomina zona de esparcimiento de Mie. Resumiendo, cuando
una onda incide sobre una part́ıcula esférica, parte de la onda incidente será reflejada y
difractada, y parte refractada dentro de la part́ıcula. A partir de aqúı, empieza a generarse
un proceso continuo e infinito, de refracciones y reflexiones dentro y fuera de la part́ıcula,
incluyendo además las ondas de superficie. De esta manera, en función de los fenómenos de
esparcimiento, tendremos un esparcimiento para cada caso en particular (tamaño x, ı́ndice
de refracción m y ángulo de esparcimiento θ).

Como un ejemplo del esparcimiento en función del ángulo para una esfera, elegimos una
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Figura 2.2: Esparcimiento por una esfera con x = 3 y m = 1.33 + 10−8i.

gota de agua con un parámetro de tamaño x = 3 iluminada por un haz de luz con una longitud
de onda λ = 0.55µm. A esta longitud de onda el ı́ndice de refracción del agua es complejo
1.33 + 10−8i. El resultado del calculo de computo usando el programa del apéndice A, se
muestra en la figura 2.2, donde se gráfica los logaritmos correspondientes a las intensidades
esparcidas asociadas a las componentes perpendicular y paralela respectivamente en función
del ángulo de esparcimiento θ de 0◦ a 180◦.
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Caṕıtulo 3

Modelo teórico

Ya con los fundamentos y antecedentes teóricos descritos previamente en el capitulo 2,
contamos entonces con las bases teóricas necesarias para entender la segunda parte del desa-
rrollo teórico presentado en este trabajo de investigación la cual se discute dentro de este
caṕıtulo. El propósito de éste, es la de exteriorizar los dos modelos teóricos que nos permitan
determinar los coeficientes de reflexión y transmisión de luz coherente para una monocapa
de part́ıculas monodispersas y para una monocapa de part́ıculas polidispersas; tomando en
consideración, además, que este par de monocapas se depositaron sobre la superficie de un
sustrato plano y están inmersas en un medio (aire en este caso). El presente caṕıtulo se
divide en cuatro secciones principales, en la primera de ellas se describe, como un repaso,
los coeficientes de reflexión y transmisión de Fresnel para dos interfases y para una capa
de material con espesor d. La siguiente sección contempla la descripción del primer modelo
teórico para el caso de una monocapa de part́ıculas monodispersas, seguido de su extensión
a monocapas de part́ıculas polidispersas. Finalmente en la última sección, con la teoŕıa de
múltiple reflexiones se deducen los coeficientes de reflexión y transmisión para una mono-
capa, de part́ıculas monodispersas o polidispersas, depositada sobre un sustrato plano, de
donde se obtienen, además, las expresiones de reflectancia-R y transmitancia-T para este
par de modelos para un sistema: Aire-Monocapa-Sustrato-Aire. Las fórmulas finales de
ambos modelos son relativamente simples, haciendo que sean convenientes para su uso en
aplicaciones. Las notas que se presentan en este caṕıtulo fueron tomadas de las siguientes
referencias, [36], [37], [38], [39] y del art́ıculo Ref. [1].

3.1. Reflexión y transmisión de ondas planas

En este apartado consideraremos la reflexión y transmisión de una interfase plana simple
y posteriormente, consideraremos la reflexión y transmisión de una capa de material con
espesor finito. Para ambos casos consideraremos que el medio de incidencia no tiene pérdidas,
es decir, el ı́ndice de refracción es real. Se supondrá además, que tanto la permitividad
eléctrica como la permeabilidad magnética son diferentes del vaćıo para los diferentes medios.
Al final podemos hacer la permeabilidad magnética relativa de todos los medios igual a uno
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y obtener aśı las expresiones usadas en óptica. Las ecuaciones enunciadas en la sección 2.1,
nos permiten deducir las ecuaciones de Maxwell particulares para la reflexión y transmisión
de ondas planas al incidir sobre una superficie plana entre dos medios isotrópicos y lineales.
Para ello suponemos que no hay corrientes externas y que las corrientes inducidas vienen
de la polarización, magnetización del medio y de corrientes a través de la conductividad del
medio, aśı que

~J = ~Jind = σ ~E +
∂ ~P

∂t
+∇× ~M (3.1)

Ahora si las ondas incidentes son campos monocromáticos con dependencia e−iwt, las
derivadas parciales temporales se reemplazan por un factor de −iw, por lo que la ley de
Ampere-Maxwell, 2.4, y sustituyendo 3.1 en ésta, se puede escribir como,

∇× ~B(~r, w) = µ◦

[
σ ~E(~r, w)− iw ~P (~r, w) +∇× ~M(~r, w)

]
− iwε◦µ◦ ~E(~r, w). (3.2)

Pero el campo magnético es,

~B = µ◦( ~H + ~M), (3.3)

y la suceptibilidad magnética χh(w) está dada por la expresión,

~M = µ◦χh(w) ~H, (3.4)

donde la polarizabilidad es,

~P (~r, w) = ε◦χe(w) ~E(~r, w). (3.5)

Sustituyendo 3.3, 3.4 y 3.5 en la expresión 3.2, esta ecuación se puede reducir a,

∇× ~H(~r, w) = (σ − iwε◦χe(w)− iwε◦) ~E(~r, w), (3.6)

factorizando −iwε◦ de la expresión anterior, podemos reescribirla como,

∇× ~H(~r, w) = −iwε◦
(

1 + χe + i
σ

wε◦

)
~E(~r, w). (3.7)

Si la permitividad eléctrica relativa del medio la definimos como,

εr = 1 + χe + i
σ

wε◦
, (3.8)

entonces sustituyendo 3.8 en 3.7, se reduce la expresión a,

∇× ~H(~r, w) = −iwε◦εr ~E(~r, w) = −iwε ~E(~r, w), (3.9)

donde ε = ε◦εr es la permitividad eléctrica del medio. Por otro lado, de la expresión 3.3 y
3.4, vemos que,
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~B = µ◦( ~H + ~M) = µ◦[ ~H(~r, w) + µ◦χh(w) ~H(~r, w)] =

= µ◦[1 + µ◦χh(w)] ~H(~r, w) = µ◦µr ~H(~r, w) = µ ~H(~r, w),
(3.10)

donde µ = µ◦[1 + µ◦χh(w)] = µ◦µr es la permeabilidad magnética del medio, siendo µr =
1+µ◦χh(w), la permeabilidad magnética relativa del medio. Sustituyendo 3.10 en la expresión
2.2, tenemos que,

∇ · ~B(~r, w) = ∇ · µ ~H(~r, w) = 0. (3.11)

De igual manera, sustituyendo 3.10 en la ley de inducción de Faraday 2.3, se tiene,1

∇× ~E(~r, w) = iw ~B(~r, w) = iwµ ~H(~r, w). (3.12)

Por otra parte, la ecuación de continuidad de la carga a frecuencia w la podemos escribir
como,

∇ · ~J = ∇ ·
[
σ ~E(~r, w)− iw ~P (~r, w) +∇× ~M(~r, w)

]
= iwρ. (3.13)

Pero la divergencia de un rotacional es cero, además sustituyendo 3.5 en la expresión
3.13, y despejando la densidad de carga, obtenemos lo siguiente,

ρ = ∇ ·
( σ
iw
− ε◦χe

)
~E(~r, w). (3.14)

Pero de la expresión 2.1, y sustituyendo en ésta la densidad de carga 3.14, tenemos lo
siguiente,

∇ · ~E(~r, w) =
ρ

ε◦
=

1

ε◦
∇ ·
( σ
iw
− ε◦χe

)
~E(~r, w), (3.15)

finalmente la expresión anterior la podemos reescribir como,

∇ · ε◦
(

1 + χe +
iσ

wε◦

)
~E(~r, w) = ∇ · ε◦εr ~E(~r, w) = ∇ · ε ~E(~r, w) = 0, (3.16)

donde se ha utilizado la expresión 3.8 para esta última. En resumen, las ecuaciones de
Maxwell para una onda plana incidente en una interfaz plana, en ausencia de densidad de
carga y corriente externa son las expresiones 3.9, 3.11, 3.12 y 3.16.

Las ecuaciones de Maxwell, 3.9, 3.11, 3.12 y 3.16, definidas anteriormente sólo se aplican
para regiones en el espacio dentro de los cuales las propiedades f́ısicas del medio son continuas.
Pero en la óptica existen situaciones en las cuales las propiedades cambian abruptamente
a través de una o más superficies. Para ello es necesario, entonces, derivar las relaciones
que describan la transición a través de una superficie discontinua. Consideremos una capa
delgada T , que sustituya a nuestra superficie discontinua, dentro de la cual ε y µ vaŕıen
abruptamente sus valores, pero de manera continua cerca de T (de un lado y de otro), ver

1Recordemos que al tener una onda monocromática, la derivadas parciales de tiempo se sustituyen por
un factor de −iw.
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Figura 3.1: Derivación de las condiciones de frontera para las componentes normales del
campo magnético y del campo eléctrico.

figura 3.1. Además, se construye un pequeño cilindro que atraviesa la capa delgada T , cuyas
áreas δA1 y δA2 están en la parte superior e inferior de ésta. Ya que ~B y sus derivadas pueden
ser asumidas como funciones continuas a través de la superficie ciĺındrica, podemos aplicar
el teorema de Gauss de la divergencia de ~B a través del volumen del cilindro y obtener,∫

∇ · ~BdV =

∫
~B · n̂dS = 0, (3.17)

donde la segunda integral es tomada de la superficie del cilindro, y n̂ es el vector unitario
normal a esta.

Ya que δA1 y δA2 son muy pequeñas, entonces ~B se considera constante de ambos lados
de la capa delgada sobre estas superficies, por lo que la integral, 3.17, puede ser reemplazada
por,

~B(1) · n̂1δA1 + ~B(2) · n̂2δA2 + contribuciones de las paredes = 0. (3.18)

De la figura 3.1, si la altura, δh, tiende a cero, entonces las contribuciones del campo
magnético en las paredes se hacen cero, además las áreas de las tapas del cilindro tienen la
misma superficie, entonces δA1 = δA2 = δA; aśı la expresión 3.18 se reduce a,

[ ~B(1) · n̂1 + ~B(2) · n̂2]δA = 0, (3.19)

pero n̂1 = −n̂2 = n̂12, simplificado la expresión anterior tenemos finalmente,

n̂12 · [ ~B(2) − ~B(1)] = 0, (3.20)

es decir, la componente normal del campo magnético es continua a través de la superficie
discontinua.

El campo eléctrico pude ser tratado de manera similar, al aplicar el teorema de Gauss
para el campo eléctrico, 3.16, tenemos,∫

∇ · ~EdV =

∫
~E · n̂dS =

1

ε

∫
ρdV. (3.21)
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Figura 3.2: Derivación de las condiciones de frontera para las componentes tangenciales del
campo magnético y del campo eléctrico.

Dado que las áreas δA1 y δA2 son muy pequeñas y próximas entre si (pues δh → 0), la
carga total permanece finita, por lo que la densidad de carga volumétrica llega a ser infinita,
en otras palabras se tiene que

ĺım
δh→0

∫
ρdV =

∫
ρ̂dA, (3.22)

sustituyendo 3.22 en la expresión 3.21, y simplificando ésta se obtiene lo siguiente,

~E(1) · n̂1δA1 + ~E(2) · n̂2δA2 =
1

ε
ρ̂ δA, (3.23)

pero n̂1 = −n̂2 = n̂12, simplificado la expresión anterior tenemos finalmente,

n̂12 · [ ~E(2) − ~E(1)] = ρ̂/ε, (3.24)

es decir, en presencia de carga superficial sobre la capa delgada, la componente normal del
campo eléctrico cambia abruptamente a través de la superficie, por una cantidad igual a ρ̂/ε.

Respecto a las componentes tangenciales, consideremos una curva rectangular con lados
paralelos y perpendiculares a una capa delgada T , que sustituye a nuestra superficie discon-
tinua, como se muestra en la Fig. 3.2. Sea b̂ un vector unitario perpendicular al plano del
rectángulo. Al aplicar el teorema de Stokes a la ley de inducción de Faraday (3.12), tenemos
la siguiente expresión, ∫

∇× ~E · b̂dS =

∫
~E · d~l = iwµ

∫
~H · b̂dS. (3.25)

De la figura 3.2, si las longitudes P1Q1 = δs1 y P2Q2 = δs2 son pequeñas, el campo
eléctrico ~E puede ser reemplazado por valores constantes ~E(1) y ~E(2) a lo largo de estos
segmentos. Por otra parte, dS = δl δh, y en efecto, cuando δh → 0, la tercera integral de
3.25 se hace cero, además δs1 = δs2 = δs es el elemento de ĺınea que intersecta al la superficie
cuando la altura del rectángulo tiende a cero. Por lo que tenemos finalmente,
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Figura 3.3: Geometŕıa espećıfica para la deducción de los coeficientes de reflexión y trans-
misión de Fresnel para una interfase plana simple.

~E(1) · t̂1δs1 + ~E(2) · t̂2δs2 = [ ~E(1) · t̂1 + ~E(2) · t̂2]δs = 0. (3.26)

Si t̂ es el vector tangente unitario a lo largo de la superficie, entonces (véase figura 3.2 )
t̂1 = −t̂ = −b̂× n̂12, t2 = t̂ = b̂× n12, sustituyendo esto en 3.26 obtenemos,

b̂ · [n̂12 × ( ~E(2) − ~E(1))] = 0. (3.27)

Ya que la orientación del rectángulo y consecuentemente el vector unitario b̂ son arbitra-
rios, se sigue que,

n̂12 × [ ~E(2) − ~E(1)] = 0, (3.28)

es decir, la componente tangencial del campo eléctrico es continuo a través de la superficie.
Finalmente, para la componente tangencial del vector magnético ~H, aplicando el mismo

procedimiento anterior se tiene que,

n̂12 × [ ~H(2) − ~H(1)] = µĵ (3.29)

La expresión 3.29 menciona que la presencia de una densidad de corriente superficial ĵ,
origina cambios abruptos del campo magnético ~H.

Abordando el tema de los coeficientes de reflexión y transmisión de Fresnel para una
interfase plana, consideremos una onda viajando en el plano Y Z, como se muestra en la
figura 3.3, y supongamos que ésta incide sobre una interfase en (z = z1) a un ángulo de θi
(respecto a la normal). El vector del campo eléctrico incidente está dado como,

~Ei = E◦e
ikiyy+ikizz êi, (3.30)

el vector de onda tiene componentes kiy = k1 sin θi, k
i
z = k1 cos θi, donde k1 = n1k◦, con n =

(ε)1/2. Es claro que la onda eléctrica incidente es acompañada por una onda electromagnética
dada por,
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~H i = H◦e
ikiyy+ikizzĥi. (3.31)

De donde se puede constatar que êi× ĥi = k̂i y H◦ =
√
ε1/µ1E◦. Las ecuaciones de onda

dadas por 3.30 y 3.31 satisfacen la ecuación de Helmholtz en el medio 1, pero no la satisfacen
en el medio 2. Por lo tanto, no podemos extender la onda (1) y (2) en el interior del medio
(2), pues ésta no satisface la ecuación de Helmholtz en dicho medio. Por lo que, debemos
suponer una onda transmitida en el medio dos distinta a la onda incidente. No es dif́ıcil
darse cuenta que entonces debemos suponer una onda reflejada en el medio 1 de manera
que se puedan satisfacer las condiciones a la frontera en la interfase. Los campos reflejado y
transmitido deben a su vez ser ondas planas para poder satisfacer las condiciones de frontera
todo a lo largo de la interfase. Tenemos:

~Er = rE◦e
ikryy−ikrzz êr, (3.32)

~Et = tE◦e
iktyy+iktzz êt. (3.33)

Trabajaremos el caso de polarización TE asumiendo que tanto la permitividad eléctrica
como la permeabilidad magnética son diferentes en ambos medios. Una vez teniendo este
resultado es fácil obtener el otro por simetŕıa en las ecuaciones. En nuestra geometŕıa, ver
figura 3.3, el vector eléctrico es en dirección êi = êr = êt = êx, por lo que las expresiones
3.30, 3.32 y 3.33 se pueden reescribir como

~Ei = E◦e
ikiyy+ikizz êx, (3.34)

~Er = rE◦e
ikryy−ikrzz êx, (3.35)

~Et = tE◦e
iktyy+iktzz êx. (3.36)

De estas expresiones es necesario deducir los coeficientes r y t. Para ello aplicamos las
condiciones a la frontera Exps. 3.28 y 3.20. Para satisfacer estas expresiones a lo largo
de la interfase y todo momento del tiempo es necesario que los campos tengan la misma
dependencia sobre las variables x y y; esto implica: kiy = kry = kty. Aśı pues, de la primera

condición, 3.28, obtenemos ( ~Ei + ~Er)z=z1 = ( ~Et)z=z1 , expresión que se reduce a,

1 + re−2ikizz1 = t. (3.37)

Para aplicar la segunda condición a la frontera, calculamos la componente tangencial de
~H, es decir, Hy en términos del campo eléctrico usando la tercera ecuación de Maxwell 3.12,

∇× ~E = −µ∂ ~H
∂t

= iwµ ~H. De donde se obtiene

Hy =
i

wµ

∂Ex
∂z

. (3.38)
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Dado que Hy es continua a través de la interfase (y ω es igual de ambos lados de la
interfase), tenemos que (

1

µ

∂Ex
∂z

)
z=z−1

=

(
1

µ

∂Ex
∂z

)
z=z+1

. (3.39)

Aplicando esta ecuación a 3.34, 3.35, y 3.36, se obtiene

kiz
µ1

− r k
i
z

µ1

e−2ikizz1 = t
ktz
µ2

. (3.40)

Resolviendo el sistema de ecuaciones 3.37 y 3.40 obtenemos

re−2ikizz1 =
µ2k

i
z − µ1k

t
z

µ2kiz + µ1ktz
(3.41)

t =
2µ2k

i
z

µ2kiz + µ1ktz
(3.42)

Estos son los coeficientes de reflexión y transmisión de Fresnel para la polarización TE.
El factor de fase que aparece en nuestro resultado, Exp. 3.41, generalmente no aparece en el
coeficiente de reflexión de Fresnel en la mayoŕıa de los textos. Generalmente se supone que
el origen de coordenadas esta en la interfase, es decir, z1 = 0, lo que haŕıa que el factor de
fase e−2ikizz1 = 1. Finalmente los coeficientes de reflexión y transmisión para una interfase
plana simple para la polarización TE, en z1 = 0, son respectivamente

rTE12 =
µ2k

i
z − µ1k

t
z

µ2kiz + µ1ktz
, (3.43)

y

tTE12 =
2µ2k

i
z

µ2kiz + µ1ktz
. (3.44)

Para obtener los resultados con polarización TM , podŕıamos repetir toda el álgebra hecha
hasta ahora, pero ahora trabajando con el vector magnético ~H, el cual en este caso tiene sólo
componente en la dirección x. Para aplicar la condición a la frontera sobre la continuidad
de la componente tangencial del campo eléctrico 3.20, usaŕıamos la primera ecuación de
Maxwell, 3.9, ∇× ~H(~r, w) = −iwε ~E(~r, w). Lo cual nos daŕıa la condición a la frontera,(

1

ε

∂Hx

∂z

)
z=z−1

=

(
1

ε

∂Hx

∂z

)
z=z+1

(3.45)

No es dif́ıcil darse cuenta que toda el álgebra es la misma pero intercambiando Ex por
−Hx y εn por µn (n=1 o 2). En este caso encontramos el coeficiente de reflexión y transmisión
para el campo magnético. El coeficiente de reflexión para el campo magnético y para el campo
eléctrico es el mismo porque que la relación entre la amplitud de la onda eléctrica y magnética
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es la misma para la onda incidente y reflejada ya que están en el mismo medio. Su expresión
es

rTM12 =
ε2k

i
z − ε1k

t
z

ε2kiz + ε1ktz
(3.46)

No es el caso para el coeficiente de transmisión. Generalmente el coeficiente de transmi-
sión lo referimos al campo eléctrico y tenemos que tomar en cuenta que la relación entre
la magnitud del campo magnético y el campo eléctrico en una onda plana es distinto en
diferentes medios. En general tenemos: E◦ = (µ/ε)1/2H◦. De manera que tenemos que,

tE =
Et
E◦

=

[(
µ1
ε1

)1/2

Ht

]
[(

µ2
ε2

)1/2

H◦

] =

(
µ1ε2

µ2ε1

)1/2

tH

es decir,

tTME12
=

√
µ1ε2

µ2ε1

tMH =

√
µ1ε2

µ2ε1

2ε2k
i
z

ε2kiz + ε1ktz
(3.47)

donde los coeficientes dan la relación entre la amplitud de la onda eléctrica reflejada y
transmitida a la amplitud de la onda eléctrica incidente y,

ktz = k◦

√
ε2µ2 − ε1 sin2 θi y kiz = k◦n1 cos θi (3.48)

En caso de que el medio 2 sea conductor usamos

ε2 → ε2 + i
σ

ε◦w

Consideremos una onda eléctrica viajando en el plano Y Z, como se muestra en la figura
3.4, y supongamos que ésta incide sobre un material de espesor d en (z = z1) a un ángulo
de θi (respecto a la normal). El vector del campo eléctrico incidente está dado como,

~Ei = E◦e
ikiyy+ikizz êi, (3.49)

y el vector del campo magnético incidente es,

~H i = H◦e
ikiyy+ikizzĥi. (3.50)

donde êi×ĥi = k̂i y H◦ =
√
ε1/µ1E◦. Los campos en los medios 1, 2 y 3 satisfacen la ecuación

de Helmholtz correspondiente a las constantes del medio. Pero no podemos extender el campo
incidente en el interior del medio 2 y 3, pues éste no satisface la ecuación de Helmholtz en
dichos medios. Dado que no hay dependencia en x en el campo incidente, no la puede haber
en los otros campos. Nuevamente consideraremos el caso de polarización TE en detalle y
sólo daremos el resultado final para la polarización TM . Podemos postular los siguientes
campos eléctricos en los tres medios,
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Figura 3.4: Geometŕıa espećıfica para la deducción de los coeficientes de reflexión y trans-
misión de Fresnel para una capa de material de espesor d.

~Ei = E◦e
ik

(1)
y y+ik

(1)
z z êx, (3.51)

~Er = rE◦e
ik

(1)
y y−ik(1)z z êx, (3.52)

~Ea = aE◦e
ik

(2)
y y+ik

(2)
z z êx, (3.53)

~Eb = bE◦e
ik

(2)
y y−ik(2)z z êx, (3.54)

~Et = tE◦e
iktyy+iktzz êx. (3.55)

~Ei y ~Er son el campo incidente y reflejado y al igual que antes se encuentran en el medio
1. ~Ea y ~Eb son los campos en el interior de la capa de material (medio 2). La fase de ~Ea

viaja en la dirección +z, y la fase de ~Eb en dirección −z. ~Et es el campo transmitido al
medio 3. Los coeficientes de amplitud relativa al campo incidente, r, a, b, y t, son constantes
a determinar como función del ángulo de incidencia y las constantes de los medios r y t son
los coeficientes de reflexión y transmisión que queremos resolver.

Debemos de aplicar las condiciones a la frontera en z = z1 y en z2 = z1 + d. Las
componentes tangenciales de los campos eléctrico y magnético son continuas a través de las
dos interfases. Nuevamente, para que se satisfagan las condiciones de frontera a lo largo de
todas las interfases, requerimos que la dependencia en el plano XY sea la misma para todos
los campos. Por lo tanto, k

(1)
y = k

(2)
y = k

(3)
y . Por otra parte, la continuidad de la componente

tangencial del campo eléctrico da,

(Ei
x + Er

x)z=z1 = (Ea
x + Eb

x)z=z1 , (3.56)
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(Ea
x + Eb

x)z=z1 = (Et
x)z=z2 , (3.57)

ya que todo el campo eléctrico es tangencial (en dirección x). La continuidad de la
componente tangencial del campo magnético resulta en que el producto 1

µ
∂Ex
∂z

, es continúo a
través de las dos interfases; entonces,

1

µ1

(
∂Ei

x

∂z
+
∂Er

x

∂z

)
z=z1

=
1

µ2

(
∂Ea

x

∂z
+
∂Eb

x

∂z

)
z=z1

(3.58)

1

µ2

(
∂Ea

x

∂z
+
∂Eb

x

∂z

)
z=z1+d

=
1

µ3

(
∂Et

x

∂z

)
z=z1+d

(3.59)

Sustituyendo las Exps. 3.52-3.55 en las Exps. 3.56-3.59, obtenemos

eikz1z1 + re−ikz1z1 = aeikz2z1 + be−ikz2z1 (3.60)

aeikz2(z1+d) + be−ikz2(z1+d) = teikz3(z1+d) (3.61)

kz1
µ1

[
re−ikz1z1 − eikz1z1

]
=
kz2
µ2

[
be−ikz2z1 − aeikz2z1

]
(3.62)

kz2
µ2

[
be−ikz2(z1+d) − aeikz2(z1+d)

]
= −kz3

µ3

teikz3(z1+d) (3.63)

Podemos resolver el sistema de ecuaciones 3.60-3.63 sin mucha dificultad por simple
substitución de una ecuación en otra. De donde se obtiene,

r = e2ikz1z1
r12 + r23e

2ikz2d

1 + r12r23e2ikz2d
. (3.64)

Esta expresión es el coeficiente de reflexión compuesto para la capa de espesor d para un
campo con polarización TE. El factor de fase puede ser omitido, si el origen del sistema se
establece en z = z1. De esta expresión,

r12 =

(
µ2kz1 − µ1kz2
µ2kz1 + µ1kz2

)
,

r23 =

(
µ3kz2 − µ2kz3
µ3kz2 + µ2kz3

)
.

Estas dos últimas expresiones corresponden a los coeficientes de reflexión de Fresnel en
polarización TE para las interfases 1-2 y 2-3, respectivamente. De la igual forma con este
sistema de ecuaciones 3.60-3.63, obtenemos el coeficiente de transmisión compuesto para la
capa de espesor d, dado por
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t =

[
(1 + r23)(1 + re−2ikz1z1)

1 + r23e2ikz2d

]
ei(kz1−kz3)z1ei(kz2−kz3)d (3.65)

donde r12 y r13 están dados arriba como los coeficientes de reflexión de Fresnel de las interfaces
1-2 y 2-3 respectivamente, ambos para la polarización TE. Además, kz1 = k◦n1 cos θi, kz2 =
k◦
√
ε2µ2 − ε1 sin2 θi, y kz3 = k◦

√
ε3µ3 − ε1 sin2 θi. Para la polarización TM se pueden seguir

los mismos pasos pero trabajando con la onda magnética, ya que en esta polarización el
vector magnético sólo tiene componente en x. Aśı obtenemos los mismos resultados salvo
que los coeficientes de reflexión r12 y r23 corresponden a la polarización TM , al igual que con
el coeficiente de transmisión para la onda magnética, tTMH . Si deseamos obtener la reflectancia
R para este par de sistemas con polarización TE, basta con sustituir el coeficiente de reflexión
en la siguiente expresión,

RTE = |rTEE |2, (3.66)

y la transmitancia del sistema, para polarización TE es,

T TE = |tTEE |2
µ1

kiz
Re

(
ktz
µt

)
. (3.67)

Para el caso en que se trabaje con polarización TM , la reflectancia y transmitancia
respectiva es,

RTM = |rTMH |2, (3.68)

y

T TM = |tTMH |2
ε1

kiz
Re

(
ktz
εt

)
. (3.69)

3.2. Modelo teórico para los coeficientes de reflexión

y transmisión de una monocapa de part́ıculas mo-

nodispersas soportadas por una interfase plana

En esta sección describiremos las expresiones de forma cerrada para los coeficientes de
reflexión y transmisión coherentes de una onda plana electromagnética monocromática inci-
diendo sobre un arreglo, en dos dimensiones, de part́ıculas esféricas con posiciones aleatorias
depositadas en un sustrato plano e inmersas en un medio. La deducción de este modelo se
omitirá para este trabajo, pero en el siguiente art́ıculo [1], se puede hallar la demostración
de este modelo teórico, cuyo calculo se basa en la aproximación cuasi-critalina (QCA). En la
figura 3.5, se muestra el “esquema” de una monocapa de part́ıculas monodispersas de ı́ndi-
ce de refracción np montadas sobre una superficie plana, de donde un haz monocromático
se hace incidir a un ángulo θi en una superficie plana entre el medio 1 y 2 con ı́ndices de
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Figura 3.5: Ilustración de una monocapa montada sobre una superficie plana, en este caso las
part́ıculas están embebidas en el medio 1 con ı́ndice de refracción n1. El plano de la monocapa
se indica con la ĺınea discontinua paralela a la interfase y separada por las part́ıculas de radio
a.

refracción n1 y n2, respectivamente. Es claro, véase fig. 3.5, que las part́ıculas se encuentra
embebidas en el medio 1 y montadas sobre la superficie plana en el medio de incidencia. En
este caso el coeficiente de reflexión debido a las múltiples reflexiones de la onda coherente
entre el plano de la monocapa y la interfase plana está dado por la expresión

rm(θi) = rcoh(θi) + r12(θi)t
2
coh(θi)e

β1 +

+ rcoh(θi)r
2
12(θi)t

2
coh(θi)e

2β1+

+ r2
coh(θi)r

3
12(θi)t

2
coh(θi)e

3β1 + · · · ,

El sub́ındice m indica que se trata del caso monodisperso. La suma anterior se puede sim-
plificar a

rm(θi) = rcoh(θi) +
r12(θi)t

2
coh(θi)e

β1

1− r12(θi)rcoh(θi)eβ1
. (3.70)

Para el coeficiente de transmisión correspondiente a las múltiples transmisiones de la onda
coherente entre el plano de la monocapa y la interfase plana viene dado por la expresión

tm(θi) = tcoh(θi)t12(θi)e
β◦+

+rcoh(θi)tcoh(θi)r12(θi)t12(θi)e
β◦eβ1+

+ r2
coh(θi)tcoh(θi)r

2
12(θi)t12(θi)e

β◦e2β1 + · · · ,

Expresión que se puede simplifica a

tm(θi) =
tcoh(θi)t12(θi)e

β◦

1− r12(θi)rcoh(θi)eβ1
. (3.71)
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Figura 3.6: Ilustración de una monocapa absorbida en en el medio 2, con ı́ndice de refracción
n2. Note que, el ángulo de incidencia para el plano de la monocapa es θ2 y está relacionado
con θi por la ley de Snell entre el medio 1 y medio 2. El plano de la monocapa se indica con
la ĺınea discontinua paralela a la interfase y separada por las part́ıculas de radio a.

De las expresiones 3.70 y 3.71, tenemos que r12 es el coeficiente de reflexión de Fresnel para
la interfase entre los ı́ndices de refracción n1 y n2 evaluados a un ángulo de incidencia θi,
β1 = 2ik◦an1 cos θi, β◦ = 0.5β1, rcoh y tcoh son los coeficientes de reflexión y transmisión
coherentes de la monocapa aislada e independiente con las part́ıculas embebidas en el medio
1, sus expresiones correspondientes son

rcoh =
−αSj(π − 2θi)

1 + αS(0) + α2

4
[S2(0) − S2

j (π − 2θi)]
(3.72)

y

tcoh =
1 − α2

4
[S2(0) − S2

j (π − 2θi)]

1 + αS(0) + α2

4
[S2(0) − S2

j (π − 2θi)]
(3.73)

siendo, S(0), Sj,a(π − 2θi) los coeficientes de la matriz de esparcimiento de Mie, con j = 1
para polarización TE o, j = 2 para polarización TM (véase la Sec. 2.3), y la expresión para
α es,

α =
2Θ

x2
m cos θi

, (3.74)

Con Θ como la fracción de cubierta de las part́ıculas en la superficie del sustrato y xm =
kma = k◦n1a, es lo que llamamos parámetro de tamaño de la part́ıcula, siendo a el radio de
la part́ıcula.

Como nota adicional de este trabajo, un caso interesante es el de tener a las part́ıculas
absorbidas en el medio 2 con un ı́ndice de refracción n2, o mejor dicho incrustadas en este,
como se puede observar en la figura 3.6. De igual manera que en el caso anterior, tenemos un
haz monocromático incidiendo con un ángulo θi, pero dado que las part́ıculas se encuentran
inmersas en el medio 2, la luz se ve refractada antes de incidir en la monocapa, por lo
que el ángulo de incidencia para las part́ıculas está dada por la ley de Snell como θ2 =
sin−1[(n1/n2) sin θi]. Para este sistema el coeficiente de reflexión está dado por la expresión
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Figura 3.7: Ilustración de la vista lateral de una monocapa de part́ıculas polidispersas mon-
tadas sobre una superficie imaginaria y embebidas en el medio 1 de ı́ndice de refracción
n1.

r(θi) =
r12(θi) + rcoh(θ2)eβ2

1 + r12(θi)rcoh(θ2)eβ2
, (3.75)

donde β2 = 2ik◦an2 cos θ2 y rcoh(θ2) es el coeficiente de reflexión coherente de una monocapa
libre e independiente embebida en el medio 2, Exp. 3.72 evaluada en θ2.

3.3. Modelo teórico para los coeficientes de reflexión y

transmisión de una monocapa de part́ıculas poli-

dispersas soportadas por una interfase plana

La idea de este apartado es extender el modelo presentando previamente para el caso de
una monocapa constituida por part́ıculas polidispersas depositadas sobre un sustrato plano
y embebidas en un medio con ı́ndice de refracción n1. Cabe señalar que este modelo es un
caso general del caso monodisperso, pues en este se considera una función del tipo log-
normal para la distribución de tamaños asociado a las part́ıculas, y cuando el ancho de esta
función tiende a cero, se reduce al caso monodisperso. El objetivo principal de este caṕıtulo
es el de deducir las expresiones matemáticas correspondientes a los coeficientes de reflexión
y transmisión de luz coherente para una monocapa aleatoria de part́ıculas polidispersas
soportada por una superficie plana.

Como en el modelo previamente mencionado, vamos a considerar una monocapa indepen-
diente y aislada de part́ıculas polidispersas, para después considerar los efectos de múltiple
esparcimiento al ser depositada ésta sobre un sustrato plano. Por una monocapa independien-
te de part́ıculas se quiere decir un ensamble de part́ıculas embebidas en un medio homogéneo
de ı́ndice de refracción nm = n1, localizadas al azar sobre un plano imaginario como se mues-
tra en la figura 3.7. Nuestro análisis se restringe a part́ıculas esféricas y se asume que todas
ellas poseen el mismo ı́ndice de refracción, np. Supongamos que una onda plana incide sobre
el sistema de part́ıculas, cuya expresión viene dada por
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~Ei(~r, t) = E◦e
(i~ki·~r−iwt)êi, (3.76)

donde ~Ki = kiyây + kizâz con kiy = km sin θi, k
i
z = km cos θi y, km = 2πnm/λ, siendo λ la

longitud de onda en el vaćıo y nm el ı́ndice de refracción del medio donde se hallan depositadas
las part́ıculas, en este caso un medio homogéneo y no magnético. Los vectores âx, ây y âz
denotan los vectores unitarios a lo largo de los ejes cartesianos x, y y z, respectivamente.

Recordemos que en el caso monodisperso, para el sistema de part́ıculas, el centro de éstas
estaba alineado con un plano imaginario, usualmente se hace referencia a este plano como el
plano de la monocapa. En el caso de un sistema polidisperso, se asume que todas las part́ıculas
“tocan” un plano espećıfico, pero ya que estas part́ıculas tienen diferente tamaño (diferentes
radios), sus centros no están alineados con el plano de la monocapa. En la Fig. 3.7 se indica
el origen del sistema coordenado con una ĺınea segmentada (z = 0), que corresponde al plano
de la monocapa para este sistema. El campo esparcido por cualquiera de las part́ıculas, dicho
de otra forma por la n-ésima part́ıcula, puede ser escrito como

~Es(~r) =

∫
d3r′d3r′′

←→
G (~r, ~r ′) ·

←→
Ta (~r ′ − ~rn, ~r ′′ − ~rn) · ~Eexc

n (~r ′′), (3.77)

donde ~rn es el vector de posición de la n-ésima part́ıcula respecto a su centro, ~Eexc
n es el

campo que excita a la n-ésima part́ıcula,
←→
G (~r, ~r ′) es la diádica de la función de Green,

←→
Ta (~r ′ − ~rn, ~r ′′ − ~rn) es el operador de transición (usado en la teoŕıa de esparcimiento, Ref.
[18]). Esta última relación sirve para conectar la aproximación del medio efectivo, centrado
en el calculo de una conductividad efectiva, con la aproximación de múltiple esparcimiento.

Para una colección de N part́ıculas nosotros simplemente sumamos el campo esparcido
por todas ellas, es decir

~E(~r) = ~Ei(~r) +
N∑
n=1

∫
d3r′d3r′′

←→
G (~r, ~r ′) ·

←→
Ta (~r ′ − ~rn, ~r ′′ − ~rn) · ~Eexc

n (~r ′′). (3.78)

Los campos coherentes, reflejado y transmitido, corresponden al promedio configuracional
del campo esparcido por las part́ıculas en cualquier lado de la monocapa. Ya que en este caso
se asume que las part́ıculas poseen posiciones aleatorias y que poseen además una distribución
de tamaños, nosotros debemos tomar el promedio sobre las posiciones en las part́ıculas y sobre
su tamaño. Si suponemos que no hay correlación entre la posición y tamaño de part́ıcula
entonces podemos escribir al promedio configuracional del campo eléctrico como,

〈 ~E(~r)〉 = ~Ei(~r) +

+
∞∫
0

da ρ(a)
∫
d3rnpn(~rn)

∫
d3r′
←→
G (~r, ~r ′)

∫
d3r′′
←→
Ta (~r ′ − ~rn, ~r ′′ − ~rn) · 〈 ~Eexcn 〉n(~r ′′, ~rn)

(3.79)

donde ρ(a) es la densidad de probabilidad de que una part́ıcula posea un radio a, pn(~rn) es
la densidad de probabilidad de encontrar la n-ésima part́ıcula de radio an en la posición ~rn,
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y como se mencionó, 〈 ~Eexc
n 〉n es el promedio configuracional del campo excitando la n-ésima

part́ıcula mientras mantiene su posición fija en ~rn. Recordemos que todas las part́ıculas están
depositadas sobre el plano en z = 0, por lo que una part́ıcula de radio a está localizada en
z = −a, véase Fig. 3.7. Por lo que, la densidad de probabilidad, pn(~rn), depende del radio de
la part́ıcula. La densidad de probabilidad es uniforme sobre el área del plano-XY cubierto
por la monocapa y sólo depende de una delta de Dirac, dada por δ(zn − an).

Como en el caso para monocapas monodispersas, vea Ref. [1], emplearemos la aproxima-
ción cuasi-cristalina (a lo denotamos como QCA), para establecer la ecuación integral del
campo que excita a cualquiera de las part́ıculas. La diferencia aqúı, respecto a la publicación
anterior, es que ahora se considera también el promedio sobre la distribución de tamaño en
las part́ıculas. De aqúı la ecuación integral puede ser escrita como

~Eexcj (~r, ~rj) = ~Ei(~r)+

+
∞∫
0

da ρ(a)
∫
d3rn

∫
d3r′
←→
G (~r, ~r ′) ·

∫
d3r′′p(~rn|~rj)

←→
Ta (~r ′ − ~rn, ~r ′′ − ~rn) · ~Eexcn (~r ′′, ~rn),

(3.80)

donde daρ(a) es la densidad en número de las part́ıculas con radios entre a y a+da,
←→
Ta es el

operador de transición para una part́ıcula de radio a, p(~rn|~rj) es la densidad condicional de
probabilidad de encontrar la n-ésima part́ıcula en torno a ~rn, dado que la j-ésima part́ıcu-
la está alrededor de ~rj. p(~rn|~rj) depende de los radios de la j-ésima y n-ésima part́ıcula.
Claramente esta debe ser cero cuando |~rn − ~rj| < l, donde l corresponde a la suma de los
radios de la n-ésima y j-ésima part́ıcula; y debeŕıa ser aproximadamente la unidad cuando
las part́ıculas estén muy separadas una de otra.

Para obtener una solución aproximada de la ecuación integral 3.80, es necesario reempla-
zar la densidad condicional de probabilidad p(~rn|~rj), por p(~rj) la cual asumimos que está dada
por la expresión A−1δ(zn−an), donde A es el área extendida por la monocapa sobre el plano-
XY y an es el radio de la part́ıcula n-ésima. Más aún, se asume que el campo excitante tiene
la forma de dos ondas planas efectivas, una viajando en la dirección de incidencia y la otra
en la dirección especular. Se supone además que todas las part́ıculas, independientemente
de su tamaño, ven el mismo campo efectivo. Esta aproximación puede considerarse como el
equivalente a la aproximación del campo efectivo usada en la reflexión coherente de luz de
un semi-espacio para una distribución aleatoria de part́ıculas. Esto debeŕıa ser una buena
aproximación para una superficie de cubierta baja. De aqúı que podamos escribir al campo
excitador como

~Eexc
p (~r, ~rp) = E1 e

(i~ki·~r)êi + E2 e
(i~kr·~r)êr, (3.81)

donde ~ki = kixâx+kiyây+kizâz,
~kr = kixâx+kiyây−kizâz, êi y êr son los vectores de polarización

unitarios. E1 y E2 son las amplitudes de las ondas planas efectivas, las cuales deben resolverse
con requerimientos consistentes.

Sustituyendo la ecuación 3.81, en la parte derecha de la ecuación integral QCA y usando
la representación del momento para el operador de transición y con la expansión apropiada de
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la onda plana para la diádica de la función de Green, como se hizo en el caso monodisperso,
Ref. [1], e ignorado todas las integrales de los campos evanescentes, la solución de la integral
sobre el espacio d3rn en diferentes porciones de la monocapa, es

~Eind
j (~r, ~rj) ≈ −η

2
E1

∞∫
0

da ρ(a)
[
Sa(~k

i, ~ki)e(~ki·~r) + Sa(~k
r, ~ki)e(−2ikiza)e(i~kr·~r)

]
−

−η
2
E2

∞∫
0

da ρ(a)
[
Sa(~k

i, ~kr)e(2ikiza)e(~ki·~r) + Sa(~k
r, ~kr)e(i~kr·~r)

]
,

(3.82)

donde los factores de fase, e(2ikiza) y e−(2ikiza), toman en cuenta que el centro de las part́ıculas
de radio a están en z = −a (y no en el origen). Las variables, η y Sa(~q, ~p), están dadas por
las siguientes expresiones

η =
2π

k2
m cos θi

, (3.83)

Sa(~q, ~p) ≡
km
4πi

(
←→
I − q̂q̂) ·

←→
Ta (~q, ~p) · êp. (3.84)

Se ha añadido el sub́ındice a para el operador de transición y para el vector S, esto con el
fin de indicar que son funciones que dependen del radio de la part́ıcula. Es importante hacer
notar que para obtener la expresión 3.82, fue necesario ignorar los términos que provienen
de la integración del campo evanescente. Bajo esta aproximación las forma exacta de las
funciones de distribución no es importante.

Si se toma como condición necesaria la igualdad de lado derecho de la ecuación 3.80 con la
expresión 3.81, se obtienen dos expresiones consistentes, desde las cuales se pueden resolver
las amplitudes correspondientes a la ondas planas efectivas (excitadoras), es decir

E1êi = Eiêi −
η

2
E1

∞∫
0

daρ(a)Sa(~k
i, ~ki)− η

2
E2

∞∫
0

daρ(a)Sa(~k
i, ~kr)e(2ikiza), (3.85)

y

E2êr = −η
2
E1

∞∫
0

daρ(a)Sa(~k
r, ~ki)e−(2ikiza) − η

2
E2

∞∫
0

daρ(a)Sa(~k
r, ~kr). (3.86)

Los vectores Sa(~k
r, ~ki) y Sa(~k

r, ~kr) están relacionados con los elementos de la matriz
de amplitud de esparcimiento de una part́ıcula aislada y estos pueden ser deducidos de la
expresión 3.84. Donde se puede mostrar que,

Sa(~k
i, ~ki) = Sa(0)êi,

Sa(~k
r, ~kr) = Sa(0)êr,

Sa(~k
r, ~ki) = Sj, a(π − 2θi)êr,

Sa(~k
i, ~kr) = Sj, a(π − 2θi)êi.

(3.87)
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De estas dos últimas expresiones el sub́ındice j toma el valor de 1 o 2 cuando la onda
incidente en la monocapa tiene polarización TE o TM , respectivamente. S1, a(θ) y S2, a(θ)
son los elementos de la amplitud de la matriz de esparcimiento de una part́ıcula esférica ais-
lada de radio a. S(0) = S1, a(0) = S2, a(0), es la llamada amplitud de esparcimiento directa
de la part́ıcula, (véase la Sec. 2.3).

Para determinar E1 y E2 de las expresiones 3.85 y 3.86 utilizamos las identidades (Exps.
3.87), para posteriormente tomar el producto escalar de ambos lados, de la primera y se-
gunda ecuación, con êi e êr, respectivamente. Las soluciones algebraicas obtenidas para las
amplitudes de los campos E1 y E2, son

E1 = Ei
1 + 1

2
βF

1 + βF + 1
4

(β2
F − βCβB)

, (3.88)

y

E2 = Ei

1
2
βC

1 + βF + 1
4

(β2
F − βCβB)

, (3.89)

donde

βF = η
∞∫
0

da ρ(a)S(0),

βB = η
∞∫
0

da ρ(a)Sj,a(π − 2θi)e
2ikiza,

βC = η
∞∫
0

da ρ(a)Sj,a(π − 2θi)e
−2ikiza.

(3.90)

Los campos reflejado y transmitido por una monocapa de part́ıculas polidispersas libre
y aislada son,

Erêr = −ηE1

∞∫
0

daρ(a)Sa(~k
r, ~ki)e−(2ikiza) − ηE2

∞∫
0

daρ(a)Sa(~k
r, ~kr), (3.91)

Etêi = Eiêi − ηE1

∞∫
0

daρ(a)Sa(~k
i, ~ki)− ηE2

∞∫
0

daρ(a)Sa(~k
i, ~kr)e(2ikiza). (3.92)

Realizamos el producto interior de la expresión 3.91 con el vector unitario êr, y de la
expresión 3.92 con el vector êi, para obtener las siguientes expresiones simplificadas,

Et = Ei − E1βF − E2βB

Er = −E1βC − E2βF

(3.93)
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Figura 3.8: Ilustración de la vista lateral de una monocapa de part́ıculas polidispersas de-
positada sobre un sustrato plano con ı́ndice de refracción n2 y embebidas en el medio 1 de
ı́ndice de refracción n1. La ĺınea segmentada nos indica el plano de la monocapa.

Finalmente los coeficientes de reflexión y transmisión coherentes para una monocapa
aleatoria de part́ıculas polidispersas libre y aislada son,

rcohp =
Er
Ei

=
−βC

1 + βF + 1
4
(β2

F − βCβB)
, (3.94)

tcohp =
Et
Ei

=
1 − 1

4
(β2

F − βCβB)

1 + βF + 1
4
(β2

F − βCβB)
(3.95)

Donde el sub́ındice p nos indica que es el coeficiente de reflexión (o transmisión) para una
monocapa de part́ıculas polidispersas, y aśı diferenciarlo, de los coeficientes para el caso
monodisperso (Exps. 3.72 y 3.73). Las funciones integrales β ′s se determinan a partir de
las expresiones 3.90, la cuales se calculan de manera numérica (véase la subrutina B.1 del
apéndice B).

Finalmente, supongamos que la monocapa de part́ıculas polidispersas es soportada por
una interfase plana y ésta se encuentra embebida en el medio 1 con ı́ndice de refracción
n1, como se muestra en la figura 3.8. Supongamos que se hace incidir un haz coherente
monocromático, a un ángulo θi, en la interfase plana entre el medio 1 y 2 con ı́ndices de
refracción n1 y n2, respectivamente (ver Fig. 3.8). Si suponemos que el ı́ndice de refracción
para z > δ es n2 y es diferente a la del medio incidente (medio 1) para el caso z < δ, entonces
de las múltiples reflexiones de la onda coherente entre la monocapa y la interfase en z = δ,
y haciendo δ → 0, se tiene que el coeficiente de reflexión de una monocapa de part́ıculas
polidispersas soportada por una interfase plana es,

rp(θi) = rcohp(θi) +
r12(θi)t

2
cohp

(θi)

1− r12(θi)rcohp(θi)
. (3.96)

El sub́ındice p nos ı́ndica que se trata del caso polidisperso. De esta misma manera el
coeficiente de transmisión es,
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tp(θi) =
tcohp(θi)t12(θi)

1− r12(θi)rcohp(θi)
. (3.97)

En este caso, r12 y t12, son los coeficientes de reflexión y transmisión de Fresnel para la
interfase entre los ı́ndices de refracción n1 y n2 evaluados a un ángulo de incidencia θi (véase
sección 3.1), rcohp y tcohp son los coeficientes de reflexión y transmisión coherentes de una
monocapa libre e independiente de part́ıculas polidispersas embebidas en el medio 1, (Exps.
3.94 y 3.95, respectivamente). Recordemos que las expresiones 3.94 y 3.95 requieren de la
evaluación numérica de las funciones integrales β ′s, Exps. 3.90, de donde kiz = k◦n1 cos θi =
2π
λ
n1 cos θi, ρ(a) = ρsTn(a) corresponde a la densidad en número de la distribución de tamaño,

ρsT es la densidad de superficie en número de las part́ıculas independientemente de su radio y
n(a) es la función para la distribución de tamaño asociado a las part́ıculas de la monocapa;2

que en este caso se ha tomado una función del tipo log-normal, su expresión es entonces,

n(a) =
1

a
√

2π lnσ
e

[
− ln

2(a/a◦)
2 ln2 σ

]
. (3.98)

donde a◦ corresponde al radio promedio de la part́ıcula proporcionada por el fabricante y
σ es el ancho de la distribución de tamaños para cierto tipo de part́ıcula. Nótese que al
integrar la distribución de tamaños n(a), de 0 a ∞, y haciendo un cambio de variable de
u = ln(a/a◦) = ln a− ln a◦, para que du = da

a
, la integral tiene un valor de,

∞∫
0

n(a)da =

∞∫
0

da
1

a
√

2π lnσ
e

(
− ln2(a/a◦)

2 ln2 σ

)
=

1√
2π lnσ

∞∫
0

du e−
u2

2 ln2 σ =
1√

2π lnσ

√
2π ln2 σ = 1

La densidad de superficie en número, ρsT , se puede determinar a partir de la fracción de
cubierta de la monocapa sobre la superficie del sustrato plano, Θ, es decir,

Θ = ρsT

∞∫
0

n(a)(πa2)da =
N

V

∞∫
0

da
(πa2)

a
√

2π lnσ
e

(
− ln2(a/a◦)

2 ln2 σ

)
= ρsTπ(a◦)

2e(2 ln2 σ)

donde N es el número total de part́ıculas y V corresponde al volumen de todas la part́ıculas
depositadas sobre el sustrato. Del desarrollo anterior, despejando ρsT , se obtiene finalmente

ρsT =
Θ

πa2
◦
e−2ln2σ, (3.99)

Para obtener los limites de integración en las funciones integrales β ′s, basta con sustituir
el factor de la exponencial, para la función de la distribución de tamaños 3.98, con la cantidad
3, pues es donde la función n(a) ≈ 0, esto es

2Su evaluación numérica se da en la subrutina B.2 del apéndice B.
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ln2(a/a◦)

2 ln2 σ
= (3)2

que es equivalente a tener

ln(a/a◦)√
2 lnσ

= ±3

por lo tanto, las funciones integrales Exps. 3.90, se se pueden evaluar numéricamente como
función de a, con los ĺımites de integración dadas por las siguientes expresiones:

asup = σ+
√

18a◦,

ainf = σ−
√

18a◦.

(3.100)

3.4. Monocapa soportada por una interfase plana

Los dos modelos teóricos presentados previamente, que describen la reflexión y transmi-
sión de luz coherente tanto para una monocapa de part́ıculas monodispersas como una de
part́ıculas polidispersas, poseen expresiones muy sencillas 3.70, 3.71, 3.96 y 3.97, esto permite
que se puedan aplicar de manera experimental, como es en este caso, para medir la reflec-
tividad y transmitividad óptica en sistemas con depósito de monocapas para baja densidad
en número de part́ıculas. En estos modelos se asumió que la onda electromagnética incidente
(el campo excitador) es la única onda que incide sobre todas las part́ıculas ignorando to-
dos los múltiples esparcimientos sobre éstas. Podŕıamos ya trabajar con estos coeficientes
de reflexión y transmisión para el caso monodisperso y polidisperso (para una monocapa
depositada sobre un sustrato plano). Sin embargo, es prudente examinar primero nuestros
arreglos experimentales a emplear. De los esquemas experimentales mostrados en las figuras
4.4 y 4.7, nos percatamos de que tenemos un sistema óptico real para el haz incidente: aire-
monocapa-sustrato-aire. Es decir, comparándolo con los dos modelos anteriores, el haz
incide primeramente en el medio 1 (aire), luego pasa por el sistema de part́ıculas soportado
por el sustrato (la monocapa), para posteriormente incidir en el medio 2 (el sustrato); pero
dado que el detector se encuentra, en nuestro montaje experimental, posterior al sustrato
(ver Fig. 4.7); para el caso de la transmitancia, el haz debe pasar por el aire nuevamente
(medio 1). Por tanto, se debe tomar en cuenta la transmisión del haz para el medio sustrato-
aire. Incluso para la medición de la reflectancia, es necesario considerar el primer término
de la reflexión correspondiente al haz reflejado en la frontera del medio sustrato-aire. Es
importante remarcar que esta última reflexión y transmisión no se tomó en cuenta para la
deducción de los coeficientes de reflexión y transmisión de las monocapas depositadas sobre
un sustrato plano en los dos anteriores modelos, pero en esta sección se contemplan estos
esparcimientos.

En la figura 3.9 se muestra un esquema del sistema óptico correspondiente a nuestro
arreglo experimental: aire-monocapa-sustrato-aire, al cual se le hace incidir una onda
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Figura 3.9: Trayectorias de un haz monocromático que incide en una monocapa de part́ıculas
inmersas en un medio 1, con ı́ndice de refracción n1, depositada sobre un sustrato plano con
ı́ndice de refracción n2.

electromagnética monocromática con un ángulo θi. De nuestro montaje: el medio 1 corres-
ponde al aire con un ı́ndice de refracción n1 y el medio 2 corresponde al sustrato de ı́ndice
de refracción n2. De aqúı podemos deducir que las múltiples reflexiones de la onda coherente
entre el plano de la monocapa y la dos interfases están dadas por

rMSM(θi) = r′1(θi) + r′2(θi) + r′3(θi) + r′4(θi) + · · ·+ r′′1 (3.101)

y las múltiples transmisiones de la onda coherente entre el plano de la monocapa y las dos
interfases tiene una expresión

tMSM(θi) = t′1(θi) + t′2(θi) + t′3(θi) + t′4(θi) + · · · (3.102)

Los coeficientes de la figura 3.9, para el caso monodisperso, tienen las siguientes expresiones:

a′1(θi) = tcoh(θi), a
′′
1(θi) = rcoh(θi)r12(θi), a

′
2(θi) = rcoh(θi)tcoh(θi)r12(θi),

a′′2(θi) = rcoh(θi)tcoh(θi)r
2
12(θi), a

′
3(θi) = r2

coh(θi)tcoh(θi)r
2
12(θi),

a′′3(θi) = r2
coh(θi)tcoh(θi)r

3
12(θi), a

′
4(θi) = r3

coh(θi)tcoh(θi)r
3
12(θi), . . . ,

(3.103)

De los coeficientes 3.103 se deducen los siguientes coeficientes de reflexión (caso monodisper-
so):

r′1(θi) = rcoh(θi), r
′
2(θi) = r12(θi)t

2
coh(θi)e

β1 , r′3(θi) = rcoh(θi)t
2
coh(θi)r

2
12(θi)e

2β1 ,

r′4(θi) = r2
coh(θi)t

2
coh(θi)r

3
12(θi)e

3β1 , . . . , r′′1(θi) ≈ t2coh(θi)r21(θi)t12(θi)t21(θi),
(3.104)
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De los coeficientes 3.103 se deducen los siguientes:

b′1(θi) = tcoh(θi)t12(θi), b
′
2(θi) = rcoh(θi)tcoh(θi)r12(θi)t12(θi),

b′3(θi) = r2
coh(θi)tcoh(θi)r

2
12(θi)t12(θi), b

′
4(θi) = r3

coh(θi)tcoh(θi)r
3
12(θi)t12(θi), . . . ,

(3.105)

De los coeficientes 3.105 se deducen los siguientes coeficientes de transmisión (caso mono-
disperso):

t′1(θi) = tcoh(θi)t12(θi)t21(θi)e
β◦ ,

t′2(θi) = rcoh(θi)tcoh(θi)r12(θi)t12(θi)t21(θi)e
β◦eβ1 ,

t′3(θi) = r2
coh(θi)tcoh(θi)r

2
12(θi)t12(θi)t21(θi)e

β◦eβ1 ,

t′4(θi) = r3
coh(θi)tcoh(θi)r

3
12(θi)t12(θi)t21(θi)e

β◦eβ1 , . . . ,

(3.106)

Donde r21(θi) y t21(θi) son los coeficientes de reflexión y transmisión de Fresnel para la
interfase entre los ı́ndices de refracción n2 y n1 evaluados a un ángulo de incidencia θi,
y las funciones β◦, β1, rcoh(θi), tcoh(θi), r12(θi) y t12(θi) son las mismas que se definieron
para el caso monodisperso, sección 3.2. Sustituyendo los coeficientes de reflexión para el
caso monodisperso, Exps. 3.104, en la fórmula 3.101, se obtiene finalmente el coeficiente de
reflexión para nuestro sistema aire-monocapa-sustrato-aire:

rMSM(θi) ≈ rcoh(θi) +
r12(θi)t

2
coh(θi)e

β1

1−r12(θi)rcoh(θi)eβ1
+ t2coh(θi)r21(θi)t12(θi)t21(θi) =

= rm + t2coh(θi)r21(θi)t12(θi)t21(θi).

(3.107)

De esta expresión se deduce que la reflectancia, para el caso monodisperso, es:

R(θi) ≈ |rm(θi)|2 + |tcoh(θi)|4(|r21(θi)||t12(θi)||t21(θi)|)2. (3.108)

Por otra parte, sustituyendo los coeficientes de transmisión para el caso monodisperso,
Exps. 3.106, en la fórmula 3.102, se obtiene finalmente el coeficiente de transmisión para
nuestro sistema aire-monocapa-sustrato-aire:

tMSM(θi) ≈
[

tcoh(θi)t12(θi)e
β◦

1−r12(θi)rcoh(θi)eβ1

]
t21(θi) =

= tm(θi)t21(θi).

(3.109)

De esta expresión se deduce que la transmitancia, para el caso monodisperso, es:

T (θi) ≈ (|tm(θi)|2)(|t21(θi)|2). (3.110)
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Nótese la diferencia entre las expresiones 3.107 y 3.109 respecto a las obtenidas previa-
mente para el caso monodisperso, Exps. 3.70 y 3.71. Siguiendo el mismo procedimiento para
el caso polidisperso se obtienen las siguientes expresiones correspondientes a la reflectancia
y transmitancia, respectivamente

R(θi) ≈ |rp(θi)|2 + |tcohp(θi)|4(|r21(θi)||t12(θi)||t21(θi)|)2. (3.111)

y

T (θi) ≈ (|tp(θi)|2)(|t21(θi)|2). (3.112)

Las expresiones aqúı descritas 3.108, 3.110, 3.111 y 3.112 son las que finalmente se utiliza-
ron para obtener las curvas teóricas de reflectancia y transmitancia, las cuales se compararon
con las curvas experimentales de reflectancia y transmitancia obtenidas para el par de mo-
nocapas, alúmina y titania, depositadas sobre un sustrato plano. La simulación numérica y
comparación para este par de modelos se puede revisar en el apéndice B.
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Caṕıtulo 4

Preparación de muestras y arreglos
experimentales

Dentro de la primera y segunda sección, del correspondiente caṕıtulo, se da una descrip-
ción detallada de la técnica dip coating aśı como del procedimiento experimental llevado a
cabo para la manufactura de las monocapas de alúmina y titania depositadas, respectiva-
mente, sobre la superficie de un portaobjetos. En las secciones posteriores se detallan los
procedimientos y arreglos experimentales, por configuración externa, realizados para la me-
dición de las reflectancias y transmitancias de luz coherente, como función del ángulo de
incidencia θi, correspondientes a este par de monocapas con distintas superficies de cubierta,
Θ. Además, se describe el arreglo experimental para medir los espectros de transmitancia, a
incidencia normal, para estas dos monocapas de part́ıculas polidispersas. Cabe señalar que
resultó imposible medir el espectro de reflectancia de estas dos monocapas, pues la intensi-
dad luminosa, correspondiente a la componente coherente del haz reflejado, teńıa tan baja
intensidad que ésta se combinaba con el ruido electrónico del propio espectrofotómetro, es-
to es debido a la mayor parte del haz incidente es transmitido. Sin embargo, se muestran
los espectros de reflectancia obtenidos con el modelo teórico donde se corrobora su baja
intensidad.

4.1. Técnica dip coating

Previo a describir la técnica dip coating, es conveniente mencionar que esta técnica igual-
mente se puede aplicar para fabricar peĺıculas delgadas con part́ıculas del orden de nanóme-
tros, o bien, para fabricar monocapas con part́ıculas del orden de micrómetros. La teoŕıa que
se detalla en esta sección parte desde el punto de vista del depósito de un peĺıcula delgada.
Muchas de las etapas de este proceso se pueden aplicar igualmente para describir el depósito
de una monocapa de part́ıculas sobre un sustrato plano. La técnica dip coating o immersion
coating 1 se puede describir como un proceso en el cual se sumerge un sustrato a un ĺıquido,

1La traducción al español seŕıa recubrimiento por inmersión.
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con velocidad constante, en el que se desea recubrir o depositar una peĺıcula delgada uni-
forme de part́ıculas, para después ser retirado con una velocidad, temperatura y condiciones
atmosféricas bien controladas. La estabilidad del flujo y el espesor de la peĺıcula es fijado por
la competencia entre la viscosidad, capilaridad (tensión superficial) y la fuerza de gravedad.
Esto quiere decir, que el espesor del recubrimiento se define principalmente por la velocidad
de extracción, por el contenido de sólidos y por la viscosidad del ĺıquido. El espesor y la
uniformidad pueden ser susceptibles a las condiciones del flujo en el baño ĺıquido y en el gas
suspendido. Cuanto más rápido se retira el sustrato, la peĺıcula depositada es más gruesa.
Esto puede ser contrarrestado mediante el uso de solutos volátiles y combinándolo con un
secado rápido. Sin embargo, la f́ısica para estimar el espesor de la peĺıcula delgada se hace
más complicada [40]. Por otra parte, śı la velocidad de extracción se elije de tal manera que
la tasa de cizallamiento se mantenga en el régimen newtoniano, el espesor de la peĺıcula
puede ser calculada por la ecuación de Landau-Levich [40,41]:

h = 0.94
(ηv)2/3

γ
1/6
LV (ρg)1/2

(4.1)

donde: h corresponde al espesor de la peĺıcula, η es la viscosidad, v la velocidad de inmersión,
γLV es la tensión superficial del ĺıquido-vapor, ρ la densidad y g la gravedad.

Como se puede notar del párrafo anterior, una parte muy importante de la técnica dip
coating es la solución misma a emplear para el recubrimiento del sustrato con la peĺıcula
delgada; pues en ella se encuentran inmersas las part́ıculas que serán depositadas sobre toda
la superficie de éste, dando aśı origen a la peĺıcula de part́ıculas deseada. Un método común
y muy usado dentro de la técnica dip coating, es el proceso conocido como sol-gel, donde
se emplea una suspensión coloidal. Es importante recalcar que el sol-gel es una técnica de
śıntesis y que no es la técnica que fue utilizada para elaborar las monocapas de titania y
alúmina empleadas en este estudio. Brevemente se describe el método sol-gel, utilizando la
técnica dip coating, con fines puramente didácticos dentro de este trabajo. Por tanto, es
cierto que el método sol gel no es utilizado para la fabricación de estas monocapas, pero la
técnica dip coating nos permite realizar el deposito de las part́ıculas de alúmina y titania
sobre nuestro sustrato como una monocapa. Un sol es una suspensión coloidal de part́ıculas
sólidas en una fase ĺıquida2, donde las part́ıculas dispersas son los suficientemente pequeñas
para permanecer suspendidas por el movimiento browniano. Entre las part́ıculas coloidales
más usadas, tanto en la industria como en los laboratorios, se encuentran: el dióxido de
titanio o también conocido como titania-TiO2, el dióxido de silicio o śılice-SiO2, el dióxido
de zirconio o zirconia-ZrO2, el óxido de aluminio o alúmina-Al2O3, etc. Una vez que se ha
preparado el sol, el sustrato (previamente tratado para asegurar una buena adherencia) es
sumergido a velocidad constante en la solución coloidal para posteriormente ser retirado de
manera uniforme de la misma; es en esta etapa donde ocurre el proceso de gelación. En
contraste con sol, un gel es una red de material sólido conteniendo un componente ĺıquida.
Finalmente, el poco solvente que ha quedado entre las part́ıculas se evapora, dejándonos

2Usualmente se emplea algún solvente como la parte ĺıquida en la preparación del sol, por ejemplo, se
puede usar algún tipo de alcohol.
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únicamente las part́ıculas depositadas sobre el sustrato.
Cabe señalar que śı se elige algún sistema reactivo para los recubrimientos, como es el

Figura 4.1: Etapas del proceso dip coating: (1) Inmersión del sustrato, (2) Emersión del
sustrato, (3) Deposición de la capa delgada, (4) Drenado y evaporación (gelación).

caso de utilizar algún tipo de sol-gel, el control de la atmósfera se hace indispensable; ya
que aśı, de manera indirecta, el control de ésta nos permite manipular la evaporación del
disolvente, lo cual nos conduce a un mejor proceso de gelificación y por ende, a la formación
de una peĺıcula delgada constituida solamente por estas part́ıculas. La técnica dip coating es
útil para aplicaciones en el que los sustratos u objetos poseen un área grande y una geometŕıa
irregular. En la Fig. 4.1 se muestran las etapas de proceso para la formación de una peĺıcula
delgada a través de la técnica dip coating, estas son:

Inmersión: El sustrato es inmerso, a velocidad constante, en la solución que contiene
el material para su depósito de éste sobre la superficie del sustrato. Véase Fig. 4.1 -
(1).
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Emersión: El sustrato se ha mantenido dentro de la solución por un breve tiempo;
siguiendo después la extracción. Véase Fig. 4.1 - (2).

Deposición: Una vez que empieza la extracción del sustrato, a velocidad constante y
controlada, se deposita sobre éste, una pequeña capa húmeda. Véase Fig. 4.1 - (3).

Drenaje: Una vez que el objeto se ha retirado de la solución, el exceso de ĺıquido
drenará a través de la superficie. Véase Figs. 4.1 - (3) y (4).

Evaporación: Para los disolventes volátiles, tales como alcoholes, la evaporación em-
pieza durante las etapas de deposición y drenaje. Por lo que, una vez evaporado se
tiene a lugar la formación de la peĺıcula delgada de part́ıculas sobre la superficie del
sustrato. Véase Fig. 4.1 - (4).

Figura 4.2: Potencial de Stern.

De manera muy general se ha descrito la técnica dip coating para el depósito de peĺıculas
delgadas sobre algún tipo de sustrato utilizando el proceso sol-gel. Pero, ¿Cuál es la f́ısica
que hay dentro de este proceso complejo? Bien, cuando se extrae el sustrato de la solución
coloidal, véase Fig. 4.1; las part́ıculas que se encuentran dentro de ésta con movimiento
browniano son estabilizadas por las cargas superficiales del sustrato (todas ellas con carga
positiva, véase Fig. 4.2), esto bajo la consideración del potencial de Stern. Como se sabe,
dentro de la suspensión coloidal existen iones con carga positiva y negativa [28], como se
ilustra en la Fig. 4.2. De acuerdo a la teoŕıa de Stern, existe un proceso para el cual hay una
adsorción iónica espećıfica la cual da origen a una capa compacta de contra-iones o cargas
opuestas que se adhieren a la superficie por fuerzas electrostáticas y por fuerzas de Van der
Waals, con la fuerza suficiente como para compensar la agitación térmica. El proceso de
gelación se puede explicar por la cercańıa entre las part́ıculas cargadas de igual y opuesto
signo a distancias por debajo del potencial de repulsión, esto produce una doble capa, una
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de ellas compacta (capa de Stern) y una capa difusa en la que el potencial disminuye muy
rápidamente hasta caer a cero (Fig. 4.2). Por otra parte, el flujo de enerǵıa que surge de la
fuerza capilar y de la evaporación del solvente actúan para re-organizar de manera uniforme
las part́ıculas inmersas en el solvente o solución, y producir aśı, la cubierta de éstas sobre la
superficie del sustrato. Es decir, el arreglo de part́ıculas se produce por el flujo del solvente
desde la evaporación y de la fuerzas entre part́ıculas creada por la tensión superficial (fuerza
intermolecular). En ocasiones es necesario un tratamiento térmico para la densificación de
la peĺıcula resultante.

Entre las ventajas que se hallan al utilizar la técnica dip coating como proceso en la
fabricación de peĺıculas delgadas se encuentran siguientes:

Costo-eficacia. La principal ventaja de esta técnica es su bajo costo y su fácil empleo
para el recubrimiento con peĺıculas delgadas de cualquier sustrato.

Doble recubrimiento. Ambas partes del sustrato pueden ser recubiertas en un solo
proceso.

Aplicabilidad. La facilidad de introducir nuevos elementos al sol, ya sea para realizar
nuevos recubrimientos, o bien, para modificar la matriz donde se hallan inmersas las
part́ıculas.

Ahorro de material. La cantidad de ĺıquido utilizado para el recubrimiento de peĺıcu-
las delgadas, por esta técnica, es mucho menor que las técnicas Spin-Coating y Spray-
Coating.

Compatibilidad. La técnica dip coating permite realizar recubrimientos independien-
temente de la forma que posea el sustrato u objeto.

Por otra parte, un punto cŕıtico en la elaboración de estos recubrimientos, por la técnica
dip coating, es el espesor; que es controlado por la velocidad de extracción del sustrato. Al
aumentar el espesor de la peĺıcula, se corre el riesgo de incrementar el número de defectos
durante la etapa de gelación (densificación del ĺıquido), ya que los cambios volumétricos
asociados son mucho mayores. La incorporación de compuestos orgánicos en estos recubri-
mientos permite aumentar los espesores de las capas y permiten disminuir las temperaturas
necesarias para que se dé la densificación del recubrimiento, pero se ve afectada la adheren-
cia entre el recubrimiento y el sustrato. No obstante, para este trabajo se tiene contemplado
la elaboración de una monocapa lo cual implica que el ancho de la peĺıcula corresponda al
diámetro de la part́ıcula, por lo que se le puede considerar como una peĺıcula delgada y
no se corre el riesgo aqúı descrito; en conclusión está técnica juega a nuestro favor para la
fabricación de éstas con part́ıculas polidispersas.
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4.2. Procedimiento experimental para el depósito de

monocapas sobre un sustrato plano

Antes de presentar los arreglos experimentales, es pertinente describir el procedimien-
to experimental previo que se realizó para el depósito de las monocapas, con part́ıculas de
alúmina y titania, sobre nuestros sustratos planos. Como se mencionó, los sustratos em-
pleados para el depósito de éstas fueron portaobjetos de la marca Corning de 27 × 75mm,
los cuales se lavaron perfectamente con jabón ĺıquido, acetona, alcohol isoproṕılico, y agua
tridestilada, para retirar aśı, polvo, grasa, resinas y otros agentes que impidan el depósito
adecuado de las part́ıculas sobre la superficie del cristal, además de evitar con ello mediciones
experimentales erróneas y la contaminación de la suspensión con alguna part́ıcula depositada
sobre la superficie del sustrato. Es importante hacer notar que si se desea obtener una mejor
adherencia entre las part́ıculas de alúmina, o titania, con el sustrato, es necesario contar
con una superficie perfectamente limpia y libre de residuos. Una vez realizada la limpieza de
los portaobjetos, se procedió a la preparación de las suspensiones de alúmina y titania. La
primera consistió de, alcohol isoproṕılico (39ml) mezclado con polvo de alúmina3 (1.74g), la
segunda fue una mezcla de alcohol isoproṕılico (36ml) y de slurry preparado con titania o
dióxido de titanio4, 9ml de TiO2, con una fracción de llenado del 4.8 %. Nótese que estas dos
suspensiones poseen una baja concentración de part́ıculas, lo cual nos garantiza una fracción
de cubierta, Θ, baja.

Siguiendo con el procedimiento, ambas suspensiones fueron inmersas en un baño ul-
trasónico durante 5min para eliminar conglomerados de part́ıculas, y evitar aśı, aglomera-
ciones de éstas durante su depósito sobre la superficie del portaobjetos. En otras palabras, el
baño ultrasónico nos permite homogeneizar ambas suspensiones, además de inducir cargas
eléctricas, producidas por la fricción, en las part́ıculas, esto último originado por la agitación
a la que se somete la suspensión de part́ıculas. Con esto garantizamos un depósito de part́ıcu-
las aisladas y con posiciones aleatorias sobre la superficie del sustrato plano. Finalmente se
procedió a realizar el depósito de las part́ıculas de alúmina sobre la superficie del portaob-
jetos. Para ello el portaobjetos se sumergió y se extrajo a velocidad 5 constante dentro de
la primera mezcla (alcohol isoproṕılico con alúmina), siempre con un ángulo de inclinación
mayor a los 80◦ y hasta cubrir un 90 % de la superficie del portaobjetos; véase Fig. 4.3-(a).
Como se mencionó en la sección previa, dentro de estos coloides existen part́ıculas de alúmi-
na con carga positiva y negativa, de tal forma que al introducir el portaobjetos, con carga
superficial positiva, dentro de la mezcla, se induce un potencial de Stern muy próximo a su
superficie, dando origen a una adsorción de contra-iones, por fuerzas electrostáticas y por
fuerzas de Van der Waals, para dar aśı forma a la capa de Stern constituida por part́ıculas de
alúmina, la mayoŕıa de éstas de carga negativa, (ver Fig. 4.2). Cuando se extrae al portaob-

3Se utilizó alúmina de la marca Buehler No. 40-6603-030-080.
4Para la monocapa con dióxido de titanio se utilizó slurry preparado, esto es, una mezcla de agua desioni-

zada (999.0g), con dispersante (0.99g), y de dióxido de titanio (50.0g), lo cual nos da una fracción de llenado
del 4.8 %.

5En este caso dependiendo de la velocidad con la que se extrae al sustrato, de la mezcla, está determinará la
superficie de cubierta-Θ de la monocapa sobre la superficie (véase sección 4.1).
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Figura 4.3: (a) Depósito de part́ıculas de alúmina sobre la superficie de un portaobjetos
(monocapa de alúmina). (b) Depósito de part́ıculas de titania sobre la superficie de un por-
taobjetos (monocapa de titania). En ambas imágenes se muestran fotograf́ıas, tomadas por
un microscopio óptico de la marca Leica, de la superficie del portaobjetos con la monocapa
de part́ıculas depositada.

jetos de la mezcla, se producen fuerzas intermoleculares y fuerzas de retracción, ocasionadas
por la evaporación y drenado del solvente, que permiten la adherencia y el re-acomodo de las
part́ıculas de alúmina sobre la superficie del sustrato. Una vez que se ha evaporado y drenado
todo el solvente restante de la superficie del portaobjetos, nos queda finalmente, la monocapa
de part́ıculas de alúmina por ambos lados del sustrato. Por último, basta con limpiar uno de
ellos, con acetona y agua tridestilada, para obtener aśı la monocapa de part́ıculas deseada
en sólo una cara del sustrato.

El procedimiento descrito previamente, para el coloide de alúmina, se aplicó para tres
portaobjetos, donde la inmersión y extracción de cada sustrato se realizó manualmente, Fig.
4.3; en cierta manera esto nos impidió estimar ambas velocidades. Sin embargo, los tiempos
de inmersión y extracción se mantuvieron fijos para aśı garantizar una velocidad invariable,
siendo éstos de 5s, 3s y 1s, para cada uno de ellos. Con esto se consiguieron tres monocapas
de part́ıculas de alúmina con su respectiva superficie de cubierta, todas ellas distintas entre
śı. Por comodidad se ha tomado como nomenclatura, en este trabajo de investigación, para
las tres monocapas de alúmina la siguiente: AluM1, AluM2 y AluM3; cuyos resultados
para la transmisión y reflexión de luz coherente se presentarán en el siguiente caṕıtulo. El
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mismo procedimiento descrito aqúı se repitió, con parámetros idénticos, para la suspensión
con part́ıculas de titania, donde se obtuvieron tres monocapas con sus respectivas superficies
de cubierta, véase figura 4.3-(b). Para estas tres monocapas se utilizará la siguiente nomen-
clatura: TitM1, TitM2 y TitM3.

Es importante recalcar que en este par de monocapas que se han depositado sobre el
sustrato, tanto con part́ıculas de alúmina como con part́ıculas de titania (con superficies
de cubierta variable), no poseen una radio constante o tamaño fijo, por ende se ha tomado
como hipótesis una función log-normal para la distribución de tamaño de éstas alrededor
de un radio probable, a◦. Se sabe que las part́ıculas de titania poseen una distribución de
tamaño log-normal (ver Ref. [42]), pero se desconoce, o no existe referencia, de la función
correspondiente para la distribución de tamaño en part́ıculas de alúmina. No obstante, se
ha tomado como hipótesis una función log-normal para la distribución de tamaño en las
part́ıculas de alúmina, la misma función de distribución de tamaños que fue utilizada para
elaborar el modelo teórico de reflexión y transmisión de luz coherente para monocapas de
part́ıculas polidispersas (ver Sec. 3.3), de aqúı la importancia de aplicar este modelo en mo-
nocapas de part́ıculas de alúmina. El radio probable utilizado en las part́ıculas de alúmina
fue de a◦ = 1.5µm, y para las part́ıculas de titania fue de a◦ = 220nm; ambos proporcio-
nados por el fabricante. NOTA: Estos valores fueron utilizados para generar las funciones
correspondientes a las distribuciones de tamaño de estas dos monocapas. Donde el ancho de
éstas utilizado en el ajuste teórico-experimental, fue de 1.3 y 1.4, para alúmina y titania,
respectivamente.

4.3. Arreglos experimentales para medir reflectancia

y transmitancia en monocapas de part́ıculas de

alúmina y titania

Previo a la descripción del arreglo experimental que fue utilizado para medir el haz
coherente transmitido y reflejado para cada monocapa de part́ıculas polidispersas en este
trabajo, es pertinente detallar el tipo de configuración geométrica que se utilizó en este
tipo de estudio. Si recordamos en el caṕıtulo de introducción, 1.1, se describió el montaje
experimental que se usó para medir la reflectancia, alrededor del ángulo cŕıtico, de una
monocapa de part́ıculas de látex depositada sobre la base plana de un prisma de vidrio
semiciĺındrico inmerso en agua, véase Ref. [26]. Donde se hizo incidir un haz de láser desde
la parte externa del prisma, hasta el interior de la base (con la monocapa absorbida) rodeada
por el ĺıquido. En este caso, el haz pasa de un ı́ndice de refracción mayor (prisma) a uno
menor (agua). Cuando esto ocurre se dice que se está empleando una configuración por
reflexión interna. En otras palabras, cuando un haz de luz atraviesa a un medio de ı́ndice
de refracción menor se dice que se está empleando una configuración por reflexión interna.
En contraste, cuando un haz de luz pasa a un medio con un ı́ndice de refracción mayor, se
está empleando entonces una configuración por reflexión externa.

En el caso que nos concierne se empleó un arreglo experimental con una configuración
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Figura 4.4: Esquema del arreglo experimental utilizado para medir la reflectancia de una
monocapa de part́ıculas polidispersas (alúmina y titania).

Figura 4.5: Fotograf́ıa del montaje experimental utilizado para medir la reflectancia de una
monocapa de part́ıculas polidispersas (alúmina y titania).
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por reflexión externa, donde el haz de láser se hace incidir primeramente en aire (n1 = 1.00),
hasta llegar al sustrato de vidrio con ı́ndice de refracción n2 = 1.50, para el cual se en-
cuentra depositada, en éste, la monocapa de part́ıculas polidispersas. El esquema del arreglo
experimental empleado para medir el haz coherente reflejado para este par de monocapas
de part́ıculas polidispersas se muestra en la Fig. 4.4. Es importante, para evitar errores de
medición, que el spot de láser incida siempre sobre la misma zona de la monocapa, esto
independientemente del cambio que se haga en el ángulo de incidencia con el goniómetro. De
aqúı que se tuviera especial cuidado en la alineación óptica entre el láser y el portaobjetos,
esto es que la monocapa del portaobjetos coincida con el eje de rotación del goniómetro,
y que justamente, el haz del láser incida en el centro de este eje de rotación. Además, se
usó un soporte que permitió mantener fijo y perpendicular al portaobjetos con la base del
goniómetro, véase el arreglo experimental en la figura 4.5. Para este montaje experimental
se utilizó un diodo láser de 670nm en polarización TE marca Lasiris, un goniómetro Thor-
labs para controlar y medir el ángulo de incidencia del haz, (θi). Cabe señalar, que el giro
del goniómetro se ajustó de manera manual, y se medió para cada grado, de 0◦ hasta 90◦,
la intensidad de haz reflejado. La intensidad del haz reflejado como función del ángulo de
incidencia se midió con un fotodetector de silicio Edmund NT54034, el cual se conectó a
un circuito Op-Amp, para convertir la señal de corriente, del fotodetector, en una señal de
voltaje. Este circuito se muestra en la Fig. 4.6. El voltaje de salida V◦, en función de la
corriente del fotodetector, ip, está dado por la expresión

V◦ = ip(r1 + r2), (4.2)

Figura 4.6: Circuito que muestra la conexión entre un fotodiodo y un amplificador opera-
cional (amplificador de transimpedancia), que permite convertir la corriente generada por el
fotodiodo en una señal de voltaje a la salida de éste.

En este circuito se empleó un amplificador operacional TL082CP y dos resistencias de
1kΩ, denotadas como r1 y r2. La importancia de emplear este circuito operacional estriba en
mantener un comportamiento lineal sobre la señal del voltaje cuando existe una variación en
la corriente del fotodetector, que es ocasionada por la variación de la intensidad del haz que
incide sobre el fotodetector, [43]. Finalmente el voltaje de salida V◦ se midió con un mult́ıme-
tro digital Agilent 34401A, como se muestra en la Fig. 4.4. Todo el arreglo experimental se
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Figura 4.7: Esquema del arreglo experimental utilizado para medir la transmitancia de una
monocapa de part́ıculas polidispersas (alúmina y titania).

montó sobre una mesa óptica, para reducir aśı las vibraciones mecánicas. El procedimiento
aqúı descrito se repitió para cada monocapa con su respectiva superficie de cubierta.

El segundo montaje experimental empleado para medir la transmitancia de luz coherente
para este par de monocapas, alúmina y titania, soportadas por un sustrato plano (portaobje-
tos), se muestra en la figura 4.7. Como se puede notar de esta figura, el esquema experimental
es muy similar al mostrado previamente, ver Fig. 4.4; salvo que en este caso se medirá el
haz trasmitido coherente para cada monocapa en la misma región donde se midió el haz
reflejado coherente, ello conlleva a que el fotodetector sea colocado posterior a la monocapa.
La transmitancia se medió en un rango, para el ángulo de incidencia, que va de 0◦ hasta 90◦.
El equipo y material empleado en este montaje es el mismo al que se utilizó para medir la
reflectancia, incluyendo también las monocapas. El arreglo experimental, para la medición
de transmitancia, se muestra en la figura 4.8. Como se puede percibir de ambos montajes ex-
perimentales, figuras 4.5 y 4.8, el arreglo es relativamente sencillo y simple; esto nos permite,
en śı, que éste sea altamente viable y factible para poder poder reproducirlo en cualquier
otro laboratorio del mundo.

Por último como se hab́ıa indicado previamente, las monocapas de alúmina y titania que
se han empleando para su respectivo estudio en la forma en que reflejan y transmiten la luz
coherente, están constituidas por part́ıculas cuyo tamaño es mayor a la longitud de onda
incidente (670nm), para el caso de monocapas con part́ıculas de alúmina, y con part́ıculas
cuyo tamaño es menor pero comparable a la longitud de onda incidente, para las monocapas
constituidas por part́ıculas de titania. Por tanto, la luz reflejada (y transmitida) de ambas
monocapas, tendrá una componente difusa y una componente coherente, ver figura 4.9. La
componente coherente viaja en una sola dirección y su amplitud es independiente de la ubi-
cación aleatoria de las part́ıculas sobre el sustrato, mientras que la componente difusa viaja
en muchas direcciones con amplitudes que dependen de la posición espećıfica de la part́ıcula.
Por lo tanto si uno toma el promedio del ensamble sobre las ubicaciones aleatorias de las
part́ıculas, sólo la componente coherente quedará, y por esta razón la componente coherente
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Figura 4.8: Fotograf́ıa del montaje experimental utilizado para medir la transmitancia de
una monocapa de part́ıculas polidispersas (alúmina y titania).

es también llamada campo promedio, mientras que a la componente difusa se le conoce con
el nombre de campo fluctuante. Es de vital importancia aclarar entonces que la componente
coherente, que es la que se mide con el fotodetector para cierto ángulo de incidencia, del haz
reflejado o trasmitido de la monocapa, contiene también parte de la componente difusa, por
lo que se procedió a medir la intensidad de esta componente para posteriormente restarla
de la componente coherente. Para ello se desplazó al fotodetector fuera de la componente
coherente, donde se midió el valor de su intensidad, tomando esta cantidad como una cons-
tante fija independientemente del ángulo de incidencia.6 Por lo tanto, el valor normalizado
de la transmitancia experimental corresponde a la resta entre la intensidad de la componente
coherente y de la componente difusa, cantidad que se divide por la intensidad del spot del
láser. De esta misma manera, la reflectancia experimental normalizada, corresponde a la di-
ferencia entre la componente coherente y la componente difusa, ambas para el has reflejado,
dividida por la intensidad del haz de láser.7 Esto repitió para cada ángulo de incidencia en
todas las monocapas. Los resultados experimentales, para la reflectancia y transmitancia, de
este par de monocapas se muestran en las secciones 5.1 y 5.2.

6Cabe señalar que esto no es del todo cierto, pero para fines de nuestro experimento se ha tomado como
constante la intensidad de la componente difusa.

7A la respectiva intensidad del láser se le ha restado el ruido electrónico presente en el fotodetector, a lo
que se le suele denominar corriente obscura. Este valor es de muy baja intensidad en comparación al valor
de componente difusa, el cual es de 518µV .
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Figura 4.9: Componente coherente y componente difusa para un haz de luz reflejado y trans-
mitido por una monocapa de part́ıculas polidispersas. Nótese las múltiples direcciones que
posee la componente difusa, esto tanto para el haz reflejado como para el haz transmitido.

4.4. Arreglo experimental para medir el espectro de

transmitancia en monocapas de part́ıculas de alúmi-

na y titania

En este trabajo de investigación se han descrito dos modelos teóricos para determinar
la reflectancia y transmitancia en monocapas con part́ıculas monodispersas y polidispersas
soportadas por una interfase plana transparente en función del ángulo de incidencia. Por
tanto, para poder estudiar estos sistemas de manera experimental es necesario, como se ha
descrito previamente, medir sus curvas de reflectancia y transmitancia en función del ángulo
de incidencia y compararlas con los dos modelos teóricos desarrollados en la sección 3.2 y
3.3. Por otra parte, no es la única forma de analizar estos sistemas de manera teórica y
experimental. Otro método óptico planteado en esta tesis es la de estudiar sus espectros de
transmitancia y reflectancia, empleando la técnica de espectrometŕıa (para el caso experi-
mental); y comparar estos con los modelos teóricos, pero ahora, en función de la longitud de
onda incidente para un ángulo fijo (en nuestro caso a 0◦, o mejor dicho, a incidencia normal).

La técnica de espectrometŕıa consiste en caracterizar la luz proveniente de un objeto
de acuerdo a sus longitudes de onda que le componen, esto con ayuda de un instrumento
llamado espectrofotómetro. El resultado de la espectrometŕıa es una curva de intensidad
contra longitud de onda, llamada comúnmente espectro, véase figura 4.11. La longitud de
onda de la luz emitida o absorbida por un cuerpo depende esencialmente de las interacciones
entre los niveles de enerǵıa en los electrones orbitales externos, de los átomos que componen
al cuerpo, y de la enerǵıa de la onda electromagnética incidente. En nuestro caso tenemos la
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Figura 4.10: (1) Esquema interno de un espectrofotómetro con rejilla de difracción. (2)
Componentes internos principales de un espectrofotómetro con rejilla de difracción.

interacción entre la onda electromagnética incidente y las part́ıculas de alúmina (o titania)
soportadas por un sustrato plano de vidrio, véase los caṕıtulos 2 y 3.

Sin duda, un instrumento que ha sido fundamental para el desarrollo de la ciencia ha sido
el espectrofotómetro. Gracias a él se han podido analizar los espectros de luz emitidos por
fuentes luminosas de todo tipo. Con el estudio de estos espectros se ha podido determinar
la estructura del átomo y de las moléculas, además de la constitución qúımica de todo tipo
de fuentes luminosas, entre las que se encuentran los cuerpos celestes como las estrellas y
las nebulosas. El funcionamiento del espectrofotómetro está basado en la descomposición de
la luz, que le llega de los objetos o fuentes luminosas, en las diferentes longitudes de onda
que la componen, a partir del fenómeno de refracción que sucede en un prisma (para un
espectrofotómetro con prisma), o a partir del fenómeno de difracción de la luz que se produce
en una rejilla de difracción (espectrofotómetro con rejilla de difracción). Cabe mencionar que
estos espectros de emisión o absorción son el equivalente a la “huella digital” del objeto que se
está analizando, pues su espectro es único. Los componentes básicos de un espectrofotómetro
son:

Entrada. El espectrofotómetro tiene un puerto de entrada de fibra óptica, donde se
induce la radiación electromagnética proveniente de la fuente u objeto, Fig. 4.10.

Colimador. Este sistema óptico nos permite producir un haz de luz paralela a partir
de un haz divergente, es decir, se homogeneizan las trayectorias que, emitidos por una
fuente, poseen múltiples direcciones para obtener aśı un conjunto de rayos con las
mismas propiedades ópticas (la misma dirección de convergencia).

Prisma. Su función estriba en dispersar la luz incidente en sus diferentes longitudes
de onda. Las dimensiones, la forma y el tipo de vidrio, determinan la medida de la
dispersión del haz incidente.
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Rejilla de difracción. Este componente desempeña la misma función que la del
prisma, dispersar la luz en sus diferentes longitudes de onda; pero utilizando otra
propiedad óptica, difracción de la luz [Ref. [39]]. Esta rejilla consiste de una serie de
ĺıneas muy delgadas paralelas entre si y muy cerca una de otra sobre una superficie
plana que puede ser transparente o reflectora. La fabricación de ésta es compleja,
pues se tienen que grabar las hendiduras en una placa de aluminio con una punta
de diamante, donde pueden haber hasta 1200 ĺıneas en un miĺımetro. La distancia,
profundidad, y paralelismo entre ellas determinan el rango espectral y su resolución
óptica.

Lentes cóncavos. Su función es la de re-direccionar la luz proveniente del colimador
hacia el prisma o rejilla, aśı como la del propio espectro de luz, producido por éstos,
hacia el sensor CCD.

Sensor CCD. Este dispositivo permite convertir el espectro luminoso en una señal
eléctrica. El sensor CCD está compuesto por ṕıxeles individuales, de tal manera que
cuando el espectro (la dispersión cromática del haz) incide sobre estos, cada ṕıxel repre-
senta una porción del espectro en una señal eléctrica que se puede traducir y visualizar
con una intensidad dada utilizando el software de una computadora personal, como se
puede percibir en la figura 4.13. Este avance ha permitido que los espectrómetros o
espectrofotómetros carezcan de partes móviles, y por tanto su tamaño se vea reducido
aśı como el consumo de enerǵıa.

En la actualidad los espectrofotómetros de prisma son obsoletos, pues tienen muchas limita-
ciones, entre ellas la dispersión cromática de la luz, en éstos, no es lineal, sin mencionar que
ésta depende mucho del tipo de vidrio y de la forma geométrica que se emplea para su fabri-
cación, lo que conlleva a la elevación de costos para su manufactura. Otra desventaja es su
baja sensibilidad para longitudes de onda corta (azul y UV), pues son fácilmente absorbidas
por el vidrio, además de que recorren la mayor distancia dentro del prisma provocando una
baja resolución. En la actualidad la mayoŕıa de los espectrofotómetros emplean una rejilla
de difracción para obtener el espectro de una fuente u objeto. En la figura 4.10, se muestra
el esquema de los componentes internos principales de un espectrofotómetro con rejilla de
difracción, muy similar al empleado para estudiar los espectros de transmitancia en las mo-
nocapas de alúmina y titania de este trabajo.

A diferencia de los dos montajes experimentales utilizados previamente en el que la lon-
gitud de onda es fija y el ángulo de incidencia es variable. En este caso tenemos un arreglo
experimental donde la longitud de onda es “variable” pero el ángulo de incidencia es fijo;
se entiende por una longitud de onda variable un rango o ancho continuo de longitudes de
onda incidiendo todas a la vez, a incidencia normal, sobre la monocapa depositada en el
portaobjetos . Una fuente de luz que es capaz de proporcionarnos un rango amplio con dis-
tintas longitudes de onda es la luz blanca. En este arreglo experimental se usó como fuente
de luz un LED XR-C de la marca CREE, con un rango espectral de 450nm a 700nm; cuyo
espectro se muestra en la figura 4.11. La luz blanca de este LED se colimó con un diafragma
óptico, para reducir aśı el ancho del spot y tener un frente de onda lo suficientemente plano,
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Figura 4.11: Espectro de emisión del fotodiodo usado para iluminar la monocapa.

de tal manera que éste incida de manera paralela a la normal del plano de la monocapa,
sobre las part́ıculas polidispersas en la misma zona o región donde se midieron las curvas de
reflectancia y transmitancia, esto sólo para las monocapas denotadas como AluM1 y TitM2.
El haz de luz transmitido, por el sistema monocapa-sustrato-aire, es enviado a través de una
fibra óptica de 600µm hasta la entrada del espectrofotómetro8. El esquema del arreglo ex-
perimental utilizado para medir el espectro de transmitancia de la monocapa con part́ıculas
alúmina (o titania) se muestra en la figura 4.12.

El uso de otros dispositivos para llevar a cabo la medición, implicó un nuevo arreglo
experimental, ver Fig. 4.12, y por tanto, de la misma manera que los arreglos anteriores, el
alineamiento óptico en este experimento fue crucial. Lo que implicó que el spot colimado
de luz blanca debiese estar alineado con el eje de rotación de la monocapa y del mismo go-
niómetro, además de incidir en la misma zona de donde se midieron las curvas de reflectancia
y transmitancia para este par de monocapas; para tal propósito se empleó un micrómetro
que nos permitió mover, en el plano XY , al portaobjetos con la monocapa y poder realizar
adecuadamente el alineamiento del sistema óptico experimental, como se puede notar en la
figura 4.13.

Siguiendo con el análisis experimental, cuando el haz colimado de luz blanca con intensi-
dad I◦ incide sobre el portaobjetos (con la monocapa), parte de esta radiación se absorberá Ia,
cierta cantidad de luz será transmitida, con intensidad It, y una parte será reflejada Ir, de
forma que I◦ = Ia + It + Ir. La transmitancia que se mida del sustrato con la monocapa es la
relación entre la cantidad de luz transmitida que llega al detector (la fibra óptica), cuando
atraviesa al sistema, It, y la cantidad de luz que incidió sobre ella, I◦. De aqúı que se midiera

8Para medir los espectros transmitancia se empleó un espectrofotómetro de la marca Ocean Optics
USB4000.
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Figura 4.12: Esquema del arreglo experimental empleado para medir el espectro de transmi-
tancia de una monocapa de part́ıculas polidispersas (alúmina y titania).

la intensidad9 del espectro solamente para el LED (sin el sustrato con la monocapa), para
posteriormente medir la intensidad del espectro que atraviesa al sustrato con la monocapa,
y aśı con el software del espectrofotómetro obtener el espectro de transmitancia para las
muestras. El espectro de transmitancia nos proporciona una medida f́ısica de la relación en-
tre la intensidad incidente y la intensidad trasmitida por la muestra para un amplio rango
de longitudes de onda. Por último, dada la baja intensidad, en magnitud, del espectro refle-
jado no resultó posible, con este arreglo experimental, medir el espectro reflejado para cada
monocapa. Esta baja intensidad se pudo corroborar con el modelo teórico correspondiente
al espectro. Los resultados experimentales, para los espectros de transmitancia, de este par
de monocapas AluM1 y TitM2, se muestran en la sección 5.1 y 5.2.

De manera concluyente en este caṕıtulo se han mostrado los arreglos experimentales
utilizados para medir la reflectancia y transmitancia coherente en función del ángulo de inci-
dencia para dos tipos de monocapas, alúmina y titania, para distintas fracciones de cubierta.
De igual forma se ha mostrado el arreglo experimental empleado para medir el espectro
de transmitancia en dos muestras de monocapas, alúmina y titania, a incidencia normal.

9Con ayuda del software que controla al espectrofotómetro, se ha eliminado el ruido de fondo para el
espectro de incidencia, conocido como dark noise.
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Figura 4.13: Fotograf́ıa del montaje experimental utilizado para medir el espectro de trans-
mitancia de una monocapa de part́ıculas polidispersas (alúmina y titania).

Los resultados correspondientes a estos arreglos experimentales se muestran en el siguiente
caṕıtulo.
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Caṕıtulo 5

Resultados experimentales

En las secciones 3.2, 3.3 y 3.4 se discutieron los modelos teóricos para la reflexión y
transmisión de luz coherente desde una monocapa constituida por part́ıculas monodisper-
sas y polidispersas depositadas sobre un sustrato plano. Las curvas experimentales para la
reflectancia y transmitancia, correspondientes a las monocapas con part́ıculas de alúmina
(depositadas sobre un portaobjetos), que se obtuvieron con los arreglos experimentales pro-
puestos en este trabajo (sección 4.3), se muestran en la primera sección de este caṕıtulo.
Junto a éstas se presentan también las curvas teóricas correspondientes a cada muestra de
esta monocapa. Esto nos permite un análisis de comparación sencillo entre los dos mode-
los teóricos (caso monodisperso y polidisperso) y los datos experimentales que se midieron.
Además se anexa, en esta primera sección, los espectros de transmitancia a incidencia nor-
mal, tanto para el caso experimental como teórico, para una muestra elegida de la monocapa
de part́ıculas de alúmina. De la misma manera, en la segunda parte de este caṕıtulo, se
exponen los resultados teóricos-experimentales para la reflectancia y transmitancia corres-
pondientes a la monocapa de part́ıculas de dióxido de titanio, aśı como su correspondiente
espectro de transmitancia experimental y teórico. En la última sección del presente caṕıtulo,
se da un análisis conciso de todos los resultados experimentales obtenidos para este par de
monocapas.

5.1. Resultados experimentales para la monocapa de

alúmina

Antes de mostrar los resultados experimentales es pertinente describir de forma muy
breve qué es lo que diferencia a una muestra de otra. Recordemos que se obtuvieron tres
muestras para la monocapa de alúmina y tres más para la monocapa de titania, por medio
de la técnica dip-coating (véase la sección 4.1 y 4.2). Podemos decir que cada tipo de muestra
(alúmina o titania) posee los mismos parámetros como: ı́ndice de refracción de la part́ıcula,
ı́ndice de refracción para el sustrato, el mismo ı́ndice de refracción del medio al cual están
inmersas (aire en este caso), la función y ancho para la distribución de tamaños, y el mismo
radio promedio para la part́ıcula. Todos estos parámetros son comunes entre cada tipo de
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muestra1 excepto en un parámetro y es en la fracción de cubierta, Θ. En breve, la fracción
de cubierta es lo que diferencia a cada muestra de la monocapa correspondiente, y cada una
de ellas se denota para este trabajo como: AluM1, AluM2 y AluM3 para las monocapas con
part́ıculas de alúmina. Para las monocapas con part́ıculas de titania las denotamos como:
TitM1, TitM2 y TitM3.

En esta primera parte se muestran los resultados correspondientes a las monocapas de
alúmina depositadas sobre un portaobjetos. Como se mencionó en la sección previa, en
donde se describieron los montajes experimentales, Sec. 4.3, estos datos corresponden a la
reflectancia y transmitancia de luz coherente que se midieron para cada muestra a diferentes
ángulos de incidencia, θi. Recordemos también que este tipo de montaje experimental posee
una geometŕıa por configuración externa, de donde se tiene un sistema óptico: aire-monocapa-
sustrato-aire. De aqúı la importancia de ajustar los valores experimentales con las expresiones
correctas deducidas para este sistema espećıfico, Exps. 3.108, 3.110, 3.111 y 3.112, las dos
primeras correspondientes al caso monodisperso y las dos siguientes al polidisperso. Además,
es importante mencionar que los parámetros, correspondientes a cada muestra, utilizados
para el ajuste teórico-experimental, es decir, el ajuste entre las curvas teóricas y los datos
experimentales, se muestran en las tablas 5.1, 5.2 y 5.3. Los parámetros espećıficos de estas
tablas se utilizaron en el programa descrito en el apéndice B, el cual nos permitió obtener las
curvas teóricas y compararlas con los “datos experimentales” para cada muestra. Algunos de
los parámetros de estas tablas fueron proporcionadas por el fabricante, como es el tamaño
promedio de las part́ıculas; mientras que otros se obtuvieron de tablas tomadas de algunas
bibliograf́ıas, como es el ı́ndice de refracción del vidrio, por ejemplo.

Como primer resultado de este trabajo se quiso corroborar que las curvas teóricas de
reflectancia y transmitancia con una superficie de cubierta nula, Θ = 0, se ajustaran a las
curvas de reflectancia y transmitancia de un portaobjetos sin monocapa alguna depositada
en éste, es decir un portaobjetos totalmente limpio, esto para un ángulo de incidencia de 0◦

a 90◦. Para ello simplemente en el programa del apéndice B, se iguala la fracción de cubierta
Θ con el valor cero. En la figura 5.1 se muestran las curvas teóricas correspondientes a la
reflectancia y transmitancia (curvas roja y azul, respectivamente) del portaobjetos con una
superficie de cubierta nula, y los datos experimentales para la reflectancia y transmitancia
del portaobjetos (cuadrados y ćırculos respectivamente).

De esta gráfica podemos ver que los datos experimentales se ajustan bastante bien a la
forma de las curvas teóricas obtenidas de las expresiones 3.111 y 3.112, para el caso poli-
disperso, de donde se ha tomado una superficie de cubierta, Θ = 0 (lo que equivale a tener
un sustrato sin monocapa depositada). Para este caso en particular se hizo incidir un haz
de láser con polarización TE directamente en la superficie del portaobjetos de donde se
midió su transmitancia y reflectancia del haz coherente. Sin embargo, aunque la forma de
las curvas se justa de manera adecuada a los datos experimentales, podemos observar que
algunos de estos datos se alejan un poco de la ĺıneas teóricas, sobretodo en ángulos rasantes.

1Es importante hacer notar que estos parámetros son totalmente distintos de monocapa a monocapa,
pues cada una de ellas fue elaborada con una part́ıcula espećıfica, en este caso alúmina (o titania). Donde
cada una de éstas tiene su propio ı́ndice de refracción y tamaño de part́ıcula espećıfico.
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Figura 5.1: Reflectancia y transmitancia teórica-experimental de un portaobjetos sin mono-
capa depositada.

Una posible explicación de esta discrepancia es que la superficie del portaobjetos no sea del
todo plana, sin mencionar que la forma geométrica del haz se ve afectada cuando existe
una variación del ángulo de incidencia en el sistema óptico (giro del goniómetro junto con
el sustrato), sobre todo para ángulos de incidencia mayores a 70◦, que es donde se observa
que el spot del haz empieza a deformarse sobre la superficie del portaobjetos (perceptible
a simple vista), además corresponde al rango donde se evidencia la divergencia entre los
datos experimentales y los modelos teóricos. Es importante destacar que este modelo no se
planteo para describir perfectamente este tipo de situación, sin embargo se puede ver que
es consistente en reproducir la forma de los datos experimentales cuando en él se dan las
condiciones que se tienen del sistema experimental.

Una vez que se ha corroborado el ajuste adecuado entre el modelo teórico (para el caso
polidisperso), y las curvas correspondientes a la reflectancia y transmitancia del portaobjetos,
el siguiente paso es presentar las curvas teórico-experimentales para cada muestra correspon-
dientes a la monocapa de part́ıculas de alúmina. Como se mencionó, las curvas teóricas se
obtuvieron de los parámetros mostrados de sus respectivas tablas. En las figuras 5.2, 5.4 y
5.6 se exhiben las curvas de reflectancia de luz coherente para las monocapas de part́ıculas de
alúmina correspondientes a las muestras AluM1, AluM2 y AluM3, respectivamente. Donde
los ćırculos rojos corresponden a los datos experimentales, la ĺınea azul corresponde al ca-
so monodisperso y la ĺınea negra corresponde al caso polidisperso. Observe de estas curvas
las oscilaciones que se presentan para el caso monodisperso, estas debidas a resonancias de
Mie presentes para aquellas part́ıculas cuyo tamaño es uniforme y mayor a la longitud de
onda incidente. Sin embargo, como se puede constatar estas oscilaciones se suprimen para
el caso polidisperso, en el que se ha considerado una distribución de tamaños asociado a las
part́ıculas de alúmina del tipo log-normal. Además, en este caso el ajuste es mucho mejor
entre el modelo, para el caso polidisperso, y los datos experimentales. Nótese la peculiaridad
de la forma que poseen estas curvas, existe una cresta que se forma entre un rango que va
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de los 50◦ hasta los 80◦, esto para las tres muestras. De donde a mayor concentración de
part́ıculas en la superficie del portaobjetos menor es el tamaño de ésta, contrario a esto, a
menor fracción de cubierta mayor tamaño de la cresta.

En las figuras 5.3, 5.5 y 5.7 se presentan las curvas de transmitancia de luz coheren-
te para las monocapas de part́ıculas de alúmina correspondientes a las muestras AluM1,
AluM2 y AluM3, respectivamente. En cada una de estas gráficas se han empleado los mis-
mos parámetros que fueron utilizados para generar las curvas teóricas correspondientes a la
reflectancia, salvo que en este caso se utilizaron las expresiones 3.110 y 3.112, para generar
estas curvas (monodisperso y polidisperso). En estas curvas los ćırculos rojos representan
los datos experimentales, la ĺınea azul corresponde al caso monodisperso y la ĺınea negra
al modelo polidisperso. Note de estas curvas teóricas que no hay mucha diferencia entre el
caso monodisperso y polidisperso, apenas son perceptibles pequeñas oscilaciones presentes
en el caso monodisperso. Por último, los únicos parámetros que se tomaron de forma tal que
nos permitieran un empalme adecuado entre la valores experimentales y las curvas teóricas
(en las curvas reflectancia y transmitancia) fueron el ancho para la distribución de tamaños
en las part́ıculas de alúmina, el cual se consideró con un valor de σ = 1.3, y la fracción de
cubierta respectiva para cada par de ellas.

Como se hab́ıa mencionado previamente, el modelo para el caso monodisperso y poli-
disperso pueden estar en función del ángulo de incidencia θi para una longitud de onda
espećıfica, o bien, como función de la longitud de onda, λ, para un ángulo de incidencia fijo.
En este último caso, es necesario por tanto tener una fuente luminosa que nos proporcione
un ancho espectral de forma que éste incida directamente en la monocapa depositada sobre
el sustrato, en nuestro caso un diodo emisor de luz blanca, véase sección 4.3. Sin duda, los
espectros transmitancia y reflectancia, de una monocapa, son otra forma de poder estudiar-
las. En la figura 5.8 se muestran los espectros de transmitancia, a incidencia normal, para
una monocapa de part́ıculas de alúmina correspondiente a la muestra AluM1, esto para un
ancho espectral de 450nm a 700nm. Los ćırculos azules corresponden al caso monodisperso,
los cuadrados negros al caso polidisperso y la ĺınea continua es el espectro de transmitancia
experimental de la monocapa. Observe el buen ajuste entre el caso polidisperso y el espectro
experimental para dicha muestra, una ĺınea horizontal; no obstante para el caso monodis-
perso se observan pequeñas oscilaciones de muy baja intensidad (apenas perceptibles). Los
parámetros que fueron utilizados para determinar este par de espectros teóricos se obtuvie-
ron de la tabla 5.1 (incluida también la superficie de cubierta Θ), los cuales se sustituyeron
en el algoritmo mostrado en el apéndice C. Por lo que se concluye que la superficie de cu-
bierta, Θ, para esta muestra, debe ser la correcta.2 Finalmente, en la figura 5.9 se muestran
los espectros de reflectancia teóricos obtenidos con los parámetros de la tabla 5.1 (muestra
AluM1), donde se observa la baja intensidad del espectro, de aqúı que se pueda entender
por qué nos resultó imposible medir este espectro con nuestro arreglo experimental. En este
par de espectros es muy apreciable la forma única que poseen cada uno de ellos.

2Véase la sección 6.1 en el que se describe otro método para determinar esta cantidad.
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Parámetro Superficie Radio Ancho de Índice de refracción Índice de refracción Índice de refracción

de ajuste de cubierta a◦ la gaussiana de la part́ıcula np del aire n1 del sustrato n2

Valor 0.057 1.5µm 1.3 1.76463 1.0002761 1.515

Cuadro 5.1: Parámetros de ajuste para la monocapa de part́ıculas de alúmina correspon-
dientes a la muestra, AluM1.

Figura 5.2: Reflectancia coherente para la monocapa de part́ıculas de alúmina (muestra
AluM1). En la parte superior izquierda se exhibe una micrograf́ıa de la monocapa correspon-
diente a esta muestra.

Figura 5.3: Transmitancia coherente para la monocapa de part́ıculas de alúmina (muestra
AluM1).
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Parámetro Superficie Radio Ancho de Índice de refracción Índice de refracción Índice de refracción

de ajuste de cubierta a◦ la gaussiana de la part́ıcula np del aire n1 del sustrato n2

Valor 0.038 1.5µm 1.3 1.76463 1.0002761 1.515

Cuadro 5.2: Parámetros de ajuste para la monocapa de part́ıculas de alúmina correspon-
dientes a la muestra, AluM2.

Figura 5.4: Reflectancia coherente para la monocapa de part́ıculas de alúmina (muestra
AluM2). En la parte superior izquierda se exhibe una micrograf́ıa de la monocapa correspon-
diente a esta muestra.

Figura 5.5: Transmitancia coherente para la monocapa de part́ıculas de alúmina (muestra
AluM2).

80



Parámetro Superficie Radio Ancho de Índice de refracción Índice de refracción Índice de refracción

de ajuste de cubierta a◦ la gaussiana de la part́ıcula np del aire n1 del sustrato n2

Valor 0.106 1.5µm 1.3 1.76463 1.0002761 1.515

Cuadro 5.3: Parámetros de ajuste para la monocapa de part́ıculas de alúmina correspon-
dientes a la muestra, AluM3.

Figura 5.6: Reflectancia coherente para la monocapa de part́ıculas de alúmina (muestra
AluM3). En la parte superior izquierda se exhibe una micrograf́ıa de la monocapa correspon-
diente a esta muestra.

Figura 5.7: Transmitancia coherente para la monocapa de part́ıculas de alúmina (muestra
AluM3).
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Figura 5.8: Espectros de transmitancia teórico-experimental para la monocapa de part́ıculas
de alúmina correspondientes a la muestra AluM1.

Figura 5.9: Espectros de reflectancia teóricos para la monocapa de part́ıculas de alúmina
correspondientes a la muestra AluM1.
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5.2. Resultados experimentales para la monocapa de

titania

En esta sección se describen los resultados teórico-experimentales para la monocapa de part́ıcu-

las de titania correspondientes a las muestras TitM1, TitM2 y TitM3. Los parámetros de ajuste

que se utilizaron para obtener las gráficas teóricas se muestran, respectivamente, en las tablas 5.4,

5.5 y 5.6. Estos parámetros se sustituyeron en el programa del apéndice B, para obtener aśı, las

curvas de reflectancia y transmitancia teóricas de cada muestra.

En las figuras 5.10, 5.12 y 5.14 se exhiben las curvas de reflectancia de luz coherente para

las monocapas de part́ıculas de titania correspondientes a las muestras TitM1, TitM2 y TitM3,

respectivamente. Donde los ćırculos rojos corresponden a los datos experimentales, la ĺınea azul

pertenece al caso monodisperso y la ĺınea negra describe al caso polidisperso. De estas gráficas

podemos observar que la forma de estas tres curvas, para cada muestra, son totalmente distintas

de las obtenidas con las monocapas de alúmina, y esta diferencia se debe obviamente al hecho de

que se están empleando part́ıculas mucho más pequeñas y con un ı́ndice de refracción distinto.

Además, se puede ver nuevamente que el modelo teórico, para el caso polidisperso, describe mucho

mejor los datos experimentales que el modelo para el caso monodisperso. Se presentan también en

estas gráficas, las micrograf́ıas correspondientes a cada muestra de la monocapa de part́ıculas de

titania, tomadas por un microscopio óptico. De la misma manera que en el caso de las monocapas

con part́ıculas de alúmina, podemos decir el crecimiento de la concavidad de las curvas, para las

monocapas de titania, ocurre mucho más rápido cuando la superficie de cubierta es menor, y el

crecimiento de esta es lento cuando se tiene una superficie de cubierta grande. Por otra parte, en las

figuras 5.11, 5.13 y 5.15 se muestran las curvas para la transmitancia coherente de luz respectivas de

cada muestra para la monocapa con part́ıculas de titania. En estas podemos distinguir claramente

las curvas que describen al modelo monodisperso (ĺınea azul) de aquellas correspondientes al caso

polidisperso (ĺınea negra). Se observa nuevamente, que el modelo teórico para el caso polidisperso

se ajusta muy bien a los datos experimentales de transmitancia (ćırculos rojos). Los parámetros

utilizados para estas curvas son los mismos a los empleados para obtener las curvas de reflectancia.

Finalmente, en la figura 5.16 se muestran los espectros de transmitancia para la monocapa de

part́ıculas de titania correspondientes a la muestra TitM2, donde la ĺınea negra describe el caso

polidisperso, la ĺınea azul corresponde al caso monodisperso, y la ĺınea continua es el espectro de

transmitancia experimental. De aqúı concluimos que el modelo teórico para el espectro de transmi-

tancia, en el caso polidisperso, describe perfectamente al espectro de transmitancia experimental

de esta muestra en espećıfico, en un rango de 450nm a 700nm. Donde se puede observar que este

espectro tiene la forma de una ĺınea recta horizontal, la misma forma que la obtenida para la mo-

nocapa de part́ıculas de alúmina. El espectro de reflectancia teórico de esta muestra se exhibe en

la Fig. 5.17, de donde se puede observar la baja intensidad de este par de curvas, razón por la cual

en este caso también nos fue imposible medir el espectro de reflectancia de esta muestra. Nótese la

forma única de cada espectro, tanto en el caso monodisperso (ĺınea azul) como el caso polidisperso

(ĺınea negra). Los parámetros para generar estos espectros se tomaron de la tabla 5.5, los cuales se

sustituyeron en el programa del apéndice C, incluida también la misma fracción de cubierta θ, por

lo que el valor elegido para esta muestra debe ser el correcto.
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Parámetro Superficie Radio Ancho de Índice de refracción Índice de refracción Índice de refracción

de ajuste de cubierta a◦ la gaussiana de la part́ıcula np del aire n1 del sustrato n2

Valor 0.107 220nm 1.4 2.73 1.0002761 1.515

Cuadro 5.4: Parámetros de ajuste para la monocapa de part́ıculas de titania correspondientes
a la muestra, TitM1.

Figura 5.10: Reflectancia coherente para la monocapa de part́ıculas de titania (muestra
TitM1). En la parte superior izquierda se exhibe una micrograf́ıa de la monocapa correspon-
diente a esta muestra.

Figura 5.11: Transmitancia coherente para la monocapa de part́ıculas de titania (muestra
TitM1).
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Parámetro Superficie Radio Ancho de Índice de refracción Índice de refracción Índice de refracción

de ajuste de cubierta a◦ la gaussiana de la part́ıcula np del aire n1 del sustrato n2

Valor 0.013 220nm 1.4 2.73 1.0002761 1.515

Cuadro 5.5: Parámetros de ajuste para la monocapa de part́ıculas de titania correspondientes
a la muestra TitM2.

Figura 5.12: Reflectancia coherente para la monocapa de part́ıculas de titania (muestra
TitM2). En la parte superior izquierda se exhibe una micrograf́ıa de la monocapa correspon-
diente a esta muestra.

Figura 5.13: Transmitancia coherente para la monocapa de part́ıculas de titania (muestra
TitM2).
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Parámetro Superficie Radio Ancho de Índice de refracción Índice de refracción Índice de refracción

de ajuste de cubierta a◦ la gaussiana de la part́ıcula np del aire n1 del sustrato n2

Valor 0.049 220nm 1.4 2.73 1.0002761 1.515

Cuadro 5.6: Parámetros de ajuste para la monocapa de part́ıculas de titania correspondientes
a la muestra TitM3.

Figura 5.14: Reflectancia coherente para la monocapa de part́ıculas de titania (muestra
TitM3). En la parte superior izquierda se exhibe una micrograf́ıa de la monocapa correspon-
diente a esta muestra.

Figura 5.15: Transmitancia coherente para la monocapa de part́ıculas de titania (muestra
TitM3).
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Figura 5.16: Espectros de transmitancia teórico-experimental para la monocapa de part́ıculas
de titania correspondiente a la muestra TitM2.

Figura 5.17: Espectros de reflectancia teóricos para la monocapa de part́ıculas de titania
correspondiente a la muestra TitM2.
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5.3. Análisis de los resultados experimentales

De los resultados teórico-experimentales presentados en la sección previa, para las mono-
capas de alúmina y titania, respectivamente, podemos ver que las curvas teóricas se ajustan
bien a los datos experimentales, tanto en la reflectancia como en el caso de la transmitan-
cia. Sin embargo, se puede constatar algunas pequeñas discrepancias entre la teoŕıa y el
experimento, esto se puede deber a cuatro razones principales:

La primera, y más importante, la formación de agregados de part́ıculas sobre la su-
perficie del portaobjetos, los cuales por supuesto no se toman en cuenta en estos dos
modelos, caso monodisperso y polidisperso. Estos clústers de part́ıculas se pueden ob-
servar en algunas zonas de las micrograf́ıas tomadas de la superficie del portaobjetos
con el microscopio óptico, las cuales se muestran en las gráficas de los resultados ex-
perimentales, respectivamente para cada monocapa.

Otra causa, principalmente para las part́ıculas de alúmina, es el hecho de no tener
un ancho constante del spot cuando el haz de láser incide sobre la región donde se
estudia la reflectancia y la transmitancia, pues a medida que se gira al goniómetro
con la muestra, la forma del spot empieza a deformarse, básicamente pasa de una
forma circular (a incidencia normal) a una forma eĺıptica (para ángulos rasantes), esto
conlleva a que la región radiada no sea la misma para todo ángulo de incidencia, y con
ello se ilumine una zona donde además la fracción de cubierta no sea la misma, pues
ésta puede variar para diferentes zonas de la misma muestra. Por ende observamos que
para ángulos rasantes, en las monocapas de part́ıculas de alúmina sobretodo, la curva
teórica se aleje un poco de los valores experimentales.

Tanto en el caso de monocapas con part́ıculas de alúmina como con part́ıculas de
titania, éstas part́ıculas no poseen una forma perfectamente esférica, sino una forma
esferoidal irregular. Sin embargo, aún aśı estas part́ıculas pueden ser descritas con este
modelo considerando su forma como una esfera perfecta.

No tenemos un sustrato con una superficie perfectamente plana, esto lo pudimos co-
rroborar con las curvas de reflectancia y transmitancia obtenidas para el portaobjetos
(sin monocapa depositada), donde existe un pequeña separación entre la curva teórica
y los datos experimentales para ángulos rasantes, véase figura 5.1.

De los resultados mostrados en las secciones previas, para las dos monocapas de part́ıcu-
las polidispersas, se puede inferir sin lugar a dudas que el modelo teórico, para el caso
polidisperso, reproduce bastante bien los datos experimentales. Sin embargo, como se pudo
percibir, para ambos modelos, la fracción de cubierta Θ y el ancho de la función para la
distribución de tamaños σ fueron elegidos de forma tal que se obtuvieran los mejores ajustes
entre el experimento y la teoŕıa. La razón de ello, para el caso de la fracción de cubierta,
es que no se cuenta con una herramienta para determinar Θ sobre áreas grandes de una
muestra (para áreas pequeñas tenemos la microscoṕıa). De aqúı una posible aplicación, muy
particular, para el modelo desarrollado en este trabajo es el de poder determinar la cantidad
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de superficie cubierta por las part́ıculas depositadas sobre el sustrato, esto a partir de medir
sus correspondientes curvas de reflectancia y/o transmitancia. Más aún, un segundo método
para corroborar el valor correcto de esta cantidad es a través de medir sus espectros de
transmitancia, y observar la concordancia para esta cantidad, medida de manera indirecta
por estos dos métodos experimentales. En el último caṕıtulo de este trabajo, describo un
tercer método para deducir la fracción de cubierta por medio del análisis de las micrograf́ıas
tomadas de la superficie del portaobjetos con la monocapa depositada en éste (véase sec-
ción 6.1). Pasando a la segunda variable, la función para la distribución de tamaños σ, se
habrá podido notar que el ajuste teórico-experimental de cada una de las curvas descritas
en las dos secciones previas se realizaron empleando una distribución de tamaños con una
función del tipo log-normal, esto para cada monocapa. No obstante, el fabricante especifica
que las part́ıculas de titania poseen este tipo de función para su distribución de tamaños,
con un ancho asignado de σ = 1.4. Como se pudo constatar este valor fue el que se uti-
lizó para realizar el ajuste entre los modelos teóricos y los datos experimentales, hablando
solamente de la monocapa con part́ıculas de titania. En contraste, se desconoce hoy en d́ıa la
distribución de tamaños que poseen las part́ıculas de alúmina. Sin embargo, se asumió como
hipótesis en este trabajo que este tipo de part́ıculas poseen igualmente una función del tipo
log-normal que describe su distribución de tamaños. Partiendo de esta idea, se procedió a
realizar el ajuste teórico-experimental donde finalmente se obtuvo un buen ajuste entre el
modelo teórico y el experimento. Sólo que en este caso, para las part́ıculas de alúmina, se
utilizó un ancho en su distribución de σ = 1.3, menor al empleado en las part́ıculas de tita-
nia. En la figura 5.18, se muestran las curvas correspondientes a la distribución de tamaños
para las part́ıculas de alúmina y titania empleadas para el ajuste teórico-experimental. Como
nota adicional, śı σ → 0, el modelo polidisperso se reduce al caso monodisperso.

Los modelos teóricos que se han formulado en este trabajo de investigación nos permi-
ten describir la reflectancia y transmitancia coherente de luz ya sea para una monocapa de
part́ıculas monodispersas, o bien, para una monocapa de part́ıculas polidispersas. Si exa-
minamos con cuidado la curvas de reflectancia para la monocapa de part́ıculas de alúmina,
notamos que estas poseen una forma muy peculiar (ver figuras 5.2, 5.4 y 5.6). Pero, ¿Cuál es
la razón de esta anatomı́a? Partiendo del modelo polidisperso, en la figura 5.19, se muestran
las curvas de reflectancia para una monocapa de part́ıculas de alúmina soportada por un
sustrato en la aproximación de la ecuación 3.111, cuya expresión es 5.1 (ĺınea negra), la del
sustrato sin monocapa (ĺınea roja), y la de la monocapa aislada (ĺınea azul) que corresponde
a la norma al cuadrado de la expresión 3.94. Se muestra además en esta figura, la curva de la
transmitancia de la monocapa aislada (ĺınea verde) correspondiente a la norma al cuadrado
de la expresión 3.95. La ĺınea café corresponde a la gráfica de esparcimiento, deducida de la
expresión: 1− (Rmonocapa + Tmonocapa).

Rmonocapa+sustrato ≈ |rcohp|2 + |tcohp |4|r12|2 (5.1)

Como se puede ver de la figura 5.19, de 0◦ a 40◦ aproximadamente, la reflectancia se debe
en gran parte al sustrato o portaobjetos (sin monocapa), es decir, prácticamente la reflexión
es debida al portaobjetos. Note que de 0◦ a 86◦ la reflectancia de la monocapa aislada es
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Figura 5.18: Distribución de tamaños para las part́ıculas de alúmina y titania.

nula, rcohp = 0, pero empezando a superar los 86◦ la monocapa aislada es la que refleja
totalmente en el sistema. Por otra parte, al superar los 40◦ el sustrato empieza a reflejar en
menor cantidad, debido a que la transmitancia de la monocapa aislada de part́ıculas empieza
a disminuir su valor, ver expresión 5.1. Esto sigue ocurriendo hasta que se llega a un máximo
en la reflectividad del sustrato, aproximadamente a los 73◦, pues superando este ángulo de
incidencia, la norma a la cuarta potencia de la transmitancia, de la monocapa aislada, es
muy pequeña, con lo que la reflectancia del sustrato empieza a caer prácticamente a cero
(alrededor de los 86◦). Pero como se mencionó, a partir de los 86◦, la reflectividad del sistema
se debe totalmente a la reflectancia de la monocapa aislada, mientas que la reflectancia del
sustrato con la transmitancia de la monocapa aislada se anulan mutuamente, hasta los 90◦.
Por último, en la figura 5.20 se muestran las curvas correspondientes a la reflectancia de una
monocapa de part́ıculas de titania soportadas por un sustrato (ĺınea negra), deducida de la
Exp. 5.1, la curva de reflectancia para la monocapa aislada (ĺınea azul) y la del sustrato

90



sin monocapa (ĺınea roja). Además se muestra la transmitancia de la monocapa aislada
(ĺınea verde) y el esparcimiento de ésta correspondiente a la ĺınea punteada café. Se puede
constatar de esta figura que de 0◦ hasta los 70◦ la monocapa aislada de part́ıculas de titania
no refleja, mientras que la reflectancia del sustrato por el producto de la transmitancia de
la monocapa aislada mantienen un valor constante en la reflectancia total del sistema hasta
los 73◦. Pasando los 70◦, el aumento de la reflectancia en el sistema se debe totalmente a la
reflectancia de la monocapa aislada.

Figura 5.19: Curvas de reflectancia y transmitancia para una monocapa aislada de part́ıculas
de alúmina.

Figura 5.20: Curvas de reflectancia y transmitancia para una monocapa aislada de part́ıculas
de titania.
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Caṕıtulo 6

Discusión y conclusiones

En la sección previa se realizó la comparación entre los datos experimentales para la
reflectancia y transmitancia de monocapas con part́ıculas de alúmina y/o titania (part́ıculas
polidispersas), con el modelo teórico para el caso monodisperso y polidisperso. Si recorda-
mos, el único parámetro que se ajustó sin restricción para obtener el mejor ajuste entre los
datos experimentales y las curvas teóricas fue la superficie de cubierta, Θ. De aqúı que se
pueda inferir que una forma indirecta de medir la cantidad part́ıculas depositadas en una
superficie plana es a través de sus curvas de reflectancia o transmitancia, o de los espec-
tros de transmitancia. Mi intención de este último caṕıtulo, es mostrar un software que nos
permite estimar, de manera muy aproximada, la fracción de cubierta de las part́ıculas que
son depositadas sobre la superficie de un portaobjetos, a partir del análisis de la micrograf́ıa
tomada de la superficie del portaobjetos con la monocapa depositada. Después comparamos
las cantidades obtenidas con el software con las fracciones de cubierta determinadas con los
modelos teóricos. Finalmente en la segunda sección de este caṕıtulo se dan las conclusiones
generales de este trabajo.

6.1. Discusión de la superficie de cubierta Θ, con una

aplicación

Como se mencionó, resulta un poco ambiguo estimar la cantidad de part́ıculas que fueron
depositadas sobre la superficie del portaobjetos a partir de su respectiva micrograf́ıa, que al
final de cuentas, esto nos determina el porcentaje de la fracción de cubierta, por la monocapa,
sobre la superficie de éste, denotada en este trabajo como Θ. En la monocapa de part́ıculas
muchas de ellas se encuentran aisladas, otras tantas están muy próximas entre śı, e incluso
como se mencionó en los resultados, algunas de ellas forman agregados, lo cual imposibilita
el conteo directo de estas part́ıculas a simple vista con el microscopio óptico. Aunando a esto,
tenemos que algunas de estas part́ıculas son tan pequeñas, como las part́ıculas de titania,
que podŕıan pasar desapercibidas en la micrograf́ıa óptica, figura 6.3.

La idea en esta sección es la de discutir un pequeño algoritmo que nos permita estimar
la fracción de cubierta a partir de la imagen tomada de la superficie del sustrato con la
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Figura 6.1: En la parte izquierda de esta figura se muestra una part́ıcula de diámetro 1u
depositada sobre una superficie totalmente blanca con un área total de 30 × 30u2. En la
imagen de la derecha se muestran 34 part́ıculas depositadas sobre la misma área.

monocapa depositada (capturada con una cámara a través del lente ocular de un microscopio
óptico). Este algoritmo trabaja de manera muy sencilla. En la figura 6.1 se muestra una
part́ıcula-negra de diámetro 1u1 “depositada” sobre una superficie con un área de 30×30u2,
es fácil ver entonces que la fracción de cubierta es

Θ =
(N · a)

AT
, (6.1)

donde N es el número total de part́ıculas, a es el área de la part́ıcula y AT es el área total
de la superficie. En este caso el área de nuestra part́ıcula es π(0.5u)2 = 0.785u2 y el área de
la superficie es de 900u2, por lo que la fracción de cubierta es, Θ = 0.087 %. De esta misma
manera analizando la imagen de la derecha, con N = 34, se llega a una fracción de cubierta
de, Θ = 2.96 % o 0.029. El problema viene cuando las part́ıculas que son depositadas sobre
el sustrato no tienen un forma geométrica espećıfica, o bien, como es nuestro caso se forman
agregados. Sin mencionar que se carecen de los datos necesarios, como puede ser el área de
la superficie, el tamaño de part́ıcula, la forma geométrica, etc, véase la figura 6.2.

Sin embargo, hay una ventaja importante en este tipo de imágenes, al igual que en las
micrograf́ıas tomadas de las monocapas de alúmina y titania, y es el alto contraste que tienen
las part́ıculas respecto a la superficie en las que son depositadas. La idea principal estriba en
poder “traducir” estas imágenes en contrastes de grises con una función especial de octave o
matlab, a este comando al cual se hace referencia, se le llama imread. En octave/matlab una
imagen a escala de grises es representada por medio de una matriz bidimensional de m×n
elementos, en donde n representa el número de ṕıxeles de ancho y m el número de ṕıxeles de
largo. Aśı que con esto, independientemente de la imagen, ya tenemos el área de la superficie
total AT que corresponde al tamaño de la matriz, (mn). Además, cada elemento de la matriz

1Para este ejemplo u corresponde a una unidad de distancia arbitraria.
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Figura 6.2: “Part́ıculas” amorfas depositadas sobre la misma superficie (un área de 900u2)
¿Cual es la fracción de cubierta por estas part́ıculas?

de la propia imagen tiene asignado un valor de 0 (negro) a 255 (blanco). He aqúı otra ventaja,
pues para las imágenes 6.1 y 6.2 simplemente discriminamos aquellos ṕıxeles que no posean
el valor de 0, para después restarlos de aquellos con valor 0, y obtener aśı (N · a), finalmente
aplicamos la Exp. 6.1 para obtener la fracción de cubierta Θ. Nota: Si deseamos obtener
la imagen correspondiente a los ṕıxeles que se tomaron en cuenta en el filtro (a escala de
grises), simplemente empleamos el comando imshow. El algoritmo implementado para esta
discriminación se muestra a continuación,

% Este programa se puede ejecutar en matlab u octave

clc

clear all

clf

A=imread(’ima1.jpg’);

S=size(A);

m=S(:,1);

n=S(:,2);

At=m*n; % Area total de la imágen

a=0; % Conteo de pixeles

b=0; % Conteo de pixeles

c=0; % Conteo de pixeles

for i=1:m
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for j=1:n

if A(i,j)==255 %(Conteo del fondo blanco) Sustrato

a=1+a;

B(i,j)=255;

elseif A(i,j)>=0 & A(i,j)<24 % (conteo de partı́culas)

b=1+b;

B(i,j)=A(i,j);

else % (ruido) % para el caso de las monocapas

c=1+c;

B(i,j)=255;

end

end

end

Ae=At-a % area efectiva para el caso de las monocapas

Fc=(b/At)*100 % FRACCIÓN DE CUBIERTA

% para el caso de las monocapas con partı́culas

Fcm=(b/Ae)*100

figure(1)

imshow(A, [0 255])

figure(2)

imshow(B, [0 255])

Analizando la imagen de la izquierda, para la figura 6.1, con este algoritmo se obtiene
una superficie de cubierta del 0.0873 %, y para la imagen de la derecha de esta misma
figura se obtiene una superficie de cubierta del 2.96 %, es decir, son los mismos valores
que se obtuvieron previamente en el análisis de este par de imágenes. Sin contar con los
datos suficientes para la imagen correspondiente a la figura 6.2, se obtiene una superficie
de cubierta, empleando este algoritmo del 11.8 % correspondiente al área cubierta de las
part́ıculas amorfas depositadas sobre la superficie del sustrato.

Las imágenes mostradas en la figura 6.3, correspondientes a las monocapas de alúmina
y titania, tienen un fondo blanco (debido a la edición), por lo que es necesario eliminarla
del área total (esto al cargar la imagen con el comando imread), para aśı obtener el área
correcta que encierra a la monocapa de part́ıculas (en el algoritmo llamada área efectiva).
Es importante recalcar que las part́ıculas depositadas en la superficie del sustrato tienen
un contraste variable, por lo que su rango en escala de grises es mayor. Aśı pues, para las
part́ıculas de alúmina su rango en la escala de grises va de 0 a 120 y para las part́ıculas
de titania se tiene un rango, en la escala de grises, de 0 a 96. Estas escalas nos permiten
discriminar las part́ıculas del sustrato mismo y del fondo blanco.

En las tablas 6.1 y 6.2 se muestran los valores correspondientes a las superficies de cubier-
ta obtenidas con el modelo teórico y con el algoritmo para las monocapas de part́ıculas de
alúmina y titania, respectivamente. De este par de tablas podemos ver que existen pequeñas
discrepancias entre los valores obtenidos con el programa y los que se utilizaron en el modelo
teórico. Esto puede deberse a las diferencias que hay entre el área que se está empleando
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Modelo Muestra: AluM1 Muestra: AluM2 Muestra: AluM3

Θ-teórico 5.7 % 3.8 % 10.6 %
Θ-software 5.2 % 4.31 % 13.83 %

Cuadro 6.1: Fracción de cubierta para la monocapa de part́ıculas de alúmina determinadas
con el programa y con el modelo teórico.

Muestra Muestra: TitM1 Muestra: TitM2 Muestra: TitM3

Θ-teórico 10.7 % 1.3 % 4.9 %
Θ-software 10.32 % 1.44 % 1.66 %

Cuadro 6.2: Fracción de cubierta para la monocapa de part́ıculas de titania determinadas
con el programa y con el modelo teórico.

para el análisis de la imágenes con el software (área iluminada por el microscopio óptico), y
el área que realmente es iluminada por el haz de láser sobre la monocapa de part́ıculas, la
cual es de aproximadamente de 2.01mm2. No obstante, como primer análisis, los valores de
estas fracciones de cubierta se aproximan bastante bien con los empleados en los modelos
teóricos, aunque el software se puede mejorar si se conoce el área iluminada por el microsco-
pio óptico necesaria para tomar la micrograf́ıa. De aqúı podemos concluir, de manera muy
particular, lo siguiente: Contamos con tres formas de poder determinar la fracción de cu-
bierta, la primera a través de las curvas de reflectancia y transmitancia, la segunda con el
espectro de transmitancia, o bien, empleando el software aqúı descrito. Śı los tres valores
coinciden, con estos tres métodos, entonces podemos asegurar que ese valor corresponde a
la superficie de cubierta real para la monocapa de part́ıculas que se esta analizando. En la
figura 6.3 se muestran las imágenes “reconstruidas” con el software, empleando el comando
imshow, correspondientes a las monocapas con part́ıculas de alúmina y titania, de donde se
ha filtrado al sustrato, permitiéndonos ver solamente las monocapas de part́ıculas de alúmina
y titania, note que apenas se distingue la monocapa de part́ıculas de titania en la imagen
inferior derecha.
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Figura 6.3: En la parte superior-izquierda de esta figura se muestra la micrograf́ıa de la
monocapa de part́ıculas de alúmina correspondiente a la muestra AluM2. Y a su derecha
se muestra la imagen “reconstruida”, con el software, de la monocapa (sin sustrato). En la
parte inferior-izquierda se muestra la micrograf́ıa de una monocapa de part́ıculas de titania
correspondiente a la muestra TitM2. En la parte derecha de esta imagen se muestra la imagen
de la monocapa aislada reconstruida con el software.
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6.2. Resumen y conclusiones generales

Esta tesis tuvo dos objetivos principales, por un lado establecer un modelo relativamente
simple para la reflexión y transmisión coherente de luz de una monocapa de part́ıculas “gran-
des” depositadas sobre un sustrato plano de vidrio para el caso de monocapas polidispersas.
Entiéndase por part́ıculas grandes aquellas part́ıculas cuyos radios son comparables, o más
grandes, a la longitud de la onda electromagnética incidente. El modelo aqúı desarrollado es
una extensión del modelo de múltiple esparcimiento para la reflexión y transmisión de luz
coherente desde una monocapa de part́ıculas monodispersas publicado recientemente [1]. El
modelo para monocapas con part́ıculas polidispersas es aplicable para todo ángulo de inciden-
cia y cualquier tipo de configuración, interna o externa, empleada en el arreglo experimental
e independientemente del tamaño de part́ıcula, sin embargo está limitado a fracciones de
cubierta baja. Por otro lado, el segundo objetivo principal fue estudiar la validez del modelo
teórico. Para ello se procedió a medir de manera experimental la reflectancia y transmitancia
óptica para monocapas con part́ıculas de alúmina y titania depositadas sobre la superficie
de un sustrato con una configuración por reflexión externa, para una interfase aire-vidrio,
de 0 a 90◦. Se encontró que los datos experimentales son consistentes con el modelo teórico,
de donde se consideró en cuenta una fracción de cubierta baja, este último parámetro se
tomó de manera que se ajustaran lo mejor posible las curvas teóricas a los datos experimen-
tales. La razón de esto fue la dificultad de medir de forma directa la fracción de cubierta de
las part́ıculas depositadas sobre el sustrato a través de las micrograf́ıas obtenidas de estas
monocapas con ayuda de un microscopio óptico. Sin embargo, en este trabajo se plantea de
manera indirecta, una forma de medir la cantidad de part́ıculas depositadas sobre la superfi-
cie del portaobjetos, esto a través de un procesamiento imágenes por software, donde se pudo
corroborar, para dos muestras, la proximidad entre los valores ajustados para hacer coincidir
el modelo teórico con los datos experimentales y los obtenidos con este procesamiento. Por
otra parte, se puede concluir que la hipótesis de considerar una función log-normal para la
distribución de tamaños en el caso de las part́ıculas de alúmina fue correcta. Es decir, la
misma función que describe la distribución de tamaños en las part́ıculas de titania lo es para
las part́ıculas de alúmina. De donde se usó, para las part́ıculas de alúmina, un ancho en la
función de σ = 1.3 y para las part́ıculas de titania un valor de σ = 1.4.

Tomando como punto de partida el análisis teórico-experimental exitoso que se obtuvo
a partir de las curvas de reflectancia y transmitancia como función del ángulo de incidencia
de las monocapas con part́ıculas de alúmina y titania, el paso siguiente consistió en medir
los espectros de transmitancia para dos muestras representativas, una de alúmina y otra
de titania. Se concluye que la forma de estos dos espectros experimentales se reproducen
consistentemente con el modelo teórico. Los parámetros que fueron usados para generar los
espectros teóricos de transmitancia correspondientes a estas muestras, son los mismos que
los usados en el modelo de esparcimiento coherente, incluida también la fracción de cubierta.
De aqúı que se pueda inferir, casi de forma segura, que las superficies de cubierta elegidas
para las muestras: AluM1 y TitM2, son las correctas. Por otra parte, cabe mencionar que
nos resultó dif́ıcil, por no decir imposible, medir los espectros de reflectancia de forma ex-
perimental, no obstante los espectros de reflectancia teóricos se exhibieron para este par
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de monocapas, donde se puede corroborar la baja intensidad de éstos. Inesperadamente los
espectros de transmisión para este par de monocapas no ofrecen mayor información del sis-
tema. Si acaso se puede inferir la fracción de cubierta Θ y el ancho para la distribución de
tamaños σ. En contraste, las curvas de reflectancia y transmitancia en función del ángulo de
incidenica, nos ofrecen un poco más de información respecto a la forma en que este sistema
refleja o trasmite la luz coherente que incide en éste, o bien, para qué ángulos la luz es
mayormente esparcida, además de que se puede inferir la fracción de cubierta y el ancho de
la función para la distribución de tamaños.

La conclusión general de este trabajo es que el modelo de esparcimiento coherente desarro-
llado en [1] y extendido aqúı para el caso de monocapas polidispersas describe correctamente
y de manera cuantitativa la reflectividad y transmitividad de monocapas de part́ıculas alta-
mente esparcidoras de luz soportadas por un sustrato plano a bajas fracciones de cubierta.
Sin embargo, aún queda mucha investigación por revolver en este campo de estudio, además
de extender el análisis, de este modelo, en nuevos arreglos experimentales. Por ejemplo,
medir por reflexión interna, la reflectancia y transmitancia de luz coherente en monocapas
nuevas, con part́ıculas de śılice y látex. Extender el modelo teórico para tomar en cuenta
nuevas formas geometŕıas en las part́ıculas que se depositan sobre algún sustrato plano, esto
para part́ıculas de bajo contraste respecto al del medio donde se hallan inmersas. Por otra
parte, elaborar un modelo en el que se tomen en cuenta altas densidades para la fracción de
cubierta, para part́ıculas cuyo tamaño sea menor o mayor a la longitud de onda incidente. El
desarrollo teórico de estos modelos y su comparación con experimentos implica el desarrollo
de nuevos arreglos experimentales, también será de interés su aplicación a sensores ópticos en
algún sistema biológico, tecnológico o cient́ıfico en general. En el caso biológico, un ejemplo
podŕıa ser, caracterizar crecimientos en cultivos celulares (depositados en portaobjetos o en
cajas de Petri) por reflexión o transmisión de su luz coherente (o espectros de transmisión).
Como se sabe, las células no poseen en śı una forma geométrica definida y éstas se encuentran
inmersas dentro de alguna sustancia, que permite su alimentación y crecimiento de cada una
de ellas. Podemos ver a este sistema biológico como una peĺıcula delgada depositada sobre
un sustrato plano sumergidas en un medio complejo. Es decir, las células en nuestro modelo
teórico representan al conjunto de part́ıculas y el medio 1 toma el papel de la sustancia que
rodea al cultivo celular. Otra aplicación interesante, seŕıa para monitorear el depósito de
aerosoles contaminantes sobre algún sustrato espećıfico. En otras palabras, esto es, deter-
minar el número de part́ıculas contaminantes que se llegan a depositar sobre algún tipo de
sustrato inmersos en un medio espećıfico. Aśı pues, se concluye con esto las tareas pendientes
contempladas para un trabajo futuro, además de plantear al lector un motivo para llamar
su interés a estos temas aparentemente muy teóricos, pero que en el fondo resguardan una
enorme cantidad de aplicaciones en instrumentación moderna.
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Apéndice A

Dispersión de luz de pequeñas
part́ıculas

El programa que se detalla primeramente en este apéndice nos permite calcular la intensi-
dad, de una part́ıcula, en función del ángulo de dispersión. Cabe mencionar que la teoŕıa que
subyace en cada uno de estos programas se describe en la sección 2.3. Ya desde 1968 exist́ıa
un estudio computacional acerca de los coeficientes de dispersión de Mie, desarrollado por
Dave. Y hoy en d́ıa se siguen usando estos algoritmos con algunas modificaciones adaptadas
al software de hoy. Entre estos cambios destaca la convergencia del número mı́nimo, nmax,
para la descomposición del campo incidente en ondas esféricas de las series infinitas presentes
en los coeficientes de la matriz de dispersión, S1(θ) y S2(θ). Convergencia que dependerá del
tamaño normalizado de la part́ıcula x. Para un error relativo de 10−7, el valor propuesto
en [27], es de

nmax = x+ 4x1/3 + 2 (A.1)

En dicha referencia se menciona que la iteración no puede extenderse a cualquier número
grande pues se corre el riesgo de que la función de recurrencia, en estas series, diverja, por
acarreamiento de error en las variables flotantes. No obstante, la función propuesta, A.1,
para la convergencia de estas series, tiene su fundamento en un extenso estudio publicado
por Wiscombe entre 1979 y 1980, y ampliamente analizado por Khare. El programa que se
presenta en este apéndice depende de la subrutinas mostradas en las respectivas secciones
del presente anexo, más aún, estas subrutinas son de vital importancia para los posteriores
algoritmos que fueron utilizados en el análisis de los resultados teóricos-experimentales, pues
hay una dependencia de éstos con las subrutinas aqúı presentadas. Cada uno de estos progra-
mas pueden ser compilados en la consola de cualquier distribución de Linux, en nuestro caso
se ha utilizado Debian-Linux, con el paquete instalado GNU-OCTAVE. O bien, si cuenta
con una licencia de MATLAB se pueden compilar en este software sin ningún problema. Las
variables que se necesitan para ejecutar el programa son: parámetro de tamaño x, ı́ndice de
refracción del medio m y cota superior para la evaluación del ángulo de dispersión θ.
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El siguiente programa fue tomado del apéndice A, de la siguiente referencia [27]. Como se
hab́ıa dicho este programa calcula las intensidades dispersadas asociadas a las componentes
perpendicular y paralela para una part́ıcula esférica “pequeña” homogénea inmersa en un
medio con ı́ndice de refracción m = m′ + im′′ y con un parámetro de tamaño x, en función
del ángulo de esparcimiento, θ:

clear all

clc

clf

m=input(’Dame el ı́ndice de refracción m: ’);

x=input(’Dame el tama~no del parámetro x: ’);

ang=input(’Dame el ángulo máximo de evaluación (Hasta 180◦): ’);

num=input(’Dame la frecuencia de muestreo: ’);

paso=ang/num

o=0;

for r=1:num+1

O=o*pi/180;

u=cos(O);

S12=fm_AB(m, x, u);

anbn=fm_cof(m, x);

An=anbn(1,:);

Bn=anbn(2,:);

Ia(r)=S12(1,:);

IA(r)=abs(Ia(r))^2;

YA(r)=log10(IA(r));

Ib(r)=S12(2,:);

IB(r)=abs(Ib(r))^2;

YB(r)=log10(IB(r));

X(r)=o;

o=o+paso;

end

plot(X, YA, ’r’)

hold on

plot(X, YB, ’-b’)

title("Dispersion de luz en una esfera");

xlabel("Angulo de Dispersion")

ylabel("Logaritmo de la intensidad")

legend(’Intensidad componente paralela’, ’Intensidad componente perpendicular’);

grid on

print Desfera.jpg
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A.1. Subrutina 1. Coeficientes de dispersión S1(θ) y

S2(θ)

Este programa calcula los coeficientes de dispersión del campo lejano conocidos como
S1(θ) y S2(θ), para este programa denotados como A y B, respectivamente:

function result=fm_AB(m, x, u)

% La función u está acotada: -1<=u=cos(theta)<=1

% m: es el ı́ndice de refracción relativo complejo, m=m’+im’’,

% siendo m=k1/k=n1/n. Donde n1 es el ı́ndice de refracción de la partı́cula

% y n es el ı́ndice de refracción del medio.

% x: es el parámetro de tama~no, siendo x=ka. Donde:

% k=2*pi*n (a/lambda): es el número de onda en el medio

% a: es el radio de la esfera

nmax=round(2+x+4*x^(1/3));

ab=fm_cof(m, x);

an=ab(1,:);

bn=ab(2,:);

pt=fm_pt(u, nmax);

Pn=pt(1,:);

Tn=pt(2,:);

l=(1:nmax);

l2=(2*l + 1)./(l.*(l+1));

Pn=l2.*Pn;

Tn=l2.*Tn;

A=(an*Pn’+bn*Tn’);

B=(an*Tn’+bn*Pn’);

result=[A; B];

A.2. Subrutina 2. Amplitudes complejas del campo dis-

persado

Este programa calcula las amplitudes complejas, an, bn, cn y dn, de las ondas parciales
para el campo dispersado:

function result=fm_cof(m, x)

% m: es el ı́ndice de refracción relativo complejo, m=m’+im’’,

% siendo m=k1/k=n1/n. Donde n1 es el ı́ndice de refracción de la partı́cula

% y n es el ı́ndice de refracción del medio.

% x: es el parámetro de tama~no, siendo x=ka. Donde:

% k=2*pi*n (a/lambda): es el número de onda en el medio

% a: es el radio de la esfera
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nmax=round(2+x+(4*x^(1/3)));

l=(1:nmax);

v=(l+0.5);

mx=m.*x;

m2=m.*m;

% Funciones de Bessel de primer y segundo tipo, en función de x

rx=sqrt(0.5*pi./x);

bx=besselj(v, x).*rx;

% Derivada de la función de Bessel, en función de x

b1x=[sin(x)/x, bx(1:nmax-1)];

yx=bessely(v, x).*rx;

y1x=[-cos(x)/x, yx(1:nmax-1)];

hx=bx+i*yx; % Función de Hankel

h1x=b1x+i*y1x; % Función de Hankel

% Funciones de Bessel de primer tipo en función del producto mx

rmx=sqrt(0.5*pi./mx);

bmx=besselj(v, mx).*rmx;

% Derivada de la función de Bessel, en función de mx

b1mx=[sin(mx)/mx, bmx(1:nmax-1)];

ax=x.*b1x-l.*bx; % [xJ_{n}(x)]’

amx=mx.*b1mx-l.*bmx; % [mxJ_{n}(mx)]’

ahx=x.*h1x-l.*hx; % [xh_{n}(x)]’

% Funciones de recursión para los coeficientes de Mie

an=(m2.*bmx.*ax-bx.*amx)./(m2.*bmx.*ahx-hx.*amx);

bn=(bmx.*ax-bx.*amx)./(bmx.*ahx-hx.*amx);

cn=(bx.*ahx-hx.*ax)./(bmx.*ahx-hx.*amx);

dn=m.*(bx.*ahx-hx.*ax)./(m2.*bmx.*ahx-hx.*amx);

result=[an; bn; cn; dn];

A.3. Subrutina 3. Funciones angulares de Mie πn y τn

El siguiente programa nos permite calcular las funciones angulares de Mie, πn y τn, que
describen la dependencia angular de la luz radiada en la dirección del ángulo de dispersión
θ, siendo P 1

n los polinomios de Legendre:

function result=fm_pt(u, nmax)

% La función u está acotada: -1<=u=cos(theta)<=1

% n entero que va de 1 a nmax

% pi_n y tau_n son las funciones angulares usadas en la teorı́a de Mie

p(1)=1; % Por definición

t(1)=u;
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p(2)=3*u;

t(2)=3*cos(2*acos(u));

for n=3:nmax

% Función recursiva de PI_n

p1=(2*n-1)./(n-1).*p(n-1).*u;

p2=(n./(n-1)).*p(n-2);

p(n)=p1-p2;

% Función recursiva de Tau_n

t1=n*u.*p(n);

t2=(n+1).*p(n-1);

t(n)=t1-t2;

end

result=[p; t];
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Apéndice B

Análisis teórico-experimental (casos
monodisperso y polidisperso)

El algoritmo que se muestra a continuación nos permite determinar las curvas de re-
flectancia y transmitancia para una monocapa, constituida por part́ıculas monodispersas y
polidispersas, soportadas por una superficie plana, para una onda electromagnética incidente
con polarización TE y TM , (Secs. 3.2, 3.3 y 3.4). Además, permite comparar estas curvas
con los datos experimentales mesurados con los arreglos experimentales correspondientes a
las Figs. 4.7 y 4.10, para la reflectancia y transmitancia, respectivamente (para el caso expe-
rimental, sólo polarización TE). En este caso particular se cargan los datos experimentales
de una monocapa con part́ıculas de alúmina para la muestra AluM2, y los parámetros para
generar sus correspondientes curvas teóricas, como superficie de cubierta, radio de part́ıcula,
ı́ndice de refracción, etc., de esta muestra en particular se toman de la tabla 5.2, correspon-
diente a la sección 5.1. Nótese la dependencia de este programa con las subrutinas descritas
en el apéndice anterior, mostradas en las secciones A.1, A.2 y A.3, las cuales se mandan a
llamar como funciones externas dentro de este programa. En las secciones de este apéndi-
ce, se detallan además dos subrutinas importantes, la primera corresponde a la evaluación
numérica de las funciones integrales para βF , βB y βC , y la segunda subrutina calcula la
distribución de tamaños, n(a), en función del radio de una part́ıcula, a. Por otra parte, si
se desean obtener las curvas de reflectancia y transmitancia para otro tipo muestras, corres-
pondientes a las monocapas de alúmina, basta con sustituir sus parámetros espećıficos de
éstas, mostrados en las tablas 5.1 y 5.3, en las ĺıneas principales de este programa. Para el
caso de las monocapas con part́ıculas de titania los parámetros principales se muestran en
las tablas 5.4, 5.5 y 5.6, de la sección 5.1. Finalmente, la ejecución de estos programas se
pueden realizar con la paqueteŕıa de software libre GNU-OCTAVE, o bien, bajo licencia con
MATLAB.

clear all

clc

clf

% Carga de datos experimentales para la alúmina
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% Las siguientes 12 lı́neas se pueden comentar con (%) pues

% se carecen de los archivos con los datos experimentales

load M2Z2R.dat

load M2Z2T.dat

XangT=M2Z2T(:,1);

YaluT=M2Z2T(:,2);

XangR=M2Z2R(:,1);

YaluR=M2Z2R(:,2);

% ===== DATOS EXPERIMENTALES ====

Rui=0.000518; % Ruido en la medición

VR=2.667-Rui; % Intensidad del haz de láser

difT=0.03955; % Intensidad de la componente difusa T

difR=0.001948; % Intensidad de la componente difusa R

yaluT=(YaluT-difT)./VR; % Transmitancia experimental

yaluR=(YaluR-difR)./VR; % Reflectancia experimental

% Evaluación de los coeficientes

fprintf(’El ángulo máximo de evaluación (Hasta 90◦) es: ’);

ang=90.0

fprintf(’La frecuencia de muestreo es: ’);

num=900.0

% Parámetros de la muestra (monocapa)

fprintf(’La longitud de onda (Lambda) es: ’);

l=670.0e-09

fprintf(’El radio promedio de las partı́culas es: ’);

Do=1.5e-06

fprintf(’El ı́ndice de refracción de la partı́cula (np) es: ’);

np=1.76463

fprintf(’El ı́ndice de refracción del medio 1 (n1) es: ’);

n1=1.0002761

fprintf(’El ı́ndice de refracción del medio 2 (n2) es: ’);

n2=1.515

fprintf(’La superficie de recubrimiento (en porcentaje) es: ’);

A=0.038

fprintf(’El ancho de la gaussiana es: ’);

sigma=1.3

% Evaluación de la integral

fprintf(’El lı́mite superior de evaluación para las integrales es: ’);

ls=Do*(sigma^(sqrt(18)))

fprintf(’El lı́mite inferior de evaluación para las integrales es: ’);

li=Do/(sigma^(sqrt(18)))

fprintf(’La frecuencia de muestreo para las integrales es: ’);

N=100
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% PARTE TEÓRICA (Caso monodisperso)

% Definición de constantes ...

paso=ang/num;

ko=2.0*pi/l;

km=ko*n1;

km2=km*km;

m=np/n1; % Índice de refracción relativo

x=ko*n1*Do; % Parámetro de tama~no caso monodisperso

x2=x*x; % Parámetro de tama~no al cuadrado caso monodisperso

% Sustancias no-magnéticas

mu1=1.0;

mu2=1.0;

epsilon1=(n1^2)/mu1;

epsilon2=(n2^2)/mu2;

% Ángulo de incidencia inicial

o=0.0;

rhosT=(A/(pi*Do*Do))*exp(-2.0*log(sigma)*log(sigma));

S0=fm_AB(m, x, 1); % So caso monodisperso

S02=(S0(1,:))*(S0(1,:)); % So^2 caso monodisperso

for r=1:num+1

Oi=o*pi/180;

inc=(pi-(2.0*Oi));

u=cos(inc);

alfa=(2*A)/(x2*cos(Oi));

alfa2=(alfa*alfa)/4.0;

AB=fm_AB(m, x, u); % Cálculo de S1 y S2

% kz1

kz1=(ko*n1)*cos(Oi);

% kz2

kz2=ko*sqrt((n2^2)-((n1^2)*sin(Oi)*sin(Oi)));

% Exponencial

beta=2.0*i*Do*kz1;

E=exp(beta);

%%%%%%%%%%%%%% TE %%%%%%%%%%%%%%

% r(coh)

S1=AB(1,:); % S1 (para TE)

S12=S1*S1; % S1^2

numr1=-alfa*S1;

denr1=1.0+(alfa*S0(1,:))+(alfa2*(S02 - S12));

r1=numr1/denr1;

% t(coh)

numt1=1.0-(alfa2*(S02 - S12));
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dent1=1.0+(alfa*S0(1,:))+(alfa2*(S02 - S12));

t1=numt1/dent1;

% Coeficiente de Fresnel r12 para TE

r12=((mu2*kz1) - (mu1*kz2))/((mu2*kz1) + (mu1*kz2));

% Coeficiente de Fresnel r21 para TE

r21=((mu1*kz2) - (mu2*kz1))/((mu1*kz2) + (mu2*kz1));

% Coeficiente de Fresnel t12 para TE

t12=(2.0*mu2*kz1)/(mu2*kz1 + mu1*kz2);

% Coeficiente de Fresnel t21 para TE (Vidrio-Aire)

t21=(2.0*mu1*kz2)/(mu1*kz2 + mu2*kz1);

% Coeficiente de reflexión: slab + monocapa

rTE=r1 +((r12*t1*t1*E)/(1.0-(r12*r1*E)));

pto1=(t1*conj(t1))*(t1*conj(t1));

pto2=(t12*conj(t12))*(t21*conj(t21));

% Coeficiente de transmisión: slab + monocapa

tTE=(t1*t12*sqrt(E))/(1.0 - (r12*r1*E));

% =========== REFLECTANCIA TE ===========

% Caso experimental: slab + monocapa + aire

RTEm(r)=(rTE*conj(rTE))+(r21*conj(r21)*pto1*pto2)

% =========== TRANSMITANCIA TE ===========

% Caso experimental

TTEm(r)=(tTE*conj(tTE))*(t21*conj(t21));

%%%%%%%%%%%%%% TM %%%%%%%%%%%%%%

% r(coh)

S2=AB(2,:); % S2 (para TM)

S22=S2*S2;

numr2=-alfa*S2;

denr2=1.0+(alfa*S0(1,:))+(alfa2*(S02 - S22));

r2=numr2/denr2;

% t(coh)

numt2=1.0-(alfa2*(S02 - S22));

dent2=1.0+(alfa*S0(1,:))+(alfa2*(S02 - S22));

t2=numt2/dent2;

% Coeficiente de fresnel r12 para TM

rm12=((epsilon2*kz1)-(epsilon1*kz2))/((epsilon2*kz1)+(epsilon1*kz2));

% Coeficiente de fresnel r21 para TM

rm21=((epsilon1*kz2)-(epsilon2*kz1))/((epsilon1*kz2)+(epsilon2*kz1));

% Coeficiente de fresnel t12 para TM

tm12=(2.0*epsilon2*kz1)/((epsilon2*kz1)+(epsilon1*kz2));

% Coeficiente de fresnel t21 para TM (Vidrio-Aire)

tm21=(2.0*epsilon1*kz2)/((epsilon1*kz2)+(epsilon2*kz1));

% Coeficiente de reflexión: slab + monocapa (TM)
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rTM=r2 +((rm12*t2*t2*E)/(1.0-(rm12*r2*E)));

pto3=(t2*conj(t2))*(t2*conj(t2));

pto4=(tm12*conj(tm12))*(tm21*conj(tm21));

% Coeficiente de transmisión: slab + monocapa (TM)

tTM=(t2*tm12*sqrt(E))/(1.0 - (rm12*r2*E));

% =========== REFLECTANCIA TM ===========

% Caso experimental: slab + monocapa + aire

RTMm(r)=(rTM*conj(rTM))+(rm21*conj(rm21)*pto3*pto4);

% =========== TRANSMITANCIA TM ===========

% Caso experimental

TTMm(r)=(tTM*conj(tTM))*(tm21*conj(tm21));

% INCREMENTO DEL ÁNGULO

X(r)=o;

o=o+paso;

end

% PARTE TEÓRICA (caso polidisperso)

% Ángulo de incidencia inicial

o=0.0;

for r=1:num+1

Oi=o*pi/180.0;

inc=(pi-(2.0*Oi));

eta=(2.0*pi)/(km2*cos(Oi));

% kz1

kz1=(ko*n1)*cos(Oi);

% kz2

kz2=ko*sqrt((n2^2)-((n1^2)*sin(Oi)*sin(Oi)));

% Las betas

betas=IntB(li, ls, N, ko, n1, Do, sigma, m, eta, rhosT, inc, kz1);

betaf=betas(1,:);

betaf2=betaf*betaf;

betab1=betas(2,:); % Polarización TE

betab12=betab1*betab1;

betac1=betas(3,:); % Polarización TE

betac12=betac1*betac1;

betab2=betas(4,:); % Polarización TM

betab22=betab2*betab2;

betac2=betas(5,:); % Polarización TM

betac22=betac2*betac2;

%%%%%%%%%%%%%% TE %%%%%%%%%%%%%%

% r(coh)

numr1=-betac1;

denr1=1.0+(betaf)+(0.25*(betaf2 - (betac1*betab1)));
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r1=numr1/denr1;

% t(coh)

numt1=1.0-(0.25*(betaf2 - (betac1*betab1)));

dent1=1.0+(betaf)+(0.25*(betaf2 - (betac1*betab1)));

t1=numt1/dent1;

% Coeficiente de fresnel r12 para TE

r12=((mu2*kz1) - (mu1*kz2))/((mu2*kz1) + (mu1*kz2));

% Coeficiente de fresnel r21 para TE

r21=((mu1*kz2) - (mu2*kz1))/((mu1*kz2) + (mu2*kz1));

% Coeficiente de fresnel t12 para TE

t12=(2.0*mu2*kz1)/(mu2*kz1 + mu1*kz2);

% Coeficiente de Fresnel t21 para TE (Vidrio-Aire)

t21=(2.0*mu1*kz2)/(mu1*kz2 + mu2*kz1);

% Coeficiente de reflexión: slab + monocapa

rTE=r1 +((r12*t1*t1)/(1.0-(r12*r1)));

pto1=(t1*conj(t1))*(t1*conj(t1));

pto2=(t12*conj(t12))*(t21*conj(t21));

% Coeficiente de transmisión: slab + monocapa

tTE=(t1*t12)/(1.0 - (r12*r1));

% =========== REFLECTANCIA TE ===========

% Caso experimental: slab + monocapa + aire

RTE(r)=(rTE*conj(rTE))+(r21*conj(r21)*pto1*pto2);

% =========== TRANSMITANCIA TE ===========

% Caso experimental

TTE(r)=(tTE*conj(tTE))*(t21*conj(t21));

%%%%%%%%%%%%%% TM %%%%%%%%%%%%%%

% r(coh)

numr2=-betac2;

denr2=1.0+(betaf)+(0.25*(betaf2 - (betac2*betab2)));

r2=numr2/denr2;

% t(coh)

numt2=1.0-(0.25*(betaf2 - (betac2*betab2)));

dent2=1.0+(betaf)+(0.25*(betaf2 - (betac2*betab2)));

t2=numt2/dent2;

% Coeficiente de fresnel r12 para TM

rm12=((epsilon2*kz1)-(epsilon1*kz2))/((epsilon2*kz1)+(epsilon1*kz2));

% Coeficiente de fresnel r21 para TM

rm21=((epsilon1*kz2)-(epsilon2*kz1))/((epsilon1*kz2)+(epsilon2*kz1));

% Coeficiente de fresnel t12 para TM

tm12=(2.0*epsilon2*kz1)/((epsilon2*kz1)+(epsilon1*kz2));

% Coeficiente de fresnel t21 para TM (Vidrio-Aire)

tm21=(2.0*epsilon1*kz2)/((epsilon1*kz2)+(epsilon2*kz1));
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% Coeficiente de reflexión: slab + monocapa (TM)

rTM=r2 +((rm12*t2*t2)/(1.0-(rm12*r2)));

pto3=(t2*conj(t2))*(t2*conj(t2));

pto4=(tm12*conj(tm12))*(tm21*conj(tm21));

% Coeficiente de transmisión: slab + monocapa (TM)

tTM=(t2*tm12)/(1.0 - (rm12*r2));

% =========== REFLECTANCIA TM ===========

% Caso experimental: slab + monocapa + aire

RTM(r)=(rTM*conj(rTM))+(rm21*conj(rm21)*pto3*pto4);

% =========== TRANSMITANCIA TM ===========

% Caso experimental

TTM(r)=(tTM*conj(tTM))*(tm21*conj(tm21));

% INCREMENTO DEL ÁNGULO

X(r)=o;

o=o+paso;

end

% Gráfica de la distribución de tama~no de la partı́cula

Dx=(ls-li)/N;

for r=1:N+1

Rx(r)=li+((r-1)*Dx);

Hx(r)=na(Rx(r), Do, sigma);

end

figure(1)

plot(X, RTEm, ’r’, X, RTE, ’b’, XangR, yaluR, ’og’)

grid on

axis([0 90 0 1])

figure(2)

plot(X, TTEm, ’r’, X, TTE, ’b’, XangT, yaluT, ’og’)

grid on

axis([0 90 0 1])

B.1. Subrutina 4. Funciones integrales: βF , βB y βC

La siguiente subrutina nos permite evaluar numéricamente las integrales βF , βB y βC ,
cuyas expresiones, Exps. 3.90, respectivamente, se muestran en la sección 3.3. Obviamente
estás integrales no se pueden evaluar hasta +∞, y más aún, la función correspondiente a la
distribución de tamaños Exp. 3.98, tiene un punto singular en 0. No obstante, para cierto
tamaño de part́ıcula, esta función es cero (cota superior); y de igual manera hay un tamaño
mı́nimo para la part́ıcula donde la función para la distribución de tamaños es cero. Estos
ĺımites están dados por las expresiones 3.100, y son en estos ĺımites donde se evalúan las
integrales.

function result=IntB(li, ls, N, ko, n1, Do, sigma, m, eta, rhosT, inc, kz1)
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Dx=(ls-li)/N; % Intervalo Dx - incremento

u=cos(inc);

% Cálculo de variables para fa

na0=na(li, Do, sigma);

xa=ko*n1*li;

S0li=fm_AB(m, xa, 1);

S1S2a=fm_AB(m, xa, u);

fa0=na0*rhosT*S0li(1,:); % beta_{F} So

%%%%%%%%%%%%%% TE %%%%%%%%%%%%%%

S1a=S1S2a(1,:); % S1 (para TE)

fa1=na0*rhosT*S1a*exp(2.0*i*li*kz1); % beta_{B} j=1

%%%%%%%%%%%%%% TM %%%%%%%%%%%%%%

S2a=S1S2a(2,:); % S2 (para TM)

fa2=na0*rhosT*S2a*exp(2.0*i*li*kz1); % beta_{B} j=2

%%%%%%%%%%%%%% TE %%%%%%%%%%%%%%

fA1=na0*rhosT*S1a*exp(-2.0*i*li*kz1); % beta_{C} j=1

%%%%%%%%%%%%%% TM %%%%%%%%%%%%%%

fA2=na0*rhosT*S2a*exp(-2.0*i*li*kz1); % beta_{C} j=2

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Cálculo de variables para fb

nb0=na(ls, Do, sigma);

xb=ko*n1*ls;

S0ls=fm_AB(m, xb, 1);

S1S2b=fm_AB(m, xb, u);

fb0=nb0*rhosT*S0ls(1,:); % beta_{F} So

%%%%%%%%%%%%%% TE %%%%%%%%%%%%%%

S1b=S1S2b(1,:); % S1 (para TE)

fb1=nb0*rhosT*S1b*exp(2.0*i*ls*kz1); % beta_{B} j=1

%%%%%%%%%%%%%% TM %%%%%%%%%%%%%%

S2b=S1S2b(2,:); % S2 (para TM)

fb2=nb0*rhosT*S2b*exp(2.0*i*ls*kz1); % beta_{B} j=2

%%%%%%%%%%%%%% TE %%%%%%%%%%%%%%

fB1=nb0*rhosT*S1b*exp(-2.0*i*ls*kz1); % beta_{C} j=1

%%%%%%%%%%%%%% TM %%%%%%%%%%%%%%

fB2=nb0*rhosT*S2b*exp(-2.0*i*ls*kz1); % beta_{C} j=2

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% PRIMERA SUMA DE LAS INTEGRALES

Sum0=Dx*0.5*(fa0+fb0);

Sum1=Dx*0.5*(fa1+fb1); % Para TE

SumC1=Dx*0.5*(fA1+fB1); % Para TE
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Sum2=Dx*0.5*(fa2+fb2); % Para TM

SumC2=Dx*0.5*(fA2+fB2); % Para TM

suma0=0.0;

suma1=suma0;

sumaC1=suma1;

suma2=sumaC1;

sumaC2=suma2;

for k=1:N-1

D=li+(k*Dx);

NAg=na(D, Do, sigma);

x=ko*n1*D;

S0=fm_AB(m, x, 1);

S1S2=fm_AB(m, x, u);

sum0(k)=NAg*rhosT*S0(1,:);

suma0=suma0+sum0(k); % Primera integral

%%%%%%%%%%%%%% TE %%%%%%%%%%%%%%

S1=S1S2(1,:);

sum1(k)=NAg*rhosT*S1*exp(2.0*i*D*kz1); % Segunda integral

suma1=suma1+sum1(k);

sumC1(k)=NAg*rhosT*S1*exp(-2.0*i*D*kz1); % Tercera integral

sumaC1=sumaC1+sumC1(k);

%%%%%%%%%%%%%% TM %%%%%%%%%%%%%%

S2=S1S2(2,:);

sum2(k)=NAg*rhosT*S2*exp(2.0*i*D*kz1); % Segunda integral

suma2=suma2+sum2(k);

sumC2(k)=NAg*rhosT*S2*exp(-2.0*i*D*kz1); % Tercera integral

sumaC2=sumaC2+sumC2(k);

end

I0=(Sum0+(suma0*Dx))*eta;

IB1=(Sum1+(suma1*Dx))*eta;

IC1=(SumC1+(sumaC1*Dx))*eta;

IB2=(Sum2+(suma2*Dx))*eta;

IC2=(SumC2+(sumaC2*Dx))*eta;

result=[I0; IB1; IC1; IB2; IC2];

B.2. Subrutina 5. Función para la distribución de ta-

maños n(a)

El siguiente programa nos permite calcular o evaluar la función correspondiente a la
distribución de tamaños, esto para part́ıculas de alúmina y titania, en función del radio de
éstas (tamaño de part́ıcula). Donde los ĺımites de evaluación están dados por las expresiones

115



3.100.

% Función distribución de tama~nos

% Evaluación de la función n(a)

function [f1]=na(D, Do, sigma)

c1=(1/sqrt(2.0*pi))*(1/log(sigma));

c2=-0.5*(1/log(sigma))*(1/log(sigma));

v1=log(D/Do)*log(D/Do);

f1=c1*(1.0/D)*exp(c2*v1);
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Apéndice C

Espectro de transmitancia

El programa descrito en este apéndice nos permite determinar los espectros de trans-
mitancia y reflectancia para una monocapa de part́ıculas monodispersas y polidispersas,
aśı como la comparación de éstos con los espectros de transmitancia para el caso experimen-
tal. NOTA: El archivo M3Z3T con extensión .dat, que se carga en las primeras ĺıneas de
este algoritmo, corresponde a los datos experimentales del espectro de transmitancia para la
muestra denotada como TitM2 en esta tesis. Además, los parámetros utilizados en este pro-
grama se muestran en la tabla 5.5, y son los datos de una monocapa de part́ıculas de titania
de esta misma muestra. Si se desean obtener los espectros de reflectancia y transmitancia
teóricos para alguna otra muestra espećıfica, con las monocapas de titania, o bien, para las
monocapas de part́ıculas de alúmina, basta con sustituir los parámetros de alguna de las
siguientes tablas: 5.1, 5.2, 5.3, 5.4 o 5.6, en las ĺıneas principales de este código para conse-
guir la curva deseada. Como nota final, este programa llama a cada una de las subrutinas,
descritas en los apéndices previos, y su ejecución, al igual que los códigos anteriores, puede
realizarse con la paqueteŕıa GNU-OCTAVE, o bien, con MATLAB si se tiene la licencia.

clear all

clc

clf

% Las siguientes 3 lı́neas se pueden comentar con (%) pues

% se carecen de los archivos con los datos experimentales

load M3Z3T.dat

Xe=M3Z3T(:,1)*1.0e-09;

Ye=M3Z3T(:,2)/100;

% Parámetros de la muestra (monocapa)

fprintf(’El ángulo de incidencia es: ’)

o=0

fprintf(’La longitud de onda inferior (Lambda) es: ’);

lI=450.0e-09

fprintf(’La longitud de onda superior (Lambda) es: ’);

lS=700.0e-09
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fprintf(’La frecuencia de muestreo es: ’);

% frecuencia de muestreo respecto a la longitud de onda

num=250

fprintf(’El radio promedio de las partı́culas es: ’);

Do=0.220e-06

fprintf(’El ı́ndice de refracción de la partı́cula (np) es: ’);

np=2.73

fprintf(’El ı́ndice de refracción del medio 1 (n1) es: ’);

n1=1.0002761

fprintf(’El ı́ndice de refracción del medio 2 (n2) es: ’);

n2=1.515

fprintf(’La superficie de recubrimiento (en porcentaje) es: ’);

A=0.013

fprintf(’El ancho de la gaussiana es: ’);

sigma=1.4

% Evaluación de la integral

fprintf(’El lı́mite superior de evaluación para las integrales es: ’);

ls=Do*(sigma^(sqrt(18)))

fprintf(’El lı́mite inferior de evaluación para las integrales es: ’);

li=Do/(sigma^(sqrt(18)))

fprintf(’La frecuencia de muestreo para las integrales es: ’);

N=100

% Sustancias no-magnéticas

mu1=1.0;

mu2=1.0;

epsilon1=(n1^2)/mu1;

epsilon2=(n2^2)/mu2;

% PARTE TEÓRICA (Caso monodisperso)

% Definición de constantes ...

paso=(lS-lI)/num;

Oi=o*pi/180;

inc=(pi-(2.0*Oi));

u=cos(inc);

m=np/n1; % Índice de refracción relativo

rhosT=(A/(pi*Do*Do))*exp(-2.0*log(sigma)*log(sigma));

l=lI;

for r=1:num+1

ko=2.0*pi/l;

km=ko*n1;

km2=km*km;

x=ko*n1*Do; % Parámetro de tama~no caso monodisperso

x2=x*x; % Parámetro de tama~no al cuadrado caso monodisperso
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S0=fm_AB(m, x, 1); % So caso monodisperso

S02=(S0(1,:))*(S0(1,:)); % So^2 caso monodisperso

alfa=(2*A)/(x2*cos(Oi));

alfa2=(alfa*alfa)/4.0;

AB=fm_AB(m, x, u); % Cálculo de S1 y S2

% kz1

kz1=(ko*n1)*cos(Oi);

% kz2

kz2=ko*sqrt((n2^2)-((n1^2)*sin(Oi)*sin(Oi)));

% Exponencial

beta=2.0*i*Do*kz1;

E=exp(beta);

%%%%%%%%%%%%%% TE %%%%%%%%%%%%%%

% r(coh)

S1=AB(1,:); % S1 (para TE)

S12=S1*S1; % S1^2

numr1=-alfa*S1;

denr1=1.0+(alfa*S0(1,:))+(alfa2*(S02 - S12));

r1=numr1/denr1;

% t(coh)

numt1=1.0-(alfa2*(S02 - S12));

dent1=1.0+(alfa*S0(1,:))+(alfa2*(S02 - S12));

t1=numt1/dent1;

% Coeficiente de Fresnel r12 para TE

r12=((mu2*kz1) - (mu1*kz2))/((mu2*kz1) + (mu1*kz2));

% Coeficiente de Fresnel r21 para TE

r21=((mu1*kz2) - (mu2*kz1))/((mu1*kz2) + (mu2*kz1));

% Coeficiente de Fresnel t12 para TE

t12=(2.0*mu2*kz1)/(mu2*kz1 + mu1*kz2);

% Coeficiente de Fresnel t21 para TE (Vidrio-Aire)

t21=(2.0*mu1*kz2)/(mu1*kz2 + mu2*kz1);

% Coeficiente de reflexión: slab + monocapa

rTE=r1 +((r12*t1*t1*E)/(1.0-(r12*r1*E)));

pto1=(t1*conj(t1))*(t1*conj(t1));

pto2=(t12*conj(t12))*(t21*conj(t21));

% Coeficiente de transmisión: slab + monocapa

tTE=(t1*t12*sqrt(E))/(1.0 - (r12*r1*E));

% =========== REFLECTANCIA TE ===========

% Caso experimental: slab + monocapa + aire

RTEm(r)=(rTE*conj(rTE))+(r21*conj(r21)*pto1*pto2);

% =========== TRANSMITANCIA TE ===========

% Caso experimental
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TTEm(r)=(tTE*conj(tTE))*(t21*conj(t21));

%%%%%%%%%%%%%% TM %%%%%%%%%%%%%%

% r(coh)

S2=AB(2,:); % S2 (para TM)

S22=S2*S2;

numr2=-alfa*S2;

denr2=1.0+(alfa*S0(1,:))+(alfa2*(S02 - S22));

r2=numr2/denr2;

% t(coh)

numt2=1.0-(alfa2*(S02 - S22));

dent2=1.0+(alfa*S0(1,:))+(alfa2*(S02 - S22));

t2=numt2/dent2;

% Coeficiente de fresnel r12 para TM

rm12=((epsilon2*kz1)-(epsilon1*kz2))/((epsilon2*kz1)+(epsilon1*kz2));

% Coeficiente de fresnel r21 para TM

rm21=((epsilon1*kz2)-(epsilon2*kz1))/((epsilon1*kz2)+(epsilon2*kz1));

% Coeficiente de fresnel t12 para TM

tm12=(2.0*epsilon2*kz1)/((epsilon2*kz1)+(epsilon1*kz2));

% Coeficiente de fresnel t21 para TM (Vidrio-Aire)

tm21=(2.0*epsilon1*kz2)/((epsilon1*kz2)+(epsilon2*kz1));

% Coeficiente de reflexión: slab + monocapa (TM)

rTM=r2 +((rm12*t2*t2*E)/(1.0-(rm12*r2*E)));

pto3=(t2*conj(t2))*(t2*conj(t2));

pto4=((1+rm12)*(1+conj(rm12)))*((1+rm12)*(1+conj(rm12)));

% Coeficiente de transmisión: slab + monocapa (TM)

tTM=(t2*tm12*sqrt(E))/(1.0 - (rm12*r2*E));

% =========== REFLECTANCIA TM ===========

% Caso experimental: slab + monocapa + aire

RTMm(r)=(rTM*conj(rTM))+(rm21*conj(rm21)*pto3*pto4);

% =========== TRANSMITANCIA TM ===========

% Caso experimental

TTMm(r)=(tTM*conj(tTM))*(tm21*conj(tm21));

% INCREMENTO DE LA LONGITUD DE ONDA

X(r)=l;

l=l+paso;

end

% PARTE TEÓRICA (caso polidisperso)

l=lI; % Longitud de onda inicial

for r=1:num+1

% Definición de constantes ...

ko=2.0*pi/l;

km=ko*n1;
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km2=km*km;

x=ko*n1*Do; % Parámetro de tama~no caso polidisperso

x2=x*x; % Parámetro de tama~no al cuadrado caso polidisperso

eta=(2.0*pi)/(km2*cos(Oi));

% kz1

kz1=(ko*n1)*cos(Oi);

% kz2

kz2=ko*sqrt((n2^2)-((n1^2)*sin(Oi)*sin(Oi)));

% Evaluación de las betas

betas=IntB(li, ls, N, ko, n1, Do, sigma, m, eta, rhosT, inc, kz1);

betaf=betas(1,:);

betaf2=betaf*betaf;

betab1=betas(2,:); % Polarización TE

betab12=betab1*betab1;

betac1=betas(3,:); % Polarización TE

betac12=betac1*betac1;

betab2=betas(4,:); % Polarización TM

betab22=betab2*betab2;

betac2=betas(5,:); % Polarización TM

betac22=betac2*betac2;

%%%%%%%%%%%%%% TE %%%%%%%%%%%%%%

% r(coh)

numr1=-betac1;

denr1=1.0+(betaf)+(0.25*(betaf2 - (betac1*betab1)));

r1=numr1/denr1;

% t(coh)

numt1=1.0-(0.25*(betaf2 - (betac1*betab1)));

dent1=1.0+(betaf)+(0.25*(betaf2 - (betac1*betab1)));

t1=numt1/dent1;

% Coeficiente de fresnel r12 para TE

r12=((mu2*kz1) - (mu1*kz2))/((mu2*kz1) + (mu1*kz2));

% Coeficiente de fresnel r21 para TE

r21=((mu1*kz2) - (mu2*kz1))/((mu1*kz2) + (mu2*kz1));

% Coeficiente de fresnel t12 para TE

t12=(2.0*mu2*kz1)/(mu2*kz1 + mu1*kz2);

% Coeficiente de Fresnel t21 para TE (Vidrio-Aire)

t21=(2.0*mu1*kz2)/(mu1*kz2 + mu2*kz1);

% Coeficiente de reflexión: slab + monocapa

rTE=r1 +((r12*t1*t1)/(1.0-(r12*r1)));

pto1=(t1*conj(t1))*(t1*conj(t1));

pto2=(t12*conj(t12))*(t21*conj(t21));

% Coeficiente de transmisión: slab + monocapa
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tTE=(t1*t12)/(1.0 - (r12*r1));

% =========== REFLECTANCIA TE ===========

% Caso experimental: slab + monocapa + aire

RTE(r)=(rTE*conj(rTE))+(r21*conj(r21)*pto1*pto2);

% =========== TRANSMITANCIA TE ===========

% Caso experimental

TTE(r)=(tTE*conj(tTE))*(t21*conj(t21));

%%%%%%%%%%%%%% TM %%%%%%%%%%%%%%

% r(coh)

numr2=-betac2;

denr2=1.0+(betaf)+(0.25*(betaf2 - (betac2*betab2)));

r2=numr2/denr2;

% t(coh)

numt2=1.0-(0.25*(betaf2 - (betac2*betab2)));

dent2=1.0+(betaf)+(0.25*(betaf2 - (betac2*betab2)));

t2=numt2/dent2;

% Coeficiente de fresnel r12 para TM

rm12=((epsilon2*kz1)-(epsilon1*kz2))/((epsilon2*kz1)+(epsilon1*kz2));

% Coeficiente de fresnel r21 para TM

rm21=((epsilon1*kz2)-(epsilon2*kz1))/((epsilon1*kz2)+(epsilon2*kz1));

% Coeficiente de fresnel t12 para TM

tm12=(2.0*epsilon2*kz1)/((epsilon2*kz1)+(epsilon1*kz2));

% Coeficiente de fresnel t21 para TM (Vidrio-Aire)

tm21=(2.0*epsilon1*kz2)/((epsilon1*kz2)+(epsilon2*kz1));

% Coeficiente de reflexión: slab + monocapa (TM)

rTM=r2 +((rm12*t2*t2)/(1.0-(rm12*r2)));

pto3=(t2*conj(t2))*(t2*conj(t2));

pto4=(tm12*conj(tm12))*(tm21*conj(tm21));

% Coeficiente de transmisión: slab + monocapa (TM)

tTM=(t2*tm12)/(1.0 - (rm12*r2));

% =========== REFLECTANCIA TM ===========

% Caso experimental: slab + monocapa + aire

RTM(r)=(rTM*conj(rTM))+(rm21*conj(rm21)*pto3*pto4);

% =========== TRANSMITANCIA TM ===========

% Caso experimental

TTM(r)=(tTM*conj(tTM))*(tm21*conj(tm21));

% INCREMENTO DE LA LONGITUD DE ONDA

X(r)=l;

l=l+paso;

end

figure(1)

plot(X, RTEm, ’r’, X, RTE, ’b’)
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axis([450e-09 700e-09 0 0.1])

grid on

figure(2)

plot(X, TTEm, ’r’, X, TTE, ’b’, Xe, Ye, ’k’)

axis([400e-09 800e-09 0.4 1])

grid on
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[39] Eugene Hecht. Óptica. Addison Wesley Iberoamericana, 3rd. edition, 2000.

[40] L. E. Scriven. Physics and applications of dip coating and spin coating. Mat. Res. Soc.
Symp. Proc., 121:717–729, 1988.

[41] L. D. Landau and B. G. Levich. Dragging of a liquid by a moving plate. Acta Physico-
chim URSS, 17:42–54, 1942.

127
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