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EVALUACION DEL. CURSO ®

CONCEPTO EVALUACION

. || APLICACION |INMEDIATA DE LO3 CONCEPTOS EXPUESTOS

2. || CLARIDAD CON QUE SE EXPUSIERON LDS TEMAS

3. || GRADD DE ACTULALIZACION LOGRADO CON EL CURSO

4. || CUMPLIMIENTQ DE LOS OBJETIVOS DEL CURSD

5. || CONTINVIDAD EN LOS TEMAS DEL CURSO

6. || CALIDAD OE LAS NOTAS DEL CURSO B

T. || GRADO OE MOTIVACION LOGRADO CON EL CURSD

ESCALA DE EVALUACION DBE | A O

1




1. &Qué le parecid el ambiente en la Divisidn de Educacifn Continua?

| MY AGRADABLE | AGRADABLE | DESAGRAIABLE

2. Medio de comunicacidn por el qui: se entert del curso:

PERIODICO EXCELSIOR PERIODICO NOVEDADES
AMUNCIO TITULAO DI | ANUNCIO TITULALO DL FOLLETO DEL CURSO
VISION DE EDUCACION VISION DE EDUCACIOR
CONTINUA CONTINUA
CARTEL MENSUAL RADIO UNIVERSIDAD COMUNICACION CARTA,
TELEFONO, VEREAL,
ETC.
REVISTAS TECNICAS | FOLLETO ANUAL | CARTELERA UNAM *'LOS GACET.
UNIVERSITARIOS EOY" UNAM

3. Medio de transporte urilizado para venir al Palacio de Mineria:

AUTCMOVIL - METRD CTRO MEDIO
PARTIQILAR

4. (Qué cambios harfa usted en el programa para tratar de perfeccionar el
curso? .

5. iRecomendaria el curso a otras personas?

SI MO




6. Qué cursos le gustaria que ofreciera la Divisidn de Educacifn Continua?

7. Lla coordinacidén académica fue:

EXCELENTE BUENA REGULAR MALA

|

8. 51 esth interesado en torar algln curse intensive i(QuAl es el horario -
mis conveniente para usted?

“LUNES A VIERNES | LUNES & LUNES, MIERCOLES | MARTES Y JUEVES .

DE9 A13H. Y VIERNES DE Y VIERNES DE DE 18 A 21 H.
DE 14 A 18 H. 17 A 21 H. 18 A 21 H.
{CON COMIDAS)

VIERNES DE 17 A 21 H.| VIERNES DE 17 A 2
SABADOS DE 9 A 14 H. | SABADXS DE 9 A 1
[E 14 & 18 H.

1 H. OTRG
3Y

I f {
9. ¢Qué servicios adicionales desearfa que tuviese la Divisidn de Fducacidn
Containua, para los asistentes?

10, Otras sugerencias:
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Abril 12

Abril 13

Abril 14

EL METOND 123 ELEMENTO FINITO EN LA INGUMIERIA MECANICA

Tema

Introduccidn

Introduccion y conceptos fundamentales del método
del clemento finito y repasoe del algebra de matri-
ces,

Comidn
Ecuaciones de Equilibrio

Ecuaciones de equilibrio, condiciones a la frontera
y repaso de teoria do la clasticidad,

Modclacién

Modelacién matemdatica con clementos finitos, proble

mas de campo con valores iniciates y formulacion
variacional,

Comida
Libroeria de Klementos

Tipos de clementos para la representacion de
515l¢mas mecdnicos v estructurales

faquetes Computacionales

Estructura geperal de paquetes computacioniles
de elementos finitos para su aplicacién a proble-
mas reales,

Horario

Gat3:30h

:30a 15 h

15 a 18:30 h

04 13:30h

13:30a 15 h
15 a 18:30 h

Oalla.m,
11:30 a 13:30

Mrofusor

Dr. jorge Angeles Alvarez

[, Porfirico Ballesteros
Barocio

Dr. Victor Huge Mucifo
Quintero

12r, Nicholas [, Salamon

[r, Nurfirio Rallesteres
[, Nichulas |, Salamon
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FL METODO DUL ELEMUNTO FINITO EN LA INGENIERIA MECANICA
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Comida ' 13:30a 15 h
Aplicaciones: Andlisis Estitico 15 5 18:30 h

Aplicaciones del métoeds del elemento finite para
el andlisis estdtico de estrucluras y elementos .
de méiquinas.,

Aplicaciones: Andlisis Dindmico 9al3:30h
15 a I8:30h

Aplicacionds dul método del elcinento finito para
cl andlisis dinfimico Je estructuias y sislemas
mecdnicos.

Aplicaciones Avanzadas
Aplicaciones avanzadas de] método de) elemento

finito al andlisis dc problemas no-lineales tales
come plasticidad, contacte, deformaciones grandes,

no-tinealidades de material, etc.

Taller de Aplicaciones : 9 2,13:30 h

Introduccion y descripeién det paquete "SAP VT

para su uso en la computadora
Comida 13:30 a 15
Utilizaci6n del Programa SAP IV 15 a 18:30 h.

Solucidn de problemas propuestos por los asisten
[es,

Prolcesor

Pr. Jorge Angeles Alvarez

[r. Nicholas ]J. Salamon
[, Mihir Sen.

[:. Victor Hugo Mucifio
Quintcro

Dr. Victor Hugo Mucifio
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1.1

Intraduccidn

En terminos generales, ¢l método del elemento finiteo (MEF) es un
medio prra obtener una aproximacidn a la solugidn de un problema
gue reguiere la integracidn de un slsgtema de ecumciones ﬂiferencin]nsh

provisto de clertas gcondiciones que definen couwpletamente el problenma

¥, de ahi, su solucién. En el mds sencille de los casos, la ecuacién
diferencial es ordinaria y lineal ; pero puede contener derivacdas de
orden arbitrario y condiciones de frontera dadas, que invelucren

combinaciones arbitrarias de la funcidn buscsda ¥y sus derivadas,

Si se denota como y la funecidn busecada, que constituye la solucidn
al problema en cuestidn, y como x, la variable independiente, este
problema adopta la forma : "Resolver la ecuacidn diferencial ordinaria
L
R TR A T (1.1)
sujeta a las condicicnes de frontera

) F . -m - Yo,

©1'910% Y11' "' YIn T

. : {1.2}
Em{}fmﬁr le- L | b’mn] = 0"

donde Hij es el valor gue adguiere la derivaca de orden j de y con
respecto a x, en la i% ecuacidn del conjunto (1.2): A1 introducir

un canbio de variadbles se puede transformar la ec (1.1} en un sistema
de n ecuaciones de primer orden. En efecto, sean

¥1(x) = vix)
¥yolx) = ¥' (x]
yi{X] = l'l’{i-l]{}(] (1.3)

y (x) =y Dix



1.2

La ec {1.1) toma entonces la forma

yiix} = yo(x)
y5(x) = y,4(x)

(1.4}

F;.l_l{x}: yn{x:l
f(x, Fll FE- NN 'Yn' Fﬁ}: 0

En general, las variables y, tienen un significado fisico inmediato,
por lo que permiten visuallzar mejor el problema.

Ejemplo 1.1.) Andlisis estdtico de una viga en voladize (Fig 1)

—

>

Fig 1 VYifa en voladizo
La deflexidn y{x) se obtiene integrando la ecuaciﬁrltlilﬂ
EIy"{x)= wuix) {1.5)
donce E es el mddulo eldstice del ruterirl de la vipa, I es el

momento de inercia de la seccidn transverszl de la viga con respectio
4l eje ¥ (cunstante) ¥ I{x) es el momento flexionante en el punto



'de abscisa x. Zste es5 igual a
w{x) = P{a-x) | {1.6)
Sustituyende la ec {1.6) en la ec (1.5) se tiene

y ({x} - Faw (a-x) = © | (1.7)
El

que es una ecuacidén diferencial ordinaria de 22 orden, de la forma
{l.1}.
Definase

v'(x) = p(x) {1.8})

come la pendiente de la curva ¥y —=-y{x) en el punto x ; asi, la
ec {1.7; se transforma en el sistema

viix) = oixi (1.0 2)

p'(x) = 2 (a-x)

EI - (1.9 b)

gue es un sistema de 2 ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden, de la forma {1.4). Para integrar este sistema se reguiere,

desde luego, contar con 2 constantes de integracién,gue se obtienen

de las condiciones de frontera

y(0) = 0, p{0}= 0O {1.10)

Intégrese la ec {1.9 b} con la segunda cendicién de frontera
(1.10). Se obtiene

' 2
p{x)= E;E (ax - i?—) + Cy . {1.11)

pl0)=¢ = o0 : (1.12)



Por lo tanto,

by xz .
pix) = — (ax - A...) - (1,13)
£ 2

Sustitiyase la ec (1.13) en la ec (1.9 a). Se obtiene

2
yr(x) = E—P- (ax - -"2— (1.14)
I

Intégrese ia ec (1.14) con la primera coendicidn de frontera
{1.10}. Se obtiene

2 3

yi)z ad - X, ¢, (1.15)

ET 2 6 s
yl0}= ¢, = ¢ o (1.16)
rur 1iuv Lanuo,

2 3

yix) = F {a X2~ . X1} Solucidn {1.17)

EIX 2 6 .

El problema anterior se escogid muy simple a propdsito. Sin
embargo, es representativo de wna clase mgs amplia de problemas que
surgen del andlisis estdtico de ganchos, columnas, ete. Se puede
complicar Bl se incluyen otras variables espaciales, comec en el caso
del andlisis estdtico de placas ¥ cascarones, o bien si ge le
introduce la variable tiempo, como es el case del andlisis dirdinice de
vigas, placas y cascarcones,

En problemas de mayor complejidad no es posible pbtener 1a
solucidén por simple integracién de funciones gencillas, como en el
Ejemplo 1.1.1LEn efecte, las ecuaciones de equilibrio de una ﬁlaca
circular de radio a empotrada, sujeta a una carga trangversal q



1.5

(Fig 2) sen [ 2 1
q . '
D o _
sujeta a las condiciones'fje frontera
w— GO, a”""“: 0, enr- a (1.19)
S r . .

donde & es el operader laplaciano definido en coordenagdas
cilfndricas como )

2 . 3z
As 5;.__4_& ‘.5_..1,_%?._—-— _ (1.20)

3r° rdr r° 986°%

por 1o gue

2 2 2 2
AD = §_+Li¢1_.é—](.é—+ii+ 19 ) (1.21)
.-i:: - 2 IR TR e > Ar :2 &'?"2

q- af{r, §) es la carga que actiia sobre la placa y D es la rigidesz
a la flexidn de la placa, definida comc [ 2, p. 20]:

_Eh’
12 (1 - v %)

D (1.22)

En 1z ec (1.22}, E es el médulo eldstico del material, h es al
espesor de’la placa y Vv ef el mécule de Foisson | 3] del material.

Pig 2 ¥laca circular curgnaa lateralmente



El problema representado por la ec (1.18) y las condicliones
de frontera {1.19) es muchc mis complicado de resolver que el del
Ejemplo 1.1.1, como salta a la vista. Sin embargo, ambos problemas
go refieren ul andlisis estdtico de un elemento estructural de
copportamientc lineal (sus ecunciones diferenciales correspondientes
son lineales, es decir, tanto la funecidn buscada como sus derivadas
.aparecan en esa ecuacidn elevadas a la primera potencial, sujcto a
una ¢carga dada, con condiciones de apoyo bien definlidas {(condiciones
de frontera). :

Nétese que los modelos matemdticos (ecuaciones diferenciales y
condiciones de frontera} del Ejemplol.l.l.y de la Fig 2 involucran
una ecugcidn diferencial, que en el primer caso es grdinaria ¥y en

pegundo, pargcial. Zn situaciones mds comple jas, en vez de una ecuaclio:
pueden tenerse varias y, ademds, acopladas. Un conjunte de ecuazciones
se dice que es acoplado cuande en cada una de las ecuaciones aparece
no una-sola incdgnita, sino varias. El heche de haber obtenido
ecuaciones diferoenciales (espaciares; en 1os moaelos MaTemaTicos
anteriores se debe a que se trata del ardlisis de elementes

estructurales que son continuos. For contrap:csicidn, un sistexma gque
contenfa elementos concentrados da lugar a modelos matemdticos

provistes de ecuaciones algebro'cas, esto es, que son de lz forma
£y(x30 X580 20y X0 =0
fz{xi' x2| + m =g xn} : D

. . (1.23)

I
)

fn(]{l. ng LRI xn}

En generszl, el sictema de ecuzcioras alyebraicas (1,22}
e ne lineal ; perc con frecuencia los siutemas figicos analirados



1.7

presentan un compeortamiento lineal ¥y, en este case, dan lugar a
modelos matemiticos del tipo lineal. Un modelo matemitice de esta
naturaleza contiene un cistema de ecuaciones algebraicas lineales
del tipo

By Xy + B33 Xp . 8y X, = Py

' (1.24)

anlxl 4— an2](2 LR ﬂ.nnxn= bn

En forma cormpacta el sistema {1.23) se puede escribir come

f (x)=0 {1.25)
fad fa] ot
donde
— —tl = = ™
fl Xy 0
fE Xy o
f: | L3 y XT . ¥ Q= 1.
~ - ~ (1.26)
L'fnJ an E’

son vectores de dimensidp n, o sea de n componentes. Por su parte,
el sistema (1.24) se puede escribir en forma compacta cono

A X = b {l-z?J
~ov T o



1.6

dnnde
r B r B ]
211 P12 vt Byp X1 by
A = aEl Bosy +es By, X = X b bE
. - ~u

gon una matriz de n x n y dos vectores de dimensisn n.

En la mayor parte de este cursc s8¢ tratari con slstemas lineales

por lo que, en general, se llegarda a2 modelos lineales de la forma
(1.27},

A continuacidén se prerenta el andlisis de un sistema de
pardmetros conceniranos. cuve andlisis estdtico da lumar A un maae
de la forma de la ec (1.27), donde la matrizlﬁ v los vectiores
involucrades adquieren un significado fisico palpable.

Considérese ahora el siztema compuesto por los tres resortes
concentrados de rigidecesz kl. k2 ¥ kj. cuyos extremos se encuentran
fijos (Fig 3). Este puede constituir un redele muy simplificado de un
tramo de una tuberia sujeta a cargas axiales gue pueden ser producida
por cambios en la temperatura del fluide que transporte. El extremo
fijo puede representar un anclaje de la tuberia. 31 se dispone
de instrumentos ogque midan los desplazamientos en los nodos, se puede
calcular las cargas que actuan en éstos, suponiendo que se conczcan
los valores de la rigidez de los rescortes,



Fig 3 OSistema eldstico de doble grade de libertad

Fl andlisis estdtico cdelisistema de la Fig 3 se realizara
considerando que cada resorte es lineal, esto es, gue su conporta-
miento obvedece a la siguiente ecuacidn constitutiva

F—= k Au

donde F ez la fuerza que actla en cada une de sus extremos, come 10
indica la Fig 4, mientras que k es su.rigidez {constante) ¥y A u, el
incremento en su desplazamiento desde una configuracidn en la que la

fuerza en sus extremos es nula y gue, por esto, recibe el nombre de
cenfiguracién “descargada™.

Fig 4 Resorte lineal

En un sistema como el de la Tig 3 se Supone gue las cargas
actilan dnicamente en los nodes. ¥ds aun, la carga externa que actia
en el rodo i se representari por fov ¥ estard en equilibrio con la
carga interna F; que actiia en el resorte i ¥y con la Fi. que actia
en el resorte i+ 1, como se muestra en la Fig 5

]
F,‘ 'k 1 F‘L FL -‘kL = E! "E F
—So—ANANTO— _’O—M\J—o—l—v ———vWQ-_ib
Ha L, Uy it b “‘Ii-r u.“_b..;

Fig 5 Cargas internus en ol gistemi eldstico de la rig 3
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al desplazamiente del nodo 1 asecicdo al

Ademis, lldmeoue uy
regorte 1+ 1,

resorte i, minetras que ui al del nodo i asociado al

For compatibilidad, es clarc que
{1.29)

u! = u.
1 1

For egquilibric¢ en cada nodo gec tiene
{1.30)}

fi"'_' Fl' Lo = Fy 4 F3u f3: F34— Fé. f”_-:_ Fy,

Un ‘resorte tipico, entonces, estd sujeto al estade de cargas de

la Fig &

—pr
L‘.l

Fetadn Ae raves en un reserte iineal

= {, &)l resorte se

—

En la Fig & se supone que cuando u= u'

encwentra desgargado,

Si se supone que el estado de carga es equivalente a la
superposicién de dos ¢stados, cada uno de ellos en equilibrio, se

tiene la disposicidn de la Fig 7

1

Eepc#—A/(ET&rfra—a- = —pO—AMp—et— + /Ao
A At =0 =, W= A

% ol et padrd i — b

vig 7 Estade de carga equivalente al de la rig 6



1.11

Fara el primer egstado de carga del miembro derecho de la
ecuacidn de la Fig 7 se tiene '

Fe J{u - u*) ' (1.31)

mientras que para el sesunde

s

F'= k{u' - ul (1.32}

Lag ecs {(1.31) v {1.32) se pueden poner en forma matricial como

P __[' k -k)|lu ' (1.3%)
FrlT -k k[ u

que es una relacién de la forma
h
/

. - r '
= K ou . R
~ -

donde F ¥ u son los vectores de fuerza y de desplazamiente, respecti-
At P

vamente, mientras que‘E'es la matriz de rigidez de cada resortie. Zsia
también se llama matriz elemental de rigidez para distinguirla de la
matriz global de rigidez, gue atn estd por definirce. Nétese que K
es una matriz simétrica, esto es, que su elemento (1, 2) es igual

a su elemento (2, 1). Ademds, es positiva semidefinida. En la

seccion de Algebra de Hatrices se estudia con mds detalle este idltine
conecepto ; pero agquil baste con cdecir que una matriz es positiva semi-
definida si la forma cuadrética

—uwTxu | (1.35)

agociada a e¢lle nunch es nesativa, lo cual et el casoe de la ratriz ¥

e
de la ec {1.33}). En efecto, desarrdllese la formi {1.35)., 3e
tiene 1

k(u - u')
tﬂliﬂ:[u.uﬂ = xlu - u)®
v - k{u ~ u')

(1.356)
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que, come ge Ve de inmediate, nunca es negativa, pues k P 0. La {orma
cuadrdtica {1.35) ec cn realidad el doble de la ghergla eldstica de

defornacidn rel resorie o e¢nergfa potenecial elAsiica, Esta encrgia,
en vista de la cxpresidén (1,36}, se ha considerado como nula en el

estado descargado, o sea, cuando u = u' = 0. Ngtese, sin embargo,

que también se anula esa energia cuande u= u', lo cual corresponde

a un desplazaniento de cuerpe rigido del rescrte, que ¢laramente, no
preduce incremento algune en la energia eldstica de deformacidn del
resorte. Fucra de estos casos de energ{a eldstica nula, ce observa guc
dsta es siempre pesitiva, lo cual establece una correspondencia entre
el cardcter positive semidefinido de K y el cardcter {isico de la
energia eldstica de deformacidn.

51 e representa la energia eldstica de deformacidn del rescrte
por V, se tiene gue

‘J:-—-‘:I-— uT K u {1.37) ¢
2 ~~ e
que &5 una expresidn ceme jante a
v:-—L K u’ {1.38)
e

como en el caso de un resorte con un extremo fijoi que sufre un

desplazamiente u a partir de su estado descargado. De la ec (1.238)
P

se obtiene

o,
b

I
mee
c

(1.39)

(B
o

For analogia, pzra el caso deila ec (1.37) se tiene

Ve
-

__:K 11 B (llua}

L

2

gue es urn vector de dimensidn 2. De hecho, es el gradiente de la
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energia ¥ con respecto a u., En la seccidn de Cperaciones con Matrices
se estudia con mis detalle el concepto de gradiente, ¢ sea, de )
derivada con regpecto a un vector, Ue la ec {1.39} se Ltiene en seguid:

Ggue

5 = k (1.41)

esto es, la rigidez del resorte ez la segunda derivada de la energia
potencinl eldstica con respecto al desplazamiento medido desde el
estado descargade. For analogia, se tiene de la ec {1.40Q},

2
3 g = K {(1.42)
o u ™~

esto eg, la matriz de rigidez se puede obiener como la matriz Hessiar:

o sea, de segundas derivadas, de la energia potencial eldstica con
r'ﬁﬂyﬁ\.’;-u ﬂl dﬂbylﬂ&ﬂ.l;llﬂll;du Ull‘:dll:ku db’-b'-—l:i.ﬁ El UDL{J.\.:U L:‘:buﬂl.aﬁdu- En
realidad, come se verd a continuaclidn, es mds ficil obtener esa
matriz calculdndela como la matriz de segundas derivadas de la energi:
potencial eldstina. -

Edemplo 1.1.2 An&dlisis estdtico de un sistema eldstico de dotble
grado de libertad.

Dado un conjunto de desplazamiento Uie Ups Ug ¥ Uy medidos
en los medos (:) a (:) correspondientes, del sistema eldstico

de la Fig 3, determinar las cargas gue actdan en esos nodos.

Ce las expresicnes {1.33) para las fucrias que actiuan ch los
extremos de cada resorte, y de las ecs (1.30), se tiene

:['1': klful - 112)
£, = kl{-ul+ UE:I +~ 11:2(1.12 - u3J = - kyu+ {k1+k2}u2 - }I-czu3
by

3 =.k2{-u2ﬁ~ uj} +-k3{u3 -ug = - koly o+ {kot kj}u3 - kj”u
Ty = 33{~ Uat uy) (1.%3)



Escr%hicndn lag ces (1.43)

en fopma matricial se tiene

-~ . - - .= l -] r- h\
fl . kl - kll 0 0 Uy
n ‘ .
. T, - k. :
£, { kl kl[’*ikz kEI 1] us
. - - — - o = { {1.44)
—_—— = = 8 )
' {
f 0 0 -k K u
L 2 .
que es una relacidén de la forma
f=Ku (1-“5)
Ay Lan T

entre la fuerza externa f gue actda en cada

del node. En esa relaclén,

1 = ' F.. "

1 )
STy ump e, K
£, us
fll- i un‘“J

medo ¥ el desplazamiento

I ';:1 1:1 o 0 _]
- ky  ky 4k, - k, 0
0 - Xy Kyt ko - kq
0 0 - kg ko
) (1.46) =

donde E es la matriz global de riridez., Niétese que esta matriz es

eimétrica, al igual que la matriz de ricidez de cada resorte. Fuede
demostrarse, ademds, que e5 igualmente positiva semi-definida. La
energla potencial eldstica del sistema es, por su parte

uTKu

Pour

¥

—
o

b ¥ ’P—'

(1.47)

De 1la ec {1.44), nétese gue, i uy = ué = Uy = Uy, esto es, si
lor resortes sulren un desnlnzimiento de cuerpo rigideo, = Eﬂy.
cansecuentenente, V — 0, 1q cual es acorde con ¢l hecho Ee gue el
sistema e¢B insensible a movimientous de cucerpo rigido, esto es, egte
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tipe de movimientos no induce sobre 61 incremente alguno en su
energia potencial eldstica. Yor oira parte, de la ec (1.44) se
obaerva ademds, que la matriz global de rigidez resulta de una
_superposicién de las matrices elementales de rigidez. Finalmente,
esta matris es "bandcada", estc es, sus elemépntos ne nulos se
encuentran alojadoes sobre una “banda® de ancheo 3 centrada en su
diagonal,

Para efectuar el andlisis del sistema de la Fig 3 debe
incluirse la condicidn de frontera uy = 0, Si se introduce ésta en
las expresiones (1.43) seillega a

£y - Kyuy

fo= (k.4 k,Ju,— k,u

2 1 2472 2°3 (1.58)
f3: - kzuz + {k2+ kjjuj

f, = kjf- uq +-uu]

con lo que se obtiene el valor deseade de las cargas en los nodes,
Por otra parte, la ee (1.44) se pude haber obtenido imponiendo
una condicidn de nminimalidad sobre un funcional. Un funcional ne es
gino un ninerc real definide sobre un espacio vecterial. En otras
palabras, es una funcidn escalar de variable vectorial. Sea

Uu) =V - £y (1.49)
~ ~ o~
un funciornal que depende del vector de desplazamiento u, cuyo valor
ne es sine la diferencia entre la energia potenclal elEEtica del
sistema, ¥, ¥ el trabajo desarrelladoe por las cargas, . Este
funcicnal alcanzg un ninimno en los valores de E,paré fés cuales

se tienc un valor estacicnaric de U. Del caiculo de funciones de
varias variables s¢ szbe que U alcanza un valor estaciocnario en los

puntos en los qu@ su gradiente con respectoc a u se znula, esto es,

Lol
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donde
N ]
a-—U—-: i A Ei'fT u=-20 (1.50)
3 S u du’”" v 7 .
Fero
3 . .
Y-k . {1.51)
du ~

de la ec (1.540). Ademds, como [ no depende explizitamente de u,

2 Py (1.52)
se~ s=d

'Iﬁ

como s5¢ muestira en la Sececidn de Uperaciones con Matrices.
Sustituyendo (1.51) y {1.52) en {1.,50}, se obtiene la ec (1.45)

¢ bien, la (1.44), como se Jdeseaba Jdéinwaliair, Z1 tresuliadu amierliur
constituye lo gque se llama un "Principio de minimo™ en iecdnica.

En realidad, la condicién {1.50} es necesaria y suficiente para que
U alecance un valor estacionario, gue puede ser madximo, minimo o
punto silla. Para que el punto estaclonario en cuestidn sea minimo
es suficiente que la matriz Hessiana de U con respecto 2 u sea
positiva semidfinida ; pero, de {1.50),

329
g u™’

[N

- K (1.53)

gue es efectivamente positiva serxidefinida. Sin'embargo, en esta paric
ne se presenta la demostracidén de la positividad semidefinida de
culaguier matriz de rigidez. Bagle con decir gue ésta proviene del
heche de que la forma cuadritica (1.5%7) asociada a K representa

un incremente en la energia potencial eldstica del sistema eldstico
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(_j

en cuestidn, desde su posicidn desecargada, el cual no puede ser
negativo, independientemente de los valores de los desplazamientos
de los nodos, medidos desde esa configuracidn descargada.

Hasta agul se han introducido ideas generales ascciadas a
gistemas f{sicos compuestos ya sea de elementos de parameiros
digtribuidos (vigas, placas, cascarones, fluidos), cuyocs modelos
dan lugar a sistemas de ecuaciones diferenciales, o bien de elementos
con parimetros cchcentrades (resortes, por ejemplaj, cuyos modeles
dan lugar a ecuaciones algebraicas. Sin embargo, todavia no se ha
hablado en concrete del WMEF, De hecho, es este método el que establec.
este relacidn, pues permite formular problemas asociados a sistemas
continuos o de pardmetros distribuideos en forma discreta, este eos,
come 51 se tratara de sistemas con parametroes concentrados. Esto lo
consigue el MZF mediante un proceso de discretiteecidn, que consiste

en hacer depender ia solucién al problema original continuo de un
conjunto digscreto de valores, lediante escte proceso se obtiene una
apreximacidén a la solucidn al pevilewa vriklnal, ¥ no un valor exacto
de ella. Para ilustrar las ideas anteriores, considérese el mismo
problema de determinar las:cargas sobre el tramo de tuberia de la
Fig 3 ; pero ahora supdngase gque cada seccidn i (porcién entre nodosg)
se trata como una barra continua (y no como un resorte concentrado)
de longitud a: de seccidn de drea ﬁi y de mécdulo de elasticidad Ei'
Esta consideracidén puede ser una aproximacién a una barra (tuteria}
de diametro variable, ya sea continuaments o “"por =altes", de materia.
heterogéneo, ests es, de un material cuyas propiedades no fueran
constantes., Se +tendria entonces el sistema de la Fig B

Fig 8 Sistema eldstice continuo



1.18

Paura el andlisis de este sistema considérese gue cada tranmo,
entre el node 1 y el 1 -+ 1, se puede tratar como-una barra de sSeceidn
de £rea constante Li, de longitud a; ¥ de médulo eldstice consiante

Ej. "4ds aln, condisérese que cl desplazamiento a lo largo de esta
Larra elemental tiene una distribueidén lineal, este es, es de la
forma

u ()= ag; +a; (X -x)y %3 € x £ X34, (1.5%)

Llamande u; al desplazamiente en el nodo i, la expresidn (1,34)

dabe cumplir con las condiclones de frontera
uwxg) =uge w g )=y {1.55)

por lo que sBe gbilene, como valores de aﬂi ¥y de a

1i!
A uy
a..= u,, a {1.56)
) 0i LA PN
3
donde

Entonces, u (x) en x; &£ x 2 Xj 4 1 € puede escribir como

un producto escalar (Ver la Scceidn Algebra de matirices) de dos
vectores, en la torma

17
X - X: X - X,
i i ‘] i

u(x):[l- ry xi' T

{1.58)

La expresidn anterior se puede simplificar si ge introduce
la notacidn



la ec (1.58) =se transforma, entonces, en -

si £ %3

. ¥
a¥; 8%y ial

u (x) = [1 - (1.59)

la deformacidén en un punto x de la barva,f . que es la derivada
de u con respecto a x [l, P J, se puede obtener derivande con
respecto a x.-la expresidn (l.54) 1 '

a Yy 1 1 Yy
= ] - — = —-— luﬁﬂ
ez vt x) =ay = o5 { A%y " ﬁxi] [ CURES B

1
—— El esfuerzo gueda expresado, entonces, como [1. P ]
G=E € = E [- 1 ] ! (1.61)
i 1Loax oA u - '
: i+ 1

La energia potencial eldstica ¥, almacenada en el tramo

— qup‘r‘ﬁnﬂ1ﬁn entre InA nndns 3 s 4 4+ 1 an. arntrnnras E }_; T j;

1 PFieLl B 5
V, = — G',C_-ﬂid X - s E. € “A, dx {1.62)
i o 2 ¥ 1 X

Xy i
Fero, de las ecs (1.60) v {1.61), en x £ x= X4 o1
i ¥ ;

- i 1+ 4 .2
. - E, (- —a T
O =By (- )

gque €5 independiente de x, 2l lgual que Ei ¥ ﬂi. por lo que se
pueden sacar de la integrzl, y la expresidn para 'Ji sz raduce a

u-? 'Li- x.
v, = “l—Eaﬂi (- i, 1+~x1. ]2J i+t 14, -
2 - A4 & 43 Xs
—_ 1 E.A, Ui Y3 1 .2
= i1 (- X + % <A X3 {(1.63)



ia energia potencial eldstica total del sistema es, enlonces,
simplificando vi.

3 3 E.A,
1 1 11 2 )
Ve — 2 V= 2 ax (- ug vy, g) (1.6b)
£~

1 1

Llamando
E. A, ’
- i'i
k; = ——Hﬁxi (1.65)

y desarrollando la expresidén (l.6%), se tiene

2 2 2
2"4’:1{1 (uz-ul} + k, {uj—uzl-#— k3 {uu—uj}:

2 : 2 . v
=ky u] - 2k uy ou, (k) + Kp) uy - 2 ky u, u3+[k2+ .-:3} u’
2 e e
2 kj Uq uy+ kj i, L1.00)

la matriz de rigidez de cada elemento, es decir, de ceda trazo
comprendldo entre Xy ¥ Xy, 8e obtilene como
z
¢ Vi

=

donde Ei es el vector [ gy W5 i}T. Asi, de {1.63),

[ av, i W
d‘_ v t.}-ui - l:- ul+ ui+ l}
l - —
EY I 3 =Ky (1.68)
-~ i
H_‘éui* 1 (- u;+ ui+1}
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ﬁor ls qgue

2 -
37V, ks ks
:’:L:W - o . (1,69)
~* i i

¥y la matriz de rigidez global K se obtiene como
—~ :

9%y

Wy

K

donde u = [ul, Us u3. uy, ] T. Tomando la primera derivada,

~ )
1,;1;;'3 vy [ ky {uy - uy) )
éﬂ/& Uy - ky uy 4 {kl+ kz:l U, - k2=;u3
3y _ -
o =R V/ 3 uy - ky up + (kv kg) Uy - kg oy !
|
Lgv/& ui} ] 1-:3 { - Uy + “4} _J

Tomando las derivadas con respecto a u de la expresién anterjor
el :

se tiene

Ky - ky 0 o
R I B Rl " 3 °
SEET (1-70)
by o -k, ky 4 Xy - ks
L © 0 - kg 3 _

Se observa de la expresidn {1.89) que la matriz clemental de
rigidez del sistema continuo es idéntica a la del sistema discreto,
(1.33), Asimismo, de 1a expresidén (1.70) se observa gque la matriz



globval de rigidez del sistema continuo ec idéntica a la del sistema
discreto, {1.46). Yor otra parte, ¢l comportamiente estdtico del
sistema continue de la Fig 7 esta gobernado por una ecuaciédn
diferencial ordinaria provista de condictienes de frontera dadas,
Esta se obiiene a continuacidén. 3ea u=— u (x} el campe (continue) de
desplazamiento. la deformacidn unitaria, o gradiente de decplazamientc
£ (x), se obtiene como & (x) = u'(x). Ue la "Ley de Hooke" se obticne
ol esfuerzo como @ (x) = E (x) & {x)= E {x) u* (x). Por equilibrio
estdtico, S (x)} debe ser ipgual a la carga aplicada en el punto x,

g (x), dividida entire el drea de la seccidn en el punto x, & {x),
egio es

q (x)
E {(x)u' (x)= - (1.71)
A {x}
o bien
1 q {x)
u (x} = - " (1.72)
E (x) & (x}

-

con la condicidn de frontera u (C) = 0. la obtencidn de u (x) para
el problema formulade en la forma de la ec {1.72) reguiere la
integracién de una funcién, mientras que, con el método del elenento
finito, reguiere la sclucidén de un sistema de ecuacicnes de la forma

=T - {1.73)

u —
~r P

K
e

donde, si se supone [ conocida, u se puede calecular por simple
inversién de la matriz K, esto es, como

" :5_'15 (1.7%)

En la Seccidn de l"8todos Nimericos se verd que en realidad
nunca €5 necesarie invertir la matriz K tal como aparece en {1.74).
L
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Por otra parte, de la expresidn (1.70) se puede observar gque la
matrizE es slngular, pues si U= Up= u.35 U, £ resulta ser nula.
Para que X tenga una inversa debe iniroducirse en ¢l problema la
condicién de frontera u,= 0.

En suma, el MEF permite llevar la solucidn de un problema gque,
en principio requiere la integracidn de un sistema de ecuaciones
diferenciales, a la forma de un problema algebraice, este es, de un
problena que requiere la solucidén de un sictema de ecuacliones alge-
braicas. Este sistema, en general, puede ser no lineal. 35in embargo,
en una gran clase de problemas el sistema ez lineal. El interés por
llevar un problema continuo a-una forma aigebraica estriba en que
los sistemas algebraices, especlalmente los lineales, de la ferma
(1.73}, estdn plenamente estudiados desde el sigle pasade, l'ds adn,
¢on el advenimients de las coxputadores electrdnicas de los afios
cincuenta, se desarrcllaron métodos muy eficaces para resclver estos
sistemas, come se verd en la Seccidén de liétodos MNuméricos,
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1.2 GENERALIBADES YQLUE JATRICH.

Una mairiz es una tadbla rectangular de nimeros o de simbolos
dispuestos en renglenes y en columnag, Frecuentemenie se le repre-
senta limitdndola con corcheiesS  a eontinuacidn se representa

una matriz de m renglcones ¥y n columnas :

rall alz "l n L] alj L] . n - aln
By B2 o+ o+ v Bpsooe 0 e By
( ﬂ ;:" ail a n - - aij - - » ain
m x n
*
Laml ' ‘ ) ’ ?mi oo * “mn
.

Es necesario sefialar que siempre se menciona el nimero de
renglores (m) primero. For consiguiente, & es una matriz (m x n),.
o

En los sigulentes pdrrafos sc¢ hard frecuente nmencién de matrices
o vectores renglén o columna. Suponiende gue m = 1, se tiene .

una matriz renrldn o un vegtor renglién

i: [all 312 . . R aij . . . aln
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5in embarge, si se supone queé n — 1, se cbtiene

L)

yha matriz eplumna o un vector columna

T B
21
423
- T a
f;'[all R T am'l’) - il
a
ml
L

Existen matrices especliales que es necesario mencionar.

Matriz diaconal

I
all 0 4] G
ﬁ - B,y 00 0 : aij—:.ﬂsi 15}
{H X l}} a G
33
Lsimétrica Ayl
Otra notacidn seria

Matriz identidad

Dicha matriz cs un casd cspecial de
arriba. En el casc de una matrix 3 x jjpar ejemplo, se tiene

1 O o
0| = diag (1, 1, 1)

[
il
H
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Matriz handeads

Se aplica la denominacién "matriz bandeada" cuando tedos elementos
de una matriz que no son iguales a 0 estdn colocados alrededor
de la diagonal principal. Por ejemplo i

rﬁll a, 0 6 . . . 0 0 M
a5y Py ¢ ¢ . ' . * ¥
¢ 0 Hon aau . . ' Q 0
0 0 auj Bpp o . . c 2
0 o o © ' i * %nel, n-1 ®n-l, n
L 0 °© 0o 90 * ! * %, n-1 %nn

Matrig triangulap

Se dice de una matriz que es triangular superior (3) o inferior (I}
cuande la totalidad de sus elementos situados y2 sea arriba o a&bajo
de la diagonal principal es igual a zero.

‘-1
[ a,; 0 0 . ., 0O
L _- =y =% G M - D
{n" % n) el "2z
anl anz [] T a ann
L- -

Llatriz simétrica

En una matriz simétrica, ay 5 es siempre igual a TR En rmecdnica

estructural lineal por ejemplo, todas las matrices de rigidez son

csimétricas,
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Matriz transpursta

1

Se obtiene una matriz trancpuesta cuande se camblan renglones por
celumnas, como por ejemplo

A = 11 212 ?55 .
ot l‘J|r ]
(2 x 3) 45y 83 823
Agi, 1la matriz transpuesta dﬂ_ﬁ- es
211 59
T ——
~ }— a1z Y.
(3 x 2
13 P23
Ademis,
(W y = a ‘
o ~

Subdivigidn de matrices

las matrices muy grandes de, por ejemplo, 5 000 x 5 000 gque contienen
25 millones de elementos, tienen necesariamente gue subdividirse
en matrices mids peguefas, como

a17 232 1 84 A A

: 11 12
8y 8pz2 1 8p3 4 ~
............ R
3 2 1Py fel 22



donde
M1 )2
A = By, 85, Ao T a4 32::3
{2 x 2) (2 x 1)
Aar = {#n1 23z) Aoz = (235 1
(1 x 2) : (1 x 1)

Operapciones con matrices

En 8l cdleulo, es pesible precesar matrices de la misma manera
en que se procesan normalmente los datos numérices., Se indican mis
abajo las definiclones necesarlas.

Igualdad de matrices

A- B
significa que, para toda i y toda j, a;; = by

J— ij’

Adiclidén vy substraccidn

Si

entonces

' - A b. .

Ci3= q1y Y i

For consiguiente, en el case de substraccidn, se cbtiene
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Multiplicacldn de matrices

51 se debe multipliear una matriz por un facter ¢, cada elemnento
debe multiplicarse per ¢, por ejemplo

[ et} =feey; ]

Cuando se multiplican dos matrices es condicidn sine qua non que sus
dimensiones sean compatibles. 8i, por ejemple, la matriz & de m x n
debe multiplicarse por la.malriz B de p x q, es neceaariguque N = P,
esto es, el nimero de renglones Jhcontenido en A dabe ser igual

al numere de columnas p contenidas en B. Asl, -

A B = i

—

(n % n) {ﬁvx q (m x q)

Cij _— airhrj i:l.a...m;j‘;lu 2‘1!(_:
r

-:l! 2. ---;n:p
Gtro ejemplo seria .

11 %32 %13 11
b

821 Bz Byl 21

31
81107+ 83057+ 81404

221011 8ppPr; By
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Valores caracteristicos

Dada una matriz cuadrade H de nx n ¥y un vector u de dimensidy

o

n sobre el que opera A, el producto

v ::ﬂ

1
s Pt |

es8 un vector también de dimensidn n. En general, v es muy diferente
de u. 31, peor e;empla. v resulta nulo para valores particulares
de #-D se dice que v es un vector del gcpacic nulo de A. For

[

ejemplo. sea

0 1

A=y o

Un vector del espacio nule de A es, ¢laramente,

u =i x, OjT = x{1, 6)F
Se observa gque si se multiplica cl vector w :.[1. D]? por el
escalar %, se obtiene una infinidad de vectores del espacic nulc de
i} uno para cada valer gque pueda adquirir x. 5in embargo, W, es el
tnico vector de magnitud unitaria que pertenece al espacio nulo de
A. Por esto se puede decir que W es una ba e normal de este espacio.

En general, el egpacic nulo de una matrlz de n x n tiene una base
compuesta por m<n vectores, S1 estos vectores se seleccionan de
magnitud unitaria y mutuamente ortogonales, se dice que la base ec
crticocrorrmal. Las matrices ng sinrulares tienen un espacio rmileo ge

de dimensién cero, esto es, no existe ningun vector no nulo gue sea
transformado por ellac en O,
")

For otra parte, puede darce el caso que €l vector V= ﬂ M sea

——

linezlinmernte depeondiente con U estoc es, que unc resulte de multlpllbar
’ \
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el otro por una constante. En esta discusidn se deja fuera el vector
U= 0. En estas condicicnes, se tiene

o~

Au= (*)
Avy=2y

donde A es.un escalar, en general, complejo. Hétese gue la ecuacidn
anterior se puede 2scribir en la forma

-?“E]u =0

donde I es la matriz identidad de n x n. Fara gue Uqé 0 satisfaga la
ecuac1én anterlor, debe pertenecer al espacio nulo de R - Al

Ahora bien, para que & - .ﬁ;_tenga un espacie nule ne vacio, este es,
para que existan vectores E-*J-»Qf taleg que {{L - A Iﬁv]l-j.- =0, A - AL
debe ser singular. Fara gque sea singular, su determinante debe anular-

ee, estc es, debe tenerse

Axe A T
i LS [+ =
F Pup

Yo 0
Pero el determinante en cuestién, esto es, el miembro izquierdo
de la ecuscién anterior, es un polinomio de orden n engd, si A es de-

n x n. Llamando P [/\] a este polinomio, la ecuacién anterior es
'

PH(HJ =

Si A es una matriz de elementos reales, F_(A) es un polinonio de
coeficientes reales y, por el Teorema Pundamenial del Algebral & ],
pozee n ralices complejas, de los cuales algunas pueden aparecer
repetidas. Las n raices del polinonio Pn{}\]. llamado polinomio
caracteristicu de &, reciben el nombre de valores caracteristices de &.
Si cada valor caracteristiico de & se svstituye en la ec (*), se odtiem
un cenjunte de vectores Ei'currespondjentes que se llaman vectores
caracteristices de A, Nétese que si se conoce un vector caracteristice
e asto e, si H

"~

Ao =Ay e



entonces el producto de éste por un escalar (en peneral, complejo)
es otre vector caracterfstice de ﬁ) lo cual puedec comprobarse por
sustitucidn delnuevo vector en la ecuacidn anterior. Entonces, i
cada valor caracteristico A i deji corresponde una infinidad de
vectores caracteristicos. 5in embargo, ne todes éstos interesan,
sino sélo aquéllos que son linealmente independientes. Un.conjunto

de Vectores.£ ¥y Yo ....’gm} es linealmente independiente si la
combinacidn lineal

- V., A+ san A v
Lzooy ¥yt Cp ¥otorr =0 Vo

se anula si, y sdlo si, todos y cada uno de los escalares c; se

gnulan, De lo contrario, el conjunio es lincalmente dependiente.
Ejemple 1.2.1, Sea la matriz

2)

1 8.

2

Su polinonio garacteristico es

4t LA I

P(d) = (A% - 1)
cuyas ralces son

I +I"I'lr
Al: 1.Azl3—_Li 12—-}.: Etl ""3
2

donde i es la unidad imaginaria i = 4 - 1.

El Ejlemple 1.2,1 mostrd que la matriz en cuerstidn tiene dos
valores caracteristicos compleions cue, como consecuencia del
Teorema Fundarmantal del Alpebra, son conjuitades, S la matriz aludid
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e=z simétrica, se puade demostrar[ﬁﬁ] que sus valores caracteristicos
son reales y sus vectores caracteristicos 'son nutuamente ortogonales.
En consecuencia, una matriz simétrica de n X n siempre puede exprecar-
se con respecto a unrna base {esto es, un conjunto de n vectores
‘linealmente independientes), gue resulta ser su conjunte de vectores
caracteristicos, en la que adguiere la forma diagonal.

Ejemple 1.2.2, Sea la matriz

A — o 2
o 2 3

Esta matriz es simdirica ¥ por lo tante tiene valores caracteris-

ticos reales y vectores caracteristicos ortogenales. En efecto, csu
polinomio ecaracteristice es

2

EE

Po{(}) = det (4 -21) = det I[- -

-

= AN -k =A% -3 -

TR

L.

cuyas raices son

Dendtense sus vectores caracteristicos correspondientes por

€11 €12

1 eEl

Estos se caleculan de las relaciones

(A -A; Dey= 0



1. 3“’

De ahl
1 2 e 0]
(A -0y INey = [ 1=
2 4 37 G
'phr lo que
ell-{- 2a 2] = 0 .
¥
1
€hy = - ~-— &
21 2 11
Imponiendo la condicién
2 Z
e+ €3 =1
se tiene
2 1.2 _ 4 _ 2053 _ s
s+t = = p =R p

Andlogamente ee obtiene

- 2Js5
5

€12 — » B

5
El problema de valores caracteristicos reviste particular
importancia en Mecanica, En efecto, la determinacidn de las frecuen-
cias ¥y los modos maturales de vibracién de sistemas mecdnicos (Ver,

Pe , ej.[:édl]. la determinacidn de taleés modos y frecuencias
para sistemas mecdniccs de pardmetros diﬁtribuidos}mediante el K-S
conduée a un problema de valores caracteristicos, como se vera

poesteriormente en este curso.
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Formas cuadriticasg

El escalar definide por la expresidn

r :_uT A u
o e O T

donde A A es una matriz de n x n ¥y M, un vectar de dimensidn n, recibe
el nﬂmbre de forna cuadrdatica. r.sta forma es eguivalente a la forma
escalar auz. De esta ultima expresién se puede. concluir una
propiedad interesante de la forma cuadrdtica f antes definida,
Nétese que, si a y u son reales, au2 eg una expresidn cuye 'signo
depende enteramente de a, ¥ ne de u. Andlogamente, el signo de la
forma cuadrdtica f depende enteramente de 5 y no de u, &i ambos
tienen elementos reales io bien, si. aunque A tengaH;lEmertus

comple jog, es idéntica a 1a matriz obtlenida de tranrpnnerla ¥y luego
topar el cnnjugado de cada une de sus elementos]

S5e dice aug A €5
- ot

- positiva definida, 61 £> 0,% u+#Q T (D 1)
- positiva semidefinica, sl £ 2 C.mt usf 9 (D 2)
- negativa definida, 8l fo Oh X 1 < 90 (D 3}
- negativa semidefinida, si F £ 0, % u£_0 {D 4}

De otra forma., A es de signo indefinido, Las matrices positivas
definidas y semidefinicdas juegan un papel importante en la Mecdnica,
pues estdn asociadas o hien a cantidades intrinsecamente pesitivas,
como la energfa cinética de un vehiculo en movimientz, o bilen a
cantidades intrinsecamente no negativas, como la energla potencial
almacenada en la suspension de un vehicule, medida desde su estado
descargade.



Ndtese que las definiciones (D 1) a (D &) ne proporclicnan un
madioc prdictico para determinar si una matriz es positiva definida,
por ejemple, pues segin ellas, serlia necesarloe probar el signo de
para todos y cada unc de los valores posibles de u= 0. Sin emdarge,
la caracterizacidn del signo de una matriz se puede cansegﬁir a través
de sus vzleres caracteristiceos, semin ;n siguiente

Una matriz A es
~

+

- positiva definida, 31 todos sus valores caracteristicos son
positivos,

- positiva semidefinida, si ninguno de sus valores caracteristicos

es negativo

- negativa definida, si todos sus valores caracteristicos son

negativos

- negativa semidefinida, si ninguno de sus valores caracteristicos
gg positivo.
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Derivadas de Tunciones de variag variables

Dada la funcidén g = gluy, v a¢ +++e U.), escrita en forma compacta
come g = glu), se dice que g es una fur-cldn gcealar de variable Vec-

torial. El gradiente de g, representado pvor Veo pore} ITAY 4y es
el vector de dimensidén n definide por

r -
36/ 3y
C}‘EJ.&._“E L
-1 . ) +
- 2g-1.
Ve~ Su " ' ~ N
S £/3u
{ nJ

Sea el conjunto de funciones

h. — n.lln_- Uaa sxs s U }
i A e L i1

ha:hgtul| u2| LI un]

L}

_—_hm(ul. uzl R un} P

—

hm

-

Ezte se representa en forma companta como h = _1‘1(_'1;1_'}, donde,
cbviamente, __rh ¥y u son vectores de dimensiones mﬁy n, respectivarente,
Se dice.'entancé;, que h es una funcidén vecterial de argumente
vectorial. Il gradiente de h, representade por Vh o S b/3u, es

la matriz de m x n definida por

hl/ul hl},-u% e hl/ un
hE/ Uy ho/ s ves hzz’ u,
é h * L] -
V h : ;-: [ [ ] L]
o é’* u
g el
-
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31 resulta que -
2 h :vﬁ d
o . -

entonces h ¢s de dimensidn m = n, donde n es lz dimensidén de u.
! " . . . o
Entonces, Y h = VYV g, es la matriz Hessiana de g y es de n x n,

Volviendo a la funcién g = g(&]. Gsta alcanza un valor estaciona-
ric en un "“punto® u, en el que su gradiente se anula. Este valeor
puede ser un extremo local .0 un punto gilla. Es un extremo local si
la matriz Hessiana de g, V'V £, es de gigno semidefinico. De hecho,
es un mdxino local si YVg es negativa semideflnida, mientras que
es un minimo lecal si YV¥g es positiva semidefinida. Si esa matriz

Hessiana es de signo indefinido, el punto estacicnaric en cuestidn

" es un punto silla. El resultado anterior no es mids que el resultade
ampliamente conocide del cdlculo elemental, que se ilustra en la
Fig 1.2.1

& 24 22
"(wy>0 .
g )> %fu\j:g
w0 ‘3':[“3”
-__Hrﬁ__;?-—_ﬁ_q__ﬁﬁf . u : T
(a) mInimo {b} mdxiro (¢) punto silla

Fig 1.2.1 Funtos estacionurios de una funcidn esealar de
argunentos escalur,

-
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A continuacidn se presenta un esbozeo de los métodos numéricos
aplicables al proolema

A u :_IL : (1.3.1}

donde A es de n x n. Otro problema frecuente en cdlculos de elemento
finito es él de valores caracteristicos

Au=Au {1.3.2)
e - -
3in embargo, dadas las linitacienes de tiempo de este curse, el
gegundo problema no serd tratado,

Para resolver ol problema (1l.3.1) existen dog amplias clases de
métodas
- métodas directos
~ métodos iterativos.

Estas dos clases de métodos resuelven el sistema (1.3.1), esto
es, calculan el valor que deban tener todos los componentes de k.
para valores dados de A y de b, de manera tal que se satisfagan_ todas
las ecuaciones del sistema {(1.3.1). Los métodos directos resuelven el
problema en cuestidn mediante una secuencia de operaciones bien
definidas que se zplican una sola vez. Los métodos iterativos
reguelven este mismo problema aplicando un clelo de operaciones
reiteradarente, hasta aproximar la solucidn de manera satisfactoria.
Cada ciclo recite el nombre de iteracidn, '

En este punio es necesario hacer la siguiente observacidn 1 sn
teoria es posible reselver el =istema 1.3.1 mediznte un tercer método,
llamado "razla de Cramer®, on la forma

det A,

ui: Et_?'_' i :l-. P ) n (1'3'3}
e -
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En la expresidn anterior,ffi es la matriz gque se gbticne
sustituyendo la 1% columna de A por el vector b. Lste método

requiere, entonces, el cdleulo de n 4 1 determinantes. £n seguida

se determina el numerc de multiplicaciocnes requeride para calcular

un determinante de n x n ¥, de ahi, el tiempo de ejecucidn requeride
por la "regla de Cramer". En una computadora digital de alta velocicdad
una multiplicaclén concume un tiempo del orden de 107" segundos,
mientras que.una suma ¢ una resta, un tlempo de un orden muchc menor ;
por esta razdn, en lo gque sigue se considera como “operacidén®, una

multiplicacién, guedando las sumas y restas sin contablljizarse,

" Existen varias formas de calcular un determinante. Aqui se
empleard la conocida como gxpansién por colactores. Dada una matriz

A de n x n, cuyo elemento (i, J} se representa peor a, i3 el cofactor
da a4 es el progucto de (- l)l pnr el determlnaﬂte de la aztriz
de (n - 1) x {n - 1), obtenida al eliminar.de ET el i2 rengldén v la
J- columna. Lldmese cij al cofactor de ala' Se tieﬁa entonces,

det A = 8390534 8505+ w0 F30 =

El cdiculo del determinante de una matriz de 2 x 2 se realiza,
desde luege, sencillamente como

211 a2
—da a - 4 a
a,, 25, 11922 12%21

gque reguiere 2 operaciones.

Ahora, para una matriz de 3 x 3, expandiendo su determinante
por cofactores de Su primer rengldn, se tiene

11 %12 P
det a2 a a -a..c & a,,C e A, L
21 22 23 - 211%3 12%12 13513
831 #3283
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gie requiere 3 operaciones. Cada cofaeTor « ., que es un determinante
de 2 x 2, requicre a su.vez 2 operacionc:, como se acaba de ver, por
10 que el cdlculo de este detersinante ruguicre 3 x 2 operaciones.

No es diffcil demostrar, siguiende este cumino, que el céloulo de

un geterminante de n X n requiere nl opcracicnes. En suma, ls

salucidn del slstena(l Js l)ncdlante la "ropla de Cramer® requicre
nf{in+ 1) = (n + l}i operaciones. Suponicndo que el sistema en cuestid:
contuviera 25 ecuaciones con Z5 inecdgnitas, su solucidn mediante este
método requeriria 26l eoperuciones,que es un nimero muy grande, del
orden de 102?. 21 C&dd operacidén requierc 10 -k segundos, el totzl de
operaciones requiere, entonces, un tiempe de ejecucidn de 1022
segundes, Fara tener una idea de la magnitud de este tiempo, basie
ceclir que, si se admite gue el universo ticne una-vida de 107
segundos[.?] » el tiempo requeridoe para regolver el sistema (1.3.1)
con 25 incégnitas utilizando una computadera rdpida, es ; un miilén

de veces la vida del universo! Sobra decir que, hagta el momen%o,
ningin ser humanc ha resuclte jamds un sistema lineal de 25 ecuaciones
con 25 incégnitas utilizando la regla de Cramer. Sin emborgs, tmatdnds-
se de resolver problemas eldsticos mediante el MER, es comin llegar

2 pistemas de ecuacicnes de la forma (1.3.1) con mil incdgnitas,

En lo que sigue se presentan métodos numéricos pridcticos utilizados

en la solucién de tales sistemas.

El método directo empleadc actualmente pars resolver sistenas
como el (1.3.1) es el de gliminacidn de tiayss., Sste método es equi-
valente al wétodo llamado LU por los angleparlantes {L, de “lower",
que quiere decir inferior ; U, de "upper", que guiere decir superier).
Zste nmétodo se ilustra con un ejemplo de 3 ccuaciones con 3 inedenitas

31141+ @j3us + ajqug = by
82Uy 8pally - Bn4Ug = b, (1.3.%)

a31u1 +_a32u2 hLaBBuj = 3
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‘Dividace ambos miembros de la segunda ecuacidn entre 2, ¥
multipliqueseles por ayqe Frocédase, en seguida, con la 3a,ecuacidén
en forma senejante, excepto que, en vez de dividirseles entre P
dividaseies entre 3y Se tiene, entonces

- 831 a21 +1 8y
a a b (1*3-5}
_ 32 23 a2

By 4 Byy 3y Up+ a5y 3o Ug o 2y Covl

A continuacidn, réstese la la ecuacidn de (1.3.%) de cada una
de las ecs (1.3.5). 3¢ tienec

D

(a -igg— - a.,u,+ (a : _ A, U,z A, —%— - b
11 Any 12772 11 254 13773 11 aEl 1l
a -1 b
_JZ_ _ 23 _ — 3
(244 a5 2y 0+ {ag; o 2 qlug= 2y ol by

Por sencillez, escribanse el sistema anterior en la forma

aézuz'* aéju3 = bé

aézuz..;. :;1:'331.1:3 = 1::-:‘3 {1.5.6) _

Ahora procédase como con el sistera (1.3.%)., esto es, dividase
la 2a, ecuacién de {1.3.6) entre aéz y multipliquese por aj,. Se tiene

al v
1 ¥ 33 — 1 3
Bogla+ Bpp—"Uqg = App— {1.3.7)

Réstere a continuacidn la la.ecuacidén de {(1.3.6) de la iultire
ecuncidn, obteniéndose '

a! hl
—d3 aéjjuf_‘ als

aha B
3" _;2

{aps
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que se pucde ezcribir en forma simplificada como

8335 = by
de duhﬁe
[ t
Hy = f
- 33

es el valor de la 3a,incédgnita. la segunda se obtiene sustituyvendo este
valer en la ec {1.3.7), que contiene shora una sola incédznita,
Esta se obtiene despejdndola en la forma

uz.

Up — fazz_"}— _3_
azz . 235 235

Finalmente, sustitiyanse los valores obienides de u, ¥ uy en la
la ecuacidn de (l.3.4), Se obtiene u, como

_ . i

quedando asi totaimente resueltoe £l problema,

El esquema anterior es bdsicamente el nétedo de elimiracidn de
Gauss. Sin embargo, aplicade tal y como se presentd, puede causar
dificultades si alguno de les dividendos es cerc, o un numero nuy
pequefio, Para eliminar esta posibilidad, se escogen como dividendos
los numeros mds grandes de cada columna de la matrisz i. lo cual
equivale a reordenarlas, Este proceso es conccide como pivoteo parcial,

para distinguirlo del pivptes totnl, que consiste en buscar el nimerc
mids grande no sbélo en cada columna, sino también en cada reagldn, ©i
en el proceso resulta que el nimere mds grande es cero, ¢ un minero
tan pequetio gue la miguina 1o tome como cero, ¢l método no se puede
aplicar, lo cual irdiea rp otra coss fine gue el sistema ¢35 Singulor,
esto es, que det ﬁ = 0. Zn este canov &8 imposible regolver ¢l sistorma,
independicntemente del méigge empleads,
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Este método se realiza en computadera utilizande el concento de
descomposicidén LU, gque se basa en el Teorema de Descomposicidn que
establece que toda matriz 4 de n x n se puede factorizar en el producto
de una matriz triangular inferier E‘y una iriangular superior U, La
matriz E'contiene unos en su dlagonal y ceros arriba de ella, mientras
que la H contiene,en su diagonal los ¥alores sinfulares de A, que son

las raices positivas de los valores caracteristicos (pesitives todos

ellos) de la m triz & ﬁ? y cercs abajo de su diagonal, L ¥ U son,
entonces, matrices de la forma

lnl lnE et %j L n {

El Teorema dc Descomposicidn en cuestién establece, entonces, cue

A=- LU

El sistema (1.3.1) de esta manera adopta ia forma

it

Lu= b {1,3.8)
L e S —~

Lldmese

U u
o

1|

v {1.5.9)

Sustituyende este vaolor en la ec {1.3.8) =e tiene

Lv=s D (1.3.9)



que, en forma de componentes, adopta la forma

vy= by

121¥y++ V= by
(1.3.10)

lnlvl~+ 1n2v2+ rer st V= o,
de donde la primera incdégnita, vy, ya estd despejada en la prircera
ecuacidén. La segunda incdégnita se despeja de la 2a.ecuacidn, en dende
se ha sustituido previamente el valor calculado de ¥;. Procediendo
en forma semejante con el resto de las ecuaciones de {1.3.10) se
obtienen todos los componentes del vector ¥ de (1.3.9}. Sustituyendo
ahora este vector, ya conocido, en la ec (1.3.9) se tiene el sistera

n " (1'3‘1-1-}

Gn-l“n-!"" “n-l.nun: Vr-1 N

G’nun:v '

De 1a dltima ecuacidn de {(1.3.11) se tiene

u':d_rII
n T 0

Sustituyendo este valor en la pentltima ecuacidn de (1.3.11) se
tiene

n-1-— Th-1 U-n-l " "Hﬁ-l.ﬂ“ln:I
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Frocediende en este orden regresive cod las restantes n - 2
ecuzclones me calculan todos los compenentes de u, con lo que queda

resuelto &1 problemna.

Este métudo ha sido realiznde en diversos subprogramas de
cooputadora. Los mds eficientes son los llanades DECOWP SULVE[rE_]'
DECCMF produce la descomposicidn LU de &, mientras gue SCLVE, la
solucién regresiva de los sistemas triangulares (1.3.10) y (1,3.11).

Una ventaja de estos programas es que, una vez degecompuesta la
matriz 4, se puede resolver una serie de sistemnas de la forma
et

l‘m‘}_’,’m (1.3.12}

¢

A= D Bl = Bar e
gin tener que volver a descnmpnner_f. cuya descomposicidén no depende
del miembro derecho de las ecs (1.3.12), Tode lo que tiene gue hacer -
es aplicar m veces la eubrutina SCLVE, la que consume la nmenor part
del $lzzps %2tz Lo mover nevtae de) tiampo Se utiliza en la des-
composiclén de k. Este método requiere un mimeroc de operaciones del
arden de n3. Asi, para reselver el sistena antericrmente presentaco
de 25 ecuaciones, con este método se requlere ejecutar 253:; 15 625
cperaciones, lo cual consume en una computadera rdpida algo aci cono
1.6 segurndéoes que es ura cantidad sustancialmente por abajeo de la

anterior,

El preoblema de resolver m sistemas ce ecuaciones de la foraa
{(1.3.12) en relacidén con el I'ZF se presenta en aplicacionecs de
disenio se ingenier{a cuando s¢ desea corocer la éistribucidn del
esfuerzo en una misma estructura o en unz misma miquina sujeta a
diferentes cendiciones de carga que se puedan presentar en operacidn,

Yolviendo a las aplicaciones del INEF, la matric 4 viene a ser la
matriz global de rigldez que, como ya se vio, tiene ﬁ;ﬁpieﬁades
particulares como simetria y ponitividad definida. Fara este tipeo de



matricez, el métode de Gauss, o LU, se simplifica sustencialmente,
La versidn simplificada recilbe el nombre de método de Cholesky. Ya
que la matriz de rigidez es positiva definida, se puede descomponer
en la forma

K= GT G

T e~

donde G es urna matriz triangular superior. Por ectra parte, la estruc-
tura b;ﬁdcada de esta matriz aporta ventajas adicicnales gue redundan
en una solucidén mds econdmica. En efecto, el tiempo de soluclén de
una matriz bandeada de ahcho de banda d, es del orden de n?d. Como
normalmente el ancho de banda de una matriz es algunos 6rdenes de
magnitud inferior a su nimero de renglones y colunmnas, esto es,

d<< n, ia economia de ejecucidn es evidente., Asi, por ejemplo, una
matriz de rigidez tipica de 5 0G0 x 5 000 puede tener un ancho de
tanda de 100, 5i se utilizara el nétodoe de descomposicidn LU directa-
mente, se realizarian alge asi como 6.25 x 1Ullnperacionés. muchas de
ellas inttiles, pues invelucrarian multiplicaciocnes por cero.

- in
Explotando 1s naturalaza hsndesds do 1o moteis,

ol nAmSlL de
operaciones requerido serla del orden de 2.5 x 108, es decir, 5

Srdenes de magnitud inferior al anterior, Mis alin, el orden de
numeracién de los nodeos de una malla de elemento finite afecta
encrmemente el ancho de banda, d, de la matriz de rigiiez, Existe,
entonces, un orden de nutieracidén (gue no eg dnico) éptimo que
proporciona un anche de banda minimo. Zn el mercadoe se pueden obtener
diferentes preprocesadoras gque =Se encargan de'proporcionar el ancho

de banda minimo, como el programa EANIN, desarrollade en la Universidad
de iManchester.

For su parte, los métodes iterativeos se basan en el esquema
siguiente 1 descdnpdngsase la matriz A en la forma
LT

AzD-E-F (1.3.13)

g

donde 2 es dingonal, mientras que E ¥ F son matrices esirictamente
"t —~ ~r ™
triangular inferlor y superior, respectivamente, esto es, lieneh ceros
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en su diagorzl, De esta mancra, el sistema (1.3.1) sc puede escrivse

. como
EE:(E+£JE+'D | (1..3.11-,}
Dade un valor inicial arbitrariuﬂé?. genérese la secuenciz
D Wit (E +f}5k-*~_g . (1.3.15)
o bien
WEF L pr e 4 k4 ooy © {1.3.16)
e ~ e e P

donde D es invertible oi A lo es. El gspuena iterativo (1.3.16)
constituye el mfétodo de Jacobi, liamdndose D"lfa-e_f} matriz de
Jacobi. Este esguema tiene la desventaja de que requlere zlmacenar

el valor anterior de uk y el actual EF‘+1. Lo ldégice seria utiliza
para el cdlrulo de 1a 12 comnopent.e e Ek* lf ufjbl, todes los valwices
actualizados de las componentes anteriores ui‘*'l. u§'+l, cewh
u?ii. destruyendo las componerntes viejas uﬁ. ug. vy u?_l. Le esta
suerte, el esquena iterativo (1l.3.16} se sustituye por

KT BT P U (DB D (1.3.17)

El esquema iterativo (1.3.17) recibe el norbre de métode de
Gauss-Seidel, mlentras que la natriz (D - £2)"1 7, el de matriz de
Gauss-Seidel, Este método posee, ademds, ia VEﬁ%aja de gque con &1 se
aproxima la selucidn mds rapidancnie, esto e¢s, converge mas rdcida-

mente a la solucidn, Escribase les esquemas (1.3.16) ¥y {1.3.17) en la

forma

i3-H~.'I.__:_':r‘-t_&‘}{_l\_ E-lE . (1.3.18)
¥

R SR ({-f}“l b (1.3.19)



Ahora se determina la evolucidn del error para cada esquema.
Para el de Jacc®hl, si u* es la solucidén, enionces satlsface
1

(1.3.18) con uk4'1': uk ~ u*, es5to es3
u*= Juvy D10 ' (1,3.20)

Lidmese EF al errer uk-u* en la k a,iteracién. Restando {1.3.20)
de (1.3.18) se tiene

I SR {1.3.21)
— Pt
Del hecho que
e =Jg
e? :.{_E} = g% e
etc,
Be cohcluye gue #*
ek - g¥ o0 (1.3.22)
o FLr Pay
cuya evolucion sélo depende de J., Se dice gue -_.'L es convergente si
lim;‘{k = 0. Asi, para J convergentc, lim ek-: 0. Se observa gue
") . ot P
K — oo k ~— o2

J es convergente cuando se va haciendo mids y mds pequefila a medida
Eua se le eleva a potenciag mds altas. Asi como un nlimero rcal de
valor absoluto menor gque 1 s¢ va hagiendo cada vez mds peqguefio a
medida que se l¢ eleva a potencias mds altaus, una matriz es

k s . k
** En e, Kk es cuperindice, mientris gue J , exponente-



1.50

convergente ci los valores aboolutos de todos sus valores caracteris-
ticos son estrictamente menores que 1, Al mdximo valor absoluto de
los valores caracteristicos de una matriz A se le llama "radio
espectral” ¥y se representa pnr~P. Asi

?{ﬁ): miax{|]lil|} | ' (1.3.23)
Entonces, el egguema iterative de Jacobi cconverge si

P (5}{ 1 N ] ' (1.3.24)

tndlogamente, el errocr del esquema iterativo de Gauss-Seidel
(1.3,19) adopta la forma

Ek+l—‘ k o {1.3'25)

e
~ ot ek

. por lo que este esquema converge si
()(GJ( 1 {1.3.26)

Esz claroc gue mientras menor sea el radio espectral de un
esquesa iterative su rapidez de convergencia serd mayor., Una forma
de leograr un radio espectral menor es modificando el esguena iterative

de Gauss-Seidel, introduciendo un facter deo sebrerrelajacicdn,td, nayor
que 1. Se obtlene, entonces, el métode iterative de cobrerrelajacidn
Bucesiva, cuyo esquema es el siguiente

(D “uE}uk + 1 -~

o Pr

L (1 -0 +»JFl uk-kujb (1.3.277
e Pt .t
o bien

uet b - (I -:.L:L]hl l—_(l -a)i + ;,..JE) kK oy {1 - ”ﬂl.‘f)-l E*l b
| (1.3.28)



- 1.1

donde

H'l -1

o
-

L =

}L

y U=
—

R

-
-
-

La rapidez de convergencia del esquema (1.3.28) depende, entonces
gélo del factor de sobrerrelajacidngy. Para cada problema particular
existe un valor éptimo de sobrerrelajacidn que maximiza esa rapidez,
Sin embarge, hoe exisie en general, un métedo para hallar ese factor
y normalmente tlene que determinarse sxperimentande con varias
valores.

En toda la discusidén anterior se ha considerado gue tanto A como
b 8e coenocen a la perfeccidén, Sin embargo, en la prdctica esto P
;Lcede. En efecto, si A °.E proceden de mediciones, éstas introducen
siempre "ruide”™, esto es, imprecisiocnes debidas a la imposibilicdad de
calibrar perfectamenie los instrumentos de medicidn, o bilen a errcres
de apreciaclidn de parte de gquienes toman las lecturas. En cdlculos
relacicnadoss ool el MEF, tanto la mairiz n como el ventor h sa
caleulan dentro de la maguina, lo cual 1ntrnquce errores llauaCDS
“de redondeo”, esio es, debides a que cualquier computadera no
dispone mas que de un conjunto finito de nimerecs, que ce llaman "de
punto flotante". Cperaciones entre nimeros de punto flotante, en
general, no preducen otiro nimero de punte flotante, por 1o gque el
resultado deberi aproximarse a uno de los dos mimereos de punto
flotan<ie mds préximos al resultado real. Algunas mdquinas aproximan
por defecto y otras, por excesoc ; pero no necesariamente al numero de
punto flotante mds préximo. En seguida se presenta una discusidn
somera de los errores de redonceoc presentes al reseolver el problema

{1.3.1).

Antes de continuar conh la presente discusidén se introduce el
concepte de rnorma de vectores y de matrices.
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La norma de un vector ¥ de dimensidén n es una generalizacidn del
concepto de magnitud. En efecto., la magnitud ce un vector da ura
idea sobre el tamafic de sus componentes considerades globalmente.
Egta se define como

2 2 2. 1/2

3e observa que esta magnitud nurnca es negativa y se anula si,
y 86lo si v = 0, este &5, si todos y cada uno de los nlmeros vy se
anulan, Por otro lado, si. cada componento v; se multiplica por el

mismo escalar c, s¢ tlene

hevii=lel U xNI (1.3.30)
¥, Tinalmente, para todoc par de vectores Y ¥

WY+ wib € Lyt + it pil (1.3.31)
gue no €s otra cesa que una condicidn de existencia de) tridnenin da
lados ¥, W ¥y ¥ + w. Por es%o, la iiltima relacidn, (1.3.31), se llama
"desigualdad del tridngulc”. Generalizande el concepto anterior se
tendrd 1 _una norma para un espacie vecterial es un ndmero real que,

st v, w son vectores del espacio,

i) la norma es pesitiva definida, esto es

W v > 29 '

y se anula si y sélo si V sc anula lgualmente.

ii) Es lineaimente homogdénea : esto eg
e vy =\ c\ I Vi
1ii} Satisface la desipgualdad del tridngulo, esto es

hove w i = 1l Eii*llwil
- Fa™l P



Hétese¢ que on la definleidén anterior no se ha impueste forma
alguna para calcular la norma, como es el casco en la definicidn
(1.3.26). AsI, ecualquier ndmero real asociado a cada vector del
espacio en conaideracidn, que satisfaga las propiedades i) a 1ii)
anteriores e€s una norka. Ejemplos de normas son los siguientes

= nd . ~ : (1.3.32 2)
hoyy mix{ivli} 2

h v i :Ei\vi\ : {1.3.32 ©)

-

De éstas dos, la primera es la mds f4cil y econdmica de calcular
y por esc se¢ aemplea mucho en andliesis numérico para cédlcule de
errores.

For otra parte, ya que la definicidén anterior de norma ne se
limita a vectores definidos como arregleos unidizensionales, se puede
aplicar a matrices. Una norma de un espacio de matrices, entonces, es
una modida dol timale 3o 1dz componcntes de cada matviio ol Lopiilids
conslderadas globalmente, de manera que mientras mds pegquefla sea la
norma de una matriz, mds prdxima estard de la matriz nula. Ejemplos

de hormas de matrices son

(A :A’Trj’éT (1.3.33 a)

NA W= tdx 2 [aij] , (1.3.33 &}
ey j i
bAw = Idx | a5 | {1.3.33 c)
1o

Un concepto primordial en el andlisis de error de redondec en
cAlculos con matrices es el de condicidn de una nmatriz. Dada una
matriz & de n X n, invertibvle, su condiecidn se cefine como

"t

cond (&) =W & W N a7ty (1.3.3%)

o —
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e ophservit de inmediato gue la condicién es un rumere adinensiora,
y ase Jdemostrard que es una medida de la amplificacidén del error cCe
redonhdeo. Asi, un numero de condicidn bajo estd préxime a 1, aungue
nunca et inferior a 1a unidad, mientras que uno altc puede ser del
orden de 1 000 o mayor aun. llientras mds alta sea la condicidn de
uneg matriz, mds imprecisos seran los resultados de las operaciocnes
en que interviene esta matriz.

Supdngase gue se conoce &_a la perfeccidn ; pere que E_eaté
contaminado con un error de radondec S E, Asi, la ec (1.3.1) es,
en realidad

Aly Adul=b 430 (1.3.35)
donde &u es el error de redendeo prnducido por Sb. Interesard

v g
calcular el errer de redondeo en el célecule de u, en términos del de
b, esto es interesa calcular el coclienten § u\l;n unl en términros

,.1... " {' ot faowl Ve meem 1
] v “J" = -y R -

- {l-_)ll} se satisface teus .L‘\.-EI.uiEJ.J.{,-t:"
restdndola de 1a ec {1.3.35) se tiene

A u =— b ‘
o bien
-1 -
u = A ‘_E' ll'jl_}é}
De una propiedad de las normas se tiene
l'_l -l
VAT S < AT R §by (1.3.37)
que 2qui no se demostrarid. Baste con decir que esta desigualdad estd

asociada al producto interno de veectores., En efecto, i v ¥ w son dos
P Pomr
vectoresg del mismo espacio (para el cual previamenie se hn definido
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un producto JnLkerny comt VoW o VW Vow, ok el vnwn},

|verb= 0 gUon ¥l eosly, w |

donde cos{y, w) es el coseno del dngulo que forman los vectoreés v

y w. Del heche de que [cos{v, w}| < 1, la igualdad anterior se
tranforma en la degigualdad
L]
(vewy < Uvih o owi
que es una desigualdad conocida como de Schwarza.
Yolviends al sistema (1.3.1), ya gue
Au=—bhb
ge tiens
<
no il S WAy pul (1.3.38)

Aplicando la desigualdad (1.3.37) a la ec (1,3.36), se tiene
I 5:1,1\1 < | f-_fl I SEI'. (1.3.39)

ultiplicande miembre a miembro las desigualdades (1.3.38) y
{1.3.39), se tiene

WSyl BN S AN AT g wy o § b

. ’ s . . - .
St b E, e pueden dividir ambos mlembros de la Oltima

desigunldad cnire | Uy N by, con 10 que se obtiaene
WS ¥y 1. W S$by NSby
= = Hf” I A lll —“‘hi:cund{ﬂ] —_—
J‘luh 1 ~ ”SE ( '~ b

{1.3.5L0)



Lo

con lo gue se demuestra que la condicién de una matriz es el facto
de amplificacidn del error de redondeo. .

Un resultado semejante se habrfa obtenido si se hubleora supuesto
imprecisidn en A, en lugar de E‘: perc en aras de la brevedaﬁ}este
andlisis ya nec se continda.

Por la importancia que tiene la condicién de una matriz, la
mayor parte de los programas de elemento finito proporcionan una
estimacidn de este numero, ya que un cdlculc exacto seria demasiado
costose ; pero también, innecesario. En aplicaciones del NZF a
problemas en medios eldsticos planos se genera una malla de elementos.
8i la malla es triangular, se tendrdn elementos de las formas de lz

Fig 1.3.1

£ ]

(2) {b)
Fig 1.3.1 Elenentos finitos

El elemento de la Fig 1.3.1 (a} es casi eguildtero, mientras que
é1 de la Fig 1.3.1 {b} es "muy escalenc”, esto es, sus lados son Ze
longitudes muy desiguales. Una malla con elementos equildteros
procduce una matriz de rigidez de condicidn baja, mientras que una con
elementos muy desbalanceados, como €l de la Fig 1.3.1 (b), produce
una mairiz de rigidez de condicidén muy aita, Existen preprocesadeores

que balancean una malla deshalaonceada.
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rl Midcods del Elemento Pinlta an 1la Ingeniatin Mecinlca
1 MODELACIDMN

3.1 Introdpccldn

rl conctpte fu;dlt!ptl: del mftode del alwmento finlta
{MEF) conpiste &0 gou ;u‘lqustr Fuacifds cantlhus wn ua domi -
niv dado, pweds sprosimaras medignte wna socesldn de funclo-
T ;ua Fe defihan en upe werin Adv subdeninlon dentre de loa
cyslew Extas fundlonws won aontintumy y lee cualwa gw Inter=-
consctan pard aprosimer wpf 1a foneifin dads (Fig.3,1}

paade un punto de vists [lelce. wl concapte fundamdntal
dal mitods dal alamento flhitﬂl:nﬂillll wn Jue pAra r;:ulv1r
un sistama gue TaprekEnts una EsEructuTe civlca suimts &
ci#rtar condlcionag fYajcas, ow puade Utilizar un madelo
aproxlmadg cb'pulltﬂ.dn una strle de slempntow qua se iRter-
cpnecEaR «n tha S¢pis de puotow llswadoe nbdnl.f!lg-I-J} 4
cuys coaportamlentn as conposide a irlv‘- de clartay wcudtlo-
nu¥ prestablecides y que forraaponden a lo# Ltipos 48 sluNen-
tod uxddoy ¥ 4l niimero de nodos sn cada 4no dittllé!-

La kclucidin dy laz wcuarionss del models powdan sar
exnctan, purg vl wodelo wn ai we una abroxleacién discestka
a1 wiptema Fiaice y la avlucldn da dicha medelo z¢ wprosina
t 1la goluclfn Ael slataps real. Lom antacedenten dsl nftods
del siwmante finito datan Je lon shos 50's coands gucglé dal
ankifals Ay eatzpctvren awreonbwticas, y hi evolecionedos rk-
pidamante hunty sxpander pum aplitaclones &4 vaClos Campos da
la ingwrierfa come Eon 12 bransni®idn du cilor. la #lastlol-
dad, macfnica da fluidan, nltruﬂturll; lubricacidn y ntran

muchaw,

1.1 !Efinllﬂiﬁq_ﬂl uA problems A Ingenlerlia

L# formulacisn matgmiticn eo problemsan d¢ Ioganieris
gunsrglments aa pusds {f,:tul: an doa (ormss dlfagsctaws,

e R ey — — el 1

la prlmers connlders el compoTtamlanto da una lizva o vrolusan
jnfinitecimal 4#l nlerwss y luw scugcionsd cprrazpondlentes
sa torsulsn en fpyms Slferenical . .y comn %l Irea o volumen
conajdarads ed pepresantative Jde toda la ragliin, Lam mimmas
wcostlones on vilider para tade &l doalnln de waa Tuglén.
Comc sjsmplo twnemom La fcuscifn de Reyoolds em 1a lubrica-
¢i6n hidrodinfuica de colineten [Flg 3,3) 14 cual ea yad
'-cu.cssn difersnical «n dos Almansfgnes Fus A= Agrive & paT=

itiy de gn elemsants fnflnetwslmal y e de la Formad

-1 y 2F1_ . Fh
Jﬁ‘fﬁ hg-; Bilh ]H‘ﬁua‘" 13.1)

4
:in dands b ea vl sspesor 4% la cEpa lubricants, = =2 1a
:cnur‘-nlﬁl polar angolar, ® ax la purpendleular &l plano
I{:,rl,u ap 1a viecocidwd dul jubrlcants, & gF 1s rilncidld
engular 4 cotucifa de la Elacha y F =n 14 dintribucifn de

la prugl@n al cadedaz ¥ a2 1o largo del ale &
' En la ltgundlxlltitnltlv; as pestuls un grinclpie

guw wngloba 1& rq{tﬂn entera o dominip dada ¥ Consecushis- |
mentw wa uny formulacife en farus Intti}tl v la selucibn: -
¢s gunspalments dads por valoras sxtremc: d4 dlcha intsgral.
Zstw mitads #n conoclde come el Mbtodo varjaclonal y cemg
#jnmplo we tliens 4l camo da lm snerglia potencial ds cusr-
pox #lasticon, wn ¥ cual we antablece que la confiqura=~
cifa del eguilibplo =pbitice d¢ mha extIECtura deformable
regojers de una snargfa potanciel minima. Eatn enefgia ¥
reriars al total 4a 1la energfy de teda lu antructura ¥y #@
obkiena sadiante L& wumy ge enarglas da law paries d¥ le

#a3trectars,

Es todss las poxlblaen cgnflquraciones que la egptEuc=-

tura pusda adoptar, squaella gue gads un valor minime & lu

anergia potencial ncs da la cgnrxquxnciﬁn 44 agullibela.
g2t aw GoRce como al Frincipin da la Enargis Fatencial

minima.

e dd T k1Y






Resualendo lo anterior, sl procedimiantp pars desarrollarp
wl sndltnje de und *Etructurs deformable conalets en watablecgr
un funclonal, #1 cusl g 41 walor de mnx Intwgral ¥ Qo4 tiepa

o 1a !n:-, .
) Ak '
=1 Fix1,Y) dx
.zl
[ .
an dgndae T )
' FEIC
4syixy  , Y4 E =1 -1

u?. reld sateblecido asta fumnclonal se Eyouddy & snconmtrgy
mor valorer sccremos, 1o cusl raquieIe gow Eo prissra vapis-
€ifin men fgual a caro, eu drair Qua cumpla von s, copdicién
de satacloneridad de vag Lntagral mediante, .

.-5-[1:0 Do

Caba minclonar gos sncentrar 41-valor wstaclonaclo de
ona integral wr zislla; 4 sncontersr los walores alnlmos o
mixiwos de wnm funcléin an clicule difertnlcal, ssacepro gque
41 minlmienr una funclén se ohtlane un v;lﬁr.di 1& varia-
bla indepandlents que nos da yn mlains &8 la fuaclén, miwn-
traw gque sl mirimlest yn Funclomal we obtfisns gona funcifn

qua sl LAategracmn hlﬂf #i valor da diche intagral minims.

Fara llisvir a cabo Ly patecisr xe posde progwder a
. Oimcratirer la integral mediants la tiguisnts acwaclln

. *, I nw o
1= F{!-W.TIJI; FOLMLY AR 4+ PO Y o 4 Flea 0% (5.5,

‘xl L1 i £

© hian,

=T+ Mt Wttt {3,610

La intwgral tetsl ¥ akorg conmiwts wn varies Integralew parcla—
lew T cads uhk watendibnldoss &n lce asvbdominles [:1-!.!1I,

El ¢oncepte Ar Aldcyetiznr 1o integral de 1p acuacién
(3.4] pusade tenwr una interpretacifin ffaica al dividie o] do-
minig ds la funoidn en yna gerie d9 sl=mentos & iop euales

ne axigna cada una de law [ntagralas. La wentala aw qgue ahora

" wa poslble usar alguns sproximscifn polinomfial {linesl, . pafa-

b&lica ste.) pern la funcidn T(=] 40 cada inteqral, = decir
wn cada rlemgnts, Exto permite que #1 valor de cads funelén
liiiirll wen ups funclin A los towficientey utilivadcs =n

£l polinomio de dfcha dlamento, Entoncas 1m integral totel

* aa tamhidn una funcidn Ae Low ooaficlentes polinomislas uss-
don .en cads yna 4 los slewmanton y le sondialfn dw ba wenackin
3.2 sm sALLACACE W} : '

B—T—T =D [.‘. r ht__i e .“} A
Ba, . 3.71
donde lan l:'l agn &1 jueges complete de coeflefontes polinomia-

low waadow #n oOpde Blewmpptn,

Al mubstltualir la fynclfn Y(x] par una iprurinl:lﬁh poli=
nenial rlslil|l+lzlz--- a2t problems 3% reduce & encontrsr los

cosllicienter de los polinomlon onsdom wn la aproximacién.

Ea decir, la apluclén dixwcta d¢ la acuacidn (1.21) sujsta
& laz condicicnes (3.3} puesde mwr bastante complicada y w#a
necexnrld aplledr los concapton da clicula varjamclonal, siz 0
sabarge el problems sw popede formulsr ssdlante la scusciéa
§1.51 r nl webetituler 1y aproxbendifa paliscmlinl ._1 prtht*.
e wn puads yasalway llg-b;llqauantu -



1.7 Enwrgqls Fotencinl

En la intpoduccifn ds concaptos fyndamentalpn A4l mbgodo
441 wlismants Fleito ge derlvaron unan acusciones algabrilces

de agullibrie qua an forwe ®atrfcisl e pusdan sxpreaar comol
(k) o}

Ewt® piatews 49 wCuacitGnes Teppapsrin yo Wodelo matemiil-
o coys Inrerpratacibn flzics eatf dlructawante relpclionada
con la darlnicidn As oo sistemn fIlai€o e cusl conciptis dw 0
cusrpo dAuforsable carscterizade por Ly setyin 2» propisdeden
allvticarw [}J, Y Po? 1li‘£lrgll gun acturh achre wl slsteme

'{F]qul orgritnan Eltrtéi?dfipl.l.llin;nl #n diche cuqrpu‘{ﬂ.

Er gansral, wo cutrpo ®#livkice #p la compoyicifin de yna
infinidsd du particulms lew coplap INCerRCTwan gotfv &l ¥y
producan gleripn Compuvrytas y clertes parturbacisrey y dpdo
& que #xipte gn nbpero Infinjto a&a peyifculasx *n cada cusrc-
po hg &9 coanvgaluntas degoribir la redporsta JE up Fistems
wlfsciow an tésminoe 4a los Awwpletsnisnton 48 cpds pattl-
cula, mfe Blep we toma yn Nlpare finltp Aw puntos Fue puoe=
dAf Qeractaricer ol ta;bnrtlmilntu dnl almtenn.

En fiervtica Oenoa ;;-ptllbli foréular lak ¥cosclonad 44
aguilibrio 4A bass a ’EE;*I“"" dirsceen Jdy carga ¥ deEpla=
inmigeky, COoOBg 43 4% ;1 caso d4 rasortes linsslam, o riganm,
pPACG AR #LFGY CAMCW RO-@E TER wrjdents la rulacific de Cargwn
y Saformacibe y por lo kunto ws convenientas usay mitopdon
witeynstiwon pera 1o Formulecifn de las scowcicnax de agui-
1ibrlp. Uno 4a wntcs mltodos pe baws wn la asprealfp v s

ansTglas potwncial la coul sn Jafine Sops Flgudt

La #nergla potenclyl d4n pn cyerpp defnrasbls rujsts &
cargar 4ntitican o lgual & s wnergle interns o 40 dwfor-
matifin slsssensds an 4l cwarpo dufofmpdn manoe sl trabaje

realljado por lam CApgas gue actusn an sl p 1o luggo de lga
dasplacanlantos 4e lon pupton de aplicecidn de Adichan ChEgaw,
Ente me pusds dcpTday Como #fpua

= b=
{1.M)

tn donda Yaprergls potencial
Uninargis de dvformacién o Lhterns .

M=Trabajo d¢ law cargan splicadas

Comt sjemplo podeamty cohalderar 41 camg simple dp un ga-
Sorts 1inwsl woptrado 4b la Tig. 1.4, Pl dAeaplazamiento T awl
=xtremg lizrs dsl raports as ocadlonads por la carge P aplloss
da =l saw wwktremc #n tonces lg snargis petancial wa Pusds sx=

Fradal oOowmp;

¥= J::!dl’ —L;J:'

13,703

En wits wapresibn, la priwers Integral repracanty la
snneglia de deformscifn ¥y la sagurdy 41 trabajo realiseds por
1a cRrgh EOhy s ml ramort® ds constants Y. Al intwgrer se &h-
tiatiwr

o
q:%{tx‘]] - x| = fwv'-pp

13.11)

Ea decir ls supreaidn ds ls snergls potancisl o5 =l valor
dw uba [ptegrel y pour 1o tante ¥ &3 up funcioral sl cesl pundn
var mimjuicsdc. de Acuerdo #1 principin dv lg wnergls poatepcinl
sinima, Entongem 48 la wegecldn (2. 4) me Eleona gue:t

V= (’En - P}SD

Lty "2






La cual #» ¢unaiptents coh el principio de trabaig wirtual

y dAadn que Ap wn diferenta de carp antonows

Kp-P =0 . £1.15a)

I: decir que 81 desplacamionto B gua pepylts #n gl |qu1]1-
brio del mistems #3 bal gqguu)

r
O = .17B
'3 X . [} ¥
Crlficaments 1o weuacidn (311! ww pusds TEpresantar por wedlo

de la suoa d¢ #o» funciones tel comp 38 musabtra wn 1w rig 2.5,
44 tal futma papd un potencial sfnims a¢ tigna gue ml Awsplere=

alents D wy pgual Que produce 4! sgulllbrio,

3.1 Sivtamps con ¥arlops Creder dy Libertad

For Serinicifn lew grades da libectad wan agutllan varism-
bier quda definen completampenks ¥ an forbs Onlca el wetedo o
conflguracifo de un wigtema dado, par elemplo, ol alstamy d%
rasorke lipeal gque sa= scabs A4 var % un slubtams con un mcleo
frado de libartad y& que une eole cantldad dafine sl mgcads
del mlvtwma, sum vorlsble wa &l dapplarsmiente lineal el ax-
erams del resgrie. FL an 48w SKEYamo 08 ATexa otro TASOILE,4n
tgncen salstan den grados O¢ liBertad y avl gucesivemanta, Zin
sabarge 1o patuctslaey A lon grados J4 llberted Ao ad necess-
rlamnspts 18 misws, 74 gue Ustos se pusden faferir & dvzplann-
mignton. roraclondad, tempwraturin & cawbiln cosflcienten Jw

yh palincmls que aproximen uwha funcifn.

Fil rongldwramod un sistama gllstlco cop b ogradom de 1i-
martad ol cusl satd sujeto u CPartas parturbacionas, Earoagen
la envrgla potencisl total &8 pusde wxprerar vowd ¥k Funcidm
48 AEcdE B grados Ae Libartnd 9 wea

TT,‘ m{b.,m,h;-.. D ») (3.1

snLoncer Ly primers vaclacidh del potancial con rexpicte & loa

gradorda libegtad BY expresa COBD

-.m Mg 2T L T o,
UM PISE LU FLE

1341

la ¢um]l deba cumpli:c eop la condicidn de sntaclonaridad daw

1a scuacién (3.4], =e deciy $P=0 ¢ por 1o Eanton
31 3t _ ... =32 -0
36 At ?0-

11,15

Ow sruerds oon #]1 princlpic 4s snergfe potancisl minlmas.
la wcuaciBy (3.1%) de¢fineg la configuracidn da aquilfbyis dul

niatuwa.

08 wjmplo A% ©n ristdns ¢on doxk grado ds liberted s )
que mEw wumghrs wm 1w Fig, ). & &l cupl conmta dn dos rasortes
Linkpley appotredos, y une barra y¥gida llgada lor dox rascr-
LEE Toh uly :;rql puntal comt E¥ mosatra. La axpresifo para

I1a snergla. potwncinl se punds ascpihlxr ya iftagrade cown:

I I
V=31 kD + 1y, (beot) - P(Dtan) (3. 183

ml substiteir v por % sn la scuscifn [3,3) =l resultsds

L4 N

2Y b4 R+l -F = 1347
eb
2V _ k104 '8 -~ =0 TR

at
o

qus &t forms watricisl sdquisss la wigaleryrs fomrcs



¥ koL 1{ D P o
LA ' - - £3. 194
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que me pusds r4ducir & ln forms coafin 44 lae sousclones de

aquillbris [K]{1]={F] . 13,30

En la swcguacldn 2.19, [(F) ¥y (a?)] wen llemedes law fusrzas ges
narslizadan corraspoodjantes & Jluw coordensdap gensrslizadas
ey oy 9.

Ox ante sfamplo mv pusds conclujr #RtOndws gue la makrle
da rigldes EI] vy une matris sick}irica ss daclr k”'-‘l.“ ¥
tanbl®s guw al productn da ung futrea gonerslinada por su

correafpondlante ocordensdas plwmpre tianse unldades Jda trabeio.

Bl um tefcay yamgrbk® ay anexede sl dldatema digamos an el
funte incermedle de la bBarra, #1 it ema ® convierte 98 un wle-
temn antaticamante inditerminades, Ein snbacge las ¢oordenaders
"Dy f won aun suficientes pare duterwinar la confiquraclbe Gal
swlstama §y fox %cuniloney dw sgulibrin a0n genrcadas, we desir
Lo Imdnterninacifin sxtltlcn ro afucts al procedlmishto guneral
bawedo wn la minjulzacifa del potaccial,

3,4 Parmulaclén Censrnl Usanda Campaw 49 Dunplavssiento

Artan 4a dogsargallar wne wepresién ganersl pars le wrargis
potancla]l 4y cosrpos slisticog s <onvenleonts dascrlbir o] com-
capto 49 canpo de Jdagplatamisnto ¢ aprodimacionws.

En wuihor nhrtomss mecinicon la cotfigurscidn dal wiasmo an
un Leptasta 48d0 pusds sef snpreaads su therminoe &o lee despla-
sanfwaton de¢ ciertaw pontos d¢ refarancisa, loa cuales rapravan-

tan un campo d% desplazamisntos con regrecto & OGN mRrco de res

farencia. Por wiemplo wl cpmpos A despiatamiento de una barra
wlsatics de aaccfn uniforme con una carqn axfsl Ffg.).7 us
puede dascribir en tlrmincs de 1oy depplacamienton en loy ex=
trumos de Ia mitma #n unw formg lineal, En dacir el desplane=-
miwvnto sn cuslgulsr punte iptermedin de uns bBarrs ma pudde wa=
Frapnr Como und EuncibBn del desplaramiento da lus puntes ax-
trasmo &a la mieza cok una relaczBn Aw li forms

Dy =D + ?Ii.' [05- D)

{3.d11
Donds Da aa al dvsplaapmisenct 44 on punte an la cosrdenada =

aa lu herrk, L ®F 1k longitud origfaal Ae La barre ¥ niL. i
=¢ 31 dasplavaniente del axtreamo (1,4] A4 Zn Barru.

la scoactdn {),27} puwde escribfrse wo forma matcicial

Da= [0 (D] :,

cond wlguuy

L3.221

K1 copaideTAmcd que 1la burra veprendnta un elemunto cos
al bodo  an 4l #xtremp i y 4l node | sn €l sEtTress 1y qus
£ as #] deaplasamivnto da un ponto cuplgulers dal slemynts en-

toncus la scuacifn 13.22] ws punds szpruNar sn forms matriclal

{i3=[n]f) 3.2

En ol case 49 un alswentn wn don dimecalonar como ]l mos-

doma migow)

trade as la rFig.d. N, al wiactor " [A}los desplazamientos an des
dimanefones ds 1o Bodom de) slemanto, sdbonces la acoactds

{1:211 tacdrin la Formas






L,
. .
u ”lDM‘;DH-_\DN‘G'lit .
{;1 i O N O HeD M B H, Uy
¥,
* -
L £3. 24}
s dands,
{b-w3[c-%) Ny = (bentlean}
R T e ' 4 e
- wenilr 4]
=E£ﬂ“ ! ’ H4=§-—_ t3.35)
Me FaY doc

.1.2.3.1 *an llrllﬂll las foncionws 4w forma™ p da lo-
\arpelacifin. La deseripefdn dAel canpo A% desplatemients para
etros slepentns tpubidin e pexible wn basw de low desplass-
mlankton nodaler, or dacir gum #8 popible conpcer el desplana-
misnto cbacluto 44 codlquisr pUntt wp un slamanto o ExtrTuctu-
Ta conociende ol vactor ds daaflavanmientos np2alas, Por le
tante la formyladcliBn gansral unande siewantoa finitcor sxtk
orlentyds & cbitaner ls solucidP ds un slstems ©ch go nlaarg
Finito da grados 82 llbertad, %0 Jdonda bos gredos da liber-
tad 208 los demplasaslenisy iadependignten de cada podn p

dohds dichoe déapledanisntos pumdsn se; d« tramlecidia o de
rotaciln.

La aprosismaclén s un campd Ov daaplassmiants tambidn se
pwddd hacar o bans & ur polinoslo tuye grade de libertsd zad
41 wisme gua sl correspondisnce ol slemanto &b cuwstifn, por

sjapls wn al caso de la barca uUniforme we pusds uekilimer ua
polingmle dal LEpay

"t ()= faeaq 2. 209
(6= L '1{:‘.} 13,274

en dondw &, y &, 4on lon cosficlanten dal polinpgele 44 grado
1, *ntonces hay dor cosfficianmten PATE uT alamento qua tlanwe

dowx gradeom ds libertad,

Low depplazamisntor nodeles MEles pusdes wzprasmar an fon-
ci5c 2n aptor coeflcinnten subatitoyendn lae condiciones Je
fronters

) Uare = W,

. 11.781
W = %3

Entpncas scbatituyandg sa (3. 34] resulta w) milgulents

mintamny :: _ [.j.] il:i

u; 1 o

{d" u; - 1t

Denpsiands {a] ds (3.39] y substituysnde an (3.37) s tiane
=
(=0 x1147 {4

Inrirtisnde Yu wakriz [#] y desarrollando al prodects wn la
wconcifin (3.30] s+ obtleas Sy weunclis L3.22) o sean

fry=fe 2y h]fe) = 1414

LY. 30}

[(1.31}

En %) camc 4w un slsmente plans SXlengulasy como 8l mostirade
an la Flgural.¥, 1= sprosimecién e posds bhecer «n bane & law
wigulantey polincomlor:

Wwr QL+ a2 4 Ay -

13, 32)
vy et Qe ol

Duén® fores matriclel gowdan saprersdos como
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s
u}*[ll‘lnnn]u‘
{v-._-,nu'.l'l""
L]

b {1.31]

Tomando laa rondiclones da fronteras se obtiens que pars
la dlracelfin u

w, | X, H, fh,
W=t o Mm M4 .
a
Uy oY ’ t1.34)
¥ para la dirvocibn ¥
v 1 X\ "'1: as
T x Mupdds £1.3%}
L I TR T I T
av doxdwe .
=1
a, u.
i} = l'h'] {u,]
ay '] La.14)
¥
A
ay [ ] ',
2‘] = | A E 1137
L

fubatituyendod). D) 5y £3.37) am L4 wcosclBa (3,393) ae ektiens

w=fr ¢ H][J\.f{u. i u;]'r

[, XK}
- ¥
M W
v [ ox uil v « Wl 12,38
¥ donds o [T A X1, - xuy  EMy -Gl
l.!u.]: =Yy Yy ~ 4%, Yo (3.40)
Xy~ X1 Xy = 1IN Ey-®

13

gubatituyandg L3, 401 an (3,301 y L3, 24] ¥ raduciendp w1l slstany
rasultants »g

W

Ly

{I\ _\N.D Hlﬂﬂjl:;.] v,
= ] | T v M1 O L] ¥y 3. 413

v Tﬂtni-ﬂh My

donda

" M, = .EL![-E,: 4 [dy-Madx + f“!""“l (3. 42
Nyt ﬁlliﬁ *f-udn (et ] 13,43

]
Ny« ELH{\E‘E *[I‘L‘q‘l'}l i {il } } 1Y _4d}

bs la miEms waners o8 pusde spronlmay 41 cempo de devpladamients
petsa un sleamsnto cusdrilatere planc de 1& Fig. 3.7 ujecdo poli-
momlos dal kipey

[THESN- PR P R R A, P | {1.4%)

Vo e 0% ¢ @Y + ApRY .45

Los cuaiss cenducen & wn kistsws agiéivalente al dado wn law
scuaclEreald. 341 ¥ [3.25),

3,13 Enpralédn Genngal dw la Energla Potancisl

yodapoy conaldarar ahors sl cawa gansaral de on cuarpe alia-
tico an al aspario w1 cwmal apth spjeto 4 CATQEUE Que producen wun

campo dn desplssamleniow, Asformacionss ¥ snlpirzcs tal quae an

"ga pusto dado 4a dicho cwerpoe ¥ Con raspdciod B WA WACED ds re-

farescly, Lew veciorws 4w sefgsrios y dv deformaciooss son:

13.47)

(0] [0 4% B T B}
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r {EI;EE. £y €1 Fey ¥a r'ltl‘r (1.4M)

ta rrpalcidn exfuyerso-daforoecifn pusds wacribires cowo:

{61 (e11e} + {0y (.48
4n donda [?J % la waty[n do propiedader slfyticas del material
r #1 weratar Iogtes vl wector dr ryfusrios fniciales [2ichow ma-
fussros tnicisles purden refacirae o lov ssfuscnon priasecier oln
1a aplicecifn ¢ lap cargae saxtwrcan, cowe podriasn ket safosriet

ranidoales, svfusrron d4 rhkamble stco,d.

La darflnicifn dAw Qnt;'!‘ Interna o d+ A8forwsclén sa puwds

ercrlbir comg

Ge= ¢ feTENIE - & (e ¥ TE){e) (3.403

Iota anurgis dm deformacite ou originads por cliertay car-
gas gua Actysn #h sl canrpo lam funler Jéewnrrolan un clarto
Etabujo. Evtanm fusrcms sd purdan clamificar an fusrkay intarnas

o d9 cudrpe, gue en uf punto cualguivras tlena le forme)

(B {0 ¢ 0]

r¥. 51k

¥ al wector 4« fysrrap dw supscflcle sxpresade port

iﬂ:i_n AN £3.37)

Entoncal usends las scprasiconss (2,490 5 1x [1,51) ¥ la mxpre-
#ifa grneral 2n 1l enxcgls potancial dm la sigiiesnts Jorma

ntjn GYQICRRUVINEY
@ - I

L oy

¥t Jonda La primers Sategral rapresents la enargfs intarma’
o 4¢ Asformacibe, la ewgunda inteqrél represwnta 91 trabajo Jw-
Earrollede par las fuszcas da cusrpo sobre Is vetiructdts 7 la
terecern intwgral representa al trabaje desaryollsdp por Lew
Fueckar dv muparficie mchra sl cumrpo, La ecomcifn (3, %21 &%

urs forma pls guneral de le scusclén L2, 5),

1 & Formulaclfin Plemental én Madw o la Ernnrofa Fotneclal

El obistlvp abors ss forsular law #cusclones que carac=
tegizar un #lemanto &0 base g la Rinlmizecife da la snerqis
potencinl uvando lp mxpresién gessral [}, 53} y la aspranidn
Avl campe dv desplazamimnte {E)={u v w}.

Frimsramants lam deformacicohts &R Yn 4lemectc ne pawden
dxpravay an tarmings d¢ loa Sewplazwmisntss sodules o trevis
¥ la snigquisats sgpraxifn

fey= [8){d]

(1.54)

*n Gonda Dﬂ ar la witric spfustzo-daformecién gus wn al
caxp genaral de¢ un wetariel sligtice teotropico sm de Im forms

- v J L] | - u1
2o u ¥ o o o
E Y v - o e o
g] I, . (1. 55]
li Ufﬂ".[l-‘l.!.l‘) o o o '.::—-' a o
b ¢ o o Feo
9 & o & o ‘-}-"'J
F - L]
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Schatitcyende lam sacvaclonen (1,23 y L1, 5%43en {3,33] la snazgly

potenalal pusds mapresarss comp;

e} (7( ST te1t81 9] i} « [d}' (eyT{e] dv
ol

[T - m*[wfmb

Y !-f 13, 56)

En enis acuac)lén el sohindice «n va Indigs gue la snergla
potencial ag J% uA slesehen y por lo banto wl waitor W) ew sl
walflor da dwsplaFramisntor podalens 4¢ ox elemsnto salamente, y
PALER URm BeLruCiurs cOMFoswte 4a warfos slemsnCos sw timne gue
ia #nergla potanclal eotal ae wxprass comn 1l wymsitoris ds lew
enwrqlnn polenclales ds cafdu uno de los wlewsotbos y la #nwrgln

patancisl }otll queds sxprepads como

=4 5[ EfeTte a8 o E  Jooreads
%l ™

~ [bu 1) 44 - ‘[’ww.h) - {o]'{p) a.57)
Yol
PRy vor afcontrads la wrprenlBo gamaral de la wnezgla
petancisl ## proceds s secontraz el ralar wetrems Asl funclp-

il ¥y mubstiluyssde #n la scuackda (3.4} lo osal reaolis sn
a4l sistams da acvaciones dade por le scuacidn £3.7) o

Bntonces &l substibtsir wy Aude por ls scusclids {3,537 en ia
scuacifin £¥, 58] we obtiane 4] piguisats mistems @& SCusciones
d4 aguilibrie,

(3. 54]

11

: “.]:lu",= O x1{al

(I furiaatsid){s) - z[ jm [ & jm{rm

Wl
13,99

+j[»ﬂﬂds) + {7
L0

-

Lu wiwarldn (J.59) uw puwde sbraviasr an tal forma qua la
sumstiorfis de las Integreles del tado Jrguiardn de Lla scuscibe
1.59) ava didentificede coea la “Matriz A3 migides™ 7 1l sumstio~
rin A integralas dal Ledéd Aurmche s 1m wcusalBn coms wector

de cargan genuralicadee, aptoncen In scuacifinm 3.%9 qosda

PSILERLY

{E,.60)

Eimmplo. PFodemce copmiderar uR chED alupla wn foxrmas genearal
wadisnts =l cunl poAremcs seteblecar la wlguilsate seécumncie

da cparsalonas

!J] [G} [\ 1{ } i-ﬂ]iﬂ .' 3. 81}
i = (o LAY =(i- 1 ) id]a [N rens -

L L
u;J{:E}nd& t{LE.’E&F# g . 641

{ ) .
Ui H]TL[E]T £ [E) n i I!} t1.8%3



ke ‘-'I:i_l]TE‘Lﬂ adx =£{ﬂ t(-1 3] adx

ﬁ‘ ] -
kt.‘- T |, ,| = Metriz elemental ar rigider

3.7 2L Mitcdo Peylelgh-mite

13, 68]

13,671

poderce tonpldersr up njemple ﬁnidi;;nutnnal para dnscrl-

Elr wl mltodo mpplalgh-Rith como rl mostradc &N le Pig. 3.% en
donde 9% Erea {93 y w] pAdule wilatico (E] raﬁ conFtwbtan ¥ la

cargs distcibuide (g} men tuler gus

prEal=t- -y 9=

Lam condlcionas da Foantars eong
U=o o k=g
[ - ] ] X=L

Le annigla potencinl wa pynds STpreanr comd)

T = f:"—,f W dx -L:l[“-‘}

1}.68)

().63}

(.70}

anbat htuyends los wvaloras dedos #m (3.68) y sscmiscdno gue lon

demplanaxiwntos u mon d¢ la foras LLA apntobedn

T:{ﬂ} -q,"'

o

:_.F,g:dt-"i % d.-

13.71)

{1.71

' T (I | 4, - ¥
\ ;—Tz-;lr.%--h:D o [,' %.l{n‘} {h

k[ wa agima phors que u-nls4i==2, entoncen La anergle potenciul
quéda tomp slgun:

\ L)
",Jiln,fu,,uf‘.lu-]{ml* oex!)xdx 13,711

i o113

Sumaricabdo Amsultadcu

{1.75%})

wixe 'ﬁ.] Wiaw ] I.I{Il:fq} uixei) 'r{llﬂj r[ xwi}
"l'l:l:-inn - S LAEET ,1%0m L3114 3113 L33
.ui'_. LRI L L} SN -131 L5131 L0133
frarne] LTETL L FPAL T-TR I 1) ipee -0

Bl asum|&0e 98 pollronle de JSF grado para sf{tras térmloow)

obpdriawos la solueifn sxzatte porgqua Lle wolucifo saacta =y

clbhica 4% in forms u-tll-::lfl O sea guoa sl ghtods Raylelgh-
Ritn hamada an

i Urdx sannteagn? - TR

darin comc reaultads

Lrly
ayz o
ﬂ;t-'-i

.77



. i
.t .o
- . . " - -
r
. . .



y al wa inciuyarsn alv thrmlobe come por slample

WT A% 42Xt By X g’ 4ot Qax”

13,793
la spluctba seria:
4,:=%
Gz O
dye-te 1
fiaz Bga . -ne wBn=D 13,79}

1.8 Kl pipodo del Filepsnts Timitos ¢ aw telscifn fon p. %

fodemne conafderdr sahora la barcs dal ajemplo apturiqr
parc dlvidlda en tren slasentor Coms S Eusatrs wa la Fig 3,10
Fara vada alwnynto axzisty una kstriy 44 forms tal gue #1 cap-

po 48 desplatwwisntos #n cada *lemmnto k8 pusd® AXpremdl fome

u; = [N]; {&d;

{1.mg)
i, -5 3
y donde {H]j = lT h_] (.13
bas duformaclones pon dades por:
5 -
£x= Uy ¥y 3—” =33 ti.aay

caandd la scuaclbépn (3.93) ap la scuagidn £1.09)

5_:%{.4]{&} = [8]]4] ta.ma)

on #onde  [B8]= ?.':[H] y 189= {:;] ENTY

¥y dondas Qus Cm B& BRECAlar WRtoncEE)

E.I = Ea. £ id.f'[.“']fl.‘]“l (1. 851

fobetituyendso 1w weumcibn (3,805 en la axprenids para la

soergly 4% un slawento 2+ obtlens Qua
] T 4 _ﬁ ’
U1=J AL Eldx = i[dl;IAE] ][‘?"J y’,]dsid}
2 e A%

"

[}.06)
lo cua]l ¥4 pusdl Axprasal 4n forka CoApects como:
o= 3 Y IRD 40

an donde

' 1¢];7 J:El'::']l'?f wlds = JI\"J‘IEI."‘ -I‘]

- 1]

Por otra parta ml trabalo [;Iltlldn por la cargs as
! r T
w:J quds = [d}, j["] 145
» -
'r al poteancial total de la Selructuls &y

Trz To+T, + Ty ty. 901

soponiende qQua para =ads w)lsmenio Les propladedes cumplan
¢pk lag propisdecges da leg ecuaciones £3.60) y saenls

I=va
1 [ fars. al suwmpnik |
Gel+s parm ol dlamealrs [1.91)

g w g as garmel domeand

TR IS

1



kxpandisnde low vector®s Al rango 4 la wetructurn oe
tiwna qus sl vactor global aa

W,
. [D]= z: - S ML H
W

Fubstilurendo las condicionss {1.9)) ea [}.901 ¥ tapandiendp al

ramgo de la cEbructurs, 18 snerala pﬂtint!ll-'ll

. Yy -} 6@ buon._‘1 [ I
=4ip 1 3 pw T [ D
1If L i l s B *# -3 10 * s o3 -3 [ }
o o = - - s -] e p-1" 7
) ! . 1 °
T L2 L4y Lo
-in] 4 o +$i 1 1) T
L] » | 1

- ) (3. 95}
Micimizando la anevrgfa poilanclal se obtlans que

al

T 'lzxo

b

ls coal reavolin en o) pigiients eiataps de aCuwclones Aa agulis
librleo

r3.n4}

1=y 0 o u, Ve
-1 &4 © Uy =§%/0
o -1 & -3 Uy a2
e o -3 % Wy LA TR L

La Metrin cupdeads del lpde jcqulerde dAw asts scusclén sa’
ningular Zabido o guek ne §* DR Japusste las fendiclonss de
frostarn du la awtructurs, $ete condiciba ar

uw,=c
§1. %6l

Al Imponer lu condicifin (1. %&] an Lla scgrelfa (3. 9% =
abtienw

e -3 o [N I ®
-3 & -1 “l =E; Vi

I
8 -1 3 Ya

£1.97}

dAs dondas pe chitlens gve n:-.iiui. uJ-.:IIu F U321 lg=
4l 4s ROA mzactosr wiAn smhargo #08 sproulmadse a0 cuslguler
Strd puble, por slwmplo an ==LS7 sn tienw

w=[N{d], = 1% l—:l‘ 1[:3

11,98}

w=i% ’i]{'::,} = a1l

(1,%39]1

Kkl ¥Yalor axacio de o & a=L/3 ag de O,.2393., Kl anfmbzio

ah 4l slewanto } oma Foa(Xy ), o tambidn
i ez 1

6=els{o]

{3100}

Eybwititurandg law condiciones (3.%1] sa (1.700} aw obtiuoes

lops slyulwotaw revoltadons *



iR

e

uke

- ¥

af



L
Tow 45 | dxacte ¢ Ex T

_ L
= . 3704 Lxachke €% B o
qp = . 4B} Exack 0 A'Ig%

Es dwclr ics *rlumcioge hg #0R Continppge &8 2l madnle ¥ low des-
plazazientos wof mis sasctodr gua los wafusraos coms 49 puwde

sprecinr wn 1a Flg. 3.11%.

os welow f04 ajemplos &8 pusds sobcloir que el aftodo c15-
nlco de mayleigh-Eits (n=%) #a sproslmadp paro mia axacic rl
&% wtiligan wks tdcminos wp =l polinomio. E& i caw A& caxges
deatribuidas vl whtodo dy M-k pomde geT 43efts ml @4 UEAR sO-
Ficisntug cdrminosr an vl polincmle y 1a inclusifz dae nls tir.
mlece g canble la ,nluclﬁn. -

;nr otes lada LUmpsds alementos flhlica asx l1lags & rTepulta-+
dos saacton 6l Jes :Itg;l sa lncaliszan # loa nodes ¥ 99 BpIe-
aimude pars #1 Ched d¢ aergas diabplngider paro pusds mer ban-

tanté corgand al axacto sl =v uszn mfs slamwntos,

FL witedo clEeica du =M uiflize un polinomio que ¢ apli-
o8 & tode =} domimio da_lw eEtructurs. Rientras gue el sliteds
44 slemeats Flutto utilisa us polloomic spra cada wlesento.

3.9 modalacifin de Sietemin ton Elementod Finltos

Exiats Yha varlsdad muy grands 4¢ sintesas mecinionn ¥ em-
tructuralesr 1#s cualen requilsren du uhe ppluclds 18 cusl ma wp
#idmpre trivial nl simpiv de chiener, &R tolas cyoadn sa pric-
tica combn heowr woa claulfloecifin de afactos sigaiflcantar ¥
otros qum puf &y Rabturslans puaden conniderazrvs inelgnificantes
o ignprables, ds tal wmanefa gua #o qeneral slempre #8 habla en
thrminow da WA solucile sproximsads a ls suincifin raal dwl wis-
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Design Improvement of a Friction Brake
Plate Through Finite Element Analysis

¥. H. MUCINOD Y. Ph:u‘ELl(_:

NOMEHCLATURE ©

hp = [lank area of the tue*h
dpy = radlal disrlacenent at “the tip of
the Saoth {1}
dgi = tangential displacerent at the cip.
. cf the tooth (1)
£, = lead distripution.fastcr
F. = noeimal force a-ting <n the flaink of

n
. the teeth

Fo. = radial foree acting on the llank of
the tueth

ét = tangential corronent of the mormal
Torse an] .

m = slope of leading line In goodman
dilagran

Pe = equivalent preqsurc on the flank of
the teeth

r = atreas ratlo of alternating stross
(3,1 to mean stress {31
sli = altsrnating ntrea: at tooth (1)
Bpi = mean stress at tooth (L)
= maxlmum atress at tooth (1)
5 = Von Mised criterion of failure
51,52,53 = principal stresses i
. T, = torque carried hy tooth (1]
Tin = input forgque in the spline shaft
Tpl = torgue carried by one [riction
. Plate .
¢ = pressure angle of the apline teeth

INTRODUCT IQMN

Tha syskem considered in this analysis ia
a nultiple disk brake, vhich 1s uyed in a $¥ypl-
" gal rear axle of an agricultural tractor, The
main abjentive of the amalysis ia the dealgn
improvement of the brake aystem which depands
upon the perforpance of the friction plates.
These friotion plabes are subjlept to fluctuating
loads that may cause fatigue failure of the sys-
tem. Therefore, the analysis 1s earried out |
having o8 primary interest the reduction of peak

R. G. TASCHNER

;tre:aa: goourring at the critieal ares of the -

fristion glate, -

In purauing the ohfezrive 1t 13 desirghle
to keep the overall modifications to 2 mintmum,

Thiz paper demenitrates the arplication
of the finite elexent methed ag an efficient
tocl to idenktify criti:all; strezced arels of .
a typical [rigtion plate, and alsoc a5 3 tecl. te
aualitatively ovaluate the dooi;m nodilfications
Fropiied in gr4der to radutc the critical =tressz-
2o . ) R

Flg. 1 shouws tha noin cempohents el the
rear axle asaembly dhlch =onzists of a2 wiffer-
ential gear train (&), a clutch =ysten (B), 2
dual brake system (CKC') and the planetary goar
train ui%tena {Dant ), The varieuo qomjenents
in the asseﬁbly af cgeh brake system, &Pe shewn
separately in Fig. 2.

The ﬂpuration of a mulbtiple disk braka
system may be described briefly as follows:
the friction plates rotate along with the shaft
to whigh they are attached bhrough the spline,
and the steel plates are attached to the hous-
ing in such 4 way that rotation is preventsd.
Axlal displacement 18 allowed for beth the rria-
tion plates and steel plates, When hydraulic
pressure is gpplied to the brake cylinder, the
brake plston pmoves axially and preszes the fric-
tion platea zgainst the steel plates, the acting
torque in the shaft is tronsmitted to the frica.
tien plates through the spline, and then trans-
mitied to the steel plates through the friction
material on the fricticn plates, the absorbed
braking targue from the steel plates 18 finally
transmitted to the housing which is atbtiched to
tha frame of the tractor. Tha heat generated
during the braks applicncior ia zbsorbed by
coslant fluld which elreulates on elthor side

‘of the friction plate through tha heles provided

on the plate,

The braking lopds impossd on the friction,
plataa, Ifpduce high stress: concentration zt - the .
rovt of the testh'in the Epline, which are sub-
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Fig- 1 ﬂnhnmatic view of a tractor pear axln asaembly

Jeot to a stress variation ranging from zero
valus {1dle mode) to sooe maxlmom value [hrake
application].

) ME. J shows schesatically torgques applied
to the Iriction plate, the gecmetry of tha
spline, and the lacation ur the coolant cirgu-
lation holes,

LOADING GUHéIDEH&TIONS-'

Dus to the repeatitive heture of the loads,
these can be expressed by means of a static
{mean) component, and a dynamie {alternating)
cokponent, for the purpose of snaly=sis. " These
lpads are distributed among the teeth on the
fristicn plzita, in such p Way that the ratio ol
gltarmating atress to ste}dy strezs at any leca-
tian of the plate 13 aluays constant, This is
dus to the Tact that the load variea [rom rearo
to aome maximum value jn each brake application,
Howevar, the load that a pairticular tooth car=
rimz 13 not nocessarily equal bto the lead car-
ried By a different tooth in the spline.

Pigz. U4 shows qualitatively the variation
of streases with respect bo time, at three ar-
bitrary location2 of the {riction piate, Also
plotted in the same Fig, % L3 the variaticn of
the load with respect to time. It can be ap-
precluted that the paximlm atresses at any of
the locationa shown are reached when the applied
load is maximum, this 13, the atress peaks are
in phasw with the lcad peaks, '

2

+

- DUTPUT SHAFT .

. .. PLANETARY RING GEAR
-SHAFT,

. i'l \. b
-mFFERENTuC GEAR . .

ooy -

o

.Using the notatisan of Juvinall [1],1 the
ptress ratie ugl Le.expreated as Follows:

. r:.-' g:“; . (1)

where Sal 1l‘£ﬁe.alt=rnat1ng stross component
Sal 1s the mean stress component and for the

particular casn in'which the lcad varies Irom
E8Tg to 4 maximmm valus then r = 1; or

Sat o Sal (2)

Fig. 5 shous the Goodman diagrao apd the loading
line fnr_thu'tut.h in the spline of the frictien
plate, The »lope of the loading lipe 15 such
that; ) .

Smar, i u Sl o+ Sal | {3)

oy nuhstituting the equ..ulit:.r {2} in equation (3}
it results

TP Smsr.l s 2%
therefore, the alope of the luaninc time in the
Gocadman dlugram iz

-

1 Underlined numbers in parentheaes
deaipgnate References at and of paper,
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Bazed on thesas stress relationships and for the
particular case treated in this anidlysis, the
fellowing considergbions ¢an be pade in order
te formulates the finite &lexent nodel.

1l From fatighe theoory as treated by Sors (2],
the alterpating stress compenent pust be as
szall 23 possible in order to lmprove the
fatigua life of the part, .

2 Iue teo the natures of the loads, and by 1n-

COCLAMT WOLES

" REACTING TORGQUE

FRICTION MATERIAL

Fig. } Torquer applied and geonebry of the frice

tion plato

STREES- LOAD

19

STRESS TOOTH |

STRELS TOGTW |
BTRESS TOOTH &

TiWl

Fig. % Variation of lcod and stresses at thres

arbitrarcy locations of the frieticn plate
spection nf_equ:tiuns (23 an? {}}, the re-
tuction of the moximus peak sErezs at any
location 'of the parct «will prsult in A ra-
ductisn of the dynmic coaptLnent of siresc,
F Elnce both the steel clates amd fricticn
Llates ara allovod to displace in the axial

o e
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Flg. 5 Goodman diagram 2nd leading line for the
frictiaon plate



Fig.

& Applicetion of the load on the friction
plate splins teeth

" direction the load On the [riction plate

‘can b4 cgnyidersd To be acting ondy 1n the

plant of the plate and it has. oo componant
in the axial directlon,

The total load acting on the friction plats
gan be broken down lnte tangentlisl and

. radial fopces acting sn the testh of the

spline, such that the summation of the re-
pulting tangential forees at the piteh
circle, multiplied by the corresponding
piteh radius 15 equivalent to the tooque
provided by the shaft.,

The loads gpplied to the tepth of the plate

are reacted by the [riction materizl, vhich |

transmits the braking torque to the steel
plates,

+ b stalble gnalysis alone can be parformed oh

the frdation plate, to ewstimate the stress
distrivutiqn on the plate,

PORMULATION OF THE FROBLEM

Pi1g, 6 Bhous schematically the applicatien

«f the lead on Lthe friction plate, at the loca-

ticn

of two gdjacent tesatph, and the boundary

fonditiens at the frictiop material apreg of the

PJ.M:C »

In order to aveold local effagts dus to

conqentrated polnt loads, it i3 somverdent to
ireprekent the appllied forees at the teath as
unifors pressures along the Clank of each tooth,
The resultant fproe at the riteh circle pust

hold

for tha consideration as discussed eariier

in Ltem 4. .

The total input torque for each wheesl 13

carried by twe plates, sugh that esaeh plate cars

Tles

one-half of the Lnput tornue.,
Por the numerical portion of thie study

Fig. 7 ,Computer plet of the cfiginalldnsicn
B-holes friction plate geometry

and toat gata avallable for the rarticular saazce,’

“the torqueicarried by each plate was detersired

to be as, follcus;

T .«

p- Fa

Then

'I -
Tor 7 5 (32600) » 16200 tb-in

assuming aqual luqd per touvth, the torque in the
Plate in distributed e=qually among the 13 teeth.

The torque carried by esch Looth s then:

Lhen

] . '
LI 2 E]&Eﬂﬂ] 1250, 1b-1n

The aqitlvalent tnngEntial foree at cach tocth
acting at the plteh clirele 15 ohtaired by «il-

vEiding the torque by the radlus of tho pitoen
eircle, this is: . .o -

€ Mumbers in brackots indicate tho SI
squivaleénce,

Ur (%)

(1n33rm)®

(5] "

[ 141 "-r)
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Fig. B Dlsplacements at the tip of each toath
for the original £-holes ITigtion plate model

. L
. F,, = — &
ti rF|| (6]
whers Tp = 1.5 In. Then
Fog ® ._m._mg - 90 1B “[4275 W]

Tha equivalenr narmal fopes at the flank of Lhe
togth 12 obtained a3 Tollows:

: ST
Fni ¥ cosy Ft.1

whore $ 12 the preasure angle of the spline
geomeLTy¥. For the Present case ¢ 25 deg,
The normal [ferce 1= then:
- ) =

Fut * ToT 25° {9607 = 1080 1b Layzz Wl
The equivalent pressura at tha flank of the
teeth ts obtained’ by dividing the normal ferce
bty the aray of the flank:

% PF - F__'“_" tﬂl
) af

. where A, 13 the area of the flank of the tooth
for the prasent case A, = 0.04106 in.% then:

108D

Pe = '.'D'-l'mﬁ

= 26800 psi [ 178 M Fal

The lnud as unirurm pressyra on 2ach tooth
is e3timated to be :uEDG pai [;;E 3 Pu] ncting
on the overall flank of each tooth.

Tabls 1 Spline Teeth Load Factors Table

T T L e
I 0a0e E.::m T2eB4 7eaLh -baisa 04449
2 0::}51 _S.49% 5275 Imzﬁ 2.582% 1.9750
3 0.1200 83338 T.2eBd nqza ALY a,wa

| 4 0.l124 Eﬁnm T. 746! ?'6‘325 uu&n 1. 53¢
? _EJ |-:g_g§_::_m."._us'?:m 74223 auq 041}
& o 8255-41?;51; 76928 o5t pasol
?--Q-IOIH ‘35‘3&4 EH'H '.rc.ﬁzs a. msa 1,053
8 .66 Eirai uam 74923 ~o ey "o 9724
o 'B’ilé? E&G‘Bﬁ 14?55 FLAIN - n?mq. 2971
10. ﬂéziré_ﬂ'zﬁ_ B. zzur"fr.qzs aszas 10606

'1_1_"6]'::;:'51%;.'1'11«5 ';'r-*-'”.} _05450 0.92%
12 u nnqr 81658 ‘H‘H? Tua15 a*.»uza 1.054%
(13 0.1125 BBBS 1750 74323 pooh 10019

Total = Mea% 100000100 000 ——  -—

v
N

THE PINITE ELEMENT MODEL

' J '

Due to the typs of coopetry ard Jeglingt,
nlane stpeas elamenta velrv gonslidored adeauakbos
for this analysia, . Flat plose paraboelie e¢le-
ments {A nodas per’elomant} -coroe chaser bo
model the geomatry of the frictien plate.

In order to dafipe the finfte elepont
mesh of the steactyre of the felctlon plate,
node and elemant Einerntien ratterns targ wacd,
The pracedure 1s az fuliou:; only one toutlh is
broken down inko finite alemsnts, bthe logation .
of nodes {8 defined with respoct toe o oylindrl-
cal coordinatae oystem whieh gripin 1s gt the
center af the plate, The olemont conneetivit;:
Is alao defined fop thia South, then, node cen-
eration is performed te dofine the mode lesne
tions of the remalning 12 tecth. In the same
manner, element generatlon is perfuemed rot the
remaining 12 teeth, The peceratien 3s done by
inerementins the noda numbars by 100, at overy
27,49 dog twelve bimes alouhd the center of the
plate. A similar appreach i3 used to define Lhe
mesh ror bhe cuter pal
the coclant ‘cireulation holes; in this cace oie
seqtor 1 Jdefined and =even soctors five pens
erated around tle ‘zentor of the rlate, Tilnally,

- quadrilateral ard triangilap element?® are used

in order to comnest the two sets of sechors
togather, This 13 shown {0 Figs. T

The rini%u aloment prugsism used, developed
by structural Dyntmics Hesearsh Corpupation {3

51

part of the plate cusempassing
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Fig, 9 Straases’at the rogt of each tooth, The
von [ises rallure criterlon and the principal
atreazes 5, and Sa, ccrrespond to the origlnal
design. The cenatant lire for 5 corresponds

to the proposnd pew dasipgn :

is based on 2 wave. front alroritim solver,
therefore, pode mmbering does not alffact the
alie of th= wWave front, wvhich 1x in funetioen of
the order ipn Which the clements gre defined.
[A more detalled degeription of the vave Cront
algorithm solver can be found in Relerence (4}
by Nlcolas £t al,.} Hovever, the order Lp which
it 1= comvenlent to generate the elementx, I3
nat necesszarlly the meost efficient lor the wave
front size; therefors, a wave [ront optimizer
praprocesagr vas applied alter the mesh genera-
ticn Was acconplished. in order to rearrange the
glepent definitlon, -

The resulting wvave front was sonsiderably
réeducad and the computer aosts of this anel¥sis
ware alsc paduced,

THE PYNITE ELEMENT COMPUTER RVMNS

Inspection of the splution yieldad by the
firdite element method applicaticen showed that
the largest displacement [or each tooth geeura
at the tip, For the case vhere the load is
consldersd equally distrituted among the teath,
these displasenments shoued Lo be gilflfarent from
cne toath to angther. Then, the relative dif-
Corences of Jisplagsements aro indicative of Ehe
particular flaxibility of wiaeh teoth, Pig, B
ahows graphically the variation of tanpential
displacements at the tip lfor 2ll.thirtean teeth
{dashed lins),

1
&

YA

L e e .
Fip, 10 computer plot of the proposed 15-holoz
' fricticn plate

e to -the yariztion in flexibllity for
exch Towlh, Lhe load zarried bY the poit Tlexl-
ble tooth must be less than that Tap the stiffcst
tooth. Becﬁunalur thiz, 3 rocdistrdbution of the
load must he gonsidered, sush that the luad for
a particular tooth is inveraely proportioral to
the tanaential.diﬁplactnunt at ocvery tooth,

Based on the relativa differences of tan-
gential diiplaccQEnts. load rattoas yers de-
veloped, in urd'er:t:: rediatribitte the loid on
the teeth, ' ,

The aijnificance of the lead factors is
that they indicete the zmount of load.1in per-
cantage carrisd by esch individual tooth.

Table 1 summarizes the caleulations mage
in grder te obtain the load facior valued far
ewach tooth. St .

The wsquivilent pressures applied to the
teeth 35 obtained by equatfoen {8) zre then madi-
fied as follows:

(a1 !

Pe
1.0., f3 13 the dead racter for the ith teoth.

A cocmputer run wis performmed considering
the load faeters, and the reaulbing displace.
manta are shown in Pag. § {rolid 1inm) Fur 2311
13 teeth. The stress solution obiained. from
this run showsed bthat the haxicum siresa for cach
tooth ocours at the base of the root.,

Flg., § ahows the magndtude of tha maximum
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Fig, 11 Stresz contour plot for the testh of the 13-holes friction plate

pfinnipal atrass [sclid line)] for all 13 teeth, the mesh is rellned 5 will approach zens,

and alae In the 3ape graph, the Yon (lises cri- From the ;phplts of the indtial oomputer
terion of fajlurse is Plotted {dashed line). mina, in'wﬁn.nqnnluded that there cxists o sl =
The Von Mlses criterien of failure as - nificant influence af the relative poaitions cf
treated by Juvinall (1] is given by tha Iollowing "the toslant adrsulatlon holes with rcoopect ta
expresalon: . each tookh on tha spline, scme alf whioeh will be |

more susceptlble o fail due to fatipye.

B . a.¢101- - ..
sem s E s, - 507 15, - 57 e g5y - 501 2430) . NEW DESICH HOBEL o
whers S;, §5, Sy are the principal streases at {n the basia of this studr, and with the -
the point of consideration, purpeae of redistributing the loads and ablesscs

Far the, particular case treated in this more evenly, a ned deslpn hoving 1} holes equal-
analyels, 53 = 0 and equatlen {13} reduccs ta ly svpeed was Mgrested. The peonebyey of the
", model proposed is Bhown in Fig. 19, .
i, f11) " The main obJective of this change as

A ST B
om o« Ty [15,-5,1° v 5, +522] described previously is to obtain a unifomm

stiffneas for.all the teeth such that each touth

It zan be nhservgd ir Fig. 9 that the carries the ssme lgad, .. .
'second principal atress Sp chtained at the root Ong additional computer ran’was perforncd

of the teeth I1s very zmall, In bthe likit, as considering agaln, equal loading per tooth, and
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Plg. 12 Additiconal models of one sestor wsed to detoroine the moat adequate position of the holes

with respact t¢ the teeth

the pesqlting skress disgpibution (Fig. 11)
ahowa ‘s copsistent pattern of strasses which
indicates an even distribution of the load on
Ehe bteeth.

The maximum stress leaval for the new dew=
sigh plots as the =traight line Iin the graph
ahownh in Fig. 3. A3 it can be observed, the
Peak stressex gbtalined with tha gsririnal design
¢in bve reducad by having the same number of
aculant hoeles thah teebh on the plate,

Finally, three additienal models were con-
Siderad in the analysiz to determine the most
adequate position for the heles with reapect to
the teeth. These Models wers made for only one
seator encompassing one tooth and one hole, In
urder to make the one sector model rapresent to
complete 3tructure of the plate, proper boundary
conditiens wera imposed by ooupling the ¢fs-
Placements ol the nodes in the symmetry 1im1ts
as shown 1n Pig,. 12.

Yer¥ good gorrelation was faund bofuween
streases obtzinad with the complete podel and
tha streases ébtalned with the sizplified one
sector model, {within a 1 percent of differ-
encel, . -
Table 2 summarizes the results obbpined
3 the varicus copputer muns, and provides a

Hfargnce fuq the maximum stressex ond lopa-
tions feor eaoh case treated. '

o

Table 2 Summary of Results Obtained f‘ruﬂ the
Pinite Element [lsthod Coepiter Funs

Q4

3 D . MAYRMSTREYS MIMHUM STRES
RUN Ha  MODEL Dlﬁ 1M1WIHC:T:IM Faul Al IMCATION psi fMPa]
5 ABB000 (323 1) 5258600 [t )
] Er'rﬁ.fi Equal Load = .. am [ ass) s 3900 Lisvd
por botth 5 000 (3113) e P00 (10049
— .. oot el teolk g Dot of tooth m b
© Distribybed 5a 45500 D‘l‘.\'ll.'l 8+35200 [0
2 EJHD‘-ES load by Si- &0 [L1e ] 5ie-300  2c 0]
land Facks Sub 4 @300 VA28 S0 H1300 974
e s ——— __ .. Roptoftoolnmp 2edt of iminne Ll
- -G L eS00 115w
3 IEH"-].EE Equn”mﬂ; - et yt] wame
per booth 5 39s00(1mam
o et en o . . Rovtofaiittecth
» 3000 {Hesd]
N SECTCR UnifForem ﬁ__ Fn
4 Hole Lao™ Gyr - 3004 [20 48]
[tom Pressuee sodosniMe ¢
‘e - o “tat g} tooth
2L ] = 23000 [l 0] .
S m; | og" UI"ILFDI'FH S 1000 [20wp ]
from koath Frasaure 5741004 (202 vy
— — e ..o o tocka
Oni SEC TN 5.+ YAL0[ te %oy
G Mo Ciret UnTRIM < 300010
from btk Pressum 3, adiopa[ieng
Qook_of tooth
COMCLUSTOHS

Froa the results in this aonalyals, the |
following conolusions can be drawn:



1 Tha distributicn of stresses on various
teath in the originsl design L tnieven
due to the unique podltion of eaeh tooth
with resapect to the :unlant clruulltlan
hole=,

2 A uniform distribution of stresses among
tha testh con be obtalhed by having the

_'same number of holes and teeth,

) The Daximum atresses for the new )13-holes
design are 22 percent lower than the
stresses gbtailned with the -holes mocel,
for the sane loading scndition.

4 The most adequated position of the holes

" with respect to the teeth is above the
thick sectlen of each tooth as aheown Lo
Pig, 12(b),

The new deaign produced by this analysis
did nok requirs any modiflcatlon to any of the
ccmponents of the aszembly, and the reduckicn

of the peak stresses rezulted ln an improvement

of the iife expectancy of the friction plate.

Laboratory tests have Shown an improvement
of 100 percent in tha fatigue 1ifm of the new
frictian plate, 3s compared to the original
d'.imi

This represents 3 signilicant Improveoent
in the performance of the brake systen Ln the
Pear axles under dynamic loading conditions.

There sxists aeveral other parts in the
tragtor system, which have similar charactar-
iatices to the part analyzed herein, and it 1a

visualized that the present analysis method
Frovides the fundanental baze for scme of the
wost lpportant aspect: to perfora 3 finite 111-
ment mnalysiz,

ACER W TEDOMENT

The authurs wvish t¢ echknowledge ih& aup=
pert provided by the J. I. Cale Company of
Ragira, Wiac., for thig study and analysla.
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Tabls 1 - Coupled Node Dlsplacemsnts

Node 1 Rode 2 Dirsctliona

1 1001 oI, OT, U2
xy 1027 gx. vY, OI
q 1080 U1, UY, U
55 1035 UI. OY. U2
To 1070 UE, UY, UL
UL 1085 vz, Y, 02
10z 1002 ox. UY, 0Z
11% 1119 ux, I, b
215 121% UX, OT, UL
651 1651 vi, VI, UL
EEh . 166k vz, Ur, U3
£E7 1667 oI, UT, LT
Fat 709 ux, 0¥, 02
728 1728 ux, OY, U
7 1747 X, TI, UL
TN 176M TL, TI, Ut
™ 1781 UL, tr, UI

&%
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Table 2 - Swesary of Cosputer Runm for the Plasetaty Gear Carrier i’ru}ut L

Elezant | Loadirng . Conputar
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METODO DE ANALISIS POR ELEMENTOS FINITOS.

INTRODUCCION.,

El ingeniero en la busca de los valores numérices adecuaf:[ns para descri-
bii: su proceso de disello, se encontraba genéxjalmenre ¢con formulaciones méﬁ;
m&ticéls dificiles, For éjerhpl,o. cap_s_;gerando-el simpl-.f:- éasa de teorfade ---
:lexddn de placas., bajo las hipée sis:le ﬁeq’ueﬁas deformaciones y que lag sec-
: :iqﬁes pianas permanecen planas después de la deformacién, la ecuacitn di fe-
rez;cial que gobiema el anflisls para un material elistico lineal hm;:cgeneo €
isotrdpico es -

ol f‘a‘t“l Q‘w‘ ‘f_l— : Iu)

R T T

donde W es la ;eﬂexidn en el pgntb{ X, ¥ ), q es la intensidad de Ia carga en el
puno ( x, y), y D= TE—(‘::'_‘_T.;&"' es la rigidez flexionante de la placa la
cual depende del modulo de elastic:idad E. clespesor de laplaca h y la rela-
ci6n de Poissen =) En 1a Fig. 1 se presenta un eiemenw diferencia-l de

la placa y Ias &cciOneg y reacr:iones_ sobre &1, Comhinando. la flexién simple -

en dos direcciones se obrene parz los momenwos y cortanes por unidad de lon-

gloud de piaca lo siguiente:



Fig-\ Soecfeia media de ona Yloca, y
: o Qewedio d.x'QE(EH‘-'-':ﬂ-\ dx, dy -
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-; X
M,u—— v '3)@' 4-“3'aa>

M¢=- D% ":";;’:,)

1:.
W AW oW )
donde VW = e +f‘ap("f-

. Ballesrérosm

(2)

Faia el cado pariiClilas de la placa libremente apoyada, ¥ rociaiiguias,

cuyas condiciones en la frontera ( Fig. 2 ) som:

W(GJS) = O
Wiy (q,s) + 9 Wy (a,‘f) = O

(3)




-+ q !

Navier en 1820 prescomo a Ia Academla I‘rum.r a de Clcnelas, la solucitu

representando la carga q{ x, y), por medio dc una scrie trigonométrica doble

o 4 ‘ ~
E ) il (4)
Fixy) = Em.&m a_}ts;cu 4
_ mel D= i

subsdrutye {4) en (1} y considerando las pmpiedacies de orwgonalidad de las

series- rrigonoméiricas obtdene la solucién de la ecuacidn diferencial bi-arménica

(1} como
W e :“ﬁm_-wﬂxwtﬁg .
™D “'4- ) . & - (5)
LTI 1 ' :

en dande el coeficiente Amn viene expresado por
0- b o

C.Lm' -.....-. S OU()M%?X %’-’M“E"é dx I

El procedimiento de Navier consisie en lo sig;zier:re:, éonlucida 1a funci6n de
carga q{x,y¥), se suirsrimy;e ea {6) ¥ se-obticne el coeficiente Amn el cual -
nuevamente se gubstiiuye en (5) y se obtenc la dc.ﬂexién. W {x,¥), ¥ por medio
las ecuaciones (2) sc obtiencs los MOMENIOs ¥ COTtAnLes EME Y {Q}
Ez {mporiante observar que las limit;;m ior;éa de Navier se refieren a una placa -
rectangular libremente apoyada y con una funcit’;n de carga g (X,y) Imparcon -
respecio ax, y con respecto a Y, es decir, - -F’(u".) = -'p("' ) 4

$i 1a funci6n fuese par, la representacién de -

(x,y) serfa mediane uaa serie de cosenos,-y 61 q (x, ) fucse una funcidn ool
g A%, Y _ r 1



&)

N
.quie:ra.'. sC repres._enr:ri'a mediante una serie trigorométrica doble completa
de 5enos y cosenos, y se endrian problemas’en satisfacer las condicicnes 2n
la frontera. ‘Generalmente 1a convergencia de la serie (3) es lenta, v en algu
pOS Casos és necesari;:; censiderar més de S00 términog para asegurar la solu

1

cién correca.
Posteriormente &n 1900 hi. Levy cambia de posicidn los cjes ccordenadoc

( Fig.:3) e-utilizz una serfe trigonomé(rica simple
: o |
'? (2 -*Lﬁv«.mv ) |
n ¢ -
- A ————
el .

El procedimiento de Levy consiste en subsiituir {(7) en (1) obteniendo una

anugnifn Aifayencial tinaal Ae cuares orden en fmy) con coeficienter ~nncran-

- L
tes no homogenea con la cual ya es posible satisfacer diferentes condiciones en
b . -
l1a frontera 3-‘- t z . pero continua limitado a una placa rectangular

libremente apoyada en las-fronteras Xx=0 y x = a.

V44

- — —

wm N
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Las Umitaciones dz auilisis tan restringldas, como los ejemnplos anteriores.
pa're* an en inpumerables problemas de mgcnierfa, 1o cual origind el principio

de los mémdos numéricos, el cual presenta dov _elapas de desarrollo.  Anies

C om . -y

e 1

Southwell de!l Colegio Imperial de Inglaterra, dcsarrolland__y aplicando los mé-

-——

todos numéricos de relajacisn y diferencias finitas, superando las limitaciones

i | i

res:rmg{das de los métcdos enaliticos de solucién.

Durante la era de-las computadoras digitales, el método de anélisis por ele

menfos finitos ha ﬂbt&niﬁn gran ponuladdad, nuesto que e este procedimienio

como resultado de la dizcretizacidn del medio ror analizar, ‘'se obtlenen sistemas

Eandes de ecuaciones zlgebraicas lineales simultineas, lo cuzl acmalmente su

solucidn no renresenta nineyin n: r'*_,_f;n'_m. Por efemplo, en el caso de anilisis -—‘

= o et

elastico lineal de placas, podemos tener cualquier condicién de apoyo, de geome

tria y de cargas, prictdcamente se eliminan 1a mayorfa da las resirizciones de

lag soluciones analiticas mencionadas, el problema mis importante es verifiar

adecuadamente su convergencia.

El primer trabsjo referente al méiodo se debe a Hrenikoff  Ref, 1 pu-

blicado en 1941, _g_el segundo a McHenry publica mbos trabajos

{ Fig. 4} se verifican soluciones de problemas de elasticidad bidemensional en

estado plano de esfuerzos, discrotizando el medio y buscando la analogia con la

solucidn egtrucrural.

Posteriﬂrmenge en 1849 Newmark, en su libio de Mémdos Numéricos - -

Ref. 3 , presenta los méwodos de Hreenikoff y McHenry.  Sin embargo, el



i
AN \\J\x\ '
_t

e ANDANA

o i

- lnny b — -

-

'th. 4 Primera soelucion presenthda por Hrenikoff en 1941.

créajio de aplic:arlo a medios continuog es de Turner, Clough, Martin y Topp

LI R

-

- Ref, 5 , ynnes, cino hasra 1960 con Clough, Pcf. j, naca por. pnme;:,r;a

vez el nombre magico de "Elemenmpo Finiro der-.vando mas correctamante las -

_Prnpiedades bisicas de! elemento Siancular v e] rectangular, y el hecho de que

en el mismo tiempc la computadora comienza a ser yna herramienta muy efecr

va, conduce ripllaments a la solucibén numérica de problemas elistico lineales

complejos, en los cuales una solucidn analftica no era posible.

Se inician la cerivacitn de las propiedades de rigidez de los elementos finitos,

W T N Ry N NN o me ey A w e Em mEETE . mc S e e

‘al campo da desplazamienms en el medio se expresa en funcién de los des splaza -

maa o — m L e gm e i m

mientos nodales del eler'“E.‘n*a satisfze icndo continvidad, las fuerzas iniarnas se

gl m— ———— - - e AT b m——

definen 1ph ;.ngi_q_q} principio del trala jo virmal, 1z identidad de este croceso con

T — T S -] v w—— A

¢l de minimizar la everaia potencial wtal . a sea, el procesg de Rovleich-Ritz
L T T r— o, Y F— e s S ey i, i

e B . W

Ref. 7 esobvia. Eldesarrollo anterior s2 acentda en el campo d= 1x Meci-

el y—

nica de SSlidos y ]E!OSZEJ:"IOI‘I‘I:&IIIE Zienkiewicz Ref; 13 y Wilson Rel, 14 lo

aplican en Meciaica de fluides y en problemas de anélisis de cenduceion de calor.
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" se presenta al.linal una lista de reicrencias de inportancia del méedo del ele-

Fcn tr;':u finito

*

Al iniciar la determimaci6ode esfuerzos y desplazamientos en clerio proble-
ma de disciio, las ecuaciones que gobiernan el i)mlglema en cualquier. forrrn:a de-
ben satisfacer equilibrio y continuid ;d. |

E} !J.Ielodq_ del Elemento Finito ¢ un procedimiento anéli‘tico, y.cuando se
aplica a un medio continuo, éste se’modela nna-li'tié:ame;-uié subdividiq?udoln en -
sub- regibnes'{ los elementos finitos ) en los que el comportamiento de cada uno
es definido por grupos separados de funciones que supuestamente de;ﬁinEn esfuer-

zos y desplazamientos en esa regibn, las funciones se seleccionan en forma tal

que ee satisfaga la condicidn de.continuidad a través de 10do el medio, por lo -

4

1anto, el méwdo del elememd finito en comin con las spluciones por serijes y di

farencias fini1as representa una aproximacién a la solucién del problema

] } 83
&y $
-
“‘\ ’ !' _...F'B‘:(

¢ }. Elemento. esiruciural

by } fsfuerzos ploney



f } Cascoroe delg_ﬁdﬂ oxisiméltrico
e
Txz

Wy o v | w i .

:4{5—)‘:&;1‘

g } Coscorones dolgadrs  curvos

- Fig 5 Tipos de elernentos finitos



TINOS D& ELEMENTOS.

* b e e e a T IR,

_E_Iemeﬂms que son usados comunmente en la pricuca son lustrados en la

Fig. 5,

El elemento estructural simple, Fig, 5 {a'}, es un miembro de la familia -

total de ele:nentms finitos. Cuando 8€ usa con elemenms del mismo tipo descri
be armaduras ¥ estructuras espaciales Cua.ndo =0 conlhma con elemenios de
dpo diferente, especialmente con elem&nms de placa generalmente s& describen

nﬁerrw:bros de rigidez.

Los elementos bisicog en andlisis por elementos finitos son placas delgadas

con cargas contenidas en su plano condicién dz esfuerzos planos }, _triangulari

¥ cuigdriiaiercs sa@ {lustran en la; Fib Sk, Ez denominom hicicas marnne ins Dri

meros desarrollos concernientes con el métwdo sé refieren a ellos.

Log elementos sélidas, Fig. 5 gé}. SOn la‘geﬁeralizac‘idn tridimensional de
Ios elementos de esfuerzos planos.  El tetrahedro y el hexaedro son las formas
méas comunes y son esenciales para modelar analidcamente problemas de mecé
nica Jde suelos, rocas y estructuras nucleares. Es cnnveniente menclonar que
la dnica formﬁ priacdca de résolver problemas ridimensionales practicos, es
el méwdo de elementos finitos.

Uno de los campos mis importantes de aplicacidn del méwdo de glementos

finitos es en el anjlisis de "sélidos axisimétricos™, Fig. 5(d). Una gran varie -

dad de problemas de ingenieriaz ¢aen en esta categoria, incluyendo concreto, tar
ques, recipienws nucleares, rotores, pistones, flechas de morores, ¥ la cabeza
- .

de los roquets. Generalmente son medios de carga y geometria axisimétrica.



. 1)
Lk

En la Fig. 53(d) se muestra el element. triangular, tambiéo se usan secciones
cuadrildteras,

Elemenwo de placa plana en flexion es empleado no solo en coneccién con el
e - i ol e iininy

comportamieniy de platas planas, sino también en cascarones y miembros de -

pared delgada. Fig. 5 {e).

Esuucturas de cascardn delgado axizimétrices, Fig. 5 {f), i'enen el mismo

rango de sigﬁifi:adn en la aﬁllcacién prictica que los s6lidos axisimétricos. Siu-
ambargo, las Et‘eiaciﬁnes governanias st derivan de la teurfa de cascarones delga
dos. _ | |

Ct:lando una estructura de cascardn delgado que de hecho es curva, es prefe-
rible empleayr elementos de cascardn curvos delgados para el modelo analitico,
tenen la ventaja de describir més aproximadamente 1z superficie curva del casca
rén, y la aprapiada representacién del acoplamiento de deforma-::_idn y equilibric

entre cada elemento, Elementos tipices de cascarones de doble curvawura se mues

tran en Fig. 5(g). Gran afimero de formulaciones para este elemento existen.

ALGUNAS APLICACIONES DE EL.EMENTOS FINITOS,

Examinaremos algunas aplicaciones dEImé[.DdO de elemeniwos finiwos en diseiiv
egtructural con el objew de [lustirar la forma en la cual sc usan los elementos -
de 1a.Fig. 5, vy laescelay camplejida_c; de los prc;hiemas.

El desarrella del método del elemento finjiw se dt;be a los investdgadores re-

jacionados con la industria aeronautica. La Figura 6 muestra Ia forma en que -



Le

se aplicd el analisie por clementon finftos de una porcidn del avién Boeing 747.

La es;fucmra del fusclaje de un avidn consiste de laminas de alum.inio ligadas
auna :alstructura interna formada por armaduras Y atiézadores. L3 exporien-
¢la ha 11195trado que los efecios locales de flexién en el cascarén son desprecia .
bles, por lo tanto, E"-_E:FEUPGEE que qgn_siste_gg__elgménmg en condicién plana de -
Esfﬁerzus Fig. 3(b). El anélisi's_‘de ellen_'ln_erumg finitos del B:I}eing 747, de 1; -
parte ar;hurada, regiéﬁ que conecta el CUEITO O Cascarén Mcnncoque con las alas,
drea achurada en Fig. 6, consiswe de 7000 _i;zt_:pgn_ita_s. ~ Por lo tanw, es comin
en l-a I_irécuca dividir 1a estructura en regiones, o'subestructuras, y ‘z!naiizgr -
cada una por elementos finitos con el objeu_:i de producir un syperelemmtn. Los
superelementos se ligan entce si por medio de un procedimiento converc fon:—ﬂ_
que dererminala faeca final del andlisis. |
El esquema de subestructuracién del Boeing 747 es mostrado en la Fig. 6

y los detalles son listados en la Tubla 1.

. Sub- Deseripelén Nodos CondletSn Eleman Elementy Grados liber Grado de
EBstrucius 1 © Carga Viga Placa tad interace libertad
: . cién elemen- wital-
_— : jued 39
1 Ala 162 14 355 363 * 104 b
2 Canwo ala 267 ] dld 29% 193\ 340
- Caztardn : .
Momocoque 291 7 =02 223 &l 1,026
4 Cascardn M.213 5. 337 165 " 145 824
5 Cascanin M 292 7 415 241 200 oib
& Caja Tren
Aterrizajr 170 10 221 103 126 0sh
7 Cascardn M 285 6 592 249 233 <09
B Caja Tren
Alerrizaje 129 10 201 93 - 148 503
g Castardn M 256 _1 g7 _2_2_?_ . 1,038
' TOTAL 2,195 &8 .34 1,979 555 7.594

Tabla A 2k et fuc:!]u mewnn dal goeiua{ 747
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Como e5 usual en el disviio Ju aviones, se hicieron pruebas en el pro.wtipo
. OO,

. A . " 3y '
y los resultados se compararon con la solucién por elementos finitos, coinci -

-
-

diendo como se muestra en la Fig, 7

o DEFORMIMETRO AXIAL 320
. 0 -BEFORMIMETRO BIAXIAL '

Boenig 747 - 4

:\\

[

R

=200 Boeing 745 -5

o

{ .I""'i"".r wi TAZ®

e m ot T8O E

Lineo de,cgua € Water iine ,

Fig. 7 Comparacién entre anilisis y experimentacién del Boing 747

Es fmportante agregar que la rgsp.lc;;ta dinémica.de un avion es muy impor
tante, asl como su Inestabilidad elistica es una.fofma importante de .falla. Nin
guno de estos fendmenos puede tratarse por los. métodos simplificadr;;s, pero su
analisis usando el método de ¢clemenios flhitos ha probado ser muy aceptable,

Problemas similares 86 encoentran on Arquliectura Naval, Figura §una -
porn-:Ién de una estructura de un Lransbgrdador.' la parte plana es representada
por ¢lementos en estado plam? d;a esfuerzos, Fig. 5(b). Elemcptc;:s estmicl_u

™
raleg, Fig. 5 (a), son emplcados en la representacién de la estructura interna,
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131 ndincro total de incégnitas para definir las paries importanies de un barco

¢s del orden de 50,000, v de nuevo se subdivide el probiema en subestructuras

obteniendo menos incégnitas,

. Bu . Qv
Vor S5 +-5

b)) Evacton  plunos

*

Fie. 8 Anitisis por elememo finlio Jde vconnetara de un fransboniodo -
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Eltmaniol  #3idon

Fig 9 Analisis por elemenios finites de un recipiente reactor de concreo presforzode

Requerimientos de seguridad en el diseiio cstrﬁcm::al de ios reaciuses nu-
cleart:rs:-han causado que lu industria use amplizmente el andlisis por clementos

' finjtos. Flguia 9 (a) un recipiente, reactor de concreto presforzado. Debido a
; "l:a simetris €s posible ;nalizar solamente tn doceavo de 1a esm:mtfm toral, - ~
Flg. 9 :{b‘,. Su. volumen se modcla ansiitieamente en un ennambleide elementor
tetacdrales Y bexaedrales, Fig. 5(c).” En problemas de este tjpo; cl ndimero de
incé{znitas ¢s de] orden de 20.(}(’.‘[1. y muy comn hacer el andlisis en condic iu.n'.}s

no lincales ¢n material y geomerria,
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1w todos los problemas de aplicacion del méiodo de £lementos finitos son
de pm;ﬁorcin nes monumentales. Las figuras 10 y 11 muestran aplicaciones -
bAsicas a clertos problemas de ingenieria civil. Una forma de increnientar
1a eficiencia de_ Idi_sefio en seccionesg roladals de acero estuctural es cortando
el alma en la forma dentada mostrada en lg Fig. 10 {a), colocando una seccidn
sobre la otra y soldandolas, Fig. 10(b). Y se obtlene una viga 1nis aperalta-
da red'uﬁiendlo el acero en el a:ImF, 4 pﬁr SUpUesLo que en estc problema ruting

“rio de diseflo, no es necesario el uso del método de elementos finios.

e
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rig. 10 AndHsis de elementos finiws de una viga apzralt2da en celosia.

LIn probicma wdavia més comén es ' 4r 1ma viez de concrew reforzado,
Fie. 11, para ¢l cual se conoce muy poco respecta a la adherencia entre ¢l
acero de refuerza ¢ el concremwo, v 12 formacién ¥y crecimicnio de las grietas

al aumentar la carga. La Fieura il {a) muestra el medelo enalitico de ele-
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‘mentos finiwos ¥ la decerijaion de lis travectorias de grietas v las graficz= de =
: esfuerzos s muesiran e b Fig. 11 {b}.

Los pocos ejemplos mostrados mugstran que el m&émdo de elementss finiws

| puede scr usado ventajosamente en cualquier situacién que se requiera la pre--
diccién de esfuerzog y deformaclones internas, desplazamientos, vibraciones,
inestabilidad elastica, mecanlca de fiuidos, transfereacia de calor.  Sitvaciones
que se 'llevali-:tan de diversos c'ampos que n-adicionall;nente han sido Considerados.
como disciplinas ingenieriles separadas. Ejr:m., Ingenferia Civil, Mecﬁ.nica, -

Aemeépacial. Arquitécmra Naval. El mémndo del eiemento finiw prororciona

una tecnologia unificada de andlisis en casl todos los campos.

Es nuestro intentwo en este curso desarrollar los conceptlos teSrices basicos
y estudiar problemas especificos de caricter prictico. Un compendio de tales .
problemas llenaria muchos volumenes, por lo tanto es recomendable consulva.z.

lag memorias de conurcsos ¥ publicaciones periddicas correspondientes.

PROGRAMAS DE PROPOSITOS GENERALES.

. Seha indicado que las ecuacicnes del méwdo w2 elementos finitos son de una
forma tal que su cardcter general permite tedricamente escribir un solo progra_
ma de compuradora que resuelva la mayorfade los problemas que se presentan
en la Mecidnica de Medio Conrinuos. Programas de computadora con este obje-
tive, aln en cscala restringida, son ilamados-pmgraﬁas “de propésiwos gerer

wes". La vontaja de programas de propSsitos generales no es s6lo su capacidad,
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Fig, 11 Andlisis_por elemenios finitos de una viga de-voncre
T reforrado.
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sinu tambléa en la insiruccién de los probables usuarios respecto a la Inter-

L

‘pretacion dz la decumentacion, los daws ¥ procedimientos de encrada y sall-
da de resuliados.

El costo da desarrolle de un Iprograma de propésites geucrales es usual-
mnw'muy alto por lo que 1a amortizacidn de la Inversidn es esencial. - Cler-
s programas de propdsitos gencrzles son codlficados en un ienguaje compu-
tacional que permite operar el programa a muchas organizaciones diferentes
localizadas en grandes separaciones geograficas. Otrqs programas de propo
sites especiales de limitada ca uacidad se Usan en organizacionss industriales

y gubernamentales con un Costo meLe. €N su desarrollo y opgracién.

Las cuatro componentes mastradas en €l diagrama de flujo de o 12,

LAn Coamoroa an el lamarmnlls

aa e e iy b bt

=1 L N
2ne¥aich, iapt oo
proee =

dats de entrada, requiere de! usuario informacidn del medio o materal, des-

cripeifn gométrica de la representacién por elementos finitos v las condicio-

nes de carga v de frentera. Los programas de propésitos gqﬁcrales méis Q-
:isticados facllitan el proceso de entrada como propledades cnnsrirutivas del
material, almecenados previamente, esquemas de modelar analfticamente el
medio, trazar esterograficamente la idealizacitn por elementws finitos en for=.

ma tal que los errores pucden detccrarse antes de efectuar los ¢hlculos.,

La fase de biblioreca Jdu elementos finitog es de Interés primordial en el «
curso. Enella se tienen los procesos dé codificacién formulativos para los
elementos Individualmente, La mayorfa de los programas de propésitos ge-
naralea contlenen todos los elementwos de la Fig, 5, asf cqu clertas otras al-"

lemativas de formulacién paca un tipo dado de elemento, por ¢jemplo el trisn-
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; Enn ada de dams b |

De:finir.: 16n del materlal, geometrfa,
cargas ¥y condiciones ¢n la frontera

{ del modelo fisico del medio, -

Elementos de bilbioteca.
Generacion de lbs. mndeids‘ nimremﬁticns
§ i
para los e,.eme'nms estru:,mrn.lel y laa it

- 'I':;__ e j
S oy
_Cargaﬁaplicadaﬂ' L 11.‘.',;4 q ‘.t

2.

{

i'l

¥

¥

3. Soluc 5n

Construccion y solucidn del modelo

matematico para el sistema estruciiral

[ 4. Salida de resuliados j
Obtenurin de ESfULI'ZGE ¥

desplaramientos. *

Fig. 12 Diagrama de ilujo compuraclonai ¢n
Analisis Esuucrural.
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qulo en flextbn. Teoricameniz el elumentn bibliowep es de extrumos ablerws

4

y capaz de acomodar cualquicr nuevo elementn de cualquier grado de comple-
jidad.

L.;u fase elemento de blibioreca recibe los datos almacenauos y esteblece lay
relaciones algebriicas del elemento por rmcdia de la aplicacién de los procesos
ﬁar;nulativos relevanies de codificacidn. Esta‘ fase del programa de propdsitos
géncrales también incluye wdas las relaciones algebriicas para interconecrar
los elementosg vecinos y la coieccidn dol proceso en sl.  Las uperaciones poste-
riot.‘en produczn un conjunto de ecuaciones algebriicas li.nealt:a simult&neas para
representar la estruciura complara por elementos Iiles.

La fase solucidn ael programa de propésitos generales opera .sobre les ecua

- . u - [ " - T S — . -y .
C‘]ﬂncﬂ. d{;‘.‘]. p;uuu‘:ulu IO Ll an el :n fum..- n.ut.u.l..i-.u- :u \.-: - ﬂ: - FmbII‘:maa -

1 de anilisis estrucwiral sole sivnificu lu solucidn de un conjuntw de ecuaciones 1li-
na:&ha algebrifcas. Soluciones para respuesta dinimica requerirdn compurtacio-
nes mis extensas sobre la hiswria-iivmpo de las cargas aphcadas. En algunos
casos hay que operar én regiones subdivididae como en el caso del anéllais del
Boeing 747, o efeciuar operaciones especiales en las ecuac;.im.ea construfdas ori-
ginalmente, [ncluidas en esta fase ¢stin las operaciones necesarias de substiu-
¢idén para obtener wdos los aspectos deseados de la solucidn,

La fazse s du_resultwisns presenta el anilisis con un reglstro de ia solucid
sobre la cual se pueden tomar decisiones respecto al dimensicnamiento estructu-
ral o disefio. El registro commmmenie es prescitado mediante una Usta jmpresa

de esfucrzos y desplazamientos de los respectivos clementos  Asicomo en la -

fase de entrada exisie una fuerte wndencia a la representocidn grifica de Jdatoss, -
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tales como graficas de nayecwrias principales de esfuerzgs o tnodos de panduwy

y vibracidn.
ALCUNQS PROGRAMAS DE PRDPOEI'EOS GCENERALES,
L e e T e b A P s L R T e e
ICES-STRUDL, 1I, Integraled Civi] Engineering SYSIem, (IGES), MIT, Maneja

problemaa de dzformacién y esfuerzos planos, cascaroties rebajados, sélidos wi

dimensionales, -flexién de placas con y.s5in deformacién axial, ou uso en probie-

mas my especlalizados resulta care.  ASKA, Automatic System for Kinematce

.ﬁ_nu]?sis. Desarrollado per J.'H, Argyris, M. A, Kamal v anrne en 1a Lintvargldss

de Stuttzar. Sistoma general muy potente el cual incluye una biblioteca de 42
alementos diferentes. Puede ser costoso para un usuario especializado. SAPR,

——

A Gg_nm:al Strucwural Analysis Program, elaborade por E, L, Wilson de 1;.1 Univer-
sidad de California. Incluye anéusis- lineal estdtico y diniimica de estrucuras elis
t'lcﬁs, estrucmras' tridimensionales, sélidos axisiméwicos, sdildos tridimensiona-~
loe, esfuerzos y deformacidn plana, placas y cascarones.

Zienklewcz, <+, L., programa desarrollerndo en la Universidad de Wales, -
Swansea. Incluye lv de los programas antteriores y problemas de Mecdnica d=

Fliidos y transtervicia ue calor,

NASTRAN, NaAsa STRuctural ANalysis, Desacrollads por U1, 5. batonal -

*

Aeronautical and Space Administration para andlisis elistco de varias estruciuras

incluye, anilisis de expansiin térmica, rebpuosta dindmie . & cargas reansioras -

y exitaclones random, cileule de vilores caracterisucos veat:s v complejos, euta
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SAMIS, Strucmir.! Acab =1s ond Matrix Inerpretarive Svetem. msuz'roi!ndo
por let Propulsion Laborawrv, y Manned Spacecraft Center. Contene un ele -
reente unidimensioral g,cna:ral y clementoa wwriangulares para deformaciones por
flexifn y membrana.

ELAS y ELAS 8, Equilibrium Problems of Linear Structures. Desarrollado

4 e ———— B g i 1 = e

— g e ——

por «l Jet Propulsion Labnratory.  Incluye una biblloteca de elementos unidimen

glan;i»e rmrianpulares, cuadrilitcros, tetaedros, hexaedros, cénicos, sdlldos -

exisiméticos de secciones cuudriiiteres y triangulareys.

P ey T IT T A ar Tt W = W N ey s s—

MARC, elsborado ror ', V. Marcal, incluyc andlisla lineal ¥ no ling:i de pro

blemas de Mecéanjca da Medios Continuos,
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FINITE ELEMENT METHOD
FTHEORY AND APPLICATION

RN T

1. INTRODUCTION

1.1. HISTORICLL BACKGLOUNI: .

The finite =lemznt method (TEM}) has hecome a powerful numerical
technique for solving compliex pro@léms in sgience and engineering
mainly due to the advances made earlier in the numerical methods
particularly in matrix methods as well as due to the rapid
introduction ¢f high speed computers in tha marketl However,

ine introduction 0f concepbs and applications of FEM dates back
to the era of mathematicians who tried to calculate the periméter
and area of a cirele by idealizinﬁ it as & regular polygon. It 1
iz also interesting +to note that the bound solutions which are
often discussed in FEM can be traced back #o the sclution of the
area of a cilrcle. If the circle is mcdellcd with an inscribed
pnlygpn; a lower bound solution ;s obtain:d whereas an upper
bound solution is obtained by replacing ti-¢ circle hy a circums
céibcd pol}gun. Even though the basic convepts of FEM existed
for over two thousand years, for all practical purposes, one can
only say that these concepts were actually uvuscd for solving

physical prchlems in 19505 by the aeronau! ical engineers.

In *¢5v, Turner et 2l (Ref 1) presented th2 stiffness analysis
for the complex struectures, which is the sitarting point in the
rediscovery of FEM. Nevertheless, Clough [kef 2) was the onc
who actually ured the t.-rvm VEM in 1960, ©*uge then, a tro-

mnondous amncouny of rescareh has beor done 20 this field ani
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quite a large number of papers have been published in almost all
the journals related to all fields of engineering ag wizll as some
in the fields of mathcmatics and séicnce. In addition, severgl
conferences have been held all over the world and hundreds of
papers have been pIE$entedlin each. The theory and application
cf TEM pave also been presented in npumerous text books (Ref 3-22)
In drﬁer to help the rescarch workers in tracing the references
reguired for thelr particular worklseveral hibliographics have
either been published or under preparation, among them notably
Ref (23} 1s a good source Ef information.

1.2 APPLICATIONS COF FE

The FEM 1s appnlicablo to a varicty nf bnondary valne and initdal
value problems In englneering as well as applied science. Some

- nf these applications are:

1. Stress Analysis of Structures, Scability of Structures,
" Dynamic response of structures, Thermal Stress Analysis,
Torsion of prismatic newbers
2, Btress Analysis of Geomechanies preblens, Soil-Structure
Interaction, Slope Stability preblems, Soil Dynamics and
-karthquake Engineering, Seepage in soilis and rocks, Con-
sBolidation settlement

3. Soluticns in Fluid Mechanics, Harbour oscillatiens, Peolluticon
Studies, Sedimentation

4. Analysis of Nuclear Reactor Structurces

5. Stress nnalysis and Flow Prbblems in Bicmechanics

6. Characteristic Study cf‘campnsites in I'ibre Technology
7. Wave frcpagatiun in Geopﬂ}sics

8. Field Problems in Elcctrical Engineering
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hpart from the above mentioned arcas, the FEM is also applicablce
to anylnther problem as luﬁg as the 'aralyst makes certain that
the problem ié'amenable to solution based on the assumptions
introduced in the formulation of FEM and appropriﬁte material

propertias can be provided in a realistic manner.

1.3 METHODS OF ANALYSIS

In general, there are four basic methods of analysis in FEM-
displacement method, aquilibriﬁm methcd, mixed method and hybrid
method. The.field variables or unknown guantities in each uf

chese methods are as follows,

-

Displacemont method - displacements and their derivatives
Equilibrium method - stress components
Mixed method ~ some displacements and some stress components

Hybrid method ~ displacements or boundary feorces

in the displacemen; method, smocth displacement distribution is
assumed within an element, interelement compatibility of displu-
cement 1s generally assured and minimum potantial energy criterion

i vsed in the formulation.

In the equilibrium method, the interior stress distribution I:
acs 2wd o be smooth, the cguilibrium of kaundarcy tractions is
Mdaniiznegd and the minimum complimentary ¢norgy is the basis

for the formulation,

In the mixad method which is generally uvod for plate s«nd shell

s roblems, both displacements and stresscs are assumed smooth
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in the interior, the dicplacement components and the equivalent
stress compoenents are considercd to be continuous at the inter-

element boundaries and the formulation 1s hésed on Reissner's

.Principle.

In the hybrid method, depending on whether the model is dis-
pPlacement type or equilibrium type, the distribution of dis-
Placements or stresses within the elemant is considered to be
smcoth and along the intarelement.boundary éithe; assumed
compatible displacements or assumed equilibrating boundary
Fractions are ensured and either modified complementary energy
6: modified potential energy principle is agdopted for the for-

mulation.,

hmong these four methods, the displacement method is the most
widely used approach., However, for plate bending problems
either the equilibrivm or mixed method 1s preferred and for

some field preblems hybrid methoé is more suitable,

l.4 DESCRIPTION OF FEM

A structure, continuum or a domain is divided into é number of
arbitrary shaped parts or regions known ag glements., These
elements are interconnected at joints known as nodes. The

principal unknown is termed as the f{eld vaxiable. This field

variable can be displacement, temperature, pcre—pfessure or
‘stress. The distribution of the field variable within an
element is approximated by the use of cercvain polynomial

functions Variational methods or residual methods arc employed
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tu develop the finite clement equavions which relate the field
v;riables at the nodos té the correspending action vector at the
nodes of the elesment. This relﬁtionship is provided by the s¢
called proporty matrix which is based on the material and the
.geoometric properties of the element, Finally these finite
:lement equations are assembled to form'a system of algebraic
squations for the entire domain. The unknown field variable‘

i5 obtained by solving this system rf algebraic eguations.

1.5 BASIC STEFS IN TE ANALYSIS
The basic steps in the finite element analysis of general

prbeEms are as follows.

1. %he couatinuum Is divided into finite elements of any 4
arbitrzry shape.

2. A suitable polyneoimial is chosen to represent the distributicr
0f the field variable within an element in terms of its
nodal values. Thus, the field variables at the nodes beccme
the ‘primery Unknowns.

3. Using variaticnal metheds or residual nothods, the finite
clement ecuations are formulated.

4. The individual finite element equations chtoined in stap
3 are asscenbled to form a set of algebraic eguations for
the overall continuum,

S. The sclution of the algubraic eguatione ohtained in step 4
ylelds the valuesof the field variables at the nodes.

6. From tre field variables at the nodes, the recondary
variables sguch as stress, strain for an elemert can oe
outained.
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Tl WZF ez particularmente util en el procese de diseno para
localizar puntos en los gque pueda presentarse falla por un esfuerzo
excezive. Msto requiere el usoe do un progsramn de elemeonto finite. =1
prograra, 8 su vez, requiere gue ¢l usarie le suministre inforracidn
respecto a la geonetria y 2 la constitucidn material del elerenio de
mAguina que va a2 analizarse, asi como respecto a los apoyes Yy las
cargas aplicadas. Estes dos dltimes concepteos constituyen lo que se
conoce como condiciones de frontera, Una vez realizado el andlisis
mediante el programa utilizade, ics resultados son arrejados en forma
numériecz mediante un listado, o bien en forma grdfica, El swninistro

de datos al programa conStituye lo que se conoce como preprocecaniento,

mientras gque el suministro de resultados, posproacesamients. Tanto

para el pre- cono para el posprocesamiento se requiere contar con
sistemas de cédmpute {programas y subprogramas) que congtituyen leo

que se llama golivare, ademds de equipo (graficadores, digitalizaderes,
tubos de rayos catddicos, interfases), gue constituye lo que se llana
harcdware. En la Pig &.1 se muestra el equipo bdsico reguerido por ¢l
MEF.

El andlisis estdtico de elementos de midquina se presenta Feiiante
un ejemplo de disefio de mAquinas. En la Fig 6.2 se muestra el eslabon
de una cadena de transmisidn que on nperacién’ha fallado en el punto ¥,
El fanricante supone que se¢ trata de un problema de concentracidn de
egfuerzo, por lo gque ha pedido un andlisis mediante elementc finito.

Se conoce el material de que esid compuesto el eslabén, por 1o gue s&
conoce su médule de clasticidad, £, y se supondrd que presenta un
comportaniento linelamente eldstico. PDacd la doble simetria del

LR

eslabon con respecto a ios ejes y-¥' ¥ z-2', ¥y de las cargas aplicadas,
bastard con analizar un cuarte de ¢1, segdn se muestra en la Fig 6.2 (¢
La malla de e¢sta figura consiste de elementos triangulares constantes,
esto ¢a, que se supone tienen una distrivucidn uniforme ge esluer:zo.

Esta maila ge genera automiticamente de la siguiente forma
t
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Con ayuda del digitalizador se propercionan las coordenadas de
los puntos rl. }2. Pj"" ete. de la Plg 6.3, seleceionzdos
gon un espndamiento adecuado sobre un dibujo constructivo,

El generador automdtico de mallas (software) produce ¢l contorno
de la Fig 6.3 mediante interpelacidn lineal entre los puntos
dados. Este generader reguiere una particidén de toda la pieza

en las partes senaladas en esa filgura como 1, 2, 3 y 4, que
contieren aproximadamente la misma 4rea.

Wediante una instruccién, el generador automitico de mallas
produce una ralla blen de elementos triangulares, comeo la de
la Fig 6.4, ¢ bien una de elementos cuadrildteros, como lé de
la Fig 6.5.

Mediante un minimizador de banda, se numeran los nodos en forma
tal qué ge¢ produzca una matriz de rigidez de banda minima. £Zn
1n Pi~ 6,6 se muestran fifcrantss fornoo do nmumerosifo oo '
elementos en una viga rectangular, que preducen giferentes gnsohcs
de banda.

A
Mediante un balanceador de mallas se eliminan los elementos de
lados muy desipuales., Zn el ejemplo del eslabdn de la cadena de
transnisidn (Figs 6.4 y 6.5), los elementos cstin bastante
balanceados ; pero eén una picta de geometria mds complicada,
coro una carcaza de bomba, los elementos de la malla generada
zutondticanente pueden ser muy desbalanceados. En la g &.7
se muestra la malla de unz carcaza de bomba con elemer.tos
triangulares muy desbalanceados, mientras yque en la Fig £.8 se

i
muestra esa misma malla una vez que ha sido talanceada,



vi)

Vil

¥

Urg ver gque oo ho omindsisnde oo boosdne Ge Locmnted s e i e

¥ nue se hn dissimiide oo ocomdicidn nedianle ol balnneeo de ooy
malla, Se proccde 2l cdlicule propiassiente dicho de elenmento find Lo,
Eote produce vaioren de decplataamionte, ve defornmneidn ¥ de
cufueras en Jos nouos de 1la malla, Lo distiribueidn ael eniucrs
normalimeric presenty discontinuidades “de szlto” on lon bordes
de cada clemcnto, com@ oo muesira en la Fip 6.9(a). cediante un
"suavizar" caon
digtribucida, obtenidndsse la de la Fig €.9{b).

procedimiento de posprocesamiento se puede

Ura vez "suavizada" la distribucién de esfuerzo se procede a
representarla bien sea en forma bidimensional como ge ouestye
en la Fig 6.10, o bien en forma tridimensional come en las
Figs 6.11{(a) y {n).

£l programz utilizedo para obtener los resultades de la I £.22 ez ol
llarads SIAN, dzsorrsilads ono2l Laberoveris do odquisns Herenmlonos
del lrztituto Tecrolédrice Henano-WesifiAlico de fuviuprasn, .5, L1

C
cdleulo corresponde 2 la malla de lua Fig 6.5, do elerestsn suairildsery

isgparerétricos, IEn ese misme Laberesorico 3¢ hao Seocurrollads oore

prograna, el llamade FINEL, gue cuenta con eclemenics oo exluierii

conatante, gue, sin embtargo, produce resultados saticfactoricz. oo

este prograna se obtuve la distribucidn del egfuerso en una ciocga

infinita sujeta a cargastfl :{fz en dos direccliones nerpendigularer,

con una pevioracidn eliptica, couo we muestra en ia Fig 6,12, los
resultafon se muestran en la Fig 6,173,
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hslabones suce
5ives de una

cadena de
transmisién
(e)
Malla de clemento finito de un cuarto del ¢slabén,
en las configuraciones de refercpcia (r) y final
4 (f).
t "
, (r)
| \{Q
! "
P
{b)
] : , . Distribucibn del esfuerzg
/ f | - _#& - en el borde del eslabdn
/ f— == = — = = - de una cadena de transmi
) sifn.

R A Ty

Fig. 6.2 Eslab&én de una cadena de transmisifm, qu: presenta concentracifn de esfuerzos en el punto

P, ¥ su modelo de elemento finito. . y



Fig.

6.

[

3

Re roduccifn automfiitica del contorno de la picza de mﬁqulna y particibn para la
la de elemento fipite.

‘97g



Eig. 6.4 Malla de elementes finitos triangulares, generada automiticamente, con distribucibn
uniforme del. esfuerzo con cada clemento. '
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Fig. 6.5 Malla de elementos finitos (isoparamftricos) cuadrildteros, generada automiticamente.
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[ 1 ¥ 1 g™ ]
Fig. 6.6 Minimizacibén del anche de Fig. 6.7 Mallaz de elementos triungu
banda de la matriz de rigidez de una lares, geneérada automiticamente, de
viga, con diferente numeracidn de no. la carcaza de una bomba, que muestra
dos, Los anchos de banda, d, obteni elementos muy desbalanceados.

dos son: a) d=5§; b)Y d=11; c) d=5.

(a)

(b}
F 6.8 Malla de clementos triangu Fig. 6.9 Distribucibn del esfucrio
la_«5 de 1la Fig. 0.7 con elementos cn clemcntos vecinos. (a) discontl

balanccados nui; (b) **suavizada.



Fig. 6.10° Representacibn
bidimensional de 1a distribucibn
del esfuerze en la carcaza de
bomba de la Fig. 6.7

(a) - | (b)

Fig. 6.11 Representacidn tridimensional de la
distribucibn del esfuerzo en el eslabédn de una
cadena de transmisifn, de la Fig. 6.2.
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Fig 6.12 Placa cargada en dos direcciones con una perforacidn
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Fig. 6.1 3 Representacién tridimensional de 1la distribucién del esfuerzo en la placa de

la Fig. 6.12.
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CAPITULO 1
THTRODUCE IO N

El desarrello de la tecnologia va a pasos agigantados y
cl estudio d& problemas asoecladeos con @xta, requicre frecucn-
temente de nuecvas técnicas de analisis., A veces ecstas t&eni-
cas provicnen do pringipios ya conocidos, gue originalmantc
tenian poca wtilidad por falta de eguipos nodernos, comg por

ejemplo la computadora digital.

El estudio de los termefluides o=z un caso deonde los avan-
ces han sideo notorios. El movimiento de un fluido real, se des-
cribe por medio de un conjunto de ecuacicones difercnciales par-
ciales no lineales. Aln para el problema mis seacillo, de un
flujo uniferme alrededor de una placa plana inclinada o alre-
dedor de un cilindre, soluclones agnaliticas tiencn gue basar-
5e ¢n alguna aproximacion y por es0 sOn de uso limitado. Estas
aproxXimaciones pueden ser angulo de atague poguefio en el caso

de l1a nlara v hain niinarm Ae Tavnalds an 21 racn Apl ~ildindrns,

En situaciones de interés practico, la presencia de geo-
motrias irregulares sdlidas complica ailin mas la prediceidn del
comportaciento del fluide, €8 per ello gque el andlisis tefrico
debe complementarse, cuando sea posible, con experimentos o
métodos numéricos. Este trabajo se enfoca al drca de los méto-
dos numéricos; uno de éstos, con gran aceptacidén actuwalmentce,
es <] "método de elementos finitos" gue serd el gue se utilice
aqui.

L

Mo se pretende, ni con mucheo, hacer un andlisis del mitedo
rara lo cual existen ya bastantes libros, sino mis bien una
orientacion de su aplicacidn a las Areas de mecdnica de flui-
dos y transferencia de calor. Para lograr ésto, se resueclven
algunos prablemas especificos cuya solucidn analitica es cono-

cida y algunos otres de mas alto gradeo de dificultad.
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CAPITULO 11
. METODO NE ELEMENTOS FINITCS

2,1 METODOS DE RESTIDUOS PESADOS

_La idea basica del método de residugs pesados (Finlayson,
1972}, es cbtaner una solucidn aprcximada‘de la siguiente ecua-

cibén diferencial

Al + f =0 en un dominio {2.13

donde A es un cperador diferencial, § cs una wvariable como Puc-—
de ser velocidad, temperatura, etg, y f es una funcién conocida

cn el dominioc. Ademds estd sujeta o las condiciones de frontera

Hsiﬁ} =b_ en la frontera (2.2)
si suponemos una aproximacién de la forma

iz u==% ¢.H {2.3)
. i
1=1
donde lasz Ci son constantes ¥ las Ni son funciones linealmente
independientes gue satisfacen las condicienes de frontera, lla-

madas fuhciones de base.

Ya que (2.3)es unpa aproximacion de la funcidn 4, si la sus-
tituimos en {(2.1) no la va a satisfacer exactamente, sin embargo,
la podemos igualar a un cierto residuo € gque serd el error que

¢

tengames en la aproximacion
Au + £ = ¢ {2,473

Introduriends las funeciones de poso wi{in1,2,....n} ¥y construyon-

do ¢l producte intarna {E,wi] e igualandelo a cero tenemos

(Cow;) =0 (2.5}



i J

10 que €5 eguivalente a decir que la preyceccidn del residuo
gobre el espacio de las funciones de peso es ceroe. Estas
ecuaciones s¢ utilizan para cncontrar los wvalores de las Ci.
La definicion €el producte internc que se utliza es la si-

guiente

{u,v) = e vail (2.06)
L .
)
Hay wvarias maneras de escoeger las funcinnes de peso Wi
entre las fgue estan:
a} Método do Galerkin,- En este método las funciones de peso

se hacen igual gue las funciones de base, obteniéndose
(E,Hi] = 0 (2.7}

b) Método de Minimos Cuadrados. En este método s& escogen
las funciocnes de pese jgual gue <l residuce ¥y s¢ minimiza el

cfa urna de las constoainiica

mrnadnsatsa iRFaTRA AR oA

fpecto 20

&
Ci sto es

g—c- (e, ) = O {2.8)
i

¢} Método de Momentos, Agqul se escogen las funcionesg de
peso de un conjunto de funcienes lineaglmente independientes

2

conma son 1,X. X .x’.,., para problemas unidimensionales, de

tal manera gue

Ic,xilﬂﬂ 1=0,1,2,3,... (2.9])

d} Método de Colocacidn.- 5c oscoge un conjunto de N puntos

X, en el donminie @ como puntos de colocacién y la funcion

de peso ¢s

w_oo o= Six-%.]) i2.10]
1 i

donde & es la funcién de Dirac., Agul cbhtenemos



: i
(WIS £

{t,d{xuxill t?xi f2.11)

4

FEl error entonhces s cero en N puntos de [,

Los métodos de Galerkin y Minimos Cuadrados e adaptan

muy -bien a las aplicacignes de elementos finitos y los métodos
b - . -

de Momuentes y Celocacion, no se prestan tan directamente a &s5-

tos, ya gue son mas complicados.

2.2 METODODE GALERKIN

El métode de Galerkin {(1915) se adapta muy bien a los nro-
blemas gue existen en mecénica de fluidos y transfererncia de
calor, y sera el gue se utilice a2 lo largo de este trabajo.Es

por ello gue se hari un analisis un poco mas a fondo de £1.

Este métcde implica la proyeccion ortogonal del residuo

mhasm s - =
- - [T *

L ]

l&ncas Llivcalwonte independienies 1u

(1"
'
LN

- -
[ ——

o

cxzola .
gque se efectita por medio del producto interno (2.6).Esto es
aguivalente a declr, gque el residuc £ 25 ortagonal a todo a1
sistena de funciones Ni{i=1,2,...,n], para lo cual se necesi-
ta gue £ sea considerado continuo, Ya que sb&lamente dispone-
mos de n constantes Cl.C2,+..,Cn s01lo podemos satisfacer n o

condiclones de ortogonalidad,
Efectuande el procesc anhterior para (2.1) tenemos

n

e, dfN= EHE C H.l+f:|f:.dn-u {2.12)
i . i 3 1

0 - 3=

dande {1 25 el dominic del elepente

La ecuacién anterior os un sistcma de ecuaciones algebral-
cas, ¢l cual se purde rcsalver para las cnnstantns'ci. Ya guo

tanto las Ci como las Ni son arbitrarias, podemos cscogor Ci-ui



&l

o
‘

donde lox u, sen valores de la variable e¢n los puntes discre-

tizados del dominio;, por leo que la ec, (2,3) se convierte

i i £2.13)

vtilizando esta aproximacidn en el proceso anterior llega-

mos a

I

n

£ N, dium EHE u N,}+f:|N,dﬂ=0 (2.14)
1 _1 j ] 1

o gt 3=

Al resolver aste sigstema de gouaciones, se obtiens dirwe-
tamente la solucidn aproximada, sin negesidad de calcular pri-
mears las constantes ¥ lu#ge sustituirlas para obtener el resul-

tadeo.

Para ejenplificar, tomaremos la ecuacidn de Poisson

7
g—x%- L2 + f(x,¥) = 0 {2.15}

51 aproximamos la solucidn por medioc de (2,13}, el resi-

duo esta definido por

t f(x,¥y} = E {2. 163

Efectuande el producta interne entre el residuc y las fun-

clones de basc e igualandea cero, nos guoeda una inlegral de la

L

forma
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3l 37
- _— . N.dxd w 2.17
3 dexdy = {sz + i;f-4 fix, ¥l 3 xdy {2.17)

Q- o

Utilizande ol teorema de Green, se tienc

{Eﬂ Efi + du Eii - f{x,yIN.)dxdy + {Eﬂrq d -EEN-dx] = b
Ix A% Y 3y P¥IR o ax 39 ey
iy T

(2.18)

donde T es la frontera de [, Sustituycendo {(2.21} en (2.26}) ¥

regrdenands
aui Emj ani auj 2y -
u, {Bx 3% + T 3w 1dxdy = {E; dex} + f{xijnjﬂXd¥
o ' T o
(2.19]

Una cualidad muy importante del método de elementes fini-
tos, s$¢ pucde observar en (2.19). En la forma original de la
ecuacidén de Poisson (2.15} y generalmente cualquier ecuagion
diferencial, no es evidente como ;ntruducir las condiciones
de frontera, tanto de Dirichlet, como de HNeéumann. 51n emabar-
go en (2.19) podemos aplicar facilmente las condiciones de
frontera de Dirichlet, en la integral de la izguierda, ¥y las
condicicnes do frcétﬂra de Neumann en la primera integral de
la derecha. Esta separacitn de los condiciones de frontera de
una y otra clase, ea debido a la intcgracién por partes, gque

s& realiza durante ¢] proceso.

Hay " que hacer notar, gque para todos los problemas de in-
genicria, para los cuales existe una fungional, la integral
de Galerkin (2.12} da un resultade idéntico al gue sc obtendria

con el método de Raleigh-Ritz {Raleigh, 1877; Ritwz,19492}), ade-



mas para log problemas et los gue no existe una funcional, el

método de Galerkin siecupre es aplicable.
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Para lo viga mostrada en la fipura determine el minl..o valor de la carga P,

al supener en el punto A, un esfuerze cortante mixi. . de 40 kgfem?, Duspre
cie el pesc propio de la viga.
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acovaciopes en centimetios.
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CAPITULO IT1
CONDUCCION DE CALOR

3.1 GENERAL

Una de las grandes preocupaciones gue existen al utilizar
un método numérice, es la precisién qgue se obtendri al usarlo,
ya gue hay una diversidad de factores gue pueden alterar ¢l

rasultado.

En el caso del método de elementos finitos, en principio
existe un error, al hacer la aproximacién de la funcién, por
una sumatoria de funcionas evaluados en determinados puntes,
és8to es, al hacer la aproximacidn de la funcifn ern un espacio
do dimensidn infinita a ctro de dimensidn finita. Varios au-
teres han calculado el error gue se abtiene en diferentes
problenas, al aplicar ¢l método de¢ elementos finitos, entre
allos estdn Oden and Reddy (1976), sin embargo utilizan un
analisis matemitice muy complicagd, para ODTEHCT LNicameiiw

una estimacidn.

Al error anterior hay gue agregarle el gue se tiene al
utilizar otros métodos numéricos, como son: integracidén nu-~
mérica, derivacidn numérica, solucidn de sistemas de ecua-
ciones, métodos iterativos para ecuaciones no lineales, ete.,
gl ésto le agregamos la precisidn de 1 computadora ai efec-
" "tuar las operaciones, resultaria muy dificil efectuar un
anflisis exacte, del error total obtenido. Por otra parte,al
dividir la regidn en estudio en diferentes elementos, una
buena distribucion de ellos puede aumentar al precision del
resultado, en cambic, uUna mala distribucidn de éstos, puede
incluse conducir a resultades lecalmente muy errdoneas ademids,
tebricamente, entre mas elementos se utilicen, mayor es la
exactitud, pero mas constosa es la sclucion, por lo gue es
muy dificil precisar c¢ual es el término medic para obtener
wan solucidn guficientemente precisa ¥y a la vez la mhs cco-

némica. Se ha llegado incluso a considerar gue es arte, el



efpotuar la divieién dol dominip an diferentap elementom.

. Debide a tedo lo anterior, eurgld la noacesidad do efec-
tuar una comparacibn, para phservar como ge comporta al mbto-
do; es por ellc gus en ests capituloc 84 resueclven dos proble-
mas do solucldn anaulitica conocida por el mitodo de elementos
finitcs de Galerkin, con lo cual podemos compa;ar las repulta~-
dos, ademhs gue so¢ aprovechan para day clertas normas muy Ssen-

¢illas, perc muy objetivas, en el uso del matode.

3.2 PROBLEMA BIDIMENSIONAL EN ESTADO PERMANENTE

El primer problema gque se resolverd serd el de una placa
an dos dipensiones, con transferencia de calor por conduccidn,
en estado permanenta, con lop cual se obtendrd la distribucidn
de las temperaturas-en toda la superficie. Para cieortas coadi-
clones de frentera, es posible encontrar una sSclucidén analiti-

ca de este problema y es por ello por lo que se escogid.

3.2.1 Planteamientoe de las Ecuaciones y Scluciton Exacta

La ecuacidn que define la cenduccidn de caler en dos di-

mansicnes y en estnda_permanentu es (Heoelman, 1972)

h
ai+§'_.,.q—= 0 ' (3.1}
ai! -;ir\i

que e85 la ecuacion de Laplace bidimensiopal donde 6 es la tem-

peratura y ® y § son las coordenadas cartesianas,

se definen las siquientes variables adimensicnales

o|m>

- ‘i . 2 ) - .
ul x El b i -L {3«2}

donde Eu y L son la tenperatura ¥y longitud de referencia res-

pectivamente, Utilizande (3.2} en (3.1) tenemos



B o
5 + — o 0 ‘ £3.3)

5i consideramos como ejemple la placa rectangular mostra-
da en la Fig. 3.1, tres lados de la placa se mantienen a una
tempratura constante 8, y el lado superior tiene impuesta una
distribucidn de temperaturas senoidal.

Este prohlema se puede resclver analiticamente por el mé-
todo de séparacién de variables. Utilizando las siguientes

condiciones de freontera

a'-'ﬂ] en x=0

6581 en }"H-D

Enﬁ; en xma {3.4}

- it %

E=Bmsenir+ﬂ1en y=b

y resolviendo la ec. (3.3} usando (3.4) llegamos a

=g 75&“ '—5-+ 8y (3.5}

m S'Erih?

La ac. (3.5) es la selucidn anzlitica del ejemple propuesto.

3.2.2 Pormulacion de Elementos Finitos

-

La temperatura 8 la podemos aproximar en la forma de ele-

mentos finitos ¢omg

(3.6}

L=
i
Lae]
n

ol w1
=
i~

dende n &% el pimerg total de nodes on un elemento, Ni son las

funciones de interpolacién o funcienes de hase de un elemento



y 0, son les valegres de la témpratura en cada nodo del elomanto.

i
Ya que la funcidén 8 es una aproximacidn de la funcién ﬁ,al
gustituirla en la oc. {(3.3) se obtendrd un residuc o crior.Enton-

cad Loanemos

- € (3.7}

™ Py .
13 brnyacci&n ortogonal del

At
residuc sobre las funtiones de base ewlgualando a cero, gue es

-l.
i
Ll

donde £ e3 el residuo. Considerando’

la que indica gl métodg de Galerkin 5& uhtiene
[ uit'-h

. 7 2 '
ie,N,) {a o “3 E] M, dxdy - 0 {3.8)
+ ax?  ay?
0 .
!E*ﬂ‘i

Sh e
51 a la ec, (3.8) le aplicamos el teorema de Green llegamos a

ay N
a8 i EL 35 ¥
| S e (53 dy-5oN dx) =0 {3.9)
0 I

Sustituyendo (3.6} en (3.9} y recrdenando

N. 3N N, 9N,
i 3 .

( af
j dx  ax By

j
-y dndye :ﬁ—u N dy-32 N dx) {3.10)
3y 7 3y

Podemgs usar una notacidén simplificada ron lo guo escribimos

ApgOs = g =12,0nm (3.11)

"TI"HE'
-
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A as llamada matriz de coeficientes de temperaturas y § ex el

vactor de fuentes deo calor y son

BNi ENj BN, BNj
i1 N

Hay. gque hacer notar que debido a la forma de la integral (3.12)

.la matriz A €5 simdtrica.

Como la formulacién gue se hizo fuéd {nicamente para un cle-
manto, sc deben de juntar las contribuciones de todos los vlemen-
T&8, para obtener ¢l Campo Q€ Temperaturas ep toda la placa. ra-
ra lograr &sto, se cfectila un ensamble de todas las ecuaciones,de
tal manera, gue al final se obtenga un sistema de ecuaciones gue
contenga todos los nodeos de la placa. El sistema gleokal de ecua-

ciones a resolver serd

m % " * . .
= = P -4
?iiﬁijﬁj q; {i=1,2, + 0 {3 )

-’

* .
donde A es la matriz global de coeficientes, 8° el vector glo-
bal de temperaturas, q* el vector globrpl de flujo de caler ¥

m al nipere total de nodos.

-La forma en fgue s5e efcctiia el ensamble ge explica detalladamen-
te en Cook (1974},

. La €c.(3.14) cg un sistema alqecbrilco de cecuwaciones lineales

simétrice y bandcado, gque sc ﬁuude resolver por cualguiera de
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los métodos conocidos, como pueden ser Gauss-Jordan, OCauss-
Seidel, atc, o algin otro gue aproveche las caracterlisticas -
de la matriz A como €s ¢l Gauss-Crout modificado para matri-
ces bandeadas, gue es el gue sc utiliza en el programa de

computadora presentado.

" Es importante observar gque la matriz A" es singular; sin
embargo, al intreducir las condiciones de frontera tanto de
Heaupann como de Dirichlet en la ec. (3.4}, s& guita la singula-
ridad, pudi@ndose rasolver el sistema de ecuaciénes resultante.

L

3.2.3 Ejenplo Numérico

Con el firn de hacer mas objetive cual es e£] procedimiento
que 5¢ sSigue en elementos finitos, en este inciso se rasuelve
uh problema numéricoe pasoc por pasc. ERte consiste en calcular

la temperatura en una placa bidimensional econ transferencia

da calor por conduccidn, en estado permancente. Los parametros

WUt 2t usadn ol la SDlUCian nuné; Ab@ s Bl 1wa n;guil:llLl:ﬂ

6y = 100 unidades de temperatura

= 100 unidades do temperatura

a = 12 uvnidades de longitud

= 12 unidades de longitud

Unicamente van a existir condiciones de frontera del tipo
Dirich)let v son las gue se indican en la Fig. 3.1. Per lo tan-

te, la ecuacidén de elemeptos finites para un elemento es

n BNi N Fmi aN .
8. ¢ —1+——Wl1dxay =0 {3.15}
3: :

3 9x  dx 2y



iy i

I A 0,0 (i=1,2,...,n) {3.16)

Para la solucidn de elementos finitos, se utilizaran ele-

mentos triangulares, como muestra la Fig.‘J.z, con funcioneas de

interpeolacidn lineal, y son

dqonde i=1,2,3 debido a gque son tres nodos,

une y las constantes estan dadas por

(%py3-x3y¥2)1/24 ; by = lyz-val/24

a, =
gy = (x3y1-%1¥3) /24 ; b2 = {yy-v1}/24
az = {x,ya-%x2¥1} /24 ; by ® (y3-yz2)/24

agquf A es el Area del tridngulo vy se pucde

9
‘1"_2

{X1yz-Xzy1+Xa¥1-X ¥a+tXa¥ya-xX3¥e)
Se observa gue la numeracién lacal en
cha en contra de las manecillas del relej.

pesitiva, La obtencidn de las funcioncs de

cucnira en Segerlind {1976).

L3

una funcidén por cada

cp = [xa—xNp) /24
g2 = {x;—-x3) /24 (.18}

C3 = {x3-X1)/24

obtener por

{3.19)

el tridngulo, esta he-~
para gue 4 resulte

interpolacidn se en-

Fara obtancr 1a matriz A ¢ sustituyen las funciones de in-

terpolacién (3.17). en la integral de la e¢c, (3.10)., Por ejemple

para el términa A,
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. ]
311 = [%:[al+b1x+u1y}] tg;(a1+bzx+¢1§] dxdy
]

A (b4 ci ) {3.20)
. :

Procediando de la misma manera para los demias coeficientes,

llegamos a

bt +c? biba+ci1oz2 bybsz+cie;
1 1

A=A |byb,+c;c, bis+ cf babytezey | (3.21}

bybascica by by +Ci e B+ ¢§

L : ]

donde las constantes s9n las mismas de la ec. {3,1B).

El siquiente paso €5 evaluar las matrices para cada ele-
mento, para lo cual €8 necesario numerzr, de acuerdo a la ma-
i1la gue s5e utilice, todos los nedos vy los elementos, procuran-
do siempre que la.diferencia entre los nlmeros asignados gla-
balmente, de los nodos decada elemento, s5ea minima, para gue
el ancho de banda de la matriz glokal A también sea el minimo
posible. Hsto 085 muy importante, porgue en el momento de alma-
.cepar la matriz en la memoeria en la computadora, se puede ha-
cer en forma bandeada y nmientrds #s5ta banda sea menor, la memo-
ria gue se utilice también es menoz, ya gque ¢l resto de los

coaficients son ceros y no necesitan almacenaje.

Tomando como elemplo una discretizacién de pocos elemen-
tos, c¢omo muestra la fig. 3.3, que s una malla de 7 nodos glo-
kales con ¥ elementos, sc puede observar gue con la humeracidn
glebal de lox nedos qua se indica, la madxima diferencia entre
los nodoes de cualguiera de cada uno de los elcoementos s 3, a
egte factur se le llama esparcidad y para la malla mostrada es



el minimo gua s5e& pucde obteoner.

-

El

global, se puede cbtener sumandole

atticho de 1la banda de la matriz

ung a la esparcidad; para nues-

tro caso el anche de la banda es 4, Gsto es, la matriz tfndrﬁ 4

diagonales con valores numéricos no nules,

incluyendo la diagonal

principal, ya sea hacia arriba o hacia abkajo dec Gsta dltima.

Para cvaluar las patrices de cada elemento, priheru Se proce-

de a formar una takla qgue relacione las coordenadas, con los nodos

globales a las gue co

rresponden,

camo sigquao.

Nedo | 1 | 2 | 3 [ &4 ] 5 ] 6 [ 7
, x & | 0 |12 | 6 | 0 J12 | 6
vy 112 J12z (12 | 8 | 6 | 0 | 4

En seguida se forma una tabla gue relacione los nedos glo-

bales, con los nodes

locales do cada elemento.

rhTéifﬂﬁnD- L_H N?d0516%ohales
x:jﬂ«w 1| 2 2 |4] 5| &
1 2 2 5 5 1 4
2 4| 5| 7 4l 6
3 1| a4l a 3

Con las dos tablas anteriores, podemos locallizar facilmen-

te las cpoordenadas para cada nodo local, las cuales s utilizan

para obtener las b's y las c¢'s de la matriz A en la ec., (3.2) ¥y

al misme tiempo el drea, asl por ejemplo para el elemento 1

xX:=

i xz=0

yi1=12; yz=8

A3=6

ya=12

.aqul los subindices indican los nodos locales. Con estas coor-

denadas, podemos evaluar la matriz para el elemento

sigue

1 como



. 1D
{2y (4) (1}

4 0 -24]
-1 |l 56 54 -s54
~24 -54 78

Be pbserva gue como la matriz es simétrica, inicamente se tiene
gueé calcular & términos. Los numeéros entre paréntusis a los la-
dos de la matriz, indican los nodos globales a los gue pertene-
cen los renglones y las columpnas. S5imilarmente para los otros

elemontos, tenemos

{2y (5) (4] ; {(5) (72 (43
45 -2 48] (2) 24 -48 24 7 (5)
A, %5 _2 26  -24|(5) AP o %E -48 150 -10z[(7)
-48 -24 72| (4} 24 -102 78 | t4)
(5) {G) (7] {1} (] (2)
38 15 -541(5) 18 -54 =247 (1)
ol s 30 -salte e s lesa 58 o | @
~54 =54 108 (7} -24 ¥ 24 (3]
f4] {6) {7 [4) (7] {&}
72 -24 -4B](4) 78 -102 247 (4)
A . %3 24 =2 =2 | (6) UL %5 102 150 -4 {7}

-48 -2 451430 24 -48 244 (6]
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En seguida se ensamblan estas matrices ¢n la wmatriz gleohbal,
para lo cual s¢ suman los coeficients de cada matri; del elemen-
to, gque corrcspondan al misme lugar en latriz global, utilizando
los nimeras yue estadn entre parfntesis; asi por ejemple, para el
coeficiante A' de la matriz global, hay contribuciones tanteo aon
la matriz dellllemcnto 1 coro en la matriz del alements 3 ¥ nos

gueda

A"“ =.}—5HB+?BI-;—2-156

siguiendo un procedimiento similar para los dem&s coeficientes,

tenemosg

[ 156 -24 -24 -108B 0 0 0 0 g @
-24 &9 0 -48 -48 -2 0 Q@ gl lo
-24 0 69 ~48 -48 0 -2 © g |0

iz l-108 -48 -48 408 408 0 0 204 |jeq=[o] (3,27
J o0 -2 0 0 0 89 15 -102}|Gg |O
0 o =2 0 0 15 B9 -102||6| |0
0 0 0 -204 -204 -102-102 408 |Bx |O

& continvacidn se introducen las condiciones de frontera.
Como s¢ observa en la fig. 3.3, hay 5 nodoes en la frontera vy
2 en el interior, que son nuestras incdgnitas. Los valores de

los nodos £#n la frantora san

B, = 200 O = 1400
0 = 100 e = 100
By = 100



Estos valores sc sustituyen en la ee., (3.22), multipljcan-
do las eolumnas correspondientos ¥ pasﬁﬁdclas del otro ladg con
g8igno nhegativo, ya gque los renglones de los nodos conocidos no
nos interesan, potlemos sustituirlos por un 1 en o] coaeficiente
correspondiente de la diagonal principal y los demis términos
dal renglén ceros y en el lado dereche ¢l valor del nodo, Ha-

ciendo estag operaciones tenamos

1 0o o © ¢ o o [8] 200 1

o 1 0 0 0O 0 a; 100

B 0 1 0 0 O O B3 100

0 0 0 5660 0 -2.83||8.] = [433.33 (3.213)
o 0 6 0 1 0 © By 100

0O ¢ 0 0 0 1 D B 100

0 0 0 2830 0 566 ]|87 283,33
.

En la ec. {(3,23) podemos descartar los renglonesy Ccolumnas

,2,3,5,6 gquedandonos

 5.Bb ~2.831 [G. 433,33
-2.81 5,66]18: [=|283.33 (3.24)

Resclviendo el sistema de ecuaciones anteriocr, llegamos a

B, = 135.2491
B = 117.6471

La scolucion exaecta usando la ec. {(3.5) asg

B, = 134.6244
i, = 110.8182
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El @rror en el nodo ¢4 &5 de 0.5% ¥y en ¢l nodo 2 es de 6.2%,
El hecho de que exista tanta diferencia entre el error de uno vy
ctro nado, se puede explicar refiriéndosc a la Fig 3.3, el node
4 poartenece a 6 de los 7 elementos que forman la malla, en cam-
bio el nodo 7 pertenece Unicamente a 3 elementos, por lo gue
tiene menos clagmentos gue contribuyan & su solucibdn. De agqul se
Enncluye inmediatamente, gue aumentande el nlmero de elementos,

s@ aumenta la precisidn.

El procedimiento anteriocr se pucde implementar en un progra-
ma de computadora, ya gque para una mallas mis £ina, serla prﬁcti-
caménte imposible efectuarloc a mano ¥ ademis, se pucden aprove-
char las caracteristicas de simetria y bandeads de la matriz

L

global,
Existen otras formas de efectura &l ensamble, gue para
ciertos problemas son mas eficientes, sin embargo, la presenta-

da es5 la mis sencilla y bastante prictica.

3.2.4 5clucifn de Elementos Finitos Contra Salucifin Exacta

Para obtepner lps resultadeos gue sé muest}an en este inciso,
se realizd un programa de computadora, &l cual se muestra en el
anexo, gue sigue casi exactamente los mismos pasos del ejemplo
3.3.3. y gque tiene ademis, una subrutina que calcula el error

¥ otra gue calgula lineas de temperatura constante.

El error gque se utiliza, es el error raiz medio cuadratico,

definido por

ERMC = | 612 1% (3.25)

donde Bi #3 la soluclidn de elementos finites y B, es la solucién
exacta y ademis se toma Gnicamente por los nodos incbgnitos,per

lo que n e el nlmeve de nodos ¢ue no son de frontera.



En la primera prueba que se realiza, se usa una malla cono
la gue se mucstra en la Fig,3.4, con 9 nodos, 8 elementos y uh
6Bolo nodes incagnito y la variacidn de temperaturas sencidal on
la parte do arriba. Los parametros gue sc uiilizan son los wis-

mos del ejemplo numérico,

5i s¢ desplazan los nodos a, b y c la misma distancia, a
lo largo del eje y, manteniendc constante sa distancia x, se
van a ohtener diferentes temperaturas del nodo ¢, una para cada

posicidn.

Con #sto sa intonta ver cual es el comportamiento del mé-
tods, cuande para una malla con ol mismo numero de elementos,
€stos se hacen mids grandes o mis peguelos en determinada regidn,
#n estc caso nicamente se varian en sentido vertical, porgue
arriba es5 donde esti la mayor variacidn de temperaturas.

Lz Fig, 3.5 nos muestra una grafica posicidn de la linea

acb rcontra temperatura, en la gQud S¢ PLpriZintin les ChLlvas ad

o

los resultados cobtenidos por elepmenteos finitos y la solucién
exacta. Sea observa gue a medida qﬁe se van haciendec mis pegue-
nos log elementog en la parte superior, 5 va acercando la so-
lucidn de elementos finjitos a la solucidn exacta, Hay un nomehn-
to en gue 5an iguales y después se aleja otra vez la curva, a

pesar de gque son todavia mis peguehfos los elementos,

En la Fig. 3.6 se pucde vor mas clarc este proceso; agul
‘se grafica posicién de la linea ack contra el error raiz medio
cuadratico, a medida que se¢ van haciendo mias pequenos los ele-
mentos Jde la parte superior, el error disminuye, hasta gue in¢lu-

50 €B cerxo y despugs vuelve a aumentar.

De estas dos graficas podemos concluir, gue se deben colo-
car elementos mAs paeguencs en la zona de mayor variacidn y mis
grandes donde no exisfta tanta variacidénm., El hecho que exista un

punte an el gue el error wueclv2a aumentar, oo debido a guer para
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lag posiciones de la lincas muy altas,  los tridnguleos de la par-
ts guperior son muy deformes, &ésto s debido a que la base y la
altura del trifngulo estln muy degpropercionados. Do agui se
desprende gue siempre hay gue procurar gue los triangulos tien-
dan a ser equilateros., Gtra razdn por la gue el error vuelve a
aumpntar para posiciones muy altas, £s que los tri@ngulos de
AYriba snn-muy pequUenns en cum%arnciﬁn de laos de‘abaja, enton-
ces1siEmPre hay gue tratar gue los trilngulos que estén centi-
guos, tengan una cierta relacién de areas aunque esto ultimo

ng es tan importante.

El hecheo de que llegue un meonmento &n el gque el error sea
ceéro, es debido a las peculiaridad de la malla, ¥Ya gue sla-
mente existe un solo nodo incégnito. Usualmente es muy dificil
nhtener una s¢lucidén exacta par elementos finitos, pero en ge-
neral se puede obtenery una muy buena aproximac¢ion, sSobre todo

para problemas sencillos como éste.

La siguiente pruecba consiste £n analizar el comportamiento
del mEtodo, en funcidén del nimero de elementos y de la posicidn

de @atos, para lo cual primero definiremos -tres tipos de mallas.

Mallas tipo sa' las cuales tiencn el mismo nilmere de elemen-—
tos, en cualquiera de los lados de la placa, como muestra la
Fig. 2.7.

Mallas tipo A5, , las cuales tienen mis clementos arriba ¥
‘"abadjo, gue en los lades de la placa, como muecstra la Fig.3.8.

Mallas tipo AS las tuales tiencn mis clementos a los la-

z !
dosz gue arriba y abajo de la placa, como muestra la Fig.3.9.
.

Caleulande las temperaturas y €l erreor para todas las ma-
llas anteriores, se obtiene una grafica come la gue muestra la
Fig. 3.1Q, &n la que sc dibvjan las curvas do niimcro de elemon-
tos conktra error raniz medioc cuadratico, para cada tipo de nalla.

S¢ observa gque para pocos clemgntos, s€ ghtiene m2nor error €n



las mallas del Lipo AS;, fsto es mallas con mis elcmontos en
la zona de variacidn y mayor error para mallas del tipo AS:z,
que son lo gontrario de las anteriores. Paro mis elementos se
obtiene un menor error utilizando mallas del tipo $,. Este s
debido a ogue los triangulos de estas mallags tienden mas a seor
equildteros, gue los de las mallas tipe AS  y a la vez hay su-
ficientes mlementos en la zona de variacién, para poder detec-

tar logs cambios.

titra vez podemos concluir, gue siempre hay gue tratar de
poner mis elémentos en la zona de mayor variacién vy a la wvez
procurar gue eéstos tiendan a ser equilatercos. Las mallas del

tipo AS:;no son recomandables.

Se puede definir otro tipo de mallas, como es la Spque
muestra la Fig. 3.11, en la que el numero de elomentos en to-
dos les Jados de la placa cg el mismo. La curva gue se obtie-

ne al graficar nimero de elementos cantra €rror raiz medio

Lr
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cuadriticoa, es idéntica a la gue z: =
Sa: Sin embarge, con la walla Sy, es mis ficil aproximar con-

tornos redandeadGS: Como Jdatgo curioso, al utilizar la primera
malla de la Fig. 3.11, resulta gue la temperatura en toda la

placa es constante e igual 8, 8sto es Qdebideo a gue no hay nin-
gin nodo gue detecte que Lay una temperatura diferente, por

lo gue siempre hay que poner suficientes nodos, en las fron-

teras donde exista variacidn.

La Fig.2.12 nos muestra Una curva, nimerc de elementos
contra erroy raiz medioc cuvadratico, graficados ambos loga-
ritmicamente para mallas del tipo 5,. 5e obscrva que la cur-
va 5e asemeja muche a una recta, por lo gue podemos decir
gque a8l crror disminuye exponencialemnte, a medida gue aumen- -
te el nmerc de elementos, o en otras palabras, gue el méte-
do de elementos finitos converge exponéncialmente a la solu-
cifn exacta, a medida gque aumenta vl nimerg de elementos. Es-
ta conclusiéin no se puede generalizar para todos los problemas,

ya que el caso guir ¢stamos tratande ez muy scneille, debide a



que es una ecuacidbn lineal, en la que estii definida la tempera-
tura cﬁ todas las fronteras y ademas no existen fuentes de ca-
lor, Sin embargo, siI nos damoes una muy buUcna jidca de cual1e5

la convergencia del método, scbre todo para problemas simila-
res; ésto es, al principio, a medida gue se aumentan les cle-
mentos, &l m&todg converge ripidamente y al final, aungue se
aumentea el nimero de elementos, no se mejora mucho ;a solucidn,
pnf lo gua hay gue tratar de encontrar un justo medio, sobre
todo teniendo en cuenta gue a mas elementos la solucidn es mas
costosa. Para logrur esto dltimo se pueden hacer dos o tres ma-
llas con distintos nimeros de clementos, para darse una idea de
cual es la diferencia de los resultados entre una y otra, ade-
mis se puede aprovechar, si es gue no se conoce, para detegtar
cuales son las zonas de mayor variacién y colocar en ellas mas

elementos y mas pequedios.

Los resultades anteriores, se resumen en las siguientes

normas para el uso del método de elementos finiteos:

1,- Dividir la regifn con una malla gruesa, para obserwvar

cuales son lag zonas de mayor variacién.,

2.- Colocar mis elemeontos y mids peduefics en las zonas da

gran variocion.

. 3.~ Dividir la regifn con una malla mis fina y comparar
los resultados con los obtenidoes con la malla de
aproXimacifn, en ¢aso de existir mucha diferencia,
utilizar una malla todavia mds fina y repetir el pro-

cedimliento.

4.~ Procurar que los triangulos tiendan a ser equilidteros
y evitar aguellos que sean muy deformes. Siempre es
posible substituir un trfiangule muy deformado por dos

trianguleos mas parecidos a triangulos eguiliteros,

5.- Colocar suficientes nodos en las fronteras donde exis-

ta variacidn,



Por Gltimo, la Fig. 3.13 muestra linecas de temperatura
constante en la superficie de la placa, agbtenidas con una malla
del tipe 5,, gue ticne 49 nodos y 72 eclementos y cen un error

raiz medioc cuadritico relativeo en la solucién de 0O, 35%.

3.3 PROBLEMA BIDIMENSIONAL EN ESTADGO TRAMSITORIO

El segunde problema que se rescolverd enh este capitulo, cs
el de ung placa on dos dimensionecs con transferencia de calour
por conduccisén en estado transitorio, para obtener la distribu-
cibn de temperaturas en toda la superficie,-=n el tranacurso
del tieppo. Para €1 mismo ejemﬁlo del inciso anterior, se puede
encontrar una solucidén analitica através de series de Fourier,
con la gue se pueden comparar los resultades ocbtenidos por ele-

mentos finitos.

3.3.1 Plantcariento de las Ecuaciocnes y solucign Exacta

- e o 3 4
: - -

g

7]
th

pra
i
Ly

R |
& wenoo

in

*oa ey w2
e L

tf€n do £alor pe dps dimen-
{ 2

c
slones y en estado transitorio es, Holman

-t == o = (3.26)

ol Fal L)
donde §# es la temperatura, X ¥y ¥ son coordonadas cartesianas,
p as la densidad, C es el calor especifice, K es la conductivi-
et
dad térmica del material y T es el tiempo. Se tomard como cons-

tanes las propiedades del material,

Definiendo las siguientes variables adimensiconales:

La] La]

x:-]_: H }r-_:% H T:A—T_—' {3- 2?}
pcLi/K

Agui By vy L snon variables de referencia. Usande (3.27)en (3.26)

se tiane



.. {3.28)

Considerando un cjepople similar al de la seccibn anterjor,
pero ahora «¢n estado transitorio. Tenemos una placa rectangular,
como la mostrada e€n la Fig., 3.14, donde para tiempo T1=0 toda la
placa se encuventrid a una tempeardatura E ¢ Yy para tiempo T*0 se
cambia la temperatura del lado superinrlpor una distribucién de
tempernturas senoidal. Para este problema también se puede en-

contrar una solucidn analitica como sigue.

Se ssupone gue la solucidn sea de la forma

-

B = Glx,y) + Hix,y,T) (3.29)

[
doende el primer t&rpine del lado dereche es la solucibn en es-
tado permanente y el scgudno t@rming es la componente debida
ol wstado LIgnsiwuria,
La solucidn en estade permanente s¢ obtiene por medio del
método de separacién de variahles, utilizadno las siguientes

condiciones de frontera

G=( an x=0Q
G=0  en x=a (3.30)
G=a( en y=0,

i
G=6 _sen— en y=h
m a

La solucidén del problema permanents ©std dada en la ec. (3.5},
asi qgue

Ty
senhh a mx

I _— 3.3
senh @b sen a ( )

a

Gixs.y}=0
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Por oLra parte, la contribucidn en cestado transitorio tam-
Bién me puvde obtencr por el método de separacidn de variables, 8

pero ahera se usan las siguientes condicicnes de frontera, para

tienpo mayor gue ceore

H=0 en x=0

H=0. on x=a

0 ;
1>0 BE=0 en y=D {3.32)
H=0 en y=b
¥ para tiempoe igual a cero las condicivnes iniciales son
Hi{x,y.0)==G(x,y} en  Q<x<a, O<y<b {3.33)

Sustituyendo H{x,¥,T) por 6 en la ce. [3.28) y resoclvieéndela

usando (3.3232) y {3.33) llegamos a una solucidn de la forma

24 o n+1 1 n?
Hix,y,T)= ﬂm sen X 3 ni-%; SED E%ie'{3h+ sITOT {3.34)
2 ph=1 b*/a?+n?

La cual es una serie de Fpourier sencidal, cuva exactitud de-

pende del niimero de términos gue se tomen en la sumatoria.

For filtime, sustityendo {3.31) y (3.34) en (3.29), teno-

. mos
. 5onh oy n+1 —{—l+n2}HzT
5e0 son X i _ 2% nen o onmy AT (3. 35)
m senh o) w n=1 bzfaz+n2 b +

gue ¢85 la solucidn analitica de la ec. (3.28) para €l problema

Propuesta.
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3.3.2 Formulagi-

29

. 4 ¥ :
de Eloementos Finitos

Debido a ¢
encuentra en egl:
po, en la fornmul
al método de el
ferencias finitpn,
distribucidn de -
c;;l, vtilizande
tiemps por un A1
temperaturas pol
dos del tiempo uad.
finitas, asi suzc.

manente.,

Para la for
la siguiente man.

de la forna

dende 8 eg la fun
temperatura. en c:o
da interpolacibn

dos dal.elemento.

bebido a gu

en., (3,28}, s ohb:

donda £ es £ ri:

clones de intery”

"1 nede del elemento,

-

3 "
¢l problema que estamos considezrando se

» transiteorio, éspf s, daopende del tiem-
:6n sc hace una combinacidn de dos m&todos,
.tes finitos cn espacio y cl mbtodo de di-
“n tiempn.'Para legrarleo, se¢ galcula la
iperaturas en la placa para un tiempo ini-
‘ementos finitos, despu&s se incrementa cl
50 vuglve a calcular la distribucién du
iementos finitos, utilizando los resulta-
arior, como indica el método de diferencias

‘vamente hasta gue se llega al estado per-

Lacisén de e#lementos finitos se procede de

a: la tamperatura.a la podemos aproximar

-

- n
B{x,y,Ti>0{x,y,T1=L
im)

Bi{T}NiIx,yi (3.36)

i6n aproximada,d, {1} son los valeres de la
W,
i

2]l elementoc.y n s el nimarc total de no-

son las funciocnes

se hizo una aproximacicon al sustituir {(3,37)

adrA un residue como sigue

2 2
(L + 78 _ %ﬂ - g (3.37)
3K Eyz
dup. Tomando el residuc ortogonal a las fun-
acion



N dxdy=0 ' (3.38)

donde i es el dominio de un elemento. Aplicando el teorema de
Green a la ec. {3.38) llegamos a
N, IN
3 i d 8 i 80 20 26
- + d TN dy-— - -
x m Fay 3y A T LIRSSy Ty ax) ) gryaxdy=o
0 r a

ar

=

({3.39)

donde ' es ¢l contorno dol elemento., Sustituyende (3.36) en

{3.39) y reordenando

an., UM, AN, BN
g Ny ; Wy . 1 a8 _ a8
951 “x wx t oy gy 99y ¢ By NyNdxdy { G 19y gy N 9%
Jr:.'.: ! vl -’I
(31.40)

. dg,
donde ajEE?l‘ Usando notacidén compacta escribimos

8, + B, .0.)eg. )
(A, 58, + B B yeq, (3.41)

b =1 3

=

A es la matriz de goeficientes de temperatura estables, B es
la matriz de ¢opeficientes de temperatura transitorios y ¢ es

el vector de fuentes de calor y son

BNi aﬂj 3"1 aHj .
ﬁijm {ax o * 37 -EE Jdxdy {3.42)




Ry

By 3= | MyMydxdy (3.43)
a
o a8 4
qi': ‘E-E.Nidy-iﬁ_rNidx] : {3.44)
r

Abora utilizando el métode de diferencias finitas e&n tienmpo,

hacemos las siguientes aproximacionas

kK+1 .k
8 - 8 8, : (3.45)
i 2
Gk+i_ak
éj = ﬂl—E;—l~ (5.46)

donde K contabiliza los incrementos de tiempo AT. Sustituyen—

do (3.45) ¥y (3.47) en (3.41) y agrupandc términes tenemos

k

(BT A 428, ) aj+1=:—ﬁuij+ 2§, ;)6 +2b1q s (3.47)

1o que se puede eszcribir como

N

K+ 1 . .
; ijEj =hi {i=1,2,....0} {3.48)
3=
donde
Gij=ﬂTA1j+2Bij $3.49)

h =24 . k
=280 q, Mhijuﬁijlﬁi (3.50)
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Con la ec, {3.48) se puaden encontrar }las temperaturas pa-
ra el siguiente tiempo en funcidén de lag temperaturas del tiem-
ro anterior ¥ aen nuestro caso, para el tiempo inicial las tem-
peraturas en toda la placa son cerg, excepto en la parte supe-
rior donde g¢ encuentra la distribucidn de tomperaturas senci-
dal. 5e puede ghservar que las matrices A y B dnicamente se
tienen que calcular una vez, ya que éstas dependen solo de la
topologla del cuerpo ¥ no del ticompo, lo cual facilita mucho

los cilculos,

A continuacidn se procede a2 efectyra €l ensamble de lasx
matrices de cada elemento, en la matriz global., Tambi&én en
este caso la matriz global resulta ser simétrica y bandeada,

lo cual es debido a la forma de les integrales (3.42) y (3.43),

3.3.3 §olucién del Problema por Elecmentos Finitos Contra So-

lu=ién Analirtica

Los resultades gue se muestran a continuacidon, se obtu-
vieren de un programa de camputadora. En €ste, primero se
generan las matrices Ay B de la ec, (3.47) para cada elemen-
to, con ellas se calcula la matriz ¢ de la ec. (3.48) para
el ingremento de tiempo ¥ sc ensamblan las matrices de todos
los elementos, obteniéndose la matriz glebal G'. En seguida
se genera el vector h para lo cual se utilizan los valores
de la tamperatura del tieppo antericr. E1 orden del sistema
de ecuacignes (3,48} se reduce a dnicamente el nimera de
incognitas sustituyendo las condicioneg de frontery del tipo
Dirichlet ¥ ge resuclve obtenidndose las temperaturas. LDste
proceso se repite hasta gue llcga al eéstado pormanente, o sea
cuand¢o la difecrencia entre las temperaturas del tiempe ante-
rior ¥y ¢l nuevo sea Menor que un cicrto valoy preestabhlecido.
En cl posprocesamiento se calcula el error entre la solucién
anallitica y la de elementos finitos para cada instante de
ticmpo ¥ sS¢ inrterpola linealmente dentro de ¢ada €lemento pa-
ra aobtencer las ¢ouordenadas dae las lineags de Ltemperatura cohs-

tante,
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‘Al igual que la solucidn ¢n'estado permananhte, la norma
del erroar, que se utjliza para caomparar la solucidn analitica
y la solucién do elementos finitos, es el error raiz medio

cuadritico definido en la ec, (3.25),

La malla que se utiliza para1efectuar los cialculos es
del tipe 5a de 25 nodos y 32 elemenyos} coma la gque s muestra
en la Fig. 3.7, debide a4 gue con esta malla, para el estado
permanente, se ocbticene un error bastante peduefic al efectuar
lag cilculos y ademis no consume mucho tiempo de preocesamiento

en la ¢onmputadora.

En la Fig. 3.15 se grafica la variacién en el ticmpo de
la tepperatura del neodo central de la malla, obtendida anali-
ticamente ¥ por elementoes finitos., Se observa gue para tiempos
muy peqguencos la temparatura obtenida por elementos finltos des-
ciende de la condicién inicial y luegeo vuelve-a gubir, 1o gque
fisicamente no es posible, Despuds se pbserva gue las dos tem-
perzturas se elevan al mismo ticwpu de lu cuundividn injeial y
E& separan hasta gue llega un momento en gue la diferencia en-
tre una y otra s mis o menos constante, asta diferencia es la
misma qgue existe entre la solucibn de eleoméntos finitos y ana-
litica para estado permanente, lo cual es aceptable, ya gue no
se puede pedir menor diferencia si se utliza la misma malla.la
oscilacién no se disminuye al hacer mis prquefios los incremen-—
tos de tiempo y sI se puede aumentar si €stos son mas grandes,
por lo gue &= un defecto del métode. 5i se utilizan mallas mis
" finas con mis elementos en la Zzona de may¥or variacién, la os-

cilacifn disminuye y la pregisidn aumenta, .

La Fig. 3.16 nos muestra uwna grafica de la variacibn del
error raiz medio cuadritico a lo largo -del tiempo. En ella se
obseyrva que para tiempos muy peguefios £] error es grande, debi-
do a las oscilaciones de la tempratura en los noedos, y a medida
gue transcurre £l tiempod, el errer se reduce hasta gue o5 igual

al gue se obtiene en estado permanente, El maximo crror es do
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5.45%, el cual e bastante pequence considerando la malla gue

se utilizd.

Para e] ejemplo escogido, la distribucién de temperatu-
ras llego al estade permanente en 32 unidades de tiempo apro-
ximidamente y coinciden en este tiempo tanto la solucidn de
elementos finitos como la aralitica. La Fig., 3.17 muecstra 11~
neas de temperatura constante e iguwal a 110 unidades en di-
ferentes tiempos, obtenidas a partir de la soluc¢idn de elemen-
tos finites,

En base a los resultados cbtenidos, podemos decir gue la
combinacién del método de elementos finitos y el método de di-
ferencias finitas para resolver problemas parab&licos es cfeg-
tiva, Onicamente teniendo en cuenta gue la discretizaciddn del
dominioc debe ser mas fina gue para un problema elliptico, para
disminuir la escilacidén gque se presenta en los primeros ins-

tantes 2o tiempo.
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;Fig 3.3. Discretizacidn cruda de la placa, mostrando
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la numeracién global, la numeracién local y

la numeracion de los eslamentos.
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CRITULG IV
FLUJO POTENCIAL INCGMPRESIBLE

4.1 GENERAMAL

- - [t]
-

En este caﬁ!tuln se va a tratar el caso de la solucidn de
un flujn potencial incompresikle ¥y no viscosa, o sea un flujo
ideal, por medic del método de eleomentes finitos, en_cnnjuntc
con ol métode de Galerkin.

iy

Para ejmplificar, se resolverid el problema de’un flujao
bidimansicnal alrededor de un cilindro, el cual se encuentra
entre dos placas planas. .

Este tipo de flujo puede ser utilizado para obtener una
aproximacién del comportamiente de un flujo real, con una vis-
caosldad muy paguefia, y con una copla 1inite muy delgada en la
supexficie, ademés de gue ﬁéa incompresible, Un ejemple de los
flulos gque cumplen estas condlClones, 50n 108 IlUJOSs Culnvesygen-

tag ¢ Aceleryados,

4.2 PLANTEAMIENTO DE LAS ECUACIONES

Ya gue lo gque nos intereasa en un fluje bidimensional,
todoa los planteamientes gue se hagan a continuacidn seranp

descritos en dos dimensioncs para mayor facilidad,
Un fluide real debe gatisfacer las siguientes ceondiciones:

at La ecuacién de continuidad, gque en coordenadas cartesianas

a5
LE% L S (4, 1)
% ay

son los componentes de velocidad en las direccio-

<

donda G ¥

nes x ¥ ; regpectivamente,
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b} La se!s. la loy de Newton én‘todos los puntos y en cialquier

ingtar ... ' )

c¢) El fl_i1do no debe penetrar dentro de cualquier cantnrnb-sél

lida, ni'iampacn1 8o deben furmaf ogquedades antre el fluidu
3

¥ el contorno. '

d) A las condicionos anteriores le ahadimes otra mis, El fluide

debe ser {rrotacional, estoc es

ar |m
E R L]
i
%) |q.}
vy |2y
]
o

{4.2)

t

EL aplicar la segunda ley de Newton a una particula del
fluido, nos conduce

4

a lag ecuaciones de EBuler y son:

>

ol 3 F 1

. 5‘?-+ﬁ a—+i a'——ﬂy - p
I

(4

H

(4.3}

%
2B By

3,030 .
TR TR (e

-~ e : Lo T At

donde. Tas o1 tiempe, p as la densidad y P es la presion,
r * .

Kosotrow vamos a considerar un flujo en estado permaﬂﬁﬁ;

] " . - - -

ta,. por' loc tante para este caso el primer término de la ecua-

cisn. 4.3 desaparece.

Yargue 8l flujo qgue estamos considerando es irrotagcional,

podemos definir un potencial de velocidad a partir de la ec.

{4.2) de:la siguiente forma ’ v
G- 22,0 22 (4.4}
ax - Y '

A . - . oo ..

donde. $ o8 ol potencial de velocidad. De esta manera obtenemos
L]

una. funcidn-¢$ tal, gque su derivada con respecto a una direccion

. . ‘s
cualguicra es la componoente de velocidad en esa direccién.Esto



es posible ya gue no existe rozamiento, una particula que esté
inicialmanta en reposo no pusde ponerse a girar, de igual manc-
ra una particula que estd girande, no puede alterar su rotacion.

1 . . r

§i substituimoes la ec. (4.4) en la ec. de céntiﬁuiﬁhﬁf4.l}

v aa b . r

gbtenemos
a ﬁ ¥ Bz? - D - 1 . .AJ‘ :t4}5}
o - .

qua es la llamada eccuacién de Laplace en dos dimensicnes. Toda
funcldn ¢ gue satisfaga esta ecuacidn es un caso posible de
flujo irretacignal. - .

La ec. {4.5) ctiene solucidén analitica para casos mhf“ﬁgf¥
cilles, en los gue las fronteras no presenten ninguna coppli-
cacifn, sin embargo, para cases en los que las fronteras no
son muy rogulares, hay que utilizar un método numérico para

ragolveslz.

L e
Para el caso de un flujo bidimensional, tambi&n se puedé
L]
definir una funcibén ¢, llamada funcidn de corriente, gue nos

ralacione las velocidades en las dos direccicnes. h'}artir de

la ec. {4.1} tenemos

39 a0
H-E%',Q-—E-ﬁ {(4.6)

- ¢ V0
-g-*'*é'-?- u g (4.7)

gque ¢5 la ecuacidn de Laplace para la funcibn de corriente y

su solucidn tiene diffcultadaes similares a la del potencial

de velocidad. y
' IV +
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Se pucde depostrar ficilmente, que la linea descrita par
]

la funcidn Y=const. es la trayectorai de una particula del

fluide y a esta curva se le llama linea de corriente.
. . N

El potencial de velocidad y la funcidén de corriente se

realciona de {4.6) y (4.4)

ad 3% . 3% (6.8)

oz
]
1
or
L]
L
L]
L
o

* .
Como consecuencia lag lineas do corriente y las lineas equi-

patenci{}25 son perpendiculares entre si para un flujo ideal.

4.2 FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS

Ya que el mismo tipe de scuacidn, Esto es, la ecuacidn
dq LFplacu, se utiliza para obtener el potencial de velocidad
¥ la Euncién de corriente, la formulacién de aleqénﬁas fini-
tos es idéntica para cualquiera de las des y la finica difen-
Cld woeliba en lap cundliviulnes (e ITCNTe#ra gue Be LLilizan.

No existe %untaja de una sobre otra formulacién si las geome-
trias son mis o menos simfles. For lo tanto iinicamente se deos-
cr%piri la formulacin de la funcidn de corriente.

Se definen larx siguientas variables audipensicnales

- i
PR U SR 4 .
b - g b ' *T"p ‘'Y D

donde q_ e8 la velocidad alejada del cuerpo y D es una dis-

tancia caracteristica. Sustituyende en la se. (4.8), se tie-

e N X S

(4.10]
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donde w’es la funcidbn aproximada ¥y Ni son las funciones de
interpolacidén o funciones de base de un elemento, n es el

nimerc do nedos del eclgmente y ¢i es ¢l valer de la funouilan
en cada nodo. Sustituyendao (4.10) en (4,9) e igualande a un

residuc € s& aobtiena

i
j¢; + a—%— = £ (4.11})
x? 3y

Considernade una proyeceion ertogonal del residuc sabre
las funciones de peso, qgue en es5te caso son iguales a las

funciones de basze - .

k. .
(e, N }= {—Jk + —-E}H jdxdy=0 (4.12)
1
ax 3y’
1]

donde {} es el dominio del elemento. Aplicande el teorema de

Green en (4.12} llegamos

3N 3N )
tax 3:_+Ey m Jdxdy+ [a v dy ayN dx) =0 (4.32)
0 I

Eustituyendo {4.10}) en [(4.13) ¥ reordenando

aH ol N, 1IN,

L1, Ly dxdy=| (==

1 gl Ith
Iﬂ’Zf' lﬂx 3x 3y 3y

3x"1d¥_§;ﬂifx1 (4.14)

Usande una notacién simplificada escribimos

Ly ]
-

Agg¥yTh Getezem (4.15)

Aqui A y § son llamados matriz de¢ coeficicntes y vector de

flujo respectivamente y son



i 5Y
N [ aN. oL AN, aw, ’ ,
ij- {T-ﬁl + -By_ ?]f-‘hﬂ:}' o {1.14)
LRt ¢ i
¥ L
ﬁi- —ﬂﬂidy EEN dx) y (al17)
) J]" x} - Tvn )

Para ocbtener el sistema de ecuaciones global, se ensamblan

1as-ec. {4.15) de todos los elamentos, cbteniéndose

m, ' .
:II:_‘A’*ijw;-s'i (i=1.2,...,m ' {4a.18)

donde mes el nimero total de nodos.

4.4 SOLUCION Y RESULTRADOS

El prnbléma gspecifico ascngiéa como E;empln, es el del
flujo alrededor de un cilindro de radip D=1 ﬂntre placas pla-
nas sapnradas una dLstnncia 4D ¥ suponlendn que al fluje uni-
fcrma ga encuentra a unn distancia 3.5D, medlda desde al cen-
tra del cilindro, Pig 4.,%.

" 1 - ' -

par :imetria Y utiliza una cuarta purta del dominlo.

iecclnn a-h- c-d ~e, Por inspecci&n notlmns que las frnnterns
a=-b ¥ e- “a-c san lineas de corrienta ¥ Como refennmiatomaremos
¢-ﬂ en e-d-c. Ya qua la velacidnd &5 constuntﬂ en a-a podemos

4 b

poner

- u = 1 P . . - 1 (d.1%)

e,

F

Integranda

Y = ¥y + const, (4.200
la gue siﬁnificaquﬂ la funcibn de corriente varia linealments
COon respectn a y, en la ffon&gra a-08., Sustituyende los valores

de y,w o 1a ge. (4.20), para la froﬁ;era a-b llegamos a @-2
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Todas "las condiciones de frontera que hemos definido hasta el
nomenta son del tipo Dirichlét. Lo Gnice quc_reséa s definir
la condicidn de frontera para el ladec b-c, sabemos que la 1i-
nea de corriente es perpendlcular!a ese lado, por lo gue defi-

nipos _ﬁ 0, siendo esta gde¢l tipo Neumann., Las cgondiciocnes de

frontern ce preosenlan en la Fig 4.2,

- . a . -

' ¥ o - H
Para resolver e¢ste problema, se escogiegron elementos

triangulares, con funciones de interpolacidén lineal, por lo
que s&lanmente tienen 3 nodos cada elementoc. Los elementos y
lae funciones son los mismos ywtilizados en la seccién 3,2.3

]
donde se pueden consultar.

En el programa de coxputadora gue se realiéﬁ primero
88 generan las matrices dJde CDEflclentES A de cada elementeo,
mismas que se ensamblan en la matriz global A, Para el vec-
tor { eén los nodos en la frontera que tienen la condicidn
de Neumann la igtegrél (4.17) debe evaluars;: En nuestro c;sa
voeults cay nmve, En 1o 2oz%s nzlac cen la condicidn oo
Dirichlet esta integral tiene valor desconocido pero ya éﬁe
la funcién de corriente es conocida alli, no es necesarioc cal-
cularla, Las condiciones de frontera del tipé biriﬂﬁiet se
sustiiuyeu en 2l sistema E4.I§], réﬁuciéndose con gllu 2l ar-
den de la matriz global, a {nicamente el niimero dﬁ.incngnitas
¥ e resuelve el sistema resultante obteniéﬁdcse las val:ras
de Y. En el posprocesamiento, se interpola linealmente'degéru
de cada elemetto para obtener las cogprdenadas de fas lineas de
corriente, ademas, por medio de la ec. (4.23),se calculan las

valocidades arriba de la cresta del cilindra,

S¢e yutilizan dos discretizaciones del daminioc como muestfa
tas figuras 4.3 vy 4.4, La primeré e5s una malla gruesa de 10
nodos usada tanto para probar el programa como para observar
las zonas de mayor varzaclén. Ta segunda as una malla fira de

73 nodos con 111 elementnﬁr quo se realizd tomando en cuenta

logs resultados obtenidos con la malla anterior.
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' . . R .. .
En-+la Fig. 4.5 se muestran las lincas de corriente y la

variacién de la velocidad en la cresta del cilindre, se com-

paran con la solucifin analitica aproximada, obtenida pof el

método de imagenes'de la siguiente forma (Chung, 1978)

-y amrn —e—

;-qn; {y-g—ﬂ-senhﬁ%&} sen {-3%:11 / cnshzti[:-)-{-} -co s’[;—"‘r]] } _ (4 .;24}

* ]

donde ®,¥ son cocrdenadas con crigen en el centro del ¢ilindro,

k es el radio vy H es la distancia vortical entre las dos placas.

Se obserya gue existe bastante diferencia entre los resul-
tadoes obtenidos con la mallg gruesa y la solucidn analitica, el
error ralz medip cuadratico relatjvo es de B8.5%., Sin embargo,al
comparar los resultados de la malla fina con la solucidn analiti-
ca, £l error ralz medic cuadritico relative, =n la dﬂsviaci?q
de las curvas de lineas de corriente; es de 0,9% el cual es bas-
tante pDeauenc; en la rigura s ve claramente gue’ casi coinciden

las curvas.

A 3
b r

Tapbién ss observa romo la velocidad aumenta en la cresta
del cilindro al acercarse a Este y la poca diferencla que exis-

te entre la curva de l1la malla fina y la sclucidn analitica.

cencluyendo, los resultadoes demuestran la utilidad del
métode de elemontos finites de Galerkin an la sclucidn de pro-
blemas de flujo potencial incompresible y como,cen una buena

‘discretizacidn se pucden obtener resultados bastantes pracisos.
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Fig 4.2, Condiciones de frontera.
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Fig 4.3. HMalla gruesa.
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Fig 4.5 Lineas de corriente y variacién de la velocidad arriba
del cilindro.
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5.1 GENERAL - . . -

4 ! a '

Cuando se sstudian flujos alrededor de cuerpus SHMEIQ1dOE-
normalmente no & pueden resulver las anunciones de mcvimLEntn
en forma analitica, debide a la no linealidad de las mismas,es
por ello que en el presente capitulo sa antudi;ri la solucian
de un flujo potencial compresihle subsé&nice f na viscnsé, por

medlo del método de elementos finitos, usando el método de re-

¢

nidvno= pesades de tipo Calerkin.

' * “ . -

¢ '
£l cﬂso_dalf;ujas'spbsﬁnjqqsiha side estudiado principal-
‘mente htilfinnda 1aafprincipios VﬁriﬁcionalEEFLShEn, JEIT}TEn—
.tre los :trabajos mis ipportantes se encusntra el-de Carey{1975),
e} cual:utiliza un principio vﬁriacianal, en combinacidn con
una expansidn de pprturbaciungs: Sin embargo, conc se muestra
L oL ke, aE Campo ¥y Sen (196}, e pu;ﬂﬂ_r2501VEr el prohie-
nma de flujos potenclales mas sancill;é;nta ¢on un _ método ite-
:rativo.combinado con e} método de: elemagt?n flnltOS. En-eéta
:fnrmaﬁse#pugden calcular ‘las liqggs_dn C;Irlﬂnt% Y equipoten-
iclales, ;asi.como_el nlmerq_de ﬁach local en cada punto del es-
ypacio. N
3
~Para ejemplificar, se resclvera el problema de un flujo
- bidimensional alrededor de un clllner sin CIICUIACLUD el
.toual- serencuéntra entre das. placas Este prnblewa puede- ser
‘extendideo fﬁcxlmenta a el tratamxento de flujos CDmPreslblEs
walrededor de perfiles aerodinamicos, para lo cual finicamente

~habria;que afadir la circulacidn,

*5. 2. PLANTEAMIENTO DE LAS CECUACIONES

-——— fpel . "

> Al lgual que en ¢l capitule antericr, yo gue lo gque sS€ va
a tratar e5 un. flujo bidimensional, todos los desarrolles que

4-6e hagan a continuacién, nerdn descritos en dos dimensiones,
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[]
En primer lugar se plantearan laa eaunciones para un

flujo potencial compresible permanente, Ln acuacibn de balan-
ca de cantidad de movimiento, para un fluido en estado perma-

nente y.no viscoso, estd dade por

e
ar
»

-

3t o
: 'G-a.-i'i'{?—a?-nl-‘. a o

=y
»I%’;

o -
2%

$ as
7 -

) 1t
donde . v ¥ son las componenetes cartesianas de la ‘velocidad

on las direcciones &, ¥ respectivamente, fi os la densidad ¥y
§ la presidn. Para ub procesoc isqentrﬁpico Be cumﬁl%lla si-

guiente relacién

- LI
a ] : I S SRR
£_ = const ., (5.2)
.\T U . ] i o
N <. P .

1
r
i

donde Y es la relacidén de calores ospecificos, la velocidad
' b I It

del sonido para unrgas perfecto estd dada por |

, ) " . T \ f

d b B o .
8 = 3% = YRG = Ig {5.3)

a. »* s
v . 1 i
donde R €5 la constante del gas y 8 1a temperatura absoluta.
vejlizande {%,2) ¥ {5.3) se puede llegar a la siguiente rela-

clén

i5.4)

)3
F 3
L]

m

[ X]
n)[w
L >



wt
que €3 la ecuacidn que dofine la velecidad del sonido, en fun-
cién de las velocidades y 8o la, relacifn de calores especifi-
. r ' Com & .
cos ¥ f os
b L
.. 4+ 6%y i : »
4 a - . 1. ™ [ 1

Multiplicande por i 1a primera ecuacién y por ¢ la segunda de
las ec. (5.5), sumindolas y gustituyendo la cc, (5.6} tenemos
‘2 -

-+
-

_ 830 4% 30, _ |
E IE]]'Q—ﬁ- * I: -l ]:! F‘P{'T T LI I . (5.10)}
- . ., 1 i ] ' "
' s f - F ot b o

k

' 8¢ ad
i a la ec, {5,710} le sumamos Yy restamos T 3? ¥ sustil-

tuimos 1la ag. (5.7} llogames a

L | + ';= . r + .
’ r-;.g.;’l?_' + n_‘(gj - ZEG ’E.E - A = I T . TR IS 31)
' Jex | o7 T dy . e ‘
.

De la e¢cuacidén de irrotacionalidad (5.7} se puede definir
un potencial de velocidad $tx,y} gque sEatixface

-

ay, .ﬂjl I _ )
az%ﬁ.,q-g% (s5.12}

Sustituyende (5.12) en (5,11) se obtiene

o

_ 138788 . 1,0870% | 2 3% ab 2B
E E,—{E—E]:I—a-;!-,—-l- E Y] {?%:IJ-E}-* Fﬁ%?ﬁf’: a f5.13)



'
'Shstituyendﬁ {5.4) en {5.1) tenemos - - I
; .
a3 aa 2! ap g
a iﬁ + ¢ Eﬁ + ?r 35 = 0
* ' P =|-'4:5-5}
R .20, 8 e >

LT I 9 w + T E -

que e¢5 la ecuaclfn de halanca de cantidad. de mDUlMLEntD en
funciﬁn de la dengidad y la velocidad del sunido La ecuac1&n

de conservacién de masa para un fluido compresible es

ﬁ%g-+¢a+ﬁt T}-u c {5.6)

Un riuve pracimensional e lrrﬂtlclgnnl aene Cumpllr la si-

-

_guiantc condicibn ' . -
av a0 (5.7)
- =ﬂ
®OWCLY, .. . ..
v - .

Finalmenta la ecuacidn de la energia mm

1 1 '
Woe o gwn, v 24 {5.8)

L]
,

donde h es la entalpia especifica, 8l gubindice = ipndica condi=-
cicnes alejadas del cuerpo sumergideo. De las ecuaciones {5.3) y
i5,8]) se obtjene, para un . gas peferfacto

+
ool {' L4 * E

B2 2 o+ ll-glitq’m-—azl (5.9}



bJ

ﬁag eéuaciGnE? (53.9) ¥ {5.13j'forman un sistema acoplade
en la incognita $(x, ¥}, Definiendo las siguientos variusbles
adimensionales i '

donde D es una distancia caracteristica, las ecuacicnes {5.9)

y {5.13) transforman

t -

. i . Ll '
¥ 3 Qiz ér i% ﬁ 3*% 36 .2 3%
EIQ * ﬁ_ = 'I:n::;,;‘i T ﬁ' v 9% 3y Bxay T "'-5%] T (5.15)
" . e
- ..?_'1_. !‘i_._a:‘;.;! ,-ﬂ;‘;ll Fars - -
W T T 2 PR T ‘aI' LaYrJ L - ¥

donda Hm-%. Moes 2l nlimerc de Mach alejado’del cilindro.
En seguida s® procede a obtener la ecuacién para la fun-
cidn de corriente., De la scuacion de conservacidn de masa

(5.6} podemcs definir una funciéﬁ de corriente afx,y]Fque Ea-
tisface

ﬂ'%‘_‘"%;GQ-%-% {5.17)

saustituyende (%.17) en la condicidn de irrotacionalidad {5.7)
v lieganos a

al$ 2’0 _ 1.2B ad )
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5.3 FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS

.Para el potencial de velocidad ${x,y), escribimecs la ec.

{5.15) como una ecuacidn de polsson de la ciguiente forma

-y I -
'5-1”, + -raay'b -~ gi{¢)L = C : {5.23)

donda

b -

gié ,ﬂfzn_ ﬁ;aiazﬂ -3'-'_?_;;31 3325I :
i§) = o5 E’Hx} 5+ 2 3% X Tany + c%r = (5.24)
Haciendo la aproximaci&n para un elementa

- n
Nx.y}:étx;:ﬂ-i-i“iﬁ (5.25)

donde ¢ es la funcidn aproximada y N, son las funciones de
interpolacidn de un elemento, n el nimere de nodoy del ele-
manto y ¢, es el valor de_li funcidn en cada nodo. Sustitu-

[ Ll

yendo {5.25%) en (5,23) ase obtiene un residuo.
a! at - B
.5_191.4-?}3-.- - ¢ | (5.25)

Se¢ hace el residuc artogonal a las funciones de interpolacidn

tal gque

e | o -
{Elﬂi} = {axz + Eﬁg" quidxd? o (5.26&)

donde §§ es el dominic del elemento. Tomande la siguiente apro-

iimacisn



T,

Esta ecuacién, aparte de no ser lineal, tiene dos lhcbgnitas

f

Yy E- De las ec, (5.5) podemos despejar los tﬁtmihns-%-%% ¥
" sugtituirles en (5.18) con lo 'se obtiena

#9  3 1 .36 3D a0 3 30 ,ao 2%,
ﬁ.*ﬁ-"i"*ﬁr‘“?ﬁ "watvsmwy iy 5

Otra vez, seria muy d4ificil resolver e€sta ecuacidn, ya
que ahora estd en funcidn de las velocidades gue ho conocce-

BROE. 5in embargo si sustituimos el potencial de velocidad
en lugar de las velocidades, (5.12).enm  (5.19),

S -

gz.j;' a? o ‘ {aA A. EAJ- . EA
T 2 ayz [1IA a £ 3873 x
98 #8_ 20 . 25 3§ 30 T ' |
+ 3% 00 -ﬁ-f.rr % 35 W} (5.20)

nost queda una ecuacidn de la funcidén de corriente en términcs

del potencial de velocidad, el cual podemos calcular de la ec.

(5,15}, al igual gue la velocidad del sonido de la ec. (5.16),

Dafiniends las siguientes variables adimensionales

# g .~
X ® Sp Y = 519 ban ! .
n (5.21)
O, S -
¢ Dqﬂl r c CN*
y mustituyéndolasg en (5,20), se tiene
Yy 3% ML 30 7% 3% | 33 3°6 8y
. Y Wy T ox sxTdx | By axiy Bx
, 3 F8 3% . 3% 32§ a¥
1 + 5x 3% iy ﬁ * Sy vl -—;.’I (5,20)
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. n )
§g 5 g~ ? :Njgj (5,27}

]
y aplicando el tecrema de Green a (5.26) resulta

".\-'

* -

L] w L
. : T
. anN-, N daN. 9N . } .-
i 74 i 30 ay-32
¢jJ (Bx 3= 3y 3y Ydxdy J T .'L':i‘Jlr By"idx}
Q ! T .
'ng NN dxdy (5.28)
i
4 - !

Usando notacldn simplificada escribimos

i;j by = £ + 4 ti=n,2,...,m) {5.29)

=]

e

A*es la matriz de coeficientes, f* es el vector de flujo & es

-

8l wvector gue representa los términoz no linsales y son

ani anj BHi anj
1
=| (3% . 3%
£ J{axﬂidy 2y 14X (5.31)

:.i--ng NN, AR . (5.32)
3



T3

El vactor ¢ se obtiene sustituyendo{5.25) enr(5,24) como

' i * .k T [
) aniz ?Nj an, N ; fﬂk ' o
957 [$igx ) ym * Fam) Yy iy
LN N

+ {¢13;-f ¢J§;5J {5.313)

¥y la valocidad del sonide
BH BH " .

2 o yeq -
c® =1+ (L }H‘,..E {d:ih N :l ' (5.34)

a L L) ‘_
A countinuacidn se ansamblan tlas ecuaclcones de todos los

L

elementos obtenidos ) - i

¢*.‘ £ d=1,2,000.m) re o {5.35)

=" b= ' . : L e
. .. 'II f \(i ‘r ., 'I’

ik R

_ Ya que el vactor.irggﬁla,ec. (5.35) estd en funcidn deJ
los valoras del potencial de. velocidad en los nodos, esta
ecuvacidn se resuelve por medio de iteraciones, para lo cual

en la primera itaracifn gse rezuelve
- 4 - -

A"p = 4+ {5.36)

Para M,-ﬂ Los valores obtenidos de $ix,y}! se uustituyan en

el v&ctor L de (5.235) y se resuelve la ecuacidn abtenidndose
con alla nuevos valores de $ix.y), los que se utilizan en la
siguinnté iteracidén. Asi suc951vamantu, hasta gue la diferen-

cia del valor nnterlur ¥y el NUCVO sea meNnor gua una cierta

o

4 LB}

magnitued.
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Para la formulacidn de-la funcidn de corriente, se sigue,
un procedimiénte similar al utilizadeo en el potencial de ve-,

locidad, llegando a

vy=g s t,1,2,...0n)  (5.37)

A
=1 ij

TR

I'F

- 1

. r - L]
- ]

Yy el vector & se obtiene a partir de

g, ’ . (5-3_8:«“-

by = Lj Hidexdy
_n
donde £ eata dado por i .
r. ' " 5 _ . . PR
' v A S 11
il . an, o8, P aw,

1 = hﬂr[:¢iax }I¢Jax3 {¢k3 ;ay 33x3y1(¢k3x )
LIRS 5 Pl it R

e :m a’n N, N, - szt_'lj L T )

z

donde c* se obtiene de la misma’fnrma'que en l1a ec. (5.34).al

igual gue para ‘el potencial de' 'velocidad, se‘efectla un en- !
samble deé todas las matrices de los el@mentos {5.37), pdara -
optener la matriz global de coeficientes, lo que se répresen-

ta

[ 3 *

AR G f7 4 ' (5.40)

En cste caso el vectcr A* dé la ec, (5. éh] estj en fun-
cion de los valores del potenc;al do vEIGCLﬂﬂd v de la funcxon
de corriante &#n los pcda » 8in embarge los primeros ya se co-
noccn.de la ﬂuluciﬁﬁ qc la ec, (53.35), por lo gue se'pueden
sustitutir agutl, quédandn la ecuahiﬁn inicaments en fpnciﬁﬁ

de {x,y). Nucvamente sée¢ utiliza un métedo de iteraciones,



*

.1 I *?jjh

cigual aa ugadg en el poteoncial de yalocidnﬂ para,encontrar

]p[x,y]. . . b . P 1 1

5.4 50LUCION ¥ RESULTADOS

Bl problems especifico escogido como ejemplo, e5 el del
Elujo uniforme alrededor de un cilindre de radico D, entra pla-
cas planas separadas por un distancia 2 H y se supohe gque el
flujo uniforme se encuentra a upa distancia 3,5D del centro
del cilindro FPig.5.1. Por la simetria del ffujo. se puede to-

mar para el cilculo sclamente un cuadrante del dominio total.

- r"
£ ' . - L. PR - T, e

Las condicjones de frontera, tanto para-ﬂl %atencial de
LT -

velocidad como para la funcidn de corriente, se muestran en
la Figq. 5.2, ' i .

. e @ . . )
Para la discretizacidn del*dominio e utilizan elementos

f-‘ R L]
at o Ery kYL T

triangulares. Las funciones de interpolacidn para cada elemen-

to son.cundriticag, phra poder-snskrifvwiviac an Tac a~ € 33}
R 1

y-.[(5.39), ya gue de méhbrjg}ado ge.anularian. Es pér'elin‘qﬁe

LRI

cada elementa tiene.6 nodos uno por cada funhcidn de interpola-

A P y . o L L& L] -
cidén, las ‘cuales son re A % r oF
o bt - A . ' *y .
LI u 4 - - . r + L L ot
Ny = 2Ly = L1 Ny = 4Ly L
' ) - ! - [N 9 [ Y .o R . ,
. H; = 2Ly = LE, Mg = 4dLs L, (5.41}
L] I L3 - [R] . [ . M L, .
. - Hy,= 2Ly - Lj Hg = dLy L,
J ¥ ’ L ' L3 i
a L 4 - ) .
- r 'Ji- . .

donde L;, L2, Ly son las coordenadas de aArca y 5u relacién cen

las /coordoandas cartesianag de . *

- L .

. ' . - * Yoo ; i

-’ - [

‘ L, = &, ¢+ bix toe.y {5.42)

i

donde las constantes ai,hi,ci estan definidas por la ec., (3.23).
. 3 SEAE S : .
$e utilizan cuordenadas de Area por su facilidad al efectuar

cperaciones, asl por ejemplo las derivadas de las funciones de
. ] L . - r

v
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interpolacifn se ohtienen por la reagla de la cadena comf
. [ W
auj.-_ BNi 3L, . ani aL 3 a“i 3Ly
dx 3Ly Ox gLz ax dls dx
(5.43)
. * _ F - i F
IN, _ AL, , au_ 3L . 3N, 3Ly
Yy alz 3y dLz 3dy - dL,y dy - .- Coaa

y las integralaes

a tyraves de .

-5

[ |

. donde & o3 el Erea del elemento triangular,

L] [

Se realizd un progra

gque aparecen €n

L? LE axay = 24

FI M L

* A 1 " . b -

Lymd oy ?
¢ﬁ;:i§iz:: (3.44)
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ma de cemputacidm que ﬁalcula laa
L . - » .

matrices y vectores de elementos finitos y tambiin efectfia

las itevaciones. Para el potencial de velpocidad, primeroe

. . . .
ge generan las matrices de coeficientes A de cada elemento,

mismas que se ensamblan en la matriz global A*, Se calcula

la integrla (5.3§} utilizando las cnniiéiungs de Erontera

del tipo Neumann y estas ya ensambladas forman el vector glo-

bal ﬁ*. El wvactor I* se calcula con los valores obtenidos

de ¢ en la iteracién anterior,

Lag' condiciones de frontera

del tipo Dirichlet se sustituyen en ¢l sistema de ecuacio-

nes (5,2%), con loa que se reduce la matriz global a finica-

mente el niimero de incognitas y se resuelve, obteniéndose

nuevos valores da ¢, La matriz A* y al vector {*

finicamente

. 'y . . - .
fe calculan una vez, ya gue son los mismos para cada itera-

. T . ) .
cién, lo flnico gue cambia es el vector &%, en cl cual se

introdecen los nucveos valores de ¢, hasta que haya una con-

vargencia dentro de una magnitud predoterminada.Fn el pos-
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procesaniento se interpola cuadriticamente dentro de cada
eihnﬂntn, pafh cbtener las coordenadas de las lineas equi-

poteanciales,

El présfama para la £unc15nlde corriente sigue un pro-
cedimiento similar al anterior. La matriz A de la ec. (5.40)
es la nmispa qué la del potencial de velocidad, ya que é;ta
depende (Gnicamente de la palla y las funciones de interpola-
cidn gque sa utilicen. En el vector 4* se utilizan los valo-

res ¢ obtenideos en el programa anterior.

-
1

1 -t
" E1 dominic primero mae discretiza coen una malla gruesa,
L

cdomo muestra la Fig, 5.3, la cual tiens 10 elementos y 28
nodos. Egto tiene doa finalidades: La primera probar y co-
rregir el programa de computacidén y la segunda observar don-
-da s8 encuentran las zonas de mayor variacidn, para hacer
una major discratizncidﬁ.

’ La rig, 5.4 mueatra una malla més fina con 37 alementos
¥y 92 nodos, la gue se realizd tomando en cuenta los resulta-

dos obtenidos por la'malla anterior.

En la Fig 5.5 se¢ presentan las linaas de corrviente pa-
ra las dos mallas en el caso de flujo incompresble. En las
figurs 5.6, 5.7 ¥ S5.B se muegtran lag linsas de corriente
,ﬁ equipotenciales para nlmeres de Mach 0.1, 0.2 ¥y 0.3 respac-
tiﬁamente, obtenidog con la malla fina, Estas figuras también
indican la variacién del niimero de Mach local, sobre la cres-

ta del cilindro.

Se pghserva una diferencia entre 2] caEoc de flujo incom-
presible comparado con ¢l flujo compresible y esta diferencla
@8 hotable-para altos nimeros de Mach. 58 nota tambié&n que en
el caso de flujo compreaible, el nimerge de Mach aumenta al
acercarce al wsilirdro. Esto pucdc presentar problemas para un

porfil acredinimicce 3i el namero de Mach lecal se acercara
a la unidad,.
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Para .bajos nimeros de Mach, se necesitan pocas iteracio-
L]

L] Fl

nes para la ¢onvergencia, como muestra la siquiente tabla:

M ERMC Interaciones Iteracioncs

] para & para ¢
0.1  0.0001 a 3 .
0.2 0,0001 ) 9 . 3

a.3 0.0001 20 3

La funcidon de corriente necegita moncs iteraciones para
conyergey, ya gue se parte de valoros exactos ocbtenidos del
potencial de velocidad. . '

Para la malla gruesa E@ logra conhvergencia hasta para nf-
mero de Hach 0.5, sin embargo los resultados obtenidos para
este nlmero, no son confiables, debido a lo grueso de la dis-

cr=tizacién, es por ello gue ac T2 ~rocontln.

Por Qltimo lag scluciones num&ricas demuestran la utilidad
del mbtodeo de elementos finitos de Galerkin, en combinacidn con
un métode iterativo, en la solucidn de procblemas de flujo po-

tencial subsdnico,
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Fig 5.1. Flujo compresible qlradado; de un cilindro entre placas
planas.
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Flg 5.2. Condiclones de frontera.
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Fig 5.4. Malla fina ¢on sus nodos,
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'Fig 5.6.
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-

i . .
Lineas equipotenciales y iIneas.de corriente para M=D.1.. _ .
y variacién del nfimerc de Mach local en la cresta del ¢ci-
lindro. ;
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Fig 5.7. Lineas eguipotenciales y lineas de corriente para M=0.,2
'y variacidn del nimero de Mach local en la cresta del.
cilindro.
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Fig 5.8. Lineas equipotenciales y lineas de corriente para M=0.3
y variacifn del nimerc de Mach local en la cresta del
cilindro.
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TOTELACTIVE SYsTE MG
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The user (desligner, draftsman, enginger or _technician)
interacts with -a TAD cystem: throungh applications software. The
programs "talk” tLhe user's Jlangudage as eppoesed Lo the computer
implementation Jlanguage which 1is, hopefully, isolated - from the
user in lower levels of wutilities and system software. The
usefulness of applications software is related to the human
engineering of its interface with the user ({command language, user
1/C hardware devices, saftware design, etc.}) as much as the
technical content and features of the program.

" Applicatiasns software can be divided into two categories:
standalone and turnkey. The standalone software is avallable from
a software vendor and [raguently runs on scveral differcnt
manuf{acturer's computers. The "turnkey software is available as
part of a packaged hardware/software system from a turnkey vendor.
The turnkey vendor typically buys computer eguipment from a
computer "manufacturer and combines: this with his own software,
hardware-packaging ~ anduworkstation~design.. A.few turnkey. vendors
offer..modified software-from another—~sofiware vendor. _ A ‘few-alse
produce. .thelir own-- hardware- Components, . particularly
microprocessers for ‘speeding uvpzinteractive graphics response.

Applications Software

Standalone applications-secftware has .the primary advantage:-of .

flexibility. 1t often can be implemented on . computers over a
broad size/speed range in organizations having diverse computing
machinery. Standalone software dominates engineering asnalysis,
where turnkey systems either don't offer capabilities or are very
weak. Turnkey systems, on the other hand, have the=-prinary
advantage -of ~being—available.from .one source, aveoiding the
patential problems of -multi-vendor scenariss. They -have. achieved
& dominance in the area- of “ geometric medeling -and “drafting
{particularly. 2D}.

This soction reviews-.the "standalone. applications software used

in CAD. Turnkey systems—are—discussed in-Section VIT, The=hig.

news ~jn-standalons =CAD seftware is the . migration .to-.smaller
Compuiers.,.

B9
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+ CAD Software Vendors/Nistributors

1.

la,

11,

* Gloucestershire,

Professor K. J! Bathe
Massachusetts Institute of
Technoloqy

Room 3-365

Cambridge, MA (12139

Swanson Analysis Systems, Inc, -

Boy 65
Houston, PA 15342

Merlin Technologles, Inec.
977 Town and Country Village
San Jose, CA 95128

Atkins Research and
Development

Woodcoge Grove, Ashley Road
Epsen, Suarrey, U.K.

IKOSS GmhH

"Vaihinger Str. 49

D-7@8B0 Stuttgart Be
West Cermany

C.E.G.B. )
Berkeley Nuclear Labs,
England-

Engincering Informatlon
Systems, Inc,

5126 Campbell Ave.
Suite 240
San Jose,
COSMIC
112 Barrow Hall
University of Georgia
Athens, Ga 3pbHd2

CA 95138

MacNeal-Schwandler Corp.
7442 Horth Figuerca Street
Los Angeles, CA 9804]

Mare Analysis Research Corp.
250 Sheridan, Sulte 208
Palo Alto, CA 24036

Universal Apnalytics, Inc.
774@ W. Manchester 8ldg.
Playa del Ray, TA 20291

94a

12,

13.

14.

15.

16,

17,

18,

19,

28.

21,

Engineering Mechanics
Hes. Corp.

P,0. Box 696

Troy, MI 4BR99

PAFEC, Ltd.

Strelley Hall

Main Street, Strelley
Nottingham, NGB '6PE
England '

SAP Users Group
Denney Research Bldq., USC
University Park’
Los Angeles, CA

&. 5. Computas
vVeritasveien 1
P.0O. Box 314
N-1322 Hovik, Norway

GTICES Systems Laboratory
School of Civil Engineering
Georgia Institute of Tech,
Atlanta, GA 20332

Structural Dynamics Research
Corporation

29807 Eastman Drive

Milford, QB 45150

T~Frogramm GMBH
Gustav-Werner-5tr. 3
D-741A Reutlingen
Wast Germany

MC 3 UTD
Dept.
F.D.
Sti

K161 /270A
Box .515
Louis, MO 63166

SIA Ltd.

23 Lower Belgrave Street
Londan, SW 1

England

Jardan, ﬁpostal, Ritter
Assoc. Inc.

. Administration Bldg. 7

Davisville, RI 028%4
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22, Interactive Graphics
Engineering Lab
University of Arizena
College of Engineering
AME Bldg., 16, Room 21pa
Tucson, AZ 855721
(602) FR4 -/650

23. PDA Enyineering
1749 Garry Ave,, Suite 201
Santa Ana, Ch 92705
Ush

24. Manufacturing & Ceonsulting
- Services .
3195~x Mirport Loop Drive
 Costa Mesa, TA D25825 .

25. Lockheed, Burbank
Building 67, Plant A-1 :°
Department-8334.7 -
Burbank, CA"891s581™"

26, . EvanszrandrSutherland -
Computer Corp. .
588 Arapeen Drive
Salt Lake City, Utah 84108

27, Production-Automation
Project
College of-Engineering and
AppliedsScience -
Universityasof.:Rochester.:
Rochester. ,n NY.T145275 .

28, MAGI,: '
3 Westchester Plaza=
Elmsford,~ NY [10%23 .

29, MATRA-Datavision UK, Ltd.
Systems. Engineering
‘Laboratories
Rafferty House
2-4 Suttoen Court ‘Rooad-
Sutton, Surrey SMl 45y _
england .

3. MIAUTO -
Dept. K587
P.0. Box 514 .
Sti Louis, MO-83156 -

e

"+ 878 =2ER,. England

prye @

31, Technishe Datenverarbeitung

A-80G10, Graz
Luthevrgasse 4, hustria

32. Washing 'on University
Technelcjy Associates
8@48 Lit.inger Road
5t. Loui::, MO £3144

313, SCIA
Atrenrodestraat ©
33895 Meensel-Xiezegam

Belgium

34, Advanced Engineering . -
Censultant: AB
Box 3044
S-580 03 Linkoping
Swaden T

st

-
-

— -

355 EngineeringaiComputers T e

- Services, ,Ltd. | .
.. Piecadilly, Jamworth,..Staff{sz

35. Computational Mechanics

125 High 5trect
Seuthhampton, Hampshire
SOl .OAA, _England

37...80CQTEC ™ ~ e
"Les .QuadrantsT -
3 Avenue 2o Cenuvre_
78182 St+Duentir enc¥Yueliness
Cedex, .France

3% DPr. Edward=-L. Wil son- - -
10508 Leneve Place
El Cerrito, C&-94530

g, IY5L, Inc.
5th Floor NBZ Building
75280 Bellaire Blvd.
Houston, TX 77435

Ag- A, D. Little,.Inc. .,
20 .a7orn Park..,
Cambridge;wﬂhﬂH21dﬂf A

— L

41, .Quadrex.Corparation
1790 Dell -Avenue
Camphell, CA 895808
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42, Structural Software 53. Structural Programming, Inc.
Developnent B3 Boston Post Road :
19390 Shattuck Avenue Subury, MA Q1774

Berkeley, CA 94704
54. Shawler Asspociates

43, MCAUTD ' - . 1959 Chalice Way
Dept. K246 Toledo, DH 436113
F.0. Bpx 514 ="
5t. Louls, 40D 53166 55, SysComp Corporation -
- 2042 Broadway
44, AAA Technolegy and Santa Monica, Ca 90484
Specialities Co.,, Inc.
F.0. Box 37189 . 56. FKelguin and Associates, Inc.
Houston, TX 77615 P L8222 Troma Drive
. . - - P.D. Bax.l299n
45, Fitech, Ltd, . : " T Bl Paso, TX 79912
Mississippi State Uniwv, -
- Drawer KJ - 7. Yteiler-Pennock,>Inc..
Mississippi-State, MSZIG7R2:.. - 2727"Rryant:Street--m " . Y

. Denver, CG Bﬁzll_
46." Mr. .Ronald T. Bradshaw - -~- .

85-Central. Street ' ' 58.° Stress Analysis Associates -+
waltham,- MA.02154 - - ©7 4529 “Angeles: CrestuHighway.-
Suite 104

47. Gulley Computer Associates ’ La Canada, CA 21011 *
2308 E. l4ch -
Tulsa, OK 741864 - 59. Computer Mart

5600 West 14 Mile Road
—~48,- Gtructural-_Members. Users - Clawson, MI-*48a17 °

Sroupy: Ltd.t. - -
P.O. Box 3958 : ! ) * i6fl.z Northern..Research and I
Univ..of Virginia Station : . - . Engineering Corp.

-+ Charlottesville, VA 22003 - . 39°0)lympia ‘Avenue:- .

' om . ~ - C . . Woburo ;- M 'A1BALN .- - “a

49.%.GenesysLimited ° '
Lisle Street
Loughborough, LELIOAY ¥ | o - .-
England -

50. ECO™ Associates
5678 W. Brown Deer -
Milwavkee, WI 53223

51, Synercom-Technoloqgy
P,C.” Box 277

- .15ugerland, TX"77478 v -

52, CONCAP Compuling Systems . -~

7700 Ednewater -Drive h .

Suite 720 - ' =
Dakland, CA 94n2l .

D2
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Software Referral Caialﬂgs

1. HP 1000 Guide to DEMs and Saftware Suppliers
OEM Market Development
Hewlett-Packard Data Systems Division |
11008 Wolfe Road _ : ' )
Copertino, C& 05814

2. Engineering System Software Referral Catalog
Digital Egquipment Corp.
Engineering Systems Group
-28p Forest Strect
Marlbotro, MA 01752

Distribution Agencies for Software

1. ASIAC (Aerospace Structures Information and Analysis Center)
AFFDL/FEBR i
Wright Patterson Air Force Base
Dayton, OH 45433 .

2, CEPA (Scociety for Computer Applications in Engineering,.
Planning and Architecture, Inc.} .
358 Hungerford Drive '
Rockyille, MD 20850

3. COSMIC
Suite 112, Barrow Hall
The Unilversity of Georgia
Athens, GA 3896p2

4. HNational -Information Service- Earthquake Fngineering Computer
Applications
519 Davis Hall -
.The University of Callfornia, Berkeley ..
Berkeley, CA 947282 . . .

5. National Technical Information Center
5285 Port Royal Road
Springfield, va 22141

6. MNESC (National Energy Software Center)
9780 South Cass Avenue
Argonne, IL 6M439
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Who's Who in the GE/SDRC Joint Venture *

Structural Dynamics Research Cerporation

- SDRC, & privately owned corporation, was organized in 1967 as a
consulting engineering services company dedicated to serving the
mechanical market. It presently specializes in the application of
computer-aided engineering techniques te mechanical product design
and problew salving. .

As a CAE pioneer, the Milford, 0OH, firm has achieved a
world-wide reputation for engineering excellence with its work for
clients in these basic industries: automotive, aerospace, machine
toels, primary metals, pawer generation, hydrecarbon processing and
agriculture-construction-mining equipment.

SDRC provides on-site electronic testing to solve vibration,
stress, fatigue and failure problems in plant eguipment and
structures, and computer analysis to predict dynamic behavior and
prevent problems before they ocecur. Through its SDRC/CAE
International subsidlary, organized in April, 1981,.1t has offered
CAE spftware encompassing all aspects of the engineering design
process from concept through manufacturing.

The firm has 400 employees, including more than 225 englineers.’
Sales for the fiscal year ending March 31, 1981, were $21.5 miilionm.

General Electrlec CAE Ipternational Inc.

The Milford, OH, based joilnt wventure of GE and SDRC is
responsible for parketing of its extensive cffering of CAE -software
and for the development of new products for the mechanical
parkecplace. 1t also assumes responsibility for the marketing of
N/C factory automation software formerly in the General Electric
Information Services Company's product line.

GE-CAE International software also will be offered by the
GE-owned Calma Cowmpany and cther leading couputer suppliers, as well
as Selected computer network vendors. '

] In addition to marketing its software, GE-CAE International
plans a worldwide network of Productivity Centers where customers
can experiment with CAD/CAM and CAE, receive technical assictance,
and develop custom applications software without an initial
investment. Centers are now cpen in San Diego and Cincinneatil.
Others are nearing completion in Wiesbaden, Paris, Lendon, Tokyo,
and Detroit. Additional locales are In the planning stage.

~@more-
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General Electric Informacion Services Compﬂn?_ . -
. LI vt *, "
GE Information Services, a pajor supplier of. computing services,
will distribute GE-CAE International products. The firm has a .
worldwide distribution and technical force of over 3,000 lncated int

190 sales cffices in 2% councries around the world.

GE Informﬁtiﬂn Services operates the wﬁrld's largest | -
conpercially available teleprocessing network, which includes 500
processing and cowmpunications computers.

This comzunications network provides the vehicle for a paperless
flow of design and manufacturing data to and from the large numbers

of component ~suppliers serv1ng end- product menufacturers. o
l': — "-"a. , . - | -
Calma Eompanzk” - s '_ -
GEls CAD/CAM' Subsidlary nfferscme:hanical -design,~drafting and L
manufatturing scf:ware wlth its turnkey graphlcs systems _;:Fﬁ;
Calwa's linexnf- sophisticated 1nteract1ve graphicsiproducts.wiliz >,
*be-expanded ro°include GE-CAE: Internaticnal software..-Calma . "

hardware will also-be utilized-in GECI Productivity Centers.

The Santa Clara,-CA, headquartered firm, acquiréd by GE in -
April, 1981, has 1,000 employees and offices "in 20 U.5. cicies and« '”
10 foreign- countries: It expects to-ship $100 pillion -in’ Equ1pment“
in"19B1...

A LI ) : | - . - =T
GE*IndustrialaElectranics‘Group t . ) .-

~ = *"The-lndustrial-Electronics-Group:zis.the.focel point of=GE's5= ~ .o . .
masslve-effort.to:be -2 worldwide leader:in supplying-the autozated-.
“ Factory- of the.Futurer This.thrust.was.announced:in-Aprily, 1981,
when GREicompleted.the acquisitiong of Intersil’ a major . .
nlcroelectroni:s gupplier,  and Calsoa Coopany.- -

-« Inraddition to these whelly. owned.subsidiaries,. the Group 'has .
tvwo divisions. The Electronle Cocponents-division-includes the - o
Semiconductor Products, Tube Froducts, Capacitor Products and :
Electroni¢ Cozponents Sales department, plus the Instruzent Preducts
Section,. Power Supply Operation ‘and Liquid Crystal Display’ Dperntion -

--iThe Industrial Electronic Systems Division-comprises the*-"- -
- Industrial_Control and Drive-Systems. departmwents, and.the™ e
- Programmable Control-and. Speeq Variptor: Products.. Dperaticns.;z,__“ -

An Industrial.Electronic.Development Laboratory,- located-at
- Group headguarters ipn Charlottesville, VA, will be occupied in the
Spring, 19E2. .
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Consolidation

Cre manual explains the usage of stalic,
dynamic and plot oplions: a tlow chart
tustrates analysis lunctions

Index Tabs

Each majar dala section/lunclion is high-
hghied with index lab separator sheets

KNODES RESPONSE SPECTRUM
ELELIENTS TIME HISTORY .
LCADS EZPLOT

STATIC QUTPUT E2SPEC ‘
DYNAIICS APPENDICES

Cerd Layouts
Facn data section begins with a card
layeoul sirip lustrating the format used
tar each card lype

Output Explanations

Examples af printed oulput are piclured lor
eacn ¢lamant lype wilh explanations ol sign
convention and guiput headings

Guiput Processors

All oulout quanlities can be diverted to

a ois- Or iape We; processors (FORTRAN
oG ams) which read these external liles
aie given in the Appendices

L i Ef“”'”

Static and Dynamic Finite
Elzrient Anglysis System

EASE2 has long been noted tor its ability
o handle farge siructural systems al very
low cosis. s no-nonsense appidach o user
documentation 1s 53 straighllonwvarg thal
mast users code their first problems diregtly
from the manual without any need for time-
CONSUMIng training ses5i0N8 Or expensgive
seminars.,

New Users Manuazl

Now the user's manual has beenredesigned
1o allow {or even greaier ease of input.

Cardimagas are included lor every data item
INpUt 50 that the user can wisuglize each
parameter. This is uselul to enginecrs who
use the wneshanng/free formatl input
oplions.

All wariahles are cefined with & name and
reference W aetailed notes eaplaining the
use of the variable ang any effecl il has on
Ihe analysis This is especially benelicial
o birst-hime users who need to lamuhianiza
Ihemseives with namencialure and
dehnitions.

CORFLIE & IDM

ot

-y

IG11 Sowth Pacihi Codsl Highay
Hirnde Beach, Caldeanin B0 77

|

1 'I.ll !!
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e

Enginecring/Analysis Corpotation
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STRUCTURAL SOFTV/ARE DEVELOPNIENT, INC.
ANNOUNCES '
SUPPORT SERVICES FOR COMPUTER SOFTWARE
DISTRIBUTED EY NISEE/CORMPUTER APPLICATIONS

SOFTWARE SUPPORT SERVICES

Structyural Software Development Inc. (5.5.0.) has initiated a software support service for several com-
puter programs distributed by the Mational Information Service for Earthquake Engingering. The pur-
pose of this service is to provide NISEE program users with fast, reliahle, and accessible consuliation
services on the use and interpretation of heavily used NISEE structural analysis programs. An outline
of these services is presented belowr:

program familiarization for new users

#id in structural idealization and appropriate madelling
generzal problem diagnosis

inputfoutput understanding and interpretation
additional, in depth, services upon request

4 & & & =

!

Most problems and questions can be handled via direct phene consultation.

- - r

SUPPORTED PROGRAMS
Support service subscriptions are avaitable for the foliowing programs:

TABS — three-dimensional linear ¢lastic analysis of buildings
{uncoupled frames/rinid floors)

ETABS — three-dirmensional linear elastic analysis of buildings
{limited frame coupling/rigid floors)

SAP -- general linear elastic structural analysis

AMSHR - general nen-linear strirctural analysis

DRAIN-2D — inelastic anglysis of plane structures

DRAIN-TABS — thres.dimensional inelastic analysis of buildings

STAFF

5.5.0. rmaintains a full time stalf experienced in the development, use and support of these programs.
Personnel are available for phone consultation 9 a.m, through 5 p.m. (PST) weekdays.

SUBSCRIPTION RATES

The subscription rate for any single program is $250.00 and includes a maximum of 10 hours consul-
tation gver a pericd of 12 months. Subscriptions for multiple program suppart or other altemmitive
support arrangeinents are negotiable. Subscriptions are limited.

Interested parties showld contact:

STRUCTURAL SOFTWARE DEVELOPMENT, INC.
1930 Shattuck Avenye
Berkeley, CA 94704

Telephone 415/849-3458
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ENGINEERING MECHANICS RESEARCH CORPORATION
P.O. ROX 636 » TROY. MICHIGAN 48099 U.5.A. + PHONE: [313) 968- 1606

NON-DUEA

NON—LINEAR NUMERICALLY INTEGRATED ELEMENTS FOR STRUCTURAL ANALYSIS

A FINITE ELEMENT STRUCTURAL PROGRAM

NON~-NISA is a finite element computer program fot non-linear [grometrical and material) structurat
analysis. The program has two— and three— dimensional isoparametric elements, At present the
program has 4 & B node isoparametric elements for glane stress, plane strain, and axisymmetric
alements for two dimensional analysis, For three dimensional znalysis, 16 node isoparametric thick
shell and 8 and 20 nada ispparametric solids are availabla,

Larga displacement kinematics {geometric nonlinearity) 15 based on the total Lagrangian formaulaticn.
A number of material models such a5 linear elastic, linear elastic orthotropic, noniinear elastic-plastic
and nontinear elastic incompressible (Mooney-Rivlin material] are included. . In elastic-plastic model,
Ven-Mises yield condition is being used with several hardening rules like isotrapic, kinematic, combined
isatropic-kinematic, and mechanical sublayers. Both static and dynamic analysis are possible. In
dynamic analysis, Wilson’s Theta and Newmark's time integration methods are available,

In salving the nondinear equilibrurn eguations, a step-by-step incremental formulation 15 usaed. At
each step, equilibrum iteration is performed (if desired} using modified Newton—Raphsen method
until a convergence solution is obtained, and then | the the nan-linear stifiness matrix is updated for
the solution of the next step. Eguations can be solved either by an in-cote or an out-of-tore solver
depending on the problem sfze and availahle core size of a given computer sy stem.

DISFLACEMENT
ELEMENT TYFPE DADER LINE AR PARABOLIC
DEGREES
OF FREEDOM
F]+)
ISCPARAMETRIC
®* P ANE STRESS Ux v

. PLANE STRAIN

® AxXISYMMETRIC

i
1SOPARAME TRIC

WTCK SHELL ux Uy uz
IDESCAIBED AY
10F AND BOTTOM

NODES]
¥ F oAy -
1+ B
ISOPARAME T &AC e
4 HEXAHEDRON ux gy ul ““"‘--.,,
z K.

CENTER FOR ENGINEERING AND COMPUTER TECHNOLOGY
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United Compuling Systems" APEX/SL Prt;gram
. Library offers you a complete range of advanced

engincering programs suilzble for operation in the
time-sharing, remote batch and/or remote job ooy
mode(s). Listed herc are the major gnginesring pro-

grams 2nd graphic interface sysiems available 1o you
on the APEX/SL system, A briel description of each
program’s function follaws.
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CHEMICAL/IPETRO-CHEMICAL CHVIL COMPUTER GRAPHICS
AIDEX 11 CNCGRD CALCOMP BASIC &
CHEMTRANT COGO FUNCTIONAL
CONCEPT CARTHWK SOFTWARE PACKAGES
©DESIGN/ 20007 EARTHWORK PROGRAMS Cl's.1
DISTILT FLOORR DISSPLA™
ECONRUMN FLLOORT DISSPOJ
HEXTRAN™ HEC PROGRAMIS HEWLETT PACKARD
HTRCSTL POSTEM PLOT/21 PROGILAMS
HTRIST4 SECS PLOTIT
HTRREHIL SUBPLAT PROGRAMS PLOTREQ
HTRRTF? TRIDRIL® SACM
HYPROR TRIMAT SUPERTAR
HERAC2 TEETRONIN PROGRAMS
PIPEFLO UNIDRAW
REFINE® UNIGRAF®
SSIVLE
SYMBOL"
TPFLOW
WELLFLO
ELECTRONIC PRODUCTS ENERGY MECHAMICAL PIPING
_ | DOL2 ENVIRONS PROGRAMS ADLPIPE
Circuil Simulation Device & Pracess ECLIBES (PROCGI/PROG/PROGYH MNEYSS
Simulatian FCUHART ERP AUTOFILEX"
HSPICE MUOSI FIRE SPRINKLER DYNAILEX”
METACKT SUPREME POGOS DESIGN PROGRAMS EZIFLENT
SOLCOST INTURCOMP PROGRANSS FLANGE
WERCD Pl
TRIVLENS
) TRIFLR?
Microwaves TRIVESL®
T WAVENET
L CCANSYNT
(‘ﬂ?lli’.-\ﬂ" NUMERICAL CONTROL PROJECT MANAGEMENT
PEELAY
FILSY N APT [FARTN R
. CLTSI TIMETABLLE"

TUCS/APT
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Generates atatic, stress and dynamic piping analyses
and repor!s which mect current ANSE and ASME

codes.

AIDEXN

Handles heat transfer fur tobular heat eschangers
as well as sensible hear, condensing or vaponzing
changeal.phase on cither the shellside o tubeside

al any TERMA heat owchanper,

IS
7
/!;, 3 73
STRUCTURAL
1 ||| I
" - Nonlinear Analysis Linear Analysis Heat Transfer
] Analysis
ANSYS® ANSYS
EDI PROGRAMS DESICGNS ANEYS
GIFTS IV EDM PROGRAMS MARCS PROGRAMS
ESHEL GIFTS 1V MSC/MNASTRAN
MARCS PROGRAMS KSHCL LA/ NASTRAN
MSC/NASTRAN® MARCS PROGHAMS
UAI/NASTRANY 5AP4
SPACE4 s
SPARJEAL
STAAD-II
STRAN
Marlne Analysis Design
. ANSYS DESIGNS
EDRI PROGRAMS ATAAD-I
MARCS PROGEAMS
MSC/NASTRAN
UAI/NASTRAN
SYSTEMS PHIDFESSIONAL
I I | | l
Business Applications Concrete General Analysis Masonry Steel Wood
MANAGE BOXCUL. COLLDS BRGWALL BASPLT OLULAM
COLFTGL DETTRH EQPICRI COMPPBA TIMBER
COMFTOL EQRSWIL, CoMPBU
CONCOL RLGFRM STLEMLU
FLPLT RIGTRM STLCOLY
NONPEM SHWINT WELDDM
FPRISHM SINTPEML
FRSTRS SPSTRESS
PRSTRU
RETWAL2
ALPHABETICAL LISTING OF
APEX/sL ENGINEERING APPLICATIONS
ADLPIPE AMPSYNY

Uses dircel synthesis techniques 12 calculale
amplificd input, owiput and inlersiage notworks;

mects wser-specificd bandwidil, epple and gain

slope regeirenients.

AMNSYS®

Solves enpincering analvsis problems using the
matris displaceinent method based upon infinie
element Blealization.



fMaterial Nonlinearities

LARC contains an extensive library of matarial
behasors. Al types of behavier which make physi-
cal<ense may be present in a single anatysis. All
malerisl properies may be temperature depend-
&1, =nd absirary anisolropy (8g. layered artho-
Hasc sheds)may be defined as a tunciion of pasi-
Lon tirsugh user subrgutines. Examples of
consbifulve characterizations available in the pro-
gram arg;

o Isctropic, kinematic or combined hardening o
Figurc 8 ’

Warld Headquarters

260 Sheridan Avenue

Palo Alto, CA 94306
Telephone: {415} 326-7511
TWX 2103732013

MARC Anatysis Research Corporation

e . —_

e ——— 2w

elashic-plastic materials with Mises ar Mohe-
Coulomb yieki surfaces.

* Agsociated or nen asseciated flow rules.

+ (Croep analysis — stress induced, Special high-
temperalure Iheories (OANL equations for nuclear
camponents).
frradiation induced creep swedling,

Coutamb Iriction.
Concreta cracking.
Noalinear elasticity (e g, Moaney Material).

+ Incormpressibla elaments, potential {luid flow.

s Metai working.

» JHintegral evaluation and C.0.0. predictions
tor fractura mechanics.

.
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1 binea with theoretical analysls is the
i best approach 1o many design prop-

lems. Al Engincerlng Methods, phato-
efostc measurements are used togeth-
o with finite slement onaiyses ka
{ reduce your design tima and costs.

Pholoslgstic measureaments made on
actual horadware are used 10 verily the
finite element analysis of your présent
design. they can be opplied under
vorying tempefalure and  humidity
condilipns ond they show ful-held
straln paflems I either slalic of dy-
namic logd cases. Design chadnges
gre then potelyped within the com-
puler using the finile element analysis;

you recuce the numBoer o hc:rdwﬂre
protolypes needed.

Engineenng Melhods helps you pin-
{ point cnd comect problem Greqs in
1 vouwr design—whelher itls inthe figld, in
the lab, or on The drawing board.

i you akrecdy use pholoelastic meaas-
urements, use Engineaning Meathogs to
help ralieve worlk overload, 10 check
criical analyzes, or o provide ad-
vanced expaiisa.

To get the rdght answer In less fime o
less monay, ’

Don Use Convenlional Methods,

Usa Engineenng We!hods

Engineeringf. zihodsIng,
AN *—]

E’J’

M0 North 510 Slioed
Lafoyeta, B4 47901
1420047

You know that lab or field iasting com-
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CCHPUTER REQUIREMERTS

The BERSAFE stress analysis package is written in FORTRAN 4
for the 184 370. A few extensions to standard ANSI fortran
have been used bul in general it*is easily converted for

other machines.

Yersions of the package have been installed over the years
e¢n various machines produced by the following manufacturers:

184, ICL, DIGITAL, UMIVAC, PRINE,
'€DC, BURROUGHS, GEC.

The most recent versions of the programs are available for
the larger IBM machines from 1BM 4331 to-IBM 370, and the
Digital VAX 11/780.

If 'you would Tike deta115 regarding the 1nsta11at1on of the
BERSAFLE package please contact the:

BERSAFE Advisory Group

CEGB Berkeley Kuctear Laboratories
Berkeley

Gloucestershire GL13 9PB

Tel: Dursley - 810451 Ext. 221
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Computational

Mec haniCS, | 3601A Chapinan Highway

C _ Knoxville, TN 37920
onsultants Phone: (615) 577-5494

COMOC: R1D-FULER

FINITE ELEMENT COMPUTER PROGRAM FOR SOLUTION
OF THE QUASI-OME-DIMENSIORAL
IHVISCID NAVIER-STOKES (EULER) EQUATIONS
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A)i‘\&mg " FEATURES :

Linear and Quadratic Basis

Implicit, Time-Accurate
Phase-Selective Non-Linear Dissipation
Mixed Flows with Shocks

GEL Accurate and Efficient
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Note: This material forms a portion of an Air Force Wright Aeronautical Labora-
tories Technical Report summarizing a research project on finitc elonent nuwer-
ital methods for the multi-dimensional Havier- Stnkes cquations. This report will
be published approximately June, 1982.
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The CAE integrated applications software system likewise must address 2l functions and applications
required in mechanical product development. The soltware must be distributed and portions of each
package must run on intclligent graphic workstations, supermini preduct compuiers, large mainframes in
a katch mode, and an nelwork foreground and background processors,

The core of the applications software runs in an interactive mode on the new virtual memory “‘super-
mini* mid-range mainframes, i.e., DEC VAX 11/780 and/or IBM 4341, as shown in Fipure 15. When
these machines get ipaded, or large computations are required, processing is automatically delemred to
large in-house mainframes andfor to network computers. Such processing is performed in a batch mode and
retumed to the product computer when compleled. The system command executive gnd product data
bast management systern aulomatically “spawn™ particular applications software packages and provide all
appropriaie data required {available) for the application.

Particular applications on interactive graphics minicomputer workstations ate used to offload the product
computer with those inputfoutputl graphic and computational aclivities that require the highest level of
interactivity with the operator. .
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STH UCTURAL DURABILITY DESIGN
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