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All OPTIMIZATION I·IODELHR 'THE PLAIINING< • . 

OF ELECTRICAL DISTRIBUTION NETHORKS 

J.M.Cobián M. Rui:z c . 
Instituto de Investigii<::iones ElOCtricas 

OJernavaca, ~br-. 

j · INTRODUCTION 

~ problen_ of st.ru::turing a distribution neti-.Or-k in space and ~ is 
¡fornullated 1Il th.is pap= as a mixcd-integer- programning optimization m:del •. 
. 'Ihl:! approach also alle>Ns for- the solution of the problen of the optill'al 
!1ocation of <listribution !illbstations and their capacit:y expansion.aswell 
¡as the relatOO confi<Jlll"aticn 0f the=~g pr-irrary-fooder net<-Dr-k.: 
.'Ibis sane m:del can l::e used also to solve the proble-n of the cpti.-ral ~-: 
!sign in space and tine of s=x1ary net<-Drks with · their co~ 
:<listribution transfoners ... 'llle optimiz<:tion consists of minimizing. the 
,present, =rth. of ·_the, costs- of. capital :invest::rrent · and. encrgy. losses in. the 
!net<-Drk.for;the:planning horizon:to be:considered.·. - · · ' 
'Jirrong the advantages of the:approach:taken he= t-o forrnulat.e this problan, ... 
!as ccnparecl to·other approaches in the-literature, are, that firstofall, 
:it consiCers·basical.ly the actual ne~k and not a.'l. idealization · of it. 
iit also inr::lWes the d¡.-T.amic ~ of the capacity ~.,sion o!' the net:­
;...ork in tim:l, and is able to handle large-scale netc~-oú.s -..:ith a ::-elatively 
'srrall rl\liT'.ber.of.integer~(binary) _variables and autoratically solves ti'oa 
.:inportant problern•of obtaining·the. o¡>ti!ral distribution of po.-.=- fl~-s for 
;a given.configuration- of:a net\-.Ork;-_ The·application of this m:xlel can. al-­
lso help electrical utilities to evaluate the fn?a.ct of c.>unges .in ·tiJeir_ cost ~ 
icol¡:o>lents:and·inotm. existing normal.i.Zation- of_thefr equip¡ent ·in _the.,_ 
!roeb.Urk:(1·,4,6) ~ - . 
l'lhe.solution.algorithm to .. the.prablen,fomulated above is a_ spe=ialized_ 
ibi;anch and;b:Jund.search :thatctakes· advantage· of- the.p3rt.ic:ular. stnx::ture·· 
~of. this. problon· to •find .. the -:opt:imll · solution nore:efficiently •.. 'IDe cor- . 
]resf:Ond..ing linearoprogramning·s~.&probla:\S are also of a.p=ticular.typC...;:_ 
,kno,..n:as · "transshi¡:nent'~ ar .. "distribution" proble;n¡; ;.hlch can.l::e solve:.'l·· Jvery rapidly, rrWdng t.'le ovcrall alg:¡ritr.:n ver¡ effective.-

' 

. N 
RN 

FOR-UIATIO< OF 'IHE PR'l!nll1 

nm-ter of stages of the planning hori:zon. 
nurber of prop:¡secl expansion prujects. 
~ dcamnd of. the en tire systen at tiJre t. . 
{q/q ncrle jn.:jex of the c:orres¡::onding circulatory net\-.Qrk} • 
{(i,j,m,p) 1 (i,j,m.p) direct.ed are frun nccie i to j in the cir..: 
culatory net<-Drk corre5f0:1ding to a segncnt rn of the li.neariurl 
po..er loss ·function, 1·.-ith an i.ndex p irrlicating whether· or not 

• 

' ~ are is been m:difiecl by the acceptance of pruject p}. · : 

1

1
PN {{i,j,m,p) 1 (i,j,m,p) directed are frun ~ i to j in the cir- · 

culat.ory neto..urk c:orresp::nling to a segrrent m of the linearizcd 
~.loss function relcnging to projcct p}. 

~OJrq · {(i,j,m,p) 1 (i,j,m,p) E:R" and i~l. · 
rcu:" { (!,j,:::,p) 1 (i,j,m,p) cPN a..-.:l i»e¡J. 
L.~'---- --

• 

·-:j _____ _ 
" 



.. 

·-• 

• 

• • 



•... ' 
r:;:..¡ {(i,j,~.:>l /(i.,j,;;~,p) ~;::-; "-~-:! ~=·)­

·P-l:.--''G'·--{(i,j,;:,,::;) / {!,J,"'-•P) o:I-c: ~"::i ;-:}. 
XiJ;tt>t cor:tir.tn.JS eecisic.n v;rri.:ilile :'E:pr.::!=-.ti.-.q ~-e ::C•-Ur !"le.> of ~:: 

u.:.~.¿) ~;.:¡ ~';. >:::.::~ st:o-::~ ':. 
~.; • =¡¡ti.-:<:eus Ccc~sicn v;rriable r~:::rc:>c:.."ltir.o¡ tl'::! f.C.:cr Ec:-1 e: = 

l.Jr-;¡t (i,j,m,p) EF.-1 at tir.¿ stag.;! t.-
ypt binar_¡ Cocisicn v=iable ir.Cic:.ti..·.:; -... ;~~::-~r r-c<:>jcct p i;; i.:l c:;::,r­

aticn c.t tilrí! :;tage t. 
Aijrrpt UIUt cost at 'present value ass=iated_ toare (i,j,m,?l d}J. 
Cpt capital cost at present value of tha re-..;-ui::c-d imrcstrr.::nt to stnrt 

project p at ti:rc t. 
Kijmt capacity of the direc~ are (i,j,m,p) E~ ( If j:n+l the CilC:<!C­

ity is EqUal t.o t.'J.e ~'"- C.=.-:-.:u-:1 at lea:! ::-;;Ce i at s;..age t. If j'"') 
the ca?acity is eqt.:a1 to t.."m total ~T.=--.::!. Dt; of thc net:wr:~ .=.: 
tine t) • 

·Kl<ij!l\=l capac:t-ty of ti:e are (i,j,m,p) <::P:-1. 
NE m .. -r.ter of rcsttictions of lcgicnl .:.r.dfor t.ecr~'li=l dc;-:o."~dc..-,c;:, ~­
~ the different prajc.-cts prc.p;:,.s.:-J. 

fr.(·) fu:-.ctic:'lal rcla!:iC:'Iship tet-.-:~."'1 t.".~ b::.:::c:-_; 'nrriables b t.'-.c. l:::;i­
cal ar:d/or tec;.K,ical Ce::en.C=:-.ce rcstric~::.c:-.s. 

Bijrrpt unit cost at present v.Uue asscciated toare (i,j,m,o;l tF:;. 

¡..,;rnE:-t"-..TIC.~.L c-;::;::.EL 

It is asscr.ed that: l= l, ... ,NE ;-p=l, ... ,NP; t=1, ... T. 

T 
Minimize z = E 

t=1 

subject to 

{ ' 
{i,j,m,p) ~ro;¡ 

A .... 
l.J~ ... 

' (i,j,r:~,p) 
B .. ._w .. ....,..+l:C 

l.JI:p>-. l.J"c<-"" ?"'1 pt 

E x .. ' ' (i . ) l.J.Lc<-"L (i,j,rn,p) c<Wrq ,),m,p e:Cl.'l'q 
w .. -

l.~;:;;t 

' xijmpt ' wi. t""1;q~:¡ 
(i,j,m,p) (i,j,rn,p) tPnl )1'1\"l 'lll, 

D < x < K 
- t = n+l,O,O,O,t = n+1,0,0,0,t 

o 

o 

o 
~ xijnpt ~ Kijmt {1-ypt) 

:i. wijmpt ~ I<Kijl!\'l Ypt 

y = 
pO 

o 

Ypt - Ypt-1 :i. O 

y¡:fl'+l =1 

(i,j,rn,p) 

' (i,j,m,p) 

ft (Y1,1'"""'YNP,Tl =O 
y =Oorl 

____ P!< ____ -- ... ···-------·------

q 

"'" 
"" 

1 

{ ' ' - ' 

{ -:! l 

{l) 

"' 
{5) 

(6) 

{7) 

{8) 

{9) 

(101 

'(111 



........ -...... , ...................... ~-............. -- --.... -~ ......... .. 
l 

•• 
----~-----oc·-· .. -·-·-·-· .... - -·-. 

r---,-----_--·---sOLUTION-·ALGORITHM ----. --- ... --

'branch and OOund~'search is o=nduct.ed lo.tlcie to each leve! of ~-~-] 
is assoc:iated a project q. Any vertex Vr+r at level q 1n the trce 

ixcs all binZiry var- 1 
iables =rre.'lp::niing to 

jects with indlccs 
P;;~ than or cqual to q. 
~ of the T+l sucxes­

vertices of vertex 
considers that proj­

q becomes opcra-
cnal at stage T for 

,1, ••. , T+l(stagc T+l 
an artificial stage 
indicate that ?rQject 

Ilf!Vl'!r lx!ccr.os opcra-

·, 
¿-1. o. 
••• 

C,'·' ,, 

'onall (3). vrH !c.-1, vr<-2 
t. each verte=-¡ . a la..'er ~-
~oo .: is obtained ..:by,, 
solvinga relaxation·of' 

original rcstricted: 
E~lern "hlch consists -

setting to zero 
capital oosts: of 

free projects and 

l"""l " 

fixing tbeir oorresponding binary :variables to one or zero, or b:Jth si­
nultancously ,: to;pennit:a rrmcinurn· relaxation. of·.the· pow-er- flCM restric­
tions.· 'Ihe. strocture·of .the~result1ng p-athelratical·.probleu·is t.'l.e. one. 
lcr'lo..n:as the transsh:ip:ent.or,distributio:l prablen-::(2,5). _The objective 
funct.ioo · values · of ~the c·relaxation ~for -di fferent-values. of..r. are as. fol-' 

.la.ls:':-
~ T-1~ T7 b' -T .• q- ! 
'i+T ... r~ min·ta-.+--.rmin··t··~+..:t'-t"C:- (yr+r-yr!-'r 1 (12)! 

t:=l·'. rt· t=-r· rt t,l-.P"L'.pt· pt" pt-1 

o a t:l, ... ,T+l, consiCering that- I .min trt=O 
<=1 

,. , .. ' Ai.jnpt xijnpt + 
rt (i,j,rn,pl "" 

' Bijnpt "':Í.jnpt. 
{i,j,m,p) "'' 

T. 
and . I -min 

t=T>1 

• 
i 

1 
(13)' 

' 1 

¡rubject to L 
(i~j,m,p) 

x,, + I: w.. -
~:OOI' rrpt. (i j m p)¡;PCXJT 1Ji!pt. ' 

q , ' ' q 

'. (i,j,rn,p) E:!Nq 
xijnpt .- I 

(i,j,m,p)~:Pmq 

<X . <K to: .. n-o-1,0,0,0, t.':' •• n+l,O,O,O,t.. __ 

.,_-o N{14)-... ;qc : 
' 

(15)1 



S 

' ·, . ' 
~--- __ .. S_. (~_bou.'ld_upda_ting). _If ~ 'll:P thcn set q=-q5+1, r=os, ar.do;oto 2, 

Qthexwise, set Z"" z ; store -· 6. (Fat.haning by Jxrunds}, Aey 

fat:hcrm::l. 

y~ 1i p,t as the best currant l!ssigrw.cnt •. 

live vertices v for which z > Z · are 
u -u "' 

7. ( Backtracki _ _.¡g). If there are no live vertic:cs go to B. Otr.er..rise, 

• 
z "'min { z ; u/v is a live vertex} ; set q=o +1; go to 2. -r ~uu -r 

8. (Tennination). If z ="' the problem has no feasible .:;;:>lut10!1. If 

z < "' the best current assigment is the optimll a.ssignrrant. 

COHPUTATIONAL EXPERIENCE 

An artJlication problem of the al:x:Ne fornulation and solution procedure 
was considered and solVErl in a WIX 11;780 crnputer in an approxi:nate ':o­
tal tirtn of b.U minutes. The problem incliXied·the consideration of ap­
proximately ._so, load· ncdes and 100. existing .ares,, with:5 proposed •. proj -: : 
ects: in_ t<o.U-t.:ine ·. stages whi.c:h incorporated .a . total" of 20: d:i.fferent: arcs:;­
'Ihe =~ mathErnatica.l- problem had.approxirrately. 900 continoous. 
vari.:Wles: and :-10- binary variables •. 
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(16) 

o < • 
< K 
"' ijmt 

(i,j,m,p) ERN ; p<q . (17) 

o < • <RN • (18) 

o < • e:RN ; p>q • (19) 

tPN ·; p<q. (20 l 

• o ;(i,j,m,q) e:PN. ( 21) 

-O:;. "'ijmpt ál<Kijmp;(i,j,m,pl tPN; p>q. {22) 

'nleprobla:t ¡;~ 1s equivaJ.ent to the ~~ wi:th the exccptions that set 

{18) changes to: xijrrqt ..0 ; (i,j,m,ql ePN. ( 23) 

arrl the set (21) changes to: O~ wijrrqt ~ KK1 jnq; (i,j,m,q) e:PN. ( 24) 

At the 1ast 1eW1 of the search the relaxatian is non--ruu.sting, = if it · 
~p;l.Ssible to reac:h this levcl without violat.ing rest.rictions f.~,t·l and 

:tf ! s+r exists (see fi.gure) , a feasible solution is obta:incrl to the o--·· 

riginalproblon, Wnich provides an u¡::per t:ound. for the scarch pru:'Cdure. 

'lhe soluticn al<;P.rithrn is thus as follCMs: 

l. · (Initialization) . Set Z • .. , q = 1 and r =O. 

2. (Feasibilit:Y: }flase). For ·p=l, ... ,T+ltestthcfeasibilityof t.~,t·l=O 
' r+1: . r+T 

(.t=l, ••• ,NE) , asSlmling that: y qt ..0 forO~ t ~ T-1, yqt =1 for 1 ~ t ~ T + 1, 

and ypt = ~ vt and p,:¡;q •. ll for scrrn < thcre is_no feasibility,then 

z I*T·= .... 

3. (CalC'll.lation of lcwer t:ounds). (a) For 

and min ¡;~ .. If min t~ does IDt exist , 

does not _ exist , then let min e~ = -

• t=l, •.. ,T calculate r.Un ¡;rt 

thcn let min ¡;~= .... Ifmin ~~ 

(b} fbr·p••l, ••• ,THcalc::ulate!l_r..r•exceptwhcn!r+T=..,, If=.r+r< z 

thmlt:he live vertex vr+-ris generated; set: y~= o for o~ t ~ -r-·t, 

Y~"'~for"tát~Ttl, y~T=y~ ytarrlp~q and'Irt-r"'q ;·storc: 

qrtl:, :=_rt"r aJ1d. y~ yt a.-.d p~q- othcrwisc,continue. 

4. (Branching) If ID live vcrtex was generatcrl in st.r.p J, go to 7.0ther:. 
.. 

wise, choose vertex v , 1o"herc s 
S 

• 

is su=h that z = min -s T/T"'l, ••• ,T+l 
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'·' '"'' ¡ L, "''" " ~•·r· <'•< ''"":"'"" ,. '"""' ""' "'"'"""' ·o<oollo·r•l ""'''""'· Tioo 41G"tltlom 

t \Co¡ ~·Wo 0 ,RI o olo IIO..•I 1, (11) n•lu<'• o "'' ,, .. ,.,~ ¡n >«<> In "" mO« ti'OO 0 ol .... ) 

"" " '"" ' "" "' '"'"''"" "' 11•1 ,, "'"'" ,, "' '" ""''" """ .. ••<1~. 

1 
1 

1 

1 

1 

' 

- ' 

• 
" ·~ 

. l.l. tt•.'l"...!'.!!'!!l<J.'.•!!~!!!~: '"'' • ..... ..-.. u" ,_11.., 
;_¡; 

.,,,,,, .. , ..... ~~ 1) ... 

~ ••' 1 .._..,.,,...., o ,.,.,,.,;<..,~'""1 ""'"h (K<i. &). Tho dlltk!dly ot tlol• r«>«""'' no 

&ln·n )'f ¡¡,¡. (<l·lf. 11olo loo"" to ""' olo .. olllom (lid. 31 

1 •• + "'· !lo • ·o¡> 

' 

(09j. Th<"'.ckolly. IIM>A>Iooc, lh< .,.,umiUIIOft o/" <C<¡\IIno """ <h< o<loUOO ¡<!• 1) 

""'"''ntot. , , 
Po< • .,.. ~«otlon <0<"!'1 lhO "'"'• lh~ '""'PI<I< olpllhm coo 0.. ""'""' .. ¡,.11":""'' 

(o) lar o glvoooomWI poi"' o, lho ;<odlc,. ;(o)lo ~n: IIIH.O lh< JlCO~I,,. ;IH ood llo: 

• 

·,. ''""'''"" 1 ''""1' .... '"'"" "'"'"'"" p. " h s.;cuoo 1¡ C<l !he corroctl~ !lo 10 u~ 
' 

po<IU011 <"«1•< • '' ""'""'',. d uoiOJ E~. (09· 1)¡ o<>! (<1) tt.o "'"' pool!lon 1 « lo:t i U. com¡o.tod 

"''""#JI E~. 1"·1). tht, tho r"''""" vo<lot l "'"'"'"'U.<"""''""'' polo• lot thc 

«>•NIItloo l• utl•liN («< 5cctlan 1). To Ol•n thc ol;ot•hm • ..., btl"'•>< • 1"· J) ond 

.,.,, 1' • ~(o). '"'l·•lvoi<"nl 10 •"U"¡: 1~1t Uoo lltll "''1' lo o ~·~l<nl "'"P• 

In '"""''~· tloc /alh .. l"'l commco .. uc p.•f"llntnl: (o)lo tho con)v~···~ro•li• n1 _. 

Jt lo '"'!"'"·"' Umt !he ott·poL<c ~ h.· tldctmh1<~ O<<Ut '"'Y· "'~lo ""' lo ""' 111t· <••• "'"" 
'"" oitlla.>ty ~, .. ,.,..., ""''""" 11• tl•·.,n<l< .>1 < """'''~"'·"'""' OORI "'"'""~ ,¡ • op.·tlo...., 

"'"" ...... '"·''""'• "' ·······~·"~ ,,.,.,,,.., .•• ,.,., ,,. ""' •• ¡ '" '·"'""'· ""' ''· "''"'""~~ 

1'. 1"1•1 ,.,.,, ""'" ' 1 "' """"" '"' '· 1¡. 
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" • 
AL 1!"• ,.,, .. : • • ' "' '""'"''~ Uoo fuMiu• 1'('1) oool Ui< d<rlr>lll"' , .. l•h 

' 
TI~-.. ~'" 

rrn..•·•• 1.• ,..,,.,..¡ u•ull • rn"''"'"''"''' ""~••loo¡: '""'"''""lo '"loUod. Por '""''nce, 

....... , 
-

•~« '¡ '"" <¡ 01"11 P"''"'l>«< oma\1 """'""" • 

"'' 

1. 1. Qu·'"''"""''" Ion, An ol<orooto t<•·hrUquo for «>mp.rtlol tho o¡clmu,. tt<tpolzo, 

1M o/ ~"'<J\lt>oorlfltlon wo<h Wlh- ln "'''""""' Lo '"'""' ""' O>o twi<U0<1 --••• 01 

<><r, • l<r ol tho '""" .. '"'"'~• lo ""' preoo,.«<. 1.>1 

"'' 

""''" u '''"'"" • '"""" r .. tO< '"" o o olln<tlon '"'"' nueh thol .. , 

1 
1 

1 
1 
1 
~ 

1 

1 
1 
1 
l¡ 
1¡ 
1 1 
1 

---·-
" 

l!o¡uou.., (llll)o<.hul• ,¡., nuhol<ol 

' 

'"' 
........... ""-112}-(IJ),- ...... 

IF¡,. ) • -~~ .. 11, lo·, 
. o .......... o 

... 
Th<.-.lon. IFfoJ lo ""P"" 11 '""di"'"""" looiOt •. lo oloooonoo/ollowol 

llo."<ouor oC lhU rt.ol<o, n .. oorl't<tloo (ll) l>o<omoo ' 
• 

To p<tlor10 tloo ....,;11, o ooml.ool .. , .. '"""' bo ponoo .... lhto, - ... ,u~ 1, 

'""'"""'' lo lrom ¡¡.,¡, (10) o M o h"om f.~. fiOJ. ll F(o,l < F(o. ), tho oull-. foot.,.. u• 1 lo . . . 
oo:<¡><oh10. U r¡o) ,. F(o0). Uo< "''""'"'" .,¡,., ol u '""' bo ropla<od b)" '""'' om,llor 

'-''"" ¡, '"" .'""" o.< u < 1 ... u u~· '""'"'"" rf;l) < F{o0\!o ""'" 1Mo ••• bo .,.,,..,.. 

thr<>l'~h blll<tUoo, lh•l lo, 1lf oocr<o•<•dy olhldlfll: Uoo ••'"" olu 1'1' 1. Al Uoh pnl,., <U 

llo< •oluo.· olr.hr~ loro l•~•m<> !lo< ooml"'l vol""~ Cor • 
""' ''"' ""'" '' "'""• .""' "'" 1"" •·•••~•· lo ro·!"·••• •' onUI o do.·oho.-ol ole-¡:<',. ol '""'"' ¡, 

ol<obLol, ~•>< 1<, untll ''"'1· P<•l '" (11) 1> ""'·''"'· lo Uoo o lo«." <LO o/ h·ll<r '"'"''""' 

IIL• 0<•1 '"l' oi"IIL" ., .• .,_, P'"'""'"" <OO lo• "'"'~ ~Uh 00 • 0. ! 
1 
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CW ••r 10 i<rml .. .., tho ~aJk,. ,,,.,~...,.111 to ,_.o.-... -.1110 -luo 
" 

~""" '•"'' r••"""-" ,.,,, ..,,¡.,,_ u..,. ''"""''" 1(>.1 '" """" n .. '• '"" ""'~ 
' ol Uo< mlnu"""'• Ohoo !q. {U) moy- rlol- ,..,.:_., ........... ,, lo thll .. ,,, tho 
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HE!T!NI!S, M.l., ~ ... ITI!./<!1., !., - ... , of C...,o¡;oll· e;,...,.,., l•r -!'S' 

!\<! ... ,. • .,,,. Moll-lkn·• ~ "''"""''· ,-~. t•, 

1 

o no! 11 ,5. W 111, John \0/ll•r ato\ s. ... """ Yor•. 1960, 

! VLETOIU, lt,, ,,., UEVU, C.ld .. Fu"'""""'"''"',."'"' ".2!'J!'El.S. 

C<a•l<•to, Comp.•or)oo.,..l, Vol. 7, tlo. l, uJ: 

., 
DA Y!DON, W ,C., \'o< .. blo·Motfl< U<!hod lor """'miJ•Hoo, Ar~•- i<>U0..1 ' 

f~~CIIE!t, R., ond POWELL, Jd,J.O., A ~opkily Cnn•«r·'"lk'<"!~ 

lor r.tLnlml>oUon, Com .... or '"""""'· Vol. 6, to:o.l, 1~\). 

' 
·: .. 

~IIEU!; A •. ,,., CANT~ELL, J.W., o;;_,.,q,., ~'-'-"• ~""'"'""' !'<n;; .. m'"loc • 

ron ¡, Momory ero"'"" Mc< ""'-\ !tiC o u.,,,,.,cy. AowAotr-~ 1<1 o. ¡oOn . ¡ •' 

o! O,..l,ni>"IM Th•ory ood Aflfllk:"lons, Vol. l, tlo. ¡, ¡.¡,,,. 
. ' . 

r¡u.nsa.. ).t> •• 0n v,.., , .. •~" k ''"""'" ol '""'"'"'.'.!!!!• 
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orttocn• ~• '""""'n"" 
·~ ~ ~- '· .. _ '"' ,_ .. "'~ 

.. 
... ' 

UPDATINO llUJ;IHI }'Olt TRI~ l'KNALTY CJONH't'.ANT 
UBim IN' TUE l'KN'AJ,'t'Y Jo'UtiOTION MKTHOD 

FOR MATIJEllATIOAJ, PROORAMMJNO I'UQJIJ,EMB 

"''""'· Tho ''""'~ •1 "'''"'''''' , ¡,,,),,, /1>1 "''!"' lo o ""'''"''' ,.,¡ .. O 
lo '""'''''' .. • "''" fl• o ~''''• o " ,_,.,,,., ••• • o f ,.,, .. , oUI '<; o. no 1"'''"1 
............... h ............ , •••• ·~ .... , ................. ~ ......... , ... _ ·-

............................................. ,., ........ u"· ,,_,,,, + ·~··· ..... . 
"" ''"'"' ,_, .. ,, > h o o~•·••"• "''"''"'"'· .... r¡oo~ •'l•l•<•l ro"'''''" 
... .,,. ,¡ lhuoooi<Oio< '""· 

·t:r••"' " Oho ''"'"' '""'"" "'"'"' lo""''"'''""" o/"'"'' ''"'''• ol 
"'"''' ... l''"'"' ""'''"' '""' ,,, '""''""' ''"" "''"'"'' '""" ''" ., ••• ,, "'" .... . 
"'"'" '" "' ..... """• '• '''""'" ·~· '"'"' '""'''"' ,, "" "''"' ., ... , "" '• .. . 
'"" tho '""'"' ''"'''"' •f lOo,.,",, o¡d• 

lo Ohl• r•r•<, ''" '"'''''' ''" •r•lollo; "'" "" ,o,.,¡,r••lo 1'> lho o¡ul•'''' "'' ·-- --- . • -lit•·· '1',1 "" "" "' ............. -1'11',11",\ •• .,. ~ ................... .. 
ol "' ood d "' ... MOL t}olo, 1', h lOo"'""'" "'" olio ... '" """-''-~ .. . 
~ > 1. Ur''""' "'' <11 ""'' •• '""'"'' ,, "'"''o/ •~• ""' ''"', ,.¡,,,,,,, ., ... 
"• ·~··· "" , .. ., .......... <•1 ••• ""''"''' .... , •• <h ••• , ,, "" , ....... '"'' .... 
""' •11•••·1 '"' '"""'''""": •t•I.•LI"O "''" II•J ""'' '" '"'''"" ,., od •l ••• '"' .,,, .. '"'""''" "'" ,., ''"''" ""' ""'~"' , ..• ''""''""' 

lo "''"' lo '"'""'' rlono "l"loti"O '"''''• O O "'"'"''"' ""'"''" "' lo<,.Liro'<d, 
'1'1·• ''"' ...... , ......... ""'' '''""'""' '""'""" ..... ¡ ..... """ ............. , ... ·~ 
~ ....... , ... , .•.• ,,, •• '"" •.•. , ......... '"'""""' ••"!"' " " ""'"'' ,_ • ., .... ~ .... . 
........ , ............ <h -... ¡., ................ ., ... '"' ... '"""' .......... . 

"""""'' "~''"' "'' "· '"' .... ,, ,,,.,, '"''" ~ ..... , .. "· '"'-
•. , ••••• " ,.,,,, .... , _, "''""""''" "''' "'""'""""' ,,, ...... ""'" ........ u,, 

.. """''''"• ,, ... moL. u, " ''"""' '" ''"''"' '"'· ''•1 ·'"'"'"' "'"'''''""""· '" "''''"' 
,,., • .,.,, "•·• F'•' "· ''" r.,, '"" '· 1', r ... , 1• n""""' ''""''''• trnt«<"'' "' 
""''"• ""'" '"'' '"· ........ . 

n,. '"""'• "'~'"""' "' "' "'""'' "''"" ¡-,.,.,, .. , a ... , •. , ,,._,,.,., 
............... ,, ........ , ........ ., ..... ,, "'' J, 

1 

' 



' . ' . ' 
~ 

) 
iJ, ' •• ¡.. ........ o .... (00<11 ... •1111 ........ . ,, 

' ,ir, 

,.., .. u, '"''""'o,, ••••'•• •~'""' ·~-· .. ~ ••'· rar ........ ,,,,,u:,· .. ~.-¡ ..... 
"'"'''"·• ¡,¡,. (11 '"'' ""· '""'' 1- LO, '" ••mr••'o..! ol<lo tbo ••••ho~nlo •l"lolln( 
"'"' •- t .. 4 • .. ·~ r··~· "' ,,,;,.,.,,, .. ,~·••"'•'• ",, .... 1,.¡,,¡.,,.1 ~~o,,.., .. 
........ ........ "'"' ........................ ~ ................ , ... ,; lbl ... , ... 

•"1 ,, .. '" ,..,.,,.,,. lo O •••11" """''"' of "'"'""'~ ' 

l. Jotrodo<llon 

' <hor \hn 1''" oooorol Y''"• oonoioh•r.ololo work )ono 1><'00 rlono on lbo 

'"''''''''" or '"'"""'''""·",fnndlon /(~) onltio'l too oooot<olnl "'~-b 
looln~ "'"""''''' '"'"'"'''' !Jor·e, / lo o '"''""• o ou n->octo<, ond 0: o 9· 
........ ,,.,, 1 < "· .. 

Tl.n 'l'l"'"''hto rm¡•'•J•·•I "" ~'"''"11)' '''''"' oo ono of '"'" looolo ld .. o. 
Ono io lo do.,·io¡r oi~'"''"''" ••<b \bol'~' '""•ltoioiO '"' ,.u,n.~. a\ loo•l 
'" ''"' or•l'f, •• U.n o·n·l •.f oa•h ll<rolio<o IlMo. 3-l< loooth<< l~,l<ltlo.,¡.,p 

•·'~""'"~" """"'"~ '·"'" in whkh lloo •··r~tor ~lo viowool ,¡ ~nconoLrOI· 
,,.,] on,\,o "'" '""'''"" ,,.¡"'''! LoJ(~I•••If'l~l lo '"1""•1•••1. Tho l"'nnl\1 
runcho, ,.,.,,,.,,¡(lid,. '•·"1 ;, "" •N•too<h o( Uoo l~ll~r typ<. · 

< '"' ,,,¡ lo ,¡.,. ,,. . .,,.¡,. ¡,.,,..,¡.,, uwll•••l ¡, lloo Jlro•l•dion nf tho rol~ ~~ 

•luoh '''" l'''""l' ,.,,,,.,.,, """' ¡., ;,,,..,,.,¡ ~hou '"'n'"~ '"'"'""' ,~~l.i 
.r ''·" ''""'H''"' '" ,,,.. ""''· .,,,,, k•r 'l'"'~"" ¡, conoioJ .. ,.¡ lu tbl• r•r«, 
"'''"' "\j'tl i1 o 10 \ho (oollu• '"~ o \o in•t""'" lh< '"'"'' ~,, .. oh'OtOt~rlotlu 
n( ti,. 1• noltr 1"'"""" "''"""' by •ntoinotio·•\11 ooljuoliog tbo 11<1loll7 
tODOIOn\ ""'' lo \~o ho<l\,.,.1. 

t . . ~lo\rmcnl of !1,. \'ru\olo•UI 
" 

w, oonol•l•r \loo ¡orol.lcm or tbo luootloo 

"' 
"' ,.¡,.,, f ¡, a .,.,,.,, 7 •n • .,.,.,, o~a " a i«<Lor, wilb 1 < ;, no.., oll 

'"'"" o.-. tohonon """"· 11 '" .. '""'0<1 lloal \bo ... , Ond Hcond portio\ 
olttin••••••• "' lho ¡,,.,,u.,,., /1•1 owl t•l~) ul01 o~d arO ooo\lnuooo ond 

·~·· "·" '""''"''""' ,,¡,.;,, ... .,;,¡,, 

~-l. }'i"l o.,J., ''"'"lili•"'· From U"•ory or "'"''"'" •ool rnl,lm•, 1~ lo 
~ • ., .. ,. 11"1 \loo '<louV< ¡oro~l"'' lt o~ulnlon< lo llool o( wlolnll•lnf tho 

'• 

' 
1 

.... 

.. 
" 

. " .. 

nroroat.r\Tf..oollon ... . 

·.:~­.- ' 
" 

'• .,__ __ ~,_____ 
' 

" 

'· 

. ' 
' 

•• 

'" 
o~hJOo'i." 1o ·,¡,~ .~~oLnlirl(2~ noro, 11>1 r·netor 1 lo U.o Lo.Jru~ ••lllpllrr 
nd tbo '""""'ripl :r <ltaot .. tbo ltooopooo ol o orolrh. 11 

·' 1 • .•. 
' ' _F, (~, 11-~,(~1 + "' 1:"11 ' "' 

' ' <lo~otoa U.o ~ndlonl of tho '"~'"•otod f••oetloo, \bo np(lmum oolD\Ioon "" 
o ond 1 "'"" •.•tlof1 \h, tol•tiooo . ' ., ., 

'1'1•)-o, .P'.I•,It-0, 
' . 

w~le~ '"' o o¡ol•m of ~·.f- 1 •qnollooo lo Íloo o+ 1 camponoo!O DI o 
"' 

l. lo Eq,, \tH6i. tbo f<&dltn1o J, ""d J', doao\o o·ottton n•l U.o •ottl• 
.. ,lo~><·· ..... " 

'2:1. Ar¡roir,.,,, Bololl•••. Ri"'" tho . . 
opprooim.., lltOibo<lo """' loo orn¡•lor«l • 
hrr• u,, ·~•lor ro>lom~oooo inotoou 

•r•'~"' l~) lo ~·••nllt, """''••••• 
. 1_" 1\oio O'Onnootlon, "' lni"oduto 

' 
' ' "' . ' ·; ". ' . ; 

P(zJ-f' l~lf'('), 

' _•: : ~ ' .. . . - ' 

Q (z, IJ- r.'t•. 11 F, (.; l\ '" ' ' 
whi<h mrototo lb• ''"'" lo l~o «rootrolnl onol l~o o¡ollrr~• rooolil 
toopot-ll>olJ. ThoO, "' obrr....-o \bol P-O r.n•l.IJ- O /Or lb o o!'llmoro ... 
lutioh, ~bite P > ~ '"~/OT Q >O lor '"1 •P~"'IIo"tlton lo lho lolo\loft. 
Who~ •rvr.•lm•to ,;;ellto•h ore oood, I~<J '"'"' nllilnnto·l,T looO 1~ 1ol 
olzou~looohthot- • 

'l'I~),;;:.P,. Q(r,l)S:Q,. '" 
All<tnoti .. IJ, (!) ••• bo roploood b7 

' ' 

Jt(o,l),¡;;ll,, '" 
'" ' . 

. ' 
,donotoo \ho,cnrp"l•tloo om>r In tho r_onolmlnt onol:tbo o¡ollm•• ,._1>\IDfl,-
_ln llqo. riH~I. /',, Q,. 1!." "' 0\noll, Pttoolr<lo~ nonrb<,., JI•<• lhot, (f 
ono rloo.,.o< 1',- Q,- R,, o•lloloolloo or lorq. (S) lno¡>llrt "lltf•clloB or 
lnoqo. '(1~ 

' 

' ' 

-

,.,. 
•· 
" 
' ' ' 

• .¡:: 
'' 

. ' 

1 
• 
' 



·--~--·-··· ·-··· ---- ··-

'" & • .,,, .... O. 11. COO<II•I. o•O o. ~. Lli"' 

3. rnollf FuoUon )l<t~<>d 

Tloo 1,.o.:nr fnoollon. ~ool~od lo baoed on tbo ooootro<U..~ of o ooquuo 
of o¡otrl>l f~o<tiooo ),.,;,.K, lu tba l!mlt, '" ~nooool,.lned mlnhoom p<lol 
oillndol,nt w•th ~~. oolntlon of tbo or1Rino1 '""''"inod nolnlmloo\loo pr<>· 
bl<in. Bp«lftro\ly, lho p<"ol(¡• fuootioto lo dUood bJ 

(10) 

oud lo ohtniood b¡ O<i•lln~ In th• f•1rootloo /(<) o t..r .. quOrol!. lo t~o 
<onot .. lnt !'IT), "h•to 1 >U 1• Uo• l"'"'lly <OhO\aO~ 

'('1,. 1.,nlo1Mil of. 0,1,.¡,,¡,¡,,~ ·¡¡,, fo01orllon 111 o"bjO<l \<1 tbo oono\rolnl 

lll ¡, repl><tol hi • '"~'"'""" or ""'""''"'"'~ mlniooi•Mion 1""¡,¡,.,., lo 
'"'" "'"""'' of (loo"~"'"" "' ryct•, """ 10lnlo•l"' lho ponollf fnnotloo 
lll') "Íih n•ro,t lo, f,,. ~il"<o l. Tlo•·te!or-, ILoorot;cully or<oklnl.', lho 

fvllo•i•• ""'"'"'1 r~u•lil'"" ~'"'' bt- ''"'~''1 ,.¡ tbo ood of 3 .<)'oio' 

(11) 

(U! 

~~ (•, 1) ""j, (z) + f• (•) 1- G, (U) 

0,.,,¡ .. ~ tlu•L 1110 cmoUi"'•t•on or ~ """ l oM"''"" ot lbo ond of o cyrlo 
.. Uolho 0u,Liy u,, o¡•li'"""' rou•litloJ1 ¡:;~¡. H"""'"'• if lho 1••••111 OOU· 
ot•nL ¡.lo orLitrory, ¡(,o 1u(.or • 11llido o.ollonoo (•:o¡, (11) KOnoooiiF •loto! .. 

tho ro 111 t,.inl oooolltl•o (lo 1). 
In oodot lo ol11oin ,.,,.,.;,,, uli•f.otllno, lno.-olooly lor~o• '"'"'' of 

''" t·•·nollr '"'"'"'' '""'' l>o ,,.l''"'·oJ lo ''""'"''' <Y<loo N' lloo t,.uolly 
fontlio, 11 ,.,n,ool. ¡,. tlolo tnoneotooo, lot 01 oi•M" tloo Poooltr '""''""' o! 
"" l'"""' , 1,¡, .,,.¡ 1, olonolo ll.o l•tnolty coootont of tho onl <fd<, 
,.¡ 1¡, 1, :> ; 1: "'"'"' ur "" ju'"l' iu ;, tl•o p•n•IIJ fuocllon luo~<ooto by 

U(z, <,1- U{<,k,l ~~~.-k,) rl<l, 114) 

" 00,¡ "'' Mrm o1"""'' u/ th• ~"'ollool o/ tl10 l"'hllr funelin loiu oo lbo 

·- ....... 

• 

• • 

---- ' ... -- -----·~·,···· 
• ... . ... _,,. -· 

' ' o 

'I'ILo pool ti"""" of lho ri(bl b•od oldo o/ l':q, (14) lo tho iOJ lo lbe ••• 
ohnolom oo whloh tho p•nollr foootlon oootbo•l lo bnod. 

,o.n .. o oometont nnmbo• o/ q<l.,, t],. «>nolrolnt •rrot "" ¡,. 10ooln 
"' ••••11 •• •l••lto<l pr.,·t<ilog th• 1"'"'11Y """'""' hu ~><-<nono ounlri••tlJ 
lort<. Tiorort~eolly o¡ou),;ng, lhe N<n•lilloo 'f'(o)- g lo ,¡,.,.,¡ o\ """""' 
f'""l eonooqoonnr, \loo mnllipli., ¡ Mnnoo! hr F.q. (121 "" ¡,. lolonliool 
wlth lbo mnltll')l" .,tl•frln~ l·A¡o. {~), "blrh lo ~'"""1lllJ """''"'• ool¡ 11 
¡.-+ "'· In o P"•ollcnl <ll¡rlt,\1 comrnl<f, lhio "''""' thnt lor~o nln .. of li 

oro nc.,led o\ '""'"'~''""· 

.1.1. N•'"••lt•t r .. rr'"'"'""""· Fro,. ll•• o!.>•• ••••ldotoUouo, tbo lol· 
loolor ""''"' o/ lh puottr lunetin 1f1•tba.l omerru. 

1•1 Tll• otltlnol oouotioiood mlolmlullon ptoblo,. lo ,.[>lo..,.[ bf o 
"'quoooo of unoonolr~lo<d ooln;mlullon t•t•hlot""· 

1~) In '"'" olom.nt ol. u,, "~"""" •• <f<lo, Uoo Pl'nonr lnoctioo 

•• (17)' 

lo ml~lool<od.l'll~ '"'l"'t lo~ lof 11 .. ~ ~- Tho •1~1••• or Utz,l) lo 
... loood wboo tbo follo~lo~ olop¡ol•• =odiUoa lo oollol..J: 

. V.'!<, 1¡1/,(~, 11 ~ (J,, (18) 

• 
':'bolO (J, _lo ~ ornoll, l"""loelo,[ """'1"'· 

'(<) Up<o tormloo!loo ora <T<i•, o no thco~o l~o taUo•l•f l1oo:¡uolill: . . 
(1 UJ 

•hero. R, lo o omoll, pfl .. l<<l<~ ""mbOf. lllno~. (lO) lo oo!lohd, U.o •1· 
101l<hno lo tormlnot<ll. lf lllt~. (ID) •lnh1tool, ot" 11l~otllhtn 11 cootlne<l Lt 
ohoool.,g tho ooi"Uoo l'•iot of 11•• ~mon\ oytlo oo JJ,o olorUof l'"in\ of 

lho ""' cyolo, 

•• 

• 
• 

',, 
• 
' 
•. .. 



• 
• .--

.. 

·- -..!... .___ • ., 

' ", . c. 
" 

... 

' 

"' A. '"<U, (1. ~- Co<IOIWS, ood O. Y. L!YY 

• 
(41 Por IIoft U<~ qclo, 

1.-.:<...t, o¡~rl~<ol1,1, 

" 

o hl~lo•r nluc'bf 1~0 

•.-K.oo 
..-h,,.. R > 1 lo lbo p<ooiiJ conolnnl .. tlo. An,,·uJRioUor 
olnul, ono "'"'"' lo (11 ond «>oliO""' ILorol.inTy. 

" 

11~) 

lbo p&nolty e<ln· ,. 

,J ' no•ouo 3.1. U'"""'''"'" ol o <J<lo,_lbo o\Op¡oln( ctndUion (U) 

.. u bo •"'"" oo 
,., .. .,_.,., . 

Q(~,l)s;Q,, ·' -(11) 

,.-¡,.,... 1 .lo '''"" by l::q, !\1). Anolo;ouolj', ol OOUO<JOIIOOoDI lho ,,, .. 
rilhO>, Lho o<o~¡oior ooodotion un¡ loteom'l 

11 1~, l¡- 1'1~1 + Q(r, l) S: 11,, 

" ·' 
·:· 

Cru~lol V> <loo t••noltr fuoellou ,,n,.,¡ io lho p..,¡loUoo of lho nl.o 
• - (13) 

' . ' '' 
ol •hi<~ lho J"'Mity eonot.nl ,.,,¡ bo ln.,..uod •bon oblfllot fn• HO 
<f<lo of i~, olaorBbm 1<1 lho nu~ lloro, k1 dooolel \bo poully eooolllnt 
<>f lloo rn,.ol ere!.. onol l 1 donol" tbo P""'''J ooooloU of tbo oool <J<I .. ' ' . . . ,. 

l.L ~~ .. ~"'~ T"hif!<•· Tllf ol.n<lo~\ molh.,\ ¡,.o, lor loo~'"""• Ref. 1) 
•on.lolo of otnplo}'iu¡: o couo(nhl vnh" of ,jlbrou~bool ~ho oiKoril:tu•; /or ... ,,,., .. 

•-~ or n-tu. 

1.2. l•,,,,.,.~ T"h'1"· An ollornalo OlO<bod coo•lolo ol ~Rrploy'on! o 
,.,.;•blo.<olun ol" tóJO'I~boot \loo olgorilbm. ror lootorr.., ooo migbl.u 
1<<1 ,, on "' to odoio" o pr<oltl~tooinod roo•l,.lnl <rtOt u tho ood ol 111• 
"'" O}'tlo o/ tbo al,:o.rill•••· 

!.<t lho lollowoo~ dof•D•toon Lo lotroolneC1l: · 

. ¡l6) 

, .. 

•• 

• 

... ' . .. ... -- ·-- ----- --·---··~~· _, 

" ' o . '. 
" • 

- '" 

- ' .. .. ' \:t .. 
• , . . · . , .. , . . ' ' . 

•IU. ~ tl«,¡ b¡.l'..,. (1=} '"" l'.r¡o. (11) •••1(:1.1) 1Hr or¡ollod 1•1..; __..,¡ 
~ brl ~~ ij¡O"rno<<>l '''''· (~,,.,.,;,,¡ 1) ""'' ~~·· ot ibo ''"'' or lbo •••1 · 
<J<-1l (ooboujpt .1~ Onu ~LI>Ioo U. o ,.lollono 

' '• . 

'··~ ,. 
·, . 

• • 
'!'bl<~ lmply, \~nt 

.z,-~~:r,, ------

' 
!lo•, W'l lo!Jodu .. lho b"'lo uoo!Ortlool') •' . .. ,, . . . 

• • 
z,-z, . . -

"" 
(UI 

: ¡JS) 

\hol lo, •• ~,,,.,, Lh <i<OU¡:f In lloo """" oq~on.l of Uut Mllllpllor t.o¡.. 

•. .'Í 
' •.. 

!'· .., 
'i ' .· :, .-.. , .. 
·,<1 ' •. 'j 

.-... o-tbe oo~, or tho P"""' O)'< lo •n•l tho 61t<l or tho ""' cro:lt. wu• tblo , , 
ondnotandinf, F.q. 1~11 ohn~tlftoo W ' 1 '.it' 
ol,-~ •, '• •,,,! 'd 

"~ tll',/1',1· :·.' 
' . ' •1 •. _.' ' ~ 

'l'blo,r<lo!lon,•nol•l .... ono "'l''"•tl<t !Ion ,,.~oi!J onn•llo•l -~1..,\lnr LM ~~ 

nnt rr~l• In. o,.¡.,. Lo 0<hlon o rmlll•rnoln"l OOüolrolni , ... , 1',, .4_ 
Ao on e<oooj.Jo, noomo Lb,,t tbo "'1""1 .. 1 ••••Lrooinl ''"'' o1 Lho onol 

ol th• ""'' •rol• 1'1 lo bolow 'lho ~onmolrle moo,. ~r !loo rnnO!roln¡ ,,.,;, :;1 
" o\ l~o ond ·~·.•.ho ''""',' o¡-elo P1 ,..,,¡ l)"\ ~~~·~~·; for <OD<OT~OII<O 1',! •· ,•~.~ 

thot,lo, '"~"'' tho\ ' 

.... h,,.. ~> 1 .Tioon, ""1·1~~~ oi"'L•II~u In 

' . "-.._ p HP,/1",), . .. 
'~· "'"""' oo•l "' tho onu 

;,.,,.1'10, Oooomo th•t tho·n,.olf•l 
orolo 1'0 lo bolo,. .,,, nllowod /.,, 

lo, '"""" \hol 

• r,-l',lfl', 

,;boro-~> 1:• TbOo, • . . _,> . llq. (2JI tiO<p\1~•• lo .... . . . .. 

i .. ,,, 

(JQ) 

(31) 

tnnolrolot """'' o1 lho 
••••-.•.:<• .. r,; 1 

' ' 
' 

(JJ) 

'<'J ""'"'h•lo 1111 h O•r '' "''' '""'' ood '' ,,,,....~ ~, ••• ~•lo "~'''~ lo ''"" ..•. 

. .;;; •• J 
".t· 
·' .. .. 
~ .. ' 
' . r: 

. ,;-"; 
·.-. ' · ... 

. . ..,:, 
"'" 
i\' 



' . 

' .. ~. 

,,. 
1· .,,,._O. .._ COOOINl, "d •· •· trfY 

~,-z,~ ..... z, .. ,, 
•b•rÓ ~. ,z, •··· • z, dono!<> lho oo.,ron•n~ 0¡ lbo "'""'' ~. 

~'"'"'' Pu4/ly c.,.,,.,, 
OIDll""'• U• o nlu" ol tho 

11•• !loo !rol e¡ o lo ol lho ponon1 liluu .. ,. 
ponully aoo•t•ol ""'' '"'plo¡ed, 0001011, 

•••1 

t,-to-•, ~ .. 10., ' ' 

' 

l, .. Jo•, '•-'"'• l,-lo•. 

.... ftrw,¡r,), ·-~rtr,o·.,, 

~-Jo, I•,~Jo-u. 

'Jflo ""' do~o.~ .. 

'"'' """"'I<'DCO of !lo• •_omplol.<o al~onU.1n "" ~oflnod " 

/l¡z, lj- l'(zj + (,l(z, Jj .. f''(z) 'f(L) + u,'~, i\ rJ,)~, ,i¡ ,¡; ¡g-ot 
0 

,.¡,.,, tho "'"IUplior 1 lo ""'" hy ¡;,1, 11~¡. 

(3ft), 

(l1), 

"" 

(30) 

(lO) • 

- . .. . 

' 

' ' 
... 

,e ' • ' ' " _, ,-.' '1' • ·- "----.C.. 
____ ....., 

' ,_,' ' • 
' .¡, • ~ 

' . {" 
" . ·~! 

UPon...o,.,..n .. YIII•""un--~ .· 
8oord rfOlooiq ... Wlibla eo<h lltroUoo of 1•• ooo]"l'"" r...tl .. l ol¡:o>o · 

rllhm, tolo ~ono!.o lh ao01luol poi al, ; ibo Oorlool )>Ola~· 011'1 1 lh• "''""'­

il,...l.loo.. Lo1 ~"'id do•olo tlo fWI<I!on ,.P''""IInr lh boh••lor or lbo 
poaa\IJ r110rlloo o\0111 lh loan:\ dl<tUioo, l~ol lo, 

. ' . - . 
if = u¡;, 1) .. U(o + d•, l)- 11~- ,,,1¡ .. ii'io). 

Tiolo f"oodlon ""' onoploy.,\ lo or~or \o <l<lornolno (~o opUmnto olo(>llloo ol 
'""h ¡¡.,,.¡Ono. S pool n"lly, 1 l"<'loo no< ollonon•lonol "•ro:\! on !loo flo1"U<'o 
ti-¡.),.. .. ,;rulu~\o•l· ooob lhd, ho nJ 'inn. olop, lbo luoqnO.IItJ(') 

""" .. 1~1\o" •~•ro .. lo lho nomino\ ol•poln on~ o lo ~ho',i.r! ... olopoloo. 
no ''""b ~·• l<r01lnot<d "bn \ho ot>opplnr ••odltioo 

" 
"" oollo6od. ' • 

·" . '.! . 
1, Nonoorlool , 

In \blo loHlon, olo ouMorloAl· oumploo oro dr~orlloool. Tilo lru ounoplo 
~"''""' bo o qooolto\lo foooUoo oohJool lo llooor ..,ooiMinla. T\oo roonolnln• 
uomploo p«!.o.ID t.o oonqno<lntto noooUool oulljool lo ooollnoor ,.,.,.¡,..lnlo. 

lo:oo•r•·• 11.1.. ¡;.•old.,. Lllo Pt<>blo.,· ot oolohalrlul Lllo fuo<Un• 

oubJool 1<1 tbo ooooL.oln¡. 

"o.+-1w1 - o, ~.+•.-h,-0, 
' . •,-•,-D. 

. . ~· 
<'> l>oo " tbo '"'''""'' ''''" ,,,..,.,_,,., _,,,,,.. •- :,, .. .,,,. _, ,E 

''""'""'~"·· .... ~...... • ................ , ........ ,, lo ... """ .......... - ':t 
,, ...... '""'"' ...... ,; .. , ........... 1"..!""' '""'~""''~ ......... ,,,.,,...,,,_ . 1i 
Jo.r \.loo '"''"' o("" ""J•o•'" '"""' olfooll~oo od ,., .,,,., ,...,,,,,., '"'''"''"'' !{ 
"'' ....... ''"''" ''""" '"'· ,_ . 

. ' ' 



,. 

., .. '- ... -~--- ----~-------,---.--~--~ 

' 
1 

'" 

' ., 
' '1 

' ' 
A. Ol!!l.l, O. t<IOCII"I, Ood o; Y, UVl 

Tloio honoUaa 0~10!1• lbo n!oU .. •lnl"'""' f-i-0030 al Uoo 
~~ . 

~,-- o.t1n, ., - o.~an ... ·'"•' 

' ' J,- 2.01~0, t,- 2.!3:3. J,--- 5.0~~·-

J;u•o"LJ< O.~. Cooololor lbo problooo of mlohol•log lh faaotlon 

"'loj«l lo lbo cooolroiol 

" 
,, 

~.o+~~+.:- ¡-.•!'i ro. 
' . ' 

' ' 
" 

(U) 

'1'~11 fancÚoa 
,,, •• .,¡ br 

odmllo 1~0 ,,.lol-in •holm .. , ¡j, o.n~o x JO-• 11 lbo polo! 

... ' ' 

•,- 1.101~, , 0., j.lM~, o1 ., U3U 

J, .. ·- o.1on x ••-•. . ' 

. • (U) 

. ($11 
~,; ... , 

1-!UIOrJ.O 0,3, t<>n•lolor.lho ptnhloon o( glnl.,blog th fanoUoa 
. 1 

f -J .. - 1)0 + 1•1 - • 11' + (•1 - o,\1 + (•1 - z,\' +(o,- oj'. 

~. +•:+.:- 2 -Jfi .. o, ' ' . ··- ~-+•.+~- 2)'i- o, 

~.~.-s-o. IG~) 

1"ho t .. n .. tlon 
,,.nn.,¡ br 

o<ln>llo ll,o "'•li•• mlnlooum 1-0.1811 x JO-• ol (bo polo! 

' - ' ' o,- 1.1!111, ~,., 1.3G~~ •• "•- l.'U8, 
,l. 

~. 11.8~~·-

'"'' 
J, .. - o.J~U -~ 1 u-•, 11 • -u o;~ x 1t-•, 11 .. - 0.2819 X ~~-•. t6~J 

'+' " f-O.Oijo,-1\ z,-o,l (IG) 

": ' 

' 

--: 

• 

' '" " 
1 : ,,. 

·' 

... '' 
' 

,.,i.:...:_. ··----' . - --.--:-o--~ 

d 

" ... 
' o. 

uroato•o auw '" rnl "IW.TV PIIIOCTUIII ,..noa. 
' ,, • ~ ••• •' •• 1 ' .. . 

o~bjoo$ ~ ~~ ,IIHquii\J .. aol.nlll 

'1 '' ··,, .,,.;:-!. "' .. :• ,. 

laltodaoe fho.oulliol'f nol~blo ~, dohod bJ,,f . . r , '-J 
· •+~•+t-e. 

'' . . . '.... . ' ' 
'!'loo~ lho pto<looo problooa u a bo roen\ '' 
(DO) ;.b¡ocl "' lbo oqaoiiiJ • oono\rolal (G~~ 
ulotl•o m!oiODnm J~O.Ol ollho polo\ doaoO<l h¡ 

' ' ... 

... 

' ,, ' ,; 
•• - 1, ~.-o 

·• J,- 0,01. 

ptohlo~ ol mlnlmhln1 

" 

l,-~1, 1,--1., 

o. 11 tho ptohl••• of 10lnlml•ln~ lhl fau<U•• F.U>OI'!.• 8.8. no • or 

f-l•J•·-·· 
'oubjoo\ to Lbo -'l\\o\1\f <onolulnl 

' ' 
"· ··+~·-·-· ' 

. ' . 

' \ ; 

' ' .~ 
'' ' 

: 11. 
-:t 
•:•. 

' ., 
! ' ,. , .. 

cat¡ . !-. 

' 
" 

';. 
1 .... 



• 
j 
j 

' ' 

j 

j 
j 

j 
j 
j 

j 

J 
j 

j 
j 



/ 

.._ "'"""a. COD<IIHo, •011 A- o. un · 

~,:<!1. 

lolroolu<e tbo •••ill••r .. rlohlo ~, llehod h7 

' ~-~+~·-

.. 

'l'~··· ~· prnlou probltlll eon bo ..H..ot .. lh&l..t •lol•ld•l 

ool~ .. , !.o tbo ·~oiolltf eon•L,..to\ 

IUI 

"" f.M t .. otloo 

(TG) 

(11) 

1 lhol ~, !Loo booo olltnloot<OI ftuo tbo f>Rblom oool e.on bo "'""'J>Died 
• ,..,,,.;.,; •ilb. ~~~~ 1'bo fun<tloo (10) odmllo "" rolalln oolohUDI 

1-- f3 ot lh• point d<noool hy • 

... (U) 

1,- l/2t'l. 

7. llooulh ud Couoluolono 

TJ,o o••mpln dt1<rll"d In Ao<tlon 8 W01'11 ool.rOd ,.¡11> _llot pou!lr 
f•wniou molloool lo eonj•uoctlon • ¡¡¡, !lto tnnluJn!o rrodlonl olrnrllh• oo­
, .• ,.¡;,~ lo lho .,periruon!Al oonollliuno outll•••l In 9eotloo 5. Tho nnontrlool 
'"nito'""~'"""'"' in Tnhlt>O 1-IG. Tn~loo 1-1 "'l'l'lr o jootinoollon M l~o 
¡,.,.¡,. """"'POI"n 12'), ""'' 1',,¡,¡., r.-16 onp¡•ll' ''"'"I'"I"Lho lloto fnr <loo 
Olnn•l'foi IL[•d"llll~ 1111<' "1111 ~~" """ 11poi•Li"( 1111'1 

·:~·/Jn<ór IIYt'"'~";,_ •ro hitO H ro/" lo o putlo11i.>< "'"'l•lt, "''""''' 
1'""'1'1• 0,6, 'fh•·1 oho>f "'' ''"''"';"' of ll.o )"'"'''' funelloo mtllwd for 
<'<h of ll1o I"I•Ollf con,ront ro\ioo {JO) •n•IIJII "'""''"~ llonl rho "•rllll(• 
I"""''Y ''""""' lo 1, ~l. lo "'" l•hloo, th• ~ 1101 ,¡itico 1', (<, N,¡;,,. 
•loo• o """" ll,o ilrrotiotl "'"n\oor ·' ""llho r¡ri" '"""'"'N,. 'fo oloorlon 
""" 1,,¡,¡.,, llo.oo '<"""liliro .;. g'"" u1oly •<11'" hulinl poi"' ""'1 tl.o fl~ool 
1'"'"' of "'b e¡elo. , 

A o ''" lohl" ;,.,l«nl•, ll•o owpping '""ddioo ¡:t~) lo n••t >< <ano·or· 
0""" o{ o r¡do ;.,¡ ti•• o<up¡.in¡; coodi\oo~ (lO) lo'"'" ot '""'''11'"" of 

1 
1 

.. 

.. 
-~ 

' 

• O< 1 . 

lbo ot,...:ltbro. or rarll•~loi lDiorod to lho- boh••lor ol tiro ~uolllT ., ~ .. 
In.,] ]rJ JI: -l' 1.;. H'P. lf Uon •nrl oon•llll~n• ol oouo .. tY<> •Jdl't ,,. • 
eom]lll~l, 11 lo olror· Uonl JI: o¡r~rnl<boo •~ "Jrnplotlo tobo n [ho o¡o·lo 

. nonobor N, lnrr ..... •••1 ~~o ·[><'nollr """''-ni ~ b<romoo uintd•nUr Lot:-. 
'fhl• oorn~plo!lo TO[no lo lnol•pno,.[<nl of lh• ['"rUtulor l'"""''r "'""''"' 
flllo'oon¡r[o¡O<I·oorl lo lho "'"'"[o toth of fihln 1·1, """''''1 Y.~'· 1'hio 
lo In '•"emrnl l'llh lh !hoo,..tieol rnlnro of tho IOO!tl¡rlltto ol '"""'''" 
rooro, .-blrb "" ••t•rllorl b7 r.~o. (n~~ 'fbla roonn .... ~,..o lh•·l••i• ••· 
oompllon (l~) ••~ juotlfte• lbo rnoonlnJ lt~oUn" lo lho 1•11•.-.1 ponollt 
oouolonl rallo ]ZP~ 

' ' 

' 

0.•1"'''"" fl<o14- hh<" fi-10 rofor lo l!u,.pt,.. G.l lhrtonrb n.o. 'fb•r 
oho" tho ooorbor ol lluollon• d eon•••pneo N,,.,¡ tho norobot ol •td•o , 
ol rontoroonoo H., ''"" lbo OIOTiinR ponollr tonolool l, lor w-lo of lbo • '. : 
pnnoltr '""''"'1 mil••- f:l~H11~ Bino• ronlo llorolloo "~""'' n .. ''"" ; 
omnnn! nf <um¡ont.llono[ 1rnrk, 11 ¡, <! .. r thot th~ nornobrr ,,¡ llnorlnno lo ' 
ro¡,,_n!oll>o o/ llrt <mn~nlrr lhno '"'l"''"'L f•>< <nnr .. pon<e. •• 

' , Jo"nr oll·of lho "'""PI" on~ .. ,b •l•rtln, 1'"•"11)" r,.l,.lun! i., lho .~ 
•nrlohlo-,.ln u¡~loli1o• rol" oro '"~'"'''" 10 Uro tnnolont rotr U[rd-otlu~, rul" .,,~. 

. , In thn< 1ht1 rtqulro o omollot nn 01loor of ll<rotloOo (or •"'""'~"'"'· 'fhlo <.:!> 
omoioor u01mhof of l!o"'llouo b othl.,•·ol h1 oor¡rlo1ln¡ • on•ollrr orunt,., -< ·."'¡ 
of oyr[., nonl b¡ '"""'1"1 <loo ¡ornolt7 oonolonl ot 1 hl(hn rite tho ,~,•, 
tho\ Hi•on b1 l{q•. (3~). ¡',, • 
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M.ala e: al. 11 ;;z¡ C••~·o~"j th~ mot~.o.:;l o! m~l~ ~!oaos (Of mio,;o.:.:in~ .. l..nc:•on ~o) o~bj~ct ro t~n co'S:' .;oot 
e"(>') • O. v ~ace f io a s<:<~'>r, i os an n v~c:oo. ~nd .: os a q v~claf. 1dm Q < n. In ¡, ·'' o~r>er, " c~mc~"''"' al 
lile ot¿:>;!o'~ q";<C.c<a•LZn:.o; m<\n~: oc~ t-o~ ...-. •.M<l ot m~r:-~:'"" is ¡:oesar.:;O. he Co:'r-~"ioan o:; rr.~~~ ~~ 
c:cn•<lerir.g c·,e r~lo:.ve st.,t>< .. !y anJ t!o~ ro~'"'~ $~00~ al cor>ve·~~~~~ o: lho '"a n:et·.~~•- NJ"'C":~I '~'~:t< 
are presan:ed lor ninc C"'"'~!eo, cae!\ el 1. iú:~ io s,.;·- IDc l~J c.;r.,·er.t <'-"" ''7 poinl>. 1•-~ ••3rr'~lc~ ~r.ow 
lhal,.., ccn~'ol,the "'c:~O<I ot m•J':.~'e'!' tS a m~e CCOM!TI-~ ~nj rot~<' ~l;"'r""' 1Mn ,,,. •:•n""d c.u~"'­
neari>=lbn rc~:.'i--<1. l'l reo::.,:,.. ""' ac:,,.,.,,~;" "'"'"~'~" '" prc::'1= 10 \~.e to~"l"l"'g ~h:'.~~~:<n0!1:o el :~e 
prc~';m b•.A; ~0·--,~:: (~1 :•.• r•c~ r_;i~ ~A~ re .. '"~ el tn<· prG~.~m ¡-,M(~) the nc;-.;..,.arcy el ~~o ~·rc:><.n <.c.J 
lhe nu.~r ci .-c:Z~\o~ m.--.:m:o ••-" n;:;..-na uu: tna)' e•,.t. 

l.lalroclueliaQ 

In re<;rnt yoou, con<icierable ottenrinn h.n ¡,.,~,;,·en rn 
U.. <¡u>o:hnurintion noo:M~s for mi~imi"''g a luncricn 
/b l iul•)•ct lo 1 com•_raint ,-ü) ~ O. H<ro. f o. o ><•lot, • i< 
.., n-vocto:, ond ,. is o q -'""""', .,.¡th q < n. 

In tho >!andord \"~D-·il"" cci~aJio.o o!~?rillom !SQ!.), 1 he 
IU&m<nlcd function F(r,A) ~ f(r) + A';-(t) "utilitc!l., 
whero ~. • ~-•·e.:tor, is n11 unkM"-» Lo~r>n~• muldplin. 
St.or!Ín' ftom 110rnin•l IOlue_, ~f z anO~. tb~ m•lh·>d ob­
taino rorr•ctio~• .l.< ami .'>A b~ !i.ólving a linenr i\"l!~rn ol 
.-quationo_ ¡., thi• ""Y· upd¿t•d t·aiu., i • x + .l.t ond ~ •' 
.1. + ..1~ aro obt~ir.ccl. Thcn, "'" pr.,.,.,_. ;, npon.d it<ra· 
ti>-.l)' ur.ril CM\ otgMO<> occu,-.. For tho pottirubr ,.,,, <>f o 
quadtatio iunction •~i>jPct toa linMlr <X~<t<O;:II, tho moth· 
'!Id cnn.er¡t·• to tho so:ution in ono it<raticm. Hcro.e.-.r, lor 1 
IKitt!inur function <otbjfft lo nonlinn' ron•l«ir.l>, tbo 
aMthocl ;, rather Unitable. Doi""':Jint on tho nomin~J 
....:Ju .. of z •~d J., it c.on kod ¡o o robtit·o ;::i.,imum. o r<!3-
tivo ma:J<i:nurn, ur an ;.,i.ection point: <><<>•ion>ll<, th• 
tDtthod prilllun-o d:;pboement. "t<hidt ue so purpo••'eu 
that overflow <>n oc'"' in a~"""" «>mputor. 

· In tho mod.i¡,.d ~uc,ilin•oruarion aJ;onlh!tt (/To1QLl, 
Mielo ot ol. (l97Jl, tho somo ba•ic <pprooch ;, token n• in 
~L. "-ith ur.o imp. "rt"t m<_.,hfic.ou~:~: th• .,,.~,¡._ ~. n < 
<> ~ 1, ;, introducod ;, ~,¿,, to control t.'l~ ,,,~nit"O" nf 
lho displ.c<n'<nts. The ,.,_,..,;, ;, on Lmprm·ed qo.,ilineori­
>.Otion •l~•Jrithm th<.t lrl rotaino qua¿ratie c~n<er~<·n<o lor 
a lino.n-quodr•tÍ< prulolom ~cd (iil Lmprut•,s tJ,, >toloil.t)" 
of SQL for nonlin<at fotLcti~c.s •uhj~ct 10 no~lin.,i con· 
otrainto. 

B<>th th• ah-o> o "'ontiono~ method• roquire th<>tl!urin" 
of a lin<>t •YSI~m of <'QUotic~, ol ardor ~ + q. Tht~•. ¡¡ 
Causoian •limin>:ico i< •"'ployed, tho wmpull\tion.:~~! o/tutl 
is of th~ o·~ u o/ \ ~ .._ q l' ~~~::lplieotinn,_ 

For lor•• ')"><orn•. ono w~v 1.0 rodu<.- the comrutat;nn.Ll 
•:~. •· r oc l• o:~::._~ l, '" · ·-·e: : ·• ~.-:. •: .. _ : '""' '" ~·. r: .... : •. 
oith.r ¡~ tho •~>nd"d f,,,,.., or the r.>Uit>pli•r fM"m••. 
;;, · ..... ,;: -.· .. :-i ·- -.,_ ·'· ....... _: :.; .. ,.,_,, .. ~ 
tht nu~~OOnl<d p.~: ,lty tu~l"l-ion il'(<,.l.kl • Fu.~l ,¡. 
t,.T¡ rt.·ú l, v. hote the '' ,¡_,. • r• th• rc~·l•,- '""~'""'. 

11",; .. .,,,.,,.,.,. ••· ,;., ...... ,uJ ,.f r.>L:.,,:;:,,,, ~" ;.,,pur­
ltonl modii><~tion ,.., ¡>r<·•n••d hy /llid• ,,, ol. (1\l~n !n 
lhi; m•·rl,:i •. otkn, ,-~ll . .J t':• ~"'~'!."d m:•t/,.orl "{ mr.l:i-

pli••~ (1\l~l~l). the au~monud renolt)" í~m';' ~ ;, ~:<>· 
p].,yod in cor.r.oMÍ.:>n <,L:h 00\"<t,,l monttni!~t;~,, .;\;u,ith"'·'· 
n.im<l;·. the of<iic.3r)- gmd1r-nt al~~t1thm, tho oco.i• ~·''" p~­
diont ehorithm. ond rhe or.orii~" ti quoo:l:ncJI :.J: iun a!~.-,. 

· rithm. lmrro,·<-<1 up~ot:r.f. rule< íut th• L•~•otnrc mult:vl ••• 
ond t!-<•·per.,,ity cor.<\an' "'" t!<·.do;,·J i:~ <"Crn·:·~~ 

,;¡h ~ach r.1inimi,ntion "'~""' hm. 
~ "':" When th~ md iti•rl m<th.,J of multo p: ,,.,. " ~''' ¡lh>;ed Ln 

onn¡u~ctinn ""''h the motlif•od QUd<Íline.iz•ti"" ·l~mLthn>. 
A lin•ar .<y<tom uf .-qua,ion, ,¡ <•rder n mu.<t ¡,. , 0 hcd '' 
@~~f)' "''f¿!i~n- 7h~retnrc, if Gou.,ion t"iomtno''M• ,, ••m· 
p\oy•d. the ~o,puu<tion"i••iurt i• ol thr· mdoc <oÍ~; m~i:i-

• p\ica,ons. 
Boorde< r«<uoin~ the comptt\3~Íonol <fl<>tl pe• .,.,.,:,~. 

l>l:\nl ;, "'"'• stablo than SQL. T~i• ;, bt-cau•o ~.¡;,t\1 h.­
• d.....,nt prnportt· on (!,~ a'-l::mont..d ~n~ln· lunC1ío" 
\V(• . .\.~l- \\"hiie ,;QJ. mi~ht """'·~r::• to Ó."rd~ti~e mi~i­

·mum. a relari,-e mn>imu<n, oc an infl~oti~n point. :\~~!~1 
g<O>Ctd!;~-le~d> lu a •~htiH minimum. 

Tho <tand.:t:d qu~,;¡¡,.~,~tion AIJorothm "'"' ~>ed h,­
Luw. an¿ J~akola ( 19731 "it h •o m• •u<cou \s> soh ~ '"'·eral 
pn•ble!rs, mi~~ r~ndom numhen •• ot•rtin: ,-,Ju-. f<,r < 
and ~- The pm~use of ,¡,;, repon is '" •how tl.at <'<~ 
~'"''•• <ncce-< ,,n co"'~"'« : im• •. wiov< e,, L • .,h,_,;,,. o! 
if th~ moclit.,-J method .,¡ mult:plio" i> utili<«l :~-<l<.<d uf 
d>e >lan~•rJ quo,ili,'"""''"on alr.urithm. 

In s•ctiun ~. tho sla,emoLLt nf th,, prul,\,·to> j, ;·,-,, tn· 
~<ther with the r,,-.¡.,,~,., opltr.•1ht1· cnn•l:r;,,,,_ lo'<""· 
tiom 3 •nd -l. the st.,nórd ~u.uilitwori,,ll¡.,, .. :,u:ilhm 
•nd the ,.,¿,¡¡.J meth<Od ,.¡ multL~],., • .,. n1ie·.-.~d b:i,t­
ly. ln occiÍcn .}, O cvmporÍ-<>n <>1 t!..- CoM~Lll•!i .,,¡ o·tt"<·t! 
P"' u<rolinn ;, ~i-.n. In .,.,, ioo:o G ond 7. th.- • >¡.erime<>tal 
oonditi~n• ~nd l'in~ ""''" 'Í<4l eum~l •• ore l'"''entc-d_ ¡, 
""":ion 8. n'-'"'-"'k~l resdw. are di~CUM<d. and the ~o"' lu­
,;.,r__. ~' • .,~:.d. 

2.l:itat<meP1 of tb,• i'<o~],•m . 
""'' ; ., .. •. -:·. ; : :-.:. ,,,¡_.;,,; : t .. ' 

, .. ¡¡,) 10 

dz) • O /~} 
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The Genera!ized Reduced 
Gradient IVlelhod: · A Reliab!e 
Too! for Opiimal Desi¡;n -· ·-1 --·-............... _ n,; • ,., ,.., ;. ,. ~""'"~'"' ;, nf " .,.,., ¡,..¡, "' ¡¡,.,¡ ·~· G'"'"''""' n "''"····• r; ""'"'" , "· , ,, . 
-t, ..,¡,¡,¡, ¡,.., no~ ,,.....,,...,¡ ,..;,¡,, ""'·nliu., on lho• ''"1'<'" • ,¡,.K ,¡,.,.,,., /o lo"''""'· ¡.,, ¡,.,¡, d 
;, n 1 ¡,.,...,., ico 1 ,¡,.,..¡,.,.,,., . .,, uf/l.,• m•·r ¡, ,,¡, n ,¡,.,,." pi ¡.,., .. ¡/1,. · '""" " 1 ,., " ; 1 lo " ' , ""' 1 '" ¡, 1 o • 

Ci•-1 J'ft<ommr.,Jo<i•m• '" prudwiT ~n r{fiúrn/ ,.,.¡,_A f•"''"" .,,¡,. o·no¡ol"""" ''"' ,,,.,., 
1)' -..-u un ~nd ,.,,..,¡ nn <hr f"A•<>n gnd Frnlnn /1/ 1 leo< P"•bkm•, ¡!/¡"""""" ¡/,. 
m•llood lo ""rffocirn/ on~ ,,¡.,¡,¡,, 

l'.o.,;-.., ,,......, .. ;. ft ...,,,,;,~-·- .... ~,;,;.., ............ 
...,.;.¡,., ond;,oo lov r/.,. oh~¡,.,,, ¡¡.,..;0_, 0j0.,-¡,;,.,,. "" ¡,,. • .,,.,.¡,.,¡ "'' 
... , ... , • .,.;,., ...... , ............... "' ..... 1.;,.,,;.,0 .... ,,,....,, ..... ,.~... 

......... , .. 1;.,,.,. h ... ~.¡..,; .. ~_ ll•"'<io...-. .. oo ''''"'"" """ "'"''"'"' 
"'' lvo .. 1 ¡,.. ""ioldon,.. """ "'''' r,,¡, lhnltho· ''''"'"""~ •• ni h" ,¡¡,. 
p-1¡., niol hlon ;., hi-.¡,..;.,~- /111 ¡,,..,~ ¡,;..,, .. ,,.,..,. OMOY oo<nvHio 

.. - .,_,.,.,, ......... lo;.,,, .......... ,,,,.,., '"' """''""'' """"'''-
¡"";"""'"'"'"' "o'"o''"''• ,,.,,., ,,.,....,,,;,,.<o o on•w "'"''"'''· "'h<n ,¡,,, 
..... , ... ;rr •••lfo .. ,., ,,....,¡.,. ,,,,.o...,. , '"' '"""'" ,,.,,.;..;. ,.., ...... ·1-,,. 

.....,;lnlOiot~ , ... l>i~h·o¡...,.l oli"olnl ''""'"'''"' 1'"''' h .. ro~"""o"•ol 
1tor nr¡olkoli"" ni'""''""' np<uniw,.on ""''""'" '"'"''""'"""ol 
""""'"o"'i'"' ...... ¡,,¡.,¡ '" .., .. iooo•<i•O'. ,, • .,.,, 'llon ,_.,...,, ,,¡ o4!•"'1 

"".....-mtioor: ol.-" '"""'"'' '" lo•<lo ¡,.¡,¡.,, ,,.,¡ ¡,,,. '"'"''""' "" ,..,. 
'''"""' ""'" ........ -.... lo ''""''" ... , '"'"'""' ,,, .. ,;,.,_ 

''•·'" i•v. '"' 1 ,;. ,., 1 •. ,.,,,. 1 ,,. ,., .,. ,,..,., ;. •'''" 1 .. , 1.r.,, ••• ,;,¡ "''"· 
•·~•.im "''" 1 ;, ''"'"'" ..,., "'""''' '"'"'" 1 '"" '"'"' lo·"»-' ,., ,.,.¡,., 
11•<1 ¡¡,., ,¡,~;"' ¡,." ~.,,¡,.,¡ ,¡,. ~,;,.,;,,,, llv •l••"''"''""" "~"~F•HHiio"' 

"""''""" tiH· oh«n !"''""'" "'" 1~ lm""''"~•l '""'o """"'•<ti ¡,.,;, 
• .,.,, •• ¡,¡,. In mnll><-""'li•·nl l""'mmmin" lrchnn''"'"· Thi, '"'mlnnl 
~"'"' hotlo·lin"l ¡, . ..,. ' 

~llnloa;,. 

( /11~: )_, •l"·'~"'····'"¡r, 
... ~ln-1'- . -

¡E lt" '" 
1.2.:1, ••• ,/i._' _) 
1,2,!1, ... ,1. 

,_ 
toC<I -u ,_ 

••• 

.............. '• ... '"-" 1'·-··--· ... , ...... ~ '·· , ............ .. 
Ji '' '" ., u • uo· • , " a ~ 1- 1 · 1" "'" " "' ' ~ o " ""' " 1 • """"• .,, , '"~""' ,, 
.\.'11~ 11. ~'"'""' ,, _,,,,_ 1, IH ,, ¡·.,, •. , "" ·;., 1 n-: K 

---- ~--·-· .~ 
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IW 
<'o(z) 

• 'lol<) 

-• 
• -
-

~ ............... ,¡ olo•io<> ""''""'•• 
w..l momio•< od ,¡,~;O" vomnl<lo~ 

'''~"'" ,..,.,;. '" ,,,,.,-~ ,,. r .. ,, 1""' 
K ;..,,,,,.,,,, '"o"''"'"' hno·h·•"· ll~· ¡,.,,-1;,,,. ,¡,.¡,.,, 
..,;.M,. in tJ... ,¡,.,q,,. '1""" 
/. .. , ... ,,,. "'"'' """' luno·li .. n•, ,¡,, .... '"'"' : ....... ,.,, ,. 
_,,., lho ""'"'"'' ,.r '""''"'"'" ,,,..,,, •. '~"'""' , ,,.,. 
.......... ..,..nr;, CO<tnl""",;,,., od u,.,¡,.;,., < "'"'lolo • 

W ht n " '"" ""'" ( 1 )-(.1) ""' Jio,·n t IU<!<I ¡.,,,. "' F loe olo"ion vnri, hl ' •• 
ti« 1•n•hlom lnll• in tloo oon<<ol mi",,¡ hn••• 1"""'"'""'0"" 11.1'1 

pmhh"""· Murh "''"" ,,...,.,.,-,-¡, '" ohe 1'"'' Z,< """ '" the r,,.¡,¡ ,( 

"""h"""''"'' ''~"'""""'"" ¡.,,. ¡, . ., ,.;, n ¡.,,.., '""''""'m"'"-·¡-¡,, 
"'"''"''' """""'"" ._ 1.-. .. on•· niohh· ,¡,.,.¡,,.,¡ ""' ""R' '"""' 
'"'"' '""" ""' J ..... ¡, " ' " • '"" ' ,, ;. " .,. '" '" , .. ,.' 

A ,,.,,.. ,,,_.,, . .,,¡ '"""'" '"" '" • ""''"" '"'" olo~i,-n ,,.;.,~ ~ ¡., n • • 
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'""'""''"" 1 N 1.1 '1 ,.,,.¡,¡,.,,, ¡,o,. ,.,.,,.,,¡ ,,., ,.,,¡ ¡,,, ''" " o lo-o, 1, ., .. ,¡ 
<" '" ,¡,. """ lu """ ''" ,¡,¡, . .,,, i " !1 ,. • ., • .,..,. 1 Ion 1 1 he ,; .,,,.¡,. ' nlo'"' " ''"' 
,.,;_,. '" ~,¡.,. lt.. ¡,,.,.,.,. ""'"'''"- Alll••«h onn"' .o,,,,,.,...¡.,,. l • • " 
""~""'"''·"'m''""',.,."',.,¡;,..,¡¡' ~ll<o>' ''""'" ! ¡.,,, "" mo·o ¡,, ,¡ ''"' 
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;. llw· '"'"'"" """'' ¡,., "'''"'"" h '·,.,.,¡,., 1 ¡,. '' '"""'"" ¡,,, '''"' 
1"1.11 ~ (frl + wv.ll. +. ; l "' 

"'hio·lo "'' noll !lw "''"'''"'""' "' wl<l,.l¡•-""1" hu o• F ""'- 11 ·, '. li_ "· 
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Th• ¡,,.;, . .,,,,.,,, ,, ""' ¡• ,,,¡,, "'".-o¡,.,, '"'""""' ;, ll•ol "''' .... ., , . 

tninimi•nl ;..,, <•1 11 ... ""n•n•l "'"'"'' """-""" 1'1• 1 ••ti '""' ,-.,.- o .. 
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Scqucotial Gr3d!cnt·Renoratlon Al¡orlthm 
for thc Minimi¡~Uon of Constnlned Functions­

Ordlnary and Con¡ugote Gradient Verslons• 

Ab"'~"· Th< l""hlono .,¡ miniooi•inr. o fu'"'"'" /(t) .nhj<:l 1< lh< 
""""'"''" '/ i 1 1 n O ¡, ,.,.,,;,¡, r.-.1. ''"'• f ii • ",,¡,.,, • "' •. ,.,; '"'· •"~ 
P • V"'"'"'· ,\ "~'''"''"'·'~""'·"' ¡, P'""'""''· """1'""" uf oh.,''"'"''' 
'"""''''"" o.r c"J'"·' r•l~..,·· ... J '"''~"'"" ~·· 

In tho I"J;,., ¡J.-.., o """''""' ""'"' t ».lidrin~ ,¡,. '""""'"' ;, 
Nuo.tJ: o ,¡¡,1'¡'""""' Jo· k,.¡¡.,,'""" 1"''"' • \u • .,.;,J 1'"'"' )" ¡, 
olet<n""'"l O•<·h ol,,¡< Llo< • .ohn• of lh< [,,,, Lionl ¡, '"''" "'· 'fi" ,¡,.,""'''"'"'" 
uf,¡,, J~r'"'""'"' .h ;, ..... 1"""''• ¡.,¡,,,,,,,. •• """Ir 1"·'"' • ¡.,, ,¡., 
.,,¡¡...,,_,. l'.J'"' .... ;.. "' 11>< , .. ,, ... (1'"' 1) •• J ; .. , .......... " , .. ,, 
po•illu • ood _¡ lo• <h< ~·•}•t•" ('••h"l '•"ion u( tho notii",J (l'•" 1¡. 

In ''" '"'"'''''"" fi"'"· • Mmi•1.1l P"~" y not uoi,fl ¡.,~ ''" """" ·''"' 
¡, """"'"':' ,¡,.!'¡"'"'"" J,- '""'"~ ¡,.,.¡ pmnl) 1•' _,,¡.,¡1""'' ; ~ 
ol<l<·nni,,.,¡ ,,,,¡, ''"'' ti~ ''""''"'"' " """"" lo" r""""l"''' -~~'" of 
""""f· n. '"'"'"'""' ;, J""• hr "'''";,;,.; ,¡,. ~··•·"!""' <~••.:< tof 
11•< ouoiJUI""-

11 "" "'l'''" ,,¡ ,¡,, ,,,,.,;.,, r'·"' ¡, of "(•J. 11 ... ., J, -.• <~.¡ ·""' 
Jr '1!(•'). l'or, '"'¡,.;,,,¡)" '"'-11, 111< """'";.,., 1'''"' P""'-"" 11~­
J,-...;on• poopo.·n¡ o( ti .. l"J""' ph>><: lho fun"ion / J,., .. ,..., l~l•«u 
"'1 •·~ """'"'" "'''""''"' r'"'"· 

' "'''" '"''"'" L ,1 '" ,., l 1%' , '11•" """"•''· "''""'"" by oh• M.• \ "'""" J On,_,.,.~ 
'""""· ''''"' ""· "''" ,._,..,.,., .,.,, 1., ·•~ ''""' .r "'"""r~ u .• ,.,¡,,"''"' oL 
~ .. ..,,~.· l<.v.~n. '''"''" ,. .. , , '" 1 '"''· o; • .,. ~~ M'-.IH»-11-"•-'>, " , """""-

'""' .r "'' '""'"'"-"' .. ,~,,.4 ; .. "·" '•""' l • 0j'oo/""'' ol A•"'"'""'" ,~¡ ''"'"'" ,.¡ ''"' ,\.,~A"~•~••• ''""'P• 11.¡~'""'"' uf 

""'""'"' '"" ~"""'"" ""'""""'' '"" ""'"'"'' """"'• ''"', .......... ,,u~"""'· 
' '""' ·"' ''"""- .................. '"'"'""" ' .. "'''""""' """ ,, ... ,_, ,., ....... ... .... ........ ~ ........... , ..... ~ ...... ,,. ''-·""'· ,., .. ,_ 
• """•'" """''" ···'·~·"~·~~- .. ·- ............ '"'""' ., __ , ~ ........... , ¡, ... ~ ...... 
·"'" "·""''' """"· '""· ''"'"""· u ...... '""·.,.,,.,_ 
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'r"l'!"~ •• ·""IJ ~"!" '"''" ''1' ,_,,\ ·: -;:_r '" "-""'1' ., 'l'"'·r·~--, ... , >•o ., 
"P" 1"·'·'" ''"""'~'"' "" u: .>•·•""" !~ '"~'~ f'"'''"' ''1' ,_.,~•:J 
o\ 1[!') J[JÁ> 'JOOlrJUl•l> '1•"!• 1' '1 '1 :_; ~ ~-0 -'"~" ·.~' !-;)"¡" (·-:<T 

'"""'""' 1'""'-'"'1 "1' "' ,,rq·•· .ir ,,·r '·'"""r >'!1 :.""!'"'"''" <1 
r'"!""·'l·~' '!! 1u:ool 1''."'''' ?' f ,,, .. .¡ """) ~d'i"·': ·'1' ,.,.,.,r¡,:•T , . 
'""1' :r>uo"""" "'!'''''·'" "P ""•1.:•!"'' ,.,., r "'""! !''"'"""' .,. ... ,¡ 
'"'''""''""~'u¡ .,., .. ,,¡,.,,!f"! ""' "1' ~'""'" 01 1 -·d )'';'"'' '! cor•:.l 
uo:m~''" • ·.-...n "1' :o"!'"l '!'!.t. ·o -~< l \) \ 1·~· '"'" >q ,,., .i •u.ooJ r-'!"' >·¡o 

'"P'" '"" 01 l>¡uu "'! !"-''"'"'" « "'!"'""'' -''!' '"'1' '"-' .•·:• ~' '"fJ -, r •:o 
'"""'""' ,,,.,1'"" ~ ' r" • o ·-( · 1 •·: ,,,,., ..... • P"'""'"': -"P ,,, "''~·· 1• ;:? 
"'"'.!'" ,,,~, "1' ~""!""!"'"' ,\q 1"-"!'""''1' •: ,{ '"'"': 1"~"''' "' ,\ l>l!'"l 
ouo•¡ ~"!r"l ,.r '"'""·""1•1·•1' e ''"'1' '1'""'"'"" w:· "'"'" "11 ~,,¡1'!1"' 
r lU~o<l 1'"!"'"" < '''"'1'/ '""P"'·• ·"1' "1 ·(¡ -~:-tl '' «'•: """'··"'•"' f'" 
-~d lU'!p<>~ J~ U'>!'~"'"' "'"'''1' "'11 J~ P·'"'~'"~' '! '""In•-~,< '''J. 
'')<\<l<JU<O> "' ""'!''"" u»~P<¡ \ • )/ \\O.'P"") ->~\ )" • •>)" 1 -' 11 1•~1 .>•"' 
'~>no"! 1'·"'"'"""' "'111"~>" p•!l<mll>J • ¡u><,J ·'" •,«l•ol -~•11 ·1¡ 

'1"'"'""' '"" iw""·'~ -'" """'"''"' ·"" ·¡'-'" "' "'' •! '"'11''· • .-, • 
·~· ""1" "'·" ·r·" 'l"rJ'!''-' '"" '" ""!''"'""·' '~' "'· :' '·•n··""'""' ,,,,, 
'" '''""""'! "''"'·"1 ""!"""J "'1' J" '·"11'·' "" """''"'"' it:'"'"'.l ''1' ¡o 
t.1nr•• ~"""'""' '"J •-""" 1'''-'"' I'""J" >q "'''" "'"" '"':" • ¡o ··,.·co•·,,,. 
1>1<U:>d >•r• ~"!""''1' w¡ "'!" !"'~'"" '"'""'P ou '"'·"1' .•or ' .>::o'O• •:-~ •p 
>~.1. ""')<IOJJ ¡ownJOI1 l"'"""~?'~n 'l':d•u!o ft•<><)<:'"':'"" • i~ P'-''IJ" 
"Q»¡q<u~ 1'""'""' rou•_r!l•uuo ><[l "'1' •: op•o,,r,¡, •:•11 )'' ,; -=~••;•• ":J . 

. 'OUI1!1JU1<j .\1\'>L><I ''1' JO l<~l '! '1-'"'~'1< ·'!'1'"''"-' ·'JO 'l""il><U l"l>!P'l' 
·~· •• """'J" 'P'M .,.,,_.~ ~ ~ r"' .,,,_,., .• '" • -,.·r•" • "1 "·~" 
'O -(x}l '"~""""' "1' 01 mi~~· (•)/ UQI\>uo¡ • ~"!'!"'!"!'" "'1 .,,,,,,o3¡o 
"!""1! '~1 •• 11»!~ ""'1 "q 0"!1~"" "''l"'P"""" .,,.,; JU>.'" u¡ 

""!""1''"'0[ ., 

"'""'""" f-1 "';'~' """' 01t u: 1""!'1'1" O) ,¡,,.,.. woow•:w ''11 'ou;OII>e"<-" '•r.ur, 
0 Ol >»!qno ""!l>UO) '\I'II"Ob O lOJ 'lfJO"!>l•d u¡~·!"" WOOU!•I"D >"jO,. 

¡ooo~'"'l'lllJ>Il -•q• u¡''",:¡'""'" '1l'~l"'"h Ol•qn¡'> ""'·"" '"':!"''~ .,,¡.( 
'•UO~ >ql 'puoq J:>l[lO >'!l U()'''"'~"'""' l!l"["n~ >OU '"'[ '"""'"'""' 

>¡Joodw.(tt ll[q:q" wop<Jol!¡o •ql ¡o u•1•'>• '""?"~ Á:ou•r•• ><U, 

IIHI 't ·o.-'• "lO.\ 'V.LOI 

' '· 

"' 

-. 

• 

' 
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T..., ~0,.i.on. o/ oho rneohod >« rrc«niN: (•) oho ltf0<1'1io/ otJiwury 

t,.J;,,.,.,,.,.,¡"" "'••riolwo, ;, "!·ido lho grJoli.:ll_ r'"" ""~- inturon:''"" 
"l"'inl ~ only, ••~J (b) th< "q"'"""l ""'I~;•I•I'"Ji-NI·I~ll"•''"" "tr"''h"', 
in ,.¡ci,h 11« sr•JocOI phuc """' mformot¡qn ot both pouou x or.J -': ~~<r< 
¡; ;.,~, point P""Jins x. M<·thoJ (•) i• gi•·•n in p.,¡ 1; ~lcthod (b)" C'"'" 
in p,, 2; lhcn, inPut J, ><vr<>l nuoncricol "'"'Pi<' .re P'""ntod. 

2. Stottm<nt of tloe ProLicm 

1 ~ /(•) '" 
,¡.¡-o "' 

In th< ohovc <G""''''" J io ·, oc•l.r, >' on 11-vc<tor, "'J '1 o ~-vc<lor,• whoro 
q < "· 1t io ";u'"'~·,¡,., tho firot ond ~ccond pordal dCJiv>ti .. o_af tho 
funC!ion fanJ thc '""''"'"' ,. witb "''~;<« to ~ <~;., ond ><< oonunuouo; 
" ¡1 olou ""'"'''] olut tho '"'""·''"''! "''"'"'""' "'""-

P!l.l!T J: SEQUEKfl!I.L OHDJ.'I:oi!Y GHADIENT·R¡;STORAT!üN 
ALGQ!UTIIM 

In <h"- p><l, '" pr.·scnl ti" urJito.ry ~:•Jier.< lcrúun uf '':• o<qu~nti>l 
~<>rli,o 1-r."o"''"" ,l..;ori<hm. ·n,. ~,.J;"·' ~~"" ;, ""'"" "' s,·<to~n l 
>nJ th< '"'"'''i"n ph"o ¡,¡ St<t~"" 4. ln ~"""" l, '" urJc~·Of·m,•~OOturlc 
•••l¡<i> i• P"""'""J. F,o,:ly, On s,,,;,, G, <1.< ><•1"'"""1 ~'J'""Y ~""""'· 

'"'"'""~" ''f"'''"'·'" '"" '""'"""'· 
l. Gc~di<nt Pbaoo 

c,,,,; 1kr, <Ji•rl•ccln"" J< I"Jiog ltom • nominol 
poi o< 1 ou<h tl"t ' 

y-''·" '" 
'A ti''"'"'"~'"'"""""'" <•Ioom "''""· 

-.--- --------

JOTk VUL. 4, HO. 4, IM "' 
A .. um< th.u oho nonoiral P"int k ,.,;,n,-. (2) n><1lion~ th•t lh" ~,,¡,.J 
puint y,,,¡,,¡., (2) lo r,,., urJ.r. Tlw ¡;,.,.,,J" chongo ni tl1< func1ion (1) 
¡, ~;,.. by 

~.IN-1.'(•/J~ ,., 
"'h<r< /,( 1) io lh< groJi,·n< o/ tho ,.,,¡., funuion f -;,ioh tn~p..-..1 lo th< '""''" " 
oruJ <h< •rmbol 1' d<nol"' oh. '""'1"''" o! • on¡1rio. In tum, the firot-otJu 
<h.mg< of <h< «>nm•int (2) ;, <<pr<ICOtl'd" 

'" 
,.¡,,,, ~.{~). on ~ >< q m•ori~.d'"''''' oh o c<>Ji<nl nf tho , ... ,,,;,¡ lun«ion., 
11i1h "'i'<<lln tho "''"' •· 

N•"• onnoi<kt th< follo~oin~ c¡u•~r>lic cunotuinl on ti .. Jiopl"'"'"""' J.: ,., 
wh«o K io • """"""'· 1\'i<lo tloio unJ<r>t;,,lin~. ~" lamnol>to tlw l<>llowin¡: 
p<ubl..on: Fin~,¡.., vui>lion J.r •dokh ~ninimi••• (4) oul~ut lo($) (6~ 

J. l. Di•pl>o<mcnl ·~·'· So.nJ"J ""'""J' of th< th.-orr ol ,,.~¡',., 
anol mininu oh<JW ""' lh< fnoJ,,,.,.,,./fo•<ti"" uf thi• p<~>bl<on io the ,,,.¡.., 
fun<lion · · ,,, 
who« 112~ i• • ""¡., /..o~"'"~" "'""ipli« and ~ • v·•-.;<lar 1"'~'"''" 
m ol1oplkr. lf o no introJ""" <lo< ""'""""J f•n<l;oo 

J¡,,.\) - /(•1 + ''•(-•J (JI 

J',(•· ¡¡ ~·/,(•) -]- ~,(<] ¡, (~) 

tho funJ•m<nUI fon<tion (7J h<rnm" 

f1 • f', 1(•, J) J, + (l¡lo) d•' J• ( 10) 

In Eq•. (9)--(JO), lh•· o¡-mlool f',/<,.\) do.-oouo,·. lh< ~r .. Ji"" uf tho ""~'""'""! 
fun<Oiull F Wllil O.'ljl<<l to <h< """' >. Thc up<imol J¡opi-'CI'UI<nt J> .. .,;.,;,., 
thc rd,ti"n 

(lll 

• 



~~-........ . 

. : --~ 
• "• 

•: . 

"' JOT"' \'01... •• NO .•• 1\'61 

.. h<t< n .. drn<>l<t th< poJiont of rho fund•nrontol fun<lion o ... ;u. <Oif'<<l 
lo rho ,.''"'".h. Tho '"Piicir form of {11) i> lho foi:01>·in~: 

,¡, - -•I',(•,-1) (12) 

onJ '"""' rb<'tloo •li•rl•~"""' """' J, h>~ ti" <anoo dir<ctioo .. rho 
Jr>~i,n: of th< '"~"·"·"J f•nction F. Noto <lo>t ( 12) Jo~ermin<O J~ prOviding 
1, a &r< •J><ciñcd. 

).1. llol.l!io" ll<tw«n A" ond •. M F.q. (ll) •hnw>, <ho .!iopla«monl 
.J> ;, rroro"i''"''; Lo -•, <he rltpli" ol Lhc gradi<n< pha><. U pon aublli<u<in¡¡ 
(11) ihiO (6), no ><< Lh>l 

(!l} 

, , . , . 'Tlotrd"'"· • "'-''"''f'•Odon<e .-io:> lo<!"''"" oh, '<>lu<O of <he <onmn< K 
onJ l~'" »l<r" of 1 :.,. "''l"i'c o. Thi> b<in.~ ti" co>c, "''' '''" h¡-pm p<emibin~ 
K anJ '""'" ~.,_,·tiy '"'o," in oh, c .. n.iJ«otion> "hi<h folluw. 

'·:-

J.). D<><co.>in~:ion ·or •· rr Eq•. (5), (9), (ll) '" Cnmbinod, "' 
obo. n oh< róhun 

-~.'(•)/,(•) ·1 ,,'(•) ~-1•1 .\ -o (14) 

s;,,« ::" \oto" f_'•) •n.! oh o m'Ui> ,-,(,,) "" knn~n" lho non>in•l poOL•I .<, 
~- ¡ J-l'o ••-pp:;,. "·' ..... !tipli" >.: ,¡.¡, ¡, p.cd"ll ,h, »luo ,.¡,;,n K~"'"""' 
"'""•·•Oon of ,¡,, '"'"''";,, (2) lo f:r>l v•J.,.· 

1.1. D<>«ut l'<operly of lh< Cr.oJienl l'lo•><- Tho fi"l voriooion 
of lh< '"'""·'"' ¡,..,,,., ;, ~.,-,.n by 

( 16) 

Eo,ulli"n (1~) ,¡,,,, tlu<, [,,~:_-O. <h. n .. o n<illion of <he oucm<nled 
fuo."i'" ;, r.--:;,;,.,·, 'l!.<to:'otc, ii o ;, >uOTo<iccn<ly om.l!, <b< ou~mo<.tcJ 

fuw i<•n F d,, « ,.,, J,., ;.,~ <1>< ~· .,1;, ''' ph"'-
,\it<lnlli•OL_\, '~" ,;,., "·"'"'"" .,f f'(-•, .1) "" 1>< wri!l<n " 

óFf• • .L) ~ lf(•) -1 -''~(•) (17) 

'· 
· ... 

" .. 
JOTk VOL..~. ¡,;o, t, IM'I 

~- ol (S), E<j. (11} r..Ju,-.,. 10 lb. form 

···---·· -----------~ . . 

'" 
:r if(•)-6f(I',A) ."()~) 

wh1ch '""' rhot ~10 fun<l•m>/(>) ;nol F(c,~) b•""•• idct>lieallr trfti,.t 
ordor. TIO<rdoro tho Or«rnl propolly ;].., hol<lo f<H ~ fOUKt<on ¡, ' 

.1.S. St<r•iu. 11>< "'" "'P io oo '"icn • .. ,,., ro 1hc •••r•iu 0, 
lf Eqo. (l) •nd (12) ore <ombincd, tho po•ition """'" rhc <lid o1 rho 
gro~dicnl ph"'e becoon" 

' - ' - ·!',(•, .1) (1~) ., . . ' 
Sin«~ ia Lnown lhtough Eq .. (l-1), Eq. (19) ~<fin<>, ono-p.atau,.:l~t f•inily 
off"''""' r._ ... hith <ht •usmon<<d lun«ion f' uk .. ,~., lomo 

, F(y, ~) -F(-•- of',(>,.l), l) - Y'(o) (lO) 

Tht ~«al<>l d««•>< o.l oho fun<tion 1'1·•) """" il lh< V·"""""'" O>lioti.-. 
<ho followins "''""'"Y condioion: . 

' 
Afl<r ol.oor>ing thal 

• (ll} 

., (llj 
• 

"'...: 1h•< Eq. (21) "" ~< "''"''" .. 

f,'(y, l) F,(•, >.¡ - O l~l) 

ohowiH~ ol"l th; g; •dionl of oh• "'S"'•·n«J fun<ti"" o< poin< ..Y ;1 orl,h•'5<'n•l 
lolho·¡"Jicntot~inl~.· , _ 1 

1o obt>On "''"'f><Unn <•f (~1) D< (H), '<lm< ""'·Ji""'n•Í<on•l "''"h 
n1otl....! "'"" h< omplor<d. 1_" P'-"""1", <uK ¡~'"~"'''";.., (il '"'l'~·)·• ¡¡,., 
J«~»l~l<a uni)') >nJ '/·••trolw"m'"'"'' (•l 'mplu¡-o IMolh fll•l ""'1 .... ,.,;.,¡ 
d<no.""'<l) m i'D"ctfnl H•o·Liou¡l, ¡itol< 1 '"J J). Th«< lm!lo,.lo "' '" ¡,, 
omplo.,<J tl<'rJ<iody U! U;¡ li<¡. (2!) ¡¡ o.uioli<d lo> oi"i«·o! ok~t~·c uf "'<UI>\]' 
th••••.uootil '' . ' 

'f','{o)._:~, 

":"''O,;, • '""11 numl.e<, In ~'"lioo, q1 <al\ 

1, ~ .,v'.~o¡ 
"'h«o '• io o •moll nomb.<. 

(l-1) 

(~l) 

'. ' 
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4. Rn1<>racio11 PhaK 

At th< cnd of Lho ~"d""' plo>><, tho pmnL y,. known lf tho con>Uoint 
,. \ino>r th< rcbuon ,(y) ~O l~old>. On the ~t!><r hond, il tho conauoint 

15 non11 ~,-,., ¡(y) 1- O, ,.hoch m<>nt chot ''""" J_o~r« ol J_;...,,;,[..:Lion 
'""'· Th<"forc, > tc~to"tion ph>« io n«JcJ pnur LO or.nmg Lh< n<>t 
go>Jo<nt ph'-1<- ~pc;;ifioally, onc h" •o >pply • '"'"'11 •>fi><inn Jy Lo J to 

gcn<r>IO • ""'" pooit .. n vwor 
(1ó) 

'"'h '"" t(-') ~ O_ \l"hil< <he«"" ir.ñmtc '"Y' tn p«f"'"' <h•· r<'<oroliun, 
tl.o n\O>l lo~i<>l io th>t d"<lop<J in Rd.4' th< o;on•lr>int io rnto«J .'~ 1 
p;<~crObcd dcp« oi >«<J<•<Y 11ith ¡t,, lc,,.,.,,l""' dr>nso o/ tho P"'"'"" 
>"«tor. 

U qu.,ilit><>rinrian i. <mpluyrd, Eq. (1) Í> op¡rro•Ím>"d by 

I{Y) ·i- •.'U) Jy ~O (l7) 

In ordor to prc>«U rhc '"¡"¡.,,. Jy fruno bocoming too '"i'• w• inÜ><J 
Eq. (21) inro lh< uno·p•wnu.r l•onily of oqu,iono 

11,(}) t ~,'(;•) ~)' ~ o (li) 

"'""'" • >c.11Ln11 {"'"'· • lr. rho !oglot of pr<VÍOUO Ji..:~ .. iun, w< o«l. ti>c mini1num of 11>< fun<"on 

J-jJy'J,- "" 
oubje<l tu ti'< Joroc"i"J cunotroint (2~) S"nJ«d nr•<.looJ> of ~h< rh<<>ry ·~f 
"'"'"'' onJ mini~>~> ,¡,0,. thot 1M fu•.i•'"'"'"' }••<""" of thio probkm " 
givo;n by 

ill) 

.,.¡,.,, ~. , ¡-«<lor, dono«> '" unoktmr,Í!I<-d, oonounr f .;ogun;< mullipli<r. 
'l'h< optim>l 'doao>~< ~Y.,,.;.,;,, tlo< rcl>r"rn 

.... -o (ll) 

.--

JOTA, ,VOL. 4, 1<0. 4, 1,., •• 
Tbt l.o;ñn~o'ntultiplier • io ol>uin<J by comhinin~ (21) and (ll) to olimirutc 
.d_v. Thio yidJo Lho tci;Uion 

lt,{y}- ,;¡y) ,,(y). ~ o '"' ror •ni ~Í"'" k in thc ""¡' (29), Eq. (J4) ooppl"'' che ¡_,~""~' 
multipli<r I'Wor u. On,< o io known, thc '"""'"'" Jy ¡, ~hcn hy (lJ) •nol 
tJoc <'tlff«l<J ¡w>ÍLÍOtl VO<I,r i 11 &Í><n by (26). QJ tOOf"', thc ""IOtOIÍon 

ph"< "'"" 1>c p<rf•mno:J """''•Ir """1 • d<>iroJ drg«< Gl '""'"Y ¡, 
"~"'""'· rh" ¡,, """' ,¡,, '"'~"'"'r 

/~i) -~ s, 
io .,¡¡,¡i,•d, "''"" 81 io oomolt numl>ot .. nJ tloc pcrform."'" inJo, 

/'(')- "'{•)•{•) 

- {ll) 

'" 
4.). o .. c<nl l'ropcr<y o/ t!ro P«formonoo Indo•. Tko ¡,,., 

o·ori;uinn o/ rho r<rlounr>n<< rnJ<>_I1J') io i'""" loy 

M'( y)- 2•'{y)~.'(y) ~y (l7) 

>nJ, b<<>Uoe ol l:q. (2~), rodun-. lo 

M1¡) • -!'''(ylf{.•·) 

which, in turn, "'" bo "'"''" n 

M'(y) - -WX¡·) 

(J~) 

(.1'1) 

Sin« /'(¡-) :-O. l:rJ- (39) '""'" rh.:tt '"" fin< nri.rion ~r tho 1"'''""""""' 
inJ« ¡, "''~'"""' for k >o. 1'h<rdo«, .r k;, '"'~ri<nrl¡· omall, rlu· J''"'"' 
nf thc po·rf"'"""'" inJ" "~U.UM<f<·«l. lrr j'!ICIÍ«, Otl< Wt IU•< k J. 
lf <hi• "'""uf¡,,¡,."""''""'' m,,''""'"' in 1', '''"'k¡,"""''''''"' 
hio«t<J unto!/'¡, ''"'"''-"'J. -

Th,• l""iliom "'"" ¡ >l ti,, eord uf tloc t<-.tu,.tion ph,;c •nJ 11,.· l""'iti«n 
,.,.,,., ,\ ,,, rht ~~~¡,.,;,g ni''" ¡;r.t.licnt pi,;,, ore,.¡,,.,.,¡ h¡ 

~-·+.¡,, .... 
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. ' 
~ hor< ,:!~ U lho ~rodi•nl Ji,pl"ement •nd Ay io tho f<llo:atian dioploÚmont. 
Fram Eq. (12), "' "' th>t, tÍ the ot<poi,. a io al O{ o), thc 1raditnl dióplo .. • 
'"'"'~ .. thtorJcr -_-. ' 1 

~·"' O(•l 1•11 

(4l) 

.. h<r< ,.,..(•) dcnol•'> tt.e arroy of 1h< O<tond portC.\ deri,.,i•<> o/ '1'· Sin<<. 
lh< n~onin>l V'""' > ,.,;,,;,. (l) '"<t\y anJ the ,.,;>tion .<lx i"ioli" (l) 
1o fim ordor, th< lir.l r~u """' on th< ri~h<-honJ oide o! (42) Voni>h. 
'lb1·r<for<, in li« li~ht of (41¡.(4:), "'conduJe that 

vl!'l"' Oi•'l (43) 

• 
l't>t, ~< tu<n '"" >Ot<ntion 10 Eq• (JJ). (J4) on~ ob><rn tloll, bo<auoo of (41), ,., 

' . 
In con<luoi<.n, if <h< grod•<nt diopl.><<m<nt io of O(o), the r .. tor11ion 
d .. pbt<m<nt io ,,¡ O(o')- 'fhio f'l"'""'' tho<, for ouffioicnd1 ""'oll ;, 

(•S) . 

S.l. o .. cont Proporty uf lh< A\~orithca. Fin,tly, wt conoid<r the 
P''into, onJ i, both »ti<fyi"g 11" con>tr.oi"t (l¡. TO ñrit ordef, 1hc ditfc,.nce 
~~ 1he ,.¡,,.., ,,¡:loe (.mction f •• ,¡,.,,. P'''"" ;, ~i1en by 

(•6) 

' On t«OOU" nf (H), the ><<onJ """ "" tht ri~h<-l;tud oide o( (46) <on be 
ro<~I<«<J ,.;,¡, "'1'""' lo lhe fir>l. ll<oO<<, Eq. (4~) b.owm<> •.. 

j(i) -f(x) •• - .. F.'(•, .I)F.(<,.I) (41) 

'B><rdu«, fo.r • oufficion<l¡· •noo:l, th, ''"""'ion >lgo<i<hm pr<>en .. th< 
d<><t r.t ?<Of',rL) ,f <i.< gr>d"nt >l~o<ilhmo thc fonctwn J de<ren<> bt!*«n 
any t\\0 ou.u;•i-. tt>to:otion phn<&. · 

6. s~mmuy uf tho Alsorithm 

1'1" ol~"'''"' • P"'""'J '" l'm 1 '"'""" of <he >llctnOlc '""'""ion 
uf grJJi<nl ~~""' ,.,,¡ «""'"""" pi._,,, __ \ ;ummary of thc •l~urilhm io 

''"" ""'"". 
._:· 
·.-. 

·'-
' 

,. ,, .-.. ~ .: : -·-·¡···:-- ·- -::;-;-.-----... ,. . .. 
• • .-.. • 

IOTA! VOl. . ._ NO.._ "" ' ... 
6.1. Gradiont Phaoc. rOf thio rhut, 1M a!~l>lithm lo rcPrnen«_d 'hr 

. ' ' ' 
• A - '"; 1~.'(•) f.(•)]-< r.'!•)J.I-') . 

F.(o,A) .. ¡.(-') +r.(o)l . · 

.... -.. '• 

(~1) 

.. . ' .. , . : .. 
,, ,,,. , ... .¡ .• : .. 

'Ti,, k<Íúe,;,;·nf op<nÚono' ;. n follo~ a. (o) .dect Ó r><~mino! point 1 onch -, 
• that ,.(x) .. O; (b) ot th1> 1"''"'• J<t«mino thc "''"' /).,<} ond tilo motril fÁ•); 

(<) conopute thc multipli<r ~ "Oth (48·1) :md th< •«·M F..(•-, .1) with (43·2);, 
' ' (d)' tldt·rmin< '<ho op<im>l ll<poi•c o Ly o on<·climonoi•n"l oc•«l> in "hielo 

ti<hor ~(>) = /(J) 'or 'f'(,) :_. f'(y, ~) i• minimi"d ;lonw ti" ., . .,el, tli<<rlion 
F,(~,.l): ¡ho ''""" ;, «nuin.<toJ "hon !noq. (24) io ..,,;,r.,J; (<) com¡rutc 
th~.'~i•pi><~<,n~~~- ~! "ioh (4~·)). ond tho vO!iod P"!"' J' ;, ilh (48·4). 

6.1. R<Olon<i<>a Phuo. Fot 1hi• plu$0, th< >l¡oritlom i• «p<<><nttd 
by ,.,.; !........ .·. , ... ,.,,, 

• - .t¡,,r¡y¡,,ty)J•'tb'l 
· ... . ' .~~,_. .. ..:.,..~,¡. 

. '' .. 
J-,+~, 

.. 
' O· ' 

" 
• ·' 

'

'.!9) • 
• • 

Thc oc~~.;"~ oÍ operation; io ulnllowo: (•) ot point.y, compntc th< .rr<of 
or(y) ond tht m"'" or,ly); (h) mumin~ ~ ~!, d<t«min< ohc muloiplit·f • 
with (.49·1),_111• dioplo«oncnl .Jy \IIth (49·2), onJ tho \'4!«-..l poin< t "ilh 
(49·)); (e) of /'{~) < P(y), Üoc ocolin1 lwo< k - 1 io >«'l'l>blo: ¡f 
/'(i) > /'(y), lh< p«viuuo >Oiuc uf ~ mu>l bt "l'lo«J by oom' """"'' _ 
>aluc in 1he n~~< (29) until tho .-onJot"'n T'(X) <. 1~•-) ;, ««t; tloio <.lo 1>< 
od.ievcd throu~h <u<<=Í« bi..,«iono qf k: (d) tdun< 10 II<P {•) '"'' «re>~ 
tht <«IOI>tion ol~"<i<hn< uoin~ le •• th< ""''"~ pqitot y for <1« .,,¡,.<q«1·nt 
'""''""' (e) ~O<lnir.ato lh< r<>tOt>tion •l~urith~n "hm tho• ""Pl'in~ ""''lttiun 
(l5)" .,..,f,cd; (f) nnco the <toloroHon olgorith"l io """'rl«<·~. <.:trly ¡¡,, 
in"l""lity ' '' · 

/(11 </(<') (lQ) 
- • .. • 1 

11 ln•·q. (50)" umroed, '"" th< ""' groJ"nt plo>i<. J( '""')· (511) ¡, ,jnl"oJ, 
"""" '" th< pc<>iou• ~,.dj,·nt pi'"" onJ <edu<c <h< "'1""'- o unt•l, oh<r 
'"'"'"'""• ln<q. (lO) i• .,,,n,J. 

.. , . 

:· 

. '·-

. ' . ' 

'. 

' 

. ' 
'' 
' 

.1 
l 
• 
' 
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6.}, Stoppiof Con.dit_ioo. Thc >l~oriLhm io tmTiinoted whon 

Q(i)) -;: 9, (SI) 

'"' 
mo=ur<l thc CffOf on thc nplim>l <undi"on•. 

PART 2• SEQUENTIAL CONJliGATE GRADIENT·RESTORATJON 
.\I.GOIHTIIM 

In thi> P'"· '" r"-..:nt thc "''"'"~'·"· ~ro·li<·n¡ vc«i<>n "' tloo oc~ucnti.<l 
gr>olio·nt-r'·""'"inn ol~urithm. '1'1" "''"licnl ph><e ;, Ji.rll.,<rl m ~tction 1 
in ~<Hc<al; thc '""ni> qu.,;lt.tt:o ÚHtc'Tl'tll >ltbjtel to :o li""" ""''"'""' 
Í> gto<n in Sc.ti"n S; thcn, thc pr•<ti<>l ,,.,t[,.,J 10 bo ""J for > """'l""''·"'' 
fon<tion >llhjc<t w , nonti'"" '""'"·Lint i• SÍ''"• ¡,, So·clion 9 'l'he Lre.ltmt11t 
of thc '"'"'"'"" rh·"' , ""'ittd, ''"" '' " C0\<11·<1 in .'i,ccli•'" 4 ¡, 
S''""" 10, an or-~cr-c.f-tm~"" lid e .ln.tl)'m ¡, P"'"'""'~ l'iH.tll¡·, in SWHtn 11, 
tbc n•¡ucnti.\[ '""J"~·'" g<.><litnl-r<.>Ln"¡inn >lgm<lhm ¡, 0\JO>Intori<«l. 

Con,i~er; Ji,.phc·concot j, bdill¡: fo<m, ,, "";.,¡,_,¡ point 'too Y>ticd 

P"'"' y ~¡, "' h¡• E. 1- (l) .. \"""" o''·" d ,, "''"' i,.d t"""' , "'"~"' {1) ""''tiy ,,,¡ thu '"' '"""' r"i-"'J _,,,.i,Ji" (!) '" ,;,,, "'""- 'J'hc ,;,_,,_..r.lor thange 
of1C.c f.mtti .. n (1) ;, g"''" lo¡ E<¡. (4) ¡, """• ,¡,. li"L·uiJtt ch.<n~c of th< 
cnn>1r.int (1) " ''I'""'"L<d by E~. (5 ). N e", "'"'"1" ol" iull<>wing qu•Jr,.ic 
'""""in<"" d.c ,¡¡,P¡'"""''' J.~: 
•• (\lt 

~hcrc K anJ p ·'" '"""""' ·"'" .J< "thc Ji'J'L""'·"'" nf ¡ho P'""''" 
g"Ji,nl ph .. ><, dte•l ;,, tl,c ,¡,,,,]""''""'[,,Ji.,~ f101H tlw ''""'"'·'' P"ino; 
'" lh< ,-,.i,J P"irot )' («-e 1--,~, 1 ,,.,,¡ 2¡. \l'tth th10 "n•k'"'nJ,\g, \00 
f,.rm'll"c ¡¡,, lr.ll•min¡; prublc"o: Vtn<l 1ioe dt>pl.t,<JO,o\1 ~' wh1d\ rnimmi"'' 
(4) .,,Oj<cl 10 (5) ,,J (53\. 

. -------·----

'u 
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7./, Oisplac~monl a..-, S1>ndard mcthodo of thc tl ... ..,ry uf """''"a 
and minima •how th•t thc f•onJ"""ma/jJoHt<iuo ~~ thit ptohl<>n ;. thc ..,¡,. 
function - ' 

'"' 
,Ohorc J¡la io > "·''" L•~r•n~< nwlliplior >nd A a 9•\l<IOt l.o~rang" 
noultirlior. 1 f ""' imroJ ""' Lhc "".;''"''"'J Junr¡ion (8) ;1nd j¡, G<Jolicnl [9], 
the fnnd.mc"tJI functinn (54) b<enrolL'> 

'rhc ortim>l <li.pbcomcnt .:h o,Lti<lic·o th• rd•liun (11), who<< "l'licit fnrm 
io thc fulluwing' 

(l6) 

JI one ~cfinco tho ooorch clir~<!lon 1 frnm 

(S1) 

'"' tho following r<l>tion <nsu<O from (l6H58)• 

p = l·',(x, A)+>} '"' ,., 
[O <'<-IICiu>iuH, lh< JioploOconCIII J>· Juring th< gr>di•nt ph ... \o &i•<n h~ (51), 
,.;,¡, p go<·crn'J by Eq. (S9), whorc fi io kno11n ft<om tho P"'"""' itcr"i""· 
N u te '''·' (57) •nd (59) ~ctcunine J.o pru>i<ling A, •· y ;ro op,eili•·•l . 

7.2. not•lion t:letwoon K .1n<lo. A> Eq. (57) •ho~·•, tloe J;,1,1.«nocnt. 
J-' i'l""l"""""'l to "• the '''P'"'' .,¡ the ""Jiclll ¡,[,,,,, l:i"'" oul.,tilulill~ 
(%) tnw (51), ~e ob1.1 in Eq. '( IJ). '/ h<'f< i<•«, a CM«>['""''''"'" ,._,i .. , l"t""'" 
¡J.,· o·aluc> <•1 th< t'umlwl ¡..- ""J ohc '>h'<'< o/ lhc "'~""" ,,, Tloi> l>ci11g 
ohc '''"· ülle <.lll h)l'·'" P"'<rJbln~ ¡; ,,¡ """" di""IY un •, "' on tloc 
<Ull>iJt·o.otiun> ,.].,, h lulluw_ 

·---. 
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Jcn'k VOL. •. t<O. o, 1061 _, .. 
7.], Dcterminotio" ofl, ., y; H Eqo. (S), (9), (S7), (S9) "'" ecmbined, 

we obuin th, r<lllion · ' 

r.'{•)/.(t) + ,.,T(r)p,(r).l + ~.'(•),0- G (61) 

wtllcb enour .. oaüof>«Íon <>f <l.e c.,,.,..;nr (2) to firot ord<t, E<juoti;;, (61) 
io o ~n<>< r<!.oion ~'"'"n A oncl r' ond odmiu tho oolu<ion 

A • -1~.'(•) ~.l•ll''[•.'Mf.l~l + t"'•'<•J.OI (621 

Tlo<odore, tlo< "" 
equ"ion 

(~l) 

Th< ,..., ot<p Íl 10 u•ign vohoco lo a ond y. lf Eqo. ()), (51}, (S9j ~re 
con•bin<d, thc poouion """'" ot th< <nd of 1ho gndienl pho•e bwom .. . . . ' 

1 - • - . .F,(• . .\) - .-yfo (6-1) 

S1nce A Jcp<noh <>n y thi"QOJ~h t!q. (62), Bq. (64) Jclin<> o two·p.,ometer 
fomily of po1nto y for w~i<h the ournoentd f""'""" F uk .. thc fofm 

(6!) 

Tloo gr<>k>l dc·<n·>O< of tho fun«ion 'f'(~, r) occuro if !he poram<lm a, f 
u•i•f¡· the f<•ll•ll•in~ ""'""'Y co"J"i""" 

· 1",(•, rl- o, 
Aftct oh><nin~ th>l 

Y'.(•.t)- ::-F.'(J,~)p -· 
1".( '· ,) .. -~--''(y, ~1 ¡. - {·1'.'(¡, .\) ,.,¡.¡ - •'(y)) .. 

'" .. , th>t f,~,, (G~) con be writt<n " 

F,'(J..>¡p-0, 

,., 
(67) 

In the li~ht uf (5?) ond (62)-{r..:), Bqo. (GS) eon>titul< o o~otcm of '"'" ""-'b< 
<qu•lior,, ia ,¡,, uo~nu~n• • •nJ y. On« thc >!cp•i« ,, •nd ,-., cocfficiont y 
"' "·"" n r,.,. (l.~) •••• ..-.u),p)"' ,\ follu~• fro,m (62), th• ...... direnion , 
('"'" (59), tloo .J.o~(,c.mcnt ,J> {¡<>m ()7), "'" th< pn>itiun Vc<!O! y f¡om (l). 
Thtt<, thc poul'l"n nf dcoconoinin~ /.,.,,y ;, >olvcd in principio: computo· 
tian>:ly, ha"'"'· f,mher •impl•f<<'lion> "' n«J<d ~· m••• tho al~omhm 
pr><oicol. 

. " . --· _ .. -·- . -- .- .. -- ----... '' . . 

.. ' 1 ,. •• • ' .-1 

" '"":·-,.,-.,. 
Co , • • ,.o . ' -,.,; 

" ;,,. 

--~ : ·, 
' . . "( . ' . ,_ .. ;,. 

a:'O,;.;~~ .. i Ph·~..,. Q .. ~dr~tic .. Fu...,tlo~, Un••~ ·6, ... ·, •• ~1 
' ' . 

,. 

' ' ' -

"' ·. ~ 

" Now, <DQ>idor th~ p•nioul~r ..,.. of o quad,.tie funeliun ond 1 linar 
<Onotuint ¡i .. n ;,¡ the Ion;, 

./(•l·•+•••+i~'u, ..C•l•¡+•'• ·¡(.9) 

,..¡;,,.. • io o ,.,!¡,, ~ ·¡, ~n ~-•ector, < on o >< • oymm<t<i< molri .. ,J o 
(·><"or, ond • on n X r¡ ,;,.,,¡,_ ll<rc, •11 the <O<IIi<iento ore <onot•nt.' Tho", 
g,.di<n!l of !he fun"ionof ond f bccome ' '• 

.. .. '"- ' ... ,A{¡J~.Ai-.« ... r.(>')-• ., .. •' '· . (10) 

Ik<o~ .. oi the lin<Ority, thc «1"-'tr>int io ""''' •icd>tocl ~urinr ,¡..,_ 
grodi<nt ph;.. ond, <on><ojuonlly, 

.... ." ;<IY"'.o,: J-o+<l-•, ••'!>l.O.-o (JI) 

Thio ~in¡ th< eue, Eq. (62) o~pplieo thc lollo~in1 upt,..¡.,n for 'tito 
muitiJ.Iier: , •' 

' ' l ' . \ .. "' 
~ - -!,,T(•lf.(•)J-• ,,'(•)f,(k) . ' - . . 

,.hich.il nO~ in~~~nd<nt ~~ ~. tlv-t io, ', 

·' . ', ... ·:: . .~,.~:.o .\., 

'.' (tl)' 

" "" ' . ' ' ,. " 

- (1~) ~-;r,,!JJ-o _, ' ' . . ' .. 
. . ' . .. . 

ohowi~s th•i rl« gr>Jionl of •11< ougnoentoJ '"'""""' ot palntrlo G<t~ 
to both thc prc><nt onJ ~f,·•iouo ""'h di«·ctiono. A mothcmotical ..,,,... 
qucn<c uf (S~) onJ (14) io, tll" 

F,1(1, .\)F,(•,.\) "'O (7!) 

ohawii¡g ;~" ,¡,, g,.Jiento At rcunt y onJ f"'Ónl x "' unbo¡:onol. f'uothermor., · 
alter loboriou• "''nipubtiono, Eq•. (74)·{H) l"d to · 

¡·¿¡<,J.r;-o, 

For o <¡uodrOli< fun'."''" oubjw to • 
rcl•tioMhip <>n b< oh<>..-" to huiJ: . - - . ' 

·:.. .. · F.(y.>)~l'.(•,l).:.o<p 
' ' 

"'' 
(ll) 

" 
" 

' 

'. 

' ' 

'' ' 

" '- .-

. ' 

._, 

' ., 
•'" . ·' ' ·.> 
" ' . 

., 

.. . ' ..• 
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ln•·okin¡ (69H17), wc 1<< th" (14·1) yicldo tht foiJo,.in¡ 1<1lution fot tho 
optlm.! Olcpoizo: 

. (7!) 

'"' 
~hi<h .,.,,, oh.ao oho ""''h J""''"''' p ond j ar• ounju¡•~e "ith < .. p«l 
1<1 o he m.aui• c. In ourn, (79) yidJo oh< fullowin~ .. pticio 1<1luoion lor y: 

(lO) 

In conc\uoion, fur o gi'<n """'¡.,,.¡ p<>in< ~. tho mulripli" ). io oupplied 
by (72), 1hc coofficiono y by (SO). ohc O<orch due<~ion p by (59). the upoi.nu.n 
o~<p<i>e d by (18), the di<pboem<nl J~ by (57), ond ''" pooioion >Wor y 
by (3). 

8.1. Con>ergcn« Propotli<•· l'or o '1"'''"''" lun.,ion oubj<e1 lo o 
loncO< eon•u..;nl, ohc follo"ing "'""'1\1 <:>n be'""""'" huid prO<iJj•z l~r 
.finl "'P of 1/oe ~lt"'''h'" ¡, ~ &""''"'' "'1' 

F,1(o,l.)f".(o,,.l,) ~O, ~~·(• • .t)p.- o. ,.,,, -o (&ll 

.,¡,.,, ", Jonot<> ony otlt< p««:drn~ .<. l:r¡u;oioll> (BI) <•n b< dori•cd hom 
(76) •n•l (19) throu~h "'"h'""''"' induooion. 'J'hc rirn ol Eqo. (81) """' 
drat the ~"di<nl "•••h roint io urohn~~""'l lo tiro ~f>rli<nt" <•«y pruiwo 
roint. TJ,, "~nnJ ~~ Eq,_ (~1} ot llr·o ll"t thc gnJr<trt ot ••oh ¡ooint io onl'"'"" 
n>l IU lh< '"""' J.,o<tiun •t '"'l ¡~<«·i.,uo "'"'"· Fin•lly. 11>< tlrit~ ol 
F.qo. (~1) """ ''"' thc "'•"h ,t;,.-.-,¡,,1 ., u'h pnint •nJ <Ir< ,..,,¡, dit<<tion 
"''"'Y!·"';""' pnint "" ''·"i"~·•·· ~ilh '"!'"'' to tire ronouot """'' <; 
1l•i• ;, "hJ thc ·'~"'"hrn ;, ,.IJ,J <Ir< ,.,.¡.~nl•·s•..!i<ut •'&"';'~"'· 
0 l.o¡,...,;.,.,, ""ni¡ml•"'""· '"'""'J l<ot tire ••-"' ul hM"rly, '""" lh>l th< 
>l.¡ontt.nr JdmcJ b; (l). (57). (~Y)'""' ~.·•·r J<lin«l hy (72). (70), (•0) 
«do«> thc rr•Ji,nt 1",( '· ~) lo '"" in no ""'" """ ~ - y >topo; th<«·lu"· 
thc minimwn uf 11-.c luu<ti"" /(<) oulrj,<l to 1\" <olr"toilrt 1 ( 1) • O io ruch<d 
in no rnw< t).>n • - V ot<p>. lf tiro j.,n<~iun io ""'""''"ÍnrJ, oh>l io, il 
y"~ O, lh<n <f•< minimurn uf /(•) io «•d,.J in rlu <Mt< 1hon • OtOp< (~<< 
ltd._ S •nJ ~)-

1 
1 

1 
1 

9. Gradicnt Ph .. ot Non~uadr~tic fun~lioa •nd/or 
Nonlinur Conatraint 

"' 
lf ti,, fun<ttonf[•) i• nunqu1drotic md¡'ot thc oonolnínt '(•) i• ~t~~nllfl<or, 

tire rd.•tiul\0 (12), ("lB), (~O) Jeliuing ~. n, y oro nul oiJnullal>ooualy >oliJ. 
\1'< "'""", '~'' (72).m.l (00) i~•ul" fi<>l ~,,¡,..,,.., unly, ..-hile (78) invoh·n 
oh,• ><•onJ.Jm•>ti<'< malfi• e 'fhi• ho'rng ti>< "'''• W< <hoooo tO d'roootd {7~) 
otrJ rouin (12) 1nJ (80). Thu•, "' om~luy th< o\gmithm 

1.- -!r.'(•lr.C•ll- 1f'.'(•l/.(•) 
f ,(<, .1) ~ /.1•) + ,,(•)l 

~ - f.'(<,Á) f', (•. l.),lf,'(J. l¡f ,(l, l) 

p- f,(•.I.J + rfo 
J<- -•P 

,-.+J• 

(11) 

which. for iho un<Oflouain,,J '""· roJncos to tho "dl-~no,.~ ~loto:t..r-n....-.. 
ol~rithm (oo:r Rolo. ) ond J). r~r thc '""""inoJ "'"• tito: j"""~"";, .,¡ 
tlr< ''P'"''iono fot th< muhipli« ~ •nJ ltre <t><lr,ci<toc 7 ii pr•...,nt<d ia 
S.rtion 10. On« tho nomi1rol roitll > io ~i><R, tho mulllpli« llo d<t<rminoJ 
"ith (81·1). th. ~ndirnl F,(<. 1.) "ilh (~2-2). th< rooHidonty \\ilh (~2-.1). 
ond oh< "'"'"h Jit<<lion 1 ><ith (82...1); lur • gil"<n •O< poi« o, tl.o dioplooen,.nt 
J, io romput<J ""ith (82·5) ond lh< ,.,i<;J pninl y ><rlh (Sl-6). Tho d<tmnino• 
oion uf .. io Ji><ow:d in tho fulln~in~ ''"''''"· 

9.1. Sttp,i'<. lf Eqo. ~~~·l) ond (!l-6) "' rombinrJ, tire po•ilinn 
'«'"'" "" onJ of tlre.~t~Ji<nt pho" booo.noo 

1~•-•P (IJ) 

' 
Fut o gi><n nominol ro<nt <, thr """' f io k no~ n throu~l1 E<¡>. (81·1 HU-I); 
tl><.·u lo"· [o¡. (ll) Jrhn" o on<·p"otn<l<f f"nily ~~ puintt 1 /ur ..-hi<h tlr< 
aupn•~rt<d lun<liun flJ', l) toh"' tho fotm 

Tho ~,..,,., J«r~>>< in oh< f•rn<tiun V'H o«un ilth. r><aonotcr ,, 011iofl<0 
tlo< follo~io~ 1"-<"•"Y "conJio!oñ: 

'#',(•)- o ¡g}) 

• 

J' •• 

' 

> 
• 



' ' 

• 

--< 
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Af<er obo<nin~ tho.l 

'"' !!',(~) - -F.'(y, ).) p 

'"a<< th>< l;:q. (~>) <11;, b< wriuen .. 

F,'(y,).)p-0 {11) . '• ' 
obo,.·ing Lho< 1¡,0 ~r..lien¡ of th< ou~ment«i function o< poin<J is onho1on&l 
toth<N'>«h ~;,,c~innp. . . . 

To of . .,in ... ,,,¡,.,.;on of (~5) or (87), oome one-<lon><tWoool ~>r<h 
mo.Lhod m~>l b< 1-u>ploj·ed. In p>nieulu, tubo'c Í•l.r¡>o/niÍOJ< ('< <m~loy~ fL<>t· 
Jeri"ti•co <onl~-¡ >nol 9•u•iliH"''iouÚM (it <mploy. both fin< anJ sccond 
d"i»uvco) "'' ¡•n~«M methO<I> (!\eh. 1-J~ Thr>< m<thod> ue to b< 
emplu¡eJ ;,. roti<..:l~ untol 10<¡. (~5) i> .,.;,fiod lo o d<>n<d de;;r« of a<cur•<y, 

'"" ;,, unHI l•·•~- (H) ¡,,..,,.¡¡._.J. 

9-~- Storti "~ the Al~orilhm. 'l'h• •l~ori~lono \~l) ~~quirco _ <h•t lhc 
,..,,)o rl;,.,,;,,., f he~"'"'" iwm 1h0 P"''""" rl.r.l!ron. ~"""".'~" '·' nol 
rh' "'" ¡.,1 ol.c ,;.,, it<l>t:--n, oum< "'"·"'1'''"" <onmr.lll~ ~p » noodod 
¡., orJ.•r '" .::.n tloe >i.;oritl,i<. 'l'u r«•in qu ... ltMic <UOH<g<n«, m:• "'-''" 
'""''"¡,~O"' r-O. Con><4"'"oiy, fnr ''" ¡.,,, "'1'· <1" '""<h ""''""" 
(~2·-l)i><l"""'' 

p .. f).,,lj [18) 

' 
9.3, H<>t>t<in~ tb< Al¡;oti<hm. l'~r • 'l"''lr>li< fun"io~ oubj~" lo 

, hr-<•< '""''"¡"'· 1hc p<<><nt •l~o1<tlnn '"'"""~"' to lh< <>>rt "''"'~um 
in r,u ,,010 th..oto .·::.:q ""P'· f•or ol.o r;o:n<,.l .. ,.., 1hio ou~~l> tho od<> 
oí r<U>tlinltl" d~oriohtrt '"''i .1N ~ • - l "' .1.V ,. " - q + l mpo. 

T),, 1<•1•·"·''·'1 ,-.,r.ju~"' g"J"'"'""""'"''''" .olgooritl,.;o ;, t<P"'"""J 
b¡· lOq~ (bJ) ""J ¡~9). 1\:0•k l'q•. (H) are"""': 1'4'· \~l) are '" .•PP':'"' 

"'"""" '" ,1_, "'·' ~i''-""1 '""'1'"""' 1., '''" ""'""·. ·~ "'~""'' of 
ti.< "'"' "·''':".¡in rh, """P""""" or ,¡.,. l.•.t""~' rrtulupl•« /. " govc~; 
iu<ll'""'""'·· , ,,,.li<o<iun cf '~' ,;'"'"' 1""1"-"b uf thc ol~orllhm " 

~·"'·"''J . 

• 

' -;r-----·-----~--·· ---·-· __ ,. -----·-,-
'_,. 

'!0,1, LaiJI'&aJC ' . . . ' 
quutity, ' 

-:· 

Mulliplier, Hrn:, ..., ....,.., 

~- 01•1 

.. ,-
,\_~¡ 

f~r ~>cry grodicnL vhu.. Cunt'erninQ \he m~hipli,~ A, ~• noMe tiYt th~ <'><1 
~qJ~tion (ól) h:u b<on r.•pla<eJ by 1he >prrn•ino>te equ.,ion (!2·1 ); Lh<rdur~, 
~he q-.v«•~r 

R,- .... ·w; ·' (W) 
"'. io ~~¡,;...,nl,tivo of lh< ordtr of rn•~nitudo of dre mor In l, 'J"Irio i> J"o 

lo thc fo<r lh>t thc l<lm> ,,'(•)/..(~) ond '!'.'(>)'!'.("")in tq. (61) '"'be 
r<;><dcd lo be of 0(1). 

, lf l io coO<PUIOd ~illt1hc oppro.im>l< equ.,ion (ll-1),,\k lin.l-nrd« 
cll.onb"< of <he "'"'"''"' (l} io not eowly r.·ru ,.,.1, h<c•v>< of Eqo. (Hl), 
Ó>gi><nby • __ .. , " "'•· ·• 

. ' ... ·' : lott•i- -"'1'9'.'t•H 
if n~< obocr>" thoi ,(•) ,. O ,j lhat, lo 6<01 ord«, 

• it follo•" lhot : 

' 

... .. "•''\• 
-:' .. (.<) -I(J)- ,¡.¡ • 1IYI 

• 
·. ;í~-) _;. :"""' '(•) ,1 

(91) 

. ' 
' (91) 

• 1f Eq•. (4g) oml (93) oro ~.,~in~d, 1he Ji•plmononl IJy wociued wlo)t tho 
t<Oinr><ion ~h>>< un b< ~ritl<n &o ' 1 ' . ' 

~_. ,. •>lr..lJK~ .'{yh ,(¡·)]·' p,'(o)J 

Tn fiut ooJ<t, 1he <>p•noioi> of <ho 1r>Jion1 .,..(1) io ti••~ br 

' ' ' 

' (9-1) 

' _.,' 
;., ' 

• l'l'J 
' 

"'h<r< ~ .. (•) Jcnoloo ll<e "'"Y of 1h< O«""nd p>ni;\ Jcri,.,;.,. .,f 'P• Ir 1ho 
'""'poi<' of bnoh oi<l« of (~$) ore po>tnouh<plicJ b'f ~ •nd if Eqo. (!l·S) 
anJ (9~) "' >O<'uUill<>i f'"• 0110 J<Ju""' Ll<>t · 

He""" of f~l-l) '"J 
<>n bo '"¡"<" » 

(Sl--4~ ti_•;: linl '""' ~-" ,;,~o of (96) 

(91) 

,. 



• 

··-
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1u. 0 ""IIK<I"<u«, lbo third tcnn on th~ riGh<-banJ ,.¡.¡. of (96) ¡. nc¡:li~iblc 
,.;,h , .. p<<'l 111 1ho fint &n<l [q. (96) can be opprooiTJUI<d by 

,¡¡.;¡ p - w ,'(•H - •r'•p,J•ll (93) 

Thio io th< koy rocumnco formul• nc<m"Y to ,.,;m,,,¡,. orJor al magnitud< 
of tho termo of th< fotm 'f,'(•)fi ur o,'(i)p. Siro« o io of O{r), "'' 1<:< 1h>t, 
fur <h< fi111 mp o[ th< ,lganthm (~ -O or P ~ 0), 

,¡¡¡¡,- O{•) '"' 
11o<te/oro, lor on¡- oub><quent mp, on on>logouo rd.,ion hoiJo. Thuo, 01 
ony point ~, wc conduJo 1h•t 

,;¡.¡p- Of•) (100) 

Sin« R1 ¡i.on by (90) io prupunion>l to tho l<ft-h•nd oiJo uf (lOO), W< ><< thOl 

11, - 0(0) (101) 

'lñ<tolo<<, the 1->g~an~c mulliplier!. comput<d wi<h (!l·l) io pr<ci~"' 0(<). 

10.2. Runark. lkc;uoc of (i9), (91), (93), (100), '"conduJe th" 

(!Ol) 

funhumorc, from (82-S), (89), (94), (100), wc "' thot 

.lo- lll•), (IOJ) 

LO.). Du<:<nt Propu\y of th< Gradiont Pha... Th< fir.,·ordor 
ch>.n¡o of th< /un<tion F(>, A) 1><•~•-..n point> x and J io ci•cn by Eq. (IS): 
in the li¡kt of (02), thio <>n b< wriuen •• 

!} (•·, .1) ,. -oF, 1 (>, !.)1',(>, !.) - JI, 

wh<to R1 ¡, ' oca!" giV<n Oy 

R, •· ,yF,'(o,!.)f 

On o«Oirnt of (9), Eq. (lOS) un 1>< r<"rittcn,. 

JI, ~ R, .;-JI, 

!!, ~ •r(l- .\)',.,'(•) p 

(!Ol) 

(IOJ) 

(llll>) 

( 107) 

•• 

-"-.... ------~·--

IOT"" VOL."- NO. t, IM 

Wo obocnc that, 111 ~ric ardn, 

f.I¡·J .;.•¡,cj) + /,,(j).tj, 
ond tha< 

' ._, .. 1.-~- 4'.'1>X<~< + ~j) 

'" 
(IOlt) 

(1011) 

• whero 4<(~) rlu101 .. lhc ri1ht·hond oido o/ (!2-l). In lhe Ji~ht of &¡. (Hl) 
opphed IG the prcviouo itcnllion, Eql. (107) boto= 

[l!O) 

11 (a9). (100), (!Ol) are r«ollod, wo ><< '"" 

(IJ 1) 
oo thot . 

11, - O(•') 

Sin<< thc firot t<ml on thÓ ri;ht·hond oid< of Eq. (1~) lo of 0(•), R;con be 
nogloct.-d ond Eq. ( IGI) con be oppro•imat«< by 

.. .. . " ' 
iF(•, l) - -ol'.'(•, l)f',(o, l) (IIJ) 

Tloio rol•iionohipo oh•~• tl,.t, il o >o," M'(x, !.) <O, Thio lo tho d .. '""' 
p<op<rl)' of thc f'lh<l,.n<<llOI lu<O<tinn <lurio,~ tho S"<licnt ph""'· 

lloo.uo, o! okfinitinn (~), tloo rd>tiun¡l"p (17) un bo r<t.tbliohod. Sinco 
if'(t, .1) io of 0(<) •nd ;,¡,¡ io ol O(•'~ liq. (17) un be •rrro•in,.tod hy 

(lll) 

wloi<h '"'" th.u the fun<1iono /(>) >nd F(Jr, A) bth>~-e identic>lly, to ~110 
orde<. Tloio >nd {!IJ) <Ot>blioh thc d<><<nt p<opcrty of the fun«ion /[<) 
durifiK ti" g"d""' ph01o. 

10.4, Do,oeoot l'rop<t·t¡• ;_.¡ tho Al~odthtn. l'in,olly, '" «moiJ., 
¡wiuto, •nd i, hoLio o.otLd¡ '"~ ti•< '"'"'"int (21 To r,,., urol<"t, ¡¡,,. ohlloro·n•·o 
of tl" »lue, ,_¡ tho funo·tion /(•·) >t th"< ¡Jointo io ~;,,.. by 

f('l -/(• l -1. 'I•MJ• t ~-' 1 (115) 

On a«ount o/ (103). tho t«ond t<rm on tho 1i~ht·l11nd ,¡.¡, of(llS) ""be 
no~l«l<d wirh «opo<t tn tk< t\111. llcn", Eq. {11)) b<comco 

/(') -/( 'l .. -· f','(• • .\) !',(•. l) (116) 

•• . , 

' • 
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Tlu,r<foro, f<>r • aulliciontly amoll, 1M ,..._.ntian ol¡uritlua fr..Crwo tho 
d...-ont pro;><rtr Gf tll<. ¡ndi<n< al¡ori<hm: <h< fuoctian f dnie...O IKI.,. .. n 
ony two oucccooi•·• r<>toro1ion ph .. n. · 

tO.S. Cooffioi<nl y. lo lh< P"""' •l~or¡thm, ••prcuion (~2-l) h':" 
· ~"" ""d íar ti>O <Ooffi<iont y. Tho m>in ju>tifi<'lion far (82·J) ll thOI tl 

P'"""'" qu•Jr"" '"""'K'"" ;,. th< '""''"'' "'S< a[ tbo ols~rithnl. Tho 
tde•uon>l ju>tll" .tiun io th•l tlt< "'"" (90) ond (105) """'""'"~ y .,, of 
Ol•l ond 01•'), '-'P'""••··ly. •l• • cml><<¡ucn«, th.oy do not .criou•ly ~~«1 
<h< campuurion u [ 1 ¡,, mu ltipl:rr /, ond thc Jc><cnt propcrry of thc ol&anthnt. 

l\. Sun>ma<y of tho A1~orithm 

Thc olsorirhm pr<&<nt<d in Part 2 ton>¡,.;. ol rb< alt<mtto OuccO.oioo 
of J<oJ>ent ~1-w,. ond <ollor>tion ph ..... A $U!f-m"Y of ~~· a!iorith<n i• 
Ki><n bdow. 

' ,._ - . 
il.\. Gradient pn._... For thi> ph.>K, tho al~otltbrn lo rOpr,..nud by 

.' • - -(~. '(•) ~.(•)]·• ~.'(>){.(•) 

f".(•.A) -J,(<) +r.l•)l-

y - F, '{<, l) f".(<, l)¡f".'(.i, ,\¡ F,(<, X) 
(117) 

p-l".(<.ll+rfo 

~ >- ·_:. 

·. ~-: . 

Tho .. q .. ~r..:c ~~ op<r>l¡.,n, io .. lullo~oo (•) .,loct o non•in01 poin1 i ou<h 
thOl .fi~) -• U; (b) >< thia poin~ d"""''"' tll<. ""'" j.(:r) ~nd thr: ~>lfl~ 9'.(<)0 
(<) comput< ti« '""ltipli<r l ""h ( 117-1 )..tho_ <~M f~~' ~~ wotb (111·1), 
th< <O<froti<n< y'"'" (111-J). ood ti>< "'>«h d«e<tron 1 "''" (117-4). "·""' 
p i• ~"""-n f«,;., tho p«oi<>U> it<ro<!nn; (J) ~"«mine t..., uphmol ll<po<« o 
by , o<t<·~u •.• n>:nn>l ..:>rch in wloido <Í<h« 'i'(•) =/(y) Ot ~'(,) - f"(y, ).) 
;, min<nli«d _,¡,,,~ ü>< '""" di,.·ttion p, thc "'r<h i• tttminll<~ "'"'" 
]n•·q. (l~) ;, •·<i>li<J; (e) compu" !loe Ji•phcernonl Jx with (111·1) >nJ 
thc .,,¡,J puinl y wotlo (lll·li) . 

• 

' 

' 
• , ..... ", ... , ·--; -~-....,..-,.~----e, 

., "<! 

' "' . ··. ·'. 
,:; ' ' . ,-¡·: .. ,._ , ...... 'i '. 

' . . _......: .. -: ";-. ·.' • : t ,,. 
') ·-:·:-;-;.\1 ! -·~·--- '1 . 

! 'IOTA>'!'!'- 6, ~ 4.. IM 
. ' . . ' .. . _,. 

" .... .-
' ' ' " . ' ....... ¡us 

-- . . ., . . . 
ll.l, RG1ont!oo Pba~t. j"ortbia ph&so,d>ot~J!rillurlla~ bt 

' ., . ' "\ 
,,_ ' rl" ' .• , ,¡ :· -., 

' . • - .l(p,'ly) p.(y)) ... tUl 
-·~;-..:..;:¡_,¡ • 
'' •• - • 1 
J-y+~¡ 

'· 
" 

" ' 1111) 

Thi ~quonoe." ol,oporotiono io 11 follo" o: (o) ot p<>inl y, <r>mputl tM .-o«or .: 
.,(y) ond,thr: nootti• fJJ); (b) mumio~g ~ - 1, d<tctt~>i"" tho multipli« ~ · 
WLth (1_1 8-1), .•he dioplomncnt ~1 wirlt (118·2), anJ th'• .-ricJ polnt f ~ ith 
( 118•3);. (<) tf l'(.l) <. f'(y), th< 5<>lin~ foc<or ~ - 1 io "''P"bl"' if 
/'(~) > 1'(¡-), tite p«<i~"' ,.,¡..,,o( k "'"" be t<pi><••J by'""" Orttlllo·r 
volu<.in <ho r>n¡;o (2q) tmtil tOo condition /'(1) .:_: /'(¡·) io ntct; ti•" <·'"t.. 
•chio.od through "•u<«•ii•e biswion• of k; (J) r<tutn to ot<p l•i ,,J ropo·•< 
~loo r~o:oro!ion ol~urilhrn ~•in¡¡ i " ti>< "ming potnl y (or th< 1u~>oqucnt 
'"'"~""; (<) ''"n'""' ·~· '"''""''"" >i¡;ornhm "h<>t lh< >lt•ppin~ <onJiliol\ 
(lS) .)' ""•fi<d; (1) nn<c thc r<otof>tion ol~orithnt ;, <Omplcto~, ''"Ir tho 
i"'quohty ' ' 

/(i) </(•) . '• (119) .-· ' 
' 1~ lnoq. (\19) is .,,¡,~d, '"" th• """ ~rodiont phue. 11 ln<<i- (119) ia 

·-·· 
. ' .. 

'!"l><oJ. <otu<n to the Plfviou<'¡rodi<nl pb,__,_. ond roduco t1r< ot<ptiu ~ 
~ntol, ~~~«, ~~~·~·~."on1 1 neq. {119) ¡, ,_,,,.r,.J. . • , ,".. ', •: · · ·" 

. 11.1. _S_tar<iug CoÍtdhion; : At tho ""' ol thc olgorithm, no in~n•~- >· 

!tun P''"'"'"S to thr pc<nouo i"r>tion ;, ,.,;¡,¡,¡,. h<o« '" "' i,.. O 
or Y.~ O. "l"l•i• m""' t.l»l lht ftrit >tcp io • puro g<;dictoto;op. i· 

' - . ' .· . .. . . ' . 
• • : • ·::¡. 

-.;(:.-¡ .. \: ,, 
." 11_.4. n,tt,>nio¡ . Cnodhión. Tho >lgotithm """' be ro•lort•d 

(•) wlo<n ti" ~r'""'l ll<p•i« ~ "«nn<>l bo om¡olo¡vJ duo 1o vi<>l•tion of 
lno•q. (119) ""d (lo) >l ti>< <nd of <>«) JN- o-·, or JN- o- 9'+ 1 • ''',; 
ito"t;ooo. "!"loo '""rting ;, P"forn~<J by"'''"! ¡i -.o Qt y ,. O. .>· 

. . . .-¡ .. , -._, 
' _, ! •• • . 
lt.,. 5\Qppiol c0ndition.' Thc olgorithm io tormin•to~ whc.,-ln<q. ' 

) . ; : 
e:-~_!-

(~1) io .,,;,n,d. 
l 

,. • . PART ): NUMERICAL EXt\MPLES " .. ' . . ' 
. 1 n ord" to tllu""'~ th< th<o'J'• """' OUm<<i<•1 '""'PI" ,;, d~;~1~~ 

""~~ > Uurrou~h• 11-~~ """'P~<e< ond Jo"bl'-r"'¡,;,¡n orith""-~Í<. t;;,. 
'""'"• ••• r••Ji••• p~¡.,., <h< 9iji·d'"''"""'"'' ""•' ;, ""'"""'d oo u 

'. 

,, 
·' 

:. ~ 
', ;j¡J 
·" '1 . . . J. 

.. ¡; ,. __ '., ., 

'\ ., 
'i 
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ou minimiu eiohor 'f'{~) -/{y) or 'f'(•) - F{y, A) .,¡oh rt>p«t "' G along 
th< 1<>rdl dir<<'li~n. Qu.,ihn<>riution Ío Ul<d; lh< fu)!a,.íng 11oppin¡ 
cond~ion io employ<do 

'P.~·~!I'.'(O) <,; I0-1 (120) 

eorr<>ponJing lo o1 - 10'0 in (15). C.,nwnin~ tloe """"'/lo" plo""• thc 
t<OIOf1tivr. •l~o1i1hm io employoJ itmti>·dy un•il tko m~r in the eonm.,nt 
o>ti'~" the incqu>lny 

n<)<>IO" ( 121) 

'""'"'~"udmg to U, •~ 10''" in (ll). Fi,.,lly, th< '"'~'""''"' C'"ditlol·"""'"''"" 
~Ir"'"'""'" ttomin,.ed ""'" tloc crr"r in !he uptim1l oolndoliono •"isloes 1he 
ino·qu•lily 

(ll-i,lj ·,:JO" (122)' 

<or<<ipoo.ding toO, Lo 10"" in (SI). 
ln ti>< lolluwing oeclinno, ''"' ~""'1" o! nuon,.,ic.l <nnlpl<> 01< 

prc<<n"d: (>) <Uinpb ¡><rl>inin~ '" <¡u•Jr>ll< fun01ion '"'' hnur con•tr.>inl 
or.d (b) eun1pl" p<tl>ining to """'l"''lr>tie fun<lion >nJ'or !lonlincor 
"""'"''"'· u.,,h lh< o1Jonory ~,.,¡.,.,., '"~ 1l.e Ú>nju~"" sr>Jicnl '""''""' 
o/ th< al·:nriohon "" u><d. Th< (o.\lu"i"~ «roninolo~y io •d•r«J: N;, lh< 
''"""'" numh« {"<h iwaoion induJO> • ~udicnl pl1>1< oo>d • l<>locolion • 
phne), N, ;. tilo: uuml><r o(""""'"'"" q<b p<r ¡..,,.,ion, N. i• 1h• numbo:r 
of iter>hOno fur conv"~'""· omd JN i> !loe numbcr nf ller••ion• b<h,.<n 
ouc«'>il o """''"~ ~"'""· For .in>plocioy, oho •¡·mOOb <mplo.yc~ th<nushout 
r ... 1 .,, ...,,¡,,, 

Tbc fit>t ~'""r ,¡ <>Jmph< J,,,¡, "'''' ¡,..,,,¡,,.,_, ,¡ ohc fo<on (6?-1) 
1ubjcct •~ a •·unW,iiH <•1 !loe foo1111 (!•>·.~). 1\.¡ tloc"" ful"li'""• 11" f"ll""i!t~ 
I""P'"'" ¡.,,¡.¡ (o)'"'"""'"'·"'"";,'"""'"·,¡,,., i•, ,V, •• U, (lo) thc '""'h 
pc•lmao<•l ho q,.,,.¡¡,,,,.;.,,;,n ¡id.¡,'''" "1'"'"·'1 '·''"',,f., in""' "'P' 
(e) tl.c "'luc ,¡ ., '"'"!'""" h) ,.,;,.,.,,;,¡,,~ '!' • J "''" ''""'·"ti"''""'!'"'"~ 
l·y ,,;.,¡,,¡,_,.~ '1' !'; .,.¡ (Jj '"'""''''"'' '" ,,,, ,.,;,¡,,,,, '"'"" '" "" 
"'"" ,¡, .. .," - •! "' ,.,; ... ,. ;, "" '"''1"1:·•" ""',."" '"'"'"" •• r ti"·'~"'"~>"'· 

/-(•-1 •l'·'(y-o-•1' (lll) 

1 

' . 

' 
IOTk VOL. 1., 1W. 1., ,,., 

oubject lo 1~ o:onmoim .... - .. - ... • 

~·+ly!-:lo--1~0 

-· 
.~ 

"'' "' 
' . . 

(ll') 

N?'~ that ~'" l, f :- 1, oo '~"' 8- f = 2. Thio lull<lio• odmilolM t<laliv< 
mon¡mumfoo ~ •l lh< po0~1 okfinod by ' ' . 

~-l. y~-1. •-1 (lll) 

Tho noonln.ol poinl ~hoocn for ,,.ning lh< ol¡ori1hm ;, tho puinl of coot~inol<"l 

~m-4, y-1, o~l (126) 

<ulUi>h'·"' oHoh.(l!4). Convc~gonco ;, •chicvcol in N.- ~~ itorotinno "ioh 
thc ""'.""'l' ~,._¡,~"',.,,.¡?"uf tho •lgorith111 •nd N,~ l ill'!Oiiuno "ilh 
11" '""1"~'" ~"J""' "'"'""· For <he¡,,,.,, 1'•hlc 1 '~"'" tloc •l<toil<ol 

'""''~· 
Tohlel(•-f-2) 

' . "· • ' ' • ' o 

• ··- ••m ·= Oll•l<>' OU•I!P' 

' • _, .. , .. .,_.,, -016!0 .. ,, . , . 0!0•10' 

' • ·= -·- ·= 0.0). 10"" OlO•lO" 

Eumple 12.2. W< ...,.,;,¡,, tho pro~lcnt of minimi•in~ ,¡,; funuion 

!-<·- 1)' +(.r- =1'+ (•- •)' 

oo¡bjert lo tho '""'"''"" 

·•+J+o-j 0•1'"'-laO, •-l(•·l")+l-0 

(127) 

(128) 

N~« thOl" "! l, q- 2, •• ''"'" - q ~ l. Thio functinn o~n1ill lit< rd>1iw 
"'""""""/-o" thc roint dcfined by • ' • 

•-1, v~1. •~l. •~1. ,_1 (ll'l) 

'!"he nomino! poi no cho"n for ""'ing ;h, olgotithm io tho poinlol '""tdlnmo 

·~J. y~J. ·--l. •-2. ,. __ 2 ( 1 )O) 

... 

J 
·' 
• ___ .i. 

' 
' 

.. 
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' 
<:<>..;.1<nt ,.¡,)t {IU). Connr¡en« io ochie<<d in N • - L 1 ¡,,,.,,~,.. "!'h 
!he orJin><y K<><li<nt vcn.iun ol <he •lr:o<ithm an<l N.- l h<<JI«<m 'ontlt 
<he conju~>l< g,.ó,nt .'""'""· For th< l•ttiT, T•ble 2 ,¡,.,.., tloe dttoolod 
ruulu. 

·¡-,¡,¡, 2 (•- q- 3) 

• ' • • • ' o 

• ' ...... ·= -·= ··~ -·= ..... 10' o" ' •• • 1'-'" . ""'' o.,., "m t om 0.?1 • , .. ... • • , o 1.1"" o ..... o.,.., 1' ,.,., """ 0.10. '"' . .. ' ... 
' o "= ··~ ·= IMOO ·= o". lO·"- ~ ... ., ... 

E~An 1 p¡, 1~.1. \Vo '"'"iJor the prubl<~n ofn,ntmi•ing tloo lunction 

J~(•-.rl' t(J+•...:l¡'+(,-11'+( .. -1)• (lll) 

•ubj«t to tho con,u.;e.to 

•+lr-•-c. ' •+•-l .. -0, (lll) 

:-;:,. th>t • - 5. ~ • l, 10 '"" o - q - ;, <f¡,;, fun•tiun >.imito tito rOl>ti•'• 
minimurn/- G" ti>< p<>itll Jeñned by ' • '· ·• · · 

' ·-1 .. •-l. ·-1. ,::¡: .,~1 (lll) 

Ti>< notr.in•l pnint '""" n iur "'"'"~ thc >lgonthtn Í> o he point of coordin>«l 

(\J.>) 

oon>o>lent ,.¡,¡, tll2J. C""'''~'"'" ¡, •cl,iO'eJ in/>', .. 1) itotUiQno with 
th< orJ"·"Y ~,,"Jicnt ''"'"" ,,f 1t..· ol~oti10n1 ond N. "' 2 """'"'" ~llh 
thc <OOJU~<I< ¡;r.do<Oll ""'"" l""r thc \.ttcr, T>blc l oho"" tho dtlltkd 
"~ult!. 

Tohlc l(o -·f ~ ll 

' -'"• ' • • ' ' 
" '''"" " ·~,o ,,,.,,, -' ""~ G "·"' '"' ' "' O.<O >. " ' • " ~·-' ,.~ ... 

' ''" 1 ",., 
1 "'"'·' "' ' oe "' • "' , o 

·-~ 
,.,..,., .~. ·- H~ '" . 10 .. ow . " • 

' 
1 

. ' 
,. 

----~---··-;-:------=---··- -------- .. ..,.-

·• '. ' ' .. ,, 

)OTk \"01.. 4. NO. 4. IN9 

.. 

¡j,· Ei<inip!eol: N<>Dc¡~a'dJ.aiiC 'F,,....,tloD hd{D• ~ulhtur 
CoaotraiDI 

.,. 

. ' 
Tho w:onJ sroup ol<~•mrln d~, ~··~ g<n<ral l~uoctioono •""' l'"••m 

rOd.ttointo.' COtt<ttuOng' th< ,¡,.eh, thc ••lue of ~· ''"'"P"t<J by noinimi>in, 
'1' ~ J ¡, dilfcr<nt front <loot <onipl't<J by minimiún~ '1'- f: Fot the 
<:<>nju~>t< smli<nt V<Bion, th< >lgorithm O. rcmrtcd "<'Y JN ihrotie>lls. 
Note th>l tifo' .. ! . COtr<lpondo tu tho orJtn>ry ll><l."cnt \el!ion, · ' ' ' . '... . ,. 

(ll~) 

•U +J'J+•'-l-o (JJ6) 

Not< th>l" = l, f ~ l, oo ih01"- '1 .. 2. Thit function odnoiU obc ,.l.,ive 
mlnimum J - O otlh< puint dofi"!'¡t by · ... 

• ' . •-l.iJ'-1, •-1 ' (lJ1) 
. ' ' 

Thc nóñ,inal poi<ii 'choo<ñ fo"r ót"irtO~I lhe alri>rithm io t~O P.int of cootdin•too 
1 : 1 ' • 

·--ll.l: :--l. •-l t\lS) 

conoi>tont "ilh (l:j6). Toblc 4 oho,;:, N, fot l<\'crolvfluos o.l llN •nd b<tth. 
'1' .. f 1Rd 'f'.- F. Thc d<t•ikd tO.ulto P'""ininJ lo IJN - 1 ond '1' .;. F 
.,, pres<ntod in"T,Lic S. ·' · 

T,Oic4(•-f-l) " 

"· "· ,, ( .. -/) ( .. - F) 

' .. ' lo.'l .... 
' ' " ' ,. 

" ' , . ' ' "· 
" ·' ' • 

' • ' ' 

.... 
' 
' ··~ 

• .> 
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Tabk l(•- J- 2,JIV • l, 'f' -F) 

N "• • ' ' ' 
o 

' ' ' ' ' ' • • 
' • • 

' ' • ' ' ' " ' " " ' " o 

-·~ ·~ ·- O.ll • ,.. 
-0)70') O Olll 1.)))6 OB • "' •m• "'"' · C<lll . " . •• 

' :O:i 1 '"' 
06'l16 o 10 ' 

,. 
o""- o"" 1 "'" 

o )0 ' •••• 
OU1! o.,_, 

1 ""' o " ' 
,.. 

1 """ ' "". o,,. " " . ,.. 
' "'" ·~· h'" .. ,. ' "' 1 om ••m o "" o" • "' 
1 "'" 1 "'" 

u'"" o ,., • ,.. 
IWll 1 ..,,, o '<J<) o " • , •.. 
'".>)) 1 <ó>H o"'""' o " • 

,.. 
1 "'·' ' ""''' o.,.,., o " • 

,. ,. 

~'''" 1 ~k:H o.,.,., "' . " u 

/-{<-Jl'+(•-1)1 ·~1•-lr~-(•-1)' 

•uhjm 1o 1hc <•motuiu!O , 

,,. + oiu(o- u·)- 1 ., O, 

Not<thot• ~S, y~ 2,w1to><~-y -~ 
mini•BUhO f - O " !loo puiut J¡ f>ol«l _hy 

y·l·•'u1 -2~0 

' 
0,1) ' "'' Oil<IO' 
0>1>10' 
u•, 100 

"''''"' O.H ' 10' 
.,.,¡o• 
••••••• 
0.11•10' 

o " • ,.. 
o " ' 

, •.. 
o " ' 

, .... 
O" 10"' 

o " • 10'" 

(ll9) 

• (140) 

.<~1. J••l, z••l, u.-1, .,.¡ (141) 

Thc nomin•Í (Hlinl <h<l><n In• """"~ oh< •'~.,,;,¡,.., i> tbo l"'int of o:oo:dinO<• .. 

~ ~ J¡,n, ) ~ 7/4, • "'l •• ,., l, "~ 2 (142) 

Tohlo 6 (X - ~ -· l) 

'· ·'' 
" ]1" .• 11 '"" ·- n 

" '" ' " " ' • " • " " ' " " 

' 

1 

1 

JOTA· VOl. O, tiO. O, U6J. "' 

" "· • ' • • • ' 
o OMI 1.'!00 »= '"~ "= Oll<l<l'- o.!l ' '" ' ' o""'' ].1!10 

1 ""' """ om1 Ol~•lll' a " • "' ' ' 1 "''" 1-"'" l.ll'. O!JH oom •»·1<>-' Oll x "' ' ' .. 1 0>01 1<><11 10111 O.IOJl 011" 011.]0' .... '" • ' 10!11 
1 ""' 

1 o 105 o"''" " o m . ...... a " ' " ' ' ' 1.001) 1 ()(l" IW41 O''"' .. , .. , "''"'"' "'"'"' • ' ·~· 1"'" '''"' g,_,U """ """'"' ••• '10. 

' ' ·~ 
..... , 1 <>~• . '"' UIOl al0ol0' 011<10• 

• ' ••• ' 1 """ ·~· o"'' 1 00!1 o" ' 10 • ", .. "' ' ' ,_,.,,. ]W!O 

·~· 
o.,.,, '"m .,.,, .. o " ' '" " , .. , .. , .. """ '""" . " . "' • ll • '" " ]()(l!O IQ)" ·~ o 9-lll uxm ••• 10 " Qo( X ,.. 

<<m>Í>t<nl ><Íth (140)- Tobl< 6 oho"' N, for oOocrol uluu ~r ~N ond lo<nh 
'1'- f ond '1' ~F. 'l'ho dmilcd r<>Uill poruinins lo JN ~ l onJ '1'- F 
oro P"'"""d.in Toblo 7. 

Eumpl• ll.3. 1\'e «<noidor tho pr.iblcm of rnini1,i<ing 1loo /unceion 

' • 1- (• -J)'+(t-•1' ~(·- •l' +(• - .. J• (IOJ) 

oubj«t lo lh< con>ttoinh 

J-•'+•-1-0, ••-•-o (1'-IJ 

Noto thot • ~ 5, f ,. l, •• 1h01 o- f - 2. Thio fun<tiOn odmill the rd.,i•< 
PlÍnomum/- O 01 lh< poinl d,fin.J by 

·-l. t•l, •-1, •-l, .,_, (W) 

•-l, t-v'l, ·--1, ·-l-'yl, .. ~¡ 

,.,no;.oenr "ioh (!-14). T•blc K o~o"• N, fo, ...,, • .,¡ "'lwo ~/ JN ond loolh 
't'- f ond '1' ~F. Tlte d,uil'd rooullo pcmininK lo J.V ~ 2 ond 't' .• F 
"" l"'"'>toJ in T•hlo 9. 

,, 
' 

• 

• ' 

•· •· 
' 

,. 
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]OTk VOl.. O, NO. 1, )to'l 

Toblcl(•-f•l) 

'· '· '' , .. - f) !"- 1') 

' • " ' • " " • • " " • " " 
1'•bk 9 (•- f- 2 . .J,V • l, 'f' ~ f1 

' ~· . • > > • • ' o 

• "'''" 1.•1" -·- . ''" "= '" • •• 
._,X .. 

1 ··1"' '_.,' -OoiJ• -0 ...... o m• '". •• 0<0 X •• ' • • • 1 "'·11 L.JJ"' o""' -oom 0 Wll "10' " . " . •• • ' u;" o "" 
, ... ,. J."O'I " ",. O lO x " o 11 • "" ' o . .,,., o"'' 1 u u '"" 1 "" 

... • , •.. •• • .. • • • • ,. ... , o.,. 
1 "'" 

1 1") ' l•ll • JI • ... "" . • •• • • , '"·" ' ""' o"" ,,.,,. .. ,, ... 
" )1 • lo·• 'O"• ... 

• '·""" ' ~., """ o •m "'""' o ,, ' ... o 10 • ,, .. 
• 1 """ 

OWfl o,.,.,, ""'"' 
o,.,, "·" . ··-· "". •o-• • 

' ' "'"' ' "'"". o.,.., '"" ·- o ••• ... "-" . , •.. • o.,..,, ' """ ...... . .,.,., 
··~ 

._, .. , ... .. • , .... " • o.,..., o"''" 1 ~'" '·""-"' 1 00:•.~ '" • ..... '. " ' , .... " ... Di>ou,.ioo~ ~nd. Condusiono > . ' • 
In''" 1''"'¡""'' "',.,¡,.,,,' '"1"'"¡¡,¡ •i¡;.,tilhon "J<vdn¡><J fo< l'lini· 

.,.inn¡;, ¡,,,,,.,,:/!>) ,,,\_,je<l <•: <1" '""'"·'"" •(•)- G. '!1>< ,l¡;u,.lhn• ." 
con•¡.>O>•J .,¡ do< ••lo<n"< '""'"'"'n uf ¡,~.>J«<II ph•><> o~J <<olor>~ lOO\ pb~•-
1'~• "" p,.]¡,.,,, pi"'"· '"" ""'""~ '" P";'-""J, o•>< 1_n "h~<h ~nfonn>l~on 
".,,.11 puin< ,, ;, u"J (oml'""'l ~'"loe!.\'""'"") '"J ".""'n wh,do mfui0\0\~un 
>l b,o)~, P"in" , ,.,J 1 io "'"J (<•mi"':"< ~r,oJociH "'""")- fo1 1hc !<>lOfOHOn 
]'hh<', th< o.l>l•<ion <<npluy-.1 i> IIUt of t!oe b•l·"l""'' do>n~o •f th< 

'"'"J"'"''' '' •.•. ' \1 ¡,,:< o:,,· urd.nm "' ,,.¡,.,,. '' .,;,.,, ,¡ ri>< ni"""' un "' \ '" 01\ )' 
'""'P'''"' <OI•'""""'• ti., <onju,;.<l' p-tJi"" m~Í•>I' ,,]<;l,ill qul.Lot« 
,~~"'~"'"'"; thi• ,,,W,. <] • .,, fu< • '!"""""' fun<IIOn •ub¡«l ''?, •, ''."'" 
<On<«•i"' lh< '"""'·'""' l"""'" "'""'''J U\""""'" tl"n "- 9 ''' """"'· 

1 n u<::,., '" , llc>L\ .oc ,:,. tl""'l'· "' < L _,( ""'""ic·.tl "·""fb "'' P'"'"'"J 
Th< ¡¡,., 1¡,,-, ""'"]'k'"'''''""'"',;,¡,,,,,.,,,.,;,[""'"-"" '"~1'~' to' 
lin<>• '"'·"""'" doc <OO•pul<l ,.,,.,;,, "'""'"' th< qmJ••l>< ronv<rgcn« 
r'"f''"'" .,¡ 11,, '""J"~'" ~,_.,¡,.,,, ,.,,;,., of 1h, •lgo,lhno. Tho ne>< th1<< 

·, 

• .. -·-- .. -~---------
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<uniplco iro conoemod wilh genoril fun<liono oubj«< to ~enero] <Onttrointo: 
lhc to<nputor ,. .. uho oho,. the ~>piJ!y eon•.-.¡,"<nl P'"!'<'llin nf !loo «>ojn~>to 
gud!<nl '""ion of tho, olgorithm on<l ito oup<<io<ity ..-ith '''1""' '" the 
o<dinory x••Jient """inn. 

, ¡n lb< thwoy "' "'11 ., on \he <»mpleo, lb< fUneliun V'( o) ~ /(_t•) or 
lhc fun<lion '1'(..) ~ 1-'(y, .1) ¡, onioOmi><J •l., o; th< ">f<h ,l,."tiun. ]I<>"<V•·<, 
lho O«U<r<n<< uf"""'" wh<« '/'(.>) dO<o hol 1"'""'' O tdni>< oninitnum ¡, 
"""'"'',thk. For th<'' c.mo, an upp<or Hmil '"""be impu"J "" n., •l•p•i••~ 
W 1110 p<rfonn><•« in,J« P()). ' 

!n th< nun><ri<>l '"mpl<o, 1h< ourtin¡ point '"' choo.tn oo th01 
f'(r)- O. llo~coer, the 1'"''"' ol¡u<llhm• con bt "'""! "'"" i( •(•J /;O. 
ln ol•i• ''"· lho "'" ph»e io o"'""'"'"" ph><o <•IOcr '"'" "~,.,1;, . .,, 
ph.,< . 

l. ~ltL ''' ,\ ,' owl H>iol>""· J. C., 1[,,,~"'"'''"1 l'''li'""'''''"r fw (_.,.,,.,;,,J 
,\/;,.¡,..¡ ¡•,o~¡¡,.,, l'•rl 1, So¡••"io/ Coo.hlnl·/1"'"'"'¡"" , [lf<Uolh.,, 11io' Uni<tr· 
"'1· """·-'"'"'""1~. lt<poci "•- 5.9, 11!1.') . 

l.~¡,..__.,,\., 11u""• 11.-Y.. ,_,J llu<•L»<N, J. C., ,1/,,~, ... ,~.lilo<:•<t".,¡,.~ 
Jo; e"'" ' ',,-., , 1 .u .. ..,,,¡ ¡•, oiJI""• 1 '"'' 2. .lf l'""""' c •• ¡.:" " r.' ''"' , '" .//"'"" . ,¡,. Alzo"'"'"· lticc Uni><ni<y, A<Oo·A!ImNutko 11•1"'" r>o. 61, f9(oQ, -1 

l. ~lo1t.r, A., llu~u. 11. \'., ,,..¡ c,~,.u L. ]. 11"., e;,.,¡.,., .\/,<lwJ> io .u.,¡,._,~_, 

!'!•;••"'"'in¡:, p,, 1, /lnir~ •JI'>n• .. , r.,.loil""'• ~"' llni"'~'Y• ''""· 
All\oniu•"'' f(<f"'" No. l~ 1%9 _ - \ 

•- ~'"' •· A .. 1 ltJu<>I.<N, J, e,'"~ fl'"""'--''"· J. :-l., n; """'"'i••"' """'''"''" 
" 11--*--'< o•J f>'o,-.,.,;, Aooll'-"'· ¡..,,.,¡ al l'>rtilo;,,;,,. ·n.rn') . .,.¡ 
~rl'l"""""'· r .. 1. 1, :-; •. J, 1'16~. · ''" 

5. llo•n.'>~ ~~- 11., onJ ~111\II,·E .. ,llf/h•.Jo ..¡ Co"j">•'l< (.'oo,/,',,¡, '"' .l'o/oi•f 
1 ;.,,, .1)<1•"''· Jourool ,.¡""'"""o( lhe t''liu<ul Buo<1u of -;,.,J.,J•, \'ol. ~~. 
No. 6, 19!1 .. • 

t.. llo' ''""· 1 ·. ~-. r¡,, s,¡,.,;,. •! '"'"" ,,-~,..,~ ... ly 1hc C••i•t"''"""""' Ata•..J. 
M.rlocm><O"I ~f«h<k], ¡, lli~i~ol Conopu<<ro, Ed,,.J Ly .1. l<.•l•oo,. ,,J JI.~­
W,If, Jolm ll'•kr ,,.¡ SOo•, :-;,,.y.,~. 1%0. 

1. I'L> '"''"'· 11 , ,,_¡ Ro ""• l:. ~l., ¡-..,,;.,. M••'""'"""' ~J r .,.1._;.,, e,.,¡,-,..,, 
"""'!"''" Jo"'ml, \'ol.-1, No. 1, ~~~-

C 

"'"' ·'· 1- U., 1 L, ¡;,.~¡,., P"i"''"' Mrl',.¡ for N""''""' 11-o;:••""j"J!, ¡.,.., 1, 
,y,.¡.,.,,, !'"'""'""· ~~,\~1 /mu '"' "" ,\rpli<d ~1"'""' •1i<', \'.,1, 9, :->o. -1, 1%1. 

'li'IOu", .1_ "·• J• .. '"~ 11«, Y(.:, •\'l'h.-.1 U1o•ol lO.,,.( Cl,pl<o 1, ULo;.Jdi 
]>,¡bli>hmg C'<>O•]'-"'f• Nrw y.,¡, 1%'!. ... ., ...... ~ ........... " ,., "- ""'~·· ...-. .... 

., 

,. 

• ., 
• .¡ 

·t 
··,• 

\ 
'•. 
• .. 
' ., 
:t 

• • 



/ 

On thc f"'ethod of Multlpllen 
for Mathematltal Programmlng Problcms1 

Abotract. In lhio p.1pcr, thl' nL1nu•ric.ol ouluti"" el 1hc ¡,....jc 
pmhlcrit.of ut.tll~<·mJIÍ<'.1Ppr<>~'·"'""i"~ i• <nn,iJuo·J, 'filio¡, !he 
pruUion1 uf rninimilin~ o fuo•<tinn /(-~) auhjt-<1 lu ~ <un>lr.tint 

¡(x) ~O. llctc,J io a """'''• ¡, "" u-vrrlor, ,,J ~- ¡, ,, ~-'-"'"'• 
wilh 9 < "· 

TI"' oppm.:~ch tmpl")'"l i• ¡, • ...,¡ on lhc inlmolotroi-•u olthc 
OU~OlL1'utooiJ"IlOh y futJcl iuu 11'( r,.\, 1<) ., /(o) ·f · A1 'f1 1) j· /-•¡ 1 (.t) •¡ 1 t). 
1 tero, ti« y-••·<tor A i> "" OJ'P'"'im.tlinn In 1l•• I.J~r.iu~c multiplo.·r, 
aoJ thc sc:~br k >O¡, th1· j><'ll•<hy CL1L1'1>nt. 

l'rninu<ly, ¡J,C ~u~rm-ni,-.1 pc·h.tlty IUiiCii"n ll'(t,.l, k) ""' 
\15CJ hY ! h·•ti 1\U ' i o hi' u L1 ti '"' 1 1 ,¡ 1-1\u lt i pho · "· [ u ll • ·h· ll 1 · .: 1 ·e ,_¡,. " , 
''"' ,,.,¡,.,J otf multipli,.,. """h'·•.c¡dc.<, in ,-,,do ,¡ •-hith th~ 
multipli<r onJ thc pm>hy "'"'·'IJnt "" l<d<l '"n-t.mt .. \flor th• 
mÍILÍ!LL11!u .,¡ 1hc ''"1:""'"''''1 ¡•cn.olt )' f•wrti"" ;, ·'' ¡,¡,." d iu "" )' ~¡"." 
<¡·ele, thc l!!l!ilíplí« A;, upJ'Il'<l, "hik thc 1"'"'" ,.,,..unt k i• 
¡,.¡,¡ ,,,.¡,,,,,, •. .r. 

1 n thi, 1'·'1'"'• '"" tno~doiÍ<"JIÍ""' ,¡ thc "" llu.l ,¡ muhi¡oli•·r· ·"" 
I"'"'"""J ¡, ,,,¡,., '" i"'l"'"" Íl< '"""'~'-""" d<;IL.Il!OIÍ·IÍ.,_ 'llo< 
ÍIH[>IOJ\'«i C"llll'!~<llU' 1< ,tdfU•\'Id 1•.1' (o) Ín<ri•fL\Íil~ tfl< "f'J;hllt: 

f«q""'"Y "'' tlw thc """''~ r ,.¡ ;,, . ..,,¡,.,, in , "'"' ¡, ,¡,..,¡, "' J 
toJo\'" f f.,¡ tfll' OJdl,.,lf)-g<.ldÍI'IIl .IIJ!"Illhltl .111<f tfLC '""dli.."of· 

<jiL.I>Íiiuo .I<Í7-IlÍ"n .ti)!"' 111,., ,,,,j J.\' ·. H (,,, llll' • ""¡"~"" 1!1-'J" "' 
ol~<\litl""· (iij inLI.,·Jdia~ lf,.,,,.,,~· "l'<l.lli<'•n 1 u lo• ¡,., tlll· '"''ltO¡olj,' ,\ 

'''1''' ,,.,,,,.,tr.t.,"·"• ''· t~71; ;,, ,.,,.,,, r,,,_ ,,,,.,, ~'· t·m .. ,,,., ,,..,.,¡, ~·• 
"''''""'"' ,,, .,,,. r-;,.,"'"·•1·'• ... ,,. ,. r"'""' ""'"· ¡;, ''" -~· .. • ;¡•. •:on TI ........ ¡ .. .,; ..... 
¡,.¡,.¡.,.,¡ '"·""~"""E_''·,.,., .• ,,,,-'- r.,.-,¡, r., "M"t''"-"'"""'·-·•·••·•··· 

'!'"'"~" ,, ,,.,,..,,_,.,,; ....... 1 ,,,,,,..,,_,,, ,¡ ~.;, "'' '• "'" 1 '""' ,,.,·,. t '""''""· T,.,,,., 
''"·""'·"" ·'""'' "' '" \,.,.,.,\,,.,.,,,.,., '• l<o•, ¡:,,,. '"''· t '""''""• L,," ¡•,. .,.,,.¡_,., 
~.-., , " tt. " ... " 1 :, .,,,,.,-, • 1 :.. .. 1'""'' " , " ... n . ., '" " ..: ""'' .... ,, . ''"" . ,, ... ., , " , . 

',,,_,,,,,, ~ ......... '" ,,,,,,._,.,,..,,,.,,"'· ,,.,,. ''""'""'· '""'"""· -r ..... 1' ....... , .. . 
'"'"'"'¡, ,,,., .. ;,,._ ''"""'"' "' .1r ....... ~¡.,; ... ,.,,, ,,¡,,;,, 

• '''-"'"'" s"''"'"' '" ,\,-.. , .. \,,. .. ,,."'"'• ""' ''"""'"'· ¡t . .,~, '"• ·,, ••• ¡•,, ,,.,,,,, '"'"'"'"'• '''· ,,,r .... , ,,,.,,,,,,,, ,,,,, ''"""· .~· ... r ... ~. 

" ,., '-,. " .. ,.,,_,.,,,_. ' ..... " .... 

• 

ii 
J 
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into • fi<l<:·p•um<l<·r f>mily anJ olcwoninin~ tht ,1;;olof ro,..m<1cr ~ 

. "'' llq¡ Lh" '"""' ¡., Lloc "l'lion"'" con.litio,n i• oni,imi>c·LI, onLI (iii) 
u¡><lotir.~ tho i"'">lty ctm•l•nt k'" "' tn con>e .,.,,,.. Jc.,ir.ohlc cffeh 
in Lloc <>rJmory·~.,.¡¡,.,,. .olg.,rithm, t he ,,;,;¡,;gatc·· ~· .oJicoll al~nrill.,~, 
anJ ,¡,.. mnohticú-•¡<~ ~<ilinc,.intÍ<>n ol~"rithm. j ·.,, !loe s:~ko ~f 
iJ,·nnt;.:."i"n, ll••••·nn.' ,.,.,¡,.,,J.,¡ "'"lti¡>li<·<> ;, c.1llcJ 111<·1!ood 
~ 1 \1· 1, thc """llli<·,.r¡,,. .,,.;I.J.Iin~ (i) "'"¡ (ii) is e.Lilul M<·rh .. J 11!.\ 1.2, · 
.,,.¡ 11,. mo,Jj(,,,,¡.,., inchlin~ (o), (ii), (iii) i• <C>II<·d .\lclho..J 111~1-3. 

10,,,¡.,,,,;,,, .. r Lh,· ''"""')' ¡, "'"""'Ph·hcJ 11iLh ""'"'" numw"cal .·.' 
:.":. ~"'"•i•k•. Tloc lio '' '"'"''"l'k ¡x-rLaio,. '" • <poo<lrolic fun<1iun >Uhjec< 

.•~ ¡¡,,,.,, '""'"'¡"'' Tloc rcm.>i .. ing "m•plc·< ¡ocrt.IÍI\ on non­
<¡u.o•btic fcnctj,,·., "'l•jcu '" '""'lin,·.or '"'""·''''''· 1:.1o1, <"-'"'"Pie 
i> ~·"• J \1 iolo tl.c ""lm.ry-~r ,~,¡¡,.,, ,¡j~,uthm, <he c.,nju~.olc·Kr>Jionl 
<l~"tilhm, ,.,,¡ Lho." ,.,.,.¡,r,,.,¡.,)LI.I>ihlll"l<Í,.H;.,,, .,l~miLI1111, "hich 

"'are <'Hpko)cd "' <i>hjun<lio,n 11i\lt ~!ctho..J, ~l.\!-1, ~l.\!-2, and" 

.. 
. -. 

. •.:' 

. ' ·' 

".'11.\1·). • 

"l'he """""' ¡, .. ,¡ 1 < >lJh' ,¡,, '" ti'·'' (.L) f, <f ~ÍI ,., p•·n.olty Cut»t.uol k, 
;>..¡, tl..,,j ~ 1 ~~-~ ~· n• r.olll" ,.,¡,¡¡,¡,_ fhh r e<on><·o~~·,n• Lloln ~1c1hoJ 
:O.J:\1·1. (!•) ¡,, l•.,llo ~kLI""" ,\1.\I.J . .,,.¡ t\1.\1-2, Lhc "'""hu of 
i«r,I<Í•,ns ¡,,, "'""'""~<ncc ¡.,,' 1niniuoum \\iLh "'l'«lln k, ,,,J (e) 
lhc 1. umhcr .,¡ io, t ··' ¡.,.,, f,Lf ""'" "~' lllC .,¡ ~lcti,.,J ~ 1 ~l.) ¡, e\~,. 
tn doc ,,;,.;.,.,"' ,. itl, "'1""" '" /, .,( thc LIUnol,.·r uf itcr,ltinn• lur 
t<>nt•r~er.ce ,¡ .\i<1I·•..J ~1.\1-~. In thi, li¡;hl, ~l<tln..J M\1-l h., 

(, lntroo.luction 

Ü<<"r lhc 1""' ".,.,.,,,¡ yc.or>, , . .,,,¡,¡,.,_.¡,¡,. """'~ 1,,, ¡,..,u d<lnc ori thc 
numcrical "·hni•m ,( ti"· c·ooo,t"•in,·J minit.1it.;lli,"1n 1,.,¡,1c 111 , This is 
the P'"hj, "' ,¡ ,,;.,¡,,.¡,¡"~ ·' lot1t<liu11 j(.\) ,,.¡,¡ccl t<J .1 n<nstrainl 
~(.o:)_, O. 1 krc, Ji,·' ,.,·.d.lf, 1 i; .111 1/·\~<"l•<r, .onol 'l' j, ,, r¡-~cC\<!f¡ with 
q<n. . 

'J'h,· Jl<cth<nb '"'''1'1'"".1 ·'«" g• '" o.ollv 1""'"" '"' """ ,¡ '""" ba;Íc 
idt>S. ()¡.~ .l¡>ptu.,,h ,.,,:,.,., u•l'>lf·oillt · •. ,;,f.,coio,;¡, ;L\ lco<t lo ftr>t 
o<J<r. "' ,¡.,.,,,¡ ••1 '"'' ¡, io.r.oiÍ"'' (.·< ,·, ¡"., •"'·""Pk 1\cf... 1 J). Thc olln·r 

•PI''''·'·!•"•I•:•ctlll• "'' t:o.· '""'"'"""" 111 :1 '·'"'1"""'" uf,¡H·úol fuilcli"n' 
hl<in~. ¡., Ll.c· linoio, "" •on•·""'lr.oin•·,\ .,,;,.;.,,,.., l'llÍnt ,.,¡ 11,¡,¡,. 0, .,j¡h 
thc S<ol>ttÍ"IL .,( tlk ,,¡~iu.d '"'""·''""1 míni~toi, .. II,JLl l""b\,· 111 . \\"tllt 
r<g>rd '" ;h,· l.tltcr ·'!'•"''·"h. thc 'l.tllll.tro\ ,,..,.,lty l<on.·tiun mcllu1J (•e~, 
for '"""'1'1~. Hd>. ~-I•J ., .. ¡ Jl,·,tc""' ,,.,¡,,.¡ ,¡ ""dliphcr~ (ltd. 7) 
"""' ¡., ''""';,.,,.,1. 

'. 

! .. 
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'' Á~ ;hd ·~ulncfic'al ¿,p~;.;n;~nt• of. Rdt, B-9· i~t!\cat~," thr i,cc'hoJ·¡;f . 

m~_ltip)i~rO,~~'l\"'~1)y: c,'hihin _f"<lrr conver~··ncc .. ~h•!' !h~, •t•nd.ortl 
prnahy functwn mcthnd .. CruCI'II to the·mt•thml ul ntulnpln·t< io thc 
m~n,.;cÍ in ·\,·hid, thc mL;hiplicr ~ it rstimotc•d amltltc pm.ohy coumont k 
is upLi>tcJ ot thc bcginni11g of coch eyck. Thcs.· hy ql!l">tioll! or• con­
ti~rreiHh•thi• ¡m¡ler, "·hose ohjcctivc is lo cnl.tr~<' tltt iol\"cSti~~tion o( 

1\d. ·10 a11Li
11

tll· dc\·cl~l' t<·chnir¡u,·a for írnpt<~•ing lht• cotut•rgt•llce 
d>or~C\orislics of tl<c oncthoLI of multipli<tl. Thc rc<ttltin¡; olgnrithm ¡, 
col!ocl· mndo~·,.¡. mrllwo/ cf mulliploú•. 

1 ,, '· 
. • ' 1 • 

2. 'S l~ t~ rhin!1 of• tht Pro blo m 
' ' ' ' . . . . ' 

We ~onsiLicr thc p~oblcin of minimiziilg thc funcÍi~n 
•'· '1 .. ,·!, 

" " 
' ,,, , ... ,.,, '·'· .. 

! . ' 
~nnstraont 
.,, lt 

:' 1 

' ' 

' '¡.:.:¡(~\· ••• ' 

¡p(.<)- o. 

\ "' : ... l. ' ' ... ' 
i .. ' ' 
" .. ' 

. " . "'''""!!) 

,,, ' •' 

In_ the ibo.ve· cqn•tions,[ io 1 ocob•, ... is .•n II·V~ctor, 1nr.l '1' ia 1 ~-vector, 
wtllt q1 < n: l!t're, oll Wctou are cnluntn vccto:>r•, 1t is ~-.omctl th~l thc 
first and ""ronJ p•rtial dcrivotivC1 of thc functionsf and 9, exi11 anda¡ e ::· 
conti!luoLLs anJ that the conltr>incLI minilllum t·xi;~•. 

' First-OrJcr ConJitions. Th• prc<im,. 
that nf millüulr.io~· lite OUI/Inclllrd ftutctiun 

prnblcm can be 

"' oubjcá.tu ihc constraint (~).'!"he q:VcCIM .1. is tht· Logr.utKe multiplier, 
on<l thc ot¡pcr>Clipt ·r dcn<!tcs tite tron;pn>c of n ,.,,tlr;,, 

, From Lhcoiry of nuxiuoo .on<l minima, it i~ ~"""" do:lt thc nplo"nu1 
~ulutiop nu¡;¡ s:¡ti>fy,thr rdotion• 

• ' : .. .•¡{<) ,., O, '" 
whi, h "'.'"a -'S·'''""' uf" ·1· '/ <"'1""'''""' in .1 :Oitd .1.. 'l'lu· ,;ul;•cript .\" dcnul'" 
the gr.ultcnt <>~a fun.ti•on: in <hi, cose, J, ano! F, .trt n•\' •·tnr•, •nd 1, i• 
""" x·q "'"'"'• ,¡,.¡¡"'.,¡in.,,¡, ;o"")" lh.ot iu i¡h "''""'" i• tfu- ~radi<"lot 
nf ll>c itlo '<al.u """'!'""""'uf 'l ,.¡¡¡, rc;¡>nt lu .... 

2.2. Ap¡noúm,>t~ Solntion•. In ~em·•.tl, th• ')"'.'" (4) " 

1 
' 
-

\ 

' 
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nnnlin. ·.or; ,.,,.,,.qm·mlr, Jp¡>rn' i "'·'''' mctlonJs mu•t be cmployctl.llcre, 
\\C Ín(lt.<l<Jú' th• •c~l.>r pcrfmm"""" indexes 

/'(<). '1''(•)'1"{.<), {.l{t, ~) • • F}(.•, A) f'b, A), "' "hi<h """·"'"" thc crr<Jr> Íll thc cutJstr.<int .oml tht· nptin1Um conclition, 
r.-pcctivd)'· At thc >ulution puim, /'-'O ond O~ O, whik· P >O 
anJ ·.,,U ·' O fur "")' "l'l'"'''"'lti"n uf thc s¡¡Jutinn, Whcn •pproxim•tc 
u.cthud, ~re cmplo)·nl, thcy tU U>! nhinutdy Jcod tu vahoco af x, A ouch 
tll~t 

1'(1)<.,, '" 
N(<-,.1) ··, '•, "' 

'" dcMh-.; thc cumul.otin •·rror in thc ··on>tr•int •n<l th~ optimurn condi­
tion. llet<·, '<, '•, • 1 "'~ 510dl1, prc>do;cl<'ri numhcro. Nutc that nti•· 
fl<IÍ'In uf lm·4. (7) ioupli<·< ,,,¡j,J.,.·tiou uf lncq•. (~) if onc choo¡.n .. --.,, .. ,. 
3. ft•view of Pcnllty Functiun r.l, tlood~ 

TI" j«IO'<hy I"IOLlÍ<on mctl,al ¡, hJ><·J IJII ,¡,., C<JII•tructiun uf a 
••·qucnL<' o.f >pcci,ol f"ll<lio"" ],J,Íog, in tlo~ lnnil, ou IIIIO<>n>tr4incd 
miuinuuu poiu1 ,-,iuciJc·m nido ¡he "'luti<>n ,f ti"• urigio•l cun•troincd 
minioni,,oti"n ¡mololc·no. Ju ,¡,¡, ,c.¡j,,.,, '"" lp_,¡""" of thc pcualty 
furoction ,.,¡J.,,,¡ .>rc· ".,¡,.",.,¡, (i) tloc >!.IIIJI""Ipcu.olty futl<tinu mo;thod 
•n•l (ÍÍ) oloc· onclhtod ,,f rnultipiÍ•I'<. ~Jt'll""l (i) ¡, h.O>c·d "" thc >t.1ndorol 
j'I'IJ.Ihl' l10uo IÍ<on (0/) .II,d ~lo tJ.u,j (iij ¡, J,,.,,,t hll tlll· ·ll<¡:<nc'lllnlpo;nolty 
fhllClÍ<oO (22). 

J.J. St.:uoJard l'c'tHIIty Funcliono M~thod. Thi> llll·thnJ ,. 
ltO<ctl "" tloc ,,,n,idcr.ni.,., .,f ¡¡,.. "·""l"r<l pcll.oltv luncti<>rl 

(9) 

Tl.i, ¡, ulot.>incd lov ... !don~ tu¡¡,.. lllooctinn/(.\') ,¡ tcrllt <¡u.lllr"tic in thc 
c~n-<trJÍnt \{'),k.- O locin¡: thc 1'"""11) con;t.ont. 

Tl11· l""hi<-111 "' <o<Ío.inoitino: thc· f"""'"" (1) oubjcct. 11• thc COII·' 

• 
JOTA' \'()J~ ICI, NO. 1, lill ' 

llr~int (2) is rq>l~ccJ by a sn¡m·ncc of un«ln,tr.oiued minioHiuti;ul 
probkma. In cach clt·mmt of thc ~'''l"""n' or c~dc, nnc UlinilniJ<•J thc 
function (9) \\Íth Tt5pcct to .\' l'or gi•·cn k. 'rlwrrfurt•, th<'<•rt·ticoUy 
•r•·aking, thc full,wing ncc,·"'·"Y cunditiun must b,· ·~ti;lkJ ~~ thc cnJ 
of cach cydc:. 

11,( 1. k) ~ /,( 1) 1- ~k~·.(.\) 7( 1) " o. {!Oj 

[f thc p<·n~hy t'un.r.uu A¡, ;~thitrory, th~ IT<lur -~ 11hid> ,,,¡¡,¡¡,, 
E<]. (lO) i• suth liwt ~(>')"'"O. lluwc•·cr, if une· dl'linc•·thc Lt~rau~c 
muhiplicr to be 

1 11) 

Eq. (JO) rcduccl U> 

• 
1-',(.<,A)••J..{>)+,-.{>)A~Il, · (1~) 1 

mc.uoing that thc con>hin~tinn nf .\'andA thu$ obt~im·U ••nillit> <'\O<'tly 
' thc nptionuou cuti<lition. · 

In ordu to obtain <uosltaiot sati;farlion, incre~•in~l\' l.~rg•·r ··~ha·s 
of thc pcn.<lry constan! nm•t be cmplnyc<l in """"'""'¡": ryd•·• of thc 

'sun<l.ud ¡wnalty fumtir>ll IUctlmd, In thi• «llmu·ti•lll, ht k1 d< IWIC tloc t 

pcn.dty <OI»tallt uf tk ¡>tc;cnl cydc out! k1 dcnutc tht• l"-'ll.1hy cun>t.tul 
of thc ""'' cydc, with J.,> 1.1 . Un•a,,.c uf thejum1• in 1., thc >lJn<i•rtl 
p<'llJit y f unctiou i nnc ·"'" by tloe >IUUUIII 

U(<', k,)--¡_;¡,,, k,),, (k,- k1) /'(.<), ( 1 J) 

and the nurm uf tloc ~r~tlicm nf th<·lt•ntlard pco.ohy (un•·tion IJ~<·t tloc 
v:olu··· 

( 14) 

( 1 i) 

., 

• TI ... pmitivt•nc.s of tho; ri~lot•honJ •idc uf E<¡. (J.l) io tlll' kt·y lo tloo; •¡ 

10cch"ni•m nu which tfoc •l.<n.l.mlpt·llahy fun.-tiuu uwtlu•ol i• h.,.,.,¡_ 
1 

Aftc•r a Sllllici<•Oit 11111nher nf q•de;, tlw "'"''''·IÍIH t·rror <.lO 1•~ ', 
,,,¡,. "' -'"'"11 "" dc,ir<d pro11idin~ thc ¡wu.olt¡· ,,.,,,¡,,,.¡ ho• h,-,-n""-' 
sulliciomly l.or~··· 'l'l"'"''lic.oll)' >¡mol, in~, tl11• «lllllllio"' y(.<) • ·O i• 
,¡..,;,, . .¡ ;" '""''-'~'""'i ''"'"''1'11'1111¡·, tloo tnllhipli,·r ,\ ,¡,¡,.,..¡ hy Eo¡. 
(11) t.m ht· iJcuti•·.tl ttitlo tloc 11111ltipli<T ,,~,;,r_,¡,~ J:q,, (·1), 11hido is 

l 

' 
-----
•:-;,.,.,¡,.,¡J~x.~,) O 
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' ~:;encrolh- nr.n•cr<o, <only if h ·- "'· In> r••ctiol digit~l computer, thi1 
mean• <~•~t 'cry l.~r¡;c vo.itJcS ¡,( ¡, are nl'nkJ at cunvcrgcncc •. 

s~mtTiral lmplrwrlitntoi.u. Front tbc al><>'c considcr~tic:.S; 1he 
folloniñ;; tmtlinc ,,¡' tite suonJ.ord pu>,lh)' funclinn mcthoJ emerge•. 

(o) Thc <~ri;;in .. l ton•traim·d miuimi>ooinn probkm is ropl•ced 
by a "'I'""J\CC m- un< .. n<lroinc·d rninirni,.'>tion P"'hlcm>. 

(L) In coch d,·mcnt r¡f tk scqun'"c m ci·ck, thc <!Jn<l•«l penOhy 
functinn 

/."( ,-, lo) · - ( ( 1') -1 lo•p '(-•·) '1 (.1) ( 16) 

ia mini.,,i>cd \\ith «·>rcct tu,. for ¡;il't·n k. Thc '"inimnm of U(>:, 11) 11 
achiO\cd \\hcn thc lollowin~ >tnppin¡; wnditiom io satioficd: 

' 1:,'(•. h) 0,(>, h) ~~ '•. ( 17) 

\\herc •, ¡, o >lliall, prc<t lcctcJ nuonh<r. 

(e) Thc •nluti"" p11in1 of :.n¡· ~inn \'}'ele i• d¡o>cn os thc l.tarting 
point nf ,¡,~ nc.\1 qd<· uf ti,.· "'"nJa.,lpcn•lty function mcthod. ' 

(J) ¡:,, tlic unt qd,·, a lii~lwr \'olue of thc pcn.tlty coriotant ta 

Klcct"l, '"'" ,.¡,.,,.,. h,·in~ 

k,··nl<,, ( 18) 

whcrt• n 1 ;, ,¡,,. p,uahy ""'"""" r.\IÍo. 
(e) · .lfH·r .:p•I.•·ÍU~ tl1c put.•hy cn,<tont, une rcturu> In (b) anJ 

'onti"'·'" itcr.ni,,-:,_ 

(f) ')';,.. a:,.,,;,¡,,., i• '"'"'"·""¡ \\ht·n th•· fo\lowing •tnpping 
conditi"n ¡, ;.,,,;,,;,,¡, 

·r'f<l~(<'), i ¡-/{•. ¡,¡ 11,(<, k)-.,,,, ( 19) 

nhcrc' <· 1 <no.o!l, poc•··l··t·h.l n11mh<r. 

1/.-l·«nl< . • \1 '"""''~'"e'· .,fa l'Y<h-, ti"- >l<•ppin~ ~unJition (17) 
c-•u L,- ,,¡,,.., ... 

(20) 

"hci<' ,' '' <''"'" h~- "'1· ( 11 ) .. 1 11•l"J:''"'Iy, at C<lll\'cr¡:tncc of thc algo­
ritl<ll-,, tl~e .•<OJ'I"''~ ,,.,.,¡¡¡¡,.,, (1'1) loe.;"""" 

"hn, .1 ,, i.'' ,., h·· E•¡. ( 11 ). 

• 

'· 
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3.2. Mtthod of Multiplirn. '•¡•¡,¡, mcthnd ,. b~..,d on th~ 
oon1idor~tinn nf thc ap~m~nll·<lpcnahy functimt 

This ;, oLt.lim·J ~y a.!ding to thc pcn•ltyfunctÍPn q~·, k) J t<·rm lim·ar 
in th~ cofistraim ~{1), thc q-•·cctor ~ bci11~ on ~l'l''"'''n~ti"n to thc 
T.o~r-tngo m11lli plicr. TI; e """ nf 1 h ¡, fuurtiun 11 ,,, "'~~··,¡ ,.,¡ b¡· 1 ! ''" c·m•s 
(Hcf. 1) in moler In ciruln11 L'l\1 tlll' llllll\cric·-•1 <lillio·llhÍ<> :o .. <><Í.It<·d \\ ith 
th-0 ,-~treni,-i)' br~e \ ;,I;,,'S Üf thc· pcn:tll )' r<>tW.out n quÍ r. <i b_l' ti oc >1.11\· 
d.ltJ pen.ohy f•llll'tillrl ""'tloud. 

'l'hc pr~•hkm uf n¡inimiún¡: thc functiori_ (1) ><>hj<·o·t lu thc '""' 
str>i t\1 (2) i' · r<'pl•t·C<I . by • "'''1 11cnn .,¡. "'"'""" • .oinnl nti" imi••t inn 
prohko"'. In <">eh ckntt•ut uf lhc St<¡m·ucc or cy<:l.-, onc• minimitc• th~ 
funciinn (22) with rt·<pcct to .\ fur CÍI"l't\ ~ onJ k, Thndnn•, tln·orctir.liiV 
•r•·:okin¡j, tbc f.,JI,..,j.,g """''"')' <"Otnhtiou 1\\ll;t l11· '"¡;,¡¡,J ,\\ th1.• <'H<i 
uf ""eh cyd~: . , 

" 
11'.( '· .1, k) .. /,(.<) + .,.(.<) -'. + 2/<v-,( ··) ~ ( ··) ' .• u (!J) 

an.! 11 cquiv:tle11l to • 
-II',(<,A,k) •-/.(.•)\ f',(.<)[A -1- ~k..-(-•)] ~ ll (N), 

. ' 
_ \ Jf thc p<~uhy const;nt k otnlthc nmhiplicr ,\ore •rhitr•ry. thc wctor ' 

"\\hich ~oti;foc• Eq. (24) is snch thot ~(-•·) ·ft O. llm<<"Wr, by tlll'Jn& ,,¡" 
pmpcr u 1 ul.otin~ filie, .t ncw l.a¡:r.,n¡:c muhiplitr <'31\ he funnJ ><><h 
th~t thc optÍlnum nmolitiun Í; Mtiolic,l "'"'11¡-. In thi' ·,·umt<"dÍnn, 1.-t 
,\1 d~-,,tc tlw l..tgr.uogc· m11hip\i, r ,¡ thc 1'"'"'"\ e\' le· ami .\1 Jcntltc· thc 
J.ogr.uogc tn~ltiplicr úf tia· m·\1 <')'clc.lf ,1, Í• <hn><"LI IU he r 

• 
(25) 

111\';.,;;n¡: th.ot thc ,.,,,¡,;u.lti~>n Or ,. "',¡ .1, thm "bt.oitle~l ;ati•li,·~ f~•u·tly l, 
thc nptÍnt\1111 c·unditinn. . 

At thc ,.,._¡ nf ony ~Íil'l\ ')"'¡¡,., wlu·nc·..-r ti,.• c·.thn· uf lllt" [.o~r.uo~c 

tllulti¡,li;., i; c·h,,go·d 1".'"' .1, '"· .1,, thc aLI~tln'llh'<l 1" 11alt_1· lonutinrt 
in<"'""''' by <he""'"""' 

11'(• .. 1,. k)- 11'(.<,.1, .,k)-~ ~1.!'(•), 
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ond th•- n••rm .,[ thc gr;Jient ·,f ¡he ~.o¡:mcmcd rcnohy function takeo 
thc ••luc' 

ll','(x, A, , k) JV,(>, A, , k) ._, k' 1' .'(•} P ..{•), (28) 

"'"''" /'(1) anJ /',(<')are givcn b)· Et1>. (!5). Thc po>ilivcn~-n of thc 
ri~ht-h .. n•l si<.lc of E<¡. 127) is 1hc hy .u thc on•doonison on which thc 
muhod ,,¡ multiplicr> ;, bO<t"d. 

Thc 01lkn!ion ,,f 11 .. - rc:ul•·r i• ~ .. llcd un thc «•cmi~l¡imiloritr 
hu<Hcn Eo¡s. (13¡ and (27¡. In rhc st.u,.bnlpcr~.lli)' {LUlCÚJI~ llletlwd,, 
th,• drivc tm<Jrtl u,n,tr.LÍM ,,,¡i,l.tctÍ"Il Í< SUpf'IÍed by Íncr0a.ing thc 
penal<)- <<on>l.lul lrom> cyd,· '" l)"•"~<'. lh th~ mtohod nf muhiplicro, th~ 
dri n· '"" ,, ul e<Jn'l 1 .1int ;.¡1 isf.tcti"" ¡, "'I'Jlli, d b)" d1Jngi"g 1 he multiplin 
("'"'~)·de 1<> cydc· in .L<:Cnr<lonc~ ,.,,¡, E<¡. (25)-

\l"hilc thc >l.<ndaul pcnahy functiou mc<h<><l re<¡uirr• ''trcmrly 
l>q;c· ,,,hw; <>i lh<• pLn.dly e""''·"'' .11 '""""rg,·nn•, lhi< ¡, n<>t 1hc case 
\\itL thc ""thwl ,,· onidliplicr>, In 1lw I.LltcJ ua•<I""J, CurLnr~t·ncc can 
bt acloitll'll I'VI'U IIÍlh lll<O<il'lolll' \,tlm-• .,( lhC p<<>Jhy <IJn<JOIII, 

Aumuic"! /m{'lcmcn/,<li""· l•'ro•lll 1hc :ohro~·,- ''""'i<lcr.liÍoll•, thc 
fulln~< in;: ,.,,¡. n~ "f thc ''" t/,.,¡ rof nnohipli•· r> ( )>J,·thud ~l.\ 1-1) crn<rgc•. 

(o~¡ 'J'hc r.ri~in.JI C<orl_,<rairwd lotillillti;-.ltll"l prublcou ¡, rcplaccd 
hy .1 -'"'1"''01"<" <ol "'""'":raincd llrini>'Li,;oliun jlflololclll>. 

(h) In ,-:¡,¡, duuc_nt uf 1hc ,o-<¡11<-rll"c "' <')'.-le, 11,, au¡:oncntcd 

pcnohr f""'""" 

(29) 

i; mini,.,i•cd llith ''"]'""' tu_, f«r giHil A •nd k, 1'hc mínimum nf 
11'( '• A, ~) i. achic1 «1 "J¡, n t!,.· r,.n.,,;,.g ""l'l'in~ "unditiun is satisficJ: 

W,'¡ 1·, .1, hi 11".(•, .1, k) "7 '•, (JO) 

wl .. ·rc <,, ¡, a SIL<,rll, l'"'"'lcctcd '"""!'"· 
(<-) '1'1,.· >l•horiun pllinl ,,f .tu¡• ¡:inn cydc io ch<»<n •• thc Olorting 

p,;,, ,f tl<i· ,..,, <¡•k ,¡ rl .. · ,,,¡,.,¡uf wultipli,·rs, 

· {d) For tia· nc<l <yck, tlu· ,,,.,hi¡.lio·r ¡, upd.llnl o.·comlinc tu thc 
·'"'1'1.- ,,,,. 

(J 1) 

':-.-•••. ,,_, 11',(>. '•. !.¡ " 

• 

JllT.\: VOL. 10, 1\"0. 1, t9H • ' • 
(e) .lfter-uptlating th~ !f~<>hiplier, ont rctnrn~ lo (h) ~nd •·•¡ntinucs 

iterativély. ' 

(f) The al~nrithm is tcrntinated whcn !he foll<"'ini: otorping 
oonUitiun ;, S.nisli1·d: 

'I''{•Jrl>) + 11',1(1, A, k) IJ',(x,A,k) ,:: ,, , (J2) 

\\hcrc ,, i• a small, prcsdtctcd numhct. 

(g) Tu stan tite •lsorithm ootf!c a»umpti<>n cnnn1 uing thc multi· t 

1•licr is ""''·~sary. Thc ,;n,pl•·st ·'''""'l''iun is • 

(Jl) 

and ;, C<JliÍ>'Lli<·ni to statiug that th<' ausmcnt•·ol 1wnall y f11nctiu11 (29) a~d 
thc st•ndo~fll ponohy functiun (16) are idcntic:~l for thc lirot cj'dc of 1hc 
~l¡:oriihm. 

llmwi·k. ,\t mnn-r¡:•·ncc 11f • t}'dc; 1hc olupjoin¡: •·omliliun (.10) 
c~n he wri<icn u 

(!(•·.~,) -;:.,, [J~) 

"hcrc ~. is gi~cn by 1::<]. {31). A11>lu~oudy, ot wnu·rgcn<~ a( thc 
olgorithn>, thc siupping- '"nditiun {.12) bcc"mnc' 

N{<, A,) "-1'(•) + (1(~.~1) ~: ,, , (lS) 

.. 11hrrc A,;, ~i\'Cn by lh {JI). 

4. Modific~tions O{ tho Metho.J nf Mulliplicn 

'J'hc llll'thod of utuhiplicr., ,¡,.,.,;¡,,.¡ in S,·ctiun J hu une tlr""'· 
back: " <e<lucit~c of un<<><~<tr.tiucd oninimizotion l>rulolcm1 must be 
snhcol, ~""h P"''ibly rco¡uirin¡:: o hrr:•· lllllUbcr nf ili'I,\IÍ.,nS J,\', Cnn• 
"·oju,·ully, ti. e ln<:d 11 LJ nohl'f uf ilc"ninn' for <"Oll ,., r J!<' OL'<' N, · !'(J.\') 
"'")' i"''"'"" <'>e"'¡,.,., li>r pr .o«Í•·.tl ·'l'l'lical iuns. · _ 

In nr<kr lo ~nd••·•••- l'<>nnt~<'ll«", \le n¡olnt<· l\1'11' O<·.-.r.tl nuoJ<­
¡;,.,,,;,,.,, of th•· ,.,..,¡.,,¡ of '""hi¡>li,·"· 'I'IH>e' "'"'liiio-.lli•o<~< .111- u!ot.rim·d 
loy (i) >ill>riL'IlÍu¡: llu· l•·nglh !!f .1 cyd~, (ii) ioupro11·iu~ th.- o>IÍII<·'"' gf lhc 
nudlipli,·r, and (i_ii) ,.-lcctin¡; thc ¡wu.dty ron''""' ¡¡, ·'". oppmpri.nc 
l.~<hion. 

4.1. Upd.oti11c l'rcqucllcr. l.tt ,, .-¡•le loe ,¡,¡¡,..,¡ "' ·"'Y 
>«Jlh ,;,. 111' Ík~"tÍIIII> ¡,\\¡,¡,-¡,!he lliHILipli.-r A .ond tloc JH n•ltj'I'On>IJIIt 
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k ••~ 1" 1.1 omd""'!;' .1, "hil<· ti; e ,·celar_,. i; vk"C<l ns .unco·~;t-rai~c-.i. Í.et 
iJ/1/ 1knutc Lhc nuuoi>cr nf Ílt·rorions in • cyclc, rcgut!lcu of whethr 
complca· cnn\"cr~t-oH:c ur ine<Hnplctc convcrgcncc io •chicvcd. 

To •hurten thc <_\de, \\O ol><Ígu a priori thc va!oiC of iJN.I'rcciscly, 
\\~ choo-•c <J.V l' thc "'"'1/tJt numbcr of Ílcr>tions compatible with the 
chor>cH:ri,tics olthc· p.1nicul.u olgnridun bt•Íng con~itkrcd. Thcrcfnre, 

(36) 

for thc <>rJLn,.}-~'-"llcnt al~<11itl,m JJ1d thc 1\IUdtlietl-qU;silin~a¡izotinn 
· ~lgoritl"n onJ 

Jll'~ll (l7) 

for thc <•H>ju~alc-grcL<Iicnt ~l¡:urithm. Therdorc, thc >lopping cOndi­
tion {30) {,., ' <r•·lc· ¡, ~l pas;cd and ia rrpbct·d by (J6) fnr thc ordinary· 
gradi,·nt .1lgt•ritl.ri1 :111J thc mndificd-~u.L<ilincatjzation algurithm and 
by (31¡ ior tloc , .... -.j•W-<tc-gr.dicllt alg<~rithm. 

4.2. Multiplicr Estint.11e. N""'• 11'1" """"'" th.ll thc ~yclc 
kngth J.\' ¡, <ldi.,, ti hy 1-:t¡. (.l(o) f<>r tloc orolin;try-~rat!icnl ol~o;ithm 
1nd ti,.· nwolifit·ol·qu."ilillc"r¡,,,,¡,, •l~torlll11n ano! hy Eq. (31) f~r thc 
cnn j u~.oll'· g" Jit·ut al;'"' i ti"", TI ""• \\ e ""1 uit e al"'"' ".oys in which 1 he 
multi1•li>r .\can h,- ,.,,¡,.,,,,ti. 

Fi1•l Hrtimat:·. 11\· "'"'""' th,ll llc.>lt·ro,·s' u¡HI.oling rule (31) is 
emp:")"l -" thc ,.,,¡ .,¡ Jll)' c1dc of J.V it"·''"""'· Wc note tl~>t thc 
updar,·d 1 1 rnr iu ti oc "1'' imutn ,·.,nJi ,¡,., Gm ht• ]., r~1·r or •mallcr than thc 
trror pri<~r '" ''l'olatil,l:· Sinot' :011 int-rc:o'c iu thc ,.,...,,.{?(.<,A) iO roul 
dcsirabl.-, tia· ttud;i¡o:;,, ,\ l<ti~l.t h.; d"""",. ful]u\11: 

.\ ••• '·. i( 

{!(o,,\,):~[:'(>,.\,), 

{!(>. ~.J < U(•· .. I,J. 
(J8) 

( l9) . 

Sr."'"' i."Jtim,i/c 'l'hc l'"·viou_, ,.,,;,,.,,,. c,u\ Le in>ptov~J if 
J l•~lctu '' "\"l.<t i~;~ ro <:C (31 ) i• r<·nou ncctl and is rt·pl.1ccJ with tllt mar~ 
go'ner;,~ 11;>d.1tin~ ,,,],· 

A, • • .1, ·i· ~¡'i-¡(>), {40) 

\\locro·-~¡, .1 >t'.d .• r !'·"·'""''"· •¡·¡,¡, !'·"·"'"'''' "'"•ll><· do·t 1·rouinc.l '" ·" 
~o l'"'·h<<c ,,..,,,. ''1''"""'" dh-c<. 
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!'Or givOri Valm:¡ of x ~n'tl A,, a Chongc in'.B """~"'u ~hau~c in !he 
updatcd muhiplier"'. Con,;.,qucntly, the urJott·d •·rror in tht• nptimum _ 
mndi1ion , -~ · · 

Q(>·, A,)= FJ(.•·, .I,)F,(.r, .1,) (41) 

chanicli. Th~ of;timUm ;·alu'c uf/lis thot •i·hi<·h givr:i.O(>·, ,,1) thc Smallnt 
v.tluc_f,, ginn,.i: ond A1 . Aftcr rombini"~ (40)-(41), ,.O .. bt~in thc rd3· 

''""" 
[!( 1', A1 , fl) "' [F.(., ~,) .¡.. jlP,( <)] r {1',(.1, A,) -1- jl/1 ,( •)], 

. .(>,(.1·, ~. , fl) - 21'.'( •) [ F .(z, ~ 1 ) + jlr',( 1 )]. 

Q,.,(.~. ~. ' /1) -. 21' .'(•) 1' ,(.<·), 

- 1 • • 

ti\~ sccnn~_uf, "h.ich •anishn fnr 

¡¡· .... - 1', '( •) F.(~.- ~ 1)/P ,'(%) 1',(-•l-
' ... (~l) 

This ~"luc of ¡J minitntzc~ {_)(>, \, il), •incc p,.~_,, ,\ 1 ,JI)> O ¡•ro1id~d 
l'.(r) dn...,. m>t \'~nish. , .~ 

Tl>c .mt'lhod uf rnuhiplicro with cydc •tnppins: contlltion (JO)' 
rq>bccd by (J6) or (J7) ;md 11ith nNhiplicr ttpd.<tiu~ tL>Ic (31) rcp!.tccd 
by (40) •mi (43) is c>llc<l inndilicd mt·thud nf ntuhiplnn <>t ;\lcthoJ 
l\1:0.1- 2. For thi• mcthnJ, tlw f<>llowln~ COllllllciiiS me 1'' r1Ím·ut. 

(i) Et]liJ_tinn<·(40) and (43) itnpl¡· th~l 

1', '( <) F,(.>·, .11) ~ O. , ... , 
Therdorc, thc uptimunt \"al u e nf thc J<lr;tmcltr ¡f ¡, >I>Ch ll"t thc ¡:r~tlil'll! 
uf ihc c"notr.>int error and thc gr.lllit·nt nf tlu- llpd.tkd :ougmc,tcd fttllC• · 
tion ••~ mtlon~<lual.· , 

. (i l) , Tlw, rdatitotl hct ll ,.,., thc i>t l'>ent upd tl i u¡: ruk aoul llt·th'l\l'S' 
upd.!litl~ 1\dt• r.u> be <Jbtaincd,.,. f.,]],,,._ !.el !lw ~oa.la·nt 111 tloo-JUW 
mcntcolpcuahy (unctiun pri"r h> "]'d>titl~ he rcurittcu ~• 

11',(<, .\, .1<) -- 1',(1, .1,) ·1· 1<1',(.1). 

' 

'' ¡l ~ k - /','( >) 11',( >, .\ 0 • 1<)' 1' .'1 <) /', [.>·), (4(o) 

,.¡,¡,¡, >1"111> tlul 

ji -- ~. {41) 
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1"'";,¡¡,:.: 

W,(<,.l1 ,k)·•(J "' /'.'(•) ll',(l', ~.'k) ;h o. (48) 

ClcJrl), thc ¡>r<·wnt "f"l.!liu¡: ru¡,. ""d lh•lctw• ·upd"ting rule uc 
iduni.c.>l if •ppli•·•l :11 ,.,,,1'¡,-¡,. '"''""'''~•·ucc, th.ot is, al·• point whtrc 
Jn,·q. (Jtt) is >Jt¡,¡,.,l_ 

(iii¡ E<¡ll.ori""' (-111) au,l (~.1) ;ore tu l>o· 1'"'1'1")'''1 al¡¡,,. hc¡:inniu~ 
c,f ,.,.,.¡,<')'de ol J.\- Íl.-r.IIÍ<oll•, tn.Ju,liu¡: tloc lir•l <ycl.-. lloo~\CH"t, for 

¡¡,.. lir>t qd<·, .1 1 i; ""' d<ii~>ul. 'l'hi, lwin¡: tloc ,.,.,,.,;U\ """mptiun is 
mn·•--•••·, .onJ ti..-,;,.,!'¡,.,,·'"''"'!'''""" 

H'!) 

(i•) ll'h<rn.>cr (·!O) "'"1 (4.1) Jfl' cou¡ol<>)<"<l, ¡¡,,. algoti!lun •hnul<l 
he "·"'• d .lllp.,iiOt ,¡,,.,.. •¡(.<)-.'. (¡_ 

'//,;,,¡ Dtimul<. f11 !he ¡u•·•i"'" >cctiouo, ¡¡,.. l .. o~r.oL>¡:c rnuhiplicr 
\\," .,,IÍ<ll•ll<l 11ithi11 lho· fr,llli!' ,f 1/¡c IIIIC•fl:lf.llllci<C f.uuiJ_V (40). ,\n 
,.,,., ¡,_,,,, ,,,;,,_,,,. '·'" 1>< .,¡,,_,;,,.¡ hy ._,.,,,;,¡: ,¡,¡, li111itati"" ami 

noini oui • ¡.,~ tlo" 1'• r '"""·""''' ioaln ~ !( t, .1) \1 it h •~•pcct 1<> tloe q-vcctor Á 
for ~¡,,.,,_,._ .-\[,,, ,,¡"''''"~ th.<t 

(I_(>,.IJ 

(•.J•.-') 

[ f,(<J : r.(<J·'i' 1 U<J -1 •r.i•).\(, 

~-;.'l•)lf,(•) 1 d•)-1). 

~·¡,'(•)•¡.(>), 

rdJtion 

(SU) 

11hi.-lo ¡, ,, ._,.,,,,,, .,¡ '1 "·"·" ''1"·'''""-' ;., ti«· '1 '""'!"""'"'- of thc 
mult iplio r ,\, 'j'j.,. ,.,¡, 1"" 1 ,¡ (51 ) o>~iuionih'> {/, >Ínn· oh,- IIIJlri, (SO-J) 
'" 1,,.¡,¡,, . .ldinih", ·n,,- f,,¡¡,,.;,,f: ''"""""!> ,,,. pc·rtiu~ut. 

(i) {), jl'>'l>ndtiplt,:oti"" loy y'(o), 1:<¡. (SI) lc:ul> to 

/', '1 <) /·',(•, ,\) • - 11. (52) 

Tlll'r.f««', thc upti"""" ,._,¡,, . .,¡ ,¡,. omoltipli, ,- A ¡, ""'h that thc 
~,_,,¡¡,no ,.¡ o he '""'"'·"'" """ ,,,,¡ d~o· ~,,.,¡¡,.,, ,,¡- tl1<· upob>tcd ,¡.,¡:­
""'""'! ,,,,.,¡.,, _,,. '"'""1:'"'·'1. 

(ii) ru,;,,.ry, '-'1· (SI¡ "'l'l'r;,., ¡1,-r,.,, ,,,;,,_.,,.,,rtr,- l.:ogr .. n¡:•· 

. ,, ... .. 
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multi¡•licr ,\:nir\J¡>~liblc "ilh •ny ¡:inn i'""iliom lnlur ;11 {lkf • .1). 
llu,.~~e-r, it• ""( rc<Jllir;" lhc ~ohlli<lll uf a >ysli·•n uf q ¡;,,-~, '''l'"'linn< 
in 9 uuknul\"n•. ~l'hi• lwin¡: thc r J"'-'• lhc 1lc<i•ion un 11 h,_,h,·r tu "'". (~ll) 
,1m/ (4J) or (51) $huu1J he m.odc ou lloc h.1si• of lh•· p.<r!K"l~r ,¡Jgnrnluu 
<'mplnyc<l. ' , 

(iii) Fu'r ·,¡,e <>nlin.n}'·¡:r.nliun ;~/~nrithm . ouul lhc cunj~IJ;.Lic·· 
¡:o,l<iÍl'nl ,Jigo()ilhllJ, 11"· di<pl."'''"''' l<'dtor <11 O< o·n•••JUIIcd ll<lh"lll 
.,J,-in¡: a .<ysl<'lll .,¡¡¡llc." "1"·"''"''· 11•11«", tlu- <'-liiiJJIÍun uJ' .1 >huuiJ 
he• lli.JdC \1-j¡)l (~IJ) .ltll/ (·IJ) ¡,¡JJ>L·r Jh.LII (5/) 

(iv) Fnr !loe lll<><iilinl·•l"·''iliuo·.Lrii.IIÍooJI _.¡~.,,-,IJuu, tlo~ .'li;pLot.·­
uleiH .¡,- ;, ''""')llllo·d hy suhioJ~" ')·'''''"uf 11 ¡,,,.,, <<¡Ullu"o< '" 11 
'"'l'""''" 11,,.,.,, it ;, .. 1,,;.,,._,¡ '" ,.,,;,,_,.~- .1 11ith ,:¡o¡,,,,¡ (4.1¡ "'(51). 
1 n thc ""'1'" 1, thc ,.,,¡ m.ole ~i1 L'll h¡ (~O) Jtl<l (4.1) Í> < u>¡•luyeJ. 

4.1. i'~l>.•ll}' Con,l.onl E>lim.ll~. :--,:.,,,, tlo<· '1'"--liu" ·'"'"' ·" 
t« nhcth<·t thc ¡'>t·u.ohy n>u>tanl 1',111 l11• "lnted in -ud, .o"'·'""" a~ In 
iu'l'""'~' tia• "".'''c·l~<'llCC do,ll'.hl<'li'ti<·< nf ~-¡, tl11"l .11.11-2. (n thi• 
>l'dÍ<UI, IIIOl 'tl'l foiiÍ<]II\'; -~~- jlll''<lllnl (>lt lll>,bltUJ: 1)11' 1" ot:Oitj' "111>1.1111 
"\ tln· \'llol uf a o·plt-, <lile '" i ¡,,¡o k fnr olle m di 11 .< 1 ~ -·~, ·'' li,·nt :olo•orit Ion o 
.11 od "'"" ,.,¡ t.oh 1,- fm 11,.' """ iu>:-11<'-~ r ,lliÍ<'II 1 ;,¡~, •1 ith 11 1 .wol tiH" '"' .,¡¡¡;, ,1. 
>JIIO'iiÍIIt<IIÍ>.llinn .ol~urithlll. ~lctll.,l ,\1.\!-~ •uth E<¡•. (40J ,,,¡ (-l.l) 
I"OlUopl<h'ol hj' ,,·,.¡_,¡¡.,, IIJllbtiro¡: tl11• jl<llolh)' l"»ll>l-11<1 ¡, o·.oll~<l .\l"luod 
:\111!-3. 

o,,¡;,,,,_,..r.-,,,¡¡,"1 .ll~,•,,¡¡¡,.,_ \1'1,-n tl1i' :ol~·_ .. ,¡\],,. ¡, .''"1'1"-''"· 
tlll' ltllthiplio r, 11pd,>1i11¡¡ ,.,¡,. (·111) auil (4.1) ;,.,¡,,.,., .on ""' "'''"'~ 
doAr.ocl<ti .• tic: a.,¡,.,<"<L>l ptn¡>t·rty in thc '""'"·''"' ,.,,,, /'¡,¡, Thi• 
,-h.lt.l<!ni•tic· ¡, lllilj-,,.,¡ in thi.< ontinn lo l'>t.of¡¡;,¡, an Llp•l.oti"~ mi.- lur 
tloc jl('tl,tlty <<>n>t.>nl. . 

1\'loilc ·¡ ht· ,,¡;,,,, ¡·-~r:ulio•m ,¡~,;,¡¡l.,n ¡, do •< r il" o 1 i u ,1,-t.oil in 
:-;,.,.,¡,,,S, nc '""'" h<rc lh.ot ¡¡,. di•¡>bn-1111'101 J, lo ~oliu~ ltum th1· 
,,.,,¡,_,¡1"''"'-'' !<>!loe urid po•int.i 1'""1"'''' :o tlo.uot:•· in th,• '"ll>ll.oiut 
<"lUir /'(1). T" li'"t .,,.¡,.,, rhi, dun~·· ¡, gi1<·11 h)' 

M'(\)·' ,kf'.'(•) /',(.1), (51) 

nl<eJC " '"' thc' <lq"i'·''• ono! k ¡, tloc j'<'UJh\' '""·"'·""· 'l"!u·n·f,.,., 
M'(.t·) < 0, >Ínrc ., >O ~nd k> O. Thi• """"lt ¡;u:ot.nohu lhJt 

1'(\) < /'(<), (5~1 

l'f<>VÍt'Í••¡;:" is SOII!iticntly •m.oll. 

A•>w>'H_HII thc noluc, 11hi.-lt , .• ,¡la· Jltrihutcd tu lhc l""·•hy """: 
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stanl, "~ •~'~c•t k;,. ""h ~ "";. th.or, nn Jhc ncmgc, Jhc cnn•traintl ~;.~ 
.. ti•licJ '" tir<l <ml.-r. 'l'l><•r.·by, 110 determine k from th~ rdation 

{SS) 

Comparins (53) and (55), "" """ that thc ;~ppropri;otc ••h•c of thc pi:nalty 
const.IIH ,¡,o,]J h~ 

(S~) 

Sine~ lw·rh th~ """"''·''"' .m<l thc .lcn<omin:nm of thc ri~ht-h>otl sidc Of 
Eq. {50o¡ ""llJil! ''<!"·'' ["""''-' ,.¡ •¡(.'), tlot: 'pcn.1lty eun•t•m k varics 
slo\\ ly •i~n~ o i;e a]~,, ti t lo m ,,.,,¡ is lini te JI cunvcr~<eucc. For thc particu!.lr 
co.c .,(a oin;;l< .«-.ol,or '""':roint (<¡-o l), E<¡. (~6) rc<lucc. 10 

(S7) 

e,,,. fot.~fll r- (;' . "' ¡, " 1 .-11¡:•" i tlwt '"' d .11 .,¡ iji rd -(!«mili""'' i:: '" iau A IJ:<>­
rithm. '['[,.. r"•-dty '"'"'"·'"' ,-,touo.LI< dcwlo¡wd fnr !loe nnlinary­
groJi,·nt ;l~uridu" ¡, h.Nd un tLc dt·su·n! P"'l'•"JI)' {~J) ond lhe d.tsccnt 
requi"'"''"' (~~)- lt i'"''h"" ,, ,¡,."¡_.-'")'in~ ¡wnahy constant (56), 
whido ;, to11iL< a1 '""''''~''"'''· 

Fnr tlo<· ctonj"~·"' -c:o ... knt :ol~"ritlo•n oad ,¡,.. onnditi•·d-<¡u.-ilincar­
i"tir¡n ;,l_~"' ;,;,..,, ,¡,.. [ ,.,,,]¡)' ''""''·"'' ('ilo) ¡, ""' •k,irahle for thc "'"";" 
indinh•l [,[,,,_ (',,,.¡,¡,., ~ <¡ot,,lr.ttj,- ¡.,¡,.·ti<>llj(•) :onda linc•r con­
otnint ., ( •i- ll,~oro~), "· .,¡ thc \:<lo"·,.¡ le, th<- ""~''" fLh'<l pe!l:ohy ltuoction 

• IJ'(>, ,,, h) ¡, '1''·"¡, ,,.,. "' -'· 'J'I"''" •ir,dly ;¡w.tkit~¡:. 1loe o~ptionolity 
c.:.nJi:i••" ~~~; i• ,_.,,,,;~,¡ ,.,.,;ly :ol1.-r 11 ilcr,\li"'" ,f lhc <•mju¡:.olc· 
sr~.r¡,,,, _,,~,,¡¡[.,, ·"''~ "'" r "'"' ilt .: .. : .. n ,f ..... ,,.,¡¡¡¡, . .¡ '1""-'iliuc.!fi?"· 
¡;,,, :oi~··:.:J.,.,: ¡,,,,, •l•e tl.~•·••tic-.d "!'''""'"'<JI'"' ,.f tile l"'"'lty 
c~n"-"" ,¡,,.,,¡,¡t., l· •/, ¡,. olw it 1:"·'<-<nho·• •Íouult.m<tnos >-tli>­
f.rti•IIL .,¡ ,¡,.. ,,¡,,.,,,;,, 1 '1"·'''"" •¡(•) . () "' ,¡,.. ,,.,¡ ,(a cydc. !u ,, 
11fJLik.ll di~·it.•l """l""''r, ,¡,¡, ro·,ult ""'·"" lh:ol l.n¡:c 10luc• Oí the 
pcno!o:.- •''"''·'''' ,,._,.,!.1 iw '"'l'l••¡nl if f.~<t ''''"''-~·-,,.,. is J,.,;,,.,¡_ 

lt ,;_, '""·''"" 1• <) ¡, """'1"·"¡,_,.¡,. ,,,,¡,·.,, Ll,.- ,.,,,,,_,¡"' .,(•) ;, 
no¡llio..- . .r, oioc -'""'' "''-'""¡"~ ¡, ·'I'P'"'¡,,.,udy ,..,,. uc.<r th~ s"lutiuu 
of thc "'"'"'''"" ,,;,;,,¡,,¡," 1""1,].,,, ·rr,;, ¡,_,,¡, to• ,¡,,. ""'"1" .. r 
pt<•p '"'""":.: !t "' ·'' '" ,,],¡, <<· "'"dc-t.Oh' l'.dllt'' l,1t ·"") lwuo thc 
,_,¡,,¡.,,. • .,,¡ !.orp· ,,,¡,_,., ,.,._,. ,¡,.- .<ooluti'"'• ,.,,.,, tlou"¡~h ¡h,sc !.<¡:e 
\'>[11<'• :o: e o.r.: .o> 1·:::•· '' ti<%1" <.\-ltlo ol "''"ti,.· ,t,olt<i.lt<f['t'U,Ity ftmUiOI< 

mttll'·-~-

. --, - .. 
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_· P;,~~iL>!c. choice~ o[ thc' penalty · wnst~nt o.1ti,f) i ng th~ abone 

propefty iúc lhc_ fullowing: 
,. 

.. 
" - (~~) 

.,,. ' . 
1 f 1\q. (58) ;1 ~mPinyctl, thc ortlcr oí magnihnlc of tl·~·lin•·.•r t~-ron aod 1 he 
quadr.uic ter m app< .,,;,~ i" the ·"'b'""'nt<·d pcnah y 1 un el!"" t~ t he """'. 
lf Eq. (59) is Ómpluy<·<l, thc mdcr o[ m.og.,it~dc uf th1• t¡o•d~•·tu :•f tloc 
!inc>r tc[On •n-.1 !loe g<Aoli,·nt of 1hc <¡n.10irottc l<tm •1'1'""'"'~ 10 lhc 
wgmc·tlf<•J ¡n·n.olty fuu«iun ¡,o he""'""·' . 

· 1f thc cun•·•·r¡;cucc rcquir<un·m• un thc cuml r.not < uor ./'( \) ;on<l 
1hc ,.,;;,, ¡¡, thc ll]'tiunuu <"<Hl<lioi"" l)(x, ~) are lll<' "'""'• Í~ <nigbl h.: 
Jc<itah!~ In tcdnt·c /'(1) ,.,,¡ Q(•·,.l) ol "l'l'""iru.•ld) lhc '·""" r.nc, 
\\'ith ¡t\¡, i11c• in miuJ; 11 c'¡orop"" tloc fullu"in¡~ "l"l".lin~ ruh- fur th•· 

p<n>liy COnó"l\t: 0 ... 
k, ~• min(lt, ,'111) 

,,, ~ "'"(k,' ~1,,) ¡¡ 
• 

/'(•) '';{J(~,.I,), 

/'(.•) > !}( '• .1,), 
(1.0) 

"hCrc" ~,' 1, h0 ;, ~'''""by (~S) or (59), h, i• th•' p<n.tlt~--··on•unt prior 
to u¡ul~i_;ng, .1nd ¡,_, ¡, thc pcnolty cnn>IJt\! >lh·r ~o¡•d.11in~. 01~,-io~-!¡·, 

, {f.0-1 ) 1"<~· 1·ots an mu ''"'" nf !l~e p~tulty coo.•tJIIt 1f !lw '""" r.tu\1 error 
is rd:lli \'<! ;· HUJll. c.,,. .,.,.,.¡y, (W ·2) 1'"'' ellls .t d<·• rcJ><· of tla• r•·n-lly 
comiJilÍ if thc '"'"ttJiut '"""' i> rc!Jti•·d)' l.or~c. 

Et¡;.otiÓ:n (60) i; t~ he cm¡>luye.l JI lht· ln~inuin¡: .,f ""'!'<')'el< .,f 
JN itc·ratiion<'. indu.Jing thc lir>t 1")'<1<-. lln\\<'l'<"t, for tloc llt,t C)'<l<', 
k, is Oni ,ldiou-t!. 'J'hi• heinc thc rJsc, "" •ssumptiml i• ncc<><Jry, ~tul 
thc iin•i•lc,t """"'l'li•"> Í< · 

h,••k,, 

-1.~- Su mm-'<')' of Mctho<ls. fr1 thi• "''ti""· \11' <llllllLid!Í7C thc 
"""'hin~tion of melhod, •• i•ing 1 rom thc prnoniiS di<C<l>•ion, ·" fo!lto<'>. 

. (i) . .\], th,.,l 1\IM-1 ¡, rh.tt'IO<I<'ri"·d by u¡HI.ttiu:• ·,Jt-.¡,¡.,n (.10), 
.,,.1ltiplier 1-<oim.>tc (.11), .ond l"""·'lt¡· <UiloiJnt Lltllh,m¡:•·o! 111111\\~J,.,m a 

l"uti<"br Jlt:"rithm. 
(ii) 1\l<th .. d ,,1:11--2 ¡, d,_,,,,.¡,-,¡"-d br uptl.ttLn¡: ,J.-.c,;.,, (.1(•) nr 

0 \\)to'OI•"' ("J O•l f)'/) '''"''''")"~• ''" "''"'"'"" ,¡,,..,¡,¡¡,. 'loOioJ •O ll f"'"" ""'''" 
,¡,¡¡.u. 
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.( 
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{37), multiplicr c>lion•lc (4Q) and {43), onJ ponohy con>tont unchangod 
1hr<H1~hnut • p•niruJ.,. •lgurilluu. 

(iii) .\ll'illuJ .\!.\!-) Í> dl.lr:lllcrÍl<'ll hy Uj>rlatin¡: dccisirm (J6) or 
(37), 1rruhiplicr ""'"'"''' {40) :onJ (·t3), ond ¡wn~hy constont ~stinme 
(56)"' (5~) ond (W). 

1/ww<h, 'J'J¡,- updJIÍn~ dc<Í>Íorn {.16) i• tn he cmplO)'I'll wi1h 1hc 
orr<hnor¡··w.Hli,·nt .d~wilhno and thc """lilicr!-<J"·"ilinc.ori•.•tion •lso­
rithul, onJ 1hc upobtin~ tlcÚ•Í<m (J7) j, ln be t·mplnyt·d with lht con­
jtlg,:c-~r.odicrll olgo•ritllltL ;\l><o, thc pcuJity con>1.1nt nlÍr1u1c (56) i• to 
l1c c:npl~o¡·cd IIÍlh rlrc nrdin.or¡·-~r.ldit·llt algflrÍthm, •nd thc pcn•hy 
c,n,unt ,-,limatc (5b) :ond {r.ll) ¡,lo he ornpiiJytol wilh thc t•onjugolc­
Sr"'li<"nl .d¡: .. riiiiLLI .11111 lhc ILL<>tlificd-t¡LI.L>iliuc·.ni>.rlion algurithm. 

5. Unconstr~incú Mini_rni:'atiou A!~orithms 

1 11 !Ir;, ,_., tinn, 1 he u nc"'" 1 r JÍ 111"11 "r i ,¡ ""'"' '"" 'lgiJrirhms ~nlploycd 
1<> cmnp11lt' thc tli,pl.l<mwnl ,,.,.,.,, J,- in COIIII<-cliun wilh Mcthods 
1\Dl-2 ,onJ !\!)\] .l .trc' dc>t·riiJ<<i. Th,·¡· Jfc' tire nrdin.ory·grJdicm 
•l¡:•"ill•<ll, ¡¡,,. C<>lljLI¡;.\tc-gr,¡dj, nt .rl~>II'Íliom, .lllll >he modifocd·qu,_;.­
liuc.ori•.niun ;rl~<orithrrr. r\ll <>f t!rt->t' ;¡)¡:orithlll> m.oh u•c of thc 
O<lgl,._tll<li J'<flolh)" [LLLII[ÍOII -

u·¡.,,.\, k) f'(•. AJ 1 ki'(.•), --' (6~) 

J.'(1,A) /(•) 1 ,'.'o¡(>), /'(•) "'? '{•) v(•·J, (6.1) 

ont! ar<· ''"'J'IO)'«I " 11 h 1 hi< ,.,,.¡, r-r.uulin¡:: in e• eh crdc of J N ircr~tinn•, 
llo< llwilij'licr ,\ •nd tia· 1'<'11.111)' ""'""'"'k :rrc ltold 11\lt'hangt·d, ootl rhc 
1 t'Ciur x ;. 1 ie11 od ·" 11111 "'·'''·"'"·ti. 

5,! . O ni Í 11.< f) - (; 1 ,.,] i.-rn ¡\ l¡:<n'Í 11 1 U 1. J.,.¡ \ ,J,-111<1 e rl1t: \1(Ul1 j \l,rl 
p<.oino, \ rh,· l":otiulp .. illt, J, <1«- di,pJ.n, rroo·nt 1.-.Ltlin¡: r,.,,, rhc nomin.ol 
point In >loe ,-,orit·d j•toÍIIl, omd ' lhc ""'"Í>t:. \\'ioh thi< tmd"r•tandÍIJg, 
tk <>roiÍ!r-•r¡-gr,rdic·llr .ol~<>rÍII1111 ;, rq>fl''l'llll'tl h)' 

, .. ,( • ' .1 J - /,( ') .¡ '1 .( L') .\. (M· 1) 

/',(•) 2·¡_!>)•¡( .• ), (M ~) 

1!',¡,,.\, h] •' 1-',(1,,\) ' /.!',(•). (64· .1 J , 1!',(•,.\,lo), (1'\-1-4) 

: '·" 
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• • 
Í:=>:+A,.. 

For ginn nomirul point x, muhipli<r A, ond penohy cnn11~111 1!, J(qs. {6-1 
cons1itutc a cnmplctc itcr~1Íon !cading to the vori~tl¡•oint i, l'ro•·idin, 
one spccitin tho .rcp1izc "· 

Dnrrnl l'•npatin. 'i'<> firs1 nrdcr, the changc~ in the function 
H'(x, ~._k) •nd P(•') are gi•·cn by 

SJI"{.I, .\,k) ,.:, lf'/(.1, .\,k) .d~, 6Pf~l "' 1'/I•J J 1-, 

' 
which, in rhc liglrl uf (64), Lccam~ 

611'(.1', .\,k) •• - t>-JI'/(<, .\,k) IJ'.(.I', .\,k), 

61'(•') = - ~P.'(I)[F,{.<,.\) + Al',(.•)]. 

'" 

ltccalling Eq. {44), wc •ce that tho follo\\ing orthugonJiity {onditior 
ho!ds: . . '· l','{•·)f.(o·,.\) ~ (1, (67 
10 that , ' . 

611'(.-, A, k)= - ~IV,'(.•, .\,k) W.(-<, .\,k), 

,6P(-•) "':' - akP.'(~) P.(•). "' ' .,,. .-, 1. 

Si nce tho righr-hond •itlos o{ (68) ore negativ~. the fullo11 inlf in~qualitit·t 
con be ~nfmccd for ,, suflicicnll¡· snull; 

W(l, A, k) < 11'(.•, .\, ~). P(i) < P(•). 

Wlrilc cnf<orC\'1111'!11 uf ({,9-1) ;_, "'·""IJUory, cnfnll'<'lliCIII of ((•9-2) ¡, 
nplinnAI, Iom can he usnl in ottkr lo gi•·c gre>tu st•hiliry 111 tht orrlinary­
~r;nli,·m :ol~mithm. 

S.2. Cunju~.>1o·Gr~dicll1 Al¡:o~itlnn. l.,·r 'tlcnnll' lht: uomin.1l 
point, _\ lk ¡>rc>iuns pninl, lrhc ''"ricd point, ,j_, tl~t• Jispl.~t·cmcnl 
lc•tlin~ fmo;l thc rnrrnin.lllmÍnt to the voricd p<>inl, (> rJ,c 1''"'""' scarcb 
dirtTiion, f 1hc prniou, <l',lrd, tlir.-.·ri<lll, y lhL· 1IÍ<LTlÍoll.tl c~>dlioicnt, 
and '' tlr<· "l''l'"i"·· 1\'iilo ohi< """''"''""li11¡:, l111· ¡·ouoj .. g.Ut··~l.ldicnt 
;rl~nrilln" ;, r.-pr·-,.·nr,·d lor 

1-',(>,.\)•·•f.(•) 1 y•,(•J.1, 

/',(•) . ~'l,(,]y(•J, 



" 
Jr,(•· . . \,k) --· F,( .-, .1) ·1 k/',(>), 

y,. JJ','(.>, A, k) ll',(.t·, .1, kj:ll', '{l, A, k) W.(.t,A,k), 

p = !!",(<, .1, k) -l- yf, 

¡ = ,. -\-J.-. 

(70-3) 

¡11)..4) 

(70-5) 

(10-6) 

(70.-7) 

For ¡:il'<ll n<ornin.ol ¡loÍnl .t, muhipli~r .\, dircctinn•l cocnicicnt y, ond 
f'<'Oahy constan! k, E<¡o. (70) conotilutc • complete itrrotion loading to 
th~ •·~ri,-d puim .\, l'""·idin~ une •pcciiÍt•• thc Stcp•izc -~, For _rhc fint 
ilcrori•·n of n cyd 1·, E•¡-'(70-4) is bypos•cd <~nd is rc¡>Llc_cd by y_-'- O. 

n,,.,,¡ l'r~pot:". Tn li"t nrdc·r, thc chwgc• in thc funttion 
Jr(x, .\, 1<) ,,.,J /'(.1) ""' giwn hy E<¡s. (65) 11hiclt, in rhc li~hl _of (70), 
becurnt· 

O ir(•, ,L, /,¡ -, - ~IV, 1 (t, A, k) [IV.(>,,\, k) + y¡l], 

¿/'(·¡ • - d/','C•Hf:c-. ">+"''k>-+ ~rJ. 
(7J) 

For 11 .. - flr.t itt·roti"n .,¡ a e¡ <le, rcblion (67) must be •pplio~ in O<>n­
junctinn "ith y-, 11, lo-JJi"g tu 

~Ir(,·,.\, k)- -- ~JI','(•·. ~.k) W,(•·, ~.A), 
(72) 

For suh,.·<¡li<'Ut ¡,.,,,,;.,,"· rd.•ti•m (1>7j J",-' JLut-lwld o<u.l y~ O. Jlow· 
Cl'cr, ,,¡.,". 1 he pr n ¡, •" • "' p>i'-~ ¡, "1 11 im i>cd, thc fo,Jiuwi"~ ortho¡:on:¡Jity 
tciJti•m c¡tn loe ¡.,,.,:,,.J: 

11','( '· ,\, 1.) ¡." 1!, 

; IJ ·¡'' ·'· ,,, -- .• Ir, 1( '· ~- ~) 11',(-•, ~- k), 

iol'(>l - .,J','I•)[I:,¡,,.\) ·1 Id'.(\') -1· rfo). 

lrurnti"" ,f (72¡ ,,,,¡ (74) ,¡""" th;ot thc ,¡,.,nnt pwpcrty 
Jugmc~ot,.l p•·n.dtr ¡,.,,,.,;," 

::-¡_¡_,,_,,, .• lq .•.. t.l;) 

{73) 

(74) 

on 1 he .... 
(75) 

f 
1 

1 
1 

' .. ' .. ' ' . " . . ,•, ................. 
... - -. 1 

)01'.\' \'OL 10, NO. 1, 191! "· 
On thc mher hond, thc dt-stonl prnrcrty on Jht· ontt•trainl "''''' 

· ,. P(-i'J<I'(•) (76) 
'' : ' ' . ' . . . ., : . 

uñ be enlorc~d for the Ji rol itorotinn nf o cydc ~~~•nlk .. n( thr rol u e of lo 
an{l fnr suhscqwcnt ir~r~ti<llts onl)' if k is suAil'icntly lor~c. .. . .. _ " 

5.3. Mndifted·Qu.isiline.uizo~tinri Al¡:ntithnl. l.ct .\ tlcnntt• 
the """""·'] poim, -~ thc .oricd point, .de thc oli•¡>l:¡n-thl'ltl lootliu¡: frnm 
thc ltutuin•l poiut to ¡¡,., nric•l puint, p thc ••~rclt ,lin·.-tinn, 1' = :-!: 1 
thc dircctiuu factnr, Jtnl" the Oltp•Í7C. Wilh thi, un<lnst"uJing, thc 
muJilicd·qLJ>Sihnt•orization -_algorithm is' rc¡>r<''"llkJ h¡-

._, . ·. 
F.(x, A) .., /,(.1·) ·1 · 'h( ')A, 

' .... - {',(-•) -,2.,-,(-<)'1'{-•), ...... ! ....... ' 

!!',(.<, .\, 1<) ·~ 1',(.<,~) +Al',( o), 

1',.(•·. A) ~• /.,(<) -1- f',,A•) ,\, 

1',,¡,¡"' 2[v.,(-•J<f(-•) :¡ v,{:-¡,.;'(•JJ,' 
I!',.(K, .\,k) ~ f',.(~·, .\) + A/',.{.1); 

JI',.(.>', A, A) A + lf',(.•·,'~. k) .. O, 

p "' sien[ 11'.'( 1·, .\, A) , 1], 
' . ,- - .. 

.'i "' ,. + Jx. 

(77-1) 

, !77-,IJ 
(77·3) 

(77-~) 

(71--S) 

(77 -~) 

(11-1) 

(77-S) 

(71 ~) 

(71--10), 

(77-11) 

For giv,•n nom.in"l Point ..-, n~t.!tipli<·r .\, on<lpen.'tlty t·on•t"ntlo, Ec¡s. (17) 
runstiwtc •·cnutplctc.itcrMinn J,•Jdin¡: tn tite,.,.¡,.,¡ poillt X, ¡>r<nit!on¡:: 
nnc •pccifi~• thc OI~J"i"' ~. 

IJtrUI!I l'mpotin._ Tn fir.t llf<lcr, thc clo•t<F.<'< iu the functiuu< 
lt'(-,-, .\,k)~,,¡ /'(•) """ ~;,.., loy E•¡•. (~5) "ltido, in tl~t· li~ht of (17), 
kwr.,c · 

' __ , 
~U'(.<,A, k)~ - d •i~n( Ir'/(>, A, A) ;IJ 11"/(•, l,A) .1, 

M'(•) .. - d ,;1:"[1',1(• . .1) .1 ·1· kl'.'l•) .1] I'.'I•)A. 
' . 

''"JH"c!u<n of (7H) .¡,.,,., thot the d,-.,·cnt ¡~<npc·rty nn thc ''"J:"'""''''I 
pcn:oiL_v ¡,,,..,¡.,n 

11'(.\, A, k) ·: 11 ú·, A, k) (1')) 



•' 
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cJ11 ¡,_. ,.,f.,rculo,~·••ll<,s uf 1he l.olur_n,ih .. Ou 
Jc~<cllt I""P<f!y ""o in· Ull"ll"iut crrm 

/'(.\) < /'(1) 

<>n he ""furred ["' "")' /1 if 

1', '( '· "l ,J¡T' ,'(.l) :1 > o 

1','1• .. 1).-Jf/','(•) ..r < 11 

Fur ,oll <>f tloc ¡•t~·•·iiou• a\¡:orit~n>•, lh~ po,;liun 
Jfl)' •h·¡• t.m be "ril!o·IO,. 

- ,\'- or. 

' 
thc othcr ' . h"rnl, thC 

• 
(BOJ 

(81) 

' 
' ". ' .. ,.,, ,,.,''' 

., (82) 

' ' ., 
•·rct"r aL 1he rml of . . 

(RJ) 

"¡,, . .,. /' •kn<>tn 1 1 '" '' ··"' lo ,¡ i «TI¡.,,. '['¡,¡, ¡, " """"P"·' ""'¡,.. bmi ly of 
, . .,¡,.,¡ ,,.,¡,,. í' ¡.,, " ¡,¡,.¡, lln· >U~mcnh"tl r•· n•ll y funcl inu ( 62) ux.. \he 

fonn 
(84) 

,\ rr.·1i"· ,. .. ,.,¡, tn ¡,.. '''"I'I"P''' "i,lh ,¡,,. cor•j~<¡;Hc-r.r"l~ct't •lw;.~it.lun 
•"'1 .111 "l'l''"'imJh' .,.,.,,.¡, In be t·uo¡>lroyo•d \11\h rl1c nrd111.1t)'·~~~~~,.nl 
,¡1;.,1itlll 01 ,.,,¡ thc ,,,.,¡¡¡¡,.,¡.'l"·'"iliuo~_rir .. nion ~l~orithm "'" tlr!;n~•d 
¡ ... ¡.,,_ 

' p,,¡, Srmdo. 1\'o· """ """~"• th>l • minimmn nf 11'(~) ,.,;u •. . . ' ' 
'l'ln·n, ",. 
'1"·"¡,_,;,­
,¡,,.,,"¡,,. 

,-utpl"~ '"""' nn1·-olimcn;i<>ot"l <e.udt Hh<t11C (fnr in•IOnn•, 
illt<'tpo•l.ltio.,,, e11hic inlerpnhrtioll, ur 'l"'"ilitteotil>ti<i~¡' W 

tite ni"''"', l•or'<~ltitlt 

lf'.(•) ., n_ ' 1' 
(H5) 

l.lc:dl¡ , <lti• ¡•I<K"t ,[ ""' •lt<ould ~~~ u~col it~-r ._ll_inly un<il lhr m01lult:• ~~ lito 
,¡,,,, . .,,;,¡¡,., "")- .,¡ <In• fu\1"'""~ '"'4"·'1tur-: . • 

"' (~6) 

" 
11 1n<t '• _,,.¡ '•~" ''" oll, ¡•rndntc.l nurnhn•. Of cmn!,,llto vol u~ uf~ 
•;ti•f•in¡: lowq. (Sf•) '""'1 lot •udt 111>1 · . ' 

lf'H-.:. JI ¡o¡_ (87) 

• '• 

• 

-
• 

11'' 1 ,, 
' ' ' 

,,. 
' ' 

'· '' 
) 

' ' ' ' , Jll'l',l: \'I)L. 10 . .'<U. 1, 1911 ~1 

,, --·¡' ::~--- .-,. _ .. ,. " ·' ,,,. ... .._ •. ,. ,_.. 

¡ )r;;;4,=~;~¡f, s,;,~r/;. 1 ,Si;«c thc ri~urni .. d; icr;!\in.n ;,., nf , mi~l·t 
fe<J!!i \.'- S~~':i~¡,.\' ,<<;>mJ",'·''~~. time, onc jnislu '~!!""''Se •r•h ·, n~ Eq .. _(~5) 
with o,por\lcul:<r dq:rt·c oÍ preci<iom nnd dl'l«mille tlu• •t<'l"irc "'o 
.,,;nitl· ,;;,¡;.¡. fo•hion, : Foor im1.1 nn·, """ mi~ In cm pl"r o loi <l'LI ¡.,, p mee-' . ,_, . . . ' ' 

~lu¡~ '.'!'.I'• ~l:'J'_I<M frotn,o rcfcrcncc ,.,,lue" .--. ·••, until •atisf.oenon ,¡ 
h'o<<¡.,(8_7) 'oécitrf For the 'oulin.,y ¡;r~o;lionl ol~orithm, th~ '"·ferencc 
otcÍt•iZr;,;·.c~it h~ 'chÍt,on,to he thc fir,¡ nptimum ,._,]uc u{, tllpplinl hy 
l~c· •i•ÓI~li, proeeduro. '_1-'"-' lhc mndificd-c¡uasilinc•ri•.>lion al¡;olfitlull, 
tl~o rdu.;nnpc otcp•i•c·~¡nn he cho•~n lo he n'• r--.•1. , · 

¡,.,·, . .,,~,- ', ' 
!lwmrn. ptoon•llv,lntt¡ (87) L'n be rnm¡>lctttl h¡ the ~dolitiotul 

¡ 1 ' ¡· . '. • . 1 • • • • 
lnt~U-IIIV, , . 
,.,,., \~.1'' .,.,ti· .. '· ... 

'" ,;'ih 1 -; -:~~-. , .. ,, • l'(o) < ¡1(!)), (18) 

whicl< );',d~.i~ncd lo,~i:-..: ¡:ualcr otobility tn thc algoritllln,.lnc·<jUOiity 
(88) ~~~\bo cnforced in thc u·rdinory-~radioM >l~orithm fn< nny k. ln thc 
conju~~.lr-grodicnt oln,rithrn ;~nd thc modilied-<¡u,.ilint·;ori•.otion ol~o­
,¡~¡,,,:,\!i~"l· (88) """· b<• <'llforc·ed only J'or /1 <ullio·io·totly lotgc. 

·_. '· .: ' 
' '' ., h 1 

· 7. Exp~rim~ntal Condilinn' 
'l ,. • . . • . ' .. . .. ' . .. . ,.. ' 
[n<orolcr In c•·aluolt· the lh<•nry, •cvcn nun~ericol l'\,tmplo·• n<·rc 

c~plo~: ~-)¡: E~~~! ~-'"m pie "'" .•nlv<>tl witlt tito urdiu.rry-gr.1<1 i ,. oll "lg,ritlnn, 
thc '""J"gJte-gtodicnl oll:'trilho.,, oud thc \I\Ool'.l~t·ol-<¡u, 1 ,;1'11"'"'i'''ti"" 
olg,~ithnl; ll-/oid. 1 we<c'~r\l)>lnyc<l in cnnjunction nith ~lt·thndo ~IJ\1-1, 
l\IM-2:' a~d Ml\-1-J, ,\11 nf thc "lg,titlun• ""'e ¡orn¡:rotnnu•d in 
Fülri'~N 1\', and th'o numcric•l reoult• '"'"' nbt:tinc<l mine " ' .. ' 
Burrou~ '' D-5500 con•rut~r and doubk-procisinn orithmctic, . 

1,,_ ' j • 

_Starti"K l'"inl nf tlo~ ,!/¡,••~ritl""· I'or •11 uf thc 
nnouin~l ¡\.,intichn•«• ¡., iol.1!1 tlw :dgotrithm \\>S dtli•a•d _,,' ' .. , 

' . ' ' . 
,, ,., ...... ~ .. ·~~ .•• ~2. " ' 

• ' ' t 1 . •• " ''' .,. 
1 • -. 1• " ' •.: . ' ' ' 

"l10re JI <l<nntc• tho olimcn•inn nf tite t'c<.lor :.-. 
1 ·''· , .... ( :~- • • • ' 

''"""l'le•, 
1,· 

(!~) 

·CatJt·úgm<t''D/ (/,. Al¡:nritlrnr. 
der.l\nlthrutJgh lhe inro¡wtlity 

Con''~!~<'f>t'<:·nf on olgo<itlun " .. 
" - ' : " 

. ¡ ... 1'(•)·1-{J(.o,.\) ,~ Jo·• . (~U) 
.. ' ,, -

for tito ~rtlillory-gradit•nt ol~.,rithm "'"ltltc int·qu>litr 
l . ·' ' . ' 

/'{.1) ~-Q(.r,~).;; 10"" (91) 
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,, ' · .. 

for thc cunjugotc-gr"dicnt ~lgorithm and th~ modilicd-qu"silincJiizaüon 
~lgorithm. · • - · 

,\'mrtm.,·er¡¡nra ,¡ tM Alg<m'llrm. Convcrody, non~onvergén_cc of 
an algori1hm wos dclint·d by mcans of the i_ncqu:~litic• 

' '.\' > 1000 ¡,, the ~rJino~·-g.,di-.-nt •lgoritl1m, ' 
(•) ) \" '00 (,,. thc ronjugot<·grauit·nt •lg<"'thm, (92) ¡· >- • 

,V> 100 ¡,, 1 be modificd-qu.1Siline"i"tiun olgorithm, 

"' ·' ' ••• J•' 
(93) 

'"' N,> 21) 

" .. .. 
(•) ,1/ > 0.4 :~ 11\'''· (94) 

- 'li ' 
!!ere S is thc itcratinn numhcr,- N, is the numhcr of bisectio~' nf th~ 
"'"1''¡'-" , ''"<l"i,rcd tu '" i~f y ! m·q. (87) _[ ~nd uptionally I_neq. (88)]; a~d M 
¡, thc mndulu• of ""' nf thc quanttttcs emplny~tl lll the •lgornhm. 
Sllislatti"n of !""'\· (;12) indic:uc• clivt·rgcnce or t·xtrcmc sl~~pus of 
canver¡;,·ncc~ >oti,f.octiun of lneq. (93) imlicote• e.\lreme smalln~~~ of,l!oe 
cli<plac~m,·nt <h~ onol ~·tisf~ction '![ lncq. (94) indicotes uponcntt31 

0 ,-crnow. E.>dt of thcsc •ituotions is unJcsir•bk. · 1 . • .-. 
• ' o' ; 

Co 111 u:r~~tr ,.¡ ,, Cyclr. When :O.tcthod ~!M-1 .was cmptoycd, 
comvcr¡:cncc of o cyclc was olcflncJ tbrough.the ltltquahty 

(95) 

11'/(1, ,\1 , lo) ll'.(x, ,\1 , lo)(; lO'" (96) 
• ' ' for thc c<mju~atc-¡:t ~die m al~oritll m otHithe ,mo<lificJ-quasilin~ariution 

algnrithm. . · ·1• 
wh,•n 1\kt ¡,,.,b 1\\/11-2 :mJ /11 M~ 3 wcre cmployi:d, convcrgcnc~ of 

iJN- 1 (97) 

f"r ¡he ordinary-~ro.\octll ol¡:onthm ~.,,¡¡¡,~ modoficd-quasoh~~arozauon 
algorithm ond by ,•ithcr, · 

JN ... , (98) 

11"/( ,, A, , k) W,(.<, .10 • k) .;; t o-", . 
" . 

... ¡,;,¡,,.,.,., occmrul f1 "'· for !he cÓnju¡:at.-gradienl algorithm .. · , '"' 

• 

' •• 

.. 
jUTA: VOL. 10, NO, 1, 19ll 2l 

. ·. 
1 Sr~rch Techniqur.-' For _thc "ordinary-~raJit·nt olgorithmo an 

•PPtR~it~ale seorch was employcd. 'l'hi1 consistcJ .,¡ um·->tcp, rnrrcrtcd 
qua~:!inCorizatio~, followcJ hr a bi•eetian proc¡:s~ until_thc inco¡u.1li1y 

1~'(~) < lt'(O} (1(-.:_J) 

waS i'~ti~ii~J.' ·•1• ' -· • 
' , for · !he' 'c~njUgatc•griuJicnt olgorithm, a precise oe>rch """' 

employcd. 1'his con.;isud nf muhiotep, corrcctcd qun•ilíncarizoiion ouch 
that; in any given atcp, thc incquolily . .· · _ · 

. . -' .. IT'(~) < rt'("o) (101) 

. wa~- ~~~i~r.;r,- wh~re d; io:ll,~ nnminalslcpsizc an8 " i• the \'aried 1tcpsize . 
'fhe ;~3rch '""' storted with n0 = O Rnd was tcrminatcd whcn the follow• 

. ·, 

ing 'stOj>ping condition was satisfied: o · 

:··-.-1~- ::;' :;' '· 'ir::~;¡~ ~~.·co> X r;;.:' ··· ·, ·· '"-(io2L_ 
-¡,. . 1 1 • • • ' 

., 1 ,Fo~ th_e modified-quuilinearizotion algorithm, nn appro~imote J 

ocarc_ti Was"dnp!Oyed: This consisted Of uoigniiog the volue 

(103)-.. 
. ' 
¡1. ''• ' . . 

to t_h~ 1 o_tepsize,-fo!lawcd bi a biscction pro"""' unlillntq. (lOO) \la-" 

sotisficd. 
¡ '· 1 ,' . ' . 

. 1 .J:~II<Ifty C~llll<~trl Ellim<~lt. 1-'or Mcthod !lll\1-3, the .penalty 
· co~stom h wao cstimoted with Eq. (56) for thc oro.linory-~radicnt algo-. 
rit~iil and with. Eq!. (58) and (60), "ith ,. = 1, far tite coujugatc­
gradient algarithm ond tloc madificd-qu;~silinc;~rization ol~oritlnn. 

• 

l:: . " ' - . 
8. Numerieal Elt:amplu 

'" ,-.- ·:· 
ln this.oection """"" nnmcrical c•.nnPtc• are dc•crihcd. Tho firot 

oi.~,..;¡;¡~·. P~t\>Í n., to a <tu•drntic f unctimi ou bject lo , lint'or cmwuinl>. 
The;remaining c""mples pcruin tn nonquaclratic ft<ncliono ouhject lo 
nontiiu:O:r .:On•trointo. 

ix~;.,:~IE s'.!.' o Co~lid~r the probl~m of mini;,izing ;h. funÍ;ti~n 
' ,_<~o- ..-,¡• +( .• ,+k,~ 2)1 + ¡..-, ~ l)' +(k,~ 1)1 (10-1) 

'· -- ' . ' 
subject to the constraintl 

.~, + 3..-, =o, .~,+..-,~2k,.oo, .\.-~.=0. 105) 



-
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Thi, '""' ¡¡," ,,¡,,¡,, lh<· rl'biÍit' 11<iuinn1111 j ,., 4.0'1.111 :11 
olclinul hy 

o
1 

., ··11.7ro7-1, .• , ,,, 0.251~. 

'"" 
,\ ;,, 2.2.11.1, 

' pull\l .. 
(lO! o) 

·' 

( 1 07) 
' . 

'

. < "• ,.,,,,,;,,,, ¡¡, .. ,,..,¡,¡~,., nf minimi'-'"" 1hc 
·~·""!'" ... - ~ 

funclinn 

Tloi< 

1'"'"' 

""'' 

[,,.,,¡.,, 
do linnl 

f " (', 1)' !. (>, •• 

""""' ,¡,., 

.1,(1 :-•,'): ,,._-~-.1•·2• (), 

"'hnit. oht' r<LoiÍ><' mÍilÍIIIll11\ / ~' O.J25Ci Y 

h,· 

·-··1.1%6, '•. 1.5_112 

.1,-~ -1111'12 · IW1. 

' ' (1!\~) 

. ' (1{)')) ,. ' ' 
J[l•l ,(,¡,~ 

' ( 11 0) 
1 1 ~ 

' ( 111) 

' ' E '•"" p lo ~. \, 1 · ,.,.i,kr ti,.- prul ,¡, m nf uoi ,; ,,;,ing tl•t f un~'tiu'n' 
'. ' 

f·I•,·-IJ'il•, \' ,l~ (o,-1)1 1-('o-:""1)1 ·1·(1,-1)' ( 112) 

• 
1 '.'' 

!· •in(>,- •.)-! •·'2 · U, ( 113) 
i 

'rloi• '"""'"" ,,.¡,,¡,_ ¡¡,. rci.11Íu· 

""''"''' hy 

,.,,,,,,: .. ~, r-~ o 2·115 1'"'"' 
' 

.... 1 

•·1•,--11' i•(l, 

• l.! X!!, ·' 1 '. 1.)~01, 
( 114) ' 

'• L."''''• .. 
~~ ., -OJIK7 x 111"'. { 115) 

' ' c,.,,.;,kr rhc p"r,hkm uf rroinimi•iroc tlt< funnion ,, 
•J' 1 (•···•,)' 1 (v,-1,)1 1 (<,·-.,1)1 (IH•) 

" 

' 

• 

l. 
" ': 
• • • ·:- ' . 
' J<rr.l: \'01. 10, :<o. 1, l91l 

•:11;,••;• -~- ~ ~ , .. , ..• ,. 
'"I>Jert tu lhc t·omlr:urolo 

• 

..... ' •• ' ,, 11 ,:_. 

. '· + ·'•' + ·'·'- 2 ...:.) t
12 .:,, o, 

.. 

' '· r·~; J;.'_,-,• '1'-'i + 2 --2 1:2 ,, O,.-.,,;,, ~'2 ···o . '. . ' ' 

"rl:i~ f~rocrinn •Jonil; thc rei•IÍI"t" 10inimum J ~· 0.7~77 :-: 
pÓiiu i.lofinrJ hy .. . 

_,' ~- J.l ~ 11 ' ·'• ..• .3626, . ,,., ... ' 1 .-!12~. 

' ' .. '• .. I.C.JSO, ' 
'• := 1.6790 •• 

'"" . '· 
i ' ~, ~·.,... O.JB~2 ' IIJ. '' .\, .. -0.1611 . "' ' 

' . .Examplc 
' • ' 1 

·. 
8.5. 

A,~ - IU~79 >' 10" 1.-., 

, J~OIII( . ...--IJ'+(~1 -:,y1 1 ) 1 
!ti ' ' . 

•ohjcct tn 'he: ir¡~<JttOiity,cnnm:IÍIIl 
r • 1 · · 

'. 
ur " , 

lnttnduce 
1 . 

' 

_,, -;;_ - l. 

. . ' 
thO ouxiliat)' voriahlc .1, dcfincd by 

>,.¡.,,,1 +lr•O. 
' 

1 

,.,;, 

(117) 

10 

{ 11 ~) 

{ 11 ~) 

. (lell) 

( 1 ~ 1) 

. (122) 
.) ' h,,, .. • . . -

T~'f'.'• )hr proviou• ptnhlctn ca~ he rrc:~n •• that t•f tninimi1.ill¡: rhc 
fm><(Íon (120) ouhjc<l lo thc "'l"·•lity con•lr•int (122). Thc f11ncli<m 
(129):ndn_iitolhc rdoth·c tninimumf.,; 0.04 nt the pnint.t!rfi,cJ by : 

• 1 • • • • • ' 

• 

. ,. . . '. 
. ., ! •• ' 

-·,--1, 
' 

..... l. "• ~o (J2.l) •. 

' and · ··-- . 

. 

' .. .. , .. 
:r: ' ... , .. 
, Examplt 8.6. 

. .. 
~, ~ 0.04. 

Colloider tfm prublcm or 

' . ¡,¡1•-
1 ~· _.!. ,,., • 

. .. ' • ':1 ., ' • 
•uh¡rct U> . .. ' 

thr inequality c<motr-.into 

'. 
• 1 

., ,,¡ - . 
lntrorlucr the "'"ili~ry udohlc• .-, and ~-, d~fincd by 

' . 
..•• -- .• ,.- ,.,.·-o, 

. . ,,. 

. ( 1 ~4) 

( 125) 

( 127) 
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Thcn, thc prc•·iolls pwbltm con h~ rccast as that of minimi~in'g :he 
function (12S) subjcct to thc cqowlity constraints (12?l· 'J'hc functwn 
(125) admit• t~e rcl~tivc minimumf""- 1 •t thc pomt defined by 

~,--!. ~,=l •.• ,=o. ~.-o (12SJ 

and · 
' .1,--1. ( 129) .~, .. - 1, 

El<amplc 8.7. Con•idcr thc problcm of minimizing the function 

1 = l .. g _,., - _,., 

suhjcct to thc cquality constroint 

,-,1 +r,1 -4u0 

·'• ;,-, l. 

lntr"dutc thc óu,iliory \':lti;ohk .t'1 dtfincd by 

.-. '" l -~ '•'· 

(!30) ' 

( 131) 

(132) 

(133) 

'J'hcn, thc prc,·ious prohkm con he n·cast •• that of minimizing thc 

functi•m 

t~ l"g(l + >})- x, 

subjcct to thc c<juality cnn•tr.>int 

(1 + ,,,•¡• + ~.·- 4 -~o. 

(134) 

. (135) 

Note that .<,has ho·cn ditltinatt·d from thc problcm and can.bc co_mputed. ·. 

11 f!<><l~riori with ( 1 D ). Thc f unction ( 134) aclmits thc rclouvc mmtmum 
j ·~ - VJ at thc pnint do•fincd by 

x, ... o, x, "' 1 ( 136) 

an.J 
(137) 

9. Rc~ult• and Condusions 

Thc "'"'"PI"' tk<crihe<l in Seco ion 8 ""'" ooh·cd _ with _lleoteneo' 
m .. thotl .,r tnt!ltiplic" (llltthotl 1\IJ\!--1) :>ntl lhc motltficd mc~hod of 
H<tJiii 1iic·r• (1\!cth"'ls l'llM-2 and 1\11\-!-J) occonll1\g lo thc c•p~rtmcntal 

• 

,' ' 

• 
10"' 

. JO·' ,. 
' 10' ,. 

• 
Jo·• 
JO·' , . 
'"' '"' 

,, 

.,¡ . " 1" .. . , 
.. )OTAt \'01- 10, NO. 1, 1911 

' 
Toblc l. Mothotl 111~ 1-1 , orclinat)'·groJio·nt :tlgut ithm, 

numbcr of itorotit>no N •. , . 
,'. 

Eumpl._., 

~-1 "' " 
,, 

" 
,,, 

,,, 
" "' "" ,., ,,, 

'" 'Jl "' '" "' .'. (o) 

"" ... ,,, 
"' " "' '" 

,,, ,,, m '" "' ,,, ,,, ,,, ,,, " '" 

T•blc 2. ll!cthod 1\ll\1-2, ortlinory·gr.tdiom .tl¡:o!ithm, 
nunohcr of itt•rotie>n• N, .· 

¡:.,..,pt.. 

'·' "' ' ' " " ••• 
,,, 

" "' '" '" "' '" " "' " " "' " "' ,,, ,. 
" m 

"' "' 
,,, ,,, 

"' "' ,,, ,,, ,,, ,,, 
"' 

,,, 
(o) Numb<r of ite~tiono ~.,¡ 1000. 

T•hk• J. Mcth"J /IIM-3, urJinor~·Rt>Ji~nl ,.¡~.,,jolom, 
nUmlxr of it<,_,,;~n• .\', , 

E ... nrl" 

• u ' ' u u ••• " 
Eq. (56) .. " '" '"' " m 

27 

••• 
" " , ,, 
"' 

• •• 
" " " " "' 

u 

" 
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•• -
'" 

Tololo 4. 

• '·' 
1" ·• ,_,¡ 
¡o-o ,,, 
'" 

,,, 
~~~- ' " ,.. " 

- - .. • 
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• 
~lcLiood M)l-1 , cunj\1~.0<-~rodicnl ·l~••ritlon~, 

n11mhor ni Íloroti""' N,. . ' . 
' E .. mrl" 1 

' ' " ••• 

" ,,, ,,, 
" '" '" " '"' " " "' "' " '" " 

" 
" ,,, 
'" " '" 

' 

l. ·' -· 

!.6' "1.7 . . •' 
1•1 1 _--,s 
1•1•'1~ 
114 ,. 
ll 11 

bJ 18 
1' ' ' 

' -. 
)ol ¡.;,,.¡,., nf il<twiÍon• r><tnlod lOO. 

. ' 

"""'"'" ' . ' L 1••· • 

" '' 
• ' ' 

., ., 
'' " "' ' ' ' 

' ,.. • 1•1 " ,,, ,,, ,,, ,,, '· .. " . ' ' . ... ,,, 
" " " " 

,,, 1' " '" ,,, 
'' " •• . ., 

"" 
.,. 

'"' " .. 110" .,. 
" " " ... " " tn .. ,,, " " 

1•) ~""'"'""' ol '"'"''""' '""d,,Jzoo. 
"1 'j'¡ ·' ,,, 
• 

'j',ldo (,, ~looi""''\1~1-J, """j"~""·~r.oli<r•t ,¡G"''!'!";,i 
n,,.,¡.,., u! itor"i"'" .V;~ · • • 1 

' ¡;"'"''''" '"Jo· " ¡, 111 

l•rl ' 1• 

' ... '-l¡j¡l 1 

• ' ' . ' ,u ' . " 1 . ,· ' 11• 1 

Co¡~- 01), (!>O) " " 
,. 

" " 'o 1' ~ ¡,~ ll¡l 
'1 1 

. -

• 
i 
' 

,1 .. 

-· ...... ·-'' -..... _ - . ~ -~~~------------ -

' 
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Tohle 7. !llotlmo.l ~ 1~1-1, hM><Iifi•~l-quo,iliO<'JfÍ>,;tion olgnrithon, 
numhcr uf iter•l inn• 1\', . " 

' .. :. .. ¡.;..,ñrl••.· 

• " " !.l. •• ' '·' .. .. ' 
' 10"' ,,, 

" 
,,, ,,, " ,,, •• 

lO·' .. ,,, " " " " 
,,, , 

'"' " " " • 
" " .. ,,, ,.. 

'" " " 
., 

" " " ,,. • • " " " " " " .. .. 
(o) NUml.t~~G/ ;,.,;;¡.,,·,;"toJ<d JOO. • 
" ' " 1· 

' 
M<•1l1od ~¡M ·2, Ul'ulir.cd·quo•ilin<•oti>JI ion ,.l~orilhm. 

· numh,·r ~r itorui•m• N • ." · 

E'""Pito 

••• '·' . ' •• . ' •• . , 
(o) • • • ,,, 1•1 ,,, ;· ·~ ,,, • '" " .. " "' " '" 

,,, .. 
" " ·! 1~ 

'" '" " " " " 1' lO • " " " " " " .. ' ' ;• 
(o} Nnn,IH', Gf iO<uoiono '"r<d<d 1 OO. 
(e) e,,..,¡;,;,.¡,¡ ourlluw. 
(d) Alrori<hin ,..,,..,...! •• • '..1~1"'"' "''"'''; mini,;u,n. 

• 
' 1 1 . ¡,,. 
1.• ' ' ~ 
' ., . ' 
' ' 

,,:l.t 
. 

"íl'ohle 9. 
)¡)' 

•• 

. ' . ' "' ,¡. ' .; 
• 

iiq •. (li). ¡W¡ . -' -' " . "' 

.. 
~Ictlnod MM-l, nwdifi,·<l·qu.,iline.riZlllinn olgorilhm, 

nutnl><r of iterotinno N., 

l' ., 
'""'PI« ,. .. 

• u " . ' .. 
' '·' .. 

• • " • • " " •· 
" 
" 

. ' 
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' r<Jnditi<•ll< <nltlilwd. "i"ht•sc mctho<l> 11crc .;mployt"d in wnjunction with 
thc "'Jin.•ry-grodienr .Li¡:nritfun, thc· wnju~Jtt-groJicnl at!iorithm, 
~nd ¡h.; llhJJit<c,l-<lu"silincari'"<ion ol;:uritlun. Fur ).!cthods¡ !1-1:1-1-1 
ancl ~1.\1-2. H"Hr.d 1·aluc.• of thc pcnahv cnnstmt, ron~in¡; bCt1>ccn 
JO"' an<.l 10', 1\ac eo>bÍ•i<-rcd.. , 

Thc num<ric"l rc~ult~ ore prr••ntcd in 'J'ablcs 1·9,· wháe the 
"numhcr uf itt·r:niu•~< r.;quirt<.l fur cnnnri:cntc N. is •hown, Tablcs 
]-) rdc·r t<J <he r.rdiJJ:nj"·~<Odicnt Jl~orithm. TJblrs 4-ó rcfer,to the 
C<>JJjllg:uc-~r.Hiicu¡ :dc••""hm, an<l Toblc> .7· 9 rcfcr to the modificJ­
qu~•ili '"·ari,.ui<>lt <~1~•oritl.m. 

C,""l'"¡,,,, .,¡ ;.!,·th<o<.ls M ~!-1 an<.l ).¡;..1.2: ;huw• that, fnr ~i1•cn k, 
).h·t],.,,¡ M~l-2 ''""'"'·dly ,._,l;ihit• ¡,,.~.;, eo•.wcr~cm·c thon¡.JI.tdhod 
),!).] •l. ¡;.,, l"•th \!c·JI.,ds ).01·1 ;ntl ).1:\1-2, thc nounliCt of1terations 
for C'"'""'~'·ncc loe..;: mi.,im>un .,¡,¡, rcspcct lo k. . .. 

C""'""'"in~ .\ieth~d ).1~:-J, 1hc nu1nber of itcr>lions.fur con­
l"<t~·'ncc ;, do.c· lo :he minimum wi1h respc·tl"to /1 of thc numbcr of 
itcr.,inns for '""'"~'"'"'" !Jf").!cth<><l ~Dl-2. In thio light, ~lethod 
~1'-1·.1 b,. '""'Y ,¡,.,ir;~h\c ch.rJ<lcristics. 

.¡ 
Jtcm~rk 9.1. Jn !i<•ction 4.2, •evcral "'Y" to ,csriir:ne the 

La~"""'" ""'hipl~er .\ \\ere P"'"~"t~J. "fhc t>timalc rcprc;cn\cd· h¡• 
Eq•."(•lil) on.! (4.'\J "·'' prd<·rrc.l tn ¡h.ll rcprc;clllcd by E'l• {51) in or<.ler 
10 ,.,;.¡ ",¡,;,~" ''"' nf q Ji"""' «¡u:>tiuns in q nnknnwll!. The ahove 
>1:\J<'Il'-""11 ;, "¡~,¡,¡,_,,¡ if nnc c·mpi<')"S the oJdinnry-¡;raJicm olgoritl.un 
, 11 ,¡ tiL<· mnju~·.1 tc·-~··•dic·nt alworitl11n. ;incc 1hc computatiun,_of the 
Ji.•plJl"l """1 ", ;nr .el,. ;,. ma<ic h)"l"""~'ing- thc •olutio~ ,<>f 'cts ~f.1ino~r 
~~u.otÍ•JII.'. On thc .,,;,..,. IH>nd, il "'"" <"mploys thc tmahltc<l-~uas¡IJn<"Ul­
zoti<lll ,,¡g,,;,¡.,,," '""", .. ,,be "''"k lor ming thc cstimotc (51) for the 
1nultip~icT, ,¡n,·c t~. 1·cnmp111.Lli<Jn of thc di<piJl'Cinc~t vector d.~ rc'luire• 
1hc ,;olat i<>n <>f " >~1 u! " tinc•r cqu"tion< in " uniaiowns. · : · 

¡:,., ' 1hc "" ¡.,,. ,1¡ ,¡¡,n"'ion, lct t he mndificJ-q ""~ilincoriuuion 
al~nritlorn he· •""'['lo.lül .1nd kt 11tc follvwing lctminllln¡;y he tJiod: 
(o)~:,,:,,.¡ /11/<l··) 1, li 11· """lit:,.,¡ ,;~lLhuol <1f '""hipli~i• witld!~gr~ngc 
mul:iplicr rcprcscm.·.i h·: (-lO) ;md (43) ond r• r.:~lty eon~ta"t rcprpcmcd 
bv (~S) ""'1 (W): ,.,,¡ (h) ).lctlo• .. ! .~!~1-4 i• thc mo<.liticd mcthod.of 

1~ultiphr< "ith J..,gt.Hl::c.llH>iti]'li••r rcprc.<Cli!Cd by (51) :md pcn:<lty 
c<>n"ant rcprc·;cntc•l by (~S) .¡nd (60). . ., . 

. \"•, pnint of Ont1·rc•t, thc •.<·•·•·n ll>\lnotÍ<":II<·.'"mplc·s ot,Scruon¡S 
1\l"f\" ,,¡,.,.,¡ ,.,.,l':"¡i;>~ ¡,.,,¡, ~h·thnd• .\l.\1-.l ;md ;..u.l-4 .. n~c c?m-
1'·"·"¡,.,. ,,.,,¡,,. '"" cil<"ll in T.1hic 111. wkrc thc.numbcr of Jtcr~uo_o• 
:\1 ""'"'"''!<1\0C ,\', i< ,lo.JI\1\. ,\s ,.,pccl<·tl, f<>r a SJnglc ;cabr co~'"'"'':'' 
¡,1 .. 1), ~lcth<~<l• ~¡¡,¡ .. l :m<.l ~~~~-~ conwr~c 10 1hc oolution in thc 

• 

•. 

' 
JOTII: VOl... 10. :-<0. l. 197l 

" ,, ., 
•• Taloi.' 10. ' ~ !o,\ificd-quo•i 1 inc.uir:uion olg•ltithm, '"""1"'' of itcr:u ¡,,.,. S. .. ' . ·' .. 

•• ~;;;, ~••mi>T" 
.. , '' 

M<Lhod '·' " ' ' 6.4 . 8.l . 0.0 
,, 

M~!·l ' ' " ' " " " MM ..o! ' • " " " " " . '·'· .. 
' ·•1·• . . 1 

same •• n\'m,ber of •teroti~ns. 'J'his is JlfC<i>dy thc ca.c with E~Jon¡•lcs 
8.2, 8:5, and 8.7. On th~ othcr h•n<l, if •«·cr.•l ~nn.,roint< are rn~ent, 
Mclh<i".J ·li1M·4 'gl·ncr.¡llj Cmwcrgeo w thc •olntiinl in :1 ""·'llc•r ,,,.¡,,., 
of ithrltions than /VIctho<.l /11:\!.J. 

' .. Rcmark 9 •. 2. Tloth /1\t·thods ~1/11·3 anJ 11!~1-4 cmplo¡·cd in 
conju_n>tio,l".wilh the nlodiflc<l-qLL .. ilin,•.trilation ol¡;oritl1m '"" int.-r­
csting i~ that ÜJt)" gcncrally k•d to a mínimum Poin¡ (or "1 n•o•t a 
sa<ldlo point), whilc stan<lar<l qua>ilin<·•ri;.ation l>"Y al•o k"d to " 
mil~iÍ~\,ffi; point..• 'l'o v~rify 1his eonccpt, thc followin¡: exotnplc• ,.,; 
con.iJ~~cJ; E,trctnizc ihc f11nction 

(IJS) .... 
subjc<·t lo tl¡c .<on>lroint. ' 

( 1 J9) . " This functio'n hÓo a ,ct,ti,·c 1ninimum f = - ru ot 

.~."" - 3, .•• -.- ~. '"' \ "' -"f'.l6. {1~0)_ 

;, '··· . . 
on<.l a rd~tivC m~ximum/..., 0.5 ot 

: . ··' 

. '• ... 3, ·'• •. 4, nnJ (141) 

'!'be 
' .. . 
f<>llowin~ n<>minal .. 

_,., ·~ 2. ( 142) 

' ' \ •1 • 
It """" ,fo_und th•t ;..!otbod• M ~1-3 on<.l ~ 1 ;..1-4 cmploy~d in conjunctinn 
with thc niOdific·d-<¡u.,;ilim·orizatiun .ll~urithnL lnl "' thc rd,lli<c 

'St•nd"~ <¡<>••l!in<"•rÓ>•L;.,n ;,,..¡, .. 1ho onlu<ion> o{ • ')""" o( n + 1 lio«>r '''"''""' 
in • ·1 q ""'""""' (Jt."<, for u•n>pk. Hd )). 



--.- - __., _____ ...__, __ _ 
' 

"7'· 

)<>1".1: 1'111. 1~. :->ll. 1, 1'111 

uoiuiuoum (l•lll) ;, ,\', ., 5 itn.otion•. Ou 1he <>tl.~r hond, otandord 
qu:i•ilillt'lril•linn (Ud.)) lct tn thc rdotii'C nl,llii11LLIO (141) in N, l-.; J 
Íleo .niou•. , 1 r, • 1 

Hem.u·k 9.J. In Hd. 11, it ""' •ug~e<ttollh.\l lft•<tcnC•' mcthnd 
.,¡ muhipli.-r• cnuld he ocnlcr"tcd hy cmpln}·in~ Eq. (JI) ot !loe h~giñ~ 
ni"¡; .,¡ t·.od• it.-r•titon, rotlot·r th:m ot thc hr~im•iu¡: nf o~ch ryi:k. With 
l'"rlinol.r rdt'r\'11<"0 tu thc runju~OI<'·J;tOJit·nt •l~nrithm, thi• tOchni-<¡uc 
¡,,. ti" ¡Jj,.Jo·.om.ogc ,.¡ pruducin~ di<cuo\\Íttuilir• in thO '"ll;;,cna·d· 
pr 11 .ollv ft¡m•ti"" ll'(t·, ,\, h) 11i1hin a cy'tlc ,¡ ,J,V -~ "'ito·ralino1dT0 
n r if y :thio 1"'¡ ut, nu totnk•l ,. 1 ¡•cri '""'"' "~re 1·,, r ricd out- for 'iiiC sct·oti 
t''""'l'l<·t ,.¡ ~k<tinn H .mtl nou• \.tl\1~ ,,¡tite ¡oct10lly C<ot"t;,nt~lnomdyi 
k., l. lt """ (nu<ttlthat, in thc tn.tjurity nf th~ c•,uupk•, thc ol¡inrithm 
.,¡ U, f. 1 L h".! not c•>n> crp .J tn lit<· •<>httion "ith in tite rcquiic<l Kcun~Y 
(91) in th~ itnp"•td linoil nf20\t it<rotion<. '1 ' ~~ ·:' 

" 
1. C\lutt·,·,\., ¡¡,.,~"· 11. \".,.•n•llhu•»t.\:<, J., C.. S"'"'"';,¡ GrnJirnt; . ,_, 

/lr""'•r~'" • liK<• ithm fq• tht .1/inimbtli•m •1 n..,,,,,¡~,J F"•<tiom, OrJinory 
,,.,¡ Co•y"or~"" (,',aolo<n! ¡·,,¡,,.1, J•>tun.l .,¡ Ol'ti1uitotinn Tht,'my ond 

''~''''''"''""'·'· .. r.~.x ... .r,t'Ht'J. ~ • 1 1~1. ,¡ 
2. :'lit t 1 1 • ,\_, ll1 1 1>1' \1 "·· j. ( '" ,,,.¡ 1.1 \"\', ,\. 1 ·., (.',.,,¡,¡,,¡ ("""Í"~"It (,·,,¡¡, lll· 

11 r>M " t ¡.,,. . 11¡,·•" 11 ¡,., ["' ,1/ ,.¡¡, ¡,,¡ io,/ 1 •, ·~: • " """ i "~ 1 'robl ""' !' H i ,,:, d ie 
,¡¡ ,\nt<>nl.,ic.t, \"ni: l, :--; ... 2. 1'171. 1 t lol i /' 1 Ü 

). :'11 u 1 r. ,\ • ·'"~ r., V\", ,\. \"., ,1/Mojir,/ Qt.mili"""i:oti<>Jt nnJ Oflim~ll-.ilidl 
r·r.,;,. of th• .\J~It;f'/:r•t, /'~•1 1 . .1/~1/""'alir~/ /''"t.'""i~u·n¡:•l'ttJ,/c~ro. 
]'""""1 ,¡ ''l";,,;,.u;.,,. Tlttttn arul ol¡•plic.,.i••n•. \",1. 6, No. S.' 1970. h 

• • '1 ' ' 
4, ¡.;, 11 ,,-, 11. / ... 1/cr/,.,/ .,f r:w./i""'· Optiuri•·"''"' Tt<lrniqtt<">, l'rliH•tl lry 

{i, l.r'illlr-rnor, ,\"olt·rnic p,,-,,, ;-,;,., ''"'· 1'162. 1 ¡r r 1:, : 1¡J, 
~. l!uH" /1. 1 , )1•. ,,,¡ lln, i'. t' .. .-IN•·'i...! llpim,t/ r:o:.,~,.f. l!loi"l,·ll 

p.,¡,¡;,¡,¡,,~ \'"'·'1'·"')• \\',ltlo.\111, ,\¡,,._,,¡,.,.,.,,, t•r(,•). •:1 l. 1¡ 11 • 1 
Ir. Fl'l m, ,\, \" ... IIHI _\], 1 """·'"' ~, 1 i. )'., ,\".,elinotr l'"'('nminúo~: Srf•cnlirtl 

u,.,.,.,,.~;.,.,¡ ,t¡¡,.;,; • .,,;,.., ¡;,h"ir¡""· ¡,¡,., ll"il··•· '"" sJ,.,; N<v York! 
l'!r·M. · i, · ¡,,~·.jH "'lil 

7. ¡¡, ,,, ~1•, ~l. 11., ,1/u/lir/i,, .,..,¡,;,,.,¡¡,,¡ ,1/,¡J,,.,¡,, ¡,,.,n.l\ nf Optinri~ati<ln 

"rloo·ht)' nnd .\pf'IÍ<'>tti"'"• •\"nl.•l, ¡..:.,, 'i, l'!(ory, •, :i•lllli!:~ 1 'il!'li:J 
~- ~111 r.t•, ,\., ~l•••llr '· 1'. 1;., ,,,.¡ ¡·"'""• E. IC., """'"''¡,,¡ li•t";;,,,.¡, n~ 

/l!•tr•rr' ,1hllu•l <1 ,1/¡¡//rf/im /"1 ,1/<llh•m,tlitrr/ l'm~lotJ,,~,-,'JI't¡,',~bli•m, 
1\Í<~ (111Í\t'f•ÍI_., o\t"f\H\11\uu:uUÍ~< J!,·¡~>rt :->n. ~'i, Jnf) llbl,l ' ¡, 
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;¡ M"lriplitll Jo• Mn!hrnoálirDI l'ro¡mmmi"l /'rohlrtnl, Trchniqoc• .,¡ 
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Cl;M~MIOOII Or StVL~AI. GI1AOIEIIT ALr.~RITirMS 

FO~ IIAIII(KATIC~l HOGP/,Ilii!IIG rMO~UH~ 

~NCHO MIH[, J.l, TI EllE oo~ A,V."UH 

~b•troct 

. ' 

,.,,,., ~···l·i• ,¡. .. ;¡, . .,,.¡ tJ "" ,, . .,,·~· 

""'''"' o o r'"''"'"' c.,,.¡o '''"'''' '''"• ,f,•:p 
ft ,,.,,¡ oloip a•o 1 I'J'O[<'>""/ ,.~,¡ "' 1 icm ;i-r loiO 

""'''V ocloi«r•c•" lo "''"'P .. I o>I(Ji,..,.,.¡"ll 
""J Ql 1' IC•ol "'" l,.m, C <'V ! ''"'"1'"'"' <loo ~,.,.,,., 

In thlo f'<'J••<, u,. r>ro·rlo.•l, .,,¡'"'"" or......, ¡.,.,¡e r·••-jJI<Jo oi ,.,.,. 

""""""'' rro'Jl .. l'linl '" "" "'·"k<«l. lhl • 1' ""' r••.<>l<"' <>f "' nLf,J: 11>¡ 
o /=otWt\ !1>1 oubj,ct. •~ o "'"'''l"t •rlxi • ll, ,.,.,,,, f lo ~ 

ecol>c, " ''" n-..'''"''''• ,,._¡ V' ., o¡-·""''"'· ·,¡!th ~-=n 

Sh •~rt.H"""" o·l !t-<' ""-~'""'ti 1 l ''""'' ""''" """"'' ~en o)<,<><l "" .u>:! 
u., .,.-,¡,¡,.. •1 "' o.l!.;t.h' ,¡ '""' 1 en ,,¡ •r "U'" '''' "''" al- "''• «r>.l 11•·" 
r"lO(Jv,¡ ¡•1/!clon·; l!n Le¡M DI f'UI• r of itOtHt!Or.n fc>r «><W<tqorr-oll• 
evoh"t"'l. lho v,ulhtlnl" b.•I<YJ "'"no~l.r«l oro u 1~11<>".01 

Cll r..:v,-<:R, >•'l"""t!nl 9<>'ll<r•l·<e"~•--"Jon •l<prl~"'•"'-\'k\o ,,.,,,.. 

'·'"'·"· 
(111 S0•~-1"' l<•jUO'.ntL<\ •PII<T.t"ro:-•><><dt!on a!<ptHI'",i"~.,,¡ot• w•-

IDrAUon, 
11111 r.;:;r...,-cu, ""J"UOlltiol 

tr"nuoo, 
(\t·) <"01\·•·1<• <><"f>lt.-.1 o¡t.rH<nt·to-~><.ltl"" Ol•J"tltl,., ro 1 •.t<or.t\lQn, 

M cr:t.·h.~, cu~ol·•..! •"llent·h"Ol"''"lr•ro ol•)'?r!IJ,., n!Ot-too10o t<O' ,,,_,¡,,.,, 
lvll cmo\..OCI, t'<lolr><>l qr.>.ll"nt·«ot•><-Hio>l< AI"P<ill..,, <J('t\01"1 t<O<D­

rot Ion. 

,.,,,¡.,,uon ~r th··co .<l'r"ltJ'"'·' l• o·~•·¡olloi,.,.J """"''' ci•Jht ,..,..,-

1<•1 '''"'-''1'1""' 11.- llt•.t ""' "'-"''"'"l'""·'lrl ID '1'-""'''''lo fwdl.,_..., 
ot..l<j""t ID ¡u-....- ""'"""irlt•. n ... ,,-..~Lnl•'l ~¡,.. ¡ .. r~>!""" n-><­
fJIII><lr•Uc fwdloo.< 1Wj•-ot tn ..-••11•-~<r «•'-"traillt.o. 111<" reouJ" 1.>­
dlcato tMt (11 U.t l1-duo!m o! o ,.,toro\!"" ~'"''" Jo rw•••-.ry lo< 
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1.,1/ItU: J.~.TI!TZE A,V.~Vl' 

ro~ld roni'Oro¡=c 1ill<l 1~1 th<! ah¡orlt.....,. With olto>-"1>al:<l """«>~~~ -~'­
op<lcnal roster,ltlon orn tll<1 =t clH~iont ""OT">l U.:.... <:OnOWer«l hcre. 

' ' ' ' rn ~CVIDWI p.>¡>ero (rol•. 1 ,l,JI, twO t<>olc ol<¡Orl tinO !or the l'linl- . 
llll"'tWn of =tr"inoo:l !IFoC'<ioos ..,.... <lov<.l.efnl.o the ~~~ ~i:odl• 
...,c-r"'"''•tl"" ->lo;odth> (SGAAI ..-.l tho> =ru1ncd grodlont•r"-<torÓtlotl 
algcr\t.,., (o.;;l,\1, i1'>o for>>:>r lo 011 it"';,tlvo olg<>dtl-m ,,hl.,i, ~iou 
e! ''"' alt.,...,..lW succeool<>.' cf gradlo.1t ~ o.....J restoutiofi ..,;..• 1 
ti»· latt"" u .,., lr,.atl~ al<p<lt...,. In ~t.id> tl>O qr.o.llon~ ~·o;.¡· iiie 
''"''"''lion ""'""' ~•• e<nblne.l ¡,..o olfiJle_pt,...,, .. . 

In t.~o 9<llille:,t. pt=e o! =.<~, o;,;; q=Moo a Jloploc,.:,nt 1 J>< :• • . ' l""o<lrr, ti>a ,-.¡,-~ of t11e [ur.::t!O!l, >'hilo avohllfil """!''dvo l"":"'<l"Olnt , 
vlcl•Uo.,. In tk rcotoro<lon rf'la.., o! SGAA, cno q...,..atea a d!spl""""""t 
J• restorirr) <1» =-.. ualn~ t<> o pnrle<e=lnod OCC>Jrac'i, i.t.he ...,id~r~q 
=.,.,;_., =twr¡e In tllo ""'"" of tM !W">OU=. Otl th. ot!>Ox ,h.=l;l.!1 th<! 
~udl<nt-re,\C<~tlon :o)-.ooc of =ti, or.e 9"'•'""'"' ,, dl<plaa...,Ílt ·~;¡­
l""o~lt'><¡ ~1<! vo\e>) o( U><t ·""JJ".'"U!<I !unction, ..t.ilo oinU\~lY rcl=-
U.¡ tl'lo oo-.suo~oc vic.l•Ucn. . , ., , 

In tM• f''r<-<, ol• vor!~tlons e! the ..,....,tlal qn•l1ont-nt5toratl.an 
Alr.ri~.~ '"' U·e <=l>lnN oro<li.,.,t-reot.o..,tlon alqorltm Oro """ldo>rtd, 
"" 1 thcl r rclotl ve ~f!lciol'Cjl 1 !ro """"' of mzrb!r of itoroti.;.,._ !o'< con­
vo:<;!h0-'>1 io oval""tcrl tl\ro.l<rh •l,.ht ...,.,1<»1 _¡.,., Tilo vorJ.otJ.crw 
W\1>:1 =-.sldt"<'l ><e ir<llc~torl t-eW...1 

"' 
(111 

Ulll 

(!vi ,. ' 
lvll 

r.\ClOn, 
S~-m, "'"''ontiol 
'-"""tlcn. 
SG'J\-ctl, 

'''"'"· 

. ' ' . ' ' 
gr.-..Ji<mt·rootol'dtion olgoritJ-oo .. ~lete uo-- ' 

. , 
c-.~ ..... ,, 
oo .......... 

~·!roo-:] gr .><J:cnt-rost.ocotlon ol¡porlt.'<r, '"' rut.oratJ.on, 
<=l>L"><>1 gr.-..u~nt-<OIIto<•Uon Alo¡eritm, o.lu=:.te rUto-

ratl,.,, " ·" 
=-o~. 
<><'-""· 

' 

. ' ' . 

_ A.~l!/E, .I.'L.tlttZE A,Y.'!Ef'J 

of .the.Probhm 

'd ,;,;·.. '• ,, ' ' ' ' -
We wnol.!ler the pnbl ... o! miroJJ•hln; tila !...-.cUan 

' . ,. -,, 
' oubj<~<:t 

"' 

. . . 
, -. 1". 

,. '···· ' . 
.... - "l. 

., ' . ' 

~ ~ ;.;....~1,. 
' 

', ._, "' 

f R !1•1 

o¡:l~l-0, 

·'·. 

\<t10T<1 , r )jo ... ooo.lor, " Ofl n---v¡,ctor, 000 rp A q-v.,t;cr, W[tl\ q < n, 
lluo, ..U""'"'"' ar~ cnl..m """t.oro, , •• H.<>U<rcl th.>t thc flrst o..S 
wcor.d iirtlii du1vat1....,¡ of the !""'timo f!•l &rd rpl•l .,.iot on1 
UG qootL...,. W t/'.at tilo <:al>Uoin<d 11'-iro'-""• ""U"', 

_·;· : _'¡. : L ,' ~ J : i i \r:d o~ C~nott J ~n ;·. >'r<m th!>o'Y uf .-w<l= ,.:¡ ml ,_ 

-· ii; ¡_$ ~ that - ol:evo Fttf>l<n J.s oqu!Vo.!On~ "' -~o! -.ltlllot•· 
!nithé'-~-~ 
:' ' •, .. ' , T ' , 

F(~,!l•fl~l + ), 1'1>1, 
' ·-.... ,1,, ' Sllb;lott1t.> t110 =uaiZ\t m. 

ÑluPili:i an:1 U>e oupcr,..;..t.pt 
llera, ti><> ~tcl: ! lo tho t..gron¡& 

T <~<:notos thol u..,..._· o! .... ul.>I.I! 
' 

1•1. 
,.; '.,."" 

- F (x;.t¡ • f 1>1 + ¡¡o I>U 
~ , " X 

denOtes tho .,.ocUont of U.. •-wd r,.,Uca, 
X W l .... t Ntio.fy tl'>ci relatio<>o 

(5)' • o ' - - o ' .... ' ,, ,.. . 
..,lctl ..,., " "Y"'- o!· n • q oquoUono !ro tilo n • q_ ""''""""'"' of " 
onl . .t,.'¡;,;¡,¡a:¡..(•)-(5), thoqr.<liento fx &n<l F,. <l<!t<lta n---v<eU>n 
01ld the N t:dx rp" JJi n • q . . ' ~ . • ¡- • . t. ( . Appro• (u te So 1 u t 1 o no . • Slrce thol "~"'""" (S) io 'JO'n"&l.~ 

' ' . 
ly ratiln<>u', e¡:pi'O>Iu-.at.o =th:>:ls .ust bo "'t'lo¡tod. m ti\U """"-"''!no• 
"" !ro~' ~ro the =>l4r p>rf0<1t'IOJ'>co 11<1e><oo • 

'" 
. ' -!·- ',Pixl •<;!•1<;!•),' ' Q(x,ll • F (x,ll F lx,l) • • 

''''"' •• • • 1 
..t.lch ~ tl\0 =~ 111 tl>o conouelll~ &rd thol opU.U. ca-dltlon,m­
•poctl~~!r.-; •'lher>, .., <O;ooo:rve tl>ot P • O an:l Q • o for tilo optillun 
oolutja;¡, ""Uo f>O o.rd/or 0>0 tor ony •Wro>~IA>tlon.., tJ>o ..,¡,.. 
tion. · .~ohM &~te Nti'odo a<• llSolld, they -~ ulU>:ootaly la><! te> 

-' 



• 

"' 

'" Vl•l<•· 

'" 

'" 
dcout~• u~· o-<~u).<\1"" ~"'" In U.e """''-'"'"'""''U.. orttru> ,.n-dlt!on. 
In (11-1~1. t 1 •,, •t uo ,...,l\, pr.,...l...:tr.J nri•'"'• !lel-O U\llt, 
H "'''el>"'''"" 't • r1 • 't, .. ,uoloctl"" of ln«J.(!I 11"1'11•• s.>tloloe­
ttl=ot ''-'1'·1'1-

5GOA·(~ C.:;·• .,,(,ti '"'J!i••"''""''l"lk•r otlo<ri,;,.,, «"'" 
¡•Ir•,· "'"'•'"'''~"- n,¡, oh_ml\11' e<-.><oiOU t•l U>! ollom•to sUoO<"Ioloo 
n[ ~t.ol!••nt rl-'"''" ro.J n•••.oo-'tloo ¡h.l«•-

T·"' 9<-'l<llr.>t ¡h>OO '" <l·""'' pm•ddlr<¡ 

!101 

1t Uwol•r• • nl~>rlo !t"r•tlon, In •l•lcl• t.l•" ""'F~'"'"' lonctloo l• ,.,... 
d.>::od J.!bj<Ct to •n "PI'"~ lWt lo~ u,., ctii"Ot<>lnt rrrcr, tN>t lo. 

(11) r¡;,lj<t'(x,/.1 

ll>e •t~l.>tl " de.,ot••• U•e 1>7'11"'1 1"""'· >l tr.o v~¡¡,,J ~lnt. ord ~ 
ti><> L">J<""l•' ;-nltlp!lo•r. 

Tho rrot"'-"''""' ,.._,.,. 10 '""'"' rrn-hn,.., 

( ll) 

lt '""''"'"' ..,...,,~¡ ""'·"''"''• ¡, '""" of ,.,L<h u .. ronot<dn< ...-.-o< lo 
, .. Ju«,J, '"'' h, 

11ll 

. ~···== 
~.,/tll' J,t.tf¡;11f A.Y./II'l' 

'""' rootorocloo ¡il.loe• Jo torm.l.r.1t<•l """""""" lfl"¡,J101 Jo '"'t1MJC<1, ., 
R•mork, 'l1>o al.¡.,,-Ltln 1• ou.rtt..J wltn o .j,..,;H..,t Fi""" lf 1~. 

001 l.s ..,tlor!nl oi~ rcnor~t!rn ¡<uso 1( '"'-''l•llOI 1s •Lolot<.J. 
JO)m>lly, 'n qr.;.ll•n~ ¡t.,•e' 1• foll""'d h'/ o r .. lDroUOO ¡.,...,_ ' O'x"o­
•J«;>lli. ll><l qrO<Hont 1'"""' lo foll<,...,] l1¡ &tlllt.l>or gr<>dlcnt ¡1"'"''•'h>t 
Jo, tilo rrotorotion ¡.l>&oo U by¡>a«•>.l• tl>!s lo precl•ely lh<> e= ..¡.,.,.. 
"""' Incq. 1101 '" ... u.!!f<l. 

SG~~-1~: &<7•'-tiol ~mJi .. o<-rPOrco.,ri~" aloori<l.,,;.,..,,.... 
ri"O r<OlMit\0"· 'Ihl• Olg>rllJ1" C'<'Mi<"" O[ ll•O oOll<n>>IO &<>=<:e'<< ion 
of ~rodl""t fl1o""s .ro rr,.torotlon ¡~.»o•. 

' ,.., gr...U<:-.t ,..,.., lo •t=u.l <o<¡.ml!eoo of "'""'"'.r '"-'1•1101" ,..,_ 
lo!!od. lt ~nV<>I•"" a olto¡Jc JtecattOO>, In ,,¡,¡m U..O ""~"'"''-'¡ hrctloo> 

1.s t~<rl •ubjcct toAn Ulf"r l!mit on ""' """''-'"'"' Prror, U"'t 1•. 

11 •1 

.,.., tootontlon fh>•• lo otllrt..J only H 1•""1-1121 lo .. u.f!,.J, 
Jt irMJlv"" • oJ.r>;lo itoJ>tl~n, Jn •I1!0h tlx• eoonroll1t cr(t)r i• n_,Jue<.J 
In """"m:.nc" ~lt.l1 1""1.1111. 

Tho sloortin'J «>nlltlmo .,.1 tho 1'1'1"•<1,-,¡ O<li.Jltlon lor !lo"n,-lto ~"' 

W.ntkD.l",;¡u. ...,,¡;; of fAiM-QI !<><"''''"'"''· . .. . . 
sr.H-OR; S"'l''""i~l m.,JioM-o·ealol\>li<'" ni~"'"''''"'• <1•-

11~010¡ ,.,.,¡o 1·a"·~... Tiola ·•\qr,ritllo ronsislJI of tM o)!;,n"to ''""""''"¡"" 
O! 9r..Uorot '""'"' <i-d rootDr•tion ¡--~.,..__,, 

'!be qr.>dl""t"""'"" lo•otart.<xl J><l7"Win<J 
' 

11~1 Z(><,l)(l 

....,,. tl ... ?''"'"'"''" ¡ 11 d<fln<.i ~ 

116) 

•'" ·•· , .. 
011 

!l • '"""¡Veo 4 ; lro<¡l e !lo '""ion, '" whl d• tl-. '"~"""'e'-' !IJJ-.cUon 1• """ 
"'-><>. -.J 4> O<n><<IAJICO ~ 1 t.l1 1 "'"JO , 1\4 J ," 

,,.. ..,.tii<&Ucn ,._ lo otart<.J P"""lcliroj 
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"' A.Mnr.r J.L.tror:.c <. u.f.f7 .. 
''"'~ r .s.,.,,,.. u-.- ...... eh dtr=tlon, ..¡,¡rn L• ~Iom by 119·11. n.to 
¡ 0 n a><-¡•u.Y'<'tor r.,.¡Iy o! vo.d..i p:~lnb ¡ , for whleh trn ;uq"<1>l«l, 
(Ur'<:llm 111, 11>< ronr.Lrolr•t "''"' 16-11, .m t!oo •<ror In t.),< opt!Pun 
""'dltloo IG-11 tAko lhc Iom 

(111 

1111 

¡¡JI · Olii,ll •OI• • Op,J.¡ ·01•1 

''" u., ~r.rlL.;,t ¡t.nu of o f.Q"..,..oi'Prlth'> or tho «t't>lnal 9<<kllmt· 

,,..,..,¡,.,.''""~o! o a:w.-.•L<JO<IU..,, '"'"'· 01! .ro nu•.,.., be ...-H..., 
In U>O 9"""""' Iom 1 

114! '~In) < ~10) 

n-.,lr ...,1¡•!.octl<<>.,.., ¡,.. -.u-<<l by ...,Loy~J>l o b!IR'<:tlon l>rl-<-"'" 
ot.•HIJ>J '"'"o 0\o!tallly ci>"'IILfl rofor<1\C@ scersl<o 

" .... 
n.r Lile detCJI'IInrUrn ol u., rci~ronc:o ot'l~IZ•· """ _,,,.. ~-

n" Uoo to·•tototlon ¡M.., of • [Gn/1-.>lyQfll.l"' cr • CCM·•Iqor!tlf", 

1!""1•11ll """1•• wdtto,, M 

(161 ~lnl < ¡.¡o¡ 

¡¡ 0 MU of oot loo c.1n 1 o < '"'"".:! bj. 
¡,.,.u., 1cl<>•...,., """'¡'" 

•"1'1 <11lliJ o bl ooctton P""'""' .>t"-t"tl.M 
' 

• -----------------· );--··-----·. 
() 

A.MII:!I J,¡;,rnr~C A,V,LfVY 

~<'l't.,....tat1on of tlle ""'JJ"''1tf'<l furctlon o<!>oclot<d ~!th U.O cno>-po.c,..... 
~l<>r lllm.!ly of oolutlono 1101, 
' l.<lt tJle rurctlon- fin¡ bo ropro••onto<l in u., '!'-'1<lrotlc lomo 

.,.¡ l~t tho =oíf!c!cnt.o of u•~ 'Jtl<1dtntlc bo doto!TOin«l "" ., to "'"eh 
tilo vol""• of tl>o onliroto o¡-.1 W, olop_> ot ·o • o &-<\ U.O volue o( tho 
onlinllto ot ~ • 1. ,'lhls ~Jo!~• U.O mlotlm!l 

...,_Id> l>t>ly tho.t 

k 1 •-~IOJ, k1 •F(1)-~IOJ+\iiOJ 

.. 
(lU !l1 ~, > O or 1!!) k 1 ( O , 

111 C.:.•~ (ij , ' u.. ,fJOúr-atic t""'tl"" !161 M• o .W,J.u. for t1>o lol J""!rt¡, 
'valuo cf tilo 9rodlcnt ol<'(>ol••• · 

(J2) • -- l<¡/2k, 

In c,.., 1111 , tho ~tic l"'"'tlon (281 docreos•• ..,.-,tcnlcally >~lth o. 
'!hU ouneou. ,u. ...., el tho foll<><!rt¡ nhr..-.:oo v.o.L""" fct" tho ~·••Hont 
ot<-piiZOI 

H 1<, > o , 
(lll 

(1>1 n• 00 .¡ Hk,(O, 

'!hlo ••loo ,,.,..,., U... =•trolllt """' P{•J to •=• H tM """"tt•!Jlt 
r..,-.;tiM '1'1<1 U ll,..-.or In., 

' 

,.,. """'"" '"'""''!"" <»tll,...l In r,.,u,,., ~ lor tN! qto.ll.,t ot..,.J,o 
"'t'I"P o N¡...,tlon proo....,n, ot.>rt!rt¡ fnn thO lcfOta.:. ot<-po.\<~ P~l', 
..-,tU"""''""""" o( In«¡•.I>U o-oo;wo, A !'<'•~·!uno unNI to dottl"' 
,.J,., u1¡0 rrf••••"'" "'l'"ito Jo ""'-llr>«< t>et<> ""1 1• b,..,,.,., o 'fUI>kntlc 

1 1 1' 

' . 

'ln arder to """1'-"'to u., r<L.,.¡,.,. oJ9orlt!Fol, ~~~ht ruTNI.,.I .,.,-..,. 

pi .. ""'" ,..,¡d.,.m. Tho flrot ""'"""""''"" pr<Uiln "'qu.-.tz-ot!c r...,_ 
tlono 0\lhj..:t to lin<>u' <n-.~~tt•lnu.. 'T\-.P .-.. .. Wr>¡¡ """""!<'• pr-ttoln to 
mrq...W:•tlc [""'tlono oubj"Ct 1<1 ""'¡¡""'" con!ltJ;-olnt•. Eocl1 oXMplo 
""" •c>h•«l lt\th th<! u,.-.,., verOIC<lll of SGM o.nd tn. U\1""" ven!""" o! CQVI 
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(67 1 

~ 

'"' 

iG9J 

(71) 

(12) 

• ~.I'JH& J.t.TltT..E A.V.U:vr 

, Scllj'-"t to tha <>¡U.ÜJ.ty '"""'''"lint.s (~6). 'l'he fut~<:tlon 
tho r~\Joti"" II>J..r.UU> f • -1 ot tJw p:>!nt da!1noo:l ~ 

x1 •1,x1 •1,x1 •o, ,...o 

.,--l,l.,•.-1 

. 
txuph s.e. Cr:asl<lor - p«bl<n ot: ml:UOI11il>¡ ~ ~ 

f•W¡x1 -x, 

xj•xj-l•O 

., ) 1 . 

• ,., •• ¡ --
11-.:.o, tt.<> P«"~• ~J....= "" """"'' ... tr .. t of OIJ.nl..'lii~ the furt:­
~' 

(7l) f- l<>j(\ +..ji·-., 

17 '1 (1 + xfi' ~ ~1- 4 

~«> tMt x 1 t.-.s bocn el:u.irutul fmo thoo p<et,~"" u.:!~ b;, ~t<d 
e ¡t.,.Mari 1 wlt.~ 112). '!he lw-ootlon ¡1)) .><hut.o the reloUÍte O'l1I$utl 

1 • -v'i •• tl".<> '""'' óeiUlul t1t 

•• ' 

(7i) .. , • 1/2vl 

~-~Uu; J.L.T!r'FZE •.V,U'\7 

. .. ,, ' 
·9. Ruults •nd Conc\uolon• 

-~ .: ; ' : 
, .")>n .~lCI dc>ocrlllcd 1n Secticn ! ""'" .olvcl 1'it~ ~o thl co vcr­

•Iono:cf,s;;AA ond the thr"' v.,r"'""" cf CCM -.crlkd iJ1 ''-'<tloo J. 

Tha ,..¡¡..;¡.,c.;_¡ "''""lu "'"" Prosmtc<l In T>bles 2-1, >.t""" the ,.Ft>or <>1 
~~-~ for CQ'l\fer9""'e 11. is <_...,.. l'<;;r u,., ol9hL <>K.llll¡>k• uon­

,olderod, 'I'I>ble 4'.W.... the oo.m.lioUvo ......,.,, of 1lor."IO<J< for oonvcr­
qenc<J; 1 ~ ii! : · · fri>n ti>e tobleo, the follOWU>i t•o:lclusi""" orloc: 1•1 
a re51:Cfi.~~ of sano fop lo ~ ter upid """""0«J""·''" .o.rd lbl . 
>.tillO:~ t5 t1'!o oost •loable O.""""J tho alyorltl'ms e>n~I<Jor,J llore, 
rop~i¡Y- 1 ~!. """"""'"""~~~N !.rooor.,.oc.:l ocrru.h.>.t U or>o "1>10')'> al'JO"" 
rl<l'lr:!l 1<1~ alternote restor~<lan 01" optl"""l re•torotlan, . · .,. "· 

• ,- ... t 

, _ ~:;:,:To>bl& 2. -~ ot _lter~Uonot. for """'"""~"""" 11 0,-
•. ~ ¡·,,¡, . • "' 
· .. '~""'" _._,. 
~--- SGAA-c~ SCRA·l~ SCM-0~ 

• •• • • ' • a:i. ' ' ' a:) .. " .. 
B.~. > .. " ... 
H .. " ' ' ' ••• .. .. ' .. 
o.; ' .. ' e:e .. .. .. " . ----~-

'· .T~l.e ), ~ ot lteratta.o for cxnve~ ~ •. 
---· ...... 

........... •' 

a. 1 · 
a:i 

'·' ••• 
••• ... .., ... 

• 
CGAA·NR 

" .. 
" " • 

>000 .. .. 

CG!\1,-AR CCRA-OJ< 
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' ' .. .. .. " ' • ' " .. 
' . ' 
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-· ·-. 

~.mcu J.t.rrrrz~ A.v.uvr 

/l.l<J<lr!U.. 11l. 

S~IVI-CR '" $CI!.\·IR m 
SGIUI·OR "' 
CCIO.l·llR ,. ll~ • • • 
CC!t.l\·~~ "' 
CCIVI·O~ '" . 

"''"'""'' 
Mlolo, A,, ""'"1• II.T., onJ ••lJooon, J.C., SoO"'o•<ia! CN<ii••<­
Bootci\Hic• Alpcl·il ... f~r <~• Hini~¡..,,¡,., cf Ce»olmi•.-d 1\o'IOti""•• 
CNi,..r¡¡ mid C'o..j•v•to ~....,.¡¡,., f'<,..io••.J•••••l ol Op<i.Oiootion 

• 1 ,. ' • ' 

¡, Hlol•, A,, and ••lJ••••· J.c., """"""'''"'¡ Pr<>g.....,..ing for Con­,...,;,.,¡ Hin,:,-.,1 r,..,¿,¡.,.,, rort r, s.1,....tial Cmdi~"'-n'"'""'''"" 
A!gori< .... Jl<t V•l•noltJ, ••••·Aot<on.,tl<l lopof< •o.l9,19i9. 

1 ., 1 - " ' 

). Mlolo, A .. "''"'""'"· J.C., ond ~'"Y• A. V., 1<.1<""'""!1""1 rro~,.,.,..,:·~ 
for '""''"''"'J Hini..,¡ froM•""'• Fart l, Ct:nbinod CN<iiont·BoHcrn• 
¡¡., Algori<,.., 11" ""'""''•· Ano·Aotlo.,otl" •••••i' ••.68,1910. 

t!oio ,...,.,..~ "'' '"<'l'"''•d by !ho Of.'ioo of Soion<i[io B"'"""'• Offioo 
of Ao"''l'<'"' B"o•rc•, (lni!od Sto!" Air fO"''• ""'"' ~o.Af·Al'l1SB·n·2111 
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e 

e 

J., 11" Ah•.w oG"";,,, .. , f i• '' ,.,!,>r,' ''" ""'"'"' ocrl ··" 
, .. ,.~<!!" .,,ll "'"'"'' '·' J ~dull-'u •·e· ,._,.,¡ ,._ h,.,. ~ < n. lt ;, · 
C'•UitL•) \b\ :•o• :Jo•' '-~~ ,, .. ,,;•! ) •c•ic) ,¡,;.•;::•,<• ~; lh? 

iun<linco•/o"~ ,.,.,;,;, ,.;.• -·1 1.:. • ni>t ~.,,¡ l'r< c•.,::,;u. 
ou:;: j¡ ;, o).0 -,.,,;n,rri 1~01 tl.o to.;¡(r;;i,.ed ,.,;.,;,,u,.,<>· 

~-1. 1:""' !'ir.•l·<'·r'··• <'oc·'::¡~,.-. r, ... , ol""':' rf 
,.,,~,¡.,., ,,..¡ ,_,;,.,,,00 ," :. t ·"'"'' •i•u ,: .• 1.-,-.-: .. ,. ~"·¡,:,.,n 

'" ;~),0«! lb lh~ M~>lr~iot (~). ;..:.,., ~ i• "- ~-h<lOf l.a;:r=i< 
mui: ipli<r ~n¿ th~ '":·· "'' :;:. T ~<n~:o• ¡;,, '""':>"'' of o 
¡n·"''· lf 

¡ F,(r .. \) ~ ¡,;, 1 + ;·,)r).\ 1~) 

d•notos th ~,~¿'•"' o! tho ''-'r"'"'·""' h:ntli"n (In o<¡ 4, 
lh• ~·~dio-.!<j; >.nd F, d<"~'• fH'O'"<or< •nd 11 .• m>tó ~. 
¡, r. ).' q l, tl>~ n~•;.-,.,,., •d•oti.;'. ~.• "'"'' ,,;,r_,. tht •imul· 

IC.r.·.-~"' <~""""""' 
¡;,) 

!:'. ,\; ~'"""'"''!< !"• kcb;:,. In ~o~o"·'l. :h <"i'""" IS) 
ir; ntu'IHnur; rnn;oqut~.:.ly, •pvo•int~to r.-.Hlturlo rnu>t bt 
<mplo~td. Th'""o nro e t" two boili; firn-orcler r"' tl.ods l.oe, 
f..,. insan«.-~.1;.1• ri al. 119"-Sl) .,d O<"t"<md-c..dl.l rnetl><><IL •· 

-He«, "-• in<l"<>ci~« tht o e.! .. , quor.tl:i ... 

whkh "''"'"''~tOo'"'" fr. l~< oor.<tJoint and th< or-ti· 
m~m rom!ition. r<>JM"<li,·el~. We ol.o~<n·e tha: P'"' Oand Q 
~ (> 1~ t ho op:ir.u:.!D ;~b:io::. w~il• P > O :.::<l..l~r Q > ll h: 
a<>)"·or~•o<b,tio~ t~ th• •ol~tion. \'.-nen opp<o<imat• 
"Oeth<>cio are med_-th•y m~" ultimote.'.v l•Ld \.0 , . .m .. of 
'•~ ouch thot 

P{z1.S•,;Q(z . .I.).S•,~· '· 

Al"rr.auly, {7) can bo tcplaced by­

R{z.~¡.S,,v:: 

denouo the cumula ti• • < "'" in the "'""""'"' ~!ld o he o~·,;. 
r..urn condi!ior. H<ro, ''·''·''ore om•ll. ~···~l,<tcd ,,_,,... 
<..:.<. ;--lote t b.1t s.:i•f••: 'v•; ,,,- ~t.-quo)it;· f ;.,p:; .. ,.,;,[u­
t.io-'1 oi ir.o~u.oli:.r .. 7. i1 ono á.oos .. '' ~ •z ~ ·• 

3. l\o•·low ~r ti> o ~Ql~Al¡:oriihm 

Hor<. o ,.,.¡,~ uf SQL h r.:·.t~. Ut z.). dor.ol• Lhe nomi· 
n~l , .• :~•·· L~~ lct .1= • .:. •• <.ko-·.t,- : •, ¿;;,,~,.,..,., ~" l• ~¿¡,.~ 
frcm tht M:>1Ír.:ll •al~,. te l.!o• •·a•i.J •~)u~• i.t \\"nh onir; 
unCoc.U~-i:-;:. :OQL "'' be ''"""'ari>.-<l u fu~~~~ o. 

(i) rnr ;:h·•n z ancl .1.. t~mpu te /1> l. .-1>) .f, 1• l. , .• (,l. 
(iil Comp·11o 

F,!z.>) E/,(;)~.,,(<)~ 

\,'b.~> • F, 0 <J.X)F.L>.A) 

• 
• ;,. 1 •• .. ,,."'. ¡,, ¡, '· ,._ '' ~ 1 ~ ·.ci ""'~'" 

/1~11 

0()-Z¡ 

(111-~J 

(11) 

f
;~.h .. \1 
•..• ,1 

{<i) 01,:.,;,. <ho ',.,;,.,¡ P"in, 

I~·x+.h 

.i ~ .\ <· .n 

"'"'1 r~ ¡,,.., '" '""~' ¡; 1. 

J. Ro, icw nf o~C ,·,¡;,D\-M¡:ori:~ru 

Ew·. ~ ,.,-;, ·., «: ~.::.~:.; ; -.1!h·on in con_iun<li~~ '·"'!: t!:o 
n>O<iifi<d q"~·~·"'";,;tiM ~1,:-·••il~-m. I..,t ~ ''"'"'h· tho 
"~"''"•1 ~ •• : •. ,, l .~ .• '·"id ¡.ni~•. ~· :lo:• c:·~~:.comcr.t 
loo<!i"r. ¡,,., '"' """''"''!'~'"' 1~ •~• ,._,;,rl r-~tor. p tl•e 
<.'Ore~ ditNlit-~. r- a ~~ 1h• ¿¡,,.,;ion i~ctut. ""'¡ ~ th• >101-' 
,;,,_ 1\",:h thi; ~~d•"'"'"d·~~. ¡),. n • ..,..r;r..J m•l~<Xl o! th• 
,,_,,,;ph:o =~L. 'lL"""'~rite~ ao fo!!:w:s. 

{i) Ch"'''" • "·""·in~l '"b< f~t > no\ ...,,;,r;.iut the eon· 
::c::ct. e, ~'i·"'"· /~'' ""-~ .·:n. 

(iil Co,r.put.e /.u l. ,._,, ¡ o~.; .. ~U>in 

!ion. -

l'l%) • ..,.7 (~1.-lr) 

f',(>l• 2~,{zh·{z) 

F,l< . .l.¡) '"'{.{~) + .,,¡,p.j 

6 '"' -P, T(<)F, ¡,-. ~, J/P, -r¡, )P,b )· 

/!4-11 

(l~-2) 

{U-3)". 

(14'4)-

(iii) l}pdMo tho l..:;,nn~< ~doipli« lo t!,c •::!~: .'., b""' ., 
A, • X1 + ~i!dz) 

F,{z.A,) ~ f,{z) + .,,(r)); 

Qlr,~,) • F;'ú.~t\F, /:r:,~,¡ 

{v) Obt..o.in a uo!lt.at.i\e ¡;cJ...:It.•• cunst..o.oL • .:.. 

-. ko"- p .. :,• .,Ir ~/f'(i) 
and th u¡><la,..d ¡:=.o.lty co:tstanl •• •• follo,.-. 

' ' . -.- · k,"-n.inlk~k\J i! P/i):; Q!'<.~,J 
. .•· ... ... '. 

k,'"' mu{k 0.k 1J if Plrl > Qlr.A,J 

{!.'!) 

(!7-J)" ~ 

/17-2) 

(17.3) 

.,. hece ;,, ¡. <h pt:..alty rotmanl ~~ lb• P'"' iou< lln.ition. 
¡,-;J·C~"'!"""~ th• ~u:<n•n:~d fl"n&l'Y functk.c •nd j¡,· 

~rA¿Í,nl • 

\I'J,.A:.I·,l • {(>) + X:T;{z) + k:!'(d (\S-1) 

• t:",/r,.l.:.k:l • {,h) +.·,[>)~o+ i,?,i>) {\~-:) 

lvii) Cu"'p~t• th• ootond dtri•·ati<·e m>lri«> /,.h). 
.·.,(;d or.d <>btoin " 

. F, 1<. ~,) • f.,(,) + , • ., (• )A: 09-\) 

11~-2) 

''"" ::.~:1e "'' ¡;,,_,. O)l't<;;, u( ·-~~aci""' ""' "'J"' n) 
.~!.'1:-·-.·· ..... -·.:; ,.,.,,,.<:.' ... 

h· "":.- .. -:.~-:,o::,;'·.·.'·":''~ ! :· · · : 
<lir~ction / .• cwt ,. "-"d tht • o>•th <lirntion ¡; '"·'·' :he t<l>· 
LinM 

i 



1~1-ll 

p ~ ~_1 

¡,) c~mput.· lho• rli·~h,-e,cnt .h, tho "":,J ¡•·Jinl ¡_ 
fln<l 1ho ,,.~ "' luo of 1i-" ou~oot<nl<·d ~'~alty w"nion "-ith 

i••+.h 

¡,;) lf 

(2~-~~ 

112-3\ 

~oo·ut 1h~ pr.•<n< v:.i.; • r.f t~• <\f!' sÍ> e a and ~" t.od; to 
,, , l' 1iiJ; Gth'-""''· r~ ,,, '" ,, lüil. 

(22-5) 

h'>vt the >lop <'z• ¿' ~->~:- '''·'"" ,, ~:,Jtd (Ti.t· u,,,. 
ti ,; ·;." -''"'""- ir.•- ~ • l.;·"-'! "·• ¡,_.,.;; '" •l·.p (_,) uo;il 
in<~u~!L<y (22--1¡ Í> ..,_,¡, iitd. 

r cr~c ,;,, r c·r tOo ¡;,:: il" o:;,,_,_ lb o 1 .,. ·. ;.,.,, ,-, :-., • c.: ~ 1 
,eH<] l.: "• n~l h~;,·n. ·¡ :,;_, ~oic.; ti o r·.;e, one <o\;, 

(2.'1) 

S. Oporational C~unt 

lt• thio •ection, w• ~¡,., thc numhor ofa:itb:etic nr-or•· 
tir.,, porform<d b)" •~:~ ~l~o;it ~"' por ite:~tio,_ ·n.;, cp"'· 
aticnal rount ,;, .• ,a rnca•ur~ of tho computor '""< r.•«<od 
p1r i'"A!Íon. Tho ,,,,..~uter tio-.o r.•e~od '" co"';lu\c the 

- fu~ction. f(r) ond {(rl and ti•• dtri•·ati, . ., f,(I), ,·,(r), 
f, ,(d • ..,,(z) i• n~t ocn•id~red in U>e comp..,i•on. In tbe 
al,•••>«- of •t•p ,;.., bi<e<lÍons, SQL ancl ~:~1\1 t<-quirc the 
somo number of f•mroion enhM\ioot per itorotiun. There· f., •. tire""'"""~~ f•J~'Ii~n ••·alu•ti~.,, ;;no! importan! 
¡.,, tO• ccmpari•~n i! tho h<do <rit•oi•,n ;, t~e co:-r:,uter 
ti"'• diiíuence b.t~·o•n the '"'' ~;¡~,;,;1 m•. 

W ~ n<>t• that 1 h• <ummatioo """ suhttBotion opor.,tion• 
re;uir< muoh lo" on_...,~·utt: ti~"" th•~ ·h~ ~t~u!•;viirotion 
auJ ¿¡,-;.¡.,. ~fl<•~tinns. Ther<~ore, t!.e op<rotiona] <Ount 111 
do:>o ~nly on th• b'ISi< oi th~ nun{.,tr of multípl>ca~i"ns Knd 
<]j,-¡,iom req ui"''l tn cntnplc te oc.r· 11orotion. 

.;.]. Operotlor.ol Coc:t for thc .SQL-.\I;orlt~til. Lot 
~ 1 r:onole lh• ,,,,,.~l-•, ~: "'J!:.~hr::ti.:.;,; a:.C ,;;,i>ir . .:¡, re· 
<:d.-d b_;- tho S~L-a:~nrith"' ~', ilorot inn i~ oc~ o: '" •~],·o 
o 1·,• llttear S}'loetn of l • ¡H~l Í<J'lS ,,[ ,.,¿ .. r. ~ ~ (l,..,N•n "nd 
;; d:<t 1 ¡ ~GG;¡_ L<; ~' r:.,,,,. tho nur.-.1;..: ~~ ""'';~;"; cp. 
P,,,. ;,•n•. Tho>t nu~¡!_,;,a ~·~ ~¡,en by 

.. , .. '" ;.~··'.'~ +j~ -t ~1'-t-• -t ~)./3 

~' ~ r. 0.;/;: + S.o~/2 + ll "'- q 

j~ 1-l) 

o-<<-2) 

~ ~ tn + ~J'/J ~ jn + ~i'- (r. + q)/;1 + 
"-'· .. ·:: + ~ ... -.. ·: .._ -~ + ;· (2·') 

-.. ·:: :' (".--~: ~ .. - ,· .. ·.::;:., ... _: .,.: . ~.l.•; 
: .,, ' t:.; ...... ~., v. ; ..... : ....... : ... , •• -'·- - ••• _ .. '·'' ,, .. 

.• .. . . . . -
. • ...... ; .. ·- ·:.- ... '·':' ,: ... :• .. : e·: .. ;'· ,_ • ....... 

"'·'' h•Ue: 1 i9;i~)). ¡_,, u• don .. «· 1 : ... nutoh« of ••m,inir>~ .. - . . , .. _ .. -:•.': 

~= • n'iJ ~ n'- n/J !27) 

' ' '" " "" " ' ' '" • ~00 " • ' '" ' 000 '" ' ' '" ' ~r.o z~ 

o ' co • '"" 2~ 

' ' '" • •oo 2~ 

• ' " • 000 " • ' '" '" ~OD '" '" ' ''" '" lUDO " 
~:% ~.':'.;.'2+ 9~t:/2 + ~~~ + ~1 + n' + Cn + 2q + ~ 

(~:;¡ 

~ • n 1/J -1 ~n'q!~ 1 2n 2 • Dn~/2 -1 ~C,n/.3 + 5q + 5 
~~-;, 

5.~- Cr·:-:-.~~r'"~" r!" C;e<,,ti:~ol e,.,~"- lec.":>· .,. 
'"h: ·-.' :;-. ~:: ;. ~.o ; ·. :: :: ; , ¡,, "' • t :,e, tl.•· ¡.,, : . 

br ~"' nuC'\bOc ~f ~P">'-k'>S tn •~¡,. th• lin~ar ,y,·,;:-, ~J·.<i 
a ""'il:r nU;,-.hr ,.r o:"'"'ior.• lo '"''"'m tb ,,.,., .. ¡~¡,; 
t .. h. h is ,.fintcr,•t to compute the diffor<"<~.:. hW>'cn 
th• "' uoll r>urn bor of opcoalion•, that L< 

_:. & {~);;.r¡L- {~\"->1'0 

From eq 2(,, 29, and ~u. "e obtoin 

(3N 

!J. • q'/3 +q'(n ~ 1)- In'+ nq ~ Bn-+ 13q/3-+ 5) 
(31) 

Now, lel..l 8 O, SO titO\ eq 31 l><oo}tne> 

q0/3.;. q0(n + 1)- (n' + nq + ¡;,, + 13q/3 + 5) ~ C 
~~~) 

Fot ~i•en n, Jet~. ~""""' th• onlution of eq 32 ""d let q, 
dMo'e th• d""'-·1 int-~'"' (ft~m l><k>wl to q:, sul>j<d to th• 
lin:itation ,¡, :S n. lr.tpcel.io.~ cf oq 31 ""d 32 •hOW1r tht, fur 
•nl" ~~·~n n · 

..I:<O;O:Sq:5.~, 

..I>D-,q,+l:S~'-.1. 

(33-l) 

Th• .-,,]o« of q, •rr· ;i,·en in Tablc 1 •• a fun<tiut> uf t~e 
"~"''-•' of t•oriab'" "· As an no"';:'•. on~' io:!" ~~~ •~'~ n • 
• IG, r .. , .,-hirh q, w ~- Jf ~ :S ~. SQ!. ,O<j,_,;, •• • •n.~lld 
numher ui u~era; :.,:.. '\'"" :,; :,; :.:. V :o ¡)," u!:.,. ''""'l, ¡j q 
~ .), l~'< oppo·,,;• i.: :r~c fro'-'\ (!,, :.:.: •• it ~~ .... .-. t:o.>t 
!>1~1~! l~i¡;ht 1..,tor•e 'up<-,Íq< In Slll. for-l'<é· '!"'''-~'' 
(!at~c n), oven"~"' <he.e L:lf~t s)·>t•m• 01< r.li>Jerd"l)' 
C<on<,.~inocl. 

G. r.~ D~<ho~ntal Cu;,Jil ion• 

ln M~rr <o illu,tr.-.:• the ch,.~oled<tl"" <of th SQl. ~nd 
:.n:1c1 olr.orithtns, ni~c· numuk>: <x.;mplt• ''-"'" ,,¡,.,d 
""·:: ·'~ ¡::•.: ~:~·:;,•, '"""~"'" c~M ¿,.,e:• ., ... ,.: .. ., 
~fo.:YuC.O~. ¡_;,,:, m: .... ,;,;,¡¡,jS ... <fe ~·U~I"<!H;:<~ "' ,".,; •• ~;. 
' . 

' . ~- . ··-~ 



• 

e 

• .,...,,¡,¡.,¡;.,,..,,.,. d"'-'" ni~.~.,,; • 1,2.~1 ••.. , Q:"·ilh th• 
fn!!,,-:io;:·.-c!ne•<>h ' 

¡.-,,, , ~. !<l~\~.1-ol~n,i:ln~. ~no M-otU. -J: i1h -), ~-O ¡,, rlio~ 41. 
Tho,.¡.,,.., ]();) '"'" "''"' m,;clo IN eoch ["toh:t•m t~ilh !loo_ 
J':":l. ,l,o:ill""- .. oclJ\1 r~r" ',\UO 1~,-~0 fm o•eh W•-hJ•m 

t : :o·;-i~= e~,,.:::;,··· ·~;._ .... ,,,._,~~"'" , ,:,.,;,.,, r,., 
l•~h ~·~~riL~_,, .,_ '--' rO"''" t~ b< . . 

C.,"'""""l;·, <h• ""'"'""' "Z""'" coitotb ""' eh"''" ,;_, fol­
J~._., 

lo) N ;>o J(o(l (05-1) 

!~).'.',;.,2o (:iS-2) 

(e) M;>; lO~• (:l0-3) 

He: o .. \';, t~< h" ,:Tr.~ r-u'"~"' So¡, th. ~.u,bor o! h'-•ot· 
Lio~, <f. Lh< "'P·'''" " "~ ,,¡,.d to >•'."c;ly b,-4u!l',ty (22--" ), 
aod .;f ;, tl-.. mo<blc> of a~ y nf tito <;~or.:l;.i,. <mpl~:od in 
¡!oo o l::<>:ot!1,.,, U;~3iún (~) ;.,;:Hos •low ""'" •r;•~•~. «>O· 
<lit:.,n (b) dc~o«> < <lt<Oll< .,.,_,¡¡m•• <1 th ¿¡,JJI<eo"""-"~ 
.,d,.oo~""G"<nt!y, •low «>nveroe~c•; n.,d,.r.nally, ot~~di-­
¡¡,_, id d<:tota·an o;·rrfl<'"' in th•·nurnber-r=o• oi the­
<O«:puter.-~. 

"••centac~ .. r s~o<HS. Each Probl<m "'"' ... h-e<~ .. ,-~. -
al times otArtint >·ilh the now~ ,-~ru .. fi'""' ~- "-! 34.­
Ln N, denoto tl>O toL•f ~t:mbor of runs rnodOf"r ~ [i,..,n­
)>r"hi,m, usir.; o ~1on roolho¿; lo\;\'. cl•note the nwottrc 
ol ruru; f~t .. hich th• alrorit...,_m sur<•.¿,d in con~o,gi~~ to 

~ ""''''"' "''"'"'""'- '!'!::~. '"• r<=«<>'•;~ «f •u~ p ;..,.. 
_,;,-.ni>}· 

p•/\'.JN, (37) 

h ;, ""'od th:t G !' p :s; l ond th2t the hith.r thr ,"&!t. .. of-= 
p, th mmo tob<~" thOol¡:orit..':o:i ;,, •lnco Íl moaru; that it ·• 
has o !a:r;:« '""f' ohu<e~uf u.l connt~one._ ·--
Ao:~ol CorupUI<t.'Tinte pet nun. L<t-T,idonol~ \ho:._. 

CPt?-timPin ••ro~d• .,nployo<l in tho ith-·run to •ok·o a:. 
,;-. ., problom o.-itl:.a ¡;:, . ._., al¡:e:ithm. For a ri•·en prohleic 

' ' ' · ... 
·J., n,;, •·"'''"" "'''" """'"ic•l ,;,,,r.:n ''":.¿:'?c:ibo~. 

¡:,.:~m('l"' : ,l 1 h''"';h ; ,';. """ ..,,.,.,¡~¡,.,~,¡ ¡,). ~dp rt o l. 
flD.~l. "hM e>o::opJ,. 7.~ "'"' "''~"rlcc;od ¡,\.--r_,,,. •~¿ 
J,,.~nb (lr,';3). l"or <il\tp!ioity, •ool•r no U.' 'M io '"",¡ __ 

' r,,o;nple T.\. Ct>H<idor the pwblom ~t •niniuhi"~ tho• 
futlttion ·' --~ • 

' (z,-l)'+(>s-ll' 
(~ l) ¡ .. -

•ubject lo tho comtrai1110 

~,+3r:•O¡r,+z 1 ~2=.•0;z:->••0 -(~~) 
• 

'l'h~ r .. ,....;;nu (tl! 8dmit< tho ,.¡.,;, .• r.ti~imurr. f"' 0.40}~ 
E i Ul 01 th< p~i"t d<finod b¡-

,, K ---o.;~i-1: ••- o.z.:.:;s;z, ~ 0.62i9; 

' \ ~. ~ -0.116!!; ,, ~ o.z:..·.a (~31 

~, - 0.~.1-l~ 1.' + 01; ~, • 0.~2~2 E+ OJ; 
A: .. -o.:,g;3 e+~~ r~~~ 

Exu~ple ~.2. CM<ido• <h ptoL!tl:l o~ minimizing tl10 
fum-'.ion 

oubjeCt to :ho const.-Bin! ·. • - . 
(i) M tho ¡..~int ddin•d by,-. 

'' • O.iiQ.I E+ Ol;z, • O.ll9S E+ 01; 
~.-o_J~35E+01 

A1 • -0.1072 E- 01~-

'

' o•. ... 
tl.e {~,;ction [4S] hu t]-.o robtiv~ oiniriiu<:< f .;. 0.325-G E =--• _ 
O!~·L - . . -::- -- . 

(i;J'At thl pointdefin~~ bf::_~ · _ • ' - _-7.-. _ - - ""-

z 1 •_ G.9S61 E= Ol; •• ~ -o.8954; •• •- :0.16SS'E +e¡-_· 
(<~)"'-

anda ri~•n al:orít~ tho nota¡;< CPU tim• p<l >U<«ssi~l-:: ·.: 
'"" i> ghen by.._. ' . ~- .. _ - . ll'" f11nrlion (45) h .. tho r<bti"" minhmHn f. • 0.2!S9 E ~- - ~ 

s, 
T •• ., (l/S.J :L T, """----= - [M) ,., 

J:frc~li' ~ Cor.>;~!Or Ti.::e J:<~ P.,n, Th m•ij, ~~•roc­
I«Í<> v~ ~h' ~:;;vcit!-.~o ccr.:idr": ;~ <h:O ,.~en. ~-~-no!;-, 
rr-L""~"" ¡~;~h p) o~d <peod (1~~· T" l e•n he ~·"'-~in•d 
in • <inri• p~ran·.::<r bv CO~>Íd<rinJ tho •ff«IÍI'< (:PU 
Lim• p<r run, .,-f,;t±, ioi o riven prob!em and • tia:> •!;:o­
úhm, ¡,~¡,.,by 

(391 

Thuo, •n ·l~orith"' v.hich i• ¡.._., nr.rl hu a l-.i¡;h .,.-runta;• 
d '"'''"" hu t ,,-..,;¡., < !focti" """'l'lll•r tibo thor. en ~1- · 
l<>titbn .,;,¡,¡, i,¡ >1= ar.d hao n ,,.,;¡ p.r...,n'-'t• uf ouc­

''"-
Htbth~ J:rtOcir~~~- ~r 1-..·o Al.,orithm•. In ord" tn 

.. ', ';. . •,. ,: ': ...... :.; '.' ,: . : ;-.: ..• :;_, ·' ,¿ =--""' "' •'. =~­
ni!ita1\t p~,.n-.•:•r ,¡,¡,b i. r.::acbuz indt¡><-r.¿<nt, ._.U,. 
'· '· ,., .... · •. , ;,,:.· .. ·.-·ic:-~ 

·~· n ... :m·•.E < J ;,.,,~,¡~ that "-Q'.. ;, "'"" .rr .. ·i<mth..an 
),!:·\~!. "f.i:o th< ~;·,-,-.;,. :, 'r"• fo' r. > l.- ·-

"~ Eumplr 7.3. Con.iJ<r tL~ probfom of minii:Oi<ir,g tic• 
funttion 

f• (z 1 -l)'+ (z 1 -z,l' + (r,- JI'+ 
(r,-ll'+(x¡-1)• ISll 

oubj<ol to !h• cor.str;tin:.J 

,,•r, + •in [r,- r,)- h~ • O; 

ro+ ••'••'- S- V2 • O ('>:) • 

(i) A< 1 ~~ poi~' d•finod h}· 

,,.o_¡¡o<;E+Ol; 

) 

=t. 1 

•: ·.'l.~ n~ ;.' + 01: 
,_,.nt~'.~F.+nJ; 

z • • O.l:.&G 1.' + Ot; "• • o;; a:J 

~. - -'j r;.~_,, e- 01: ~.- -0.31r. E- 01 

Lh< f"r.~·,.jn r~n ;,,. '~' "l:ttin ..,;.,;,-.. _,m 1 ~ U.:·;:~­
W¡ Al th• po.Ont d<~nt<l by· 

•• 



-

i 

~," 0.1[1.';~ F: ~ 0\;xo • 0.1177 E.¡ 01; 

~, • -O.Jnl J: + Ul; ,, • úJ~~¡- E+ VI; 

~. r C!.S~~-1 (:o,'>) 

~, • -0. 146~ E - 03; ¡,, ,. -0.177~ {5G) 

th< 1~"' ti~n (511 h< tC.~ ,.¡,,;,~ rnÍhÍ<:Ium f • 'o.5:.:!3 ¡;; + 

"· {iii) ,\( tho puÍBl do~n.•d b~· 

r 1 • -0.102S E+ 01; '' • -U.IO\; E+ 01; 
' ~," 0.13~ E+ 01; ~,~O 1700;r> • 0.4531 (5;) 

~r.cl 

~~'-=-O.li~CF.+OJ;~,--0.2J;J!E-Oi {58) 

t~.t f~nction (51) hos th~ rola:;, .• mi:. in: u o-. f • 0.·1~0~ E 1 

"· (i•) ,\.¡ the p ... iM defir • .d by 

r 1 • -0 ""B3; ro • -0~H2; ~, -0.1.'0~ ¡:; + OJ: 
•• - 0.1W3 1:.' + 01; x, B OA9?5 (59) 

""" 
),1 • -0.1102 E+ 01; ¡, 0 • -O.H52 (f,O) 

the function (51) ha• \Lo ~elati1~ mínimum f • 0.~90S E + 

"· fu~o~~o'::ple 7.t. Conslcior the problen1 of min\mi<in~ tho 

{" (r 1 - l)'+ lx 1 -c>,) 2 + b,- r 1J1+ 

(r,- x1)1 + (x,- ••l' (61) 

suhJ••·t lo the <'unohain ¡, ,.,,.¡ x,'+•o'-2-3v'2•0; , .. 
z•-•."+> 1+ 2-2v'2•0;r 1<,_-2~o (6~) 

(i) Al the p<>Ílll d•r.ned by 

> 1 • 0.1191 E+ 01;z, ~ 0.13U2E + 01; 

""' 

•o•0-1472E+OI; 
,,•O:l6:>.5E+Ol;x,•O.J6<9E+Ol (G3) 

~, • -O.."lSSZ E- 01; ~, • -O.JG72J;- 01; 

~.,- -0.28731."- 03 (G-l) 

tb• lunc1lo~ (61) h&< the rela<i•·• tnirdm;.¡m { • 0.7377 E­

" (il) At lhP pnint ~•fin•d by 

x, • 0.2717 E + Ol; x,"' 0.2033 E+ 01; ••- -0.8179; 

•• ~ -0Af.;9;x¡~0.7359 (65) 

-'~d 

~, "'-0 28~5 E+ Ol: ~, • 0.7106E ~ 01; 

~,•-0.26S:E+Oi (66) 

the fu"-otion (61) h•• tho rolati•e minir.ourn f • 0.1396 E+ 
0~-

•_¡:;\ .... ;: • ' .:, .• d.f..:t-d b_;-

,, a r· '•Cé!; I:- o.~G.;o; E+ 01; ,., - -o 46~1; 
·-.~-u ;,L-:;,~-, .. ,. 

""' 
-~, ~ -ú.~S75 L' + 01; A: B 0.~20~ ¡.; + lll; 

~,., -0 .. '>0."5 E + 01 1681 

tho !unction (f>1) ha- the rdotive mínimum f • O 27:5 E+ 

'" ¡;, 1 ,>. 1 th~ p<>in< d<·fined by 

, , • -0_1~~5L + 01; x," 0.2ü2 E+ 01; 
,,. O.U74 E+ Ol;z, • -0 21_32; 

x,~ -0.100: E.¡ OJ (C9) 

'"' 
A1 • -0.2016 E+ O!; A, • -0.6231 ¡;- OJ; 

),_,•-O.S632E+OI (70)_ 

thr fu11rticr. (61) h.l< tbe rdniv~ mínimum 1 "'U ~7'-2 E+ 
02. 

h) Al th~ point d<f.r.ed b;,-

~, "0.~19~; "' • -0.2290 E+ 01; ,, •0.5377: 
x,F0.3~~1L'i 0!;~.,•0.2Jú5l:+Ol (71) .. ; 

A1 ti -0 218\ E+ 02; ~, •· -01006 E+ 03; 

~.- 0.8~90 I:: + 01 (~2) 

the fu~<t:~n {61) h~;; th• rol,¡live mínimum i • O ~.;;:,2 E+ 
o-·, 

¡,-¡¡ At the point dofonod hr 

~, • -0-~02 E+ 01;~, • -0.29S9 E+- O!;''~ 0.17lg; 

•• - 0.38~7 ¿- + 01; ~, ~ -0.7~01 (73) 

an,( 

!. 1 • -0.9W3 f! + 02; A, • -0.53:.0 E+ 03; 
),_,- -0.142\< f. + 03 ¡74) 

Lho fo><ot;yn (Gl) h4' th• r<lat:.e ,.;:nin;wn f • C.G~% 1.' + 
ro. 

Eump1• 7.5. Conoider the problo"' of minimiún;; th< 
Juuction 

1- 0.01(~,- 1)' + ¡,,- ~·'>' 

•ubjeot lo con•traint 

~ ... ~.·+1•0 

At the poÍnt defin~ by 

¡.,.o.ot 

(75) 

(76) 

(70) 

(78) 

thi< functio!> (j5) ha• th~ relativo minimum 1 • 0.04 
l::umplo 7.&. c .. o.iJd the pJ<>bl.ru ...r miuim:.,in~ the 

fu,Nion 

•~bjo<t tu con•troint< 

~,->,'-•"'•O;r 1 '-~•-••'• O 

(79) 

,~, 

Th• funclion (79) admi"' the <~(~ti>< minimu"' { ~ -1 •t 
;t.e ¡N;nl ddined t.:,-

~,--1;~:--1 

•~h.i<ct to t.~e con><r~int 

IJ-~o'J,'i>(-1~0 

(Í) Al t.he puint d•fino<l by 

(SI) 

(82) 

,,,, 
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¡ .t 
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10 
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li·O 

'" ~~~ 

él 
• os 

'" " " " ~~-

:._¡;(­

! ~ ;,•l 
•'7 _[;; 
!~_32 

'3 _,,., 
27 .7) 

4.45 
]_'; 

~a:;z 

' '" 
" '" .. 
'" 

•, ,-- '· ... 
,.. 
' ··'" 
Ul 
5.:; 
l.nl 
1 -~--1 
3.07 
l.l'l 

l.l5 
n.1o 

' .... __ ,.,., .. _ _e":_ __ .,.,. __ ••• , .. __ ,._ 

7.1 1.0:) 
¡_2 0.95 
;.3 C.?f 
"i • .;·G.7~-

7.S !.DO 
7.6 o.c.o 
7.7 o.•1 
O.B 0.1~ 

•-~ o.:2 

0.00~ 

0.135 
o. 7 ;J 

o_] ~5 
o.:-~a 
O.OP'l 
0.! ~l 
Z.lü~ 

o.oos 
O.HJ 
o.e 1 e 

O.D; 
o.:;~ 

1),170 

o.:;..;s 
IO.HO 

1.00 O.lll 
0.~0 ·0.113 
o.e~ o.t>a 
LOO 0.3:)J 
0.70 0.220 
1.00 0.307 
LOO 0.117 
L:J 0.!15 
LOO 2.701 

,, .. o:~,~v'3 

l,- ,'3¡6 

o Jl3 
C.l25 
0.6ZJ 
O.JOJ 
0.3H 
o.:;o; 
O.H 7 

r-.ns 
:!.771 

lh< bne<iulo (8.'li La• tlo~ r.l.ti<e minirnum f ~ -"'3. 
(ii) Attl •• ~oin: der.n•d b¡-

·••"' G;~,~,/3.:­
l, ~ -,•":J.G. 

OAJ 
1.14 
0.99 
1 .to 
0.4 2 
1.11 
1 .45 
l.<J 
J,'l7 

(S!;) 

(06) 

(S7) •. 

(SS) ;e 

tho (unni~n /s:l) ha..lho ul.th·c rni¡,inrum f ~-~·:J: __ 
r:~~.-.,;,. 7.0. Co~•i<lor oiw ~:obl~m ,¡ minimi>in; tñe 

r~n<'icn 

,, - ~r:+ 3':-1•0,>¡'+•:'1~~ ,,:,.¡ -4 •U 
~~~~ 

(ÍJ A: t!-• ¡>vin: Cr :~c.rd :.; 

'' m -0_1 :;;:,;;-'o e -0.~:~~ E~ 01: -'.t • 0-~0U E+~~ 
; ~ll 

~' ~ 0.0~'''- .\,. 0-.'::.1 F.+ o: 
~~· fv~cti•·o l"•l h•• ,;,. ,.;.,¡,. niro'n"m fe -o_a;~• F: 
, 

. '·. 

+ CL • 

1 
¡:, .. rn¡.lo 7.\', Con;id<r oho p_roh\em of 1ni"imi•inr. tl•< 

~~~:iio:t 

'" (• - \'' ' - . ·-· 
... 
:::; 1 •.k.1 ' - 1 • r•;j • l.~ •... ,' ... 

" ~¡,,>t~;'J-4•0 ·-. 
1\'ho•ro the ocdlicir "" ''•: ""J n; ar< ~i\'f-¡, by 

~.;·l:i"'i 
<,,•2;i•j 

or.d 

a,'"'l t3(i-1)/9;i~l.2, ... ,lC 

(il At :~· :>nioit d<f>c«< by 

-'t • -0.215~ F.- Oi;r, ~ -U$l~SE- 01: 

x, • -0.9\óó E- 01;>, • -0_9;~; r:- 01; 

'·' ~ -0.91SS E- Ol:ro • -O.~i5o !.'- 01; 
,, ~ -0.915-S E- 01; 

,_, ~ -09:5-S E- 01: >o • -0_\0H E+ 01;-

(S~) 

'" r IJ.3~0l L' + Ol: (lOO) 

'"' 
~, • -o_f332: ~ ... -0_2~7~. ~,. -o ;;.:eCJ;;- OJ: 

;.., ~ 0.7~3! E- Oi; l.; • 0.17S3; ).,- • U.!'•l~: 

)q ~ O Jlll; A..~ (l_JG16; X,~ 0.3~79 E+ 01 (lOJl 

tholun"ion (9:;) ~ •• tho rol" ti• o n>inimut,, { ~ -0 l-'>~2 F. 
+ OL 

liil/u th< poir.l dof:~<-<1 b)· 

~, • 0.105~;>, - 0.1061; ~. - o. JOS<I; 
x, • O,IMl¡ x,, • 0 105-l; X,;~ 0.1~-".1; 

>: ~ O. uX::; ::ro ~ O.lCIG4: >o - IJ.:CS-ll E.+ ül;. 
• >ID •--11~61~ l.-+ 01...: (lÜ~) _ 

~, • 0.725-1; ).; • n ~;O&; \ 0 • o:.:.~~ 1: .=n¡;-
~.- -O_f~O~ E- 01; x, • -0.:!-.•;~; ¡, • _,,_~¡.¡_¡; 

A, • -0.3~~~: }., • -l<A ~~ 1: ~. - O ..:lo l;; :e - 01 IH•3l 

th• fun!:':i~n t>•Si h3<1h rol~,;,., m'c,:<numi • -iU516 ¡; 
.¡ Ul. 

~- ;,: un•orical i:~•Uit> ~ncl CoT.du<ion< 

1ñt t'"'c.-¡.;., d"::i~d i11 >•<tioc. ~ ''•"• .. ,]-•0 u,b; 
bth tho >t>:.do:¿ ~~.-:::~,_,¡¡,,,,ion oi;<o::o:.:;, r;;~¡l.) ood 
t!.• "'"~:!'it-<'- '"nO:d of ,..~l:i¡o!ic" ! ~;'.: :· ! o i:: ,. "~:clo~''" 
,.,¡ th :he· <0-~t:i::-.or.t=! cc.o'-'teio~• ou:!:~r~ :~ •,; .-:ioo •l. 

T ,;,;, ;¡ ,¡. ·u, ir.: <O o:. • .o:::pl• ond <.:r: .• :; .. : :::-,,., ohr 
!9tol ~·,~.!-0' vf "'~'S,. :0• r.uonb•r ol >'-'«' -.:ui "'"' ,'."., 
;·•::· , .. ·,,,. •:·'"''·" · .... · 

., .. ~ .. 
---:;·-····-

. ·' .. _, ... - " ' ·.-~ .~. 

··- :.: .. _ .. 
. 'r <",-, ., . -... 

,•.:.,.".- .•. ::._-,;;,,,"'''"';c ... ·:: 1 .... 

1"~' r <~:c. ~U~ for :. \ ~,¡ ~:. On ,;,< "'''"' bh '· ;,., ~(',L. 1 i.-



· J"r<~M·~~ of.•u<«-<> l..·•·'"'~ u)""·., 1"~ i,; ~'"mplo 7.8 
ar.d ~:'"";, in ~•~o>p!• ~ .!'. 
0~ \f.o ~t•¡>ff ,;,.¡o. ~.]\ ',\! O<hit>ed ~ ;><rc<nt,t.e of <U<· 

,, . ., .,¡ h'·"· .• in,;, notopl<>. ~l.ilc· >'QL ~e~,;.,.,.,¡ • por· 
c<"n!d;:o ~r surco.• of J[IV ó ;,. t~·~ .xar:>ple• (.,,. of~ ~ich is 
he obt·ious li,oor-q.,sd:a~io <""mple 7.1 ). 

For tho nino uam~k. tho cm,.u!otit·• ¡,.,rce'>lage of '""· 
<'"""'!':'"olor~!\!\! an1; ¡·~ fur SQL. fr~m .il! theoe 
dA\'· t\.,. hidt<t whus: "''' ~f :,J.\t~-1 LS opp.-uont. 

(il) Coc,nut<r Timr oer Hun. ln<porti<on o{ tho "'"""~·· 
romp~t<r \>nl< 1>'' tun T., •~·''""' that 5QL Í> tupvior lo 
11!~1~! in ¡¡, .• «'ltnpl"' and bierior i::t four eurnplo.. 
H""·••·er.·~<hen on• \('o",~., :it 1~0 tffeotiH ,..;mputot timo 
per run T, .,. ! he >itu31ion ;, jn<t ¡he opp""i' o: ~!.\!~! is su­
perior lo SQL b si> c>o:cploo ond inforOor in th:oe exorn· 

¡" '"· 
(iiil n"l~ti•o 1-:moionot· TnOo~. In section <l. the reb· 

ti•·• •fr.cion<")" indu E ~., ir.t te>:iuced 8> a way of rn:nbin. 
in' prrrenl~l< of '""""'""'' "ith a•era~e ""'~f'uter time ¡>er 
run. while arrh in~ at o P""'"<1N "'h kh i< machine in de· 
prn•lent, to •nmr d,gt,,. Tl.i; rlr.cien< r indo• f: ~·•• de. 
r.ned..., follo.,·• 

E • !T .,,li'llt. 
(T,nh"'" 

IT,.Isqt. (p)'·""' 
(T,.htmr (p)<:<;¡L 

(1(1.1) 

Thlo r~lati,·o r·ff,doncv in<lr• ;, drfi~~ed ,o th~\ E < l indi· 
col"" ouprriodty of SQL with rc•prot lo l>l.\1~1. .. ·hrle E > 
1 indi<•te• lnf.,iori<y of !'\Ql. ,.·ith ''""i><d lo M.\1/o.l. in· 
•P<<tion of Tel>!o TI\ sbOt\"$ tlu:t E < 1 b throe eump!cs 
ond E > 1 in,¡, .,amplr.. 1 hu>, fro!'ll Lho eumples in>"<">· 
ti~ot<d, ~• rondude that ~~~,¡~¡compares fovorfibl)· v.ith 
SCJL. 

(iv) Tbe result.o of Tobles 11 3nd l1l mus! bo Laken witb o 
"Toin of ••lt, oin<t' O>rnputor time• oro p,..; .. only to 

WolO. This bein¡ tbo <ese. valu .. of E in the ron~o 0.8 5 E 

<J.~ oren<.\ •i~nifica,.t. In p~rti<ular. thi• ap;•li,., \o~·· 
orrplo; 7.~. ~.3. ~n<l7.6. 

1f one r·\d<Ldos the•o r>utnpl,.. thr·rr mndudo11 liiil 
must he w,,,¡¡¡;,.d '" ¡,,¡~"'"" <." < O.S in lwo "'·"~¡olr.• ~,J 
E :> l.~ in ("~' e>omp~<>· TI >~dOTe, "'" accnuntin~ for 
pos..ibl< impt«i>ion in compu<er timo m'*urrmon,., 
M\1~1 comp•ft• fa<orably ~~lh SQL. 

¡,·)A., ,¡,..~n b} •q 31 •"d 32 •nd Tah~o J. th• rol~ti•·•. 
nd,·anUO~• ~r .\l.\1\1 with "''P<<I to SqL ohc\,1d brmm• 
more •rpa:ont for lar~• oy,.rms (largo n 1 rn>~'•·in~ rnan)" 
o~nstrointo 1br~e q). Eumplr 7.9, wbirh inch•d,. n • 10 
vuiabJ .. ond q ~ 9 ronatraint.< oupporU tlti• l""'int o! viow 
(oee T~bl•·lll). 

ArkM" J~d~r:JC!ll 

Thi, r<>eorch wa; sUPJ!·orled by the t-;atiun"l Seico<"<' 
Fcund~tion. Crn"t No. G 1'·41155. The outhn,., are indeht· 
od to I'rof<·uor A. /1.1\•1• fo' •timu]atin; d;..,., .. ion>. Thi• 
wcr~ ""' den• wbile tho rrrst o>~thor hr Id • r"''·•h:tor~l 
positiun ,.;¡h tho Aoro-fl<hoi\~Utics Group o( Rice Uni•·H· 
Lit)". Hou•tou. To>3s. 
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CAPITULO 3 
Diseño t)ptimo n1etlianíe conr¡utlatlt)ru 

y srt ~plicación a 

1.1 El problema de di .. ño 

El problema de di<erio tradicional •• '"fi<re a t.. 
concepción y d<Ocrmin~CLÓn de los caracteri .. ir~s fisicao 

de un ''"•m~ en forma tal que .atisfa~~ b~>ico::~ent< 
lo< n'qui<i<eo de funcionamiento cumpliendo ron n<r· 
<:11 reotriccionC'l_ 

El •i!lema a dimiar puede •cr. entre o<rm, una 
.-Atructur>, un ap>rato, una máqutna, un si"e"'a de 

· ~or.trol, u:> circuito, o bie:> una combinación de doo 
1 o mb de ¡,. miomo>. 

Lao =triecionoo "' pueden r<lcm a la> litnitactone> 
en la, c~ro.cteti>tica' mcdnico• o déctrÍC» de los tna­
to:riales, 1 los tan»io<>< y copo<id~des de loo <omponente> 
que S< encu•ntran comercialmente, al <"lpacio dl>¡;>OnÍ· 
blt, al m<:'dio antbien<e. a comider:>.CÍon., de •eguridad 
y a muchas otrao. 

Por lo gen<ral. no b~''" '"" "''"foe<·r lo• ~uisit<>' 
do fu~Óoll:HnictHP ,ino <¡oc, odern~>- hoy que ,.,¡,¡,. 
«li<>'l de ~ru~rdo <on al~ún 1 rnerio <¡u< drl"'nde dd 
objeto qu•· "' ¡><r·i~u,· y la aplicación <id ,;,,m~. como 
por ~jcnoplu, ,.¡ .¡¡,,.¡-,., d..l>o ,.., \u nú< ecn,ón.ico po· 

1ibk, o bien In,.,,;, diticnL<·, o lo m~> '""'l'"'·tu. o lo 
mi> :~<'guro. F.• dctir '1'"· r><·mialw<'""'· ,.¡ ~robl«"" 
de dioei!O ,., un probkttt• <1< uptimiuciUn. ¡>ro.-..-.<1 '1'"' 
ntqUÍ<r< u11a ~'''" cunid"<l tle "l''""'·io;o,-, "'inmtit-~'-

Col .. : >etO.,bt qur ""oh"'''""' nnjo>r.o <iur.mt<· l.1 
t11>lución rld ¡ n '"h" to. ,., ,¡.., ir. mnli.>nl<· d Jo·.~•" .. llo 

de nw·1o> I""""Íj•" , . ., ti.,,.,:,'" uttlit.m 1." '''l"'icro• 
-.r;,, lo~r.l<b> ,., l.t pt<..Jun ¡,;, ~ .tpli,-.,. iún ,¡,. ¡,., .1n<c· 

-~Í<>I<>. f.>l<' t'< '"' '"'" "" ¡,.,.,,. " "'"'"'' ,,.,,. i"cl<it.<l>i<·. . . . 
l_.-" Sin un~~·¡;o. 1.., té1 nic~• '"~""'-·,,¡,_._,,,_le "["ÍIIIÍ;•.>n<"•n 

la irr•reniería lll!!cfínictt . ,., . 

y la cmnput:tdor.t ~1« lfónic~ han hecho po<>bk abr.--ior 

y abaratar dicho proco·"'· 
Eot:to circun>tanri~•. ounad» ; la .,:wnci.l de b 

fuerte competenCLa "'"' fobri<·onll"' ~' lo< pai1~1 ~ha· 
mcn« indumialmd<" ho tr.liJo C<>II>O comecucnr:~ ~~ 
gran au~c en el dc-."rnl!o ¿~ dicha• :b:r.tcn_ 

EKi.,en tr<l cla><·• <ft· opumiut-iún. o -ab•r: 
1. Optimuación dt• maonllud 

Optimizariún Jo forma 
3. Optimización de conti~uraciOn .. 
Lo que comúnmente «- entiend,. por <>prnnuac:on 

"-· rdirre a la primera ca«~orb. ~in ""h.lrgo tndas 

"'" digna• do conoiJrrociún. 

8.3 O~timi1oci,;n de mngnitud 

Para concrc\ar [;• idea• "'"""rtme, ; 1""'"' horer 
optimiz><iom'> pr.ini'"'' ~ la m~;"r bre~t·~:ld. och<mo• 
una oje~d~ ~un<» ejt•mplm Je opti,,;,~, .. ¡, cle O<.<~· 

nirud. 

Eiemplo l 
Se dt·"·~ d,..,.,-,,, "na caj,l dr· <">nón , ilintl:i,-~ lo 

m.Í.. ,_.,,.,,;mir~ en materi~t ,...,;¡,¡,. l'·•r• """'""« H~}t 
tm' d< <irrtu p>otlud<>- Ln> "''-"[Ude> <¡U<" ><" ~.-u'­

tumbr.lll utilizar 1'~'~ .dnww.n tlith." o.Jj." "'"'""·' 
una ~lr111a de ti"" o·utrr n·pl"'· 

nr,., "''"~' ¡~, 1'"'1" '"-i""'"' <•p<i"'"" 

.'óu/o.<áoin 

f ·.., "' u/"' ·i,; " i" i ,.;" 1 : 
A -2 (~rh + ~•') 

v- ~ r'h 
h;>;h,,. 

Cri:oriu d,. "l"""i'-" ¡,¡,_ 
{A. fumiU11 .l ,.,i,iti<ÍI.Hi. 
k~quÍ>Íto> .¡,. ,.,,.;,,,._,¡;,¡_,.]_ 
!.imit:« i~n-

'" 



-

-



168 lli•rñ<> oi¡¡¡¡,.,., ,.,.,,¡;.,,.,,. rompurado..., 

..i.li:.J><'<ilic~n: V, h.,~ 

, ~arUbles; r, h 

'-~' Vaol:oble «>ltÍngida: h 

Vaoúblc libr-e: r 

Par.> obornor l.\ formulación final, eliminamos la 
nriable li\m, r 

Formu/acWn Jinol: 

A • 2 (V ,.Vht + Vh·') Criterio de optm>iac1iin. 

h :S; h.,,. Limitación. 

Se «p<cilican: V y h,.,. 
Vari¿b]c: h 

R<currictodo al cikulo .. obtiene: 

-2Vh,-·-o 

h, • L085V'- • 10.85<m 

!"'"'" que h,.,. • 6 en o 
h.. > h.,,. 

. • '""'" h: no •• la ah uro <lptmltl y •cgún l"'demo> 
n b gráloca de la figura l 

h.,, • h.,~ • 6cm 

·~· 

, .. 
.' 
' • 

y por lo un10 

·-- '"'-~~CID 

A... - 2 ( ~· ........ + ••' .. ,) -
2[•(7.25) (6) + ,.p.~;i]•J • 609on' 

En ~ figu.-. l ap<eóamo- ~uc ,....,r.,.,;., punio cn 
lo. ro;.~ión de d"cñtJ bcHblc oaliofocc ,.¡ · rrquioilo de 

funcionalidad de la <>ja: <t<~HenN 1000 cm'_ Sin ~m­
boorgo, .,\lo cuando h • 5 cm se "''isfa« e\ crit~rio de 
optimiza~ién: m;í~irna econ~mia. 

L"n di•eño en donde no ,.. utilizar.> ningún critcrio 
de optim1z>ción podría r<>uhar p;:,;,,,: con<idirne, 
por rjcmp\o, \, p.>rte iu¡uierd~ dc \a rogoén de di><iio 
bnible 

El método G"~ •• ilustra ,., debido al profe""r R. C. 
JohMOn, del lnnituto Politécnico de Wor<e>t<r."" 

fle.,plo 2 

Una viga de aceto ,;,,plrtnm<e apo~ada de lOOq 

de l3tgO, de -.cciOn t<etan~~'"'· cor. 3"' de ¡><'<ahe ) 

1 q de ancho, soporta una carca concentrada de 720 lb 
en rl centro . 

1. Calcul>r a mhiono, e - esfuerzo normal a una 
oección. 

2. Calcular r, mhi ... o, r, -<>fuerzo cortante t<an>­
~-' 

r-OI'TIIIO 
j ~-INIIIC S!'GUM EL 

CALCULO O;f<RfNCIAl 

.. 
~, 

~-··· 

-

~ " 1 -RECIOM 0[ 

• 

DISERO 
fAC118U: 

' 

-- -·-

•• 

'" 1! ft,cm 

-- -- -

• 

.... 



. . . 

., 

.. 

• 



. ·- -· . ·- -.-

•• Estooblcrcr un~ 

.. 

tantc. m.himo , en función de ~ y '• par~ cual­
quier punto. 

4. Cmnpaur los ,,¡.,,., nutuúic'"' ob<cnidM en 1<'11 
inci><>< l y 2 y, a la luz de dio. sim¡,[,iicar b 
...!ación que .., .-tablt<ió en cl tnri"' J_ 

5. Con!.idcrar ahora que lu dimc""o"'" de b , ... 
ción de la ,;gd no han""" Jw-mlin.<Jo,_ L'tili. 
a.ndo la ~!ación dd inci"' ~ dcterraimr la, 
dimen>iMc> de la .!t<eÍÓn, tal ~u•: 

El CO<to (p.,.o) ,., mínimo 
, no exceda a 800~ lh/in' 
El per>hc h no e,oeda a 3" 
La dtflexión máxima no ntoda O.t'i" 

Proced<r de la •isuientc manera: 

a) Obtencr la formulaá\n iniri•l curn~lota. 
~) _'\. por<ir de la inicial obt<ner la lormula<ión 

final com¡tlct;¡, 
r) D>buj.r a c><:ala lo rc~tón d·· di,ciio J~ctLble. 
d) C..!cul.<r los ulor..s óptimO> ~e: d Orca •«· 

cional (índice del co"o), la, dimcmione,. ~ 

el afuerzo r. 

6. Si <e c~Jge ahor~ ~u< la ddi"IÓt\ no e.,«da 
a 0.2". 

•1 01bujar la nue1·a región do di•eño factible 
~) Recalcular lo• valor"' roqueridos <n el ir.<Í-

~" 

Sol•dón 

• 

A- área >e<cional de 1~ ''~'· 
~- á<e"- occcional <ir b ,¡~d arr,b (u .lba¡ol Jcl 

f>Unto 1"'" •·1 .ual "'•~kula '· 
b - ancho de 1~ 1 i~o. 
<- di>!amÍ.t 111<"<iiJ;¡ de•J< d o·j~ 11o·utn> .oll"""o 

mio alej:~d<> ,J,·l mi•>HO 

_:.- dcflc.ió11 '".""im:~ ,¡,. l.t "~·'· 

E: - n..:.dulo ,J,. '"'""'~· 
h - p<'ral~e ,¡., l.o ''~"· 
1 - momt·nto dr in<rco;¡ del ¡'"·' ><<> ¡.,,,¡ <1< !.1 

~•P· 

L - lotJ~Ittod Jo· l.o VÍ<.I. 
l>t - monu'""' IJ,.,¡,.nantr . 

' Q- ~"'"'' 111\.>!lWo\to 
n<ulro 

V - lm'fi.l ""'"'"""· 

,, '"'1"''" ~1 ,¡,. 

.. -

V• di>uncu <<n<roi<i>l •:cl ue;¡ 
dc •l ejr r.eu<ro. 

• 
(1~- valor limilc. 

• 

' " ' -~ ' 
(7~0) :·ll) ------- :· 

.. "'~·-

2 .•••• , -

'··-· -
(
"') ~- bh· 
2 ~ H 

3P 3 ¡;~: -~---
~bh ~:t : 

T 
1 

' 1 

1 
.lL--,--J 

• 1"~ ·"' .: in' 

3. Para ,ualqu~<r p><nto• • m•Coa:.:c d ,;re_·, de 
Mohr ... nbli,·:.r 



' 

!1 

4. ,, < < < " y ademh 

- ~uando ¡-·- r y ., -o 
rt~ando y - O .. , y ,, n ncioUmo 

,, ,.. vue<J~ conoidrur nulo ) 

• ··-, 
5. ConoiderarionC> prolirninareo: 

., 3M ·---, ... 
PL' l>IL• -----48El Ebh' 

formuladOn inkiG/ 

:\ - bh Criterio d~ optimi,arión 
(A, /unción a mmimizar) 

-- 3~ 
"' ML' , ---­. Ebh' 

\'uiablN: b, h. <,-l 

\"ariabh lib.-...: b 

Nótho· 4"' las ¡•a•iablo·< l1ho·s '"" '"J<illa>noJI< las 

'l"r '"' " i~d" U>J , u~Ju linlitada>. 
Eli.,inand<> 1., ··onablr> hbr.-, •e obtiene la: 

"' A•--

'' ·- L'• 

Critnio dr optimú..,, ión (A. /un<:ión • 
mi n i mi""' r ) 

Rt·<¡UÍ>"~ do fundonalidacl. 

"' • • • ' 

¡,. parám.-tr<>< E, l-1, L )" ¡,. valorC> 

límite> '"' ..l.o.. h". 

Variabl .. indopcn<lientn: <, h 

Vari.lbl< de¡><:ndiente: ..l. 

• 
O~n·ano<» que. a dilorencía del ejempl~ 1, ahora 

trnemo• do! '·'riablrs indq><"ndiente> y quo·. por lo tan­
to, tendr<'ntO! una región de dí>eiio bctiLie en d"' di· 
m<n•ionN. 

Dotrrminrnoos. pu<> ]~, /mnl<JO> do dich• oegílm. 
Lu frontrrao rdrt<nl<> a ¡,, '""ríabb inde¡><:lldi<:n· 

te> qurdan definió• ínmedi.uamcntr por 
n<>, de dond~ .. obticn.n >U> e~uacion~: 

•••c-8000 

h-hc•3 

la• limitacio-

La front~fa rdor~n<e a b •·artabl• dc¡><:!l~Íen<e •• 
obtiene •u!lÍlu)endo la lir.útoción <01"r<>p01o¿!cnte <n 
b e<:uación rrforcnt< al rr<juL>itc. de funcionalidad 

- 3(30 X lO') (O.ü) h 
(100)' 

La rrgión de dioriio /actible ><: muc,tra en la li· 
gura 4. 

F;p .. 4. F.iemplo 1. ll.e!ii>n d< 
;>.,- o .• ~-. 

-' -

' 



- -·· 

que la 

3M 5.¡ 000 A----
' h T h 

A es <ninimo cu~ndn h y , ><>n ~rnb:l.• mixima• den­
U<> de la r~~ión d~ dim;o faWble o sra h- ~~. '-
8fXX1 lh/ in'. 

- 2.23 in' 

y rl ~alor corr .. pondionto de b es: 

2.23 - 3 -o.w 

6. Para .::. 1• - 0.2" 

·-l800h 

y b ~:ueva r<g<Ón de di•e~o factible "' onuema en 1~ 

figura 5. 

.. r .. !b/pls• 

.. 

""" • 
" • 

n, pi, 

Ro.,i•n de J.,eño l><toblr p.lf> 

lo~ L>.r. 

r. .. , -
~non 

.. -- -----
·~" .. ~" 

corno o. apl<.-tr.t '"" ];o ¡;~"'·' -' 

1 '""~ "" obliem• de la inlor..,cción de la> frontera>: 

r-lBOOir 

h-h,-3" 
a decir 

,...,., - 1 800 hL - '> 400 lbfin' 

• '""' --....... - ''''"·,·"·~"e,..-, - 3.33" 

A 3.33 

'·· ----' ' 
los valore, 6p<i1no> "'": 

...... i• A, i•' h, ;. b • •• 

0.~5" 2::!3 ' Q_n 
0.20" 3.33 ' \.11 

8.4 Conoid.-ocion~• clgobroico, 

0~% 

0.2 
•ooo 
5<00 

Si en lo> anmi""'' ~jrmul<>> '" <Or.>id"a'"" r~clu­
,¡,.amtnte ¡,, rrq•li>ito< de ftor>cron.ll'r-~J. ,e "''='" '"" 
•i'lem~ con un número ma~-or (!e '~ri~bie, <luc Oe 
.cuaoione~ 

A conünu~ción , .. re,<lmen •<ra> <>~tiód~ en rc1~· 

ti6n o loo do1 prim<"r<'> rjern¡ rln• . 

s· J, ""'"'·" ....... ,. ~. 
t;¡,.,plo Fo"""l"'iJ• .v· •• "''"b'" f""''"""~'"''d 

' Inicial ' ' final ' o 

' lnici~l ' ' ' Final ' 
Lo antnior <¡trL('f< de< ir '1"" .-i•tc un númrro ;,.. 

finito de ,..,]uó<>ll<< de dicho ,¡,,,.,.,,,, 
Si Oe ··~<l>id<l'< olrt>l.t rl r·rrnjunt<> do· ].t• ,-,u,,.'""'' 

rdero·nt<> ,, los n·o¡ui•i"" d,. 1"'" i.m.,lid."! ' l.r< ,!,·•· 
iguald.>dt·• t<f,·n·lLte• ,, b• \imotarinn,.., ,. ,,..,.,. <¡U< 

oc h:~n r<du, ¡,¡" lo> <.olnn•• '1"'' l''"''k" ''"'"'' l.¡~ 
'"-ri.1bb ¡x·rro ,.¡ ni<lllo·<<> olr o<rluo·i<•IL<~ •i~u< •e<nJu 
¡,finito. 

F.n di><·oi<> u;o<\io·i"'"'l "" ...- drlitl<· .. iu~;,,. < ,.,,.,¡, 
par~ sd«, inu.Lr '"'·' .,,¡,, do· \., ,,.¡.,, ;,,.,,., 1'"'¡,¡,, 

En r.uubio, ,., di·<·iiro ''l'"l"" ,¡ ..,. lii.t '"" ,,,¡~ 
JlT<"<i,ión dtt ¡,., < ,¡,,., ;, El 1"'" , . ..,, ,¡,. "P'¡,.,¡,,., ;,:,, 

n><»i<~• ,., la ~''"1""'1.' ,¡,. ditlt., ,,¡,.,.,.;,, 

fjc"'plo J 

~,. T<''l"'''"' di,.·ii,tr "" "~""'' ¡,¡¡.,,;,!,¡ 1'·"·' "" 
con•~";,¡,, do• 1~~•.• Ya ILO< ,.do "1<" ;.,,..,,1,, \.• • ·'"'•· 
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[! '""'"" '·' m"rota.!.• ~n '"'" fl.·do~ <"U)" diárowtro 
D, !• ·• fijó l'"' lo qur ;1 di.i""""" ÍO\I<"rior !J, qu«b 
Jimio>; ••.. \<k".~' P'•' ·~c.<ide""'""" de npocio "''"" 
un l::,;ite •1u• "·'' del>< ,·xcodrr rl di~metro o"orior 
D. d<: IO<.<>rte. 

Y• ,.. ,,¡,...,,,.,.¿ "1 ::·.tl~ri~l. por lo ,·ual )a qurd~­

ron "'''"r:t.ina.':• ol ~.r~'""' pmni>ible '•· ¡· .-1 <nódulo 
do t•·csiór. G. :'in •·mb.\:oo, .-1 al:t,,b,. >iene .:mica· 
rne~:, en ~~ C.O:.erMo ,;;~mr<ros d .. 

~r Je!<a k:" mini:::o la longttud cerrada del ,.... 
><>rt< !.. cuar.~.' tod~• :., <>pi"" ~•in rn conta[lo) 
corm;or.~i•·nt: > la car;• toohima Q 

L>< n::~cio:.,. que >< empk•n rn d disciio de ~· 
>Orttl hehoid~:,. >On: 

D 

' 
" 

IIQD .. w _,, 
\\" - w ... - d 0.615~ 

4.!.>. ,, D. 

diátE<::o del a:ornbre. -¿jime:co modio· ,, ,, e•p~ta. 

~u me:: ,, eop:ra•. 

- iactor ,, conc;otrarión ,, <5/uer<o 

[>'ab!e<er :, formu!:ción inicial. 

,, \Vahl. 

... p.;<rtir de :a forn:~!ación inicial obr~n~r la fina!. 

~ -3~ lb¡ in 

Q - 4E lb 
D, -2 .n 

l!._, -i :~ 
., - 41. lj)(l lbjlf.' 

G- 12 ;( 1\l" IVin' 

So/ud.On: 

' 3:i" ¡¡· 3'! .. 

inidal 

"' 

Criteri" cl,• optimizaci6n 
(L. fu1Ki«n a minirniu.r) 

. - Gd' 
60'-N 

8QDM\V 
' - .... 

" 
4D,.- d -~( Ll. d) 

' o; • "' "- - ' 
De-Di-+2d 
Di;:;¡: o, 
' ~ .. 

• 

De~ D, ... , 
d-d,,d,, ... d. 

0.615 ~ 
D. 

Rcqui<it~• de 
funcionali<bd 

limitaciones 

Se e>p<"<iliran: ~. Q, G, O,.,., D .... 

\"ariable.: :\, d. r, D •. W Di, De 

\"ariable< libre• · !\, W, D., 

Eliminando la• •·arioble< libre; >t obtiene: 

Formulación JintJ 

Ctirerio de opunn•ación. 
L., !unció" do minimizar. 

, - ~Q(D, + d) [40, +3d 
~d' 2D, 

+ 123---- •' ' ll" D,+cl Jj 
D,-D,+2d .l 
D, 0!: D, 

' !> •• 
o.::; o._, 

d - d., d,, d., ... d~ 

Se eopecikan 1"' pc>ramc!ro>: ~- Q, G, aoi como lo• 
,·aloreo linute: D, .• , .. D._., d,d,, d~ 

Variable> indq>endirnto>: D,. d 

Variable> d<p<-rtdientn: r, D. 

l;ub<titu)endo •alor.> numinco.. obtenemos: 

Formulodán final 
d' 

L.- 3.84 X '"'--·--(ll, + d)' 

Critoriu de optimización 
(L, función a <>pumizar) 
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CO.'I!JltJOI!ES !Jh' (11'TlHIILIJ)/,J) 

'" •1 scnli<lo m:.s nrnplio, " prol>)cm;:>. generill 00 lineal " el 

,, enContrar o·· cxtreJJ\0 (r.~fu<:lmo o minimo) ,, =o fUnción objetivo sujela 

Sin e.otbargo, el\ las si 

• ' . gu~entcs seccloncs de estas notas han quedado excluidos los dos siguiente~ 

/ 
' r prOblemas: 

a) Las vari»blcs csum rcstringidils a valores enteros 

(programación no lineal cnt<:l'") 

b) L<l~ restricciones incluy<!n al p"riunetro tiempo ""la 

.formo. de una ecuación diferencial (control óptimo). 

'" lo d\11.licntc se supondrá que h función objetivo ; (,) " -!,~ 
continua, ,, (x), ... , p.(x) 

1 
denotan 1 .. s restricciones de igu<>ldarl ' 

' mH (x)' ... ' ', (•) las restricciones de ?csigu;lldad donde : 

' ' ~ ( xl ' ... ' ' ) " 
es un vector columna de componentes ' ... ' 

en un csp.--cio euc:lidi<l. .. o n-dimcnsioni\1. (L<>S v;>.ri¡¡.!>les . .. ' 

• pu.,den ,..,r p;u·.i.:nctros Ce di~ci:o, ajuste d•> controles, lecturas de 

' 



l 
1 

.J 
' 
" 
1 



.. .. '· .. 

instrur.~entos, ele., micntt·u~ q..,c la !'unción objetivo podría t•cpresentar 

el costo, pcc;o, o~n3nCÍ.J.O., cte.; fin:>.Jmcnte, l<>s rc~t•·iccionc~ puc<lcn re 

prcs.,ntar r'equcrüticn~os técnicos, condieioncs de operación, <"\'c., del 

procc~o). 

El px·ob1c_m,. <le progr..rnación no lineal se puede establecer 

íor;:-.almcnte como : 

Minhoit.<ll': í (x) , x e E" (l. 1) 
• 

sujeta a m rc~triccioncs de igu::Udad, lineales '! o 
no lim:ale~. 

J = 1' . " (l. 2) 

, {p - ~>) restricciones de desigualdad, lineales '1 o no lin~"les, 

j=.m+l, ... ,p (1. 3) 

O en forma al t crna como : 

(1.4) 

donde R es el do::-.inio d" x para el cual {1.2) y (1.3). se satisfac:en, 

es decir: 

R g l>:lh.(x) • o, g.{xl> 0, ¡ln.ra todo j) 

' ' -
(1. ~) • 

\In ejemplo ~=cilla de )!rogramacil>n no lineal es 

el que se 111'->CStr<> en ¡.,. figura 1, y está d:..do por: 

• 
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• 

• 
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\ ' 

' ' ' -.... .... -

' 1 •) ' ' o 
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l•l ' ,., o 
'2 • X 
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,, o x
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1 . 1 
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Contornos 

de.f(x) 

FlGUP./1 l. P.epre~cntac:ión gc<>métrica de un problema de programación 

". ' lil<\U.Á 
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' 
• IL " 

que s<>tisr .. cc" 

(1.1)- (1.3) •• 
se llcnm.lina ptmto óptir-,o, y el valor <le I (x ! que 1" 

corrt'sponde ~e denomina v~lor óptimo de la I'Unción objetivo. La pareja, 

• 
' ' 

• 
!' (x ) const~ tuye la solución ónti~a. Para algunos proble.':'las, pu~ 

d<>11 existir varia~ calegorias de r;oluciones óptimas si la función objetivo 

no cs unimod"l (exhibe mas de un punto cxtr=o) como se ilustra en la 

l'igura 2. La solución olobal óotima representa el valor nás pequeño de 

1 (x), mlentras que una soluclfon óotim;> local (o relativa) representa 

el valor más pequeño de !: (x) en una cierta vecindad del V<-'CtOr x: 

es decir, 

• • (x) V X "' tfrS;f ?. óptimo global ' satisface ' ¡, ) < ' 
• (x)Jix-x''ll.::_ ~(x'') óptimo local ' satisf"ace ' (x*) 

< ' 

2 .1. Concavidad y Convexidad 

Los conceptos de conc<>vidad y convcxid;¡d ayuda.., a determinar 

bajo qu-e condiciones una solución Óptim:. .. local es tambien solución óptima 

globaL 

Un.:> l'llnc:i6n lj>(x) '"' dice que es convex" en el dominio H , 

si pi\ra-cu<>.Je,;quiera dos vcctorc~ x
1 

y x
2 

tR, 

' 



'· 

(1.6) 

donde O es U.'l e~calo.ro < 0 < 1 •. Ad<:".más, .¡,(x) es e~tricl'"rnentc 

convexa d, pm'<~. x
1 

i x
2 

,_el signo <; en (1.6) se puede,.,.!!!. 

vla7.il.l" por el signo de <lcsigu::~ldad (<). Si en (1.6) lil dcsigualda() 

contr,.ria es ]¡, vllida, se dice que la !'unci6n ~ (x) es cóncava (_::) 

o estdctarnf'nte cóncava (~}. Notc_que.si. <} (x) es cóncava (cónv.,xa), 

-$(x) . es cónvexa- (cóncava). (l,as .funciones lineales·son, -sinmltÍlncl!__ 

rnéntc, convexas. y cóncavas) .. 

• Una runción convexa diferenciable Posee las siguientes propis 

dades. ' 

b) La -matriz -de ·segundas derivadas;;porc:iales· de <f(x) con ) . 

respecto a- x (matrh: Hcnsiana)' es··positivi-definida ·(o· 
(l. 7) 

positiva scmidefinida) para toda x si Hxl es estríe 

tamente convexa (o convexa). 

e) Sobre·e1 dor.Unio·de R; $(x) posee un sólo mini~o. 

Un conjunto <le puntos (o región) se def'ine como conj\l11lf!. convexo 

en un espacio n-dimen.:iona1 si, para toda pareja de puntos x1 Y X2 

el conjunto, la linea recta que los une pertenece completamente al conjunto. 

t" dC"Cir, R e,; convexo si para toda "J. Y x
2 

R 

' ' ' 1 

i 
1 

1 

1 



•• 

•• 
'· 

De los conceptos <l~ c011vcxidad =crgc un resultado importante 

en progrwnacil•n rnJ.tcm.ltica: pa''" "1 problema de progr;unac:ión no line"l 

t!inin,il:ar l' (x) 

sujeta a g.(x)>O ' -
' ,, 

j .. l. ... , p 

en el cual i'a.), f" (x) e; unn función convexa y (i') cada r"stricción de 

dcsiguc>.ldnd es una .función c6ncava (la~ restricciones forman un conjunto 

convexo), se puede d=ostrar el siguiente resultado: !!l ~:~ínimo loc:al ta:n-

bién e~ minimó alobal {Usando argumentos opu~stos, el resultado opuesto, 

máxir.>o, también es cierto). 

2.2. Factibilidad 

CUalquier vector x que satisf"ace tanto la~ restr'Íccionc~ de 

dcsigu:>.ldad como las de igualdad se llama punto lactibl,. El conjunto de 

to<lo~ los pu.'1tos que satisfacen las restriccione,; constituyen el dominio 

hctible de r (x), y se denotara por R; cualquier pUntO no en R se 

llrun:!. punto no f;:.ctible . 

. un l>Dtir:t<> rc~~l'inr.ido es uno )J:l.ra el cual el óptimo lOci'l cae 

• 
en la l'ronler;, de 1<:~ región f;..ctil.>le. Si las restricciones son unicame:~te 
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•• 
de iguald;:.<l, '"' punto x !...:tibie <lchc c~cr en l¡¡ intcrsccci6n" de .tod,~~ 

las llipcr~uper.ficics que satiSfilCcn h.(x)~o 
7 

• 

Con respecto a las rcstriecioncs de <.lcsirru<~ld"d, un puo.to x 

_o;;c puede clilsi.ficill' como nunto interior (f<~.ctiblc), punto fr<•"trr,-, 

(r"-ctlble) o punto exterior (no r,.ctil>le). Los pu."'ltOs interiores son 

aqucll os ·pa1·a ,,, cuales '; (•) ) o ' para un punto frontera, '; • 
1 

'; (x) ¡'= o para '" I!<Cl\05 =o restricción; y un punto exterior, .. 
g j (_x,) '<- O .. para al _¡:¡enes una rcstricci6ri. Las· restricciones· se ·llaman 

(O.de atadura)". s1 • o. 

Una r"gi6n R de vectores admisibles puede ser convexa o 

no convexa, según se describió con anteriorid3<', pero ad~!> puede ser 

w 
simplemente conexa 

(a) sirnpler.~cnte conexa 
(no co1ivexa) 

ó no-simplc::umte conexa (ver Figura 2). 

-· 
R.eg i óol·­

·f<ictible·' 

Contornos 
d, f (x) 

(b) no simplemente conexa 
(obviamente no convexa) 

-

' 

• 



' 

• 

• 
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•• 
2.3. 1:1 Cradicntc 

El r;:onjun\o de: puntos p;~,ra lo.: cuales una J'U.l'ICión f(x) exhibe 

un valor constante, se ll<~~an contornos de f(x) 5i la .fun< ión 

f(x) es continua y difert:.."lciab)e, el grC~dicntc d" la .í'unción existe y 

está <ld'ir,ic'o cm .. o el v~ctor colwtmn J'orm~<lo por las primer;:>!! derivadas 

' Parcialris 

' ' 
' 

' 

¡ 

de f(.x) co,.,_ respecto a x es decir'· 

/ Vf(x) ~ (1.8) 

Se-puede demostrar que. en el espacio métrico euclidiano, <:1 gr!! 

.diente de una I'unci6,-, escalar ~punta en. la dirccci6n de má>omo incremento 

.-.~- en el valor de la .función;· máximo "~ccnc.o, y que""· además, ort'ogonal 

a las lineas de contorno. El negativo del gradiente apunta en la dirección 

del m[txii:!O dc•.c'"'~o de f(x). Finalmente, cualquier vector V, or-togonal 

a Vf(x), tal como la supcr.ficie tangente a f(x) 

' 
(f'igura 3) 

c"'tá ·le.finido por 



' 
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• 
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. '· 
x, 

Contornos de f(x) 

Uf (x) 

tlf(x) 

"-----------------------------,, 
FIGURA 3.- El:, gr¡:,ciiente, y -la direc:ci6ri. da, máXimo- descenso. -

2.4. llproximaci6n de f\mciones 

• 

-Algunos-de los-procedimientos de progra.>:~aci6n matemática que se 

discutirán más -tarde requieren de aproximaciones-lineales o cuadráticas 

para.-. J'."(X)', g (x)"· y_ h·_(x).-

Una aproximación lineal, o de primer orden, para una f'Unci6n 

1' (x), se puede hacer truncando ln serie de T<>.ylor, alrededor-de un punto 

" o 
como 

,. 
(1.9) 

Para obtener una aproximación cuadrática, en la mis~:~a serie de 

Taylor se puéden despreciar los términos mayores e iguales a tercer orden, 

obteniéndose • 
'• 

. ' 
1 



.( ' . .. 
f{x) (1.10) 

/<-
es la m~triz lles,.i;ma/ f (x), H (x), es d=ir 

(Lllil) 

dende (l.llb) 

Se observa .facilr.'.EO'lte que H (x) es una matriz simétrica. 

2.5. Condicí.ones l~ece~arias y Suficientes para que Una Solución ~ea 

Solución Optir:·.a 

Para algunas clases especiales del problema general de progra~ 

ción no lin<:>(ll (Ecs (Ll)- (1.3) J ha sido pos~ble. establ.ecer. criterios 

de optimalidad. Sin etlbargo, para funciones completamente generales, no ha 

sido posible c"tablecer criterios de optimalidad precisos. En consecuencia, 

unicarnente se describirán algunos casos especiales, los cuales, sin cmLilrgo, 

son bastani:c comunes y de importancia prictica. Las condiciones que <lctcrmi 

mm si·un vector x resuelve o no el problema de programación'"' lineal serán 

preecntada~ en una serie <le teoremas los cuales no serin der.-.o~trados (las 

demostraciones están fuera de los objetivos de este cur~o). 
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2.5.1. l'ronr;.~~~ad6n no-Jineul '"" r-~~tr~ccionc~ 

El prol>l ema es el niguiente: 

liiui"'izar: " í(x),X¡;E 

• 

n, 

(1.1~) 

.:e;~. un ::linirno 

local del proble;:¡á (1.12) son: 

L r ·(x) ·_ • 
difercnei<>ble·en x. 

• 2: Vf (x) r O, es decir, existe U.'l punto estacionario de 

E (x) '" " 
• 

• Las condicione~ suficientes para que x sea un ro.inimo 

local del problema {1.12) son: .. . ' 
" J;o.. ·v· f · (x):. ) -O ·; ·es :decir ,,la.- matriz·.Hessiana. es· pe si ti Va 

definida. 

(Las condiciones para la existencia de un rniximo son iguales, excepto que 

el hessiano deberá ser negutivo definido). 

2.5.2. l'rogrflJTlaci6r, no-lineal con restricciones de Igualdad 

· y Desigualdad 

En este caso el problema es el siguiente: 

., 
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.l 
(•) {o " ) l 1-:inü\Í.Li>.<': ' " ' ) 

S>!je•,a a h j (,.:) • o j • ' ' . .. ' m ) (l.lJ) 
) 

l '· (•) 7.1 o ' • fl\+1, . ... ' 1 
' 

' . l,¡¡s condiciones n<:cesari¡¡s pari!. <J.ue J< t-ea un mínimo 

local ~"'- c:;tat>lcccn: •. "" do<;. teoremas, el pr-imer<.' de lo~ cwlle<;> ~teorern¡¡ 2·1 
pucde ser llzunarlo condiciones de primer or-dt:n (dcl>ido a que las .funci<:>nes 

que intervienen o.e con~ideran una veto diferenciat>lcs). ~1 segundo teo~::l 
(se considera ~-~ ( tcorcrna 3) se le denomina condiciones de segund<> orden 

las Punciones son dos veces_ difercncinblc_s J. 
i 

?ara establ<><:er las condiciones necesarias, empe·Laremo" ,J 
el siguicn-.;e concepto: si :.< ~ es tUl míni!M loc¡,l <le: f (~r.ta no pucd~ 
d"-Cl'!lCel' a lo largo de ningun ar:cQ "suave" Oirigido de~dc Y. .. hac~a la r,t l 

• 

<lo lOs concePt<>s d., l'iacco y Me Cormic);, se ¡¡signM tr"s diFerente"' cr•~-a~~ 

rias O clas~s al vector v
1 

donde ca(\" conjunto Vi incluye el conjunto <le '. 

tales qu~: (ver ti\bla I). 

• 

• Tod"s las; posibÚ•s p~.-'<urbacione~ de. x """'n en 1~ unión de 

' ~i f (x) decrece, nticm.ru~ que si 
lc­

vf.vl. f {") 

se incrementa o es con~t,.ntc. En esencia, las conrticionc$ ne.ce.sarii\~ de 

¡>rimcr orden inponen el req~c,·imientc <le que el conjunto v
7 

• 

• 

l 
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R E S T R 1 C C I ·O 11 E S • 
' 1 ., • '. ' · . 

__ ., .• : . ...-:i:· .. ·: '\ ·,_ .. ".' ''" • ·: 
D E S I GIJALDAD IG~ALDAD FU!ICIOl: OBJSTIVO 

. "''' ·'· .. ' ' .. . ::r " , • , 

• 
, ' 

las restricciones 
1 ' ; ' • •, ',._' '·' . . " ' ' • 

y 

,, !:1 • 6{ { ,. ~ ' y y 

• 1,2, m 
• 

• 
(< 1 , 

. • 

activas 
1 •' 

... ' " . . ·: ~:- .... 
las restrlCClOnes 

': ",.!'. 1 • ",, ' 

activas 

' 
., 
' 

• 

• • .. 

(x ) < 
' . o '" ._, . 

para, al menos, una 
•! ¡\o';'(• 

restricción activa ', .. ,,,·-··: 

y 

o 

( 

• 

1 ' 2 ' ... 
' 

VI Vh (/) # O _, ,. j 

' ' para, al menos, una 
• ' -. 1 .. ' 

l ' 1 ·-
' restricción 

. 1,. " 
' • 
' ' 

.. 
TABLA I. Clasiticación de los conjuntos 

1" ' ' 1 1 ' 1 1 . . ' ' 
1 
' 

·:,:\·11 

' ,. ' q,: ' 
' . 

" ' 

1 
1 

" 

-_,--

• 

• 

• 
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• 

está vado, se pu~d<' d"'no~t'r.'l.r la cxio:tcnciu de los multiplicadorc~ 

de ].agrungc, rc.'::ult<>ndo el ~iguicntc lf!OI'CF.I3. 

TEOREHA I. 

1•1 • 
X SiltÜfacc el problCm<l {1-13), 

f (x), g _ {x) son~.una vez difercnciablt;s, 

' 
Y (e) 

(b) las funciones 

• 
Cri X 

• • 
(multiplicadores de vacio, cntoncen existen los vectores u y v 

Lagrangc) 
. ~ ~ .. 

talen que, (u , 'ol , x ) satisfacen 

ll) " 3 

• lx 1 • o j • ' . ... ' " 

'; 
• lx ) > o j • " • 1, . .. ' p 

IJ) • 
u. 

3 ' 3 
lxl • o j > " • 1, ... ' p 

1 4) • u > o 3 > • • 1 ' ... ' p 
j 

1 5) • • • V Llx u w 1 > o 

donde la !\mci6n- .' 

L (x, u, w} " r ( ") 

puede ser considerada como una fUnción Lagr11r1giana 9cner.,lizad.,, asociada 

al pr<:blcma (1.13). 

Con el prop6si to de establecer bajo que circunst<mcius el c_onJunto 

v
2 

est::. vacio, se ncc('~ita calificar, a primer ~rden, a las rcstriccioncs. 



• 

.. 

' \ 

15 . 

• 
Se~ X •.•. 1m .punto . .factible. dal_probleJ'la (1.13) y s.upóngase que \'(x), ... , 

.f\Ulciones 'una v~::; dil'erenc:iables. j:.(,)' ' "' .. 1 
(x), ... ,. (x) 

La calificación a prir.1er orden de las restricciones es una condición que se 

impone unical::ente sobre las restricciones (sin 1;,-,port;u· la función objetivo) 

y que consiste en que para cada pun'to Frontera .formado por el conjunto de 

re~triccicm"s de ig>.1aldad .y,las activas de desigualdad, dcbe_de existir una 

curva suave que termine en el punto 'l'rontera y que pertenezca complet=ente 

·-al;ccnjunto.de las·.restriccion.,s~ Si >..X~-.es un .rninimo·local 'de~- I'- (x) ;_:ésta 

• • 
na.:. pl'-~de ~decr.ecer _ a. lo .la:rgo~de ·-tal..:. curva;,, dirigida·desde:::.Xo> ..: hacia~ la o región-, 

factible. Una condición <'U.ficiente para la calific¡;::j6,-, a Primer o:rdt"ll <le 

las restricciones ·que debe!cumplirse es que todos los gradientes de las re~ 

tl""icciones-de- desigualdad'activas y .los . .gradientes ·de:..las~restricciones de 

•• 
igualdad o evi>luados:en.· x~ , _sean ;linealmente independientes. Est~.úl ti1110.se. 

cstablececen•el· siguiente-teorema:.- ~. 

TEORE:1A • 2;. 

Si las funciones· (x), 

• 

... 
•.. ' . 9 

' 
una vez diferenciables en x y !:i la calificación a primer orden de las 

' . restricciones es válida cn~x , cntoncc.s la condición-necesaria para que x 

sea un mínii:IO local del problema (1:7), e~' que existan =ltiplicndores de 

... 4 • ~ • 

La-;¡r ... .,ge u y v tales c;uc (u , "' , x ) · satisfag;m las ccua<;;ione~ 

(l) - (5) del Teor=·"- L 

' -
. 
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16. 

Para tomar· en cuenta la curvatur;, At en el probl=a .. 
(1.13), Me.: Cormick ($tableci6 las condiciones ,_~as de segundo orden 

• 
para que x sea un mínirno 

.t.~ 
h (x), ... , ._.,....(x), ' ,.. 

• 

loc<~l. Supongat.e. 

(x), ... ' g (x'l p . 

¡.~oo.· t.J... .!'Unciones F (x), 

Sn'll Jlñ veces diFcrenciables 

en.x" un-punto que satisface al p"roblcm"- (1,¡:;,). ~~ea V cualquier vector 

no cero t.U que 

~--. 

.. 

v' '' (>) • o j 

Entonces, si 

para.la,; rcst!·icciones de desigualdad 

- para la.: restric.,iones de igualdad 

8 
.¡.,(~,·a·> O, _dos 

- e:- ~-
g1- -(-~(/) ~:~-- 0.::__-par~-todas=-=;-· Vf!C"S. diíerenciabl e ,, a--lo , largo- de: la ~cualoo 

las re _o: triccioncs e de, desigualdad, activas;-- y •,e[ _v_I~·J" • o. para -todas 

·-- ·-
las restricciones de- igualdad, la 'calific~i6n.a .segundo. orde.'1·de -las res . -
tricdones en x · es valida. ·Una ccmdición <ouf'ici<'nte par~ la cali!i<oac:i6., 

a ~coundo o!"d"n d~ la~-:re~triccioncs guc det.c cumplirse es que los gradi<::..!'ltes 

• 
de·las restricciones de desigualdad activas en ·x y los gradientes <le l<~S 

• 
restricciones dc,igualcllid.en x sciln linealmente indcpcmlicntes .. 

La~ condic j O !les. nec ~sa!"i a~- de ~ . .,<n>ndo ord "" . ce . pucd en c.:t at.l ccer 

ca.,o sigue. 
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(•) Si' las I'unc:iones f _(x), g (x),.;., 

"'' ' ' son dos veces diferenciables en 

' 

• x ,· y'(b) .si la calificaci6n a 

• • 
prirr.er orden d!! las restricciones es válida en x entonces las condiciones 

• ne,esarias para que x sea un lllinU:to local del probler.>a (1.13) son que exi~ 

! . • 1 • 
tii.n'~u -y "' tales que (o) ecuac:iones (1) - {5) del Teorerna 1 ·,se s~ 

' · / T • tisfagan; •• y:{d) para·cada·.vector.no·cero:v;-. para·.el'·cual···· V-"f/ g·. (x.:) =O, 
. . J . 

/ . . • -. -T_: . •- -
para-las -restriccicnes·de•desigualdad ·activas,-.. y: V• Q'_h :;-:(x .. ) ; ". 0¡-= para·- ---

/ J 

las 'res'tricciones 
• • . ·-

(6) 

de igualdad; .se 

"'" l.,( • 
(• ' 

=ple.lo siguiente; • 

• . ) •• 
" 

o 

• 
Las-condicione!:- 5Uficiente<:·para-que· x- ,;ea~un,Oiinimo local. aisl!!_,_ 

(o) ( ==i6n~( 6~ )?, .la.cual.deb" :ser~ substituid" ·por :-. . '· .... -··. _·;-·• 
V 1'· . T- ·-• 

(d')¡,t .. -,t"ara cada, vector. V no cero para ercual v..:..vg. (x~)-•-0' para 
1 . - . J •. > 

las restricciones de desigualdad activas,~ VT V g (x ) ... O j . 

restricciones de desigualdad no activas y 

restricciones de ~1dad; lo siguiente 

( 6•) • • 
(• ' 

• 
"· 

; 

• . ) 

VT V h (/) " O 
j 

e~ verdadero : 

V o 

para 

\ 

--
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Ej&.;>lo 1. 

1 
Y.inimhar : 

' 
Sujet"a a : 

' ' 
1 

1' 
' 

Condi~ioncs ncccsar1as y suficientes con 

restricciones de desigu<Udad. 

f" (x) 
, 

~:, 
• ., 

'1-
gl (x) • ') .¡; o _., 

:l 
g2(x) • •, . , • ·1'> o -- • 

1 -__ :·-~_,-¡_, __ :_ __ _ 
-¡ 

1 
1 

-
, ' ' 

h) 

' 
-

_. 

' 

mínimo 1 o e a ! 

FIGUP.A 4;- Regi6n adm.isible·y·curvas de co!ltorno del F.je::oplo l.· 

m1cntras que g
2 

(x). no lo cs. 

-

--
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-
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19. 

Ya que s61o una de las restriccione~ esti ~ctiva, no se necesita 

comprobar la calificaci6n a primer y,segumlo orden de las restricciones 

(!lote que z'(~), g
1 

(x) y g
2 

(x) son dos veces difercndables). 

' ' De acuerdo a los Teor=as (1) y (2) se necesita demostrar que eY.iE_ 

• ' • 
Ce" u y,' X tales "'o 

' 
1 

¡,/) (2) ' o. > o 
1 ' 

' • ., 
/ 

1 
• ,_ 

lo 

1 
' ·' • {x*) (3) . u ,, =· o 

- j 
• 

u, (-

• u· 

'· 
(-

( ~) • • VL (x , u ) = O • 

... 1 
_\ ·' ¡;, •• 

' • ·- ~--_o,- + '1- ,.. -o-' .. - -

. 9 
'(;. , -

• x2* -. )·· •· ., 
• • 

' 1 •, 

. -u->o--· 
1 ""':"--

• 

·­U->o.-~ 
2---

1 

1 ) • 

. ·-

o 

-o 

.-

- ,. 
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Resolviendo '~ ecuaciones =teriores se puede verilicar """ lf.--9- . 
• J' X • 1 o. - 3 

¡ • ~ • ( ~ y· " • ' o ) 
1 

• 
' La condición de segundo.orden que debe ~cr ~atisfecha es 

! 
i T 

/ 
• • 

vg. (x·J 
. 3 

·/esdccir:­

'' 

• -u 
. 1 .. 

'· - 3 

• (x ) restricción activa 

/ 
1 

de donde v
1 

puede t=ar cualquier valor, y 

"-en ( 6), se 'tiene-

, .. ,' ·- • 
{6) '\' .L - (x._., u-) v- !..:--o-

v2L ·J (1-~ u·)· 

~: l donde· L 

o 

substituyendo 

• 

.. -

Condicicme~ necesarias y suficientes con restriccion"~ de 

lgu,lldad y de Desigualdad 

G- -. - - -- . 
lünu:dfc: (x) ' 1 ' • x· ' x, 

3 

' 2 

. -
-. 

Sujeta •• ", H • "> ' '2 
f.o 

' 
H (>:1 

2 ,, • ' x, ) ' ' 
, o 

• ,, (x) • (xl ' ,, ) ' ' 
, o -
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- ' / 

1 

~/>/:':-~·~ . / .. 
. / 

' 1 
/· 1 

' ' ' ' 1 

' ' 1 1 

' 
1 ' ' • 

' 

,, 
:-!·\---\ ·_ 

...;:;_~ 

- "'-<­_, 
' ,. 
-3, 

\ 

~ \ , 1 

\ 1 ' 
1 1 ,..-,-.-
1 1 ' 

1 \ • 1 
' ' 

(x) "O 

3 

Contornos "" f{~) 

FIGURA:: 5.:':- Regiéri ~ admi!li ble:<y' curvas= de ...nivel :del- Ej cmpl o- 2 . --

"· 

De acuerdo al· Teorema 3;- h
1

,._(x),_g
2 

(x)· .. Y g
3
-(x) del.>cn J>cr· 

' 
doS veces di.fcrc:nciables. Además, los·gradicntes de las r"stricdones aE_ 
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es-decir,· los gradientes de las.,restricciones ·activas son.linealmcnte 

:independie:; tes. 
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De" ru::uerdo _-al ~-T corema~~ ;~·se "rlCbe:=contra~-"'-V.-. tt: Cf'J.'?·'' 

p~a las·restricciones.de;dcsigualdad activas, y 

además 
• vh1 (x)~o, es decir 

• o . " o 
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de donde se o~ticn~ que (o , o) y entonces 

existe u.r¡a única soluo:ión al problema en 1<>. intersección de g
2 

(x) y h
1 

(x). 

e=• toda V 

deFinida. ( 

J!ote que en c~tc problcm" en particular 

• o eo 
' • . 
condici6n 

decir 

('' ) 1 

• u, 
• 

u ) > o 

v2L(x« > • u • u ) O> =· r.~atriz po~itiva 

Lo~ dos ej,.,plos "-'lali::¡¡dos. cm: este .capitulo· tienen el propó~i to 

de ilustrar la~ condicion"s de optir:m.lidad de priJ::cro y !'legundo orden. 

Ahora-bien, lo~ prohl<'""'~ que se puedCn tratar analiticnmcnte son demnsiado 

sencillos, sin que esto·quicra decir que para problC11\as muy grrn1des '! o 

complicados lo.anterior.no.sea v5lido. 
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1 METODOLOGIA 

• 
I. BUSQUEDAS utiiDII'.E':ClO:¡¡Ié.!:S 

Casi la totalidad de la~ técnicas d~ mini~izaci6n ~~e se de~cri~l 

rán ·en otras secciones m:.~ atl.ela.'l te,. requieren de téc:nic"~- de DÜÜmiza<.:lÓ:l 

wUdimen.sionalcs -las cu.::Ues. tienen como .pro;>6sito -el-loc¡¡liz=~ .,¡_ :nínil".O 

local de una función de una var1ablc. La implcmentac1Ón de tos nhrodo~ 

' '1 nenc:ionilll.os requieren del conocimi=to previo de un cierto in~er:alo !':!. c. 1-

cual-contiene al mínimo de-la-.fUm:ión objetivo .f (x), }' adCJ1".ás ~e"'"'"'" 

que en el intervalo pre~crito la fUnción es unimodal. En la 1'¡;bla I1 

se mcncion¡m algunos.do!.los.ni!todos más_conocidos para logr;;:.r la ninimiza 

i::i6n·deseada; todos los cuales·tiencwco,.,o-·próposito rc9ucir el trur."-!lo del 

.intervalo ll(o) hasta un tamaño Para comparar 1a rapidez r~ 

la fUnción como 

o'. {n) 

~ ¡!') 
.1): 

t""bla {se co:::¡>aran los VillOrcs ' 

1, 
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27. 

MCtodos no-secuenciales 

E 
1 Secucnci;~lcs ' 

(Dicoto::-.u3) 

2 

• 

BÚsqueda secuencial 

(DicotOI:\Lls) 

Sección Dora<la 

' -

• 

1 - n 
(o.G!B) 

(•) Ullrncro de Fibo!'!;;.cci para n ev;:.luac:~onc~. 

En la Tabla !U ~e co11parc; cl rul::~ero de cvaluacio•\C3 Cc J,, f\-':1:::1 6" 
·• 

que se requiere para ~ed'.<cir u:'! ~ntcrvalo inlci<U de :; x ~~ a •-no "·"""r. 

"' SECtJS:~IH SECUIJ1Clf\L 

<'l{n) Uniforme Dicotomus Dü:otOJr.'~,; Pibonacci Sccciém J)cc•.·.\!c. 

, • 10
3 

"' "" >4 n n , • 10-5 19,999 19,993 28 '·' " 
TIISLA !IL 

fl (o) 

A 'continu<".ci6n ~e describe el método de la sección clor.l<l,,. I::;Lc 

• 
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' •. 
que la rclaci6n del segmento ~:~¡or al menor, es decir 

do donde 

1< "'" 3 - r ,, • o. 38 , 
15- 3 0,62. ', • .. 

' .. 

Par" iniciar la bÚsqueda del mín!r;,o de f (x), se n~cc.~i ti:\ c~;''""i 

f'icar (o averiguar) en qu" dirccc:i6n é~ta $~ llevará a cabo. {.'ic ~upotl'll !, 

que .$e -c-onoce).-

Como primer paso se debe encontrar un inter-valo [1. donde $C ""'-'''"" 

tra el r.linimo de f (x) u~;mdo, por ejemplo, una serie de pa,;O$ c;d.~ ·:e~ 

más grande so':>rc,l;>. v<>riable indepcr".dientc. Supo:>g« que esto ~-C ¡,., lt~>eloo 

y que los últimos tre<: puntos obtenidos en x son lo~ si<l'Ü'-'JL:c!: : 

(o) 
o3 últir.to, ., ., (o) 

y ., (o) 
donde f (x3(o)) ( H¡ .".. f x 2 ' 

(k) (3) (>) 6). Qi ~~tc~a ~ ... ' • ., - "J. (~'ig . "'"" J .. :cho ~:. 

J.:~esin:> ct:apa modifica el intc>v"lo de l:t siguic:ntc f0:'1:\:>.. 

' 1 
' 
1 

¡ 
¡ 
' 
1 
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si 

f _- ( ~ 

-·' 

. . 

f (y~ {k)) " r (y (l::)) 

' 
- •. (k) r (y (J:)) .r(yl )> 

' 

(;) ,, • ., (;) • ', ' 
(k) 

(1) (1) " ll(k)."= "(k) ,, "1 • ', •• • 3 • 

• 

' 
(k+l) 

~ 
( (k) _ X (k)) 
y 2 1 ' y "1 

(k+l) 
• 

' 
A (k+l) ,<. (x. (k) 

• 3 
-Y¡ (k)), y •, 

(ki-1) 
• 

{k+l) -_ 
: . t. = 1 - (k)-: (k)) 

y2 :- ""¡""' 

(k+l) x, = X (k) 'ik+l) = 
1 .ft.3\ 

., (1) 

(k)· 
yl • 

' 

', ' 
{k} . 

(k+l) (k) 
X = y . 

3 "-

(>.:+]) ' (k) 
X =X 

3 3 

y • 

(k+l) (k) . {k} 

• 

. , 
(o'----!. 

f--+- ll( 1 )_J 

ro\ 1•' 

'· l· 
lo) -,.,_ (•) (•) 

'). ,, 

xl ·=Yl' •• 3.-

• 

' ,, (o) 
• ., 1 o) 

+ 0:33 

o 
(o) ' (o) } 

y
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. " x
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+ :62 

., FlGUi!/1 G. Bi1squ"d" !!:cdiantc ,;ección Dor.,.dil. 
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Otra clase de métodos para bÚsquedas u~i direccio¡1al es~ al ¡zun-
• 

un punto x cerc~o a x .(el minimo). medi~~te interpolac~ón y extrap~ 

ladón. En estos metodos se usan interpolac:ione"' cuadrática~ y cúbü:as 
' ' aproximar el valor de la Eunción. A contilluaci6n se describen un par 

' 
.de·algoritr.'!Os que a1 usarlos en fOrtn"- conjunta gene:-an =algoritmo bastii.Tite 

1 . -· poderoso para la:locali:z=i6n de ~t.inimos locales .en una dirección: estos dos_ 
1 

. 1 . 
algOrl-tr.¡os son.los_sig-.llcntes- · 

1 
1 

¡ a) Davis-S..,a.'Jl'l·- Compey ·-{osé) - parordefinir 'el •intervalo -6 -·donde_--

/ se encuentra el míni,-,o, y 
/ 

-b) Po.,ell, para definir la local~zacién "exacta" del m-ínimo. 

que· se-SobrepaSa, l~ •local.ü:acción ·deL r.~inir.IO~ :: .... :A- partir.,dt:; ese; I>Ol:tel. to • s:- -•:::-

usa. interpoladóil· CUadrát:ica-::.:: (Figura-?}. ·Los· pasos~e se sigu~n ·en-~ste 

' -
nlgoritno ~on los siguientes 

L Evaluar f (x) 00 "' punto inicial ' 
(o) 

" ' 
( (o) ' . ,,) < ' 

(xtD\) ,, continua eoo "' P"~o 2. 

" ' 
( (o) ' . ,,¡ , ' {x~} '" define " < - ,I.J.x ¡se 

c:a::óia la dirección de .búsq~e~da) y se continua con ·el 

,_ (k+l) (l:) 
Y. = X * 

• • 
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31. 

..-.-
• 

• 1- (1:+1)1 3- C<>lCul<l.r • A 

< -
4. ~e <luplica el tamwlo de pa.r.o 

/Y"" repite el procedimiento de~de el paso 2. Si 

(m-1} (k) 
, X = X 

i 
/ etc., ,redÚzc"~" /J. x a la ~t~it::.<l y r·egre:;c: a lo~ pa~os 2 )' 3 

1
/ una vez más. 

5. De los cu<ltro puntos igualmente espaciados x, en el conjw1to 

J (m+l) 
' ' ' 

(m) 
o 

(m-1) (m-2) ) 
x , se eliminan 

o 
(m-2) 

' ' 
el_ que este más lejos de la x con el valor de 

" !'unción más baja. Los tres p•..rntos restantes $C 

" 
l<f"" (o) 

' ' " 
(o) 

donde ' 
(o 1 ., " punto 

' 
1•1 - ' 

(o 1 . ' ' ' 
(o) 

' 
(o) • ''· 

• 6. Use interpol<~ción cuadrática pMa estimar x , 

<lcnotan como 

ceatral ' 

. -· 
X "' X 

(o) 
(.r (x (a))-

• 

Los p:>sos anteriores compl.,tcm la ¡.>rimcra etapa del ~:~~\.oda D~C. 

-· Para cont.inu<~r, ,;e r"-iuici;, en x · o ' 
(o) ¡tt( e -· 

f (x ) < f ( x) , ~e 

re<lu!Oc ex y se cmpié1.il desde el paso 1 nucv;uncnte . 
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. . 
f ( J( ) 
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,/ 
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• 
• 

FIGURA.7.: Método.::o.DSC ~:para =~:minimización .',_unidimensi anal . , ' _ , 
• .~ 

¡ 
¡ ' 

' En el método de Powcll, se usa una.aproxim~ción·cuadrática usando. 

los .tres. primeros .puntos. obtenidos- en h. -dirección- de· búsqueda- dada. La. x 

correspondiente. al.,.inilt.O de·la d'unci6n -cuadrática·se<usa ·para efect;uar.una _ 

• nueva• aprox.imac}ón ,y se continua.de.esta ·f'oMIIa:chasta ..localiza.r.e~-minirlo:de~ :;."::: 

f' (x) ~-(Figura 8). -

.. . 
1 ' . . 

. . . 
. 

K •' . ;.. !' 
. 

. . 
' ' . ~ ( 1 ) ,.(2): (1) ' ' (3) (1) "' , . 0 X- ~X • -t2f..X. 

(primeta·etap~) 

' 

' ' ' ' ' ' ' 
X ( J) 

FIGUf'.A 8. trO:todo de l'o.:cll p:>ra Nnimh=ión unidimcn::ion.._l. 
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• 
que deben scguir~c par.,_ irnpl=-=tar el método de Pm.~ell 

L <l"dos y c;~lculc 
(2) (1) 

X = X . ' 
y 

3. " ' 
(x (1))· , f (x ( 2)) 

' 
( 3) 

~ X 
(>) 

'" 
' ' 

(x(l) r ¡)?.)) (p- (1) 
- ' •• ' X X 

·n,(D 
4. Calcule r (x ( ) 

-. 
5- Estime el valor de x en el minimo de f (x), X ' 

(x(2)_ x(3)) f (x(l))+ (x{3)_x(l)) f (,.(2))+(x(l)_ x(2)) f (x(J)) 

6. a~-gunot·cntre . ' -· (1) (2) (3) ' 

" X o {x ' X X } '"· 
cori.;Sponda al valor más pequ.,.lo de f (x), 'd~ficrc en menos 

que la exactitud 
erO~.._ 

prcs~• para x, o la.cxactitud en el valor 

de f (x), $C tcn:tin;.. la búsqueda. En caso contx ... rio, evalUe 

- ' f { x ) y se elimina d"l conjunto X 
121 

que tcng,. d.valor m~s ¡¡Jto de la runción f' (x), a mf'.nO~ que 

se picr<l, ..::l ilterv;>.lo de x .donde se encuentra el nin1mo, en 

cuyo cnso ~c dctlc eliminar un<> x· tal que el Ílltcrv.,lo adccu,.do 

no se picr<l"- · Se r"pit" el -procedimiento dc~dc el paso/· 

5 

·¡ 
'• 
' ,. 
' 

; 
1 
' 
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1:1 J>I·OLl<'Jni\ G~<Jcrul de r.ll!llLnc.<lci{m -;in r!'.stricci<';:cs .:e J>lledc 

pl<>ntear co~n 

; r i " i r.~ü.a.r I' (x) ' 

n 
_¿- T. E¡:_ 

,.4 " ,, 
doJJ:I<~ .r (x) es la l'ttncié:l o!Jjcth·o. Según se vió en el capitulo 

' a•ltcrior, '-'" ",'l'Ctcndc encontrar un pnnto· x till·que ' vr(x_)- o. 

En l"- p~cscnte· sección· se 1\ti'.c<:r.J. !'.1 p;;-oblcn•o. <lefinido "ll (1) rocdia:1te.'-'. 

t ""'Y fe~n 
qur: h~gan ·" ·•~ ' " rrlmcl'ZI"> y segundas dCI'Ív3d<lo. parcial e:; 

[vr (x) y . ' 
V [" (x)) de la función o!Jjctivo. 

2.1. l':éH>do 

~egún .se- recordará· del-capitulo anterior,· cl~gradiel'lte .de -la· !\m· 

ción objetivo- F (x), en cualquier punto x, e~ un vector dirigi<lo = 1.1 

dirccciful del r.~áximo incremento local en. 1' (x). Resulta obvio qvc ~" rwJe 

escof]c<· come• UircccHn: de t.>Usqued<l, par-" m1nÜLl zar f (x), ,-... la dir·ección 

opuesta al gru<licntc, Vi'(>:), "J<tO'es, en 1<>. cli!'CCciÚJl dC r.a>:Ün(> rlcc.cr•!· 

so. é>i se cr.coge co:no direcci6n de bl•squcda ];¡y;. scfi<ll<>d", 1 ~"'ultario lo 

siguic~1tc. 

la <li!·~·cción de bÚcqucda en <:l 
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• 

k 
o) Si 

"' - • ,(,,-
,,, punto ,, ,, 

' k+l' 
es decir 

'\,, - ', ' '', ( ~k un escalar positivo) 

e) l·:nto"'ces, la aproximaci6n li primer orden de I (x) quedará 

como 

···o bien-::-~-

f <x, + - ' (x )- = 

' 
es dccir,--~e:puede ¡;ara:1tizar que para 

' 

o 

sufici cn temen te · 

decrecerá con -re~-

pccto. al :valor .é~revio; _ ~ '-' ').:,: _ siernpr~' y· cuando•-." Vf'-~ x.¡;-) : ~-0: _ " ···, 
(En los•pu...,tos·-(a):- (e)",--- "k se le:con<><;e <:o:no~ta~naño--de 

paso). 

Exi~ten varias alternativns para escoger el tamaño de Paso "/ J<,. 

de las cuales se pueden mencionar las siguientes 

a) !'ijar el v;Uor de '\, de antc::.ano e igu;).l ·par;~ tod"s las 

iteraciones del.rnCtodo. La desventajil de proceder de esta 

forma es-que no se puede garantizar que de una.itcr,.ci6n" 

\ 
-'-



( 

e 

b) : 

1<> siguiente, el valor de:¡,. !'unción drcrczcn, Y" que cst" 

pl'Opi,.d;v:l ~6lo es válid" cuando o. 

DclJido a lo <•ntcrior, el rnétmlo puede presentar la~ siguicnt~s 

<lcsventélja:;. F.n pdrncr l11gar, que si • k 
no e~ lo "cuficicnta 

mente p<:-qncil¡¡¡" el método ascilará. POl' otro lado, si 

escoge "dcm.,siado pequeña" la convergencia puede volverse 

demasiado ~,,.,,, .. ,-.,. 

Una ·segl!nda· alternativa es -escoge¡,." _ 
k 

' 

en-cada-iteración de _ 

.forma tal que el valor de la, fUnción objetivo se reduzca para 

algCm cierto valor de u k, Para lOgrar lo nntcrior se puede 

procede!' de la siguiente forma en catla cl"P" -

V..r,~ >o 
o): i se :escoge · nc~>. O O<:r:.<.l un ·factor rnul tiplicativo · 

i)-

ii) 

iii) calcular 

iv) 

v) i ~ i + 1 

vi) 

vii) 
( i ) 

' 

continuar con el p¡>so vii) 

repetir el ¡>roccduoicnto desde (ii) 

' 1 
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37. 

El Pro<:<.'dir.licnto zunerior garantiza que, .si se pcr:nite-u.n-nt..t:~o::ro 

ilimitado de iteraciones en cada etapa del método de 

,á.>:;imo'desccn50, ~e obtendrá un descenso en la !Unci6n objetivo. Tiene'. 

el defecto a que puede con~umir demasiado ticmro en la búsqueda de un t~ 

la.sig-..xiente.: •. Supongase .,. _ _.,,,,, . 

--- -

x._ caerá so!>re la ecuación de un pará;:~etro 
);+1 -

• 

:;icndo a el-parámetro. La dilerencia .entre este procedimiento y los dos 

anteriores e:> que, en. el.presente·sCcpide>que;el -ta:naño:.de :.paso~ o ... ·sea.tal -- •· ~ 

' 1 
' 

Por ejemplo, si f (x) es una·.funci6n.cuadrática 

f (x) - ' . 
entonces 

bT X -+ ~ xT Q X · (Q: p0$Ítiva <l<>finida 
simhrica} 

- -b-Qx 
k 



"· 

Jf [<,- .,(,•Q<,) 1 o VTf(xk) ' ' Q ( ' ') 'f ( ( 1 ii 1 ¡ l) - ~ ' • " ' 
o 

' ' ' ' ' k ,(oc 

<le donde 

' V f(xk)Sk 

"• ~ s; Gslt.. 

entonces se pueden emplear cualquiera de la~ técnicas de hÚsquedas unidi 

mensionales descritas en la sección antcrior. 

Una caracteristica interesante de este procedimiento de minir.~za 

ci6n es.que,cl.gradiente·cn el nuevo·p=to,: + '\J f' (x· · ) es ortogonal a 
. ------~'~·~·-·· __________ _ 

· la dirección de- bÚsqueda· empleadio para:localil'ar ·.x k+l, es decir: 

S = O, 
k 

lo cuaJ. se dc::rncstra como sigue. 

misma f'1mci6n cu<>dráticd ya empleada entonces 

Vf (x ¡,,} 

y de la expresión p~a 

' (b+Ox
1
,) ' k 

- Q 

Q 

se obtiene 

Supóngase la 



' ( ' 

~·-

' CO¡:¡() O< ,,, < - o(;¿ S k 

' ' entonces 

', T 
(l>+Qxk) ' 

T ', Q (xk+l - < ) 

' 
• o. 

o bien 

T 
(b+Hxk+l) ' -' 

T ', ,, {x 1:+1) • o. 

Lo a'l.terior se ilustra en la_Figura 9. 

, 
' 

----

• • 

' 

FIG\lRA 9. Ortogonalidad de las direcciones de BÜ~queda .. 

cualquiera d" lat tre~ alterrlativas discutidas para deterr.rinar 

!l"'"ia de la 5igui<: .. .,tc fo=.a . 

• 



/ 

1 

1 . 

. . 

~ • Estim<.r x (punto de arr<UV¡ue). 
o 

3. Cal<;Ular 
' 

f ( )( ) ,, 
4- Si tolerancia, se h<1 cncon~ r"do 

' un pv..."1to estacion..rio de la .fUnción f (x) 

'
/ '· 1 

{ver .texto) 

como resultado ~e calcula· ·• x 

7. Calcular Vf' (x k+l). 

1.:+1 
y F (x · ) 

:k< 1 

.. ' k + '1 se repite.el procedimiento desde el paso 4-

Para .f"inalizar:la .discusión sobre el· método del _¡;¡!.;rimo desc<mso 

es conveniente hacer notar que bajo algunas condiciones, por cierto no muy 

frecuentes, el algoritmo puede ser atraído por un punto silla ya que t~biCn 

en esta clase de pu!'ltOs se .satisface que •} f (x) Vf (x) = O, no exi•. 

.tiendo forma de dctcct¡;r a priori qua l<ll cosa sucederé\. 1\llor" l>icn, ¡>eu-" 

clasificar el tipo <le punto donde se detuvo el algoritmo, es ne< e!><ll'Í<> "-"'"1 i 

zar la matriz de segundas derivada<:, de acuerdo a : 

i) l!, po~itiva definida minimo 

ii) 1!, negativa d~finid" máximo 

! 
' 



• 
iii) H, semi-positiva o< semi-negativa d~inida-.-- pWltO silla. 

. . 

2.2. Hétodo de lleotton 

' 
El r.~etodo de !:e;.rton que a continuación se presenta esta b¡r,s¡,do en 

una aproximación a:. s'cgundo orden de la .fUnción objetivo f (x), es decir, 

usa infornación de segundo orden (matriz hessi.ma), de aqui que se le clE.c 

si1'ique como método de segundo orden. 

Considérese·] a aproximación a segundo orden de f (x) 

f _(x + - ' (x) + VT f (x) t.>x v' f (x) 

Si se supone que' la-aproximación-anterior es buena, como de hecho 

lo es en .la .vecindad de. un. mínimo y _da· un-máximo;·! entonces,·. al <'.jerivar.: P"!::'::-:-:-: 

cial.Jllente • f .(x" + 6>:)· : con-respccto,a -cada·. uno;de -los ,elementos de -""'-·se--

obtiene 

de donde 

donde i f (x) es }a.Jr.atriz,hesdana (hij = ) 

'" será l" dire.:ción del desplaz<::oiento desde un punto xk • 
"S d""ir 

-----·-



' 
El ernpl~o de la Últl>T.a l'Urmllla par<> generar los iterando::; del mCto 

do de lle>:lon puc<lc provocar los ~iguientcs problCITias <:1 es que el rné:todo 

se es\~ empleando para ninim1zar una fUnción l' (x). El problema es el s¿ 

guicnt;,. note que tanto un náximo co:r.o un nínirr.o, asi c0::1o los plmto,-¡ 

silla, satisfacen "~ .< o 
. por l D que no se puede 

garantiz<-r que el mé:todo converl)a a un m.ínir.~o, 51 no se rno<lifice~ adccu"-d_!!. 

mente Esta modificación consiste en lo siguiente : 

' '"' ,, 

sea · · 

punto· ' ' 
l' (x) como 

f(X 
k 

o bien ... .-

donde 

al.'· ' , .. , 
s1gue ~ 

Ax ) -
k 

y ·considérase 

la dir=ción de avance. 

la aproxim<~ción a primer·ord= 

o 1 
1' 

lo-

Cll el tamaño de paso, descrito en el inciso mcerior, y 

es el sentido de la dirección de búsqueda, el cual se cletcnnina como 

Sl<JUC : ya que se dese;~. que Mk ~O ( f (xk+l) < f (x
1
)\ ·y como 

"k > o 
entone e~ 

¡ T . -1 

' d V f(>:k)H (xk)Vf(xk)> o 
pk = ' _, _, 

$i V f(xk)l! (xk)Vf(xk)< o 

' 

\ 



Y con esto se garantiza. que si ok(>ol es suficientemente 

pequeña entonces f (x ) < f (x ,) y el mi.todo de Ncwton convergerá 
l:tl " 

a un mirlimo, 
1 
o en el peor de los ca~os a un punto silla, pero nunca a un 

' ' mhli'IO {se
1
omite la discusión sobre el tamaño de paso uk , por ser id~ 

tica a la presentada con anterioridad). 

1 . ' 
/Tomando en cuenta los puntos a_..,teriores, la implementación del 

m:.~_,j,'-c•u ~ ~ llewton queda co:no sigue 

/ l. k = o 
1 

2. Estimar x
0 

(punto de arranque) 

3. Calcular t· (x), 

/ 

-

---
4 •. Calcular· vr (x x~; 

VTf(x k~ Vf (X )"<· 
k •. -

tolerancia, sc•ha:enr:ontrado.-:..= 

un punto cstacionario-de_f (x)" (rninimo·o:punto•:silh). 

6. Calcular ¡¡ (x ¡,} ' ' 
-1 

(x k) 

\ 
' -1 

(x-) Vf(x ) 7- 1 si. V f(x· ) " 
, o 

- 1 k 

'k - -1 
- 1 ,, VTf(x k) ' (x k) Vf{x ) < o 

k 

,_ 
"> - (• 1 

:. j/'1t (xk)Vf(xk) 

,_ Calcular o, (inciso ;>.1} 

1 
como rcsult<>do ~e obtiene X 

k+l' f('\:.1) 



(, 
• 

10. k <.--- k ~ l. Se repite el proccdi,.icn~o <lesde (4). 

Es .fácil """ qlle si la !'unción objetivo es c:uadr.:itic<l, p. ej. 

f (x) 

y 

entonces 

X k~l = X k 

-

b • 

., . 
Q b = X 

Q ' 

2.3. Conjugancia y Direcciones Conjugadas 

T 

" 

k 

convergencia cu~drf1tica 

' 
Como ~e verá más adelante, .una función objetivo cuadrátic;t d<! 

n-variables que exhibe un minimo, pu(!de ~cr r.linimizadl'l en n l'""·"~ (o 

menos) si estos paso" se tor.~;m en lo que se ha llama<lo dir·ccci••n•·-. ronil·•ra-

da•.. En el inciso sigui"!ltc ~e Úmitará .. la discusión a funcione~ <;:u"c.!r5.ti 

c3S del tipo 



45. 

z (x) • • (o) 

donde H es una rnatri::t posit:iva definida. 

2.3.1. Conjugancia 

Supóngase qu" la minimización de f (x) empie;o:a en ' o 
• • o 

en la dirección S escogida arl>itrariam=te (o por algún algo>·itmo) 

. ( . .t, . .r 
se supondra S ) S = 

o o 
1.0 . El siguiente punto generado por 

el algoritmo sera 

• (>) 

donde el tamaño de paso A 
o 

se determina minimiz~~do 

con respecto a >. 

de donde~ 

~o = 

• 

es decir 

T-· -
V f(x•)S · 

o o ( ,, 

- " - -

----- -----------= 

Una vez; que- se encuentra el siguiente iteran<l.o, x
1 

se deberá 

seleccionnr una nueva dirección de búsqueda para li> r::.inimización de f' (x). 

La nueva dirección· S 
1 

se dice que es con iucada con 

(En•gencral, un conjunto de. n .. direccione&,_.·-

independientes de bU~queda S , • ... ll 
1 n-1 

son conjugada~ con re~pccto 

a Ul'la =triz Q, positiva d<:finida, Sl 



. . . 

• 

O < itj < n-.1 '" 

Q, ¡>odria ser, ~or dcn•plo, la matriz he!;siana de la f'unción objetivo}!. 

J!ote además que !;i Q = 1, 1;~. natriz U..'Ütar"ia, conjug;mcia y ortogo~.Ui 

S· • 
j Debido a que los vectores ¡;t!, son linealmente independiente~ 
• 
' además"· de conjugados, ·.cualquier.~ vector . .o.V 

o 

' ' ~e puede representar ... 
• 

1 
. en tén:Unos: de a<¡Uellos;.· como; .. :· 

• ~, • • ,_, 
/. ' ~ ' ' j~ ' j 

' ¡,¡ 
" ' " ' / ' ~ 

' T 
(x). S _. . 

. " ' ,. ' ···'· ... 

• 
. Otra relación importante-que se utilizará.r.'lás adelante es la s¿ 

guiente. Considcre~e la matriz P d<:!f"inida por 

R<:!sulta ol>vio "'' " 
,. " 

cntonce.~ ' ~ 

'i 

'"' o. ,, <:!scogan de moncra 
J 

~ ' . ' _, 
" 

• 1 

/\hora 

}y,(.;} w ,_{..., 

bien. 

'"' q"e 



-· 

' ' 

/1 

"' 

i 

/ 
' 1 

• 

S k = 

• 
' • ' 

de donde si 

' 

es decir 

" 
_, 

/ 

• k 

o-1 -- ' j"O .. 

(s T H 

' 

' ' 
• S •• _T 

' 

' j ' 

" ' 

entonces 

j 

' -
• 

_, 
" 

~i-las. direcciones de búsqueda'empleadasocn la minimizac:i6n de f (x) 

escogen ·conjugadas~: (esto .se 'dcmostra:rá· más· adelante) a .continuac:ióñ- se. 

demuestra.que-: c:u:.l<nlier·!'unci6ri cuadrática de n variabli.s-~ue-cx.'ribe__: 

un- rnl.nimo, -pu!>de• t."r·min~mizada'= n nasos,- si se- emPlean dir,.ceiones 

eoniuoadas, .una.dirección di.ferente'en cada·paso; Además, el orden en que· 

se usan las direcciones de búsqueda es iiTelevante para alcanzar el r:~ínimo. 

f. (x) ' D""'onstraei6n "" - • • ' " t ' (,) • ' ¡¡ X' " - ¡, + "' 
~f (x) • -· -1-- )J •• '~ " IIÚ.nimo de ,, 'H-(x·)"~ O, es decir· X • -J! l.> 

Para la n-ésima-ctapa se tiene; usando (1) y (2), que 

J 
X = X t 
" o 



• 

• 

y co::\o en C"-d<' "t''l'" roe U!>Ó el v;~.l.or óptimo de )).. :- <J;l!l.o por la 

e<;\W.ci6n (2), 

Por otro lado 

Entonces 

)( ~ x. 
" 

[ 
,_, ) 

~(Sk)T fl(X--+ l: LS.) t b . 
.. :.0 i~-1-l l ' . . -

n-.1 .. (5 :¡ --(H X .. + b) S k 
k :. o . X :· = X , -· t . _ _:_:__ _ _e ____ _ 

n o ·, -: 
k=o .. T 

(s:·) H ·S 
k k . 

Us<1ndo la relación ( 4 a) se obtiene que . 

"'' <'l "' Q ', X ~ 

k~o Q - T (' J " ' k 

y por lo ti>.lltO 

- T 
( S ) IJ , .. ' ' 

40 . 



o 

' 

·-

y u~ando (4 a) m>ev;un=te, 

_, 
' " 

' obtiene 

·Un método para el cual se garantiza que alcanza el minimo de una 

f'unci6n objetivo cuadrática en un uúmero·espec:ifico-de pa.'>Os,-se.dice.que 

tiene la propiedad de terminación cuadrática. (El método de gradiente 

conjugado necesita de n pasos, r.'..ientras que el de·Ne'Wton.uno.s6lo). 

2. 3. 2.- Método · 'cte- Gradiente conjugado 

El né:todo de Fletcher- Reeves de gradier:tte conjugado, q\le 

a continuaci6n·se·describe, .genera. una. secuencia de-direcciones de búsqueda 

que.son combinación-lineal de V f ,_(x };") ~ .-la-dirección -de· máximo,de~c:e:nso ·:_ 

en- el :último. punto; .y- de.las~J::·-· direcciones de. búsqueda. ant_eriores ,, sO, s
1

, 

... ' s , -usando 1';o.ctores de:peso;cl~_tales que 
k-1 ... 

-sea conjugada a·las 

direcciones anteriores. 

Para ilustrar el método, sea s '"" - V r (x ) , y o o 

X "' X + ¡,.>.
0
•• 'o '<O 

' o 

s, - (') 

donde 01 se <'-Scoge dc·Jorrna t·al que S
0 

y s
1 

sean conjugada~ con 

respecto a H, es Cccir 

T z 11 5 = 
o ' 

o (7} 



o 

o 

,. 

r 
\,. 

l':>:'<> c!:in::~ ... :- S , """"~<Ere~''!,, "-i'rO'>:i:"'.c.ci6r.;. <'r~;-;c:- <':'¿•.o:-. 
o 

del gradic...,te, es decir 

' ' 

.. -· 

1 • 

" (x l) - 'lf (x ) ~ 
,,, (• ) (x - . ) 

' o 

• ' - , 
o 

' ' ,-> 1 Vf(x
1
)H(x

0
)J ~ ~ • o , 

o 

y como· 1! es dr.tétrica, entonces. 

ST" [v;(>:l)-Vf(xo)]T H-1 
o ,, 

>, 

o 

H ' o 

Subst:ituyem!o (6) y (9) en (7) se obtiene 

o 

• os) l o 

VTf 

T 
que, s"gún se vi6 con anterioridad- V J: 

(xl) ' ~ o, =tonc:es 
o 

v!f(x
1 
F/r(x

1
) 

o, ·-
V1 f(x

0
)S

0 

o bien, 

., ·-
T 

V f(x
1 

)Vf(x
1

) 

v
1 f(><

0
)vf(x

0
) 

', y ' o 
y 

1 

(x _) o -

• 

(B) 

,,, 

- -o (lO) 

( 11) 

y " o 



,_ 
' .-

;' ,, . 
' . ' ' "• 

• o 

e 

' . -· 
' .. . 
. 

o 
,. , . 

! : .. 

• 
-~=--. .._ . . '. --i' _,. ,_-,- !"7 '-_., . 

,.. .... .,;.'· •.;¡ ,-.. ''" • ,,.-, . 

• 

' .. . •" 
. ., . .•. - ' •.. _ t. .. . . 

·= lo .... '" obtiene '" siguiente: o:xprc:sión para los .factores de peso .. 
•• - (12) 

v"f ~ {x le-l.) V.r (x k-l.) 
• 

La implementación del algoritJno de gr:.dicnt:e conjugado de 

Fletcher- Reeves ':incluye los siguientes pasos ' 

' 
1. Estimar x (punto de ::u-ranque) 

o 

2. S = 
o 

Vf {:w: ) 
o 

3. En la k-éüma etapa del aJ.goritmo, se determina el ninir.1o 

lmidireccior:al de I' (x), a lo largo de la dirección de 

Con esto se localiza 

4, La nueva dirección de búsqueda se _determina como 

S =-Vf(x )+ 
lc+l . lc+l 

Después de (n+l) it.,raeioncs (k"' n), se =;>ie:r,a u.., nuc~·o 

ciclo del algoritmo, es decir, x se convierte en x . 
n+l o 

5· La búsqucd:i se da por tcr:nin;,da cuando en alguna itcrO>c:ión 

sucede que 

' T k 
tolcT"-"'Cia 

• 



' 

.. 
' .. ' ' 

apro:dn:r.n el he~~in.."lo, o su invcr.:;a, usando tmicamentc in.formuci6n ;1ccrca 

! 
- ·.. ··- -···-del-gradiente·. -La l'layo:ria de esto~_.,ét:odo~. u"= direccion"s·-conjug<>da5, con 
/ 

-.-,-,, ____ _ 

e 

forme avanzan,. lo cual hacen siguiei1clo. el e~<tu""" ')cncr-.1 

xk+l.= xk + ¡,k"sk (;) 

donde · n (xk) representa una aproximación a 
_, 

" (;t: ).• (En el 1:1é1.odo <le ' . 
-~- , .. Gradiente Ord._inario -11· (x k')--=· J, __ .Jilientras que el r.oétodo dc Ne'-'ton .to:.1a 

n (x ·) = !!-~ (x ... )~- con:la.desventaja,dc-que h>.\y-·que_....invi:r.tir el ... 
k - ' .. -

hessiano).-

En una serie de métodos di Cuasi-Nevton, 

de la in!'ormac:i6n disponible en la k- 'ésim·a ctupn, como 

._, 
donde n es u.oa aproxir.<;,.ción " H 

= 

''\ es una matriz que se c.:rec~fic" 

de ac:v.crdo al r:oCtodo, y 10 una constante de esc.Uu:nicnto ~e frccucnte.-,cnt<! 

se J'ija en 1 L;, ~clecci6n de tl.l)ll.. detc..rmin;,,·c~cncialmentc, el m~toUo 



e 

H (x ) Vf 
_, 1 

' 
( J :1} 

que e~ unn ilpnn;im<ld6n ¡¡ primer orden del gradiente. 

En ¡.,. (~i"'" et<lpil de cualquier método 
1 

1 
se conoc(!n 

' 
!Jf(xk)

1
x 

i:+l 1 ' 
desea calcul.::r 

y 
/e la rela:::i6n obtenid;>. con (2) y {3) como 

(3 b) 

donde lHi k = f) k< 1 n " , 

por lo que la CCU<~ci6n 

1 
" - llx 

" k 
(3 e) 

y estil se obtiene como sigue. Si el lcc:lo 

derecho de (3 e) se multiplica y divide por 

' 
,,, ,, S"9U?d0 términq se obtiene '• ¡,, . ' "•''•'' l /IX y 

e! ): ) (l¡::k 
"' T 

_,, 
'J :.g).. u -r~ 

' ' 
que: 

' o 

el pri"'cr tér;-.tno, 



r 
' ' 

''1:'"1\ 

z' l.r.k 
( ~ ) 

donde los vectoo·cs col=.r.a y, z. ~on ;l.rbi tr.,rios, al igue~l <;'-'-' ·.: • St 

por cj<.:r.>j>lO '"-' c~cogcn 

V·= 1 

, 
1 
' . . ~ . 

de /roydcn, l'lietitra_,; 

y =·· 

entonced la matriz , se actualio;a de acuerdo al método de Davidor.-

Fletchcr :- Povcll. .. Ya que .los vectores y, Z : son arbitrarios se pueden 

crecU>ar varias sel.,cciones,-·las que.se discuten"'"" ·adelante: Zi ·¡os 

-~- •-- ··pasos· :li x k-- .. ~e_ detcrmin;m mediante minimi:a:::ioncs unidireccion.U.cs .de 

f {x) en la di rec:Cib:-. S k , todos los métodos que có>lculan """ n l:~l 

siJ:Iétrica que Siltisfagan (3 b),· gcnernn direcciones-que son"mutu.,.-,cn~c 

ortogonales (par"-. f'uncionen cuadr5ticag) .. . ' 

,, 
' de Ran<JO 1 -----------

e~ ~imétric" c<m r.lfl'JO 1, 

b rel .. ción se :::ati:::Locc, 1" Únic" pocil•ilid.Yl 

de escoger " 



• • --- ~ 

-. 

,_ 

• 

' 

-' 

•. 
•· 

.,. __ _ 
~--"-- .•. ~";;t. '•· 

' - ' ·_ . ' •• o . -- : • ' ~.y...-

t•"'•- ~ • 6;¡ .. 1[6=<< -o. ~~.] 
.,-

[•><·- ,._.~ .. ~ "~ 

. . 
"· 

--~-. 

-=-· • 

1 5) 

El algorim.o tuncion=1a.de la siquiente f"or:na. Se escogen 

X 
o ' ' "" o 

que por,: ejemplo 

! . 

"'Sli"'-Y se ''"" u1u forma seeuenc:ial (1), (6) y (2) 

Por otro la1o, ~l ~e 

_usan OUnlr.t~za<:> onc:5 unidirecciOnillCs, el método genera dircccio:::cs conj~ 
1 

g3.das y bajo alguna~ condiciones rnii.s o meno~ restrictiv;~s,.sc puede demo~­
/ 

/ 

t,;.ar que ct al!JOI'it010 c?nv<.>rr,e a l<l 50luci6n .. Un" cnrac:lerlc;';ic<> "tr·;_¡cll'.'" 
1 

/ de este método es_ que ak en (1) no necesaria..,.ente tiene que ~cr '"' !''lli'"-''·2 . . 
<ro "'" rnuürnizc f (x) a lo la.'Cgo de 

·-· ·-· ; 
"'" pUede to:nar ¡;ualquicr Vitlor con la Wuca condición de q\lc no pl'OV.2_ 

""' ""' ll se haga singul"r (denomin<>dor en (5)). 

Si la función objetivo. no e~ cuadrática, algunos de los aspectos 

poco satisfactorios al usi!...~ (5), son lo~ siguiente~ : 

l. l) puede dej;or de ser positiv.> d<:fini<!a, en cu)"~ C:I5o e~ 

sario recurrir a algu.na otra e~tr ... tc~ia que lo g"->"anticc. 

2. La corrccci6n bnk puede no quedar acot;>da (gencralr.cnlc 

por errorc~ de r-e-donde~, inclu~o p,_ra fo.l.'"Jcionc~ cu:~<.!J•.",:ic"~) 

3. Si por coinci<.J<:ncb ll>'J._,"- "kn(xk)>¡'f(xk) <Jue<L> en 

1:1 <!ircccióll del pa$0 untcrior, n(x~ ~.e vuelve ~lngLJl"'"· 



) 

-- ' ·--

o 

-·-

o 

T • 
(nkt.¡::k ">' t.¡;k ~ o 

" J:uercf • '"' 
"" ~~-1 - ,, (l>t\ -O) 

• 
En este método ·la rn"tr-4::· t.n · ~e escoge -que ·.tenga ra."lgo 2 . . 

otra r..atriz si:;.[:~,.ica positiv4 dc.fir.ic!::), o:on lo ~u<: el ,-.é:•odo ::rr::>.:'1CJ c::>:l 

la dirección -dcl. m"-xino dcsccn~o.- Confor:ne el ,-,Ctodo ;>Vé\nza, va c:dstic,do 

un ci>lllbio del método de ,...adicnte a !lei.r~on con lo <f.lC se obtiene una gra."l 

ventaja a1 -usar -1= mejores <.;ara¡;teristica,s .de _.,,mbos rné~odos; ·. 

C0111o se rnem:ion6 con antcriorid;ld.la relación para link 

en el mhodo de D:>.vidon- Fletchcr- Powc,ll, y l: "' 

con lo que al subsl:ituir en (4) se obtiene 

Tlk-1 "' nk + "'/.""+ Bk 

( 5) 

en donde 1:>~ m.1trices A k y B l: son dr:.étricas y si, "d"m,;.s, nk es 



• 
' ,_ 

Y1 . 

,, .;,ié:n si: &~ríen, C."':~O:lC(!~ 
1hl 

tu::.~il:."' >o ser:.. '·" ' .. re ~"clon =~c:rior 

(F.¡;;. ( 5)) procJucc re~:.~ltado~ ~;: ~i ~!'ac:tori o: e' " pr~¡ica si<:.""\f'r" , . CU~:ld ~ 

• 

zar que " 

" ' 
_, 

" 

• 

no se hag ... r..al-condiciona<la 

r.tientras que la matriz Bk 

Tl k+ 1 
!'Co'll positiva def'inida en todo,; lo,; paso,;, y en el. li1:1itc se c~-'\cc'-a 

' 

Para 

" 
-1 

1 
- 'lo . Esto se puede ver corno 51gue 

,, - ,, 

111<.1'1 
~ l • 

=o !'unción cuadr.:.tica lo 

cuando ' - " - l • y lo 

Tl¡ = 1 + A ·- B 
o o .. , ,, - l • 

' ' i~o-:\- i~O '• 
'=· ,, '"' r...atrices 

suma .de. '"' ~::o. trice,; 

(1. + ¡, 1 ) - (o - 'l) o o 

'· debe m igual o 

' 
deberá ' cancclar "o ' 

(I en este caso), se puede d"Cir <f""'e el ml,todo de D:>vidon-Flr.:tcher-Po>'dl 

ref'leja; en cierta f'orr.>a, toda lo. in!'orm<J.<;ión ganada en iteraciones ¡mteri~ 

res, ,a, tra,~e r¡. .. 
... c:A ( .. d.; "-«L. 

Debe señal~rse que el método que se e~tá llc~c:~l.: "'' i • u~il 

direcciones conjugada.: si la f,m:::i6n objetivo e,;.cu,.dr.ltic:a. l'<~ra que la 

últin" din:cci6n, Sn~l, r.e" ccmju!;ó!o!.:>. a todas la5 il:lteriorc~, se dc~c 



• 



o . 

• 

o 

• 
~-

-' 

Y. n 1 

si se sut>stituye que 

""- n-1 

• 
n~l 

' T n-1 · 

n-1 

donde·- X • ·~--~[t.~:;·. llx•¡ ..•• , . 
n-1 _ . o . l 
-1 . 

" " (, ) en::onc~s n-1 n-1. ' 

. Si"." Hn··- =--!·· 
n-1 

(G) 

( 0 ·
1 

.... H .), =tonces ,_ vf.(x. ) 
. · n-1, 

es·c:onjug~da a tod= l':'s.Circc:cio:~~s,_· 

de búsqucd;. anteriores .dadas'.por .. Ax ., . f.x , ... , 

o ' 

,, 
n-1 

todas las direcciones de t>úsqueda son conjugada~. se puede de;Ttos_lr,,r q'-'c 

H-l, como.sigue. 

y denominador .de c,ada- Ai es 

( 

de .donde 

.,~me roJo r 
o!ntonc:es el t -"-

, 
' " 1 

, ' . . 1 . 

(7) 

que es 1;~. f6rr.".uh. (.; b). SCc. 2,3, ol.>tenidJ. con antcdorid::~d. 



' • o ; r -;·lcrc~nt "" i 6n 

). 

' 
r~_!la.'1 en alca.~.c.u- el r.d.nir:t<> d!! la fur.ci0n ohjeti·::> ::i 

e~ ~ufici<ontcmcntc j ;, ¡,../ 

cisión en lu H•~quc<tc. c:nillirc:cciot1<>l ~ca ill r.~::oc •--~"..!. 

ville!'te que en que se rcq•lierc para detenc:· "1 ill(i~-'~~'"'' 

co:.tplcto. 

' • 

'· La LCisqucd;o. por el mínur.o ~e <kbc detener, d al cv:>lt::-.:· 

los vectores. - n 
. ' ' ' 

ocurre cu;¡tlquiera de los dos s_ieuien"tes ¡>unto~. 

•) ~ componente ''" ;u;Lhos ñ-.cnor qu'.! u:ta. 

b) La!> longitudes predicha~ al mínimo, d·· ~:u;:.lquicra 

de los dos vcctorc~ "'" inferior il un~ cicrtil \Ole 

r..ncia. 

( 



. . ·) 

) 

" 
, .. ' .. ·....o:-:;;· •.• ,· 

.. (o') • 
-· .. 

;>.4.3- fllgorjfmos de I'c.,..-son ------------
._., .. • PeursOll propu:;6 u..,a serie de . ..,]gorituou" ¡•:u-a caleuL:tr ., 

usando dirccciom:::;·que rucr= conji1S<:d;ls. Los ;'l]gorito-"'" de Pe,.,-"'' ~e 
• 

pue<J.cn obtcncl' c::oplc;m<lo diferentes vcctcrcs y, Z en l" ccuaciC•n (r,) !l"1 

inciso 2.4., ~cgim se JC.ucstrn a contü:uación 

L Pc,.rson l:o. 2 Sea y " ~ l. 

• E:1tonces . 
t.g. ) 

- ,. 
(.t.x-· - '1 - ( -t.x ··-) -

k k ' k ' T]l:~l • ", • 
( '". ' 

l' ,, ' 
"o ' ' o 

donde R es cualquier silnétrica positiva definida. E~ te "algoriln:o <;ene"".! 
o 

·-·----mente conduce a Jr.atriccs r:lal condicionadns. -- .. - . ----- ---

'· 
E:n.tOrtCI!S-

" " ( • • hl ' 
"o • ' o 

'" k "' 

z- .. -r¡ :tlg'-­

' ' 

Ag k) 
( r\'~;:k) T 

con-"= 

-(llgk )T ", 
., ,, 

L 

Este ;Ugorit::.o se c01:1p0rta bOlstantc p:~rccido al <l" D.~vi<.!c."-

Fletchcr-P<?\1Cll, excepto que el tamai'io del p;~~o e,;,,.,. gcncr<:1,. infcrior 

al de este Úlli.,o. 



i'¡ 
'-

e 

( 

~, . • 

Pearson propu~o este otro <>lgori\,.,o ;,1 """1 ~" pnc:~e 

"' obtener h"'cicndo que / -/ ... -

obtiene. 

., 
o 

" . 
' 

• 

y· z 

·' Tl " 

6!1")( 

,, ' 
" 

n • t.<J. -- - ~ 

<:On ~" qHc ~e 

)
, 

tste nétodo incluye l;>. "siguiente regla de ~ein~oo ca::la 

n etapa.~. do:¡de n es el nÚ!r.ero de v=iables indeper.d;o::nle~. sobre la 

matriz 

es decir, cada n etapa~ se to::~o. 

1 



e 

( 
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.;.. ... 
. "' ' . . 
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orrt:::r::r,c:ro:; u:: .... 
'·' D~ 

. . 
~·· . 

Se des<.:a c¿¡}entar un fluido dc~dc una ter..p=atur¡¡.: lms~a 

una te,.-.pcratura de salida T , · ñ-.ccti.,:nte intcr(;=bio de calor """ tres 

""' 
corrientes liquid.-.s calie:•tes, en 'U1I $Ístcr:a de tres c.¡¡r..biadores de c.Uor 

,. 
' ,. 

' 
Para el proceso =terior se especifican los siguientes pará:oetros: 

producto del flujo en masa por la capacidad calo:-ifica (se supone 

idéntica en todas laS corrientes) 

t..,peratura de entrad:> de la~ corrientes calientes (i" 1, 2, 3) 

coeficiente total de trunsferencia de calor en Cilda uno de los tres 

c:.,bbdore~ ( i " 1, 2, 3) 

Si se supone q"e la inversi6n toti>l rC<~ucrio.l<> par" el dste-.a de 

(i,.l,2,3) dem~·wra 



-

.. 
_) 

.. 

tal que : 

·.·' ~-·-,, •. 
,,. .. 

. : ~· -, 
.~ ... 

sea minima. 

• 

"t •• ~ • .., .. 
' ' 

• 

.. •• '• - .. r• .. 

. ... 
,, 
.. -

•, 

1") .Formular el probl""'-"'como una·optim.izaei6n en estado est;,cio 

. "-"" 

n.ario. Identifique la .fUnción objetivo, variables de decisión y rcstrie:::io 

nes. Los siguientes parimetros se consideran fijos 

Tin a To • >00 ' ' 
• 300 o • '" ' 

Tout • ', • 500 
' 2 

• 400 o • 2 
so 

-.re. • 100,000 
' J 

• 600 o 
J • 40 

2°) Suponga que en el problema ;o.nterior las corrientes de salida 

caliente de los cambi;,dor"-S 1 y 2 deben ~:~ezclarse y la tC!:Iperatura resul_ 

tante no debera exceder los 230° . Plantee este nuevo problema tomaJ'!do e.., 

cuenta la restricción pl:mteada. 

Modelo del cant>iador de ealor 

Con$iderese el ca:n!>i;o.dor de calor a contra corriente gue se muc~tr·a 

a continuación 

' .n 

' 

~- - . -- .. ~---- --- -~·-





' .· ~ ' • • 
• • 

La~ ccuacionc:; ~u J'unC:inn;-.:ni~nto ~on : ..... 

. .. . 

_..,_- .;.,._. 

• 

' r.opidc7 ~e tran,;fcrcncia de ccolor en el n-i:5ino c=bi;>.:lo:-

o 

• 

• 

siendo 1"-s 

., (T .n 

"' 
"' nn 

u' n n 

(< 
n 

(< 
n 

( t ~­

" 

_Tn-1) 

t O') 
n 

• 

T n)-

tc::tpcr.~ruras de s<J.ida las 

' 

u ' n n 

y 

T 
n 

' . n 

' n-< 

o ' 

Fund6n objetivo 

siguientes 

n 
(T -T ) 

. n n-1 

Según ,;e mencionó """ :mtcrioridad, ~e trata de lllnimiz.ar el arca 

total del sistema 

• • ' 3 

Vari:~blcs de rlccisi6n y rcstriccionc~ 

•) ·r 
' 

cOJIIO vari;J.blcs do decisión 



.• ~ . , 
-- .. -

~. ' -
.•. - •• ,, . 

·~· .•. · .-~., 

.. \l"c(T-·1') 
1 o 

. ~. .-· 
el/ul _ _,_,_ ~ -·~. 

( Tl) 
. ... ., • ' . 

•, • Q2/U2 ( T~) 
' 

•, • o3/u3 ( T3) 
• 3 

Restricc ion e-~ ~obre 1~ v~ .. da~lco;; indcpcm:!i en t"~· 

T < T1 < 
'1 o 

T1 < T2 < ', 
Restricc.:ionc~ sObl"C 1o< v::.l'iablcc: d~pcr.:l.iente~ 

equivalentemente 

o 

IV 
b) Ar/as •, y •, 

T • o ', o 1 T • 
1 ,. 01 

T1 '" ' , 2 
T2 • 

1 .o, 

i=l,2,3 

como vo:n•iablcs independiente~ 

' ' . , u'A/>'C 
' ' 

.. 

como en el ca~o ;mterior, i11 ig-~;~1 ~w:: 1\~. 

~stricci~'""' en 1"~ va•·iablc~ imlcpcndicnle~. 

o < (dato) 

• o < •, (d::.to) 



t.r._ 

.. 

e) ... ,, ,., ',, .. ' . :;.1 ,. e:::.• ,. ',. . ' <!' ' " .. . . . ., " • 

' • o, 1 • e • T ,., • o, 1 " (• ., ) 
' o ' ' ' 
', • o, 1 ',' e • T .. • o, 1 '' ( t .• ' ) ' 2 2 ' ' • 

o, " e (? 3 2,) ,, o, 1 " ( ' . • • - ' ·,· 3 1 
• 3 3 o 

o < o, • '.! e (t - T ) 

"'-" ¡_ 

o • o , < "' ( ', ' ) o 

l!estriccione.: .:obre lOls variOlblcs <l.:pend~cntcs 

( t - T ) 
2 o 

2- Con restricc:ionc,; en la corriente de ,.er.Cln (P=tc ) . 
-----------------------------------------------------
Las ecuaciones y restriccimtes analiza:la.: en la p.tr~e 1 S~S""" 

siendo v6.1idas awtque en e~tc c;;>so ""istc ¡,. nccesida<l de ::.ibdir otr;;> re" 

tricci~m, !:cgún ~e anuliza a.continu;¡ciÓit ,, 

'• 
\} <lriablc dcpc,dicntc • ' ~ m 

2 

-



J rcttr¡cci~n~~ ~o !ore ' 
1/,i " 

• 
Al • - y A2 • - - > ' • ' ', • ', 1 o 

' 

•• 
' • ,, '2 • ' • 2 2 

,, • ' • entonces o 

' < 
" 2 

! • 
" • 

por lo ta::~o \ .. To 

- t ~ ~ 230 

/ 
2 

t (restricción por 
... 

ar/a in.finita 

Las solucionc:s 6ptil:¡as rcsul tan ser 

• 
Primera parte Sin restricción en t 

T
1

" 186.2, r
2 

= 292-7, 

~2=1239.1. 
A, : (.)Lg 

m 

5183.8, 

• 
Segunda r=te Con re.<;tricci6n en t 

• 
' m 

.. 229.9, 

= 11.00 .. 

1017-9, 

m 

' 10. 

2715-7, 

6 
•10.64•10, 

'\ - 7054.8 

A • J• 

6 

" 
<;009.3. 

o • 
3 

20.73 • 

6 
lG.Dl • lO 

~ n-;;.o 



. . 

• • 

---- .. 

' 

• 

... ,. " .. , .. , .. 
i 
; 

' r.• ' 

. ' 
- .,¡ • 

• 
AHl'LIAClO!I UJIA 

c;atal.itico y fijar nuevas condiciones~de-operac:i6n,P="- aument"-r la C"-pac_i; . 

. . "';--;- . - ·• 
dad de \Ula planta que produce ES. '' ,~ 

• • .. 
' '• •. 
' La planta .fue origin;W:-.ente di¡>cil..cl.a para producir 91 T/D de_ ES, 

Dc."!tro de li>S 

varias al.tern:~.tivas analizadas se pretende ereetu.a.r la optir.ti::;r:i6n sobre el 
• .:r,_,.·,,:.·-- • 

'"'-·· continuaci6n _: , ~- ~. 1 - . ,_ ._,..,,,.. •' ~-

-e/, C2, CJ : calenta::lores 

diagrama que se r.ru=tra a 

• • 
El, •E2, E3 :- c<l!llbiadores' • 1<1 

• 
R : reactor catalíticO' 

,. 
• 

• 

1 .. 
1)< 1 L, 

L,. 

(t'I\RC!, 

i'i'.l:St",\) • 

·J ' • 

•. 
•• 

•• 

.. __________ _ 

rroducto a 

.. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

' ----

• .. 

'""!"<'' ,,,: i Gn 

• 

.. - .. 



•• 
• j ' .. 

• 

. . - . .. 
, -~-" ,·\,x•-

..:0.. '"-'- __ ., ••. <lo .... "'•' . --~ ~~~- ' -- . .,_ 

. - ·-
..-.-,, ...,_.,,,;,, -~-.,...._;'¡,.~,_...: ~-.. •<é~j¡o·~ 

, Ba,;,:s de discl;o 

"' "• 

.. 

··-<': '· .. 

Composici6n de la 

8 0.43 

T 0.86 . . 
• E B - 98.46 

p EB 0.:22 

Co::~posiciOn de la 

8 0.166 

T 1.866 

95.217 

2.668 

P & B ---- 0.082 

Descrip::i6"- del >"lu.io 

.-.-

• ' 
carga fresca ( i ) 

• .. 
• 

• (materia, pi-irna) 

~ -- "-.. !'·;;.·. '•rt - . --, .. 

carga total al reactoor. (sin vapor) .. 
• ·. . 1 . " 

.. , 
' (prodw:to fi!Ull) 

• .. 

71 • 

• 

El EB f'I'cm:o se UJle con la corriente de recirculaci6n proveniente 

de otra secci6" de la planta. 

-de prcc;::.lenta:::ie:¡to de carga., con~tituido por los ca:•biildores ·E1y E2 

ll:'ltes de entrar a e 5 tos ca:nbiudores la C<U'ga cor.lbinada se me:zcli:: con a;>rox1._ 

ll'l!d=ente el sr.=; del vapor ·total \ls<ldo eñ la reacción. 

te vapori~ada, se alim~nta al ca;,bi;:ldor r:~ a una tC1'\peratura_ de JH';° F, s~ 

' 

• • .. 

' 

liendo del rll!Or.o "- G92" r , . c:c:::.-1 cta:~:~n te v :>pori:;:ada • Del C:>.T,bia:lor ~? p:j·:. 

.. 
' 

El Ciilcnt ... ':liento rinill de l01. r..c7Cl01. v:>por-

... ., 
1 ... 



~,,;;:: :, w:-. :c:¡•...::· .. :·.:c~ d•: 1~~0" 1'. 

·,., m•'. ~--• .,, • ., '-'- ~,,t¡,.,- ~-- -~ • 

.,, -.< ·'"· -''" ,;.-

<:3 , tk1 C;<l•.:~t :·:!n¡· ' 
... .. 

C~Le ""-1'"" cntl'"- a 366" F y ~.,olu del <:: .... :..;~.Jor" 1:~ 

Por ou·o ¡,~o, el VC\j'Ol' <¡Uc J<.llc del c"lcntu:'"r C3 ce---'~, --- ---

(vapor/hidrocnrburos) a la entrada del rc;~ctor R, r.>ientr"s qn.• l;J. otrc. se 

usa /'m'" elevar la tempcratur.,_ de- los ga""" d.c re.-~ci6n cnn·e loc; hecho~ 

La mezcla vapor- hidroc;l.I'buro"cquc sale del reactor R <t lll~'" F 

se aprov=h" p<tra prcc:>l=tar los hidroc~bm·o~. y el vapor que entr"-n :d 

procc,;o, 

(:!ota' L" 1:111-yori.,_ de lo~ dat<>s dados con =tcriorid<>d son rc:;e>l\.<>do <1<> ]_, 

opt:imíznción que se dc"cribc ¡r,¡",s "dcl""t<·). 

Dato, 

'c;u-ga fresca c;;,ntidad n!n:im;~ dí~ponilllc' 



.: r 1 • 

. ·' 

• 

' :: _; ' '· 

., ,,. .. 



;--. 
' ' .._./ •. 

• 

.. 

·- ' 

; .. ·. 

' 

. . . ;.. 

:;.' ... , 

' ' 
... . . . 

C<>J.en:~dor C3 ' 
.~ ... .• 

,. V¡:,por tl':r.lperatura de entr.,r.J.• 

' t5 c:1 prG>ducto :. ~eparación- c-.,1tidad ( 

•• ·' 
-~- ·. . ' ··- - ' 

' 
reql<.iere. calcul= signi<'nte,:-

. ·-· - ~ -~~. ' ..... '- .• 
1 •• Calcular el volúmen de CZitalizador en.el Jr.cho L J 

2 .. Caleul¡:,r el volÚI:Icn de cat .. lizZ~dor en -., ~. 

el. 1 <:chor l.~· • 

] ... La Cantid"d ·(%) del Dujo de salid"- d"l rc~ctor 1~ . ' 
qu~·pasa ~or lo:: . 

• 
cambiado!'.::S E 1 y·· E 3 

La cantidad total de vapor 
¡, .... 

La c:mti<!;::d de vapor q\.le se inyecta al c:::ml>iado¡· . 

• 

6 .. La Cill"1tid1ld de vapor que pa~a por el calentador para que la nr::zcl i'l 

• 
• 11. l. a salida del cale.'ltador C 1 sea de 11 ~oo F 

' 

J 

' ' l 

' 

' 

' ' ' 

' 
1 •• La relación (vapor/hidrocarburos) a la entr¡¡{¡a del lecho L 1 del rcaclor· 

R y a la entrilda del lecho L 2 del r.rismo reactor . 

• 
El objetivo ~ el ~iquie:.tc 

' 
J:inimizar lo c;mtid;.,d total de cataliz<~10l· m el rc.,ctor J· (lecho~ Ll y \.:• 

<>/e. 
2. Que 1" prO:lllCción sea "-:'-.;,;:,.::;=.,=~ 

' 
l<iCl T/D. 

'· '"' "' co:t~t1r::o ,, c .. rg¡¡_ rre::ca ~e¡¡ '" mcn<.>l" po~it>lc (e) 

'. 
••• Que ol pro.~ttcto • _scp¡¡r.,ci6n e~té lo "''"'~ l"l·io po,;ihlc (T). ,, 

. -
'• 

• 

' 
• ¡ 

' f 

-- ------ ·--·---



_, ... 
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' ' 

-

-­'' '• . 
!--; 

. . 
' ·. 

·.,. L 2) 

'1 ' 
. , . , ' 

~cD"".dicionar 

•• • 

(G) _,_ .r 
4 

ol>jctivo . . 
-·~ 

,. ,;'\p. '.:· ' - ~ 
Rcr.tl"icciones 

! 
/ 
' .• en Cll..,nta l"s siguientes 

1000° F < 

•' ' '·· ., ' . ,. ·.~· ,' ~­..... , ... ; '-:..~ ... ~- ~'. --· • • ..• ,,.-t. ... ·--- --~- ..,.._¡ ... 
restl•iccioncs 

.•. -... -. ~ "' e? 
entr;1da "•- • • 

1280° F 
Tcmp. 

< ,. 
, .•. 1 reactor ;"''-· .. 

. '·' 
• • . 

Temp. salida· 
< 

del primer 

lecho (Ll) 

Tcmp. cntr.,da 

al segundo 

.lecho (L2) 

< 
.• 

·..:~ '·~-i'!.­
' . , 

Relación (Vilp./hidroc.,rburos) 
1.0 < entrada < 

primer lecho 

Rcl:l<;:ión Rel<lci6n 

( \'ap ./hidl-ociu-t>uros) · (V"p./hidrocarburos) 

mtrada al 
<< 

1 lecho 
< 

cntruda lecho 

l·:oJclo ,, lot. equipo~ 

Los equipos que e•. ncc:Csilrio simul;.,r Yj 
. o 

dguicntcs ... • 

·, 

' 

< 

.. 

3.0 

·-~-' • 
' ,. 

• 
t.)ll• 

dimcn~i/:u· 

.'-·-~ -~---···· ·-~~ 

• 

• .. 
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G;,s 

b) G<ts- Liq:.liüo CO"- Cv<lpOr..>ciÓ:< (E2) 

1 
• 

• 
~De loz c<¡uipo~ !'<Cll<:ion..,,los ~ó1o se dc~cribirá el modelo u~:e>:..!o ;·;-,''" 

el réilct'or·c_..t~.litico, por ,;er cstc el equipo rnás irnporl.mtc de 1:> pl""'"· 
/ 

nalu~ (Ve¡·,, p.eJ., D.D. Kcrn (l'roccss l!c;.t Tr"-'lsfcr", 1·:<:: Craw-llill !~·~O~ 

Co., llc;,t Y<>rk). 

Cin~tic¡¡ del sistema rcaccionznte 

Se considera que en los lechos catalíticos L 1 y L 2 zc llC•!0\.'1 

~cabo las 1:iguicnte.: rc,ccio:;e,; .. ( A: vapor de ngu,.). 

>) " "' • " ( catali tica) 

2) E E ---" E • E (c...,talitic.,) 

3) 'H • E E __,. T • " (catalítico.) 

<) .H • ' ~ 00 • H {c<:~talitic;¡) 

5) e o·+ ' ~e otJ. • " (catalit:ica) 
•• 

6) E ~ AO • " ( dcsc~mpo!:ici6n '" 
r,.,;, Vil]•<>l·) 
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r'C(lC::OiCr.'.:~ "'"~·::·io,.c!:, ~::m ' .. _~is,<iC"1tc~ 

[ l' r:s ' l ,, 
' , 

'oo - "''-!' 

' ' r 
[ - - 6.16 ) 

-'V ·[ - ~5COO 
1?.. 8 l - e;q> • ' ,, 

' 
Cil 

' ' [ - 11000 l v, - ., LB ' ', 
' 

00 

' ' 
V [- 7900 

3. 36 l r - "" 4 ' 
H 

' [- 8850 
3.8 l v, - "" • ' 'A 

' •• 

2.5*10" [ 38000 l Pl'/T v, - "" ' 
dondes. 

' - T0.549 
"'' 

[ :..... 14516 • 11.4~) 
' ' 
' Pres~6n en ¡;rtm6sf'cr .<5 

' T<:l'llper.,rura (' IZ ) 

'· . 
' 

Presi6n parcial a cada componente 

-
tl calor liberC~do_por c"da·una de las rcacciom•:; ~"' toe.(, . . ,.,.,_, 

" 

t. )11 , 28,8-13 • 1.09 T 

' A 1!2 - 2~. 99:: 1.09 T 

'", - 1;>:, 70~ 3.1')1'. 
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' 71. 

.: :i 
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>~·.,o;•:, ' :;::¡t • ' 

t~li 5 ' 10,(:02- • ~-5 T 

6 ¡¡G ' 36,278 • 11.45 T 

• 
Con la "-"-tcrior lníorrnaci6n, es po~ll>lc ent:>.blcccr las rclucionc:s 

~e d"~criben 101 v.-.ri;;.ci6tl', con la longitud, de cadu uno d<' lo~ c;o;oponentcs 

a<>i 

.... '1rc' T, P) i'= 1,2, ... ,f/.:.'dc 
. . . 
com~ncntcs._ .•1c..; 

" (n· ' P) ' ' n,. ... ' n:Uc' T, 
da T 

• d p' 

" (nl' n "uc' '· P) ' ,. . ... . , 
con ~5 condiciones iniciales asociadas ( Z s. o) 

Hay que tomar en cuenta que el volÚJnen de cataliz<>dor en c<lda uno 

de los lechos es una incognita, por lo que el limite superit;a· de intcgr<>ció" 

en cada lecho ' z = z ) 
' 

son variables, además de' que entre 

ambos lechos exi,.te u.na sección de mezclado con vapor. 

Result<~dos 

Los resultados que produjeron un V<llor mínimo de l<l !'unción objetivo 

fueron los siguiente~ : 

·- ~-- -·· 
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j 

-· 

)B. 

Tcupcrc.tur" de cntr;.d._, a la !legunUa ca:na 

Longi ~ud de la scguiLda cam;; 157.1 = 
2,738 lb/ll> 

Gasto de hidrocarburos en la primer:.. cama 249.31 ¡bmol/h 

(Vapor /hidrocarburos) segunda cama 2,923 lb/lb 

ES n pul'ificación 150-4 T /D 

Com:cr.d6n total 6),06 % 

Selectividad' total 81.84 % 

Fracción de la salida del reactor a .El y E 3 "' 
1'empcratura del prodo.rto a separ .. ción 

Fracción del·vapor total al cambiador E 2 8.3% 

Fracci6:~_ del vapor total al calentador ·C 3 D % 

Comentarios Finales 

F:l problema anteriormente descrito resulta scl', dcsd" el punt_o de 

vista de ninimi:;aci6n de funciones, uno de lOs má!l COJII]>lcjos ya •¡uc una sola 

evaluación de la .furu::ión objetivo requiere de los siguiente!: c.il•:ulos 

o) Solución de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias 

no lineales 

' 
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l•) c:,lculo5 iterativos en los c=biadorcs de calor ya que 

esto~ existen de nntcm=o y lo5 rlujos y temperatur;>.~ de 

operación deben ajust~r~c al <lisciio mcc:S.nico que tim,en. 

e) Existe dentro del proceso un pa~.o de reccperación de enei"]Ía· 

(cambiadores de calor), lo cual también !Jencra que se ha\r<>n 

cálculos iterativos dentro de cada evaluación de la !"unción 

objetiva. 

-En opinión del autor de este ejemplo, el modiricar las condicione~ 

de operación de una planta para ajustarlas a nuevos requerimientos es, con 

r.rucho, bastante ~ás complejo que el diseño de una nueva planta ya que en 

este Último caso se tienen muchos grados de libertad. 
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