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O!rectorl<> de fTolesoreo del CUrso: TOPICOS SELECTOS DE 
lNVESTIGACJON DE OPERACIONES 

M. en C. GerrrAn Sergio Monrov A!v:u-ado (Coordinador) 
jet= del !):,pana mento de Silll"rM.s 
l)(vtsiOn de C!Cnc1as Mou:010e lno:emeda 
Uñtv~rsid.ld Autóncm.J Me:ropoh¿,na 
Ave. San Pablo ~- l&l Ed1/lcio R o1lclna. 245 2" Piso 
M~:tlrol6, 0.1'. ··- - · 
382 30 00 Ex:t. 215 

'· M. en l. Eduardo de la Fuente Rocha 
Dtreel:or de Estudios v P..avec:os 
O!recc!On GeMral d~ -P!aneac¡On 
Seeretarfa de Educac!6n F(lbJica 
Aftil Na. 571-9" P¡so 
Col. Gunjas i'>I~XlCO • 
Delegac!On 11:"'colco 
c:r. 08400 M~xico, [).F. 
657 26 57 

3. M. en C. Cr•"'sto Mercado Ra"mtrcz 
Prv/Cs<.>r TIHJ!ar 

•• 

lngenicr/a Bi 1m: lic1 
E.Jifkio ""T'" 2" Pio;u 
U A M 
llni.tl•1 [l<.lpa[~p.J 

México !.1, O.F. 
68.-~ o~ ~2 E«. 221 

M. en l. Manuel ch.: los R~yes García Martin~.< 
Prvb><.>r 
D:panam~nro úC Si,tc "'·' ; 
Ar<O~ .1<: A!lilisis de llcci~lon.;;, e lnv.,.;¡JgadOn 
de Operaclon.:• 
UN A M. 
Unidad Azcar<>CZ;Jiro 
M~xlco :6, D:F. 
382 50 00 Ext. 21~ 

S. ~. RJ.faet López Bracho 
Prores~r 

Departa mcnw de S me'"·" 
Area de An;lllsi< de Oc~,.¡~,,_,~ 
e Inve~t!gaci6n de Opocrd~!o.,~~ 
UNAM 
Unidad AZC1f1'-''"~lcu 
ME!·<Jco 16; D.f. 
382 SO 00 E~t. 2!~ 2.H 

6. Or. Serglo Fuente< ,\1~;·• 
jefe de M:ltcmát~c·~• 
Dtvlo\On d~ E•tudiu,; ,,,. 1\>•i:rado 
Facultad de l"!;"~n•ai.I 
UNA:-1 
M~xlco 20, P. f. 
5.50 S2 l5 G.t: ~ ¡~; 
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TOI'lCOS SELECTOS OE lNVES11GACION DE OPERAClONES 

"" 
ANALISIS DE DECISIONES 

La Lncen:idumtlre . 
~siones con y sin ~r\me(IU.cl6o 
/u'voles de decta\On 
PunctOn de m!l!dad 
Aplicaciones 

SIMULACION 

Metodologfa 
GeneraciOn de nllm<:ros aleatorios 
Ejemplos ditcretos 
Lenguajes · 
P:lncipios de dinámica i:ndustdal 
Principios d~ JU~gos <W stmutaclón 
Apl!cac:iones 

17a2lh 

'"'" 
17a2lh 

'"'" 

METOI:OS ENTERO-HEL'IUSTICOS Y COMBINATORIOS 17 .1 21 h 

formula~lón d-> problemas enteros 
~todos de b\turc:.•cHJn-a=cil'm 
ApUcacioneo 

'"'" 
M.l:r:ro 10 y 11 PROGRAMACION CON METAS MULTIPLES l7a2lh 

l7sl9h 

"'= 11 y L2 

M•= 
15 y 16 

• 

Formulación de problemas 
Méro<!os de solución 
Aplicaciones 

0n1MIZAC!ON DINAMICA 

PROCESOS MARKO\'!ANOS DE DEC!S!ON 

Pl:lncipio• W.slro" de una cadena de mAr~<-v 
Procesos <lo dectstón 
Métodos de decisión con y stn !actor de desq¡enm 
Aplicaciones • 

19a2lh 
17a2ltl 

l7a2lh 
17al9h 

M. en l. Manuel de 
~ Reyes Carda 

M. en l. jo~<! ¡.,11111oz 

"'"""' 
M. en l. Eduardo d" 
1& F~U:nte 

l)r. Rafael López 
l!r~cho 

M. en l. jo~<' Mur.O.: 
(lelg3dO. 

Or. Ser¡¡lo Fucn'e• ... ,. 



" 
•1"'~'·' 

·, ... 

• 

• 

' 

• 



·• 
~
 

~
 

N
 

~
 

~
 

• 
~
 

N
 

~
 

<
 

• 
~ 

<
 

~ 

• 

~ 
. 

' 
o 

o 
>

 
o 

~
 

o 
o 

o 
o 

e 
• 

n 
-

o 
-

o 
. 

e 
o 

o 
>

 
' 

" 
ii' 

• 
-

o 
C

e 
r 

o 
" 

" 
o 

" 
o 

' 
' 

~
 

•• 
' 

o 
" 

' 
o 

o 
r 

' 
' 

-
e 

2 
o 

o 

·g 
" 

• 
o 

" 
o 

" 
" 

• 
<

 
-

o 
o 

-
z 

g 
·r.

: 
' 

-
" 

" 
..

 
§-

" 
•• 

o 
-

-
o 

' 
o 

'" ¡)
 

o 
" o o 

-

-
~
 

-
' ' -
-

-
-
-
· 

·
-
-
-
-
-
-

-·
--

-
-
-
-

--
--

-
-

-
·-

--
-·

 

. 
<

 
. o o '. 

n 
~
 

o 
' 

z 
" 

~
 

o o 
" 

o 
~
 " 

~
 

z 
" 

n ~
 

" ' 
" 

" 
• 

o 8 

. 

- --
-

-

~
 

n 
. 

" 
e 

n 
~
 

, 
~
 

• 
o 

li
 

.. 
~
~
 

• 
n

"
 

• 
-5

8 

" 
z
~
 

o
~
 

" 
m
~
 

• ¡ 
~
m
 

~
~
 

" ~ 
>

O
 

n
~
 

" 
5

0
 

• ~ 
zm

 
e:

~ 
• N 

m
 

~
 

~
 ' 

' 
. 

D
O

M
IN

IO
 

DE
L 

TE
M

A
 

. 
E

FI
C

IE
N

C
IA

 
EN

 
E

L
 

us
o 

OE
 

A
Y

U
D

A
S

 
A

U
D

IO
V

IS
U

A
L

E
S

 
• 

M
A

N
T

E
N

IM
IE

N
T

O
 

O
EL

 
IN

T
E

fl:
E

S
. 

(C
O

M
U

N
IC

A
C

IO
N

 
CO

N
 

LO
S

 
A

S
IS

T
E

N
T

E
S

,·
 A

M
E

N
ID

A
D

, 
F

A
C

IL
ID

A
D

 
D

E
 

E
X

P
R

E
S

IO
N

),
 

P
U

N
T

U
A

L
ID

A
D

 

.. 
. ..

 -
. 

. 

"' ¡¡ r e ,.. o o
, 

z o ~
 

r ~
 
~
 

~
 

w
 ¡¡¡ f! o o o ~
 

z -<
 

~
 



-. 

·-' --

• 

.-
.. . . 

-' 
-
•
•
 
?
-

·
·
·
-

·-
· 

-
. 

• 



' 
•• 

3 

' . ' l 
• 

' 
o o 

' ' • 

>
 

' O
R

G
A

N
IZ

A
C

IO
N

 
Y

 
D

f.
S

A
R

R
O

LL
O

 
D

E
L 

T
E

M
A

 

G
R

A
D

O
 

D
E

 
P

R
O

F
U

N
D

ID
A

D
 

LO
G

R
A

D
O

 
E

N
 

E
L

 
T

E
M

A
 

G
R

A
D

O
 

D
E 

A
C

T
U

A
L

IZ
A

C
IO

N
 

L
O

G
R

A
D

O
 

E
N

 
E

L
 

T
E

M
A

 

U
T

IL
ID

A
D

 
P

R
A

C
T

IC
A

 
D

E
L 

T
E

M
A

 

n ~
 

¡:: ~ n o z o ·.
n

 

r ~
 

n z ~
 

n z•
 

~
 z N
 
~
 

¡_
 • ' . ~1 j l ., 1 1 



' 

EVALUACION DEL CURSO 

CONCEPTO EVALUACION 

1 • APLICACION INMEDIATA DE LDS CONCEPTOS EXPUESTOS 

2. CLARIDAD CON QUE SE EXPUSIERON LOS TEMAS 

' • . GRADO DE ACTUALIZACION LOGRADO CON EL CURSO 

. 
4. CUMPLIMIENTO DE LOS OBJETIVOS DEL CURSO 

'. CONTINUIDAD EN LOS TEMAS OEL CURSO 

6. CALIDAD DE LAS NOTAS DEL CURSO 

1. GRADO DE MOTWACION LOGRADO CON EL CURSO 

ESCALA DE EVALUACION DE 1 A 10 
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l. ¿Q..lé le pareció el ari>iente en la División de Educación Continua? 

MJY AGP.ATh\BLE AGIW}I.Bl.E OI'.SÁGRAIWlLE 

2. ~dio de co!IWÚcaci6n por el que se enteró del curso: 

PERJODiill EXCELSIOR PERIODICO MJ\IEilADES 
ANJNCIO TI'JUI..AOO DI ANUNCIO TI'JULAOO DI fDLLF.TO DEL CURSO 
VlSION DE EDUCACIOÑ VISION m: EIXJCACIOÑ 
mNI'lNUA CONTJMJA 

oomL MENSUAL RADJO UN JVERS IIYUl CC:t>UNICACION CARTA, 
TF.IEFONO, VF.RBAL, 
m . 

• . 

REVISTAS TEO/I0\5 FOI.ll11l ANUAL CART'E1.EAA UNAI-1 ''LOS G\CETA 
UNIVERSITARIOS !úY" mw-1 

3. Medio de transporte utilizado para venir al Palacio de Minerfa: 

¡~ METRO OTilO MEDIO 

4. ¿Qué aurbios hada usted en el programa para tratar de perfeccionar el 
curso? ------------------------

S. ¿Recomendaría el curso a otras personas? 

• SI 
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6. ¿Q¡.re cursos le gustaría que ofreciera la División de Educación Contiru.la? 

7. La coordinación académica fue: 

EXCE!.ENIE . MAlA 

8. Si está interesado en tomar algún curso intensivo ¿(llál es el horario -
más conveniente para usted? 

UJNES A A W~'ES, 5 >WITES y -
DE9A13H.Y VIE\NFS DE Y VIERNI'S DE DE18A21 "-DE14A18H. 17A21H. 18A21H. 
(roN <XMIMS) 

VIERNES DE 17 A 21 H. VIERNES DE 17 A Zl H. OTRO 
SABAOOS DE 9 A 14 H. SABAroS DE 9 A 13 Y 

DE14a18H. 

9. ¿Qué servicios adicionales desearía que twiese la Divisi6n de Educación 
Continua, para los asistentes? -------------------

10. Otras sugerenaas: 

5 

• 
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D/VIS/ON DE 
D 

• 

EDUCAC/ON 

1 

CONTINUA 

TOPICOS SELECTOS OE INVESTIGACION OE OPERACIONES 

SIMULACION DIGITAL 

MARZO, 1 982 

Hanuel de los Reyes García M. 

José C. Romero Cortés 

José Luis A. Sánchez Limón 

Departamento de Sistemas, UAM 

Po! ocio do Min.rio Colle de Tocubo 5 prim-. pi.o Do loo. CuouhU,.,. OfiOOO Mbico, D.F. Tol.: 521 ... 0-20 Apdo. l'ou•l M-n85 
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SHIULACJON DI~!TAl 

Manuel de los Reyes Gor-~h M. 

Jose c. Ro01era Conf_s. 

Jos& Lul< A. S.llnche: Li."'6n. 

DIV!SION UE CIE~CIAS S.~SIC.\S.C L~r.E-~IERI.\ 

~E~ARTA.\JE~TQ DE SISTEMo\S 

UNIVERSIDA~ AUTO.~OMI .~ETROPOL!l.\~~ u:o;J~.>.D 

,uc.wor::,ILCo 
MEXICO 16, O.F. 

• 

• 
!N DICE 

!NTRODUCCJON ' 
SISTE.MAS Y MODE;LOS ' 
SIMVl..ACION Ot:31TAL ' 
PASOS A SEGUIR EN 1.J>.. SQLUCION DEL PROSLEMA DI:: 

S!MUU>.CJON 

LENGUAJES DE COMPUTAOORA PARA SIMULACION " 
APLICACIONES DE S!MULAC!ON DE SISTEMAS " 
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S!J'AULACIO!l C!SfTAI. 

1, rnt..,<Lcctfu 

E;n esta artfou\o se pretende dar <>na b""'ve ""scrl;pct6n de los diferentes 

lact6n, haCiendO <.<>a expOslc!OO oobre tos elamen~os que inte,.-.,¡6 ,.,,.. <" 

ser ~esuo!tos m~d\ante la slmu\..c\6n. 

Los mOCe\os matem!ticos i'>M> ~Ido usados M \a !rngenlarfa para flN>s de 

temas, por medio dtl I'>Ip6tuls almpHflcatod<!5 • !dellzaclo.-..s, .., ~ 5,,... 

blece un modelo que permite ca\c:ular los e lemeCtti:>S de••"":IOe , L 4 ~r""' 

En ol caso de sistemas mM complejos, sot>re to~ tipo dinámico ¡q.,~ ,~-

dan con el tiempo), ¡a soluc\6n <V>alftica del mod<>lo establec\00 ,-.., •~ Y"' 

""nclt\ay en alguros c=os ni siquiera posible. c.on el aQvenLmt.,N~ d~ 

' 
las comp.>tadílra.o; ele~tr6ntcas dtl alta veloelda<!·. • i'>an desarrolla.:>~ :éc-

compu;<>dora, eo..,-., ~~ S!MSCRIPT, GPS5, GA!ir>, OYN->.u.Q, y otr<>s, 

que permiten, una ve~ e~ttmlectdo el mo<~elo, re:solverlo y obte""r re-

sult~dOs con (O<:ilidad y r!U>tde~. 

Dabe conslderars~ <1'"' 1~ slmulO<:i6n dt]ital es Ut~a técnica ~:~ón nueva en 

se har> ucrlto, cada.,,, de ell<~s dando énfasis a"" IUtpecto dlfe....,nte. 

Cr<oamos que ,.,.ra nuestro fl,.., la qu., m>í.s Se ajuSta e~ la dada por Gor-

Se \laman ststema.s oontir>..C>s a aquli\tos eC> que lo~ cambios de est<Wo 

da tos e\am<>nt"" <>o\ aistem~ son conunuos en el tiempo. Sn \os stste-

m"" <!lscretos, dlch>a cambios ocurr"" en UemPC>s óeterm\no<t<los. P»ra 

záC>dQ\os y estudiando los cambtos a tr,vés de """'serie de p=os d\sc"'-

Con el objeto de poder estudt~r el com~orta•nlen'"' de un Ststema, al pr.!_ 

m<><le\os no det>en ser un compleJOS"' dif(clles ccmo <>1 5isuoma ropr.....,~ 
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modelo depende d~ la Persona q"" lo elabOre, o de tos aspectos qw~ ir>-

teresen ~studlar del sistema. L& calldad del •nodelc depe•>de do ~u strn-

p\tcldad y de...., 110ego a la realidad; para lograrla,.., r@qu\ere imagtna

ci6n y """"'ivldad ""el grc.QO q\.011 lo desarr<>Ue, ro es postole orepar&r 

cm m'""ua\ para con~trucc\6n de mo<Jetcs, es mb, de extstlr ~se m,.,ual 

sería contr"l'rodu::ente Y" que r"strlr.g\r(a \~ cremlvidad de, los qu& lo 

_ usarlln, Acl<oiT ( ..... r. 1) na er..Wiect"'> .......,. S<!rle a. P<ll">""•• b"'""""'s •n 

C><P<>riencl"" ""'eriONtS O'-"' ""'rmlten d&r Idea• Oiisl,.., par" el,..,.,.,,,.... 

a, Modelos st,.,b6Ucoa 

Esto• modotos uun letras, nG....,roa y otros tioo• de oCm!>Otos para 

re(.l""'•e"'ar vartlll>les y \lOS .-.lactoroa entre etlu. Toman la for

ml\ de re\ac\cn<>s m,...,rniitlcas, por lo ""'"¡ ..., aoostu<rt>ra ¡¡...,.,.,._ 

Los mod~lo~ r~alo'Tl.l.tlcoa, '"""' ejert'lp\o d<- ~st"" modelos tene

mos la Ley 'iJr&YitiOclono.t de N....,tDn, \a fórmula de le oe<:o..adr(a, 

re\o.ctonos l'>ld.-:\ulleas, etc. 

•• 

"""do\ ~!stema r..nl, pues tte.-.,n ~u rntsma .-p~rtone!a. Como a;eT_ 

p\o de ntos modelos t.o>nomos loa túnolu do vt .. rtto, \os av\"""~ ""!! 

cal" estudiados e<> ..:¡uéllo•, los modelos del e\stema solar '-""'<'<e "n 

c. Modeloo <>n~looos 

En es< os rrr>d<!los, UM seria de propiad:o.des '""" uudas P"'"" .-..pre

sentar a otros conjuntos de Proplltdad<!s. Un •lstema Mldr6ullco 

p..oade Mr used:> coma on.o.\og(a de,_.., ~~al~rna de trM\eo de ~ 

v1\.,s; tarnblén u conocida La an<Uogfa entre 5\•temu eléctdeos • 

M\dr.óullcos. 

d. Modelos t6gtcos 

L...<>a m:>delos de este tipo son dados po.- e\ern....,tos Do tipo \6¡¡tco que 

al seguir ~.ma H=e0c\a dan por resultado .....,,. rePraaenta.o\6n del 

sl•t .. ma. Los dlagra-nas d" 'lUjo y los P<'09,...""""' <loo c~a<Jora 

Como..., defln\r6. rnb od<!lante, la "'"'"lac\6"' de t!po dtgltal, de la 

cual se Mabla er"l este artfculo, mano;a axc\.,.lvllm<mta moo.lelos da 

t\po Sifri>61ico o matemático: U>& n>c>da\o5 """'den A au \IGZ' de""""'!: 

dD con """ caracted•tlco.s, •o.b:lt~ldlrsa en '-"&~'las cla5es, 1= c-Ales 

..., $On mutua.'TW''" e~clustv= (rer.lt) 

. ... ··-
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S llo'ISCF! !PT Y para •lmulac\6n COr>tlnua, DYNAMO • E~lsten ~ut!n~ p&ra ~enerar números alM•torios, est..t>lecer l'urcto""• 

a. GPSS. E~tas lnlcl~l~s representM "Ge,..,rn\ 1\>r<»se Slmula:lc~ 

des. En alg..,ros casos, .;., acueo-do con dec\a\ones 16.Jt=s o co"'perac>e 

"""• \a eomp..,u.dora "'>lecctona ur.o da dlferenu.s caminos que salen d~ 

un mismo bl"'l'-"1. Cada uro de los t>loq....,s !le""' """ rota.c\6n diferente 

y """ acct6n perroctamerte definida. 

Exl•ten entldad.-s UomadM tr&nsacc(onn, q...., S<O>n gc,...radMo con cierlO~ 

''''""'"los por bloquu do! diagrama y que tienen ciertas CM~ctedsttcao, 

con el \le"""" slmull><lo, que es controlado por un "reloJ tntern>", el c.•<>l 

Indica el tiempo real de la olmul~cl6n. t:~l«~n ""~ tl~o~ 00 oqull"'" ~''" 

estoc,<,.sucas, Formar tl>bl"" do frecuencia, etc. V'"' trans..,c\6n da ¡>ar 

SWtSCRIPT, 

por H .M. MaM<Dwltz (""f ,10) en la Corpo~aet6n Rand. 

stst& en "n.o. rull""· ds !lo•noo5 que "'"'" ~n funclo"~mtenlo las dlferentu 

de eventos, y de acuerdu CO'> ol rolo) de tiempo lnterroo 00 la stm,¡..,¡(>-1, 

rlO deba escr1blr su~rullnas c&rrad~• en un le.-.guoja Blmll•r al FORTRAN, 

par.o. cada .,...,nt<>. En estas s ... oru<(n"" se camOta el estado Gol m<><lelo de 

torloe, l'L.<>clcnu para ocumutaclón, fur.clo,...,a de tipo estadf~ttco y..-. P<'2 



• 



• "· 

¡l ~.u,que el S!M5c:F<IPT f..., dlsei'>ado pare r¡,..,, do stmul~ct6n, en r~all• 
( 
'f. d~d puedo ""' u~ooo pnr& <Jr<>~lem~s de tipo Qo...,ral, de hecho, la nu-,v~ 

• [¡ verso~ \lnmac!a S!MSOl!PT [[ (NII• 9) conue"" ~lne<> nivel~• d~ o~o-r~ 

' • 

complejOS do slmu\acl&>. 

:, c. QVNAI\.<0, Su nambre _... form~ con lu prtm'"r"" ~nruoos d~ D¡n.:>•"IC 

' :t l'v10<1;,ls y ruo desarrollado por A. Pugh (r<~f. !4 )• EIJte ler<JUaJ~ tra.o~.-e 

• 

:~ ~s a bllse de rtu¡ "" y"" de evento• dlscN>Ios (<nr ejomolo, cuar>ojO se ""!' 

"'""'" """ comp;>ll{a en ge,..,ral "" ¡ugat' de 6r<Jenes y facturas e•pedflcas¡., 

' ~ Cn DYNAMCI " m.,..,¡,. el cor>eepl<> de varlat>len De utaOO y su lnteg,-a-
t 
f cl6n, El tlempo •• N!IP""""""'' a saltos (pGquol'a•), y u '"ll!~a la "integ""

" , c16n nu~.-Jca", El U5<Jarla pueda mOdlfocar el Lntorvalo <le 

"· 

da• las rama• de la cler>el,, y d~ la lng<onler(a, 

• 

Porclor><>s en la elmulaco6n de\ ~ .• ncwr~mlentc \nte•rnc de ccmpu~dcr•u . 

Po con'p~rt Ido , fljat>dc las poi f\icas <Í<>IImas par"' dlst rlb<Jci6n da tiempo_, 

e~~~ es 13 me)Orlorm• da or>erar[o~ (rel, 4, 1, ¡j0 12), 



• • 



• ~ St·~Jlac>6" Fl>!1r;ll\r 1 de ~" 1\ot~ <le t>uQ..oes ,.....,""' 

¡ Slm·,\~cl6n d~ ¡¡....,,.~O~ ~"•amb\~ Sl,vlacl6n de p.-<>cesos d~ mM1vfactu~a 
• 

~Simulación d~ S\~tem~5 telefónicos 

"· 

i 1\'~e\o do ele"•dor-es en......., termh,al d~ gr,..,.,• 

'• Simulact6n oSe\ l'unc\on.....,¡ento de ..,..... est,.,c:tur~ P"'r• estac\or.a,-,(en\<>. 

1 
¡ 
~So cnmp\eta esta lista con \de'"" ..obra posll>\es ap~ICIOC\one5 de \a sim"-

¡lac\6n en el campo t'cntco, &!g"""" de las cua\u ya o,an si"" do..,.rrolla-

' 
.¡ 

d<~S y apllc¡oda»: 

Sls<em"" de transpo!"te co\oct\yO urDan<> (c&mlO,..,.,,., metro, etc) 

Fu.-.;;\onamlento de "'""'<>p<lertcs 

etc. 

Dlse;"oo <le p\an'as \,_5\r\a\es 

Acar....,o de mater\a\u 

) r<eOOs do Cf'll..l (""'"' crCUca), para es""''•r astrar.~l,.. 

1 

' r 
" 1 

• 
<. 

'· 

'· 
•• 

'· 

'· 

•• 

•• 

,, 

Researooh" Joh<1 Wo\ey p, 50<'5. (1968) 

Oa>-.1, O .J, Y Nygaar'd, K. "SIMULA.- an /ALGOL- 9&Secl Slm:.l 

atlc'l Lano;¡o.>age", Co.-.vn,..,lcatl<>"'s of '"" ;.~>.CM, vol , 9, NO: 11, 

S<>pt. 1956, 'pag, 671-67S, 

Go,-,;ton, G. "Sy.ten; Slmu\&tlon".·P,..,r<:(c:" Hall (1969) 

Hu\CI"1l son, G . K . "A """'"'''"'" ce~ ter Sl..,,u!~t!o,-, P.-.ojeet" 

Comm~lca,lon~ of :t~e ACM. Vol. 6, N<> •• 9, S<>pt. 1965, 

!Bto.< Po..lllk&tlon H-2Q-CKJ04. "Gene~a( P\~~""' Slm.J\&t\on 

S;·s!om". lntroó..octory User's M""-'!l( 

Comm.x>ica<lonsortneACM. VOl. 10, N<o. 11, toi<>V. 11167, 

Pag. 694-702 • 

SIMSCRlPT l1 Progr....,mlng Langull(le'" 

' 
P<"entlce Hall. (10011) 

Mac Dcow¡¡all, M • H • "Comput.er SyGtem Sumo.<latLon1 An Jrotf'O-

Ouetlon". Compu,.,. Su<"ve¡s ACM. vo¡; :2, N<>. 3, Sept. llll'O, 
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3. Clasificación de estados. 

Se dice que el estado j es alcan~able o accesible de i si 

existe un entero no-negativo n tal que la probabilidad de 

ir de i a j en n etapas es positiva, esto es,·p~j>O. Obser
. o 

ve que cualquier estado j es accesible a s1 mismo pues pj .=1 
. J 

(por definición). Ahora bien, si j es accesible de i se 

tiene que existe una colección de estados i 1=i,i 2 , ••• ,in-l' 

in2j tales que pik,ik+l>O 

ralidad podemos pedir que 

i sean distintos de j. n-1 

k~l, •.. n-l. Sin-perdida de gene-

los est;;~dos intermedios 1 2 , •.• , 

Si el• estado j no es alcanzable 

de i se tiene que n 
P. ,·o ,, para toda n. 

Definici6n Considere una cadena de Markov X. Un conjunto 

de estados e se dice cerrado, si ningun estado fuera del con 

junto es alcanzable a partir de elementos de C. Si el con-

junto consiste de un solo elemento se dice absorbente. 

La interpretación_ de un conJunto de estados cerrados es que 

una vez que entramos en tal conJunto permanecemos en él in-

definidamente. Un conjunto de estados cerrado puede a la 

vez contener subconJuntos propios que sean adem~s cerrado. 

Si este no es el caso se dice que el conjunto de estados ce-

rrados es irreducible. En particular, uita cadena de Markov 

se dice irreduCible si el conjunto de todos sus estados es 

el único conjunto cerrado. 

Conviene señalar que los estados absorbentes son sencillos 

de identificar en una cadena de Markov. Especific;;~mente 



í 

j es un estado -absorbente s1 y s6lo sf pjj=l. Asimismo, 

se observa que las cadenas de Markov irreducibles estan 

caracterizadas por el hecho que dado cualquier par de es

tados i,j de la cadena se tiene que j es accesible de i, 

En general, si e es un conjunto cerrado se tiene que al 

eliminar de la matriz de transici6n P las hileras y colum

nas asociadas con col~~nas fuera de e se tiene que la su~ 

matriz resultante es una matriz de transici6n y represen

ta una cadena de Markov, 



l. Considere una cadena de Markov con cinco estados identi-

ficados corno {a,b,c,d,e} y matriz de transición dada por 

-1/2 o l/2 o ol 

o l/4 o 3/4 o 

p • o o l/3 o 2/3 

l/4 1/2 o 1/4 o 

~/3 o 1/3 o l/J 
Se desea deterrn1nar los conjuntos de estados cerrados y esp~ 

cificar la matri~ fundamental P. 

Una manera de auxiliarse para determinar los conjuntos ccrr~ 

dos es proceder a dibujar una gráfica dirigida que represen-

ta la transición en una etapa de un estado a otro como se 

muestra en la figura, De aqui se observa que de los esta-

dos b 6 d podemos llegar a los estados a, e y e pero lo in-

verso es falso. Esto es, una vez que el proceso abandona 

los estados b y d nunca regresa a tales estados. Observe 

que los conjuntos cerrados son {a,c,e) y {a,b,c,d,e}. De 

donde, la cadena de Narkov no es irreducible. 

A 
¡e 

b 

F1g, l, Gráfica de la cadena de Markov 



' 

Conviene senalar que si eliminamos la segunda y cuarta hil~ 

ra de P y lo mismo hacemos con las respectivas columnas se tiene 

¡;1 
l/1 ol 

Q- 1/3 
1/J 

b-;3 1/3 1/3 

que es la matriz de transición correspondiente a la restric 

ci6n de la cadena de Markov a la clase cerrada {a, e, e). 

Finalmente, si eti.:;¡uetamos Convenienterr.ente los estados de 

la cadena, digamos 1 ~ a ; 2 = e ; 3 = e ; 4 = b ; 5 = d, 

se obtiene la matriz fundamental 

[1/2 1/1 o o o 

o 1/3 1/3 o 

p o 1/3 l/3 1/3 o o 

o o o 1/4 3/4 

_1/4 o o 1/' 1/J 
a partir de la cual " identifican inmediatamente loe esta 

do e transitorios y recucrcntes a si como loe conjuntos de 

estados cerrados, 



d. El método de programación lineal 

considere la ecuación recursiva de la programación dinA~ica co-

rrespondiente al proceso markoviano asociado con el problema de 

asignación 

... 
k 

i•l, ... , S 

donde k es la política. de asignaci6n y tiene como valores 

k~1,2,3,4 y S correspondiente a extraer 0,1/4.1/2,3/4 y l, res-

pectivamente. Considerando que vi = lim 
m 

v. (m) (i~l,2,3,4,5) 

' 
existe se observa que en el limite lo que se desea es encontrar 

vf(ia1,2,3,4,5) tal que 

v• ~ 
i ••• 

k 

que equivale a 

v• 
i 

. ' 
S 
¡ 

j=l 

para todo k = 1,2,3,4, y S. 

v• 
j 

V~ jj 

lu) 

Una manera de resolver este problema es resolviendo el proble~a 

lineal 
5 
¡ 

i=l 

sujeto a las restri=iones lineales (o), La sohx:i6n de este probloro se 

tiene en la siguiente hoja y pue::le observarse del valor de las variables du.:. 

les q la politica óptima coincide oon las obtenidas anteri~nte. 
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Ejemplos 

l. Considere un sistema de nprovech~micnto hidr.:iulico con-

sistcnte de un vuso y un distrito de riego (fig. 1). Supo~ 

' ga que los escurri~icntos que llcg~n n1 vaso en cuda per!o-

do~son estocásticamente independientes y tienen función de 

densidad. 

3/4 1 
1 

Q o 1/2 1 
. 

p (Q) 1/6 2/6 2/6 l/6 

Considere que la capacidad del vaso es uno y que la siguic~ 

te política de asignación de agua es usada 

S o 1/4 l/2 l 3/4 1 

w 1/4 l/4 1/2 3/4 3/4 

donde S es el nivel de almacenamiento al :_principio üul perí 

odo y w el agua prometida pnrn riego. 

Especifique loo prob;;¡bilidadcs P(Sn+l = y 1 S 
n 

= ,, donde 

x, y = o, 1/4, 1/2, 3/4 y 1 qon debido o lo ·indcpcnd<:"nci;l dn 

loo escurrimientos do = pcr1o2o o otro no cq ui \";:.len te o <'C 

terminar la correspondiente matriz de tr;;¡nsición P. 

Suponga que la cstn1ctura de cos~os del problema ;;J.ntcrior es 

como sigue: Las beneficias obtenidos <1<.:: prometer {y 110 necc-

saria!\1cntc entregar) un volumen_:,: de ü.CJU"- ü.l di.::trilo son: 



P(Q) 

Q 
B( X) 

" 
ESCURRIMIENTO 

L------x 

~~w 
RIO 

Fig.2 EL SISTEMA DE APROVECHAMIENTOS HIDRAULICOS 

.. .. 



56 

" o 1/4 1/2 3/4 1 

B (¡¡) o 2 '/2 9/2 5 

Asimismo, si x es el volumen de aqua p~ometido y x el entreqado, - . . 
la penalización debida al déficit de agua·x - x > o es 

X - " o 1/4 1/2 3/4 1 -
T (x-xl o -4 

_, 
-9 -10 -

y la debida a derramar un volumen z es: 

.. 

' o 1/4 1/2 3/4 1 

D ( z} o -3/2 -4 -4 -4 

Determine la política 6ptima de extracción de agua usando 

a. El método de Ho.,ard 

b. Aproximaciones sucesivas normal 

c. Aproximaciones sucesivas modificado 

d, Prograrn<1Ci6n lineal. 



Modelación del oroble~a 

Una manera de analizar el problema anterior e~ postular un mo

delo en que se consideren de manera explicita la for~a en que 

cal'lbian los almacena~.ientos de un período a otro, dada l¿¡s de 

cisiones de proMeter un volu~en de aoua y establecer si Cxis

ten déficits en la entreg~ de agua o bien dcrrnMes de la risma. 

Dicho MOdelo deberá considerar el caractcr estocástico de los 

escurrimientos <il vaso y un criterio de jeran¡uización de al

ternativas de operación para un núnero tl de periodos de pla

neaci6n. 

El moclelo propuesto se presenta en la siguie~te hoJa e~ ~ande 

(1) representa Ia ecuación de balance de entrodas y salida,; de 

agua; (2) establece que el alrr.acena~iento del vaso debe est::ar 

entre S = O y S= 1; (3) especifica que el voluwen de <~gua 

entregado es no-negativo y menor ó igual que el volu~en de 

agua prometida; y (4) especifica que el volumen de agua derra

mado es no-negat1vo. En el modelo se supone que todos los even 

tos en las restricciones se efectGan al principio de cada pe

riodo, Por otra parte, la función objetivo considera de mans_ 

ra explícita los beneficios de asignación de agua. as! cerno 

los d6ficit~ en la entrega y la debida a derrames, todos ellos 

convenientemente actualizados. 

Reformulación del ~odelo 

Conviene proceder a reformular el modelo descrito con el pro

pósito de establecer un m6todo de solución. P;n ... ~ ello dC'fina 



MODELO DE ASIGNACION DE AGUA 

sujeto a : 

(1) • 

{2) S < 

( 3 ) o < 

(4) o < 

donde i = 1, ... , N. 
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"'i (51 ), el valor m.'i.xiMo csperiJ.dO ele los beneficios netos u.ctu;;J 

lizados, obtenidos del año i al N, dado un almacenamiento ini 

cial s
1

. 

sigue: 

Una manera recursiva de obtener 

E 
o, " ' _, 

.¡.. . (S - ) 

' ' 
CS d::1da COMO 

donde R(x 1 , '::i' ~, 1 ¡ "B(x1 ) + T(x 1 - '::i) + D(\•11 ) y rli repre

senta el conjunto de valores x:
1 

que satisfacen las restriccio 

nes. Esta ecunción recursiva es la f6rnul¡;¡ de la ?rograr.,ación 

dináMica y tiene condición de frontCril ¡¡, 0 ¡s0 J = O. 

Considerando que se desea establece¡:- la estrutegin de extrae-

ci6n de agua del vaso para un nú1'1ero finito ele niveles (i.c., 

s
1 

= O, 1/4, 1/2, 3/~. 1) y tomando en cuenta la independencia 

estoc.'i.stica de los escurriMientos podemos discretizar la f6r-

mula recursiva para obtener: 

max: { 
k 

S 
¡ 

S=l 

donde el indica· r = 1,2,3,4 y 5 denota los respectivos vnlorcs 

(estados) del ,ümacen<Imicnto s
1 

=O, 1/4, 1/2, 3/4 y 1, rcspc~ 

tivamcnte. Lo ~is~o es cierto del indice s = 1,2,3,4 y 5. 

Asimismo, k representa las posibles estrategias de decisión, 

esto !ls, k = 1,2,3,4 y 5 espccific<l que el agu¡¡ promctid¡:¡ p:ire~ 

riego es x
1 

= 0,1/4,1/2,3/4 y 1, respectivamente. Los valores 

de las matrices de trilnsici6n ~~Jy de beneficios inmediatos 

r~J se dan en la tablil 1. Con esto se loc¡r<l rcformular la pro

blcm5tic:t an~lizud¡¡ como un proc'O'"o <;1e ~te~rl;ov con ~'"'sr11cnto. 
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a. Aplicación del mP.tcrio :le llownrd 

La política inicial e"s 

IWodo 1 2 3 4 5 

2 ' 3 4 4 DeCJ.SlÓn 

v la correspondiente rnatri:~: de transición y vector de beneficios 

inmediatos es: 

1/6 2/6 2/6 1/6 o l. 33 

1/6 o 2/6 2/6 1/6 2. 00 

p o 1/6 o 2/6 2/6 1/6 q o 3.50 

1/6 o 2/6 2/6 1/6 4.50 J o 1/6 o 2/6 3/6 4.25 

y el sistena de ecuaciones asociado _con esta pol!t~ca es 

v = q + 6Pv cuya solución V = [J: 

V= Q-8.02 ' 19.42 ' 20.92 ' 21.92 ' 22.2D 

Usando la rutina de mejornmiento de noU:ticils (Tabla 2) se ob 

serva que es necesario ca~biar en los estados 2 y 5 la oolitica 

de extracción origina1.2 y 4 por 3 y S, respectivamente. 

La nueva pol!tica de extracción 

1 Eoeodo 
DCCJ.si6n 

1 

2 

2 
) 

) 

3 

4 

4 

5 

5 
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cuya matriz de tr<~né<icHin y vector .<le beneficios inmediatos es: 

1/6 2/6 2/6 1/6 o l. 33 

1/6 2/6 2/6 1/6 o 2. 8 3 

p = 1/6 o 2/6 2/6 1/6 q = 3. 50 

1/6 o 2/6 2/6 1/6 4.50 

1/6 o 2/6 2/6 1/6 S. 00 

La soluci6n del s1sterr.a de ccuucioncs v "' q + SPv d¡¡d¡¡ pOI: 

v = Q: - 8P]-1q es igual a 

V= (!8.18 , 19.68 , 21.08 ' 
22. 08 ' 22,5!!'] 

y puede comprobarse de la tabla 2 que dicha pol~tica es 6~tina. 

Finalmente, conviene señalar que el vector de probabilidades 

estacionarias TI tal que~ ~·ITP es dado por 

2 

"' 
8 
n· 



Tabla l. Matrices de transici6n v beneficios inmediatos asociados. 

' enefi'cio ' Estado PolHica Probabilidad ~:J Beneficio Neto inr:-ediatd 
{Almacenamiento) {Extracci6n) inmediato ~:J sperado S pk Rk r sk ski 

' - ' ... ' ' S'= 1 

1 {O) 1(0) 1/6 o 2/6 2/6 1/6 o o o o o o 
1 2(1/4) 1/6 2/6 2/6 V6 o -2 2 2 2 " 4/] 

3{2/4) 3/5 2/6 '".!/6" o o 7/6 7/2 - 7/2 o o 7/6 
o ll/10 9/2 o o o ' 4(3/4) 5/6 1/6 o O' 5/3 

' 5 (1) 1 o o o o -2/6 o o o o -2/6 

1 

2 {1/4) 1 {o) o . ~/6 o 2/6 '3/6 o o o o -3/. -3/4 
' 2 (1/4) 1/6 o· 2/6 . 2/6 1/6 2 o 2 2 2 2 

' 
3(1/2) 1/6 2/6 . 2/6 1/6 o -1/2 . 7/2 7/2 .7/2 o 17/6 

1 

4 {3/4) 3/6 2/6 . 3/6 ' o o 13/6 9/2 9/2 o o 10/3 
S { 1) 5/6 3/6 o o o 8/5 5 ·o o o : 13/6 

' 
3{1/2) 1{ 0) o o 3/6 o . 5/6 o ' o o o -14/ - -35/18 

' 
2{1/4) o 2/6 o 2/6 3/6 o 2 o 2 9/ 7/4 
3 (1/2) 1/6 o 2/6 2/6 1/6 7/2 o 7/2 7/2 7/ 7/2 
4(3/41 1/6 2/6 2/6 1/6 o ' +1/2 9/2 9/2 9/2 o 23/6 

' 
5 ( 1) 3/6 2/6 1/6 o o 8/3 5 5 o o 23/6 

4 (3/4) 1 ( o ) o o o 1/6 5/6 o o o o -3 -5/2 
2 (1/4) o o 1/6 o 5/6 o o 2 o 3/ 5/6 
3(1/2) o 1/6 o 2/6 3/6 o 7/2 o 7/2 3 13/~ 
4{3/4)' 1/6 o 2/6 2/6 1/6 9/2 o 9/2 9/2 9/ 9/:! 
5 ( 1 ) 1/6 2/6 2/6 1/6 o 1 5 5 5 o 13/3 

5 (1) 1 (o) o o o o 1 o o o o -20/ -10/3 
2(1/4) o o o 1/6 5/6 o o o 2 -1 -1/2 
3(1/2) o o 1/6 o 5/6 o o 7/2 o 21/1 7/3 
4 (3/4) o 1/6 o 2/6 3/6 o 9/2 o 9/2 4 17/4 
5 ( 1 ) 1/6 o 2(6 2/6 1/6 5 o 5 5 5 5 

' 

•' 



Tabla 2. Resultados do 1• rutina do !llejoramiento de pcl:l:ticas. 

Estado 'Decisión k 
5 k 

(Alca.cenamiento) {Extracción) qi + ¡ P ... V. 
j~l 

,, J 
Itel'.:.cion ' Iteracion 2 

• 

1 1 17.42 17.58 
2 1ü.:'12 • 19.19 • 
J 15.91 1?. 07 
4 16. 31 17. 07 
5 14. 62 14.75 

2 1 17. 2 2 17 . 4 5 
2 19. 4 2 • 19. SS 
3 19.52 19.68 • 
4 19. 08 19. 2 4 
5 17. 31 17. 46 

3 1 1 6 . 3 2 16. 59 
2 19.72 19.95 
3 20. 9 2 • 21.08 • 
4 20. 52 20.68 . 
5 19.58 19. 74 

4 1 15.90 16.17 
2 19.10 

' 
19. 3 6 

3 21. 22 21. 45 
4 21.92 • 22. os • 
5 21.02 21. 18 

5 1 1 5.11 15. 40 
2 17. 90 18. 17 
3 20.60 20.86 
4 2 2 . 2 2 • 22.45 
5 2 2. 4 2 22. 58 • 

Inoica la po!J.tJ.ca que '0 proponi;'l-Como optima .. 



a .. ~plicLtcl6n del método dc,.Howard con otra oo!ÍtlC<1 inici¡¡J 

Considere u~.or11 la polític¡¡ inici:ll 

Estado 1 2 3 • 5 . . . . . .. . . . 

Decisión 5 5 5 5 5 

con matriz de transiciún_y vector de beneficios dado por 

1 

5/6 

p "' 3/6 

1/6 

1/6 

o 

1/6 

2/6 

2/6 

o 

o 

o 

1/6 

2/6 

2/6 

o 
o 

o 

1/6 

2/6 

o 

o 
o 

o 

1/6 

-2/6 

13/6 

q = 23/6 

13/6 

5 

El sistema de ecuaciones asociado a esta pol!tica es v=q._ g Pv 

cuya solución v = -1 1- P está dada por 

V= tl.96, 0.94, 3.81, 6.24, 8.7~t 

Puede observarse de la tabla 4, que la política no es óptima y 

que debe reemplazarse por 

. 
Estado 1 2 3 • 5 

1 Decisión 1 2 2 3 • .. 
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con miltriz de tnmsici6n y vector de beneficios dndo ,por 

1/6 o 2/6' 2/6 1/6 o l 

1/6 o 2/6 2/6 1/6 2 

p = o 1/6 o 2/6 3/6 q = 7/4 

o . 1/6 o 2/6 3/6 13/4 

o 1/6 o 2/6 3/6 17/~ 

La solución v ,.· [l- s~::r.lq está dada por 

V"'· ~5.54, 17.54 1 18.25, 19.75, 20.7~t 

Puede observarse de la t<:~bla 4, que la política no es óptima::' 

que debe reemplazarse por 

Estado 1 2 3 ' 5 

Decisión 2 3 3 ' ' 

con matriz de transición y vector de beneficios 



1/6 

1/6 

p = 1/6 

1/6 

o 

2/6 

2/6 

o 
o 

1/6 

2/6 

2/6 

2/6 

2/6 

o 

U6 

l/6 

2/6 

2/6 

2/6 

donde v "' Q: - BP]- 1
q está dado por 

o 

o 

1/6 

1/6 

3/6 

V= [18.09, 19.59, 20.96, 21.96, 22.2~t 

4/3 

17/6 

e¡ = 7/2 

9/2 

17/4 

66 

y se observa de la tabla 4 que la política debe reemplazarse FOr 

[?, 3, 3, 4, ![] que puede verificarse es ln pol!ticn óptim:J.. 



• 
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b. Aplicaci/Sn del rréto:lo de aproximilcioneS sucesivos. 

Considera la·ecuaci6n recursiva de l;¡ programación d!nfimica co-

rrespondicnte al proceso rnarkoviano con ga~ancias asocinüo al 

prob;ema de asignilción: 

5 

' ¡ ·j=l 
i=l, .•. ,s 

donde k es la polftica de asignación de agua y tiene como valo

res..;.k = 1,2,3,4 y 5 correspondientes a extraer O, 1/4, 1/2, 3/4 

6 1, respectivamente, del vaso. En esta ecuación S = 0.83 y 

los valores de los beneficios inmediatos así como las prob~ 

bilidades de transición 
k . . 

P ij asociildas con c<:~dn política se ffiU.:!S 

tran en la tabla l. 

El proceso de solución directo de las ecuaciones recursivas an-

teriores se denomin3 método de aproximaciones sucesivas y repr~ 

senta una alternativa para la solución del probl~a de asigna

ción. En la tabla 3 se muestran los valores de los beneficios 

e~perados en m etapas para cada uno de los estados iniciales del 

vaso, esto es, los correspondientes valores v. (m) para i=1,2,3, • • 

4 y 5 y m= 1,2, ..•. En dicha tabla se observa lil convergen-

cia de estos valores y la correspondiente pol.ític;:¡ 6ptimil. 
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Tabla 3. Método Ce aproximaciones sucesivas 

. ' 
Etapa ValoÍ"es óptimoS para cada estado PoHt.ica 

' 

. ' óptima para cada estado • 
m v

1 
(m) v

2 
(m) v

3
(m) v 4 (m) v 5 <ml k

1 
(m) k 2 <ml k 3 (m) k

4 
(m) k.(m), 

' 

o o o o o o 
1 1. 67 3. 33 3. 8 3 •. 5 5 • • • • 5 
2 -4 . 17 5. 6 7 6. 7 3 7. 73 8. 2 3 2 3 3 • 5 ' 3 6, H 7 . 91 9. 21 10. 21 10. 71 2 3 3 4 5 

• S. 37 9.87 11. 24 12."24 12. 7 4 2 3 3 4 5 . 5 10.03 11.53 12.92 13.92 ·14.42 2 3 3 • 5 
6 11. 41 12. 91 14.31 15. 31 15. 81 2 3 3 • 5 
7 12. 56 14. 06 15. 4 6 16.46 16.96 2 3 3 • 5 
8 . 13.:.1 13.01 16. 41 17.41 17.91 2 3 3 • 5 
9 14. 31 15. 81 17.21 18. 21 18. 71 2 3 3 • 5 
10 14. 96 16 • 4 6 17.86 1U.86 19.36 2 3 3 • 5 

13 16. 34 17. 84 19. 2 4 20.3-1' 20. 74 2 3 3 • 5 
16 17. 12 18. 62 20. 02 21. 02 21. 52 2 3 3 4 5 
19 17. 58 19.08 20.~8 21. 48 21.98 2 3 3 • 5 
22 17. 8 3 19. 3 3 2 o. 7 3 21.73 22.23 2 3 3 • 5 
25 17.98 19. 48 20.88 21. 88 22. 38 2 3 3 • 5 
28 18. 06 19.56 20. 96 21.96 22 • 4 6 2 3 3 • 5 
30 lB .10 19. 50 21. 00 22.00 22. 50 2 3 3 • 5 

' ' 
. 

es la política que maximiza vj (m-1) 
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T~bla 4. Nétodo de aproximaci~nes sucesivas (Giluss-Seidel) 

. 
Etapa Valores óptimos para cada estado Pol1t1ca óptima para cada estado 

m v
1 

(m) v2(m) v
3
'(m) v 

4 
(m) v

5 
(m) k

1 
(m) k 2 (m) k 3 (m) k 4 (m) •• k5 (rr) 

o o o o o o 
1 l. 67 4.02 5. 6 4 7. 2 4 B. 79 ' ' S S S 
2 5. 24 7.50 9.19 10.99 12. 52 2 2 ' ' S 
] B. 2 O 10.45 11.95 13. 71 14. 97 . 2 2 ] ' S 

' 10. 56 12.63 14. 13 15. 73 16. 7 9 2 2 ] ' S 
s· 12. 38 14.30 15. so 17. 26 18 .lB • 2 ' ] ' S 
6 13. 76 15.56 17.06 1 a. 4 1 19.23 2 2 ] ' S ' ' 14 . a 1 16.53 lB . O 3 19.29 20.03 2 2 ] ' S . 
8 15.61 17. 25 18.75 19.96 20.64 2 2 3 ' S 
9 16. 22 17.81 19.31 "20.46 21.10 2 2 3 ' S 
10· 16.68 18.24 19. 7 3 2 o. 8 6 21.45 2 3 3 ' S 

13 17.51 19. 04 -20.48 21. 53 22.08 2 ] 3 ' S 
16 17. 8 8 19 . 3 9 20. 81 21. 83 2 2. 35 2 ] .3 ' S 
19 lB. o.; 19.55 20.96 21. 97 22.48 2 ] 3 ' S 
22 1 8 . 1 2 19.62 22. 03 22.53 22. 53 ' 3 3 ' S 
25 18. 15 19.65 21. os 22.05 22. 56 2 3 ] ' S 
28 18.16 19.67 21. 07 22.07 22. 57 2 3 3 ' S 
30 lB. 17 19.67. 21. 07 22. 07 22. 57 2 ] 3 

. 

' S 

i 

-· o 
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