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V ll . SUCESIONES 

Con el objoto de Introducir el concepto de su<e>ión ano\1 

•••o• o! Ol¡ulen<e cuo. 

Supóngaso que un bonco Molde pa¡:or e¡ 1001 do lnterh 

anuo!. ~oto e>, ,; olgulon dec!M Invertir un poso en dicho bon-

co, ol eobo de un ano tendrl. 

l•l•l rosos 

Si el baoco •foctuoro la composicl6n de lntorh •oaestrol· 

unte, al lnvenlonista lo lrfa .. jor, pue> al cobo de •edio ofto . 

tenOrio 

l•t p<10l 

cantldod sobro Jo cual s• po~or{o el otro 101 de lntorh. 

durant< el oegundo oemeHre 11onar!a 

(l·}l c}l pesos 

por lo que al final d<i oh tendr!o 
1 1 1 1 ' • 

(1•¿)•(1•¡)(¡)•(1•r) •1,25, peoos 

E"o u, 

Ahora bien, o! lo compo•ici6n de int<Th oe efecth tT., 
vooco al afto, el peso del lnveroionisto •• convertir' .r final del 

ano en 

' (1•3-J l.J1 P""' 
y si Jo co11pooid6n se ehotGo 

(1·}1 •• : ... 

' 

cuatro veces ol do, en: 

P••o• 
En g<neul, si so compone l& invoro\6n n '"'"' en un do, 

por codo po•o lnve<t\do •e obtondri al final del ano 

--

~~~oro " composlc\o Cantidad recuperable , .. coda ... " •• """. - ... " flnoll tor ,, ofto , 

(\•1)' ' 
( \ ·tl ' ' ¡. 25 

{ 1 ·Jl ' ' 1 . J 1 

' { 1 ·} l • 1,44 

• 

Como •• ve, heono• establo<ido una función 

f :N • R 

definido por 

que asocio • codo "~"'ero naturol n (nG~ero de veoc• que oe conponc 

el interés on un ono) un namero ro•l {l•kln (cantidod que oe recu· 

pera anualmonto). 

A portlr de esta fund6n, podemo• formar lo coleod6n de 

tén:>inos 

f(1), f(l), f{l), rc•J ..... f(n), ... 

o sea 

' . .. .,{1•¡;:), .. 

a la que llauromos •uoesión ¡oif!nito y que, en for•o obrov!ada, de 

notareooos con 

{{ 1 • 

i 



Deflniol6n. 

Una ouo .. l6n Infinita e1 ~no ~•:eool6n ordenado de thlli· 

•• 
f(l), f(l). f(J). ... ' f (n) , 

for .. do o partir do uno funcl6n f cuyo dominio •• ol conjunto de . 

loo nfi11eroo naturales. 

A f(n) se le lla .. tfralno enhl11o M lo oucool6n. 

tn romo abrenado, repruentore110o con (f(n)l oh $UC< 

ol6n cuyo Ur11lno enhlmo e• f(n). 

Lu ol¡ulenteo 50n suco!lonoo lnflnitu: ., 1 n 
1 
l• ' ' ' ' '· "· "· ' . . . ' • ' ., ¡!¡ ' ' ' ' ' ' ' ' ' • ,. ,. ,. ,. . .. ' ,. • ,, {{-q"''nl . ' ' . ' ' '· . ' ' . .. ' {·TJ"''n, 

" 
{ (Z!J"¡. 

" . ' ' ' ' ' ' { H) n 

"' 
., ,. . .. ' "' . . . . . . . . . . . . 

Obohvo .. que la definlcl6n no uduye la poslbllldod de 

Emporo, rn lo que sl¡ue trabajare-

moo con ouceoionoo do n~~oros r .. leo, • nenoo que •• indique otu 

coso. 

Volvoaoo ahora al ej~.,plo dol lnterh bancario. C0110 • 

so puede ver en lo toblo, o 11edldo que ausento el n~ero do coapo

olcloneo de lnterb en un ano, aumenta lo cantidad que ol lnveroi~ 

n!ota recupero. Sin embTg,, rodemoo pre¡untarno•• ¡E>!ote olg!:O 

no cantidad mlxlmo rocuporable por cada P••o invertido aunque el 

-... 

nG•oro de co.po>icionoo por ano •~• ton ¡ronde como oe quiero! 

Poro reoponder o o<to, voomoo que •ucodo con el th•ino 

(Jol¡" • a ~edlda que n aumento: 

" 

' 
' 

B, 160 

SH,óOO 

ve .. os que 

( ,.1.¡ " 
" 
' 
l.H 

l. 37 

¡ .ó631 

l . 7 1 g 1 

1.7181 

plo al c .. biar n de S,760 o 125,500, sOl~ cnbio lo cuorto cifro de 

d~ol), lo que nos llevo a p•n•ar que hoy un lfmite para el tc«i· 

' " mlonto de (1•¡;) . Dicho Hmlto eo ol nd~ero irracionol 

•• l.7181818l84 •.. 

Entone.,, lo cont>dad recuperable por codo P••o Invertido 

nunca •ort aayor que "e"" pe>o•, por ~rondo que ••• el nG•ero de co~ 

pooicloneo dectuodu onuolaenu. 

La d!<euol6n anterior •• reou•~ •n lo •~prul6n 

'" ... ' " (1•¡;) •• ' ., 

·, 

2 



' 

' ' 1 

• ' '' 
, ':1 • :' ., 

((!•-' • ~fcñe :ILt:<: ·IH n• • • .11imero 
~ ..... . ;;: 

... .. 1(1•-) )•e 

" 
Ll•lte de uno ouco•l6n. 

. • • . ,l.: ~ .. 

• .,¡._ • 

' < 
ln ¡enonl, dlTuot que uno oucul6n _{f(n)} tiene ll11lte 

o!, o .. dlda quo n ~rece, f{n} oe,acorco o un derto ulor fijo L.' 

~·to .. ,? . ' " . ., entoncu · f (n) • L" ' ' ' ' 
' '" .... .... decl .. o ••• .. oucul6n (f(n)) • • .. (conYUJO • "' E otO concopto puede oxpuonoe fonoolacnto •• 

" 
Ooflnld6n. . ' ' •' 

Uno oucul6n 

' . . . ' 

' > '· por poquofto que ... ' .. lote un nOtt.e<o M 

]Hnl-L 1 ., poro todo n > • 
Slobollt .. oo .... Jledlaoto 

' . 
'" f(n)•L ·-
o .. ottrn quo lo tucni6n 

1,}·~·- ... k-·· 
tlono llolto L•O. 

' 

"' ... 

' 
conv«l•!!. 

.. olgutea 

' 

Roquorlooo pon ello deoottnr que olendo t > O exl"o un 

M tol que 

-- ~ ----~ 

de donde 

' • 
' .. , 

por tuto, '~'~>D oxlne un nlmero 11·f 

lk·OI•< 
quedondo dnootrodo, 

l"n>M. 

• 

tol que 

No.todu lu'ouc .. !onu ton conur¡onteo. Por ojoaplo, 

lo suc .. !6n' 

1, ~. 9, ..... > " ' 

ntoncu n'-

' 

Pon calcular ol 1í111IU de uno oucooHn convergente, pue
' " . ' . 

den .. ploorn loo ,.cromo• ... bhlco> oobre l!•ltu que ol eotudhnte 
' . 

yo conoce pou el cuo de funcione o. Por ojeaplo, poro calcular -

el Uolte de lo sucul6n 

' ~· 1, 4, ... , n•1, 
, T. JJ ·~ m. 

' '· 
" 

podeaos proceder do lo ot¡ulonto aonero: 

H• 1 ·~ ,!,:,::__'~·;_!,'-;":_jo¡ -,- . . ''" ·- ... ,., -,- ' ' 
COlllo eJeTCiclo odlclonol deoooturemoo, en bo,. o lo do-

flnlc!On, <¡uo·• 

., ., ~ 11• ·- ,. 

3 



' ---- ----- ------.- ---·----------·-
' 

1 
j 
' 

1 

1 !!.jk • 

n •1 1 
1-m· JI'< 

,¡ 1 .~lo •1 

' m , < 
eo dodr ol 

' "':rr 

" 

' -~ m . " 

" 

por lo ~u~, Yt>O edHe un nd110r0 N•Jr ·tal que 

l!!i\- • }1 • e 'l'n•N. 

Suco o\onos aon(l tono• , 

• 1 • ~ • 
SI ono!lz .. oo lo oucos\(ln 

' . {(n·l)l)• 1, 1, z, 6, 14, 

, 

... ' (n·IJ:, 

·, 

" 

-. 

•• 
". .. . 

' 
- .. 

~•r •' •• " naco ~ue codo Unlno u aoyor o lauol que el ontorlor, por lo que . ' ,, 
d!r .. oo que lo ouuol6n es creclonto, !'<Ir el connnlo, ol en uno 

ouceo\Gn codo Unlno es oenor o lauol que el onudor, 
' . ' ' 

la oucu\Gn u decreclonte, co~o ~n el ot¡,ulonto cuo: 

.... 1 

' 
• " 

Doflnlc\~n. ' 
Sea {f(n))uno oucoo\Gn: 

!),¡.st,f(n•l).l. •fln},· Yn<N, lo oucul6n 01 croclontc. 

l) SI f(n•l)i f(n}, YncN, lo ouceoi6n eo decreciente. 

dheuo que 

A uno oucesHn crocl.nU <> docreclon<e oe le llooo 

,, · .EJeaplo VIL J. 

Lo ouceo\(ln dd probleoo de lnterh bncorlo 

Z, Z,Z5, l.J1, 1.44, ... 

os uno sucu\<ln mon6tono creciente. 

L/ 

b) No o\eopre eo poolble definir uno suceol6n oedlonte uno oolo re 

,, 

"' 

• • 
1lo de correspondencia. Por ejeoplo, lo ouceo!6n 

•• puede fonnu a portlr do lu regla<: 

._f(ln·_l) • r.b,- y f(ln}• ' = 
Esto es uno ou~es\6n •onétona d~crodente. 

Lo >uc.,Hn " ·-' ·; ~" 

((·!ln ck))· ·l' t· + t· + ... .. oon6tono " '"' .. . , credento ' toapaco decreciente • 

" - . - -
" Poro .. suceoi6n 

l· l· ' . • ' ' . ... , -· ' " 

f (n) 

--' - . - - - ----------



_, 

dond~ puedo opr~clarse claruoent~ que t<>do th11!no do la <uc .. l6n 

•• menor o !¡uo¡ que 1, por lo que dl '"""' que 1 e o una cota oup~ 

• 
Por oteo parte, como todo t~mlno de lo sucui6n es ~•

yor que cero, oue nCl.leto eo uno coto lnfodor do <kJ, 

Drf!nici6n. 

1) El n~mero reol pes uu coto superior de lo oueool6n {f(n)) o!: 

f(n) ~ p, Yn<N. 

l) El n~mero reo! q •• una coto Inferior de lo oucosl6n {f{n)} ol: 

f(n) ~q, l'n<N, 

Uno oucool6n •• dice acotada Si tiene uno cota inferior y 

uno cota oupeT!or. 

De ocuordo con •sto, lo sucosHn 

monótona, es odemh acotad•. 

7eorua Vil. 1, 

{ l¡ " . quo co~o vlmoo eo • 

todo >ucul6n 11on6tono ocouda tiene HDite (es conver¡o~ 

to). 

Domostncl6n. 

Proba<u05 el teoruo poro ouculon•• monótona. ere-

Seo (f(n)l una sucesión ocotoda. 

coto suporlor, por el oxiomo del oupremo tiene uno mfnl!la ooto oun. 

SI (>0, L-t no puede ••r una oota ou-

porior de {f(n)l¡lpor tanto algh t6n111no de lo ouoo>ión •• moror-

que L-1;, o ooo 

({);j>L-t para •liln ~<~ 

COIIIO lf(n)l U CTOdente·' 

"' o 

(') 

f(n) ¡ f(k), 

y, por {1): 

f(nl > L-t Vn>k . . (l) 

Por otro porte, como Leo uno cota ouper!or 

f(n) ~ L 

de (1) y (l) 

,., < f (n) 

r<>tando ' 
. ' < f(n)·L 

lo que Implica 

lf(nl-LI • 

. . {:1) 

' ' Yn>k 

" Yn>k 

' Yn>k 

oon lo qu• he~o, de11o1tTOdo lo uistenoh del lf.o.lte, que .. rreo2_ 

sa~ente la ~lnirna ooU •uperlor L. 

,, 

"' 

Lo derno•tradón eo dm1lar ,¡ (f(n)l u docr<olento. 

~jemplo Vll. • 

Ya he~oo visto que { .!.¡ 
" 

•• monótono y ocotaJo, por lo que "~~" 

el teorema anterior tiene lfmite. ~oto concuerda con lo ol>t.".. 

nido '" " ejemplo "' '· donde .. duootr6 '"' 
li• ' . o 
"'' ' 

Cono!deremoo " >u <e o IOn 

- 1 ; rt· -' . 
"' '" 

... ' ' l.(n•l) 

5 

hU •• uno ouco•lón ~on6tona croclont< ro que f(n•l)>f(n) 

l'nc~, coao •• deJ>ue>tro o continuación: 



" 

" 

. ' rr " 
f (n) 

. ' • = 
-L(n•l) 

L{n•l) 

"' otro 

""' 
. ' 'rr 

coto 

_....__-

. ' = • ·L(n•Z) 

< L(n•l) lO CUal " nlduto. 

paTte, .. oucu16n " ocoudo ya '"' 
lnfeTior, puu "' '" crodente 

. ' = u slnpre ne1atlvo y 'lncS, entonceo 

cualquier nOmero positivo •• uno Coto superior de la oucul6n 

En'bue o lo anterior, del teoruo VIl. 1 se concluyO que 

lo ouceoi6n <lone !bite. 

Se dejo o1 estudlonto la obtenc!6n de dicho llmlto, 

6 
1'1!. ¡ SERiU • 

Una foru lntere .. nto de introduclf'e\ con«pto de oerie 

nos lo proporciono la siguiente potado jo, debido ol fll6oofo gr\e· 

~· !en6n de Elu (olgloYA.C.): 

"Un corredor no puodo olcanur nunca lo meta porque ole~ 

pre ha de reconer la mitad do una dhundo ante> de recotror la 

dhtoncia total. E> decir, cuando ~ayo recorrido la pr\aero mitad, 

Cuondo hoyo recorrido lo altad 

de o>ta fjltlmo, lo quodul todO\•!a la cunu porte: cuando hoya ro· 

corddo la mitad de oota cuarto porte, lo ~uedorl la octovo parH. 

y u! sucesivo .. nte." 

Anollcuoo oon •~> ~~tolle esto oltuocl6n: 

Si ouponomo• que el corredor •• deop\ua o Hlocldod con!. 

tnnto y le lleva t •egundo• roconor lo prl~or• mitad del trayecto, 

ol tlompo en quo rocorre la diHancla totd Htl 

t • l . • • .. , • ...L_ 
1n-o "' 

La ldoa do la paradoja os que lo •um• d•. un nGmero lnfini 

to de tér=ino•, como {1), no puede oer un ndmero finito, por lo que 

el corredor no podrla alconur lo ~Ha en un tiupo finito. Sin 

uborgo, >abemoo que oí el corredor oe deopluo • velocidad conota!!. 

te y .. pleo t oe~undoo en recorrer h prl•ero mitad, llegotl • la 

Podemo• por ello suponer que: 

• H '') 
con lo que heaoo ••!¡nodo a la ouu infir.i'> (t), que lla,.ore"o' se 

t!o, un valor finito lt, ••porondo que lo i¡uoldod (2) •eo vl\ldo 

' 

o 
-.J 

• 



Lo npTOtl6n (l) p~odo reprotntorse c,.o 

• 
1 •• ,, ' . " "' ·' ••• 
ll1!fln!d6n, 

• Uno oer!e et lo ouu de un nG .. ro Infinito de Unolnoo: 

., •• , •• , ...... n."' 

ObsfrYUO quo loo t~notnoo ... ... 
tltuyen uno oucool6n. • ... •• • • ••• .. . ' 

Ot<o •Je•plo de OH!o lo ton•••• ol lntuputar lo expr!:. 

C.llJ ... 

cuyo Oilnlflcodo oo 

por lo q~e 

.!. -'· . ' '"' 1 o 1 o' 

• 

' "'' 
-'· . ' 10° ! 

• . ' . 1'0" ''' 

"' ~ ' . 
No oleopre es poslblo ool¡nor o uno oerlo un Yolor finito 

Por ejnplo, lÍo sede 1 . 

1•4•9•16• . •' .... • "' • ' ' 
carece de un Yolor finito cooo ou.o total. 

A loo urloo (1) y (O) •• leo lluo coover1entot,,olentroo 

que {6) oo dice quo •• dlver1onte. ' . . . . ' ' 

Antu do o.,oblocor uno deflnlcl6n foroal 

y dtvorl<ndo de, oorlu, nh .. oo ol onlllolo de lo poudojo do Ie· 

n6~ 

·o 

- . 
" 

' ·. ' ' . ¡ .. 1 ' t•''·'•',¡ .. ' ' 

• 

' ••• 

A partir do Jo oerlo, • 

-·- • t • ¡ . ,' z•·• • ' • 1 • . . . ~ 

podeoos forur lo sucoo16n,de oumoo porclaloo 

s,. s,. s,, s,, .... s •.... 

s, • t 

'• 
'· 

• ' . ' 
' . t•:r·r 

5n·•·!·i-···· • • jñ"T 

'" 

porcloles, •• lo ouoo do loo n primeros tf,.,!noo de la oor!e (1), 

y u •1 u .. tte: 

• 

' "'' 
poro calcular e>te Hnlto oboorvomoo que 

5 1 • t :'(I-1) t 

s,·••!•{I·}lt 
... 

s,·••t•j-•11 ' . ¡) t 

7 

y, cooo puede dpoo;•.•~u por induccl6n ootoo1tlc•, el tfrnno ¡e· 

nora! de lo '"cool6n do ouooo pardal .. co: 

por lo quo: • ,~ ~~' 

• • • ¡n·• 
_._,, 
¡". ' . ' 



¡·------
' 

' 

"" .- '•. lio {l· 1 )<. 21 n-- "j"ii"'T . -
Con eHo vo•o• que lo .. pr.,!~n .. ' 

"' . ' •. ,_ 

eo vll!da o! lnto'l'rou .. o la '""o del nlhaero Infinito. do tfrainoo. 

t • ~ • ' ' i • ' • . . . • 

cooo o! !lolto de la ouc .. !6n 

pof!ni<l6n. 

••• 
··~··········o.• ... 

' z•·ll 

- -

• '- t 

• 
• • 

' --

. ' •• 

. -· no oerle, 

' 
y ,ooa (Snl uno ouceo\6n (llo~oda de,..,.., pordoleo) tal 

"' 
s.· •,••,·•,····'"n· 
SI "'hto un nOooro real S u\ que;! • ... ·- .-

-· 
-' 1 ¡ ... " 

oo dice que lo oede •• convOTgente y t\one <uu.S, en cuyo'"'" oe 

oc ribo 

• 

• 

' • ' • •• ••• 

., -• • 
' • . "" ~uo •• 

• 

" . . ' . 
d!vor1•nre. 

N6t.,e que lo "'ouoa" de uño oor!e convergente •• el lfmlte 
' . :. . 

de uno suceol6n de suou porclolu•y no se puede obtener ~odiante • 

uno suao ordinario do tfnolnoo, pueoto que foto< oon un ndoero infi· 

nito. 

------------

• 

' .. , • • 

S 

•• utl!ln pua Indicar tanto lo sorle·co~o ou ouma, a pesa de OH 

doo conceptos dlotlntoo (lo ouaa·repre .. nto un na.oero y por tonto · 

no puede,oer con!HUnte.nl_dhor&ente) . 

•l 

.. 

_, 
Poro el cooa d~ la oeTle 

tiene 

-' ' - ' • ~- '"' .. ... 
••• 
' . -' • ) • • .. '"' {Vemu~otnlo) 

Co•o 

• 

) 

'"' 
• 

. _,_. 
• 10" 

. . . . ' ... 
11• S • 11• !- (1· -'-> , 0 
n- n ,_ , 10" ! 

' la ••Tie conver¡• y su su~o •• ! 

• ' ' 
' 

_¡_. ) .. . 1 O" • ' ., Paro " coi~ de " oerh {~) : 

l+h9• .•• •n'• ... 

• .!. {\-....!....) 
, 1 on 

el th~!na ilenoi-ol'de 11 •~oesl6n de'" .. ' pordol., •• 

50 •1•1•9• ... •~'· ~ (2n
1
•ln•l) ... 

{D••uhtfelol 
- ' 

En eote ~•oo, el lla!te de IS.J no ooloto, ya que o ••· 

dldo que n croco,~ {2n1 •ln•1) tiende a Infinito. En ocaoion ... O!. 

'~ 



' 

••• 
En con,.ouoncia, lo oorio (6) •• divu¡¡onto. 

~n loo cuoo ontorloreo, hemos obtenido una uprool~n oi!. 

plificodo para lo sumo de loo pdmoroo n thmlno• de h oor!O, ~ue 

pormlte ulcuJu con facilidad el l!~tite. Sin e•bargo, eotO no Os 

Do hecho, en lo aayor!a de loo casoo no ••loto 

una .xpnol~n oimpl!flcodo M 50 , por lo quo ootudiaruoo otro• mé

todoo poro determinar lo convergonclo o dlvorg'onclo de una oed•. 

Condldón n«eoarlo r•n la conveuoncio do uno sute. 

' 

Oboervo0100 quo on las Oerle> conver¡on<es 

' ' ' t + Z' T' 1' ··· ' 

' .. • . . .. . .... 
(' l 

'' l 

el th11 ino genuol tiende a cero, o medido quo n croco; es docir: 

' . ' !"" . ' 

". 
reorom• VI!. l 

Si la oor!o 

Vemootucl~n. 

... 
••• 

' .. ' 00 u convorgento, entonces 

. ., 
" 

Su ¡; 'n uno HTio <onvorgente y seo {5
0

) la oucoo16n 
••• 

do oumao porcioles. 

y tamb1én 

ros tan do 

... 
~-

.. . 
~-

ll• S • 11• 
n<• n·' ,.. 

(l) de (1) 

"" , ••• • ..... ,, .• ~~-· ,. •• • • l. o n·~11 .,,···•n·• 
por los pTOp!ododes de loO H~ite> 

:,.!: {(a
1

•o
1

• ... •a
0

} • (a,•a
1

• ... •a
0

_
1

}) • O 

pO< tanto 

llm 0 ,.... •n • 

"' 

'" 

Eoto teoTemo utoblece una condlc!6n necUOT!o pon lo · 

Sir. mbar~o, dicho condlcl6n no •• ·~ 

fidente; en otra• palabra•, el hecho Jo que 1 ;~ 
~-

.. o 
" 

no impllcn • 

Lo verdodero utilidad del teore.a \'11. l •• que peno! te 

<Hablooer e) oiguiente: 

Corolario (prueba de <llvoroencio] 
• 

SI 11• 
~-

1 O, entonces lo serie ' ••• 
a

0 
01 divergonle. •• 

Ejemplo VIl. ~. 

., Para lo Hrie " ln >e tiene que 
n· 1 ñiT 

• ¡ 1 o 



'··--

1 

,., lo que .. oerlo " d\vHJUtO . 
• - ' ., Pa<o .. OH le ' " cloro ••• ,., • ... ' . o ... • 

In ntr cuo " too reno VII. ' .. ... penl te decidir 
' ' ' .. o orle COOYeTJC 0 d\YUJO. 

- ' . ,, ~ " .... •• .. JOrle ' •· ·~· ,., • ... . o ·- •• • 
oo tleno un cuo onllOJO o! b), ' . ' 

... 

-l'<l><or\o,..ento de•oottore•oo que t .. ' • ,. 

. .. , .. 
' 

' 

oedo i .. ' ' -, u convoru!l 
• 

Lu .. d .. tlonen clortu propt0dodu que ,..¡e lo peno • 

.. nc\onor ntu de eftudlor dlfennt., cr\urloo que neo foclllton. 

el trabajo de eotoblecer o\ corlcter do converJenclo o dlverlenc\o 

do uno oerle: 

' 1) u.corlcter do connraenclo o dlver¡enc\o de uno oerle no uo-

bll o\ todoo ouo tfMIIInoo oo oultlpllcon por uno conotonte di· 

fonnu de cero. 

l) El cOTlctor do converaonclo o d\YOTienclo de uno oerle no Coa• 

blo ti oo o¡rero 0 ouptloe un nO.ero flolto do ter.lnoo. 

'J Bl culctor do COOYOTIOOC!o o dhOflenda de UU oerle de tfr· 

o\noo POSITIVOS no cooblo •1 •ut tfr.lnoo oe o~rupan do cual-

----· 

lO 
quin •nora. } 

- • ., ' '• ... ' ' .. , bn son dot teTI., CO~ERGENTES, entone., la s• 

-rio ¡ 

"' 
dodo por 

-
' ... 

Se doja 

• '- " - -
. ' 

al .. tudlonte lo deaostrocl6n de las propledodeo 

1) oJ), Poro uno demottrocl6n de lo propledod 1) puede con•ulta!. '. ' -
•• la ufer.ncla 1 pl11. ~71, · .. 

.. ' 

• 

' --
o 

"' 



( 

i 

VIl. l CRIHR!OS ~ Co~yERCE~C!A, 

Porleaoo de"'o"cu que lo .. r!o u"6nlca 

1 • ~ l . • ' ' • r • r • · .. • 
u divergente, o;rupando •u• thmlnoo en lo oigulente for~o: 

ObHr>'UOO que cado uno de loo th.,lnoo entro portnte<h 

do •••• oerle, ~· aoyor o igual que loo de la <orle dlver~ente: 

"' 
yo que 

' 
' ' ' ' ' 

' ' ' ' ' n ' ... ' 
1 1 1 T 
r'ó'r'r ' 

T 1 1 1 ' arr-r ' 
1..!......!......!......!......!......!.....2... .!......!......!......!......!......!......!....._!_. ' ' 9 1 O 1 T TZ 13 10 1 S 16 16 16 16 H H H 16 16 ' 

que la ou~• de loo t!rmlnoo de [2), Cot>O lo su~• cle loo t~rm!nos 

de (1) tiende a Infinito cuando n•~ [por oer esta oorle divergente), 

entonceo, lo ou~• de loo tfr.,inos de [1) tombién tiende o lnf1nito, 

por lo ~ue lo oerlo or1116nico •• d>V<rl<nte. 

El ahodo oqul e,.p!eado, conocido <Olllo <:riteT!o de <:o,.pa· 

ud6n,puede fonoallune co"o oiguo: 

Criado do C0"F•toc\6n . 

• 
Sea I 'n un& ~erle dnolnoo pooltlvoo (o 0~o. 'In<~) cu .. ' 

yo codctn quon,.oo conocer: 

• 

" S! !: c
0 

e< uno 10T!• CQNV~RGENTE do dco!noo po>ltlvoo y.. , 
VncN, ontonce• 

• 

• 

' .. ' 
,11) SI t dn U uno OHio DIVERGE!<TE do tfralnos po•ltlvoo y 
• n•l 

YncN, enton<H r .. ' •n '' DlV~RGENTE. 

Do~o•troc!~n. 

• 
el tlroino gonoul do lo ouceoi6n de ou .. • porcloloo de ' ••• "n' Y ... , 

Z•c•c• . .,+c n o • n 
• 

Vn<s, entoncoo: 

• 
Arleml<, por oor r •n convergente, exl<te el llo!to do .. ' 

En conoocuonc\a 



Por otu porto, cooo ! a 0 •• un• oerio de t~nlnoo r••i 
••• 

Por tonto exi>te un número real S entre cero y l tal que 

11~ S S 
n·~ n 

• 
por lo que lo oorle ¡ 

••• 
• 

11) Seo I d 0 uno oerle diver¡onto .. ' 
y •e• 

SI >uponornO< que I •n e< uno o~ de <Onvor~ent<, por la .. ' 
parte 1) del criarlo de co,.parodón •• \lene que 

• 
Vn<N '* ¡; d

0 
u conver~ente, lo cual contr>di .. ' 

ce lo ~Jp6toolo. 

Por lo tanto, la >Orle t 
••• 

•n u di,·ergente • 

E• cloro quo, pau pod<r utill,.r eHe ni torio •• requie 

re co~paur con <<ri .. M corOcter conocido. Entre los oerleo que 

oJo •• e•ple•n poro co~paror eotln J•o oerleo ¡eo~~tricoo y loo ••· 

rie• ''p", que trotare••• o contlnuod6n. 

Serie KeO~ftrtco. 

' ••• 

Uno .. r!e ~·•~úrica eo de lo formo 

n·• • n·• oq •o•oq•oq+, •. •oq • ... 

plicado ~"'un hctor fijo q liando ru6n . 

vergenclo de eot~ <>po d~ >er!es depende MI valor de lo ru6n q, 

coao vue .. o•: 

~· ou"'o de lo• n prt~oro• tha!noo de lo •erle ~" 

de donde 

' n. ' o aq • ... • OG 

HulUplioando esta expruión por q: 

' ' • aq • ·~ 

ReUondo (2J do {1): 

S0 (l·q) • a- aqn 

""Al" • sn • -.. . . 

• 

por lo que: ... 
'• • •• 

¡¡,. a(l·q"J 
n•• l·q 

"' 

'" 

bto ll•lt• dependo del .. lor de q r •• pueden duucor • 

tres c .. o•: ., Si IG 1 <1, entone e>: 

1 im S • a 
n•• n n 

por lo que: 

y en conoecuenclo la ••rie es conver¡onto y su sun eo: 

• n· 1 a 
oq • re¡ ' .. ' 

b) si lql >1, entonc<5: cuando n••, q"- 6 q"-·· por lo que: 

11~ S 
n•• n 

no eH<to y, en <onoecuencio, )o oorlo •• divo<gonto • 

J2 

i 



\ 
' ' 

Para q•l: 

-
' .. ' .. ' .. 

y h oorl~ •• dl•~rg~nte. 

Pon q•-1' 

' .. ' 
(Po~uhtT<lo) ' 

... .. . ......... . 

' .. ' •·' oq ~onvor¡o o! y s61o ,¡ 

[j<~plc VIl. 7. 

-
' .. ' • • • I • T 

podcmos emplur lo <<rl< g<omHrlco 

" .. ' 
cuya uz6n '" 
Comporando «tao 

• • ' ' ' • ' ' ' • • ' " ' 
y en ronoul: 

' ---. , •• , •1 

' • ,. 
••• 

, .. 
• ,. 

•• • •• .. 
<orle< vemo< 

"' 

'" 
convor¡ento. ... 

j3 

Empleando <1 odterlo de oomparod6n, •• conoluye que la 

<«1< (1) <> CO~I'Orgonto. 

b) Para d<tenninor el carlctor de U Hr!< 

- ... 
' '" ,., '" 

VOUOI •• ... ••r\e$ 

' ' ".' ,. '" • 
• 

' " ,., ,. '" 

por !u propiedades d~ !U oerie> com•errento<: 

' ••• 
1 n· ' l 

( Jl • ; 
-
' ... 1 1 n·• l 

H:;H;l • ; 
-
' .. . ' , . 

de aqu! quo la .odo (Z) <$ convn~onto,(propiedad 1) de lo> oeneo), 

rara ¡ 0 •orle (l), utilie<mo• lo oorl~ goom6Hica con•or 

gente -
' "' 

l n- ' l 
(! l • ! ' .. ' 

como esta •orle •• comecgento, entonces 

. " 
¡; ( Jl ... ',, 



Compor•ndo (3) con (4): 

(Oe~ufstrelo) 

Por el criterio de comparación, lo •erie (J) taobifn es 

converaente. 

• • 
' Cooo ' ,. ' ' " ser! u ... con .. r¡enteo, " oerie . ,., ,., ,. 

• 
' 

• 
" 

• ••• ' •" • ' ' ••• .. ' ,. .. ' , . .. con•••l""'" (propledod 4)) • 

Su le '· 
Uno >erle p •• 4e lo formo 

• 
' ' ' ' L ' 

. ' • • • • . . . • • . .. .. ' •' ,, ,, •' •' 

" conV<rlencio o divergenclo .. uto tipo .. 
pende del Yolor de p. Pooeoos consideror tru cnu' 

• (.!... ,, ' ' • -l•(- • 
Jp 4p 

y conoidornos lo oerie 

1 • L • 4 

¡P 4P 
• 

. ' •' • .!...¡ ,, . . .. 

serie> ••• 

(' ) 

que es una oerie geomftrica con a•1 y q • ' . ' ¡P z¡;:T' co~op>1, 

q •• un n~•ero pooitivo 01enor que 1 y la oerle •• convergente. 

t~rolnos de esto serie pueden >er escritO! en lo fonoo 

• eL ,, • L.¡ ,, • ¡L. 
•' . ' •' . ' •' • .!....¡ • 

•' "' 

---- - -·· 
14 

Vomoo que, cada uno de los t~rmino• entro par~nte•i• de 

lo Hrle (1) es menor o igual que su correopondiente de h ,.ríO: 

' conHraente (l), por lo que, del criterio de cooporoc\6n oe oiaue 

que (1) es con .. rgente. 

b) SI p•l, la serie p •• lo serie aro6nlco y, cooo •iooo, u di· 

e) SI p<l, c.~o Unolno de la «de p eo .. yor o ltuo! que ou e~ 

rr<Opondlente de la serie orm~nlco, y por el crlt~rlo ~e co•· 

poroc\6n lo oerie p es divergente. 

Reou~londoo~·------------,,c-;,-----------------------------¡ 
Lo oer\e pt ¡ converge •1 y o~lo ol p•l. 

n•l nP 

EJ .. plo V!!. !. 

• 
•> Lo serlo ' ... del ejemplo V!!. 6 u uno oerlo p, con p•2, T 

por unto convergente. 

-Lo .. ,te . ' . ' , .. 
eo uno oerle p divergente (p• 1/2). 

Anollcemoo ol cuo de lo >eríe 

. 
' ' ' ' ' 

' " 

,,. . ' • ' • ' • " • m • 
n•l • 

comparhdola ••• .. OHie convergente 

• 
' . ¡ ' ' ' ' • ' •g-•n• " • ••• • " 

. ... 

"' 

... '" ' 

¡ 
' 

) 



, 

' ' 

Oboervo~o• ••• 
• 

' • ' ' ' 
' ' • ' ' ' 

' < ' " n; 

' < ' "' rr 
1 •• puede duootror,por inducción IIOtodtlco ~ue: 

se dice por eHo que la oorl< (Z) "do~lno" o la sorle (IJ 

Vole h pena entonceo oboervor que: 

"n ! 'n 

' "n ! dn 

del e<lterlo de COmparod6n SO ~U~p\on 0 partir de un C\HtO Volor 

den, poro que dicho critoclo •IR• siendo aplicable (yo que podomoo 

suprl~ir 

c"lcter 
"" nú=ero finito •• th~inoo .. '" •• d .. "" o\teur '" ,, conver-enc\a • divergencia). 

" 
••• <!lo, pode••• concluir ••• ' ¡¡-,- ., . .. OHie "" .. ' 
Otu formo do Jemostrorlo •• h >lgulcnto: 

l!ultlpllcondo por J lo >Otl< (l). obtenemoo lo suie con 

" 
' .. ' ' • 3 • "{ ' ' . "' 

15 
Co~puondo ohon las oorleo (1) y 01, vnoo que: 

• ' ' ' ' • ' 
' < ' ' ' ' • ' " " 
' ' "' • rr 

y, como •• puede demootror por inducción ~ot<dtlco: 

"' 
Podemo• <ntonco• concluir, buodos en d crncrlo de co~ 

pouc16n tal como •• onun<l6 origlnolmcnte, que la oede 

u convngente, 

" 
' .. ' ' " 

En o~u\on .. , el criteTio de coopuocl6n •• de d\ffc\1 

apl\coc!6n prictlco (dicho dHicultod eotTih en encontrH lo oule 

que oerv!rl de ~•~pauc!6n). Po. cuo, !ntrodudroM• ouo cr!-

torio conoddo co~o criterio Jel cedente o de J'Aiembort. 

Criterio de d'Ale~bert. 

... 
C•lcule~o•: 

" 
' ... ... 

••• 

'• 
~ 
•• ' 

'1 " l< , ' .. o orlo " convergente. 
' •n •1 

"' " '> ' 6--¡;;- cuando n•~, .. 
1! 1) " l•l • .. criterio no decide. 

•e de .. dtver¡enta. 



O.moitrael6n. 

') SI L<l, rliJ••oo un nGmero , ... q tol que 

L<q<l. "' De acuerdo con lo deflnici6n de l110\te, ni>te un m<N • 

tal que: 

por lo que 

••• , < •• q 

Yn>11. 

' ' •rn Q 

En conorcuenclo, a putlr del t~rmino o11 , 1 , loo •~<=!nos 

" do la se,-le: I •n son •rnoru que loo 

".' do lo >orle gro~!trico. 

'• . • •• ••• '• . ' ' '" 
" 

Co•o ' •• " ... ser! o .. tEMiinos posltl~o•. L?G y 
••• •• (1 ) : O<q<l, ' .. srrle "' " convr<~<ntr. 

• 
ror el cdterlo Jo compaad6n, I a

0 
•• convergente • .. ' 

"' Si L>l 6 

Vn~. 

es dO<It: 

•n no tiende a cero cuando n-, por 

" 
lo que la ><ne ' .. ' 
¡¡ 1) " opllco"o< •• criterio 

' 
• " urio 

' 
tene .. o: 

li• ... , 
"" -"i'l' ... CtJ,-J ' . ' ••• •• ••• ... ~ 

·" 
para cualquier valor de p. 

Poro ya huoo denoHrado que cuondo p>l lo '"'le •• con· 

~rr~ente y cuando p,¡\ dl.-ergente, quedondo comprobado quo L puede 

set lgu•l o uno tanto poro sorieo convergente• co~o paro dlvoT¡en· 

te•, por lo que en""" cuo <l criterio no decido. 

Ejnp!o VII. 9. 

•l Aplicando el Criterio de d'Aleoobut o lo sede 

tiene: ... '· 
'• 

' 
~- n!(n•l) . ' ..,. 

" 
' ,., ' " 

u ob· 

' 
" "' 00 

.. 



' 

• 
1 

1 
! 

i . 

... ... ··- ··-
1 lo sor!< es convorgente. 

por lo que ... ··- · 0n •1 

•• "" ··-

' ..,. • • 

n! ~0 (n•l)n!. 

n" n! {n•l)n° 

' " (1•;;:) •• 

el Con ayuda de! criterio M d'Ale~bert, «oulta ,.nc!llo demos-

tur lo convecgendo de la oor!e 

- ' .. ' 7 ••• 

·-· ejemplo Yll. '-

'" efectO: 

, S•(n•l) 
"""j""ii"1 

por lo que la oer!e convnge, 

Seriu oltunadu, 

Lo• Cr!torlo> de comporoci6n y do d'Al~rnbort no oon opl!_ 

cableo o oerie• uleo como 

' ... 
-
' .. ' 

' •' 

' • 

. ' ' ' ' . ' 
• 1 • ! ' . ' 

' ,. 

' ' . 
que Jl•marenos oer!es de sJ,noo alternados o, sl~pleoento, 

alternada.. 

donde '• 

En ~eneal, uno oer!e altunado •• do lo fonoo: 

-
' ... 

• o • 

(·1)"'1 •n • a,- o,· •,· o,• ... 

Vne.~ . 

!7 

Eoi.,e no er!teclo que uubiece una condlcl6n ouH<!en· 

topara h co"'·er~endo de este tipo de se<leo, 11amado crltorio • 

r!terio de t<lbn>:. 

donde ·-

lo sede alternada 

I (·1l"'
1 "n • •,·•,••,·•.• ... .. ' 

• • ~n<S, es converguto 01: 

Y u~ ··- '• • o. 
' 

0
n • 1 ' '• 

5<0 lo sede oltornodo: 

-
' ... •n • a,-o,•o,·•,• ..• 

de •urnas pare!•!.,: 

Sn • a,-a,·o,·•,•····•n·1"0n 



Co"o •n > o
0

,
1

, lo, tfnotno, onue P><fnte•i• oon todo• 

po>itlvos y lo >U<H!6n (5 0 ) ., crec\ent~. 

Por otra porH, •i o¡rupa~o, S
0 

on la for~>' 

S
0 

• o,- (a,-o 1 )·{a,·a,)- •• ,·{on.,·a
0

_
1
)-o

0 

por el .ts"o ruon .. l<nto .... , ~ue S
0 

, a
1

, y la ou«>l6n eo aco

tada, 

-,,¡e L: ... 
•·· (ol n •• par). 

Nos resto do•oo<Ur quo to•ando un Mae.o Lopu de th•.!. 

noo, el lhdlo de lo ouoesi6n do'""'"' pordole> e> tombih L. 

En efecto: 

s •• ,- '· • o"., ,, ' " .. par) 

' "" s •• ' "' •,. • ... ··-~ • ··- ··- ... 
••• bip6t .. ls; ... ·- "n•' ••• 

~- " ••• '" ··- < •L•O•L ;n•' 
Heooo dooootrodo que lo ouce>i6n de >u .. ao parc\ale> de 

-h oerlo tiene lloite, por lo que dicha ••ríe eo ... 

Ejeaplo Vil. 10 

o) Hed\anto el criterio de Leibnh se puede dnootnr que lo ••-

'" 
' ••• 

1·1) 0 ' 1 

e• conver;ente, ya que: 

' ' ' tJ 1';r'l'n 

b \en : ' • " . 
, .. .. que: 

> " ... lim 
'• • ... . .. 

1>) Paro lo ocrle 

-

> " • 

> ' (n':"i")' 

' ' ' . ' 

"'ncN 

' . " 

•• > . .. , ~m 

' • • •• 

' ' ,. ' 
(-1)"'' 1. 1-

" ' ' ' . ' 1' .... 

•• t lene ... 
' ~·· > "' " 

' como: 

li~ • ·- ' 
por~~ criterio do Leibniz Jo oerle eo conver¡cnte. 

- k • 1 • } • l . l . (-1J""l ' ,., ... 
e o con<or¡ente, Sin nbar¡co, lo •er\o que u obtiene roompluu-

do codo tfro\nc por •~ ~oler absoluto 

' 

J8 

' 



¡ 

' ' 
' ' 

Se dice por ello que 

clonolnente convergente, 

• 

' ••• 

Por otra parto, tanto la ,.de alternada 

• 

como h que se obtiene reemplazando cado tfrmlno por su volor aboo 

)u to: 

' ••• ' " 
. . .. 

oon ,.,¡., converzontu, por lo que oe d!co que 

es uno ouie obsoluu.,ente convergonte, 

• 

' ••• 
( ·1) 
. ., ' 

•' 

E>too conceptos no sólo oon aplicables a oorJ., alterno· 

En lo que si· 
• 

gue, cuando hoblnos de lo oorie ! •n se <ntenderl que •n pue· 
••• 

de tener cualquier signo, y rep«sentare~o• Mdhnto r l"nl • 
• n•l 

lo oer\e que •• for=a ree•pla,ando lo• término• de ! .. ' 
\'II. J. 

• 

"n por ous 

Si \0 oerio ! 1•0 1 
••• 

u~b!~n eo convorJente. 

u convec~ente, entonces lo seno 

" , n• 1 n 

S<an ' . " 

' 

1 S •l l 
" " 

•• monótono crectente r tlone cou lnfedor (cualquier nOlBero ne~o-

tlvo). 

podemo• unlblr 

S 0 •l 0 ~ l(•,(•l(a 1 (• ... •l(a0 (, 

• 
r como ' .. ' 

En consocuendo lo sucul6n (S0 •!0 ¡ •• •on6tono y ocoto· 

da, por lo que exi>te el lfrn!to: 

lfmlte 

"• ••• 
• 

Aded•. por h!póte•h, t l"r,l eo ~onvocJente y .. hte el 
• •• 

"" ••• '· 
D~ •quf que, por propiedades de los l(.,lteo 

lin 

•·· 
lb. 
••• 

li• 
••• CS•!-!J•ll• 

nnn •·• 

• 

' .. , 
'· 



Ejemplo VIl. 11. 

Podeao• detoroinu el culctor de lo .. de 

" 
' "" ' 

fd.!!.l • O • S 4 

"" 
0.1S • 0.19- 0,03 • D.Ol . ' " 

(donde n .. u u ndhnu), anallundo h serie de valoreo absol~

tos : 

" 1 """1 "" ' "" ' 
Dado que jcos(nll ! 1, ""'N, es claro que 

lcoo!n)l 
"'" ~ .~' ""•·' "' 

Co~o 

" " ' ' ' ;;m 
""' "'" .. , 

•• una .erle p, con p • Jl2, conver~o-

Oo la upru\6n (\), por el criterio ~. co~parod6n con· 

cluhlos ""' 
" 1 """1 ' ""' "" 

•• con>or~onte, y, por el teOH!U 1'11. J 

" fd.!!.l-••• lo ••de ' .. ' "" 
ta~bién convergente. 

Definición. 
" 

Uno sede ! 

""' 
" 

o se llua obsolutounte conver<<nto ,; • 
la serie ¡ ja

0
j converge • .. ' 

Obshve>e que, •e¡Qn el teoru• VIL l, toda ••rle oboo· 

lutaooonto convergente oo con,·ergento. 

, 

" Lo urle ! .. ' co>(n) dol ojnplo onterlor, eo absoluto 
nlii ' 

oente conver¡ente, o! \¡uol que la oerle 

Oefinid6n. 

' ' " 
pan lo cual 

d!ver~e, oe llna cond\donalunte convergen«. 

" 
' ""' 

20 

Son eje~plo> do ser1e 5 condlclon•l•ente convergente• la 

" (·1)"., ~ ya .,tudiod•, y lo oerie 
" 
' ""' 

"' "' 
... 

• 

! 
' 
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IV DESARROLLOS DE SERIES 



i 

VIl. 4 S~~ltS Df P01~~CIAS. 

untes¡ por ejemplo, lo ••rle 

• 

' ••• 
,• . = 1 • 1 • 

·'-, 

que lhmaremo• .. rie de potendu de x. 
'" 

E• cloro que pau c•da valor de "• la ••de (1) eo uno •e 

\"u~o• ol¡;unos c.,o,. • 
" , . ' ,. .. tione .. ••r!e convergente' 

( Íl • • • ' • ' "" 
• • • ' TI • 

" ••• 
" ' . . '' •• t!one .. ,..; . d\vorgente: 

~ ' " ' • ' . ' 
• ' . • • " . ••• • 

coro, por conveniencia r•u la notoclón. • E• claro que paro .. o 

•• •lene un ><ric conv<rgente. 

Cono verno•, no pan todos lo• valore• de x •• o~tiencn · 

f< Íl'lportan<e en:once• saber para que val_<C 

re• <le x la >erle (l) conver~e. 

Ya que pota chito< volore• <lo , •• obtlonen s<rie< al· 

tornad .. , >nol!c .. o• lo •erle de valoreo aboolutos: 

"' 
Aplicando el criterio de d"Aie~ber<, la serie (l) conver 

1• pora todo volor de ,;o tal que 

' • 

" decir: 

l i"' 1' 1 ••• 
o bien: 

1 •1 "" ••• 

c ••• 1 in ... 

1"-' 1 "" • 

. .. = 
.. '1· "" 

' ' 

' 

' 

"" ·-
depende de n) 

' 
~ • 1, la lerie (Z) convorge 

paca to~o • <al que: 

1' 1 < 1 

tn conseouencia, del toore~• Vll. l, la <Hle !1) •• co!!: 

versonte (aboolutaaente co~vergente) paro ••loreo de • Uleo que: 

1•1 ' ' o bien: ·1•••1 • 

Paro 1•1 • 1, e¡ criterio de d'Alo~bort no e• apllcobi<, 

poeo: 

y ~obe~oo anoliur por oepuado lo> cuoo cuondo •·1 y ••-1. 

-
' ... 
-
' ••O 

•• tiene lo ,.rie divergente 

' = . ' 
(·1)"- 1 ·' -¡;¡¡ r ' ' ' :r • . .. 

~u• c., convH~onte !condicionalmente convergonto). 



J., que 

Final•ente, puede deao>t••••• que 

1<1 > 1, la serie {1)., düocgent<, 

• 

paro vo\oro• de x u-

[n cosu~on, lo <erio r ,., 
,• 
;;or " convor~onte Gnlcamente 

puo voloros de ~ en el lnte"·•Jo: 

• 1 :5. I < 

IJo=ado lntef\'Oio do conver~ench. 

Oeflnici~n. 

• 

• 

' ,., 
coclbe o\ noabr< de oerie de potenclu de (•·•). 

~~tese que la oede de potoncl .. de • es un caso p><tlc~ 

Observe que esta Oltlaa .• 

Heapre .convor'e p•ra •·•· Yo que se tiene: 

• 

' ,., 
~ cado oode de potencia> correspondo un Intervalo, 11•· 

••nto paro todo x <n el Interior de dicho Intervalo, y dlveri< para 

toda • tuera de "· '' ) 
~\ punto aedlo MI inUrvalo es o. 

Tooro~a \'11, ~ 

Si la ser!• de potencia• t •n {•·a)" converge poro · ,., 
al menos una ••• y dlvor¡e para ol ~eno• otro valor de ~. entonces 

•e<> He un n~moro real positivo r (llamado rodio do convOTgencla) • 

ul que lo sede es ab>olutiO<Iena oonver&ente pou toda , en 01 1!!. 

tenalo 1•·•1 < r, y div"'¡onte para toda X fu~u de 'l flx·•l>r). 
Se~On lo, teor .. os V\\, 3 y V!!.~. y por el critOTio do 

es ob>olutarnente convortonte >1 

• 

da, 

1•. •1 

1•·•1 

... 
""" ,, 
Hm 
~ 

1 ~1 '• < 

1 ';;•¡. 
Pan lo• punto> en la frontera del inton•alo de converge!!. 

el criterio de d'~)o~bert no es aplicable, por lo que oe harl 

2 

neceoario analizar por >eporado la convergencia do lo torio en dichos 

punto>. 

En coto• e>tre<~OO, el Intervalo de connrgenclo puedo u· 

ducir>o o un s6lo punto •••, en cuyo cO>o dlre•o• ~ue ol radio do 

conve.¡;enc\a et cero; o bhn puede abarcar todo el e¡e real y diro· 

Oto> que el radio de conver¡encl• es infinito. 

"' la demootrod~n de e>U teozomo u o101\te por .,ur fuero del ol 
c•c.<o de_e>to curso. El estudiante Interesado puode unsultor ':" 
una do•ostraclen on lo referencia 1 p~g. Sl6. 

'· 

"' N 



fjemplo VIl. 1l. 

o) Obtengomo• el !ntnvolo de convetlen<io de h ••do: 

¡,.pllco 

o ~len 

• 

' ,., (I·~)n 

>"(n•l)' 

Se tiue que 

1 •• >1 "" , .. ... 
1 • • SI ( Íl < ' 
1•. >i < ' 

. ' . . . ~ .klL. . " . 
" " 

>"¡n•lj' 
l"" (n•Z) 1 < 

por lo que r•S u el radio de conver;enclo, y lo ••rle converae ab 

•oluu~enu para todo volor de • en el Intervalo: 

·l<x·5<J 

e• decir 

1 < • • a. 

Mollcemo• lo •orto en lo• euremo< del Intervalo, 

••B oo tiene lo oerle 

• 

' ,., 
que e o conver;ente (>erie p, con p•l), 

Poro x•1 oe tiene lo <erle 

• 
' ---

(n+1)1 ,., ' 

' ' ' . :¡-·~·,.. 

que u ob<olutomentc con.er¡¡enu (vu >er!o anterior), 

todo valor de x en el lnterv.lo: 

M 

"' 

(x-5)n 

s"¡r.•lJ' 

' n; 

PUo 

.... 

Ob<erve que en eote cuo la convor¡enclo de lo serie en 

los puntoJ utruos del Intervalo es absoluta. 

b) La sigUiente Jerie converge rtnlcuente poro el valor ••·l: 

' ,., 
yo que, pora x " -J: 

"" , .. 
' '" " criterio •• 
<) c. ,.,¡. 

• " ' 
< • 

"' ,., 

1'";!'' 1· 
d'Ale~bert " 

• 
' • < • < • rr 

eonverg~ pOU todo .. lor •• •• , . 
1•1 ''" " • 1 < 1 "' , .. (n-1): , .. 

ude 

• < 

" • 

••• 

' "' 
• 

Conviene mennonor quo, ,; 

-
' ""' 

diver11e. 

1 X 1 • 0 • • < ' . ''· 

~• una serl~ do poten~ios con tnter•olo de eon•erJenclo lx-•1••· 
entonce•; 

•J Lo serie puede denvon~ té,...lno o <é,...ino on dicho lnt~r .. lo, 

y lo serio o~ten1Jo 

• 

' ,. ' 
tien• '' mhmo interulo Je con•ergenclo. 

b} La ierle puede !ntegror>e th~!no o th10inG en di<ho lntervolo, 

y la ><ele obtoniJo 

3 



• 

' ••• 
<lene <1 ~!•mo Intervalo de converg~nc,., 

.. . . 

• 

• 

• 

VIl. ; 

Una función puodo deoanolhroe en oorie de potendas de 

Por e¡e11plo, pau J. función 

f(•)· ~ 

prolontando lndeflnldaaente la d1Yi>i6n 

o X 0 X l ,_, 
• 1 • • 

• 
·• • •' 

•' 
-X 1 ' •' 

se obtendrla que 

f ( •l - .... 
OO•hvooe que para .-3 lo oxpresi6n onteTior conduce o un 

rooultado absurdo: 

-h·1•l•9•<1• ... 

ya que Gicbo volor estl fuera del bter..alo do conver~encl• de la •!. 

En ca~bio, pau ulores de x dentro del intot"alo de con

' ver¡¡encia, pode~oo a~ro.t~ar la función to~ando un nQ•OTo f!nito-

de ttr•i""' oln co•ete< un enor "a;>rechblo". 

Por eje~plo, to~ondo loo <uatTO p<!~no> tfTIIIiROI 

f(x) ' ; • ' • T'7 • • • • • • ,¡ 1•1<1 

'"' valores •• ; ; 

'· tleno: .. ,.. • • ,. , . • • 

' 



: 
' 
' ' 

' ' ' 

! 

' !·~····~ ' • "" 
' ' 1 • ! 1 S 

' ' 1 . J l3 ..• 1 . 32! 

' • ' ' 
En ~ucho. o<.,Ioneo so tl<no una fund6n cuyo expreoi6n 

es dilfcll de o.onejar y puede reoultar conveniente SUH!tuirla por 

un pollnollllo en:. de ¡¡rodo n, lo cual •• puede,logru olla fun· 

c!6n u desarrollo en una ,cr!e de potencho y se to=on l<>> ttr••

nos necosnios pora obtone< lo aproxlo&ei6n deoeada. 

Serie de T•vlor. 

Sea f(o) una fund6n, y bu>queaoo o>presach en la fonn: 

f(x) ••, •• 1 (x·o)••, (x-a) '•a, [x·a) '• .. , '" 
Paro obtener los coeflc'""' .. o0 podnos procedor en la 

'Ji¡UICOte formo: 

Haciendo en (1) x•a, se obtleno 

![a)•o 1 

que es el pnmer coeficiente. 

lu duhod., oucni»S de (1) en el Intervalo de convcraencio de 

lo sede: 

r· (x) •• ,.zo,(x-o)•lo,(x-o)'•<a,(x·oJ'···· 

f" (x) •h 1•l·Jo 1{x·o)•l·4a,[<·a)'• ... 

i"' (>) •l·J• ,•Z·J ·h,(>·o)+ ..• 

r 1V (x) •2·3•4o,• •.. 

rC•I¡,¡ •n: "n'••• 

Haciendo en <>tao expr .. loneo •·•, obten<~llos: 

5 

.. -f' (a) 

. '- -9& . '- r•·•¡•l 

'' .. - rrv~•l 
. 4. 

• 

•• 
Llevando ootos ro•ulto~o• o (1), oe obtlono lo ••pres!On: 

f(x)• f{a) •f' (o) (x-o) •f"'(o)~f••• (o) s: ·"" n! 

conocida como fórmula de TOylor. 

To4o función que ad10it0 dorivodu de cualquier orden en un 

tnt<rvolo abierto ¡, , • ) ruede 5er e<pTeuda ••10n e><• fOrmula po_ 
' ' 

ra todo • en dicho !nterulo. 

IJUplo VI!. 13. 

Para desarrollar en >erie do Toylor lo fune!On f(x)•L• en 

potenei., de (•·T), caleure•oo: 

' ,. ' e< ' '' ' • 
'' ,., ' , . "' • , .. ,., .! 

' ' 
, .. 

'" 
__ , 

, .. '' ' L f'" '" • ' • 
riV ,., • •" '" --· • • 

f(n) (x) (·TJ"''~ 
•• 

r!•lp¡ (·TJ
00

'(n-T): 



po< lo que: 

L(>)•(•·l)-~ 1 • ~-- ~ • ... •(·1)"'' (>~11" .... (1) 

Coao es Uc>l verificor, HU •~r!e •• ob•olutnente "" 

poro uno de los utr•moo (x•ll; en 

couecuenda, la upreo!On (1) no eo vUido para x f>~ora de e>te ¡~ 

tervalo 

Se ooouumbro decir que (1) •• un deurrollo en oeTÍe do 

loylor de la función h en un entorno de ~·1. 

to poolble oprod•u el logarlt•o natural do un nOmero x, 

dentro del lnteno!o do convergencia, .. dionte el pollno•io de ter· 

cer ¡ndo: 

Lx• (x-1) 

Colculno•, por ejemplo, el lo¡arltmo de 1,;: 

Ll.S! (l.S·I) · {l,~·ll' • P·i·l)' • D,4\66 

L>. (•·1) • ~. 1y.L. LyL. ~ 

pon o•\.S oe tendrt 

L 1.S • 0.401l 

quo •• oprox! .. •" al valor real L LS• 0,40S4H ••• 

. . . . . . . 

St en lo ••Ti• do Taylor hooemo> a•O, obt<nemoo: . " 
(Oljy• ...• r<•l (Ol~- .. 

E>preu6n que noo penHo de•arrolhr la func!On en uno '!. 

rie do potencias do x. Esta urio •• conoce con el noabro do oedo 

E¡ .. plo V!l. U. 

culeaoo: 

' (o) ,o ' (.) 

,. (o) ,o ,. (O) 

, .. (o) 00 , .. (O) 

f(n) (x) ,o f(n)(Ol -
'"' .. que: 

,o - ' - • o' • 
,. 

• o ,.,. ,.,. • o" .... 
" 

o se"' 

,o - o" 

' " ""' Como vlmo• on el ojuplo VIl. 12, e), la oerle 

-
' , .. 

convH;e poro todo volor do x, por lo que la expresión (1) es vtl!. 

do Y. • < a. 

En fonoa anllogo, puodon obtenene 1oo dourrollo• on oe 

rle do Noclourl" do lu funclonu .. u y con: ' 

6 

1 

\ 

) 



' 1 

• 
' 
l 
" • 

x-h • ,• 
"" •• • • . -... (-1) 001 

IT " ' • •' "' .. 1-h • • • .. ·' (-1J"'' 

" " co~o .. Ucll co~p<Ot>or, ,., •orle• 

• 
(·1)"'1 

ln •1 • ' (ln•ll: ••• 
' ·'" • (·1)n•l 

' = ••• 
son t .. ~Hn conver¡en<e> pora todo valor de x. 

E)e~plo VIl. 

~~~ .. H 
x->0 -¡-

7 la lntogrol: 

! 1 Senx '-.- ~ 

' 

"· 

,ln •1 
• (ln>l)! 

·'" "'"" 
• 

Esto• probleooo, que no tienen una ooluc\6n Inmediata, pUt 

don ruolveuo empleando el d.,urollo en oerle de potencl .. de lo 

!und6n >en•: 

senx - ·-
X l X l 

>:"'"S: 

oenx x' , •' 
-- 1-• !':' ST 

de oqul que: 

'" •4 

•' .,. .. 

Ahora, para obtener un valor aproximado de 

' 

(') 

do oqul que 

o no: 

s: 
' 

!!!!..!!. dx 

' 

..... :,. 
• 

s: 
' 

. ' ... :rr ;: •• 
" 
•' ,. ,. 

" 
' . ) 

" 

s: 
' 

..... 
• "' [·- . ' •' = ""' 

' f, 
' 

(1• G.GSH5 • Q.GG161 • O.GGGOl) 

(!- G,GG6H o O,ODOOS • 0,000000:) 

o.Hl91 

7 

Lo uyorto de loo cone<pto• tratodoo u e>t• capitulo, 

pueden ¡enuol!rHO< poro el coso de ••rle• con ''"'!no• coopleju. 

Por ejuplo, a¡ Inicio de lo setd6n VI!, 4 vloo• quo lo oerlo 

• 

' ·-· •" = - ' . . ' .,.,. 
conv<rge oboolutarnente pO<O 

1•1 < 1 

•' ,. 

SI x puede tour valor., co~>pl<joo, \•1 reprHent~ el -

m~dulo Jel n~~oco complejo x, y lo <>PrH\~n lxl'l queJo ropro· 



>entado en el plano Jo ~rganJ por la región: 

lu¡;inoTlo 

'" real 

que recibe el no•bre de drculo de convergend•. 

vor¡¡enclo r•\ •• el raJio de dltho circulo. 

Para todo x.C en el Interior del circulo de conver¡¡en· 

' ••• 
,• ..,. u obsolutaunte conve:gonte. 

tn el 0050 ¡¡enero!, lo reglón de convergencl.a 

1•·•1 < r 

e>t1 represen toJo en el plano co•plejo por un clcculo de radio r 

con centro en x•a. 

Con>idorondo que x puede tour valores c010plejoo, e·. la 

•' . •' 
" 

•' • V. • \ o X + 
,· 
" 

•' ., •' . ,. . ... 

•• . - ' 
o bien: 

, .. " 

·el·~-~-~-~· 

•' • i &· " 
•• 1 :;: • •• 

" 
. . .. 
~· 

"' 
Por otra pute, de hs func>onoo ya deunolladu: 

,. ,. • 
0058 - • ¡, • " " "' • •' •• •' sen& -• . " " " 

• 

que: 

' ' " ' •' 
,. 

' 
,. 

' "" - . 
" • ' " " '" 

Por lo> propiedades de lu Hrlu converaentu, de lu · 

expreolones {\), {l) y (3) se concluye que: 

e61 • co• 1 • i •en 1) 

" 

"" ce 

' ' 

' 

1 
1 
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~ ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 
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• 

LA ECUA.C\ON DIFERENCIAL 
Se~ .,_¡.,..,q_~, .. h r~bl~~~, 
E~pr~,.~,l ..,.t,~ohc~~•.,-\-c ,.¡ «-~a..,;o--!c 

~~ J~~plau .... -..,h de~~ o~erpo ~-es h,..,,.,¡. ,..r+,""'t ...... -1.,_ 
h..,,~ .,..,-;b;. ~"'"""" <<l<><>dad ·,~i<;.o~l V. «>~~odere.,dc d~f><~ 
.,,,¡,\,. la'"'"'"'~~"'""' .1~1 b'"'-· ' . 

P.,~ Cu~pl>r<'Oo e\ on~n<>...lo f''"''""--\-o ~.be.-. .... 
r··-·"" -t ro t • .- ~~ ..~ ... \'! ··~.- ~-:k,."'"' '"" , .. na\,1,. "!·"' '"'"''"<;. 
"'""' <"1 .! j•"&..,""'" l en! o"<CS Jdcr"""~' co~~H Je ello, ..,., . 
Jopo"'.!' e" "~-¡ w~lc~ o.;l.•e<'"d'o"'-1-.s; ~ •• ..,.-..,,.,-la, ~be· 
"'""""' h\1,., \.; ....,taco"" ... T.-., .,_\1,~ ~ +~,h j, """ I,T j:~'"'· 

D.l .,.,;.,,.._~ d~l """"'-'""" f'=J<-= ,.,.,q",r qo• ""
~ • ....,.. ....,\"- ""' ¡o..-obiQ....._ di.,.;: ... ,., y 9-""', por lo f,. .. -l..,l .. s .,. 
•·..U.• ,.,,.,1 ..... .-..J.... b.>..~e.,lc ...,,.,•., .._¡ 1·•-¡-.. '¡' ..J .ks. 
p\o,...._,.vo+., q'-"', c'-~._,.,h!, "0~ c<>".!"<.e., "do~ v .. ,O,o\,1.., '"· 
-!•-•"'<"+-< ,.,¡,.,<>n•·l•s ..,~ '"~""11""' 'f q_•• =>->lo ,..l<><.>d..d 
'<' L. _.t.~.;.;.. 

A.,,...\,."=~. JoJ.,~,., .J J.,.plo..,_,..,+o del ........... 
.....,d,.¡., ~ pa.lor ,¡., 1~"';'1'....-\-•o•<cdo la.¡., ~era, ...dqv•u~ ,¡,¡,.,.,_ 
1'='0 ••lor~ ~-~ J,f<r~nf.o, i~do~··~,Jc-l<e~,..,. po.!o"""'.,.~d, 
1~ q ... 1~ ,.,.,.\,\~ depe..doe..,-1.,_ "~ 1>'«-•..a~•~'"' ..,\ ..k..¡.ln.o. 
-·•~-1.. T, .. ·~+<>~<= <..Orft dor<> q...c el ·he-1'<> t ,.ora' 
lA va.rO,.l.le •nJe¡~~~><n+e. [,. """"· <I..Jo q"" P•"a eo-da 'alor 
de ' ""'• ""o l ,J,I.. y., , .. ~.,-.. ...,. r , ?>-1•-,. ...¡ ......... .,~.,_ 
'r =Í~""'-'0"" .le l, <'><!""'• y.Y(t). 

, P.,,, ..-\ro 1-.do. =-o .,,t-..,,~~'""" problo-o .li. 
"•~•<o, """""'"""'~~e h""l•~= ~.., <!•"-~'9'"'" d<c cu•orolobre, r ... 'f., 

• , .. 
f.s. t 

' 

u·:::::: ~ ' "-'-· llf.,..d. d, !/; •• w'"]' 
L.0ú-"'J~I 
[2Cto. l<llflll-o;, J,¡lnbV.(d "~] 

)r~~'l''~ ¿, ""''~ ,, f'L'Á" 

1 f..,_.:... J.;----1 L.;.,d 

¡ 
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~~ ... onl. "'P-"" •<>1...-er 

"'1"'"''"'"'\'r """"""" hn 

"~~;>en>OO <<p•p '-"' ~> 

•r••·••l' e¡ •r 1" '' "'' ... '"'f 
"P "'P'" \3 NOIJINH3Cl 

• 

-~p-.. h • ..; >p ...... ....¡,~·-~~-~~ •·t '"l ... ~ •'f' 
:• or•_nb..o op vc.<O onb ~-"'f ,_.,P•t'' >•••-""-"""\~"' "'1"<1. 
••• "-.... -...... ,. \9 ll).. \ll) """"''"~' '-"'\ "71 ,.,... .,. .. 

. • ..., • .,.¡••··. '"!'""'_>~¡· "'1 ·r Q~:--~-~~ \o 11 • \, n -~~ n 
t•l) ''""''"··~ '"\ ~-~·b ••• '"--~~-! """,... .. g ~• 
'"-'P ··b ..¿,_, ~~·~ ·P , ~ . -.. , •• wl.~ 
"•<¡->••~oen» ~\ ·~ <>¡-·•-•-
•¡"" ~ ··t•.,..; 

. ·~ Q\"1.,¡., l" ~ ....... , ••• ~_.,¡_ ...... , .... ,, .... ~, ~p 
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