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PROLOGO 

Slrn~o. oor.'to rs, lo Geomelrlo o .. crtpllvo oqurllt rtmo d< lo 
Goomelrll Cl~>lco <1•• proporciono ¡,. soluolonu ~r,llcu ~• los 
~robl•m"' <;uo, en tros dlmenslonu, plont .. la último, y ruuel« lo 
Qeomot,lo Aoalii100 ulillurdo herromim\o molomilloo, en lo• P"""' 
:u """~'"' Oel CurSO tmporlldo por ol suse<ilo en lo fooul\od dr 
'"~·n:odo ~.lo U.N.A M, puodo obs"''atse que lo l•noll~od qur" 
P""~"o na" o~ot¡, d car.ttnido do los canoclmirnlo< ocumulodao 
tn .. :o di<dplmo. moslronOo lodos los ca<os parli<ulorro d• la< r••· 
bltmos quo oon>liluy<n el pro~nm• d.,o,ol\odo do lo mol<fll, >ino 
mb bi<n mc>!r!r ios poeodimi<nla. d• lipa ~<n<rol poro lo oclutl<ln 
de dithos problema>, m<di>nl< >u opli.:odóo on los <j<mplo> pro· 
>tnl•dos. 

Do>d• lu•oo que. ti lntorilionto y la solución do IQi Iom u In· 
<luido< son, <n ~•neul, l~uoi<S a los ompleoda< por eminentes pro· 
losares y •ulor" do obras'""" lo moler!• en lo f'ocul\od, enlro loo 
ouol« no se P'""' dejor ~' men<iant< a los si~ulonl<!: Arq. Adrlln 
Giombini (q e p.d.), In~- Jor~o Oolonoourl Cuev.,, In~ Fodori<c Hui• 
cujo Sinohc (q<.p.d.), ln~."JuUs lbura Rui•. y otro> tuyo In\"· 
\'<Oción ha stdo importonle on 1• <lator><ión del procramo ""ndo· 
nodo, por lo cuol en In pJ~inu si~uienles puedo onoon\roae >i•nl· 
litud ton '"' ens<lianuo, y 1•1 , . ., sdla "'" ob,.rvodn tl~unu 
distropandas QU< no llenoo ~fin inlluencla en lo "'n<lo de los co· 
n<><lmien!os imp•rlidos Tambiin el autor <>pr<<a '" •~todoc\mionlo 
• lo> rrolrso:oo In~. Gu>I"'O l'oto> Lobardini • lng. Lodo Spulolo 
de G. por las o10dLiic.10iano> por ollas '"~eridn, que o por e«" In· 
eluirln~ on la P""'''' edi,ión 

Lo> Copiluloo V y VI, que >< pro,.nlan en lo S•cundt Parle 
óe <>lo< '"UNTL>, puerlon s<f ltolodc> SL~'Jimdo [>l<dUnlOnl< "' 
orden do su p1eoenloolón. o bl<n lnrrerliolamonlo on\" o d"puh dol 
Copliulo 1, s<glin la moycr <On><nien<la <on,id<~.i~o en coda'"'"· 
Ademb, la pa1\e lino! (X.-Puli<dro<) d<l Copllulo lV pu<d< '" 
olimlnodo de un curoo !011nol, dado ~u• ;ólo \rolo do tl~unu opll· 
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ELEME,NTOS CEOMETR!COS 
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• 
1.-NOC!O!'IES CENERAL'E5.-EL PU~O EN EL ESPACIO. 

1.-0EFl.'.;JClO;>: Y OBJETO. 

L• Goomohla o .. cr;pliva '' ·~~•1\• dlselpl\no qu• '' oxupo d• 
lo t<pr<,.ntoción grlllco. <n un so1o·pl•no, dc lo• cu,.po• u objolo• 
q"'" monlli"t•n "l<rlrlos a lu tres dlmonslonos eomolnm<nl< tO• 
oo-cld,., ¡·a '" er.odlan\o d empleo ~· lo Doblo Proy<e<i6n Orlo~•· 
r.sl, .;uo utill'' goo.,•l:r.on\o do; pl•nos conv<ndonolu [>UP<rP""" 
lo•) de .,¡,,nei•. o duu,alla~do lo T<otis do tos Pi""'" ol<oi;du•. · 
<on un solo piona de proyocdón y dondo " hocon lnlor.onlr "P'"" 
<:le"" adioio~>l,., 

La "plicooió~ y Justiliatión do los procodimionto• que omplu 
cada uno rlo lO> doo mC\odos ani" ''"ncicnados, para lo '"oluoión 
grl:iu do los probloo1" donrlo ir.i<tvlonon 11 posición. In dime~· 
>ion" il" ptopie,JadO> de lo; <Uotpo> ~OOill!lrico• <n "ludio, cons• 
Uto}'e el obje!o lun<i11~enl>l do"\' Cu!OO, con ol qu, >< lo~ra ode· 
r.:h, apto,-cchar <1 tJtjci" lormalico do lo Geo::><tri• Dueripllv• 
Nr> lo• ul"lisnt.s ~e it.~mierlo. 

Do lo •nltrior "dd\let, eviden\emenl< .. la gron lmpot\Ond• que 
"lo• .sludios \ien<n en cl ojor<icio Oo lo ptol.,i<;in delln¡:tnloro. por 
1, r..ce•ld>d inoludlblo do la !<pr<Sor.i•d6n (e lnl<rpr<lación) grJ• 
Iic. do todo ;:,Oyeclo u o!>ra r<>liu~>. medlonlo lo• dibujo• hecho• 
do •••ordo c~n los ptoood\.-nienlo> ••O•I•do• por ••la di>Cijltin•. 

r:: 2.-P~OYECCION DE UN PUNTO. 

Como en cu•lquior o\ro campo do lo$ oonooimionta. goom!tri<OJ, 
, on la D<1oripliva " uliliu ol con«pto do prnye<oi<in de un punto A 

-'<lb" un p:.,no (l'l), con•lrledndolo como lo ln\<r><e<l6n con el pla• 
no, clo 13 roe~~ que P"-"-" por ol P"nlo, dosl~nad• como fOil~ proyo<• 
l>n!o del puolu. Se~ún que 11 ntl• proyoclonlo do un punto A SOl 
o r.o por;o"~ieular ,¡ plono ¿, nl<roncia. " diÚ quo lt pro~ettldn 
de\ punto'' orln~""·'l (A')., u ~blieu• (A"). 

' 

• 

• 

.. 



' 

• 

' 

' 

Flr. 1 ~.1. 

, .. 
3.-SISTEMA DE REFEPENCIA.-XOME:>:CLATURA. 

l , do, pla"os do Proy..:cló~ quo gononlmonto '' om~lou :n 
lo r,,;,,1, 13 Do~orlp!i\"1, .en porponditularu onlr< •1. r OOTI~tr.tLO· 
nolmonl< >en cao:x:ido> <amo 

_ f'lano ~ad.onlal 0 priro<r plano do proyocd6n, Y 
_ !'lana Hrlical o S<gundo pbno ,do proy«ci6n; 

' llo:::tr.~es~ Iinu do tJo..n. e ·~ lntus .. clón com~n (LT), y quodon·. 
do ul dl•ldldo ol "''"''" lrldl:::•ilslenol '" o~~:~tro r<zlon .. o .,... 
d,.n:u ll a IV),. '""'" p1:oo'e ~'''' on la ll~u" •l~ulento, donde 
lombl!~ •• aneto la d"l~~aoldn do ¡., porlu do lo• planos do ro
loronolo. 

'''"'" ........ 
Ü) 

fl~. IJ.t. 

U' •l · -lln.!f, 
' . ' .. ' "·'''''''''"' ...... , .. .. : '' -

Entone.,, un punto cualquier. P'quoda dd.,,;,lnodo cuando son 
<<M<Idu: >U Proyoc<i6n horloconW a pdrno,... pror<<cl6n (P'), y 
ou tcoyood6n nr!loal o so~un~~ proy«<i6n (P"): ¡.oro cuyo repto• 
l<ntoclón ~riHoo " """orlo concoor loo •olor<> ~· loo Jt2m<n· 
to, L~. pP' - P"P, y pP" - P'P, Q"< oon ~"l~no~O> on lo Goo• 
moldo D"crlpii'J oon loo nombros de: ~i;l~nciu, nlojomlmto y col.o. 
dol punto, rupoc:l'"m•nlo, y" ln~kon olom~ro ~rodoomonlo on "' 
or~on. · 

E> muy lmporlonto ob"''"' quo ~Icho' ololomo do roloronolo ••· 
""'""~' eUCIImonle ol q"o on Goometolo Anollllo.o "conoce con 
lo dool~r.ocldn ~. si•lema ioquiordo, co:r.a ol XYZ quo •• mu.,lro 
rn lo Fl~. l.J.2, dor.do lo• plonoo de rolcronolo XY y XZ, vlor.on 1 
(cprewi~or. en eoe ordoo, o los piar.~> horbontal y vortlc:ol do pro· 
yccclón, y el punto [' dol "POCi~ triOir:,.nolonol quodo Ó<lormlno
Oo por lo l"r.a ordonado Oo nú:JCoros reolu 1•. y, 1), quo tlonon 
leo ml1mo1 volor., do lo dl•landa, ol alojamlonlo y lo ooto dol 
pur.:o, ompltodos on lo Geor::onlo D"crlpllu, y utin colocodoo 
t•mbiOn on ol r::lsmo orden, >ólo quo on 1• Goomotrlo Antlltlco " 
do<l~ntn eomc: obsoiso, orolroa<[j, y rola. y son con<ldondo, dicho> 
•·aloru come lo• corr<>pondionto; o I4S rompuotnte. drl H<lor d< 



EL.V\!.1<'1'01 oro,.,r:nucos 

poo.l<l6n (OP) dol punl~. Lo ~nko dllor<ndo quo p~slorlorm<nl< puo• 
.de ob• .. rnrse al respetlo, •• quo '" lo Do•crlpttvo. el primor valor 
(lo dbtanda) so consldoro convonclonolmon\e olompro poo!U?o. 

' . 

-e·· _, __ ,,, 
r.-:. _ .... 1 1 

: : 1 "' 

' ' ' : y: : 
' ' ' J( .t:._~_ ' ' 
1 ' :/r --1----r 

"' 
De osto monuo, ol analizar dllottnl" pos\clonu do un punto •n 

lu ·ouatro rt¡rlones o cuadront .. dol ospodo. de oeuerdo con lo no· 
monclo\uro USAdo on lo Goometrlo De>cripHvo, so dobo lonor: 

Rtt'6" lll•l••"lo M•l•"'''"'" c ... 
-

- ' p.,ou ... Poonl.o. Poom ... 

" p.,,,. ... N<¡<ll,.. Pooltl,..· 

'" Po>I\IH. N••''""· No¡otl ... 

" Pool\1". PooiU•o. No¡otl,.. 

O,., que. 1 codo punto corr<1~ondo uno terno ordenado do vo• 
loros rHios. do lo• euol., ot primero. r<lotlvo o ~u distando, u >lem· 
pro positivo. mlontrn quo los dos sl¡¡u!<nlos. oltJ3mlonto y «>!A. puo
don '"positivos o nt¡otlvos ... g~n qut se encu<ntro el punto situado 
odolonto o otrA. dol ~lor., ,-.,tlcol. y orr!bo o abajo dol hcri<Onlal, ros· 
~odl"m~nlo; slondo puntos do olo)omlonto Igual 1 c<ro los con!•· 
nidoo on el plano '"trllcol, y do ooia nulo aquellos quo forman parlo 
dol plano horl<onlol. 

• 
·~ I'UHrQ !N" !!.. &$P~Cl0 11 

4.-SUPERPOSICIO:--l OE LOS PLANOS DE PROYECCION.-LA 
MONTEA. 

Como lodo lo ont.,lormento e<puosto (del dominio do tuolqult· 
ro disciplina goorr.l:trioo) no p<rrnilo lo ropr.,onlod6n gr'llto. on un 

· •o lo plano. do los ~uorpos u objoto• do lrn dlmon>lon.,, mh quo 
no<dlonlo ol tmploo de" los por¡peo!l~os tonvonolonolu, poro logror 
dicho objoth·? 1• GooJnolr_lo Dosoriptivo" Introduce •1 ortlllolo do'""" 
oidorar oupU<rpmstu• lu• pl3no• horiwntal y ><rll<~l do pronocl6n. 
=dlanto ¡¡, rol.ll.c.l6n aupuul.ll. do uno do ,u.,. o.Jrododor do ou lnt<r• 
o.«ol6n lllnu do tierra) oon ol otro. do mon<ra quo t!!UIIon oolncl
donlu. a portlr do lo monoionodo linea do tlorn ILT). como >l~uo: 

- En la porto superlar: ol v<r1ie:tl oup<rlor con ol horl&onlol 
JH>!l<rlor. y 

En 1• parlo lnlorlor: ol vorlirnl ln/<rlor <an ol horl<ontul on-
lorior. 

Lo repro .. ntooi6n conv.nclonol que ul u oblltn<. do lodo1 loo 
punloo del "P•cio lrldimonslonol. oonstUuye ol plano que omplu la 
Goomotrlo Dnoriptlvo poro ol dourrollo dol M<todo do lo doblo proo 
yt<oión ortogonal. y lo dosl~no con <1 nombro do ~mont•n"" (FI¡. 
1-~ .2) • 

.. ,, , . 
' ' ' ' ' ' " ' ,, 
' ' ' ' '---'- ' ' 

' ' ' ' ' ·'.S't'' ' ' ' ..,.. -' •. ' ,- ·~-

- " 

Flr. 1 • t. 
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Er.:~"~"'- ~" la "'""!"" eada punto q~c&t re~rtMntad<> por """ 

d"' proyoocb,.os (P' y P~. Q' y Q", R' y R~. S' y S"), •~ lo! co
rr .. ,ondie~:,, pJ¿~~' do ;::oy<«ié~ (bfltor.tol y vortioa\), li¡;•~•• 

·por la U•e:~ ~· "~'""d:t. p<r~todk~llr 1 LT 1 ~"' dlotood• (con·. 
ol~"'da oi•"'P" pcoiti,·a) a pl'lir do >u <>\r<mo l<qui.,do u ofl· 
~•n. icuol a la ~is:..n:i.:> o ob•<isa do! punto dodo. 

Y por lo tanto, pon ropruonlor un punto 1' ou•lqui"a on 1• 
montea, rlado por 1> :ern• ordenado do nloreo (x, y, z), dnpues cle 
hobtr marcado '" ;;,tanoi~ o "hd-"' (•). y !ruado en '" lugar 
'" linoa de rof<r<nda perpendicular a LT, •• mide oobro oquello, a 
parlir de LT: 

-El ol.jamiento (y): hoda •rriOa ol" nogall•o. cuando ol 
punto esl• en c~al<;uicr• de los rt~ion~• !1 ó 111: o hoda abajo si 
., po•ili•o, cu•ndo corrosponcle • un P"n:o oitua<lo on lo> "cuadron
\os .. 1 ó IV; con lo cual queda delormin;¡do la po•idón del punto: 
atrio o ~d<l~nte ~<1 plaoo ,-or!lca\ de rele¡er.<lo. 

: ¡ ·~ ' . 
~t 

I'Tr. t.u. 

e' 
. ' 

-La cota (>) del punto: hado orrlb• !1 ''· po•l\lva, o ou 
'"ando " lrÓta ~e un p"nlo del 1 o ll .. cuodronlo .. ; o hoola obajo 
•1 e• negativa, lo que ocurro cuando ti punto eo de lo 111 Ó IV ro· 
gi6n. De os: a mane: a queda.,tobleddo la poolei6n del P""\o arri~"-
0 abajo del p¡,no horlronlal de re!.,enelo. 

• 
" 

- En ol P:ano horUo~W d• "Jeronda llrnrn cota ~ 1 ·ttro, 
y ou pro)·tocldn vo•lle&l (P"} G"<da tn LT. 

- En el p!ano vertical do p!oytcciOn, llenen aloju.Jon\o etro, 
·y su pr,yeeelón ho;ironlol (P') Guoda en LT, 

En lo lineo d• !letra ILT), tienen Cot.., y olejomlontoo nuloo, 
porque ptrleno<en oimuiUn .. mon\e a los dos plonoo de proyettiOn. 

S.-LOS PLA.':OS BISECTORES. 

Lo• do• plar.oo qu< bio.otan lo• ln~ulo• lormodos por lo• planoo 
perpendlculoreo d~ rel.,encl• (horl•onlol y V<rtlool),,. conocon con 

f'l •. ! ~~-.. 
el ~ombre de pl3no• blooctores, y " utlllun con d<tll ¡,.eueno!t 
como plonoo ou•IIIO!<' para la oolución de alguno• problemn, como' 
d"puh " verl. Se ~O>Igno como primer bi,.ctur ol quo pou por 
lo> euo-:ronleo 1 y 111, y como sogundo bt.octor al que olro>leu lu 
regiooo> JI y IV. 



' . ·. 
E• 10:11 ob•ervor ~~·= 
- c~mo todo ouoto do! pr!mir b! .. d., tlen• su alojomiooto y 

su oota ~· l~uol ";>gnitud y éol rnt.mc slgM, posi:ivo o r.o~•tivo. 
"~" ~"' .. :! en ol cu•óaote 1 o on ol lll; ento:-.o ... tOCo punto 
eur"-' proyuclone• "'3n abHri= , .. ~,.lo a 13 Un.a do liorn. .s 
un punto d<l pd"'·" bloector, y 

- D>do q"o lodo punto dol sogu"do bl.o<tor Heno S'J •loja· 
mtonto y '" cola ;g,.:n •n :11'~nitud, ~ero do >ignos contr.,io•. 
quo éependon do la situadón del punto en ¡., re~ionu 11 ó IV, 
puede conclui"' qu<, todo punto eun su• dos proyec<ion'" (horl· 
•onlal y \·orli<al) coin<i~ontes e. un ~unto dtl stguodo l>l•«tor. 

5-RESU.'IEN. EJE~\PLOS 'f EJERCIC!OS. 

•1 n.-umon.-Con objeto Jo recordar rjpid•menlo to<ias lu 
anellcion« an\orior.,, role"ntu a la posltlcln de un punto d•do 
cu•lqul"•· roprtsenlo¿o "¡;,jn ol 1is\or.ta de tole:onelo er.t?lto~o 
por la Goomotria De•crip\lva, puede haeer,. la lo~la •l~uion\e: 

p •••• _l'o•l<ld• Al•i•'"''"'• Cor• 

' p,,,., "'''"''· • • 
• ··~.,~· "''""''" - • 
' r .. ,., "''""''- - -, '"''• '"'~""''· • -
o llorL"'''' .n'<"O'- • o 
o llo•-ronLol P"'"'"· - o 
o y,.,,,,, ,.,.,,,., o • 
• \'or1~o1 '"'"'"'· o -, u ... ,, Totru. o o ' 

lo.).-:ol<> se ,..,.n<lo~•n e~ ol e~:•~'o laÍ ~is\.31\ela.o de los pun· 
los onolados pocque, como ya " \ndloó onl.,, siempr< •• con•!~•· 
nn ;>osillvu. 

2o.),-L., dos proyecoien.o de un punto (A', A"; B' ll"; C', C"; 
... ) ,·dlco qu• son ho,ól= entr. si, o que ur.o de e\1 .. " ho· 
mólo~a cle lo otro. 

• 
" ~) E• ,. ·'"'r·"'---:-Indieor en la r:tontu !u proyeeelones do 1o1 pun· 

lo" A(l.S, 7.3, 10.8), B(4.0, -6.4, 9.6), C(G.I, -11.6, -U), 
D(8.2, 3B. -9.4), E¡:o_3, 7.S. O), F(l2,7, -8.8 O) G(150 o 
6.5), H(l7.3, O, -11.1) y J(l9.5, O, O) donde •to<i..." r .. •~1~,,; 
«\án •nolodos en «ntimotroo. (Fig. !.6.l). 

.. 
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... 
e) Ejnddos. . (Sor\~ 1): 

1.-Con11dennde tambll~ ~~~e \~dos !<» valores 1ftol1doo co
""'pondon 0 oon\imelros. reprntn\Jr e;' 1t montu tu proyecolonu 
de lo• oi111Jient" punto!' «' 

KSA. -8.4, -5.6) 
L(3.0, -6.4, -6.4), 
M(9.6, 4.5, 8.4), 
N(14.5, -4-5. 4.5), 
0(\8.4. a.s. -9.5¡, 
P(\65. a, -so¡, 
Q(~2, -1-5. 5.2). 
1!(45, 0, O), 

S(\00, 0, 0-4), 
T\1.8. H, -5.6), 
ute.o .. -3.6, e.o¡, 
V(7.2. \.6, 1.6). 
W(4.8, 9.5, 3.6), 
X(S 5, O, -3 6), 
Y(96, -H. -11.4), 
'1:(11-0, \2.0, -&.0) •• 

úgi•lundo en lloh uperada 11 posición de coda uno, sogún 11 ,.. 
gión. el plano de proyección Gel plano b\u<10t en dondo" encuenlrt. 

2.-DlbujÓr ¡1 mo~\et do nllove punteo dlleronte,, oltuodos en 
todu \u ro¡:lones do\ upac\o trldlmenslon•l, lndlclndo en 11111 ••· 
p•rada In ooordenadu de coda uno do ello•, y su postoldn rola\lvo 
rupodo al olotomo do rdor<ndo. 

• 

• 
• • 

' .. ,. " ••• .. ·' ·' . 
. .. 

.. 
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Jl-;LA RECTA EN EL ESl'ACJO. 

t.-PROYECCIONES DE 1.A RECTA..:..:StJS PLANOS 
PROYECTANTES, .• .. ;:·~ ·• 

•• o 

Al ~onsldoru que uno rtc\1 euolqulor1 (r) quoda definido par 
dot de sus punlot: A y B, " tancluye en Qtrlmttrla Ducdpllva qut 
lo roda tstl delormlnodo por ¡.,- roolu prolon~adu Qut unon In 
prnyecolonn corrupondlenln: A',~· y A", fl", las cuotn oon, rn-

; ~ .. -
FlJ 1!.1.1- • 

• 
• 

1 . ,,.. .. .... . ... 
flc. II.IJ. 

PocUvomonto, lu proyecclonu hcmdlo¡u ¡.;¡ y (r"), horbonlol 'J 
nrllcol, de 11 recio (r), Cualquier otro punta X de la'rtéto, tlonl 

· · SUI proy..:donu X' y X" on In corr••pondlonln proyrcetoños do lo 
rtc\o, tomo putdt ob'"""' on Ji• Flg,.; 11.1.1, quo muutro lo p<11-
p•ellva lluslrollvo do !o "PIItaclcln ontortor, y 11.!.2, quo roprutnta 
1• monteo ullllada por 11 OeomeÜI• Dncrlpllvt plrl ti u¡o ¡one· 
rol dtl tntamlonto dt lo recia. ·-

D<ht ob"'"'"'· en lo prlntiro do 1" ll~uroo menclontdu, quo 
-lo to 'o lormo con codo uno do '"' proyocclonu un Plano pcrpcn· 

dlcular ol rospe<lh·o plano~· pruytcclón (H) o (V). Asl, oollont quo: 



i 

" (r) y (r'). forman el plano Pl'<l,eetanle (~). perpendloulu 
o (H), \odas de euy., rotlao tombi!n •• proy..:tan seg~n (r'); 

- (r) y (r") <lot"mlnan el plano proyoctante (~). normal • 
(V), tal que todu In reolu ~ue te pertoMoen quodon proy...,tadu 
colncldenlro en (r"); y entonce" 
~ lA r<<l.!l (r) queda doflnhla por la lnt<rtltedón de .,..,. dos 

pla:los proyectan! .. {~) y (~). 
Aunquo de ¡., oboorvoolor.« ar.terlor .. >< doduco que, rn el tuo 

¡enero\, la eondidón n<«""ria y sufidente para que """ rocta cual· 
qule"' del espo<io ostó rom,pletamon!e dotorminada .. que •• «>
Muan """ dos pro1e<elon..,., resulto <on,·miente oclaror quo en el 
euo ¡>orli<ular ~.que la• dos proyetdon•• (s') y (o"), tn los plo· 
nos· horizontal y v"\lcol rospeelivor:,.n\e, re•ullen ombu perpen· 
dkul.rrs 1 lo l!nu de tierra (LT), no puedo "'"'" puo la doler· 
mln.olón de la r..:la (•1 mi> que una solo de dlchn proy«clones. 
yo que on .. , '"'" sus do• planos prpy<elanl<> so con!undon en 
uno solo, y !u proyecdon .. (s'l y (s~) puedon corr.,eondtr o cuol. 
quitra do 1"' ret!os oonlonldas en dicho plano. E• noce,.rlo rocU. 
rrlr. ontonee>. a otro proyecelón (s") en ol plano (.Óuxillor)· do te· . 
ferondo (T), quo os conocido <:<>mo l<r<« plano de p<Oyocdón. y 
eon cuyo ouxlllo ya pueden obtenerse los proyecciones 1>1' y M" de 
un punto cualquiera de lo roola· (o), como se indica en 1"' Flts. 
H.\.3 y 111-4. slempro que se cuento desdé el principio con \01 dolos 
•uliciontes al respecto. como los· rderentes 1 do• dlotinlos puntos 
de la roela en cuntión. 

·,, ··~·· 
•• 1•"1 '-,¡ 

Fle. ll.l.l 

• 

------------- . --- ----------· ----- ----------- ----

" 
2.-DIFERENTES POSICIONES DE UN 5ECMENTO. 

NOMEÑCLATUR:A. 

Cono<idas In dlleren\01 poslcionu de los puntos extremo• de 
un oermonto do r<tll. y sin considerar su prolon¡:-aetón on lu dos 
dlreedo;" eorrupondlentu. u poslblo menclonu como dllerenln 
posiciones de un ·~~mento do recta, rupeoto • In re~lonu, planos 
de proyección_ y plonoo bis«toru.lu quecorruponden a los sltuien· 
les ejemplo" 

Allll. H. tlj. I(U. 1~ t)j. 
C(H, -M. 1 <j. II(H. -3f. 1.Sj. 
1'(6~ -1~. -1 !1. T(H. -LI. -31). 
O(H. IJ, -H¡.II(Ill. 0.1. -1~). 

1(111. H. le\.I(IH. 1<. 1<). 
K(IH. -01., -H). Llll.l. -<O. -<0). 
M(ll.7. -H. 171. I<('Ol -01, 01). 
o¡1.:. a -7.:1.). r1H, 1.1. -1.11. 
Q(<7. IJ, O). •11.1. 0.:1, 01. 
1(1<. -U. 01. T[IOI. -1.0. Oj. 

•U(IU. ~ 1.1). "0(1<.1. 11, 1<1. 
W(IJO. 11, -01]. X(IH. 0. -<0). 
T(ll<. 11, 0). •po.<. 11, 0). 

qu• 1paroc•n Huotndos en lo Fl¡:. 11.2.1· 

lo R1¡16o. 

''· " ,, 
"· lo<. Dh<tl.: \o. ,, 

lo. Blot<l.: lo. ... 
Phoo llo<l•. Anlt<ior. 

l'o<lt!IO<. 
Pl•oo Votll<. 5•!"'•1o<. 

" • lnl,.lo<. 
~In" •• TI«<•· 

DIFERENTES POSICIOSU Of Ull 5E!l/O\WTO. 

:",- f ~ .. í!. ·: 
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Fl¡. 11.2.1. (Con\louooiOni-

'\\ \,. 

, . 

Sln rmborgo, en 1• pr.lotloa do lo G.eomotrla o.-.,;pl!v~ se ••••· 
lumbro usar poro la d.,ignación do un sogmonlo de roda, oogiln ou 
posición portioular rospo<lo a·to• ¡>tonos de proy.oeión, la nomen· 
clo\uro que,. Indico en lo< olgulenl" ejemplos, cuya Ilustración " 
muestra en lo Flg. 11.2.2. do acu;rdo con los dolos que •• anotan 
en oeguldo; 

. S•~"''"lo /)"''""',." 
"(10. 1.0, 1.3), ll(SI, " 1.11' Ho~ronlol. 

C(! l, !.<. 2_7), D(IU 2.<. . )), Fronlol. 

~ 1 1< l, 1.2, 26), rttn, " 15). f ronto-H"'I ronl& l. 

0(03, " 10),>1(2>. " U), Vorlleol. 

''"· " HJ, l(~2. " 1.6).' Do Punto. 

1<110<, óO. !0), 1.(10<, "· 1.0). Do p,.IIL, 

"'(IU, "' 1.1), N(l91, " 6.0). C"lqul"'· 

Es muy lmparlonl< anobr quo, poro la solución de probltmlS 
sobr. rocln pueden aprovecho"' loo propl~dodos qu< " oPservon 
<n los "'""' par¡jcular<• anotados, como son' 

lo.).-Las proyottion., verlicolos de todos los punto• de una 
c.c[a hori•on!al (AB) o< encuentran on una paralol• (A"B") a lo 
line• do llerra (LT). 

2o_).-Las proyeccion<S horl>onloles do lodos loo punloo do una 
ce<IB frontal (CD) " tooollun on uno paralolo (C'D') • 11 linoa 
de lima (LT). 

3a.).-L" doo proyoodonu (horltonlal y vorllc•l) do todoo loo 
puntos do un oogmento fronlo-horitontal (EF) " oncuentran sobre 
las porololn (E'F') y (E"FN) o LT. 

_____________ ........ . 

• 
" 

~o.),-Lu proyecolon" hori>Onlole1 do lodoo loo punloo (G', ll', 
.•. ) de uno recta v~rli"'l (G!l)'oolncldon en un solo punto, mlen· 

. lroo _que sus proyocc10neo vertical., ~olinen una recta (G"HN) por• 
pend<eular a (LT). 

So.).-L .. proyeccion<S vortlcolu do todos loo punto• d• unt 
r<cl.t de punl• (IJ) son coincídontes on un mioma punlo (1", J", 
... ), • la • ., qUe sus proyOCCIOnes hori<onloles """ on una nor• 
mol (I'J') o (LT)· . 

6a.).-Los dos proyecoione• (hori<onlol y ""llcol) do lodoo lo• 
puntos de uno roela do p<rfil (KL) O>lin en una mi•ma perpon• 
~icular II<'L' o K"L~) a (LT). 

CAl OS PARrtCÚLARES- NOMENCLATURA. 

' 
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C}.J>'.BIO OH PlA~O HORiZO/iOAL. 

(y), yo ~u<" eloclU• de mor."' ><m•J•~Ie al cambio oxplkado en 
el p.k.,lo ant"lor, corno fjcllmen\e pu;<le '" observa<lo on ¡_. Fl¡¡s. 
VJ.t.J, oa•r-bian<Jo lo l.T Inicio! por L1T1. 

T>rr.~;én de toda la "PIIead6n on\orior " peden ;notor ¡., 
si¡¡uieoles 

o~oorvadon .. : 

la.-Los cambio• oucosivoo dtben rooli'""' a:ternondo los pla• 
nos <le r<l,.endo; U decir. a todo combio del pl>n~ \'Otliool sólo 
puede se~uit un c>mblo dtl plooo l•orl:ontal, y ,-io.-·e"'· 

2>.-Los combies de los Plooos (V.,Iioot y Eori:onlol) ~·M· 
nlrr.enle se elocthn ouboliluy!n~olos por c!:os que no sen poro:elos 
rupe<lo a loo lnld•lu. 

.lll 

3o.-Aunt;~• ~~ .c•~::blo éel Plar.o Horl•onlal se rul!u ~·n .. 
nlrr.tnle, "~""· •• o:~~• le •notar. oub•muy!ndoto por otro que, 
no sl<~~o pocolelo al ar.tdor no puedo "tulr Jlondo ~orlxonttt, se 
le aoosturr:~ra "!:"ir 1lo::1:in~olo .,1. por a distln~ulrto y ulabi.O<T 
su rti>Oi6n oor. el otro ~tono (ol Vtrtioal) ~' rolttonolo-

:a.-CoO• C<!"1bio do uno ~' los pl•nos de proyooolcln se m•· 
ni!i"t" en la .'-\or.~ea oorrosponrlicnlo, por un <ambio en lo Llnoo de 
Tierra, do LT a L,T,, ' L,T,. o L,T,, etc. 

5a.-La utilitaoión del torcer plono do proyocolón, hl como ,. 
ho \"<nido reolizan<lo h"l' <hora en lo solu<iór1 óo al~unos proble· 
m". puede oon,ider"st como uno opliooolón ~' u\o MOiodo, ol sub>• 
lllu<r uno do los ¿os plaCO> do ><l"ronolo (il ó V) lnlclllto, por ti 
rr.enoion•do Toro<r Piar.o dt.Proy"oión. 

L• •phcoción do eslo Mitodo do lo• C.mLIM de Plar.os, .,¡ oomo 
tomblin la de los otro; rnitodo• oopecialt• que d"pui> " verin, 
r.,u]\a ooonsojaill< "' la SOlución ~' problomu t<lalivos o la ~•· 
tormioodón de rn~¡;nilud" to~l•• de S<Cm<nlos do roela, do lncolos 
en\" roo\os. de b¡;d~s quo un plano <uolqui<ra lormo con los de 
ptc)-eo<ióc., ele_, sio:::pre que la- di<V<>•ición de las dolos ul lo pr<• 
sec.lt, y a p<Sa< de Q~< su apli<J<ión no"' uotu•lvt poro toln (u 
cito•) problern,., Q"< tombión puedan sor rosuollo• por otro {u otros) 
~< los ,\\ilc¿os 'i"' serin mondon•doo pooloriormente. 

Z.-EJEr'IPLOS DE APLICACION. 

a) ~lagnitud re>J de un segmento do nota, y bruloo quo for
rn.:r. eon los pl>110• rl< r<!<renei.a.-Uno vu que " llenen In pro• 
yoooionos homólog•s l<>?e<lo ,¡ si•lemo Inicial do rolortnc\a, la 
rna~r.llud real 0e un se~mcnto do t<tll oualqulon, o"' lo dlo\on· 
cia oolro '"' pun~os "lromo;, puo~o oblen<rs< medion\e un comblo 

. do plonos. que lo ¡;r<Scr.io ootocodo p>nlo[.,,,.,¡, o uno de los nu<• 
vo• planos ¿, proyeceto", distin~ui<ndolo A!i como un tipo potllcu· 
lar. de recl• {Oe perlil, lronlal, hori•or.lol, ole.), 1•1 que ol ob>ervu 
•u proyewón rolo~"'' en 1• monloa, tn ella Quedo moslrodo su V<r· 
<!ad<"ta ma~nitud. Mi como •1 l.n~ulo Q<lO louna con ti otro plano 
de roferer.<,., c~)'O \'olor oorr<>poro.Je ol que !armon entro •1 la pto· 
yecoión con>iO;ra~a y 1• nutl•• lino• de IItH O· 

Eolooces. paro r<soh·or un probloma como hla>, s• puodo rto· 
ll:or: "" C•mhio del Pl•r.o V.rtkal, rnodlonlo una L,T, porolelo 1 

-



112. 

lo proyocc!ón horlto~t•l do! ,,~,,~lo, o un Comb\o dtl P\o.~o Hn
ritonlo\, •loctuodo ol <on•l~''"' L1T1 pora\<11 a la ¡>royoecldn ~<r· 
\!col \nidal del ml>r:lo. ¡,~C.n tu \no6,n;¡., quo '' quiOra d.spojor, 
como puo;, obsorvlr>< ·~ <1 si¡;•Jionte 

Probl<!na.-Obten" lo verdod"• mo¡;nlt"d dolot~menlo: A(4.2, 
2.4, !.5), B(\1.3, 48, 7.3), •>1 oomo los !r.~ulos que tormo con 
coda uno de \o, plaoo• de rel•roncia (o !U ol ~uo tormo o] "•monto 
con su propia proyocdón on codo uno de los plono• con>ld"ado•). 

n•. n ,,t 

f1r. Vl.t.:. 

~rnto: (Flg-. Vl.l.2). 
lo.-So hoco un ca~::bto ~el plae.o v<:rtlcal, "''~la~l• una L,T, 

parol•l• a (A'B'). po' '"Y"' ~ur.to• " lle,·on ¡., nuovn ro!.,•n· ,¡., no:r.~o\u o L,T,, a pa:tl: de lt cuo) so llr<a~ ;,, "'.l>r:lO> ~•· 
toreo~. In eolu (oA") y (bB") de A y Il, ¡>tta obtonu '"' ""'"'' 

• 
"' 

proyocc\on.'l ve:li:ot .. A,~ y B,-, ~"' Indican ya tu ve1dadora m•t
nl\ud, y,¡ ór.gulo (•)"<;uo formo el ,.gmon\o con t\ ploM horllontot. 

2o.-]r.doptndiontome~~• dtl ~"" anl.,lor, pero do monora ••· 
mojae.te • su p,o,.so de oj«"ción," puedo <~ooluor un cambio dtl 
plono ho:izonlal, uill"ando uno L,T,, por al el• o (A"II"), por <Ujo• 
pun:o• '" tro"n ro!er,;r.OOO$ norm•l" a aqu<lla, o pulir do lo <Uot 
•• ll<von los !;li>r.lOs valor" inicio!" ~. lo• oi<Jomionlo, toA') y 
(bB'), ?'" len" .,¡ lo nuovo proyeooión hori1ont•l (A,' 11 1'), qu< 
mue.lra al se~<r-<nio como parlo dt una recio hor\toniOI, <n ou mo~· 
nitud reo!,)' ~ondo (~) ., el in~ulo Qu< \mn•a eon ol plano vull<H 

b) DLst.;nda ¿,un punto a un P~o.-Eo un pro~Temo ,.. 
m•J•n:, ol an:,,;or, dond< so nocO>ila obton" tombifn lo mo~nltud 
toal del segmento de la r<cla normol al plono.(•), d<>do el punto 
A. ¡,.,¡,su int"""'ÓP, 1 con o] plono, por lo eual '' nt<uotlo dt• 
lerminor primero dicho Ot~<r.ento (Al), S<~tin lo! pro<Odlrniontoo yo 
conocidos, y de,pués t\e:tuor ti car:1bio del plono •~oeuado poro cn
nooor '" vor~oc~ora '"'~ni!ud, como" podtJ ver on ol ojomplo qu< 
<n "guido" :!:.noi~na 

Probltm3..-Detorminar la di•tinda del p un lo A ( 1 0.4, 6 O, 7.~) 
al plano I•J. un! do cuyao ro<tn dt r:lbimo lndlnadón pou ~or 
B(H. 4.2. 3.0) y M(7.2, -1.4, 8.0). 

., 
' 

/ 

• • • . .. 
1'11· V\.1.1 



'" 
P~....ronte: {l'l¡o-. Vl.1.3). 

lo.-Se ~.~~r"'l~in ¡., lroz., ~e ¡ .. ¡. h:<E~ lo l~l.,,.td6~ 1 de 
ble ••~ la ~.,.,.,,¡ tra:oú por A. ~lgol•r.~o ¡,.. procedl:nlonto' ya 
conod~oo. . 

2o.-Se tledoio tHI cam~io del ~loeo v<rl!col, lro«ndo L,T, P•· 
ralelarr:onle 1 {I'A'), y loo nuovas c.Jeror.ci" con lu col., do Jos 
puntos 1 y A, de ou rnio'"o volor res¡oeo:o a LT lnlolol. La nue_. pro· 
yecoión Y<rlloal (1," A,") muO>Iro la ve:dod.ra ma&nitucl. 

<1 n;_,tan<l,\ t·ntro clo• plano• panlc!os.-Lo disJando entre 
do> pionas porololo1 corrooponde a la ve,do•Jera mogni:ud dol "g· 
men:o de S~l rorpolldtoulu comOn, cmrpror.~ido on\re '"' rcs;oootlvoo 
punto• ~. mterSocolón. quo puo~en cOtener;e "lillzando uno dt los 
prctedimienlos oonoci~oo, y ~ospu<s el«luor.do el cornblo del plano 
odocu,do: por lo cual esle probloma r.o e> m.;s que un• vorlonle 
del <Siud,.d~ •n el Indo~ lmr.rdia~o anterior, y su oolutlón se lo~,. 
de m•~na str.:ojon:o, oort.o st i.odioa oc. "guido: ·. 

l'ro~le!TU,-Do!.,mir.lf lo distaoda •~tre lo. planos pa.alolos 
(P): (H), 4 0) 9.0 ((0, 60), y (Q).~~eeon!lene al punto A(6.8, 
3.0, 4 0). dibujan~o Umbl;n !as:"'" ~' '"'~'-

' ' 

'" 
. Proetrllmlen\<1: (Se muutra ¡;:rJIJeamonle tn lo Fl¡;:. Vl.t.4}. 

d) ~linlma dlsta:oe!a <ni"' ~ ... t<<I!..!J ooe u <NZ:O.ft.-LI mi· 
r.l"'.a ~istootla on!ro dos redu q·~• se"""" >dio •• maniliull tuon· 
¿o Una Ce ellas es perpe~Ciculat a •no Ce los plonoo do proyt<tldn, 
lo •~•1 pue~e lo~rats• rt:<Cionte loo ·~ccuados <Ombios. 

Probltm.>.-Dodos los oegmentos: (ADJ ~ A(l.l, SO, 4.5), 
D(9.G, 15.· 1.8). y (CD) ~ C(2.1, M. 1.21. D(9.!, 5.0. 2.5). 
oblen<r >'J minl•no di<tar.ci•. 

l'ro<odlmlonto: (Fi~. Vl.l.5). 



'" 
lo.-S~ ,/ocl~a ~~ eambio ~o! !'l•r.o h~rl:trnlzl. a travU de l 1T, 

pi:ro:ela a (A~B"). obtonib~oso ¡., e~•v"-' proyoedo~•• hor!tonlo· 
les: (C,' Do') y (Ao'B(). . 

2o.-Se r<aiJH oc. seguida ~~ ca:::~io_ úl pliono vor\ical, u:IJ!. 
unrlo L,T, P"P'n~icular o (A,'B,'), lc¡:coo1o Q"e en o>las Ullimao 
prbye<cienos v"lioolos. A," y B," res"lte~ co;.ncidentos, y s. d1buja 
o ~artir do <hL lo p<rpor.dicular a (Co" 0 1"), ~ue so or.uostra •n , . .,. 
~arl<:a rn!¡;nil04: (1," 21")-

~o.-SI se ''~'"' el procodimi.olo a LT ini<iol,,pueden ob\e• 
ner>o los punto> o.bmo> ~e la per;e.·.~iedzr ~ue more• la mlnlml 
dis\oncio ente. lo> ><~r.:t~tos d<éc>. 

t.'orA.-Debo ob<o"'"''· er. el problom• ant.,ior, ~U! paro ro· 
¡¡:reur al sisto;:,o inicial, •• traza la :<l.ror.cia Co 21" normobonlo 
a L1T, ha•t• corl>f o la poo~occió~ {C( D,') en 20', por ~or.de se 
dibuja una perretdioul" a 1• prO\'«oió~ (A,' B,') del olro "~"''"" 
lo, que lo corl• en 10', de ~ocde ya >e P"•Oe ltrr.:in.r !idlmer.to <l 
proc<>o menoio.,.do en el P"" Jo_ del proc:odimiento. 

<) An¡rulo:l quo on pl:lno eu:>iqalor:a for=~ eon lo. de pror«• 
cllln.-Coc.:o el ,-alor del i;.~ulo que ~n pl•no da~o coulqulor• lor· 

m1 con el HofO>ontol, y CM el V.rtk•l de releronelo, utA dado por 
o! ~ue eort'>ponde a sus ee<tao de onhl= pendiente, y de frlhlm!l. 

• 
"' irlellnaoldn, respoetlvamer.te (Fl¡. Vl.l.S), el pro~lem1 de 1• ~~~l<n· 

ddn de sus volores, (A) y (B), puede tesolvorso medlonle cambloo 
~. r::...,~ ~~· coloquen 11 plono dodo '" lo poslddn eorrespondion
le a lo• tipos portlculor" do ea.nto r urtl<&l. como pu•d• ob .. rnne 
en ·' si¡:llienle: 

rroblerr.a.-lndloar on 11 monl01 los '"J:Illoo que el plano (•): 
(7.5, y) 20 (7.5, 5.5), queeontieñ< al punlo r(ll.O, U, 5.7), 
lo•ma <On los planoa lnldaleo de reler<nelo. 

1'1-0<odiml<nlo: (Fit. V!.1.7). 

flr. VI.U. 

• 



"' 
· lr:>-S• obll•~tn las ~os tr~us ~. (•). ~ibi:)~~~c por P e~~ 

frontal ~el plz.•o. 

2o.-SÓ hoto u~ eo,blo d•l plar.o , .. rti<:~l. ,.,,d;ante L,T, nor
mal a (•(), ~on~• 11 qued"' eor.·,ortldo oc un pl,no ~e car.lo, re
sulta ir.clioa~o ol in~ulo (A) entro (~) y (H). tomo'' in~iea tn 11 
ligo ro. 

Oo.-lndepenJientomonl< dd paso •nlerior, se ,.,llu un '' .n· 
bio dol pl•no l•~•i•or.lal. ullli.ondo L,T,, per;oendieular a (•/'), P•'" 
obt<ncr el ""~·,lo (ll), rntro (•) y (V), al q~dar convertido en 
pl•r.o verlic.l, '"Y"' r.U"'"' ¡,.,,, '"·"= (•.'), y ¡.,n¡. 

Ob•<"'":!<lón._¡:, lmportar.te adverHr q,i, los problemu trata• 
do• en Jos lnel•o• b) y e) ln.':l<di•tos .oleriores lambi<n pueden'" 
resueltos utlli<ando el oor.od:nienlo obtec.ióo on este Ultimo proble
ma, eo"'·lrtier.do <1 plano dado .,, u~o de con:o o "'tieat re•poc\o 
~1 r.U<>o sis:ema d< rtle,.r.da. para O\Í "'"'"'' di:O<Iomor.te 1• tnlt· 
ni:ud re•l de la dista"'ia pedida, to;r.o 5< b~ioa en l•s li~~ro• •1· 

( ·-

·. '-,_,:~: ··): f5// 
' ·~ 
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"' ' ¡rJien:es, ob:e~ldas a P":lr ¿e los dt\os de los problemas rnue!to.s 
en los tnciooo mencionado•. (l'i¡:s. liS y 11&.) 

(Fig. V:.t.S): Problema tela pi¡:lna 115.-Datos: (D~I)- J<C• 

la de máxima indinodón de [•), y pLmlo A. 

Proe•diml•nto: 

Se obtienen las tro"s (•,') y (•,"); •• hoce"" cambio dcl pll• 
no ""t•c•l. y ol quedar el plano '""''"\Ido tn de canto, se "'"''\ro 
en verdade:. ma~nil"d ls <ilolonolo (A 1" 11'), 

(Fig Vl.t.9): Problern:> de la pl¡:lno 116.-Dalo•: l'lono (l') 
y p~n\o A. 



p,..,.,~!onto: 

So •l•dtla un'ca1':lb!o ~o! plano v"tlcol m<dla~:, L1T1, q~•~·~
~o (P) con,-.,:u~ •~ verli:al: (P 1') 1 y (p•,¡; la dlst•r.cio bu.ooda 
"' (A,' ;,•¡. 

NorA-- L• mlsm• solución, no >Óio de los problema. onlorio
res (lnti>O> by e), sir.o tan:bl1n ~e lo> quo luoron e>ludia~os en •) 
y<), poodo oblen"se utiliur.do alcuno ~. lo> otros milodos espe
dol .. q"' ~.,puts so vorán. 

3.-EJEI\ClC!OS. (Sorio VI). 

Ullliu"~o cor:1o -'~1\odo Auxllior ~nloa:nonlo leo C.10blos de Pis
"""- r<>oh·or los prc~le::.>S slgul•ntu: 

1.-t-\os\rO< on lo "'"""1 .. lo ,-.,dadora mal[tlllud ¿, los sto?mon
_lo-= (AD) - Ap_a, -U. 2.0), Dl9-1. 5.6, 6.2). ~ (CD) -
C(l1.5. SO, 8.0), D(ll.5. 3.8, 1.6), ,,¡como los ;.c¡;-"los ~·"e lo•· 
m•n con los pla""' de proyección. 

2.-lr.~icar <n magnitud reol la d:>lando que ,.;,¡, <Otre: a) 
El punto P y el plano 1•); y b) El punto ll y el pl•no [n), si: 

a) P(75, S.3, 88), )' (•) ll•n• 'DmO rect• do 01jxima pen. 
di•·nto: (!lS)- 11(2.3, -1.8, 1281. SillA, G.~. -3.8). 

b) ll(-LO. 9.5, 7.0). y ¡n¡ conll<no los "~montos pr>ldos; 
(TA) - T{58. 57, 1.2), A(tt.S, l.l, 7.1), y 1~1\') -
M(\6.0. 1.9. 90),\'(9.8, y, •J. 

J -otM"tr lo disloncia enl:o lo• planos por1lelos 1•) y (Ll.), 
da~os por sus r<spoc\1-;•s ,.,¡,;de mhlmo intlin•clón (RS) - R(4.7. 
~.2. 2.4), S(95, -0.7, B.O), y (Tll) • 1'(0, 3.8 2.4), 0(9.5, 
'!· 5.0). 

4.-Delo<minu '" 1• mont,., y en _,,d.~or• m•~r.il"d, <1 sog. 
<Mr.to (PQ) q~• "P"""'' la mlnlll'a dlst•r.da er.tre la. r.c: .. 
qoe p<>oo por los puntos: K(II.S, 4.6, -0-5), L{15.0, a.s. 2.0), y 
~1(10.9, 23. 1.8), N(l6.3. 2.8, 6.0), ropr.,ontándolo tombié" on r-~· 
l•s proyecciones i~ici•les. 

5.-lndioo• los .ir.¡;"los q"e lofll',, oon lo> planoo de proy"<lón 
oada uno do los pl•oos >l~ulen\.,: 

•1 (•): lilA, 55) 22 (11.4, 100). 
b) (6): (10.5, 55) IH •(105, •). qut contiene al punto 

1'(7.7. 5.0. 6.0). 

--------- - .. 

"' 
VIL-ROTACIONES O GIROS. 

1.-DESCRIPC!ON DEL METOOO. 

i,Jnque el MHo<lo d• 1 .. Roi.Adon .. o Giros buseo Y lo¡:r1 el 
mismo objolivo <jue •1 ~\élodo osludlodo en ti Titulo anterior (Ctm• 
bioo de Ploe.os). puesto q·J< lrol• •n ¡;eneral lo> ll'.l>mus problemas, 
,.¡,li,·os • m;.,-J<u~ .. roal<• d• roela• r An¡;ulO«, pre<eolo con aquol 
unt g-can ~itoc<n:io en ouan\o ol sis!emo y 1 los ptO<<~Imlento• quo 
~eurroll3, como se pu<~• oboef\·u en oe~uldo. 

E•t• l!élOCo de Rolacioneo o Clroo, en , . ., de mo~Uieor el 111-
T•Ol• ~e r<rere~cio, por• •~rociar con Jocllldod In earoctorlsllou y 
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Proctdlmlenlot (S• !n~!u ¡rfl!tomo~t• on lt l'lg. Vll.1.3). 

• 
~-w~ 

' ' 
' ' : ' .. .:....,_. <--

' ' ' ' ' ' ' 

FT~. V!!.U. 

2.-fl<tODLt.'-'.AS OE APLlCAC!0:-1. 

a) R<"tta <;ao ro,.,._,. áll"".., •~~odd"' ctn1 ¡.., planos ~. n: .. 
n..~cl:i.-0•~• un punto P(S.O. 4.5. S.o) <!t la roela. y lo• n:oce>: 
(~) - 40"' y (.8) - ~5' ~. les 1ntulo• ~~· lo""" ce" les ploooo ~.d· 
•oe.lal y nrlloal <!o r<loror.cla. '"?<etiva,.,on:o. es:e ?:o!llt:":la e~•1• r, · 
'"' r<>ue!to medionl• lo Inversión del p;oo:.edlmlonlo omple•~o ¡io: .,te 
J.:,;:odo ?ata la ~blonclón ~e los ó.,gulos que un "~mento lo:ma con 
los planes clo rolorondo, como •• m~e.:u tn la Fig. Vll.2.1: 

Por la. proyocolon01 P' y p~ dol pur.lo dodo so dibujao los co· 
n:<>pon~ionle> ¡oroy<edonu: (P'Q,') y (P"Qt") do un so~rr.on\o do 
r«:\a quo <n >U> po>lclonoo bori<Dnlol y lror.:al monili•<ta su vor· 

. do~<ra magr.l\ud (que >O tllge orbllrorlamen\o) y los ,·atores :eol" 

• 
---.:;-

·' . i ~/:: 
-----'----~~' 

' ', t •' 1 

-----~----·· 

1 --·-··--, 1 1 1 
J ' ' ' ' ' 1 1 
' ' ' '•'.t_l 
*;_-.,---~::"" 

~----1· 
' 

Flr. VIU.I. 

"' 

¿e lo• ~~~Jloo {•) y (.8) ~·· lormo co~ leo p!onoo hor!zcn!ol y Y<r· 
U:.!. r«;tc!iva:,•nl<. En so¡;ouldo '' precedo o cl«:luor ti ~Ira de 
dicho "~·""m:o al,.¿o~or ú un <J< vertical. de mantra ~u• la \ro· 
ye-::torio del elro e.i:omc Q del "¡;mtnlo, '' lo clrtunloronda do 
cer.lro P' y rodio (P'Q1'), en cl plaoo horl•onlol. y lo re<:lo (Q",Q1•¡ 
•~ •1 \"<rlical. La roloddn dtl mi><l'.O ><~mento, poro colo.::oéo rn 
posidón ~cri•onlol. olreú~or de un tjt dt punto, lndl'" ti in~ulc 
(.!1) ~"' lerma co., d pla~o verll<ll. y In lroy«lcrlu do Q: lo dr· 
tu~k•~d• de cte.t:o P" y rodio {P~Q,"). on el •trlicol. y lo ft<ll 
p;•l<l• • LT. (Q,' Q,) c.1 el ~.ori>Onlol. 

Er.lo~«>. ;mdo ob>er"'" tn la montoo G"' lu doo troy<elorlu 
<!o Q ooindCen tn Q" <n el plano '"tflioal. y on Q' tn el horizontot, 
fOT dond< Gtbon dobujorso lu pro¡·tcclonu hornillo~., (P"Q") y 
(P'Q') dol «~::1enlo bu•o•do. ounquo d<1do lue~o que \om~itn puoéo 
d>r>< como oolucorln lo Gu< <Orr<>~o"d' o loo oliO> puntos (los >lm<· 
lrice>) do coincldenola ~o las \ror«to!lu do Q. Y como odomh put· 
don'" o~lor.rd" olrn dos soluclon" dil<r<nlu. tomblln •lmllrku 

• 



'" 
,.,,..¿~o o ]"'yo '''"~cion!dU, se debe oltzr el• !'~bl:mo oorr.o ~~o 
~"' pu;do tor.or h.,:. coa:ro ;oluolooes direr.n\eo; como puo~e •pro·. 
''"'" clo:am.o\e '" d sigui.,to: 

Ejemplo.-bdit"' en la r:10nteo t•• proyootione< ~O<r.ólo¡:as ~,¡ 
segmer.:oque cor.:iene d punto A(SO, 3.0, 4 4), y :orm• lo• jngulcs 
(o) - 2J' y (P) - 00", con los plac.o• horizonlol y v"\icol del olo· 
tema de re)orenci•. 

, .;;.-;.;<-: ,_¡:-x ' 
·--~'~ ,,, 1 , 1 '\ r 1 • 1 
1 1 1 1 

1 ',o 

k:..._¡ __ :{:__~--4 
~ 1 \ t 1 

... V. \'/ ' 1 1 ' ', . ' ·--- -· 

1'1¡. VII.U. 

Pr<><ffiirnlenlo! (F!g. VIL2.2). 

Es tó;ollco o] q'" acaba de "Plica"' en la pi!glna on\etlor, Y 
epor..:t IJus\roc!o en la fir;•Jra m:nolonado. 

' ' 

• 
'" 

Por a. tenor una Ideo de lo• v•lore. ~. los In ¡:u lo• (•) y (,8) 
q~e ur.a recto pu;c!e formar con loJ planos horlzontol y vertical, rn· 
pec\i,·amenio, """" su posición pu\ioulor "'Pecio •1 sl•lomo do r~· 
lor<noi•, so puo~o oonlocelonor ol si~uionl< cuodro; 

''"" ~· ~·''" ,., "' 1•+,1 
Froolo-H.,lr>O!>I, o o o 

""""'· "' o "' Do ~'"'' o •• •• 
o. p,.¡,r O<:l•)<:ro' 0<:1~1<:~' .. 
Fronlol. D<:l•l<:lll' '< 1'1 <:00' O<: (•+PI<:!XI' 
Homonlol. o o D<:i•+PI<:IIO' 

c"'l'"" 0<:1•1<90' O<:tPI<:OO' D<:i•+M<:?J' 

b) An,ulo. quo un plono dodo formo oon loo do proye<oiiln.
Aunq"' yo " "be ~u o osiO prcbloma puo~o ••r rm,.IIO, y ••1 '' 
hizo '" el Tiiulo onlorior (VI). con loollidod modionlo Combio> do 
Piooo>, pudo IOmbilr. ""'''"'"por Rolatiooo• o Giro!, corno >l~ue: 

Ejrrnplo.-Dodo ol plono (P) por un~ do ou• punto" A(l05, 
3.0, 55). y deo punto• do uno ilorhontal quo lo p<rlono<e: D(G2, 
2.2 •. 1,8) y C(l2.1, 7.8, 1). indieor on lo n1onloo lo> l:1~ulo• quo 
lerrno con e•d> uno do los plonoo do proyooolón. 

PrO<o~imlonlo: (Frg. VI1.2.J). 

lo.-Se oblionon 1" Ir o,., dol plono, dibujondo In ~royoeelonu 
ilomólogas de lo hori!Onlol (DC), onoontrondo ou lrou vorlleol, y 
eoosrrlorondo lombiOn olro roclo hori<Onl•l dol mlomo ~1400, quo ~"" 
por A. 

2o.-E11t1ondo un ojo do roloelón vortlool: (W), oonlonldo on ol 
plano do proyo<oión ~<1 '"""'"nombro, •• hooo ~lror (PI hoolo <o· 
loe>!lo eolt.o ~< rnnlo: (P,') 1 y (P(),, como"'"""''" rn lo 11· 
g'"'· oporociondo loók•rlo onlono<> el volor dol óngulo (A). 

3o_-lr,Jopo"clior.lo!T'onto <Jol poso onlorlor, ol do~lr un •1• do 
rotadó:1 do punio (\\'1). oonlor1ido en <1 pi"IO hoil!onla~" pu<d< 
ho"r girar el plaoo ~•<lo t¡,.¡, >iiLwlo como plono •<rll<o.l: (P.') o 
y {1-."¡, q110 01uo<lro lo vordtdr~o mo~nitu<i do (!l) quo "obutva 
on 1' li~uro. 
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4 -l!>ITERSECC!ONES DE UNA. RtcfA CON LOS PLANOS DEL 

· S!STE,I\A DE REFERENCIA.-VlS_IIl!L!DAD._ 

) Tratu do'"'~ ncto..-Cuando ,, prolongo lnde!lnldomonto 
1 

1 [All) mh ollt do '"' .. treme•. en ol cno 
un ••t1m•1n~o d

1
• ~~~:lnul"' (r) 41¡ ob\onlda mcuor\omonlo dob< 

genoro , o roo • , · 

• 
• 

" 
tntersodorn coñ los planos dt ptoytuldn Ui y V) del tlslomt di 
refer<n<lo utllludo. üos punt011 de lntrrucddn ton tnr«Kidos como 
)u .t=a.• do b ff<ll, stondo: 

- Lo tr.~.u. horl.onW el punto que u com~n 1 lo roda y ti 
plano horlze,tol do roloronclo, o uo tl punto do (r) cuya «1ll oa .. ~ 

- Lo t.-..... vortiml el ~unto com~n do lo rocto <on ol plono 
vorllcol do nlor<nclo, quo •• t] punto do (r) do alo]omlonlo l¡¡:uo.l r. 
<Oto, 

Cldt uno de lu condlolonu onlerloru constllU)< lo quo •• CO·. 
noce como lo eondid6n dt p<rten<nola dt un punto de lo re<to con o1 
rorr.,pondltnlo plano do pro¡·ecddn. · 

En tu Fl~•·• 11.4.1. ttnto on lo perJP<<:llvo como en lo monlu, 
5t cb•trvo quo: 

- Paro oblonu lo lrna horlzonlol do la 11~11 (t) u prolcn¡o 
la proyetclrln vulloal [r") h .. ta la ilnu de llerro, dondo se looollu 
H", a porllr do dondo •• ¡,.,,lo rolortn<:la que torio lo proy.cdón 

. . ' 

fr¡o.. 11.1.1. 

!'<::· ¡ ~ .. 
' 1 ' 1 

.., ..... ' : i 
~: ··,. 

horl•onlol (r') pnclumente en H', con lo quo ruulla doltrmlnado 
lo lru.o horitonlo.l medlonlo •u•_proyocclonu (H' r H"J. 

- Poro dtl<rmlnor Jo tuu vor11<:~1 do lo recto (r) bulo pro
longar lo proyottlrln horl•onlol (r') huta lo llnu do tlerrl, dondt 
" encu<.rlu V', y dr oh! trnor lo rdorent11 hnlo cortar lo pr,.. 



• 

yetcldn vtrlleol (r"'), donde'< locat\u V", ~uedondo osf do!inl~a lo 
Ir~ nrttoal por'"' proyecc!Oile• ho"'ólor•• (V' y VN) • 

Dol conoclr.~lenlo ~ue se Heno ~. loo cno• porHcularu rolatlvos 
1 lu .. ctu conocldoo como horlzontoloo, frontal,. y !r<>nto-horl• 
aontal~ y do ocoCfdO con la observoclón onterlor, resulta >tnclllo 
conotuir qu<: 

- Uno r<cla hotl•onlol, que forto,.mente ntl situada on Jn 
pltno por alelo al ho!l,onlal ~· ,.rorenclo, •Oio puo~e cortor al pl<nO 
••nicol, siondo ose punto de lnterS.cción su tr,.... nr\l(.ll), de pro• 
ye<cton« hor..Oio~ao (V', V") obte.tldn en la montto corrupon• 
dlon\o moOion\e lo prolong.ol6n de lo Proyección hmizonlol do lo 
recta h••U la lir.U Oc lierra en V', <!e donde so lru• lo !<l<ronclo 
que corto su proy«<IOn ~<rllco\ on v·. Ob~iomtnle, uni rtct& de 
punto r.o consliluye rnh q"e un '"" porlio"Tar de hle (¡ue •• oca· 
b& de onolar. 

- Uno r«l& frontal, p~r .,¡., contenida en un plano parololo 
al vorli<&l dt proytool6n. s61on:tnle se lntcr,.clo con el plano horl· 
tonto l. •ltndo .,¡, lntorS•coldn ti punTo cortt•pon~itnle a su trua 
horlrontol. cuyos proy.cdonu homólo~U IH'. H") ,. obtlon.n en." 
la mcnt .. prolo~ondo lo proyeoold~ v<rlicol de la r<c\a hnllel P"nlo 
H", ~onde corta o lo linu do tierra, y de ohl tr.,ondo lo rt!erec.da 
h"ta inter<epl., lo pro¡·eodón l1orlronlol Ce la misroa red o, en!!'. 
T•mbií-n u ,,.¡dente que uno roela \"erlleal no repro,.nta mi> que un 
'"'" parlicutor de lote itltim~ quo oo•b• do menclon"se. 

- Uno roela froMo-horl<ontn\, por ser P'"lola simulllneamen\c 
o los cloo plano> de pro¡·ecoión (ll y V), no puedelentr nin~(Jn punto 
comUn con al¡;uno d• ellos, y por lo tanto no tltne lr:tU1 ndla.T nl ;~ 
tru.a hurl>ontal. 

Por ntn P"lt, rtoullo dt rr.ucho inltrh anoliur el probl•,;• de 
la obt<n<lón do los lra•a• de una ro<la do pulll, no >ólo PO< la oln
gulandad que r<pre><nla, sino t•r:1bl!o por In po>terior" opllcacio
"" do! pro<o¿imltnlo en olrol problt•mu, como mi• adolanlt "ver~ 
En e.le <O>o, ;t eon•ldenmo• una re<U de ptrlll IP). quo paso por 
lo1 punto\ Q y Il, como •• nluntra en lo Fi~. 11.4.2, '"' proyee<lonu 
homólo~n lhoritonlal y verll<al), al prolon~arse h"l• la linea de 

• 
• 

•• • 

Flr. n.u. 

... 
•' ,-:· • • • "" ' ' // 

'l-' 
•• 

• 
·-

" 

Uorro. n confunden on uno sola perpendicular 1 (I.T), por lo ar11 u 
necuar~o recurrir 1 lo l<reera proy«<i6n (p • ), cuyo prolon¡:acldn 
si porm.:o ~tlormlnarlu_trun en loo pltnoo de roltr<nei1, y 1u1 0,._ 
rreopondto~les Proy«don" (H'. H" y V', V") en lo montu. E•lo 10 
lo~ra <on,donndo qut ti plono IT) ou•lllor de proyección u il p11no 
pror~clonlt QUO <Onlione o la r<eto dt perlll, y girtndo dicho plano 
'""loor alr<dedor de'" lntors«eilín con IV), huta oblonor 1• tercero 
pro)"<etlón del "r.n10nlo lllll), cuyo prolon~ooldn dcl11ot Ju ¡,.,., 
~< ¡, rtcla en tsludio, como se in.Jioo on la Fo~. 11.4 2 r• <ilado. 

F.Jernplo., (Fi~>. ll4.3.).- Otltrminor ¡., tna• do codo uno de 
¡., recio$ que POSan por lo• P"" de puntos cuyu ooordonodu u 
mendcnon ense~oido 

1).-(~D): ~(1.8, ~-3, 1.9), 11(86, -05, -S9), 

n-¡CO): C(IT.7. 12 :u¡ 011'' '< o - .. - ' • " -·-4), 
3).-(Ef): E¡3.7, -1.9, -12), f¡8.4, -1.9, -3.6). 

4.-'-(CK): G(l2.2. -4.8. -1.1), K(12.2. -U, -3.0¡. 

• 

1 
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b) Vlllb!lldd........con objeto· de lc~rn una relatlu :•!a11.ll!r&tl611 
de lo• problemn que cono!~"'• en lo Geo.r.etrlo D"crlpll,.. •• oc••· 
\umbro tra\or 11 vl•ibllld~d de uno roela eonol~or•nda qut todos 1 .. 
pl&n.,. ... opa<"" y, por la tonto, sólamcnlo ..,n vlslbln: 

-. L" pro~eecioneo horhonlales de lo~o• loo punto• que so en- r~· 
euenlra ordba del plono horltonlal de proyección; <1 decir, oon •·isl· ' 
bl.,. tn proyeecl6n horl:onlal, siempre qm no uistan otroo plano> 
opacos, Lodos¡.,. puntos do una roela q"• oe <nouonlron on l~ pr!toora 
y en 1• "'~unda t<~ion .. dd '"~oolo. o soan todo• los punto• de col• 
posith·a de 1• <Octa, >llu•doo n«os.,lomer.te 1 partir de •~ trou ho- · 
rlton\ol (si nisl<), q"e" punta de col• nulo . 

- L~> proyccdonu , . .,hcol" dt lodo• loo Punto• •iluados •d ... 
lan\t dtl plano '"l!nl do proytcddn: <S dtdr, cuando no ••ioltio 
olros piones. •on •i•ihl•• <n pfo)to<ión vorL!col tod .. l"" puntos con• 

• • 

" 
VlSt!tLIDA!I y n,u.o.s. 
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t) EljompiO>: 

Prob!oma No. I~Dibujar lu montou d• las rectas pro.ton¡:o
d•• qu• ocntlonon !•• segmonlos quo onso¡¡uldl •• onllston, lndtcondo_. 
ahl lu !rotas y lo visibilidad de codo uno. 
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'.VISIBILIDAD Y TR.I.i.u 

l'li- tf.ü. 

(t): E(6.6. -0.8, 8.1). F(17.5, -4,1, 0.8). }I'I¡:.II.(.S. 
(•): M(U -2.7, -5.5),N{15.6, -8.3, -1.5). 
(p): A(4.9, 2.0, U). D(H, 6.7, 2.4). }!'ir. II.U. 
(q): C{3.0, -U, -8.6), D(l7.6, -U, 1.8). 

1.A RZqA .,_ ~L.<•PACIO 
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VISIBILIDAD Y TJt..UAS. 
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f1r. tl.u .. 

l"r<>blolll& No. 2~En lo monlu corroopcndlenlo (FI¡rs, lU.7, 
1!.4,6. y 1!.4.9), dotormlnor lu truu y lo visibilidad de tu ttelu 
quo oolndleon: 

o).-Quo pau por el punto C(tU. 1.4, 3.8), y n plttlol• •1 
.. ¡monto: .A(7.0, -2.4. z). B(JS.O, -6.~. -6.9) eonlonldo on ol 
primor bi•oelor. 

b).-Que pau por D(9.0, -8.6, -5,1), y " ooncurronlo on ol 
punto & <:<~n ol •egmonto: &(13.0. -2.8. z), F(4.5, y, -4.4) eon· 
tenido en ti oogundo plano bi!oelot. 

c).-Quo conlleno al punto 1(17.0, 
por el punto J dol "gmenlo: G (7.0. y,, 
porloneee al primer plano bl•oelor. 

-a.s. S.l). y p•u tambitn 
10.2), 1(7.0, y,. 2.3), quo 
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l'lr. ll.H. 

S.-E.JERCICIOS.-(Sorlo 11.21: 

En ctdo uno do los probltmo• ~u< slgll<n. dtbu)u lo monloo e<on 
lo •oluelón quo so pldt, Mt.rmln1ndo adtmh 1" truu y la vi>lblll· 
dod de todu lu rteln lndi<odu: 

!.-Por <1 ¡iunto C(IS.O, 2.0. 4.0) traur uno re-cto contutr.nlo 
<n A con ol ><gmonto (Al!), •iondo A(4.2, -2.5, -2.2), 1 11(12.2, 
-7.2, -4.4), Por ti punto d< lnl<n<ttlón do (ACJ eon ol O<¡:undo 

- bl1<dor, dibujar uno ro<lo lronlol quo lombltn p·.,, por E(6.2, y. 
-4 0). 



2.-Por 0(8.!, -2.2, C.G) trour una roda parolola ol oogmon· 
lo M(S.7, -8.4, -:4.8), N(18.21 5.4, 1.0): y por la lnlormd6n de 
(m') con ol primer hls.ctor, di~~J•• ""' r.cla horl:onlal que ltm• 
bltn pm por P(l6.0, -e.o, •J. · 

3.-Por el punto C(S S. 3.4, :) y la lnloneooli!n oon rl •e~undo 
blstclor do lo red• ~"' contlono al S<~mento A(4.7, -6.7. -1.5), 
8(150. -3.7, S.J).lruor uno roela horitonlal. 

4.-/'or 1• lnlorsoedón do la recta qur pa>l por los puntos D(SO. 
-2.7, -~.7) y E(13.7. -a.7, -80) con el primor blsoelor. dibu· 
)ar 1 .. proyoccloneo de uno lronto-horl>on\al. 

5.-D•do<: M::o. 7.4. 1.3), N(l35. 1.7. -4.5) y.L(15.5. y. 
6.0). tru" por L un• !ronlal qur co<te 1 (~IN) on un punto del ••· 
EUn~o bioootor. 

6.-Complelar 1 .. do, proyeciion<S do loo "gmontoo (AB) y 
(BC). con la condición do que ol úll;mo ou p>rololo al primor biS«• 
\or stenJo: A(4.0, -7.1. -3.6), B(l4.4, V,.:) y C(2.1, -3.1, 
-90). 

7.-Por la lnlef'<CdOn do la recta que conllono al ie~monlo 
D(IS.O. 1.7. 9.0). E(150, 8.2. 2.3) con el primor blotolor, dlbU· 

· Jar uno r•d• ~"' ll<rtlfn pno por 1'(-1.0. -1.7, -4.0). 

8.-l'or ol punto L(IO.O, 3.3,"-1.0) lr•,.r un~ r.o\o paralelo ol 
J<gmrn\o; M(-1.3. -2.4 -3.2). N(l2.9. 8.7, -1.3). ~ oblor.er su In· 
ltro<edón con rl "~undo blst"Cior. 

e • 

' 

· .. 
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IIL-EL PLANO EN EL ESPACIO. 

l.-DEFINICIONES Y EJEMPLOS. 

1).-Ddlnloloo-Lt Ctomolrlt Euclidiana dellno 1 11n pltno 
(•) tomo ollu~ar c<omHrloo do lu dlloronlu poololonu do uno t.cla 
(r) ''"',.tri~. quo: (Fi~o. !1.1.1). 

- Glfl llrtdodor do un punlo !ljo do olio. monlon\~ndou olem· 
pro normal a ol" rtcla lija (d). dlroclri<, quo lo olr>t <omo ojo dt 
roiO<Ión. o 

-So lr01lada poralol&monto 1 11 mismo, contttvJndou olem• 
pro on conlooto oon otra "cla f•J• (d). dirr<lri~ dtl upo<lo. 

Aun~u< u poolblo mencionar olru formn poro t>plkar la gent· 
ración do un plono. las dos anlorloru pucdon sor oonoiderodu como 
In gcnoral"· P"" In otr., no •on mh quo ••rl><lonu dt el in. En· 
l<lncu. consldtrondo una cualquiera do \u uplioaclon" onlerloru, 
so concluyo flcilmtnl< que: 

1'11• 111.!.1. 

- L'll plano eaalqu!.,a qi>O<Io «<mplotamooto dd!nldo taaade M 
oonoeta de fl ¡,., pun!oo dlfortnln, no l.llntadoo oobtt uno mioma 



" 
r«h: ~• de<lr, !rn pun!~s ~lstlntos cuolnqulofl, poro no oollnults, 
dcl.,mtncn un ploM, y sólo uno, quo Tos contlonc._ 

En muci.u .,..,lonu lombl!n sc oocstum~n do!lnlr u~ plano yo 

••• por: 
_ Uno rt<lt y un punto !u" o de tila, o 
_ Doo rocta. panlelu o concurronlos; 

p<r<o, como Udlmen\~ puode obSOf\'1"'· utu dos ~\tlmu dol!nldo-

Flr. nt.a 

' . ' 
ntt ~o .in. plano dodo no sen mb quo vorlonl" dolo pr!mora, quo: 
jullon de consldorar unl~"' con una r«lo d"' de los lrts puntos e 

1dos 0 blon de¡,.,., por el \orcero una porololo, u otro roch que 
~:~bl!~ P"'' por uiiO'dolos doo prim.ro. punto>. (Fig. tl\,1.2)· 

>) Ej 1"" ;. rtoervo dt tralor posterlormonlt otro• pr<>-
- omp ~ '' ¡""""' "toblemn ,.te• 

'.
•<-<<oh. nor ohoro pu•d<n '" f'SU< oo • n- • 
" "' ' ,. ' d 1 Iros Ultlmos ter• rentu, piones det.rmlnado> por.cualqu "' ' U 

1 
" 

mu monolontdn, medlonto proc:odlmlonlo$ corno loa quo '' lndl~on 
u los sl¡:uiontu ojomplo" 

- 1'1-ob!.,,. No. l.-Por los punloo D(t7.7, 2.9, 1) y 1!:(3.9, y, 
3.8) lnur r.,p<C!IY!tmnl< uno lronlal y uno horl1ontol do! plono !or• 
n.•do por lo.rocta que pU• por A(3.9, -011. 1.6) y 11(9.9, 3.6, 
G.2) y su porololo que con!leno al punto C(8.4, -1.6,, -2.2), Obl<· 
nor lu ¡.,.,, de todas lu rtoloo monoionadu. 

•• 

?!"-+-,• ~-;;tf-
' ' ' ' ' ' ' ' 

' 

f'"<Kimhnlo: (FI¡:.!l1.1.3). 

lo.-Se truon por C' y· CM lu prOyecelonoo horl•ontol y ~Utl• 
col, rospedlvomente, de lo otro recto que tormo ol plano ddo, pon. 
loluotu corrupondlenleo do 10 roe lo que tontltntol so¡monto (AD). 

2o.-Por O'" dibujo lo proytcol6n horhontal de la lronlol. y on 
lbs punloo comun" de él la (l' y 2') oon !u proy<edonts horl<onlolu 
do lu rectas dados dtl plono. st lruon,lu Ttloronclu huta oorlor 
lu orcry-oociones Yorlicai<S corr.,ponditnln tn ¡• y 2~. por donde 
debe ~osar lo proyeceiOn Y<lllcal do e<a lronlal del plano, quo con• 
tiene también • o·. 



3o....:.Por e• so ~lbujo, ~aralol1 o la IIMt ~e llerro, la proyoc• 
el6n verll<:al de lo rocl• horl1ontat pedl~•. y por los p~nto• Jw y •w, 
donde torio los proyocolonoo vertlooln de 11! do• ·reet"' p•ralelas 
que dellnen ol plono, so lroun 1,. ro[.,enol., h"t' lnleroertar en 
3' y 4' tu r<Op<ollvu proyocttcne• hotl<oe.~olu, por cuyo• puntos pou 
lo proy.c<ión horizontol de la roda hori<onlo\ me~<ionoda;donde so 

• 

localizo t•mbitn E', ' ·· ·• 1', 
4o.-Prolon~ando coda uno de In proy<cdones d• toda• 1"' rÓc'· .•. 

tu, h"lo la lineo de tierri, y troundo ah! lo relerendo h"la su pro· 
y..:ddn hornóloga oorresporr•h•n\<, .1< obtienen las proyecoionu (V,W, 
V1", V1") ~t ¡.,trozas vertical"· y los (!!,', 1\,', H,') de tao Ir><" 
hori<onlol..,. 

N<-t•.-Es do mucho utllldad recordar o\ pro"dimlen:o ~ue so 
ooaba t!o exponer en este proble~.a para el lro:o de rodos lrontal" Y 
horizonlolos de un plano dodo, debido a su• po•l.rloros apllcoolon<> 
in olr., problomu. 

Proi.Jom~ No, 2 -Dodo>: A(U, 2.~. 2.1), 11(8.9, -4.0, 6.0), 
C(IU, y, 0), y IJ(I2 J, 5.7 -1.8), complotar la ptoy.:dón horl· 
•onlal del cuadrilátero (AIICD), con lo tondldón do que lodo• •u• 
punto• <'Ión <enlonido• '" ot mi•mo plono. Dibujar 1., do• proy<edO· 
;.es~. una recto horl<ontal quo poso por A y do un lront•l que con· 
tongo • IJ, >iondo .cnboO t<<las jaor.bi!n de\ plano da~o. 

Procodlmltn\o: (Fi~- 11!.1.4).' 
lo -So \rato (A"C"l. que dobe cor\!roo con lll"D") on 1", por 

'" ambo• ,.~mento< do t«tos no P•"lelas del_l'li>mo pi>M; •• oh· 
tiene lo proyección homóloca do 1" on 1' sobr< U'O', y entonen" 
dibujo lo roda que pa.a por A'l', hO>l• torl>r lo rd<rer.<i• do C", 
don do'' localito C'. quedondo .,¡ corr.plelada la proyoociCn horl<onlo): • 
d<l cuadril>iloro (A tiC O). · 

2o -Por A"" lro" poral.ta a la lln,. de lltrra 1• proyección 
v<IILcol (h") de la recio horlzonlol pedida, cuyo p·royocdón horizon-
111 th') qud• d<linlds por lo «<lo qu<. P"Undo por A' paso lamb;i" 
por 2', ~uo" lo proy.rr\6n homdlo~o de 2", dondo Aw(h") corta o 
s;gm<nlo (fL"C"), De monoro >emojonte >< obLier.<n 1" dos proye< 
done< do la roe\ o lro"\al Uol plano, q,; pan por D, sólo que trozand• 
pr~m<ra 1• proy<cdcin hori•onlal 0'(1') parolola a lo linu do lierro 
paro obtener'" lnl<·"ccclón 3' con ([J'C'). y trour _ahlla rtlerond> 
que corte la pr<')'cción vortical (IJ"C") orL 3", por .tor.do so dibujl 
lo proyooc1ón vortlcol [0"3") do lo hontal podida. 

" • 

f•~- 111.!,4, 

F'Joo~IUo.l No.. !.-Dodos los s~¡:-montoo: (ABJ: A(6.~, 5.1, 2..1), 
Di~~-~· E ~I;,S· z,), (CDJ: C(~.9. l.l, 11), 0(12.9, S.~. lo); y 
( ,. ( ·, y,, 11.~). F(ll.l, y,, 4.8),oblenor las proy..:clonn 
1~1\onlos, tOn!ldoundo quo (AD) y (CD) son poroleloo ol se¡:-undo 
h•;•<lcr Y !crmon un plano, donde lombl<n,. oncuenho (E~'). Doler• 
m•nar tod" lu lratas ~. la. reclu quo pos•n por los •<~monlol 
dados, uniendo dupu<o con rectas >quollu que COrr<>ponden 1 un 
mismo plano de rolorendo. 

Pro<r<ihnlonto: lfl~. 111. 1 5). 

!c.-Como (AD) y (CD) son ••~Lnenii.• poralelo• al ••¡:-undo bl· 
";ter, '"' proy"cion<> homólotn dobon '" poulelu; on\onct~, por 
A •.• trau una recto poralo\a a (A'!l'). Poro obtener ll•; por 1', ptO· 

. Y«< IÓn del p~nto comiJOL de a m bu roelas, " llovo uno rolotentlo poro 
dotormlnO< 1 , po~ ,donde se u u o (C•o•¡, parotolom<nlo 1 (C'D'). 

• 2o.":"'C~mo (!::•) debo ni" en <1 mismo plano, se maroon 2" y 
3 • pro¡omonc·s v<rll<•los do punto> '""'""'s con (A!I) y (CDJ y 
mediante 1" tolerend., resp<rlivu, se looohun ~·y 3', •cb10 ,~ 0 
roela (~'J') •• en<oontr•n E' y F'. y 

3o.-Prolon~on~o h.,.ta (l.T) ca~a uno do lu proy<tdonos do 
lodos los «grntnlo• rB<·nclon•Jo•. y .Jo ahi trozondo la r<lt~<ndo 



.. 

' ' ' ' ... 

hu!o la 9roy<cc.ldn homóloga corro•por.1ionle, •• oblltnon las lrni• 
de oquolloo on loo plano• dol •!5l•m• de roloronc\o. · 

2.-TRAZAS DE UN PLANO. OEISERVACIONES Y ElEl>IPLOS. 

1) Truu de un pl~no.-Un plano dodo ounlqulua (~). """"'' 
rla<nonle se lnlon«!Jo ooo alguno do l<kO pl•n"" dol al..tt= de r<f<· 
rondo., rnod;.,.nto """ r«!.o que •• con<><:i<b en Geomolrla o .. cr!ptiva 
como la \t=>. dot plano dado, que pued< orr horl•onlal (•1'), vor!l
eol l•r"), oau.Uio.r ¡.,-¡, S<glln el nombr. .Jel plono de rolero"cia 
corr .. pondienlr. ¡,;,obvio qu<, do. traz:ts de un tniomo pl:mo cualquie
ra""" n«:e,..rlamonle eoneurnnln en un punto le lo Jln.., de tierra 
o de 1u prolon~ación. 

"'""" ................... . . ..... ' 

• 
" 

~i¡¡. 11111. 

Como tamblón •• nldtnlt (FI~. !11.2.1) quola trua d• 1111 plaM 
, dado eoalqulora con uno do los plono• dol ohlema de rolerencla a 
cllurar r«rn<lrlco de las Ir~ do \odu 0113 roetu eon el ruptcllvo 
plono ~e proy«<lón, b.,llfl conour do• de In lruu de ouo nclos 
en uno de loo plano• do rol<renc<O, y sólo unA en el olro que u u\~ 
ulil,.ando, paro pod<r dolinit complolamenlo ¡,.dos Ir.,., dol plono, 
ur.iendo ptl!'l<IO 105 do• Irnos do lu roc!u lnidolm<nl< monclono• 
dao m<dion!< una neta prolon¡pda haSio su lnl<rs<eoión con la lineo 
de llorro, de dondo se d•huja la olra trau dol pl•no quo debo puar 
hmbiin por la olra Unico I!OU rtslonlo conodda. 

Convencionalmonto "utiliurJ en .,r, Cuno, para la d"l~nl• 
clón ~' '"' lruu, el mismo nombro dol plono consid.,ado, con lclro 
grie~a (olat.na) ona)'Ll>culo: (•),(!!.). (1'),,, como slgu.: 

Tta,_... horilonroi<O (con el Plano llori<onlal): (•/), (61'), 
(P,').. 

Trnz.os vorllcalo• (con el 111ono Vorllcol): (•r«), (6"1), 
Wr"l. • • • 
TrruLI ""'l(>aru (con <1 Tercer P!tno de Proyeccldn) :
(•,-), (6,-¡, (P,-¡,. .. 



' . ¡ 

1 ¡ --. 

" deblmdo t!empre tenn prne!l\t q~~e .,.. desltuel6ol no ..,:,...,.....~e 
1 dlreron\t8 p"'yecc!oD"" de """ l!l!=La r«IA. o\tlo qoe re~r<!kD!.a 
re<!.M dl!«eol.,. (1•• trou• del pl!no} que, por ,.¡., contenld., en 
lo< pler.o• ¿,¡ si>lema ¿, relorondo, tionen. su otra pto)·.ocl6n (lo 
hornólo~o) locatiuda en la liMO de :ierro, que cenoralmmto no >< 

'emple• en 11 >oluddn de pro~lema;, por lo cual no •• ne<narlo 
moncion,.la. 

Entonen, h• de od,·orliTSe clorommle que lo. ontorlor do.'jjrnaeiÓ<> 
«>Dvone!O<>&l •••mita Mr oólo UIUI oimpUf!ud&>, qoe •• u~iliuri. de 
ohoro en ad<lanle '" el p«><nle Cutso, pata fadtitar In oxprnlone< 
relaliv": poro en rlcor, Lo ¿.,l;rnoción correcta ¡>&rl l.u tnz.u 4e un 
piAn<> d"do ecalqulaa ( •), dobo ><f: 

- Trau horizontal o primera¡,..,_., (•1). 

Su proyectldn horimnlal: (•,'). 
S<J proyeoclón ,·er!lcaL (• 1 ~).' 

- TruJo ><rli<lll o S<~unda traz.a: (•1), 
Su pro)ecddn horimr.UI: (•r'). 
Su pro)'o<C1Ón v.rllc>l: (•,"). 

- Tnu autlllor o \<r<<rl\ \rii.Z.I!: (••1· 
Su proy«clón horitonlal: (•,')." 
Su p:oyeodón , . .,!iool: ¡.,•¡. 

Sol•mo"t' que, ,,~¡,o dlch• nom;nclalura: 
- L" p:oyocc'<ullos: l•t"l·y (r¡') siempre apareeen. •n 1~ mon• 

tu c~nlundidao sabr< la lin<O de ti<rrl; y la• proyecetaneJ: (..,') y 
¡..,•¡ también re.ul!an coincid•r.lts •obre una perpondic~lar • LT 
~ue ~"' ~or.<ralmonlo par uno do los llmllo• (ii~UI.,do o dorctho) 
do la monlea (l'ir,. 111.2.10), por lo cual dichas proyo<ciano• no puo· 
don ><r disllr.g"id" <>p<cifi<~menle en loo prablem., relativos. ,-_ 

Por lo hnto, reoulla do utilidad por •lm~lific•ciOn. deslcnar con· 
vencionohnor>le codo trou por su proy..:c.ón colnoi~ente, coma y• 

" ap"nló: 
-Trua hori«Jn\Lia (•,'), en V<1 de proyocd~n horizontal de!& 

"'"" horil:on~; 
Tr...,.. vertlool (•1"). en lugor d< proY<<<ión vertiW do!& 
traza >"<rii<LI, y 

- Truo au•ilior o \<r<<ra tnu (•o • ) , y no proy.ed&r. auUiar 
G tore<ra ~<oy«d6n de la lru.a au•!11ar o ttroero.troza. 

• 
1 
1 

' 
·' 

' 

" 

()¡) : 

' }·-------------
/,/ V 



Proetdl .. !..,t.> (Fig-. !11.2.2). 
Prlm<ro •e obtiene~ las traus horl•ontalu H,' y H,' ¿e la redl 

r:tlolqulera (hll) y do la frontal quo pa .. por e·. ···~·ellvomonte; •• 

' ' ' ' ' ' : .~ ...... 

fi~- llL!f. 

unen ambo• modlonte uno recta. h"t' 1• linea do tierra. con lo eual ya 
•• tiene lo trua horizonlol (61') ¿,1 plano. Dnpu!> •• une el punto 
eomún ~· (ll'

1
) y (LT) eon la !ron ~ortioal v,~ de (AB). para obl<· 

ner 1• trau vertical (61") del plano lorma~o por 1~ roela (AB) y lo 

lrontol que posa por C, . 

Probloma No. 2.--Qbten<' lo proyecdón horl<ontal de ca<io uno 
de tos ¡nmtooo A\78, y,. 1.8). U{IOA. !.7, 4.9) y C{IU. y,, 
LS), "bi•ndo que la trou horizonlol ¡~1 ') del plano que los contiene. 
pou ~or 0(25. o. o¡ y P(l2 2. ~-ª· O). 

Pre<<~imionlo; (fi~. 111.23). 
lo~So trotan las reel•• (A"fl") y (!l"C") h.,ta (LT) y, on 

su• punto• do lnl<"ecdón eon ella. H," y H1", los roleronoios hosta 

.. _. -···--··--··-·--· ... - -........ 

• 
!t. P!.A!-10 EH !1. !SMClO .. 
tu trou• hcrlzontalos t<lt..,.pOII~I<I!!to , 
en la troza horizontal (O'!>') _ (•,') • H, l' Ho'. '!Ut dobfn atar 
••cmentoo (AD) y (BC). del plano quo ~n11ene ¡01 

Flr. tii.U. 

2o.-Se proloncan too secmenlos (H, B') ", · 
lor lu nlerenotn que vltnen de A• '• Y ( • B1 hnta COl• 
proy<etlones homóloga•· A' B' F: C ' donde ~tbtn ~uod1r IUI 
la tr.zo V'fHoal dtl "la~o y · ( dlmtnle " putd< dtlormlnar 
d • .~orono•ehi<oolp 1 
'nlt probltmo no pirle lol tosa). ' O<QUt < tnunolodo 

b) Obsen-a<lono9 y <j<rhPI<>' 0 < 
tone<plo r<lalii'O 

0 1
., inl _- <!pu S d< haber onoliudo el 

""'"""" dt un nlono d • ' a~n loo plano> del oist<mo d ' - • 
0
"

0 
ouo QUiero 

1 
,., • "or.nora Y oomo " bo t 1 1 

' '" "t'"'"trfa Dt>oripllu d<linir un • ' •n ° r<euen· 
d< pr<>tnlar 1.1 oolueion do al , plono por'"' lruu, onl« 
• plnllo> ou.lle•quiera " 

0 
~uno• t¡ornploo do ~roblen,., r<lortnlos 

• onl-<'nl''lllt onotar ohoro ''' ' ' '~u "''" 



" !l.bU:!'<TOS <IZC.'\tTJtiC:OS 

Obo<rvae!on"'' 

IL).-Dul¡!lll<l6n.-So p~ede lden\l!toar un pl>ño <~J eon ••• · 
tuno: (•1') y ¡.,•¡, hadendo '" dosl¡¡nod<ln eomo: ~el plano (•)" o 
~,¡ plono (•1', • 1")''. 

2o.).-:-1otadón.-<:o.,o t .. trua. de ,. p]=<> 50ft reoto. toll• 
ten!ohs uc..> en ca.c!3 uno de ¡., plan,. Co prnyooddn, con u~ punto 
de eor.cumoda en la lnl<r<O<elón de •mbo• (en LT), 1~• dos trous 
oe pueden ¿,¡¡.,¡, por '" punto comUn (vécU«) y por otra punto 

. de ca¿a ~no, y ooloncts o e puede uiillur poro lo dui~noción de 
un plono cualqu«ra lo notodón·con\'tndon>l ~ue prestn\o ordeno· 
darn<·.11e loo dato• '"'" citodoo, en lo !arma sl~uiento: 

(punto Lrn.a horltontal), "'rliot, (punto tun vertical) 
que en ricor eorre,~onde a un orde"omltnlo de •·olor., como si~e. 

(<, y,. 0), (x, O, O), (<1, O, 11); 

p<ro que, al >tr uoado •hrovladamente, $< tran>lorma en: 

r.,. y,¡ '· (•,, .,¡ 
dDndo siempre se drbo <cn•ldoror quo; 

(>,. y 1) •on b. dlst.o.neb. y ol alejomlonto do ~n punto de la trua 
hotl>onlal, de eo\.\ l~ool • <ero. 

• (•·-
"L\ dl•tanola Uol vórlico, do alejomlon!o,Y tot.o. nulo•. y 

h) repr<>ec.tan b óL>~n<io y b. eol.:l. _d< un punto cle b. lt:L!3. 
vertieal, CU)O alej•mionto ~· igual 1 cero. 

D«de luo¡;o que cada trou de un plano también pue~< darse 
proporcioO>ndo datos Ó< su vbtie< y su pon~i<nto; o dlrtc!omo~te 
modi•nte '" «u~cioln tel<rid> '1 plano en que" loca!IÚ. 

En el atro¡;lo anleriorn~<·nle titad~. ¡;enotalmcnlo " con>ldera 
,, - x1 El punto eomim Ce ambas \rou• do un plano y la linu do .• · 
lierTa {vórtleo) '' r<pr<,.nla <omúnmrn\e con la notación: • .,. 6,, • 
P,. . .. 

3a.).-rortenen<!o.-Es claro que la condición de portentnda de 
una r..:la a un plano consiste on qut porl<nezcan al plano dos pun!os 
~' 1• rocta, con lo<">l todo, lo• dom;,¡,unlo• de ella lambiin .,¡.,;n 
conlonido• en el plano Ya '' •no!ó <n párralo• ac.l<rio'es 400 lo• 
puntos conocido> <OITID ¡., 1<11..,__, de un• ro<ta ~ue p<rt<n«< a un 
pl>no e>!ln conlonldoo <n .,, plono, y predumenl< <n ouo trua> 
con lo• plano• d• p>oy«<lón !<Sp«livos 

4•)--!l~ri<ontol.., y fronta\o;.-.:omo todo recta ho!ltonlol e<t.l 
conltn1<la en un plano (pro)'ttl>nlo) porolelo al horimnhl do 1<· 

___ .. -.. --· 

• 
!1. rt»<< 1!>1 !1. ESPACIO " 
lortndt. la ~rvr.aJ6n horUoatal ~. IO<!a .-..lA horlwfttal qu ,u
l<n«• a un pW.o dado, debo ""' oiO"'l'I'O po.nltla a la trua horlw,.. 
tal do! p::U,o. A•lmismo, dodo que toda recta lronlal ull en un plono 
(proyectaote) parololo o! vertleot do proye<dón, la Pn>r<Cdón ve,-.. 
ti<'l-1 do tOO. r«l.a lr-onl.al P<rl<nodento a un pW.o dado, nt<.....-t&• 
lll<nl• " !>"nl<b. a la ¡,.,__,_.. Vttll<nl del mismo p\Bno. 

Por lo Jnl«ioi >< deduce que '"ulla do mucho utilidad tn lo 
••lución de un p:cblomo, lrner conoc•mionlo do ¡., pro)·owonu do 
alguno recta horitonlol o lronl>l, yo quo <ntone., •• li<m d•lor· 
minod• [a dl!t<Oión d• algun1 d< la• truo. d•l plano <n utudlo; o. 
tn ol ca•o d< lonor conocid" lu !utn, " pu•d•n con•ldeur tu 
p!OI'tcciones do r<elu dol plano dodo, como !u que " oooban de 
mtnolonar, para oblonor pro)'oo<ion" do punto• diler<nl" do! plono, 
como pu<d< obU"'"" •• «cuida. 

PNbl•m~ No t.-Comrl<t" t .. do> pro)<Oclon" do! cuadriiJ· 
tero' A(7.9, y1, -1.3, !\(12 ~. y,. -04), C(IJ.S, y,,- 1.2) ~ U(ll.2, 
~0.9, <),que utá tn ti plano: (9.0, -H) 16.0 (90, -461. 

!J>'\ 

"' " 
Á" 

f•( tlt>t 



" 
So!~d6n: (Flr. !ll.U). 

!o.-So prolonga (B~c·¡ ha•ta la trau ¡.,~¡ y (LT), paro ob· 
lonu loo puntos (1'. r•¡ y (2', 2") ~"' dotl~•n la pro~e<olón hor!· 
zonlol (!' 2') do~~· ~ued•n locall:a~n ¡., proyocdonos B' y C' 
modianto '"' rolerenei., respocli••• ~. a• y e•. 

2o.-Por D'" traza (1') poralelo o LT, cuya proyección vorll
col lf") debe sor paralelo a la troza '>rlioat (•,"). y no< proporciona 
D" donde " corta eon la rdoton<la quo vlon• do D'. 

-Jo-Por A" se dibujo lo paralelo o (•1"), que vlone a"' la 
pro¡«eión ~t!llul do una rtcll frontal dol pl•no, lol quo su pro
yoocién J¡otlmnlol, por''' porolela • LT, d•!ormina A' on la r<lo
r<nda lro"d' a partir do A". 

Problrnu No, 2.-P<tormlnor las Irnos d•l plono (!!) lorm•do 
por_lo red o quo P'" por D(7.3, -1.3, 7.3) y E(D, -4.7, l.fj) y 
por la lronlal qcc « concur,.ntc con lo onlorU,r m E y conllcnc al 
punto F(12 8, y, -2.51 complctando lu ~os proyccclonu dcl triAn· 
~u[o_ 

Solución: (F•~- 1!!.2 5). 
lo.-.1\cdlontc lo tor"'' proycccldn oe obticncn lu trun dc lo 

re<ta dc perfil (DE), con>ldcrando ~uc,. cneucnlra cn lo s.~nda 
re¡:ión dtl csptdo. 

, 
;•. 

" , . 
' 

fl •. lit H 

-------- .. ---------- .... ·-···-···-··-- .. -· 

' . ·. 

!J,. PtA!tO ... !J,. t:SPACIO .. 
2o.-fn· ,.¡ruido •• lrou la P"'Yftolón vrrtlcol ·IE"F") do lo 

lronhl, cuyo proyección horltonhl (E'F') ., panlcla o !.T. 
3o.-Sc dibujon las doo proyccclon .. (D'E'F') y (D"E"f"") d.Z 

ldin¡¡ulo (DEF), quc •• oncuontro on cl ptono (O). 

1-DIFERENTES POSICIONES DE UN PLANO. 

a) Nomencbtura.-Ahora que ya " cono"" algunu toroclc· 
rl>tlc., y proplod•dcs dc In lr&u> dc un plono dodo cuolquloro, 
ruullui fácil comprcnd<r quc lo pooidón relotivo de un pltno ttl• 
poeta o los d<l >istemo de rtl<renolo, lonoumcnlo llcnc que nlot 
comprtndid;, ya '" cn cl •••o ~cncral, o on ol~uno de lo• ttooo 
porlicul"'' que tn ><~uido do oqu<l" monclonon, como >l~uo: 

- Pl:u1o cunlqui<ra.-Rrprr,.,r, ti '"'o ~""''l.-y co!lupon· 
d• o toóo plano quo >< lnl"'ocla oblicuomonlc con lo• do pro~«· 
ccldn. Su• truu lo11non Jn~uloo oblicuoo con LT. 

- Pl:u1o v<rút>l.-Es P<!ptndiculor ol pltno (H) y io corto 
oblicuamonlc con cl -!V), por cuyo rndn Ju trou vcrllcol rooullo 
p<!ptndkul•l • LT, mi<nlro. '1"' cn su¡,.,. Oorlronlol, obllouo ,.,. 
p<do o LT. quodon colnciJenl., lu p¡oy<<donu horhontolu dt lo· 
du ¡,. 1<otu que conll<n<. 

- Plano dt euto.-Eo lodo IQU<I plfnO ~ut, olcndo pe!pendlcu· 
lar 1 (V) <>oblicuo I<•Pctlo 1 !)l), po1 cuyo como'" liOzo vcrll• 
eol, oblicua ro<p«lo a LT, <onllcnc la< proyoc<lonu vor!leolu do 
todo. sus r<<t ... y'" trau ho1lrantol u normol a LT. 

- !'Uno do l><lf!I.-Eo toJo plono quo corto p<rpcndltulormon• 
1< o lo• doo dc PIO)'<Ctión (ll y V) oimullln<lmcnl<, por lo cjuc putdo 
con•i~crarsc <O:'no <oso parll<ular dc los doo tnt.,oru. Su o truu 
•on ombos normolos a LT, eonlundiindo" tn uno &oTo, y lu proy«· 
<dones Jo todas 1., r.ctoo qu, putdt conltn<l el 'pleno .. un >lluo· 
dao on dich" \roa>. 

- Pl:u1o lronlD.L-Eo porol<lo ot Y<!llcol, y " col11 normol• 
mcnlc con <1 horizonlill ~. pro~ccdcln; por "" no llcn< tuu vcr· 
tlcol, y su tro:> hori•ontal es porlltlo o LT: >obre "11 último lrou' 
<oin<iden 1;, proyoccioo<> horizontal<> dc lod" su> rcct.,_ 

- PL'no horl<ontal.-Sc ;,¡,,.<do p<rponditularmonlo <on ol 
(V), y<> poroltlo al (ll); '" lrno verlioal <> paralelo o LT y con·· 
llone la< proyc<clonco ,-.,ticol<o do todos loo punloo de todn In roe· 
lu dcl plano, cuy•• prorcocionn horl•onlrlu ;on dilertnlu; ult 
pililo no :icnt I!OU holl!ontol. 



- PlaM P*"ldo a LT,-Co!'!a e~I!am::ente a los dos plon1>1 de 
pror=lón (H y V), ~ero es sle,;re parale:o • 1• lntet~eodón te 

· 1:r.l1os (LT): por lo C'"al 1\:o do<:,. .. , resull1n p~rolelas • LT, y 
no tler.en nlnfUn p~nto ccmiin ooOre ella_ 

· _ r1.1no que pu:>- por LT.-Res~lla ,., un'"" p~rllcul~r delan.' 
lerlor, porque eorta oblicuamente • le< ~o> planos ée prO)'<telórl, 
•ólo que loo lnler.ecta slmul!ineo:TI<c.t• a o:r.bos por LT, lo cual lor• · 
ma porte del plono dlcC.o. Para q"e un plano de.,¡, tipo querl• eom. 
plolomen:e dolormlnaOo, es ntceoario conocer, odem.!s, ut.o de ous 
puntos luora do L T. 

Piellmonlo P"•de observar", de las ontorlo"s o.elleaolonu, que 
un plono de loo tipo;, vertical, cle cantO, ·o, P"lillronlol u horlzon. 
lo[, no os rn;ls qeo el l'hM proy<OI.:>nlo de toda> 1» redas que con. 
tiene. oollre el plono de proyección al cual e5 p<rpen<llculor el plono 
'""'ldor•do. 

A n14nert de resumen, •• pre>enlan 1., monteu y lo "p[lcoelón 
nloll>a, de los pionas que o eonlonuaclón >< men<lonon ~ellnldos 

por sus lru~. oon1o •lgoe: 

Plono (l:.): (7.0, -4.5) 2! (7-0, -3.5) \ 
¡.¡, (130, 30) 17.0 (\;.Q, 5.0) J 

.. (•): (120,·~.0) !20 (5.0, 3.5) 
(11): (1&-~. 3.5) 163 (!5.3, 4.0) 

~ (P): (6.0, -2SJ oo (80, .oo) 
~ (Q): {110, oo)., (H.O, 40) 

(R): ¡~_o, -Js¡ ,. (90, -1.8) 
(S): jl'(l6.5, ZS, 52) y (LT)] 

Flg. 11!.3.1. 

Fl¡-. 11!-3.2. 

T~AZAS DE LOS 0\f~~E/iT~S TIPOS OE PU.NOS. 

' • .t!,. 

1'1~- lt\.3.\_ 
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TI\AZAS O~ LOS O!fE~ENTES !!POS D~ PLANOS. 
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Nom '"''"'"'" TtiUO V"l"oi o•- ¡;.,,. • .,., 

,. ' c •• :,,,,._ 0~'""'' • tT, 01!:<',. • " ' '' v.~'"'· ' P";"~- • U. 0111<"' • " ,., D< C.olo. Obl!<"' • "· P"r•nd • LT. ,., •• p.,¡,¡, p.,,.,,;_ o L T. P«).od. • " '" Fton~ot So "'·"- p.,,,,, 'LT. 

'" Homo"'''· p.,.·,,, o L T. ,, 
'""'· '" ~''"'''' • "· p,,.,,,, • "· p..,,,, • "· "' 

p,,. ,., "· " " " " 
b) P.<cln> ~"' <onll<ne.-ConolO<rondo 1 .. ~il<rente• poololo

nn que una'"'" puode presentor "'P<olo al sls:om• de r<leronolo. 
1 oono>oi<ndo hrnblOn la dispomión do un plano üdo, r<lorido ol 
ml•mo slsl<mo. medlon\e simpl< absuvaoión •• puedo concluir ~uo 
r.o todos l01 dileronlos lipos de pl•noo diaCoo on ol lnol'" an\orlor 
•on «P'"' do oon\onor r«l., dis;u .. :oo on toda• In posidon" 
portioul•roo oonocldt! lnl oi1u.'era <n l¡;"al.,), oino que " P"""' 
ton 1•• dlforenoi., Q"O se monoion•n on el ouodro si~ulonle: 

Plo.o "" " R"'" '" ''"'""-
c •• ,, .. ,,., Cool;"'"" '"'"'•( '"'""''' o ,, P"hl. 

V"'"''· c .. ,,.,., •. ~.,.,,,,,, , . .,,~,-
•• Cooto. CU>Iqo;.,,, '""''' ' " '""''-D< P•d•l- y.,, ... ,.,, ''"'' ' ,, ''""· fronLol F•onlol. '""" ~'"""''' ' "''"'' !lontonlol. u .......... l"'nlo-f.on!onlol , .. ,. •... p.,.,,,. • u. C01Lqui.,, L " nto -Oo"" n t , 1 o .. p<rl;l . 
p.,."" " Coo~'""· lronLo ~""'"' •1 , " t•d•l 

Donde puede oboervoro•. er.tre otras ooon. q•Je: 
- Sólo un phno euolqul<ra puod• contener roOIIS fronllleo y 

hori<Cnlal., ,;,.,~\t.lnear..enl<. 
- Sólomento doo tipoo de planco: Puo.l<lo a. I.T y qoe pa$. 

por J,T, ooniienen los rnismoo tipos de recL.,. lo cual r.o '' o.tro!io 
ol se recu•rda ~~e ya >< mencionó quo el úl:imo no ., mis que un 
eoso p01ticular del onlerior. 

- Ele. 

'-'---- ·- ............. _ ... --·----- ·- ...... . 

• 

. 

.. 
NoTA! Aun~ue •~ el Inciso b), corr01po:nd!ente o 11 P'rln• 4S. 

•• lndicóla'notadóa. gemrol P"" lo del<fmln•cl6n de un plano mc
dlanlr sus lrouo: 

(po..~to trua horizontal), .-lrU<e, (punto t<UIO nrUcal), 

" lmporlant< ·ahora hao<r notar ~uo dicho sl>l<rna no oc ompln· 
tomúnmente rnb que par1 la ropr.,ontoddn dr planos de tipo .-u&!· 
quien> y p;U&lolo 1 LT, pu.,lo que " &<OOiumbro ddlnlr loo "otros 
oa•o• parlioularu (vedioal.,, d• oont.o. frontal.,, horltOntalu, <le.) 
mendor.ando <nlro ous d&los •~l:'lnl de '"' (oroci<<lsllooo up<dalu. 

4.-RECTAS DE ~\AXI~VI PENDIENTE.-PROnLEMAS. 

FLr. nt.•-'-

a) Jtectas dr mblnu- po~dlonlo..-l.o pondlenl< de ~no rodo 
•~•l~ulora ¡e,), con'.onl¿a en un plaoo 16), rupeoto o "" plano 
fije dr teferonela. se ~e!ine como el valor d• 1• !on~<nlr trl~onom•· 
ldoo dol .ing>Jio l'•l lorm•do por la <ec!o y su proy<C<I~n {r,'), 



I 
1 

i 
1 

roi ejemplo, ~b~ el pto~o: aol, rn;>edo al plano horlrontal de pro
y«:el~n: . 

w_ 
P'H.' 

Eo lid! ob«..var q~e el ,..Tor mhlmo que puede adquirir lo 
pen~ienie ée uno recta (r). del p!10o (6.). rnpeoto al ple•o brl· 
•;nt.l ~e proy«:dón (H). ocurre sol1mon:e cuando (r) ., P<l"l'<O• 
dlc"uhr ~ b 1~ (6,') del plano (6), con el plano ü r.re.,nclo 
con"dorodo: oolonc"· •• dic. q•.e b "<!.a (r) ts uru r.ota do mW·. 
m.a ptndltnle d.J pbM (6). ro>poclo ol harlranl•l de proy«:dón. 

' ' 
,, 

r~:; ' ' 
' ;: 
' 

o: RO<!• ~· "'"'"'' lodlood6o ol olono m!l .. l). 
1 r ¡, ~"''" loonlol" d<l plono e¡. 

t: R«lo <• Mhlmo P'""''"'' ¡ .. oJ>«Io 

ol '''"" ""'"""''"· h r h; ~"''" OO<Ioonlol" d<l phno P. 

1¡ . . . 
1 .. ---- -----·. ---- -- -----···· ------------- ....... - ······ 

• 

• 
.. 

L•• i«:t.as M mhtma pe~dlento ~. ~~~ plano dado eual~~\ero, 
res~eo:o al vor!iool do reler.,clo. onilo~omenlo oon perpondleulorn 
a la tr.iu vertiool dol pleno dado, y <n varios oc:nlonu oe In dul¡-· 
no como ro<:e... de !r'Wm& inclln.od6n. 

A <uen•o de tro\" postoriormonle el probloma ton ,i,h detallo, 
por •~ pronto puedo onolH>" q~t: '"lo porpondlcularldad que nhle 
entre lodo ttcl~ ú mhirr.a pond!onlo de un plono eua\qulrro. y lo 
tro:o de dicOo ;l:mo on ol ~e re/oronda consldortdo. ;olom.nlo st 
monll!uta. en lo montu. can lo ptorección do lo recio m ti mhmo 
plano de relerenda". y no en ol oliO plano do proyección. Eo tvl· 
dente c;uo lol perptndlculoriOad l•nob!On .,¡,te. y" manlll<>la t¡:ual· 
ll".er.IO. onlre ¡,. r«ln do mhlmt pendlenle rup"lo al plano ho· 
ritonlol (o ~orlleol) do rotocondo. y lu roctao holltanlolu (o (ron• 
l•loo) del plano dado. por oor hlu ¡,111m., p11olelu • lo lruo <O• 
rr<5pondionto. (Fig!. IIU.Z). 

Lu rodos de ml•imo p<ndionle do un plono dodo tuolquloro 
eon al¡;uno do los del ,;stemo de "lerond•." lndlcon m.roondo ou 
proyecdón on ti plano" r<>pto!lvo con poquo~n Oables royn tuno• 
, . .,,.¡.,, coma apart<rn en \u monleu de lu ll¡uu• tnlu men• 
don•du. • 

Para los lipoo par!ltulor<< ~' planoo que ya >on conoddoo. IUS 
rec\" ~. m.himo penOion•,, P"""lon cara<:\erl•!l<u que liollmenle 
puoden '" analludu. otendltndo' tu propltdodu dol cno porli<U• 
lar on u\udio. 

b) Ejelt'plos.-De torlu tu ••plloadonu <onlontdu on o! In· 
olso onlerlor, pueden doductroe 1" oplloadonn.del conodmltnlo d• 
101 rotlos ~. mhimo pendionte Cn lo •oiuclón do problom•o."luon• 
los o plano•. ton'.O se muoslro on se¡;ui~o. 

Prob!eO>a No. l.-Dado el u~monlo R(6.0. -1.2. 58), S(9.S, 
3.2, 1.5), perlinodon\e , """ ro<IO do mhlmo pondlento dol plono 
(~), '"P<<Io al llorl•onlol d< <d<!<"<lo. oblenor In¡,.,., do dlch~ 
plano.~ tcour ror 1'(•.6. y. 2.3) una hod•ontol. ~por Q(l2.6. 1.7, 
r) una honlol del mi•mo. · 

l'r<><:«lirnlonlo: (Fic. 11!.4.3). 

lo--So oblionon ¡,._lraz.,: !l', H~ y V', v•, do 1• ro<ll do mhl• 
ma pendionle !osp«lo ol plono (ll). 



• 

~o.-Pcr H' se l!~~J• 11 truo bcrl•onl•l {•,') del pl•~c. p<r· 
pe~~kclu 1 (R'S'), huta .. .,. •~ lT, por do~~• tambl!n •• cli~Ú)a 
{•>). ~nl.,do "' út~irr.o punto con v•. 

3o.-Por P" •• trozo lo proyeoclón", . .,llc•l. paralolamenlo • LT," 
de 1• "da horizon\ol pedidO. h.,!, lo trou del plono, do donde oe. 

. ,, 
'"'~' ""' . '" e' ' - . 
; ¡.: ~ 
' 1 ' '\ • O' ' ' . ' ,... ' ' 

-lleva uno reier<nd• a LT, por• d\bujo."ohr lo pro~ehln horl•~tot: 
hnta P'. por alela a la lro•• (.,'),o"' normol 1 (R'S'). 

~o.-Do mar." a "mejonle, pero invirtiendo el pro<'di:nlenlo In• 
dlcaOo ,_,-,¡ p.,o •n!er!or, •• cle:.,min.n ¡,, prorttclon" homólo~as 
de la r«:la Jro.,lal o!d p\ono quo cor.tlene al punto Q, eo:r.o l<idlr.~e~· 
le puecle obo.,var>e en lo ll¡:uro. 

T'roiMma No. Z.-Dodo> lo• puntos: M(66, 2.1, -~.4 y N(SS, 
-2 5, -1.8), de ur.a "oto Oe <r.áxtmo lnolinactón l"spoo~o ol ver· 
llool de r<ltronda) de un plano 1?), ¿,terminar sus dos \ra,•s (f' 1') 

Y (f',"), y <omple:or ¡., do• P'oy..:clon" del triángulo (,\\.'-;0) ~ue 
.,¡.;en el mi•mo pbno, siondo: 0(12.5, y, -3.0). 

Pr<><O~imlenlo: (Ft¡:. !11.4A). 
1 o -Se obll<nen ¡., tu u o: H', H" y V', V" de lo roela de mhl· 

mo intlino<lón. · 

·---~~-

, ... 
• 

... 

k-Por V" se dibujo, normol o (M"N"),Iatrua verilea) (Po"), 
Por N" se di~uja, paralela o lo ¡,.,. antorlor, 1• proyotd<ln vorlltol 
do una /ronlal do (P), hasta \Tt¡:>r o I..T on H1", de donde so llevo 
uno rclcroncio que so tnlo"''i' en H,' con lo proyectlón hor\con\&1 
de la 01i•m• /rontol, \rauda paralelamente o LT por N'. 

Fl¡. 111.1 O. 

:--
' ' ' ' 

-- . 
3o.-Unlendo H' y H,' qoedo dcltnldo lotrou horl•onlol (Po')· 

Por o•, paralela o LT so dibujo lo proyeodón verllcol de lo roela 
hor\,onto: de (P), bulo VL, de donde>< llevo lo r•l.rendo o LT, 
localizando V1', paro ddcrmin>r la proye<dó~ homólo~a !ailanto dt 
la h~fi,ontal. que d<bi<ndo ><' poral<ll o la lrau lPo'), permllo 
-~elorminor O', eomo se indica tn lo li~urt. 

S.-EJERCICIOS -(Serlo 11!). 

1.-0bteoer ¡., lrou• del plono (•) lormtdo por <1 .. ¡:monto 
(CD), porolelo o! "~undo bi>etlor, qut st corto con (AU), >ltndo: 
M.6, 1.7, 7.5), U(ll.6, 50. 2.0), C(5.6, y,, 24) y 0(132, y1, 

6.8). 
2.-Dlbujar las lru" )l>,') y (l>ll del plano (l>) formado 

por lo hool!onlol qut P'" por L y n concurrente con 1• r<cl• qut 
conliem a M y;-;, •lende: L(I4S. -20, 3.0), M(U, 5.2, \.l) y 
;-ó{tl.2. J?. 50j. 
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3.-l~~lcat la ~blbllll•d ·~e cada ar.o ~. l:s ><~:::~r.lO$ (AD). 
(IIC) y (CA). y las Ira'"' del plano q~• lo• coo~1ono. con>i~ero.~do 
~u_, A(4.0. ~..S. -2.S). E(\2.0. -5.0, 11.0) y C(lS.O. IO.S. -4.S). 

4.-Do~orr.:inor la proy.oclón ho:i:on\al K'. con la con<!ldón d< 
que ol punb E: >e er.c"•r.tr< en <1 r.:i•r..o plaoo (rl). p~ralela • LT. 
<n qot" incu<nlron L y~!. Obloner"lu trua< (rl1') y (n,·¡ y loo 
punlo> 1 y 2 en quo la• redao (KL) y (K.\!) st lnl<r><ctan oon el 
primot bi"-<lor. Dato.: K(B2. y. 2.2), LISO. I.S. 4.3) y M(ii.9. 
6.2. 1.4). 

5.-Sin o~lener lu ¡,.,,,do! pl•no (Q). dot«mlnu 1•• proy«:· 
clan., il'). (1") y (h'). (h"). de u~a l•on\al (!) q"e pau por C. 
y de un,, horitonlol (h) q.IO contlo".e ol p~>r.lo A. ulando "''"" 
r<d" on ol plano (Q). deilnido FO' loo ";;rr.enloo para:ek> (AD) 
y (CDJ, oi<ndo·hlo Ulllmo dtl pdmer blo«tor. A( •. O. O. 3A). 
D(!O.O. y,. 7.0), C(6A, y,. 2.7) y 0(12.0. y,. 1). 

6 -Tr.r.r un• 10d• (t). do <:1him1 lr.dlr.aclón. por e\ ~unto 
0(9.0. y. 03). quo ,.¡;en .t mi•mo plono que :os punios .\(50. 
2.0, 3.5), D(l2.0. 6.4. 0.8) y C(IS.O. 1.1. 5.3). D•buJ•r hmbt!n 
la. doo pro¡·ection., d< cna r~l& Jronl&l que P"'' por A. y de una 
ho!izonlol q~e con.lon¡:• a D. 

7.-Com¡>le\ar la• proyooclon" de los P'Jnlos: P(\3.0, y, -3.4). 
Q{ISO. -2.0. >•) y !l(ll.O. -3.7. •:), que eslln en el pl'-r.O (n): 
(133. -8,0) 25 (133. -7.0). lrazonda uno hoci%onlal por r. """ 

. l•or.l>l poc Q y ""' roe'·• rle mhl.-::• peee.ont• po: •1 F""',o n. 
8.-Consideromlo que M(l12. y.·-75). N(I4.Z. -4.5. %,) y 

O (6.5, - 4 5. z:). eompid" loo do> proyO<don" del lrlór.¡;·J lo (.1\NO), 
GU< <e enoueolro on ol plano (P): (10.0. -6.0) " (100. -9.0). 

9.-oa¿o el st~menlo (HS): (a.a. -5.0, -2.3). (1!.5. -1.7. 
-S 5). ¿,una reol• Qe mhlmo p•di<·nte d<l ~tar.o (•1. ~'~"mtnor 
'"' ~ 0, '''""' (•.'1 ¡· (•>u). "' corro le• pro)·oodoo<:s ho:nólo~" 
del pun:o ()(15.0, y. z) quo .,¡¡sobre la !ror.:al del plano quo P"" 
por !l. 

10.-Dibu]" lu dOS tr&uo deuda uno~' lo> trn pionas: (Ó.). 
:(~) .Y (n), dodoo por uno de'"' r.otoo de miximo pondienlo o de 
miXlma lnclln•clón. cuyo• "~meo\os paun pcr loo puntos quo en 
st~uldo " r::cnclonan: 

A(3.3. 5.2, -03. D(33. 0.8, 3_!), 
Cpi.O. 1.6. 5.1). D(ti.O, 4.6. U), 

E(\3.5. 3.0. 4.5). F(17.7, 3.0. 1.2). 

de r.ohlm& lndioodón. 
de mhlma lnc!ir.aoión 
o de mhlma pendicnk 
de mixior.a pendiente. 

PROBLEMAS FUNDAMENTALES 

IV.-ISTERSECC!O!'<ES DE PLANOS T DB 
!lECTAS CO!'< PLA...'{QS. 

"1.-INTERSECC!ON ENTRE DOS PLANOS.-EJE.MPLOS." 

L.& !ttte.-.e«i6n entro dOO> pb.n"" cuo! .. qui<ra {6 J ~) n«<tl• 
fl•mente ., t. r<el.a (1), cuyoo punt"" tod"" perlen«<n &lmuH!n ... 
mente a 108 d"" pl."UIO.. consid"o~o<. La d<l01mln•dón de dioh& r<<lo 
-~e inlo,.Kdón puede lo~'"" cblcn10nrlo Ju proyeoclonn de dos do 
'"' ~un:o•. por olg>in prccodiml<nlo como lo• que ,. mu<>lran <n 
loo sigui<nl" 

f<f. IV l.l. 

!).-Cuando !<In oonodd&.• las¡..._.... do IDII plan..., o pu«lm d .. 
llnlrsc !icllm<nte. ou lnlersecclón .,li del01mlnod& por lo rKII qu< 

• 



' 
~r.• !<tS pu~IO'S eo"'""'" H, y V, ~t su• trou• , .. pee\lvas, punto• 
'"" vlonon si'"-~~ 1•• !T!ns '"".,pcnd~tnleo ~~ su r..:la do lr.ler· 
sr«l6n ., los ;::oe.o• ~. rdoroc.da. 

Probio= ~o. 1.-0blcn., 1> \nl<ro<«i<ln or.l:e ol plano (•): 
(7.4, 2.6) 3.1 (7A, 5.4) y el ¡:lono (ó), cuya recia 4o mbima 
pendlonlo p••• par: I\(12.B, 1.2, 2.5) y S(\5.6, H, -3.4). 

Pr<><:o<llmlmto; (Fi¡¡". 1\'.1 2). 
lo.-Se o~!i,c.on lu lnus (H'. H• y V', yw¡ ~• lo roela do 

mhlma pcnd:er.!o. ?or ll' se <i1~ojo perpondio"Jarmenlo 1 (R'S') 
la trau ~oritonlol (1'>(), ba.ta LT,., e.,, d«d< dando •• ll<va la 
otra truo (C1N), q"' dobo paoar por V". 

• 

Flr. ¡v,u_ 

:o:-Por lo• punte~ eomun.s Ho' y v,• do ¡,;, lruas do loo plo- . 
·no• con•tdero<loo, •• llovon rderenci., hoot. LT, para locatlt"T H,•·, 
V,', res,odhomon\o, con lo cu•l q·Jodan clo~m\nod" 1"' dM pro• 
Y"'<lon<>: (1!! V,' y u,• V,") ~·la intorooedón buocodo. 

r,...bl<"""" :-io. Z.-Obt•~•r In proyecclo~u ~.orr.éloeu ~. la rec· 
11 ~t lnl"'"dón miro., plano {•): (14.~. 4.0) ., (14.5. 5.7) Y 
ol plooo ¡n).<"JY> r.eto do mhlrna ¡enditn\t pasa por: bl(4.1. -35, 
-5~) y N[85. -3.5. -1~). 

• 
l'ro<t-dlnUO!Ito: {FI¡:. IV.I.3). 

· lo.-Se ob\len< lo lnu H' do lo rtdl ~. mhtma pendltnle 
()¡:,'),por doo¿e >< dobuJ•. pe:pendkularmonle 1 (M'N'), lt lrtu 

hori>oe.ltl de (t:) quo. por ser pooptn~ltulor lamh!!~ o LT, corf .. • 
pon~t 1 un pi..t.,o ~.canto, cuya otra Ir u• (n,·¡ •• colncldtnlo con 
(WN"). 

~o.- Por los puntoo comun" H,' y V( do tu lruu eorrupon· 
d;enlu prolon~'d"·" ll"·an r.r.,onclu hoolo LT. donde,. cncuen· 
tron suo rtsp«li•·•• proy«<ioms bomólotn ltO y V,', con lo cu•l 
Y• pueden dibuja"' lu doo ptoye<don<>. horl>onlol y >erU<ol !H{V,' 
Y. u,- \'0). de la r«:lo de lnlcrsocddn >ollcolodo. 

' ' '· ' 
' ' 

(€') 

--f""":i/' .. ' ' . 1[ ' 
' ' ' ' 

nr. IV.I..!. 

-

/ 

~.-Cando ¡.., d"" pbn., no .. tA.n delormlna~ ... POr no triu:... 
en el lblom• do.r<l<r<nela. y no u conv<nl•nle oblenerl11 ~rlmoro, 
•lno quo on lo <olu<ión del problemo d<btn '" con>ld<udo• Unleo
menle 101 elom,ntoo dodoo quo dellnen 1 dlchoo plono> (Ir" punteo:.· 
dos r<ct•• concurren!"· do> po,.lol.,. etc.)," puode logror lo ob•' 
!enclón dt punlo> comun" do los pl•no> conold.,ados. modlonlo't! 
lro:o de do• roda>.""' do codo pla~o. tolu quo. no oitndo porolrlu y 
onconldndooe en olto plono comoin. dlotlnto • los cotr<>pondltnlu 1 

lo• dato•. ;u in=<r><ooión dele«t:Ln< un punto de lo "clo oomUn 
qut >e busco. 



• 
Los planos mh utllliado• .,m6nrr.en\e pora el lr!to de .;,, 

~\tlmn ~W luxlllares mor.olon•dH q"e ,. cor~on, pueden oer: 
ho•l:onl••" o lronta: .. : o "" que, ¡., reet,. '"'il!or., m!s e:npf,.. 
Ú> en lo ooluclón ~. ,.¡, li¡Jo óe proOlema< son las horl•oolol" y 
lron\>1<', cuyos planos que l.s conlienon '"" los planos proytc\M. 
t .. ~e '"' mismos nomkes r<spec!ivos. 

A pe,., de que en al¡:""" ocasiones tol ""puedo mars. eon 
ver.t•l• otro lipa de roela auxilia. )', por en~e. otro !ipo de pl.no 
que la conler.~o. en u:e Curso no •• tra:odn problemoo en .,, sl
tuoolón. 

Paro la mejor comprensión del ;¡rce•~imitnlo eobou~o en loo p4• 
rraloo anlerloru, 1 conlim:acl'n '' pr<>rnt•n loo ol¡:uien\u: 

"" '"·'·'· 

•• 
• • 
• • .. 
• • .. .. .. ..; . •• . . 
•• • 
• • 
• • 

• 

Fir. IV.I<. 

---·····- ---··-·---·-· .• -------···· -·--- ..... 

• 

•\ 

.. 
Problema. No. 1.-Detwr.tnar la red• de !n!erucc!ón on!rt ti 

plan~ (P), ~e!inido por lo• punto.: A(5.S, H, l.G), D(U, 9.5, 
8.4) y C(l4 3,, 0.9, 0]. y el plono (QI. b! que uno do suo ndn 
~e mhlrna inclinación pa•• por D(l\.0, 3.4, O.S) y E(!5$, U, 
9.0). 

·Prooodln!tnto: ~Fig. !V.\.4). 
lo.-DoOujon~O !as proy<cdoncs de lo• "~menloo (AD), (BC) 

y (CA), por A'" lr>u la p:o)'todón hori•onlll dt la honlol (ÁI) 
dol plano (P), y ~e la quc po,. por 2 del plono (Q), cuyn prO)tc· 
<ion" \'ctlicales so obtienen lltv>n~o rtf«rnd., por 1' y 1", como 
"ind.oo. So prolongo A"l" h•t• co!l>r <n 1" lo proy"ción ~<rllcol 
de 1• !ron"! de (Q), que p>S• por 2"; rl<<puh" locoliu 1'. 

2o-l~ualmento .o obtiene 11", dondo "cortan !u proyo<clo· 
nu \·triL<>l" ~' [C"3") do (P), y do lo honl•l do (0) quo pau 
por 1", quo se lroU'l. • po:lir de la pro)·otdón horhonUI (C'l') •. · 

Jo.-AI localiu!>< 11' " tiene como >Oiuclón del problema lu 
do,_proyoooion" (1'1!') y (1"1¡-¡ delolnltrH«ión. 

" .. .. .. 
' . " " ,. 

' 



... 
Proble= ~o._1.-0hte~<r ¡,. ~oo proyecet~"'' o!e lo roct• ~. 

~~~'"ttd6~ ~<1 ;laoo (Y), !~"""~" ~or 1•• rod ... paroreln (AB) 
y (CD), cor. oi;I'Oo (ó), dato por >U r«la de !'1hln• p<Olle~te 
(R3), sior.~o: A(3.S, -!l.5. -2.0), D(8.5. -5_0, -3.5), C(5.0, O, 
-0_3, D(9.7, y, t), Il(15.0, -LJ, -n) y 5(18.5. -5.8, -1.0). 

P,.,..,dlr:Uenlo: {Fi~. IV.I S), 
!c.-Se cor.1pleta~ las deo proyecdones (C'D') y ¡c•o•). di· 

buJ!n~olO> ~orolelomente o (A'B') y (AkB"): y •• dibujan ¡., pro
Y""oionn verileo!" coir.oi~eol<> (A"l"J de (•), y por 2• de (6). 
do las hodzonlal" r<>p«ti""· euy,. prc)'tt<ioneo hcd,ontalu (A'. 
1') y normol a (R'S') por 2', " obtier.on lroun~o 1.- <Orr<!pcn• 
dlenl" r<lorcnclas, corno o< muestra <n 1• lig~ra. El por.lo eomún 
de arr.bO> t.arizonlol<> !lec.o 1.- proyoccione>: 1' e 1". 

Zo-Por ~¡•" troun 1" proy<ooion<> \'erlioal<>, lomblin con
lundida.. de olra• do• r<cl» horizonlol<S o·~·¡ ublcoda <n (•) 
y por R" en (6), '"poclJvonc<nl<, p>ro obttn<r ti otro punto ce>
rr.Ur. ll, de pro)'e<cion<> 11' y 11", >l¡;ulen~o el rr.i>mo ~r<..::e>a ln
dicodo en el P"O anterior. la oolución tiene como proye<:clone> ho
mólo~as: (l'!l') y (l"ll"). 

2.~1NTERSECC10N [)E UNA RECTA CON tJN PLANO. 

I'J'EMPLOS. 

.... 
. ' 

c. 

Fl~. ll'.l.l. 

--'------- ··----
' 

" 
Come _la lntot3ted6n lo "r.a roda tulq,lllu• (r) 01011 "" piulo 

d.do lombib cuol~ulero (•) u o! punto 1 «1110dn en!,.., IU!Ibal, que 
tambl<n porlonoco 1 lo I"WH<<lón ~. (•) con un plano ouxll!or 
(P) que con:ont•-• (r), el pro~lrrna do la d<l<rmiM<IÓn do"'" pun
to de lr.terootdón u puode r .. olvor llcilmonle, in ~en., al, oblrnlrn
~o prlmoro la treta «>mün (\', 11,) <nlre el p!uto <!.>do r uno do !<>11 
p!.o.M• pror«l..:tnl"' de aquello (el v<rticol o el de canlo), y lue¡¡o 
natc;l;ndo el punto 1 de concurr<ncr. entre ombu rectu (ftt. ]\'.2.1), 
como " lndioa '" lo• •l~.t<nl<> 

Ejomptos: 

Prob1<M4 No. 1.-lndi<ar lu deo proyocclonu del punto de ln
t..,eccldn de la recta (AD): (5.5, 09, 25) (1!.0, 3.5, 6.1), con 
•1 ptono (6): (3.0, •.o) .. (3 O, 6.5), 

. .. 

' . ' 
' ' ' 

''· f1r L'-'11. 



" 
t'rO<«!lmlt~lo: .(Fig. IV.2.2). 

to.-UIIl~:•~do corno pta~o a~xlll.r o! ptoycC\or.!t ~e conlo é• 
lo "d•. " obtl;nen lo• ¡:"nlo• com""" ~' !10 \rot"' (V(, V() 
1 (ll,'. H,"), l•lu q"e 1• ".'11 d< Jc.l<"<t<ÍÓO onl" ol ?l•no (L'.) y 
el ""'iliar, lier.< como proy<edón horl,onl•l (H{ V(), ~uo" cort• 
con (A'B') '"· ti punto comLin 1'. 

2o -Lienndo por l' un• rtl<rtnda hut• (A"B") ''obtiene 1• 
. proyowón ,.,¡¡"¡ 1" rlol punto do ir.ler>ocdón b•J"orlo. 

IIOTA.-Dtb< o~'''""" ~U< .,¡, pro~l"'" lambib puerlc .. , 
ro>utllo u"l"ar.<!o ¡, tuc<r~ proyocdGn, como " lndiC!. 

l'ro~l<m~ So. %.-Oblon« 1• lnlc"ttclóo do_!; ,.da (r): (38, 
22. Gt) (12~. (J, -0.9), con d phno ¡,¡, d•do por rloo ~unto>: 
M ¡5 ~- ~.7, -1 S) y N (8 9, 1.4, U) do una dt '"' rec\n do mhl· 
m& ponditnlo. 

PI"'<tdimlonlo: (Fi~. !V.2.3). 
lo.-Se obtlor.on ¡., trou> (•,1 y (•,"): y luego, U>Ondo como 

pl1no ou>lllzr ot proyochnlo de con~o (P) do (t), los p"nlos: H,' 
y V,H do 1• roela do lnlor,.cdón onl!r ambos plonoo, y '"' corro•· 
ron~i•ni<O proyocclon" hemólog,.: ]l,~ y V(. 

7o.-EI '""~" cor.>•jn !'do (:')y (H,' V,') t> lo ?:oy«<ló~ ho¡l
•on\ol O" ]> inlcr>cO<Ión do (r) con (•). "'Y' ?!Oy<cción \'<rli<~l 
>< o~~i<nt tr:ur.Co lo ,,¡.,fncio Co>dOl' huta i" '"'" (r"). 

Probloma }/u, 3.-D•:<rn•inar ol punto do lnler<ocdcin de lo rcc· 
lo q~• pou por S(3_J, ~.0, ~-Ol y Tl93, ó.3, O), con el pl•no d•· 
!!nido por lo> punto>: P(U, 1.5, 0.7), Q(75. a.2. 6.3) y R(\0.7, 
5.3, 2.1). 

Pro<tdlmlento: (Fi~. IV-2.4), '. 
lo-Dibu):ndo lO> proyocdonn de lo> ><gr.>enlo> (PQ), (Qll) 

y (RP), y ul1llundo como plano ""'111" ti proyodaote do con:o 
de (ST), " puedo ob><f\'U ¡¡~• hit último cor'.o 1 (P'Q") tn !~, •. , 
y • (P'R') on zw. cuy" p:oy<'<icn<> horizontal", 1' y :r, >< P• 
'"'"·~"~ •~ .lu vroyoc<lonto horitont•i" (P'Q') y (?'R'), "'P"· 
ti'' amento. 

~o-Obtoniondo 1• pro)ecci6n horltonlol (1'1') d< lo roela de 
lnt""'clón <nlfe loo pi>Oo> (PQR) y ti au•lllor de can~o. 6e (ST), 
0< deiorml"a >U punto 1' comUn onlr< ambos, cuya p:oy«<dón nr
Hcol 1" >< <neu,ntro >obro (S"T"), como '' Indico. 

~ 
' 

.. 

ftr. tv.n. 

' 
' ·' .... 
" ' ' " ' ,. 
' 

' ' ' 
' ' •' •' •' ·' 

f1r. IV.! l. 



NCl'A.-T~m~!!n se .,~ .. tro en lo !l¡;ura ~ue el mismo •••~1-
todo •e o~Hone ouondo" ,.,~loa tomo plono ou•!!!~r o! proy.clon
le "rtlcol ¿, (ST), de lr1u horltonlol co[nddonle con (S'T'). que 
¡¡.,,, punto• eomunos con ot ~~'"·" (PQR) on 3 y '· cuy•• proy.c· 
olo~es: 3', 3w, 4'. ¿•, se obttonen •tgulondo el ml.,no procodirr:ion
[o seftalodo en 1• figuro onl<rlor .. 

Probtenu No. ~~R«U que pua por 1m punto, y mr1l a doo 
rO<! ... dodL•~Sí conoldotamoo que lu r<ct•• dadu: (1) y (r), oon 
de tipo cu•lqurora (y ni concurrentes ni ponlelu) y el punto P de 
lo recto podld• no p<tlen"' o ninguno de ell.,, el probloma llene 

... 

'·. " 

Ftr. rv.2..1. ·· 

tomo ~nko solución la quo " obiler.e oll:l'fendo d pro-eedlm!ento 
que oe lluolra en lt Fl¡!. IV.2.5, que con.lo de los ol¡:ulonlu pasoo: 

!'rlznon>.-<:on•truyendo un plano '""!llor (•) con el pu~!o P 
y uno de ¡., roclu dadu. 

S.rundo,....Ob!onlendo lo lnler.,cclón 1 en!te ue-plono ou•l· 
Hor y la otra ltclo dado. Lo ooluoidn u 1• roc!a (o), ~u< pon pot 

'"' 

r .. : 

' ' 

. ' . " 

TI 

EJemplo: Por ol punto P(l2.9, U, 2.2) ltuer 11n1 rr<:lo (o) 
quo corto a lu rr<:lot (l) y (r), ~·· eon\trnon lo1 l<~m<nlos ~ue 
on "~u ida •• lndlcon: (1) - A\4.5. ,4.3, 0), 8(11.3, 0.8. 5.3), y 
(r) - C(S.B 09, · 4.6), D(l4_9, 10.0, 0), 

Plr. tYJ.l 

l"n>etdlml<11lo: (Fitr. IV.U), 
!o.-5< conolruyo ti plono tnll!or oon 11 rtolo (AB) J 1! pun· 

lo P, lrnondo lu doo ptoy.cctones do (BP): (B'P'J y (a~p•¡, 
2o.-So obll<ne 1• lnl<r<eo<lón 1 onlre dicho pltno oudllor r 1• · 

oltl reola (CDJ, u\iliundo el ptoyooltnlo d< canto, qur oorlo o oqu<l 
on ¡wy 2~. de proy .. clone> horhonlalu 1' y 2', •obro (A'B' y (b'P'J, 
,.,poctl>amente. 



• 

3o.-L• lnl!r;,«ei6~ de lo ffi:h i;ut ~··• por 1' y 2' cO~ (C'D'), 
"'1'. cuya ro!ei.ool~ i~ttliu a 1" sohr• (C"D")._ 

L• ool•jelón tli~c com~ proy-.colon<> ~a,.,óto~u: (P-l") y (P'I'). 
Nou.-51 ¡,; roc!n úd" en un problema como el pre><nle fue· 

un poto Iet ... eon el P"ñto Pon'" mismo plono o no, o concuttc"l", 
¡, solución ,.,;.¡, ¡"~elorndnada, lmpot~lble o td>ld, corr.o " l!dl 
oboorvar a partir dtl proo.<lirnionlo ilu>tro:!o •nt.,, en la Fi~ IV.1.S. 

- O.,._,u,dón.-Debe habtr" •d•orfrdo y•. ~uranio el dourro. 
¡¡0 de tos pro\Jlemas .,,¡.,;oros que, en t~,Ja C3>0, 1• lnttrs<-cd6n de 
uu roda eon un p\<U>o pued< ""obtenida utlliun~o uno de 1"" pi••"" 
proy«lonle~ d• la roda, y """ nc\> del pl>no, que puede .,., dato 
d<l mt.rno o d<l<rminu>< pre•l•.,•nl< V"' ..,,- ""'"" cooto r«U. 
odldono.l. 

3 -JIHEHSECCION DE FIGURAS PLANAS.-VISIBillOAD. 

a) v;,¡i,ilidod~Como duranlo ol dosorrollo dol \cm• que ooobo 
~' ane~'"' n ú C>pcdallnl"b onallur <1 o<pctlo ,.¡~:lvo 1 1• vi· 

·olbil1~ad Oc los li¡,''"" plono• quc st lnWooctan. ptcvtorr.ontc • IU 
ccr.>id".oión Ctbo oslobloc<r>< <1.'" 1• con.,ndón que cxl;te rt>p"\o 
a 1~ vl>l~il\dad do un~ rt<\A" pucrlc haccr ox\cn1ivo paro lu flr>t·. 
,.., pUnas, consi dct •ndo qu<: 

. lo -'!"oC"' 10..1 figurO..• plan., Mnopat.,: o; docir. d< do• li¡;uru 
plan"' •~pctpo"l"·., .t.>lblt lo quo n• . .; liluado &rT!ba y odc\onl< 

do la otra. o'" que: . . 
2o -Son •i>lbles on pro~<«i6n vorlloal !od<>O los pu.o.l<>o dt n:LO 

.::...~'"."""' ton.:.n "'"Y""' olojomlcn!M quc lo• do lo o:ro con lo1 ·- - . . cu•ln ccir.coc•n <n c>o ~~~ .... -.~.-. · • . . • 
3o --Son vi>lblo,¡ cn pro¡'c«i6n hori<oniOJ L<Hloo 1"" punt"' '" las •• 

pul'" do una fi;:urA planA. cuy~ cot"" ..,.., m>10fe& que 1"'1 do a·. 
otra fl~ur• oon 1.:t cual coin<ldon on dicha pr~re«lón.. . 

E> doro que la opHCI<IÓ¡, odc<uoda do la convención ontorlor ~. 
ulg< derla prlcttca. pa" •_dq•.lirir la cual n '""''"ndablo oc¡;ulr tl 
<rii<<ÍO ¿, An~litU lo ü•\b1hdad do óoo en d"" <«'!U (_una do cada 
liffU!I). cornpO!ondo '"'colO> <n lo• punto> dando coln<Ld<n '"'pro· 
y«oion« ~.o:iron.1•1<1. y ou>_ol<J~ml<n\"' <n dando ul>lo colncldon-
d< ~. '"' P'"'"''"ionu vor\<e~l<>. como pu<d< obscrvor,. on ol oi-
1<\'Í<nlo , . .. 

• 
~' 
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"' f'robl<mo: !ndltor en¡., do• proyecclonu do lo monlu, lo vlol· 
bllldad cor(.,pondionlc o la lni<rS<<tión do 11 !tdl (DE): (2.0, 2.6, 
4.0) (12.1, n. 2.2). con ol ldin¡¡ulo (ABC): (H, 5.2, 3.0) 
(12.1. 85. 8.4) .(7.G, 3.0, 1.1). 

Proeedlmlon!o: (flg. IV.31). 
ro.-So delermin• ol punlo de lnl«s"dón (!'. 1"). utillundo el 

ptO)cdanlc dc.e~nto de ¡O€), que corta al lriin~ulo (ABC) on 1• 
y 2•. tn proyeccrón vt11\cal. y on 1' y 2', on proyocclón ho_rilontoL 

. Flf. !Vl t. 

2o.-En lo proyoctión ,·ertical >< obnrvo que, on\n de lo lnln• • 
•e<etó~.•n ¡•., vloiblo lo r<clo (AII). ouyoo puntos U<ntn olt)oml•n
\oo m•yor<o qu• lo• ~' (DE); y que. dupui> dc lo lnt•"•cción. on 2", 
do.nd• tombl<n hly ooin<idon<io. es >hiblo lo r«lo (DE). puos '"' 
punlo• tion<n ai<Jomiontos moyoroo q"o lo• do (Cil). 

' 



----. 

" 
3<1.-En la r'r.,Yetel6n h~ri•Ontal. lo vlslblltÚd se 1nallu ob!oer· 

va~do In cotas de los pu~:os 3' de (AC) y (DE), a~te1 de I, y~·. de 
(C!!) y (DE), ús~uh ~< 1, S<g'Jn ti trlltdo ya inotodo. · 

b) lnte .... eolón de flrur .. pl,....,.-Loo problom,. de lntontt· 
dónde ll~urao plail., (contenidos codo una en uri miomo plano) se 
r<>uelven determinandO (fig. IV.3.2) loo punloo de Intersección de 
loo ot~m•n:oo de <t<la que eono:ituytn loo l•~os de cada en• de •'~" 
con ol plono ddini1o por lo ot" ll!lUfl, ya q•>< la e:tada lnl<r>«tlón 
enlre ¡., do. hgurao planas necesario monte !armo porte de la roela 

/ 
' / 

Flr. JVJ.:. 

"'""'~"o los pla~o• ~ue 11! eo~tlontn; p1ro lo ouol •• >li~~i:n los pro· 
cedlmlenloo dollnudos al eon>i~eror loo pioblemu relallvoo, tomo 
puede'" ob,.rn~o tn los oi¡¡uient .. : 

e) l:jernploo: 

J'robl<ma No. l~Dibu)ar lo montu Q~e muo<lre lo tnler,.od6n 
en he el plono {!l), do do por el ><~mento (MX): (5.5, 5_0, 0.9) (S.O, 
2.0, ~,O) do uno de'"' recios de mhlmo lndinoclón, y eltrUn~ulo 
(A!lC}: (7.0, O, 1.0) (12 6. 5.6, 7.0) (15.4, 1.8, 3.5). 

.. .. . --- ....... 

" Prwe<ll.,!onto: (FI¡. !V.3.3), 

lo,-Se o~llonen In trnu (!1,') y {a1"J del pltna dtda par JU 
roela¿, mhlm• ln<linool<!n, y •• do!lnon lu lnltrsocc!on<': 1, tlo do 
In reetu 1-'B) y {-'C) con el pltno {n), utmundo los proytcltnlu 
de <onlo oorr.,ponditnl" a coda uno do ollu, como u muulro. 

Zo.-En osle ptoblomo la \'i•ibilldod >< ~olt!mino lócilmmlo por 
>lmple ob,.rvadón de lo montu, y o.,l •in nte.,ldod de op\lcu ol 

fl¡. IVl-S: 

erllor!o ontes onota<!o, de ln•pecolonor en codo un• de In proyooclo
""'· tnl" y d.-puh dol punto ¿, lnl<r•<'•ldn, los punlos do colnel· 
denelo mendonodos. 

J'robl•m• No. !~Dtlermlnor \1 lnl<r .. colón y lo Vl•lbl!ldld en; 
Ir< lo, lrláOgu\os: j,.(2.3, 6.6, 3.21, ll(5.6, 1.1, 5.9), C(l2-9, 5.6, 
!.01 y D(Ja, 2.9, I.CJ, E(14.7, 2.9, 3.4), F(S.I, 7.5, 5.9) . 

• 



Proct<!hol.-.t., (Fic. IV.3.4). 
1~.-S• cMlonon los l~i<"'«lcr.es 11 < 11 d• In roc:\os (DI") y 

(DE) con rl tl•no ~•1 tdir.g-"lo (ABC), utlliundó sus "respoc:livn 
proy.-.:tani,_ ~' conlo. como " ln~leo. 

2o.-So d,:..,,¡,. l! visibilidad do lo proy.-.:dón vor!lcol. obser• 
.. n~~ los olejamior.ios do los pun:c> de proyeccio~u tcincidont .. en: 
1", 2". 3" y 4~. ~' acuor~o con el ori\orio e<pmsto en el Inciso onlorior. 
on la forma indicad• morllonle ¡., llochu dibujad"' en ¡., rolerm· 
d., co!tn~on~l<nl<>. 

3o.-De """'" ,.mtjlnlo " doline Jo vloibilidod on ol plano ho· 
rl•onlol, ob,en·orldo la> col" de loo puntos do proyocdones homon-

·, 
' 

-· 
1 .~~---: 

' ·:·---;.::,"·· '• ., 

flJI. IV.J.4. 

" ' 

ttl'l colncldonlos. que no opor<"Cen marcados •~ lo nruro. ptr• .,.¡. ,.,· 
!or m.•yoros dillcultodu on lo apllcodón del <rllorlo al complicar .. 
rl dib•JjO. 

Problema :->o. 3..-0bien<r lo tr.l•"•<<hln y lo vtslbilldod on tu 
dos proyocdones. del <uoddi.Horo plano: A(6.9. 2.1, 6.0). D(l4.9. 
y, ~ G(. C(8.0. 85. l.g). D(40. 5.0. 3.7). con ettrllr.gulo; E(3.0, 
5.8. 6.4).F(t3.7. 8.0. 2.4).G(I23. 2.0. 0). 

' 
1 " ProcNllm(tnto: (Fic. IV.3.5). 

ln-Dibujon~o lo rt<ll ou•lllar {AC), y eblon!onda prlmoro en 
su proy•t<ión vorlitol. y lue~o en la horl>ontol, ou lnlorsocoldn ton 
(DDJ . .,; •• rl<l<rmln• B'. 

2o.-Uiili,.ndo los proyodonles vorticolu do (CE) y (FE), U 
dtl·rmin• su co~tupcnrlirnle inl<n<Oción ton ti pl1no dol <Oodrlll· 
loro. par• pod<r dibu¡>r po!lcrioronenle tu proy<«iones (lo' 11') y 
(1," 1,") de la tocl> común bu>e•do. 

' '• '• 
. ' ' ' '• '• ., 

' ' ,. ., 
' . 
' 

fle. IV . .U. 

3o.-Apllcondo el crllrrlo conocido. " do!lne 11 vtolbllldad de,· 
eodo UM do ¡., ¿oo proye<olon«. mtdionlt 11 ob•<rYocldn dt loo pun.' 
\01 tomunes dt lu do• liruras en etdo una de'"' proy<"<elonu. y sUo 
respecltvu coordenod•• (col• o olojamlonto) en lu olru proyrtclo• 
n<> (1"' homólo~u cou<>pon~i<ni<O). 



-·-··--

" 
4.-1!\'TERSECCJONES C0:-.1 lOS I'!.ASOS BISECTORES. 

EJE DE HQ,\\OLOG!A. 

SI con<ide""'"' un plono cuolqulon (r), ~eflnldo por Ir" ~e'"' 
punto•: A(9.1, ~.9. 2.1); E(l3.9, U, G.l) y C(5.4. -1.3, 2.8), 
(Fi¡:. IV.U), ¡¡o;lmonle p~eden oblo~oror dos de lo• punto> del pi•M 
~uo , .. n corr.unos con el <e¡;~n~o bl><dor, sirr:?l<rnonte Folor.¡:tndo 
lu proy~don<> homólo~as ~.dos ouolrs<;~l•,. do lto r.d"' de (•), 

Flr- tY.4.1. ._._-

.. 
i 
' ' ' 

~-" pO"f ejorr:plo lu que r"'" por (AB) y {BC), h"'t" ob!ener loo 
Jtop<etlvos pcntoo (1!1 y 11,) ~. co:noldendo de sus proyocdoooo ho· 
mólo~.,, y entone<' que~• d<fl nido lo lntt"eoolón entro lo> plo nos (•) 
ya<:undo b;,.ctor, que" d"iGOO como •J< de homolo~la de •.odu lu 
roc:n rlol plano doJo, y i:o,responC. ollu;:a. :«>mólrico do tod<>o '"" 
punloo de proyeedon .. hoir.ó:ogu eolnddtn\~ por lo tua\ m ~1 qu<· 
doo >lluadoo loo punto• do concurronda do lao doo proytocion<S de 
!u tecl"' conienldu '" (O). 

···-··-· ... ····· ······· ..... -

. r •. 

' i 
' ' 

1 
' • 
' ' ¡ 

" 
Tamblón f<SUIII J~nclllo dotumlnor lo rocb ~e lnlentcel6n '"" 

Ir• ol mh"'o plono (•) y~~ primer bb«:lor, modlon\o lo o~lenc!6n 
ü do1 pu~to• """'"""·uno~. coda recio. con d menelonodo bhK• 
\or, cuyu pra;·ecdonu rlrben '" >lmttrlc., "'P«:Io o lo 1ln01 de· 
llerro, y pu<~m s.r obten Id,. mcdion\e el truo do lu lineo• ou•l· 
1\or•• yo utiti:ad .. '" lo ool~ciOn d• problemas onterlorn. >lmHrlcu 
a uno de 1» proyecclon" de c•do r"'to. (,\"B") y (B'C') por o)em· 
rla. hUIO Su bler><«ión ton lo proyección hom61o,o <Orr<>pandlon· 
1<. en 1.' e 11" y lut¡o. mtdtonte ro!erend., !ocollundo: 1,· < lo'· 

Eo doro quo uta último rtolo de lnlerseccldn: (1,11). por utor 
!armado par loo punlao.camun" de (•) y el prl.,tt bl><clor, dobe 
co.,uponder 1 uno tKia q~• pou por lo liMo do llerrt (o par ou 
prolon~.oidn) y. por lo \.oto, ahi tu prO)<C<iO~<> ham~lo~u do una 
do '"' punlo> " oonlunJon. 

El oonocimienlo del ojo do homalo~lo que se aubo de definir, 
y o ru<""' do car.ol~eror po>lorlorrnenle otro lipa de •Ju de hom.,. 
logia. puede r<pr.,onlor clerl., v<nloju en lo ooluclón de ol~unoo 
problernao. oorno el quo se mu<>lrt <nor~uldo. 

[Junplot-Complotor lu ~os proy<Oclonn dol cuodrllilero plo• 
no: A(l.O. 50. 5.7), li(II.O, y1. 3.4), C(6.0. y1, 9.3), D(8.5," 
4A, :). \al que'" plana" lnt""tto oon el "¡¡undo bl>eclar oe~ún 
la r<i:ta quo paH por 11,{14.5. 5.0, -SO) y 11,(18.0. -6.7, 6.7). 

Pr.,...dl"'lenlo' {fi~. 1\'.1.2). 

to:-S• prolongo 1• proyección vor\1<11 (A"D") hotll l. oobre el 
eje do homolo¡::la. pora truor enseguida lo praye<tlón h•rl•onlll 
(lA'). y lo"liz" B' en lo rolor•nclo qu• vl•n• de n•. Do lo mlomo 
rr:•~•ro. •• prolon¡:• (C"B") ha>lo 2. sobro el<)< 11,111. poro lu•~o 
tr.,., (2B') prc~on~o~o huta su lnlontccl6n C' con lo ~tl<renclo 

que pou por e·. 

2o.-La proyección horl<onto! (A'D') "prolon¡::t hui o 3, sobre 
ol oje. y luego se dibujo ru proyocdón vtrlloal (JA"), que delerml· 
no Du donde se <orla ton lo relerencio de D'. 

3a.-Se di!>Ujon oomplo\u 1 .. {iroyoceiOn., homó\o¡::u do loo lo• 
do> ¡AC). (C!I). (liD) y ¡DA), del cuodriUtero. 



" 

flf· IV U. 

5.-fJERCICIOS. (SerleiV). 

1.-D•d••. ol plano(~): (12.7, 3.9) '17.7 (12.7, 3.2), y 11r.a 
r"<:lo de rr.hlrM lnellnodón de (6): R(S.O, 5.6, 2.0), S(IL8, -2.7, 
5.7), ob:•r.<r lo lntenección rr.lr. ""'"' ploilos. 

2.-Deltrmir.trlo inton<tción cn\re loo plac.os: (•): (14.0, 4.3) 
B.O (80, 50), y (n): una de '"Y" reo\" de mbimo pendionle 
putporl<l(19C. -0.9, 6.0) y :-:¡ts.o. -2.9, !.4). 

• 

3.-0bten.f la lnters.cdón on\ro el plono dado por lo rooh do 
mhlmo por.dlenle (liS): R(4.5, 4.0, 52), S(5.8, 1.2, 1.9), y elr..; 
lormo~o por lu tetlu (AB): A(9.7, 2.4, 2.0), D(l5.5, 5.1, 5.5), y_ 
(BC):J\(155,_ 0.1, 55),C(I3.4, 35, 20). 

4.-D.ttrmic.or In proyocdon<> de lo roela de lnlerse<:oldn enl" 
ol plono quo contieno los puntos: A(1.7, 2.7, 7.4), D(T.2, l.6, 4.0) 
y C(IOO, 1.1, S(;), y el qu• e•t; dd1r.ido por lu rcctoo paroleln: 
D(ll.l, 4.0, 2.7), ~(158, 3.0, 7.5) y F(\3.2, 7.2, 1.2), G(S_3, 
y, •1-

• f 
" 5.-0blon.r ol punto do lntu .. cc\dn 1 do la r..:h (A.B): A(l0.4, 

2.5.. 2.3). R(ls_a, 4.1, 4.S). con ol plano (Q) • (68, 15) tU 
(IU, 8.1),\n~i<ondo su visibilidad. 

S.-Dibujar <n \1 monto• la• proyocclonos do lo recia do lnlot· 
l<'<<lón enlre-..1 plano dado por lo• pu~loo: 0(10.8. 1.7, 4.3), P(7.5, 
1.0, 23), y 0(\S.O, 7.9. 23), y ol lrifn~ulo: A(32, 5.8, 7.4), 
D(9.5, 85 9.8), C(\3.1, 1.9, 0.9),dol"mln•ndo ¡., tru" do\ prl· 
mor plmo, y 11 \'isibilidod dollri.ln¡:ulo. 

7.-lndloor la visibilidod do loo tri.ln¡:uloo: A(50, 6.5, 1.3), 
11(98, 0.6, 59),C(I6A, O, 2.5),y M(63, 12, U). NC\8.4, 0.9, 
5.0). 0(15.5, 6 3, 0.8). Ú>puó> do hob<r oblrnido lo lnl<ntccldn tn• 
tro los plano• quo loo cont10nrn. 

8.-Do:orminu la tntors«:dón dol lrlln~ulo (EFG), con ol cuo· 
drilll<fo plono (.\DCD), indicando lo vtolbilidod u'"' proyecdonu, 
siondo:A{52, 5[;, 39),0(98, 2.5, 7.1),C{89, 8.4, O).D(\66, 
y, H), E{5.2, 6.9, 0), F(IH, 2.5, 7.{) y Gj\S_J, 82. l.l), 

9-Dotormin., 1" tn!or>ooclon<> do\ plono dado por los n~m•n· 
lo> eonourron!<> {,O.C) -j [!JC), con loo plono• bl>ootor<O, olondo: 
}.(U, 5.2, 1.9), B[l.O, 0.3, 6.7) y C(lOS. 0.8, 3.4) . 

10-Dodo>: o] pur.lo}. y lo> pun!o<ll1{2B, -50, 5.0) y 111(4.3, 
5.0, -5.0) do\ <1< do hoocolo~i• do\ plono qut lo contlon•, eompldl< 
¡., pro)<«ione< do\ poli~ono formado por lo• punto>: }.(8.1, 2.3, 
2.0),D(tL2, y, Z.O),C(iJS, y1, 52).0{10.0, y,, 7.0),yE(6.1, 
y,, U). 

IL-Tr.,ar por P[ll.O, 1.6, 2.8) una «do ~ue corl< o(CD): 
C(65, 1.8, .1.4¡. 0(17.5, 7,1, 7.1). y o (AD): A(H, 12. 7.2). 
u¡ •. o. 6.o. t.s¡. 

12-'--Dolo.: K{JS, g,O, 0), L(125i·O, 4.0), M(H, 1.3, 5.1), 
Nj\2.0, 7.0, 3.0) y 0(10.2, 3.7, 1,1). Ol~uJar In dos prayoctlonu 
do uno rocl• que, p"ando pcr O, cortt 1 In r<ctn (KL) 1 (~IS). 

• 



• 
I~TU. bt ~LANGS Y DE UCT"' CC>I PV.>«>• 

V~PARALELIS~!O y PERPE~DICULARIDAD. 

l.-PARALELISMO ENTRE RECTAS Y PÚ~OS. 

a) RKt ... poralolu.-Dura~te ol osludlo d• ~~re<! .. •1 consl· 
duor ¡,. disposidon" "la!iv30 entro ollas, y~' acu<rdo con.lu ~·
!inldcnes «loblwrl" por la Coomtlria dó>ica, yo'" n10n'don<l que 
"si doo o mis roe\., son ~"alotas, ous proy.ccionos homólog" co
rr<>pcndltnles oon paralela>'. 

L~ a!irmación anl<rior, y su reciproco \iomn valide: •;in poro 
los'""' up"ialu rol&lho< a tipoo parUcutar .. d< rodu, como por 
ojrmplo ¡,.de pcrlil, si" recuorda quo, aunque en la mayori• do lao 
•«<> la Gtor::<\tla t:eo<riplin ulihu sólammle dos, oon lrts h.! pro.
)"<«lonco~"' dttinen cO<:>O~<l•mont< a un elem<MO ~l'<lmlld<o cu•l· 
qui"a; y enlo~cu, tambiin on ,¡ '"" ucopdonal me~clonado do¡,. 
rod .. Óe podil. OU r>roJolislllQ putdt q•J<dlf COr:lpfolar.lOOIO dtfinldO 

: ol existo poralolismo en!a la> proyecdon" de ellas en >ólo do• dt loo 
plano> dol olslomo ole r<ltrendo, 5iempre que uno de ellos seo ol l<rc<r 
plano de pro)'ecdón. 

La ~o!ir.ición de paraloli"no onlro dO> rodao tieno oplieodón in• 
1r.edio\a al es!oblecer como eondJOLÓn do ~o.raieli•mo <n!r< uno r<<(.a 
cuolpiera (r) y un pi.,., dodo (•), que <n dicho plano ul.ota alguu 
neJa panlol• a oqu.Uo. Es ol "" en!onc" que. oor.si d" •n~o un 1 r.oh 
y un plano paralrlos, ol exi•llr tn el plano otras rodas poralelas o lo 
ont<rior, so puede deltrrr.inar que (•) contiene un> lnlinldod ~e roe· 
loop,,.¡,¡., a (r). 

Tambi!n ts l.kil od,·orllr que pu<de cbtonerse una lnftr.idod dt 
pl•nos par>leloo • la ,.,¡, (r), con sólo haoer posor por otra roda 
cualq"iera paraltla a ella lo r:lu]\ltud de rt•nos, con diltren\o orlonl•· 
clón. ~ue oc~ O>pa<u de ccnlenor a hla última. 

Todo lo anlo<lormonl< anotado" dJta •dvortoncl• de ~·J< la con• 
dlcló~ dt poralollomo (<nb do, r<<lu o •nlre una r<ola y un plano) 
no .,, por sí •olo, •u!ide~l• para q•Je un problomo Gtl<de compl<l>• 
mer.le dolerrr.inaUo, sino que os r.•co•.,io ocnlor con otro• datos, •omo 
mh •~olanl< •• "'.;· 

b) rlan,.._ plt-t>l<loa.-Do !e apunlodo '" el ln<i•o anterior" pue· 
de oor.dulr que, ~os p]az.og cuolosc;ulora son p><ralolo. ~1. y >ólamonle. 
ola !oda recta <on\onídA <n uno de olloo corr .. ponde un& paralo1a ron. 
l<nldo..., ol otro pW.o. 8 dtcir quo. ¡ou .. detormlr..u el puo.lolJ."'"' 
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.. 
'Z.-PROBLE.O.US OE PARALELlSMO, 

1) Roe:.. pualo!:t a~ pt...~o. q~e p...., p<T 1:n p,;,to T m:..o. neta 
d~O'I.-Cono!~o,.ndo ~U< loo da~c• dol >ro~lo:::o so ro!leror. 1: (~) 
ol ?lano, f' el pun!o y pt:-1) el ''~"'•~\o ~. roo!o, lo soluel6n puode 
obienorso, on ~one,.l, ""~ionlo 1• oplica<l6n de los tru pooo• sl
i'Uien:.,: 

rrln><«>.-Traundo por o\ pur.:o P un plano •uxlllar {ll), pa ... 
lolo al plano do<!o (•). 

So~undo.-Obl<nlendo lo tn:•rS<coi6n 1 do lo roola que eonllono 
11 "C'"'nto da<io (M:-i), con el plar.o ""xi:iar {ll), y 

Torooro.-Unlendo ol punto P con 1, queda rosuollo ol probloma. 

1'111. V.2.!. 

EJompl08: 

Probloma No, l~Por el punto P traur u~a 're<:la porolola al 
plano (•), dado por ur.o de '"' roela o de ,;:,Imo por.dlente, {RS), qm 
odomh corto 1 la roela que pa.a por~ y N, olor.do: 1'(11.1. 4.3, 

--------- ... ........ ··- . . ...... . ..... -..... -

" 
l.~). R(I •. O, S.!, O), 8(17.0, I.G, G.3), M{M, 3.7, U) y N{LO.S. 
2.8. O). 

~1.,\o: Flr. V.U). 

lo.-Por lo Ir"'" horl>onlot R' do (RS) •• d\bu)o {•r') normal 
• IR"."'). huto ~"·que unl~o ton v• de!ln• {•,"). Poro lrnor por 
P un plono au•ilior (ll.). porolelo a (•). se llova la horizontal (~). 

• 
fl~. V~.J. 

~. proy..,ol6n vor!ltal {h"). y ouya proycoctón horizontal (h') u poro· 
lelo. (-,');por lo trou v,"de ulo horizontal .. dibuJo (ll.,·) p•n· 
lela a (••") huta ll..,. dondo empt.,, {llo'), porolelo o {•o'). 

• 



.. 
2o.-t,;tt:tur.do ol proy~!oe.le d• eanto do (M:-;"), y n-.edlanlo lo 

recta ~u• une loo punto• 1' y 2', •• o~tl•no 1', y luo~o por su re~e-
renclo, oe~re (M":-:") •• locallu ¡•, - · 

3o.-Truon~o In dos proyoool~r.., ~' (lf'J quoda ruuollo ol 
probloma. 

l'roblemo N<>. Z.-Dodoo tu roo\ao poral<las: A(8.4, 0.8, 60), 
B(t2.2. 2.9, 1.5) )'C(7.5. 25. 2.7),0(153, y. •J.elpuntor(25, 
3.5, 60) y el "~monto ~1(50. 3.1, 3.G), N(l\.0, 6.0, H), tra
ur por 1' una roela que corlo a lo quo pou por ¡M:>:¡. y oea p.,alolo 
al plano delmloJo por (All) y (CD). 

Proc«llmlrnl<>: (FI¡¡. \'.2.3). 

lo -Como 1"' Ir" punlo.: A, n y C, d<linon el plano q"e loo con
llene, no<' r.etc>"io oblon<r ¡,. proyoodon" do D. Por P' y P" •• 
lruan poralol" a loo proytcolon" horlwnlalu y -.rtltol<> de (A!l) 

'• :- ., 
., ,. ' 1 

: :: ~: 
J>· :.:;., :}, : 

' ., 
Ar. v:u. 

'-------·----·····--'----·--· 

.. 
y (13C), re•~..;\[yo"'.e~te, co~ lo euol ~ueda definido o! plano auo\llu, 
pora~elo ot d!~o. <;~• co~ti<no !l ~unto P. 

2o.-Se e~\ier.e lo inlenocdón de (MN) con ne plano ouolllar, 
COO'.O '' mueotro en la li¡;ur., Jo<oliun~o ¡• y 2"; luego 1' y 2', potl 
oblen<r 1' en lo iol.csowán ~. (\' 2') con (M'N'), y llnolmenle 1". 

':o.-L• •oludón ••10 dodo por [a rod• ~"' contleno ol "cmen· 
lo (PI), cuyos p"royecdon<> homólo~"· son: (P'I') y (P"I"), 

Prob\em~ No, J.-Por el punto O, truor una rttll poro lo lo al 
plano quo P'" por LT y por ol punto P, que corto a la m la que pou 
porMy:-.',>i<odo:0(55, 3.B, 26),P(~O, 24, 36),M(IO.O, 08, 
5.2) y N(7.5, 3.4, 0.9). 

p,...,.,¡¡,¡.,!.Q: (Fig. V.2A). 

Par <U< d•tos, <OI< problema puode rc>ol'"" ullllnndo lo ter• 
ton proyección, como •i~ueo 

F•¡ VH 

" !c.-Dibujando lu lrn•s do los pl.inos poralolos: (•). i¡uo pan 
~or L T y conliono • P. y ol ouxill or ( lJ.). quo pasa por O. 

2o.-O~lor.i.odo lo lr.lorsecdón l. entre el "~monto (MN) 1 ol 
p]or.o (l>). a>l ce"'o '"' p<Oyt<cionu corrospondienlts. mtdlonlo In 

. rtl<. '~ci .. a partir do 1 w. 



3o.-L• •~l~tl~il. ct>rn!~~~dl•~~~ o lo ,.da q"' ~·•• ;>e' O • I. 
ti•~• ~~o ~roye<:clo~u; (0'1') y {ONZW), hooltontol y v"\lcal, rn
P«~Iv•mr.-.to. 

No~._--'-Drbo Ob!orvarn qoo, a P''" <!o quo ·~ le• problema• 
ln\rrior" los doto, proporcionados con~ucon o 1• sobd<ln Unko qur 
<n ro~• oo,lón" fla ot\enldo sl¡:-Jiondo ol procodlmlonlo yo mencio
nado (Fi~. V.2 5), p•J<drn rxisUr clerte• c"o' rxcopclonol.,, ¿, t.lcil 
ldrnlillcodón, como los ,;~ulor.lr., 

-Si la r«la dodo (r) o; pa.alela al plono (•). y no ••ti co~te• 
nido mol plano lU>IIIar (6). q~• puo por P, ~o ox!.ol.e ool~eló11. 

-SI, corr.o on rl'co•a ant•rlor, •londo {r). P"•lola •· (.-),·nU 
. <O"nlonldo e., ol plano (6). ,. tlo.,. n= Wlnld:.d do oolud.;.,.,. 
• · - Slcl p•Jnlo Pulá •ob•• (r), lombi!n o! !.1:11 oóvorllt quo P"'" 

do \or.rroo "-'' lnllnldod do wludoneo. · r_ · 

b) R«:ta de dlrecdón ronoclda, qur rorte a o Ita. doo re<tao d~<IM. 
.·En grmt!l, ulr llpo do problomu puedo sor ruu<lio oonol~t"ndo 

q"'• dtd., uu re<lo>: (1), {"'-) y (n), d< lu cual" 1• pdr:1ora pr~
Fo•do~• lo dlrocd6n que dobe ttMr lo r<ell podida, que la,bi<~ 
rlo~r oorl•r>e con las dos Ullim ... su disposl<l<ln u tal que la solu
d6n., Unloo. modlanle los P"'"' ol¡:oi•nt .. : 

• 
' 

" 
lo.-$• <or.otruye un ~··~• ouxlt!or (6), ton lo m:b do dlttttl~ 

ro~oc\ú y("'-). una do lu rrctas dadaJ. 
Zo.-Sc oMlono lo lnlc•s=ión 1, entro dicho plono oulllor y la 

otra t«l• dada (n). 

Fl1. V.U. 

~o.-Pcr 1 se dibuJo la roela (r), parai<IO 1 (1), ~u• e~londo llfll• 
bl~n a{"'-), es la solución dol problema. 

- Obos<rv'ad6n.-Eo evldenlc que la disposición do los dolos pu•• 
do hocor q"e en proble,-ooo de ulo Hpo,. prurnlen ol¡:unos • ....., do 
ex .. ~dón, oomo lo• •ltulenle<; 

1) Ln r<<lu dados,¡,.¡ y (n),,. cortan, y (1) os porolelo o al· 
guno de ell»; no «!.ole ooolud6n, porque oólo podr 1 corlonr 1 lo otro. 

2) SI (m) y (•) oc corhn, y (11. no slondo paulelo o ol~un~ do
rilas, so encuenl" en un plono poralelo; "ti<M uno lnltnldad deaolo
donts, puesto q•Jt ulolo uno l"linidnd de rooln ~oraloin o (1) que 
oortona (m) y (n). 

3) SI (m) y (n¡ son poulolos <nlro si, pero no eon (1), enoon• 
tr'e.doso «1• útil m> rn un plono porolelo ol dtl<rn,lno~o por¡., prl-, 
m<ras;".,lslo un• lnfiNdod do ooludones, pu" <uotqulor r<ell por•· 
lrlo • (!) putd< torlor 1 (1'11 y (ni. 

41 Si ("') y (n) son pattl<IU tnlr< d. y (1) no" eneurnlra <n 
olro pl>no por•lolo ol qut dolin<n; no .,¡.1< oolu<lh, puu oólo pDdr' 



" 
haher lntrroro<l6n ontro ur.i do¡., prl<r.rn• y ¡t), P"" no co~ ¡1 otn. 

5) Si (l), ("') y.(n) son ~or!loloo: no uEs!r oo!odó,._ ~onto ~"' 
no~""~'" :'""' P"'·:,. c•r.·"'·" eo!C< rlln. ·. 

Dup"h ~• la o~•erva:ión aotorlor, '' poo>rctan .• ~ora, co.OIO 
Frohlrr..u do <>Ir !l;:o, ~. solodón Un lea, _lo.<-si~~;.~tes. 

EJ<mpl"": 

rroblo"'o No. 1.-Delermlnor 1., proyoo<lo~<> dr Jt rooto (r), 
poralolo • (1) - A(4.0, 4.8, O) !'(IC.5, 3.0, 5.5). ~ue corte 1 
(m) - C(7.2, 2.7, 3.6), 0(15.8, 6.0, 2.6), y • (n) - F(6.5. 5.9, 
1.4). G(H3, -3.4, LS). 

~lclrnto> (Fig. V.2.7), 

lo.-Troundo por Cuno poto lo la (1) 1 (AB) cuvos proy.:doneo 
(1') Y (1") Orbrn '" re>pedivomenle pArolriO> o ¡A'IÍ') y (AwB"),,. 

" 
lorma el plano o•;xlilar, que con\lrne lam~l!n o (CD), 

2o.-Sr oblirne la ln!rn<Ctión en\r< dicho plano y (FG), utlll• 
tor.~o '" p•oyoct.ote ~e canio, \OOIII,.ndo prl,ero tu proyttc\onu: 
l" y 2", y 1' Z': y d.,pub t1 punto de lnlen<ed6n (l', 1"), corno •• 
llu•:a en la !Lguca. 

_ 3o.-La o~bción e, la recU (f} - (r', r"), portlolo o (1), quo 
pua poJ :. e oniers~:to 1 loo "~rnon\oo dados: (CD) y (FGJ, 

Probluu l\o. 2.-Tra;., un1 r<dl poralela • loo plonoo (•): 
(2.5. 3.6) ., (2.5, 30), y 1•): (7.5, 2.7) 3.0 (7.5, 50), q•Je •• 
lnloro.oto con ¡., rod" ~ue oonHonon lo• >O~moniO! ()!~) y (I'Q), 
olondo.• M(IO.O, 4_5 2.0). :-.'(1~3, 0.5, l-3). P(tl O, 08, 1.3) y 
q(\65. 26, 3S). 

PT<><<dlml<nto: (Fig_ V.2 8). 
lo.-So o~iiec.ol• r«lo (1-ll),coman enlr< (•) y (o);y lroundo 

por N" uno ?a:•l•l• 1 (1"11"), y por N' uno p .. otelo o (!'tl'). •• 
lormo el plono ""'¡¡¡,. cornpu,.!o por (~1:0:) y (1-11). · 

111- VH-

"2o.-Se encuentro !o \nlerse<d6n (1', \") ofllre '" plonc uolllor 
y lo o\ro re<ia ¡rq¡, u\lllundc '" proyeclonto .erttcal, que conUeno 
l<>o p1.:n\o< (1', 1") y (2'. 2"), cb\enl!ndooe dichu prcyeeclon" on lo 
formo ledioad• en la (iguro. 



PAAA!.WS.~.C T 

" 
MO>/TUS DE J¡EC'TAS 

3.-PERPENDICULAR!DAD ENTRE RECTAS y PLANOS. 

' dioulorlclad entre cloo ,....,. ~~loulueo.-La p<rpen l 
1 

Cihlca, eu•ndo 
a) R«:!= prr. " ~~ <>hbl.oo ¡0 Goome ' • hoo< ox\o~-tas cual.,quiero '"'

1
'· g ". ~utos r<oloo (O• ~0'), p<ro 

. ' •anlormo~do ar.~ el loo>< m "'"' ' 

Flr- V..l.t. -

1'1p. V .U. 

<:a,._,.,, ... , . oca.oiono.l (qut pueda ocurrir), de Ptr• 
(que olempr• e><:urro) Y en olr~• modl•nte ti stmplo onill•l• dt ••• 
""rldkulorlóod tnlrt do> r..: "• ~•Ido (ftv. V.3.2), •. ""Ira tn "•- · proye«Jon ... oomc " m . 

,,, .. ,¡¡, -. r'""' 4• R"'"' '"P<NlltoJ,<.dod .. 01.~• 
,~· 

. ''"'"""'"'" 
' ¡¡, ¡><riU 1 foonto-Horl""''1· Oblt¡,o, y.,1 ~,¡ r tlorl10nhl. 

0>"•·•·- "''"""'· 1 ' ,,..¡,¡ 
' • 

p,,,_ 

Vt~kol ootto•<•-' Hori,.oLot ' """"'-
• Vorli<Ot 1 F<o.nlo-H,.I<oohl • Obloo<Oo V"""'· 

"''"""'''· . Ftooto llod.,n- OOIJ¡o;, ' "' """'' ' '" • ''"''"' y o. p'"'' Obl•r•do. '""" p,.,_ 



h'~,._ 

' • 
' 
" 
" 
" 

Tipo•·~, ¡¡"'" , .. ,. ... ~c.: ... !.! ... l '"'f"""" o...-. 
Co-¡""""' - " Cl>lm• 

" wm y D• p,r,r. Ocn<on•l. Tm"' p,., ... ,~ •. 

f'""'''' y 
f<oolol . 0<"''"'1_ \""""'· 

!lo""'"' ' ~ .......... Ocnlo"ol. Homoo.,l. 

Cuolq"'"' ' r"""'- Ocnloool. V"''"'-
c .. ,,.,.,. 

' H"'""''~ Ocnloool. H.,.,.,,,¡_ 
c ..... ,.,. 1 ¿_, o.,t;l Oc ..... ,,_ '""" 

j/lZJ ~ 

. - - . - ' ' ' • 

• 
•• • • 
• • . n¡· .· ... . ... 

·t:>'JJ ,, -,_¡... :,.. rJ 

'" ' 1, 

~ 
-tf''=' ~1-Tf'-:::) ,, \i. ; Ldf.>"' : .... --~-'r 

H) 1~) _ 

l'lr>. V~ l- (Coo"""dOo). 

' 

r<o)"«<<6o. 

N<»"--E• convenlor.:• r<eoloor que. ounqu< ., evldonto qu• puo-
~. txl•tlr '""'~l!n porpendioulttldad tn el ,.,¡, general do do• rto\"' 
oua:.,q•Jio,., hl sll·J"i6n M puedo onolluro• ?or 1~.ora. co"'o ya 

. ,. •pon:6. ;\r.o qoo •• "'olivo Co oplltJdór. de lo• /1-\~todoo E•p«lo
lu {6 Au•l:hru), G"' ¿.,p~h. •• utudlatln. 

" 
~) P~os perpondlou!u..__A~tes de r01!1ur o\ estudio de 11 

~erp.eC!ou1a.idad on:re rlos ~\anos cuale•c;utoro, u noccurlo cono
'''la oor.dioi6~ ¿e: 

rerpoodi<ul..,-ldad entro un~ roda y un plono.-""Uno roota <ua!
qulor• 1'1 es porpenditulor 1 un plono dado cuolqultro (•), si, Y •61•
menlo. •1 !sle Oliimn contiene do• reot., cuotuqul<ro ooncurrent.s, 
que'''" perr<c.dLoulores o lo primera"". es un onunclodo "nclllo do 
la eondidón nee<»ri~ y sulid<nlt ~ora¡, "i•t<ncio de lo ptrpondlou
lari~ad <c.ife uo. r<c:a y un pbno cu•lqul<ra. y no" dolicll obst!vor 
~ue puede"' coo<ocuenci> de uno ~. ¡, lormu de ~·noradón de un 
pl>r.o, QU< an\<' '' onoluon. 

• 

Flr- V.l.l. 

Ento"'"· al ob .. rvor lo monteo '"""~ondlenlt a !o r:ondltlr!n 
ar.lorio,, debe tor.e"e quc. &l '" (r) porpen~lcul" a (•), lo u o todu 
lo; roe\" conlenOd" en dicho plano. y ¿r,lln~ulenr!o onlre tllu ru· 
lronl>l" y horizontales. t. proy«dón nr\leAI (r~J debo oer pureo• 
dl<ul." 1 la proy«<i6n v<rll'-"l do tOO& fronrAI d•l plono, y o s~ lruo 
vorllcal (•1"): y por ruón ><m•J•nlo, lo proy«dón hodzonto! (~) 
de la roet~ ,.,...:!ta porptndleulor o ,.., "''-''"'""' P<OYt<<lon.,. do t<><lu 



" 
t... herbol'.w.,. ld plL~e, y per lo t•~lo, o •~ trua b,;,o;\•1 (•1'). 

Es d«eir, toda r<'<la p<rp<ndleutu a u., pl~r.o ó~o e~alq~i•ra ¿,l>< 
ltnor s"" pcoy«clon"" '""~'<llvu ,.,.,~;., a 1 .. t~ ~.¡ ¡:tz..,o, 
Y a la.¿,¡., rect•• 11'0r.la[., y hoii<Colol") paralolas a lotas,;¡. 
11m.,. (Fi¡;. V.3.3). 

Probl<<nA.-Dihu)" lo• Ir•••• dtl plano (•), q~e •• potpondi<u
lor o (1) - R(ll 5, 08, 1.7), 5(15.2. 52, 67), y conlione o loo 
punto.: P(106, 2.6, 32) y Q(l4.4, y, 1.7), o:Olenienclo la proyec
<lón hori<on\al úi (lliimo, y dibuj4ndo la roda (PQ). 

• 

1'1¡.V.H. 

Pro.:ett .. ton~o: (Flg, V.3.4). 

lo.-;-Por ol P"r.to P ''dibuja uno horl•or.\!1 del plo~O. cuy., 
proy<oo:o~•• homólog'> oon : (P"V•¡, paroltla " L T, y (P'V'), normol 
• (1), y tal que'" trou v<rllcol " (V'. v~¡. con :o c~al •• puedo 
dibujar (•,") normol a (1"), h.,¡,.,., oobr< LT. 

.. ' 

" 
2o.-i'oc •n y ~crmot • (1'), se ~~~uJt la c\rolruA (•1') del pltno, 

y dibu)aob por (Q") lo plOYotd6n ver\ltol de una frontal ~• {•), 
pa .. :ek,,n:e • ¡.,•¡, c~yo pur.lo H' debe utar oo~ro (•,'), '"prO· 
y<edór. hori,ntol, ol ser pou:eto o LT, ~ol<fmina Q'. 

P<r~endi<uladdad entre d.., plonoo..-Como ompliaddn do\ con· 
oe~t< oe perp<ndiJ:·JI>rido~ entro un• roda y un piona, •• dolino 11 
misma pro¡iedd por a~"' plonos, como •i~ue: "Un plano eualqul<rl 
(w) o. porp•~diou\>r a otro plano ouolqul<ro (ll), oi <onti<n< <UIUidO 

monos un~ reciR (n) porpondl<ulor a (L})", 

Es e;-1den:e que lo anterior condieión de perpondiculoridod do un 
phno Ir) re>poolo a otro lll). no u •ull<ienle p•ro ddimrlo, pu.,\o 
que por una mi•ma norm•l (n) a (ll) pueden eonoeb1r" una ln[¡nl· 
dad,Oe pi•nos no1malu o lll). Paro de!inir oomplolamonle ni pll· 
r.o (•) "r.e«S':io contor ton o!ro• dolo•. tomo o ira do'"' rectos. <le. 

Pro~],,.a..-Enconiflt J• intot,.cddn or.lro •1 plono (L>). dado 
por •u rrcta do r.:himo pen~ien:o (AD): A(ll.9, 20, 2.7).11(13.2, 

· 3.9. - 1.2). y •u plana P"P•~d,tulll (•). que conllono Jo t<eta (CD) : 
C(32, 1.2. 3.5). D(8.6, 3.6: ·5.9). 

F~lrnlen\o: (Fig. V.3.5). 

lo.-5e obHonen tu tr.,;, (H'. H") y (V', V") de lo rodo de 
mhlr:1a ptndien\e, y de •11" lh dol plono: IL>o') y (t..,~¡. 



2~.-So f~rmo <1 ~~~~~ (•) •~~ lo recto (CD) y uno r.ormot a (6.). 
quo •• hoce P""' por D, pcr~cndlcularr:1e~lc a 1 .. 1raz ... 

3o.-Se ~clormlnan punto• comunts '"1" lo> do• plonoo, m•· 
. <llanto lu harlzan\ol" (Cl). y (ZJ), h"lo dellnir lo> pun\o• ! y!!, 
pe' dand<" dibuja la «<lO de ir.:eneccló" pedida_ 

to;a,~.-So ha podido e~'"'"' rn ot prcJle:"Oa anlorlor ~"' la 
~<rpen~lculad<lod <n Ir< d.,. planos oo.".>id<radoe na •• rna.nl ¡¡,.¡~ entre 
aao lrn"-', lo cuol ts cort."n <uar.do loo plano> or. <'ludio oon do lipa 
cual~ui"a; P"o, lra:.ln~a>< do lo> lipos po:licular<• conoddos, ol 
<> po.,blo, on <ItriO! ca>a>. hacrr el analisi> de la P"P<n¿Loulorldad 
onlr< do> <le tlloo, atendiendo • '"' lraao, como en lo> que '' mon
cion,n en el euodro oi~"ltnlo: 

,,,.,, •• p¡,_, co~""'"'" 
p.,,.,¿;,,. r •.. • , .. ,,. t>oood• 
'""''-'- " ... ., .. 

P• p.,¡,¡ r p,.,,,,. • " n¡,,,,,_ V<rl. ' Ho>ll. 

/loolronlol r o, Pnlll. Ob'i¡•Jo. V'"'"'· 
.fron"l y o, rnlrl, . ., 0~1·~·1•. Hori<Of,,ol . 

r,.,,,, r H••"•"'•'· milo•••- Jo. p,.,,., 
o, Conlo y F"nlol. O>~•••J• Hori<Onl•l. 

V<tliul y llori<Onhl. OOH,odo_ V<rl:«l. 

Q" r.,. ""' L.T y p.,. ,.o• tT. O<.,;,not_ ,, Proyto. 

roro't'o o LT y Q" p.,,'" tT, o,.,;,.,¡, ,, p,,,..,, 
p.,.,,,, 

' " ' 
p.,.,,,, • "· Qo.,, ••.••. lo. Proy«. 

o. c.,,, ' Dt C"lo. o,,,,._.,, v .. : ... r. 
V<tLo<ol y V<rliul. o. ........ Horl10nhl 

Na.A.-AUOQ"< no puo~o ,., oO""''~• on ni~gcno do lo• pla~e> 
~. "~<ronel•. >l<mpro ••lo:• porptodi:oJ~'iú~ (o~ligad•) onl<o e~ 
plano do porfrl y ello que pa.u por LT, ccmo t> fjcil com;>rendor, 

~.-PROBLEMAS 0!'. P!'.RPENDICULAR!DAD. 

o) Porpondlcular com~n que <orlo> u clo• r«!.>o bd>.:o.-Exdu· 
yendo ~udo luogo loo cooo> do t<oo~d6n (lmp<»ibWdad o lnedor-

'" 
t:n!.:udón),.que pueden pre,.nlono al tralor do ruolvor un pro~lr~< 

-m• coO'.o el que><'" • conlldorar. 1~ quo do~ondo dosdo luego do 
lo disposición clo loo dolos, lo ooludón puede lo~rano (cuando la 
<>«pción-r.o oc"rre) mr~ionlo ol procodlmlonlo ~onoral que con>lo 
de ¡~, siguiente> P''"" (Fl~. V.4.1). 

1.-Tra:.r.é~ do. pl<no• ou•ilior•s (P) y (Q), co~• uno ros· 
p«livar:lonto porpondioulor o coda uno de los roe!,. d.~., (m) Y 
(n). por P"nto• ole~IOo' orhll"riomonle. 

"zo.-Oblonior.do 1• rccl• de rnloiSt<olón ¡!) tnlr< loo do> plt• 
nao '"!O<iore>, que ror "' oomUn • ambo>. corrt>ponde 1 la dlrt<• 
ción ~e 1• ;erpor.dicul., comUn • lu "''" dodu. 

3o.-Di~"j'r.¿o una paralelo {lr) o lo cil!da ttcla de !nler><e
dón ro• ~~ pu~~o ~. una do lu tectu dadas, qu<da dtl<rmlnodo 
otro ;!•~• !R). ~"< oonlltn< • •mbu. 

flr. v.u. 

4o.-Cb!e"ieo~o el punto 1 do lnl<ro«el6n do la clra recia dodo 
(n) c~r. ol piona diOdo'" ol PI>O tnlorlor, ti problomo. queda ,.... 
ouelto al !ruar por ! una p>t:lltla a la re<l-a dt lnte .. <'<dón obtonld& 
en el ~o. P'-"'· h"t' •~ lnt<r><<dón O con lo primera de In teclas 

¿·~··-
EJomploo~ 

ProbJorna No. 1.-Determlnor lu doo proyteclonu de la per· 
pon¿lcuiar comirn, ~"'ceriO a lu rtolu (m) ~ (n). ¡,¡., que <On• 



llenen too, segmen\o• que •~ ••t'ul~a •• mer.dc~•~= (m) - A(9.1, 
o. 3.6). ll(140. ll.8. 1.8). y (nJ - C(t0.3. -o.s. 2.2). D(l5.3, 
3.0, 7,0).· 

Pr<><edimiento: (FI¡¡: V.4.2). 

lo.-Por un pun\o ""'lquleia de lo rr.on\ea" dlbuJ•n ¡., traus 
de los planos (P) y (Q). eomo siguec (Po') y (?,") perpendicular" 
a (A'B') y (AnB"). y IQ.') y (Q1°) cormal" 1 (C'D') y (C"<;"j. 
rosp<etiHmente. y>< encuentran ¡., ~royeedor.U fmmólo¡;as (1') y 
(1") de la bter.,ooión entre ambcs, <;"e r<?rt,.nt~ la di.,cdán de 
la porpen¿ie~lar corm¡n a ¡., dos r<ol" dadas. 

fl¡¡. v.u. 

2o.-Por C" se lleva (Ir"). y por C'. (lrt). poroteloo•,.n\e • (1"). 
y (1'). formbto" ni un p\IM acxilia: (R) con lo reet• (n) - (CD). 
y Or). 

3o.-Se o~\iene la bler><edón 1 ú (m) - {AB). <on el ~l.oo 
(R). utiliundo el proyoctante \·tr\l<al de (AB). QUe p<rmite deter· r,· 
mlnat primero los putolos (l'. 1") y (2'. 2"). y lue¡¡:o 1, ~e la :r:ar.era 
yo cooe<ido. 

tJ:bUJ"'do por 1 Ltno porolela a (1). haol• D. '" '"' dos pro· 
ye<dooe" {1'0') y (1"0'"). q"e~• "'"olio ol problema. 

Pr&Liem3 No. 2. Traur lo perp<o~loular com(tn • l•s rectas 
(r) y (•). que contienen lo> "'Cmec.\os: (1\L) M K(8.8. 4.2. S.J) . 

.. .. . 

-, 

'" 
L(8.8. !.4. !.l).y()C'/) -M(IO.S. U, U),N(\5.7, 3.3, 0.9), 
re>;>«\iva.,ente, t•l ~"' !C (nlers«tc con e!lu. 

Pr<><edim.lonto: (Flg-. V.~.J). 

lo -Se dlbu)•n los pl•n•• (P) y (Q). perpendloul!fu 1 ¡KLj 
y (MN). r<'pootivomento. mediante sus tr .. ., IP(. P1")"y (Q 1', Q1"), 

oorr.o •• mu.,lra m la l"l~uro. ulllltando lo l<reora proyotolón. 
2o -So doler01ino la teda do lnle,.eedón enlrt dioho• planoo, 

de proyeooion" homálo¡¡: .. (t') y (1"). ~uo pro¡>ordona la dlre«i~n 
do la perpendicular comé:n o (r) y (o). 

-~o.-Co" (11', 1,"), parolelo 1 (1', 1"), y 11 rec:t1 (S:L), se Jor· 
mo el plano ou.•lllor (R). 

L• lnlonoeoión (1'." l") entre la recta (•) Y el plono. IR) se,· 
cMiene medloote el prooe'" Indicado <O lo fl¡:ura. utlllundo el pro· 
ye-ctan:e ,·erHool do 1•). ompl<lndo loo punlos (1', 1") y (Z'. 2"). 

4o.-Li «>ludón >< lo~ra dibujando por 1' una pa,.lell 1 (1'). 
y~"' 1" una por a tola a (1"). haota O' y O". re5peeti .. mente. 



'M 
5.-E.JERC!CtOS. (S~!~~ V) .. 

L-Po,. el P"-:~ O, dibcjar cna r~t• po,.al<la al plano (•). quo 
c.o<lt ~lo etc\< ¡!:.>.:¡, >i<n<!o: 0(5.9. o.~. 6.9), )!(15.0. 2.9. 6.9). 
N(IJA, !.S, 2.9), (•): (5.0, 3.8) 11.0 (5.0. 6.0), 

2.-Por •1 p~o(o O, traur """ rtd., p.,alela ol plar.o (T). ~u• 
tor:e • la recta ¡~:...'1),oie:tdo: 0(10.9, 1.6, 38), )1(4.0, 5.4, 5 .. ~). 
1'1(9.9, O, 1.9), y (T): (12.3, 5.4) ., (1~-3. 7.~)-

3-0ibujar los do• proyoccion" de un• recto que pose por •! 
punto A(l5.2, ~2. 84), "" po,.l<la al plar.o údo por Un• do'"' 
roel" d• m.!>Jma lnc1Lnaol6n; (HS) - R(BA, 2.4, 5.5), 5(13.5, 
138. 0), y>< tr.:er.eete eon lo rocto que p>Sa pcr B(l0.2, 38, 12.0) 
y C(IB.i, -~.C. -22). 

4.-Dtlttminor 1• roda que, oiendo ,.,,¡,¡, ol plor.o dol lrlin
tulo: A(5.5, 7.8, 55), D{l4.8, 43, 8.5), C(IL2, 1.9. 2.0), eor· 
la a la roo\o (1) - ~!(3.5, 2.4. tU), !\(9.5, O.S, !.2), y ecnH•· 
no •1 p~nto P(8.2, 2.8, 9.5). 

5.-Truor uno rtdo (t), parolol• a (t) - A(9.5, 22, 2.0), 
D(IG~. 4.7, lt2), quo eerle o lu roelas G"' eonli•ncn los .,g. 
mento.: C(0.5, 7.5, 2.4), V(l2.3, -1.1. 50), y E(IO.B, 5.7, 
tOO), F(I7A, 2.7, 5.2). 

6.-QC\ener ~r.a rrota que •eo poralela a los planO$; (•), d•do 
por una~.'"' rco:u C. mhlma pondlente: :.1(8.0, -1.5, 7.5), 
N(tl.3, a. LB), y (ti)- (9.0. 2.4) 5.0 (90, o¡;y~u .. de· 
rnh oo:t• • iu :e::u que eo~\ito'" los ••;''""too: P(\0.0, ~-2. 
3.5), 0(155, LJ, 7.3). y 5(10. 4.4, La), T(205, 4.5, 3.5). 

7.-o.~o el plano (Q): (130, 39) H (130, 46), ecmple
lor lo; pro¡.-e:cior..s de'"' >'unte•· A(8.2, y, 2.5) y D(l30, 2.5. 
h). D<lerrtHn!r el punto C(SO, y,, : 1) que esti •obre lo norm;l a ,._. 
(Q) qe,· P"' por A, poto com;rlotar los proy«cioc" del hl!ngulo 
rcet.lr>~ulo (ABC), y e\Jtcr.or la• ~os Ir oH>¿,¡ plono do dicl10 lriir.· 
culo. 

8.-Cncon\r<r la lnl<"'"ldn er.lre ti pl•no (•), dado por un• 
de'"' r<tlu de mh!m• pondl<nlo: ~1(4.0, 43, 7.5), N(9.5, 4.3, 
2.2), y en ~ta."o ;>"pendieutar o ~1, que oú:r.as eonlier.e •1 st.n:tn
to: A(a.t, JJ. 5.~). ll(IU, 6.3, 5.0). 

'M 
9.-0b\"''" lo tnl'"''<lón entro los pl•n~s': (P), porpondlc~· 

lor o (liLJ: li(9.0, S.8, s.a¡. L(9.0. 1.5, 2.4), y (Q), normal • 
(~tN): ~!(tU, 5.2, H), :-.'(13.8, 9.0, 2.8), si conlieno Cldl uno 
re•poeliv•::>entelcs punt~o: A(IO.O, 3.0, 2.0) y D(IS.3, -3.2, 5.0), 

tO.-O~i•oer lu_doo proye<:ciones de J. p<rptndieuttr eomón que 
se ln\onoo\i «>n lu rto\u qu< conlitnon los ucmentoo: (m) ~ 

A(IO.O, S.O. ~2), D(ll.O. 1.2, 20),y (n)- C(92. -08, 3.2), 
D(\S.S, 3.0, 7.0). 

11.-Unir m•~ianlo uno r<C\• no:mat a ambu, 1 tu t<ctu que 
eontionen los>'~mentoo: (r) ~ K(6.0, 2.0, 2S),L(IOO, 4.5, 60) 
y I•J - ~l(ll.-1, 6.4, 5.9), N(ll.4, t.o. 32). 

• 
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iombl!~ put~< observoroe e ln¿:coroo ., un C".udro, ~u• lo• ,.., 
lo:" do loo b~uloo (r\) y (B), G'JO un plono dedo puo~o lotmar 
co:: el hot!,oo:al y oon ol verl1hl de r.lorenoio, <n>l~oror.do lo p<>
•ioió~ roi!llva ciel prlrr."o rospoclo • lo.s u~ur.do•. •en: 

""" ,, p¡,.., ,., 
"' (~ + B[ 

q,, ''" ~'' LT. O< V•l <''!' O<:l~l<:'n' .. 
Pm'•lo o LT. O<l~l<'n' 0<:(8)<:00' •• 
1~" !oo:>l. o .. •• f,,,.¡ •• o .. 
Do p.,,,, "' oo• , •. 
D• e,,,_ 0<1·11<00' 00' oo• < lA+ n¡ < 1&:• 

''"""' 00' O<:IEJ<(l()' 00' '< (A.¡. B) < 100• 

e"''""' O<:IAI<:'l'J' 0<1"1<00' 1>0' < lA+ 3) < 180' 

<u~o conodrnlonlo puodo '" d• u:;¡¡~ad en la •oluoión do problo
m" ¿,tipo r<dproco del ~nldor, co:no el,qu• >e va • tr•lor en 
><~uida. 

-- _____________ ,_ ........ -. . .. ' ... -

• 
"' 

e) Tn.=u de "" p~o, &t.d"" 1011 lzlculos 11"' tonu coa b 
plo..::! .. do rd•nr.¿,_-Co:::o puode c~scrvar•• !icilmonte que el in· 
¡:¡:lo (A), lormo¿o ~"'un ploeo da¿o cuoiquloro (•) con uno di lo• 
piones d< proyoco:dr. (H),., <1 compltmonto del (•) quo ot prnon· 

flr. Yll.H. 

\1 •~!ro •~ r.o,,.,,¡ y ol r.:iomo plono do proy<«i6n {FI¡:-. Vll-2.4), 
la sol~eidn 1 nto problo.::a ~"' se .,¡, <onsldoundo puedo lo¡n"o 
o~!onl.n¿o primero In ¿oo proyoodor • ., do lo normal al plano, mt• 
dionlo loo b~·Jio• com?1<menlorios do los quo ti plono lormo <O~ 
los r<seeotlvos do rdor<nti¡, y >Í~ulondo <1 procodimion\o lndi<t¿o 
on el pro~ lema lluslralilo del inciso o) lnmodlalo onl«ior (pó~. 126), 
y d.s~UÓ> tro:onJo r.ormalm,nle o dl<h" proyecdor.t• ¡., ,,.,,. 
correspondier1l" del piona b"''"¿o, que puedo quodar compi<IOmonle 
delormino¿~ euon¿o odemó, "conooo, por ojomplo, uno do lo1 pun• 
tes G"' contiene. 

Eit,plo.-Det<rr.:in« Ju lrun dtl plano qu< conlien< ti punto 
Q(llS, ~8. 3Z), y loc:::o con lo• plono• horltonlol y •erllcol ~. 
rol.,enolo. lo• )n¡;tJio• [A) - Sl' y [B) - 62", respo<llvomtnl<. 

P~erlirnlento: (Fi~. Vll.Z_5). 

lo.-Por un punto ouaiquloro D, elt~ldo arbilrotL•monl<," ob· 
u,nen lu do• p!O)<«Íor." homólo~u (O'P') y (OHP") ~.un ••t· 
modo (OP) do lo norm•l •1 plano bu•c•~o. qu< rleb< lormor loJ in
gdo,- (•) - \1-l" - 53" - Jr, y (11) - W - SZ" - ~s·. "i"" d 
prucerllmienlo )'1 conoddo_ 
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l'tc. v:11.s. 

2o.-A porllr de t .. proytodon., d•l ~~r.\o d!dO Q '' tnu~ lai 
prOyttdor..,, ""lio~l y hori:onlal. de e~• roe\• ho,l:onl•l ~•1 plzoo 
bso•~~. dibjlr.~~~" por Q" poro lela! LT l" r.crr.1ob<r.\e • (O'?') 
p~r Q'. ;¡;,a ob\er." '"!rata oertiool {V', V").~'"'"""'~"' (,.,") 
"Oib·JJ• ror v·· nor,.,ol • {O"'P"). h":a ~, soOre LT. de donde" 
lra<a {•,') p.,a:elac.1eote a la proyecd:in hori:or.lol de lo roda hO· 
ri:or.l'l ante> dibuJ•da, con lo cual el pro~\o;ra qu•d• "'"'lto ol 
qu•<!ar delinido el plono (•) de oCoerC~ <oo lo> da\c> cor.oddo>. 

Se •nota •dm:.l>, en la rnon\<t, el ¡>tono: ¡¡.,•¡,, (·,"),]. ~ue 
t<;lTeseo:a la otr> de !•; dos soluclon<> <!e este prob\<ma, ><gún 1• 
dir~c•Oo .,.,," q•JCn• lomor po:• la ror;;c•\ • ¡,;¡, de bs qoe " 
obtienen'" ol prln1er P"O Ool prooodirroien:o indlcodo, como tan:biOn 
>< mc,.tra "' la mi,ma rnon:oo. 

;.:o a -Dude loo~o ~u e igualr.1ent• ~e~e hoborsr obso""•~o GUe 
<1 probi<IT".:O. de 13. obt<odón d< las 1.-:t= Ce un pb.no, &:,do w:a lo• 
nlor~ clr J .. ~n~uloo ~Ut <1 rtano fo"""- <On lo• cl< proy«dór., U 

1<1d•terMb.,¿o, ya qco P"<de t<nor una lnlbd•d do so!uoicO.,, que 
oom-s¡~"~'" • toda una la,,;¡¡, de plar.os parololo>, Jo la mistno 
lnolmodón rcsp"lo al ct>lr,.,, de relere'"ia, dada por :a mi•m• nor· 
mal oornúo o to~o. los plor.os d• aqurlla. Sin <n:'Jugo, cor:1o" ha 
visto'" rl •j•m~.> "'"'lto, otro dolo (oor..o ur.o de su• punte•) <>, 
en E<neraL >u!lci<nlt paco G"' el plan<> bsoado qu<d• del.:mio.do. 

---- -· .... -· ·-· .. 

"' 
3.-EJI::!iC!CtOS. ¡s.,¡, VIl). 

1.-f.,~lcar •n 1• mo~l•• los in~:~Jics (•) y ~) quo •1 "im•n· 
-lo (AII) lorr::o con los piooos horltont•l y -.rtloa1 do .. ror.nolo, 
slondo· A(S.t. 4.0. 1,9), y !1(12.3. 0.7. -2.3), 

2.-0btoner 1!11 valor<> do los Jn~ulos (•) y (~) que <! S<~· 
""":o ~I(IC 5. -2.2. -6.8). N(!~.s. -3.3, 

1
-2 2). Jormo eon lo> pi•· 

r.os ~' p:o¡o:oit~ <!el <i>terna. 

3.-D•~oo: 0(7.2. 68. 53). (•) "3~· y {fl) - W'. obt<n<r 
tu dos pro;-oodone> de la rec:• (OQ), qu< formo lo• ln~utoo (•) y 
(fi) con los pl•no• hori<Ootal y vorlicol d• proyocclón, ro>poctl.a· 
f'1onto, cnndo Q(8.6, y, <), 

~.-o,:ormin" In do< P'"Y<<eion<> ~. loo •·~mon\oo (ADI y 
(DC), lo!" q~< for.'!1•n in~~ios ~. 20" y 6()", y <!e 30" y 4~". eon lo• 
plonos ~arioonl•l y vorticol. res~tolivamtnl<, cada uno d< ello>. >l<n· 
do: A(S.l, y1. <o). B(9.0, 1.5, 5.9), y C(l3.3, y,. o,). 

5-Mos\rar en lo rr.ont<a lo< valore> <!o lo< .in gula• (A.) y [El) 
q"e <1 p:,~o (Q) form> con los ¿, proyoodón, si uno do'"' r<e\u 
<lo n,.;,,.,,. p<ndion\o P'" por los Pllfllos 11(11.0, 1.5, 651 yS(IJ.2, 
u. 0). 

6-ln<!ioar los ingulcs que lcrm! oon lo< pl•no< 
<1 pl>-~o ¡¿¡, ~u• p1sa par los punteo: A(1.1l, 3.0. 
2.0, 60) Y. C(l2.4, 3.5, .3.5). 

d< proyocdón 
2.0). !1(10.0. 

7.-Dibj" on 1• mcn\Oo las lrtu• del ~lono (r), qu< forma 
án¡:ulos: {A) ~ 70" y {8) - so•. con ot hori,on:ol y eon <1 v"llcat 
do proyección, r<>p<etivam<r.le, si adomh >e ,.bo qu< dicho piona 
cc.,li<n< ol punto Q{gl, 22, 4.01. 



. 

VIII.-ADA TIMIENTOS. 

1.-DESCR!i'CIO~ DEL METODO. 

a) E1p\iOJt<lon.._- El Mi~odo -~e Ab.otlmlen\""' al !¡;val ~"' lo> 
N,i\o~oo antes üsori\o>( Cambies do Pi•:-.o< y Ro•.•don" o Gi;o>), 
se ulii1U P''> rosch·er Pfoblern" ~"' involueron r:UJ:"'i!ud<> roa·_ 
¡., (loo~itu~•• y in~~los) y posido:-.es ul•\ivu. y lo::c~l!n oomo 
ellos, >'J op<,.dón >< reall.a .r.ol•or.lo lo P""nlaoi6n de \os ole· 
rr.enlo> ¡;oo::-.it:i:os que bit"'''"'·'· ~< "''""' ~-"' "s~ll<n sllu•· 
doo en ¡>l•no> p>r<l<io> (o 'o;nddenl") con >1¡¡-uno de lo> do] <\>· 
lem• <• "-'"'onda_ 

Sin omtorgo, )' ! P""' rle c.~• u\lllu on oi<rl> Jormo lo> rro<<· 
dimlenlo• p!O><nla~OI P<'' los b\llodO> a:-.lu se,hla~oo, como" vorl 
en oepid•. su •plicodón •• mh arr.f'l" produmenle po; la ¡¡one· 
raiidad ma¡·or do ou prcotdmüonlo, q·Je le pem.ile '" ompl,.~~ con 
la<ttiéad on vari~• llpos de ;>ro>lemu. 

Co;r,o el pr<>:eoo r"~dao-.enl>l de este ,\',<todo <On>lsle <!: <le<· 
luar la rol!t<i6n ~.un pl.:u-,o (abolimiento) a!ad<~or do ona ¿,""" 
Tt<l"-" {ebrnol~) preYi"1lonlo de~ido, ~ ..... \.a conoe¡:uir quo <1 pia<1o, 
y con él los <lor.-:e.~:oo ~<0;:-',;:t:ieo• G"' conliono, estl co;:,pleloc.:en\e 
aOaildo, o ota 1"'-ro.leio o «>in<id<nie """ uno de los ~lnr."" ~< r<!<-
ren<;,., u "·idenl< ~e< ~ ruli= ol a!>.otlr.Jonlo Oo un ~~· <lldo 
c=lquiuo., nec=~"'""t' debe <le~irS< <omo d-.arnel.:l. ur.a r«ta ho
riz<>nt.a\ o !ron:...! ¿<1 ~L=o, ~"' P"'~' oer, lnebso. uno do >U> trono. 

Anl<> de e!octuor un o>olimiento P"' lo r«oluclón do ~n pro• 
hlema, rO eo:-.voniec:o ar.aliur el rr.oolmien\o, d~unto el ~roceso, de 
en punto euolqu'er> P Col O'laoo dado (<), ccn<iderando q•J<: 

- C=-~do so <llt< <omo cl=-no\.1 i.> Ir...<:>. ho,:Z.,ntsl (•1) del 
plono, d<b<n o>oernr>e loo si~uieniO> po.;n\o• im.,orionle" 

lo.).-El punW r"" rn~<l'< .J~iendo wu t.-..ye-.:torb ilicu:.U <on· 
tenida en un pl'"o rorpeodic"lor o 1> <h,nolo, t•l quo '" pro)·eeeldn 
•~ el plano ~orloon<ol GU<do conlundl<ia '" la ,.,¡, (í'oP'), normol 
a (•,). oetre euy• c.or,•l fo:,o""'·•n:, úbo eneontroro< la poolcldn 
aba\l~a Po del pu.~lo P [FL~. VI!Ll.l). 

~o.).-El ndio do'l3 tnoye-.:to:i.J. Wcul.u de P, debiclo a la re· 
ladón clo ( .. ) olr<''clor do :a o~orndl ( .. ,) o eje do to\ación, puedo 

• 
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~o:ort:'.!c.~.s• o~•or•a~do (co:no <n uc. c.,blo d• Plor.M) el lrl1n
f"Jio rec~ón¡:"J:o (~?'?,~). ll!mado !dln~elo do ab>.lbltn!o clel p::n· 
lo P. ~·~~• sus cololos: (P'?t) y (r;P') son "IP<CliYor:"ole la ro~ 
¿, P y 1:1 &t.onoi> P"Pt~d<culor ¿,!.:l. dt:>m<l:l a su p:o;·eooión en 
el plono óo aOalimienlo, y la C.ipo:.,:u" (p?,") u ti r..d'" do ~b3• 
tl,.,l,nto óo !'.o'"" el radio de la lroyoclo•i.l Oo !' éeranle el abali· 
mienlo, y torrospondo 3 t:t dbL:tnd.> entre l1 d"rr.eJ.:. y b. posici~n 
ob,tJ<!.' r. Gel pu,.lo !'. · 

So •• hubitra tlt~iOo como ch.,ntla una horl:onlal cualq:~itta 
~•\ pl•no. oomo (h) por •i•m?lo, el plano de abatimiento «ri• ol 
hori>Onlal qo< toc.tieno 1 (h), y ·~ ti td.l"¡:olo ~. ab•liO".ie~to '' 
len~:i> ~·,. "" coltlo>, los s:;"i'".t" volo:u: (>, - ,,¡, igHI 1 
la dil,ec.cio Oe col.,, y (l'l '), disl,nda porecndic"l"' de P', la 
proy«ciC~ bomontol (h') ~. 1• obrmll. 

Po ~"""' "'"'J•nle so p<>eoie d"orlblr <1 proooso ~' un aba· 
\lmler.!o ,[oci•JOJo ''" un pl.mo •·ortioal quo, deodo luego, puedo '" 
el qoo lo'"'' parle ~el >i>le,na ~' rel"onci•. r> 

E• •~•t"mbro m•ncie.ur, por teOo lo on!.,lormenle Ooocrilo, q•;o 
pa .. docbor corrocl•menle e\ o~alirnienlo Oe un punto. Oe~e to¡;.,.r· 
>< pri,.,.,ero la eonslruedón <ouoct• rlo su trt.lngulo de ·~•1<,-.ienlo. 

Pueóo nolone lom~ICn oho''· con todo dorldad q"'· <n rl~o,, 
un ob~ll"'l<nlo no "" mM que UM ~t.>dón o ~lro, sólo ~ue plosen· 

• 
"' 

ta un upeo\o mJ• ompllo, ya ~u• ,, •uttu alrododor de un eje (la 
<~<rn<l•) quo no os r.e«sorlomento uno ,.,¡, de punto o v.rllotl, 
y ,¿,..,;, el r.1ov1m:ento >< realito con •umo l"iildod, otrulrondo 
• to~o> lo• pur.io<.dol pl•no <or.\l~orodo, con ncooc1<ln do los que 
>< ec.cuon\ron on b chanob, yo que olon~o ti tje de rola<lón, ._. !. 
é..-.ica do b,o neto.. ~•\ p~no quo ?trmAn<« /lj3, por lo <uol lodo• 
•~• ~uc.:os, ol r.o "'"''""· •i~uon conO<IV&ndo >u .nl•mo po>l<lón 
i::ioi>l ~upuh dol •~a!i.or.itnlo. 

El ~rt><oJim<enio uillii>~o por el ~\Ciodo de Ab•t\mltnlo>, que 
"•••~• d< e.<pliear ~,.~iar.it 1• ptr>p<CIII'l conv.ndonal dt lo Fl~. 
Vllll.l, oplioodo' 1., mon•,,,. cotr"ponrll<nlu," vo o \rotor oho• 
n '" les >l~uitnl"' 

b) Ejtmploo: 

rroble= :-;o. 1.-Dolom.inor Ju pool<lon .. obotid .. oobre ,.,do 
uno d• loo plonos d• ~•oyeceión de 1" lruu del plono (•): lll!, 
5.0) 9.5. (13.8, 6.B). 

Pr<>«dir:úento: (Fi~. Vlll.\.2). 

flo ~llt.t!. 
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!o.-Tornondo corno charnelo la trua (~,').poro obo~lr lo otro 
trou ¡~,·¡ >ob•e·el pl•no horl<o"lol," to01• u_no cuolq"l.ro d~ 
'"' pr.loo (1', 1"), clibjando lo ¡>royooolón ~. !U lrayocloolo nor· 
molrmr.le a (• 0'), Ce•d• !'," oo~slruye !u lrlóng"lo <lo obo\lmien· 
lo, y en ,.~ulda "obliono lo po1ioldn ob4lldt (1 0), como" inCito 
en la !i~""· La t.a:o ''ortlool o~tllda •• di~ujo unlenclo el punt~· 
""·que hA p.rmomcido lijo. puoolo QUO porlor.oco 1 lo ohorr.ola, con· 
lo pa>loi6n obatido (1,). · 

2o.-ln~<p<nclionlomente del p••• antodor, ullllundo como chor· 
n•l• lo trazo v"licol 1•:") para ob•tir la oi<O truo (.,') 1<lbro <1 
•<rtical clo rolor<ncia, " morcan ¡., prn¡ec<ion<> (2'. 2") clo uno clo 
'"'punto>, do~ujmdo '" lrayecloda de abatimiento normalmente a 
(•1"), a pa¡tir clo z•, y lu<¡;o su ¡fi¡n,ulo d< aballmlonlo, con cuyo 
~l~olen~>a (r.dlo cle obalimiento) ,. obllor.e 1> po>ltión •~•tldo 
(•,')o •l ""¡,,. ., y 2.. como so 1.-.~i:o oo la montu. 

Probloma !\o. 2.-Abatlr Mbro ol plann horl<onl•1 <1 lrllni:'IIO 
A(Z.9, 33, 1.7), D(J.2, O, SO), C(8.6, 32, 0). 

•' 

.. "• 
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Pro<edl~lonl<o' (Fif, Vll!.l.3). 

to:-s, o~ll•~• la trou ho•lzonta1 (P,'J, di~ujhdola por C' p•· 
ralelam<n'.e o la proyecdón (A'l') de la roda hodzonhl (Al), y 
lomando dicho ¡,.,. OOr:>o ch>rn<l!," dihujon porpondkularrr.onle 
• ella las proy<edor.es cle 1" troyectorlas do A y D. • par!lr de A' 
y B', respooliv•¡nente .. 

2o.-llev•ndo poralolas o la chorr.olt (W), tam~tln por A' y 
B', con oolotos ~~~·¡., • ¡,.col» ¡,, - 1.7, h - ~.0) do A y JI, 
y los otros coletos t<>pectivoo i¡;ual<> a ¡., d,olancin do la pto· 
yoeción horizontal~. <>~<'punto (A' y B') a la chotnelo, •• cono· 
lruy•~ los lrih¡;ulos ¿, aba:<mionl~ corroopond1<nl" ~· loo puntos 
conslclora~a.. 

Jo.-U.,ion~o Jo• pun~os obatidos Ao y B, con C'- C. (qut no 
>< mo,·ió por >et un p~nlo dt lo c~ornelo), G"tdo el lrllnsulo mo•· 

· tro~do la ,-ordodtra m•gni\·Jd dt ou• l•dos y dt '"' Jn~ulos. 

Nor.o..-Debe "~''"'"' G"< purlioron haboue tvllodo lo• lrotOI 
relativos a la conslrccdón del' td;lngulo do a~allmitnlo dtl punto 
A, r:"dion!o la ~rolc".gación cle (A'B') hasta lo c~.arntlo y d"pu!s 
unl<r.do o! ~cnto ~. '" ir.\<r>eccidn con hla con ol punto abolido 
Bo. corno '' in<lica .o la li¡;uro. 

rrobltm.o :So. l.-Dodas los po>101on<> obo!ldos <lt los vórl\cu 
~<un hlAn~ulo: Ao(52, 1.4, 0), Bo(S4, 6.!, O) y C0 (0, 8.1, 
0). y l•mbiin abolid.- la> lrotos: (12.5, 50) J2 (3Z, 90- y) 
út plano (ó) ~u• lo contlono, obter.or las proy«:dor.t> horloontol 
y vorlicol do dicho trl;in~ulo, <l"h>eitndo el o~olimionto. 

lo.~Co1:1o on genctal, p1ro d"haoor un obotlmlenlo,. lleno qut 
invtr!it el prooedimienlo ya conocido, ol \oner tn .,¡• probltmo lodo> 
los úios ob•:idos en ti plan~ horizontal, " puod< slmpll!lcar lodo 
•1 procoso consido.,nOo, como ch.rnoia lo lrou horizontal ((1 1'), y 
di~ujanOo la> roct .. ou•IIIOf<S (2,1') y (llcl'), quo conll•non lu 
posicion<> abatid., Ao. B, y C,, y •d•mh los puntos 1' y J' oobto 
1• ch"r.ola, y 2, sobrt la Ir u, vorticol ab•!id• de ló), ~•bujlndo>< 
lOl:lblin los pro¡-<edon<S do los ltoyoololin. do loo >ütloos, y d< 2.. 
norma],-,enlo 1 1• 'hatn<l•. 
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2o.-Como 2, " lo po$1dón a~allda do U:! p~~to 2 de la trau 
Yer:lcal.'" proye«:iÓ:I 2' ~.~.~"'¿"en LT. y al co~st'"lt su ttlb
gdo de o~a:irnionlo c<m'hl~o:.,uu igual al radio de abatimiento 
(2 • ~.). ie.:nodie:,,.,,,.¡, •• obtle"' lo ma¡:nitd ('l'2") de la coto 
de'" P"nto de (t>,"). la cual eotonceo p"ele ¡,.,.,., uniondo la 
p'oyeoci~-" 2" obt.nida, con el vórtice [1,. 

3o.-Tru•r.do 1" releror.cla1, st puede dibujar l1 proyeccl~n 
(1'2') q"'· al cor:or 1•• trayeolori» '"""pondi<nt ... determina B' 
y C', y l"•~o u· y e• mcdionle sus relor<nolas llevadu huta ¡z•¡•¡. 

40.-Ec.controndo 3". tambii:n por roleroncla de 3', ,. P"<den 
o~l<n<f las P'oyecdone• (3'B') y (3"B"), que definen primero A', 
dGnde" oo¡l, lo prlrnera con lo lrayeclorla de,\,, y l"e~o rdiriin-

---- ----- ... 
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UATI.'II!N'TOO "' 
dolo,. do:ermlna A", con lo cual qvodon eomplot•• !u proyecelon .. 
>OIIdtadu dol lrlin¡:ulo (ABC). 

Pr~blorna No. l.-Eioe\ulr el obo\lmle~!o ~.loo pun!o>: A(3.0, 
y,. ':.¡, D(5.7, ,I.Z, 3.3) y C(8.0, y,, 1.0), ;obr. codo uno de too 
plano• ¿, re!.,tool•, oon<ld<rondo ~ue perlonO<tn lo~os ol mi•mo 
plono (ó): (10.0, SS) ., (10.0, 1). 

p.....,,¡¡;mionlo: (FI~. Vlll.l.S). 

' ' 

' ' ' ~ 



'" 
lo.-.V.<~Ian!o ol ~•o dol luter rto~o do p~oyotd6~ se p•;.~e 

~ibu).,lalcr«ta t:'na del ;tla~o lodo (.6,-), haci!~dóla """' ;>or 
s-. pu• o~~en" •~ ><,;-Jid• tu proye::O~c.e; ho:l<o~:ate> :.t:•e.teo 
(A' y C'). ut!li:,c.~o tu rolerond" "'"'" •• lodlea. 

2o.-Er:1;tl"nlio las trua• r<>p'Cti.,,. oor:1o charnel.,, y ¡,,.,. 
bii:n 1• terc<ra pro¡·rcdóo, l!oihr.<nle " dechia ol abatírroier.lo dt 
A. ll y C. en ood; uno do los pi•-~•• de proyocoión, mediante Ji• ro· 
leroneit> indte>dos. h.-lo'" lnter>e<eióc con la; troyedorlas respec
tivas, r.orm•:., a ¡., t""' uood., '""'" charr-tl.-, sin neoe>ióad 
¿, con;\rulr los td;ic.~ulo> de ot•timier.lo G"' >e "qui"'" ~~,.~:: 
1• a;thtad<ln ~·~•:al conocida ¿d proceso. 

Problom:>. :>;o, 5.-R.allur el obotlmiento dot trUn¡:ulo: K(~.O. 
60, 7.0), !.(lOO, 1.3, 5.2), M(G2, 8.5, 30), alro~odor de una 
lronlot de '" plono, haola d<j>rlo p•r•'elo al pl•no •·erl1oa]. 

1'1E- Vll!.1.5. 

---· ------· ·------··· 
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Pr<><:<dl:nionto: {FI~. V!!1.t.6). 

b.-Se dilruja ~~• !rootol, como {Kl) ~·· tjem~lo,t 11dndola 
co::".o e~.~rnel• •ób h•y que .toc:uar el .~atl::".lenlo do L y ~1. poro 
lo eu!l se diO~j•n s~s :uyeetorlu potpor.diculoru a la pro~occlón 

(K"I") de. lo '~""·•la uliliado. 

•>.-Se diO~ jo el lriin~ulo de obalimlenlo de L, con el coleto 
poraiolo a lo <h.rnelo i~uol a lo dl!erenclo do olrjomlonlos entro 
L y la propio ehornola. y <uya hlpotenu•• proporelona,tl <4dio de 
a~allmionlo deL, poro •itu., Lo-

lo_-TroHndo (L.L") hn:o ou into .. o<elón con lo lroyectoría 
C. )1, " oblirno ,\\0 , y ol problima q~oda rrouollo, pun como K u 
u~ punto do la <harr.olo, '" posición abatido Ko" onouonlra en el 
mismo tu~or. 

2.-PRQBLE,I\A$ DE APLICACION. 

Los problem" típicos qoe on "~·•Ida "van 1 r.,o!vfl med!onle 
lo o~!ko<IOn del MO~odo de Aballmienl~s. son: 

o) Dl>lanci.o. te ~n puntO o Un!. redL-Oodos un punto P, y 
~na r<<lo ou•I;•Jie" (r), puede obtenerse lo dl>lonell perpendlou• 
lar de I' o (r), rnlre o~ru maner.,, <leduondo un o~ollmlonlo ol· 
rdtdor de uno rocl• l:onlal u hofi•oolot del plor.o que los conHrno 
G"'· po .. nl.o por r se <orle tomb:On ccn (r). 

Elemplo.-Obten<r la ~lst•ncla p<rpen~leulor entre P(7.0, 3.4, 
4.6), y lo re<:la que P'" por loo punto, ~1(3.5, 1.1, 5.0) Y S(9.0, 
2.5, LO), lndican~o el secmenlo com>pondienlt en tu prO~e<:clonn 
tnidolos. 

Pro<e<lllt'Jrnlo: (fi~. V1112.1). 

lo.-Por I' " diOuja lo horlzonta¡ do proy<cclonu homOio~u 
(l'P') y (1"1'"), y u>irldola como charn•l• •• morco perpendteu· 
l.rrnente lo proye-cd6n de lo I!O)'«Iorla de N, dibujondo su lrtin¡¡u• 
lo ~· ebatlmionto con su coteto porololo o lo chornelo [guot o lo 
,n:etrr.clo de eo:, onl:e N ~ los puntos de la chornelo, oblenltndo>< 
\o hi~otenuso o ra~io de obotlmiento ~e :-1, para localiur lo posl· 
ei6n a~a:lda d< .'<o. 

~o.-Traundo (No\') "determina la poslcl6n obtlldo (Mo:-lo) 
de [o roela, en el rr.i•mo plano de P. por lo eual su dhlonclo t<sulta 
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lndkodo en.lo mcnioO por lo porpondicular dlbojndo do Po 1 ~·.,N,, 
q•,. '"~e:vo el problom• y <CY" ;>roy;<:oior . ., homólo~;,. q•JO t•m
bl!n " indican on ¡, llg""· se ob:l•non l;!<ilmoni< me~llnlo [;¡ In• 
-.rolón del pr<><O>o, poro regr"or a¡., proy<«lon" lnlolalmenlo .<O• 
noddas. 

FJ~. vm~.1. 

b) Dlo!a:odo en\"' doo rod .. parolti"-'.-En roolldod ooto problomo 
n ,..,,¡on:, al oot.riot, """ ~"'"' "'uo:to cuando" obHono la dlo
tonclo ~·un ponto ou•!q"lor; de uno~.; .. r.oiO> • la otro porolola. 

Ejomplo.-Do\o.: A{3.0. 1.2. 6.2), B(85. 2.6, 2.5), y C(:io, 
3.5, l 5). Ca"'~:e:ar.~o lu p'oyecdor.O> do lo r.<!a ~ue, poundo 
por C, u puololo a la q"' p.s• por A y B, oblm<r lo ~islonclt on:ro 
ombn po:>1du, indi<inclolo en las proyoodonn ln!<iolu. 

'· 

. .. 

"' 

fiJ. \'111 H 

_lo.-So ¿lb)on lu proyocdonu homólo~•• do lo redo quo puo 
por C, por•lot•r..onte a la. ?royecdon" (A'Il') y (A"B"), y lurjlO 
puedtn l""'" la> da. proyo«lon"' (l"ll") y (I'B') do uno horloon· 
lol del pior.o G"' dof¡n•n ¡., porololu mondonodu. 

z~.-To01•ndo como ch.,n.lo lo hori!onlol onl<rlor. u dibuJan 
ncr"''!'"'<r.lo a su proyocción (l'll') lu lny<elorln ~.A' y C'. u! 
eomo d lcih¡;ulo de o~alimienlo do C, <u yo hlpoltnuu u '" nd<o do 
·~•~im!enlo y P"'"'ll< onolul• poolción obolldo Co. y lo ro<!& obolldo 
(C.I'), .,; eomo (Aollo) dobu)orlo porolelomonlo o lo onlnlor por 
110 - ll'. 



3<1.-la ~l•laotla P"P'"~l<"Jiar .,l,, .,..b., rocl., 6•dn p~ede 
¡,.,.r,. ~ .. ~,C. h••t• (Ao B,), y lue¡o é"h"" el o~o!imler.:o do 
2. ~~"'"l"'e~to o lo c.~oc."olo. poro obl'·"" Z' sobre (A'B'). y 2" por 
'" reie,.~da en IA"D"). con lo cuol queOa "'"olio <1 problema corno 
•• Indio• ·~ la llguto. 

<) /O.ngulo entre do, rec:...O no u:-ale!u.-Cu.,do I!S rloo todos 
dad" no" cortan. sir.~~"'" o:uo:oo. •c.t" ée •plicu <! .'·li:odo de 
Abalimlen:o•. por un ponto elo~ldo orbi:.,,;, y cOn"Oniec.:m.or.lo ••· 
br. una óe las rc:t"." óOOujo """ p,,],la a lo otro. y l"e~o se dot· 
tú• el obattn:i<nlo de lo miSma mon<ra c;uo <n los ejemplo; do lriln· 
~ulos q~e anteo h•n oiOo r<>U<]too. lor:1ooóo con-.o thornoia un• roela 
hoclol u hori<on:al del ;:la::o ni lorm•~•-

F.J•mplo.-Mo>lror '" lo Lnonl" la verrlod<ra magnitud del In· 
gulo que oe lormo entre loS "~r.10n:o': D(4.5. 75. 3.0). T(II.O. 
1.0. 50).yA(60. 40. S.O).C(IU. 8.5, -Z.6). 

1 
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Proc«!íml,~!o' (Fl~. Vlt!.2.3). 

lo.-Por T' y Tw " dibujan !A' proyoceton" corr .. pondtent" 
(A'C1 y (A"C") ~e (A.C). pon lormar ol plano dondo '' corlon o! 
5<¡;monlo (!l'l') Y ol poralelo a (AC), pr<d,.mente on T. 

.·;.-Por B '' dibujo una !ronlol do dicho plono. medlan1e •U 
prey«:dón hori!o~:al (S'!') ~aro lota o LT. y 1u borndlo~a .or\lca! 
(S"I"). obaniLh por 1• rolorer.d• do 1' sobro la poralelo a (A"C") 
por T". 

3o.-Uiilllindo" la lrontal anl<rlor (DI) como charnolo. '' ol~ 
lúo el obo:lmioniO do T. ~ibujíndoso Jo lrayeclori• de T" porpendku• 
lar • lo eh•me13. y ol triio~ulo do obolomionlo ~e T. con >U <olelo 
FC>Ielo 1 la ch,.·oelo i¡;u>l a la"é•l•nn<io do alojo:nlon:o, tnlfO loo 
p~nto> dc ella. y T': con lo cuol se obli<nt ol radio de obotlmionlo y 
luc¡¡-o ti punlo abatido r •. 

~o.-Como lo, puntos B y l e•11n sobre la charnela. no •• mue· 
~en éuro"lo ol •~O:Lr:>ien:o. y •~• posidonu abolid•• on el plano !ron• 
.lol <cooidorado <O :responde~ • gw- Bo. y 1" - t,. la vuda~or• m a¡:· 
ni\ud dol ón~ulo bocado U la L;~e mueotu tn lo li~uro. o"" -j: 
(3oTolo). -

l'OTA.-Dosde lue~o quo, cuando 1., r<dO> dad u •e cortan on 
un~~.'"' puntos. ol problema" '""<l" do monoro "mojonle. sdlo 
que. on c<ne,.l. coc. mO)"Of !a<ilid•d. pun diro<lomonto " e!e<liia el 
ab,\imior.lo. no h•~iondo r.ec.,id•d de r<lll<>r la openddn pre.,.lo 
de concurronci•. como en el ejemplo, rtsuollo ohoro. 

-d) M~ulo tn\ro uno ro<lo y un plano.-La medida del in~ulo 
lom:.do por uno recta y '"" plono cual.,quloro que " ln\onecton, 
puedo lo¡;ror .. <en ci<r\o l:tcilidod de m•nora \nd,,.olo. o~\enlondo 
el '"Olor dol .ln¡;-~lo comptomen:orio que la r<<lo mor.donod> lo:mo 
con 1• r.o•mal al plono d•do. \ol co:no un probl<mo éo ln~ulo entro 
do• roelas. cuy• <on>id<r:tOión ><•bo de r"li'"" on ol in<ioo on\<rlor. 

E)omplo.-Ob:enor el volor rul dol in~ulo (OJ lormodo por 1• 
roe~• que P>>O Po: K{~.7. 38. 6.4) y L(80. Z.l. l8), y el plo· 
r.o (Q) lorrnodo Por lu roela> conourrenl" (~!!'")y (!'O). Ulu que: 
M{<.7. 1.5. Z5). :-l(tt.l. 1.0. 4.8) y O(t1.1, 60. 03). 



'" 
~¡,t,,to: (Fig: y;¡;_H). 

!0.-So ~lb~Jao ;,. ~roy«oton•• (M~¡•¡ y (M't'¡ ' ' una horl· 
zoolol. y (H"2"1. y(.'>\':>') ú una hoot•l dtl pt.r.~ (/>',NO). 

2o-Por K" y K' so ¿¡b")•n ¡., proy..::iooes (r") y (r') rle lo 
norm•l ol plsno, '"pect!>a:nonto porpondicul:ros a ¡,. proyocdones 
vertical (.'1"2") y hori,or>lal (/.\';') d• lo lror.lal y rle lo horlzantzl 
er.lerior.,, 

Fl¡. Vl\1.24. 

3a.-To,or.~o '""'' O~!r!le\o la horl•onl!l (L:J. ¿,¡ pi!!IO de 
(KL) y (r), •• 'lbuja normalrr:eole a (L.'J') 1• lroy"C[erlo de K'; 1:\0• 
rlla~:e el l:il~~ulo de •b•li:-::ienlo e<>"e>poodiec,l• se l~•ilu 1• ~o
si<ión zbollú K. '""" el ~lano horizonlol, q"e es el vhll:o eet 4r.
E""Io (~). lo,mado enlr< (KL) y la normal (r), y" obtlooo ~niendo 
K. con 3., - 3', y con Lo ~ L', c¡ue no " roovioren ;>orque «tan 

·- oob" la <horn<la 

4o.-<onlonoe•. el logulo.ontre (i(L) y el plano (MNO) os (8), 
complemento de(~). 

No,..-Cuan~o en un problema de <>le ti~o son con<><;ld"' ¡,. 
¡,.,., do] plsno o pue~en obler.orse Ucli:'o•nte ~ parllr de los dates, 
1• solcd6n se lnici> ~i:octomen:o lraun~o ~o: en r..is:::o pun:o •'•· 

,_.,_ .... ---
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~¡¿0 .,bil:a,lo y cenve~ler.l<"'<~le '" In ~royooolono. de lo te<lo 
d•ds, ¡,, '"""'onéienlu de la r.o.,ol al plano, dibu¡o¿ss pnp•n· 
dicull<:r.er.:e a In tru., «S? .. Iivos. 

e) An~ulo diedro.-EI ing"lo ¿,.dro,lormodo por dos plonos qut 
se tn:.,sec:an," O,¡¿, med,•r.le el quo lormon en\" si uno. recto do 
eada plono, q•J< s.o P"?'ndiculor a 1• ,.,¡, de lnt<rs«:CLÓn onlrt 
ombcs. • < 

En Ge~:mlria D"cri~li,.., la rr.•diclón ont<rlor pueue ogroroo 
eof!'o si~-"'' (Fi~. \'111.2.5). 

1~.-0blenlenéo lo , .. to le in\o"ecc\6n (1) enlf< lo• plano• da· 
d~s: (•) y (•)-

:0.-Coos/ruyer.do un plano ou.lllor (6). perpendieu!ot a lo 
lnt;:"cc;oo anlo:\or (1) y, por lo mi>rr.o, 1 lo> do> pi• nos (•) Y (•) 
coooide"dos inlclol01oole. 

3o.-Obl•ni<ndo 1" roct .. de lnl<rs«ddn tr) y 1•) onlro el pi•· 
no'"","' (.!'.)y codo uno de lo> planos dodo> 1•) y (•). 

.io-Delorminondo, medi•nle un ab•tlmienlo, ol ingulo (Bl. !or· 
morlo po: "" 1mimu r.ctao, q"' <> lo medida del ln~u!a dl<dro 
bu«arlo. 
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~o.-So .~.!~ oob:e o! ~~·~o ~o:l:er.lzl, alr<dodo: d~ (l!.o'), ol 
punto'""'~"¿, Jo1 treo plono. (P), (Q) y (ll), con la,;.,,,. lor.6i· 
!ud ,.,¡ (00J'), h"'l" (1'2'.), ¿or.¿," :oco]izo el •·o!rtioo O, del án
~ulo (B) • <;: (3'0,4'), que os la soluci~n del p:obio.,a. 

- Ta.,bi<P. •n esto p:oblema debo ad,·ortl:so la •b~lili<oción 
ulllízoda duront< el "~"r.do 'balirr.ienlo, al:<d<d" do la l:ou (Lio') 
0.1 pla"o '"'ili<r, ~ara CU)'O lnl:oé•tc~ón so t!<et•Ca el p:i<r.or ob•li· 
r:llento. lomor.¿o oomo ch•wela 1> lro•• (P,'). La sbplihc•eión eo.o
"':' <n lornor la mo~nitud "'1 ée lo d»lonci• entro 3' y O, del pri· 
mer aOalomlenlo. y uso:la dlrectamonle paro la locali"eión do O,, 
so~r< (1'), du:aolo ol .o¡;cndo. 

3.-f.JERClCIOS. (Serie V111). 

1.--Dot<rminor los lr"'U del plono que cor.lltno al !rll"¡;ulo: 
A(55, 2.0, 0). DIS.O, O, 3.5), C(ILO, 4.0, 20), y l~o¡¡o rr:•· 
di ante~" •boticc.iento "'"'''"' la , . .,d,¿"' "''g"i:ud do todos lo• 
eler'""'"' de dicho ltling;;lo. 

2-DaiO\: Plor,o (P): (15 O, S.O) 50 (15.0, 4.0), yldin¡;ulo 
(ABC): .-1.(10.0, y,, 0), D(l50, ~.0, >,), C(7.5, O, :,). Compl•· 
ltr las p:oy«cicn•s úl !:ii.,guio, quo n:i on ti rr:ismo plono da~o. y 
rno>trar 1" ma~r.itu<l" reales ~' 'u' lado• y de >u• ángulos, P' 
,;odio de un obalimienlo t<L ol plonÍ> •·•rticol. ' 

3.-Dalos: Placo (•1: (9.~. 5.0) "' (9.4, 7.5), y t:i.lnculo: 
M(Z.O, 50, o¡,:-;(75, G7, 0), 0(4.5, i0-8. 0). Obtener las rro
)'<edor." <lol trióntulo, que pert•n<<c ol mi>"'u piano dado, y euyc; 
úios, lo ,,. .. r.ton obatiéo en el plano ~omcntal, ¿•sbaclendo ol ata· 
!imi<nto_ 

4.-Regru:ral plono (•): (11.0, 9.5) 3.5 (13.0, 7.0), ollrLin
gulo:A(30, O, ~S),U(il.O, O, 7.5),C(50. O, ll.O).~~•><•O· 
euentra abolido. 

5 -Ulilizondo un abolimlenlo, o~temr la distancio ont" O 1' 
(All), d>bu¡•n~o la P"pentlieulac (OP), y tr•ur ~•mbltn ur.a r<<ta 
(OQ) que forme con (MI) ~n ~n~ulo de 60", mostronOo diáo> pur.ic> 
P y 1) en 1" proyoccior.c; inielalos d,1dao do lo rec:a (AUJ, >lt:odo' 
/<(7.5, O, 1.1), ll(I·LO. 5_0, 5.5), 0(6.0, 2.0. 4.0). 

6-D•do• ]o> puntos: K(50, 22, 60). L(l~_S, 3.5, 3.0) y 
M(50, 4 5, 4 O). <OL>Lplotor ptlmoro 1., proyecciones do 1• roda qoe 
P'" por~~ y<> par;lol4 •1 so~mento (I(L). y obten" do•pue> la 401-

--··-·----

c. 

"' 
t•r.d~ er.1re ~"'~"'- lrattn~o P" M '" ~erpend!eu!or co"'~"• ~u e d•~• 
lndloo"e en los proyeco:onos lnlelalos, 

7,-,l',o>t:>r tn ~"dodera m•~~ltud •1 !nt:~>IO !orma~o enlto In 
r<d"'~ue eontier<n lo; so~1:1entos: Ap B, 60, -2.2), 1!(10.0, 2.5, 
5.5),y:.;(SB, 2.5 .. 5.2),U(11.8, 6.0, 0), 

8.-0blee.er ~rilio.::t<nle ¡, ~ordadora m•~nilud d<l1ntulo {1) 
lorm•Co en~r< el plano (í') :'{tOO, 6.5) 57 (10.0, 5.5), y la recio 
que pa>a por l\(4.0, ~ 5, 0.0) y S(B-5, 2.2, 0.9). 

9.-D<I<r:d~ar el ulcr dol .lnt:~>l• lorm•do entre lu rO<;ln: 
(t) - P(; 9. 6.8. 4 C'), Q¡!O.t, 1.7, 2.1). y (o) - tl(6.2, 5.0, 
1.1). \'(106, 34. 62). 

ro -Obte~or ol t•alor ¿,1 in¡p~lo diedro lor,,.do por loo planos: 
(P): (85, 52) 4.7 (85, 2.3), y (Q): (125, 3.2) 15.8 (!Z.S, 
2_8), 
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C~P!Tt:LO lV 

TRII:"C~OS y- POUE:JROS" 

IX.-TRIEDROS. 

1.-ANGULO TRif.DRO.-SUS ELE,~\E:<:TOS. 

E~ Geor::elrlo •• define el '•guto triedro, ó •Implemento el trle 
~ ..... •~:::~ •G~•I c~c.o.p:~ podlrko lc:mo~o ~o: \r .. euaa ó pl.a""" 
(de: \ti - l:eo. y <Or.,. - plono<), '"Y" inbsecclom• (do do• on 
do•) <an r<eloo concurrml" en un miomo punto. 

Er.!eoeeo. 
r.odo. '""' 

fl~- IX.LI. 

- L., tno euM del ltledto. 
- L:• (<eo eti•t._., G~• ••n lu red•• de lntrrs«dón de codo do! 

de '"' '"''· - Les \r .. ángu]"" plono•, definido• entro codo por de ,.¡,¡.,, 



·~ 
lo• t~ ¡,~·,. dto¿_...,. /or~a1,., por ea da doi ~''"'caros. y 
El •lrtioo (6 d:spld•) éot t:lodr~. deTinldo por ol pur.:o oc:r.Un 

do eoncorronoi< éo las¡,., ods:.,. 

. De oq"l ~U<, por• ;•Jo un 00!:"JIO :rttdro qcoéo tolol:r.tn:t Coter
mlnaOo os "'""rio ~·JO ooan canaoléo; !odM '"' olor:1on\os. lo cuol 
o::urre cuando e.iolon dolos •ciidonl.,, oo;r.o r.:i< oCelonlo '' ''"'· 

Loo pro~lt::>u de hit~ ros'' o<os:uc.bnc. tratar en Goo:::olrl> 
Do>Cdptlva. dodo '"' '"<todos propios, considctar,do que un trir<!ro 
u:i ddnido cuan~o" conocon suo treo arl>l&>: (>), (b) y(<). p que 
<IIU o su~., Colono~ cor:lplda:::rnlo al "'rllco. y a: 

- Lo< lre.• ~"~ulo• pi.Lh"'" 1~). IPJ y (,), lormadoo <nlr< (b) 
y (<). (<) y (o), y (a) y (b). r<opoclh·amonlt. 

- Loo ""' intul» diodros: {A), (8) y (Cj, corr"ponditoloo. 

Por <SO, los úlllmo> ,,;,>aloto>, de: (a), IP) y (1), y (A), (Il) 
y (C), oo dice quo >on, ¡:roplamer:\e, lO> elunen!M do un trl«lro. 

De~< ob><rvar,. ~drmh G~•. pora ¡¡ue ''" poolb!e la ul•lencla 
de un lrie~ro," tiene~ <JUO cumplir ctort" relocion" •ntre lo> valo• 
ros de sus elercon:os (;\n~~ios plonos y .bgulo• dirdres), \ai" 
corr.o que: 

- La suma do lo• vola:os ~o lo> Ir" án~ulos planco no dobe 
"' m>yor o <1!''-'>l q~e: 2• • lW", o "" 

O < (• + p + 7) < 2• - lGO" 

L1 '""'·' do lo• voiOt<• do loo ic,.ouloo diodro• <lobo ost.r '""'' 
pron~:do on <1 lntof\·alo, de ~ - lfO" • l• • 54:r", o<eluyer.do 
d[cé.c> u iremos;" .Jecir: 

• - 180" < {A + B + C) < 3. • 540" 

J-:ln¡:uno de lo> onlerlor" ,.¡, elomenlo. puec!e loner v!lor 
!lUlo. 

2.-EL PROi'ILEf.IA OENERAL'OEL TRIEORO.-EJEMPLOS. 

Como olÍ Geom•''l' o.,oripllvo u~ in¡¡u:o lrlodro puedo cor.Jl• 
derarse c~n>\iiuido. <~ ~<noca l. p~r tr., pionas cuaie<qulero, l•loo 
~U< ce.~ de ellos coir.c:da oon vno de lo• del >Í>l<r:ta ~. «lcrc.~ti., '" 

e ., 

'" 
trat•"'l'~l~ i'U<de e!oc\uor,. "''~lsnle los pr<Xtdlmte~to• !1 conocl· 
de>, co:r.o si¡:o~o: 

lo).-Scponlondo que ol!rledto on estudio ull lormodo por \oo 
plano• (P), (Q) y (H) ol horbonlol do proyectlón, en lo monlco co
f'<>eoMir~\• (Fif. IX.2.1) '"' arlstu (o) y(<) oon In tru"' horl· 
:or.iol" (P1') y (Q,'), mLenlru que Jb) u lo tOCio do tn:t'>otclón 
eolro (P) y (Q). -

2o.)-los .ln~~lo> plano• (~)y (y)" o~\ion<n oloo\uondo <1 abO· 
lir:"-101\IO óe lo r<C\> de in\oro«tlón [b), medla1\l< uno do'"' punloo, 
'" lrau vertical 1 por ejemplo, prim<ro \ornondo como chornolo o 
(P.'), y l"e~o a (Q 1'); mio~lru que (,8) yo esl.l mo•trtdo on v<r~o· 
dor• mo~oi\ud, ont,. (Po') y (Q,'), <n o\ plano hori>Onlol do rd<• 

"""'· 3o.)-Lo. .\ng""lo• C,od;oo (A) y {C) q"edan lndioa~oo, tomo •• 
mu"l" on la mont.,, en los lri.ln¡;ulos do •~•limi,nto uliliados on 
el pa>o •nlerior, Y' quo en r<alidod <q·Jivo\en • do> comb10S de plono 
v<rtiool que colo"n a los ?lonOI dadoo (P} y (Q) como planos de 
codo, re,;>eelo o 1" llooao do tierra L,T, y L1T1, tou.,pondlcnl<· 
mor• k 

40.)-El .ln"'lo ~iod<O (B), ,.~un <1 pmc<dlfl'ien\o yo conocido. 
~e obtior.o m•dlan~e otra ohtimienlo, hocienéo lntorvonir <1 plano 
OU>d!Or (ti). cuya troza hcri•onlal (llo'), ~ibo~jada perpendmdlr· 
monte o (b')." uliliu como obarneh poro con<><<r lo po•ldón obl· 
tiCa O, del pun\~ tomún en\" loo¡,., pl>no• (P), !0) y (!>).que 
"enou<nl" ,obre 1~'). <n 1• lorm• simphlicado qu, onlu" o,plic6, 
en la rnleroeocidn Oo do los arco• 1'0,' y 2'0,', lrouJo• ten ceo\ roo 
onl'y2'. 

NoTA -Siondo ol pro .. dlmiento anterior ol quo corr.,rondo on 
eono"l al probloma do lo• án~u\os lmdro>, o soa o lo ~tkrmlnoelón 
do'"',.;, elemootoo (Ir<• in~ulos planos y tru ~n~ulo• diedro•). 
puedo "' >;>lieodo, con las natural" modifiooelon" im~u"\U por 
lo; dato• pro¡•orcicnado• en oada c,.o, , lodo problomo do <>le tipo, 
,;,,-.pro ~o< " \o"'' •~ cu<n\o lé~roanoenl< docho pruontn<ión ~e 
d•to•. que hae<n ,.,,;,.el o<don de lo• p<>OS m<ncionoJos. lle~onCo 
[nclu•o • 1• n«"i~•d ~. opl•corlos .Jo m'""' ro~«•~>• o, tomo puodo 
ser •n•lioado en los problo:r." que má• o de loo\<" prosentan. 

Loo datoo do cado problomo. • ~"'" b•« r<lo,.nda <n <1 pirro· 
lo •c,l01ior, '"" la, YOioreo do olguno• do lo• <l<n.,nto• del \rlodro, 
y lao lnoú~ni\" reprooor,\a~ lo• ,·olor" ¡¡, lo• elornonlo• r<>lonl<>, 
G~~ okOen oblon<r>o por b oolu,ión p<Oi~•-



El•=,lcs: 
rr;blo"'a :;o, 1.-0elermln"r ¡, v<rdtdera migoitud de Tos IC'5 

.ln"Jtoo pta~a• y d: tos tr,; dl<dros. ¿,¡ :ri<d'o lcr::>a¿o ;>or ol pla~o 
~orltootol (H) y Jo, pi!MS (?)y (Q), tol" c;uo: (P): (7.5, 35) 
4.6 (7_5, 2.S).y (Q):.(IOO, 4.0) 15.2 (10.5. 4.4). 

:--:orA.-Do~o lP.<Iitl"' culúOouro<ot< 1' •Ftl~acilln é< cada uno 
do lo; P"O' mcnci~nados <n el pro"di:nior.la ~oneral. Obsérvese 
~"' la ¿¡•t•r.cia (V"O,') úbo '" ~~~al medida • ca¿a lad~ ~.V', 
pun 1" do• re<!!> ['.''!,) r<pros.nl!n Oistlnlo• aba\irr,iootos do la 
misma recia de in!Or>oceión (U) Ce los plaM> (P) y (Q). 

' ' ' ' ' ~ •• ' 
' ¡;io).(i, ' ' ' ' • 

• • • • 
• 
' • ' ' ' 

n._ ~~ 21. 

l'robl:rna :-"o. 2..-,lb>lrlr en magnitud ro•l lO> ,.¡, <l":tonles 
dol1rl<6ro l<>rm!do Fo.• rl plano ,.,,:;ca: y los planos (P) y (Q). <mi\" 
los mi'·""' dolo• do! problema onlerlor. 

Pr~iml<ftlo: (Fig_ IX 2.2). 

:--.'oro.-Aur.<;Uc <r: "'' problc:no el a~otlmlonlo se ol<etóa >obr. 
el plaoo vo;lical d: rolerenda, puede oOs<r'"""' li<ilm<n:e :;~• <1 
P'""'"nionlo u:lli!odo <S i~ion\ico al co"<>;>ondion\e a\ caso ~ooer.l 
•ni" e<pll<ado. 

Fl •. IX U . 

Proh\e"'-• ~o. ~.-O~i<Mr la "'dadora ma¡:n\lyd do lo• \res 
dio¿ros del \ti otro to""•do por el pt.M horhontt\ y dos pl!no• cuatos• 
t¡uiuo, '"Y"' aris:n •bolid" "1¡\n dad u por tos pun\os R(S.O, 3.8, 
0),S(6.8, O. 0), T(IP. O, 0), U(l6.6, U, 0) y V(IO.S, 6.6. 0). 

PrOC'<dimlonlo: (FI~. IX.23). 

Cor:'lo en .,¡, '"" loo da\oo prestnlan abolid" la• arl•ln del 
lrioéco •~ ti plor.o hori:or.tol de Proy"dón, quedan lndlCodo> er, ver· 
dadoro <".a¡;nilud b \re, 'n¡uloo plan"" (o,.,.,¡, para la oolocllln 
del p:ob.'em• el procedimiento geno"! rrowl\1 opt,codo a la lnvoru; 
ts ¿odr, so ~rincipia por ole~ir orbitrarilm<.olo lo> punloo O,', 1 por· 
lir Oe los cual<> >< lra:on P<rP<ndiculor<S rupecli''" • (R'V') y 
(V'L!'), Paro oClenor 1' y~·. por <ion<Je S< dibHjl (11,'), y normal o 
ella, por\''. la r<c\1 de inl<r<>ocdóo (b'), cuy<> punlo 1' ,;,., pul 
drshocer <! obolimiOnto alad<dor do lu oriotos !S'V') - (P,'), y 
(V'T') - (Q,'). dibujor.do sus lroy<dorlas corrupon<iienl., p<rpen• 



¿lcularr.:•~l• • etlu, y luo:o cor.~li:1ye~do te• bJ~gu:oo ¿, o~att-' 
r:lioolo cM u~o ¿, '"' co\,:o• do "" d'"'' ~l:eoolón ~ilir.o•. y ;t o:ro 
pot3lelo.• coda ""'""'lo, y C'JY"' lan~ltudo~ q::odan d.term1r.ados . 
<or.:o •• "'·""'¡" en la li¡;""· · 

~ 

"' ' 

• • • 
' 

Fl~. I):.U. 

., 
' ' ' ' ' 

' 

• 
• • 

' ' ' ' ,. 
' ,, 

' ' 

Prob!omo. No.. 4.-Dadoo lo> peolo1: R(3.2, 5.0. 0), S(6.3, O, 
0),T(i3.3, 0, C)yV(ll.l, 8.7. n).~"rco'm•por.d•~olud>:"> 
obo:ldos y ol vOrlito do un :ri•dro, que on:" si lor"'•~ en ángulo d:o. 
dro do 50", o~len<r los ''aloto> de lo> rosta"tos el<r:10n:os. 

Pro<«limlent0: (Fi~. IX.2.;). 

lo,-Como o~ e>l< problemo los da:os ptoporolono:\ doo L~gulos 
piA!'.OS y ol diedro comprondiclo onl" 1» ""' cormpcndl<n:.,, >• 
priodplo pcr elogir un punto cuol~~lotl 1', de (S'\"), ¡or ¿o:.d• "·· 
diO~ja la oormal q"' <Orlo en 20 a (R'V'), y" coo<lruye ol :oo~ulo 
(A) - SO". ~. "'""·'" Guo al ~•oh>:" el obatlr..io~to ., ot:ler.o 3,", 
y" COir.~le\a <1 triángulo r<clir.g·;lo do a~<ti"'i<r.IO, como " i"dioo, 
do!err:llnindo" la proy<cclón 3' dol ~unto 3 rl• 1• ad>lo (b), C''Y• p:o. 
yoocióo hoti<ont•l Wl >< dob~ja ~o\'' o 3', hnt• {' sobr< LT. 

1o.-· 1,. oon•:ru)·e onsor.ulda ol triin¡:uto do abali,ioolo rle 
'· · ~odi • ole lo ;,\oren<i• do ~·,. llo~a • ~ff. p~o<!e roolizor><.<i otro 

'" 
•~o!iO\Itn:o ü' !oma~do <orr.o o~omelo lo Lrau (VT'). y dibujan~~ 
el !riir.g-Jio de oballrr.le"lo oorrnpor.dlonlo, ~ue muoslro el .,Tor d<l 
~iorlro (C). y dtl an:ulo plono !~J. 

3~.-Lo obtonci6n ~el ~lliroo diedro buooodo, (B), paro tormlnor 
de -<>olver «le proble"''· •• lo~ro oplicondo ti pror:t~imlonlo ~ono• 
rol""' ;o"'"'.''" en la Ti¡:uro. rr.trlianl< el obolimionlo d.t punto 2 
do '• .,;,,, (b), lor;,,ndo como <ll.,nolo lo \rozo (!lo') dol plono 
'"'iliornor"'olo (b). 

' ' ' ' ' ' 

' ' ' 

,. 

fl~ IX H. 

3.-E.:ERCICIOS. ¡Sori< IX). 

• • 
' ' • 
' 

!.-OO!tc'f los ''1\0r" dt lo• ,.¡, el~mo~tos dol!rlodro lormodo 
~"t'• el ~looo hori•or,lol de proyooclón y lo> plsno• <uolo!quiera: 
!~): (7.5, 2.6) 3.3 {7.5, U), y (•): (11.5, 0) 15.5 (II.S. 
~.v). 

2:-D•I.,mln•_r loo ,·atores de los lr<s ln~ulo• plano• y do loo 
lt01 d~<d!o>, d•\ lroodro formado por ol pl!no horhon\al do relrronclt 
y los plono• cuolesq"ioro: 1•): {~8. J.O) 59 {9.8. 13), y (r>): 
113.8, 1.7) 132 113.8. 2G). 



• 

3.-0b\onor loo valo••• ü loo,,¡, e\e:r.onlo• del trleMo tormarl<> 
e~lre el ~ lo~o v"\lúl Ce f'<yoeoi6~ y los Coo pla~os t~a:os~;;l"• (•) 
y (n). ulill<ondo los mlo.,os d<lol qoe ol problo:r.a anl<rior pro-

~--l~oslr" on la mon'·•• las ma~ni\uCos·roal"' ¿, los sois ele
monto• dol lriodro '"Y"' aris\u •ball:la;, son: p:V¡, (~V), (PV) 
y (QV), tal_, ~u<:.\!(~ 0, ~.8, 0), l'(5.l 0, 0), 1'\10.4, 0, 0). 
Q(\7.0, 2.6, O) y \'(12.3, 6.5, 0). 

5.-l~ual problema que ol •nl<r\0<, <en loo sigui.nlts da\~s: 
M(l.~. 30, 0), l\(10.~. O, 0), 1'(16.1. O, 0), Q(\7.~. 60. O) 
y \'(9.0, 66.. 0). 

G.-Do~os· el ángulo p\01'0 ¡a¡ - 1. (SVT), la arl•la obaUda 
(bol - (RV), ~"' moost'" la"''" (y), y ol óiodro {A) • ~s·. co::~· 
prendido entro los ¿os earoo onl<rior", obl<n<r los volores d, lo• 
olroo Ir" r<<lar.l" olemor.:~, ~el trio~ro, ooo,.dw:ndo q"e: 11{43, 
~-0, O),S{7.3, O, 0),T(150. C, O)yY(10.5, 6.5. 0). 

,. 
' 

----·----·--.-

X--POUEDROS. 

l.-NOCIONES GENERALES. 

Con>ldttan~~ que la Gtornrtrl• Eutlldlono ~·o~otelono lo• co
Md:':liontcs roltlh·o• • 1" caracl"hllcoo dt lo> cuor~o> ¡:tonli:lrl· 
ca> conocido> co~ el no.,b.r ~rnóri<o ~. l>"li«lrOT< (poli, mucho>; 
•dro9, '"" o plano>), de los cuolcs en sc~uida ,. mencionan ol· 
¡:unos. car;-.o q•Je: 

lo-Cooolitu)'<n una porción (un volumen) ~olinldo do! <>~•· 
cio. limiltda por un númoro lijo y f•nllo de loo coros o plonos qut 
lo lor:non. 

2o.-Cado """ de¡,.,,. eo un roli~ono "~"1" o irro~ulor, 
tU)'OS lados son I<S uiolao Ool poliodro, comunos en loOa >u lon¡:l
lud .,¡,.cada por de '"" conli¡:uao. 

3o-E,i>lrn punios do conc<Jrrenelo de Ir<> o mó< ori>IO> do 
un poliedro, dond<, ya " Ube, qurrla dd1nldo ti •órtke dt un 4n
gulo triedro o poliedro, seGUn ol '"'"de ser Iros o "';' 1., ori>IU 
co:~cumn\e>_ 

{o.-~e do. ¡., poH<dtos puoden sor o~rupodo• on ¡,. olo>llioo
donos deo r<~ul"'"'" • iro¡;ub.res, ><~·.ia '"'" ¡.,coros que los for· 
"'""· )' U::-.biOn d"tin~uirSe oolr<: ••~"""" y "'"'"'"....._ ><¡:oin qut 
cu•lc,uior !tclo del tlpacio ir.:rr.oot, sus ,.,,. en s~lo ~os, y en 
m<l• do ''' punloo. ole. 

La Goerorlria n.,crip:l., Oonsldora los problomos rolath·o• a 
polleO ro• como 'qucllos doo<ie iol'""'i<n<n '"' proyocdonu, tale> co
r:lO los q"e ;o mendoo'n o coolinuaol6n. 

2.-POL!EDROS li~R EGULARES.-EJEMPLOS. 

Obl<n<r, rn todos loo COso>. ¡., prOy<eciOn<> de lo> ~otlod:O> 
!rro~uloros que se nconcionon, con lo> daloo qur en ctda """ so 
Indican. 

a) P~btoma No. 1,-PJdmldo irro~ubr do •i• obli<uo.-11.,<: 
A(7.~. 85. 0). 11(3~. 8.0. 1.2), C(59, 53, 30), DIO~. S.O, 
<). ~ ~irtloe E(3.0, 1.2, 7.0). •'loo\ur 1" mt~nlludu reolu de lo
ús sus,¡,¡:,, on el üsarrollo do la supcrlicit lolol do lo plrlmldr. 



Ft¡. Xl.T. 

Froctdlrnlento: (fig. X.2.1). 

lo.-Medlonlo la dl,,gor.al (CA) se cblleno el pur.lo 1 ~uo, en t'.." 
proye<d6n v<rt10al 1" ti cnir>e ''' 13" ¿,:,~e la posloi~~ de D". 
Entcc.o"., yuedte. ¡,.,., las dos p:oyree.~r.<S ée los lodoo (AB). 
(nC), (CP) y (DA) del o bose, y'.ad"' tos erislos (AE), (DE), (CE) 
y [DE), de la pirk:IJe. 

2o.-Se trou lo proyoo<lón ~orl:ontol (l.l'1') de ""' lror.!•l. 
euya proyetci6n v"!Lcol <' (13"2°), c;ue ullli:oda coroo eharnola por. 
mlle deotuor el abatimiento do los pu~:o, ,\, C y D, d' la base, 

. - .. ---

h'>l! A.: C. y D,, l"'dian•.o los lrl~nrzulos de abllllmtenlo Cllrtos· 
pondient<;. 

~o.-1-üd.odo ¡¡!ra, todn lu oriol os (EA), (El!), (EC) y (ED), 
olr.dodO' de un e;e ée punto quo P"' por E, ILaolo <iojorlo. tomo 
oeg,ner.tos horl:or.taleo. de p:oyeo<iones ,-ortieoleo: (E"At"), (E"Ill), 
(E:"Cl) y {E"DO),en '"' F<Oyetttoneo hori1ontolo<: IE'A'r). (E'a,'), 
(E'Cr') )' (E'D,'), <e mu,.tron >'JS l'<tdodor" rrta~nrludos. 

~o--Lit\'ando •••• o:otnltuOeo r<>l<>= 1 ~·A() ~ ( r..A 0). {E'B,') 
- (E,Bo), (E'C,'j - IEoCo) .... o podlt do lo ba.o (i\,a,C,D,), 
medionle ortos do <irt"r.rorer>Cio, " oblitno el do»r<ollo do lo >U· 
P"~ieie lolol ú la pir;iotidc, como st il">lro en 'ro f'i¡¡. X.2.1. 

b) P<ohlern.• Joio. 2.-rdon>O lrrogul.u, de b"" l~u.110> y r•· 
rol,lao: (A!JCD) y (HGH). 1>1<> que: A(~.O. 29. >), 11(5-4, 53, 
0.6). C(SO, 4.0. OJ), D(fiC. 1.4, 2_7), oiendo sus orislos lote
ralesl~uol": [,\E)- {lll')- (CG) ~ (ll!!), ~ondo: ll(l~~. ·10, 
85). Oblen>r odem<ls la inltrse<<illn del prisma ton el plono {•): 
(104, 3S) 15.5 (10.4, 53),< i"óioar la l'loibrlrdo.J do loo plono>. 

Prooedlrni•nlo: (Pi~. X.2 2). 

lo.-S< looolizo A", drb"jon~o l•s dia~onole$ (O'D') y (A'C'), 
q"t ol """"'en 1' y .. rori:" a (ll"D") doltrminon 1~. por dondt 
se dibuja la proyeoción vertical (A"C") huta la reltroneio qut vle• 
n. ót A'. 

~o.-Se dibuja (D"H"), y porol<los o tila, por A", a• y e~; 
poc H" poralelas • ¡o·c~¡ y (D"A"), y "completo lo proyeocilln 
l"tdC<nl dt la base '"P"ict dol prisma lroron.Jo S\LS otros lodos: 
(F.."i'") y [F"G") rtspdhamonlo para~oloo o (A"O"l y (ll"C"), 
h:'C~iOn ú la r:tls:u ma~or• •• completo la pro¡·.,eión horizontal 
ót dicha ba>O superior, medionlt P"•lolos a (D'll') por A', a• y C', 
)' iue~o dib"jon~o 1" pro)OC<IOM> do G', F', E' do lo b»o, mtdionto 
r•,.leln a (D'C'), (A'D'j, ele .. ounque" doro quo ¡, proyooelo· 
nos l'omóio~os de los Ullinws puntos éobot> QL'L'dar ooOro lo mismo 
roierrn•l•. 

3o.-L'tili,.ndo <uo pl>nos proyectanleo de <4nlo, so obllonen los 
puntos do rnlor><corón do ¡., "Isla• lo toral" con el plono 1•), >Ion• 
do>"' proyeooion": 1', 1"; 2', 2"; 3', ~·. e\o_, y" doterrnlna la vi· 
!lbrlldaó '" 1• lor:na ¡·o conocida . 



'" 

e) Problema :.·o. 3.-l'.raiolo~ipeOo.-DodO$ lo> ~u~~os obotl• 
dos: Ao(7 S, 53, 0), Bo(9.0, M. ~) yCo{l3.5, 8.7, 0), <;ue oon 
\ro> vérll«s ~d paralelo¡:ra'"o (ABCD). contenido en el plaM (1.1): 
( 13.~. 6 0) 3 5 ( 13.0, ~.8), dosha«r el a~a!imieo\o y oOtonor com· 
plet .. la> proyooclom•s C:ei rorolelo~romo y del porololopipodo ""'lo 
llene como b•><, y <uy» ori>l>< lol<raln >on: (AE). (llF), (CG) y 
{011), I~·JOlt> y por alela> on<re si, siendo ademJ>: F,(G 5. GO, 2.5). 

,., 
PfO'~dlr.-\<niO' {FI~. X23), 

, lo:-P<ro ~oshoo., ol ahtlmlento so lomo un pu~to euolquiHo 
(P. P ) de 1• ·'"' •·orlltol, y •• oonotruye '" trlln~ulo de oboll· 
rllJe:llo: en oe¡;ulds" dibujan P"oleln o lo hlpolenu" por los pun
tos e;. G"' In lr,oyocto;in ¿, o~olimienlo de Ao. B, y C,, no,.noles 
• (fJ.,'!: eon,'n o oola Ultiroo, para lu<~o tompl<ll! lo1 lriJn¡:ulol 
¿, ab'·'"'"n.o d< .\,U y C. !ruondo lo1 tr<O• qu< •• mu<1tron •• 



-la fi¡r.:ro. y ¿l~uJ•~~~ <1 e:ro u:o:o ¿, <ada ~c.o. pocolelo o \6,') 
"11.-ta •o lnt<to<OOi6n "oon \o troyootorl• '"P'~tfva. do.cdo quodon In. 
<olln<!os bs proyoooiooeo horl20r.!•lu: A'. B' y C'. · 

2o.-?cr ¡,. proyooo:or.,. ot.t.,io"' " diOujon ¡., ":"'"·<1,. 
n~malmente a la lir.oo de lior:a. o pa:tir do la cual so l!01·an los 
<:orrospoo~i,r.t" co:u. ~~~•l•s ol <>loto ut:irca:":lr.~l• 0"\entlona~o e.~ 
el poso anl<rior. So obt.ono (D'. D"]. <a<~pletondo. rr:odiar.to ¡, 
ptrolel"' indi.,dos. 1" proyeccion" hornOio~as <Jd poralolo~"""J 
(ABCD). 

3o.-Paralolatr.onlo • IA"E"I so ¿,:,,.¡,." ia> proyeoelones ver· 
lloale>. y a IA'E') 1,; pro)·ecdo~<s hori•oc.tale>. do los arlstos (Bl-'). 
(CG) y (Dil¡. complo\ondo lO> proyocei~ou he:-olllo~a> d< los l•dos 
do 1• ba<e (I;FGil) rlel poralolopipotlo. m<dlonle porolol" o¡, pro· 
yt«icc.,, "'~«:li'"' do les lados ~orr.,~ondioc.te• d< (AriCO). oo:c~ 
., "'""l'" en lo ¡,~"'" 

'o-El proOlo:ca p~odc l<rt~inorS< bdlca~do la ,.;•lbilidoJ. y 
con>?robondo lo• lr><o• !mal" mediao:e lo5 re!eronda> quo cc.on la• 
pro)·eoeio<lOS llo11Hlio~as Ce lo> punlos obtenido>. 

~ -POLIEDIWS REGULMES.-EJ~,,\PLOS. 

Unl<am<nl• <or:ro oi<rn~lo• di "'Piioelón Go los <oncopto• 1 .,.;. 

to~o• yn .,:udi~do,, do lo mi•m• '"""'" quo so oo•b• ~. roalitor 
en lo• lrt> ?foblor::>S onttrior.,. r<lo:icos a p~lioCroo bt~Uior" (pi· 
rimido. prisrna. po;ololepipodo). se presootor.ln a continu><ló.~ 01~:.
r.c• problom•• dondo ll~ur,n polio~'"' re¡;ul"es. tomo lo• si~cientos: 

·,¡ Teh-:ordro.-Da<Jo; lo• punto• obatldos: Pol48. 58. 0) v 
0.(93. 7.3. 0). q·Je corr.,pon~en o lo> e.<lremos Ce uno aris:o del 
\elrooóo (l'QRS). !al Q~e '" c•ca (PQR) pe:!on<« •1 pla~o (•); 
(85. 4.5) "' (05. 7.5). ob:cr.or el do,~rollo de dicho ¡;ollodro 
"~~lar. r ~eshacer ol oba!imledo por. detorm<na< "'' ;l!oye<elon" ~ · 
'-"mplo\u. 

I'<ocodimlm\o: (fic X.l.l). 

to.-Se oompleloo los :rllr.~ulo• oqulll\eros quo oomspor.den a 
lu cuatro cor" del !olr>.edro. y ullllu"do 1• lorcor• proyeod6n " 
d<S.'""' el ~bollmienlo Go (PQR). como se r:l;,<stra en 1• !tguro. oh· 

""""'"""' 
tonl!ndose lo~•• las ,,,,, •• ,, •. ,, , ., •• ' , 

.. " ue u"""' pun "' uel plano 
u! ro,..o del punto ou,iliar O. 

• 

fi¡ X.J t. 

/ 
• 

' 

169 . 

Zo.-Se dote¡mina 1• oltura (O,So") dol le\rood"'· J H•vondo 
"" r:1•~nL1ud rool a la torcor• proyocclón, >< """"" In proye«IO· 
""' (S'. S"). con lo cu•l p"eden dibuj•"• ccn-.plel•• lu arl•tu del 
~oli,dr~. que roprescn\on 1> solución ~ol pro~:omo como se Indico 
en lo lr~or~. 

. b) . E~atdro o eubo.-Do<lo ti cubo eo1yo coro (PQRSI e,tl con:· 
ltn:d" <n el plono vorlical do re!orencro. tol quo ntn~uno de'"' pun· 
\O$" de <ot• ne~otin. y cur•s ori•t•• lodu llenon uno lon~ilud 



I~Jal 1 la ~<1 ><~m<n\o P(!.4. 0, 2.1). Q(l2.7, ~.- 0), úl.r:~IOif 
1., poyoodon.s oomplt\01 de 1• porción del '"bo eomP'""·dlda er.lr< 
lospl•r.o;~oproye<d<lnyelpiar.o (!l): (14.1. 66) 2.5 (KI, 8.5). 

Pro.odimlonto: (Fi{!'. X.3.2). 

lo.-So oO\i<n<n ¡., p,oyecolo"'"' eo,plo\u ~el eubo, _di~ujan· 
~o'" el plono ,.,\leal <1 eu,d:>do (P"QWRWS"), y !ruando lu r<~e
r<n<l>> de os~o• puntos o LT. o prlir do donde" Indican la• p:o· 
y«<.ion<> hori,on\al" Oo 1" arisln: (P'J'), (Q'K'), (R'L') y (S',\\'), 

do IRu•l lon~itud q11e (P"Q"). 

- ..... 
---~~-· .. ·--··- .... -

'" 
~o.--:Se ~elerml~•n In proye<don., 1', 2", 3' y 4'. de lo• pun· 

lo• de ic.\me<dón de eada ur.a ée :o, arls\u (JE'), (KQ¡, (Ln¡ y 
(~!S), eomo pueOo ob><f\"MSO, por ojtmplo, on uno de ell.,, u\LIIun• 
Co el ab•\lrniec.to (Ao9o) do lo inl">tooión (A!l) ;lel plono ~royec· 
Ion'.• ¿, ~erfil de la •ri>ta (Jr¡ con el plono {!l) dado, y (P,J.) 
de lo pmpio a;-.;,¡,, obtonlondn ~rimero 1• posieión oboli~o lo do di
cho inl"'"c\C~ y luego, ¿.,hae\enb el abal'Lmionlu, lo pro¡eooión 
hc:i%on\al 1'. l~uol P""~' ob<ei\'Otso con <1 r.1isrno delallo pota lo• 
otros pcnio> "''ncionado< ol prLncipio do o.\o poso. <«<pla ~oro 2'. 
CU)'O posidón esl.l. dolddo en lo inleroocdón do la t"u (!l() con 
la prolon~aolóo d< (Q'K'), :ol como se indica en lo li¡:ura_ 

3o.-Unlcndo lo; puntos ontwores, y morcondo lo vlslbilldod de 
1• pordó" del cubo com~rendida bojo <1 plono (!ll y entre lo< del 
sish•n>a de proyo"'ón, <¡uodo '""'·llo ol l'robl,·n,_ DL·be ob,«vor>• 
~"'· P'" porkr reprnoLOI:r on lo lorn" indicado lo Vi>Ll>illdJd Ud 
\rozo c~r.~ide.,do dd .,,.dro o cubo. u n<rosorio suponN ~"' el 
plono dadu ¡n¡ es tromprenle y no Ol\OCO, puo• on ,.,¡, illlimo coso, 
la p"le l'i•ible sorio lo e,Lto so on<uon\ro lLrLlLlod• por los so~m<·n· 
los: (15), (56). (63). (3S), (~S). ¡s;¡ y (71), que puede considor.r
,. como la olea soicOLón ¡sim<'trical Uel probl<m•. 

e) Orla<dro.-Dodos 1" rosl>iono• obolhh.: Ao(l~~. ~. G.2} 
y Bo\5.0. O, ~5) de los .,:romO> do uLL• ori<lo do un ocloedro tal 
quo '" sección meLJI' {,\1\CD) ""'''""Lira tn el pl•no l•l: (10.4, 
64) 1.7 {104, 62), corn?l<lar 1" pror«c"LOI"S l•ouli<lo~a< do lo· 
~os los l"órlic" do dioho pollcLlro re~ulor. 

P<ocodi,.,itn:o: (Fi~. X3.3)-

lo.-Se constru¡e •1 '"'drodo (AotloCoD.). lntJicondo ""dio· 
~onalcs. quo" corton en l:o y F •• <iibuj.1n<io "" troyeolorio; Llo abo
:ir..;en\o eormalts o (•:"). Se ele<lUa <1 obo\imi<nlo del punto ou,i· 
ILOr (1', 1"1 MI plono 1•1 paro oblo•m '" lri;n~ulo d< obalimirnlo, 
""Y' h;rot.nu., ;ir« poro <Jar la <lirooeiun de¡,, Jo lo> lri."Ln~ulos 
ú obatimionto de ll y lJ, que so complet.1n mmr<iiotanunlr uliliiOn· 
dc •1 roJio do a~o<imi,•nlo cococ.do, como " mu<">lrn ''" lJ licuro. 
oblonióndO>o ll" \' lJ"_ D.L<iO quo •1 punto A " rne<!L'<liro "'bre la 
chorn•l>, a~i nli>mo se looaliza ,\"; y d<bujondo por 11" una paro· 
le~o o {A"D"l. y por D" ""'' par.1l<'la ,, IA"ll"), '' coLOLI>lrl.l In pro· 
yocción l'orliL'>l <le lo '""iiln me<li.1 (A"U"r.''O") 

2o.-So lk<·an <d•,·nó•s por los ~unlns .10\«iorc·•· norn<.llrn<n· 
~<a ],1 \ir.<·D L'< lic•rra, ·1 P·"1ir <ir ~on.l,· "' ULLLIL·n ¡,,_ ;doj.rr<L<<·rLI~' 



¿, n y D, l¡:••les a bs eotr:cs ~a,.lolos • la eOor~•l• d• '"' •••· 
p•cli\-o> t;l.!"¡piÓ,-ú oball::1ioo:o. ~ oom~ A' rs:o_~ob:o LT. •• com· 
pl•i• la ;>:oyecdón hodtontal 1/J.'El'C'D'I ú la sec«Ó~ medlonto pO· 

r•l•ln. 

Flf X l.l 

Zo.-Nor.,•l:ñenl• • ¡., ¡,.,., (• 1') y (•,'') so dibujan 1•• pto
yetclon<> horl<oc:ot y ''"\loa\ ~• 1• Ci•~cnal da"Ce se locoll"" los 
otros ''Hic" F y E ~el octoedro, por lo• punto• <lo concutrenolo d< 
las ¿ia~ao<IO$ de lo "«lcln coolonicla en el plooo (•). Eli~londo un 
p"n:o cu•l~ult:a (2'. 2~) sobro 1• proyetd6n lndt!lnlda d• la di>· 

ton•l on. '"utlón, y r::•dlanlo una rotad6n olrod.-.!or de un •J• do 
pu,.t,, •• lo cola::• <n posición hori<on\al poro medir on v<rdodoro 
mognitud el so¡:-:roon:o (O'Ft') - (EoCol y luo~o dosttodondo lo ro· 
ladO., •• <'oitr,iooo los pro)"totionrs F' y F". y de la mi•m• m•· 
""' E' y!:~. eo~ lo cual QUodon cor.~cidos toda> los vérlio" ~ol pO· 
l'•dro regular cor.>id"a~o. los cuate; ol sor uni~os onlro >1 ddor• 
mi~an I>S plO)'O:<ion<• buoc•das.• 

4.-0BSER\' AC IO.'O:ES. 

l.-El pro•or.le Ti lulo (X.-Pollodro•) del Cu"o no so rolloro 1 

cootoplos o rr.ólodos lur.damenlal., propie• de lo G,•outolri• D<><rip· 
llva, sino que cans\ituye >ótnplomcnle la proson\oción Uo ol~unu• pr<>
blom"-' robli,·os R polio~ro" (irrr~uloru o ro~ularos) ro•uoll .. mo
di>nt• b o~lk><lob de lo; Nn"ploo y mflodu• ya o;tudioUu• rn loo 
C•;Jilulo> on\oco~enlos, )" t<•nicndo rn <L"nta 1'" carnclc·rislic•• y 
propiodor'o; de rlicloo> :oc·rpO< ~eomd'"os, que so eonocon pron· 
ni'n~e$ ~' la Gcoxrtdo Cló>i<o. 

2.-Dado QU< los problom" q•.JO so ocoban cl' pre>rnl.r, st~ún 
lo "'~""lo en ol púrafo on~trior. son muy particubres. lonlo on 11 
prostnloció~ do '"' dolos y pr<~unlos, eomo on rl procodirr.irnto so· 
~uido P"' su ""'luoi<in. no " pro>enl> ol linoli1or "' «po,idón 
1> o:os~u"'~"d' Srrio o, Ejeccicios, "''"'ri' p>ro lo of""'"'ión 
do los eonooimion:os odquri~o•. sico quo on oslr '"'0 sólo " ooon· 
"i' ~"'los oj,•rnplo• P""'tlodos I'U<Ivon o sor rt•<LJOIIo<. en form• 
l~in\i<a o con ol;"n~< \'>rion:o;, de montra porson•l l.in rrcurrir 
1 f•ocu<nles co,sultos) por .1r,uello< ostudi,1ntes qL<o prd1or.'fl ¡,,,,.,. 
lo con ,.] lin do odquirir 1.1 h>l>iliolo<J sulioienlo pora r<>al1·or otro> 
proOI<c.>oo rel•<ioc.od~s !ombib con cuerpos ~cowdrico•. 

3.-f.nt~"'.,· fóoil1nrc.te r:~odo concluir>< qo~t•. c•n los'"'"' qu< 
•1 <fesurolio del Curso a<j lo roquioro, u\o Ti\ulo )( pu<~o ;rr >U· 
prl"'i~o •io ~uo lol h<"<h> si~nifiq11e al~tin d<lrimonlo en las cono
cimieolos relo\hos' los <on«•plos y melo~o< ,¡, <>IJ disciolon.l ~··· 
ml\ri<a '" esl"dio, )''que <n toles'"'"' ionie>n>rnlo hobrOn d•l•do 
do <>~udl'"' oi~unos prot>torn" potlicul,lttS. In cu.1l no <onshlu\·• 
•1 <birlo ~el C11r>o. '""'" ,,, ,. ''"'""al monciortor "'" '" fin pri· 
mo,di•l no " ol lrolani<nlo de todos lo> cosa; ~arli<1ilaros posi· 
bl<s. """ p"edon P'"'"lorse ,.n ol campo do lo Go·om<l<ia DcS<tlp· 
ILI"'· """ mls bion 1" «po>1<1Ó<t <!o '"' co<~eo·olo• lunol.,mentol<> y 
prccedotoi<nlo> cenrr•l ... qut puerltn "' omploados en lo ••l"ef6n 
do probl<ma; ~romilf1<0> comunes. 



PLA:>OS ACQ'I'ADOS 

• 

CAI>ITULO Y 
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XL-EL PU:>"TQ Y LA RECfA. 

l.-CONCEPTOS GEKERALES, 

Tel c~mo yo •• rr.codooó, 11 pdndpto del Ct~Uulo 1 de 1"' 
;lf<O<r.:eo A?ontes, p.ra lo rosoludór. gráfico ~' problcm•s ~oom~· 
trice• ::-.•dio~\< la O?h:>d6n ,;, la T .. rl> de lo.o l'lonos Acotodo., u 
Goor.'.o\rio Lle"ri?\ÍYO "utiliu corno ol;tem.:~ do r<[orenda un ..,to 
pL'no do pro~<"ión, c;ue •• acoolur:10ta con>ldcnr corno pl>.M ho
rilor.~l. lol que C1'·ido al os~do ~comótdco lrldlrnuulonal <n <!o> 
ro~ionos, ur.a a cada lado de a~JOI, quo •• rlo<i~nan como reglón 
PO>ilka o la supoc.or, y ""'ó" nc;>t\l·a a lo inl.ri~r . 

Flf. XLI L 

Ent~nceo, al conoidcrar oólo un~ olmple pr<>r«ol6n ortogonal d< 
un punto c"al~"'"'" P del ••podo. cuyos coorConoda, (._ y. l) U• 
beme, '' de>l.-r.a~ en Georr.etrla Destriptivt cor:to (listo.ndo. o.leJ•· 
·l't'J<n~o y coL:\), '"~octi,•omenl<, "M«..,rlo o<ompo.ñ,rW. dtl daLo 
q~• loJiq~• :.;,. posición ~el pooLo respo<lo ni pl>.no d• rcltrend3, pro• 
por<ionondo ¡;cneralmeote en formo""'''"""· el >olor Jo 1>. eoto. [1) 
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A(7.5, -9.3, 5.3), B(I5.Z, 7.4, 6.5). C(U, 5.0, _-8,0), DrtO.S, 
-1.4, -U), E(IB.5, 3.2, -1.7), F(S.O, -5.5, 50), G(17.7, -4.4, 
-62) y 11(12.2, 6.!, 3.&). 
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NoTI\.-50 ooosturr:hra dl>tlr.~ulr do los d•mh punteo do un 
co;;~~:o ccn>ld"o~c. a tod~s los ¡;~r.tos '"Y" cota (•) Hoce un 
volor ontoro. d<Oi~nándolo> como punto• do «>la redondo, tal" ce. 
mo C y F do lo> p:o,.otos oJe::¡plos_ 

3.-PROYECCIONES ACOTADAS DE USA RECTA. 

a) Pendlonto do~" "'''"nto.-Cuon<io" ab'.lonon Jos pro)'«· 
<ion.- orlo¡;on•l" aootod» (p,. y q,.) do dos puntos oualo;qui<ra 
(P Y(\) éd oo~ocio, ol ><~rr:<r.to (p., q.,) os la proyooción aootodo 
do! <e~monto (I'Q). y la> prolor.~•c;onos '"~octiv"' rop:o><nlon la 

,. 
' 

r~ta lnd'ofinldo ~uo conllono loo puntos dados, como puodo ob,.t· 
vorso on lo Fl¡:. Xl.3.t. 

(1'1') 

1
' .. ---------¿-
: / !'!'~·/fz-
' , ~ . 
1 , --

.,. J / --,.,. / --
'
J .... -.~-r-----

• • -r ,';;;· ,-
• 1 '' / ' .. 

fo~ Xll.l. 

".:1 plano (•). nor.,ol • (H), qu< uU dr!inld~ por tu rocln 
pto~oo~nle; odo~onol" <¡uo contlenrn 1~• punteo: 1', p,., y Q, ~ ... 
~ • P no ~royoct~nl< ~<l "~"'•nlo (PQ) y do lo r.clo qu• lo cOn· 
hone, y su ootors:;clón con ti plor.o do rof"onda lHl <S proclu• 
rr.onlo la proyooooon bu<oodo dol se~rn<nlo dodo_ 

El vol~r •l~ebralco del oodmlo: m ~ -¡'~·=~·~·, ~ lO,.(•). •• 
lq .. p,./ 

~~ po~dl<.nlo d<l ><CO\Onlo. ¡PQ) y do lo recio indollnlda quo oon• 
·""' • d«ho, punteo; deb .. ndo ob5tf\'31!0 que lo pc·ndiontr drl ,.~. 
monto (PQ)., del mismo volor ob•oluto, poro do •l~no contrario o lo 
dol S<cm<nlo (OP), do dito<eión (ó sontldo) opm>lo o la del prlm<r 
><gmorM rnencionodo. 

A•l. dod" 1., eoordonoda. dt ¡05 punteo· !'(52, H, DO) y 
0(12.4. -8.8, 1 8], lo rept.,onlodón dolse~notnlo quo lo; oor.hono, 
'" ol pl~no,~e proye«oon<> ocolodos." mu.,lro on lo Fi~. Xl32, o 
porlor """" >< puede "lcorlar Jo perld><·nlo cid >c·~aorrolo (PO); 
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flr. lll.:!.%. 

1.8 9.0 '' 
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0.$4, d~~do P~' O\ !li"O ~ogtt!vo, ~-. 

' 

(•)- ~"1 Ion m - a.og '"" (0.54) - 28"20. 

'' ol voior clol ingdo formado or.l'< la r.ola clodo (PQ) y '" pmyee
ef6n aeola<la (Pooq,,1J, o soo con el plono de relerer.,ia. 

i 

1 

1 
' 

: 
1 

"' 
b) Su;:e:;>""lolón o al>~!lrn!onto ~o p!Mo pro)'tti~U~\o do lln Mr• 

=«~lo.-Cuondo el pl•r.o proyeetar.te de la ro:lo (PQ) '' considero 
oc;t:;:"<Sto ••~ ti ~loe.o ho:l:ontal (H) de roloronelo (Fl~•- Xl.3.2 1 
Xt.3.3) r:td•'onte un• sup•Je>lo rot•<ión olrododor do un eje que eoin-

,.~1 

ctdo'eon la proyocdón aeotodo do oquolla mioma, lo llgun lballdo 
~"''' o~tiene. Col t .. ;:oolo (pP~Q) - (pp'Gq1. muulro ••IH••.,•nle 
<n ma~r.ii•Jd roa[: lalon~itud (Pll)- (p'q').ol in~ulo (•), ¡., colu 
(pp') ~ ("P) Y (~q') - (:;'-") ~•los ;:"n!o. P y Q, r<s~.ollv~monto, Y 
la~. eualq·JI<f otro punto~. la mi•m• r<<ta, tol <omo M, cuyo coto 
<s joo.,\\) - 4.3. mi~i<'ndo!o dlrec\amo~t• sobre la normallnuda ~. 
m' • lo proyeooión aoot•d• d<l .,~mento, o bien m!~lendo primero 
(~m), y <Jicolando a .. pub: 

(m.\\) - (~it'l') - (mm,') + (qm) /O~ {o) 

- 1.8 + 4.7 X 054 - 4J5. 

"' Es obvio que la ma~nl'.ud toa\ puo~e lombiOn oalculane a ptrllr 
de la modi~a de (pq). como slguo: 

JPQI- Y(p~J' + (l,- Z"J' - l' (IJ.JJ' + (1.2) 1 - /H 



PI,IMTO, UCTA Y PlAI<O 

Ttm~lfn el problrma rrclproto pucdo rrsolvrroo modlonlc coto 
procodlmlrnlo del thtllmlrnlo dol plono proyocltnle dtl sogmonlo, gl
ndo tlrtdtdor dt lo proyocdón acolada. hull qutdor ouporpu<!IO con 

~~~~:~~ ~~~~~~:~!~~; r1:1•;;::~:.~:~r-,;.;-!da!: d:• ~:·~~:~~·~·.1d:~·~: 
mtnlo dtdo. eutndo se oonoco su colo. 

Por t)<mplo, puodon d<l<rmlnoroe gr.lll<omonlo In coordenados 
ltllonleo (dlslantl• y alo)amltnlo) de loo punlo• C y D, oonlonldoo 
on ti segmento (AD): A(l.l, 6.8, · 1.7), B(IS.O, -2.7, 6.3), oi oe 
ubt quo suo tolos rup<eiiVII oon: 3.1 y 5.35. tftcluondo la rtpr<• 
stnloolón grJ!Iot de lo proyt<e16n otolldo y el lbo!imlenlo eon,·en
donol tomo se lndiei on lo flg. X!.l-4, para modir lu longlludn 

,. 

' 
,( 
i 
' 

_ F11. XUI. 

. 

1 

1 

.... 

'" 
eorre~po>ndienles • loo valoreo buocados de tu eoordenodu de C 1 D, 
oblen.endo ecmo,ooluclón' C (9.8, 3.85. 3.1) 1 D ( 1 u, - 0.1S, 5.35). 

e) Roetu horl10n\ol<t 1 •er\lc&leo..-Ciaromente puedO oboervar• 
se (F1g. XU.S) que: 

' 
- Cuu.do d .. puntoo <Uol<>qulera de un segmenlo do r«l• u .. 

""" ootu !ruol .. , ou pendl<nte r .. ulta lruol a eoro y, en ese euo, Jo 
....,La que lo; eonllenr, slondo porololo ol plano horltontol 4o ,.¡,. 
ren<ft, se oono<e <omo <<<la hod'Ont•l. 4ollnldt pr«:iumonlo por"" 
oortolerl•lica do "lar lormodo por puntos do ool., l~uol.,, dobldo 1 
lo cual on su proyección ttolodt putden morcoroo dos ouoluqulou 
de sn• puntos con'"' tOI!> lgualn (por ejemplo: o,.,, bo 0), o limpiO· 
mento de•lg-nnle por una oolt lilerol eon ¡1 eolo do lodo• lo1 pun
to• do !t reeto dada. 

' - Cuondo lu proyoodoneo de dos pun\oo cualuqulero de uno 
recio ruu.llu. rolndd<nleo en el plono horl1on\ol do ulor.nelo,.., 
pendlenlo no .,.¡¡ definida. pues •• !rata do un.o. t<O!o 1 orlicol que, 
siendo perpendicular al p!tno do proyoodón, lodos '"' punto• u u-

• l'lr. x1 .. u. 

' : 
' ' 
""' • 
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' P!II<TO, ltZCTA Y PW!O 

El j..,.to do ..,tt, m! onda IJ11ol a......, d~ una recto do do eualqut ... 
11, por putonocor olmulllnumonle 1 dleh• roela y ol plano horlton
lol de.rdorendo, eonnponde 1 lo lnlors.,ol6n onlrt ambo> o]omon• 
too (roela y plono), y oo d""ll'l"l como la trau do lo ro<ta. 

' 
Nor .. -Et tnlttvolo do uno r«l& hor~nt.J do! .,podo no nU 

ddlnldo y, por lo tanto, uu red• do o<te tipo por\lculor no puode 
¡raduorst o moduloroo, ya qm lodoo suo punteo son de una mismo 
cota. Tampoco puoden oor ~toduadn las rodn ,-orllealu, porque •1 
ton" un tntorValo 1 o cero, tao proyooclonoo ocolodu d< todoo 
sus 1 1ntn 10 obtorv6, 

Flf. xt.:u. 

Ejompi<>o: (FI1s. X\.3.7). 

Ptob!o"'• No. t~Obl<n<r rrlfleainonto los pun\os'do cota ... 
dondl y lo lrou do lo rtdo quo eontlono los puntos: A(2.0, 1.0, 
-2.2) y D(U, -U, •3.4). 

• • 

,. 
• 

.1 
: 

' 
EL Ptnm> Y LA UCTA -, '" 

Sol11d6ft: (So puodo obooNor dolo!!odomtnle en lo flruro). 
' 

Prob!011oo No. %..-Ddormlnar los vo!oru do: lo pondlonlo (m), el 
iniUIO (~) quo formó <on su proy.cddn, ellnlervolo (1), lo lrou llo. 
y tao proyocdonts de los puntos do colo rodando compr<ndldcs entre: 
ll(7.9_. 3.1!, -6.9) y N(l6.7, 0.8, -1.7). 

Solueldn: Midiendo: 

(m-11n_,.,J - ~.8, 

y luo¡¡o colculondo: . - -P- (-U) .. - 0.6f6, 

• - ong tan (O.H6) - J?50'. 

' 1.55; (m o.O-o.) - .J X /.JS . 

.. 
4.-POSICIONES'REt.ATIVAS DE DOS RECTAS, 

4) Reclu p.,..]e!u.-Cuondo " llonon dol r<dU ponlel11, (r) 
y (1), """ planoo proroelonteo l<ln ponleloo (yo que ctdt uno eon• 
llonc una roela ptttlolt.ol otro, 1 om~os llonon lo mismo dirección., 
por ser ptrpondiculorcs ol plono do toloronolo) y, por lo lonlo, lu 
proyeceloneo arol.ldu latnb!ln """ poralolu onlro si (I'I(."XI.4.1) • 

Y como.,pcr oltt p.irlo, 11 tntarso de dos""'" porolelu (de 
dlrocdonu l¡¡uoln), ol in¡¡ula quo codo todo Jorm1 ron ol plano de 
proyecelón llono ~1 mismo \'IIOr {o), IUII pondlont .. rnulltn lruol<o. 
en lo Geomolri• Dosorlpllvo ,. .. tabloco como eondiddn "'"""'lo. 
patt ol paralolismo entro dos ttclas: ~quo oUJ proy.,elonu ocoladu 
"'" paralolaa, y au.o pondlont .. lfu&lea",'ll cuallom~l~n ruullo oufJ . 
denlo, dodo quo 11 roclproo• lombi<n •• vordodott, como l.lcilmonlo 
puode domoslror" 1nvirllendo el ruonomlt~~lo anledor. 

Entone ... ~1 aplloar lo Toorlo de loo Pl1nos Aoolodo•, doo rO<! .. 
ooo p .. olol&l euondo au• proyeo<lon<O a<otodu lo oon, 7 aou pmdl<n
\<0 aon Igual .. <n magnitud r olrno, lo cuo1 lambl!n eslabloco !ruol
do.d entro ouJh~uloo con ol plono do rderonclo, y <n!u ouo lnloN•• 
loo o tn6duloa: aunquo ulas iilllmas l¡¡uoldodes onlre l.n~utos y rnd· 



"' 
I'!J. X1.4.1. 

' . ' - r4--, .--.,_....r---'-----
"· . ' . ' ., 

~r;T~ 
~ ' ' 

/4---~~--,--.- -
' . 
' ' 

d~loo dtbon cumplirSe no oollo en sus mt¡¡nlludos, sino hm~ltn en 
su sentido do crecimiento o docreclmlonto. 

Láo dos eondlelonu ontorloros (porolollomo de pro¡r-IO!It~ e 
l~oldod do módUlos) dotormlnon rrill<emonto ol porololl•mo <ni« 
dos rrotu, pora la •olucldn do probltmlt rolatlvcs, lo'que tambl~n 
puorle lo¡rar" ullllundo sólo lo prlm<rl do lu condlclonOJ que •• 
otobon de monciOnar y eakultndo dospuh \a pendlonte de aquello 
tuyos dato• sun sullclont .. poro olio, como puede obsunr .. rn loo 
ol~lonlrs · · 

Ej..,opl"": 

Prnbloma No. l.-Dodo el oog-mento do recto: j,(2.6, !.4, -1.7), 
B ( 1 O 2, -3.9, -6.3), trnor por Jos punloo C (5.9, -4.7, -S.I), D ( 14.3, 
-1.4, -3,2) y E(\7.8, 4-3. -4.3), olru porololu. r~· 

Solue!dn: (FI¡. XU.2). 
' . lo.-Por lu proyoa:lonn ocotodu ~e loo olros pun\oo (C, D y 

E) selruon porolelu o la del "gmonlo dodo (AB). 
2o.-Se gradúa lo pro'yoc<ldn ooolodo (ob), grJIIeamenle como 

oe Indico. mediante el aballmlenlo yo conocido de lo ..,.¡., y luego 
.. ulcula: la pondlenle (m). ellnlervolo:.l • 1/m, poro eleduor la 

,, 
--·· ... , ·' . . .. _ ..................... . 

'" 
¡nduacl6n de los otros se¡menlos, ya que los lnlerv~los de (AD) 10 
obllenen dlroclomenle do ou proyeoclón obolldo, medlonle los horl· 
zonlales de colo redondo; -6., -S., -~ ...... que se muulran en 
lali¡¡lJra. como •• acab6 de onolor. 

3o.-Se calculan lu fracciones de lnlervolo: 0.9 X 1, 0.8XI. 
y 0.7 X l. neeeiorln pora loooliur los punlos de tolo ndond1: -6 .. 
-4., y -5., pr6zlm<>s o: •·•·•• d·,. y c·,.o. rupecllvomonle. 

.z:~ . 
y•' .,J~ .;Y.7 

y . : "' /~.. y . 
L.o" V 1;(, ~ /,~r~

..1'>(/\t? 

Fl¡. XI.U. 

M 
m "" TI" - 0.495, 

., 
' . 1 • O.f9S • 1.D1. o.9 X 1 - UJI. 

0.~ X 1 • /.6/6, 0.7 X 1 - /.fU. 

4o.-Ya conocidos loo onlorlores punlos de colo redonda, n mor• 
<Jo los demh llevando o conllnuocldn de aquellos olros lntervolos 
l¡uolu. 

Problo"'" N<>. Z~Dod"' los punto>: P(4.0. 2.1, 5.8) y Q(\1.0, 
-3.8. z). de un oegmenl<> ~e r<eto de pendiente l~uolo -O.SO, ~1· 
bujor por R(l26. 6.3. U) y S(S.5. -4.S, 0). In proyeodonu 
groduodot de otrn redu paralelu 1 lo primen. 

Soluddn: (FI¡¡-, XL4.3). 
lo.-Se dibuja la proy•cclón ooolada (pq). y" lroun porol•las 

1 •lla por r y 1. 



,. 
' . · 2o.-:-Se ~oleul1 oll~l<t'lolo' 1 • /0.5/ - 1, y, In lnccloneo dol 

' • 1 1 

mismo: 0.6 f • /.6 y 0,4 / • 0.6, eorrupondlonleo a tu proyeetlo
nu de· los punteo do ecto r<dondo próxlmoo o·p1., y '•-•· rupodl· 
•amente, poro lndloor en,.¡¡utdo, o ptr!lr de elloo, lo ¡rnduaelón de 
tu roeln pedldu, con ollntorvolo uleulado. 

3o.-Se obtiene lo coto del punto Q, deopuh de blbor modldo: 

-pq 9.6, y oolculondo:. - j_t - ,_6 .x 0.5 - 5.8 - 4.8 - ro .. 

/ / 
/ / / 

/ / 
/ 

Fl¡. J[I.U. 

_ NDT ... -I'lledo oboervoroc que In recln que untn punloo de cotos 
ltuolu Jormon p_orolt!o¡romos. · · 

b) Uectu «>n.,.,..nl.._-Cuando oe llenen do• ttclu euol,.qulo
ro (no parololu), quo conllentn los ,.gmonlos (FG) y {KL), '"' 
planos proyoclanlu, (•) y (.!!>), '' lnleroeclon de monero que lo r<t!o 
com¡jn enlr< omboo u lo verllcol (•). prcye<ltnle slmullln•o de un 

. ---------·-· ........ --- --- ---·--- ---- ··-- ·-- ........ -...... .. 

' . ' 

"' punto d• (FG) y dt otro d• {KL), dt proyt«lon"S to\nddtnlto tn el 
p\ono {H) do r<lerendo. o6to qu• dlch"" puntos no tlt:~en eol.u l¡u-

' ' -o-

fll- XI.U. 

les ollaa roclu corr"Spondtent .. 1 loo se~mentos consldondos o6Lo. 
mente .. erl1l&:l, sin lnlersectuse. mlenlriS quo ollaa rÓdaa •• ...,.¡..._ 
UOI puntos de proye<tlon., toinridont .. tlon'"" aus colu ltuloa, 
como puodo ob<orvuse entro tu mlu (KL) y {MN) (fl¡:. Xl.4.4). 

Por lo l•nlo, on la Teorla do los Plano• Acol•d•• " dcllno como 
rondlelón necesario y sulid•nte pua que dos roda.. .... «>ncu<r<nt«~: 
"que &"-' proyeocion .. •• corten en un punto lo! euya.. "ool._. oeu 
Igual .. ", ya su que" conoidero como porlonoclenle • un• o o olr• 
do tu dos roctu considor•du. 

E]o1nploo: 

rrob!omo No. l~D•d<»:K(6.3. 1.0. 2.2),L(I4.S. -4.5, 58), 
M(6.7, -7.0, 4.8) y N(!6.0, O, o). dolormlnu ¡:róllcomonlc lo 

"coto(:) del punto N, si •• ubo quo los "¡:montos (KL) y (MN) 
son Concurronl.,, calculando ltmbl!n lu coordenados del punto J 
de concumn<lo. 



·~ PUifTCi, REt'TA Y Pl-'NO 

Sol~ei<ID.: (F_lr.XUli).-

lo.-So di~P)on In pr<>y-lon .. do ios dos soflllontos (KL) y 
(MN), obtonlondo nlla proyocclón do! punto J do eoncurrrnclo. 

2o.-Se rlod~a el abatlmlonto do (KL), pora dolermlnar lo eoto 
(j'J) de oso punto do toncurroncla, cuyo valor llovodo normolmonto 1 

11 proyección (mn), junto con 1• coto do M, prrmlto dibujor elobotl
mlenlo (m'n'), prolonr.lndolo hulo lo normol 1 {mn) por 11. 

' 

l'lr. XI.U. 

' ' 

3o.-l.o lon¡¡-llud (n'n) • U, es lo colo buscado del punto N. 
y toi coord<nodn do! punto de lnt<rsecciÓII •• puedon modlr dlrtelo· 
monte rn lo llguro. oblcnl<ndose: J(l2.l, -2.9 .. 4.8). o ou que el 
••rm<nlo (MNJ r<Sulta sor horlzonl.aL 

Non.-Tambl!n puede ros~lver .. nte problema calculando:. 

( ' ''"'-i-·'"·'-' . ., • .,- -.361 
• 9_8 

(/'{} U .._ J67 X 1.05 • 2.1 + 1.6 - 4.8. 
U-U - •. m(.,) 

11.65 

' 4.8 + o - 4.8. 

' . ' 

'" 
. Pn>bl~• .. No, 1.-Siondo los "tm<ntos (AD) y (CD) concu· 

rronlts on D(li.O. 2.7. !.2). y ublondo que sus respecllvn pen· 
dlontu son: -0.55 y 0.85. complotor las cóordonados de: A(S.2, 
-3.6, t 1J y C(l.4, 4.7, >r). 

' ' ' 

" 
•• 

\/ ·v. f'lr. lU.U, 



"' 
So!ud6D: (1'1(, XI.U). 

Lo.-S• d!bllfan In proyr<:cloncs de ombcs n~mentoo, midiendo 

In longitud": (ab) • 8.6, y (eb) ':" 7.9. · 

2o.-Se calculan loo voloru. 

., - 1.2 -8.6(-0.55) - 1.2 + u - 5.9. 

., - 1.2 -7.9(0.~l - 1.2 - 6.7 - -s.s. . . 
tiendo Jóo lnl.rnlos· de (ab) y (cb), re;pot!lvamento: . . 

' 1---/.U 
O.S5 ' '•---l.M. 

0.~5 

Nou .. -TambiOn puede oblenuoe la soluoldn ~·Uicomenlo, dibu
Jando los aballmlentos de los oermenlos dados, 1 porllr de la tOLI 
(b'li) dt D, y de loo valor<> de los ;.nli"loo: 

' 
·(•,) - on¡ Ion (-0.55) - 2!1'45'. 
·(•o) - an¡¡ ton (0.85) • 40"21Y. 

S.-EJERCICIOS. (SerleXI) .. 

L..:..Dibu)ar !u proyoedonos ocolodn, y dtl~rmlnar rr'l!oamonto 
ou graduodón, moroando los lnlorvaloo y los tn¡¡ulo1 que lomun 
con el plono horlrontal de r.lot<nda, de In rodu que contlonen los 
sl¡¡ulcnl .. punt~" 

1) A(4.3, -'2.5, 2.3) y' 8116.4, -2.5, 7.5),. 
b) C13.4, 6.5. 4.0) yDpi.B. 3.5. -6.5). 
c) E(6.6, -4.7, 23) y F(t7.6 4.0. 1),ycsbod1onlll. 
d) G(I4.S." -5.3, <), y u vutlcal. 

2o.-Colculor los valoro• do la pondicnl<, loo lntornloo y loo 
'n¡ruloo qu< lormon con el plon~ hmi<ontol do rd.,cncla, morc1ndo 
In proyocclon" dc ouo punloo do colo rodonda, para In rodas que 
puon por los punloo sl~ulontos: 

a) K(t.7, -2.0, 2.8) y L(13 5, _-7.0, -5.1). 
b) M(9.S, -2.2, -1.7)' y N(l9.3, 5.9, -7.6). 
e) 1'(3.1, 3.5, -1.5) y Q(l4.7, 3.5, 5.0) . 

. ' 

--- ·---··--·-. ·-··- ...... .. _.:. ....• ._ .. ,_, --·--· ---------

,. 
' 

"' 
3.-0.dos los puntos: A(l5.4, -5.0, -6.2), 8[11.1, 4.1, -c.a) 

y C(3_0, 1.3, 5.8). dibujar por c1dl uno do o\los tu proyocdonu 
acotadas do roclu parololu a la quo <sil dolinld• por los puntes: 
D(l0.2, -1.6, 2.9) y E(l7.2 5.3, -4.1). dctermin1ndo los proyoc• 
dl>t'Os acotadu do sus puntos do cot1 r<dondo. 

. 4.-DotosO M(U, 4.7. 2.6), N03.l, -1.2, t), J(6.5, -3.5, 
6.7), K(l2.2, 4.3, 1.5). L(14.3, -4.9, -1.9), y (m) • -0.42. Di· 
bu)or los proy«tlont> ¡:-roduadu ocot~du do ¡., roctos quc pua~ 
p~r cada uno dc los puntos J, K y L. y son poralclu a la que con\lenc 
ol sogmenlo (MN), cuya pcndionlc u (m), calculando lombitn la_ 
co\adcN. · 

5.-0blonor grWcamonl• ol volor de la cola d<i punto S, 50blon· 
do quo los secmonlos (PQ)y (RS) son coneurr•nle1, delffminondo 
también In oocrdenodo• del punto O do concurrencia. y morcando ouo 
tnter-.lo•. sabiendo qoe: r (7.9, 3 6, ~- t), Q ( 18.1. -4.S. 7.7), R (2.8, 
-u. -2.81 y Sl!l.4, 3.7. z). 

6.-Siendo concurrentn en Q ( 15.4, 2.4, 2.1) loJ ugmontos ¡rfl) 
y (MQ), de pcndlent" i~utlu- o -0.33 y 0.70, '"Pt<livamcnle, com
plotar los cocrdentdas de 1'(3.5, -4.3, z1) y M{SG. S.O, h). y di· 
bu]ar l•s proyoc:cloneo do '"' puntos de c~ta redondo. 

7.-UIIIiundo uno d< Tos milodo• eonoeldos (cr.lflco o num~· 
rieo) o ombo• eomblntdos, dolormlnor si ol[[llno de los se~montos -
(KL), {MN) y (I'Q) ei concurrrnlr eon ol!o de ollos. ublendo quo: 
K(2.4, 3.3, -3.0), L(l0.5, -8.9, 6.0), M{I.B, 0.6, 2.5), N(IH, 
5.9. 8.6). P(7.8, -8.0, 3.6). Q(l66, 7.0, z), y que 11 pendlenl< 
do (PQ) u l¡ual 1 0.26, uleul•ndo on euo dado lu eoordonodos do 
dicho punto de inlorlee<ión J. 

8.-Dolormlnar trlli<tmonlo In coordonodu do los puntos do 
lnt<"occidn do cado do• do los 10~monlos do,proyocdonn eolnel· 
dentes: ., A(U, 1.4, 60), 8(14.2, 6.8, 1,7) 1 C(4.6, 1.4. -22), 

0(14.2., 6.8, 52). ., M(7.8. 2.4, S.S),'N(17.2, -4.3, 1.2) 1 1'(7.8, 2.4, 1.8). 
Q{l7.2, -4.3, 4 .9), 

ullllundo ous oballmlonlos, y colculor tombl!n '"' pondlonlos, In· 
lervtlo-. y !n¡uloo corrupondlcntu. 
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'" P\IO<f'O, R!C'TA Y PV.I<O 

de loo ,.~mento• ddtnldo ~·· doo de HOS punii>S {A y B. por •J•m
plo), que P"'" por .r otro C. 

Yo rrp,re,.nl~dn ni un rootn d<l plono, p~eden ••• ''"duo
d., de ¡0 monoro conocido, y enlonus pennllen obten« In coorde· 
nadu de olroo puntos d< oquH.<omo oe Ilustro <n el>liUitnll:: 

EJ•..,pl<>: Dodo el plano ¡~¡. que contiene los puntos A(S.O. 
..:.¡.o, t.~).D(IZ.I, -4.3, 6.0) yC(I7.5, 5.3, O.S): 

•) Gnduor In proyocdon" de ¡., rectu quo t<Sulhn de unir 
dlchoo puntos, · · 

b) Dlbu)orl• proyección eraduado de uno r«ta paralela a {AD), 
que pne por C, Y 

e) Determinar loo voloreo de ¡., eoordtnadu Jalltnl,. (cotu) 
do lo. puntos: 0(3.8, 3.4, •rl y E(l6.0, -2.5. o,). del mismo 
plano (•); 

,. 
' 

·--'-----~----- -·-------·---- ... --

·S..iul6n: (1'1¡:-. XH.!.2), 

lo.-Deopuh de dibuJar¡., proyecclonu de loo red., qur unrn 
lo' puntos dados, •• olcdUon los obatimirnloo y lo ~roduod6n do deo 
do 'llu: (ab) y (bo), modianlo lu horlaonlalu de tola rodondl ~u• 
so lndi<On on•la lltuta. dibujad u poralolamonle o todo uno de In 
proy<ooion<o considerodos. 

Zo.-Por e se dibujo una ptralelo a (ob), ~ur al ser ~raduodo en 
l~uales lnlorvalos quo olio, ropr<lonlo lo prcy<«ldn acolodo do lo 
rr<:lo dol mismo plano (•l. quo poso por C, y os porol<lo o (A!I). 

Jo.-Dibujondo loo proy<edonts do re<los del plano dodo, quo 
unan loo punloo D y E con !1 y A, '"'P<CIIvomonto, oo obllenen lu 
«>la< do ous puntos do lnlersoc<idn Q y 1', con loo oocmenloo corr.,. 
pondionles (AC) y (!IC), 1 partir de loo obo\lmirnlos de eoloo úlll• 
mos, cuyos valorro al rolorirso normolmonlo o (lid) y (oe), prapor<Ío· 
nan loo obatlmlonlos de (11(1) y (AI'I quo al sor rroloncados perml• 
Ion medir lao colas buocoO": •• • d'd • /.9 y z, • o"e- S.9. 

Nor•.-Putd< observar.,: quo, si •• lruon los rC"tlas do unldn 
do las proy«:clonn de los pnnlos do colo rodond, do los so~mtnloo 
(AH) y (!IC), quodon roptosonlod" las proyoocionu do tao hori••n· 
lal<> dol pl•no, ouyas colas soon los corr.s~ondien¡,. 11-1. 2·2. 3-J. 
4-4,,,, ). y donde {0·0) U lo Ira u horizonlol drl plano (•). 

b) Roe! .. horlzonloi<S f do mhlmo ~ondiontr.-En ol ojomplo 
lluolrallvo anlorlor "puede oburvor que, cuondo so tonoc:on In preo 
yC"tclon .. c••duados de doo roelas cuol<>quien do un mhno plono, 
po.-drn lruarw lu proy"eion .. do ""' r«lu horizontal .. con sólo 
unir !u ~roy~eclonos do Jos punloo do col., rodondoo l~ualo._ do •m· 
bos rectas. 

Do ua rnonira ~uedon lndlcodos, por In proyocclonos de lu heo 
ritonlalos anln monclonad .. , In lnlorsecolonos dcl ~lono dado con 
planco paraltle$ al do rrloror.oia, y cuyoo puntos oon todos do col•• 
redondu l~ualrs (Fic. XJ.L3). Lo horl1onlol do <olo l~ual o uro eo 
la inlersocción dol plono dodo cuolquioro con ol horl¡o"lol do prO)'ot· 
dón, recta quo u d<figno <en10 lo !ron do! plon.o, 

Soblendo ya quo lo pondionlo do uno r<clo dado ouolquloro eo 
l¡:ual al valor do lo_lan~onto lricnomtlrico del ón~ulo que lo rotl• 
lorml con ou propia proy<Oción, o ou oon ol plono do rolercnelo (m 
- Ion •l. •• "•11 ab><rvor quo ¡,. nolu do m.;,lrno romlio•n\o que 
" oncuonlran •n dicho plono son \odu aquollos Que r .. ullou porp<n· 



.. 

. 

Flf. Xll-1.:1. 

flr- ~u.r:c: 

········-----

,. 
' 

'"' 
dlculues., su trau, y o tndu Sus t"<IU horl•ontaln (FI~. Xll.l.4), 
ya que .,¡es como el in~lo (•) adquiere su ~olor mblmo 1+). 

Respec\o 1 lo 1nlotior, puoden •notorse los ol~uionles 

ot> ....... ac!on .. : • 

11.-Eoe nlor mhlmo (;) oe dul~no eomo ol del inrulo eot .. 
el plano eu~lqulora. y el horl!ontnl de rorerendo, y puede obtenerse 
¡¡rilloornento olecluando el obotlmlenlo de una de lu roetu do "''' 
sima pendiente. 

Zo.-lo lon~itud eorr.,pondlonle ol lnlorvolo o módulo de una 
red& de m!xilno pondlenle r<sullo sor el monor de los '"!oreo correO· 
pondlonles 1 todu lu domOs reclu dol mlomo plono, ya que lan + 
u ol mblmo v•lor do (m), y ose Intervalo se oonO<e lreeuenlomenle 
eomo esealo de p-<ndlonle del plono. 

lo.-La proye<elón do uno rt<IO do mhlmo pendiente se ICOS• 
lumbro ropr .. entu, on la Toor(o de los Planos Aoolodos, modionle 
doo rodu paralol,., muy prd•IJTias, una un poco mh ~ruou quo la 
otra, donde so tndi<a •u KT•duootón morcando ous punto• do colo ro• 
dando, a lnlervalos o módulo! corr .. pondiento: 1 la <Ocoolo de pon
diente del plano on que se encuentu. 

Ejemplos: 

P,...bloma N<>. l~Dtdos los s<~monlos; A(I0-4, -7.5, -20), 
D(l7.8, 2.5. 7.3) y C(8.1, 5.1, ,¡, 0(130, 2.5, 5.0), contonldos 
en un plono (ll), oblenor numérlcament., Llo oolo dt C y loo valoreo 
de •~ lntor .. too: dtbu)or 1•• proyecciones de n<IOI horhonlalu do 
eota redonda, y mostrar ~r.llicomont< la tseala de pndionto T ti in
rulo que lormon el plano (ll) y ol horizontol de rdercndo. 

Solución: (FI¡. X11.1.5). 
lo.-Como las dos rectu son del mioma piona, deben corlouc on 

E, donde coinciden ouo proyecciones. cuyo colo s< calculo eomo pun
to de (AD) '· 

'' +' '' 0.1$, ' "' • - - -!M 12.4 

'·' 
' - _, + 10.15 X 0.75 - 5.6, 

y entonce• pu•de eJieulor,. la ptndienle de {DE): 
5.6 ~ 

'' 
- 0.151,_:. 1 - 6.5, 



PUNTO, UCTA Y P!.AI<O 

y la ocia de C: 
2 - 5.6 - 0.154 X U - f.L 

2o.-C.n lo; volo.., dt lo• lnlorvaloa .. l,~lad<»: 1.33 y 6.5. •e 
elechia la ¡riduaol6n de In proyocelonrs·(d) y (cd), rnpocllva· 
mente. dibujando en ><guido In pro~eeolonu que un~n sus punto• 
d• tgualn ~olu "redondu. 

:!oo.-Dibujando una pe~pendleulor o los proyocclonu de todn 
las horllonlaln. por d, so llene lo proyocc16n do una red• do mhl· r; 

'ma pondltnle, dondo quodo Indicado la ncolo do pondltnlo d~l pll• 
'no (6), y tlecluando ol'aballmlonlo sobro ol do ptoyocolón quodo 
"tombl<n Indicado ol fn¡¡ulo (~). quo" tormo enlr< ol plono oon<l• 
'd.•:odo y el do rol~rtnolo, oomo" muestro en la ll¡¡uro. 

Ptobltma No. 2.-Dodoo los punlos ~l(H, 2.3, 3.5) Y N(l3.8. 
-6.0, 3.5) y ti volor 1•1 • 30" del .iil:ulo que o\ plono (n) tormo 
ecn o\ horl<Cnlol do proytct!ón. do\ormlnor grWeamonto le• volorn 

................... -.. ··- ---·- .... - ....... -· _ .. 

' 

• 

de: los oo\n do CitoS d<>l puntos, P(7.6, S.O, a1) y Q(l6.0, 5.0, 
o,) del m_tomo plano, su escota do pendltnlt y su lrnL 

Soluc!dn: (FI¡. Xll.l.6). · 

Flr. Xll,l6 .. 

, . lo.-So dlbu)i lo proyocoldn de lo horl1onlol (MN) dol plono, y 
porpendlculormenlo o ello lo do uno de In roctu do mhlma pon· 
dlonlo (QR), por uno cual~utoro do loo punteo de oqu<l'-, r por o)em-
plo, ·, porllr dol cual se llova lo colo (r'r) • 3.5. · 

2o.-So lroti el !n~ulo (rr'O) • [90' - •1 -SO", y luf~o lu 
poralelu o (rq), de cotos ttdcnd.,, huta su ln\eroee<idn ton el 
aboltml<n!o (r'q'),do lo rrcto do mbimo ponditnlo. o partir de cu· 
yo• punto• " dlbu)on In proyooclonu do lu horl<on\alu <on In 
rnpoctlvn ooln redond ... quo n11rcon oobro (rq) lo <><olo de pon· 



diente de (rl), sl•ndo !o traza del plano la quo eerrespGnde a la coto O. 
3o.-L1! ootu de los puntos P y Q 5! miden ti portlr de (rq). 

huta (r'q'), en dlrocd6n de las horl•ontoles, obl•nl~ndoso: 

;z,•Lt ' •• - 2.2. 

NI)"I"A-EO cloro que •• ob!!eno otra ooluel6n oua:ndo ol linl'llo 
(90" - +) •o mido hacia ol otro lado de (mn): o"' que, poro de· 
lerminor lo solución único en un probl•m• de eole u'¡,o, •• neoeurlo 
conos:er. odemh de lo pendiente o del lngulo que el plano dodo 
lorma een el de rolerenolo. la dlrecdón de ou credmlenlo o deo,.,l• 
miento . 

. Problema No. 3.-Conos:jdos los punto•: J(7.5, -5.0, 1.2) y 
K(132, 7.8. 5.6), y <!bl•ndo quo 1• pondiente del plano (•) que 
los contiene es lcual a: ton (~) • 0.7, determlntr: su escala de 
pendl<nle, •u trou. y la cota del punto M(S.3, 2.3, •J. que hm
bl~n '< enouentra'<n (~). 

' 
SoludOn: (Fig. Xll.!.7). 

In-So dibuja lo proy«dón (JkJ"y tambl~n elobotfmlento (j'k') 
de la recto (JK) que une los puntos dadoo. poro obtoner su trua 

2o.:....s, calcula (~) - ang ton 0.7 - 35". y se trou el 'n¡¡:ulo 
(f) • (90"·- +J'- 55", para poder dibujor el oroo 0.01, de radio 
truol o (k01) y en ••lfllida laS tangente•·• dicho oree, que poun 
por O de la re< lo: (JK). 

3o.-Eiiglrndo un• do 1"' dos soludon" posibles. eemo sr 
muestro rn la figuro, ·qurda determinado la lflta del plono (~) y, 
normalmenlo o tilo. por ~. la prcyetcl<!n de una rr<:U de mblma 
pondiente, cuya ¡¡:raduación " logro utlllundo el lballmltnlo ya ef<C· 
tuodo de (JK). 

4o.-LI cola del Punto ~1. ~ - (m m'} - 5.6, ,. obUÓnt a par
Ur"del oballmienlo de una rr<:la de m.blmo pendionlt dtl mismo 
plano dodo. que puede tratarse por dicho punto ~1. 

e) Obsern.clon'"--Del trolamlento rulludo n .. to aquJ de un 
plono dodo cuolqulera. ut!llundo lo T .. rJa de I<>S Planos Acotad<>!, 
pueden desprender.• 1&> ~¡¡:ul~tes obsorvodonos: 

lo.-Un i>lano dado ..Wq~lera qurda completamon!e dotuml,..._ 
do ,.,..ndo 0< conO« o " logro delinlr lolalmon\e una de .us n<W 
do mi•lma pondiente, yo >U mtdlantt el cono<lmltnto completo de: 

' 

,. 
' 

.. -· ------. _ .. ··-· ................ --·~. . ..... . .. --· .. 

· Fl1. Xt!.t.J, 

' ' 1 
' ' 

d<>S do tu pun!DS, uno dt tus punto• y s~ pondlen!t o jn¡:ulo que 
Jo""-• con ol plono do relor~d• (Incluyendo la dirrcc16n dtl creol
mlento). o lo ucolo de ptndlonle. ele. 

2o.-La solución do un problomo como los lroluloo on los on· 
lorloru ejemplos llu•trollvos. puedo lograra• totolmenlt ,.dl1nle 1• 
opllcocldn de un mHodo ¡¡d!lco Unlooment<. o •le<luondo lombl~n 
opondon., num~rlou. ya ou ol¡:ulondo ti proctdlmlento upuulo 
en ]a solud6n moo!rodo on <oda COlO (¡:rjlko o num~rlco). o ol que 
doj6 do emplufle poro el mlomD objoto. 

3a.-Lu re<lu do mhlmo pendltnlt no puodon oer ompleo· 
. dos en lo lO lución dt un problomo porti<u\or con lo 01lsm1 utilidad 



"' 
que en el eno ¡onerol ~. plon"' euoli<,qulero, euando •• eonll~ .... 
r1n ••••• como loo que olrurn: 

.:... Plan,. horlzonW•-Para role tipo de plonns, que pooden .. , 
lndl011dM por l1 .. 1.1. do ano e<Wquleno do ous pont"' (yo qut todos 
llenen coln lruol<>), no ,.,ullan do!lnldn '"' ,.el., do mblma 
pendlrnlr, puu sltndo horltonlolet lodn sus :ttloo, ous ptndlrnteo 
son todn nuln, y su lntorvolo o módulo ,.,ultt lndr!inldo. No ti<· 
non trua o lnltroeedón con ol plano de rtlrronola, puu lt son olem· 
pre partleloo. 

- Plonoo vorllca).,,-Poro todoo loo plano> verltcolu; como " 
l.idl ob,.nor, '"' r.oln de mhlma ptndlentr r<out\on's<r norma
¡., o\ plano dt rol<rendo, por lo cual las proyecciones de lodo> sus 
punto> rosul!on eolnddtnl<>, sin que puedo dellnine su pendltnle o 
fTOduotlón,•yo que rl Jngulo ~ • 90". Eotoo pb.no> i>uodon ~rse 
por au truu o lnlcrs«cló" con o] plono do re!oronolo, dondo que· 
don tolnoldont•• 1 .. proyooclonu do lodo• •u• punto•: u doclr. un 
plano •crtlcol quodo dtlermlnod~ euondo " con<><<n In proyocclo· 
nu do deo tuolnqu\on de sus punlos, \aln quo no u onouontr<n 
sobro uno mbmo roela •·orlkol {de mhlmo pondlente} dol plano 
consldorodo. 

2.-RELACIONES ENTRE PLANOS. 

1) Pb.n"" poralolos.-Lo condldón ~ononl flloblocldo por lo 
Cioomolrlo E:uelldlona poro dellnlr el parololhmo onlre do• planos 
cuo\"qulon, do qu< on cado uno do ollcs ulslon do• roelas concu· 
rronl.s ptrtlolu rnpoeiiYOmonto • olr"' dos roclu oonourrentu quo 
10 oneuontron on ol otro. puode '" oplloado dlrodamon\o.en Ci.a. 
molrlo Dnerlpllvo para lo ooluclón de problomu rolalivo•. ni como 
lo con,.cuonlo condkidn do que "isla paralellsmo onlre In t<lrr"· 
pondlon\u normoln a los planos conslderodos.· 

Sin embargo, en lo T«>rlt de lo• Plano• Acotados r<SUIII mh 
!lcll opllcor corno oondlolón ~e<<Sai"Í.& y oufloltnlt de pora.loU..mo <R• 
ll'< dB!I pl.:!.nos dodos euolnqultro, qu< las rn¡iictiv"' roelas d< mi
:<Jm. pondlonto ou.n p:¡n.lelas ontr< 31, lo tu o\ ocurro cuondo omb" 
proy..:clon" >On paroleln y tltnen lntorvoloo ltual" y"eon el mis· 
mo ,.ntldo de eredmlento. 

Desdo luo~o que, no slondo la eondfcldn de porolollomo do un 
plano respr<:lo o otro oullcl<nlo paro qu< el primero qutde compl•· 

, .... 

1 

! 
! 
' 

' 

"' 
tom<flto l<!ermlnodo, se roqulere slempr< contar con otro dolo poro 
dicho oojelo. "'"'" puodo '" uno do '"' pun\01, 111 como •• ob•or· 
va on los 1l¡¡uionl<1 

EJ•m~too: 

Pr11bloma No. 1.-Dt\trmln., lo trou del plou (l>) J el olo· 
Jomlonto de uno de'"' puntos Q(l6.&. y, 2.2). sl dicho plano con· 
tlon< tombi~n o\ punlo P(I0.2, 4.4, ~.2). y" porololo ol quo esll 
dtllnldo por una de su> "d•• de mblmo pcndlonlo que pos• por· 
R(6.2. -1.9, 4.7) y S(l\.6, -7.9, O). 

Soluol6n: (Fi~. XI1.2.1). 

to.-Se roallu el obtllmitnlo do (R$) y,. dibujo (p'O.) poro 
]ola 1 ello. a porllr do lo proyoocldn tbolldo p' de r, hosto lnler•••· 
tor to propio proyOocldn de la último (p0.). dibujo•l• rorololomonle 
o (rs). 

2o.-Por O. so dlbujl la lr.ou {l!.o.) normal 1 (p0.). 

fll· 111.:1.1. 



'" 
3o.-Sobre (pp') te mide lo coto de Q, leuot o 2.2. por donde 

se llevo el obollmlento de Jo hcrlzonlol de esa colo, obteniendo el 
punto de (p0.) que le periO!lC'CO, y en Jo lnter .. cdón de la proyección 
de eu horl<onlll del plano, paralela 1 '" lrau (6o-), medlonle Jo 
relortnelo dibujado con lo dlsllnclo de Q, se llene lo proyect16n q. 
hulo donde se mid .. su olejomlonto, que ruul!o ser J¡uol o 5.6. 

' . 
' · Problema No, 2.-Delermlntr lu proyecolones ¡¡raduod .. de In 

reclu de mhlmo pendiente, y In lruu horltonbleo de ¡.,. piones 
Plf~lelos: (w), que contiene los punlos P(II.O, 5.~. 2.~). Q(l3.0, 
-2.2,_:-1.6), R(l7.5, 6.4, 5.3) y (11), que puo por 8{50, -5.0, 
-1.6). . . 

Solud6n: (fl¡r. Xl/.2.2), 

lo.-Se efoolúo la ¡:rodutelón de In proytodon .. de (QP) y 
(QR). medlonle IU obtllmlenlo de lo mon"l yo conO<Jdl, dlbuj.in
dO>e on oe¡¡-uldo las proyecolon., do lao horlionlalos del plano (~J 

' 

n,. xn.u. 

···-----

' . ' 

1 

; 

1 

1 

1 

! 
1 

"' 
uniendo lu proy<edonn de los punloo de colo redondo de loo n¡· 
mentoo diodos. cuyos volcru son l¡¡uolu. 

2o.-Se dibujo por p Jo proy«elón de una roela de mblmo pen· 
dienl~. perpendicular o Ju horl>onlol", que mlfotn sobre lo prime• 
,, ¡1 ¡:raduooi<ln busotda de lo uoolo de ptndltnl• dtl pltno (•)-

3o.-Por, y o'" dihujan paralrlu o la proycoolón Y al abo· 
¡imlen\o de la onlerlor t.-cto de mhlmo pendlonle, y •1 llevor sobro 
Jo primero lo misma ncalo de pendiente, a porlir de su lnlorsoedón 
o. con ou propio obailmlenlo, quodo resuello el problemo wn sdlo In· 
dicu lo lrna y olcunos hori>onlol" dol olro plano (n). 

rrobtema No. 3.-Ddlntr los planos porololos (~) Y 1•). """' 
olderon.Jo que .¡ prin,.to oonll<n< o lo red• que pooo ~or loo pun• 
¡0.: .4.(5.1, -1.7, 1.0) y D(li.S .. -6.0, s.O), y que en el "g~ndo 
•• rncurnlro o! IO~menlo C(8S, -6.0, ~8). 0(13.7, 3.0, I.Z), ob· 
t<nlondo sus truos rupedlvU 1 tu (omUn n<ala de pondlon\e, 

• ' • 
íe • .J 

• 
Fl1. XII.U 
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"' ,lllfTO, IU!CTA Y PLAHO 

fl¡. XIU.S. 

(NOfA.-Loo mlor.iO, valor<> do loo datoo de <>le ~roblema ••n 
u!lllu'dos en el ejorololo 3 de lo Serie IV, cuya soludón •• pide on¡ 
lo pJ¡Ina 80 do los pr.,ontoo Apunlu, utillundo el mllodo de la·. 
Do~lo Proyección Ortogonal). 

Probloma No, 2.-Delormlnor lo proyocdón ocolada de la recto 
dolnterooeclón enlreloo planco: (•). quo pna por ol punto P{4.2, 1.5,' 
128): y cuy"' roctu de mhlmo ptndltnl< sen poro Iet .. aloo¡¡-menlo 
R(l.l, -5.0, 9.9), S(8.J, 2.5, 4.3), y (6), que contlone los pun

·to.;J(I6.2, 4.0, IO.I),K(IO.S. -4.0, ·11.4) yM(l3.5, 9.0, 5.3). 

Solu<16n: (FIIl'. X!l.Z.S). 

lo-Se ¡¡-rodúon ¡, proyocolon., (mk) y (m)), ooipleondo loo 
obt!lmlonlos rol•livos al punto do monor coto, corno •• Indico on lo 
!iglltl, do monoro que ol abollmienlo do! punto dt mayor cnh re
solle oloduado con la -dileroncla en\rr In colas de ambos nlromos 
del ••~m•nlo, midiéndose lombiOn en lon¡¡:ilud normalmenle a su 
proy<'CCI<ln; en .,guido se dibujan las proyecdonu de lu horltonlo• 
les de coto-redondo del plono (6), uniendo los puntos de lgualeor~· 
col"' de too dos ,.~menloo conoidotadcs Inicialmente. 

2o.-Se rullu tombiOn un oballmlontc relaHvo oobre lo proyeo• 
clón (,.),de la parolela 1 ouo roetao de mhlma pondlonte dol plano 
(•), y luo~o se dlbllr• por Puna do eotao ílltlmu, de aballmionlo 
porololo al' do ¡ns¡, por un punto euolquioto do la normal trazada 
1 porllr de p, al cuol " le conoldiro uno colo de 12.8, l¡¡ual a la 
del puOto P, y 1 partir do oh! oe von morcando loo punteo de cctu 

. - ·-· - ..... __ ,_ -· .. --·--· .. 

. ! 

' 1 

1 

"' redcnd., des<eÓdentes, para poder \tour dHpub In proyccclonu 
de lu horltonlotu corrupondlenles. 

Jc.-Finalmente. cbleniondo loo puntos comunes onlro cada par 
de horlzontoltl de l~uolu cotu iedond11, como onlre lu do 7. 1 Ju 
dr 1 1., se delermin•n des punto• respoclivos, 1 y 11, do l• red• do 
lnter>occi6n Hu,.ado "lolenle onlr< los piones dndo1, tal~s quo 1us 
coordonadu medldu •obro el plono de roforoncia de lu proyoedo-

Flr XI!J'-

"net acoladu, ruullan !cuales o: 1[13.8, 6.5. 7.0). 11(12.8, -0.8, 
11.0), como puedo •preciar" Llollmenlo, tonsldernndo ¡1 ucnla utl
lltada. 

P...,blema No, 3.-Entontror la ro·cta de lnle"ectl6n entre los 
plono" (•), dodo por lo• puntos A¡3.1, O, 0), 1117.~. 2.6, O), 
CI7A, O, 5.4), y (6), tuyo tt<lt de mhlmo p<ndlenle es: n(l2.8, 
1.2, 2.5), 5(15.6. U, -H). 



.. 

"' 
(NO'l' ... -O•b•- ~b•rrvorso qu lo> 4atos do ~~· problomo lue

ron lomados dot,Problrmo No. 1, resuollo on lo p4rtno 62, por el 
Mtlodo de lo Doble Froym.l6n Ortc¡:onol). 

Solución: (FI¡:, Xl!.2.7) 

' 

l'lr. Xll-2.7. 

lo.-C..mo loo puntos Á y B tlenon tola nulo, la p;oy..,clón (ob) 
ropruonlo 11 lrau dol plano (•). y •nlonc ... dibu)ondo Por e uno 
normot o (•o),,. llono 11 proyO<:clón do una do In rectOs do máxi
ma pondlenlo, cuya ¡:rtduodón •• ef•ehio modlonlo su abatlmlonlo, 
<,omo aporocolndltodo on lo li¡:uro, pou dibuJar In proyecctono<, pa
ralelo, o lo lrau, do oltiS horl•onlol., do colo rodond!, como In 
do 2-, ~-• ole. 

2o.-Tombi~n ·,, grod01 de la ml,mo man"a rl sogmenlo (RS), , 
do (6}, Y so dibuJan lo lrou (6o.) y lu horltonlot .. rnoslradn.·r~· 
normolmenlt o la proy<tdón {") do lo recta do mhlmo pondion· -
lo do¡ sec-undo plano. _ · 

Jo.-ln lnlorsoc<lonn do codo dos pr<>yocc:ion" do t~las ho· 
rloonlol .. do l~ual., cotos r<donda., rorroopondon a puntos ~< la 
roch eomón_ ontro lo> do• piones do do!, como O ( 11.2, ~.9, O) 0 ¡ (9 8, 
2.1, 4.0), cuyn ooordonadas luoron OM<nidn midiendo dirodomon· 
lo en lo ll¡:uro. , 

. . . ----- ------ ----~-- .. ----- ..... 
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'" 
- Obs0,..,¡&'n.-EI prO(ed\mlonlo que coMI>Io en de<:tuor el 

.tr&lllllt.nto rololl•o do un se¡:-mon\0, m<dlonto ~no elnod&n do! plo• 
no do proyocdón hui& un punto euolqulo"' de colo oonodda., como 
puedo ser ol .. tremo del so¡:menlo ouyo eola seo menor quo la do\ 
otro, " rullu l•mbl<n porpendlcul.,mfnlo 1 la proyocclón del so¡:· 
mento, en una lon~ilud l¡:uol a lo diforonda do colu onlre ol punto 
por abolir y el plono o\ovodo do eomparoel6n. Es comUnmonle ull• 
liudo <ste pro«dlmien\o euondo ¡,. <oln do lo> punlo> do\ so¡:
menlo por obalir """ bnlonlo ¡:rond .. y, por lo hn\o, r"ulla dl
fidl su abollmionlo norm1l dentro do los limllos dol dibujo, dobldo 
a lo os<ala ~onerolmonle ulili!oda, como ho ocurrl~o duronl< lo SO• 

lución del Problema No. 2, que luo r<suollo <n p;éinu lnnredlolu 
anlorloros, modianto abolimionlo• rol•!lv"' tloeluodoo elnando <1 
pl1no do proyetdón h"l' el oxlromo ~.cado so~mon\o cuya cola 
"monor. 

Paro una mojor comp,.n>lón del proeodtmlenlo, se vuelvo 1 llus• 
lrar con el sl¡:ul<nto 

Ejemplo.-Dados los segmon\os: A(7.2, -\.5, -50), D(l4.1, 
:¡_6, -10.0) y C(7.8, 4S. S.S), 0(17.S, -l-2, l9S), ofeduor suo 
abotlm\onl"' relativo• <levando el piona do proyeo<lón huto ol pun·· 
lo de monor eoti do cada uno. Roaliur \ombl~n el obatlmlonto not• 
mol (•in o]<Y!t ti plano de r<f<rondo) dol primtto do los "~mtn· 
tos oonsldoradoo, y elovando para ol st¡:undo dicho piona de com• 
por,.l6n huta la eoll 10.0. 

So\udón: (fig. XU.2.8). 

1~-EI obatlmionlo normal do\ prlm<r stgmonlo osU reproson
lldo por (a"b'), y ,¡ relollvo o ou <•tr<mo do monnr colo 1-10.0) 
os (o~b~). 

2o-EI obollmlenlo r<la\lvo do\ so¡:tlndo ro•pe<:lo o\ <df<ma d< 
colo menor (8.5) " (c'd'); y ol rolorldo ol plano do compancl<ln 
olevado ho•l• lo <ola 10.0, •• (c~d"), 

NoT•.-Puodo obsorva"o que, uno vn'oloclu•do <l lbalimlonto 
rolalivo de un punto do un so~monlo, " puodo dolorminlf l1 cota 
dtl plono de roforenda, conO(\tndo lo colo do dicho punto, y ml
dlrndo 11 dislon<la enh< '" •bollmlenlo (del punto) y lo proyección 
del so¡:monlo . 
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e) lrt!H3tttl6n do1111J. recll con"" pla....,-EI ~r«edlmlenlo ¡t· 
""'"1 ~·u dotermlnor el punto eom~n o do lnter .. ccldn entre ~na ,.~

- recta (r) y un plano (~) dadoo tuolu~ulero, eonslole en obtener prl· 
mero lo lnlerteccldn .(01) tntrt ol pltno vor!lool (V) pt<~yt<tonle do 
la recta. y el plono dado 1•1: y d .. pu!s, ol punto 1 do concurronolo 
entre en recta do 1nte,.,otci6n y lt "011 dodo, mediante un abt\1• 
miento de ""' rupoctlvoo O<Jl'mcnlos, quo u la 5olucl6n dol proble-
ma, y1 que dicho punt~ 1 perlonoce tanto 1 lo reclo (r) como •1 pi•· 
no (•) y, por lo tonto eo lo lnle"ocoldn bu,.odt (flg. XII.2.9). 

..... , ........ -·· . ".,,_,_ .......... --~- ..•. 

1 

1 

'!1. PLANO El< EL DPM:!O "' 

fl¡. xu . .u. 

Dado qUe lo roela de tnlmecdón (01) llene 1U proy...,lón coln· 
ctden!e con lo de (r), '"' obatlmiontoo puodon tloc\uuso llmulll· 
noamento al oup<rponor •1 Plano proyrtlanlo (V) o.rm ol borltontal 
(H) do rrlorrn<ia, ulillundo loo punto• do (01) quo Uonon t<>IU 
rodondas (0 .. 1~ 2 .•..• ). corrosp~>ndlontu olu horllonlolos dol plano 
dado (•). como lódlmonto puodo ObltfVIfiO on lo Jl~uro. 

El procodlmlot~lo g-enortl tnlorlor, quo rosullo do ¡:ron soncllln 
cUando so aplica ullllund<l lt T""rlo do lol Pltnol Aooltdoo, ro· 
quiero que como primor paso " obton¡:on lu proyoodonn de roc· 
tu horltonltlos do oolo redondo del plono dtdo, ptrl podor procodor 
on soguldo al obaUmionto do lo rooto dada y do lo lntonoccl<ln on· 
tro aquOI y ol proyeclanto >or\lcol do hto. como " lluolro on los 
slfUiontu 

Ejempl~: 

Problema No. 1.-Dotormlnor tu t<>Otdflltdu dol punto do In· 
torseeción 1 entre ol plano (•), quo contlono loo puntos A(l0.2. 
-:-5.5. S.~) .. B(l2.0, 5.2, 1.21. C(l5.5, 2.0, 6.S), y lo roela (r), 
quo ptSI por P(4.7, 3.2, !.2) y Q(l2.8, 1.6. 2.2) • 



"' Solud6tt; {Flg-. Xl!.2.10). 

• 

flr. xn1.10. 

. Jo.-So dibujan In ~roy<<elones acohdos d• lodo• loo punloo 
dodos: pua m<dlr lu longitud.,: (bo) - 10.9, r (be) • 4.75, y 
.roc:tu>r lo g-roduoelón do loo ••~monto• (DA) y (BC). calculando 
numblcam<nl• '"' pendlrnl.,, sus_lnlrl"!llos, y lu proyocdonu do 
ous puntos dr cota r.dond•.·como ol~uo; 

De (BA): m -
9,4 /.2 
' /C.J 

- 0.75. 1 -- 1-JJ, 

(U.) • 0.8 X _UJ • 1.0$, 

~''.,:;-¡'·~' Do (BC); m - • 1.12, 1 - 0.~95, . os 
, (b2.J • 011 X .895 • 0.~/5. 

Unlondo loS punlos dt lit~•IU co\u rodonda's,. limon_)os pro
~tlon.s do loo horlzonlol" del plono (•l. quo oporoc•n lndl<adas 
on ¡1 !lgura. deopub do habor morcodo loo puntos qu• •• t<aban 
do cakulor. 

. --- --· -----------·---- ---------·······- ·- --··--
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1 

2o.-Sob" lo proyeCe!<5n prolonrado do {pq) n muoon lo• pun· 
too do coto rodondo corrospondlonlos o lu horloonlotos dot plono, 
poro podor·ofoduor o! obaHmlonto slmulllnoo do ~~ recto (PQ) y 
de lo de lnlorsocolón do su pt1no ~royoclonto ~n ol plono dodc, ull· 
tlun!o deo do loo puntos do colo rodondo ccnoriJos do lo último 
tocio, como Juertln l. y 7. 

3c.-Se obliono lo lnlor,.c<lón <nlt< In dos rett .. mrndon~dos, 
Y " d .. hooe ol abolimienlo poro moreor lo proyotclón oeolodo de 
dicho punto !(11.1, 1.9, ~.4), ouyu coordenodu" mid<n directo· 
monto en Jo figuro, loniondo on ouenlo 11 "colo utiliudo. 

Ncu.-Es dorf. quo tomblln pudioron obloner" ¡:r.llkomonle 
los proyecclonos de los punteo do tolo rodondo dol plono, eloduando 
ol oboUmionto do lo• oo¡:menlo• (DA) y (DC), eomc '' ha ele<tuo
do '" uno cron moyorio do too E)omploo trotodoo con onl<tloridod, 
poro no ., hito ,.¡ no 5ólo poro procllctt el procodhnlonto num!rleo 
quo ha. sido poco u .. do huta ahora. olno tombio!n pota evitar uno 
mayor cantidad do \rotoo en la S<lluclón dol problomo. 

Probloma Yo. Z.-lndltor lo proy<cclón acolod1 d•J punto do 
lnlmru:ión •nlr• lo r«.la J(a.5, -1.4, -2.0). K(lS.O, 4.4, 6.1), 

,--
' ,, 
' 
' ' ' ' ' ~, < ' •' ,. l < ' 
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' ' ' 

~· 

Flr.XIIl.ll. 



Y el plano que eooUonelos punto•: L(5.0, 2..8 95) M 
O) y N(l2.5, 5.3, 0). · - • · • (U, 5.3, 

Soluc14o: (Fir. X/1~.11). 
!c.--como (MN) es una horl•onlal ~el plano, punto que am

boo punteo llenen la mlomo cola, oe puede lrour uno recia de mhl· 
ma pendiente por L. dibuJando ou proyocolón porpendlculormente 1 
(m..~). Y sobre ella la uealo de pendiente del plano, puo dlbujor en 
se¡:ulda otras horizontales del plano, huta '"' lnterom:lones con 
(/k). -

2o.-Se ole<!úa el aba!lmlenlo de .(JK) y de lo lnlen<ed6n 
(28) de "' proyedonte con el plano dodo, ob\enllndose el punto. 
1112.7, 2.4, 3.3), ouyu eoordenad"' 10 miden directamente en la 
tlguro, teniendo en cuenta la ncala ulllluda. 

_
4 7

Problema NO. 3.-0blon<r 1• lnlerom:lón de la roe!• {r): A(5.0, 
· • 6.3), D(!5.8, U, 0.4), oon el plano (•). dado por tos pun· 

' 

"'~- )(11.1.12. • 

\ 

' ' ' ' 

,, 

----------------------

1 
tos: M(15.0, 4.9, 8.4) y N(l0.5, -4.7, -1.5), ~e uno dt suo roe• 
loo de mhlina pendiente. 

Sotmd6n: (Ftr. Xll.2.t2). 

to:-So elecli¡ola ¡¡raduad6n de la proye<:cliln (mn). ¡:riUcomtfl• 
te, modlanle '" oballmlento, paro dibujar lu horltonlolu del plano, 
prolon~arl"' huta Jnleil.ctar lo proyeoolón (ob). · 

2o.-Se reallu el abollmltnlo de (AB) y de los puntos colnel• 
denlu de colo 10dondo de lo recto de lnt<ro<tClón (01) dol plano 
(•) eon <1 proy .. tante do 11 primor o. · 

3o.--5e rollert o la proyoeelón (ob) el punto do lntonoeel4n 1 
onlre 1•• dos retlu moncionodu, huta obtonor "' proy«<lón, que 
por slmplo colnddeoclo on nle problema qutdó lotalluda on el <)< 

_de olmolrio; do mantra que '"' <oordonodu, modidu 1 ucolo ••· 
bre laliiJlr&. son: 1(11.4, O, U). 

3.-ABAT!M!ENTO DE UN PLANO CUALQUIERA. 

Debt habtnt obser-.do yo quo en lo solución de los problemas 
presontados on pl~inas anlorloru, oplloando la Ttorlo de los PI•· 
no1 Acotodos, 1< ha ullliudo ton mucho !recutncla el recuno !un• 
domenlol para la rtprnentaclón do tu eotu de los puntos tuyo P'"' 
yecelón " eonsldora, dt abtllr un oe¡mento rupecto 1 su propio 
proye<clón acolada, quo copolot• on lo ou¡oe,..al<ión dol plano P"'" 
ye<tante ,-er\1<11 eonllnenle ~.t oe~monto d.ldo, oon <1 pWio korloon• 
W de pooy«<l6n (o con otro plano horltonlll do cola conocido), 
mrdlonl< uno rola<lón dol primero olr<dodor do ou ln\onoechln (lo 
propio proyteclón del ••~monto) <on el ,.¡:undo; quo ka sido dnl¡:· 
n1do como obtllmlonlo do un oo¡mtnlo . 

• Ahora se preO<nto el oaso de conlidtrar lo "'laclón do un plano 
do tipo euol~ulon. hasla dejado po.ro.l<la o ootnddonto ton ol horl• 
uonW do P"'YH<l6n, .. ¡:-(in quo se lomo tomo oje uno horltontal 

·, euolqulero o ta trua del pl¡no. cuyo proeodlmlonlo se oco•lumbra 
dnl~nor: abatimiento de un plono euolQulora: y donde putdtn ob· 
'"v"""• entre cltl$ de sus caracterl>li<U !u"domenlalu, tu si• 
~ulent": (FI¡:. Xl!l.l). 

11.-La "'lael6n .. nrtll .. ...:dn "" in~o dlfote"t' do 90" • 
•!2. iiJlal pou todos los punto• del plono dado. 



' to.-EI radio do ob1Uml•~lo no., lrual1 la <"O!-. del ll"nlo con· 
oldorodo. sino quo ruullo '" lo hlpolonuso dol lrlinrulo rooUnruto 
constr~ldo lomando eomo eololos 1 lo monelon•d• cola y 0 ta dlo
lando entro lo ptO)'ee<:!ón dol punto y lo tuu del plono. "como •• 
puedo obser'llr liollmonlt on lo llrura ont., cllodo. 

--¡ 

.O.MT1/o\1[1<T0 O! 
UN 5EQMENTO.-. 

• 

ABA"11M1EN"TO O! UN 
PLANO CUAlQ\IIEIIA.-

3a.-La htJt<lorla dt ab1Umlonto do un punto dado cuolqule• 
ti ., o.Jemprt porptndlculu 1 la trua do! pla:oo qut lo conliono, 1 
- J>Or la ptoroccióll ocollda do! punto. · 

. f:l ojo do tot.lc!ón paro ol obol!mionlo do un plano u lo ciar• 
nell> dol obatimlenlo, y In poslolon" obolldu do puntos cuot .. qulo· 
t1 ~1. N, P, .:. dt un plono dodo, se 1«11lumbron d .. l~nlt como 
M.. No. Po. ... 

El prooooo do 1boUmlenlo do un plano c.Wqultt1. Sf ullliu ton 
vont•J• tn lo solución do olgunos problemn que pldtn mo~nlludes 
, .. tos do Hgurn plonos, )O snn lon~ilud .. o in~ulo!, y su opll· 
eaclón puodo "ludi•rs• tn los sl~uionlu 

' Ejemploo: . 

Problorrut. No. l.-Mostttr en vordadotl mo~nllud Jos Jodo• y los 
infiUIO< del trlinfUIO A(60, -2.2, 3.0), 11(6.9, 2.2, 6.0), C(ll.6, 
u. 1.5). 

Soluc.J6n: (Flll'. Xtl.:l..l!). 

' lo.-So roillun loo obollmlontos de loo "~montos (AD) y {CDI • 
poro dotorminOr ous Irnos. on loo puntos de lntouocdón con sus 
r.,pocllvn proyteclonÓ<. Al unir dlchu dos tuno qutdo delinldl 
lo tuu (MN} dtl plano quo conlltnt loo lru puntos dodos. 

2o.-Dibujando por b; un• paral<la o lo troto, dt lon~l!ud l¡:ual 
a la cola de B; y uno pttpondlculor 1 la ltuo, st tlen.n los dos t•· 
lelo• dtl ltiln¡:uto do obollmitnlo dol punto D, cuyo hipolcnuu u 
<1 rodio do abollmi<nto, qu< se llevo sobtt la ltoy<elorlo de 1ball• 
miOnlo, como •• lndlca"on !1 ll~ura. poro obt<ntr lx poolcllln obol!· 
d1·B .. 

3o.-Como los punloo auxiliar<• ~1 "y N no oombton dt po•ld<ln 
11 <ltcluarse el ob1Umiento del plano, por estor contenido> on"tl •J• 
do rol1cldn (chornolo}, ol unlno rc<pocllvamcnto con llo •• doler· 
minan lu posidon« obolidu Ao y C., <n las lnl<r><<Oionu con tu 
lraytclorlu do obolimlonto de loo puntos A y C, dlbujodu norm•l· 
monte o la tnu del plono desdo lu proyocdones o y c. con lo 

· cu•l qu•d• rtsuollo ol probl<ma ol tenor lndioadn on lo ll¡¡uro In 
vordodoru mo~nllud" de los lodos y do lo• in~ulos del trlln~ulo 
(ABC), mostndoson !u abollmlonto (Aoll.C.). 



"' rrambl!n pudluon ••• ealoulados, dúronte ,, prl""'f puo de 
nh solución, lu pendloilt .. y los lnl<tYal~ de ¡.,. dOJ ,.¡rnenloo 
menolonadco, poro olootuJt en sepldl au graduación, y lraur In 
horloontalu y lo tuu del plano, que •• usó como chomela, poro 
como •• ha visto ttl .. dlculcs no son n«< .. rlos), · 

' ' . '. 
' \ 

' 

1 

'-... ~ ·1 
FIR- xn..u. j 

Prollle"'"' No. L-Oados In pcolclones abatldu de los punteo 
A.(3o7, 0.9, · O) y 110 (9.1, -6.2, 0), delcrmlnu los proyecciones 
~e<~ladn de ¡.,. tres vMicts del lrlin¡¡ulo oqulltttlro (ABC), que 
se encuentro en el plano dodo por lo «<lo do mhlmo pendlonte 
R(l2.3, -6.8, -2.7), 11(18.3, 1.2, 5.8). ,..-,. 

Sohld6a:. (FI¡. Xll.8.3). 

lo.-Se eledh el abollmlenlo del setmento (RS), por cuyo \ro
u O., y normal o (rs) "~lbu)o la trno (MN), quedando tambl~n 
ropr<>enlodc por dlcbo obotimlmlo el por/U del pl•no, 

'2o.-Con 1• lon~llud A;B, oo c011olruyo tl lrllngulo oqulliloro 
abolido (Aoa.C.). So morcan loo lroyutort .. do oballmltnlo do loo 

. "' ...... ·- .. - .... ··--- ---

"' 

v!rtlcu ptrpondlculorm~nle 1 1• trua (MN), y por O, paralelo • (r'o') • 
y do !on¡:ltud J¡:uol 0 ~ oe dibujo lo hlpolonun quo comploto ti 
trUnglllo de obatlmirnlo ueturodo (t'Oe), do\ punto C, tuyo proy<C• 
ddn quedo dellnldo tn e. 

:!oo.-Como ¡01 punto• oulllorn H y N oon dol •J• do oboll· 
miento, su posldón " la mioma ontu y dnpub dtl prottOO, por 
Jo euol 1 ¡ prolongofSt tu roctu (cM) y (eN), quodon deltrmtnodos 
los rrspodlvoo puntos a y b, oobro In tuyoctorlu de loo punto• 
abolidos Ao y a •. al dosho«r 1• rolocldn. 

Mldltndo sobro lo llguro ontorlor, do oouordo con lo .... to tm· 
pludo. K obllono como solución: A(4.0, U, -1.4), B(H, -5.2, 
-2.9) y C(\2.0, 1.3, 2.6), aunquo U .. tdtnlt que pudo hobtru ob
tontdo otro ruuitado ol ti triángulo abatido •• hubiera conohuldo, 
duronto ol 2o. poso, hacia ol otro lodo dtl oo¡¡rnonto (A.Il.). 

Probl<n,._ N" 3.-Re~r<><nlor en vordodoro mo~nitud lo dioton• 
cto porpendlcutor entro ol punto J(6.5. -2.6, 185), y ti ~<tmtnlo 



no 
que~~~· por K(l:L3. -4.0, 27.5) y L(15.5, 3.1, 13.5), mediante 
un obatlmlento dol plano que con\lone 1 los treo puntos ollados. 

Solu<l6lo• (fl¡. Xl1.3.4). 

to.-Con>lderondo les "'rmentos 
pendlonlrs y módulos, •• tlon<: 

(JK) y (LK), tolculondo sus 

' ·ns - 18.5 
De (JK): m - o O • 1.50, 1- - 0.67, 

" 
n~- JJS 

De (l.K): m • - 1.?6, 

o~ 1 - O.J35: 

' f - --¡¡¡- - 0.56, 

0.5 1 - (/.16; . 

""" lo ouol se purden dibujar los punto• de cota r.dondo de cada 
"gmenlo y, al unir loo de eotu lrualos, los correspondlent .. horl· 
lonlalts dol plano ddinldo por leo hu punlo.. 

11r XIUO. 

,. 
' 

"' 
2o.-Como no es posible, por la llmltocldn del npado dlsponl· 

ble, lonlendo en cuenta la eocala utllludo, eleduor •1 obatlmlonto o\· 
«dedor de la lrtu dol plano. al lomar como chornela la horl•ontol 
de cola 20, y dibujar p<rpondlcuumonlo a olla las lrayedorlu do 
ab•!lmionlo dt los trn puntos, do monora qut ti <litio porololo 1 
lo ehomtlt de~ lril.ngulo do abo\lmlonto del punto K, "' ltuol a lo 
cota de K mono> 11 eclt dt lo ohunola, o soo: 27.5 - 20.0 - 7.5, io 
cblltne primero el rodlo de tbolimienlo, y dnpu!s la posición obt· 
tldo K.. 

3o.-Como los puntos au>lllorn do colo 20, do loo sc~mcnlo• 
(JK) y (LK) uUn sobro la chornelo, su posldón no" olloro tnlu 
Y dupuh do\ oba11mionto, por lo ~"' ol unirlos «>n K,, detormlnon 
'" '" lnlenredón con In trtyo<loriu do oballmltnlo corr.,pcndltn• 
les, ¡., pcslclon" abotidu J, y Lo. lolts quo su distando perp<n• 
dkulor a 1(0, sulucldn o esl< probloma," obllono on la ll~uro ICU•I 
• ·10.8. 

Ob .. !'Tlldón.-Es dt ad>ortlrso que, on lo scludón do problo· 
mu eemo loo que hon sido pro,.ntados, relotl•o• o\ abatlmhnlo do 
""plano dodo euolqulora, se puedo utlliur ol concepto do abatimlon
to do un oo;monlo, pues ~oto último so encutnlra sl<mplt Incluido 
en los lundtmentos do lo T<orlo de los Pltnos Aoottdos, ~· quo en 
rlror, corro•¡><>nde a la tormo. cci!lco. do eonslderac loa eoi.U, ouyos 
vtlor<O oóto ap•rooen Indicados en las proyocolon" de los puntos 
con.lduodos. Es cl<elr, mlont.-.. quo <1 abotlmlonlo do un plano 011 
11n procrdlml<n!o uudo poro lo ooluddn do olcunos problomas, oL 
al>oll!nl<nlo do IM pun!oo do un oormento U un oonupto lmpllcllo 
en la Teorla do lo& Plan"" AcotodOO!L 

l.-EJERCICIOS. (Sorlo X!l). 

1.-Dadoo loo punlo" A(5,7, 2.2, 0.5), 0(12.4, 5.1, 7.0) 1 
C(16.Z. -4.5, l.l), oblonor lo graduodón d< los roelas quo los 
u non, ul como la uool1 ~rl!ico do pondlentu- del pl1no quo do· 
!in<n, y dibujar 1• proy<eclón de uno do las roctu do mhlmo pon• 
diente, quo conlitno ol punlo 0(9.3, -5.6, o), ulculondo onlu lo 
colo d< dicho punto. 

2.-Delormlnor lu.coord<n.du dol punto 1 d< concurronclo on• 
!ro los .. ~montos: KISS, -ss. 0.8), L(13.1, 5.6, 6.2) y M(7.5, 

' 



U, 5.1), N(\4.3, l.S. 1}, ni eomo i~s trous, hi tuu do! ploM. 
que lo• eontlono, y 11 .. colo [!'ri!Jco do pendlenle• del mismo, du· 
pub do hober dlbujodo lu Pr<>yt<:clones de el¡¡unu de ous rec!as ho· 
rl!onl1les, 

3.-Dodo ti ugmento: P\5.2. U. 0.9), Q(l0,7, -s.s, U), 
oblener su ¡roduoclón, y \rour por R(&.5,' 4.3, -2.1) uno r«la pa
r. lela a <1, dotermlnando odemh la lrou del plano que contltn 
ombu poralelu, y lo eo\1 (o) del punto 8(14.7, 6.0, •) que •• en• 
eu .. ntra tombiln en dicho pl1no. 

•4.-0blentr !1 proy>O<:Idn acotada de 11 r..:lo de !ntersoccl<ln tn· 
tre los pllnOt: [•), que contiene los puntos: M (3.4, 0.6, 3.0), N [6.8, 
3.2, 1.0), P[9.2, · -4.3, 4.3), y (n), dado por el SeJ¡'mento: R(J0.6, 
-6 6, 7.2), 8(14.9, -3.9, 2,2), do un1 de sus roclu do mhlm1 
ptndlente, 

S.-Encontr11 lo lntonoect6n ontre tol planos: (6), que eoti 
dtllnldo por loo puntos: A(4.7, -4.5, 21.0), B(\0.4, -4.5, 21.0), 
C(6.9; 4.1, 30.5), y (•). quo contiene ot punto F(\4.8, 2.6, 24.8), 
y uno de cuyu "clu do mbtmo pondlonlo puo por 0(12.6, -3.7, 
21.8) y E(IM, 1.7, o). 

6.-lndlcor 11 proy.,.ldn de lo r«lo común onlre too pl1noo 
(t:l) y (•), 11: ol primero pno poO ti punto 0(7,7, .2.1, 13.5), y., 
porolelo al plino que define o[ triángulo A(S.l, 4.9, 11.5), D(&.l, 
-0.0. 65), C(9.3, -3.9, 9.2), y ti sogundo contiene ol punto P(12.1, 
&.3, l9.5),y sus re<.tu do mblmo pondlonte •on porololu II"'J!'"''"' 
lo: Q(l0.3, 5.7, 17.8), R(I&.O, -1.7, 7,7), 

7.-0btenor 11 lnl<r>occlón d< la rodo que pau por A(3.8, 2.2, 
&.6) y B(l2.8, U, -0.9),' con el plano (•). dado por do1 pun
tos: M(S.9, 4.7. -1.5) y N18.9, 1.4, U) do uno d1 '"' roc\u. 
do mblmo pondlente. · · 

8.-Dotcrmlnir In coord<nodas d<l punto de lnlorseeción de lo 
recto (A8J: 15.5, 0.9, 2.5), {11.0,.3.5, &.1), con ti plono (Ó.), 
tal quo conll•nt lol punto.: P(3.0, 4.0, 0), Q(3.0, O, 6.6), R{6.0, 
4.0, 0), 

9.-Encontror la proy>O<:Idn aeolado del Punto do lnterse<.tldn 
1 onlre lo recto quo P"'" por: R(H, -3.0, 1.3), S(IS.O, 4.8. 5.4), 
y ti plono de\lnldo por el punto T(7.9, -5.7, 6.4) y 11 re<.ll horl• 
10ntol U(5.4, 3.8, <), Y(l6.0. -:U, o), poro 1- 4.4 . 

. , ... " .. 

•• ' 

10.-0b\ener lo nrdadott mlrnllud de los lodoo r de too in· 
¡rulo• d•l triángulo (JKL), modlonto un 1bollmlento de su plono, con· 
•ldet~ndo qu<: J(M, U, -!.7), K(9.9, -U, 2.8), L{IU, 3.3, 
. -4.i¡. - . 

ll.-Oe5baci<fldo <1 abattmlonlo, delermlnor In proy .. clonu oco· 
\adu do lo• vOrllcn dtl ltl.ingulo roctln~ulo l•ós«IU, cuy u pool• 
clonc•aballduson:A,(~.S. 1.7, 0),Bol95, 1.7, 0),Mol9.5, 6.7, 
0), oon•ldtrtndo quo dicho lriJn¡:ulo lnlcl1lmonte S< oncuon\rt tn 
o! plono (l!.), uno do cuyos rectu de m.hlma pondltn\o p1u por: 
c¡&.o, -u. o¡, o¡e.o, -6.o. u¡. 

12.-Mo•lrar on ma~nilud rul 11 di•tonclo porptndlcular onlre 
ol punto P(ll.l, -7,1, 10.0), y lo ttdo que contlono ol u~mon\o 
(QR): {7.6, -2.6, 1.6), (15.7, -1.6, &.4). 
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APENDICE 

A-ODSERVACIONES GENERALES 

1.-RESO!.UCION GENERAL OE PROBLEMAS. 

1) Conti:lud6n ,¡, plano. acotad-.-Como putdo ya odv<rtlno 
on eolo dopt dol Curio, al contlnutt o[ duorrollo do lo Toorla do l• 
Pi&Doo Acotadoo (o do t .. ProyO<<lonu Acotadu) noeuarlomenle 10 
ll<il 1 1•-upoolddn de probltmu tomo lo• qut ya /urron rtsutl· 
los modlonlo lo Doblo Pn>r«cl6n Orto...,n&l, eonsllluyondo prlclleo• 
m<nlt uno rtpoticlón do loo mlsmoo proccdlmlontoo gtneralo•. oún 

·cuando tu lfcnicu de o u opllcoclón puodon ltntr d!ltr<ndu, por lo 
cual on loo prtsontu ÁpD11L .. yo no so oonllnoio el duorrollo men· 
donodo. 

E> doro, por lo tinto quo, cuando oo qulrr< olr<e<r lo ruolu· 
cl6n de !oleo problemu on Ooomolrlo Dt"rlpl\vo, modlonle la Tto
rl• de los Plano• Aco\odos, so puede prlndplor el Curso prtclsamtn• 
lo por lo Porto que en .,¡., Notu se ho pr.,<nlodo en "~undo ltr• 
mino; poio. enioneeo, yo r .. utto repel!Uvo su trotamlonlo por el Mt• 
lodo de la Doble Pro~tccl6n Orlo~onat. · 

lo obsorvoelón eonlenldo en loo Plrralot onlo¡lores obll~a o~·· 
ol duorrollo de un buen CllQO de Goo.,..trá Ouulpllu 1••11'• eomo 
prlnolplo oli\lnO de loo dot MltOOos Fundom..,Lo.l<s eonocldoo, do 
oeuerdo oon loo objellvoo prlmorJiolu perot~uldoo, o que, en todo 
eos.o. "" opte por uno prgonloclón combinado <Cmo lo dol prn•n· 
le Cuno. ~uo tambl.!n puede,., n~uuto tratando el Tllulo XI (El 
Punto y lo ~o<lo) lnm•dialomonlo ontu, o dupuh. dol Copllulo 1 
(Elementos O<Cm.!lr!<oo), po~ eJomplo . 

. r .. 
· Entoneu, y \al COI"O yo ,. hilo notar en su oportunidad, do todo 

lo onttrior f<llexión •• <oncluye lo ot¡:ulenle e>ldenda: "pl.o.nteodo 
"" proble.,. reomltri«> eualt¡ulol"''. «>mo 1 .. 11"11\od .. en capltu.loo 
anluior"'- u ro~lo<ldn pu..to IOIP"""' en Goooo.trlo O<sa-lpth•o m• 
dlante la oplleodón, yo oea do\ Milodo de la Doble l'f'O)'ttolón Orto
to.W o de lo Trorla do loo PIOftoo Á<Dtod ... ~, con mh o moneo prn· 
lon<lo ••~n el Hpo porliculor d•l ptoblemo, lo pr<>tnloelón do loo 
dato>. tu rupuutu solidlad.,, <le. 



' 
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b) Is:ualdad d• u.-!u.-Parl la molucl6n de. un problemo por 
cuolquloro de loo procedlmlonloo o mOiodos 0onotldoo. u oonwenlen• 
le el empl~ de uno miomo eoulo para lo ropu .. nlatlón grllltl. en 
ve% de lu dos que al¡:\lnOS aulore• acoslumbron omplur (quid ""n 
ob)do do lo¡:rar mo)or diollntlón): mllimelroo. on lo Doble Proytc· . 
dón Or\o~onal: y oonllmelrao. en la Teorlo de lo> Planos Acoladoo. 

Por lo tonto. y habiendo e•p.,lmenlado el uso de ambao ntl• 
lu mendonodoo. on el presente Cuno se decidió el empleo de oo• 
lomen\< unn do cll.,. do manero quo >< conoldera slemp" que toda.o 
111.• unldnd'" de lon~ltud oorre.•pondiont., a loo datoo quedan npr .. 
•enlodM en <enllmetro•, ~orquo el uoo de dioha esoolo permite en." 

"tone., lo optlón lnmodlnlo do poder '"olver indislin\omont.. oln nln· 
¡:un• dlllcultod. un problema dado cuolquier•. ><gún uno u otro do 
loo mOtodoo tanloo voees menolonadoo. como •• procede a moolrar on 
loo sl¡:ulonleo 

t) E)ompl"" do Ap110.cl6n. · 

Probloma No. !.-Por el punto 0(10.7, -2.3. 2.8). \ruar una 
, .. to quo corlo al .. ~menlo delermlnodo por )1(6.3." 2.9 -2.2) 1 
N(9.2. 7.8. 40). y qUe"" poul•lo al plaño (l!>). ddlnido por 
lo• punloo: P(S.3. -3.0. 4.9), Q(S.l. 2.9. 1.3) y R(12.0. -3.0. 0). 

Proeodlm!onto ~enel""f.!: 

lo.-Por el punto O •e """'lruye un plano ou.dlln porolo!o 11 
plono dodo (l!>). 

2o.-Se obt\on< e! punlo de lnltroetclón 1 entre •1 monelonodo 
plono au•lllar y la ucl• dado (MN). 

3o.-L• oolud6n del problemo queda moslrlda tranndo el se¡· 
menlo dellnldo por los puntoo O • l. 

El proeedlmlenlo onlerlor rnul\o opl\codo como olliue: 

So¡rl\n la \eocla do¡.,. p!.on"" oeolad~o.-Solue!6n: Fl¡. A. l.!). ·. '• 
- Se •l•ctUa la ~raduodón do loo oogmen\os (QP) y (RP_), res· 

poc\lvamonlo. ealeulondo' 

'' o.~J. ' ·~· m - --¡;- - .. -
'' m - --¡j""""" - o 61. .. ' -1.64. 0.7 1 - 1.15 •. 

----·--"' ----

i 
' 

1 
i 

. J 

"' 
para dibujn no varlao kO>fl1onlales do cola redondo sino sól '" 
lrna (l!>o). 1 nolmii<Mnle 1 osll 0\Umo uno roo!; gnduad: d~ 
m.hlmo pendlonlo. quo con\lono 1 P, or .. tuando su aba\lmienlo. 

1 
.¡-:-Por O 50 lleva uno pl!olelo. on proy .. dón y aba\lmlenlo 1 

1 ~ i'ma roct~ mencionada. ob!tnlondo lo Ir u o del plono oudll"ar 
p•r• elo a (6). ~ue conllone • O. cuy> lnlelSocdén Ieon el ,.gment" 
(MN) se delormina ol•etuando ti abollmlenlo del iolllmO y do la 

0 

la de_ lnttrl<cdón entre el pro~oclante vertical de (M!<!) y el pl~'n'~ 
:uxll1ar considerado. cuya Ulllmo recto l<oullo dtllnido medionle do 

e suo punto, de colo redonda conorldo, que" encuenllln en,¡ plo~ 
no. wmo oon 5 Y O. que •Porteen indlcadoo en la ligur•. 

• 

n, . .o..u. 



, .. ..,..mua 

L• lntor .. "ldn do {»N) y {5-0) propan:lona el punto cu· 
yu ordontdt! modldu tn la ll~rt, san; 1(76, 5.1, 0.6), Unlondo 
1 con O n obllone ti ruullodo buscado, 

S.rh ol Mltodo de la Doblo Pn>y«<<dn Ortoronal . 

Solooldn: (l'lr. A.l.2). 

- So conolruyo ,¡ plano ou•lllar lroundo por (0'. o-¡ parllt
lu rnpodtvos o (Q'R', Q~R-¡ y (P'R', P"R"), 

- So oblltn< ol punto do lnlorS<cdón (1', 1") entre •1 plano au· 
olll., 1nlu mtndonodo, y ol .. emonlo (M'N', M"N"), dtlermlnin· 
dolo como ol punto comiln dt dicho oogmonlo y do lA rocb de lnltt· 
sttcldn (1'2', 1":1") tnlrt su proy«:lonlo vorllcal (de ~IN) Y ti plono 
ou>ll!or, tal quo on 11 II&Uta puodo obtonont ol modlr, _lonlondo on 
cutn\o 11 .,calo ompluda: 1(7.6, 5.1, 0.6). 

- Lo >Oiud~n del problomo rosulla ol sog-mento; (01) ~ (0'1', 
O"l"), que eolncldo con <1 r .. ultodo obtonido por ti olro M<todo. 

,. 
' 

1 

j 

1 

1 

1 
• 

1 

. . 

'" 
Pro~lema No. %.-Dadas 1 .. pC3Idonn obolldu·Ao(II.S, 8.1, 

0), B.(9.6, 6.6. -0), d: dos v<rllcu consocu11voo do un uJrono 
(ABCDEF), conlonldo en ti plano (•) c~y• roela do mhlmo pon· 
dlonto piu por K(7.7. 5.7, -2.3) y L(l3.1, 2.0, U). tonslrulr el 
priomo uo~nol cuyos orlslu ltlorolu son lodu ltlUtlu tnlrt si· 
(Ajl) • {B~ - !CO) {DP) - (EQ) • {FR), oltndo ~I¡U: 
7.1. 3.0). • 

Procedlmlonlo ¡enol"ll: 

lo.-5o comploto el uJ~ono (ABCD_EF), y oo duhtco el obl!l· 
miento. 

.. 
' Por la toorlo de loo Planoo Aootadoo 

2o.-Por lu proyocolonu oblonldu do los vhtkos dtl uti"'"" 
lrtUn lu proy•cclanu de las orbtu, todos portloln o {AM) . 



'" 
fiJ. 1..1.4. 

' ' '' ' ' ' 

" " '' 1¡ l. 

" 

Por el Mlto<lo do la Doblo Proyecclón Or1ogonlll 

AP~NDIC~ 

3o.-So delermlno el otro extromo do cada una de las arlstu. 
consldcrondo qu~ oon de la mismo lon~ilud; y dlbujaildo lo bose ~u
~ulor (MNOPQRJ de ladoo paralelos o los corr.,pondienteo de la 
b,., Inferior (ABCDEF). 

' ' 

'" 
2.-0TROS SISTEMAS OE REFERENCIA. 

a) Slsttma deroebo ·..,nvendona1.-Et d .. arrollo completo de to
dos loo conodmiontos- d•l• Goometrlo Drscrlpllvo, •• dtclr, lo '"" 
lu~'ón do los problemn g-eomHrloos mediante 1• opllcoclón de ouo 
propio• mHod<>o, lambltn puede lograrse ulillundo un slotemo do 
telorendo qut, si bien no co el que oc ha uudo ohoro m loo pre,.n· 
tu Apuntes, su omplto rosulta lgualmtnto sonclllo y ha sido utllludo 
en la onlerlor edición (do pruebo) dc los mismos, tal •• o] caso do] 
eiotema dor«ho com•on<lonal, cuyo aplicación adomáo so reali>Ó <m• 
pleando otrO nomonclatura, como •• ilu>lra en "¡¡uida; 

-"¡__ ---
r0-""(' -,--- -¡ "-. 

,..---- "t- --,.71). ' ' r-, ;f'",b - ,1 
,.. ( • 1 ,.. 

,.." 1 1 ,.. 

'"--o"--------oi'·' ., ,.. ,.. X 
1 ,.. ,.. 1 

... :,, ,~"'· 1 

r ' ' ____ .,..,~ 1 

-------~{v,j 
Fl¡>. A~ l. 

on cuyos !i¡¡uras puodo observar .. elaromento la convonclón pon 
desl~nar lu proyecclon"' do un punto cuolquloro P del ospaclo tri· 
dlmonsional, tal quo 5U5 coordonadas son (x, y, 1), eon la loln. ml
nú•cula del mi•mo nombro que la mayú<oula que doslgna al punto: 
con un apóstrofo poro lo proyoccl6n vorllcal, y con doo apóslroles 
para• la proyrcción en el plano hori:onlal; .,¡,en los plano._ de r<· 
loroncia suporpuestos mod10nto la rotación conocida, que so indica 
en la !1¡:-ura, o ><• en la montea, el punto m cu,.tlón quedo !den· 
tllioodo por ius dos proyecclonu: P - (p', pN). 

Es lá<il observar que en esto <aso la.o coordonadas do un punto 
cualqulcn. (abscisa, ordonada, coLa) •• d"'ignan: (dlatanela, eota, 



"' ~ojomlonl~J eo~ lo! mlomr" nombru conocido!, poro cuyo dbp&- · 
1ldón corrr<:la no corte>ponde 1 la quo •• hi omploado h.,¡;, o~orl 
en lo• pruonl<l Apunlu (dlobnela, alojamiento, coto), IH>• !O cusL 
pu11 ....,..¡,. .. &d .. Widll.m<nlo ¡.,. p,..,bte""'-' que hui oldo p,.....nfA• 
~ .. ra, l.anlo on loo Ejo,.,ploo U<Ut,.tl•"" ..,..,n,.. oomo on tu Se
rlu do E)trcltl"" propu..,ta.._ ,.,..¡¡..,.¡, ..,¡, SU\tOi& 0.1'ffho Con•etO· 
doMl, .,. prr<loo .,,..bl.&r ol or<lrn do loo do.o dUhn"" ruo,..,. do l&s 
...,rden.&d'-' do loo punto• qoo •• mtndonan on loo datos. 

l:nlonon, cundo Ío ompl .. el olttoma dtr<'<ho 'd• ... ror<nda m<n• 
clonado. ni eomc lo nom<nt\otufl rclollvo corruponditnlo 1 las 
proy..:donu do un punto: P - (p', p") (proyocd6n vortlcol. proyo<· 
el6n hod<onlol), la d..,trn.u:ldn ~ rl ordon dtbldo do- ooordon&• 
cl&:o (del punto) on Ooomeltlo Oucrlpl!va, dtbo .. ,, (di.obu>da. oota, 
o.Jojomlenlo), tUtlqultto qut ou ol Milodo requ.,ldo p1r1 lt solu· 
•Ión do un,ptobltmo. como puode obsorvu .. on les sl¡:uionlos 

E/ompla~: 

Pr-oblt""' No. 1.-Dotormlnor lo lnltr .. c<l6n onlrt too pltno" 
(ll). ddlnldo por les puntos 1'(5.5. !.S. 5.!), Q(!-8, M. 9.5). 
R(IU. o. o.n): y (•). dtdo por ti ,.~monto S(tLO. o.e. 1.7), 
T(l5.5, 9.0. 6.4) dt uno dt sus "ct" do mhlmo ptndlonlo .. 

El pr<:><rdlmlonlo ~onottl. yt oonoddo, poro ruolvor problemu 
dt lnle.,,.d6n do piones. como t! pmonle. conslslenlo on lo ullll· 
ucl6n do planos tu•lll&ru horhonltlu, puede ob""'""e ril las 
Fl~•- A.2.2 y A.2.3, "~"~"'so oplique el M!lodo d< lt Doble Pro
yrctl6n Orlo~ontl o lo Tcorlo de loo Piones AcotadO>. 

Con ti ob)oto de ovitor uno lnnoe<urio oomplkoclón rn 1! rl¡¡u· 
ro, no ,. 1pll., ol proordlmlonlo grJIIoo poro la gt!duaol6n do los 
plonoo (6) y (•). sino que" <Oiculon num!rlcomonlo lo! voloru dr 
lo• tnlervolos. como slfl'l•: 

,, (PQ) : '' '' 0.735, ()_6 1 -- - o.u. ... - ' ' '' 
" (RQ): 

10.2 1.21. -•• _,, {ST): 
u " V1. - -•• -a.8 . , 

----·------ ... · --·- ---·---~----·. ------

1 

1 

' 

( 

Por ol Mit<>do do la. Doblo Pr-orl!ed<ln Ortorvrml . r 

' ' ' ' ' 

i-~#:';~"~t--i-
' ' ' 

' 1 Flf- .U.3. 

f' 
Por la. Teoru. de l;!.o Proyeeelon.,. A«>tadu 

Flf. AJ:Z. 

'" 



"' t.~ "ela do ti.torsrcdón Qnodo dollnlda por do-. puntos eomunos 
.. nlro ambo• ~Ion os, los de pro~oclon .. tcolodu: 1.. e 1,, por ojtmplo. 

rrobloma No. 2..-0bloner lo! volar .. do loo Ir<< .in!l"los dio· 
dros del triedro cuyos Bn~ulos plano< o coros, osUn dados por ol 
vórllro (V) y los puntos (R. S. T, U) ouyn pooldon" ob•lldas son: 
V,(l0.5, 0, 6.6), R0 (5.0, O, 3.8), So(6.8, 0, 0), T0(1U, O, 0) 
y U0 (166. O. 4.7), d.,l,.elondo el abalimlonlo. 

1::1 procodlmlenlo ¡:rontral poro r<$ol~., tslo probloma, quo on
ln yo luo tro\odo en la p.l~ino 161, con los mlomo• d•los, consisto 
on doshtcor ol obollmlonlo paro ln~ictr loo valor" do loo diodroo 
(A) y (C), odyotonloo en <1 plano horltonlol, y d .. puh .!oetuar ol 
obatlmlonlo do[ otro dlodto (B), oomo so lluolro en n¡-uldt, 

Fl( . .0..:1.4. 

. Stión o[ Mflodo do Lo D<lblo Pro¡>oecl6n Or!O¡"Onal 

El proo:eso moslndo paro deshacer el obatlml<nlo •• ol mismo .• 
on los do! m~lodoo, y se !nielo ollrlondo un punto euolqu\oro (lo{' 
on lo orlslo ob•llda (b,), en '"' doo poJleloneo lndleadaJ, lomada-
• \¡val dhlonclo dol vértice. 

Ademh, puedo ,~.,-~lno oqul elonmonlo, dado lo •lmlll!ud no 
o61o del resullodo oblonldo, sino lombl<n del proo:odlmlonlo moslu
do on lo ll~ura eorr.,pondlenl<, que lo solución de un problomo on 
Goomolrlo o .. cdptlvo " lndopondienlo dol slsloma do reloronela y 
del mllodo que" ulllloo para obtenorlo, euya ol .. elón odeou•da de· 

{ 

ponderl on caoo dodo, de la disposición do lo• do\0> y del tipo do la 
rospu01!a solicitado, aunqu• en mueh .. oeulonu los dilorendu ro
sul\onloo puedon no ser di&'f'u do. Iom.,.., on conslderoelón, como 
en ol pro><nlo ojomplo. 

6<1!11n lo Toor!o. de los Pl:ulos Aootw.o:t<. 

/--/-----x·---. ------ --,_ 
_,,---,--

' ' ' ' ' 

flf- .u.l. ' ' 
' ',, 

_.-
' ' 

' ' ' ' ' 

b) Sb\oiNI dende JnHtlnai.-Olro dlspoJ!clón dol slslomo de 
relorenclo, mh patllcular todovia quo lo• dos anteriores conocidos, 
ts ol quo g<n~rkom•nl< puedo "' d .. ltnodo como olslemo marzVW. 
por consldorars• sl•mpr• '" •l!uooldn '"In m'rg<nos ulre<:~u o 11· 
miles dol p1pel u!llludo, hl eomo <1 &l•ttiNI dorotho quo" llu•lra 
en l• ligur> slguitnl<: 

MONJEA: 

?' 
' ' ' . ,,, 

1 fh 
' ' 

:~ .X -



'" evyo euo resulta quo los v1 toru do In coordonadn de un punto 
cuolqul<ro (ab.o<l,.-,, ordonsdo, tola) son >lernpro :odas poslliv•• (y 
no solarr:rn:o lo abJ<i""' corno rn loo dos >lslomas ~· tnl•dos), por 
oupon"'' quo .. t, •;•torna ~. ro!uonda •.• tnc~unl"' •it.,.do mb 
hada o~olonto, miLo ~ncln abnjo y mb h><•a 1>. 1z.qulordo., quo cual· 
qul<r punto consldcndo dol tspado lrldi<T.<n>lonal. 

' Dcslgnondo on ute caoo. como on ol >i>lcm• l<qulerdo, lo• VI· 
¡0 ,., reT1tl•os 1 ¡., eoordonodas dt un punto. con loo nombrn do: 
~l•l.nnoln, nloinmlento y coto, preclsomor,to .'" '" erdon, Y midi!n· 
dolos como yo''"~"' 11 dlotando (- abs"S3) a lo lorgo dtl •1• cl• 
tu X ol alojllrnltnto (- ordti\.Sda) panlolamtnlo al •i• Y. Y la tola. 
(- o~t.o) on el ,.nlldo dd <1< de In Z, lenlondo >iompro on cuonl• 
quo dicho> <]" ohora '' oncuontnn locolludos on 11> mJr~•nu <!ti 
popo[.'" "'"'l"n problema• ullllunda olguno clt lo> mitodo> lun· 
damonlolos, como so mu"l" on "~uldt: 

• 

• '. '. . ' ,. 
'' .. • '. . ' 

" • 
" . ' ,. '' ' ' ..... ' ' 

" 

"'" Al f. 

·---------· __ ., .... ·--·-··----- _ .... ·-·-- .. 

.. 

e• 

' 

• 

• • 

"' 
Problonur. No, L-Dt!ermlnar 11 lnl•rs=ldn y 11 vblbl!ld1d en

lrt ti lriJn¡;ulo A(6.0. 11.0. IU). D[tl.5, 5.0, 19.8], C(l6.0. 
10.3, 17.7). y el cuadrlliloro pl1no; 0(6.0, 9.6, 19.6). E(6.!. 7.0. 
17.4), F(16.0. 6.6. 15.4), G[l3.0, 12.3, Z). 

L1 S<Oiudón do! probltml 1nlorior opltcondo 11 Ttorlo dt las 
Plano; Acotado• no ruulta convtnlcnlo, por estar los datos do los 
planos de 111 man<rt di>put>los QUO SUJ roelas horl.anllltl >e rorlan 
muy obliou om<n\e.- ( fl~. A.2.7). 

Probltm& No, 2.-0blonor la lnloroocclón entro el cut>o cuyu 
caras (ABCD) y (EFGH) >< oncuontran tn plano> vorllcale>. d• ca· 
tu todas posillvu. y ti plano (11) tal Que una de sus roelas dt mó
~imo pondlonlt P•'" par M(l0.7, 8.3. 4.4) y N(l7,4, ~.6. -2.2), 
cuando" <onoe•n lo• «Iremos: A(l3.0. 9.7, 0.9) y D(l6.6. 11.0. 
2.4) do uno~. r .. ad,ta> dtl diodo cubo. 

Soludón: (Fi~- A.2.8) . 
lo.-So ol<c!ita el abatlml<nlo d<i "~m•nlo (AB), y sobro su 

plano proyoolante" umplela lo can cu1drodo (ABCD); so duho· 



u el oballmlonlo, dlbu]lndo" lu proyeceionu do tu orl•ln horl
tontaln (AE), (DF), (CG) y (DI!) normolmenlo o lo do (Ail), poro 
ob\on" lo proyocoldn com~l<ll do! cubo. 

Nc .. -.-Lo notación utilludo como pruoba on ut .. probloma. ton
oh lo do In mlsmu l<lru mayiiooul., que dul¡¡nan lo> puntos co
rr.,pondl<nlu dol npatlo tridimon>ionáL 

. 2o.-So roaliu lo ¡¡raduod6n d•l plano (O) modlanto suo horl· 
tonto\<$ do colo rodondo, trnodn obotiondo ti "¡¡monto (MN) do lo 
roda dt mblm• ptirdlmto conOCida; lomblln •• dibujan In horl• 
lOnloln dol plono cuyu colO$ oon l¡¡ual" o In ü In rupe<tivn 
orlstol dol tubo. · 

3c.-Loo punlo¡ comunn tnlro \10 úlllmn r.oln mencionad u 
(horlton\olu del plano y orl>ln do\ cubo de l¡¡llol<> C0\1$) dttor• 
minan lolntor>«tldn bu•codo, cuyn proy<Oolonu atolodu .. lndlton 
on la ll~ura. St l<rmlno <1 probloma mo•trando la vl•ibilldad do In, 
proye<clonn. 

No:..-La vtnlo]• ob><rvOdl duranlt ti ompi<O dt uto oUt ... 
11\a (dor .. ho) rnr.W.:&J os quo, tn !a montea oblonldl. no apan<t La 
llnoa d• lltrni poro, on oamblo, st n«tslL>. ~ut t! oor1t dd p>~ol 
utilizado ..,. lo mi$ r.o\>.n¡u!ar posible, y ~"' las mtdldu ttQUtrl• 
d., u \omtn con dorio Incomodidad. rup•do & loo olroJ olslem•• 
dt ro!orentlo tnln proscntadoo. 

3.-BIBllOCiRAFIA. 

];_¡¡oO•tnl• Duau"o,.,-PI~nol Ato\o6 ... 0.~11 Pto)":<l6n O!IOfOOO\ 1 P<to· 
ptdl" ~Ln .. t).-M~. Ad!lln G\ombLnl.~o- t61<.-MULto, l~. 

:1.-Eu..>~<N> 01 G<.....,.lo D"""'""._ln¡. Jo,¡¡< Bo\oooo•r\ C•<'•~-Mhl..,_ 
f41~ \ll&'i_ 

:1.-T""''" p ... "" e- oo ~ Daoormo.-Ar'" 44rila ~"'-
~~ ¡d«.-Mbl<o.-tki1., 
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fR7t"CIÓN 
A +mvb dd c.one<:pro .:')ornb= 

la ~,.,...bra de vn pum-o en d .::=-pacio, e'!. lo '1'-'"

\\arnarc.,rno;;. PR,0 ft:...'"CICN dc '-'" pun:U.G <;.e.m!:::<-"> 

o proyccc..¡o'n_, ""''a' rn.:>'{O<" '1'-'"' d ho;ml!r'i"o ¿,.:1 
P•"Yfo '9'-'"-' ¡.,.. p=voc:"', c..:a.ndo \.,.._ f..;en+c. lumi,.:. 
nooa <:":>té a Ur"l<l dO\"~nci;:;. fOnL-i-~-

FK""'e:"'CIÓN 
A h-.:..vb dd ccnccpl-o VoT>b~ 

...1 1 ''""'· 
¿1¡;! ""'flo-
1
•,¡¡' 1.11 ., ... ~ 
·tr' 

-~----------r~ 

J..::¡ -=.ombr.s de: un objdo, provocara' una 

•..;.;;:-nbr-E> c<>.::b vez. m:ayoo;. en o..~snto ~ 
rn.:.nor l.:;. di;;.~·an.:ia .c::ntr.: d cbj:=+o ·'¡ '"""· 
fucn+c. lumir,o~3. 

~~ .. ----~-· .. _ ... -· 

' 
.. 

! 
l. 
i 



' ' ' ' 

:Ji In fv.:.n+.:: lumo"no::;;¿¡ foc.=;ra d cu<=-rpo 
ilurn;r'1acjo_, b =mb.-,.; ..,t:;ar.:::an!:: c:u<"l'ho 
c..=;n::~ 1n+.:.rior-<::=> d.:. un r=in+o. 

- '-~ 

i • 
PR0 (EcciÓN 
En un plana bor-izont.;:¡\ 

Pbno hmizon+~l. E-5 a:~lb :-up=;flcl.:. ci= ti".:.nc 
ur.;:: poeic.iC[) """'"' el c~¡:::5cio,· 19.._,..1 a 1;:: pa.:,iciÓn d.: 
b "=>l.lp::rfiCic:. =perLOr d.:: un l(<¡uido .::n rc:po:::.o. 

. . 

• • 1 
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PK<'je.cc¡Ó\J 
En un pla:oo...- =n foco ftnt+o 

far;:;:¡ =nc.:bir mcjc• d concepto d:: proy;::.::
ción, a- partir d~l conc~p+o =mbr.s~ ~l::mi
r.o;.remO:> 1= <.Df1¡;¡~ d<:. pcnúrnbr.;¡_ 

' ' PRcyE=C ION 
· c·i'"· Cotiic.a- 1 lr~<. .. nca 

Con foco .::¡ 

d1:-.;:.ancoa f<nib. 
R::.r= div.::~en+=. 

'::brnbr.;, rn;¡yor 
qu.:: el cbjc:.+o 

COn f=o en d 
infinito. 
lUye>:> pz¡r.:~ldo.;:,. 

:)c.-nbra !<J<-S.I 
a! f.¡¡:m:¡;."io 
·dd objdo 

' ·-~-~·-··-· .... -,--

ftcy=cio'.---¡ 
cilt'ndn'é::2. 

. 

1 
i 
' ' ! 



PR"YCc:crOAJ 
Ci lohdric-;';l 

Ca) rny<%> 

luminc~o ... de 
o"ncOd<::neia 
ab\;cu:< ::.1 pbno 
d=. pray=c.io'n 

eon =vo<>o 
Jurnjc,o~~ de 

- ,-nc.tdenci;;. 
p:-rpc:nd rcub ,.
;:;.] pl;;:no de 

pruycccio'n 

"·~ 1 r-e:.'"'"'" 
PJ<."-,E"C~ ~e~ rt:>C.O 

. CIL\AJO..,.I<A lo\.Jt"iJ..JifO 

Glfndric.;¡.. oblicua 

RI-:YO '"'"""'"""""O~ INC<"C.VCIA, 
L.UMI'JO!>O l.A, <IC>'Ie.'<A 

P'""-'•L"LO o.::uAL AL. .L. OR,TúGOIJAL 
R<:At... ..?. 0Dl.l CUA 

DI\JLRC~l ~YOR. AL 
OE:L toCO TAM. R,i:.;.,L. 

• 

' · p,"'oye=c lO,'-..! 

Oi.::'¿rica 

.. 

Cbo:. plano~ p=ro:ndicubrc::. =n+rc -.:.•; cr=n ~ 
d "'""pa.c:io un -"";:,9ulo dicdro '( originan .::ua+ro 
regionc<:> 1 bm;;::Cla-::> cu:s.d .-~ntco:o_. q~ :;.<:. numc.-a
rE>n =n d :o.::.n+ido c.on+=rio si d.: 1-;';lo m<JneCil!ao 
de..! rc.bj. 

___ .. , ______ , _____ -

\ ::.' 
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' ' ! 
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PR"''iE'=CIÓtJ 
Oi<:'Oric;;¡ 

6Jl o 

L7 

~ ó) 

.c.-. d kr=r cu:•dt::ln+c., ...! plano hot-i=nbl y d 
frnr,1·.::::[ deb.,~¿n o:.:>rl"-Íderars~ 1-r.sn:>prcnt.:::,., 

:;u:¡. po¡=icnc~ 'lbt..;~~. 

'En d cu..~rto eu;;d.-,¡;n+c., d F-Sr.o 'r.:ori"7..cr1~\ 
t~r..,~r<::n+c:, swp:oy==ién =mo.._.,.,.¡..r...-d ?.,,..,o 
f..-on-hll opeo .¡;up~io''l corno ~br...=. 

( 

... 

• 

. ' 
PROVEC.CION 
Defi'nición 

E5 \a ir,1-=r~t=cdón de !a \(ncs 
proye-cta n4-=. 'fUe =f'l-h"cn e:. 
al ~un+o del e"S.pacio,.~ 
.::on el pbno d~ pro)l<::.cdón 
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'5e. dice 'j'Ve.: 

'Sr vn punto "te despla-z.¡ en el espaciO,. 
senersra.' \.IT\il re e:: fa, a 'S( Mrt~omo, .r t~n¡¡ 
r¡:ct-., ~= desplaz.a. en el es~c:fo, · . 
":jCne.;ar.s~ !.lf'l pi¡¡, no. 

sr do~ pu.-,to~ ele una r-ecta. perfcnCcen 
a un pliilno~ ~doro lo:!. punte$ de ella~ 
per+enecer-={n -f¡,mbién a drcho plano; 
por lo Mtsmo, '$ed!'ce. que la ~cto:i "'t:.+.. 
COI"''tenfda en el plano o q~ el plano 
c:onflene a dicha red a . 

Tarnbi¿n "Se dice que~ la prolo~Sieio'n de 
UnSI r-ecta en el c'ipac:to .atr.o.l.vC:Zdra' 
C:f'\ un momenio dado .a un plano prind
pal de P~ecdón(c:on eyc::epc:io't"' de la 
t<c.+a. fronfo-horiwn+al), en eS40!. t'VIOMen-

1-o, e.-y:¡'stc. ·t'lter5eccro'n ~ ;~. esta \.-.~ncc
c"¡ó.-. 'e le cov.oce =""o h,;¡"ta de la recta 

4 Pun-b'!> ft¡ .... darY~e..-.+ales: 
La \(nea J cu~iil P!"O'iecc:ioí--. sea un punto 

. El plano cuya Pro.Jec<::ioí-l seQ c:le filo 
la. to,eitud "e.róadera c:le. Ul'\a red-a 
La forMa y +aMaño "erdsdero de 
un pl-ano 
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