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U.N.AM. FACULTAD DE INGENIERIA
DIVISION PE EDUCACION CONTINUA

PROGRAMA DEL CURSO ° ACTUALIZACION EN MATEMATICAS PARA INGENIEROS (CALCULO 1) .
QUE SE IMPARTIRA DEL pel 21 de febrero al 18 de Mzo.DE 1982.

FECHA |HORARIO T E M A P R 0O F E S © R
Dal 21 de

Fobrern all18 & 20 hirdmites y Copntinuidad Ing. Pablo Garcfa y Colomé
18 de Marf

zO. . pefiniciones y ejemplos, formas indeterminadasg

¥ teoremas, cidasriiTacion a8 aifscontimaicdades:

Sucesionas J—SEFLEE

Limite v convergencia de sucesiones nondétonas,

puntos limite de una sucesidn, sucesiones ce
funciones, series, criterios de convergencia

teorreT

Cileculo IntEqral.

Integral de Rlemann, definicidn y egenplos ing

Mh

-:,J'_ﬂ._ "-'..LLJ.....J.IJ-RA{'.!. _1: LCULE Hi=¥=3" LLKL‘E‘EEZ{rI_llL.I.EJ_J_ J._L"L\d.,-
tegrema fundamental del cdleouleo, derivacisn bg
ig el signo de jnteoral.

Desarrollos o Series.

Serics de Taylor y Maclaurin, criteriocs de con

CELYCNICIa Yt orEna s, BerSEdE T fuAcivies, der
vacidn e integracitn de series.

FProuacionos Dlfcrancialas-0rdinariass

nefinicidn, ¢lasificacidn ¥y ¢jemplos, ecuaciod
nes diferenciales exactas, f[actores integrante
ecuacicnes.gque se reducen & esta forma,ecuacio

]

a .-1 >
aes—de-Dorneulli——TRigoatir—probeimas—de—vazcres

iniciales, teorema de existencia y unicidad,
ecuacifn de 2o, orden hom nea cor ¢pefigien-

tes constantes, ecuacisn de 20. o1 1 no homo-
génea.
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Ey necesar(o conslderar In Fot e no sele cmnde x = 3, yino Lamblin
cusndo = posm valores en dlvaryog entornod dal pusto n = 3.

Fara alln ﬂ.tp;ng.lu gua sa selecciona  al entorno ¢ (3,71 o5 dacir,
T b Loogrifica du 1o funciBn en esle aRTErnG BUELErS Que farp 3 = § =
e tlans F [ 1 ) = by para wo b, f{h ==k (Flgura 3).

En otrad pelabres, 1o griaflca da la furcldn sa sncuentrs en el rottan-
gula Heftade por lan recteds 3 = 2, x u b, yu b, ya - & El précime pags -
af telecclonyr wn niorno de a = 3 con menor smolited, por njemplo; ==

’ 3, 0.5 ) ws daclr, 5.5 < £ « 1.5, Considerése lg griflca =n e17y pntornd,
{ Flgure k ).
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La gréfica se encuenctra ahora en 2| rectdngulo Limitado por Ees rected

= 2.5 , 4= 1.5 y =-0.5, v = Y, 5 Contfauands de esta maneta, [rmeww un=
entarag adn mensr, bex w3be P03, 0.0 ) 6 e, 7.5 4w % 3.1, la grafica ve-
erncuenira dhora an al recrangulo formpda por las reciay = 2.9, w = 3.1, =-

y o= 38, ¢y o= 188 comad muertra arplificadsrente, la figura 5.
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El punco primeipal & rocalcar &5 18 altora de asfos recidngulos. A me-
dida gua &l ancho de o8 r.::lngu'lui disminuya, 1a altura tambl&n 3w reduce.

S| 28 contlnus tomsnds abors &l antorne § [ 1, 0.0% ] & sea 2.99 € 2 « 331,

41 rectingule corraspondlanct que contlane & Ta grifica de 1a fungidn-
wstsrfs limltado por las ractas x = 2.99, = = J.01, y = 1.9590. De la snre
rlor 2k deduce que 2 nedida que 185 recrsd a = (M. 4k #ercan al valor -+
L= 3% lat rectas ¢ = 200, e acercan al valor v« I, £ poslble que puads-
preguatarae cusd wi ol objeto de toda ests compllcacidn en clrounitanclas =
que, por austituclén diretts an 1a Bcuacisn a obrlens que ¢y = 2, cuandog ==
x = ), Dbsirvese 3in ambargs, que ea toda la df'l..r.u'l.fﬁn no sa ka ucillzada -
asta hecha, més adn, e ha weltade tods ecnslderscldn de’lo que suceds cuan
do n = ],

Asl, nperesa solamance ¢l comporramlentn da ™ ¢ * candt 3 astd en &)
pIn Intervale slrededor dat waldor 3. )

En caal rodes lat Punclongs astodisdas hasty dhowa, ire distingua entra
ol comportsmlento de In funclbm an un purto, por ajweplc an & = &, ¥ Su Com-
por tamientn en yig fucub{dn du antornes, cads vez miL peguefos, de =1e pynia,
5Mn grbargo, oeurre yn camblo sorprendecte coando sa witudlan func |ores cw=
ya tnﬁportlm[unlu na pusde datarminargs por sudtliuc | Sn direcia. Por wjem--

plo ta fur [dn:

,.f[l].%

Esta deflnide pars todo vator du & excapto a = 8, la sustitucidn dlr.&.

oehoa = 0 daris:

la gusl Carece [otalignte de senl ldo. Mo obsranis, $& verd mby adelante. gur
estudiando una susaeldn du Inctervalod an torme 3 k= 0, que e hagan rds ¢ =
mit paguedos, se obvarva qua la a'tura da Tos rectlingulos que conticnan la =
fTur 166 2 hpce tambldn mdr y mis pequelic y 4o SCulwls en torng 2 un valer -
parcicular de y. £n ningun monento se dice algo scorce de y cuando o w3 cerp,

v blo sk extudla & valor de p cuando nte hate it y mdy CEFCANO 3 Caro,

Volvierdo al ¢)omele da 1a Funi&n F [ a -*h’ v By = b s we gur =

X0
-

cuands x 4o spro’ime &0 vatcr 3, F (5 ) va aprosilme o tiende al valor 3, -
S¢ dice sntoncey o por lo tanto ™ F (k) tlende & I coando & tiande 3 31 "
¥ 3¢ abreviy etta progotlcibn asl:

Ifa f{a)=12

‘-]

51 ura fumclén arch definide para walores do x wn torng o wn eaera Fl
Jo " a My gf ml tander x & " w ", Lot waloran da F [ = ) se hacen mdy oy s
CREFCARGS & uf fuamere dipec]flce L, ssto as:

1fal [x|=L L B
L L

Lo ctual is I;l gl Vimite de F U o) cyando x clende & ™ a " ow LU

Geomgtricamante tite signlfica qoa & mcesidn de recténgulot qua ro--

"

dad & " & "y que Clenen anchuras mis y e peauafas, tlenen rambido aliuras

que st hagen cade wel senoren y se scumulan 0 forno 4l punto  a, L )

Todas las propos e fones anverlores que contiensn expresfanes como "wla
cercanc, 'mis paquafie'’, ele. aon bastente Mpreclsas ¢ solo pretendan dar o

na fdea frtylvlve d¢ 1O qus ocurra.
Lonsiddrase ahors la afguente Fumcifa:

=1
r-l".'-!-—-*—-—:h_”

que ascl bign duturminids para todo walor 9% & |, BEafeplD & = 7, pusstl Quar
]
para A = 7 lo pontlowcfOn dfrecta da; v = o

\w grifice de la funclén, { Flgura & ], o muy simple:

51 = > 1, antarcas I: - II = q -2y la funcidn toma 2] walor + 0.5; ¢
WS 2, anionced |: - 1| m={ma=~2t,y la funclén wale - D.5, S¢ quiara
shora extudiar wl comporiamlento de la funcbdn cuando o blemde 4 7. Saleccln
nardD un EnTEFROpars 412 por £lomlo: f f 8, 00k ) o sea: Vb coaa 7LE, pe-
ve que la funcidn svid contenlda en &) recliingule I{mltado por las reclas =
A= 1.k, 2= 7. &, yu 5, yu 35, {Flgura 7.},
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En reatfdsd Indapssd lentesente g coldin $0got1lo 1€ Mds 1 entorng da -
mow ¥ e wltury dul recténgule serd slampre une; a3to €5, 00 pay I0nlie Luan
do n tlende a 7 yan dice:

bim =t

—;-_—'- no saiite.
EE 2w zl
St astudiaram 4 contlnuacion diversos a]amples de funciognes, con ol =Y
joto de determingr 1o que aocede #n la vacindad de un walor peribeulsr ge n.
tuande Ta Ture lén ra queds dafinida redlante 13 sustiiutifin dirccta d¢ 41e -
valor. A
. ?I.I - -
Ejempla 13.- La fumclén f { 2’} =
A+ |
ebtd deflnida para todo walor de %, encepto w = = |, puesita que ep o = = |,

tanto el rumerador :_::nn #| denominador 4 areglan LExlste lim F [ & )}
L |

Parg tecmr wnd lime de %0 Que socede, to vlaboras una iabla d¢ valores,

y cranandc ansaguida la graflcs s cotlenc uns |lnes recta con un ' aguja+e
co ™ an ol purta 0 -1, -8 ), [ flgwra B 1. )

¥ fiun}
e = g
=1 u.lfu.

o -}

1 1

] 1

g od

Lot whi discusisn geasdirlcs sobre 154 ropdngulos como  |s hecha con
latuncién fFLad=-2 Bk - A, 4% OO luyk PAFA SLtE ESED Qua:

]

Lim#¢ {w}==3%
aw -1
Sin smbarge, es necasar|o ditponer de gn meétmlo wdy tiucmhi.:n', 4in -
necesldad o4 recurric g reprasanise fones graffcay y consbderacionss {ntultl=

YaE.

For a]eamplo ve puede Taciorizar &l pomerador v lg fumciGn se escribe -

omg ;

Flale 2 =3k 0w+

w + 1
Ml.!| A o - |, opg puds vimplificar y entobcwst

Flal=2a=1, aln=—a-1



Exga funclBn tiends 2 - 5 cuardo a Liends & = 1 porgue shors 36 pusde-
tacar Ta.sustltuclén direcen. For tanto se cOnc luve Que:

LfmF {a}]m=5
k= -1
Observeis que aN ningdn mamento sa substlye ol valor x = - 1 #n g =
eapresion orlgingl.

Ejemplo 1h. - Encontrar el I{mlee de 18 fumclBn:
®x = 4

'll]- —. e
10 -2

, xmh b oy ]
cubnde & Elende o &

Bbptrvese que no %e pueds apllear Ja sudk [tuc lén o [recta, Puptto qus -
fla]= % y 1oocuwal carece de sentida. Pudlwra procederys en forma gri-
flea &) lguat que en &1 =jempla 13; ain embargd, ot posible hpcar yha trans:
formeeidn algebriica, En efecto, wf raclonallzamoy el denomirador, multipll=

cande la fraccldmpor ¥ X + 2, pars a we b ge tlang

u = h AT BIR. D
1 (-2 A T

¥ slmpl [ Ficands sa Eiane:

fix]) -

'&_‘ji-iix#ll

Ei Timlee de esta expretifn puede encontrorse por suschpusidn directa
de w o« &,

Lim F (] = 1im

vz M2 4
3

% = & Kow ! ED
E]Jemple 15.- Encontrar &1 limlce de 13 Furcibn
Fin )= L N

r—— I T B
cudndo x tliande & - 1,

Comg la sustituclfn directs da una indeterminaciSn del tipo —E— . bE-

afecila una raglonallzacidn del nomerador.

=
-

AsT muleipticando aumarador y cafominader por ffes+ 1, rasulta:

Flul= {lrr"‘_'.'ll[ii’l +11} -

Far ¢

a+ 1

{2 +1)1(/TFw +1)

Simplificando quada:

F{aldm

Por i renta Im F
L |

Elemplo V6. - Encontra
Vim fld+h} -1

|
J§+I.i1
!

K

(s L /T Fa +1 )

=1

, AT K W - 1,k -1,

r L

k1= 1im

m +=1 LR

T3

L] h

Lo sustituclén dlrecty

“:'. howi O, donde F ([ x ) =

+

(

?

1

P

ksl

du h = 0, da ‘E‘};'{“}--g—

Slne.mhnrgo.f{lu:l--—ﬁ-—

Fik+h]= : - }

(ke (h+net s (5en)
anto: 1 __l_
f{ich]vl‘{lj_l_i*h]i 5 3 - {5+ h)°

h h

1

Llgh+h" ) _ =h

Bhis+h} - 25h

asT,

fll+hy-F iR
h

Lim
ho+D

Ll

[ 10+ n ) . Jgth}
1

Wl s+h)

[ s +01

a |im

whLS+h)

Elemplo 17.- Emcontrar #1 Mim F [ n §, donas f { o} =

Y.

(e -0 - 3
h*D?5ﬁ5+h}= 252 115
1

o} {x=-1



Ifmiiw de F{ 5} coando « tiende & " & " ¢y L, 5i pira todo phmero posit fun

Oipojande o gréfice de £4ts TunciSn en un entorng & n = 3 | 1 v& gqua
ceaca sla MImlte cuando & tiends 3 3, (Flgura 1. Du mcuerdo con 1s notidn - £ anigre un ndmece positi{ve 8 tut qua |F [ x } - Lix € slempre gue ~ ---

de ITmliy anres daga, téameis wn [ALbryalo O valores du n &0 torne a1 4 ved g<la-a 1 <4
tv an Que reclingulo estdn conlwnidos 1o valarss du la funcidn de |3 figura; is propotickién  lim P {2} = L
9 v clararenie Que no exlalan Tales rectdngulos cualqulars gue sea 12 PeqQue kra

Mar del Jacervala escegldo alrededer de = = 3, En tal casa, 4w dice gue: it ung notacién abrewlieda pars 1o definlel&n dnterlor,

1-""; {m Mo eniste. En otrat palabras 12 antarlor gafiniciSn ertatlece que lon valorey de-
E -
la fumgldn £ { o } 3= dprosioen & un Iimite L & redida que W sy sprombes 2 -

Ts . un mamars &, 3F el valor abselulo de le dfferencia enrn £ L e 1 v Ly e po
dv Racqr Can Poqueds come se oufers tomandf n suficienterents corcana o " 8 ™

1
pere na lgual a v g "

Eb Imporiance darSe cugnld gue *n orila delinicifm nads 3 menclons acwr
ch del walor de la Furclfin cuando o = & [yioy £5, Ng e4 necegario qud Ja fu_q

clbn w1tk defin{ds para n = a pare gue ol 10m f [ o } enista.
LEC |

Ahora 3a entracd en detallup gzéeca de darta definicidn y paralalaeente

e Ilyyernrd ba rapresencac [&n promftrics del concepto.

INTENPRETAL jOM EECRETRICA.

= mecubrgese que ju = 2 | = &, £% rquivalente 2 1a dobiy des)galdad:

B s

¥ + + " N
! t H : I
FIE 8 -5 2 wra+h
= f4ba doble desigualdad Fupress que o debe escar contenido en oun en==
EEFIHILII:IN GE LIMITE GE LUNA Funt W, ( 5
torna @' [ oA, .

= |a parie da s deslqualdad que anpresa 0 % | w -~ & | stgnlFiga alm=

Anvariormence e preseatd 18 nocibn de [Tmite de una metera (Rfengl, -
& '""es decir, se tryta de vnopnlar-

plamanis gua & ng pusde tomr wl velor

e Mablh dx enlornos ' paguefiod de mimeres T cerdanos "' Ofret, de Canti
nd Feduc ldo del punto ™ a " ya qua s saCloys el valer

L ]
“a " alym,

dadnt " opercindose M caro, iz, Sla smbargo e4Les palabrat fo melesdljoas

glartn gl ferentes signlFicados pars ¢ada periona ¥y no pyeden vgf ld bavrc de-

whd S1lrgCiurd materktica, por o lamto, & Continuacifn $¢ eitablece 13 Jeli -t dayigualdad [F fa) = L] €6 guees equivalenty a L =1 < )

nheidn formal. - - L+ { . eupresa gue In Toncidn § evif por encima de | recta v = L - ¢
DeFlalcifn, = Bados unh furcldn f, ¥ los nomeros 3 v L, e dicr que 21

v

&N

oy



¥ oor dmwajo de la recta y * L v ¢ [ figura 10 ).

b o] F L}

¥

LAL T

» La deflnlcibn alus pusdy yar {Aterprofads como un oritario, dado un
nawero posltiva arblitrario, |lngauls € , &l creterfo cofditte on gncontrars
uh nimsro & ral que F { ) uw yncvantra entra L = E ¥y L ¢ E , Liempra qua
% 4eth #n a1 antorno reducldo de 2, & = 6t m S g+ 8 T I PR T L
ponds ancontrar tal 5 pare tedo admaro posltlve €, Entences se dice qua = -

Fia)tlene el ITmite L cunnda m tlande &' 5 ',

Ohrérveie que 21 valor de 4 puedw sur diferance para diferentus wila--

ras dx éprllom; acends, &l critarlo gube ser apllcabla a tema £ > Q.

La Tnterprataclfn grositrics aeprebs, Que dada ¢ , debw ser posibie L L3
contrar un & tal que b funcldn f sp ancpenire &n &) rectdnguls Dimitaco por
st Feciat n =& - £ , v =p*+d yal L yy=L+e ; (Flgura V1 }. ma-

40 un S)ca ncevrca Sxl valor de F ouando & v .

[y convenignte adquiric ¢lgrip prictica pars ercontrar el I que Cofrel
ponde & wn £ dado, e5td puede empmrscre nfact/vamenck partienda de mhgunas =
casoy muy vimples. Considiress un cang samcilbo: sen F [ 5 ) = 3u = 2 v 1Gme

LT BT

:-q‘-:'.

Y

Lekforemnmnn o

Lof | meremmmrr——mp ma - -

P

o -

Fig 13

ObtEngase &1 IimiLe da lo funclén po g = 5; pars elle wilblcere um en-

(o he del putio &, sea ste {5, 1), paea, b ¢ < k.

Ahora s& formard une table con las sigulences columnas:

1.- Valor dm = wn entodla, - . L2l
i.- Valar contanido en &1 entorno raducido de "2, . . [nd
1.+ Valor absoluto de la difarencia » - 3

.- Walor de s funcldn en 7 [ x ]

Al obdxrvar lat CudTro primeran folemngs de la Lgbla, 16 vf Que & Brdi
da que el bniervalo | = + 3] Lienge 4 cern, 1o Fonclln Liende 4l valor 1], -
por esito se dice que:

Ifm F{a) =1}
= * 5 !
byrenténdole ahare & (o tabla las eplumazs G vy b o sea:



I TRERN

fin}

l=-a

11
13

1.5

0.5
bt

L)

0.3
Q.15

12.7

LW )

4,95
L )
s

3

12.05

0.05

Q.

i3

12.97

o.m

13
13

11.9

Q.00%
L

0.003%

12.%%7

Lo

13

TaLA wo_ .

10

§5.= €l valor del ifmice da la-fumclfn. . . 0L}

4.~ El valor abaolurp de Iw diferencia F I o ) - L,

5o Obawrve que pars cada valor | = = & [ 98 fa tabla, axistm un walor

de | F'{m) =L | yambos rienden & cera.

Lo qus »& qulare &3 hacer ver que dado wd £ . 3¢ Puede enconbrar un §
el quu:
| 3 =2 = 13 | ¢ ¢ cuanda |= - 5] < &

I:mll.h"lsl' |]::-5!II,!-| e d3 um E , 34 Eoma mlmplemanta-
v ¢f); enroncas, 9F [ 2 - § | 9 &= gf), te oenceentrs gua 3 fas 5] 2

que wquivaie o resulcade buscado, |3z - 15] < ¢

Efemplo jf.~ Trazar una griflca de f §{ n ] = —— donda x = =1 |
y anconcrsr wn Stal que [ F {2} - 1A <000 si fe - 7] < &

SOLLC I OM:
La griflca &sch |lugtrada en 18 fTigurs 12 En la definleifn o [emdrd-
L= —; yoa =T, sa debe gnconirar wn Intervalo de x eft garne de 5 = 7, tal

guula griflca e entuentre on 2l rectingule adecuwado, Wi fync lda decrecy -
rdifonapent e 4 medlda que 3 avanza hacia lo derecha, v por tanta, sl levan
tar rectas veredcales an los puntos oo qQue 1ad reclds vy = 0,3, y = 0,12, =~
cortan » la curvs, 3¢ obClene ¢1 mayor Intervalo posible on el wje 2. Ly in=-
Lersaccidn de dichat reclas con la curva representative de Ta funt (&0, 16 4p

cuehlre fesdlviendo:

—_—— ALt e g NI R ]
o+ 7
1

— ¥ .- ea ’
e T L- = 0.3213) NP L))

v despefanda k.

Be (A): 3« 8.30333) (=, ~7)



]

s m l“?-;y:‘ll'.‘ -2 v

r- 1) T 0BT [y v 1)
¥, = 5.2M351 + 2 a—p

= 6. 717854

- 1278351

T lx~-1231}
fu-20ife2)

L]

Fia} PR S Mmt (x)mifme—tme ol o,
ju-ﬁ: yIo v 2 X2 - ?

be grifles de evtn Turcida watd dlbu)ada en 1a Figurs |3 ea donde tam-

-¥ Blin 12 rapresantan las recimn
. = L+ g = D%l = L -«=nd
i ! Y, L1 | rz 9
i i
] ]
1 1
font ot - S AL e
as Fooe-seter :
LEH H ' T [—
| H 1
d 1] 1
: ; :
: : ! :
i : ; X .
e TTEET 7 a5 Lz i
Fle L au ;
2 JRNTIOY Y 77 gupom pr—— = — & e
- L] i 1
En Tu flgura Y1, s sugstran estos valorss & une ascats sy amplIfica- : E }
#a, puaito que la Furclén dacrace mondtoramente hecla Ta derschs, vn walor a :. i s
e e & 0.1 » que ol g f 150 mughlra an Wy rectd 1 — + + + + i
o pary & vt 0.33, y» qu 1 func " nguic £ T P e F F TR 3. 2
widentamente tambidn t9 encuantra &n un recibingulo pimllar de la misme &)tu- -
ra, pero mis angowka, En otras palabrss, se compha: Fla 13
: 2
[f txy o123 < 001 cuanta 0 < Ju=3] < o - Lre-oew {4
fin. +
. - |
Elamplo 1%.- §1 f [ a2} = f:?_zz , =1yl =@ w3 .
. 2
Ceterming yn Manero § >0, tal que se comltd fa deflnlcldn de 1imita.- —_— & L -f={.4 . I

=R

Ritula ura griflca spromimada.

LALUCION;
Daspefande o de lyp scudclones [A] ¥ [B)-

La Funcidn no 93T deflaide parg x = 2, parc para a = 2

ft‘]_im'!}{ﬁ“z] _:‘"*
le-23{ Ta+1 [ -2 30/«

Pu (M) Jﬂ?fz-—ij—l—  fIT e Langy

oS
e

Lr

pot lo tantn ht w F.6974) .
% - 1.8k 21

4]



. r S ' i
Co 7] F2ay » 2 = R ﬂ;l * T.OMEY por la Lanto fny = 430319

_ +C
12 = Z.165G0 o+ 1 2
1
Puento cua Cn Funcldn decrace monftoogmenie hacls s dececha, un valor La wcusclBn (A1 da: =10 5t ik + 1}, o sea:

alwusdo payp 5wt 5= 0,78 | yeoqua ILBRE x 3 AL y Z.06E » 2 1%

1 1
{ Tt Y o= 5 ¥
Elerplo 30.- Oemoitesr pof sedlo de Yo aefiniclin gue:

+ - [
1Tm ) -
Tyt T : Simllarmants 1a scuac|8n (3Y da: .

SOUCI o X - .—r—-—-z_ - 5 x,

1 — - :
Sa tfmnl que b = g oYe- 1. Dete Jemoutraris dur pars cada € > 0 1 H

—
H 3

pu~dw wrconirar un & > O, tal que: Tomasdo & lgua) o lb mavtr glscarcia enlie 1y u, ¥ entee I » "y

=d riflcar 1 - k. #F BEnor gue X, - 1, per Lenta:
l"lﬂ"_'l_“1“ cuando 0 ¢ | a i < B puede v Qus ‘1" s
* I - .
l dm - T r . LY
Jlll =1 - N i . o T
Fara Formarse uns [dew dnl aspacto de 1a funclBn, se traza la gritica- - ‘ ! \

{Flgura Vh), ¢ ¢ Esin 3¢ we que o Fuitlpn gs mondtonamente creclentd. f3to
se varlflca gacriblends 1o bdentldad.

- v

—_— . PR N
a+ 1 ¥ =+ 1 4?

Y cbhkgrvands que al cracer a, 1/0 % + 1} dic.r,n:u.pqr taria,

I -[ 1= + 1 ]-'lcnél.

Sopongase en primer lpger que € ¢ 1/Y, entoncey, L+ £t 1y L =20

1
PUEETS qui L - - - En 3gguida ix determinan l1ow punios en que 1y TRCLAS-

) .
L + r L toenfran 2 la cyrvy, ravclvierds las scusc|oheg -=

TYR LY

Fit 1

n 1)
N ——-E e 1.1
[ | ? .

Ty

[T
[



- Muigrvat (dn. 51 plan la d=finicion bl lcs ssprass Que deba Ercomirar
s¢ wn g opars lodo £, en raalided se chServe qur une waP encontradc un & pa
ry on feierxinadd [, de pusde emplear 2l Flsma £ pars tod0s los € Raydres.
Geonérricamente aura Llgnifica que una wver our su sabe quy Y3 funclfn 1 ga-
cusntra en un rectinguln, evfdenterente esid contan|de an tods rectdnguin =-

del mlsma gnche paro d4 mayoer altura.

11.]. LIHITE OF LA FUNCHION COMSTAMTE ¥ LA FLHCIOM IDENTIDAD.

LIMITE DOE LA FUHCIQN CORDTAMTE .

Fara determingr ¢l iimlte d& esre funclén recudrdare ous Ta Funcidn --
constante vandudl g gqua no varie, o A2a que comaerys §u Bl 3o valor pers to-

do valor du T4 warlable Ingependlente, 95 declr:

ftttl.*{l]xlhtﬂf;f{:}'li [ L ¥

cuva g EMica ta monstra en Ib slguienre Tigura.

Fic 13

Do asia mlpm grifica resulta obvio establecar la elgulente proposlcidn:

Hm Flal=ifmb=ck AT}
E I | o+ a

Fara damoiirar |a proposiciSn (B) s tomard coms Dasa & 1a definicidn-

-
-y

T

du Ifmlie, establecida =n c| tema anterlar 11.2.; snio ps:

Resia que 3un & O, tal que pars un ¢ * O dado, te cumple:

[Fi{z)] =k] = [k-n| =%k
G| x-aley

1lrmpre gues

como at FaCll ver, ses cusl fugre #) nimarg 5 7 8 que se etcela, siempre 1.5;_
crdeck qua [T ( « ) - k |es merer qun cunlquler € * O dadp, Por paquedc que

thia sad.
Yroreme 11, ).~ “Limive da la Fung Fn Conptanca®.

Hipdaesla: F € 2 ) o5 une Funclln comygante.
Tesdn: IN Ifmite de £ { & ) cuardn w LFende & un ndmero & cualgulerd,-

ed igual w la conspante.

EbCo 2n: 51 F (= ) = k gnionces ifm f [ o) = 1im b=k
= K *oa

_|=_|F-HE HE LA FUNCIOW |DENT DAL,

Con un process dndlogo &) punto antarlor, Fecugrdese que 1a Func lfn =
dent ldsd o4 aguelly cuyo valor g5 axactimnts &1 Mldno que el Que adgufera =

la wariable [ndependiente, ey daclr:
Frlis. Fiadbonctl, fil=ul

Le grifica 3o suctira & conLinuet i, on 1o figura 16.

§ [al

135



de a grifica sa pusds chservar que 10 cumpla 1o tlguienta igualdad:

Imtlnd=)ima=a N L

A - B a =+ a

%c comprobard |8 varacidad de la igusidad {A] recurriendo a la dafinl-
cidn de Ifmlre . . . ; asl debamos encontrar un imerg & >0 para caga © > 0

rhl que:
|f{1}-.||1:t 1lemgra que B(i:'l]"t

dudo que [ [ w3 = o yp tleme Ju - alc e g
Par o que phras zvalquler © >0 dado slempre 1 un £ = E =0 due cum==

pla las condiclones agtablecidas de tal mavers qua ITfm §F [« ] = lim « = 4
[ o

Tearera (1.2, " Lfwlge de b3 fingl&n {dentidad '

ripdresia; 1 0 a ) et la Funcide [dentldad.
Texrd: EV limlty gu F L | cubrda & tlande 3 cualgquler nierp a a4 I~
quil a7 ndsars &

fatmet: 30 F O n ] = u; entances Ifm F { n ) m 1o ~a

L L3N |
L

JI_ b, TEQREMAS SOBRE LIHIYES.

Erm el inclae 0.2, del presents capltulo we sstanlec|d el congepro de
Timiee ¢e una fung(Bn 3 secaleularan numdricamante dlguncs ejemplos de 1=
ter wiibigands divarsgs artfficics v mapipulaciondt algebraicas. EJ extud lan
te et iprlco e darl cosnta de Que Cada yhe e wllay mpcesita jwstilicarise -
albh Cyandn mwuchgy de gllds parecen chwisd. Poar srle pOCivD, 5C fTpandrin & =
contiomag idn low tedrpmas sobre 1imires gue sirven de base para el cilcuby -
de imives de Fune 1@eey, la corresgondisntie demostrag [dn d2 esiny Learchos -

ie Lfesenta wn uh ARdap gl presente capirulo,

" Tegrema II.!.' " Uniclidad de las Yimres. ™

Hiperesin: Una funcddn F { n ) extd defllnbdr gp wn enlarne -1 punio -

Tepdd: Exts Tuencibn no puede tener dos 1Tedres distinies, cuandd a —--

thende al valor &
Teoreta 1.4, -

Hipc:teii-.: yna Furcidn F [ w ) wd posltive @ nula & yp wngorng dal -~
puntg » = a4
Tesib: L) ITmlee d2 F [ o ) cusndd 5 Clende 21 valow &, no pusde 34r -
nagatve.

L L

Mipdtesin: Una funcidn F [ a } o4 pegdriva & ruls 20 yn entorne del --
punla = = a3 .

Tealn: E ITmite de § [ w ) cwdnd® a Liende 41 welor o, mo purde Sar

pawlriva.
Teorama (1.6, - " Limite Je una wuea ',

nip-éu;l;-, flal s )3 sumg de un noners finito de funclores dx & --
ut ticnen Iirite €usndg u Liende 3] nomera .
Tesis: f [ ¥ Licre Iimite cwdnds s tignde al valor 3 y dlcho Ilmice-
v lgual & 13 syma de Tes ITeices cuando o Clende &l nomero o, -
de las Tunciones suradas,

Exde egt 51 F [ n ¥ =10 ﬁui*li[u:lt...++n[p'|l.y'l-|"-

1

1I'mf|'[n]-Ll,Ii'mT=f:i-l.:..-,yl[rﬂ folwds

LoFoa n " d m xRN

[ntun:..r_lf-fla].llfﬂ{fl{-]iflrll]'a.."n{ljl'

.- . a
* .o
- l..r » l.‘ e Ln
Teoiema (b0, = “Limipe de Lo Arealdebo.”

Hipftesfs: hna Fui idpnd [ & b cr vl prodeclo de un pdeera finlto de -

Fumciones de a s Lisna i Timle cudndo ¥ tlende al valor a,

Teshn: 0 ITmite g F [ n b vwamho o glgnde 21 nDmerg g walsce v 0% 0=

gt | al producis de tos Bimides en este punlo de lay Tume Lores-
-

Ll
oy

Ln



rrrpras: Tm Y (] = 1Im

furg 1fn ex Igual & la constante multlplicady por el 1fmite d& la funcin en -

i puniq.

35 -

qre 3+ multiplfcan. 1

E‘tﬁ!iiflr{;]-"lil.fll;}....,fn{;}

If-fntx]l-i.n

L ]

.l'n(n]]- .

'I"l-llfnf1 l‘.k]-l.i,”ll’z-\'allnl.:,‘.
a + 4 LI ]

VI IO D 1 B

=k LI ]

-l..l-l-!.l.!..,,.ln

Corclario, = El 1Twmlee an wn punto de] producta de una cOnacante por wna

Isee an: Dim | F { 0} = iim ¥ Lal]
v vim o)

I =+ &

Tecrema 11.B. = “Limlte da un coxlence ™

Hipftesis: F { 2 ) w4 ¢l cocfente de dos funclones da K que tieren 1=
mite copnde o Liende al nimero & v #1 TEimite del denoming--

_dor na e cern.

Tasls: Eb bTwite o F [ o ) cusnda 2 tlends al nfmaro &, existe, y o3
igual a1 coclanta da los 1Tmbces do dichaps funclovies en el pup
to indicada.

(o LA : (
[sta o: sl F [ CTTTT fm 1 LI B
R K+ 1 !

lim fI {z] = L:.‘. L entonces:

A oan

Hm T, (=]

R E R R~ o o bl ol TR :

i I | d 3 .

Teorema J1.9.-

Wiporesls: Dot furcionat 44 «, f, [=3}x 'I {n) tlenen 1os mismot -
valoray pars valpores [gualas de = &p un ablOFne del puntio-

e ayf, { %1 Liert Timite cuardt a Llende &1 pamerc .

Tewds: La Funclan f, [ m Y tlene ITMite cusndy w tiende 41 nomerc a ¥

tlends 21 walar »

FEY,

exta hTmlte &4 |guak al Vimicw de lag funcidn fz L) en diche

punLa,

[stug::!.if[n]-f:{u] Yacas=-0¢ wtaed yisl

IFnl'zl.'n]-l .m'r.oﬁr_uni“':lf-l"ln]-li'nf?{.n]-l.
m * g - LT

Tetrema (1,10, -

Hipdtesis: Porg un entorne del punto & %4 Llene gque

!1[ P T R 0 ¥, ademis, f.{ aly '2! w} tlenen [Tmire cugnda o

y tut Ifelpas son bgualas.

Tesis: [l Vlalgr cuanda a clente 3l ndmero g e 13 fyacitn f 7 0 3. &
miule y an igusl sl limite de lar fonclones 4, [ n by F, L1
an ¢l puntd CONEiderada.

Esto emu Slfl{n}‘f{n]‘lenilfniﬂ‘[;*—ll"i

¥ ogi Im fl {(a] = Llim f, [ o) =, ritoncas exlite 1fm f [ o § =L

LA | L | L |

Tewrgms IE 0T, -

Hipdiesls: n 4y wn nimero entero pos (LI v ¢l 1imlie de T 0 2 ] posa-
do p Liends gl wlor 3 = g &% polclvd. 33 moet pasltive, o

bign dlcho Ilmite #3 negacivo o Cerp S0 A ey bmpar positl-

L'1-8
Tesis: El Ifmive oo 1o rafz enébfma da f [ & § cuanda o thende 2] va-
lor o = g ¢4 lgual a la ralr rofelma del ITeite de T { 0 ) pa-
4% Pumia,
0 sea: S Mmf{n}-u, enmrtunllfn.nfl iz1- :{@.&:f Ty~

n ]
! LY

Los siguentws o #mplos jlustran lg aphicac|8n de To% tearerss srrerio-

Para indicar €] yearems del FImite que so #30d usandd, gr hard afoiands



la abravigtura ™ T Y, s=gulda por &1 nlmero dal fesrama,

valor du: 1fm I:
LIC

Eiempla 21, - Encontrar el « w1

t Iimie = 1=
a1 e

*IA-I}-II‘nn:
a2

im {7

a1

=L+ 241-1

-

If!
Elexlo 12.- frconirar tl ll'. L,-—’—
" LI PR ]
3 1
il +}1+j n e =] Il:f'.f#+3

‘f{h"mﬂn -9}

- o =3
Vim | 22 ¢ Ja o 3)
L «=}
-
bimoal - 1im 8
AR B N
| m 1.1* bim Fu + 0m 3
o+ =] EROE T A |
Ifmu . Ifw s - 1¢m 3 '
RS P W
Ilfn.t.ll'l-u*?”lll*”-]
o=} e+ =} L B
o ey

thH-H—s
?{'.’-H-.Hf?t-lh*l

ir.

L.

(S

L1y

8.

11, &1

[
-
-t

Lo obrenido reprasentd ung indeterminaciin, lo cual corede Or $rFnfida;

wln gmbarge, #sto no slgnifics que el ITmite buscado mo existe. Lo funcidn -
parg la cual se brata de enconirar su ITmite caando v ™ = 3, singlerente =0
ild deflniza para ese valor de x, por 1o tanlo para 3 = = ) % purde wifli
rar Is sigulerta trovformac [8n algebraica, apoydndesr oo 2l Teorery 0%
Az - 9 -
z
20 ¢ Th + ]

Laedble-3]
{aa+1 1w )

= -1
FURL N |

[LI3-0 Y I
f - - 1-1
Il#.. = 1im -
L TR | \,/h-l \/‘5" f

Elemplo 23.- Encontrar &l valor de Irm 2.8

=+ 1

2 ]

&
5

En este problang, &l bgual que en el elemple anterior oo es poslble a-
plicer £1 tearems (4.8 271 crcienie va que ol Thmlie oel zefuminednr we anula
cuando 5 +-2. Sin embacge, facior [zando el nurcrador se ciene:

}

Fl
" lh*?}il'!n*’-i'..“ i1, 11,31

H
- 2 a vl -

E'l.l!l:lxl-tﬂ-ltﬂ'ln[!:"Eii'h:Ii[l'i“'l[r-!qul:l:l"":iu'

puede dlvidir renerador y denominader snxre {2+ 2 ). Entonces la sl ug 1A

# Evie problems se torw 1o siguirnie forre:

Y. 2
1im — e Iim {n" - Fx ¢ R}, wiwmda w we - 2
s ==Y » #12 n +-7
-thz-lfml-*lrmh [ 7. 10, &1
A =1 » + -2 o= =] .
v lima, Lima -2 Mmoo+ & 1T, 71
[T B R a red | ¥ 11
al-2)Y(-21-21=-27~=4 [ B

- 11 . -



P4,.% LIMTTES LATERALES,
* -
Al errudlarse el concepio de limlce de ona funcidn
'r‘,',",. Tlef, s¢ hlzo svpaclal wenc [&n de gur dnteress arsilrar Doy valores
Got putde tcear |3 sariatle Indacendénle 5 0 un irtervaln ablerlo gque Con-

qlene al valor ™ 5 " pero no en g M owlwa, 25t €3, =0 valoras 28 = arceir

a 1] [T}

mes 3 " & " Que SeAR MAYLFEY Qui a o mEnores gue a " | ey decir efi un
ertorpg reducido de ™ a "}, SEe erbarge, sunénoase por 9 |empleo, gue se tle

e la fureifn:

f(x] s =m——kame

Ymonae F {3 b poowitd ofinida para a < 3, Lo furclén no s define en

cua Iquiar irtervalo aglerlo que cortergd 4 1, Or aqul, sr pvade considerar!

Tim = 5 ng exrslE
a =7 EPAN
%in orbargo, sl a w3t restringida & valores mayoras due 3. &3 vator -
e
dr p"- -3 e pupde Rhiwr tan CErcang @ Curo L0MO B8 quiera pomiando = sufli=

clenlwerte cercanc & ), perg rayor qua 1, -

En un cas0 come #sle dr bace Que ke aproalme 3 ) por la derecha, y -
entenc ey e corsiders [ 47mite Lateral por la Cerecha, el cunl 1o gelire --

forrat=er e 3 conid meae (€,

LIMITE LATERRL POA LB LEPECHE,

CorsicerBase una clerta Func ldn v = f [ w0} dende % asLé definida en -
£l Intgrvaio ablerio { 8, # + h ], dénde KL % v h > 8, spglin te observs ens

la Tigura 17, fiuj

»
1
'
1
F
'
|
L
1

- .
]
'
'
] .
. 1 [ ]
fr I —
] i
. - = X
- H 4 a*h
Fil |1

ti

te Glce gue eb Iimite da ! { % ) coands = wr apronima & ™ w " opor Ta -

deracha o4 l‘l‘ vy oar denola:

H'-l‘[u]--l.l I R
!'l-i'
51 phra cudlguler € * 0, ewiste wun J* 0, cal que:
flu'l'l]-u.-ﬂurpnquﬂlnh-nE 1)

hAI ek Gue o~ (A} Ao by Barras de walor ghiolute para = * &, ya Qae =
siauma, n=2>20

fe slgus de la eapreaddn {A) para el efompla anallzado, qus

[0 5 N

o s

LRI B R |

51 4l considerar el Vimbre de la Fumc lép, Ja vardatle independierie =-

gifd fe3ringida 4 valorey menGred gue un Ramere " 2 ", dOecImay due =B 5k 3-
prosims a ' & " por la lrgularda, sntcnces el bmite se Thama ITmlie lacerat

por 14 liqufsrde.

LAMITE_LATERSE POR L4 JI01£403.

[onyiderEnse ahord la misma funcidn ¢ » f [ n §, pera "' & ' en cartio-
definfde on el dntervalo { = h, a b, dande e ™ ¢ b * O, peydn 4r rues(ra

en g Floura 19,

b r—— ——
1 a-n 4 -
- n —_— Pl 'IH



Sa dlce que ul ITaloe de F [ & ) cLendo s st aproxing 2 "y por la -

lzqulare =1 l'!.' ¥ sa denclel

”li"'I-'.l-Lz ()

e &
30 pere cualguiar € o O, existe yn &% 0, tul qua:
|fla}-l.|¢l alerpra gue 0% & - m° & [13]

Lo puede ators |lsmyr 31 10w F [ = ], Limite BlTateral.
[ 1

& ne dirigida, para dlatinguiric de Tox T1alces laterales.

Teorema 11.12.~

Wipdreala: § § 2 ) tles Ulmlte cuands & tlends al valer n vy asiw 1iml

re as &l mdwro L.

Tarin: Loy 11alias cosndo x tiends ol nimeso & por Ta (gulerda y por
la derache, salsien y ambot 300 Iguales sl pitero L.

La [nterpretacién guomfirica da lo anteriar se mueslia & cont | nuac [En-
donds pusde ohiervarsr que 3 pucde tendet 41 mimers s U blen pas por la de
recha o blen por 1a (rqulards de ™ o ¥, ‘enldndose pars eebos casor la potl-

bllidsd o que Joz ITmlter sesn alferenues [ 1 =+ L, }. Yar flgurs 14.
+

4
) ! ;
L
l 1
Li= = cmae=- ] I
I-i'-l'-l ! -——T—-1
| L 1 !
S I ==t I
I - E > 'I | I
| e
- - ; i X - : I ! - X
® a-h 4 arh bl IREY S ¥ drh .
FIB 19iah ) F1G (3K

MIEHL, = LI' poc 1o tanio:

En la figurs 150 L, = Lyt Im P [(wn)=L = L:" en cambic |a Flours
Lrh

Ifm f [ c ] no exlste.
LI B ]

Ejerplo 14 - laa h une Turclén defFlnlds por:

1= + 1 3l = £ 3
Hixls=

% -« LLILA- N |

a} Tratar la gréfica de h.

8} Encontear wl Ifmh { &), 8 walata,
P

SOLUC DM

al Un dlbuje de ba grifics s muaitra 4 continuacksn en ke figura 70,

=] hix)

Fle 10

By Lfmh{adeAfm{dasl eyl
n o+ ) .~ ¥ z

tfanhifa)=Liwf®d-n]l=7-1L,
- *
n o+13 L]

Segin ol Taorema 11.32., como L, = "1' 1imb [ s ] wsltre y ¢+ lqusl o
i3

<

£



fjemplo 25, - Srv g una funcidn daflnids por: Eamplo b, - Consldéresn s slgulentw fung [Sn P, deflnide por:
I.o:z sl % -7 f ; Ty . -5t r i
rj=
giev )=y = sl g~ -2 11 .
1 - —_r" - Ivri
172 . REr - ? !
. Iovasefgar &l sulate Ifm ! { r ] ¢ trager 1o grifica am # { r )
Trazar la gréfice de g, ¥ encontrar Ifm g (& } r--1
L~ =1
SOLPCLON:
SOLI{ O : - -5
“llftf]'”-fIT"])' 5 =1
La graflea de In fuscidn g es 1o que 49 muestra abajo an Is figura 21 roat r=1
3{'” Hmif{:r]--Il-ul.r-zl-]-l.2
. F o l- re 1
for lo tants como L, o= Lz,lfr: f]f r 1 ong eslste. Var flgura 32,
-
\ /
- 8% PR 4 F1
ARIEY ]
N A
1
A0 12
F15 11
Ii-g,tt:--lf-jﬂ-:".i-l-t. Fla 22
t . -2 [ >3 )
ITmg { o} =~1mi b+ e? =8 = l.: WTh: Les elrcwlos negros perlenceen & la grifica, na sl low blamos.
T +-1 Lo~
Por bo tanto por el tecrema 11,02, 0fmg (2 ) enlsve v vy lgual o B, Elerplo Z7. - Pars la sigelente func idn deds por Eras reglas da coreey
m 2 pondanc {4, determinar 1oy Hwites de dicha funcidén pars los puntos ah Que -
Worsse que g | -2 ) =5, |ocual noafmecta ol Ifmg [t} aw =2y n= b, tecar un dibyfo de la grifics de Mo Func b8n.
L+ -1
Loy
(g

i



w32 para-hgs gl
fimlhe= -1 para - 2t i §
=1 pard Ed n ¢ 1D

ECLUCIdH:

te puede iniciar con el trazo de la grifice de f [ n ) para una mejor

witqua I [raedén del problema, ral y como 5€ ilustra en |la figura 23,

LF i
i M '
| |
o |
| 4 I
] ]
| 3 I
: 1 }
1
| 1311 I: L PR AT
-4 -a 3 o Al 1 '
L]
1
Lo .
L
1 " I
| Ly |
i M []
s
-
Fq il

) Tlendy o] se comple ol feoresa 1112 3l & = -3
ITm F { 2} r lim§ -3 0= =X = 1,
- *
PR | n o= -
Ifm t {2 -'Hm[l?i-]:'l]*"ﬁf!lﬂ'i,a
l"l- R

Par lo tantd com L, 4 11, Iim F L= noexlsix.
L 7

mt

b Para & * %

Mmd Ly =m [ 2a =13 ) ===y
L] L]

PR xr+ 5

”mt!l:l -H'rnl:-]'l'--i'-L!

Ao no

por la penta como L, = L= - 1, el 1alts exitte v wale:

ifm Fie]==1

¥ e

WiL6, CONTINUIGED DE UMA FLHCNOM EN WN FUNTO, DOSCONTIMUIDAD REROVIGLE.
TOQMEMAS SONRLE FUNCIONES COWTIMUAS,

Eo al dnclso 11.7. we aratlts al plgnlFicada de himite de v Fune [Gn-
w0 un punto v 3F eerlBIS  we definicldn can 1o expresldn {1} que 28 replte-

a conLingacibn:

ifmtl=)]=1 P
A =&

“ecordinde Lambidn que Mo k4 nacesacio tomar sh cuents &l valor da Ta-
Yuncl&n f. codnds & = o) dy hegho, para muchas #apresiones Ta funcidn ro eu-
¢ viqulers dafinide enon = &,

En end mivme incipg, #n at elemplo 13, se contloerd Ta Funcifn ! defi-
nide par Ta ecusclfng

1
Fia) Tn '.l']

[Te =y ¥ m =1}
n 1 IR

A mluo e obsdrvs gue Lal Pers [Bn avld definide paca Lodosr Tas valg

res de n, extkpla = = = 1, pars ¢l cud  Lanto al rmersdeor comg w1 denord -

der de la Furc 16n v¢ arulan. Un dibujo ge la gréfles de todot Tod punios de-
la recha y = 2u = ), #ngeplo o) 4 =1, =5} 1a muesira va la flgura 8.

[n alla, precitamenic, hay vna notsble " Interrupclde ™ e ol pusee --

L -0, =5} y vt obrd entoncas que o Punckdn K gy Jlicgrtires para Coardo-

c



A= -1,

Encarbla sb se defire f [ = 1 ) = 4, Ta Porcidn queds abora definida
para toder low walores de «, perg adn hay wn " salee ™ en la grafica, y la-
funcifn sigue slendo dlscontinua ea sve miseo valor, wagdn se muastra an la-
figura Z4.

i ertarge, ol 32 deflne que # { = 1 } = = &, gptonces se dice gue la-

funcifn f es cpny il para Lodes Tog valefes 22w,

Thetan

Oefinic|&n: 5e dice que 12 Funcifin F es continma on ] valor & € DF -

alempre v cudnde 3¢ curpla lo viguiente:

et [ ] =F (g1} B}
LI |
El que se comple la definicifin anterfor fapllcs gue oy cumpla  lap 2 @-

gulertes contic hones:

I Gue f [ & } escé definlda,

29 fue wulsves Ifn T ( n )
o a

Yitee ImF{adofia}

P Y

it 4
!

Bpbta ¢on gur una da las tres axprasfones waterlores 1e cetals hara -
qua la comdlcidn [E) nd va compla, por 1o tenta, la Funcidn f A Ses contl-
rua 8 gl valor 2. La condicidn {R) ¢s ppcesnrfa y saflclenie pars que la-

Funclfm ¢y = f | k) sam contlnua en &

flemplo 30, - Sea I definlds coma sigue:
1
— sl on -2
T i{alm=
5 loa= =13

Tracar su grifica ¢ Investipar si es continea an el punte donde m = - 2

SCLUCION:

En o Tlgura 15, 0 Syektra uh dlbujo d¢ la griéfica de la furci&n, #n=

1a cual by wn salio en 2] pynin donde p = = 7

ke

7

=F

hy 33



Invrstigamdo pato & pase la cordicidn de continuidad pare a = = 7

f{ -2 =8 . por lo tant s& satisfece la grimara condic|dn.

Iim F [ = ) = = 3 por lo tente s& Satlsface 1a yequnda cond iz l&n.
uw -}

Lo F L -7 ) Ii-! fu ), 1a terceva condlclda no se satisface.
- =

aui, sx comeluse qae f a3 dlscontingd Cudndo = = - 2
Ejerglo 39, Considéreta la aiguente Funeldn;

g Le b= "*3

R *A " [
Lhve ST guers vi euiste wlgin punte d¢ disconcinuided en dlcha Func ldn.
SOLLE TGN

En la figurs T6 ve muesird wn dimje de ls gréfica de lg funcicn g,

rhall

1 r gl:!]: k+ 3

; X 4d-5

1 L -

b L)

: Fl X + 3

L] A ————————————
' ' (1 r3x-21
! *

: '

— e e e —— — — —

I Ng ta

tralizande la Tancifin g, ve Dbyered qur evie 1o 5 anéuratra definida-

pald r = - Y, pr TOR1O.
1]
=2

Eple 5t we claramente como una Interrup iSn en Lo grifica de 9. cuanda

glz)= , para nomk - %

wo= =1, ¢ asT, a1 no complirse la condleidn § B}, se concluye que tal fun=
ciEm oy discontingd para cuandd 2 = = 1.

finm embargo, waiste otro punto de Alacant fruldat, ya Que cuando » = T,
&b denomirador de la funcidn g, 4r mnula no guedands definlda para ese waler.
wuevamente be corc luys gue dicha Func idn na et fontlnus ol fb furgblrse ha -
condicisn (2} anors para m = 7. [ste GICino caso, también te puede verificar

chiaruando +1 comportamiento de g [ = 7 #n Lo Higura 6.

Ejg-pla 10, -~ sea b deflnida por:

-1 slazsl
hl:}-

'T'I af a7

Trazar au gréfica, & investigar s se cumple la condleldn de ront lhui=

dad, #n el punio dende K = 1,

SOLUEC TOM;
€n la Figura 17, % cnCuentrs represeniads graficamentn la funcidn b,
4 ohyarya qua para ¥ = 1, hay ona jnterrupcidn &n dicha grifice.

v LAl

T — == -
*

Fig 2} _ <



#hora Investigando paso & pese 12 condiclén da continuldad para o = 3,
»u biere:
F{2) =202 -1=1, por 1= ranto sallsface lu primera condb-
¢ §Gn,
Imh{a)=Ifmi{dna=-301=d-3-1
n-Z Lo 2‘
erhf:nl-lrm{-%‘1 R B R

. %2t

yh Que ITnh [ d om0k [ 2], ¢ concbure que Ik | n ) no exlota; -
N h.l‘  x2

entonces la saqundy condlelédn ng s satésface vy b oay dfpegntinud para n = 1,
Ilerote 3.~ Deda la giguienta furcifn;

jan v 7 1l st

fFla] -~
s - 1 MoaF
Encintrar | wolor de fa constante b gue hace que lo Fupcién sea cont |
s HrE n = b,
SOLkE nEN:
Para que P [ a4 } sqd continuas para n = &, dabe cwplirse la condllfn-
dv cont lnuldad.

por lo tente ye gumple b3 grimess ¢on
dicién,

FlA )= [ b} e7a=ly
pim b Ca )= W { g +7 ) =12+ 3 =3
l"‘Jq- n‘i'

Wi F Do ) = Ifi { kn -1 % = L = |

-k "y

=
—

.o
alte

PAra qus s culpls 14 tegunda condelBn, debw cwhplirse que:

It (x)=1imf(x], o
N ek

por lotanto b = 5, ast Ifm f {w ) =F [ &)

ook

b =71 =19

y £ {x ] ax conglnue an » = 4.

LISECHIMRIDAD BEMOYIBLE;

En os efemplos anterigres, s& kit snelizada Func fones Que prasdfleh -

dincont iy fdad para aigin punta.

51 3¢ ankllza detenidamente para cade conn, lg causa que orlgine dicha
dlscontimfoad, so poord observar gue CLarto la diwontiniad se origics por

aue F {a ] 3, slenda’s' el purto de discontimidad, exloclends 10w f { = B
LR |

o bian emistiends ¥ [ & } v existlends Ifm F { x ) grtos no son fgualts: o
I - i

gea: Lim f {a ) me I { ], En esta altuacién 1a discontlnoulad se menc | ohe
. -3

comg M Qiscontinglded Aemcwble', pues batte con definir f (a ) = 1m0 [ = }
-+ &

para que la discontimuldesd 12 elinling.

Pero s¢ ha o recalesr que on ests forme o estarla definfenda, de mac
rers absaluta; ura ' Auevs fumeidn V' glende 1o ' ruevs ™ funcife ldintlca a

la arterior. excepte en el punto x = a.

Ea el care gue la disconcimulad sep of [9Tneds por la no existenc i dal

Ifm £ [ = F; entomtes esis dlsconcinuldad e Irremavible v no se pedrf ellml
L |

nar de ningurd Mancra,

Efempla 32, = Spa Ig funclén:

H
SN N Y RS
SRE Al
[ al 2= =2



virudiado an al ejerglo 28, ingicar sl la dlpcentiruidad del punto en que ==

Foa o« b el cpmovwlBla v oen tgyp aflrmaglve remouer la,
SOLULC KGN

En ¥ e]erplo 28, ve pyede Gtaervar [ figura 25 ) que la foncifn 1 il
Freseta Cum walta " pard oo = 1. Al miumd wr gufor wer Gue b3 Tungifa -
tuple parg n = = 2, lay don primeras partey de la condlo idh de contneidag,

5 decls:

o= f Lw ) watd gaflpfcla para s = = 3 5 vale £ [ =} ) a5

2. Iim enbspe ¢ alez L= - 3
|

Fero la tertera parie, no de comple, Puasto due-

3o linf [xlend(-21

-1 s

La divegntinuidad 3§ oy remouibnie, Dwaibo que bBadta con definle ¢ =2 )
= - 3, ¢ tathlEn 2 cumplled fa tedc_gra parte, quedando 4 Tuncidn copllngar

pars b ¥ = ¥ .
: 1

f{li;__._i_-.::-z Hn-#-.!
-1 ilz= -2

Ejerpdn 31.- Ses la Funclén:
g {alx -1—)—-"—' '
e x -6

extudinds en 2] e]amplo 5. Indigar si |3 digtont inuldsd de) pyate--

en yue » = ] ay remouible ¢ oen caso de ser o, removerla,

SOLLL 10N

Lo fymeifn g { 2 ) nacurple con 1a primera parte, 10l coma 5e vl en-
el rjeple 7Y,

BoglErarde Vo funedfe ara la vyequnds parie!

iy —— v 3
L SR

ne ealnie.

Dbw lgmente, 1a func|&n tlane yna discontinulded i¢removible, pudtIin --
que M &3 poslible definle 1o furclén en n = 7 3 Que ses [Quel 21 valor del =
Iimite, puesto gue % 11mjLe no duiste.

FEoAfMas SCBME FLNCICHES EENT INUAS.

Loy funciofey gontipuas tlEpen un buen Admers de propledade’ Imporian-
ret, Alguras e lan coales son consecuencia de 134 propledades de loy limi--
ted. Aplicande la definicibn de disconlimuidad v lot 1rorengs de Vimioey an-
Lev wistan, ne Cigren 1Os siguiehces fecreras sobfe Furg longs cont lawas en =

wi punto,

Tecrerms 11.1}.-

Hlggtesis: f v ¢ yon oo Furciomes contimudd £a & = &,
Tevia: ll]l'gtaf_ﬂﬂilwt L LI R |
[ Y0 = gos continea ah n = &

(it

L4 7% ges confines ¢ ox = o, tlenpre gue g | o | = 0.

- g es contfoga emow = &

be demastrard o parve (1 ] de waly toorwra, gara Jlusirar #l tipe de

AameAErgcitn redquérbds pars cath parie, va que F y g son continues en 2, de-

Ta deflalcidn de contlnuidad, 1= tlume:
Mfm f L x ] a0 a} . (L}
L

¥
Iimg{almglal i
L | .

Far 1o tenmio, de bas ecudclones FR) ¢ (B}, ¢ del tegrems 118 e vfene:

Yim t{ndsegla} =flatrglal (=i

o

r.‘:'



La ecuacidn {0) ay ba condicidn pars que f + g wed cantioua &n a = a,

la coual priporciond la demosiracin del frcrera 111301,
Tecrema i 18, Upa Fume ifn pol Froslel es continue am tode punto.

bara demostrar afiw tecrers, tontidirese 1a funcién polinomial f, defl|

nida por:

Piadwe, l"-hinn_1+b!nndc...rbh_|n-h“.b.~r ]

donds RoRY un ZRTErFD MO Negativo ¥ bn. b A bn. 108 nureres reales. Con

1
apllcacivaes suceslvas de Tos Teoremas d2 [Imicss, se puede demostrar que 4l

At O lQuler pdmgro, antonces!

Ly LLE L
a +* kB & ‘hlz'l‘...i‘h L L -
n

a ' de dofde e =

limif la) b
Aot

sigue que!
Tim¥F [« 1= F [ &)

L ]

Tesrpma | I.'Ii.

Mipctesis: F § a } = -E_‘[:_:T}— 4 wna funcibn rechonel .

Tapis: F 0= ) wt contlveus para Lodo se dominfo slampre que b { w ) = O

f4le fetrerw & dMMOATPArd en base & e T ey une Funcidn rackonal, 12
cual puede ter expraveds comn o] conelealr de das Funclones polinomialer. &

sl, * pueds axtar deflnide por:

f{:]'-a-é‘f:-‘-}—

borde g v hoaun Jos fynciones pallnoriales ¢ &1 demlnio da T conulrta

de 1odos los romeror M ogecepto aquellos para los cuplat b [ 2 § = 0.

4] 4 % cualgular nomgro gn £l dumlnlo de F o, antonces b { a ] = 0;

kL
N |

e

asi por ek teorema 41,8,

jimg L &}
Bm f Lo e 222 i)
Ao+ R lim b { n }

LI |

Td que 4 ¢y h von funcisnes polinemlales, por el yparema 1.0k, , son --
eortdnuae er g, v aul Hlw g { s 1 mg(adylimn[uw]=hial}, Conse=-

LR | LI |

cugniarente, de T8 ecudeién §. 1
1 ald
N TR
TE.T. CORT 1A 1080 DE LKNA FUMCION EN UM [HTORWALQ,

Ean los contrplos enuncisdos on 1 Inrclsa anterdor, e posible anal f--
tar Iy conciruidad de cuslguier Tuntidn real dx variable resl ea el punto . -
0 Jue ir Jeiee. 3n oembargo, pars sughod probletsy serd Inferesants InvescF
gar los intervalay an Dot cualat ure Funcidm sea contingd. £l concepto de —-
cott Inuldad do und fuse l&n en un Eftervalo pusda eaprevarde redlante lay 51=

qulenrtes defi. ¢ lones,

Lefinlcibn.- Ls funcién F c4 £ontinua en £) Intervalo ablertn L o, v}
20 v vale si es conbirus para eda velor de n que vitd dentro del Intervalo-
[ a, b ).

Pefinfcidn, = La funeclon f &y continue en 2l lnlervato cerrado [.. hJ
sl vy pblo 30 =3 cOnlinus pars Lodo waler de x qua eila denrro del latervglo-
abterio [ &, B Y; sl com contlnen pOr s derecha oo p* y cortlous por la -

irquberda ern p¥a,
o La Furcldm ! gy continuy por le devechn en o, 2] 3y s8lo sT:
Hm f L) =ffal
+
n + &
% La Funclbm ¢ 23 contlnua por la frgularda an b, 8l ¥ 18lo 4f;

Timf {m]=Fin]

x +h



Da scuardo con lav dafinlcloned ancerloras, parg Investiger lp conli==
ruidad de uek funclén &n un [fgervalo, =% neceterlo el arallsis en todas 1os
puntos de eve intervalo, Exte trpbajo serd, loglcamehie, engarrota, bmprieci-
co y, dsds su regnlred [eposibiy. SR erbargo, spoyardase on 165 teoremad 50
bre conydmyldad, witudiados en el Inciss anterfor, eF problera 3o redwe 3 2
anlizar solemente los vabtorst sn fpr cualed no 10 cumplan 1as hipatasis de -
Ics teoremas, & bian aguellay gn las que rays duta, par ejemplo &n gonde haya

cumbio de repla de correspondencia.,

1 . .
Ejrmpla dh.- Sea g { o) r — detecrminks Ios intefvalos path --
R
Tos cwdley la Ty |Gn g e% cOnLinu,

TOLUE 1 G
s funclém en ertudio ev una Torclin racfcnal v de acuerdo 41 Tewreta-
1005 . swwrl contloua pard Loda waleor de =, ssceptt dgual los gque snulen wl =

dencnlpgdor, be mangra que Iguslando a cerg ol fenomlnader:

lz-i-ﬂ

L=t

Para = =~ - 1 &n =1, la Funclbn g np &4 £ontlnua, Entoncds, o il‘l[éi

valos en ot qua % ey continus ran:

[-=,-2)},(-2.2)y12 +au)

Flample 15.-  Pars que wvalores de n, lo Funcifin definids por:
nl -1 -1t oAt
Fladl=Sin-h |, 1%ac1

5-:2 . 24 mc}

ey conplmua T Dibujar su grivics.
SOLUC 1 0m;

hpoyandase en bod Learamgy sobre fune lgres <ont lnuas pueda Fic | Imerte-
deduclria gue £ L o ) et contlnus an los iptervalos P11, v, 1,20y --

Li, 1), 5in embarge, o4 Gnlcos valorty, dodesds ratdn en & = 1 yon = 1.7

Anglizarmdp loy  punios dedowgd:

1]-4-.11!-1
Fll}m2fi0)-b=-12
1:=r|;u‘|.n..[;z-1!|-1~1--z
%4 a =1

timf [0 Y= blim{ 2x-4]=3-0hm-13

* +
w1 LA |

poc lo tanco comt 10m 1 0w 3= Vim0 2z - &3, entances 1Pm F [ o ] enforr.
- L[] *

IR 1 no+ 1

Finalrencs, Ifm f [0 ) =111
5 o+ 1

por lo tanio sa comple 1 condlcién de continuldad, v #7 se concluye gue =

la fyneidn T &4 cortinua en x = 1.

t] Enxn = 7

Frzhag =021

im F i) = ifa{2n-Gh=k=-L=-0
A+ T -
. 2
Vin Fla]otfm[% -0 ¥ =5 -kal
r »
N a +12 -
pr lo tanco coms [Im F [ x 7 = Mm ot [ =3, ifmt { n} ng eaiste.
i - +

w % f K v 1 i 1

For #vle Glidma, se condluys Qur f no S conli s Cupndo = = 3. En la-

Figura 2B, aparece la grifica dr dicka Funcldn,

-

Le

e

W



LY -1 ]

Elerplo 36 - Analizer 1a continuidad 2¢ 14 furcidn b [ 1 | indicande
los vatorer cara o2 cudles gesdfrcontinua y los intervalos donde sea conti-

nua. HMbuje la grdfica.

i= Mo — r—
Jcmt 5i Tt 3 )
DR ERTT N | 5i-+4t:ﬂ
[ct i Dt fem
SOLLC I Dr s

los eapfeglones que forran la regla de cortespondencia, regresencan al
Guras de lay funplones Erawcendentes estudipdag rh £l capitulo V. &r acuerde

a be #siucisdn, ax puetde aflrnar:

a) La funcidn coramgents r4 cOnlingd, eAc#PtC &0 105 PUnLOY oh que "~
L« + 7 endonde noes un mmero entera peslolvo, Para osta problema, la-
prirera mepreslfin no presenta nlngan punto de ditcoat inuldad porgue su irter

vale de cefinfelén no Incluye & 1oy valore ) sefglados,

20

L) La Fungldn seno slemdre es continug,

o} La 4o de ta Func{8m e ads Do fuscldn contlante © = |, Lamblén-
E% cenlinua, de aLuerdo Con ¢l Eeorama (111

dY La *mgifn enponerc lal b [ 1) = o :nntinu! fiempra.

el Lew dnicos valares dudasos son cuands [ = = = cuwandn 1 = G

ArEllals de los punios duddioy:

»
al Bepndo b= - ——

it asd definida pur mad [0 de 1a primecs expresifin ¢ wale:

h{;?l]-cat t:';']'"':'

entoncey 3¢ cwnple lg prisars parce de la definlgidn;

limh [t} = Iimcear g« 0

Eq4="" 1T, ="
i i

liwh (¢ } = lijmsent « 1 =01
. +

S b

Par lo tanto el 1imite aalate vy vale Ifm b [ £ ) = 0

r
Lip = ot

F]

v la sequads parte se cumple.

La tarcery parfe 3= fumple, puesie que:

||‘nhtt}-ni%l-n

£ b —

1

Ertoncer ba furciSn B 0 4} o5 continus para v = _-:'—

L] Cuands L = @.

h [ b} we esnd definida puesto que nlagua Intecvato de delinieldn de=
las sres cxpresiones Incluye ¢l valor ¢ = O, Al nn o cumpbIrse la prloeca par-

te, la funcifin b { &t ) po &5 Lonilnus pars L = 0,

1
e



[+ de hacerse nogar que el ITmite ¢ rse puren ol sciste, como lo Put

de curprobar &) alummg, e+ decir los DTelies Tarerales son iguales. .

limh g ) =tlimn [ L] =1

r ~0 L+ 0

Sin erbarge, al mo poder igualar ol walor el 1imlte, oue si exfurt, -
con al valor e ba Funcifn #0 gae funts, por ro calar daficida la cona igidn
de count Ay idad no se corple ¥ 13 funcidn b |t ] es disgorlinue er cie Punta.

Repumiendc:

it ) es Ccomnpinus para las digdiesrey Irtervales:
f-m  Bbylo,- )

o blen:

h [ L} e disgenlincg para 1 ® 0O,

e gréfica de la Torelfr purde vhyrtvarse en ta tigura 29,

"

Lo+

[1,E. LimITIS COW APLILACIOW LW fL CALIULD GUFCRLACAAL E INFEGASL .

e tratark on atre tera la pbtencign o loe Viwites de ciecias fureho-
ey gque Tienen podierlor aplicacidn no solivencs wit evle Curso, wlmd er oL

mitarias de maleMALicas,

Cstns |Twlier Ao se pueder obiener por sutlliwridin directd, ¥ asi tu -

valar LEnzrd Gur chiererse pOF oLTo fedis,

Ha ¢r quedar clarg cie Jon £A1E% Gud b4 Irdtachn o son bod ohicss des
¥ile tign e |Tmites, pero sw ebiergifn se angliza cetide a Ta aplicdcién -

gGue [endrdn en [eras GOTtericres,

Waeiendo | [ & } = sen n, af 2@ Que - -
1 {0 ) ne eb1d definian. vin erbargo =
se caronbrard gque se Iimite #eisce.

Supengase 0 € ps 1.-"1

Vil luhagl

Refiriendssr » la Figura 30, la cual ==
moesira oh Cifialo de radic witario cu
va edwal ldn as 12 ) v: a1 yen el cual
se paade dlgtinguir ] wecrr cireular-
BCP fuve abgula cartral, medido er radla
ney £ A,y tupa drca eslé drteminada -

1 i -
par == ¥ o AbE sk oy wnidades coa--
2

dradas «+ ol dres del seiver B0P, erton

1
cesS-Tn.

fambién 3¢ Gbsedvan 1a currdn BF 4 L3 -

]
tarcente BT #n &l pento 8.
Llarese ' al draa ael telingals L9F, -
derde '.l » —;~ n oL, ¥ Lz 2l drea ord trlinguio CRY, Jdonde u, = -—%— tan i,

Piur geofeiria elemental ae tiene:

k{5ik'f5tu¢§-=LI!nIi—}‘“lf“—"'l-&l‘ll. [}
1 2t ] X F]



LR L R e i T LL AL S Y AR L0 S ien b ow -
. lal j_'l:l |1Il|ul - : *-u " l!'ll[-n—-—lr--
y diwldicrndg (B] €n1re Sen 5, gueda:
- S5én by
- - L —_—— W
[ % . Lan = = 1 . ] ko1 =k nlimn m N
] ITLIG e LY A
e 8
de fondel tog nt! ——— © | ] L} bim O8N E e - cos o ¥ +cos m
. ! - . -
Par oire parte: lotgy u = 1= ?ui 2 J0 1+ cos a4} L | l! 5 oeQ " I v tox
+ r0O4 = 2 7
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b una funclée & L m ¥ puede gapreterse en la forme ! { « i? {2) pue-

de wgirder gue pars migdn waler Io de n, 3¢ DFLrnga gues

v

Fin, =0, 9 (u 1=90 duadanda In Farma a*

a bleng

ra o b=, 9 10 o ) - duedands Ja for-a 17
& tarkifn:

1 t'u‘ - i{lnl'ﬂ' gurdsrdo la feemg  wmt

trignces, pars poder delarminar un valor gue permlts elbwiner Ta Inde-



terminpgldn pary cullquiers da lay tran formay sntarfarer, s= emplgq el pro-

cedimfenle Gus & continuacifin sa anplica:
bem Jo funchén s [ w ) = F l-}ql“]

Temandd legaritmgs naturalei #n arbas mlenhros de la gupres (Ep anterlor

v a1 lcandt: |os proplfedadas de oy [ogaritmos, 12 ohtlene que:

Lot bw) = gisioria=

Par lo que &n cpda wio de Dot cascs warerlored, ol 1oQarlt-o natursl ge

Ta funglfin, £ [« ), tomard Ia forme fndetermienads 0 - = | g eils mangrd -
determingnds o] valor e e4ta forms por el proced (Mlento correspondlente wiy-

o atter lormente, e chtdene ¢l [Im[te de] logeritma de 0a forcltén 2 [ 5 ),

Da Lal forma que, 21 41 1Imlte tome el velor ™ & *') 4y decir si:

1m Ly (x] =%

aan
ROLBACATE L () et
Lan
Hemplo, 1B
Caleubar: Ifm {1+ -—i-r-]h

e m
alyel18n:
AL LEAs Ul
Congldergnda 1s gapreslén snterior comog

Mmooy Cade et (a0 PR e ey

L X+ m M+ m

buscamds awl Ifmite, am obtlanar

I 1 Led=1

Erin Indefermingc |Gn conduce a1 empled del procase dearrlto ancerbiormen
te para nlim|nprle, a1l puat, (omends Togarivmes neLurales y aplbianda lan -

prepledador de |oy logaritmay va obelene:

w1 F Le) o= T ox b [ —

| T ITaem

de dende:
Mm L L1+ Jmwa: D
g+ -

El mElods péra rasolver dlcha Ipdeterefneel®n | Inelye ¥, by Indlcw =

Que hay que cenyidérsr £} ITmite amte-lor gomo el producto de doy funclones

tracandd de Vleger g ehiergr une Indatermipac o %— ] —:—. pars poder aplicar
Ta regle o L"HEpLLal.

a1f purs, dicuiendas dlcho pProcess fesulta:

|
1{14—;'-

A ——
- -

-

1tm e L [11-1—"!-
-
e o H

Calgubamda el ITmire de Yo J1t [ma expresldn sa obcfare:

! 1
lim L ill ' 3 - g
Jdin, T -

[ 3

Aplicando ahera 12 Mepls dr coplpidal,

)

Iim u%.:—;_.- 1w

A+ m

- K- o
n
butzamds 1 |{aloe resulta:

NV |
a

i '
o e s !
T = R
K
Cw eilta mangra
Him 1 sl ndm W ik =
. I
[ 3

Come el Ifmlte que w butes 23 1w § [« 1, flmalmrate gueda:
Vim, g L b= dim 1 | n? LS R

% mm X m
4



Ejemplo, 17

=X

Colowlar: [Im a"
x*t ™
Sobuc!dn:
!"ﬁ
[lontiderandg & llm & LM |
a4+ o
=M

Irn‘,ﬂn;j'“mffu.}g[‘:ln'”lng. -
e Ko FELE]

omando |ogar[Emes,

Itm L ¢ fx]=wlim &% La=d,a

LR ] Aks

Aplfeands a1 mEtodo pars alfmiaer dicha Indetarmfidcidn, & tleva qui

e

1 L)
o o A+ =
M
]

peillzands Is regla de L'p8plical v calgylondo ol Ifmlca sy @Bt lane,
1

L x . 1 R
1lm = " 1= = bim —_— — a
Moo L] LI Y a T LN |

k1T, puss, 38 Clang que:

Itm L& bn)= tim L_E .
Kax m K. @

Finslmengn,
-a
Ma 30 = 3 = Ifm PRFEY LELE ST TR R

A= LI R ]

[lerple. 18

Hellar - Ilm Pl

LJERFS

-
—

Sorl e idd:

Bbom  d fade e, F {x)F LI [im %" % . g

= o+ 8 a4 a0t
Tomarde togarfmott L e " mgpn w L a=slim L o™ * = itm
x+ﬂ+ e ﬂ.
||m‘L;{:l:]—1rm‘_1'_i---.:_
a= D u+ 1 =
iEn x
Aplicando la ragla de L'Hplinl:
Tr nn:.
“l'I'I‘L; [a)= '||n1.—|.——--'||m'—-..-.i-——
at D R0 = h o= =} E{aax D
ien” M '
Aplicanda nuevamanee ta reglat
, - Iagn m oo w 108} -
”'.LT{:] -Ih4"-¢'|::'u:¢n: TT-n o
W g W+
Luege lim ‘d‘[ A 1= ”m‘ b
% 0 x -0

10 = | g
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¥il, 1 CHEL TGOS

Con el ohjrto de introdicir ¢l conepro de AUCenidn anali
ceros £l sipuiente caso.

Supdnguse que un banco dechde papgar e] 100% Je interés
aTual . Latw vy, sb aldwien decide IlnvertiT an peso el WJicho ban-
e, al calo rfde un 4fin tendri.

f=1=2 pesos

51 el banco efeciuara la conpasicidp de intetds acceaztal-
rente, al inversienista le irfa mejor, puss al cahe de mpedio 2o -
tendria

l*% ['e505
captilad subre Ja cual se pagarfa &l wiro 30V de interés, Tato cs
durante el segundo semestre ganatla

1 1

[(1+=) (4] pesus

o7 1o cur al fipal del zfo tendrla
{1.1 f1*1 1]_ 4 e L
EJ- T]{f —{1+T} «1.25 pusos

Aborg bien, 51 la compoficifn le interés se electis fTvs
¥éCegs al afia, ol peso del inverfivnisty se¢ convertird al fimal Jdel
afi en

1 a1
tl-gj = I.37 praos
¥ 51 13 conpLsicidn se efectda CUMErd veCes al afim, en:
-
(1e}) = 2.41 peros

leo penvral, s ose compenc T4 IRveT=idn W VEEVE oh W0 Hfip,

pot cada pesd ynvertlde se obiendri ) flnal del afe

1N
rrs) pesos
|
w—

1 ardlitis anterior puede pesunlbrse en 13 siguivate Labta

Nigerd Jde composicia Cant sl recuperal-le per Calda
nes eh wn_wbn, prev al finalizar ¢t ata.
1 (i=171! = 2
[
: (1*=3 = X213
1 !
3 (1eg) = 2.37
I L]
4 [1“1] = 2,11
. -
n Lregd

Comg se ve, hemos cstablecide und (uncidn
fiX = R
Jelfimrvda par
. 3,
|{n]-{1*E]
Wie asncil a cada miavrea natural o (nieere de veces sue ¢ CORponé
1.0 .
¢l ipterds en am anad] wp nimers real {1+ﬁﬁ feantided que se Tegu-
pers anucalmenceld.
A partit de esta Foncifn, podeass farmar la coleccidn Je
1érminas
£y, £02%, t(3), TL41, ..., f(nd,
0 oay.l
pon
I, 205, SL8T, Lo, -

atr que llaparemos suvesidn infinita vy que, en Forms abreviada, de

adlarceds Con



mgf:nitlﬁﬂ,

Una sucesifn infinita e3 uns celeccidn ordepada Je LErRy-
ros

FQU), £(2), F(3). ..y £0RD, .. |
formada a partir de uns funcifn { cuye dcminio e3 ¢} conjunta de -

los ndzeros natursles.

A f(n]l se le,1lama término enésimo de la sucesidnp,

tn forna abreviada, representaremos con 1i{n}l a la suce

sifn cuya tEfroing enfsimo €5 fin}.

Ejeoplo ¥11, 1

Las siguientes son sucedliones infinicas:

2} [n'k= 1, 4,9, 38, 2%, ...,n",

51_ L1 L T | 3
bj {H‘ 3 Il‘iIl T Ty wvew g o

SRR AT ') BN TRT S P SN G108 Sy P

' el
(2i)

11)" S, :
d] {!:n—.r:. I= i, -2, % 1, T -y n. ot

Dhsérvese que la 2efinicidn no excluye 1z posibilidad Je
que los tfrminos de la suresidn seah nOmeros <omplejos, come ¢n el
caso 4} del ejemple anterior. Empera, en lo que Sigue trabajare-
nos con sucesiones de ndmperos recales, 3 senos que se indigue otra
Cosd.

Votvamos ahtrta wl ejempde Jel interds bancarin, Como -

fe puede yer en la tabla, 4 medida que sumenta el ndmera Je coopo-
siciores de interds en wn afa, aunenia la cantidal que el imversio
ilaiste atpy

nista fegupera. Sin emharge, podemes TEEURLATNGL:

na cantilad mixima rtevyperable o1 coda peso inverTido pungue el -

nlmero Je composiciaces por afo 5€3 (an grande como ie quiera?

Pata respoender a esta, veamos que sufede con el 1é€rming

1.0
(1+5) 2 medida gue 0 aumenta:

1
; (1ed)
1 kg
2} r.s
3 2.17
2 1.6637
30§ i I 7146
£ 740 2. 7181
515,600 2,7182

Venos gue {l‘%ﬂn crece cada vez mids lentamente {por ¢jem
plo al cambiar n oJe B 760 @ 508,600, sé1lo cambia la vuarta cifras de
clmall, la que nos 1leva 8 pensar que hay un lImite para el creci--
miento de [lo%}n. Diche limite &5 el nidmero ivracional
e= * T1RXBVRIBL .,

lnlﬂﬁ:rs, la camtidad recuperable par c&a peso invertido
RUNe: serd mayor que “e" pesos, por grande que sed el ndmeros de com
pesiciones efectwadas anualmente.

la discusifiy anterior se Tesume en Ja expreeidn

Lim (1e0"
Lm L -
nl‘ﬂ n

1T

r.3



(1]
¥y per tllo decimps que la sucesidn {[I1%: b tivie limite {¢1 mingra
'

2], lo cual representamos pediante
. 1A,
lim l[l-ii I=e

Limite de una sucesifn.

¥n general, diremos que wna sugesidn {(f{n)} tieme 1imite
51, a médida que 1 frece, f(n] s ac;rca & un cierto valar Lijo i,
Esto exs: |

31 N+ -, encances f£{n) .+ L

En este cayo decimos que la sucesidn If(n)} €3 Jonvergen
te (converge a L),

Este Conceplo puede expresavse {ormalienle < la sigulen

te

Definicidn,

fna sucesidn {fin)}} tiene lfmire | i, pura te.u mimera
E » @, For pequefo gque Sza, existe un abmero M tal gque

[f{n)+L | <€ para tode n » M

Simbolizamos ¢sto pediante

N

|
l
|
lim f[(n)=L
_

FEyempla ¥IT. I,

Lemostrar que la sucesidn
1,1, 1

A LR SR
tiene lfanite L=0,

Requerimos para ello demostrar que siepdo £ *» 0 vaiste un

M tal que

>
=

UdJ.

1 .
lﬁ 0| <K Yn:M
1 .
Comg l% 'Dl-lﬁ| -% POr 3£F N Ficapre positive, tencmos

L

1
n
de dende
1

nbf
ret tanta, FLs0 cxldte un mimero M-% tal yue
I+ 0] <« ¥noM.
quediando Jdecgstade,

o 1oJdas las sucesiones son convergentes. Far ejemplo,
la sulesidn

1, 4,9, 18, 18, ..., n%,
na tieoe limite ya que

si omes Chtances f'-= .

Paru cabeular €1 1imite de ung sucesifn vonvergente, pue-
deén eeppirarse los teoremas bisicos sobre 1imites que el estudiante
ya conace para ol caso de funcipnes. Por ej¢mpleo, pata calovlar -+
¢l Ilmite Jde L3 jucesifp .

4, ..., n+l,
) In

jpademos proceder Jo la siguiente manera:

1
3

;oo limo L lm

Lim nel | lim 1+q . I *nes @ LK
new  In new X Iim I B . {
[ Bk

Coma ejercicio adicional demestraremos, en base a 1a de-
Mnicidn, que

1im n+1 1
n*= " 3n X



fn efrcio, Comn

nsl 1 onrl-p, 1 . )

o R A b rroeel S AR T
3e cumplicrd que

n+1 1

=7 =3l < ¢

sl ¥ sflg si

I
kP

es decir sl
n;IIE
por lo gue, ¥E>0 existe un nimero H&%r U R TP,

125k - 3 s

b T 4 L LI

Sucesiones worndtonas.

5i anali:amos Lld 3ucesion
((n=1%}%31= 1, ', &, &, 22, oy L=,

vemos que cada tErmino es mayor o ipuel gque ol anlerier, par lo oo
diremos gue la suresidn es crecicnre, far €l contrario, s1 cn una
suresidn cade término es menor o ipual que el anterier, Jiremos que
12 sucesidn eos decrecientes, como #n €1 siguients caso:

1 ltllllll
(A=t 7" 3" 1

v 1
i

fefinicidn,

|

I

Sea [f[n)Juna sucesién: ;

1] St fin=1)x f(n), %¥neN, 13 sucesifin vs ¢1ecicnte, i

23 50 frn+ldg fEn)}, ¥neN, ta sucesidn e decrecients, I
A upa sucesidén crreeiente o deerechente se e [lama saine-

[nRa, |

cl

ne o

oy
n

| & ma

7

Ljemplo Y11, 3.

1a sucesidn del problema Jdo interfs bhancarlo

LI T S L

€5 ufa sucesibn mondtona crecienie.
“o siempre es posible definic una sucesidn mediante wna wola te
gla e correspendencia, Mot ejemple, la sucesidn

o1, bbbl L

- 2 2 i r
so puede formar & paTtiT Jde las replas:
1
fOn) oy

upa sucesidn mondtona decrecients,

£(n-1) = oy Y
Lsta es
La sucesidn
(N b o 3o o
¢ menftona ya gque ne vs creciente ¥ tampoco decrecisnte,

- w * m m m m = = = = 4 a2 ®m = = * = = = +

]ala la 5'.-“:1"5".‘"
1 1 1 " I., + 4
1. 1 [ L] [ n_

mas construlr la siguwiveie prdfica

Ay
= e e o mm rd e — — — = e —
L]
L
[ ]
L]
. - - ‘
1 2 3 4 & & 7 8 n *
i -
-

£



donde puszde apreciarse clarwsente que todo térming de la sucesién
es menor o igual que 1, por lo que diremos que ! es una cota Supe
rior de la sucesidn {%}.

Par otre parta, come tode térming de la sucesidSn o5 ma-

¥or gue cerc, eate plmero e3 une cota jnferior ge [%],

Definicidn. .

13 El1 nimera real p oes uns cola superior de la suresifin {f(ni} 5k:
ifn) 5 p, ¥roN.

2} El nOmero real g es une cots inferior de la sucesifin {(£f(n]] xi:
f(n) 2 q, wYnecl.

Ung sucesifin 3¢ dice acotada 5i tiene upa cota inferior ¥

nod gota superior. *

1 -
De acuerda con este, la swcesibn (1}, que como vimos es -

monbtona, ¢ adembs gcotada.

Teorsma ¥II. I.

Toda sucesifn mondtons scotada tilene limite (25 convergen

te} .
Demostracidn.

Prebaremos el tecarema pars sucesiones mondtonas cre-
‘cientes:

Sea {f[(n)} une Jucasidn acotrade. Coma {ff{n}! admite ana

cota supsrior, por el axloms d#l supremo Cienec una minima cota supe

Tiar & la gue Llamaremos L. 51 £*0, L-& no puede ser una cota su-
perior de {fin)}; por tanto algdn término de la sucesifin e< mayor -
aué L-L, o sea

f(X)>L-L para algln keN P £
Como {£{n)]) es <TeCienta:

"]
Ll

fln) 2 E(X), ¥nrk
¥ port (1):
f(n] » L-E ¥nak A 1]

Far otra parte, como L es una cata superiar .

finl 2 L YneN N X3
de (2) ¥ (3]

L-E < ffn) 5 L ¥k
restands L

L« fin)-L ¢ @ Yok

lo que implica

JE(nd-L] < € ¥n»k
Een 10 qua hemos Jemostrads la existencia del 1imite, que 3 preci
samente la ainim® cots supevior L.

La demogtracifn ¢x similar si if(n)] es decrecients,

Llempla VIT. A
4] Yu hemos viato que {%} es mopftona ¥ avotada, por le que segdn
el teorema anterior tiene limite. Esto concuerda con lo abte
nide en el ejempls VII.?, dande se demoserd que
lim 1 0

Cm
ns= 0

b) Consideremos 1a aucesidn

=1, 1, =1, ..., -1,
Y 13 11 Iin-T1

Este €3 una sucesidn monétona ceeciente ya que E{n+*13>f({n)

¥neM, como s¢ deduestra a continuacidén:



-1 -1

LTr-2) 7 Ol
“Lin+1} > -Lin+2)

Lies1) « Lin+2} lo cual &5 evidunty,

Por oitra parte, la sucesifn es arotusda wa gue
1] E% €5 una cots inferiar, pues par ser creciente
-1 .
fin) 2 re ¥neh
2} Came LIn+1)] = 0 ¥ni¥, entonces [T%%TT cf 1iempre negative y

cuslguler pOmers posltlvo es una cota Sujerivre Je 13 sucesidn

1
‘e

En bhase a lo anterlar, del teoreaa VIl & se concluye que
la sucesidn tiene 1lmite.

e deja ol estudlante la obtencidn de diche limire,

G~

VI, 2 SEHILS.

Un, forma ipteresafte Jdo Infraducir el voneepto Je serie
nos la proporciona la siguiente paradoja, Jebida ol {ilésolo grie-
£0 cendn dr Tlea {stplo ¥ A.C )3 i

"Un corredar no puede alcanzar punca la meta porgue siea
pre ha de regorrer la esizad Jeo uma drspancia antes de recorrer la
disrancia toral. Ls Jecit, cuanda hava recorrido In primera nitad,
tendrd que Tegarter 1a nira mitqdf Cuando hava recortide la mitad
Jde esta dltima, le quedard todawfa la cuarta frorte; cuands haya rte-
corride Ia fitad Jo esea cuarta parte, le quedar§ la octava parte,

y asf§ su:csi;:nrnte.“
Analicemos con mis detalle osta situacidn:
5§ aupopemés que ¢ corvedor se desplazy a velocidad cons

Takte v le llevy t segundes recopret la primeca mitnd Jel trayecteo,

el tienpe v guo recoaree la Jdigtancia tetal setd

}+:-.-,..-‘ .. i

L& idea de la raradoja es que 1a suma de un pillaero inting
to Je rérminas, comd {1, oo puede &eT oan nomero finito, poT 1o gue
el verredor o padrio alcasziar 1o opetd en oub tienpo Linite, 3in
echarge, dabenas que siovl carredar se desplaza o velocidul constan
te v capled | degunddy en tevarrer La primera mitad, llepard a la

aela ¢n 21 tegundas. Fodemos por rlia suponer yue:

1 .,1"-.[10%1-1,,‘-———!“_’ LI 3 (23

cen du que hemos astguade a Ta gona infinita {13, que llanaremos se

win valoy Finito 2t, csperfoeda qoe Ta igualdad [(2) sfa vAlida -
v

Ew,

o
=]



en algdn sentido.

La expresidn {2) puede recpresentarse come

L ]

n=1 z"°!

DefFiniclén,
Una serie o5 12 suma de unu niioees infinito Jde tErminos:

i, v a, ta, * ... +a +
1 ] ' n

3
a
El
[T .

Obsérvese que los 1érminos a, a,, a,, ..., LI
tituyen una sucesitn.

Otra ejemply de tevie lo tepemos al interpretar la expre
$16n decimal del nifmero racional } :

0.333 ... 1 .

cuyn significade 5

= . DT O S L 1]
10 107 10° 1t
par lo que
- .
3 1
p —— = (5]
net gt 3

Yo siempre s posible asipnar a una serie un valor finito
coen g hicimos en (3} y (51, Por ejemplo, la serie

1+ 84 « 9 416+ .., + 0%+ {6}
carece de un valor Einito como suma wntal.

A lasx series (1) y [4] se los llamu comverpemivs, Hicilras
que [6} se¢ dice que s divergence,

Antes de establecer una definicifin farmal Je convergencia

¥ divergencia de series, wvolvamos &l onidlisis de la paradeja Je Je-

OU. U

A partir de la serie
-
L t i 1 T
I -tt + L] ‘.....“ * R
nei A1 A N S (1)

podemos formar la sucesifin le sumas parciales

5, 5., 5,5, ..., 5

.l ',i ,l - nl
danda
5; =t
T
S= L 7
Si-tfg-fi
. t t t
SprrtrrtTte g

Vemos que el término general 5, de la sucesidn de sumas
parciales, ¢s la suma de las n primergs términos de la sarie (13,

¥y en el limite:

= t tim
I — = * g
neq N n n

para calcular este limite observemos jue

¥, COmo puede demostrarse per inducciin mateomldtica, el términa ge-

veral de la sucesidn de sumas parciales s

; =1 -5+ L LTS S
L L R e R T (: ?H-Ijt

ror 1o que:



;:f 5n - ::E ;2_2;- Jtow 21 Parg las series convergenties, ¢l simbolo
fon #sto vemds que Ya expresidn (7] ; an

n=1
R TP

i ' se utitiza para indicar tAnto la seTie Come su suma, 'd pesar de ser

es vilida »i interpretamos lg suma del ndmerd Infinito de términos. N < e
dos vonreptos distintos fla suma teprescnta un pimera ¥y pet Lante -

L ,t ., o .

trs*rtg’ -t afie L MERE : oo puede ger convergente ni divergento].
cama el Ilmite de la sucesidp

it % . } . z;_I} ) Tiemple VII. 5.

al ¥Fara ¢} caso Jde ta aerie (4]:
[Definiclﬁn. I 5,5, 8, U R
. — —= - fa- —_—
| Ses TRERT AT 10"
| \ '
I B ragta o tR b se tiene gue
| . ) . % 3 3 3 1
rna serie, y sea {5} uns sucesién (llawada de sunas parciales) tal s Y Py * ?ET roeee 7 o0 sy U-—d
10 1 1

‘que
viemaeéstrela)
S & a +a_*3 +,,.*8
n 1 %2 % n roame
81 existe un ndmera real 5 tal gue:
bim o o 1im 1

lim ¢ . g pee: Tn opew ¥ o™
nil& n 1 ] ]
b la serie gonverge ¥ 5uU 3uml es T
;5e dice que la serie es CONYergente ¥ liene SuRd 5, €D CLYO Casd e
= .
. a 1
escrite i T -lﬁ *r
n=l 1N
“ i
iy = 5 | hl PMara g1 caso de la serie  [6]:
r=1 t
1 t 1edete enf e,

Ilna serie na canvergente se Jdice gue es Jivergente. ,
—_———— —em—— el tétming peneral Jo 18 sncesidn de sumas parciules es
Ndtese que la ‘'suma™ de una serie convergente es el llmire

gn.|.4+g;__‘.n’- E [n®+3n+1)
de una sucCesifin de sumas pirclales y no se poedes ohtener nediante -

. - . . . L] L
una suma ordinariz de términeos, puesto que ¢XT0S SOn N RUEETO Ipli- (hepuéstrela)

In oste rase, ¢! 1fmite de 5 )] no txis:fr ra que @ me-

nite. n
dida gue n creec, % f2n' *3pe1] tiende a infinpito. In ocasiones es
¢
il



to s¢ simbolize medionts

lim E [Znt*inﬁili -

e

En consecuencis, la seris (6} #£1 divergents.

A m xR om ¢ m om m om A m # m o ow A o ox =

Cn 1os cusos anterlores, hemes obtenido une expresidn pim
plificada para In suma de los primeros n términos de In servie, que
peralte calculeT con [lcilidﬁd el 1Imite, S5in embargao, €310 no es
slempre posible, Oe necho, en la mayorfa de Yot Casas nd exlbste
una expresidn simplificada de 5 , por 12 que estudiaremos otros né-
todes pars determinaT 13 convergencia o divergencia Je una serie,

Candicidn necesaria paras la convergencia de una serie.

Observemos que #n la2 SeTi1&t COnvErEentes

T » * Pe. ¥
- :- T I * 2“.] [t]
¥
3,3 3 .3 LA (4)
g 18! 10'  1p* 12"

el término general tiende & cero, s medida que n creca; es declr:

lim ¢ . lim 3|
P EETT 0 ¥ Tem L oF 0

Exte hecho 3¢ presenta sjempre que upa serie €5 convergen

te.
Trorean W11, 17
-
51 1a serie I &, €3 Convergente, Entonces
" ne!
1im
n>= .n-ﬂ
Demistracibn.
-t )
P

9

S5ea I

B, UNE SeTie CONVETEENts ¥ ses [Sn} Is suces)dn
n=1

de sumsy parciales,

¥ tamhidn

restando

Como Ja 2erie ex cORvergente

lim

lim

R TRl CYRT TR PR YN B ()
1im , 1im . - :
I CICT SR TS S (2)
(1) de (1)

lim . . lim

e Y Bl LR FLSFRLT NS

por las propiedades de los 1imites

pet tanto

copvergEn
ficlente;

gque la se

estlabhlece

(oralaria

4] Tara

J.'ll-'l: {[I.*ll'.”*ln] - {|.+.|‘;“_i‘n_l]} a0
lim a
ne= 'n

Este teoremn #stablece una condicidn necesuria pars im -

cia de una serie.  5ln embarga, dicha condicidn no es su
en otras palabras, el hecho de gque :j: 2,40 nao implige -
TiE 5g¢a COMverpente.

kY

Lla verdadera utilidod del reorema VW11, I ¢5 yue permite

r el siguiente:

s; lim ¢ 0, ¢ntoences la serie I &

div ERLea,
fem ey [} ) eTgENtLe

a]

Ejesapla V¥II. b.

. I in 7
la ferie heq asT 3¢ Liene qus

lim . lim 2n_
n*= n n*= n+l 1#0



per lo que la serie e divergente, quier manera.
- I el =
k] Para la surie 21 § ea claro gue . 41 si L. L £ b, son Jdos series COMVERGINTLS, cntonces la se
n=> nwl n=1 -
lia l—=l] - Fl
f+= 0 rie !I [aanrﬁhn] ts también convergente ¥a,Bc R ¥ su sums estd
n= .
Im tste caso el teorema VI, I no nos permite decidir si
Juda par
la serie ¢onverge o diverge.
- L L
- I (oa_rBh J=a * 2 s8 T b_.
€} En el caso de la serie T —, come n=} L .| nx|
n*l n

3e deja al ¢studiante 14 demostracidn de las propiedades

lim 1
- 1

Ren noa 3. Fara uea demostracidn de a propiedsd 4) puede consultar

1t liere un caso snilage al b). se la referencia v pdg. 471,

Fosteriareenie dempsiraTEmos que L %, llamada serie
n+t

. . : o= 1
arndnica, vy divergente; micatras que la sevie ; =, €3 convergen
nel n 5
te.

Proj:iedades Ae las seTies,

Las Series tienen ciortas prapiedades gue vale 1a pena - 8 -
aenciprar antes de estudiar diferenres criterions que nos faciliten
el trabajo de extablecer el cardcter Jde tonverzencia 9 divergencia
de una seric:

'] E1 cavdcter de eonvergenci o divergencia de ung serie no cams
biaz i todas sus rétAinos se mujtiplican par uwna constante di-
ferernic de cera.

31 KY garfcter de convergencia @ divergensia Jde ung #Cvie no cam-

'bia si s¢ 4grega o suprlme wn ndaers finito Je términos,

L]

4

3} E1 cardcter Jde convergencha o diverpgencia de una seric de i6r-

Airos PISEITIVOS ng cambii si sus térmings se aprupan Je cﬁul-

Lo



¥1I. % CRITERIOS Dbk CONVERGENCLA-

Vvodemos dempstrar que 1o serie armdnica

11‘]1'1*]1'
TUICTTC

L +

ETEE

es diverpente, sgrupande sus t€rming$ en la siguicnte lorna:
1
IR RER T S N T S R EPT

Gbsvevemos gue cada une de los térmings entte purfolesis

de esta serie, o5 mayar & iguat gque las Je la serie divergente:

|.}-.‘_,-}+... )
ya que
1T = 1
1
T: Y
ltl » I¢] L] !
LN ) z
DRI O IR S O R R |
LA AC-AL SR ut ub B Sl
LV IS N WS O SV P I, O 0 5%, . PR . N O |
919 11 12 13 1415 6 1§ I 16 16 16 16 16 16 1

Ln ¢gnsecusncia, la sumd de los términes de [0} scod mayer
que la suwa de los términos de (). " Coma Ya suma e les téeminos
de (2] ticnde w infinito cusnde n*= (par ser esta serie divergente},
entopces, Lla suma Jde los térpinos de (1) también tiende a infinita,
por 1o gque la serie arodnica es divergente.

£1 métnda agui empleads, conocido comg critervio de compa-
racidn, puedr formalizarse conbd SIEWE:

&
(i

!

Criterlo Je comparacidn,

5ca 1 1,

¥nrk, fntopces

1ty ®i % dn es una serie DIVERGEXTE de tfrminos positivos ¥ -

ura serie téTmines positives [w 0, ¥nek) cu

YO CATACIET QUEremDS COMNOLEI:

1) i I ¢ es uné seris CONVERGENTE de tf£rmincs posilivos y -

t a_ es CONVERGENTE.
anl P

nel
-
an:d“. ¥ned, entonces nEI s, 3 DIVERGENTE.
Demustracidn. '
I Koo Sn-a,*a=+...an
el términn general de la sucesidn de sumas parciales de ¢ a , ¥

&3

2 LY S I )
n-:l c:

el de I ¢,

Ademia, por ser

[;n} al que Llamaremos L:

Vim L, o,
n*= n L

Fn consccuencia

FEoe o
e 5,

1

n=1 n'

n

¥aLlMN, entonces:

L cn convergente, existe o] lfimite de
n=}

s



w
. Par aLra Tarte, culiy £ 8 ¢% una serie de térmlbnos poss
nm -
tivos
5
n 7

Por tanto rgxiste un plmero real S entre cere ¥ L tal que

1im
. Sn )
par 1o gue la serie f 4 €3 Cconvergente,

n=1

o

IT} Sea I d una serie divergente

Il

nej
¥y stca 2, 2 dn. YoeN.
- .
%1 suponemps que [ a €% um seric canvergeniec, por la
n=1 "

parte 1] del eriterio Jde comnparacidn S¢ tiene gque

Ynex = ¢ d
nel

a2 dn a3 convergente, 1o cial contradi

n n

ce la Liptesis.

Por 1o tanio, la serie T B es divergente.
ne1 "

Ls claro que, para poder Utilizar este criterio se requie

Te ¢aompatar ¢oh Serios de cardcier conocide.  Tntro las series que

85 sv emplean para comparar estdn 1ias series foométricay y las 2e-
ries rp*, quv crataremes a continuacidn,

Serie pennfilrica.

Una seric peométrica e3 Jde la forma

n=1

-0 .
nly s - T I I A U .

< aq

Virgs que il tEimome ey igmal al snlerier mulep

plicada por up factor fijo g lumdsdo razdn, La convergencin & Ji

Vergent ba e este Lipo de series depende Jdel wvalor e la razén o,
CHTD VeTrsmos:

La suea 4+ los n primeros tévminos Jde 1a scrip va:
n-1

S, " @ vag ¢ aq: LI 1) 11}

Myltiplicande e3ta expresidn jror q:

qE, * aq + ag’ aql o oy [

11

Restanda [2) de [1):

Sn L1-g) = a - aq“

de Jdande

Par 1o que:

1im Tim

n
= H1r
™ 5n L) I'q
Eate limire Jdepende Jel valor de g ¥ se pucden Jestavar -

tres ca30s:

1ia g"-n,

n+w

ay 5i 19«1, entonces: par lo que:

lin 3

-
n+=n T-g

¥ an cAnscyuencia la serie ea convergents ¥y SW osuma &3

-

v

3

n
ag, * g
nel q

By %1 |q| *}, entopces: cCUanda nmee, q"+m i q“+--. por lo que:

lim
MN-+x “N
np gxiste y, €0 vensecucncis, la seric o= Jdivergente, C

€} %1 by]=1, ontonees g=1 & aqw-l.

(]



(.
]
-

L

tarleando el coacevio Je comparacidn, se concluye gue la

Fern g=1:
(e | seric (1) ¢% copvergente,
p : urn-li ] + L3 b
v et i prar At b1 Tara determipar £l carfcter e la serie
. -
v la s¢rie es divergenge, r Sen 0
= n
. =1 3
Fara ge-1: n
. veamos sl 1as serics
. hel
e aq = 3 = a * a* i+ -
nel r Eﬁ (N
. =1 3
¥y la strie es tambidn divergente, v n
[Uomedstirelu) x n
o= (30
e Fesnmiendns: n=1 3
SN—— 1L o - —- — -
I+ serie geométrica ¢ L &g converge si y adlo ai 50N CcORVeTRenles
! nal .
|aj<t. Para anu.tizar la serde {23, ulilicomos la serie prorfirj
. E— - Ca CORYCrFrnTe:
ljenpia vil, 7, S PRL
) oI
a) PFarp Jererninar el cardcter Je la serie - el
) 3 3 1 4 1 Por las propledades Jde Tas servivd canverpgentes:
LTt ITTY W COmEt t - . L =
nal 3714y 1.nt g T 3 5
' Y I (x) =g I Siglig} = x I =4
podeans ernpledr la serie gromEbrica nel nel T n=1 3
- L d 1 s Je aqui que 1a serie {23 es converpente,(propiedad 11 Jde las sceries)
I I = § 4 5 %o LI () i
el ? 4 3 T Para Ya serie (30, atilicemas la serie geomftrica conver
1 . )
Wiya razén es § = x, POF 18 QU £5 LwineTente, Lonte
. - . w s -1y T . R
femparandn estas das seried vemgs ue AN =3 N3 )
1 n=l T o
v o 9 famd esta seriv 0F Conveige e, eaTences
Lo @
* L Y {1
1 .3 ns |
10 )
{amb*1fH 2 canteraente.,
¥ En rrefitfal: .
4 4

lll'l 1 5r'|-|.



Comparande (3] con (4):

n (Demuéstreln]

- n
;F . [I]

For 2] criterio de cemparacidn, la seric [3] también e

Lo Thi

cOunYergdente,

.

Mame © Eﬁ y I Eﬁ san series convergentes, la serile
=13 n=1 1

- - -

D5, T m. ; &

- n + n 1]

n=1 3 n=t 3 n=1 3

Serie .

l|._.....-_-|__¢__q.

1 1
1o 2 113 4 ) nF

| Bt I

n
in coovergenciad o Jivergencia de este ripo de series e
pende del vater de p, FPodemod considerar tres Casag:

al 5i psl, sgrupenas los térmlnos como sigue:

l—j . L (1]

. . 2 1
que €% ULa svri® geamferics can a=l y q » 5 plecer o Come p*l,
) p

g =5 uh Lizern nosiziva menor que 1 ¥y la serle es convergente. los

titaines Je esta serie pueden ser escritos en la (orma

1 1
[— -
1 + oF + 2['} .

-

S I O N I i)
4P qP 4P u""”'

Vemas que, cada une v las términos enlte prurrpiesis e
la servie 11} e Penor o igual que su correspantiente Je Ta serie
cenvergents (1), por lo que, del criterio Je conparicifn se sigue
gue (1Y e cometpence.

BT S pely T 3erie poes 1o serie armonica s, o vimpes, o W
vopghnte,
o 3 opeb, £ada t€rnine de 13 #eric poas maver o oighad que suoop

rrespondiente dc la serie armbnica, ¥ ror vl criterio Je cen-

rartacifin ls serie p es divergente.

Resumiendag . . .
|I L 1 - H
||ﬂ serie p: L — vomergr show osdla woprly
1 n=1 1 . A
Ejenrlo VI1_ &,
L)
al la serle & lT del ejemple VI, 6 oo wpa o sevie |, wan a2, 0¥
n=t n

par tapto converpgente.

= 1 1 1,
La seTie T = & ] ¢ o ¢+ =~
n=1 LN 8 [ (]

a5 una serie p divergente [p 1/2).

h] Analicemoas el caso de la seTie

1 1 .
£ qr=1 % U é = B ) SRR Ll

comparandola con la seric coneergenic

g 11 I :
R TXRE T8 TR SR

¢



FObservamos que

[=
1 = 1
L9
1 M 1
T 1
| 1
) F 73
1 1
£ A 1 1
1 1
nr* n

¥ 5¢ puede demostrar por Induceidn matesdcica gque:

¥neN ¥ nid

LI

—- =

r: n

te Jice por estdo que Ja serie [2) "domina™ a la serie {I]
& partirvt Jde n=4. Vale Ia ptna enTonces ghservar ques
Bazta can que las desipualdades

N
'n = n

a ad
1] n

Jel crirerio Jde comparocifn 3e cumplan 2 partiv e on cierto valar
de n, para que Jdicho criterio siga siendn aplicuhle [ya que pedemas
SUprimir =n sdeere finice d¢ pérmines e#n lat scefiecs sjp alterar :u
cirdcter de canvergencla o divergencial.

-
1 .

Far ¢«1lo, podemos conclir qure H ;T ¢35 una serie Con

n=1 ' -

SETRENTE .
Lira farme e demostrarlo es lu signaonte;
Maltiplicando per V 1u scerie (2], obtenewa®r 13 serie oou

VETEVTEe:

n =1k

.:_‘.3.,,4.1%-#‘.,. ¢}
n

[
[

Comparande ahora lay series (1) v {3}, vemos que:
1 %

L

E]_. ;i-. = T
"
um a'l.-l WL At LA

¥, Camd s huede demgstrar por induccidn matemitica:

= LT

1 5
3
n: n

Fodemos gnconces foncluirt, basados en ¢l criterio Jde com

nrak

paracién tal comc se enuncid originalmente, que la terie ar

esF Convergente.

I'm ocasiones, el criterio Je comparacidn es Je Jditfevil
uplicneiden pedctica [(Jdicha dificultod estviba on encontrar la sevie
gue gervird Je compavacién). ot eseta, introduciremos otre cbi-

tetle conostdo coma criterio Jel cogiente ¢ Ao J"Aleshert.

Cilterio Je d'Alembert. i

Sea b a una seric e téfrminos positivas,

n=1
', lia .
Valdylemos: - —Edl LI B
n
1] i Tel, 12 serie es convetgonbe.
ﬂn'I
11y & Lx1 6 . = cuamda e, o oseric es davergentio,
n
1111 8i =1, el criterio ne Jecide. -




Bemostracidn.
Iy S1 L*}, elijamos un nlnero real gq tal gue
Leget, (13 :

[ acuerds con La definicidn de limiee, existe un mgy -

Tal gque:
a -
2 L o« q ¥nem,
n
ror 1o g
a L]
!
..,
2 ~ 9
as.
l'i‘
o < q
Sty
De donda:
Taeg 7 O U
a ¢ @ q « a_ qd
m*a ma i m
. 2 I
ey * ey 49 8p, 07 < Bg 4
[n cansscuencla, a partir del téoming LI los tfrminas
de 1la serie. l“ son eenares que los correspondientes Términas
n=l
de la serie georftrica.
a 1 : 1
ag q ala v B QL. i1}
Coma & w r3 una scrie de términes positives, Livy

n=1

de {137 tegev, y la serie [2) s conyerpente,

-
Pur el Criterio Jde comparacidn, T i £ oCOnNOrEonte,
n=1

o
113 51 L=1 & -%:l v cngndo D=, exdiste L omuh tal que

i |
o
—%—l =1, Ynrm,
“n
os Jecig;
Fnxih.

A a4
lisg * 'y

Fad clurd eptonces: oue AL e tivmde a ot Cuandy ==, nar

lo que lu serie & a, @5 divergente,

nel 1

TTLY 5y aplicamos el criteriv a 1o seriv p o tencmos:
1

CEERY iim P -
G - Im gt

r

a .
1tn n+y _ lim
= a n+=

pard cualyuier valor de p,

Perg v hemos Jemositade que cudipda 21 la seric #5 con-
verygente ¥ vuanda pol Jdivergente, quedando coapprobada gue L pusde
aer Ppnal 8 b ldpIo para S0TiIeS Sanwerpéntes Como pura divergen-
tes, 1or Ju gue ¢h eale case ¢l griferio oo gscldu.

Eleaple VI, 9, -

#)]  Aplicamle ol criterio Je d*alembert 2 1o =etic 2 ~4- s ob-
T

ti¢ene:
hl I )
' ] ] ’
a ne13] M CELE TR
[}
ny
Jar Tanla: . .

GG

+



I
lin 2n+d _ lim ) : T nel
= o =0 Lo IR R
n a n el . ;T ! 15w T
¥ la serie s convergente,
n+l
To{-1] 1 ] 1]
- nn ral pot ! T ' k9 T Yo
B] Pars la serie I RT
a0 que 1labaremos series de signos aliernados a, sisplemente, seTies

alrernadaxs.

NELER [ Lt n
pel L%H%%TT— ' Eﬁ = oo Dne)nt | ris 1y in peneral, una setic allernady ea de 18 forma:

u

n n n! foetyn®
por 1o que T [-1]”'1 aow oy A0 - oo
’ e | ‘
lin Znel  lim oo 1"
Pe= 8, -w nt donde 3 o, ¥REN .

¥ la sevie ex divergente, Triste un Criteria gue c3tablece una cendi<cidn suficien-

ey Con ayuda del criterlo de d'Alenkert, reanlta sencille demos- te puta la convergencia de wrste tipo Se -eries, llamado criterie -
trar 18 Convergencia de la serie Je [eibpiz,
o= T T — - - — ——
r 2 vriteria de Leibni:
n \
n=1 3 i .
i l.a tevie altecnada
del #jeaplo VII. T. i .
1 n+l
f o a_ s oa, ea tag-a v,
! n
Fn efecto: I nel
- 1 . Ew - g | -
A1 . Gefnely " _1 ne WMonde 3, * 0 YREX, s convergente sic
a ne - S S .- 1
n 3 ; . . -
| a * & .1 ¥ors ¥ Iim ﬂ.n .
y | n n -
Lin 3 ne 1 ' Domus 1700100
n+= T ° T+5 T
Spa la serie plivrpada:
por 1o gue la serie conyevge, -
N |
s e s a a o mom e e e e e e la e e e e o . T {-1]“ a,* Ap=dp*Az-a, +...
nel
[ i - - )
Eeries alternadas. %) mw e% un ofmero par, el términe general Je Lz aucesitin
Loy eriterios de cia = d'Alenb : i . ’
» Erfiterio ¢ Ccompara ny Jdoe d"Alenbort no son oapli Ji numas parciales:
cihles & series tAales Camp . :
h" - al-nl+a‘-n‘i...'u”_1 n“
=3 . . puede aginparae en la siguiente [orma:

g



5. {ul-a,]+{al-a‘]*.,.*fan_.-i“]

Cano a »a

e, 1as térmings entre paréntesis san todas

Fositivas ¥ 1l sucesidn {Sr] es creclence.
Il
Por otra parte, s5i agrupamos Sn en la forma:

S, "4, {a*_a’]_{"-’1}""'{ln-r_an-nj_ﬂ

par el mismo rAzongmicnto vemas guda Sn P .a.l, ¥ la suceslfn o9 sco-

tada.

Comno |5n] e5 mondtona ¥ acotada, tienr Limite, liomé-
sosle L:

lim -

Pt Sn i (s1 n ey par).

kos rTesta demostrar que tomando un ndmero impar Je féTmi
nos, el limite de la sucesidn de sumas parciales os tambjén 1.
En efecra:

5 = Sn * a {*L n ps par)

ey nel
¥
LE ] T (s L il
hy hr= u A+m =1
slzi ii: ’n*l =0,
par Jo qur
lim

fee Spe tLeo=t

llezas Jemastrade que Ja sucesidn Je sumas parsjales Jde

-
ta serie I (-1"' & tiene Ifmite, por la que Jdicha serie es

nel

COGRYETREenLEe .

Ejiemplo VIT. 10
I

2} Mediante el criterio Je Leibniz se puede demostrar .ue la se-

rie
- a1 1 1 ! [
L R -1 - + - L
nsl nt 5 o
ef CORvETgente, ya gur:
. 1 1 .
'|]. F I 3 é‘_ i) I3 E
Ty 1 1 .
g Bien: — 7 ——— ¥neh
n? {n+1)
par la gue: e » l“'I ¥nik
¥ by lim Jlim 1 L,
n+x n ne+x “I

h} DPara la serje

5¢ Liene que

1 - 1 Fu
n " onrl

¥ COmo!
1im 1

- pne= 7= 0

par ¢l criterio de Leilbiniz Ta serie es Culverpente.

In ¢l ejenplo anterior »¢ Jdemasted gue 13 serie

=
I14|'|- _"l" :_

S OOT s

rE ConvErgento, Sim cmbaago, la serie yue se abl fene reemplazen-

do gda (frmine par s valer dhsoluto



21—
]
.

ra

i ¥

n=1

es divergente (serle arafnica),

S¢ dice por ello que [ [=13""}
nel

1 - -
n B5 una serie condi -
ciGrnalmente coavergente,

Por otrm parte, tanta 14 serie alcernada
. .
OIS I TN TR

n=| nt

conc la que se abriene Teepplazandd cada t€rning por 3y vater atac

lukg:
T 11 1
L T . + .
nel nt i ¥ 715
. . - R+l
£an series convergentes, por Jo gue sco o lice gue T (-1]) —_
nel nt

¢5 una seric absolutanente convergente.
L#ros cancentos no 5§lo son aplicables 4 serles alrerna-
das, 510 taehién a series de signos cualesquierg, En 1o gque si-
-

pue, cuande hahlemes de la serie I m  se entenderd que 8 pue-

ne=1
de teper cuplguier signo, ¥ Tepresentaremos mediante T |an! a
™) ﬂ'1
la serte que sg forma reemplazande les tdrminos de I @, por sus
nwl

respectives yvelares aksalutos.,

Teorena VI, 3,

S0 la serie E

- n=t
I a, tambyvén oS convergente,
n.ll' wl

T R TR M maap . d -

Demcstracidn,

Lira 5o Aapta ...t
n n 1 P In

bl

|'nl ¢4 {onvergente, entonces la sfriu1
|

i
I

Yoo |3.|'|ﬂ;r*~--‘|ﬂni

TNTOACEs !

Mol (ll'flli1*(1:-IuII]-...-[Jn-Ia“|]
[ aqui oUR, SO Jn+|4n=:3, ?Hlﬁ, 1a sucesidn [5 . ]
n n

£d pondilcng creciente ¥ fiene cori inferjar {Cualquier nimers nega-
rival,

Far atra parte, cem i i
Lk H r .
P ' Jnildni inplica gue anrlnnf: :I‘n!,

podemas vslpibkir

ina:n . :Iﬂ¢|':|;1|""':|‘n|

o
L T i;

A an Lﬂﬂ\ﬂfﬁf"tﬂ, Ia sncesifin 15n+:n} ticne by Cara

auperior | ; Jaghy.

Lo conseduencta 1a spcestdn [5“*:“i ve monfSEORE v wrofg-

da, par 1o que eéxiste el Ifmite:
1 . -
1m I;. T'

fax 't

Ademds, por hipdtesis, - |m“} C5 CURVETDENtE ¥ eXisie g
Tir
iimice
lin .
Nerx qn
e aquf que, por propisdades Jde Ind limices
lim - lim - 111
£ o« ) - In = 1 i al 23y . 1B
N+ { n n] po= ©7 n+o {hh n n] n-= Sn
tamle b existe, lg gue slemiacstra que f R CUnvErgenie.



Ljenplo ¥II, 11,

Fodemos determinar el carfcter de la serie

r LosIm) L 554 . 0,15 - Q.19 - D.05 + P03 s,
rel n¢n

(donde n ¢34 en radianes), analitands la serie 2¢ valores abagla-
IO

casinl

—
nrn

n=1

Pude que fecosrn)| £ 1, ¥neM, ex claro que

casing < 1 , vnel (1]
ndno | ném
Conn
- m L]
b1 1
I — = L
n=1 ndm a=1 ;TTI

es una 3crie ¢, cop p = 342, goRverge.
fe la expresifn (1), por el criterio de cemparacidn can-

Clulmos que

=
L cosfll | oy cenvergentes, y, par el tesremna VIl 3
n=1" LYoy '
1a serie [ S250R) oo rambién convergente,
n*l  n'n

Definicién.

Unz serie [ & s¢ llama atselutaments cOMACrfente =3

nej
-
la serie & ia,| canverge.
' rim 1

o

fOhsérvese que, seghn ol teorcvma VIL. 3, tula serie alwo-

lutamente convergente os convergente.

lLa avrie E conin)  del cjempla snbering, o absalnls
n=1 o/

-y
—

. cer n TR |
pente convergente, al igual que 1da seale -{-1] -
HIL] n
Pevfinicidn,
e —— - -
Una seTie convergente T a, para 1z cual I IlnL
nel nel

{fi\cr;c. ¢ 11am3s condicional@gnts converiente.

San cjemplos de series <ondicienalments converfentes ]

s
-

n*; 3

ney 1 i 14 seri e -
i X -1 2 ya eetudiada, v la serie 2 [-1) —_
RETIF A (-1t m ¥ ' o T

conua vl estuwdiante piede comprabar,
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INTEGHAL DEFIMIDA & INTEGRAL |HOEF IM|DA .

CRIETINDS.

ORAETIVD GOn[AAL:

1 alumnd comprenderk los fundamenton gol cdlculo inteyral ga Tunsio

nes de Lra peld varlagble Pndependlente.

Ei terminar g5t capitulo, &1 alwnne sard capaz de:

1. Laflale particidn de un jntervalo,
* 3. L[eflnir morma de una pacticidn. -
* 3. Carermirar una Funcidn gpseelonsds qua aprosire loo valgres 48 wag
fumg I8 Cconllpus #n wn intervalo gadn.
t L Cada una Tobe lon escalonsda en un dntervald, caloular &L vator -+
24 1a buma ox Riemann. .
E. Calcular &1 frea bajo la curve, smplesndo series del tipo:
Im L mz. Tt
¥ 6, Erpllcar rl ceneeptn de daleqrel Delinide, rediante la suma de -+
Elrergarn, d& yra foncidn continud gde wha wariable Endependignie .
Y. berllgar las condiciormes nque Pacen wha tuncifn 1alecrable en wun=
AILETRLD
# 4, faplicar, wedjante und figura, la Incerpregcicn gqeoretrica da =
la faregral Pefinica =& yra Tunidn CONLinys.
9. trpvicar Lres o mis aplicacioney difareniles o Ja IGveyral lei
LY
£ 0. Esnlicer catla ana de bas prepledades bavicas de 12 Inteqgral befi

rrda,

11, Cecyirar ol Taorame Jel talor oadin dal Calcalo Iapegral.

12, feplicar, €00 gn disgrada, la repregeniacldn de) Troreqs oel Ya-
roroepdin,

13, Fara und funiidn decivatle y continuae deniro de wn Invervalo, de
—osfrar ¢! Tasrems fundapental del Chlcule Integral.

1h. Dadas wiay fFuncfores F [ x 3, F. { = 1. F2 lanl, .. . Fn [ wl
Jittdmguir cubles ge 1ot F. Cx b, L1l =0, 2, ... n sonan
ticee Ivaddy 9 F { = ).

15. Ercopbrar o) calar e ung integral indefinlds por mediy =l Teo-
re—a Furdarcnyl el CFlello Inteoral.

14, Lpdy una fundiSn integranla en uh intervalo, caliular, wianda 12
Regla g Barrem, el walor de su integral ceflnlda &n €3 interya

g A

CBJEW VDS ESENCIALES,



IKEICE,

LF B

WO O WA e

THTLGRAL DEFINIT-"
£

INTEGRAL INQLFINEOA

INTEMGELD, PANTP o, WOARA,
SLe A CE RIEFEHN,
INTEGREL DOFINIQA, FLWCIEN INTEGARELE,

INTERPRETAL ICH GEEMETMICA CE L& INTEGRAL ELFIUIDE,

FACPIECAIES DE LA INTLGRMAL DEFINICA,

TEOREMA DEL VALOR HEDND GEL CALCULO (NTEGRAL,
INTEGRAL GEFINIOA CON LIMITE SUPERICR VAMDIEALE
TECREMA FUNIAMENTAL DEL CALCULG INTESAAL,

AELACION EMTRE LA INTEGRACIOM v L QERIVACICN
BE Lhn FLAlICH ECNTANGA, IMTELPEL BEFInLA

RIGLE Gf BRPACW,

INTEGHAL DtFINLDA [ IRTECKEAL IWDEF INIDA,

V.1 iwlERYILO, PARTICION, NIRAA,

dniclarencs nuearre esludio Jel Chlculc Integral plantedndonsns el 41---
gulanle problemy: Deterslnar o) hrea comprendlda enter la gurva dads por Is
FurclBn f10x, v e M, vy o F {nl 1}, lay cectar a = sy 5 =b, y el ele =

{ Fedd bajo Ta corva ).

Grflcamente se represenia d¢ la $ligulents manera)

i

Flgura ¥.1

Pard 1a formulacibn praciss da aate preblems ¥ pors du 10hucidn 4 neca

garle recordar y deflair algurdn eonceptos aualbleres,

Se Itera intervalo cercado o aquel conJunto{ 2 |aCA vy dx v s b} i en
ta Interwaln pucde dividirse en n sukintervalos coyss punigs Fronters sy, "

Bge Tyttt Maoyr e estdn pujetor o la sigulente eoodlgléng
4"

W XK A4 !3 € .. X L L

o I z

[

o



FyT, por glempla, &1 injervala [ I, 3,5] 22 pugde dividir lrbltrlrlamtg

[a &n tustee subinrervdlos de la gigulente maners:

a+n

Flgura ¥.2

roue cample cue:

1«18«21 ~14%131.5

[~ gararal s1 3¢ FOpFmianran lop subincervalon sobed Bd recio furerk--

ca £ owge s, comda: .
.-; a x, |“ B B, [T Y] g2
whbinterygin
Flgure ¥.3

A lgy - subintervaley anl Formadas se les definlrd como la pertfclEn P -
dal faterualc [a, B3 [ sl tuablntervale TEximo semiaplesto serd 1 [ a )

b= )
For g t3cic catlfelepmos oo merms de una gartichde P oy w0 reproscnta
rhozer Jya 1 torgiled del wubintervale rad graade de lev tobIntervalcs cerra
ees [« _ - o 1.
i -
[em Sas Beces antarlores va estamsy Listns pars deflelr wna funclSnoes-

¢alernda 5 Do ) ode 1y siyulenin manara;

wPa fu-erfn v § s g tuyr dumings o 2] irterealn cerrada o, t-]u- Ila-
= etfalenda v keiste ung padtleddn P opara la cwal 5 0 o | ]'.r_l'l.'.'q"':l;.'_' Loasl.an

1w #F cask ure 2r oy noaubidagervalod ve-jatieros de F.

Flpmclhe Y.
AL L

wmoe-rlwaze poalal tlare Ia wfgulente tabls pars &1 cgbra oo Li-brey pos

¥

IO —

tales; represenie & la Tungldn gradflcamenge, . E

Pl

Spbuclfn: 200 E E
Feso {ar. )} Tietren { % ) ‘ : -

[5.22 ) 0,20 ‘

[z2.50 ) £.50 100 i : Lo

[s¢,c0 ) 1,00 AY0F  pwe—m b L1

[z ] 3.00 ozo— % i

20 S0 100 120 o
I Frgura V.4

La Forci3r representada #% urd Furcifn aszalarada poet gurple con 1a de
fpfelEn 32 zue: -

[ ircervalol 0,920 | 16 JOG 248 on cLatre subfrrpruntes | €,22 3, --
|lﬂ.fﬂ [ . | 1eg, 1k comresponsisndo en cada cave los calores
gonstantes 020, ¢80, 1.0 y 1.0, rexzectTvamwerie.

l&s antlerigres conceptos mod ¥am A serw e pars decermipdr wuna furzifn ==
wicalonads gue aproaiine Tos valares de oena Fencife conginuea en un latervale =

didd, foma se expllca a continuac ldn,

A suporemos que §,  repreiantd cualiguier gurta Jdel Imperwalo cerrada ==
[ TR I, &n cada sublntervale del [riervale cerrato Fa, b, z8m-
dramce erconirar un valor L v & cade [ be cervesponderd or oklor de L Fine
¢idny =t fa 1) et [f ) ae 1al torme que o sa furcifn gontinuas
yo= 4 Lo b, ariginalmenle plantcada, Ta poderos dopreseeiar apicnirsdarer ie

ol la Funcifa escalonada o L 1, cofer se obscrva or 1o Flaura 1ot

Ton o fsre procedd godiemey Fesslbeer o forma prrsairsds o1 prptlems plar-
tradw s rigiralrerte, que era encontrar o1 drea bajr Ta wvrwa o Ta fieora V1
ol Fhgura ¥oB a; sioen w lugdr vateubasas ol Sroa e Do Figers V0 E, A-a-
Lay Letdordn g sar igualkes Fhentras Ybefr Pl rd W cobiriercdics FaGE, & tea

EirfErfay Aercr dea ba reres Je by partia i,



¥ r
5aluc {dn:

Feried En w14 ChsD I:-. bj - [-I. lﬂ] 7 dividamcs g¥ Intervale =2 9 subln-
tarvales (guales, de damplilnd 1, vy conylrupancs una FunclBn eecpliorads, coms
sa mursird en la figura slguienta: s .1.

¥ ot
: 1
FEr ] LR ; . |:|ﬁ-:'
Funradn canrinud

B P
L T T .5‘_.!-'

Flgura ¥.58 Funcedn pacaldades

El Srma bale ba Funcifn evcelonads ¢ ;*I-] para I, U _-_a.. b] enery =

Tai rectas 3 = 4 y & = & de pusde determinar cuomg se [larcra er Lo Flgurs 3l

g lenre . Hgurs ¥.7 7 ;
‘ ;]
P BN R TI
1 hu-r:"la T ia] 1 i =1
j“—:‘t I} R R TR
N
LI

- - 54
R

51 a) mlmara

er sublrcervales Fuars mayor, el resulrads sarls ras apraxl
Flgurw ¥. 4

o Al dres Balo la curve.
E1 dres dul recténgula |!| verh lgual o f fr 1i=s -~
h o= T
cl drew total aerf 1 ' 5 Al a rEm FLE Y Ca gmw Ly Yy aue -
ey 1y sgluciEn aproslmade al problers slanleado,

Y. ) INTEGRAL TLFINAIDA, FUNCIOW [NTECSABLE,

A contlnusclén definfremas 1o qua repretentas gue una Tunscldn conclmrus ==

¥= F | x ) sea [ntegrable en el Intarvalo cerrado [a, b
¥.7 SUmA OE NIEMANM.
n Definiclan:

La Funclén y = f { ] e1 lecegratle en'ne [a, B] ; ot
LI F !:pr“Mﬂ tmdieads «n & pSrralfo anterlort E-FI f{ EF ' .ot hl“‘ ]

enistn un ndmera L ogue satislaga:

I 1+ r
&5 [{I ! Li s, e le Vlams ™ Suma de Alemasn . i fmp P45 Y Loa-0 [ nat ave £ 0 v prefifsdo, v stemis «
flemple ¥, I

I bl T 1< tartlfn 3~ 0 peguefa v prefljado entemcen:
”
Encantrar wun valor de Ia Sura de Rixmamm para 18 funcifn contlrug ¢ = ”E |:..| FLE, 3T, ~
flx)=10+xanal Intervalo cerrade [1, 0]



En ol MOMERTD A que AR vap g PV tlenda s f L )b -

ramb lén a0 putce dectr que & nbwero a4 subinpervales tienze o Infinlgo,
Yim

Al L.e

cfdn ot lmum ¢y = F [ m 1 en el Intervalo cerrada ii. b] v »e la reprasacts -
pnrJ: fFlalda, e daclr:
b Hm T ]
I Pladacs "0 fttg e

P

Mee drcosn que & represenca [a nores; el hacer tander anra u iern, 10 -
garatCiia qus (edag lgs camds [nrarvalos tiwrden a cerg, par 10 que [a [nta==

gral dafinida ne deppnde de ot subircurvalos £x.

Priardenoy tastlEa cop #F vy = F 0 o ) v conglnua &n 2l (rtervate carrae-

6o 14, b] ; antonces se satisfacen fas lgulenses condiciones:

¢ o, 4]

1fm F [ =) enlsts
€t

fFle ) eainte

et [ wlafle)
g

Comeders aclargr gae 0 la nﬂrurﬂ-nbr: f{z)ds, x regresenta I8 -
varlabile du Incegraclén, £ { u } se 10ema Intagrandn o fuscldn [ntegrable, =
og "™ limite Infeclar, ™ b " Hixlte soparier 3 ol 2Tmbalo S ote llgma slgne -
da Intagracién,

Elernle ¥, 3

Ercentrar a1 Erea 3o 1a curvy y' = #2 Timltada por las recias o = Oy

w = 2.
Lolulidn:
LA MR

Al Irvarvalo [0, I:.l , con wmpfitud lgual & -0 = 7, alvidimasle er n
n
w2

| 10 f_i ] 4 a=L axrle Jlams Incegral definjide de la tun

R F
svointervaloy lgualey 4y = = -

EMLCACES:

N

2 & & 1 .
N aiT(T{Tt-ri c—n-—h...,”.;l b
El heed Opl bfging rucrlngula terd
. 1
Aq -[l {-]--I‘ i perd [n"""'n— ko
e -
pariuunm!‘i"n}-#{—;—k}: Ah-f{r—tlﬁli"'lﬂ

coma ? 0 x ) om ol rntan:uf[-%-h!l--;— W

n
Susrltuyerda [ 1] ¢ €3 ) an { 2 } queda:

L 1 2 g 2
4, = (R S N
TR o

El Sred tegsl par;

L]
8 .
berp —-3-“ s Indecendiente de & por 1o que puede sably dn Ja yomareria, que
Zamgog: ®
n
IR
h' ! an *

i
eb problems dhEra 9w refuce & sneonirac el walore de
elZm HatemStled v¢ purda Demostrar que 23 Igual &

n
n
2
hap

nfas b p 020+ Y |,
[4 L

seifituyenda [ 5 1 en { &} gueda:
L anlne 1) (2011
! r.! ]

pesarrol lands v slapl|f lcande se obbicre:

n
= I-:i

o o f L L
(s S

CENTE] B g leRCE QU .I': Plwldne Sl I

i [
Ha Y 1 fm 7
- I ' . . ! L]
ehlonces  .nm b P ETE A e TRy
ae a n .

n 1
T b que por Indyc-=

R 11

5

= 4% {8}

rlnin ‘
' R 1]



sostileyerds [ 8 ) #n { T ) aueda:
"

# L = #
ta ., 00T 81T g Hlm | +~ ] -
i -0 i i L n 3n2 3

i £

1
pur o ranto e 6 &=

|“d|

y.h INTFRERETHEAON GUOMETPICA OF LA IWTEGREL LEFINIDA,

Lo puwdw #flerar gue |a drcegral definide 2o la FurcliZfn continud « = = =
¢y Pl w ], geecltricamente representa &1 Jroag aDa]a 2c la propia gwrva = =
go= F & om ], bimivada por las recuas » = 80, = ® 4 ¥y 3 = 3, LLE2 A FoeRLia AR

la Tigura,
g | -

b
4 = f;r:)n‘r
o

Flzura U, B

.

PN x=h

Chsdrvesu T4rbldn que Ja irtegral definfes ) : P ls ) o s dn las 3.mad
algebralcas d¢ Yay draay bals ba curvp v ne el bres tatal &n valar srsolute |

segon se efertViflea or tar sigolemizn Flquren:

T Figura V¥

S —
£
b
—
O o
-
=
-
-
Q
-
-
B
.
-
3
.
-

=

20
j [T-E RN PRSI I I o
]

Figura ¥, 10

Liwrpleg V. &
Calgular guoafirlcmmence la slewferce intsgral 2clirida;

.-.H [3-2s7co-.
Selugldes

En oate chkt v = 1 = 2 a; s la recresenismor gedifléame-te quedd:

Flgutae .11

Intersecc [8n con e! mjle =7 v = 0 por 1o tanto 0= 3 - 7 4, donde ===
-%- = 1.5 para ==1, y=1i

pars s = 3}, y = =3

Las drqsr terdin:
-l!-['l.E-I.ﬂ]'l.r'l'ﬂ.ES Lo

Ay L3 - L5 )T 02S -

oL



For 1o 1enta "T - l-] - !-2 = 0,85 - 2,85 = =1=

Da donde: S !

] {Y-2wlbdan-1

EJemplo ¥.§

-

Calewlar In glgulante Integral, wasndo ba Irterprazaclin geomdirics)

T
l-joiio*!t}dt
an gur ¥o = canlder Inlclal.

g =~ scelarnclén de la gravedad.
Vo, § fusdan tontlderarie constantes.
HAMYIALE
Er e3Cé 319 l& Funcldn Incegrable &a:
flelmwo+gt, Is repredentaclén griflcs do dicha funcitn =1

oK) v+ g

PR -
fr o 1 =T
Flgura ¥,11

Cone la Inteqral deflnlda de la fonelda F § L} = Vo s gt &n 2l Inter-
vale cerrada l:cl. IJ reeresenta el Srew belo Do curva; ta solucidic aecds

o Baig renes ; Patie_maycor

; I
n,“:;.MF_‘.LT.L [T |;|:|.1,|'DT...’.!T_

F

T T
Y = W -

por lo tarte: | ‘Sa[u+gt]dt 'u'o'l'-i—,—

I3 Altura

=
[~

e

¥, 5 FROPILDADES DE L& IKTEGRAL DEFINIDA,

& contlinoac|Bn s dan algunss propledades da Ta iategral definfdaf to-=
das ¢llaa se purdan demostrar & parfir e gu deffniclén,

Sesn f [ n Y yg{ o) dos fungiones cantfruat e el Intervalo cerrads
[l,, I:]'; enkonesi;

1.-5"4:-&-;
a

';.—E: kot {a.ld..uﬁ Fix}de k=constsnts,
3,-Eb kdwwh [B-nd; k= congtante,
4w
LN j:f{nl'dniﬂl
- 30 tladama-fRrie) 4

E.—j: f‘.h]ll'j:ll;.]d'l*j:.\'tlifl:l: r.'[t.h]

-3 [rtareatat Joasfl tHaranflataran

&% gecic, la Incegral de whe foms algebraloa de fungienes es fgual & la suma

wigerraica de Tsy ntegrales de fas funciones
4

E,rElfiu]iq!r}p:uu;ia.hiu:umpltqu::
5: f[n}dxzj: gle]dax

.- 5i k>0, 14 cwmple gQued

{ kb = b
jba T {-1— dw = ij. Flx)ds.

13- Sl gk R 39 cumpla que:

i-t I {w]da- b-e

1 - .
Ja N 114 {u-chd

Abgra demasiraremos 4 manera Je cferploy alogures Ja lan prepledades

v £l resto e dejarkn 31 alumea,



Elempho W, &

Bamoytrar qn:j: Ldemh Lo -al),
pamdl-LE

De la definfcién de Te Intagral deflnloa puedc escriblcae:

n
(et B

n o

en wite g T W ) =k

Dlvldamay el Ingervala £h - i]m n aubintervalasy, quedscd o

' b - @&

wy Fw n .
B = = B =

entofiui: & = on T8 ¥ n. cl"-!‘h 2 ‘stﬂ_.tv--

L T - ST P b;' = k.
dal fras dal kisIma cectdnguio 1erd | "'h-f {”-.}":i L]

",,"L':l":]fL'*k'Lh;—.ll-hz‘.ih

L nt EI‘[:}& L Elub'_'.l;'_ ?h-
por I tante iz i =1 n o) bt

b - a -
s ek {b-a)

b w i b-adyme (b=a}

d=0

n N+ =

gr gorde ;'.': TR M

puer 4, B ¢ & won Independientes ¢ £ o da n,

fleepin ¥.7
Intarpiator geemétricamenta |a wlgquiente propiedad:

b

N f{n}dn:cnra,tj

5: Fondax=ys AR
$olacln:

aa ba funcdEn v = F [ 0} v repfyyenidmonla grificaments sn un tlsieme-

Figura ¥.%}]

Ia_qh f [ u)dwgeerdiricamenty ropratenta ul Araa bafo 1a curva v = F { n ]

¥ lat roctas vy =8 | 5 =a y 5= b comd 4 v en la Flgura V.13,

$1¢ a4 wna mbaclsa comagrendica en nl Ingerwgln ¢¢rr;duL|, b ], ehion=
cent .-"‘: f{w)da, representa 21 bres Ay veJo la curva vy = F { n ) ¢ lag-
recias y = @, x - &, ¥ A woC, COMO Sk Putde ver en la Thqura ¥, h ¥ . Lo

- B

§

3. f{u} de representa ¢l drea L, belo I8 misma curva, pero entte lay reg
ks y =~ [}, x m g, x = b,

Flgura v 1k

v purdy CEAEFYAr GQUE!

ﬁl +* !2 = A‘

) ) b
porluqul.'_'-,I:f{x:ldhlkll:f{n]dh*rlicf[a}d:,
Wob TEQRLM& DEL whLDA MERID DEL CALCVLD IMTEGRAL,

i la funcldn y = [ x } ev contlrua rn gl Intervals cerrale E-, bl -
. - - .
_
enlonies padgie uF ACRers ¢ 0 b o2, b0 gel fue Fala fue:

-

\: F s dadnesfied{n-al -

L



Parcsurazlfn:  Ses la Funclda ¢ = F [ n } sontlnus en &| Fotarvale gerra
dq{., 3 ] T Hlaremcy mo a2l walar mlaimg de e funeldn v g 2 2l valor alinime,
ant:

k=t iz );¥a, b}
.'ft..‘]:*‘-‘[."bj

gréflcarsnoe queda;

Matie gl

TRy
4+ -

melinn | ..

Xm I“ Figars ¥, I%.

x=0 K=t

tw putde wflewnr ques me F (3 } oM, & ok [l. h]j ta~tlér se puede dacle-

L E - - - . oal
q.,..,E. mdsam[b=x)en biaw a l-propl:dtd]-pjirdx ML ra!

en Laiwr & Ta propiedad B oge afirma lo viguienta:

5: mdxis: I‘[::Idxf.sl: Hodw

yh Qub mif{n]i!

ar deeir: mib -ale r|:

Flxldusdin-al
diw]dferdo tedey 1gn miembros de la sxepravidn snterigr cor (b - al v cbiarsands
guw 1& dffarencle ceyulta positlva yo que b g, 2e ghilers:
5 Fladon
e — . X Hh
B -a -
perc F =t 0" mdyr = F L "y ¥ por bo qua:
b
A rtxraa

. f:rn]:_‘_"T:'[‘Hj

Dade que f { % ) &% cantloua ™ n T ||., b-J , deke ferer todos lop = =-

-,
——

b
valores corpreadidey entre ©ov M) como Tl_.“" . Fin] daxes uno de satoy

valcres, entonced dJube exslutdr, por 1o senos, un walor de ¢ & | &, h:} el gua:

m:f(:iiﬂ b
o sear f.l'!]'-h SI

3 2ezlr:

Fieldx

S-f FimndanseFf it lb=u) panar 1o qus 22 guerTa demsn=

LFar.

For otrd parte, 4¢ puede Interpretar gecmétricamante g1 Teorema del Yalor
redio del [dlculo tntegral, basdndosz en la dnterpretscidn germétrica de la In
tegral Deflnida.

€l fecPema €agraLe gua: Pislda=t () [b=-a)esdecir, --
asesura la =obstmacla do wn rectibrgula de base [ & - a ) y adtura F [ £ ) que
representa o misma brea que la teS: Fi{xdde, comora Nustra en la fl

gura w. 1E, &

Figyre V. 16

€ hed Bred Lo, T Araa amtCip

pero Area " Fl n_] d

*
v Ered Leicg =[(L-8)t{cl

ChcSryese tamblén que aate tearamm asegurs pob bo mencd la enlatencis =



de un valor dac. A ba ordunads ¢ [ £ ) se |& Tlara grdenata rasia,
Elemglo ¥,
("2
eteiminar al walor de S L NI
S5olucldn:

Representemos grdflcamarge lay Funclures 3

f{x]-:z,qln]-unn ¥ -‘[u]'g{n]-azunn
¥ y 4

¥ ayt Friera

_—
- 74 x

~
v. 1
Flgurs 7 Flgure ¥ 13

1
por 1o tavte & e = quadsrli
f )
Frahenx

_ R

-7
["xz sernonw F [ ¢} [h bl | 3

ot

Flgurs V. 19

chydrvese que el orlgen divide & 14 Flgura on dos partes iquales, +-
c=Cyfleg)=-0

gor 1o rancs {_ﬁ}: un--ﬁ[" -{-']] - o

i'rmE1: v, §

Determinar la rnttgr-isg [ 3+ wddan, a5T como Ys ordenady medla
fic ).

- ——
e x-8
ESL Flgura . 20

Towa 'g L3+ »)dxn representa el drey taa 1a curvs quedard

Fara & v}, v = 5
pf = B y = I

por la que al lrew de1 trajecic serd:

A= 5_2:...11 £ om LB
cane A R
MLITLYITH S-g [ 3+ x)d am= LA

apllguenas ahory el Teorems del Valpr radlo oux dice:

g: t{s1aw=t(cl [b-l]

it louyends quede:

53 {3entanafich[B.2] -4t

ror 1o tanta:
6f (¢ } =04

devde FLg ) o= By represenga el walor promedio [ oraensda medis }, gntfof

cea Fledmd + =B, par la que c = 5,
Efemplg ¥, 10O

el I{rendo el Teorema del Valor mredlo, snconlesr = v f { ¢ ) 2n la

slgulerie fagegral;
(1l »« =1 35.%x2

5{'1 flxbansrind ey

4

5+.n 2Za1is,

Solue PEn:

LYl rnprr;:nuums graflcamente la Funclén gqueds:

L



Flgurs ¥, 21

[l vwaler d‘_{fl f{x]d=x, qeambcricamerile rypredencs el drea bajo -

la curva por Lo gue =3 Tgoal & 9.

Por oirg ladoyel Tecrera del Valor maclo dab CElcals Integral artatla-

(% rtadaaorted [ooa] vee(a el

ar declry %
. ]!

‘J f{l]dz—j-f!‘][h.a]
0 wile LRG3 L-l,,hj- [1-1,5] rE=-a=8 ~{-11-&

por V& que: .
g«fle)é porlotantg F{c)=-gqg =t &

parg F L a ) =1 2 paraS =1 2.t
Y t{n]=~5=-u pETE ik =5

gor 1o tento | v 4, = 1.5 conde L 0.4

5 - ey = L5 donde 6 = 1L

et decle, v a1 casc ealacer dos valgres a6 © ( 0.5 v 1.5 ) qoe aveguran -
Ta extsterciad 2¢ or recsdngulic de bave [ b = 0 ) = & vy witora f (¢ ) » 1.5

)
aux cepreyerts la mivra drea gue Te de la jEI ftnda=
W, INTTLEEL CEFIMIGE COn LIMITD SUPRCRIAN WRRLABLE.

wamoy Fepresentado @ la Integrel definlde de 1a funclén continue £ { o]
em #| Imteruale cerradc [l.. b] con |y rnp-rl'l.h!h‘II:: F{x)dx; canblér tang
camgy Guw geomdrrlcaTente crrresponde sl Erew bejo ta corva v = F [ om ] enire
Tay recias ¢y = 0, Emayoaw bt hagamazy ghers un careblo de variable, ey de-

Dk . .
elr 4 =y, ertonces o ! Caddn w00 u) cuyestationns 1o 1equris
o +

-
[~

IRT=gral. Soiingas=s que | sutrets Suerior oy varlable, & 424 B = 3] cnton
tes el drea chignide pare cods valor da ® serd Jistinte, 1o que slqnlFlos que
es fanzilr de W, ex declr;

Ew b [ndeF{nl
n[,]:ﬁf f{u]d“'r{ﬁjiﬂﬂ['rb:]

Podemcs cand luTr qua IIS: P lu Mo deflfrea la fonctBn F [ = 1, cuye 4o

minfe &1 ef Zluno gue ol cdo ba Fuagidn F [ o ), ex declr tode valor de n g
[a, h_] .

Craflza—ente 1¢ fepresence de Ia slgulenca manars:

L

A

_'!/‘t,u:.u -
/r;/r-:':ff;;f Alnl \""'—_“\-—
AH.F/{

&
L
1 1 i
I -g FTaEn FIgT.} g ] FIRt.]

Figyra ¥, 72
E tmEtn v. 11 gura
Encontrar 1 walor da la slgulanta integrel y representarla gri® lca=er-

T&:
P2 las2)dastin)

Scluciln:

s .
Lama 5; fl:h.}dt'g; [ w+ &0 d = entorgr s
Flal=at+ A=
b=y

sh orepreaertomon griif fesmanta £ 0} Queda:



ra
Y |
-2 ‘:—\
;[ alens 2
Tz 4 @
EJ
-
b — 2 ——f L

Flgure ¥. #]

ta conoca Gui la Jnceqeal regresanta al Bras Lajo 1 cu-ua gnire

Flal ,y=f, 7y 5=a, =5, estohees quadard:

H
..1_:_':;”,."_;: nelae g
I I I-H 12
por o tantay g +

S m $u wvai représsntamss sstw G1time fungidn an un sistems de ejed --
coardenndos ¥ ¥ guedark;
)
T X

Flgura ¥. 3%
que 83 la ecwacidn de una parkechia con «Ertlce an { -2 =23 simfcrfcd can
respecto » un el paralelo al aje ¥ v chneave hacla arrlba; réTess que en O

du cane 30le inrarass 41 Intervalo [ﬁ. :_] v oqua 8 20,
¥. B TICPIet FenddPD[nTAL CEL JALCULS INTECRAL,

¥a hemey chbieslde Inlegrales definlday son 1fmice superfor warkbable, =

Tar cualey flenen Ta siqulents cepreaslfing

LR
i~

5: flwddust [n)

Enwns lemes y demostremss dhors 21 ceorema fundementn] del cllculo Inte-
aral o partlr ¢ la eppres| . anterlor:
TEOREWA:

Sea ¥y = F [ % ] una funclén continua en 21 Intervalo carrnds | 0, h:] a ¥
Wae < r [a, h]isl F{nldar 1o funcldn 2efinlda par,

r(;]-g:l{u]du s e 1)
antorces @ dr x af iut
n
Pemosirac [dn: Mpgamod no= m + 4 x, enfonzes 1 ] Guedat
one {z}

Sxéxf{u]ﬂq-F{:ud-.ﬁn}

Perc por una du 1wt propfedades de la fazegral deflnidy na taba que:

g‘:‘ "":"”"S: Pixdaav{l rrvres L0 @

,ctta,l:]

sallhced
f[u'leun-g:“"fl.'ujdu..{l.}

‘{:'-"" r{vrdu=§;

¥a qu!nfq-[a.p.+.‘.p];4“u_]lﬂdﬂ e !L}aj—:‘:':f[u'ldu:
o Au " ffuddu
wd - fFluwldu a
Hth:ﬁlld” ja S-..‘ ls}
sustltovenda £ 1} ¢ (21 an {5 1
I R N S AR s )
para £ [ a+ 3w} -F [ )= 2F [ nlaosen
TP TLE TS Ceeeow

coms F Euw ] es wna fungldn continwa e pucde aplicar & [ 5 ) &l tecrams del

valor medio del cdleulo Inpegral, es decir:



5:'*‘ tludau-tic)[envendadearien]:.],

Igualangs {7) 4 (A}
Lrlz)y=tic)iun
Lividlendo & (9} por & n:

:r.:. *f{'c]

Ahorg toeemis el Ii=ltg da I sepranltan [ 10 } sumndc

¢

Low st uas cecirjevards { a v ] ~ =

Mm £ F lad_ Hm f{c]

La vl [ Ly =0
peroo cupnds Gn v 9 F L] o« F { ],

Ewtito quer £ 0 Ll. r+ g 1 EntancEy:

I Lh_}n'(g}
N - T A

cor cren lado L:I-nc :.L[ =] _ ¢ :-[ x|

de cende sw pusde gonclule, lguslands ( 12 0 ¥ { 13 ) que:

AF e

m LU NN N - TR -

Ceomdbrframerte 12 pusde representsar da la slgulente ngnera:

' L

Feais ) f tulau

+

1 tecrems Ja: valor melfo gueds #apret 133 coro 3l purd

~r s ffuld
. (s} | d f
' B e? |
N 1] | Ic Flgura ¥, 14
: RN [ U VY
¢ | wEe | A
T =X LTaFAx
e {1 pera ab Ir haclends mas pequefo A= entgrces T [ c ) se aproxime a F [ x §, «
coma 3¢ va en el s[gﬁrentg diapramat
¥
el frd
.. e ff#_‘ i 3
eiedetiat [ 1+
T LA
a3 &
e
e
— -
iy
i

Figura ¥, 27

¥. 9 KELADION ERWTAE L& (ATIGRACIOR T LA DERIVACION DE Unk
FUKC1ON [ONTINUA,

A conlinyacién discurlremas mis ampl famente el tearemm fondamental del
chlculo Integral; se establecld que sl ne tf!n!j: Fluwldu=F ([r]
entomcEe: i

Pla) e == Flu}

Vtilfrande teoria de conjuates la anterlor se puedes papresar de la §i=-=

guignky BJfera:

“'--.,_y =}fru;
|

et | ‘ x4+
{7, A aFx) =] fu)au

I 4 -f/i - A

' o

| o

. EaVar o
i 1 I T Flgura ¥. 15
' FTEY | Ly | ﬁ'lfﬁl’



Elesglo ¥, 12
Ch
Culcalar ta slgufene Integral: 'j. am s

Solue lbn:

H]

Figara ¥. 28 ftnevtgcata F [ )=

Ex declr, madlants una transformacifan ve Yhega al concepto d2 Integratl - Fla] ouede sers

cbrenfEndase un valer F [ = ), paro ta=~tidn 3¢ ha Selerringda gua: " d { -

}“-\-5'4{11

3

.- €

o Flgurw ¥, 19 » *5'.-ii‘.'u!L{ '_-5]s.isf[xl
o du i
3 b
;—flviq“--ﬁ—l—g—‘I:'-nS-flnl
-E o u{" 5
l z-*cwqueT[--E- relma' [ K1

ber T4NtG an Quit ¢ &5 une coniiwate,

4

por lo tants: ) n” & a = —E— + [ en forme genreral,

£
*

Flgura ¥, IO
+core la ancldericada mas general de s funclén # L2 ! =

§
foma s ve [w Iovegraclln ¢ Ta o fvpcl&n ron ™ trencformaclorey j-wers b .
" " - " "o . .
vr e deche: Lo f {Tuwloduw=F{x)es" anciger|vada " de F [ 4] flenplo v, 13
La antfderivads may gundral deo F [ ¢ ) ea F [ = ] # [, donge € £+ una ;rryian
ta arbfrrarly, ¢on 1o quae Tarmeimerte podemos defielr que al T [l es ura - Rescluer 1a sigulerie Intagraly

srtlideciaande de T [ n ), antonces Ja expraslEn F { 4 ] + [ se Vlars [ntegral Cnen n d w
frdefinldy de ¥ { A ], oud 14 axpresa If (v }doe, . '
Solutidn:
Ee acuerdo con 1o aeterlor, el problers de calealar el rescdtago de 1y =
cperasif- 5‘! (=] 8 n, t¢ conerera a buscar ung fonedfn F { &) fal goe: - Coma F [ 2} = sen = paroneas F { n ) pacde ser:

Fle]=Ff(x)

cows dechegtal que F U o5 ) sed la a=tidorivada de f [ & ). d {~cora)msenxnFinl
dn

= 0% k yd QuUT

-]



AW
-

d e cos b Y4 Qua {-cosnbc)maanumt {a]

£
L]
por lo tanto 3 wn ad o= =con x *coen forma genaral,
Elarpla ¥, 1h
Calcular lg Inpygral; 541 da

Sol.clfn:

fomo F { = ) = " sntoncey:

L -

F[A}'I“'plqut'g—l-—' e =g

" R
:J -y
"par la cante | 't drea v
£ tnca Faride € P e Y tad que F* [ =) ~F {0 ) para ¥ n :EI h}
st le Ha—a Funclin primigivd ge 1§ w0 J; so poeds 3T0Lrmar que 31 F [ & ] s

a gn ferrs gereral:

L d [Jt
Filx] =g +\‘.1lqui—d;-—-— B

..

wha fureils primitive 0 F { 2 ) enccncas F | = ) & £ ramblén lo es.

£ Ve corrante arblirarla ™ £ " 52 la lsma conatanta de integraclén rs

y come se hs vlsto, es una  cantidad independiente du la varlable de fntegrs

LN

Corc 12 conatantr dx Integeacile ' o " w3 wrbdtrarin, e puede concluir

que la . F [ x ) d o tlwmw um AGmers Inflnlce de saluclones que dIFleren 18-

lg =n L3 coratante du fAtegracling

Cerylere aglarer dque park un problems dafe el valor de ls constanle de
Incegracii= e puedt detarmingr 3l 3o conocen algunss condiclieres partlcula

fe3 ol rrociemy comp e Fluscrs en el sfempla sigelente:
Elerct, ¥, 1

Un purtd matarbal sa mueve $abre 21 ele n de acuerda a 1a sfgufente ==

rapldez:

wom it b ogn Gua v kA —— ; determipar 1w etunchén =-

t ep k]
rrr i g

§i

qua raprasents al desplaramiante x, 71 s& conoce que o) mov Imlents :ml:nn

& partir del orlgen,

$aluciing

du
[ ===

e I-S\Iﬂt
para ¥ = 1 + 5 ¢

pﬂr1ounm vu:-S[ji-i:]dt-]j\dlfijldt.

T

ﬂ:-vﬂt;

k=3t . -;—- li LIS
Con &1 fin da conocar pars aela ca6c la constanta oo Integracifn s ya-

b Gua 4l a =0, =0 & yau

D=0 +0+¢ oy dondac=40
v Ia vcuaclén del desplarsalentn sard;

u-!toliilzl

¥, 10 REGLA DE BaRMOW

A continuazidn veremes un micoos pers caliular Ja [neepral defintde =

conge [da coma Regla de Barrenw,

$1 4 0} es une funcifn ¢ontlaua en &l Intervalo carrade [l. h] ¥ -
F =) en otrs Funclén fanblén contlnua en ¢! Tniervele carrada [-,, b_] tal

Tud I

Fr{w)arfial
ERLOMEEY »
b ot {x)dumFib) Fla}

Demostracifn: Hapamos h | w1} -j: f {ulau, as decirp
h [ W) es Imontfdertvads de F [w ) osea h {n ) o F {u]«c

% = & EnLORCES 1I\j~: f[u"idu-j.:f{u]-d-u-ﬂ

purlntanm'.h{xll =0 ; 0=F{n)+L

(-

it



de donde € = = F { 4 1)

hagamas ahgre o = byan(onced:

:"’fluldu-r{x]|+c R

amp
peroa £ == F [ n ]

b . - 1 =k
p-c.rlnunmg.l‘{u]du-i'{b] Flal FI:I']!_a
que £1 lo que e quarfe demastrar,

tlerply ¥, 16
ulr,ulnlrS: {]:3-1:1+5}dn

Soluc|én:

En base @ o1 teoremas sobre Integraler ie punde affrmar y-e;
L 3 F]
' =‘S" t!-3-2x1+514=-5, ]13‘“-5: 20l dn

H
ojg 5 da

encontrands akars wnat funclones F {2 ] talas qua 1! (w)y=f 0} secbtiens:
!h ] " ‘] 1 & -1 L
1=35—), 15— 1 ¥l

Urlilzende shors ba regla de Bartew quade)

O S PO PR

pedt2s6-16) - Lek-B) o5 (2]
|-+tzl.n;|-—:- (560 + 10
1= 180 - 171+ 13 = 1% - 37.}

Par 1o tamie:

{ = 152.7
E|emple ¥, 17

i
Caleulsr &1 Area deflalds por L& curvd y = boa =, gl e]ew, v lay -

rectes o = | y 2= L

Solycifn:

Shy=mhn- hz
ry - ;! - bhowoel o ak
I I

-lv-‘l}'ihvl}:

Flgurs ¥, 11

que ex Iz ecuseldn de une paribola, siméerlcs cOR FEIpECDa a un e]e parala=

1o 4l ele teon vhrelew wny {2, B ) y clncuva hud|e abala.

be la [nterpratecidn geométrica, s¢ contdce qued

b
]
las rectas ¥y = 0 { wle L], 3 = & v x = b par 1o que v puede aflrmar que:

Finldw raprescots el Eres bajo ls curva v # # [ 2}y -

_ﬁ { &~ ;: T 4 x pepresenta el Erea baJo 1w cueva v = b - :1 | a]e -
Wy las rectas o = & y » = b; n continuacldn calcularenos el valor de Ta ==
Incegral definida Mlifﬂﬂ-bﬂ-:l en las proplededey de 1a Integral y &n 1o regla

de Barrcw dm 1o $lQqulente mancra:

‘g?lin-nzldn-h‘gz’:dx*g: !!d;-:.

173 3
hSi’xdn-h—;—]l.:,z]1 -2 (9~-1)=16

pero:
3 ]
. ) N u - 1 . o if
vo§iete '—r]s oL R nlL et
pnrIntintnS:[h:-lzjd,.|5- .;'E'- ‘5;25_2}2
.'l.ru-—!i:-—uz

'

HL.
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Vir, 4 ELRIIS TH, POTENCIAS,

Eristen serics cuyos LEemings ne necesariafente ton cons-

tantes; ror ejenplo, la serie

n Fl 1

ﬁTT-II*;'iT‘LI.”' {“”

worH

r
gue Jlamurece<s serbe de potencias de ».
Fa claro due para cada valer Jde 2, 13 serie (1) 05 una =c

rie 2& IFroiras constanies. Veaoos alpunos cazos.

. 1 i i
i k= ., Se tiere la serie convergente:
z r;}“ 1 1 1

I LIS + ¥ -
et e+l T 17 7

w4 o= =%, 8¢ tiene la Serie divergente:
2]

-1 - 1 27
iU I I

GEtesc que hemos tonado x*s 1 oafin coando s Tucda vales

L]
Fs clarc gque nara xsf

o g

G

certo, for eonvepiengly para la netacidn.
3¢ Ligne R scric ganvergente. )

Crmg vernas, no pard todos los valares Je o ae ohtieren -
series coanvergonted. [+ iaportante crionces saber pard que vala
ted g 2 v meriv 1) couverpo. ]

To e pald cicrtgs valores Jde o 58 obtienen svries al- °
sethadas, aralicepayd la serie Je valores abhsalutos:

R

Jh
ﬁle _ (2

waf?
Jpiicarde el criterio de J'Alesbeort, la serie (2) cunver
Be pida teelu valagr i w b tal o gae

e

wl

1
H= xr‘-
- n'
Ly Jecir:
lim . o+l
W LU Frad
o hiep:
bim ol e | Ya sl xona depende Je n)
[ ] fe= rrx L¥a q]les pEnee o
i o+l - nel .
Lomo ;l? E:«ls ;1_ il I, la serie (1] Jonverge

wara loada v tal due:
|s] «
Ln ¢ensesucncia, del teorena VIT. 3, la seric {[) es con

wwrgenae Labsolutamente comergente) pard valures die a taics gue:

=] =1 o hicn; -1 x5,
Pata {x] = ¥, ¢} ¢riterio Je d'Alepbert ne o= aplicable,
frucs
| n+11i
A
- . nel
bim — —
N W0 !
nr-

v deberos apalifar por soparada $es cafos cudande arl b ox=-1,

Patn s 1 s lticar la serie ivergente

-
r _!_ R 1 A | = 1 n
- =

el me T 2 I T

sopwica aw-1 3¢ tiene i =eriv
- n
I =

- 1 | 1
1 - . - +
|H= 2 H 1

i e Core rEen be [rwid i lmenie et e TRekbo b,

nen



Tes gue

liraleente, juede demostrarse yar padd velures Joe 5 13-
1.1 « 1, Ya serie (1) o8 Jdivergonte,

' n

] S PR
In resunen, la serie L oeT  ¥F tulborpohtce GRiCadente
n=f
Fara valares Je » enoel intervalers
— i o — L
-1 4 |
L I A
1lazade intervale de converpehcia.
- R .
Tmesicieids. .
CAEETLS N L TR
' b scrie de 13 larpa
1
! . n H ]
| - an L T I e
| " ‘
- 1
ir:cibe vl puehre de seric de porencias de k. !
- '
| Una serie 4e la forma '
|
1 []
= - .
! - ] . ' 1
I a fx-al -aG-Jlfx-hJ-a:{I-u] teee
[ neq .
| }
T

e

tar J¢

siempre Converpe Lara x=d,

la setip de potertias e (+-ad.

‘réegibe v} nambre ce sorcie de ]ulrhulﬁs de fa-ay,
[l L

e ——

Sbtesc quue 12 serie de pelencias deos oegonn
Ghsepve que os5ia dltima = =
¥iogat s 1ItLei
-

h
L an[x-n] "y
n=

A cada serie de porencics worresfooabe o inceevale, 11.-

mado ]n1grv;]u de convgragnclal ral rIE 1a T ddnm vl go s brlag -

Fente para t6da 1 en el ipterior de dicha dntepvala, 3 diverpe pora

Zase parthon

e a fuera Jde £ E1 puato sedie del ointervalo £ a.

f— e e —am mr - L 1 —r——— —_ ———

1|1Lr.1-n.4 vil,

Si Yu serie de polengias  E oa_ fa-a1®

1n=1

n COnYeTEe (&l -

Al menod ung wAa v o diverge ratd Al menos obtro valer de %, entonces

vaiste un afmero real posithea r (1lamgde radia de convergencia) -

tal gue la scrie ws absplutamscnie (oavercentr pata todz = en £} in

svrvala fx=a3] o ry ¥ divergente para tolda v fucra de £ {|x-afrry.

e e e A e LT e B B g e —— = 2w A mm

Segao los teeremas V110 3 vy VI 1, ¥ por el eTiteria dc
A rlealert, la serie

. n

r -

] 3, kx-3) ,

ns+Q .

v.o absplutanente Convergente Kl

lim 4.0
|l'a| N H] < 1

¥ ovs divgrgente si

- a
.. lim n+1
. I2=a] .. -TI;- 1

I'sTa 1o puntor en la frontera del intervalo de canvergen
cia, vl vriterio de d' *enbert no es aplicable, por lo qut se hark
Necesarlo Al izar par separado la convergencia de 18 ;erie en dichos
TUBTas, .

b cases extiete ¢l intervalo de canvergencia puede re-
Jueirse A un 810 (RO asg, on Cova case Jiremos gque =1 radio de
CEMCTReRE 1A é» CoTd; © hieR puede abatcar tedo el e3e real y dire-

vadia Je o conwep,etpcia o es inpinita,

s e e |

e e an

L R Y ——)

(15 Lu demostrucidn de csie: teorems s€ omite por esTar futrl del ul
cante Jdoeoeste cursa, L1 estoliagnte intecvesado puede consultar -

landa alemosrpacin en Lo oaeferencia 1opig. §526.
L

5



Ejempla VII. 12,
a] Okternzancs =1 intervald de convergencla de 13 serie:
L] n i
T [I-5t ] o+ X-5 - II'51 -
natt 3 (ney? 12 B

5¢ riene que

. n 3
;I'SI :jf !ﬁégill"—r £ 1
L (n+2]
—_
implice que
Ix-8] () < 1
o bien
lz-5] <« 3

por 1o que r=3 ez ¢l radic de convergentia, ¥ la serie converge b
solutazente para todo valor de 2 #n #) intervale:

=3 c x-5 s}
ex declr

« x <« 8. -

Arialicemos la serle en los extremos Jdel intervals. Para
x=8 58 ti¢ne la serie

- T L] 1

nED i"{nfl]’ i nEﬂ [nll}’ "t % ’ T% T
que c3 Convergente [serie p, com p=1).

Fara %22 ¢ tlene la zerie

: llilz_ﬂ_ - ; t'l]n 1 1 . | -

‘ - ‘ *
neg 3%(n+13" n=0 [n*i]: 1 3 1]

que es Jhitolutamente conveTgonte (ver serie antericr).

= n
Fn resumen, la serie I i%;ilﬂm- #5 coovergente pata
n=0 ¥'[n+1}?

todo valor de x en £l intervalo:

o
&0

?ixs< B
Obhserve gque ¢h €5tz case lw convergencia de lp $erie en
los puntos extremos del intervaleo =3 absoluta,
b) Le siguients serie converge dnicamente para el valor a=-1:
Eu ni{ae3}” = Texen)eri{xa3)"4. .,
n=

ya que, para @ § -3:

i 1! 1i
FRETRRELG I R PR TR L L PRI

¥y per ¢l criterio de Jd'"Alembert la serie diverge.

] La serie

x 7
i

n
ET 1 v X+ qr s ;f L]
n=0 ) . ’ -

L

canverpe rara tade valor de x, ya gque

lim n!
b=

new [ne1]7

i 1
= Ixl ::: T " fx[:0 =0 <1, ¥

Convicne aeacloner que, 5i

. n
£ a, [x-a]
n=l
rs uni scrie Jde potencims con intervalo de convergencia |z-s|<r,
ENTOnsYN:

a] La #erie puede derivarss tfrmino & téreino cpn diche Intervalo,

¥ 1a serie ohienidae

- n
3 na_ [xz-a) :
1 n

n
tiene ¢l misme intervale de convergencia.

b] La serie pucde intrgrarse términe & tfrming en dicha intervala,

¥ la sexrie ohtenida



-
- n LI
Ly e )

tiene el mismd intervale de convergencia,

vil, & DESARRECGLLO DL FUNCIONES EN STRIE M. POTENCT A%,

Una funcidn pueds desarrallatse on seric Je potencias Je

posiguoienda varios precedimientos, Por vyenply, para la funcifn

prélengando ipdefinldamepnte la Jdivizidn

-1 v x
X
-a o+ ot
h‘
_11‘_ :l.‘

se ghrendrila jue
. 1
t{x) = T R R L DA T i T

Ohsfrvese gue para 5%} la expresifin anterior conduce a un

resultado absurdo:

_i::]o}t\}o:?t

ya que Jicho valer estd fuera Jdel anrervale Je convergencia Jde 13 13
The (1x]=<1]).

En camhiw, pare valares Jde a dentrg del intervalo de con-
vergencia, podepes aprexiuar 13 funeidn tomands un nfimers finite -
e rfrminos sin cometer R errar Mapreciahler,

Por ejemplo, tomenda los cuatte promeros téemines

- H 1

Flz) = T%; I IR TR A t NI BN B

1 .
lara 1o valores de X 4 o, T 0, se ticrne:

¥

1



L ] T%? Inasx r1
-
ﬁ I -
E 2 1.3-‘}
- 1 .
I 1.3353.,.] 1.3:28
- o I 1

Fro mughai ogasienes se £379¢ gnd FuRclén duve expresidn

es 1:ffeil Jde manejar ¥y puede resultar

convenienie sustituitla por
un polingaiuv ob o x e grado n, lo fual sg puede logidr si lda fun-
cidr se Jusarie] ] ¢R una Serle Jv potencias ¥ s Taman 1os tfimi-
nos recesarigs [ara abterner la aprosimaccin deseudu.

Ecric 4e Tawlar.,

Seax {fs) una funcidn, y busiju,.mos e;prca:ria en la {orma:

(1

1
!Ix]-a.*H,{L-a]*azrn-alz*aifl-al LIS
-
Fars shlene:r los ceeliclentes a, pademss proceder en la

sighicate (@rfa:

Machionde en (1) xwa_ 2¢ obticne

F{aj=a,

yue es cl frimer cocficiente, Para ghiener las resiuntes, [omyemds

fus derrcadas sugesivas de (1] en €Y intervala Jde cenvergencia Jde
la serie; -

£ fe) = 3,+Zagfx-a)+Ja,fa-a)ieda [x-a}'s...

(% fa) +la,+2.3a,{x-a)+%-da_[«-a}’+...
E*1rik) #2.3a,+2.3-da {a-a)e. L,
L PURES N B PR

AL IR a_ee.

Hagivpde en cstas ciprodiones i=a, obiehcmos

e —

- . H
EGx)aCra)-f (ad x-a) s e £33 80 e pmr . 23300

(7 (0
4] 4]

Lievando estgs resultados a

copocida come farmula de Tavler.

intervale

ra faada »

It pas

(11, se elhbiene 2i ¢apruesidin:

; -31A
_..-,hn.,;.isﬁ._-... ,

Toda funcifn gque admitd derrvadus b chadguicy codos ooun

abierea {x , & 1 puede ser eapresada sepldn esta Jdrenla pa
. 1 1 !

ea Jdicho intervale.
| yjemplo V11, 13,
Fara desarrallar en sel1e de Tavloer

Je (x-1Y, valculemps:

Ia funcidn F(x)=l. en

] tsnd = La r {11

G 8 % re (i

SR ECILY £

X

(LA {L] F 3_; fied {I]
X

Yo - 2 £V o
i

(M gxy o eyttt e

13



FOr lo gue:

- a
erj-[;-I}-Lljllz; Liilll . liill_ T T L liéll#.‘,_{1]

Cormo et f8cil verificar, w$ta serie ef absolurtamente <on
vergente €0 ] ipteyvalo
Ij"]l“::

y condicionalzente Convergente pera LTe Jde Jos extremds (x=2j; ¢h

conseciencia, la orprestdn (1) na es vilida para a fuera e eshe 10

[ervalo
%S¢ arpstusbra decir que (1) e&s un desartollo en serie Je
Taylor de Ya funcidn be en un covernd de x=1,
1 Ls pasitle apreximar ed IGLJTit;B natural de on adme1a a,
dencro del intcrvaln Joe copvergencia, sediante el polinumic doe tur-
cer grado:

1 ¥
le= [x-1) -+ -{—I—?—}— * u—ill'- Demgl,

Calculemos, pet ejoerpla, vl logaritme do 1.50

= 3,0t

. I & -2 L & I 18
Li.5 & {L.5-1) 3 3

Es claro que tomando mds términos de ba serie se 2P rIeRe
urd Bejor apresicaciln.
Yerandp gIRCE LETMiGUS:

i
]Au{j,-l]-.:.i.ii.u.!ﬁ

pars x=i.3 s tendrd
L 1.5« 04073

que se aproaima nds 2l valer real L 1.5« 0. 405465, ..

o ¢n la serfie de Tavlor bégemos a=0, ablenemos:
= —rw— = — ——

| i . (n n
SO0y e 0 Bt (03 pe T 0
prlmt st T 1 T

Exprosidan que nos peraite desarrellar la quncifn en und e
vie Je potensin: Jde m. Esta setiv &¢ cenoge Ccon €1 nombre de serie

de HMacltiarin.

Fienplas VID, 14,
[T Jdesagredloarn La fun1dn e® Ll aurit Wy Maglaurin, val

Culuicds:

v {(x] = ¢ f pidy =

17 fay =t T

rorxy e et o =

I—in][” . {.l t{n](u] = 1
Fer 1o gue:

H 1 n

R S (IR TR
o el

5 - h"

€ = I = L1}

no
n=i

Comn vimos en ol giemplie V11, 37, &1, 14 serie
“ s
nfﬂ ne
convcige para Tale valar Jde x, por lu yue T wxpresidn (1% <3 vIIE
da 'r:._l»:__
Fn farma aRrdlogua, puedew abitvncrie tos dezarrolins cn e

e e Mg laorin de s Lnociones sthe ¥ COFX7

vy



1 3 ! -1 A
g i x n+1 X L]
Sth K= X~ . - ..r (-1] — L. J| =z
r 577 In- 17T ! L
1 x” it ney  xoW -
ces = logr ¢ Tr - gyt 01D R tomemos 1% primerss cuatre términos de 1 serie (17:
Come ¢4 {f§cil comprobar, 1As series senx :'1 B S S xt
. X o 7T
In+l .
Y n+l x
3 (-1 aTyT de aquf gque
L0 -n :
) 1 hd 1 H . Lk
) ¥ e : - % L -z
P PR En fi =5 . f', (- 3y + gr - ;) s
L b EE - x
n={ ~nl. -
sgn tambidn canvergentes para twdo valor de oz, @ s€a:
-1 ] ) ] 1
|'| ﬁ-\!l: L -mx "-rﬂlllr'--T'-rI
- . {373 Y [ 1
Ejemplo ¥11. 15, = T
Considercads ¢l problema de¢ valuar el 1fimite: 1
- J, EeE gy - (1- B.05555 - 1.03707 - 0.00003) —
lim SETE x X
b Y] x - 1 . 1
= [ - D.Q0GAL ¢ 0, 00605 - 0,00000020
¥y la integral: -
Findlmente:
)
Zena 1
J, s J I PRI PR
I . r
¥
Estos problemas, yue no tiremen und seiucidn inmediata, {ue
den resolverse empleando el desarrello en serie de potenci.. Je ld e s
Ly mayerfa de los coocd]tes fral.ndos en este capftula,
fungldn senx:
’ £ x? pueden generalltarse para el Ccaso e -viies can términos comple s,

R
- - - .
SCTE I !T S-T T!' P

Por ejemplo, 8l inicia de la seceidn VIl 4 vimos que la terie
s ciecto, segln la espresitn anterior

- 1" Y x? x!
| r I - T
sent , g . U S L o pepy BTV * \ L
x SO 4 BT Tt
converge ahsolutamente pari
de aqul gue: .
H le-:]-
iRk sch £ .
] e * Si » puede tomat valuties complejos, Ix]| represunta =l -
) Atora, para obtener un vaiar sproximade de

mbdulo del ndmera conplejo o, 3 la vkpresidn |zl gqueda repre-



sentdda en el plano de Argand por la regidn:

} cj* imaglnario

= gz real

que reCibe ¢l nombre de clrculo de convergencia. CEl radio de con

vergencia t+1 3 e} radio de diche cIrctlo.

Parm toda xeC en &) interior del ¢frculn de convergen-

- n
. X
GNVeTRE .
cla, 1a s=rie nin =T €5 abiglutaments ConVeTgeEnte
in #) caso general, la regidn de CONVETZencia
Ix-a]
estd representada en el plano complejo por un citculo de radio 1

cnn centro oh xma

Farmulz Jde Luler.

tansiderando que s puede tomar valeres complejos, en la

expresiftn:

I L)
¥ x ' O,

[ Y
I
LR LA + A A+ S 1

‘---

podecos hacer  wedi obieniendo:

- | P Y
T S # T NN 1] E A (15 M L1 IR 1 MO,
a bicn:
- i ] ] ¥ ]
Bi ] -] ;] . B B
et =1 e bl gy -l gt gy rigrogT T e (3

Far otra parte,

gl o, 8"

de las funcionts ya desarralladas:

cosg = 1 - ITITC ET + .. [
] 1 T
send = @ - %T * gT - gT e
por 1o gue:
13 1 ]
fseng=ie -1 et 8r- e .. {3)

'er las propiedades de las serles convergentes, de las -

eapresiones (11, (I) y (3) 3¢ concluye qﬁ?:

ai

= cas & + | sen B

+
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Fupreoa ke et vcaments ol c-:.m-r;_T"!um:enq'a
del drtPtalﬁﬁ\Eﬂfd de un TukrjE gl £5 lanada verlwabmegnte
Fadie arrils com vz iiloadad inicial W congidersndo daeuprs
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trrlmzm 'l'ra"r-nr' e 'ﬁ'it'ﬂlllln sar L\as{‘lﬂ“_.".r..!" 1:.-; a._.fl..n'r_.]-u-*_'. ..'1_...r_' '"uIH“-'LI
ree ekl Lendeaena 1 enliies dederminar codien de e ilun e,
ependientes + cuales wigwpeadientay i-.aficruc.rm‘z.h.-l dalog.
revage. hallar Lo ralacinn entra gllie & Toods Je wes buy figuce,

Bl aneliwis del gavnciudo fousees comchar ut ey
Faron wnte un peobloma dialimica o g-=, icr lo lanto, las va
ruaklag ivohe radas basvasrmgats scras ol J-"I-EMF!: “ el oden -
Pl.b..—ntn:l‘-n e, QLMIHH’ "ot condui e modony vaalulis .
Vwpmeate relecionaday coom PR | FA T Gue mon o valodad
¥ L scelevpcan

Ahora buen, dedogue el desplaizeueante del ratrie,
weilde a pacdic de 1.-‘:-...:ianu:lr'_' de la beerra, wdquiens 3 eren
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b variable independienic b, s daads r.:luel [Rre g wla dalew
de ot bay une | ils wun valnr e Y, pradeses glirman que
‘r oy {u-'lr_ll:uw de § R AL T"' \r“}_

Por olio biba, temnin astamacn g la e problong d
AEMILG, fnAuiEnd Que 'h-\-:a-h":.'.. W dragraets de curcpo bibre .

FLiT T @
.-

'16 L
w%—::o

Fg.

- . 1
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E-‘ "“3""\-'“;zﬂjfﬂ dl:tlll [E7 T o1 :-;jt - Tliidﬂ Por 1.;
i:sjlund.a 1:.1- de HeTon, Ca % la "lclr J"q-\.uu cpoe mon par
reale relacionmr las \Iariaugg iiin!h !pr_aiin_ L. .-..-P.-:-.,}dn
£%

i - ma

del drograma akdenemon bo wigueate .
ETy a-mq. |
For Yo ranta :

R T llﬂ.

prra la =calerazian puede suprerarie cntirmnen de la u!llP_

cidud = el dewpls L=HLEH+¢-~1 tacpda cass 'i'lnq;wns o has w
q'-..nf..-.ia-i. £aprewinres |
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o i‘vi_ci ....... e {1 4
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recdalo matemalico Jdal "prnmi-ﬁl , B ity | gy Vs shut Facdnm
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Podtwon obaner var gue dichas £ {7 R ONEY B
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‘::1&:1 el penrizle del -‘:r'c.ur.m.t

A et

FIH -
por 1= g hb e ot
- B‘lﬂ-! t

tw-xw'\ix—ﬁw‘]- 3

et
:I."r"-IiTY't\f't AP g =]
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