
FECHA HORARIO 

o el 21 do 
Febrero • 16 • 18 
18 de M•o c/día. 
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U.N.A.M. • FACULTAD DE INGENIERIA 
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 

PROGRAMA DEL CURSO :ACTUALIZACIO~J EN MATE~>ATICAS PARA INGENIEROS (l'ILGEERA). 

QUE SE IMPARTIRA DELoer 21 de Febrero al Ú de Hzo. DE 199 3. 
' 

T 
' 

E " 
,, • 

p R o ' E S o R 
' 

CONJUNTOS 

' ci6n y e j e=¡:pJ..o.s_ relaciones en conj1mto Fu<ontes Mava o 
y oPeraciones, producto cartesiano. 

NUNEROS REALES ' HtAGINARIOS 
. 

Números naturales, enteros, racionales,irra-. 
' . . 

' ·" 
Op~~~;iones binarias y '"' propiedades,grupo ' camoos . 

. 

' '""'CO< 
Definición y ejemplos, conceptos topológicos 
y UOCl . 

' '" 
Definici6n y propiedades,dependencia lineal, 

' -.~b¡¡ •ra- i.cs..,. tra-sfo.:c~~c'o 

1 
·nes lineales . 

. ' . 
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Definiéi6n y ejer:1plos, operaciones ooo matri 

' 
, e l.n~ers ' raciones elementales 

. 
equivalencia de mati"i j y 

oee determinante$ siste!:las de ecuac·anes l:i:-
. neales. 
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ACTUALIZACION EN MATEMATICAS PÁAA ¡ l~E~IEROS' 
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El S!ST~".A ~E LI)S Nlii1ERDS REALES 

'"j""'" •• lo "'""<h do Cüne<" 04•'"' 
~· ~o •·•·"•• •• r•t••l•d• •• " "· ~. •. • . • 

CAPITULO ! El SJSTE!IA DE LOS NUMEROS REALES 
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CAPITliLOl El SJSTD\.1 DE l05 !MEROS R[AL.:_S 

h dHicH pnc!o .. =•o4o opo<KOO on Lo hlo<~<!o loo pUmoroo nO.•· 
roo, poro tonamoo lo eortoro do ~·• lotoo luoron loo ll.,odoo n~oroo 

noturoloo 11, ¡, J, •.. ), Loo"""'" our91oron do Lo ooo .. ldod do eo~ ..... 
Ton pronto <QmO d ._..,, do]5 do oor nll.,do poro de<l!eoroo o lo oqr~ 

eulturo y ol ,_,, ... , tuvo oo<oOldod do dooorrollor forzoo oodo vol 

eo¡or" poro eontor y pon ropuoon<or loo nlloooroo. El ootudlo do <6 

ao tOloo lonuo hu e•oluclonodo huu convortiroo on loo ootualoo •• 

<oeorlo ~< 01 oolo un ll~ro cooploto. 

•l Oo~ro prl~itivo roquorlo ""'••••nro do lo• prl•oroo nQmeroo no••· 

u loo puo conut. Sin oU>orqo, con ol od•onl•looto do lo <lvllU!_ 

cl~n ~uLo •• Utlll<O< ndooro• oio y ~•• orondoo, hooto quo loo ont1 

quoo qrloqoo dloron el ool<o ol oud•• eoncopto do lnllnito, nootOn 

quo <<qutr16 do un olto trodo do obotroecLOn por tr ••o oll& de <~• 

""'"'""" J!ol<o. 

' 
~<IOO~onto, ol pooo do 100 ontoroo pooitivoo o loo n~otivoo ~·••! 

t6 ~h <liffo!l. Loo """'"'"' noqottvoo opantloron '"""' ooluclonoo 

do ocuoc<oo .. ton pronto,.,.., loo ootoúUcoo oo oc:up.o«:on dol "'•! · 
~ro. Loo 9<1e<¡oo, ah proocupadoo !'<'' h •-•trh q"o pOr ol •1••· 

l>to, ••••"''"'"" loo n!lm.roo noqatfvoo o) no pode< nprosentuloo 

9<'11c~nto y odoptorloo o ou q~mot•f•= olontroo quo loo chlnoo y 
loo hlnd~oo, por ol contto<lo. •~o~loton lo oolotonolo do nO:oroo 

noqoUvoo oQn ontoo do lo.,, crht!ono. !.Oo nel.oroo nogatlvoo, o in 

,...,.rqo, no tuuon tncor,..,rodoo cooplot~''"'" ol cuorpo do loo oat""! 

<ltoo olno nooto •••• con lo publ<cocl5n do lo obro do C<tolooo Co<d! 

no, •oro """"''· 

roo noo•tivoo. 
matooHicoo co~o o1 p&piro Rhind, obro )egodo por lo culturo ••>polo. 

1.<>0 nberoo <rr•«onoleo tlonon ""·"'""uno loro• hlo<or!O. t.a noeo· 

Ud·"' do ootoo nd<ooroo •• noofa prooonudo yo o loo onti.uoo q<!oqoo 

on '"' oo<udlo• qeoát<!<O" Un ....,o<qo, no oo "'controron dtodoo 

ootloloetorLOO poro lo oonotrue<16n do ootoo ndo.roo o partir de loo 

roe!Onoloo o¡no haoto ol olqlo •r• con loo <robojoo do ~tenord Oed~ 

kfnd. Fuo on """ ofqlo eu.,.do loo aoto~.lt!«>o >ooruon dor unld<d Y 

fund.,..nto 16o<co ol ootudio do loo """'oroo. 

En ol .~o do ""'· Cluooppo P .. no prO•""' dneo '"'"'"''o pootulodoo 

~·· coroctorlton cooplotam<nta ol conjunto 4o loo nG.oroo no<•••>••• 

oo<oo <inca poo<Ulodoo u utlll,.ron co.o puoto do putldo poro uno 

conotrucctOn totd dol ototo~• du loo nll»oroo ""''"· 

A""''~•nto, ol eotudLO óO loo """""' ceoloo •• puodo •~pronder deo· 

de Joo pun<oo de •"" tund•~ontol~••'" dU<lntoo. 

Uno do olloo 00 ol co,..otdo ,...., ·~•r..Oo conotructl•o", •• ol ,;,,¡ 



' 
00 ootudlon P<I04f0 loo ~G.eroo ~O<U<oloo y o porrtr do olloo 00 ·~

t<oduoon loo ont .. oo, quo o ou vu Ol<Von e~ ,.,. poro <!e !in lo ¡ 00 
nO&oroo toCIOOOlooo por ~ltloo, ln<roduclo~o Loo nO.oroo l<toctono 
loo, ,, co.pl•to lo conotr~ot~n. 

!1 otro punto .a vlot.o oo ol u .. od~ "en le><¡•• .. ,..,,<ico•, en o1 cuol 
loo ne&<<oo •••loo oo doflnon eoao ontoo quo ootlofocon ~ <on)unto 
do propiododoo yo eonocldoo. 

<1 oole><¡uo oo!<&ltl<• •F<Ov~no, por oof doolrlo, loo rooul<odoo do 

oofuor<oo do o•nouoconoo do ... tontucoo, paro to~orloo co~o punto do 

poruo.. U~"""" cono<<uouvo, ,..,, ,, oontnrlo, 10 tdonUHoo oh 

coa lo '""'""'~• Olatd<1co do loo Ooto ... ucoo. Loo peoptododoo quo 
00 •> ooquodo <nfoquo oo ooepton co~o ••lo~••· en ol mftodo conotruo

"'" 00 '·"""''" """""' Y F"" <onto deben oer de..,otudoo. 

'-" p1uenud~n quo oqul h•.<O&OO oo •••~e jo ~h U nHodo oonotruot<

'0• P"'' "'"'""'' ~· ooto oont<ibuyo • h =•oronol~n do loo concoe
t.Oo fundooontoloo. Un o..,n,o, n<> hOo p<eoeupu-oo do~oUdo por 

"""'" <lonoo •-etao fo....,lu do lo oo""'"""'""· puoo ollo po~rlo 
doovlor lo otenc<On nao! o oopoetoo que no oan do topor<onclo fund•••~ 

Ul on uno p<<-oco opooo<-<e!On ol oo<ud!a do I<>O nllo.oroo. ~~ loe<or 

lntore•••o •• loo oopoetoo locoaloo pUodo roeurrl1 o loo roforonO!OO 

!1) 1 1>! quo, uporuooo. lo doj&<h Ootlof~<<-•. 

"'9"<~••• todoo loo quo Oetud!on ooto llb<O oob<ln cantor, poro qu! 

>1 "'Y pocoo 00 bobdo p<otuotodo qul <o ~Mor. 

co ......................... . 

• 
conttdod, nactdn p•<•<<lvo quo pooeen yo tntoll•••cloo pa<o dOOO<<o· 

Uoo.,, """"' loo do ol9unoo .. , .. ,.,. "'' nl!oooroo vtooen dooputo y 
cono<Huyon un potrdn o nferon<ta poto ootoloeu lo c.,.po.rootón 
<ro eontldodeo, 

., 
Un p<qudoo do doo oñoo quo juo•• con «U <aloroo en ou cuno percibo 

cuondo lo le eocondo •••••• do <ll•o• ooto oo, poooo lo oocl6n do eo~ 
<!dad, ounquo na .. n, COMO<. 

01 loo ~''""o con ""' ol niiio juooo fUO<>O dUo, on luqo< do troo, 

dlf!oUoonto porccb1r!o euondo uno do olloo lo fuoro ooeondldo, Sin 

.......... =n •••• """ •• ou ........... .. 
nonto oo dorio cuento cuando foltoro olquno. 

01 orocooo do cantor, oof 1''"'' oo tund .. on<o on ol do •aporoor"> 

p<'Oooo U quo loo ••u~ttlcoo ''"''" •ootablooor ""' ooueopondoneoo 
uno o uno•. · 

Poro aOuMor oobro ooto ooncop<o, eonOldOio..,, un oo!On oonde hoy U· 

llu Y poroon ... Poro ooOor U lo oonUdod do ollloo oo lquol o lo 

do peroonoo bOOtO<i eon pod1r o lotoo quo ;, oioMon. U oobcon ot 

Ll•• o poroonoo oob<eooo quo hoy ••• 4o loo prl••••• o~~~ do loo oo

qun~os, poro ol no Oobron oflloo y todoo loo poroonoo oo<ln oonto~oo 

41<eooo quo hay <ontoo Olll•o"""' po<Oonao, ooto u, """uno "oo

«oi¡>Ondonota uno o uno• ont<O 01 conjunto 40 Ollho y ol conjunto do 

poroonoo quo oo o~u•ntron '" ol oaldn • 

.... oontor, "".,. .... o ................ a. ... ooe<onor "" ..... . 

quo noo Ol<VO <<M»> '"'"'""' P'<• comparO<. U<o po«On eo lo !<..,. 
do "oooolo do loo 0.._0100 notu<Oleo" quo todoo eonoco""" 

,,,,1,1,5, ... 

O..ondo eon<oo.oo un <en¡ unto do Objotoo, lo quo hoeeooo oo ponor on <! 



' 
rroopondon<to ~o o ~• loo objotoo qoo con<~• con loo ~r10oroo n~ 

""'"' ooturoloo, o ~ortlr do! uno¡ ol ~ltlao n~ro e~ ol ~-- ooto· 
bh<=<>o lo corno""""on<U ""' !~leo h cont>dod do <>bjotoo quo «! 
no el <OOJ""<O. Ao!. oi dooo&OOo con,.~ loo htuo do la pohbro 

"AL<EB ... , eotoblec..oo lo correopcndencto• 

• ' ' • • • 
1 1 1 1 

' ' ' ' ' • 

Y oncontr~oo qoo tiono oloto Lotroo. 

' 

• 

1 

' ' ' 

C.Obo roooltor quo lo poLobro •oteto• oo "" noal>ro quo oo •• ooi•••~o 

o! nt.oro, do lO ,,,,.. _,.,, q"" ol eo<lcur '1' 00 "" olobola qoo 

10 utllloo Poro reprooontorlo. ~~ oloboloo qo~ oo o~ploon poro ro 

......... """""' .. u ............ ! .. . 

<o <<pottooto no contundir ol n6.oro, ~YO oo ~• <doo obotrocto, eco 

'" """""o con ou """'orol, quo no oon da qYO uno polobro o "" ah~ 

Lo""" oo "'•'"" po<O dht1090lrlo. tl nGroro olo<o, pOr e) .. plo, 
, eon"Huyo uno ideo t!ti!OI¡ aunque on dHO<ootoo lon9uu y lpocoo oo 

hoyon ••ploodo otro• polobroo V n~oroleo poro ro<••<••• o olloo cooa 

lo pol•><• "•ovon" •n '"'"' r •L """"'"' •vu• on lo """""'6" •••·• 
"'· 

• 

l. 2 '-"• •o!u:O•IS HOTUIU.LES 

A con<!nu•cldn def!n!r...,o loo nlllooroo noturol.,, lao opeueloneo do 

oO!ct~n y oultipl!coc16n r olqunoo otroo c~optoo rolocloaodoo eQO 

olloo. El )octor ¡><><lrl proqunt .. oo, no oln ru6n, cuU 00 ol ob¡oto 

Jo dofintr concoptoo 'ton con~ldoo•. Uno rcopuooto oo quo ootomoo 

trotando do conotrUI< cl olotcoo do loo n .. croo rooleo, Y poro olio 

n«OOHo~oo pO<tir do baooo odUd,. dofln!d,. fo,.,..L•onto. Con <O<o 

!doo buoc....,o dof1nlcloooo que no• pc"'lton dc"""'"' p<Opndodeo do 

loo nC.ero•r p<Opicdod•• quo leo don unidod y ~roeloo o loo ouoleo 

podo~oo nablO< óo oUoo """" on olo«•·•• 

C• t><•• goo '""" ~~rron<lo.oa poode p .. oc.r o loo O<doo, oopoo<oloon• 
to porque eotooc• on )a otopo do troto< do ••<•bloeor loo eoneoptoo 

... , bloleoo. st<>o do eonouolo ""'" qoo no !u• o<no •uto 1111. ••· 
"lo> doopufo do qoo todo ~undo uooOo nO.oroo y n•cfo oporocionoo con 

oUoo, '""""" un ,..,_.uco - •••no- lu• copol do plo""" lOo idooo ... '""" "'" """"'"' 
I'OO<•Iodoo do Poono 

1.<>0 ctnco • .,_., o que ,.., ,.,..,..,, oo lo iohod...:cL6n y quo dol! 

non ol oon¡unto do Loo nlloooroo no<uroloo, oon loo U9ulontooo 
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• 
•••• ilvotror ol .. pL.o 4o lo doflolcldn 1.2.1 on ol cllculo do uno 
, ... , cbtonq..ao ol valor do 1 • 1 Ol9~1•ndo pooG o pooo lo dotlni 

••••• 
•••• podoc opUeor U], ueub._O 

1 • ' • • • •• 

1 • l • ,, • 11' 

ouono qua lo dol!nleldn "" ooo d!eo """' oo ol nlor do O + 1 

aoo nu.oaaonto 111, poro lo eool .. ~, 

1 • ' • 11 • 1')' 

aplico 

' -

"'""'" quo 1 oo al oiqulonto do 1. ~ntonc .. , do U) ton...oo quo 

1 • 1 • 111 o 1) 0) 0 

'.J. ,, •. ,., . 
.:_, , •• t, ••• 10 y 10° • u ........ . ., 

1 • ' 10' 

• • ' • 11 

D 

.. 
e~ ~~·•• voroo •~ ol oj&OplO on<ertor lo do! IniciO~ 1.2.1 oo ro 

""niYO, y od-a ooO dle4 quo para ,....,, O o o do-O Ue<lr<U " 

n._roo notoroh.i conucutivOO o por< Ir don . 

1-o odletd'n, ... ddlnldo, u<Uh<e loo Uqulontoo p<Oplo<loho, q..., 

ooqur.otnonCO yo oon del eoooel=Un<o do! l•«or. 

!. 2. ' 

.... "'"" "· •• ' . "' 
" • • " . • "'"'""'" 
"' • • '" . " .. • "' • ' .......... tdd 

"" • • " -" • • 
.............. .. , .... p. " . •• '"'"""'' . " ............ 

• 

S • lo 1 n e H y 1• + ni , N} 

quo S oo ol conjunto~. tod"" \"> nO..«OO n.otocoloo, 10 quo 

•••• 
11 • • 1 • o', pO< 1) 4o la J.t!n!c!On Ll.l 

• + <N, p<>< Ul do 1• '""'loo dOn 1.1.1. 



u 

11) ..... lt •• d...:!<• • < • y.+ • ' " 

c._ • o • <o, do! ln<uo U) do L>.L 

1• •• , •• " 

y dol Loe1oo LLJ do t.>.l . . .. ' . 
Ado&to, e- k o o, dol ln<Loo U) do Ll.l 

- - - - 01 

----1'1 

•••• ----111 

FLnolooonto, do 11), 1'1 Y 111 oo "'"" quo 

• • • ·~~~·· ........ l. 

Can lo quo h~o p<obodo quo S oo ol oon)unto do todo< loo 

nGooo<oo """'"'"'' 
'-"• propi..Oo .. o U) Y IUI puodon ...... , .. ,., on fooa.o onllogoo 

poro un• domootroe1dn do 1YI puedo eonoultO<oo )o ••fO<onela l 

Pl9. "· 

•ntuLO< puodo qono<alhuu pa.o ~ualqu!o. oouno!odo ula<!>o o 

loo """"'"' oo<uroL••· Lo• d"""otroolonu ••! .o•!iud .. '"~l 

bon al no~10 do "d.-ootroolo••• por lnducc16n ma<emiL!co" y ou 

dooo<<Ollo 9'"''''· oon fuod.aonto on ol quinto pootULado do ••• 

.•. .. .. "'"''"''' 
Soo •Ln! uno •••ooo!Ol6n onun<<oda po<o t<><Loo loo """""' """'2 

loo. y ••• 

o•lni••••Unloo"tdodo<ol 

u 

Ooro -••••• 01'10 fin) n .. ododoro p.o<o <o>dO< leo na-<•• ""''! 
ooloo, ~&o<orl eon poo .. r quo 5 • MI p••• lo euol hoeo.oo lo 11• 

1) Vortfl<u qoo •111 eo vO<dodoro (oo<o o<!"lvoio o vortfieor 

••• 1. •1-

111 ••~••"" quo ol Plkl 00 vordodoro <nt<>n<"' Olk o 1¡ 00 voo

do<loro (uto •qulvolo o dooootoo< quo O o • .... lk + 1) o S) • 

'portie do 11 • 111, y do¡ qu!nto pO«Ulo4o do hono. p<><l-• 
eonelulr quo Plnl u VO<d&doro pooo '""'"no N, 

'., .. 
o) .,..,,. .. ,_, ol con¡~nto do Loo nO.o<oo LopO<U 

{o 1 o • 2n • L, n <N) • {1,},,,7,,, ... ) 

U ,.,...,., ouo do• pr<oo.oo el .. •otoo obten-• 

1 • J • ,. 

n. .......... , •••• 

,,,,,.,. 
,., ...... . 
<oto no• hooo oupOnet quo lo •~• do loo o p<l .. too n~otoo 1~p•· 

"' oo ••~" o n'. to dcel" 



" 
1 + l +S • ... • Uft • 11 • ~· P(nl 

Lo ~ono<>ll,.0!6n ootorlor, np<Ooont..,o po< Plol, oo o!><ovo dd 

• '""'"''do "''cuco ,..r«culoroo, too opo f"«<ln •~«•p<>lo<l<lo 

o6lo pod.eoo oooquoor quo lo propool<l<ln Plnl oo oordodeoo poro 

o • l, n • 1 y n • O. Poro ten•< )& <or<uo do quo Flnl •• .... 

1 • 1 • • • ... • (>n- 11. n>, pon'""" no H. 

n •••• n • 1, ol pr!•« "'-"'" do Plnl "'"' o<llo 00 tfno<"" y 

PUl oo 

• 111 • 

foo tonto Plll oo oordiOooo. 

¡¡1 A por<<< do q~ P!kl oo vordodoro dobomoo oonclufr quo 

P(k • 11 •• ~lfo vordodoro. 

1 + l • S • ••. • !'"- 11 • k 1 ----Cll 

(dondo ol pi <mor oloah<o <op<ooento lo , ... do loo k prúooroo n~ 

""~"''"'""' 
1 • 1 • S • •.. • (lk + 11 • (k+ 11' 

roo nllo.o<oo !opuool, do.,_,o d-oo<ou qu oot& OquoiOod u ••• 

.. 
-&o&ora o••Uo..SO do lo eopnoi<ln Ul> lo •~•1 poodo """""'do 

lo olqolon<o oonoroo 

s .... <><lo on ...,., •<-roo do U! d ..._,., l(- o 11 • 1, quo u 

ol n.:.Ooo lop .. ol901onto .. 11<. 1, tooMOo 

I + 1 o' • ... • ''"·U+ Ulk + ll·ll • o' • l>lk + LI·Ll 

(dondo ol pol~or olomnro t~iln ropoooonto lo ouao do loo O + 1 

pnmoroo nlllooroo foparoo), Eot• .. prod<ln puodo ooori>lro< co 

1 • ) ••••.•• 1,. • 11 - •••••• 1 

1 • ) ••••••• ,,. • 11 - (k • 11' 

quo colnOldo e<>n lo oopreol~n (21, pO< lo 'i"• P(k + 11 •• v«d& . .... 
••• P(k • 11 oo vo<dodon y lo P<UOOO to .. tno o 

n' ' n oovnni!Ñropu,~nt" 

11 P(ll d<co qvo 

oo vn ndmoro por 

>111 •• vordodoro yo qve 1' + 1- ¡y loo vn """"''" "''· 



" 
1".1 "'~''"" '"' oo vordodoror por lo q~o 

•• • • .. "" ......... . 
, •• ¡¡'. , •• 11 ••••••••••• 

••••••••• l 

, ... , .. ,. .. , ,, •• k) • >1>. 11 

e"""« o 11 <M, llk • u.,"" nG»ero 1"'' y, do la .. prooldo 

'"'"""'• lk • U'+¡;; • !1 '"' ""o<lm.or<1 p;or u o• + • oo pu. 

En '"'·'"'""'""• do lo hipO«"' oo •<••• qvo 

, ......... '> •• "" .......... . 

"""'" <•-<<•«•do quo ol Pl'l oo vordadeu ontonc .. P(& • 11 oo 

vudo<!"' ' lo p<~oOo '""''~'· 

e!On puodo do!ini<oo ~o-o oiquo. 

l.' .• 

" " 
"1 " 

' .. 
~··(n·m)+n 

o 

que o• '"'"""" en el ''•"""" Tooromo. 

• l. l .• 

I.Ll 

u 

~.., ....... 
,.,, 

-~. •• "· • ' "' 
" • "' " eor<odoro 

"' • '" . " • <• "' • ooe><loUv!4 .. 

Ull • """ . • Co .. vtoUvldad 

,., ... . • • " . •• ontOt\CU o • o ooncolo<!dn 

Loo proplododoo 1) o 1111 puodon doaootrorao d!rre<o~onto por 1~ 

dvccldn &at-.Jtico y ou doagotrocidn oo dejo ol loctoo co~ o¡o~ 

ciclo. Paro uno "''"""""'""do lo p<Opl..!od lv) pvodo eonovh•,!: .. .. '''''"""'" , .... .. . 
T.,...,,, UOVLUno..,onto, loo <opuooloneo do odldOn y oult<pll<i 

eldn utiofacon la ••••<onto ley dhte!buUvo. 

PO<O todo m, n, V< N' 

L ...... - '";,;·.c''"-'"-''~'_:·:..·~·~c·_·.,,_,._,,,.'-'.-'''''-' .......................................... J 
OE..,STAA~!OU 

loon n y V do• ndme<oo notu<oleo, y conoido<~• ol on~iodQ 

o· (n • p) • !O • ni • (o • p), ~-<M 

ol ""''• ¡oo< el lnoloo 1111 del toon.,. I.>.o, oo oqujuo)onto o 

In • p) • o • (n · •1 • (p ·o(, ~.• <M 

quo ""~"'''''"~' po< indu<<l~n ~·t•mOtieo. 

1) r111 dloo q~o (n • pi • 1 • In • 11 • (p • 11, y oo YO<dodO<o 

yo quo 

'" 1 n t p) 

1 • n • p 

ln•ll•lp·l) 

pO< '1) •• '·'·' 

pO< 11 do LI.S 
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llf BlpOtooiOI rltf 00 VO<dOdO<o, Olto oo 

In t p)ol< • (n • k) • lp • kl 

,, . ,, 
" • " 

,, • ,, ,. 
"' " •• 1.1. 1 

'" • " .. '" • " -· "' •• 1. >. $ 

" " • " . " • '" . ,, "' Mp('tulo 

" ' • " ' • " • ' "' "' •• l. •. ' 

" . ' • '" • • " • ' "' 1 Hl •• 1. ,_' 

,, • • " • " . ' • " "' "' 
'" ,. ' • " '.' "' "' 

'" • " " • " " " • " • • . " • " "' " 
CO~ lo q"" •-• pro .. do quo ol Pl>l oo 'Otdodoro ontoncoo 

PI> t !1 oo vudodera, lo oool complot• h ~-otne16n. 

.. .. 
•• 

o 
O<don on W 

l. , . ' 

1. , . ' 

L l. 1 

coondo hobl..oo do oontldodoo oo rt.eu.nto oloctoor eo.poroct~•• 

y doelooo, '"" oj.,plo, quo clo"o cont<dod oo oonor quo ot<o, 

>uono q..- loo nola .. oo notunl .. ,.., ofrv.n "'!" "'f<Uor eonudo 

o ... •• noc••••<• """"" u r<hcten ·~onor quo' '"N. 

O.<!U>O, ¡><>< o¡-plo, quo 1 u oenor quo >. S< oboe.-v...,o quo 

uuce un """"'" notuul, on ooto e•oo el 2, tal quo 

. , 

" 
pod.-oo ootobloco<, o po<<l< do lo ouao, ~• do!lnlc16n poro lo 

<oloc16n ·~no< quo•, quo eotncldo con lo ldoo Intuitivo quo do 

•11• ···--·· 
f. l .• DI:F!NICIO" 

Dodoo "'" "~"'"" """"'"' n y~, do«""' """ " ,, '""""' 
quo a, 1~ ""' <opnoonto""o aod<aoto n < o , ol 

3><Ntolquon+o•'"· 

Loo nllo.oroo notuuho """"""" lo oiquloote l"op<odod. llooo· 

do ¡..oy do ~rlcoto.!o. 

l.l .• 

.... ... 
P'9· " 

SI o 1 n oon n!lo>omo notutoloo ~uolooquhn, onton<" 00 

voriftoa ono y o61o uno do loo"""""'"' P«>,..,U«oneo> 

" "' 
" .. 

• 
llil • < n 

"'""''"oi3n, .. le<tot puedo . ........ .. .......... ' .. dofin<o¡3n l. l •• ' •' <«>•• ... !. ' .•• ootableoon un otdoo en el 

oon¡unto " , . .... 
• , 

"' •• ••• ' • 
, 

' • 
, 

' •• " ••• ' • ' , • • •• " •• ' • • • • • • •• " ... • • • 



" 
y •"""""' '"~'''""'"' ••lflcoaanto • loo nGoooroo "'-'"'"'"' oooo o•u 

tao '""''~•••• ~·~•!•do• ... ,,uno rocro, o lo quo ll ... moo ••••• 

• ' • • • 
·~uontro • lo ftqulo<Oo del quo ropreocnto o n. 

con buo 00 ¡,1.1 puodo o ... oo«uoo q>a 1& rolacl&n •..,...,, quo' on . "''' , ........ ,. ............. . 
1.1.10 f'OORU'.A 

.... '""" ~-···' "' 
u···~··· ••p 
Ul •• n ~op< np 

U<>o<oyo<p=;>o<p 

el oontfdo tnvoroo; ooto co, doclr quo un nGoooro ol &AfD< quo "''"' 

1.1.11 D"<INIOIOW 

Dadoo Ooo nG..too noturolco o • n, doctaoo quo • oo 

""iO< qoo n, lo quo ropuoont.,oo ~od!Onto o > n, 01 

n < o. 

<o clom quc lo <Oloct6n 'ooyor quo' Hcnc p«>pledod .. onU<><¡., • 

loo ootoblocld•• '" ol ••••·~ 1.1.10. 

r.1.11 

" 
~J'U<:IC101 

ll ,_.,uror quo ""'" todo o, n, p r llo 

., ., ., 
o•l•+pl•lo•nl•p .. " " . . . . " " . . 

ll "-oot<o< quo poro todo o, n, pe Ho 

•• ., 
•• 

• 
• 
• 

"'" In · p) 

n • n • o 

1• • n) • p 

JI "'""''""' quo ot o, "< H ontoncoo o+ o~ o 

U o...,ouu """ pon •<><k> o, n < "' . ' .. 
" 
. , .. 

=· • n ~ • n' 

•• • • • 
······[!=•"!']' 

• • • •• 
..~,·~·~·~~~·~·' . " . . 

" ...... o. 

61 .11 n, p < N oo dof!ne 

•" • • • p •••••• 

n hotor.o 

........ " ......... '"·'" •• "· p, q ' •• 

•• .. 
•• 

, . 
,,.., " 
(p • ql" • •" 

" .. 
.. 

•• 
7l C<oo<ootta< quo pua '"''" o, n, p < M o ., .. 

" 

•• " =) • 

• " =) • 
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" 
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" 

tl o!o<.a. do loo nO.otoo notutoloo, con lo o .. toct~n do odiC!~n. ~ 

nltloota "" p<Uoro do!!cloM:lo ton pront<l .,.,.., ompe•-• o pUnto« 

oc,..<lot.oO on d!<ho ,,. ..... , vo quo una ocu.oe!On d<l tipo 

..... , ....... . - ,,, 

J • • • 1 

oo ol """"m quo o-..do o J ""' ono)o """"' uoul<odo l. <n ooto co 

oo, ol n~oto no<uoo) cuotto oot1ofoco lo ~nd!ct6n podldot oln ~ 

""'""' >1 cono¡douaoo lo ocuoc10n 

l • o • L 

"-U d<l lelot>e!o o.oo Lo noeootdod do ""Pllu o1 conJunt.Q 4o loo na

.. ,., no<~ul ... htqoo oo! loo nt...o·~• neqoUooo y d ooro q~o. con 

loo nHuuloo, eonotttuyon ol conjunto do loo n¡¡,oroo ""'"'"'· 

• • '' con •· n • ~ 

A ou oolueldn, oo dooir, ol nO.Oero • quo '""''"" o n nao do 

««> roooltodo •· lo l!&Ooro-• lo dlforono!o o n. 

" 
<••"" el <oo<~ 1.1.1 poto • • n oo prooenton •••• •••••• 

" " ' . 
Uto eo d Onlco """en ~uo h ocuoctOn IAI t<ono ooluel6n on "· lo 

cual eo conooe""""'" '""'''dloto d• lo dotinlcMn 1.1.8, por lo quo 

o. n H un "''""''" notuul. 

H)n•m 

en oo<o cooo lo ocu.c!On 101 "".uono ooluc!On on" r to.ou. h 
··~ "' n • ' • n 

Co coooecoench o- n,., oo ""n11ooero notutol, lo dcllniooo • ._o) 

CO<O r lo upto.uo<.._o con O. 

UOo<n 

b .. ,, e .. o, «>""' on ol ont .. tor, 1o oouoc<dn (A] oo Uono oolu<tdn 

on ~. pot lo quo •- o tompoeo oo un Ml.,.ro nu~nl> lo do<tnhoo •2 
""'un n<lo>oro ontoro uqoUvo y lo toptooont"""'o eon ·(n-o), dondo 

(no)<H. 

Ao!. por eJemplo, lo oolueldn do lo o<uoetdn 

~•·el """ero que'"",."" o 1 noo do""""' rooultodo l. A di<OO ""'"'"'· 

~·· eo un ontoro noqou..,, lo roproun<oooo eon ->. 



" 
<:<>ooo .,..,,,.,, ·~--·~· a.~.., •• "'""'*u~ ~&.no notuul, 1''" lo 
que <1 """copt<> do n-m td y eooa lo """"'' .. ne¡odo h.o.oto oi>Oto 

tuulto yo ...... lodo <UtUCUVQ• A f0<1!r do &qu[ «>nUhro«""'' 

.,.,.,., """''"'o tadoo lo• ontu utc<.!Ucoo quo ruult•n de lo o~pl!~ 

"'-'" prcqte<l•• del eon¡o;n.o N, por lo q»e lo pahbra ntoo.oro tondrl 

""' oco.-c<~n codo "" oo.h oopl!O-

""ooue<d<o eoo lo onte<lor, o loo <-'=«oo '"' oo obt<onon ood1ontO 

,, ······""'' ..... ·~···· ...... , ..... ··~-·~· ·-··· .... 
roo y ol «>•>""'" qoo fo=n lo ''"'"'""'"'"""''con 1. ~oto'"' 

!.l.l tEti~!C!O• 

l • (o 1 o • o· 01 o, o < "' 

•• doro que ol .. booo¡woto ,• dO 1. def!nlolo por 

,• 1•1•·•-n••····,~··l 

d <col •• lo oo..oeo OO.., "oOn!un<o de loo OnUfOO po"th•oo', oo 

p<«»ocon« el oon)'-'nt.o de loo "~""' n.tu1.100, por lo quo 

. " ' 
.... •;······ .... 

Cooo cor.o.ooendo do )o dofin!<16n 1.1.1. un n"-<0 on<oro puedo 

oor ••f<•>•do on lo fono. o - n rlo uno Infinidad do ~•••••• dlot!~ .... 

" 
Por o¡oaplo, o\ nlllouo 0 • • > p._,o .. pruoroo ._, 1 • 1 yo q,.. 

oo ool~16n do lo .c .. ol~ 

l • • • 1 

h olor<>, un -orqo, qoo "'""" na-ro puo4o odoato ,..,,.,,,., eo-o 
1 • <. yo quo •-lln oo oolucl~n h . . . -, 
ool oo.o do o .. hoo otroo oe .. eionoo dol tipo o • o • n, oon o, a o •· 

............................ ,.., .. "" ........ q .. ""' ....... ·~ 

~Id!< U 400 o~•roo ontorGO e•pr .. odoo ~- la di!"'""" do oloo n! 

tu<Ol" oon ••~''" o .., lo "'"· Dio"" «lto<IO oo ol "''"""''· 

l.l.l DHI>IICION 

••••••• n, b • p- q doo nC.uo• '"'""'· con 

'• n. p. q < K. ~n<on<"' 

•••• 

>•!. con booe '" ooto doflnl<!dn p0do11>0o oonclu!r quo o • l • 1 y 

b • l - < •••••••nton ol •••~ n~oro ontoro, yo q•• 

' • • • ' • l 

1 '"'"'"'''lo iquoldod on" quo uquloro 1.1.1 ...,,. oOI•~Iooor lo 

,.,, ....... , .. 



Co.oo ~.:: '· lo odl<>6n u: do•• pooduou loo mumoo rooulto<ioo oue 

lo odle>tn •• M'""'"'" loo'"'"'"' quo oo owun oon pOOUlvo•, lo quo 

<<m4u<O o !• "9"'""U def1nl<leno 

'-l-O &<FIN!CI&• 

, ... • • •- n, ~ • p. q Ooo nda>oooo '"'"'"'· 

con •. n. p, q • N. El n._ro o • b •• doUno .,.,..,, 

o<b•lm<pl-ln<ql. 

Co,.. """ coto< qu<o. on h ddln1c16n '""""'• el ofabolo + quo ~~ 

<1 o lo "'"'''"' dol U9no 19..01 oepr .. onta lo odle<6n do n"-m• 

ontoooo 0\o cuol •• '"' definlondol, ~'"""" o¡uo el Hmbolo • quo 

ooU o lo <«ocho upuoonto lo odlc!On do'·"''"'' na<uroloo. 

Po" <lu>to" ol o~plnO do la doUn1ci6n L) O ooLÓul«oMO a co,<>

n••><!On lo ,..,. O • l. Con objoto do """' o.ooo< l• dl(o .. nclo on 

"' ,., c¡.cu<lo~•• do o01<<~n •-" 1 y on K, •• 1> "'"'"""~" qu~ o~ 

••• "P"""""""' ""'" O~«o<!on•• con ""' •!•COlas d!fo••""" 

" 

paro lo odl<i6n en H 

• - ' - 1 

'·•"""""" '·'·' ........ 
1 0 ' . ,, • ,, - 11 • " 

' 0 l•l<-S 

., do<><; •• ol ..... ,. quo '"""'"" • S do,.,.., rooultodo U, por lo , .. 
• G l - "· 

O•Co -"'"'' no<•• quo, cooo 1 V l '"" toob!>n nG.o<Oo no<u<•loo. o! 

~"~" teoul<odo do~do ob<on•"" ''"Ploando d!<o«_n,. )a do fin~ 

c<6n 1.>.>. '" doe•o, on o! 'l'''Plo """""""do l.l.l. u ob•u

vo ""' 

i•l•ll 

o 
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• 
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op o¡ouo¡o¡ro o¡ omoo •oo¡ouo¡oJpo oopopo¡do>d ''''" ""' ''"'"~ 1 

U0 UOTOlOO 'l 'Ob,. .... UU 'H uo up¡o¡po '1 '"d '"'"l"JOO-,oo oob 

·~ ·wso>oo¡ •>uoonb¡o ¡ovo ••=-•••"•• ·~¡ono oo¡ op oovn6¡o 'oo> 
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" 
•11 ... • • 

" . . o, con&, n < •· 

"" <cnooeuon<io, h ooluctOn de la ocuooiOn 

aooon,.,.,na,noM 

'""'' ol n~oro o • n -o quo, po< ;,),), •• un n~ooo ontoro. 

Con•<'••omoo '""'" lo ,_.. 

••••lo·nl<(o •• 
Do h ··""'''"" ..... 

•••·l~•nl-lnOOl 

r poo ol •~••• 1111 de 1.1.1 .... , ... ,.,,. .. , 
On conoocuoncio 

• • •• o 

!.uooo ... ,,., • < • tol quo • • • • o 

f lo o•••bo to.-.<no, 

o 
A dic.., """''" • lquo """" •• •• on 1& pruobo depondo do o) u lo 

doooooino •.¡ '"""'""do o ,.,. lo o-..• y oo lo np<ooonto con ·o. 

!.o ouo<rocc<dn oo • p .. do deflniroo anoro o portl< do lo odlcldn y 

do •11 4o 1.1.1. do lo o<guionto aonoro. 

1. l •• 0EFINIC10" 

Soon '• b < '· ol nd.oro o - b oo doflno como . -. • • l·b) 

y ..... """"''""' quo ooto o~ro«On <lono lo propl..,od 

do o•uoduro¡ ooto oo 

•·b<,;Yo,b<l. 

" 
... autupt<~ocl~n 0t1 z 

<n fonu """'' o.,..., oo hilO pon lo odietOn, lo ouiUpUc! 

ot6n 00 1 pu ... o doflntroo ,_ U9Uo 

l. ). , DUIHl~<ON 

• •••••• n, O • p • q doo nQ.oroo ontoooo, con 

•• "· p, q < •• "' ....... . b oo doiiM eooo 

El olmbolo ·• quo ooU o h hquhrd• dol olqno iqud roprooonta lo 

mulUpUcactOn en 1 (U""'' oo ooti do!!nlondOI, olontno qu loo 

oloboiOO • r • quo ootln o lo dorocho ropro .. ntan lo oult<pl<e! 

e tOn r lo odteiOn do ni!>«•• noturoloo, Coao puodo VO<n, lo oul· 

tlplteociOn on 1 quoOO do<ln>do o .. ,,¡, do lo -.L<lpll<orlen y lo 

odiolOn ~• " r l• ~"''"'"'~" do oO.•ro '"'"'"· 

Lo oultlpllcoo!On. ool doflnl do. Ut UU<o loo p<Oplodadu onun<l! 

doo o <OMinuoclOn. 
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coru~un 

.. ochUYid<d 

eo,..u<otlv<dod 

"'"eolaciOn 

"' .. ""'" Ldln<Leo 

So d~otrorln OnLco•onto loo proplododoo 1111 y u), 

LUI Sooo o • •- n Y b • p • q doO na..omo ootoroo cualeoqULuo 

••• (o-n).(p·ql 

••• • " ... • ~· • • l. '., 
• ... • ~· ·~ • ... "' 111) .. '-·- l 

¡,.~ • ••• ·~ • pnl "' U L) •• l.' .• 

" - q) • 1• - "' "' l. '.' 
• o o • .... ........ 

•• •• " .. 1., .• oo def!nl& 

• • • -•• 
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"' LO qoo ol noboO<O 1 puodo ""P'"''"" """" 

L • n' 

Enton<<o, " • • o • n oo un n<loooro entero 

o·l • (o· nl·ln• • n) 

-''"'"' ••• - '""' • ~· 
[Ion ••• ••] [1•• • O)+ onj 

••• e•~ ""'' •] e- • """ •] 

"' 10 quo, ••• •• ... ~· 
e•~ • .... •] . ' ... " - '"" • . .. .. 

y, do u) do f. l.! • 
(on • nnl + [n • (o•L>] • '"" • flll) • o 

[n conoocuoncl<, do ULI y LVI do 1.1.1 

n•lo•l!•o 

.. ' .. 
y lo P"'""' '"'"'"' o 

por 1.1.1 

por 111 •• L.>.• 

por Ul y 1HI do¡.>.! 

""""' ol lootor """'' notodo, on lo doaootuo10n '"'"''"' """"' o.u

LLdo ~~ ol~lolo • on uno p••<• dol p•~•••· ~btdo o quo •••• oal-
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a • o • •• con o, n < " - IAI 

~or ool=tonoo en to4oo l<o euoo. !o<o doflotoneU oo oup .. ~ cono 

dof!Cht.cho, •• Ohcto, U phn<oüOO obooo • .._. eeuoc16n on ""'' 

001 do lo oultlpllcoc¡en como 

bo • ' ' con o,_b •! 

oo<ont•~• ~·· no ••••••• tlono oolucldn en !. 

Oo< oj~lo, l& oolu«On Oo Lo oeuociOn 

h- .. 

b- 1 

----··· 

oneonto~oo quo no oolot• un n~oto ontoro quo oultlpllcodo oo< 1 

!oto dcllctonclo cooo lo nocoold•d do .. pilar oho<o ol conjunto do 

loo nO.etoo ontocoo,oon lo quo •••••• loo nOaoroo frocclonotloo. 

!otoo ndmetoo l•n<o con loo onto<oo lonoan ol conjunto do loo ndm•-.............. 

.. 

1,0.1 oUI•ICIO" 

to•o;cono,b<t 

A ou oolucldno oo doc><, al no!.oro o~·· oult!pl!coOo por 

b ooo do .,._, , .. ultodo o, lo 11• .. ••""' ol ccw:lcnto do 

• o onne b y lo roptooonton""'o «m ¡¡ · 

co.o ol Lo<mr tococdu~ do ouo •~•oo• elo•&Moloo d< "'"-•'"""· 

un onto<<> ~ ~ o •• dloo f&Ct~< do "" '"'''" 1 U oxtl'• un o < Z 

tol que 

" -. 
Aol, .. ,. ol occionto ~ ~0$0o dlot!nqulr •••• "''"'' 

!1 _b •• hctor do o. 

E oto •• el ~nioo o u<> on quo lo oouo<!~n (BI t '"'·• ool!! 

"'~" on z. po< lo quo ¡ oo ~ n~<O ontoro. 

111 bno •• hctQ<doo y b" O 

tn '"' ou<> lo oouool~n (11 "" uono ooloet6n •• 1, por 

• 
lo ~"" 0 "" •• 

1uoc!ono<1<>. 

Aol, f"' •)o•plo, h o<>luo!On do lo ocuoot6n 

l• - 1 

00 ol n~HO quo ..,ltlphcodo P<>< 1 "''"do co.., <<OUitodo 

, . A dicho nllmuo le «P•*''"''""' con { Y •• ''" n&.oro 

'"«'""'''"· 
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rato •• un cooo qoo ~uoco .... coa! otonoiOn, en v~rovd do 

quo ~ no ootl doflnldo • 

~· •••••• , ••• 'o. • ¡¡ no ••U<•t yo q,... oo .... on nll.oom 

<onto do coro. 

"'" ne<o "'""• 01 o • O, 5 oo oot( duo...,lnodo, yo qvo 

cuolqu!o< nll.ooro ~ultlpllcodo pO< <oro· do cooo roouloodo •l 

O. o<uoodo con ¡o ontortor, o loo nll.ooroo ~ oo obtlonon coeo ol 

ooc1onoo do doo nll.ooroo ontoroo o, O cgn b f C loo llamoro.Qo n~-

!oto '" 

l. •.• OtP!NlOION 

0·!•1··~-·-········ .. cloro ••• ,, , .. oon¡unto ••• dofln<do po< ,, 1 • • • •• ,. .. '· • • " .. ............. " """'""'" .. '" ~druoo .... , ... 
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~· 
lo quo 

" 
nol .. on f~.,.. do 'qvo~udoo•, r oo "•brl do® <uon .. quo Lo ••pro· 

o IOn do vn nU.oro roc!On&l on lo foo .. ~no 01 dntco, 

.. .... 7 
fl' -oo;• l' 

~ ............... ~ •• "" ................ """ •• b'. y b 

'' a,dco u<eor común do o y b •• ol nll.ooro uno"'""""' qvo 

o. •• 

• ¡; • • •• 

Oo monou rooloocco, ol o • ~ •• un nO..em roctonol y k ~ O •• un .. r¡¡ ropre .. nta tombUn u """"'" o, 

• o 
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•••• y b ••• 

puod~~""' 1, k~O 

Si •• owopl• olquno •• ••••• do• condloloooo •o t&nd<' quo 

•• • be 

y vl<ovot ... lo qu• condo<o o lo •l•ulon<• ooftnlcMn 
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••• 
db O•b 

O>oo b ~O, do 1vl do 1.1.1 •• "'0"' que 

• • • 

por 11 do 1.1.10 

pO< Ull do l.l.l 

lo ruol eoot .. d!eo lo --·o·OOo O O O O O -·~ • •u•o •~' • "'" r < Q. En 
ronooourne!o lo hlpOtooio ~ • O oo Ioloa por lo que 

"' •••• • 

• ... 
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• < s• r • a· 

. ( .. ) ' ~ 
• <ce 1 

'"" ,,,, . 
'""' 
![;'jlf 

• • 

<Ona,br!, 

• l' "'' """"'"' ......... . 

""' 1.0.7 

,.,. l. •. ' 

por 11) do 1.1.0 

por l. •. 1 

por !.1.1 

•• b ~ • 

" 
C<.., o, b < 1 y o ,. O, por <·'·' 1 ~ < Q • • 

• ' .. 
' • " 

por l. O. 1 

• .. .. 
' " 

por 1111 do 1.1.1 • .. .. .. '·'·" • • • " por Io quo 

• 
' 
. .. • ' 

C<.U>nrn ,·l =~y Lo pru.obo ton1no. 

>1 nG•••• ,-l (quo como oo vo rn la pruebo dopondo do x) oo lo''"~ 

oina rl '!n>eroo do x puo U oul>lplíeoe<On'. C•bo onht<ur oqut 

que t<><lo nb.ro nolonol; ron oocope!On dol roro, Urno un touroo 

oulUplO«t!VO on <), 

<• d!v!olOn en Q puodo dofinlroo ohor• o po<<l< do lo oul<lpl<r~ 

r<On y do VI) do I.O.t, do ]O ooqutrnto oonoro. 
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" nboro • ' . • a •• doflo• ·-
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Co~o oooooc'"""'' do <1 do ¡.0.0, lo dlVU!On on Q oathtoco lo .. . 
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~ '· r ' Q, r 1 o. • • r < o. 

••• "''-por<~.,,.,.,""""'"'"" quo loo,..,,, ... , l.l.• y Ll.IO 

<om><•• '"" ••••••• po<o loo n"-•••• ''"'""''''' •••• ,, 

L •· 10 tmon<A 

Pou todo o, y, o , Qo .. 
.... " ··-Poro ••• ·- " •• 

" ... . o 

'" (·•J lyl . - lo y 1 

1" 1 l·•ll·yl . ., 

T<>Oo nO:.oro rootonol po<do "'""''"' c.-. uno lta<<<On <on do• 

• do & 00 pOO¡t!VOj ~iont<OO o¡uo " .···· -· • b P"• o ••••••.,•• <00><> ~ """"' ·D •• P'>•H<vo. 

Coo '•·'• "• oo<< uooito4o pOd•oo• nubloo.,.h tol•e<6n •.,...,, •!•• 

oo Q • P•<t!< 4• 10 ulo<!Gn "•ono< ~··· on 1, do h "'•"'""'• •·••• 
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l. '. l2 DEri.ICIO" .... ~· o ,_ 

' 
donJo ,_, 

' . . ' 
" • < < .. " < ~ 

' ' • o • • 
"' ' 

< 

' 
.. ¡ < 

' 
Co'"" oonooooon<<o do oou dof<nle!On y do lo t..y •• ~''"""'"'la on 1, 

lo roloc<On ·~eno< quo" on O ••''''''" to~lln dleh• loy, ool cooo 

¡, 0. !J UORE><A 

>•ro ,.,... o,y,< < O• 

il ••• =~···<y+< 

111 • < y y • > o =} .. ' •• 

• .... ,~ .. ,. 
'"' . ' ' ' 

oo poo!tivo ol x • O y oo noqotlvo o1 o < O, 

'-<>o olonntoo do O P••"'" '"""'"" oo< up<OO .. hdoo on lo ro<U """! 
<loo, dando " o < y, •' punto que <op'"'"" o x u en<ueot<& o U 

''"'""d' ~., ••• ,.,.,. ... , •• y 



"'' nOaoroo rooloooJ,, J>OO .. D .... proplodod eo..,.ld4 ecooo •••.••~ 

dad", •••On lo cuol oo<ro doo n~oroo roctonaloo dHorontoo .,,~ 

pro hoy Otro n~oro r•olonolr como lo ootableco ol o!qui~nto toO!! 

1.<.!< TEOIID<A 

Pou <odo •·r r Q, con o< y, •· z < Q <ol quor 

• ' •• y 

Dvo:><T>.>.CIOM 

~~ • ' • • ' ' ' . ' ' ,, "' ' " . " ' • ' ' '. ' • '" ' 
Ad...,h, " • ' 

' • • ' • • 
' '. ' • " • ' " ' • ,, 
' ,, ., ' ' . • " ' • ' • ' ' ' 

,, 
' " 

por lo ''"'"· do Ol y l'l oo o<quo quo 1 • 

• ' • < y 

por 1l de <.O.ll 

por 11) do 1.<.11 

'" 

P"' o •• '-'·" 
por 1il.do t.l.IJ 

por ii!l do'·'-' 

• - !11 

' Ih•y)o>tolquo 

M••h, por jo""'"""" do Q paro lo odi<tOn y U multlplle•c!O"• so 

'""' "" ~ 1• o yl < g, eon lo quo concluyo 1& dooootroe!en. 

o 

" 

""''"' doftn<do ol n~oro ""'""''E"""'" ol c<><hn<o do loo n~ 

"""' en« roo o y b, ''""'"'' que b ~ O. S! con01dou.ooo d nO 

' l' ..,, o¡-lo, Y ofoot~-• lo dhh16n do 1 on 

''" O co~ oo ocootUIDbro on lo orit.ftl<o, obtoodro .. o 

'" 

' ,. '·" 
' ' . 

To<lo nlbouo <O<lonal tlon• "'" .. puo>On dool~•~ por o¡o..,lo 

' 1 • o.ns 

' TJ • O.HII21. .. 

"' m 
So "'"'que"""' •••"""" dool,..l eo "'""Odlro cuoMo un dlq!to o 

"'""" ~. dlot<oo oo ropito ln ... <ln<~-•••• 0 P'"'' do"" <l<«o 

'"''' o lo de<oeho dol ponto doc<~••= yo ••• doo4o ol p<1nelp!o, 

"""'' on 0.>121>1 .•• , o empo .. ndo mh odohoto, eomo on 1,1207""··· 

Do oeue<d<1 «>n ooto, UM nptou'• declool quo opnontooonto to<O~ 

no e_, 0-'"· ""~"" -., pot!Odl<o v• "" puoo. oo<<!bho• """" 

,_,, .... 
n•l ,.,.., • ..,, ••toblo«< <1 olqui<M< onune!.,lo. 



""' d.,>cotU< I.4.11 roquorir..,oo do otro,..,,..,. coooctdo co~o 

ol 'Algoritmo do lo dluto!On paro n~oroo ontoroo', quo trotar• 

.oo a contlnuocl6n. 

Co"" h'-""1 v!Oto, 1& ''"'""'"" li • 1 no <!ooo oolucldn on '• yo 

quo oc o>tote un no.>ero ontoro o quo eult1plicodo por 1 d~ co~o 

rooultodo l. 

A c~blo. podomoo onoontrot loo ndoeroo ontoroo l y l toloo quo 

"''''"' 
!n 9cnerol, olo~pto oo pootblo hollor oooo doo nO.oroo do ocuordo 

Oodoo doo na.moroo ontoroo o y b, con b > o. ooloton 

«>o"""''"' a.b,q Y r < < roc1ben ol noobro do dividendo, dlvl· 

' !1 ••tud!onle puedo conoultor lo ••~•·••c!On en lo releronclo 

" 
da quo lo quo ooplo_,o ol lnlolo do lo ouoc!On t.< o yo quo oqu[ ol 

oooionto oo O!oop<O un ndooro ootoro. 

U <olocten a • "'l • ro quo .. ti plantoodo on t~<•lnoo do nlloo<oo 

ontorao oocluolua~onto, puedo oor onunc!odo on Q cooo 

' - • . . ' 
.. proo!On quo noo toouordo h '"'""'' 00""' "'""""' o cobo ol prooooo 
do dividir en lo arltm~tlco, ooto oo, obtonlondo un eooionto y un 

roo!duo. 

Anteo do,..,_. oh"'""'"'""'"" do 1.4." ncorduomoo ol O!qn!ll· 

codo do lo noUoiOn doel~ol y ou roloo!On con ol &lqo<1Uto do Lo dl 

vioi6n poro ontoooo o tr••lo do un ojemplo• 
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1.1,10 ·~••CIClOS 

11 O.nootrar o po.tt< do I.O.I quo ol o, b, O oon n~~•roo 

onuroo dHoroot .. do eo..o, ontone .. o . , • .. 
" ~~& 

" ........... ~· ... todo •· ' . •• . , • • ' • • " • • • 
" • ' • • 

11 """"'"a< q~o pon '"""o, y< (lo ,, ..... 
Ol o 1 o 

el , • o o 

o c.,..,,., ..... •• •· r • O• .. •..:.·-····· 
lo '""" o, r < Q, """""''"'qua 

•1 '' r 1 •• • • r < o. 
~• "" v••••>~• • • Ir 

"''''~········ 
•lll••rl••· 

'""' .. 
61 •••• o, y, • • Q. O.O<>otrar <JUO> 

" • • • • ' • • ~ • • ' 
" .. • •• .. < " "" • < ' .. < " .. < " = • > ' 

" 
., Upl .. ndo .. olqorltro .. .. d!•Ul~n p<oo ·-•o• 

" 
""'''"'• no! loo h .. P<Uién ...... , •.. " ' ' rr• ,. rr 
hpoour •••• uno do ,,, .......... -·-··· ~-
rl6~1coo <o., •1 eoolonto rl• dao nG .. roo ontorooo 

O.lillllH ..• , l.l11Hl>l ...• !.>1"1'1~ ... 

.. 
l.' ws """".., ........... 

•' . ' - ICI 

un «Unqula n<U"9olo curoo <atotoo oon do lo"9Hud onltotioo 

• • • ,. • 1' 

olooal o tal quo n ouodndo ooo lqud o 1, eoao d-o«u...,o o con 

Un.,..oltn. A dleho nboroo '"" oo. o) n~uo euro =•drodo oo 

lquol • ;, u ¡o upuoonto ~odUnto al ol~bolo 1'1 • 

ou<•nto ro•ultodo !opmtonto 

l.'. 1 

51 1 ' oo un nll.o .. o .. , y o e z, oMooeoo 

• - '". '· ••••• " • 1 

enooncoo, '" cood<ado 
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•' • !ln • lll>n • 11 • <n' • Cn o 1 • >l>n' o >ni • 1 

oo do lo fo,_ 

o'·l~•l,dondoo<l 

!n <onnouon<Io, o1 •' •o 1"" o no ""'"' oor .... ., p<>< lo quo, o1 

o o 1 ontonen o oo ""ndao.ro ... ,, lo quo doouoo«o ol 1 ..... 

l.' .l 

'""""•-• ~·· o eo un nO..uo rootonob .. ,. oo, '"""" doo n~ 

roo ontoroo O r q toloo quo lo olnloo oopcootOn do o oo 

.. ~

' 
e_, • " tol "'" •' • >, '"'"""'' (~)' • > po< lo quo 

• - - - 0) 

u • p' •• un nelo.o~o por. tn conuouonou, do 

l.S.l, p •• un n~oro p&r • •• do lo lor~• 

- •• - 1>1 

" 
~. '" y Ol) ...... ~ ••• 

o ••• 

PO< lo qoo q' oo on nO..ero por. tn ~onoe.. ... n"'O,do 1.>.1, q oo un 

nO..oro por y •• de lo lo ... 

~-, ........... . '" 
De ltl r Ul, p y q c .. ncn o._ futor o .. dn ol nGoooro l, po< lo quo 

~.., e.> lo olnl .. <•p«O!~n do o, Lo cuol eonuod«o lo M""toou. 

conci"IOOo onto= .. qqo o no oo ""ndouo co<lonol, lo quo d ... u .. «o 

O! tO<>HAO, o 
CO*Q vl~o on lo •~<10n ontortoo loo """''"' roetonoloo <tonon 1! 

pc .. in<Oc10n en la rocta """"""'• y en "'""" do Lo hnoldod do Q 

lTooroco 1.<.1<1 po<lrlo .. "'"'" qu• oot.oo oon oufl« .. uo paro "11! 

d.n • alqb n<lloo«o raolonal, lo oud •• hloo. 

to•d• la ant!qilda~ loo "'"'""'' """""" •• dloron <uonu quo no 

t04o• lo• puntoo de lo «<t& ooneopo>n••• a nelo..,oo roo!onalu. ""' 

•J•mplo, 1• Oiquion<e con•t.mce"n qeomHr<ea P"""' loeOlltO< o ol 
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blotoo oue»oo otcoo n._roo quo, .,..,., /1, uonon roprooonto<lOn 

u lo <ooto """hieo Y"" oon <a<h>nalu, A ooto tipo do n6Mroo 

oo loo eooooo '"""' n ... oroo trroc<ondoo, 

COooo '""'"'"""''"do loo <oor .... 1.0,1~ y l.O.li, loo ntim.,oo u<o 

<lonoloo """"" oopcool"• doctod no port<'dlOo, eoroct .. htico quo 

loo diot!nquo do loo n .. oroo uc!onoho. 

''" nllo•eroo luaoionaloo puodon oor do doo """" lo• quo oon 

oolu<!6n do .... ,. ocuoc<On d•obulco "'" cooffclontoo '"'"'"' lq 

.., fl lo loo quo oo u .. o UUC!Ondoo dgobroicoo, y loo quo "" 

,.., oolueMn do uno ocuoc!On do <ol tipo, o loo .,uo o• 11 ... !<U 

clono leo <<>o<ondont ... Co.., o¡ .. plo do ootoo O! U""' too._o loo 

na.otOo • ' o do <olovonto •~ro<<onolo on ''' ~•••m•t<ooo. 

loo noturaloo, y on lo 1.0 loo """"''" o ""'" do loo ontomo, 

do tol '"""' qoo 

"" >e Q 

Lo oono<••<«<n do loo nO.o<oo luoolonoloo o partl< do loo uo!On~ 

loo ••• '"''' del oloonco do ooto llbn>, po< lo qoo no oo .. ,j 

oqvL 
1 

ltUO!On•l .. •• lo conooo <O.., ol oon¡unto do loo n6o>.,oo uoloo y 

oo lo ""'"""" eon R. 

""" con¡uoto """" • oo<loOooot lo noc.otd•d d< un co"'""'" do "d-

•1 ootudl•n<o ~u<d< COooulto<lo on cuolquio<O d• l•o <<IO<<o<loo 

1 • l. 

.. 
codo ...... oool oorroopondo un puoto do lo •~•• • oloovoroo. 

•• oon]unto do loo .... ,., irroeionoloo •• lo roprooon<o ecoOno.nto 

con O', por lo quo podoooo oooribtr 

•• o u Q' 

' J·ono• 

•roolodod .. do loo cporoclo~•• •~ • 

• P"'" 4<o lo oonotn>oo!an ,fo<Ml 4<o loo na..,oo h .. clonoho oo 

pootblo dofln<• loo op.,oo<onu do odloi6n y ooiUpl<ooo<ón puo 

loo"""'""" too loo, do tal fo...., qua oo oono .. von .ho ptoplododoo 

quo '""" ooo<Oc!Onoo Uonon en Q. En virtud do qvo no OoO>Oo 

deoottollo4o oqul dl<ho <onot<U<<i6n ooltl<oooo to~lln loo <O<t•~ 

pondlontoo do!<nlo<onoo do lao opO<O<IOMO, oooptondo qvo tlonon 

1 .. p<oplodadoo quo oo onunelon o oont<~uoo<6n, 



•.•. 1 

?oro todo o, y, o < "' 

,, ... ,. 
q '" 

11) x + [y + ol • [O + yl +O 

•ly<l [oylo 

"'''''''' .. -.. 
lv¡ o + O o .. ' • 
vi ~-o<Ohlquoo+I·•I•O 

l ,-><o tol quo ,.,.-• • 1, oi o~ o 

vi) •1> + o) • oy + oo 

ao<>Olouvtdod 

elem<n<o idfntico 

di "<lbu<ividod 

I-S.l oo eu<den doduoir to4Ao loo ~rapiedodoo algobro<cao do\ o<oto-

.. do loo n~roo real,,; en porticular loo qu~ <nunciare•OO a cont~ 

1.' ' • ITOIU; .. . .,. 
·~· .. ' ' " 

" • o • o 

"' ,. xl lyl . I•Y J 

!HI ,. •1 1- rl .. 

.. 
A partir do ¡.>.1 ~edon to~lfn defln<rOO loo oporooionoo do '"! 

1. '. ; OEPlMICION 

Sean x, y "'" """"'"' reolea 

il El nW..era x - y oe defino 00""" o - y • o + [· yl 

to• e"ablecida en lo del<n!oi~n 1.0.1; yo ""'• do l. S.> 

Entoncao 

:• t yliYI -· -· (xy )y • oly y) • • • l • o. 

por lo ·quo o t y eo el n .... ro quo oultJpUcodn pOr y no o do co- ro· 

oultodo ., oo d<Ci< ~-

peb!do o quo eota Olti~• for~• p<eoento mo~oto• vootojoo oo d man! 

jo de loo axpreolonoo algebroleaa, on odelonto ""''"~' <l o1~1o 

i par> roprooentor tambl!n &l n6~oro x • y. 
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o ••••••• 

ni< "'"'"" lo roloe!6n •.,.,.,, quo' en o, do <al lo<N q"" 01 o, r 

oon r.llo--.oo •••loo tolu quo o < y""'""''" d """'"que «p<eoonto 

p!ododoo quo tlono on 0• oo d<elr 

l.'. ' T<OOLM .. •• • • . .. .., .... •• ... u ••• ~- ' oOlo un de ... 
''""'""''' propoUelonoo, 

" • • ' 
"' • . ' 
"' 1 ' • • 

l.' .1 no"""" . 

•••• ~ •• •• • • " 
" • • ' "' • • • • ' • • "' • • ' '. • • • "' .. • " • • ' ' • • • "' .. • " u u • • ' ' ' • • "' • • • . . . .. ...,lfn oo Ooflnon on " lo roho!dn ... ,., quo y loo t~nlnoo poo~ 

Uvo' r 'noqotlvo', ~· lo •""" ••non quo oo do!ln•n on Q¡ oo d~ 

"'" 
• • Y "' r ' • 
••• ""'""" " •• o 
......... .., ., •• o 

.. 
oon do qnn ut1Udo4 pota dooo<ibh r .. no¡or lotorvoloo do nlouo 

' poro nnaol .. <Ooloo. h port<eula<, loo p<Ophdodoo oouncUd•o 

pO< ol too<oaa !.!.7 noo ponoiten 'deopo¡or• uno varUbh on uno'! 

loo!On do doolgualJod, ouondo ooto •• poolblo, romo voro~o on loo 

e¡eo.plo• quo u pcooonton o conunuae!~n. 

L > .1 IO.lD<nOS 

a) Ob<en« ol into.-.to do ••lo<oo do o pon Loo quo oo oatUI•eo 

. l =····· 
Soluci6n 

¡.o pt!~O<o quo oo "'""' oo oul<lpl!<u po< 1 r por • • l .. b<>o 

no''""""' oi x • 1 oo poo!tivo o negativo, por lo quo dob•""'• con-

llderor doo eooooo 

c .. oll••>•O 

oult!pii<On40 por o • 2 y ""' ,, 
Hh-ll<••> 

o .... 

•wo•ndo • y rooton4o o on 
""""'' ~l•mbroo 

'" < 11 

oul t 1pl.1condo 

><'f 
• por I 

Cooo>l•t2<0 

oul<lpl1eond4 por o •. 2 y por 1> 

Hb )) ' • • ¡ 

o •• ., 

•• - • • • • ¡ 

"""''""" t v , .. tondo • on .,.bo, 
mlo...,roo 

'· • u 
• mul<ipUcan4o por ! .. 

"T 
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c.-o•>••.••-1 ~-··'·····-> 

_, < • < 

••• '"''' quo. 

·l<o<'f 

' < • ' ••• • 
c .. o " • • 

' .. 
'"""" 

caoa " • < • 
' ' • 

• • 

' ' ' • 
¡ ' • • 

·-···· 

>Qt <•nto, no <•l•ton v•lO<<O do o 

""' ''"'''"'" ''-""''''"""'"'"' 
• < -, 

' 

con o • 

" T 

• 

H conjunto boocodo ~., 

lo!o<Oy ' ' < 
o < •) U 1•1• < " y - • • • • O) 

. ' 
' 

" 

Loo toor8a>O l.I.J o ,,,,1 nao ouootton quo ol ,,,, ... do loo ndoo· 

el o10t .... do loo , .. ,,., roelooot .. , dn •~b"""• oobooooo quo ol 

"'"'""'' de loo nd.uoo ,ooloo oo ~h .,pl!o y v•·"ltll puoo<o quo 

•• R podomoo teoolvor oouoo<onoo oooo •' • l, ''"'loo ouolu no 

exuto oolu<t6n on Q. Cobo P'''""'""' '"'""'"' " loo ndoo<oo <"! 

leo tiet.on d'""" •rop<od•d o<ll<!onal que r.o •·"'''"''" loo nllooroo 

'"'""'·''""· Tol ptoplodod oo!Oto y oo lo cot.oco '""" 'ptoplodod do 

Ante• de ••~•••• lo p<op!odod do oo.plotltu~ •• convonlonto lnt<~ 

ductr "''"""' con<optoo o lluo«uloo o '"''·~e e¡ooploo. 

l. '·' 
DEPINJCJO. 

Soo S un oubvon¡unto do M. Vn olem.·nta t • Roo uno 

ooto '"""''"'do 1 ''' 

. ( '· .. ' . 
O. lo do11nlo14n ontorto< oo doduco quo o1 <> uno coto oupo<lo< 

•• s, ouolqu!u ot<o • ._,. <od a&yor qu~ 

HpH<Ot do S. 

SI un con}unto tlono <ou• oupoo10<00 o• d!ce quo '"' ·~''"" o•-
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1.1.10 "'""'"'"" 

>•• S un oobconNnto do o, On •1-nto o e O oo u .... 

olo~onto o.lolao do S ot, 

11 ........ . 

' Ul o< S, 

lo""' donotLDOo oodlonto aoo s, o. 

Io do<l" "" ''""'"'" oo ohl- do .,. """'"""'a o1 oo uno eo<o ·~ 

""""' ••• y ............. « •••. 

~ d!to<OO<lo do loo eot..oo oupulocoo, ol ol-nto oh!"" do wo """ 

l""'"• 01 ''''''· co dnleo. 

~n oloeto, ooon • V o' doo olooontoo m<oimoo dos. Como o< s y o' 

•• ,.,¡,,.., . ' .. 
""' "'" """"· .. .., ............ ..., 

•. t • 

o• • m 

CQ.., ••••• , ••. 

~ .... puodo d...,oturoo tlc1loonto, o1 ol,_.,to .... ,..,do un eoo]uoto .. .. ..... .. ... .. , ............ . 

" 
•• loo euoloo no uioto ol,~ont<> .,.xtrno' puo toloo conjuntO< '" 

<tono un oonoopto que ouotltuyo ol do""'"" on ol ooot!do do 'lo 

oonor do ¡., eotoo ouperloroo•. Tol eonoopto oo ol do oupr..., quo 

oo do!lno o contlnuaetOn. 

1.1.!\ D!ri•ICION 

•u S un oubeonjuoto do R. Un olc~onto p e Roo lh.ma 

'"""""" ... ,,, 
o ........ . 

' 
"' q ' •••• q, ~- • •. """ p • q 

lo q"" dcnot_,o """""'" oup S • p. 

Eo doo1c¡ un ol..,ento p 01 ol oupr..., de un conjunto S 01 p oa 

una ooto oupnlO< do Sr "'"""" nelo.oro oeoor quo p oo """ oup! 

<lo< do l. 

"" fonoo Olollor o .,._, ao hUo poco ol ._.,,.., 00 puado d"""'"" 

quo oL """'"""'de un conjunoo, oi oXi.te, oo Oni<o. 

Cobo <ooo!tor oqul quo lo Onloo diferencio ont<o loo eoncoptoo do 

el .. eoto ... ,,.., r oupr."" do un conjunto S, oo<<l~o on que ol oht

.., d<W oot un elemento do! conJunto S otontuo quo ol oupt..., poo

do oot un oLooento de S o"" oorlo . 
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1, 1 , ll tJtltPLOS 

•1 ••••• 1• 1 • '"·. t 11 "" 

tito conjunto oo<l oeotodo """''""''"'"· 

Su ot ... ento do l.., oo ol ), 

. , 
o 

{"COtn "PO<iOno do A 

·~ ..... 
bl h• O • lo 1 o < o, • < 11 " O 

.... COO]W>tO Ud OOO<a"" OU ... <1o .. en<o, 

No "'"" ol .. ento ... ,,.o 
Su oupt.mo el ol 1. 

-------~~:··-~-~~~<~•:•::"'. '""""~•;.• do O . ·~ .... 
todo •ub<oo¡uoto "" vodo d< R que "'' 

.cotado oupe"oo~ooto t!<ne un '"""""' 

que fO<t<noco • O, 

' U l<e<O! P•••• '""""" lo •••o•t<•c•On •• lo <ofuenoh l 
•••. lll. 

" 

[oto too<< .. , cuyo ''""'"""'"" ""'"''"""'• noo """"",. lo "'"" 

U r' >piO<Iod do eo~1!• '1 t..d p.onoito utablocu ol con<opto do «m· 

unuldod on o, ol cu.>l "'do loporton<!a fund .. eMol on ol .. .,,.,,o 

del cl!culo . 

<""ploUtud ootoblenl.t pon loo rooloo on ol '""'"''' t.l.lf, con· 

>ido"""' o1 olqu!en<•.•J .. plo ~·.• •• Inicio buocondo uno oprod•! 

e<:n ol volor do fl" ~·dlonto ''"'''"'"'' docloolu """un no-ro 

"<ordoo•>o quo oL ''""'" f! r<prooonta a un nO..om o td quo 

•' • l, Aol. pau uo ' '"'""" apooXimocidn """' quo 

1 ¡ 1 ' • ' 1>! ' •• 

po>< Lo quo 

·,,,, oOto"'' •ho,. ""' ·••m•<~•o<Oo <on on• <!lea doo!~ol, o<o•o•v~ 

r L> L> ... u 

1 l.H , .. l. 96 l.H 
' 



" 

.. n obtooo, uno 'P'""••ol6n <on doo •.'trao duolmalu oboo< .. ~<>o 

••• 

•• • ...•.... •' 
pcr lo quo 

'"" 
'·"" 1.0104 

'·"'"''·" 
' .................. ·~·· ····· 

• • • l. " 1 ........ •' 
' 

\, Hl l.OU 

.. . ·l]·:·]·~·~·~·~~~33':·;·~·;·~·~~~33':·~·;·~·]·~~d ........ •' . ['"'""'" ~. ..... ,.. ,_ .. ,, .... 

LHI 

>.OO»>I 

y el P<O<ooo l~t!o oontlnvotoo tndotlnld•~ente on Vlttud do qvo, 

pot 1.0." r """· lo exproUen dool...,l do .Ir ca no .. lledt<o. 

c ............. "'""'"'' '" ••• , ......................... '"'~ 

"""''"'"· •• 4ocU 

'· •.•• l.Ol, 1,0)0, 1.010> 

" 

Can"""'""" •'o" o1 =n)unto s quo eonata do lu •••••l•oo<onoo do 

,J que f'uo·J•·• obtooo<>o ••dhnto el procooo quo "'""' e .. e<lto onto-

5 • fl, LO, l.<l, l.Uo, l. U<>, 1."<1!, l.UHll, .•• ) 

11 CoJo •O<OoJ ... oMn oo O>&yor qu< h ontor<or 

>1 • oont>ono un nOl.oro lnfinHo 4o ,,,....,..,, 

ll O ~ J, O" Q y S '"' oooto4<o oupuloB .. <o 

!.4o ptopUdodoo '""""''" .. on el """'" ll ouUfoen loo <0,..1<1on .. 

del toooo ... 1.1.11 d «O•pluu en U O por Q, Un ,..,.,00 lo o<>ne¡~ 

"'" "O oodo vll Ido >• quo S no tiono "" '""'""" on Q, to ola<o 

""",J .. lo''"'""' •••• '"""""'des r n t Q, 

C·~•'' co"'"""' O>d• .,¡., lo ootenot veoooo quo ol conjunto Oo loo o<!aoo 

<a• ""'o"'l•• <ueco do lo p<eptedod do <omplotltud. 

o.J, <;« '""" ""' couoopondct.clo uno o una ontto loo puntoo do lo 

'""'' y loo n<!aovtoo •••leo, oobe ••P•t•t quo ol ~ocopto ,.,afttl<O 

"• dlotonoto ont<o doo puntoo tongo ou ooulvolonto on ol oon¡unto do 

lo• nOooroo too leo. Oloho «>ne<pto, ••,...<Ul•onto Gtll po,. ol <11<~ 

lu,puodo oot lntt~u<ldo con oruQo del volot oboolu<o do un nGooto 
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f.S ... DEfWJC!~H 

'1"' '"•rnont.ue.ooo con 1•1, •• def!no <OJIO 

•• •• • • o 

1•1 • 
-·· ,, • • o 

•••• por CJUflO 

¡;¡ • • ,. " ••• , o 

'o' o. " ... o o 

¡- 'i '. ,. ... _, • ' 
~O 9onoral ol •olor &boo1uto do o < R •••• un nG&o<o reot DO no9011• 

'"' •• doo!<, p<>oltlvo o e.,o, t.ao P"""'o•l•< proplod•d .. dol •• 

I.S.l> TECOI."-' .... -~· •• ' . " 
" '. ' ' .. -~· ,., •0.:0.~•·0 
"' I•Y 1 . 1•1 · IYI 

J ", ' . • ,, ' ,., • ,,, 

L.& ptOp!..d•d 1l •• con•ecuonelo '""'""''''"'"lo doflnJei6n I.S.J<. 

" 
'"' ~roptodod 11) puedo d...,>lrnoe UcU .. nto o puUr dol lo<lr.,.. 

'-'·'· t.. p<oplodod U!l, eot><><ld• o.- 'dUiq»o)dad dol '"'~lo", 

•• ""~"""',. • cont1nu•ol6n. 

11 SI , • o o y • o lo l'l"ddad ,, ob•l•-

11 SI • > O ' y > O ton...,, quo , • y • O, por Lo quo 

'. vi • • • v • 1•1 • IYI 

1' " • o y y < O """""' que , • y < O, por lo quo 

1• • Yl •- <• • yl • <- •l • 1· yl • 1•1 • IYI 

'l ""' quoda ¡><>< conoto .... el raoo on quo o, y uonon •••-• 

cont<uloo. Suf"'M"'""' • > O ' y < O< 

U V • ••• ' 
'" ••• y • O, por lo quo 

1• ' V 1 <• • yl • t· •1 • 1· yl • • 1•1 • IYI • 1•1 • hl 

u y , ••• ' 
' . ,, • v • • • <- yl • 1•1 • IYI < 1•1 • IYI 

con Jo que h~o• ••~••••do !111 do J.>.lS 

A pOtt!< do Jo dof>nlcl~n.I.S.J< y de lo ••P•••••<•eJOn do lo• ·~ 

too '"''"' ~"""' punto• •!o J• t«"• '" Obo«vO qoe •lontuo •h 9,.~ 

de eo 1•1 ~h le Jo• ~el otlo!<" •• encuo·nuo d punto quo ••p«Oonto 

• •· D<bJdo • eoto, a! nO..om 1•1 •• lo eo=ce eo..o lo dUUneJ• do . ,, ..... 
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q»o u~ punt~ o oott o!tuod<> on«o • o y Q ouondo ly oolnen<O ouo~ 

.. ) 1•1 <o. ""'Ideo puodo qonuoiUa<u a «•••• del olqulonto 

.. 
oo• lo..,..,, do 1'1 y lil oo <tono quo 

- • ( • ~ • =) 1•1 ' ..... < ~-

,..,, .. ,, y lo d<moot"el6n quedo oo~ploto. 
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••• o o o oon o • Oo "o < R •• Hen• que• 

••• 1• 1 • • 
" .. ........ 6. '"'·" .. olquo ~-
1 •1 • • • 1 •1 . . .. • • ' • 
~- •• ""'' 
•• .. 1•1 . •• .. "' 

1•1 • • ~ • • • .. .. 1·1 . . • • • • '" lol ' • ~. • ' • ~- ' .. 
~· <•Mo, .. '" • '" •• olquo 

1•1 ' • "" . .. • ' •• .. 
'"'""·•-· ''""' quo • • • • • 
o) $1 o • O, 1•1 • o y do 101 

lol ~ o 
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OIS!o•O,)oi• ., .. ,., 
- • ~ - 1•1 ->. ~ 1•1 
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- - - 1!1 
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• o • 
.:~., •Y••• do! uolor obooluto, h """""'' entro doo """"'"' oooloo 

•••l•oquuro o, y.,....,, dofln"u eo.., •1 """"'" not "" nooo<t"" 

1• ·y¡, o contln•••'<,l6n oo !luotro qoooH<ic-nto ol ... ., on quo .... , ... 
1• - y 1 

• o • 
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.. 
11 loon •1 y, o o 1, d-ot<oc quo¡ 

" 

" • ,. . ., • • • •• .. " • 
" '" ••• . .. .. 
" '(I) • ·'7-· ... ~ • ........ ""' .. 
JUnto do ,oloooo 

loo o<qut<ntoo dool.,...ldodoo, 
do • quo h uUOfoeon 

" ' .. --,--- ' '1• - ll 

b) ., > !....!....! 
• "''::¡.,., 

" Oo -..nou o1.c<lu 0 =-> oo "''"•00 1 ••. 0, ol ec=<p<O do Oo<o 
Lnhtlo< oo doUno .,_, ol~o' 

" se •· ""el-•••• t < 1 oo..;.. <o<o tntouoo dos " 
• • f, ~ • < S. Ad .. ao ~ conjuAta quo <tono eotoo lnfoolo

ooo oo dl<o quo ,.,. •eoudo !nh«onoonto. 

Ooro codo uno do loo con]untoo dol ojooele!o ontooloo doelr o! 
ootln oool4doo oupo<!Onoonto, !nh<!onoonto o do '""'•• Nnoooo. 

U Oo """'" oiMlu o'""" •• nuo on '"'·"y 1.1.11 00 doHnon 
!oo <<neoptoo dO .. bt= • lnfl¡oo do un oon¡untQ, 

Ooro Codo """do loo eon¡untoo del o¡uc<clo J Nll" ou ~hl..,, 
otn1NI, ocp ... .oo o Jnf~. ol oouun. 

61 Soon o, y < o, d=otroo quoo 

•• '.' • ""' .. • " l•rl . .. ' ,,, 
•• ¡;: 1 . loJ ,.,. '' r ~ • 
" 1• - r 1 . Ir - •1 

7) Po" codo """ do loo oiquiootoo oU..-..olonoo, deooo•tru ou uall
der o dor un oontrooJesplo on oooo do oor foloo• . ' • • => 1•1 ' ' " 1• 1 • • o>· " • ' ' .. ' . '' <=> ' • • • ' " ' .. " • ' "" ' • • • ' • 

• 

" 
l.. IIAI SOOU INDI!ttmN ""'TDIATIO 

Ton pronto.,.,_, propuu..,o el priou tooroao do 1o ooo«6o 1.1 fuo 

••< .. .,lo ·,.our<!r o lo 1nduoo16n .. too.h!Co poro podor ••-•<u~

lo, fO ~uo neo onoontr~b...,o on loo 1n1o<oo do la oonotru«l6n dol 

u •••11••• lo pruebo que h• proptedodoo quo dof!nen & loo n<looroo 

notunleo, u do<!<, loo po&tuhdoo do .. ano. El por oUo quo <e 

doo loo proplod&doo de loo operoolonoo on M dobloron d~otroroo 

U """'o lo Oo<Ol6n l.l dof1n1""'o loo opouctoooo on: o pa<tl< 

de lu oporoo1onu on N, por lo quo ouo prop104odoo """'""" """".!. 
troroo o partir do la• propiodadea on N o in roourr1• o lo tndurot6n 

A parti< do dicho oocct6n, y debido o qua nuOOt<O 1ntorlo fundo••!!, 

tU <ro ol do ootoblooer loo p<inolpoloo prop10d&ho "'••brdo .. do 

loo d!forontoo oiltoaoo do n<la.oroo, no fvo nacoo&rto """"'o vtill 

trotodn "'' odolonto, loo cuoloo oOlo puodon oor """""'""'' P"< 

P'""""'"""' olqun .. oboo<vaoion" y uj,•mploo odiolonoloo que oop~ 

<amoo oont<ibuyon o ""' me}or <O<prono!On dal mdto-do y ~·• P""'"'" 
Oü Ut111roe•On <O un <On><oto .. , •~plio quo o! do lo oocc16n 1.1. 

• 
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""••lor flJ~ no. "" ootoo ~&Ooo lo p .. to 1 do lo pouobo cono U U· 

d on '"''"""" quo lo p<opoo«<~n •• dorto pon ol valor no, lo 

P""• 1t e<>nolotUI """''~'"'" on """"'"'"' """ lo vol<doo do Pl>l 

li<plloa h do P{~ + 1!, t<nl<nd.o on ouonto qn ohon k •• ... yo~ o 

l~ol q"< no, Y lo oonelull~n lotl quo h pmpoU0!6n •• el'lto po• 

l .•• 1 EJ!>CICIOS 

11 D••••"'"' !'<'< lnducc!On ooto .... t!co <¡uo ho o!qul•<.too l6omu)., 

oon Yllldoo poro todo •~•<O notuool "' 

''''''''····•-" ln • 1) 
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bll+l+O+ ..• +l' ¡"" - '· lqu~ roprooonto oqul ni 
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<1 p.,o codo uno do loo olquhntoo ponpoolclon ... ho!l., ol ••""' 

volor do n poro ol eud oo ou~plo y d•-o<n1lo po< lnduo<!6n.,. 
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HU~.EROS Cctlf'lfJOS 

•• •• '"'""'' J• T•r••«d• •• h •·•·'·"· 

CAPJJULO ll 

INTIIOOUCCr<>N 

1! _¡ >0 ...... IIOO~lOA 

Lo od!<L~~ y lo -..Lupl!<•<16n •~ e 

<1 conjuoado 40 on """''" cooplojo 

Lo '"''''""'6" v lo d'"'''6" on e 

t}o«l<<o• 

... ••1Clp!l<oo16n y lo d!vlol6n d• n~ooroo 

""""'"'"' on fot.,. ,.,,., 
Poto~••• y rolcoo 4• n~tOO coaplojoo 

''""'"'•• 

U.! FO ...... OE EUL<' 0 EXI'ONLNCIAL 

or•········ do·~··· oo.plojoo •• ,., .. 

do '"'" 
!.OO"Hmo n>t>n•l ""un n<l.•o•o ••~PloJO 

t¡otcle>o• 

.. 

" .. 
'" 
'" 

'"' ... 
'" 
"' 

"' 
m 

'" 
"' 



CAPITULO 11 nu~.uos tctiPlEJOS 

>oo n~oo<o eooplo¡oo op&rO<on on ol horloOoto do loo ""'"&ltleoo con 

O'"" ''"" cor.ooeuonclo do uno noc .. tdod, do h ~Uaa "'"""'" quo loo 

....... ·····"""'· 
CUcl.,o <udono, <olnonto ....... ,. •• 1toiU"'> dol oiqlo <V¡, '"" <L 

pr1co,o on roconoc" Lo vor~ado<o lmp<"'-'""'" do lu ralc~o ••••ttvao 

ol OOtot)ocor lo t .. t!o oonorol do loo ocuocloooo do torcoto y cuorto 

<««, ro )lc;é o Hocuu ol concopto do nilo-ero l~oolnorlo. 

on• ccu ""c!Lcodo on 1>12, oo•.oiO quo loo ndo.,oo <o.aolnO<!oo oron 

Ic.dl'l"•"'·'"' , . .,,lo oolucll.n do ocu•c!oooo ••• lo'"'"" •' • e • O, 

dond• e oo un .~ .. ro poolt!vo. 

" 

doelorodoo por ooohoo cooo "<-ocolbloo• o 'lnooloton<oo', pOr ol .. ,. 

hooho do no p<>Mr nloelon .. too con o•p•r1onolu do '" vldo eoUdt~ 

Poro uno oeu•e<On e~ •' + l • O 04 lb< o quodoroo oto oolo<!On. Loo 

.. to"""' .. <oquor<on do loo •-•'""'"' puo doourO\loru y, UnO\· 

~onto, htoo o• impuoloron, 

~""" oo l<I"U o ·1> oOlo puedo oonooblroo con 1& oyudo dol l ... o<no

Uo ... , conocido, ol quo tutor upro000'-0 con ol olo.bolo ' quo todo 

1! . 1 '"""" "'"""'". 
""" ••• o<op<oda lo .. utoncto do 1 cooo un nboto tol quo 1 • l • • 1, 

oon odaoroa < .. o1nor1oa . 

...,, '""Oinuloo. con lOo ~"•" roql" do opot«l~n quo loo oboroo 

reoloo, y conoido,.ndo 11 • • 1, oropor<!onon ooluc!on<O o todo <<uo 

c!~n do lo lorz.o o' • e • O, d"""• e oo un nllooooo poott!YO. 

Oor o¡•~plo, loo ooluc!oooo de lo <CuOC!On ... , .. 
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!Sll' • 1~111111 111' • nt- 11 • -,. 

' 1· lll' • 1- "11· 11! • U<' • 11<· 11 • • 11 

<o oon.ul. loo oolucton .. do lo ocu&<!On 

•' •••••••• o ••• 

...... , .. 
.. ..,, 

··-l•·~·-1111 

t noo on<~nttoooo oon ••• <odo wno do lo• aoluolonoo •O la ··~· do 

e • lo 1 • • a+ bt, o, b < o, t' • • 11 

' Ool, ,_.., •t•<l-!o, - 2 • U, - > - 11, l • '''• l - • l •~•- oh••o• e~ 

•••• '''-•''' loo""""'"' ooo¡dojoo """"'"'""""'"""lodo"'" do 

" 
ol!oo oon touot .. , '"" Lo quo ootobLo«""' lo oi9"1•nto doflni<t~n 

¡¡.1.1 OtrJU!CICN 

5oon '' • o • bl, •• • e+"' doo •~moro• """P'•I•• 

••••• b, "· d ' "· ""'""""' 

'' . . ' .. • • • ' • • • 

e-o opeto<tonoo do odtoiOn y oultlpl!<oo16n do nOaotOo eo~plo¡oo o< 

doflnon, •• tloolnoo do lo odlolen y oultlpltooo!On do n ... ooo <••· 
!u, do lo unoro o<oui<nt< 

lt.l.> D>r!NICICH ......... "" ........... ..,.,, ... .,..,.,.,, 
dondo o, ~. <, ~ < •· 

1l •< na•no ,, • ., •• do"""'"""' 
o, • lo • [o><l o Lb >dll 

••J ol nO• .. • " •• •• ddtno <:<>""' 

lo lo • (oo - MI • (o~ • b<ll 
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· ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 

"'' 

loooo«\lo ór {o U, n. 1, 1'. 

S<a ' un con)uoto no voc!o, on ol cuo) "''''" la re:,,,,, 

óc !quoldad ••·"'' '"' oJe .. niO" L•no oporac!t• '''""'" ' 

U ó>O/>Q OQO}UOIO o• uno oolocJOn qUO OOO<!o O CO<O e., O<-~ 

"'"" <•.b) de ol"'onton de o, un o)ononto o,,¡,~ • o b o: 

cual """"'"'" "''""' oooultodo do h "~"'"'"'-· 

S1 ol , .. "'"""do lo opouoiOn ,,u on ol oor.Juoto s , " 

d><• o•• ' oo <orrodo con uopoelo o dtcM """"'"'-' c•c 

lo cuol lo opo"<16n ood óo!ln!do on ol conJunte. 

<l•~plo 1 .1. 1 

••• S ol conjunto do loo n"-roo """"'"' '"' y ••• '' 

....... ~. '""' 1•1-

A codo pa< ordonodo do n""•m• notu<Oloo <o,bl '"''"'"• co· 

"'""'" lo oporodOn """"· el nG•oro a • '-• el '"'' .o On!co; 

y 001¡ <~1fn on loo noturoloo. 

Por •>••ploo 

1 • , • ' 

' • 1 •• 



E)..,plo •·'-' 

......... 
' o ' • 
o • ' • 
• ' • 

•• . ~--· 
ly < f • o\ 

,..,..., El o<'~er ol•~•n<O do 1• pou)o do.,.""'""'" on lo'"

,_ do lo """'"'"' V ol """"""" eO ol ••nglen '"""""'· <' 
'"'""""" •• u .,., •• ,e •. •••• •• ,, .. ,.,. """ •• '"'"'""' 
en lo lntotoe<<Ien do) <onq16n co<toopondlonto ol ptl .. < o lo· 

monto y lo col=.n• c<<Hopond.on« ol ••••ndo. """"'" llootnl. 

' ' .. ~ 
o .... 

" w Qtdonodo ".e 1 .. ocumo o ol <l<~n.to ., .. 
"""'" • o ' -• 

" 
,., ··"····· ,, . " ............ , elo ... n<O " •• ...... • o . -• 

" ,., ordonodo 
"" 1 """""'" .. olo~onto • •• 

"'"' ' 1 ' ' • 

t)o~p}O !.l.} 

c. d1Yio<6n •• uno op<rooi6n bin&tiO no definido on ol con}U~ 

lO do io• OOA .. oo enterO< l>) • puoot<> •"" 

V o, o 1 1 00 <'"'Pi• qu< i;! ' 
puoo no obotooto 

pon -o.> e 

, .. 
-· '· T .. ''""" .. ~ ... ··· ..... " 

•••• '·' ' •. i • ,, 
con Lo ouol yo no ,. ouq,lo ""'" todoo loo """"'"' on<orOo. 

cumplo quo •o o;~todo con b" •• el ~loao olo~nto quo •¡, 

opotodo cor. o" o ,,., 

~ .... ' $ •• """"'' •••• ' ~ ..... 
•• lo o<I<OOlVO ~UIH010A00 oolH'on<o .... OltiU fo"'o 

,..,. '"""""' , ........ ~ .......... . 
<jo~plQ 1.1.1 

• o.b < > •• """''' q•• o • b • b • o 

' 
" •• ""~'"'' ••••• b • b •• 

bl Lo opor•«6•' •• el con]onto s"dol OJ<mplo 1.1.2 no u 

oona•totl•O• yo qoc .. ' .. > ' ~ . . . 
' 



"'" lo t.onto 

···~··· 21 Uno <>por>el6n b!nor1o O en un eor.junto S •• "oooeiot>••· 

11 ~ 0 , b, e< S •• cu~lo que ot_(bLel lolb!<e. 

. 

ol '-" o<!e!On en lo• n..-uoo """"1"' •• "'"""""'• yo """ 

w o,b,e , , •• """''" qu< o • lb • e) • 1• • bl • • 

b) W opo<ac10n 

""'· yo~·· 
w o,b,e < s oo ewople que •tlbt<l • IALbiOe 

ot_(fLY) 

1•<11<> 

po< lo ''"'-'-

. " 
' " 

' 

• < 1! < >1 •(o A " L ' • ¡ 

rl onlllof• ••hooot!vo de <edo• loo <UOO eo ono toreo <0!!. 

o<do<ohlo; o1n oo.b«oo, •• roc.,.,iendo ol onudionto, on ou~ 

<]-lo, <·orUJ.cor •••• ""'de ,., """''"'-" ,,,,..., •• ,., 

o<I•<O 

O<(>Lll 

,,, .. , 
y e lo < il 
,,,. .. , 

, .. ,,., 
l~<o)<Y 

lt<y)to ,,.,,. 
,, ..... 

• 

"""""'""'' ~··· ... 
"····· ' . .. ''"'"'' ... .., .. ,, . '"'""' 

en""' o lo eu•l podooooo ''""''"' ••• O!<ho o,.<><16n u ".2 

«•<>••· 

JI •• 01« quo un «<n)unto & '"' dot .. o do "<l•~•n<o , .. "'! 
eo· con tooP<<<o o lo o~roe16n "'"'''" o ''' ...... , ..... ,. .......... . . . . . ' . . . 
.... ., .... , •• , .............. o,. ... , ...... -·-""'' 
·~ 
So noeo neto< quo poodo ••<•<<• un ol~nto quo ••• oOlo 

idht>C<> po< lo """"'"" oo doel" '• 6 o • o: o •••• 

quo o•• oOlo •••••••o por )o doroeno, oo doelr o L • • o 

•1 rl ol..,ooto 1df"""" poro l• '""' oo ol eo")on<o do loo 

nG-<Oo rooln oo ol nlbouo <no, yo quO< 

J o ' • "' .... ". ' • .. "'"' •.. 
• • o • o ' • • • 

b\ U •<•••·oto ld~oueo poro lo ~ult!pll<•<!Oo oo ol """'""" 
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'''''''"""~''' 
•• t>eno qu, . . • 1 ' • • • 

el Sea ol '""'""'" do loo n~mocoo '"'"'"' y ••• • l> OP«~ 

el6n d<fHdoo eO<O 

•'y•>••,-

" o , ••••• 
~o<I oeuenoqo< O'o•O • • 
••••-«•• quo ..... U<O opo<oci<l<. no ...... olooo;<o '"'"'! 
00 .... ,,.o_ 

di So de¡o o: ea<ud1a"t< or.eon""' el el .. onto idhtl«> po<O 

lo ope<.Olto ~del o¡..,.plo 1.1.1 

01 >•• un con>unto s dctodo Oo ol~nto t~fnt<co • eon •••~t 

to • """ openci<n ''""'" e , "" ol..,onto 6 •• d><o ••· 

.... o ••• "' 

' ' • • • ' ¡; . " 
"o•-oloseo, 

So n••• •·•<>• quo "" ol•~••to pvodo to'no< '"""''" oOl< 

¡; ' ' • "' 
o"""· '""' '""""" o61o pO< la de<«ho, eo doc"' 

' 

<¡e~plo I.l.7 

a] El ele~ento '""""" d< a ,.au lo •=·• eo el oon¡unto d, 

loo ••aleo •• • • - o [)Jamado """'"'" de al, yo quo, 

• • < R, l -• tal quo ·• • • • • • (-al • O 

bl rt duento inveroo ;•au la""""""'"'""'" ol eon;onoo 

do loo oa..eros reol., •• i. , ~ [)!nado <<<i"<O<O do o¡, 

ya qvo, 

~ • ' o ' ' "· l • tol ••• 1 • • • • • 1 
• • 

'"""'•deoe que o) uno oo <1 idh<ioo I•UO lo oulUpHe!. 

"""'· 

el 1nvotoo ••qu<e<óo ~. ' <0 '' yo quoo 

(o •• el id~•.tico P'" la operoo10o. ~1 

J<<S td~u< ''""' 

Eo oonvonion« hacer OO<a< qu< o.!<nu .. el 1 .. nt1oo oo o1 

do ele~•"•· 

seo oho•• S un con¡un<a en ol cuol •• dofi"''" !u ocuoc•Onoo 

"'"""·· • l' '. 

1• up0t&o10n "' ''' 
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.. '"'"' (o'b)Lio"<l 

•• """·"'" o•• 

Un• opetao•6r. • " 'toto<•·•"" d"t<lbotlvo" Lo oi~P""""" 

"diot<>bvU""I •ab•• ouo opo .. ol6« '• ''' 

Lo diot"bucivo pot lo """"'"" Y pOt lo d<<<OO< Y'"'"" 'l'. 

'""""'" '"'· '"""'"" •• <oe<•· o•• •••~" •• """"'" ~on 

o'lbt<l • lbLol'• 

lo cuol l~¡.llco que< 

lo'blll•''l • lb•oiH<'ol 

....... 
tJooplO ).1.0 

a) En el con¡un<o <lo loo oO.or~• <oaloo. La oultlpll<&<10<. 

•• dlotnbutLva ocbro lo '"""'• ya o••• 

~·····'' 

<J••b•« 

, ...... "' .. . 
¡,; dlotUbuUv• pOr '' " ...... ,, 
loo dlotr10uUvo pO< lo·~ .. .. ,,,. 

• 

ob•oc•bo•ca 

bl ~o el een¡~oto d~ leo nO..otco <Ul<•· lo ,.._. no •• di! 

t<lbuuvo oOO« )o •·•'"•"''"'~"-· y• """' 

o • '""' • lo • M<• • e) 

Un '"''"" olq<b<"'" •• "" oon¡unto no vado S , on ol 

O< acu<·tda can ol nW,no do operao•ones y con '"' ptcpiod! • 

doo toop«to a loo elnento• de S, lo• "'"""' aloebrUeoo ....... ,.,,. •••'"''"'' '"'"'"'· 

'"~•"'"""'' o oontlnuoolOc. 1• notvrol"• do ¡., pnnolpo)oo 

..., .... u<tUU ol~Ob<O!<a _., "~PI• que •ou< """""•-• •• 

co eon¡uoto •e• "" va<!o lo.._. un ~"'pO eon roopeoto • U 

op.,•e<O• "'"""' •, " eu>plo eon loo olo~J<n< .. pr..,lo~• ... , 
Gil O oo ••rr&<o eon uop<cto • h operan6n '' 

• • • b ' " 
.. C""'ple que ••• ' f 
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o' b • • •• 

En booo o co '"""""""'' Oo 1nvoroool p<>deoo• ~•o.ibHo 

co, Í • lo'bl • i' l•'<l 

•• ""'* • e> ll•r ''""''""'' ten•'""" 

el, ¡¡ • o¡•o • ¡¡ • •1'< 

co, •••• •'< 

G), o • < 

""""' qoo porthndo de Jo ••~re•i6n de lo «qu>erdo y noeiondo 

uoo oolo~on« do lo ~cf1r.1c10n do qtupO, he=s l!cqodo o l• .. P<!, 

UOn de ]o detccOo len ol oorc<do qvo IndiCO lo condlnor.oll, con 

····•'''*""' 
]So 0<)• •l oo<udlonto la rlemootto<!~r. •• h •eounO• pacte Qo •S<e 
•oor.,..). 

,..,, .... 11 

• •• b G, loo ecuoo<on .. ••• • b, >'• • b, <>ec.-n oclvc>onco 
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1.· En E0 o Vlp,fl oo ol !O<otvolo oblonoo lp-C p • !1¡ puo! 

,. '•· 11 '<lp·[<x<p•fl 

o 

'lip.f>. '•1 1·- pi '11 

, .. ••• 
• • 

>.·En E' ; V<p,lJ •• ol COOJUnto do pvntoo doM<O do lo oolo• 

'"con""""" p • "·"·"'y .. oto lo 

Vlp,[l • (O,,y, .. ¡ •1•·•1' • ly·bl' ···•l'(fl 

Lo oupotfiole extenot lo frooto"l do la ooluo "" ooti 

on el entotno Vlp,{l 

1.· Seo o cuolqu!e< conJunto cuyo ~•••••• •• doCino dol •! 

~"""'" modo• 

Slp,ql ·!'· '1 
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'·""'" .. 
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Vlp,[) • p, oi 

"'> -
''lp.n • '· "' • 

ro "" ontomo 

quo e<>oUono ""punto ••••• que Vlo,f). 

'<otoo16n• ''lp,[) o V'lp,[) 

iq 1 o ....... ,, 
o 

~(p,l) • Vlp,l) • (p) • V'lp,fl 
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'""'" lnto<lot. 5oo ol conjunto <e:: I~.SI. So dloo quo p oo un P"2 

'""'"'""'' ,,, •. "'''"' vrp,ll '"' ••• vcp,n"' <. 

Puoto "''"""'" tl punto q " puoto '"""""'' do <, u "''"' 

Vlq.f> <Ol quoo 

Vlq,ll"' IM,SI 

"""'""""· por> '"'""'"' '"·•• o "' '"'"''" ''"' "" puo<o .. ,..,., do 

~·· o••• un punto''""'''" Oo < ol, y oOlo"' oo punto ftonton do 

.'1 - '. 

11 ••• ~. ,. ' ....... - 1• 1 o ' • ' 1] 

<1 '"'""'"' ' •• (0,11 

u !rootoro do • •• ¡0,1) 1 000 ¡ """'"' 
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COn)uoto ob!<uo. loo i e M. So dico que ol conJunto 1 oo un«>~. 

]U<-to 'obUrto', u, y oOlo 1! ""contceno "'"""" punto do ou lron<o· ... 
cnn)uoto cnnodo. <l oon¡unto •- •• un con¡unto ceHado o<, y oOlo" 

oont!ono todoo ouo punteo fton<•••· 

Do l•O dofinjc¡onoo ontot!otoo oo deduce que t •• un con¡unto ablotto, 

o! todo punto do o oo ol m••~ tlompo punce '"''''"'do A. 

tl conJunto dol •l••plo ll >ntotlOt no oo nl con¡unto ceHado nl ca~ 

JUnto oblotte. 

El OOO]UotO <lo! O)..,plo >1 00 COO]Unt<) <OttO~O. 

En ol o]o"plo JI ol conjunto oo •blrttO. 

' 
"""'"do ,o.,.,ulaci6n {o pooto H~ito[. Soo ' "'~> p < M, So d1oo 

.¡uo p ,., un runto do 'acwmHac!6n" Jo<, oJ tod<> onto<no lnc.,.,ploto 

•:"•p,ll een<!eoe un ounto <r '· D!<M de otro """"• P •• un pun<o 

'" .oumul><<6n do A, " cado '"'""'" "'"-' 1 <OO<!ono un punto do <, 

,.,, no ••• ol pucto p. 

:1 oon•un<O "" pu<.too rlo """uloc16n on •1 o)orp:o 1) '"'"""' "" 

~,..., «nl""'" '· 

<l ct.n¡un<o •• ,..ntoo de ••=ulac16n dol e<>n)unto '• on ol o¡oaplo 

)) ... 
;,.,,.¡ 1 •'- y'. ti 
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1 

ESPACIOS VECTORIALES 
INTRODUCCJO~ 

En varia> ro~•• de la aatoaJtlca, o e pre>enton con¡untoo 

olnento;, El lll<bra lineal, trota \u propledade> """'"""' de · 

todo> aquellos ,;,teou ola•bralco• q~e conHan de ur. cor.¡unto "'' 

una noción de "co,.blnaol6n lineal" de ous e\eoentoo. 

El eHudlante ha tenido yo upulencu con ~ecton> Je\ 

eopaeio eucltdiano tridímenHonal, y n poTtlcuhr con combinado· 

neo lin .. le> de tole> ''HtOT<I. m uu copltulo e<tableceremos 

lo ddlnici6n de una e<truc<ura ol~ebrolc•, llamoda espacio Hcto· 

rhl, que en lo <>perlenda ho domo>tudo ser lo oa• Gtil abstra<;_ 

cl6n de un tipo de Botemos como-o) «pacio cucliJiono tridtmcnsl!!_ 

no!, 

El eopaclo vectorial de 1 .. t«n ... 

Considere..O> lo• voctoreo 

¡-,. (J, -1. n ' 
••• (1, l, 0) 

Cono sabnos, h ouu do V, y if, u el vector: 

i', • ii,• (O,\, l} 

1 el praducta ~el e>eolu 1 < R por ii1 eo ol vector: 

3 .,. (~.·l. 6} 

En genero!, 01 

·- ¡., .• ,. •,) y¡;. (b,,b,,_b,l 

oon doo veotHe> del t>po de ii1 y v,, •• decir, tern., ordenadas de 

nduroo reales, U •u~• •• defino <o~o 

a • ¡¡-. (a,•b., o1 •b 1 , o,• b,l '" 
y el produno de un eooolar a por un vootor i oe define eo~o: 

"' 
Al conjunto fo,.odo por todao lu tornn ordonadao do nd 

uroo reolu, lo repre>entareaos con R'. 
R'• l(x, y,,¡¡ x, y,', RJ 

[n R', lu operacoonu dehnidn por lu upruionu {\} 

y (l}, tl•nen ¡., >i11uiente> proptedadeo. 

hu todu la> terna> ordenad" de oQneroo realu i",!I,C 

1¡ R' eo cerudo reopecto • la '"~• y o\ producto por un eocour. 

" l) i"•lr•lr•i•i, donde !r•(O,O,O) 

4) ii.¡-i)•(·i)·i·lr. 

>) ¡,¡;-.¡¡-,¡¡-. 

., 
" 
" . , 

o(i•D)·~i"·oll . 

(o•~)i•>O•a¡¡-. 

o¡~i)- ¡o~¡¡ 

¡¡.¡ . 

Cooo puede vene, R
1 

foroo un ¡rupo obelhno con rupecto 

o la ouoo; ''" eobar1o, posee alguna• propiedades ad\c\ooaloo (6 a ~1 

con respecto al producto por un eocalor. 

""' que 

LE5. 

hlsten vario> >i>teoas que tienen loo o\nu coractorlotl 

R', • e>le tipo de >i>temas !u li•ur .. oo ESUC!OS HCTOR!! 

~Jo~plo V. 1, 

n•ll quo 

un ,,.temo quo ro••• lo mis~• e.rruc<ura (do oopoclo .-oc1o 

R', e• el conjunto de todo> lo• pol¡oo~lo• de arodo !l con 

i 
1 

1 
! 
• 



l 

lot operaclonu do ouu y produc<o por un <>Colar. D .. o>traroaos 

o contlnuocl~n qua u cu10.plen <oda• ¡., propledadn que onundnoo 

• poro R • 

" Sean 

' 
. , ••••••••••••••••• , , 

o1 •b 1x •b,x •b,x•b, 

cualo•qu1era M grado <l con cooflclon<•• ro oleo, 

[ntoncoo: 

o, •o, • (o, •b 1¡x' • (a, •b 1)x' •(o, •b, )x• (o, •b,) 

•• otro poilno~lo do 11ndo ~l, y ,¡o, R: 

oo 1 • {oo 1 )x 1 •(oo,)x'•(oo 1 )x•(oa 0 ) 

t,.blfn •• un pol\noaio do grado <l. 

Por lo que el conjunto M todos lo• pol1noaloo do ~roJo 

~l. u «rudo r.,pocto • 1•• oporodo""' do >uu y producto por un 

eocolar. 

Z) Seon 

ontonooo: 

••••••••••••••••••• . , 
Oo•b,• •b,x •b,xob 0 

o •e x 1 oc •'•e x•c 
1 • 1 ' • 

(O 1 •o,) •o 1•(o1 •b1 ) x' • (o 1 •b1 )x1 • (a1 •b, )x+(a, •b,) >(c 1x' •c,x1 •e, x •e,) 

(o •o )•o •(o •b •e lx'•(• +b •e )x1+(a +b •e )x•(o ·b • e ) ,,,,,, ,,, ''' ... 
(o 1 •o,) •o 1• o1x' •a,•' ·• 1 x•o, • (b, •e,) x' •{b1 •c 1 }x1 

•(b 1 •< 1) •• {b, •<,) 

(o
1
·o, )•o,·o, •Co, •o,l 

por lo que lo oumo •• .. ociatHa. 

l} SI ii•0.1 •0.1
•0••0 

onton«>: · o, .¡¡.¡¡.o, .o, 

por lo quo <1 pol>no•io Q es ol idhtico ~oro lo,,.,, 

V·ti/1 

O) Su •......... ~· ...... . 
existe el pollno•lo 

·o ··• •'·• •'·• •·• 1 ' 1 1 • 

tal quo 

o, • (. p 1 ]•(• ,·•, ]x' • [a,· a,)> '• (a 1 ·• ,)x• (a,-o,)•ii 

r ademh 

·o •o ·5 . , 
por lo que -o 1 e> ol lnveuo aditivo do o,. 

0 •o •(o •b )•
1
•(• •b )•

1
•{• •b }x•{a •b l ,,,, ,, ,, .. . , 

0 •o •(b •a l• •lb •• l• •{b •• l••(b •• l ,,,, ,, '' .. 
o,•o,·o,·o, 

por tanto, la •u•• de pohnO•lo>" co .. utativo. ,, S>~<R: 

o(o •o )·~{• •b )x
1
•o(o •b )>

1
•o{o •b )•••(• •b l '' '' ,, '' .. • • • o(o,•o,J•(oa,•ob 1)x •(oo,•ob,)x •(oa 1•ob 1)x•{oo,•ob,) 

o(o,•o,)•oo 1 •oo 0 , 

El producto por un .. calar e> d\unbutlvo reopocto o lo 

5Uma de pollowmiO<. 

l)~lo,8<R: 

" 

{a•8) o 1 • (o·~) • ,x '• (o•8}.o 1x'• {<>•8)o 1 ••(o>8) •, 

1••8} o, •o• ,• '•••,•'••• ,••••, •h ,x '•8•,•'•8o 1x•h 0 

¡oo:l] o, •ao 1 •So 1• 

Ll produCIO por un e><•l•r •• distributivo respecto o lo 

, , 
~(8o,)•o(8o 1 • •Bo,x •8o 1.•8o,) 

o[~O,) • {<>8)> ,o 1 •(o8) o 0o 0 •{o8}o 1 xo{o8)o 1 

o<{~u. )•(u~Jo, 

1 



" Jo 1 •1 ( • ,• '., 1,' ., 1 , ••, ¡ •• 1 , '••,•' ••, ••a, ., , . 

1 , ~ e> el ldlntl<~ rou ,.¡ l"oJucto por un escal:Or. 

En CM<Huenclo, el tor.¡unto do todo< los rolinoo:.:o< Je 

u i J'IOJucto por un eoc•lar. 

E¡e•plo 1'. l. 

Vono> >i 1., ~""'"' <••~1h forman un «pocio >'<OtNi>l. 

Con.,Mte,. <1 co¡.Jun<Q M Oe toJo• las~'"""' Je orden · 

.. ,.¡¡, JI•,· .o 
• ') • J 

1 1 • 1 ' l' .m,j•l, ), ... n), 

col.; pOT una n,otfl,, oo <lo·<¡•><nolon los >i;!odonte• ¡,;opoc·Jade• para 

tol.>' la< motn<u' A, ~. r: Ue M 1 todos los"""'"'"' ''• S Jo C: 

1) ~e$ ccrro.lo con '"'P'l'\u o lo Sll~• y el proJu
1
0tO por un oseo· 

he. 

J) A•{·A)•(·A)•A•G 

S) A•B•B•A . 

11 r~·!JA""''!' 

1) >(!.-I)•(>~)A 

por Jo q~• el conjuntO Jo todu ho aotr>ceo Jo orden ••n li<n< _la 

mi••• e<tructuu Jo upocio vectonol que R
1

. 

llno< vL<to treo olote .. > Jionnto> que tle~.,·n la lll>U 

onTucaora, a loo quo h .. o• lla .. do ur•cio> .-eoton~l··•· ,., 

gido•). m•s no .. 1 loo pollnoaio• ,. lu !Utt1C<O, sin ··<~ar~o. roT 

el hecho de ,.,. d~~><ntoo do un .. p>cio YHIOTial, tut,;<n los lla· 

~·Te.,O> Y<CtOTOI. 

V·8:9 



l 
' 

1 

1 

V, 1 , 

Definición. 

Un espado veotorhl V sobre un cupo X, es un conjunto 

no vado en el cual •• definen lu sl¡ulontoo do• orerodonoo: 

Uno operocl6n que ul~na a cualesquiera elementos u, 1' 

< V un ele~ento ¡¡,¡;-,y o\ que oo conoce como la •umo do U y 1'. 

o por v, 

Una opeuc!6n que ulgn• a co~o olo~onto i'<V y • '""" 

Lu cuale> cumplen lo' o!gulon«• prop!rJud«. 

P•u cuale>qu>en elo~ontoo u, "• ;;¡<V: 

1) (U•i'l•W· U•(i'•W). 

l) 31f<V tal que U•1f•~•U•U, 

(a 1f le llnuos voctor cero). 

3) ,. ¡;:<V,¡.¡¡< V tal quo U•(·Ul•·U•U·1!. 

" U•v-v+u. 

Para cual.,quiera o, B < ~ y u, V < V: 

5) o(U•'V)·oU•oi'. 

6) (o•!)U•oU•BU. 

7) o(!U)•(o!)U. 

1) 1U·ü, 

(aquf 1 repro,.nta la unidad de K). 

ConHcuenci .. el .. enules de ¡a def!n!c!ón, 

de la definiti6n d• l•pacio Vectorial. a\Junoo do los cuales enun· 

da~o> a continuación en for•• de too«•"· 

Y·l0/11 

Teorema \'. \ 

SI 1r <>el vector cero de V, entone .. : 

Domo<traC>6n. 

S! ~ oo un '""lar cualquiera Jo K y Ir oo <1 Yector ce~o 

Jo\', ontonce>, por¡., propied•d•• 1) y S) de la definición: 

,,lf.n (lr •li") o o])" •olr 

•umando .¡olf) <\',por la propiedad 3) tene~o•: 

nl)". (. (Oif)) ·~lf•nlr• (. (nll")) 

1r • (otf •~tf) • ( • ( oll") ) 

por 1) ten<~"" 

de ll se •igue que: 

flnolaent<, por l): 

Teore .. V. '· 
.,. ¡;- < V " ti<n< que 

S1 o u el e>ealor cero y v un ve<:tor cuolqulen de V, •!le 

0\"•(0•0)\-' 

por lo propiedad b) de la Jefinici6n 

ouundo -(OV) < V, por la proJ>>edad J) teneao>: 

o;:, (.o;:¡ • (DV •0\-'} • (. (O>)) 

• • 



' 

Ir• {CY•O~ • {- {O~) 

do'l) oesigueque 

lr·CY•lr 

llnol•ente, por 2): 

lr·OY 

Toare .. V. J. 

SI 1 e• lo unldod de r, entonceo: 

'1' ¡:<V •• tiene que (-l)Y·-Y 

DUO"t&OI~n. 

Si 'i e• un voct~r cuolqu!ero de V, ontoncoo: 

lr•OV• (1 ·I)Y•1V•(·I)V•V"•( -1 )V 

on con .. cuenclo, (·1) V •• el lnveno od!Hvo de Vol que be••• ce· 

pruonudo con .:¡_ foto de""""'" el teoren. 

En ¡¡enero!, el vector (·a) V •• el !nveroo oditivo de ov, 

yo quo: 

( -a)V"· ( -1 o)Y· ( • 1 )oV•- (aV) 

Por otro porto: 

por lo que 

\ { -a)V•a( .;;¡--aV 1 

Ao!, la reHo o ounrocc!ón de vectoru •• obtiene • putir 

do lo su .. de lo olgulente monero: 

Definición. 

SI ;; y V •on dos ve<toru de V: 

;; v- ¡¡.¡.~ 

Eje•plo V. J. 

El conjunto de todo• lo• puntoo do lo rocto que poso por 

el origen y tiene como nO"eros directores 1, t, l, fonoo un eopodo 

vec<oriol sobre el compo de los nGmeroo rules. 

la ocuocl6n de dicho recto en forn slaHrlco es: 

Por lo tonto, loo punto• de dicho rocto tendrtn por coor-

donados: 

y el conjunto do punteo de Jo recto oorl: 

~·{(x, h, lxJix < ~) 

htoncu; 

lo ou•o y el producto por un eocolor estln deflnldoo do lruol for.o 

' que n R 

Verifiq~uos que S oat.i<hee tod., lu propledodeo que d! 

finen un ••p•do vectorlol. 

L., operocionoo deben oer cenadu; 

' V •{X 
' ' ' Zx 1 • Jx

1
) dos ele•ontoo 

c"o\eoquiera de S y o cuolquier ••<•lo< de R: 

V,•V
1
•l•,• !x,, lx 1)•(o 1 • zx,, lx 1J•(x 1•x1 ,Z(o 1•x 1),l(x 1•x1)) <S 

,. 
oV,•o{x 1 ,Zx 1 ,Jx 1)•{u 1 ,1u 1 ,lax 1 ) <S, 

Prop1edodeo paro lo •uma. 

Sean il,•{x 1 ,1i0 ,lx,), 

treo ele•entoo de S: 

il,·(x,,z.,,J•~) ' 
\) ¡V, •V,) •V, •( (x

1 
•x, ).l{·x, •x 1 ) ,l(x, •x,l )•(•, ,z., ,lx,J 

¡:;_ •V,) ·V, •((•, ••, ••,), z (x, •x, ••,1 ,Ji o, "• • •,)) 

' 

Y
1
•(x

1
,h,,Jx 1}l 

' 

Y-12/13 1 



¡;;-, •C,) •'='1 •(<,, lx, ,l•, )•((•, ••, ),21x, •x,), >(x, .,, )) 

¡;;'.;;,J.;;'.;;,.¡;;'.;;') 

¡.oc l_o ~"" la ouma es HO<\otiv. en 5. 

:¡ h"t< ~·(0,0,0) <S tal que: 

";•'l"o lx, •O, ':, •O ,lx, •O )•(O•x, ,O • :, , ,O•lx,) .... ~.:;-.,,.;:,. 
l) Faca :o4o •· 1 , ••1"• .;:,.¡.,,,.:,, .. Jx,), S u¡ quo: 

i', ·' · -;-, )• (•,, :, , ,lx,) • (·•,, · :, , , - h, )·~ 

'' . ' 
') '• ... , 

'' ' . ' 
• • • • • 

• .r ·•, , - h, .·l•,) • (x,. !•, ,lx,) ·n" 

(>, .1., ,l•, )•(x, ,1•, ,h,l 

!•,·•,. l•,·l•,. h,.h,l 

1. '. • • 

f'Dr toc.:o la suno oo oon'"LJtotll"·• en S, 

Pro~1od•JH P••• el 1 roJucto por un •"'1-". 

Seao >,, i'0 •l .. on<u• J• S y~. e o<eala«o Jo R· 

;¡ ~(~.-~,¡.,r,,.,,,lx,·Zx,,l•.·l•,l 

~c~,·7 1 )•(o< •.-_,¡,. •lo> ,1» •hx) 
' • \ • 1 ' 

> l~, .;;, )• (>',, ''" 1 • h•,) • r ,. , • : "• ,hx, J 
,¡;: ,;: )•,V .,¡:c 

' ' ' ' . 
1.1 producto por"" '"alar'' rluuitutn-0 >abro¡,''"'·' 

je v•otcr.,, 

"' h•oJC, • (1 ··f.l• 1 ,llo•eJ> 0 ,li·••Oh, l 

(u•;)-:-, .¡.,., ''', ,lo•, ,¡,, 1, <~•, •lO<,) 

(·o•!'J<, •( "• ,:,., 1 ,lo>,),,_.,, ,2~•,, ]Jx, 

(-,.,(;:, ...... ¡;;,. 

V-)4/l~ 

u(;V, l•o (B>,, :e• 1 ,lB>,) 

o¡", 7 0)• ((o SI' 0, l (a~)' 0 ,l lo~)', l 

o(ei',)•(,;Ji",, 

El pcoJuotc por un <«al.r •• O>o<<><ll·o . 

1i'1•l (>, .:•, ,1> 0 )•(> 1 ,h, ,3> 1J·V,. 

La unidad# R <> <'1 idfnllco p~u ,¡ ¡oro~ueto por un u 

<i6n rle vectoros, fueron enunc~aJoo • partü Je 1,> dolln>d6n do •.!. 

r•oto nctor!al, y •• cu#Lplon r•<> lo> '<ctor<o Jo cual~ulu <onju!! 

Con <>ta .,¡,~,, irlu, •• uun<iofln 

los teore .. ., y dHln!<loneo o lo Iorgo de toJ,• , 1 c~pltulo. 



V. 2. SpUSPAC!OS ¡¡¡; 1!11 fSPAC!O V!CTOR!AL. 

En ol eje•plo V.l, onoliz .. c• el conjunto 

S·l{z. lx,hli>'Rl 

quo utl for~~&do por tocnao crdenodu de nO....eroo reo\eo, por lo 

• quo S eo un subconjunto de R . Ademlo, oe demcotrO que S también 

fonoa un eopoc!o vectorial sobro R. Dire111cs entoncu quo S •• un ou~ 

eopodo de R'. 

Dd!nici6n. 

Dado un upodo vectorlol V y un subconjunto S de\', doci· 

""' ~ue Seo un oubeopodo de V, o! S •• uabifn un eopoclo veotoTtol 

reop<eto o lao oporocionos ddlnldu en V. 

Ej .. plo V.~ 

En el ej .. p\o V.l, de•ootroaoo que el conjunu de todos loo 

pcllna.!os do 'rodo H u un .. poc!o vectoriol sobre R. 

SI conoldeTOlOOS ol conjunto de todo• lo> polinooloo de ¡ro· 

do 12, ve~o• que bte u un >ubconjuntn del prlmeco y en forma onl· 

Joro ol ejemplo en cueot!On, puede probar>< que foru un eopodo v~o· 

torio! por s! llis•o. En conseou~ndo, se nato de un ,-ubeopaClc. 

U otautente teor<u eotobleco un criterio oncillo para do 

ten!noc oi un tubconjunto de un eopac\o vectoriol e o odnh. un <ub-

espacio. 

Teore~• V. • 

Su S un subconjunto de un eopac\o vectorlol V. S es un 

subeopocio do V ol 1 o6lo o! oo corrado reopecto o lo ou•• Y el pro

~ucto por un oscolor ddlnidoo en\". 

Duootrool6n. 

Cooo S contiene elemento> de V, oo oattofocon loo propled~ 

deo 1), <), SJ, ~). 7) y 11 de lo deflnld6n. Por tonto, bonorl 

con prob•r quo oe cu.plen las propledodeo l) y l). 

h efecto: 

seo v un vector cualquiera de S y ••• o el ucolor coro de k. c ... 
S •• cerrado reopeoto ol produc<o por un eocalor y por ol toorou 

1'. 1 : 

~~-~<S. 

Seo~ un vector cualquier• de S y ·1 e¡ Inverso odltlvo do lo unido! 

do ~- Como S •• cerrodo rHpecto al producto por un ucalor y por 

el teorema V. '· 

(·l)Vo.;;' <S. 

Con lo quo so cooploto lo de•ootroc\6n. 

Ejemplo V. S. 

El conjunto de todn los motrlcos do h. foru: 

[: (donde o, b t C¡ 

n un oubespocto del espaoio vec<orh! do aotrlces cuodrodu d• or• 

den l sobre el co•po de los nft•eroo •••piejos. 

En efecto: 

Seo~·{[: 1:) j o, b < C} ~uo •• un subconjunto do los utrlcn 

ole orden 1. 

Veriftqu•••• quo A eo corrodo reopeeto o lo ou-o Y el pro· 

dueto por un nGaero cooplejo. 

Y-16111 
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• 1 

Para elle, conotd~ronoe do. "Hrlcu cuoluqutero de~: 

r·· 
l•' ' [•• "•l 

b' o J 
y un ollsero coaplejo o. 

•l Paro .. •umo: 

['' ., 'll'' " .. l:']- ['' .. ' 
b' •b' 

l!•,:•·l] 

••• eo otra motri< de A. 

" Pou el producto ror un ucolor. 

[ .. ' .. , 
qu~ uoblln f<Tioneu o A. 

Entonceo, HgOn el toore~o V. 4, A eo un nbeopac!o do! 

eopoelo vectoTiol M lu aotdceo cuodudu do orden l. 

Ej .. plc V. 6. 

Lo interoecc16n de do> subupacloo eo un nuevo nbupoclo. 

En efocto: 

Sean V un espacio vectorlol •obro un compo K y A, B dos 

btonce>," v,, v, e (A n B) oe tlono que 

V,, V, eA. V1 ,V1 <B 

co .. ~ •• un subeop•clo de V, 

u eorrodo pau l• ouao, poe 

Como B o o un oube•podo do V, eo 

cenado pou la oumo, por tonto: 

unto: 

v,•v, <A v,•v 1 < B 

por lo quo: 

;;,.v,, (A n Bl 
En foru .... uo¡o, o! o<~ y;;< (An~>. 0 i"c ~y 

o¡;< 1, 

poe lo que 

0'io(AnBJ 

Del toorema V. 4 oe ol¡¡uo quo A n Bu un nuno oubupacto 

de \" . 

- - - - - . - - - - - - -

Cono!Mre>e e¡ eonjun<Q de tQdo> lo• pollnooloo do JUdo 

Igual a l; ounque e> un oubcon¡unto del con¡unto de pollno•loo de 

~rada < ;, no fop•a un s~beopado M f>te. Pau deuotraelo ba>!.o 

rt con probar que no oatlofaee b ceeuduu reope<to • b '"""· 

Sunt 

f(•)•x'•ba•< ' 
do. pollno~loo de •e¡¡undo ¡¡udo • 

f(x)•g(a)•(b•b')x•c•c' 

Su ou>oo oo~l ol pollnoolo: 

que no •• un polinomio d• oe¡undo ¡¡rodo. 

Por h tanto, el conjunto de lo• po\ln-loo 4o ••1uodo -

gr•do no for•• un e>pa<io vectorial. 



,. DEP<~D[yC!A ~-

Considec~1100 loo o!¡¡ulentu vHtore. de R': 

i•(l, ·1, l) li•(l, ·1, -1) 

y obten¡¡.,.os un ''<etor 'f tal que 

'" 
dicho vector serl: 

<. ( 1 • " <l>Temoo ontonc"' que 01 vector o« obtuvo a pon ir,¡., . 

una combino<!~" lineo! d& lo• vectocos ¡¡y li. 

En ¡enero\, uno combinocl6n lineo\ de m ;·ectoro< •• \,, • 

ou~a de dicho• voctore< multiplicados por «<"o' •5<•lar<O. 

~ef!nici6n. 

Uno co~b>nacl6n lineal de lo> ;·ectores v 1, ,.,, .... ' • 
de un espocio ;'e<tor!ol \' oobre un ca•po K, es una o.preol6n de 1> 

fGrmO: 

donde 

L (S 1 

T<Orema V. 

El conJunto de tod .. lao combinactones lineal<' ,¡,. 1,, ,·,•n 

JUnto 

s· 1;;,, v,. ...• v.J 
de H<tor<$ de un !'pacto vectorial 

[!'""'_~<le v. 

' 
\' sobre u~ ca~pn 1 , o' "'• 

Su l(S) el conjunto de toJos la> combinactone• llnulu 

Jet conjunto 

S• !V,, V,, •.. , V•J 

i •~•• a y O dos ,·ectoru cualuqu!oro d~ l (S) o 

¡¡.,,V, •a,V, • ... •o,. V• 
o.e, i'",.s,.-, • ... ·•~•· 

.¡,:rlde Oi, 61 <K. 

La suma Jo ii y 0: 

ii•ll· (o 1 ,¡¡ 1 1•, • (o 1 •S, 1•, •, .. • (o= •S~) ;e~ 

,., "tro elemento M J.(S). 

Y el proJuc.to Je 1 t K pot o; 

es ~tco elcaento de L (S). 

Entonce$,por el <eoro .. V.• l (5) •• un >ube>pac•o de 

\'olvalllo> ahora con lo• nctoru a, 1> r e mennonadoo. to 

(1) puede e.ctib!roo como: 

ii·lll·<"·ll" 

\'eroo< cntoncos ~ue <1 v<etor cero puede obt<neroc • por· 

tir .¡,.una combin•clón 1\n<al ~e lo• vootoru i', ll) C, con csc•l& 

re, "' TOOOS ~UlOS. En eote co>O, Jire~o• que lo> vectores ii, ¡;y 

e sor, lonoalaente ~H[NOIENTES. 

Es claco que, dodo un con¡unto de v<etcres cuale>quuu, 

e\,."'"' cc.ro <ieapre ruede Obtene<>< • rut" de""" cl>llb!nacHin 

iin1·.ol .k dio> con todu loo e.cat><<> nulos. 

V-20/l! 
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Deflnlol~n. 

Un oonJunto S• IV,, V,, ••. , V0 ) de ve~tore, de un eopo

do vectoclol V >obce un cupo K, u llneal~ente dependiente ti.,¡! 

ten ncaloru de K, o 1 ,o1 

la ecuocl6n: 

no todo> nulos, que tot\thcen 

h cuo conuorio, ti lo ecu><i6n •Olo od1>ite ¡ 0 solución 

trlvhl (• 1•<> 1 • ... •on•O), dla~o• que S e, Jineal~en<e independlen

U, 

•• 

Eje~plc •• •• 
D••<>>tro, que el conjunto 

A• {(1, ·Z, 3), (·l, -l. 1), (·Z, 1, -6)1 

' veetoreo de ~ , •• lineolaente dependiente, y que el conjunto 

B• ((1, O, 1)~ {1, 1, O), (0, 1, !)) 

es llnula<nte Independiente. 

o) 

Solueión: 

O. ocuordo con b d<finlc\ón, ol conjunto A >OTI llne•lmonte -

dopendiente <1 lo eouadón 

o, (1, -l, l)•o, ( -l ,-l,l) •o, (-l ,1 ,-6)•(0 ,o ,O) 

.¡ue llnore .. , de dependencio llnoal, •• ""tlstoce poro escalor•• 

01 , o 1 , o,t R no todos nuloo. 

dichOs e.cola.o• existen. 

Deao.,roruo• • continuoc\6n ~ue 

He<tuando openclones: 

(•, ·l•, -lo,. -20 1 -l•, •1~, ,lo, •o, -~o,) •(O ,O ,O)_ 

Por !1uoldad Jo "<ctore> en R', obten .. oo el 01guiente o!Hc~• ho

OOI~neo: 

V 22/23 

~,-la 1 •la,• O 

-lo 1-lo1••o,· o 

Jo 1 • o,-h 1• O 

v. .. os cual ea el un1o de lo utrll oH coofldeotu: 

[ : :].¡:::] ¡: 
-6 o 1 o o • 

_, _, 
-' 

Co~o 01 rango d< la matri< u R(A)•l, ~•nor qoo el n!la.oro 

de incógnito•, O) o\oteoa tiene ooluclonco dlferente1 de-lo triVIal. 

Por lo tonto, u\ston cocolo<es no todos nulo• o,. o 1, a,< R que 

sati,facen la ocuocl~n do depondcnc>a lineo!. 

e! conjunto~ <1 lln<•l•<nte ~ependoento. 

11 .. 00 deu>tudo quo 

S> quero•o• obtener lo> oocolitoo o 1, o 1, o,,·resoln•o• 

<> 1-:01-lo,• O 

o'. o 
una de cuyu solucione• ea: 

o 1•l, o,•O, o,•1 
" • 

Enton<es, loo vectorc• do A ••n ulu que 

2(1, -l, l)•O(-l, -l, 1)+1(-l, 1, -6)•{0, O, O) 

y pode••• e•prcsor ol aeno1 uno de ello• coao uno coablnoc!On Ii-

neo! de los otrot doo. 

b) En fo,..• ontloJo, lo ecuaci6n de depondcndo lineal poro loo 

voetoces de B o.: 

o 1(1, O, 1)•o,(1, 1, D)•o,(O, 1, 1)•(0, O, O) 



1 

i 
• 

i 

j 

o •o • • 

~.. ~. 

•• 
• 
• 

cuyo ._.trh de coeflclentu u do ron1o S, por lo que l~lo od.JIIto la 

solucien tr\Vhl (o 1•o,•o1•0). 

lleoo5 deooHrodo que los •ectoru do 1 oon Hneal .. nte 1!!. 

dependientes.(!) En conse<uenclo, nln1uno do los •ectore• de B pu! 

Ej .. plo V • g. 

Deoostror que lOO pollnooloo 

f(x)•o 1•h•1, ¡(x)•lo'•So-2 y h(o)•lo'·lo·l 

ooo Unealnnte dopendientes, obunlendo al pollnoolo cero cooo una 

coobiDod6n lineo! de ello>, con ucolHet no todos nuloo. 

Soluc!On. 

fonoe~o• la ecu.CI6n de dependencia lineal 

o ••• , 
1 1 1 -

o(o •1••1)•S(Io •l•·ll• r(lo -lo-1)• O 

Uoctuondo operaciones 1 o¡.rupondo: 

(o•H•I r)x 0 •(lo•l~-l r)x•(o·l~-~ y)·~¡¡ 

de donde obtene~o• el oistemo: 

<>•H•H O 

l"•li-H O 

o.zl.n • o 

• 

(1) cuando un conjunto do voctoros •• llnn)oonto lndopendlente (d! 
pendiente), e o coman decir que lo• vectoroi oon lln.,l~<nto indopon
dienteo (dependiente>). 

cuyo .. ut. [: : :] •• de ron1o 2. , . 
1 - ¡ . ! 

pOr l<> unto, el slnooo •• lndete<alndo. 

lu u: 

Uno soluciOn portlcu-

.., 1 • - 1 

por lo que,uno co.blnocl~n lineo! de los polln .. tos ••: 

"·J!(~J • l(x) - h(ol • O 

Con esto he•os deoootrodo que f(o), 11•), h{o) iOn polino 

•to• 1\nealoente dependlenteo. 

Ejeoplo V. ... 
:] ~] 

oon Jlnoolaente dependientes o Independiente•. 

,. 
' 

Lo ecuociOn do dependencia lineo! to.orl en esto co•o lo 

fonu: 

:] [: :] 
efectuando operodoneo: 

[: :] 
•• danJe, oo• !¡¡uoldod de aatrlcoo: 

o•• o ,., o 
~ •1 y• • • 

• . • 
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; 

1 

ohu .. quo oOio o<lloUo lo oolucl6n trhlol, por lo qu lu ootrl<oo 

propuutu oon llnul•nte !ndopondlentoo, 

. . . . . . . . . . . . . . 
~J .. plo V. 11. 

Do ocuudo con lo doflnlcl6n, lo dopondonclo o lndopendo!O 

clo llnul de un olooo conjunto de voctoret, puedo urlu '"1~" h 

noturolo<& do loo oocolareo do ~. cooo vonuo en O) o!Julento ojo~ 

plo : 

Cono\doro11.oo el conjunto de loo n~11.0roo cooplojoo: 

e • h•bt 1 ,, b < R, t• r-n 
Ccoo oo vU on o! CapitulO 11, d\cbo conjunto foT!Io un 11 rupo oboli!. 

no poro h •u .. 1 tlone loo lilul•nho proplododoo para el proJu<to 

por un n~~HO rult 

e eo <errado paro el producto por un nOuro reo!. 

• •• • ' • ' . ' ' ., • e' 

" o( o ,••,l • .. , ... , 
" (o•6) . ' ••' •u, 
'l o(eo,) (o6) . ' ., 1 .• ' • . ' 
por lo quo el conjunto C de loo nGaeroo c .. plojoo fono un upoclo 

vectorial oobre el cu.po do loo nO.OTOt rooloo, 

SI en etto eotructura onolhoooo lo depondondo llnul • 

del conjunto 

S • (l•l, ·21) 

plonteondo lo ecuocl~n 

o(l•l) • 6(·11)• 0•01 

d<ondo loo eocolores o, a < R, obundruu quo: 

V-26/V 

h •O } = 
pn lo que ol conjunto S •• Hnool .. nto INPEP~NPIElfUI., 

Por <otro parto, os cloro quo ol conjunto e t .. blfa forao ua 

ospoclo ve<torhl sobro el cuopo de los nO. .. oo <o•plejoo. 

En eote caso, ol producto do un ucolor eo la •ultlplico• 

c\6n oroonarlo de nómOToo coaplejos y so ~orifican todoo loo propio· 

<ladeo que dofln<n un espacio vHto<lol. 

Anolicnos on eoto eotructuro la dependendo Hnul do! • 

olo11.o conjunto 

S• {J•I, ·2\l 

•(l•i) • ~(·21} • O•O! 

donde ahora loo eocoloru o, 1 < C, 

Sun •· O+bl y f•c•dl, ontoocoo: 

(o•bll (l••) • (c•dl) (·21) •0•01 

(lo·b•ld) • (a•lb·Zc)l • 0•01 

do donde 10 ob}tene el olot•••= 

lo·b•ld•O 

o•lb-lc•O 

uno do cuyoo oo\uclonoo •• 

•• ¡ • 

f•l·ll toloo que 

o(l•i) • f(·li}•O•Oi 

por lo que'el conjunto S oo llnooloente DEPENOlEMTE, 

• 

l 

1 

l 

1 



n .. J: 

V, 6, 

l!noolmont.l Todo conjunto que contiene al vector cero es 

dependiente. 

D .. onuci6n. 

su ur. ii,, .... un conjunto quo contiene al voctor 

cero: er,toncu.u cu~pl< oi011pre quo 

o, ll'•c 1 V, • ... •o~, 1 ·~·ll' 

pno o,• ... ••,..,·o 

Tooruo V. , . 
hdo oubconjunto de un conjunto de v.ctoroo ltnoaloente 

lndependiento, •• tnb!fn tndependlonto. 

... , un conJunto Je """'"' ltneo¡ 

oente independientes: entonces 

si y sOlo si 

por lo que o 1 v 1 ·~ Yi, y pode•os oancolar en lo upre»6n ontor>or 

untoo t!rmtnoo co~o •• dueen. 

De oquf que, para cuo\quhr oubconjunto de 5 

(donde o<n) 

o\ y o6lo oi ~,.s, ..... a,•D, por lo que S eo lineolaente tnde· 

pendtent<. 

,. ' . BASE y D!NEMSION ~ ~ ESPACIO VECJORIAL. 

do 1 1: 

G•((1,0,1l. (1,·1,0), (0,·1,1), (l,·l,l)) 

Como vereaoo o eontlnuacl6n, cuolquler vector do 8
1 

puodo 

••preoorse cooo uno co•blnoci6n lineal de los vector•• do G. 

En efecto, oeo (~,y, :) un u-.cr cualqulero de •'; do· 

aootrueoo• que >h1>pre nhten eo~•\ol'es ~. a, ,, ! < R tolos ~uo: 

(x,y,t)•a(l,O,l)•~(l,·l,O)•y (0,•1,11• !(l,·l,l), 

De la expreo!6n anter1or •• obtiene el •l¡ulento olllt· 

•• de ecuaclone•: 

-a·> ·16 ' 
~uyo ootrl: a~plioda os 

~~.~- [~ . , 
" 

" . , ' 
~· 
' 

Re~uclendo esta utr\1 o >u fo,...o ucolonoda ten .. os: 

[: • 
• ' ' 

y H\oton los e>Co\U<I a,~. l• 
• 

• • y • 1 • 

~] 
lo que el s\oto•• es coopatlblo 

• 
1 < R paTO cuolquior valar do 

••••• cooo uno coo0\noc¡6n lineal Je loo voctores de G • Por u-

• te hecho, direaa• que G., un con)unlo ¡enorodor de R , o que loo 

• 



Hoy que notor, •ln emborgo, que G es un conJ~nto Je ;·e~to 

'"' lin«l~ente oependiente, ya que: 

(1, ·l, ll· {1, o, 1)+{1, -1, 0]+{0, ·1. 1). 

Ahora bl<n, si ox~luÍ•o• de G •1 "'~tor (1, -1, 1), las.

vector<> H5 Untes for .. rin ü conjunto 

B • (11, ~. 1). (1, ·1, O).(~, .1, 1)¡ 

dor de~· A diferencia de G, Bes un conjunto J¡nca\rnerote n.;,. 

fUdlen« y entonces '< dio< que ., una O.<e de •' 

El e"udiar,te puede <omprObH que ,; exclui~o• de ~ al,to-

no de'"' \'e<tores, el nuevo ccn¡unto que <e chocne )' c.o es""~':. 

n.rador de R'. 

Definici6n. 

Se 11•~• base de un -.pao>o "ectoTial ,. , a cu•lquier con 

junto B de vector., de\' tal que: 

lo. ~" Jin<>J111ent< independiente. 

lo. Cualquier vector de\' puede "P'""'"' co~O combin•· 

ci6n lineal de le< veotores de B. 

Ejemplo V. 12. 

Con•lderer:os noevoment< el conjunto de"'"'"'"' cu•droJ., 

el cual, como se del:lo>tr~ en el ejomplo V. 5, foru "" '"l•-•<to 

torial para las operaciones de •urna y producto por"" •«atar. 

$1 obs<rY&liiO$ la foTma de \05 matuc« qu• est¡n en el -

V-301Jl 

con¡ unto A, puedo ver•• que uno booe do d\cbo eopo<io •• el conjunto: 

como demootrarno• a continuación: 

las .,urlceo •en linealDente lndependlonteo. 

En efecto, lo e~uad6n de dependencia es 

~ue, por >gn>ldad de matrices, conduce al •lste•• 

'1. o 
1 ). '. o 

' ,. o 
coya On~<• •oJuci6n •• lo trivial, por lo quo \u ootriceo oon lnde· 

pend10nt••-

" B aenero o A. 

U electo, cualquier ••tr\1 de A eo de 11 fono 

[: 

• • 
., decir, cualqui« u tri< de A •• una comh>nod6n \1neal de loo •• 

trice• del con¡unto B. 

Con 1) y 1), he110S duootrodo que el conjunto B •• una 

" de A, 

En lo• do• caso• ontor\oreo, ubos ••p•nos uctorialu • 

pueden >er geneudo• por un conjunto finito de \'Htor .. , por lo que 

• 



·\ 
i 
l 
' ' 
j 
i 
' ' 
' 

" '1 
' 

Ahoro bien, no to-

dos los upoclo• vectorloloo pueden ••~ i<nerodos por un con¡un<o 

finito do vector<!. Por ejemplo, el upaclo do todoo los pollno. 

•loo eo ienerodo por el conjunto Infinito 

( 1 • • • ' ' ' ' ' ' 
... 1 

y no puedo oer generado por n1n1nn conjunto finito. 

do oopocloo leo lloaore••• de Dl~I~SIOS lsf!NJTA. 

A ute tipo 

Aunque la polobra dimenoHn ouelo ooodaroe a un co!!. 

cepto a•o~Hrlco, oqul trouruoo de encontror uno deflnicl6n opr2_ 

piado u tf,.,.!no< ol~ebtolcoo. 

Conoldere•ao prl .. ro •1 c.,o de dl•on0i6n finita, poro lo 

cual roQuer!lloO de loo doo teoruu olgulentu: 

Teoruo V. 8. 

Sea V un .,podo Yector!al generado por un conjunto fin!• 
' , .. 

l•l'Y,, ;;,, ... , Yn) 

de >e<toreo 1\neot•ente independientes. Intonceo, cuolQuter con¡un 

to quo contenga alo don ole•ento• eo 1\neol•ente dependiente. 

s-<w,, w,, , , , , \i J un oubconjunto de V con 
' ' 

mh do n 

vectores {m>n). Ccao el conjunto B•<V,, V,, .. ., V0 l •• 

dor do V, cualquier vector de Seo uno COJiblnod6n lineal de eleaen 

tos de B; e> de<lr, e•\sten <>coloreo "IJ tole> que: 

\i ,·o 11Y ,• o 1 1'i ,•.,, • ",n'in 

~ ,·o.,• •o,. V ,• .. ·""m•n 

ii" •O ;¡ •O ;{ •, .. •O ;{ ""'••m•• ~nn 

Fonoe.os ahoro lo ocuoc\6n do dependencia lineal poro los 

olo.entos do S: 

l,ii",·•.•.·····•.ii".·'IJ 
Re<10pluondo loo vectores W1 por ouo nspeotlvu np"rooionu en U!: 

•inos de los vectores do D, <eneaoo: 

1, ¡o, 1;;1 • ••• '"•nYn) ,¡ 1 (o,. V, •.,, •o,nV"n)• • .• • 

·• .. <~~. "· ....•••• "'· l·lf 
efectuando los productos y o¡rupondo: 

(l ,o,, •> 1a11 • ••• "m"•• )V, • ... • (l. 1o10 •> ,o'" •, .. • 
.">o)Y•'IJ 

n "" n 

' 

<oao >',, v,, ... , •n oon Hneolmente !ndepend!entoo, teneaoo que: 

' ' 

>,o,, •l,o,, •.: ·''•"•• -a· 
1 1 o" •1 ,o,. •.:. ''•"•• •O 

'' ' . ¡_ 1 0000 ¡ 1010 • ... •l•"•n'G 

'<' 

el cual u un OIH•~• boao¡fneo don ocuoc\onoo,con,. lnC&Initas 

' ' 

<•, • • ' 
violes. 

... ' oda\ te solucione• no tri· 

Por lo tonto, los ve<to~u w,, w1 , ••• , "• son linUI· 

mento dopond!enteo. 

Con •yudo del tooremo anterior, puede demootnrse el •!. 

1ulento reoultodo Importante, 

Teoruo V. •• 
hdu Jo• buu do un upocio vectorlol de d\aen>l6n !!. 

nito, t!enon el domo n~aero do e\uentoo. 

Demourocl6n. 

Seon 

' • 



B,·!V" V,, ... , Vn¡ y ~.- ¡W1, ;;,, 

du buu cuoleoauhu de un eopodo vector lo! V .. 

c .. o ! 1 u uno bue de V, eo un conjunto ir.lcpenJ•ento 

r ¡enero o V. 

[ntonceo, o! 11 eo uno booe,debe oer un conjunto indepe~ 

dlute r, por el teoreoo v. t.•<n. 

Por lo tnto n•a. 

hte Oltt~o teorou, nao peralte e>tablecer l• si¡¡u1ente 

Pef!nlcHin. 3 
L~~~~~~"C0o~·~·,·,•,•,•~·,·,·~·,·~,·,•~·~·-·.•,•~·,·,·,'_'_'_'_"_'_'_'_'_'_'_'_'_"_'_"_·_•· 1 •' Jo el!_ 
~•ntoo de uno cuolquleu de ouo bu ... 

Repnsentornoo lo ~1menoi6n de V medi•nte el >l~loolo 

di~ V. 

Aof, paro el cuo do! UpOC\o veetOf1al ~· hemos >'>oto 

que J110 R
1
·1, ~lentru que poro el eopoclo A de matrH•• .ltl eje!. 

plo Y. 11 H Uene que dio A•l, 

Un ., .. ptttlculor se preoento con el con¡"""' "'l'O ~nlco 

eluento u el ve<tor cuo. E oto conjunto Hfl , el cu.l •• cerr!. 

do poro !u oporaclon., do ouu y produCto por u~ <>c•l••, y <otio 

hce tod., In proptedadeo que definen o un e,pa<~o v.ctorl•l, red 

be el no=bre de "erpoclo cero" o "••pacio nulo". 

Al e>pocto nulo le ao11nareaoo arb>trario~ento la dlaen-

o16n cero y dlre~oo que •• do diaen>\6n fin1ta, 

Lo defin!~!&n do dlao~>l&n puede ¡¡eneuli<>i>• ofin pou 

<1 cHo rle "podO> veetorioleo de di.en>i6n 1nllnita. 

'" eote euroo, nao intet'"'"''" e>peciaJaente la, eoruterlotlcu do loo 

"P""" >"<"Or!&\., de d>un»6n finüa, 

[jeap\o •• "· 
ln <1 ej .. plo \f. l deiOostr .. o< que el conJuntO 

~··({>, h, hll. < ~) 

.u un ••1•.do ••«oriol >obre R (po<terioraente •o vid que oo un ou~ 

.,pocio Je o'¡. Ob<enga .. , ahou la cllaen>t6n de d1cho eopo<\o. 

,:,.~., v<mo<, loo elemonto< de S s~n torno< ordenodu de n!1, 

fteroo ro•,,¡,,,, JonJe la s.¡undo co~ponente os ol doble Je la pr\11>eto . . 
y la'"'"''" 'onponent< eo el triple de la Primero, Hendo la pr!at 

f.ntonooo, es do eoperar•e que el eonju~ .. 
~-{(1. 1, l)) 

oea uno "•'" J, S. 

\lo <fecto, como~ tien< un s6lo elemonto y no eO el .. ctor 

cero, el .~n¡"nto e e• independiente. 

(>, h. h 1 Jo S puede obtenerse coao 

!<. Z., lx)•o(l, 1, l) 

por lo que H <1 uno bO>e de 5. 

Adeah, cuolquler vectOT 

'"'"• co10o B contiene un oolo .. ctor, de la deflnlelll<l

de dlaeno•~• •• >igue GUe: 



D1oho bue, por ol t••oreu V, 9 deberl oontener un •olo ele~e<.to, 

Por ejemplo, <1 oon 

j~nto 

!(Ir, 11! l/7' l ¡ 

e• otro bue de S,yo ~uo u independiente y un vector cu•14Ul«a de 

S puede obtenene cooo 

(o, 1<, l>l•}¡ (11, 111, lll'), 

Vale 1• peu hacor una oboervac!6n odic.onal' 

Cuolqu1er Hctor (>, h, hl <S puede obtenn•e t .. h,fn 

cou: 

>(1, O, O¡•h[Q, 1, O}•h(Q, O, 1) 

y como el e>tulcanto puoJe vorlftcar, el conjunto 

f• !(1, !1, O), (0, 1, 0}. (O, O, 1)) 

Sin .. bor11o, no u una bue Je S ya 

que [no conllene \OCtoru do S, 

L¡cmplu V • ... 
'"' 0•(11, o, ·1), (1, l, 1), (·1, ·l, ·ll. (l, J. 1)1 

un con¡unto <le cu.,ro vector•• de ' •• \'eo~o• cual •• la ·'"'"";Ión 

del eopoClo L[r.) ¡enerado por loo vector., de G. 

Cu~o C contiene cuatro veetor., de R
0 

y di• R' •l, enton 

ce•, por el 1<0« .. V. 1, Ceo !lnool•ente dependlonH. 

~noloce•o• entonceo tre> vrctores de G, por e¡<·mplv: 

(1, o ·ll, (1, l, l) y{·!, ·l, -l) 

'''"' ,·ectores son taa~tln l<neal .. n<" d"penJ''"''-> ya 

""e: 

(·l, -~, ·l)•[l, O, •l)•{Z, l, Z) 

Analizando ahora loo vHtor.,: 

(l. o, ·1). {1, J, l) y (l, ~. \) 

se obt 10ne: 

(l, 3, 1)•(1, o, ·1)•(1, l, l). 

Puede co•proborse flcil•ente ~ue los cooblnocloneo ~••••a 

tes de tre• eleaentos do C, arrojon conjun<os llneol•eote depondiea 

'"'· Sin e•bor11o, podeaos encon<r•r oubconjuntoo de G con dos vec 

toreo 1\nealaento \ndepondt<nteo. Por eje•plo: 

1(1, D, ·1). {l, l, l)} 

~ntoncu, lo dlaensl&n del oopoc1o ¡enerodo por G <0 l. 

Ya ~u• d\a R'•l, os cloro que L(G] eo un oubccn¡w.to pro 

' pio do ~ , por lo quo oe dl« que L{C} eo un oubeopon_o propio de . '. 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Enunoilremoo o contlnuacl6n un tooreGo que puede ,.r de 

utilidad r•,. obtener bouo d• upocioo de di~en>l6n conocido. U 

eotuJ!ante puedo conoultor la referoncio 1 po;. 616 poro uno dcmO!._ 

trod6n. 

Sea 1' un espocto vectorial de dioen>l6n f!nlto, con 

dla V•n. 

a) Cualqui<r conjucto do voctoreo de V llnealaente indopendlente 

•• "" oubconjunto de ouuno booe de V. 

Cualquier conjunto den vector•• de V llneolaente independten· 

«<>una~ .. edeV. 

• 
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1 
• 

Coord~noda< de un v~ctor con reopecto o uno booe. 

'" el ejemplo '· 12, dUOS!CLIIIOI que el con¡unto 

·- ([: :] [: :] ) 
es uno baH del e<Hcio veotodol de matrices. 

,. (l: :·] l•,b•C} 

sobre el caopo de los n~eros complejoo. 

Si conoiden100S uno utd! d& A, por ejuplo: 

,_ [ ' "] _, o 

trice< de lo booe B como: 

r· "]-· [' ']., ¡· '] ~l o o o 1 o 
A los eocolaru i y -l de C, leo n .... o• coordonodu de 

E<to> coordenodu pueden upre<entorso .. dlonte o\ •ilUI!.n 

te arreglo 

(-~la· 1<. -ll 

0 ¡ que •• conoce co•o ••vector de coordenadu" de lo """" f! en lo 

booe B. En oc .. ioneo, se oco>tu'llbU repreHntar lat ceordenod., 

~•dionte un vector colu,.na. 

{MJ 5{;] 

lloy ~ue hacer Mtar que el orden en que aparecen loO •••! 
\ore• en e¡ vector de coordenado< depende del orden en que opore

cen ¡ 0 , vector<> en Jo base, por lo quo consldororeoo< a \u basu 

cooo conjunto• ordonodoo. Aof, al unuoo lo buo do A: 

·-H: :J ~ :l} 
los vectoreo de coordenados do fl en lo ba .. B• serln: 

Deflnlci6n. 

s .. V "" <apoclo vectorial oolore un cupo l y ooo 

&• ¡V,,",· ... , Vnl 

no bu e ordenado de V. 

SI V e o un voctor de V tal que 

V·~,V,•o,V,• ...• .,vn 
entonces, o los .. color« • 1 , •,, ••• , "n < ~ leo iloa .. uos <1>0rde 

nodu de V en lo bue 8, y al "UJIO 

(o,, "•• ... , "n} 

\~ 1\aureaoo .ector de coordenodu de V en lo buo l. 

Co"o he~•• v\HO, si 8 •• uno base del etp&c\o vectorial 

V, cualquier '"ctor de\' pued~ uprouroe co•o uno co•blnocl6n 11• 

neo! de los vectoreo de la ba ... 

quo dicho eopreo\6n •• Onl<o: 

Deoostror .. ot o contlnuocl6n -

... ' 
;; < V un vector cualquiera del espado. 

V0 ) uno bue de V, y seo 

Entone«, V puede upro-

suse cooo: 

- - -"•"•'"•"•'···'"n'n 
Supon~aooo que V tleno 

vectoru de lo bue: 

;;.s,v,••,v,• ...• ~ v . " " 
reoundo (l) de (1} oo obtiene 

"' 
otro eopretl6n 

• . (l) 

U•{o, -~, )V 1 • (o. 1 -~, )V,• ... •(on ·a0 )V0 

en tlrolnos de. leo 

' 

1 

1 
' • 



(c.a v,, i 1 , ••• , vn oon llnul .. nte !ndepenJiente>o 

B,-e,- o 

o • a • o 
" " entone<o, poduoo concluir ~ue 

o'.~' 

B ,. a, 

llemoo demootrodo .,1 qOJe lo «Pre•i6n de"" .e<toc cual· 

quiero i < V en th~ino• de )o, "''"'" de la b"e ~ ., ~nico. h 

• 
Ejnp\o V. 

Cono\doreuo la b• .. de ~ 

B• ((1, O, 1), (1, -1, O), (0, ·1, \ll 

obtenida ol principio de '"" oecclón. 

Elljuo> ahora un veetor de R
1

; por o¡em¡.1u, 

•• (l, ·1, 2) 

y obtenanoo loo coordenada• de V •n lo b>se 5. 

O! ch .. coordenod., >orln lo> •«•la«> u, B y l de~ <o 

(l, -1, ¡¡.., (1, o, 1¡• '11, -1, ü}•r (U. • 1 ' 1) 

Lo >guol<lad rl•nt••"·• '""'" ¡., •. ,,,.,,..,,.,., 

ol oi><<~o 

cuya oo\uc16n •• 

••• 

Entonces, el vector de coordenodao de V oo lo booo 1 oerl 

¡V¡e • U, 1, O) 

o bien, en fo,-.o de coluno 

¡V) e" [!] 
Ahora bien, el conjunto 

f• ((\,O, O), (O, 1, 0), (~, <!, 1)\ 

u otro booe de ' • • 

-:¡. (l, ·1, 2)• l{1, o, 0)•{·1)(0, '· 0)•1{0, o, 1) 

por lo que \" coordenadu del vector V en dicho buo oon predu

~ente ouo componente•, es doc\r 

{V) E• (3, ·1, 2)• ¡; 

A lo bo•e E de ~ oliUDOO 

En i<D«ol, o! 

""'"""' \o lluon "base notuul'" 

~n •• el conjunlo do "noodu" 

ocdonadu de núero> real<o, es doc!r: 

~·· ((x,, >1 , ••• , •nll x,, •,, 

ou bue 

¡;. ((1, o, ... , O), (0, 1' .. 

. . . . . . . . . . . 
... { D, O, . .. ' "' 

V·40/.fl 



Ejemplo '· "· 
Sun . ' . ( (l. . ' ' '" "· ' ' 'l, "· . ' . '>' 

' ••• 1 (l' •• 'l • "· ' . 'l, {'. -2,-1)) 

••• bono •• ,. ' 101 V • • • un vector cuyo o coordenodu rupecto • 
lo bose 8 1 oon: 

!Y'le; (1, 1, -1) 

!CUI!eo oon ¡., coo<denodu do:¡ u lo bou J 1T 

Primero obten1aaoo ol voctor v on ou fonoo do terno orde-

nodo: 

'i•1 (l, ·1 ,O)•l( l, 1 ,1) • (9, ·1 ,1) 

;¡. (!, l, 1) 

y cono oe hho ont«iormente: 

(!, l, l)•a(l, O, 1)•8(1, 1, 1)•• (l, -Z, ·1) 

r~sultondo el •iste~•' 

cuyo soluct~n eo: 

" ~· -, 
por tonto 

(Vl B • • 

6• ll -, 

( -.'..!, 

' 
,, 
' 

• ' . ' 

'· .. iSPAClOS VECTORIA~~S ~ Eg~m!~i~-

" eotud!onte ha tnldo yo ,.Pilo ooporlenclo Oft 11 .. n!. .. •• funclonu, •• t 1 halllorludo con concoptoo u les COlO dOOI· 

nio de uno funclen e i••Ken de un olooento oeJGn uno re1I• de co-

rrespondencu y ouy probobleoenu ho efectuado cooblnoclonu lineo 

les con olKunoo funciones. h uto oecc!6n no• ocupuuoo del -· 

trotooiento de lu fundon .. cooo elnen<Oo de un eopoüo vector\d. 

A oonero de ru....,en, pruentuoo olrunu ddinicioneo y 

conceptos blo!coo: 

Funct&n. 

Defln><i0n, 

Sean A y B doo conjuntos no vocloo cuoleoqulero. lino • 

fund6n f de A en 5 eo uno ro¡lo o crltedo que uoclo o oodo ele· 

mento de A uno y s61o un elnento de 8. 

Poro expruar qut ! •• uno funcl6n do A en B, eocrlblre-

! : ~ ~ B 

A loo conjunto• A y B •• leo lloao do•ln!o y codoolnlo 

de lo hncl6n respectivamente. 

Si x < A, al e1e•ento de 1 oooclodo o • oedlonte lo fun

d~n f lo ropr<~enuooo con f(x) y le lloonco "loo¡en de • u¡<ln 

t··. ~oto puede 11ustroroo oedlonte lo ol¡ulente fiRUrl: 



' 

'" {(x)< 1 

Fi¡¡uro 1'. l. llu<hocitn del concepto de func!6n. 

' 

Do< funcione> f y 11 de un conjunto A en otro conjunto 1 

i~u•l•• ,¡ y o6Jo >i Jo •••¡en do cuolqulor oleoonto del 

oeg6n la• funden« f y ¡¡ ~' lo •h•o. 

~ o < A. 

las clase• eh conoci~as de fundan .. son oquellu que <!. 

loclonan un n~~en> rul con otro por oodlo do uno re1l• do correo· 

pondendo f, e> J<eir; funciono< del tipo: 

co•o ejenploo de""' tJpo de fundOMO puedon el uno 

f(x)• h
1 

g(•)•/J sen (lx) 

O(>)•x'••' He, 

U coo)unto Je toU•< cstu fundonu for~o un eopoclo • 

vectoTiol pau las opendon<> Je '"' .. y producto por un ucalH. 

Co~o oobno5, ,¡ f y ~son do• funclon .. cualeoqule<O, lo función 

<umo f•g e• oquclla que ,.Jauona al nanero rul x con el n6~""" · 

reo! f(•)•glo) lo cual rcp,..ontoM< mediante' 

(f•al [x) • f(x)+¡(xl "' y ol otR y f e o uno funci6n, el producto of es uno fun,lón tal que 

{of) (x) • o f(x) "' El vector coro de HU espacio eo lo ll1>01d1 "función <!. 

ro", lo cual eo uno funü6n f tol que f{x)•D 'f x. 

Podemos encontrar &!Junco subeopocloo do coto eopoclo Y!.C 

torio!, loo cuoleo oon lluadoo hecuentoouu "eopooioo funciono· 

loo". Cooo ejeoploo pueden citarse loo ol¡ulenteo: 

1) El conjunto de todos loo funcione< definidos en un Intervalo • 

do do. 

2) El conjunto de todo< loo pollnooioo. 

l) El conjunto de todo< loo pollno•loo de orado U, siendo n flj<>. 

" u conjunto •• udao "' funciono< contlnuu ea un lntena!O . 
dado. 

" 
" 

" conjunto .. toda o "' funcione< derhab\oo on un punto dado. 

u conjunto •• todao ... funclon., lnte¡nbles 

dodo. 

1) El conjunto de todu !u funclonu y ~tolos que: 

y"+oy' •by•O 

dando o y b oon conHanteo dadas. 

Etc, 

Dependencia lineal. 

•• • • lntervolo 

Si TepTeoentuo• con F, o! conjunto do todu lao f<mdo· 

neo ual« de vorioble real, co•o F oo un eopaclo voctoT!ol so~ re 

R, e• cinc ~ue loo conc~pto< de comblnoc\6n, dependenc\o o ln<lt• 

pondonclo lineal >on opllcableo unto • loo ole•ontoo do F co~o 

a loo elnento• do cualquieU de '"' oubeopacloa. 

' 



Por o¡o~plo, lu funoloneo f,, f,, f, 

f,(<)•co•'•, f 1 (x)•oon1x, f,(x)•S 

oon llneal~ente d<•penU•entoo. 

En efecto, corno 

co•'x•oen'x•l 'f X < ~ 

se tiene que 

f,(<)• ; (f 1 (x)•f,(•)) '1' ' < R 

utonceo: 

f,·lf,•Sf, 

' f tales que: 

'fx<R(l) 

por lo qua f,., una tO-"binacl6n lineal de los fundonH f, y 1,. 

~jnp)o V. 17. 

lo< funciones h' •4 y • ••• oon linealaente >ndepend>enteo, 

~o• '·•l •a{• '•I)·O •• 
1mphco que 

[n tfecto, de {1) 50 ol¡¡ue que 

' {lo•a)x •(4o•a)•O •, 

y po,. •;ualdad do pollno~ioo 

Jo.a.o 

Sl5tOTIIO que <6Jo "'Imito lo •olud6n <r!vial 

o•l•o. 

• { 1) 

f.n formo ••• noo ootrlcta, oe oconuabu hablH de 1 .. func1on.,: 

[J lo"rono),!ano. 

Est•bleceremos ohora la independencia lineal do Ju funtl~ 

n<l dtl ejemplo anterior ulil!Hndo otro m6todo, 

«pTOol6n (1) ,. obtiene: 

ol{ÓX)•~(l>) 0 O 

SI ~rlvnoo la 

• (l) 

lu expru!on<o (1) y (1) conducen al oi¡uiena ""•••: 

(h '·•J~·(• •., ¡ a•o 

h a• Zx B•G 

Par. cualquier x fija,"" eo un >»tea& hoao1enoo en lu l!J 

<6Jnlt&t ' y a El dete,..inante de lo •&tri• de coeflclentet, !lo· 

l
l• ••• 

•• 
... ' ¡· 
" 

PueHo que u!<te al meno, un valor de • pou el cuol ol 

J«er•lnonte no •• nulo (de hecho cualquier ••O), lo <olud6n de! 

,¡,,.mo., o•a.-o y \u fundoneo son linealmento lndepend\Onteo. 

Genna\iuce•o• ahora el prooedlmiento antec\or: 

l
:¡'d!n!d6n. 

Sean f,, f,, .. , In funcione• der,vabh• 

·¡'"' en ol lnltTHlo (a, b). 

f,{x) f,{x) 

¡ ; 1•) 

w¡,¡. c:(•l 

El deter~inonte: 

~~ ( x) 

~~ { x) 

al menoo n·l >! 

Se 11a .. Wronüiano de h> funoioneo f,, f 1 , ••• , fn on ol 

Intervalo (o,b). 



Toorua V. 11 

Sea W{x) el Wrono~lano 

rn rl Intervalo [a,b). 

de lu funclonu !
1

, !
1

, ••• , ¡
0 

Si W(x,JI~ poro o!¡~n x1 en el intervolo entone .. el ~O.!'. 

)unto f,, f,, ... , fn oo lln .. l~rnto Independiente. 

Oomootuc16n. 

La ecuoci6n de drpend<nclo llneal eo 

'fxc(a,b) 

oon llneo\arnte indeprndlenteo. 

So\ud6n. 

tl Wronokiano do 11, f 1 y f 1 os: 

j 
.... 

W(x) cosx 

- • enx 

cou 

-oenx 

•CO>X 

• 
••• 

o 
ya que <•ioun voloreo do x ~oro loo cuol<s W(x)IO, por 0 ¡ toore•• 

V. 11 loo funcione> f 1 , f, r 1 1 oon llneol~ento independlrnteo en 

derivando n-1 V«r<: .el lnter\"olo (·•, •). 

~,r; (>}•o,r; (x)• ... •o
0

f'
0

(x)•Q 

o,f"," (>)•o,f'; (x)• ... •o0 f~ [x)•O 

o,~~·· 1 !,¡ •o, r¡•· 1 (,¡, ... •o,,f~n-1(,¡. 0 
St hace~o• x·x, turmoo un sioteu hooo¡hoo donde W[x ) • 

eo el det•c~inant< de lo ~alfiz de coeficiente•: <ooo eote doto,..; 
' -

nante eo dif«<r.te de COTO el Slotema adloolte o6lo ¡ 0 oolucl6n tri

vial. 

~ tor.c.,, e\ tlnico conjunto do rolo<U dt a
1

, ~,, 

pan loo cual<> l• ecuac!6n 

a, f, (• J •", f, (x) • ... *"n fn [x)•O 

o e nti<h<o en tolo ol lntorvalo (a,b) u 

. . . • "n 

Esto l''"""' que loo fundonoo oon \lnulmonto lndepen-

dlentos. 

fJoaplo \". !1. 

D•~o><tar quo lu funciono• f
1

, f,, 1, taJoo que 

f 1 (<)•cou f,(x)•a '1' X 1 R 

E¡eaplo V. 19. 

seo 5• , •• n,,,,,, , lt 1 Zt o,l,.nt·-r•l 
un conj<~nto do fundonoo de P, deto,..lnaT el oubupac1o 

' 
por S .,¡ co~o la dimen•l6n do dicho oübupoclo. 

Solud6n. 

Primero deton~~!nnoo si S •• un conjunto Hn<olaento In

dependiente, para lo cual obtrnoooo el ~ronokiono de loo funciones 

_el t • ••• ' leH hent -~ el< 

~ {t 1. ·le 21 • ••• ' ~el' lcoot •" 
. ,,lt ->en ' \ ,.: ' ·lHnt ~< ,;H 

mult!pllcondo por ·l y ·<o\ prtmor ren¡¡l~n y ouaando al or¡undo r 
torcer r<n¡¡l6n re<poctlvaoonto: 

•• 2t • ... ' l•' t ' ... ' ' ·" ~, 

~{<)· ., ... ' ... , 
~· ... ' ., . .. ' 

~< ... ' o ~« ... ' 



. Jelt . ' ... ' • ••• ' W{t)• 
·•,.nt•lcoot 

·• ... ' ·10 Hn t 

W( t)• ·lelt(20 oen 2t-10 .... COot·20 oen 2t•10 oent coot) 

,.. " • •• 
~(t)• o 'f t ' R. 

En eHo cuo, ol toorna V. 11 no noo dice nada rupecto 
• 

• lo independench de lu funciones. hu poder afinar que son 

linealmente depend.onteo, debe111oo obtener tre• ••coloreo o, a y r 

taho que 

o(·e 2'••en t)•l(le 2'J•r(2sen t ·i o 2'J·O '" Dichos eoc&laros pueden calcularse •ediante un »><••• de 

"ueo ecuaciones obt<nldu a parur de (1) para valoreo f!joo de t, 

deaootrando poote<1oraente que la .. pnoi6n (1) oe utisface poro · 

toda t < R con loo ~~'""' eocalar .. obton!do<. 

Pon nu .. tTo c.,o, haciendo t•O, t•¡, t•• en {1), oe ob· 

tienen la> ecuacioneo: 

•• • " ' . , • . o 

(1·e')o•:le" •• ( ¡. ~ • "l y • o .. .. 1·} .. 
·• • .,. • • • o 

Lo solucl3n K<neul do! slste .. eo 

o• < 1 ' . ·• 
y una ool~ci6n particular 

o• • ' r• · 2 

sustituyendo estoo valores en (1) tene•oo: 

C(·eZt•oen t)•le 2'-Hhent·t>'J•D 

~eloc>ón que se cu•plo 'f t < R, por lo que loo funcione o 

SOn l!n••l-ente dcpond!onteo en el Intervalo (·•. •). 

V&l/~1 

Ahoro bi•n. co•o <1 Oltudlonte puedo deaootr&T Uci\onto
0 

<:ua;quter oubconjunto Jo S quo cont<nJ• doo eleuntos eo un .. loon-

te !ndopendtente. el conjunto: 

le 2 1) •• 
<1 eual e• una bu e Je 1 (~), por lo que 

dlm L(>l • ~ 

y el •ube>pocio s<net•Ju l''" S estt constituido por tod., !u !un· 

clono• do h foTllla 

Ae"" •i un t, 

La no anulación do •ronsl.lano en al oenoo un punto 4<1 1!!. 

tu>lolo, n h• ostob\ecldo COIIO una conJlc>6n suficlonte pon la!!!. 

J<p<ndoncla ltneal do un conjunto do funClon•• (teore .. \". 11). t!. 

ta cond>ci6n no •• neceoorlo, r• que el ~r••••lono puede anuloroo · 

en todo el intervalo oiendo loo lunc!ono• lnJependlenteo cooo so •· 

t¡emplo V. 20. 

tas funciones f y 1 ••l•• que: 

f(x)• x' 'fX<(·1,1) 

' J(X)• >lXI '1' X< (·1, 1) 

son l!nealmonte tndependlcntu en el lnter>~olo (·1, 1) y el Wrons· 

~!ano es nulo en todos loo punto> Jo Jtcbo lntcrvolo. 

En efecto, en el lnte"··IO {·1. D): 

f{x)•x' ' J(X)•·•' 

PH lo que 



~(•)·\·' 
" 

'·¡ ., • • "f><(-1,0) . "' 
y en el Intervalo , .. 1): 

f (x) • • (X) • ,• •• ' por lo '"' 
~(•)·\'' ' '1 • • • " " " "· " . . "' 
En conoecuenclo, de (1) y (1) oe ol,ue que: 

~{<) • o ..... (·1, 1) 

Sin eobor1o, puodo deoootroroe fl~llaente que f y 1 son 

llneolmente independiente> en dicho lntervolo, y0 que no e<loteo 

dg> eocoloreo no nuloo tole> que= 

UJLIOGR.A.fU 

1,- Xonneth Hoff .. n 1 Ray lunze 

Ai,eho Lineal 

, __ 

Prentlce Hall lnternoclonol, 1973. 

Tea M. Aponat 

Colculuo Vol. 1, lo. edlc!On 

Editarlo! hvertf, S. A., 1971. 

of(x) ·~ t(•)•O, '1, < {·1, 1) 3.- Sec1e Lon1 

Linear Alubu 

Md\son lleoloy Co. 



TRANSFORMACIONES LINEALES 

' TRANSFORMAC 1 ONES. 

Co~o 1\e~o• V!Ho, uno funci6n f de A en B (donde Av S 

oon doo conjuntos no ••~loo cuale•quiero) es una re1 ¡ 0 0 crttertc 

que Hocu a cada <le.,ento de A, uno y s61o un ele .. nto de B, lo_ 

cu•l denota•o• aedionte 

f: A • B 

Existon <amb!h funcloneo entre eopaclo< vectorl•l" •Jlk, 

en lor~• •imilar, denoton~o• por 

don<!e V y W oon e>podoo voc<o<lal<o definido. oob<o el m"mo co~-

V de 1' uno 1 o6lo un vector de w, ol que lluue•o• IMACrN ,,, V 1 

.opreHntue•os con T(V). 

A <>te tipo de funciones le• da.oaoo <l noabre de TR., . .;. 

fOI<.'UCIO~ES. 

cocl6n o ~•peo en lugOT del de tunofonan6n). 

Pode.,o< !IUHrar \ao !de•> anteTiore> medlont< la "-'"'''.!! 

' 

Ejnplo \'l. 

•) Conoldore~o• uno tran<foruo6n T que conüHe en r.ultlpllcu 

por ' un vector cu•lquien (<, y) de ~·. 

Lo l .. ¡¡on d~l """"' (1, l) •• l(l, •J·{l, \l), lo quo dcocrlblooo 

T {1, l) • (l, 1!) 

'" 

e 1 r: ,, ' . • • • 

118,·0) 
o • o) e te , 

• ... • • • 
y 11 ¡, .. llon de un '«tor cua\qul<rl {•, y) eHJ dado por lo TOllo 

T {•, ,-) _• (-"• hl 

Jehnldo por lo regla 

Obten¡oooo, por ejemplo 

s t•. n 
S (1, l) 

• • (. • 1 • 

(O , O} 

que en poh~ru dice; Lo 1ma¡en del "ector (1, l) ••10n lo trono· 

for~•cl~n Seo el "0Ctor {O, 4): o bien: S oplico d vootor (1, l) 

en,¡ v.ctor (O, •J. 

(30, ·Sl) 

S {O, 0) • {·1. 0) etc. 

Oef1nlc!On. 

Sean v y ~- da. e>poc!oo vrctodol<> definido• oobu un • 

m"~" cupo~= 

Una tron>foi"'1ocl~n ,lo V en " •• un• función quo nocla o 

'""" veotOT de V uno y •6Io Un I'<'C\oT de ~-



EJ•~plo 1"1. '. 
'"' " tr.n>for~aeión •• ,. ,. 
Mf1n1da '" " r<Rio ' ' .. •• . ' ••• " 
••• el >ro ••• ' "· ' . " . "· " 

' "· 1,-1')• "· " 
' "· "· " . ' .. ., etc . 

Una intorproUc>6n goo~~"'"" Jo •"• tun>fontocl6n ••<ro 

la »gui.,nto: 

Si (•, y, o) '"presenta un so&••ntc dlrtJldo u el ospo<lo 

~e tr<> di••nolono;, •u ; .. gen (>, ,) '"f'"'"nta lo proyocc!6n do dt 

c~o ••g~<nto on el pl•no XY. 

Eje~plo \'!. l. 

f.! Oporaolor olenuda (n). 

Sea f el ••pacio vectorul f,>T~odo por todu lu funCiones 

~· R "'' R, denvable> en un int<na1o (o, b). La tunsfor.,.clón •• 

gtn h cual la imagen do una f~r:o1dn ! .: Fe> >u dedvada f' •• llo· 

,. operador dericada y >e ~enoto con O. 

Teno~O< por tanto: O: f • G 

don de ' " •• espaCio ••• '"""""" • : uJ" ... 
••• 

"' 

1n genero!: 

VI 6/7 

•J•~plo, • "' • 
. ., . 

imag<n " " • . ' ,egún 

n (sen•1 '"" 

o ( 1 ¡) 

D U{xll 

o 

f ' (' 1 

, 
• " 6x). 

~ed>ados . 

r,...,,-.,,~,,¡,,._,., Iin .. !u. 

T (• • 11 

T (1, ~) • (J, 111 

T (o,-!) • (11, -6) 

ro~<•o• pu¡:untunoo: .:Cutl oer1 la , .. ¡:u del ••ctor que 

oe obt>•n• '""'·'nJo lo• vectoreo (1, o) y (6, -!P 

(1, 0)•(0, -2)· (1, 1) 

Apli.:nJo la n¡¡la de tronofoi'OloctOn al vector obtenido: 

T (7, l) • (11, 6) 

''~'~"-~•o• que el •i••• r.,ultodo oe Oabrh obtenido ou

•ondo ol~l'1•~··n•~ !u l•t11eneo de loo vector<> lnvolucradoo, eoto . .. , 
T((l, 0)•(6,·l))•T (1, O) • T(6, -1) 

(),11) {18, -6) 

(ti, 6) 

Col,. ono,.. ¡So cu•plo lo anterior poro cuo! 

qul<r por d•· •·oo:tnr•• (• 1 , y 11 1 {> 1 , y 11 do R1 ! 

olupr• cler<" '1'" 

Es doclr, ••• -· 

T 11• 1 , v 1)•(> 1 , Y,ll "T (>,,Y,) •T (•,, 1,1' 

In veo t i~ufrno> 1": 

t (1• 1• 1·,1•(• 1 , r,ll • T (•,• x,, r,• r,) 

ap1••·•n-lo lo ro¡¡la: 

' 1"' ' v 1 \•(x,, y 1 ll ll(x 1« 1 ), J(y,•y,Jl 

' 1 "' . ),)•(•,. y' )) • (l•.-h,' "· oly' 1 

I'Ul "1 1 ., 
1'" ""' •1•llcando •• ro~ la t•n<moo: 



o ••• que: 

T {x 1, r,l•T(x 1 , y,)• (3x 1•lx 1 , ly,•ly,) 

Por ur.tQ: T ((.:,. y,)•{x,. r,))• T{x,. y,)•i{x,. y,) 

\'no• que por~ e«• <ranoforuden: 

"lo i••&en de la •u•a de doo \'OCtorn eO \¡:ual a h ouma 

de !u 10.l¡:one1 do cada uno de olio<". 

En for~• ,¡.,¡¡.,,podemos "r que ocurre euando multip\J._ 

coM< "" •octor ror ""escolar y ohtcnemo• lo imagen dd vc<tor r~ 

>U!Unt<, 

To~e>tO> por ejemplo el voctor l(~, ·1) • (3D, -10) 

~pl!condo Jo regla de tranoforud6n al voctor obt<mdo: 

T {lO, -10) • {90, ·lO) 

gen~'' ;·octor {6, -ll: 

T ll(b, -1)) IT(b,·l) 

1 (li, -~) 

(90,·10) 

Eo flcil co~probar que euo •• <u,.ple para cualquier •« 

tor (<,y) )-cual""'" .. calar o< R, o ••a: 
T (u(•, y)) • o T (x, y) 

En efecto: 

1 h(<, y)) 

u T (•, y) 

T h•. orl • Oo<, loy) 

o(l<, ly) • (lo<, loy) 

Conelui~o• ~uc paro e•u tun•formod6n: 

"!.1 1~""''" <id producto do un .. color por un vector e< • 

o&uol al <><al"' ""'ltiplooada pOT la l•o~en Jel ve<tor". 

A lo< tran•formacione> que ti~nen e>to> do• prop>edod«, 

H ¡., llu• 1K'N>FORMACI0N~S l!Nf..ll!:S. 

H;;uo, un utudlo •i•ilu con lo tronsforucl~n s:R'•R' 

J~l ~¡•,plo 1 l. 1, definido por: 

5 (x, y) • (•'-1, Zxy) 

S (·9,1) • (80, -Sl) 

S(l,l)•(O,l) 

S ((·9, l)•(l, t}) • S (-8, S) • (ól, •10) 

En'''~ e•••, ••~•r la< i~i>'•••• de codo uno de"lo< vec

tor<< huboero oonducldo o un rosultodo di>tinto, pueo: 

S (·9, l)• 5 (1, Z)• (80, ·Sl) • {O, •J· (SO, ·lO) 

[n Jo ,1ue conel<rne ol l''"Jucto por un ucalu, obten¡a-

~o• por oje~plo: S (l (1, :l) • S (1, 1) • (l, lb), 

E>te ,,,,,\todo dlfte« Jo>! que>< obtiene multiplicando 

por 1 1& lm&gen ,Jo (1, 1), yo q11e: 

Js (l,Zl • z ¡n, <l • ¡o,l) 

« dedr: S (l (1,1)); !S(l,l) 

OO•Hr•~o• que lo tron•foru<ión S no po .. e lu propledo· 

J•• que tiene T, ror lo cuol se Jieo quo S NO u 1\neol. 

Def>nici6n. 

la tran<!or~><>6n 

T : \' • ~· 

es""" transform"'·'~" '''"·'l ••= ... 
,__ 

T ("ii 1•V,l 

T lnVl 

T (\' 1) • T lV,l 

,, T (11') 

vv,,v,<v 
vv.vya<·~ 
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1 
' J 
' 

p~oducto por un ncolu. 

(En el ootudio do dotOJo .. fhico1 •• co111dn llamar 1 ! r 

2 prophdod., de "supnpo,lcl~n" y "ho~o¡oncldod" r01pOCtlvo111onto), 

btu deo propiedodos pueden co~binaue on uno solo que utoble<e-

~ue: 

"' llneol si : 

' (0V,•V,) .. ' (V' l • ' (V' J 

pou todo ... ,, vectoros •, ' ., •• " todo ucolor "· 

•• entre tod .. ,, tran> forw.ocl oc .. •• un upoclo vectorial 

u otro, oon npecloi .. n<e Otile> aquelln quo oon lineo\u pueo oo 

pruonton en di .e nos ,..,., de la •otedtlco y, frocuento•ento, u o 

proplododn de transforudoneo -'• ¡enen\u oe obtienen oproxld~ 

doloo .. d!onte tronofonoacicn<$ llnules. Al utudlo do eotu di· 

tluo se dedlcorl el re>to del c•prtulo. 

Yo hemos dno>tudo que la tunofonood6n T dO! ejuplo 

VI. 1 eo lineo\, •!entras que S no lo ••· Vouos otro• cuoo: 

EJemplo ... •• 
Do el r " ... •igulentes t ron•fo,.,oc lo neo ... lineales: ., " . ' •' ' 

,,, ,, ,, • (x•y, •• •l ., 
" •' • •• ' ,, ' ,, • (x •1 , ' ' 

Solu,t6n: ., T (z, y, 1) • (z•r, •••) 

vo .. os si cu~ple con los propie4odes do llneoltd;d: 

" Sean (z 1, y1 , •,J y (z1 , Y,• z1) doo ••ctores ubltruloo de 

~' : 
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" 

T ((z,, y,. •,J•(•,, r., z,)) • T C•,••,. y 1•y 1, t,•t,l 

aplicando la ro¡lo 

T ((x 1 , y 1 , z,)•(•,, y,, z 1 ))• (z 1 +x 1 +y 1 •y 1 , '•''•"•''•) 

Adeools: 

T {z,. y 1, z 1)•T(x,. y 1 , :,J·(• 1•y 1, •,•z,)•(x0+y 1 , x,•z,) 

o seo que 

T (z 1, Y,, >,J•T(x,, y,, ,,)•(• 1•Yo''•'Y" '•''•''•' ,,¡ . 
Se cumple que T((z 1, y 1 , z 1)•(z 1, y 1 , •,ll•T(z 1,y 1,z 1)+ 

•T(•,.r,. •,J. 
Seo{.:, y, •l un vootor R

1 
y G un no!nro rool: 

T (~(X, y, z)) T ¡..,, ay, ~1) 

• 
Ademh: 

·~T (z, y; 1) • ~ (x•y, •••l 

Se cumple que T (~(z, y,<)) • ~ T (z, y, •l· 

En eonclus!6n, T •• uno tronofor~ocl6n llnooJ, ., 
" 

T (x, y)• (x•1, y) 

Sean (x 1, y 1) r (x,. y 1) do• vectores <uolooqulou do a': •, 

T ({x,, r,l • (z,, y1ll • T (z,•x,, r,•y,J 

• (x,•x,•l, y 0•y 1) 

Poc otra porte: 

T (x,. Y,)•T(x1 , Y,J• (z 1•1, y 1 ) + (z1 •1, y 1 ) 

(•,·•,•l, r,•r,l 

T [(z,, y 1)>(•1 , y,))~ T <•,, r,J•T (x,, r,J 

Pue,to que no so cuaple Jo prlaero propiedad, lo t?OftSfot• 



Es <Vldonte que, u¡Qn h definic!6n, boota con~"· no se 

cu:plo ol~una de las Jos prop>edadu paro que lo tran•f~r~_,,.;~n no 

oeo lineal. 

e¡<~r·lo \"!. ¡ '' l>neol. 

E¡e~plo VI. 5. 

ll operador D es lineal. 

[n efecto, ée cursos .le rnatnlt!cu "hmo• """' 

""la dedvada de la •urna de doo funclon••• <' ,,,.,,¡ ah 

O (f 1•f,) • D (1 0)• D (f 0) .,. f , , 1 , < F 

Ta~b 1 h sabemo 5 que ""La der~voda de un• '""''""'por uno 

tunc 16n e< igu•J a la conounte por la dertv•.l• Jo \a tur.c>6n"", o-... u ( >f) , u ( f) 

rocter!otico• de lineal•dad del operador U. 

E¡e~plo VI. 6. 

La tun•forn<ión identiJaJ r •. \". ,, 

ddH.1d• por 1 (V') • V 
' 

p•r> todo¡; do V,,., ¡,,,,,o\. 

E¡e~plo VI. 

Tunofor .. cl6n aro. 

La tnn•fo .. oct6n toro 0: V • W 

definida por O (V) • ll"., ~Ha todo V de V, ., lineal. 
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VI. 1 P0~1S10 R!CO~R100 y ~UCL!O 

Conol~oruos la tunsformac16n lineal T: R' •. R', dada 

(x, h). 

<• cloro que hta es una rogl• quo u puede opl1cu a 

cuolqu!or v<etor de R', por lo que llamoremoo o R' OONI.~lü de h 

<ranshruc!~n. 

Venoo ahora que oc~ne con los •«toreo laa¡en por ae-

dlo de al,uno• ej<aploo: 

T (2, 6, -!) • (2, 4) 

T(l,l,O) 

T (·$,6, .g¡ 

( 1 ' ?) 

(·5, -10) 

ts !mporunt• nota que, aunqu• lu l•l,en .. eotln en R', 

no todos los v.ctor•• de R' ••n tmagen de al¡Qn vector del dominio. 

Esto se ~<boa que, como se ve de h re¡lo de tron.,ormoci6n, todo 5 

los vectoreo imagen tlenen la forma (x, h), u do<lr, su segund> 

componen« eo !¡ual • doo veces la p:!•eu. 

Suq¡o por tanto la_nece,dad de dn un no•hr< 01 conjunto 

de vectoreo !ugen.Sosotros le llanareaoo RECORR100 de la nanofor-

.,.cl6n y lo repreoentaru.os por T(R'). Entcncu: 

T (R'l • ((x, lx) 1 x e R 

Es claro que lo> •·ectore> {1, H. (Z, ·!)y (6, 0), entre 

otroo, no son laat<n de ning'n vootor del dominio, lo que e• equn·.ec 

lente o decir que no estin en el recorrido de lo tran>loruci6n. 
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~nalle<mo• alguno• caoos adicional<•: 

T (0, l, 4) (O, O) 

T (0, O, O) • {O, O) 

T (0, ·9, l} • (O, O) 

rtellmento oe deduce que todo• aquello• ••ctorao del do•! 

·nio cuya primero componen« oo nula ,¡euen como imo¡¡on el vector c_t 

ro de R'. A esto con¡unto de vector., •• le do tubi~n un nombre: 

NUCHO de la tranofor~ac!6n y •• le repreoenu por N(T), 

te: 

En este case: 

Por lo anterior: 

N(T) • {{0, y,:) 1 y,<< R) 

(0, l, 4} ' S{T) 

(O, O, O} e S{1) 

(1, O, O) 1 S(J) <«. 

Puaremos a foruli:ar las Idus ontenores co11 lo lltule!t 

Ddlnici6n. 

Sea la t<onofonnoc!~n lineal 

T: V • W 

iDOl!ISIO: ~' el conjunto V de ••e toreo <obro los cuol~; oc tOo lo • 

transformación. 

RECORRIDO: U el conjunto fonnado por lu ldgenes de loo voctoru 

oel dooln>o. Lo repre>enureoos con T(V), es decir: 

T(\'} • ( ¡¡- 1 ¡¡-. I(V), V< V} 

.~UCtJ:O; Et el conjunto Oe •Htore> del dooin>o cuyo loo¡¡en u el 

;•ector cero de w.· Lo r~present.c••o• con N(T), e• decir: 

~(T) • ( ¡; ) V< V, T (>') • D"~ 

EJemplo VI. !, 

~aro el operaOor derivodo D y• d>ocutldo antorlal"llen<o 

(ver •i•~plo Vl. l} tenemoo: 

Dominio • 1"> ol conjunto de todas 1 .. funcione> dorl .. hlos on O\ In 

tena lo. 

i 

1 

1 
; 

1 

1 
•-



~econldo . " " conjunto •• tod .. ... funcione• derlvadu. 

~ncleo " " conjunto do todu ,., !unnones ••• ''" cono tanteo 

•• " intervalo (yo que " derivar uno conuonto " obtle· .. .. funcl6n coro) . 

En gener•l, poro encontrar el ndcleo de uno tronofor••· 

cl~n lineal, lgu•lo~oo lo l~o~on o! vector <ero y vomo> que condi· 

clone> ro.ultan de el!o para lo• vootore< del dominio. 

Por ojcmplo, poro el ca<o discutido al principio de elto 

secci6n, dondo: 

T(x,y,>)•(x,lx) 

(•. ¡,) (0 , O) 

lo que ll>.plico • •• por lo cuu 

II(T) ((O, y,!) 1 Y,<t R) 

cooo se tenía. 

Hemo• V\Ho que, on uno tc·anoformaclón lineo\ T: V~ W, 

el recorrido T(V) y el nUcloo N(T) >On Oubcon¡unto> de W y V, re•· 

pcotivuente. Demo>turomo• o contlnu•<t6n que no o61o >on >Ub· 

conjuntos, ;tno tamblh oubupodoo. 

Teoreo• VI. 1. 

Sea lo tronoformao\6n lineal T:l'~w. 

n recorrido de lo transforoaoi6n e• un oube>poc\o d~ 11. 

DnoHTOCIÓn. 

De acuerdo con ol Toorr•• \'. ~. ~o>to con drooHror qu< 

el ncorddo, T(V), •• cerro~o paro lo suma y el producto por un· 

eocalu. 

1) Sean T ¡;e,¡ y T ¡;e,¡ do> voctoreo ouolo>qulero do T (Y). 

Por ilnoolldod: HV",J • T(V,¡• T(V,•V,) e T (V) 

o V entonceo . ., 
' ' 

El decir, ol T (01) y T l>'",l son elncntoo do! recorrido, 

T('i' 1) + 1(:¡¡"1) tombifn lo o>, cu~pH~n~osr lo crrroduro poro lo su· 

••• 

" Sran T(l') un elemrnto cuolqutera de T (V) y Q un .,color do! 

campo. 

Por l!n<Olidod: Q T (V) • T (QV) < T (V) 

Yo ~u~. como v <V, entonces~ V t V. 

~· &clr, ~T (V) •• , .. b,~n un eleoento del recorrido y 

heoo> deoostrodo la cerradura para d producto por un ooulu. 

De 1) y :¡ quodo d .. ourado el troreu. 

l••&•n del nctor orro . 

Un ,.,u! todo Importante que >e dHprrnde de loo prophd!. 

En uno tnnofor~adón lineal T: V • w, 

lo Imagen <iol voctor coco Jo V •< rl vrctor cero de~. o '""' 

Haciendo o • O en 

"T (oV) • oT(V) 

se obnene 

T (11") • 11" , cooo ,. quedo. • • • 

Por lo que, el nOrteo ol .. pre contiene ol .. ctor coro ti T 

VI·I~/H 

1 

1 
1 

• 



'· 
Su la tnnoforaac16n 1\fteal T: V 4 W 

El nOcleo de la nansfo,..,acl6n ~• un >Ubupaoic .. uorioi 

de V. 

" Seac "• y v 1 dos vectoru de N (T), 

entonce•: ' ¡;;: 1 ) '· ' ' (i'"') '· ,., linealidad: ' (V,•V,J • ' (V, l •T(ii'1) 

5uotltuyendo: ' ¡;;,.y,¡ '· • '· 
' ¡;;,.¡;-,¡ '· 

'"' 
,. quo, .Y 1 •V1 .. umblh '" H<tOt " • (T) ' ,, Sea V un voctor do N {T), rntonc« T(V)• Ir~, y ooa o un<><& 

In del cupo. 

Por linealidad: T (<>VJ •o T ¡;;:¡ 

Sntltuyendo: T (oV) •o lr., 

T (oVJ • 1!., 

o V umbHn •"' en N (Tl, 

E.,o completa lo demaotroci6n, 

Comid«uos nuovamento lo tansforncl6n T: R' • ~· da 

da por 

r¡~.r.<)·(•,ZXJ 

fuuto que el nOc\oo y <1 uconldo oon a ou vu espadoo 

Yectorloleo, thnen baoe y d>•ensi6n. 

Co.o •• vl6 an,.rlor••nto,T (R') • ((>, l.<) 1 • < Rl os el 

recorrido de la uansforud~n. y el euudunH puede vorif1car U

cll•ente que el conjunto BR• ((1, l)l •• uno booc de dicho c>paoio, 

VH8f\9 

Por lo que: ' (~ ) • 1 • 

En fonoo ol•llor, paro el nOc\on N (T) • ((O,y,:Jiy,z~ ll, 

uno bue •• BN• l(O,I,O), (0,0,1)) y pnr ello: d!a N (T) • 2. 

En cu>ntn al d,.tnlo R', nbo•o• que U de di•onoi&! tres: 

di• R' • :1. 

di .. n>iOn•• d•l recorrido y del n6cln. Eote e• un re>ul <&do auy 

Te o roma 1'1. :1 . 

Su 1' un .. podo voctonol de d!aen<16n finito y $H 

T ; \' • W 

una tran<for~oc!6n 1\nul. 

Entono•• 

di~ V • dim T (V) • dlm N (T) 

' Dc~o.rroc1~n. ... ("f' ' '" ... , i'p) uno buo do! recorrido T (V), es decir, 

di m ' '" 
. 
' ... lñ' • "" .... - ' "• uno baH del nro<leo N (T), u decir, 

Ji~ " "' . ' Pueuo que ... 
deben «lstir ' vectores 

' (V' l 

' (V, l 
. 

' !Y P l . 

veotoru ... ... 
'' } ' ' . 
' .. 

'" '" .... ' ' 
. , . , r p pertenHen a T (V), 

t V toles que: 

. . (l ) 

• 

i 
' 
i 



• 

• 

1 

eo uno bou de V, hobcemoo d•mootudo el teor .. o, pue> eso probar!: 

quo dla V • p•q, 

' ) 8 11eneu d eopoclo V, 

Seo v un vector cuotqulero de V. 

h que T [V) <>U en el recorrido, 

oo coab\nocldn llnul de lo< eluentoo de lo 

Suotltuyendo (1): 

poduoo .. p<e<•Tlo <o 

T(i'), o,T(Y,)•o,T(\'0)• ... .,py (i'p) 

Por llneolldod: 

T(V) • T [o,Y,•o,V,o ... •op"i'pl 

de donde: T(V) T I•,V,.o,V, •... •oPVPI·~w 

Por llneolldod: 

T(V·o, V, ·o, V,· ... -~p>p)·lrw 

Por tonto, el vector [V ·o,V,·o,Y,- ••• ·o V) e<t.i en el n~ . p p ~ 

cleo (yo que ou ioo11en eo el cero) y lo poduu expreon cooo eoliO!_ 

nocldn lineal de loo eleoentoo de h. base tñ,, ñ,, .•. , ñql' <<de

cir: 

' Huoo deM<Hado que cuolquier vector de V oe puede e<pr~ 

ur en ''""lnoo de !no veotore• de e, por lo que ~ot< << un conjun

to gener~Jor. 

" Be> llneol~ente independiente. 

. . . . (l) 

Tronoforoando nboo olembroo de (l): 

T( 1 ,V 1 • l,V,• ... •>PVP >y ,ñ, >y 1i\1• ••• 'Yqñq)•T(lrv) 

Por llneolidod: 

• .. (3) 

Pueoto que lo> ><ctoru 11 1 , n,. •••, 

T(ñ 1) • T(ñ,) • .:. • T{ñq) • Ir., 

Su>tituyendo (1) y {l) on {3): 

"q eotln en el nGcloo: 

. . . ( •l 

. ' • . ( ll 

Por h>p6te<i<, {r,, r,, ... , rp) •• uno base, por lo que 

(S) !•plica que: 

' ' . ' ' • ' • o 

' 
. . ( ~) 

SuH!tuy<n~o (6) <n {2)' 

>,ñ,nO• •.. •Yn•tr 
> ' • q q V 

• (7) 

pllco qu~: 

,, ••••...• o . . • {e) 

ltoooo deoo•trodo quó (l) !&plica que 

>1• 1 1 • ••. • AF • 1, • y1 • ... • Tq • O 

por lo que B eo lineal•ent< !n~ependiente . 

De 1) y 1), B e• una ba•e de V y por tanto: 

di~ V 

E¡eoplo VI. ~-

Con>idHeoo• la <ronsfo,.,ocl6n lineal T= l' • R' dado -

T (1, y, z) • (JI • y, 61 ,,ly•z). 
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1, 1y • <) • (D, O, D) 

' . , 
,. , 
' 

, 
El estudiante puede verificar que la s~luc!<ln gen<·<"\ .1< 

""" ''"""" Oomogheo "'' 

' .. 
por 1~ ~··•' 

~ (T) • U•, ·~•. ~·) 1 • < ~) 

~na Oa•• del nOcloo ~• ~• con¡unto Bs• 1(1, ·>. oJl 

en ,c,.;o.:~<rocta di• ~ (1) • 1. 

E> cl•<o que la dimenoi6n del dominio eo dim R1• l. 

Ap]>Can~o el t<o<e~a Vl.l, conclu{!lle> que \o d\me.,,\6n 

del r<<orndo e> d1m T (R
1

) • !. 

• 

Sabemo> que loo vector<> dol recorrido tienen '""' comr!!. 
• 

nen«>, pero el hecho de que la dimensl<ln .:e hte ••• do• '"'"' obl_! 

¡¡a 1 r•nsar que ~n!Camen<O doo do euo componente• oon tnolq•onJI•!!. 

~allem05 1• rehcl<ln de dependencia entH lu coopor.,••Heo t<O. 

de ur. vector 

(a. b, el t T (R
1

) • ( 1 ) 

Para ello, podno• plantear 1> ecua~•~n 

~ ••• ~,b • c,c • o (l) 

Sc~Gn la t<gh do tunofor .. ct6n: 

(a, b, e) • (l• • y, ó> • •. ly •!) 

>u>tituyendo en {1) 

V\·22/23 

o 1 ll• •y} '"• (h·t)•", {ly• t)•U 

Reaco.odando: 

(l~, •h,)~· (~, •lo,Jy•(-n, •n 1) o•O 

e>ta e<oac 16n •• ,·erlflco poro cualquier volor de •, y, 1 >i 

""•· "• • o 
La oolud6n I<Mr&l de eote >h<eaa es: 

que >U<<Ituyfndola en (1) noo die~: 

e • lo·b 

y el THOTrldo ,. ruedo deooribh· co~o 

T(R'J• ((o, b, lo·bll a, b < ~) 

Flo•lmente, uno b••• del reconldo •• el conJunto 

SR• {(1, O, 1), (D, 1, ·1)\ 

donde >e'"" clnuente que dio 1 (R') • l. 

... 
P•ra ¡ 0 tronofonucl6n T: R'. R1 del ejnplo V l. 1 

dado por T (<, y)• (l•, ly), obtengaoo> el n~cleo: 

(J,, ly)•(O, 01 

lx • O 

' 



1 

l• dnlca solucl~n do •n• ••••••• 01 

• • • 
' .. 

de-donde: 

N (T) • ({0, 0)) 

y, por definición, di~N(t)•O 

Ademh, " dl~ensl6n 
,,, dodmo .. ... R 

1
•1 , 

••• tonto, "' t<ore~• LL ' . dim T (R
1
}•l, " ••• lmpl;_ 

•• ••• .. reoocrido .. todo •' para este , .... " decir: T(R
1

)•R
1

. 

00>~rvUe que, COOO COMeCuenda de) teoreoo \'), ~. la d1 

•enoi6n del reeorr16o •• euondo ••• i~u•l a la del 6o~1n!o, pero no 

puede ser mayor. 

Ejnplo VI. 11. 

Sea V el espacio voctorl•l de 1Utrioeo de orden ~d, y oeo 

W •1 ospado veotorhl do ~•trlcu Je orden hl, ubu oobr• R, 

Conoideruoo lo trandontaci6n T: V- W 

definida por T (l} • U, pua todo X de V 6onM: 

.. [: :l 
h cl><o que T •• lineal pues, paro t<>do X, Y t V: 

T (X • Y) • (X • Y) A 

X A • Y A 

T(X)+T(Y} 

en fo,.,.a' anlloaa 

T{GI}•(GX)A 

o ( 1 A) 

o ' (X) ' " . '· •· u: • 
:)l•,b,c,d,o,f• 1 } ti do•lnlo de r •• 

• 
Una b••• dol domin1o e>: 

{¡ • :J. [: :][: o ;].[: o :].[: o H o 
"o' o o o o o 

~i~ V • 6 

Paro encontrar el n~cleo neceoltazaot conocu- la ;,..~en 40 

una .. tri: cu•lqulou ,. [: 

T{X)•XA 

r rx l • [: ; l • • 

Paro que x utf •n 

[ .. '" • 

' . " • 
a•lb•6c • 

" • • 
d•lo•H • • 

" • • 
'" toluci6n ~oneu1 

• o 

b • • le 

• ·lf 

• 

" 
" 
"' 

;] 

~ r··~b·6c 

Ld•le•H 

nndoo: 

'o] [ : • 

" :] 

de eote sltto•a do ocuacloneo •• 

:]} 
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¡ [: ->< :] ·} N(TJ• e , f , _, 
""' bu e '" nOcleo •• 

{[: 
_, 

:] [: • :]} ••• • _, ... N{T) • ,_ 
Por 0\t\~o-, .. ¡¡an <l teoreao VI. J, la dlllen<l6n del TO· 

corrido •• d!~ T(V) • 4, 

E>to implico ~ue 

o,b,c,d,rR}•W 

•• decir, el recorrido de lo tronsformoc16n e•t• con•tltuido por • 

todo• lo• ••<rice• cuadrado< de orden doo. 

Uno buc de T(V) es ... a :J.[: :J [: :J [: :ll 
-----------
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V!. J. HPREstNTACION M.rfRICIAL DE UNA TRANSFOR.IIACION UNEAL, 

Consideruoo d oigulento cuo: 

Oc una tun•for~oci6n Hneal 

T:R
1

•R
1 

oo conoce Gnico•cnte ~ue: 

' 
T (l, ') 

T (1, l) 

( 1 • l) 

{O ' ! ) 

;;E• poHble encontTu T (1, O)! 

Ve~MS\o: 

neo! de (l, 1) y (7, J), En efecto: 

Por ello 

(1 'O) 

T (1 ,0) 

(7, l) -l (1,1) 

T ((J,l)·l(l,l)J 

y, puesto que T «lineo\: 

T(I,O) T(7,l) ·lT{l,l) 

T(I,D) • (O,B) ·l{l,l) 

T(T,O) • (·l, ·1} 

E• Ucll comprobar que el conjunto ( (1,1), (l,l)l e• uno 

b .. e de R', po< lo quo ~uolqu\<r vector (~,y) de R1 puede obtener· 

oe o pntlr de dicho con¡unto. P•u en~""'"' 

{x,y) • {·l>•1y)(l.l)•(•·ly)(7,3) , '~> (•,rl<r.'. 

Esto noo r•T•He obtener lo r•gla de tunofor,oc\6n, Yo 

que. 

T(x,y)• T{(·l>•ly){l,l)•(>·ly)(l,l)) 

y com<> Te> lineal: 

T(x,y) • ( ·lx•ly)T{l, 1) • (x·Zy)T(I ,3) 

• • 



T(<,y)• (·h•lyj(l,l)•fx·ly)(O,!) 

f!n~l•onte: 

~n ¡¡ene rol, >1 ••· conoce.,¡., 1~Sgeoot> do lo< \'e<l"CC< 

de una b.,e <Jel <Jo~in"'• "" <Jene co~pl•'-~cnH• <loflnida ""' ""'" 

form•<ión l inca!, 

itilCOt<: 

------

" ' ' ! ro••"• ... 
r ' ''"" ••• 

•• 
• •• 

(;· ' • ¡:-' ' 

• 
" 

. .. , V
0

l una ba•• de un e<p«•o ""·'t!all" 
~,,.,,., 

• 
Et.toloce~, ,,,,,,. '•'-

tal '1"'" 

T : \' • ,: 

1 v 1 J •w, 

1' ¡.¡;¡ 
' ' 

1 

~nica tronsformoco6n 1 1 ""' l 

"' 
__ j 

S1 v., "" '"""' cual4uien de V,_podr' expr<>'T'-' "r.f

\'Ocomento en ttcmiM< ,¡,. la base S <O~O: 

''";; ,., ;: ' 
' ' ' ' . "' V • • 

Udona~os '"'·' '""'forma<16n T ~or: 

( l 1 

'" 

En conoocuenda: 

H"·U)·(o •$ ¡;- •(o •S ¡;; • ... •(a .e ¡;; 
' 1 1 • • 1 . n n n 

.,,;;, •o,.-, • ... '"n¡;n ·~ ,;;, •S,W1 • •.. •S 0W0 

''"" ' "'' 
T(o¡:c)• N,W,•co,;;, •.•. 'Nn¡¡-n 

•c(o,;;,.o,W,• ••• •o0¡¡-0}) 

•cT(>l 

( ~) « obt ion< ~ue 

Su>tituyrnJo rn {J), TCV,J•W, 

Proced1endo en forma olm>lar, T(V1)•W, 

l(~,l·•. 

~de-'•, ha-

liemos M•oU<&dO que exi5to uno tranofor .. cl6n line.] que 

,.,;,r.co· (1) 

an!ca. 

Reot~ o61o de~ostrar que dicho tr~noforuci6r_ "' 

Par,, ello ouronJr<~o• que existen doo tronoforudm.c; )\ 

"""1<>, T y T', y Jomootraro,.oo que son ¡guaJes. Tomemoo el , .. ,. 

ter\ JoJ~ por (!}. Entoncoo: 

1' ¡¡:c¡.f' !<>,V, •o,V, • · · · '"n¡;nl 

r, ll"<>liJaJ: l'\VJ•o 0T'(V,)•o 1T'{V'1)• ... ••nT'(V'0 } 



' 1 
' 

1 
¡ 

Por hipeteslo, T'(V"1J•V1 
T' (V"1)•V1 

T'(V" )•V 
" " 

Por tanto, T'(V)•o,V,•o,;;"1• •.. •on;;n 

d~ donde T•T', quedando de~ootrodo el teor .. o. 

Voremoo a~ou que lao uan>foTl!IOCioneo llnoolu pu~~on r~ 

presentOTH por ~edlo do ~&trice•, poTo lo cual eotud! .. os o! ol· 

gulentt caoo: 

Tenemos uno tronofor~aclón lineal T: R
1 

• R
1 

dodo por lo 

_rogla • • . ( 1 J 

SI conoldetuoo b utri<: 

,. [: :] o 

[:] ' preaul tlp !le omo • "' vector col""'no por dicha aotrlo: 

[: o :] [:] [:] 

.. obt!ono lo l11•1•n del vector ''· '· " ••iOn la tnndoruci6n. 

,, h~cho, pou cuolqulor vector ''· '· ,, •• R': 

que •• lo reglo do tnn.formac>ón doda por (1). 

Pode~o• por tonto ••criblr: 
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dondo ¡; oo un vector coluano. 

Lo ootrlr M •• obtien~ o partir de loo lof1•••• de los 

vectores do lo booe canónico de R': 

' (' . o, O(. "· " • "· ' . O)• (' . " • "· o. ' ) . (o. " ... cuoloo, COIIO puede ...... ... ... columnu •• h matrh M,quo 

r~clbe o¡ no~bro de "matriz o.ooioda o lo tun>foroocl6n, referi· 

óo o !u buco con6nic.,". 

Eje~plo VI. 1l. 

Pou lo tTOn•forooci6n T: R' • R' definido por 

T(•,~J·(J~,h) 

obtener ou 11otTit ooociaóa r<ferida a lo buo canOnlco de R' y en 

culor H•, l) nplelndola. 

SoluciOn. 

De lo re¡¡ la de non>formaci6n 

T{l,n)•{O,l) 

T (0, 1) {:l, O} 

pno ob<~ner T <•, l) efectuo.;os el producto 

por lo quo T 1•, 2)•{6, 1). 

. . . . . . . . 

i 
1 

1 • 



' 

" partir do ahoro t<obojne10os .. duolv..,onte con veeto· 

ru colU»na, ya que eoto facilita 1unduente el unojo de lu ·• 

ttanofonoociones llnulu cuando se u.pleon lu ••ttlcu uociod ... 

Motdt uoc!ada rofedda o doo bHe> cuale>quleu. 

Anolice•os ahora o! caso de una tnnofor .. d6n 1\n<al 

!: R'~ R1 , oablendo que A• (V1 , V,, 'i1l •• una base de R' y·· . '- - ' ""' ....... . • w,. .. , e< .. u u 

,, 
T(V,J•lW,•lW1 

T(V 1 )•·60,•J01 

T(V1 )· W1 -sW1 

lo cual dehne co•pletuonte h tronofonooci6n ! , .. ,an ol t<oruo 

VI. a. 

Supongnoo que se tiene un vector V < R
1 

tal qu< 

Entonceo, co~o Tes l!n .. l: 

T(V')• 01 T(V,) •o 1 T{V, )••, TlV 1) 

Utlli<ando lo• exprooloneo dadas por {1): 

T(V) ·o, (lW1 •lO,) •o, (-bO, ,¡¡; ,) •o, (W1 -sW1) 

que puedo eocribhso co•o 

T(V) • (lo, -6o 1•o 1 )W1 • (lo 1 •lo1-So,}0, 

por lo que, el vector de coordenadas de T{V) en U buo J u: 

nc~J5 [:::~::::s ::] 
hte .ector puedo obunerse a par<ir del vector de coord!. 

nodos do V en lo base A: 

[: : :] [::] 
quo nv.ooentamoo mediante 

(!(~) • ~ ('i)A • 
donde H} • [' . ' 

·• , u lo .. n\1 aoochdo o la Uu!. 

for•oeih, referida a los b• .. • A 1 a. 
Eo !10.portante observn doo couo: 

1.· lo our!t ~ tronoforna un vector de coordenado• nA, on un 

vector de coordenadu en B, 

L· los colu,.na. de ~ •on loo coordonodos do loo vectouo ¡ ... 

_¡on do h baoe A en la ba .. B, 

For•al\tare~os • cont\nuoc\6n el ootudio hecho ontorlor· 

1 

1 
' 



ÍT~oremo 1' J. ' ! ld•• •·•; r •••n A· (V,, v, . ... , V0J 

¡del' y" 
' 
1 

respeotiva~ente. 

' . ' uno On1co motriz 111 , J~ orden ~xn, tol ~"" 

! 
ontonc., 

1 • 

•, 

1 

¡ 

(il) 

' 
T(;:' )•• ," •a w + .•a ¡; ,,,,,, .. ,. 
h lhim• colu~n• de~ « ... 

(T(<,Jl • 
l. ______ ~~~--- --. 

••••• 

\¡neal, ""'on,e• uiHe 

hto tea«•• no> gorantl>o que, pau encont<•• h> coorde 

nad., de lo l~•¡¡en de un vector V referidu • lo""'" • de W, ba~ 

tHI con prem,llt!pll<>r al vector de coorden<d" do\', . ., 1• ba>e A 
• 

por la ~Hrlz .•l~ , a la que !la•aromoo "matrl< de l,o ''""'formación 

rOÍorlda • l., ba<e< A y B". 

SI V o> un vector cuah¡u¡ero de V, .,l>emo• ''"'' •• puede 

expr<ur <Jnlvocuent< en t~rmino> de la Oue A co•o: 

l''''o V O'''¡ V> o, , -~. VO 

T(Vr•TC~, V.-~, V 1 • •• • 'on"Vn) 

Por !!nUlidad: 

T(\'¡ "", r(\', l·~, T{V1 ) • ..• oo0T(V0) 

l'l 

ror otro p'fte, loo '"CtoT<< lugon T(;" 

( 1) 

puodon obtonor on fonoa únioa • partir do LO buo B: 

HV, )·•,;;, ••,. W, • ..• ••,., "• 

T(V)•oW••w• ... •ow 
'"' "' ... 

;.¡~· i~~. ';¡' ;~. •t';::: ;~. -~·. 
n on , ,n , "" a 

llevando <>tos expr05lon"' o (1): 

T(VJ·~ (a ;:¡ •• w • ••• •• w ) •o 1• w •• • • •• '"'"m, • .,,,.,···~ ' ' . • 
'···'" f• ;;: •• ;; '···'•."".>· n ,n o ,n , ,., ..... 

T(V')• (",o,, ••,•, 1 • ... '"n">n)W, • (o, o 1 , •o,•,, • .. 

• ... +(o a •o o •,. ,+o o ¡W 
' ~· ' •• n nn ~ 

. •o a ¡;;- • 
n "• • 

y, por do!!nlclón, ¡., sum•• encerrad., onn• por~nt<<i< 50n lH 

coordenados do T(V) 

<rlblr: 

rof<Tida5 a La bo•o B, por lo que poM•o• .,. 

•,•,' ·•,•,, '· .. ··.· .. 
(l(V)). 

• 

o, on forma ~•trlcial: 

{T(V)) 

• 

Y, por (1}: 

. .. ... 
••• 

••• 

'•• 

[\] 

. '" . .. 
• •• 

• (V) A 

. ' 



1 

" aec!r: 

(T{V¡j . " • (v)• "' " 
. 

" ' . , • • '" " • • • " " " 
donde; -: . 

• ta prueb~ de que uu .. td: •• Onlc• eo inmediata, ro Que 

o! oupon<aoo que ul que 

¡r¡V¡¡ 

" 
" V t V . . . (.) 

Ju e<uocionH {l) y (4) cluuente i•pllcon que: 

-'~ . 

Eje~plo Y!. ll. 

la trans!or~•d~n linoal T: ~· 4 R' 

definida por: T(x, y, :) • (>, x•y) 

F~cil~ente se co~prueba que A•((l, l, J) • (0, ·1, -1), 

(1, 1, 1)) y B• {(1, l), (!1, Jj) son bao .. de R~ Y R', re<poctivo· 

Colcule<los Jo «preoenta<>Ón •onic\ol de T en ••:•• dos 

u cloro que: 1(1,l,l) • (l,l) • l(l,l)·l(O,l) 

T(O,-Z,·l) •{·l,·l)•-1{l,Z)•O(O,l) 

T(l,l,l). (\,1). 1(1,!)•0(0,1) 

de donde 

-: . [ ' 
. ' ' • ;] 

Ut\lle<"0' <<ta utTi> pou obtonoc lo l~o~en del vector 

••(·1,,,~), cuyo "'ctor de coorden,Jao en lo h.,e A<>: 

Entonces: (T(-1,4,6)) ·[' 

" . ' 
. ' 
• 

El vector (O, -l) e> el nctor·de coordenadu de T(Vl 

~je~plo VI. 11. 

Vohamo• o h uan•fonnae16n linool <iel ej .. plo Vl.ll 

T:R'~R' 

dof!n!da po< T(•,Y) • (Jy, h), y <ono\Joromoo h bo•• can6n!· 

E • ((1,0), (0,1)). 

Pado q"e T (1,0)• (O,l) •O(l,O)•l(O,l) 

T {0,1)• (l,O) •)(1,0)•0(0,1) 

tenUO< ,, 
' 

Por ello (T(V)l • "~(\')F. 

' 
p>u todo ;¡ do ~·. 

Cuando tuba¡emos con .. tT!<eO '"leTidn o buel con6nl-
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1 

1 

1 



Pou """ euo: ~~~ •" 

T(V)•IIV poro todo V de~·. cooo •• obtuvo 

en lo piglno ll, 

Ejemplo VI. IS, 

Sean P el espacio vectorial de polinomios de ~rodo ~enar 

0 ¡ 1ud ~ue tce< y Q el eopodo vectorial de polinoo!oo de grado 

oenor o !guol que do•. 

co11o O>b<r>o>, uno bou de P es B• 11 ,x, 

Q n C· {1, >, •'J. 

' • • x 1lyunade 

D: P•Q yencon-

...... '" repre 5entac16n motdclal en 1a< ba>e> BY C, 

Colculemo•, poto ello, las irn1genes de loo vectoreo de • 

Jo bou! refinhdol•• a lo bue C: 

D( 1) , 0(1) •O(x) •O(> '¡ 

' D{x) 1(1)•0(>)•0(x 1
) 

D(x')• " O{l)•li>)•O(>'l 

D(x 'l• "' 0{1)•0(>)•l(• 1
) 

Por tanto: 

[: 

, 

:J "" , 
' ' , , 

Colculeooo D (b•'•h 1·1) utillxondo esto ootrl>;sabeoos 

Vl·lB/39 

(D(6x'•9x1-1)) • 

' 
' • , 

, 
' • 

D(Ox
1

•9x
1
·1) 

D(ox
1

•9x
1
·1) 

O(l)•ll(x)•ll(x') 

lh •l?x 1 

que se CO!IIprueba con fac!lldod derivando dlrectuente. 

Paro hacer hfuio en el hocho de que se uohjo cor> bo· 

f• (•', • • • • • 1) 

En e><e oa><>, la «pruentoci6n ~•triciol de D u 

~onso de lo utnt de tunsfor•ocl6n. 

Seo lo tranofo,-.adOn T: R' • R
1 

definido por T (x, y, t) • (>, h) 

Encontre~o• l• matrit de lo tronofo,-.oc!On r•forldo o los 

b .... con6nlcao: 

' (1,0,0) (l,l). 

' (0,1,0) (O , O) 

' (0,0,1) (O ,O) 

[; , 
:] ,. , 

b C!OTO '"' .. ron lO •• .. •otTit "" uno: 

R(M) - ' 
quo "' 

,, "i o amente " dl~en•!6n .. ' recorrido .. .. tronofonocl6n . 

1 



• 

Se dojo ol utudlute lo d .. ottrac!OB del"olruhiiU toor!. 

••• " -· 
Toonn VI. 6, ., 

En uno tronofol"'lodOn llneol, lo 4iaons16n del uconldo 

u lauol al ran10 do la utrlt do lo !nnsfor-..cl6n reforido a'dos 

buos cuol .. quloro, 

.,_., •• ,¡ 

.. :~· . ' ______ ,_ 

' l ,, 

• • ----··· ·• 
·~·-··"'····•'] 

., ~•T (, 

• • 

• ... 

• ' .. 
"' .. "'"·•' .. ,, 

.. .. • 
.. •. • •• .. .. 

. . • ' • 

• • ; ' .. 

f. ALGE!!RA D! LAS TAAIISFOIUI/IC!ONES LlNUL!S. 

.. " ., .. 
• tnhjdo Gn!c .. ente 

con uno tronofol"'lacl6n o lo YO<," ootudiOJido ou proplododeo y ca-

roctorfotlcoo portlculoreo. . '' ' . (' •, ' 
En ooto oeccl6n utllluroaos slaulUM .. ento dos o •h 

tronofol"'loclonn llnealeo, con el objeto do estudiar loo operacio

nes qu. con ellos pueden ofectuoru. , , • 
,,,.,,.,.,.,._,.,.,.,.,.,.,.,.,.,. ,.,._,,,,,~.,.,,,.,~,.,.,.,.,.,.,.-'.,.,.,.,.,.,.,., .... • . ,,,_,,. 

Conolder .. oo el ene do doo tnnofotutlonos llnulu T 

y S do R
1 on 11 

' 

doflnldoo por: 

T{l,l,3)•(1,,) 

S(l,l,3)•(6,7) 

'' ., . • • • • 
.. 

. ' . 
' • ... 

't,. >•'•-· '··' ,_, 

' . ' '. 

• ¡ ' 

Podoaos fol"'lor ahora uno nueu tronofol"'locldn !•S tol • 

que, lo IUJOII do un vector, do R
1 oo¡On,T~S ~··lo suu do los 1•1· 

¡ene• •• ... .!no vector ••ldn ! ' S.¡ 
' ~e.' ., • ... ej .. plo: ·) ' ' (T•SJ (1 ,Z,l)•T(~ ,l, 3) •S(I ,l,l) 

•{1,,)•(6,7)., ' . .. .. • ·' .e 
•(10,H) 

' ' ·-- ·• ·;. ' . ¡· 
Do l1u01 fono, pon el vocto< (1,S,·Z): 

. ' . '• 
(1•SJ (1 ,5,:2)•1(1 ,S,•Z).'S(1 ,5 ,·ZJ, t,, 

.. .. '· •(1,2)•(6,-1) """" •. ,_, )j ... ' 

-~-·(7,1),. ,, 

'Vl-40!41 

l. 

' 

·'·f ·:·· !¿ 
1 
1 ' 

·1 ' 
1· 
1 

•1 . 

1 ' 

1 ., • 
¡• 

r: 
• 



r~-~1 ¡,,y. :J·H• .Y. :J ·-~r· ,y,,¡ 

{~·~)(<,y,,)• ··-~·1·1••)", ,.,¡ 

'" 
_, '1<~1 Hrlltcor que utlll<•nda o<ta r<~l• so obt,,n,·n 

IJ, c>:~d!o ,;~''"' ,. pucM llenr o cabo par• una oror~ 

cdr. ""''' ·.cr.:c en "'oUI¡ltco, ""'' tr•n.!ar~ac!~n ltll0-11 por'"'. 

<>colar. 

"'-'' .. 

T·S ,. 1~. 

Yr o;r¡~l 

r:.:o•,l•·oos n)punos cosos: 

( :" '.: ,l )•1> ('.:. J) 

•1 (ó,;) 

•l.\0,15) 

1 5~)(:. 5 •• lJ •15( 1 ,5'- l) 

•1 (ó,-1) 

•(l0,-5) 

r ó~J r, ,1 .: J•l~ rx ,y,:) 

¡:.<,!,,;,:)•1 l•·r. x•t) 

r:'.;'o,¡,:j•(!-<•1)', lx•l1) '" 
''''"-' •'· 1'"' !1) y (1) n·•pectiva~~nte, .,.,., '"''·""'· 

,\ "'nr!nu.tc16n ,¡,.,,,,,,,,, l.o •u~a ,¡,. rr.ln<forn.oclon<• v 

•1 proJu.:¡,o 1'"' un e>c.tl.n 1'·''·' ol •-'"' gen•r-<1 
----~ 

•• y '"''" ' ,¡,,. t 1-'1'> 1 c•tm.to r '"'' • do \' ~o h . 

" la'"~-' 1·' ,., ""' ''""'''''"·"-'"" tol q<t<: 

,. > 

,. ' • ¡:- ' ,. 

--~----

' .,,. ' 1 • 

·"' 1 ' 

(r •o 1(.:1', ·1', l•l t<\, •V,) •S(ci', ·>,) 
"CT(C,) •T (>, )•<S(V, )•5( \, 1 

~, 1 (C, )•cS(i', )•Toi',) •S(\, 1 

•q !( i',) •5(V,)) •HV, l ·~ L 1,' 

~c(l ·~) (\'1 ) • (T•S) (V1 ) 

1 Por Jdlni<uln 
i.lc T·~. 
]'o' loncol>JaJ 
,1,· T )' S . 

~.' ~~ftn><i6n 
_,,·T•~. 

n .. 1" Jin.·.rl. 

!n de,· o o,""·'" •, ,. "• ~o' ,-ectoro J,- 1·,,. e un <«.llu: 

• ' l ' ' 
~,,¡,,, 1l•TI¡;,¡¡ 

"d< 1 ,;- ,1 ''"·¡¡¡;- 1) 

~.-,.,¡,; ,"··f(i',J 

J,.,,¡.,,:~r. Jc aT· l'"' ,ro, l>r~c·.o!.:..l de l. 

' 1 

1 



, 

1 

¡ 
Teorema 1'!. a. 

Se•n \' r w Jo> ospocios v.otor1alo. y ooa l(V,WJ Pi con

junto foraodo por tOdH las transfor .. rion•• lineal<> do V en w. 

L-----e'"'' .. ,."'"). "-'-"-' ~ poci o ve e tor t o! . 

Oe las d<flnlciones Ja<los P"'' la suma do '""'formaClo-

coao dorcicio al euudlona "' do!lootncl<ln: 

Sean S,T y U tnnoformacion .. lineal« do V <n W, es de· 

S,T,Llrl(V,•J. 

" (ouoduu. 

la de"o>tu .. , quo la ou11.o do transfor:~~acton•• lineales 

<> llnool, osto os, S•T < l (I",W). 

T•m~itn dcmootromos que el producto de una tronofot11la· 

ci6n Jlnool por un eoeahr •• lineal, ooto u, o T < l (Y, 11). 

1) T•(·T)•O, donJo ·T•(·I}T<L(V,~). 

S) T•S•S•T, 

Sun o y ~ do> etcolor« cuale>qulen: 

6) o{H)•(nO)T. 

~) a(T•S)•nT•oS, 

8) (o•!JT•oT•aT, 

9) I·T•T. 

---------------

T(x,y,<)•(x,l<) 

' S(o,y,t)•(••y, x•t) 

para loo cuolos '" obtu,·o: 

(T•S)(<,y,:)•(l••y, l••:) '" 
La ><J~:< de esta> tran•forrnao¡one; >0 puodo lle;oc • oabo 

~<p<«•n<>r .. oo con M"(T), M(S) y ><(T•S) a \u uttice> aoodadu • 

T, S y T•S roope<tivamente; d\chu matd<•• son: 

M(T)• [: " 
" :] 

' 

M (S) • 

[ ~ II(T•S)• , • 

[: 

:J 

:] 

Como •• f5ctl comprobar, eota nlti•a ••tr>z puede t .. bi~n 

obtenene >umondo ho oiotr\«o M(T) y H{S). Co ~oo>t: 

M(T•S) • M{T) • M(S). 

Rocorde111o> que al inicio d• osta secC!~n, taob1~n •• ob· 

. . . . { l) 

"" forma onllo~•. vemoo que el multiplicar roe el escalO< S la 

•atn: II(S) da como re<ulU<lo ~(SS): 

[: :] [: ' :] S!I(S)•S • ll(SS). 

" • 
~n ¡eneul, ,; V y~· son dos espocloo veotonaleo y S y 

T doo tranofomacioneo ltneoleo ouale>quiera de L(V,W), oe tione: 

Vl-44f4S 

1 



poro " oumo' poTO el producto por un eocolor: 

" M(!) - ' si M(T) - T 

' M(Sl -' y " es cualquier .. color, 

entone< o: entone< o: 

II{!)•M{Sj - ,., 
~li{T) 

o su: o ••• _, 

~{T)•II{S)•II{T+S) <>~(T) • ll{d), 

Por lo que, ouaor tronofouodone• o oultlpl!cochs por 

un escalu e> equivolento o suur ous utr!ce< uoclodo< o ~ulti· 

pllcorl., por un .. color. 

Se dt<e que L(V,W) oo \oomorfo al conjunto do ¡., aatr!_ 

<U de orden ""'n (dondo o•dlo W y n•dio V) poro IU Opeu<lon« · 

de ouao y prodilcto por un oscolor. 

Teoreao VI. 9. 

(Teoroma de lsoJOOTf\sao) 

Poro cuoleoquieu T y S de l(V,II) y todo• los eo<aloreo 

o oe tlonc que: 

M(T•S) • M(T)+M(S) 

• oii(T) 

Deoosturnos esto tcoruo 6nicoonte poro tun.forsacio 

nudo R0 o R", copleando ]u b01es con6nicu. 

oc puede d<mostur en fono anilogo, teniendo en cuento que 1 .. "'! 

Hlceo que •• •·an • operar deben e<tar referidao • lu oh~•• b"'<S) 

~<an T: R" • R"' y S: R0 • R0 do> tronoformadon<> 1,. 

nea\u Y Han M(TJ y M(S) OU< roopoctiva• matdc<> ••odaia<, <n 

Sabeoo< que 

o) Para lo •u~o: 

T(V"J•M(!)~ 

S(;)•M(S)V, 

por d~flnl<i~n de !•S: 

(! •S) (V) •T (;) • 5 (;"} 

por (1): 

{f +S) {V) •M(T)V" •II{S)~ 

por lo di•tributtv\dod del producto sobre lo ouoo do •otriceo: 

(T•S) (;)• (~{!)•M(S)JV 

por otro parte, de (1): 

(T•S){V)•M{T+S)V 

de {l) y (J) se •l¡ue que 

M{T•S) •M(T)+II(S). 

bl Poro el producto por un ucdor: 

por de!inici6n d• oT: 

(o!) (V)•oT{V) 

por (1)' 

( oT) (V) •o (M (T) V) 

. • • • { z) 

. ... Pl 

por 1 .. propiedodO$ do loo ootr\cu poro ol produtto por un u· 

colar: 

(u!) (V) • {oM{T) )~ 

por Otra parte, do (1): 

(oT) (V) •M(oT)V 

Je (4) y (S) se siguo quo 

~(o!)•oM(T). 

. • • • ( 4) 

. . • • { 5) 

!UO co•pleu lo doaootrod6n. 

1 
1 
' 
i 
¡ 

' • 



Co.o.ro•ici6n de tronofot••><Jon•• !!nulo<. 

Uno oper.o16n ¡,.>tonte .o.h intenunt< con transforma<i!!_ 

ne• lineal•• •• ¡, coneo>><i6n. 

Con•ldor.•moo d problema >lguiento: 

Se tlor.e un ><~mento dlrlgido en el eopoc1o euc!Iduno b!_ 

Ji.o.en>ional y <e deo•• oorarlo un lngulo de 60"(oentido antlhororlo¡, 

y uno vet ¡ltodo, >• ~•••• au.o.entor ocho voceo ou .o.agnltud. 

~ .. ot.·o~os e>te problema en do, puteo: 

Pr1.o.ero, o~teng•~o• la tran•for.o.oc!On lineal T seg~n lo . 

Por el teor!_ 

~• \'!, 4, UHoO con t,,¡¡., lo imagen de loo vector<> de la""'' • 

con6n1ca poro poJ•r d<l1nir ' Tene.o.oo pues, por a un lngulo cual· 

quiecca . ' 
• 

lf 1 ,O 1 ~-l1o,tJ 

' ' '\ 
• 

T ( 1 , O) 1 co >Ó ' «M) T(O,!) •{·«n8, CO>i) 

Por ""lo, la mat<it de lo ttonoformocl~n en lo b .. < conO 

nica e>: 

[''" ""'] "1 1 ) • • { 1) 

• ••• COH 

llo~ien"o • • 60" ' 

[. " '"' ·>en ou"J • 
w ~] I~[TJ• "' ... '"' ... .,. 

len >q,.n.lo lugar, encontamo• Jo tronofarmaci6n llneol S 

que ~ulllphco por S lo •••nitud de un voc<or. 

E"• u un cuo !Mediato: S(l,0)•(8,0J 

M{S)·~ :J 
S(D,I)•(D,B) 

'" 
Yo pod .. ao ruolver nuuno problou: 

rar e)uplo, poto <1 vector (l,•J ,prl.o.ero lo 1"""'"' 

4] [']· [''"'] t • ll·z 

v clespu~s lo rnu!tlpllcuoo par 8: 

S(l·l/3, /l•lJ• [. 'l ['- '"] O B /],¡ 

5(1·1/'J, ll•l)•{8·16ñ, l.'l • 16) 

Ve,.o• que el puceso •qul s.guido oe puede resWiir en 

lo expreSl6n: S(T(l,l)•(8·1ó/i, e/l•t6j 

que es la compooid6n de¡., tun•forrnadonet S y T, oil•bolioaJ• 

con S•T. ~~~·••: "S co•po•ic16n T"l. 

EHo u, sor e> una ttanslor~oct6n quo oe define ca•o: 

{son (;:) • s (T (V) J 

Par <llo pode•o• eocr1bor 

(5CT)(l,•J•(3·16o"'J, 8,'5•16) 

danJe SOT es ¡uunente la transtormaci6n que o! alo•o t>•10p0 •"'' 

un vector oo• y lo ~ultlpllco por 8. 

SI queruo< obtenor la mHrit aoooloda o Sol podemo• h>· 

c<r lo siguiente: 



rsor¡ lx, rJ·SrT(x ,y) l 

''""'"···· ·[[d ~] [: 
"""'" ><·[: :] [4 ;] [:] 
IS~TII,,)'I• [' -•A]["] 

'·' ' . 
H(SOT¡ . [. ·'·"] 

·~ ' 

Utlltan~o 'liT) 

Utilitando ~(S) 

ChS<tl"•ao> que la~"'"' uoe<•J• a SnT <>el proJuOIO Jo 

la> ca,rices ••ociad•< • S y I, esto os: H{SoT)•H(S)H{T). 

[• •n1 [ '] 
4/1 ' • ' 

• (501)/2,4¡• 

ca~o >e tenh. 

in 1esu~•n. SoTes un• uansforrnaci6n l1neal que "auno 

lo> •"ectos" Jo S y T, y cuyO •atriO .. ocud> es el pro~ucto .te ¡., 

e • ,. 
' ' • ' • 

•. ' 

~.o. por G(x ,r,' .•J • 1 ¡,,y.''" J 

d•J d pu r F(x,v,o) .p .. y,t) 

<>lnd••"'" pude •·erd\c.or ·~··''-""'" ... 
" " 

" 
" 

"l O• 

d ' r: " "] Hll-¡• u u ' 

¡.,,-,,.,,,.mo• h rno<> L: ,,,..,,-).o.l.o 
1 ""' 

[: :] [: 
" " 

:J ~1( f·> .;¡ •H ( F)II(G) • " 
" " 

><{FOG)• [: " :] " 
¡,cloro que FoG .. ""' t<•nsfurooci6n ~· R'en R1 • Grl· 

" 
. ,. ' ' 

/ e ' 
( 

• / ' 
Gr.) / F{G(xJI/ 

,. 

"' 
<' .. , 

' 
1 '-._F~>l\ 

' 

[: (1->):l{-1,4,~ •• )~ • " :] [~]-[:;] • 

nv.· •1-1•' 

1-(·.'··'·"'l •[-:,111) 

"' .!,.,-,, 11 ·'1')(.',', ~. >l~r(G{- 1 , ', ~ •. -11 

~-·"<'"""''!: 

~uo· ,., Lo,,,.,¡,.,,¡~, Jo F.n; 



. ' . 

0000 

! 
['~l<·C<» r<pCOH'·'•' ~<'•'l<l~<r-l< l• «lrf0><C<0< .. o :r.oc,!_ 

f~,=aolo•.•• '"·c.!~• ~r~ior,:e 1• ,;i.'"'"" ;,~~'·" 

" 
------:--..c::::::::::::::o.'\;------'"'';"'·--,----¡"::::::::::::: 

. """ 

'" 
' 

~it:U•\'y 

¡les , 
1 '.•1 1) .w 

¡.'.__:_"'.¡<: '""'"1-

'-'"''"': (S•'TJI•Ü1• ¡; 1 ) • S(T(•U,•U,)) "' doflni<i6n ,, sor. 

• S(oT(U,) •T(U1)) ,,. linealidad " ' 
•>>(T(Ü,))•5(T(U,)l "' JlnraliJad " ; 

•o(SoT) (U,) • (SoT) (U 1) "' Jof1ni<:i6n " S~ T. 

•l"••l.o•.Jo J,-,.ostrado. 

""""' •cnc>onodo <1 hecho do que h co•ro>ici6n do '"".!. 
oom .. ~io:o> l>noalu COTre>pondo a 1• •ultlplococl6n d< •u<ices. 

. To·our.o '.'1. n . 

-;,_m, .. tron>ÍoTmadone' l1n .. 1., T: !1 • V y S \' . . .. 
,,._,nA, H y C O.,._, Ml',\' y.-, rr>po<tnomente. Si 

•• 1:oll ,., Lo "'"'Ti' "'""•Jo a T, y ~1~(5) "'la •""'' ason•do a$, 

,.,,, .. ,,., 
.'!~\S)>~ (l) ·~ {Scl} 

., la~''''' asociado • Sol . 

• < J .. ootraCl6n do "'"' teore~• puedo con•ultarse en la ,_, 

1 ¡emplo V!. 16, 

¡,·nla~o• (l'H <¡e~plo VI. D) una tnn•f•r~ac!On lineo! 

r: ~>' ·,-.laJa por l(x,y,:)•(:,>•y). 

····< "-"'"' 
Siendo A•((!,l,l), (0,·0,·1).(1,1,1)) y B•l(1,l),(0,>}) 

,)e R' y~· re<p<cn••••ntr, ho~!•••• oh«nido 

' [ ' ""(T)• 
. ' 

. ' ;] o 



Si ohou oon>IJoumoo lo tun•fo<•ad6n lineal 

S: R
1 ~ R

1 
dada po< 

S(I,Z)•(I,Z) 

' 5(0,3)•(0,3) 

y utlll<..,o• lo bo>o conOnlca ~·{(1,0),{0,1)1 •• und<(: 

~~: {S) • [: ~} 
Po, tanto, lo matdt u~cloda a SDT e.: 

M~ (S) ~~ (T)• 

• 

r: :J r: 
[: :; ;] 

:] 
(SoTJ 

EncontT<mo• {Sor)(V), donde ii • (-1,•,ó). 

Sab~•o• qu~: ¡;;¡ •• [;] 
((Sol){Vj)E • ~~ (Sol) (~J ... 

(S<>T)(·1,4,~){ . ' :] [:] [ :] • 
. , 

{So T) ( -1'. ,b). (6' 1) 

Vuos que en oot• ouo lo tunoformaci6n S equivale o!~ 

plnonu a un ca~b1o do bau on R' (•H re•ultado del •Jnplo \'!. ll). 

Algunn propiedad•• de lu operaciones con «an<fonoocionn llnealoo 

Soan U, v y~ tr .. oopocloo vectorioles $Obu un COD(><I L 

1 • • 51 F: U 

S: V • W 

T: V " W 

VIS4{5~ 

'"" tunofo<mac!onu llnooloo, entone .. 

(S•T)oF• SQF • ToF. 

Si F: U 

J. - Si 

yT:Voll 

(oT)Of•o(TOF) 

F: U • 1' 

G: U • V 

y T: V • W 

son tran>formaclonoo llnealo•, entono•• 

o.· Si X •• un upaelo v.ctodal Y 

F: U V 

S: \' • H 

T: W • ~ 

son tco~sformaclonoo llnealeo, entonces 

fO(SOf)•(ToS)OF, 

5.- Si I: V • W <S uno tnn>fouoci~n lineal, entoncu• 

' 
rot,· T 

! oi • T • 
donde 1, e ¡w '"" lu tronofonoaolonH Identidad en los upodoo V 

y W, respocuvo .. nte (ur deflni016n en el ojnplo VI. 6). 

Oboerve q~• ootoo propi~dade• oon equ\volonto• a loo yo 

obtonidao poro operaciones con ootri<e>, en el capl<ulo !V. 

.~6teoo ~ue, salvo cuo> ouy par<lcularu. ·lo coopoo\c16o 

do u•n•foruclon•• Llneolu NO ES CONMllHTIVA (resultado an11o1o 

o! de !llultlplica<l6n do matd<e>). 

• 



Tronofol",..ci~n invoroo. 

Ve...,oo lo tron>tonocl&n lineal G: ~· • R' doHnldo por 

G(t,y)•(Jy, y). y con>i~u .. o• el problon de detenlnar; dado un 

vector del r.oorrido, de que v<etor del dominio •• Imagen, 

nu v < R' 

Por ejemplo, sabiendo que G(ii]•(6,1), queremos Joterml· 

G(·l,1)•(6,1) 

G( !,1)·(~,1) 

G( 0,1)•(6,1) 

~enclonenoo por ejenplo 

h que un v.<tor dodo del recorrido •• i••11•n de mh de 

un vector del do~inio, oboervo•o• que el p<oble~• que noo planteo· 

••• NO tiene solución anito, 

Anolicemo> otro coso: 

Como ''i•os en h pA¡:Ina U, lo tran.form&cl6n 

T: R
1 

• ,. cuya m&trlZ nociodo .. 
H(T)• [~ ~] 

JITO un ve<tor del plano un tn11uh de 60• •(oonpdo ont\~ororlo). 

Eo Ucil penur que conociendo un vector i.ogen •• puede 

deu,..,l~or con certot4 de que vector del do,.inio procede, yo quo 

butorl simpluonte con ~irorlo un lngulo de ·60" (M' ••ntido hO• 

ruio) pora ob«n« el voota< on~lnol. 

Por ejemplo,,¡ T!V',)•(l-lr.i, r.i•l), de<"amo• ''"''''ml· 

• norv 1 doR. 

lloclendo 6•·60" en lo .. pru\6n 

(1) de la p'glna U, ten•~•-= 

[

cos(·6D
0

) •sen(·M')]·[ ¡ 
M(S)• IJ 

sen(·60') co>(·M') -i ~] 

[ ¡ <;] ['"'""] . [ '] .q t lf •Z ~ 

•• (1,') 

~'"'"' ruuelto el proble•o, pues yo ten .. os uno tronsfo!. 

aoc\6n (S) que no• peralte "r<JI><IH" cuolqni<T vHtor del ncon!. 

do ol ''ector del dom1nlo del cnol es i=•g<n, 

• 

' 
' 

GrUic .. ento: 

A S le lloJoueao• tronofonoad6n in<erso de T y lo r•P•! 

oenureaos oedionte y·•. 
Paro el cooo 4ue ~eaoo ona!l:ado: 

T(l,O)•(l-1/S, /J"•l) 

' r·'(l-l/S, ll•ZJ•(l,l) 

foto es vllldo poro todo .ector v de R' ,_es decir: 

T[VJ • u 

' r''(O)• V 

• 
" 



De e>t•• <>p<«lon<o es cloro qu<: 

T"'(TIV"))O¡; 

' T(t"'!U"))·U l'v,U¡;R 1 

~~~~inici
60

~•• una tr~nofouaCI6n T: Y • lí 

, " • 1" ul quo 
.¡ - -T (T(v))•v 'f vE V "' . ' - -T(T (~JJ•w '1- ¡¡ ' w r' 1 

" " llama lran>tormac>ón lnvOTsa •• ' 
"" "' ' '" " t i ene que : 

rr· 'ot) ri') • • • ' • • 
' rtor"')¡;¡ • • ' • • 

y, por definicl6n ~· tran•fe<~aoi6n Identidad: 

r· 'oT 

Est., oxproslones, >on equ>val<nteo o !U condiciones (1) 

r (l) do la definición. 

E> lógico preguntane ahora culndo uno transforrn•dón ''" 

P•T> 'e•ponOec a hto, conviene compor•r alg''""' ca

ract<T!stlc., ~. las tun•formad<>n« G y T de lo• Jo, e¡omplo< •n· 

terioreo: 

Como viaoo, paro lo transfor.,OCiÓn G: R1 • R' Jef1nida . 

F•r G(•,y)•(ly. Y) <>l>ton >'ectore• Jiferonto• del doaln>o ~ue tle-

·nen co~o u1agen un mioao veCtor del recotr>do. 

"'una tunolor!ll•c•6n e"' •al que c·'¡G{~)•V 

que G no t>ene lnveru. 

VI 58159 

l.ntonce<. no "'" 

~VcR 1 ,porlo 

Por e¡ contrario, poro la transfor~ac\6n T: R' ~ R' """ 
¡ir• un ><e<Or bO" (p•r• la cu>l ohtu•·•mo• una tr>nsfor,.oci6n >n· 

Ootso), •• cloro que Jos v<e<ore• Jileren<•• del do••n•o Iienen . 

o uno). P>cho Jo Otra forma: 

'1' ,. 1 ' ' ' ' . 
•on lu~on <le olgCm vector del do~inlo, o ><•, el T<eoTriJo M la 

trans!ormaci~n T: R1 • R' <5 todo~~ (oo Jlce que T O$ ;obl"e). 

T son lU que Jetor~lnan lo ex;,t<ncl.! Jo h trandorm•Cl6n tn•er· 

••· como oe eHObleco a conttnuo<:i6n Jo lo s¡~ulen<e dof>nin6n. 

Defln!c•6n. 

" 1 
T e• uno • uno, e>to es: 

T(i' )•T(¡:-) =O>; •V . ' ' ' 
j¡¡ T •• •obr<, c;to e•: 

•• Jo \' . 

¡' T ( \ ') • "'·-,_--

•roJe"o' onora enunciar un teoro~a que establece la cond!. 

ción neceoarlo y ,uflcient• para lo exlstenclo Jo lo transformación 

¡r•o;:;;;. v1. ll. 

1 Su h tr4nsforaación T: V • w ExiH< la in.er,. de 
' 
~:.~ ~nica o\ y s6lo " T es biyectlvo. ·--~--------~ --------

Sea T: V • O una tran>(ormad6n biyectlva: 

1:u~n T "' •obre. '1-;; e O"""''" •1 rnenoo un vector V< V 

1 

i 



.,. .. ' •. 
Is claro '1''" r. •• lubHn biyootiva ~- ~U< 

j.<H lo 

r.rlr:;-¡¡•'.li:,.v 

q"cf.•T"' 

~------ ---l ~~.! \'1. ll. 

1 !ea L 
i . 
'------'-'-- ·~--· ~. ~ 

~una tunofor,adén l:n<•l. 1 

r·• • ., ~xis«, ta.bifn .- ~~ 
~e~~''"ci6r .. 

tnr<> do , .• ""''un <><>IH. 

r·• r,;,.w,J·uT''tW,J·T-'rW,J 

r••• lo cual, con•1derno• do< ve.·tores ,., 

r:i',J·>, 

'""'res line•l: 

Y T(i', )•W1 

Tf ,':", .;-, )•oT(V, )•Tii',) 

.;o, .. ,;. " 
• • • 

"""ó" .Jo r·• 

.,, -•,·1··r~:,.;,J 

S'"'" •, 1 •, Jos >ec 

"' ' \' 
,.,., ~ue: 

'" 
(l) 

f>n•l•enu, Je (1): 

,,¡'' 1; J·r·•r; J-r·•,,,;; .; l 
' ' ' ' 

<uso ~u<rf•~~• Je,.ostror. 

~·~ro><M< a las 1T&n<for~•cooneo G y T que o>t•nos anal\ 

\'>~''' ~ue G: R' ~ R' no.; 11110 • uno. 

que,.¡ n~cle~ de G <>: 

"(GJ•I(x,O) X < R) • 

fn caBb>o, d núcleo Je T eo: 

l">•o•, T e> 1100 • uno. 

SMo•o• Que <1 n~<l<O de G cont>ene o<ro< \'<''""' .J<• 

11h J•l \'H:or cero (por <)<~plo, (1,0), (6,0) etc.), m>en:: . ., •1'" 

el mkh•o J,• T condene <1n><a~•-n<~ al V<C<Or cero. 

11,."~~;,; -¡:~~-1 :: .• n·,-:0~-.-.-c,~~ lineol T: \' • W, - ---l 
10 , uno , LJno" )' sólo " el núdeo cont>ene ~n•c .. en« •l Y<""'l 
IcHo, n ''·" ' 
! -~(!) • (,'fv) t..__---"'--=-'---
~·•o<tr~<:i6n. 

5i T <>uno • uno,·enton'•• N(T)•(i)vl' 

Tlil,l·~, 

~~~· ,, «<li , . ., d n~cloo, e• decir 

)'ni hopót.-sl>, T <S uno .o Lono, O<<& que 

VI foil f•l 



i 

1 
' ' ' 

'"· 

T(V)•T(Oy) 

N(T)•IU) 

- ¡;.-¡¡ • 

SI N(T)•nlvl, entanceo Tes uno o uno. 

!n Hecto, oupon¡omoo que exiHen doo vectoreo v,, v, de V 

u! .. que r(V
1
)•T(V,). 

o bien 

!ntoncoo r(V,)-T(Y,)• ti~ 

cooo T eo lineo!; 

T(V1-V1) • 1!~ 

Eo d•clr, V,·V, e>t( en el n~cleo y, por hlp6teoh, 

v,-V,·'U· 
V 1 'Y 1 

Par tonto: T(V1)•T(ii'1 ) .. v,•v1 

y T eo uno o uno. 

quedo d .. onudo <1 t<oremo. 

Record .. oo que en uno tunofoTllociOn llnoal T: V , W: 

dio V•dlo T{V)•di~ N(T). 

Ahora b len, ol N(T)•(ii,J, entonceo di111V•di~T (Y), 

De esto ruonnionto y de loo teorema• VI. 11 y VI. 11, 

•• obtiene el siguiente \opnrtanre reoultodo· 

Coro !orlo. 

s .. un upac!o V de dioen.i6n Hniu y ••• 1: V • W un• 

tranoformocl6n lln<ol 

T t!one lnvouo o! y o6\o o! 

lo. dio V• dio W 

lo. N(T) l~v) 

Ob>hvue que,.,., condicione• oon equivolontu o oflr· 

OH quo T TltNE l~'\'ERSA SI Y SOLO Sl lA OIAU!l ASOCIADA A T ~S CUA 

ORADA Y NO SINGULAR. 

Ahou yo podo••• decidir on cuolquior cuo ol uno tuno-

No• hito Onic .. onto oncontror un. 

focmo do colculor dicha invouo, cuando ox\Ho, 

Paro ello, ro¡re•emoo • la tunoformod6n T quo 11u un 

voctor do¡ plono un lngulo do 60", cuyo aatrlt asociado oo: 

1-!(Tl· [ ' "] ' -, .., ' 
-, ' 

lo tron•forw.oc>óo Inversa de T; cooo oo encontró onUdo!. 

oon<o, <i<no coao ootri< ••oc iodo: 

t> fiel! vor quo: 

E• dociT, M(T-') ES !.A ~nll INVERSA ~E ~(T): 

~(T"') • (~(T])'' 

De hocho, on cualqu¡or tronoforoocl<ln Jlnool dondo ol do· 

minie ••• de d1mon>i6n finita, poro onccntror lo ootrl• oooclodo 1 

lo tunsforuci6n lnvor<a b••tari con lnvortir la utrlz uoclodo o 

lo tunoforución, coao e>toblec• <1 >i11uiento: 

' r 
1 



T~orou VI, !S, 

Sea la tun•for-..dOn un .. l T: V • W y oeo r"': w • V 

su lnvoru. 

Sean A y B lo• reopecthos bu., de V y 11, 

si r{cn., b motri< uoc!ado • T y ~!tr-•¡ •• la matrl< 

uocloda o r"', ~ntoncoo: 
B ·> A .¡ 

"A(T )• {'<"li(T)j 

Se deJo al e5tudunu lo d .. o>tuciOn de e5te teoreu. 

Ejuplo VI. 17. 

Seo la .,.,.,,.foruc!6n Uneol T: R1 • R1 dada por la re~la 

T(•, y, z)•(Jx•y, x•yH, ly•t<). 

!n,·estigueJ<oO ol t\~M lnveru: 

Para ~ue un vector eotf en el nficleo 

O••y, •'Y''• ly•t<)•(O,O,O) 

~s decir, lx•y • o • 
x•y•• o } ,, 
2y+h o 

1 ¡ 1 
' l'uesto ~ue " deteu\nonto ' ' o ' 

. ' ~• dlferonte 

do cor~, el •totua (1) tiene por ~n!oo oo!uc\On: 

concluir 

• o 

• o 

.. o 
S(T)•((C,O,O)) 

Ade111t., por 5 ~r lo tunofor~oc!On de R' en R1 , pod .. oo 

que existe la Inverso T"'. 

Eo fle>l verlflcor ~ue lo uuil uoclodo o T eo: 

[ 
0

', M(T)• 

' 
Note que en la obrendOn del n~cho o• lnv.,H¡6 !apile!. 

u~onto oi M(T) es •ingular o no lo eo, u decir, o! •• puede lnv!_r 

' o 
t\r, yo que •• proc\,.mento el dot<ralnonte de M(T). 

o ' ' 
~· tnuua de lo utri< M{l) u 

'""" .. [; : !] 
Pod .. o• por ~ltiao encontrar lo reJh do tnnofo,-,..ci6n 

[ .. ""''] • -l~•6r·i• 
•. ly" 

............. ·. 

.. 



"· '. VALORES y V~CTORES CARACTER 1ST l COS. 

ConO!de<emos la por: l( transformooi~n ~.y)•(Z.·~ 
0 

lineo! o.· , 
' ' x•y) O o' 

Y encont • deflniJo 

T(1,l)•(O 
0

, 
0 

romos la luo'" • ,. (1,0) del v 

ector (l,l): 

51 represen< 
do en ""os al v plano , • ector (1 l) _ • • podeM> . ' co•o duecciO '"'que la t un oeg~ento dír>gl· 

n, >lno Gn>cament unsfor~oc 1on ~O le ' • de magnitud: c..,b>d de 

SI oho 

:~ t:H *~~-':tt F :~t-1il"i" •. IJ- . 
-· -· t-t , , ,-~Í: -1 . · 1----;--n-r · -1· 
. ¡ .. ¡;.__{)_ .:n; ' ' - • 1 ' , ,-:-L .¡J: 
: , ' 1 1 4 \ 

1 1 

' 

T(V)·•V 

"' vector ro to~uos , 

T(:l,~)·(ll H)• 4 (J ~) 

vo~o• que , , oe OCUHO e , 
tud au tacta~ente 

o\ •ntc , 
no nor {•• ca~blo do di .,, ugnl· 

lo m 'o ' mo que 

menta cuatro VH .. )HO • aplicarlO ¡ 1 TOCC16n ¡ 

roglo de tunslorudOn). 

Ouo e HO >!•iJar• 
Es flcll vec, · H·l,·O)•O(•l,·<) 

to ocune "" embargo n >On caoo> ' ~"" loo macHn modif' muy particulace>, y vectoreo • loo que eo 
'"'' tonto 1 que en general -

sobre el • magnitud 

1

• tranofor 
cuol ootOo. co~o lo di 

p ro<ci6n ' 
or ejemplo: el >ectOr 
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• ' 1 ~r~ ]-:H_C1j'¡"¡-'¡!•· 9
) .Y._}_ rn,z¡ • ¡

1 
<J -~ --·-¡.:r:;- · ·· .. ·. ¡- . 1•.i:¡~r~¡-- _,e_¡·- _ r r-1 

0
, 

T, _--c~X~\"', ¡ _rj--:::¡-_1_: -~1-1-1-- ;-¡-¡o_¡ 
__ 

1 

, 

1 

~ :j . _!..J::_;-.-,-· -f-- l-1' · -H-f 

~·=_ ;:z~_-~--:=!1 _:t'1 fl·t, ·· ___ ,.-.:¡=- ' iih\i:.: :,_~~= :;_ :¡=i~r· 1 lit. JJ: , ,-- -----•-' -,T~ -;---
f ' ,-.--; .-H++ .. :':'' -:-++ :[,:/,~ L :¡:AH 

¡

-;-'+' 1¡_¡_. 'íT ... - . . 1' 1 •• 1.1-1 \~~--- 26> ,----;-;-;-t-1--- ·-·-· v--:--r • 1 -¡--¡-¡-¡-~-h 

.• 

Cabe enton<eo 1-pregun<otse: 

' .. ,como deb• n '"' 
por• que 1o tTOO> f O<ll.OC i6o •• 

T no · ' 0 " •odlf' • '""""' 
por el ~""'" ooo ••color •o 

"""' ot roo ' 

que .. Jdn 

multipliCO "Slnpr• 

,.;., .. valores• 

Poro reoponder 1 lo 
una for~a onterior, 

mh ~onorol 
un • •• ded vector r, voornos 

es S>mpluent 

t OT e 
• esto •• 

el producto , ue un 

'" T{V)•l¡ 

algún <>color vector v de ~~ 1 Y o)gQn 

Seo ;¡. (x l ,y un vectoc cualquieu 

¡!),que 

<ie <ionde 

~-~uo<imos • . "' 
T(x,Yl·'ix,y) 

Aplh•ndo lo Te~lo de 

'" 
tr•"s(or~•<:ión· 

en duecci6n, 

en '"" 
cuo) 

••• 

, .. 
• • 

! 
1 

! 
' 



o b!en: (1-<J• • y• o 

h•(l·l)Y • O } • ( 1) 

Co=o •~ vi6 •n el capitulo \V, loo oolucioneo d~l olote· 

•• hooOilnoo (1) doponden del volor del detenoinante de lo ootri• 

1' ' '1 . (l-l){l·ll-~·•'·ll·• . ' . ' 
Si este deterrninonto, 1\ornado polino~io car.cterhtl<o, 

•• dlferent• de cero, tendrerno• lo oolucl6n trivial 

V•{x,y)•(O,Ol 

que no noo int•••••, pu•• •• obvio ~ue 

T(llv)•llly paro todo oocolar J... 

Pot unto, paro obtenor vee<oreo no nulo•, toquerlaoo qua 

el dotenunanu ••• C«o, "d«iT: 

•'-ll-1•0 . (l) 

que oe conoce co>oo ocuocl6n coroctetlotlco, y de ello u obtienen 

doo valot<5 del, lluodoo volor.,·caroctet!Hlcoo: 1 1·-1 

' . ' ' 
Con e5tOS valor., poduoo ngreur • ¡., «uadon•• (l) y 

obtener ooluciones difet<nteo de lo tr\Yl&l: 

hra •,•-1, de (1): 

de donde y•·lx 

h dec!T, todo• aquel loo voctoreo de lo foru '<•.-lx) no 

oufr1rln ca~bia olguno en su direccl6n al &plicotleo lo reglo de · 

<ton<fonoa<>6n y antcao~nto •• oultlpllcartn por -1: 

T(•rl>)•-(•,-lx) 

• 

A (~rhJ. con xiO, •• lo conoce cco•o vector eouctHht! 

co .,ociado ol valor coroctHhtlco ·1, 

' 
• 

En fo,.,.o $lmllu, llevon~o o (l) •l otro volot cuocterl!. 

tlco 1 1 ••, oe tl•n• 

cuyo ooluci6n e< y•2x. 

Entone<>, (x,ZX), con ,,oo, os o¡ vector carocted<tlco-

uoclodo o¡ valor coucterlstl<o •· eo doclr: 

T(x,lx)•l(x,Zx) 

Ob5en'e que los vectotOo conoidoradoo al pTinciplo de eo

u oecc16n oon JUstamenu de la formo (x ,lx); de oh! quo o\ ttan<

for~•rloo ·~ ma;n>tud •• rnultlpl!coro por • y no camb1aron ou dlrec 

c!On, 

Pode10o5 •«smoc, por otu porte, que lo• valoreo obteni

do• (·1 y 4) son loo ~nÍCO< que no• pet•!ton h&IIH voctoreo M nu 

lOO tole< ~ue 

• ( 1) 
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• • 

yo quo cuo\qulor otro valor rlo > noo horlo distinto do cero el de· 

t<r11Jnont•, quedondo lo tdviol (V·I!,l co~o ~nlco oolucl6n de (1). 

Doruos allon la definid6n formol do <Ha< concepto>. 

Definid6n. 

Soo V un .. pocio vectorlol oobro un c..,po K y •ea T:V•V 

no tnnofor .. ci6n line•l. tntoncn, oi 

pon ~l¡h vector no nulo V"<V y ol¡:~n .. calu ><X, 1 •• llamado v!_ 

lor carocter!Hico de T y V e• llamado vector carocterl<tlco u oc!!_ 

do a >.(l) 

Obohvooo que;! V eo un vector corocte<l<tlco aooclodo 

al valor > y HK es un e>color no nulo, •ntnnco• kV os u~oun un 

vector corocterlstlco asociado •1 volar l. .. .recto, " ' '" ·' ' entoncoo, coao T •• lineal: T(lV) • kT(V) 

T(>V} • k(lV} 

" decir: T("<>'l • 1 ().V) •• por definlc!6n, 

kV es tnbHn un vector corocterhtlco. 

Volvnoo ol problem• de la tnnofomacl6n lineal T:~ 14 R 1 

~efinldo por T(x,y)•(Zx•y, óx•y). 

h cloro que T(l,O)•(l,~) 

T(O,l)•(l,\) 

por lo que lo utriz uociado o lo tronuo .. oci6n en la bue can6n.!. 

co es: 

,., fxiHen vadeo oln6n>moo de valor y voe<or ca<acteTistlco: 
eigenvolor y 01g<nvector: volor propio Y vector propio; out!!_ 
valor y aotovecto" etc. 
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•. r: :J 
Flclloonto o o co~prueba quo lo ~o tri: do cooflcionteo do! 

5lstno (l) (que nos pen1itl6 obtener l.oo voloru y vectores coroc

ter!otico5 de T) e5 A·ll, olen~c 1 la motriz identldod: 

•. .,. [' '].J' ']J' ']·[' ']·['·' '] 
6 1 lo. 1 Ló ' o • & 1·• 

En general, oi T eo un• tranofonucl6n lineal de un eopo· 

clo ~. dimen•i6n finito en ol oismo, el problna do encontrar 5U~ 

valore• y vectores cauctec!Hico> >e puede resolver por oedto dO h 

In efHto: 

Sea V un eopocio vectorul do dlaonol~n finito oobu uft 

coapo I, y oeo T:V 4 V uno tronoforooc>6n lineal cuyo 11otrlt aoo<l!. 

do •• A. 

Un vector no nulo V< V eo un vector coroctorhtlco do T 

(oe dice umbUn que os un vector carocterhtlco do lo utrlz A) si: 

Eo decir: 
AV->V·If 

A>'·l!V•If 

(A·ll)V•I! 

Al detenlnonu det(A >!) oe le conoco cooo polinoolo co• 

ucterlotlco, y al l¡:uolarlo o cero (poro u! obtener vectoreo oo 

nulos) oe obtiene lo ecuoc>6n corocterlotico: 

cuyo• soluciono• en K oon ¡Qs volares corac<er!st\cos do lo tr•n•· 

for .. cl6n T (o Jo la utrlz A). 



SI >j u un valor canct~rhtico, la >olucl~o ~««rol ~<l 

•l•t•~• ho•ogfo~o 

(A·'ji)V•Il" 

no< do lo< uctor .. coucterhtico• uociadoo o! valor cara"~T!>Io· 

ce > j • 

ljomplo Vl, 18. ., Yo hc~o< cotud!odo Jo tran;forman6n hn<ol T:~' 

1 13 lí H•,rl·lz •· "'"! 1, "'"! • • 

y cuyo ~•tri< oooclo4o eo 

·- [ ~ "] """ 
' ' 

' ' ,, 

. { l) 

'" 

<loro quo no, r• quo nlng~n vector de~· d>f<r<rote Jo!"'"'""'"· 

vnf '"mioma dl«<d6n de<pu~s de aplicarle lo tUn>I~'"'"'L6n, pues 

el ~focto de e<to tunsformac16n "' preci>amentr combl . .r ¡,, .¡,,., .. 
C\6o d<l voctor al glrorlo 60". 

Empl<ando el pro<<>o de>eclto ant<Tlormentr, •• uoJo[o: 

[ ' . ' . ' 
¡¡ 

"" 

' 

' ' r 
r, 

"" 
} -). 

du{A->1)•>'·>>1 

' r, '•"!""'"! 

' l"í •,· ! "'"!" :} 
por lo ~ue no ••hten osco\orH A < R tolo• que 

T(V)•>V, V e R1 

. q. 

'" 

F.o Joclr, T no tiene valor•• caroctorloticos ni, OB con· 

<ocucnc••, ,•ectocu cuacted>tlco<, co~o hoblo~o• concluido onte· 

''"'~""'"· 
eon.,dHnoo .~oco el probleu do oleto,..inu loo ""!oreo 

t<riot!coo Jo uno tronofonooci6n T:C' • e' (IJ dado por 

,.¡,._ ··~la: 

T(•,rl•f} . . 
dond• >,Y' C. 

. - ' ,, "' 

.. 

Si olog\moo la base B•((1,G),{O,I)\ ~.e', lo utrh A· 

·4] 
}·1 '" 

rntonc .. , Jo• vO\ore< coroctorlotlcoo Jo T son lu ral-

del polino•io 

' r; l,·:r. "'"!" 1 
caracteri>tlco olet(~ >¡¡: 

} "' 
111 r' ,,, o•l '"'l'·•do v.ctorul de pa<e< orJe~,.Joo do nheros co•· 

1"''"" ,,,,.,,.el compo C. 
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por lo que exioton eocalaret 1 • e talo• que 

Y • e' 
Dado que exuun valouo coroctorhticoo, podno> obtenH 

tuo correspondientu vectouo <Hocurloticoo: 

.,. 

Llevondo 1 1• ~ • 4 1 o {l}, el ,,., ... (A-Il)Y•D" quedo: 

[' • 
' ¡¡ -, 

"• ~-, 

' ' 
,;.][:}[: 
:.J [: [:] 

dondex,yce 

Resolviendo •• obthno quo: y• -ü, 'f x e e, 

(o, -ix) 

' ¡¡ . 7'<' 

•• un uctor oaroctorl,.ico .. ocl#o al valor 

p•n cualquier nG~oro co~plejo xiO, 

~n foru anilogo U obtiene que {x, u) ., un vector ca· 

ncurhtico .. ociado • 1 1 ·~- 4 1 puo cualquier n6mOTO coaplejo 

Este ej .. plo pone de &.nlflelto que b ui<tencio de vol'!_ 

ru coucteristJcO> depende del coapo oobre el cual so trabo¡a. 

[juplo , .. ... 
Se tiene ""' tunofor,.ocl6n lineal T: R' ~ R1 , cuya u-

uh aoodada es: 

r: ' :] •• • 
~· 

V1·74{7~ 

fncontremoo ouo valoreo corocterlotlcoo: 

H ' ' A·1l . " ·~· • • • (l-1){1•1) 

" ' . 5-' 

1 , -o } l,·l Valoreo caroctorlot!coo. ., ... 
(A•It)Y•IJ: 

Pon • ,-o 

~ ' :J [ :] [:] 
, .. 

• • ~ y• k' 

~· .... l 

'"· k,. ·k,) e• "" vector asociado o 1 1 •O , .,.. k'~ •• 
Poro ¡,'. ¡ 

~ ' ;] l:l m 
, .. 

' ' ~ , .. 
' ... 

(k 1 ' O,O)esun veotor ••ociado o lt" ¡ • .,.. k,~o. ... 1,- • 1 

! ' :] [: l m 
..... 

' • - y•·H 1 

~· . . ;• ' 
' 

\ 
¡.o,, -u,, Sll , ) .. "" voctor uociodo • 1,--1. .,.. o,;o. 

·-·-·- . . . - . 

1 
Observomos ~ue, si bien la ~efln!cl6n Jo vola< y vectOT 

carocter!stico HCIUYE AL VECTOR CUO, permite •1 .. color cerO sor 

e•entuolmente un •olor caracter!stlco, como ocurrl~ en eoto Oltl•o 

•J•~plo. Do hecho, en cualquier tunsforma<l6n lineal T V~ V, • 

con nOcl•, J!,t!nto del [IJv)• todo• loo vectores no nulo• del nd-

1 



ol ¡; < ~(T). 

Se dejo •1 eotudiante encontru •1 nócl•o de la 

•oci6n del e¡e~plo antecior. 

Ejemplo V!. 

Sea F el espacio vectonol de todu h> funden<> 

f: ~ • R que admiten derivada, de cualquier ordon en un !rt<en·•· 

lo (o,b), Y cans>deTO~os el probl•ma do obtonor 

tor"' caractor!st>cos dd operador denvada 

O: F • F 

Por OOT no e.tuo uno 

curTir a la d<f>nlciór, de valor y vector coroctor!sttco, 

cual : 

Uno funCión f. o,·''''"'' •.• <o '" <O nc n cero, eo un ve<· 

tor caractor!"ico del opeu.dor D 0¡ 

o bien 

Df(x)·'f(x} 

~.ll~J .1 !( • } 

" 
lo cual lmplic• que 

para algfin l < R. • ( 1) 

lntegundo •~boo mie~broo do .. to <>pr<>l6n, pod<ma• ob 

tene. la .función f que bu<camo<: 

•'' 

: !!ffi+-" d • 

L(f(>))• l,•c, 

!(•) •• l·····e'• 

Hnat•en<e, hoc;.ndo •''·e: 
f(•)•oe

1
' .,.c,l<R,c•o 

Doriv•ndo (!) H compruebo (1), yo que: 

"<,l<R,do. 

"' 
En conduoi6n, '... ' e> un vector <•«<ter otico o•o<iodo 

al v•lor caracter!stlca >,..,.k e R, por lo que todo• lo< nfimero• 

reales son valO!<> caro<terlot\co, del operador O: F ' 
Ve<tOTOO CHa<ter1«¡coo 1\noolm<nt• lnd<rendlent ... 

Volva~o• al ojuplo Vl. 19. Tenlamoo que (0,~,.-k,J, 

(k' • o • O) y(·);,, ·H,, SI.,) son loo voctoroo coroct<rl><lco< 000 

dado• a lo< volor .. caucter!otlca• O, 1 y ·\,· r<op<ctÍVUiente. 

Flcllunt< oe co~pruebo qu< e>tu vector., •on 1\n<Ol .. !! 

te independien<<o. 

• 
'• .. ' 

para el ,.,o 1•nerol 

Teoro~a VI. " 

[O efecto' 

'· • k' 
o .... (pues );i~OJ 

o n, 
tondruo< que: 

Vectore< coraot<r!otl<O< ••ociados o valore• corocter!stl 

~•• -~ i st in t •• , •on 11 ncal ~· nto 1 ndepc:•:•:'~''''""'C'~',·------------~ 
nc~ostTOci~n. (Por induce iOn ~"tedt!CO). 

''' T' V • V ''"' tron•formoc\On llnc>l can n valore< e•· 

-· -... , 'n• y •ean v,, v,, • •• ' Y n 
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los rup~:tlvos v~etoru cuocterist!cos asociados. 

" . ( 1) ... n•l , 

,, . Suponga~~~o• vilido para n•k, os denr 

o,Y,•o 1Y1• .•. •oé\·O"v '='> o¡•O, 'l'i 

y verifique~o• para n•k•l: 
"' 

"' 
do {l) tomando en cuenta que 

T{V"¡)•L¡V"i 

So tiene entonce5 que: 

.. (l') 

Multiplioondo [:l) por 'k+, 

a¡ .... ¡;- L +e>';.., "• > • • • •1\:).1• L ¡;-\: •Bk+ L 1\:+!"i'k• ,•lfV • 

~estando O'") de {l'): 

a, (', · <;..,l", •a, (J.,·>;.., J", • ... •a, n 1 -• •• , l'<;. ·lrv 

Pero por hipóte>i> {eouadón {Z)), los voctore> 

v,, v,, ...... . oon linealmente independlent~<. << decir: 

a,P,-•;..,l 
B1(l 1·L;..,l 

o 
o 

a,ok·•,.,l • o 

"' 

"' 

Ademto, todo• lo• valoro> carocteri>t>cos >on distinto>, 

eoto es, >1·•;../0, 'l'i•l, z, ... ,k. 

a os,· ... ·a.· o. 
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En consocoenda, de {1), 

Llevando ••tos valor~• o {J), 

a,., vk+,.u. 
Como '<;../~v' ~ntonc .. B;.,,·O 

Por tonto, lo• v~ctorn V
1

, V,, 

mente independiente>. 

Con OHO quedo demo>trado el teorua. 

. . ... ••• lineo! 

t' conveniente 5<~alar que el reciproco do! tur••• Vl.16 

no •• clono. 

mente lndopencl10nt., v 1, v 1, ... i'n, entonces lo• corro.poncl!entos 

valo.os CHacterhttCOI >,, >1 , ••• , \n no oon nH<OHiament• cllltin<os, 

Por •iemplo, paro la transforrno<16n identidad !:R' • ~· 

dofin>da por 

Y V'< e' 

Tenemo.: 

1[1 ,0)•(1 ,O) 

1{0,1)•(0,1) 

Ot>viomente, (1,0) y (0,1) son veotor., cara<tHist!cos 11 

nul~ente lndopenclient<>, ombo• ••odaclos ol ml>mo valor caractorlo 

Rocordemos ~u• para lo tran>forucL6n T do! eje~plo VJ.Ig 

H obtuv~eron lo> "•lore> carocterlotico>: A,•O, >1•1, >1•-1 

El conJunto de todos lo> v<ctores caracterl>tLco> nodo 

H·•,. -H,, n,J 1 k,, R y 1.,; o¡ 

Si • """conjunto ogr<g•mo> el "ector cero, obtenno1 ol 
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Eoto nbupocio es a•nerodo por el vector (1,0,1) y, coao 

•• cloro, di~ !(1 1)•1. 

?oro 11•>,•1 

>,·>,•1 y 

, .. 
(1<,, '·· lk,l 

H• ,l•Ec •,l· en,. 
'1' O 10, •• un vector • 

<,, lk,l 1 <, t Rl. 

uociodo • · • 

foto subeopaclo •• 8•nerado por <1 vector (1,1,1) y'" dlmenol6n 

•• dim E(l,)•t. 

b) Conoidecemo• otra tun•formacl~n con valorH caract«!Hico• re 

"" 

donde 

• T'R 

Vi-82/83 

• R
1 

Jo tranoformaclón linool definido por 

Entonceo, 

det(B-J.!] • 

l '. \ 

Para >,•7 

'·• 
' 
' 

,., , z ·•'·91 1
•151•7 

••• 

'•lx 

(t,, n,, lk,) 'f t,lo, h un vector uoc:!odo a l 1•7 

~n este coso, di~ E(l,)•1, yo que es gcneudo por el ve!<_ 

tor (1,1,3). 

rara 1,•1,•1, 

eo dedr, x•y+t•<l 

o bien 

' 
' 

(k,, 1: 1, -t, k 1) n,, k,, no amboo cero, u un vec 

tor c•ucter!stico ••ociodo • I,•J.,•I, y 

E(>J•E(!
1
)•{(1<,, k

1
, -k ·k ) 1 k , k < R). . ' ' ' 

Ahora lo dimensión es do<, pues U>.,) 

vector•• Independientes (1,0,-1) y (0,1,·1): 

e• a•nerodo por loo 

~(l 1 )•E(l )•{k (1,0,-1)+1: (O,l,·lll);, ~ e R¡ 
' ' ' ' 

Tenomo, aqlli ouo <O<O de vectores carootufo<locs linea!. 

•ente independien<« a>Oeüios al ~i>mo valor eara<teriHico 

E¡emp\o V!.Z1 

s .. T aquella que transforu un vector cualquiera del •!. 

p•cio euc:l>diono tridl•<nsional en •u »•hrico uspecto al plono 

P quc contiene •l eje 1 y lora• un ingulo dc ·~·con el plano •·1, 

1 

i 
1 

• 



·1 
1 

1 
j 
1 
! 

ca-o •• ouootra on lo fl¡uro: 

' 

es (y,a,<) pO< lo que h aalo de ~on.,pondenclo •• 

T(>,y,t) • (y,.,t) .. (1) 

Co"'o •• Ud\ ve<illcor, se ttUo do una uonororoac!6n 

lineal, por lo que, poro obt<nn lo ootrlz nocloda o Ten la bue 

• can6nlca de R , co\culamo> 

T(l,D,O) • (0,1,0) 

T(O, 1 ,0) (1 ,0,0) 

T(D,O,l) (0,0,1) 

Entone<! 

" . ¡; • :J • 
Obton¡.ooos ohou ••• upoclos coroctnhtlcos de T: 

·• . 
det(M·l.l)• •J.' (1· J.). (l·J.)··• • ., •••. ¡ 

o 1·). 

haciendo .l'.>',l.JoO se obttenen lo> valore• corocter!otlcos 

). ' .. \ 
1 '. 1 

••• 
Del slsteoa h011o¡fneo (H·>I)V•Il", con 1•·1; 

cuyo solución Jenoul •• 

··-y 
••• 

•• obtleM el eopodo coroctnistico 

E(q•/(1; 1 , -1,. O) 1 k 1 < R) 

y del ohtema homog~neo (M·li)Y•lf, con' •1 

• 
• 

cuyo ooluc!6n ¡¡onerol •• 
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••• 
•• • 

•• obtiene el upaclo caroctuhtlco 

E(l,)•{(k 1 , k 1 ,1 1) j k
1

, k
1 

< R), 

VeaMo ahora la lnterpretoc!~n HOdulca de .. too ruu,!. 

todo•: 

Il .,pocio caractcrfot!co E(l 1), de oit .. nst~n uno, reÍ>r~ 

oento al conjunto de >cctoreo oobro lo reCto y•·x alojada ee el pl!. 

no a·y. E<tos vectores oolaaento co~blan su sentido al aplicar l. 

pero conocrvon ou u¡nltud y dlrecc\On. Eo docir: 

l(\'1•-V, 

El eopocio auctcrfltlco t.(>,l. de diaeno\On do•. ropr~ 

<onto ol conjunto de >"<<torco contcn>d"' en el plano P. htos >"<E. 

toreo no ouften alteuciOn alguno al aplicar l. h decir: 

T(VJ•V, 

Vl-86/87 
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

Y MATRICES 
Cons!doramos el olau>enre eje&p.io; 

Uno Industrio hbrou tT<> tipo> do producto, (H..,laoOleo 

A, 1 L y cuenu con u • •¡ n totol de ~O obreros que uobajon 8 Or. di!. 

~· daclr, dhpone de un totol ~· lOO hOTO>·ho•bre •1 dio. 

Paro fabd<ar un producto del t>po A, '< roQuteren lO ho

ru·hubu ; pau uno del tipo ~. lOO y pn• uno del t1po C, >J. 

En condtc\onu noruleo, no e>\Hen ""rl<<ionu de •u~ 

ria prl11a ni de MQUinarlo y lo> ob.eros eHan c•pa<>tado> poro In· 

tervonlr en la tabricaci~n de cualquiera de lo< producto>. 

Se quien >aber, que cantldOd d• producto• A, a r C pue

den fobd<or>e diodamento •=pleondo la totalidad de horo>·ho•bre 

dloponlble. 

Podno• cntonceo plant<ar d modelo ~o<emhlco olautente: 

ol número SI x,, x,y •, repre•entan 

fobrlcan dlorlamente, entonce. lDx,, 

de productos A, B y C 

que H 100x,y IOX, HTh, el 

producto> A, ~ Y C. 

co~o •e deoean emplear la• 400 horoo-hombre disponibles, 

loo valoru de x,, x1 y •, deben oer tales que ,, 

"' 

hpr<S\oneo c011o hto, redben el nombre de ecuoeoones 1! 

neo! ... 

Uno reopue•u al probleoo podrla >U hbTl<O< 4 p<oduetos 

del tipo A, ¡del tipo By ~del tipo C, yo que, al OUH\tuiT esto> 

valores en lo expTOSI~n (1), •• ved!ic~ lo igualdad. Entonces, 

dlruo> ~·· 

., ••• •,•!, ·.·~ 

<>uno >olu<>~n Je lo eeuoeo5n (1). 

Sin .. bar~o, pode••• notar que eoto >olue>6o no eo Onico 

•• que loo HIOTO> 

'"' ' . ' '. 1 ' ' •• 4. 

••eblfn oot>>facen )o ecuac>5n (1), por lo que con>tltuyen otro so 

lu<\dn. 

'•'•'"•'•'••·'•n•n•b ,, 
a lo ~ue lla••••~•• ecuo<>6n lineal. 

A IH conoton«o a, • o, • • · · • •• ,. leo llamo coeficientes, 

a b tfrmlno lndep<Mionte y • x,. x,, .• ., 'n inc6Rnit., o vulobloo. 

\'e~o• que ¡., lnc6gn!tU aporocen toda• elevad .. a h pn,ero pOt<!!. 

ci•. de ahl o! no~bre de e<uoci6n hno•l. 

1 

1 



' ' 

!V. 1 S!ST~S PE ECU~CIO~ES LlSE~LES. 

Regreundo al ejoaplo antoTior. oopongomoo que por ruo. 

ne, de deundo los Producto• B y C debe". fahricor.e en <ontldodeo 

iguoleo. 

htonc.,, •• tiene la re.,ricd6n aJ>cional >,•x,, que 

upreudo en lo for~o (l) quoda ~ 

Ox 1•x,·x,•O '" 
Ahou el probleu <on$lHe en encontror un• oolucl6n que 

$0tlofago, olmultlnea~ente, lao e<uodor . ., (1) y (l). por lo que • 

1., dos ooluc>ones que ""'"' enoontramno no'"" auleo. 

Si ,. lobtlcon 6 producto• del tipo A y : d~ loo tlpoo B 

y e, HILOS que se U<!sfocen oimult~neamente ho ecuocionu (1) \' • 

{l). Entone•• d\reooo que 

•,·6, •,·l, •,·l 
•• uno oolucl6n del si>te .. 

lOx 0 •1 00> 1 •40> 1 ••OO} 

o,,. ., .••• o "' 
el cuo\ conoto de l ecuocton<s con''"' inc~gn>too. 

Oefln\c\6n. 

Un "5 tstema de ocooctone> lineales« un conjunto do , • .,, •• 

' done• de h forma (l) que deben ro;olve<>e simultfneomento. 

En geneul, un""""" de m ecuacoon., con n ln,6~nttas. 
definido sobre ,¡ campo de loo namero> eomple¡os, e. de la lor~.< 

. • . . (S) 

donJe "iJ , e son los coefiO!entu, '¡ [u inc3¡n\tu Y b¡ <e los 

th~inos independiente>. 

D<fon>ci6n. 

Una solo<i6n J<l s;.teu de ecuodoneo (S) e< un conjunto 

<iones. 

Una forna de obtener oo\ucione<. 

hl ve:. 1a tfcn><o fundountol poro encontrar lu oo\uc•!!. 

neo de un , 15 tema de ecuaciones lineo)es, •~• lo do e\iainocl~n. fl 

~rocc>o con,iste en tron>foraor el olsteoo O<I¡>nol en un nuevo si! 

tea• de eouacione> que puede reoolvcroe flcl\aente. [[ nuevo sís-

temo, debed tenH 1 05 mio~" solucione> que el origino\ y en <<te 

caso d!r<mo 5 que ambos oistcmoo oon e~ulvolenteo. 

rara obt<ner el nuevo olst<ma oe hoce uso do loo si¡¡uien· 

«> '""'formacion••· que reciben <"1 nombre de ''Tronofor~ocion., ·-

<"lemont,les" y'can•iHen en: 

' ' lntcrcambior ,, ecu•cioneo. 

" ~lulttphc•r ""' ecu•o>6n '" •• n~~ero 
. ., 

" )lultiplic.r ... <euad6n '" .. nQ~uo ,., ' >UJOU el 

re•ultodo o otra ecuac>6n de[ •••••••. 

1 

1 

1 
1 
1 

1 
' ' 



·'" oo dif!cJL aooptor quo ol OJHOU origln~l y oJ nuevo 

s!oteu oon oquinlontes. 

sultu la r<ferenc!o 1 po¡:. 414 paro una domootTOci6n. 

Po<lomoo lluotror la tfcnico modlon« el siguiente <j<m· 

plo: 

x,·Zx,•x, •1 

·•,••,•S., •10 

o! lntorca•bia~o• la> doo pri~erao ocuacionoo {con ol objeto do que 

o, aporo:ca on lo prl•n• e<uocl6n) o~ton .. oo 

•,·h,••, •1 
lx • 1> •6 

' ' 
·X •X • h • 1 0 

' ' ' 
o! sumamoo la prim<"" HUaci6n • la torcoro obtenemos 

•,·1•,·•,·1 

o lo torcna obunomoo 

•, ·l•, •• •• , 
h, •lx, -~ 

O•lx •lO 
' 

' ' ' 
ou;ouoo el rooultado 

dividiendo In ocuaclon .. doo y tru une Z 1 1 <espoe<lva•ontoo 

x,·x,•J 

' '•l 
Oc ¡, teTC"' t•cuaci6n inmediatamente vemoo que 

x,•l y su>tltuyendo este valor on h oegur.da oouod6n se encuentra 

que •,•1. Flnalmonto, al sustituir on lo pri .. ra ocuacl6n •• en 

cuontra quo •,•1, por lo quo la oolu<>6n d•l ••••••• e• 

• ' • 1 • • ' • 1 • ' '. ¡ 

Ahota "'""· hay •iotemos de e<ua01ono• ~ue admlton mio do 

uno >olud6n: un oj<~plo lo tono~o< en el ''"•~• 

lO•,•IOO•,•<O•,·•OO} .. 
o., .••.• ,. o 

quo ompl<•OIOS co'"o ·,ntrodu<e\6n. 

nodo •• 

• '. ¡ 

y el ootudlont< puede oomprohr ~uo 

•,·n • '•1 • '. 1 

os otro oolucl6n. A ooto tipo do """"'"'• quo ti~nen •h do uno 

Tamb1h hay ,,,. • ., ~u. no od~lton >olud6n. Por ~i•!. 

plo. IO>Ulto evidente que o! Oi>tomo 

' ... ,·, .... ,.; 
no tion< oolu<l6n, puo>to que no oxl>ton do> n~oroo cuya oumo ••a 

lyJ•J&•••· 

bloo (o lnoon>lotento>). 
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·, 

1 
1 

¡ 
1 

! 

• 

En genero!, de "uerdo con h C>l!t<ncia y tipo< de <olu

cl6n, loo ol•••~•• de ecuocloneo lineoleo se cla>tflcon en: 

Compatlbleo 

(tienen oolucl6n) 

lnco•pot!bleo 

(no tienen oolucl6n) 

{ U<\uoinodoo 
(uno oolu<16n) 

!ndetot>~tnadoo 
(mh de una oolucl6n) 

Nh odelonte, y con oyuda de otroo concepto> que tratOT<· 

aoo, podruoo doter!lllnn si un olneu llene solución o no la tiene, 

y ol esto •• Qnlco o no lo ••-

IV-10/ll 

\\'. ¡ MATRICJ-5. 

oecd6n precodcnte, puede oervir co111o una introducción natural o) 

concepto de motriz. En el procooo de construcción de un oi>teoa 

e~UIYolento, puede •dvertirse que no es nece .. r!o <Scribu lu In-

c6~nttU ~,. x,, ... , 'n• ya que ruloente sólo oo opero con loo · 

coefldentB . ,, y con loo th,.lnoo lndependlento> ., . 
SI anol!zomoo el ejemplo IV.!, vemo• quo el siote~o 

• • l< • • • 1 
' ' ' 

-•,·•,·>•,-10 
qucd• c~mpletamente <J<t<r~inaJo al conHe< •1 valor y lo poold6n 

de codo uno de loo cooflctonte• y tfnolnos >ndopondlente>. 

infor~ocl6n se puede pre•entor convenlenteoento on el si¡ulento • 

¡:::.:] "' 
•1 cuol •• le !lomo ~A!Rit. 

foto ane¡lo en particular, consto do H elnento> (na,.!. 

ros} di>pue•••• en ~ renJlones y f coluanas, por lo que diroooo quo 

lo ~otrl< es de ordon Jxf. 

• 

1 
' 



--

r·,.~,,.,.,,,.~.,.,.,.~--~-------·---------------------, 

con • ron1lonu y n columnas, dondo ••• < e •• 11•••• '"' <lo-

CUlO> r O su• olom<nt<>S Con \<t'"O ~\n~ocul ... 

lo ••tri, (1) puo.Jo «PC<>""'' co~o 

donde i•l,l, ..... 1 ¡•1,2, ... , n 

y 1• columna <n que •• oncuontro ol olu<nto •;r 
plo, a,, «pr<oenta al <Io~ento que •• oncucntn <n ol ,.~undo ren 

11Hn y terco<> column• de la ~•tri< ~. 

D•J• lo lmpoHonoa do la posición quc guordon loo ele·· 

montos en o\ orr<¡lo, deci~o• quo doo ••'''''' son l~ual•• ol oon 

do! ,,;omo ord<n y '"' ol .. utoo corr .. pono!iont<o oon ltuoles, ~ 

Dofinlci6n. 

tonoes: 

·-· ., 1 ' l 

efectuar con loo un¡lon<• d< lo utdt (6) tronofor .. clonn oqui· 

v.l~nt•s o '"' d<ctu•doo co" los ecu<elono< del >l>t<mo. 

·-

Mil' 

14!11" 

11
1v" 

El rroc•oo ><rh ontonceo o\ quo •• \hootro o contlnu"lón 

¡;:;.:] 

[; . , 

J , , 
. ' ' 

¡: _, 

J , , 
• ' 

[: 

. , 

:] • 

~,-zx,·x,·l ., .. ,., 

'.) 

he~oo intHOalllb\ado \0< dos Pfl•~· 

ros r«.glonu. 

helllo> oumado <1 pd•or T<ngl6n " 
ter~oro • 

•ultiplic•ndo el oe¡un<l<l ren¡;l6n 

, .. ' . 
' 

lo ho•os su•ado •1 CefCOTO 

he~os div1dido el >e¡;undo y t<rcor 

renglón entro Z y 1 re<pectlvomon· .. 

cuya >O\uc16n puede obtoneroe ficilmente . 

l.a matriz >llV' se die• QUe e>ti on for~• .. cdonado o QU< 

e< una •atril escalonada. 

el prlnor el••ento diotlnto de cero de cada rengl~n, e> igual • 1 y 

d nG~OTo de cero> anteT!oTOo • dicho el .. ento u•enu de r<ngl~n a 

IV-12/13 
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ron¡l6n. LH oiguJ<nte> ~•tri«•> '"" escolonaJos: 

"" 

Tunofort .. ctonoo ele~enule> r<>r renglón. 

o 
o 

• 
• i] 

L., tunoforucioo<< ef<ctuoda> con ID< ren¡:lon .. de U 

•aUit M, pno o~tenoc finalmc~te la matrH M¡y• oe lla~on "'tran!_ 

fouoclone• olu<ntal« por rengl6n"' 1 <OM hemoo vi""• pueden 

o•r do tu o tipo•: 

1) lntorcubio de doo r<njllon••· 

l) Hult!pHcaCl6n Je un rer.¡Hn por un n~"'cro 110. 

l) HultlplicaCl6n ,Je un <on¡l6n por un n~~ero 110 Y '"" 

oo del reoultoJo o otro rcno~l6n Jo lo ~•tri,. 

Utllltondo loo trano!ormacionco elementalco por rcn~l6n. 

u posible ·tuno!ontu cuol~uhr matriz en uno un!: ucalonaJ•· 

Oofinid6n . 

. Dlro•o• que do> 10,tr\cu oon equivolcnt.,, o! cualquiero 

de cllu puede obtenerse a partir de lo ona efectuando un ndmero 

finito do tunoformacione> cluentale• por renglón. 

En el ejemplo ontedor tonc•o• que loo utrlcoo ,1. '1¡, 

H11 , H¡¡¡ y H¡y oon cquivalontOI. 

Ejuplo lV.l 

' • ' " ~ ' 
• " • "" ~o 

'"' lo aotrlí •• 
' ., • 

. ' ' ' • ' 
IY·I.f/15 

tr.>n<for~"' • .. matrl! • '" """ matrl! e>eolonado equivalente u ti 

li»ndo """'for~oelonos elorn•>to!e; , .. renglón • 

Soluc>6n: 

D>vidiondo entre ' •• pri•er ' • . ' 
renglón de A obton .. os • " • "" ·• .,. 

' ·• • 
. ' ' ' • ' 

~ult>plicando 0"' •• " pri· ' • ~ ' ... ren¡l6n • ou>1ando al ... • • o • • 
ren¡l6n de A1 obr.n .. o• 

A¡¡• 

' ·• • 
' ' • • ' 

fllllllpl;condo , .. . ' •' pri· ' • . ' 
"" ren~ 16n ' •uundo •• Jer. o o o • • 
rcn~!On " • obteno11o• 

A lll" o ·• 6 ·11 • " ~' ' ' • ' 
~ult>plicando , .. . ' " pri · ' • •• 
"" renglón y '""•nJo .. ... o o • o o 
rcn~l6n de Alll obrenemoo 

A¡y" o ·• • ... • 
o ·• ' 

... 
' ..., 

lnteroa.tiando " ••aundo r•!l ' • . ' 
~Ión '"" .. cuarto ren¡\6n " o ·• ' 

... 
' ..., 

A¡-.; ohtenemoo 'Y· • ·• • ... • 
o o o o o 



M~lt!pllcondo "'' 
_, 

" ··~U!!_ ' • -' 
•• un¡len y >u•ondo •• t~r- o _, 

' 
... 

' -, 
"' ren¡\6n de Av Óbton~•o• ..,,. 

o o o o ... 
o o o o • 

Dividiendo entre 
_, 

" oegun- ' ' -' .. un¡lón •• ., obunuo> • ' " ' -, -, -, 
"''\] . o o o o ... 

• • o o o 

lll•ldlendo entT• ... " ter- ' • -' 
"' ren¡16n de Av11obtone•o> • ' " ' -, -, -, 

~\'111. • o • • 
o o • o o 

" .. aiz ~1'111 .. • •• matdt e>ealonada. 

cho #nfoü• on ol th11ino "por rongl6n". 

<en tronofonzacione>, an~1oga> o \u oqu{ de>CTÍZa>, •foowada• .. 

con ¡., coluanu de uno motriz. En .,,. copftulo no oo juotift<!, 

rl lo <>isten<io de dichos nanoformocloneo y tampoco •orh ut\!i· 

oodu. El e>tudlante interesado en oobor -'• acorca Jo •·to, pu~ 

de conoultar lo referencio J po¡, 141, uno •n que hoyo teutn•do 

d copttulo. 

·' 

-------. 
lldonoci6n, 

~~ tunofor•o•o• uno""'"' A on uno •otrlt o<eolo~•;• ~.1 

~1 n~,;<;O Jr rrh~lone< de la ~atri• ~con ol mono< un elemonto 1;; 1 

ltnto de cno" llua RANGO D[ LA HATPT! A y« rep«•onto con .. 

1

, 

~(\]. 1.] mi$mO un~o •• as;g"' a lo matrH B. _ 

.1\'lll .le! <i<~rlo IV.1 son todo• d< un¡o J . 

LI concopto .le rango .lo uno mo:rz¡, juogo un papel muy 

i~l'ortanto on la toodo de siStema> do ecu•cion., lln<•l•• 4u< "" 

El ostudunte ru•de dar•• cuenta que lo d<f! 

' ni<i6n .le rango. tal co•o << enuneu oqul, proporciono o lo •« un 
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6!1BI"o"l 

¡S 0\9< Á ¡S >><JijlOO oo 

[.:. l • ['• ·'• ·'••] 
l• •o•• '•oo l• '•o 1 
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[

., 1 b,' .... b, .. , ,b,J ... 

., ·"·' ••,b, •• , ,b,' 
donde ob .. r.a~o• ~ue: 

lo.) El ele=ento ~uo •• encuentra en el pTimer ron1l6n 

prlun colu~n• de la ao<d: producto, ., lo •••-= 
• a.,b,•o.,b,•o"b"• t a,,b;, 

'.' 
lo.) El elemento que « oncucntu on <'1 «~unJo r>n~l~n 

prl•ou colu•na de la mat<ll produoto, <O lo ou~o: 

• 
o,.b 11 •a11 b,•a.,b.,• t a, 1b,, 

'. ' 
Gonerolitando, el ol .. onto que.'< eneurn<ra en el <en~ltn 

!, column• J. do una rn•tdt producto AB, « lo •uma: 

" 
t "t•b··· ••• 

donde n es el nO•no de colu•n-o do la •otTI: A y <1 n~aoro M re~ 

jlon<O do la matT>Z B, que dobul '"' el m\omo pua que ruedo ofoc 

tuarse el producto. 

Definición. 

Sun: 

' 
(i•\, l. 

(1•1, l, .... 
gyj•l,l, 

nyj•l,~, 

doo matricoo do orden ~'" y n•r r«peoTivamonH. 

El producto AS oo uno ••tri< 

do orden ••P cuyo• olo•ontoo <>tln dadoo por 

" clJ· < •,oh•¡ 
••• 

"' ,, 

f.j<~plo lV.l 

rara ilu<tur 1• dehni<ión, o~ten¡a~o• el producto de lu 

'. [ ' 
~ ' • 

. ·¡ 
' ' ··[ : • . ' • :J ... 

''"" '" un" 

"nlon< ... 

•• . ' ., • 
m'",;' • "' orJen ,., "' '"' •, • l-9•1• ·• 

< ,· 0-l•l· • 
•, . -•·O·•· ·• 
< "= 1-l·l• •• 
,, . ·1•11-1• '" •, . o •• ·l· ' 
< "= ~ •O •' • • 
' . ' . - 1 •• •l• • .. natd! producto " 

~ '] 
•• 

• • • 
Ob>fn-e'c QU< el elemento qu• oe encuentra on <1 renglón 

j de h """¡, producto AB, oe obtiene dectua,do el rr_tc 

Jucto o.<olor del ron~lón ! d< A por la colu,.na j de B. 

Por e¡emplo, el demento e, <O el producto 

[• •J [:] 

Poóemo• concluir. en base • l& defintci6n, que podeMs 

ehclu" el producto AB o6lo cuando •) nO~uo de colun.n., de A e> 

IV-20/21 



l¡uol ol namero ~. ronglon« ~· B. 

10otdces A ~ B oon oonfornbleO p.,-a la mult!pll«<l6n, 

En ¡;eneral, lo 11Ultiplicaci6n dr los uu!c« ,,0 eo con-

A 1 B son conformo~!., poro oul<>pli<aro< en en orden (es deciT • 

puede obtenerse el producto AH), oientT .. ~ue no son conform•blr• 

paro multiplicaroe on el orden controrio (no puede ol>t<ner>e el ·· 

producto BA). 

que loo ootriceo oe van o ~ultipl>cor. Poro el cuo del produoto 

• 
Eje,plo IV. o. 

Dada lO< utT!ces 

[: :] [: '] [ : ;] ·- ,_ ,_ 
' 

obteaor: ., " ., " ,, 
" 

" " Solud6n: 

o) RS• [: :] [::]-[.::] 
(loo ootrlces R y S son de orden hl. por lo que le> 11! 

•••••o• ootrices cuadrado• 1 direooo oiop)eoont< que son de orJen 

" 
IV·22/23 

' 

b) SR• [" ·'] [' '] 
J . 1 J ' [ : : l 

En este cooo, pudieron obtenerse tonto el producto RS e~ 

oo el producto SR, debido o que ••b•• ~•trices son cuodrodos y del 

nO, <1 producto de ootr!c-. no e> uno opeucl~n con~utotiva. 

e) TS• [' "] [" '] [' ··¡ 
: : l ·1 ! :! 

r: :J d) ST• [" . 'l ' . ' 
no se puede 

of<•<tuar. r• que el na~ero de colu~n•> de S (2) u dlhrento del · 

"~"'ero de ren~lonrs do T (J). En otras palobru, S y T no son ·· 

conformo~lo> paro la multlpl!C>Oión. 

Ob>hvroe que. aunque pudo obten<r>< el .producto TS. no 

fuf poSible obtenet 5!, lo cual rroalto lo Importando de espHif!. 

ur cluat~ente el orden en que se deou oultlpllcu dos ootrioes . 

Si uno ~•tri< A eo do orden n•n. dir•~•• que A es uno •• 

tri• cuadraJa de orden n. 

Ejemplo !V. S. 

Poro 1 .. ooutc .. 

N•[·i,l,i] ·-[~:: .¡ 
.¡ 1•e 



·------ --__,..._ .. _-

encontrar loo valor~• de ~.a, P,,, P,, de hl for .. a quo "' •o•·lfi 

que lo l¡¡uold•d 

M.~ • p 

So\ucl6n: 

Prlmno obt<nemoo 

>lS• [ : ~o :] 
~· 

••• OITO parte, como lo\N•P, 

[ : :] [ 
i • a ' '] 

i ·~· 1 a•l . > 

. ' . ' 
p': 

• .. ' ... ~ 

. ' . ' ' .. 1 •B • 1 •• o 
p". i 

~-;.;.;.;.;.;.;--,,,,.,. ,,---------------------------------------------------- ' 

.t;,:::céó;cc·,·;:·,· __ ·_·_·· __ ·_·_·_·_·_·_·_· __ ·_· __ ·_·_·_·_·_·_·_· __ ·_·_·_·_·_·_· __ ·_·_·_·_· __ ·_·_·_<t""'''l 1 u aooÚotlvo. 

Pe•o<troci6n. 

cuo!eoquieu de orden m>n, "'P· p•q respecthomonte. 

bor que 

¡~11 e • ~ (BC) 

Do lo definición do producto: 

" AB• ( t o b ) 
J·l ij ¡k m•r 

donJe lo• lndlc., libreo son ••1,1 •... ,. y \;•I,Z, .. .,p. r '' •otd> 

(Loo lnd1cU \\breo son loo que lndicon el ron· 

116n y lo co\uano del nuevo el••ento). 

(ABlmop Y 

~plicando ohor> lo dofinlc16n de producto o los ••trices 

• (AB)C• ( 1 

'. ' • i j 

mui<lplioando C~;r por cado una de loo ouus del porhtuls, obten!_ . " 
IA")C• 1 t ( l: a,., •,, 'o,lln" 

••• ¡•1 ~ 

donde lo< lnd1ce< llb><• oon ••>.Z,. ..•• y r•l,Z,. . .,q r la •otrlz 

<> de orden mxq. 

Ln forma anUogo obtenemoo: 

" A(•CJ• ( ! 
j • 1 

• 1 ¡ • b e ll 
).•J'J)kl.ra•q 

Oado qu< el orden de la suao es orbitur!o. 

f 
•·' 

" ( - [ •¡ j ' . ' 
" ' j • 1 

Por 10 tonto queda deoo•trado que 

(AB)C• A(8C) 

'f 1 , r 

Se reco~lenrla al estudiante consultar el opfndice 1 do la 

refor<n<ia l paro obtener habilidad •n el mane¡ o y compren<i6n do 

los '"'bolo• de "!•uu) y H (doblo ouu), r bocu lo duo<trocl\ln 

co~pl~u de este teo«u paro o\ cno porticulor de !U .. a;c .. 

<uadroda• de ordon do•. 

E¡emp\o JV. ! 

Verifi<OT lo propiedad uoclulvo paro el producto, con 

In utric••. 



[ ' :] [ : • : J •• •• 

Solución. ~ebemos verificar <¡U< 

(AB)C•A(5C) 

... ¡ . ' :J [ . ' • ~-J ' 
[ ' • : ,] [ : ;] 

(~B)C• 

' 
Por Otro lodo: 

[ • • J ¡; ;] 
(!CJ• 

' 

[ : 1 [ ' . ] A(BCJ• 

" 
• 

! - Ji •. ,¡ 
• • 

por lo que 

(~B)C•A{BC) 

~otrl1 ldentid•d, 

SI con Jo, unic« 

efoctuuo• <1-prod\Octo 1~ vemo> que 

... ·• 

IV·:ffi/27 

[ ¡] ,. 
' 
' 

[ ' • :.J ' 

[ ' • l ' ' 1- :¡; ~- ,[ . . 

r: • 
J 

• 
' ' ->' ••• 

[.'" • ,] ' ' ... 

efeclu•~•• el producto lA, Oond< A •• una 

o rOen 'y l• rerresontuo• ~ed••nt• 1,. 

En gener,¡, o lo ~•triz cu•drodo 

' . " 

Teontmi IV.l 

Demootuci6n 

• 

• • 

• 

• 
• 

• 

• • 

• 

U< la deflnici6n de producto: 

• 

' 

l~A • ( ¡; 6.¡o 1 ~J,., 0 ' . ' 

• • 
• 

"'" 

• i i. j 

'1 i~ j 

donde· lo' fndHe> Jibr., oon i•I,Z, .•• ,,. y ~-l,Z,,,.,n. 



donde ohcu, loo lndiooo llbru oon )•1,1, .... ,• y l;•1,l, ..• ,n. 

Coao 1¡¡·_1 ~j: ... • 
• 

h 
j •1 

Ccao j eo un !nd•ce libTo 

1 A• (•.,> "' ~ J mn 

La Haundo parte de¡ teorema •• demuouu en foru simHar. 

U reoultodo de do<tuar un nOaoro fin.to de tunoloraocl!!. 

nu •\eaenu\es por .engl6n a uno utd• A de orden mxn, puede obt~ 

nene t .. blh oi preaulupLLc..,oo A por uno cluu 11otrio ouad<>da. 

de orden a. 

Pan mostrar lo ante<lor, <onoldue•o• por seporado c•d• 

uu do lu treo tron•foraaclonot elnental .. por nnglén. 

1) lnteTCo~blo de <en¡lonu. 

•o• el lnt«comblo de 'u' r<n¡lonoo 1 y J. 

••1 obtenido matriz 5. 

Si por otro lodo, tom•moo lo motrl• Identidad do orden a 

(l,.l o lnterco~bi.,.,oo ouo ron¡¡lon .. 1 y j, ob,.ndrnos uno"'"'"" ma 

trh que lluoremoo ¡!1 •Jl. 

SI a~on eh<tuaaoo •1 produo<o ¡~i,j) A, >e obtiene¡,. 

aoull 1. 

E¡eaplo !V. 1 . 

' 
ron¡¡lon" 1 y l pon obtener lo aatri< 

•· 

'" otro lado, con,ideruoo lo aotrl< 

',• [: , 
:] , 

• lnterc•~bi .. lo> ""' reng\On<O ' " par• obtener 

• 

~~··,¡·[;· 
, 

:] , 
Efectuando el producto I(',')A 

• • , .... o.: 

l,('•')A·[~: ~] [: ~] ·l: ~] 
vo~o• rn1once• ~u•, L,(•·•l A'' lgu•l o e. 

1) ~IHHiplicaci6n de un reng\6n por un nQmero ••o. 

5upon¡¡amos que tennoo uno manl• A de "''" Y ~ue mul1\pli 

<>M> ou renglón 1 por el eocohr ¡;IQ. 

o~tenida aatr1< B. 

~~ por otro lado, to•aao• la aotdt ldentid•d de orden· 

a (l,.J y .UJtlplicamoo >U rcngl~n 1 pur el eocalor ;,<o obtendreaoo 

motru que il...,aruo• 18\;(l). 

SI ahora dcctuo01oo el producto l:(IJA. •• obtiene lo u 

• 
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------

trio B.' 

Ejnplo 11'. !, 

... ' 
" :J 

•~ltipllquuos el •egun.lo ren~\On por l poro obtener 'lo .. trlz 

•· r, 

"' 
' 
" 

•,- [: :] 
y anHipHqunoo ou oegundo ron116n por l poro obaner 

~:<·>-e :J 
f.foctuondo el producto 1; <• l.o., o~tonnoo: 

r; <•>.o.. [: :] [; ' :] [.: • 

" " 
u•os entonen que, ~ {t)A ro !jlnol • •• 

. - - . . . . - . 

' .:] " 

l) Multlpllcocl6n de un ren1l6n por un nhoro HO, ouundo el u• 

oultodo o otro renglón diforonto. 

Suponaa-oo quo teneaoo uno ••trlz A de ••n en lo que ~u! 

tlpllcoaoo ou ren1!6n 1 por el escolar 010 y el reoultodo lo oua&· 

SI por otro lado, to~noo la ll&tril ldentidod de o"len · 

• (!•), ault~pllc .. o• ou ronJ16n 1 por el oocdu kiO r el result!. 

IV· /31 

...... ~(l.il. 

S> ahora deetuuos el producto t!_(I,¡JA, se obtiene la 

utrl< B. 

E¡uplo IV, • ... ··[ : u 
aul<lplique~o• el pr!aer rongl6n por l y ouaeaos al cuorto ren1l6n 

pou obtoner la ~atrlz 

•· [ : u 
"' otro lo~o conoi~•remoo .. ~·ni• 

'·. [ 
, , 

~] , , 
• • ' • , , 

muHipllcudo el prl•er ron1l6n ,., l y oumando al cuarto ren1t6n 

obt<no~o• 

!:(',•) • 

Ifectuando el 

'" ., ¡: 1, ' A• O 

' 

[¡ • 
, 
• 

producto 

, 

• • 

• , 
' , 

• 
~] • 

• ' ( ' . ) 1 , • A, obt<n<MO: 



' l ' • J 1, ' A eo Igual o B. 

Definlcl~n. 

A loo"'"''""' l~i,¡)' l<> llamo rnHr\cH 

elementol<> coaespond!entes • las H•n•formacion .. olemental., 1, 

l, 3, TOOp<<tH·o~ente. 

v .. os ahou que, Coda trontfo1'11an6n e\eoenta\ puede .. , 

Uevodo o cabo pro~u!tlpllcondo, lo !llotri< dado, por lo ~~atri< el!. 

oenul que oe obtiene efectuando en 1, lo rnlsmo tunoformoci6n oJo 

oentol. 

tjel'plo IV. 10, 

l!allor lo utrh F, de orden J, tal que tun>fonno o lo 

••ni< A u uno utrl< ucalonodo (oo decir, que el producto PA oeo 

uno ootrlz eocolonodo), 

,. ¡¡ : ; l 
So\uc\~n. 

tn lo o>¡uiente toblo aparece uno o•cuencla de tr>nofor~~ 

cioneo eleoentaleo que tuno formo a la utrlz A en uno .. atr~ z o oc~ 

lonodo, lo> correopond\enteo aatrlcao ole11entoloo y el TO$Ulta~o-

!Motr\r elnental ¡~ -ll 
TunOfon"''"'''"'""'·~----1 cor¡"00'sp~n01 d

10 ~0 .,], ~ ~' : •l 
lntuco•b•o de lo• .on· ' 

g1onoolyZ [' l 
[ :' '.' ': l :, ,:... :, Hultlpl!cooi~n del pr!-

:~:,~:~~:::,::,d:l m· ¡; 0~ ~ l [: ,:,1 -~] 
cl~n 1 por -1 y "'••• al 
r<n<l6n l, 

.~u\tipllc.ci6n del ren-

g\6n l por 

'" ..,.. 
o 

[: : i] 
1 

-167 ..,.. 
• 

[: ·: ;] 
o o-~ 

• 

[i • 
Cutr\1 
.,colo· 

u do) 

-----
[1 rniomo reou\tado que •• obtiene a¡ opllcor la oocuendo 

do trano!oraac1oneo, puode obten•••• preaultipllcondo por lo> roo

r•ctl••• m•tri<e> ele•entole>. 

tfectuondo """' producto• con la oocuenci• que ooru la 

t•blo y dado que lo ~ult>plicocl6n •• ••ociattva, podemoo escribir: 

IV·32/33 
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La ~o<r\1 P bu•cad•, >OTI ol producto dc lo• cinco ~>tTi· 

Sin •ml"or¡;o, para ohton<T la >flote\< P no<> noce>aflO mul 

tipllcor la• cinco monice• <i<monul .. ; ba5torJ con o(octuor lo .. 

(ccferoncia 1, po¡. Hl). 

Lao •l~ui<nte• nan>for!loclon .. sobre 1 conducen a lamo

tdr ? (1., tron>(ormaciones son 105 do la tobla), 

¡ o:].¡,":]·~'::]·[:::].~'-::].¡: : :]·· 
e 1 o e 1 e e 1 o .¡ 1 16. • 1 161 10 • . mmm 

... [ : : : l ¡; . :] ¡: " :] 
rtfrH;J 1}0 oo1 

Una >itnacl6n intCTUOnto, u pruonu en <1 cuo do ¡., 

utrlc .. cuadradu dc orden n cuyo ron¡o .. tambifn n, la> cual<> 

pueden transformar>< en la matr!r identidad !
0

, 

<<toa ••trlco• >on cqulvalonto• a una ootrlr ••c,Ionada 

de lo foru 

., ., 
• • " • " • '. 

o o " o 
o " " " 

monto< de la dia~onal pTincipal) <on l¡¡uol05 a 1. F.> decir, 

.,, •• , •• ,, •...••••• ¡. 

Hos<rart~o• ahora que, uno .. uir de e>to tipo, u pu<d< 

tHn<formar en una ••tdr tdent>dad 10 mediante una <<Ouondo de • 

to,n<form•ciane• ole~cntales. 

En of.cto, " el di timo ren~l~n de la ~•tri> (10) lo ~u! 

rllc .. o< por -a,
0 

y lo ,u.,.~o• al .. ~undo ten¡l6n, etc., 

lo aotTit. 

" 
o 

o 
o 

., 

" 

o 
o 

'" 
' .. 

o 
o 

• o 
, , n • 1 

• ' 'n. ' 
o 

• ' 'n· ' " 

o 
o 

~ultlpli<amo$ por ., ' y lo <umama> o! pri~•r ren¡¡l6n, lue¡o lo 
',n· 

~ultipltcomo 5 por -•,,n-,1 lo <un•o• al >e¡¡undo ren¡l6n, otc., •• 



., ., 
o • " , , 

, , , , 

E¡omplo IV, 11. 

r: 
' ' , 
, 

" , 

. ' , 

, f] 
en uno ~.,;.,, !dont!<lad: 

' . ' ' . ' 
, 

' . ' , , , • • , , • • ,. ' " 
, ' , " • ' • , " , , 
" 

, , , , 
E> te pco«dimionto puede 

colonodo orbitr~do. 

, , 
, " , , 

, 

' . ' , , , , 
, • , 
, • , 
aplican• • 

. . . . 
Sin .. ~argo, .. ••portan« notor ••• 

' 
, , , , , 

, , , , , , 
, , , , 

" 
, 

• • , , , , 
<u>l~u!H mot: " ., 
. . . . 

una •otdt cuadraJa 

de orden n, en formo oocolonodo y cuyo rango ••• ••nor que n, no • 

podrl nunca tunofon•on• en una matrlt Identidad. tuo >< debe-

o que uno utTit de'"" tipo, tendrl •! .. pro en su ~ltl•o rengl~n 

Onl<amente CHO>. 

Asi mi<mo, una matTl< no cuadrado tampoco podrJ tron>for

mar<e •n una~"'" Identidad (yo que fHa •• uno utrlt cuoduda), 

Matrlt ]nvo"'· 

Con lo que ho~O$ v["o hnto oh~ra. ubuoo que <i se t!o 

n< una oatr!Z cuadrada A de orden n y ran~o n, •• po.,ble [medionto 

<mo «de de tron.•(ot~ocionoo •l•~•n<oles) uan<formoda pTi=<ro "" 

un• """" .,calonoda y luogo en la ~Udt tdontidod 10 . 

1o•bi~n •~ vi6 antor\craente, quo o! o[<Cto de uno !UC~

o\6n finita de tcanoforma~lOM' oln<ntoloo oobro cuolquior -">tri< 

~. puedo obt<neuo p.omultip¡,condo ~por una cierta uttiz P. 

"' lo que, el oh«o do t•d• h •«uendo do tranofotmoc\ones util!zodu 

por• llevar la mattl< A a la ~••rit 10 , •• puede obtoner pre~ultlpli 

cando A por una cierto ••trit r. 

Podnoo entonces enunclor o\ oi¡u!ente 

Teorema IV. J. 

Si A •• una motriz cu•dtado de orden n y ron¡o n, ••IHo 

uno uttiz P tal quo 

~e es dl!lc\1 de~••<ror< 1 l que d1cho ~•t•l• P, cumple '&! 

bion con 

Puouc que lo·"'""" 10 , •• el elnonto ldfntlco paro lo 

(1) ~¡ estudiante puede obtener uno de•o•traci6n, o partir de lo de 
"""'oc16n del teoreu lo-•·~ do lo referencia 1 (P•I•· ~H y :-
451). 

IV·3CóJ31. 

1 
' 



----

~ult!pl!Coci~n en el con¡unto de los matrices cuo~udos de orden n, 

r<>ulu odocuoda lo •igu\ent• 

Deflnl<l6n. 

SI A y r oon dos ~><Ticos cuadndas de orden n tolu que 

que lo in>er>O A' 0de uno rnatri• A., ~nlco y ta~bi~n que (refor<n· 

<lo 1 po¡¡, 444) o¡ producto cle do, utr!«s no s~n¡¡ul.rB •• una m• 

tri• no oln¡ulor. 

Dado que uno uni: cuadrodo de orden n y rango menor~,,. 

n no puede tunsfor,.oroe en uno rnatrh Identidad, no uiote nln¡¡u-

•• •••rlz r ,,, que 

p~ • 1 

" 
En consecuencia, esuo ••trie .. no tienen invef5o. A IU 

•otTlceo que no tlen<n ln,·erso les llaur .. os utnceo oingulauo. 

Con los concoptoo tutoclos h .. ,, ohon, ol Htud1onto d~ 

bo pode< dnounr el ol¡uiente 

Teonaa IV. •· 

SI A os uno matrl• do orden un, •~"" su lnveu~ A·•,¡ 

1 solo ol 

Jn•n• R(A), 

Ij,..plo IV. IZ. 

Soluci6n 

• 

• 

' 
• 
' 
o 
o 

• 

• 
o 

o 

\'no• 

. ' ' • 

. ' ; 

' 
' o 
o " ' ., ' o 

•" ' .,.., 
' 1 o -11 • 

4-.q 
• 1 J o 

1 ·H-
0 o 

' ' 
o o o 

• 

• 

. ' 
' . ' 

•• • ' 
' o 

tran>fOTUr 

. ' ' o 

• ' . y 
• ' " 
' o " ' 

. , ' o 
o •" ' .,.., 

' o o " 
., 

• •. 2 
> 

' o 

' ' ' • 
' ' 

' en uno u ni• ••cal6n 

. , 
' • . ' ' • 

o ' " o ' " ·-, ·-, 

" '" ... o o '" . .. o 

' o • o • " ' 
., 

., 
' o . ' ' • 

• ' " ' o " ' ., 
' 

., 
' • • • o • o ., o • • 

o o • ' o o o ' ' ' 

,-,~os que !a motrh escolonodo tiene tre• renJion•• dlferentos de 

cero, en con,.<u<nclo R(A)•J. Entonces, A es uno matri< olnJuhr 

haTO~~• uso del ol¡¡u!ent< teoreu, 



T~oruo IV. 5 . 

la in><uo de una motTi• ~ no singular oe puede obtenH 

oi oplico~o$ a!, la mioma •ecuenci& do tronsformadoneo ole~ento 

ho por •~n¡¡l6n que oo utiliran poro tronofon110r lo ••trl! A en • 

lo utrh L 

Sobemoo que poduo> t"nofornor lo matriz A en 

to uno eiorto oecuenc!o Je tranoforudonn elementoloo. 

~eJian· 

Entoneoo, 

.. lote uno oecuenc\0 de utri«O ele .. ntoleo E,, E 1, ••.• Ek·•' ~~ 

ulu que 

. . . ~' ',' . ' 
ol llo~•~o• r al producto de In 10atrlc•• elemento!., 

PA• 1 

oMdo, oob.,.os que ... 
P •• lo lnnno de A. 

Cou 1 n el idhtlco pou el produeto 

P• P 1 

en tome> 

Jo euol nos indico que p se obtiene o partir de 1, efectuando en 

. ' • 

Ej .. ~lo IV. 1l. 

lnve<ti~ar oi lo oiauionte utdz tiene inverso y en co· 

'0 afir~at!vo hallarla. 

pr•m•TO columna Je ls ol¡¡ul<nte tabla, d"cribe la .. cuenc!a M • 

transf~r~oe>on•• elomontole> por rongJ6n, ut!lirada paro tun•fO.!. 

••• la aotr•• ~ on lo aotrl• l. 

a panir de A "" lo oplicación de eltoo tran~ 

for~adoneo. la '"""' colu~na, mueotro la• manlco• obtenidu 

• partir de 1 '"" " opllco<i6n de "' ~~ .... trano!o,..oclon ... 
. • 1 . .... . .. 

Tr ""' f oruc i one o 

[: :] [: :] ' ' • 
~· ·• ' . ' 

!n<er<omb•o del pri~HO • 
' ' y •e~unJo ronglon., [: ~ ' 

:J [; ' 
:J ' • 

Suu d<l pri•" ron¡:l6n • ' ' al tercero 

[: 
. ' ;] [; ' :] ' • 

llul t •pi icao i6n "' "~"!!. ~ ' 
' ' ' Jo renglón por 

' 
[: 

' ] [¡ 
' 

:J • 
'""" d•l _.,undo ren· . ' 

' ' 
gl6n ol ter<erO 

[: 
. ' ;] ¡¡ :] • 

Multipl.coci6n del • ".!. • ' 
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1 
' l 

' 

1 

' cer ron¡I6n por r 

lloo<o o~on he01oo uon•for .. do o la utrh A en una ••· 

trh <«olonado. Y•••• ~ue el ron&o u 1 e igual al <>Td<n de la 

ootriz, por lo tonto lo motriz A tlone inver••· 

Continuando <1 pro~e<o: 

Multiplicool~n del torcer 

rongl~n por ·1 y'"""' ol 

.. gundo r<nglón 

Kultiphcad6n del ter~er 

renglón por -1 y suoOT 

ol pr!Ot<r ren¡.Jón 

1\ultlplica<lón del oegundo 

ren¡¡l6n por 1 y o.-or al 

pri•er <on¡¡l6n 

' ' 

' n -, 
' ¡ J ' ' • -:] ' ' -' ., 

' ' • 
' 

' ' 

J·' ' ' -' 
' 

Lo .. ulz ~ue •• encuentro al fln•l de h Hgund• colu~- • 

no, u lo utd: ident;dad, en consecuencia, por el teoreu 11". S 

h .. nit que n encuentro d final de lo toreen coluono ., lo in 

Por lo quo: 

" ' ' " ' 
., 

"- '- • IT ' 
-. 
' 

' ' ' IT ' ' 

Pod .. o• co~proboc el ro•uHodo efectuando el producu: 

" ' ' o ' " ' 
-, ' o o 

'. ' ·- • ' ' ., 
" . ' ., o • ' • 

' ' -' IT ' ' ' o o 

[n oc .. !oneo, en lugor de hacer uno tabla coao lo del 

oJe=plo •nterior, •• troboja con un ur<glo que <ontiono o la ~atriz 

~ on <1 lado iz~ulordo y a la motriz 1 en el iodo derocho. Se -. 

ofectaan la• od•m"' tun•óorucionu en o11bn "'atrlceo, huta que 

oe obtenga ]o Dotrl! l en el lado Izquierdo. 

to en d lado derecho eo A-'. 

En foru eoq~e~Hica: 

[• • • 

' 

Lo aotrlz quo reoul 

[ ' ,-•] 

' 1 

1 



JY. •. Sl~L>. N MATRICES. 

Dofint,;t~n. 

Snn ~·(a\j) y B•(b¡j) do• utnceo del oi>n orden"""· 

la adici~n o '""" A•8 de dtcho> ao<rlce• eo una nuevo ootr11 

C•(<¡jl de or;lon ~•n tol q10e 

<¡¡""i)biJ 

loo elennlOO corr.,pondientes de A y 8. 

Eje!'plo IV. 1<. 

. , Ob~ener ••• ., Obtener , .. 
Soluü6n ., 

u :] [: ;] [' ' :: :j A•B• .. , 
' . ' ,., . [; ~ 

b) No puede efoctuone h <ullla C•O Jodo que la• utrlcoo no •on • 

del oino orden, n """' c .. n• •• dice que ho utricoo no son co~ 

foroables paro lo ouu. 

. . . - . . . . - . 

Propledadeo de lo '"~' de ootrtce•. 

El eotudlont• puede de~ootror loo oigu>enteo rropied•Jes. 

Sun A, 1 y C ""' oHrleu del olooo ordn (1unL •• cua 

ple olelllpr< que: 

1.· (A•D)•C•A•(B•C) lo <Ullla es asociativo 

lo suma •• con~utativo 

orden oxn, o lo que llo•n•••• oanío nulo, tol que 

·A. tal que 

·A•(·o .. l 

" Do la Jdlnl016n de suma y lu propledade• antorloroo •• 

'"UOO que el oon¡unto do ¡., 11.atri«> del •lomo orden !QTmon un • 

iTUPO abeliano . 

Un ca•o portlcul•r, es el de l•o ••<rices cuodJodoo de 

orden n. El conjunto (M) de'""' motrlceo, con In opeucl!!. 

n<• ~o su~a y producto, forma un anillo con untdad (no con~utot!. 

vo).y•quc, 

~-~• B, C < (M) oe cumplo ü .. pre GUO: 

' ' ' • < {~) 

' ' < {)t) 

" {<•R)•C• A•{B•C) 

{AiqC• A ( BC) 

" ' • • '"' "' , .. A•O• O•A•A 

' '"' {'1) "' , .. • ! 0 •!0 A•A 

IV-44/45 
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1 



" 
" 

~A< (>1), •·A< (M) 

A·~ • B•A 

; IB•C) • AB•AC y {b•C)A • )<A + CA 

L•• Propiedades 1 • 5, se Oan notado yo pau el ,., 0 ~·-

r.<r>l d• •·"'"'"' de orden.,.,_ lo prople~ad d!Hdbu<iva (b) lo 

Se on 

~·C• (b. •e ) 
1 J 1 J 

;. 1 lo•C) • (·'¡j) (b¡¡ •e lj) 

" 

' L·(<¡¡l tr .. utricoo cualeS• 

C~~o 1• "'u\ciplicac!6n •• distribu<lvo oobre la owoo en 

e y por !u l•"•ldedad<o d< la '""" 

" . ,,,., 
\ J J •1 

De 1• dd!ntci6n de r•oducto: A(B•C) • AB•AC. 

Lo •~•""',. pute u deaueHu en forn ontlogo. 

La ¡.npiedad di5trlbutlv• del producto oobre lo '""" de 

'""'«>, tonto ¡oor la lZ~ulorJa <OIIIO por la derocha, puede ¡<no· 

ral10ar,. (reforcno¡o J p~~. 2b) de la >i¡uiente fonna: 

' 

IV 46¡47 

u que do>~""«' sun conior,•bl .. p>ro la , .. ,. delo,en urJo po 

u la ouu. 

[¡e~plo l\'. 

•• 
OMener A-C 

Solucl6n 

.,] ¡· '] ¡· '] 1 B• ·t .¡ C• 

·1 J ·1 1 1 

[ ... " S•i 

·J 

A-C no puede efectu•u•. 



iO)Omplo IV. ló. 

el pro~ucto ·.A eo h rnatrb 

El e.tudlante puede Uoilme~te duoonu que"" oror•· 
Cltn t>er.e 1., >l~ulentU propiedad<>. 

Sean A y ~ doo ~otrioeo óel mi••• orden y ~.e doo nOm•· 

1.- {o•S)A•>A•eA 

2.- o(A•SJ•"""-•o~ 

Seo la rnatr•• A de orden mxn. lluorema• ""tranopuooto 

/·lr A"" y la repreO<ntaruoo mediante A' • lo"'""" de arden n<rn 

<englon.• oan h> columnas de A y <uyH coluuas •on loo ·· 

.. de A. 

Se puoJe 'l•mootr>r (referoncia l P'i· ll) ~H< 

{Ah)' • U' A' 

L¡ernplo "· n. 

Sean ,. 
[: :] ' 

obtener (A~) T 

' 
B' A'. 

Soluc•~n 

'"" u ;] [: :] 
¡: ; 

(A~)' • 

'" 
S' A' • [: ;] [: 

Ecuacioneo mottlciale•. 

[jnplo rv. 18. 

¡' ·•j ¡· ·•] A• B•J 1 
o ·\ ·1 4 

obtener una m•trlt • tol que 

A•·B'•C•Dz 

Soluc16n 

•• [: :] 

[: "] '" o 

:] 
• ;] [.: ; :] .. 
; " 

e-[: : : . :] . '] 
. ' 

En eote caoo tene~o• uno ecuocl6n entre •ottlceo, donde 

la tnc6gnlta •• lo matTit x. u.,, tipo de ecuoclono• pueden re· 

oolvet>< e~pleando lo• propiedades do 1•• operociane• que ~•~•• · 

defintdo. <ie~rre y cuando la «uocl~n hoyo •Ido plon<ud• eorre!:_ 



,. ..... . 
Pa<O el uoo qu< nus ocup•, x Jebe sor t.l ""~ 

Ax-s' ., •• ¡, 

-~•' ( h-B' )•·D> • (C•D>) 

·P••(A>·B) ··D•·(~••C) 

-~x•A•·B'• ¡.n,•P•)•C 

-~•·Ax·B'• ~-e 

{ ·D> •.h· a "J·R· •C•B' 

-r·-~•·l·P' ·s' J•C·~· 
·P••I••D•C•B" 

1 1 >•{ ·D•A)'' (C•B'l 

con.,utotivldad d< lo '""" 

. 1'• : 

1 

'lo ouu •• con•utuiva. 

' lo su•• •• aso<!>! tu. 

I·P• •• <1 inveroo 1''" 1• •Uma de 

r· 
1a UtTit nula es el iMntico pa· .. ,, '""'· 

-~ .. 
1 llo ll>lfto nulo •• <l iJ~nttco pa· 

1'" ,. ·~··· ll' ~ult>pllcaciOn., Jiotdbutiva 

><•hre la ouma. 

suron1endo ~ue hl>t< (·D•A)-' P'!. 

ultipl\co•o• •~boo •iomOro< por 

dicho,..,.;,, 

ror la definict6n Jo ~•tri: 1n;er· 

1 ... ,,,.,. I"·Ms hedo<'> •l•·<1••·_r.u 1.1 1n<h""'''' • ~< . '., .. 
,,(,,. ~-''''' ''· ''"'''"·""'" 1"' 1'·''·"'• ,¡,. ·lill"' ,¡,.,,..,., 

"'"" '"" ,., Jl"tif,:OCIOO"< y·''"""'" P'""' '1"0 <o• (Qn<t•l"'"" '' 

~'" o•bu.,o, el <HuJ¡an'• doOe t<n•r cut~•~O •1 •le•p•J>r 

inc6~1ut.o ~<una ocuoct6o ~.1troci.1l, yo~'" ~•i•!•n Jife.onc\H 

•16n: 

, .. ·.¡: : :]·[:: :]·[: : :] 
•·•· [' '] l·. '] ·[' :] 

Q ·1 ~ 1 n .• 

v .. no• " 

[: . :]· [: . ' . ' 
' 

(A- P) • 

'" lo GUe, " 1n<6tn1ta ' puoJe "~ 1 ",_, '" e'_,, : 

[ : :] [ ' ; 
1 A· D) - ' (C•B') ' ' j " ' . ' 

[ : ., :] ' • 
' ' 



1 
1 
1 

•• 

. . . . - - - - - -
Lo rdnclpol difHoncla entre Jos matTic., y ¡ 0 , nGm<ro• 

reol .... ~ue, rnlentus ~ue podo~o• •umn o ~ultlpllcn Joo núrne•

ro• cuoJn~uleu, no siempre' pod .. o• hacoTI~ con loo utTlce•. 

poniendo que pueden efoctuoue la• opeucione, 1nJI<od .. , enlista

•0• • contlnuacl~n los PT>n<lpaleo diferenc••• entre Loo propieda· 

deo de 1 .. opnaclon .. con nGaeroo y con maTlcoO: 

' ) 
de mo<rtce• no lo es. 

l) Si def!ni~o• ~··>A, el deurrollo htdcial (A•B)'•A'•!H•B' 

u en geneul hloo {coao con<ecuench de 1). 

neCtO <> (A•I)'·~'·AB•HA•H'. 

ll deunollO co· 

3) El producto de do• número> dHorent., de coco nuna 05 coco, 

pero <1 producto de do' rnatric .. dif<T<nto< de la matrlr nulo •• 

puede '"' i¡¡ua\ • cero (lo motrl< nuh). 

'" ejuplo, ,, 
•• [: j ' ··[' ·•] 

. ' ' 
" tieno que Ab•O 

•1 L• ley cone<latiu pora el producto •• verifico en lo• n6m«os, 

pero no en los ~•trlco•. 

foro<>, >i o, be R y olo 

(ob • oc) =.;. (b•c) 

pero en loo aotrlceo 

(A~ • AC) - (B•C) 

Por ejemplo, con 1 .. aotrlcu A y 

AB • AO pero Bl~, por lo que no pode•oo concelor A. 

~oto. Aunque (AB•AC) ~ (B•C), o! >e cumple que 

AO<oo Je pour o lo o.cd6n ol~uienu. •• con•on!ente oc!• 

ror que aunque.he~o• definido ••trio eoao un arreglo do n~•eroo 

(reales o co~lejoo), el concepto de .. ,.¡, pu~de K<neroJ\ur.e co·~ 

te <•pltulo y en <ur<oo po>t<TlO<eO •• '"H~ U util1dod de dicho -

<>t<nsi6n. 

• 

¡ 
1 

1 
' 1 

' ¡ 
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¡ 
1 

i 
1 
1 

---

IV, ~, SOLUCION Of. S!STI'l«S Ot tCUACIONES. 

·como vimos o! inicio~. lo ,.od6n IV. J, poJornoo ropro· 

oentor el •••••~• 

iox, •10.0•, •40x 1 •400}· 
o. • • . • • o 

' ' ' 
... (.) 

A e>to Huoci6n Otatrlclol, donde ii: « lo rnatrl% inc6~n.!_ 

to o Indeterminado, se le conoce <Olio "fonoa utrlciol del olote· 

Lo .. nl< 

'"' '"] 
. ' •• 

recibe el n0111bre do "~otri< de coefl<lnte> del sin .. o", y o Jos 

.ootrlcoo 

•• ' 
U ¡., Hamo "voctor de lnc6Bn!ta>" y "voctor de tfTmlnoo indepe'}_ 

dlutu" T<>pHtho .. nte, 

In ¡¡enoral, la for11o utrlciol del oiueao .. ,., .. , ,., .......... -~' 

IV-!14/M 

donde la matd> de cooficient .. •• h "'"'" de mxo: ... 
• " 

• •• 

... 
• " 

• .. 
. '" 
• •• 

... 
el "'ctor de lnc6~nlta• e> lo matrl• de nx!: 

y el vector de thmino• indeponolhnteo u la matriz de Ol>l: 

Eo clOTO que re•ohe< lo ocuociOn .. uTtcul Ai"·6" •• 

equivalente o resolver el •••••=•• por lo que uno solucl~n de dicho 

ohtemo s<r~ una ~•tri> <olu~n• d~ n ren~lonu 

(O¡ < CJ 

.,¡ que 

D•fln>remo• una ••tri• •¡• par• el •i•t•~•. • lo G"" llo· 

•ueao< "u<ri< upl10da" del •ht .. o, Jo cual jue~o un papel-l•por. 

unte en el -estudio t<6rico de los dote•u de ecuo< Ion ... 



Doflnld6n, 

Lo aotrh oapllodo de un olsteao de eouoclonu, que ropr~ 

oentoreaos c~n (A, li), eo lo aotrlz de orden "->(n•J) que-resulto de 

ouaentor, • lo aur\z de c~eflclenteo, el vector de th,.lnos inde· 

pendiente,, 

Ent~nceo, h Utru !llllplloolo de¡ H5tUa .. , 

o,. •, 

•,. ... 
(A,Ii]• 

••• ••• 
Slttuu lncompotlbleo. 

Si onoliz .. oo el 5ioteao 

•,·····,-~ 

Yoaoo quo lu e<uodones lo. y lo, no ruHn oulofocor .. oiaultl· 

no unte, yo que no ulsten tres nO.eroo •,, x
1

, '• cuyo '""'a seo 

l¡.uol o 6 y·Solove<. El sloteu •• entonooo lnco,.patible. 

Veo,.oo quo sucede con loo ron~oo de 1 .. ~otTiceo 

•• [: ' :] ' ' . ' 
Al ofoctun oolo,.ente tunsfor .. cionoo por ren¡.l~n. os · 

poo!blo detoralnOT o la v<> loo un¡oo de la. utr\cos A y lA, !i") 

oporondo oobre lo ••tri< •~pliado, lo cual contiene • la "'"'''' A. 

Tronofor .. ruoo en<enceo en una satriz .. cal6n el oi--

rulente arreglo. 

' 

' 
' 
"· 

_, • 
' •• 

' 
' • 

: '] - 1 ' 1 

o ' : - 11 

Do lo ~ltiaa matrlt ve•o• que 

R[A) • l 

~{A. li] • l 

' • 
' _, 
• -:] 

•• d<<IT ~{~) ' R(A, li). que u uno caroct«lttlco de todos loo • 

•lote~•• \ncornpotlbleo. 

5•bomoo QU< el slot•~a eo incompatible porque lu ecuac!o 

neo la. y la. no aJBiten oolud6n Haultlneo • 

~· Oltlu aatriz 

• 
si~uiente 

....... ,.6 
0A 1•x 1-h,• ·S 

Ox 1•0x,•OA,•1 

' • 

Dore"'"' otro pruebo 

donde veoo• QUO no oxloton_~oloreo para x,, o1 , •, que ootiofo¡on 

la la. ecuocl6n. E>tO !aplico que el u ..... oqulvolenu no Uo• 

ne •olu<i6n y en con•ocuenclo el olsteoo orltlnol , .. poco. 

(on;·Hne hacer lo ol¡uiente oboer .. c16n. 

El r.ngo de lo motriz npliodo de un ohto,.. de ecuoclg, 

nes lin<olo>, eo igual 01 ran¡.o de la Utrl• de coofltientH O oo 

yor en uno untdod, por lo que: 

R(A) ~ R(A, 6) 

' 

• 



~ 

1 

1 

tn efocto, '<• un Hltuo do • ecuoclone• <:on n lnc6•ni-... 
•, ,., .. , ,.,. 
•,• ·•.,•,• .. ' ·• } "' " ' 

• • • •b 
'n n ' 

.; ' .; 
on n " 

cuyo ootrh do co<fldenteo e.: 

,. [
'" 

> ., 

• .. 
•, •,"] ... 

... ... 
T cuyo ootri< upl\oda eo; 

[
•, 

(A,D)• :·~ 
"' 

•, ... . ' ] . ' . 
•. 

... ... 
'•• 

• { 11) 

( 1l) 

s .. el ronso d~ lo .. utt de coeficientes R(A)•r. Ueo-

tuondo u (A, D) ¡., oisou _tronoforudoneo que •• efoc<Qon pau 

llevar lo 11atrlt A o '" foroo os<olonodo, obtondrnoo L• ~unz: 

.... : .... { o •, 

o • ... 
o • • 
o o • 

e, 'r" 

• 
• 

... ... 
•,, 
o 

• 

•, 
'· 
•, 

'· 
con<lnuondo con el proce<o, haoto tran•fo.-.or uta ntrll u una oo 

tri• e>calonodo obtendnooJ: 

., ... e' ' r •' • ' '" ' 

" ' ' ' o ' T' 1 ' '· " " '" 
• • ... e,.,., ' •, '" o • • o • ' • o • o . o • 
o • " " • o 

r··· " J •• ' Pon •LaOn •• .. ¡ donde e - •P ,, J •• ., 
!.d<ten entoncoo >610 ••• po>lbllidodes: ., " e•O, R (A , lí)•r•HAJ 

" " e o' O, pode••• dividir 

"' '· obt<n\endo: 

' ... ' o 'T '1 " • ' ' ' > 'T '1 " " 

• • ... ' r ' r• 1 

o • • • 
" • • o 

o • • • 
de donde ~{A,O) • r•\ R(A)•l 

Entone<> ~(A)< R(A, 0). 

•• "' hloo 

' '· '" 
'• " ' ' . . .. . 
•,. '· o 

• • 
• o 

. ( ") 

ren¡l6n en-

.. . (U) 

Por tanto, ~emo• do,.oH<ado quo R[A) i R(A, 0). 

IV, 6. 

Si u un <htno do oouociones llneoles 

R[A) < R(A,0) 



junto Oe "lores •,. •,, 

"b l• . 

lud~n 

t.Je•rlo IV. 19. 

6> ·~· •11• • 
' ' ' 

[' ; '] ¡·· i il [' ! :] 
1. ; 15 o o 11 G o 1 

k(A]•l 

01ng•ln ron 

lr•n•for~e•o> ,•hora l• notoi' •&¡d¡;J,, <<1 ••na matd' ••o~ 

JOn.J. 

[: 
; 

:] ~ 
; ' : l ' ' :] 

; 

' ' • ' . 
' " ' " " " o 

[:. 
' :] ' ' . 

" ' 

R(.~,¡;)• 1 

Co•o R(~) < R(A,D), el dnoaa no tiene >olucl<ln. 

Oh<hH•• que se hubiera llo¡ado a lo ai>lla conclu>l6n 

Je h•b<T tr.!l•.opJo Jiren .. enlo con la .. ,d, a.., hada. 

Si Hemos cc~J ;tihlu Jetenninodo•. • 

AnJllce~o• primera~cnte el <o>o part\cul•r de los oisto· 

••• de n eoudcton .. con n inc6gnitO>, •n loo cual<> la uui: do · 

coeficiente> •• Jo rango n. 

., 
Un oi>tuo den ecuaciones con n inc6¡niu> tiene la for 

. , •, 

., . ' • 

... •, • 

• 

0 
• n • n 

•, 

• o • 
Ln <He caso, h utrit de coef\ciontB., la a>tdt cuo· 

• • " •• 
• • •• " .. 
•., . .. 

R(A]•n, por el teouao JV, • uiste su '"'""" 

U ""••• puede e<eribiue <o•o 

,, .r, 

P1omu) t t~l !condo 

.. ' 

IV 60 •6\ 



' -A [A>)• A. '¡; 

{A.'A)~• A. '¡¡ 

Ji. A- 'O 

,. A. •¡¡ 

Entone<•, " ~"'Tl' columna ' '"' sotl<r .... ' .• ecuac!~n 
"' .¡¡ puod< '" obt<nldo '"" '~lo efectuar " producto A. 0 (í. 

Puo. to '"' " producto A" 10 d<fine ""' ón i ca <olucilin • 

Un •~<t<rna do n ecuac1on<o l!nool« con n inc6snH», · 

tal ~U< h matdz de cooflcicnt., tiene rango n, •• compHibl< do 

Ul"'linodo y ou oolucllin ruede obton«o< eo~o: 

>·A''D 

Ejemplo IV. 10. 

RO>olver el •lgulente •lsHrn• do ecuodonoo 

Soludlin 

lx,-S•h,·-x 1 

lx 1•4x,• 1\•x 1 

.• , •••• l 

Ord•nondo el olotorna tonomoo 

• 1•1x 1•lx,•l 

z.,-•,·····11 .. , ..... 
quo on forma .. atrlc\al puedo upresor,. como: .. . ' 

¡; ' :] u dondo: A• . ' ,. •· 
. , ['; l 

tn .. still"•~o• " oxi<to lo lnvorsa de A: 

' 
[: ' ' ' • :] [: 

' ' • :] . ' • • ' 
_, 

. ' . ' ' • 

. ' • • . ' • • 

[: 
' ' • 

H ' ' • 
:]-[: 

' ' • 
;] ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ... , . ... ' ... ' • "' ' • ' ' ' . ' • • J;'; ·¡ ' ' ' ., ' ' 

Continuando '"" " proceoo , .. 
' ' ... • • : -~ ' ... 

~ 
' ' • 

¡} ' • ' ' ~ ' ~ 
• ' ' • • ' ' ' • • ' ' ' ' -- ' 

., ., ,., ., 
• 

• ' ' • • ' ' ; • • ' ' ' ' 
., ,., 

' 
,., 

' 
~ntone<s 

' ; " ' 
_, 

" ., 
' -~ 

'.' ' ' ' • . ' ' • 
' 

.. .. 
' • ' 

' ; 
. ' -; 

' - ' • 

" conoecuendo, " oolunlin •• :i"•A.' 0 

" donde 

o ••• ., • 1 ' ., •• 1 • ., •l 

. . . . 

Voo•o• •hO<O ~UO!OI • •• ••• un¡oo de ' ' '·' paro el ,;, 
tema do! •Juplo ""'"""'' 



~ :~ ~ l:J· [: :; .! 
"-"-;,,:'.C.,c, __,_ 

' • [~ -~ " o -1 

R(A,S)•' 

eo decir R(A)•R(A,S) 

.:]· [: ' ' . ' , 

Ade~l•, R(A)•R(A,Sl•n, que eo uno coroctorlotlca de loo 

olstcm•• co~pat!Dleo deterninadoo. 

Tegrou IV. l. 

, .. 
R(A)•R(A,Ii)•n 

entonen el o!steu es compotlblo determinado. 

Duootuel6n. 

Si R(A)•HA, S)·n. lo utrh ppliodo del ohte .. (11) 

puede trono fonooue en lo ;oatrU ... ',, ' ' • , 
' ' .. • 

unalonu 

, , ' • • • , , 
. . . , , . . . , , 

quo repreoenU al Hot .. o equtvolonto 

• •e 1 • 
' " 1 

••• 
• e • •d on n 1 

•••••• -d, 

... • • 
yo quo ¡., eeuoeionos repr .. entodu por loo nnalonoo no1, ••• , o 

son toda• do lo fonoo 

o.,•o•,• ... • o •• -o 
y u •otiHoun pa<o cualquier conjunto M volono 1 1 , '•, •• ., ,

11
, 

~1 oloteoo equivolento tlone n ecuoctonoo con n lnc6ao!-

tu, y el rongo de su.,.,,¡, do coeflclento• eo tooblh n, por lo 

quo •• co~patlble Uete~tnado. 

So\uel6n 

• 

. '_, . ·• • 

toleu\ .. oo 

[": '] 1 . 1 ' 1 
' ' ' ' ' 

[: ' 'l ,. 
' 
' ' ' ' ' • 
' ' . '"l":·• 

'"' nll¡oo deAy(o,S) 

[: 
' l [ ' l ' 

¡ 1 i: l 

·• ¡.o-~!-1 • 

1 o --r··l 
• 

[: 
' 

!] ' 
, 

1 

' 

IY-64¡6~ 1 



Roool•l•ndo el •l•t••o ·~utvolont• 

' I1'3>1' 1 

' • I o • S" 

obtunoo lo oolu~l6n 

' • 
' ' ., . ~ 

SltHUO CMpatlble< lnd• .. r~!""das. 

Volvuo• n»evomente o! •l>tno 

. (<) 
o.,. ., . . ' . 

pou ol que, ol Inicio del copltulo, diaoo lot ooludon•• 

' 
1 

1 

!Hi6¡67 

·--

"' . ' -~. . ., ' . ., x,•IJ, x, • 1 • 

v ..... o ha ro cuoh• 

D!vHiondo entre 

>OO •• 
. , 

tn conoocuenclo 

R(A)•R(A,Ó)•I 

•,•h,•lx,· 1n 

•• • •• • o 

'" 

• •• ' 
'' ·' 
"" "' TOn,¡OI " " (A, Ó) 

,, prl•u r<o&l~n •• ~· .... 11 

. , 
, 

' [; 
••• 

., • ...,,a •, el .,lar de •,·Z, tendreus 

• ·~· •4 • 10 
' ' 

• ·1 o 
' 

' . ' ' 

. -. 
' 

con Jo QliO llomoo oOtenldo lo oalucl6n a), 

51 on el siHe.,o oQulvolente hocnoo ohoro •,·1, obten<· 

~os la solución b). 

En ¡enero\, hodendo • 1•k (uno conotonto orblturlo) on 

el <lste.,o'equlvalenro,,obtenemo< 

•,•1•,•11<•10 

•,· ~-o 
De h H~undo ocuoei<!n .. ' ' 

y, ou>tituyoo~o en la pTlmero 

con lo 

•,·H•H•lU = •,•lU-n 

que p~d""'"' ~•jor ¡, •,o\~ci~n 

•,· ,..,. } 
' . ' ' 
' . ' ' 

1 1 ¡¡) .. 
> lo ~•rr<>l6n {l~l l• :l•~••••O< •o!vc•~n o•nerol del • 

o\stu• (•), r• que, poro cuolqu~er .oler de<, lo• voloru de'" 

x1, x 1 ~.~.,, por d¡c~o ••Pr.,,6n cor.stlt"von uno >olut~<ITI do! si>· 

••••• 

' 

' 
• 



de •n<:ontnr el nóooro C•,, •,, •,) de objoto• de diforonteo tipo• 

{A, B, C) que •~ P••Geo to>ricu, ~Gr le~"~ 1> •~l~:i!ro '"! •••
tr!n¡IJa o <alor« entora> no neg•tivo> (O, 1, l.,.¡ oe d1cna• 1n 

<Ognlto•. 

GniCObnte lo• nlo«o O, 1 y 1 (kll horlo x1 negativa). 

naneo {puo >·o, 1, 2). 

Sin embu¡¡o, ol conolderollloO un proble111o en el que la> • 

incO¡¡nlt., x
1

, '• y x, pueden tomar cuo)qu!er valor, tondremoo un 

olotelllo lndeter~>nado con un nfimero Infinito de •olucloneo (una P! 

n cado .. lar real de ~). 

'•• ron¡¡os de A y (A, O) y ol M 

111010 de lncOgnitao n, vuoo que, paro el o!Hema del o) .. pla arote· 

R(A)• R{A, 0) < n 

Gue u uno cauct<r!stico de lo> sloto•os co•potibleo lndote,.ioo· 

' 
SI en un olotuo de • ecuaciones lineal., con n !neógnltu 

y r < n 

entonceo e! o!otcmo eo ca.potlble lndote,.inodo 

Demootroclón 

Si R(Ai·~(A, li")•r y r < n 

la ootrtr ampliado del olote•o (11) puedo reducirse o lo for•• (10], 

prloer ele•enro di>tlnto de cero •• Igual o uno y 0 ¡ o~oro de co• 

ro> onro,~ros o Jlch~ elurnto ouo~lliA ~. renglón o ren~l6n. 

S1 ll•~•~o• >,, >1 , ••• , •, a los lnc6¡nltoo cuyoo <oefi 

cl'nte.< •>n loo elemento< ~endonadas. podemoo ordenor ol oioteao 

·~ul•alonte en lo fo~o 

'' . 
•o•·d·o ·~~0 • "r ' ,.,., ,., ··· '" n 

, ·d ·r , · ·p , r r r,r• 1 r•> · ·· rn n 

SI ni<••••• valoreo orb!trorloo o !&o ln<6<nltos 1 .. ' . ... ' ..... •, trulododo< o loo oiHe .. eo • 

' ~ ' 
Ahora bien, coma a 'r•,' •,., •... ,>n poJooo.• ulgnorlu 

un n~mero Infinito de volores arbitrario>, el slot••• ode•t• de • 

sor <o•patible •• indeterminado. 

~jeoplo IV. 

Rooolvor ol olgulen<e olotema de ecuoclanoo: 

Soluti~n. 

x 1•o,.,,·1x,-x,• 1 

••,·h,·•,·• ...... 4 
•,•x,·S•,·9x,-h,· O 

Calculomoo primero loo rongao 

[i 
~ ' ~ ' ' :t¡: ' . ' • " • ' ~o ~ ' : oj D ' ' 

'" ' (A' S) 

~o ' . 'l ' , ' ' • 
~ , • 1 :- t 

1 
! 
¡ 

1 



i 
! 

! 

. ' : '] [' 1 ' 1 ~ 

' o 1 o o 

. ' . ' 
¡ . [: " ' ' " 

" " " " " " 
Como R(A)•R(A, S")•l•r el >i>tnOn e011pUible. 

Cooo r < n, (l • S), el oi5teoo u lndoteninodo. 

Tone••• ahora el sht<oo equivalente 

). • 1 '~ , lx , X • 
1 • ' • • 

' ' •,-. ·~- ¡ ' . • ' . , 
tu dos lnc6in1tH que dei=•• en el oi>tema equivolent< 

oon '• y '•, yo que '"' coeficientes oon loo prlono• eleoentoo dio 

tlntoo do cero en lo< ron¡lonn de la Oitlu utr!t, En CORSHUO!O 

broo do loo ecuacioneo, 

Aol¡nando o o1 , x,, 11 loo voloru o 1 ·~ 1 ,x, •k1 y 

noooo ol ohtooo 
' ·• • • 

obtcn .. oo la solun6n pntlculoc. 

x,•O 

Otr• ••lución poTtlcuhr oorh 

.,.¡, •,-o, •,• ·t. •,•e, •,•o 
que se obtuvo poro loo voloru 

obtenidos en eHo oocclón,pueden 

en ol 

Slotouo de ecuo 
clones lineoleo

A"i • ¡;- ( 
too condicione, que 

Co•potible> 
R(A}•R(A,Ó)•r 

!ncompotihleo 
R(A)<R(A,0) 

( Oeteminodos '., 
1 nde tHI>.l na dos 

"" 

apneoen en el cuodto, fueTon enundo. 

du en loo t<orntu IV. &, IV. 1 y IV. 6 como condicione• ouflc!en· 

•,•a 1•1·k1•1k1•l, te>. ~o et dlffcil probar que dicha> condicione• son toabi~n nec~ 

unto 

•,· ·} • f <,•} k, sar!u. 

Suotltuyendo x, on la prl•en ecuoclen obtonuoo flnol· Oo lo• ejemplo• utlllzodo• en el de .. rrollo de eoto .. celen, 

' •,·¡ (.I·H1•k1 ·ll;,) 

., .. , 
•,·} (-l•lk,•lk,l .. . . ' 
•• • k, 

•• ve que un ptoceso conveniente para obt<ner ooludones M slote~., 

de ecuocloneo lineale> •• •l !l¡uiente: 

1) Se obtienen lo• can¡¡oo de A y (A, bl tubojondo dltectonntt · 

con lo utdr ampliado . 

l) Se closlfico el sl>t .. o en b05e &! cuodTo onarloT • 

quo os lo ooluc!en aonoul dol slotemo. 

l) Ve ser co~potible, oo trohjo con el •ioten equivalente roprr 

sentoclo por lo utrit oscu~nodo que oe obtuvo al calcular lo> 

SI por ej .. plo hoc .. oo un¡oo . . , So truldu n·T inc61nltoo o lo> •~1un~oo •l .. broo de lu 

1 

l 

¡ 



1 

o<u•c•onos, de u\ for~• quo •• obteng• un '"""'' co~~atlbl•l 
Se reouelve el Ü$<<U obten1J0 en 1 po• cualquier ...... ···1 

L--'-' C'C' :•_:•:•·•·• '' ''C'c•_é'O"C'C'C'C'C"C'c'c''''·c''C'C'c·c''-------------

Ejemplo IV. 13. 

Re•olv.r el oi¡¡uionte ,¡.,,.~. 

·h, •x, -h, -lO•, •Hx, •h, • · ~ 

., ·1x,•h,- s.,- .,. l 

·l•,•lx 1•4x,•Sa,•1Jx 1•1x1•·l 

J. 1·h,·Zx 1•lx,-lh,•h,• IS 

1> 1 . •10x,•l0x,·l5a,-S• 1•10 

•, -•, -lx, -x, -~x, ·•, •1 

obt<n11•~•• los '""~"" 

·• 
. ' 
; 

' 

• 
' . ' 
• 

. ' 

' . • . ' .. ) 
• • . _, 

•• 
' • 

. ' 
>O 

•• 

' ' 
' . ' 
• 

·• 

>O 

' ; 
; 

" 
. ' 

' • 
" 
' • 
; 

" . ; 

" ... 
.;; 

·• 

' 
. ' 
' ; 

. ' 
- ; • 1 

' . 
; ' 

. ' . 
• • 
' ' 

·• 
' .; 

" " 
' 
' 
' ' 
' • • 

. ' 
·) 

; 

' 

• 
' 
' . ' • 

. ' 

' ' • 4 • 1 o 

' ; 

. ' ' 
1 O lO 

.¡ - 1 . ' ' . ' . 
o 1 1 ll 

o -1 ·i .g 
o _, ·• .¡; 

o o o o 

. , 
" " ., 

·H 

·• 
. ; 

' ; 
•• 
' • 

. ' 
' ' ; 

.; 

. ' 
• 
' • 
' • 

' ·• ., 
" " 
' 
' . ' 

' • 
• 

' • • • • 
• 

• 
• 
• 
• • 

' 
' • 
• 
• • 

' • 
; 

. , 
' 

. ' 
' 
' • 

~ 1 ' • S 
o 4 ! 1 

o o o . 1 

o o o o 
o o o o o 
o o o o o 

• 1 : l 

o '. 1 
' '' ; ' . ' ' 

l :. 1 

• • • 
' 
' - 1 ' 1 

o ,_ 1 

' ' ; ' o ,_ 1 

' . ' . 
o : o 

' • • • • • 

• 
' • • • • 

' ' • • • 
• 

' • 
• • 
• 

.; 

' ·• 

' • 

De eota ootr>z podeaoo observar que 

. ' ' . ' ' ; 
o ' - 1 

' o ' •• 

• • 

R{A)•R(A,'b)•O {slote .. coapatible). 

Ten•ooo entonces r•l 

• 

y n•6 (nO•ero de ine6&nltos), por lo que 

0 ¡ si••••• en <u<s<i6n es tornpat!ble !ndeter&lnado • 

El >lstem• oqu!v&lonto que repre,.nta lo Uti .. utd< "" 

• ' •. l 

Como •• di¡o •nter!or .. nte, deb .. os despe¡u n·r•l Ln<6t 

""''• de¡onJo del lodo !:qnlerdo •quellH cuyo coef!c~rnto u el 

primer nno Je cado «n~l6n de la utriz e5Colonada (x,, x,, >,, •,J: 

... _,, •1-:• •• . . ' . 
• ,,, ,¡, ··1·'• ' . . ' 

' ' . ,_ ~. 
' 

' .. -; 

lVI.' ll 



Dando Y&IOrU orbHurios • •• y •• : 

•• •k l 
1 

., •k, 

Ob!UUOI ol sino .. 

'• ••x,-5x1•2•lk 1•); 1 

o 1 •6x,•lx,•·l·H, 

••• x,·s-n, 
X 0 ° • 2 

~·te olste,.. u do lo ÍOT>IA 

Ai•O 

dando ' [¡ • • 
'] n ["''•''] ' • ' - .. ·I•H 1 •• • ' . ' x• :' n 

, . s-n, 
• • ' .. - 2 •• 1 

y podoaoo ruolvorlo utlllundo lo aotl'lt lnvnu de A, co•o 

i·A· '1; 

Coao es UcU vorlflcor: 

... ¡¡¡¡~] 
Por Unto 

¡::]. ¡:· : :: :] [ :::::··] 
•, o a 1 1 s-n, 
•, o a o , , .z 

' 

[ 
....... , .. ,,.,.,,..] 

. , -n, -6(3- zx, )--~e- z¡ 
3-2k, ·2 ., 

[l[ 

'' [ ·-. ) -

htoncu, lo ooluci~n J•norol del !htuo or!Jinol .. , 

•,·-12-a,•n, 
x,•·l·U 1+1lk1 
•o o); 1 

'• .,. a, 
····% 
x, •k, 

Ejnplo IV. H • 

x-lt •• , 

5x•ly•6 

h•Ir·~•-a 

-,-· . ' . ' . 

... k,,k, R. 

JQu6 valoreo puodo toaar ~ poro quo la oolud6o del ohteao ou 

caf Dando o ~ uno do esoo valoreo rosutlvooe el olotrao. 

Soluc16n. 

'"' . ' 
' J 

Lo solucl6n del olsto~o u Qnlco pan Í.quolloo valoreo do 

4 que hOfOR R(A)·~(A,!i)•n 

~oduc\endo lo aoulz .. pUoda o ou fonoo ucolonodo: 

1 

' 

• 



' ' : ' ' . • . ' ' ' J 1 1 o 
' ' ·l ,-10 o 

• ' . ' ' • . ' .J ,·10 o • . ' . ¡¡ 
' • ll [i ., ' ] [' 

-~··:·10 o ., ] 
-s·B:-Jo 

[i : '] [i 
' : ] ' ' 

' ' ' 1 o l •l o 

• . ' . • 1• B : O 

• .. . : ~ • . ' . ' 

SI h~•O, R(~)•R(_,,5)•1 (oo~.patibl• •ndoto.mlnado) 

SI I•SIO, R(~)•R(~,O)•l (oompHiblc d•t<r~lno~o) 

por tonto, ol slotoma tiene •oluci6n único V 8 , R, 8 1 -1, 

SI H·l, do lo OH\u 111otri: •• tleno <l •lote .. oqulvalonte 

o•y•l•& 

y•l1•IO 

(l•!)z•D 

cuyo oolucl6n •• 

o•-1, y•IO, t•O 

• 

o - • 

• 

A loo ollto~u de ocuoc!onos !!nooloo do lo fonu-... ., .... ., . 
•,•,·· .. ·.· ' •, n 'n 

• •, n '• 

• 
• 

•.,•,••,,•····'".n'n'o
So !u llua olotouo hooo¡booo. 

Lo ropruontac!On utrldol do un olouu h,.otfnu •• 

Ai"•O (donde O •• lo ootrh nulo do orden ••11 

' tnoo olotoou son olnpu co~atlblu pueou que odotan 
• 

lo nluc!On 

o,·•,····''n'O 
Jlo~odo oolu<i6n trivio!. 

no olupro que 

' 

·) 1 

Aduh, en un >i><e .. homo¡ll<O H ti,t 

puooto quo oaro¡ondo ~na columna do coroo no puede ele••••e el ro~ 

¡on de uno ••tri•. 

SI R[~)·n, el ohUu oolo odalt~ lo •oh•<l6n trivio! yo 

que lo ooluc16n do la ecuoci6n 

. . '· .. 
SI R(A)< n, el ,;,temo e• lndotorolnodo y admite otrao · 

soluclon., odod• do la trlvlol, loo cuoloo pueden obtener>< oedlo~ 

te cualqulero de los procedlolentoo vio too ootorloraente. 

'' 
. . ,. 

' 

-· - • 
.. '" " 

1' 
1 

1 

1 
1 

1 

[· 
' 1 

' 

' . .. 
·• • 
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1 V, 6, DETUHINANTES, 

Conoldereooo el oloteoo do ecuocloneo 

o 11 x 1 •o 11~ 1 ·b 1 }· 
• ,( 11) 

.,,1,'0,,1,•b, 

cuyo ootrlz do coeflclentu u 

[ ... ·- ... : "] 
" 

• • 

' ' 
""' 

., ·-.\ 

• 
o<Hof< ' ' 

Poro ollolnor •, por ouotu<el3n oultipllque.Óo ¡ 0 prlo!. 

u ocuocl6n por o
11 

y lo .. 1undo ror o
11

, con lo que rnulto 0 ¡ •. 

1 1 o
1
,o

11
x

1
•o,

1
o,,1,•o,.b

1 
,,. 

•, 1 ., ,., •• , ,., ,•, ··, ,b, 

rutondo la UJUndo ecuoc\6n do Jo prinero 

(o1, o, 1 ·•,,•, 1 )• 1 •o 1 1 b, ·•, ,b, 

o\ o 11 o 11 -o 11 o 11 ~ o 
b,o11 -o11 b 1 .. ' ., ........ .. • • • • (1 1) 

tn foroo 1ioilor podeooo obtoner 

o,,b,·b,o.,, 
•••• ( 19) .. - ., 1 .... ·•, ., 

., 

. . ~ ' 

• ; ' 1 ~ 

Suotltuyendo en loo ecuodoneo (17), lo• valoreo de •, y 

• 1 dodoo Por !u upreolonu (11) y (19), puede coo~roboue flcll-

•onto que u trota do uno oolucl3n. 

El co-do denoolno~or do loo 

nprnodo on tfrolnoo de loo dnentn 

teo. 

I'HI/'7'J 

.. pnolonu (16) y (19) uu 
de lo U<tlt lA do codicie!!. 

deterolnontelde h utrlt A 
' 
1 

1 

• 

Se dlco quo oo un detenolnaote 

de H11undo ordon, por oer lo ootriz do ordon 2 •• 

Poro dulan•r al detenolnonte de lo ootrlz A oe eopleo 

lo OiJUiente notoc16n, 

1:11 :"l·o,•,··,·,.,. . (20} 

" " . 
donde hnoos reeoopluodo loo porhtulo rectonJuloroo por borro> 

vertloolu poro dlotlntulr al deten.inonto do lo .. ,.,,, E• la 

portante >ubuyo'r quO,' olentrn'que lo •&trlz oo un """111<> de nd 

•••••• el deton.lnonto oo u~ nbero per!ectuenu definido por lo 

ootriz ouodndo • -. . , ...... . • •.•• .., o i 

I·J 'l•(·l}(S}•(J)(·1}"10•J•·7 

-. ' 
Lo• no.,oudoroo do 1 .. oxpreoloneo (11) y (19} tlenon lo 

11.!sao fo,.., quo o\ d.no•lnodor, o •••, tollbUn oon dotonolnonte> 

de ••11undo orden . 

De ocuerdo con lo uprul6o (ZO) que defino ol detel'Oi· 

nante de oe¡undo ordn, podeoos eocriblr 

'. 

~: . '-
r." ... 
~" 
" ' 1," 

f'' ' .. 
•' 

'" o'"! ... ... , ... 
• ' 1 •• ... , ... 

• • 

' 
El nuaerodor do la prlaera 

.... • 1 •• ' ... 

" • ' 
• 

upreo16n •• ol detel'Oinonte 

. l 
~ --1 

. ., -. ,, 

' 

• 

• 



do uu .. uiz que u obthno a port1r de lo 11atrh A, onotituyendo 

' la columna de coeficientn do x 1 por el vector de tlminoo indepen 

dlontn. El nU>~~ondor do lo ooaundo exprool~n •• ol doteminanto 

do otra .. trh, que u obt1.no t .. bun a putir do A; ro .. ploundo 

ahora la columna do cooficiontoo do x 1 por ol voctor do t~r.lnoo -

lndopndlnteo. 

•A h re¡lo •uaoddo por eotoo npruionu poro r .. olver 

un oiiUIIO do' ocuodonoo oÓ lo conoce como UJlo do Cranr y obvi! 

monto •• opllcoble olo111pro y cuando dot (A) ~ O 

coanltu 

a 11 x 1 •a
11

x
1
•o

1 
,• 

1
•b 1 

• ,,., •• ,,.,•a,,o,•b, 

o 0 ,x 1•a,.x
1
•a,,o,•b

0 

cuyo utriz do coeflctentu u 

,_ ¡::: ... 
... ... . .. '• J ' ... ... 

. ( ll) 

Nodlante un procuo ol•llu al .. ploodo poro ol •lote .. 

(17), oncootr .. o• quo loo valoroo do lo• !nc01nltao que ootlofocoo 

el olno .. oon 

. -' b ,o, ,o,, •o, 
1
b

1
a,. ••,,•, 0b ,-•, ,o, ,b,-b 1o1 ,•.,-o, 1b 1 a,, . ,, ...... ·· ..•. ,•,,••' ... , ... -•, .•..•. ,-•, ...... ,-•,,•, .. .. 

o1 1b 1o 01 •o, ,a.,b, •b 1o
11

o 01 -o 1 ,b 1o 01 -o, 1a
11

b 1-b 1o
11

o,. ... ,,,, 
• , , ..... ,•o,,o, •• ,, •• , ,•,,•,,-o, ...... '·•,,•, , •• ,-o,,a, .... 

' 
i.,.,.,.,.,.,.,.~-,·é·f'c·•·f'····~·,·:;·¡·'~·¡·,.,.,-·~·;·¡·:•c'J•:·:·¡·:·:•''J•i':•¡·f-c'!'~''''·~·f'c•:.:oc-: ,,. a,, ..... , ................... ,-., ...... ,-• .. • ••••• -.,, .... .. 

( 24) 

Al co-Oo dono-lnodor do tu oxpreolonoo (H}, (2l) y (H) 

n lo conoce coao htanlnonto do la Utrlt A y oo un dounlnonto 

do torcer orden. La axproo!On que define al dotor.lnonto do tor-

cor orden u; ... ., ., 
... ... ... • ., ... o" •• , ... "" .... "" ., -." ... "" -. ., ... ., 

' -· 
o 
; 

-' 

.••••• ,o,,-.,, ....... (H) 

' . 

• (1 )(S).(O)• (O) (2)(1) • (•J) ( -•)(- !) - (·l) (5) (1)-.. .. 
-{O) {•4) {C)- (1) {2) { -2) •0;0•24•15·0•4•·5 

De acuordo con lo oxpreol~n (lS), podomoJ .,crlblr la •!!. 

luc!On del olotoao coao ol,uo 

•• . .. . .. 
•• . .. . .. 
•• . .. . .. ' . '- ' ... ... ... ... . .. . .. ... ... . .. ... • • . .. ... • • . .. ... • • . .. 

••• ... ... ... ... ... . .. ... ... ... 
• ' ... ... '• 

'· ' ... ... ... ... 
••• 

• • ' ... . .. . .. ' ,, ... . .. . .. 

' 

... ... ... ' -' ' .. 
riV-B0/81 

' .e 
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' 



1 
• 
1 

1 

- -

con lo quo resulto !OJ!co tutor do ¡onoullur·la roalo do Cn•er 

pon· o! cuo.do un ohuu don ocuoclonos·con n lncógniuo., Sin 

.. b,;.JO, roquorhooo do Ulll doflnlclóo poro ol d.,enlnanto do or-

don n. 

Dofl~lc!On do detenlnonto. ' 
.. 

' . 
Quoromoo ¡onor&HIU lo dofinlcl6n do dotonlnonto paro 

un n ubltnrlo, on bo .. o !U upr .. tonu (¡O) y (H) quo dofinon 

o loo dotorolnanteo do orden % y J, roopoctlvu.onto, 

Sin ub&r¡o, no oo poolblo llacor uto do! ohoo oodo (n ... 
doclr, rooolvlendo on fono IOOOtol un olotooo do ocuoclonoo llo•~ 

' loo), puoo o oedldo quo oU~HnU o,loo cllculoo oo hacen oh cot~pl!. 

codoo y, olondo n orb!tndo, oon prlctlco10onto lrreoliubleo, 

tu do oe¡undo y tercor orden, y tomoromoo olto o 'e<,.O dofintd6n 

1
1,~ ·-·piTO ol doten.io&Dte 

too do ponoutoc!On y 

do orden n. Anteo, doflnheooo loo concop-

CloU dO UD& 

ro dlo, 

L., permuudonoo do lo• n nG•eroo del ~onjunto { 1 ,2 ,S, 

,,,,n) oon ¡., diforentoo .. nerao en que pueden oor arroJI&dos. 

Por ejel!lplo, las penouueiones do loo nO.Oeroo 1,2,3, oon 

101 lrteJIOS 

1 , S, 2 

2, S , 

'· l' 
1 , 2, S 

2 • 1 • l 
l, 1 • 2 

El conjunto do todos lo• penoutaelonoo de o nGaeroo, o•· 

t& fG,..odo por o: arrealoo o po,..utacloou y •• ropruento por 50 . 

JlV-82/93 

' 

Lla~aromos per~utael6n principal a aquella en la que los ndaeroo 

aporeeon en el orden natural. 

fn el ej .. ple ontorlor tenoaoo J:•6 J>II"'IUl•<lonu, donda 

la ponoutaci6n prlnclpol 01 1, l, J. 

' Conoldereaoo una porautoel6n arbltrortO ... ... .... "n 
de loo ndaoroo 1, 2, ... , n. que dicha ponoutac~6n eo do 

claoe par o Impar ""glln odlt& un nGmoro por o lapar do inveulo· 
. . ' 

n .. on ol orden naturol, eo doclr; pareju (a1 ,<;:) toles que o
1 

pr!. 

cede a "l: on la penoutacl6n y "l:<o1• A la porautac!On prloclpol 

le ul1nar .. oo la claoo par. .., 
Paro las po!'lluUclonu 6cl ejemplo ten .. oo que: 

T, S, 2 es do clalo Impar ya que ""!He una pareja, la 

' parejo (l, 2), tol que l procedo a 2 on la pomutacl6n y 2<3, , 
2, S, 1 u do cloiO par yo que nhtOn'doo paroju, ( l, 1) . . \ . 

r (l,1), toloo quo 2 pTecode o 1 y 1<2: l,procodo o,1 y 1<1 

3, l, 1 e> de clolo lopar r• quo oxlotoo tro• parejao, 

{3,2), (l,1} y (2,1), talu que S procede al Y 2<3; l pre~cdo a 1 

y 1<3; 2 precedo a 1 y 1<2. 

T, 2, l •• do clooo par (por Mflnlcten). 

Procediendo on fo!'lla onlloga Yeaoo quo: 

l, 1, J u do cuu t•por. 

J,.T, 2 es de clUO pat. 

.. ' ' 

' 
~ocordindo lo uprefl6n que define al dotonolnante do lo: 

orden , 
' ., ' .•• o .• -' ' • . '' 

1•, '"1··,.~ ........ , ¡... • .. 
Ob>C!"Y&IOO que: 

' ' '· ., 

~··u•,t· · '· 
• • F 1''"' 

. . . ' ... 
.. 

! 
f 
' ; 

¡ 

l 
1 

~-
' 



' . 

-~ --

o) El deton!nonu ~~ lo ouu o11obuico de doo (%~)'productoo. 

b) Codo producto tlon~ dos foctoreo. 

<) En codo produtto hoy ele~tontoo do todoo loo renKloneo'(y uno o~.' 

lo de codo ron11~n). 

En codo producto hoy elnentoo do.todoo 

lo de codo co!u111.no). 

·' ' 1 .. colnnoo (y uno •6-

ol SI loo olnentoo u ooerlben de tol unen que loo prlaeroo In· 

d\cu fonen uno penutocl6n prlndpol, s.O .ntopono un >l1no • 

al producto en quo loo oe1undoo lnd\eu fo!"'lon una Jie.S..hdón de 

el oso por y un IIJU . ol producto n qu~ loo .. rundoo Indino fo.r 

~oeordondo lo e>pruth que define ol doton\nonto de •· 

Jor. orden 

"" o, ., 
., ...... •o,,o.,o.,•o,.o,o,,•o,,o.,o,·o,o,o,-... ... . .. -o,o,.o,-o,o,o,. . J( • • •• ••. (2S) 

oboor<POO _quo: .. -·· ,,.,. 
o) El dO!oralnonto ot lo,,.., o!Jobrolco do ulo (S~) pr·"· uctos. • 1 •• 
b) Codo producto tino S foctoru 

e) En codo producto hoy oloaootoo do.tod.oo loo TOOJlonoo {y uno o6 

1 . . . . 
d) En codo producto·hoy olo111.oMoo do todoo tu cohnonoo 1 (y uno oólo 

' . 'l'"''·l·'J 
o) Si loo olo .. ntoo u otcrlben do ttl unoro que' l'oo '¡.ri.;ir05 In· 

• 1 • 
d\cu ro .. on una pol"'luttcl~n principal, 10 ontopono un oi1no • 

1 • • ' 
o loo •••dueto> u quo loo oo1undoo Indico o fonon uno pol"'lutoci6n 

1 • 

do clooo pu y un tltno • o 1~• productos en ~uo lot oo¡¡~>ndos lnd\-

lo do codo ron1l6n), • 

on codo colu.no),' 

' ceo foi"'IU uno ponutocta~ ~o clou bpor: 
'. : ' 

·. 
ti 

; !;, 
···--· -~------ ... ~--!1 

: "! 

, .. 
Gen~rol!oondo, poro el determinante de orden n •• tendrl: 

a) El dotormlnonto eo lo"OUlOA 'd¡ebroico do n: producto>. ·• .• '. • ~ 

• ... 
e) En cado producto hoy olo,.ontoo do todoo·ron11lonu (y uno •Olo 

de codo ron¡t6n); 

d) En codo producto hoy eleaentoo do todoo los eolwonoo (y uno sO 

lo de codo columno) . 
•• 

•l SI leo elnentoo oe escriben de 
. . ' . 
tol 1000eU quo loo priooroo In -, ~ 

prlncipol, oe antepone uo ol¡no • ' . ' ' dices fo,.on uno pe,.utociOn 

o loo pro.t.letoo en que lo• oe¡undoo lndtcos fonon uno pol"'l~tociOn ..... -.. . . ,, 
de clase por y un sl1no • o loo productos on quo los ••11undoo 104_!__ 

·"·'" "e ce• fonoon uno permutoct6n de clase impar, 

EotoblOICULOO ohoro lo ley que defino al detonalnonU 
, ... 

"CJ 
ordon n: ···~· . -¡ 

Consldor0110o lo utrh cuadrodo•do orden n i 
. .J 

' .. 

.. __ 
o;, o;, 
o' •••• , • 

" " 

•,. 
• .. 

r. A•''' · .• :·-· ..... J ... • . . . . . . . . . . 

•O ' ' : 
producto de_n do suo eleaentoo ..... ... 

' . .... , """' , . 
·t•I,~J·•·. 

' ,,.. '.¡ 
• <O. ' •• 

. . ·~' ·. . " 
•• • non ...... . · . 

tomodoo do tol unoro que hoyo eleoentoo do todot ouo ren¡loneo (y 

uno oOlo de codo ron¡!On),_y,quo horo,olo .. ntot.do 

na• [y uno 16lo do codo colwono), 

todu tU> col"" 
"'- -. 

, Los foetoru do ooto produeto,uth.ordonodoo do tol oo·(t 

do que loo prlooroo tnd\cu.fol"'lon uJLO ponutoción prlnclpd.,,Lo 

ouceolh do los totundot lndlces fo..., uno po,....toc\On. 

-. . 

• 

.· 

. ' " 
• 

i 
!1 
1' • 



~ •• ~ ••... , "n 

de les nllloetos 1, l, ,,, n. hu os u pot'llutaclón defl.fthnoo 

t•>l ti lo porautocl6n eo do elue por 

<•·1 si lo po,.,.utoel6o os do cluo lopu 

Fo,.,.uos ol producto provisto do d1no \' • •• 

••• ' 
. .. (Z6) '.-1 ,• 

' 

Cooo ol conjunto 50 do todas lu pc,.,.utodenu do n nQo~ 

roo ootf fotoodo por n: onuloo, pod011eo fonu n: ptoductoo dol 

tipo (Z6). 
" ,• ' ., 

defino COIIO lo sumo do El detorolnonte de lo utrl> ~ •• 

• 

-.' . .. 
ouos n: productot doudoo dO slano (o los 

olnos del d"'ot'lllnanto), 

cuales oo leo llou t6!, 

DoHnlcHn. 

det (~J·¡ •• 
n '"• 

• '., • .•.• ( 17) , . .... 
Do lo deflnid6o ont.,lot n concluye que: 

' 

.. 

• 

1) Pon obten« todos los tii"'lnos do! de .. nollo de un dotoi"'I• 

nanto, bosta con oocrlbi• ol tfralno ptlnclpol (aultlplleondO 

los olooentos oobro lo dlo,ond ptlnclpol} y o pottlr do hto ob· • ,. 1 

tonar todos los dedo dojondo fijos los ptlooros lndlcot 1 potlllU' 

und• do todos 1u auouo poolbte• los uaúnd••"'~dic'oO.''·' :··•· 
• 1 - ·' 

ll Cooo do los IOIUndoo lndlcos hoy n: pot'llutadonoo, lo oltod 

" 

do clase por y lo oltod do clou lopor, hobti .i: UI"'inot u" -' 

d dnorrollo do! htoraiftuto, lo ol<ad coa ' ol¡oo '• 1 lo alud 

con olroo -. • > J>o -• 

' l) Loo o11noo • y • u ul1on soJllo lo pet'IIUtodOft d~·los UIU~ 

doo lodlooo su do dos• por o lopor. 
.. • .. 

•• 

• 

,_Ejemplo IV, ¡;, 

Obtener ol do>onollc,dol dotonoloaoto do lo, ordon o PO!,J 

tir de lo doflnlelón ' . . ' 

... • d·•s>·j:::. . "1 . .... ,. ", . ' .... 
O• acuerdo con lo ootorlor, ol tfnoloo prloclpol '"'' ........ •' • .. 
Dej .. oo flju,loo prlouoo !ndlcoo y penutuoo loo soau~ ... ' 

do• de todoo,lu unuos,poolbl~o:, ... '" .. '' Jo 

' , .. ll 

" 
el& .. par .~ • 

cluo Impar • 
" . -' 

El donnollo oorf entonces: 

det(~}·o 11 o 11 -o 11o., 

,< '' ., ... 
f)e"''lo IV, l6. 

.. 
" 

., ''"• ,,¡, 

··-
,, 

Obtener ol d .. onol1o del detcro.inonte de lor. orden, o ' 
porth de lo doflnlctOñ . ., ... ... 

• ' • •" Mt (A)• o 11 " o,, o., ......... 
H"'lno ptlnclpol.: , o 1 1 • 11 o,, . 

•• ,, 
' ' 
,, 

Dojondo fiJo• loo prlaoro• !ndiceo, ho perouudoneo de 

los se¡undoo lndlcu oon: 

. . 
.,,I,Z,J,clooo 

lllclooo .. 
'" 'z l 1 

, ' 
" 

e loso 

elato por •• 

claoo por 

• 
• 
• 
• • 
• 

' ., . '' 
' . ' .. '< 1 •• ' 

¡ • .. • >~. ' • 
' . ,, 

• 
' • ¡- "' _., ' ' l' "' ' ~-<' 

• 
' 

' . 

1 ,, 



ol 4ourrollo oúl: 

~et(A)•o 1 1o ,.o,,-o, 1o11o 1 1 -o 11o 1 ,•,.••, ,•,,•., •o, ,o~ 
1
o.,' 

-o .. o,.• .. 

Clloulo ~.determinantes. 
,. 

SI (M) represento al conjunto do 111 utricu cuadrado• 

do orden n con ol~ .. ntot on t, pode••• d~flnlr lo función 

dot: (M) • 

~uo uiJno o lo .. ulz A < (N) el ucolar upocHico dot (A) • c. 

tal función quodo doflnldo por lo oxprool6n (11) que ro

presento uno •uma do n: producto• do elemento• do' A. 

Bl .,;,pleo 1do dicha uprooi6n paro d cllculo do doto:noi

nontoo no oo ocootumbro en lo prlctlco por rooultor doooslodo lab~ 

rioso, o coabic •• hon dooorrollodo •ftodos alt soncllloo que con-

duco.i o los olsaos resulto~oo. tres de dichos oftodoo tratar .. oo 

on ooto oocci6n . 
• 

Ro•lo do Sorrus. 

Lo re K lo de Souuo indico que pan obtenof ol' volor do un 

dotetlllnonto do 2o. orden, ol producto ~. loo olnontos do lo dio¡~ 

no! principal (lineu llnot) n rosu eJ producto do lo5 ele•entoo 

.. '- ..... , . __ x:;: •o,,o,..-o,a,, ... . .. 
que coincido con el deoo~rollo oe¡On lo doflnloi6n. 

por ej .. plo 

Lo re¡ lo do Sorrus Indico quo poro abtooer el Yolor de un 

deto,..lnonte de Jer. or~on. o los productoo d~'loo ele•entos do lo 

dlo¡onol princlpol y parololos o olla (linooo llOnoo) so reoton loo 

productos do los elomontoo do lo dio¡onoÍ secUndarlo y porolelao o 

' " olla (Hneu puntudu). Poro obsorur rnoJor lstos produotoo, oo 

pueden eocribir el prlooro y oo¡undo ron¡l6n ih.odlot~ente ~•spufo 

del tercero. A.t tonoaoo que: • • 

'"' 

a,, ,•,, .•, 
/ ·'-' ,, 
' ' ,·"\ 
. •, ,o., ,1, -

: r ·""- • "'-. : .. · .... 
' : • / 1 • ' •• 

........ •,...,.1,, 
• •• •• "-< ,, .. 
O• • • ....... 1 

",..,;:: ... .. or,· _.,., ...... a,, 
o • a ' ,r " • .. 

- o o 1 •o • 1 • """ ....... 
•• , ,o,o,' -•. ,•,,•, 1 • ,. 
-o, ,•,o,' -·. ,•, ••• l 

' 
'-...:-= ... 

coincide con ol d1urrollo 
• 

se¡dn lo ~oflniclón. 

• 
' • 

(l) (S) (')•{1) (-S) (')•(-3) (l) (2)•(1) (S) (-3)

- (2) (1) (')- (J) (-S) (!)•110 

Vale lo peno oubroyor que lo ro¡lo de Sorruo •• ho onun-

clodo exolu!ivlll!lonto poro loo dotel"lllln&ntoo doJ!O. y lor. Orden.', 

Eo hocuonto ton~or o K•••nli•or 
'1• 1 

ooto ro¡lo poro colcu-
,' 

lor doto,..inontu do orden aoyor, oln oobor¡o: el utudiooto puo- • ,, 
de f(cil•ento dooootror que al oplicor lo ro¡lo ~~ Sorru• o un do

to,..lnonte do orden ouporlor ol tercero,lu obtl~no un desorrollo · 

~uo no coincide con lo doflnlci6o, U nUodo•quo voro•o• ,, 
nuoct6n es opllcoblo o un doto11111nonto do cualquier orden. 

Dooorrollo por cofactoroo. '. 
' ' 

o Contl 

Volviendo ol oj .. plo IV, 26, el ruultodo obtenido poro> 

el doterolnonto ~. Jer. orden ••~n lo doflolcl6o eo: 

' 
; l .. ,.,, 

.· .. 

f ,, 
' 

·1 

! 

• 



det (A) •a,. a,. a., ·•11 a,. •., ·o., a., o,. ••,; a., o,. • 

•o, ,o,,o,. ·o, 1 a,, a,, 
foctcrloando les olomontoo del pri.er ren1l6n toneaoo: 

det (',)•a1 1 (o., a 1 1 •a11 a., )-o
10 

(a
1

, o
1 1 

-o., ,a.,) 

•o11 (o,,o.,-a.,a,
1

) 

do acuerdo con la doflnlcl6n do dotonolnanto de 2o. orden podomo, 

ucrlblr: 

dot(A)•o 11 [ '"""1·•,1""""1·• .. ["••"••1 ...... ... ... . ..... -
' ' pan doto,.loor loo ol¡noo de los tlr.lnoo bocnos: 

dot(A)•(•1)
1 
''a,·['" ""[• (·1)' '

1 .,¡ a.,""[ • 
. ... ... ., ... 

1 
...... 1 .... (:7) 

o, ' ... ' '' 
.. , . - ... 

donde loo exponentes do (•T) son la 5WI& do los !ndlcos del olo&!_n 

todo! primer rengl6n. 

A la oxprul6n (ll) u lo lhmo dourrollo por cofoctore• 

del d.,o,...lnante r.,pecto a ou primor ren116n. 

So rocoalondo ol utudlonto hacer ol deunollo dol •1!. 

ao dotonolnante respecto a algvoo do loo rooaloñes o colu.noo '"!. 
Unto o. 

' 
Es obvio que o! ruu!Udo de uobos denuollos u nud· 

ricomonto l~uol a dot{A). 

En lo oxpno!On {H) puedo oboorvone que, los doten!· 

nontu que oulUpHcon o loo ole••~••• del prloor ron110n, pueden 

ol>tonoru ollolundo oo ol detoralnonte oriJinol, el ron¡!On y lo 

coluono donde •• encuentro ol elemento corrospondlento;· 

•IV-90/111 

Por ejemplo, el deteralnanto que multiplico al elemento 

ron¡!On y lo so¡undo 
• 1 • ' • 

o11 puede obtenerse ouprimlondo el pri>~or 

luono do! detormlnonto orl&lnol 

•n--@·-•n 
. -1~" ·:"1-... • . .. . 

"" "" . 
... 

'1 ' ... ... 

" 

o ooto Mtormlnonto so le llomo ol oonor do a., y lo roprooonuro-

ooo con H,. ,, 
Generalizando, doreooo lo oiJulonte 

Poflnlc!On. 
" Se lh.oo menor del eleoonto ., de un dotoralnonte de o~ 

don n, al detennlnonto do orden n·1 que oo obtlen~ al oupTimlr, en 

ol determinante or111nol, o! ~on¡lón i y lo ~oluana j. 

Al oenor de. o¡¡ lo repreoen<areooo con Mlj. 

•' 
De acuerdo c~n e>ta notoclón, la expre>iOn {!7) puede •• 

1 • 
crlblrH como 

'

,., ' ' ,,... ' ,,... u dot{A)•{-1 • 11 11 • • o"M"• · """"" 
o blon, en form• condon>Odo 

• <+j 
det(A)• t (•1) a,, ''J 

J.' 
SI ele¡looo ol ron¡!Cn k, paro do••rrollar por cofacto-

ru o! dotormlnonto do Jor. orden, dicho 

do por 

desarrollo 
:. ' • 1 

oot' npnso. 

'' 

·.: 

/ 
1 

i 
! 

f 
' • 

' ' 

" .. .. 



' 
d<t(~l- ; (·l)l•k·tk"tk 

1•' ' ,, 
En ••noul, SI A u uno Ulrh cuodudo do orden n: 

det(A)• r (•l)l•k olk~k 
'" dando k • N y l<k<n 

(ZI) 

{19) 

' ' ' ' 
• ·" 

•;• ·• '-~- ~'e·~. 

Deflni<l6n. ,., , .. ' lliTI:OTIEc-------:-----------'-~~ '';::·c_~l . '·· . 
Lt ...... os cofo<tor del e\eaonto "tJ ol detonlnonte 

. !. ' . 

"tJ' al que reprunt .. os con "!J.' 
Con ayudo do asto de!tolclen, •1 

' . 
" •ftodo surerldo por lo• 

r '··'''' upnslonu (21)r (U) (ol que •• !JOlllo "•hodo de dennollo por 

O~Unchuo COIOO 1\IUO: 
''~"'']'' ... 

' 
El valor do un doteToloooto puedo obtonors• efoctuudo • 

\ . ,, ,,_ ' 
lo tuao do loo productoo do los eleoentos do uno cuolquloro de ous 

' .. '" .: '»!. -:) 
lfnooo (ron¡l~n o coluono) por suo roopoctlvoo cofoctoreo. 

• ejo>q>lo IV. H 

Colculor'e! dotoMIInonto do la utrll A por 

dourrollo por cofoctoru. 

. . ... : .,, 
el dtodo de 

r •• , ·• ' ' . ' ; 
• • 
• •• ., 

.,. ·,L""•' " ·- •."11,' •• , •. ' 

.. - ' 

of.ctuu ol ~uorrollo. ,l.nolizoodo lo .. u!z, 

ol .. to o!o1h o!JUn& do lu •IJuientoo Llnou: 

ve••• 
1 

quo 00 COOY!,, 

-------· ·---- , ___ - ·-

lo. RenJI6n 

J~r. 'Ren11l6n 

1o, Coluno >. 

Ja. Colu-no " 

... ' 

·- -- ---

' •• -. •. tl - ... ; 

yo que coda uno de ellot tlioe'un'ol .. ento nulo 1 el producto de' 

Es- 1 
to ol~pllflco'el tubo) O al cllculo do 'odio táo doter~lnontu de 

Jer.' orden; 

De>arrollondo por cchctoreo UJGo el le. rnJI6n: 

Loo cofoctoreo "~J· oi obtienen 

. "i¡"( _.,) l•jMÚ 
. . 

De .. rrollondo por lo fOllO do -r M,. obteneo•oo: 

• 
' • 
. ' '1 • 1 ' 2 ., . 

' ' : 

' -· 

' M,.· O 

flnolaoote 

-. _, 
' .. 

' • 
' .. 
' -. 

' 4 .• 7 

'. . 

e< " O ; 

... ··-.,,. 
det{.1.)•·11·J(7)-6(·11)•l1 

•• 

... 

• 

' 
' 

Eo el 
' . . 

COOO IOMrol, el deur;.ollo por 

loo 11enoru 

" 

" .. 11 .. 
-' 

' 
: ' 

' 
·" 

" 
tronsfoi 1 

•• el problooo do colculor un dotonolnonto do orden n on el do col-

" _,., 

i 
1 

' 
1 

. . _, 

1 

•• ' 1 • •• 1 

IY92¡931.!.·., . - ' 



culu n dÓtenlnntn do orden n-1. Codo lUlO do fstos detenlno.!. 

' ' too puedo do!lrrolloru o ou ut por cofoctono, ohenibdooo ••no 
1 -

roo do orden n•l y ool ouculnaente. Se ocootwobu cootlnuor el 

proc11o h~su obtonor aonoreo do orden Jo do ordon!l; los'Cuoloo ' 

' ' puodu ruolnrn oaplondo lo n¡la do,Sarruo. •, ~' •"-~> d•o···"C "'· 

Proplodod~o dnonuloo, 
' ' 

Los dotonlnontoo llenen ciertos proplododos quo os dtll ' . 
conocer. ,' Son do !fttorh prlnclpob.enu loo condiciones bojo loo ' 

< 1 - ' T ' • 

cuolu un 'dotonlnuto 01 nulo; u! c0110 lot tronofonoclonu que, 

' ' . ofoctuodoo en lo aotrlt, no Oltoron ol ulor dd detenlnonto o lo· 

• roducu uu olt .. ocl6n flcllanto colculoblo., . l'. , • ·' • 
·~-r·-·. 

Eotoo pr.,lododll, lloJUdu proplodod11 doaentoleo, oo 

' ' d .. uoHro,; o po~~ll' do lo doftnlcl6n(2) y su los qno o continuo• . - . ,,.,.,,._ 
cl6n so onllston. En lo quo ol¡uo, por uno llnoo deberl enten4or 

" 
" 
>) 

., 
>) 

col'-""'•· 
:1·'-;J·~·- .... ~--. 

l<j~·-'!·f, -· 
SI un& Unu ootl constituido por coroo, el dotonoinonte eo nu ,., 1 ' 1 r •- • ' 

11,,1·,,">'-.• ·• 
'· SI doo Hneu porololu IOD proporcionolu, d ~otonlnonto 00 

·'¡l·!'' oulo.l (Eo putlculo~. o! ~01 Uaou poroleloo oon IJuolos, ol 

dotonlnonto os DUlo). 

SI oo! lntercubioo d .. 

-J . - . ,. 
. . '••' ~-·. ', . 

' - ' ' 
Unou porololoo cuolooq~ioro, 

0
d d .... 

' '1 ' ' 1 -
J 1 1 , • • • •: 

SI ool•ultipllcon todoo loo oloaootoo do uu lineo P_•r. un nÓII!. 
1 

ro\, ol ulor do! d .. onlnonto quod& •ultlpllcodo por k,,',..,¡,.¡~' 
1 

!1 ulor dd dounhonto ,... c-l>lo, ol oo lourcoablon rUJI!!_ 
1 

(2) !1 oo~udlonu puodo consultor 11 d .. uuocl6n 
J po¡s. 35 1 3g, 

' o>l lo refornclo 

1" , 

• 

.... 
•'''···""' ·' . '. 

'· • 

' ' 

·- ,,,,,.,.¡."" ••.. , .• ,¡ .. ~~¡r'o•·l 'z •~ 
'• 

' • ••• 
,. 

,, 

--- .. -

neo por col~•• y ~••••••••· 

dot(A)•dot(A•¡ 

Eo doclr: 

. ' 
' 

.• 

' " los oluentoO de no cOllblo, 

uno do ouo llneoo,.se·,u .. n ' . loo ohaontoo corrupondlenteo o . . . 
po'i- un nllaero k·;· 

} 1 
.• 1 

----:: 

', 

Un dtodo do condensación, • ' ' • ¡ •. ., 
·. i 

~-·' -t 
&i.n~uo opUcol>I• ,; 1 

' ' • .ob 
por cofoctores, El •lto-do do deoorrollo 

·'''-"'' .~., .. ¡.,.. .••.••• ~ 
elegir el lo. ron¡Ióo on lu¡OT dol 1o., noo he,.o• ovltodo ol cllcu ·1 

o dete.-.inontu do cuolqulu ordoo, puede ruuHor on ocoohneo de· ' 
,. :·'il-l 

aoslldo loborloso, Si re¡ru111oo al oj .. plo IV. H, vuos quo ol -~ 

. ' ,·. ''"''"''1'·· ' ,_ --) · lo de un doto,...lnaftto do lor ordon, ·-, _ •. .. : ... , .. ,. -~ .·.... . . 

' 

... ., . 
SI u una llnoo cuolqut .. a de un detenlnanto, to-dos los 

' ucopto •• • uno fueron nuloo, oln duda ooco¡ort .. oo dicho It' . , .. , .,.. . ,, 
nea poro efectuar ol deoorrollo. El •Hod~ ~~~ propondreaoo o .. 'l 

• ',.,,_¡ ~ 

'
:''c:":':':":":";':':';"..:';",:":":":",:':"-:':',':"-:':':":":c,'..:':':":':':',':',:':":'ccocc-==-----· ' ''¡' ·, a) Elo,lr lo Hnoo ~uo conton,o d moyor nboro de coreo. 

1; • 

-' 
. ••$'•·•'" .,.,.- '"" 

Aplicar relterod .. ento lo proplodod (6)•hooto roduclr o .. ~ 1 
., 1 

/ :r 
todoo loo ele•ontos do dicho lineo ucop~o uoo, (SI to-dos 

- ,'d ~.~ •• -~ 
los eloaon~os oe reducen o coro, el d•tonioaoto os nulo por la 

~: >oq' :~~··' .! •" h' ~ .•o ,.,_ ¡, T .J 
propiedad (1)). ,• • 

... 
'. ' l 

-~- ¡-
' ,, oe .. rrollOT por cofoctores 

. _., . 
dicho Hoeo, ····l ··~'t. d) bpHlr ol procooo hosto obtooor un dete .. lnonto do oo¡undo o ' · " 

L __ •:•·•·•:•:•:_•ec•':':""·-------'--'--''''~-'':· _ _., __ .c __ ._' ____ .:\~:~ 
: ••· rovr'..1 ~; l • EJo.;olo . IV. 

· . 



. ' 

' - ... J .. 

,. 

det(A)• 

' 

' 
' 
• 

' 
' • 

'" 

' 
' ' ' 
' 
' 

l - 1 ~ , . ' 
' ' , 

. ' ' . ' 

' ' ' ' ' . 
(t) (1) 

. ' . , . ' , 

., ' 
¡\· 

• 
' 

• 

" . , 

" • 

' , 
' • • 

• , 
' ' 
' 

. . 

. ' , 

. ' 

• 
. ' , 
' 

tll¡londo el lo. ten¡l~n, lo columno • que olrve eoao pi

voto so ha multiplicodo por l, ¡ y 1 oo ha sum•do 1 ¡ 11 columnas • 

que u indican. 

Desonollando por cohc<or .. oe¡On el se¡uodo ren¡l6n, 

tenues: 

dot(A)•-(·1) 
" 
' " • 

• 
' • • 

6·1(!) u 
¡ • ~ 1 
l -1 (1) •·(·l) 11 

51(·1); 

• 
' ' ' 

cuuto coluano y toaondo el •e¡undo ren¡l6n • coao pivote_. 

, 
' , , 

rrollondo ohoTo por cofoctOru oo¡¡On lo cuarto columna, tondremo., 

" dot(A)•·(-1)(1) 11 

' 
" 
" . ' 

• 
' 
' 

(S) 0 (l) 

' 

•·(·1){1) 

.. .. , " 
" . ' 

" 
" , 

Dourrollondo nuevuocoto por cofactoru u¡dn el ler. 

dot(A)•· ( ;1) (1)(- ( -1)) .. .. 
' . ·, 

' -, 

' 

.. 

Deurrollondo """ OHioo-doton~inonto por lo ro¡1o de -

Sarros: 

det(A)•· (·1) (t) (- ( ·1)) ((56) {l8) ·(SO) (H))••H 

Cllculo de lo lnvoua por medio do la adjunta, '' 

Con la oyudo do loo Mtenlnontes, podnoo obtu'n lo In· 

verso de uno ootrlo eopleondo un •ftodo diferente al oopuosoo en lo 

oe~~l6n IV. l. 

Deflnici6n • .. 
Se lluo motriz adjunto do la utriz ~uodrodo A, o lo •.! 

tri• que ••·obtloM do A' •l suotltuh sus elemento• por"'" reo--

pootlvos cofoctores. 

A lo ootrl• odJu~to de A lo ropresontoreoos con A". En 

tonces, si A es lo ~otrlt cuadrodo de orden n 

A•(o1JJ 

la tunspu .. t• de A •• 

• A •(o¡¡l 

y lo odjunto de A es 

• 
Ejemplo IV. H 

Obtonor lo adjunto do lo motrl< 

. -·-

... ,. ' - . •'• 

i 

' 
1 

i 

.. ·¡.: : :] 
' . ' '.. ' - l Obten;oooo priaero lo tronopuosu. 

-· . 
•• 

¡ 
' . 

'JV.g6¡'97: '·,, 
~:-! '-:• ....... 



1 
1 
' 1 
¡ 
1 

! 
1 

i 

.,, 
'' 

' : : l ' 
' ., 

Lo odjunu "" 

••• 
1 : 

i:l 1 
' ' 
•• 

~: !l -1 ~ 

• 
' .. "' ' 

' .. 
,, 

' 
" .... '" 

••urrolludo loo ••tonloao'"' Í>l>tnnooo flnolaente: 

' . 
-. -. ••• [ : _, 

• ... 
-' 

'" ]' -' -
' . . . . - . . - . t: 

dnootnr quo lo lnvouo 

.. 
,,;,;,,...;:. 

' "~-"' ., ... ,. ~ ~· -- . " ,-_,.·~ .. -- .. , .,,, .. 
- ·----=-·-····-· . . . . . --· ,. ·• 

puedo 

obtenero• .. dtanto h rolocl6n 

_, ,,¡•,, 
A ·.:a,t¡x¡ "'" 

' 
•.• , , • (lO} "· ' . ~. -

do ooto rolacl6a ••••• quo 
.,,. ·- ,-

" -. 

" 

" 

dot(A)~D. 

' Bn conucuonclot • • 

H l. >lo ~:~Jt~ ' . ... . 
1 -• J, . 

' ,, ... . . .. ' '· ., ·:· . • 
• • 

-. 
SI A 01 uno utrh cuodrada do ordon n, no olnaulu, '" " !n aflr .. donn oon oqu!ulontu: 

b) ~(A)•a 

e) dot(A)~D 

_,,._ ·' 
.. 

r, 
' ~ ~ ·. 

' ' 
' 

' i 
- 1 

' 1 
.. 

• 

' 
' 
. '. . ' 

•: . 

Si A u uno .. u!z cuadrado do orden o, oln¡ulu, ln·oliulont., 

oflnooclonn oca oqutnlutoo: ., 1 
,.• .. 

. ' -

' 

'' • 

' 

)_ '· •• 1 ... ,.. 
'. • • 

a)"/A'' 

b)R(A)<n 

e) det(A)•O 

Eapleondo 

la .. trh 1 
• ' . 
··¡ ~ . 

del eJ••Pio IV. 29 

' ,., ., Ea ahcto, 
l ,, ' .. 

det(A)• ' ,, 
' . ·' '. 

---

·1 ' 
' 1 • .. 

' lo rolac!6n :(lD), p~do•o• obtener lo, tnver,. 

' • 
' 

' . ;] ~-
' -' . 
-' ' 

.. ·-· 

•1 

¡ 
' 

;'. . . 

' ' ' . 
(' 1 

• • . i' • ~ :.Js~c · . -, ' 
_, • 

,; .. _. .... . . ' 

' 
' ' 
1 
' ... ' 
1 . 1 •• ' 

Ool rooultado del ejemplo IV. 29 

r ' . r 

" --:• 
¡ . 

1 



-

1 
' i 

1 
• 

' 
1 
1 
• 
! 
1 
r 

• 

• 

·--

Su el s!ste•o de ft ecuochnu con ft lncO¡nlto> 

0 k +o I +,,,+& I •b 

"'"' '""' ... 

· .. . ... ' ... ... 
• • · .. · ... ( ; .. •." 

... • •• ·-

' .. . "> 
• 

·'-"· '"\ . . ' - ' 
.. _,.,. .,;,, !,;,/.t.J 

-- -~1 ,u,-~ 

.. 

··~·- .r ¡Q_ ........ ~. 
Slo•pre '1 Cuudo dot(AUO, ol ulor de tu lnC6Jnltn 

' 

-----,- ----··-~·.-··-·---·-- -----..,.. ···--·· 

Solución 

·.' t 

• 

.. 

det{A)• 

' , det{A1)• 

.. ·, 
det(A )• • 

' 
' • 

' 

1 ; ·l 

' • ' , ... \ 

• , 

Por lo unto ·~ 

•O 

•-lO 

• • 

'·. 

.. 
,' 1 • ... . ,j 

···-~•.;, . 
. ' • 

!'"·--··!. 

' . 

' . 
1 

. , 
, . ' 

. : . 
' 

.. ' 
" 

, " 
1 

'·¡ 
. \ .. 

" 

• i ~~- ,~, 

.... .1-~ t,'(poJl~--
'IUO uthfocu d shu•o utl dado por ,;,, - ' 

~-¡--··"-." • . . ' -~o 1 
':'!ü· \ J. . • 

¡. 
••• 1 ., • ' •' 

., , 
oi>Uuo, 

···'-'"·''/· .. ;- ... , 
~ "t.o;c-p ·'""' .,. . , 

,, .,. 
• 

o partir de A,,rooaplotondo 
}~ . 

: ·I 

'. • • •• 
., ,-o ,.,. o 

1 

• ·~ ' 

; . -

• • 

\ . •. j • 

' ' 
• 

b coh•uo forado coa loo coefidn<os do·K¡;por.el 1Yottor de of~ 
·¡·:,,,,·,·· 

.. ' r • •· 

ro sil 

Ejeaplo 

hlotver 

do Craer 

"· .. 
x, •J 

• 

"· 
slouu do 

• 

, 
' 

• 
r. 

' 
'' ... ' 

.· 

·. 
• 

• 

' 
" 

, 

• 

,, 

•• •• 

·- '. 
' •.:; ' ' 

•. ' . 
' .•. 

••~onte 

-. 
Es icporunto notor que esto '•hodo Ooto:oo , ' _.• ' . . . '. . ... , .· 

en los·cuoo en los que a•n•r, 
' ; • ¡¡. ~ '· ')' 

Sin e•lurco, si rocordoaos lo upuuio';~·h oecc!Oa 
.~ ... ,- "' .,.,,, , ••• 1 -~- •.• 

pode•os sleapro reducir un siote•• arbitrario"• un nue•o IV. 5 , 

te•• en donde ••n•r ute aplicu la 

'· . 
... 
'· .. 

,, .-.~<'¡' 1 
• ,. 

' '• ' 
.. 

' . .. , 

• 

' . 

Ejnplo :¡y, 31 
' '',. ·-

Ruohn el ol¡ulento sil u .. 

' '· ...... -l c ... ;,;:_ 

· . . F • • i ' . .. 
' 

,. . •; 
• • 

' 
~ '1 

de truer •• 

', , 

" " . ¡ 
" -~--·¡ 

1 
' 1 
' • 
" ·;;> ¡ 1 

~· • 1 ·¡. 
-';'.¡- : 



.. -· -- - ----·. ~- -------·:~.:.:: ~o;:;•--•·>Z':~-·· ·' .-

1 
1· Sohld6n 

l. f ' 
. ' ' ,. ... • 

1- ' : ~ '', . 

1 ~- •;.: ' ,, T~:o\odond~ o loo '"l"ndoo 

, , ".:s"lanondo ol .. lor de k obteñiao;: 
., .. 

1

'(_.. --~ ..... •.·~.·,-1 
.,..,. ·1. . 

, •.. ,1 , -•,••,·4-n 

'· ~ dot(Á)• . •l 
,, .... _ .. ¡···¡ 

{; .. • • 1 1 

' 

·' -.. 
' ' .,,, 

, . . 

'·, 

' 

... · 

• 

..... --------~---_:._--~---.,.--•·r---·--------.. ,.,. • . • " --~ . ,. ·-.-."' .. e - • , ... '•' ' 
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