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Diseno, Analisis y Control de un Manipulador Robético
por

Juan José Alejandro Cabello Maldonado

Resumen

Los objetivos de esta tesis son los siguientes:

= Dar a conocer una metodologia basada en el dlgebra lineal y la teoria de Screws para el andlisis
cinematico y dindmico de manipuladores robdticos.

= Describir la metodologia de diseno y construccién empleados para la construccién del manipulador
robético usado en esta tesis.

= La construccién del manipulador robético citado para la docencia de la materia de robédtica.

s Aplicar la metodologia descrita en esta tesis en el manipulador robético construido.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. La Mecatronica

La ingenieria mecdnica experimenté un rapido crecimiento durante el siglo XIX debido a la grandes
necesidades que surgieron gracias a la Revolucion Industrial. Las necesidades tecnoldgicas de la época
eran muchas; las minas necesitaban bombas con capacidades nunca antes concebidas para mantener sus
pozos secos, los sistemas de transporte necesitaban ahora més potencia para poder desplazar las ahora
grandes cantidades de materia prima y productos, las estructuras comenzaron a atravesar abismos mas
grandes y a llegar a alturas mas impactantes. La manufactura dejé los talleres para mudarse a las gran-
des fabricas. Fundamentos, conocimientos y tecnologias debieron ser desarrollados para poder proveer de
los materiales y herramientas necesarios para este rapido y exitoso crecimiento industrial, ésto marco el
nacimiento de las diferentes disciplinas de la ingenierfa [1].

Durante todo el siglo XX, las diferentes ramas de la ingenieria mantuvieron una distancia muy mar-
cada entre cada una de ellas; desarrollindose de una manera separada debido a que se vefan a estas
ramas como mutuamente exclusivas. Sin embargo, la tendencia actual ha llevado a una sinergia entre
las diferentes ramas de la Ingenieria. Esta tendencia, se podria decir que empez6 gracias a la nueva
revolucién tecnoldgica que significé el descubrimiento y aplicacion de los materiales semiconductores en
el area de la Ingenieria Eléctrica; dando la pauta al area de la Electrénica. La Electrénica abrié el paso
a un desarrollo impresionante en las areas de las telecomunicaciones y la informacién. Computadoras
capaces de realizar miles de calculos por segundo. Dispositivos que permiten comunicar a personas que
se encuentran al otro lado del mundo de manera instantanea.

La incursién de los dispositivos electrénicos en nuestra vida diaria es casi tan profunda que hoy en dia

que parece imperceptible. Si se voltea alrededor se vera que estamos rodeados de dispositivos que basan



sus funcionamientos en ellos; teléfonos inteligentes con conexién de datos, autos con la capacidad de dis-
tribuir la fuerza de frenado, computadoras capaces de supervisar procesos quimicos e incluso nucleares.
Se debe entender que la forma en que se trata ahora la informacién de cualquier proceso ingenieril obliga
a utilizar dispositivos electrénicos, no importando el area en la que se especialice. Es aqui donde nace la
necesidad de tener un area de la ingenieria que logre retomar los aspectos de las dreas de la ingenieria
tradicional y les de una enfoque mas amplio dirigido al diseno de sistemas integrales. Aqui nace el drea
de la Ingenieria Mecatrénica.

La Mecatrénica es un campo de la Ingenieria con un enfoque interdiscipianrio la cual se ocupa del diseno
de productos cuya funcion recae y depende de la integracion de los componentes mecéanicos y electronicos
los cuales estardn coordinados por una arquitectura de control [1]. La palabra mecatrénica surge como
tal en el ano de 1969 cuando Tetsuro Mori, ingeniero de la empresa japonesa Yaskawa Electric Co., la
comenzo a utilizar en diferentes eventos y conferencias internacionales para referirse a aquellos sistemas
que involucraban aspectos electromecanicos. Las principales disciplinas que involucra la mecatrénica son
la mecénica, la electrénica, la teoria de control y la informética. Un ingeniero mecatrénico debe ser capaz
de disenar y seleccionar circuitos digitales y analdgicos, arquitecturas digitales de control, componentes
mecanicos, sensores, actuadores y componentes basados en microcontroladores para que el producto final
pueda alcanzar su objetivo.

Los sistemas mecatrénicos son cominmente conocidos como productos inteligentes debido a que tienen
una inclusién muy importante de légica, retroalimentacién y procesamiento computacional que en un
diseno complejo podria parecer simular un proceso de pensamiento humano. Esto implica un diseno y
conceptualizacién que abarcara diferentes ramas de las ciencias para cumplir el objetivo de hacer ver
al sistema inteligente. El ingeniero mecatrénico debe ser un generalista, dispuesto a buscar y aplicar

conocimiento de una amplia gama de fuentes.

1.2. Diseno Mecatronico

La figura 1-1 muestra los componentes tipicos de un sistema mecatronico. Los actuadores producen
la accion a realizar por el sistema; ya sea producir movimiento o aumentar la temperatura. Los sensores
detectan el estado de los parametros del sistema; los circuitos de procesamiento e interfaz de senales
proveen las conexiones necesarias entre los circuitos de control y los actuadores. Un despliegue grafico
provee retroalimentacién visual al usuario.

Sin embargo, para lograr la mejor integracién de los componentes se debe seguir una metodologia que

ayude a alcanzar el diseno mas eficaz del sistema electromecédnico inteligente; ésto se le conoce como el



Actuadores Sensores Procesamiento e interface de
-Motor DC -Switches las sefiales de entrada
-Motor a pasos S| -Encoder > Filtros
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v
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-LED s sefiales de salida - PLE .
_LCD A -Circuitos légicos

PWM -Algoritmos de control

Figura 1-1: Componentes basicos de un sistema mecatrénico

Diseno Mecatrénico [1].

1.3. Robdtica

La robdtica es un ejemplo claro y mas que completo de un disenio mecatrénico, ya que las areas de la
mecdnica, eléctrica, electrénica y control se unen en una sinergia para lograr una sistema 6ptimo. En los
ultimos anos, la concepcion y el uso de robots ha evolucionado de ser una simple idea de ciencia ficcién a
una realidad de componentes electromecanicos controlados por una computadora que han sido integrados
en una amplia variedad de procesos industriales [10]. Ahora parece tan natural observar manipuladores
robéticos soldando y pintando en lineas de produccién de automéviles o robots méviles viajando a otros
planetas a recolectar informacién que atin no podemos llegar.

La palabra robot fue introducida en 1921 por el escritor checo Karel Capek en su obra R.U.R (Rossum’s
Universal Robots) en donde se describen maquinas que asemejan a los seres humanos que trabajan sin
parar. En la obra, los robots eventualmente se rebelan contra sus creadores y aniquilan a la raza huma-
na. La obra ayudé al nacimiento de muchas mas obras de ciencia ficciéon que han contribuido a nuestra
percepcion de un robot que asemeja a los seres humanos dotados con inteligencia e inclusive con perso-
nalidad. Por lo tanto, no es sorpresa que los robots de hoy en dia nos puedan parecer primitivos cuando
los comparamos con las expectativas creadas por la industria del entretenimiento.

Los primero manipuladores robéticos aparecen después de la Segunda Guerra Mundial. Fue un manipu-
lador mecénico controlado a distancia desarrollado por Argonne and Oak Ridge National Laboratories
para manipular materiales radioactivos. Estos mecanismos eran del tipo maestro-esclavo y consistian en

un manipulador maestro guiado por el usuario a través de una serie de movimientos que eran imitados



por la segunda unidad. La unidad secundaria estaba conectada con el manipulador maestro por medio
de una serie de eslabones. Estos eslabones fueron remplazados por actuadores eléctricos o hidraulicos.
Estos mecanismos fueron llamados teleoperadores.

En paralelo empezaba el desarrollo de las méquinas de control numérico (CNC) para el maquinado de
piezas més precisas, especialmente para partes de aeronaves. Los primero robots , desarrollados por Geor-
ge Devol en 1954, remplazaron el manipulador maestro de los teleoperadores por los controladores de los
CNC. El llamé a estos nuevos teleoperadores ”dispositivo articulado de transferencia programable”. La
patente de estos nuevos dispositivos fueron comprados por Joseph Enegelberger quien cre6 una compania
llamada Unimation. Unimation instalé los primero manipuladores roboéticos en una planta de General
Motors en 1961. La innovacién clave fue que estos manipuladores eran programables a un costo muy
bajo y eran capaces de hacer muchas funciones. Muchos otros manipuladores robdticos fueron creados
después como el manipulador de Stanford, el brazo de Boston o el brazo AMF (American Machine and
Foundry).

Mientras que las aplicaciones de los robots industriales crecieron, diferentes tipos de métodos de actua-
cion fueron utilizados. Para aplicaciones ligeras, robots actuados por motores eléctricos fueron utilizados.
Sin embargo, uno de los problemas con los motores eléctricos es que alcanzan su maxima potencia a altas
velocidades, por lo que trenes de engranes tienen que ser utilizados.

En 1980 la mayor parte de la investigacién en robética estaba dedicada en algoritmos para el control,
planeacién de trayectoria y la instrumentacién de los robots. Entre los primeros métodos mas eficientes
encontrados fue utilizar los métodos de Lagrange para calcular la fuerza de Coriolisis y la gravedad en

términos de la dindamica del robot. Es este acercamiento el cual se explorard en esta tesis.

1.4. Alternativa para el andlisis cinematico y dinamico de ma-
nipuladores robéticos

Generalmente el problema de crear las ecuaciones de movimiento y dindmicas de una cadena ci-
nematica son sélo un problema de mecénica clésica. Sin embargo, la complejidad que uno encuentra en
el proceso nos hace buscar una forma alternativa de atacar el problema. En esta tesis se muestra una
forma distinta al enfoque clasico, la cual se basa en la energia cinética asociada a una cadena cinemati-
ca y después utilizar la expresién obtenida para obtener la ecuacién dindmica. Esta representacién es
deseable en muchas aplicaciones tales como control adaptativo o la calibraciéon de robots donde es ne-
cesario identificar los distintos estados del sistema. La energia cinética es expresada usando operaciones

geométricas estandares tales como la multiplicacion, la exponencial y los mapeos de adjuntas. Se toma



ventaja de las identidades tedricas de los grupos de Lie para simplificar las expresiones de las derivadas
de la matriz de inercia, la cual aparece en las ecuaciones de Lagrange. Las ecuaciones de movimiento
de una cadena serial cinemética son descritas en una forma general que no requiere adaptaciones para
problemas especificos. Finalmente se usard esta representacién para clasificar cadenas dindmicamente

balanceadas.



Capitulo 2

Cinematica y dinamica de cuerpos

rigidos

2.1. Introduccién

El estudio de la cinemaética, dindmica y control de los manipuladores roboticos tienen como principio
fundamental el estudio del movimiento de cuerpos rigidos. El movimiento de cuerpo rigido es aquel que
mantiene la distancia constante entre los puntos que conforman el cuerpo en estudio. En esta tesis se
proveera de una herramienta util y elegante para describir el moviemiento de cuerpo rigidos basada en
el Algebra Lineal y Theory of Screws.

Los elementos de Theory of Screws puede ser encontrada en el libro de Chasles and Poinsot [10]. En esta
obra se se demostré que cualquier cuerpo rigido puede ser desplazado de una posicién a otra por medio
de un movimiento que consiste de una rotacién a través de una linea recta seguida por una translacién
paralela a la linea antes mencionada. A este movimiento se le denomina como screw motion, mientras
que la versién infinitesimal, que nos proporcionara informacién acerca de la velocidad instantanea, se
le denomina twist. Estos dos conceptos son fundamentales para el tratamiento de la cinematica de los
manipuladores robdticos que se explotara en esta tesis.

La Theory of Screws no sélo nos dara informacién acerca de la posicién y velocidad instantdnea de los
cuerpo rigidos que conforman al manipulador robdtico, sino que también nos dardn informacién acerca
de las fuerzas que actian sobre ellos. Ya que un conjunto de fuerzas que actian sobre un cuerpo rigido
pueden ser remplazadas por una sola fuerza aplicada a lo largo de una linea y un par sobre la misma
direccion. A esta representacién se le conoce como wrench. Los wrenches estan conformados por dos

twists (la fuerza y el par), por lo que todas las herramientas de los twists podran ser extrapoladas a los



wrenches.

Existen dos ventajas principales que justifcan el uso de screws, twists y wrenches [10]. La primera es que
permiten una descripcién global del movimiento de cuerpo rigido que no sufre de singularidades debido
al uso de sistemas de coordenadas locales. La segunda ventaja es que la theory of screws provee una

descripcién muy geométrica que simplifica el andlisis de mecanismos.

2.2. Cinematica del cuerpo rigido

Se le denomina a ¢ : R® — R3 como una transformacién de cuerpo rigido si y sélo si cumple las

siguientes propiedades:

1. La distancia entre dos puntos es constante: || g(p) — g(q) |=||p — ¢ || Vp,q € R?
2. El producto cruz es preservado: g(v x w) = g(v) x g(w)Vv,w € R3
3. El producto punto es preservado: v{ vy = g(v1)T g(vo)Vuy, v € R?

Esto muestra que la transformacion g mantiene la ortogonalidad entre vectores por lo que se infiere que
las transformaciones de cuerpo rigido toman un sistema ortogonal y lo mapean a otro sistema ortogonal.
Asi que para realizar un seguimiento del movimiento de los cuerpo rigidos se coloca un sistema de
coordenadas cartesiano en cualquier punto de cada cuerpo rigido. Ya que fueron definidos los sistemas
de coordenadas, se determina la configuracion de los cuerpos rigidos al estudiar el movimiento relativo
entre el sistema de coordenadas de cada cuerpo y un sistema de coordenadas fijo. Una caracteristica
fundamental de los vectores ortonormales base de los sistemas de coordenadas {ej1, ez, e3} es que deben
cumplir que ez = e; X es.

Lo anterior indica que la accién de un transformacién g en un sistema de coordenadas ligado a un cuerpo
rigido describe el movimiento experimentado por el cuerpo. En términos matematicos significa que si se
describe la configuracion de un cuerpo rigido por medio de un sistemas de coordenadas formado por una
base de vectores ortonormales {e1, ea, e3} donde e3 = e X ey el cudl estd ligado a un punto p, entonces la
configuracion del cuerpo rigido después de la transformacién g, es descrita por el sistema de coordenadas

formado por una base de vectores ortonormales {g(e1), g(e2), g(es)} ligado al punto g(p).

2.2.1. Rotacién en R?

Se empieza el estudio del movimiento de cuerpos rigidos considerando unicamente la rotacién de

un objeto. Se describe la rotaciéon del cuerpo mediante una orientacién relativa entre un sistema de



coordenadas ligado al cuerpo y uno fijo, también llamado inercial.

Sea A el sistema de coordenadas inercial y B el sistema de coordenadas ligado al cuerpo y los vectores
{Zab, Yab, z4b} € R3 las coordenadas de los ejes principales de B relativo a A, tal como se muestra en la
figura 2-1:

Entonces se construye la matriz de rotacion entre A y B como:

Figura 2-1: Rotacién de un cuerpo rigido alrededor de un punto

Rab = |Tab  Yab Zab:| (2'1)

Para obtener los vectores x,b, y,byz,b se recurre a la definicién de proyecciéon de vectores

a,b
iy = <a’_, ) (2-2)
2
donde:
(@,b) =a"b (2-3)
Ahora se define el punto p en términos de los dos marcos de referencia
Pa = J'3170,%(1 + ypaja + Zpaifa
Po = Tpviv + YpbJv + 2pphy (2-4)

donde los vectores 44, jq, kg son los vectores ortonormales base de marco de referencia A, los mismo

sucede con los vectores base de B. Ahora utilizando la ecuacién 2-2 se realiza el cambio de coordenadas



del marco de referencia A al B para cada componente como se muestra a continuacién:

pr - xpa <7A;a7 ’Zb> + ypa<.§.a7 7Afb> + Zpa<ka7 2b>

Ypb = xpa<%a»jb> + ypa<ja75b> + Zpa<kavjb>

Zpb = Tpa{ias ko) + YpalJas Jo) + Zpalka, ko) (2-5)

De las ecuaciones 2-5 se observa que pueden ser acomodadas de forma matricial, como se muestra a

continuacién:

(iariv)  (ariv)  (kayin)
p_l; = <%aajb> <}aa.§.b> <];3a7§b> p_t; (2—6)
<’zaa ]%b> <.§.aa I%b> <IA€a7 icb>

Por lo que resulta que la matriz de rotacion se define de la siguiente forma:

(iariv)  (Jarip)  (kasin)
Rap = <%a75’b> <§a»jb> <i9a73b> (2'7)
<ia> ]%b> <5a7 ];'b> <]A€a7 ]Afb>

Las matrices de rotacién tienen dos muy importantes propiedades debido a que las columnas que las

conforman son mutualmente ortonormales. Las propiedades son las siguientes:
RRT = RTR = IdetR = +1 (2-8)

Sin embargo al haber definido que nuestros marcos de referencia cumplen la condicién de e3 = e; X
e2, donde los vectores ortonormales son en este caso los renglones de la matriz. Recordando que el

determinante se obtiene como:
detR = rT (ry x 13)
entonces:
detR =711 xr =||r [|?=1 (2-9)

Con esto se asegura que el determinante de las matrices de rotacién siempre son +1. Esto lleva a la
definicién del conjunto de matrices de 3 X 3 que cumplen las condiciones 2-8 y 2-9 a las que se

denomina SO(3) 6 special orthogonal group. Con esta informacién se define el espacio de matrices de



rotacion en R3 como:

SO(n) = {R € R™*" : RRT = I, detR = +1} (2-10)

SO(3) € R**3 es un grupo bajo la operacién binaria de la multiplicacién matricial. Un conjunto G
junto con una operacién binaria o definida sobre los elementos de G es llamado grupo si satisface los

siguientes axiomas:
1. Cerradura: Si g1, g2 € G entonces g1 0 gs € G

2. Identidad: Existe un elemento identidad e tal que goe =eog=g¢,Vg € G

3. Inversa: Para cada g € G existe un elemento tinico g~ € G tal que gog ! =g log=e

4. Asociatividad: Si g1, g2, 93 € G entonces (g1 0 g2) 0 g3 = g1 © (g2 © g3)

Cada configuracién de un cuerpo rigido que sea libre de rotar relativo a un marco de referencia fijo
puede ser identificado con una R € SO(3) tnica. Bajo este pardmetro, el grupo SO(3) es referido como
el espacio de configuracion del sistema y una trayectoria del sistema es la curva R(t) € SO(3) para cada
t € [0,7]. Las matrices de rotacién pueden ser combinadas para formar nuevas matrices de rotacién
utilizando la multiplicacién matricial. Por ejemplo, si el marco de referencia C' tiene una orientacion Ry,
relativa al marco de referencia B y B tiene una orientacién R, relativa a otro marco A entonces la

orientacién del marco C' relativo al marco A esta dado por:
Rac = RabRbc (2-11)

La ecuaciéon 2-11 se conoce como la regla de composicion para rotaciones.
Al ser el producto cruz un operador lineal, este puede ser representado con una matriz,por lo que

definimos:

0 —as a2
a=la; 0 -—a (2-12)
—as9 aq 0

Por lo que podemos escribir el producto cruz como:

0 —as as
axb=ab=|a; 0 —a|b (2-13)
—a9 ay 0
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Esta representacion es muy ttil a lo largo de este planteamiento.

Coordenadas exponenciales para la rotacién

Figura 2-2: Trayectoria generada por la rotacién alrededor del eje w

Se desea describir la rotacién del punto ¢ alrededor del eje w tal como se muestra en la figura 2-2.
Ahora se considera la velocidad del punto ¢ ligado al cuerpo rigido. Si se rota el cuerpo con una velocidad

constante unitaria alrededor del eje w, la velocidad del punto, ¢ es descrita como:

q=wxq(t)=awqt) (2-14)

La expresion 2-14 es una ecuacion diferencial lineal invariante en el tiempo, el cual al resolverla resulta:

q(t) = e¢*'q(0) (2-15)

+... (2-16)

Por lo que si se rota alrededor del eje w con una velocidad unitaria constante por 6 unidades de tiempo,
entonces la rotacién estd dada por

R(w, ) = *? (2-17)

T:

Por definicién se sabe que la matriz @ es una matriz antisimétirca, es decir, w —w. El espacio vectorial

de todas las matrices antisimétricas de n x n serd denotado como so(n), es decir:
so(n) = {S e R . 8T = -G} (2-18)
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El conjunto de so(3) C R3 es un espacio vectorial sobre R. Para obtener la solucién de la exponencial
matricial usualmente se recurre a la serie infinita de Taylor. Sin embargo no es muy util para efectos

practicos. Por lo que recurriremos a la Fdrmula de Rodrigues para obtener la exponencial matricial [4]:
e = I+ Qsinf + & (1 — cos ) (2-19)

Con base en lo anterior y sabiendo que la matriz antisimétrica @ € so(3) y que 6 € R se determina que

e“? € SO(3). La demostracién es la siguiente:
[6@9]—1 — 00 _ T _ [eae]T (2-20)

Eso lleva a que R~! = RT y por lo tanto RT R = I tal como se desea. Esto demuestra que la mapeo
exponencial transforma matrices antisimétricas a matrices ortogonales. Geométricamente, las matrices
antisimétricas corresponden a un eje de rotacién, por el mapeo de w +— w y el mapeo exponecial genera la
rotacién correspondiente en torno al eje w por una cantidad especifica 0. Todas las matrices de rotacién

pueden ser representadas como la matriz exponencial de alguna matriz antisimétrica [14].

2.2.2. Movimiento general de cuerpo rigido en R?

El movimiento de cuerpo rigido consiste generalmente de rotacién y traslacién. El procedimiento para
representar un movimiento de traslaciéon puro es muy sencillo, sélo se escoge cualquier punto del cuerpo
y se le da seguimiento a las coordenadas del punto relativo a un marco de referencia conocido. Esto nos

da una curva p(t) € R3¢ € [0, 7], para una trayectoria del cuerpo completo. Sin embargo el movimiento

Figura 2-3: Movimiento de Cuerpo Rigido

general de un cuerpo rigido, incluyendo la traslacién y rotacion, es mucho mas complejo. Basandose en
la figura 2-3 se busca describir la posicién y orientacién relativa del marco de referencia ligado al cuerpo

rigido B con respecto al marco de referencia inercial A. Entonces sea p,, € R? el vector de posicién del

12



origen del marco de referencia B con respecto al marco de referencia A. Entonces la configuracion del
sistema consiste de una pareja (pqs, Rap) v €l espacio de configuraciones del sistema se le denomina como

SE(3) 6 grupo euclidiano especial cuya definicién es:
SEB3)={(p,R):peR3* Rc SO(3)} =R3x SO(3)

y en general:

SE(n) :=R" x SO(n)

Los elementos de SO(3) sirven para denotar la transformacién de un sistema de coordenadas a otro.
En otras palabras, si se tiene que q,, g, € R? son las coordenadas del punto ¢ con respecto al marco de
referencia A y B respectivamente. Dado g, se puede encontrar ¢, por medio de la transformacién de
coordenadas:

da = Pab + Rabvqs (2-21)

Donde ¢up = (Pab, Rab) € R3 es la expresién que denota la configuracién del marco de referencia B con
respecto al marco de referencia A. Por lo que se define la accién de una transformacion de cuerpo rigido

sobre un punto como:

9(q) =p+ Rq

tal que:

da = (@)

Representacién Homogénea

Las transformaciones realizadas a vectores y puntos por las transformaciones de cuerpo rigido tienen
una representacién bastante sencilla y ttil en R* llamada representacion homogénea. Esta representacién
cosiste en colocar un ntimero 1 al final del vector v € R* si éste representa un punto ¢ € R3, y se

colocar4 un 0 si representa un vector ¢ € R3. Es decir:
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La representacion de un punto es la siguiente:
a1

q2
q3

La representacion de un vector es la siguiente

<y
I

De esta definicién se desprenden una reglas muy importantes:
1. Las sumas y restas de vectores seran vectores.
2. La suma de un vector y un punto es un punto.
3. La resta entre dos puntos resultara en un vector.
4. La suma entre dos puntos no tendra significado alguno

Con esta notacién ahora se denotan a las transformaciones q, = gas(gp) como:

da Rab Pab
Qo = = = Jab¥4p
1 0 1
donde:
R p
0 1

Al igual que en el caso de las rotaciones, las transformaciones de cuerpo rigido g € SFE(3) poseen la regla

de la composicion, la cual consiste en la multiplicacién matricial entre las configuraciones de marco de
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referencia g € SO(3), tal como se muestra en la ecuacién 2-22

RabRbc Rabpbc + Pab

Gac = GabGbe =
0 1

(2-22)

Gracias a la representacion homogénea se obtiene que el conjunto de transformaciones de cuerpo rigido

g € SE(3) bajo la operacién binaria de la multiplicacién matricial forma un grupo [11] y por consecuencia:

1. Si g1,92 € SE(3) entonces g1g2 € SE(3)
2. El elemento identidad e es la matriz identidad I**4

3. Si g € SE(3) entonces el elemento inverso g1

RT —RTp

gt = € SE(3)

0 1

de tal forma que:

g~ "= (-R"p,R")

4. La multiplicacién matricial es asociativa

se obtiene de una forma simple:

Usando la representacién homogénea para un vector ¥ = s — r donde s y r son puntos en R?, se puede

obtener la transformacién de cuerpo rigido de v al aplicar la transformacién de la siguientes forma:

U1

S R p| |ve
9(v) = g(s) —g(r) =

0 1 V3

0

(2-23)

Y como se puede observar, gracias a tener el 0 en el dltimo elemento de del vector columna, se puede

utilizar la multiplicacién matricial para representar la accién de un movimiento de cuerpo rigido, pero

en este caso, de un vector y no sélo de un punto.

Coordenadas exponenciales para el movimiento de cuerpo rigido y twists

Considere el cuerpo rigido de la figura 2-4. Si se enfoca primero a la rotacién sobre el eje w € R3

donde || w ||= 1y el punto ¢ € R3. Asumiendo que el cuerpo rota a velocidad unitaria constante, entonces
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Figura 2-4: (a)Rotacién alrededor del eje w (b)Traslacién paralela al vector v

la velocidad del punto p(¢) es:
p(t) =w x (p(t) —q) (2-24)

Para obtener la representacién homogénea de la ecuacion 2-24 definimos la matriz £ como:

. w
é= (2-25)
0 0
donde se tiene que v = —w X q. Entonces la ecuacién 2-24 puede ser representada en notacién homogénea

Como:

w —wxq| |p ~|p . .
= =& | =) =¢p
0 0 0 1 1

Por lo que la solucion de la ecuacién diferencial esta dada por:
p(t) = e'p(0)

Donde €€ es la matriz exponencial de la matriz de ét. La escalar ¢ representa la rotacion debido a que
se estd girando a velocidad unitaria. Ahora para el caso de la traslacién, observando la figura 2-4, se

obtiene la velocidad del punto p € R3 como:

p(t) =v (2-26)
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Cuya solucién, es igual a eétp(O), donde t es la cantidad total de traslacién y
= (2-27)

Podemos observar que la matriz f dada en las ecuaciones 2-25 y 2-27 son una generalizacién de las

matrices antisimétricas @ € so(3). Por lo que ahora se define a este nuevo conjunto como:
se(3) = {(v,@) : v € R®,& € s0(3)} (2-28)

Los elementos de se(3) se le conoce como twist o generadores diferenciales del grupo Euclidiano [2]. Para

simplificar la notacién, se parametriza a £ en un vector £ € R® como se muestra a continuacién:
— = (2-29)

A & = (v,w) se le conoce como las coordenadas del twist é.
Un elemento de se(3) se mapea a un elemento de SE(3) gracias al operador exponencial [10], el cual se

define como:

Para el caso donde w = 0:

: I vl
et = (2-30)
0 1

Para el caso donde w # 0:

é0 e?? (I —e“%)(w x v) +wwlvl
e
0 1

(2-31)

Se observa que en ambos casos que la transformacién g = e? pertenece a SE(3). Ademas cabe destacar
que esta transformacion tiene un significado muy diferente a aquellas transformaciones que tnicamente
cambiaban de un sistema de coordenadas a otro. Se debe interpretar a esta transformacion exponencial

como el mapeo de puntos desde sus coordenadas iniciales p(0) € R? a sus coordenadas respectivas después
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de que el movimiento de cuerpo rigido fue aplicado, es decir:
p(8) = *p(0)

En esta ecuacién, p(0) y p(#) estdn referidas a un solo marco de referencia. Sin embargo, si se considera
a gqp(0) como la configuracién inicial de un cuerpo rigido relativa a un marco de referencia A, entonces

la configuracién final con respecto al mismo marco de referencia A estd dado por:

9ab(0) = %9 gap(0) (2-32)

Entonces el mapeo exponencial de un twist representa el movimiento relativo de un cuerpo rigido. Esta
interpretacion es muy ttil para poder estudiar el desarrollo del movimiento de un manipulador robdtico

desde su configuracién inicial hasta su configuracién final.

2.2.3. La representacion geométrica de los twists: Screws

Considere a un movimiento de cuerpo rigido el cual consiste en una rotacién alrededor de un vector
cualquiera en el espacio por una cantidad de # radianes, seguida por una traslacién sobre ese mismo
vector por una cantidad d. A este movimiento de cuerpo rigido se le conoce como movimiento tipo screw
[2]. Ahora se define el pitch de un screw como la relacién entre la rotacién y la traslacién del cuerpo;
h = d/0. Entonces la traslacién total de cuerpo después de haber rotado 6 radianes es hf.

Basdndonose en la figura 2-5 se define al eje del screw como una linea en el espacio que pasa por un

Figura 2-5: Movimiento tipo screw

punto ¢ € R? y con el vector unitario de direccién w € R3, por lo que el eje resulta como el conjunto de
puntos:

I={q+Xw:AeR]} (2-33)

Cabe destacar que esta definicion del eje del screw sélo funcionard cuando el movimiento conste de una

traslacién diferente de cero, seguida por una traslacion.
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En el caso de una rotacion nula, el eje del screw debe ser definido de una forma diferente. Se define al
eje como la linea que pasa por el origen del marco de referencia en la direccién de la traslacién dada por
un vector v € R3. Por convencién, el pitch de un screw es oo y la cantidad de translacién estd dado por
[l v [2]. Con estos antecedentes, ahora se define formalmente el concepto de screw.

Un screw S consiste de un eje [, un pitch h y una magnitud M. Un movimiento de tipo screw representa
una rotacion por la cantidad § = M alrededor de un eje [ seguida por una traslacion por la cantidad hf
paralela al eje I. Si h = oo, entonces el movimiento de tipo screw consiste de una traslacién a lo largo
del eje [ por una cantidad M.

Para obtener la transformacién de un cuerpo rigido asociada a un screw se debe analizar el movimiento

de un punto p € R3, tal como se muestra en la figura 2-5:
9(p) = q+¢“’(p — @) + hw

Y su representacién homogenea:

Como esta representacién debe ser vélida para todo p € R3, el movimiento de cuerpo rigido dado por el
screw es:
e“? (I —e“g+ hbw
0 1

Y este movimiento representa la transformacion de los puntos del cuerpo rigido desde su configuracién
inicial (6 = 0) hasta su configuracién final con respecto a un marco de referencia fijo.

Algo importante a destacar es que la transformacion representada por 2-31 y la representada por 2-34
tienen la misma forma. De hecho, si se escoge a v = —w X g+ hw, entonces £ = (v,w) genera el movimiento
de tipo screw representado en la ecuacién 2-34. Y en el caso de una traslacién pura, el movimiento de

cuerpo rigido es descrito por el screw:
I 6v
g= (2-35)
0 1
Que es precisamente la representacién del movimiento generado por e*? para & = (v,0). Por lo que se
concluye que un movimiento de tipo screw corresponde a un movimiento a a través de un twist constante
por una cantidad igual a la magnitud del screw.

Ahora se puede definir un screw asociado a cada twist. Sea é € 50(3) un twist con coordenadas £ =

(v,w) € R donde asumimos que || w [|# 1, permitiendo la traslacién y la rotacién, las siguientes
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expresiones son las coordenadas del screw de un twist:
1. Pitch:

(JJTU

h=—
[ {2

(2-36)

El pitch de un twist es la razén entre el movimiento de traslacién y el de rotacion. Si w = 0, se

dice que £ tiene un pitch infinito.

2. Eje:
Siw=#0
w X v
l=—F+Mw:AeR (2-37)
| w [
Siw=0
[l=04+XM:AeR (2-38)
3. Magnitud:
Siw=#0
M=|w]| (2-39)
Siw=0
M =| vl (2-40)

La magnitud de un screw es la rotacién neta si el movimiento involucra una componente rotacional,
o la traslacién neta si no la involucra. Si se define que || w ||= 1, entonces el twist £6 tendrd magnitud

M =0.

Existen casos especiales de movimientos de tipo screw que son de suma importancia en el estudio de
manipuladores robdticos. Uno de estos casos es aquel donde el pitch del screw es cero, ya que este
caso corresponde a un movimiento de rotacién pura, el cual modela a una junta de revoluciéon de un
manipulador. El eje del screw corresponde al eje de rotacion de la junta. Y un pitch infinito representara a
un movimiento de traslacién pura, lo cual modela a una junta prismatica. Finalmente se define a un
twist unitario como aquel twist donde || w [[=1 o en el caso de || w ||= 0, || v ||= 1, es decir que se
tiene una magnitud M = 1. Los twist unitarios son itiles debido a que permiten expresar movimientos
de cuerpos rigidos debido a juntas rotacionales o prismaticas como g = €% donde corresponde a la
cantidad de transalacién o rotacién.

El teorema de Chasles indica que todo movimiento general de un cuerpo rigido puede ser realizado por

una rotacién alrededor de un eje combinada con una traslacién paralela al mismo eje [2].
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Por lo que si un marco de referencia B es ligado a un cuerpo rigido, y éste experimenta un movimiento
de tipo screw, la configuracion instantanea del marco de referencia B con respecto al marco de referencia
A estd dado por:

9an(0) = € g0y (0) (2-41)

El término g4, (0) representa la transformacién de las coordenadas de un punto en B a unas coordenadas

en A. Mientras que e£? transforma el punto de su posicién inicial a su posicién final en A.

2.2.4. Velocidad de un cuerpo rigido

El acercamiento que se hard a la velocidad de cuerpo rigido sera por medio del movimiento represen-
tado por ¢(t), es decir, una curva parametrizada por el tiempo ¢ en SFE(3). Sin embargo, no es posible
obtener la velocidad del cuerpo simplemente derivando la curva g(¢) debido a que SE(3) no es un espacio
Euclidiano. De hecho ¢(t) no pertenece ni a SE(e) ni a se(3). Por lo que se muestra que la representacién

adecuada de la velocidad de un cuerpo rigido serd a través de los twists.

Velocidad angular

Se comienza por estudiar el caso de la velocidad rotacional en R3. Si se considera a Rq(t) € SO(3)
como la curva que representa la trayectoria de un objeto ligado al marco de referencia B con respecto
al marco de referencia A, pero que unicamente esta rotando. Se llama al marco de referencia A como
el marco de referencia espacial, mientras que al campo de referencia B se denomina como el marco de
referencia corporal. Siguiendo estos preceptos se dice que cualquier punto ¢ ligado a un cuerpo rigido

sigue una trayectoria en las coordenadas espaciales si:
qa(t) = Ran(t)q (2-42)

Debe notarse que el punto g, estéd ligado al marco corporal. Por lo que la velocidad del punto en coorde-
nadas espaciales sera:

d

Vg, = 2-0a(t) = Rap () (2-43)

Por lo que Ry, transforma las coordenadas del corporales del punto p a la velocidad espacial de ese punto.
Sin embargo, esta representaciéon no es de mucha utilidad debido a que se necesita nueve niimeros para
representar la velocidad de un cuerpo rotando. Por lo que se busca utilizar una notacién méas compacta,

para ese proposito se reescribe a la ecuacién 2-43 como:

Vg, (t) = Ran(t) Ry (1) Ran () (2-44)
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donde Ry (t)R,;! € 50(3), es decir, son antisimétricas. La prueba es la siguiente:

Dado que R(t) € SO(3):

Por lo que R(t)R(t)~! = R(t)R(t)” es una matriz antisimétrica. La prueba de que R(t)"'R(t) es una
matriz antisimétrica se obtiene al diferenciar la identidad R(t)T R(t) = I

Gracias a que Rq,(t)R,; € so(3), ahora se usa una representacién més sencilla de la velocidad de un
cuerpo rotando utilizando un vector en R3. Por lo que se define a la velocidad angular instantdnea espacial
denotada w, € R como:

@y = Rap R} (2-45)

El vector w, corresponde a la velocidad del objeto desde el marco de referencia espacial A. De forma

similar, se define la velocidad angular instantdnea corporal denotada como w®, € R3 como:
S S
Wap = Ry Rap (2-46)

La velocidad angular instantanea corporal describe la velocidad angular vista desde el marco de referencia

corporal B. De estas dos ecuaciones se obtiene la relacién entre ambas:

Wby = RS, Rap — Wl = R ws, (2-47)
Con base en lo anterior ahora se expresa la ecuacién 2-44 como:

Vg, (1) = @ap Rav () ap = wy (1) X qa(t) (2-48)

Y ahora se obtiene la velocidad angular corporal como:

Vay (£) = Ry (£)vg, (1) = wep (1) X @b (2-49)
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Ahora se cuenta con una descripcién compacta de la velocidad angular de un cuerpo rigido en términos

: : s b
de las velocidad angulares espaciales y corporales w?, y w2,.

Velocidad de un cuerpo rigido

Ahora se considera el caso general donde g,,(t) € SE(3) es una curva parametrizada por el tiempo,
la cual representa la trayectoria de un cuerpo rigido. Tal como en la rotacién, g, no tiene un significado

atil, sin embargo, los términos gabg;bl y g;bl Jab si lo tienen. Si

R pan(®)| . _, |Ra® Pa| |RL, —RILpa R RY, —RupRY, pap + Pab
gab(t) = Gab9ap — =
0 1 0 1 0 1 0 1

Se observa como gabga_bl tiene la forma de un twist. Asi que de forma andloga a la velocidad angular, se

define la velocidad espacial V35, € se(3) como:

Vasb = gabg;bl (2-50)
6
v —Ra, BT pab, + 13
VS = ab | _ b .abp b T Pab (2:51)
Wap (RapRg)"

donde definimos al operador V como:

\

o &

o <
S

Por lo que si se define un punto ¢ ligado al cuerpo rigido en coordenadas espaciales se tiene:
Ga (t) = gab(t)qb

derivando:

Vg, = Qa = gabe = gabga_bl%z
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por lo tanto:

>

S S S
Vgo = Vabda = Wap X Ga + Uab

La interpretacién de la velocidad espacial es que el screw asociado a V,; da el eje, el pitch y la magnitud
instantédnea asociados al movimiento relativo con respecto al marco de referencia espacial.
También es posible obtener la velocidad del cuerpo rigido con respecto al marco de referencia instantaneo

corporal como:

RT.Ru,  RTpup

Vi = 90 gav = (2-52)
0 0
6
b T -
v R b
V=1 = T“b.p“ (2-53)
Wab (RabRab)v
Por lo que la velocidad de un punto g en el marco de referencia corporal estd dado por:
= 93 Vga = 90 Gav®s = V4 2-54
Vg, = Yap Yqa = Gap Jabdb = Vapdb ( )

Entonces la accion de de Vabb es tomar las coordenadas corporales del punto g, y regresar la velocidad

de ese punto en las coordenadas corporales v4b:
Vb = Vb = Wap X @b + Vg (2-55)

La velocidad corporal es la velocidad del origen de marco de referencia corporal relativa al marco de
referencia espacial vista desde el marco de referencia corporal.
La velocidad espacial y la velocidad corporal de un cuerpo rigido estéan relacionadas por una transforma-
ci6én de similitud a la cual la denominamos la transformacion adjunta. La matriz de 6 X 6 que transforma
los twists de un marco de referencia a otro se le llama adjunta. A la adjunta asociada a la transformacién
g se le representa como Ad,. Entonces, dado g € SE(3) que transforma un sistema de coordenadas a
otro la Ad, : RS — R estd dada por:

aq, - | P (2-56)

0 R
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La demostracién se puede consultar en [11]. Por lo que la adjunta transforma el las coordenadas del
twist de velocidad corporal a las coordenadas del twist de velocidad espacial. La Ady es invertible y su
inversa esta dada por:
RT —RT \/RT RT _RTA
Ad-) — (F7p) _ Pl = ad,- (2-57)
0 RT 0 RT
Es conveniente definir las velocidades sin hacer referencia a sus marcos de referencia especificos. Por lo

que para una transformacién de cuerpo rigido g € SE(3), definimos la velocidad espacial como:

V®=gg
pe_ |V | TRR D (2-58)
WS (RRT)V
Y la velocidad corporal como:
Vh=glg
O L I (2-59)

wb (RTR)'uee
Por lo que la ambas velocidades se relacionan por me dio de la adjunta de la siguientes manera:
Ve = Ad,V* (2-60)

Velocidad del movimiento del tipo Screw

Sea la transformacién de cuerpo rigido g € SE(3) donde:
9ab(0) = %% gap(0) (2-61)

representa la configuracién del cuerpo rigido del marco de referencia B con respecto al marco de referencia

A.Y considerando que el twist é es constante:

d

L o€0) = £0e0 }
dt(e ) = ¢&be (2-62)
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Por lo que la velocidad espacial del movimiento de cuerpo rigido es:

Y la velocidad corporal puede ser calculada como:

V5 = g (0)das(theta)
= (921 (0)e¢9) (€05 g, (0))

= (ga_bl (O)égab(()))é = (Adg;bl(o))Aé

Transformacién de coordenadas

Asi como es posible hacer la composicién de transformaciones de cuerpo rigido para encontrar g,. €
SE(3) dados gap, gve € SE(3), es posible determinar la velocidad de un marco de referencia relativo a

un tercero dadas las velocidades relativas entre los otros dos marcos de referencia.

= Considere el movimiento de tres marcos de referencia, A, B, C. La siguiente relacién existe entre
sus velocidades espaciales:

Vie = Vap + Adg,, Vi, (2-63)

= Considere el movimiento de tres marcos de referencia A, B, C. La siguiente relacién existe entre
sus velocidades corporales:

Ve = Ady 1V, + Vi, (2-64)

Las reglas anteriores pueden ser aplicadas también a twists constantes, como aquellos utilizados
para modelar articulaciones de revolucién o prismaticas.Si € es un twist que representa el movi-
miento de un screw y es desplazado al aplicar una transformacién de cuerpo rigido g € SE(3), el

nuevo twist se obtiene la siguiente ecuacién:
! Y —1
§ = Adg¢ ¢ = g8y
= Usando la notacion utilizada, las siguientes relaciones son de importancia:

Vbb = —VE{Z Vabb = _Adgba VZZ

a
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2.3. Dinamica de cuerpo rigido

En esta seccion se estudian las fuerzas y los momentos que actian en cuerpos rigidos. Ademas de que
se presenta el planteamiento Lagrangiano para el estudio de la dindmica de los cuerpo rigidos el cual es

de mucha utilidad en el estudio de manipuladores robéticos.

2.3.1. Wrenches

Una fuerza generalizada aplicada sobre un cuerpo rigido consiste de una componente linear (fuerza
pura) y un componente angular (momento puro) actuando sobre un punto. Se puede generalizar esta

fuerza como un vector en R:

Donde f € R? es la componente lineal y 7 € R? es la componente angular del par fuerza/momento
conocido como wrench. Los valores del vector wrench F € R® dependen del marco de referencia que se
esté utilizando. Por ejemplo, si B es un marco de referencia ligado al objeto, entonces se escribe a la
fuerza como Fy, = (fy,7) si ésta estd aplicada en el origen de B donde f, y 7, estén referidas al marco
de referencia B.

Se operan los wrenches y los twists para definir el trabajo instantdneo. Se considera el movimiento de
cuerpo rigido parametrizado por g.(t), donde A es le marco inercial y B es el marco de referencia ligado
al cuerpo rigido. Sea Vabb € R la velocidad instantdnea corporal del cuerpo rigido y sea Fj el wrench
aplicado al cuerpo. Se debe notar que ambos vectores estdn relativos al marco de referencia ligado al

cuerpo rigido. Con base en lo anterior, podemos definir la diferencial de trabajo como:
oW =VhE, =@ -f4+w-T) (2-65)

Por lo que el trabajo total generado por el wrench Fya través de un twist V% en un intervalo de tiempo
[t1, 2] estd dado por:
ta
W= [ Vb Fadt (2-66)

ty
Se dice que dos wrenches son equivalentes si generan el mismo trabajo para todo movimiento de cuerpo
rigido. Los wrenches equivalentes pueden ser utilizados para reescribir un wrench en términos de otro

aplicado en otro punto, ambos con respecto al mismo marco de referencia. Para lograr transformar un
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Figura 2-6: Transformacién de wrenches entre diferentes marcos de referencia

wrench aplicado en un marco de referencia B en otro aplicado en el marco de referencia C, ambos ligados

del mismo cuerpo rigido, tal como se muestra en 2-6; se utiliza la adjunta de la siguiente manera:
F. = Ad}, F,

desarrollando:

fc Rg; 0 fb

T, T
Te - Rbcp be Rbc T

Se observa como la transformacién adjunta rota los vectores de fuerza y par del marco de referencia B
al C e incluye un par adicional —pp. X f3, el cual representa el torque que resulta al aplicar la fuerza f,

a una distancia —pyc.

También es posible representar un wrench con respecto a un marco de referencia que no esté ligado
al cuerpo rigido, tal como se muestra en la 2-6. Sea el marco de referencia A que se encuentra fuera del
cuerpo rigido, y el marco de referencia B ligado al cuerpo, entonces el wrench F escrito en términos del

marco de referencia A se obtiene de la siguiente manera:
F, = Ad} F, (2-67)

Este wrench representa a el par fuerza/momento aplicado tal como si el marco de referencia A estuviera
ligado al cuerpo rigido. Esto no es lo mismo que simplemente reescribir las componentes de Fj en las
coordenadas de A, ya que la aplicacién de la fuerza F, es el origen de marco de referencia A y no el
origen del marco de referencia B.

Si hay varios wrenches aplicados sobre un mismo cuerpo, entonces el wrench neto que actia sobre

el cuerpo se puede construir con la suma de todos los vectores wrench. Cabe destacar que todos los
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wrenches deben estar referidos al mismo marco de referencia. Es decir, uno puede sumar wrenches si
éstos representan fuerzas y torques aplicados en un mismo punto. Asi como se define la velocidad espacial
y la corporal, de forma andloga, se define la representacion corporal y espacial de los wrenches. Con base
en lo anterior, se define a ¢ € SE(3) como la configuracién del cuerpo rigido y a F® como el wrench
corporal y a F'® como el wrench espacial. Entonces se relacionan ambos wrenches por medio de la adjunta,

como se muestra a continuacion:

b T 17s
Fb = AdTF (2-68)

De aqui se desprende una propiedad muy interesante en donde el trabajo realizado siempre sera el mismo,

ya sea usando el marco de referencia corporal o espacial. Es decir:
OW = VPFb = Vs (2-69)

Las coordenadas del screw de un Wrench

Tal como sucede con los twists, es posible generar un wrench al aplicar una fuerza a lo largo de un
eje en el espacio mientras se aplica un torque alrededor del mismo eje. El Teorema de Poinsot dice que
cada wrench es equivalente a una fuerza y a un torque aplicado a lo largo de un mismo eje [2]. Sea S
un screw con eje I = {g+ Aw : A € R},|| w ||= 1 con un pitch h y una magnitud M. Se construye un
wrench a partir de este screw al aplicar una fuerza de magnitud M a lo largo de la linea [ y un torque
con magnitud AM. Si h = oo entonces se genera un torque puro alrededor del eje I. El wrench resultante

es:

Para h finito:

F=M (2-70)

Para h =

F=M (2-71)

En donde el término —w X ¢ representa el offset entre el eje del screw y el origen del marco de referencia.
Por lo que se llama a F' como el wrench a través del screw S. Cabe destacar que todos los componentes

de F' y por lo tanto F' misma estan referidos a un marco de referencia fijo. Por lo que F representa el
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wrench espacial aplicado a un cuerpo rigido.
Al dar el mismo tratamiento que a los twists, obtenemos las coordenadas del screw que representa al

wrench, las cuales son:
1. Pitch:

/7

h= -
I f 12

Si el pitch del wrench es la relacién entre el torque angular y la fuerza linear. Si f = 0, se dice que

(2-72)

F tiene un pitch infinito.

2. Eje:
Si f #0:
l:{{;&+AﬁAeR} (2-73)
Si f =0
{0+ Ar: XA eR} (2-74)

El eje | es una linea dirigida a través de un punto. Para f # 0, el eje es una linea en la direccién

X T
de f que pasa por el punto ¢ = ]|cf||2 Y para f = 0, el eje pasa por una linea con la direccién de
7 pasando por el origen del marco de referencia.
3. Magnitud:
Sif#0:

M=[ f| (2-75)
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Sif=0:

M =[| 7| (2-76)

La magnitud del screw es la fuerza neta linear, si el movimiento contiene una componente linear,

o la magnitud del torque neto si no hay componente lineal

2.3.2. Meétodo de Lagrange

Existen diferentes métodos para describir la dindmica de un sistema fisico. Todos los métodos produ-
cen un conjunto equivalentes de ecuaciones, pero con diferentes planteamientos. El método de Lagrange
es uno de ellos. Este método descansa en el estudio de las propiedades de la energia del sistema para
obtener las ecuaciones de movimiento. Se escogié este método por su relativa simplicidad en compara-
cién con los métodos clasicos, ademés de que nos da una representacion mas ordenada que ayuda a la
aplicacién algoritmos de control recursivos y faciles de programar. Sea un sistema de n particulas que
obedecen la Segunda Ley de Newton. Sea F; la fuerza aplicada sobre la i — esima particula y sea m;
la masa de la particula y r; su posicién, entonces la segunda ley de Newton puede ser escrita como
F; =m;#; donde r; e R3, i =1,....n.

Sin embargo, el interés radica en un grupo de particulas ligadas unas a otras, no independientes. Por
lo que se describird esta interconexién como restricciones entre las posiciones de las particulas. Cada
restriccién serd representada por una funcién g; : R3 — R tal que g;(r1,...,7,) =0 para j = 1, .., k.
Una restriccién actia sobre un sistema de particulas a través de la aplicacion de fuerzas de restriccion.
Estas fuerzas son determinadas de tal manera que la ecuacién g;(r1,...,7n) = 0 sea satisfecha. Una
forma de visualizar las restricciones seria si se les viera como una superficie suave en R, las fuerzas
de restriccién serian normales a la superficie y restringirian las velocidades del sistema tangentes a la
superficie.

Sin embargo, este acercamiento, aunque intuitivo, no es tutil. Por lo que ahora se describird el movi-
miento del sistema en términos de un conjunto mas pequeno de variables que describan completamente
la configuracién del sistema. Sea un sistema de n particulas con k restricciones, buscamos un conjunto
de m = 3n — k variables ¢1,..,¢, y de funciones suaves f,..., f, tal que ; = fi(¢1,...,¢n) cumplan
gj = (r1,..,7) = 0.

Llamamos al conjunto g; como las coordenadas generalizadas del sistema. Para un manupulador robético
que consite de eslabones rigidos, estas coordenadas siempre son los angulos de las articulaciones. Los
valores de estos angulos determinan la configuracién del sistema.

Ya que las coordenadas generalizadas son suficientes para darnos la posicién de las particulas, podemos
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ahora escribir las ecuaciones de movimiento en términos de estas coordenadas. Para lograrlo, debemos
también expresar las fuerzas externas aplicadas al sistema en funcién de las componentes de las coor-
denadas generalizadas, a estas fuerzas se les conoce como fuerzas generalizadas. Para un manipulador
robdético las fuerzas generalizadas son los torques aplicados a los ejes de revolucién de las juntas.

Para obtener las ecuaciones de movimiento, definimos el Lagrangiano L como la diferencia de energia

cinética y potencial de sistema, es decir:

L(g,q) = T(q,9) = V(q) (2-77)

Donde T es la energia cinética y V es la energia potencial descritas en las coordenadas generalizadas.
Por lo que las ecuaciones de movimiento de un sistema mecanico con coordenadas generalizadas ¢ € R™

y Lagrangiano L estdn dadas por:
d oL 0L

dtdg;  Oqi T

(2-78)

ondei=1,....,m i es la fuerza externa actuando sobre la 1 — esima coordenada generalizada.

dond 1, .. T la fi t tuando sobre | denad lizad

0L 0L . -

PR T son vectores renglén, sin embargo usualmente se utilizan como vectores columna por con-
q 04q

veniencia.

Propiedades inerciales de los cuerpos rigidos

Para poder utilizar las ecuaciones de Lagrange a un robot, primero se calcula la energia potencial y
cinética de los eslabones que componen al manipulador en funcién de los angulos y velocidades de las
juntas. Como cada eslabdén es un cuerpo rigido, su energia potencial y cinética pueden ser definidas en
funcién de su masa total y sus momentos de inercia alrededor del centro de masa.

Sea V' C R? el volumen ocupado por un cuerpo rigido y p(r) donde r € V sea la distribucién de masa del
cuerpo. Si el objeto estd hecho de un material homogéneo, entonces p(r) = p, una constante. La masa

del cuerpo es la integral de volumen de la densidad de masa:

m:/ p(r)dv (2-79)
v

Y el centro de masa estd definido como:

’—l r)r -
r—m/vp()dV (2-80)

Considere el cuerpo mostrado en la figura 2-7, para obtener la energia cinética primero se liga un marco

de referencia al centro de masa del objeto y definimos a g = (p, R) como la trayectoria del cuerpo relativa
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Figura 2-7: Marcos de referencia para calcular la energia cinética de un cuerpo rigido en movimiento

al marco de referencia inercial. Sea r € R? las coordenadas de un punto del cuerpo relativa al marco de

referencia del cuerpo. La velocidad de ese punto estd dada por:
P+ Rr (2-81)
v la energia cinética del objeto esta dada por la integral:
1 .
T = 3 p(r) || o+ Rr ||* dV (2-82)
1%

La cual se puede simplificar como:

1

T=— ) (12 +=wT T

5™ (Rl tow Iw

1 mZ 0
T — *(Vb)T b

2 0 I

1
T = 5(vb)Tva (2-83)

Donde V? = g=1g € se(3) es la velocidad del cuerpo y al matriz simétrica

Ly Ixy I,
I= Iy Iy Iz
1., Izy I,.

es el tensor de inercia y la matriz simétrica y positiva definida

mZ 0
0 Z
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es la matriz generalizada de inercia [13].

Ecuaciones de Newton-Euler para cuerpo rigidos

Las ecuaciones de Lagrange dan un método muy general para la obtencién de las ecuaciones de mo-
vimiento para sistemas mecdnicos. Sin embargo, para un cuerpo rigido con configuracién g € SE(3), las
ecuaciones de Lagrange no pueden ser utilizadas directamente a menos que elijamos un parametrizacién
local para la configuracién del cuerpo. Pero ya que todas las parametrizaciones en SF(3) son singulares
en alguna configuracién, este método sélo puede ser usado de manera local. Sin embargo, esto no es muy
atil para el desarrollo de la dindmica de los manipuladores robéticos. Por lo que se debe buscar una
caracterizacion global de la dindmica del cuerpo rigido sujeto a fuerzas y torques externos. Por lo que
se recurrird a las ecuaciones de Newton-Euler para lograr esa caracterizacion global que requerimos. Sea
g = (p,R) € SE(3) una configuracién de un marco de referencia ligado al centro de masa del cuerpo
rigido, relativo al marco de referencia inercial. Sea f una fuerza aplicada en el centro de masa con coor-
denadas f referidas al marco de referencia inercial. La ecuacién de movimiento de traslacion se obtiene

de la segunda ley de Newton en funcién del momento linear mp como:

d

I=a

(mp) (2-84)

Y al ser la masa del cuerpo rigido constante, el movimiento de transalaciéon del centro de masa se

convierte en:

f=mi (2-85)

Estas ecuaciones son independientes del movimiento angular del cuerpo rigido.

De forma similar, las ecuaciones que describen el movimiento angular son obtenidas de forma indepen-
diente del movimiento lineal. Por lo que ahora se considera el movimiento angular del cuerpo rigido
alrededor de un punto sujeto a un torque 7 externo. Para obtener la ecuaciéon de movimiento angular ,
igualamos el cambio del momento angular con el torque aplicado. El momento angular relativo al marco

de referencia inercial estd dado por Z'w® donde
7' = RIR" (2-86)

es el tensor instantaneo de inercia relativo al marco de referencia inercial y w?® es la velocidad angular

espacial. Por lo que las ecuaciones de movimiento angular estan dadas por:

d

= ﬁ(z’oﬁ) = 1(RIRTWS) (2-87)

Tdt

T
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donde 7 € R3 est4 referido al marco de referencia inercial. Por lo que desarrollando la ecuacién 2-87 da
como resultado:

To+w xTw =7 (2-88)

A la ecuacién 2-88 se le conoce como la ecuacion de Euler

Las ecuaciones 2-88 y 2-85 describen la dindmica del cuerpo rigido en términos de una fuerza y torque
aplicados en el centro de masa del objeto. Sin embargo, las coordenadas de los vectores de fuerza y torque
no estan referenciados al marco de referencia corporal, sino al espacial, por lo que hay una incongruencia
en las coordenadas de los componentes. Entonces para corregir esa incongruencia se representan los
vectores de fuerza, torque y velocidad como twist y wrenches. Por lo que para expresar la dindmica
en funcién de twists y wrenches, se reescribe la segunda ley de Newton usando la velocidad corporal

v® = RTp y la fuerza aplicada al cuerpo como f° = RT f, por lo que la ecuacién resulta:

d d .
%(mp) = E( Rv®) = Rmi® + Rma®

Premultiplicando por RT:
mi® + wb x mo® = f° (2-89)

La ecuacién 2-89 es la segunda ley de Newton en coordenadas corporales.

De forma similar se reescribe la ecuacién de Euler en términos de las coordenadas corporales. Usando
w? = RTw?® como la velocidad angular corporal y a 7° = RT7° como el torque referido al marco de
referencia corporal, la ecuacién es:

T’ 4+ wb x Twb® = 7° (2-90)

La ecuacion 2-90 es la ecuacién de Euler en coordenadas corporales. Debe notarse que en el marco de
referencia corporal, el tensor de inercia es constante, por lo que se utiliza Z y no Z' = RZR.
Si se combinan las ecuaciones 2-89 y 2-90 las ecuaciones de movimiento del cuerpo rigido sujeto a un

wrench F aplicado en el centro de masa y referido al marco de referencia corporal son:

mZ 0 P wb x ma®

P + (2-91)
0 I| |a&b wb x Twb
A esta ecuacién 2-91 se le conoce como la ecuacion de Newton-Euler en coordenadas corporales. Esta

ecuacion da una descripcién global de las ecuaciones de movimiento de un cuerpo rigido sujeto a un

wrench externo.
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Capitulo 3

Cinematica, dinamica y control de

manipuladores robéticos

3.1. Introduccién

La cinematica de un manipulador robético describe la relacién entre el movimiento de las articula-
ciones del manipulador y el movimiento resultante de los cuerpos rigidos de los que esta conformado el
robot.

Los manipuladores robdticos modernos estan construidos usualmente conectando diferentes eslabones
utilizando juntas de revolucién, prismaticas, helicoidales, cilindricas, esféricas o planas [15]. Debido a
que las juntas restringen el movimiento de los eslabones adyacentes a un subgrupo de SE(3), las he-
rramientas adquiridas en el capitulo anterior son de mucha utilidad y dan una base bien fundamentada
para poder atacar el problema de la cinematica de los manipuladores robdticos. El elemento principal
del anélisis de la cinematica descansa en la formula del producto de exponenciales, la cual representa la
cinematica de un mecanismo de cadena abierta, como el producto de las exponenciales de los twists. El
producto de exponenciales provee una representacién global y geométrica de la cinemética del manipu-
lador que simplifica el anélisis de una manera substancial.

Posteriormente se obtienen las ecuaciones de movimiento para un manipulador robdtico serial y usando
las estructuras presentes en la dindmica, se construyen leyes de control para el seguimiento asintético de
una trayectoria deseada. En la derivacion de la dinamica se hace uso de forma explicita de los twists para
representar la cinemética del manipulador y explorar el papel que juega la cinemaética en las ecuaciones
de movimiento. Se asume familiaridad con la dindmica y el control de sistemas fisicos.

Se describe la dindmica de los manipuladores robéticos usando un conjunto de ecuaciones diferenciales
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ordinarias no lineales de segundo orden que dependeran de la cinemética y las propiedades inerciales del
robot. A pesar de ser posible obtener estas ecuaciones con la suma de las fuerzas y torques actuando en
los eslabones de robot, se usa el tratamiento Lagrangiano. Esta técnica tiene la bondad de sélo requerir
la energia potencial y cinética del sistema.

Ya obtenidas las ecuaciones de movimiento del manipulador, el problema inverso es tratado: el control
del manipulador el cual involucra obtener las fuerzas y torques necesarios para lograr que el manipulador
siga una trayectoria deseada. De tener el modelo perfecto del manipulador podriamos calcular de forma
exacta las fuerzas y torques necesarios para lograr la trayectoria deseada, pero en la préctica, ésto no es
posible, por lo que se necesita utilizar una ley de control con retroalimentacién que adapte y actualice
los torques necesarios en respuesta a las desviaciones innatas del sistema para que de esa forma obtener

la trayectoria deseada.

3.2. Cinematica de manipuladores robdticos

En esta seccién se obtiene la férmula del producto de exponenciales para ser utilizada en la cinemética
directa de un manipulador serial arbitrario. Posteriormente, se discute el problema inverso de encontrar

el conjunto de los angulos de las juntas que provoca la posiciéon deseada del érgano terminal.

3.2.1. Cinematica directa

La cinemdtica directa determina la configuracién del érgano terminal dadas las configuraciones rela-
tivas de cada par adyacente de eslabones del robot. En esta tesis se enfoca en el estudio de los manipu-
ladores seriales, aunque cabe destacar que todos los métodos vistos en esta tesis pueden ser utilizados
para modelar y controlar manipuladores paralelos. Por convencién se empieza a enumerar las juntas
comenzando desde la base, es decir, el eslabén 0 serd la base del manipulador y el eslabén n serd el
organo terminal.

Se define a @ como el conjunto de todos los posibles valores que pueden tener las configuraciones de
las juntas del manipulador, ya sean de revolucién o prismaticas. El nimero de grados de libertad de un
manipulador robético es igual al nimero de juntas que éste presente. Se ligan dos marcos de referencias
muy particulares a todo manipulador robdtico serial. Uno de ellos es el marco S llamado marco de refe-
rencia de la base, el cual estd ligado a la base del manipulador. El otro es el marco de referencia ligado
al 6rgano terminal T

Ahora se puede definir formalmente a la cinematica directa; dados los dngulos correspondientes a cada
junta 6 € Q, se desea conocer la configuracién del marco de referencia T relativo al marco de referencia

S. La cinemética directa es representada por la transformacién g el cual transforma los angulos de
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cada junta en elementos de SE(3), es decir: gg : Q@ — SE(3).
La transformaciéon de la cinemética directa es construida a través de la composicién de los movimientos

individuales de cuerpo rigido de cada eslabén del manipulador. Es decir:

9st(0) = gst, (01) 91,1, (02) 91,11, (On) 1.t (3-1)

La férmula del producto de exponenciales

Una descripcion méas geométrica de la cineméatica puede ser obtenida usando el hecho de que cada
movimiento de los eslabones puede ser representado por un twist asociado al eje de revolucién de la

junta. Recordando que si € es un twist, entonces el movimiento de cuerpo rigido asociado estd dado por:
9ab(6) = ¢**gap(0) (3-2)

Con base a lo anterior se define a .S como el marco de referencia ligado a la base del manipulador robético
y T el marco de referencia ligado al 6rgano terminal. Se define a la configuracion de referencia del
manipulador como aquella configuracién donde 8 = 0y sea g5+(0) la representacién de la transformacién
entre los marcos de referencia Ty S cuando el manipulador esta en su configuracion de referencia. Para
cada junta se construye un twist &; que corresponde al movimiento de tipo screw del ¢ — esimo eslabén.

Para una junta de revolucion, el twist &; esta representado como:

—w; X g;
&= (3-3)
w;
donde w; € R3 es el vector unitario en la direccién del eje del twist y ¢; € R? es cualquier punto sobre

el eje. Para una junta prismatica, el twist esta representado como:

&= (3-4)
0

donde v; € R? es el vector unitario en la direccién de la traslacién. Todos los vectores y puntos especifi-
cados estan referidos al marco de referencia S.
Combinando los movimientos individuales de cada junta, la transformacién de la cinematica directa
gst : Q@ — SE(3) estd dada por:

9ut(6) = 51718020 g,y (0) (3-5)
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Los twists &; deben ser numerados de forma secuencial empezando desde la base hasta el 6rgano terminal,
gs¢(0) da la configuracién del érgano terminal independientemente del orden en las que son hechas las
rotaciones y traslaciones. La ecuacion 3-5 es conocida como la férmula del producto de exponenciales

para la cinemética directa del manipulador.

Area de trabajo de un manipulador

El drea de trabajo de un manipulador estd definida como el conjunto de todas las configuraciones
posibles del érgano terminal. Si @ es el espacio de configuracién del manipulador y gs: : Q@ — SE(3) es

el mapeo de la cinematica directa, entonces el espacio de trabajo W esta definido por el conjunto
W ={gs(0) : 0 € Q} C SE(3) (3-6)

3.2.2. Cinematica inversa

La cinemaética inversa consiste en obtener los valores de los angulos de las juntas para poder alcanzar
una configuraciéon deseada del érgano terminal. Esto quiere decir que dada la transformacién de la
cinemdtica directa g5 : @ — SE(3) y una configuracién deseada g4 € SFE(3) se desea resolver la

ecuacion

9st(0) = ga (3-7)

para alguna 0 € @Q. La ecuaciéon puede tener multiples soluciones, una solucién tnica o ninguna. La
pregunta de como resolver la ecuacién 3-7 es un drea con una muy activa investigacién. En particular,
el problema radica en el niimero de soluciones a la ecuacién 3-7 y de como pueden ser calculadas esas
soluciones en tiempo real. Varias propuestas se aproximan al problema usando la teoria de eliminacién
cldsica [10], la cual consiste en un procedimiento sistemdtico que de forma simultdnea elimina n — 1
variables de un sistema de n polinomios con n variables para obtener un solo polinomio con una sola

variable. Este procedimiento junto con muchos otros pueden ser consultados en [9].

3.2.3. Cinematica directa diferencial

Ademas de la relacién entre los dngulos de las juntas y la configuracién del 6rgano terminal, se
necesita el conocimiento de la relacion entre las velocidades de las juntas y las del érgano terminal. La
herramienta que ayuda al estudio de estas relaciones es el Jacobiano del manipulador.
Tradicionalmente se describe al Jacobiano de un manipulador derivando la expresién de la cinemética
directa. Esto funciona cuando la cinemdtica directa esté representada como una transformacién g :

dg

R™ — RP, en cuyo caso el Jacobiano es la transformacién lineal %(0) : R" — RP. Sin embargo, al
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usar la representacién de la cinemdtica directa como g : R™ — SFE(3), el Jacobiano ya no puede ser
obtenido de esta forma [8]. Para lidiar con este problema se utilizan las herramientas adquiridas para el
movimiento de cuerpo rigido para escribir el Jacobiano en términos de los twists. La férmula del producto

de exponenciales nos da una descripciéon y obtencién muy sencilla del Jacobiano del manipulador.

Velocidad del 6rgano terminal

Sea g5 : @ — SE(3) la representacién de la cinemética directa de un manipulador. Si las juntas se
mueven a lo largo de la curva 6(t) € @, entonces el érgano terminal sigue la trayectoria descrita por
gst(0(t)) € SE(3). Por lo que la velocidad instantdnea espacial del érgano terminal estd descrita por el

twist:
Vs = :4(0)95'(0)
Aplicando la regla de la cadena:

- " Bgst _ )
Vi =D (g st (0)6: (3-8)

i=1

Se observa como la velocidad instantanea del érgano terminal depende linearmente de las velocidades de

cada junta. En las coordenadas de twist, la velocidad del érgano terminal puede ser representada como:
Vi = J5(0)0 (3-9)

donde:

s agt —
To =Y (g 0) (310)
Llamamos a la matriz JZ, como el Jacobiano espacial del manipulador. Si se utiliza la férmula del

producto de exponenciales para representar la cinematica directa del manipulador, el Jacobiano espacial

se obtiene como:

LO=la g . ¢ (3-11)
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donde:

& =Ad (3-12)

6591 ..‘egiﬂ—lei,l){i

[14] El Jacobiano representado de esta forma arroja propiedades muy interesantes:
1. & depende tinicamente de los angulos 61 a 6;_4

2. Todos los twists estan referidos al marco de referencia S, por lo que la estructura del Jacobiano

puede ser obtenida por inspeccién.

3. Los Jacobianos pueden ser definidos para cualquier otro cuerpo dentro del mecanismo, tal que
Vs = J;(0)0 donde
Ji=164 & .. & 0 .. 0|0 (3-13)

Esto gracias a la propiedad 1.

El Jacobiano espacial también nos puede ayudar a obtener la velocidad instantanea de un punto g ligado

a algin cuerpo del manipulador con respecto al marco de referencia S:

vi = Vg = (J5(0)0)"¢* (3-14)

(3-15)

donde 7 representa el eslabén deseado, si éste fuera el érgano terminal entonces ¢ = t.

Es posible también relacionar el Jacobiano espacial con el Jacobiano corporal con la ecuaciéon 3-16
Jo(0) = Adgst(e)‘].i)t(e) (3-16)

Anadlisis de la manipulabilidad usando el Jacobiano

La manipulabilidad del robot puede ser analizada gracias a las propiedades intrinsecas del Jacobiano

como operador lineal; tal como el espacio columna, el kernel, el rango y las singularidades [4].

» Espacio Columna de J(6)
El espacio columna representa todos los posibles twists que pueden ser desarrollados por el érgano

terminal.

» Kernel de J(6)

El kernel es el conjunto formado por aquellas configuraciones que cumplan con V3 (t) = J (9)(9 =0.
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Por lo que la representacién fisica del kernel son todas aquellas configuraciones que no cambian de

forma alguna la configuracion del érgano terminal

= Rango de J(0)
Para obtener el rango de J(6) se busca si hay dependencia lineal entre sus columnas [6]. El rango de
J(0) sera siempre igual o menor a seis; por lo que se cumple que rank(J(0))+ kernel(J(8)) = 6. Si
rank(J(0)) < 6, entonces el kernel(J(6)) > 0, ésto significa que existe una singularidad cinemdtica.
FEl significado fisico es que no importa que 0 se aplique, no habra movimiento en cierta direccion,
ademads de que si se aplicara un wrench en esa direccién (la relacién entre el Jacobiano y los wrenches
se explora en la siguiente seccién de dindmica) no tendrd efecto en el mecanismo. Ademds de que
en las configuraciones cercanas a las singularidades, las velocidades son extremadamente grandes.

Por todas estas consecuencias fisicas, se deben evitar al mayor grado posible las singularidades.

3.2.4. Cinematica inversa diferencial

El problema de la cinemaética inversa diferencial es el como obtener las velocidades de las juntas 6 para
mover el 6rgano terminal a una velocidad deseada. Para ello se parte de la definicién de la velocidad del
S

6rgano terminal V5 = J(6)0 donde J(0) € RS*". Por lo general, el Jacobiano no es una matriz cuadrada,

por lo que tenemos tes posibilidades:

1. Sin = 6y rank(J)) = 6, entonces J(f) es una matriz cuadrada por lo que se puede obtener

é = J_I(H)Vdeseada-
2. Si n < 6, no todas las configuraciones pueden ser obtenidas.
3. Sin> 6y rank(J(0)) = 6, entonces hay miltiples soluciones.

Sin > 6 se le denomina al manipulador como redundante, ya que tiene grados de libertad extra, ademads
de que el Jacobiano espacial tiene un kernel no trivial. Sin embargo, tener un manipulador redundante
tiene ventajas significativas, ya que tiene la libertad de moverse entre obstaculos, ademéas de que podran
evitar las configuraciones singulares. Aunque tendran la desventaja de tener mas masa y complejidad.

Para obtener la solucién de la cinemética inversa diferencial para manipuladores redundantes se define

la ecuacion:

J(e)e* = Vdeseada
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Sabemos que para que v € kernel(J(6)) se debe cumpir:
J(@)v=0
Por lo que la ecuacién a resolver se vuelve:
J(0) (6 +v) = J(0)0, + J(0)v = J(0)8, + 0 = J(0)6, = Vieseada

Entonces si 0, es una solucién para J(6)0. = Vieseada, €ntonces también lo serd para 6 + v para toda

v € kernel(J(0))

Con este planteamiento se puede elegir una solucién de 6 que satisfaga una restriccion, por ejemplo:

Minimizar || 6 ||:
0 = J(0)Vacseada = I (JIT) Waescada (3-17)
o e . , ]-'T A
Minimizar la energia 5(9 M0:
0 =M IV (IM I Waeseada (3-18)

3.3. Dinamica de manipuladores robéticos

La gran mayoria de los manipuladores robdticos son impulsados por actuadores eléctricos, hidraulicos
6 neumaticos, los cuales aplican torques o fuerzas, en el caso de actuadores lineales, en las juntas del
manipulador. La dindmica de un robot manipulador describe como el robot se mueve en respuesta a las
fuerzas o torques del actuador. Por simplicidad se asume que los actuadores no tienen dindmica propia
y por lo tanto podran desarrollar el torque necesario a las juntas del robot. Esta suposiciéon ayuda a

estudiar la mecénica inherente del manipulador sin preocuparse de como las juntas son actuadas.
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3.3.1. Fuerzas en el 6rgano terminal

El Jacobiano puede ser utilizado para describir la relacion entre los wrenches aplicados en el 6rgano

terminal y los torques de las juntas. Esta relacién es fundamental para entender como programar a un
robot para interactuar con su entorno.
Para obtener la relacion entre los wrenches y los torques, se calcula el trabajo asociado a la aplicacién
de un wrench a través de un desplazamiento del érgano terminal. Sea g4 (0(t)) la representacion del
movimiento del 6rgano terminal y el trabajo neto realizado a éste por el wrench F; sobre un tiempo de
intervalo [t1, t2], entonces:

ta
W:/ VL. Fudt (3-19)
t1

donde V% es la velocidad del érgano terminal. El trabajo seré el mismo que el realizado por todas las

juntas, despreciando la friccién, por lo que:

t2 . t2
O-rdt=W = [ V&.Fudt (3-20)

tl tl

Como esta relacién debe cumplirse para cualquier intervalo de tiempo, los integrados deben ser iguales.

Por lo que usando el Jacobiano para relacionar V%, y 6, se tiene:

§Tr = 67 ()T F,

= (J2)"F, (3-21)

S

Esta ecuacién relaciona el wrench del 6rgano terminal con los torques de las juntas que son equivalentes
a un wrench aplicado al 6rgano terminal. Al igual que en la velocidad del érgano terminal, el Jacobiano

puede dar el torque equivalente de un wrench F' sobre el cuerpo i como:
= (J)TF, (3-22)

3.3.2. Dinamica de manipuladores robéticos seriales

Para obtener las ecuaciones que describen el movimiento de los manipuladores robéticos seriales se
hace uso del tratamiento de la cinemética vista en esta tesis, ademas se utiliza el método de Lagrange
en funcién de los angulos y velocidades angulares de las juntas del manipulador serial.

Para calcular la energia cinética de un manipulador robdtico serial con n grados de libertad, se suma la
energia cinética de cada eslabén. Para este propdsito se define el marco de referencia L; ligado al centro

de masa de cada eslabon, por lo que la configuraciéon del manipulador relativa a al marco de referencia
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ligado a la base S estd dada por:
ga1, (0) = 571 e%% g (0) (3-23)

Por lo que la velocidad corporal del centro de masa del eslabén i esta dada por:
Vi, = J,0)0 (3-24)

Para simplificar la notacién se usa J; = Jfli. Con base en lo anterior, se puede representar a la energia

cinética del i-ésimo eslabén como:
R 1 1. .
Ti(0,0) = 5(Via,)" MiVig, = 507 T (0) MiJi(0)0 (3-25)

Donde M; es la matriz generalizada de inercia para el i-ésimo eslabén. Ahora la energia cinética total
esta dada por:
) n . 1. .
T0,0) = T,0,0) = =0T M ()0 3-26
(0,6) = 3 T0.6) = 507 M(0) (3-26)

i=1
La matriz M(0) € R™*™ se le conoce como la matriz de inercia del manipulador, en funcién de los

Jacobianos de los eslabones J;. La matriz de inercia del manipulador estd definida como:

M) = 30 T O)MI0) (3-27)

=1

A continuacién se obtiene la energia potencial del manipulador. Por lo que se define a h;(f) como la

altura del centro de masa del eslabon i-ésimo. Por lo que la energia potencial estd definida por:
Vi(0) = migh;(9) (3-28)

donde m; es la masa del i-ésmio eslabén y g es la constante de la gravedad. Por lo que la energia potencial

total estd dada por la suma de la contribucién de cada eslabédn:

V() =D Vi(0) =) mighi(9) (3-29)

i=1 i=1

Por lo que combinando ambas para obtener el Lagrangiano, éste resulta:

£(6,6) = %QTM(H)é _v(o) (3-30)
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Las ecuaciones de movimiento son obtenidas al substituir el Lagrangiano en las ecuaciones de Lagrange:

doL oL _ ..
dtog; 00; '

Donde Y; representa el torque ejercido por el actuador y ortas fuerzas generalizadas no concervativas

actiando en el eslabon i-ésimo, por lo que el lagrangiano nos queda:

d OL d — . n .. L.
= (> Mi;f;) = (M;;6; + M;;6;)

di og; — dt =
OL 1 ~ OMy;; . OV
00, 2%_: a6, x% = 5,

Reacomodamos los términos de las ecuaciones de Lagrange, de forma que quedan de la siguiente manera:

.. n . v
Mz](9)0] + Z Fijkéjek + %(9) =7, i=1,..,n (3_31)

1 Grk=1

n

J

Donde definimos a I';;, como:

Tk = 1 <3Mij(9) L OMa(0) 5Mkj(9)> (3.32)

2 00y 00, a0;
La ecuacién 3-31 es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden en funcién de los dngulos de las
juntas del manipulador. Consiste de cuatro partes: las fuerzas inerciales, que dependen de la aceleracién

de las juntas; las fuerzas centrifugas y de Coriolisis; energias potenciales de la forma ; las fuerzas

00;
externas T;.

Las fuerzas externas pueden ser divididas en dos componentes. Sea 7; el torque aplicado en la junta,
entonces definimos a —N (6, §) como todas las demés fuerzas que actiian en el i-ésimo eslabén, incluyendo

fuerzas conservativas que provienen de la energia potencial, asi como fuerzas disipativas como la friccién.

Por ejemplo, si el manipulador sufre friccién viscosa en las juntas entonces N; esté definida como:

v
09;

—Ni(0,0) = —— — B0; (3-33)

Donde £ es el factor de amortiguamiento. Otras fuerzas que actiien en el manipulador, como las fuerzas
en el érgano terminal, pueden ser incluidas si se representa usando la transpuesta del Jacobiano, como

se vié en las secciones anteriores.
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Ahora se define la matriz de Coriolisis C(6, ) € R™*" como:

L (0M;(0) | OMu(6) _ 3Mkj(9)) 0, (3-34)

Cij(0,0) = 3 ( 00, 6; 90,

La matriz de Coriolisis del manipulador nos expresa las fuerzas centrifugas y de Coriolisis en funcién de

los dangulos de las juntas. Por lo que la ecuacién 3-31 se puede reescribir como:
M(0)6+C(0,0)0 + N(6,0) =7 (3-35)

Donde 7 es el vector de los torques de los actuadores y N (6, 9) incluye la gravedad y otras fuerzas que
actian en las juntas. Esta ecuacién vectorial diferencial de segundo orden esta en funcién de los torques
de las juntas. Las matrices M y C, las cuales resumen las propiedades inerciales del manipulador, tienen

propiedades muy importantes, las cuales son:
1. M(0) es una matriz simétrica y positiva definida.

2. (M —2C) € R™™ es una matriz antisimétrica.

3.4. Control de manipuladores robéticos

Ahora que ya podemos definir la cinemédtica y la dindmica de nuestro manipulador robdtico en
funcién de los angulos, velocidades y torques de las juntas que conforman nuestro manipulador, ahora
se encuentra con el problema del control de la posiciéon para poder obtener las trayectorias deseadas. Se
debe emplear un controlador robusto con respecto a los errores en las condiciones iniciales, al ruido en
los sensores y a errores en el modelado.

Para poder definir la robustés de nuestro controlador se emplean las herramientas de la Teoria de
Estabilidad de Lyapunov. Por lo que se da una breve introduccién a estas herramientas. Esta tesis

asume un conocimiento basico de la Teoria de Control.

3.4.1. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

La estabilidad en el sentido de Lyapunov se entiende como un andlisis de continuidad en torno de
los puntos de equilibrio con respecto a su comportamiento dindmico. En este sentido, si se presenta un
pequeno cambio en torno de una condicion inicial cercana a un punto de equilibrio, ésta puede ser estable
o bien, inestable. Cabe destacar que el andlisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov sélo se puede
realizar en puntos de equilibrios situados en el origen. Por lo que si se tiene un punto de equilibrio fuera

del origen, se debe hacer un cambio de coordenadas para poder realizar este anélisis.
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Considere al sistema:

&= f(z,t) (o) =20 (3-36)

con puntos de equilibrio

fla™t) =0 Vt=>tg (3-37)

donde x, zg, z* € R".
Entonces el punto de equilibrio z = 0 es estable al tiempo g si Ve > 0,30 > 0 tal que || z(to) |[|[< 6 =||
x(t) ||< eVt > tp, si ésto no se cumple, el punto de equilibrio no es estable [7].

Se dice que el punto de equilibrio es asintdticamente estable si:
1. Es estable.

2. 30(tp) > 0 tal que || z(to) ||< 6(to) =] z(t) | = 0 cuando t — oo.
Si & esta restringida entonces se le denomina estabilidad local, sino es asi, entonces se le denomina

estabilidad global

Se dice que x = 0 es un punto de equilibrio exponencialmente estable si:

Ja, A >0
tal que:

() < o a(to) || e X0 V>t (3-38)

Si § no esta en funcién del tiempo, entonces a todas las definiciones se les agrega la palabra uniforme.

Una funcién escalar V(x,t) es positiva definida en una regién (2 si:

v(0,t) =0 Vit (3-39)

Vit V(z,t) = Vo(z) (3-40)

La funcién escalar V' (z,t) se dice que es decreciente si:

V(,6)=0 W (3-41)
El% (iL‘) >0 vVt >ty (3—42)
Viz,t) <Vilz) Wt (3-43)
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Donde V;(z) es una funcién escalar invariante con el tiempo. Una funcién o : Rt — R* continua se dice

de clase K si:

a(0) =0 (3-44)
a(p) >0 Vp >0 (3-45)
aesdecreciente. (3-46)

Una funcién V(z,t) es localmente (globalmente) positiva definida en una vecindad Bs, si y slo si existe

una funciéon « de clase K tal que:

VO0,)=0 ¥t>0 (3-47)

Vz,t) > o] =) Va € Bs, (3-48)

Una funcién V(z,t) es localmente (globalmente) decreciente si y sélo si existe B € K tal que:

V(0,6)=0 Vt>0 (3-49)

Ve, t) <B([[z[]) Ve Bs, (3-50)

Con base a las definiciones anteriores, se puede definir la estabilidad de un sistema.
Suponga una vecindad Bs, del punto de equilibrio 2 = 0, existe una funcién escalar V'(z,t) y una funcién

a, 8,7 € K tal que para todo z # 0 y sean las siguientes condiciones:

Vi, t) >a|z|>0 (3-51)
V(z,t) <0 (3-52)
Viz,t) <B | z| (3-53)
Viz,t) <yl (3-54)
mlin;ooz | z ||= o0 (3-55)

Se puede determinar el tipo de estabilidad siguiendo las siguientes reglas:

1. Si se cumplen las condiciones 3-51 y 3-52 se dice que el punto de equilibrio x = 0 es estable en el

sentido de Lyapunov.

2. Si cumplen las condiciones 3-51, 3-52, 3-53 entonces el punto de equilibrio x = 0 es uniformemente
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estable.

3. Si se cumplen las condiciones 3-51, 3-53, 3-54 se dice que el punto de equilibrio z = 0 es

asintéticamente estable.

4. Si cumplen las condiciones 3-51, 3-53, 3-54 y 3-55; entonces el punto de equilibrio x = 0 es

global, uniforme y asintéticamente estable.

3.4.2. Control de posicién y seguimiento de trayectoria

Ahora que se conoce la cinemaética, la dindmica del manipulador robédtico, y tenemos las herramientas
para definir si nuestro controlador es robusto, se procede a plantear el problema de control de posicién
y seguimiento de trayectoria.

Partimos de la ecuacién diferencial que describe al manipulador robético:
M(0)6+C(0,0)0 + N(6,6) =7 (3-56)

donde 6 € R"™ representa el conjunto de configuraciones posibles de nuestro robot y 7 € R™ denota
los torques aplicados a las juntas. Entonces dada la trayectoria deseada 65 y asumiendo que el modelo
dindmico del manipulador robético es perfecto, entonces es légico asumir que (0) = 64(0),6(0) = 64(0),

entonces se podria resolver el problema del seguimiento de trayectoria al resolver la siguiente ecuacién:
7= M(04)01 + C(0a,0a)04 + N(04,04) (3-57)

Ya que 0 y 0, satisfacen a la misma ecuacién diferencial y tienen las mismas condiciones iniciales, por lo
que por el teorema de la unicidad de soluciones de las ecuaciones diferenciales resulta que 0(t) = 64(t)
para todo t > 0. Este es un ejemplo claro de control de lazo abierto. Sin embargo, esta técnica no es
robusta y no logra corregir los errores en las condiciones iniciales o los errores de modelado que pueden
aparecer. Es decir, nunca se sabra la posicién exacta de nuestro manipulador. Por esta razén se debe
dar una retroalimentacién de estados para poder corregir los errores y situaciones mencionados. Sin
embargo, la retroalimentacién debe ser escogida de tal manera que la trayectoria real converga a la
trayectoria deseada, es decir, si la trayectoria fuera sélo un punto, el sistema de lazo cerrado debe ser
asintoticamente estable alrededor del punto deseado. Por ello se da la introduccién a la estabilidad en el
sentido de Lyapunov.

Debe considerarse que el desempeno de las leyes de control dependen en el manipulador particular a

estudiar. Por lo que se presentan dos leyes de control ampliamente usadas: Torque calculado y Control

PD.
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Torque Calculado

Considerando la ley de control de lazo abierto 3-57, dadas la posicién y la velocidad del manipulador,
cancelando todas los no linealidades y aplicando el torque exacto para vencer la inercia del actuador, se

tiene:

Ya que M () es positiva definida, tenemos:
0 =04 (3-58)

Y como en el caso del controlador de lazo abierto, las condiciones iniciales concuerdan con las de la
trayectoria deseada, sin embargo, este controlador no corrige ningin error que se llegue a presentar,
por lo que le se agrega un término de retroalimentacién. Tomando en cuenta la linealidad de 6 = 6, se

propone la siguiente ley de control:
T=M(8)(0s — K,é— K,é&) +C(6,0) + N(6,6) (3-59)

donde e =0 — 64 y K, y K, son ganancias matriciales constantes. Con base en lo anterior, la dindmica

del error puede ser representada como:
M(0)(é+ Kyé+ Kpe) =0
Y como M () es positiva definida:
E+ Kyée+ Kpe=0 (3-60)

Esta ecuacién diferencial lineal describe la dindamica del error entre las trayectorias real y deseada. A
esta ecuacion se le conoce como la ley de control del torque calculado. Esta ley de control consiste de dos

componentes:

Trp = M(0)04+ C(0,0)0 + N(0,0)
T = M(0)(—K,é — Kpe)
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donde:

T=TiE T Thb

El término 7¢¢ se le conoce como el componente feedforward, el cual provee el torque necesario para seguir
la trayectoria nominal deseada. Y el término 7y, se le conoce como el componente el retroalimentacion

y provee el torque de correccién para disminuir cualquier error en la trayectoria del manipulador.

= Estabilidad de la Ley de Control del Torque Calculado
Si Kp, K, € R"*™son matrices positivas definidas, simétricas, entonces la ley de control aplicada
al sistema resulta en un seguimiento exponencial de la trayectoria [10].

Controlador PD

Una ley de control PD, en su forma maés simple tiene la forma:
T=—-K,é— Kpe (3-61)

donde K, y K, son matrices positivas definidas y e = 6 — 4. Al no tener término integral, esta ley de
control no resolvera el problema del error en estado permanente. Sin embargo, si se agrega el término
integral, se introducen complicaciones ya que se necesita mantener la estabilidad y evitar el desborda-
miento del integrador [8].

Sin embargo antes de agregar el término que se encargara de eliminar el error en estado permanente, se

muestra que el controlador PD es estable.

" Sif; =0 y Ky, K, > 0, entonces el controlador PD aplicado al sistema hace que el punto de

equilibrio 6 = 64 sea globalmente estable [8].

Para eliminar el error en estado permanente se considera la version modificada del controlador PD:
7= M(0)84+C(0,0)04 + N(8,60) — K,é — Kpe (3-62)

A este controlador se le conoce como el controlador PD aumentado.

= Estabilidad del controlador PD aumentado
El controlador PD aumentado aplicado al sistema resulta en un seguimiento de la trayectoria

exponencial si K, K, > 0. Para mayor referencia consultar a [10].
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Capitulo 4

Producto mecatrénico: manipulador

robotico

4.1. Introduccién

Un producto mecatrénico, a veces también denominado producto inteligente, es aquel cuya funcién
recae y depende de la integracién de los componentes mecanicos y electrénicos los cuales estaran coor-
dinados por una arquitectura de control y que resolverd una necesidad en especifico. Se espera que éste
tenga la menor intervencién posible del usuario para su funcionamiento. Por lo que el desarrollo de un
producto mecatrénico depende de diversas areas de la ingenieria para poder ser construido. Ademas se
necesita plantear una metodologia de diseno para poder llegar al producto que resuelva la necesidad de
usuario. En la actualidad existen diferentes métodos de disefio que se pueden utilizar para atacar a una
necesidad en concreto. Generalmente al atacar un problema que requiere una innovacién o un rediseno
de algun producto se busca hacerlo por médulos mutuamente excluyentes que al final se buscan integrar,
lo cual lleva a un producto el cual tiene muchas complicaciones para ser realizado, debido a que la falta
de interaccion entre cada uno de ellos. Por lo que es necesaria una sinergia entre todos éstos para que
de esa forma, con la retroalimentacién de cada uno de ellos se llegue a un producto que logre resolver la
necesidad inicial.

El problema de médulos trabajando de forma independiente se ha atacado en los métodos mas recientes.
Ahora se busca integrar los diferentes médulos que involucran el disefio en un equipo multidiscipliario en
el cual se busca de forma activa la retroalimentacién de cada una de las partes del equipo. Sin embargo,
aun existen diferentes formas de atacar el problema de disefio basado en una metodologia de integracion,

las cuales pueden estar enfocadas en diferentes metas, tales como el disefio para el costo de produccion,
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diseno para la calidad, diseno para Six Sigma, todos estos englobados en la metodologia de Design for
X [5].Un enfoque multidisciplinario hoy en dia es fundamental para el disefio de los productos que hoy
en dia se necesitan [17]. Sin embargo, a pesar de todas las metodologias que existen, muchas de éstas
tienen aspectos en comun que son importantes resaltar, los siguientes puntos son fundamentales para la

innovacién de un producto [12]:
1. Identificacién de la Necesidad
2. Diseno Conceptual
3. Ingenieria de Detalle
4. Prototipos y Escalamiento
5. Produccion
6. Comercializacién

En esta tesis, se utiliza una metodologia de diseno con mddulos secuenciales, basada en los métodos
propuestos por los profesores Dr. Ramirez [12] y Dr. Dorador [5] de la Facultad de Ingenierfa de la
Universidad Nacional Auténoma de México. En este método se busca la integracién entre diferentes las
diferentes areas de la Ingenieria para llegar a un producto mecatronico. Se ejemplifica esta metodologia
con el diseno del manipulador robético.

Los médulos creados para el desarrollo del producto mecatrénico son los siguientes:
= Diseno Conceptual

1. Definicién el Objetivo.

2. Necesidades del cliente.

3. Lista de especificaciones.

4. Pesos ponderados (Matrices de decisiones).
5. Lluvia de ideas.

6. Seleccién de la solucion mas adecuada.
= Disenno Mecénico

1. Bosquejo a mano alzada.
2. Dibujos en CAD.

3. Simulacién cinematica y dindmica.
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4. Simulacién de esfuerzos.
5. Definicién y obtencién de las propiedades mecédnicas del producto.

6. Elaboracién de planos para la manufactura del producto.
» Andlisis del producto mecatrénico: Manipulador Robético !

1. Anélisis Cinematico.

2. Anélisis Dindmico.

» Diseno eléctrico

—_

. Definicién de las necesidades eléctricas del producto.
2. Definicién de los actuadores.
3. Definicién de la fuente de poder.

4. Definicién de la circuiteria eléctrica.
= Diseno del controlador

1. Definicién del Controlador.

2. Respuesta del sistema al controlador propuesto.
= Diseno electrénico

1. Definicién de las necesidades electrénicas del producto.
2. Definicién de los sensores.
3. Definicién del Microcontrolador.

4. Programacién de los algoritmos.

= Presentacion del Prototipo.

4.2. Diseno conceptual

4.2.1. Definicion del objetivo

Lo primero que debe realizarse es la definicién del producto que se realizara. En este caso, el producto
a realizarse es un manipulador robdtico serial para fines didacticos. La razén por la cual se decidié por

este producto es porque en el plan de estudios de la carrera de Mecatronica, en la asignatura de Robdtica,

1Este andlisis se explorara en el capitulo 5.
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se contempla un laboratorio para sesiones practicas. Sin embargo, a pesar de contar con equipo, la ma-
yoria no se encuentra en buen estado, por lo que no se cuenta con un laboratorio propio para la materia.
Por lo que surge la necesidad de crear equipo a un precio accesible para poder equipar un laboratorio,
que no sélo sirva para la materia de Robdtica, sino que también pueda ser utilizado por otras materias,
como seria la materia de Instrumentacién, en donde se trabajaran las senales de los diferentes sensores
del manipulador y asi aplicar el conocimiento adquirido en clase. También se puede utilizar en las di-
ferentes materias de control, ya que al ser el manipulador de arquitectura abierta, se podra manipular
con diferentes equipos y configuraciones que ayudaran a los estudiantes a ver de forma practica la teoria
adquirida en estas materias. Y esto es sélo por mencionar algunos ejemplos.

Ahora que se sabe que producto a realizar, se define el mercado. El mercado para este producto me-
catrénico esta representado por los profesores de la materia de Robdtica de la Facultad de Ingenieria de
la Universidad Nacional Auténoma de México.

Ahora se debe consultar al cliente para poder conocer sus necesidades y asi tener una referencia para
poder disenar el producto que mas se adectie a sus necesidades y las resuleva de forma mas éptima. Por
lo que se busca al jefe del Departamento de Ingenieria Mecatroénica, el Dr. Jesis Manuel Dorador, y se
le presenta el proyecto. El Dr. Dorador acepta y aprueba el proyecto, asignando un presupuesto para
su realizacién. Posteriormente, se concerta una cita con los profesores de la materia de Robdtica: el Ing.
Patricio Martinez Zamudio, el Ing. Erik Pena Medina, el Ing. Sergio Esteves Rebollo y al M.C. Ernesto

Riestra para poder conocer sus necesidades.

4.2.2. Necesidades del cliente

En la cita con los profesores, se les presenta la idea de realizar un manipulador robético para ayudar
a la docencia de la materia de Robdtica. Por lo que se les pregunta que requieren en un manipulador
serial. Los profesores expresan lo que, a su parecer, es neceserio para que el producto logre el objetivo
de apoyo de la docencia. Después de recopilar las diferentes necesidades que expresadas, se extraen las

mas importantes, las cuales son:

= Cinco grados de libertad.
Un cuerpo aislado puede desplazarse libremente en un movimiento que se puede descomponer en
3 rotaciones y 3 traslaciones geométricas independientes. Para un cuerpo unido mecanicamente a
otros cuerpos, algunos de estos movimientos elementales desaparecen. Se conocen como grados de

libertad los movimientos independientes que permanecen [3].

= Robot Serial.

Un robot serial estd disenado como una serie de eslabones conectados por articulaciones acciona-
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das por un motor que se extienden desde una base a un 6rgano terminal. A menudo tienen una

estructura de brazo antropomérfico descrito como un ”hombro”, un ¢odo”, y una "mutieca”[10].

= Tipo KUKA
Los robots KUKA estén equipados con un panel de control con joystick de seis grados de libertad
integrado y una pantalla. Este mueve al manipulador, guarda posiciones o mddulos, funciones y

listas de datos que pueden ser creadas y procesadas.

Figura 4-1: Robot tipo KUKA

= Modular
Modular se refiere a un diseno el cual sus piezas puedan ser intercambiables para poder de esa

forma expandir las funciones del producto.

= De arquitectura abierta.
Arquitectura abierta se refiere a que el manipulador es capaz de ser controlado con las diferentes
interfaces disponibles. Es decir, que se pueda programar con una computadora sin importar el

sistema operativo o el lenguaje de programacién que se decida utilizar.
= Espacio de trabajo de 80 [cm] méximo.
» Capacidad de carga de 400 [g] méaxima.
= Bajo costo.
= Buena repetitividad.
= Alta resolucién.

Estas necesidades se agrupan en tres bloques. En cada bloque se agrupan las necesidades del cliente,
como se muestra en la tabla 4-1. Con base en la organizacién de las necesidades del cliente, se definiran

las especificaciones de cada bloque.
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4.2.3.

Ahora que ya se tienen las neceisdades organizadas, podemos empezar a definir las especificaciones

» Materiales 2 3

= Motores 4

= Transmisién

Cuadro 4-1:

Necesidades agrupadas en bloques

Bloque

Necesidad

Material

Durabilidad

Resistencia

Facilidad de Manufactura
Ligereza

Precio

Motores

Torque necesario
Necesidad de encoder
Precision

Baja corriente nominal
Necesidad de transmision
Precio

Transmisién

Disponibilidad de piezas comerciales
Simplicidad de uso y mantenimiento
Precisién

Precio

Lista de especificaciones

que debe tener cada bloque. Para ello se utilizan las tablas de:

Cuadro 4-2: Especificaciones de materiales

Material Densidad Moédulo de | Esfuerzo a | Esfuerzo Precio USD
[ % ] Elasticidad la  Fluencia | Ultimo
m [GPa] [MPa] [MPa]
Acero 1018 7850 207 220 341 38.60
Acero inoxi- | 7850 190 276 568 150.12
dable
Aluminio 2600 71.7 296 446 50.28
2024
Latén 8400 106 106 200 622.08
Acrilico 960 2.1 - 28 20

2Las propiedades mecanicas fueron obtenidas de [16]

3Para el precio de los materiales se opté como referencia una ldmina de 3/16” (25.58 [mm]) de espesor y de 12 x 12 [ft]
y las paginas de referenica: www.metalsdepot.com y www.professionalplastics.com

4Las caracteristicas y precios fueron obtenidos de: www.pololu.com y www.automationexpress.com

5 . . s
° Asumiendo la necesidad de transmisién

6El precio de las poleas fueron obtenidos de www.sdp-si.com




Los materiales que se consideran son escogidos debido a sus particulares propiedades fisicas y mecani-
cas. Ademas de que un factor importante también es el precio. Debido a la dureza y resitencia se escoge al
acero y al latén. El aluminio es considerado debido a su relativo bajo peso, su facilidad de ser maquinado

y su buena dureza y resistencia. El acrilico es considerado debido a su bajo costo y facil adqusicién y

maquinado.

Cuadro 4-3: Especificaciones de los motores

Motor Torque Pico [oz-in] | Voltaje [V] | Precio USD
Ivenscience 100600 3200 12 289
GSW ST777 583 6 59.95
Pittman c/encoder 2585 24 290
Pittman s/encoder 2585 24 166

Los motores mostrados son escogidos por los torques pico que desarrollan, los cuales después del
andlisis dindmico, resultan ser suficientes. El calculo de estos torques serd explorado en el siguiente
capitulo de esta tesis. Ademds se considera la relacién torque/precio y la facilidad de uso y necesidad de

transmisién y sensores adicionales que implica el uso de un determinado motor.

Cuadro 4-4: Especificaciones de Poleas Dentadas

Polea | Paso | Numero de dientes | Precio USD
P1 XL 23 24
P2 XL 12 10
P3 L 12 13.23
P4 L 48 35.65

Las medidas de las poleas y su nuimero de dientes son tomados en referencia a la transmisién de

potencia que tiene el manipulador robético modelo Scorbot. Al igual que en el caso de las poleas, los

Cuadro 4-5: Especificaciones de Engranes

Engrane | Nimero de Dientes | Paso Diametral | Precio
E1l 72 24 32.42
E2 18 24 14
E3 120 24 89
E4 24 24 15.95

didmetros de paso y numero de dientes son elegidos tomando como referencia a la transimisién de

potencia del modelo Scorbot.
Ahora que se tienen las especificaciones de las diferentes alternativas se procede a realizar las matrices

de decisiones, las cuales ayudan a escoger la mejor opcién para cada bloque.

59



4.2.4. Pesos ponderados

Para evaluar y seleccionar la alternativa final se desarrolla una compraracién entre las diferentes
especificaciones de cada mdédulo y se selecciona a la que presente mayor cumplimineto frente a las
funciones requeridas. De acuerdo a cada criterio se analiza si cada una de las alternativas cumple con el
objetivo propuesto en cada criterio, asigndndole un valor ponderado el cual mide la importancia relativa
de cada una de ellas. Este procedimineto es conocido como Pesos Ponderados. Este procedimiento es
importante para la toma de decisiones, debido a que se escoge el sistema que mads satisfaga las necesidades.
A pesar de que estas matrices nos dan informacién muy relativar basada en datos obtenidos de las
especificacione, estas matrices dan una idea mas clara hacia donde dirigir el producto. Por lo que usando
estas matrices se puede hacer ahora hacer una lluvia de ideas, en la cual se busca el producto que mas
se acerca a cubrir 6ptimamente las necesidades del cliente.

Ahora, usando el método de Pesos Ponderados, se dispone a evaluar las opciones que tiene cada bloque,
tomando en cuenta las especificaciones que se mostraron, y de esa manera poder ponderar entre cada
una de éstas. La escala utilizada pondera del uno al cinco, donde el 1 representa el menor desempeno y

el 5 el mayor.

Cuadro 4-6: Matriz de decisiéon para los materiales

Material Durabilidad | Resistencial Facilidad de | Ligereza Precio Suma
Manufactura

Aluminio 4 4 5 4 3 20
2024

Aluminio 5 5 3 3 4 20
1018

Acero inoxi- | 5 5 3 3 3 19
dable

Latén 4 5 3 1 1 14
Acrilico 2 2 5 5 5 19

Se puede observar en el cuadro 4-6 como los mejores candidatos son los aluminios 2024 y 1018,
sin embargo a pesar de que el acrilico y el acero inoxidable tienen un desempeno muy cercano a los
aluminios, estos no se escogen debido a que el acrilico es muy endeble y el acero muy pesado.

Se puede observar en la tabla 4-7 como los mejores candidatos son los servomotores Ivenscience y
GSW S777, debido a su alto torque, bajo costo.

Se puede observar en la tabla 4-8 como, si se considera una etapa de transmisiéon de potencia, lo
mas ideal sera utilizar un juego de poleas dentadas para la transmision de la potencia de los motores a

los eslabones.
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Cuadro 4-7: Matriz de decisién de los motores

Motor Torque | Precision | Facilidad | Necesidad | Potencia | Precio | Suma

de uso de Enco- | requerida

der

Ivenscience 5 5 5 5 4 2 26
100600
GSW S777 2 5 5 5 5 5 22
Pittman 4 ) ) ) 2 2 23
c¢/encoder
Pittman 4 1 1 1 2 3 12
s/encoder

Cuadro 4-8: Transmision

Tipo de | Disponibilidad Simplicidad Precisién Precio Suma
Transmisién

Poleas 5 5 3 4 17
Engranes y | 3 3 5 1 12
Poleas tipo

Scorbot

Disenio total | 5 2 5 2 14
de la trans-

misién

4.2.5. Lluvia de ideas

Después de observar y tomar en cuenta los datos obtenidos de las matrices de decisién en la etapa de
Pesos Ponderados, se realiza una lluvia de ideas, la cual arroja tres opciones para el producto mecatrénico

a desarrollar:

Opcién 1: El material a utilizar es aluminio. Los motores a utilizar son un motor Pittman sin
enconder para proporcionar la rotacién del manipulador, un servomotor Ivenscience i00600
para la junta del hombro y otro para el codo y un servomotor GSW S777 para la muneca
del manipulador, cada actuador colocado en el eje del eslabén correspondiente. Se utilizan
los servomotores debido a su facilidad de uso y precision, ya que pueden ser controlados con
senales RC, ademas de que al tener un encoder integrado se ahorra la adquisicién y uso de
encoders adicionales. No se utiliza transmisién de potencia debido a que el par que desarrollan
los motores es suficiente como para mover los eslabones. Todo ésto en conjunto facilita el
analisis cinematico y dindmico del manipulador, ademés de que provoca un controlador mucho
més facil de disenar e implementar. Procurando una innovacién sobre otros manipuladores
ya disponibles, se coloca en cada eslabén en su centro de masa un acelerémetro para poder

realizar mediciones de aceleracién inercial, la cual ayudara a la docencia debido a que nos
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permitira conocer experimentalmente los perfiles de aceleracion, velocidad y posicién de cada

junta y del 6rgano terminal.

Opcién 2: El material a utilizar es igualmente el aluminio. Los motores a utilizar son los
Pittman sin encoder para mover los eslabones y la rotacién. Se utilizaria una transmisién de
potencia basada en poleas dentadas con una relacién 4:1 para aumentar el par proporcionado
por los motores Pittman. Al no tener encoders integrados los motores, éstos necesitan la
adquisiciéon y uso de 4 encoders, uno para cada eslabén del manipulador. Al igual que la

Opcidn 1, se propone el uso de acelerémetros para fines didacticos.

Estas dos opciones son las que resultaron de la lluvia de ideas realizada para este producto mecatrénico.
Al tener estas dos opciones, éstas se presentaron a los profesores de Robdtica y al Dr. Dorador para

recibir retroalimentacion.

4.2.6. Seleccién de la solucién mas adecuada

Después de la presentacion de las dos opciones al cliente, y argumentando los pros y contras de
cada una de ellas; se llega a la conclusion de que la opcidn 1 es la mas viable, por lo que se designa a
esta opcién como la méas adecuada. Ahora, decidida la opcién ganadora, se procede a llevar a cabo la

realizacién del producto mecatrénico.

4.3. Diseno mecanico

4.3.1. Bosquejo a mano alzada

Después de elegir la opciéon mas viable y discutir y retroalimentar la decisién con el cliente, se dispone
al diseno mecanico del manipulador; tomando en cuenta las especificaciones del médulo anterior. La
figura 4-2 muestra el primer planteamiento del manipulador. Los demés bosquejos de cada parte del
manipulador se pueden observar en el Apéndice A.

Los bosquejos ayudan a tener una idea mas clara de como quedara el producto. Ademés de que en esta
etapa es cuando se tiene la mayor creatividad. Ya después de realizar los bosquejos y llegar al diseno
que mejor resuelva la necesidad del cliente, ahora debe aplicarse formalidad en medidas y formas. Para

ello nos apoyamos en las herramientas CAD disponibles

4.3.2. Dibujos en CAD

La figura 4-3 muestra el ensamble del manipulador robético completo. Se observa como las medidas

y restricciones de posicion entre cada eslabon y componente del manipulador estan bien definidas. Es en
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Figura 4-2: Bosquejo

Figura 4-3: Ensamble del Manipulador Robético
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este proceso donde se da formalidad a los bosquejos, dotandolos de medidas definitivas y observando si
los componentes disenados y concebidos durante los bosquejos realmente se ajustan al modelo.

Para la realizacién de los dibujos en CAD del manipulador se utiliza el programa Unigraphics NX.
Con este programa se dibujan los diferentes componentes del manipulador, ademas de que se revisa
la coherencia de medidas y restricciones entre los componentes utilizando la herramienta de ensamble
incluida en todos los programas de CAD.

Por lo que el primer paso que se realiza es llevar los bosquejos al ambiente CAD y determinar las medidas
y restricciones. Por lo que cada componente debe ser dibujado.

Las tablas 4-9 y 4-10 muestran los subensambles utilizados para la realizacion del manipulador junto
con los componentes de los que estdn compuestos. Los dibujos individuales de cada parte se pueden

observar en el anexo.

Cuadro 4-9: Subensamble de la junta de revolucién de la base (hombro)

Componentes

Cara lateral uno

Cara lateral dos
Cara inferior

Los ensambles mostrados en las tablas 4-9 y 4-10 muestran los dos subensambles que se realizan
para comprobar la coherencia de medidas y restricciones entre las piezas disenadas. Ya con las piezas
puestas en su posicién y al ver que el ensamble completo, mostrado en la figura 4-3 no tiene problemas
geométricos; se procede ahora a efectuar las simulaciones mecénicas con las herramientas CAE del

programa Unigraphics NX para poder aproximar las propiedades mecanicas del producto mecatrénico.

4.3.3. Simulaciones CAE

La Ingenierfa asistida por computadora o Computer Aided Engineering (CAE) es el conjunto de

programas informaticos que permiten analizar y simular los disenos de ingenieria realizados en la compu-
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Cuadro 4-10: Subensamble de las juntas del brazo (codo y muneca)

Componentes
Eslabén uno
Eslabdén dos
Flecha de la junta del codo
Flecha de la junta de la muneca
Sujetador de la flecha de la junta del codo
Sujetador de la flecha de la junta de la muneca

tadora para valorar sus caracteristicas, propiedades, viabilidad y rentabilidad. Su finalidad es optimizar
su desarrollo y reducir al méaximo las pruebas para la obtencién del producto deseado.

Los principales médulos del CAE son:
» Anélisis Cinemético.
» Anélisis por elemento finito o finite element method(FEM).
= Maquinado por maquinas de control numérico o CNC.

Para obtener el desarrollo que mejor resuelva las necesidades del disenio mecanico se procede a emplear
las herramientas CAE que se encuentran en el programa Unigraphics NX. En especifico los médulos de
analisis cinematico y analisis por elemento finito.
Para poder aplicar las simulaciones se necesita tener un ensamble del diseno a estudiar. Debido a la
simetria del manipulador y la homogeneidad del material del que estd hecho el producto, se toma
simplemente la mitad del manipulador. Los resultados obtenidos mostraran aproximadamente la mitad
de los resultados obtenidos usando el modelo completo.

Utilizando el ensamble de la figura 4-4 para las simulaciones de CAE se procede a mostrar los

resultados obtenidos de las simulaciones cinematicas y de método finito.
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Figura 4-4: Ensamble utilizado para las simulaciones CAE

Resultados del andlisis cinematico

Las dos juntas de interés del manipulador se pueden observar en la figura 4-4 como las juntas J003
y J004, las cuales corresponden la junta del hombro y del codo, respectivamente. Usando el médulo de
analisis cinematico de Unigraphics NX se obtienen las graficas de las fuerzas y los momentos de reacciéon
que sufre cada junta. Para la simulacién se toma en cuenta un movimiento de [0, g] con velocidad
angular unitaria para cada junta, tomando en cuenta las propiedades mecénicas obtenidas por los dibujos
realizados en CAD. Se toma en cuenta la gravedad y una carga de 800 [g] en el extremo de la dltima

junta.
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= Fuerzas de reaccion de la junta del hombro.

Figura 4-5: Fuerza R; Figura 4-6: Fuerza RZ

Figura 4-7: Fuerza R, Figura 4-8: Magnitud de R

Se puede observar como las fuerzas de reacciéon de la junta en la direccién x son practicamente
despreciables. Sin embargo, en la direccidon z se encuentra la reaccién de mayor importancia. Esto
es debido a la fuerza provocada por la aceleracion gravitacional que sufre la junta. Esta juega un
papel muy importante, ademas del peso simulado al final de la junta. La reaccién en la junta y se

debe a la carga de 800 [g].
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= Momentos de reaccién de la junta del hombro.

Figura 4-9: Momento R; Figura 4-10: Momento RL

Figura 4-11: Momento ]%Z Figura 4-12: Magnitud de M

Se observa como el mayor momento de reaccién que sufre la junta se encuentra alrededor del eje x,
ésto debido a que es alrededor de ese eje que rota la junta, de acuerdo con el sistema de coordenadas
de la simulacién. La reaccién alrededor del eje y se debe al momento que debe ejercerse para evitar
que el eslabén se pandee. Mientras que la reaccién alrededor del eje z es despreciable debido a la

geometria del eslabon, ya que el momento de inercia del eslabén alrededor de ese eje es despreciable.
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= Fuerzas de reacciéon de la junta del codo.

Figura 4-13: Fuerza R; Figura 4-14: Fuerza R;

Figura 4-15: Fuerza R, Figura 4-16: Magnitud de R

Se observa, como en el caso anterior, que las reacciones en los ejes x y y son minimas. La reaccién
con la mayor magnitud se encuentra en el eje z debido a la fuerza ejercida por la aceleracién de la
gravedad y la carga simulada. Se observa que la fuerza de reaccién es de menor magnitud debido

a que el eslabén es més pequeno y tiene menor masa.
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= Momentos de reaccién de la junta del codo.

Figura 4-17: Momento R; Figura 4-18: Momento RL

Figura 4-19: Momento R, Figura 4-20: Magnitud de M

Al igual que en caso anterior, la magnitud del momento de reacciéon mayor se encuentra en el eje
de revolucion de la junta, el eje x. Sin embargo, se puede observar que el momento necesario para
evitar que el eslabén se pandee aumenté su magnitud de manera considerable, ésto es debido a
que el brazo del momento, visto desde la base, aumenta casi el doble, por lo que resulta obvio que

el momento también aumente.

Con base en los resultados obtenidos de las simulaciones, se toma ahora el intervalo de tiempo donde
se observan las magnitudes mayores y se usan esos datos de momentos y fuerzas de reaccion, ademas de
las propiedades mecanicas obtenidas del diseno en CAD, para realizar la simulacién por elemento finito

para conocer los esfuerzos y deformaciones resultantes de las reacciones sobre los eslabones.
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Resultados del analisis por elemento finito

Con base en los resultados obtenidos en las simulaciones cineméticas mostradas en el capitulo anterior,
se realizan las simulaciones CAE del modelo. En estas simulaciones, lo que se estudia es la deformacién
que sufre el modelo debido a las diferentes cargas y fuerzas de reaccién que éste sufre. Ademas, se
visualiza la magnitud y la ubicacién de los esfuerzos mecanicos que sufre el modelo. Para obtener los
resultados de deformacion y de los esfuerzos mecanicos se observa con cautela los resultados obtenidos
en las simulaciones cinemaéticas y exportar los datos del tiempo en el que el momento y las fuerzas
de reaccién son las de mayor magnitud. Estos datos exportados son los que se utilizan para realizar
la simulacién por elemento finito. El tiempo que resulta con las mayores magnitudes es al inicio del

movimiento, cuando el mecanismo rompe el reposo.

= Deformaciéon

Se observa en la figura 4-24 como la deformacion se concentra en las zonas donde se actian las
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Figura 4-21: Deformacién sufrida debido a las cargas y esfuerzos mecéanicos

juntas, como es de esperarse. La deformacion de mayor magnitud se da en la junta del hombro,
donde recae el mayor momento de reacciéon debido al peso de la misma junta maés la junta del
hombro y la carga de 800 [g]. Sin embargo, la deformacion es despreciable; ya que la mayor magnitud

de deformacién es de 0.000001651 [mm].
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» Esfuerzos

Figura 4-22: Esfuerzos (1) Figura 4-23: Esfuerzos (2)

Se observa en las figuras 4-22 y 4-23 como al igual que en el caso de la deformacion, los esfuerzos
se encuentran concentrados en las zonas donde se actian las juntas. Sin embargo, se nota de igual
forma, que el efecto de los esfuerzos son despreciables sobre el aluminio del cual estd formado el
modelo. Ya que la magnitud méxima es de 0.005609 [MPal, por lo que queda totalmente dentro
de la zona eléstica, por lo que las deformaciones causadas por estos esfuerzos volveran a su estado

original después de que sean sometidas las cargas.
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Figura 4-24: Fuerzas de reaccion

Se observa en la figura 4-24 como las fuerzas de reaccién estan concentradas en la base del modelo
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ya que esa pieza es la que recibe todo el momento necesario para poder hacer rotar el manipulador.
Mientras que la cara lateral de la base recibe la carga de los eslabones. Mas el lugar donde las juntas
son actuadas son las que mas fuerza de reaccion tienen. Pero al igual que en los casos anteriores,
la magnitud méxima de la fuerza de reaccién es de 0.0184 [N], muy inferior a lo que el aluminio

puede tolerar

Con base a la informacién que el Andlisis por Método Finito arroja, se puede concluir que el material
Aluminio cumple mecénicamente todos los requerimientos que el producto mecatrénico y su uso, requiere.

Por lo que se opta como material a usar el Aluminio.

4.3.4. Elaboracion de los planos para la manufactura del producto

Después de haber realizado las pruebas en CAE y comprobar la coherencia de dimensiones y formas
del producto mecatrénico, se procede a realizar los planos para la poder manufacturar las piezas que

componen el modelo. El programa que se utiliza igualmente el Unigraphics NX. Los planos se muestran

en el Apéndice C. La figura 4-25 muestra el explosivo del modelo.

Figura 4-25: Explosivo del modelo
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4.4. Diseno eléctrico

Ahora que se tiene el diseno mecanico y los requerimientos que de éste se desprenden, se procede a
determinar si los actuadores seleccionados en la etapa de pesos ponderados son adecuados. Y con base a
la eleccién definitiva de los transductores, se procederd a realizar los circuitos eléctricos necesarios para

el correcto funcionamiento de los componentes.

4.4.1. Definicion de los actuadores

Los actuadores utilizados en este producto mecatrénico son 2 diferentes motores de CD y un servo-

motor.

= Motor de corriente directa con reduccién de 131:1

Cuadro 4-11: Propiedades del motor de CD

Caracteristica Valor
Relacién de engranes 131:1
Voltaje de operacién 12 [V]

Velocidad a rotor libre 80 [rpm)]

Corriente a rotor libre 300 [mA]
Corriente a rotor bloqueado 5 [A]
Torque a rotor boloqueado | 18 [kg-cm)]

» Servomotor Invenscience 100600 Torxis Servo 7

Cuadro 4-12: Propiedades del Servomotor Invenscience 100600 Torxis Servo

Caracteristica Valor
Voltaje de operacién 12 [V]
Velocidad de rotacién 0.0167 [°/s]

Corriente a rotor bloqueado 3 [A]
Torque a rotor boloqueado | 115 [kg-cm]

= Servomotor GSW 689

4.4.2. Definicion de la fuente de poder

Con base a las caracteristicas de los transductores a utilizar en el producto mecatrénico, se prosigue

a determinar la capacidad de la fuente. Se toma en cuenta las corrientes y voltajes requeridos por los

"Este actuador a pesar de ser un motor, en el prototipo se usa como motor de CD
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Cuadro 4-13: Propiedades del Servomotor GSW

Caracteristica Valor
Voltaje de operacién 6 [V]
Velocidad de rotacién 0.0021 [°/s]

Corriente a rotor bloqueado 3 [A]
Torque a rotor boloqueado | 26 [kg-cm]

actuadores. Se observa como a plena carga, los motores requieren de 14 [A] mientras que los integrados
usan un maximo de 0.01 [A]. Y el voltaje méximo requerido es de 12 [V]. Tomando un factor de seguridad
de 2, para evitar el uso de las maximas capacidades de los motores que provocan una vida de uso reducida,

se determina que la capacidad de la fuente de poder debe de ser de 12 [V]@7 [A].

4.4.3. Definiciéon de los circuitos eléctricos

Debido a que los sensores se conectan directamente al microcontrolador, y los integrados ya contienen
reguladores de voltaje y capacitores para evitar los picos de voltaje, los tinicos circuitos necesarios para
este producto son los que requieren los motores de CD. Para controlar la velocidad de los motores con
el microcontrolador se hace uso de los puentes H L298D, debido a su capacidad de corriente de hasta
3 [A] por canal y su poco consumo parésito debido a los transistores y diodos que incluye el integrado.
Estos datos, junto con la explicacién del funcionamiento del puente H se puede encontrar en la datasheet
incluida en el anexo D. La figura 4-26 muestra las conexiones necesarias para el correcto uso del L.298D,
la figura se obtuvo de la datasheet.
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Figura 4-26: Circuito para el uso del Puente H
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4.5. Diseno del controlador

El controlador utilizado en este producto mecatrénico, en cada una de las juntas es un controlador
PID. La obtencion del controlador se explora en el siguiente capitulo. En esta seccién tnicamente se
muestra la expresién del controlador en el dominio del tiempo y de la frecuencia y la respuesta dindmica

obtenida por la junta con el uso del controlador.

Respuestas dinamicas de las juntas

(a) Respuesta de la base (b) Respuesta del hombro (c) Respuesta del codo

Figura 4-27: Respuestas Dinamicas

4.5.1. Controlador de la base

La figura 4-27a muestra la respuesta dindmica de la base mientras que la ecuacién 4-1 representa
al controlador en el espacio del tiempo. La ecuacién 4-2 representa al controlador en el dominio de la

frecuencia.
de(t)

7 (4-1)

C(t) = 2,5e(t) + 0,85 / e(t)dt + 0,01

1
C(s) = 2,5B(s) + 0,85~ +0,01s (4-2)

4.5.2. Controlador del hombro

La figura 4-27b muestra la respuesta dindamica de la junta del hombro mientras que la ecuacién
4-3 representa al controlador en el espacio del tiempo. La ecuaciéon 4-4 representa al controlador en el

dominio de la frecuencia.
de(t)
dt

C(t) = 8.3¢(t) + 0,85 / e(t)dt + 0,012 (4-3)

1
C(s) = 8.35(s) + 0,85~ +0,012s (4-4)
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4.5.3. Controlador del codo

La figura 4-27c muestra la respuesta dinamica de la junta del codo mientras que la ecuacién 4-5
representa al controlador en el espacio del tiempo. La ecuacién 4-6 representa al controlador en el

dominio de la frecuencia.

de(t)

C(t) = 8.3¢(t) + 0,5 / e(t)dt + 0,021 (4-5)

1
C(s) = 83E(s) + 0,5~ +0,021s (4-6)

4.6. Diseno electronico

La electronica utiliza una gran variedad de conocimientos, materiales y dispositivos, usualmente
los semiconductores. El disenio y la gran construccién de circuitos electrénicos para resolver problemas
practicos forma parte de la electronica. Por lo que los sensores y el microcontrolador recaen en esta

categoria.

4.6.1. Definicién de los sensores

Los sensores utilizados para este producto mecatrénico son 2 acelerémetros y una IMU. Los ace-
lerémetros no sélo se usan para la determinacion de la fuerza inercial, sino que también utilizan la
gravedad, la cual es constante e inamovible, para calcular la posicién angular de las juntas. Por lo que

el uso de encoders 6 cualquier otro tipo de sensor que proporcione posicién angular es innecesario.

GND [
VIN (2.5-5.5V) (RIS
VDD (R
Y
s Z0
(a) Acelerémetro ADXL335 (b) MinIMU 9 V2

Figura 4-28: Sensores
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s Acelerémetro Analégico ADXL335 de 3 ejes ®

El acelerémetro mostrado en la figura 4-28a consta de 3 ejes con salida analégica y consume una
corriente de 3[uA]. Debe ser energizado con un méximo de 3.6 [V] y un minimo de 1.8 [V] de

corriente directa. Y su rango es de +3g.

= MinIMU 9 V2 de Pololu

Un IMU 6 Unidad de medicién inercial es un dispositivo electrénico que proporciona la velocidad,
orientacién y fuerzas gravitacionales de un dispositivo usando una combinacién de acelerémetro,
giroscopio y magnetémetro. El IMU mostrado en la figura 4-28b contiene el giroscopio de tres ejes
L3GD20 y el acelerémetro con magnetémetro de 3 ejes integrados en el LSM303DLHC?. El cual se
comunica con el microcontrolador por la interfaz I2C. Una descripcién y la forma de comunicarse
con el I?C se puede encontrar en las datasheet de ambos integrados del IMU. Se debe energizar
con un voltaje de corriente directa de entre 2.5 y 5.5 [V], consume una corriente de 10 [mA] y cada

integrado tiene una sensibilidad configurable.

4.6.2. Definicién del microcontrolador

Un microcontrolador es un circuito integrado que contiene una serie de circuitos y funciones especiali-
zadas que son aplicables para un producto mecatrénico. Contiene un microprocesador, memoria, puertos
de entrada/salida, entre otras funciones. Se puede decir que es basicamente una microcomputadora en un
solo circuito integrado [1]. El microcontrolador utilizado para este producto mecatrénico es el Arduino
Mega.

La figura 4-29 muestra al microcontrolador utilizado. E1 Arduino Mega es un microcontrolador basado
en el ATmega2560. Contiene 54 pines de entrada/salida, de los cuales 14 pueden ser utilizados como
salidas PWM, tiene 16 entradas analdgicas, 4 UARTSs y un cristal de 16 MHz. Opera con un voltaje de
entre 7 a 12 [V] de corriente directa, contiene una memoria FLASH de 256 KB, una SRAM de 8 KB y
una EEPROM de 4 KB. Se puede energizar de igual forma con el cable USB conectado a la computadora
10

La razén por la cual se elige al Arduino como microcontrolador es debido a las importantes cualidades
que posee. Al ser de fuente abierta, toda la documentacién es accesible desde su portal de Internet.

Adema&s de que contiene un ambiente de programacién propio, basado en C++, por lo que la progra-

8La datasheet del integrado se prporciona en el Anexo D
9Las datasheet se encuentran en el anexo D
10Se puede obtener més informacién del Arduino en su pagina de Internet www.arduino.cc
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Figura 4-29: Arduino Mega

macién se vuelve mas amigable, debido a que contiene librerias que proporcionan funciones muy ttiles,
ademds de tener la posibilidad de crear librerias y funciones propias. Debido a la complejidad que re-
presenta el programar en lenguaje ensamblador, esta alternativa resulta muy atractiva para utilizar este

microcontrolador en el producto mecatrénico.

4.6.3. Definiciéon del programa embebido

La programacién embebida del producto mecatrénico debe ser lo mas simple posible. Por lo que lo
unico que realiza el programa de manipulador robdtico es mover las juntas a la posicién angular que le
fue indicado. Pero para lograr realizar esta simple tarea, multiples funciones y algoritmos son necesarios.
A continuacién se presentan las funciones usadas en la programacién del manipulador robdtico y su

explicacién. El cédigo fuente de las funciones se incluye en el anexo E.

Funciones rangleo y angleo

El propdsito de estas funciones es el leer los valores que son enviados de los sensores al microcontrola-
dor y calcular el &ngulo entre las componentes de interés para obtener la posiciéon angular. Posteriormente
los valores de los angulos obtenidos son sometidos a un filtro pasabajas para eliminar el ruido y los valo-
res erréneos dados por la aceleraciéon inercial. Ya que la aceleracién gravitacional es la que nos dara las
componentes que nos dan la posiciéon angular. Sin embargo, al moverse el eslabdn, este sufre una ace-
leracién inercial innata de su movimiento, esta aceleracion inercial modifica las componentes que son
usadas para calcular la posicién angular. Sin embargo, este cambio de dangulo causado por la aceleracién
inercial es rapido y repentino, por lo que se observa esa variacién como ruido, que es eliminado con el
filtro pasabajas. Por lo que el efecto de la aceleracion inercial es manejado como ruido y eliminado con

un filtro pasabajas.
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Funciones readhombro y readcodo

Estas funciones leen los valores arrojados por el convertidor AD del microcontrolador. El sensor da
voltaje analdgico proporcional a la aceleracién, por lo que los valores leidos por el convertidor A/D son
leidos y transformados a valores en términos de la aceleracién gravitacional g. La sensibilidad [m—v] se
encuentra en la datasheet. Ademés de que se calcula el offset de cada eje, es decir, el valor del ADC
a Og para cada uno de los ejes. Ya con el offset y la sensibilidad se procede a calcular la aceleracién
en términos de g que sufre el acelerémetro de las juntas del hombro y del codo respectivamente. Para
obtener tal valor, al valor leido del ADC se le resta el offset correspondiente y se le multiplica por la
sensibilidad. Y el resultado es la aceleracién que sufre el acelerémetro en cada eje. Ese valor es reportado
en un arreglo Rh para las componentes de la aceleracion del hombro y como Rc para las componentes

de la aceleraciéon del codo.

Funciones Gyrolnit, Accellnit y CompassInit

Estas funciones inicializan el giroscopio, acelerémetro y magnetémetro, respectivamnte. Ademas de
que escriben en los registros de cada sensor las sensibilidades y las resoluciones. Se escriben en los
registros por medio del protocolo I°C, v la forma en la que se usa el protocolo se puede encontrar en
las datasheets de los sensores, incluidas en el anexo D. Las propiedades requeridas para este producto

mecatronico son las siguientes:
s Acelerémetro

e Modo de energia normal, todos los ejes activados, actualizacién de mediciones de 50 Hz

(Registro 1, valor:0x47).
e Modo de alta resolucién (Registro 4, valor:0x08).

e Sensibilidad 8g (Registro 4, valor:0x20)
= Magnetometro

e Modo continuo a 15 Hz (Registro 1 valor:0x00).
= Giroscopio

e Modo de energia normal, todos los ejes activados, actualizacién de mediciones de 100 Hz

(Registro 1 valor:0x0F)

e 2000 dps, alta resolucién (Registro 4 valor:0x20)
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Funcién offset

Esta funcién toma los valores de Og para cada eje del acelerémetro del IMU y los valores de 0 dps
para cada eje del giroscopio. Se toma una mediciéon de 1024 muestras y se toma el promedio de estas.

Este promedio serd el offset de cada eje del acelerémetro y del giroscopio.

Funcién readgyro

En esta funcién se leen del registro los valores del giroscopio. Estos valores son filtrados con un
pasabajas para eliminar ruido. Posteriormente los valores filtrados son convertidos a dps. La forma para
convertirlos es a cada valor de cada eje se le resta su offset de 0 dps y a ese valor se le multiplica por la
sensibilidad, que se encuentra en la datasheet. Asi se obtienen los dps a los que estéd siendo sometido el

. . . rad .
giroscopio. Estos dps se convierten a — para poder ser manipulados.
S

Funcién readacc

Al igual que en la funcién readgyro, esta funcién lee los valores de los registros y posteriormente se les
aplica un filtro pasabajas para eliminar el ruido. Posteriormente a cada valor de cada eje se le resta su
offset correspondiente y se le multiplica por la sensibilidad, que se encuentra en la datasheet. El resultado

nos da la aceleracion inercial con la gravitacional en téminos de g.
Funcién readmag
Esta funcion lee los registros del magnetémetro y posteriormente da el dngulo con respecto al norte
magnético.
Funciones deg2rad y rad2deg

Estas funciones convierten los valores en angulos a radianes y viceversa.

Funcién control

Esta funcién es la que aplica el controlador PID a cada una de las juntas. Los parametros que esta
funcién requiere son: la referencia, el valor actual, las constantes kp, ki, kd y el valor anterior que arroja
la funcién. La funcién inicia determinando que la diferencial dt serd de 200 [ms] 6 0.2 [s]. Posteriormente
calcula el error actual entre la referencia y el valor actual. Se calcula la integral como el valor anterior
de la integral mas el error multiplicado por la diferencial de tiempo. La diferencial es calculada como el
error menos el error previo entre la diferencial de tiempo.

Sin embargo, el valor de la integral puede provocar tres problemas importantes. Si el error es muy grande,
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el valor de la integral sera muy grande, por lo que el eslabdn oscilara. Si el error es muy pequeno, el valor
de la integral ird cambiando constantemente, por lo que también oscilara alrededor del valor deseado.
Y el dltimo probelma es que la integral puede aumentar de manera discriminada. Para evitar estos tres
errores, tres algoritmos son utilizados. Si el error es muy grande, el valor arrojado por el controlador,
el cual estd saturado entre -255 a 255, en la iteracién anterior serd muy cercano a 255. Por lo que si el
valor anterior es mayor a 200 o menor a -200, el valor de la integral sera cero. Para el segundo problema,
si el error es menor a 2.5° la integral y la salida del controlador seré cero, ya que al ser muy pequeno el
error, la histéresis del motor y su caja de engranes corregird ese pequeno error. Para el ultimo problema,
simplemente se satura la integral a un valor de £800.

Resuelto los problemas causados por el valor de la integral, se dispone a calcular la salida el controlador
como kp * error + ki x integral + kd * di ferencial. Este valor debe ser saturado entre -255 y 255. Esto
debido a que se estd utilizando el PWM del microcontrolador, en el cual el valor de 0 es el duty cycle de
cero y el valor de 255 es el duty cycle completo. El signo simplemente nos da la direccién en la que debe

girar el motor, horaria o anti-horaria.

Funcién direccion

Esta funcién recibe la salida de la funcién control. Si la salida es positiva da a la variable booleana
dir el valor de true, lo que significa que el motor debe girar en sentido horario. Por le otro lado si es
negativa la salida del control, la variable tomard el valor false, lo que significa que el motor girara en

sentido anti-horario.

Funcion writemotor

Al estar utilizando puentes H para el control de los motores de las juntas, la direccién se determina
alternando el valor 16gico de las terminales ENABLE de los puentes H. Por lo que esta funciéon recibe
el valor de la salida del controlador y la variable booleana de la funcién de direccién. Dependiendo del
sentido se dard los valores 16gicos a las terminales ENABLE y dada la direccién se aplica el PWM

obtenido por la funcién control.

Funciones movehombro, movecodo y movebase

Estas funciones son la columna vertebral del programa embebido. Estas funciones reciben el valor de
la posicién angular deseada, el tiempo inicial y una variable booleana que determina si se enviara por el
puerto serial los valores de las aceleraciones de cada acelerémetro del manipulador.

La funcién inicia leyendo los valores del acelerémetro de la junta a mover, posteriormente se aplica la

funcién de control para determinar el valor del PWM, ese valor es enviado a las funciones direccion y
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writemotor para mover al motor con la velocidad y direccién necesaria. Este proceso se repite hasta que
la posicién angular tiene un error absoluto de 1.5°. Al salir del loop de control se frena el motor en la

posicién deseada.

Funcién prueba

En esta funcion se aplica el filtro gap-band a los valores de los acelerémetros. Lo que nos da la certeza
de que se elimina el ruido mecéanico y eléctrico inherente de los sensores. Este filtro lo que hace es da el
valor de cero si el valor del acelerémetro se encuentra dentro de un rango determinado.

Ya aplicado el filtro gap-band se procede a mandar por el puerto serial los valores de las aceleraciones.

Funcién setup

En esta funcién se inicializa la comunicacién serial a 115200 bps, se inicializa la comunicacién I2C'y

por tltimo se inicializan los sensores y los motores.
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4.7. Presentacion del prototipo

Posteriormente de haber realizado la manufactura y el ensamble del prototipo, se presenta la versién
final de éste. El producto mecatrénico y la secuencia de su ensamble se muestran en las figuras 4-31,

430y 4-32.

Figura 4-30: Piezas del manipulador
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Figura 4-32: Ensamble Final
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4.8. Pruebas al producto mecatrénico

Ya construido el producto mecatronico, se procede a hacer las pruebas pertinentes para comprobar
su buen funcionamiento. Para el manipulador robdtico, las pruebas que se necesitan son pruebas de
exactitud y repetitibilidad. Para poder medir cuantitativa y cualitativamente estas dos propiedades del
manipulador se procede a programar una trayectoria definida y ver su comportamiento. Para esta prueba
se programa una linea horizontal en el plano x=0. La obtencién de la trayectoria y el procesamiento de
los datos obtenidos de los acelerémetros se exploran en el capitulo 6. En esta seccién sélo se muestran

los resultados de las pruebas de las trayectorias.

4.8.1. Pruebal

Proyeccién Plano XY Proyeccion Plano YZ
305

v [em]
zfem)

02 0 02 04 06 22 24 26 28 30 32 34 36 38

Trayectoria 1
Referencia

Proyeccion Plano XZ Representacion en 3D

14
12 12 /

10 10

s _ 8
5

6

IS
IS

S

Figura 4-33: Trayectoria 1

La figura 4-33 muestra la trayectoria en el espacio que siguié el manipulador en esta prueba. Se
observa como en los planos X7 y YZ el manipulador sigue fielmente la trayectoria. Sin embargo, en el
plano XY, se observa como el manipulador no se mantiene en el punto que deberia seguir, sino que se
mueve alrededor de ¢él. Esto se debe a la vibracién causada por el movimiento y el movimiento del huelgo

de los engranes que provoca la vibracién. Los errores y las desviaciones estandar de cada eje para esta

prueba se muestran en la tabla 4-14:
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Eje | Error [em] | Desviacién Estandar [cm]
X 0.0634 0.1170

y 0.0313 0.0521

z 0.1423 0.1541

Cuadro 4-14: Errores y Desviaciones Estandar por eje

4.8.2. Prueba 2

Proyeccion Plano XY Proyeccion Plano YZ

y [em)
@
8
&

z[em)
=

-1 05 0 05 1 20 25 30 35 40
ylem]

Trayectoria 2
Referencia

Proyeccion Plano XZ Representacion en 3D

2 [em)

Figura 4-34: Trayectoria 2

La figura 4-34 muestra la trayectoria en el espacio que siguié el manipulador en esta prueba. Se
observa como el manipulador siguié de manera muy cercana a la trayectoria programada. Sin embargo,
hubo inexactitud en el plano XY debido a las vibraciones. Los errores y las desviaciones estandar de

cada eje para esta prueba se muestran en la tabla 4-15:

Eje | Error [cm] | Desviacién Estandar [cm]
X 0.0499 0.0772
v | 0.1275 0.1859
z 0.2243 0.2133

Cuadro 4-15: Errores y Desviaciones Estandar por eje
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4.8.3. Prueba 3

Proyeccion Plano XY Proyeccion Plano YZ
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Figura 4-35: Trayectoria 3

La figura 4-35 muestra la trayectoria en el espacio que siguié el manipulador en esta prueba. Se
observa como en este caso hubo un movimiento inesperado en todos los planos. En el plano XY el
error mantiene la tendencia esperada, sin embargo, en los planos XZ y YZ hay una irregularidad en el
movimineto. La trayectoria se sigue pero no con la exactitud esperada, ya que los errores maximos en Y
son de 1 [cm], aunque es relativamente poco no sigue la tendencia vista hasta este momento. Los errores

y las desviaciones estandar de cada eje para esta prueba se muestran en la tabla 4-16:

Eje | Error [em] | Desviacién Estandar [cm]
X 0.1302 0.2044
y 0.2667 0.3856
z 2.8324 1.7782

Cuadro 4-16: Errores y Desviaciones Estandar por eje
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4.8.4. Prueba 4

Proyeccion Plano XY Proyeccion Plano YZ

15
305 14
ERE
30
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yiem

Trayectoria 4
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Proyeccion Plano X2 Representacion en 3D
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Figura 4-36: Trayectoria 4

La figura 4-36 muestra la trayectoria en el espacio que siguié el manipulador en esta prueba. Se
observa como la tendencia vista se recupera, el error se mantiene en el plano XY, el plano XZ regresa
a la tendencia vista. El plano YZ se observa como la linea es realizada, sin embargo tiene una cierta

inclinacion. Los errores y las desviaciones estandar de cada eje para esta prueba se muestran en la tabla

4-17:

Eje | Error [cm] | Desviacién Estandar [cm]
X 0.0563 0.0922
y 0.2019 0.3112
Z 0.1362 0.3144

Cuadro 4-17: Errores y Desviaciones Estandar por eje
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4.8.5.

Proyeccion Plano XY

Proyeccion Plano XZ

Figura 4-37: Trayectoria 5

Interpretacion de las pruebas

Trayactoria 1
Trayectoria 2
Trayectoria 3
Trayectoria 4
Referencia

Proyeccion Plano YZ

fi

25 30 35 40
ylem]

Representacion en 3D

ylem] xerm]

45

La figura 4-36 muestra las trayectorias en el espacio que siguié el manipulador en las cuatro pruebas.

Se puede observar como el manipulador siguié fielmente la trayectoria en los planos XZ y YZ, y el error

en el plano XY se mantuvo constante e inalterable, por lo que se concluye que la repetitibilidad del

manipulador es buena para los fines académicos. Los errores y las desviaciones estdndar de cada eje para

las pruebas se muestran en la tabla 4-18:

Eje | Error [cm] | Desviacién Estandar [cm]
X 0.0758 0.1376
y 0.1534 0.2767
z 0.8338 0.5432

Cuadro 4-18: Errores y Desviaciones Estandar por eje
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Capitulo 5

Analisis del producto mecatronico:

manipulador robdtico

5.1. Introduccién

Ahora que el producto mecatrénico ha sido realizado, se procede a realizar los andlisis pertinentes. Se
realiza el andlisis cinematico, dinamico y del controlador del manipulador robético usando la teoria vista
en los capitulos uno y dos. El capitulo empieza con el andlisis y desarrollo cinemético del manipulador
usando la férmula del producto de exponenciales. Posteriormente se obtiene el Jacobiano del manipulador
para la obtencién de la velocidad del 6rgano terminal. Posteriormente con la férmula que relaciona el
torque del ultimo eslabdn con el wrench aplicado al 6rgano terminal, usando el transpuesto del Jacobiano,
se obtienen los torques de reaccién de cada junta.

Ya obtenido el analisis cinemaético se procede a calcular una trayectoria utilizando la cinemaética inversa.
Se programa la trayectoria en Matlab y se corre una simulacion. Esta simulacién se compara con la
trayectoria obtenida por el manipulador para contrastar las diferencias y similitudes.

Ahora con el analisis cinemético y la trayectoria obtenida por cinematica inversa, se procede a hacer el
andlisis dindmico. Para este andlisis se obtiene la ecuacién diferencial no lineal de segundo orden que
describe la dindmica del manipulador y se le aplica un controlador PID al cual se le hace un anélisis de

estabilidad y se simula en Matlab el controlador para conocer su respuesta dindmica.
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5.2. Analisis cinematico

5.2.1. Cinematica directa
psi4
psi3

psi0,psil,psi2

Figura 5-1: Diagrama simplificado del manipulador robético

Una de las ventajas de la férmula del producto de exponenciales es que se puede escoger la configu-
racién inicial que mas simplifique el andlisis del manipulador sin que se afecte el resultado. Por lo que se
recurre a colocar los sistemas de referencia de cada junta como se muestra en la figura 5-1. El sistema
de referencia inercial, el de la primera y segunda junta se colocan en la misma posicién, mientras que
el sistema de referencia del codo y del érgano terminal se colocan al final del eslabén del hombro y del
organo terminal respectivamente. Con base en el diagrama la férmula del producto de exponenciales

resulta como en la ecuacién 5-1.
gst(e) — 65191 efhzez 65A393 65A494gst (0) (5_1)

Para obtener el producto de exponenciales, el primer paso es obtener los twists para cada sistema de

referencia de cada junta. El twist se define como se muestra en la ecuacién 5-2.

—w; X gj
&= (5-2)
Ws
Donde w; es el vector de rotacién y ¢; es un punto cualquiera sobre el eje de rotaciéon. Por lo que se
define entonces los vectores w y los puntos g. El vector de rotacién del sistema de referencia ¥ es el

vector unitario coincidente al eje z k, mientras que para los sistemas de referencia restantes el vector de

rotacién coincide con el vector unitario sobre el eje x ¢. Para los puntos ¢ se toma el vector de posicién
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del punto con referencia al sistema de referencia inercial. Por lo que el conjunto de vectores queda como:

_0_ _O_ O_
wi = [0|lq1= |0 =10
1 Iy
_1_ - . z
w2 =w3=wqg= |0|q2= |0 q4 = 0
0 0 I +12

Por lo que para obtener los twists de cada junta se utiliza la ecuacion 5-2. Por lo que los twists del

manipulador resultan:

0 0 0 0

0 0 1 i+ 1

0 0 0 0
&= §o = §3 = & =

0 1 1 1

0 0 0 0

1 0 0 0

Para lograr hacer la transformacién de los twists a el espacio eculediano SE(3) se recurre al mapeo
exponencial que nos dard las matrices ¢g(#) de transformaciones de cuerpo rigido. Se recurre a la ecuacién

de Rodrigues 5-3 para realizar la operacién exponencial.

L0 — + ésenﬂ + 52(1 — cos0) (5-3)

donde é =

o ©

o <

Por lo que la matrix exponencial resulta:

e“?  p(h) 1+ wsend + @%(1 — cost) wvsend + Qv(1 — cos)
0 1 0 1
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Ahora se utiliza la formula 5-3 para obtener 6101,

1 00 0 -1 0 -1 0 O cosd —senf 0
e =10 1 0ol +|1 0 oflsen(@)+|0 —1 0| (1—cos)= |send cosd 0
0 01 0 0 O 0 0 0 0 0 1

0 0 -1 0f (0 0

p(0) = (0] senfr + [1 0 0] |0] (1—costy) = |0

0 0 0 0] 10 0

Por lo que la transformacion del sistema de referencia vy — 11 resulta:

cost)y —senl; 0 O

- sent cost 0 0
ef1f — 1 1

0 0 1 0

0 0 0 1

El mismo tratamiento se le da a los demas twists lo que nos resulta en las siguientes transformaciones

de cuerpo rigido:

cosfy —senfy 0 O 1 0 0 0
65191 _ senf;  cosfy 0 O 65202 _ 0 cosy —senbly 0
0 0 1 0 0 senfly cosby 0O
0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 1 0 0 0

65»303 _ 0 cosf; —senbs l1senbs 65»404 _ 0 cosly —senby (Iy + 12)senby
0 senfl3 cosfs 11(1 — cosbs) 0 senfy cosfy (I3 +12)(1 — cosby)
0 0 0 1 0 0 0 1

94



Ahora que se tiene todas las transformaciones de cuerpo rigido, se procede a definir la condicién

inicial gs+(0).

100 0
010 0

9st(0) = (5-4)
00 1 I1+1y
000 1

Ahora se procede a obtener la férmula del producto de exponenciales que nos representa la cinematica

directa del manipulador:

gst(0) =
costly  senbicos(0y + 03 + 04) senbisen(0s + 03+ 64)  senbi[lisendy + lasen(Os + 603)]
senfy  cosBicos(0z + 03 + 04) —coshisen(0a + 03+ 04) —cosbi[l1senby + lasen(fs + 03)]
0 sen(fa + 03 + 64) cos(0y + 03 + 64) —(lycos05 + lasen(fs + 63))
0 0 0 1
Donde 0 € R*

La transformacién de cuerpo rigido gs:(6) representa la transformacion de cuerpo rigido desde la base del
manipulador hasta el 6rgano terminal. Por lo que si se desea conocer la posiciéon de un punto del érgano
terminal con respecto al marco de referencia inercial conociendo la posicién angular de cada junta, ésta

se obtiene como:

pst = gst(0)po (5-5)

Ahora que se tiene la transformacién del cuerpo rigido gs+(0) se obtiene el espacio de trabajo del mani-
pulador. Se procede a utilizar un método numérico para obtener todos los puntos que el érgano terminal
puede alcanzar. El cédigo de Matlab de este método se encuentra en el anexo F. La figura 5-2 muestra

el espacio de trabajo del manipulador. Con lo que se concluye la derivacion de la cinemaética directa.
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5.2.2. Cinematica inversa

Figura 5-3: Cinematica Inversa del manipulador en un plano

Se procede ahora a calcular una trayectoria utilizando la cinemadtica inversa. Para simplificar los
célculos se procede a hacer una trayectoria en un plano, en este caso el plano x = 0. Por lo que ahora
en lugar de calcular una trayectoria en R3 se calcula una trayectoria en R?. En la figura 5-3 se muestra
al manipulador en un plano. El propdsito de la inversa cinemaética es obtener las posiciones angulares 6,
y 02 para el punto en el espacio p = (z,y). Por lo que se obtiene la cinemdtica directa del manipulador

de la figura 5-3, la cual resulta:

x = lycosby + lacos(6r + 02)

y = lisenby + lasen(fy + 02)

Para resolver las ecuaciones de cinemdtica directa para 6, y 0 se recurre al uso de las coordenadas
polares (r, @), tal como se muestra en la figura 5-3. Por lo que se define a r como r = y/x2 + y2. Por lo
que la solucién de la cinemaética inversa resulta:

r2 412 12

2117’ )

01 = atan2(y, x) + acos(

B3

0 = m + acos( 2.0, )

Ahora que se tiene la cinemadtica inversa se procede a calcular la trayectoria deseada. En este caso la
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trayectoria es una linea horizontal. Por lo que se procede a obtener la ecuacién vectorial de la linea:
pt)=qy=uy (5-6)

. . . cm . .
En donde el termino a es la velocidad linear en [—] con la cual la trayectoria es realizada. En este caso
cm 5
se escoge una a = 4[—]
5

. Ahora que se tiene la trayectoria se obtiene las posiciones angulares usando
las férmulas de la solucién de la cinematica inversa.

Para simular la trayectoria se utiliza Matlab. Para la simulaciéon y también para la programacion de la
trayectoria en el manipulador se debe asignar una ganancia a la diferencial Z—f A esta ganancia se le
denomina «. Ademds se le agrega una senal de ruido para hacer la trayectoria mas real. El cédigo de
Matlab se puede consultar en el anexo F.

Se definen diferentes ganancias para la velocidad angular, las simulaciones se muestran en la figura 5-4

Después de correr la simulacién en varias ocasiones, se opta por la ganancia o = 140 debido a que realiza

ET =

=80 a=140

= |7
7

«=200 a=250

& 7

a=500 a=800

Figura 5-4: Simulaciones de la trayectoria con diferentes ganancias

la linea més suave. Se programa la trayectoria en el manipulador y se utiliza una ganancia de @ = 125
. cm ., . .
y una velocidad de a = 3,4[—]. Se corrié la trayectoria en el manipulador con valores cercanos a 140,
s

y la ganancia que resulta con la trayectoria més suave fue de 125.

En la figura 5-5 se muestran la simulacién junto con la trayectoria obtenida con el manipulador. Se

puede observar como el manipulador sigue la trayectoria deseada. Con lo que concluye la derivacion de
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Proyeccion Plano YZ

2 4 6 B 10 12 14
y[em)

(a) Trayectoria obtenida (b) Trayectoria simulada

Figura 5-5: Trayectorias calculadas por cinematica inversa

la cinematica inversa.

5.2.3. Cinematica directa diferencial

En esta seccién se obtiene el Jacobiano espacial del manipulador. El Jacobiano espacial esta definido

Cco1mao:
0=l & g g (5-7)

donde & es el i-ésimo twist. Si se usan los twists obtenidos en la seccién de cinemética directa, sélo se
tendria el Jacobiano espacial de la posicién inicial. Sin embargo, para obtener el Jacobiano espacial para
todas las posibles posiciones del manipulador se recurre al uso de la Adjunta. La adjunta estd definida

COomo:

Rab ﬁabRab
Ady,,9) = 0 (5-8)

Rab

Por lo que para obtener los twists generalizados se aplica la adjunta:

fz/ = Ad(eflslu.esifleifl)gi (5‘9)

Después de aplicar la adjunta a cada twist, los twists resultantes son:

cosb

senb;

- o O o o o
o
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—11senficosls 211 senbycos(0a + 03) + senby (lacos(fa + O3) — l1cosbs)
l1cos01coshs cosB[l1cosbs + lacos(0a + 03)]
, lisenby , 2l1senfy + (I1 + l2)sen(02 + 03)
§3 = €=
cost cost
senf senf
0 0

Ahora que se tiene el Jacobiano espacial se puede estudiar la manipulabilidad del brazo robético. El
Jacobiano espacial es de rango completo, por lo que el kernel(JZ,(0)) = 0. Lo que significa que el érgano
terminal no tiene restricciones dentro del espacio de trabajo. La velocidad espacial del 6rgano terminal

se puede obtener con el uso del Jacobiano espacial:
Vi = J3(0)6 (5-10)

Para analizar la dindmica del érgano terminal se recurre al transpuesto del Jacobiano espacial. Se estudia
el rango, el cual también es completo, por lo que kernel(J$,(6))T = 0. Lo que significa que si se aplica
cualquier wrench al 6rgano terminal, todas las juntas ejercerdn un par para contrarestar el wrench
aplicado.

Mientras que los torques ejercidos por las juntas debido a un wrench Fs externo se puede obtener con el

uso del transpuesto del Jacobiano espacial como:
7= (J5)"F, (5-11)

Con lo que concluye el analisis de cinematica directa diferencial.
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5.3. Analisis dinamico

Figura 5-6: Diagrama del manipulador

El diagrama de la figura 5-6 representa al manipulador con sus caracteristicas mecénicas principales.

Los datos necesarios para la dindmica se muestran en la tabla 5-1 La dindmica del manipulador se expresa

Cuadro 5-1: Datos del manipulador

[kgm?] | I.1 = 0,004637[kgm?]
lo = 0,30[m] | 1,1 = 0,030271[kgm?] | my = 0,3535[kg]
r1 = 0,13[m] | L2 = 0,031200[kgm?] | I.2 = 0,003742[kgm?]
| g
[kgm”]
[kgm”~]

1o = 0,22[m] | I1 = 0,037560[kgm?
[

Iy = 0,30[m] | I,2 = 0,028440[kgm? ma = 0,1240[kg]
2

7o = 0,20[m] | I3 = 0,062467[kg I3 = 0,018790[kgm?]
Iy = 0,26[m] | I,3 = 0,043820[kgm? ms = 0,1440[kg]

como una ecuacién diferencial vectorial de segundo orden que expresa el movimiento como funcién de

los torques aplicados a cada junta, como se muestra en la ecuacién 5-12 en donde é, 9, 0,7 € R
M) +C(0,0)0 + N(6,6) =T (5-12)

Con base en la posicién inicial del manipulador mostrada en la figura 5-6 se obtienen los twists corres-

pondientes a los sistemas de referencia que son colocados en los centros de masa de los eslabones, los
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cuales son:

0 0 0

0 ~0,30 0,30

0 0 0,30
&= & = & =

0 -1 —1

0 0 0

1 0 0

Ahora se obtienen las condiciones iniciales de la posicién del manipulador:

1 00 0 1 0 0 O 1 0 0 O

01 0 0 0 1 0 0,13 01 0 05
gs1,(0) = 9gs1,(0) = 9s15(0) =

0 0 1 0,22 0 0 1 0,30 0 0 1 0,30

0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O 1

Ahora se procede a obtener las matrices de inercias de cada eslabén:

M, = diag(0,3535,0,3535, 0,3535, 0,0375, 0,039271, 0,004637)
M, = diag(0,1240,0,1240, 0,1240, 0,0312, 0,02844, 0,003742)

Ms = diag(0,1440, 0,1440, 0,1440, 0,062467, 0,04382, 0,018790)

Para obtener la matriz de inercia del manipulador primero deben calcularse los Jacobianos corporales,

los cuales resultan:

0 0 O —0,13cosb- 0 0
0 0 0 0 0 0
J— Jfll(o) _ 0 0 O Jy— ng(o) _ 0 —-0,13 0
0 0 O 0 -1 0
0 0 O —senby 0 0
1 0 0 cosls 0 0

102



—0,2c0s6s — 0,2cos(02 + 03) 0 0
0 0,3senbs 0
b 0 —-0,2 —0,3cosf3 —0,2
JS = JSl3(O) =
0 -1 -1
—sen(fz + 03) 0 0
cos(02 + 03) 0 0

Ahora que se tienen los Jacobianos corporales de cada junta, se procede a obtener la matriz de inercia

del manipulador:

M(9) = My Msy Mssz| = JlTMljl + J2TM2J2 + J5M3J3 (5—13)
Mz, Mz Mss

Lo que resulta:

My, = 0,02844sen20y + 0,04382sen? (0 + 03) + 0,004637 + 0,003742c0526-

+0,01879c05% (02 + 03) + 0,002c05%6, + 0,1440(0,3cos60 4 0,2cos (0 + 03))*

Mz =0
M13:0
My =0

Mo = 0,1144 + 0,01728cos03
Mss = 0,068220,00864cosb3
M3z =0

M3y = 0,068220,00864cos03

M33 = 0,06822

Se debe notar que varios momentos de inercia son cero debido a que los eslabones no permiten rotaciones
arbitrarias alrededor de cada eje. Ahora que se tiene la matriz de inercia del manipulador, se puede

obtener las fuerzas de Coriolisis y las fuerzas centrifugas de la siguiente forma:

Z(a u . O 02, (5-14)

r
Ciy(6,6) Z kb = 96, 08, 06
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Con base a lo anterior se obtiene la matriz matriz de Coriolisis

donde

Cnn Ci2 Cis
va 9) = |Cq1 Ca Cas
C31 Oz Cs3

C11 = [0,0226c0862sen0s + 0,025c08(02 + 03)sen (b2 + 63)

—0,1440(0,3cos85 + 0,2cos(f2 + 05))(0,3senby + 0,2sen(02 + 03))]02

+ [0,025¢c0s(02 + 03)sen(f2 + 03) — 0,0288sen(b2 + 05)(0,3cos02) + 0,2cos(02 + 05)]03

C1 = [0,0226c0s03sen8s + 0,025c0s(02 + 03)sen(s + 63)

—0,144(0,3cos82 + 0,2cos(02 + 63))(0,3senby + 0,2sen (b + 03))]61
Ci3 = [0,025c08(05 + 03)sen(0s + 03) — 0,288sen (0 + 03)(0,3cos0s + 0,2cos(02 + 05))]01
Cy1 = [—022cosbasenbs — 0,025c08(02 + 03)sen(fs + 63)

+ 0,144(0,13c0s65 + 0,2cos(05 4 05))(0,3senbs + 0,2sen (05 + 65))]0;
Cop = —0,008603sen63
Cys = —0,0086(fysenbs + Ossenbs)
C31 = [—0,25c08(02 + 03)sen(02 + 63) + 0,03sen(02 + 63)(0,3cosbs) + 0,2cos(b2 + 93)]@1
C3o = 0,0086s5¢en63

03320

Ahora se procede a incluir el efecto de las fuerzas gravitacionales y de la friccién viscosa. Se recuerda

que:

N(6,6) = %‘e/ + 36 (5-15)

Por lo que se procede a calcular la energia potencial:

V(@) = m1gh1(9) + mgghg(O) + m3gh3(9)
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donde g=9.81

donde h;(#) se determina de la cinemética directa, por lo que:

ho(0) = 0,3 — 0,13senbs

h3(0) = 0,3(1 — senfz) — 0,2sen (02 + 03)
Ahora se procede a calcular el efecto de la friccion viscosa:

B6:
5363

donde 8 = 0,16

Por lo que ahora se procede a calcular el término N (6, 6):

0,160,
) oV . )
N(6,0) = 55 + B0 = | ~0,1581cos — 0,3c0s(0: + 03) + 0,160
—0,2825c05(62 + 03) + 0,160;

Con lo que se concluye la derivacion de la dindmica del manipulador.

105



5.4. Control del manipulador robdético

Ya con la dindmica del manipulador, se procede a obtener la ley de control del manipulador. Utilizando

la teoria vista en el capitulo 2, por lo que la ley de control es:
7= M(0)04+C(0,0)04 + N(8,0) — (Kpe + Kqé) (5-16)

donde e = 64 — 0,, ,=posicién angular actual y 6;=posicién angular deseada.
Por lo que ahora se comprueba la estabilidad del sistema usando el método de Lyapunov. Para ello se

obtiene la dindmica del error en lazo cerrado, la cual resulta:
M(0)é+ C(0,0)é — Kpe — Kqé = 0 (5-17)
Y la funcién candidata de Lyapunov propuesta:
. 1 .T . 1 T T .
Ve, é,t) = ¢ M(0)e + ¢ Kpe+ee” M(0)é (5-18)

La cual es positiva definida para un e suficientemente pequena ya que M(6) > 0y K, > 0. Por lo que

se obtiene ahora V y se evalia en las trayectorias, lo que resulta:

. 1 . .
V=¢"Mé+ 5éTMé + T Kpe + ee” (Mé + Me)
T . 1 T . T . . re
—é' (Kqg—eM)é+ ¢ (M —2C)é+ee’ (—Kpe — Kgé — Cé+ Mé)

1.
—eT(Ky—eM)é — ee’ Kpe + e’ (K4 + §M)é

Escogiendo una € > 0 lo suficientemente cercana a cero, ya que se quiere y espera un error minimo, se
asegura que la funcién V oes negativa definida y por lo tanto el sistema es exponencialmente estable.

Al haber comprobado la estabilidad de la ley de control general del manipulador, se procede ahora a
mostrar un ejemplo de aplicacién esta ley. Para ello, se toma la trayectoria en dos dimensiones obtenida en
el apartado de cinematica inversa del capitulo anterior. Se define a la trayectoria s que seguira el érgano
terminal, la cual pasa por el punto ¢ = ({,0) y al vector normal a esa linea como n = (sina, —cosa),
tal como se muestra en la figura 5-7. Cabe destacar que a = g para el caso particular obtenido en el

apartado de cinemética inversa, por lo que n = (1,0). Ahora, definida la trayectoria s y el vector normal
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Figura 5-7: Movimiento de trayectoria plana

n, se define la propiedad de todos los puntos p que pertenecen a la trayectoria s como (p — ¢q) - n = 0.
Por lo que la restriccién sobre el manipulador es que el 6rgano terminal siga los puntos p que pertenecen

a la trayectoria s. Por lo que si p(#) es la posicién del érgano terminal, la restriccién es:

h(@) =@@) — | |)-| | =0 (5-19)

Substituyendo p(6) obtenido por el producto de exponenciales que representa la cinemdtica directa del

manipulador se obtiene que:

h(0) = licosby + lacos(0r + 02) — 1

Ahora se obtiene el gradiente de la restriccion, la cual da la direccién de la fuerza normal:

Vh(0) = —lysenfy — lasen(01 + 02)
—lasen(61 + 62)
Por lo que para parametrizar el movimiento deseado s, se tiene que cuando s = 0 el punto es p =
(1,0). Por lo que se debe encontrar una funcién f(s) tal que h(f(s)) = 0. Para encontrar la funcién
f se recurre a la cinematica inversa obtenida con anterioridad. Por lo que resulta la coordenada z es
constante y estd definida por la distancia [, por lo que z(s) = [. Para la coordenada y, se tiene que
ésta estd parametrizada por s, por lo que resulta que y(s) = s. Ya definidas las coordenadas del punto

p(s) = (I, s), se procede a introducir estos valores en las ecuaciones de cinemética inversa obtenidas con
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anterioridad, lo que resulta:

27272 _ 72
o) - 61 (s) _ atan(?) + acoj(sl;l‘ll 2:;:12212 lz)
O2(s) 7 + acos( + 22;1; —)
Posteriormente se obtiene el Jacobiano, el cual resulta:
—s(s2 4+ 12 =12 +13) l

2 2
2rere_g o711

3
_ o242 1o T8
J= |2h(s* 48 \/ 12(s2 + 12)
2s

VABZLEZ — (2 4+ 12— 12— 12)?

Ahora que se tiene el Jacobiano en términos de s se procede a obtener la ley de control especifica al
problema de la linea, basandose en la ley de control general obtenida anteriormente, por lo que la ley de
control queda como:

T =M(0)J(5 — Kyés — Kpes) + (C(0,0)J + M(0).J)s (5-20)

donde e; = s — 54, K,yk, son las ganancias del control y M y C son las matrices de inercial y Coriolisis
obtenidas de la ley de control general. Por lo que al aplicar la ley de control al manipulador y con las

ganancias:

25 0 0,85 0
K,
0 83 0 085

La dindmica de error se vuelve exponencialmente estable, tal como se espera. La figura 5-8 muestra la
dindmica del error obtenida al programar la trayectoria en el manipulador. Por lo que se concluye la

derivacién de la ley de control.

Figura 5-8: Dinamica del error del Manipulador Robético
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Capitulo 6

Ejemplo para la docencia: Obtencion
de una trayectoria usando

acelerometros y Matlab

6.1. Objetivo

El objetivo de esta practica es obtener la representacién de una trayectoria previamente programada

en el manipulador utilizando Matlab.

6.2. Ejercicio 1

Programar una trayectoria ya definida en el manipulador robético.

6.2.1. Resolucion del ejercicio 1

Se procede a programar la trayectoria obtenida en el capitulo anterior usando la técnica de cinemati-
ca inversa. El plano en el cual se realizard la trayectoria es en el plano YZ. Se puede consultar este

procedimiento en el capitulo anterior.
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6.3. Ejercicio 2

Ya programada la trayectoria, se procede a correr el programa y permitir que el manipulador siga la

trayectoria. Se obtienen las lecturas del acelerémetro del érgano terminal. Se recuerda que las mediciones
del acelerémetro estdn en término de g (i.e. si una lectura del acelerémetro es de 2.5, significa que el
acelerémetro esta registrando una aceleracién de 2.5%g g)
Después de obtener las lecturas, se prosigue a pasar los datos por un filtro pasabajas para eliminar en
la medida de lo posible el ruido. Se recomienda usar un filtro digital de fase cero, cuyo comando es filt.
Mas informacién acerca del filtro y del comando se puede obtener escribiendo helpfilt en la consola de
Matlab.

Ya después de haber filtrado los datos se pide graficar los perfiles de la aceleracion inercial.

6.3.1. Resolucién del ejercicio 2

Las graficas obtenidas de la lectura del acelerémetro se muestran en la figura 6-1.

Se puede observar como se tiene varios picos debido al ruido, esa es la razén por la cual se debe filtrar.

Aceleracion enx

06
04— —

021~ -
o, O -
02 -

04 -

ms

06 -

08 \ I \ I I \
=20 0 20 40 60 80 100 120

t[s]

Aceleracion eny
0.15 T

01— —
005— /\ —
o ]
-005— e
01 —

-015— -

mis?

02 | | \ I | |
tlel

Aceleracion enz
01

01 -
02 o)

mis

03 -l
04 -
05 -

06 | | \ | | |

Figura 6-1: Aceleraciones sin filtrar

Por lo que después de aplicar un filtro digital de fase cero, los datos de aceleracién se muestran en la

figura 6-2
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Se observa como las aceleraciones ahora tienen un comportamiento suave, en donde no hay picos ni

Aceleracion enx
02

01—

mis?

20 0 20 40 60 80 100 120
t[s]

x10° Aceleracion eny

mis?

t[s]

Aceleracion enz

Figura 6-2: Aceleraciones después de ser filtrados

cambios drasticos, los cuales provocarian que las derivadas en los puntos donde hay un cambio abrupto
fueran extremadamente grandes.

Sin embargo, estas aceleraciones estan medidas con respecto al sistema de referencia del érgano terminal,
el cual tiene una orientacién diferente al marco de referencia inercial, ademas de que tienen incorporada
la aceleracion de la gravedad. Debido a la diferencia entre las referencias simplemente no es posible restar
a la componente z la gravedad. Por lo que el primer paso es hacer una transformacién de cuerpo rigido
a cada vector de aceleracién obtenido. Para ello se debe conocer los dngulos 0,,0,,0. que nos dan la
rotacién entre el sistema de referencia del 6rgano terminal y del inercial. Para obtener los dngulos se

recurre vector coseno director de cada vector aceleracién. Es decir:

a= aﬁ—l—ayj—i—azl%

M =] @]/ /a3 +a} + a2
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donde:

Ay
cost, = —
M

a
_ Y
cost, = U
Qay
cosl, = —
M

por lo que los dngulos se obtienen como:

a
0, = =
acos(M)
a
6, = acos(My)
a
0, = =
acos(M)

Ya que se obtienen los angulos, se procede a realizar la transformacién de cuerpo rigido a los vectores.

Se sabe que las matrices de rotacion para los ejes x,y y z son las siguientes:

1 0 0 ] cosfly 0 send,
R,(0;) = |0 cosl, —senbd,|Ry(0y) = 0 1 0
0 senf, cost, —senfly, 0 cosf,
cosf, —senb, O_
R.(0,) = |senf, cosf, O
0 0 1

Como se aprendié en los capitulos anteriores, las transformaciones de cuerpo rigido se les puede aplicar
la regla de composicién, que se logra simplemente efectuando las multiplicaciones matriciales entre las

matrices de rotacion, lo que resulta:

costlycost, —costy,send, senty,
g(0) = —senbtysenbycost, 4 cosl, + senb, sentysentysend, + costycosh, —senbycost,

—cosf,senbycosl, + senbsend, costysentysent, + senbycostl,  cosbycosly

Por lo que a cada vector obtenido de las mediciones se le debe aplicar la transformacion de cuerpo
rigido g(0s,0y,0.) con sus dngulos correspondientes. Un algoritmo se puede consultar en el anexo F. Ya
habiendo transformado todos los vectores, se procede a restar el vector de la aceleracién de la gravedad

a la componente z para obtener la aceleracion inercial. La figura 6-3 muestra los perfiles la aceleracién
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inercial que sufri6 el érgano terminal.

Aceleracion enx

mis?

t[s]

Aceleracion eny

mis?

=3
=
LR

t[s]

Aceleracion enz

mis?

o 0 20 40 60 80 100 120

Figura 6-3: Aceleracién inercial

6.4. Ejercicio 3

Ahora que se tiene la aceleracion inercial, se procede a obtener los perfiles de velocidad y posicién.
Por lo que se pide graficar los perfiles de velocidad y posicién. Se recomienda utilizar el comando
cumtrapz para efectuar la integraciéon numérica. No hay que olvidar al integrar las condiciones iniciales.
Ya obtenidos los perfiles de posicién, se pide graficar la trayectoria obtenida en 3D y sus respectivas

proyecciones en los planos XY, XZ y YZ.

6.4.1. Resolucion del ejercicio 3

Se procede a utilizar la la funcién cumtrapz para integrar numéricamente los valores de la aceleracion
inercial. Las condiciones iniciales para la velocidad son cero, debido a que el manipulador parte del reposo.
Después de efectuar la integracién para las 3 compoentente de la aceleracion, los perfiles de velocidad
que se muestran en la figura 6-4. Ya teniendo los perfiles de velocidad, se procede a integrarlos para
determinar los perfiles de posicion. Las condiciones iniciales para la posicién para este ejemplo son z = 15

y y = 30. Por lo que se muestran los perfiles de posicién en la figura 6-5 Ahora que se tiene los perfiles de
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posicion se procede a obtener la trayectoria en 3D y sus respectivas proyecciones. La figura

los resultados. Ya obtenida la trayectoria y los perfiles se da como concluida la préctica.

zfem]

Proyeccion Plano XY

Proyeccisn Plano YZ

6-6 muestra

2 [em]
=

Proyeccion Plano XZ
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Capitulo 7

Conclusiones

Esta tesis da a conocer un método de anélisis acerca de los manipuladores roboticos el cual puede ser
utilizado no sélo para los robots seriales, sino también para los paralelos. La simplicidad y generalidad
de este método es evidente. Ya que con un par de ecuaciones se puede obtener el modelo de cualquier
manipulador robético. La obtencién del espacio de trabajo del manipulador se vuelve extremadamente
sencilla, ya que se tiene en una sola matriz toda la informacion de la cinemética del manipulador. La
obtencién del Jacobiano, que de manera tradicional es derivar parcialmente varias ecuaciones vectoriales,
se vuelve tan sencilla como obtener los twists de cada junta y acomodarlos en una matriz. El Jacobiano
obtenido de esta forma nos da informacién importante acerca del sistema, ya que se pueden obtener
las singularidades con el simple hecho de obtener el kernel de la matriz, algo visto en Algebra Lineal.
Ademds, se substituye todo el andlisis de equilibrio de fuerzas para cada junta necesario, para obtener
los momentos y las fuerzas de reaccion, a simplemente transponer el Jacobiano y multiplicarlo por el
wrench correspondiente.

En la Facultad de Ingenieria, el método para describir la cineméatica de un manipulador robético esta dado
por los pardmetros Denavit-Hartenberg, que son de hecho el estandar de facto en robética. Estos pardame-
tros son obtenidos al aplicar una serie de reglas que especifican la posicion y orientacién de los marcos
de referencia L;, adjuntados a cada eslabéon del manipulador. Posteriormente se construyen las transfor-
maciones homogéneas entre los marcos de referencia. Los parametros son cuatro escalares «;, a;, d; v ¢;
para cada marco de referencia L;. Estos pardmetros estan disponibles para los manipuladores industria-
les estandar. Puede llegar pensarse que los parametros Denavit-Hartenberg pueden resultar mas sencillos
de manipular, ya que sélo son cuatro, mientras que para los twists, se necesitan dos pardametros con 3
componentes por cada uno. Sin embargo, resulta mas sencillo en todas las instancias, construir los twists

de cada junta directamente, simplemente conociendo la orientacién de eje de revolucién y escogiendo el
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punto més conveniente sobre dicho eje. El uso de la formula del producto de exponenciales resulta mas
atractiva debido a que sélo se necesitan dos marcos de referencia, el inercial y el del 6rgano terminal,
por lo que esta propiedad, combinada con el significado geométrico de los twists hacen a este método
mucho mas atractivo que los pardmetros Denawvit-Hartenberg, instruidos en la Facultad.

El analisis dindmico del sistema, el cual es usualmente tratado como un problema de mecéanica clasica,
es reducido en complejidad. El hecho de obtener una simple ecuacién ordinaria diferencial vectorial para
poder describir el sistema es una paso muy grande, a tener que hacer el andlisis de fuerzas, energia y
momentos de cada junta y luego interconectarlas para obtener el analisis de manipulador. El hecho de
que se tenga una sola ecuacién para describir la dinamica del sistema ayuda a simplificar el trabajo
de la obtencién de una ley de control. Utilizando el método clasico, el control involucra analizar varias
variables de estado, minimo dos por cada junta, la velocidad y la posicién, por lo que resulta laborioso
estar relacionando la dindmica de cada junta para obtener el modelo general. Sin embargo, el método
propuesto en esta tesis simplifica el trabajo, al parametrizar todo en término de los twists de cada junta,
sélo se necesita obtener tres matrices, las cuales incluyen toda la dindmica del sistema. Por lo que ya no
se necesitan tres o més variables de estado por junta, sino que se reduce al control de una variable de
estado por junta, la cudl es el torque que se le debe aplicar a cada junta. Lo cudl es una simplificacién
en el darea de la dindmica y del control bastante importante.

A pesar de que este método tiene muchas bondades y su simplicidad en la teoria es evidente, este método
tiene una desventaja muy importante. Los cédlculos necesarios se vuelen repetitivos, tediosos y bastante
largos; ya que hacer sumatorias y multiplicaciones matriciales a mano se vuelve una ardua tarea. Por
lo que la desventaja més importante del método propuesto en esta tesis es que es indispensable el uso
de herramientas de cémputo, como Matlab, para su uso y aplicacién efectiva. Sin embargo, al tener
herramientas de computo accesibles y al alcance del alumnado de la Facultad, el método de analisis por
el Algebra de Lie, resulta muy atractivo para la ensenanza y aprendizaje de manipuladores robéticos.
Debido a las diferentes y variadas escuelas y métodos de diseno que existen en la actualidad, se vuelve
una tarea complicada decidir cudl es el mejor y el mas efectivo. Un pregunta bastante retdrica, debido
que la respuesta es muy relativa, ya que un método puede servir en una situacién determinada mejor que
otro. Es por eso que en esta tesis se propone un método para el diseno de un producto mecatrénico, en el
cual se mezcla y busca hacer una simbiosis entre las practicas de diseno a las que he estado expuesto, en
la Facultad como en la Universidad de California campus Berkeley. El método se busca que sea lo mas
sencillo, vertical y efectivo posible. Ya que se divide en médulos bien definidos en los cuales se enfoca
totalmente en la mejor resolucién del médulo. La secuencia esta definida como se presenta debido a que
hay un orden bien definido. Se debe tener primero todos los elementos mecanicos para después poder

encontrar los actuadores mas pertinentes. Al tener el sistema eléctrico y mecénico bien definidos, se

117



plantea el uso de las herramientas de la electrénica que mas se adecuen a las necesidades de los médulos
anteriores. Por lo que al dividir en médulos secuenciales bien definidos el diseno, y al dividir los proble-
mas que surgen de éstos se logra simplificar el problema. En un trabajo en equipo, cada subgrupo del
equipo debe trabajar en su respectiva parte y recibir la retroalimentacion de otros subgrupos para poder
asi llegar al producto mas adecuado, tal como se ensena el diseno en esta Facultad.

Este producto mecatrénico, al nacer de la necesidad de un laboratorio para la ensenanza de la robdti-
ca, abre muchas posibilidades para la didactica. Ya que este producto no sélo puede ser utilizado en
la ensenanza de la robdtica, sino, gracias al hecho de ser de arquitectura abierta, se puede utilizar en
las materias de control, de instrumentacién, de programacion entre otras. En la materia de control se
pueden obtener diferentes leyes de control para el sistema y aplicar esas leyes directamente en un sistema
fisico. Ya que las materias de control impartidas en esta Facultad se apoya demasiado en simulaciones
y no se puede emplear los conocimientos adquiridos en un sistema fisico, sino hasta el proyecto final.
Sin embargo, las leyes de control vistas en clase se pueden aplicar a este producto mecatrénico para que
los alumnos puedan ver de manera fisica, y no sélo en una grafica de Simulink, el comportamiento del
sistema resultante de la aplicacion de las diferentes leyes de control aprendidas y aplicadas.

Al ser este un producto mecatrénico, necesita interactuar con el mundo que lo rodea; para ello se utilizan
sensores que ayudan al producto a percibir el mundo. Ademds, necesita de actuadores que hagan que
el producto manipule su espacio de trabajo. Los actuadores necesitan circuitos de potencia y control,
asi como los sensores necesitan circuitos de energizacion y control muy diferentes a lo que necesitan los
actuadores. Estos circuitos y el diseno de los mismos se ensenan en la materia de Instrumentaciéon. Por
lo que este producto mecatrénico de arquitectura abierta puede ser una herramienta importante para
la ensenanza de esta materia, ya que los alumnos podran ver la forma en que los circuitos funcionan en
un producto completamente integrado y no unicamente ver los circuitos trabajar de forma separada en
una protoboard. Ademé&s de que abre la puerta a la imparticién, de una forma més formal, al proce-
samiento de senales y adquisiciéon y manipulacién de datos. Ya que las senales de los sensores tendran
ruido, offsets, interferencias, entre muchos otros problemas, los cuales, de no ser tratados, provocaran
comportamientos erraticos en el producto. Es por ello que el uso de los diferentes tipos de filtros, digitales
y analdgicos, y su teoria deben ser empleados al maximo. Y no sélo es es tratamiento de las senales de
entrada, sino también las senales de salida y control, ya que si se manda una senal de control y ésta es
sujeta al ruido inherente de los conductores o a la interferencia de diferentes componentes, el senal de
control sera errénea y provocara comportamientos no deseados en el producto. El estudio de las senales
es un tema muy importante que puede ser practicado con las diferentes senales que el manipulador crea
y recibe. También la adquisicién y manipulacién de datos es un tema de suma importancia. Un ejemplo

de la préactica de este tema se da en esta tesis. El poder saber qué hacer con los datos obtenidos de
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las senales, previamente procesadas, es un tema de suma importancia para el ingeniero mecatrénico. Ya
que de nada sirve tener una senal de un sensor y datos procesados sino se sabe que hacer con ellos. En
esta tesis se muestra desde como implementar el acelerémetro en la posicién del érgano terminal hasta
el procesamiento de la senal que éste envia, hasta la manipulaciéon de los datos resultantes con los que
se puede recrear la trayectoria del manipulador en la computadora. Y éste es s6lo un ejemplo de como
la manipulacién correcta de los datos obtenidos por los sensores pueden hacer.

El producto al ser de arquitectura abierta, se le puede hacer interactuar con diversas herramientas como
la computadora. Debido a que un microcontrolador no tiene la capacidad para realizar operaciones con
fuerte peso computacional, se restringe mucho lo que se puede hacer con un programa embebido. Sin em-
bargo, si se le desarrolla una interfaz con una computadora, la computadora puede hacer las operaciones
mas complejas, mientras que el programa embebido puede hacer las tareas menos exigentes. Por lo que se
abren varias oportunidades para el producto. El desarrollo de estas interfaces involucra un conocimiento
de técnicas de programacién, la cual es una materia impartida en la Facultad. Por lo que el manipulador
puede ser sometido a diferentes programas de computacién en cualquier lenguaje y en cualquier sistema
operativo, gracias a que sélo necesita una interfaz serial, para realizar tareas especificas. Por lo que los
alumnos tendran una herramienta para poder practicar, de forma tangible, sus programas. Ademas de
aprender a crear una interfaz que se comunica con un sistema fisico, y no sélo programars interfaces que
verd trabajar Unicamente en la pantalla, sino tendrd la oportunidad de crear interfaces que usard en la
pantalla de la computadora, pero tendra consecuencias en un sistema fisico tangible.

Estas son s6lo algunas de las muchas posibilidades que el producto mecatrénico tiene para la ensenanza.
Sin embargo, el hecho de ser s6lo un producto limita mucho lo que se puede hacer con él. Sin embargo, al
ser este producto mecatrénico creado desde bosquejos, es facilmente replicable. Ya que todos los datos,
planos y consideraciones necesarias para la creacién del producto estan incluidas en esta tesis. Ademads
de que su precio en numero cerrados es de 27000 pesos mexicanos. Lo cual lo hace muy atractivo para
efectos de ensefianza, ya que sus similares tienen precios hasta 10 veces mayores, ademds de que son de
arquitectura cerrada, por lo que no tienen la posibilidad de ser alterados para efectos didacticos.

Por lo que esta tesis cumple los objetivos de la demostracion y aplicacién de una teoria alternativa de
analisis de los manipuladores robéticos, ademés de que entrega un prototipo funcional de un producto
mecatrénico con un potencial muy importante para la ensefianza de diversas areas fundamentales de la

Ingenieria Mecatrénica.
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Apéndice A

Bosquejos

A continuacién se presentan los bosquejos realizados para la realizacién del manipulador robético.
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Figura A-1: Bosquejo uno
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Figura A-2: Bosquejo dos
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Figura A-3: Bosquejo tres
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Figura A-4: Bosquejo cuatro



125
Figura A-5: Bosquejo cinco
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Figura A-6: Bosquejo seis



Apéndice B

Dibujos en CAD y Propiedades

Mecanicas

Cuadro B-1: Cara inferior

Propiedades mecéanicas
Material= Aluminio
Masa= 0.747 [kg]
Volumen= 275616.499 [mm?]
Area superficial= 86831.01 [mm?]
I,.= 0.005 [kg-m?]
I,,= 0.004 [kg-m?]
I..=0.009 [kg-m?]
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Cuadro B-2: Cara lateral uno

Propiedades mecénicas
Material= Aluminio
Masa= 0.354 [kg]
Volumen= 130370.705 [mm?®]
Area superficial= 64199.79 [mm?]
I..= 0.03756 [kg - m?]
I,,= 0.039271 [kg - m?]
I..= 0.004637 [kg-m?2]
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Cuadro B-3: Cara lateral dos

Propiedades mecénicas
Material= Aluminio
Masa= 0.354 [kg]
Volumen= 130370.705 [mm?®]
Area superficial= 64199.79 [mm?]
I..= 0.03756 [kg - m?]
I,,= 0.039271 [kg - m?]
I..= 0.004637 [kg-m?2]
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Cuadro B-4: Base

Propiedades mecénicas
Material= Acero
Masa= 6.028 [kg]
Volumen= 2222863.252 [mm3]
Area superficial= 366055.44 [mm?]
I..= 0.103 [kg-m?]
I,,= 0.089 [kg-m?]
I,,=0.063 [kg-m?]
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Cuadro B-5: Sujetador codo

&

Propiedades mecénicas

Material= Aluminio
Masa= 0.076 [kg]
Volumen= 28118.066 [mm?]
Area superficial= 7649.54 [mm?]
I..= 0.0001 [kg-m?]
I,,= 0.0001 [kg-m?]
I,,=0.0001 [kg-m?]
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Cuadro B-6: Sujetador hombro

Propiedades mecénicas

Material= Aluminio
Masa= 0.091 [kg]
Volumen= 33577.149 [mm?]
Area superficial= 11072.58 [mm?]
I..= 0.0001 [kg-m?]

I,,= 0.0001 [kg-m?]
I,,=0.0001 [kg-m?]
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Cuadro B-7: Eslabon uno

Propiedades mecénicas

Material= Aluminio
Masa= 0.133 [kg]
Volumen= 49011.349 [mm?]
Area superficial= 35539.91 [mm?]
I.»= 0.031200 [kg - m?]
I,,= 0.028440 [kg - m?]
I..= 0.003742 [kg - m?]
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Cuadro B-8: Eslabén dos

Propiedades mecénicas

Material= Aluminio
Masa= 0.144 [kg]
Volumen= 53129.783 [mm?]
Area superficial= 38178.46 [mm?]
I..= 0.062467 [kg - m?]
I,,= 0.043820 [kg-m?]
I..,=0.01879 [kg-m?]
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Cuadro B-9: Eje de la base

Propiedades mecénicas

Material= Aluminio
Masa= 0.144 [kg]
Volumen= 53129.783 [mm?]
Area superficial= 38178.46 [mm?]
I.»= 0.000192 [kg - m?]
I,,= 0.000192 [kg - m?]
I..= 0.000009 [kg-m?]
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Cuadro B-10: Eje del hombro

Propiedades mecénicas

Material= Aluminio
Masa= 0.068369 [kg]
Volumen= 25209.710249 [mm?]
Area superficial= 38178.46 [mm?]
I..= 0.000985 [kg - m?]
I,,= 0.000001 [kg-m?]
I..= 0.000985 [kg -m?]
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Cuadro B-11: Eje del codo

Propiedades mecénicas

Material= Aluminio
Masa= 0.050493 [kg]
Volumen= 18618.467198 [mm?]
Area superficial= 7042.808203 [mm?2]
I..= 0.000395 [kg - m?]
I,,= 0.000001 [kg-m?]
I..= 0.000395 [kg-m?]
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Apéndice C

Planos
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Apéndice D

Datasheets

Las datasheets para cada componente se pueden encontrar en las siguientes direcciones web:

= 1.298D
http : / Jwww.wvshare.com/datasheet/STPDF/L298.pdf

= ADXL335
https : [/ Jwww.spark fun.com/datasheets/Components/SM D /adxl335.pdf

» LSM303DLHC
http : / Jwww.st.com/st — web — ui/static/active/en/resource/technical /document

/datasheet/DM00027543.pdf

» L3GD20
hitp : [/ Jwww.st.com/st — web — ui/static/active/en/resource/technical [document

/datasheet/DM00036465.pdf
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Apéndice E

Cddigo Fuente
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#include <LSM303.h>

#include <L3G.h>

#include <math.h>

#include <Wire.h>
#include<Servo.h>

Servo servo;

L3G gyro;

LSM303 compass;

const int codolPin=24;

const int codo2Pin=22;

const int codopwm=4;

const int hombrolPin=26;

const int hombro2Pin=36;

const int hombropwm=6;

const int baselPin=42;

const int base2Pin=44;

const int basepwm=3;

const int ohx=334,o0hy=333,0cx=341,o0cy=337;
int t1=0,t2=0,yi=30,x1=30;

const float pi=3.14159;

const float 11=22.5,12=26;
static double
integralb=0,integralh=0, integralc=0,perrorb=0,perrorh=0,perrorc=0, integra
lo=0,perroro=0;

static int mskh,msh=1100;

int signo[6] = {-1,-1,-1,1,1,1};
float dirh[3]1={0,0,0};

]
float dirc[3]={0,0,0};
float Rh[3]={ol OIO};
float Ic[3]={0,0,0};
float Ih[3]={0,0,0};
float Rc[3]={0,0,0};

float ah=0,a0=0,ab=0,g=9.71;

float off[6]={0,0,0,0,0,0};

float acc([3]={0,0,0};

float giro[3]={0,0,0};

float mag[3]={0,0,0};

float kpb=2.5,kib=0.85, kdb=0;

float kph=8.3,kih=0.85,kdh=0;

float kpc=8.3,kic=0.5,kdc=0;

float kpo=11.3,kio=0.5,kdo=0;

void setup ()

{
pinMode
pinMode
pinMode
pinMode
pinMode
pinMode

codolPin, OUTPUT) ;
codo2Pin, OUTPUT) ;
codopwm, OUTPUT) ;
hombrolPin, OUTPUT) ;
hombro2Pin, OUTPUT)
hombropwm, OUTPUT) ;
pinMode (baselPin, OUTPUT) ;
pinMode (base2Pin, OUTPUT) ;
pinMode (basepwm, OUTPUT) ;
servo.attach (8);
Wire.begin () ;
Serial.begin(115200) ;

Gyro_ Init();

Accel Init();

’

~ o~ o~~~ o~~~



Compass_Init();

delay (20) ;
compass.m min.x = -505; compass.m min.y = -601; compass.m min.z = -387;
compass.m max.x = +332; compass.m max.y = +347; compass.m max.z = +399;

write motorb (true,0);
write motorh (true,0);
write motorc(true,0);
delay (1000);
int tl=millis{();
move codo (-90,millis (), false);
int t2=millis();
Serial.println((t2-t1)*0.001);
}
void loop ()

// if(Serial.available()>0)

/] A

// pos_ini();

// Serial.println("on");
// delay (1000) ;

// tl=thetal (yi,x1i);

// t2=theta2 (yi, xi);

// float timer=millis ()
// linea(tl,t2,xi,millis());
// Serial.println("end");
// delay(100) ;

// pos_ini();

// softReset () ;

/7 )

}
float rangleo()
{
read acc();
float x=compass.a.x-off[0];
float z=compass.a.z-off[2];
return rad2deg(atan2(-z,x))-90;
}
float angleo()
{
float s=0,d=0,£f=0;
int 1=0;
for (1=0;1<100; i++)
{
s=rangleo();
d=d+s;
}
£f=d/100;
return f;
}
float rangle(int A, int B,int c, int f)
{
float x=analogRead (A) -c;
float y=analogRead(B)-f;
double rad=atan2 (-x,Vy);



float d=(180/3.14159) *rad;

return -d;
}
float angle(int A, int B,int c, int e)
{

float s=0,d=0, £=0;

int 1i=0;

for (1=0;1<100; 1++)

{

s=rangle (A,B,c,e);
d=d+s;

}

£f=d/100;

return f;
}
float anglec|()
{

return angle(3,4,341,337)-angle(0,1,334,333);
}
void read hombro(int a,int b,int c)
{

float Rx=0,Ry=0,Rz=0,M=0;

float x=0,y=0,2z=0, rangle=0;

x=analogRead (a) ;

y=analogRead (b) ;

z=analogRead (c) ;

Rx=(((x*5)/1023)-1.63)/0.3397;
5)/1023)-1.61)/0.3499;

y-1.

Ry= ((

Rz=(((z*5)/1023 66)/0.3390;
Rh[0]=Rx;

Rh[1]=Ry;

Rh[2]=Rz;

M=sqgrt (Rh[0]*Rh[0]+Rh[1]*Rh[1]+Rh[2]*Rh[2]);
dirh[0]=Rx/M;
dirh[1]=Ry/M;
dirh[2]=Rz/M;
}
void read codo(int a,int b, int c)
{
float Rx=0,Ry=0,Rz=0,M=0;
float x=0,y=0,2z=0, rangle=0;
x=analogRead (a) ;
y=analogRead (b) ;
z=analogRead (c)
Rx=(((x*5)/1023) -
3

)-1.65)/0.3344;
Ry=(((y*5)/1023)-1.64)/0.3492;
Rz=(((z*5)/1023)-1.66)/0.3292;

Rc[0]=Rx;

Rc[1]=Ry;

Rc([2]=Rz;

M=sqgrt (Rc[0]*Rc[0]+Rc[1]*Rc[1]+Rc[2]*Rc[2]);
dirc[0]=Rc[0]/M;

dirc[1l]=Rc[1l]/M;

dirc[2]=Rc[2]/M;

}
void Gyro Init()
{



}

gyro.init();
gyro.writeReg (L3G_CTRL_REGI,
gyro.writeReg (L3G CTRL_REG4,

void Accel Init ()

{

}

void Compass_Init ()

{

}

compass
compass.
compass
compass

.indit () ;

void offset ()

{

}

{

compass.readAcc () ;

gyro.read();
ax=ax+ (float
ay=ay+ (float
az=az+ (float
gx=gx+ (float
gy=gy+ (float
gz=gz+ (float
delay (10);

}
off[0]
off[1]
off[2]
off[3]=
[4]
[5]
[2]

ax/1024;
ay/1024;
az/1024;
=gx/1024;
gy/1024;
gz/1024'

off
off
off

void read gyro()

{

int x=0,y=0,2z=0;

float s=deg2rad(0.7);
for (int i=0;1<20;i++)

{
gyro.read();
X=X+gyro.g.x;
y=y+gyro.g.y;
z=z2+gyro.g.z;

}

giro[0]=
giro[l]=
giro[2]=

}

(signo[3]1*
(signof[4]~*
(signo[5]*

void read acc()

{

compass.readAcc () ;
float x=0,y=0,2z=0;

((x/20)
(y/20)
(z/20)

compass.writeMagReg (LSM303 MR REG M,

compass.a.x;
compass.a.y;
compass.a.z;
gyro.g.x;
gyro.g.y;
gyro.g.z;

-off[3])*s
-off[4])*s
-off[5])

0x0F) ;
0x20) ;

writeAccReg (LSM303 CTRL _REG1 A,
.writeAccReg (LSM303 CTRL REG4 A,
.writeAccReg (LSM303 CTRL REG4 A,

float ax=0,ay=0,az=0,gx=0,gy=0,gz=0;
for (int 1=0;i<1024;i++)

0x47) ;
0x08) ;
0x20) ;

0x00) ;

y+0.11;
y+0.11;

*g)

-0.10;



X=compass.a.x;
y=compass.a.y;
z=compass.a.z;

acc[0]=signo[0]* (x-off[0])/256;
accl[l]=signo[l]* (y-off[1])/256;
acc[2]=signo[2]* (z-off[2])/256;
ao=rad2deg (atan2 (-acc[2],-acc[0]))+90;

}
voild read mag()
{
compass.readMag () ;
float x=0,y=0,2z=0;
mag[0]=compass.m.x;
mag[l]=compass.m.y;
mag[2]=compass.m.z;
//am=compass.heading ( (LSM303::vector) {0,0,1});
ab=rad2deg (atan2 (mag[l],mag[0]));
}
float deg2rad(float deq)
{
float rad=(pi/180) *deg;
return rad;
}
float rad2deg(float rad)
{
float deg=(180/pi)*rad;
return deg;
}
float controlb(float setpoint,float theta, float kp,float ki, float
kd, float u)
{
int dt=200;
float error,output,differential;
error=setpoint-theta;
integralb=integralb+error*dt*0.001;
differential= (error-perrorb)/(dt*0.001);
if (abs (error)<2.5)
{
integralb=0;
perrorb=error;
delay (dt) ;
return output=0;
}
else
{
if (u>200)
integralb=0;
if (integralb>800)
integralb=800;
if (integralb<-800)
integralb=800;
output=kp*error+ki*integralb+kd*differential;
perrorb=error;
delay (dt) ;
if (output>255)
output=255;



if (output<-255)
output=-255;
return output;

}

}
float controlh(float setpoint,float theta, float kp,float ki, float

kd, float u)
{
int dt=200;
float error,output,differential;
error=setpoint-theta;
integralh=integralh+error*dt*0.001;
differential= (error-perrorh)/(dt*0.001);
if (abs (error)<2.5)
{
integralh=0;
perrorh=error;
delay (dt) ;
return output=0;
}
else
{
if (u>200)
integralh=0;
if (integralh>800)
integralh=800;
if (integralh<-800)
integralh=800;
output=kp*error+ki*integralh+kd*differential;
perrorh=error;
delay (dt) ;
if (output>255)
output=255;
if (output<-255)
output=-255;
return output;
}

}
float controlc(float setpoint,float theta, float kp,float ki, float

kd, float u)
{
int dt=200;
float error,output,differential;
error=setpoint-theta;
integralc=integralc+error*dt*0.001;
differential= (error-perrorc)/(dt*0.001);
if (abs (error)<2.5)
{
integralc=0;
perrorc=error;
delay (dt) ;
return output=0;
}
else
{
if (u>200)
integralc=0;



if (integralc>800)

integralc=800;

if (integralc<-800)

integralc=800;

output=kp*error+ki*integralc+kd*differential;

perrorc=error;

delay (dt) ;

if (output>255)
output=255;

if (output<-255)
output=-255;

return output;

}

}
float controlo(float setpoint,float theta, float kp,float ki, float

kd, float u)
{
int dt=200;
float error,output,differential;
error=setpoint-theta;
integralo=integralot+error*dt*0.001;
differential= (error-perroro)/ (dt*0.001);
output=kp*error+ki*integralotkd*differential;
perroro=error;
delay (dt);
if (output>800)
output=800;
if (output<-800)
output=-800;
return output;
}
boolean direccion (int u)
{
boolean flag=true;
if (u<0)
flag=true;
else
flag=false;
return flag;
}
void write motorb (boolean dir,int u) {
if (dir==true)
{
digitalWrite (baselPin, LOW) ;
digitalWrite (base2Pin, HIGH) ;
}
else
{
digitalWrite (baselPin, HIGH) ;
digitalWrite (base2Pin, LOW) ;
}
analogWrite (basepwm, abs (u)) ;
}
void write motorh (boolean dir,int u) {
if (dir==true)
{
digitalWrite (hombrolPin, LOW) ;



digitalWrite (hombro2Pin, HIGH) ;
}
else
{
digitalWrite (hombrolPin, HIGH) ;
digitalWrite (hombro2Pin, LOW) ;
}
analogWrite (hombropwm, abs (u)) ;
}
void write motorc(boolean dir,int u) {
if (dir==true)
{
digitalWrite (codolPin, LOW) ;
digitalWrite (codo2Pin, HIGH) ;
}
else
{
digitalWrite (codolPin, HIGH) ;
digitalWrite (codo2Pin, LOW) ;
}
analogWrite (codopwm, abs (u)) ;
}
void move hombro(float setpoint,int tl,boolean flag)
{
float e=0;
int u=0;
boolean dir=false;
do
{
read hombro(0,1,2);
u=controlh (setpoint,angle (0, 1, ohx,ohy), kph, kih, kdh,u) ;
dir=direccion (u);
write motorh(dir,u);
e=setpoint-angle (0,1, 0hx,ohy) ;
if (flag==true)
prueba (tl) ;
}
while (abs (e)>2.5);
digitalWrite (hombrolPin, HIGH) ;
digitalWrite (hombro2Pin, HIGH) ;
}
void move base(float setpoint,int tl,boolean flag)
{
float e=0;
int u=0;
boolean dir=false;
for (int 1=0;i<2;i++)
{
do
{
read mag() ;
u=controlb (setpoint, ab, kpb, kib, kdb, u) ;
dir=direccion (u) ;
write motorb(dir,u);
e=setpoint-ab;
if (flag==true)
prueba (tl) ;



}

while (abs (e)>2.5);

delay (100);

}

digitalWrite (baselPin, HIGH) ;

digitalWrite (base2Pin, HIGH) ;
}

vold move codo(float setpoint,int tl,boolean flag)
{
float e=0;
int u=0;
boolean dir=false;
for (int 1=0;i<2;i++)
{
do
{
read codo(3,4,5);
u=controlc (setpoint,anglec (), kpc, kic, kdc,u) ;
dir=direccion (u);
write motorc(dir,u);
e=setpoint-anglec() ;
if (flag==true)
prueba (tl) ;
}
while (abs (e)>2.5);
delay (100);
}
digitalWrite (codolPin,HIGH) ;
digitalWrite (codo2Pin,HIGH) ;
}
void move organo (float deg,int tl,boolean flagl)
{
int cms=0,1=0;
float e=0;
boolean flag=false;
do{
read acc();
cms=controlo (deg,angleo (), kpo, kio, kdo, cms) ;
mskh= (msh-cms) ;
1f (mskh<700)
mskh=700;
if (mskh>2000)
mskh=2000;
servo.writeMicroseconds (mskh) ;
msh=mskh;
if (flagl==true)
prueba (tl) ;
if (e<2.5)
flag=true;
else
flag=false;
}while (flag==false);
}
void prueba (float tl)
{
read hombro (0,1,2);
read codo(3,4,5);



read acc();

if (acc[01<0.140701&&acc[0]1>-0.124924)
acc[0]=0;
if(acc[1]<0.074707&&acc[1]>-0.065918)
acc[1]1=0;
Serial.print(
Serial.print ("\t");
Serial.print (Rh
Serial.print ("\
Serial.print (Rh
Serial.print ("\
Serial.print (Rh
Serial.print ("\
Serial.print (Rc
Serial.print ("\
Serial.print (Rc
Serial.print ("\
Serial.print (Rc
Serial.print ("\
Serial.print (ac
Serial.print ("\
Serial.print (ac
Serial.print ("\
Serial.print (ac
Serial.print ("\

}

void pos_ini ()
{
move hombro (45,0, false);
delay (100);
move hombro (90,0, false);
delay (100);
move codo (-90,0, false);
delay (100);
servo.writeMicroseconds (msh) ;
delay (1500) ;
offset ();
move base (-30,0, false);
}
void softReset ()
{
asm volatile(" Jjmp 0");

}
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Funciones para la simulacion de la cinematica inversa:
GO1

function x0 = g0l (x1,thetal,theta?)

o
o

% function x0 = g0l (x1,thetal,theta?2)

oo

o\

Transforms a point from coordinate frame 1 to frame O.

% INPUT: x1 - Coordinates of point in frame 1
S thetal - Rotation for frame 1 in radians.
% theta?2 - Rotation for frame 2 in radians.

oe

OUTPUT: x0 - Coordinates of point in frame O

oo

%% Specifying required lengths
Ll = 1.5;

L2 =1;

%$%% Applying transformation

r=[cos (thetal) -sin(thetal); sin(thetal) cos(thetal)];
x0 = r*x1;
G02

function x0 = g02 (x2,thetal, theta?2)

o©

function x0 = g02 (x1,thetal,theta?2)

oo

o\

Transforms a point from coordinate frame 2 to frame O.



oe

INPUT: x2 - Coordinates of point in frame 2.

% thetal - Rotation for frame 1 in radians.

oe

theta?2 - Rotation for frame 2 in radians.

\o

5 OUTPUT: x0 - Coordinates of point in frame O

$%% Specifying required lengths
Ll = 1.5;

L2 = 1;

%$%% Applying transformation
rl=[cos (theta2) -sin(theta?2);sin(theta2) cos(theta2)];
x1=rl1*x2;

a=g0l (x1+[L1;0],thetal,theta?2);

x0 = a;

dTheta

function [dthetal dtheta2] = dTheta(tl, t2, dtl, dt2, t)
% [dthetal dtheta?] = dTheta(tl, t2, dtl, dt2, t)

oo

oe

It computes the angular velocities given measured angles, corresponding

% velocities, and current time.

% INPUT: tl - Measured angle for first joint.

% t2 - Measured angle for second joint.

% dtl - Measured angular velocity for first joint.
% dt2 - Measured angular velocity for second joint.

o\

t - Current time.



global L1; % Length of first segment in arm

global L2; % Length of second segment in arm

%$%% Displaying values measured

o°

£

o°

dispText = sprintf ('[%f: Sf f %f]',t,tl,t2,dtl,dt2);

disp (dispText) ;

%$%% Specifying angular velocity

y=1.4;

X==2+4*t;

r=sqrt (x"2+y"2);

thetal= atan2(y,x)-acos ((r"2+L1"2-L2"2)/ (2*L1*r));

theta2=pi-acos ((L1"2+L2"2-r"2)/ (2*L1*L2)) ;

dthetal = 140* (thetal-tl);

dtheta2 = 140* (theta2-t2);

DrawArm

function [xp yp] = DrawArm(thetal,thetal2)
% [xp yp] = DrawArm(thetal, theta?2)

% It draws the configuration of a planar two-joint arm for the specific

% angles. It returns the position of the end point of the arm.

% INPUT: thetal - Angle in radians for the first joint.
% theta2 - Angle in radians for the second joint.

% OUTPUT: xp - x-coordinate of the position of end point of the arm.

% yp - y-coordinate of the position of end point of the arm.



%%% Defining length as global in case
global L1;

global L2;

%%% If they are not defined, we use the default value of 1.5 and 1.

if (isempty (L1l) || isempty(L2))
Ll = 1.5;
L2 = 1;

end

$%% Specifying the width of the arm. This is for display purposes only.

width = 0.05;

%$%% Coordinates of points in frames 1 and 2 respectively. The first row

oe
o
oe

corresponds to the x-coordinates and the second row to the

o

%% y-coordinates.
rl = [0 L1 L1 0 0; -width -width width width -width];

s2 = [0 L2 L2 0 0; -width -width width width -width];

$%% Getting points in inertial reference frame

for 1 = 1l:size(rl,2)

rO(:,1i) = g01l(rl(:,1i),thetal,theta2);
end
for 1 = l:size(s2,2)

sO0(:,1) = g02(s2(:,1),thetal,theta2);

end



%%% Coordinat of the end point of the arm

Xp (s0(1,2)+s0(1,3))/2;

yp = (s0(2,2)+s0(2, 3))/2;

%$%% Ploting straight segments
h = patch(xr0(1,:),xr0(2,:),'D"); set(h, 'FaceColor',[0.5 0.5 0.7]);
h = patch(s0(1,:),s0(2,:),'b"); set(h, 'FaceColor',[0.5 0.5 0.7]);
%%% Ploting Circular joints
t = linspace (0,2*pi, 20);
x = 2*width*cos (t);
y = 2*width*sin(t);
xy = zeros (2,length(t));
for i = l:length(t)
xy(:,1) = g0l ([x(i)+L1l; y(i)],thetal,theta?);
end
h = patch(xy(1l,:),xy(2,:),'b");
set (h, '"FaceColor', [0.5 0.5 0.5]);
xy = zeros(2,length(t));
for i = l:length(t)
xy(:,1) = g02([x(1)+L2; y(i)],thetal,theta?);
end
h = patch(xy(1l,:),xy(2,:),'b");

set (h, 'FaceColoxr', [0 0 0]);

%%% Ploting Base

t

linspace (0,pi, 20);

4*width*[-1 -1 1 1];

b
Il



% 4*width*[-2 1 1 -2];

h patch(x,y, 'b");
set (h, 'FaceColor', [0.5 0.5 0.5]);

hold on; plot (0,0, 'ko"); hold off;

$%% Setting the Axis of the window

axis equal; axis([-L1-L2-0.5 L1+L2+0.5 -L2-0.5 L1+L2+0.5]);

MotionSim

[

% Script for animating the motion of the robotic arm. It requires a

o

% specified angular velocity in the file 'dTheta.m'.

%%% Initial values of thetal and theta2 and their derivatives

thetal = 0;
theta2 = 0;
Sthetal = 2.3542;
Stheta2 = 0.4433;
dthetal = 0;

dtheta2 = 0;

ThetaBndl = [0 pi]; % Angular bounds for first joint.
ThetaBnd2 = [-3*pi/4 3*pi/4]; % Angular bounds for second joint.

global Ll1; L1 = 1.5; % Length of first segment in arm.

global L2; L2

1; % Length of second segment in arm.

global dt; dt

0.01; % Time step.

[

rNoise = 2; % Magnitude of the noise added to angular velocity.



oe
o°
oe

Before starting the loop over time, we set the arrays below to be

o°
oe
oe

empty. These are the array that will contain the coordinates of the

()
o}
(o}

oe
o
oe

point of the arm, which will be used to keep track of the path
followed

oe

%% by this point.

oe

%% Now we perform computations for every time step.

for t = 0:dt:1

$%% Computing Velocities and adding some noise to them.
[dthetal dtheta2] = dTheta (thetal, theta2,dthetal,dtheta2,t);
dthetal = dthetal + rNoise*2* (rand(1l)-0.5);

dtheta?2

dtheta2 + rNoise*2* (rand(1l)-0.5);

o

%% We make sure that the velocities has a maximum magnitude of 10.

if (abs (dthetal)>10), dthetal 10*dthetal/abs (dthetal); end;

if (abs (dtheta2)>10), dtheta2 10*dtheta2/abs (dtheta2); end;

o°

%% Updating thetal. If thetal is outside the defined bound, then we

o

%% replace its wvalue by the bound.
thetal = thetal + dt*dthetal;
if (thetal < ThetaBndl (1)), thetal = ThetaBndl(l); end;

if (thetal > ThetaBndl(2)), thetal = ThetaBndl (2); end;

o

%% Updating theta2. If theta2 is outside the defined bound, then we

o°

%% replace its value by the bound.

theta?2 = theta2 + dt*dtheta?2;



if (theta?2 < ThetaBnd2 (1)), theta2 ThetaBnd2 (1) ; end;

if (theta2 > ThetaBnd2(2)), theta2

ThetaBnd2 (2); end;

o°

%% Drawing Arm
clf; [xp ypl = DrawArm(thetal, theta2); grid on;
hold on; plot(x,y,'r-','linewidth',2); hold off;

axis equal; axis([-L1-L2-0.5 L1+L2+0.5 -L2-0.5 L1+L2+0.5]);

o

$%% Storing coordinates of end point of arm
x = [x xpl;

y = [y ypl;:

%%% Just a little pause to visualize the results.
pause (0.05) ;

end

Cddigo para la obtencion del espacio de trabajo
tl=-pi:0.8:pi;t2=-pi:0.8:pi;t3=-pi:0.8:pi;td4=-pi:0.8:pi;
11=0.3;12=0.25;1i=1;j=1;k=1;1=1;

p0=[0;0;11+12;1];

R=zeros (4,4,63,63,63);

for i=1:1:63
for 3=1:1:63
for k=1:1:63
R(:,:,1,3,k)=[cos(tl(i)) sin(tl(i))*cos(t2(j)+t3(k)+t4d (1))
sin(tl(i)) *sin(t2(J)+t3(k)+t4d (1))
sin(tl(i))*(11*sin(t2(j))+12*sin(t2(j)+t3(k)));
sin(tl(i)) cos(tl(i))*cos(t2(j)+t3(k)+td (1)) -
cos(tl(i))*sin(t2(J)+t3(k)+t4 (1)) -
cos(tl(i))*(1ll*sin(t2(j))+12*sin(t2(j)+t3(k)));
0 sin(t2(j)+t3(k)+t4 (1)) cos(t2(j)+t3(k)+t4 (1)) -
(ll*cos(t2(j))+12*sin(t2(j)+t3(k)));
000 17;
end
end

m=1;



for i=1:1:63
for j=1:1:63
for k=1:1:63
p(:,m)=R(:,:,1,3,k)*p0;
pO0=p (:,m);
m=m+1;
end
end
end

plot3(p(1,1:7000),p(2,1:7000),p(3,1:7000))
title('Espacio de Trabajo'):;

xlabel ('x [cm] ")

ylabel ('y [cm]")

zlabel('z [cm]")

grid on

axis equal

Cadigo para la obtencion de la trayectoria usando las lecturas de un

aceleréometro

a=[1];

g=9.71;

raw=[d(:,2) d(:,3)+.04 d(:,4)];

rawl=filter data(raw');

acc=rawl';

t=d(:,1)-65.831;

axp= (acc 1)) *g;

ayp=(aCC( 2))*g;

azp=(acc(: 3))*g;

ap=laxp ayp azp]l'

for i=1l:1:size(d(:,1))
M(i)= sqrt(axp(')A2+ayp(

i) "2+azp (i) "2);
)y=acos (axp (i) /M (1)) ;
)) 7

anx (i

any (i)=acos (ayp (i) /M (i

anz (i) =acos (azp (i) /M(1i));

p2r(:,i)=[1 0 0;0 cos(anx(i)) -sin(anx(i));0 sin(anx(i))
cos(anx(i))]*[cos(any(i)) 0 sin(any(i));0 1 0;-sin(any(i)) O
cos(any(i))]*[cos(anz(i)) -sin(anz(i)) O;sin(anz(i)) cos(anz(i)) 0;0 O
1l*ap(:,1);
end
a=p2r';
ax=a(:,1);
ay=a(:,2);

az=a(:,3)-(1.093750-0.15+0.953) ;
vx=cumtrapz (ax, t);
vy=cumtrapz (ay, t
vz=cumtrapz (a
px=cumtrapz (vx,
py=cumtrapz (v
pz=cumtrapz (v
x1=px;

yl=py;

z1l=pz;

)7

t) s
t).*10e-4;
t).*10e-5+30;

t).

z,
Y
z, *10e-3+10;



pl=[x1 vyl zl];

subplot(2,2,1);plot(x1l,vyl);
title ('Proyeccidén Plano XY');
xlabel ('x [cm]")

ylabel ('y [cm]")

axis equal
subplot(2,2,2);plot(yl,zl);
title('Proyeccidén Plano YZ');
xlabel ('y [cm]"')

ylabel ('z [cm]")

axis equal

subplot (2,2,3);plot(x1l,zl);
title ('Proyeccidédn Plano XZ');
xlabel ('x [cm] ")

ylabel ('z [cm]")

axis equal
subplot(2,2,4);plot3(x1l,vyl,zl);
title ('Representacién en 3D');
xlabel ('x [cm] ")

ylabel ('y [cm]")

zlabel ('z [cm]")

grid on

axis equal
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