Capitulo 4

Controlador por Restricciones
Holondémicas

4.1. Preliminares: Restricciones Holonomicas

Una restriccién holonémica, H, para un conjunto (2.1) de coordenadas generalizadas
es aquella que se puede expresar como |[§]

H(q1, ..., qn) = const (4.1)

dado que de esta forma las variaciones infinitesimales del sistema satisfacen

OH OH OH
Aq o + Ago o0 + Aqn@qn =0 (4.2)
Cuando la ecuacién (4.2) se cumple ésta es una ecuacion diferencial integrable (ho-
lonémica) y como tal representa el diferencial completo de (4.1). De lo contrario, la
restriccion se dice que es no-holonémica.

La presencia de una restriccion holonémica en un sistema fisico acopla a dos o méas
de sus variables. Esto permite describir la dinamica general de todas las variables del
sistema a partir de las variaciones infinitesimales en dichas variables, lo cual simplifica
considerablemente el andlisis matematico tal y como se puede apreciar en el ejemplo
de una restricciéon no-holonémica en un trineo, Figura 4.1. La accién de la friccién
sobre el trineo practicamente imposibilita un movimiento lateral para desplazamientos
infinitesimales por lo que se genera una restriccién sobre el desplazamiento vertical, d,,
y el desplazamiento horizontal, d,., definida por

Ad, = Ad, tan0 (4.3)

En este caso el desplazamiento del sistema tiene dos grados de libertad. Sin embargo,
para movimientos a gran escala se deben considerar tres grados de libertad ya que se

37



sortica

L J

dkan’mmai’

Figura 4.1: Las variables del sistema de un trineo exhiben una restriccion no-holonémica

requiere tanto a ¢ como a d, y d, para determinar exactamente la posicién y orienta-
cién del trineo. Es claro entonces que la restriccion (4.3) no se sostiene para todas las
dinamicas del trineo y por lo tanto se considera como una restriccion no-holonémica.
Si se lograra hacer la restriccién (4.3) invariante, i.e. holonémica, la dindmica del tri-
neo, y consecuentemente su control, se simplificaria, por lo menos mateméticamente. A
pesar de que la restriccion holonémica de desplazamiento no surge de manera natural,
es posible provocarla por medio de la accién del control y en este caso se denominaria
como una restriccion holonémica virtual.

Resulta ser que se pueden resolver diversos problemas de control a través de esta
idea de imponer restricciones holonémicas virtuales en las variables del sistema; la
generacion de oscilaciones periddicas es un ejemplo particular. Recientemente se ha
logrado provocar oscilaciones periddicas en sistemas mecanicos subactuados bajo esta
metodologia, especificamente el péndulo de Furuta [9] y la Rueda de Inerica [4]. A
continuacién se presentan los pasos diseniados en [4] que permiten lograr el objetivo
de generar oscilaciones de una amplitud pre-especificada y un periodo arbitrariamente
independiente en la Rueda de Inercia.

4.2. Planeacion de Trayectorias

La meta principal del controlador por restricciones holonémicas [4] es disenar una
ley de control que cumple con el mismo objetivo planteado: lograr que el péndulo oscile
con una amplitud A y una frecuencia € = 7! independientemente determinadas. Para
este controlador, la amplitud de oscilacién se definird como la desviaciéon maxima, en
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una direccién especificada, desde un punto de equilibrio. Las oscilaciones deseadas del
péndulo deben satisfacer las especificaciones:

tel[%fT] {ar. (t) =@} <0 (4.4)
sup {q, () —q}=A
t€[0,T]

donde ¢, € [0, 7] es uno de los dos puntos de equilibrio del sistema no forzado.

Por otro lado, el reto de generar este comportamiento periddico se puede transfor-
mar en un problema de planeacion y seguimiento de trayectoria; es decir, a diferencia
del controlador de dos relevadores, en este caso se buscara que el péndulo siga una tra-
yectoria oscilatoria prescrita orbitalmente estable. Adicionalmente, es posible encontrar
un cambio de coordenadas bajo el cual una evolucién ciclica de la posicién del péndulo,
en las coordenadas originales, corresponda a la regulacion hacia cero de algunas de las
coordenadas transformadas. Dicho cambio de coordenadas se definira bajo el concepto
de restricciones holonémicas para introducir e imponer una relaciéon directa entre las
dos coordinadas generalizadas, la posicién del péndulo (q;) y la posicién del rotor (gs).
De esta forma se puede restringir la dinamica del péndulo en funcién del angulo de la
rueda, o también al contrario, se puede restringir el angulo de la rueda en funcién del
angulo del péndulo. Ya que la variable de interés es el angulo del péndulo, tiene sentido
expresar la posicion del rotor en funcion de la posicion del péndulo a través de

g = H(q1) (4.5)

donde la restriccion holonémica H : R — R es una funciéon continuamente diferenciable
por lo menos dos veces. A partir de esta restriccion holonémica es posible describir la
dindmica completa del sistema en términos de la posicién del péndulo tnicamente. Si
se asume que existe una ley de control que hace la restriccion (4.5) invariante, entonces
la dindmica de la Rueda de Inercia, proyectada bajo (4.5), se puede representar como

a(q,)d. + B(q,)d. +7 (@) =0 (4.6)
donde

alqp) =0+ LH (¢1)
B(qn) = 213" (q1) (4.7)
7(q1) = hsen (q1)

Como se puede apreciar, (4.6) es integrable siempre y cuando a (¢;,) # 0. Es importante

notar que esta nueva dinamica es de sequndo orden, en contraste con la dinamica original
(2.21) de cuarto orden. La reduccién de orden para la dindmica proyectada (4.6) se
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debe a que la restriccion (4.12) elimina un grado de libertad del sistema, al imponer
una dependencia directa de ga sobre ¢, y por lo tanto dos variables de estado (g2, ¢2)
se eliminan en la nueva dindmica. Después de transformar el sistema (2.21) a la forma
holonémicamente restringida (4.6)-(4.7), el enfoque gira ahora hacia la manera de forzar
a que esta ultima dinamica reducida contenga una trayectoria periddica estable que
satisfaga las especificaciones (4.4).

Ya que no es posible generar oscilaciones alrededor de cualquier punto arbitrario, el
primer paso en el disefio de una trayectoria periddica para (4.6) es investigar dénde es
posible encontrar un ciclo limite. Se sabe que cualquier 6rbita peridédica de un sistema
debe encerrar a por lo menos uno de sus puntos de equilibrio [6]. En el caso particular
de (4.6), el conjunto de sus puntos de equilibrio se determina, independientemente de
la restriccién holonémica (4.12), a través de la solucién de la ecuacién

7 (1) = hsen (¢1) =0
Resolviendo, se obtiene un conjunto infinito de puntos de equilibrio
qleq =dq1; = 7Ti, 1€ 7 (48)

Cabe senalar que, aunque los puntos de equilibrio (4.8) del sistema reducido (4.6) son
los mismos que los puntos de equilibrio (2.30) del sistema linealizado, en [10] se muestra
que cualquier elemento de (4.8) es un centro del sistema no-lineal proyectado (4.6), y
por lo tanto existen trayectorias periddicas a su alrededor, si

Vi) (=1)'h

al(qy)  Ji+ L3 (i)
Esta relacién impone un criterio que la restriccién holonémica (4.12) debe cumplir,
aun cuando ésta no se haya definido. Especificamente, (4.9) relaciona la derivada H,
evaluada en un punto de equilibrio, con los parametros fisicos de la Rueda de Inercia y
la ubicacién de los centros (4.8).

Una vez que se determinan los centros de los ciclos limites del sistema (4.6)-(4.7),
verificando qué puntos de (4.8) cumplen con (4.9), se prosigue a buscar una expresién
que permita relacionar la amplitud A y la frecuencia 2 de las trayectorias de dicho ciclo
limite. Para esto se parte de la ecuacion del momento conservado de inercia en cada
trayectoria completa del modelo proyectado (4.6)-(4.7), la cual se define [4] como

>0 (4.9)

2 a1 4 q1 4
' G2 (Ch*(o)) - [ EFe e Qf((f))d‘sv(s)
I( S N/ X0 s
QI*aql*a‘rU)yO) - 9 2 € + € Oz(S)

X0

ds =0 (4.10)

donde xo = ¢1, (0) es constante. Este momento conservado permite relacionar la fre-
cuencia Q y la amplitud A a través de [4]

Q= ﬂ/ql% S (4.11)
x4y /1(x,0,6,0) |
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donde el limite de integracién y satisface

exp (— /SX Qf((;; dé) (8 4o g

X
I<X707QI+A7O) :/

qa+A

El problema que se presenta ahora es que resolver el integral eliptico (4.11) resulta
complicado, no sélo por su naturaleza no-lineal, sino porque también depende de la
restriccion holonémica H la cual en principio puede ser cualquier funcién dos veces
diferenciable. Como la forma de los ciclos limite generados es irrelevante esto no impone
restricciones adicionales sobre H (q;); por lo tanto, se puede simplificar el cdlculo de
(4.11) al proponer la siguiente restriccién holonémica lineal

@ = H(q) = kg + Ho (4.12)
donde Hy = —k¢1 y ¢1 € {0, 7}. Para esta ley de relacion particular se cumple que
H =k
H'"=0

por lo que la dindmica proyectada (4.6)-(4.7) se convierte en la ecuacién de la Rueda
de Inercia libre (sin actuacion)

(J1 + kJ2) Gi + hsen(q1) =0 (4.13)

y la expresion del momento de inercia (4.10) se simplifica a

E(q1.: G1s) — E(X07 41*(0))
(J1 + kJ2)

I(q1*7 41*7 X0, QI*(0)> =

donde

(Jy + kJo)

5 g2+ h(l — Cos (q1)> (4.14)

E (QD ql) =
es la energfa total de (4.13). Evaluando,

(E(x,0) - E(5,0))

[(X7 07 67 0) =

(J1 + kJo)
B h(l — Co8 (X)) - h(l — CoS (5))
B Ji + kJy
= m(cos (0) — cos (X)) (4.15)
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Al sustituir (4.15) en (4.18), considerando el intervalo 0 < A < 7 y el limite de inte-
gracion y = ¢q; — A, se llega a la relaciéon

2
Q= 0 (g, A) g 2R ;: i (4.16)
donde .y s
q1
ClaA) 2 [ -
qi—A \/|cos (0) — cos (@1 — A

Ademaés de relacionar A con €, (4.16) involucra al factor k£ de la restriccién ho-
lonémica (4.12), el cual es el término que permite determinar tanto a .4 como a (2
independientemente el uno del otro. Es decir, la libertad de escoger a A y a €2 de ma-
nera arbitraria se deriva de la estructura de la restriccion holondmica (4.12). Es claro
entonces que para cualquier par de amplitud y frecuencia admisibles basta con ajustar
H para lograr las oscilaciones deseadas alrededor de los centros (4.8). Sin embargo, para
el punto de equilibrio g = 0 la condicién de existencia de ciclos limites (4.9) bajo la
restriccion holonémica (4.12) es

L>O
J1 + ok

y para el punto de equilibrio ¢; = 7 es

_7}1 >0

J1 + Jok
Consecuentemente, si se busca generar oscilaciones alrededor del punto de equilibrio
¢1 = 0 entonces se debe escoger

ks -~ 1842465
J2

y para oscilaciones alrededor del punto de equilibrio ¢; = 7 se debe escoger

k< _A = —184.2465
Jo

El resultado final de la planeacion de trayectorias es que para generar oscilaciones de
amplitud A y frecuencia (2 alrededor de ¢; = 0 la restriccién holonémica H definida
por (4.12) debe satisfacer

0-2h .
b= (202 (0,4) Jl) %2

y para oscilaciones alrededor de ¢ =

O2h .
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4.3. Diseno del Controlador

Las trayectorias periédicas calculadas para la dindmica reducida (4.13) son margi-
nalmente estables o inestables. Consecuentemente, la presencia del momento de inercia
(4.10) representa una cantidad de energia que puede llevar la estabilidad marginal de
las trayectorias planeadas hacia la inestabilidad. Si bien el momento de inercia conser-
vado es igual a cero después de una trayectoria completa, durante la evolucién de esta
trayectoria la magnitud del momento es no nula. Por lo tanto es necesario que el con-
trolador disenado no sélo lleve a las trayectorias del sistema hacia los ciclos limites sino
que también induzca estabilidad orbital de las mismas. Esto implica que el controlador
debe garantizar que la cantidad conservada (4.10) desvanezca cuando t — oo, es decir,
se debe cumplir que

(g (t),q: (1), A+ q,0) =0 (4.18)

t—o00

Para el caso particular de la dindmica libre (4.13), consecuencia de una proyeccién
bajo la restriccién holonémica (4.12), la condicién (4.18) es equivalente a

E(q(t),q:(t) — Eo

t—o00

donde Ey = E(A+ ¢1,0) = h (1 —cos (A + ¢1)). Esta condicién es una tarea de regu-
lacién ya que el controlador a disenar debe garantizar la convergencia del error

E—Ey—0 (4.19)

Para imponer la restriccién holonémica (4.12) en la dindmica del sistema y al mismo
tiempo cumplir con la condicién (4.19) primero se establece un cambio de variables

(J{v j{a q1, QI) = (97 97 q1, QI>
donde la nueva restriccion
9 = (C_I2 (t) — fHo) - k‘(Ql (t) — 7T)
= Go (t) — kqu (t)
= (o (t) — ka1 (1)

representa la desviacion de las trayectorias del sistema de la restricciéon holonémica
(4.12). Bajo este cambio de variables el objetivo de control de imponer la restriccién
holonémica H se convierte en un problema de regulacién ya que se buscard que el
controlador garantice la convergencia de la dindmica

G—0 (4.20)
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Posteriormente se utiliza el mismo concepto previamente abordado de linealizacion
parcial por retroalimentacion para establecer la entrada linealizante

S
J1+ kJy

T =

((h + kh)sen (q1) + (Jo — Jp) v) (4.21)

que lleva a

(J1 + kJo) Gy + hsen (q1) = —Jov
S

v

el cual es un sistema equivalente a (2.21), como se puede comprobar sustituyendo G:

(J1+ kJ2) Gi + hsen (1) = —J2 (G2 — kdy)
JiGi + Jogs + hsen (q1) =0
lo cual concuerda con (2.22).

La estructura de esta linealizacion particular hace posible derivar las trayectorias
de (4.14) para obtener la relacién

o = 2 (PR ) | D
th((h?(h)aql( 5 q1>+8q1<h(1 cos (q1)))

= (J1 + kJ3) 1¢1 + hsen (q1) ¢
= |1+ o)+ sen ()
= —Joug

Ahora, para el caso cuando el sistema esta cerca de la trayectoria objetivo definida por

G(t) =0, G(t)=0
q (t) =q. (1), G (t) = qu, (1)

se debe cumplir que

E = —Joqiv + Joqi,v — Joqiv
= —Jogh, (t)v + (41* (t) —aq (15)> Jov

término pequeno

por lo que si se desprecian los efectos del término pequeno se obtiene el sistema de
tercer orden dado por

E = _J2(j1* (t) v

- (4.22)
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El sistema (4.22) es una linealizacion transversal para el sistema original en lazo
abierto alrededor de la trayectoria objetivo. La idea posterior es disenar un regulador
LQR, a través del control auxiliar v, para esta linealizacién transversal lo cual cumpliria
con los dos objetivos, (4.20) y (4.19), del controlador para la dindmica proyectada
(4.13). Finalmente, el control lineal v se reincorpora en (4.21) para establecer asi la
senal de control 7 del sistema no-lineal original (2.21). Entonces, para determinar la ley
de control v estabilizante del sistema lineal (4.22) la dindmica de éste se reescribe en
variables de estado como

z2=Az+B(t)v (4.23)

donde § € R > 0 representa términos lineales de las desviaciones de 0 y

00 0 —Ja, (1) E - E,
A=10 0 1 B(t) = 0 z2=0| § (4.24)
000 1 g

Es claro que cualquier estrategia de control requiere primero asegurar que el par
(A, B) sea controlable, de lo contrario cualquier esfuerzo posterior sera futil. Debido a
la naturaleza variante en el tiempo de B () no se puede determinar la controlabilidad de
(4.23) sencillamente a través de la matriz de controlabilidad, se requieren herramientas
matemadticas adicionales. Sin embargo, se puede probar que de hecho el par (A,B) es
controlable alo largo del periodo de una trayectoria ciclica [4]. Este resultado implica que
la dindmica proyectada no-lineal (4.13) también es controlable sobre el mismo periodo.
A partir de los resultados de [11] se puede afirmar que existe una solucién periddica
R (t) de la ecuacién matricial de Riccati

R+2R+A"R+RA +G=RB()B"(1)R (4.25)

para cualquier G = GT > 0.
Como conclusion, con el operador de proyeccion de tiempo

Y=V (q1,q)

tal que
la retroalimentacion de la ley de control
E—Ey
v=—|-hd 0 1R@)| § (4.26)
S
asegura que la trayectoria deseada, ¢y, (f), es una solucién orbitalmente estable del
sistema en lazo cerrado (2.21), (4.14), (4.21), (4.26).
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