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Capitulo 1

Introducciéon

1.1. Estado del Arte

La observacion de los estados de un sistema en presencia de entradas desconocidas
es uno de los problemas més importantes en la teoria de control moderna. Se dice que un
sistema es completamente observable si, a partir de las funciones de entrada y salida en un
intervalo de tiempo finito, se puede deducir la trayectoria de los estados en el mismo intervalo
de tiempo. En la préactica, se presentan muchos casos en los que algunas de las funciones de
entrada no estéan disponibles, como por ejemplo, perturbaciones no medibles o dindmicas del
sistema no modeladas, por lo que podemos distinguir entre entradas de control conocidas y
entradas desconocidas. Cuando las ecuaciones del sistema son conocidas, es posible, incluso
en presencia de perturbaciones, deducir la trayectoria de los estados a partir del conocimiento
de las entradas de control y las salidas del sistema en un intervalo de tiempo finito; el orden
del error de observacién depende del tiempo de muestreo y de los ruidos en la medicién.

En los primeros estudios sobre observabilidad para sistemas lineales invariantes
en el tiempo [Basile y Marro, 1969|, se encuentra una expresion conveniente del subespa-
cio de observabilidad, la cual incluye las ecuaciones del observador, para el caso cuando
las entradas son completamente conocidas. Posteriormente [Molinari, 1976] encuentra una
transformacion de familias de subespacios fuertemente observables, que pueden ser obteni-
das modificando la definicién estandar; en la que dichos subespacios son subconjuntos de los
subespacios observables tradicionales, con restricciones adicionales, lo que justifica su des-
cripcion como "fuertes", la principal ventaja de dicho estudio, es que brinda una unificacién

de los diferentes enfoques hasta entonces existentes, como el espacio de vectores abstractos



desarrollado por [Wonham, 1974], la matriz explicita de [Silverman, 1969] y el trabajo de
[Aoki y Li, 1973], el cual es una aproximacion intermedia a los dos anteriores.

La definicion formal de observabilidad fuerte [Hautus, 1983] permite el conocimien-
to de los estados de un sistema de dimensiéon n a partir del vector de salidas y sus primeras
n—1 derivadas para sistemas lineales invariantes en el tiempo. La caracterizacién de observa-
bilidad fuerte a partir de condiciones de rango de las matrices del sistema (ver [Kratz, 1995|
para mas detalles), permite expresar al estado en términos de la salida, para sistemas in-
variantes en el tiempo. [Kratz y Liebscher, 1998| generalizan los resultados para sistemas
lineales variantes en el tiempo, a partir de la construccién de ciertas matrices utilizando las
primeras n — 2 derivadas de A(t) y B(t), asi como las primeras n — 1 derivadas de C(t), con
lo que construyen un observador y una regla de producto generalizada para la diferenciaciéon
del producto de matrices, asumiendo que uno de los factores y el producto son diferenciables.

Por otro lado [Levant, 2003|, propone algoritmos de orden [ que permiten diferen-
ciacién en tiempo real, robusta y exacta, suponiendo que la siguiente [+1 derivada estéa
acotada. El articulo incluye la prueba de que este diferenciador es asintoticamente 6ptimo
ante pequenos ruidos Lebesgue-medibles, los cuales pueden ser aplicados satisfactoriamente
para diferenciacién numérica.

En [Cruz-Zavala et al., 2011] se introduce la nocion de convergencia uniforme exac-
ta en el diferenciador y se propone un diferenciador uniforme exacto con respecto a las
condiciones iniciales, basado en una modificacién del diferenciador presentado por Levant,
agregando términos de correccién de alto orden, para tener la propiedad de convergencia uni-
forme, fija y acotada por una constante en el diferenciador, independiente del error inicial,
utilizando dos funciones parecidas a funciones de Lyapunov para garantizar la convergen-
cia exacta uniforme del diferenciador. En [Angulo et al., 2013|, se presenta un diferenciador
exacto, de orden arbitrario con convergencia uniforme con respecto a la condicion inicial,

utilizando propiedades de homogeneidad en el diseno del diferenciador.

1.2. Objetivo

A partir del trabajo de [Fridman et al., 2007] donde se estudia la observacion de
sistemas lineales invariantes en el tiempo con entrada desconocida, se extienden los resulta-
dos para sistemas lineales variantes en el tiempo con entrada desconocida, estabilizando el

error de estimacién en sistemas inestables, utilizando diferenciadores por modos deslizantes



de alto orden. Este observador tiene las ventajas de ser exacto en ausencia de ruidos y/o
discretizacién, convergencia en tiempo finito y méxima precisiéon asintética en el sentido de

Kolmogorov [Kolmogorov, 1962| en términos de ruido y discretizacion.

1.3. Planteamiento del problema
Se tiene un sistema lineal variante en el tiempo, descrito por las ecuaciones

B(t) = A(t)z(t) + B()((t) + D(t)ul(t)
y(t) = C@)x(t)

donde z(t) € R™ es el vector de estados, ((t) € R™ es el vector de entradas desconocidas,
u(t) € RY es el vector de entradas de control, y(t) € RP es el vector de salidas y A(t), B(t),
C(t), D(t) son matrices variantes en el tiempo de dimensiones adecuadas.

Las soluciones de las ecuaciones se entienden en el sentido de [Filippov, 1988], lo
cual da la posibilidad de utilizar senales discontinuas en los observadores. Notese que las
soluciones de Filippov coinciden con las soluciones usuales, cuando el lado derecho de las
ecuaciones son continuas. Se asume también que todas las entradas consideradas permiten
la existencia y extension de soluciones para todo el semi-eje ¢ > 0.

En la literatura, se conoce que, en el caso particular en que B(t) =0y D(t) # 0, es
posible reconocer los estados del sistema a partir de las propiedades clasicas del subespacio
de observabilidad. En el caso general cuando sélo una parte de la entrada es conocida, el
problema puede reducirse al caso en que no se conoce ninguna entrada, por lo cual, es
suficiente considerar inicamente este ultimo.

El objetivo es construir un observador de sistemas lineales variantes en el tiempo,
que permita la estimacion asintotica (preferentemente con convergencia exacta y uniforme)
de los estados, presentando la observaciéon de sistemas inestables a partir de la estabilizacion

entrada acotada - estado acotado del error.

1.4. Contribuciéon

El presente trabajo resulta una continuacion a los trabajos presentados previamente
en |Davila et al., 2006], [Fridman et al., 2007] y [Fridman et al., 2011|; donde se analizan

exclusivamente sistemas LTI, mientras que en este trabajo se lleva a cabo una extensiéon



a los sistemas LTV. Se utiliza el filtro de Kalman-Bucy como un establizador del error
de estimacién de la salida, manteniéndola acotada y permitiendo su diferenciacién, ya que
para sistemas LTV no es posible realizar una estabilizaciéon por los métodos convencionales
para sistemas LTI. Por dltimo, se utilizan diferenciadores uniformes, robustos y exactos
para sistemas de primero y segundo orden, los cuales brindan sus propiedades al observador

presentado en este trabajo.

1.5. Estructura

El capitulo 2 expone la definicién de los sistema lineales variantes en el tiempo, sus
tipos de estabilidad y las transformaciones en formas canoénicas, necesarias para el diseno
del observador.

El capitulo 3 proporciona los diferentes tipos de observabilidad, haciendo énfasis
sobre la diferencia entre observabilidad clasica e infinitesimal para sistemas lineales variantes
en el tiempo, asi como las condiciones de observabilidad fuerte utilizadas en el siguiente
capitulo.

El capitulo 4 muestra el disefio del observador, el cual se realiza en tres etapas, co-
menzando con la estabilizacion del error dentro de una region acotada, para después estimar
dicho error mediante la obtencién de una ganancia y finalmente el uso de diferenciadores
por modos deslizantes de orden superior para completar la estimacién exacta del estado del
sistema.

El capitulo 5 presenta ejemplos de simulaciones numéricas para diferentes sistemas.



Capitulo 2

Sistemas lineales variantes en el

tiempo (LTV)

2.1. Linealizacion

|Kwakernaak y Sivan, 1972]
La mayoria de los sistemas fisicos pueden ser modelados por un conjunto de ecua-

ciones diferenciales de la forma

z(t) = f(z(t),u(t),t) (2.1)

En general, se puede lograr un estudio aceptable del comportamiento dinamico del
sistema a partir de aproximaciones lineales; en particular, esto es cierto si se considera que
el punto de operacion esta alrededor de los valores nominales xo(t) y ug(t), dado que f es
diferenciable en sus dos primeros argumentos. Llamando a las desviaciones de xo(t) como
Z(t) y las desviaciones de ug(t) como (t), tales que

z(t) = wo(t) +2(t)
u(t) = wup(t) +u(t)

sustituyendo x(t) y u(t) en la ecuacion (2.1) y realizando la expansion de Taylor
do(t) + 2 (t) = f(zo(t), uo(t),t) + Ju(zo(t), uo(), )T (t) + Ju(zo(t), uo(t), t)a(t) + h(t)

donde J, y J, son las matrices Jacobianas de f con respecto a x(t) y u(t) respectivamente,
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es decir, el (i, 7)-ésimo término de la matriz J, es

ofi
&

fi es el i-ésimo componente de f y ; es el j-¢simo componente de x. J, se define de manera

(Ja)ij =

similar. El término h(t) es una expresion que se supone pequena con respecto a Z(t) y u(t)
correspondiente a las derivadas de orden superior. Despreciando h(t); Z(t) y a(t) satisfacen
la ecuacion lineal

Z(t) = A(t)E(t) + B(t)u(t) (2.2)

donde A(t) = Jy(xo(t),uo(t),t) y B(t) = Ju(zo(t), uo(t),t).
El sistema lineal tiene una solucién de forma cerrada
t
z(t) = O(t,to)Z(to) +/ D (s,t0)B(s)u(s)ds
to
donde ®(t,ty) € R™™" es la matriz de transicion de estados, la cual es solucion de la ecuacion

diferencial matricial

O b(t.10) = AW, 1), (1o, t0) = I

A partir de las soluciones de forma cerrada, se pueden obtener conclusiones acerca
del comportamiento del sistema sin resolver explicitamente las ecuaciones.

En sistemas fisicos, frecuentemente no se puede medir todo el vector de estados
z(t). En lugar de eso, se utilizan las salidas del sistema y(t) € RP. La salida depende de los

estados y de la entrada a través de un mapeo g.

Esta relacion también puede ser linearizada para mapeos diferenciables g
y(t) = Jo(wo(t), uo(t), t)Z(t) + Ju(zo(t), uo(t), t)u(t)

o de manera reducida

2.2. Estabilidad

2.2.1. Sistemas no lineales

Considerando el sistema no lineal de la ecuacion (2.1)
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Una propiedad importante del sistema que deseamos conocer es si las soluciones
de las ecuaciones diferenciales de estado tienden a crecer indefinidamente cuando t — oo
o si éstas permanecen acotadas. Para simplificar este anélisis, se asume que puede tratarse
de un sistema autonomo, esto es, sin entrada wu(t) o un sistema donde u(t) es una funcion

constante en el tiempo. De esta forma se reduce el analisis al sistema

Se denomina a xo(t) como la solucion nominal del sistema, la cual satisface la

ecuacion diferencial de estado:
io(t) = f(zo(t),1)

Una situacion especial ocurre cuando xo(t) es un vector constante x.; en este caso,
se dice que x, es un punto de equilibrio del sistema. De esta forma es posible definir la

estabilidad de las soluciones de las ecuaciones diferenciales de estado.

Definicion 2.2.1. [Kwakernaak y Sivan, 1972] Considere la ecuacion diferencial de estado

Con la solucion nominal xo(t). Entonces la solucion nominal es estable en el sentido

de Lyapunov, si para cualquier to y cualquier € > 0, existe una d(€,tp) > 0, tal que

||z(to) — zo(to)|| <0
implica ||xz(t) — zo(t)|]| < eVt > tp.

Donde ||x|| denota la norma del vector .

La estabilidad en el sentido de Lyapunov garantiza que el estado no estard de-
masiado lejos de la solucién nominal al elegir el estado inicial suficientemente cerca de la
soluciéon nominal. Esta definicién resulta un tanto débil, por lo tanto, es necesario extender

el concepto de estabilidad.

Definicion 2.2.2. [Kwakernaak y Sivan, 1972] La solucion nominal xo(t) de la ecuacion

diferencial de estado.

FEs asintoticamente estable si



CAPiTULO 2. SISTEMAS LINEALES VARIANTES EN EL TIEMPO (LTV) 12

a) Es estable en el sentido de Lyapunov.
b) Para toda ty, existe una p(to) > 0, tal que ||x(to) — xo(to)|| < p, esto implica

l|z(t) — zo(t)|| = 0 cuando t — oo (2.3)

Notese que este tipo de estabilidad incluye, adicionalmente a la estabilidad en el
sentido de Lyapunov, que las soluciones siempre se aproximen a la solucién nominal, toda

vez que la desviacién inicial se encuentre dentro de la regién definida por

[|z(t0) — o (to)ll < p

Dado que en el caso de sistemas variantes en el tiempo, la respuesta depende
del tiempo inicial £y, interesa caracterizar la estabilidad del sistema como una propiedad

independiente de éste, asi surge la nocién de estabilidad uniforme.
Definicion 2.2.3. [Khalil, 2002]

» El punto de equilibrio de (2.3) es uniformemente estable si, para cada € > 0, eziste

una § = 6(e) > 0, independiente de ty, tal que

llz(to)]| < & = [|z(t)]| <€, VEt>t9>0

= Uniforme asintdticamente estable si es uniformemente estable y existe una constante
positiva ¢, independiente de to, tal que para toda ||x(to)|| < ¢, (t) — 0 cuando t — oo,

uniformemente en ty; esto es, para cada n > 0, existe una T = T(n) > 0 tal que

le@Il <n, Vt=to+T(n), Vo)l <c

2.2.2. Sistemas lineales

Hasta ahora se ha discutido sélo la estabilidad de las soluciones de las ecuaciones
diferenciales que representan los sistemas. Esto es necesario para sistemas no lineales debido
a la complejidad de fendémenos que pueden ocurrir. Sin embargo, en el caso de sistemas
lineales, la situacién es mas simple, por lo que resulta adecuado hablar de la estabilidad de
sistemas en vez de soluciones.

Para aclarar esto, sea zo(t) una soluciéon nominal del sistema diferencial lineal.
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se denota por z(t) a cualquier otra solucion del sistema. Ya que tanto xo(t) y z(t) son

soluciones de la ecuacion diferencial lineal de estados, también x(t) — zo(t) lo es

%(x(t) — z0(t)) = A()(2(t) — z0(t))

Esto muestra que para estudiar la estabilidad de la solucién nominal z((t), se
puede estudiar también, la estabilidad de la solucion cero, esto es, la solucion z(t) = 0. Si la
solucién cero es estable en sentido de Lyapunov o asintéticamente, cualquier otra solucién

seré estable en ese sentido. A continuacion, se introduce la siguiente terminologia.

Definicion 2.2.4. [Kwakernaak y Sivan, 1972] El sistema diferencial lineal variante en el

tiempo

es estable en cierto sentido (de Lyapunov o asintdticamente), si la solucion xo(t) = 0 es

estable en ese sentido.

La estabilidad uniforme es un concepto que garantiza que el punto de equilibrio no

pierde su estabilidad, siendo independiente de tg.

Definicion 2.2.5. [Khalil, 2002] El punto de equilibrio x=0 es (global) uniforme y asinto-

ticamente estable si y sdélo si la matriz de transicion de estados satisface la desigualdad
1@ (t, to)|] < ke A7) ¢ > 45> 0
para constantes positivas k y A.

Definicion 2.2.6. [Kwakernaak y Sivan, 1972 El sistema diferencial lineal variante en el

tiempo

es exponencialmente estable si existen constantes positivas «, 3, tales que
[2()]] < ae™ |z (to)||, ¢ > to
Para cualquier condicion inicial x(to).

La estabilidad exponencial es una forma maés fuerte de estabilidad que aquellas de
las definiciones 2.2.5 y 2.2.6; en particular, implica estabilidad uniforme y asintotica.
Por dltimo, se define una clase de estabilidad en cuanto a la relaciéon entrada —

salida del sistema.
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Definicion 2.2.7. El sistema diferencial lineal variante en el tiempo

z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t)
y(t) = Ct)z(t)
es entrada acotada — salida acotada (BIBO) si

a) es uniforme y asintéticamente estable
1@t t)|| < ke 710 it > £ > 0
b) u(t), B(t), C(t) son acotadas
lu@I < ko, [[BOI] < k1, IC@I] < ko,

con kg, k1, ko >0

2.3. Formas candnicas

2.3.1. [Equivalencia de sistemas

[Huang, 2007, pp. 50-51]

Suponiendo el sistema lineal variante en el tiempo

B(t) = A®)z(t) + B(t)u(t)

se puede transformar al sistema

vt

a través de la transformacion de coordenadas z(t) = P(t)z(t), donde P(t) es no singular y

continuamente diferenciable.

i(t) = P(t)z(t) + P(t)a(t)
= P[P~ (1)

]+ POAG P (1)2(t) + B(t)u(t)]
= [[P(t) + PA@)] P~} (8)]2(t) + P(t) B(t)ult)
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De donde se obtienen los valores de las matrices transformadas.

A =[P(t)+ P(t)A(t)|P~(t)
B = P(t)B(t)
C=cC@t)pP!

La representacion [A(t), B(t), C(t)], se dice que es algebrdicamente equivalente a [A(t), B(t), C(t)]
si P(t) es no singular y continuamente diferenciable. Se dice que es topoldgicamente equiva-
lente si P(t) es una transformacion de Lyapunov, i.e. P(t), P~(t) y P(t) son continuas y
acotadas.

Antes de explicar las diferentes formas canonicas, es necesario dar una definicién
para expresar una condiciéon suficiente para la existencia de una transformaciéon de Lyapunov

que lleva al sistema a su forma candnica de observador/observabilidad.

Definicion 2.3.1. [Huang, 2007] Una representacidon en espacio de estados A(t), B(t), C(t),
D(t) se llama de indice invariante si los renglones linealmente independientes de la matriz

de observabilidad Q(t) para algin t1 > 0, son los renglones linealmente independientes para

todot >0

Lema 2.3.1. [Huang, 2007 Considere un sistema de indice invariante A(t), B(t), C(t),
D(t), cuyos elementos de las matrices que lo conforman son funciones del tiempo acotadas
y n veces diferenciables con derivadas acotadas; si |QT (t)Q(t)] > 0 para todo t > 0 y
¢ > 0, entonces existe una transformacion en el espacio de estados a una forma candnica de

observador/observabilidad.
2.3.2. Forma canodnica de observador

Sistemas SISO

[Huang, 2007, pp. 55-56]

Un sistema SISO LTV se dice que esta en forma canénica de observador si sus
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matrices A(t), B(t), C(t) estan dadas por

0 ... 00 —a?)
1 ... 0 0 —ap—1(t)
A(t) = : :
0 1 0 —ao(t)
_0 ... 01 —aq (t) ]
bn(t)
B(t) _ bn—.l (t)
| bi(t)
Cit)=10 ... 0 1

El sistema puede ser transformado a la forma Canoénica de Observador a través de
la transformacion de coordenadas variante en el tiempo z(t) = P, (t)z(t), la cual esta dada

en términos de P, 1(t) por

ﬂﬂ::@g%o[o ... 0 @

L(t) = —4(t) + A(t)q(t)

Donde Qo(t) es la matriz de observabilidad diferencial variante en el tiempo.

Sistemas MIMO

[Huang, 2007, pp. 64-65]
Se dice que un sistema MIMO LTV esta en Forma Canonica de Observador si A(t),
C(t) estan dadas por

(A (t)  A(t) ... Aum(d)
A Ag%(t) AQ?(t) Agn'@(t)
A1 (1) Ama(t) - A1) ]

Cory = To(t)diag(|Cy, Cy ... Chnl)
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Donde

0 ... 0 adg, ,+1,4,(t)
I ... 0 agq, 424, (t

Ay = " 1-&-',;)1() i=1,.,m
0 ... 1 Adp, dyp, () | Pi XPi
(1) . 8 Adyp, —1+1,dp; EZ; Ek=1,...m

o .. ad — 27d %

Alci: o Hj " vi=1,...,m
_0 o 1 a‘dpk 7dTJ7; (t) = PrXDpi

Ci: 0 ) i:17...7m

1xp;
To(t) =1

Para construir la transformacion, es necesario primero definir los siguientes operadores y

variables intermedias.

Fa®) = [a(t) Lat) ... L'q(0)
LC(t) = C(t) + C(t) A(t)
c(t)

reten = | F

e

Racon
Qo = | TP

Ty (em(t))]

Donde ¢;(t), i = 1, ...,m son los m vectores renglon de C(t). La transformacion de coordena-
das variante en el tiempo z(t) = Tor () (t) que transforma el sistema MIMO a la forma

- . . . ~1
canoénica de observador estd dado en términos de TOT* (1) por

Tc);iM(t): fm(‘]l) ‘ Fp2(QQ) | | Fpm(Qm)

Donde ¢;(t) = Qaﬂi (t)edpi, i=1,...,m es el dp,-ésimo vector columna de Qakll (t) y ey es el

k-ésimo vector de base estandar para R"™.
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2.3.3. Forma canodnica de observabilidad
Sistemas SISO

[Huang, 2007, pp. 56-57]
Un sistema SISO LTV se dice que esta en forma candnica de observabilidad si sus

matrices A(t), B(t), C(t) estan dadas por

[0 1 0 0 |
0 0 1 0
Aty=1 0 0 0 1
_—an(t) —an_l(t) —an,g(t) —alt_
[ ba(t) |
B(t): bnf-l(t)
| b1(t) ]
Ct)=11 0 0

Todo sistema SISO expresado en Forma Canoénica de Observabilidad tiene matriz

de observabilidad @ igual a la matriz identidad L, %,

Q = ]Inxn

Asi mismo, el sistema puede ser transformado a la forma Candnica de Observabilidad a

través de la transformacion de coordenadas variante en el tiempo z(t) = P,y (t)x(t) con

Poy(t) = QO(t)

Donde Qy(t) es la matriz de observabilidad diferencial del sistema original, antes

de ser transformado a su forma canonica.

Sistemas MIMO

[Huang, 2007, p. 65]
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Se dice que un sistema MIMO LTV estid en Forma Canoénica de Observabilidad si
A(t), C(t) estan dadas por.

[ A (1) A(t) ... Aum(d)
Agi(t)  Aga(t) ... Agn(t)
AOyM = . . .
_Aml(t) Ao (t) . A (t)_
CO’I‘M = To(t)diag( Cl CQ - Cm:|)
Donde
[ 0 1 0 |
Aji(t) i=1,...m
0 0 o 0
_adpivdpifl“rl(t) adpi7dpi71+2 (t) tet adpiydpi (t)_ i XPi
[ 0 0 0 ]
k=1,...m
Ai(t) = i=1..,m
0 0 0 kot
1
| @y, dy, 1 +1(t)  ady dy —1(E) - ad,, dy, (D)) bixp
Ci=[10 .. 0 ,i=1,...,m
L 1Xp;

La forma canoénica de observabilidad puede ser obtenida a partir de la matriz reducida de
observabilidad, esto es, eligiendo n renglones de la matriz de observabilidad Q(t) y realizando

la transformacion de manera similiar al caso SISO.



Capitulo 3

Observabilidad

La mayoria de los problemas de seguimiento y regulaciéon comparten la siguiente
suposicion: el vector de estados puede ser completamente medido de manera precisa. Esta
suposiciéon generalmente se aleja de la realidad. La situacién mas frecuente es que para un

sistema

£(t) = A()z(t) + B()¢(t) (3.1)

Solo ciertas combinaciones lineales del estado, denotado por y(t), pueden ser me-

didas
y(t) = C(t)x(t) (3.2)

Se asume que y(t) es un vector de dimensiéon p, con p usualmente menor que la
dimensién del sistema n; el propdsito es entonces reconstruir completamente el estado a

partir de la variable observada.

3.1. Observabilidad Clasica

Definicion 3.1.1. [Huang, 2007] Se dice que el sistema dindmico (3.1), (3.2) es observable
en el intervalo de tiempo [to,t1] si y sdlo si para todas las entradas Clto,t1] Y todas las salidas

correspondientes Yy, 1,1, €l estado xo en el tiempo ty estd univocamente determinado.

La soluciéon del sistema estd dado por

x(t) = ®(t,to)xo + /t O(t, 7)B(T)u(r)dr

to
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multiplicando la solucion general por C(t) en ambos lados de la ecuacion se obtiene

y(t) = Ct)P(t,to)xo + C(t)/ O(t, 7)B(T)u(r)dr

to

C(t)P(t,to)zo = y(t) — C(t)/ O(t, 7)B(T)u(T)dr

to

definiendo §(t) £ C(t)®(t, to)xzo

Premultiplicando la definicion de g(t) por (C(t)®(t,t0))” e integrando.

/t O (t,t0)CT (1) C(1)B(t, to)dtzg = /t T (t,t0)CT (t)jj(t)dt

to to
con

M (to,t) £ /t T (t,10)CT (1) O (t)®(t, to)dt

to
Donde M (tg,t) se conoce como el Gramiano de Observabilidad; se dice que el

sistema es observable si

detM (to,t) £ 0
Definicion 3.1.2. El sistema (3.1), (3.2)

» Es completamente observable en ty si para cualquier estado inicial x(tg) = xo, existe
un tiempo finito ty > to, tal que el estado inicial x(to) puede ser determinado a partir

de la salida del sistema y(t) en [to,ty].

= Es uniforme y completamente observable si para cualquier tiempo inicial to el sistema

es completamente observable; esto es, si existe § > 0, tal que para toda t
M(t,t+9) > a(d)l >0

donde M es el gramiano de observabilidad y o es una constante determinada unica-

mente por §

Verificar la observabilidad de sistemas variantes en el tiempo por medio del Gra-
miano de Observabilidad requiere del conocimiento de la matriz de transicion de estados

®(t,10), la cual es posible calcular mediante distintos procedimientos, como el método de
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series de Peano-Beaker para los casos més sencillos; también se utiliza el teorema de Flo-
quet para encontrar la matriz fundamental de sistemas lineales homogéneos con coeficientes
periodicos.

Sin embargo, si se asumen ciertas propiedades de suavidad, las cuales en general
son mas fuertes que aquellas de continuidad o continuidad a trozos para las matrices del
sistema, la condicion del Gramiano lleva a una condicién suficiente la cual es mas facil de

verificar.

3.2. Observabilidad Diferencial

Definicion 3.2.1. [Kratz y Liebscher, 1998] Considerando el sistema LTV (sin entradas).

(t) = A(t)z(t) (3.3)

El sistema es diferencialmente observable si
rank Q(t) =n Vit

Donde Q(t) es la matriz de observabilidad diferencial, la cual se construye de la

forma
T

Q=@ Q@ ... Quo (3.4)
Con Qk(t) = Qk—l(t) + Qk_l(t)A(t).

Se asume que la salida y(t) es n — 1 veces diferenciable (donde n es el orden del

sistema) y se define C(t) = Q1(t), con lo que la primera derivada de la salida resulta.

y(t) = Q1(t)=(t)
§(t) = Qu(t)a(t) + Qu(t)i(t)
= (Q1(t) + Qu(t)A(1))x(t)

y recursivamente la k-ésima derivada de la salida, tiene la forma

Y () = (Qk(t) + Qr(t)A(t))a(t)

Y () = (Qno1(t) + Quo1 () A(t))2(t)
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Se define el vector de las n — 1 derivadas de la salida

T
90 = [y(t) 90 0. v )

Si la matriz Q(t) € R™*™ es de rango completo y las matrices A(t) y C(t) son

n — 2y n — 1 veces derivables respectivamente, el estado del sistema queda definido por
Q(t)z(t) = y(t)
QT (1)Q(N)z(t) = QT (1)H(t)
2(t) = [QT(HQM®)] QT ()(t)

Esta ecuacién permite determinar completamente el estado a partir del conocimien-
to de la salida y sus n — 1 derivadas sucesivas cuando la pareja (A4, C) es diferencialmente

observable.

3.3. Observabilidad Fuerte

Definicion 3.3.1. [Kratz y Liebscher, 1998 Sea el sistema LTV
a(t) = A()z(t) + B(t)((?)
y(t) = C)=(t)

El sistema es fuertemente observable si la matriz H(t) = QT (t) KT (t)K (t)Q(t) es invertible

con

0 0 0
Tio 0 0
T(t) = Top 151 0 (3.5)
| Tn-10 Th-11 - Th-1pn-2]
Tyq1, = C(t)B(t) para  0<pu<n-—1,

Tu+1,0:=Quu1Bt)+Tuo para 1<pu<n-—1,
Tyv1p =Tup1+ T, v para 1<v<u<n+1
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Si se define K (t) € R™*™ como

K(t) € ker T(t) (3.6)
tal que K (t)T'(t) = 0, entonces
Q(1)x(t) + T(t)a(t) = §()
K(@)Q(t)x(t) = K(t)j(t)
QT KT (K (1)Q(t)x(t) = QT (1) K" (£) K (£)i(t)
H(t)z(t) = QT (1) KT () K (£)3(t)

Si la matriz H(t) es invertible y A(t), B(t), C(t) son n—2, n—2y n—1 derivables

respectivamente, se puede conocer todo el estado a partir de la salida y sus n — 1 derivadas.
z(t) = [QTMKTMKHQM)] QT (KT ()K(t)j(t)

a(t) = HO)'QTMKT()K(1)j(t) (3.7)

Si la matriz H(t) es invertible y A(t), B(t), C(t) son n—2,n—2y n—1 derivables

respectivamente, se puede conocer todo el estado a partir de la salida y sus n — 1 derivadas

sucesivas.



Capitulo 4

Diseno del observador

Sea el sistema
z(t) = At)x(t)+ B(t)((t) (4.1)
yt) = C(t)x(t) (4.2)
Con las siguientes suposiciones.

Suposicion 4.0.1. Las matrices A(t), B(t) y C(t) del sistema (4.1) y (4.2) estan acotadas,

esto es.
A < K
[B(t)] < ko
IC(t)] < ks
donde | - | es cualquier norma matricial; adicionalmente, son n — 2, n — 2 y n — 1 veces

diferenciables respectivamente

Suposicion 4.0.2. La entrada desconocida ((t) del sistema (4.1) y (4.2)es una funcion aco-
tada, |C(t)| < . La k-ésima derivada es una funcion Lipschitz cuya constante de Lipschitz
no excede (1+. Por lo tanto, la derivada C(k“)(t) existe casi en todas partes y es una funcion

Lebesgue medible, |¢F+1)] < G
El observador se construye de la forma |[Fridman et al., 2007].
At) = A@)2(t) + L) (y(t) — C1)=(1)) (4.3)
o(t) = Wi(y(t) - C(t)=(t),v(t)) (4.4)
T = z(t)+ F(t)(t) (4.5)
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Donde z(t),z(t) € R", &(t) es la estimacion de x(t), la matriz L(¢) es un factor de correccion
tal que la matriz A(t) — L(t)C(t) es estable para toda t; W es la funciéon del diferenciador
por modos deslizantes de orden superior y F(t) es la ganancia del diferenciador mediante la
cual

El observador propuesto se compone por lo tanto de tres partes [Fridman et al., 2007]:
» La ecuacion (4.3) funciona como un estabilizador del error de estimacion.

» La ecuacion (4.4) es un diferenciador por modos deslizantes de orden superior que

asegura la convergencia en tiempo finito del error de estimacion.

» La ecuacion (4.5) estima el estado a partir del estabilizador y la salida del diferenciador

multiplicado por la ganancia F'(t).

4.1. Estabilizador

El problema de estabilizacién de sistemas lineales variantes en el tiempo ha sido
ampliamente estudiado a través de los anos en diversos articulos. En [Kalman y Bucy, 1961],
se deriva una ecuacién diferencial de tipo Riccati para la matriz de covarianza del error de
filtrado 6ptimo, la cual siendo excitada por las senales medidas, genera el mejor estimador
lineal de los estados.

En |[Tang y Ortega, 1987|, se propone un estabilizador que asegura la existencia
de cotas para todas las senales si la razén de variacion de los parametros de la planta en
lazo cerrado con un estabilizador es pequena, la ganancia del observador en lazo cerrado es
pequena y la adaptacion es lenta, lo cual limita este enfoque a plantas LTV lentas, las cuales
pueden ser interpretadas como plantas LTI con perturbaciones pequenas.

Por su parte, [Khargonekar et al., 1988|, muestran que toda planta LTV que es
internamente estabilizable por retroalimentaciéon de la salida, puede ser estabilizada por un
controlador LTV estable, con lo que obtienen una parametrizaciéon de todos los controladores
no lineales variantes en el tiempo que pueden estabilizar una planta LTV. Posteriormente,
consideran el problema de estabilizaciéon simultédnea y confiable de sistemas LTV, mostrando
que dada una planta lineal variante en el tiempo P(t) y un controlador estabilizante C(t),
se puede siempre dividir a C(t) de la forma C(t) = C1(t) + C(t), donde Cy(t) y Ca(t) son

controladores lineales variantes en el tiempo que estabilizan independientemente a P(t).
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[Amato et al., 2011| atacan el problema de estabilizacion entrada-salida en tiempo
finito de sistemas lineales variantes en el tiempo a través de la retroalimentacién dindmica
de la salida. Proveen de condiciones suficientes para la estabilizacién en tiempo finito en
términos de la factibilidad de las soluciones de desigualdades diferenciales lineales matriciales
(DLMI), las cuales aunque ofrecen un resultado méas fuerte de estabilidad, complicarian
el planteamiento del observador desarrollado en este trabajo, por lo que no se considera
pertinente su utilizacién.

Por ultimo, en [Luo et al., 2011], se estudia la asignacion de valores propios para
sistemas lineales variantes en el tiempo con perturbaciones. El método estd basado en la
transformacion del sistema LTV en su forma canénica para construir la matriz de ganancia
de retroalimentacién. En este caso es necesario que el sistema LTV sea lento, ya que de lo
contrario, es necesario agregar un método adaptable adicional de estimacién para evitar el
deterioro del desempeno del estabilizador.

Cuando el sistema es estable, la salida y sus n derivadas permanecen acotadas de
acuerdo a la Definiciéon 2.2.5, siempre que se cumpla también la Suposiciéon 4.0.1, por
lo que es posible aplicar directamente la ecuacion (3.7) para estimar todos los estados del
sistema. Sin embargo, cuando la salida no esta acotada, esto no es posible ya que no se tiene
una cota para el diferenciador, por lo que no es posible obtener las derivadas sucesivas de la
salida.

De esta motivacién surge la necesidad de disenar un sistema equivalente a partir
de la informacién disponible del sistema, el cual garantice que su propia salida sea estable y

permanezca acotada.
Teorema 4.1.1. [Kalman y Bucy, 1961] Sea el sistema (4.1), (4.2), la solucion del problema
de observacion optimo
£(t) = A(t)=(t) + L(t)y(t)
con A(t) = A(t) — L(t)C(t), se obtiene seleccionando la matriz de ganancia.
L(t) = P()CT (v (46)

Donde P(t) es la solucion de la ecuacion diferencial matricial de Riccati

P(t) = A(t)P(t) + P(t) AT (t) + Vi — P(t)CT (t)V, 1 C(t) P(t) (4.7)

Con las matrices diagonales V1 y Vo que representan la intensidad del ruido de exitacion en

los estados y el ruido de medicion respectivamente.



CAPiTULO 4. DISENO DEL OBSERVADOR 28

4.2. Estimacion del error

El error de estimacion

satisface la ecuacion diferencial

et) = @(t) = (1)
= (A1) = L(O)C(@))e(t) + B(1)C(?)
Debido a las suposiciones 4.0.1 y 4.0.2, asi como al disefio del estabilizador de la
seccion anterior, el error de estimacion e(t) converge a una vecindad acotada del origen
e(t) = 0 y una vez que el error e(t) converge a dicha vecindad, é(t) también permanece

uniformemente acotado.

Multiplicando ambos lados de la ecuacion (4.8) por C(t)

Definiendo el error de salida como
ey(t) = C(t)e(t)

Se puede obtener el vector de las primeras n — 1 derivadas del error de la salida de

acuerdo a la ecuacion (3.3.1) como

&y(t) = Qe(t)e(t) + Te(t)C(t) (4.9)

con Q. y Te definidas en las ecuaciones (3.4) y (3.5) respectivamente. Utilizando la ecuacion
(3.7)
e = (Q¢ K KeQe) ' Qe K Koty

con F(t) 2 (QTKI'K.Q.)'QTKTK,
e=F(t)e,

Es posible obtener de manera exacta el error de estimacion de los estados, a partir
de las primeras n — 1 derivadas del error de la salida y el célculo de la ganancia F'(t).

Las derivadas sucesivas del error de la salida, tienen la forma.
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ey, = Ce
eél) = CWe4 eV

2 2 1) 1 2
@~ 0@ 1200t 4 0@
9 = Ot 30 4300 4 0

n

ORI o S RN S 41
e ];)k!(n—k)!c e (4.10)

Donde los exponentes representan el orden de la derivada de la base. Las derivadas
sucesivas de C(t) se pueden conocer de manera explicita, mientras que para las derivadas

de e, se tiene de manera similar.
e = Ae+ B¢
e® = AWe4 AeM 4+ BW¢ 4 e

n—1

W N =D ey ) (n = DL pin—t1) 4 411
= 2 pm o ’ +kzl<ﬂ(7@—1)! ‘ o

Con lo que, sustituyendo las expresiones sucesivas (4.10) y (4.11), en la ecuaciéon
(4.9) y de acuerdo a las propiedades de observabilidad fuerte, se sabe que no es necesario
conocer la entrada desconocida (, ni sus derivadas sucesivas. Por otro lado, las derivadas
sucesivas de B se pueden conocer de forma explicita, con lo que solo resta obtener las

derivadas sucesivas de A para construir el observador. Estas tienen la forma.
A = A-LC

AV = AW (g0 4 Loy
@) A®) _(LO¢ — 21O _ o)

N
Il

A = p) _ %'L(n—mc(k) (4.12)
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Por su parte, las derivadas sucesivas de L, resultan de la siguiente forma.

L = pPCTv;t
L@ = (PO 4 p(cT)V) vy

1 = (Pt 2P0+ ety ?) vy

L = (Z s P(" B (oT)* )> vy (4.13)

Por dltimo, las derivadas sucesivas de P resultan.

PY = AP+ PAT + v, — PCTV,ICP
P® = AWp 4 ApM 4 pOAT 4 paTD _ ((PCT)U)v;l(CP) + PCTVQ_l(CP)(1)>

n—1
w _ S =Dy, So =D ey 0
P Zk'( k‘fl)!A P +Zklnfk,1)!P AV +...

n—1
+Y a s (remyemv ey ®) (4.14)
Con
" -k 1)

(PCT)(n—k—l) P(n—k—j—l) (CT)(J)

Mn—k—1- )

woﬁﬂ

(Cp)(/f) - Z T k—3) p(d)
]
Jj=

De esta forma se puede conocer la ganancia F'(t) de la ecuacion (4.2), por lo que sblo falta
conocer las derivadas del error del estabilizador para completar la estimacién del estado en

la ecuacion (4.5)

4.3. Diferenciador por modos deslizantes

La diferenciaciéon en tiempo real es un problema antiguo e importante que ha
sido estudiado desde diferentes perspectivas, ya sea en la instrumentacién de control por

retroalimentacion de salida o desde el diseno de observadores.
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El problema principal en el disefio de un diferenciador en tiempo real es la compen-
sacion entre exactitud y robustez con respecto al ruido y al muestreo en la senal de entrada.
Se han utilizado sistemas lineales que aproximan la funcién de transferencia del diferenciador
en una banda de frecuencias, asi como observadores de alta ganancia aplicados en problemas
de control por retroalimentracion de salida, sin embargo, la sensiblidad al ruido se amplifica
considerablemente con el uso de altas ganancias y la presencia del efecto de peaking, con el
cual el error de estimacion en estado transitorio puede ser demasiado grande, lo que puede
ser inseguro o poco practico de utilizar, deteriorando asi el desempenio del diferenciador.
Por otro lado, los diferenciadores discontinuos pueden ser tedéricamente exactos para muchos

tipos de senales.

4.3.1. Diferenciador de primer orden

En particular, se ha probado que el algoritmo super-twisting (STA) es conveniente
para el diseno de diferenciadores de primer orden, ya que brinda la mejor precisiéon asintotica
posible en presencia de ruidos deterministicos acotados medibles en el sentido de Lebesgue,
asi como de muestreo discreto de la senal de entrada, cuando su segunda derivada esté
acotada [Levant, 2003].

Sea f(t) la senal de entrada al diferenciador una funcién Lebesgue-medible, definida
en el intervalo de tiempo [0, co] que puede ser descompuesta como f(t) = fo(t) +v(t), donde
el primer término es una senal desconocida dos veces diferenciable, con una constante de
Lipschitz conocida L > 0 y el segundo término v(t) corresponde a una senal de ruido
uniformemente acotada, la cual puede ser interpretada como el efecto del muestreo discreto
de fo(t).

Sico=folt)y G = fo (t), una representacion de estados de la senal base esta dada

por
o = G
G o= folt)

Basado en el algoritmo super-twisting generalizado, [Cruz-Zavala et al., 2011| se propone un

diferenciador uniforme, robusto y exacto (URED) con respecto a las condiciones iniciales.

20 = —k1¢1(00) + 21
Z = —kag2(00)

(4.15)
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donde o9 = 29 — (o ¥ k1, ko son ganancias positivas que pueden ser disefiadas, tales que

2 k2 4L?
K= (k17k2)€R|0<k1§2\/Z,k2>Z+? U
1

{(kl,]@) S Rz‘kl > 2\/5, ko > QL}

Mientras que las funciones ¢ y ¢ se definen como

1 3
¢1(00) = |ool2sign(oo) + ploo|2 sign(oo)
1 . 3 .
p2(0p) = iszgn(ao) + 2uog + §u2|ag|2529n(00)

y /1 > 0 es un escalar, zg y 21 son las estimaciones de fo(t) v fo(t) respectivamente.

4.3.2. Diferenciador de orden superior

Sea una senal f(t) : [0,00] — R con derivadas sucesivas f@)(t), i =1,...,n — 1. La
tinica suposicion en la senal a diferenciar es que |f((t)| < L para cualquier ¢, donde L es
una constante finita y conocida.

[Levant, 2003| propone un esquema recursivo con la propiedad de ser exacto en

tiempo finito (su error de observaciéon converge en tiempo finito a pesar de las perturbacio-

nes).
V] =w = —aan/”\vl — e\("_l)/"sign(vl —e) + vy
Vg = Wy = —an_lMl/("_l)h)g — w1|(”_2)/("_1)sign(v2 —wy) + v
(4.16)
Vpo1 = Wp—1 = —a2M1/2\vn_1 — wn_g\l/Qsign(vn_l — Wp—2) + vp
U = —a1 M sign(vy, — wp—1)

Eligiendo el pardmetro M suficientemente grande, mientras que la mejor forma de seleccionar
las constantes a; es mediante simulaciones recursivas de acuerdo a [Levant, 2003], las i-ésimas
derivadas de e se obtienen de los valores de w;.

Por otro lado, en [Angulo et al., 2013] se presenta un diferenciador, el cual tiene
convergencia uniforme con respecto a las condiciones iniciales, esto es, que a pesar del error

inicial de observacioén, el tiempo de convergencia del diferenciador estara siempre acotado



CAPITULO 4. DISENO DEL OBSERVADOR 33

por una constante, con lo que el diferenciador toma la forma

n—i n+ai

b= —310(v1 — ) —ki(1—0)(v1 — ) vy
i=1,...,n—1 (4.17)

by, = —Kpsign(vi — e) — kn(1 — 0)(vy — e)'

Con (x)P = |z|Psign(z). El conjunto de ganancias {X;}}" ; pueden ser seleccionadas basadas
en el diferenciador por modos deslizantes de (4.16). Por su parte, a > 0 se elige suficiente-
mente pequeiio tal que el sistema del error de diferenciacion

o \nEa

v = —]{71<'U1> n o+ ()

M U Ut 9123 o
Up—1 = _k'n71<vl> n + Un

U = —kn(v)'

sea estable. Mientras que {k_1i}? ; se eligen tal que la matriz

[k, 1 0 ... 0]
ks 01 ... 0
|k, 0 0 ... 0]

sea Hurwitz.

La funcién 6 : [0,00) — {0, 1} se selecciona como

0 sit<T,
0 —

1 en otro caso

donde T;, > 0 se selecciona de manera arbitraria.
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Ejemplos y simulaciones

5.1. Sistema de segundo orden

Sea el sistema

. _ _25in(5t)—1 -3 . 0
#(t) = ) - 4] (t) + LOS (t)2] ¢(t)

y(t) = :—33in(2t)—|—4 0] x(t)

El vector de salida y su derivada resulta

[y(t)] _ { —3.sin(2t) +4 | | 0 ] £(t) + [O] 0
y(t) —6cos(2t) — (2sin(5t) — 1)(3sin(2t) —4) —9sin(2t) + 12 0

donde rank(Q(t)) =2y K(t) = I, el sistema es fuertemente observable.
Con la senal de entrada desconocida ((t) = 5cos(t) + 1 y condiciones iniciales
x1(0) = 3, 22(0) = —4, los estados del sistema se muestran en la Figura 5.1, donde se

observa que el sistema es inestable.
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Figura 5.1: Estados del sistema de segundo orden

1 0
Utilizando el estabilizador de las ecuaciones (4.6) y (4.7) con V; = 10* )
01

Vo =1, el error de estimacion de estados e(t) = x(t) — z(t) se muestra en la Figura 5.2.
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Figura 5.2: Estabilizacion BIBS del error para el sistema de segundo orden

Para la obtencion de la derivada del error de salida del estabilizador, se utilizaron
los diferenciadores propuestos en [Cruz-Zavala et al., 2011] y |Levant, 2003|; seleccionando

las ganancias para ambos.

kk = 2V3
ks = 6

con u = 1 para el primero y i = 0 para el segundo. Calculando para los dos diferenciadores

la ganancia F(t)

—1
C(t
Ct)+ C(t)A(t) — C(t)L(t)C(t)
el error de estimaciéon de estados con condiciones iniciales 1 = 3 y x9 = —4 se presenta en

la figura 5.3 para el diferenciador de [Cruz-Zavala et al., 2011]; y en las figura 5.4 para el
diferenciador de |Levant, 2003].
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Figura 5.3: Error de estimacion de estados con el diferenciador de [Cruz-Zavala et al., 2011]
para el sistema de segundo orden con condiciones iniciales 1 =3y zo = —4

Por otro lado, el error de estimaciéon con condiciones iniciales x1 = 30 y xo = —40

para el diferenciador de [Cruz-Zavala et al., 2011] se presenta en la figura 5.5, mientras que

el error para el diferenciador de [Levant, 2003] se muestran en las figuras 5.6.

A

~—

Por medio de estas simulaciones se observa que ambos diferenciadores tienen con-

vergencia exacta; sin embargo, la convergencia del diferenciador de Levant crece de manera

no acotada con respecto a las condiciones iniciales, mientras que el tiempo de convergencia

del diferenciador uniforme, robusto y exacto de Cruz-Zavala es asintoticamente acotado con

respecto a las condiciones iniciales. El uso de este diferenciador por lo tanto, agrega propie-

dades de convergencia uniforme, robusta y exacta al observador de entradas desconocidas

para sistemas lineales variantes en el tiempo presentado en este trabajo.
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Figura 5.4: Error de estimacion de estados con el diferenciador de |Levant, 2003] para el

sistema de segundo orden con condiciones iniciales 1 =3 y 9 = —4
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Figura 5.5: Error de estimacion de estados con el diferenciador de [Cruz-Zavala et al., 2011]
para el sistema de segundo orden con condiciones iniciales 1 = 30 y 2o = —40
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Figura 5.6: Error de estimacion de estados con el diferenciador de |Levant, 2003] para el
sistema de segundo orden con condiciones iniciales 1 = 30 y x9 = —40

5.2. Sistema de tercer orden

Considerando el sistema

sin(3t) —3 -3 2

0
G(t) cos(t) —9 —4 0 | z(t)+ 0 ¢(t)
-3 4 -7 sin(t) + 4

y(t) 0 cos(2t) —3 0] x(t)
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El vector de la salida y sus primeras 2 derivadas resulta

y(t) g1 Q12 13 00
gt | = |ga1 g2 qs|z@®)+ |0 0] (@)
4(t) g31 q32 q33 0 0

g1 =0

qi2 = cos(2t) — 3

a3 =20

q21 = (cos(2t) — 5)(cos(t) — 9)

qo2 = 8sin?(t) — 2sin(2t) + 16

q23 =0

g31 = (cos(t) — 9)(cos(2t) — 5)(sin(3t) — 3) — sin(t)(cos(2t) —5) — ...
.. — 2sin(2t)(cos(t) — 9) — (cos(t) — 9)(4cos(2t) 4 2sin(2t) — 20)

q32 = 18cos(t) 4 32cos(t)sin(t) + T8cos?(t) — 6cos>(t) — 254

g33 = 2(cos(t) — 9)(cos(2t) — 5)

Con rank(Q(t)) = 3 y K(t) = I, el sistema es fuertemente observable. Se tiene
la entrada desconocida ((t) = 10sin(t) + 3 y condiciones iniciales x(0) = [—1 1 Z}T, la
Figura 5.7 muestra los estados del sistema Con Vi = I, Vo = 1, el error de estimaciéon del
estabilizador se muestra en la Figura 5.8.

Por dltimo, agregando el diferenciador del sistema (4.17), con k1 = 7, ko = 1—75 y
ks = 1, tales que
(k1 1 0]
det [k 0 1| > O

det | o0 1| = 1

con L =45
X, = 203
Ky = 1.5v2L%°
K3 = 1.1L



CAPITULO 5. EJEMPLOS'Y SIMULACIONES

2000 T T T

1000

-1000

Estaclos

-2000

-3000

-4000 i i i
0 5 10 15 20

tempo 5]
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Figura 5.8: Estabilizacion BIBS del error para el sistema de tercer orden
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Figura 5.9: Error de estimacion de estados con el diferenciador de [Angulo et al., 2013] para
el sistema de tercer orden con condiciones iniciales x1 = —1, 20 =2y 23 =3

De acuerdo con [Angulo et al., 2013] el diferenciador de [Levant, 2003| se recupera
definiendo a@ = —1, mientras que el diferenciador uniforme y exacto en tiempo finito con las
constantes X definidas anteriormente, la dindmica del sistema del error de diferenciacion es
estable cuando a = 0.06.

Con la ganancia F'(t) para ambos diferenciadores

' a0 1
Fit) = | | C(t)+ C(t)A(t) — C(t)L(t)C(t)
C(t)+Ct)A(t) + C(t)A(t) — C(t)L(t)C(t) — C(t)L(t)C(t) + (C(t) +
I + C()A(t) — C(t)L()C (1)) (A(t) — L()C(t)) |
Con condiciones iniciales 1 = —1, zo = 2 y 23 = 3, el error de estimacién para el di-

ferenciador de [Angulo et al., 2013| y [Levant, 2003]|, se muestran en la Figura 5.9 y 5.10
respectivamente. Mientras que con condiciones iniciales 1 = —10, o2 = 20 y 23 = 30, el
error de estimacion para el diferenciador de [Angulo et al., 2013 y [Levant, 2003], se mues-
tran en la Figura 5.11 y 5.12 respectivamente.

Al igual que en el ejemplo anterior, se observa como el tiempo de convergencia del

diferenciador de Angulo esté asintéticamente acotado con respecto a las condiciones iniciales,
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Figura 5.10: Error de estimacion de estados con el diferenciador de [Levant, 2003| para el
sistema de tercer orden con condiciones iniciales 1 = —1, 9 =2y 23 = 3
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Figura 5.11: Error de estimacion de estados con el diferenciador de [Angulo et al., 2013] para
el sistema de tercer orden con condiciones iniciales 1 = —10, x5 = 20 y 23 = 30
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Figura 5.12: Error de estimacion de estados con el diferenciador de [Levant, 2003| para el
sistema de tercer orden con condiciones iniciales x1 = —10, xo = 20 y 3 = 30

mientras que el tiempo de convergencia del diferenciador de Levant crece de manera no
acotada, por lo que el uso del diferenciador de Angulo, brinda propiedades de convergencia
uniforme, robusta y exacta al observador de entradas desconocidas para sistemas lineles
variantes en el tiempo de alto orden, mientras que el diferenciador de Cruz-Zavala solo esta

definido para sistemas de segundo orden.
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Conclusiones

En el presente trabajo se presenta un observador para sistemas lineales variantes en
el tiempo con entradas desconocidas. Se evalia el uso de miltiples diferenciadores por modos
deslizantes para la implementacion del observador tanto en sistemas SISO como MIMO con
entradas desconocidas. La observacion convergente y exacta en tiempo finito se logra bajo
condiciones necesarias y suficientes de observabilidad fuerte y acotaciéon de las entradas.

El diferenciador robusto y exacto basado en modos deslizantes |Levant, 2003], se
aplica para brindar convergencia en tiempo finito en presencia de entradas desconocidas
para sistemas LTV fuertemente observables.

Se realizo6 una comparacion entre el algoritmo de [Levant, 2003]; el cual presenta
propiedades de exactitud y robustez, posibilitando la convergencia en tiempo finito; mien-
tras que los diferenciadores propuestos por [Cruz-Zavala et al., 2011] y [Angulo et al., 2013|
para diferenciadores de primero y segundo orden respectivamente, donde se muestra la uni-
formidad del tiempo de convergencia, independiente de las condiciones iniciales, a través de
simulaciones numéricas. Estos dos tltimos diferenciadores tienen la ventaja de no necesitar
que los valores iniciales del diferenciador se encuentren cercanos a la senal a ser diferenciada,
ya que su tiempo de convergencia no depende del error inicial del diferenciador, por lo que
asi mismo, brinda robustez al observador con respecto a las condiciones iniciales.

Por dltimo, la ganancia del observador puede ser obtenida desde dos enfoques:
agregando diferenciadores por modos deslizantes de orden superior para cada uno de los
elementos de la matriz A(t) — L(t)C(t) o, a través del desarrollo algebraico de las matrices
del sistema y la forma de la ecuacion de Riccati del estabilizador; siendo este altimo enfoque

el que se desarrolla en este trabajo. Se muestra de manera explicita y se proponen formas
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generalizadas para la ganancia del observador, las cuales no requieren ninguna diferenciacién

adicional.
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