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FECHA HORARIO 

16 de mayo 10 a 11:30 

11:30 a.J2 

. 
12 a 13:30 

13:30 a 15 

15 a 16:30 

16:30 a 17 

17 a 18:30 

17 de may 10 a 11:30 

11:30a12 

12313:30 

13:30 a 15 

15 a 16:30 

16:30 a 17 

·11 a 18:30 

U.N.A.M. 
DlVlSION 

1 
FACULTAD DE INGFf\!IERIA 

DE EDUCACION ccJilifTINUA 
• 

PROGRAMA DEL CURSO : ANALISJS, ESTRUUURAL 
QUE SE IMPARTIRA DEL 16 al 21 de mayo . 

T E M A 

ALGEORA MATRICIAL 

DESCANSO 

ALGEBRA MATRICIAL . 

COMIDA 

FUNO, ELASTJCIDAD . 

. 
DESCANSO 

FUNO. ELASTICIDAD • 

' FLEXIBILIDAD 

DESCANSO ' 
. ' FLEXIBILIDAD 

COMIDA ' 
1 

FLEXIBILIDAD 

' DESCAUSO 

' RIGIDECES 

• 

' 
• 

DE 198 3 

p R o· F E S o R 

OR. JORGE ANGELES AL VAREZ 

DR. JORGE ANGELES ALVAREZ 

·DR. PORFIRIO BALLESTEROS BAROCIO 

DR. PORFIRIO BALLESTEROS BAROCIO 

DR. PORFIRIO BALLESTEROS BAROCIO 

DR. PORFIRIO BALLESTEROS 

DR. POP.FJRIO BALLESTEROS BAROCIO 

DR. PORFIRIO BALLESTEROS BAROCIO 
. . 
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Una matr-J.z es una tabla· rcct.a!l¡rular de núracroo o de sim:>oloc 

dispuestos en rer.glones y en colura:ms. frecucntcr:-.entc so le rcprc-

- senta li:ü tái1dola con corcl~ct~s. ;, continuación se rCJ'n~senta 

una natriz de m renglo!1es y n eolurr.no.s ' • 

• alj • • • •1n 

• a2j • • • a2~ 

• • • • • • • 

• • • • 

• • ·aij • • 8 in 

• • • • • • 

• • • • • • • 

arnj • • a mn 

Es necc~m!'io ceñalar que siempre se mcncior.?L el número de 

rer.¡;lones (:TI) pri:~.cro. ?or consiguiente,!::, es una rr.atriz (m x n). 

En los s~~uier.tes párrafos se hará frecu~nte mención de matrices 

o vecto!'es renglón o columna. Suponiendo que m~ 1, se tiene 

' 

A = 
~ 

una matri~. ren"lón o un vector rem<lón 

• • • • 

·-: 
~' 
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Sin em~nrgo, Gi se supone que n : 1, se obtiene 

unn mntri?. colucr,n" o un vec~or coll.'r:UHl 

• 

• 

• • 
• 

• 

"m1 

Existen roatriceu especiales que es necesario mencionar·,,-----------------

~:atriz r.!.ia~or.al 

•n o o o 

A ., o o a ij-:::. o ni ,,. 
-(4 ' 4) a)J o 

simétrica ... 
Otra notación sería 

A di a¡; {all' "22' a)J' ai14) -
Matrh idf'ntir.!.ad 

Dicha matril". es un caso eS¡lecial 
arriba. En el caso de una matrix 

cte\ ele. 
J x J por ejemplo, se tiene 

. ' 
1 o 

1 ~="'" {1, 1, 1) 

j 

1 

' 
1 
' 
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So aplica la 1enominació:'l " ... . ma .rlz banCentia" cuando todos cle:'lcnto::; ,, una !'latriz quo no <On ie;uales a o (!:; t <Í!1 colocado::; alrededor ,, la dia¿:onal princi¡úü. Por cjerr.plo 

"11 "12 o o o o o o 

"21 ., o o o o o o 

o o aJJ .,4 o o o o 

o o a4J a44 o o o o 

o o o o o 

o o o o o o an-L-n-1-an-1,-n_ 

o o o o o o o a 
no n-1 a = 

f.íatrill triane;ular 

Se dice de ur.a ~atriz que es triangular superior (5) o in!'erior (:;:) 

cuando la totQlidad de Sus elem~ntos situaUos ya sea arriOa o abajo 
de la dia&Onal principal es icual a cero. 

'11 o o o 
L '21 ., o o o o 

(n - n) X 

o o o o o 

'nl an2 o o ·= 
lo!at~iz si:nétrica 

En una ::~atriz simétrica, a1 j es sie~~pre i¡;ual a a ji. En mecánica 

estructural lineal por ejemplo, toctas las matriceo de ric;ide~ son 

simétricas. 



1.2? 

Se obtiene una matriz transpuesta cuando se cambian renglo:-~es .por 

columnas, como por ejc~plo 

A 
~ 

(2 X )) 

Así, l:.l :,;atriz transpuesta 

AT 
~ 

(J X 2) 

Ade::".áS, 

de A. es 
~ 

y, en el caso de matrices simétricas, 

SubdiVisi.6!1 de ::tatrices 

"12 ., 

"12 

"1J 

Las matrice~ muy grandes de, por ejemplo, 5 000 x 5 000 que co~~ienen 
25 millones de elementos, tienen necesariamente que subdiviCirse 

en matrices más pequeñas, como 

•n "12 
• 

"lJ • 
' All Al2 • 

"21 .,, ' "2J 
~ -

' ------------r-----
"Jl "J2 ' n:Ó A¡n A22 ' - -
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donde 

l•u ""j [ .,, .,,) t 11 -::. 
~:!1 ., ~ 12 '::: 

( 2 X 2) (2 X '1) 

!:21 \_ .,, .,,) A22 ~ l "J5 l -
(1 ' 2) ( 1 X 1) 

Operr~.cio~_é;:;; con 1::a,;rices 

En el cálculo, I'S posible procesar matrices de la misrr:a nnnera 
cr. que ne procc,;nn nor~al~ente los datos nur:¡éricos, Se indica!'1 
abajo las de!iniciones necesarias. 

A _ B 

" -
Adición y substrncci6n 

Si 

' entonces 

. clj '=- aij J... bij' 

Por consigUiente, en el caso de substrncci6n, se obtiene 

ciJ-=- nij- bij' 
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Multinlicacicln de r-.atrices 

Si se debe l:".ultiplic~r una matriz por un factor e, cada elemento 

debe multiplicar~c por e, por ejemplo 

Cuando se rr,~ltiplican dos r.w.trices es condiciór. sine qua non cuc su:; 

climcnsiorles sean co."lnatibles. Si, por eje:nplo, la rr.atriz A de tT: 1. n -debe rmlti;,::.icarse por la matri:z; :a de P· x q, es necesario que r. p, - . 
esto es, el n•1:1ero Ce renglones n contenido en A debe ser igual 

~ 

al mbero Ce colu::~nas p contenidas en 3. Así, 
~ 

A B C 
~ - -(m x n) {p x q) (m x q) 

y 

i-:-..1,2 ••• m j 

Otro ejemplo sería 
r-:::;1, 2, •.. , n~p 

f •n 
Lazl 

l, 2 •.. e 

1 

¡ 

1 
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Y.f: ! ore:; cnr:::r: t<> r í:; ti e o:; 

cuadrada A de n x n y un Vector u de dimen,;ión - ~ ¡,, el producto 
" 

v:::.Au - --
es un vector t:::mbién C.e di::~ensi6n n. En gene!'al, v es muy diferente -de u. Si, por ejer:1plo, .._::resulta nulo para valores particulares -de u ..J. O, se dice que v es un vector del esnacio nulo de A, I-or 

"' 1 "' "" 
ejC::lplc, sea 

• 
--------Un.vector_del.espacio_nulo_de A es,_c.laramente,_~----------

. T T 
~ ~ L ,, o] = , [ 1, oj 

Se observa que si se multiplica el vector ~ =. [ 1, ojT por el 

escalar x, se obtiene una infinidad de vectorc~ del espacio nulo de 

A, U!'lO para cada valor que pueda adquirir x. Sin embarr;o, w es el - -.único vector de ¡r,agnitud unitaria ql.!_e pertenece al espacio nulo d.e 

A. Por esto se puede decir que w es una base normnl de este esp:::cio. 
~ ~ 

En e;eneral, el ~spacio nulo de una r..atriz de n x n tiene una base 

COr:lt!"..<Csta por r.:,::= n vectore[), Si estos vectores se seleccionan Ce 

l!l3€::1it'..ld unitaria y mutut.mcnte orto.:;o:>ales, se dice que la "ba;;c es 

ortor.or:~?.l. Las r::atrices no sin,.ul<~res tienen un espacio nulo de 

de dir;,ensión cero, esto es, no exis-te nine11n véctor no nulo que sea 

transforw.ado por ellas en O. -
For otra parte, puede darse el caso que el vector v ~ A u sea - --ll.nenJ!,,(H\te del•enc!iente con u, esto es, que uno resulte de.rr.ultiplicar -
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el ctr:: r:cr U<1a const::wte. En e::;ta discusión 

u-:: O. E!l estas condiciones, se tiene 

de jro. fuera el vector 

~ -
(• 1 

donde ). es un escalar, en eeneral, complejo. N6tese que la ecuaciÓr! 

anter~or se puede escri~ir en la forma 

(A o 
~ ~ 

dor!~ú! es la ~atriz identidad den x n. Fara que u~ O satis~ab~ l~ 
~ - ~ * 

eccació.~ anterior, debe "ertenecer al espacio nulo de A - ?. !. ' ~ ~ 

Ahora bien, par~. que!::, - í\1. tenga un espacio :"lulo no ·•aci:o, cs-:c e;:=, 

para que exictan vectores u::/: O tnles que (f·• - f.. I )u = O, A - fl. I 
~ ""' - -- ~ - ~ 

debe ser singuh.:r. Farn que ::;ca sin¡;ular, su dcterr:üna.'"lte debe ar.cüar-

----~-se ,-esto -es ,_debe-tenerse _____________ _:_ __ -----------

dct(A-(l.I)_o - -
Pero el Ceterminante en cuestión, Cé!tO es, el mierr.bro ir.quic:-<Jo 

de la ecuación :Hlterior, es un polinomio de orden n en ;;1, si A es de 
~ 

n x n. Lla::~ar.do ?n((.l a este polinomio, la ec~.:aci6n a.~tcrior- es 

Si!::, es una r.1atriz de elementos realc~. f'n(;\) es un polinomio de 

c"oeficientes rcnles y, por el Teorema l'und(.l.mcntal del Algeb:-a [ 4 J, 
posee :"! rafees complejas, de las cuales aleunas pueden aparecc:

repetidas. Las n r?-ices del polinor.Jio fn(;'>.), llamado l)Ol~no:o:io 

_car-actcrl~ticu de A, reciben el nor::"or-c de valores caracter-!:;tico::; :!e .f;· 

Si cada valor. caracter:'stico de J¿ se sustituye en la ec (•), se obtie:1.: 

un conjur:to de vectores ui correspondientes qlle se llnman vvr.tnrr:; - . carRctcrÍ!:-.ticos de A. Nótor;o que si se conoce un vector carncicristico 
~ 

A c.~(\· ~' • 
..... .... l l ·-

---------

1 
1 

1 

1 
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entonces el producto de 6s~c por un '-'!lC<tlar (en general, com:;>lc jc,) 

eF> otro vector cr..ractcrísti.co de A, lo cual pneGe co:~proba!"se por -sustitlici¡;'n delnuevo vector en la ecuación anterio:-. F.r;~o.'lces, a 

cada valor caracteristico (. i de!:., corl:'co:ponde ur.3. infinidad ée 

vcctore!l característicos. Sin embal:'gO, r.o todos éstos interesan, 

sino sólo aquéllos ·que son lineal!:'.entc i:-~de~t·rH:!iC:1j;.Q§.· i!n conjunto 

·<;le vectores{ ,;::1 .:¡2 , ••••_::'m} es linealmente independiente si lo. 

cor.,binaciün linC'al 

O V 
m -m 

se anüla si, y sólo sl, toCos y cada ur.o de los escalares ci se 

anulan. De lo contrario, el conjunto es lineal:r.ente dcpcnOicr.te. 

Ejemplo 1.2.1. Sea la matriz 

~= ~ [-! 
- 1 

1 

2 

2 

Su polinomio característico es 

cuyas l:'alces son 

1, A 2 J':......L + 
' 2 

in-
2 

donde i es la unidad imaginaria i 

+ ' -

r~. 

El Ejemplo 1.2,1 mostr6 que la r.',atriz en cuestión tiene Cos 

valores caracter!sticoD co~plcjos que, como consecuencia del 

Teore:~o. fundo.:nental del Alr,ebra, :Jan conju¡:::ado:;, Si la ;::a~riz aludi\'' 
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e :o :::irr.C:tricn, se puede demostrar [)) e;. u e su:.; valores crn·actcri::.:licoc 

son reulcr; y sur; voctores caractcri~ticos Bon mutuu:ncnce orto¡_;on:ücr.;. 

En co!".::.:ccucncia, una nmtriz simétrico. de n x n siempre rt:cdc cxprusar

se con res;,ect.o a ur:., base (esto es, un conjunto de n vectores 

lineal:ncnte indepenC~e~tec}, que rt-:Jult_a ser cu co:ljt::rto dt> vcctcrcs 

característicos, en la que ad;;.uierc la for:;¡n din¡;onal. 

r:je:1plo 1.?..2, Sen la r'latri?. 

o 
z ~] 

Esta ~atriz es simétrica y por lo tanto tiene valores caro.ctcr~s

ticos reales y vectores caractcricticcs ortoconales. En c~ecto, su 

polinomio caractedstico es 

z-¡ 
J - ?.j 

-~() -)_)- 4 ~;~'- )~- 4 

cuyas raíces son 

?.1~- 1,';\2-= 4 

Denótcnse sus vectores caractcriSticos corrcspondicr.tcs por 

Estos se calculan de lns relaciones 

(A -i\i l)e.::. O 
..... .. -l- ...,. 

• 
' 
¡ 
• 

1 

1 • 
~ 

' ' 
' 
i 



por lo que 

y 

1 

2 
'll 

Ir.;poniendo la condición 

se tiene 

'
2 - 1 
21 - -

1.)4 

2 1 2 
'11 4-- --.-eu = 1 

4 \> ell ~ 

Análog~men~e se obtiene 

2f5' 
5 

J 5 
5 

El problema de valore~ característicos revi~te particular 

inportar.cia c:1 ::ecánica, En efecto, la determir.acién de las frecuc::

c~as 'i lo~ !:lodos :r.atur:\le!l de vibraci6n de siste~as :::cc:ínicos {V<.>r, 

p. , ej.(6jl. La determinación de "tales modos y rr:ecuencias 

para zistC:nas r::cc.!nicos de parámetros distribuidos ,medinnte ol r.:::::·' 
con..:ucc n un proble~>:t de valores caracteristicoc, corr:o se ver<Í 

postt>rion~c:<te en Pste curco. 
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Forrr.u::; cuadr<'iticaz· 

El escalar definido por la·expreuión 

donde A es una r::atrit de n .x n y u, un vector Co dimensión 11, ;·c.·cib: 
~ -

el r.'O.':óbre Ce for::-.a c::;adrñ.tica. !':sta for~.a es equivalente a la fu¡·:::n 

eGcalar au2 , De eGta últirr.a expresión Ge ;me de concluir U:1<l 

propiedad interesante de la forma cuactr..Cticr. f antes definid.:,. 
2 ;:óte.':o que, si a y u son reales, au es una eY:preci6n cu;,·o :;~¡;r,o 

depende enteru.,.,er:te de a, y no de U, Ar:álo¡;:ar.'.en'te, el sig~o de la 

forr..a cuaC.r;itica f depende enterar::cnte Ce !1 Y no de u, si ,:,.:~.l:os - -tienen cle::-.ento:; !·cales (o bien, si, au!:q.:e A tenGa cle¡;¡e:J.'tos -compl(!jos, es idé:1tica a la matriz obter:ida de H·:,nsponocrla y lc:ego 

~to:~ar_el_conjur;é!_do_d~cada uno de sus eleJ:Jentos). · 

So dice qoo A " ~ 

positiva defi!"".ic!a, "' f> o' ,qc S~ q_ (D 1) 

positiva semi definida, " r;;. e,,..¡.. -~-! .Q. (D 2) 
negativa definid:¡., ,, f< o • -"/. u J. o - - (D J) 

negativa scmiC.efiniCa, " f $- o, .+u:;:?o (D 4) - ~ 

De otra forma, A es de r.igno indefinido. Las matrices positivas -definiO<>S y ze.nidefinidas jue,san un papel importante en la J.:ecúnica, 

pues están as:~ciadas o bien a cantidades intri::seca:1e!":tC po:;i:i\·o_:;, 

como la erwr¡;S:~ cin6tica de un vehS:culo en movirr.;.c'7:tc, ~ bier. a 

cantido.des intrS:r.secanen"te no ne¡o;ativ:J.s, co~o lo. encrcía pote!1Cial 

alnacen:{da en la suspensi6n de un vehículo, 1r.cdida des Ce su estado 

desc:n·t~ndo. 

1 
; 
i 
1 
' 



N6te<;e que l<:1S definiciones (D l) a (D 4) no propo!-clonan un 

medio pr~ctico p<.lra deter:r.inar si una matriz es poGitivCJ. definiJ.l, 

por ejer.-.plo, pueG sc¡:ún ellas, !:;er.la necesario pr~bar el signo de f 

para tot.!oG y cada ur.o de lo::: valores po:o:ib1es de¡¿,= 2· Sin e11barr.;o, 

la caracteri1.aci6n del sicno de ur.a t:latriz se puede cor.sev.;ir a t.r::o.vfc¡ 

de nus valores c~racterin'ticos, sc&ún lo siguiente ' 

Una r~atri?. A es 
~ 

positiv<:l definida, si todos sus valores característicos son 

positivos, 

Po~:~; .. ~ ~~~'d"f'~'da "'' '''n"uno do sus valores característicos g~ ·~·~ mg•·•~ ~ ~··~ ' -~ •• ~ 

es ne¡;;ativo. 

--oc:-:----'-'n,.;ceati\'<'! definida, sJ. todos sus valore!.l caracter.Í.::lticos son 
~~ · ne¡;ativos 

· · d ... · J • 1 da "U" ·•alo~ec carac"Cer!sticos ne,c;aCJ.va SOt:lJ. o~J.nJ.<~a, SJ. n nguno ~ ., • • ., 

e!.l positivo. 
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Deriv:1.~as de luncior:;:s de v;,rias varia~ les 

CO!:lO 

Dada la fur:(;iÓr: g ::: ¡;(u1 , u 2 , , • , , un), escrita en for·:1<l. co 1,par: t.:. 

G-:; ~(:¿), :.>" rliclO que g es una función e::;cni<lr <ie va-i<•Jlc H'<> . . ..o.......----
torial. El ,. ' d ~r~~l~n~ e g, rcpresent<J.do 

el vector de di~cnsión n-definido por 

• 

Sea el conjunto de funciones 

poc pord- 1'/d u, - "" . ' 

~~------~--------------------------------
h

1
-=: h

1
(u

1
, u 2 , ,,., u

0
) 

h2::. t:.2(ul' Uz' "" un} 

• 

• 

Este ne representa en forwn oomp::.-;to;. CO!:lo h ::.. h(•_¡), donC.e, - -
obvia::tcmtc, h y u so:1 vcctoreo de ditr.cnoione:; m y n, 

~ ~ 

Se dice, cntonc!.!S 1 que h es una funci6n vectorial d€> -_y_ectori2l. :;:1 ¡;radien te de b• representado por '1!::, o 

la f:latri~ de m x n definida por 

h/ u, h/ u, ... h/ u n 

hz/ u, hz/ u, ... h,l un 

d h • 

'V h= --- ' • • - .>u - • • • 

V u, h,/ u, V un 

r es¡.>ecti v:;.r;e,; te. 

ar=:c.cr.to 
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Si rc~ulta que 

er.to:-.ce:: h n::; Ce di::ltm:ÜÓ:1::;- n, do:-.de n es la di1~.er:si6n Ce u. 
~ 

·Entonces, '\] !; <J'V G• es la rnatri: H~ssiana de G 
~ 

yesde:lxn. 

Yolvic·:.cio a la función L~::: ~{::_), és-::a alcanza un :::.nlor "~>tc·:"~'x;·_

rio en un "p·1:1"to" :!o C:l el_que su gradiente !>e am.:.lu. Ectc "t:J.lor 

pu~de ser u:-; ~c:c:o lúc"-1 o un ¡;¡unto c:.lla. Es un extrer..o lr~ca.l o;.;. 

la 11atri:: :-:!.'s.':'iana de,;:, ll \J ¡;, e:; de cieno :;c:ddcfinido. De hcc~.o, 

es un m.áx:i:·.o local si \}\Jg e::¡ negativct semidcfinida, r.~ien"trc:::; r)UC 

e"' ~;n ::d:1i:w _,_ocul 1:>i íJ'V¡:; es po!>itiva scmidc!"inida. Si esa ~:atri~

Hc~.siana es de r;ieno in:iefi!lido, el punto estacio!l<".rio en c'.lestiÓ.'l 

es un punto silla. El resulta¡¡o anterior no e_s n<!s que.el resul-'.:aC:o 
- a:nplia::~en-te co!'locido del cálculo elcme:rt7il, que se i'lu~:-ra-en-:!.a ____ _ 

Fic; 1.2.1 

. 

(a) 
u 

g 

(b) máximo 
-+--~, 

(e) pun:o 

FiC 1.2.1 Funtos es~:J.cionarios de una función ésc~lar de 

argumento escalar, ' ' ' 
' ' ' ., 
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A continuaci6n se presenta un esbozo de los métodos :ni;':¡éricos 

aplicnbles al problema 

(l.J.l) 

donde; f. es de n x n, Otro problema frec~ente en c;ilculos de <:ole~,:~to -finito es él Ce valores caracteristicos 

A u ::.~u (l.J.2} ..... ~ ..... 

Sin embargo, dadas las limitaciones de tic:::po de este curso, el 

segundo probleL • .:.t no será tratado, 

Para resol'ler el problema (l.J.l) existen Ces 1.::1plias clc.ses de 

i 
l 
! 

' 
1 

-=o-'--méitodos-•--------,.--------------------~ 

" métodos direc~os 
./ 

-- m6todos iterativos, 

Estas dos cl~ses de métodos resuelven el sistexa (l,J.l), cs~o 
calcul.:.:~ el valor que deban tcr.er todos los co::~ponentes de . . . 

" ' ~ 
para valores dados de ~ y de ~· de manera tal que se satisf~ca~ toe~~ 

las ecuaciones del Gistema (l,J.l). los métodos directoa reauelvcn el 

problema en cuesti6n mediante ·una ¡;ecuencia t!e opcracicr:cs b.i.cr. 

definidas que se aplican una sola vez. Los :::étod;¡s iterativos 

resuelve~ C>te mi:;:t'lo pro~le:;¡a nplicn~do un cic_lo -ce opo:-acicncs 

reiteradn~en~e, hasta aproximar la solució~ de manera satis:acto:-ia. 

Cada ciclo recibe el no~bre de iteración. 

En este punto es necesario hacer la sir;uiente ob:;ervación ' e~ 

teoría es posible. renolver el ::;i::;1.ema ,l.J.l ::~edia~tc un terce::.-- :::étodo, 

lla!l'.:ulo "regla de Crarr:er" 1 en la fcrcma 

dotA. 
--"-"''-, i - 1, ... 1 n (l.J,J) 
det A 

·····-··-- ---· 1 
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En la cxpresi6n anterior, A. es la ~atri~ que se obtiene _, . 
sustituyendo la i~ columna de A por el vector b. i:.ste m{todo - -requiere, entoncc.s, el cJlculo den+ 1 cletenüicnntus. t::n :oee;uidn 

se deternina el nú:~cro de r.mltiplicacion-:-:; requerido para c<Jlcul:.:t· 

un determinante de n x n y, de ahí. el ·tiempo de ejecución rcquc:·i~o 

por la Krce;la de Cramer·", En una comput<lciora di¡:;-ital do alta velocir!:>.d 

una :nultiplicación.con~:mme un tiempo del orden de 10-4 :;c¡;unc!os, 

mientras que una ::;uma o una rc::;ta, un tiempo de U!1 orden r.:ucho ~.cnor 

por esta ra~ón, en lo que sigue ::;e considera como K operación", un:.: 

mul~iplicación, q'..!edando las sumas y re$tas sin contabilizur::;e, 

Existen varias f~rr-.as de calcular un deterninan~c, J\qui se 

emplear&. la cor:ocida cor-.o exn:~:1sión cor cofnctorc;, :Jada u:".a :::atriz 

A Ce n x n, c~yo ele:r.t>nto (i, j) se reprecent<.o por aij' el cof.'lct.,:

der ... es e! producto Ce(- l)i+ j por el deter~i~ante de lr. :".atriz 
,, o 

--,;.,--~de-{ n---1 )-x-( n---1) ,-obtenida-al-eliminar -de-A,;_el-i 9.:.renr;lón-y-la----• . -j~ colu::-.r.a. !..lá'llese cij nl _cofaotor de "'ij' Se tiene, c:1tor.ces, 

dot A; n.,,.,~ - ' ' 
... 

El cúlculo del c!eten'.inante de una l"latriz de 2 x 2 se reali::o:a, 

desde luego, ser.cilla:nente corno 

d•t [ 
"n 
"21 

que requiere 2 operaciones. 
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que requiere J operaciones, Cada cofactor c 11 , que es un detcr:::i;:v:-:t;:: 

de 2 x 2, requiere a su vez 2 operaciones, CO::lO !:e acat:u de ver, :.o!' 

lo que el cálculo de es~e deter!:tin;,r.te requiere J x 2 opera~io~~~. 

No es difícil Ge:.,o¡¡trar, sit:;uiendo «ste car.lno, que el c;ilc~.:lu d0 

un dete.rminantC' d~ n x n req•Jiere r.l operaciones. i::n ::n.:ma, Ja 

solución Cel sictema(LJ.l):::ediar:tc •la- "rec;ln de Cn:11:10r~ reQt<icre 

nT(n + 1):: (n + 1}1 opcr¡¡ciones, ~upcnienC.o q_ue el ::;i>;t.e<Ja \'n .::•J-o;:;-::.::_.· . . . 
i::ontuvi'.!ra 25 ceuo.cioncs con 25 incógnitas, su soluciún .'!'!c\l~;:nt,; ~s-:<-

ml!todo req~.:crir!n. 261 operaciones,que es un r.úmero muy f:ra:-.t!¡•, e\~: 

orde!l ó~ lü27, 3i co.¿a opero.ciór: requiere 10-4 segundos, el "'...o·:::.! Ce 

oper-.;clone¡¡ requiere, entonces, un tier:-.po Ce ejecuci6n Jo 10 2 ) 

scg>J!ldos. l:'~ra tencr·una idea de la r.,agnit¡;d de este tiempo, L;!:;';e 

decir que, si r;e ac!:nitc que el universo tiene una vidu Ce 10 17 

segundc.s [ 7J, el ;:ie~po requerié:o para resolver el rJi!l"t!!lca (l.J.:) 

con 25 i:;có¡;nito.s utilizando ~.<na camp:..;-;;aCora rúpiC.a, e:; ¡ u!': :~.:.ll:J;l 

--~---de-veccs-la-vict;;-uer~.<!livers-o: So"t:.ra decir qt<e, hn.r;-::a. el :r.or-.en·:c, 

------ning1n-ser- hu:::ano- ll a- re su~ 1 to-jaxás-un-r; i" s tC;r.-a-1 i!le.til-dC 2 5 e e::'-' e:_ ::o:-.~:_ 

con 25 incÓ(;nito.:; utili:o:ando la re.;la de Cr;.:;¡er. 5in ~:~barco, "'::!';:>."';i:-1.-~~ 

- 1 b1 1' - ,. t 1 .. -~ . 11 se ae res o Vl!r pro enas e aotlcas !:le lan e e ,.,_..~, es ~.:o.-:-o ... :l __ ec;ar 

a sistl!e.as de ecunciones de la for:::a (l.J.l) cor. r:-.il incóc:ni:as. 

En lo q_ue si;;ue se prcr;ent~.n m.:itodos nur.Jéricos práctico:; -utili~:;'"os 

en la solución de tules siste,r.as. 

El método directo empleado act'-!al:nente para resolver siste~.;:;,s 

como el {l.J,l) es el de eliminaciÓ!l de Gnuss, ~~te m6todo e:; e~ul

valente al :r.étod:J lla:nado LU por los anglop:trl.::.nto::; (L, de "lo;·;cr"', 

que quicrl! decir inf~rior 1 U, de ''up1>er", q\lc quiere decir ::;u_~c::-:.or). 

Este método sc ilustra con un ejemplo -de J ecuaciones con J 

allul + 812u2 + al)u):: bl 

a2lul + a22t<2 + a2JuJ:: b2 

a.31u1 +- a 32u 2 -t-aJJuJ ";:. bJ 

(1.).4) 
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. · Div!da~c (ll:lbos mi~rnb1·os de la segunda ecuación entre a 21 y 

r:lulti¡il.Íc¡ue::cle!: por <J 11 . ProcéCase, en sq;uida, con la Ja,ecuaci6n 

en ~or:-.a se:-.ejar.te, cn:cpto que, en ve:>- de dividírseles en:rc a 21 , 

div!(!nsCil~s entrCI aJl" $(' tienC~, entonces 

., .,, b2 
allul+ all a.<:! uz+ all 

~21 
UJ-::.. all 

"21 .,, 'JJ b) 
(1.).5) 

nllul + all t.:..,+ all 1.: ..;.. all 
a)l '· 'Jl J- a)l 

A continuación, n:stese la la ecuación do (l,J.4) ,, cada una 

de las '" (l.J . .sl. Se ticnCI 

(all 
., 

Ll¡zlu2 + (all 
aZJ 

a
13

Ju3 -:: 
,, 

bl 
a21 '21 

all. 
a21 

.,, 
al2 luz +-(all 

'JJ a
13

Ju
3 

_ 
,, 

(all - - •u - ,, 
'Jl 'Jl aJl 

For sencille:;, escríbase el sistema . . 
an~er~or o a la !"orma 

b' 
J 

(1.).6} 

Ahora proc6dase co:no con el sistcna (l.J.4}, esto es, div.i:dase 

la 2a,ecuac~ón de (1.].6) entre aJ~ y multipl.i:quese por az 2 . Se tiene 

b' 
a' ) 

22 • . ,, (l. J.?) 

Réstese a continuación la la. ecuación de {1.).6) de la últi1~a 

ecuación, obte:-.i6ndose 

• ., b' 
J 
• a,, - b2 



' 
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que se puede eccribir en forma ~inp1ificuda como 

b" 
J 

de donde 

b" 
J 
• 

"JJ 

es el valor Ce 

valo!' en la oc 
la Ja,inc6snita. La segunda 
(l. J.?), que contiene ahora 

se ob~iene susti~uycn~o 

Esta se obtiene despejáridola en la for~a 

1 

' ., ' aJ2 
u 1 J. 

u ... • 

Final~ent!!, sustitúyanse los valores obtcnic!os de u2 y u
3 

er. la 

ln ecuación de (1,),4), Se obtiene u1 co~o 

1 

"n 

qucdanCo así totalmente resuelto el proble:na. 

El esquema anterior es básicamente el métoCo de eli:::ir:ación Ce 

Gauss. Sin en~ar~o, aplicado tal y como se presentó, puede causar 
ctificulto.dcs si alguno de los dividendos es cero, o un m.bero rr.uy 

pequciio. Para eliminar esta posibi_lidad, _se escoe;en co~o divit!enCos 

los nl1::~eros nás grandes de cada columna de la matriz A, lo cual -equivale a reorden11.rlas. Este procer;o es cohocido como ni:,:g.!.':9 n2:-r:~~j, 

para distinguirlo del rivoteo tnti'll, qu~ com:;is-te en busco.r el :-.11.:-.cro 

más ¡;;randc no sólo en cada colU!nna, sino ta::~':lié~ en cada rcn¡;lón. Si 

en el proceso resulta que el núncro r:lás ¡;;rande es cero, o un nú:1cro 

tan pequeño que la máquina lo tone C'Or!lo cero, el m6todo no so puede 

aplicar, ~o cual indica no otra cosa slr,o que el sil;tcmél co; ::in~ular, 

esto es, que det A"' O, En este caso es ir.~posiblc t•m;olvcr el sis-tcm;.•, 
. -

indcpe"ndicnte:nentc del :nétoU.o empleado. 
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Este ~·ho<.lo se realiza en cor..pututlora utilizar:do el co~ccpto Ce 

(i<.~cc:~pc~ición LU, que :;e basa im el J:coruma de Dc-~composición qu'l 

~~·~_.:;:~lecc q'.JE< toda r.tn.triz A de - n x n se puede fact.orb.nr un t'l pro!!~!::~:;. 

Gó ;,_;--,a :-.~_t.ciz trianeul¡;r inferior L y una '.rian¡;ul:..r :>'..!¡;Cric;- e. :..a - -Jao..-~riz 1 c(.n'lii2ne uno~ e:1 m.: di2:Gonal y c.eros arriba d<J clln, mil•r.tr~·c; 

que la. U cor:ticne en :iu diagomü los V!l.lores sin~ulcrl'f. de -~, --1<1s raíces :;usitiva::; r)c los valores cm·acteristico::J (<Jo:;itivos -::u¡:;o::; 

Cno.s-) de 1~ matriz f'. AT y ceros abaJ'o de su diagonol-. 1 y_ sc."l, ..... ,_ _Y __ 

er,tonces, :.:D.tric:es de la forma 

1 
. . 

1 

L • • u • 

• • • 
• • 

--;,::--:-----l-1nl- 1n2-'-'-'-1':'~ ¡----l::---_:_--n-j,---
-· 

El Teo!"c::,a de Dusco11:posiciór. en cuestilín establece, en<;o'-ccs, \:"e 

A- L U 

El s_istcma (l.J.l) de esta munel.'a adopta la formo 

(l.J.B) 

Llá.'llese 

Uu:::v -- ~ 
{l.J.9) 

Sustituy1mdo e:>te valor en la ec (1.).8} se tiCr:e 

Lv::.b .(l.J.9) 

---- -----
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¡¡u e, on for~a de cornr1onentes, adopta la for::1a 

vl :=: b1 

121v 1 + V 2 -:::; ,, 
• 

(l. J. lO) 
• 

• 
1nlvl+ ln2v2+ ... + V - bn n 

de donde ln prl.1'era incó.:nita, v1 , ya está. despejada en la_pri.-.erp. 

ec~.<acir.Jn, !.:1. se,:>Jnda incógnita ::;e ctuspe ja de la 2a. ecuación, en tior.d<.• 

se ha r,u::;ti tui do prcvif\mentc el V;'.lor calculado de v1 , l'rocc>dic:-:C:.c 

en for::1n cc.~:cjnrr'.:e con el resto do las ecuaciones de (l.J.l0} se 

obtienen todos los coi:".ponentcs del vector y_ de (1.).9). Suct.:_-;-.::re::Cu 

ahora este vecto!·, y~c.onocido, en la ec (1.].9) se'tiene el s~stoo:.:a 

C) ¡U¡.-1- u12u2+ ••• .,_ ulnu - v1 n-

(J 2u2+· ••• G'" u2nun = v, 
'· 

• 

• (1,).11) 

• 

(J n-1 un-1·+ " u -n-l,nn- V n-1 

es u - V n n- n 

De la últ"ba ecuación de (1.).11) se ·tiene 

SustituyenGo este valor en la penúltima ecuación de (l,J.ll) se 
tiene 

1 

'ifn-1 
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Procedie~,Co en c:;te orCen ret:resivo con la~ restantes n - 2 

ecu.::~.cior:c:; :;e calcuhm todos los componente:; de u, con lo que qued:1 -resuelto el problema. 

Este ~.étodo ha sido realizado en diversos subprop;ramat.; de 

co~putadora. Les r.Já:; eficientes son lo:; llnmo.do::. Di::CG:.¡p '.l o.;oL'!E [ s") 

Dl::(;O!.:I• prodc:cc ln. dcsco:nposición i.U de {,, mientr<>s que SOL'::;, la 
. . -

soluciór: rcc;reslva de lo:; ~:;istet~as trianculares {l. J,lO) y { .!.. J.ll). 

Una ventnja de estos progr2.._mas es que, una vez C.cscompucs"t<J. la 

matriz A, se p-.1ede"resolver una serie de sistemas de la fo¡::Ja 
~ 

A "lo "l' A , 2 = b 2 , 
~- "' -- ~ 

... ' A u _ b 
- -m -1:1 

{l.J.l2) 

sin tener que volver a dc!lconponer f:• cuya Cescorr.posición no Ce:;e:1C:e 

__ 
7 

__ del_ r:,! e:nbro_dcrecho_de_las _ces_{ l. J .12) ,_To_do.lo_q ue_tiene_Gue_h_acer~-~

es aplicar l:l veces 1<:~. :;ubrutina SlJL'/C:, la que con.su:~.c la ~enor par"te 

_del ticr:~po tot..-11. La mayor ·parte del tiet:~po se u"tiliz<J. en l~\ de~

cot:~po:;ición de A. Este método requiere un númaro da operacio:1cs del 
' -orden de 11"'. t'-.sí, ;mra resolver el siste:-:".a anterio:·:n.cntc pr¡_;r;er.'.o.do 

de 25 ccuacio:-:ec, con este Método ce requiere ejecutar 25 3 -::. 15 625 

o¡Jcrnciones, lo cual consume e~ una computaC:ora rápida ul{;o ;::si co::-.o 

l. 6 segundJ:?, qt:c es una cantidad sustancialmente por atajo de la 

anterior. 

El proble:r.a de resolver m sL;temas de ecu[!ciones <:!e l<J. !'o¡·:;~a 

{LJ.l2) en relación con el f.lEF se presenta en aplicaciones de 

disci1o ce i~1go!"1.iería cu:~.nC:o "se decca conocer la Ciitribución cel 

esfuerzo en un:~. misma estructuro. o en una m-isma máquina sujeta a 

di!'erentes condiciones Ce carca que se puedan presentar en operación. 

Volviendo a las aplicaciones del f-1E?', la natriz A viene o. ser la -~:~utl·i~. e;lob:ü de ri¡;idc~. que, como ya se vio, tiene propiednlics 

particul:1res co¡r,o simetría y po:ü tividnd definida. r.,r,l este tipo de 
' ~ 
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rnatricc<:>, el rn~todo de Gau<:>~, o LU, ac :::implifica sustM::ialr~cntrc. 

la vcrs.i.ón !limplificada recibe el ue>:nbre cte método de Ch'>lc:-:k;¡. Y;::. 

que la ."'latri-z de rieidez e:; positiva definida, -se puede desr:or:~¡,o:".er 

en la forr.1a 

'1' G G --
dor.c!c :; es u:-~a ~.at:dz triangular :::uverior. I·or otra parte, la estruc· 

tura t.2.r:'ieac!a de c:::ta matriz aporta ventaja::: adicionale::; que l'(:Cu:".::'!P.r: 

en Un?. soluci6n r.:\Í!> econúrü.ca. En c1"ccto, el tiempo de :::oluci¿:; ce. 

una r:.a·triz ban:::c,.C.u de <'mcho de Cunda d, es·del orden de n 2d. Cc~c 
nornal,~unte el anci~o de banda de unn r:.atri-z; e:; alguno:¡ Ót'dcr.es de 

11:ae;nitud i:-.fcrior a su n..:ÍI'.ero de renglones y colu::maG, esto e:::, 

ct<< n, la ccono•~ia dCl cjcr:uci6n CG cvif.entc. As!., por ejer::¡Jlo, ~:la 

:r.atriz ile rigi-:'.cz -típica Ce 5 000 x 5 000 puede te::er un an:::to de 

ba:1C:::. de 100. Si se utilhara el Método de dcsco.~.:9osicif,;;. l.~" Ci::-':':::ta

mentCl, se realitM"ian aleo aa.í coJ:lo 6.25 x "1<} 1 opero.cio.--:es, .":lucf.as d« 
--:? ).-_:,:::;,~,~.c,"-,c,~,~.c,ói~lc,c,:.:., :,::!,",",::!¡c,"v"'ool-,",',c,:,c,7'a"o""mc,el;.:t"icpélcic,","c,c,",'',0,,c,':"oPc'e'"'-'C'"':,c,~."""'-"'-'"'----

Explo-::.!'.:ldo la naturaleza banCeada ce la matrit, el n~::JCl"O ;:;e 

opcr<!c.icnes reo.l:Clriilo set'ia del oréCln de 2.5 x 103 , e~ dcci!·, J 
6rdcr.cs de nagn!tud inferior al anto:'!t'ior, r.':áG aún, el ot·de:¡ C:e 

nu~cración de loG nodos de una malla de elemento finito t.!:ecta 

cnor;·w::".C:J"te el ancho de b:J.nda, d, de la ;-;atrit de rigidez. J:.:üs':€', 

_entonces,. un orden de nuMeraci6n (que no es único} ópti~.o que 

proporcio:1a un a:1cho de banda mínimo. En el mercado se pueden cb~e:1et' 

difcrc:l':cs prepr'.lccc;adot'a.s que se ericat'e;<>-n de proporcior:2.r el ar.cJJo 

de banda mí:ümo, cono el pro¡::ra."Tl8. Bfl.i!I~i, de!::nrrollado en la l!nivcrsi.;!,,,! 

de l·!anchester. 

For su parte, los métodoG iterativos se ba:'lan en el e~quer.n 

siguiente 1 descó::i¡J6n¿;o.se la matri2. r, en la forma 

donde D es dinco:".al, 
~ 

-
A::.D-E-F (l.J.lJ) 
..., "" ...... ....... 

n:ientrns que E y !-' sen mr~trices e~:trict<_.~··nt!' - -trbn¡;ulnr infet'ior y superior, t'ecpcctiv:J.mente, ecto cs •. tienen cet'OS 
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en !'u dia.:;onalo De esta ma.:1cra, el siste::~a (l,J.l) se puede escri!Jir 

co;:¡o 

(E+ F)u + b - --
Dado un valor inicial arbitrario u0

, genérese la secuencia -
D uk+l., (1":+ F)uk _,_ b (l.J.l5) 
""~ ~""'""'"' 

o ':lie!l 

(l.J.i6} 

donde Des inv,.rtible si A lo es. El S:Soue~.a iterativo {l,J,l6) 

ccnsti't·Jye el :r.étodo <!e J-;:cob:., ll~ándose ~-l{~+-2') matriz de 

J::.cobi. :::~te esquema tiene la desventaja de que r·equiere al::'lace:;:::;

cl Valor anterior de uk y el actual uk-~l. Lo lÓGico ser!a util~~~r, 
pé.ra ~1 cálc:.llv <le la ...... i~ cor.~poncm:e de uk-" 1 , u~, ... 1 , todos les valer'.'!: ...-' 

k...¡.. k+, 
act•Jal:..zaCos c!c las co:aponcntes ar.tcriores u1 - u 2 .... , •• ·, 

u~~i. Cest.ruycndo las co:T~ponentes viejas u~, u~, .. ., u~_ 1 . De esta 

Suerte, el er:quntna i tcrativo (l. j.l6) so sustituye por 

(D- E}-l P uk+- (D-- - (1.3.17) 

. El esquc:na .~terativo (l.J,l7)_ recibC el no:nbre de :nP.todo Ce 

Ga~lss-Setde.i., :nientras que_la matriz. {E·- é')-l F, el de r:l:!tri::: c!c 

Gél~l~s-S!!i!!cl. Este método pooee, ademó.:::, ¡;;: ven't11.ja de que cor; él ::;e 

aproxi::~a la solución mtís rapidam.ente, esto es, corwerl!e r.#.S d:~iC:J.

mcr:.te a la solución, Escrib-.1.se los csque:r.as {1.).16) y {l.J.l7) e!"! la 

fori!la 

_uk'~--1-::. J "k+ D-1 b (1.).18) - -- - -
y 

uk+l-::. G "'+ (D - E) -l b (1,).19) - -- - - -
o 



' ' 
• Ahora se determina la evolución del error pnra C?.d:l cr;<lUC::'.l'l, 

Para el de Jacobi, ~i u* es la sol'-lcién, ent.oncc~. ~::.-tisface 
k+ 1 k (1.).18) con u - u u*, esto es 

J u*+ (1.).20). . - - -
en la k a,itcraciór.. R . (1 " o • estnnGo • _, . .:.C; 

de (1,).10) se tiene 

(1.).21) 

Del hecho que 

el~ J e o - --
-~-----,----•-2 ~.J_e:.~.J:._eo_ -------"-- -------..., -~ ~ 

• 
• 

etc, 

se concluye que •• 

cuya evoÍución sólo depende de J. Se 
li:m Jt. =- O, Así, para J conve:-¡;;nte, - - -k_,~ 

(1.).22) 

dice que J es 

l
• k 
l~ e -:::. o. - Se observa r::.le 

k -> "" 
J'es conver¡;ente cuando tie va haciendo 1~ás y más pequeña a .':lcdid:o -que se le elevo.. a potencias más alta::;, Así corno un. número rc:!l de 

valor a~soluto menor que 1 se va haciendo cada vez más pc~ucño a 
medida que se le eleva a potencias :l'.ás.altas, una patrir. es 

** En k . ' k es supcrindice, micntrns 
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• 
conv,..rgente ::;i los valo~·es :tbsoluto::; de todo::; sus valores c.:crnctcric-

ticos san estrictamente rr.c:1ores que l. Al m:lximo -:.:cloZ" a:>r.oluto <le 

los valores característicos C.c una matriz A se le llar::a "n·dio 

espcc':rnl ~ y GC repre.sef!ta por p, l•si 

(l.J.2J) 

Entoncer,, el e:;que;:ta iterativo de Jacobi corwcr¡;e si 

(1.).2h) 

Análo¡;a~.cnte, el error del c::;quer,la iterativo de Gauss-:>eidel 

(1,).19) adopta la for~a 

por lo que este esque~a converee si 

(1.).26) 

Es claro que r.~ientras :::enor sea el radio _espectral C.e un 

esque::-.a iteri\tivo ·su rnpidcz de conver¡;;e:1ciu será ruayor. 1J:1.a for:::a 

de lo,.rar 'un radio espectral 1:1enor es l'!Odificando el esqucr.1a iterativo 
o • 

de Ga:Jss-Seidcl, introd•..:cien<!o un factor de sobrer::rel2.if!CÍÓn,W, :-~ayot· 

que l. Se oOticne, en':o:1ces, el método iterativo de soOreirelajación 

sucesivn, cuyo cr.que1:1a es el si¡;uicntc 1 

o bien 

' 
-:.. ( 1 uk _._..,.; {I 

(1.).27) 

wL)-l D-l b - - -("l.J.28) 

' 
' 

-· 

Ül 
1 

1 
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donde 

La rapidez de convergencia del csque¡:¡a (1.).28) depende, cn'.,oncct:, 

sólo clcl factor de so~rerrelajaciónw, F-ara cada problena pa¡·ticula:

existc un valor ópti:::o de sobrerrclajación que ::~aximizn esa rapidez. 

Sin embare;o, no existe en general, un r::étocio pH:-a t-,all<>.r ese !:!ctO!' 

y normalmente tiene c;.~e d&terminarsc experi:~c:1t::mdo con var:os 

valores. 

En toda la discusión unterior se ha considerado que 'tanto :, co-tc.c 

b se conocen a la perfección. Sin er:;bar6o, en la práctica esto r.o 
~ 

sucede, F.n efecto, si A o b proceden de medicionEJs, é:::tas introj\JCC:J - -sieMpre "ruido", esto es, imprccisionc::; debiCas a la i"P.posibil.!.d<!d de 

-~,-~-"'"a,l,,,· b"''-'a"'- perfPc ta:'lcnt e los ir.strurncntos . de. medición, o bien a cn·ores 
de apreciación de p::!.r"te "de G.Uiencs toman las lecturas. En c¡¡lculor.: 

relacionarlos con el ;.:E?, tanto la t'latriz A cor.o .el vector b se 

,. 
' 

"calculan dentro de la r.áquina, - -lo cual introduce errcreG lla~ados 

Mde redondeo", esto es, debidos a que cualquier co~putadora no 

disponC! rdt> que de un COI! junco finito d"e. n~::¡cros, que se ll<:..r:an .. de 

·punto flo".ante", Operaciones e:1trc nú;neros de pu!":to flotar.te, e:1 

~encrul, no producen otro número de punto flo~ar.te, por lo que el 

resultado deberá apiUximarse a uno de los dos números de punto 

flotante más pr6ximos al reoul tado real. Al¡:;unas rdquin<JG aproxi:--:un 

por defecto y otras, por exceuo 1 pero no necesariamente al núm~ro de 

punto flotante más próximo. En 5c¡;uid;-. se prcoer:.ta una discuoió:1 

somera de los errores de redondeo pz:cocntes al resolver el pro'blc:~a 

(LJ.l). 

Antes do continuar con la presente discusión se introduce el 

concepto de nor~a de. vectores y de matrices. 

' ' 

1 



La nor~a de un vector v de dimensión n e~ una generalización Cel 
concepto de ;:-.agnitud. En ef'ecto, la mac;nituti Ce un vector cia una 
id~a sobre el taJ.1ai'io de sus componentes considerados ¡:;lobal!;lente. 
Esta se define como 

/¡VH=-- 1/2 (1.).29) 

3e ob3erva que esta magnitud nunca es ner;ativa y »e anula si, 

y Sólo si;:: e::~· 
anulan. Por otro 
misno escalar e, 

\1 e v 1\ -

esto es, si todos y cada 
lado, si cada co~poncn~e 
se tiene 

\ e 1 ti ' y 1\ 
~ 

uno de los nún:eros v. se 

' v1. se :c~ultiplica por el 

(l.), :JO) 

y, i'inalmer.te, para todo par de vectores v y w, - -

• 

-,.,.,-------,---------,---::--::---,--::-----'-- --oc-=--=--
"' 11 ;::_+~ 1\-:; 1\.:J.I\ ..¡.. 11~1\ (l.J.Jl) 

que no es otra coca que una condición de exister.cia Cel triángulo de 

lados ::, !;'. y ! + !:: . Por esto, la Úl tir.la relac iór:, (l. 3, Jl), se llar.: a 

"ciesi¡:;ualdad del tri;:(ngulo"', Gcnerali:;am!o el cor.cepto ante::-ior !.:C 

t~ndrá. r una norr:1a para un espacio vectorial es un número ::-eal qtw, 

si v, w cqn vector-es del espacio, - -
i) La nor-ma es positiva definid~, e~to es 

1\ ;!.., 1\ > 2-

y se anula oi v sólo si v se anula igual~ente. 
~ 

ii) Es linealmente homor;ánca esto es 

ltc.::-;tl~\c\11 V \1 -
iii) Satisface la dcsi~aldad del triánGulo, esto es 

w " ~ 

n ;:,t( + 1\ w \l -
o 
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t-'6tese que en la definición anterior no Ge ha irnpunsto forma 

alguna para calcular la norma, como cs cl caso en la dcfinic.:ión 
(1,).29), Así, cualquier número real a~Jaciado a cada vector del 

espacio en cansider/ición, que !lntisfa,ca las pror,iedades i) a iii) 

anteriores es una norrr.a, Ejemplos de norr.\as son los si~uientes 1 

1\ V 1\ 
~ 

máx 
i 

zl 
i 

{1.).)2 ::.) 

{l,J.J2 t.) 

De éstas dos, la primera es la más fácil y econ6:nica de calcul?.r, 

y por eso se e:r.plea m•;cho en análisis numérico para c;ilculr; de 

errores. 

--:.c_--~---PoÍ'_wotrawrartc,-ya.que-la.dcfinición_an~erior de f!Orr.1a no se 

linita a vectores de~inidos como arreglos Uniñicensionalcc, se puede 

aplicar a natr~~es, Ur.a norna de un espacio de matrices, e~tonces, es 

una nedida del tanaf.o de las componentes de cada natri~ del cspaci0, 

.. 

consideradas globalmente, de manera que nicntra~ pcq'.le:ia sen la 
nar:o:a de •.ma .... . ' ' . Hoa.rl.:-; 1 :r:as proXJ.::,a c~tará de la ~atri~ nula. 

de nor~as de natrices son 

1\ A 1\ jTr A AT - -~ (l.).J) a) 

1\ A 1\ - :.:áx ~ \ aij \ - j ' 
(i,J.JJ b) 

' A \1 J<:áx aij - i'j 

{l.).JJ e) 

lJn concepto pri:>1ordial en el análisis de error do redondeo en 
cálculos con :na-trices es el de s_ondi"ción de una rr.atri:o;. D:1C<1 una 

rnatri:-. A de n x n, invertiblc, su condición se define col:'l.o -
cond (A) - 1\ f, \\ {1.).)4) - -
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Se observa de ifmediato que la conc!ici6n etl un r.l1mcro allir,Jensiol:~,l, 

y se dernostrar;'Í. que es una nediC.a de la amplificación Uel erro¡· de 

redondeo. Así, un nú:nero de condición bajo eio~1.á próxi~o a 1, .. unque 

nunca es inferior a la unidad, micntrus que uno alto pucl!e ser da! 
Orden de 1 000 o nnyor <:.Ún. i·:ientra:; más alta sea la co:1d!.ciCr: de 

una r.Jat.riz, r::ás ir.1precisos serán los resultados de las cperacioncs 
en que interviene esta matriz. 

Suvóncase q'~e se conoce A a la perfección -conta:':lirmdo con ¡;wcrror UG t•od0ndeo ~ b~- Así, 
' en re~lido.d 

A(u +~u)-: b -1-Slo ,.... - ,.._ ..... ,... 

~ pero que b está -la ce (l.J.l) e¡o, 

{l.J.35) 

i 
1 
1 
• 
' 

--;,.,;. -.--donde-h ~-es- e 1-error- de- redondeo-produc ido-por- S·~.- In te re sar.i -----
calcular el error de redondeo en el cálculo de u, en té.!'r:~inos del C:e -b, esto cs)inCere~a 

·de 11.S U 11/11 tll, Ya 

calcular el cociente 1\ 5 u 1\/11 u \1 en "tórc:i::c~ - -- - que la ce (l.J,l) se satisface "ccóricec:J.en-;;c, 
restándola de la ce (l,J,JS) se tiene 

u 

o bien 

u :o: A-l b - - (l,J.JG) 

De una propiedad de las normas se tiene 

(l,J,J7) 

que aqu! no se demostrará. Baste con decir que esta desiG~aldad está 
asOciada al producto interno de vectores. En efecto, si 
vectores :ltü mismo espacio (para el cual previamente se 

v ;¡ w son <.!os - -ha dei'inido 
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ur. producto interno como. V o VI :=; --
l -~.;!.:.\ -=--\\ ~~~ 1\ ~\1 leos(~, wJ] 1 

donde cos{v, w} es el Coseno Cel ánGulo 

y w,. Del h;c)~ de que { cos(v, w} \ :=_ 1, - --tranforrr,a en la desiGualdad 

((V.w 1\ -- .:::_ \\ V \1 11 W \\ 
- - -

que forman los vectores v 

la igualU;~o.l anterior se 

que es una desie;ualdad conociC.a cor.:o de Sch·h·ar'l.. 

Volvien~o al ~i~tcma (l,J.l), ya·que 

1 

1 
1 
' 

1 
' 

~--'--,--A_,_~b--~----~--"----------"'V'. ..... - ~ 

se tiene 

ll ~ ll :S ll A \1 1\ u \l - - (l,J,JC) 

Aplicando la dc:;it;:ualdad {l.J.J7) a la ec {l.J.J6),·se tiene 

(l.J.J9) 

'!f.ultiplicando miembro. a miembro las desigualdades (l.J.J8) Y. 

(l.J.J9), se tiene 

n.)ut¡l\ 
• " 11 - 1\ ~ b ll -

Si b :/:O, se pueden dividir ambos ;:licmbros de la Últi~::t 
N N 

desi.::;uald::td entre 11 u 11 ti b 1(, con lo que se obtiene - -
h u 1\ 
~ 

1\ A 1( 
• 

1 1\ bOl\ 
\\ A- l\ ~ ::_cond(A) 

..... 1\ & b 1\ ...... 
N 

lt $u 1\ -
11 b \¡ -

{l.J.40) 
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cor. lo qun ;;e demue:.Lra que la condición de una :r.~tri:z. es el factor 

de ¡¡;;¡plific<'>ción del ct·ror de redondeo, 

Un re:::c;ltado :;~;:mr.jante :.e-habrír• obtenido si se hubiera S'.lpuestc 

imprecisión en~· en ll!~ar Uc :::_ 1 pe:-o en al·as C.e la brevedad, e::; te 

análisis ya no se continúa. 

Por la irr.portancia que tiene la condición Ce una r.:mtri:z., la 
rr.ayor ;::a:-'t~ de los proc;n.:;;.,.,; de· ele;,¡en~o finito ;·ropc:-cior.a:1 ur::o. 

estimnción Gc e:.te m1:nero, y:! que u:¡ c<ilculo exacto seria C:c.T.as~aUo 

co::;toso ; pero ;;n_'nbiún, innecesario, En aplicacio:les del !::!.:·· n 

pro':lle~as en medios el~sticos planos ~e ¡_;;enera una rr.ell:c.. de clt!:'.entos, 

Si la nalla es t:-ianc;ular, se tendrán cle::~entos Ge lns i"or,".l:O.~l de la 

Fig 1.3.1 

(a) (b) 

Fig 1.).1 Elenentos !i:1itos 

El elemen'.::> de la Fig l.J.l (a) es Cnsi equilátero, :nie:1tr2.s qut• 

él de la Fi¡; l.J.l {b) es "n:uy escaleno", esto es, sus lados soné,: 

longitudes :::uy desicualt's. Una :nalla con elementos equiláte::os 

produce ur.a matriz d~ rigidez d~ condiC_!_6n baja, :::ientras que t:r'.U con 

elerr.e:1tos ;r,uy desbalanccat.los, coJr.o él de lo. Fig 1. J,l ( b), · prot::.:c<> · 

una matriz de ¡·i¡;idcz de condición muy 8.lta. Existe:1 ~rerr.)ce:c;o.o:inres 

que balancean una malla desbalancead~. 
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METOOO DE AN,\L!SJS POI~ ELJ::)..1El\TOS fll\I"IOS. 

INTRODUCCION. 

El ingeniero en la busca de los valores numéricos uC:ecuados para dcscri-

bir su proceso de diseño, se encontraba generalmente Con formulaciones mare_ 

már.icns difíciles, Por ejemplo, considerando el simple caso de teoría de ----· -
flexión de placas, bajo las hip:Jtesis de pequeñas deformaciones y que las sec-

cioncs phmas permanecen planns después de la deformación, la ecuación di fe-

rencial que gobierna el análisis para un marcrial elástico lir.eal hom.o¡;eneo e 

isotrópico es 

( l) 

donde W es la <.lcflcxión en el_ punto ( x, y), q es !:1 intensi:..:::;d i..!c la c~r;.: e~¿¡ -- ' .. 
Cil 

punto ( x, y), y í~)= 1:~-(i~,~·l)" es la rigiCcz flcxiol,Jn:,:o Ce b ;:l.:.~a 1.:. 

ción de l'oisson J.::n !J. Fig. l se presenta un demento diferenci.l\ i..lc 

la placa y las acc_iones y reacciones sobre él: Combinando !a flexión simple 

en dos direcciones se obtiene para los momentos y corw.ntes por unidad de Ion-

gitud ue pl:le;¡ lo si~uicntc: 
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(2) 

donde 

Para el caso parricular de la placa libremente ap:>yada, y recmngular, 

cuyas condiciones en la frontera ( Fig. 2 ) son: 

~L= '!-\( DiÍ)=D 

' 
(3) 

>N., (o,~)-+ --1 -N,1 (o,~)= o 

. -.. · 
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Navier en 1820 presentó a la Academia Francesn de Ciencias, la solución 

representando la carga q ( x, y), por medio de una serie trigonom~trica doble 

iV·•tJ ~ L_'L:_c•n AM "ir X A<"~~ (4) 

\11=1 (""l--=1 

substitutye (4) en (l) y considerando las propiedades de ortogonalidad de las 

series trigonométricas obtiene la solución de la ecuación diferencial bi-armónica 

(5) 

en donde el coeficiente Amn viene expresado por 

ct"'"~ ~) r \~(Xoi(J,i,Cco"if:t. ~H~~ Jul{\ 
V 

(6) 

o 

El procedirriiento de Navier consiste en lo siguiente: Conocida la función de 

carga q_ (x, y), se substituye en (6) y se obtiene el coeficiente Amn el cual -

nuevamente se sub~tituye en (5) y se obtiene 1~ deficxió;¡ W (x,y), 

las ecuaciones (2) se obtienen los mamemos '!cortantes ~~ i\ y 

y por medio 
(,~,¿ 
"(-""<¡ \. 

Es importante observar que las limüaciones de Navicr se refieren nuna pl(lca-

rectangular libremente ap:¡yada y con una función de carga q (x,y) 

respccm a x, y con respecto a Y, es decir, .fv)::--{(-x) 
impar con -

y 

Si la función fuese par, la rcpresenwción Uc 

q (x,y) seria mediante una serie de cosenos, y_ si q (x, m) fuese una función cu:1~ 
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quiera, se representaría mediante una serie trigonométrica doble comp\Ct:l 

dP. senos y cosenos, y se tendrían problemas en satisfacer las condiciones'cn 

la frontera. Generalmente la convergencia de la serie (5) es lenta, y en algu_ 

"nos casos es necesario considerar más de 500 términos para asegurar la solu_ 

clón correcta. 

Posteriormente en 1900 M. Lcvy cambia de posición los ejes coordenajos 

( Fig. 3 ) e utiliZa una serie trigonomé(rica simple 

~· 

v1~ j-.f:,c'd).lc.c'~-:Z (7) 

{T"I "" 1 

El procedimiento de Levy consiste en substituir (7) en (1) obteniendo una 

ecuación diferencial lineal de cuarto orden en fm(y) corl coeficientes constan-

tes no homogenea con la cual ya es ¡::osiblc satisfacer diferentes condicion~s en 

la frontera 1-¿-:::: T \2_ , ~ro continua limitado a una placa rectangular 

libremente apoyada en las fronteras x ==o y x ==a. 

-

r __j_'!s 
-

"!"' 
1 __ L __ 

,__ 

- --- -

~ 

it 

Fl.-!. ~ n.-sición de cíes en solución Jc M. L.cvy. 

-

' 
' 

5 
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(. 

Las limitaciones de am'ilisis tan restringidas, como los ejemplos anteriores, 

aparecían en innumerables problemas de ingeniería, lo cual c-riginó el principio 

de los métodos numéricos, el cual presenta dos etapas de desarro!lo. Antes 

de la época de las computadoras, donde representa un importante papel el Prof. 

Southwell del Colegio Imperial de Inglaterra, desarroUando·y aplicando los mé

todos numéricos de relajación y diferencias finitas, superando las limitaciones 

restringidas de los métodos analíticos de solución .. 

Durante la era de las computadoras digitales, el método de análisis por ele_ 

mentes finitos ha obtenido gran popularidad, puesto que en este procedimiento 

coino resultado de la discretiZación del medio por analiZar, se obtienen sistemas 

grandes de ecuaciones algebraicas lineales simultáneas, lo cual actualmente su 

solución no representa ningún problema. Por ejemplo, en el caso de análisis -

·elástico lineal de placas, podemos tener cualquier condición de apoyo, de geom~ 

rrra y de cargas, prácticamente se eliminan la mayoría de las restricciones de 

las soluciones analíticas mencionadas, el problema más importante es verifiar 

adecuadamente su convergencia. 

El primer trabajo referente al método se debe a Hrenikoff Ref. l pu-

blicado en 19-H, y el segundo a i\lcHenry publicado en 19-B en ambos trab;1jos 

( Fig. 4) se verifican soluciones de problemas de elasticidad bidemensional en 

estado plano de esfuerzos, discretiZando el medio y buscando la analogia con la 

solución estructur;:~l. 

Posteriormente en 1949: l\'ewmark, en su libro de .\lO:todos Numéricos 

Ref. 3 , prcsem:~ los mótodos do Hrenikoff y t\lc!lenry. Sin embaq::o, el 
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~ 

_L 
1 

e----- Q ----1 

• 
Fig. 4 Primera soluc;Qn presentad::. por J-lrenikoffen 1941. 

-_, 

cn'!dito de aplicarlo a medios continuos es de Tumer, Clough, l>·lanin y Topp 

Ref. S , y no es, sino hasta 1960 con C\ough, Ref. 6 nace por primera 

vez el nombre mágico de "Elemento rinito", derivando más correctamente las 

propiedades básicas del elemento .trinngular y el rectangulnr, y el hecho de que 

en el mismo tie_mpo la computadora comienza a ser una herramienta muy efec::i_ 

va, conduce dpidamentc a la solución num6rica de problemas elástico lineales 

complejos, en los cuales una solución analítica no era posible: 

Se inician\;:¡ dcr:vación de las propiedades de rigidez de los elementos fir.iws, 

el campo de desplazamkmms en el medio se expresa en fuilción de Los desplJZ<i-

mientos nodales del elemento, satisfaciendo continuidad, las fuerzas internas se 

definen aplicando el principio del tr.:~bljo virtual, ],:¡ idcm[idad de este proceso con 

el de minimizar la energía potenci.:~t total, o sea, el proceso de Rt:.yleigh-Ritz 

Ref. 7 es obvi.:~. El desarrollo .:~mcrior se acentúa en el campo de la :.:ec:l-

· nica·de Sólidos y posteriormente Zicnkiewicz Ref. 13 y Wilson Ref. 14 lo 

aplican en ;..lecániea de fluidos y en problemas de análisis de conducción de calor. 



Se presenta al final una lista de referencias de imp.Jrto.ncia del método del ele-

mento finito. 

Al iniciar la determinación de esfuerzos y desplazamientos en cierto proble-

ma de diseño, las ecuaciones que gobiernan el problema en cualquier forma de-

ben satisfacer equilibrio y continuidad. 

El Método del Elemento Finito es un procedimiento analftico, y cuando se 

aplica a un medio continuo, éste se modela analíticamente subdividiéndolo en -. . 

sub-regiones (los elementos finitos) en los que'cl comp.Jrtamiento de cada uno 

es definido p.Jr grup.Js separados de funciones que supuestamente definen es fuer-

zos y desplazamientos en esa región, las funciones se seleccionan en forma ral 

que se satisfaga la condición de continuidad a trav~s de todo el medio, por lo -

tanto, el método ~el elemento finito en común con las soluciones rcr series y di-

• 
' t </4 ____ _ 

~--~ 
• • ' . 
" 

l!Ó. ·~-.Y 

~::==rv 
¡:,j_,.-- • V· .. ---- .. . 
' ' 

/ 

',...,_, 
" ·' ¡¿j'0· 
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TIPOS DE ELE.\lENTOS. 

Elementos que son usados comunmente en la práctica son ilustrados en la 

Fig. 5. 

El ele memo estructural simple, Fig. S (a), es un miembro de la fa.TTiilia

total de elementos finitos. Cuando se usa con elementos del mismo tipo dcscr,i 

be armaduras y estructuras esp¡¡ciales. Cuando se combina con elememos de 

tip::¡ diferente, especialmcmc con ele memos de placa generalmente se descril:::J¿n 

miembros de rigidez. 

Los elementos básicos en ¡málisis por dementas finitos son placas delgadas 

con cargas contenidas en su plano (condición de esfuerzos planos), trianguL:J:-es 

y cuadril5.teros se ilustran en la Fib 5b. Se denominan básicos porque los pri

meros desarrollos conccmientcs con el mótodo se refieren a ellos. 

Los elementos sólidos, Fig . .J (e), son la generalización tridimensional de 

los elementos de esfuer;:os plano!'. El tetrahedro y el hexaedro son las formas 

más comunes y son esenciales para modelar analíticamente problemas de mecá 

nica de suelos, rocas y estructuras nucleare3. Es conveniente mencionar que 

la única forn:a práctica de resolver problcmas.tridimensionales prácticos, es 

el método de elementos finitos. 

Uno de los campos más importantes de aplicación del méwdo de elementos 

finitos es en el análisis de ''sólidos axisimétricos", Fig. 5 {d). Una gr<ffi \'arie • 

dad de prÓblemas de ingeniería caen en esta categoría, incluyendo concreto, t::u~ .. 

ques, recipientes nucleares, rotores, pistonus, Occhas de motores, y la cabcla 

de los roquets. Generalmente son medios de carga y geometría axisimétrica. 
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Ef! la Fig. 5 (d) se muestra el elemento triangular, también se usan secciones 

cuadriláteras. 

Elemento de placa plana en flexión es empleado no solo en conección con el 

comportamiento de placas planas, sino también·en cascarones y miembros de 

pared delgada. Fig. S (e).· 

Estructuras de cascarón delgado axisiméli'icas, Fig. 5 (f), tienen el mismo 

rango de significado en la aplicación práctica que los sólidos axisimérricos. Sin

embargo, las relaciones gobernnntes se derivan de la tcoria de cascarones delg~ 

dos. 

Cuando una esrrucrura de cascarón del~ado que de hecho es curva, es prefe

rible emplear elementos de cascarón curvos delgados para el modelo analüico, 

tienen la \'Cntaja de d:oscribir más aproximadamente la superficie curva del casca 

rón, y la ap~·opinda representación d8l acoplamienm de deformación y equilibrio 

entre cada eleme~to. Elementos tipicos de cascarones de doble curvatura se mue o 

tran en Fig. 5 (g). Gran nUmero de formulaciones para este elemento existen. 

ALGUN..\S APLIC,\C!ONES DE ELE~!E0.'TOS FI0.'1TOS. 

Examinaremos algunas aplicaciones dclmétodo de elementos finitos en disefio 

estructural con el objeto de ilustrar la forma en la cual se usan los elementos -

de la Fig .. 5, y la escala y complejidad de los problemas. 

El desarrollo del método del elemento finito se debe a los inrestigadores r·e

lacionados con la industria aeronáutica. La Figura 6 muestra la forma en que -



Marzo 15 Jc 1976. -r. !Jull<.:slcrus 

se aplicó el análisis por elementos finitos de una porción del avión Boein¡; 7 47. 

La estructura del fuselaje de un avión consiste de laminas de aluminio ügadas 

a una estructura imcma formada por armaduras y atiezadores. La expcrien-

cla ha mostrado que los efectos locales de flexión en el cascarón son dcspreci<:. 

bies, ¡x>r lo tanto, se supone que consiste de elementos en :::ondición plana de 

esfuerzos Fig. S(b). El análisis de elementos finitos del Boeing 747, de la 

parre achurada, rcg16n que conecta el cuerpo o Cascarón Monocoquc con las alas, 

área achurada en Fig. 6, consiste de 7000 incógniras. Por lo tanto, es común 

en la práctica dividí r la cstrucr;ura en regiones, o subestructuras, y analizar -

cada una por el!O'mentos finitos con el objeto de producir un s-.;¡)8relemdllo. Los 

superelementos se ligan entre sí r:or inedia de un procedimiento convencional 

que determina la fase final del an<ilisis. 

El esquema de subestructuración del Boein¡; 747 es mostrado en ¡, Fig. 6 

y los detalles 000 listados en b Tabla l. 

S•Jb· Ocscri¡:ciún ~odos c.,ndk:6n l:lcm~ntO F,lemen•o e r~dos liNr Crl~O M 
EMrucrura c~rg~ Viga Pbca 

-
tD<i ln,crJC· uwr,,c 
ci6n clcmcn- totll. 
•o• 

' "' '" " 35~ '" '" 796 

' c'"''ro ala 26i ' '" 295 l?S "'' J C3•coróo 
Morocoqu~ 291 ' '"' m " 1.026 

• Cascarón ~~ .~ 13 o "' 185 H5 520 
S Casc3rón ~\ 2~2 ' "' "' >00 '" ' Caja Tren 

Atcrri.:~jc 1 <o " "' '" "' '" ' Cascanln ~1 2S'i o "' 249 "' "" • Ca)~ Trc•n 
A•~rri¿., 1 c 120 w 201 OJ , .. ~03 

' Ca•car~n ,\\ ;'~b ' ,¡><7 22i ,, 1.033 

TQT,\L 2. l Q 'j " 3.37 ,¡ 1 e-o . ' 555 i.so,¡ 
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Fig 13 B _oeing 747 
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Como es u~ua! en el U !seña de ;¡y¡;:¡¡¡cs, ¡;e hicic1vn pruebas el¡_el pro.:.~ti;x:. 

y los result:~dos se compJraror: con 1ft solución por elementos finitos, coinci-

dlcndo como se muesLra en la r'lg. 7 

o O~POilMIMI:TRCI .1.7.1AL 320 

n otfOflMI!AETRO BIA~IAL ,., 
Boenig 747 - .; 

745-5 

~ 
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U(leo de 1 ;;<JuO ·r Wot~• ~me , 

Fi¡:. 7 <.omparac.:ión enuc análisis y experimentación d<!l Bo~x,¡ -,·,-;r 

Es imp~n~"ltC .:1bre¡;:1r c:;uc la re~¡.ucsta dinámica d~ un avión es 

t¡¡ntc, ;:¡,;f como su inestnhlliriad dástica es una forma importante de, íall;:. N;n 

gtmo ¡;k "stos fenómenos ptJ<..-"'ÓC u ,:tarsc por los métodos simplificados, p.~ ro su 
' 

an:'l.]¡,s¡s u:;;tnLlu ct tn('to.-k• de cknwntns flf¡itos ha probado ser mi.Jy ac:ep:.tblc. 

rrol.l\emns Rlmllnrea 110 C'IK'o~lltr~n un At:t¡ulw-ctura N~v11ol, FiGuro S nna 
• 

• _,reJón de una esttu<::mra de 1111 lt:!n<;b?nlador. La p;~rte , 
por clemenms en estado ptano de csfnca..os, . Pig. S"(b). Elementos e~;nuctu -. . 
ralcs, Fig. S (a), son empleados en la repr~~-.!ntaeión de la estru:::tura int<:rna. 

_) 



El número total de incógnitas para definir las partes im¡xntantes de un barco 

es del orden de 50,000, y de nuevo se subdivide el problemu en sub<:srruct:urus 

obteniendo menos incógnitas, 

/ 
C.L 

C. L. 

1 

' 
1 

CL 

Fig. 8 An¡i\isis por elemento finito de estructura de b3rco. 
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Fig. 9 Analísis p:>r elementos finims de un recipiente reactor de 
concreto presforzado. 

@/ 

Requerimientos de seguridad en el dise~6 estructural de los reactores nu-

cleares han causado que la industria use ampli.~mentc el análisis p:>r elemenms 

finitos, Figur~ 9 (a) un recipienw re:1ctor de concreto pn?sforzado. Debido a 

la simetría es posible analizar solamente un docca\'O de la estructura mtal, --

Fig. 9 (b). Su volumen se modela ;mnliticJ.nleme en un ensamble de elemenms 

tct.1edra\cs y hcxacdrales, Fig. S (e). En probl\.'ll1aS <.k este tipo, el número Jc 

incógnitas es·dcl orden de 20,000, y mur común hncer el an.ilisis en condiciones 

no lineales en material y gcometriJ.. 

• 
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NO todos los problem¡¡s de aplicación del método de elementos finitos son 

de proporciones monumentales. Las figuras lO y 11 muestran aplicaciones-

básicas a ciertos problemas de ingeniería civil. Una forma de incrementar 

la eficiencia de diseño en secciones roladas de acero estrucrural es cort¡¡¡¡do 

el alma en la forma dentada inostruda en la Fig. 10 (a), colocando una sección 

sobre la otra y soldñndolas, Fig. 10 (b). Y se obtiene una viga más a¡;cralta-

da reduciendo el acero en el alma, y por supuesto que en este problema rutin~ 

rio de diseno, no es necesario el uso del método de elementos finitos . 

. r' 

. '" 
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Fig. 10 AnJlis¡s de elementos finitos de una viga aperaltada en celosi.t. 

Un problema uxlavia mas común es el de una viga de concre<o reforzado, 

Fig, 11, para el cual se conoce muy ro•:o respectO a}:;¡ adherencia entre el 

acero de refuerzo y el concrcto, y la formación y crecimiento de las gric:as 

·al aumcmar la carga. La Figura ll (n) muestra el modelo annlítico Je e k-
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mentes finitos y la descripción de bs t:raycctorbs de grietas y las ¡;r<!fi.:as t.!e: 

esfuerzos se muestran en la I'ig. 11 (b). 

Los pocos ejemplos mostrados muestran que el método de elementos finitos 

puede ser usado ventajosaml!ntC en cualquier situación que se requiera la ¡¡re-

dicción de esfuerzos y deformaciones internas, desplazamientos, vibraciones, 

inestabilidad elástica, mecánica de fluidos, transferencia de calor. Situaciones 

que se levantan de diversos campoS que tradicionalmente han sido considerados 

como disciplinas ingenicrilcs separad,ls. Ejem., Ingeniería Civil, !.lecánica, -

Aeroespacial, Arquitccrura ~aval. El método del elemento finito prop-:Jrciona 

una tecnología unificada de anfilisis en casi todos los campos. 

Es nuestro in ten ro en este curso desarrollar los conceptos teóricos básicos 

y estudiar problemas específicos de car5cter práctico. Un compendio de ;ales 

las memorias de congresos y publicaciones p.;oriódicas corrcspondien;es. 

PROGRAMAS DE PROPOSITOS GENERALES. 

Se ha indic:~do que las ecuaciones del método de elementos finitos son de ~na 

forma t:o.l qu~ su cariíciCr general pcrmire wóric~mcnte escribir un :;;olo pro;-ra_ 

ma de computo.dor.l que :·esuclva la <Jla~·oria d.: los probkm:J.s que se pr~·scn;.ln 

en la tvlccünica u~ ;..Jcdio Contitwos. Pro:;r;;~mas de comput•tdom con este objt:

Ü\'O, o.ún en escala rcstrin:;idn, son llam:~dos progro.mas "de prop .. ísi;os ,-:c:n>.'ra

lcs". La vcnwja de programas de pro¡Xisito:;; generales no es s<.ílo su c:tr:tc.;d.ul, 



sino también en la instrucción de los probables usuarios respecto a la inter

pretación de la documentación, los datos y procedimientos de entrada y sali

da de resultados. 

El costo de desarrollo de un ~programa de prop5sitos generales es usual

mente muy alto JXlr lo que la amortización de la inversión es esencial. Cier

tos programas de prop5sitos generales son cod!ficados en un lenguaje comp~

tacional que permite operar el programa a mucilas organi7.acioncs diferentes 

localizadas en grandes separaciones geográficas. Onos programas de prop) 

sitos especia~es de limitada capacidad se usan en organizaciones industriales 

y gubcmamenwles con un costo meno'r en su desarrollo y op~ración. 

Las cuatro comp::mentes mostradas en el diagrama de flujo de la Fig. 12, 

-son comunes en el desarrollo de programas de propósitos generales, fase de 

. . ____ datos. de entrada,_rec1uierc del usuario información del medio o mater.ál, des-- - --

cripción geométrica de la rcprcst:ntación JXlr elementos finitO-;; y las condicio

. nes de carga y de frontera. Los programas de propJsitos generales miis sc.

fisticados facilitan el proceso de entrada como propiedades constitutl\·ns del 

material, almG.cenados previamente, esquemas de modelar nnaliticamente ¿l 

medio, tra:'ar est8rogriificamente la idealización ror elementos finitos en for

ma tal que los errores pueden detectarse antes de efectuar los cálculos. 

La fase de biblioteca de elementos finitos es de imcrés primordial en el

curso. En ella se tienen los procesos de codific:tción formubti\·os par:t los 

elementos individualmente, La mayoría de los progr,unas J8 pro¡:;ósitos ~c

ncrales contienen todos los elementos de la Fig. 5, así como ciertaS otras al

ternativas de formulación para un tifO Jallo de .,Jemcnto, PJr ejemplo el tn:'in-



" 

l. 

2. 

3. 

'· 

-

Entrada de datos 

Definición del material, geometría, 

cargas y condiciones en la fromera 

del modelo físico :lcl medio. 

t 
Elementos de bilbioteca. 

Generación de los modelos matemáticos 

para los elementos estructurales y las 

cargas aplicadas. 

+ .. . -

Solución 

Construcción y solución del modelo 

matemático p¡¡ra e 1 sistema estructural 

• 
$;J.ticln de resu\t¿ldos 

Obtención de esfuerzos y 

desplazamientos . 

• 

Fig. 12 Oiagram¡-¡ de flujo ::ompuucional en 
Análisis Estructural. 
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. gula en flexión. Teóricamente el elemento biblioteca es de extremos abienos 

y capaz de acomodar cualquier nuevo elemento de cualquier grado de complc-

jidad. 

La fase elemento de blibiQ[eca recibe los datos almacenados y establece las 

relaciones algcbr.licas del elemento por medio de la aplicación de los procesos 

formulatil'os relevantes de codificación. Esta fase del programa de pro¡:ósitos 

generales también incluye toclas las relaciones algebrliicas para interconectar 

los elementos \'ecinos y la conccción del proceso ::!n sí. Las O¡>:! raciones p::Lo;;-::--

riores producen un conjunto de ecuaciones algebraicas lineales simultáneas para 

representar la C>=tructura completa por elementos finitos. 

La fase so lución del programa de pro¡:ósitos gencraks o~ra .r;ob:c Lls ecua 

cienes del problema formad.:~s en la fase anterior. En el caso d<.; un problema -
__ ,,.. _____ _ 

de andlisis estructural solo significa la solución de un conjunto de ecuaciones Ji-

neales algcbráicas. Soluciones para respuesta dinámica rcqucrir;in compurz::o-

nes más extensas sobre la historia-tiempo de las cargas aplicadas. En alguno.:; 

casos hay que op2rar en regiones subdivididas como en el caso del análisis Cel 

Boeing 7 47, ci e(c.;tuar operaciones especiales en las ecuaciones construidas ori-

ginalmente. lncluídas en esta fase están las operaciones necesarias de subsLÍ!:> 

ción para obwner todos los asp.cctos deseados de la solución. 

La fase salid::~ de rüsultados presenta el análisis con un registro de b solución 

sobre b cual se ptlcden tomar decisiones respecto al dimensionamiento cstruccu-

ralo dise1io. El registro comunmcnw es presentado mediante unJ lista impr-:s:l 

de esfuerzos y dcspbzamicntos de los res~ctivos elementos. ,\si. como en b-

fase de entrada existe un:1 Nene tendencia a !:1 representación griifica de datos, -
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tales como gráficas de trayecto~ias principales de esfuerzos o modos de pand:::o 

y vibración. 

ALGUNOS PROGRAMAS DE PROPOSITOS GENERALES. 

lCES-STRUDL ll, Integrated Civil Enginccring Systcm, (ICES), ).HT, ManeJa 

problemas de deformnción y esfuerzos planos, cascarones rebajados, sólidos tr~ 

dlmensionnles, flexión de placas con y sin deformación axial. Su uso en proble

mas.muy especializados resulta caro. ASKA, Automatic System for Kinematic 

Analysis. Desarrollado ¡:cr J. H. Argyris, 11. A. Kamel y otros en la ÜTII>'ersidad 

de Stuugar. Sistema genCJ:al muy potente el cual incluye un.:i bibliotCC? de 42 

elementos diferentcs.-Pucde_ser costoso para.un_usuario_especializado. _SAP, 

A General Strucrural Analysis Program, elaborado por E. L. Wilson de la Unh-2r

sidad de California. Incluye análisis lineal estático y dinámico de estructuras elJ.~ 

t icas, estruCruril.s tridimensionales, sólidos axisimétricos, sólidos tridimensiona

les, esfuerzos y deformación plana, placas y cascarones. 

Zienkicwcz, O.C., programa desarrollando en la Universidad de \Vales, 

Swan-:;ea. Incluye lo de los programas anre;:iorcs y problemas de i\lecánica d~

f:luídos y transferencia de calor. 

NASTRAN, NAsa STR•;cn,l·aJ ANalysis. ~sarroll:!do por U. S. Narional -

Acronautical nnd Spacc ,\dministrntion pnrn análisis elástico de vnrias estrunuras 

incluye, an<ilisis de expansión térmicn, respuesta dinámicn a cargns tr:msitoriJs

y exitnciones random, ctllculo de vnlores carnctcrísticos reales}' complejos, c,;tJ 

bllidad dinámica. Ofrece capacidad limitndn po.ra o.n<ilisís no linenl. 
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SAMIS, Structural Analysis a.-:d 1\.latrix lnterprctarive Systcm. ~sarroli.:J.r.!o 

por ~et Propulsion Lalxlratory, y Manned Spncecraft Cemer. Contiene un ele-

memo unid_imcnsional general y elementos trirrngularcs para deformaciones JXlr 

flexión y membrana. 

ELAS y ELAS 8, Equilibrium Problems of Linear Structures. Desarrollado 

¡::or el Jet Propulsion Laboratory. Incluye una biblioteca de ekmenws unid' m'!~ 

slonales, triangulares, cuadri15tcros,. tetnedros, hexaedros, cónicos, sólidos-

axislmér::icos de secciones cuadriláteros y triangulares. 

MARC, elaborado por r. V, Marca!, incluye análisis lineal y no lineal c!.c pro 

blcmas de Mcciínica de ~1edios Continuos. 
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FIIHTE F.I.L:-lE:·:'!' l-\ET!iOD 

1. lN'rRODUCTlON 

l. 1 l!ISTO:CI-::Ar. B,",CKG?.OU:lP 

The íinitc clcm::on'<: m:;:chcG (F¡;¡.;) has l:>ecor;:e a po"'erful nUll'.erical 

te::llniq"..lc !'e-:: sol·¡ins cc;r.plcx problcms in_scienc~ and cngine<..riEs;, 

muinly duc to thc ;;.d-¡c.nccs mad·~ cariler ir~ t;1c m:merical metl-.cds 

part.icul:.ll:l·i .in n<:<lr.i:: ;r.ethoCs as well a'3 <:";ue to tl1e ra!Jid 

ir.t.roduction of high spccd com[.>uters in t!Jc markct. llowevcr, 

thc introduct:ion of concc.,tr- :1.nd ap~licatio:J¿: ní l'l:~l dates bé'c!< 

to trw cr,, of mathem;;~t.icians ~-.·ha tricd to c;;~lc¡;;l<~te thc perü::e::.e:::: 

and arca of a circlc by idcalizi~g it as a regUlar pOlygon. It 

is als<:: int:crcsl:ing to ;¡ot:e thnt thr. bound solutions ~1hich ilre 

often di:;c~¡sscd i" FE~l c<:r~ be tr-n:cd back to thc sol1.1tiC'n oí the 

arc<l of t1 c.:ircle. If t!l~ circlo is !7lodellcC. with 0:1 ins~ri.bc¿ 

polygon, ';;¡ l<Mcr hollnd soluticn is obtaincd whet<eCJS an u,:>per 

bound.so::.uti:Jn is obt:ain.:.'d by rcplacing the circle by n circ~.:r:.s 

cribed pclygon. Even though thc basic co:~cepts of FE:·! cxisteO 

!:or over two thous;¡nd years, fe::: all p::::actic~l purposes, o:~c 

only say that. these concepts ~-.·ere actually u:sc<l f-~r solvin'l 

physical ?l'Oblems in 1950s by thc acronautic¡;l cnginecrs. 

In 195G, ':urncr ct al (Rcf 1) pl"cscntcd thc s':iffl:ess an<llysis 

for the c.:ompl~x str:uct1.1res, whic.:!1 is the starting pnint in u-_e 

rcdi!;covc-ry cf FDI. 1\C\"i!rthelcss, Clo:.¡gh (!'_cf: 2) ~;as thc one 

who actually used thc ter"' F!.:·\ in 19GO. Sincc thcn, a trc-

mcnclous .<~mount of rcE>earch h<:s hcon dor.E' in this field and 



quite a large numbcr of paper:s havc bccn publishcd in al!:'LOSt all 

the journals related to all fields of enginccring as well as sorne 

in thc ficlds of mat:he1:1atics and scicnce. In addition, several 

confcrcnces h<~ve been hcld <~ll ovar thc 11orld and hundreds of 

papcrs have bccn presentcd in cach. Thc thcory and application 

of FE!·! havc also bccn prcscnted in numerous tcxt hooks (Ref 3-22). 

In arder -to hclp the rcscarch workcrs in tracing thc rcferences 

reguircd for thcir particular work scvcral bibliographics havc 

cithcr bcen published or under prcparation, al:'Long thcm notably 

Rcf (23) is a good sourcc of information. 

l. 2 API'LICATIONS OF FE:~ 

'1'he FBH is applicable· to a variety of boundary valuc and initial 

V<tluc problcms in c:~ginccring as wcll as applicd scicncc. So:::c 

of thcsc applications are: 

1. Stress Analysis of Structurcs, Stability of Struct:ures, 
Dynamic response of structurcs, The~al Stress Analysis, 
Torsion of prisnatic merrhcrs 

2. Stress Analysis of Gcomcchanics problems, Soil-Structure 
Int:craction, Slope Stability probler.~s, Soil Dynamics an¿ 
Earthqua!<e Ensi:-.ceri:-.g, Seepage in soi!.s "-~'·¿ rocks, Cc"
solidatlon settlement 

3. Solutions in Flui¿ t-1cchcmics, llarbour oscillations, Pollution 
Studics, Scdirr.entation 

. 4. Analysis of Nuclear Reactor Structures 

S. Stress ,\nalysis and Flow Problems in lliomcchanics 

6. Chnractcristic Study of Composites in Fibre Technology 

7. - 11avc Propagation in Gcophysics 

S. Ficld Problcms in Elcctrical Enginccring 

• 



llp<Irt from the abovc mcntioned arcils, thc FEH is also a?;>lica!:J1e 

to any other problem as long <lS thc a:-1alyst makes ce¡:t:ain that: 

the problem is amenable to solution bascd on thc ilssu:::¡:otions 

introduccd in thc formul¡,tion of !'EH and <lpp¡:opriilte !7!atcrial 

propertics can be providcd in a rcalistic manner. 

1.3 l·tETHODS OF NlALYSIS 

In general, thcre <Ire four basic methods of analysis in FE:-!-

dio;placamcnt !7!cthod, cquilibrium ncthod, mixad tr.athod and h¡·b:::id 

meth6d. The ficld variables or unknm:n quantities in each of 

thesc mcthods are ilS follows. 

Displ<Icemcnt mcti":.od - displilccmcnts and their derivatives 

Equilibrium method - stress componcnts 

Mixcd method - sorne displ<lccr:.cnts and sorne stress co~ponents 

Hybrid method - displaccments or boundary forces 

In the displaccment rr.ethod, s~ooth displaccmc:lt distribution is 

assumcd within iln clcment, interclcnent compatibility of displa-

cement ic general!'¡' acs~.:rcd and minimun potcr.tial cncrgy critc::::ior: 

is used in tr.e formulation. 

In thc cquilibriun met.hod, the interior stress distrib\ltion is 

assumcd to be srnooth, thc cquilibrium of boundary tractions is 

mnintaincd and thc rninirnum co:nplimcntary cncrgy is the basis 

for thc fonC>.ulation. 

In thc mi.xcd tn<)thud 1dlich is gcnc¡·;>.lly usc•d for plnte nnd r.l1ell 

problcms, both displ::tccmcnts and strcsscs are ;;¡ssurned s~.1ooth 



in thc interior, the displacement corr.pone:Jts and the equivalc:ot 

stress components are considcred to be continuous at thc ínter-

elcment boundarics and the formulation is basad on Reissncr's 

principle. 

In thc hybrid mcthod, depending on whethcr the model is dis-

placcmcnt typc or cquilibrium type, thc distribution of dis-

placcmcnts or strcsscs within thc clcmcnt is considerad to be 

smooth und alonc¡ the interclc:r.cnt boundary eithcr a:o;sumed 

' compatible displaccmcnts or assur..ed cquilibrating boundary 

tractions are cnsurcd and cithcr modificd complcne;¡tary cnerc¡y 

or modified potcntial cncrgy principle is adoptad for thc for-

mulation. 

Among thcsü four mcthods, the displaccment mct:lJod is tlw most 

widely used apo:>roach. Ho·dcvcr, for plata bcnding problcr..s 

cithcr the equilibi"iu¡;¡ or mixed ncthod is prcferrcd and for 

sorne fjcld problcms hybrid mcthod is more suitablc.' 

l. 4 DESCRIP':':ION OF FEf.\ 

A structure, continuum or a domain i5 divicicd into a numl:H~r o: 

arbi tr<:ry shnpcd parts or rcgior.s kno;.:n as ctti~C•l t~. Thcsc. 

clcmcnts are interco:Jnec:tcd at joints kn01m as 1wde~. Thc 

principn.l unknown is termcd us thc 6i.c.f.d va.u:ab[e. This [icld 

variable can be displaccmcnt, temperature, porc-pressure or 

stress. The 'ctistribution of t:he ficld variable ~-o·ithin an 

clcmcnt is <1pproxin111.ted bJ' thc use of ccrtain .polynomial 

.functions. VariatiOn<ll ntcthods or residual mcthods are cmploycd 



to develop the finito Clc::~cnt cqua:.:ions ~1hic!1. relate the :"icld 

variables at the nodos to thc corresponding action vector at thc 

nades of thc clcmcnt. This relntio:'lship is provided by the so 

cullcd propcrty mutrix w!1.ich is bused on thc r.tateriul und the 

geometric propertics of thc elcmcnt. Finally thesc (inite 

clement cc¡uations are usserr.blecl to form n system of nlgel¡¡:aic 

equations for thc cntirc domain. The unknO\oJn fleld vuriable 

is obtaincd by solving this system of. ulgebraic equations. 

1.5 BASlC STE?S I:<: FE AllALYSIS 

The busic stcps in thc finita elcmcr.t analysis of gcr.cral 

problcms are as follows. 

l. Thc continuum is dividcd into finita clcrr.ents of nny 
aJ.:bitrnry shapc. 

2. A !;uitilble pol:,·nomial is chosen to rcprese,.._t the dist:cü:;;.tio:: 
of thc field \'J.l"i:l.!:Jle within an element in t.erms o:: i:.:s 
nod<•l valucs. 'rhus, tha f:i.eld variabl<:>s al thc noUcs !J~cc~c 

thc p~ir.1ary uni>nowns. 

3. Usiny variatiO:'.al r..cthods or r-esidual r.;cthcds, thc fi:1itc 
clcmcnt equations are formulated. 

4. Thc individ.,ul fini'::e clcmcnt equations obtai!led in 51;:c;> 
3 o.ro n~sci:1blcd to [on;¡ a sct of al<_¡obraic cq\.lo.Uo::s ::or 
thc ovcrall contin•.Jun. 

5. The Solutioa o~ thc alc::ehraic cquatior:s ob:.:ai:-~cd ir: stc>' ~ 
yiclds ::;,.e valuesof thc field variables at the nades. 

6. From the ficld variable:; ut the ·nodt-!1, tlw sccondary 
v:lri;;¡_blcs su.::h .:~s stress, strain for an clcrr.cn:: c:1n be 
obtained. 

. . 
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• 

The u:;er (r!~siqncr, drilft~oan, engin~c,r or to:-c~nicia") 

inter<JCt~ wit:-. ¡¡ ':'\0 syc.tem throu')'> ,,pplic:.1tion:> .. ,;[:·,nrc. -:'he 
progr<tm:: "talk" the user's ¡,,ngu.v:J(· ~::; oppo::;e:l ~o t.~1c CO'T1?ll~cr 
implc"'cntation Jan1U<HJC which i::;, ~10pcfully, iso}il~..,d ftom thc 
user ir, lo·..,rer Jcv"J::; of utili•_:.,~. 11nd systc"' so!twnre. Thc 
usefuln~::;s of applic,ltions gofL"''"" lS relinet! ~o t~c huc.an 
engincerin'l of it•; interf,lce with tll•" Ll~Cr (co"'"'''n<l !ari''Julgc, us"r 
1/0 !1art!ware devicc<;, sortwarc dc::;ign, etc,) as r.1llch as t~1c 
tcchnical cont(!nt an<! fc<>turcs of the nro.Jr.->::1. 

,'\pplic.1ti<Hl!; ,;ofv..,r,nc c~:1 he. <livíc\cd in~n :.wo c-"té"jo~!es: 

stand,llone '"'~ tUtnk"Y· "l'h•" standalo:le S•Jftl;~r<~ lG ;-,v;-,;Lc~lc frac-, 
il sof:•..,r;He ve:dor ¡¡nd (requ.,ntly runs "·" sever.1l dif(rr":-Ll 
m.anufacturcr':. co-:opulcr~. The turn':ey so:t·..,r,,rc 's ,,v.,:J¡¡!-¡;e a:; 
p.lft of ,, pac;v,,,g~<'l ~¡¡¡r-:Jw,.rc/soft·..,r~re sy::tr>m fro;n a to.H:l'<"Y ve"""'. 
The turrli'.~y venrlor typiCiElly !H¡yco co:n¡>u~er '·'·TJÍpi"\Cnt {ro"' ,-, 
com¡>U\Cr ,-¡anufacturcr iln'\ combines thi5 1-'ith hi<; O'"" SDf~>n,re, 

h,~row,,re ¡-Mcf.,1'3in<J, anrl W<JT~.Stiltio:-L Oesi'ln- /1. fe~<~ tur:1kcy vcr.~:Hs 
offcr moOi[i!!d so[~VJ<orc from ~:1o\hcr sof:-.war<:> V<>n<!or. A fcw als? 
pro<lucc their ol<ln h~rdware cc,;nponentc;, [>JrticulJrly 
microproccssors for speedin'l up int<'ractivc 'Jfi>phics res;:>onsc. 

Sl.<"n<'lillD:>c ;~¡:;:¡1 ications so~twilr" has t. 'le prl::Ji.lfY ,,Gv<Jn~~~c o: 
flcxi1Ji1ity. It oftcn c,1n ~e ¡,.,;>lcr.'l"nted on cooputers ovc;r il 

bro,,cl si¡o.e/spccd rDn<je in orgarlÍ<A~ions :>>vin') div"r'·"" cor.1putirq 
m.~chinery. Stan:l<>lone software do!:lÍOiltcs cnq1neeri~') an,,\ys:s, 
w\,ere t.urnkey ~.y::;~,-.,.,s cither Con' L offcr C•'P)!)i 1 itics or il~C ·¡<;:fy 
"'"ak. T\nnkt~y system~, on the O\~er hantl, h<>ve t~e ¡>ri-:-.~~y 
i1<1Vi>nli1"3'-' of bein<; avnila!>lc {ro:n onc ~(•urce, ,,voitlinq ti~c 
r•otential prohle01s of multi-vcndor scen3rios. Thl'y .'lilVl' il~·hicve'" 
,-. rlomi!1ii:1Ce in the arca o( geo<n<:>trlc "'o:lelin1 an-1 tlr~C':.i~-<; 
(¡><lrLir;u),l¡ ly ~D). 

This gnctiOfl rcvic.ws th<' stan<lalon" .1¡::pl icntions sof~w,1rc use.~ 
in C·\D. Turn~.ey systems <lrC Ois-:ussed in S'-'ction 'lll. T~¡e :-,ig 
ncws in stand<Jlont! CAD software lS the migr¡¡tio:> to sma'.icr 
computL'rs. 

" 
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' ! 

ANTECEDENTES 

MH!CO 1). U. F.. 

El grupo Constructora General del Norte, s.A. solicitó a Balles -

teros, S.A., un estudio sobre la causa de la Falla de la ~ecci6n 

Transversal de lO'S_-Túneles 1, y 2 ubicados en "El Saltoft estado 

de Hidalgo. Para ello proporcionó l¡¡ siguiente información : 

(1) Plano estructural No. v.F. 049, de la Dirección General de -

Construcción de Vias Férreas, Departamento de Estructuras de la -

oficina de Estudios y Proyectos, De fecha Enero de 1980. 

{2) Estudio GcotéCnico en el Sitio de los Túneles 1, y 2 de la -

línea México- Querétaro, ubicados cerca de "El Salto", Hidalgo, 

efeCtuado por Proyectos de Ingeniería y Diseño, S.A., de fecha No 

viembre S de 1979. 

(3} Reporte fotográfico de las· fallas, efectuado por Constructora 

General del Norte, S.A. 
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:1. TRABAJOS DE CAMPO 
' 

causa de la falla-. 

Se presentó un an§linis preliminar de la 

Esta sucedió cuando el relleno que se estaba 

-colocando alcanzó un espesor rle 27.8 metros respecto a la cúspide 

de la sección del túnel {Fig. 1). _Las característicaS de la falla 

se.pueden ver en el reporte fotográfico (3). 

• 
CARACTERISTICAS MECANICAS DE LOS MATERIALES. 

a) Sección del túnel.- Tiene un concreto de una resistencia a la 

a la compresión simple f' e = 15ok9jcm1 a los _ _2~ d'i:as de colado, -

su módulo tangente de elasticidad se puede considerar Ec = 1.5 x 

10~ ~~~ , y la relación de Poisson Yc = 0.15 • El acero de la re

fuerzo en el limite elástico tiCne un esfuerzo fy =4000k9jcm~ con 

una deformación uniaxial 

Ey = 0.001 y su módulo de elasticidad es 

Es = 2.1 x lO' kg/cm2 (Ref (1) ) • 

b) Relleno sobre el túnel.- Su procedimiento de construcci6n fué 

de corte con taludes de 1/4 a 1 y hermas de 5.0 m de plantilla ca 

~~~ da 10.00 m de altura (Fig. 1). LOs par~metros de resistencia del 

~ 1): <-"celle•>o los consideraremos similares a los de su estado natural

~ del subsuelo: una· cohesi6n e= 15ton/cm 2 , un ~ngulo de fricci6n
ton 

interna oj¡ = 15° y un peso volumétrico'( ='1.7 cml (Ref. (2) ). 

'· 

! 

1 
i 

1 

! 
i 
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x. 

IV. TRABAJOS DE GABI!<ETE 

a) COMPRESTON POR METRO VE TUNEL VEL IWRO [!), F.tg. l. 

Peso relleno: 1.7 .t~~ x 27.8 m x 5.5 m= 

• :-Í--Rad X 5.5 ffi X 1.0 m X 0.6 ffi X 2.4 Peso arco (2) 
to• • m• 

Peso muro (1) m x 4. 4 m 
ton 

X 2.4 JjiJ = :l.Omx0.6 

• 
normal del muro (1) 1 

b) PRESIONES SOBRE El TUNEL 

Presión Vertical 1.7 
ton 27.8 + 12. 44 

g. • • X m 5. 5 m• m 

47.26 ton • m' + 2.26 ton 

ton 
= 49.52 m• 

Rankine que se muestra en la Fig 2. 

e) ANALlSlS VEL SISTEMA ESTRUCTURAL.· 

m• 

ton/m 

259.93 ' t<: ; 

12.44 ... 

6. 34 "' 

278.71 ,, 
' ' 

Analizando el sisteffia estructural mostrado en la Fig. 3, se obtiene

para el punto 1 de la barra (1) los siguientes valores 

' 
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o ' ~ . .. 

. 
.. 

P'lx • Carga normal • 278.71 too 
.. . . 

P' ' ,, • Corte • 131.8 • 

. 
M' . • Momento =-66.8 too ~·m 

13 
. 

. 
• 

. 

• 
d) ESFU[RZOS EN ' ANTES VE LA FALLA.· 

' /W- " 
1 1 '" 

f .. /n 

' ¡,.¡¡A>'. 341 .DI c.m2 / -r 

' -~ 
• 

• IV .. < 
• 

f-· . . 7-'1" ~ 
. ' 

....... 38,67atJ2 

1 
.!!.. !<.--• 

-
. . .. .. . 

X, 

' 
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f) CARGA ULTIMA OEL /.!URO (1) VESPUES OE LA FALLA. 

1 
IOO<m 

• o 

' 
N 

• • • 
+ +. • N 

~-

• 
valcnte de esCuerzos de Ch. With" .ney es : 

1"0~0"-'x'-~5"0-"x--'1~5"0-Nu u - ,= 239 846. 62 kg 

3 X 50 X 24 + 1.18 

"' 

Compar~ndola con la ~ompresi6n en 1 

239.9 
2 7 "'8.""11 = 0.86 < 1.00· 

Significa que en 1 ya se form6 una articulación plástica de -

falla, cuyO mecanismo se muestra en la Fig. 4 
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g) CARGA VE PAIIVEO VE LAS VARILLAS VE 5/8" ( J :r. 5815" cm} PARA 

L~J50cm. 

pl= ~~ X 21 X 10 6 X .3118 

150 2 

• 
= 144.33 

= 287.22 kg 

Para un paguete de J varillas 

·-A~• -JA, = 3 X 1.99 = 5.97 cm2 

:Jdi.!imetro equivalente : 

= /4 x~5.97 1 

-{ .. 2.75 cm 

=··llde" = 3.14 X 2. 75' 
= 2.81 cm' 

64 64 

= 0.3118 

,•c'_,x~'".lf<x~0l,o_'-<x-''"·~'"'~ P3 .. 150 = 2.588.47 kg 

Ir, = 

• 

2588.47 
5.97 = 4 33.58 kg/cm 2 

om' 

8 
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X, 

I, • 
1 

' 
toq x 33 1 + 341.04 x 26 2 + 383.67 x 20 2 ~ 1 581 511.04 cm' 

Qz = 100 X JJ X~+ )41".04 X 26- )83.67 X 20 =55 643.64 Cm
2 

" 1 581 511.04 28.42 o m • = O• y = SS = ' ' y 643.64 ' -

(Tx • M -y o, = ~~y y, Esfuerzo ) 

Esfuerzo el.concrcto " 
278 710 33 165.29 ~ en ' = 55 643.64 X = = 

·Esfuerzo en 'acero comp ' " • .278 710 1172.34 _1;9, 
55 643.64 X 26 X ' = 

' ' om> 

Esfuerzo tensión: ,, = 20 X 9 ->.-901.80 !el en ,acero X om' ' 

ESfUERZOS EN J VESPUES VE lA FALLA, 

lOO·~ •• 
• ·- ::r 

-0--·-
nA, • 9 o42.63•3a3.67o~ 

lOO x 29.5 1 + 383~67 x 20.51 = 1 016 983.15 cm% 

,, 
= --· ; QJ 

Q a 100 X 29.5 X 29 • 5 ' -,-- 35,647.27 cm 1 , 383.67 X 20.5 = 

oncreto : Ve = 278 710 
356 47.27 X 29.5 = 230.65 kg/cm 2 > 150 kg/cm2 

' Acero 
278 710 

: 'ls = :f5"64~7 X 20.5 X 9 • 1442.52 kg/cm 2 

28. ~ 

! 
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V • CONCLUSIONES -

l. En el 

valor de 

punto 1 

165 ~'l,, 
orn 

el concreto en el manto interior alcanzó un -

que es 

simult~neamcntc el acero 

que 433.6 kg/cm2 que es 

mayor que el de proyecto de 150 kg/cm2-

tom6 una compresión de 1172 kg/cm1 mayor 

la de pandeo de un paquete de 3 varillas 

de 5/8M, originando las fallas que se observan en el reporte fo

tográfico (3) • 

• 
2. Los mantos interior y exterior de refuerzo no cstSn conectados 

entre s1, lo que origina que el refuerzo a compresión prácticamen 

te no trabaje y se pandee como se observa en (3). 

3. ·para el nivel de cargas a que se llegó la geometr1a de la secc:ii 

del túnel no es la adecuada. Esta debe seleccionarse siguiendo la 

linea de presiones. 

4. La estructura se encuentra en el mecanismo inicial que se p~c

senta en la Fig. 4, con articulaciones pl~sticas. 

5. La redistribución de momentos ayud6 a que no se formaran rotula,_' 

pl§sticas en los puntos 4 y 3.00 m arriba de 2 

6. Consideramos que la estructura no fue proyectada para las car

gas que se mucst~an en la figura Num. 3. 
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VI . RECOMENDACIONES i 

1 

. . J. Descargar. la estructura de inmediato. 

2; .observ~r si"hay·fallas en el manto exterior 

' 3. Reparar la secci6n aumentando su espesor de acercarse a la 

lfnea de presiones. 

4. No élemoler. 

Octubve 16, 1981. 

Atentamente., 
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é ( (' ~~ '\;>__, ------, 
o~,i~io Ba!!e~te~o¿ Ba~oc~o. 
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Relleno 

ii•27.BOtn 

'12.~ .. 1 

)'=1.7~~ 
e= 15 !on/m2 

"" 15" ¡---' 
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..>.. 

7ciiT 

1 

• o 
o 

• 

Terreno natural • 

- ~In_ compactar 

-31!' 518" 

'\ 

12 

,,. • • 
• • '. 

!- .14 ¡ ·.!.!....1 
SECC ION A-A 

ti:•l50 'f.•/csn2 

fJ• 4.2 ton/c 012 

GEO:lETRIA Y. CARGAS AL lliiCIARSE LA FALLA 
DE LA BARRA [O 

1 

El o.c¡ 
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.t.J. Jntroduc:ci6n ~1 C.'ilculo de V~ri:~ciones 

Exist~ un~ qran varied~d de sistemas flsicos que p•Jeden 

ser dc~crito;, dusdc "J:> puntn dJ vist~ vu.riacicnul y en cst~ con

texto, el manejo de c&lculo de variac•ones se cons•dcr~ como una 

hcrra~ienla ~ate~&tica que permite la formulación de un sistema 

mediante conceptos natcrnáticos que pueden relacionarse .Jir~cta-

mente con asrccLo5 rtsicoa del "r.~ismo. 

El problc:>a cliisico de c¡ilculo de variaclor.cs consisoe <e.~ 

~ncontrar los valore~ ~stacionarios de lln funcional Cl cual se 

<]c[inc como una intn<jral definida cuyo Valol'" numél"ico depende 

dn la f•,nción integrada y ¡>ara encontrar· los valores est.ncinn~

rios de dich,, ~nlegral c.~ nece:;ario encontrar la función q:ue 

sustituida en el integrando correspondiente ceda un valor extre-

rno, es decir mínimo o "'áxirno. 

Se~ el funcional l dcf1nido por: 

I (4.1.11 

t:ada función f(xl que 9ea sustituida en esta ecuación rcsul~a 

en un v~lor nu,(•rico de I diferente y aquella función r• (x) o:ue 

rrsuliC en un valor mlnimo Q mlximo, hace nl f¡lnc>onal l as:a-

cionc.rio. 

,.¡ con<•,•pto .1-> cncontr,1r los valor"s estdClonar ios d" un funcio-

nal y de una función algebráica. Cuando s" busca el [!".l~.t,-,c •, .-.<>

~imo d" una función dc~in>da como 

(4.1.2) 



' 
dos vec~s ero dicho rango y q1¡~ arlna¡~ 1~ prim~ra d~rJvad~ d~ 

la func•ón con reSpecto a la var1~ble sea cero us decir 

o ~~-1.3) 

E:l rl'sulcado es un valor do la variable ind<:pcr><lie~.~e par<l 

PI en.!) la función flxl es estacionario. 

Entonces, cuando !.O extremiza unP función se crocu~::~ra "" 

valor de l~ vari<>hle in<le¡>endeinto, e~5s cu11ndo se extr~:<iz~ -.:n 

funcional se encne>ntr~ uan fHnción. Lil condición suf¡ciento •¡ 

n••ce,;.>rL> ra•·~ <•xtr,-,mLZ<>r dicho funcional r.ons.i~'-'' en'!'"' >'U 

prim'"" "''"aci<in sea c•·nn as decir• 

(•1. ),3). Un <•jn~plo ,¡,, a~licación d1•l COllC<,pto v~rlac•onoll e~ 

el ¡Jroblema rl~ PnCotot r~r Ln trayectoria que rlel>o' seguir en~ 

;••nticu\,, <le masa m pur<l movnrs•• rlesdo el punto,; al. punte 5 

t'n un plano, bnlo la acción df' 111 qraved¡¡d <le ~111 forma 'I'"(! 

el tiempo de recorrido SP~ rninirno, Piqura ¡,¡, t, 1) 

o 

-....-. {x.,'l.) 



El func>on.,l que~" pu,.de p~opon<'~ pa~a '"'te ¡.rohlc,;:¡,, n:;: 

ds 

"" do,.,de: 

{4.1.6) 

y de con~ioieracioncs energ6tica.• 

{~.1.7) 

cn~onces cornbin~ndo l~s t~es Últimas ecuaciones se .~icne que 

(!,. ;,¡;) 

El problema ~onsiste en cnc<>ntrar una función·y•f(~) t~l 

que el funcional t sea mínimo. 

Ante5 de ¡>r<>codir a f"ormuJar 1~ ~oluci~n es nccCSd~LO ¿os

c::-ibir· ],, [nrm<"' qencral del p<"ohlema cl5~ico de cálculo Ce ,.,._ 

d~cioncs. 

Sea el funcion<"'l ~ definido pOr 

' -rr~ LF(x,~."'Jdx (4.1.9) 

e~ do;;Lle y•:dy El probl,-,ma cons¡su• en er.contra~ func:cc.•;,; -ax 
y=y(x) ?ara las cuales pequ<>ñas varii!ClOr.e~ arbitraria» 6yhl 

n~ cambien el Valor de n, 

l.a conoUci6" sufic>entc y n<'Cesaria para encontrar <1n V<l

lv.- esti\ClO~drio <le~ ~s <le dCucrdo con la ~<""uación (4.;.4) 

o 
(4.1.101 



'/ 

Tc.:-.ando la •rariación de f' .-esult.l 

J"("' aF ') ~TI=,.,¡'+;;;¡;'~ "'~o ¡.;,1.111 

en dond" J ~~ " t.($'!.) 14.1.121 

Susti::uyendo (~. 1, 1?.) en (4. 1. 1!) e int<>gr~ndo p<>" partes el r"

sc:lt~do es= 

o 

entonces p<>ra que Cl! se~ cero es necesario que' 

( .; . 1 . 

y poc lo tanto 

o en su defeCto que los dos t&rminos de la integral en la ncu~c:6c. 

(~.1.12) ~""" re,o, es decir 

d f(b) 

'"' 
~o (4,1.16) 

(<..1.:7) 

Est~ as lA ~cua~ión conocida como la ccunci6n Euler-La;ra:•g~ 

·. 



S 

?.cgres.~nd'O al probl<!~~ d<: bro1chi,;~o'Ohronr podf•t'lns ;,),:l~l-

1 ficar-rl inte~r~n~o de ln~ ect1nc!onc~ (~,1,8) y (4,J.q) •:S de-

' ' 

e ir 

( 4 ' 1 . 1 ~ 1 

y dado que y no ilpolr~co ""plícitamentc en (4.1.1~) cnto"ces 

4 (ZE\-
dx "~' 1 -O (~.1.20) 

qu•! implica que <'1 p.>réntesis <>s igu"l a u,-¡.; constnnte 

_e (4.1.21) 

<lesp<Jjando Y' de l·l. 1. 21) queda 

-dx - (4.1.22_) 

<le dond<> 

jl (~. 1. B l 

!.a soluci6n do oo••~ integral n tr •• vis d'' tdblas de inta~ra~!5,-, 

y al~lln:lS m~nipulacionc~ C<!dC la ~Lguicntc solci6n. 

(4.\.2~1 

<•n dond<' 

(4, 1. 25) 

Entonc·c~ sustituy.,ndo la ecuación !4. 1. ~'!.) es (4, 1.&1 s" 

l'""d<• compr<>l•<>r <;t.:<' el tic,.,po d., rccorrldo <!S ::-.inlmo ~'' cc:--.;.1,-~

~i~n cnn cu~lqu1Cr otra trayectoria que [•~se por los ('Untos n~

trcmcs rle la ~urva. 



(<,¡~"\"~) 

' op( ·~'o 'o'¡, '<'h'Y)~f "lJ. 

:o¡d~at~ ~a•l 'so;uatp 

-U¡>tf3;>H"f ~CI(<JTI"f.!<l/\ ~¡qH•r. ~o)Ual ~~~nd l~~úU;>b U.l {""O~:>U<l} 1.:n 

"f ,,,h+l( of ~s 'X . 

:s;, ~L:O'J!q0~0: O~lO <.olSO "¡u,j ..,;U~t¡>UO<.J53.1.l00 ¡eUO)"OUilJ 1:; "SOW 

--.Ulz" so~und so¡ '""'" ""b P.)o~~ ~.CJu¡¡ uutt ~-~~"""'1"'·40 sa op"~l"'> 

-o~ !J ""'-'!"!~ OP"!"-'-'0""-' "P "'""~'~"!"!' "1 "b"4 anb ~T'"""J1.!~d ~l 

J 



~ h~l'¡ "l. 
~,e . 
·e< e -"Kx?\ 7. 
he 

A 

"'' ""rl.•o'--,\~1"~ +,\~)">~ \\Te)"n]tJ =ll 

!<'llO'!'c:>lln; l<> -..,s-''qu<>-rnbrs ¡a S<> O'[dUI<>~a un.~ odm.,:> ap se\:1 

-a¡qo~d a a¡qa~¡¡<l~ sa (IE"I "t) U9J:>an:>a "! ~P reuorc:>unJ ta 

ap sauor:>'!'PilO:> sns Á RUI<>~s¡s ru au~a>qob anb ¡<'¡:>ua~aJ'!'? 119t:> 

-~n:>a ~1 opP~¡ns;u o.:o:> ~? o~s:.¡ ·o~a:> uos s-¡sa~u~;.-ad s<>t "? sou-rur 

-"?: ~o¡ opu~n~ a~uumP¡os o~~nao K op o~~uo¡o•~so ~or~n ur• 'R~oqv 



7 

"+ k ~'~ + 
't' N<- d ,::t o 

(~.1.3)) 

'1 c:oc-,n conclusión l~ner:Jos qo"' el tuncionnl '' <)e la <>cuaclé>:l 

;~.~-32.) <>s cst,..ci<>n~rio ct~~ndo !a <'CU·>ciOn ddP.r<'r.cial (~. '-"~) 



4.2 r-Ormul~c:ión \';~riacional <~el !:1emento Fini~o 

~.2.1 Ir.troducc>Ón 

El concepto fund~~ent~l del método del elenento finltO 

(:1E<") consiste en que cu~lquier función continua en en dor::i

nio dado, puede apro><l>n•1r>;e nedianlu un,, sUCQf'iór. cle func>o

nes que se definen en una serie de subdoninios rler.tro c!e los 

cuales esta~ funciones son continuas y las cuales se inter

conoctiln para aproxiMar así la funoióll daün (f"ig.4.~.1) 

Desde un punto de vista fisico, el concepto fuc.darnenta~ 

del Inétodo d~l elemento ~inito conr.istc. "" que pan> resolver 

u:> sistena que representa una er.tructUril Íisica sujeta a 

ciertas con<liciones fisic,..s, sQ puede utilizar en modelo 

ap,o>nmado compuesto do una serie de elenento~ que ~e in":er

concctan en una serie de puntos ll,.¡o.ados nodos (Fig.~.2.2};· 

cuyo comport¡¡micnto es conocido ~ lr<1v6~ de cinrt,,s ecu.>c>o

r.•.s p®stablecidas y que cor.-esponden a los tipos d" "lenc~

tos ~~ados y al ~úmcro de nodos en cada uno de ellos. 

L,, solución de las ecuaciones del modelo puedeP. ser 

exactas, pero el modelo en si as una aproxinación d1scre~a 

~l sistema fisico y la soluciÓtl de dicho modelo se aproxin;;. 

a 111 solución del sistetla real. Los antecede:1tes dal :nCto<!o 

del ~le01cnto finito data:"! de lns <>~o~ ~o·~ cuando snrgi6 d~~ 

aniílisi~ da "structuras aenwn,~utiC<"!S, y ha evoluc>on"do •·.';

pidamente hasta expander sus aplicilcioncs a vario$ campos de 

la ingenieria como son la transmisión de c<"!lor, la elastici

dad, mecánH:<"I de fluidos, cstr\lct:u,as·, lubricación y otros 

O".uchcs. 

L<"l forrnul<~ción mateOliítica en problc::~as da inyanieri<> 

generalmente se puade efectuar en dos formas difercr.tcs, 
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la primer" considera el cor.~portnmicnlo de una á.-ca o vol<:~:~cn 

1 in!initecinal del si~t~ma y lils <!CUDCicrlos co~rus¡oonnicntcs 

se formulan en for:::ca difercnic,,l, y como el árcil o volu::te~ 

con;<nderado es representativo Jn toda 1, r~qión, las ml~::tas 

ecuaciones son válid<>s p01ra todo el domi::io de es" rcgiÓ"

Coroo cjc.,_plo tcn~mos la ccuac1Ón de Rcynolds. en 1<> lubrlC.'l.-

ción hidL·odinámica de coJinetes Pig 4.2.3 lü •cual es una 

""""'"ón d1 f<'rcnical en do~ dimensione~ que se <l"riv<l " ,ar

tir de un elemento lOfinctesi"'"l y es de la formn: 

1 
R' l' 3 o l o (4.2.1) 

c1• dot1de h es el c~pcsor de la capa lubricante, a es lo 

coordenada po-ar "ngular, z es la pcrpcndicuL-'r al pl¡¡no 

(x,y) ,;¡es la vi~cocirlud del lubricunte, w '"' la ..-eloc~«ad 

~••guiar de rotaciórl de la flecha y r es la dJstrlb~ci6n "o 

)¡1 prcsl6n al rededor y a lo lnryo del cjn z. 

E:< l.> scr¡Unda alternativa se postul.t un P<lllClpio 

r:-.<'ntc "" una forr:oulación en forma Jnto.,r,tl y la soluc,6r. 

<:'S ycncralmcntc.da<lar, 0 rvillorcs extremo<> de Cicha ¡ntcgral 

Est" r.~éiodo "" co,ocido CO!'o el Hétodo Variacion,,l y co.-.o 

ejc·mplo su tiene el ca:;o do lil ene,·<Jlil poumcial de cuer

pos "lasticos, en el cual so establ.,ce t¡ue la <.;onfl<¡Ura

cji)n d•>l cqu1librio <:>sditico dn """ est:r\Jctu::ca deformab!c 

rcquH•rc de una encr<¡i:a potencial rninirna. l:sta energía se 

n•ficre al total de la cn•n·gf.t de toda ¡., cstructGra y se 

obti<!n<' r:o<!dl.lnte la sur.\a de en"r-gÍils de las pa>·te~ de la 

'"'truct ura, 

o~ tod<\s las posibl,•s coníigYr-acio.~es qu" la estn:c~ 

tura pu<lda adoptar, aquella qu~ ced" un v~lor mírnmo a la 

ener<¡Ía pcten~ial nos da la configu.-ac~6n de equ~libr1o. 

Est"o se conce Co!>o el ~r;ncipio de la Ener<¡Íil Potencial 

~linir:oa. 
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Res<Jmiendo lo anterior. ,.1 ¡>rocctlimiento par¡¡ desarrolL1r 

1 el ~n:álisis de una e~trucc.u~.:o deformable CO:ls;ste en es::a:Olecer 

un-fun<::ional, Pl cual es C1 valor de una i:lt:eqral y que ~1cne 

la formt~ 

' • 

'" íf _ J F(x,,,,.) Jx 
,, 

en donde 

' 
(4.2.3) 

Una vez cstllblecido este funcional se procede a e:::con~r.:lr 

sus valores extremos, lo .;unl requiero que su prir.-.er¡¡ ·;aria---
ción ~ea igual acere, es de<;ir qu~ cumpla con la cond1ción 

de esLacionaridad de una inle9ral mediante: 

o 

Cab" .ocncionar que encontrar ~1 v.>lor estacionario de 

una integral es sinilar a encontrar los valores rninirnos o 

máximos de una función en c5lculo diferenical, excepto que 

al minimizar una función ~e obtiene un valor d" la varla

blc inrlnpcnd1entc que nos da un míuimo en la función, mien

tras qu~ al minimi7.ar un funcional se o~tlenc Una funClÓn 

'!''" al integrarse hace el valor de dicha inteqr"l ;nÍn~=:o. 

Para llevar a cabo lo anterior se puede proceder a 

discretizar la integral mediante la siguiente ccu¡¡ción 

x~ x, ~t. 

lí= j F(x,,,j')J'= 1 F[,,j,<')M +jFl<.j,,'\01+· 

x._ J<o._ Xt 

,, 
+ Jnx.'t~'JJx (·1.2.~) 

'" 
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o hi""' 

TI:;: 1T, + \T¡_ -t 11~ + -·- + Tin (to.2.6) 

La lntegral t-otal ;t ahora co~sisLc en varias intcgra!cs purcia-

les ~~ 

' 
cad~ una ~xten<liiindos~ en lo~· 5Ubdo~:~inios 1x

1
-t ,x

1
1 

El conc~pto de discretizar la integral de la ecu~ció~ 

pc.edc tener un.o intcrp.-ctación !'!sica .~1 divic;,.- el do

r>i"io de la función en una serie d•! elct:"tentos a los cuales 

se a5¡gna cada un<1. de);,, int<>q,-alcr;. La· vc¡¡t~ja e~ que (liLora 

"" posible U!lar alguna a¡,.-oxic.ación polinomi<ll (llnca!, par«

bÓlica <'tC.) para la función Y(x) en c<>da tnt.cgral, es decir 

"" cadil clcm~nto, E~t·o pormite c¡uc el valor de cad" función 

in\•HJral "''" uu,, funciótL de los <;o<>fiéi<"ttc~ utiliz"Cos ''" 

el polinondo de dtdw clcmcn:::o. I:nlor.ccs la intc<Jral total 

;¡ es t.<1r:tb1én una h:nción do los coeficientes pOlinc:-:ciales usa

éos '"' c<Hla uno d~ lo~ clo'tlor.Lo~ y la condición Ce la ocu~ciéc. 

o) 
(4_' ~) 

donde las .. , 
i 

son el juego comploto de co~ficiantcs ¡><.>linor:1i..1-

les usaCos en cada elemento. 

1\l suhsLituir l<> func~ón Y(;o;) por una .:~p.-oximación poll-

nomial y(;;)'""lx+a
2

x
2 

el proble1nD se r~ducc a enccr.Lr:~r ~os 
CO<'f>cientes de !os polinomios usado·s en lil aprox'"'""'ón. 

E$ d•·cir, lil solución dcrccta Jc la ccuaciór. (4.:2.2lSujet" 

" l"s condiwionC5 (.1.2.31 puede ~cr b~St;Inle complicad~ y os 

necesario aplicar lo~ concepto~ de calculo variacional, s1n 

embargo ,,¡ r•oblcn" se pueCc formular r::~edianle la CC:lilC>Ó" 

(·l.~.~li ~1 substituir lil apro><irn.:>ción polino"'i"l el ¡>roble-
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r<>.:~lizaCo por 1.1~ cun;<>:< que a<:lo;un en el " lo lilJC<JO d•' lc;s 

<lusplvzami~ntoc. do loro puntos d•> aplicuci6n do C;chu~ c.<rg.1n. 

~slo 'SC pu~dc <'J<prcsar co::to sigU<' 

V u- w 

en donde V=f:n<?rgl:a potencial 

u~Energra de defor~ación o intnrna 

W•'l'rabajo de las cary<>~ apl i c;tdilS 

Co:oo ejemplo podemos Considerar <'1 c.>,;o sOn¡>le de '-'" re

sorte l1neal most.rado en la rig. 4.2.~ .El despla7.ul:'lien::o ;J ce: 

extremo libre del rcso,-Lo es OC(Is.i.onudo por la Cilt<J<I P a_¡>llc<~

d<l cn ese extremo en lances l ¿¡ encrg1u potencial se puede ex-

prcsar como: 

V 
D J k x Jx 

o 

(4.2.1CJ 

En esta e>Oprnsión, la prim"r" intcgrJ.i rcpr<!s.,r.t" ra. 

"'"'r<Jl" d<> .¡,,,-o,·maclÚn y la "U'J""''" '.'¡_ Lru: • .-¡jo rQ<IliZCl.do ;'or 

l" C<lrg,, sobr" el rc>,;ortc de con~tur.L<> K. ;11 int-c'<¡rnr se eb~ 

' 
V 

de una in~egrai y por le tan~o V "~ un func1onal el cual pu~cle 

ser mUlimi<.ado, de acuerdo al principio de ia enerqia potenci.-,: 

mlnir,a. f:ntonc<>s dc> la ecu<~cl0n(4.2.4) se :ie"e tp:e: 

f,V ( KD - P)ó D 



/l. 

y <lado <¡UC 6D es di!crantc de cc~o cntoncec; 

n- P o 

es decir que el d<•spl,n.anianto D qu~ rcsul te en o;¡J cr;uol,

brio del ~istema es tal que: 

r:r~ficamcnt~ la ccu~ci6n!4,2.11l se puede representa,- ¡~or nadie 

de la <ouma de dos !UBcioncs tal como se ::-.uestra en la Fi'J(r..2.;;; 

de tal forma para un potencial minimo se tiene que el dcspla2~

micnto n e~ aquel que produce el equilibrio. 

4.7A.Sistc¡nn•; con v.~r1o~ Grailos de J,ihcrt.~d 

Por dcfinic¡Ón los grados de libertad son aquellas var~a

l•lt's que d•:f1ner." complllt..•m~nt" y en form~ única el estado o 

conf¡guració~ de un ~i~temd Jac\o, pote <'jempl<>, el s¡~tcm,, ~" 

re~ort<> linc~i qc:c se acalla de ver <'S un ,;ist ... na CO:l \!~ solo 

gri!dO d" 1 ilJc~~"¿ yil <JUC u~.;;. soLl. c.1ntiCa<1 define el est<~.dc 

del ~i~tc~La, .es<~. v.:.ri<Lbl~ ~s "1 <lcsrlaza,.,i<>n:o li~.e,ol '"": e"-

tremo del resor~<>. Si en coc extr~mo ~c """"" o~ro resorte,~~. 

Lances '-'>dstc:< dos gr.,dos de l¡bnrtad y ;;~si sucC~lV.'mente. Sl" 

""'b·"·go L~ n,,tu~:>.le:<" de los grildos de liberL<.ld no e~ r.ccesa-

mten~os, rot.lcio"cs, temperaturas o también coeficH,nt.es de 

un polinomio qllc aproximan una función. 

S1 con~><ier.:.t:los un sts~ema elást.1co con n <,aa-:!os cie li

h~·t·ta<l el c~.>L est.i suJeto a cicrt"~ pcr~ur~.lctcnes. 0::-.t.o,.ccs 

1.• "''"r0la patc,•ci~l total ~o puede cxprcs~r ceno u~ ~u~c!¿~ 

<1•· es""" n '"·do~ de lil>ert<Ld o ~"~ 
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la <:U<ll dobc Cllmplir co" 1~ condlción de estllCionaridaC de 

la ccu<~ción (·1.2.~), es decir 6'1 .. 0 y por lo c .. r.co: 

o (~.2.13) 

De acuerdo con ~l principio de encrgia potencial rorr.,:nu. 

la ecu<~ción (4.2,\S) define la configura~iOn de "qu~l>br~o ""l 

sist.,ma, 

un cjmplo de un ~ist.e,a <;on dos grado de lüH•rtad· e~ .,1 

que se muc~Lril en la !'ig. 4.2.L <Ol cu¿¡l con S ti!. de dos resorte$ 

lineales empotr<ldos, y una l>ilrrn ri 9 idn ligada los <los resor

tes con una carga puntal como se """stra. La exprcsiÓ!l par.~ 

la cr.ergl1l, potencial se puede osc.-ibir ya intcqr~<!a. co,-_o: 

' . ' V= 2 K,D-t 

TI! sub~t~tuir v por;¡ en la ecuación {4.2,5)cl re;.·~lt::.Co 

es: 

(~.2.:7) 

k,_l o + o ;.:..'_;,:·, 

que en forrn,, .m,tricial 11dquiere la siguit,.lte fom.-a 



1·<.2. 1") 

que se puede reducir a li! form<> común de las ecu~c1ones Ce 

equilibrio 

¡.;.)_2ü\ 

F.n la ecunción ~.2.1'l, IP) y ¡,p¡ son llürn<>düs las Oucr;.as ge

ner<tlizadus correspondieHtc~ .~ las coordcn<tda<> gcneraliz<>das 

(LJ) y lfll. 

D? est.e ejemplo ~e pu<!de concluu· entonces '!'-'" 1.:> n.>~r·iz 

de r1gidcz [kj es ur>a ma~ri~ sir.;~t.ric.:> es dcci:- kij~Y.ji y 

t"c.~bi6n que el pro<lucto de una fuerz;>. qcnerali,.ada por su 

corrcc;pondictlte coord,nad¡¡ 

si un tercer rc<>orle "" anc>:a<l-o .,¡ siste<:~a d1gamos en el 

intcn:ocdio de la barra, el si"L~"'-" ~e conv1crtc en ur, sOs-

tc1;1a '"'taticJn<'nte i.nditcrminarlo. sir> cmbarr¡o las coorCc::af .. ~,; 

D y 8 son ~un ~<.lficicntes pnra Je~erninnr L1 con[ig<.~r,,ció:-. de~ 

:;oo.\t'm:l y <lo~ c"cu~c1onos de equlj!Jrio son <JCneril<lil!i, es C~C>-r 

l<t iHdCt.C~Cli!\,<c'iÓn esl~dcn no afcct<t <.!l proccd1m1Cnto S'~'·""~l 

b<1sado en la :-:in 1 ;:-.ización del potenc>al. 

Atlt<lY de Jc~ar,·ollat· utl~ ~x?'·ooi6n 'JClt~r~l ¡•ara ¡,, o~o:·g-~ 

potenci.1l d<' Cl~<'rpo5 <'l:i$~icos es COt>vcniente dc5cribir el coro-

ccpto de campo de dcspl<!~amicn~o y aproxirn<lciones. 

En mucho5 s>-stem~s mcc,~nicos l~ confiyur<tciiin del "'istoo en 

un instante dado puede s"r ""Jl"''~ada en t.Crminos de l<>s d~spl.:t-
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fcranc:ia. Pcr <>j<Hnplo al cat~po Ce d"~Pl"~"'"""lo <.le t::>a l:.arr.> 

ala<:ticn <la SQCción uniform~ con una cargil ,!J<~al FigJ .. ? .. 7 se 

pU•·d" describir nn ~nrr.~inos de lo<> daspl~~""''""tos e~ los <'Y.-

tr<lm<l6 de la m1s1:1~ en una forna lineal. ¡:~ dccir el d~spl~>o

r.ucnto en cualquier punto 1ntcrrnedio de una bnrra se ¡>uad" cx

pres;>r co1:1o una funciOn del desplazamicnlo de los P'~"~"'" ex

tn,,.os de la misma con una relación da la forma 

!J(>)l<]a Dx efO "' de~ pl ,¡?. ;¡¡n > "nol éc "" punto "" '" coorC~r.;,aa " 

'" L< b.n;ra, '· ce lo J.on<;itud ori<;inal '" lo barra ' D { > , J 1 

'' d <.le~ p la z cun i nn to <] (' 1 exlrcrno ( i ' j 1 " " barra. 

c. ecua e iOn (~.2.211 pueae cs<:r>birse '" fonr.a "'""-"'-"'-"1 
Ct<r.!O sigue: 

t::) o, - ¡c~-~1 m] (~.2.221 

al tJorlo en el axtr<'mO ¡ y el nodo j en el '-'l<tremo J y qu~ 

f es el desplazamianto de un punto cualquiera clel el~:::e~to c:l

tonccs la ecuaci6nl4.7..22J se puede expresar en forma ;-,atrlt~a: 

COr:tO sig;.:e: 

En el caso de un elemento en dos dimen5ioncs como ol mos

trado en la Fig.-1.~ .. 8 el vecto.- · ldllos dasrL>za1:licnt:os ""do~ 

di:,cl:>siones de los nodos del el~~:~ento, cnle><lces la ecuac16n 

(~.~.211 t"'1drla la forma: 



'ZC-

., 

u, 
\Í. 

{¡)o \~H~· o N 'l. 0 1'1 ~ o t-1~ o 1 "' 
N, 

,, 
!4.2.2~) 

"· o "'o "' o u, 
v, 
~ 
v, 

donde: 
(\:.t":<)(c.+'1) 

(t,.)!.){C·'I) N, ~ 
NI= ',, <be 

(\oil')('·'l) N, 
(\>·):.)(c+'l) 

(4,2,25) ~ 

''" th o ',, 

o ' ., 4 "on llilm,,dns L.1s funcione~ de"for::~a" o d.;, L~-
1, . ' ~. 

tcrpoL1ción. La dc~cripción dal campo de dcsplaz~nicntc pñra 

otrot. clc•menlus tanbiGn es po~¡ble en bar;e de los der;pluz~

mi<!ntos nodille~, es decir que es posible conocer el desp!aza

mi ,:,nto absoluto do cu;,lquier punto en un elmr.anto o us.-.r'JCtll

ra conociendo el vector de dcsplazal:lientos nod,.les. l'or lo 

t<>nCo la fo.-.nulación g<,.>eral usando elementos finitos es;;i 

orientada " obtener la soluci6n de un sistema con un nÚCicro 

finito de grados de libertad, en donde los grados de ii~er

tad son los desplaza~icntos indcpendien~es de cada ~odo y 

donde dichos dcspla<.anientos pueden ser de tr-aslaciór. o do 

rot-ación. ' 
La aproxi~aciór. a un campo de desplaza~iento t-a~o,~n se 

puede hacer cn basc a un polinomio cuyo grado de liberr.ad sea 

el mismo que el correspondiente al cle~ento en cuestión, por 

ejmplo en el caso de la barra uniforme se puede utilizar un 

polinomio del tipo: 

\fH"H"·•Q,xJ (4. 2,20) 

\f1,[1 xJt:~~ (4.2.271 



'Ls 

H,l . W' 
r--------------, I: 
r+-------~1 k "' 
1 : 1 

1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 ____ J 

F13-~·"2:'l 'C.~lO'Iet\to c,uo.<l{,\o.1uo l,;.idiM~fi'>IOI\cJ, 2 ')rtc"-ol 

J.; \"¡bH~d fiY 11oc.lo, A. nDdos osta... 'i? ~.J,J. 

' 

• 
J 

• 
L 

f¡~ l.j·l·'l. €:la.....,;.~ \-o tn~n,u\~~.r p\Qfl.O, 1. ~cn.h~ J.t 
l.t..~l-,,¡ onl'" no~ '3. Md.ol", 10 '3 . .1,. t. 



en donde "
1 

y a
2 

~on lo"' ·co<:fi.-icnt<J~ d<!l polinomio d<: 9~.1do 

1, entonces hdy <los coefici"n~"" paril. un elemento que ti~ne 

do~ grados de lihcrtad. 

Lor:: dcsplazamicnl"s nodalen' {d)se pu'-'d<>n expre::;ar e~ Ó'-'n

ción d<> c:~t-os cochctcnt!!5 substituycmdo 1"~ cor.d~cio~es Cie 

frontera 

"' ' 
Cl' 

' 
Entonces substituyendo "fl (4.<.26) r-esulta el sigo.:¡e:-.::.e 

sistema: 

(~.2.2S) 

Despejando b) deN•t.29) y substituyenrlo en (~.2.27} se tier.e 

_, 
x][Al (J] (~.2.}C) 

Invirtiendo ln matriz [t.] y dnznrrollando el producto en la 

Qcuación 4.2.30 se obtiene ln acuación ~.?.22 o sea: 

(~.2.30) 

En el c.1~0 de un elemento plano triangular cor:-.o el t:\ostrado 

en la fic; -~·"·", ln ilproximación se puede hacer en base u la~ 

v,:: a. t- a, x-< a.l"' 

v ~ 0..'1., a~ r. * a., ~ 

Quen m form<~ mntriCl<~l qu<!d<~n expresados como 

14.2,32) 

' 
' 



Tomando las conrliGlO~ns du frc~lcn• se ol>li"nc que pa<a 

L, dirccc~ón x 

~· par~ la dirección y 

1 ' ! 
' 

l 
X, 

x, 
x, 

{''1- 1 xy'(\':l (l, -tJl¡'¡"' 
a , v, 

_, 
"][AJiu, ' 

T 
\.h I.A¡) 

v· don¿e 

'-\)- "'· 
)(,- )(¡ 

u .. ~. ").1] 

1'..2.3<.) 

(t,,2.1S) 

(4. 2. 39) 

• 

1~.2 . .;0) 



~;ubst-iluycn<lo 14-~.~r,¡ en (t,.? .• l!',) yl4.".'l'J) y rc!<!<lcic~Jo <ll ~·~·-'·""·~ 

resull~~te es 

14.2.41) 

en do,.,de 
-t {'h-'h)x + {x~-'<._)'\1 

De l~ mism~ mancrn se ¡HHJde apr,,ximar el campo de <lc~plü?.~::~;Qr.~o 

para un elemento cu~drilatero plano de la <"íg.4,2.S U!l<Lndo poli

nomios del tipo: 

u. a, + a u~. + o,~ 1.\ + a.,., .x '1 

J..os cu<~lcs conduc~n ~ un ~istema ec;,ui~·~lcntc al d¡,c:!o cr. l<-s 

~cu~ci6ncs(4.2.24l y (-1.2.75). 

4.2.6 t:xprs1Ón c:cncr~i d~ lu Encrq"ia Potc;-¡ci<~l 

Podemos considerar ¡,hor~ el cnso gcner~l de un """''PO cl:ls

tico en el espac~o el cual está sujeto a cargus que rroduc~n un 

.cilmpo de despla~amientos, deformaciones y esfuerr.os tal que en 

un punto dado de dicho """~PO y con ~espccto a un marco de ~e

fc~cr:cia, los vccto~es e:!<:! esfuerzos y Ce dcfor::~aCloncs son, 

(.:./. ;-¡¡ 



¡.;_ 2 •. :;¡ 

J .. ~ realción c.sfuerzo-defo:-roaeiÓ:-t puedc. c~crihirse co:c.o• 

en dond'' [;;J e~ L~ "''"~'z <!e proplodntlcr. elétr.Licas del !OUOGriul 

y el vec~tor' {(r 0 ¡c:; el vector de e~fu~r·zo•• inlci~les (d1c~os as

fuerzo~ inicinlos pue•lon rnferírse " loo _osfuor,o 5 presento~ ~in 

lu aplicación do la~ carqas externas, corno podrian se:- esfuerzos 

re~1duules, esfuerzos Jo C:-tsaroblc etC.), 

Lu definición de enerqía intornll o de doforrnaciór, se P'-'""" 

escribir co::~o 

(1,, 2. 001 

o,· .. !•~JO. ~s:a~ [u~,z~~ se pucuc~ cl~~~I•CD>' e~ ru~r~as l~cc:-~.:~ 

o ·'" cc;crpo, que nn '"' punto cc;alquinr" LLene :a :'cr""' 

• 

(~. ::. 521 

E:n~Dt\ccs usa"do las ~xpresio:-tos ¡.;.~.-1:1 " lu 1~.::.~:¡ y -" ~-'P 
• 

si~" <¡~·nc<·al Jc l" o!r.en¡éa potúnCL,ll .i<! lu s:g'-'"""":~e t~::c~ 

TI=jrHEnEl:t\ + ft11[~,\)chl 

,,, -)\rJ'\FJd'' J!rl'm's ·~- :. ">11 



o de deíOrO'.ación, La S<!gun<!,, ln~egral !'<'presenta el ~r:lt>.JJO de

sarrollado por La~ fuerzas de cu<!rpo ,.obre La estructura 1 !,, 

tercera int<!yral repre5enta el trabajo Cesarrollado por la~ 

r..,erzas de sup<!rficie sobre el """rpo. La c~uac10n {~.2.$j) es 

una forma más gennr11l de la CCU;>ClÓn ¡.;.2.9) 

'í·t-6 Formulación Elemental en !Jase a la F.ncrgia Potnecial 

¡.;¡ objctivo nhora es formular las ecuac>on<>s que c.or.oc

teri?.iln 'un el~mcnto "" l>asc n la minir.1izaciÓh de l<> ur.o,.qln 

poccncial ur:ando 1-il axpre~ión <Jimcral (4.2.531 y lil e>:prosióc. 

del campo da dcspl<lzamicnt.o {í};{u v wl. 

Primer<>mcntc lils deformaciones en u.-. eicmento se puorlcn 

<>><pre,;ar en lerminos tic los despln~ilmicntos noG~lcs a ~ravCs 

de la siguiente cxprcsiOn 

eu dondú Íbi "" 1<> m;:,tri~ ccf~>er;:;o-deÍo¡-n;:,~iór. qll"- e:-. ~: --

• 

r 1- )! " V o o o 

V '-V v o e o 

[B] 
E V V 1-V o o o 1~.;. o::: 

(l+l/~{i·Ul) i·lV o o o o 

' 
o 

o o o .o 1-U< o -r 

o o o o o t!l-' • 



Substoit..uyen<.lo L>s- ucuacionc·.~ lq·),:'Jl y{~z.~.;¡,,:~{'l-t,S.ll l., c"c·:-<¡O."l 

potenci"l ¡>u"<!e expre~ar~c cono, 

\fe oi(JJ1 ( Jl'l1 lE1[e] J") \Jj + ¡d]1JlGJ'{r,.j J; 
>'o\ \lo\ 

fdlT)[N)T\<] ~~ (dl'JlN]1 ¡~} ds (4. 2. 56) 

'• '~ 
1>11 <!Sl-a ecua~ión ol suhín<hce un TIC incliC<l que la cn~rgi~ 

pot-cncu•l es rle un <!lct.\ento y por lo t:anto el vector· (cJ .:;s e~ 

V<'CLor tic des¡.lazamiuntos nod¡,],C& de un elemento solam~n~e. y 

pare un<> estructura compuesta <le vurios elementos se t1ene <¡ue 

la energ1a poccncial total se expresa como la suzoatoriu de las 

energias polencidlcs de c;,Ca uno de los Clümenlos y l;;c unergÍ<t 

potenci<'l t:otal qU<lrla expres<tda como= 

l\r , j \DJ'(i' f[ 0)1[ E -j loW) \D] < { D)1~ ( J [>J' [<, \ JV 
Yo\ ~.l 

- fE.>J1 í>JJ;-J [N)1 \~\oS) - l u]'\ i) 
\'ol :ioJ( 

Una vez cncontr<>da l~ expresión general de la encrgia 

potc·l\Cial se ¡•roce<IC a et\contr·ar el vulor •Jxtrnmo d~l fu~cio

nal ~1' substituyendo en :~ ecuacoór.(~.2.-;l lo ct:al resulta ee. 

,.¡ sisl~ma de r.cuaciones <1ado por la ecuación(·l.~.-,) o 

(.-:.2.581 

<:ntonces .~l subs~1tuir ·o;r rlJ<l.:o por la ecuuciór. (~.~.S7) er. !.<1 

c<;:uución ¡~.2.5111 "" obticztc• el ~jguier~te si~tcma <!e ecu:~.cion<'S 

d~ equilibrio. 



( ~ jl•JT[cJl•)dO) l ~1 ~ ~ r- j[eJ
1

[<.\ J" t f['J'('] '" 

~·· ~~ ~~ 

+ Jlol1 [~]ds) t (P] 
,, 

La ccuaci6n (4,2.59) se puede übrcviar en tal forma que la 

sumatoria <ic las inC<><Jralan dul lado il:quicnlo ¿., lu :nisma 

sea idcntif•cad• ~ • ,, ~o::>o ~a Hut.-iz 

ria de integrales ·del lado derecho de 

de cargas gan..,r<~lizadas, entonces la 

t:jcmolo. Podomo" consider~r un CilSO 

mediante el c"·l ~oó un "' remos establecer 

de operaciones 

[1 

[f] '¡, 

de Rigidez'' y !a su~a~o

la ecuación como vector 

ecuación (~-!->~) quGdil 

(4.2.60) 

sil"lple en forma o;onet·aJ 

la siguiente secue~ci~ 

(4.2.0;) 

(~.?.62) 

(4.~ QJ) 

L l . 

U :; J) E E.~ P.. J.i- - i.lt.tEE.:AM /t,,:•.<.-:; 

(4.:'.(',) 



'3' 

(4.Z.Gó) 

\' -1] 
-' ' 

<o.C.R 1:1 11Útodo ](o•¡lcigh-RltZ 

rodemos consid<n.:~r un ejemplo unHlim~nsion,~l p.:.ra dec<::ri

bir ul ~:~<o lodo Ruylclgh-Ri~h cor:~o el r.ostrado en l<1 Fig.~.2.lO er: 

donde el ~rea (S) y el ~5dulo cli~tico (E) son con~to~tus ~ la 

carga dlstribuida (q) son tales que 

(~-2.C&1 

r.ns condicione~ de frontcrn "on: 

q-:= o 

U,::<:- o 

L.:~ enorgln potencial se puede OXFrcsur como: 

e 

J 
¡., €. 2 1 1f:: • 2: \Á, ¡e [1)( (4.2.7C) 

suh~l ituy<"ndo los valor"s dados en(~.2.f,B) y "sumiendo que los 

.1e~¡·laz""'-icnto,; u sao do la forr.1<1 u~.~ 1 x entonces 

•• 
' 

1 a,,- 1 

14.2.<11 

-(~.1.7.'1 



' u=,, Xt,¡ X , 
1 ~ 

queda co~o siquc: 

(.;.~.Jll 

o \• '\1'·} ¡v,¡ 
L~ <~h la., - v~f 

(4.2.14) 

sumari«arldo Resultados: 

• U(X"'It) U(~:olü) U(i<;"'l) 

. o 833 . >J 3 

2 y.,, .. ;... , l )O 2 
.'S !H 

• '1.7.."\'1. • 1041 
. o 

Si asumimos un polinomio de Jcr qrado paru u(':.rcs térm;:~.osl 

ol~J"ndríamos l<1 solución cx~ct3 porqu" la solución exacta e3 

' cú.bica de la forma u•(3><->< l/6 o S<!i• que el método ~ayleiq".-

Ritz basada en 

(4.2.7Gi 

'daría como resultado 



U..,): ::e o @ )\ = L.. 

F1j-~(-HoBa..rrn. w~ c.a~a... o...ital d1str;\::...1iÁA. '-\ 
. ' S e. cc.\o(l e o (1 ~ + .. f\\:<Z. 

,,E Co"~"'""hs. 

' 0 ' ® ¡, 0 '--- '1. V.. • 

~--- --- -------:--'--
1 

J 

·¡ 
L 

(j) (iJ (j) 

' ' l ' ' 
Ls L, L_, 

U' [Nj~~~~ u~[N)~~:} t<o[NJ{~:~ 

F,~ '\·'2.·11 Bo.Hc... Gof\ c:o.r1(1.. ax.ia.\ dis\ril!~id,_ cl-1\iichd.~~. 
er. +ro ele""e"tos. 



y-~' se incluyc~an má~ término<: como por ClCmplo 

la ><Olllción seri.~: 

1\,::; y2 

D. t ':. o 
0..~" _t¡" 

c.~: O..~:. 

(4.2. 781 

(4.2.7'J) 

El ~1Út.odo del Elc1ncnto }"inito y sll r<>ldción con R-~ 

Podernos- cons1dcrar ahora la barra del ejalÍiplo dntar;o:

pero dividida en tres elementos corno se rnues~~il cr. l,l !'o;;¡ 4.?..;t 

Para cada elemento existe una matriz de forma tal que e: cam

po ele despla2amientos Qn c~dd elemento 5e puede expres,-,~ como: 

l( .· . (~.:?.BOi 

y donde [ "1· = 
' 

;, l (4.2.61) 

¡,as deform.~ciones son dada:~ po>:e: 

E.-:~ u,,. {4.2.62) 

t;s"n<lu la ecuación(4.2.62) en la ecuaciónl·l.2.80l 

f, =;,\N ](J) ~ [B]\J) (4. 2. BJ) 

oo ooo<o [B]= ;,',["] ~ (J\ (4. 2.fl-1) 



y donde c¡uc L>< es es<:<> lar entonces; 

E,' ' f" f .. 

Sulntitllyendo la ecu.:1<:i6,, {~.2.!1~) en l<> cxpr~,;ión r.ar.o L1 

en~r<J:Ía de un elemento s~ obtien., que 

(~.2.86) 

:o cu<>l se puede cxprcs11r en forma compacta come-: 

{4,2.07) 

y, 1 Js l' A€ 
T ~1 (~.2.88) 

(4.2.8')) 

y el potencia'. total <.le 1:. estructura es· 

(4.2.9J) 

Supc.,1icndo que par.1 ca<l'l clcr.1ento las propicdddcs cu,.pl<,r, 

co~> lns propl•'<i.ldes da las ccu<lc>ones (4.2.ú8l y <>dcm5.s 

-(4,2.91) 



f.xp¡,ndinndo los vccton's .¡L ril,n<¡o el<' la ":;tru<:luru ,,,, 

tiunc que el vector global es 

(4,2.92) 

Substituyendo las condiciones¡.\.2,91) Cfl(4.2.90) y cxpandi.endo al 

rango de la estructura, 1;:, cnergin potencial es: 

(~.2.9J) 

Mini~izando la energia petencial ~e obtiene que 

(~.2.94) 

,. cual re~ulta "" "' siguiente slstema " ecuaciones '" ec¡u~-

libdo 

' -' o o U, Ys-~ 
-3 • -3 o "' "ls-~ 

(4.2.951 

o -3 ' 
_, u, rz;,~ 

o o _, 3 'l; r;S'1 

• 



La M<ltri<. cu;¡dr<>d<> del lado ¡zquierdo de esta'ecuaci6n es 

sin<Jular_ debido a que no se han il".puc,¡¡to la~ condi.cio,es de 

frontera d<> la estructura, Cstol condición es 

U.,:: o (4.2 ... 6) 

" itnpon"r ,, condición (3,96) en la ecuación (·1.2.9~) o e 

ob.t iene 

[-": 
_, o 

H~J ~F,1 ' 
_, (4. 2. 97) 

" ' _, 
' 

de donde se ol•tiene qu~ u
2

•.1GOS, u
3
•.2840 y u

4
•.J33 los 

cuilles son cx,,cto~ s;_n ernbar•;o son aproxi.,ados en •:ualqllier 

olru punto, por cl~!nplo en x~l./2 .~e tiene 

(-"" 1 
r.] L-u4cj ·2H 

(4.2.98) 

(~. ~. '-)~) 

l:l v"lor exacto ::!e u en x•:./~ "" de 0,2:92. tl es;'ue~:o 

en el elemento i es o ... (f. u ) . o tarnl·~én 
~ ,x ). 

(4.2.100) 

subst¡.tuyendo l.15' condiciones(4.~.91) "" (.:.:.~C.Ol se ob.:ier.<l.·, 

lo,; ,;;quient"s resultado~: 



-1xo~d~ 01~po~ un ap ~pc~rxo~d~ o e~~~xa u~r~nto~ eun ap o ~~a~ 

-sts 1"P t~>l>~ u~)ontos <'1 ~ t'p<'wrxo~du u>'T~nyos eun ~p sourw~~1 

u a :<'TG~'l '"' ;>~d"'"T" T"'~au¡¡f> u a anb "~""'""' l"'~ "P ''"'lq"P~ouf>~ <> 

s"~"'""';'fub¡sur ¡¡s.x-,.xaprsuoo u¡¡p;>nd """1".xn:¡eu ns .:;:od ¡¡nb so~:¡o 

Á so•u~"TJruórs so:¡~O]o up u~1~"~1J!S~T" eun ~"0"4 urywo~ "~11 

-~s.ld Sa SOSll~ S011l1 UO '~OU~:¡qo Op OTdWfS TU lll!A!.l:) O~dW;>¡s 

sa ou t"n" "1 u<;nontos eun ap uo.l:>'fnb;:>.l ""1'"'" soy ""l"·'"l"''-'1 

-S" f. SO:>t:.n;;>aW '"?1::<>15!5 :>p OpU<'.lÓ Ánl:l P"P37'~1l" o;>Un o:¡SJX3 

SO:¡fU'f.'l so:¡ua1:1~18 UO:> ""'"'"15!S "? U91""T~POWO~"Gl• 

"01U31:l0t0 "'P"" ~~d" o¡l:lOUTtOd un t'~'fl11r\ O:)!UTJ O:)Ui1W3T:> top 

o¡oo;gw to onb "'~'~1U3!~ 'e.xn:¡~n~:¡s~ "1 ap o:ru:rwop 1" opo:¡ " <"0 
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-o~du so !. sopou SO"[ "" Ul!l:t"[t!OOT os su&.x.,o ""l -;s r,o,o.,xo sop 

-"~1nsa.:z u ubatt "" S011U!] S01UOUIO"[o opuusn opul u.:z:¡o lOd 

·u~J::>n"[<>S "l "lqUL<"::> ou ,;oupu 

-~S>~ s!"w op u9•~nrou1 "1 !. o-¡wourrod F> uo sou-¡·:>~1 ~"1"'"1"1J 

-:-.s ·~t:'sr. os ts 01~uxo lOS "pand l!-l! ¡¡p opo:¡i!"' l" sep-,nq,~:¡sop 

St!f>~U:> op OSll:l 1;:> UJ "OC\:lOUJ"[Od JO I.W SOU¡u¡;r~~ "!"W UU-;;!1!111 OS 
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-sa~ so1 .\. "l"P""' 1" "" sonu'f:¡uoo uos ou soz.:z~n]s" sot ~r:>o¡> s;¡ 
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mado <il slstena re<1l. 

En l<1 formulación ln<~lÍtiCa de un si:;ter.~a, J<~s suposicio

nes de que "lgunos efcctos <;on ignor<~bl"" ~i"-"en cor..o o~jetivo 

simpllfica.r los proccdi.tucntos .. d" cálculo, si.n c::"lbargo p. 
través del des~rrollo de cQcnicas digitales se han poclido me

jorar dichos procedi<üentos, aunque en ge,cral sic::~.,re es ne

cesario hacer algunas supos1ciones respecto a aquellos efec

tos que pu~Jen ser ignorablcs o simplemente no <lomin,1ntcs. 

La formulac1Ón con elementos finitos carnb11in requ1erc de 

suposicionc,; lógicus cr> b,.sc " 1" natut·alcza del sisee"" eJ. 

cuestión y para tal efecto se han desarro11ado una variedad 

de elemntos cuya~ propiedades son rcpresntutivas de algunos 

casos cnpcc:ificos de Distcme~s y e~s1 "" tJe11cn por ejemplo ~l.~-
' 

montos planos para la simulaciOn de probler.,as bidi::ter.sion~:<>s 

de esfuerzo plano o defor~:~ación plana, elcnentos viga en dos 

y tres dim,.,nsioncs, ele~:~entos ~ólidos o <la voluncn, cle01~ntos 

cascaron y otros varios que tienen propósitos específicos. 

Ln general, el an:ili~is y modelación de un sistema es 

un proceso que ·se des~rro~la en var:~a:; etapD.s q1.:e son• 

1.Dcíinici6tl del sistema físico 

2.~e!inición de condiciones Oc fron:era 

.3.ne!inición de agentes de pertu:cbacoón 

~.llefinición <.1c va,iubl.cs d~ res¡ou~so;;a 

5.Definición de efectos despreciables 

6.Desarrollo del modelo analitico o 

modelo matcmdtico 

7.1\plicación sistc,.5l.ica· de procedimien

tos de C<ilculo 

B.IntCI"pret.H;lÓn de Jlcsullados 

Cabe mencionar c¡ue un en:endH'Iienu> 'f"''"ral cl<"l :;;·:l<·.o., 

en cuestión es s~empre básico e Importante pues 1" dcf•:.lt:t/"' 



'/f 

' 
la dcf1nic~ón de 

cnt.en<!ir:liewco bas::<H,tc ""'"pleto del ¡>r-olol~::ta '!"" ~e e:ot.5. a:-.a~ 

lizando ya <;'-'" una formulae16:-. crron<>a co:-.c~pcuulr:.e~::e qe~cru 

.-eroulcados que no corre~ponC.,r. al verdnde~o pro:O~e::~a. 

En el área de .oplicaciones del nétodo del e!e:oen~o fi:>ito 

se p<ntc de la supodción que el üniili~is conoce y nnticnd<> el 

prol:.>lema en cuCo;tión, de tal ~orna que los puntos del 1 a: S 

En el punto 6, referente 11.l dcs ... rrullo del :nodalc ::\4tcc-.:i~ 

vl•J<•dos sean compatible~ con ".i ''""f.ortarniento -::encral :\el s::~-

"'cnl"oc; que co<n¡>onen el "i~~'""" sean capaces .\e ~Ct>r"d"::ir "" 

fon:.-.. aproxim.~da la respuesta del cisterna a las pc.-turllaclo""" 

y condiciones 11 que está sujeto. 

Sotl 'lilrlOfi lQ!i ~specLO" que ~e dnben ~ornar e:> C'-'''~~.1 par.l 

1 .. ~cLcc<.:>Ó:. "'' loe; elc,..e,.tos ,,p,·op;O.:¡cio~ ¡>"->'a ""'"" """"· ;oo<" 

-El nGrnc~o de grados de llbcr:aci 

-1"1po du co.rc¡as admislt:c•,; po; o: "' ~m~n¡;.;. 

-Tipo de geo,ccría pcnr.1tido por el eleme:>to 

-Sistemas de coorrlenadas pcrm~sibl~s del elcmenco 

-Limitucioncs del cipi~elcment-o 

<!C>:,•l-

:-al po.:.:Ccn s.:r apllc.ldo~ a la O".oo.!cl"ció:~ "" varO~·:; '-'>~s ''·:· r::::

:'"·'·'~ y .l c.on~inuo.ciOn ~~ presc:H.1n algunos c.1~os .:spcci:'i.:o~ de 

a¡•licaC>OltCS a SlStemdS reales. 
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c.TRUSS ELEMENT 

' 
b. TI1REE DIMENS\ONAL 

BEAM ELEMENT 

t.F\.ANE STRESS,PLANE STRAIN AND AXISYMMETRIC ELEMO:NTS 

J..,--- ~ 
'J / 

• 
d.. THREE DIMENSIONAL sct.\0 e, THICK SHELL ELEMENT 

TANGENT 

Q. PIPE ELEMENI 

'E,¡S\lokc"" 
SAP 

SENO 



4. 3. For~uracJón de f{csnluos l'csndos (.llCtodo de Go:.lcrUn) 

Una forrnul~ción ;tlt'crrwtiv~ a la va~iacional es la d~no

rn~n~dd de residuon pesados. lo:sta fonoe~l~ción no ¡cequiere de un 

postulado variacional <jllC a¡•liqu~ al sistema de lnteJC6s y par

te de una rnanipulilCÍÓn directa sobr~ la ecuación diferencial 

que goDict-r.a la fí~lca ~el misr.1o. 

una 

tipo 

JC3.1) 

en dond" ). es"" 0\>~t"adnr difer~n~ial, con las c<>ndicion~s r1e 

fror,tnra 

~(o\= o 
~'(o)"'\, 

(4.J.i) 

Una función de campo que puede satisfacer 11>:> condiciones an~e

r>ores "" puede definir como: 

(4.3.J) 

00 dt>ndc [:>)es ""a función ,, ,.. coortl.enadas 

(~.\ o o d vector ,, va\orns nodales O e 

\ ~\" "' ""' función • ":>reub~·· 

entonces, si \~Js es la verdadera función, al sust.itui~la en la 

ecu><ción (4.3.1) el resultad<> es: 

L( 1~],) o (4.3.4) 

¡., verdadera función .,ero es una buena apro~iroacién rlu la r'lis

am, entonces ~1 sustituir en 4.3.1. el ~esultado eso 

(4.3.5) 

''• 



en donde R 
. Por lo t.>nto 

R se ptlede cvalu~r en puntos <l<scretos (nodos) e igtJa!ar la su

ma a cero para min1~lzar el error, o sea 

J R dv o 
{4.3.",) 

V 

Pero una mejor solución seria la de distribuir R sobre un~ regi6~ 

de acuerdo a alguna función de peso w de las coordenadas {noc~les) 

antes de la i~tegración, es decir 

Jw RdV o 
(4.3.7) 

V 

o sustituyendo la ecuación (4.J.J.) en (4.3.5) y est~ '"' (4.3./) 

se tiene: 

JwL([N)[~¡\) dV=o 
V 

(4.3.G). 

La función de peso w puede ser de cualqui.er fonnn '"' gene,-a:. 

pero cuando se selecciona igual a las funciones de forma o de in-

terpolación s., .riene que w es igual a N y por lo tanto 

j[~] L(l~][~¡])dV=o 
(~. 3.9) 

V 

La ecuación (4.3.9) es la formulación de "Galerl<in" de ele

mento finito y si se aplica a cada ele~ento en la ,-egió~. se ob

tienen n ecuaciones simultSneas para n pará~ctros nodales en 

La solución del sistema de ecuaciOnes· que result~ se desarro

lla de igual manera que para otros casos, aunque una desvetaja ~s 

que la ecuación (4.3.9) contiene derivadas de orden más alto .;ue 

las de formulación variacional. 



Consi<!!:!r<tr \;¡ c~:uación difcr.:ncia\: 

Lu- t ~o (4.3.10) 

en donde Les ur, Oper4dor difa!·ancial, y la aproximación 

u. - L N.i. U.;. 
(~.3.11) 

entonces 
(4.3.12) 

j N.< E dR = o 
R, 

(4,1.13) 

Es decir que el error E entre la soluci6n aproKl~~d~ 1 l~ sol~

ción <cal es ortcgon1ll " las funciones usadas en la ap~OXlTOi'l<:i.:>n 

Ni. Este es el método de Galerkln cuy~ ecuaciOn estable: 

donde 

Un eje!:'.plo <!S el siguiente, se~ la ecuaO"i6n 

con condicione~ iniciales 

~[o) , 1 

(p 1(oJ ,..o 

+~=o 

Usando ]J, ecuci"n (4. J. 14) resulta 

l es el l1mite d~ x 

• (4.3.14! 

(4.3.15) 

(4.3.16) 

{4.3.17) 

(4.3.18) 



~licnción Jel .\!~tndo de G:tlC'Tkin .1 Vi¡:.·¡s, 

La ecuación fundamental 

(4.3.191 

usando la ncllaci6n (4. l. 14) 

J'¡t.qT( ~; -h l J~~o 
o 

(4.3.20) 

,. !llnc1ón de forma ód'! lr.terplación se rlefine sobre cada 

elemento, entonces Para ::o do . ' sisten~a se tiene: 

"-
J LN<•f( ~':~'-

M Ce) 
) Jx ~ 2. er o 

e=' (4.3.21) 
l(e.J 

Las funciones de interpolación son tales que: 

(4.3.22) 

Entonces el Momento M se puede aproximar: 

(4.3.23) 

Para reducir el orden de la integral en la ecuac:ión(4.3.21) :>~ pueGc 

integrar por part"s entonces: 

(4.3.24) 

Substituyendo en (4.3.21) se tiene: 

[N'''f ~ 1>- J("~"l' ~ + \_>~"'f ~I )>x~o 
~. ¡<tl 

14. 3.25) 

~ 1 



La primera inteqral nos d~ l~ m~Lriz Plemental de co~i•cie~t•·s 

lk 1" 1] ~n ~a ecuaci6e 

l K'''l\Y\ o \f"'\ l~.t.:>r.) 

A. traves ñe la S'!m" sobre toñas los elementos, la se~uoda 

inteqral produce el vector (r} . 
• 

El primer t6rmino de 1~ ecuac1on (4.3.25) contribuy~ al 

vector 1, F\ si dy(dx s~ d~fine en cualquier extret>o del elee>e:no, 

si no se desprecia. 

Las inteqralcs de la ecuación (4. 3. 25) se evaluar. como s;,-

g u e ' 

J~ -<IX 
Entonces; 

1 
" 

' • [ -: l (4.3.27) 

(4. ]. 28) 

¡ ~•1 <lx=-'-1' -·¡¡~•) 'IJ J l -1 1 ~~ (4, 3. 29) 

(4.3.30) 
• 
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R<::~ult..~do.~ 

Nodo 

' 
' 
' , 
6 

E.F. 

o 

-. 3334 

-1.2385 

-1.571'3 

-4.1929 

-5.9559 

Conclusión: Sin co~enta~~os. 

Teoria 

o 
-. 3335 

-1.2388 

-2.5729 

-4.1929 

~5. 9559 

Ecuación de c.,mpo en dos dimensionos: 

L(~) -

Aplicable a problemas de: 

-To~sión 

.-TrdnsmisiÓn de Calor 

-Mec~nica de Flu~dos 

(4.3.34) 

La inteqral de Galerkin parJ el c.,so de 1., ecu~ción (4.3.34)es: 

+ 

(4. 1. l~l 

·-' 

') 

o 
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S.L "Desa.r,.-otlo de t-'\o.;\-rtc.es. E\e..rn.e.f\ta.\es. 

CCLJ..c..... &eV'I'I.e"-to .l'.óh:{. ct$oc.lc..&.o a.. u"'- l'l.ÚMero dlhr ~ 
Vi\\1"\c..Jo &.e 1\odo!:: ) e.~{os- a. su >Je..C a. Uf\ 1'\ÚMe..m 

especif\~o c4 ~ro.Jos JJ> nberto.d ( g J ~). En ge<'<
r<tÍ, depeoclieoJ.o &.. \o. vo.ri•6\e &.o ca.m¡o ( &.><plo~a.
r--.\efl\-o/. 1-.e~">'~r~n:dvn:: ... , Q..\-c) S"e pve&.a. d.4iflú~ e\ \:.ifl:l de. 
:Jra.J.os; Je \i~Q(t:CL& q:ue. Se. fe.'iuiÚef"\ (U(U.. \o.. rtprt...o.i-·;

tu_c.W'f\ físico.. clcl ce;m~orta.Wlief\b J.J sls.'rell'la..; ~or 

-'{i'"'flu, s\ . se 1rahc ,hl d.osp\"-c"-""eoto &': oo~ 
fart\cvto.. .QV\ ur.o... \\!'leo... 1 se +ief\R. Qn-6f'ldl:S. \JI\ ~ ~cU).J 

"5< S<. 'ro:tc.. ck c.l.osp\ú.co.W\ieotoS <10 úO r\ooo J.o. ¡,_ 

rmsm"'- ~V\toOCJ!J se. +ien.o.-. d.os l¡ d i) ~ se. he"'" 
+res l5 H.' p<>r<>. e.\ a;so Je desp\a.'C</.M ieo'ros ~"' ,_\ 

MfaLco. · · . . 
Los. e\cmeV\ ros ÚDMUf\Mei\t. e. U$a.d..os. el\ \a. -pruc:.heo... 

de. elerr1el'\t.os fic\",t:os puQdel\ c\o.üflc.o.rse.. de \Ja.-ia..s 

forlflaS ~.el\ IJG.rlQS Ch:tegortéu, a\gunú~ J.e. t.\.1:-Cts pl..lQd.:!f\ 
Ser lcts 'jvQ Se iodicao en \o.. nMu. S·\·l. ¡;\5oA<U d.o, 

lo.s curo.cre~í•hcos inclic,d, ~" c\1:-"- to.blo. pooc.l.o" ser 
f\S\co.mcote. ,o1:erp r'bo.ks , por "-i''"f\o .e.l núMc ro ~e 
nodos f\Q(QSo.r<o5 paree Jcscr'1 \oir la_ to¡olo~Co. Jc.\ ¿\¡ _ 

Wle~to, forrnú. . rolo.hv"' ( red::aogo\ar , h-i<r<toid<D d,_) 
pero ·o~ f\o ~of'\ t"-a.n o\,v·ta.s coMo po'( ~ie·.u.pb .el ) 
orJen c/.Q IQ \Of<1ra.'i6" "Yf\iclta., el +iro d.Jl la.\ f;,o-
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Ctotle.s &9.. ,·nterfola..úÓ"' de (a_ IJa.rta.l.de. k útWipu· d· c. 
,Ef\ <Jo P"'~'""'"- ge"'col JJ. JJ,"",b" F"'"'"', m.<.ia.. 
.J.wJ>~\:o -'"""- deloid.a"'~~loe. for "''lo.~ ec ofa<ve's Je 
de.r\-a...s ewa.ci.DNIS ~ve fvMan eY\ OJQ .... tt.... tGL.s s:t-~\Ji~l"l-

1:: es ca.,.-o..cte 6shcu: 

- t-lúmero &.o MMs 
- .¡.,,., h qcadm &.. l•iol?rfa& ~~ Md..o 

· - coo-r&e.\1\ú..cia..s f\.oJ..o..l e.<; 

- Cof\Q.ct \ </ ú:lcu-l J e\ e.\ e. '111\ e. ¡."\ t:o 

-NuMero J.;. -puflWs &.!! \f\1-e.~mUC, ( i-:;ofaraMCbl(o.s) 

- rro{•eJad,.¡ Je\ (Yl<ct-eriaJ 

~ fa'"- ca_&cc J.._"''"\;o 0'1 VI\_ süte>"l1cc, se formula,-. lar 

mcdr<us <!ÁeMeotaler qve OU?tc\"ericao sur fropieJC<Aes 
~ '!"' <e eosarololaA M f(latrtcH ~lo~a.\es got c•racl-e

rl'caA 1"- c:dwd""'- -k>W cld <"<ste«ta.. 'Por el''"plo 1 ... 
es\ruck!rzc · mosirrcd."- e" la. j\i~om. 5·1·1 t-'>"-' ~? 
~"""~\:os w~o\ 1\o&.>\ 1-ier\.Qn un w\o ~(<LM &.o lí~orl-n& 
( 1-eMfPmfu"'- f(J{ 2;i•wrlo) . f3i resol !-M.o &9. '"'"~\,lar 
la:s v>to.\-ilm .ieMeo\:"-le.s en k roa.hi" ~lol,cJ _e¡, """

ma.-\-'ii ::!:. ()J~o5 te rtvimoJ Ji{ .e ro {lh:.s. J.2 ce <O SQ. if\d.Ú::a.f\ ~>1 
uno.. "x '' c.o\1\1\o .se. W'IUE.s.~ eV\ \o...s s\~uicflks: e0.hi.ci.::>Ns 

· ;"ru"'-J."-' . 
Seo.. [\<;). \"- ma.fn:;o clci e\e•'"''b:> i. CJJ~o ocdc., 

.!!_ M i~vJ ·al """''ro eh l't<lcl.o< ( da.J.o 1cJt Cá.d• t1al> 
bent un solo ~J l J e.w\ou:H u>. ,~,¡;,""" la1 •:"ijuioofcs 

. mo.Mc<l e.\e""'"bti.to· 
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Table 1 - Coupled Node DisplaeeMenta 

Node 1 Node 2 OirectionG 

1 1001 ox. UY, uz 
27 102? ux, UY, uz 

1 

1040 ' 40 ·UX, UY, uz ' 

55 1055 ux. UY, oz 
70 10?0 ux. UY, uz 
as 1085 ux. UY, uz 

102 1002 ox, OY, uz 
119 1119 ux, UY, uz 
215 1215 ux, UY, uz 
651 1651 ux, UY, uz 
664 1664 ux. UY, uz 
667 1667 ux, UY, uz 
709 1709 ux. UY, oz 
728 1728 ux, UY, uz 
747 1747 ox, oY, uz • 

764 1?64 OX, UY, uz 
781 1?81 OX, UY, oz 
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V sectionl Tsection j SsectioniSseC/pinl 

Ue1 • o.oos~oe 1 o.oo~'ioo 1 o.oot.a:!:.l 1 o.oo!l2. 
1 

Ue3 Q.005:!.'24 Q.Q04'l\4 0.00'104~ o.oo~1s 

Uz1s O.OO'YG~D Q.OOS.'2.11 1 Q.DMl.bD 0-004175" 
1 

·Uz77 0.00(,~51 o.oo~·Hs o .004~ ,, 1 o. 00<.14~ 

U417 0.001'5171 0.00\b\4 Q.OOIM'3 1 Q.Q0'2.\5S 
1 

U419 0.00216~ 1 Ó-002'20'2. 1 Q.oo 22!S Q.Q02l'\S 
1 

U111 o.oo !788 Q.QOJB\1 o.oonqs o.oo1113 

U119 o.oo 2117 o.oo214s 0.002\Z.l o .Q0\1(,(, 

"'1 
•• o.oo 10~4 0.000121 0.000'-1'\ 1 O.OOOS10 

"'2 o. oo 1077 o.ooo'ln 0.00070~. Q,QQDSl':i 

TABLE 3 

• 
U(¡)- Tangential displacement nade i 

•• 
O:(j)- S lepe of pin side j 
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APPESOIX - DATA J~P~'T TO SAP JV 
1 

I. IIEADING CARD (12A6) 

(l) 1 - 72 I!ED(l2) 

Not'ES/ 

entry 

Enter the hco~ing ;nforrnal>on lo be 
printed with the output 

(1} &cgin each new dat~ case with a new head>ng ~ard • 

.. , 



" 
notes 

Ul 

"' 
(3) 

'" 

"' 

"' 

'" 

(1:') 

~1.\SHR COliT!IOI. CARD (81~) 
0 
k 

column• v~rlabte en 1 ry 

' - ' :n~lir> 

' " SEL'l"Yp 

" - " ce 

" - " " 

" - " l>'DY.~ 

" - " l!ODl"X 

" - " ~AD 

Total nu .. bcr O( nodal I>Oints (_¡oints) 
<o th" 1<odel 

);u!".bc•r M Pi"'"" n t ¡;roups 

Sumb<!r o( ~tr_u~turQ loa o Ca5t!5; 

GE:.t; stn!tc an3ly•is 
E<t-?; dynam1c annlysu 

Numbcr'o! frequcn"ies <o k !ound 

'" '"' e1¡¡:c•nv"lue solut¡on; 
EQ,O; SUtlC analys>s 
GE.l; <!y na.,) e anolysis 

An.,lys\s ty¡w codc · 
l<,I.O; SI31H; 3n3lys1~ 

n¡, 1; "'l:c•nvnlue '""'·too· ~olut l<>n 
Et.l.2; fon·.,d <Jyn'""'' r·c•,p<>nS<.' h)' 

~'· supcrpnsll\"!l 
t:Q,J: r"spons" >pc•cctrum .ln.<ly~,~ 

EQ,4; dtrcct stcp-hy-stt•p lnt .. ~r~t¡on 

Pro~ram L'l«!L'U\ 100 mo<k•: 
EQ,O; pr<>bl,m solulton 

EQ. 1; dat" chec·k un 1 y 

Total numb<~r " ' ''"<'tor·• "' '" u ~ed 

'" ' Sl11SPACE I~IERHIO~; ~ulut 1on r ,,. 
,.; ~"nv~lucs/v'-'<' 1 or,;: 
EQ.O; <kf.ot~l< f•·t :o: 

li!N1.2•~l',~¡.·.H) 

36 ~ 40 KEQ[J );urr.b('r o[ dc•,;t·~c~ o[ fr,cd~m 

(<'quotlon~) pt•,- bln<'l: <lf 'tora~<': 

"' 

EQ.O; culcubtcd nutomall<'ally 
by thu pru~1·am 

.~udc·~ :tr<' btoelo•ol ~>lit !Olc•¡!C'r~ ronpn~ from "¡" lo 
tho.' t<Hol numbc•r <tf n<>dQ5 In lht• ~ystcm, ":;T)I~P" 
Thc• pru¡!t"Ont C':<tl~ ~ltll nn <1ia¡:n<>~ll<' O:t'HS:tl'<' 1f 
:>Tll.\P, •~ _,., . ., (0). Thuf, l~n hl.tnk c·or't!~ :>r<· !l~c·d 

tn c•nd \h,· l:ls\ ''"'"<"·'"''lO" r11n: l.<'.,""'" bl.1nk 

hc•ndll:~ '"'"'' (~c·C'twn \) .1nd onc• bl,1nl< •·:tnl l•>r 
lhl~ ~····lt<>l:. 

For c•;ch<ll!'<'t-rnt ,.¡,.~,·nt typ<>(TRII~S. Rf<UI. ,.¡e,)" 

ncw clemcnt ~n.•up n····<i lw tlc•flno•<l. EJ,•n"'"l" ~!thln 
0:'"""'"'' ",.,. '"~: ~,,..,¡ ! "t.·¡:c• ,. J.¡tJ..J~ r:'ln,;lll~ fn•= "¡" 

tu lhe lut.ol """'"' :• ol e!,•mc•nl' •~ !h<> ¡:rour. 
El{•.,c'nt ¡::·n11ps ,,.,. 111p11l \11 So·c"ll<'n l\', b,•l""· 

11. 1 

') 

~) 



"· MASTER CO:\TROL CARO le'<>~! onu~d) 

' Ele.,~nt null'b .. c¡n~ must b<'¡pn "'llh """ (\) ,¡, ""~h d! fkrt•nt 
¡"roup. lt 15 poss1l>le to US<" "'"'" tn~n onc ¡¡rnup for an 
element lype. ft>r eu,.,plc, all colu,..n~ (verUc~l l1c-~"~) o( 
1 building O>ay t>n consldercd onc ~rnup nnd t~c· ~>rd•·r~ 
(horizontal bc•am~) Muy be• consldcrcd anoth('r ~roup. 

(J) At least on<' (lJ lo~d <'Ondttlon o:ust be spcclfh-d f<>r a 

,., 

atltlc (:;o~.EQ.OJ analys;.s. If th<! data cas<' ca lis for<>n<'Of 
tlle dynarnl.c analys1s opttons (:\D'C'.EQ,l, 2, J, <.>r -1), "" 
load casus can be rcqucsted (l.c •• LL ts Input a~ "o"¡ 
The progror.1 al~ays pruc•c•Sscs Scctluns V ((onccntra\'''1 
Lo~d/~lass Data) and VI (F.lc.,ent Load ,\tult lpl!Cl's) n•al 
expc<'IS to rcnd SO!:I'-" <ht~. For thl.' case O! a dynar..lC 

analysls (~D'fll.GE.l) only, '"ass coe!flCltnts c~n h·· lnr-ut 
1n ScCtlon V, and one (1) blar.k elfm~nt load l'Ulto;,J,"r 
cu"d is expecttd in Secuon VI. 

ror a stat!c analyslS, NP,EQ.O, lf ~DY!i.EQ,l, 2 or 3, the 
lowest Sr ~·1~envalucs ~re deterrn\ncd Ly th,.. progral"l, .S<>\ e· 
that R dynamlc soh:t¡on may b<> n•-starlc•d arter <·l~L·r,\"ah:o· 

oxtructl<Jn (pruvH!ln~ a preVl<>Us cl~o:<·nvolu,. ~nlut1"n ¡,.r 

the modd •as '"v"d on tupo· as descr1b•Jd ln ,\pp~ndl~ .~) 

NF for the Orlg1nal an<l 1"•,-s<art runs mu>l h" thc· •"'""· 

(5} lt ~D~.~Q.2 or SDY'<.EQ.J thc prn.:r'm [1rst snlv<•s !•>r ~1' 

e)~envalu,.s/c•••<"h•rs and IIJ<·n P"rfom~ ~he forco•d ro•snon~e 

solutton (.,r lile• rc~punoe spectrum annlys1~l. TI"•S, che 
pro¡:ram "Xpc•c•ts lO rc•od tlw control card hovo•rnw~ llH• 

et¡.;•:n~olutton ISc•ctton V!i.Al. b.,forc rc~d•r.¡.; d~tn '" 
for the <=Ase ~OV~.EQ.:, 

thc program solv~~ for NF ct¡;<•nc·alu~~/vector~, pr:nts •he 
rcsults and procecds to lh<' next V~t" case. TIL!"' ro·~ults 

for the elccnvalue solutton phnsc OOY:"i.EQ.l) m~y ou 
UVc'd !or lntcr use ¡n nutomatlc ro.•-,tart (Ap~cn<ll~ A 
liSIS thc control <:ards <hat are- r<:<!UtNd to ~~~ect thls 
sac·•· operat><>n), l.C .. ~ dynaO".lC ~olUI><>n :onv be r.·~\3~<ed 

wlthout ro•peOllng the s<llut1un !c>r :l1pQcs an~ !l"••<;toc'~'-'''"· 

tr lltlS <lata c.,.,. lS a re-s'"rl J<liJ, od ~D\'~.E\,1.-~ f••r ,L 
forec·d r~,ponsc• ;ulUt><ln, ,,,. M•l .'!J\'.~.~·\.1.-:J i<'L' .L ,,.,,.,,"'" 

spcctrur:~ anai)"SlS. Sote• th~t ""' ""lutum "'''" ~·· n-~t.l:"<c•t: 
a IDUltlple of l!r:a<S (lo run dlff•·•·c•nt ¡:ro>ttn<1 ,p,•n,·a ,,. 
dlffcrcnt ll,.~-dt•po•r.Q...,nt f"rnll¡: (Llnct•"n~\ \)c·c~u~e llh· 
program dut•9 n<•t oit'~tr•'Y tlh' t<>nt,•nl~ <>l 'lw L"••-otorl to;•· 

lf NDYN E\l.·l ti:,• :•:·,.~r:lf,, pc•ri<H·cs t\k ro•'p"~"'' <ulutt,,,. ''' 

d1~t:Ct slt:p-b)-~<··~ ""'"O.:I"~l"''" ,m<t ~·· ,.,~,r.talu<' ,olu'""' 
contr-ol c.trd s~t•ul.J. bL" prt>\'ldo-d. 

11 • ;! 



l"Il 

• 

-~uc¡~ ¡;.>¡ ~¡¡otc~ou s¡ nO:DI ·~wn¡qo~d 

~-'"1'1 ·'"'' <><r ·""'~·'"'ll" "!""'' tPt4~ ~"""" c¡cp nr.w~ 
~~'"' 'U<otln¡o~ ~:><>¡<¡ UOtlCnbn <>J~t¡¡n'" 1~"1 Dl ~<>SO 
"'1~ '"·"11•" '1""1" ,,,,,,..,c~cd !lu>l~Ol oor.~~o~d P st !103'}1 (Bl 

'>.1•·:r. 11·•! 0'1 .i¡]rl:IJ{\U 1'!0'l1J< pUl' .!.'lo'!;;OJPd !JUtl~Cil UlCJ.\1 
-o.HJ '' _\¡¡~do:>upd ~• nr.~ .,,,n¡c_,,,,:T¡~ .J:Io: 1~a~o¡ "41 

JC'i ~UOtHJO:>j~:> •'41 Ul 0'Un::JnAUO:> alCJaJn:>.ooi OJ ~l 
·'IIJCI 1]110pp "41 .lC>.I" (]\'•, ;ruFOM:>Ut JO ]:>,>Jl<> ;)\¡~ 

·.r:\'; .1n;r.1 ·''11 <l'l p.l¡¡cw~ '1 JolA;Hptt¡>l) ¡:r-,.¡¡.: JO 

_¡~.;-l" "'"""'"'" l¡nr)-'r> <nn w<>J¡ r·n~n '"1 01 ~Jo;:>M 
Uul JCJ,11l ¡o .i'"II"'U Jl' 1"1 '><11 D~UC40 01 p;,<;n "q UC;) 

~f.-11': :>:> 01 .\.o111.1 "1!1 'UrLIJtJo!:¡r. ·''O!H'Ul~l ]:lVdS80S 
"'-.[1 :ltJt~O ~"n¡eAU3:JJa J<oj DAJO~ 01 ~~ lllC~:IOJd <>1¡1 JI (L) 

·uot-;nJ<>S 041 ~utw""l"·•d lno\¡lT~ •r>H~ eHp 
:<:Jt~~a4:> PUC llutr>~~J ~¡,1\Utluo~ p\10 (j'fl.\ U<>]P<>S ~O) 

g·¡¡,\ uotl:>"<>g 01 p.oc~ •141 uo.1¡ ~lP-'>lr' "d"mr um;llo~d 

"\ll 'poaHUt :ur>tl>'"';o¡u¡ '""'n¡o•ua:na Ot.Jl '"lClUO:> 
IPTG~ ndo-; ¡.101~-a; "4' pr<>J 01 ~:~oJ:!<>Jd ''4l cosne:> 

loU •<>or> ':>po:o .i¡:oo-~~"'1~-•••v ""' uc l!ut¡n~.;~a ""4-~ 
'(,.[-.. Jo .. l-,) .'ViOK JO) ""10·' 3~t¡di3U e 10\ll n¡o¡,: 

·uotln]O~ ~<>¡qoJd'¡c~~o~ 2u¡Jnp U<>llfJ~ 1DU 

-> "J<I.'-~~04 '!!Jd'r".l 'P<>s,cd a;r UUtln~""' (O'tJ]'XlQ()';) 
]l",,.IOU !Ju_' ll\p jl•l"ll\b;u ~U0110j0:lj0:> MlSUC!dX:> C!\¡1 JO 

,n\]Ut o·¡op ]]O 'UTOlUO~ l!~ó';'~ ·.~1·1 '<J<>llO¡d 4~a111 U 

u_~n' ,w,•;;JnJd "'DdJnd ¡co.od~ oi 11\~Ut ~o "'" JO) P<>A~~ 

-~n .lote <>]tl ~tUl puo ·.~3dY~ .. '••JTJ "'"' .(¡uo S"lU.._ 

o:~cJ~<>.ld n·.¡¡ '(1'.03:');~<10:~) "1"''"' .<¡uo-~:>-'4"-"lfl> 01.J1 u¡ (9) 

(f'31\Uf1UO:>) Q}JY.) 101!.1.~00 UJ.lSVll '11 

1 

1 

' ' ' 
' t 

1 
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' 
111. SODA!. POJ.H UAH ¡,u . I·l ;!ii5, Jno. o, I.J, no .Ol 

5 
notes colurnns 

'" 

'" 
, 

' ' ,, ' " IX (li ,l) 

" " IX(:;,2) 

" " IX(li,3) 

" " 1X(li,4l 

" " !X()-;,5) 

" " IX{.~,6) 

Symbol d"scr1bln~ coord!notc• ~-'''''"""· 
for thl~ node; 
[Q. {blAn)..) 

EQ.C; 

!iode number 
• 

x-translat1on 
Y-translat,on 
z- tronsl.H 10 n 

X-rotot '"" 
Y-roto\lnn 

z-rotatton 

EQ.O: f re<" 
[Q.l; f1xc•d 

Carl<:stor. fX,Y,ZJ 
cyllndne,,¡ (R.r,eJ 

boundary cond 11 ton <·ode 

bnun<lary <ond 1 t u>n ·~· boundory <ond l 1 u>r. "'~" 
bnundary «.ond 111nn cud<• 
boundnry , ond 11 :on ,-o do." 

boUndary co~d1!1on ('U<!" 

(loa<ls .I:lo•cd) 

'"" load •lln~coJl 
VT.l; rna,tc•r nod" OUOlb~ r ( be• u. r.od•."~ 

only) 

{4) 36 " X {X) ' {o ,. ' ) -uro; n,,; e• 

'" 
'" 

NOTES/ 

•16 
~-· Y(Xl ' -ord!O~I<" 

" " z (:f) , 
'"' " -ordln.Itc• (do ~ , .. ,. ·~ ) 

" " 
'" T {N) :fndal lcrnpo;nllt>>''' 

{1) ·A special cyllndr)col coordln.It,· .y,;t<•m 15 ~¡¡.,-.,,d 

fnr the glnbal d~scr~pll<>n o[ nnd3l po1nt loc.>t.•n<>>. :f 
a "e" 1s ""'"'"d 10 card coluo.n onc (i), thcn th~ "ntnc·~ 
glven ¡n n: 36-65 Dr~ t~kc•n to b" r"fcr .. n<:cs to ~ 

global {R,Y,el ~ystcm r:tth"r thnn tu thc ~ta~.dar<l 

(X,Y,Z) sy~t<!ot. Thc prngnot.l C<>m·,·rt~ q·l~r.<lr"·nl 

coord1n"'" refen•nc·c·s to ~3rl'"~1.on ~<><>rd1n,ltc·~ •.o.•1nl? 

thc formulac: 

X"Rs>n6 
y " y 
z=Rcose 

Cylwdncal '""''fllnHo• 101p"t •~ ,.,..,.,.¡,. .o ""''" c·.onoo•nJ
cnce for loc·at1n~ nodo•s tn ti>•' ,¡"nd.•r~ (.\,\",Z) ,y~1c•:o, 

•nd no utl,.,• o'<!lo'tvn•···~ \" llh· nl::•.lo·l<·.ol ,,.>lc'Ol art• 

impl>c•d; '·''·• \l"ur.<t~o"\" c·nndlll<'n 'lh'<"lf><""ti•'"'• ,.,,_ 
pul dl,pbcc•m.,nl c·<>t.>pnno•nts, '-"l<" .or" r .. fc·r<·nnt! '" 

thc• (X,Y,Z) sy•tc•rn. 

{2) S•>rlal polnt do!.\ mu~t \le• <Jo•f¡n,.d 1<'!' .oll (.\\"1ol\Pl "'"''"· 
No~,, data '"')' be lnput ~ 1 n•ct ¡,. 1,. , .. , ,.,,.¡, "'"h• o•n 

Hs own llldl\"UIU.11 ,·~o"<!) oo· tho• "'""''''~tinn "1""'" 

atny bo• u~e<l ¡f .o¡>¡•ll<'"hl" {~•·e• not•• 5, b<."l<>~l. 

111 .l 
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A<lm1sstUlc n"dal rr11nt numb<;>r~ ron~'' from ''¡'' t<> thc• o .. tol 

numlwr o! nod•·~ -~L~.;~p llh·~al r~f<•r••n.:<." ar•.': 
S,U:.O ar ;i.[,'L~C):.\p, 

(3) Onundary ~ondltl<>n C<><l<"'i c~n nnh 11<' o•5:~o~<! 'O\•' 

!olln~tn~ volwe~ (:,("' l,L,,,,,Il): 

• 
'un~púCt[\ed 

(or rotatl<>n) <·<><::~••N'"t 

IX(/l,)\) = 1: dc•lo•tc•d (flJ<Cd) <lls~lac·c~•.-nt 

lll(S,Ml = ' • 
(nr r<>tattnn) ~orrp<>n<•nt 

nnde nu,-.bc•r ··~· (l ~ ~ 

and K .i lil '" ~~., :::~s1."r .,,,.¡, 
to ~h1ch u, .. :.ttn d• ~,-.. ., .,¡ .-.·~· ., ' 
dmn ot n<><le ,\ t~ ~ ,¡,, .. 

An unspectfted (lX(Ii,:ll = 0) tle¡!r<:>e of fn"'"""' ts fr•-•· 
lo translate ar ratH<! a~ \he• solu11nn d;c·¡,o¡.,,., 

Concentral<'d fnrn·~ ("r "'""'""\~) r:-.oy 1><• appltc·d (S.,<:ttun 
V, b<1lu~l In thto ¡¡,,~r•·•-' D[ lt'c'oOum, on" 111 •ystom 

cqu!lliH-uno c·<¡uCl\ ''"' ¡~ ref\011 n•tl 
d~·¡¡n·" ol fn·cd•-"• 1 n llu· "'"tl•,l, 

[¡¡r '""''· ""~pe'<'lfl'!<l 

Th" "·"·''''""' ~u~h<'l' 
af ..,qulllbrtmr. c<¡u.1ttnns \s ,J·•·'Y' le·~~ than SI' [o;¡ 
lltne5 Uw l<•lJl nu•,IJ<'r o\ n,,.¡, ~ 1n \1"· :.-ud...l, 

D<>letc•d (IX(S,.',I) ~ 1) <l~gn•e.'i ol lrc•<•d<••" ~,-, ,.,.,,,.,,.,.,¡ 
from the l¡nal su o( c•qu;ltbnuro ··~u.l\;<Jr.s. llo•ldc<l 

d<'~r<'e5 of frcedmo nr" ll~<!d (p<'ltnts OÍ rcactw~), and 
nny luads "pplH:d 1n tl1o•sc <lc¡¡n•••e nf (o·c•edcw. "'e' 
t¡;nor<'d by tll<! pro¡:>'""'· ~n,¡,s tb.o\ ~re usc•d Ior \ 

t:<!ometnc rc!cr.,ncc• nnly (l.c,, nudc~ no\ ~s•t~no:d 

to any ,,¡.,~_.,nt) "'"~\ loav<- nll S'-~ (6) dc•br"c'~ o! 1:-c~

dom <l<"l<'l<>d. ~n<i:1l d,.,,·,•es al 1:-<"<'<1<•1'1 l•.w;r,~ und"f'n•·d 
stlffn<!ss (s1:.·1l "' n•t.tt1ons 111 ·'" nll 'lltt:SS rr ... <l••l, 
out-of-phnc• ''""1''"'""\' tn ~ ,.,.,,_dl<;c•nSton~l pb.~"'' 
JOodei, etc.) ~looulcl ¡,. dd•.·<<!d. O..:ldlon~ '"""tite· 
bcn<.'llct~l ..:flc•ct ,,, n·dtl<';;,~ tite• ~'"' <>! t!;~· ~"' o; 
"'lu~twno t!oot '"'"' ¡,,. ~.,¡,,.,¡, Tlw t:t~h· ~do>< lts<o 
thc• t)-'pc·~ "f dc•p·,.,.,, .-r l<'<•o·<l•''" tila: are> dt'l1n..-J by 
"ach dtff••l'•'"' ,.¡,.~,·101 ,,.,., .. T!,,· l.!l>lc• ·a~ ¡Hc•pared 
~~~""""" th.l1 t\w ,.¡,.,.,.,11 h~~ .:··n,·ral onentatuln 1n 
()l,\',Z) <p,,.-,., 

OEGREES Of' <"fU:[DC)! ',\]1!1 Ol.~I~Ul STI!'F~l:SS 

Ell)a.:-n 1'\'M: " :r :l. 

' . TRl'SS ' ' ' ,, BEAM ' ' ' '· ME~toltU[ ' ' ' ' ' 2 D.'QI'AD ltl ! ,\ Hlt~ l. ' ' '· 3D.'IIR!CK ' ' ' '· PL\TE ·~111.1.1. ' ' ' , DOLo:> llA it\' ' ' ' 
ltl.2 
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lll, MO!Yr.L POIIIT !Yr.TA (cont1nued) 7 

DEGREES OF FREEDOM WJ'lil DEFlNED STIFWESS 

Eu:KE!n' TYPE .. , .. , 
•• THJCK SI!ELL 
9, 3D/PIPE 

• 
• • • • • 

• 

Hence, for an all 3D/BRICK model, only the X,Y,Z 
translatlons are detlned at the- node, and the nu:ober 
ot e<¡uation5 can be cut in halt by dele!lng thc three 
(3) rotatwnal components at every node, 1! a node 
ls com111on• to u·o or :oore di!ferent eiO:ment types, then 
the non-trtvlal d~grees of freedom are found by eombt
natlon. FOr eumple, all 51':11 (6) co!Oponent~ are poss1t>le 
U a node comr.ton to both !lEAl\ ond TRI..'SS elem<>nts; 1.e., 
the BEAM govcrns, 

A "ooaster/•lave"_optlon is allo~ed to model n~ld 
llnks tn the s)'stem. ror thls c~se, !)((S,II) :K mc•ans 
thU the Mth degree of !reedom at node ":;" is "~loo·c.'" 
to (depende.nt on) the so.mc Ulth) degree or írccdom at 
node "K";· no<le "K" h sud to be U> e rr.ost~r node to · 
whteh nod" M 1.5 shve. SÓtethat no actual beuo ne<."<l Ío 
!ro,. nod., K to node N, however !he followlng res! rlct ions 

(a) Nodc one (l) cannot t>e a rna$ter node; l,e., 
K j 1 .• 

(b) Modes "¡;" and "K" "un be beam-only nodes; 
!.e., no other elcm"'nt type may be connect<."<l 
to either node ~ ur K. 

'"' hold: 

(e) A node "N" can be slave to only one. rr.aster nodc, "'K"; 
u:ultiple nodes, ho~ever, con be slavr !O th•• SalOl.' rr.ast<>r. 

(d) lt th" b<"aOI troOI "~" to "¡¡'' lS to be a 
rlgtd l1nk arbltranly ora•nted 1n !hO" 
X,Y,2 space, th.•n >11 stx (6) degrees of fr,e
dorn al node "~" rnust b~ modc sl3v"s to ne>de "~ 

Dtsplacu,.,nt/rotat>on CO!Opon~n•s for slaoe d··~re<"S of 
freed01:1 ot nod" ":-l" are not r••<"overed !or pr1nt1n~: 
i,e., zeroes appear a~ output for slav., dc~r~"~ <>f 
freedo!O. 

(4) tiben CT (Col. l) 11 .,qual to the charact<'r "e", thco Y~lues 
icput 1n ce 36-6$ are tntcrprt•tcd as the cyllndricol {ll,Y,el 
coordtnateo of nodc "N". Y h the ax1S of ~y10metry. 11 1" 
tbe d!Uance of a P<>lnt !rom. the Y-a,. lo. Th., an~I.· ~ 1s 
... aUred C}OCko.ISP froC the pOSttive Z-Uh .. hen }OO)<Jn~ tn th._• 

po.tovc Y dtre<"lloh, The cyHndrtcal cOOrdlnate Vlll>•·~aro• 
prlntcd U ente red on the ca:n:l, bU\ 1l;tt><"d1Uely atterpnn<tn~ the 

Jll.3 
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111. NOML POINT M'l'A (co~t1nued) ' ' 8 

"' 

•lobal ca:rtesi an values a :re ca,.put...:l f:ra,. the input Cllt:rtes, 
Mote that boU11dar·y co!lditian endes always :refer to the 
the (X,Y,Z} ~ystem•even lf the 110de happens to be located 
•ith eyltndrlcal coordillates. 

Nodal paint cards need not be input in llode-orde:r sequencc; 
eventually, ho,.ever, all nades in the i11tege:r sct {1, )11;!.::-;p] 
'"ust be defined. Joint 11nta !ora series of nades 

may be ge11erated from iii!OrroaUan ¡:1\'~11 on ha (2} cards 
in liequence: 

CARO,l /. N
1

, IX(N
1 

,1), ••• , IX (N
1

,6l ,X (Ni), ••• ,K1'1'
1 

,T (:;
1 
)/ 

CARO 2 / N
2

,IX(ll'
2
,l), ... ,IX{N

2
,6),X(N

2
l, ••. ,KN

2
_,'l'C!>

2
l/ 

KN
2 

U !he mesh l[enerat ton para,..,ter ¡:iven on th<! ~econd 

card af a scqucnce. 'l'hc flr5t gencrated nodc 1~ 

N¡+l ~K:-'2 ; the second G:'"'":rued 11od,. ls ).'¡•2 •)(\~··el<·. 
Ge11erat1on contlnUe!i unt1l nodc numbcr .~.,-¡.;:;~ ls 
establuhcd. )>ote that the node <11ffcrcñce :>2 -:-;

1 
"'"SI 

be eve11ly d!VlSiblc by ;;.~2- lntcrme<ilale nod<"S b'-'l~<·c·n 

N1 and K2 are lacated al cqcpl \ntervah alun~ lh" 
stra1ght l1ne betw~en th~ t~o palnts. !IOUnd~ry <on~lttnn 

Codes for the gencrated da U are set cqual :u lh<' valu~~ 
gíven on the llrU ca~d. )';ode tem¡wralur~s ~ro fmmd I>Y 
linear lnlerpolallon bel~een TCN1 ) end Tl:>2 ). Coon:l1nate 
¡enerat1all 15 aha)'S per!onoed 111 lhe (X,Y,Z) syste<>, a!>d 
no gelleratlon lS per!o,.cd 11 KK2 H zero (blank). 

(6) :.'oda! t"orpera1ure~ dcscnb~ the lctual lphy!ilCal} 
tea:perature dlstrlbutlon 111 !loe slrUclcrc, Average 
eleJ>el\t ternperatures esubluhed trom thc nodal valu<;>~ 

are used la select ,.alenal prapertlcs ~nd ta co::-.putc 
then~al strnns In the ,.odol (statlC ~nalysu anly), 

Ill.4 
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IV. ELEM:f-NT DATA 

TYPE l - THREE-DIM!:NSIONAI, TRliSS ELEMENTS 

Trusa ele01ents are !denn!led by tl'le nu~:~t.er-1. Adal force~ and 
Stresses are'calculated for ea<:l¡ rnembe.-. A un>fonn_ternperature 
cllange and !nertia loads lh chree direcncms con be cons!dered 
as the basic element load condit>ons. The truss elem~nts ore 
described by the !ollowin¡ sequence of "ards: 

'. Control C~NI (315) • 

Columns ' 5 The number 1 
6 10 Total nu:nb'er cf truss el<'ments 

ll 15 NUI!lber o! n:aterial property caros 

B. !.!aterial Property Can::ls (15,5rlO.O) 

There n<>ed be as many of the tollowing caros as ~re 
necessary lo define the propertles llsted belo~ for each 
ele!llent In the structure. 

Colu~:ns ' ' ~~at.,r;al !den! 1 !lea t lOn nu,ber 

' " ~!odulus o< ~lastlC>tY 

" " Cocf!icient "' th~r:oal ••xpans•on 

" " Ma~s denslty (use<! <o calcula te '"a~s Ol3tr1X) 

" ., Cross-sect >on:d arca 

" " lile 1 gl>t dcns>l)' (u sed <o calcula te gron ty 
load•) 

C. !;lernent !.oad Factors (4Fl0.0) Four can:ls 

Three can:ls speC>fylng !he !ract>on of gra~lty (In eaCh 
ot the three global coonllnatc dlrectlOns) \O be added 

to each element load case. 

c. m ' . Mult¡pl;er of grav1 ty load '" \ h" ~x d>rect>on 

Collm:ns ' " Eler.>ent load case ' n " Elernent load case ' " " Ele...,nt load C~Se ' " " Eh•ment load. case o 

Card ,. .. abo ve <o< gran ty '" '"" 
., dlreo-t>on 

c. m ,. " aboYe <o< gra\'ity '" '"" 
., dnec!lon 

Card ,, Th i s indiCates '"• tract!on M lh ~ thenr.al load 
<o •• adde<l <O each o< '"• ele,.,ent load CIHS. 

D. Ele::-.ent Data C"ar<!s (415,Fl0.0,15) 

One card pcr elcm~nt in incrcasing nurnt'n~al orcter start¡n¡: 
with one. 

Columns ' - , Ue,ent nul:'.ber 

IV.l.l 



' ' Et.EMENT DATA (continued) 10 

NOTES/ 

"' 

Column~ 6 
u 

" " " 

lO Node nurnber T 
15 linde nu~.ber J 
20 Material propertY nuOlber 
30 Rct<:rcmce te~<perature lor zero stress 
35 Opt Ional para::eter k u sed !or auto:::at1c 

¡eneratton o! ele~ent data. 

lt a series ofelementa ex\st such that the el""'"nt nu~:~ber, 
11

1
, ls ene greater thon the prev1ous <>le~t-~nt number (t.e. 

N¡ "N1_¡ + l) and !he nodal pO>Il! number c·an be g1ven by 

then only !he flrst <•lemcnt In the S<'rles need be pr<>vided, 
The elcmcnt idenlifl~atlon numher and the tc,..p~·rature for 
!hc gen.,rated clements are set cqual to !he values on th<' 
first card. lf k (glvcn on the flrst caro) is 1nput as 
zero 1t is set to 1 by !he prog:ram. 

(2) The clemcnt ter:~pcraturc 1ncre~~" .'.T "'"d tu calcu!ate 
!herma! loads >S ~Hun by 

"her" (T 

S¡WClfled 

t:J.T ~ (T • T )/2.0- T 

' ' ' 
• T )/2.0 lS !ll<• ~v.,ra~c of !ll•• nod•l tc·.~pcrattlt·~• 
on tne nodal po>nt dota ,·~rd• f<>r no~<: S 1 an<.l J: 

and Tris tlle Z<'ro ~tress rcfercnc•· tu~.pt•t·~t\lrc• opeC>[iL•d 
on tlle cle~ent card. ¡·or truss <.•h•munts 11 lS ~enerally 

JCore convcn1~nt to s<>t r 1 "'1
1 

= o.O su<·;t thH :,r = -T,. 
(note !he r.tir.us s1gn). Other types of mt:mber loa<hngs 
can be spectfled \lSln~ an equivalen! ~T. lf a truss 

JOe,.ber has an 1n11lal lack of fi: by an amount d (;>OSltl\"<" 

lf too long) then t.T =d/(o.t.). Jf an ¡n1!11l pres:~c"s 
!orce P (po>IIi,·e H tens!ld 15 sp;>lied lo thc "'<•:::><:r 
ends that •• r"lea5ed aft~r tC.e O".c::<bcr l> connc<·:ed to 
th<> rest <>f the structurc then ~T =- p,'(pA El. ln '"" 
~bo,·e formulas A ~croo> ~ect H>n ~re a, L = me~.ber 1cnph 

and Ct ~ <:<>efflcient nf th<•.,tol "'·'P"""'""· 

1V.l.2 



ELEm:NT Df<TA (continued) 11 

Sra• ele10ents are ldenttfio>d by the nu.,ber 2. rorces (onal nnd 
aliear) and moroents" (bend1ng ond torston) &re calculu.;d (tn tlt" 

beaJO locd coordinate system) tor eacn beam. Gravity loadtn~s 
in each coordtn&te dtre.,tton und spectfied tixed cnd torces form 
the baaic element load cnndtttont • 

• 
Tbe beal!l elernenta are descrtb<.'d by the followtn~ !<l<¡uence o! 
cards: 

'· Control Card (515) 

Colur.ms ' 
, ,. nueber , 

' " Total nuiOber of beam ele!llenu 

" " ~umber o< element properly cards 

" " Nmnber o< fixed 000 force sets 

" , ~umber "' material propcr1y ~ards 

'· Material Property cards (15,3Fl0.0) 

Colu01na ' 
, Material ident11icauon ""~·""'" 

' " Youn¡'s JIIOdulus 

" , Pouson's runo 

" 
, Mas& densuy (US<!d •o ~·al<·ulatc "'a~s ::ootr:x) 

" " "VIel¡ht dens 1ty (US<ld •o ~·alculatc ~ravl ty 
loads) 

C. Element Property Carda (l5,6FIO.O) 

Columns ' , Geom,•t rtc property number 

' " Axhl m• 

" , Shear 1 .. .,~ ~5S0Clated wtth shcar torces 
local 2-d 1 rect ion 

" " Sh<>ar aru as~udated .. uh shear !orces 
local J-d 1 rcct 1on 

" " Torstonal >n<>rt>a 

" " ne~ural ln<>rna about loc~l 2-aX!5 

" " Fl"xural 1ncrt>a abnu\ lo<·~l J-&XlS 

One card 15 r~qu¡.n•d foT ~·ach unlqU<" sct uf ¡H·"p<'Titc·~. 

Shear &reos netd bl" ~p••nfu'<l nnly H sh<"ar d••lomat"'ns 
au to be >ncludcd tn th<" onalyslS. 

IV.2.1 

'" 
'" 
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IV. ELEIIENT DATA (co~tinued) 

K • 

• 

j 
1 

" 

12 

flOTE• 
• K IS A.NY NOOAL POINT 

WHICH LIES IN THE LOCAL 
1·2 PLANE (NOT ON THE 1-AXISI 

·--:·LOCAL COORDINATE SYS.tE~A FOR BEAM ELEMENT 
0. El<Hhlnl L<lad f",<ctu~s (4Fl0.0) 

Soda! p<nnt loads {no moments) du<: to ~rRt"t\y a~c cuMpU!cd. 

Thr~e cards n<wd '"' supplted wh1ch spec•fy \1\<: fractwn of thes~ 
loads {\n each of thc three global coon:ltnate d>rectlons)•to be 

,. added to eacl¡ ciernen! load case; 

'· 

. Card ' " ~lultlpli<>r o> grav ity load '" '"" ., d>rectlon 

Columns ' " Elem~nt load ~ase ' n " Eltment load ca5e ' " " El.,..., ni load ca~e ' " " Elem<•U loa<! c~s<· ' ' Card ,, ,, above >o e gravnY '" '"" 
., dir<>t"!Ion 

<oro ,, .. abot·c '"' ~rav>ty '" U te ., d>r.,ctlon 

Fl ~<.><!- End fnn"<'S 115 ,6FlO. 0/15 ,G rw. o¡ 

n.o cards ~rt• n•qulred f<>r oa<:ll untqllt• ~d ol ll~c·rl-<•n.i lui'<TS 

o<:curnng In th~ an3l)·~u. !JI~trtbut,•<.l lt>3ds an<l tl1<•rn1~l l"·'d" 
can be spe~Ifto:d llSln~ 111.: !ued-~nd f<H'Cl'S. 

Cal"d 1: 
-~' 

Columns ' 
, nx .. d-end !ore·~ numbcr 

' " f>lled-end !oree '" local 1-d¡n•cttun "' ~<><h' 

" " fiXPd-cnd !oree '" local 2-<11 n·<·t 1om ·" -'"d•• ' " - •J.S Fl~ed-end force '" l<><"~ 1 3-d< re<:t !un " ,\odc• ' " " fiX~d-o•M 11:001('01 abo" 1 ¡.,,.~¡ 1-d•n•ctl<'n " \•..-1·· 

" 
, fixed-cnd "'""'""! ~!>out l<>c·•l ~-d!J't'C'll<"' " ~·~1.• 

" - 65,. ,Filled-end.momcnt obuut lucol.J-dirc•c"tiun " ~o<l• · 

IV.2.:2 
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ELD!ENT DATA (continucd) 

Csrd 2: 

Colu""'s ' ' Bhnk 

' " Flxed-end force '" local l-direct1on " Node ' " " F1 xed-end force '" local 2-chrect>on .. linde ' " " Flxed-end force '" local 3-direCtiOO " Node ' " " Ftxed-end mmr.ent about local 1-<li.reCt>on " Node .. " Fixed-end ll'oment about 1 oc al 2-d¡rectton " !io<k 

" " Fixed-cnd moment about local 3-d 1 re e !Ion " Node 
• 

Note that value's 1nput are literally !ixed-end values. 
Corrections due to hlnges and rnllers are perfo=ed "''lh>n !he 
progra.,. D>rections 1, 2 and J >ndlcate prlDClpal d>recnons tn 
the local bea!ll coon:llnates 

F. Bcam Dato Can:ls (1015,216,18) 

Columns ' ' ' " n " " " " , 
" " 
" " " " " " " " 
" " " " " " 

Elemcnt nu1:1ber 

linde number ' :oiodc numher ' .~odc number ' - , .. accompany 1 ng f>gure 
~atenal property nu~.b<>r 

Elcr::cr>t pn>pet·ty nut:".bur 

' Flxed-end force ld .. nt>f>c~t•on <o• 
' elernent load '· '· '· '"' ' cue& 

' respecthel)· 

' '"' rPlease Codc " nod" ' '"' relea se COd<! " nod'e ' Optlonal paran:eter ' US@d <o• outo~.at1c 

¡;enerat1on of ele::".ent data. Thls opt1on 15 
descnbed bel<Wo under a sep~rate hcad1ng. !f 
the optlon •s no! used, thc !1eld 15 le!t blank. 

The end release code •t e•ch' node 15 a SlX dlglt nurr.ber of ones 
and/or zer<lS. The lst, 2nd, 6th <l1g1ts r<>spc-CI1'"ely 
correspon<l to thc force com~onents Rl. R2, R3, Ml, ~:2, ~~3 at 
c&Ch node. 

U any one of the above ~lement end forcco 15 kno"n to t>e zeo•o 
(hlnge or roller), th~ dlglt correspond>ng to that corn~oncnt •• 

• one. 

(1) lJ a se!"\<15 
greater !han 

of elernents occurs lh "htch 
the prev>ous nurnb<Jr ~E , ·-. 

each elen".ent nurnber .. ~E • 
1 s onc 

1. e. ' 

only the eleO".ent data card for the !1rst eleO".ent In the series ne"d b<1 ~~v~n 

as input, provlded 

1'1.2.3 

' ' ' 

., 



ELOU::-1 DATA (contlnued) 14 

(1) The end nodal point nw:obers ano SI
1 

"' NI
1

_
1 

+ k 

and the 

"' "' ,,, 
'" '" 

.,.tena! property nu=ber 
eleOlent properry nu=b~r • 
!1xed-end force 1dent!ttcat1on numbers for each eleOlent load case 
element relense codc 
oríentaoon of local 2-axis • 

are tbe. Ut:e for each eleo:ent In the series. 

The value of k, if lc!t blank, is tak~n to be one. 
!Or the last beam elernent must atways be given. 

The element data cord 

(2) Wben successive beam elet:ents h•ve t~e sa=e stif~ness, orier.tatlon 
ano ele,.ent load1ng, th<> program autoo;atlcally skips r .. co:r.putatlon vJ.~~.e 
sti11ncss. liote thlS ~hen nuC\ber>n¡; the beams to obta!n Ola.umum e(flclQn~y. 

• 
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tQuadrlhtcral{a~d tru~~ular)clcmpnts can be u~cd for plan<" 
stress me~r.bran<' .,¡.,,..,nts o! &peclflcd tllt<'kness d>>dl an! or)entr-d 1n 

an a rb 1 \ ra ry pla nc • 'A ll' " lcmen 1s ha''" 1 co:pc•ra 1 u re· dc•p<!tldc•n\ o r\!1.0 t r< •P 1" 
JUterjnl propcr\IL'S, !n~DIT-patlble d!splaccm~nt'IT.<Jdc•s t·an b~ ¡m],<),.<)"' 
tbe ul.,ment l~vd 1~ Oider to improve th~ ~cndlng proport, .. s <Jf tilc• 
elemenu. 

• 
A general 'luadr1lateral ele...,nt ts sho~n belO'O': 

' " K 

.. IC\.-
1 

• 

' 

A•locol eh•..,ent ~ODr<llnOte aystem. Is dc!ined by n u-v syst•••o. Thc ,--~x•~ 

~olncides ,..,,~ thc 1-J slde of thc element. Th<' '' •x1s >s -n<>.-m~l '" tlw'" 
v-:ixls and h tn the phn" dcfined by nodal polnta 1, J and L. X<>d~ K 
11111H be 1n the sa,.e plan" l! the eh..,-ent St1Úncas' calculatu>n~ a1·c lo '' 
be eorreU. The follo,.ln¡: se<¡ucnce of cards de{¡n., thc >npu< d~ta lor 

a s"t of TYPE 3 .,!emt•nts. 

A. Control Card (61~) 

Cohmns ' ' ' " " " 
" " 
" 

Thc nu:::b<•r 3 
Tnt•l numb<'T of plan" &tres~ clc.,<•~ts 
Nu,-.bc-~ n!.mntcr>al prop~t·!y ~~rd~ 

•1-\aumuru nH!f,Oo'r <•f te~r.pt•roture poin<s lo:- >ny 
on ... r.tatc•n.ll; ... .., s,•ct>un ll n.-1, •. 
lion-zc ro nuno~ r> e~ 1 pu~ch • 1ll suppre5' !he 

'1nt rciduct 100 o t >ncoOipat !bl<" <11spl ~C<'""'nl 

""'des. 

Orthot rop 1 e • t ""'P" ra t u ro•- <l<•p<•ndcn t 01~ t <" r 1 ~ 1 p rnp., rt 1 <'S .< ,.,. 
poss1bh•, H>r ea~ll dlfi<'r•·llt matcnol,tho• toll<Nlnl: ~r<>up <>1 

carda 01ust b<" suppl1~d. 

lV,J,l 
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IV. ELDIEIII' Il'.TA (continued) 16 

'" 

,. 1, Material Property Cord (2I5,3Fl0.0) 

Colu~ens ' ' M~terial ldentlficatlon numbe r 

' " Number o! d¡fferent t~mpcratur"s '" wh>ch 
pro pe rt les ... ¡pvcn, I! this fiel<! " lett blanl<, the numOcr " takcn as on~. 

" " Welght density of materul (us«d <o 
calcula te gravl ty loads) 

" " Mass .densl ty ,(used to calculate mass 1!1a1TlX) 

" " Angle ''" degrees, mea su red counter--
clockwise from '"• v•axa <o '"" n-axiS. 

K 
• 

" L 

' 
" 

' 
J 

1 

" . 
The n-s•axes are the principal axes'for the orthotrop1c material, 
Welght and .,asS denslties ne"d be Hstcd only lt lgravl~y and 'fi!' 
lnertia loads are to be cons>dercd, 

2. ~o cards for eactt tt'Tr.peroturc; 

<oro ' ' (8Fl0,0) 

Columns ' " Temperaturc 

" " Modulus o< [hS!tClty . '· " " Modulu5 "' [hSll<l\_v . '· " " )10<lulus of Elasllt:lty '• 
" " Stra1n RallO '"• " " Stra>n Rollo ·.:,, 

" " stra1n Ral 10 
''• 1 n " s~ear }!odulus - 'o• 

IV .3.2 

( 



' 

. " 
' 

·--· ,.,. 

' 

" 

17 
IV, ELDIENT 0.\TA (co~tlnued) 

.. :. 

• 
Card 2: (3F1D.O) 

Columna 1 
n 

" 
10 Coefflcient o! thermal expansion 
20 co .. r!iclent o! thenta1 expanslon 
30· ·coe!flcient of ther1:1a1 expanuon 

• 

For phne 
atress, the program.modifles the const>tut¡ve relations to •. t 

satisfy•·thc cond>tlon that the nornal stress Oi•equals zero. ·1 

C. ·E1e;.ent Load Factor~ (5rlO.O) • 

., Four cards ""' used to de!lne•th" element load cases A ;o E!, C 
·and O as fraCtlon of -the ba.slc the.,.al, pressure and accelcratlon 
1oads. 

Fir~t card, load case A: Second card, Iood case B, etc. 

Columns ' " fractton o< thermal load 
n " Fract>on "' pressure l" ad 

" " fractlon "' gravny '" X-<l>rection 

" " Fraction "' ~rav1 ty '" Y-d>n·<·t>on 

" " Frac t Ion o< gravity-ln Z-d>rectton 

·· ''"' .. D: Ele01ent·Cards (615,2F10.0,2J5,Fl0,0) " 

• 

One card pcr el<.'ment rnust be supplied (or.g-ener-ated) ~Ith !he•,.,, 
!ollo~ing ln!ormat>on: 

Columns 1 

' n 

" " 

5 Ele...,nt nun-.ber 
10 Node 1 
15 l>'ode J 
20 l>'odc K 
25 Xode L (l>'nd., L r:mst cqunl Xod<: K !oc 

trhnguhr <•lc01e~ts) 
26 30 M•terul ld<•n\I!H'3tlon numbcr 
31 40 Rcferencc l<>mpcroturc !or •ero stro·H~~ 

withln element 
41 50 Normal pr<•ssure on 1-J stdr o! ch·""·•·nt 
:n 55 Stress ~nlu•t!t.>n optton ""n"" 
56 60 Eiem<'nl data g,•nerator ""~" 
61 70 Element thlckness 

•=1 
"' ~§.-"~~ oq omltted, data !Or !he omttl"d .,J,•menH -~tll 

M ·ICn<!rated. Thc n<><lal numb.,rs ,.¡ll be generatcd ~llh respect lo the 
tlrft card In !he sertet as !ollows: 

' ,_, 
IV.3.3 



1 \' • l!.ntE:>T lJATA (~on 11 no•·d) 
' : ' 

• • e '"n n-1 . ' 
.\11 oth<"T <:lemcnt >r1fnnr.at10n 
the last card read. Thc data 
on thu card. 

~tll llc ~d equ~l to t!w 
¡:~ncratto.>n parm,ctcr '"h"" 

• 

(2) Stress Prtnt Optton - Sce .,¡.,..,ni type 4 

(3)_<n,crmal 03ta- See elernt>nt type ~ . - ~ ~-

(4) Use or Trlan¡::l<'S - S<'e elcmcnt type 4 
·- . " 

(5) Use of tiiCOmpat!ble ~tod<'" - See elc!llent typc 4 

l\".J.·l 

18 

>nlo>t,.atiOn un 
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IV. ELD!.ENT DATA (continued) 19 
TYPE 4 - TWCl-DIME:Ii.SlONAL FINlTE ELE!.!DITS· 

Q<ildrilateral ~nd tnan¡;ular)elements can be used as: 

(1) Axisy .. J!letric solid ele.,cnU syo:metrical lbout the z-axis, 
The radul d¡reetion h specified as the Y-u u. 
be exercised in co~bining this ele~nt with other 
ele01ents. 

Care OIUSt 
types oJ 

• 
(11) Plane strain elementa of unit thickness in !he Y-Z plane. 

(111) Plane stress elements o! spcci!ied thickness '" the Y-Z plane. 

All elements have tcblperature-dependent orthotrOplC mater1al 
propertjcs. Incompanble dlsphce.:;ent modes can be ¡ncludcd at !he 
ele<Cent leve! in on:ler to tmprove th.e bend1n¡; prop~rt1es of the t•lcmcnt. 

A general <¡uadriloteral elernent ls sbo~·n below: 

'·" __,K 

~ 

J 

1 

Y," 

A. Contr<>l Can:! (6¡5) 

Colu.,ns ' ' u 

" 

5 Tll .. nur..ber 4 
lO Total nu".bor of el.,ments 
15 1\umb~r o! dl!lerent JT.A\t•rlole 
20 Maximllm nu1:1ber of tc¡:o.pt•rAI\lre carcts for :<nY ~>nt• 

material- see S"ctton O bclo•. 

¡O !or axlsy~.rnetnc anal}'!lS 
25 l !or plane stra1n anal}'Sts 

2 ror plane stress analpts 
JO Non-zef'O nuccrlCal ptm~h ~tll ~uppn:ss tht• 

introduction o! inco"'p~tiblc dlspbcco;.,nt "''dc-~. 

IncÓmp•tible modcs c3nnot b" uscd !ur trtnn¡;ubr 
ehment$ and are auto,.,at)cnlly suppress~d. 

lV.4.l 
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IV. ELH!t:.'T DATA (contlnued) 

20 
B • .Uaterial P.mperty Jnformation 

Orth.otropic, tel'.peratur.,-dcpendent Olaterlal propertlc~ are 
possible. fOr each. d1fferent mat&rial !he !ollo•1ng group 
of cards ~ust be supplied. 

l. N.ater\al property Card r.ll5,3Fl0,0) 

Colu<Wns ' ' ~!aterJal ldentl!lcatton nuc:!:>er 

• " su .. ~er o< different temi>CU!Urc '"' ~hiC!l propertl<!S "" gi>en. " lhl$ !1eld " le!t blank, '"" nurnber " hkon .. one. 
n " welght deMity o< mater>al (u sed <o cale u-

late gravity loa<ls) 

" " ~lass dens 1 ty (u~ed '" calc<:lat., =» !!latnx) 

JI.- " .>.ngl., ' '" degrees, ,.easured counter-
clockwu" !ro"' ""' v-ax 's '" "' 1>-BXIS. 

PRlliCIPAL r;.TERIAL AXES 

The n-s axes are t~e pr1nctpal a~es !or the orthotropiC 
"'atenal, We>ght ó<>nsity 15 need"d only 1! granty and 
1n<>rtia loada are to b~ ~onSlderud. 

Card 1: (SFIO.O) 

ColuT:".ns ' " Tempu ra tu re 
u " Modul us "' ela~tle'tty "" " " :.;odulus "' "}aStlCll}' ,, 
" " Modulus "' elast>c> ty '• ., 

"' Stra1n ratio . ., 
" " Straln rulo .. 
" " St raln rallo ''st 

" " Shear modulus '"' 
lV.4.2_ 
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IV. ELDa:!(]' DATA (~ontinued) 

• ' 

.. 

MOTES/ 

.. . " 21 

CoN 2: . (3Fl0,0) 

Colu .. ns ' " Coe!ticlent o> thencal expan510~ o 
o 

" " Coeftlclent o> thermal expsns1on o, 

" - " Coe!flclent o> themal expanslon o, 

•·All·ll&terhl eonstants cust ll'hay·s be spe<:ifie<l. In pbne stress, 
the proirac cod1!les the constltutlve relatlons to satls!y the 

·Cond!tlon thst the normal stre5s 0¡; equals zero. 

C. Elecent Load Factors " 
FOur card~ are used to define the elecent loa<l•eases•A, D, C 

.and D al !raction of.the baste th.,n.al, pressure•an<l ~ccelera-:. 
tlon loads. ~ 

Flrst card, load case A: Second card, load case o; ate. 

Colucns ' " rract ion o> the:n:nal load 
.•. 11 " Fractlon.o! pr.,ssuru load 

" " Fro<:! Ion o> ~rav•tr " X-d>rc·<"t>On 

" " Fr~<:llnn o> ~ravlty " Y-<J' re e 1 Ion 

" " Fractiun o> ~ravlly " Z-clli"<'CtHJn 

D. Elc,.,ilt Cal"ds (6I5,2fl0.0.2!5,f'l0.0) 

;One card pcr ele,..nt must be supplled (or generated) ~•th th"" 
.. followlni ¡nforo:atton: 

Colucns 

. - .. 

' 
, 

' " " " " " " " 
" " 
" " 
41 ~o 

~1 ~5 

56 -.60 
61 - 70' 

Uel!lent nu01ber 
Node ' Nodc ' Node ' Nodc e (Nodc L ¡nust equa l Node ' <o• 

triangular clel!lcnts) 
M~terhl ld.,nt 1f1ca11on numbcr 
Re!erence te m pe,.,. 1 u re !or zero ~,,.,,.~,-~ 

w)thln t~le!Oent 

1\"ormsl pre55Ur<' on I-J s1de of .,¡.,,..,nt 
Streu c••aluat1Dil optlon "n" 
Elel>enl d~l~ ~cner~tor ""~<"" 
Ele!"l<'lll thiCkncSS (t"ur plan<! strotn S<•! 
equal te 1.0 ~~· pro~r~m) 

(l) El<'l:lenl Data G<•n<•ratl<'n -,EleO>ent can:ls rnust b" 111 clem.,nt numb<•r 
oequcnce. 1! cord~ ar" 01111ti~d !he "o1:11tt~d demerlt data.,¡¡ Ú• 
¡.,n.,rated. · Ti1c nodal nmcbcrs ~111 be ~CD<"l"31<"d ""tth resp.,ct lO th..· 
tlrst conl in thc ser>es ss follo~s: 

IV ••• l 
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22 

1 • 1 • ' o o-1 

' • ' • ' o o-1 

' • ' • ' o o-1 

' • ' • ' • 
o o-1 

All'other-eleJOent ltlfoMIIa\lon ,.,¡¡ b<t S<'t c•qual to lll<' ¡nlomat¡on~~-
on th<' last card"read. The data generat>on par~rr.eter K U .i,:l\"<!n on lhat 

card, 

-~(~) StreBS "pnnt Optl.on·- Thc• follo~·1ng dcscrlpt><>n of th~ $lress pnnl 
~""': optlon applle~. ;.o both .;¡.::-~éñt-types 3 ánd 4 •• !he •·ah•~;"or the st,.,.;,, 
··•pnnt optton' n can be e•~en as l, O, 8, 16 or 20. -·~··,-

' ' L -
4 . K 

-
.. 

-.. o 
' • 

' • .. 
' -

1 ' J 
. 

O ;: origln of natural s-1 rnord1nates 

~ are 01tdp<>>nts ol s>des. n.c P'""'" 
depc:_n<:_ "" the v~lu of n as d<>scr~bc•d • 

-Si • 

• 

'" • . '' '. .. ··-

1'>',4.4 

' 
K: l. 

1 

(!"¡g, 5-2). P..nnb 1, 2. ;\ and 
at "h>Ch "''"c·s~es are "u:rnt 
ltl !h • follo~ 1nc t.1hlO:·. < 

" 

---

' 

{ 

--
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IV. ELEMEST DATA (<"<>nt >nu~d) 

The otresse• al O a¡·~ pnnt~<.l 1n R local r-z n>ord!Oo!c sy,trm. 

]'ur elcl'len\ type 3, side 1-.J d~flnes thc local}'-:;< ax~~ ¡n IOL• 
plane of tfl.e elc=nt. ror ele"'""' typc ~ th" local }'-z a~cs are 
parallel to the global v-z a~es. 

• 

l 

,522 

-- . ~512 

--~\~]_.,, 

1' STRESSES .'lT 

' 0 FOR ELEMSNT 

TYPE 3 

' I LOCAL y-z 

COOROINATES 

GL06AL ' 
' COOROINATES ' 

l K 

¡522 

"' . . +-JEJr-,, 
STRESSES ,:.T 

¡ 0 fOR ELE:.~ENT 

TYPE 4 z 

I 

y 

LOCAL Mm GLOSAL 

Y-Z 

IV .4. 5 
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IV, El.EllE:IT ll!ITA (co~tlnued) 

For both <>lement typcs 3 and 4 !he strcsses at _<!aCh ed¡;e lllidpoint are 
output in a rectangular n-p coonllnate systee1 deflned b}" the outward 
nonul to !he edge (n axu) and the edge (p ax1s). The pos>tlve p 

a:xU ror polnts 1, 2, 3 and 4 1s from L ta J, J to K, 1 to J and K to L 
reapectlvely (posltlve dtrectlon ls counterclocklolse at><Jut eh•=nt) . 

• 

p 
l------------~~4-------------¡K 

1 
1 
1 2 

----+------
-- 1 

1 

1 
1 
1, 

p 

IV.4.6 

COORDI~lATE SYSTEMS 
FOR OUTPUT o:= 
EDGE STRESSES 

POSITIVE ST:.TE 
Of'" SfRESS AT 

THE MIDFOINT 
OF A SI DE 



' . 
•• 

,, 
' 

.. 

• ' 

IV. ELEMENT DATA (~onttnucd) 

The strcsses !or an elC~ent are nutput undcr the follo~ing hcadings; 
Sll,'S22, 512, 533, 5-L!AX, s-ms, ,a.¡;GL.E. The noro~al 5\r.,ss<'s'Sll 
and 522 and thc sl\ear stress 512 are •• descrlbcd above, 5-r.:AX and 
S-MIS are the princ1pal stresses tn the pl~nc oi the ele~ent and 533 
1a the third pnncipal streso; actl'ñ¡; o;, the plane of the ~-le,..nt. 

'·"ANGLE iS 'the' angle ln'degrees· !ro,. o) the- local y aus at potnt O, 
or (2) the n aus at lhe'oudpotnts, to the U!s ot the algehrucally 
largest principal stress. 

For tr·unguhr 
above except that n 
be aet to 16 by the 

. . elements the stres¡¡ prtnt optton ls as descr>bed 
:20 is not va lid. 1! n E20 is 1.nput, n ~tll 
prograc. 

- ~ .. ' ·The=al ·Data 
c10rds -,.,.., used 

Soda! te.,peratures 
by eleO.en< types 3 

as, spec 1 f led 
and 4 1n thc 

on the nndal po1nt da \a 

folln~ln~ ho.~ays::... •• 

·. 
• • ·. 

• 

• ' 
. -~· 

(1) Tel!lperature:-dependent material prnpertles are appro><iiOated hy 
interpolating_ (i)r extrapola! in¡:) the 1nput mnert~l·propcrtu"¡ 
at the te~per&turc T0 correspond>ng to the or1¡:ln of thu local 
a-t coordinate systm• bee Ftg. 5,2 !or desCrtptlon u! .l<><·al 
eletoent coor<llnateg), The material propert\~s throu~hoOt thc• 
element are assurned constant correspon<hnR tu lhls to"'p~ratur.,. 

' . 

' ' K=L K 
' T. 

L .. - ' 
O~GI'I - . 

' 
. " 1 

J 1 

(2) For computatJ.on O! nodal loads du•• tu thermal ~trolns 1n !he• 
elel!lcnt a bll>n<>or \nterpolatlon ü~pans1on for the ter..p~ratur,, 

Ch~nge I!,T (s,t) lS used, 

' t.T (s,t) " E 

"'here T are the nodal teDtpentures SfK'Cl!lcd un thc• j<>tnt 

' data cords, 'Tr t~·the T<'ferencc strc•ss free t"~p··r~turc alld 
h 1 (s,t) are the'lnterpolation funct\ons g1v~n.by <;q, 5.7, 

1V,4,7 

' 
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IV.· ELDIENT DATA (cDntinued) 26 ' 
'use of Trian~ le~- ln general,·the elements are mo~t,effectlve ~hen 
tbey are rectangular, Le. the elements are not dutorted. ,There•, 
fore, re¡:ular and rectan¡¡:ulor ele...,nt ae&b layout S sho:.old be used as 
~eh as posaible.- In particular. the trlangle used 1• the constant-

··-atrsin trlangle;-and lt-should be a•·olded,. sln~e lta,accuracy U,_. 
not satis!actory. 

' 

{5):-.cuse o! Incom¡iatlbleiModes~-'lncompatlple dlsplacement,mocles,ha-:e .l· ,, , _ 
._~ " been :found'to'be ef!ecttve•only' ~hen:_.,·,;¡,-d';:li¡-:rectanii"U.lar ,.¡.,.,.,nu:-¡- ""e:--;::;--· 

Tbey:.should at .. ays be employed ..-ith· e are. Sln"e lncompatlble,modes 
are used·for atl·elements-of a group 
separate etement groups tor elements 
elements ~i<hout incompatible modeS, 
oote (2)), 

U·is rec=-n<:~ed to use,.,~ •.. ··-·. 
~ith 1nc~patible modes.and 
reepectively. (See Sectió'o 11, 

' 

' . . 

•• 
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TYPE 5 - Tlfl\1-:t:-llnll:'iSJO~AL SOl.! O ;:u:m::o>TS O:Hii!T ~OnJ::: !lll!C'K) 

Genct·o] three-dlrnens>onal, ct¡:ht-nod.,, 1sop~rame1.rtc ele<:lc•nt• ~lth 
threc transl~lton~l dc¡<rccs o: frccdoOI per nodc ;re Identt!tcd by che nu.,bCl' 

5. Isotroplc matcrta] propert1es ;re a»urned. Thc cle:nent lo3d ""'"~ (A, 
B, C and D) are det1ncd os a• cornbtnatlon of ~ur!ace pressurc, hydro"uuc 
loads, lncrtla lo~ds In three dtrentons ond thermal lo3dS. The s1' curn
poncnts of Hrcss and thrce pnncl.pal stresse~ ~r" computcd ot thc ccn\.ur 
of eacn elem•mt. Aho, surJace stres~es are evi!uJted .. Ntne >nco"';>Jtlble 
dlsplace:nent modes are assu10ed ln the !or.::a,ton o! clement ~tl!f~,., ::=Jtrlce,, 

For B-node elemenb ~lthout tnco::-.patlllle "'odes.u·,;., ele.,ent typc O. 

A. Connol Card (4J~l 

Colurnn.s ' - ' ' - " 11·-· " " - " 
'· 

Columns ' ' ' " 
" " " " 
" " 

,. nu:::bcr ' ' 
¡;u,ber o> a-nndc sol1d cle~>ents 
~·u~.ber o< dt!ft"r<tnt o-ot••nals 
liurnber o< elcrnent dl•tnbutcd 1 () "d 

(l5,4Fl0,0J On~ card tor c•a<'h 

~:at .. nal !dQnttfocattun nu110ll<'r 
Mod~lus of "lasttcity (only cla.,tl<' 

tsotroptc matcnals ~re constdcrc<l) 
Pot~sun's ratio 

~el~ 

!<;eight dcnstty <>!"'""'"al ([or calcuJ:ot¡nn 
of &ravtty loads or .,,,~s matnx) 

Coefftcient of th .. rn".al c·.,panswn 

C. Distr>buted Surfaee J.oads (215,2Fl0.2,1~l One caed 15 n•qu>ro•d 
for each un1que s~t o! unt!or.,ly dtstribUt<'d ~urhce loads 
and for .. aeh refcr<'ll<'<' flutd le<'cl for ·h)'drostatt~~lly ,·,ryln~ 
pressur<> loa<ls. See notes {4) and (~) {.,r stgll <"Oill'l'ntwn. 

Columns ' ' 
5 Load se! tdent>f>c:>t¡on nu10,ber 

10 LT (load type) · .• 
LT- l if thts c,;n;l sp<:C>fles a untfor;oly 
du;tnbUt<"<l loa~. 

LT- 2 tf thts card spectfles a 
hydrostalt~"lly voryl,n~ pre&sur" 

ll-20P 
lf LT " l, P 15 thc "a~nlt\ldc <>f tih' 
\l<>t:or~::l)' dts.tnbutc•d lcac1 
11 LT: 2, P 15 th1• ~~q;hl d,·n~ll,. <>1 lh•• 

fluid caus1ng thc hydr<>Hattc pn·s·""'' 

21 - 30 y 
1 f LT : 1, l~a••e blank 
11 LT- 2, Y ~~ thé ~1<>1.>~1 Y ,.,.,,,"dtn.ll•' 
o! thc r;urhC<" of tlu>d cau5tn~ h)'<tr .. ,l~1 H' 

prcssurC" load1n¡; 
31 - J5 f.lcmonl roce nu,bc'r un •htch >Urf~c-~' ln"d 

nc ts. roe<• numb~rs arC" froo:1 l lo ti as 

IV.S.l 
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descrlbed In ~ole (5) for unifon~~ly 

dlstributed loads and can be only hce• 
2, 4 or 6 for hydrostallcally vary1ng 

pressures. 

D. Acceleratlon due to ¡;rav>IV (Fl0.2) 

• 
Columns 1 • lO Acceleratlo~ due to grav1ty (for calculatlon 

or tnass matrix) 

E. Ele,.ent Load Case ~:ult>pllcr~ (5 cards o! 4fl0.2) 

Multipltcrs on the eler-ent load cases are scaltng factors 

In ordcr to provtde flex1b1lity In mod1fy1ng applted loads. 

Card 

O• ro 

"" 

' . Colu~.ns ' " "l n , 
'" " 00 "' 

Pr"ssure load 

" " "' 
~.ultlpller,; 

PA lS 1 !a~tor U>~d t<> sea le !he cu:opl~·lc• >«l uf dlstnbutc•d 
surhce load>. ThlS scalo.:d set of loads >S osslgn<'d tu 

d._..W\1 load case A. ~nle lhal ~ero Ha ··~lid n.ul<Ipllcr. 
PB, pC and PO are s1m1lar to f\11. except lhat scaled loads 
are oss1gnud to ele~.cnt lond cases B. C ond P respect1vely. 

for the ~.üJOr>ty oC appllcat!.ons these factors should be 

LO 

'• Colu:rns ' " "l n " " Ther~:;al load 

" 00 " IOUltlpller> 

" <O " 
T.O. h a (lctor us~d to se-ale th~ ~omplPte sct of thc•n1al 
lo•ds. Tht! scaled set of loadS are th~n assl~o~d lo eler.1enl 

load cas~ A. TB, TC and TD are ~'"'llar and rcfcr to d~mcot 
load cases B, e and D respectt,·.,ly. 

3 :, Colmon$ ' " OAA 

l H " GXII Gl"3' 1 ty l<.>a~ 

" " "' IOUlt>pl,crs ,,, ·' 
" <O "' ~loba! dlrectiun 

Card 4: Colu10ns ' " GYA ) 
n 20 GYII Gran ty load 

" " "' ¡ omlttpllcrs for ' " " "' global dlr<!Ctton 

l 
o. ro , . Colu!tn5 ' " w 

H " GZ[I GraV> ty load 

" " "' multiplict"S ,,, • ' " " '" ¡;lobal dlre~tl<.>n 

tv.~-2 
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Gravlty loads .>re co!DputPd ¡rom thp ,...,l~tht dcns><y of thc 
!Datenal and from th<• ~L'I'n•ctrr o! th<' demo,nt. G:\.A 1< a 
muhtpll"r ~htch rctl•.•c\S th~ loc·~nnn o! th<• ¡:ravtty ~Xl~ 
pnd any load factnrs us~~. The progrom computes thc ""'l':ht 
ot the clCmcnt, multlpl!es ti by GXA ond osslgns the 
resulttng loads tn th~ + )( dlrection of elcmcnt lo•d case A. 
Conse<¡uenti}' CXA is the product of the componcnt o! granty 
alonr the +X global •~ts (froiO- 1.0 to 1,0) andan)· dcstr<.'d 
load factor. GXB, GXC and GXD are simllar to GXA and refcr 
to ele01ent load cases B, e and D respectl\·dy. GYA and GZA 
refer to !he global \! and Z directtons rcspeCtlvcly, 

1.'' F, ·Element Cards (l2!5,4!2,2il,Fl0,2) 
' 

,. ... 

NOTES/ 

ColUIIIOS ' ' H 

" " " " " 
" " " Sfi 

" " " " 

5--Elemcnt nu01ber 

" 
. . ' " " 

' " " " " " ·'" 
" " " 
" " " 
" " 

Global node potnt 
nUmhcrs correspondlng 
to ~lc01cnt nod.-~ 

(Se" note {3)) 

lnt~•¡¡,·atwn Ordel' 
Maten~! .~u,ber 

G~n~•ratton Pa~•=t~·r (l!'C) 
l.SA lS thc dutrlbUIL'<l 

' ' • 
' ' ; 
" 

sudacc 
load set >denti!ICal>on nu~ber 
of the distnbutcd load actlng 
on this elemcnt to be ass1gned 
to elemcnt load case A. LSB, LSC 
and LSD ref~r to elcment load cases 
B. C and o resp ... ctlvely 

69 70 face numbers (or ~1 ress output 
71 eo Stress-free ele~r . .-nt temperatur<" 

(l) Elcment GenerO!"'" 

l. Element <'ards must b" 1n asc<'ndtng ord.-r 
2. Generatton lS pos•>bie as tollo~s: 

lf a scr)cs of eler..cnt cards are''""''''<!, 
a. Nodal p01nt nur.:ben an• ~encrah'd by ~ddtnc l~{' '" 

thoseo! the pr<'C<'dtnc c•lcmc•nt, (lf '-'""tt.•d, 1:-<C 
1s sct cqual to l.) 

b, SB""-' "'Uerul prop<'rt l<'S nrc uscd as !or lh<• 
pr.-ced 1 n~ c•l<"mc•n t, 

e, SaiN.! tcmperatur.- lS """d !o1· ,;ucn:c•dtn~ elerr.,•nh, 

l\'.5.3 
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d. Ir on.f1rst card tor tl!e series the.tnte¡;rHlon 
onler h: 

•• 

>O Same value 1s used tor succeedtng ele,enu. 
• O A nc ... eleOlent Sllffness lS not for01ed. 

'Ele01ent stlffness ls assumcd to be IOentlcol 
to tllat of tlle preceding element. 

<O Absolu~e value IS useO ter !he. first ele~.ent 

ot lhe series, and the same elernent stlflness 
is used for succecdin¡;_ele~ents, 

lt on flrst card for the senc5, the dutnbuu:d 
lood number (for any•load case) Is: 
>O Same load is Bpplied ·lo succced<n¡: dcrnc•n<s_.!,.,, 
<O .The load case B applicd to,thisoelemunt bu! 
.~ .. •·"not to succeedlng elements iñ the serl~S. 

3, Element'carcl for the last elernent must be suppl1ed, 

(2) lntegrottnn Ordur 

Computatton ttm" (for elcmcnt stiffncss) Incr<!asc•s ~lth 
the tlltrd po~e!' of th" >ntegratiun Ol'd<!r .. Tilcr<•fu...,, !11•1 

s10allest satlstactory arder shuuld be us"d. ThlS 1S luund 
lo be: 

2 for r"cun¡;uJa,. d""'""t 
3 for skew<>d ,_.¡c,.,nl 
4 10ay be used >f .,luF..ent' lS ""tret>uly distortcd In Shap<l, 

but not reco,.:ocndcd. 
Me•h Should be selectcd to gt-·e "rectangular:' ele:oeiots as hr 
os posslble. 

(3) Elrrnunt Coordlnate Systcm 

Local ~let><WI conrdinate systcJC ,. a natural systc~. f<>r 
thts elcmcnt 1n "'hlch the ele:o~nt rnops_ onto o cube. 
element number>ns u sho~n 111 th~ dlagran• bclo": 

' 

' 
IV.S.4 
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(4) IdenttfiCatlon of Ele~>ent racPs 

"' 

Ele..,nt r.ces aro numbered as rollow~: 

rae e ' e o r re spotld s <o • • dlrccuon r~ce~ l . 3 ' 5 • r" 

' corresponds <o - • dlrectlon poolttvn he .. o 

' corresponds <o ·~ d 1 no e t IOn 
2,4,6 rae es ·~ • corr<!sponds •o ' dlrection 

laCeS 

' corresponds <o • ' d>rect>on 
ne¡;a t 1 ve 

' corresponds <o - ' dlrectlon 

' corresponds <o tht: center o< '"' element 

Dlstnbuted Sllrface Loods 

To-o typea of surhce load 1 n~s "·"Y be specl!Jed, load 
type 1 (LT "'1), un1formly dlstrlbuted sur!ace load and 
load typc 2 (LT = 2), hydrostatically vary1ng surfacc• 
pressuru (but not surlacc ten~1on). Both loadln~ t)'¡'h-s are 
!or loads nor.,al to tl\e surfacc and do not 1nclude sur:"ce 
sheors. Surtace luadln~s t!>at do no! 1311 wto th~s·" 

cate¡;ones must bt! input as nodol loads on the 
conc+:n:raWd luud doto <'ards (s~·c StJct\on V). 

(1) !,T = 1: A postttve suri•C<' load :.cts >n tll~ d>r<-'C-
11011 o! the outward nornal of n po~1t1vc ~lement fo<·~ ~nd 

along the tn~·a¡·d normal of o n~~atlve element h~e a& 
sho~n in the follonng d•agram. 

~ 
ro 

" o) NEGATIVE 
FACES 2,4,6 

-

1 
/ 

--~>o Oil. o ORe 
AJOS 

POSITIVE 
FACES 1,3,5 

POSITIVE SURFAC::: LQAD!NG P 

1t the unlfor,.ly dlstrtbuted surtan• load in;: P t~ 1nput 3~ 

a posltl\'e quant1ty th<•O 11 d~scnbes pres,ure load:n~ <JP 

taces 2, 4 or 6 and tcnsll" load In~ on hC•!S 1, 3 or ;,. 
1t p ls input as a ncgath·e quantlty Then :t descr>bc~ 
tensllc load>n~ on faces 2, 4 or 6 and press~re on faces 
l,3or5. 

IV.5,5 
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(2} LT "2: A hydrostattcally varying sur!ace prc•ssure 
Oll element faces 2, 4 or 6 can be speci!l_ed by a rcference 
fluid suriac" and a flutd ~·e1gllt d<!nslty y as input. Ol"ll)· 

one llydrostatlc surt~ce prcssure card need be Input tn 
order te spectry a hydrostottc loadtng on the complete 
structure. The conststent nodal loads are calculated 
by the programas toll.o~·s. At <1ach numerlcal integrat!on 

" " polnt 1 (11\ an element surface !he pressure P
1 

lS calcu-
hted from 

>;here Y
1 

ls the global Y coordina te of !he po1nt 1n quest>on 

and Yref speCI!Ic~ th<! tluld surhce assU<:an¡; gra1"1ty ac<s 
along the -Y ax1s 

y 

- _I! pi :> 0, conespond1n¡: to surhce tc•nsion,th<' contr>
but>on is 1gnorcd. lf an clco:ocnt facc 15 suc:t Iha< 

Y¡ > Yrcf for all 1 (16 tnte¡;ration P:"lnts ~re· usc>d !Jy 
procrar.\) tl!cn no~odul loads •1ll be appllc•d !<> tl!,• el"!!lc•nt. 
U so!!\e P

1 
>O .•nd SOr.\C P¡ <:O for a p~rtlcuhr ·f~C<, lh<"n 

appro~i,atc nod3l loads are obtaln"d !or thc part\3lly 
looded surhce. 

1V.!>.6 
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(6) .· Thcmol L<>ads 

Thennal loads are co10puted assumtng 1 constan! 
, , ,.,,, •, tempenture. lncreal<' t.T throu¡:t>out the ehmcnt, 

. . 

~-''"' ,., 
apc .!1 

', 

' 

• 1 av¡¡ 

• 
-• the avcn¡¡e of thc A nodal po1nt 

tempcratures ~peclfl<><l on nodal 
polnt data cards 

, t ·" stress free clemcnt lemperature 
.:1;,.. spec1fie<l. on the elcment card. 

(7) Element lnad Cases 

·~· Element·l<:>ad c~sc A conusts of all thc t·ontnbut>ons 
from dUtributed loa<ilngs, thcnnal loadings 3nd ~ranty 

" 

" 

,, ' ,,,Joadin¡¡: (or all thc clemenU takcn collccll\'ely, 

" 
'' 

' 

~-- . ~-

" 

' 

w.o case A • r '" • pressurc lood lng 

• ,. • thcr~<al lnad1n~ • "'' • ¡;ravity ' loadln¡: 

• "' • gravtty • loadtn~ • '" ' grav>ty ' load1n~) 
•• Ele10cn1 load case A for tlll.' S<>!' O! threc dlmens1on.l sul>d 
,; .• ele¡:¡cnts ts added to <'le10<1nt lt>ad case A for the oth•·r 

1ele10ent types in th<> an11lyda. "Tilc trenmcnt or cll.'m<.mt 
.load cases B,_ C and O lS analo¡:ous. tu thot n! el~"'""' 
load case A. The.loadin~ cases for the ~tructUr<! ar<1 
cbtained by addinR linear COIObina!Ions e! ele10ent load 
cases A, El, e and o t<> th., nOCla! loads spcCifi<•d 
en the JOlnt data cards. 

(B) Output oí O~ment Str~sses 

L At thc centro1d of th., .,¡,.,.cnt, streucs are n•ferr<'d 

•·•·-· ___ the Rlobal a~es. Thr.,e pr>nctpal .strcss<>s ar" also 
prescnted. 

.. 
2. At thc center cf an•element fa<:<>, strf"SS<.>s are rc!rrr<"d 

toa aet of local a~PS (~,y.~). These local d~c• 
er<e ln<hVldually deftn<>d ter ~ach lace u follo•s: 
Let nOCla} pctnts 1, J. K and L be .the tour cornrrs 
of the ele~ent Jaee. Thcn 

x is spceltled•by LI·- .n-;, .-here Ll an:l .n-;•ar<.> '"'~P<Hnt~ -
ot ddes L----1 and J-K, 

~ J• nor~al te K and to the llne J01n!nR m!dpu1n\~ IJ and 

"· 

( 
·, 

' 

y h no.-..al to ~ and :t, to C<IOTplete thc rl¡;ht-hand<•d ~ys\c•~r .. 

IV.5.7 
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lV. ELEMENT DATA (continul!'d) 
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• . ' 
• •· • • 'i 

• ' 

.. 
' "'". , . •. r • 

• 

• 

' 

1 
' 

L • i • 

' / '\ ' 
Ll '-·~·~.' (. i;' I 

1 • 
• . ' 1 • 
' ., 1 

• 

• --......, 
J 

"" e o r ros pond 1 nR lnodal po1nts '- '· ' '"' L 1n each facc • 
are gi~en-in·th<:• tablc. 

. ... . . , 

r~ct: 
NOIJ~L POll'TS 

' ' ' L 

' ' ' ' ' 
' ' ' ' ' 
' ' ' ' ' • ' ' ' ' • 

' ' ' ' ' 
' ' ' , 

' 
T>o-o 5Ur!acc prln<"lpol ~tresscs ~nd th<· ""~le ~~h<"c·n \in• 
alg.,brakally l~r¡:c·•t pr>nc1p•l strc55 aOO th,. lo<:.d .\ 
a~ u are prlntc<l ..,lth thc nutput. 1< is opt1on3l <o chuu~c· 

on., or ho l<>cUlons uf an .,¡.,,..,.,\ '*hcre ~tr,·~~<·S ~re lo 
be """'PUI<•<I.' In the outpu<, ·r~c" zcro'" ocu~nates ttw 
c.,ntrold of thc clc~nt. 

lv.~.a 

1 

( 
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IV, ELEMENT DATA (concinued) 

TYPE 6 - PU.TE ANil SHELL EUY.:nrrs (OUADR!l..A'ITRAL) 

A. Control Card (3I5) 

Columns 1 
6 

u 

5 The nuc.ber 6 
10 N~ber of shell el~ents 
15 ::umber of different carerials 

B. ~~terial Property !nfo~tion 
• 

35 

Anisotropic c.aterial properties are possible. For 
each different c.aterial, t~o cards ~st be supplied. 

Card ,, (I10,20X,4Fl0.0) 

Colucns ' " ~.atedal identification numbcr 
·~"" " " !'lass· dcnsity 

" so Therma.l expansion .:oefficient o 

" 60 TherMl expanston cocffi.:ient ' o 

" 70 Therooal cxpansion coeff~cient o' ,, 
Card ,, (6Fl0.0) 

'(· fr 

Coluc.ns ' " Elasticity elecent ' Eleoenrs in planc stress , .. u 20 Elasticity elenent Oldtertal <:>atrix ,, 
" 30 Elasticity ele::e:~t 

,., 
{::){: ' ' " " Elasridry ele:oent e" 

,, 
" f::} " lO Elasttcity ele:ent 

,, ' ' yy ,, 
" 

., Elasticity <ile:ent 
,, . 

' ' Y,, ,, 
"'" xs 

,, ~ 
'· Ele:oent 'Load ~ultipliers ,, cards) • 

C.ard 1: (4Fl0.0) 

ColUIOns ' " Distributed lateral load I:lultiplier ,,, lo 3d case ' u 20 Distributcd lateral load :::ultiplier '" load case 6 

" 30 Distributed lateral load ::ultiplicr '" load case ' " " Distributed lateral load cultiplicr '" 1 oad case ' 
Card 2 ' (UlO.O) 

Columns ' " Tecpe~ature trultiplier '" load case ' u " Temperature 10ult:ip!ier '" load case ' " " TeOiperature r:ultiplie~ '"' load case ' 31 " Te::-.perature :ultiplier '" load C3H ' 
''"' 3• (HlO.O) 

Colu=s ' 20 X-<lirection acceleration fo~ load case ' u 20 X-direction acceleration fo• load e~ se ' " 30 X-direction acceleration f<'r load case ' ·-·--···-··- " - " X-direction acceleration '"' load case ' 
lV.6.1 



ELOIENT DATA (~ont 1nue<l) 3G 

Ca ni 4 · (4Fl0.0) sa..., u Ca ni 3 for Y-<lirect>on 

Card 5: (4Fl0.0) Sa01e u Cu-d 3 for Z-d1re<:tion 

D. Element Cards (11!5,Fl0,0) 

NOTES/ 

One ca ni !or each element 

Colurnns ' ' ' w 

" " " " 
" " " " " " 
" " , 

• 
Element numl¡~ r 

No de ' No<! e ' :-lodc ' Node e 
);ode ' 1\atcrul >dentiflcat>on (>! lcft bl~nk, 
taken as or.c) 
Elc01cnt data gcn.,i-ator K 

" Ele01ent \hl<'kncss 
Oi~tnbutc·d l~t€ral load (nr• ssure) 

" 70 !lean \<lmpc•roturl) \'ar>ot;on T fro~. the refrrcncc 

leve! 1n uMc!orncd pchltlon 
71 - 80 ~:can l<:rnpcrature grad•ent -:r,"~. ocross the 

. ' 
shcll thicl<nt·~s •. (a po~l\ "''' lc.•mp"r"turt• 
grad>ent produces a ne¡¡aii\'C CLI!'\"aturc). 

{1) Nodal l'<•>nt~ "nd rn.,rd>natc Syste:r.> 

The nodal polnt nu::hcrs 1, J, K and L are 1n s..,qucnt•e 1n 3 
counter-clochlS<I d>rcct>on around the _,¡,,....,nt. Tb.- lecal 

elet:".ent coordlnal<' ~ystcn; (~, y, 7_} 15 dui>ned ~" fullu~s: 

• Spcc>f>cd " " - ~. ~he re " '"" M a r<' 1lHdpo1nt~ 

s1des e-' • 
'"" J-K. 

' No n:1a 1 ,, • '"" <o t he hn<.> JUtn>n~ midpoints '" '"" 

,, 

" 
' No I'T.1a l ,, ' '"" ' " CoPplo•to• thc r>~ltt-handcd ~yste::J. 

This systeO> \S UM•d tu ~~prcs~ al! phys>c~l ~nd l..lO<'""''c 
shcll propcrtl"S (~tress.,s, stra1ns, !l".otcr>~l b», c•IC.), 

e~cc¡¡t that \h<: budy fon·., dnn<>ty '" !"<'f••rr,·~ lo ttle 
glo~al c:oord>natc ~yste:o (X, Y, Z). 

1V.6.2 
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• 
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' 

' . 

1 
• 

' ·, ' 
' 

J 
FOr !he• analysH <>l shollo~ ol¡~lló, n>t~tlunal con~t¡·a¡nts noma! 

to thc.sur!ace rr.~y be.tmpOo<•d by._th••-addl\lon ni boend~t) ,.¡,,,_,•nl~ al• 
lh<> nodes (cler.<>nt typ•o ~7). 

(2) liode O 

ll'hen culumns 26•- JO are ¡.,¡¡ blank, •. HJ-nud•· prupcltl<'o 

'" "'"'are.cornputc<J by ac·cra~ln¡; !he· •louron<><J"~-· 

(3) ·Elcmcnt Dat~ G<'ll<'ra!Ion 

Elemcnt cards mu~t l>e 1n .. !cment nurnber scqllcnce. lf 
element canls 31'<' ur:nttc•d, the pro¡:r~m automattcall) 

generatcs lh•• <>Oltltc•d Info,.,allon as f<•llou~: 

The lncrco,..nt for clc•mcnt numb~r ls on<1 

1. e. S~ =SE ~1 
1 • l 1 

The _corres pon<! 1 n ~ tncr~"'""' lo•· n<.>dal nurr.bc•r " ' • 
l . , •. ~ 1 

"' 
~1 ' ' " 

" • " • ' "' ' • 

" • ~1\ • ' "' ' " 
" • " • ' ' . ' ' " 

V.atenal hlcntt!ICO\lon, cle,-.<:nt thlC~n··•~. ~:qr:~u\•-<1 

laten! lt>~d, l<>~pc·r~a:ro: ar.~ t,~.~<:ra\ut<· p~o''-'·' !u~ 
,,.,_ ~cn..,rat,·~ •."h·~·Pnts-~r.,.t~•· sa,.c•, "Ah~~-~ ~nclu<!e 11' . ..- • 

co~.pletc lo•\ clc,~nt C3rd, 

l \'. 6. 3 
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(4) • Elemenl Stre~s Colculotton~ 
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IV, ELEMHiT DATA (conttnucd) 

'n'PE 7 - BOUNDARY ELEMEliTS 

This elernent 1~ uscd to constraln nodol displ•cements to spcctfl~d 
values, to co01pute suppor\ r<>aCtions and to prov1dc linear elasllC 
supporu to nodes. lf the boundary condltton code !ora r~rtlcular 
degree of freedom ls speclfl<"d as l on the structur., no<lal potnt data 
cards, \he dtsplacement corr<"Spondtng to that de~reP of free~om ts 
zero and no suppon r"actlons are obtuned ~Hil the prlntout. Alterna-

tlvely, a boundary el~eent can be US<'d to accortplish -the sao'" effect 
e:cc ... pt that su¡>port reactlons arc_obtalned s1ncc :hey ar ... eQual to th<• 
,,.,.:ber end for~es of thc boundary "len:ents ~nu:h are pront<>d, Jn 
addioon thP. boundary cle!'cnt can be us"d to spec>f}' non-~cro nodal 
dlsplaceoents Hl any dtrectton ~·htch "' not po~stble ustng th<> nodal 
polnt data cards. 

The boundary el~ment 15 deflned by a single d~rec!cd uts thruu~h 
a spec:l.hed nodal po1nt, by n ltnear cxtensional st>ffnC'Ss o ion~ th~ 
axis or by a ltnear rotat1onal stl!lness about the axts. Th<! boundary 
ele!:lent is essenttally a spnn~ ~·lnch can havP. axtal dtsplac,•ment 
stiffness and aX1al rotatwnal st!ffness. There 15 no i>mlt te tll~ 

number of boundary elem<'nts ~·hteh can be appllfcd toan,· ¡otnt to produ<'<' 
the des•red ••ffects. BOundRry <'lernents ha''" no·eff<:~: un th<l 517.<" O! 

the sti!fness matrlX. 

Il'Pl,T DATA 

A. Control Card {21~) 

Coluo;ns 

'· Elernent 

Columns 

' ' 
L<lad 

' n 

" " 

5 The nu.-ber 7. 
10 TotRl nu.-.ber of bour,d.,ry elem<lnls. 

~~ul!lpl>er~ (4Fl0.0) 

" Mult>pller ,,, load ~ase ' " Mul!>plH·r ,,, lnad ca~c ' " Multtplillr ,,, load case e 

" ~:ult1pl•~r '"' loa o case ' 
C. Element Car<Js (SI5,JF10.0) 

One card per clmc<•nt (In ascendln~ nodal po>n! <>Td,·rl "'XCept 
~here autoOI~!lC >·l~mcnt >,¡<IOt•ratton 1s uscd. 

Colucms ' ' -~od~ S, •• ~h>C)l t lw ,,¡~!llcnt " plac<1d 

' " Sod~ 

i 1 
n " ~odc Le B ,.,. colur.m; n - " bl an~ 

" " Sod" H on !) nc.h• ' " n<•t•dcd. 

" " ~odc• 

" " Code ,,, d 1 SJ' 1 a e <'lll<·n t 

" " Codc '"' rot~llon 
" " oatn ~en~rator '• .. " Sp<~e> r h·d dlsplaccmcnt alon¡: cl<•O""nl ~~h 

" " Speclftcd rota! ion about uh:m<•nt a~ls 

" " Sprln¡: st>ffn~ss ( set •• 1010 

" h•fl blank) 

'" both <IXtcnsion .. , rot~t10n • 
.. IV.7.1 ... 



IV. ELDit:I;T DATA· (contlnued) 40 
NOTES/ 

(1) Dlr~Ct10n of boundary <'lemt'n\ 

Th.e dirt'ction ot thc boundary clcrncnt at nodc ~ lS speclflcd 
in one o! ho ways. 

"' A second nodal poln\ 
element from nodc N to 

defines 
nodc l. 

the direction ot the 

{11) Four·nodal polnts l, J, 1( and L •reclfy th.e dircct1on 
of the clcmcnt as the normal to th<.~ phnc d•1flncd l:lj' t~o 

inters~ct1ng stra1~ht lincs (v.,ctor~ a and b se" Fig. bdo~). 

b 

J ' 

n:oaxb 
ROTATIONAl CONSH;t.INT 
IN THIN SHELL ANALYSIS 

Tne four poln\5 1, J. K and L necd no\ he un1qu~. A uscful 
appilCa<JOn for \he an~lys1s ot shallo~ th)n shClls ..,,..p~oys 

tne t>ouncary c•lcoocnt \o appr<>~l<:Bic rr>to.,onal constra1n' 
abou\ the ~u,-rac.- norm~l a> sno~n nbo•·o>. 

;! 1s ¡:n·cn by th" '""L'\<>1" •·ross product n • a ' b ~nd <le! >:l<•s 

tbe dt,eCtlon of the boundary elem.-nt. 

Not.- that nocic 1 "'case ·(t) and n<>dcs 1, J, K a"nd L 1n cas~ (lll-a•·c•. 
used only tu d~tlne thc di!"o>~·11on of !he clt·mcnt and if cun,·<•nlent '"~l" 

be any r,od<'~ uscd '"define other ..,lem<>nts. Huwe•·~r 'al"tlflCl3l nv<l<1~· 

roay be <:reated to dcfln<> dl!"~Ctlons ot boundory clc,;<"r.l~. 1h•·~<: 
'artif¡c¡al nodes' are Input un th.c noi!•l po1nt dato C>Td~ 
'""ith. th.Cl!" coord•r.atcs ami ·•lth all \he boun~ory cundltlor. to~'-'s 

sp.-cdied ~s 1 (onc). 

' 

IV,7.2 
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41 
IV. EI.DIENT DATA (continued) 

,_ 
·It sl\ould be'noted that·node N ts th.e ~tructure node to •htch thc 

boundary elcment ls attached, In case (1), "posilive displace~ent rnovc.<, 
node N to~ards code l, Correspnnd;ngly, a pu~1t1ve force 1n the,element . 
aeons compresston ln the ele...,nt, In cose (11), a posnlve <Hspl~ce~~~ent . 
aoves node N lnto th<' directlon!! (see Fig.). 

(2) Dlsplace'"ent snd rotatlon codes 

'C;';i'¡f'><>:•·hen thi¡ , code ols u sed, the duplacement 
6, .\ and.the.sprin"s st1ffness k, sp<'Clfled 
in eolu01ns 61~70, ~re Used by the program ln the-follo~¡ng way. The 
load P, evaluated -!rom P ~ 1<6, ;ts applted to node N Hn the dÚ<'ctlon .',}f 

"· node N•tO node I In case (1) 'and lnto dlrecnon.!!. ln c~se•o(.U), lt•ó ' ,y. 1 •• 
~ -~;.<-;·•ts''positlve. lf<k is· .. uch greater.tb.an the.~ufíntos~.o! the,st:ructure •o'·'' ,_ 

• at node N·~·ithout th" boundary ;,lement, ·.then th.e net e!!ect'ts to P'"!~.""" 
• displacement ver;• neorly equal to 6 at'n<>de N. lf 6 • O, th.en P ~._0 , 
•od the sttU spr!.ng approx1.,ates a rigid ~upport. :iote tnat th.e load_.t 
P ..-1U.eontribute to th.e support r~action.lor nonzer<.> ó. Th<: l:oundary, 
coodition codes spec~!ied on the structure nou~l po>nt dota caru~ must 

.,, . ' -

• 

be consistent with the !act that -a load Pis ,be>ng applted -to nouc:.; 
to•effect the desired displacernent (evcn ~hen this di,placem.,nt 1~ 1 
zero). 

Rotation code ~ 1: Thls ca~e 15 analogous to the situatton 
described above.' A ton¡ue•T, •n•aluated fro.i T ~k G, .U appll.ed to node 

'N Pbout the hls. (d1r.,Ctton)·o>!~l.htt dcm.,nt. The rotatlOil e,¡,; ~pcct1l"d 1 ¡Jl 

in cOlumns 51-60. 

{3) Data gcnerator K 

\ll'hen a series ot node~ are sucll thPt: 

(1) All have identical l>oundary ele.,ents 3ttaclled 
·(iil·All boundary <>l<:rnen¡s have same <l;rcctton •• 

' 

(i11)All spe~ifled dlsplace<oents and l"<>l•t>on~ are ldent>Cal 
(iv) Th<: nod3l sequence torms 30 aruhm~t•c si>qu<>nce, 1.e., :i, 

N + K
11

, N + 2K
0 

etc .. 

'> • thttn-only the !Hst an~ last node 10 tt,e sequcnce nc"d 1>~ '"~ut. ,The 
n"' • 1ncrernent"K ts input• >n coluOIOS· 36-40 of t!¡c llrst c~rn .. ~ .. , -~-·-·~~ 

" 
. . . -

IY,7.3 
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lV, .ELEMENT DATA (continued) 

(4) Elemcnt load multtplicrs 

EPCh'Of the four possible ciernen! load cases• A, B, Cland D 
.,'associated wlth the boundary .cleOICnts conslsts Of thc complete set of 

displacc~ents as spectfiL~ oo thc boundary elcrn~nt caras mult¡pl1cd 
by thc clement load ~ultiplicr !or thc correspoOdln~ load case. As 

~· an exa<r.ple, suppose that dnplaccmcnt of nodc !\' ls spccl!l"d as l. O, 
aprlng stl!!ness a~ ¡olO.and no other boundary ~J,ment dlsplacernentli 
•re spcclhed. Let case A ,.ultlplier Be 0.0 and ca~c B multlpller be 

,¡ '2,0. For· elcment load case A th<• SpeCifled dhplac~rnent 15 0,0 «l. O" 
while that for B ls 2.0 >l. O= 2.0. L1near comb1nati<ms of <!le1:1ent 
load cases A, O, CandO for all IVP<!~ of ,.J,•nt•nts collerflw•Iv-for a 

,. 
' .0\1 • 

.. 
o. o. • • 

-!, " • -~' partlcular·problem are spec1Íled on the· structure ele,.ent lo~d multlpl!>'r 1. , , 
•-··,""'''4·<:•rds. As !arras··tlle boundary element 1s.oconcern<H1,•tth1s devlce U >AS •>!' '": <•~· 

,,,. )¡ruscful ~·hCO.'o'par¡¡cul~r.lnod~ ha~ a support d15plac<!menl !n:one I<;>adrr-; .• · ,. ··.C:!-lJ 

.. 
'. 

,. 
• 

' 

·, 

case but ls fjl<cd ln others, •• . ... ~ • 

(5)l~Re.,OIMlendations for use of•baundary elements 

1! a boundary elemont 1S 31i¡:n"d with a global displaccment 
direction, only the'corr"spon<Hng dla~onal ele...,nt tn•th" st>tfn.,SI,: 
C'.atrix is mod!fl.ed,o Thereforc, "" stiffnPSs•rnRinx 111-cond!llonin¡: 

-results ... Ho~ever,.~hen the baundary el"::-cnt coup1es d~¡:rees of _,,,_ 
(reedom, lar~c ·Of!-du¡o:onal e1emPnls introduc¡> 111-comlitlOning 1nto 
th" stiffness !llatrlx ~hlch can couse solutian d!fftculti<>S.~ 

In the •analysis-o! Shallo~ shell~ 'boundary eh-rn"nts ~lth st>!fnes!l 
a !raction of the elc~:~cnt bcnding Stiftness 5hould .b._. used (s~y 1ess 
tllan or •bout lO~) . 

In dyn3~l..,Can:~l)'Sis "art>ficially stHf"-•boundary "ele,.en\5 should 
not,be u~<·d. (Sec note(~) in S~ction Vll.A). 
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IV. Elll\E.\-r DATA kunt>nued) 

"f'I'PE 8 - VA!IlA!ILE-~1;lmER-N0DF.S TlliCK SIIELL A.~O TIIRU:-Dll.ILXS!O~AL EU:~TS 

A """J"'urn o! 8 and a 10ax>mmn of 21 nodcs arP used t<l ~'-'"-'r1be 
a gent'ral <hre" d>rnonSlOn~l HOpar~r..etnc ••lernent; the ,.¡.,m~nt >s uSPd 

to rcprcscnt orthntro¡nc, elast1c o:edla. Th• clcnent type >S ldo•nt:fl<'~ 

by thc nu.,bcr el~bt (~). Thre" translat>onal degr<•es o[ fr~c•dorn ar<· 

assigned \o cach nodo.:, and at least thc <!l~h·. cornc•r n<><l<'~ n:u~t bu Ulput 
to deflne a hc•>:ahudron. Jnput"oii'Odes 9 to 21 15 opt1onal; the fli:Urcs 

bel.,.. illustrate somc of th<' roost co=only uscd nodc C<>!f.btnatwns, 

Ele:cent load cases (A,B,C, ·•rl are fon::<'d from <·or.'.b>nat>ons 
of applied surface pr<'Ssure, hydrostatlC loads, >nertl~ loads Ir. thc 
three d1r~ct1ons X,\",Z and l~<'rroal loads. S1~ global un•ss<'~ are 
output at up to b~vcn (7) lncat>ons Wlth•n th<: ••l<•n:ent; th,.S<' output 

locatlOOs are seh•ctc•d by "'"3n5 of appn>Pr>attJ data cntncs. 

l:o<le te:::peratures lnput 10 SC'CtlOO II! are used t<.> fur:n an 
avc•rog" de.,cnt tcrn~eraturp, '-'hlch is ti¡(' ba••s of roater>al prup<>rt;
selectlon for ·the dt:Mnt. lf tlwnnal load~ are anpllrd, n[,d<· tel:lpc•ro

tures art' usc•d tn estoiJlJsh tiJo• t"mpocnture fJC•lc.l ~1th1n !he• o•lo•ll'{·nt, 
and th" tert:p.,ntu¡·c• 1ntc•rpolot1on fllnctlons are• tnc• samo• a,, thn•<· 
assumcd to represen! elc•rncnt d1splncements. 

notes 

"' ,, 

'" 
'" 
,, 

l. Connol Ca:rd (1015) 

co1urnns 

' H 

" 

' " " " 
21 - 25 

Jo - ~o 

varuble entry 

!'/$01.21 
~UI!MAT 

~1.\XTP 

.~O liTUO 

~DLS 

,\tUNOD 

~OPSET 

Enter the numbcr "s'" 
:>u~;~ber Of solld clcrn<:nts; (iE,1 

.Number of dlffercnt o-.atcnals; G!:.l 
~~~¡~:;um r.u,..bcr o! tel:".pc•raturo potnts 
u~cd in thc table !or any o:at<>:rtal; 
EQ,O; default set to '"¡'" 
Nu~;~be:r o! dif!<•rent sets of matenú aXB 
ortcntation data; 

EQ.O; all prop~rti"S are d"ftncd tn 
thc X,Y,2, •;·s~e"' 

~·ur,t>cr O! dlfferHol dJStnhut.·<! l"~C 

(l.(). 0 p:r{>SSUr!') ~t•t S 

'.'.n¡rT'.Um nuioll~r <>f 11-.Jd••-• ""''' '" des<erlbl! 
any nne ~·lcmc•nt; 
GE.H and l.E.:.!l 
!:Q.O; default ~··t to '":;:!" 
~t:~cbcr of So'h <>f data l"<'<lu••sttn¡: •Ir<'~~ 

nutput at vanous eh•:-o•tt< hot"J\IOns: 

I::Q,O; '-'entrotd output "nh 

IV.S.l 
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IV. ELEY.El>"T DATA (contl~ued) 

'" 

l. Control Card (10!:>) rco~tlnu<>d) 

coluoms 

41 - 45 

46 - 50 

variable entry 

II<"TRS Standard l~tegrat1on order !or the natural 
(r,s) dlr.,ctlons; 

GE.2 and U:.4 
EQ.O; de!ault set 'to "2" 

• 
Standard lntegraUon.order tor the 
natural (t}-dlr<'Ctlon; 

GE.2 and ll.4 
EQ.O; de!ault set to "2" 

NOTES/ 

"' The vanable MAXTP lirnits the nurnber ot t<>r<penture po1nts 
that'can'be-tnput•tor ~ny on._. o! the );Ll~\.o\T rnat<>nal S<'t!; 

!.e., the vanablc liTP 1n Sect1on 2 cannot "xc.,cd thc• valu~ 

o! ~\.o\XTP. 

... 

(2) NORTHO spec1!i"s thc nurnbcr of cards to be rcad ;n s,·ctlon -3, 

and if orr.ltt"d, all orthotroplc matcr1al "·"'"are assurr.cd to 
co>ncidc v.¡th tl!c global cort,•sun axcs X,Y.Z. 

(3) NDLS spec1fics th<> nurnbcr o! card palrs In he r••nd In 
Scctlon 4. NDLS rnust be~ pos¡t¡vc tntc·~c·r 11 .>ny p,·,.~~Ul"<' 

load! are to be appllcd to sohU o•lc•mo•nt taces. 

(4) ~\.o\XNOD o,peciflCS thc rr.~xlrnum nurr.b"r uf nnn- .. ;ro nodc n<lmbcr5 

asslgned to any on<> nf the NS0!21 ,,¡'""""'" onput In Scctlon 7. 
Locations o! the el<J10cnt' 5 21 possitJle nod~s are shO\Io'n 1n 
the r;¡;ur~ below 1n \lohlch the "lcmo.Jnt !S sho~·n mappc•d 1nto 

lts natural r,s,t ~<><trdlnate ~y~tem. The o'l~ht. <·orn~r nnd"" 
muat be Input !or t•very t•lumcnt, ond n<>dca 9 lo 21 no·~ Input 

optlonally. Jf ,11/lX~OO ls 9 or ~rcatcr, all 21 n•tde entn••S 
are read !or ea~h el~ment (Cards 2. nnd 3, s..,cttnn 7), but 
only <he f1rst ).:AXKOD nun-zero cntrl\lS l.'ncounto•r~d ~·11cn 

r"ad1n~ on spqu.,ncu tro~. 1 lo 21 >~ill bo• \ISt•d for .,l,•m••nt 
dcscnptton .. ~!1 an ,xnrr.pl<J, tor the lG-17- ond ~<J-noúc• ch•tr-Unt" 
MAXNO!l has valucs of 16. 17, 20,_ respccnvcly. 

(5) As a ~-cans of cantrolling th~ ;wr.<>unt <>f solut1on output, 

stress output lo,·ntinn ~l'\5 Br<l do•flncd tn s .. <:t><>n 5, ""'' !he 
totpl nu"'b"r "f tlwsc• o>utput l'<'QU"sts lh 'l"''"lll>:d lo)' 111•" 

varlablc NOPSET. f<>r th~ c~sc o[ ~OPSLT.l.~.O, no d:1la 1~ 

Input ln Sect¡on S, and thc only "tres~ <>ulptJI prvoucc•t1 1>) 

the pro¡:ro"' 15 ~~ tnc clemcnt cent!'Oid. Othc•rw•~~·, ~Ir<"~" 

output can be requ<·Stc!l at up to scv<•n (7) luo·at1ons (sdc•ct"d 
from o tablc of 27 posstblc locatlons) by means or !he data 
Qntries ¡:;tvcn 1n Section ~. 

IV.B.5 
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IV. ELH:E~j DATA C<:ontinued} 

NOTES {continucd} 

... -... 

(6} The t>llt~i<:s INTRS and JNTT control th<> numt>ur of tntc~r&tton 

points to be used tn OUI:lllrlCol evaluot1on u! l!lte¡;rals ovcr volum<:>f 

in the (r,s) and (t)~~oordln81C Otrcct>ons, :•·speni\'ely. 
When sol id d .,,-,ent s are u sed to rep resent sr.cll st ruc~u n•s, 
the through~thc-thtckness tntc¡;rattons (>.e., tn the natural 
t-axis dirccttonl can be evaluatcd J.,ss nccuratcly ~~~n thos~ 

in-plane (t,c., 1n the r,s p..,n.,¡, For this case l.\TH5 
might be 3 and JSTT wo.,hl 1>" choscn typtcalh• os ., Th~ 

ent~ics, I~TRS and INTT ,, . ., stnnd~rd ur r<'(.,n•nce ,.,¡u.,, "'"J 
. are usHd )! \he tntc•gra\lon nr<!er entrl<JS on lile el,•rr.,•nt 

cards (Card !, SeCtlon 7) nrc omtt\ed .. ~un-zero c•ntn<:>5 for 
inte¡;ration or-der(,) lt"'"" on the dernPn\ cards over-nd<• the 
standard values posted on tlus card. 

Material Property Cards 

Ortho\ropic, ~<;mpo,rotun• dep<·ndc•nt !'lal•'t'l~l prup.--.rttc·~ 

al'<' allo~·cd. F"r ~~t'h d>;(, r~nt m,¡.,nol tl\"1 " r"~"'''\<·<1 c,n th,." 
Contrnl Cord, tll~ tnllr,~·Jn~ sct <>f <l~t• mu~t b<' ~"t>pll<!<J r .. ,._, ,\L)~.!,\'1 

sets total) ; 

notes 

'" 

'" 

a, MMlenal iden0fH'3\ion card (2!5,~t'l0.0,6.>.6) 

C'<>lumns 

' 
' 

~·ToE~ 

21 - :10 .1'•\SSD~ 

Jl - 6ü 

~ntry 

Matenal tdcntiftcntton nurnber·, 

G~.l and U:.:-IL~C.:?<l 

Numb••r ot <hf!erenl l<'mp~rature~ a\ 

which propt'l'ÍH'5 are ~tvcn; 
LE .UAXTP 
fQ,O; detault sct to "¡" 
"'e>ght densoty of thc ,.,a\enal t.:~~d to 

coonpulc•d stattc ¡:ravtt}' luads 
Mass d<·n~tty of tite mat~l'i3l u~,_,d to 

cnmput" 

analv~'·'; 

thc mas, m~tnx tn a dyn.>;ctc 

lt).O; <I•·Jc.ult b•'' '" "tl'i'lll:~·/.1~1,,1" 

~-l:.t•:rt"J tkscrtpt '"" ""·d '" lnb•·l '''" 
output. 

);cr.ES.' 
(1) ~~~t'-'rt:tl ~U,lh•C~ ()lj !<USt h,• lllput ln aSCc•ndl!l~ b<'~'•''~<"<' 

bc·~tnntn¡: ~lll> "¡" and <•ndtn~ ~tth ":.;~)C:.IT": ''"·'~s: .. ns or 
repctttl<>ns ~re >llegol, 

(2) W~igbt dt·ns1ty 1~ u~o·<l ''' ~'""¡n<l<• ~'"' lt' n<>d<' f.,,-,,., ~ue In 
appllL•d ~ravit}' loco~." rn.•H~ dens)ty ,, ""''1 '" <'al<-.,l.nc• 

elem<>nt rr.os~ ~.otrH·"" fC>r "M' In """"''<'!ton ~lth a d}n>nlc' 
anulysts. 
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'· . ' 49 

• 

' ' 
,, ' ,... ;N'I'Popaira<O! carda.a..., tnput•1n arder of el¡¡:ebratcally -,, 

1DC:I'<!&51n¡:: value of te01peratur.,. ' 

' . ' . ; .. •. 
no tea c:oluntna .· vu·iable entry "' ,, ' 

• 

"' 
) " " 

Tel!lpereture, 

"' n " " " " " •' 

'n at T0 ,, .. T, ,, .. T, 
-' ; 

'• ; '· 
• , ., 

"' " " " " 
"' .. T, 

"' 
.. T 

" .. ' ! ._ .-. 

' o,• n 
..,, T, 

' 
' . 

Second CarO .. . . 
note<" columns variable entry ,. ,. 

) " "12 
,, 

" ,)) " G¡3 " ., 
" " " ,, • '• 
" " " ,, • '• .. ., " ' ' "' • '• • 

" " , • '• ' 
/'larES/ 

:(l)·The•l2 ent:riP 
• • .. prope:rtl•ls kT 

folle, u>g 

" ' tntc: 

.'">.".te,.perature vnlue T 0 ano. physlc_al 
•n •~o or oore 1c10perature po1nts 

.>lallon ba~ed o·• average cleo:ent 

·: . 
• ·-·describe a "'" 

te10perature ; pcrfo-01ed establHh a pr"p"rty s<>t for th<• 
el<noent. Hen. '• the ran~· ->f· lcJOpt;>raturc: polnts for a ""''"nal. 
tablc: DIUSt sp; n th" <>Xpe<::.•l rangc o! avera¡;e ele;:,ent te:r.¡><'ra
tures for all ~lements ._,.,,,.,iated .. lth the .,acenal.·. 

~· ;(2) Th .. 12 constants (E¡ _,r
2
z ..... ,a.:¡) are·de!in<>d ~•th resp<:-ct¡~,; 1< 

.::"' toa set of a'··s (X¡ .x 2 ,;~,,. wh>ch are tht! ;onn<·>pol "'at.•na! 
--·~··dtrections-!o:·an•o: hotr· tc¡··elnst>c mcd.um. Thc strcs~-······· 

5traln relatl· ,s ~·p 
..-rttten as fo"lows: 

re><. :t.to the (X 1 ,x~,X3 ) syst<•m lS '·· 

' 

IV.B.? 

' 

'' 

. ·- . 

., 
) 

., ' 

' 
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"· ·=~ "'" (~onttnued) 

' 'u ' u ' , 1/Eu - '1.2/!:22 • - 'l J /E33 o o o 'u 
., .,.~1/Ell l/E22 -'231E33 o .¡o, ' ,, 

' ., - 'J:n lE u -' " 1/EJJ ' ' ' ,, 
• 32 ,22~' 

,, ' ' o l/Gl2 ' ' ., 
' 1 ,, ' ,0, • ' O, l/Ci2J ' ., 

., ' ' ' o ' l/(;13 ., 
" 

' - T 
' ,. '• [ATo:¡ oTo, ~To:J o o O] .1 •

1 ' ' 
' ·, 

.n,~,' 
-~.,-

"here r ~ and o11 • are normal strains and stresses in the 
X¡ dire.,f,ons; VlJ'ando1¡J arr -~hcar &Ualns and stre&scs on 
the principal matcrul· planes; o 1 are the "ocffle;cnt9 of .th~r¡r.al 

.o, cxpans!on, and f,.T lS the,lncrcasc in tempcraturo Iro!!l,strcs~ !re~ 

" • 

• 

"i:'uhdlstrlbutcd ov<ir the ~le"'ent.vulumu. ~'<' .-·•• 

·········•··J; ·Matcnal Ax,.s·Or>cntHion Sct•· (·115) 

sectton, and all !D~t<:n~l 
.,¡ U1. the,¡;lobal,t:art<.'Sl~n 
bo t_np_ut as folla~s = 

DXCU {X¡,X~,XJ) ~!11 lJC aS>U"'<'d !" t'nlta')(lc• 
syst.,!II:X,'i,Z, Othe>.,.lSC, !>ORTIIO ~ar<J~'JlU~l 

" ' 

notes columns variable .. ntry • .,_T ' t " ' 

"' 1 ,. 
" Ident1f1cat1on nurc.bc r; ' GE.l '"" LE.IiO!lTIIO 

'" ' w " Nod<> nur.1b<Jr '"' polnl " • 
11 " " liodc numbc r lo• 

,. " pOI 01 ' " " " Nodo numbcr 101 pOI 01 "k" 

NOTES/ 
(l) ld<'nli!>cahon:nu.,bers (M) mus\ be lnput·m Jncrc~slnC 

5cqucncc bog>nn>r.g ~·1Íh "¡" ~nd .oondln~ ~:th "liORTiiO". 

{2) Orth<>lr<>pll":l>alcrlal axcs ortrn\3tlons are spre>flcd by 
...,ans of !he ,lhr~·<> n<.o<lc numb~·r~ lil,!>J,;>I(; fi'<>r <he' spt'Cl~l 
C&5C .-h<'r•Lorthutro¡Hc oo:llc•t•ul axcs co1ne>d<1 oqth \he• ~lob~l 
••~>s_ (X,Y,2l.Ut IS nut ncn•unry to >npu\Jd3\n )r. thl~ 

• 

•ec\lnn; seo Scctlnn 7, no!•• (-1), I..•t .!!•!:!•.!·¡ be• th•• li>r••<• 
Ot!ho~Onal vector~ ~htch d<JilO<~ !he axcs.of mniorlal orth<Hropy, 
tllcn thcir diroct1ono are ns ahown bdo~: 

JV.B.8 
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51 

f, -!, • 'J - -!, • " ' " 
,, • !, " .!1 

k 

Node n\lmbcrs );J,);J,.~l( ar~ <>nly uscd to locatc po1nt~ 1,,¡,1<, 
ruspccllV<!ly, and nny ~onven>ont nod('S may be uscd. 

4. Distnbutcd surfac<• !.oad Data 

I'DIS pa1rs o! cards ore to be ln.,ut 10 thls se<·t!on tn 
ordcr of HICreaslng sct nu;•ber CS), Th~se data descnl>e sur fa<'" loads 
actJni oii d<"JHCnt faces and tJay be prescnbcd dlrectly 10 tcrr.:5 o! 
hce corncr-node pressures or lnchrectly by JOCans of a hydmstallC 
pr<>ssure f¡el<!. 

notes 

"' 

a. Control Carel (315) 

column~ variable 

' ' 
HACE 

11 - 15 

untry 

L<>nd se\ idcnttt;cat>on nu"'lJ~r; 

GE, 1 and LE .. ~DLS 
Elcmcnt face n~~-l>er on ~hlc\O H.l~ 

distribul<'d load 1s a<'lln¡;:: 
GE.l and u:6 
!.oad typ<: codc: 
EQ.l: prescnbed non,al pr<'ssurc• 

lntens>~lt'S 

EQ.2; hydrostai>Cally •·~¡-yln~ pn·s•ur.• 
!le id 

EQ,O; d.,!ault sc•Í tu"¡" 

IV.8.9 



ELUIE1'<T nATA (co~tlnu<>d) 52 
NOfES/ 

FACE 

(1) The surface load data scts establlohed í~ this sect1on are 
a~signed to th" elcments !~ Sectlon 7. 

(2) Hexahedra hav<> slx quadr>hleral faces cach unlqucly des<'ribcd 
by four node numbers at the corn~•rs of the !ace. The fa"" 
number convenhon establ1shed for elcments 15 ¡;n·en 111 thP 
Table be lo~. 

• 
(J) 'I'wo types of surface pres~ure loads may be applicd to taces 

of the elmr.ent~. lf LT.EQ.O (or 1), a normal prcssure 
dlstributlon >S prcscribPd dire,tly by tleans o! pressc:~e 
!ntensltles at the fac<> corner nodes. l! LT.E~.2, the 
!ace h cxposed to hydrostat>c prcssurc due tu rluíd l".cad. 

:-(ATL"RAL CORSER SODE St)trJ[RS 
Ntn.IBER COOIUJ ¡.~,\ T !:S ~~ -"2 ,, ' ., 

' , 
' ' ; 
' 

notes 

,, 
"' 

( ~ l ' ,, ' ) ' ' ' ; 
(-1 ' •• ' ) , 

' ' ' ' r , •l . . ' ) ) ; ' 
, 

' r, -l , " ' ' ' ' ' e, S ' '\) ) , 
' ) 

' e ' S ' - \) ; ' ' ' 
TARLI: -corner Xod<> ~-u~-bcrs !ur \ne Sol id Eletlcnt Faces-

b. Sornal Prus~urc DaU (~FlO.O) (LT.LQ.l, only) 

colu,..n; variable ~nt ry 

' " " Pr.,ssur<" " fa N• nodc ' ) 
" " " Pres~un· "' !an• nud<• X-, . 

fQ_O; d<•fault "'" '" 
.. ¡:. 1 ., , 

'" " Pres~ur.• "' fd<" .. """ '. .~. ; 

EQ. O; dC'l~ul t ~e'\ '" ..~ 1 " 

" - w l'·l Prc•osun• "' '¡a~c nud e• ~ . ' 
EQ.O; dc•f:tul t "' '" "f.¡" 

Iv.B.lO 
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' r.> ·' IV, ELEMENT DATA (cont inu~d)-

• NOTES/ ·· 
.o f (l) Tlle•preiiUre distr!butio·n.actin¡; on•an <>lemcnt hcc ts 
·" •:•. ..<.dehned by,specHying intensit!es Pl,P2,P3,P<I at the• face 

.. 
~.-

' 

. . 

" _, 

~: :· . . ::-
• ' 

comer nodea as shmn below: 

. • 

• 

'·. ¡.. ·. hr.., 
b 

• 
PI 

NI 

• > P3 

·~· --:---;; 
~ .•.. 
. ' ' ·,. .. " -

· . ',. 1 -, 

... 

... 

Thc tmcc·.corner nodcJnumb~rs ar" ¡pvcn 1n \he- T~bh: 

and:pos!t\ve.pressure tcnds to.coOtpress \1)'' ,-ulurnc of 
thc elcm~•nt. 

• 

' ----
'"!,l<'Thtl varJ.atiOn of pr<'ssure ov"r thc elc.,.,nt !acc, p(a,bl, -~ 

h ¡;!ven as: O• 

p(a,b) = Plxh.l + P2xh
2 

+ PJxh
3 

+ P4><h
4 

•, (1/4) (1 +a) (1 •b ) ., • (1/~) ( 1-. ) O•bl ., • (1/4)• (l-a) (l-b) 

"• • (1/H (ha) o- bl 

• In <¡uadnlateral natural tace coordtn~lt!S (~,b) . • 1 t ' 
(2) ·1f any o! th" t~ntnc~ P2,P3¡PI are om)tt,•d, th<'5<' <·aluc~ •. ~~-

' are rc-5<'1 lo !he valu•· o! PI; l.c., lora l'l"llf<>r.,ly d1s-. 
trlbu!cd pressur•· (p), •e llavu Pl.E<.¡.p nnd ce 11-·10 blank . 

. U P2 ls ~ero sp ... cl!y a sm~ll nUIII\J~:>·. 

tV.8.11 
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IV. EL.EM.ENT DATA (continucd) ' ' 

' ... ~c.· Kydrostattc Prossure Data f7f!0.0) _fLT_0p:!.2, o'!_ly) ~-

·~:•onotes variable .··.entry t ' . 

... ., .. 

' 

'" 
'· 

__ 1 -.10 -GAMMA 

-31---40 
' -. 

~·etght dcnsitf of the fluid, Y; 
GT,O 

. X-ordtnate of 
•Of the !luid 

··,v-or,;linat<t o! 
of thc, fluid 

po1nt s!tn,the:frce surfacc) r 
~ j \, 

potnt•s in the free surfac~· 

··-::.z-OnUnate of potnt s .1n the free ¡;ur!acc.~. 
'of, the !luid ' 

•41 -.so· XN • .,., •. 'X-ordinate-of a pdnt•n on ·the normal .. ' -" .J.-- .. , t< Jto the rlutd surtace ~ 

"\. Y-ordtnnC•of a po1nt n on 
to .the flutd surface "' 

: h.l',, 
nonnal 

z-or<:ltnatc·.of· a point n on the.,nornal. 

.~. 

. .. --
"~- ' ,-., te the fluid sur!Bce ·.:..·e 

NOTES/ • ·-· ~ 
'· (1)- GAMMA la the wetght'dcnslty• (i.c,·,,units of forc<• pcr unrt 

• 

~"of fluld "olurr.e) of•tl\" fluí<! in eonl&et ~lth vl""'"''t faC<• 
-·- · number·:>rACt. 

(2)<~Polnt ~:s" ls any polnt in~the free surfacu of tbc rlul<l,·, 1' . 
~•n<l polnt '"n".;s loeatcd such that lh<• d>rcct)on fromo~ t<J '•~; 
:"n· 1s normal to the free sur lace .an<l ls poslt>VC .l'lth .>nCrcas>nG 

dcpth. 

.. 

y 

e r ·' 

• 
" 

( 
' 

• 

j ~' ' . 

•• 

' . 

• 

• 
" 

- -- \ _t;/"/ 
-~- ·--- .. 

1 n -.' • 

--,. __ _ 
.,¡ ~' f 

' 

• . 
X 

. 
. 

-

tV.II.l2 

S 

>'/ -
+N . ' -- • 

" 1 ' 
/• 1 . • on . 

-
1 
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ELEMENT DATA .(contlnued) 55 
Hydrostatlc pressure ln <:ontact with en elemcnt !a<:e causes 
element compre$Sion; '-"·• pressur" rcsultant acta to~·ard the 
element centrold. );ode~ locatcd above the fluid surhce &N 
automatlcally asstgned ~ero pressure intensitle9 lf an eleccnt 
face la not (Or only parttally) submerged In the lluld, 

5. Stress Output Request Locatlon Sets (715) 

lf NOPSET is ~ero on the Control Card, sklp this sectlon, 
a~d global stresses w!ll be cocputed and output at the elemcnt centrold 
only. OthcNise, NOPSET cards OIUSt be Input as tollows: 

notes colull!l'l variable entry 

"' ' -
, U<) Locatlon OUTCber M output point ' . . . ' ... " " . " .. s.- .. ¡o ,=, .Location number "' output point ' 

•"•"•"•T••• 

" " '-OC' Locatlon number "' output point ' " " =· Location number "' output point ' " " coc, Lo~ation number "' output point , 
" " coc• Lo<:ation number "' output point ' " " coc' Loc~t1on nu::~ber "' output point ' ~ . , 

l'OTES/ 

'" 27 element locations ·~ 
BSSlgned nucbers .. sho,.n '" '"' Figure belo,.·. L<>cations 1 to 21 correspond to node numbers 

l to 21, respecti~ely. LocBtlons 22 to 27 are element tace 
centroids. Tne lirst o;ero (or blank) entry on a location 

... ,-..• .,arel terminotes reodlng·o! location-numben• for !he outpul 
set; hence, fewer than seven_locatlon~-can.be requested in 
on output aet. Location nu!llbers must be input· tn order o! 
incrcasing ma~n1tude; i.e., LOC2 is ~reater than LOCl, LOC3 
h greoter than LOC2, etc. In dynam1c onolysis, FACE l, -

fACE 2, •.• , PACE 6 correspond to output locations 22,23, ••. ,27 
respectivcly. (S.ie Table VII.l). 

6, Element Load Case Multtpliers 

Fiv., (5') carda must be input in tllls sectlon specl!yln¡; the 
fraction o! gravity O:,Y,Z), tlle !ra.,tion of theno:al loads and the 
fractlon <>f pressur .. loads to be added to cach of the el.,IOent loadln~ 
cor.:blnUions (A,B,, .. ) , l.<>ad """" "'ultiplier da U a!fect 5t&t1c 
analysls cal.,ulat)ons only. 

Card l X-dlre.,tion grav!ty (4F)O.O) 

no tea colu10ns variable entry 

'" ' - " "'' Fractlon o! X-dlr~"'tlon gravlty to be 
applied '" elcment load CB5C J. 

,_ 
" '" rractlon o! X-dlrection ¡:ravlty to be 

applled in ele,..,nt load "" ... ' 
IV.8.13 
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''. 
ca rd 

.Ca rd 

Card 

not.,s 

' 

CLEMENT DATA (continut•d) 

' Y-dircctwn ¡;ravity (4fl0,0) 57 ._.' 

' Z-dlr~ct>On ¡;rav>ty (H'lO,O) 

., TIH•rrnal l nads (4Fl0.0) 

Columns 

1-- lO 

,,31-40 

\ ~--

variable 

TO 

fract>nn of th~noal•loads ID b" ap1 hed 
ln elr!t.ent load <:&se A 

F•·actlon Di th<>rmal· loads to b<' applied 

in cl<>ment load case D ', 

' 

•• 

Cnrd 5 Prnssure loods {4fl0.0) 

··notes columns ·variable · entry . ' 

' - " " r:ract 1on of prcssure loads· to be applied 

'" ele.,ent load case ' 
" " " Fractlon·of pressure loads to be applled 

in <>let>ent load case o 
:>OTES/ 

,., ';{ (l) 

":¡ 
Gravity loads on the structure due 1-o stat¡c b<>dy Iones 

.are co~r.putcdt·fro"' !he W<'1ght d<>nstty ol·elemcnt mOI<'r>lls 
and the element g<'omntry,· Thes<> loads are.assi~M~ l<' tho - ! •. ' 

·fl• "'' ,,., 

.. 
.. 
"' •••• 

:· -! 

<lo! -·clerncnt load coJr.binatlona·by rn~ans of the entries on• 
Cards 1,~ and :l for f<>r<"e$ in t]¡~ X,Y,Z d>rN,tions, 
ro s¡,..ct 1 v <•ly , 

(~) Thcrmal loads are con:puted knn~·in~ thc node ternperaturea 
Hput 1n Sect1on Ill, the str<>ss free reference ternperoture 
(T0 ) input 1n Sectlon 7 and the element's ;:,atenal properlles 
and n<>de coordina! es. The teropcrature distnbutlon ~lthin 
the element lS described usin~ the sarne 1nterpolation func
tJons v.hlch descnb<' the v•rhtlon o! d>SplacemenU ~ithln 

th<' ele10ent. 

'" Pressure loads are flTSI ass>~n<·d to el~Ir.e~t lua<l <"•>M·.~ 

(A,B,,. ,) by rneans of lht! ~ntr1<•s r~cah taclurs) nn C~rd :., 
and the dhtributed load sets ~!.>eh""'" Input 1n S<•CliO!l 4 
art' thcn applled to•tht! <'lcrn~nts 1nd1V1dually tor.caB•·• 
(A,B, ... ) by mcans ol load sr•t r~1~ren<:es ¡:¡ven In SrAllon 7, 

T"-<> c-<rds (>f-1\-\X:O:OlJ.EQ.b) or thr~e cards (¡f 1\.-IXI>OD.GT.8) 
~:~ust b•• prcpared for <•ach eh•ro<'nl lhol aprcars :In the 1nput, and !he 

1\'.8.15 
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EI.H:F.NT DATA (contln~cd) 5ti 
fornat !or thcsu <"ards ls os follo~s: 

Card 1 

no<c·s 

"' 
{2) • 

. . . 

(6)5,Fl0. ,415,412) 

colunms variable 

) ' 
' . )O NDIS 

. 

untry 

[lemunt numhcr; 
GE.l and U:.~SOl-21 

Number of no<i<'~ to•b<> uscd ln dcs~rtb1n~ 
thu clcmcnt 's dlsplaccm••nt fiuld; 
EQ.O; dc!ault set ¡o "J~\X.~D!l" 

'" )) . " 1\XYZ 1\or.,be.- ,ol nodcs to be U$Pd" >n the dcscnpt•on 

' ...... ~ ' . . . . 

" :w .... />li:AJ 

(-1} 21 - ~~ 'IVIXES 

•o • • 

"' " . 
'" '" 

' ' 

o! _elcmcnt ~·•mr.etry; 

EQ.O; 'dctault sct to "¡;o¡s" 
,H,>.:-<D!S ~-•~oparamutnc cl<"mcnt 
l.T.~'DJS .. slll.>paramctric olcm<>nt 

M"l~rial >dcnt•flcat>on nu~bcr; 
GE. l ~nd u: .. ~m:r.:A1 

,,.¡ •. 
• 

ldcni>!H'atlon nuoolJ~r of thc maturial 
&XlS ortcntat ton sct; 
GE.l and U:.:-.:ORT!tO 
EQ.IJ; matedol •~es do•!ault to thc 

~lobol X, Y,?. '}"Stcm 
ldt•nttfJ~ation nun,he< of lh~ stres~ output 
loc~t1on sd ·, 

Gt.l ~nd u:.:>OPSET 
-EQ.O; n•ntroid output only ' 

• 

~--
., " " " st'rc·~s !r-ec refer~ncc l<',.pcr>tUrc; T

0 
·.~<odC nmr.b<•r !ncremPlll !or·clcOlont-'data ~---- - (6). - " " 1-:G-

" - " !iRSl!>T 

" - " !>Tl!>T 

"' ~" 
. nn 1 w:r~L 

"' " " "'" "' '' ''" ··" 
" " "'' " " '-'' 

~<·ncra\ ton; 
EQ'.O; d<!!ault set '" "l .. 

lnt~~;;r~tton order !nr natural coord!natc 
(¡·,s) dtr<'ctions; 
[Q,IJ; delault Hit \O "'l!>TR~" 

lnt<·~raiH>n ord~r f<>r notural coordlnat<o 
(1) d!!,•<"l)nn; 
t{/.0; d<•f;>ult ~el '" "¡~-rr" 
)'la¡: llldl<'o\ln~ th"\ thc ,,tllfnc·~' an<l 

M,>s• ""'tnces Jor ti" S <'l<""<'nl ar., th<• 
""""' as tho•" !o>- thc pl'c<'<•d>n~ eh·"·<•nt; 

,[Q. o; "" EQ. 1; y es 
Prcssu¡-e set '"' elcn..-nt load case ' Pr,•osur.• b~! '"' eh•mcnt l<>ad <·as._. " Pn•ssur<• -~" t '"' 

.,¡,.,.,,.,t 1 nad case ' Prcs>un• .. , '"' .,},.,...,,, l ... d c·ase , . • 
1.1.. ~DLS 

IV.b.)G 
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"· ELEM:ENT DATA (contlnued) 

Card ' (1615) 

note a <>oluions variable entry <;. 59 

'" ' ' Node ' numbcr 

' w Ji <>de ' number 
n " l>'ode ' numb~r " " No de < number 

" " .liode ' nutober 

" " liode ' number 

" " Node ' nurnber 

·" <O >ooo ' number 
{lO) " " l'ode ' number 

" " Nod~ w num\Jer 

" " !'o de n nul!lber 

" " liO<Ie " number 

·" " No de " number 

o. ro ' 
note 

~'OTES/ 

"' . . 

"' 

" " Node " number 

" " !i"ode " nu,ber 

" " Node " nu,..ber " 

(515) (required " ~l>liOD.GT .8) 

eulumn~ variabl<> entry 

' 
' ' linde " nu,..ber 

' w linde " number 
n " Node " nu.,ber 

" " Sode " nul:lber 

" " Node " number 

Elemcnt cards "'ust be input in ascendln¡; elcmcnt nu<r.ber 
onl<'r begtnning "'ith "¡" an.sJ end!ng ,.Jth "Nsot.:n". Repctltlon 
of elc,.ent null'ben ls illegal, but .,:le!Oent cards I>BY be 
omltted, and mlsslng clement data ere generated accoroln~ 
to !he procodure descrlbed In note 0). 

' l'DIS h a count of tlle node nu!OI>Pr-s ~ctually post<'d on 
Canh 2 nnd 3 "'hlch IPUst in::nedlately follow Card l. 
l'iDlS must be" at lean ciCht (fÍ), bUt mu&t be less than 
or equal to lh<' l!l!l)t (IAAXNOD) "'hli:h '*•" ¡!ven on the 
Control Cord, SecOon l. EleO>cht d1splacc!llents ar~ 
assign<.>d at th<.> liDlS non-zero nodea, 1nd thus, th<' 
on:ler of the ehe<'nl r.Birlces !S three U.c., tnna
lotlons x,r,Z) tlooes ~>'DlS. The eight corn<>r nodeo o! 
the heiahedron l:".ust be Input, b\lt nodes 9 to 21 .,... 
opt1onal, •nd any or •ll ot these optlonal nodes '""Y 
be uoed to de&crlbe th<' ele~;ht'o dlsp:ocemcnt fleld. 

IV.8.17 
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IV, ELU\ENT DATA (contlnucd) . ; ·- 6U 

(3) When element ed~es are stra!ght )t 1s unneccssory 
computatlonally to lnclude side nodes in the nurnPrlcal 
e'•aluat!on of coordinate d<.>r>V&t1Yes, the Jacol>tan 
rt.atrlx, etc,, end since regular <"lement shapes are 
cornmon,.an optlon·has l>een lncluded to use !ewcr nodes 
1n these geo~tr>c calculatJons than ere used to 
describe element displncerncnts. The first NXYZ non- · 
zero nodcs postcd on Carda 2 and 3 """ used to evalune 
thos~ paramcters ~hich perta in to ele~cnt gcometry 
only,. NXYZ must be at least elght (8), and if omltt~d 
ls re-set to NOIS. A comrnon applicatlon mlght be a 
20 node ele10ent (Le., NOJS.EQ.20) •ith stralght ed¡;es 

" " , in whlch c....,e ¡,-,~¡Y7, would be cncered as 11 . 

. - -- . 

'· 

(4) MAxtS (unless omltted) refers to one o! the material 
axes set de!lned ln Sect1on 3. 
mat<!rhl' (l\MAT) orientation 15 
ues Co>nclde ~·j,th Che (X,Y,Z) 

lf ornitted, the 
such that the (X¡,X2 ,X3

) 
a~cs, respectively. 

(5) lOP (unless o~::itt~d) re!ers to on~ of the output lorat1on 
sets given in SQCtlon 5. jf IOP.EQ,O, stress output 1S 
quoted ac the el~mcnt cuntrold only, Stress output at 
B point conslsts of three normal and three shear 
CO"-';>Ohents refer<>ncf;'d to the global (X, Y,Z) a~es. 

(6) 1\'hen element cards are oc;:tted, elu:ent data are ~cnerated 
automat1cally as tolJoy,·~: 

• , ( B) 

'" 

all data on Card 1 !or ;:cne,.atod elements 
is token to be the same ao that given on 
the ·!Jrat elemcnt·card 1n the sequencc; 

non-zero node nul:ibers (ghen on Carda 2 and 
3 !or-the !lr~t <>l<Omcnt) are lnrrcll'.ented by 
th~ valuc "RG" (y,·hich is given on Card l of 
the flrtt elc~ent) aa elcment rcneration 
pro gres ses; >'<>rO (or blank) node nutl"ber en
tries are gcncrated as zcroes. 

The last ~lcmcnt rannot be I:<!T!Crat<"d. 

(7) The fh~ IRElJSE &ll""a the progn1< to byposs stlr!ncu 
and mass ~:~atr1x calculat!ons provld!ng the currcnt 
cle1:1ent ts ldentlcal to the precedlng eleeent; Le., 
the p~cedlng and cu~rcnt elemcnts are 1dent1cal except 
for a rlg1d l>ody t,.ansl&tlon. U JREUSE.EQ.O, """' 
matrices are comput,ed for the current elet"ent. 
1! IRElJSE.EQ.l it is also asauced that the nodc 
tempcratures o! thc elcmcnt (for calcula! ion o! then.al 
load~) are th<" same as those o! the preccding elc~ent. 

l\'.8.18 
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ELEMENT DATA (contlnll<"d) •• • 61 

"' 
' 

Pressure loads-are assigned (i.e,, apphed) to the 
ele,.ent by ll>t!ans of load set refcr<:'nCes in•cc 61-62 
for combinatlOn A, ce 63-64 for B, etc, A zero f'ntry 
m.,ans that no pre~sure acts on tlw eleroent for that 
partt<.'ular ele10ent load coll:binnnon. 

(9} The first ClChlonode nu~bers eatabltsh the.corners or 
verttccs o! a:~"neral hc~ahedron and trlUst.be all non- "' 
>ero, {see 1'1gure in Scction 1 on control eards). Nodc 
numbers tr.ust be Input in the $Cquence indiéated othe,.,.ise 
,volume and surhce area tnt.,gr&tions \1.111-be >nde!inite . .tr· 

depend~ on.th<' o·ariable ':AXl'iOD. For the•Case o! 
M~XNOD.EQ.S, only Cnrd 2 is rcquired._, lf ~:~XIIOD.GT.B, 
Cards 2rand,3 ar~ rcqulred for all ele~nts. 

1/odes 9·to 2l,are opt1onal, and only lhose.nodes actually 
used to·dcscribe 1theoel<!ment ar" lnput. The program .~ • 
.. u1 :-ead all 21. entrie& 1! ~:AX!\Oil "'"s pven as" 9 o:
grcatcr, but,only ~DIS non-zero values a:-c expcctcd 
to be read on Cards 2 and 3. l1 !or cxa1:1ple one ele!IICnt 
15 describcd bydO·nodes, then ce l-40 on Card 2•,.ould be 

,the eight <:orner¡node~numbers, and the rema1n1ngnwo 
node numbers would beoposted some,.·here on•Cnrds<21an<l .1. ~; 

1\'.8.19 
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J\'. [l..D!El'T DATA (cont>nYcd) 
()2 

"fYPE ~ .;_:TIIRE!>DIME~SIO:\AL STRAIGHT•OR CUR\'ED PIPE ELD!EKTS --.. 

PIP""'lcn;cnto are >d<•nt>!icd'by tllc•numl.>cr hcl~e (12). A~ul ''.., 
u .... and sllear -!orc~s, .. >orque.and,bcnd>n~ momcnts nre cnlculatcd for c•ch 

t·u JOembcr. Gravlty lnatl>n~s lntthe global (X;Y,Zl.dtrectton&, un1fonr. 
":t. t~mperatur<,.chan~e& •(co"puted ·from input nodalttempt"rotun•s), and ·• 
·~~•extens1onal effect& due to·int<"rnal pressure !o= !he baste r.~eJ::b<>r 

-,, load>n¡; condi.tions, Pfpe.<•lemt•nt .input, u dcscrlbed ll¡: th~ tollo·•;,.¡¡, 
sequ.,ncc o{ car~s: 

.. -~ 

-

"' 

" 

l, • cnntrol ('ard (1415) 

notes colunms 

' ' ( l ) -. ' " 
" " 
" " 
" " "' 

'2G " 
"' 

• < • - •. 31 ·-t 35 

' 

" " 

variable 

!'PIPE 
l'~:l;:AT 

MA~TP 

<"ntry '- .. 
F11t<"r the number "¡z" 
);umb"r of pipe t•lernonts 
:->uo:b<•r of muerlol seis 
Maximurn numbcr of 1t•mperatur'l po;nts 

uscd '" !he tabl'e for any r.:aterfal 
Gt: _ l ; nt l~ast 011<' ~<>tnl 

SSECT l'mob'lr of scctwn propcrt¡: sets; GE.l. 
NBRI'"'"-- ~UJ01b~t· <>f bt·anch point nodes·at whlch 

output 1s reQUlt·cd; 
Eq.o; no L>r"nch po>nl out pul is 

produced 
'Mnlmum numbcl' uf ,tnn~cnt; ~lernents u 
cor-.mon to<a11y one branch polnt nodP; ~ 
t'Q,O; ~efoult s~t 1o·."4" · 
Blank 

' 

,. 
" .¡ 1• " 

::P,\R(Il) 
~·PAR{'l) 'Tongcnt ~t>f!nc~~ loHd IMin~oduO<p flag· 

[Q. 1; Pnnt 

' 

" 
MH~S 

" - " 
51 - 55 

KPAR(lO) 

NPAR{ll) 

E~.O; suppress pnntinG 

aer.d »tltfnuss load O<atru dump tla~ 
EQ.l; Prlnt 

LQ.O; ~up¡>rcss prinlln~ 

Eletocnt paraO<eters dump fla~ 
t:Q.l: Print 
;:¡,¡_0; ~upprc•~ pnnt>n~ 

(11 1lw "''"'b,•r <'f ¡>t¡w ,.¡"'"""'~('?:PIPE") .-ount'l bo<h t~r.¡:.ont 
•··· ~· ·'"'1 Lwnd r.''''"''''rl<'S, and botb•tb.- matcr>Bl and •ect>on 
~·,p, 'e pn>pc·r-t)' tahlc~ c•n·reJ.-r••nc._. e>ther !he b"nd or tangent 

el'""'''" t~'J><'S. 

. ' 

.. --:-: 

{2) A brat•ch po1nt >S• dc~1ncd •s • nodo! locot 10n ~h<HC ~1 

least thr~•· (3) tangcnt pipe ele:oents connect, The ho 

input p~raltetcn ·"~'BHP" and "."~!AXTAK" re~en•e stora¡:e for 
an lnd<•l< array crcned dur1ng the process1ng o! pipe · . ~' ... elcmcnt data; posttn¡: a lar~er 11utrl><·r of m•xlmum common 
tan~ents than •ctu•ll~- <'X 1St is no\ conhld<•red a fat•l erro~ 
cond>tlnn, l!ranch point dota ls read tf requesl<"d, but nnt 

currE'ntlr used: i.<'. '"be us<'d 111 futur .. pro~ror- ~erstons. 
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JV. ELEME:o>T DATA (cont lr.Ued) 6él 

2. Material Prope:rty Cards 

T~mperatu:re·dependenl young'" modulus (E), Polsson's ratiO 
(\>} and thenoal exp•nslon cod!i<:lent {o) are allo"ed. lf more thsn 
one (1) lemperatu:re polo! is Input for a 10atcria~ table, thcn the program 
selects propertle5 ustng linear interpolatlon betv,een Input temperatu:re 
values, The temperature used !or p:roperty s<>l.,.ctlon ls !he average 
elerncnt temperatu:re whlch 15 denoted as T : • 

where 

o! th" 

T ~ (T _.T,)/2 
a 1 J . 

T¡ and Tj are the input nodal temperatures !or ends "•" and "j" 
pipe. i'Or each dif!eren! material, the followlng set of cards 

mus! be input: 

•• 
notes columns 

' ' 

ll ~ 46 

NarES/ 

material ldent!fication card (2J5,6A6) 

variable entry 

Mater-181 identlfication nurnber; 
G¡;,l and u:.NL"WI'.AT 
Numb~r of differ~n! ~~~peratures ~~ 
~·hich propert1es are miven; 
EQ.O; one tempcrature po•nt is" 

assumed to be input 
Materhl d<lscrlptlon used \o hbel 
\he output tor th1S 1r.oterlal 

(1) Material identifl~allon nu!l".ber mus! be Input behe"n one ('¡'") 
and !he total nu!Ober o1 .,Uerhls specHied ("JiL"'DMT"'l 

notes 

0) 

NOTES/ 

b. 111ateriol cu·<:ls (H"lO.O) 

colu.,ns variable entry 

' " T(Ji) Teo:perature, '" " " E( N) Young's modulus, >;, 

" " XNtl(S) Polsson's rano, . :"n 
" " AL p.();) Ther.,al e~pansion coe!!lc!ent, " 

{l) Supply one card lor <>ach \c~:~perature polnt In !he materhl 
table; at leut onc card ls requ!rcd: Tc.,peratures r:ust 

.. ,.,..,.~ ~· ~··. 

b" Input In lncreoslng fal¡;<.>braic} ord.,r. lt 1"'0 or more 
polnts "'"" used, ca re mun be tak<.>n lo lnsure"that the toble 
covers the e~pected ran¡;e ot average te.,peratures exl511n¡; 
In the elcments \O ~hlch the ~ater!al table ts ass!gned. 

IV .!J.2 
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notes 

U) 
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'" "' 

~·OTES/ 

• 

64 

' . Sect>on Pro~erty Card~ (I5, 5Fl0, O, 3A6) 

columns variable en t ry 

' 
' " " " 
" " 

" " " " " 
" 

Sect!on pro~erty ldentl!ication number; 
GE.l ~nd LE,NSECT 
Outslde dia~:~etcr o! the pipe, d 0 
Pi~c wall th>ckne~s. 1 
Shape factor ror shcer distortion, OV 
lle>ght per unlt length of B<><:tlon, .)1 
Mass per unlt length of se<:tion, P1 
Sect!On dcscr!pl>on {used to label ne 
output) 

{1) Sect!on property ldenllf>cation tllm.bers must be input in an 
asccndin¡: sequence·beginning w!th one (''¡"¡ •nd ending ~-ith 
the total nu:<ber or sect>on speclhed (":>SECT"). · 

(2) Assumin& thRI (y~~) ~re .!he se<:tlon axes anO that the x-aJ<lS 

ls nomal to the s"ctlon, thc propertles !or the scction are 
cornputed !rom !he input paruoeters {do, t and ovl as follows: 

(al 1nner and outer pipe radll; 

r • d /2 
o o 

r
1

=r
0
-t 

{b) cross-sectiOnal area (axiel defom,ations}; 

' ' -'x"n(r0 -r1 ) 

(e} princ>pal rnom~nts cf !ner-tlB (bending) 

ll' " (n/4) 

1~. 1~, 

' ,, -
o 

(d} polar- I'IO"'ent of lnerth (torsion} 

{e) "ff.,ctive shear oreas (shaor dls<ortlons) 

' • . ', 
NoH• that the shape factor for shcor distort1on (O') maY 

' b~ !nput directly-.--!t the entry h Octitt.,d, !he 5hape 

factor 1~ co~puted ustng the equotion: 

" {4/3) 

... 2 .o 
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JV. ELEMEI>T DATA (conlinu<<l) 

•• 
f"' 1 

,. 
., 

An 1npu1 valuu fn1• "'v ¡:r<"a\<'1' lhnn ""'-' hundr<>~ (100,) 
causes th<> pro~ram.\o n<>~l,<"l ~hc~r d151ortlons•cn\lr<.'l}' . 

,![¡ u;ed, the ISOm<>uhapc !aci<>T<lS appl1ed 1<> both 1n and' 
out-o!-plane shear d>510rl>nns. 

(:;) .The'w•nght.pcr unil length of scctlon (Y¡) is used lO 
.1 compute granty loodlngs on !he <-lcll".ents. J"";xed end 

""Shears, mnments,ltnrques, e\C.I<are computed autnmal •colly • ., 
cand appll.-.:1 as equivalen! nodal loads. 1 These !Or<"<·< ~ill 
not act <>n tiH• structurt• unl<~SS f>rst as~1~nod lo one of 
\he element. load cases IA.B,C,Ol 10 Scction.l\',L.:>, beln~·-

: ' ' 

.M o ''"" ,, '"'~tr. (4) The;mass~per uritl•ilcngth >s onlrruscd tn forr.;th<':lunped t• J 
~:.~,·-• •.r· ·~o·s;o ·oc, '.lmassomatril< for,a·dynamlc an•lysls case. ¡f,no entry is .. · • ·s 

!'H ~H-;;.• : '' -
<>"tt- '-"a< ' 

··-··lnput, lhen !he p¡·o~ram ~·ill r<>-dPf>n.,· the mass dens1ty~ 

... ~:, .. ,from !he "'"lght 'd<>nsity:usln~: 

•• 

Elther'a'.non-zcro'"Clght denslty or•moss d~nSlty nll 
c~use !he progra~ to ass1gn masses to·all plpe element 
nodeS. 

llranch POlnt ).'<)de ~umbers 

'IH.thnnuOibrr of.mllput branch polnt",nndes,has been 

'. 

~·-· .. .,. om1tted from\lhe•control.c~rd (l,e.,•cc 211-30 hlonk), skip•thfs '~Cl>On< 
·• ~- ~·or lnput, ~nd no'branch•pofn\ data ~·lll b<,"read. Otherwise, supply 
....., nodc numbcrs for.a~toul number oJ branch pn>nts requestcd on the 
•!j<· '"..:L :: control card; len (lO)~n<>dos per card: • ·~- •: " 

ftrst card 11015) 

no\ es colu.,ns \"ar>nble cntry 

m ' ' r;nde nut.~bcr· at branch. po1 nt ' ' w Nodc numbur " branch point ' 
• " - " l>od<' numbcr•at branch pol nt lo . ' ' . 

•r<"nnd card {lOJ~) -- " requir<'d ...... 
notes., •·olur.ms ,·anablt• en\ry 

' - ' )';ndc nu,.bcr.al branch pnlnl ll 

:>on:s/ 
• : (l ) A.nod<> dnH no\ dcfln~ a.branch·pnlnl unlcs~ at leos\ thr"e (3) 

' •• 

·" 

.. 

tan~en\ elcn.~nu ore co:=on to thc node. (lunch potnt output · ..L 

>a onl)· p!'<ldUced for st•t!c on,,lysu cases. 

}\'·9-~ 
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ELt:~[[)';T ll,\TA (cllnl lllU<·d) 

'· U<."lnenl Lond·CAse ~:ultlpllcr-s 

•' J'ne (5) cards .,ust.h<J. >nput In lhls sec\lon specif¡·lng 
tile'fr-o<·tlon of ¡:ravlly (in ~e~h of \he X,i',Z coordlr.at<> dlrectlons). 

·the•frat·tion of ther,.al·load>ng anr! 01<' froct>un of llllerMI plp<' 
pressure luadlngoto,be Add"d lo eoch of four (4) ¡>OSslble elemcnt 
lood!ng co~binatlons (A,n,r,D). 

Card •1 X·dlreclion ¡;ra,•!ty 1(4Fl0.0) • 

no 1 es colurr.n~ cnt ry 

" (l),,,. ' ' lo '' ·' ~ronty '" "" ·~·.;¡:~~ . ' - """' 
. o ' e~ se • !>. 

. " -., 20 
• ~ravl ty '" "" case ' 

' . 

. . 

.. ~ 
21~- JO 

~ ••,tdFroctlt>ll of.,X-dhection 
~ppl>ed in ele"'""\ load 
Fract>on of X-d>rection 
Appl !ed _In element load 
Fracttor. .;f X-<l!rertion gra•·l ty to<be-. ' -

" " . " •• 
c. ro ' Y-d 1 r<><" t 1 on ~ra•·tty 

("ard ' Z-d> r,.ct 1 on ~rav1ty 

card ' Therr>.>l loA<.I~ 

nutes ~olutr.ns .• variabl" 

(2) ' " ,, ~ 

" " ' . 

" '' 
" '' 

"~ ' !nt<-rn~l ~rcssur~ 

<:ulu::m> •·anahlr 

' " .. , 

" '" 
" :lO 

" - ·W 

' 

ap;>l11:>d In ulement lo~d 

Fr~ct>on of X-direcllon 
appllc<l In el~tt-ent load 

(4Fl0.0) 

(4Fl0.0) ' 
(4Fl0.0) 

ent ry 

"""" ' ~ravity '" case ' 

rrflct ion of th,·r"'•l lcAd>nR to be 
appltc•d ln <'lce<-nt load case A 
Fra<'l ton of tlwrmal lua~in¡: to be 

.nppllcd in el••r:>cnt load case B 
Fr~clt<>n ur tharrr.•l loadin¡: to be 
nppltcd tn elcrr.('nt lood ca•<' r 
)-"raclion of lhCT1"3l loadtng lo be 
applted ¡n ul<•O<<'nl load case D 

(·1Fl0.0) ' ' :1 ' 

"" 

• f'r~<·t 1on uf pr<'s•urc•·>n~ucc•d· loadln-. 
applled tn ~J,•too•nt load case A 
Fra<"tlon of prc·~•un•·tt«luc .. d lo•d>n¡: 
applled In <•h•o-c•nt lnad cas{' B 

< .na<-tlOn of "'''~'uro•·>ttduced lo•d•ng 

~pplted 1n el•:"'""' loa~ c:a_s.., r 
~:1-raction o! ¡u-,-~~ur~·¡nduc<"d loadin¡: 

appl!<'<l In .,}~rcn: )ood ca~c D 

. 

' 
.. 

; I_L 

• 

' 

( 
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VERTICAL TANGENT 
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CURVA TU RE 
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JV.9.6 



• 

i 
! 
i 
1 
1 

i 

... 

JV. Eu:M.ENT DATA (continued) 6o 
5. Element l.ood Case Multipl:i<.'rs {continued) 

J;OTES/ 

(1) No gravity loads will be produced 1f the weight per 
umt length was Input as :<ero on all secth>n property 
carda. Otherw>se, a multiplior of 1.0 input !or an 
element load case =eans that lOO~ o! dead~elght ~111 
b" "asstgnPd to lhat load cornhlnatlon • 

• 

. _.(2). No thennal, loadlng wJll result 1! the coe!liC><>nl o! 
therrnal ~Xpans>on has b"en onitted from all !he rnateri.al 
canls. Othendse, thc,..,.al loa<ls are comput<•cl !or each 
elemcnt using !he tJ,T bet~·een the avera~e elco:ent te!Opero-

notes 

"' 

··. ture (T8 ) and the stress-free te!llperature (T0 ) glVen 
with cach pipe el"'"""' card (Section lV.L.6, belo.,). 

(3) Element distortions are competed for each element due 
to internal pressure, and th~se loads are co.-.bin"d lnto 
"lem~nt load cases by m~ans o! appropr1at~ non-zoro 
<mtnes in car<l 5. 

Grsvlty, t]'¡er-1 or pr<>ssure·>nduced loads canno't act 
on !hu structure unlcss f1rst combine<! 1n one or more 
ot thc• elcrnent load seiS (A,B,C,O). Once det;ncd, 
elcment load cases are ass1¡:ned {vja scale factors) 
to the slructure load cases bY aeans o! Elemcnt Load 
Mult>pliers g1ven In Section \'], An element load 
case comblnatlon may be used a multiple number o! 
llmos ~hcn de!>nlng th~ varjous ~tructure loading 
condi \ ions. 

'· Pipe [lc;nent Cards 

•• card type l 

columns variable <'r>lry 

' - • . -
' 

' Pipe elernent number; 
GE,l and LE.llPlPE 
Geornctrlc type code: 
"T" {or blank); tangent sccnon 
s" bend (circular} aection 

' " " " " " 
" " 

- (2) " " '" " " '" " " 

' ~'.AT 
lSECT 

Kode l nun:bc:r 
liode J number~ 

!.'.aterjal idcntl!lcatlon nurnber; 

GE.l and LE.1i~'l>~IAT 

St'C\lon pr-operty >dentlUcalion nu"b~r; 
Gf:,l and LE.NSECT 
Stress-frt'C! \elllpcrature, 1'0 
lntcrnal pressurc, p 
Positt~c projeCtlon o! a local y
vector on the ¡;lobal );-u,ls; A(yX) 

11'.9.7 
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:6:t. Pipc Element C&rds (~ontinued) 

notes ~olu10n" vannbl<'. 

. .. !".6 " ' Pu~l\lv•• pr<>J<'<'!lon nf a lo~al y
~cctor on th" ~loba! Y·•x>s;•Atf'l 

• · • Posi ti ve pruy:-ct ion of " local ::-
vcctor.on thc•~lobal 2-a>ns A (.~) 

~ •Nodc numb<>r >n~r<>mc•nt for••ton~cnt l 

ele:oent. ~ ... ncrauon; 

' ' ' " . " . 75. 1 , 
• • •• '· '(5) ~ 76é- " ' • • ¡.;G' ... . ~. --· 
. • •• EQ.O; dcfault se\ to "¡" 

NOTES/ ll. ,(': ' _. 

(l) Card typc 1 h us ... d for both tan¡:ent and bend f,Jerr.cnts; 
"• a second card•·(c~·l'd type 2, be lo~-) rr.ust b" :ln¡nn•immcd¡

ately !ollo~;,n~·card type l lf th.- pipe element is a 
•bcnd (l.c., n '"ce· S). Note that t'lc"'ent cards r;,ust 

tJbC¡lhp':'t.1n .ascend>ng,scquence• beg>nn>ng ~·ith one ("!'.')~· 
. ;":-• o~:and end>n& wlth the total nu¡n~er of plpe.eleo:;ents.• ;.• 

-·•1! tan~ent dcmen\s are-omltted, sencratton uf the' 
-~·-:.· • ·, • •·,- lntenoed iat<>•clct.~ent s· w tll~~ccur: the genera t ion• al¡!"Or1 thm-

,.<& tcH.d~serlbed belaw. An atteJT.pt lo genera!<' bend typ<>• 
• lJt • ";el<'munts u cons1dered. to be nn error. '' ~~ • 

,..,_;(2)•~The<streu~frce lcmperature,.T0 , lstsubtrac.tcd !roml "~ 
• l•o-&lhe aYer_age ch-ment teJDperature, T;¡.:to CO!:IpUte the 

• • ... ·- •••• .,., 1 forn· !CI:lperat ure·di fferen~e- act 1 ni'.· nn lhP Pl~"'""t :" ·-

• • '-The cntire <>l<'mcnt ts·assumed tu be~\ ·!hu ontform 
~alu.• of te"p<•raturc dlfference. 

(3) The value of pressure 15 used to coo:pute. a se\ o! 
sel!-equtllbratin~ joint forecs ariS>n¡:·.from member 
dlstort1ons do<' to pressonzn1on: ,_.,,·, ''"" m<'Chanteal 

.. 

• 

•• 
•• 

• 

~ut' H equtv~lcnt o! thermahloods~-1 For bend elerr.ents, th<"l.pressure•; ,, 

• 

,~ ... l .. ..,.l:.is also used to compute'tll.e'bend flc~lbtll\)" factor, 1tp.t.The "• 
···-----curved plpe·subJected·to"bendtn;: ts r..cr<>·flex;ble n.a~ ~¡.,.· -------·-
~ ,.,..,,_ mentary beam theory ~·ould pred1ct. The ratlO o! "actual:.'~ t :a 
;:st~ flex1bil1ty to that predteted by bea<o theory 1s denotrd by• k ',t 

~he re •. • P., 

'¡ ; " ' • 

' 
(1.6:0/h)/[1 • (6p/Eh) (R:'t) 4 / 3 ) ' ' 

'" ~hH"h 

" • 
. , 

t Ar r 

' • " - 1) /2 
o 

IV,9.B 
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Ptpe f.lernent Cards (cont!nucd) • 

""' 
1 = p:ipn •all thtckncss 
R = radius of H•e circular l>~nd 

, r.= m~an rad>us of thc pi~ cross •ectton 
<1 0 •= 0\l\Sid•• dinmct<•r of lile plp<• 
f.= Youn&·~ modulus • 
p = lnt<•rn;¡J pr••ss\!r<' 

• 

, • 1 Thc flcx>l>>llty fo~tor '" co.,.putcd ami appltcd tn all 
''· .b .. nd t!lcor.cnts; preHure stlf!cntn¡:·-,s neg!ect"d•tf \~e 

<~, ~r,•l[ entr¡-,-:.for interna! pressurel('p") is omitted. 'r<&5U 

• 

(1) Tlt.,!¡;lobal pt·ojections o! the•local y-axis tora tancent ·•""r 
.- .. m~mbor .-.ay be <>•ntted (ce 46-Tt.·l>lank); tor thi-s cas<', '''""'' 

.,thl!,follo14tng convention forlthe.local systcm is assu::ted~¡,.,. 

-·~ • 
·(a)-=.ttan~ents parallel to the ¡:tlobal Y-axis 

_ (vnrt>cal axis) h~ve the>rllocal y-axes 
•·directed parallel to•a!ld in the slltoe dn·ec

~ -· tlon·u H.- global Z-axts; 

- . 
-. 

•• 
'' . ' 

-·- - .. " ' 
(b) ..>tangcnts n<>t.paralh•l to the,¡:lobal Y-axis 

r•~hav'e ,\he>r local y-nxc~ ~ont~ined 'in a verttcal·~ 
"' (clobal) pl~nc such that local .y •pro_¡cctsf -, 

postt>vely on thc poslltvc global Y-axis; 

. " . ' - : . -- ' ' " .. ' " 
' • • 

• 
~-u:r.rttl• '· 

....... ~~~- ' 

(!'>) 

For bend cle"'cnts, tbe ¡:lobal prOJ<!Ctlons of !he local 
~ y-a•isoare no\ u~~~; tnstea~, tite loen} u>s <:onvcnt;on 

H <lcf>n<~d as follo•s: 

(a) tht• local }'-aUS IS dll'o:cted pos>tlvely to,.ard 
and >ntcr,ccts \he ccnter of curvalu>·e o! th<l 

b~nd (>.e., rad>us veC\or): 

"' tll<1 lncal ~-allts ls tan~cnt to t~e are of lh<• 
bend1andd> dtrecTed pQS11iv<>i)' fr<>"· node•I ~ 

to no<! .. J. 

l'>ote that !or all ~leo:~n<s, thc loc3l x, y, z systco; 
>>a r>~ht-hartded oet {sec fi¡:ure). •, 

lf R tong<>nl,<·l~~cnt scqu~nce c~l~b ~u~h tha1 cach'• 
t•lc-mcnt nur:-.l>t•r (~t 1 ) 1~ on<> {1) ¡::re~ ter \han the pre
•·wu~ nur.ber (~'1: 1 _¡); 1.e, 

xr • 
) 

onl¡- !he el.,lfent cotd for thc ftrH tan¡::cnt tn the 

l\',9.9 

... 

'--<-=- '¡ ..... '. 
. :- .. 
. ....., ' ( . 

• 

. ' 



-· ' 

i 
' i 
1 

' ' ' ' 

' 
' . 1 

, 
' 

' 

IV. ELOIENT DATA (cont1nued) 
71 

. ,., .. 

6. Pipe El"OJent Carda (cont>nued) 

series need be Input, The node nucbeu for !he 10iSsing 
tangents are computed using the !ormulae' 

•·- ~he re "KG"· ls the node number increl!lent input ln 
ce 76-80 for the flrst element In the series, &nd 

'"" 
"'·"'(a) moterlal ldentlhca!lon nwober 

·-. ------·····-· 
(b) 5<'ctloo property identification nu~>ber 
(e) stress-free temperature 

notes 

'" "' 

(d) lnternal pressure 
(e) y-a~is global projections 

for esch tangent in the gane:rat>on sequence are token to 
be !he sa..., •s those input on the flrst card in the 
g.,ri<•S, Thc·node number incrcment ('KG") ls :reset to one 
()) 1! lett bhnk on the tast card in the senes. Th" 
hst (hlgheat) elem<>nt cannot be generated; Le., it must 
be input. 

Bend element data cannot be g~nerated beco use w·o input 
cards are. r.,<¡"uired ror cach bcnd. Al so, th<! eleto<!nt 
just .. prior to a ·bend· element. m un. appear. on an. input 

.carel. Seyeral b<!nds may be input in a sequence, but 
each bcnd rnust appcar ·(on two cards) in the 1nput strcam. 

b. can! type.2 {Fl0.0,3X,A2,4Fl0.0) 

columna 

) 

" 

" " " .. 

" " 

" " " " 

variable 

' 
entry 

Radius of the bend elcrnent, R 
Third polnt type cooe: 
"·n" (or blonk); third pOlnt 1s th" 
tangent intersection polnt 
"ce" : third point ls the 
centcr of curvature 
x-ordlnate o( '"• third polnt, ,, 
Y-ordinat" ot '"" third point, ,, 
Z-ordinate or ••• lhl ni pa:lnt, ,, 
Fractlon ol ~•11 thlckneas to be 
u sed ror dh,endonal tolcrance !Bata¡ 
EQ,O¡ de!ault '"' to "o.l" 

JV.9.l0 
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f'~' 
p( j) 

' 
' ~vlil 
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TANGENT-
END i 
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BEND 
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FORCE .SIGN.CONVENTION.FOR PIPE 
ELEMENT OUTPUT 

l\'.9.11 
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ENDj 
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IV. t:LEME~T DIITII (continuad) 

•• 
• 
' Pipe Elcmcnt Cards {continucd} 1 73 

~arES/ 

{l) Tll<' rodlUS of lhP bcnd ('11'') mu~t be Input rc~ordlcss 
of thc mcthod ("n" or "ce") u5cd to dc!inc n"' th>rd 
point fol' th~ bcnd, 

(2) < lf tlw tan;;N>I inlersccllcm po1nt 1~ used, th<" progr;.m 1 

~""'P"'''' " r"dluo f<•r ti>P b<md and cmnparcs th., compu
l<•d yulue ~-lth th<• >npul radH<s. !In '-'rror cond!llnn 
u·dcclM'e<:l lf thc.ho r~du ore dllf<•rent b}' mon' 

'thanrthe spccitled tractlon •(or muh1plu) o! ,tne 
-·' ;s<·Ctlon'"'all• thlckn.,ss. The .. lengths o! the¡two 

• 

---'• tangcnt lincs (1 lo TI and J to TI) are compared !Or, 
"•· equallty, and an error "''ll be !lag~cd :i! thP t~o 

.v ... ~. values are discrepan! by 01orc than the di!Denslonal,1 , 
tulürance, 

' ,- - . ·If thc cc•nH·r·or·curvatur-e h- input, ·t~<' <IHtances 
from thc th>rd polo! lo nod"5 l ~nd Jaro co,pnred 

.to tllc inpllt rad>us; d>scr-epancH·~ .lars~r than the 
uscr de!ln«d toleranc~ are notcd as errara. 

• 

.. 

. ' 
1 • .1 

" 

'·· 
.. Tins:second el~mcnt canl lS O!;ll' to be >nput .for thc ¡ ..... 

bund •typc eln~-~·_nt, • 
' •" "'-' F.lcmcnt Stre-ss Output ... 

., '"Stres.< nutput··for plpe clc,..,nts cons1sts nf !orces.and "'omc-nts 
ac'tln~ >n ,¡;~ me~-bcr cross <PC!Ions at'the o;-~<ls of cach me,;;ber and' 
at thc m¡dpoints nf the ares In bend ele,.,nts. Output quant>t:tes 
act on the elerrent ~e~mcnt conncctln~ !he part>r-ulor out pul stat>on 
and <>nd 1; 1.c., J lo 1, <'l'OI~r tr> i, ur (>.\ to 1 (~hure (:.\ .. O). 
1\JSltl\'" fnrr-c/l!lnOient ~p~·>ors aro• dlrcct<>d 1nto tlll' posltlVe local 
(~,y,,.) ~lrectH>ns, ns ~ho~·n in !he accomp~nyin~ f>surc. 

l\',9,12 

' 
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' "'" \', . CONCe"liTJ\.\TEP J,()¡\0/MASS •DATA (~1~,6Fl0.4) -74 
•><H<'S 

.i .• '~... 

"' "' 

. . 

columns 

;n . . 
" , -

" -- •30 

" '" 
" " SI'- • (i0 

<"arlablc 

rx c:<L> ~-

n· <~>, Ll 

. fZ(N;·¡.¡·· 

-~tx(¡;;LJ· 

'MY(SiLlÍ 

Pntry 

!iodal polnt nu .. bcr-
Structur~ 

G!:.l; 
EQ.O; 1 

lood ca"" nurnbcr; 
stot>~ analysis 

"dynarnic analys)s 
X-d>ruC\1<>0 force (or, translatJonal 
J::ass cou!hclcnt) 
Y-d>rc<"t><>n !oren (or¿tronslotit>nal 

'·lbass coeffjctent) 
Z-dlrPC!IOn forC<• 

"ass cvcffic;cnt) 
;x-nxl~ to<>O>cot (or 
. Y-aXIS-Ro>lliCnt (or 

(or· t ransl3t lonol 

. . 
. ' 

' ' 

• '61 - " -MZ(I',!.) 

><>IBI>on~l·>nenial .• ,, 
1'010\lnnal Jnrrt.al.-, . 
rnlatjunnl IO~r-\lal 

NO"! ES/ 

'· ., i· ,, 

' 

·~· . 

•Fnr a ,,latir. analysls Co~c (I>DY~.EQ;O), one.card ls requlr"d ' ~ . . 
'•for each nodal p<>lnt ('¡;") b;.vln;: ~ppllcd (non-ocro) conccntratcd ~

fnr<"<•s or r.>t>O'.<•nts. All slructurc load cascs mus\ b<: 
¡;•·ou¡n-d I0~<'1h..,r for,thu nod;, (,'¡;") befen• d•t:o. IS entcrcd 

•for lh<• n~~~ (t•>r.h'-'rl ro<><l<> at •h>ch loads Dr<' appl!<'d. Only 
hh;, hln><·turt• lo•d e·•~"' f<>r •·h1<'h nod<! h 1~ l<>odc•d owcd bo
··~h'<•n, bu\ lh•• ~trunur<' lnad c:o.sc nuo;bc•rs (:'L") •hH"h ar~-

• ' -· " ,. 
~ rd~r~nced' IT-<!.,t lo<! suppll'-'d 111 asc·c•ndlng <>rdt·r. /iodo load1n~s ,_ .~ 

omH.bc• dd;n¡;d~(lr.put) ln !ncrcastn¡; nodc nu.,bcr order, but 
a~a>n, onl)' !hose nndes actual!)' ionded al--~ ~c·q"ulr"d as tn¡"ll :· .. , 

11'1•·"~\a:H: londs <lullrwd In thlh~<"CI><>n act on '!be Stru"~:''"-~, •. 
e},3Ctly :o.s lnpnt nnd an• no\ ~cal<:d, Uetorcd, de. by tbe • · 

.-l,·mc·nt load Ca M' (A ,11,{' ,l"ll ,-.ult>pll<'r~ {S<·C1 >or. \'1, b"lo•). . . . 
.Xndal f,>rr<•s aro~ln¡; fro"' O:•h-r .. ,•nt load\n~s :o.r<.: cmoblncd 
{"<ldllll·o•l)') •Hh •n)" cnnc,•ni>·Ol~d loads ~~>·un 10 11>\s 
sec•tinn. Ap¡1l1l'CI torc·e;mo.,ent ~ectors a<:: on \~<' s:ructur.,, 
poSl\1\~ 111 th<' pus>tlV<' dob~l d.rcctoon.<. OnJ¡.- onv card 
, alloH•Il p<or m-1•· p<:!r ¡.,.d c~~c • 

• 
For a d:.no..-.u- .Jn•lq;IS < ,,,,. (~"1>\"X.I.Q.l .~. J <>r -1), str~"'-"_c,-

1<>•~ <"a.~<>S how• nn r.:c•anHq;, bnt tlw prc>,:ro~ '''l":"h :u ,.,.;,:' 
dota "' t~H s~c\lnn nun..t~·-h·s~. In ¡>la<'<' oJ <ot•~<-n'-~;,\~d 

load5, lu~pc-d mas" cocfllC!~nts !nr lht• n<•dal dc~r"'"' ol 
fr~mh>~- r..ay loo• Jnrndfor ~n)' (or allJ ,._....,~. ·n.c .-a~s mAtrp 
15 aut.,,._,tlCall¡· construncd h)' \lu· pro~r~:" lro::: c·l.,mcnt 

~~com·>ry :onol 3'>~0Cla\<'d "'a'c'rl'l d<•nslll~<; lb<• I"'U~S corfi>Cl•'n\~ 
r.·~d "' this <<"C\lnn an• co-.~>n<'~ (addltJ\1'1}) ·11~ tr.c cXlst-
1n,; ,.¡,._-,•nt·ll•s~d lu"'p"d r.as< natrtx. ¡,.,. r-•~> 1np>JI, a !lodc , ( ... ") "''·' <•nl} b<· 'P<'C>:wd u~cr, ar.~ lb<• <>ad •·~••· r-c~l>cr ._ 
,-,\J<I l>o· ~"ru (or blan~l-

o 

\' . l 
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,_,. " 

• ( 
.. 

.. 
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75 
CO~CEl'<TMTEU 'LG\D/~:ASS DATA (21~,6rl0.4) c~ont)nucd) 

{~ ) 

Tho· pro~rm• \c."i-mlnncs-·rea<lln¡: hoad.' (or mass) dota ,.hen 
" .,,,., (or bl,.nk) node numbur ('N") b cn~ountcrcd; l. e. 
lo•rmlnr<t<" ·¡¡,¡~ M'<" Ion of' lhput ,.ilh a bla;,~ cartl. 

f'o,· u,:.·~¡,;.¡.¡.,¡-•.-,.,.,. <.>! " ~t,.t10· '""dy~l~ ~Hh "" 

C<>n.,o•nt",.j,¡,.,¡- h•n•I~ ~pph<'d, lnplll ou]y """ Cl) hhn~ 
C;,rd ¡n thi,; ~<"l'tl«n, S1m1larly, "dyn.•m>c an•ly.~•-~ 

in ~hicll \he mas~ t.lRtrix is not to b<> au¡:•wnted by ~"Y 
<•ntri<'~ in tloJs sect1on ril<¡Uire~ only.one (1) blanl-
card as input. 

for a static aniolysls, structure load case numbers 
rang<>' frorn "1" to th~- total nurnber1o!.load cases .... 

'requf.sÍ.edlon1'th;, J.1a5ter Control Card •("LL"); thus, , 
} .. ,;-l. ;. LL, )'.l)YN.EQ,O. For a dyna;,lc analys>s, only 

• (0) ref<orenccs are all.,..<od; ,t_hu-s, L ~-o, !>O\'!>._EQ.l,2 

:1, "r 4. 

' 

' ' - ' 

• 

zero ' _., 

' 

' 

,' 



• 

.... .. 

7ti 
\'1 . - EI.DIF.l'iT 'LOAD MIILTJPLIERS (H"HI.O) 

""'"" c"lumns ''"nobl<• P.nlry 

'(l.~) ' " n1 (l ¡ ~ulllpliér '"' el"""" n 1 lood Ca S<> ' " " f),l {2) M!llltplicr fu o· el ''""'nl l nad casr " " " Ut(J) 1:u1 t >pli<-r <oc el<>m~nt load """" ' ,, 
" u:(4) 1.\ulttpl>~r '"' rlcmenl 1 ond ca~<· " 

• 
~OTES, 

• 

(1) On~ card must b<' pv.,n !or u~ch ~~~ttc (1\DYI\.EQ:O) strunurc 
1 load case re<¡uested on th<: l.:~ster Control Card ('LL"), 'The .. 
•>tcords mlost ref.,rencc luad 'ca:<•• numb<>rs .jn".,scendin~ order: ·' 

.. t-,The( four (1) •eletJcnt load ~ets''(A,B,C,D)oif croat<•d durin~ ... 

the procesSing of elemen! dota' (Scctiori IV, abo,•<>}, are ,,<,JI 

·' 

co:obln'-'d.~tth any'cOncentrat<•d'loadS sp,;Ofl~d >n SectlOn \' •r.~.• 
!or th<>.structurc load ca~es, I'Or ella~tple, supposc an analyus 
cas" calls.for SCH"n (7) st"ti<" structurc loadinl\ cond>t.ons 
{>.e., 1.!. ~ 7), t~en th<' pro¡:ra1n c~pccts to r .. ad ~cw•n (7) 
~ords 1n th>s ~··ct ¡on, l"Urtli<!l", supposc card nu.,bcr thrct• (3) 

in t~l~ H•Ct>On conta1ns the t!hlr>es' 

1EMol·,r:.t<2l',t\fJ),f.:.ll·1ll = l-J.o,o:o,z.o.o.oJ 

~·J.]l th~n \.>" C<H>Structcd 
loads ~pec·Jfi<"d ln 
loods 1n cle~<'ht 5et A plus 

""\ c. LoAd sets B nnd ll . . ....... ~ . ~ ..... _ 

Structur<• load case thr<><" (:!) 
11~1n~ lOO;; ··o! any cono·~ntrat!'d 

SPction V r.lnus (-) 300~ of th<' 

(•) 200-, of tht• lnods 1n t•lcrrcnt 

~•ll nt>l b<'· appl><'d•>n stru~ture • • 
sds rnoy lJe refercnc·ed any nun.l.>cr of tirnc•s In arder lo 
t·onstnlt't diHt•rent stru<"lurc• lnod>n~ Comd111on", Elcrncnt
lJast•d l<>~d>- (~ravJt)', thc•rmal, etc.) ran only b .. ~ppl> .. d 10 

1h<' ~tructurc br "'"""" <>f the d~to <tntn"s In th1s 5<'<"1100. 

(2) JI lhl' •·asc• colls lnr ont• o! \h<J ~ynam1C analys1s optlo~,;, 

~uppl} <>nly nrw blanl.. '·"rd 1n tblS sccuon, JI !he JOb 1$ 

a d)'n""''c r<•-.•t~n <'a'c' (J\0\'.~.EQ,-~ or -:l), ~b;> this ~cC\lnn, 

a nc·~ doto""''' •1111 a no•• Jit·.nlln~ C:ord (~•·<· ."~et>nn !l. 

\"1 • 1 

' 

,• 
\, 

. ' .... 
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e<';;: L-. ~ &Ü :•Four-(4htypea:of<dynaiBJ<O.analya1a \Oan•be perform...:l,by.the pro¡ra10.~ 
•=• - ,...,~ "Th" t¡tpe •oUanolysis la", 1 nd lcat.,d•by <the number :'N!IW~r.,pecl!ied dn;card _, 
""--: coolumna•21-2~ of•the J.l.o.Rter Control:card (Sect1on.II). lf .-~• ,_ 

urone 
<>he tr 

.•. 
------~---.---·-- ··: ~ -

• 
frpquencieS only. <~-· 

n{complete ir1put~Sectlon VI!.A,>only)t 

(;.1tJ''" 

'time depcndent loadsousln¡ mode aupcrposttion 
:-·(complete 'both"S.,ctions VII.A ar.d 8 • b.,}o,.)·--· 

.• :>>NDYN .EQ ,3:, ,~RespoTÍse -Spect ruin Analyais -l¡~~:,c"' '. •• • 'U{l>fll' 

•• 

•• 

•• 

j ·~ 

- " ' 

t ~- 1 ' 

'·"·'" 

.~.. . . 
·-- ·--

.. • ·-:n·-'"'· ::>;.~ 
_plH ~-!:-(;o : • ,-<~ . . . ... ,. ' '• • •.•• -.~ •.. _ ... ••• CDII!p ete.uoth:Sectlons Vll.A<anu '· below): .. ;:,t· 

'.,• ·"-·s~· 

'"''" :&., .. ,_, . . . . . .· 
NDYN.EQ.4-;0l Dyna10ic Re5ponse Analyd5\1"or a:rbitrary tiO>e 

.. --·:;:td.,pe"cideiit loads usin¡ ·atep~by-step direct 
·t••; int~¡ration 

~(co~plet" Sectton VJJ.B below) 

¡-... ' -l -4.,... ,. ,..¡,. ~ln'any given <!ynAID1f'•arialj,¡1s•case.only'one (l).,v•lue,o! NDYN.wlll be 
f'onsider.,<l.~ Howe>~er; 1f·)."[I\,;.EQ,2 or 3, the pro¡:raJD'IDU.St !irst.solv" 

. ,_ . ...,., 
. \e ••• 

..... ~ ,. the eig<-nvalue 'problem"for 5t"ructure modes ·and frequenc:les.: Thes<- •+ 

' . 
'. 
·~ 

! 
' 

' 
' 
i 

.. 
' 

' •~ '· ,,.._ V ei¡envalues/vef'tora,are.~then used~a&•tnpul lo ~1 ther.,the Foreed Response . _.. ..--- ~'' 
11'1:' · ·.•di.·-' •-~ A n'a 1 y s :1 s • ().'tlfN . EQ: 2) : or !to '-the. RespOnae~Spec tru11 'Analysi s {NDYN. EQ. 3) • :::00~- ...,. •• , 

~ • -·.:-..r ... -~Hence ;.opt tons, 1, <2~0rl31oll require _ lhat the:control \paraOleters•for - ~- _, ·-e 
>1"';.:;..,_- .... ,..,_,eigenvalue ouctrae\:lon.be•suppl:ledHn-,S.,..tion ,VII-.A; below •.• _._,. ' "" ,.,_,_. ·"':\': 

• --• 
~!'"'"""'~' 

• 
" ,. . 
í • 
" • • •• 
• • 
' 1 

' • • 

·-----· ... Incas~ of ¡,:dli-ect"stCP;b)i-=-ite"p integration analysis' (NDY1i.EQ,4) 
-~ ¡ <' • do · not' prov id", the • e! ¡enwal ue sol ut ion cont ro 1, ca ni, o;!; Se e t ion , Vll , A. 

:.~~......_ FOr- tblt spectal cue ot dynan•lf'oanalysu re-star! ¡¡,n-r.;,EQ,•2 or -J),_,.~ 
'da U input 'consista of the Heading Can! (Sectlon I), !he Master Control 
Card (Section ll)",•'anll etth .. r o-f 6~cttons Vll.B (-2).or VII.C (-3), 
bel....-. Re-~tartir>¡¡- ta posstble only 1f a prevtous solution ustng the 

··•same model· was•pe-f-!ormed·wlth ND'ffl.EQ;l,..-and the resuhs !ron this. 
-~· •-• e>~<"n>laluf' solutt~n ,.ere saved on.the<re-start U le. (See Append>x A.) 

~m--v<ii'I""'•·"'Upqolthts,u·ctlon thc•pr-ogr-am:processeBo (!,.,., C'xpccts to r<-ad) 
·~"'"<'ssentully th.- a8- blod<S o!"daU for'ellh<'r the lilottc or dynam1c 

..-analysts cases;.certatn of thcae preced!ng data carda, h.,..ever, are. 
•. ~.·; read lb y • the<program but Dr<' · not >used'"tn.~the dynamtc analyst~ phase. :·• 

~··ln• gen<'ra l , ;thc¡purpoae o!' thetprecedtnr¡: ·dota srctlons 1s to pro>1id1t 
''"""·' 1 n! Ol"li1U ton' lead 1 n¡ t o the < fo1'11lat Ion t of \ lhe &y& 1 ..... a t 1f f nr•• , and • "'••• 

.q" .. u rl c-es · (appropi-h 1 "l y oood 1 Hed•· fOr' dta-p la e .... en! bound • ry cond 1 t Ion & ) , 

ror eu .. ple, ele"!e-nt load aets (A,B,C,D) 11ay t.. con•tructed.aa.th<ouJh 
-• a sU tic case ..-ere to be C<m51dered ,. but thesc data ere not uuod 1n a 

"''dyna,.lf'•analyaia;o1.e., the &ome.dat.,dec~ thr-ou¡¡h Sect>on l\' can, be 
used •for elther.<type of analya1a;' Tbe.concept of elructure loadlnc.-

• ,.,. condlllona h not;dettned for th., dyna•lc coa~, and.!nput for·S<-C\1on~ 

\' and VI ltUst b.,,prepared speChHy. 

\'ll.l 

.. 
. " ... ' . 

,.,. ''- ' 
~-.-;,_-, 

~ -·~ 
~ ._; ... 1-" 

' ·~ '" 
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VIl. DYXA!oiiC Al\ALYSES (~onttnucd) 76 

A diagonal (lu,ped) tus• matri~ la !on:ted automatically uung 
,ele,.ent ~emoetry and aullned material denslty or densitles. Tile J>ass 
matrlx so de!lned contalns only translatlonal maas coeftlclents 
calculoted from trlbutary ele01ent volumes common to each nade. Knc~n 

n>Utlonal lnertUa mus! be Input for thl! individual nodal degr..ea of 
fre.,dOIO In Sect1on V, above, 

Non-::r:ero lmpreased dhf,l!';cements (or rotation~) Input by "'eans o! 
the BOif."n.\RY ele=ent (type 7) are lgnored¡ lnstead th,. componen! U 
restralned aga>nst "'o! ton durlng dynamlc motlon o! the structure, 

The pro¡ra10 does not change the ord<'r o! the system by perro.,.tng 
a condensatlon of th.ose nocla! degrees of !reedom havlng no (zero) 
mass Coefflclents; Le., a zero mass rcduction ls not per!ormed. 
No distlnctlon ;s made bet~een ststlc and dynamlc degrees of treedom; 
Le., they ar<> ident>cal In se<¡uence, type end total number • 

• 
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Vli. DYNAMIC ANALYSES (continued) 

'· MOOE SI!APES ANO f'IIEQUENC!ES {NDYN.EQ,l,2or3) (3!5,2Fl0.0} 

notu entry 

O> ' ' "'' 

"' 6 - 10 "'' 
.. 

H • NITEJI 

,., ... 
16 2:!1 

26 - 35 co"' 

'" 36 - 40 

Flag for print!ng lntermcdiate motrices, 
norma, etc. calculated dur!ng·the 
el¡envalue solutlon¡ 
EQ.o; do not print 
EQ.l; prtnt 
Flag for perfono!n¡: the STUI!M SEQUENCE 
check¡ 
EQ,O; ch.,ck tq see if et¡:env&lues 

.,.,re rotssed 
EQ.l; pass on the check 
Mal<UI\llll rou.,ber of iterations .. no~ed 
to reach the convergence tolerance; 
EQ.O; der.ult set to "u;" 1 
Conver¡¡:ence tolerance (accuracy} for 

'' .. . !he h!ghest, ( NF ) :requeste<! etgen-

value; 
EQ.O; 
cút-of! 
EQ.O; 

GT .O; 

default set to "l,OE-5" 
!requency (cycles/untt ti~) 
NF eigenvalues wtll be ex-
tracted 
e~tract only thoee values 
belo"' Coi'Q 

)'lumber of ¡;tl~ltng iteratlon vectors . 
to be read from TA.PElO 

NOTES/ 

(l) Extra output produ~ed by the etgenvalu., 5olutlons can be 
requested; output pYOducad by thta optloD can,be quite 
volumlnous. No~al output produced b~ the progra,. consista 
o! an ordcred llst ot el~envalues followed by the elgen
vectors "!or ea'ch mode. The OUOibcr of "'odes foUnd end 
prlnted ls apcclfu>d by tht! varuble "r~r" glven In card 
columns 16-20 ot the v.aat"r Control Ca•d. 

(2) The program performs the solutlon for elgenvalu~s/venors 
using elther o! two (2) d1st1nct algorlthms: 

(a) th., m:ttRMl!MiiT SE:ARCI! algor1th11 re<lulrea tnat 
the upper trtan~ular band ot the a~atem a11ffneaa 
.. atnx rtt 1nto hlgh 5peed memory (core); 1 .... , 
onr equatlon "block" .. 

(b) the St!BSP.I.Cf ITEAATJON algnrlthE la uud 1f only 
portlons Uract1on•) o! the syne., mnr1x can be 
reUined In core; 1.e., the eatrU (even thouV> 
In band fon=) ~U5t be =•nlpuleted 1n blocks. 

VII .3 
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VII. DYNAMJC ANALYSES (continued) so 
A. MODE SWIPES AND FREQUEl'CIES {continu~d) 

.. 
• 

• 

The pr-<>gnm ... nt automatically a~lect the SUBSPACE lTEAATION 
pro<"cdure for ei¡¡cnvalue ~olut!on l! the m<>dcl H too hrge 
for the in-core algoríthm, 

,· "" ..... " 'fhe entries JFSS , NJTEM and RTOL are i¡;nored 1f the pro• 
(TRIO can uae !he D!:TER:.!JKP.NT SEARCH lo find ei.gen••alues. 
'lih.,th~r or not a mD<Iel >S too large for tlle DETERMIJ\ANT SE.\RCH 
depends on the ~rnount of core allocU.,d (by the progrn.mer 
and not the user) for array storage, The program vari•ble 
"¡,qar" equal1" the amount of ~·orking storace avalhble. 

·De Une: • .. 
' . . " .. . ' 

:''JmAJ<.1) = ma><i!OUIII e<¡uat:ion bandw!dth· (coeffioients) 
··•.!Je ~ (ma><i,.um alem<>nt node number dif:ference) 

'X (average number of degrees of·freedom 
per node) 

)\'EQ =total number ol de¡;rees ol• treedom in 
the model 

• 

= (6) X "hot.l JIUI!Iber o! nades) - !nu10ber o! 
faed ·(deletcd) de¡;r<>es of !recdoml 

NEQ!I • number ot equatlons pcr block of storage 
- MTOf/ Jl.i.lASD/ 2 {for hrge systems) 

U NEQB is less tl¡an N:EQ,'; tlle model h too lar¡;e tor .thc 
DETEilM!NA~<o"T' SEARCH "algorl th,. .• and .the SUBSPA.CE .ITEMT ION 
procedure ~·tll be u~ed. 

lf thc SUBSPACE !TEIIATIOI\ algorlthn >s used thc user -.:oy 
r~quesl thot ·the STURY. SEQL"EI\CE check be pcr-!omed. !ly 
cxpen<-nce the ali!Orl thm has always produced. thc lowest 1\F 

eigenvalues, bUt tt;cre ts no formal mathemottcal pTOO! that 
the calculoted Nf etg~JJvalues will al•ays be the.lo•est one~ . 
The STUR.I' SEQUE/iCE check can he used to vcrt!y thot th~ 

lo,.,est Nf et¡:cnvalues ho"e been e>btaln.,d. lt should be 
notcd that the compUUtlonol etlort ••~pended tn p~r!or;otn~ 

the STURM SE:QUtKC[ ch~ck ts not trtv>Dl. A !actonlOa!ton 
ol thc co,.plet~ ~yate:o Jl".atnx 1s ;.erfor ..... d al a 5h1!t J~•t 
to the nght of the liFth el~en,·alue. 

1f durlng: the Sl!ISPACE: ITEAA"i"lO.~ th<' loFth cigon•·olue hll" 
to con~erge 10 o toleunce of ""l'n"OL" (no,....,ollv 1.01.-~, or 
~ sign1ftcant f1f:'JTe5) .. tthln '"¡;¡To!"' (nonnolly '"lG") 
>terat1ons, th.;n the STtiiN SEQL'EiiCE fhg,("Irss") 1s 

tgnored. 

' ' 
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VIl. DYKAM!C AMLYSES (<"ontlnu<.>d) 

A. MODE SHAPES AliD FREQllENCIES (continu~-d) 

(3) The ~aximum number of ller•tlons to reach convergence 
'("NlTEM:'¡ applies only tu the SU!lSPIICE ITEAATION algorithm. 
lf ce 11-I.S •re lc!t bhnk, a default value of "16" tor 
NITEM is assum~d. 

(~) Thc• convergcnc<' tolerancc ("¡¡roi."¡ n apphCable onl~ if 
\he Sl'llSPACE ITEAAT!Oii alRorilhJ:". ls \lsed. This tolc>nnce 
test appl>cs to the lit'lh. dg<•nvaluc•, and-llll ei¡;envalues 
lo~.,r than th.- NFth one ~-lll be more occuratc than I!TOL. 
Thc lowest modc >S found li¡OSI accurately ,.-,th preclslon 
decreaslng with lncreas>ng rnode nurnbcr untll the h>ghest_ 
requesled mode ('¡;r"l >s accurate to • tolerance o! RTOL . 
ltcr-ation >S 1CJ"l'T.100tcd a!ter cYclc number,(k•l),if !he 
)';fth •ngcnvaluf> (),, .,py) utis!le5 the :ineqiulity: 

[ j>.(k<l) - ).(1<) l/uk>J <:: RTOL 

' 

lf the detcrmtnant search algorHhm 1s used,' th<1 "i¡:enpairs 
are ot>tain"d tO'a high prec~S>on, 111hich is indicated by thc 
"phys>cal <!rror t>ounds" 

~hcre 

" 

, 
and (w t) are thc i'th eigenvaluc ond eigcnvector ot>talned 

in the
1
sofution. 

(S) Th<' cut-off fr<'quency ("coFQ"l >s used by both ei¡:envalue 
alROl"llh~s to te~inate co~putatlons tf all ei¡:envalues 
hclow \he spc<·t!i<'d fn•queney hove t>ecn found, 

Th<• D~Tt:m.l!~~T St;AflCH al¡:<>rl\1>01 <"OI:lpUI{'s Cl!;<'llval\lo•~ in 
ord"r Jrom "¡" to "¡.¡r". lf t¡,~ Nth cl~cnv~lu" (l :;~ <NF) 

has a fr.,qu<'n<'y grcatcr !han "coN", tllc rc:;,atn>nr: (),'f-Xl 
<'lg<"nvalues ar~ no! compUI<•d. 

VII.5 



' 

Vil. UYJ"iii.MIC ANAI.VSES (co~tlnu"d) 82 
A; MODE SllAPES A/iO FI!EQUEiiCIES (contlnuud) 

Tll" :;l~lSPACt: ITt;I\1\TIO~· ~l¡:<lrltllrn \o•rr.linntf"'~ ¡·nl<·ulntl"n 
wi""" lh•• ~th d~f"'nvn]n,. ts n<•<·nrolo• (t,o•., olo>o·~ mol <·bon~c 

~tlh lt<•ratwn) to ~ tulcram·c nf UTOl •. A~ bc!or<•, lh<' ~th 

et~cnv~hw 1~ thc nc•ar~st ci¡~cnval\le hl~hcr t!oan COF\l. Ji 
\he SUIJSPAC!: ITERATIO:> ~olutton dct<>rmtnc•s 1\ ~i¡;cnvalues 
less \han COI'Q {where, N <~)') , th<' STUro.t SEO\'E!i"CE check" 
(II r<'quested) ts perforrned usin& the 1\th (rather than thc 

1\rth) ~tg<"nvaluc U a shlft. 

Only tlwse "'"des ~hose" tro:qucncle5 are lcss \han COFQ 
~ti! bt• us<;'d In the THU: HISTORY or RESPO:>SE SPEITRl"!-1 
,. 110 Jy~··s (So•cttons VIl. ll and C, below). 

~-(6) Thc startln~ tll'rntton vectors, lo~"lh<•l"" ~Jih control 
inforrnatton, rnust he wrltt<"n onto TAPEIO bef<>t"~ .\h~ program 
e~eeu\lon·ts startcd. Appendtx·B describes \he er~atton of 

TAPElO.aÍld gtves \he• r~quJrt>d control ~~r<ls. 

(7) Th" pro~raJ:I dot>s 1'101 ~·al~ubt<.> rigld body I>Odt>s, l.t>. thc 

.~ysl<'m "'~si have bcc" rcscrat~t ~o th•l no ri~id body rr.o~<'S 

ort• pt"<'H••nt. In <·~act nnthm."\1C !he o•l..-.,cnl d <>f th<• 
"" 10~\d~]) Jn thc· \tlan¡;ulnr f"t:lorl7.a\Jnn or lho• s\tff;w~~ 

matrtx, '·'"· 1: ~l.ut.T, 1~ n•rto 11 '' rt~td b<><ly n . .,d,• '".P""~'""'· 
In c'<ot:".p«tcr anthm~ttc llw t>leJ<ent dnn 1~ ·"'all ~hcn t·o,.part>rl 
~lth lh<• othcr dc...,nts of lhP matriX ll. lf thH c·ondttlon 

uccurs \he pro¡o;ram stops w;th a .mPssage. ' 
/>ole: 11 :;,.,n~.:·arti!tcally"" sttff boundary ,.¡,.,cnts_are 
u-.•d, lhc··~v··r~~e nf \he ~lcment• of D ~iJJ·bc arti!icially 
l"r~<". fnn~"~ut·ntly, dnn l:".ay be small In c·o0lp3rtsnn, and 
altl1ou~h "" rtpd body mndt>s ""Y bt> pr,s<•.nt, t!o<' pro~rom 
•111 si<'P· In a dyna:nir Hnolpns l\ 1~ rr~o.,mrnd<•d no\ 
lo us<! ,·ery Hlfl b<>Umlary dc•m<>nt~. 

[.~D OF 11\TII. CME I~PUT (~DYI>.EQ. l) 

\"ll .6 
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VII. OYNAMIC ANALYSES (con! lnued) 

83 
B. RESPONSE HISTORY ANALYSJS•(NDYN.EQ.2 or :o<D)'}I,EQ,4) 

· The ÑDYN,EQ,2 option uses the C'xr'.'> mode• shapes and 
fr .. queni:!es cmoput"" In the pr.,i:eedin¡ s.,ction (Yll.A) to perfono 
a mode ,.,:.p;,rposlttoñ aolution for force<! response, ''Ille NOYN,EQ.4 
optlon'lnltiates a direct step-by-step tntegration of the coupled 
sySte111 equattons, !'.e, no elgenvalue aolutton hall been performed . . . 
and no transfonoatlon lo the elgenvactor ba&is·la now carried out, 
The da t.- 1ñput la identÚ:al to the cas" !iDYli.EQ,2 exc .. pt for ,the 
de!!nition of di01plng. Dyn.011C response can be,produced by r./o, (2) 
general typea of forclng function: 

,_, ' ' 
and/or 

... .• M 

<" .• 

~ ·-- . " 

"' ground acceleratlon Input In any (or •!ll of 
th" thrf'e (3) globd {X,-Y,Z) directions; . ,,. ' 
tÍ. m<;· ~varyÚoK. lo lid ~J (forces /moments) app li e-el 1 in' añy' '· 
(or all) nodol deKrees or" !reedo,. (except - "shve" 

d"Kreea of- !ree-c!o01) ..• ___ _ 

_ TJ_,.., d.,pendent forcinK "!unctions (-...·hether loads or ground,. 
accel.,rat;.on components) are descnbed,in two sleps;' First, a 
nutob¡,r (l'or lll<)re ore posslble).of noD-dlll>endonal t¡,.., tuncÚonJ 
-~;<; ~pe~>!l<>d tabuhrly by a set Of descret<> pol.nts: lf(t¡) ,t 1 ], 
V~here 1 ~ 1,2, ••. ,k:· Each dlf!erent l>me•function may have.a.dH!erent 
nu11ber of deflnitlon p<llnts (k), A·partlcular for-clnK !unnlon 
applied al sOrne Point "JI th<• strUctur" is th"n detined by a scalior 
~:~ult,pliC,r- (''e", soy) ond reference to one or the input t101e 

. ' 

!unciion5 ("t{t)", say)', The actual force (or acceleratlon) at any 
time¡"~", so)-) ~<¡uals ~Xt(•l; !(•) 1& round,by linear interpola~ 
uón't,;,;:,.,;;., two'Or thr InPut t~mr"polnls {ti ,t 1 ~ 1 }, "hrn .ti s.~s.t 1 ~¡·· 

A~~umln~ th"l \he ~<>lut!Gn b"¡:jn~ al !Ion<' z<•ro (0), an ln
depend<'f>l arrlv•l time (1

8
, ~h<;rc la :00) JOOY b;, asst~n<'d to ,.ach 

!or~ln¡ funcllon. TIH• forclng'íu,ction 1$ not Dpplicd to \he systelll 
unttl the solutlon titoe ('~". uyl .-qu•lB the arrival ttm,., 1 8 , 

Jnterpolatton tor function valuea 1s based On relatlve ttmc withtn 
the functton table; i,e., K(~)=' f(~·l.). 

Thc structure 1s assuroed to be at res! st tlll"' zero; l.e., 
zcro tn1tul dtsploc~ments •nd vclocitle& are osaumed sl 111:1<' o! 
solutum surt. 

notes 

'" 

·. ' 
1. control Car-d (.St.s;zno.Ol 

coluwn 

' - ' 

_rntry 

~umbrr of dlt!<>rcnt tl10e tuncttons; 
a.> 

VIL 7 
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VIl. DYNAMIC ANALYSES (cont1nu<.>d) 84 
B. RESPOXSE HISTORY AliALYSlS (~ontinued) 

notes column¡; variable entry ,, 6 - 10 

ll - 15 

'" " " 
'" 
,., 

" 
'"' • 

"' 

JlAT 

~OT 

""" 

Ground rnotion lnd>Cator; 
EQ.O; no ground motion ls input 
EQ.l; reod ground l'lotton "ontrol 

card (Section VI! .B.3) 
Number o! diffen,nt arrjval times 
!or th<.> !orcing tunctlons; 
EQ.O; all arr;val l!rneg ar<.> zero 
Total numb@r Of solution time steps; 
GE.l 
Outpul prlnt interval for stresses, 
displace~nts, ete. 
GE.l Bnd LE.in-
Solution time st.,p, Ol; 
GT .O 
Damping factor to be apPlied lo all 
NF modes (fnction of crnical); 
GE.O 

In cue "' liD%.EQ.4 UM' 

'" " " ·~AA llmnping hHor o 

"' " " BETA Oamplng hctor e 
NOTES/ 

,, " leas! one ,, t 1 "'" funclion must '• input. 

(2) H no cround acc,.ler•tlon a"ts en the structure, •et "'scM" 
to zero and sUp SeCtlon \'11.0.3, b"ln,.. OOih ground 
•cccleratlon and nodo] !orce input are allo~,.d. 

(3) lf no arnval 11m<' values ar., Input, all forc!ng !unellons 
b~¡:ln o~ting· on th~ nructur., at O"e zero. "Ill<.> urn~ 
arnval 11"·" \"alue J:".ay b~ rt"fcrenc~d b)' dif!<-rcnt forc!ng 
funct;:ons. "MT"" d~t~r•nnes thc• nurnb,.r o! non-zeta !'ntr1<""5 
that th<- prognm e~pens toread in Sccuon \"11.8.4, !>~lo~. 

(4) Thc pro~rom pcr!Ol"T'b o s!Pp-by-5\ep íntc¡:rstton of lh~ 
eQualíons ot o•<>l>on us>ng a ~"""'"" ~hich 1& uncondltlonolly 
s~able ~>th r~sprct lo 11~~ stcp S>~e. ~t. lo cose NDYN.EQ.2 
!he ,.odal uncoupled f'QuatH>Ob o! "olion ore int<•grol<·d. In 
cos<" /iDY!\".tQ.4 the Coupled syste!O t'QUUJon~ "'"" lntcgtat"(i. 
lf ""7" ls !he p<"rlod o! thr hlght'st numbrred ..o<l~ (nono-.ally 
tn., Nrth n>Ode) that 1! lo be ji>C"}Udt•d ¡n the response 
calculallon, ¡;,t ahould be chooen such thal t.t/T < 0.1. A 

\'II.B 



VII. l>YNAMIC ANALYSES (c•ont!nued) 

85 
!1. RESPONSE HISTORi" AX'.LYSIS (~onttnu~d) 

l~rg~r tim" step (!.e., ót :;;. O.!T} ,.¡¡¡ not cause fa!lure 
<.nst~btl!ty), bu\ partl~lpOilOn of the htgher modes is 
"!iltered" from the pred!cted response. In general, 1nth 
increas!ng t1me stcp she the solut:ton !s capable o! 
capturing lcss of \he h!ghcr frcquency parttc!pat!on. 

(5) Th~ program cornputPS system dlsplacemcnts al every sollltion 
t;me step, but pr1nt!ng o! d!splace,-.ents and recovery of 
elo•ment st¡·~sse~ 15 only per!onoed at ~olut)on Slep Jntar
, .• ls of '"No"!''". ~O"!' must be at least "¡" ~nd is nonoally 
selH<"Io•d in thc ran~c of lO lo 100. 

(6) Thc damp!ng factor <'"!>AMI'"") is opplied to all J-;F made5. 
The admiss1ble rangc for ~MP lS bet~cen 0.0 (no dar.pln~) 
and l. O (100'1. of cntical vlscous damp1n~). 

(7) In case NDYN.EQ.4 lh<> damping rr.atnx used >S C ~<>M-+ ~K, 

where "'and ~ore deflned in ~·olu~>ns 36 ta 5~. 

\"11 • 9 



'V l J. llYXA~:IC A!>ALYSES (cont mued) 

note~ 

'" 
(2) 

(~ ) 

'" 
(5) 

RESPO~SE HlSTORY AMLYSJS (cont>nu.-d) 86 

column~ 

l - 5 

IFS 

'" 
2 J - 30 

(·l!S,FlO.O) 

untry 

)';odal point numb<'r ,.hcre thc load 
~ornponcnt (for~c or morncnt) » appll~r: 

CE.l and l.E.;-;~~"P 

EQ.O last <·ard only 

!l<.""gr<'<! of fr<>cd_om nu,bcr; 
CE.l and LL6 
( /.X"l, ~Y~2, 6Z=3. ~X:-.1, ~\"=~, ~Z=6) 

Tn•<> functlon numl>cr; 
CE_ 1 and LE. Nn:.· 
Arrü•al t1rne numher; 

EQ.O; load appl>cd at solut100 start 

GE.l; tlooO-Zel'O ~rrHal ""'" 
~ka!ar mnlllpl>e>· lo_r th<> tlm<:" lunctHm: 
EQ.O; 

.~Ol"ES;" 

(l) On<> c~r<! '" n;·qu>n•d lor <•a<:h nodal de¡;r,·~· nf fr<•<•dorn 
tou~•n~ ;¡ppl>o•d 11mu voo·y•n¡: loads. Canls muht he ir.put 

tn "~'''''"''"~ n<>d•· pn>nt ur·<lur. Thl5 s••l\lo<·nC<:" uf ,-ard~ 
"'"~' h•· ,,.,-,,¡n~t.-<1 -.-lth a \ll~nk <"ard. A l>hnl. ~~rd "'"~l b~ 

~~ppl1o·d o•\'o•n ll n(¡ ln~<l> •r•• a¡opllPd In tlw ~ysto•m, 

(2) The saro nnd~ ma)' ho,•e mnrc than onc dc~r••e of fn•cdorn 
loaded; arran~c d<'~aes o! /r~"~om rHfcr,•nrP~ ¡"¡e") 
1n asn•ndin~ ~Pquenre at ~n)' ¡;h·en ood.,. 

(3) A non-><>l"O ''"'" hmct>on nur..b~r ("IFI>") ,-.ust b" ~'''''" for 
o:-a<h 1nr<Jn~ fun<:tJon. JF;>; <:<USI be be·~~''"" 1 an::l :ifl>. 

T!oe "~''" fOlnCtlon' ~.-., 1nput tobularly '" S••ctlnn l'li.!J.5, 
helo~. f'llnc-,lon l''ll<><"> at t>r-'-'s \let"'<'Pn >nput ''"" po1nts 
n><• c»n'¡Hoto•d ~oth l>nc,>r ¡nt<-l'(l<llallor .. 

(·\) !f "1,1T' 1.< ~<·ro (or t>lonK), ,¡,,. fnrcln~ lt:nctonn is ••~"-""d 

tn act on \ho· ').,:,.,,. \lt·pn"'"lt at time• z<"r<•. lf JAT '' 
tn~ut ns a po~'t!\'<· >nle~o-r bc\~e<•n 1 ~nrl :-;.u, th" lA"!'tb 
orrlvol tl,.,.,. hfcl:no•<l lll So·Cil<J" \'ll.ll.•!, ¡,,.¡,.,) "u"•d 

to d~la)' U",<· nppl>c31Ion ol tln• l"rc>n~ ru"c\lon; .c. 
thc· for-ClH~ fur.<'tton b<·~tn~ •Ciln¡c on th•· stru<t<lr'-' •~en tt,,
~oluiiOr. r~•t:~cs tho• lATth ~rrn·al ""''' ,-,Jue. 

(~) Tc.u s~tu•l ~-~~:nitUd<• o! for~e (or rt.on~nt) ot:ti!>~ "" tt.c-
~od<>l :ot l>"•·· '• equ•l~ th•• procun: ¡''p"¡ ~ (l·~lu" o! 

" " !un~~~o~ :ouc.b"r lf:i at ''"'~• tl. 

\'11.10 
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\'JI. OYI'>"AMIC AJ-;ALYSE:S (contlnucd) 

87 
B. RJ::SPONS"E: HlSTORY ANALYSIS (contlnued) 

Ground Motion Control C~rd (61 ~) 

notes columns varioblc cntry 

,, 
' 

, 
""' T1mc runct!on number describing the 

ground accclcratlon '" '"" X-d Ir<·•· t ion 

' " !\FIN Ti roe runctlon nun:bcr des<OriLing tl1e 
~round accclcratlon '" '"" Y-dlr>H"IlOM , " l\F~Z T1me funct '"" nuOlbcr dcscnb>ng '"" ground accclerat Ion '" '"" Z-d lTect ion 

"' " " MT:< Arrival time f<Ur.tber, X-dlr~ct,on 

" 
, 

~" Arrhal '"''" nu:ober, Y-dlrCCI>on 

" " );ATZ Arnval t 1m~ nurnbe r, Z-dir.-ct ton 

~OTES/ 

(1) Tllis card r.tust be Input only H th" groUnd !l".Otion 
>nd>Cator !"'NG):"'¡ was set equol lo one (l) on !hu. 
Con! rol Card (Sc<Ot 10n, \"JI. B.l, •bove) . A ~e ro 
llme Junction numbcr indlcatcs that no ground motlon 
is applh•d for th~t particular d>rectwn. 

(2) Zero arnval 11m€" rr·f~renccs m .. ~n that lile ground 
accel .. ratlon {lf applled) bcg>ns actln¡; on the 
structur" at tj"'~ :tero (0). Non-zero refer<>nc"s 
1:1U51 be lnt.,~ers in lile range l to l\1\T. 

\'IJ.ll 



86 
!l.' RESPO~SE HlSTORY A~LYSIS (co~Onu<>d) 

4. Arrtval Tltre Cards 

•• card "~" (8t"l0.tl) 

columns variable entry 

"' 
) JO AT(l) Arrl\·al 1 j "'" nu:cbcr ) 

)) " AT {2) A!TIY3J tuoe nuo;ber , 

" " AT(8) Arnc•al 
ll ""' numb"r ' 

' '· ••rn t~o (8fl0.0) - (requlrcd " !\AT,GT.&) 

t'"llrrnns t•onable cntry 

) - JO AT (9) Arrit•al ,; ""' numb .. r , 
el e . "'"· 

NOTES/ 

(l) Thc entry ('~r") git•cn in ce· 11-15 or. th<> Contr<>l C~rd 
(St•Ctlon \'ll.B,l, ~\Jove) spcCilles lhn tol,) numb~r of 
arrtval llr.e c!llr><•s to be r"ad 1n \1\ls se<'t>Oil. lnp"t 
~s rnany ''"rds as are l't•~ui>"c•d lo defln<> ":;;¡r" dlfferent 
arr!t·al tirr.e~, p'~ht lt-) <'lllr><>s pcr card. Jf n<> arnval 
IIr.:t'5 ~"N ro•qu.,stod (:O.:~T-1-Q.O), suyply "'"-' (1) blank 
card 1n this s~O><>n. 
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l/ll. DYNAMlC ANALYSES (continued) 

'· RESPONSE HISTORY ANALYSIS (conttnued) 
89 

5. Time FUnctton De!lnition Cards 

Supply one 5Pt (card 1 end cBrd (s) ·:z¡ of lnput lor 
" " <>aCI> of the 

Control card 
NFN tt10e funct>ons requested tn ce 1-~ of the 

(Section Vli.B.l, above). At leas! one set of tJme 
functio"ll cards ia e><pected in th1s section. The card sets are input 
in ascendtng function'nmober order, 

notes 

'" ,, 

a. card 1 (l5,Fl0.0,l2A5) 

columna variable 

' ' 
...., 

' " m• 

16 - 75 HED(l2) 

entry 

Nwnber o< tunctlon definttion potnts; 
GE,2 
Sea le factor to "" _appl>ed 'o Ht) 
vdues; 
EQ.O; default·set to "1.0" 
Label tnfD<mat:ion (lo be printe<l "'llh 
output) describlng thls tunction'tabln 

(l) At least iwo pclnt5 (Le., 2 pairs: f(t 1),t 1 ) 01ust be 
spec:ified for each l1r:>e function. Less than tl'o po>nts 
~ould pr<'clude Hnear interpolo !ton in the table for f{t), 

{2) Thc scale lactar "siTR" is ~sed to multiply function 
values only; t. e., input tima values are not ctungod. lf 
the 'acele factor is oroitted, SFTR is re~set by the pro¡;ra~:~ 
to "1.0" thereby leavlng 1nput f~nctlon values ~nchongcd • 

• 

Vlt.l3 
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Vli. Di'MM!C RESPO~SE A:\ALYSES 

StJ 
B, RESPONSE HISTORY AML'IS15 (.,ontloued) 

5. Time f'\!nctlon De!lnition Cards {continu.,d) 

b. caro (s) 2 (IZF6.0) 

notes columns varl•ble entry 

"' ) ' T(ll Time v&lues " potnt ) . ., 
' " f'(l) Punct Ion v11lue " po in t ) . f ( t l) 

" " T (2) T1mc value •• po1nt '· ,, 
" " F(2) F>•nctlon value " p<>lnt , . f ( t2) 

etc, etc. 

NOTI.:S/ 

. : ., 

., 

(l) Input as 111any card (s) 2 u are requlred to dehnc 
"NLP" pairs of ti,f(t 1 ), &h (6) pairs per con:l, 
Palrs mu~t be input In order of escend>ng time value, 

_Time at potnt ene must be zero, and en re must be taken 
te eAsure that the h1ghest (last) Input ¡¡.,., value 
(l¡,"¡,pl >S st least e<¡ual te the value of tl"'e at tiHI 
end of solution; i.e., the time span for all !unctlons 
must' cover the solutlon ttrre period othel""'ISe the 
>nterpolatlon fnr /unction v•lues .,¡¡¡ fail. f"l>r· 
the case o! non-zero arrival times •SsOClated Wlth 
• particular functlon, the ~hortest·arrlval tiO'e 
relercnce ('"tA"• soy) plua (+) t/lc lost !uncttun 
time· ('tlfl.P")must at leas\ equal the ttm" at !he 
end of the solutton pcrlod (tEND• soy); i.e., 

!A.+ 1NLP" 1E1'iU 

.. ' 

• 

' 
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VII. PYNAMlC ANALYSES (conttnued) 

RESP<lNSE HISTORY ANALYSIS (contlnued) 91 
6. OUtput De!lnltion Canls 

To JOiD!01ize the a10ount Df output ..-hlch ,.ould be 
produced by the program lf all displacements, stresses, etc. 
..-ere prioted, output reQuests for speC!ftc components must be 
glven 1n thls aection. Tl10e histories for selected components 
sppear in tables; the solutton step output print!ng interval 
ts spec!fied a 5 "¡;ar" .. ntch ls ¡;!ven In ce 21-25 Df tl>e control 
Card (Sectlon Vll.S.l, obove). 

notes 

U) 

'" 

a. displace~nt output requests 

' . , 

6 - lO 

(1) control card (215) 
" 

JSP 

entry 

Output 
EQ ,1; 
EQ ,2 ; 

EQ,3; 

type t.ndicator; 
prlnt histories and rnaxt10a 
prlnte'r plot histories and 
recov~ry Of Jnl<iJOa 
recov.,r 10axlma only 

Pnnt!"r plot spac1ng ind1cator 

);Uff:S/ 

(1) The type O! output to be produced by tha progrsm 
applies to •ll d.lsphce""'nt rec¡uesta. 1\.U.EQ.O 
H illegol. 

(2) "¡sp" controls !he vertical (down the page) spaclng 
for prlnter·plots. ~tput polnts are.prlnted on 
every (lSP~llth llne. The horizontal (across the 
poge) wldth of prlntcr plot~ ls a constant ten (10) 
J.nches (lOO prlnt positlons). ISP ls used only 11 
KICK.EQ.2 • 

Vll.lS 
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VII, DYNAMIC AMLYSES (contlnll~d) 

'· 

not ... s 

"' 
"' • 

RESPOl'iSE HISTORY AMLYSJS (co~tinued) 
., 

6, Output Do>fln:ition Car<ls 

a, displocement output re<¡uests (cont>nu~d) 

columns 

) - , 

' " " 
, 

" " , 
" " " " " 

(2) nod~ dhplac~ment r .. qu.,St car<ls (715) 

varuble 

!iP 

IC(l); -' 
IC 12) 
JC {3) 
!C (4) 
IC (5) 
IC (6) 

' entry . 

);ode rmmbeT 

Gf..l and U.l'ilr..\NP 
f.Q. o la~! cnrd only 
Dl5 pl aCeJOe Il 1 componen!, 
Displacement ~-omponent , 
Displacemcnt componen!, 
Displace..., n t co.,pOnent, 
D1splac~ment componen!, 
D>sphcem~nt co!l".ponent, 
GE.l '"' ~., 

request 
request 
request 
r<>Quest 
rcquest 
request 

l'Q .o l<'rm>n•tes r.,qu~sts for 

) , 
' ' , 
' 
'"e 

NOT<;S/ 

(1) Only thosu nodes Bl ~hlch output is lo be produ~ed 
(or al "hlch maxirra are to be dct<'rm>ncd) are entere<! 
'" thls scctJon. Cards must be input 1n ascend1ng 
node nuOlb<lr order. liO<I~ nur.~bers o:ay not be rep<"ated. 
"!his s<:ctlon must be tem!nQted Wlth a bhck'car<l. 

(Z) l.>lsplacement coOlponent roquests (''¡e"') rang<" from 1 to 6, 
wh~re l'-bX,Z•~Y,3"6Z.~=~X,5"~Y,6=~z. "!he flrst zero (or 
blank) encounter<'d ,_.h,}e read1ng IC (1)_, IC (2), ... , IC (6) 

term>nateb.lnformauoo for the c~rd. Displ_ace"ent 
componenu at a node moy be requested 1n any order. As 
an example, suppose that 6Y, ~X ..::d ez are to be output at 

nod<• 34; the card cnuld lw wr>tlen "' /34,2,4,6,0/, or 
/3~,6,4,2,0/, etc. bu; onlr tour (4) f>elds ~ould h~'~ 
non-zero entrles. 

\'1),16 

\ 

node 

( 
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Vl l. DYM~~JC AMLY~ES (cont 1nued) 

' 

'" 
• 

NOTES/ 

RESPONSE ll!STORY ANtiLYSlS {contlnued) 

6. Output Dcfinltion Cards 

b. el<>.,ent stress component output requests 

colurnns 

' 

(l) control card (215) 

variable 

-ISP 

cntry 

Output 
Hl.l; 
EQ.2; 

EQ.J; 

type lndlcator; 
pr1nt h1~tories and ma>lma 
pr>ntcr plot o! hlstor1es 
and recovery o! maxima 
recover max1ma only 

Plot spac!ng lndicator 

(l) S"e Sect:ion \"ll.n.G.n.(l), obove. 

Rcqucsts ~re ~~·oupcd by dcl!lcn\ I)'P<'O 
"KELTYP" ~roups must be 1nput. A grnup con~1sts of a series of 
,.¡.,m..,nt Hrcss cornponent rcqucst cards l<>rmlnated by a blank car~. 
El<•m..,nt nwnb..,r n·ler.,nC<'5 wltl!in an el<>ment typ<' (TRtrSS, say) 

• ~rnupln~ mu5t he In a~ccnd1ng nrdcr. Elemcnt number rcfurcnc"s may 
be omi t t"d but no\ rep• ated, Thc pro¡;nm pr01:<>sses "lemenl ~roups 

in \hu sa"'c order as or!g1nally input in th<! Eh,ent Dato (Seet10n 1\', 
abo ve). lf no output lS to be produced for no element type, t.,cn 10put 
one blank card for its group. 

not<'s colurnns va noble entry 

Ol ' - ' '" Ele111ent number 
GE.l 
EQ.O; ' las\ c~rd '" »o ¡:roup o~.:;-

(2)' '"6 w l S (ll óotress ~omponc•nt number ,,, output, 
n,qucsl ' u - 1 ,, IS (:!) Stre5s ro~.p<>n.,nt nu!O>bcr lo• OU'P"1, 

«•qucst ' 
" - " 15(12) Slress cornp,nPOI nu"'b"r '" ouiD':t, 

rcque5\ " 

VIJ.J7 



VII. llY~:.tJC AX~l.YSt;;S (cont ¡nucd) 

"· RESPONSE UISTORY Al\AL\'515 (cnnt!nu~d) 
94 

'' 
6. Dutput 1>.-flnttl<>n C.,r<Js 

(2) r~quesl ~-~rds (contlmw<l} 

:;on:~/ 

(l} Tc-rl"tnoh• c-a~h di!l~n·nl elei:'<Hll <'U\ pul ~roup {type) 
witl> a bl:.n~ carrl. EL•~ncnts ~·il.hin a ~roup r:u~t be 
ln .,!""""' numb~r;ot·der (n,<"c-ndlng); .,J~m~nt nurcbcr 

"• l'"petllions."are Jll<•&al. 

(2)_ _ Th<: ! l '": n•ru (nr- ])l~llk). ,-,qu~"' 

n·a<iln~ JS(l), !~(:.!), ... ,. 15(!1) 

,.,,,;UnlCl'Pd ~fiil<' 

t.•rrnln~t"s >r.(<tr-

''""'l"""""b "-~Y !w <>Ut¡out l<>r any ""''o/ lh<· t·lt·JC.cnl~. 
'I'"IJl·· \'11. 1 l t H.' lit<• st n·s~ t'0"-~""""1 ttUJAb<'r~ and 
t'Or!'<'"Jl"'"''"~ d.,·""'lptlnn' fnr tlw varJous <>l<>ment 
l)'pt·•· Su""' c•h•r.1<'nl typ<'S (TRl!SS, (ut' """"'-PI<') h~vt• 

!<'"''' tlt."' 12 cnrnp<tncnts <lc-fJm•d; ,,.,)¡-· th" strc-;s 
t'O<:J>""''nt m.:,.,b.,r-. lis<ml tn Tabl<J \'JJ.l a~~ lt·¡;~l 

'e· J ,, n•m·~s. 

-(I'IJY~.LQ.:! or Nll\'.~.EQ.-1) 

\'11,1~ 

. 1 
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TA!lLE Vll, 1 

" 95 

"'AXl'IU~ STRESS 
FLEME'Il NUM~ER. "' CIJ"'I>Q!IIENT OUTPUT 
TVPf CO"'PDNIONTS NU"'BEII SY"'60L o E ' ' ' ' ' ' ' o N 

' . TR~SS " ' " CP/A ' AX.I4l STRESS 

' " " ' AXIAL FORCE 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

' . flf A"'· ' 1121"' 1· ·' 1 1 !Plll) ' !-fORCE "' '" ' ' ' ' d ' ' - ' ··,·('''2)'•· IV211l ' 2-SHEAR " ENO 1 1 / ' .. ' .- ' " IVJIII ' 3-SHE A 'l. " '" ' ' " CTIIII ' .1-TOROüF " '" ' - ,,. ,. 
' " IM2111 ' ~-!-IO"'E!\11 " ENO ' " ' " (143lll ' 3-"'OHENT " ENO ' 
" 
., !Pl!Jl ' 1-FORCE " ENO J• .¡~. 

' ' ' " IV21Jl ' 2-S>iEA.R. " ENO J 

' " IV3(Jl ' 3-SHEAR " ENO J 
( 1 o l ITIIJI ' 1-TOROUE " '" J 
(l) 1 1"121JI ' 2-"'O"'E"'T " E.'ICI J 
(lll I'BIJI ' 3-"'O"'ENT ... '" J 

.. • • • • • • • • '• •• .. • -. • • • • • • • • •• • 
' 3. PLAI>:-

Sl'l.f\S/ ' 
PLANE-· 
STRllllll 

'· AX!SV"i- 1 20 1 ' " ru-so ' 
,_ STREss·At•POJNT·o· 

"'UII.\C ' " 122 -so ' 
,_ STRESS " POINT ' ' " 133-SO ) ·- STPE SS " POINT o 

" 112-SO ) UV-STRfSS " POI'IT o 

" 111-Sl ) ,_ STRESS " POINT ) 

. ' ' " !22-Sl ' 
,_ STRESS " P::liNT ) 

' " 133-Sl ) ·- ST~E SS " POI IH ' • ' " (12-Sl ) UV-STRESS " POI"il ) 

' ' " 111-52 ' ,. STRESS " POINT ' " 11 o) 122-52 ' 
,_ S TRES~ .. POINT ' ll 1 1 IJ3-S2 ' ·- STRESS .. PO! NI ' 1 1 2 1 112-S2 ) UY-STRESS .. POINT ' 

'113 1 !ll-S3 ' 
,_ STRESS " POPH ' 1 1 4 1 122 -S3 ) ,. STRESS .. PO!t.;T 3 

1 l S l 133-53 ' 
,_ STRESS .. POINT 3 

.. --- . -- llbl .. 112·S3 ' UY-STRESS .. POpa ' 
Vli.l9 
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~AX("!.J" S PI.!' SS 
<:'Lf"'CNT N'J"'~ E 'l. " (rJ"'PD'J~NT QIJT P~T 
T y;>~ ·- [f1"1P~N~ '11 S N'J"'!IF.~ ~y..,~,)L ' E S e ' 1 ' 1 1 o ' 

11 n " -$; ' 
,_ STRESS " POJ!H ' 1 1 ~ l ' '} -S< ' o- STRESS " PQJNT ' l l o 1 " -$; ' 1- STRESS " PO l ~H ' 1 20)' ICIV-54 ' CJV-STOESS " PO(NT ' ,. •• ' • • • • • •• • • • • • • • • • • • • • • 

•• ~IG'll !! 2: 1 ' " JXX-SLII XX-STRESS " LDC.6.T!ON 1 
'lDOi: ' " IVY-Slll YY-STRESS " LOCU JJ'I 1 
~o¡['( ' " --.. lll-SLJI H-ST~ESS " LOCAllQN 1 

' ' " 1n-su1 n-sruss " LOCAHO" 1 

' ·1 • ' 1 S 1_; , (Yl~5tll YZ-STRESS " LD[ATJON .1 

1_: .. ·-o··· : ' . •• l- ... 1 IZX-SL:il lX-Slll:ESS .Af LOCH 1 O"i 1 • 
' 

' " ln-SL?I H-sa~ss " LOCATJON z • 
' IYY-SL2l 1 't . . , , .. ' " VY-STII.ESS " LOCUION z • 

~ ,; 

' 
., ,lll-SL2l ZZ-STRESS " LOCAl ION ' . ! .; 1 1 o 1 1 XY-SL2l xv-sness ,, LOCA TI UN z 

( 1 1 l 1Yl-.SL21 Yl-Sl RESS " LOCATION z 
1 1 2) H~-SL2l lX-STRESS " LOCAT!UN ' 1 

• • • • • • • ' ' ' • • • • • • • • • • • • • 

'· P[ Al."/" " 1 1 l ) lXX-il'<) XX-ST~€55 RESl!L T/I.NT 
l )>jfLl ' " II'Y-S!Rl YY-~1>\fSS 'l.ESUL T~'H 

( ~ 3 1 (XY-S/Rl XV-STRESS 1\E SUL TANT· 

... 
' ' (X~-"/Rl l(X-MO"'E>H i>ESUtTANT 

:5 ) 1 YY-"1/'1) YY-..,OME.'H '<ESUL nNT 
(•_f,) nY-"1/Rl XY-MGMHH R.ESULTt.NT 

• • ' • ·• • • • ' • ' • • • • • • • ' • • • • 

'- ~['¡1,'1- ' " " 1 ~ORY-r l 130U'10AR.Y ~'ORCE 

1!.~ y " IR')RY-Ml dOUNDAR.Y ~.J.'\~'IT 

• • • • ' • • , • ' ' ' • • • • • • • • • • • • 
• l"HJCK " ISUI(l)l KX-Sl <tE SS " CE,.TROIO "' SHELL !lo 2') " I~'Yit)JJ YY-SlilfSS " CF.NT'<OI;) '" AN:J " !Sli.!:JI 1 E-SIR~ SS " CENTRO ID "' 3-[}JM. " rsnro¡ 1 XY-SH[~S " CE>-~TR.Il!CI "' 

" I$Yll01l Yl-Sl~ESS " CENTR.OlD '" " !SZUOI l ZX-$Tii.E5S " CENTRO lO '" 
" IS~Xllll l(l(-$lil.ESS " Ci'NTEII " F ,11.( E ' 

Vl/,20 



"hYI"'I" STI\ESS 9'1 
ELf"ENT NU~!IER " C11 .. PO>.JF.'IT OUTPVT 
TYP!; C(I"PO'IE~HS fi.U"flfW S 'OifiDL ' ' S e ' ' ' ' ' ' ' 

' " lSY'({lll YY-STR~SS " CENTER ,, -~ACE l 

' " _l S l ~ l l 1 1 Zl-STRESS " CI:NTER " FAC~ l 
l 1 o ) ISXYllll J::Y-STR~SS " Ut.¡T ER '" FACE l 
lll ) ISYlllll Yl-STRESS AT, CENTE'I. Ol F t..CE l 
1 12 1 ISUII1 l ZY-STRESS ,. CENT ER Ol FA(~ l 

' ' ll3l ISUI211- n-STRESS " CENT ER Ol FAC~ 2 
114 1 (~HI2ll I'Y-ST'I.rSS " CfNT f'l. '' Ft.C( 2 
1 l 5 l tsu!n 1 l?-STIIF.SS ., C€NTE>I. ,, F t..Cf 2 

: ' (lb 1 ISXYI21l XY-STIIESS " C~NTiR "' FACf 2 
' .. 
" ' ·s;.¿¡- 1 t 7 ¡ "ISI'ZPII I'Z-SIRFSS " C~NTER " FA(( 2 

'' •• J • <. ) ' ,, 1 1 '1 1 :rSlX\211'lx-STRESS " C€"iTE'l. " ,F II.CE 2 

. -.. .11<>1 ISYXf3).L XX-ST'l.ESS " CE"'TE'l. OF .. F.O.( E ' 120 1 IS\'\'13).1 YY-STRESS " CENTE>!. ,, FA(¿ 3 
( 2 1 1 1Slll311 Zl-ST'l.ESS " C~NTER " FA(~ 3 
<221 ISHI311 XY-51 RE SS " CE"'TE~· " FACE 3 
1 23 1 ISYll31 1 YZ-STR~SS " CE N TE>< " FII.CE 3 
( 2 4 ) ISZXI'Hl lX-STRESS " C~!'HE'< " F ACE 3 

1 ~ 5 1 ISXXI411 XX-STRESS " CENH'l. " FAC E ' ( 2b 1 !SYYI4)) ·YY-ST<I.ESS " C~NTE'l. 
,, FA(( ' 127) 1Slll4ll U-STRESS " CE"'T~R " FACE ' 1 2 : 1 1SX1'[4)1 (Y-STRESS Al ,CE'-:TER "' ~ ACE ' ( 2 <> ) ISYll4ll VI-STRESS .. CH;TE't• O~ ~AC~ ' - ' •• -' -· . ' '"[301 .... l<;zXI4)) lX-STRESS ... CE.'-H E;< " Fil. CE ' 

1 3 1 1 ISXX!Sll XX-STRESS " CE"T E'< oc FACE 5 
1 32 ) I~YYISJI \'Y-STRESS " CE.~TE.< oc FACl 5 
133 1 ISiliSIJ ll-STR~SS " C!:NTER " F.'ICE 5 
[ 3 4 1 ISXYI511 XY-STR~S5 " Cf'n E:t ,. Ft.CE 5 
1 3 S 1 (S'I'll511 YZ-STRESS " C(NTE;!. " Flt[E 5 
01>) ISUl5ll lx-STRESS " CE N TER " FACE 5 

1371 ISXXUdl Xx- ~ TR E SS " CE'~ TE¡¡ " f t..Ct ó 
1 ~ 111 (<;\'\'((>)) YY-~TRfSS " c:~TE¡¡ '" FA CE: ó 
1 3 <¡ ) lSlZlbll ll-SIR~SS " Ct~HH. ,. fACt ó 

' 1 4 o) ·ISXY!I>J 1 X\'-STRESS " C~'<Tf~ ce F .'ICE ó 
1 4 l 1 (\Ylii)IJ Yl-5T'lESS " C~NT Ei< "' FACE ó 
1 4 2 1 ISZXIúll U-STRESS " CE'lTE;!. "' F II.CE ó 

' 
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VII. DTiiAMIC ANALYSES (conU.nUed) 

'· RESPO~SE SP~CTRW ANALYSIS (l;oy¡;_EQ,3) 99 
This opt1on co~.binos all (~F) mode shBpCS and !re<¡uencies 

co,.puted dur>n¡; the eigenHlue solut1on fSectlon \'ll.A) to calculate 
R,M.S. str<Jsses/de!l<Jct;nns du., toan Input d>splaccrnent (or acceiera
tlon) spectrur.~. The >nput SJ"'<:lrUII' is •pplied tn ~·ary;n¡ proportlons 
'" the global X,Y,Z directions, F"Ur the case of a non-zero cut-off 
frequency "coFQ" (Section Vll.A), only those rnodes ~·hose !requencles 
are less than COF'Q wtll he Colllh>ncd in the R.!l.S. analysls. 

l. Control Carel (3fl0.0,15) 

nohlS colu::-.ns variable entry 

"' ' " "' FaCtor 'oc X-d>roction input 
n " >Y ractor 'oc Y-direction input ... ~ .... .... 
" 30 .•. ~ Factor 'oc Z-direction input 

EQ.O; oo• acting 

"' Jl - 35 '" 1 nput spectru<t> type; 
F.Q,O; d>splacement ,. S. period 
EQ.l; occclerat>on "S • period 

.'<O'I'ES/ 

(l) All thr"e (3) dJre~tJon hctors may be non-::<ero 1n 

•h>C"h ca&c the Pntries represent the X,Y,Z ~o,-.ponents 
of the ;nput dlr~ctlon ~ector. 

(2) "1ST" d~fines tlw t_vpg of spuctrum table to b~ Input 
JI'OIIICÓUteJy fol}o._>ng. The $J>"C\TB} Ó}Splo<: .. Tnents 
(''sd") and acccleratlons ("s8 ") ore os~umed to be 
rclatcd as tollo~s: 5 8 • (~,.2r 2 l (Sd) • 

VJI,23 



\'ll, Dr.;.A,\IC AXALYS!:S (t·ant>nu~d) 

notes 

...• 

"' (~) 

'· 

.~OTES/ 

(2) 

2. Sp~etrurn C~rds 

a. h~adlng card 

rolmnns 

l-72 

. ' 

) 

" 

o. 

w 
20 

varia!¡] e 

Hrl)(l2) 

control card 

I'PTS 

Sl-"IR 

vanab),. 

lO U 

(l2A6) 

entry 

ll•·~~,n~ J.nfurrtatlon uscd to label 
the ~r•·<·truol tablo 

{15,Fl0.0) 

entry 

-¡<ur.:ber of d<'flnillon polnts 1n the 
specu·um tablc; 
GE.2 
Scale !acto~ used to adJUst the 
d>splacf!nent (or accelerotlo~) 

nrdtnates 1n th~ spe~tru"' t~ble 

EQ.l.O; no ad.)~st:::<"nt 

cno.Ol 

en\ ;-y 

l'<!no<l (r<•Clprocol o:r 

l'~lue ol dtsplocC"rr•<•!lt 
1! JSI.EQ_l) 

~n·<¡ue~cy) 

(or accelerat>on 

!~¡;ut onc dcfinlllo~. potnt ¡;er 

ar~ rrcQl!ll'~d 1n thts >e<"l>on. 

'" ~ec~ndinr. value c,J pHriod. 

ca r<l; 
Cards 

"¡;?'r5" c•rds 

"'"'•' be ar;an~~d 

' ,, ,, 
'" 

illlerpr~to·d lo be a 

•bS 1nput ·~ 7 . .-ro. 
lS Bll H'<<>lcrauon value. 

disphcc;:,er.t quont>:y 
f<>r IST.EQ.I, "s" 
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101 
AI'PDUIX A - co:;TROL l'APJIS A~l) UEC!\ SET-UP fOil DYMJ,J]C A~'Al-\'SIS I!E-STAiff 

Tilr> P"'l""'" of thls app<>nd>x-Js to dL•Sürlb.- thc pro<·cdur<' 
(Jnclud>nr; control cards ~nd d,•ck s<>t-up) reqHir~d for pro~'""' n•
stort !ollo~1n~ an <n~envalu<~f.,>~cnvc<·tor cxtr~ction a~alys•~. The 
rc-S\llrt option has bcen Includ<•d in the pro~ram In order tu TT.aóH' 

a re¡..<1oted torced respon,c or bpt•ctrum analys>s poss!bl.- ~lthout 

solnn~ each Urne for th., required c>gcnsystern. For- rr.edlmr.-to-lor¡:e 
SU<' t>ud.,)s, <.'l¡;cnvalue solutlon 1~ Qutte costl}' ~·hen coo:pared tu 'he 
forccd response calcuht>ons; t ... :n~e, excc~SH'<' C'lSis o:ay b" Incur,.•d 
1( the <!O\H~ job ha' to be rc-run duc to 1::-.pr-Op<'r specillCallon o! 
fur<·ing functlon~ o,- input spr•ctra, inodequate n•<¡u'"'"· etc. For 
small '""'lds (l<'s~ th•n lOO no<icr,, say) tl>e extra elior: n•qutred 

for r,•-start '"~.o,.,nlly not .l"~<lfl<<d. 

A <"<Jtnpletc• d)•na~.lc· on"lys¡, lJ!tlizln~ 111<' n·-slarl [<'"''"'" 
requ1rc~ !ha•. th~ JOb b" ron >n 1"0 (2) HCp~: 

.JOIJ (1) : E:l':.,n\'aluc ~>.lrartH>n solut>O::> onl)', ~fter •lllcl> 

pro~ram files TAPEl ,TAPE2, TAPE7, TAPE8, ond T.;p[9 
are sa,-cd on t he re-H~rl tap~. 

JOlJS <n : l~·-JnstateC"ent nf pr<>go·~IO f)le~ TAI'El,l,,P<:2,TAP~7,TAP~I>, 

ond TAP!:9 :rurr. \11" re-~tan ta¡.t• fc,Jlr.~•·d by ~ i>Y'>>m.c 
¡¡._.~¡mn"'' ,\nal,ls>~ ()o'I)\'!'.EQ.-2) or 11 l!e,ponsn Spt•ctru:n Ar.ol)'bl~ 
r:-.on; .lQ. - :q . 

For a ~"'"" mod<·l, 
lapt• >S run.<>nly nnec . 

\h<• first JOb [JODO)] crca::ng tlle r.•-sl~<'l 
'Hot• n·- . .t~rt t~p~ then <onla>ns ~ll the 

J!IJ1J~] 

1 "J .-. ·<1 

,,,¡,,."'~''"" ro·q"''"d lly t)J~· pro¡:-ra!T. al 
r··~pnll~·· :m:oly."~· ~:on• tllan onc· ~,;<:tJtHI 

\he o .. pc.nln~ of a 

i"b [.IOllS(~)] '"·'." 
nt11 U~l"~ th" ,,. __ ,¡:.rt '·'1"' u~ >lll\lal input; 1.••., 1he rt'-bbr\ 
t:.pc t~ Ut>l <l.,stroyud, 

C<>n\rol •:•rds "~d <l<·<'f';<·l-Hp fur c.,,.<'U\l<>O un thc ('l~~ G~(JU 

cu~puter at th,· Uni<'CthltJ <>f California, 1\<'rk<>lt•y ~re ¡:1v"" h..Io•: 

,., 



JOilO) 

_,OHS.' 

'" 

E!Gl~"\'Al.t;E SO!.UTJO);,'HE-SlAI!'l TAP!: CRD\TJG~ 

l'otes Card D~ek 

(l) .h>b mn:l])..,¡·, l, 200, l2Uüll0,300. l'~,·r :;"'""' 
(2) ru:Ql'EST, TPI,J. r.~cl :>o., Tap" r"•r ;;~~.<" 

¡;J) co'py¡,¡.', TPl,SAJ>.l 
U!>L(l~[l, TPI 

(~) u·,o,SAN 

Rn: 1 !iD , TAPE 1 , TA PE2 , TA PE7 , 1',\ PE8 , TA P"L ~ 

102 

¡;,¡ lli:QFEST,lU:CoTAIIT,l. 11,.,,¡ ;\<>., lap,. ¡·,~r ~"""'• úl'"irl7 

¡ l OPYIW, T,\P!.l , Hf.~l.\ liT 
1 01'\ Bl , T,\ /'U , ¡¡¡;~ T,\ 1;r' 

u;¡ 1 m•11w, TA l'J-: • • 111.~ TA 1rr 
LOP\"Bf", "j',\PF~, Jtt;STA lrl' 

C OPY Ji f'. T A l'E '', 111:~ TA H"l 
(7) 7-Q-9 

rr.oEJ.E;.1 !HTA D!:O: · 
l. liE~Ill~C CA!t:J 

)]_ •.:\::,TER fC~TP.OL CArJJ ""~' 
(l.l..F<.l.O) 
(~I'.GE.)) 

(.\liY:-;.I,Q.l) 
1 :.:('UD. • ~q -1)) 

111 JOI-'T IJ.\",·¡, 
J\" •. El.l."-:!:~1 ll.0."JA 
·; ( o:-;1 t '•110"• ·: i:l> :.~\S~ JJJ\T/, 
\'!. EI.L:-:~H l.Q;,)I ;.:r!.TIPI.IE!''> 
1' 1 1 . ;)\' ,,.\,".1 H" .\ •; ·\ 1 ,\'S l ~ 

.\. !l<~!•• ~h"P"-~ _,,,¡ l ''"'i"''"'' ''"'• 
1-1 ,,,¡_ ,.,,.,, 
!.! ...... ,.,,.,¡ 

(~) 5-';-8-9 

y_,,. )<>ll 

""¡"" 

""20(1' 

_'"¡zoooo"". = 
""3oo" 

.~umb~~ 0: :O;>~ 

CPl' 1•~" l;~_-,, 

(en\ :-ol n·:-.()c:; 
Pa~•· 11::111 fo:-

dn-ces rP<¡t;:r<•a ;'()r 
f<>iln~~: 

lh~ JOb. 
lln <><:tal <<>~0"~~) · 
fl<"ld }pn~:!: (on c.c;ol~ 

print 1ng, 

T:•P<" <"untaJn>no.: b1nar¡ ,.,.,-~'"" ,,¡ prupm:< 01'1) '" r•·<¡uest~,:. 

l!lnar·y ,~.,-,,,, ,.¡ ,,.,. pl"<·~r""' 1 ,. ""I''''Ú ontn ".-:l1~k f¡),. (S·•r:). 

(1) ;•,-.,~raT" '' J.,_,,..J ,.nt! '"'''"'""'" ,. '"'''~lo·ol. 
r:•l A ¡,¡.,,1-. '"1''' tm.~JAit"ll •~ n·q,,.,,,.d_ 

,(6) Tla·_t"<H>lo•IJt~ <>1 <IJS~ t1h·,_ TAf']ol,TAP~~. ••le· :Oh" '""PI••d <•nlu 

'"JI'' J:J-:s-r,\JrJ". 
(7) l:tooJ-oJ-ret·uoJ card: <.b,~· ;>"r.<:hcd 

t&) t.noJ-oj-1¡],. t·urd: G,7,,,~ p"ncilo•d 

A-2 

"' 
' " 

.. .. )~:.:; ' . ,- .,) ""'' ' 
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JOB (2) - FU:-START FOR RESPO:>SE HlSTORY J\:'iALYSlS (.~DYI\.EQ.-2) 

or RESPO:\SE SP!CCTJWM ANALYS !S (NDl'l'i. f.Q. -3) 

Ne>t es 

"' 

(2) 

Job nU!T.b('r, 1,200,120000,300. User )\ame 

FU:QnST, RESTAIIT, l. Reel No., User !>ame 
COPYBF, RESTART, TAPEl 
CllP'r'BF, RESTA liT, TAPE2 
CÓPYBF, RJ:START, TAPE:? 
CCIPYBF, RESTART, TAPES 
COPYBf, I!FSTA RT, TAPE9 
JU:\1' l liD , TA PEl , TA PE2 , T A PE7 , TAPES , T.\ f>l:9 
¡_;,q,(l.l.o, RESTA liT 

l
ltEQL'EST,TPl,J. RN•l 
COPYBf, TPl, SAP4 
LGO,SAP4 
7-B-9 

PROBL!:M DATA DJ::CK 

1, Hf.ADI!>G CAP.D 

] 1. ~!.~STER CO~"THOL CARD ~·1 th 
(LL.EQ.O) 
(:\f.GE.l) 

(~~YI\.EQ,-2 or -J) 
(3) 11.:0DEX,EQ.O) 

VIl. 01':\AMIC MiALYSIS 

blank card 
blank Cftrd 

6-7-8-9 

B. Dynannc Response Analys1s · (~DY~'.EQ.-2) 

C. Re~~onse Spectrum Analys1s (liD\1;,1:Q.-J) 

(1) The d1sk ~1lcs TAPEl,TAPE2, et~. ~re rc-cr.,at<>d us1n¡; thv 
1n!om.atlo~ SG\'<!d on tape RESTOR.E:. 

(2) "!"h<• btnary t•un1on of lhr· p~o¡;ra10 1< ~~"'" obH;n<>~ ~~""' 
tap~TPl. 

(3) · l'io1~ally, th~ c.umbcr o! fr~qucnCl~S ('':;r") .,ntcr<"d on thc 

.•'.ASTUt ro..-,-~ot. CARD for a ~e-shrt cas<' has u-... s•,... ,-olu<
~• "·" •PN'iflPd '-'"rll<'r ~h~n lh~ t·i~en\'olut• proi¡J,m •as 
~oh-••d ln J(lll(l). lf a ··alu<· !or lh<' cut-off frt·<;ur•n<'\' 
('ro;'Q"l ~o, r•ntt•red on th<• "M<•<Ie :>hapt'' and fr.,qur•net~·,·· 
•·ontr«l car.l 1 in .IOU(l)] atod lh<' pro~r~~- <->lrHI<"d f<·•<·r 
lhan "sr" frr·<;ucn<'i<-s kl¡;,·n··~lu.,s), tla·n only \he ~ctual 
nu"'lJ<'r <>! <·t~•·n,·alu~~ co::-putt•d. b}' \he pro¡;r~r: in JO!I(l) 
ts spt•Cl!ioed !or "¡;¡-" tn I~H r<·-start r1.1n. 

,_, 



IIPPE~'PIX 11: 104 
JTE](ATJON VECTOIIS 

In th~ dyn~"·'" ~nalv~>s of lar~e-ordcr S)'St<'I:IS, tnc solo:ivr. o! 
th<> reqUlre~ C'i¡:cn~ys\•1~- lS norn.•lly UH• mo"\ c~~<'hSlV<' phas•'· The 
opt>•m d .. ,c:->b"<l lh th>s Bppendtx dt•rnonstrates ho~ 11 15 possin1e to 
~se :-<l'O pn••>nusly calcuhtcd <'l~th\'alu••• •nd vcnnrs ~·t•nn tnc• soJu
tlnn !or );f 2 J-;Hl c>¡;cnvaluPs and e>~ehl't·cton n r~qu<rcd. 

ASSUIOO tl¡at·Jn JobO), the folution for NF(l eig<·~•·a}u.,.s ~~.~ 

ei~~nvectors .. as p<>r!or~.~d. Al tn<> cnd o! \l;¡s J""• TftPE~ """ 7A?E7 
t".ust ltavc bcen savcd on a phybleal tape, s¿y '"p._¡:¡;TAKr" "'""'·'~~ t~at 
jn JOll(2) lh<' sohlt1on o! :Of <'lGenv3lu'"~ •nd '"1''-'"'·e~\or~ 1~ rc<;u>rcd, 
\h•!n prior to ll•e cxec•ut>on of this JOb, tapn f¿STA1:T nr• .. ds to bP 
cop1eU onto TAPElO. 

1hl5 pron'<lur.• ~a~ perfnr:lled ~tth the foOlo•>~g contro: Cil.~~s 

on th•· COC 6400 of \hP Vnl''•·r~ity oj C"lifornia nt Be;lceley: 

.1011(1) SüLU'flO~ fOR :iHl f.lGE:•\"ALL'ES/J([ST;¡<. TAPl. C!U:AT)C;i 

'" 
( 2) 

m 

'" 

I
J~b ;:"·• J,:~oo,J::oo~o,_:,oo. 
r~QU,ST,TPl,!. Rcc •. ~"·· 
CO? r!lf, TPl , SA P~ 
L>LO.\!l, TPl 

1 lli:Q l"ES> • T;. ??.2 • ~;B 
1UQl'~ST, 'fAP_;;7, liB 
UiO, 5-;P~ 
I:E",I'l )'-.lJ, TAPE2, TAP!-:7 

REQUEST. RESTA RT. l . 
j COPYilR, TAPE2, ru_o,TAIIT, l 
l COPYBF, TAPE7, TP~ 

7- ~-9 

~I<O!!U::.~ DATA DEO: 
6-<-fl-9 

li~t·~ .~a~e 

T~¡.~ L's~r Saf:l~ 

(2) T~.e COO:pU\<'T )5 dlC~C\N; \O ·.rl\e Oh dl~\1 fll<•s TA>'EZ 

and TAPE7 >n an untloc\oed lor~.o:. 

(3) A bJan;., l~;>c (f.ES7:.;rr) ls r~qu<·~ted ont<> -h1ch th.• ccntt·nts 
o! !>lt•s r:.PE2 and 7APE7 are to ~e -r:l:cc .. 

(4) T"" cnntc•nt~ <>! f1les T:.?E2 ~nd 7AP~< ~r" ~ntl•·~ ioS oc . .,. ~!1.

"~.to tape ~STAR'J. 
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JUIJ(2) - SOLIJJ'!O~ 1-últ AOD)'rlONAL ElGE);\'Al.l'<:S l!Sll'G THE !Nf'OR.I!ATIÜ); 

~1UHUJ 01' TAP); "m;~TAilT" 

:>ot<:s 

"' 
,, 
(3) 

Card !Jeck 

J,,¡, lio.,l,~UO,I~OOOn,~no. Uso•r ""'"" 

¡
IUX/Ut:~T,Ill;STAnT,I, Jlo•o•l N<>., •rupo• U~rr ~nm<' 

ru-:QUt::;T, TAPE lO ,NIJ 

R.J.:QUEST, TAPE2, NB 

l!H/l'EST, TAPE7, NB 
COPl:Of, JU:START, TAPEIO 
Li'LG.\D, R.ESTART 

¡ Rl:.li'I SD, T,; p¡; lO 

ru:QUIST, TPI, l. 
COPYBF, TPI , SAN 
l.GO,SAF4 
7-S-!1 

PI!!XRA!J OHA !JECK 
6-7-8-9 

(1) TAPEIO lns TAPE2 and TAPE7 1f (lwy ore lo be• us~d for 
furthHr ¡·pslarls,) 15 rcquo•s\c•d to be Rn unb¡orl<<e<l fll~. 

(~) 1'!1<• <:<>nt .. nlh of lnJl'' HJ-:STAIIT 31'<• C<>PJ<·d 1nln TAPUO as 
nno· fllP. 

(3) Pru~rom c->;ccut wn. 

U-2 



l:ERC 67-1 

l."ERC 66-1 

ES!'<: 68-J 

E!::K: 66-5 

¡.;¡;RC 69-2 

;~K 69-3 

lUo 

''F"" s ih i 1 i t y S tud ;• J,nn;w- Sea 1" E<> rtl•quakc Si nu 1 a ~Or Facil i tY" , l>i' 
J. Pcnzi.,n, J_ C. llou>;kartp, R. 1-1, Clougl1 <1nd D. !le~ - :967 (PB 187 905) 

Unassigned 

"lnalast.ic lle!l.~vio:c of Heii.T.-to-Co1u.-;-.-¡ 
Repeatcd J.oadi;:g", t.r v. V. Ucrt"'ro 

Subassel'i>lage$ u:u:~,-

1968 (PB 1S4 B8a) 

";, Gr",::~ical J:;,l.hod f<'r S01\'ing t...,e h'av<> kcéJcct~o:;-;;~f:-ii~ti~:. 

Problem", l>y H. D. Nct:ovcn a.nd Y, :-\enl]i- 1%8 (rB 1B7 9~.>) 

"!P¡~oamic Prop~r::ics o( 1-',cl;ir,lc'J School b.lildin,.s", by D. ?N, 
J. G. Bou,.;;ar.;:. and R. k ClougJ-. - 1968 (Hl HO ~02) 

"C'naractens~ies o; P.:>c~ !-!otions Duriu,. 2;;u-r.....,'luak<'.s", !Jr "· B. s.,.,.¿, 
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' 
INSTRUCTIVO DEL PROGR"L·'-'1. Pf,Rz\ A~:ALIZ.'\R ESTRUCTURAS :-:URO-I·lhRCO 

Se describe cómo se p~eparan los datos que servirán para el 

análisis de estructuras muro-narco nediante el programa de compu-

hur,í por t.ilrjctas per~·or,,c!;:,.s. 

A. Datos generales del paquete de problemas 

1. Tarjeta titulo [13A6). De la columna 1 a la 78 se perfora cual .. 

quier información alfanum6rica que identifique al paquete de 

el número de estructuras que se desea analizar en una corrida 



31 - 35 No. de nudos restringidos con des-

plazamientos prescritos no nulos. 

36 40 No. de nudos restringidos con des-

plaz~ientos prescritos nulos. 

45 No. de condiciones de carga 

" so Indicador de rigideces de entrepiso. 

Se perforan los valores siguientes 

segíin el caso. 

-1 se requiere íinicanente el cál-

culo de rigideces de entrepiso 

O se requiere el cálculo de rigi-

deces de entrepiso y el análisis 

ante cargas externas. 

1 no se requiere el cálculo de ri-

gideces de entrepiso. 

s: Tarjetas de materiales (I5,3F10.0) 

HUbrS tantas tarjetas corno tipos de material se especificaron 

e o lo instrucción 

" inform.;~c16n. 

Collllllnas 

1 " S 

6 1S 

16 25 ' 
16 3S 

4 . En cada tarjeta se perforará la siguie~ 

identificador del material 

' módulo de Young (ton/m l 

coeficiente de Poisson 
. . 3 

peso vol~~étrico (ton/m ) 

6. Tarjet<ts de secciones transversales (2I5,6Fl0.0) 

Para identificar la sección utilizada en cada barra, se asigna 

a ~sta un número entero empezando por uno, el que se deno~ina 

identificador de la sección y habrá tantas tarjetas como tipos 



' ; -- ---

Tarjeta Ce problcm.,s (IS)_. Se perfora en las col>.:r:~:t<ls 1 a S, 

el nGroero de estructuras que se desea analizar en una corrida 

del prograr.,a. 

' 

B. Tarjetas que definen a una estructu::-<> 

B.l 

,. 3. 

El paquete de tarjetas pa::-a cada proble~a queda deterninado 

por las instrucciones 3 i 30. Se repetirán tantas veces como 

el n~ero.de problemas especificado en la instrucción 2. 

Tarjetas de Geometrfa y materiales 

Tarjeta tftulo (13A6} , De laS col~~as 1 a 78 se perfora cual 

quier información alfanumérica que identifique a la estructu

ra que se est~ analizando, 

4. Tarjeta de control (lOIS) 

Contiene la siguiente ·infor~aci6n del muro-marco. 

Columnas 

1 

6 

11 

16 

21 

26 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

• 

• 

No, de b<~rras 

No, de elementos finitos rectangulares 

No. de materiales diferentes 

No. de nudos, incluyendo los apoyos 

No. de tipos de secciones transversales 

No. asignado al primer punto frontera. 

Cuando los nudos con dcspla~amientos 

prescritos nulos no intervienen en las 

ecuaciones de equilibrio, se deben de' 

numerar al final y habr~ que indicar 

cual es el primero. Cuando no se 

presenta este c-..so,. se deja en blanco. 



de s~cción se ~specifiquen en la instrucción 4. 

En cada tarjeta se perforará la sigui~nte información 

Columnas 

' 5 identificador de la secc16n 

6 indicador del tipo de sección. El 

valor perforado dependerá del si-

guiente catálogo de secciones trans 

versales. 

O especial 

1 rectangular 

2 T 

3 I 

4 Canal 

5 ángulo 

6 circular 

7 cajón 

8 circular hueca 

9 cruz 

10 zeta 

31 H 

La información que se debe continuar perforando en la tarjeta 

dependerá del tipo de sección según se indica a continuación: 

Columnas 

11 20 

21 30 

a) sección especial . 
• 

de sección = O 

Inicador del tipo 

A área 
2 transversal (cm ) 

IZ momento de inercia respecto al 

eje z (cm4 J 

1 

1 
1 
1 

1 

1 
l 



31 - 40 

Columnas 

11 - 20 

21 30 

Columnas 

11 20 

21 40 

31 40 

41 50 

Columnas 

11 20 

21 30 

31 40 

41 50 

• 

\ 

" Factor do forma para lo dirección y 

bi Sección rectangular. Inclic~dor del 

Sección • 1 
, 

' 

T 
h 

b(cm) ' -l h(cm) b _, 
"' Sección T. Indicador dol tipo 

"de sección = 2 

b (cm) 

h(cm) 

v(cm) 

t (cm) 

di Sección I. 

sección 3 • 

-~· -+1 
b (cm) 

' , ' ~-

-
1 1 

' 

b 

T 
h 

h (cm) 

1 v (cm) J. 
' 

t(cm) ' ' -. ~--

el Sección Canal. Indicador del 

tipo de sección • ·-· ' 
' y;. 

T 
-~-

1 1 1 
-+· 

' 

' h ~ 

.l. 1 . ti 
. -t-. 

b ' ·-



' 

Columnas 

11 20 b (cm) 

21 30 h (cm) 

31 40 v (cm) 

41 50 t (cm) 

f) Sección S.ngulo. Indic<~dot: dol 

tipo do sección ~ 5 

b L + ' -+ 
Colurnn"s "_\il -,T 11 20 b(cm) 

' 
21 40 h(cm) 

.h 

-1 31 40 v(cm) 
• ' H 50 t {cm) 

-'~- ' 
g) Sección cit:cular. Indicador del 

tipo de sección = 6 

Columnas 

11 - 20 d{Cm) 

h) Sección cajón. Indicador del tipo 

de secc i6n "' 7 

t ', . _._ _ 

Coluninas _!_ 1 . 

1 11 20 b(cm) ·~-• ' _.. - h 
21- 30 h(cm) 

31 40 v(cml . -r· 
41 50 t (cm) b ' 

il Secc'i6n circul<~r hueca. Indicador 

• del tipo de sección = 8 



Columnas 

11 20 

21' 30 

Columnas 

11 20 

21 JO 

31 40 

41 50 

51 60 

Col ur.1nas 

• 
11 20 

21 JO 

31 ¡o 

41 50 

51 60 

61 70 

1 

d (cm) 

t.{cm) 

j) Sección cruz. Indicador del tipo 

de secci~n = 9 

' b {cm) 

1 1 

L h {cm) 

h 

-·-
• 1 t 
- .... 

v (cm) 

' 
t (cm) 

e (cm) 
b -----+-· 

k) Sección Zeta. Indicador del tipo 

de sección = 10 

. ' . 
. ~----;·· 

' 

' b(cm) 
·~· 

PI ·-' h(cm) 

v(cm) 

t (cm) 

c(cm) 1' 
' 

p(cm) 

1) Sección H. Indicador •.:lel tipo de 

sección = 11 y 
·V ·V 

- -~~-. ·---··. 

T •· 
-

h ,, • • ¡_ 
' ' 

'
b 

·-l-·-~·--. 

' 



Columnas 

11 20 b(cm) 

30 h(cm) 

31 40 v(cm) 

41 50 t (cm) 

7. Ta~jetas de coordenadas para los puntos nodales {IS,2F10,0,2IS) 

Contienen las coordenadas de cada punto nodal referidas a un 

sistema cartesiano global, Las unidades son metros, y en gen~ 

ral se requiere una tarjeta para cada punto nodal. El orden 

debe ser secuencial 

Columnas 

1 -. 5 No. del punto nodal. 

6 15 abscisa (m) 

15 25 orden01da (m) 
' 

Existe la alternativa de generar ciertas coordenadils, a partir 

de los datos del primero y último punto de un grupo que cumpla 

con las condiciones siguientes: 

1) Los puntos de este grupo son equidistantes y están sobre una 

' 
recta. 

ii) La numeración de los puntos nodales debe ser secuencial, o 

bien que la diferencia entre nudos sucesivos sea constante. 

En caso de utilizarse la opción de generaci6n con numeración 

secuencial, se-deberá perforar un uno en la tarjeta de coorde-

nadas del último punto, en el campo comprendido entre 26 - 30. 

En caso de utilizarse la opción de generación con numeración 

no secuencial se deberá indicar la diferencia constante en las 
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tarjet3s de los dos puntos nOdalcs extremos, como sigue; 

i) En la tarjeta del nudo inicial, entre las col~~nas 31 - 35 

ii) En la tllt:jeta del nudo final, entre las columnas 25- 30. 

N o t a · La tarjeta de cualquier punto nodal que no se gene-

re y que no sea secuencial al de la tarjeta anterior, se le de 

berá perforar un uno entre las columnas 31 - 35 

8. -Tarjetas de barras (15) 

Este grupo de tarjetas está condicionado a que el número de ba 

rras que fonman el muro-marco, especificado en la instrucci6n 

4, sea distinto de cero. En caso de ser nulo, se deber! con-

tinuar con la instrucción 9. 

·----
Se requiere una tarjeta para cada Larra y deberán darse en ri-

guroso orden secuencial, Se perfora la información siguiente: 
• 

Columnas 

1 5 No. de la barr" 

6 ., 10 No. del nudo I 

11 15 No. del nudo J 

I es el nudo inicial y J es el nudo 
• 

final de la barra; ambos tomarán los 

valores as~snados en la numeración de 

los nudos de la estructura. 

·16 - 20 Indicador del tipo de.material. Toma 

rá el valor correspondiente entre los 

identificadores utilizados en la ins-

trucci6n 5. 

En el caso del material No. 1, el es-

p3cio se deja en blanco. 

21 - 25 Indice del identificador del tipo de 



26 - 30 

31 - 35 

36 - 40 

sección. Tom~rá el valor corrcspo~ 

diente entra los idanti~ic~dores des 

critos en 1~ instrucción 6. 

indic~dor del tipo de ~poyo en el 

nudo I 

indic~dor del tipo de apoyo en el 

nudo J 

El v~lor do lo' indicadores del tipo 

do apoyo toma- los valores siguientes: 

o tipo do apoyo continuo 

1 tipo de apoyo articulado 

Indice de generaci6n. Este dato está 

condicionado al e~pleo de la opción 

de_ generación descrita a continuación. 

En caso contrario se Ceja _en blanco. 

La opción de generación se puede utilizar si un grupo d~ barras 

numeradas secuencialmente cumple las condiciones siguientes 

i) La numeración de los puntos nodales I "y J de cada barra debe 

ser tal que, para dos secesivas cu~lesquiera n y n+l, sé sa

tisfaga lo siguiente: 

In+l-In =Constante, igual para todas las barras 

Jn+l-Jn =Constante, igual para todas las barras 

i~} Estan canstrurdas con el misma material. 

iii) Tener la misma geometrra y referencia local. 

iv) Los tipos de apoyo correspondientes deben ser iguales. 

Los datos de grupos de barras que satisfagan las cuatro condi

ciones anteriores queda definido por dos tarjetas que corrrcs

panderán a las barras inicial y final del grupo. 



• 

N O T A El indice de gcncr~ci6n tambi~n vale la uniC~d cuando 

no se UtlllZa la opción de gcncracl6n, si la barra en 

cuestión satisface las condiciones ii, iii y iv, res~ 

pecto a la barra que le antecede . 

B. 2 Tarjetas de los elementos finitos rectangulares, 

El paquete de tarjetas quefonman las instrucciones 9 a 11 están 

condicionadas a que el número de cuadrados de la instrucción 4, 

sea distinto de cero. En caso de ser .igual a cero se pasa a la 

instrucción 12. 

9. Tarjeta de á~gulo de la fuerza de gravedad y espesor (2f'10.0) 

Columnas 

1 - 10 Angula entre la fuerza de. gravedad y 

el eje X g1ob¡¡l 1 en grado_s. 

11 - 20 Espesor dominante de los cuadrados que 

fo~an el muro, en metros 

10. Tarjetas de tipos de elementos finitos {8011) 
• 

En cada tarjeta se perforan hasta ochenta valores de los lndi-

ces de los tipos de elementos (Tipo 1, y Tipo 2; fig 2.3.3) y 

el ordenamiento deberá ser secuencial. Estos fndices toman los 

valores sig~ientes: 

O Elemento tipo 1 

1 Elemento tipo 2 

11. Tarjetas de elementos finitos rectangulares 

Se requiere una tarjeta por cada cuadrado y deberán darse en 

riguroso orden secuencial. Se perfora la información siguien-

te: 
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Columnas 

1 ' 
6 10 

11 15 

16 " 
21 25 

26 - JO 

31 - 40 

41 ,_ 45 

No. del elemento finito 

Punto nodal I I 

Punto nodal J 

Punto nodal K 

Punto nodal L J ' 
La numeraci6n I, J, K, L asignada a 

los nudos del elemento finito se Ce

be proporcionar en sentido contrario 

a las manecillas del reloj, para un 

Sistema derecho y empezando siempre 

por I. 

Indicador del tipo de m.aterial. To

rnar~ el valor correspondiente entre 

los identificadores utilizados en la 

inStrucci6n 5. En el caso del ¡:-,ate

rial N! 1, el espacio se deja en blan 

OO. 

Espesor del elemento (m) 

Este valor se puede omitir cuando el 

elemento tenga el espesor dominante 

proporcionado en la instrucci6n 9. 

Indice.de generaci6n. Este dato está 

condicionado al empleo de la opci6n 

de generaci6n descrita a continuaci6n. 

En caso contrario se deja en blanco. 

La opci6n de gcneraci6n se puede utilizar si un grupo de cuadra-

dos numerados secuencialmente cumple las condicioens siguientes 



i) La numcr~ci6n Oc los puntos nodales I, J, K y L de cada 

cuadrado debe ser tal que, para dos sucesivos cualesquiera 

n y n+l, se satisfaga lo siguiente; 

In+l-In ~ Constante, igual para todos los elementos 

Jn+l-Jn ~ Constante, igual para todos los elementos 

K0 +1 -K0 =Constante, igual para todos los elementos 

Ln+l-Ln =Constante, igual para todos los elementos 

11) Estan construidas con el mismo material. 

iii) Tener la misma geometr!a y referencia local, 

iv) Ser del mismo tipo de ele¡r.ento finito. 

'.· 

Los datos de grupos de elementos que satisfagan las cuatro con 

diciones anteriores queda definidv por das tarjetas que corres

ponderán a los elementos inicial y final del grupo. i 

El fndice de. generación vale la unidad y se perfora únic:amerite 

en la s~gunda tarjeta del grupo. 

N O T )\ El .índice de generación til:mbién Vil le la unldad cU;:::1do 

no se utiliza la opción de generación, si el elemento 

en cuestión satisface las condiciones ii, iii y iv, 

'respecto al elemento que le antecede. 

La información que se debe continuar perforando en la tarjeta 

se indica a continuación: 

Columnas 

46 - so Indicador de fuerzas equilibrantes 

'O no se requiere las fuerzas equili

brantes 

1 se requiere calcular las fuerzas 

equilibrantes, que estarían actuan 

do sobre el elemento según se in-
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dica en la flgura, 

Sisl~rna \!<! l<:!:eru.cia c:o~a\ 
·-----·-·- --·-

y ' 

z X 

- B3. Tarjetas de condiciones de frontera 

Las condicionas da frontera consideradas son las de desplaza-

mientas prescritos para puntos nodales. Estos desplazamientos 

pueden ser nulos o n~, y para un punto nodal, pueden rcstrin-

girse todos 6 alguno de los tres componentes. 

La presencia del grupo de tarjetas de las instrucciones 12 y 

13, cst.'i condicionado a que el nú:nero .je nudos restringidOs 

con despl~zamientos prescritos no nulos, especificado en la. 

instrucci6n 4, sea distinto de cero. En caso de ser nulo, se 

deberá continuar con la instrucción 14. 

12. Tarjetas de nudos con desplazamientos prescritos no nulos 

(10(I5,3I1)) 

Se perforan hasta diez grupos de valores que definen al punto 

nodal y el tipo de restricción. Cada grupo esta formado de 

cuatro valores descritos a continuación: 

i) El primero corresponde al número del punto nodal restrin-· 

gido. 

i1} El segundo corresponde al indicador de restricción del com 



ponente de desplazamiento lineal, paralelo al eje x glo

bal, 

iii)El tercero corresponde al indicador de restricción del con 

ponente de desplazamiento lineal, paralelo al eje y global. 

iv) El cuarto corresponde al indicador de rcstricc16n Gel conp~ 

nante de desplaz,1micnto anc;ul<ll.', l.'espccto dl eJe z global 

El valor del indicado!.' de restricción será la unidad si el gra

do de libertad est~ restringido. En caso contrario no se per

fora. 

13. Ta~:jetas con desplazar:lientos prescritos {I5,3F10.0,2I5) 

En este grupo de tarjetas se perforan los valores de los compo

nentes de desplazamientos prescritos no nulos de los puntos no

dales indicados en la instrucción 12. Cada tarjeta debe con t.§_ 

ner los datos correspondientes a un punto nodal. El número de 

tarjetas ser~ igual al nG~ero de desplazamientos prescritos no 

nulso lndicadO en la instrucción 4; salvo que so utilice la op

ción de gene~:aci6n que se describirá dcspu6s. El orden de es

te grupo de tarjetas debe coincidir con el orden utilizado en 

.la instrucción 12. 

Columnas 

1 

6 

5 

15 

16 - 25 

26 - 35 

No. del nudo restringido 

Valor del componente de desplazamiento lineal, 

paralelo al a:je x global, en metros.' 

Valor del componente de desplazamiento lineal, 

paralelo al eje y global, en metros. 

Valor del co~ponente de desplazamiento angular, 

respecto al eje z global, en ra.diunes. 

El signo·de los valores de lso componentes de desplazamiento 



,, 

lineales, serán positi-;os si coincülrm con la dirccci6n posl-

tiva de l¡;o cjf):; x y y globales. El signo'del co~ponente Uc 

desplaz~icnto angular serS positivo, si un tornillo de rosca 

derecha que siga a tal desplazamiento, avanza en la dirección 

positiva del eje z global. El sistcnia de referencia global 

es ortogonal derecho. 

La opción de generación se aplica a un grupo de puntos nodales 

con desplazamientos prescritos que satisf~gan las condiciones 

siguientes: 

i) Los componentes de desplazamientos prescritos corrcspondie~ 

tes son iguales. 

ii) La numeración entre dos puntos nodales sucesivos cual esqui~ 

ra deberá ser tal, que su diferencia sea la misma. 

El grupo de puntos nodalcs con desplazamientos presc~itos que 

satisfagan las dos condiciones anteriores, se pu~dc especificar 

con una sola tarjeta, al adicionar las perforacior.es sigUiente~: 

Columnas 

36 - 40 No. de nudos adicionales que poseen 

los mismos componentes de desplaza-

miento 

41 - 45 Diferencia entre dos puntos nodaies 

sucesivos. 

14. Turjetas de nudos con desplazamientos p~escritos nulos 

{lO (!5' 311)) 

' Este grupo de tarjetas estS condicionado a que el número de nu-

dos restringidos con desplazamientos prescritos nulos, especifl 

cado en la instrucción 4, sea distinto de cero. En caso de ser 

nulo, se deberá continuar con la instrucción 15. 



Los datos de perforan exact~ente igual a cono se hacen en la 

instruccilin 12. 

En ocasiones se presentan puntos nodales con condiciones de 

desplazanientos como las mostradas en las figuras a y b. 

' 

a) Extremos articulados b) Extremos continuos 

Es cOStumbre reemplazar estos casos por una barra orientada 

en la misma dirección en que se restringe el novimi~nro, de 

longitud usual y una ~rea de la sección transversal muy gra!2_ 

de (A->=). Las condiciones de 'frontera y el momento de inercia 

de la sección transversal se especifican en las figs e y d: 

• 

' .. 
r ~Arbitrario 

!".. ~ usual A • -
I -• e 

donde ¡, -Ust,=-1. 

A área de la sección tranversal 

I momento de inercia de la sección transversal 

L longitud de la barra 
. . 

e) Apoyo idealizado para la 
.fig a 

d) Apoyo idealizado para la 
fig b 

B4. Tarjetas para el cálculo de rigideces de entrepiso. 

El paquete de taq·ct<ls que forman las instrucciones 15 a 21 
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,, 
eStSn condicionadas a que el indicador de r-igideces de entre-

piso, de' la instrucción 4, sea distinto de +l. En caso de ser 

igual a +1, se pasa a la instrucción 22. 

15. Tacjcta titulo (13Afi} 

De las columnas 1 a 78 se perforan caracteres alfanurn6ricos 

para indicar el cálculo de rigideces de entrepiso, 

16. Ta.rejtas de control (2I5) 

Contiene: 

Colutl1nas 

1 5 No._ de niveles de la estructura 

6 10 No. máximo de puntos nodalcs por nivel 

No. total de rigideces de entrepiso 

de la estructura, cuando la estruct•.1ra 

es uniforme, coincide con el n':irr.cro de 

niveles y se deberá dejar en blanco 

16 - 20 No. mSxicno de barras ql.lc forman pil.rtc 
' 

de alguna de las rigideces de cntrep~ 

so, cuando la estructura es uniforme, 

se deja en blanco 

17 Tarj'etas de puntos nodales por nivel (16!5) 

18. 

En cada tarjeta se per-foran hast11 16 elementos del arreglo for-

mado por el número de puntos nodales por nivel. El nÚI:lero de 

elementos de este arreglo ser!i igual 31 número de niveles· de 

la estructura definido en la instruéci6~ ~6. El primer elemen 

to corresponderá al númer-o de puntos nodalcs del primer nivel. 

Tarjetas .con la numeración de los nudos por nivel (1615) 

El número de grupos que definen a este paquete de tarcjtas es 

~gual al número de niveles de la estructura definido en la ins 

trucci6n 16. 

' 
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' 

El ordenamiento y el n~~cro de el~~entos de cada grupo es el 

indicado en la instrucc16n 17. 

En cada tarjeta se perforan hasta 16 elementos y habrá tantas 

tarjetas por grupo como elementos posea. 

19. Tarjetas de alturas de entrepiso {8Fl0.0) 

En cada tarjeta se perforan hasta ocho valores del arreglo fo~ 

mado con las alturas de los niveles, en metros. El ordenarnien 

to de este grllpO deberá corresponder -al indicado en 1<1 inslruc 

ci6n 17. 

20. Tdrjetas de pesos por nivel (8F10.0) 

21. 

• 

En cada tarjeta se perforan ~asta ocho valores del arreglo for

mado con los pesos de los niveles de la estructura. Los pe~os 

se especifican en toneladas y el ordenamiento de este grupo de 

berá corresponder al -indicado en la instrucción 17 . 

Tarjeta de coeficiente sfsnico {FlO.O) 

El valor perforado en esta ta'rjeta deberá corresponder al uti

lizado en el análisis sfsmico estático de la estructura de la 

que forma parte el marco. 

Columnas 

1 - 10 coeficiente sfsmico 

BJ.l Datos para muro marcos irregulares únicamente 

22 

Los datos de las instrucciones 22 a 23 están condicionados al 

caso en que el número de rigideces de entrepiso de la estruc

tura sea mayor que el número de niveles, de no cumplirse esta 

condición se pasa a la instrucción 24 

Tarjetas para especificar el número de rigideces de entrepiso 

que salen ele cada nivel (16IS) 

En cada ta:t"jeta se pueden perforar hasta 16 valcircs para incli-

,, 



' 
c~r el.número de rigideces guc salen de cada nivel se especi-

. ficar<'in a partir \.!el Primer nivel y el sentido de Si11 id<> corres 

pender! hacia niveles inferiores. 

23 Tarjetas de barras por rigidez de entrepiso y niveles de 

llegada (l6IS) 

En cada tarJ"etil se puedan perforar hasta 8 pa.rcjas de valores 

correspondientes a los conceptos siguientes 

a) El primer valor corresponde al número de barras que for~an 

la rigidez en cuestión 

b) El segundo valor corresponde al nivel de llegada de la rigidez 

en cuestión 

El orden deberá ser secuencial, e~p~zando por el pri~cr eñtre

piso, se entcndcrS por nivel de llegada al número del nivel don 

de terminan las barras que forman la rigidez en cuestión 

24 Tarjetas de identificación de barras y sus niv~l~s ~xtrer:tos que 

definen las rigideces de r!ntr-episo (5 (315)) 

En cada tar-jeta se pueden perfor-ar- hasta 5 ter-cias de valores, 

a cada barra le cor-r-esponde una tercia y a cada rigidez de en~ 

trepiso le corr-esponde un grupo de tarjetas definido por el nú~ 

mero de barras especificado en la instrucci6n 23. El número. de 

grupos de tarjetas est~ definido por el númer-o de rigideces de 

entrepiso de la estructura, la tercia de valores corr-esponderá 

a los conceptos siguientes 

a) El primero corresponde al número de la barra 

b) El segundo corresponde al número del punto nodal localizado 

en el. nivel de S<l.lida de la rigidez. 

e) El. tercero corresponde <1l número del punto nodal localizado 

en el nivel de llegada de la rigidez. 

El orden deberS ser secuencial empezando por la prim~r rigidez 
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de entrepiso 

BS. T~rjet~s p~ra cada condición de carga 

El paquete de tarjetas formado con las instrucciones 25 ~ 30, 

está condicionado a que el valor del 1ndicador de rio;::üh:.ces de 

entrepiso de la instrucción 4, sea distinto de -1. En caso de 

ser igual a -1, se pasa a la instrucc1ón 31. 

Este paquete de tarjetas se deberá repetir tantas veces como 

se indica en el número de condiciones de carga de la instruc 

ción 4. 

25. Tarjeta titulo (13A6) 

De las columnas 1 a 78 se perfora un encabezado para indicar 

la condici~n de carga considerada. 

26. Tat:jeta de control (3I5) 

Columnas 

1 5 No. de barras cargadas 

6 10 No. de nudos cargados 

11 15 indicador de fue¡czas de cuerpo 

o " •e consideran 

1 00 •o consideran 

. B6. Tarjetas de cargas en barras 

El paquete de tarjetas formado con las instrucciones 27 a 29 

está condicionado a que el número de barras cargadas de la 

instrucción 26, sea diferente de c~ro. En caso de ser igual 

a cero, se pasa a la instrucción 30. 

27. Tarjetas de barras cargadas (16(I4,Il) 

En cada tarjeta se perforari hasta 16 elementos del arreglo con 

las caractcristicas siguientes: 

i) El primer t6rmino del elemtno lo forma el número de la 
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ba•n• cargadi!. 

--·- •, 

ii)- El segundo t6rmino del elc¡;¡ento lo constituye u:¡ indicador 

·ae gr3f_icaci6n de los elementos mecánicos de la barr-a. Es-

te indicador vale la unidad si se requiere la graficaci6n, 

y se dejará en blanco, en caso contrario. El número de 

elementos de este grupo, quedó definido por el número de 

barras cargadas de la instrucción 25. 

El ordenamiento de los elementos de este grupo deberá ser 

monotónico creciente. 

El paquete formado por las instrucciones 28 y 29 se debe-

r~ repetir tantas veces como lo indica el número de barras 

ca~gada¿ de la instrucción 26, excepto que se desee utili-

zar la opción de generación descrita más adelant~. El or-

denamicnto de este paquete cst5 controlado por la instruc-

ci6n 27. 

28. Tarjeta de control de cargas internedias (215) 

Contiene la siguiente informaci6n: 

Columnas 

1 - S No. de cargas intermedias gue actúan 

sobre la barra 

6 - 10 Indicador de generaci6n de cargas. 

El i.ndicador de generación de car-

gas representa la Opci6n de genera-

ci6n de cargas y adquiere valor cuan 

do un grupo de barras cargadas posee 

las caracter1sticas siguientes. 

i) Las cargas actuantes son iguales 

ii) La qeometria v la referencia local son las·mismas 
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. . 

iii) Las condiciones de f~ontera de los puntos nodales corres-

pendientes son iguales 

iv) La numeración de las barras debe ser monotónica creciente. 

'cuando un grupo de bar~as posee las cuatro caracterrsticas an-

teriores, sus condiciones de carga se podrán establecer con los 

datos para una sola barra, al asignarle al indicador de genera-

ci6n de cargas, el número de barras restantes con dicha carga. 

29. Tarjetas de tipos de cargas. intermedias (I5,3Fl0.2) 

El número de tarjetas de este grupo, es igual al número de car 

gas intermedias que actGan en la barra de la instrucción 

28. La información perforada en cada tarjeta depende del tipo 

de carga a~tuante y corresponderá al catálogo siguiente: 

Columnas 

i) Carga un:::.forne 
y 

Wlton/m) 

l 5 l -~-tillJ~x 
l. -:-:-e·-'''----~· J 6 " 

w (ton/m) 

Columnas 

l 5 

6 15 

16 25 

Columnas 

l 5 

6 15 

16 25 

' 
P(tonl 

a(m} 

3 

w
1 

(ton/m) 

w;(ton/m) 

~,.,, ' d uerz~ concentra ~ 

y 

r 
p ( lc·n l 

-'-t 
·~ X 

' J 

L 

iii) Carga distribuida lineal 

y L 
w, 

,[_ff 
. 

¡ 

w 
X 



iv) Carg.~ un i forr~c di5-

continua 

Colwnnas .iv) Car<;a >mi fon:te discontl!IUa 

1 5 • ' w 
6 15 W(ton/m) 1 T!T 16 25 a (m) 

·~ -~ X 
26 35 b (m) • b 

L' . 

V) '"' concentrado 

Colwnnas ~:~\ (T~m) 
1 5 5 

1 - ~"~ ~- X 
6 15 M (ton-m) • ·' '-

16 25 a(m) 

Las cargas i~lermedias del catálogo anterior están referidas al 

sistema de referencia loual de la barr.a; y la convención de si~ 

nos es la indicada en las figuras. 

B7. Tarjetas de cargas en nudos 

El paquete de tarjetas de la instrucción JO está condiconado a 

que el número de nudos cargados de la instrucción 26, sea dife-

rente de cero. En caso de ser ig~~l a cero, se pasa a la ins-

trucci6n 31. 

JO._ Tarjetas de carga en nudos (!5,3Fl0.0,2I5) 

En este grupo de tarjetas se perforan los valores de los co~po-

nentes de las cargas concentradas _en los puntos nodales de la 

' 
estructura. 

Cada tarjeta debe contener los datos corrcspondient"cs a un 

punto nodal. El n(imero de tarjetas será iguai al nllmero de 



nuclos c¡ugados indicado en la instrucción 26; salvo q"e se 

utilice la opción Ce <3cneraci6n que se Ccscribi_rá despu~s. 

•• Columnas 

1 S No. del nudo cargado 

6 15 Valor de la fuerza paralela al eje 

x global, en ton. 

16 - 25 Valor de la fuerza paralela al eje 

y global, en ton. 

26 - 35 Valor del par respecto al eje z 

global, en ton-m. 

El signo de los valores de las fuerzas serSn positivas, sr 

coinciden con la dirección positiva d7 los ejes X y Y gleba-

les. El signo del par ser:i positivo, si al hacer girar un 

tornillo de rosca deiecha, avanza en la dirección -positiva 

del eje z global. 

La opción de generación se aplica a un grupo de punto nada-

les cargados, que satisfilgan las cond-iciones siguientes: 

i) Las cargas correspondientes son iguales 

ii) La numeración entre dos puntos nodales sucesivos cuales-

quiera, deberá ser tal que su diferencia sea la misma. 

El grupo de puntos nodales cargados que satisfagan las dos 

condiciones anteriores, se puede especificar con una sola 

tarjeta,· al adicionar las perforaciones siguientes: 

Columnas 

36 - 40 No. de nudos adicionales que po-

sean igual carga 

41 - 45 Diferencia entre dos puntos noda-

les sucesivos. 
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c. Determinación del númc~o de ta~jetas por corrida. 

31. 'Terminación de tarjetas. 

El paquete total de tarjetas para una corrida quedar~ co~ple-

to cuando se hayan especificado las tarjetas correspondientes 

a las instrucciones 3 a 30, tantas veces como se haya prescr! 

to en la instrucci6n 2; 

• 

• 

' :¡ 
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Oesign lmprovement of a Friction Brake 
Plate Through Finite Element Analysis 

V. H- MUCINO V. PAVEliC R, G. TASCHNEil 

Ar k fla~":.: •~oa of the t~~tll 

drl raO:!a! ClS~laoe:Dent ot tM tlp of 
tr.e ~c~th (i) 

tar.,;;e;,tial displacc~>ent at tMo tip 
of t'le cooth (1) 

r 1 • ]oad <liotributlon footor 
Fn R no~a! force actlng on thc flank of 

the tecth 
<·ad12l fo,·ce acUng on tho flar.k ot 
~he tecth 

tar.gentlal co~ponent of the nomal 

torce (Fnl 
~ q sl~pe e~ loadlng line in cooC.an 

di3ge>= 

'•' 
'" S...x, 1 

Svrni 
s1 .s2 .s,. ,, 

''" '" 
' 

IliTRODUCTIO!I 

equi,·aH~.~ rreuure on tM flonk of 
the teeth 
stress r~tio of dternat1ng •trca 

(S0il to ::>ean streu (":c..tl 
a!te!':latir.,;:: •tre., at tooth (1) 

"""" stress at tooth (1) 
~axi-~ stress at tooth (1) 
vo" ;:!ses cr1terlon of fallure 
p~lncipal stresscs 
toroue carried by tooth (1) 
inp.lt torque In the sp11n@ !haft 
torque carried by one frtotlon 
plate 
~resoure angH or the "PliM toeth 

The systen oonSider@d ln thl• anolyoa 1! 

a "ultiple diSk b:-a~~. ·•tuch h uoed 1n a t¡<pt

oal rear axle of "" a.._.,lcultural tractor. rhe 
c.aln Objeottve of the analysls to the dut~ 
lnfrov~ent ot the t:-ake systeo ~hloh defends 
upon•the perfot=!l.ce ~t the fr!ction ~loh!. 
The•e trlction flat;e" a:'<! oubjeot to tluotuating 
load• that ~ay cause fatlsae fallure of the oy•

t~. Therefore, the analyslo 1• oarrled out 

ha\' in& as pr:!.nary 1ntere3t the reduotlon of peak 

' 

><resses ooourrin¡; at tho o:lt!Ool orea ot the 

frioaon rca~e, 
In purouing the ctjoottvo 1t H desiratle 

to keep tl'_e overall moditloatior.s toa mini=. 
This paper de.monotrotu the oppltcatlon 

of th~ tinite eloment method asan effloter.t 
tool ~o ,.der.tify orit1call~ stre .. ed areao of 
a t~pioal fnction plate, and oloo os a too) ~o 
qual1tattvely evaluate the de•lgn r.>Odiftootiono 
p~cposed in orOer to ~eduoe the orltloal strc"-
eo. 

Fig. 1 sho·.-s th• e1aln co~.pononu or the 
rear axle a>OOI:lbly whloh oonst•to o! o differ
en~lal gear t~ain (A), a clutch >Yste:t (B), a 
dual brake syoteJ:~ (c&e') and the plonetary gear 

t~a1n systeJ:~s (D&Il' ). '!'he variouo oo"po~er.t. 
in the asseo~lo of eaoh trake •y•t~, are •h~wr. 
oeparately in Fig, 2, 

The operation ot a ~~!tiple disk trake 
syst~ c.aY be describ@d ~r1ot)y ao tollou•: 
the friction ~lates rchte olcng vlth the •hart 
to vhich they are ottaChe~ throu&h the opl!M, 
and the oteel plateo are attoched to tho hou$
lng in su eh a li3Y that rotatl<m 10 preve!lhd. 
A><ial di<plaoe:nent lo alloved ror both the tric
tlon Flates and steel platos, When hydraullC 
pressure is applied to the brol!e oylinder, the 
broh riston e10ves axlally and pren .. tho rrio
tion pht<'> against the stoel rloteo, the aeting 
torque in the ohoft 1> trans,ltted to the frlc
tion plotes through the •pline, and thon tran•
rnitte~ to the steel plate~ through the frietlon 
material o~ the triction plate~, the aboorbed 
llraki~g tor~ue fro" the •teel platos la flnally 
trans~itted to the hou•tng llhioh 1! ottached te 
the tr~e of the tractor. The heat generated 
during tM brake applioatlcn U obu:bed by 
coolar.t fluid whlch clroulates on etther Ud• 
or the tricticn plate throu¡;h the holu provlded 
on the ;late. 

The traking loads l.J:lp::oed on the frlction 
platos, In<l"~ce hlgh stress ocnoontratlon at the 
root of the teeth in the spline, ~hioh are sub-
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F~~- l soho=atio v~~ of a tractor rea~ axle aose>bly 

joot ~o a otress varlat1cn rangir.g from zero 
value (i~lo node) to sc~e ~aX!mL~ valuo (trak~ 

app!ioation} , 
Fi~. 3 oho"s oohe:::otieolly torques appl1e~ 

to the frlotion plato, the goometTy of the 
opline, and tM looation of the coolant circu

lat1<n holu. 

LOADI:'!G COIISIDERATIO::S 

I:ue to the repetitive natu,.e of tt>e loads, 
these can te expoHed t¡· "un• of a otot1e 
(rne•nl component, onda dyno:nic (alternoting) 
oonponent, for the purrose of analysa, These 
loads aN! dht!'!bute~ "-"ons the teeth on tl:e 
fr!otion ~lote, in ~uoh a woy that the ratio of 
alternating streso to steotly streos at any loca
tion of thO ¡¡lah h olwoyo oon•~ant. 7hH io 

<lile ~e ~h• foot ~hat the load vorieo troe~ ••.-o 
to o~e nox1muc value in eaoh brake application. 

Howover, thO loa~ that a pa!"tioular too~h car
rieo H not necos,.rily equal to tho load oar
rhd ho> a d!ffenr.t tooOh in the spline. 

Fig. ~ sho~s quali~athely ~ho \"ar1ation 
or otressos with re!roct to time. at three ar
l>itra!"y lo<ot!o"" of the friet!on ~late. A"so 
plotted in the •=• Ng. ~ 11 the \"ariotior. of 
the load w!th rHf&Ct to t1me. ~t can bO ap
preciated that the r.:ax1:r.JuJo stresses ot any of 
the location~ shown a~e reaohed Yhen the •>~lied 

load 1s .,.._ilo\1::!, thh !s, tM otres. peoU are 
1n fhase wl~h the loa~ peako. 

2 

Using the notat1on of Juv1nall (!o_).l the 

stre!! ra~10 can b" ex,reooed ao follo•"s: 

,, ' 
~;;; "' 

where Sal 1s the a~ternating streS> ccooponen~ 

S:J.1 11 the 1:1can "'"'"U OOO!P<ment and fcr the 
particular case in "hich the load Yaries frc::; 

zero toa ~.aximlml valuc then r • 1: or 

s.., • s~1 ,,, 
Fig. 5 ohows the ooodr.lan dia¡;ran 
line for the teeth in the spline 

onó the loo~ing 
cf the frlction 

plah. The slope of the loading Une is su eh 
that: 

s .... i ·Sol • 1•1 '" 
by sul>ot!tutlng the eQual1ty (2) ln eQuat!on (3) 
1 t reoul ts 

therofore, tho olope of the loadlng time in the 

G~odcan dtagr~ 1• 

Underli~ed n~bers in parer.theoes 
desisnate ~ererences at ene of pape~. 



-i;frH oe>JE 

Plg, 2 Jll·a]<c OSOOO!bly sy,to.m 

Ba<ed O!' the~e stre>s re1at~on>~J:S and fcr the 
pa1•tioular cose treated In thio a~alYOlS, the 

fcllol!i"b oonside~a~ion< can be "~~e in c:'<ler 
te ro~~late ~he rtni~e ele"'ent r.o~el. 

1 f"!'o=. !atl.pe :hecry as treated ~y ~C!'S 121, 
the aHernating stre"' co~.¡.ocner.t must be as 
OhOll o• pos!ible in oNer to íopravo the 
raoieue lite or ~he rao-t. 

2 DJ.e to tt.e nature of tho loods, ond by ir.-

0~'=:::; -. ' 
' 

O ,. ' 
~·# /.,. __ .. ~;.;.;. ,, .... 

-¡":"¡];7 
·1 ¡y 
1 ' 

.g. 3 Torques OfPlied ond geo:cetry of the frlc
Uon thte 

• 

~ 
' • • • • • • 

1 
" ; ~ ' ' ! 1 

' 
1 

!(' 1 

' 1 . 
' ' . 

1 

"\ ' ¡ 
' ' /'"""' lOA O AOO<IC.di0N 

• i ' 
1(\\\,......--nms tOOl H 1 . . 
j 1 ~;.....---$TR<S5 100 T H 

lOOTH • ¡!fí~·-
1/,! ·~ ~ 1 1 \ ' ' ' . l 1 M E 

Oi~. ~ variaticn.or lea~ and stre~ses at ~hr'ee 
arbi~rarY looaHono of the frictlon plato 

Ofeetíon of ~~uationo (2) an~ 1}), the re
d!!otion of ~no :1aximurn ~eak strcoo at any 
locauon or thc ¡oart will resUlt in a re
~actlon ot the d~";l=to ce:>pon~nt ot stress, 

) Sincc M~h the steel plateo ond frict!.on 
plato• are alloYed to disFloce in the axial 

,,,,-------------------~-. 

" 
-¡;¡70 
• 
·" • • 
"" " . ., 
• i 30 

,, 
o 

40 5o 6o 10 so ~o 100 
MEAN ST~ESS ""' 

STEEL 
217 229 BHN 

Fi~. 5 Ooo<lf:lan dia¡¡r= and lcadim¡; l1ne to~ the 
frioticn phte 



pig, 6 ~lotion tho a· 

_, tlcn ~late den the L_o ,,. In the ·h~ loa ··i·g on., 
direotlon • to Oe a.- nponor.~ M oo~.sidered d H has no co 
can f the plote sn 

plane 

0 

_ l d'·eo~ic!:, f ic~~on plato ·he aua --
1 

on the r d ~~". tot"l loa~ d~: ~~to ur.sent:~l c;n tlle 
broken tM te~ • ., 

can be • eHr.o en f ~h~ re-
ro•cev ·- ... t.on o 

radOal • "eh that ~he 5'-"' t the ¡:itcll 

opl:!.ne. ~u -ntial ro~ceo 3 eoponding lt ·ng -an~- t.hc CC!T 
su 

1 

-·J.ltlplied by to the torque o1rcle, -- e•ulvalont 
diu; h • 

p1toh ro by the sllatt. Oth of tho plate 
provlded , d to the t< ial, wh1ch 

d• app) e 
1 

• ~ater 
5 1he lo• ~ t~e tr!et o .. - he steel 

are reocted by · klng torque to t 
1t '!le bra 

~~"""'"" s • per~orue~ on 
platoo. s alor.e ca:> he t"le stress tatic analysi "o esti!c.au 6 ~" t<on plote, • 
the trie~ the plate, 

'
bUtJ.on on distr 

FO'li-IULATIO!l O!' THE ~-OBl.E!l 

l1Cohon ,,, the a¡op 
tioa. loco-

' 
"hova scho:::a , •e at the -,- ;np ... , •~ " thc f">Ct 0 bmL.,dary 

load on • th, and the r tte 
oí' thc adJaoent ••• ·otorial orea 

0 
to 

tlon or tvo the fr1ct1on .• "recto duo 
condit1ons at a"oid local e, en!ent to 

¡, order to · • 1! ccnv 
plate. point loado, l. t the teeth es conoentr:t:~o appl1ed rore:• f~ar.l<• of each tooth. 
represen. ures alon6 th • h córele nust 
unifono. preso 00 ot the ~1.c ed earlier 

su• tant for tton as di se u,. 'l'he re • considera 

hold for the rcr each ,;heel io 

in itct ~.total tnpu~ torq:\~uot eaeh Fhto cor-
7he lates, !UC 
d hy two P t torque, dy 

oarr1e f or thc inp.¡ or this stu one-hal 
1 

)><lrtion rieo F<>r tho m'norica 

' 

Then · 

'' 

• 1'" 

' 

' " 
1 1'>:l l 0-1" (1&100) • 

'"' 

'" 

[ 1<1 .-..• ¡ 

t eaoh toc~h 1 , torce a di-
tan!>"nt •~ obtaln•d by e~uivalent Oi!'ole 1S th pitch ~he t Ue piten ~lus ot o actlng a ue by the ra 

the torq viding U· 
circle, this · 

i~.d10ate the SI 

50 



Fig, 8 Dlsplace::;ent> at t!)e ti¡• or eacll toetll 
tor the original B·holes !rlotton pldte model 

"' 
whct·e r., • l,, in. 7her. 

• %0 lb ., l 

1hc equivalent no~al torce at the ~lank or thc 
~oth 1~ ohtained as follows: 

01here <P h the preosure ang:¡e of th.e 'Pline 
ge01:1etry, Por tho prcoent caso </>• 25 deg. 

?he normal force is thrn: 

1 nl • ,~, 15 • (960) • IDóO lb 

Th• eqUivaler.! pressure at the flank of the 

!71 

teeth ls obtalned by ~1Vid1118 

ty the area of the flank: 
the n:l""al torce 

p •• ,. '" 
~·!)ere Ar 10 the area or the fla"" ot Che toeth 
for the pre:e~-t case Ar: 0.04106 in. 2 then: 

• l51l0Q 0> i ¡ Ji~ 11 P•] 

The lOad as unifol'l:l ~r<oiSill'e o~. each tooth 
utU,.ated to be 25800 poi [178 ;¡ !'a] aot:(ng 

.o the overoll flank of eaoh tooth, 

1004 ~ <9)<. 8.17!>~ 

0.!000 8-l)ll 1.2<8< 

' 0.11 S-BilOj 7,74~1 

0.10& •. 1'}1 J 

0.121~ 
·~- "·--

7 

9 

IZ o 10'11 ~ "' 

" 

S.OJ'"' 

' ' 

TP.E FnllTE El.EI!E!lT IIODH 

-o'"' 
7 -~2; o •8rl 

1<!l2~·0.·t~ 

7(.f')l3 o 05); 

7<')10 o. >Z<I 

"'~z; -o "n 

" 

!)Ue to tlle tn~ cf geonetl')' on~ loading, 

pla~e stre'o ele::>enh uere' con>1dered ade~uate 
for Ohis analyzis, Flot plate parabolic ele· 
monts 18 nodoo ¡oer e}e;:,ent] wcr·o <'>osen to 
!l.ode~ the geo::oetry of the friotion plote. 

In order to dof1ne the finite .,¡o:ne~t 

neoh of the struoture ot the rrieticn plate, 
node and u.,on<:. <;eneration pttorns wore uoed. 

The prooodurc is as rollo"" only one tocth io 
broken do.., into flnih el..,ents, tl\e location 
of nodeo 1s dofined with rospeot toa oylindrl

onl COOI'dlnat~ oyato:• Whicll or1gln 1s ot the 
oenter of ti\• plate, The el<!:~Ont conneoti\•ity 
ie aloe definod for thH tooth, then, node gen· 

eration ls porfornod to define the n~óO loea
tio~s or the r""'aininS 12 teeth. In the s~• 
monner, olfflent geno¡•atlcn ia perfonoe~ for the 
r.,ai~.ing 12 toeth. 'l'he Eene~atlcn is done ty 
inore::entins the nodo m,-,tera ~)'lOO, at evory 

27.69 deg twelve tllll~• aroU.'!d th~ oenU!' or the 
rlate, A 'i.:lilar approaoh is ':1.oed to define tM 
r.•ol\ for the outer vnrt of tM plato eno<""PoooinJ> 
the ooolant oiroulation holes; in t~io case one 
secto!" 1s defined anci ""''en seotora are se,_
Hated arounó the oenter or the plate. Pinally, 
~<>adr!lateral and trians.Uar ele::.ents are useó 
in or<!e" to COM"Ot the t'lO ••ts of sectors 
to~other. 'l'hlo ü a)lolm in Pig, 7• 

~he finite el~ent prosr~ used, develofed 
h:¡ Ot!"uctlU'al DynmlcO Resoarcll corpcration 1~) 
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Fi&. 9 stres>eS a~ t~e root or eaoh toc~h. 7he 
\'On ¡.:J.oe~ tailure crit~rion anO the pri~.oipa1 
$Cre,.es s 1 and s 2 , coo>respoccd ~o ~hO orcst:-.>0 
decign. The constant lir.o ter ~l oorrespor.d' 
to the fPo¡><)Se<l r.el! deoign 

lo baoe<J on a wove fro~t alsor!th"! solve¡•, 
tt>erefc~e. nMe rn=buie;¡; does not affeot the 
oize of tho wavo i'ront, whlch a in f\mcticn or 
the order in "h1eh the elr::ter.ts are deEned, 
jA o:~ore <letoiled Mscr1¡ot1on of the wave ~rcr.t 

olgoritt:::J oolver can be found in Reerence l~) 

hy !oteola• et al,) Mouever, the order i!l c•h1ch 
H is convenhnt to generate the eleJ:lon~s, ¡, 

not neeessaril¡ the ::!CSt effiele".t far the '""""" 
f~ont oize; thoJ·~ro,·e, a ~:ave fJ·ont o~ti::t.izer 

rrep:-oeessor lo">!$ applied atter the ce!h ~enera

tl.on """ acconpHehc~, in arder to re•rr-aneo tho 
ele;;¡er.t de!"inition. 

The resulting ~3Ve rront ~<as eor.olderatly 
reduooJ and the COI>pUtor coots af ~hio anal¡·;1s 
~ere al~o redUced. 

THE Fllll:;:E f.LEl:EliT COI!~'i. R~~!S 

Insp~ctton ot the salution flelded by t~e 

finite eJ.oment :::ethod appltoaticn shoHed thot 
the lorgest displacenent for eaoh t~oth occ~s 
at the tip. Fcr t~.e coee 1.-here t!le loarl H 
oanslcl@r~d equally dl~tribute<l O.":IOnG the teetr., 
t)lese d.J.•place::tents showed to be differer.t tro;;; 

one tooth to anotl>er. ~hen, tho reiatlve dif
Hre,oe• ot: displaoe:;ents are ~:>dioative of the 
p.>rt!oular fle>:iHHty of eoch tocth. Pig. 8 
ahe.:s p-aphically the variatlon of ~anger.~lol 
displacer:-.ents at the tlp for all tlo.!.rteen teeth 
1 dashod lino) . 

!>lg. 10 C=P~ter plot cf the p•opo•ed U-hales 
frictlon plote 

pUe to tho vnriatlon in !le>:lbillty for 

eooh tooth, the load car:o~ed ~y tile =ot flui
Ho tooth ,-,ust te less than that for the stiffest 
tooth. Eecauoe of thü, a redistribtion of tM 
load ~ust b& oonsidered, suoh that the load for 
a po,.ticular t~cth is inH"scly proporUonal to 
the tanger.t1ol dl!flac.,ent at "'·ery toot'l. 

llosed on thc relativo diftercnces of t;n
gontial d!.splace:;o~ts, loa~ fac~ors c:ere de
voloped, ~n oréer to r~dtotrlbute the lo"d en 
the tect~. 

The $1¡;<'.1floonoe or ~ho load faotors 1• 
that thoy ¡_ndicato the onc=t o~ load in fer
e<!ntage oarr1ed by eaoh 1n~iv1du<ll t~cth. 

Toblo 1 •=orüeo the calcUlationo nade 
in o~der te o~taln t~.e loa1 rac~cr values !"or 
eaot. tooth. 

~he NlÚVolent P"""'""" ap~lie<l to the 
teeth •• obta1r.erl by equation (8) are then otodi
fiod as !olloc:oo 

''1 < '" 
1.e., !i 1~ the load facto:- ror the 1th toc~h. 

. J\ cor.w~te~ :r-un """ perromod oonsidering 
the load raotoro. aM the re.Y~ting dioplaoe
::u!nU are sho•., :in 1'">.5. 8 (solid Une) ter all 
l} ~eeth. ~he strcoo solution obtained fr~ 
thls run s~.cwed Ohat the == otreoo ter each 
tooth ooours at th" bao e of the ~oot. · 

F1¡;. 9 sl>ows the ::a~tude or the =~1:o.u:> 



no. ll Stress o~ntoar plot :or tite teeth or the U-holes trietion plate 

principal streso (sol1~ lir.el for all l} teeU<, 

and a ho in tho •=• ¡;raph, the Vor. itl.>es ori
tericn ot tallure is rlctted (~aohed llne). 

Thc Von Jttses oriter.!on of taillll'e as 
treated by Juv1nall 1~,) 1• given by the rcllo•,,in¡¡ 
urresSion: · 

S•m • ''1 IS -S J)l/2(10) 

' ' 
"hore s 1 , s 2 , S~ are tl-.o )lnnoipal ~tr .. ses at 
the point cr oonoideraUon. 

Por tite part1eu::..r case treated In th!s 
analysis, S3 q O and c:¡aotion (lO) redaoes to 

' '• . (ll) 

lt ca~ be Ob>erve~ in Fi&. 9 thH the 
secor.d pr.lnci¡lal otre" 52 obtdned at the root 
ot the teeth 1s very s::.all. In the U101t. as 

tbe resh 15 refir.ed s2 "111 ap~roaoh :oro. 
FrOt:t t';e :e•Ults or th~ in!.ttol co:::¡;uter 

r".c"--", 1t was oonol"de~ that ~here e~hto a ste
nifioant influonoe of tho relativo pooiticns ot 
the ooclant oiroulatlO~ !toles w1th ~••peot ~o 
eael: tocth e:: the ·~Hne, •=• or 1:ntch \1!11 be 
moro suoe<r'"Ole to foil due to fatigue. 

0n the Oooi< o~ thl.s stu""', anO \11th the 
purpose ef red1str1tuting the load' ond stre•••• 
:::ore e-;e~J>", a no" destgn hov1ng l} holes equal
·ly s¡oaceó \laS suggestod. ~he goo~::etry of the 
IOOdel ¡:~opo>ed H shtlo':l in ~i¡¡. 10. 

7!1< :::ain objecttve of thio ehange as 
Oeoc~ibed r.revim¡oly 1s to obtaln a un1for.~ 
ottt!::es5 fe:- all the teeth sueh tr.a~ eaoh tooth 

earries ~he '"-"" load. 
One a<id!.tiornl eo~.puhl' run 1'as rerfc=ed 

oo,.sidertng again equal loadlng pe!" ~O<>th. an<l 
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Fig. 1?. AdillHonal models of on<1 sector use<! .to i!eterrnine the !"loot odequote pooit!on of tho holos 
with respect to tl1e toetét 

the resulting stress ~1str~lmt1<>n (Fig, ll) 

sh~ws a eor.sistent patter:"_ of streooes ''hloh Finite El""er.t :ret!lod 

indiootu an even di,,tri'oution or the Jood on tOAD ~ .. ''"UH~"ESS 
RUN ~o .~.o~f:L 

th• t••th. ~-~--~:;~~·~"~';"l·~·~";'·'¡':";'~~~~i\~~~U~~ '!'M m=L":U."l otroeo level tor the r.e~ de-
.•1¡;n plot: •• tne stra~!;!".:: llne in ~h• ¡;rar!\ J 
s~.01m ln Fig, ~. A& it oa!l be ohServed, the 
peak &tro .. es o~tained \>"~Oh the orl¡;inal dosi¡;n 
con te roUuoed by h~vi~-~ tho oa:ne n\JJliOe" of 
coolant hales than tut~- en the plate. 

F1nally, ~hree ·~~i~óanal ccdels ~•'<! ocn
Hdered in the a:~alysi~ ta dete,.,.ine the ""~t 
adequate paoition for the holeo with respeot to 
the tocth. These modelo wero mo~o fa~ only one 
sector enoo~passin~ one tooth on~ one hole, In 
order te cake ~he one •eotor ~adel ref~•••nt to 
ocmplete M'"'loture of ti'-e :rolah, prope~ Oound3!")' 
ocnditiono were ii:Jpo~ed by ooupling the ~1s
plaomonts of the nades i~ tho s;-:r.¡r.etry li:::l.to 
as shown in Fig. 12. 

Very g<>od oorrelaEo" """ fou."ld bet~un 
stres~n obtained wlth the """'Pl•te "'odel or.d 
the •truoes obta1ned ~"ith tl\e sil:lplif~ed or.e 
sector model, (wlthin a l peroent of dlfter
enoe), 

'l'a~>e 2 ~=ari~es tl\e rulll.t• ob~ained 

in ~he varJous oocputer.""""'• and frovides a 
re~eronee ro~ the r.lU1::.::: stre .. e: and lcoa

tions for ea eh •~se t~eated, 

' 

2 

4 

BHOLES 

13-Hom 

O>.~~KICil, .. 
"-<>< q:t><t vOl f"'"' 
,t<o..,too\h r,.,.~.,_ 

co:¡cwsro::s 

P~o::: ~110 ruults in thJ:• analys1•, tl\e 

follo>ing ocnolu•ions can ~e drawn: 



1 The dütribution of otruoes en vartous 

teeth in th.e Orlgir.a.l d~Sign is unever. 
du.o to :he =!que P<>Sótion cf uoh tooth 
<:~th rospeot to the ooolar.t oiroulotion 

hol es. ' 
2 A u:útc"" ~!"'l"lbution of ot:ce=su =occg 

the teeth can be ottained hy havin& the 
oa::te nu::-.her of holes and teeth. 

' The r.~axi~.lrn otrosoes for the ne~ H-holes 
dosign a::-e 22 porcent lo""r t~an the 
stre•ie• oota1n•d Ylth the 8-~oH5 "'o<le~, 
for tilo sa:-.e loadir.g oond!tion. 

4 Tho r.IOO' adequated poo!tion O[ the holeo 
1.lHh reopeot to the teetll is al>oVO the 
t!:i•·'< HOtion or eaoh ta<>th as •ho>m in 
Pig. 12(h). 

'!"he new ~eo1t;n produoe~ by this analysts 
did r:o~ req<dre any I>Od.lficat!on to anr or tho 
oa.por.~nt> of the •••er.bly, a~d the reduotion 
of the peaU otresses rosult~d in an J.."llPl"OVeJ:ler,t 
of the life O>}'ectonoy of the fr1otion plate. 

Lahoratc:-y tesh have >hoo.m an i::lprov=ent 
of lOO peroent ~" the ratigo~• lite cf the ne\1 
fr1ot1o:-, rlote, ao oo~pa~ed to the original 
d<•Ol¡;n. 

"i"~.H rerresents a S1..,-.1N.ea~.:: !::PTOVe::ter.'; 
the ~erfomanoe or the trake sys::en In the 

···~r aues un1er dynal•1• loadins oor.ditions. 
~here existo several other parto in the 

trae ter oyote=, Yhioh have o~ lar oharaoter
Htleo ~o the par':. anan::.ed here!n, anO 1t is 

¿; 

vhualüed th.>t the p::-esont a::aly>i> l'lethod 
>="OV!Oea ::he fUndal::er.~al ba•e for 5o:>e of tl)e 
r.at !r.~portant .. peots to >•rfom o finite ele
:-tent onolysio. 

The autMro Wish te ookncNledge the oup
port rrov1ded hy the J. I. case caopany or 
Raoine, Vise., for this study an~ analysóo. 
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ANAL Y SIS OF CRAN~SilAFT-aEA~INQ SYSTEMS USINQ A fiNITE 
ElEMENl.TRANSHR MATRIX APPAOACil 1 

V. M. Mv.,no. '"''""' 00 ""'"'""'' EnO•"'""O 
Too Un'""" ol M'""""'" 

M ..... e,..,_..,,.,.. 

V. ''"'-• ""'"''' '' "'"'"'"'' En~""""' Tho u.;,.,,., O! v.-,,...,..,_M,w"''" 

"''"""'"· w.""'"'"' 
R G l•~'"''· Enol"' .. "' ._,,,,,;,, "'" ... ' 

J '-e..."""'""'' 
ARSTRACT 

ln thls •tudy o new opprooch ts propo•ed for the 
onolnl• of a cran\.shaft-burln~ •yste~. Tho mothoma
tlcal ""del of tilo syst.,. lncocporotes tilo el.,tlc 
propertle< of the <ron<<hoft ond >VPPOrto, tne hydro
dynamlc noturo of the journll-beadng•, ond for the 
flr.t time the mus dlstrlbutlon of the rotatlng 
cran<•hoft. Tho pr<><odu"" of onoly>h lnvol•ts sub
structur\ng prlnclplts aoplled to tho cranhhoft for 
which ooch cron< roprosent• a subotructure ond • now 
con~onutlon sche"' h u<ed for tho •ynthnts cf the 
u• te» by opHOtlng over <he tronsler .,.trlceo of ~~~ 
<u~structuro< ~erlv..J Ir"" the !lnlte eloment dlscre
t<zotlon of ooch crank. The onaly<l• yleld• the loods 
on the <~o1n beorlngs for o fu11 '-""" of ~· ot con
stont •pood of rototlon. 
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vector of loods on crankshoft 

•octor of lood• on crankplns 

pres<ure dlstriDutlon 

longltu~lntl pohr toordlnoto 

ofl fflm thlcknns 

ofl •hcoolty 

on;ulor •oloclty 

•<<tor of Deorlng dlsp\ot~nts 

•ector of oteontrltltles 

IT .. IDiltt~ motrh of '"~por-ts 

dloploc~nt veloclttos ond l<<elerotlon, 
OD<Olute 'Y""" 
dhploc..,ent •olotl\1"' ,.,d o<eolorotlon, 
oboolute '-"".-. 

dl•ol•c~ot •elocltle< ond occeter•tlon • 
•~soluto OJito'" 
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dhplocement •elocltlu ond o<<olerotlon, 
'""tlng oyst.., 

dhPl~tement ••lodtles and occeleratlon, 
rototlng 'Y'"'" 
dl<plocement •elocltles and l<telerotlon. 
rototlng syotem 

coorotnote tronsforrnotlon motrlx 

•~<ter of d.o.f. In the ob!Olute systu 

vector of d.o.f. In the rotot1ng sy•t•~ 

l""''ed .... 

_sprfng stlffn••• 

<tlf:nt<S =otrl• ol substrutture 

d.o.f. of Ioft lnterfoce 

d.o.f. o! lntonoedlote nodo< 

d.o.t. ,, rlght lnterfoce 

: , .... • Ioft Interface 

\codo • lntormodloto nodo• 

, .... • rlgM lnterf"e 

troooftr ... trh " substructure 

<lite '"""' of lntertoce j 

••ctor al tronUer Ntrh 

leo9th of beortng 

dloc~tor of beorlng 

rod!al el•••••<• 

""'blllty funetlon< 

journol <±t•ol.c..--eoU 

In th< ooo\yols of croo<•h•ft-~rorln¡ •J<l•·•· 

'"•" or• '"'""'In'"" o! ""'"'"' "'"" '"''-"" 
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" dynamic 0naly<l> ond boorln9 oertom•n« onaly
:,.: TOe aoolYtlool modol< typlca11y u<od !or ""h of 
th•<• thcoo ''"'' "'" vory llttle In c-..o. toolnly 
dvr to >ln¡>lUylng '""~ot!on> •Meo "'''" tho oolcu
latlon> pro<l"'l for o.signo" ond onoly>l<, In tho 
'''"" anoly>1< ""'• lor lnotonce, Hoti< lood< ore 
gono,.lly con>Joerod ond tho uonó>hoft 1> ,¡ .. " 
al•oy> uoln«< fr.., tho otn.r "'"I'D"'"'' of toe >J<
''""· Streu" ore Hen compu\ed ba>od on tho >lotic 
loads o>Sumed ond th~ corre<pondlng ,.,,¡to"'· In tho 
dyna,.lc analy>h oc ... !he <t"" dl>trlbutlon of tho 
'"'"' " of 11Ule lntue>t '"" for oll prottltol pur
poso< of no tnt<r.,t ""'""'"' ond the emphosh h 
pht•d on the tocsionol •ib,.tlon> tau>od by the 
rototlng and recipro<otlng JllolUO> and tho loü of . 
routlonal connrotnu. flno\ly, In \he aroo of 
be"lng onoly•h, Ue loods octing on t~e boodngs "" 
generally '""~ed to be those obtoine<l thcough ihe 
'"ti< onalysts for 1 nuO'Ib"" of cototlonal posltions 
o long a full cyde ol opocotlon. i~ o .. rlngo '"' 
typitolly i>olotoO fr011 the entir. SJS\"'" ond tnus !he 
effo<ts of the dynornl<s of the crankshoft ond tne 
intecoction with th• othoc '""'ponenu of the syotom 
ore not fully !ncocportted. 

Nu"'"'""'' stud!es """ been publ1Shed d.,cciD!ng 1 
vocloty o~ aoal,rt1<al, "'"Pirltol ond "'perl1110ntal 
~Hhod• 1n eooh of those three '""• <uch a< the 
studle< by lowell [1]. Est.\o .. n (<) ond Ro>< 1<><1 
Shy.oOec [3) ,,.,ng .,.ny othe,... 

Howev<r, fe• otte~pt< hove been rnode to ""del the 
cconlshtft-burlng oyst.,. os 1 whole, conold.rlng th.t 
tbe loods oct!ng on tho <ronlsholt couse ddomotions. 
Thls In turn lntoro<U wl\0 !he dyno~lcs of tne 
syst~m, th~ tlex!blllt.)' of \he oupporU an~ the h.)'dro
~yotml<> of the journal-beorlng> of the ongln.. lo'hlle 
a""'" extensh• htHit""o ,.,reh lo pr .. ente<l In 
[~). nero onlt "''""o! the olgnlficont •orh ore dls· 

'""'~-G•••• &nd Hussm•n [~) dovelopod o ~othod by mean• 
of ~hl<h lo1ds on t~ ••In bearlngs could bo dotor
"'inN conslderlng • .,del thot unsl>tt<l of 1 round 
shoft «Pre>entlng the cranlshoft, ehnlc >upports 
repcesentod by sprlog• .,d bearing< whlcO were '"umed 
to beh•••" llneor spdngs. The procedur• dorhed by 
H.ese lu\hors <onsidored the Shlft os a stotlcolly 
undetennint<l """"' on fl~•lble suppocu. T~ resulto 
obUIMd imoro><d "'" the cl.,slcol rnethod of consl
dering eooh crank os 1 "POro!< Slmp\.)' SUPPOrtod beo~ 
on whl<h ceruln loodl 1ct lnd the ~o<t!ono "tlsfy 
the cond1tlono of •tat!c OQulllbriu> for eoch sepor•te 
cconl, ltowover. !he tcuo r .. llty of the h.)'drodynomlc 
"''"'" of '"" b.,rlogo "" not con$lder.d. lltH, ~on 
~hnurboln [6] lnco.-porotoO the hydcodynosic chor>cte<
lsUts of tt.. boorlngs by u>lng the e•pre<slon< ~·
d"d b.Y Hollond [1] whlch r.hte the lnstontooeouo 
•ccontrl<ltle< ol tho Journ•l• •lth cortoln •eloclty. 
~1 toklo~ !he occer.trlcltl~< O< dof\e<tlons of tho 
cronksh1ft, the r•oction loado tould M dotermine~, 

bu\ on Importan\ '""'ll;'tlon • ., \Mt U>e supports •ere 
rl9ld. In Doth "'"" [5) and [ó]. • \ron!f<f m<trh 
opproach ~•• "'"" to corcy out th• <olcu\•tiono f>.,od 
on the Kol><' ... thod (8]. 

~ost rec•ntly. Stlüler [9) de>elo~ed o""''" elo
boroto oppcootl' ~hl<h for the llr<t ti ... lntroduced 
!he ll•lt• •lo~ont .,.thod to ..,<lel th< ccanO•t.olt •'1<1 
tho locorporote<l !he hydr<Y.Itno•lcs ol toe ~'"'"9' 
throu¡h tno .,blllty m<thod d<volopod b.Y !loo•er [10, 
ll]. !n the model "'"~by StlcUer, !he cronOoho!t 
"" modelod ol\h beo~ •1-nto ond tho suP<>O"tO ... re 
ceor«en:ed throu;h 1 ll.,IMllty •otrh. lhh >t•dy 
sho~Od •ery cloorly tho dllllcultlo> ln.ohed In ton· 
>lderlng tho cr•n•shoft •• '" octua\ly un<ymmetrlcol 
sho!t OS o,posed to tho round 1holts u•od In stu~l., 
(5] ono [~]. lt '"""Id bo ootoO th•t 1• no•• of the 

2 

"' 

pcovlous "'"' "" the ""'" dlstriDutlon of !he"'"'· 
•••lt consldere<l In tbe formulotlon and thu< on lr<por
tont o.I>O<t or th• d)"na~lcs ol tho cronhh1lt "" 
••910ct<d. 

In thh study, • genero! opprooch !s presente<l 
wlll<h ylelds tt.. lood> on the ...,in boorlogo ond "'"' 1 
solld tlnlte ele.,.nt IOildol for eo<h <ron~ In suth a 
••1 th&\ the olaoti< Proportleo are""'" representa. 
ti•• ond, for the flrst 1111>1!, lnclude$ tOe""" di•· 
trlbutlon ol \he tronk>h&ft. 

Th• opprocath U ba>ed on tho flnlte el-ht
lrlhSIH ..,trh .,.11..,~ d••eloped bY ~utlno ond P••ellc 
(12]. The synthuh of the sy<tem ou~stcu<lures h 
rnode by co•-bloln~ the $\oto .octoro of the sub>truc
turos wlth the hydro<lyna~l< lood> en the boorlngo 1.-.:1 
the f\e<lblllty el \he '"pport<. 

TKE S•SHK MODEl ~·D EQUATIOHS 

The ,,,,._ con•ldered 1• thls •tudj conolsts of 
throe OlOin <Mponen\5: the cron<onllt. th• fledDJo 
support> ond the Journal-beorfn~> o<'"""" In figuro 
l. lt is "'"""d thlt the lood< 1<tlnl1 on the cronk
plns can be e~taint<l o$lng , .. preuure-volu..- ~iogr .. 

Flg. 1 ~ ljplcol ¡ron<•hoft·B•orlng System on 
Flo•lble Suppoc\5 

ond tho ~-trie <hortcterl.,ln or tne sy<t.,. lor 
\he entl" <yclo of o~orotlon. Thuo, !he lo1d< ottln~ 
on tne "'"kpln> con De reool•ed lnto radio! ond 
ungentftl c...,.onenU " shoon In Figure <. 

In order to !o<WJ\ote tno <Guotlons o! tne sn
••~. lt is nec.<sorJ to doflno th• d•9""'-ol freedM 
of the >YS\Olll In ouch • woy thot tho lnt.ro<tlon 
b<lwo<n tho cron<shoft ond \~ boarl•go and '"' sop
poru con oho bo ducriD•d. Flr<t. the voctor of 
loods o<tlng on t~ <ronk>hoft con be dellned.u: 

(F]·I;:) 
whoro (Rjl ore the ructlon> ¡,..,\he beorln9• 
ottln9 on tho .. !n journols ond !r,l ••• the lood• 
''"" tno connoctlng rodo octlng on u .. cronOplno. 

"' 

Tne '"ctions gon<rotod by the boorlngs "' tho 
result of lntogrotlng the pr•nure dUtrlbuthm 
d<•<lope<l bJ the 1ubrlcont oll 111• 10~ thus: 

!Rjl •1 j fr PJ(,,>)<t_.d,¡ 

' •O •·U "' 
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Flg, l Rad1o1 ond Tongentlol Loado Actlng 
on tho cr .. kpln 

•""'" Pj(&,l) h the pro<Su'" dl>ttlbutlon oround 
(&) and olong (L) for ~aring of codtu• r" •ilo,.., In 
Figuro 3. The preuure dlstrlbutton ls governed by 
Roynold'' equotlon: 

> > [•l IP] ' [•l 'PJ --zrr" rr •o,"" · 
' 

6u[l~-z,¡ 

JOUPNA l tOA O 

-· 

f!g, l A Jo"'otl-B .. rln9 Sy"•• an~ luMicont 

"'"''"'" Ol•trlbu:loo 

PI 

3 
In thh 1!<1UOt1on h IS !he oll fll• thlckneu 

orovnd tno boiT\ng, u 1• t~ •hco•tty of tho \ubr\. 
cont, ~ 1• tho journol procl•lon rote ond "h tO< 
angular ••loclty of tho journal. Tho ••ctor of d\1-
ploc..,.na ol tilo tron<sh.lft can then b< dof\nod n: 

1'" ' '''\ {Y] • 

ll,l 
1•1 

•h•r• !Bl 1, tho •e<tor of dlsploeo,..nt\ ~~ tho b<or
\ngs oM<h oro rtgidly ottlthN to tho •upport•, !ol 
IS tilo ·~ttor of eecontriclties of tne journals wlth 
'"'poot to tbe ~"lng•. and 11,1 ls tll< •eetor of 
di•plac~nt• of the <ronksilaft ot othor le<otions 
excopt the dlspl•co~ent> of tho m•ln beorlngs. 

To lntorporote the f\o<lbillty of tho ••oporB, 
!he ••ttor (81 un bo oxpro"e<l u: 

1 '1 

whero [f] 1• tho floxlbll1ty motrlx ropresont\ng tho 
support structure an~ 1-Rjl ls g1•~ by tho nogatlvo 
of Equatlon {2). 

Ouo to the noturo of tbe ~<hanltal systom, t•o 
<oordlnate ''"""'' aro n .. dod to dorhe tl<e oquotlo"' 
of motlon. Both syste"" tolncido In the O<lgln and 
ono ox\s as '"""" '" figuro 4, but one \s fl•td 

y " 1·• ABSOLUTO srSTóM 
X·Y ROT"-TM'G SYSTóM 

__ L 

[¿]' 1 'ro'"' \ ., 
\ 
' •• ' 

' 1 '"'"' 

~'""'' 1 
1 

_, 

Fl g. 4 Coor~•noto Sy•t•~>= QoUtln~ ¡,,y, •l 
ond Ab•oluto l~. ". ~) 

{1;, ~.<) ond tho other one rotatn {x, y, z) ond ll 
atuchod to tho <conl,naft, The trono!o,..tlons '""' 
routtng to tho ob•oTut• ''''""'oro: 

01.,\oc.,..nt>: 

¡;¡. ,,, [¡[ 1" 
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A<telorotion: 
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,., 
•here {C} h ;hen by: 

["' ., -sIn .. 
:J [C J • sin ~1 "' 

,, 
• • 

,., 
Tho do~roes ol frood<>Q lor tht cronhhoft "<1 <u~por-t< 
<an be «~reued ustng the lollowtng noutton. 

"' 

• In tho lbsolute system (t, n, <;): 

' !•l, 

~hO"e the subs<rlp: o doolgnote< lile d.o.f. of 
cran<ohofl ond for the supporu the <ub"r1~t h b 

'• 1'31-2 . , • 0Jt-2 

'• • tll-1 '• q ll -1 ... 
'• • ., '' - qll 

C.rhlng '"' po«nttol ond i.ln<tlc energle> of 
tOo olutlc ""'mbero, (cron<shoft ood <up¡><>rto). ond 
opplylng tne Logronglon equotlon, the follo•lng 
oq,.tlons ol ..,uon rosult: 

1•> 
,. 
" 

(1 C) 

4 

' " ,., 

• P{. 

,. 
" 

• ... 

( l) ) 

(l<) 

(JJ l 

(U) 

Theu 0<1Uot1ono ore u~reuod uolng tho 4egro., 
of fretdOI> of '"' cronlsnoft In tht rototlng coordl
n•t• system ••d •loo In terms of tho eccontrlcltles of 
tho journoh wlth respect to '"' beorlngo In tOe rota
tlonol oyn..,, 

The solutlon ol thls oyotem of e~uotlon• 1s not 
trh!ol duo to tho noturo o! tho •1<1.,. onee tht loods 
dertvo<1 fr.., the prouuro dhtrlbut!on gonoroted In 
the beorlng< aro !noorporotod In th• rlght h•nd sido 
of (quotlons (lO) through (14), 

~·U~E~JCAl P~OCEDUR( 

tn order to oorrJ out tne onolJ>II of tht SJO\em 
ond th• >olutlon of the O<!Uotlon• prevtou.J1 tonnu
htod, 11 h nocossar1 lo ... ,. u1e of t,. foct thu 
the cronkshoft con be ~ocrodlscretlzed lnto o ow•.:>or 
ol oubstru<tures ~ntch ho;o slmllor choractorlotltl. 
Eoeh oubstructuro (cronHhrow) h then dlocrotlltd 
using • 11n1te tloment fBOdtl ou<h ., tho one ,hown In 
Figure S. Tho oouotton do«rlbin9 tho ototlt O<IU1ll
brl.,. of thh substructure wrltt.o In ... trh ton~~ h: 

{K] (J) • ¡f) 

flnH• u...,.n: !'lo<lol o! 
•• o'Subotructure 

(IS) 



whece [~] 1s the sttffness 1110\rl< of tne <ubHructure 
ond (1) h the ·~<tor ol dhplace ... nU of '"" nod"' or 
degre"' of freedom ond IF) 1S the yector ol loods 
acttng on the <u~structure. 

lo Introduce the IIOSS dhtrlbutton of the cran<
<hoft, the ,..,. motrlx tan 11e tncorporot«< <0 tnat: 

(M] (X)+(K]III• !(F(t)l { 16) 

lt wtll bo ouuiDOd that the lnt<rnal d•~otng <an be 
negle<ted. 

Con•ldertng that the load ts hanT<~n!c wtth clrtu
hr lroquency of ~. then Equotlon {16) con be r«<ucocl 
to: 

( 11) 

[D] • (K] - J(M] {lB) 

Jn ord<r to S!nl,..tize o11 the subUructures, the 
ftn1te elen-.ent•transfer .,.,.h ..:thod can be applled. 
To Oo tM<. the .ectors ol dhplocemtnU ond lood• "" 
be partltloned u follo~•= 

(1 l • ¡ ::l '"' "o' ¡ ::¡ (19) o 

Then, b! lollowlng tM fo,_lltlon glv"" In { 12). 
the final expre<slon lor the transler .,tri• tln ~ 
obtalned In the form: 

¡ ~ l· ['" '" '• l m '" 
,, ,, {20) • 

• • ' 
ll'ht eh wrttten In a 110re '""P'<t fa,.. bocoao<: , 

(ll) 

Thls eouatlon ts the¡ronsfer 111.1\ch relotton<h!p be
tween note """"" lR) ond {lLl .tllch contlln 
both the dhphc ... nu and the lo•d> octtn9 on the 
Interfaces of tne substructure. Sy thongtn9 too <ub
scrlpts to ¡ and l lnsteod of L and R, o .. cond •ub
structor~ con be addod by consldorln9 the rollo•lng 
standard rolattonshlps os doscrlbed by Pestel and 
Ledle [13]: 

(22) 

In thh oc¡unlon, [T\] .. d [T2l ore the 
tr.nslor .,.trl<t< ol the f rst ond ••cond ,obstruc
tures oc< moro substructuros can he anoll(>]<d b! 11'\JI
tlplyln, th• triJ\Sfer .,.trlce1 In the corrosporl<!lng 
order. 

\t •hould be note<! thu toe ,..In ad•ontage of 
thls seno~ 1• thot by multlplylng the ~•trices 

5 
(T¡]. [Tz]. etc., tne slze of tho Ntrlcu doo< 
not tncreos< but ,..,..lns <o~pottblo wlth the or~er of 
tho ""trices belng ~ultlplted. 

TOe note vecto" ll¡l conhtn the loods ond 
Oisploc ... nts of the lnterfacu of tM sub>tructur ... 
The,. In turn are the roactlons anO the dhploc.,.nu 
of the Journals of the cron<shaft whero the lnterfoco< 
wore dnlgnated. Fr'"" Eqo•tlon (20) the follooln9 too 
expreulons con be obtalned lo oxpru• the t<actlons 
on tho ~•In journol< usumlng thot the correspondlng 
dhploto'll@nts oro <no"": 

(24) 

where the super<<rlpts < lodlcate that the vector• are 
obtolned b.,od on Ue tran•fer llkitrl• of tho kth 
crankthrow. The not force on the beorlngs con he 
obtolned bY algebrale>ll! addlng tOe contrlbutlon ol 
each degree of freed010 In the corruporl<!tng dlroctton 
and through t~ d!splace~nts ol the •upports u<lng 
tne lh•lbtllty matrh el Equatlon {5). 

The tn<tontaneou< welocltte; of tho Journol cen
ters In the bearlng tloacance clrcle can bo oppro•l· 
•otod ustng Boo<er'• oqu.,lon• [10, ¡1} •hlcn havo the 
!oll.,..\ng lo"": 

{ 25) 

(26) 

·•~ere (Mx) Ud ("'J.) ore kno"" U thO .Obtllty 
fun<ttons •nd ore functlons of the t>eartng charootor-
11tlcs ond t~ «~entrlclt!e< ol the jou..,ah •lth 
reopect to tho beadn;<. Tho expllctt ro,. of these 
""bt1Hy runctlons ""1<~ opply to !lnlt< beu\ng• ore 
ghen by Hooker [14] and were devoloped by Moe< [!S]. 

Equatlons {25) and (26) a11ow t~ dete,.,lnatlon 
ol t~e lnstantoneous ••loclttes of th< Journols In the 
t>eartngs In the plano p.rpendlculor to t~ uls ef the 
s~aft. By edrapolotlng t~ese velo<ltlo< through an 
lncr..,.nt el ti""'· lt, o nN po•ltton can t>e lound 
ohlch can t>e" used to O.lef'lllno • """ set of 10101 
.tllch wlll generate a ••• seto! journol ••locltlos, 

COMPUT(R ALGORITHM 

Tho computatlonal oTgorlthm constsu o! an ttera
tlve proceduro ""len ytolds 1 cycle of dlsplac..,.nu 
ond loods of the Joornols of the crlnksh•ft.tn •uch 1 
way that tho elo•to-~ydrorl,na~lt behavlor ol !he >!<
tem can be opprod~ated. Once the tronsfer 1110trh "" 
boen deri•O~-Ior eoch na,.,.nlc c ... ponent o! 111< lo.~d< 
octlng on tl>o cronkptn of each sub<trutture. too:;> lote 
calcuhttcn• aro perfonnod ond the toiTowlng stop• 
define the olgorlth~: 
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lnltlot• •lth '" ubltrorr oce<ntrltit) of tO<h 
journol In th< t>rorlngs on~ tolo tilo<e O<«ntrl
cttl.," tll' otsolwte ~hplo,em•nto o! tne 
Jowrnols o! tOe cronloh•ft. 
DotoMIIne tho loo~• •otlng on tile Journoh 
whlth, c-lood wlth thO ln<'anunoouo lo•d• on 
th< oronlpln, ore to~patlblo •lth toe ottont<l
tltlos oo< dlspl•tements of the pre,iouo otep, 
usln9 fQuotiMs (Zl) and (24). 
De!<,...lne tilo lood< on tho beaclngs uslng \he 
followlng rol•tlon<hlp 

( ~7) 

éo.puto dlsplacomont< on the journols for the 
loods just found uslng [quatlon< (4) and (5), 
Dote the dllploc..,onU of th< t>rarlng< ond tilo 
~hpht.....,nu of the journoh aro '""""• tho 
eooontricltle< con be found l.J· the •e<torlal 
dHforonoo of tiloso <!isplotem!!nU. Til01, 

lol- (6)- IJJ {Z8) 

.~.,. {.,) h tilo •ector ol ett~ntrltltiU, IBl 
;, tne •ottor of t. .. ring dhploc..,.nts ond IJl 
is tho •ettor of journal dhp1ato""'""· 
Oetoraolno tho \nsUntoneou• oelotltles of t~o 
Jo•rnols In the Norlngs u•lng [qootlons (2>) 
and (Z6). 
[<trapo lote th• ~hphteii>Onts of tilo journals 
through an lntroment o! ti ... Ot ond !10d 1 ••~ 
a~solute poo1tion uslng on e•tra~lating och..,., 
sutil u tho l.darn'< fo,ulu {16], "'•inly: ... 

' 
8) Roto\~ the ~sltlon of thP cranksiloft w\th 

respott to tilo support througl\ on onglo of wtt 
ond coltulote tho new lood< fr<>n \he connett\ng 
rods on tilo cran0p1n. 

9) ~ooeot steps 2 tnrough 8 un\!1 one <rtlo ~· " 
tompl•t~d. 

10) ~eooat steps 2 through 9 un\11 tonvorgeno• ls 
achlo•e<!. In till• neo. con.ergente h o<hle•ed 
"'""" the cytlo of loods h identltol to tho 
pr«IOUS , 1c1o wltilin torUin marglns. 

Tilo olgorttM. jusi d.,trlbt<! h '""""In U•e for• 
of a blot< di•gro~ In ll;uro 6. 

HPLlt~HUH TO A ~[ll SYSTE~ 

lhe computotlonal protedure de•elOPed In tl\ls 
study ••s oppllod on , cronlshoft-beorlng syotom, tilo 
r>~ln cilaronerUtlts of ...,ich oro gl•on jc, Tobln l, 2 
on~ 3. ln thh.opphatlon, \he loaO> on the tron<pln 
•••• resolved lnto Fovrlor c~oonont< ond only the 
fltst 6 '""~"'"" ~•re consldorod In \ht appto.J,.._ 
t Ion. 

1M lood tydo< for maln b•orln;s \, ~ ond ; are 
shoom In Fl~ure< 1 tilrough 12 lor two <as~•- In tho 
llrot, the .,,. of the cron•snolt h not <ono16ored 
ond 1n the <<ton~ tllt """ ls introdotod bJ o>lng th~ 
d,oo~lt stlffneu lfl<1trh of Equotlon (!ej. 

fr"" tho ro>olts ol>tolno6 In thl< onolysl< and 
~no6 ""the pr .. lous Ut.,;>ts lor thls trP< o! OJ<· 
t..,, too !ollow\ng contloslon< con be drawo:. 

' 1 

,, 
,, 

6 

lho lncoroorotlon of tilo ... ,. dl<trlbutlon of 
\ho cronlshaft In tho •••lrsio hos • cons>dtt• 
ablo olfott on \he caltulotlon of the load• on 
tho lUlo journoh, rleldlng lood< whicl> , .. 
•oproxl,..lolr 11.~; ond U:. •••llor for ... In 
boorlng< 1 and Z ond approxlmatoly 1; ~r••t•r 
for ...;¡, beorlng l. !hU """ be soen In tht 
flguro< 7 throogh IZ. 
lho loa~• on tho bearln9'- <-lnod wlth tho 
loo~< on tno cron<pln< and lhe dl<ploc.,..nt. of 
tilo joornols, con bo •••d to perfono tno otro•• 
•nolysh uolng the "'"'''' obtoln"" In Equotlon 
{!~) for tho finito o1e,..nt ..:>dol. 
lho <>ethnd do•tlopod llore 1ncorporotn for tho 
llrot tlH tilo"'" dhUI~otlon ol tno cronl
<hoft to torry out the onoly,U, --
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flg. 9 ~ldlol ond llngeotlll Load> on Matn Beortng l, 
CranOshaft Wtthout """ 

1) lh~ oppllc•tlan of the finito ol .. •ent-tron>for 
..,,;, .. thod to thl• probl .. ollo"' th< de
t11lod cepcesentat: .n of the cronksl\1ft 1tnoc
tuce •lt~out reoultlng In locge sy<l<m ~•tclce<. 
l~h f.ct tncru••• too efflclonoy al th< ""tho~ 
•~lch •lla"' t>le >tr<U ln•lJ•h using '"• """ 
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~'"'"'"""~"ton> for luture •Otl In thl< " .. ""' 

ln<lude liJo <on•lorrot!on el \he rototlono\ degren al 
freedOm In the syotorn In arder to ot>tain "'""'nts on 
tOe journo1• on~ a1so to tonslder tno Corlo11s <~PO
nents al th< oe<elorotion ghon In [quatlon (lO) •hltn 
"" droppO<l by rotnlny tho supports oround the <ronl.
shoft lnstoo<l of C·'ng tho opposlto. 

Al<o, '"""' pll O!b<trlt onoly•l• •ould oll.,. tho 
dett,.,.lnnlon o! tho effoct of ._ oddltiona1 g.e...., • 
tr1<>1 para.,.ter> on the •ystom•' boha<lor • 
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An Exact Condensation Procedure 
·· for Chain-Like Structures Using a 

Finite Element-Transfer Matrix 
Approach 
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r.tem AS~E 

Tlt<' "'''" o/J¡ecw-. oj thi1 >llld}' ¡_,. 10 d<•Kribe a ne~ se heme '"carry ""' lh<Siolk or 
dynamic anat>">i> oj t'/<Jlfic S)'<lt'ffl> """-• a rombmed f'm01e EJrmenl· ha,eyrt 
.<turr'-> Ap,.-oacfl. The '""'"'=! <eh eme off m !he arfvanto~·· o} "'""'""'¡,. mauil 
SI"' mlucuon wi1hou1 M!•mg w lrunca~e deg"'<'< oj freedom, and pmemng 1he 
maon ttnd lin.,ic energy !hrouJhout the ronde>Uarion. A l!hough l•mutd to chain· 
hl• rlo"i<' 1 "''"''' the merhod 11 ~erterak.V '" non-repell/u•e c()II/<RUruuonS ~·¡lh 
su/!5/fUC/u"'' ha¡·¡ng inl<'tmeduJ/t oc ti••• degr.r. o.f!•ffllom. 

lnlroduclion 

The aoal)''i' nf largo ond «>m pi" symno; ofoon "QUJr<' a 
dt..:reti•ation so rdined that the rnultm~ "iffr>e" and ma" 
matrieeo l>tcom< too largo for th< computer lo handk ·lo, 
overoome th ;, d l[fJCul t¡. se> oral ·• r<doction t<ehmqu<>" ha'< 
be<n propo•<d. havmg B< primar) objocrileth< >il< roducticn 
of the 'Y"em matri«>, 1hrough a uunc01iun of degrcc1 of 
fr«dom (d.o.f.). "hich ln•·ol><! th< S<l<erion el e<rtain 
""ma<r<!" and ""•1•••"" d.o.f., also l.no .. n in lneratur< •• 
r<taioed •nd u uncat<d d.o.f.. r<<pwi-.1;. 

Gu;-ao Pl ~ <rcdtt<d v.Üh <<tabli>hing the cor><epl5 ro· 
•ol•<d in performing th< r<dUCllOn, "hich i> ~a><d upon the 
a"uroption that fur dynamic •nal;•i•. rhe l.inetie enorgy of 
th< lower frcquency mod<> r> 1= ,.n>iti>e to th< uuncation 
than the l;inetk energ) of th< htgher hequen<¡· mod.,, "hile 
t he '"""' enersy i> pm<l'·ed throufh th< truncation. 

In thi• prt><cdUJt. the problem> ro• ol •cd are '"'<>-fold; frnt, 
1he '""1" are depe-ndent on the abiln; and ••perienoe of the 
analy•t. l<> arbtttarily sclect the ma!let d.o.f. in >U<h a ""Y 
that the monon of the prin<ipal mod<> r:<iO b< charact<Ti>«l 
adequatdy by th< retained J.o.f., and •econd. tha< lh< 
!ruucation modifi« to ao <>l<m Üt< dimibution of the 
ir.enial propeni<> o! th< ,uuctute, ~hkh m turn inrrodu<e~ 
sorne <rl<tr in the r<>uh• ot>tamcd. Furlher. 110 ""'"'" 

curremly """' to relate th< number and locauon of the 
retoioed d.o.f. and the error inrrodu<ed by the ttuncatlon. 
Common '""'"· np<rienoe dOd t<chn~e•l intuition in 1om< 
cases are about the onl)' I'O•<rble toob ro r:cme up "ith an 
effkicnt trunoation. unl"' the p-oblem in hand i> falfl)' 
•imple. Ho,.c•·er, for practica! purpo><•. e~·en thou~h th<>< 

<om"'"''" by th< "";'" ~,.,..,...,, 0"4""' of "'' """"" Socon 
"' M«""'"''' hu"'"' '"' ,.......,_,.,. •• th< c..,.., 1 n..•oo 
T"'h'"""' '""''" Conr.,....,.,, "" '""~""- ,.,,,,. A o,_ ,; ·lt. "'"· 
-"'""'"'" "''"'" >' AS'lt ""'"' .. "'" 'lmh. "" "'"" ~o .CICltULT-"l. 

e,.... ~,n .... .,..,.., """' "" , .. ,_ 

te<hoique\ are u .ro, th<)' produce Jimtted sucr= r«ult>. 
The id<> o! matri> cond<n!.ation lend• iHclf pa11icularly 

"<11 ro ¡he """"P' nf '"b"'llc<uring, "hich tnvolve• the 
"~1acrodi!.Cretiullon"" of a lar~< <y5lem into a «l of oui>
S)Sl<m> <no>~ o •• sub>ttUctUt<>. whroh in turnare diocr'lit<d 
u"ng a finnc <lemcnt merhod. hO>ing as it> main purpo>< 10 

'"'""' th< mo>l •ignifi<ant modes and 10 onmr.blt the •Y" <m 
•• a v.hol< m term• of th< principal mod<> of oach •ub· 
muctur<. This area recdved significan! auention m th< 
ae!O>¡>a« "mdum; and i• v,eiJ documerrtcd under the subj«:t 
of ""\ludal Synth"" Techoiques. •• Hurty 121. Bamford ll) 
and Goldman )4), amon~ oth<r>. havo de\Oioped e"enoive 
5ludi<> in this area an~ th<throry n<ed not be repeated her<. 

These 1<chniqu« h••< bwt well adapted to lit< pr<«Ol 
finite elem<nt praclice, and sevcral cod ... such as r"'~Tl(AN 
(S), ANSYS )6] and SUPERB nJ. omong oth<T5, offer the 
fc.1l ure• r•l • 'sub"ruct uriotg" and • 'dynamic condm•ation." 

lt i• to be notro that th< U>< or th..., t«lr.niqu., ;, primaril)' 
di<ected to"'ard; 1h< d)namic anai)'Sis arca. in "'hich not only 
tite Sllffn<" malrix "stuied, but abo, th< mass, and '" sorne 
ca.es. th< dampin~ mal'i<el "'' "ored. thu• !<ducing the 
ptot>km >tze memor) 5!0rage cap.ctty r<qu'tt<m<n" lo 
enhancc th< comput<r aoal)•is work. 

While matri> merhod< of analy>i• ha>< signifioamly 
rontr•but<d to th< de•elopment of ¡he" techntqu<>, par
ticula<ly tite "'Dir«t Stiftness .\1ethod"l81. upoo which the 
finite etenrem m<thod i> ba•<d. other m<thod> ha•< not en· 
jo¡<d tho <ame de~ reo ,r applt<ollon, but m• y putentially b-e 
pro>ed u,.ful for th< anai)'Si< of 5lructures. Such i> the ca..
for the "lr•n•fer Matri• .~1ethod" 1~]. v,h!Oh can be vi<»<d 
•• a cototinull)' function fur att enclos<d >)>tem v.ith 
tron•ferabl< boundaries. h> ad'lntages and limitaticru >« 
documrnted b)' Dtmarogona< 1101 and E<hkntan 111]. but it 
ho• hod ><ltne sue<«sful opplication• for v<ry pankular t)'P<S 
o! pmblems. as ha•·• th< "odi.-. publi•hcd b)' Ptohl 112]. 
Lec~ic 11 J]. and !.in and McDaniel [14]. 
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¡ ... l J· ¡,, l x, f, ' 
[ M¡ l _\' • 1 ,, l x, - f, ,,, 

' 
x, x, f, 

m "' m "' "' "here: 

1 X,l are ¡he de~r«> of fre<dom auocial«< "ith subsy>lem 
'"i"" onl) i • 1,;: and 1 X, 1 are lh< degr«> of froedom con· 
nw rng the '"" ;ubstruclute>. 

For the e>ample u><d here. lhe order of th< global malri<es 
i> ghen by lh< following rell!ionship. 

R ""r + r, -(d.o.f.) xN "' Fig. 1 Mulbd"9• .. ol """dom 9•"""' "'"<!""' "'"" -''"•;nO<! ~<here: .......... """"'"""' ........... """ . ..,,., .. 
r, " lhe md<r of lhe ilh sullmucture matrix, i • 1.2. N i> 

and (Al• '" [[• ¡l.,¡] ¡l •. ]] 
~--~--~-----
the number nf node> at the in<Orfacc and d.o. f. is the numbtr The n>erlap b""'"" the btool.1 repr<><nl> the oommon 

boundaries bet,.ccn t~·o adjaoem sub>uuetures. Physi<all), 
!he O>erlap l><t"ttn m•uk ... r<prnen" the de¡;r= of 
froedom eonnwing ¡he t~< o suh•Y<O<ots. 

The ord<r of th«e maorí«> i> duecll)' g1ven by the lotal 
numb<r of d o.L in the overoll !)soem. A< an eumple. 
mnsid<r th< Slructural S)'"'"' •hO"n in Fig. 1. 

lf a lumi'Od "'"" matrL> i> u•«<. and no darnpmg " 
a .. um«<. 1he oqua1ions deson~ing lh< motion of lhe >trUtlure 
under a harmonrc drh·ing fmce are a. follows: 

[.\1],
1
.,

1 
[k],

1
,
1 

T ]h:l,,u
1 

[)."],
1
., " IJI,,,, {6) 

lf thr >)'mrn ., >h""" in n~. 1 is a«embled \0 ""Olher 
ohke >)"'"'· as sho"n in Fi~. 2, >ueh that sorne nodos are 
eomrnon 10 OO¡h >)SI<m>. the re>uhinr oqua1ion> ber:ome: 

---- ,'\omt•ncl>lure {ronl.) 

IFIII) " vector of app)ied tim< depond<m foroes 
IF~ ))F,) • ><Ctot of lor= assoeia1e<1 ~oith (master, 

sla><fd o.f. 
IF'I • r<duc«< '"''"' of arpJied lnre<l all<r 

eonden,..tion 
IFL IIF,I • >«1m> ol !ore<> for lh< (ldt. rrghtf 

boundar¡· d.o. f. 
)F, J • vector ol lotte<at lh< in~<rmediate d.o.f. 

ID] • d)·namk.,ifln«<motri> 
ID~~I 

/D~,) ID-1 • p.>nuion• of lh< global cl)namic Sllffness 
matri• eorrespondm¡ 10 lh< mamr and 
sla•cd.o.f. 

ID al 
ID'] • r«<uc«< d¡·nomic >llffn<>> matri• •h<T 

condonsation 
IT,] • translermatti•ofoubmuerurei 

]T,] 
IT.,]IT,.) • partitionl eon<i¡oondmg to the o>erall 

!fanif<r matr~< of a >ub>tructur< ""h 
a<tr~< mterm«<ial< d.o.l. 

Joumal ol Meehanlc1l Oesign 

ol dogr..,; of fr<eóom per node. • 
In gen<ral, lhe >Ub<lrUctures do not ha•·e to be of the sam< 

order, •nd ><><Tal oub<Oructuros oan be a .. embled followina 
!he oame procroure. The general upre,.ion lor tbt ord<r el 
o he global matrices of lhe ohain-hl.e <)'S\rnl ohown in Fig. l i> 
~J><n b~: . . . ' 

R~ [r,- [id.o.f.),xN, '" •· r •· ' 

lt should be noted lllallht inlerfa= mayor may I>Ol ha'' 
1he same number of nod<S. The importan! far¡ 10 note here L> 

thatlh< more >ubmuelures lhere are in lhe system. the largor 
the order of 1he >)'st<m moln= ,.-¡u be. Thi> i> not lhe ""'" 
for lhe propo>«< method dc><nhed in lhelollowing •«llono. 

1 T ,] 
z. z, 

lA JIBJICJ 
[DJ lf:l ]fl 

IGJ llfl Jf] 
1 : .. ) 

1~,. 11~.,] 

1~"'1 

• 
~ state ~"<<lofi of lhe (ríght. leftl boundarie< 

l"llition> of tho ~lobaJ >tilines> matri• 
cor~<>pondmg lo the (lefl, !Íght and in· 
termedoaL<) d.o.f. 

" paf[ilion> of lhe re<luoed ><1 of oquatrons 
aher lho intermedoll< d o.f. ha" bcon 
elimonated in the global sy>l<m 

IR, 1 • >«tor< of retnamder lerm• •her 1he in
termedoate d.o.f. ho" bcen eltminated in 
lhe ¡loba) S)'>l<m 

1 R, 1 
JS, J • r'ompkmenlar) >«10r> for tOe <>tended 

tr&nlf<r matri• of oqua~ion fl21 
·ts, 1 

- • frequ<nr:) ol •iDra1ion 

' 
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F<g > Supor"rn""" oom,..ooO or t .. o ,¡¡., ouo.oru.,oroo ho•lng o 
oommon ln1o~oco i;>ounoo..,. 

~"'""""'"" 

•¡o¡. S ., • .,., .. .,...,, .. '",.""""'"'' """ •n" '"""""'"~' """'n
¡;,, <onnoO!o<l Tho oubo!ru< lur .. '" ol o non-" ""'""" noturo_ 

Condtn•otion hchni~uos. As >tatcd corh<r, the con· 
d<n>a<'on of d.o.f. has as'" primary obje<ti'O, ohe matri< 

• >itt reducwm and i> con~uoil)' don< in four 01rps "-hich 
are: 

Sele<tion of mamT 5<1 of d.o. f. 
~ Panition o! the >)>l<m matric<>. 
) Ob<aininF thc solu!lon forthe maS!e¡ ><t of d o.f. 
4 l'erf orming c>pan<10n or '"'"''"Y for si a>· e d.o. f. 

The seloction of the maO\<f ,., of d.o.f. i> gen<rally ldt to 
lhe analy.lt, ~ho dO>ignale> cwain d.o.!. as bmg the mo" 
reprc>enoati>< o! the motion o! th< >)5l<m. Onoe lhe ""'"'' 
><1 h._. ~><'en spocifoed, reatrangemcnl of row• and colnmno is 
p<rformed on ll<r "'"'' oncl Sllffnm matrices. in orcler to 
maóc thc paf!Jlloru gi' en in th< follo~ ing ~uation: 

[Mmm ""'']{X"'l. ['"'"''"''1{''"}·{'"'}oO> M•m M>J X•J lúm }.'""" x, F• 

Whcr< lhc oub..,npl (m) incli<a<<> th< ''"'"'' OlSO<lat<d 
"ilh th< ••m._.,., ><!'' of d.o.f., ond subscript (s) indica!« 
th< l<rnlS I\5<>CJal<cl """ thc ''sla" d.o.f.'' A>sumin3 o 
harmonic >Oiution. thc follo" mg <>prn>ion can be obi3Íncd: 

thi• cqualion can be "ml<n a• follo" o; 

• 

[
Dmm 

""" 
v~¡ ¡xm) {'"'} 

IJS> X.s • f's 

"' 
[D]l.\"1 ~ lf"l (1 J) 

Whore th< maui• [IJ] io lno"n as o he ''[}ynamic S\iffn<>> 
bpandin~"' equaoiun 1121. >ohing for 1 X, 1 and subS\ilul ing, 
•••eral tim.,, o he following 5)"<r<m of cquaoion; ;, ob<ained: 

[D']I.\ml~lf'"l. ( 14) 

)IJ"] ~ )Dmm]-)JJm.-] )JJss]-' )Dsm] (15) 

lf'I•)Fmi+)Dms] )DssJ-' iF>I 1161 

Equation (141 coostitutes thc "'Reduccd'" set of ~ualion• • 
"ho>< motrix ordor ;, d<p<nd<ltt on the number of master 
do f Thc npanclrd solulion ran be obJaincd using oh< 
'"'"''"' o<¡uation" thcsc equalions •re gi,en b)' the following 
upres•ion: 

[X,)~ )JJss¡-• 111·~ 1- [D11nl1.\"m [J (17) 

A spc<ial case'" th< rondcmation resulto ~<hen lh< m..,l<r 
d.o. f. are cho><n in such 1 "')' that th<rc are no dri,·ing lor«> 
aCIÍnF on 1 he sJo,e el. o. f.; in lhJS ca;e equaoions ( 1 ó) and ( 17) 
t><comoc 

• 
!F"I•IFml ( 18) • 

• 
'"' 

1 Xs J ~ [ll<s)- 1 [Dsrnll X m 1 (19) 

Asirle from th< inh<reno appro,imation in lh< di><rcliz.olion 
of lh< S)'st<m, th< >Oiu1ion e>pr<>"d b)' ~uation• (14) and 
(17) do not full)' lltilf) thel.agran~e ~uallon (1), >in« thc 

'lin<IÍC cnergy ;, no! rmnimi>ed, ¡;nn>iderin~ th< ''"''' d.o.f. 
- This arg~~ment io ~<el! document<d b)' GU)'&n )2l]and Clou¡h .• 

)22), among othe,.. Therefo!e, th< rruncation ol d.o.l. oo
itoduoes sorne er<or in th< resulto obtained. 

Th~ llni!t· Elrm~ni-T ron•l~r ~h!rh Approoch 

l'roor 10 ohc di..,ussion and d<rhatoon of the propo!<d 
m<lhod, tite lundomrntol concepto of combininJ th< ftnit< 
elrmcnt and thc ttansfcr matm method "ill ~e revie"ed 
brie~y. A more detaol<d de>cripoion con be found in 
references )1~. 1~) ond !16]. 

Tne applieotion of thr dirm Slilfne;; m<lhod loan ela>OJe 
symm oubject w o SlOIÍ< load \c<tor resultr in the lollowing 
o<¡U>otioo: 

(Al[.\"[ ~ 11-'1 120) 

ro> o,., let'• ron•idor tloe O)'<l<m de..,ribed b)' oquation (20) •• 
• muoture '"'" thot the d<l<«> of froedom can be p.rmioned 
in o o "left'' and ''rilhl" d.o. f. Thrn eq<Joti(Jn (2DJ bccome>: 

[

K 

K~ '"]{X')·{''} li.u X, F, 

1!) e>pandinE ohi> exrre,.ion ~nd <Ohln8 for [X~I and 
1 r • 1 in term• o! [.1.' 1 1 ond 1 f', 1. the follo" ing cqualior~> can 
be nboaincd: 

[X,i"I-IK,.]" 1 )K,.IJ[.\"1 j+)K,.]-'1/", 1 1221 

'"' 
lf"oi•I[I•:.,I-[A'••JIA',.I"' IA",.))[.\"1 1 

Tronuction$ o! 1ne ASME 



•!A-,,¡ )AúJ- 1 JF,J 
-wh'och arran5<d in ma<ri' form b«:omo: 

13 
(231 

{"·]~ ¡-_,x .. '::"e' ... _____ ___ _¡ 
------------r. IK.,l-IK .. ]IK<>]"'IKH) : 

' 

or oímphf ying th< no! a don, it can 1:>< "'rimn as followo: 

{"·]-['" '"]{"'} "" 1, 1, r, 1, 

06) 

!'.qtlatLon (26) con be ttco~ni7ed a> ¡h< oran1fcr mauh 
reladonshop b<twoon thc ""'" •cctor> j.-',1 and [Z, ¡, ~hich 
''"'"derive<! dir<'CII)' from the mfln.,, ¡ela<ionship be!~e<n 
111< displacrn>cno vwor lXI and force \Odor IFI. gÍ\On b¡ 
equ>Oioni20). 

In thJ> <>ample, only the fil<d uan1f<r malrix ""' derind_ 
In a similar mann<r, the poim uansfor matrÍ\ oould be 
deri><d 

The Pwpowd ~l•lhod of Anal) sh 

CnMJdor """'· th•o the <lrucruro tn he anal)'<<d ;_, "'"h that 
it can b< brolen down imosub>troclur., "-hi<h ar< chain-lil.e 
conne<1<d •• >ho"n m Fir. 4, The >Ub<UU<tur« ha> e cmain 
numher of d .n.f, "hi<h aro " 1 h< mwf ae<> ar>.l sono< " lt1ch 
ar< intcrrnodiare bcl,.ecn lhc l~<o ml<rlac«. Thcn raóing thc 
•«:lor of d. o. f. for on< subotructure, and di•idrng it mto rhr<c 
<ub>m' 

"'hcrc 

IX, 1 are thc d.o.f. ar thc lcfr interfaco 
1 X¡ 1 are lh< inrerm<dratc d c.f., and 
1 X 8 ! are rh• d.o.f. 11 tho dghr interface 

Usi11~ rlris pr!r[itimr in equallon (IJI applicd ro on< •ul>
"'"""''· rhe folio .. in¡ c•prn>ion.can be: "'IÍIIcn: 

sol•·ing for rhc X 1 and sttb5tirutin~ in lhc remaining 
cquaticns, thc /ollcv.in¡ e.pr<"iono are obtaincd; 

!IA]-IBHEJ-'IDIIIX 1 1 

+ IICJ-IBJ!Ll"'(F])IX• 1 + ¡lll[f.l"' IF, 1 ~ lf.", 1 

!IG]-(li][E]" 1[DJJIX1 1 

~ 111]- (H][EJ"'IFliiX, 1 + iHJIEJ-'1 F, 1 ~ 1 F,l 

Vohich can al so be"' riucn in m>lrix form a> follo"<: 

[ ~·· 
'" 

(29) 
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v.horc 1 ·0 01 and 111, 1 •« th< shorl hand nolalion ol thc 
matri«>m th< >Quar< br"';.,,. of oquaticn< 1~01. 

le: J (24) 

By "pandrn¡ and rcarranging cqua<ion (29), i1 can be: 
oho"n afrer •·arious maorí> manipula¡iono thal lh< lcfr and 
righr houndari" can bo rolaLod by the folln" mg <•r• """". 

{ :: }· 

[
-'01"· l + ----------------
~,~.-,'R,+R, 

(30) 

or simplifyin~ the notati<>n. 

'"]{K') • {''} 
Ti> F 1 S, 

(3 j 1 

v.ilere r, rorr.,rolld lo lhc """' inciudcJ in the p"rlltions of 
the maL m of «¡ua1ion (30). 

Addms on< dumrn) «¡Uation 10 1h< 'Y"tm· i.e .• (! r 1) th< 
f<>llowin¡ equation can ~· olltamed: 

{"•) ['" i' - ~" '·]{"'} s, 1 j 

' ' 
(l21 

"hirh is thc «panded u~>f<! marrix r<lalin~ the srato of 1h< 
(<fl and right boundari<> Lhrough 1hc inwmed,at< drgreeo of 
(reedono. 

For d)nomic analy>l>. rhe .,;(fn<>• malli' [Al can be 
oubsututed by lh< d)namir .,iffnc" matrix gil en in cqu•tions 
(11) and (!l) 1he pro"dute 1lrcn lo obtain thc transfer 
matnx i> analo¡¡ous to thal ju" des.rrtbod. 

Oncc lh< uansfer maní• has bcen formulat.d for ea<h 
;ub"'""""• thc ammbl¡· of tho symm "'a whol< is modo 
lollov.ing .,andard tran>l<r matrix method proo:cdur<>. 

Thc rdation bct""" 1he l<ft and ri¡hl int<rfocc """ 
''<"<'lor>, of a sub.,rucrur< in a ch•in·likc rnnnrct<d sy.,em is 
g11·cn hy oquaLion (121, Vohich m sh<>rt hand notarion has the 
form of «¡uanon (26) rcpeatcd her< fcr ron•<ni<r><< of th< 
roadcr. 

(261 

Whcn l\\0 sub.,ructurCI aro lin~cd tog<Lher. 1hc righl in· 
1erlace of oubmuc1uro (n). becomCi aho r)lel eft tnl<rf are of 
ouh\IIU<IUre (11 -1 1 ), 1her<loro; 

!2,1 •• ,~12.1, ¡llJ 
The rrla<ÍOrlOhip brn,cen ><ate •·ootorS lor •uhmuctu« 

(n+l).,then 

IZ.I,., •IT •• 1]1Z, l •• , (34) 

Combmrng oquaoion1 (26), 1331 and (34) the cquallon r<sul1': 

(2.1,. 1 e(T •• 1JIT,IfZ,I, (JSI 

In rhi> ca<o, lhe ¡¡cneral <>pre>sion !or th< 1o1al 'Y"<m v.ah 
"n" •ubotrurtur<s as sho"o io Fi¡. 4 io gJ><n b¡· 

17.1, •(T,J17,_,)[T,JIT11120 1 (36) 

' 



..... , 

• 

Fo.¡_ O A oholn "'"'""""'""' ""'"' eomp.oo"' ol "n"ouOOI<u<h.•oo 
or Ol>t;ono. ""h dol;nKI >hllno11oo 1>11 onO oppi"O lo«o •o<ro" 1 F l. 
o nO 01010 •«loro 111 do!Lnoo 01 tno OOM<OIIng bo""darloo 

()7) 

(38) 

h •hould be not«< tila! b; m~hiplrinllhe tramirr mamoes 
17;], the orde-r of matrh IUJ doe> n<>l in<rea"' bur rrmarm 
compatible "'ilh rhe nrarric" heint mulripliod. 1 f the ')'>1<m is 
such thar all srrhmoorure> h;,·e rh< same rramf<r marr" thc 
order of 1he S)'$1<m rransf<r malrl' [U) r<marn>th< >ame. 

Thi!. fearure rnu\rs in a rtduccd •izc malnx "hich <ml><xhos 
rhe ennr< sy>1<m. The end >la« ><<lo" 1 Z 1, and 1 Z 11 

<ontain the boundary condlliom of lh< srrucrure in torm• nf 
dr>plar·ements m Lh< dir«IÍ<.m of rhe d n.f. and !orcos a¡ rhe 
nodoolocated in lhemwface>. 

Oncr th< sy>lem h.__. been as><mbled. rhis is "hrn all 1he 
tran•fer matrices ha>< been mu\tiphed a• e>pr<>sed by 
equation {)8). Su\lsequenrly rhe \lmrnd>r)' condilLon• ha" to 
he sari1fied by 'o\•ing fot the un<no"n t<rms m the end >tare 

vector>. Afler rhe end """ veclor> are kno"n lh< m· 
t<rmediare S\ate •mon can be: obtained by r=rsi,·d¡- ap· 
pl)·ing equation (26) lmlll all """ vmol! ar< k nov. o. 

ror dynamk analy•i•. !he dyoamic '"ffness matri' con
oairos rhe frequency rerna. Those frequenq· >alues "'hich 
,._tisfy the boundar)' condi!Íons are th< natural frequrnoi.-. 
for rhe syS\em.- The pro«dure ro obtain 1he namral 
frrquenc:res and the mod<"l i> similar to rha1 p1oposed b) 
Holter {17]. In lhi> m<thod a na1ural frequenc)' >alue is 
O>Sumed for "hi<h the •Y>I<m i> "ueJ<od."' where rhe resr 
coruim in multiplying the rransfer rnarri<e> and ob .. ning 
wheth<r or not rh< boundar¡· condiuon• are ..,_ti,r.rd. lf th< 
boundary condirions are no1 ,.,;,r.rd, a drfferenl ••1m•• 
frequency musr be chO><n~ and cakulauon> mu>l b< r<poat<d, 
unril 1he buundary condaions are ••tisfied producing an 
a<rual namral Jr<quency o! rhe >J~tem. Thi> iterati'< 
pro<edure ;, •ho"n >eh<motie&lly in 1he compurer flov.ehan 
in Fig. S. 
Op~ra1ional A•Joe<t> uf lhe Finile Eltmenr-·lran,fer 

Motrix Methud 

Duo 1<> the inh<rcnl complication• of mol m op«otiom, l1 i• 
n<e<>>ary In poinl out •om< importan\ ••pecrs ro be oon· 
oiderod in develr>piog a suirable compuler al~orllhm, 

Thc propos<d m<rhod 1> orienled toward• the analy•i• of 
mmÍ>I<x sysr•m• "hich can be modelod by m020s nf •ub
'""""'"' ccnnm<d in • ehain-\il.e mannet. for in>rance. 
bcams with inrermedrare •uppom. \lridges. mullithrov. 
cranhhaf,., ere. The complica<ions in'"'''ed rn obraining rhe 
>1ilfn<" and "'"" marrrc<> are directl)' a"C>Ciated "'ith th< 
type ol r,nire el<mrnrs U«d 10 d=rib< lh< muctur<. Sev<ral 
bool.• [ll. 2<1 omong ·orhen] are ollilable _,.ith de1ailed 
de><npnons of the proe<dur<> roqurrrd to obrain rhe >)5l<m 
mor m os of equations (l) and (4). 

' 
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" 
Flo¡. ~ ComP"'" '"'"''"''"'"'"" Olgontnm lo• '"" ~notoll!oO liMo 
''"'""' '""'''' m01o1> molhod lo< lho ooollo or o,nomle '"'''"' ot 
oholn-loko ""'''""' • 
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'• x, 

x, 
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Finall,, ~lob•l Lran>f<l mOlm (Ul ¡, obrain<d b_, mullipl)'in~ 
th< trand" malrÍ«• of oach suh\LIU<lure. 

Tr<aLnL<'nL ot • lar8<r and moro compb •l'•L<m i• 
anologou> to lhat d<>cr'Lb<ó m thi• e>ampl• and th< u,. ofth< 
finiL< el<mcnt mothod allo"' more oompi<X elom<nll lo b< 
us«l Lo dacr<ri>t th< >ub,.,uotur<< and lo obta1n th< !Ub

>LruCL uro >l 111 "'" and m a>< maoric«. Su eh applkallom ha" 
bcen don< bl <h< authors using 3-D i•op.>ram<tric >olid 
<lomen" and "ill bt I<POf!<d in our ne•t p.l¡><r> "hich ar< 
no~ in preparation . 

. ~mnmar) ""d Cnndtlliom 

A bri<f d«<ription of th< currentl; a-ailablo cond<n>aLiorr 
and >Ob>lructuring l<rhniquos has Oeen modo, poim1ng out 
>om< of th< main f<a~uro_\ ol lh•>< <e<hniQUOI and ho" lho¡
appl; «> th< ae<ual t;p< ol <}>L<m• addr<<Sod in lhis >!Ud)'. 
Th< corr<lation btt"un lh< sllffn«• and uan<f<r mauix for 
1\m¡:le <lemrn!> ""' dLOCU><cd, anda g<ntrolll.ation of <h< 
'"""PL ""' d<>tlopcd for comrl<> sub\LrU<'<Ur<> h"·ing 
int<rmod,.L< active d.o.f. A d<tailed dorivarion of the 
oquations in•oh«l in th< proposcd mtthod "" made. anda 
a<neral compul<T alsorithm flo"chan (Fig. 51 ""' pr«<nt<d 
•ho"ing !h< main >l<ps rcquirod for computi" im
pkm<nlaii!'n of lhÍ! m<Lhod for prae~ical applkations lOan 
actual ph¡>ical >l"!<m. 

1t is imi'Ort•ntto not< rhaL spt<iol auenLion "'"" b< paid ro 
tho numoricol 3\p<el> ini'Oh<d in !tl< matra operallons, in 
ord<! ro r<duro rh< pm•ibili<)' of JLum<ricdl mor. 

from Ln>p<<lion of lh< e~uation! dori,<d. and from Lh< 
<>ample &"'"in th< app<ndiA, th< follo,. in~ conclu•ion• <:an 
bt dra,.n "hi<h appl; ror chaio-lil.< oonne<L<d !)'<l<m•. 

1 Matm r<duction cnn h< achi.-ed b¡ appl;,.mg rhc H-T~! 
approach Lo ¡he substrue<Ut<"> of a S)SI<m. 

2 :->o .. r..,rion ol ~rasoor and Sla1c deEr<e> of fr«dom is 
Tlle d<rilot~on of the transf<r matri> f~r a s~bnru<tur<, roquhed in th< rE-l.\1 method, thU\ redudn¡ rhe po~>ibiln¡· 

ho~ Oler. r;q"""' the .m'''""" ni su_bmatr." IEJ tn «¡<J01l<>n nf m'""P"'enrorion 0¡ rhe 'l "'"'· 
{27) and 1> .,.J m eqrWI<>n (lO)_ Th;:1e '"''~'"""are >u u reos of 3 All rhe degro.s <>f Fr«dom are included 1n the for
'""'' nummcal crroro. Houe><r, rhe" '"'"'"""'are~""-'~- mularion 0¡ rhe reduc«< <qua<ion•: and· no ,..crifke " 

- onl~ <>n« for C'3<'h submuotur< and ar< ~or·arr"'¡"":l b¡ '';:. roquit«l in appro•ima1 in~ thd ;0.,;c enerE\ of rhe ,1 "'m. 
loa 'wor. Th1> "an ad-.n~gt, <>¡>eerall) rf al thc '". ~ lnrermedia" actÍ\'0 d.o.f. can be pro¡><rl) cond<t"ed. • 
m~<Lur<> h»< Lh< """con LjlUr>Lion. Th"" Lil< <a>< Ln alt>ni ""han)' <\tcrnalload< ae~in¡: on lh<m as <ho"n b) 
por10d10 <lrU<Luro' ,uch a< <h<>S< treaLod b)' Emg<is and <qua!lon(2 ~1 
Mairo,ttclL 12n ~o<e al"' Lha< Lh< ordor of th<« matrioo. i> ~ Th< ad•~ntagos of th< r.n'no<l<mrnt m.-.h<>d apph·to Lh< 
smali<r Lhan thcordtt of th< SLiffn.,sand "''" matu«s lor • pr~r><»<d mtthod in t<rm• of d"<r<tizing Lhe S)''",;, usíng 
si><n suhHrU<Lure, ,in« onl)' Lh< inLOrmod~a10 d_o_f. ar< ouh>Lructure•-
con;Ld<r<d in lh< malri' to be ir>,<rL<d. 6 Tho ad\Ontag<> ol th< Tran•fcr ~latri• m<Lhod abo 

finall), it <an be not<d that th< m a tri> (.1) i• bandod and it >p¡>l) 10 Lh< I"OpoS<d m<thod, •pt<ificall) th< fact th>L by 
dot< nm roquir< fuli ""r•!• in th< <omputer momor). 1t isth< multipl)ins th< lran>fet matrk<'. th< ord<r of th< r .. ulting 
a;«mbl)' of Lh< '"'iou• suOwurtur« that makO> >lorago maLii>do""'"incrra,.. 
roquirrm,nu inrrea", ,¡neo rh< <>rdor of th< ~lobal maLric<~ 
rncr<•>« wo. In th< J E-T~1 mOLhod 1h< •ub<tructu;< matrr• 
(T,l" full;- populat<d and rcquoro. full >IOIOJ< rn rho oom
put<r.mcmof), hut ¡ho &lo~al transl<r m.olri• (111 dots not 
rncro•" in •izo »nr< JI re-,ull> from '""'"'""'' m•ni• 
nwl <inlicati''"' a1 '"d""'" ~) cqu,ion ¡36)_ 

Somo other .,P<ct> in obtainmg the -.olution of Lh< ')"'"' 
ore po.rall<l to those in>ohod in >l>ndard uan>l<r mwi• 
applicallon• •nd doscu.,ion ma) bt found, for m<lan«. in 
rurm b) l"olloland 1-<e~i< (9] or 11~1. 

Hlture imprO\tm<niS in thJ> area ¡><rhaps ,.¡11 mdudo th< 
lormula<ion of uan>f<l malri= for mucturts ""h oompl" 

• finrt< <l<m<nll ond in addition. lh< irt<lu>ion of brancho; in 
lh< 1) '"'" m•.' h< <onsidorod, 

Somo of thil "Orl i< alroad¡ in pro¡r<>>., Lhio rn>LnuLion. 
spocifioally, u•n•f<r m•ui• lor <lfUotur<> modoltd ""h JD
>Ohd finue elom<nts. 

Although ti>< proposed merhod is ori<nr<d l~"ard• mor< Rtf<f<n<"t"• 
comple, '"""""'· • •impl< o.ampl< " !i' en in th< ap¡><nd" 
"ith Lh< puL!'<'>< or ¡Jiwm·,n~ lh< tr<a"'""' of '"o'"!>
"'"'"""' "hich ha~ o, wmmon b<•undar) and '" rham-l1ke 
ronn<et<d In thJ< 0\0mpl<. th< >lllfn .. l matri• l•lJ " r,,,. 
d<ri•<d for <><h <l<ment in lh< •ub-ltruoture and thon 
a!S<ffibkd uún1 th< >landard dn«L stiflno" method. ~ub-
'"~"'"11;-, lh< tran<f<r m""' (i) is formula~<Ó for oach 
!UbiLru:-Lur< h¡ appl)in~ lh< tran•formation• of equalion< 
1"!1. 00) and (l~J to lh< •uffno.• matri• found carli<r. 

Journal of M echanicol Design 

L G,,.,, 0. J • "l<"'•~~· ol '""""" ... ""' """"''" < i A,A, 

'""'""'·'"' l.'•·'-'" r""''·' , .. l H•n). \\,C. "lo"""'~'"' -'O ""''r ''"''n" T<'<hnOO•~ ... Po""' 

''- 1 or '"" '""'"r ••""''- ~·- "• '"""'· to•r. s •• ,...,~ of 
''""•""' s • .,.,, 

J ..... ,.,,, '· ". "A "' ... r COm''"'"'-'" Plo¡"m roo l>¡.,m< 

'"'"'" ol '"""""':- '"'"""' ''""""''"m l) '~'. '" "'""''""" 
L• """"'-' , P ''-'"'·'· < oL!r . J ol) l "' . .' 

'"""''"""· '· l ... ,,,,.,_ '""''" •• 
A / < A.J .. '"of. \ 01 '.'o 0,/..., 11'< •. O "" 

' 

' 1 

i 



""'"'''· •- H. ·--rh< "~"u"',.._.,~.,,,.,..,_.."'"',;"· 
"' """'' "'""""' c .. ..,., .. ,_ l .. ~"'''"·c •. ""· 'll<>>ho. G. J.'"' S•oooon. J.~ .. ""lh< ~"'>»u,,.., M.ouol."" 
S•omoO Aooln" '-""""· In<., ll"ob<Lio. P'• . "" 

1 WPI"Wo U>""""''·''"'"""' u_.o•m•O> """"' Coop"''"""· 
"'""''·"' ... ""-' a. .... •- " ..... "'"""· J .• n, .... ," of '"""""'" "ru"•·H•o. 
'-'··"'l.o '" 

' l«'••· f _ A . ood r""'· L. ""'''"''" """' ¡ "''m""'•-"" ¡,,.,, 
J ,.,,., >n .• Vol l. 1900.00- '"·>•1. 

10 D""""'""· A D • 1 "•l>r•'-'"' ,,.,.,...._..,,, "<>< Po>l"'"' < o • N y_ 

m•.• ''"'-
" bOl""""- R L. TI<•""' p.,..,../W.,•I '"'"" D,"""'"'- AS"E 

Somol p,oLm$ .. l<ool "•- H"-""2. 19';2. 

" """·" A. ""A'""'"''' M<>Ood '"' Cok•'""' e"""''""'' of 
f"l<><bl< "ooooo."" 1 """"'""' ASME, \ o1 01. "'-'· OP .0<2. A 1<!. 
"l"'"· t. A .. ""lb< Aoo''"""' of '""''" '""K" •• rt ... 

;·,,,., .... ;· Joi'"""'"A"'''• \ ot ~~~ll. l '"''·PO- '"' 1 1 l. 
1< Loo.\_'-·'"'"'"'""'·~- J .... , .. ,.,,., ol l<•m·T,,.. """"'~ ,., • .,.,. .... ~,,,._ , ..... ,.¡ '"''""''"' , •. '"""""· '"'- '""'· "· '"'· 
" '''"''· Le '"' t ""'· '· A. """"-' -"""'"''" ''"''""'"'"'"'· ""'"""""'''·'·' ·'"-'-" '" " U">"""'· " A .. "" A .~<• Aep"""' /01 Plm \ ''""""' Co'"''"""-'' 

16 ,,. 
of '""''" ""'"' ""' ''""'h"""" ,.,,,...,;· A»!E. ¡.,_.,, of 
''''"~'"''"' , ••• , ... "'' 1 ":."" ''"-"' 

" ""'"'. ¡¡ ... ," ""'~'"""'' '" ""'""""'''"""· .. ''""'" 1 "'" 
<lltll. ""'"'· l'll. "'""""'"'' 1•> J.~·. """''· "''. In< •• Aon ~''"· 
"""· " '"0··~·. T. J .............. •- ". ··~c ............... ,_~ ..... . 
T""''" "'"" '""""'' A .. r,..;o .,., ..... - )<.,.,.¡ oJ ......... <od 
, '"'""""· , ... l• .... '· '"'· ""· , n- "' 

10 llltplon,..,lf. k. L. ~'"''>• H .• '"' Holrmoo. k .• """""'"'"· Ad

'""" ""''''-' Pobl""'"' Co . 1 '" . C'"''"'''· ""' . "" 
lO A«h". J '·· ··c""'"""' .,,,, -'""" loo D'""'"'"' "'" ,,.,...,_.. 

Pooc. A<;Cf .. Jo••"'l of•>.S"""'""" "''"""'· 'ol "-~o SH. AOJ. 1961. 
" c. .... " '-· .. , .............. "'"" ,,. ....... """" ...... ,_.-

''"'"""'' '"''·A I.A .A.)<"""'·,..,.._ '"""'·p. "'· 
l> Cloofh. k W .• ••d "'""'"• l • """""' o/ -'"""""'• M<("'" H1JJ. 

Nl.,.,l-'.rlll 

ll '""'""'"• u c .. ,., r •• ,,. ~:km••• ""'"'- 10,-<:;,. •. ~.u. ~ '-
1917. 

l• Coot. R. D. c .. ,.,,""" A""'"""""' ofl""' l~'"'" """''"-'
Jo>• \\'"'A '""'· 1 "' . ~-' . '"'' 

" f """· " e . '"' ""'"'"''· ~ .. """"'"'"" or """"" ~'""'"'-"' 
_\0 ,..¡,1 A "''''"- "" 

AI'I'L.'\niX 

Transfer Matri' d<ri•·adon for the tv.o Jubmu"'"" S)"SI<m 
sho,.n. Ftg. 6. 

Stiffnen Matri' of Submutturt 1: · 

[ 

K, 
-K, 

' 
-K, 

~o·, .. ,._-, 
-K, 

Stiffness Maui• of Substructure :>: 

' -K, 
K, lv¡ u.¡ 

1~:: ~ l~: 
Ammbled 0• erall S."' e m Soi rr "'" Matri.: 

,, K - ' ' ' 
K - ' ,._., .. ,..., -}-:, ' o ,. 

- ' -A",+K, K - ' 

' o -K, K, •K, 

o ' ' - ,.. .. 

' o 

o ,. - . 
K, 

•,--( H )( ';:,~· )( 

• 

x, 
x, 
x, -
x, 
X • 

P•r>itoon> on Sub>lru<ture 1 S11ffne" ~lalrix for Transfer 
~lotri• Formul•tion: 

[ 

·--~·; . .-:.~~ .. ,. o 
::~-·.;_~·~:-~!_¡ -----~'. 

o _,._., },;, 

Tlmdore 

~ - K 
' B 

o - _,._., E 
G • ' n 

¡, 

J, 
¡, 

J, 

- -K, -' ' +A": - -K, 

Then. usin¡: equaoions 00) and {32) 

fl,- -
~o:, • A", 

'"' 
T,"' 

)-o 

e -' F • - ,._., 

' • K, 

K, • K:) -- __ , 
A·,~o.·, 
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>, ( ,,,, )( 
A, +A, 

TheTran>f<r .\101m for Submuaurol" Th<r•f<>r< 

,_ A', • ;;, f, x, ,_ ¡;,+K, f, 
X A" 1K, K, ¡;,¡;, ¡¡, • 

¡T,J m " 
_, J,(K,-1•:,¡ 

f, (K1 •A"1J - " 
_, /,o:, -1•:,) 

fo <A",•A",J 

" " " " " 
The Gio!>al Tran>f<r Ma¡ri< " 

x. e.:,+K,_K,+Jo.",)(-f' _A"r+A", (f1(A",-K,l)_fr 
A"1K, •• K,;;, K, A" 1A", (K1+1\1J K, 

x, 

/, m O 
( _ / 1 (K1 -A·,¡ + j 1(K1-K,J) 

(K1+J.',J A 1+K, fo 

" " ----------~~---

Journol of M ech•nlcol Oeslgn • 
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SOME CONSIDERAT!ONS ON THE NUMERlCAL 

SOLUTION OF THE NEUMANN BOUNDARY VALlre. PROBLEM. 

Since the Neumann Problem has a unique solution up to an additive 

constant, it is expected that the discrete version of this problem 

does not yield a unique solution. In"fact the corresponding linear 

equations are not linaarly independent. l!owever, n-1 of the n li

near equations are linearly independent. This fact means that we 

are able to assign an arbitrary value to one of the components of 

the solution vector, thus obtaini~g a system of n-1 linearly inde

pendent equations. 

One question arises; What happens if, disregardi~g the fact that 

the n linear equations are not linearly independent, one applies 

an interative procedure, e,.g., Gauss Seidel, to salve the system 

of equations?, 

It is apparent that one will not have convergence, but it is not 

obvious that the si~gularity of the matrix of the system will 

lead to dive~gence. 

Let us see, however, what happens in a particularly simple pra

blem. Given the Neumann Problem 

~l, •.. ,N 

Where n is the recta~gular domain O<x<h,O<y<h in the X-Y.plane 

and c. is the constant value of the normal derivative of ~ on 
' 1 the portian ani of the boundary. To be specific, let 

~x{o,y)•O, wx(h,y)= c 1 

wy{x,O)=O, wy(x,h)= c 1 
} 

where the constants :el .and e~ ·are not arbitrary but .thcy __ have to 

satisfy the compatibility condition 

(1) 

(2) 

(3) 

.. 



• 

1 
a o ds•O, 

írom whicb we obtain 

Let. us construct a very coarse qrid of 4 points over n, as is 

shown below, 

" ' ' 

' 

-···The -squations for the .discretized solution [w 1 ,w 2 ,w 1 ,w.,] ':' are 

2w 3 +2w 2 -4w1•0 

or, in matrix form, after dropping common factors, 

_, 
l 0 W¡ 

l-20lW¡ -hc 1 

' o -2 1 w, 

' 
free which it is apparent that the first equation is a linear 
combination of the remaininq three, namely, it is equal te the 
sum of the second and third equations subtracted !rom the fourth 
ene. 

It cam be readily checked that the rank 'of the above matrix is 3. 

Let. us express equ<ltion (7) in the form 

'" 

·- . 

'" 

"' 

'" 



• 

In order to apply point Jacobi iterativa procedure, express A as 

the sum of a diagonal matrix, a strictly upper triangular and a 

strictly lower triangular matrices, namely 

Then equation (8) leads to the iterativa scheme 

w (k+l) D- 1 (L+U)W(k)+D-lb -------
or, in component forr.t: 

W¡(k+l) o '1' '1' o w 1 (k) o 

W2(k+lJ '1' o o '1' W2 (k) 

'" 
o, 

~ • 
W¡ (k+lJ 1/' o 11' ' o w 1 (k) ,, 
w~ (k+l) o 11' 1 1' o w' (k) o,< o, 

which converges H ""' only H '"" spectral radius o< '"' matrix 

o 1/' lf' o 

1/> o o 11' 
o~ • 

1(' o o 1/' 

o 1/' lf' o 

" leas than one. 

""' "' compute '"" eigenvalues "' •• 
-1 11' 1/' o 

,,, (8-1..1) ~ 1/2 ·-Á o 1/' ' ~1, - ;¡.2 .. o 
~ 

11' o -1 11' 

o >(' 1/' -1 

Hence 

Thus,apectral radius of Bis 1 and so the iterativa procedure 

(11) will not converge. 

In fact, let us compute the nth power of " -

"' 

(10) 

( 11) 

( 1 2) 



• 

• '1' o o '1' o '~' '~' o 

o 1/21/2 o '~' o o '1' ,' ' • !B=c ., 
o l/21/2 o '~' o o '~' 

'1' o o '~' o '1' '~' o 

From Cayley-Hamilton Theorem and the characte.:istic equation (12) 

"'" have 

Thus, 

' ' B ~B 

and so the error, vector 

2k+l 
B "B,k=l 2, ... 

e(k)=w(k)-w 

shere ws actual solution, oscillates. 

Let us arbitrarily assign the value zero to w,. The system (7) 

reduces to 

_, 
' _, 

o _, 

or A w- b and w= 

_, 
Adj (A) 

whei:e A • 

'"' A 

' ' 
_, 

' '"' A• 
_, ., - ' ( ~ - 1 ) • - ' _, o H 

( 13) 

(14} 

(15) 

( 1 6 ) 



• • 

' ' ' 
Adj(A}- 2 ; 

' ; 

Thus, 

' ' ' o 
; 

' "' - -
' 

; ; -hc 1 -
"' ' ; ; -hc 2 

-2hc 1 2hq 

; - - -3hc 1 "" ' 
-hc 1 - 3hc 2 

Subst~tutin9 eq. (5), nar.oely c 1--c,, into the a hove equation, one 

obtains 

"! l o 

W¡ -l/2hc¡ 

Thus the distr;bution of 

¡, ,. 
--he 

'1 
0.0 

• 

• 
o. o 

; _,, ., 

, f, -;. -. 
(lfl is 

' 
Comparing this discrete solution with the closed form solution of the 

continuous problem, 

W(x,y)~ ' ' (X - y ) 



. . ' 

one obtoains 

w(O,O)•O, W(O,h)- ' -hc 1 

' 

i.e., we have zero error at the grid points. 

• 
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2. SISTEMAS CON MUROS O COilTRA'IIENTOS SUJETOS A CARGAS LATERALES 

En muchos casos prácticos, para dar. a los edificios rigidez y resistencia 

suficiente ante cargas laterales, se recurre al uso de muros de concreto, 

normalmente combinados con marcos rígidos. Otras formas de rigidizar mar 

cos son rellenar_los con muros de mampostería o contraventearlos con el eme!!. 
tos di! concreto reforzado o de acero. Són comunes también los edificios 

de altura. moderada en que los elementos resistentes son muros de mamposce

rfa con distintos tipos de refuerzo. En esta sección se describen métodos 
que sirven para analizar estos tipos de sistemas estructurales ante cargas 

laterales. 

2.1.1 Deformaciones ante cargas hterales 

.Aceptando la hipótesis de comportamiento el5stico lineal las defomaciones 

de un muro ante cierto sistema de cargas en _su plano deben calcularse ccn 

los métodos y teorías de la elasticidad. Ademh de las propiedades elásti 

cas del material (como módulos de elasticidad, de cortante y de Poisson) 



. 

hay que tomar en cuenta la magnitud y distribución de las cargas la geo~e

trfa del muro y la forma en que est.i apoyado. Existen solcior.es arulíti

cas para ciertos casos sencillos (véaSe por ejemplo la rcf SO). y los casos 

de geometría o condiciones de frontera complicadas se pueden tratar con el 

método del elemento ftnito, que se describe brevemente :-ás adelante, y 

que permite obtener soluciones numéricas con la precisión q,_e se oesee 

(ref 16 a 18). 

Sin embargo, para muros de sección rectangular empotrados en su t~s~ y su

jetos a una carga lateral en su extre;r_o superior, P, como se r:-uestra en la 

fig 2.1, el desplazamiento lateral del extremo cargado o, se o~ede caicular 

con bastante precisión con la expresión 

Ph' 

' 
Ph ( 2 . l ) 

JEI GA 

donde hes la altura del muro, l y· A el momento de inercia y el drea de su 

secci6n transversal, E el m6dulo de elasticidad y Gel de cortante. 

En la fig 2.1 se incluye una comparación entre los resultados obtenidos con 

la ec 2.1 y los que proporciona el método de eiementos finitos (que pued~n 

considerarse como exactos) y se observa que los errores no exceden del 4 

por ciento. Aunque la figura citada cubre valores de b (ancho del muro) 

entre h (altura) comprendidos entre 0.5 y 2.0, la ce 2.1 da la similar ~r~ 

cisión fuera de ese intervalo porque para valores mayores de b/h son im~or 

tantes solo las deformaciones por cortante consideradas con el tér::;ir.o 

Ph/GA, y para valores menores son más apreciables las deforr..aciones ¿ebi~as 

a flexión tomadas en cuenta con Ph 3/3EI . 

. De lo expuesto se concluye que para .fines priicticos es suficiente calcular 

las deformaciones laterales de muros aislados con procedimientos de resis

tencia de materiales que consideren los efectos tanto de flexión co:;;o de 

cortante. Así se ha proccdido.para calcular las deformacion<?s "en el caso 

mostrado en la fig 2.2. Las expresiones em;>leadas y los resultados se pr~ 



sentan en la tabla 2.1 

2.1.2 Muros bajos 

En muros de sección rectangular cuya altura total no excede de un tercio de 

su longitud ycuyabasese halla aproximadamente empotrada, -las defonnaciones 

por flexión pueden ascender a lO 6 15 por ciento del total. o aún menos, d~ 

pendiendo de las condiciones en los otros tres bordes. Es aceptable despr~ 

ciar esta contribución y calcular la rigidez de entrepiso tomando en cuenta 

solamente las deformaciones debidas a cortante. Es entonces aplicable la 

fónnula 

R ~ eGL/h 

donde 

R • rigidez 

G • módulo de rigidez efectiva dol muro 

' • espesor del muro 

L • longitud del muro 

h • altura del entrepiso donde se calcula lo rigidez 

En general para muros con sección diferentes de la rectangular la rigidez 

de entrepiso está dada por 

R " Gíl/h 

donde 

U ~ área efectiva de cortante del muro 

2.1.3 ~!uros esbeltos 

En estos muros tienen importancia las defonnaciones p_or esfuerzo normal de 



bldo a flexión como las provenientes de fuerza cortante. Por ello, las rj_ 

gideces de entrepiso depen<.ien de la distribución de fuerzas·hori~ontales en 

altura. Normalmente estos muros se encuentran acophdos con rr.arcos y la 1n 

teracci6n altura taw.bién sus rigideces de entrepiso. As!, por una parte las 

cortantes que toman los muros dependen de sus rigideces de entrepiso, y por 

otra, estas dependen de las primeras; por consiguiente para conocer estas 

c~ntidades es necesario proceder·por iteracción (rcf 14, 15). 

Cuando las fuerzas laterales son tomadas solo_por muros de distintas propi~ 

dades geométricas, es decir, si no san importante las rigideces <;!e las "li

gas o de las losas que conectan a los muros, se cometen errores tolerables 

si dichas fuerzas se distribuyen proporcionalmente a la rigidez de cada ~u 

ro, calcuhda para un desplazamiento uni_tario de su extrcrr.o superior (Es 

decir aplicando una fuerza en dicho extremo y dividiéndola entre el despla 

zamiento que allí produce). Cabe advertir sin embargo que este criterio 

no es aplicable si las variaciones de las propiedades geo"'étricas de las 

secciones transversales de· Jos distintos muros con la altura no son ~~roxi. 

madamente proporcionales. T~mbién son notables los errores en los pisos 

inferiores,.donde la influencia de los esfuerzos cortantes es mayor r;ue la 

que involucrado en esta forma de proceder. A continuación se presentan al 

gunos métodos p~ra analizar muros acoplados con marcos, que es el caso· que 

con más frecuencia se presenta en la práctica. 

2.1.4 Método de Khan y Sbarounis 

La versión más simple del método propuesto por estos autores (ref 15) con-

siste en sustituir una estructura como la :le ,, fig 2.3 por otra equivalan 

te reducida que " esquematiza en la fig 2.4 '" la cual ,, sistema W repr!. 

·senta al muro o muros ,, rigidez; ,, momento ,, inercia ,, este sister:-.a, 

-en cualquier piso, es ,, suma de los momentos de inercia de todos los mu-

ros de rigidez representados. El sistema F (marcos) incluye a las colum

nas, vigas y losas que contribuyan a la rigidez lateral. Las rigideces 

(inercia/longitud). de las· columnas (Se) y vigas (\) son la suma de .las ri 
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gldeces de todos los elementos correspondientes en la estructura. 

Los sistemas W y F se consideran ligados por barras ~orizontales de rigidez 

a~fal infinita y de rigidez a flexión nula, de forma tal que los des?laza

mlentos laterales de ambos sistemas son iguales, pero no los giros. 

Khan y Sbarounis proponen que las cargas laterales externas se apliquen ini 

cialmente en su totalidad al. sistema W como si estuviese aislado, y se calcu 

len los desplazamientos laterales así provocados; se pueden incluir las de

fonnaciones debidas a cortante. Luego se suponen unos desplazamientos late 

rales para el sistema F; a menos que se cuente con una mejor suposición, 

éstos serán iguales a los calculados para el sistema W. Por medio de dis

tribución de momentos se pueden conocer los elementos mecánicos generados 

por los desplazamientos supuestos y las reácciones sobre el sistema · ... 1 • Se 

calculan enseguida las modificaciones que producen estas reacciones, aplicán 

do las al sistema J.J, nuevamente aislado. Se comparan los desplazamien~os de 

ambos sistemas y se repite el procedimiento hasta que dichos desplazamientos 

sean iguales dentro de cierta tolerancia. 

las fuerzas finales en los distintos muros representados en el sistema W 

son proporcionales a los momentos de inercia y, conocidos los desplazilmien

tos en los marcos representados en el sistema F, se'pueden determinar sus 

elementos mecánicos con aplicar una sola vez distribución de momentos. 

Cuando los marco~ toman una parte significativa de las cargas totales, el 
método ex-puesto puede requerir de varios ciclos y por tanto ser muy labori~ 

so~ por dicho motivo los autores presentan 9ráficas dando valores de los de~ 

plazamicntos del conjunto 14-f en términos del-dcsplazamiento"dcl nturo en su 

extremo superior. Estas gráficas se reproducen en las fig 2.5 a 2.11. Pa

ra entrar a ellas la cantidad Ss/Se debe calcularse mediante la fórmula 

S ' . 
" 

.(2.2) 



donde E5 e Is son, re~pectivamente, el módulo de elasticidad y el momento de \ 

inercia del sistema W, Ec e le son los correspondientes valores de las colum 

nas del sistema F, y N es el niimero de pisos de la estructura. 

Segün la ref 15, se puede hacer una corrección de con~ergencia, consistente 

en emplear como ~alar inicial para el desplazamiento !l;;"(n+l) en el piso i, 

en el ciclo n +1, el dado por expresión 

t:.ei(n) - <lii(n) 

"' ll" 1 • 1 • ---..--:c.-.---
,, " 

1 
+ {~i - uei(n)} ( 2. 3 ) 

llii(n) 

tlii(n) es el desplaza_miento inicial del piso i en el ciclo n, jei(n) el co

rrespondient~ desplazamiento al final de dicho ciclo, y"'; es el desplaza

miento del sistema W, también en el nivel i, cuando se lo somete" a lascar 

gas totales como si estuviese aislado. 

Como una ~ariante para simplificO:r el método, al calcular las fuerzas cortan 

tes en el sistema F se pueden emplear las f6nnulas de Wilbur, en vez de efec 

. tuar una distribución de momentos. Esta última se puede hacer cuando ya ha

yan convergido los desplazamientos y en el marco completo, no en el equiva

lente, para hacer un ajuste final. 

Como ejemplo de aplicación, se ha analizado la estructura de la fig 2.3 con 

los datos adi~ionales dados en la fig 2.4. En todos los cálculos se han em 

pleado como unidades metros y toneladas. Se tiene 



lb= 0,25 x 0.501 /12 = 0.002604 

te~ 0.40'!12 = 0.002133 

. Im" 0.15 x 4'[12 = 0.8 

s .. Rlh + ill
4
! = o.oosssg 

b 6 
'14 ·¡ 

Se .. _3 e " o,009954 

r .,z¡m"1.60 ' . 

S . s,' • -,'¡'¿: '!"rnBDfT ( ~ )2 = 214 l4 x o.002iJJ J 
(ver expresión 2.2) 

Las operaciones efectuadas se _resumen en h tabla 2.2. En prir.;er lugar 5e 

han calculado, con el mi§ todo de la viga conj:;g~da, los Cespl~za;"~ientos <'~; 

del muro sujeto a las cargas totales; en particuJlar el desp]¿¡¿Jmicnto del' 

. piso superior c., resulta O.C44() m. Luego se han obte:~ido l<:s rigideces ~e 
. . 

entrepiso mediante las fórmulas de Wilbur, las mis::".aS se dan en la cohmna 

R; (se han incluido en su cálculo todas las vigas y columnas de los tres 

marcos), 

En el primer.ciclo se han usado las flg 2._5 y 2.5 para estimar los valores 

de t, .. /t.. Como fls es co~ocído, se·calculan enseguida los .'l .. , con los cua 
11 S . 11 . 

les se dcíenninan los dcsplazal:lientos de entrepiso '\• y, multiplicando 

estos por las rigideces de entrepiso correspondientes, las fuerus cortantes 

en el sistema F, v, .. Las fuerzas corta~tes que obran sobre el r.1uro,V ., son 
1 m 1 

iguales a las cortantes totales, V ti' menos las respectivas Vfi· Conocidas 

las V • se pueden calcular los desplazar;~ientos.:. . que las r..is:r.as producen 
. m1 . e1 
en el muro. Se comparan los llei con los t..ii para ver si son suficienterne_l1_ 

te parecidos. En este ejemplo el primer ciClo no da rcst:ltodos Siltisfacto 

rios, por lo que hay que seguir iterando. 

Para inici"ar el segundo ciclo se ha usado el critc1·io de convcrgcnciil dado 

por la expresión 2.3, co;:,o se ilustril en detalle en la_ tabl_a 2.2. Los re-. . . 
sultados son nuevos valores de llii' con los que se vuelven a ejecutar los 

pasos descritos en el clc1o l. De iguJl manera se ha proceaido en el c1-

1 



.clo 3, es decir aplicando otra vez el criterio de convergencia m~ncionado 

Se enc_ontró convergencia en el tercer ciclo, y se acept6 qtie no es .neces! 

~lo efectuar m~s iteraciones puesto que los desplazamientos iniciales y 

finales difieren, a lo más, en 3.4 por ciento. Como valores finales ~fi' 

se considerará a los que resulten del criterio de convergencia con los da
tos del último ciclo; se obtiene: 

,,, ." 0.0249 

' f "0.0185 

' ' f, " 0.0121 

''· " 0.0062 

''· " 0.0018 

Estos resultados dan lugar a las siguienteS fuerzas cortantes en los siste 

mas W (Vrni) y F (Vfi): 

V f, • 7375 {0.024g 0.0185) =47.2; V • 50-47.2 • 2.80 ,, 
v,, • 7375 (0.0185 0.0121) • 47.2; V • ,, 90-47.2 • 42.8 

V f, • 7375 (0.0121 0.0052) • 43.5; V =120-43.5 • 76.5 .. 
v,, • 7575 (0.0062 0.0018) • 33.8; V ·=140-33.8 :106.2 .. 
v, =11414 {0.0018) = 20.5; V =150-20.5 =129.5 ,, 

En este ejemplo no se han incluido las deformaciones por cortante en el 

c~lculo de desplazamientos, pero, a más de que en este caso no fueron 
significativas, esto no afecta la ilustración del método porque, de ser nE. 

cesario, bastaría sumar a los desplazamientos debidos a flexión aqui cale!!_ 

lados, los provenientes de cortante, en cada iteración. En el cálculo de 

fuerzas cortantes y en la aplicación del criterio de convergencia no se 

produce cambio alguno. 

En la ref 15 se presentan adem<ís gráficas que permiten estimar las fuerzas 

cortantes en los sistemas W y F, en función de los parih11etros \/Sb y S/\· 



.2.1.5 t1étodo de •te Leod 

En la ref 13, Me Leod presenta un procedimiento que permite estimar la fuer 

za cortante y el desplazamiento lateral máximos de sistemas fomados por ma..:_ 

cos y muros, asi como el mo~ento de volteo en la base de los muros, a par

tir de suponer que todos ellos están conectados solo en sus extrer.;os superi~ 

res. 

Para cargas laterales con distribución triangular, la fórmula que proporci~ 

na la fuerza que une a los marcos con los MUros, P, es: 

( 2. 4) 

donde Kf es la rigide_z hteral de cada marco enten.dida cor.1o la fuerza con

centrada en el extremo superior que produce un desplazamiento lateral unit~ 

río en su línea de acción, Km es la rigidez de cada muro definida en el mis 

mo sentido y W es la carga lateral total a¡>licada. 

Antes de calcular estas cantidades y sumarlas, se pueden representar los 

muros y los marcos con un solo muro y un marco de·una sola crujía, como se 

hace en el metodo de Khan y Sbarounis. Para calcular la rigidez del marco 

Kf' se pueden emplear las fórmulas de Wilbur, ya que conocidas las rigide

ces de los entrepisos, Ri' se tiene 

El de'splazamiento lateral máximo se estima como P/~Kf' y la fuerza cortan

te máxín1a en el marco está dada por 1.3P. El momento de volteo· en la base 

del muro es aproximadamente igual al momento total menos PH, donde H es la 

altura total del muro. 

Como ejemplo consid~rese nuevamente el -edificio cuyos datos se d3n en las 

\ 



,fig 2.3 y 2.4. Las rigideces de entrepiso, R1, está-n dadas en la tabla 2.2 

por tanto, 

l 1 1 3 
Kf • IT4!4 + 7576 + 7376 

Haciendo operaciones resulta_Kf ~ 1601 ton/m; como están incluidas todas las 

vigas y columnas en el cálculo de las Ri' entonces Kf ~ r Kf. 

En este caso r Km • 
3 r E Iw 

H' , donde E es el m6dulo de elaHicidad de los mu 

ros Iw su momento de inercia y H su altura total. Así 

J X },5 X JQ6 X 2 X 0.8 

15' . 

Ahora se puede emplear la fórmula 2.4, como sigue: 

p - 11 1601 
------W "- fO X "16~0~1~•""21~3'>3 " 0 ·236 

~ 2133 ton/m 

Como W" 150 ton, P" 0.236xl50 = 35.4 ton. La estimación del desplazamie!:!_ 

to m~ximo es P/EKf = 35.4/1601 m 0.0221 m. El valor de la fuer~a cortante 
total máxima en los marcos está dado por 1.3 P ~ l3x35.4:46.02ton. Finalmen 

te el momento de volteo en los muros se estima como 50xl5+40xl2+30x9+20x6+ 

+10x3x35.25x1S-= 1119; a cada muro corresponde 1121/2 = 560.5 ton-m. 

2.1.6 Método del elemeñto finito 

En la actualidad, el método del elemento finito constituye unJ poderosa h~ 

rramienta para el análisis de estructuras complejas como ciertos muros de 

composición y/o geometría complicada. Para fines prácticos, las soluciones 

obtenidas mediante la aplic~ción adecuada del método a problemas elásticos 

lineales pueden considerarse como exactas. 

/? 

\ 

• 
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Básicamente, la aplicación del método en cuestión consiste en dividir la 
estructura en subrcgiones denominadas elementos finitos, dentro de las cu~ 
les se prescribe la forma en que v~rían los desplazamiQntos en función de 

los valores correspondientes a ciertos puntos denomin~dos nudos (fig 2.12) 
Con base en las leyes constitutivas del material (esto es, en las relacio

nes que existen entre esfuerzos y deformaciones, por ejemplo, la ley de 
Hooke), en la función adoptada para prescribir los desplazaolientos, y en 

las relaciones entre defo~aciones unitarias y desPlazamientos, se deter
mina la matriz de rigideces-de cada elemento, usando, por ejemplo, el pri~ 

c1po de trJ.bajos virtuales. Estas matrices están referidas a los grados 

de libertad de los nudos del elemento. 

La matriz. K de rigideces de la estructura completa se obtiene aplicando el 

método directo de rigideces, descrito al ~ratar el problema de marcos, es 

decir, sumand,; en donde les corresponda los términos de las matdces de n 

gideces de los elementos. 

Los desplazamientos U de los nudos, ante un sistema de cargas t aplicadas 

en los mismos, se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones lineales 

K U = P -- -

Conocidos los valores de U se pueden calcular esfuerzos y deformaciones en 

cualquiCr punto de cada elemento, esto es, en cualquier punto de interés. 

En las ref 16 a 18 se presenta con detalle el método, en forma orientada 

hacia el an.ilisis de estructuras. El caso.de'los muros se puede modelar 

adecuadamente considerando que se trata de un problema de estado plano de 

esfuerzos, es decir, aceptando que son nulos los esfuerzos fuera del plano 

del muro. Aunque los elementos finitos que pennitcn tratar este tipo de 

problcn1a pueden tener diversas formas, como triángulo o cuadriliiteros, d~ 

do que las partes de un muro son usualmente rectángulos, es adccu~do el 

uso de elementos rectangulares (véase la ref 16}, con1o se muestra en la 

fig.2.12. 
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Existen program<~s para computador_a que permite aplicar el método del elemen 

to finito a diversos tipos de estructuras. Lino de los miis difundidos es el 

que se describe en la ref 19, del cual se han desarrollado varias versiones 
mejoradas. 

2.1.7 Método de la columna ancha 

Es te método se basa en que, co.01o se ha expresado en 1 a se e 2 .l. 1 as defonn! 

clones laterales de un muro se pueden calcular con muy buena precisión con 

los procedimientos de resistencia de materiales, si se to~an en cuenta las 
deformaciones debidas a flexión y a corta'nte; por ejemplo mediante la ec 

2.1. Esta ecuación es aplicable a r.l~ros de sección diferente de la recta_Q_ 

gular si se reemplaza A por el área efectiva de cortante\!, Se dermmina 

columna ancha a un miembro así .i.nalizado, para distinguirlo de las columnas 

nonnalcs en que solo ·son importantes las defonaaciones por flexión. 

Par¡¡ ar1<1lizar sister:~as d;.> muros y r.~uro-marco se considera cada muro corr.o una 

columna ancha con sus propiedades concentradas en su eje centroidal y se su

pone que las zonas de las vigas que se encuentran dentro de los muros son in 

finitamente rígidas a flexión. Esto se ilustra en la fig 2.13, y tiene la 

ventaja de que los sistemas con muros se idealizan como estructuras esquele 

tales, igual que los marcos. 

Las deformaciones por cortante en las columnas·y las zonas rígidas en las vi 

gas modifican las respectivas matrices de rigideces. Con referencia a los 

grados de libertad y notación mostrados en la fig 2.14 dichas, matrices se 

escriben: 

Para las columnas anchas: 



El ,, 

. 12 El 
{1 + c.W simll:trica 

12 E 1 12 EI 
(1 + a)h 1 (1 + a)h' 

6 El 6 El (4 + a) El -n + a)h 2 (1 + c.}h' (1 + a) h 

. 
6 El 6 El (2 - o) El (4 + a) 

(1 + a)h' (1 + o.)h' (1 - a) h (1 t a) 

o o o o 

o o o o 

Para l<1s vigas con zonas rígidas en sus extremos: 

4 • 121 

' 
( 

2 • 6 (Y + 

' 
6 -- ( 1 t ~) 

>t ' 

1 + l ) 

' 
8) + 12 ~ ,, 

simét.-ica 

" 12 .!!. 
' 

{ l + fl 

6 ( 1 t 2S ) --
H ' 
-& { 1 t !! J 

' 

El 
h 

EA -.-

12 
),. 't> 

12 pp· 

EA 
h 

12 
'i:'F 

!3 

1 

( 2 • 6 ) 

(2. 7) 
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En casos extremos, si el ~rea de cortante es grande o las longitudes de zo 
nas rfgidas son bastante pequenas. las matrices anteriores coinciden con 

las de una viga y columna normales. Asi, si dichas matrices se incluyen en 

un programa para. resolver marcos este servir.!: también para <lnalizar siste

mas muro-marco. 

Me leod (ref 20) ha constatado la buena precisión del método comparendo sus 
resultados con los de modelos elásticos a escala de muros con ~na hilera 

central de huecos. En efecto, el método es útil en casos de muros con ~ue

cos, sobre todo si se incluyen los efectos de extremos rigidos en las colum 
nils y los de cortante en las vigas. Algunos ejemplos de idealización posi

bles se muestran en la fig 2.15. En ciertos casos es conveniente q~e ~~~ 

zonas rígidas en los extremos tengan for~a de codo y no sean sol~mcnte r~c

tas; para estas situaciones pueden consultarse la ref 2!. 

11 

Existen programas para analizar edificios 

"formaciones ~or cortante y zonas rígidas 

que incluyen explícitamente d~

{ref 22 y 2J). Cuando se usan oro 

gramas que no incluyan esta Ultima opción, las zon~s rígidas pueden represen

tarse por tramos de vigas con momentos de inercia grandes, en compa¡·ación 

con las de las vigas y columnas del conjunto. .• 

2.2.1 l·larcos contraventeados 

En el análisis de marcos contraventcados es fundamental tom~r en cuenta no 

sólo los 111omentos flexionantes en trabes y columnas, sino también las fuer . 
zas axiales que en ellas introducen las componentes horizontules y vertica 

les de las fuerzas que obran en loS contravientos. 

En marcos contraventcados en todos los niveles de una misma crujía, si las 

vigas y columnas no son muy robustas una forma sencilla y razonable;;',ente 

aproximada de d!!terminur las cargas axial!!s en los distintos 1niembros, es 

analizar. la crujía contravent!!ada como una arm~dura, ignorando la rigidez 



a flexión de las vigas y columnas. 
}!; 

lo más conveniente para analizar marcos con cualquier disposición de contr~ 

vientos es emplear el método de rigideces, incluyendo en la matriz de rigi

·deces global el aporte de los contravientos. Estos usualmente se represen-

tan como eler.lentos con solo rigidez axial, cuya· matriz de rigideces, "" ce 
ferenc i a ' los grados de libertad y propiedades que se indican en la fig 

2.16, está dada por: 

e' es e' es 
K_ EA es s' es s' (2. 8) _-, 

e' es e' es 
es S' es S' 

Debe procederse con cuidado especial en la determinación del módulo de el as 

ticidad, E. y del área ~e la sección transversal A, sobre lo cual se C~1en

ta en la sec 2.3. 

2.2.2 Muros confinados por marcos 

El caso de tableros de muros de mampostería confinados por marcos y sujetos 

a cargas laterales (fig ?.17) ha sido objeto de numerosas investigJciones 

experimentales y analíticas; en las ref 24 a 26 se incluyen revisiones de la 

. literatura sobre el tema. Se ha reconocido (ref 27) que inicialmente tabl~ 

ro y m<Jrco tr<Jbajan monolitic<Jmente con una sola unidad en la cual son ir.:po!:_ 

tantes las defonnadones por flexión y por cortante. B~stan sin embargo ca!:_ 

gas l<Jterales relativamente pequc~as para que tablero y marco se scpJren e~ 

esquinas opuestas de modo que el pri1nero se apoya sobre el segundo en la for 

maque se indica en la fig 2.17. Se producen fuerzas axiales en vigas y co 

lumnas así como momentos y cortantes en las mismas. Los n:ornentos son de PP.. 

ca impo1·tancia dado que lds fuerzas de interocci6n se desarrollan en la pr·~ 

xlmidad de los nudos. Las fuerzas cortantes.· por el contrario, son de con

sideraci6n. En el tablero aparecen fuer·zas de compr·esión diagonal que. pue

den producir fallas por compresión en las esquinas en contacto con el marco. 



/6 
En la direcci6n de la otra diagonal aparecen esfuerzos de tensión en la ma~1 

posterfa que pueden ocasionar agrietamiento diagonol del muro. 

Para el cálculo de la rigidez lateral y de los elementos mecánicos en mar· 
coy tablero una posible idealización es simular cada tablero c~o una di a 
gonal equivalente en compresión según se Csquematiza en la fig 2.18. Como 

resultado de estudios analiticos con elementos finitos en los que se toma 
en cuenta el comportamiento descrito, en h ref 26 Se propone que la diagQ_ 

nal equivalente tenga los mismos espesor, t, y módulo de elasticidad, E, 

que el tablero y que su ancho sea (ver fig 2.19). 

w0 = (0.35+ 0.022 A) h ( 2 : 9) 

donde 

h =altura del t<1blero entre ejes 

A " parámetro adimensional basado en las rigideces de tablero 
y marco 

Para determinar la matriz de rigideces de la diagonal se aplica la expresión 

2.8, con A= w,t y L =longitud de la diagonal 

Al deducir las diagonales equivalentes en la ref 26 se ha considerado que el 

marco no.está articulado en sus esqUinas (fig 2.18). La expresión 2.9 se ha 

deducido suponiendo Gm = 0.4. Em y es aplicable para valores de ;. comprendic!os 

entre 0.9 y 11, 'y valores de la relación de aspecto~ (ver fig 2.19) que es

tén entre 0.75 y 2.5. Estos intervalos cubren la mayoria de los casos prác

ticos. 

Otro procedimiento para calcular rigidez lateral y elementos mecánicos de un 

. sistema marco-tablero es considerar quü el 

que es aplicable la expresión 

conjunto 

2.6 para 

constituye una e o 1 umna 

valuar la matl·iz de ri-ancha con lo 

El gideccs. mor.:ento de inercia 1 se considel'a que proviene de la rigidez 

E es el axial de las columnas y se calcula como se indica en la fig 2.19; 
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módulo de elasticidad del marco, y Gel módulo de cortante del muro. Para 
el área de cortante, n, se adopta un valor reducido, que toma en cuenta la 
separación entre muro y marco, dado por 

0 0 ~ (0.37 - 0.12 ~ + 0.023 

en esta expresión 

' " 1o relación de aspecto del muro 

'· " •1 á red de 1 a sección transversal 

.l.)(A+2A) 
. m ' 

d• 1 muro 

(2.10) 

', " •1 área d• 1o sección de cada e o 1 umna d• 1 marco, sin trans 
fonnar a pesar de ser de diferente material. Estds defini

ciones, lo mismo que la de A, se ilustran en la fig 2.22. 

Como resultado del análisis considerando columnas anchas se obtienen momen

tos flexionantes M y fuerzas cortantes V. Las cargas axiales T de tensión 

. y C de coinpresión en las columnas son: 

M e = z l 

< siendo z ·= 1.15- 0.2.;: 1.0. 

la fuerza cortante máxima en laS columnas es 0.6 V. 

Esta aproxi"ración también está limitada a los .intervalos de valores de~ y 

t. que se indican para el uso de diagonales equivalentes. Como ejemplo con 

sidérese la estructura r.10strada en la fig 2.20. Para determinar las diag_Q_ 

na les equivalentes a los tableros de mamposteria se deben conocer las si

guientes propiedades geométricas y mec;inicas: ~rca de las colurr.nas, Ac, 

igual a 30x30: 900 cm~, área del muro, A , dada por 15 (400-40) : 540 cm': 
rn ·· 

mlidulo de elasticidad de las ~olu111nas, Ec: IO,OOOI2i'fó: 141,000 kg/cm 2
. 



En. la sección 2.4.4 de la ref 31 se estipula que para cargas de corta dura 

ci6n, como son las sismlcas .el módulo de elasticidad de la mamposteria pue- \ 

de calcularse como Em = 400 f~, donde f~ es la resistencia nominal a compr~ 

si6n, dada en la tabla 2.4.l.c de la misma referencia. En este caso se tie 

kg/cm 2 y, por tanto, Em = 6000 kg/cm 1. Gm es igual a 0.4 E , es 
m 

nef*=l5 
m 

decir 2400 !<.g/cm 2 con estos valores se ;¡uede calcular el pad~.etro .\, defi-

nido en la fig 2.19, como sigue 

= 9.8 

Aplicando la expresión 2.9, con h =3m, resulta w0 = {0.35+0.022~9.3) 3 = 
~ 1.70m. 

las diagonales equivalentes tienen l70x15=225Jcm 2 de iirea, S m de .lor.Ji t~d 

y su módulo de elasticidad es 6000 kg/cm 2 • 

Se ha analilado esta estructura con el método de rigideces y algunos de los 

resultados más importantes se muestran en la fig 2.21 

2.3.1 Sobre los distintos métodos 

El método de los elementos finitos permite obtener soluciones priicticamente 

exacta para cualquier problema que involucre menos, si se acepta que el e~~ 

portamiento es elástico lineal, e inclusive se pueden tratar con el proble

ma no. lineales (ref 18 y 26). Sin embargo, como se advierte en 1~ fig 2.10, 

para obtener una precisi6n aceptable se debe representar el o.uro con varios 

elementos finitos, lo cu~l, en estructuras de' varios pisos y crujías, requi~ 

re de tiempos y capacidades de computadora bastnte grandes, haciendo i!:lpr.í:c

tica la aplicación del método. Ademds es alta la probabilidad de co::~eter 

errores por la gran cantidad de datos que hay que proporcionar y es dificil 

.interpretar el elevado volumen de resultados que se obtienen. Otro asunto 

qut! hay qut! tener presente es que el método proporciona como resultados es 

. fucrios en distintos puntos, mientras que ,en los procedimientos para el di 
... 
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-mensionamiento se emplean moment~s flexionantes, fuerzas cort~ntes y norma 
les, que son resultantes de dichos esfuerzos, y que no son·fclciles de cal

cular automáticamente con los programas para computadora. 

Por lo anterior el uso de elementos finitos en el analisis de edificios es 
d reservado a cie-rtos casos especiales, como el de muros_con geometría 

complicada; también se suele emplear para estudiar con más detalle algunas 
partes y no la totalidad del edificio. 

Para una verificación adicional de la precisión del método de la columna an 
cha se ha analizado el conjunto muro-marco de la fig _2.22 con este método 

y con el de los elementos finitos. La comparación de resultados, que se 
muestra en la misma figura, revela que en este caso las diferencias en•.re 

los desplazamientos laterales obtenidos co.n ambos métodos son menores que 

2 por ciento, confirmandoou~ el uso de columnas anchas conduce a resul

tados prácticamente exactos. Uótese que muro y marco no son. del mismo ma· 

terial. 

Con el propósito de tener una idea sobre el grado de aproximación del meto

do de Khan y Sbarounis se ha analizado con el método de la columna ancha la 

estructura simplificada de la fig 2.4 y los desplazamientos resultantes son, 

del piso superior al inferior, 0.0240, 0.0178, 0.0117, 0.060 y 0.0018 m, que 

difieren de los obtenidoS en la sección 2.1.4 en menos de 4 por ciento; las 

cortantes que arroja el método de la columna ancha para el sistema H son 

-5.41, 45.25, 75.56, 105.08 y 134.88 ton, también' bastante similares a las 

que se lle96 en la sección mencionada, salvo en el piso superior, aunque 

hay que tener presente que alli la fuerza ·:ortante es muy pequeña. Esto 

muestra que la forma en que se ha aplicado el método de Khan y Sbarouns es 

suficientemente precisa para fines pr6cticos. 

También se ha analizado con el método de la columna ancha el edificio complg_ 

to mostrado en la fig 2.3. Los desplazamientos y hs fuerzas cortantes que 

toman los muros resultaron, respectivamente, 0.0203, 0.0152, 0.0101, 0.0053 y 



• 

0.0016 m, y 5.14, 54.97, 84.8, 111.8 y 135.9 ton. Las diferencias con los 

valores obtenidos con el método de f~an y Sbarounis se deben princi~almente 

a que este usa una estructura equivalente. No obstante, se puede concluir 

que dicho met~do proporciona id,eas bastante buenas de como se distribuyen 

las cortantes entre muros y marcos y de la magnitud de los desplaz~~ientos 
laterales. 

En la sección 2.1.5 se aplicó a este mismo edificio el método de lk Leed v 

se encontró que el desplazamiento lateral del último piso, la fuerza corten 

te m.hima que toman los marcos, y el rr.omento de volteo que se ori~i~~ en~~ 

da muro, son 0.0221 m, 16.02 ton y 560.5 ton-m, respectivamente. Los corres 

pendientes valores que se obtienen con el método de la columna ancha son: 

0.0203 m, 43.86 ton y 484.2 ton-m. Se desprende que el método ~e ~~e 1.eod 

aunque no proporciOna, infol1lldci6n sobre la <!istribución de cortantes en ~1 

tura, permite ~erificar con rapidez el orden de magnitud de resultados ott~ 

nidos con procedimientos más elaborados. 
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TABLA Z.Z_ · METOOO DE KHAN Y SBAROUNIS 

Valores iniciales e i ' 1 o l 

! ' 
Ó."' V f( V .• 

~i ve1 ' m 
V . ,, ó;;fós* ll i i i'l;;-llii-1 Riói Vi-Vfi 'ol ' i ' 

5 50 ' 0.0~49 1 7375 0.43 0.0193 0.0035 26.55 23.45 0.0301 
1 4 90 0.0324 7375 o. 35 . 0.0157 0.0045 33.19 56.81 0.0219 1 

3 120 ' 0.0204 7376 0.25 0.0112 0.0054 39.83 80.17 0.0140 . 
1 2 '" 0.0101 7616" o .13 0.0058 0.0040 ::SIJ.7C 109. JO 0.0071 

1 
l l5D 0.0028 11414 0.04 0.0018 0.0018 20.55 129.45 0.0020 

1 

"'"Oe la gráf1ca de hs f1g 2~3 y 2.4 

Aplicación del criterio de convergencia Cicl'l 2 Ciclo 3 

. 
o• ,. 6ii(2)" 

tlivel '-; 6 .-ó i ll . -6ii 
' 

6e; '" 'ol l+ 1 e " . ' ' 1 ,, ' ,_ ' 6¡ i i i (l. i 
1 ' 

5 0.014b 
1 

1.77 1 0.0108 0.0254 0.0247 0.02~0 ! 0.0248 
1 ' 4 0.0105 1.5 7 0.0052 0.0194 0.018? 0.0187 

1 
0.0183 

' 3 0,0064 1.57 0.0028 0.0130 O.OJJi1 o .o 123 ' 0.011~ 

' ' 
2 0.0030 1.52 . 0.0013 0.0067 0.0061 0.0053 0.0061 

l 0,0008 1.44 0.0002 0.0019 ' 0.0017 0.0018 O.OOIG 
1 

. 
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Fig 2.4 Reprcscnt~ciÓn del edificio de la fig 2.1 en el 
método_de Khan y Sborounis 
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"' F"1g 2.5 ·Gráficas de Khan ·y Sbarounis (ref 15) 

B= Defl~xiÓn de la eslrucluro o lo alluro correspondiente 
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Fig 2.6 Gráficos de K han y Sbaraunis {ref 15) 
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· Flg 2.7 GrÓficós de Khon y Sborounis {ref 15) 
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Fig 2.8 Gráficas de K han y Sbarounls ( ref 15) 
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Fig 2.9 Gráficos de Khon y Sborounis {ref 15) 
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Fig. 2.10 Grá!icos de K han y Sbarounis (ref 15) 
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en el método de lo columna anchO 
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Fig 2.16 Propiedades y grados de libertad de uno diagonal 
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Fig_ 2.17 Muro de momp.ostería confinado por un marco 
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Fig 2.18 Diagoriales en compresi.Ón equivolenles o tableros de 
momposterlo confiilados por vigas y columnas, cuando 

están sujetos a cargas laterales 
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NOMBRE Y DIRCCCION 

1. RUSKAIN DE LOS AllGELES ACEVI:DO 
AV. Universi~ad 47~-~ 
Cc-1. Narvar"te 
Deleg. Benito Ju~raz 
C.P. 03020 
~éx.icc-, D. r. 
5~3~838 

2, CARLOS H. ALVAJ'.l:Z GUILI.t!l 
Insurgentes Sur ~032-502 l:djf, Vanc. 
Ce-l. Tlalpan 
C.P. 14000 
México, D. r. 
5195593 

3. JOSE LUIS 1-.RELLAt:O 
Méxic.:-, D. r. 

4. JUAN I'RANCISCO ARROYO fLORES 
Retcrnc- tic-. 4 Casa 53 
La Mira Michcacán 

S, AGUS'l'JN BARTOL11H BOJORGUI:Z 
Calle 14 No. 160 

ó • 

. ' . 

Col. Apolc-
Henmosillo, Son. 
4 00 69 

CESAR OCTAVIO CABALLERO 
San ~arciano N~. "' fcracc. San Buenaventura 
Toluca, Edo. de Méxi~o 
S 68 23 

ALrOIISO CURJ:i:O ~IRA 
Sevilla ,o. "" Col. Portales 
Deles. Benito Juárez 
C.P. ·03300 
J-lexico, D. I', 
5 3!! .16 .15 

SAI:f.NO 

f.MPRF.SAY DIRtCCION 

DJVISlOll DI: F.DUCACION CONTINUA 
Tacuba N<:-. 5 - ter. Pise-
Centr<' 
Ddcg. Cuauhtém.:-c 
C.P. 05000 
Méxic(", D. r. 

SECRI:TARIA DE C01~U:HCACI01lES Y TRANSPORTE 
Xc-la y Univ~rsidad Centr(" "SCOP" 
Deleg. Benito Juárez 
H~xicc-, D. r. 
~195593 

ll:GEIHERIA Y PROCESAAHNTO tLECTROillCO,S. 
México, D. r. 

SIDERURGICA !.AZARO CARDENAS, S. A, 
Dc-micilio Cc-nocidn 
!,azaro Cárdenas, Hichoacán 
1 03 33 

ESCUI:LA DE JNGDHl:R!A Cl\'IJ, DE LA U!llV!:P-5 
DAD DE SONORA 
B, Trasversal y Rosales 
centro 
Herrncsillc, S~n. 
2.10 46 r.xt. 170 

fACULTAD DE INGENIER1A DE LA u. A. 1:. M. 
Ciudad Universitaria 
T01uca, Edo. de Méxic<:-

HIS1l11JTO Ml:XICAllO DEL PETROLJ:O 
Eje Cent~al Lazare C~rdenas No. 152 
C.P. 07730 
Mhi"c-, D, l. 
567fj600 



l~OHBRE Y Dl?.LCClON 

8. JAIME DE LA COLINA MARTI!>EZ 
San rrancisco ND. 5 
San Carlc-s 
TDluca, Edo. de ~éxlcc
f., 15 38 

9. Al'.ftAKDO DURAZO ORTlZ 
Cerr<' del fc-rtin N<:'. 110-5 
Ce-l. C~pestre Churubuscc-

- Deleg. Coyoacdn 
Méxicc-, D. f. 
54~0494 

10. fRAl/CISCO GALLEGOS GARCIA 
Jcsns del Monte 78 
Crl. Jesús del MDnte 
Deleg. Cuajirnalpa 
C.P. 0500 
~exico, n. r, 

11. JOSE MARIO GAh~US DELGADILLO 
Cerro del Quetzal No. 30f., 
CDy('acán 
C.P. 0~200 
Méxic.,, D. f. 
68903!!.6 

12. ENRIQUE GARClf. C~PS 
Ret.,rn" 23 de Cccilic- Re-belo Nc-.73 
J. Balbuena 
Del~g. V. Carrün~a 

C.P. 15900 
~exi e<', D. r. 
55293(>1 

B. CESAR A. GQUZJ._U:Z GONZALEZ 
Capuchinas !~o. 72 
La Ccmcc,-.jia 
Sa, Secc. LC'rnas '\'c!'des 
:Lo.ucalpan Edo. de ~<lxicr 

EHPRESA Y DIP.LCCIOH 

U:HVERSlDAD AUTONOMA DEL I:STADO DE MEXICO 
Unidad CDat?ec s/n 
TC'luca, Edo. de Méxice> 

VALUADORES Y SPERVISORES, S. A. 
Presa el Pall:lite> llc-. 140 
Joléxice> 10, D. F. 

.SECRETARIA DE COMUN!CACIO!lES y_ TRANSPORTES 
XDla yAv. Universidad 
Ce-l. )!arv.,rte 
Delcg. Cuauht~rne>c 

Hblcc, D. f. 
5196593 

DIESEL NACIONAL CPY,lONES, S. A. de C. V. 
~a Industrial, 
Cd. Snhagun, Hg~. 
30500-323 

tSIA-11-'N 
Lab<:>ratC'ric de Estructuras ESlA~IPN 
Unidad ~rc-fesicnal Zacatence> 
Mi'!::<.ice>, D. T. 
$8601~~ 

IliG!Jiit~IA .m: S!STfY.AS DE TPJif.SPORTE 
METRDPOLITAUO, S. A, 
Av. :.e¡;a!'!a ¡;¡,, 152 
CC'!l. rer:sil 
Delq;. ~:!t;Jel Hidalcc 
Y.b:ic~, D. f, 
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DlRl.:CTORIO DE ASISTENTLS AL CURSO DC ANALISIS ESTRUCTURAL ( DEL 16 flL 21 DI: 
HAYO DL 1983 ) 

NOMBRE Y DIRECCION EMPRI:SA 'i DIRECCION 

1~. ANTONlO IRIGOYEN REYLS 
Edificio A-11-701 
Tcrres de ~i~ccac 
Deleg. Alvarc Obregrin 
C.P. 01~90 
Méxi~<:>, D. F.. 
59~3532 

15. A..~ROSIO LOPEZ LOPEZ 
Calz, San Lorenzc No. 300 Casa 6 
Col. Paraje San Juan 
Delogacién lztapalapa 
C.P. 09830 
Y.b:ico, D. r. 
6860291 

16. JULIO LUNA RODRIGULZ 
Pimer!a Alta Jk. 1~ 
Residencial de Anza 
Hermos.illo, Sen. 
6 os 65 

17. ADRIAJI l".ALDONADO MOLl!IA 
Fray Juniperc Serra Nc. 3 
Les Arce-s 
He:rmC'sillo, Son 
3 47 23 

18. CANDIDO NICOLAS LOPEZ 
toldo 7U-2 
Ccl. Portales 
Deleg. Benito Ju&rez 
C.P. 03300 
Méxicc-, D. F. 
5326287 

19, ALfONSO EMILIO OLYERA MONTES 
. Lago de las !linfas J:e>. 14 
Fracc. fuentes de Satélite 
México, D. T. 
572.1335 

SECRETARIA DE COMUNICACIONES Y TRANSPORTES 
Av. X~la y Av. UnivCTsidad 
C<-L Narvart:e 
México, D. r. 
5196593 

INGENlERIA DE SISTEMAS DE TRANSPORTE METRO
POLITANO, S. A. "GRUPO l.C.A." 
Calz. Legaria N~. 252 
CcL Pensil 
Delcg. Miguel Hidalg~ 
!'!exico, D. :r. 
3 99 69 22 Ex:t. 214 

ESCUELA DE JJ;GENlCRIA CIVIL U~HVERSIDAD DE 
SO llORA 
Blvd. Transversal y Rrsales 
Centro 
Her1:10S.illo, S~n. 
? 10 ~6 

' 

SECRETARIA DE COtrulllCACIONES Y TRANSPORTES 
Universidf!t'l y Xol" 
C~l. Narvarte 
Deleg. Benito Judrez 
México, D. F. 
51965'13 

IliSTlTUTO POLJTECNICO NACIONAL 
Unidad Prcfes.i"cnlll de Zacatenec
Ccl. Lindavista 
G. A. Maderc-
Méxicc, D. r, 
5860144 
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DIRLCTORIO m: A5!STJ:IITES AL CUP.SO m: h!iA!..lSIS ESTRUCTURAL ( IJLL 16 AL ?1 DI: 

MAYO DE 1983 ) 

1/0XSRE Y DlRECC!ON 

~0- íELlPE DE JESUS l"LASCENCIA DE IJWA 

21. JOSE RlCAFl>Q SALAZAR (;ARCJA 
Calle Dos 1/c. 83 
Lomas de TetelpaJ'! , 
Villa Alva~ Obreg5n 
C.P. 01790 
Mb:ic:o, n. r. 
6830871 

22.-J. RAUL SALINAS CORIA 
Cda. Rcdriz<:> Cifuentes lk. S • 
Ce-l. Mixcc-ac 
Deleg. Benito Juarez 
C.P. 01059 
Mé:dco, D. F, 
5984051 

23. RICARDO SAJ!QJEZ LONA 
Ignacio Mariscal 137 Dept. g
Ccol. Taha~1'1le:ra 

Deleg. Cuauhtémoc 
C.P. 06030 
Hb:i~c-, D. r. 
5665760 

• 

2~. DAGOBERTO TRIGUI:P.AS HERRERA 
Aguascalientes y Guerrero No. 24 
C~l. Modelo 
Hc~sillc, Son. 
3 81 14 

EMPRESA Y Dl:U:CCIO!l 

SlDr:RURGICA L/,ZARO CARDtJ;AS LAS TRUCHAS, 
S. A. 
DcT.ticilio CC'nc>c:idc> 
Laza~ Cárdenas, Mic:h, 
2 03 33· 

Il!STJTliTO MEXICANO DLL Pr:TROLEO 
Avenida Eje Central Lazare- Cárdenas 152 
La Villa 
M~xico 14, D. F. 
5676&00 

'lNGEIIIDUA Y PROCI:SAMIWTO ELECTRONJCO,S 
San rranciscc 1/c>. 6 
Col. del Valle 
Deleg. Benito Juárez 
H<>,xico, D. ·r. 

CIA. DE LUZ '1 flJERZA DEL CttnRO, S.A. 
111'1.rina !lacic-n1'11 !le. 171 
Deleg. CUacc1témc-c 
1-":éxico, D. r. 
5.180080 

utilVEPS!DhD DE SONORA 
Blvd. Tran~versal y R<'S<>les 
Ccnt:r<"" 
Herrnt"'sillc, Son. 
2 10 46 Lxt. 170 

·• 


