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Resumen

Usando modelos de primeros principios, en esta tesis se plantea el problema de estimacién
conjunta del estado y los parametros de celdas de iones de litio (celdas Li-Ion) y de capacitores
de doble capa eléctrica (capacitores DCE) en el contexto de la teoria clasica de observadores
adaptables para sistemas no lineales en ecuaciones diferenciales ordinarias con parametrizaciones
lineales. Primero se revisa la deduccién de los modelos de particula tnica de celdas Li-Ion y de
electrodo tnico de capacitores DCE a partir de un modelo electroquimico general en ecuaciones
diferenciales parciales. Se exploran dos criterios para seleccionar el orden de familias de modelos
reducidos a partir las propiedades de senales de entrada tipicas y se evalta la precision en los
dominios del tiempo y de la frecuencia de tres métodos de reduccién por discretizaciéon espacial.
Después se reformulan los modelos simplificados en versiones de orden reducido y se validan
contra datos experimentales tomando valores paramétricos de la literatura para dos casos de
estudio. Ademas se propone un método basado en transformaciones de similaridad para calcular
el estado de carga de los dispositivos en estudio, y se desarrollan los analisis de controlabilidad y
observabilidad de ambos a partir de modelos reducidos para determinar las condiciones bajo las
cuales se conservan dichas propiedades estructurales. Finalmente, los modelos reducidos originales
se llevan a una forma de observador adaptable tomando la dindmica de la sefial de salida filtrada
y explotando el concepto de estado aumentado. El trabajo cierra con varias direcciones hacia las
cuales puede extenderse la investigacion.






Abstract

Using first principles models, the state-parameters joint estimation problem for lithium-
ion cells (Li-Ton cells) and electric double-layer capacitors (EDL capacitors) is outlined in the
framework of classical adaptive observers for nonlinear systems in ordinary differential equations
with linear parameterizations. First, the single-particle and single-electrode models for Li-Ion
cells and EDL capacitors, respectively, are deduced from a general electrochemical model in partial
differential equations. Two order selection criteria are explored, both based on properties of typical
input signals, and precision of three spatial discretization reduction methods is evaluated in time
and frequency domains. Then, the simplified models are reformulated in reduced orded versions
and validated against experimental data taking into account parametric values from the literature
for two case studies. In addition, a method based on similarity transformations is proposed to
evaluate the state of charge of the studied devices as well as controllability and observability
analyses for both are developed in order to determine conditions under which such structural
properties are preserved. Finally, the original reduced models are brought to an adaptive observer
form by taking the dynamics of filtered output signal and making use of the augmented state
concept. The work ends whith some directions towards research could be extended.
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Capitulo 1

Introduccion

Como afirma Ivan Illich (1974) en su ensayo Energia y equidad, «Creer en la posibilidad de
altos niveles de energia “limpia” como solucién a todos los males, representa un error de juicio
politico. Es imaginar que la equidad en la participaciéon del poder y el consumo de energia pueden
crecer juntos. Victimas de esta ilusion, los hombres industrializados no ponen el menor limite al
crecimiento en el consumo de energia, y este crecimiento contintia con el tinico fin de proveer cada
vez a mas gente de mas productos de una industria controlada cada vez por menos gente».

El aumento de la poblacién y del consumo de energia, el encarecimiento del petréleo debido
a la especulacion y la correccion politica de los gobiernos de paises ricos ante la contaminacién
ambiental han fomentado la investigacion sobre medios alternativos para obtener energia «limpiay.
Tal tendencia también ha despertado interés por medios de locomocién mas eficientes como los
vehiculos eléctricos hibridos (VEHs). El principio de estos medios de transporte es combinar, en
distintas proporciones, un motor de combustién interna convencional con un motor eléctrico a
fin de minimizar el consumo de combustible del primero (Miller, 2006, 2010; Ehsani et al., 2007;
Hodkinson y Fenton, 2001; Mi et al., 2011). Desde hace varios anos existen en el mercado modelos
exitosos de VEHs, aunque todavia son demasiado costosos para el usuario promedio y su impacto
es poco perceptible (Heywood, 2006; Hawkins et al., 2012).

Los VEHSs requieren dispositivos para almacenar la energia aplicada a la fraccion eléctrica
del tren motriz durante la aceleraciéon del vehiculo, la cual puede ser energia tomada de la red fija
de electricidad y/o energia recuperada durante el frenado y descenso libre, segin la configuracion
y el grado de hibridaciéon. Por més de cien anos, las baterias electroquimicas han sido la principal
alternativa de almacenamiento de energia. Las baterias secundarias (reversibles o recargables) son
capaces de acumular grandes cantidades de energia eficientemente, pero no pueden suministrar o
recibir picos de potencia debido a su respuesta lenta. De esta tecnologia, las familias dominantes
son las baterias plomo-acido, las basadas en niquel y las baterias de iones de litio (baterias Li-Ton)
(Brodd et al., 2004; Divya y Ostegaard, 2009). Otros dispositivos electroquimicos de almacena-
miento de energia introducidos con éxito en el campo automotriz son los capacitores de doble capa
eléctrica (capacitores DCE). Al igual que otras variedades de supercapacitores como los pseudo-
capacitores y los capacitores hibridos, los capacitores DCE tienen caracteristicas complementarias
a las de las baterias: soportan grandes picos de potencia pero pueden almacenar poca energia
(Burke, 2007; Karden et al., 2007; Hall y Bain, 2008).

Aunque los VEHs actuales estan equipados con baterias basadas en niquel, las baterias Li-Ton
son una tecnologia prometedora para esta aplicacién porque no contienen materiales contaminan-
tes, son méas compactas, tienen el potencial de circuito abierto més alto (alrededor de 3.7 V por
celda), densidad de energfa de 80 a 150 Wh kg™ y densidad de potencia entre 50 y 2000 W kg™



no presentan el efecto memoria caracteristico de las baterias basadas en niquel, tienen eficiencias
de entre 90 y 98 %, su tasa de autodescarga es de 5 % por mes y pueden alcanzar més de 1500 ciclos
carga/descarga durante su vida util. Ademas, estas baterias son componentes clave en aplicaciones
portatiles como computadoras, sistemas de comunicacién y de entretenimiento, herramientas ma-
nuales y dispositivos médicos. Por otro lado, los capacitores DCE pueden tener capacitancias tan
grandes como 5000 F y potenciales en terminales de hasta 2.7 V, poseen eficiencias de 85 a 98 % y
pueden alcanzar mas de 500 000 ciclos de carga/descarga al 100 % de su capacidad. Tipicamente,
los capacitores DCE tienen densidades de energia y de potencia de 5 Wh kg™ y 10000 W kg~ !,
respectivamente (Hadjispaschalis et al., 2009).

1.1. Descripciéon de celdas Li-Ion y capacitores DCE

En general, las baterias Li-Ion son arreglos de celdas individuales, mientras los capacitores
DCE se comercializan por unidad. Las celdas Li-Ion y los capacitores DCE tienen tres elementos
principales: dos electrodos y un separador (ver la Figura 1.1). El separador es una matriz porosa
hecha de un aislante electrénico y colocada entre los dos electrodos. Los electrodos también son
medios porosos pero se fabrican de materiales conductores, tipicamente compuestos carbénicos.
Cada electrodo en su extremo opuesto al separador tiene un colector, el cual capta la corriente
aplicada en las terminales. Los huecos a lo largo de toda la celda se rellenan con una solucién
electrolitica, tal que los iones disueltos en la solucién puedan viajar de un extremo a otro.

va(t) = h(CZﬁv CZﬁvid(t))
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Figura 1.1: Celda Li-Ion y capacitor DCE inicialmente cargados



El proposito de los electrodos porosos es incrementar la superficie de contacto entre el sustrato
solido y la solucién electrolitica, lo cual resulta en celdas més eficientes y menos voluminosas. El
equilibrio electroquimico en la interfase sustrato-solucion de cada electrodo depende de dos tipos de
procesos: reacciones faradicas 6xido-reduccién y formaciéon de capas eléctricas dobles. En las celdas
Li-Ton, ademés del material conductor, los electrodos contienen particulas activas que reciben y
liberan iones de litio sin involucrar la produccién de especies nuevas. Este proceso 6xido-reduccién
altamente reversible se conoce como electroinsercién (o simplemente insercion).

En una celda inicialmente cargada (Figura 1.1a), la mayor concentracion de iones de litio se
encuentra en las particulas activas del electrodo negativo (4nodo). Cuando se aplica una corriente
de descarga (corriente positiva), los iones de litio en el &nodo pasan a la solucion. Para mantener
la neutralidad eléctrica, los iones disueltos cerca del electrodo positivo (catodo) se insertan en las
particulas receptoras mas proximas. Al mismo tiempo se liberan electrones en el anodo, los cuales
son conducidos hacia el catodo a través de un circuito externo. Este flujo de electrones constituye
la corriente eléctrica ttil de la celda. El potencial eléctrico de cada electrodo varia inversamente
con respecto a la concentracion de iones de litio (c,,; o cJLriJr) en sus particulas receptoras. El
potencial de salida v,4(t) es la diferencia entre los potenciales del catodo (dominante) y del &nodo
en los extremos de la celda, por lo cual v4(t) disminuye a medida que los iones pasan del d4nodo
al catodo. Un proceso inverso ocurre al aplicar una corriente de recarga (corriente negativa).

Los materiales de las particulas activas se eligen de manera que la diferencia de potencial
entre los electrodos sea méxima y la combinacién electrodo-solucién sea estable. En el anodo, los
materiales activos son los propios compuestos carbénicos que los constituyen. La reaccién es

descarga
il =N

Li,C, zLit +ze” 4+ C,, (1.1)

carga

donde LiT es un ion de litio, n > 6 caracteriza el tipo de compuesto carboénico (grafito, grafeno,
nanotubos, etc.) y <1 es el coeficiente estequiométrico del litio en la reaccion. En el caso del
catodo, los materiales mas usados son 6xidos metalicos y la reaccion es en general

AyLi* + Aye™ +LiyMX =B 14, a, + MX, (1.2)

carga

donde y <1, el incremento Ay es el rango de reversibilidad del contenido de litio durante el proceso
carga/descarga, M = Mn, Co, Ni, Al, etc. es un metal o la combinacion de varios y X = Og, Oy,
etc. implica un 6xido. Recientemente se ha usado LiPFeO4 con éxito debido a la rapidez de la
reaccion de insercion en este material (Zhang, 2011b). Finalmente, los electrolitos empleados son
sales de la forma Li*Y, donde Y = PFy, ClO;, BF;, N(SO2CF3);, etc. Una revision extensa
sobre materiales usados en celdas Li-Ton es el trabajo de Winter et al. (1998).

A diferencia de otros sistemas electroquimicos como las celdas Li-Ion, los pseudocapacitores
o los capacitores hibridos, idealmente no hay reacciones 6xido-reducciéon en los capacitores DCE;
el almacenamiento de energia se debe fundamentalmente a cargas electrostaticas, como en los
capacitores de placas paralelas. En un capacitor DCE inicialmente cargado (Figura 1.1b), las
cargas negativas en exceso en el dnodo se equilibran en las paredes del electrodo con los iones
positivos (cationes) disueltos en la solucion; lo mismo ocurre en el catodo entre las cargas positivas
en exceso en el electrodo y los iones negativos (aniones). En la interfase de cada electrodo se forman
dos capas eléctricas separadas por la distancia intermolecular entre los dos medios, la cual hace
las veces del dieléctrico en un capacitor ordinario. La separacién tan pequena y el gran area de
contacto en los electrodos porosos explican las capacitancias tan altas de estos dispositivos.



Al aplicar una corriente de descarga (positiva), los iones en las capas eléctricas interiores
regresan a la soluciéon por partes iguales en ambos electrodos. Asimismo, el catodo recibe electrones
provenientes del &nodo a través de un circuito externo. La tensiéon en las terminales del capacitor
DCE depende de la diferencia de potencial en la interfase de cada electrodo (n~ o n™), la cual
varia proporcionalmente con respecto a la carga neta de las capas eléctricas. Entonces, al igual
que en una celda Li-Ton, la tension de salida vg4(t) en un capacitor DCE disminuye a medida que se
descarga. Este proceso es muy rapido y altamente reversible; al aplicar una corriente de recarga,
las capas eléctricas vuelven a formarse. En comparacion con las celdas Li-Ion, los electrodos de un
capacitor DCE suelen fabricarse de los mismos materiales y dimensiones. Sin embargo, también se
investiga sobre capacitores DCE con electrodos asimétricos (Kazaryan et al., 2006). Por lo general,
los electrolitos usados son acuosos, como el acido sulfurico HySOy, el cual se disocia en las especies
H* y HSO; al disolverse.

Tanto para celdas Li-Ion como para capacitores DCE; el desarrollo de nuevos materiales
es un area muy activa. El objetivo es incrementar las densidades de energia y de potencia, la
seguridad y la confiabilidad de tales dispositivos. Sélo por completud, a continuacion se presenta
una semblanza de las tendencias actuales. En el caso de celdas Li-Ion, constantemente se prueban
nuevas combinaciones dnodo-electrolito-catodo, de las cuales s6lo algunas alcanzan el mercado
(Tarascon y Armand, 2001; Scrosati y Garche, 2010). También se propone usar materiales con-
ductores hechos de biomasa, ademas de otros metales ligeros con caracteristicas similares a las del
litio, como el aluminio, con el fin de disminuir el impacto ambiental y geopolitico de la produccién
a gran escala de los materiales actualmente usados (Armand y Tarascon, 2008). Otro avance es el
disenio de estructuras nanométricas sofisticadas que aumentan la eficiencia de los procesos en los
electrodos al incrementar el area de contacto (Vu et al., 2012).

Para los capacitores DCE el panorama es similar. Por un lado, se estudian las propiedades de
nanotubos (Arepalli et al., 2005) y otros materiales carbonicos con estructuras distintas al grafito
(Inagaki et al., 2010), ademas de polimeros conductores (Snook et al., 2011). También se propone
sustituir electrolitos acuosos por electrolitos organicos que permitan mayores tensiones de salida,
asi como ajustar el tamano de los poros en cada electrodo de acuerdo con el tamaifio de los aniones
y los cationes del electrolito (Simon y Gogotsi, 2008).

1.2. Modelos de celdas Li-Ion y capacitores DCE

Por sus caracteristicas de energia y potencia, las celdas Li-Ion y los capacitores DCE son
dispositivos complementarios. Con la interconexién pasiva o activa de estas dos tecnologias es
posible aprovechar las ventajas de cada una: gran capacidad de almacenamiento de energia de las
celdas Li-Ion y gran manejo de potencia de los capacitores DCE. De lo anterior resultan sistemas
hibridos de almacenamiento de energia mas compactos y mas eficientes que si se usara cualquiera
de las dos tecnologias individualmente. En comparacién, es necesario sobredimensionar un banco
de s6lo celdas Li-Ion o sblo capacitores DCE para cumplir los requerimientos de energia y potencia
a la vez (Gao et al., 2005; Sikha et al., 2005; Cao y Emadi, 2012; Miller, 2010, Sec. 10.2.3).

Fl disefio de estrategias de acoplamiento y enrutamiento de potencia en sistemas hibridos de
almacenamiento de energia requiere modelos mateméticos de complejidad y precisiéon razonables
(Sciarretta y Guzzella, 2007). Estos modelos deben servir para plantear esquemas de supervision
y para analizar la dinamica de las celdas. En particular es importante predecir el estado de carga
(EdC), el cual indica la cantidad de energia que puede recibir o entregar una celda en un instante
determinado. Sin embargo, es imposible medir directamente el EAC porque depende de variables



internas de las celdas, las cuales son inaccesibles. También es 1til conocer el cambio histérico de
algunos parametros con significado fisico a fin de determinar el estado de salud (EdS) o grado de
envejecimiento de una celda. Las celdas Li-Ion y los capacitores DCE soélo tienen tres variables
medibles: la corriente aplicada, el potencial entre las terminales y la temperatura en su superficie
exterior. Por lo general, la primera se considera como entrada, la segunda como salida y la tercera
se asume como un parametro (cantidad fija) del cual dependen el resto de los parametros, ya que
el estudio del proceso térmico es un problema en si mismo complicado (Pals y Newman, 1995a,b;
Lin et al., 2012). Segun el paradigma usado, los modelos de los dispositivos de almacenamiento
en estudio pueden ser de dos tipos: circuitos eléctricos equivalentes o modelos electroquimicos.

Circuitos eléctricos equivalentes

Los circuitos equivalentes son redes eléctricas construidas a partir de la observacion de la
respuesta de las celdas ante ciertas senales de prueba. Son intuitivos y sencillos, por lo cual se
usan ampliamente en el area de electronica de potencia. Aunque reproducen con precision la
relacion entrada-salida, ni las variables ni los parametros involucrados tienen interpretacion fisica
directa debido a su naturaleza heuristica. Tampoco describen de manera clara la evoluciéon de
las variables internas de las celdas. Debido a estas limitaciones, el recurso comin para calcular
el EdC es integrar la corriente aplicada y comparar el inventario calculado contra la capacidad
nominal de la celda. Este método en lazo abierto es inherentemente fragil debido al sesgo inducido
por el ruido de las mediciones. Por otra parte, las relaciones constitutivas de los elementos del
circuito equivalente pueden ser funciones muy complejas (Chen y Rincon-Mora, 2006) para el caso
de celdas Li-Ion, o bien, la red eléctrica resultante puede ser de orden grande (Buller et al., 2002,
2005) y sin un criterio claro para truncarla. Revisiones concretas de estos modelos se encuentran
en (U.S. DOE, 2003, Ap. D), (U.S. DOE, 2004, Aps. A, By C) y (Miller, 2010, Sec. 10.6).

Modelos electroquimicos

Los modelos electroquimicos estan basados en principios fisicoquimicos y reproducen los
principales fenomenos involucrados en el proceso carga/descarga de celdas Li-Ion y capacitores
DCE. Como resultado, las variables y pardmetros de dichos modelos tienen interpretacion fisica
y relacion directa con el EAC y el EdS, por lo cual no hace falta usar el método de inventario. Sin
embargo, la complejidad de estos modelos es mayor que la de los circuitos equivalentes porque
son conjuntos de ecuaciones diferenciales parciales y algebraicas, no lineales y muy acopladas.
Ademas, su implementaciéon numérica no es sencilla y resolverlos consume recursos computacio-
nales significativos. Sin embargo, bajo suposiciones razonables sobre los regimenes de operacion,
los modelos electroquimicos pueden reducirse a versiones simplificadas mas manejables sin perder
sus propiedades esenciales.

Inicialmente, los modelos electroquimicos se usaron para comprender mejor la evolucién
de las variables internas de las celdas y facilitar el proceso de diseno. Basado en las teorias
de electrodos porosos (Newman y Tiedeman, 1975) y de soluciones electroliticas concentradas
(Newman, 1991), el primer modelo de una celda Li-Ion con dnodo de litio y catodo de inserciéon
se reporta en (Doyle et al., 1993). Después, en (Fuller et al., 1994a) se extiende para una celda
con dos electrodos de inserciéon (modelo FDN por sus autores), el cual es considerado el modelo
electroquimico fundamental de celdas Li-ion. En (Doyle et al., 1996; Arora et al., 2000), el modelo
FDN se usa para comparar el desempeno de tres disenos distintos de celdas, tanto numérica como
experimentalmente. Mas tarde, en (Wang et al., 1998) se formula una generalizacion del modelo



FDN que puede aplicarse tanto a celdas Li-Ion como a celdas de combustible. Recientemente, en
(Chaturvedi et al., 2010) se revisa el modelo FDN y se reformula con una notaciéon y un cambio
de coordenadas més convenientes. Algunas extensiones del modelo FDN incluyen el modelado de
la variacion de la temperatura y su efecto sobre los pardmetros de la celda (Gu y Wang, 2000;
Wang y Srinivasan, 2002; Smith y Wang, 2006a), el proceso de envejecimiento de las celdas debido
a reacciones parasitas (Ramadass et al., 2003, 2004; Sikha et al., 2004) y el efecto de la carga de
la capa eléctrica doble sobre la respuesta de la celda (Ong y Newman, 1999).

En el caso de los capacitores DCE, en (Verbrugge y Liu, 2005a) se formula un modelo analogo
al modelo FDN a partir de la teoria de electrodos porosos y de los estudios seminales sobre la
carga de la capa eléctrica doble de electrodos porosos de Posey y Morozumi (1966) y Johnson y
Newman (1971). Otros modelos electroquimicos de capacitores DCE, en los cuales se desprecia el
proceso en la solucion electrolitica, son el de Pillay y Newman (1996), donde se estudia el efecto de
reacciones parésitas en la respuesta de capacitores DCE, y el de Srinivasan y Weidner (1999), el
cual corresponde a una especializacion para capacitores DCE de los modelos de pseudocapacitores
reportados en (Lin et al., 1999; Kim y Popov, 2003). Finalmente, en (Sikha et al., 2005) se resume
una version basada en la teoria de soluciones concentradas del modelo de Verbrugge y Liu (2005a).

1.3. Simplificaciones de los modelos electroquimicos

Debido al significado fisico de los modelos electroquimicos, en los dltimos diez anos se han
propuesto simplificaciones con el fin de reducir su complejidad y la carga computacional necesaria
para resolverlos, de modo que sirvan como herramientas para disenar esquemas de supervision en
tiempo real, asi como estrategias y algoritmos de direccionamiento de potencia. Estas simplifi-
caciones se basan en suposiciones sobre los regimenes de operacién y conservan la esencia de los
principios fisicos del funcionamiento de celdas Li-Ion y capacitores DCE. Aunque necesariamente
implican pérdida de informacién, también permiten plantear los problemas de observacion e iden-
tificaciéon de manera sistemética en el contexto de la teoria de observadores adaptables clasicos.
A continuacion se revisa el estado del arte de las simplificaciones méas importantes de los modelos
electroquimicos de los dispositivos en estudio.

La simplificacién mas comtn del modelo FDN de celdas Li-Ion es el modelo de particula tnica
(MPU). El principio es despreciar el proceso en la solucion electrolitica y estudiar el fenomeno
de intercalacion de iones de litio, principal mecanismo de carga/descarga de la celda, por medio
de una particula representativa de cada electrodo, la cual se asume esférica por simplicidad.
Originalmente, este modelo se aplico a celdas de niquel (Haran et al., 1998); después se extendio
a celdas Li-Ion (Ning y Popov, 2004). El MPU se ha usado con éxito para disenar algoritmos de
estimacion del estado de carga, parametros y envejecimiento de celdas Li-Ion, ya sea en versiones
de orden reducido (Santhanagopalan y White, 2006, 2010; Santhanagopalan et al., 2007, 2008;
Speltino et al., 2009a,b; Di Domenico et al., 2008; Di Domenico y Stefanopoulou, 2010; Fang et
al., 2014) o en su forma distribuida (Moura et al., 2012a,b,c). También, en (Rahimian et al., 2011)
se hace una comparacién entre el MPU y un modelo de circuito equivalente analogo.

E1 MPU de celdas Li-Ion tiene limitaciones bajo regimenes prolongados de descarga constante
y a corrientes altas. En (Santhanagopalan et al., 2006) se comparan varias predicciones del MPU
contra las correspondientes al modelo FDN y otra simplificacién en la cual mas tarde se basaria el
modelo de Subramanian et al. (2009), el cual privilegia el proceso en la interfase sustrato-solucion
a lo largo del electrodo sobre el proceso de inserciéon. En ambas simplificaciones, la dinamica de la
insercion de iones de litio se aproxima con una ecuacion vélida solo a bajas frecuencias (corriente



constante). La discusion en (Santhanagopalan et al., 2006) enfatiza el error de prediccion del
MPU particularmente hacia el final de la descarga sostenida a corriente constante de una celda
de ejemplo. Posteriormente, en (Chaturvedi et al., 2010) se confirman dichas observaciones y
ademés se muestra que el error de prediccion del MPU aumenta a corrientes altas. Lo anterior
se debe a que, bajo un régimen prolongado de carga o descarga, el electrolito migra hacia uno
de los extremos de la celda y se concentra excesivamente en ese punto; el otro extremo queda sin
electrolito y deja de funcionar una parte del electrodo. Debido a estas limitaciones, un grupo de
investigacion tomo recientemente la reformulacion de Subramanian et al. (2009) como base para
el disefio de observadores (Klein et al., 2010, 2013).

Sin embargo, los VEHs operan (o al menos se caracterizan) bajo regimenes de corriente
pulsante, como lo sugieren los protocolos de pruebas para baterias y supercapacitores del programa
FreedomCAR de Estados Unidos (U.S. DOE, 2003, 2004). De esta forma, la celda tiene tiempo para
relajarse si los pulsos estén suficientemente separados (Fuller et al., 1994b); asimismo, el proceso
en la solucion es significativamente méas lento que el proceso de intercalacion de iones (Smith y
Wang, 2006b). Por lo tanto, es valido despreciar la variacion de la concentracion del electrolito
en la solucion. Ademas, la intercalacion de iones es el mecanismo fundamental de carga/descarga
de las celdas Li-Ion, por lo cual no conviene tomar una simplificacién que lo ponga en segundo
término. Todo lo anterior justifica el uso del MPU en el diseno de algoritmos de manejo de
potencia de celdas Li-Ion en VEHs. Cabe mencionar que el error de predicciéon a corrientes altas
puede reducirse introduciendo un factor de correccion al coeficiente de difusién de iones en estado
solido (Karthikeyan et al., 2008) o estimando en linea dicho parametro (Moura et al., 2012b,c).
Aunque el proceso en la solucion electrolitica tiene influencia casi nula en la respuesta de una celda
Li-Ion bajo corrientes pulsantes, es deseable vigilar la concentracion del electrolito para garantizar
la operacién segura de las celdas. Con este fin se han propuesto extensiones del MPU que incluyen
el proceso en el electrolito (Smith et al., 2007, 2008, 2010; Cai y White, 2012; Dao et al., 2012;
Marcicki et al., 2013; Rahimian et al., 2013).

En contraste, no ha habido tanto interés por estudiar la dindmica de capacitores DCE con
objetivos de control a través de modelos electroquimicos. No obstante, se propuso el modelo de
electrodo tnico (MEU) con el fin de contar con un modelo de primeros principios para capacitores
DCE (Romero Becerril, 2009; Romero-Becerril y Alvarez-Icaza, 2010b). Esta simplificacion parte
de los modelos de (Verbrugge y Liu, 2005a; Sikha et al., 2005) y, como en el MPU de celdas
Li-Ton y en los trabajos de Pillay y Newman (1996) y Srinivasan y Weidner (1999), la idea
principal es ignorar el proceso de la soluciéon electrolitica. A diferencia de las celdas Li-Ion, esta
suposiciéon no implica problemas de validez porque los capacitores DCE no soportan cargas o
descargas prolongadas. Ademas, el tamano de los poros es en general suficientemente grande para
favorecer el movimiento de los iones del electrolito y la uniformidad de su concentracién en la
solucion (Verbrugge y Liu, 2005a). Otra propiedad aprovechada es la simetria de la composicion
y la geometria de los electrodos de capacitores DCE, la cual permite representar la dinamica del
capacitor considerando sélo uno de los electrodos sin implicar pérdida de informacion.

En el capitulo siguiente se desarrollan los modelos de particula tnica y de electrodo tinico
a partir de un modelo electroquimico generalizado para celdas Li-lon y capacitores DCE. El
objetivo principal de esta tesis es proponer parametrizaciones lineales de ambos modelos tal que
el problema conjunto de observacién e identificaciéon pueda plantearse en el contexto de la teoria
clasica de observadores adaptables para sistemas dindmicos no lineales. A pesar de ser madura en
el campo de control automaético, esta teoria no se ha aplicado a los sistemas de almacenamiento
en estudio. El MPU y el MEU tienen como ntcleo una ecuacién diferencial parcial parabdlica,
particularmente, una ecuaciéon de difusiéon en una sola direcciéon. Entonces, un paso necesario



para conseguir el objetivo principal es encontrar aproximaciones de orden finito de las ecuaciones
de difusion y proponer criterios para elegir su orden. A continuacién se revisan los métodos de
reduccion aplicados al MPU y al MEU encontrados en la literatura. Solo se consideran aquellos
validos para cualquier corriente de entradas y se omiten trabajos en los cuales se desarrollan
soluciones analiticas para perfiles de corriente particulares.

1.4. Meétodos de reduccion de orden

A saber, hay cuatro enfoques bajo los cuales se han obtenido versiones de orden reducido del
MPU de celdas Li-Ion: métodos en el dominio de la frecuencia, ajustes con polinomios de grado
bajo, método de voltimenes finitos y discretizacion espacial. Con el primer enfoque se estudia el
proceso de difusion en estado s6lido como una impedancia distribuida. Al aplicar la transformacion
de Laplace, las ecuaciones de difusién resultan en funciones de transferencia trascendentales, las
cuales pueden expresarse como sumas infinitas de los modos de la ecuacién de difusion. Después,
la reduccién de orden del modelo se consigue truncando la expansién con base en el principio de
perturbaciones singulares (Bhikkaji y Soderstrom, 2001), tomando algin criterio de optimalidad
(Smith y Wang, 2006b; Smith et al., 2007, 2008, 2010; Hu et al., 2012a,b) o por medio de la
aproximacion de Padé (Moura et al., 2012b,c; Marcicki et al., 2013). Aunque implica pérdida de
informacién sobre las variables internas del modelo debido a su planteamiento entrada-salida, este
enfoque se ha usado para desarrollar modelos de circuito equivalente «con sentido fisico», por
ejemplo, el modelo de Prasad y Rahn (2012). En algunos de los trabajos citados arriba se usa el
método de inventario de corriente para calcular el EAC de la celda, lo cual contradice el propésito
del estudio de modelos de primeros principios.

Otras aproximaciones de orden reducido consisten en fijar el perfil de la concentracion de
iones de litio con respecto al radio de una particula representativa por medio de polinomios de 2°
y 4° grado. Este enfoque se propone en (Subramanian et al., 2005) y se recupera en (Subramanian
et al., 2009; Dao et al., 2012; Klein et al., 2010, 2013; Fang et al., 2014; Rahimian et al., 2013).
Tales aproximaciones conservan el significado fisico del modelo y tienen una buena prediccién
hacia el final de cargas o descargas constantes, pero fallan con perfiles de corriente arbitrarios.

El método de volimenes finitos consiste en dividir el dominio de estudio en varios voliimenes
de control; el propésito es recuperar el promedio de las variables de interés dentro de cada volumen
por medio de un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias. Este método ha sido apenas
explorado para reducir el orden del MPU de celdas Li-Ion: en (Cai y White, 2009) se aplica junto
con la expansion en funciones caracteristicas del problema de difusién en estado sélido, mientras
en (Zeng et al., 2013) se analiza el efecto del ajuste del tamano de los voltmenes de control sobre
la precisiéon del método segiin la tasa de cambio en la variable de estado.

El método de discretizacién espacial consiste en aproximar las ecuaciones de difusién a través
de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, cada una de las cuales representa la dinamica
de la variable de interés sobre un elemento especifico de un conjunto finito de puntos en el espacio,
conocido como malla. Entre los métodos de discretizacién espacial aplicados al MPU de celdas
Li-Ton esta el método del elemento finito (Smith y Wang, 2006b; Cai y White, 2012), mientras
en (Di Domenico et al., 2008; Speltino et al., 2009a,b; Di Domenico y Stefanopoulou, 2010) se
usan aproximaciones por diferencias finitas centradas de tres puntos y con paso uniforme. Este
altimo es el tnico usado hasta ahora para la reducciéon de orden del MEU de capacitores DCE
(Romero-Becerril y Alvarez-Icaza, 2010b). Finalmente, en (Lee y Filipi, 2011) también se usa el
método de diferencias finitas de tres puntos con la incorporaciéon de mallas 6ptimas.



De los métodos revisados, el enfoque de discretizacion espacial es el méas flexible porque
permite ajustar el orden de las aproximaciones segin la precision requerida, conserva el significado
fisico del modelo y ademaés facilita la reconstruccion del perfil de la variable de interés en caso
necesario. Sin embargo, hace falta definir la «mejor» malla a usar, explorar otros métodos de
discretizacion, compararlos con los encontrados en la literatura, tanto al MPU de celdas Li-Ion
como al MEU de capacitores DCE, y determinar cuél es el més preciso. También es necesario
proponer criterios para definir el orden de las aproximaciones con base en el conocimiento previo
sobre la corriente aplicada a las celdas, por ejemplo, la forma de onda y el ancho de banda.

1.5. Estimaciéon de celdas Li-Ion y capacitores DCE

Un objetivo previo al disefio de algoritmos de manejo de potencia y energia de celdas Li-Ion
y de capacitores DCE es la estimacion del estado de carga (EAC) y del estado de salud (EdS).
El EAC se puede determinar a partir de la observacion del estado interno de los dispositivos
de almacenamiento (Seccion 4.3), mientras el EdS se relaciona con la variacion a largo plazo
de los parametros fisicos (Moura et al., 2012b,c). Aunque abundan trabajos sobre observacion e
identificacion en linea de celdas Li-Ion, la mayoria estan basados en modelos de circuito equivalente
(Do et al., 2009; Hu et al., 2010; Baronti et al., 2013; Chen et al., 2013; Petzl y Danzer, 2013;
Schwunk et al., 2013; Wang et al., 2013; Xiong et al., 2013); lo mismo se concluye para el caso
de capacitores DCE (Dougal et al., 2004; Verbrugge et al., 2005b; Marie-Francoise et al., 2006;
Bertrand et al., 2010; Faranda, 2010; Wu et al., 2012; Musolino et al., 2013).

En cuanto a modelos electroquimicos de celdas Li-Ion, principalmente existen trabajos de
identificacion paramétrica basados en estrategias fuera de linea. Por ejemplo, considerando cono-
cidos los potenciales de equilibrio de los electrodos, en (Arora et al., 2000; Smith y Wang, 2006b;
Forman et al., 2012) se estiman los parametros més importantes del modelo FDN completo y en
(Santhanagopalan et al., 2008; Speltino et al., 2009a,b) se estiman los parametros relevantes del
MPU. Por otro lado, en (Santhanagopalan et al., 2007; Karthikeyan et al., 2008) se identifican
tanto los parametros del MPU como los perfiles de los potenciales de equilibrio de los electrodos.
Finalmente, no hay reporte sobre identificacién u observacion de capacitores DCE con base en
modelos electroquimicos.

Suponiendo los parametros conocidos, en la literatura también hay trabajos sobre la estima-
cion del EAC de celdas Li-Ion con base en la observacion del estado interno de versiones de orden
reducido del MPU. En este sentido, el filtrado 6éptimo es el recurso més usado: varios autores han
reportado observadores tipo filtro de Kalman extendido (FKE) (Santhanagopalan y White, 2006;
Di Domenico et al., 2008; Di Domenico y Stefanopoulou, 2010; Speltino et al., 2009a,b) o tipo
filtro de Kalman «sin esencia» (Santhanagopalan y White, 2010). Aunque en general es dificil ase-
gurar la convergencia de un FKE, la selecciéon de dicha técnica se debe a que la ecuacién de estado
es lineal y la funcion de salida (la tension entre las terminales) es no lineal pero suficientemente
suave, lo cual permite plantear con facilidad el problema de observacién. El FKE también se ha
empleado como estrategia de observacion e identificacion simultanea a partir de la definicién de un
«estado aumentado», formado por el estado original y los pardmetros (Fang et al., 2014). Aunque
parece una idea atractiva, tal esquema requiere la verificacion de condiciones de observabilidad
demasiado fuertes y dificiles de garantizar para asegurar la convergencia de las estimaciones hacia
el estado y los parametros «verdaderos».

Por otro lado, recientemente se ha aplicado la teoria de control de ecuaciones diferenciales
parciales parabolicas por medio de las fronteras (Krstic y Smyshlyaev, 2008) con el fin de disenar
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observadores para sistemas distribuidos. Bajo este enfoque, en (Moura et al., 2012a,b) se propone
un observador backstepping y un esquema de identificacion para el MPU de celdas Li-Ion. Sin
embargo, como los autores afirman, con esta técnica no esta claro como plantear el problema de
estimaciéon del coeficiente de difusién de iones de litio en estado sélido, por lo cual es necesario
tomar una aproximaciéon de orden reducido como base para formular un identificador auxiliar que
recupere dicho pardmetro (los autores usan la aproximacién de Padé).! De este planteamiento
resulta a un esquema de observaciéon adaptable muy intrincado, redundante y cuya estabilidad es
dificil garantizar (Moura et al., 2012c).

La funcion de salida del MPU esta compuesta por los potenciales de equilibrio de los elec-
trodos y una funcién que representa la resistencia equivalente en serie de la celda; esta ultima
en general depende de la concentraciéon de iones de litio en los electrodos y de la corriente apli-
cada, aunque algunas veces se considera constante (Smith y Wang, 2006b). Los potenciales de
equilibrio también dependen de la concentracién de iones de litio, ademés de la temperatura, el
envejecimiento de la celda y, en el caso de catodos de LiFePQy, de la direccién de la corriente
aplicada (Safari y Delacourt, 2011a,b; Srinivasan y Newman, 2004, 2006). Ademas, el perfil de los
potenciales de equilibrio es caracteristico de cada material de construcciéon (Seccion 2.3.2).

Debido a la magnitud de la pendiente de los perfiles de los potenciales de equilibrio en algunas
regiones, pequenas incertidumbres pueden provocar errores importantes en la predicciéon del EAC
(Lin et al., 2011). Sin embargo, en casi todos los trabajos revisados sobre observacion e identifica-
cién en linea de celdas Li-Ion, los potenciales se asumen como funciones conocidas. La excepcién
es (Santhanagopalan et al., 2007), cuyos autores reconocen la importancia de caracterizar cada
celda con el fin de mejorar la precision del EAC estimado. El esquema de identificacion propuesto
reconstruye, fuera de linea, los perfiles de los potenciales de equilibrio con base en un ajuste por
splines de tercer grado tomado de (Guo y White, 2005). Aunque tal regresion es muy precisa,
sb6lo es continua a tramos, lo cual dificulta su aplicaciéon dentro de esquemas de identificacién
en linea. Por otro lado, existen aproximaciones basadas en principios termodinamicos, entre las
cuales sobresalen las expanciones de Wohl y Redlich-Kister por su flexibilidad y parametrizacién
lineal (Apéndice C). Este enfoque se propuso inicialmente para caracterizar electrodos de celdas
de niquel (Barnard et al., 1980a,b; Jain et al., 1998) y después se extendié para identificar fuera
de linea los potenciales de equilibrio de algunos materiales usados en electrodos de celdas Li-Ion
(Verbrugge y Koch, 1996; Ali, 2005; Karthikeyan et al., 2008).

En resumen, la estimacion del estado interno de celdas Li-lon y de capacitores DCE es
suficiente para determinar el estado de carga, mientras la variaciéon a largo plazo de los pardmetros
de los modelos determina el estado de salud o grado de envejecimiento de los dispositivos en
estudio. Ademaés, conocer con precision el perfil de los potenciales de equilibrio de los electrodos
conduce a mejores estimaciones del EAC de celdas Li-Ion. También se sabe que, en comparacion
con la dindmica de los principales mecanismos de carga/descarga, los coeficientes de difusion y
demas pardmetros de los modelos electroquimicos varian lentamente con respecto a la temperatura
de la celda (Gu y Wang, 2000; Wang y Srinivasan, 2002; Smith y Wang, 2006a). Sin embargo,
agregar la dindmica correspondiente incrementa la complejidad de los modelos, por lo cual es més
conveniente una estrategia de identificacién en linea.

En general, se han propuesto, por separado, observadores de estado basados en filtros 6ptimos
asi como estrategias de identificacion paramétrica fuera de linea. Sin embargo, no se ha planteado
sistematicamente el problema de estimacién conjunta en linea del estado interno y los parametros;

'En el contexto de la teoria de control de ecuaciones diferenciales parciales, en general es necesario conocer el
error entre el estado real y el estimado en todo el dominio espacial (no sélo en las fronteras) para identificar el
coeficiente de difusion de una ecuaciéon parabdlica; ver por ejemplo (Demetriou y Rosen, 2001).
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tampoco se ha contemplado la inclusién de la identificacién de los perfiles de los potenciales de
equilibrio de los electrodos en el caso de celdas Li-Ion. Por otro lado, del trabajo de Moura et al.
(2012a,b,c) se sabe que las aproximaciones de orden reducido del problema de difusion de iones
de litio en estado solido (MPU de celdas Li-Ion) permiten plantear parametrizaciones que hasta
ahora no son factibles con la teoria de control de ecuaciones parabdlicas. Sin embargo, hace falta
comparar la precision de los métodos de reduccién de orden reportados en la literatura, escoger
el mejor entre ellos y plantear un criterio de seleccién de orden.

Otra ventaja de usar modelos de orden reducido en comparaciéon con modelos distribuidos
es que la teoria de observadores, y en general de control, es mas madura para los primeros. A
continuaciéon se presenta una breve revisiéon de las estrategias clasicas de estimacién conjunta
estado-parametros de sistemas en ecuaciones diferenciales ordinarias. Aunque recientemente ha
habido avances importantes en el desarrollo de algoritmos de identificacién para problemas con
parametrizaciones no lineales (inmersion e invariancia, contraccion, entre otros), sélo se contem-
plan soluciones para el problema con parametrizaciones lineales por encontrarse en un nivel de
madurez mayor y porque son suficientes para abordar los problemas en estudio.

1.6. Estimacién conjunta del estado y los parametros

Existen dos enfoques clasicos para resolver el problema de estimaciéon conjunta estado-
pardmetros de sistemas dinamicos de orden finito. El primero consiste en definir un estado aumen-
tado formado por las variables de estado originales del sistema y por los parametros, y después
abordar el problema de estimacion conjunta como la observacion del nuevo estado. Aunque de
esta manera es posible aplicar la teoria de observadores para sistemas no lineales, en general es
dificil asegurar la estabilidad del algoritmo y més ain la convergencia de las estimaciones hacia
los valores «verdaderos». El segundo enfoque es el de los observadores adaptables; en este caso,
se disefia un observador que estime el estado del sistema a pesar de las incertidumbres paramé-
tricas mientras, al mismo tiempo, se usa el estado observado para identificar los parametros del
sistema. Por lo general, la ley de adaptacion resulta del anélisis de estabilidad del observador y se
puede asegurar convergencia del estado del sistema, mientras la convergencia de los pardmetros
requiere que se satisfagan ciertas condiciones de excitacion persistente. A continuacion se presen-
ta una breve revision de los principales trabajos sobre ambos enfoques de estimacién conjunta
estado-parametros aplicados sobre todo a problemas en tiempo continuo.

Estimacion del estado aumentado

A partir del estado aumentado (estado original y parametros), Tunali y Tarn (1987) propo-
nen por primera vez analizar la identificabilidad de sistemas no lineales bajo criterios geométricos
de observabilidad. Los mismos autores aplican resultados sobre el anélisis de la unicidad de reali-
zaciones de sistemas dinamicos no lineales y extienden los resultados de Glover y Willems (1974)
para sistemas lineales e invariantes en el tiempo (LIVT). Mas tarde, Bortoff y Spong (1990) pro-
ponen un observador-identificador basado en el observador extendido de Luenberger desarrollado
en (Zeitz, 1987; Birk y Zeitz, 1988) para sistemas en tiempo continuo. Sin embargo, en el contexto
de sistemas en tiempo discreto, Cox (1964) ya habia propuesto el filtro de Kalman extendido,
definido en (Jazwinski, 1970, Teor. 8.1), para observar el estado aumentado. Como alternativa
al FKE, Wan y van der Merwe (2000) proponen el Filtro de Kalman «sin esencia», el cual tie-
ne la ventaja de estar formulado al rededor de una aproximacién cuya propagaciéon del error de
linearizacion es menor que la del FKE (Julier y Uhlmann, 1997).
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Sin embargo, bajo esta metodologia, en general es dificil garantizar la estabilidad del ob-
servador asi como la convergencia del estado original y de los parametros (Ljung, 1979). En este
sentido, Zhang (2005) muestra que el sistema aumentado debe ser uniformemente observable con
respecto al tiempo, lo cual implica cumplir condiciones de excitaciéon persistente mas estrictas
que las requeridas para garantizar la convergencia de la estimacién paramétrica de un observador
adaptable. Ademés, la carga computacional es mayor porque es necesario resolver, en tiempo real,
una ecuacion diferencial de Riccati de las dimensiones del estado aumentado.

Observadores adaptables clasicos

Como afirma Besangon (2007), en este caso el reto es llevar el sistema en estudio a alguna
estructura para la cual el problema de observacion-identificacién esté resuelto. Por un lado, los
observadores adaptables para sistemas LIVT empezaron a estudiarse desde la década de 1970 para
sistemas de una entrada y una salida (UEUS), y los resultados més importantes estan compilados
en monografias como (Narendra y Annaswamy, 1989, Cap. 4) o (Ioannou y Sun, 1995, Sec. 5.3).
En general, el planteamiento para sistemas LIVT esta basado en alguna forma canoénica y consiste
en construir un regresor filtrando las senales de entrada y salida, segin sea necesario, tal que
se recuperen los coeficientes de los polinomios del numerador y denominador de la funcion de
transferencia asociada al sistema.

En el caso de sistemas no lineales, el trabajo de Bastin y Gevers (1988) es quiza el primer
esfuerzo por plantear una alternativa al FEK para estimar conjuntamente el estado y los paré-
metros. Los autores proponen un observador adaptable de rango completo retomando el uso de
filtros auxiliares como en el caso clasico de sistemas LIVT y considerando que los parametros
son funciones variantes en el tiempo. Aunque el problema se soluciona para sistemas no lineal
escritos en una forma canénica observable variante en el tiempo, la cual es lineal con respecto
a las cantidades desconocidas (estado, parametros y/o combinaciones de ellos), no se caracteriza
la clase de sistemas que pueden llevarse a dicha forma, aunque si se muestra que en ella estan
contenidos los sistemas lineales variantes en el tiempo (LVT), sistemas bilineales variantes en el
tiempo observables y sistemas no lineales de segundo orden en la forma de fase variable.

Por otro lado, a partir de los resultados de Krener y Isidori (1983) sobre observadores para
sistemas linealizables por inyeccion de salida, en (Marino, 1990; Marino y Tomei, 1992) se ca-
racterizan los sistemas que pueden ser llevados a la forma canonica de Bastin y Gevers (1988) a
través de transformaciones estaticas o filtradas (dinamicas), respectivamente. Asimismo, resulta-
dos complementarios se compilan a la fecha en (Marino y Tomei, 1995, Cap. 5). Posteriormente,
en (Marino et al., 2001) se plantea una version robusta del observador adaptable para evitar la
divergencia de los pardmetros estimados, tal que la dindAmica del error es entrada-estado estable
con respecto a perturbaciones externas y a la derivada temporal de los parametros (variantes en el
tiempo), ambas acotadas. La robustificacion se basa en una version generalizada de las condiciones
de excitaciéon persistente y de una extension del lema de Barbalat.

Mas adelante, Jung et al. (2006) facilitan el diseno del observador robusto introduciendo el
problema de minimizacién de la norma Hy, entre los errores de estimacion y las perturbaciones. De
esta forma, la condicién de estabilidad del observador se plantea como una desigualdad matricial
lineal (LMI, por sus siglas en inglés). Por otro lado, se sabe que los observadores proporcionales-
integrales incrementan la precisién de las estimaciones en estado estacionario, agregan robustez
contra perturbaciones, entradas desconocidas y errores de modelado, ademés de ofrecer un grado
de libertad adicional para el disefio del observador (Soffker et al., 1995; Moreno, 2008). Por esta
razon, en (Jung et al., 2007) se agrega un término integral del error de observacion y se incorpora
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un algoritmo de identificacién con pérdida (Ioannou y Sun, 1995, Sec. 8.3.1), convirtiendo el
algoritmo en un observador adaptable proporcional-integral robusto.

Motivados por una aplicacion practica (Rajamani y Hedrick, 1995), Cho y Rajamani (1997)
extienden el observador de Marino y Tomei (1992) para sistemas ligeramente mas generales en
los cuales el regresor depende del estado completo y no sélo de la parte medida. Ademas, en este
planteamiento se asume explicitamente que las no linealidades del sistemas son tipo Lipschitz. La
ventaja de esta formulacidn es que no es necesario encontrar una transformaciéon de coordenadas,
problema en general nada trivial. Sin embargo, la existencia del observador depende a su vez de
la existencia de una funcién de Lyapunov con ciertas restricciones.

Por otro lado, de manera similar a Jung et al. (2006), Pourgholi y Majd (2011a) proponen
una version resiliente o no fragil (Jeong et al., 2006) del observador de Cho y Rajamani (1997), la
cual es robusta contra incertidumbres en la ganancia del observador debidas a errores numeéricos
o de implementacion. Asimismo, el diseno de las matrices de ganancia se reduce a la solucién
de una LMI y se usa una ley de adaptacion con pérdida. Finalmente, Pourgholi y Majd (2011b)
extienden las propiedades de robustez y los grados de libertad para el diseno del observador
adaptable anadiendo la integral del error de observacién al término de innovacién, de lo cual
resulta un observador PI adaptable robusto.

Con un panorama mas general, Besangon (2000) resalta que los observadores de Marino y
Tomei (1992) y de Cho y Rajamani (1997) comparten la propiedad de «detectabilidad indepen-
diente de los parametros», la cual resulta cuando la dindmica del error de identificacién cumple
una propiedad de pasividad (alguna version del lema de Kalman-Yakubovich-Popov) entre el error
de identificacién y regresor, que a su vez depende del error entre la salida medida y la salida es-
timada. Tal propiedad puede hacerse mas evidente a través de una posible transformacion de
coordenadas, estatica o dinamica, y de condiciones convencionales de excitaciéon persistente. Con
base en estos resultados, el autor propone un observador adaptable para la clase més general de
sistemas en la nueva «forma de observador adaptable no linealy. Posteriormente, como extensién
al trabajo de Besancon (2000), Stamnes et al. (2011) exploran el caso de un observador adaptable
de orden reducido y un redisefio que prescinde de la condicién de pasividad mencionada, aunque
si requiere la solucion de una ecuacién diferencial parcial para determinar la ley de adaptacion.

En un esfuerzo de generalizacion mayor, Zhang (2002) propone un observador para sistemas
lineales variantes en el tiempo con multiples entradas y multiples salidas (MEMI), mientras la
mayoria de los disefios anteriores s6lo contemplan sistemas con una salida. Tal disefio retine a
todos los sistemas no lineales uniformemente observables afines en el estado y los pardmetros, o
bien, sistemas que pueden llevarse a esta forma. En dicho trabajo también se analiza la robustez del
esquema propuesto y se asegura la convergencia exponencial del estado y los parametros estimados
cuando no hay perturbaciones y ademas se cumple la condicién de excitacion persistente.

Mas recientemente, Zhang (2005) revisa los disenos clasicos de Bastin y Gevers (1988),
Marino y Tomei (1992), Besangon (2000) y Zhang (2002) bajo un sblo enfoque; concluye que
el planteamiento de dichos esquemas requiere en general de dos transformaciones: la primera,
casi siempre estética, lleva las matrices de estado y de salida a una estructura conveniente; la
segunda, dindmica, simplifica la presencia de los pardmetros en el sistema transformado. Por otro
lado, Besangon et al. (2006) han demostrado que, bajo una seleccion particular de la matriz de
ganancia, un observador tipo filtro de Kalman es equivalente a un observador adaptable para la
clase de sistemas no lineales afines en el estado y los parametros. A partir del resultado anterior,
Li et al. (2011) proponen un observador adaptable para sistemas LVT cuyos parametros aparecen
tanto en la ecuacion de estado como en la ecuaciéon de salida.
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1.7.

Planteamiento del problema de investigaciéon

Hipotesis

La hipoétesis de esta tesis es:

«Existen versiones de orden reducido de los modelos de particula tnica y de elec-
trodo tunico, suficientemente precisas y simples, que mantienen el significado fisico de
los modelos y con las cuales es posible plantear el problema de estimacién conjun-
ta estado-parametros de celdas Li-Ion y capacitores DCE en el contexto de la teoria
clasica de observadores adaptables para sistemas dindmicos no lineales.»

Objetivos

El objetivo general de la tesis es:

Determinar un esquema de estimaciéon conjunta estado-parametros para celdas Li-Ion y
capacitores DCE usando modelos electroquimicos simplificados de orden reducido

Los objetivos particulares son:

Comparar varios métodos de reduccién de orden por discretizaciéon espacial de ecuaciones
diferenciales parciales (parabdlicas sin fuente), aplicarlos al MPU de celdas Li-Ion y al MEU
de capacitores DCE, y encontrar el més preciso

Proponer criterios de selecciéon de orden para los modelos electroquimicos reducidos
Encontrar al menos una parametrizacion factible de los modelos de orden reducido

Determinar una estructura de observador adaptable para plantear el problema de estimacién
conjunta estado-pardmetros de modelos electroquimicos de orden reducido de celdas Li-Ion
y capacitores DCE

Aportaciones y publicaciones

A continuaciéon se enumeran las aportaciones de la presente tesis en el campo del modelado,

observacion e identificacion de celdas Li-Ion y capacitores DCE. También se listan los articulos

de congreso y de revista que han resultado del trabajo realizado.

Las aportaciones son:

Comparacion en el dominio del tiempo y de la frecuencia de varias aproximaciones de las
ecuaciones diferenciales parciales que aparecen en los modelos de particula tnica y electrodo
tnico de celdas Li-Ion y de capacitores DCE como ecuaciones de estado

Comparacion de dos criterios de seleccion de orden de los modelos de particula tnica y
electrodo tinico de orden reducido

Analisis de observabilidad y controlabilidad de los modelos de orden reducido

Proposicién de una parametrizacion de los modelos de particula tnica y electrodo tinico con
el fin de plantear el problema de estimacién conjunta estado-parametros en el contexto de
observadores adaptables clasicos para sistemas no lineales
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Articulos presentados en congresos nacionales:

Romero-Becerril, A. y Alvarez-Icaza, L. (2010a). Modelo dindmico orientado a
control de un supercapacitor. En: Memorias del Congreso Nacional de la Asociacion
de México de Control Automdtico, Puerto Vallarta, México

Romero-Becerril, A. y Alvarez-Icaza, L. (2011b). Reduccion de orden por dis-
cretizacion de un modelo electroquimico para un supercapacitor. En: Memorias del
Congreso Nacional de la Asociacion de México de Control Automdtico, Saltillo, México

Articulos presentados en congresos internacionales:

Romero-Becerril, A. y Alvarez-Icaza, L. (2010b). Reduced order dynamical model
for supercapacitors. En: Proceedings of the 7th International Conference on Electrical
Engineering, Computing Science and Automatic Control, Tuxtla Gutiérrez, México

Romero-Becerril, A. y Alvarez-Icaza, L. (2012). Order reduction and analysis of a
simplified electrochemical model for electric double-layer capacitors. En: Proceerings
of the ASME 5th Dynamic Systems and Control Conference and 11th Motion and
Vibration Conference, Ft. Lauderdale, Florida

Articulos en revistas especializadas:

Romero-Becerril, A. y Alvarez-Icaza, L. (2011a). Comparison of discretization
methods applied to the single-particle model of lithium-ion batteries. Journal of Power
Sources, 196, pp. 10267-10279

Romero-Becerril, A. y Alvarez-Icaza, L. (En revision). Order reduction and analysis
of a simplified electrochemical model for electric double-layer capacitors. Journal of
Dynamical Systems, Measurement, and Control

Alcances y limitaciones

La parametrizacion de los potenciales de equilibrio contempla electrodos negativos de grafito
(LiCg), electrodos positivos de 6xidos metélicos (LiMnyOy, LiCoOsg y LiNig §Cop.15Alp.0502) v de
fosfato férrico (LiFePOy4). En todos los casos se asume que las funciones de los potenciales de
equilibrio son estaticas y univaluadas, aunque se sabe que los electrodos de LiFePO4 presentan
histéresis. Por otro lado, en los modelos simplificados no se incluye el proceso en la solucién
electrolitica ni la dinamica de la temperatura en la celda. Finalmente, el trabajo se limita a
encontrar parametrizaciones factibles que permitan plantear el problema de estimacién conjunta
estado-parametros de celdas Li-lon y capacitores DCE en el contexto de la teoria clasica de
observadores adaptables para sistemas no lineales. El disefio, implementacién numérica, evaluaciéon
y puesta a punto de los observadores quedan como trabajo futuro.

Contenido de la tesis

En el Capitulo 2 se resume la deduccién del modelo de particula tnica de celdas Li-Ion y
del modelo de electrodo tnico de capacitores DCE a partir de un modelo generalizado de celdas
electroquimicas con intercalacion de iones de litio y con formacion de capa eléctrica doble como
mecanismos de polarizaciéon. En el Capitulo 3 se exploran dos criterios de selecciéon de orden
aplicados a las ecuaciones de estado de los modelos electroquimicos simplificados y se presenta
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la comparacion de varios métodos de reducciéon de orden encontrados en la literatura y otros
métodos de discretizacidén cuya aplicacion a los problemas en estudio se propone en esta tesis.
En el Capitulo 4 se formulan los modelos de orden reducido en su versiéon final y se propone un
método para calcular el estado de carga de celdas Li-lon y capacitores DCE. En el Capitulo 5
se desarrollan los anélisis de controlabilidad y observabilidad de los modelos de orden reducido
con base en la linealizacion de los modelos (celdas Li-Ion) y en las propiedades de simetria de las
matrices de discretizacion de los problemas de difusiéon abordados en el Capitulo 3. En el Capitulo
6 se propone una parametrizaciéon de los modelos de orden reducido, desarrollada a partir del
filtrado de las senales de entrada y salida de los modelos, y se plantea el problema de estimacién
conjunta estado-pardmetros con base en observadores adaptables clésicos para sistemas no lineales.
El Capitulo 7 cierra la tesis con algunas conclusiones sobre los resultados obtenidos y el trabajo
en curso, y se plantean varias direcciones hacia las cuales puede extenderse la investigacion.



Capitulo 2

Modelos electroquimicos simplificados

En este capitulo se resume la deducciéon de los modelos de particula tinica y de electrodo
unico para celdas Li-lon y capacitores DCE, respectivamente. Primero, con base en las teorias
de electrodos porosos y soluciones electroliticas concentradas, se plantea un modelo general para
celdas de dos electrodos porosos con insercion de iones de litio y formacion de capa eléctrica doble
como mecanismos de polarizacion. Después, la concentracion del electrolito se asume uniforme a lo
largo de la celda y se realiza una primera simplificacién. Posteriormente, el modelo se especializa
para el caso de insercién de iones de litio, con lo cual se llega al modelo de particula tnica
de celdas Li-Ton. Por dltimo, el modelo de electrodo tnico de capacitores DCE resulta de la
especializacion del modelo general para el caso de polarizaciéon por formacion de capa eléctrica
doble. En las deducciones se resalta el efecto de cada suposicién sobre los modelos resultantes,
aspecto descuidado incluso en revisiones recientes como (Chaturvedi et al., 2010). Por otro lado,
los modelos simplificados se escriben en funcién de variables normalizadas con el fin de facilitar
la exposicién de los capitulos subsecuentes.

2.1. Modelo de una celda de electrodos porosos

La geometria del interior de los electrodos de celdas Li-Ion y capacitores DCE es muy irre-
gular, por lo cual es impractico y no tiene provecho desarrollar modelos demasiado detallados.
Desde una perspectiva macroscopica, la teoria de electrodos porosos (Newman y Tiedeman, 1975;
Newman, 1991) permite describir en esencia los procesos en celdas con electrodos de ese tipo. Las
suposiciones de la teoria son razonables e implican uniformidad en la estructura fisicoquimica de
los elementos de la celda (electrodos y separador):

1. El efecto neto de los procesos varfa sélo a lo largo de la celda y es despreciable en otras
direcciones, por lo cual el modelo macroscépico es unidimensional.

2. La densidad de corriente es uniforme en cualquier corte transversal de la celda.

3. La fraccion e ocupada por la solucion electrolitica (porosidad) no varia a lo largo de ninguno
de los elementos de la celda, aunque en general si cambia de un elemento a otro.

4. No hay cambios significativos ni en la composicién ni en la porosidad de los electrodos
durante la operaciéon de la celda, es decir, las reacciones parésitas y el intercambio de masa
son despreciables. Por lo tanto, no se modela el envejecimiento de la celda.

17
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Figura 2.1: Celda de electrodos porosos

Ademas de las suposiciones anteriores, se asume que el electrolito se disocia sélo en dos especies
de valencia unitaria (electrolito simétrico binario univalente), que es en general el caso de las
celdas Li-lIon y los capacitores DCE. Si se usara un electrolito diferente, el modelo presentado a
continuaciéon podria reformularse revisando el desarrollo del Apéndice A. Finalmente, a lo largo
de la tesis la temperatura se asume constante y uniforme en toda la celda.

En la Figura 2.1 se muestra el esquema de una celda electroquimica de electrodos porosos
en la cual ocurren reacciones faradicas 6xido-reducciéon por medio de intercalaciéon de iones de
litio, asi como carga y descarga de la capa eléctrica doble en las paredes de los poros. Existen
dos fases superpuestas a lo largo de la celda: una relacionada con el material sélido del electrodo
(fase solida, «s») y otra con la solucion electrolitica (fase electrolitica, «e»). La concentracion del
electrolito ¢, en la solucion sigue la ecuacion de difusion (ver la Ecuacion (A.32))

Oece 0 dIn~.\ dee 0n - dqs dg_\ .
= —|D.(1 = 1—t9)gfom — (9 == 44§ == ) jcop 2.1
ot 630[ ( +dlnce>6x]+a[( +)Jn (_dq * * dg In ]’ (2.1)

donde la difusividad corregida D, =eD?/s depende de la porosidad € del electrodo, la difusividad
D? del electrolito en un medio no poroso y el factor de tortuosidad ¢ = ¢, El término de
correccion 1+ dIn~,./dInc. depende del coeficiente de actividad . =", (ce) del electrolito, el cual
es una medida de qué tanto interactiian los iones entre si al moverse en la solucién.

En el término fuente, a es el adrea de la superficie de las paredes de los poros por unidad
de volumen del electrodo, mientras 159r y t% son los ntmeros de transferencia de los cationes y
los aniones del electrolito utilizado. j;* y jn'? son densidades de flujo equivalente del electrolito,
normales a la interfase electrodo-solucién y apuntando hacia la solucién, debidas a la polarizacién
de los electrodos. La primera se relaciona con reacciones farddicas y la segunda con la formaciéon
de la capa eléctrica doble. Finalmente, se asume que los cationes del electrolito son equivalentes a
los aniones en las capas eléctricas dobles de los electrodos en el sentido que dgy/dg=dg_/dg= —%

(Verbrugge y Liu, 2005a) y la condicién inicial de (2.1) es ¢.(0, z) = ceo(z).
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En los extremos de la celda no hay flujo de especies, por lo tanto, las condiciones de frontera

de (2.1) resultan
0ce
— =0 en x=0 x =0, 2.2
or y (2.2)
El perfil de ¢, a lo largo de la celda debe ser continuo porque los poros de los tres elementos estan
comunicados. Entonces, las condiciones de continuidad en las fronteras electrodo-separador son
o

__ .sep ) sep __ .+ __ psep
c =P en x=/{( y P =cl en x=11°P, (2.3)

e

donde los superindices «+», «—» y «sep» se refieren a los electrodos positivo y negativo, y al
separador, respectivamente.

Si i4(t) es la corriente aplicada al dispositivo y S es el area de la seccion transversal de la
celda, por la suposicién 2, la densidad de corriente total i es la suma de la densidad en cada una
de las fase, es decir,

i=is+1ic y 1:§d. (2.4)
Como 0i/dxz = 0y, por la ley de Faraday para reacciones electroquimicas (A.48), la densidad de

flujo neto del electrolito en la interfase electrodo-soluciéon j,, = j£”+ ' esta relacionada con la

densidad de corriente en cada fase de la forma
—0iy O,

= —° =aFj,. 2.
ox ox asJ (2:5)

La densidad de corriente en la solucién electrolitica i, depende tanto de la conductividad
k = Kk(ce) y el potencial eléctrico @, en esta fase, como de la concentracion ¢, del electrolito en la
solucion. Con la suposicién hecha sobre el electrolito usado y como el solvente no reacciona con
el electrodo (sg = 0 en (A.33) y por lo tanto en (A.42)), la expresion es

0P, 2RT dln~.\ dlnece
i = — —1-t9(1
te "oz " F ( t+)( - dlnce> or '

donde F' es la constante de Faraday para soluciones electroliticas, R es la constante universal

(2.6)

de los gases y T la temperatura absoluta. En el caso de la fase solida, la densidad de corriente

responde a la ley de Ohm
00,

—0
oz’

donde o es la conductividad eléctrica efectiva del material del electrodo. Las condiciones de fron-

(2.7)

is =

tera de (2.6) y (2.7) se plantean partiendo de que en los extremos de la celda la corriente es
totalmente conducida por la fase sélida, es decir,

i,=1i y ie=0 en 2z=0 y x=/°, (2.8)

mientras en las fronteras electrodo-separador la solucién electrolitica lleva toda la corriente porque
en el separador no existe la fase solida

is=0 y i.=1 en x=0"y x=10P (2.9)

Como se ve en la Figura 2.1, las particulas activas de cada electrodo se modelan como
pequenias esferas de radio uniforme R,. Las reacciones faradicas de intercalaciéon en electrodos
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porosos son en general de la forma (Sequeira y Hooper, 1983)

Lit +e” +0 = [Li’-077], (2.10)
red
donde © es un hueco disponible para la insercién de iones de litio y e~ un electréon. Después de
insertarse, el litio conserva su carga positiva § y el material receptor toma una carga negativa —9
de igual magnitud (Kanno et al., 1992). Entonces, la pareja ion de litio-hueco de inserciéon puede
tratarse como un electrolito disuelto en el material receptor de cada electrodo.

El proceso de intercalacién se representa como un fenémeno de difusiéon. Con base en la
ecuacion de balance de material para soluciones electroliticas concentradas (A.32), y como no hay
produccién de especies en las particulas receptoras, la concentracién de iones de litio en estado
solido ¢, (que es igual a la concentracion de huecos ocupados, ver (A.29)) varia a lo largo del radio
r de una particula de la forma (notar que en general ¢; también depende de la posicion en x)

ocs 10 dIn v, Qacs
- = = = Ds 1 9 S P = Cs 9 . 2]‘1
ot 7“207“[ < +dlncs>r or ] ¢(0,m,x) = ¢oo(r ) (2.11)
Las condiciones de frontera son
ocs dInys\ des . _
E_O en =0y _DS<1+dlncs)ar_]n en 1= R,. (2.12)

La primera representa, por simetria, un flujo nulo en el centro de la esfera, mientras la segunda
indica que en la superficie de la particula activa el flujo de iones depende de la densidad de flujo j,
del electrolito en la interfase electrodo-solucion del electrodo correspondiente. Dy es la difusividad
de los iones en el material receptor y el factor de correccion 1+ dIn-ys/dIncs con 5 ="s(cs) tiene
el mismo significado que en (2.1). En este caso, la interaccion de los iones de litio se debe a su
ordenamiento durante el proceso de intercalacion (Tillement y Quarton, 1993).

La densidad de flujo debida a reacciones faradicas j;“" depende del sobrepotencial 7, del
electrodo por medio de la ecuaciéon de polarizacién Butler-Volmer

F —a,F
far _ - [ Qq _ c ]
Ji jo | exp <RT %) exp< T 773> , (2.13)

donde jy es la densidad de flujo de intercambio, propia de cada combinacién electrodo-solucién.
Para electrodos de insercion en celdas de Li-Ion, jg se propone como una funcién de la concentra-
cion de iones de litio en la superficie de la particula activa del electrodo css = c5(t,r=Rs,z) y la
concentracion c. del electrolito en la solucion (Fuller et al., 1994a; Doyle et al., 1996), tal que

Jo = ko 2 (com — css) s, (2.14)
donde a, y a. son los coeficientes de transferencia para reacciones anddicas y catddicas en cada
electrodo y a, + o = 1. El sobrepotencial 7, es la diferencia de potencial de las fases n = &, — ®,
con respecto al potencial de equilibrio U = U(css) del electrodo, es decir,

Ns =@ — P —U — FRyjp, (2.15)

donde ademas se agregé la caida de potencial —F Ryj, debida a la pelicula resistiva que aparece
en la interfase electrodo-solucion en el primer ciclo carga/descarga de la celda (Doyle et al.,
1996; Zhang, 2011a). La densidad de flujo j, " debida a la formacién de la capa eléctrica doble
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estd relacionada con el potencial del electrodo n = ®; — &, por medio de un efecto capacitivo
(Verbrugge y Liu, 2005a)
cap __ %a((DS — (I)€>
" F ot
donde C, es la capacitancia por unidad de volumen en el electrodo. Finalmente, el potencial en

(2.16)

las terminales del dispositivo v4(t) es la diferencia de potencial en la fase sélida en cada extremo

Vd = ®s|$=ZCEZ - ®S|IL‘:0' (217)

2.2. Simplificacién inicial

La concentracion c. influye en los procesos de polarizacion soélo a través de la densidad de

corriente en la solucién electrolitica. La primera simplificacién consiste en asumir que la concen-
0

tracion del electrolito es uniforme y constante a lo largo de toda la celda, es decir, c.(t,x) = c;.
Esta suposicion es arbitraria pero se sostiene porque el factor 2RT/F en (2.6) es muy pequeno.
Por otra parte, tanto el gradiente ¢1nc¢./0x como el factor de correccion 1 + dln~,./dIn ¢, crecen
de manera importante sélo si la celda opera en un régimen de carga o descarga sostenida durante
tiempos muy prolongados, tal que el electrolito se acumule excesivamente en uno de los extremos
de la celda. Entonces, esta simplificaciéon es valida si la celda opera bajo regimenes que permitan
la relajacion del electrolito (Fuller et al., 1994b), o bien, bajo corrientes pulsantes.

Con la suposicion c(t,r) =cY y definiendo x como la conductividad efectiva de la solucion
en los poros, la Ecuacion (2.1) no tiene efecto y las densidades de corriente en las fases sélida y

electrolitica son simplemente

. 0P . 0P
is=—0 63:8 y ie=—k a;. (2.18)
Al combinarse con la ley de Faraday (2.5) resulta
, 0P : *®
aFj, =0 85528 y aFj, = —k &E;. (2.19)

La condiciones de frontera explicitas de (2.19) se obtienen a partir de (2.4), (2.8) y (2.9). Para el
electrodo negativo son

0D, —iy 0d,

% 5o ¥ Ty T 0 en x=0, (2.20a)
0P, 0P, —iq _
= —3 = 2-2
. 0 vy 3~ G- en x =10, (2.20b)
y para el electrodo positivo son
0P, 00, —ig Ssep
_ — = p5¢ 2.21
ox 0y or Skt en  w=£% (2212)
D, —1 O,
d d e ) en  z—eel, (2.21D)

or  Sot ¥ ox
Como la fase so6lida no existe en el separador, para este elemento resulta simplemente

0P, —ig
or  Sksep

en r=0"y x=107P (2.22)
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Al restar término a término (2.19) resulta la ecuacion Daniel’-Bek (Newman, 1991)

ko 0%n
Fj,=——-— 2.23
I = Y o 0z (2.23)
donde n = &, — ®,, con las condiciones de frontera para el electrodo negativo
on~ —ig on~ iq _
_ —0 a _ .y, 2.24
or  So- 7 Yo Tar TS T (2.24)
y para el electrodo positivo
ont g = ot —ig I
% = % en r = gsep y % = SO'+ en r = gce . (225)

A través de (2.19)-(2.25) es posible calcular la diferencia del potencial en la fase electrolitica en los
extremos de la celda, es decir ®c|,_ et — Pe|z—0, la cual servira posteriormente en la deduccion de
los modelos de particula tnica (MPU) y de electrodo tinico (MEU) para celdas Li-Ion y capacitores
DCE, respectivamente.
Al igualar el gradiente de la densidad de corriente en la fase electrolitica en (2.19) con la
ecuacion Daniel’-Bek (2.23) se obtiene
o 0%n %o,

—_— = — . 2.2
K+ o 022 02 (2.26)

Integrando la ecuacién anterior con respecto a x (a lo largo de la celda) y usando las condiciones
de frontera de n y ®. se deducen expresiones para el potencial ®.(¢,z) en cada elemento:

_ _ o~ _ _ 1 T ) _
(I)e = (I)e ’$:0 + m('r] |a7=0 -n ) - E m d para 0<x</? (2273)
se - Lz . - pse
PEP =D |- — G rosep U para (~ <x <P (2.27b)
K
ot 1 5P — g

(p: = (I)zep’x:lﬁsep +m(n+’xzzsep - 7]+) + g m 'id para Zsep <z < £+ (227C)
Evaluando ®, en x = (=, &% en z = £°? y ®F en x = °| la diferencia del potencial en la fase
electrolitica en los extremos de la celda es

_ o _ _
‘I)ér|x:ecel — @ [p=0 = Prp— (77 lz=0 — 1 |x:£—) + s (77+|x:Zsep - 77+|x:£cel)
1 0~ gsep s
- = + + - 2.28
S (/i_ +o0- KPP KT+ a+) td (2:28)

2.3. Modelo de particula tnica de celdas Li-Ion

Aunque en la literatura hay varias versiones del modelo de particula tnica de celdas Li-Ion, la
idea subyacente en todas es la misma: estudiar de manera promediada el proceso de intercalacién
de iones de litio por medio de una particula representativa de cada electrodo. Este objetivo se
consigue bajo las siguientes suposiciones:
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1. El efecto de la formacion de la capa eléctrica doble es despreciable, es decir, j, = jf;w.
2. La densidad de flujo en la interfase electrodo-solucién es uniforme con respecto a la posicion
x en los electrodos, es decir, j,(t,x) = jn(t).

3. La celda opera en un régimen de baja polarizacion.

2.3.1. Deduccién general del modelo de particula tnica

La primera suposiciéon es valida porque el efecto de la capa eléctrica doble s6lo es significativo
a frecuencias superiores a 100 Hz, las cuales exceden por mucho el ancho de banda de operacién
de celdas Li-Ton (Ong y Newman, 1999). La segunda suposicion se sustenta especialmente si los
electrodos son delgados con respecto a su area transversal mientras las dos tltimas suposiciones
son vélidas simultaneamente si la celda opera a corrientes bajas.

La segunda suposicién reduce significativamente la complejidad del modelo al eliminar el
acoplamiento de las condiciones de frontera (2.12) del problema de difusiéon de iones de litio en
estado solido y la ecuacion de polarizacion Butler-Volmer (2.13). De esta manera, la densidad
de flujo promediada j,(t) se calcula integrando la ecuacion Daniel-Bek (2.23) a lo largo de cada
electrodo. Para el electrodo negativo resulta

e —g- (™ A2, —
jn(t)zlf Jn(t,x)de = 1 k o J o°n~(t, x) dz

= Jo Fal—k=+0~ J ox?
1 K=o~ [(on~(t,07) on(t,0)
= - 2.29
Fa "tk +o0~ < ox ox ’ (2.29)
mientras para el electrodo positivo
Zcel + 4 Zcel 2 4+
. . 1 wk'o *n*(t, x)
) = | ult,z)de = o ) 4
In ( ) E"r Lsepj ( 71.) . FCL+£+ K/++ U+ Lsep 61‘2 v
1 + + + cel + psep
_ kTo ont(t,4°)  dnt (¢, 5P) ' (2.30)
Fatit kt+ot ox ox

Sustituyendo las condiciones de frontera (2.24) y (2.25), finalmente j,(t) queda en funcion de la
corriente aplicada i4 de la forma

- id + —id

= Fserm Y I T Fearrr (2:31)

para los electrodos negativo y positivo, respectivamente. Entonces, la condicién de frontera en la
superficie de la particula representativa de cada electrodo es

ocy —1 dlny;\ " o

-~ FSD-ai- (1 + dlnc) iqg en 1 =R_, (2.32a)
oct 1 dlny\

ort ~ FSDyat0+ (1 " dn c:> g en 17 =Ry (2320)

Con base en (2.15), la funcion de salida (2.17) se reescribe de la forma

Vg = (U(Css) + ns + o, + FRf]n) |g;=zcel - (U(Css) + ns + o, + FRf]n) |x:07 (233)
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o bien, en términos de cantidades promediadas a lo largo de los electrodos,
v =UT(cgy) = U™ (egg) + 08 =g + @ gmpeer — ¢ om0 + F(R7j, — Ry ji)- (2.34)

Como el potencial 7 se supone uniforme a lo largo de cada electrodo, (2.28) se reduce a

) _ 1 e gt
(I)e |$:écel - (1)6 |m:0 = ? K+ o + 15€P + /€+—|— 0_+ 1d (235)

porque 0 |e=0 =1 |g—g- = N _zoep =1 |y—geer = 0. Sustituyendo (2.31) en (2.34) resulta

. . -1( By Ry
F(Rfjy — Rij,) = S<a+£+ - a‘§—> ig. (2.36)

Recordando que css(t) =cs(t, Rs) y definiendo la resistencia 6hmica total de la celda

1/ gsep o+ Ry R}
Reet = = , 2.37
: S(H_-‘r o e © kt+ot Y a+£+> (2:37)
la ecuacion de salida (2.34) es finalmente
Vg = U* (C;;) -U~ (C;s) + 77;_ (C;S? Zd) /N (0;97 Zd) — Ree ig- (238)

El sobrepotencial 7y puede obtenerse a través de la funcién de polarizacion Butler-Volmer.
Considerando que las reacciones faradicas son simétricas en ambos electrodos (ag = o = %), la
Ecuacion (2.13) se reescribe

) ) F —F
In =70 [exp <2RT775> — exp <2RT775>] (2.39)

y la densidad de flujo de intercambio es

. 1
Go = ko[c2(Com — Css)Css]?- (2.40)
Al invertir (2.39) resulta
2RT .  _ 1 .
s = sinh™! (2jojn> (2.41)
y entoces los sobrepotenciales son
. 2RT . _ 1 _ _\ —q-1.
N (Coss da) = - sinh ' {W[Cg(%m — Cys)Cs] 2 1d}7 (2.42a)
0
, 2RT | _ -1 1.
ny (ess: a) = —5— sinh ' {W[Cg(cim —Cly)es] e @d}- (2.42b)
0

En este punto conviene redefinir el factor de correccién v = 5 = 7,4, normalizar la concen-
tracion de iones de litio en estado so6lido ¢ con respecto a su valor maximo ¢, y la coordenada
radial r con respecto al radio Rs de una particula representativa tal que

Mg Na/V Cs T
= _ _ S 2.43
(== Ng +ny  (ng+1)/V Csm Y ¢ ( )
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donde n, es el nimero de moles de iones intercalados, ny el nimero de moles de huecos disponibles

para intercalacion, V' es el volumen ocupado por las fracciones a y b, y ( =z, la fraccién molar

de iones insertados. A continuacion se reescribe el modelo de particula tnica.

Difusién de iones de litio en la particula representativa del electrodo negativo:

o~ _ Dy 1 a[£2<1+dlnv>a§] con (7(0,€) = ¢ (€)

ot (Ry)? & 0¢ dIn¢— ) o¢
o _ o —Ry dlny=\ 7", -
e =0 e =0 Y e T TSDraa - (1+dln§—> i en £=1

Difusién de iones de litio en la particula representativa del electrodo positivo:

ot _ Df 16[§2<1+dln7+>(9C+] con CH(0,€) = ¢ (€)

ot (RI)?2&o¢ dln¢t ) o¢
oct oct Rt dlny+\
P — — S =1
e =0 e =0 Y B = Fsntarah, e \Mdmer) ¢
Sobrepotenciales de los electrodos:
2RT 1 1
s (¢ ia) = sinh_l{ 1—¢ ;—zi}
n (C d) F QFS\/CTC)G_CS_m ko_g_ [( C )C ] d
2RT -1 1
Tt o) -1 IR REE
Ns (Cs ) Zd) T F sinh {2FS\/C§CL+C;rmk:ar€+ [(1 Cs )Cs ] Qld}

Funcién de salida:
va=-U"()+UNG) =5 (& da) + 03 (&5 ) — Reeria,

con R definida como en (2.37) y la fraccion superficial (s(t) =((t,£=1).

(2.44a)

(2.44D)

(2.45a)

(2.45D)

(2.46a)

(2.46b)

(2.47)

La suposicion 3 implica que el factor de correccion 1+dInvy,/dlnes=1+dInvy/dIn{~1, lo

cual vuelve lineales la ecuacion de difusion en estado solido (2.11) y sus condiciones de frontera

(2.12). Esta misma suposicion implica que el sobrepotencial 15 de cada electrodo varia muy poco

en la ecuacion Butler-Volmer de polarizacion (2.13), la cual entonces puede aproximarse con una

version linealizada alrededor de 1, =0 de la forma

. (gt al)F
Jn = J0 RT Ns-

Entonces, el sobrepotencial de los electrodos, con o =a.= %, resulta

Ns = ?j*o]n-

Sustituyendo (2.31), los sobrepotenciales de los electrodos son finalmente

(o — e H
= Cory — Cos)C id,
d F2S\/C§ afko_ff sm ss/“ss d

—RT i NI
= C —C C 214.
FQS\/cTe)aJ“kJEJ“[( sm ) ss] d

un (CSS’ id) = Q_(Css)i

0 (el ia) = =0 (cd) ia

(2.48)

(2.49)

(2.50a)

(2.50D)
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Con esta ultima consideracion y con la normalizacion (2.43), el modelo se resume como sigue.
Difusién de iones de litio en la particula representativa del electrodo negativo:
¢~ DS 10 ([ ,0( _ _
M- B — L2 0,8 = 2.51
- E(€0) o C00-G© (2.51a)
oC~ oC~ —R;
% =0 en £=0 y ¢ = —
@3 o0& FSD;a comt™
Difusién de iones de litio en la particula representativa del electrodo positivo:
ot Df 10 <£20C+

ot (RIZEac 85) con (7(0,8) = (g (€) (2.52a)

+ + +
aL:O en £=0 y o ot

ig en £=1 (2.51D)

ig en £=1 (2.52b)

o€ o0& B FSDtated, 0+
Funciones auxiliares:
RT 1
() = 1-¢)( | 2, 2.53a
O = s e 166 (2.533)
RT 1
T(¢H) = 1—¢H¢ 2 2.53b
oV T LR (2:550)
Funcién de salida:
vi=—-U"(()+UT () = (07 (&) + 07 (&) + Reet) i (2.54)

con R definida como en (2.37) y (s(t) =((¢t,£ =1). En la Figura 2.2 se muestra el perfil de las
funciones o7 (¢;) y 01 (¢;) normalizado contra los parametros ¥, y ¥}, respectivamente, definidos

mas adelante en (4.5).

XV

Impedancia o(C.) €]
(]

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Fraccion de iones de litio QS

Figura 2.2: Perfil normalizado de las funciones o~ ((;) y o™ ({J)

2.3.2. Potenciales de equilibrio de los electrodos

Como se especifica en la Seccion 1.1, los electrodos negativos (dnodos) de celdas Li-Ion se fa-
brican de compuestos carbonicos (grafito, coque de petroleo) con inserciones de litio, identificados
por la formula LiCg. Los electrodos positivos (catodos) se fabrican de uno o varios 6xidos metélicos
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con inserciones de litio, como LiMnoOy4 y LiCoOs o LiNiggCog.15Alp.0502. Recientemente se ha
extendido el uso de LiFePOy (fosfato férrico) en aplicaciones portatiles y se investiga su aplicacion
en vehiculos eléctricos. Las combinaciones d4nodo-catodo mas comunes y sus aplicaciones tipicas
se enumeran brevemente a continuacion.

1. LiCg(coque de petroleo)-LiMnyOy: Es la primera generacion de celdas Li-Ion reversibles.
Aunque actualmente esté en desuso, esta tecnologia sigue en desarrollo con el fin de aplicarse
a vehiculos eléctricos hibridos.

2. LiCg(grafito)-LiCoOq: Es la segunda generacion de celdas Li-lon y se usa actualmente a
dispositivos portatiles ligeros (teléfonos celulares, computadoras, herramientas, etc.).

3. LiCg(grafito)-LiNip §Cop.15Alp.0502: Con caracteristicas similares a la combinacién anterior,
es una alternativa mas barata y actualmente se aplica a vehiculos eléctricos.

4. LiCg(grafito)-LiFePOy: Es la generacion més reciente. Se encuentra en desarrollo y actual-
mente su aplicacién principal es en dispositivos portatiles ligeros, aunque también se inves-
tiga su uso en vehiculos eléctricos hibridos.

En la expresion (2.54) se observa que la diferencia —U~(¢; )+ U™ (¢;") entre los potenciales de
equilibrio (en la superficie de las particulas representativas) de los electrodos positivo y negativo,
respectivamente, es la principal contribucion a la tension de salida v4(t) de una celda Li-Ion.
El perfil del potencial de equilibrio (potencial de circuito abierto) de un electrodo particular
depende del material con que esté construido, aunque predomina un componente sigmoidal, y varia
monotonicamente en sentido decreciente con respecto a su argumento, ¢ o ¢, segin el electrodo
de que se trate. Comiinmente, la caracterizaciéon de los potenciales de equilibrio se realiza fuera
de linea con experimentos sobre «media celday, los cuales pueden ser principalmente de dos tipos.
El primero corresponde al caso en que sélo cuenta con una celda comercial sellada y se asume
conocido el perfil del potencial de equilibrio del electrodo opuesto al de interés, como en (Smith y
Wang, 2006b). La celda se lleva a su tension maxima (o minima) nominal y se descarga (o carga)
lentamente. Finalmente, con base en los datos generados durante el experimento, se recupera el
perfil del potencial de equilibrio del electrodo de interés. En el segundo método de caracterizacién
de media celda se tiene acceso directo a los materiales de construcciéon de electrodo de interés,
como en (Karthikeyan et al., 2008). Entonces caso se construye media celda experimental usando
el material del electrodo de interés y litio sélido a manera de electrodo de referencia. Como en el
primer caso, el perfil del electrodo de interés se sintetiza a partir de datos experimentales.

En los dos escenarios de caracterizacién descritos se usan conjuntos de funciones ortogona-
les arbitrarias (polinomios, funciones exponenciales, trigonométricas, hiperbolicas, splines, etc.)
y métodos estandar de regresiéon numérica para obtener una expresion que describa el perfil del
potencial U de interés con respecto a la fraccion (s de iones de litio. A menudo los perfiles de los
potenciales tienen formas caprichosas con secuencias de caidas pronunciadas y mesetas, por lo cual
es comun obtener expresiones complicadas con parametrizaciones no lineales asi como funciones
definidas por intervalos, lo cual dificulta (aunque no impide) su incorporacion en algoritmos de
identificacién en linea. Como ilustracién, a continuacién se muestran las funciones de los poten-
ciales de equilibrio de la celda reportada por Smith y Wang (2006b), la cual se usa como ejemplo
en el resto de la tesis. Los autores tomaron de (Doyle y Fuentes, 2003) el potencial de equilibrio
del electrodo negativo, mientras el potencial del electrodo positivo lo obtuvieron por medio de
experimentos propios. Se definen z=(; y y=(; por simplicidad.
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» Electrodo negativo (LiCg, grafito):

U~ (z) = 8.002296379 + 5.064722977z — 12.57808059z2 — 8.632208755 x 104z~
+2.176468281 x 10522 — 0.4601573522¢5(0-06-2)
— 0.5536351675¢2-432630003(z—0.92) (2.55)

» Electrodo positivo (LiNipgCog.15Al0.0502):

Ut (y) = 85.685y° — 357.70y° + 613.89y* — 555.65y> + 281.06y> — 76.648y
— 0.30987¢>%7"” 4 13.1983 (2.56)

El Apéndice B contiene una coleccién de funciones de potenciales de equilibrio de electrodos
fabricados con los materiales enumerados al inicio de esta seccién, las cuales fueron obtenidas de
una revision bibliografica exhaustiva. Los potenciales de electrodos de LiFePOy4 considerados son
estaticos y univaluados, aunque estd demostrado que tales electrodos presentan histéresis segin
la direccion de la corriente aplicada (Srinivasan y Newman, 2006; Safari y Delacourt, 2011a).

Un enfoque més sistematico para obtener expresiones que representen los potenciales de
equilibrio de electrodos de celdas Li-Ion es la teoria de la energia libre de Gibbs (en exceso), la
cual esta resumida brevemente en el Apéndice C. Bajo este contexto, los potenciales de equilibrio
U((s) tienen tres componentes combinados aditivamente de la forma

U(¢s) = Uo + Un(Cs) + Ur(Cs)- (2.57)

Up es el potencial estandar del electrodo, en general constante. Un((s) es el potencial ideal o
de Nernst, el cual representa la variaciéon del potencial de equilibrio con respecto a la fraccién
molar normalizada (s en condiciones ideales a temperatura ambiente (7' =20°C =293.5 K), y se
determina por la funcién sigmoidal

Un(G) = "o [n(1-¢) ~InG.], (2.59)

donde R es la constante ideal de los gases y F' la constante de Faraday. Finalmente, el potencial
en exceso Ug((,) indica la diferencia entre el comportamiento ideal y la variacién experimental
observada en el potencial U con respecto a (5. En general, Ug es un término arbitrario y se disena
para cada aplicacién especifica. En el caso de celdas Li-Ion se ha usado tanto la expansion de
Wohl (Verbrugge y Koch, 1996)

N
= > Ok, (2.59)
k=1

como la expansion de Redlich-Kister (Karthikeyan et al., 2008)

N

Ug((s) = 91(26—1) + Z 2(k+1)(¢ = ¢) + 1](2¢— 1)~ (2.60)

las cuales son combinaciones lineales de polinomios de diferentes bases. Aunque ambas expansiones
son equivalentes porque en general existe una relacién univoca entre los pardmetros 9, de una
y otra, los parametros de la expansiéon Redlich-Kister se mantienen dentro del mismo orden de
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magnitud, mientras los pardmetros de la expansion de Wohl tienden a incrementar junto con
el grado del polinomio asociado. De esta manera, la expansion (2.60) es més conveniente que
(2.59) para plantear estrategias de identificacion en linea; conocer la ventana de variacion de
los parametros facilita la calibracién de algoritmos robustos como minimos cuadrados con zona
muerta, con proyeccion o con pérdida (Ioannou y Sun, 1995).

En las Figuras 2.3 y 2.4 se comparan los perfiles de varios potenciales de equilibrio de elec-
trodos negativos y positivos de celdas Li-lIon, correspondientes a las combinaciones &nodo-citodo
mas comunes encontradas en la literatura, contra aproximaciones basadas en las expansiones de
Wohl y Redlich-Kister. En todos los casos, los parametros 9 se obtuvieron con el comando fit
de Matlab usando un algoritmo lineal de minimos cuadrados. La temperatura se fij6 en 20°C y el
nimero de parametros se increment6 hasta conseguir un error cuadréatico medio menor a 1072; la
excepcion fue potencial del catodo de LiNip gCog 15Alp.0502 tomado de (Dai et al., 2014), para el
cual el mejor error cuadratico medio obtenido fue poco menor a 6x1072 (ver la Ecuacion (B.14)).
Los resultados de los ajustes se muestran en las Tablas D.3 y D.4.

En la Figura 2.3 se muestran potenciales relacionados con anodos de LiCg, clasificados por
familias segtn su perfil. La Familia 1 (k=4) corresponde a &nodos fabricados con coque de petroleo,
usados en las primeras generaciones de celdas Li-Ion; las Familias 2 y 3 (k = 12) corresponden
a carbon duro; los potenciales de la Familia 4 (k = 12), debido a las mesetas que se observan
en los perfiles, posiblemente corresponden a dnodos de MCMB (meso-carbon micro-beads) como
los reportados en (Karthikeyan et al., 2008). En todos los casos se observa que los potenciales
aproximados a través del planteamiento de (2.57) junto con las expansiones (2.59) y (2.60) son
casi idénticos a los potenciales encontrados en la literatura dentro del rango ttil tipico de un
anodo, es decir, dentro de la ventana ~ 0.01 < (; <~ 0.8 (Karthikeyan et al., 2008). Sélo en el
caso de la Familia 1 hay pequenas discrepacias cuando ¢, <0.05.

En la Figura 2.4 se muestran los potenciales de equilibrio y sus aproximaciones basadas
en (2.57) y las expansiones (2.59) y (2.60) de cuatro materiales usados para fabricar catodos de
celdas Li-Ion y revisados en (Zhang, 2011b). En este caso, el rango 1til se encuentra dentro de
~0.45 <} <~0.98 (Karthikeyan et al., 2008). En la Figura 2.4a (LiMnsOy, k=9) se observa
que las aproximaciones reproducen con mucha precisiéon dentro de todo el rango util, mientras
el resto presenta pequenas discrepacias cuando ¢ > 0.9. En la Figura 2.4b (LiCoOs2, k =5) las
aproximaciones claramente reproducen los potenciales de referencia dentro del rango tutil. Los dos
potenciales tomados de (Ramadass et al., 2003; Sikha et al., 2004) son regresiones basadas en
cocientes de polinomios cuyo denominador tiene raices dentro de 0.2 <} <0.45, lo cual explica
el comportamiento hiperbélico de los perfiles de referencia. En la Figura 2.4c se muestra la mejor
aproximacion obtenida para el material correspondiente (LiNiggCog 15Al0.0502, k= T7). En este
caso, incluso aumentando drasticamente el niimero de términos de las expansiones polinomiales,
no fue posible mejorar la precision hacia el final del rango util. Finalmente, en la Figura 2.4d se
muestran dos potenciales tipicos de catodos fabricados con LiFePQOy, los cuales se caracterizan por
tener poca variaciéon dentro de la mayor parte del rango til y tener una caida pronunciada hacia
el final. Debido a tal caracteristica, en comparacién con las aproximaciones de otros potenciales,
se necesitaron muchos términos (k = 13) para conseguir aproximaciones que cumplieran con el
error cuadratico medio prefijado.
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Observaciones

1.

2.4.

1.
2.

3.

En la mayoria de las referencias consultadas se asume que la ecuacion de difusion (2.12) y
sus condiciones de frontera (2.11) son lineales, es decir, que 1 + dIn~s/dIncs = 1. Esto se
debe a que el fenémeno de difusiéon de iones de litio en estado s6lido se formula a través de
las leyes de Fick, caso particular de la teoria de soluciones diluidas (ver el Apéndice A). Sin
embargo, el primer enfoque sélo toma en cuenta la interaccién del soluto con el solvente y
desprecia la interaccion entre las especies i6nicas, lo cual puede provocar errores importantes
en las predicciones del modelo de particula tinica operando a corrientes mayores a la nominal
(Chaturvedi et al., 2010). Tales errores comtnmente se atribuyen a la simplificacion inicial, es
decir, despreciar la dinamica de la concentracion del electrolito en la solucion (ce(t, ) =c2).
Siguiendo la idea de (Verbrugge y Koch, 1996), el mismo problema de difusiéon se plantea en
(Karthikeyan et al., 2008) con base en la teoria de soluciones concentradas y el coeficiente de
actividad vs(css) en el factor de correccion se calcula por medio de la energia libre de Gibbs
en exceso (ver el final del Apéndice C). Con esta mejora el modelo muestra predicciones
con error minimo al aplicar corrientes de hasta el doble del valor nominal. Sin embargo,
aumenta sustancialmente la complejidad del problema de difusién en estado sélido. Por
esta razoén, un objetivo particular de esta tesis es plantear el problema de observacion e
identificacion de modelos en el contexto de la teoria clasica de observadores adaptables a
partir del modelo (2.51)-(2.54), usando ecuaciones de estado lineales, tal que los parametros
se calibren automaticamente.

A pesar que la tercera suposicion permite el uso de la version linealizada (2.48) de la ecua-
cion Butler-Volmer, en la literatura casi nunca se explota esta ventaja, salvo en trabajos
seminales (Newman y Tobias, 1962; Newman y Tiedeman, 1975) o en estudios del problema
de difusion en estado sélido por medio de técnicas en el domino de la frecuencia. Por lo co-
min se conservan las expresiones no lineales (2.42) de los sobrepotenciales en las interfaces
electrodo-solucién, o bien, en su forma normalizada (2.46), lo cual implica contradicciones
metodoloégicas y complica el modelo innecesariamente.

Aunque a final de cuentas el planteamiento de los potenciales de equilibrio de los electrodos
esté basado en aproximaciones heuristicas de los potenciales en exceso, este enfoque tiene
una base tedrica firme y sistematica. Ademaés, las expresiones resultantes poseen propiedades
estructurales ttiles, como suavidad, continuidad y parametrizacion lineal. Sin embargo, en el
futuro, quizé sea conveniente sintetizar potenciales de exceso con base en las caracteristicas
de cada material (menos genéricos) con el fin de disminuir la cantidad de parametros, lo
cual podria dar como resultado expresiones con parametrizaciones no lineales. Lo anterior
impone un reto que esta fuera de los alcances de esta tesis.

Modelo de electrodo tinico de capacitores DCE
El modelo de electrodo tnico para capacitores DCE esta basado en las siguientes suposiciones:
Las reacciones faradicas son despreciables, es decir, j, = jn *.

Los electrodos son de igual geometria y composicion.

El capacitor opera dentro de los limites nominales de corriente y tension.
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La primera suposicién es obvia porque no hay material de intercalacién en los electrodos de
capacitores DCE y ademés, bajo la tercera suposicion, las reacciones faradicas paréasitas en estos
dispositivos tienen efectos minimos (Pillay y Newman, 1996). Por otro lado, por simplicidad de
fabricacion, la segunda suposiciéon en general se cumple.

Al igualar la ecuacion Daniel-Bek (2.23) con la ecuacion (2.16), que describe la dinamica
de la formacion de la capa eléctrica doble en las paredes de los poros de los electrodos, bajo la
primera suposicion, la distribucion del potencial 1(t, ) en el electrodo negativo es

_ g
6(;7t _ a_lce K:‘j _‘_Uai 06;72 con n (0,z)=n,(x) para 0<z</{, (2.61)

con las condiciones de frontera (de la ecuacion Daniel’-Bek)

on~ —iq on~ iq _
—-— = =0 —_— = =/ 2.62
oz So— M7 Y oz Sk 7 ’ (2:62)
mientras para el electrodo positivo resulta
ont 1 +ot 92t _
i/ no T con nt(0,x)=nf (v) para P << (2.63)

ot atCl Kkt + ot a2

con las condiciones de frontera (también de la ecuacion Daniel’-Bek)

677+ id 7sep 877-"_ —ld cel
07 = St en =1/ 87 = Sot en x =/, (264)
La funcion de salida (2.17) puede reescribirse de la forma
va = (0" + @) |pmpea — (17 + 22 )|a=0, (2.65)
o bien, sustituyendo (2.28) y simplificando
—K~ | o~ | N ot + N Kkt +)
v - = - - —V— - 7786 - —ypce
4= o om0 T o= T e T o T lesler TR T et
1 - esep A
- = i 2.66
S<n‘+a‘+nsep+/i++a+>2d (266)

La suposicion sobre la simetria entre los electrodos permite hacer kK = kT, 0 = o, £ = (T,

a=a*, Ce=CE N7 |zm0=-1"|yepeet Y N |gep— =—n"|,_pser. Entonces, es suficiente considerar la
dindamica de uno de los dos electrodos; se escoge el positivo por simplicidad. La tercera suposicién
implica que la capacitancia especifica de los electrodos C, es un parametro constante. De esta
forma, el modelo de electrodo tnico (MEU) resulta

ont 1 ko 0°nt

3 " aCrio a2 0 n"(0,2)=ng (r) para 5P <z < (2.67a)
ont g - ont _ —ig !
o’ _ id _ peep S/ — _ e 2.67h
ox Sk o Y ox So ot ’ ( )

y la funcién de salida se reduce a

20 o 1/ 20 ser
= _Jsep T —pcel — + . 268
Vq e n |:p7£ P K+ o n |x7€ L S (K +o 15€D td ( )
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Finalmente, haciendo n=n" y normalizando la coordenada longitudinal sobre el electrodo
positivo de la manera & = (x + £°°) /¢, el MEU se reescribe como se muestra a continuacion.

Ecuacién de carga de la capa eléctrica doble:

on 1 ko 0%n
% " aClfrvo o 0 M0=mwl) paa O<i<t (209

Condiciones de fronteras:

on I on  —L

20 = - — = =1 2.

o gl en £E=0 y %~ 5o iqg en & (2.70)
Funcién de salida:

20 2K
Vd =

| N | 1 2/ +€‘9€p . (2.71)
_ P p—— 7 )
m—l—ang*o /<;+Un£71 S\k+o0o k%P d



Capitulo 3

Reduccion de orden

En este capitulo se obtienen aproximaciones de orden finito de los problemas de difusiéon
asociados a los modelos de particula tinica de celdas Li-Ion y de electrodo tinico de capacitores
DCE. Primero se desarrollan dos criterios, sugeridos pero no explorados en (Smith et al., 2008),
para elegir el orden de los modelos reducidos: uno basado en la cobertura del espectro de la
senial de excitacion y otro en la magnitud de los residuos de la convolucién entre la ecuacién de
estado del modelo y la senal de entrada. La aplicacién de estos criterios se ejemplifica con una
senial de prueba rectangular, en la cual se basan los protocolos recomendados por fabricantes e
instituciones normativas para caracterizar celdas Li-Ion y capacitores DCE. Después se evalta, en
el domino del tiempo y de la frecuencia, la precisiéon de tres métodos de discretizacién aplicados
en sus formas clasicas a los problemas de difusiéon con el fin de comparar el compromiso entre
el orden y la precision de cada aproximacién. Los métodos evaluados son el del elemento finito,
el de diferencias finitas y el de cuadratura diferencial; los tres se combinan con cuatro mallas de
discretizacion. Ademas se prueban dos aproximaciones polinomiales de orden bajo propuestas en
una simplificacién alternativa del MPU de celdas Li-Ton.

3.1. Problemas de difusién

Las ecuaciones de estado de los modelos en estudio son ecuaciones de difusiéon en una dimen-
sién, sin conveccién ni términos fuente y con condiciones de frontera de Neumann. En el MPU,
el problema de difusién de iones de litio en estado solido de cada electrodo se representa con la

(6 110 <£25¢(taf)>‘ (3.1)

ecuacion de difusion radial

ot Teoe\> e
En el MEU de capacitores DCE, la distribuciéon del potencial en la interfase electrodo-soluciéon se
describe a lo largo del electrodo (positivo) con la ecuacion de difusion longitudinal

() _ 1 Pp(te)

ot T 0€2 (3:2)

En ambos casos la condicion inicial es 1(0,&) = 1¥p(§), el dominio espacial es 0 < ¢ <1 y las
condiciones de frontera pueden generalizarse de la forma

awggo) —wo(t) v awg;’l) = wy (t). (3.3)
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De esta forma, el objeto de estudio de este capitulo es el problema de difusion radial (PDR) y el
problema de difusion longitudinal (PDL) definidos por (3.1), (3.3) y (3.2), (3.3), respectivamente.
Para el MPU, la variable de estado, la constante de tiempo 7 y las condiciones de frontera se
redefinen tal que

1 Dy —-R;
V=10, =gy wO=0 v wil) = pepm t o), (B4
+ + 1 D;_ + + R;_ .
7/1 (t,f) = C (tvg)v Tj = (R+)2’ wO (t) =0 y wl (t) = FS.D+(1+C+ €+ Zd(t)v (34b)

para los electrodos negativo y positivo. Definiciones anélogas para el MEU son

1 KO ¢ —0 .

Y(t, &) =n(t,8), % WOl rio wo(t) = gid(t) y wi(t) = gld(t)- (3.5)

3.2. Criterios de seleccion de orden

En (Smith et al., 2008) se sugieren pero no se discuten dos criterios para seleccionar el
orden de una variante del MPU propuesto en (Smith et al., 2007). El primer criterio consiste
en escoger el ancho de banda del modelo reducido tal que cubra una parte representativa del
espectro de la senial de prueba aplicada. En el segundo se estudia el efecto de la senal de entrada
sobre las ecuaciones de difusién comparando la magnitud de los residuos asociados con cada modo
de la respuesta del sistema (o subsistema) y se escoge al modelo reducido tal que conserve los
modos dominantes. La suposiciéon fundamental para ambos criterios es que la respuesta en los
puntos de interés criticos (las fronteras) de los modelos aproximados de orden ¢ es idéntica a la
respuesta analitica dentro del ancho de banda delimitado por la magnitud |p,| del g-ésimo polo,
cuya determinacion es el problema a resolver en esta seccidn; en la siguiente se probaran varias
combinaciones entre métodos y mallas de discretizacion para discernir cual de ellas se acerca mas
a tal idealizacion.

En el analisis s6lo se consideran funciones de transferencia que relacionan las condiciones
wo(t) y wy () con la variable de estado (¢, §) evaluada en las fronteras { =0y £ = 1. La justificacion
es que, tanto para el PDR como para el PDL, el efecto critico de una entrada sobre la variable de
estado se manifiesta en las fronteras (Bhikkaji y Soderstrom, 2001). Ademas, la variable de estado
afecta las funciones de salida de los modelos en estudio sélo a través de su valor en dichos puntos;
en el caso del MPU la relaciéon ocurre principalmente a través de los potenciales de equilibrio
U= (¢7) y UT(¢"), mientras en el MEU ocurre directamente (ver las ecuaciones (2.54) y (2.71)).

3.2.1. Funciones de transferencia en las fronteras

Supénganse condiciones iniciales nulas 1y(§) = 0. Al aplicar la transformada de Laplace
Z{-} a la ecuacion de estado (3.1) del PDR y a las condiciones de frontera (3.3); resolver la
ecuacion diferencial ordinaria resultante en términos de ¥(s, &) =2{y(t,£)} v sus derivadas con
respecto a la variable espacial &, y evaluar la solucién en la frontera & =1, se obtiene la funcién

W(s,1)  —tanh(y/7s) (3.6)

Wi(s)  tanh(y/7s) — /75’
la cual relaciona la variable de estado ¥(t,&) evaluada en la superficie £ = 1 de una particula
esférica con la condicion de frontera wi (t) (Jacobsen y West, 1995); en este caso Wi (s) =L {w1(t)}

de transferencia
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y U(s,1)=2{Y(t,1)}. Ademas, se sabe que los problemas de difusion (3.1),(3.3) y (3.2),(3.3)
tienen polos puramente reales y no positivos (Carslaw y Jaeger, 1959; Haberman, 2004). Entonces,
la funcion de transferencia (3.6) puede expandirse como la serie infinita

(s, 1 3 24 1
(1) 3 2 > : (3.7)
Wi(s) 7s T =5 Pk
Los polos en este caso son py = —7/7, con k=1,2,..., donde los valores caracteristicos 7 del

problema de Stum-Liouville se obtienen resolviendo /7, = tan(y/7k ) con v = 0.
De manera similar, al resolver el PDL (3.2),(3.3) para ¥(s, &) en el dominio de s, como en
(Srinivasan y Weidner, 1999), resultan las funciones de transferencia

U(s,0) 1 a
Wi(s) B \/7s senh(y/7s)’ 35
U(s,1) cosh(y/7s) (3.8b)

Wi(s)  v/rs seuh(vrs)

las cuales relacionan la variable de estado evaluada en las fronteras £ =0y £ =1 con wy(t). Las
funciones de transferencia relativas a wo(t) se estudian implicitamente a través de (3.8) porque
U(s,0)/Wy(s)=—P(s,1)/Wi(s) y ¥(s,1)/Wy(s)=—¥(s,0)/Wi(s) debido a la simetria del pro-
blema. Entonces, se asumird por superposicion que wg(t) = 0. Asi como (3.6), las funciones de
transferencia (3.8) pueden expandirse como las series infinitas

W(s,0 1 2& (—1)kt
00 1 2§ o
Wi(s) 78 T = 5Dk
(s, 1 1 24 1
MES’ ) _ = : (3.9b)
1(s) 718 7T =, 5= Pk
en las cuales los polos son también py =—~/7, con k=1,2, ..., pero los valores caracteristicos se

calculan de manera cerrada con ;= (k—1)%72 > 0.

3.2.2. Seleccion de orden por ancho de banda

Bajo este criterio, el orden del modelo reducido se escoge tal que la magnitud del polo
mas alejado hacia la izquierda del origen del plano complejo cubra una banda representativa del
espectro de la senal de prueba, cuyo limite superior es la frecuencia critica w. De esta forma, el
enunciado del criterio es

Ipgl = @ o bien v, > 1@, (3.10)

donde ¢ es el orden del modelo (o submodelo en el caso del MPU) reducido y py es el polo mas
«rapido» de la aproximaciéon. Por lo tanto, es necesario conocer el espectro de energia o de potencia
de la senal de excitacion para fijar @.

Las senales compuestas por pulsos rectangulares son perfiles basicos usados para caracterizar
celdas Li-Ion y capacitores DCE (U.S. DOE, 2003, 2004; Maxwell Technologies, 2009). Considérese
una senal rectangular II(¢) de amplitud hy aplicada en w; (), la cual sube a su valor maximo en
t = tg, regresa al minimo en t = tg + t11 y permanece ahi en el futuro, es decir,

II(t) = hr [U(E—to) —U(t—(to + tu))], (3.11)
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donde U(-) es la funcion escalon unitario. Con base en el teorema de Parseval (Hsu, 1970), el
contenido total de energia E}; de II(t) es

o0 t0+tn
Ef = f ITI(¢)|2dt = J hidt = hf to. (3.12)

—00 to

Por otro lado, el espectro de energia de II(¢) es la funcion

N

Sen (%“w)
(Lw)®

con I(w)=.Z{I1(t)} la transformada de Fourier de II(t), cuyo perfil se muestra en la Figura 3.1.

T(w)[* = Af th (3.13)
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Figura 3.1: Espectro de energia de II(t)

Usando la version en el dominio de la frecuencia w del teorema de Parseval, el contenido de
energia en la banda 0 < |w| < @ puede calcularse de la forma

Fu(@) - ;ﬁr ITi(w)[2dw = if: i) [2dw. (3.14)

—w

En la grafica de la fraccion de energia Er(w)/Ef; de la Figura 3.2 se observa que poco mas
del 90 % de la energia del pulso rectangular estd contenido en la banda 0 < |w| < @ = 27/ty.
Entonces, si se escoge una senal de prueba de perfil rectangular, se espera buena precision de
un modelo aproximado cuando 7, > 277 /t;;. Ademas, si la sefial de prueba estd formada por
pulsos rectangulares y 11 es la duracion del pulso méas corto, se asegura que mas del 90 % de la
energia total de la sefial excitara al modelo aproximado. Esta afirmacién es valida porque el 16bulo
principal del espectro de energia de un pulso esta contenido en el l6bulo principal de cualquier
otro pulso de menor duracion.

La sefial HPPC (hybrid pulse power characterization), propuesta en (U.S. DOE, 2003) y
usada en pruebas experimentales de celdas Li-Ion, consiste en un pulso de descarga de 30 A
aplicado durante 18 s, 32 s de relajacion a circuito abierto (0 A) y un pulso de recarga de 22.5 A
de 10 s de duraciéon. En este caso t; =10 s es la duracién del pulso més corto. Los primeros 20
valores caracteristicos 7 asociados al PDR son

Tppr = {0, 20.2, 59.7, 118.9, 197.9, 296.6, 415.0, 553.2, 711.1, 888.7, 1086.1, 1303.3,

1540.1, 1796.7, 2073.1, 2369.2, 2685.0, 3020.6, 3375.9, 3750.9 }. (3.15)
—— —
qt=14 ¢ =19
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Figura 3.2: Contenido de energia normalizado de II(t)

De los parametros de la celda reportada en (Smith y Wang, 2006a), adjuntos en la Tabla
D.1, las constantes de tiempo de los electrodos son 7~ = 5000.0 s y 71 = 2702.7 s. Entonces debe
cumplirse 7, >3141.6 y 7,7 >1698.3, lo cual se consigue con ¢~ =19y ¢* =14, ya que 19 =3375.9
y 7114 = 1796.7. Por lo tanto, el orden combinado del MPU es ¢ = ¢~ + ¢* = 33 para los datos
considerados. De manera similar, 7=4.217 s para el capacitor DCE Maxwell PC 10 F reportado
en (Sikha et al., 2005), cuyos parametros se anexan en la Tabla D.2. Si se aplica un tren de pulsos
de 10 Hz de frecuencia y 40 % de ciclo de trabajo como senal de excitacion (recarga), entonces
tr=0.04 s. En este caso, los primeros 15 valores caracteristicos v asociados al PDL son

I'ppr = {0, 9.9, 39.5, 88.8, 157.9, 246.7, 355.3, 483.6, 631.7,

799.4 . 987.0, 1194.2, 1421.2, 1668.0, 1934.4 }. (3.16)
10
q:

Como 7, = 662.4, entonces se necesita una aproximaciéon de orden ¢ = 10, ya que 719 = 799.4.
Este tratamiento puede hacerse con diferentes valores de la fraccién de energia Ep(w)/Ef} vy, en
general, con otras senales de prueba de las cuales se conozca el espectro de energia o de potencia,
si son periddicas o no periddicas, respectivamente.

3.2.3. Seleccion de orden por anilisis de residuos

Contrario al anterior, este criterio toma en cuenta el efecto de la sefial de entrada sobre la
variable de estado evaluada en los puntos de interés, no sélo la cobertura espectral del modelo. Sin
embargo, es necesario conocer explicitamente la forma de onda de la senal aplicada. Esta condicién
se cumple bajo condiciones controladas, por ejemplo, cuando se realizan pruebas experimentales
de carga/descarga para caracterizar una celda. Primero se calcula la convolucion entre la senal de
excitacion y las funciones de transferencia que representan el comportamiento critico del modelo,
expresadas en forma de sumas infinitas: (3.7) para el MPU de celdas Li-Ton, y (3.9) para el MEU
de capacitores DCE. Después, el orden ¢ del modelo (o submodelo) aproximado se elige bajo la
condicién |res,/ress| < €, donde res, es el residuo asociado al modo mas rapido, resy es el residuo
del modo dominante (el mas lento, con ; # 0) y res; corresponde al polo en el origen; 0 < & « 1
es una constante pequena elegida arbitrariamente, la cual puede considerarse una medida del error
de la aproximacion.
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Considérese de nuevo el pulso rectangular (3.11) cuya transformada de Laplace es

e—“O“H)S]E. (3.17)
s
La convolucién entre II(s) y la funciéon de transferencia (3.7) asociada al problema de difusion

radial (3.1), (3.3) es

\Ivléféj)) fl(s) = { i ;;2 P <s —pr i)] [ e

Por otro lado, el resultado de la convolucién entre el pulso rectangular y las funciones de transfe-
rencia (3.9) relativas al problema de difusion longitudinal (3.2), (3.3) es

_(to-‘rtn)s]. (318)

e s EO (e,
P S A

En los tres casos, la magnitud de los residuos resulta |res;|=2hr/7|pk| con k=2, es decir, decae a
medida que aumenta la magnitud de pg. En la Figura 3.3 se muestra la magnitud de los residuos,
normalizada contra la magnitud del residuo del polo dominante ps, o sea, |resy/resa|="~2/7vk. En
la Figura 3.3a se ve que si € =0.05 (5%), por ejemplo, basta con un subsistema de orden ¢ =7
para aproximar la ecuaciéon de difusion de cada electrodo de una celda Li-Ion, entonces, el orden
combinado del MPU es ¢ = ¢~ + ¢t = 14. Por otro lado, el MEU reducido de capacitores DCE
debe ser de orden ¢ =6 para el mismo error £, como se ve en la Figura 3.3b. Como en el primer
criterio, un tratamiento similar puede hacerse a sefiales de prueba con otros perfiles.

1p* 1p*
0.5F- 0.5
* N
*
*
Pl : & Otpd
(0] * [0} *
= =
'S * e
o * o *
= * = *
*
% *
* *
*
*
F = *
0.01 . 0.01 -
*
* * ik
*
*
* *.
i *

2 4 6 8 10 12
Indice k

(a) Difusion radial

14

16

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Indice k

(b) Difusién longitudinal

Figura 3.3: Magnitud normalizada de los residuos
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3.3. Aproximaciones por discretizacion espacial

En el caso de los problemas de difusiéon en estudio, el objetivo del método analitico de
separacion de variables es encontrar una soluciéon a manera de la expansion

() = ). af(t)gi(&), (3.20)
k=1

la cual podria truncarse con alguno de los criterios de la seccién anterior. Las funciones caracteris-
ticas ¢} (§) forman una base ortogonal, dependen tinicamente de la variable espacial § y resultan al
resolver los problemas de Sturm-Liouville asociados al PDR y al PDL. En general, los coeficientes
temporales o7} (t) se calculan dinAmicamente a través de ecuaciones diferenciales de primer orden
tal que la solucion (3.20) satisfaga la condicion inicial ¢y(¢) (Haberman, 2004).

Las soluciones analiticas convienen cuando las senales de excitacion son armoénicas. Sin em-
bargo, con seniales de excitacion arbitrarias, la serie (3.20) necesita muchos términos para asegurar
convergencia rapida dentro de una banda de error. Por otro lado, es dificil o imposible obtener
funciones caracteristicas analiticas en el caso de problemas no lineales. La alternativa para superar
las limitaciones de los métodos analiticos es el uso de aproximaciones numéricas.

El enfoque de reduccion de orden por discretizacion espacial (conocido como método de
lineas en el caso del método de diferencias finitas) consiste en aproximar una ecuacion diferencial
parcial (EDP), como los problemas de difusion (3.1),(3.3) y (3.2), (3.3), a través de un conjunto
de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) y algebraicas tal que cada elemento 1;(t) del vector
de estado resultante, con i = 1,...,n, represente a la variable de estado original ¥ (¢, §) evaluada
en los puntos &; de la malla de discretizacion, como se muestra en la Figura 3.4.

P(t, &) A Un
e
W1
§&1=0 5:2 Si:—l & €;+1 &:71 571'=1>é

Figura 3.4: Discretizacion espacial

Segun la revision de Li y Qi (2010), los diversos métodos de discretizacion desarrollados
independientemente a lo largo de la historia desde diferentes enfoques pueden reformularse y
clasificarse con base en el principio de separacién espacio-tiempo introducido desde los métodos
analiticos. La reduccion de orden esta implicita al proponer una solucién similar a (3.20) pero con
un numero finito n de términos igual al nimero de puntos de discretizacion, es decir,

WO ~ 36 = Y or()on(e). (3.21)
k=1

En este caso, las funciones ¢y (£) pueden ser los elementos de cualquier base ortogonal seleccionada
arbitrariamente, no solo las soluciones del problema de Sturm-Liouville. Los coeficientes oy (t) se
calculan resolviendo las n ecuaciones que resultan al evaluar el producto interno

(R(t,€), We(€)) =0  con  k=1,2,....,n (3.22)
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entre el residuo R(t,€) =0y /ot — D{1)} y las funciones de ponderacion Wi (€), donde

1190 (§2a¢ 1 0%y

re(@%) o Pl 52

para los problemas de difusién radial y longitudinal, respectivamente. Sin embargo, la evaluacién

D{y} =

de (3.22) es por lo comin sblo un instrumento para llegar al sistema de EDOs que aproxima la
EDP original, como se vera en el caso del método del elemento finito.

La diversidad de métodos de discretizaciéon se debe al gran ntmero de combinaciones entre
funciones de ponderacion Wy (§) y funciones base ¢ (£). Hay dos planteamientos tipicos para las
primeras: en el método de Galerkin las funciones Wi (&) son las mismas funciones base ¢ (£); en
el método de colocacion son funciones delta de Dirac 6(§—¢&;). Ademaés, las funciones base tienen
un efecto critico en la precisién de las aproximaciones y se escogen de acuerdo con el problema en
estudio; pueden ser analiticas o basadas en datos experimentales (método de Karhunen-Loéve),
validas localmente o en todo el dominio espacial (métodos espectrales).

A continuacion se presentan los detalles minimos de las aproximaciones de los problemas de
difusién obtenidas con tres métodos de discretizacion aplicados en sus versiones clésicas: el método
del elemento finito (mEF), el de diferencias finitas (mDF) y el de cuadratura diferencial (mCD)
en sus formulaciones polinomial (mCD-P) y de Fourier o trigonométrica (mCD-F). Con base en el
enfoque de separacién espacio-tiempo, se describen las principales caracteristicas de cada método
y sus equivalencias con otros casos particulares cuando sea pertinente. También se presentan dos
aproximaciones propuestas en (Subramanian et al., 2005) donde el perfil de la concentracion de
iones de litio en una particula de insercién se fija con dos funciones parabélicas, una de segundo
y otra de cuarto grado. Aunque estas aproximaciones no son reducibles a discretizacion espacial,
su precisién se compara con la de los otros métodos debido a su apariciéon en trabajos recientes
sobre el diseno de observadores para celdas Li-Ion.

Los métodos de reducciéon de orden se comparan en los dominios del espacio y la frecuencia.
El propésito del primer estudio es distinguir con qué malla se obtienen las aproximaciones mas
precisas, problema critico sobre todo para los métodos de colocaciéon. Por otro lado, el estudio
en el dominio de la frecuencia sirve para identificar cudl entre las mejores combinaciones malla-
método de discretizacion produce aproximaciones de orden ¢ cuya respuesta en frecuencia es la
mas cercana a la respuesta de las funciones de transferencia analiticas, discutidas en la primera
mitad del capitulo, dentro del ancho de banda limitado por |p,| y asi concluir qué aproximacion por
discretizacion es la més precisa. Finalmente, se ilustra la respuesta de modelos de orden reducido
obtenidos con las aproximaciones exploradas tomando valores de parametros y recuperando datos
reportados en la literatura.

3.3.1. Meétodo del elemento finito

En el mEF las funciones base ¢ (&) tienen validez local en subdominios del espacio; pueden
ser familias de polinomios, splines o wavelets, entre otros conjuntos de funciones ortogonales. Esta
caracteristica favorece la flexibilidad para ajustar el método a geometrias irregulares, por lo cual
es muy usado para desarrollar paquetes computacionales de simulacién numérica. Sin embargo, es
necesario usar aproximaciones de orden alto para garantizar errores pequenos. Otra caracteristica
fundamental del mEF es el uso de la formulaciéon de Galerkin para plantear las funciones de
ponderacion W (€) (Segerlind, 1984; Rao, 2004).

Para problemas en una dimensién, como las ecuaciones de difusién en estudio, el caso mas
simple es aquel donde cada elemento 9l (t, €), valido en el subdominio [i] comprendido entre dos
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puntos de discretizacién, es la recta

Wl(t,) = NI @) + N ©vin () con & <€ <&, (3.24)
mostrada en la Figura 3.5a. Las funciones de ponderacion Ni[i] &)y NZ[ +]1(§ ), definidas por
Nl Siv1— & Nl (g = §—& , 395
e @)= G—& #1(6) §iv1 — & (3.25)
se denominan funciones de aspecto y se muestran en la Figura 3.5b.
A
(¢, €)
Yit1 1
i 1
: : ; ¢ " [i+1] . ; ¢
& &it1 §i—2 i1 & i+l iv2
(a) Elemento lineal (b) Funciones de aspecto

Figura 3.5: Aproximacién con elementos lineales

La aproximacion de la derivada con respecto del tiempo 0v/0t se plante6 en este trabajo con
la «formulacién concentraday. La aproximacion de la derivada temporal tiene la misma estructura
del elemento lineal (3.24), es decir,

oplil(t, &) 1, . O (] o OVit1
T—Mi €3 o + M () Fra (3.26)

pero las funciones de aspecto modificadas, mostradas en la Figura 3.6a, son

M@ =1-u(e-HEn-8) v ML©=uE-1En-8), (3.27)

donde U(+) es la funcién escalon unitario. De esta forma, la derivada temporal tiene sélo dos valores
a lo largo del subdominio [7], uno en cada mitad, como se observa en la Figura 3.6b. Existe ademaés
la «formulacién consistente» en la cual se sustituyen las funciones de aspecto Mi[l] &)y MZ[ +]1(§)

por Ni[i] €y Nz[+]1

provoca oscilaciones (Segerlind, 1984).

(£) en la expresion (3.26). Sin embargo, este planteamiento se descartd porque

A A
M M Ovin
VYV~ -] ot
o6
ot
— — — —>
& 5(&i1—&) i1 & 5(&i1—&) i1
(a) Funciones de aspecto modificadas (b) Términos 0 /0t concentrados

Figura 3.6: Formulacion concentrada de dv/dt en el subdominio [7]

Las ecuaciones diferenciales ordinarias que aproximan las ecuaciones de difusion (3.1) y (3.2)
con las condiciones de frontera (3.3) en cada punto &, con i =1,...,n y n el total de puntos,
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resultan al resolver las siguientes integrales definidas:

f ( 1D} — aw ! )d§ —0 para =1 (3.282)
J; (st 45 s

. L%Hl ( il 'D{w}—7>d£ =0 para 2<i<n-1 (3.28b)
- _ D{w} (31/1 - d¢=0 para i=n (3.28¢)
[, (o - 255)

El operador D(t,&) se define como en (3.23) segtn el problema de difusion del que se trate. Las
integrales corresponden al producto interno (3.22) del planeamiento general de Li y Qi (2010) v,
al evaluarlas, resulta el sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias

d 1 1 .

% = ;(04,1% + a12¢2) + —biiwo  para i=1, (3.29a)
dii 1 ‘

a ;(ai—l,z‘—ll/)z'—l + i it + @i 1%ir1) para  2<i<n-—1, (3.29b)
d 1 1 .
% = ;(an,n—lwn—l + an,nwn) + - bpn w1 para i=n, (3.29¢)

cuyos coeficientes son funciones de la malla de discretizaciéon y se presentan en la Tabla 3.1 para
el PDR y el PDL. Cabe resaltar que con el mEF es posible formular una EDO para cada punto
de discretizacion, incluyendo las fronteras &; y &, (ecuaciones (3.29a) y (3.29c¢)).

Tabla 3.1: Coeficientes de las aproximaciones por el método del elemento finito

i Difusién radial Difusién longitudinal
— _ &€ - _ — _ 2
1 ar=—a2 = [5(E1+€2)3—€7](61—€2)2 1= a1’2 (61-62)2
b1 T a-& 52

2 Qi q = —8(¢7,—-€7) wo 9
L T G863+ (&€ (G 1E&)2 Al T G0 —6) (Ei—Ei1)
o : [y 8o ]
i At e P & PTG 6 | ©a—&)? T @—€i1)?
78(53 §L+1)

o 2
Qi = TG &) & —Gm)

L — . — 2
n—1 ajiy1 = [— (&1 +E)3+(Ei—Eir1)3](Ei+Eiv1)? @ijit1 = (&i1—E&ir1)(Ei—&iv1)
__ _ _(‘52—1_52) _ o 2
n an7n_1 a _an’n o [égfé(gn—lffn)S](gn—l*én)Z an’n_l B _an,n - (gn—lffnﬂ
571, —_ 2
bn,n sgn 24(5nfl+£n)3 bn,n o En—1—&n

3.3.2. Meétodo de diferencias finitas

Por su simplicidad y capacidad para introducir condiciones de frontera en geometrias regu-
lares, el mDF es quizé el recurso més popular para obtener soluciones numéricas de EDPs. Bajo
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la clasificacion de Li y Qi (2010), se trata de un método de colocacion en el cual las funciones base
or (&) y las de ponderacion Wi (§) son funciones delta de Dirac §(£—&;). Aplicado a los problemas
de difusién en estudio, el principio del método es aproximar términos diferenciales espaciales de la
variable de interés (¢, &) en cada punto de discretizacion & por medio de operadores en diferen-
cias, los cuales se obtienen a través de combinaciones de expansiones de Taylor de ¢ (§) evaluada
en &;, asi como en puntos colindantes y/u otros puntos cercanos. La deduccion de los operadores
se desarrolla a detalle en (Lomax et al., 2001); dos textos clasicos son (Patankar, 1980; Anderson
et al., 1984) y una revision mas reciente es (Ferziger y Peri¢, 2002).

A diferencia del mEF, con el mDF no es posible formular EDOs en las fronteras. Definiendo

(37/1(@&) a%p(tvéi)

) ~ 22 () ~ —2 22 3.30
las discretizaciones del PDR y del PDL resultan de la forma
dy; 1
;ﬁ = = (v + 2v}), (3.31a)
dl/% 1 "
= 2 3.31b
dat 7 i ( )

las cuales son vélidas s6lo en los puntos interiores, es decir, para 2 < i < n—1. En este caso se tomo
la version expandida de la ecuacion de difusiéon radial que resulta al desarrollar el miembro de la
derecha de (3.1). El esquema usado en el presente trabajo es el de diferencias finitas centradas de
tres puntos, para el cual los operadores diferenciales de primer y segundo orden son

Ui = i ¥io1 + o i+ oY, (3.322)
= olly i1+ ol + gy tin, (3.320)

que dependen del valor funcional de ¥(¢, &) en & y los puntos adyacentes &1 y &i41-

Para evaluar los operadores del primer y del altimo punto interior (€2 y &,—1) es necesario
conocer el valor de 9 (t,€) en las fronteras & (£=0) y &, ({=1), es decir, ¥; y 1. Tales valores
funcionales se pueden calcular por medio de la imposicién de las condiciones de frontera. La
condicién en & se introduce discretizdndola con el operador en diferencias finitas «hacia adelante»

/ / / / -
Vi = i + iy + QG iotipe con i=1, (3.33)
mientras la condicién en &, se discretiza con el operador en diferencias finitas «hacia atrasy
/ ! / / .
Vi = Qi othio + Gy Vi1 + 0t con 1z =n. (3.34)

En resumen, los problemas de difusion se aproximan con los sistemas de EDOs de las discre-
tizaciones (3.31), donde los operadores diferenciales espaciales de primer orden son

ol ol ol .
vy = (a'272—ﬁa'172)¢2 + (0/273—ﬁa'173)¢3 + a,: wo para i=2, (3.35a)
Vi =g i1+ ag i + G i para 3<i<n—2, (3.35b)
a;ﬂ,fl,n

Uny = (04;1—1,71—2— ol a%,n—Q)?ﬁan

o o .
(O na =0 ) Yn + S wy para i =n—1, (3.35¢)

/
an
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mientras los operadores diferenciales espaciales de segundo orden son

"

5 =

"

az’z—@o/l 2)1/12 + (a2 q— 041 3)1/13 + wo para 1 =2, (3.36a)

Q —~

;, = Qyli— 1¢Z 1+ azz i + az z+1wl+1 para 3 <1< n*2a (336b)

"
" . " X an
n—1 — (an—l,n—2_ al an,n—2)wn—2

para  i=mn—1. (3.36¢)

"
" Cndn
+ (O[nfl,nfl_ al O‘n,nfl)wn

Por otro lado, los valores funcionales de 1 (t, ) en las fronteras son

O[l 2 1
P = o ,11 0, (3.37a)
0/ N al
Y = -0 an_Q— ] (3.37h)
Onon ann an,n

los cuales resultan al despejar ¢ y ¥, de las discretizaciones (3.33) y (3.34) de las condiciones de
frontera, con 9] =wq y ¢}, =w;. Finalmente, los coeficientes o/ y o son funciones de los puntos
de discretizaciéon y se muestran en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2: Coeficientes de los operadores del método de diferencias finitas

i Operadores de 1° orden Operador de 2° orden
O/ 261 —§2—€3
T G- E-&%)
1 / —(&1—-¢3)

M2 T ) &8
o . = &1—&2
1,3 ™ (61-&3)(62—83)

/ §i—Eit1 " _ 2
2 &, TG &) E1—Ei) Q-1 T G =€) E1—Gir1)
&i—1—28i+&iv1 o — —2
T G g)E—&) 41 (&i—1—&)(&—&iv1)
_ / _ —(&i—1—&) " . 2
n=l oo = (€i—&i+1)(Ei—1—E&it1) Qi+l T EEr ) Eim1—Cir1)
O[, — *(gn—lfgn)
n7n72 (fn72*£n71)(£n72*5n)
n a/ — £n727£n
nn—1 (6%*2_§n71)(£n71_§n)

0[, — _€n72_5n71 +2§n
n,n (En—2—E&n)(En—1—En)

3.3.3. Meétodo de cuadratura diferencial

Inspirado en la cuadratura integral de Gauss (Burden y Faires, 1997), el método de cuadra-
tura diferencial (mCD) se propuso inicialmente en (Bellman et al., 1972). Es una aproximacion
espectral de colocacion donde las funciones base ¢k (€) pueden ser polinomios de interpolacion
de Lagrange (cuadratura diferencial polinomial, mCD-P) o expansiones de Fourier (cuadratura
diferencial trigonométrica, armonica o de Fourier, mCD-F). El método es suficientemente flexible
como para contener otros métodos espectrales de colocacién: tomando las raices de los polinomios
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de Chebyshev como malla de discretizacion (distribucion Chebyshev-Gauss-Lobatto) el mCD-P
equivale a la colocacion de Chebyshev; usar las raices de los polinomios de Legendre con el mCD-P
equivale al método de colocacién con los polinomios de Legendre como funciones base (Canuto et
al., 2006). Se sabe ademéas que ambas colocaciones son adecuadas para problemas no periddicos
definidos en un dominio espacial finito (Li y Qi, 2010). Por otro lado, debido a sus funciones base
armonicas, el mCD-F se prescribe sobre todo para problemas peridédicos suaves. Los resultados
del método hasta la fecha se encuentran compilados en (Shu, 2000).

Al igual que para el mDF, en el mCD no es posible plantear EDOs en las fronteras si
el problema estd condicionado en esos puntos. Por lo tanto, la discretizaciéon resultante es la
misma de las ecuaciones (3.31) planteadas en el caso del mDF para los problemas de difusion. La
formulacion de los operadores diferenciales también es similar al de los operadores en diferencias
finitas (3.32) pero, en este caso, dependen de todos los puntos de discretizacion, no sélo de puntos
cercanos al de interés, es decir,

n n
vi= ey W=Dl (3.38)
j=1 j=1
Siguiendo el método general de Shu (Shu, 2000, Sec. 2.2.3), los coeficientes ag’j asociados al
operador diferencial espacial de primer orden se pueden calcular a través de la férmula
i i (G — &k)
o = ik para i # j (3.39)
(& = &) [ lem i (65 — k)
para el caso del mCD-P, mientras para el mCD-F la férmula analoga es
n sen (& —
ro= Hk_l’k# 36— &) para i # j. (3.40)

a P
; 1 I
"sen (& — &) [Ty gy sen 3(&5 — &k)
Tanto para el mCD-P como para el mCD-F, los coeficientes restantes se calculan con

n

ay=— ), A (3.41)

=1

Los coeficientes o ; forman la matriz A = [a] j], donde 4,7=1,...,n, a partir de la cual se cal-
9, 9.

culan los coeficientes de operadores diferenciales de orden superior. De esta forma, los coeficientes

del operador de segundo orden son

A" = [al ] = (A)% (3.42)
Como no es posible formular EDOs en las fronteras, la variable 1 (t, ) se aproxima en estos

puntos a partir de la imposicién de las condiciones de frontera con el operador diferencial de
primer orden en (3.38) para i=1 e i=n, tal que

n—1
W= ), ol guy + o+ ol L, (3.43a)
j=2

n—1
Y= D) A+t + el . (3.43D)
j=2
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Al resolver para 11 y 9, resultan las ecuaciones

n—1 / / / / . ’ /
D=2 (%,nan,j_an,nal,j)% + Qg Wo — QW1
/ b
n,1

Y1 = (3.44a)

/ r
Q1 10pn— 0 n &

n—1 / / / ! / /
B ijz (an,lal,j_al,lan,j)wj —QpWo W 3441
T/Jn - / / / / ’ ( : )
A1 ¥~ Q1 Oy 1

donde 9] = wp y 9, = w1, como en el mDF. Finalmente, separando ¢ y v, los operadores
diferenciales espaciales de primer y segundo orden son

n—1
U= 2 0lyt + alat + ol (8.452)
j=2
-1
{= ol Al + o, (3.45b)
j=2

tanto para el mCD-P como para el mCD-F, donde v y v, se introducen por medio de (3.44).
Debido a la flexibilidad del mCD, existen modificaciones donde las condiciones de frontera se
introducen en puntos arbitrarios (Fung, 2002), aunque en este trabajo no se exploran.

3.3.4. Mallas de discretizaciéon

La precision y el comportamiento de los métodos de discretizaciéon depende de manera im-
portante de la posicion de los puntos de discretizacion; en algunos casos, como el de la mCD-P,
ciertas mallas dan atributos particulares a las aproximaciones. Por tal motivo se prueban tres
mallas propuestas en (Shu, 2000) junto con los tres métodos de discretizacion explorados en este
trabajo. Una cuarta malla se prueba en el caso del PDR debido a su geometria.

1. Distribucién uniforme (DUni). Se trata de la malla més simple, en la cual los puntos de
discretizacion estan separados equidistantemente, es decir, A = &1 — &, con 1 < i < n—1.

2. Distribucion Chebyshev-Gauss-Lobatto (DCGL). El polinomio de Chebyshev de grado k se
define como Ty (x) =cos(k @), donde 6 = arc cos(x). Los puntos de colocacion de Chebyshev
satisfacen la ecuacion |T,,(x)|=1, cuyas soluciones pertenecen al dominio —1 < z < 1 y son
los puntos z; =cos[(i—1)7/(n—1)], donde i = 1,...,n. Al trasladarlos a 0 < { < 1 e invertir
su orden resulta la distribucion Chebyshev-Gauss-Lobatto. Asi, los puntos se calculan con
la formula & =3 —1 cos[(i—1)m/(n—1)] (Shu, 2000).

3. Raices de los polinomios de Legendre (DRPL). Los polinomios de Legendre, cuyas raices
pertenecen al dominio abierto —1 < x < 1, se deducen recursivamente con la féormula de
Rodrigues Lyy1(z) =[(2k+1)xLi(x)—kLk—(z)]/(k+1), donde Ly=1y L; =z (Abramowitz
y Stegun, 1972). Trasladando las raices al dominio 0 < £ < 1 e incluyendo los puntos
auxiliares £, =0y &, =1, el conjunto resultante puede usarse como malla de discretizacion.

4. Distribucion cuadratica (DCua). La precision del mEF mejora si los puntos de discretizacion
estan méas juntos donde los cambios de la variable de interés son mayores (Segerlind, 1984).
Esta malla es mas «cerrada» hacia la frontera £ =1 en una proporcién cuadratica tal que
&=4/(i—1)/(n—1), similar a la usada en (Smith y Wang, 2006a); solo se aplica al PDR.
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3.4. Aproximaciones polinomiales

En (Subramanian et al., 2005) se proponen dos aproximaciones polinomiales para el perfil
de la concentraciéon de iones en particulas de insercién de celdas Li-Ion. Tales aproximaciones se
han usado junto al MPU para estimar el estado de carga (Santhanagopalan y White, 2006, 2010)
y en el planteamiento de esquemas de estimacion paramétrica para identificar la composicion del
material activo de los electrodos (Santhanagopalan et al., 2007). Recientemente se han tomado
en (Klein et al., 2010, 2013) para disenar observadores de estado con base en la simplificacion
alternativa propuesta en (Subramanian et al., 2009). Aunque las aproximaciones polinomiales no
se clasifican dentro de los métodos de discretizacion espacial, también se comparan junto con las
otras reducciones de orden porque en la literatura sélo se han probado en celdas bajo descarga
constante, pero no hay reporte sobre su comportamiento en otros regimenes de operacion.

3.4.1. Polinomio de segundo grado

En la primera aproximacioén propuesta en (Subramanian et al., 2005) el perfil de la variable
de estado se fija con una parabola de segundo grado (Pol2) de la forma

P(t,€) = Bu(t) + Bs(t)€?, (3.46)

donde los coeficientes 31 (t) y B3(t) dependen del promedio de 9(¢, ) en el volumen de la particula
esférica y del valor de 9(t, &) en £ =1, es decir, ¥(t) y 1(t, 1) respectivamente, tal que
Bi(t) = 3up(t) — 39(t, 1), (3.47a)
Balt) = —Sup(t) + (1, 1). (3.47b)

El valor promedio 1, (t) se calcula integrando el flujo relacionado a la condicion de frontera wi (t),
mientras (¢, 1) es una combinacion de 1,(t) y wi(t), es decir,

dwé’t(t) = gun (t), (3.48a)
W(t, 1) = () + 2w (t). (3.48b)

3.4.2. Polinomio de cuarto grado

La segunda aproximacion es el polinomio de cuarto grado (Pol4) de la forma

P(t,€) = Bu(t) + B3(t)E? + Bs ()& . (3.49)
En este caso, los coeficientes
But) = = Fup(t) — 3pp(t) + Fo(t, 1), (3.50a)
B3(t) = 359y (t) + 10¢,(t) — 359(t, 1), (3.50b)
Bs(t) = —1Pp(t) — Top(t) + 1P0(¢, 1), (3.50¢)

dependen de 9,,(t) y ¥(t,1), ademas de ¢, (t), que representa el promedio del flujo

oP(t,€)
o€

p(t,§) = (3.51)
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en el volumen de la particula. Las variables 1, (t), ¢,(t) ¥ 9(t, 1) se calculan con las ecuaciones

diﬁ(f) _ %wl(t), (3.52a)
d¢§t(t) _ 3w+ 452135 wi(t), (3.52b)
WYt 1) = () + 5 0p(t) + 35 wi(t). (3.52¢)

Las aproximaciones Pol2 y Pol4 son populares por su simplicidad y porque ¢,(t) y ¥(t,1),
necesarias para evaluar el estado de carga y la funcién de salida del MPU, se obtienen directamente.

3.5. Evaluacion de las aproximaciones

Los métodos de discretizacién espacial producen aproximaciones representadas por el sistema,
de EDOs lineales _
dy(t) 1

T T[‘W(t) + Bw(t)], (3.53)

donde el vector 9 (t) : [0,00) — RY contiene la aproximaciéon de la variable de estado (t,¢) en
los puntos sobre los cuales es posible plantear una EDO. En el caso del mEF resulta el vector
v=v=[1 2 --- ¥, ]T. En los casos del mDF y del mCD, la aproximacion de (¢, &) en las

fronteras &; v &, se calcula con las ecuaciones algebraicas

C1(t) + Dy w(t), (3.54a)
Cn(t) + Dpw(t), (3.54b)

Y1(2)
V(1)

que resultan al discretizar las condiciones de frontera (3.3). De esta forma, ¥ =[¢1 T ¥, ]
y=[1y 3 --- ¥n_1]" para el mDF y el mCD. Las matrices en las ecuaciones (3.53), (3.54)
son: Ae R1*4; B=[B; B,|eR™% CT,CIeRY, DI =[d11 din]?, DI =[dn1 dnn]’ €eR2
Ademas, n es el numero total de puntos de discretizacion y ¢ es el orden del sistema de ODEs
(3.53): ¢ =n para el mEF y ¢ =n—2 para el mDF y el mCD. Por simplicidad se usa la misma
notaciéon para las matrices analogas entre el PDR y el PDL, aunque en general son diferentes
(la expansion del PDR contiene un término de primer orden); en el Apéndice E se muestran
explicitamente para el mDF y el mCD. Finalmente, la funcién de entrada es w(t) : [0,00) — R,
conw=[wy wi]l.

Las ecuaciones de estado y de salida (3.48) y (3.52) de las aproximaciones polinomiales (3.46)
y (3.49) también pueden reescribirse como (3.53), (3.54), aunque en tal caso las matrices y el vector
de estado tienen significado y estructura diferentes (notar que en (3.52b) aparece el pardmetro D,
mientras en las aproximaciones por discretizacion se codifica dentro del vector de entrada w(t)).

3.5.1. Pruebas en el dominio del tiempo

La solucién de las aproximaciones que resultan con cada método de discretizacién combinado
con cada malla y tomando distintas cantidades de puntos, asi como la solucién de las aproxima-
ciones polinomiales, se evaluaron contra una solucion de referencia 1, (¢,£) obtenida sobre una
malla uniforme de 1001 puntos en el tiempo y 201 en el espacio. La referencia se calculé con
el resolvedor de EDPs en una dimensién pdepe de MATLAB, el cual realiza una discretizacion
espacial no lineal con el método Galerkin/Petrov-Galerkin (Skeel y Berzins, 1990). La integracion
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en el tiempo, tanto de la referencia como de las aproximaciones, se llevo a cabo con el algoritmo
ode15s para EDOs rigidas (Shampine y Reichelt, 1997).

Como en la exploracion de los criterios de seleccion de orden, la condicién de frontera se fijé en
wp(t) =0 (por definicién para el PDR y por superposicion para el PDL). Como seniales de prueba,
sin pérdida de generalidad, en la condicion de frontera wy (t) se aplicaron pulsos rectangulares que
permitieran observar la respuesta transitoria de las aproximaciones en el caso forzado y durante
relajacion. Para el PDR las pruebas duraron t7 =0.457 y el pulso se mantuvo hasta t;; =0.157;
para el PDL, tp =7 y t;; =0.457. El tiempo inicial del pulso y de las pruebas fue t5 =0 para los
dos problemas. Las soluciones de las aproximaciones se compararon contra la referencia usando
como medida el cociente entre la norma del error de aproximacién y la norma de la referencia

t) — t
E: ||w( ) ’lzz)T‘( )||£2e X 100(707 (355)
[9or (0)]] 220
1
expresado en porcentaje, donde || - ||z, = [SST || - []3dt]? es la norma 2 de Lebesgue extendida
Y p=[Vr1 Urg -+ Vr,]T es la solucion de referencia interpolada en la malla correspondiente

a la aproximacién evaluada. Como las aproximaciones polinomiales no estdn asociadas a ninguna
malla de discretizacion, el error sélo se tomoé en la frontera £ =1 por ser el punto de interés para
la evaluacion de la funciéon de salida del MPU.

En las Figuras 3.7 y 3.8 se muestra el error F (en escala logaritmica) contra el orden ¢ de
la familia de ODEs (3.53) de las aproximaciones obtenidas con cada método de discretizacion en
combinaciéon con cada malla, para el problema de difusion radial (PDR) y para el problema de
difusion longitudinal (PDL), respectivamente. En esta discusion se daréd énfasis a aproximaciones
de orden bajo (¢<10) para distinguir las mejores combinaciones método-malla de discretizacion,
ya que a ordenes superiores el error de aproximacion es similar (menor al 0.5% por ejemplo)
debido a la consistencia de los métodos de discretizacion.

Primero, para el PDR, en la Figura 3.7a se observa que la DCua, seguida de la DUni,
hace converger primero al mEF, aunque las otras dos distribuciones (DCGL y DRPL) producen
errores sblo ligeramente mayores. Para el mDF se ve en la Figura 3.7b que la DUni produce
los errores mas grandes, mientras los de las otras tres distribuciones se mantienen cercanos; a
ordenes bajos se ve que con la DCGL el error es ligeramente menor. En el caso del mCD en sus
dos formulaciones, la DRPL produce los errores mas pequenos, seguida por la DCGL y la DUni,
mientras con la DCua el método pierde consistencia, como se ve en las Figuras 3.7c y 3.7d para
el mCD-P y el mCD-F, respectivamente. Finalmente, en la Figura 3.7e se comparan los errores
de las aproximaciones asociadas a las mejores combinaciones método-malla de discretizacion, asi
como de las aproximaciones polinomiales Pol2 y Pol4. De las 6 aproximaciones sobresale la del
mCD-P+DRPL, seguida por las del mCD-F+DRPL, mDF+DCGL, mEF+DCua, Pol4 y Pol2, en
ese orden. Cabe resaltar que la DCua s6lo beneficié al mEF y al mDF pues, como se afirma en
(Segerlind, 1984; Lomax et al., 2001), la precision de tales métodos aumenta cuando la malla es
mas cerrada donde se sabe que los cambios de la variable de interés son mayores. Por otro lado,
el error de la aproximacién Pol2 es notablemente mayor al de los otros métodos, mientras el de
Pol4 es menor al de cualquier aproximacién de orden g=2.

Resultados similares se observan en las graficas de la Figura 3.8 para el caso del PDL. Las dos
diferencias son: 1) no se probo la DCua debido la geometria del problema, por lo cual la DUni dio
mejores resultados con el mEF, como se ve en la Figura 3.8a; 2) no se plantearon aproximaciones
analogas a Pol2 ni Pol4 para el PDL. En conclusién, para ambos problemas de difusién, la mejor
aproximacion fue la obtenida con el mCD-P+DRPL.
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3.5.2. Respuesta en frecuencia de las aproximaciones

Tomando como base aproximaciones de orden bajo (¢ < 10), con las pruebas en el dominio del
tiempo se concluyé qué malla produce los errores mas pequenios de cada método de discretizacion.
El objetivo de esta secciéon es determinar con cual de las mejores combinaciones método-malla de
discretizacién se obtienen las aproximaciones de grado ¢ cuya respuesta en frecuencia se acerca
més a la respuesta de los problemas de difusion originales dentro de la banda limitada por la
magnitud [p,| del g-ésimo polo analitico.

Como se sabe, en las fronteras se manifiesta la respuesta critica de una senal aplicada en
alguna de ellas (Bhikkaji y Soderstrom, 2001). Suponiendo wg(t) =0 como en las pruebas anteriores
(por definicion en el caso del PDR y por superposicién para el PDL), la respuesta en frecuencia
de las aproximaciones por discretizacion desde la condicion de frontera wi(t) hasta los extremos
del dominio espacial £ y &, puede conocerse por medio de las funciones de transferencia

W
ng = Cy(sI — A)7'B, + dyn, (3.56a)
1
W, (s) -1
= Un I-A Bn n,ns .
Wi(s) Cn(s ) + dp, (3.56b)

respectivamente, cuyas matrices son las mismas de (3.53),(3.54). Las funciones de transferencia
(3.56) seran el instrumento para evaluar la respuesta en frecuencia de las aproximaciones.

En el caso del PDR (Figura 3.9), se compara la respuesta en frecuencia de (3.56b) tomando
aproximaciones de orden g =7 contra la respuesta de la funcion de transferencia analitica (3.6).
Ademaés se compara la respuesta de las aproximaciones polinomiales Pol2 y Pol4 para conocer
su desemperio a frecuencias distintas de w =0. En el caso del PDL (Figuras 3.10), se comparan
tanto (3.56a) como (3.56b) contra las funciones de transferencia trascendentales (3.8a) y (3.8b),
respectivamente, tomando aproximaciones de orden ¢ = 6. En ambos problemas de difusion, los
ordenes 7 y 6 resultan con el criterio de anélisis de residuos, el cual es independiente de la constante
de tiempo 7 y es menos conservador que el criterio por ancho de banda. Ademas, el comportamiento
de las aproximaciones es consistente a érdenes distintos de los elegidos.

Las barras verticales en las Figuras 3.9 y 3.10 corresponden a los primeros 10 polos de las
funciones de transferencia analiticas (p; esté en el origen), aunque en la respuesta en fase de la
Figura 3.8a se omiten de pg en adelante por claridad. Por otro lado, las acotaciones en el eje w
estan normalizadas contra 7 para mantener generalidad en la presentacién. De esta forma, sin
multiplicar por 1/7, la magnitud |pg| de los polos corresponde a los valores caracteristicos A.

En el caso del PDR, en la Figura 3.9 se observa que el mCD, en particular el mCD-P+DRPL
seguido por el mCF-F+DRPL, tiene la respuesta en frecuencia més cercana a la de la funcién de
transferencia analitica (referencia) hasta al menos w=|p7|, tanto en magnitud como en fase (con
1/77=20 x1073 s71 y 1/7+ =37 x 1073 s7! resulta |p;|=8.3 rad s~ y |p|=15.4 rad s~! para
los electrodos negativo y positivo, respectivamente, segtin los datos de la Tabla D.1). La respuesta
de la aproximacién por el mDF+DCGL sigue muy de cerca a la de las aproximaciones por el
mCD, mientras el mEF+DCua tiene el peor desempeno porque su respuesta en frecuencia se aleja
de la referencia desde una década antes de |p7|. En cuanto a las aproximaciones polinomiales, la
respuesta en magnitud de Pol2 permanece cerca de la referencia hasta w=|ps| y la de Pol4 hasta
w = |ps|, es decir, hasta el ancho de banda correspondiente a modelos cuyo orden es el mayor
inmediato. Sin embargo, la respuesta de fase corresponde a modelos de orden ¢g=1y ¢=2, como
lo son Pol2 y Pol4. Entonces, se espera que las aproximaciones polinomiales en general tengan
poca precision debido a su respuesta en frecuencia limitada.
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Figura 3.9: Respuesta en frecuencia de las aproximaciones del PDR
Desde wy (t) hasta 1, (t)

En el caso del PDL, en la Figura 3.10a se ve que las aproximaciones por el mEF+DUni y por
el mDF+DCGL tienen la respuesta en magnitud méas cercana a la de la funcién de transferencia
analitica desde wq(t) a 11 (t), mientras la respuesta de las aproximaciones por el mCD se separa
prematuramente de la referencia desde w=|p4| y se mantiene constante. Sin embargo, el nivel de
atenuacion de la aproximacion por el mCD-P+DRPL (alrededor de —60 dB) es suficientemente
grande para afirmar que las senales de alta frecuencia son atenuadas casi totalmente, como ocurre
con el problema de difusion original. Por otra parte, la respuesta en fase de las dos aproximaciones
por el mCD es la que sigue mas de cerca a la referencia, aunque no llega a la frecuencia limite
w = |pg| esperada (con 1/7 =237.13 x 1072 s~! resulta |pg| = 58.5 rad s a partir de los datos
mostrados en la Tabla D.2).

Por otro lado, en la Figura 3.10b se observan resultados similares a los de la Figura 3.9,
aunque es més clara la superioridad del mCD y la respuesta pobre del mEF. Primero, las apro-
ximaciones por el mCD-P+DRPL seguidas por las del mCD-F+DRPL permanecen cerca de la
referencia hasta casi una década después de |pg| en la respuesta en magnitud, mientras la respuesta
en fase se aleja de la referencia justo en el limite. La aproximacion por el mDF+DCGL sigue la
referencia con un pequeno error en la respuesta de magnitud en el limite |pg|, aunque la respuesta
de fase se aleja de la referencia desde poco antes de |ps|. Finalmente, la respuesta en magnitud
de la aproximacion por el mEF+DUni se aleja de la referencia desde |ps| y la respuesta en fase
desde antes de w = |p2|. Por lo tanto, es claro que para ambos problemas de difusiéon la mejor
aproximacion es aquella obtenida con el mCD-P+DRPL.
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Capitulo 4

Modelos de orden reducido

En este capitulo se reformulan los modelos de particula tnica (MPU) de celdas Li-Ion y de
electrodo tnico (MEU) de capacitores DCE en versiones de orden reducido, las cuales resultan al
aproximar los modelos electroquimicos en estudio con los métodos de diferencias finitas (mDF)
y de cuadratura diferencial (mCD). Se obvian los detalles de la reformulacion para el caso del
método del elemento finito (mEF) debido a la baja calidad de las aproximaciones obtenidas
con dicha discretizacion, asi como de los ajustes polinomiales Pol2 y Pol4 por estar fuera de
los objetivos de esta tesis. Ademés, se propone un método para determinar el estado de carga
promedio de los dispositivos en estudio, el cual estd basado en la forma canénica modal de los
modelos discretizados.

Primero se validan los modelos electroquimicos simplificados (MPU y MEU), sin discretizar
explicitamente, comparando las predicciones de tensién de cada uno contra datos experimentales
de un ciclo carga/descarga. Las predicciones del MPU se comparan contra datos recuperados de
la literatura de pruebas sobre una celda Li-Ion de aplicacién automotriz, mientras las predicciones
del MEU se comparan contra datos obtenidos de experimentos propios sobre un capacitor DCE
de baja escala. Las soluciones de las ecuaciones de estado (ecuaciones diferenciales parabdlicas)
se obtienen con el algoritmo pdepe de Matlab; se usaron valores paramétricos también tomados
de la literatura, algunos de ellos ajustados a prueba y error.

Después de validar los modelos electroquimicos simplificados, las soluciones de las variables
de estado calculadas con el algoritmo pdepe se usan para determinar referencias contra las cuales
se comparan predicciones de la tensién y del estado de carga de los modelos reducidos, ya sea
discretizados o aproximados con los ajustes Pol2 y Pol4. De esta manera se verifican las conclu-
siones sobre la precision de los métodos de reduccion explorados en el capitulo anterior. Sélo por
completud, también se comparan las predicciones de las aproximaciones Pol2 y Pol4. Ademaés, por
simplicidad, se usa el mismo método de reducciéon en ambos electrodos de la celda Li-Ton.

En el caso del MPU de celdas Li-Ion, esta reportado en la literatura que el estado combinado
de los dos electrodos no es completamente observable a través de la tension de salida. El resurso
tipico para superar este problema estructural es despreciar la dindAmica de la particula represen-
tativa de uno de los electrodos y aproximar su composiciéon por medio del electrodo preservado.
Esta simplificacion se conoce como modelo de particula simple con un electrodo (MPU-1e), el cual
se formula en su version de orden reducido (MPUR-1e) a fin de encontrar condiciones suficientes
para asegurar las propiedades de controlabilidad y observabilidad. Se revisan dos versiones del
MPUR-1e tomadas de la literatura, se propone una tercera basada en el promedio de la composi-
cién del electrodo preservado y se analiza la conveniencia de cada una de ellas segtin la magnitud
de las constantes de tiempo de los electrodos.

o7
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Cabe hacer las siguientes aclaraciones sobre la exposicion del capitulo: 1) en el caso del
MPUR de celdas Li-Ion, se usan los superindices «—» y «+» s6lo cuando es necesario distinguir
de qué electrodo se trata; 2) aunque por simplicidad se usa la misma notacién para denominar
las matrices analogas de los problemas de difusién radial y longitudinal, en general son diferentes
(en el Apéndice E se describen explicitamente); 3) las matrices identidad I, de conmutacion J,
asi como las matrices nulas, son de dimensiones adecuadas en todos los casos, y 4) no confundir
los valores caracteristicos 7; de los problemas de difusién (problema de Sturm-Liouville) con los
valores caracteristicos A; de una matriz cuadrada.

4.1. Modelo de particula tnica reducido de celdas Li-Ion

4.1.1. Modelo de particula tinica reducido completo

La ecuacion de estado del modelo de particula tnica reducido (MPUR) contiene dos sub-
modelos desacoplados, uno por cada electrodo (negativo «—», positivo «+»), tal que

¢ oA~ 0 [¢] . [-9 Bi]. O] [¢
=1 " = 4.1
[ﬁ o wrarlle ] Lasr et ool Tl Y
donde todas las matrices son de dimensiones adecuadas. Cada submodelo describe la dindmica de
la fraccion estequiométrica de iones de litio ((t, £) sobre los puntos interiores del radio discretizado

de la particula representativa correspondiente. En ambos, la sefial de entrada es la corriente i4(t).
La funcién de salida es de la forma

va=-U"(G)+UT(CH) = (07 (&) + 07 (¢F) + Ya) das (4.2)

a la cual aportan los potenciales de equilibrio U ({;) y Ut (¢]), asi como las impedancias

[NIES

o () =0 [-GGCTTE Yy o) =9I - ¢ (4.3)

debidas a la cinética de las reacciones en los electrodos.

Tanto en el caso del mDF como del mCD, cada subvector de estado ((t) : [0,00) — R? tiene
la estructura ¢ =[¢ (3 --+ (uo1]T, con ¢ =n—2, donde n es el nimero total de puntos de
discretizacion (con ninguno de estos dos métodos es posible plantear ecuaciones diferenciales en
las fronteras). Las fracciones molares de iones de litio en la superficie ({ = 1) de las particulas
representativas, necesarias para evaluar la funciéon de salida, se calculan con las funciones

- e Yy + + o+ 9y +
¢, =C, ¢ —ﬁidn,nld y G =C, ¢ ~|—?9—+dn7nzd. (4.4)

Las matrices involucradas se definen en la Seccion 3.5 (ver también el Apéndice E) y, finalmente,
los parametros 1 > 0 del modelo son

9 Dy 9 1 9 RT
© T (R)? Y FSRia ol ° F2S\/Da—com ki~
( s) s & Csm F S\/cZa Csm, k‘og
Df 1 T
I === g ¥ r Vg = Reel. (4.5)

s 9 = 5 190 = )
(RE)?" 7" FSRa*cint* F287/e0 a* ¢t ki 0F
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4.1.2. Modelo de particula inica reducido con un electrodo

Por inspeccion de la funciéon de salida (4.2) y bajo el argumento de que hay mas de un par
de valores (¢, ¢) para los cuales la diferencia —U~({;) + UT(¢;) da el mismo resultado, Di
Domenico et al. (2008) y Moura et al. (2012a,b,c) concluyen que el estado del MPUR de celdas
Li-Ton no es completamente observable desde la tension vg(t) (en el siguiente capitulo se muestra
que tal conclusiéon es imprecisa). La solucion tipica para superar la carencia de observabilidad es
despreciar la dinamica de uno de los electrodos y aproximar su fraccion superficial de iones de litio,
necesaria para evaluar la funcién de salida, a partir de la composicién del electrodo conservado. La
seleccion del electrodo a eliminar no es sencilla porque depende de la informaciéon disponible (en
general escasa) sobre los materiales de fabricacion de cada celda en particular: cominmente s6lo
se tiene certeza sobre la composicion de los electrodos negativos (LiCg) mientras, en contraste,
frecuentemente se prueban nuevos materiales para fabricar electrodos positivos. Ademaés, valores
paramétricos como la porosidad, el radio promedio de las particulas activas y la difusividad en
estado s6lido dependen del fabricante, la aplicaciéon, la degradacion de la celda y la temperatura
(notar que los modelos son isotérmicos).

La Tabla 4.1 contiene una lista de los valores del radio de particula Ry, la difusividad de
iones de litio en estado s6lido D, y la constante de tiempo 7 de los electrodos negativo y positivo
de varias celdas. Aunque tales conjuntos de parametros se usan en otros trabajos, solo se hace
referencia a los que posiblemente sean los primeros en que aparecen. Como se observa, la constante
de tiempo de los electrodos negativos es en general la de mayor magnitud, aunque en la celda de
Smith y Wang (2006a) ambas constantes de tiempo son comparables. Unicamente hay dos caso
atipicos: las celdas 3 y 10. En el primero, los autores suponen que las particulas activas de los dos
electrodos tienen el mismo radio, la cual es una seleccién comun en trabajos de identificacion (ver
los radios de las celdas 7-9), y ademaés se toman valores tipicos para la difusividad de los materiales
de inserciéon. La combinacién de dichas situaciones podria explicar que en la celda reportada en
(Ramadass et al., 2003) el electrodo negativo sea el mas rapido, lo cual contradice al resto de
las celdas del mismo tipo (celdas 4-8). Por otro lado, el electrodo positivo de la celda reportada
en (Safari y Delacourt, 2011b) es demasiado lento en comparacion con la rapidez propia de los
electrodos LiFePO,4 (Zhang, 2011b), caracteristica respaldada por la identificacion paramétrica
més rigurosas reportada en (Forman et al., 2012).

Con las observaciones anteriores es posible decidir qué submodelo eliminar y determinar
una estrategia para aproximar su composicion superficial. Las ecuaciones (4.6)-(4.8) resumen dos
modelos de particula tinica con un electrodo tomados de la literatura y una propuesta alternativa,
todos formulados en su version de orden reducido (MPUR-1e). El MPUR-1e de (4.6) lo proponen
Di Domenico et al. (2008) como base para disefiar un observador de estado tipo filtro de Kalman
extendido para la celda de Smith y Wang (2006b). En este caso, como las constantes de tiempo
de los electrodos son del mismo orden de magnitud, se esperan respuestas similares del modelo
final al escoger cualquiera de los dos electrodos; los autores conservan la dindmica del electrodo
positivo por ser el que aporta mayoritariamente a la funcién de salida. Ademas asumen conocidos
todos los parametros y las funciones de los potenciales de equilibrio de los electrodos; ver también
(Di Domenico y Stefanopoulou, 2010).

El segundo MPUR-1e lo proponen Moura et al. (2012a,b,c), sin discretizar, para diseniar un
observador adaptable basado en la teoria de control de ecuaciones parabdlicas a través de las
fronteras, compendiada en (Krstic y Smyshlyaev, 2008). Se asume que la celda tiene un electrodo
positivo de LiFePOy4 con dinamica muy réapida en comparacion con el electrodo negativo (7 «77),
por lo cual se conserva el segundo. Como se ve en (4.7), los autores proponen aproximar la
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Tabla 4.1: Constates de tiempo 7= R2/D; de algunas celdas Li-Ion

No. Tomado de: Composiciéon Ry [m] D, [m?s7!] T [s]
1 (Fuller et al., 1994a) LiCg 1.8 x 107° 5.0 x 10713 648.0
LiMnyOy 1.0 x 1076 1.0x 10713 10.0

2 (Doyle et al., 1996) LiCq 1.25 x 1072 3.9x 1071 4006.4
LiMnsOy 8.5 x 1076 1.0 x 10713 722.5

3 (Ramadass et al., 2003)° LiCg 2.0 x 1076 3.9 x 10714 102.6
LiCoOq 2.0 x 1076 1.0 x 1071 400.0

4 (Doyle y Fuentes, 2003) LiCq 7.5 x 1076 5.5 x 10714 1022.7
LiCoO4 4.0x 1076 1.0 x 10711 1.6

5  (Sikha et al., 2004) LiCg 1.25 x 107° 3.89 x 10714 4016.7
LiCoOq 8.0 x 1076 1.0x 1071 640.0

6  (Santhanagopalan et al., 2008) LiCg 1.25 x 1075 1.3833 x 1071 112954.5
LiCoO4 1.1x107% 4.3334 x 107'%  27922.6

7 (Speltino et al., 2009a) LiCq 1.0x 1076  232x 1076  4310.3
LiCoO,” 1.0x 1076  3.95x10716  2531.6

8  (Speltino et al., 2009b) LiCg 1.0 x 1076 1.27 x 10716 7874.0
LiCoOy? 1.0 x 106 8.9 x 10716 1123.6

9  (Smith y Wang, 2006b) LiCq 1.0 x 1076 2.0 x 10716 5000.0
LiNiggCog.15Alg.0502° 1.0 x 1076 3.7x 1071 27027

10 (Safari y Delacourt, 2011b)® LiCqg 3.5 x 1076 2.0 x 10714 612.5
LiFePOy 3.65 x 1078 1.18 x 10718 1129.0

11 (Forman ef al., 2012) LiCq 3.6x107% 8275 x 1071 156.6
LiFePOy 1.637 x 1077 1.736 x 10714 1.5

%Casos atipicos bSuposiciones

composicion superficial ¢ del electrodo positivo a través de la fraccion superficial ¢, del electrodo
negativo. El MPUR-1e propuesto en (4.8), una aportacion de esta tesis, también esté orientado a
celdas Li-Ton con electrodo positivo «rapidox; la diferencia es que la fraccion ¢ se aproxima con
base en la fraccion promedio del electrodo negativo ¢, definida mas adelante (Ecuacion (4.30)).

1. MPUR-1e de Di Domenico et al. (2008)

Cr =9 AT + 9 Bl ig con ¢ (0)=¢¢, (4.6a)

va=—U"()+ U — (07 (&) + 07 (¢F) + V4) ia, (4.6b)
+

= ket kg, P =CrCT Z‘; 0t i, (4.60)

2. MPUR-1e de Moura et al. (2012a,b,c), discretizado

(T =0,AC =9, B,ig con  ((0)=(, (4.72)
va=—U" () +UT () = (07 (&) + 07 (&) + Pa) da, (4.7b)
(F ==k + kS, G =Cn¢ - Yo g i (4.7¢)

— Upn
Vg
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3. MPUR-1e alternativo

(= v, A"C =9, B, iq con ¢ (0)=¢, (4.8a)
va=—U(¢)+UT () — (07 (&) + 07 (&) + V4) ia, (4.8b)
- 9

(F=—=k¢ +k§, ¢ =Cy¢, ¢ =Cr( - 17” dyy (4.8¢)

En todos los MPUR-1e, la aproximacion de la composicién superficial correspondiente (s se
expresa como (. Asimismo, los parametros de ajuste k£ > 0 son

—_ S0~ % R

ky = —2100 50 ky = ¢y + kT ¢, (4.9a)
¢100 = Co
~ Gloo — % -

ki =210 20 0 kr =R (4.9b)
G100 — So

para los electrodos negativo y positivo, respectivamente. Los valores de los pardmetros (p v (100
para la celda de ejemplo se muestran en la Tabla D.1, tomada de (Smith y Wang, 2006b).

4.2. Modelo de electrodo tinico reducido de capacitores DCE

La dinamica de la distribucién del potencial eléctrico en la doble capa a lo largo del electrodo
positivo de un capacitor DCE se describe, sobre los puntos interiores de la malla de discretizacion,
con la ecuacion de estado

N ="1YaAn+ 0p(B1—V.By)iq con n(0) =np. (4.10)
La funcién de salida, que corresponde al potencial entre las terminales del capacitor, es

2
Y.+ 1

2
Ve +1 0,

Vg = (Cl + ﬁCC’n) { [d1 1— ﬁc(dl,n_dn,l + 1) — 193 dn,n] — ﬂd} id, (4.11)

la cual resulta al sustituir las aproximaciones 1, (t) y n,(t) de la variable n(t, ) en las fronteras,
calculadas por medio de las expresiones

v , % .
= Cl n+ Kb(dLl — 190 dl,n) 14 y N = Cpn+ ﬁfb(dml — 790 dn,n) 1d (4.12)
en la funcion de salida original (2.71) del MPU
2 29, 29, U .
_ = o9 ) g 413
RN R (m+w{*0“ (4.13)

Tanto para el mDF como para el mCD, el vector de estado n(t) : [0,00) — R? del MEUR tiene
la estructuran=[1n2 73 --- 7p_1 |7, con g=n—2, donde n es el total de puntos de discretizacion
(con estos dos métodos solo es posible formular ecuaciones diferenciales en los puntos interiores).
Los parametros ¥ > 0 del modelo de electrodo tnico reducido (MEUR) son

1 KO 1 ko A K gsep
2 ) b= ) o ’190 =¥y ﬁd = .
aCl? Kk + o aCl? k + o kS o KksepS

(4.14)

a =
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Finalmente, las matrices involucradas en el MEUR se definen en la Seccién 3.5 del capitulo anterior
y se discuten a profundidad en el Apéndice E para el mDF y el mCD.

4.3. Estado de carga

El estado de carga (EdC) indica la fraccion utilizable de la carga eléctrica nominal (o méaxima)
de una celda electroquimica (Dell y Rand, 2001), y se define como el cociente

pac() — LW g<mdc <1, (4.15)

Qm

donde @, es la carga maxima, Qo= Q (o) es la carga inicial y Q(t) es la carga recibida-entregada
(carga R-E) durante el lapso t—ty. Cuando se evalua a partir de la carga R-E critica Q.(t), el estado
de carga critico EAC.(t) esta directamente relacionado con la potencia que puede desarrollar la
celda en el instante ¢; si se trata de la carga R-E promedio Q,(t), €l estado de carga promedio
EdC,(t) indica cuénta energfa est4 disponible en la celda (Chaturvedi et al., 2010; Di Domenico
y Stefanopoulou, 2010). Aunque el EAC en general se expresa en porcentaje, en este trabajo se
conservara como proporcion adimensional por simplicidad.

El EdC es una variable fundamental para disefiar algoritmos y estrategias de manejo de
potencia y energia de celdas electroquimicas (Miller, 2010). Sin embargo, aunque conceptualmente
es sencillo de determinar, en general es complicado calcular la carga R-E en cada instante. En
el caso de las baterias electroquimicas, el recurso tradicional para calcular el EAC es evaluar el
inventario de la corriente aplicada por medio de la ecuacién

EAC(t) = L[Co— —— [ ity at] (4.16)

C 3600 Jy, ’

también conocida como «conteo de Coulomby, donde Cy=C(tp) es la capacidad inicial y C es la
capacidad nominal especificada por el fabricante, ambas en Ah. Ejemplos de su uso se encuentran
principalmente en trabajos sobre modelos de circuito equivalente, por ejemplo, (Moss et al., 2008;
Rahimian et al., 2011; Hu y Yurkovich, 2012). A pesar de su popularidad y evidente equivalencia
con el EAC promedio, la ecuacion (4.16) es intrinsecamente fragil porque la integracion directa
del ruido en las mediciones de la corriente i4(t) induce un sesgo creciente en el EAC calculado.

En el caso de capacitores DCE, el EAC comtnmente se determina en funcién de la tensiéon
de salida vg(t). Por ejemplo, con base en el modelo RC de circuito equivalente, en (Verbrugge et
al., 2005b) se propone la expresion

va(t) — vo

EdC(t) = 100 — 00’

(4.17)
donde v1gg y vo son las tensiones en las terminales cuando el capacitor DCE se considera totalmente
cargado y descargado, respectivamente. El EAC calculado con (4.17) corresponde al EAC critico
e indica qué tan cerca esta el potencial 7(t,£) de su valor nominal maximo 7. = v,,/2. Usando el
cociente (4.17) se obtiene un resultado conservador porque vg(t) contiene la caida de potencial
debida a la resistencia equivalente del separador. Por otro lado, si un banco de capacitores se usa
como unidad principal de almacenamiento, entonces es necesario conocer ademas el EAC promedio
para determinar la cantidad de energia disponible.

La principal motivacién para el uso de modelos electroquimicos es su significado fisico, lo
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cual implica una descripciéon mas realista de las variables internas de las celdas que la ofrecida por
los modelos de circuito equivalente. En las siguientes secciones se aprovecha tal cualidad del MPU
y del MEU para determinar con mayor precision el EAC a partir de la fraccién estequiométrica
de de iones de litio, en el caso de celdas Li-Ion, y del potencial en la capa eléctrica doble, en el
caso de capacitores DCE. Con el uso de las variables internas se superan las desventajas de los
métodos clasicos para calcular el EAC. Sin embargo, las variables internas de los dispositivos en
estudio no son medibles y los parametros en general son inciertos. En el Capitulo 6 se plantean
esquemas de observacion adaptable con base en los modelos de orden reducido formulados.

Ademas de asumir condiciones iniciales adecuadas, en el resto del capitulo se supondré que:

1. Los valores caracteristicos A;, con i = 1,2,...,q, de las matrices de discretizacion A de
los submodelos 0 modelos correspondientes son todos reales, diferentes y sus magnitudes
cumplen la condicion —o0 < A\j < --- < A2 < Ay = 0 para todas las combinaciones malla-
método de discretizaciéon exploradas en el capitulo anterior.

2. La reduccion de orden del MEUR de capacitores DCE se obtuvo usando mallas de discreti-
zacion simétricas como DUni, DCGL y DRPL.

Aunque esta fuera de los alcances de esta tesis y no se incluye ningin anélisis al respecto, se
ha observado que la primera suposiciéon se verifica para todos los casos estudiados, al menos
con 3 < ¢ < 20 (q es el orden del submodelo o modelo respectivo). Sin embargo, no puede
asegurarse su cumplimiento para discretizaciones distintas a las exploradas en el Capitulo 3. Por
otro lado, la suposicién 1 es consistente con respecto a los polos originales p;, con 1=1,2, ... 00,
de los problemas de difusion (3.1)-(3.3), ya que —o0 < --- < py < p; =0 (ver las funciones de
transferencia expandidas (3.7) y (3.9), asi como los conjuntos de valores caracteristicos (3.16) y
(3.15)). Finalmente, la segunda suposicion se propone por comodidad y debido a las propiedades de
simetria inherentes; en este caso, se aprovecha que las matrices de entrada son anti-centrosimétricas
entre ellas, es decir, By = —JB,, (ver las propiedades (E.21) de las matrices de discretizacion
secundarias), donde J es la matriz de conmutacion (Definicion E.1).

4.3.1. Estado de carga de celdas Li-Ion

El EAC de una celda Li-Ion se puede determinar a partir de la fraccién de iones de litio
difundidos en las particulas representativas de los electrodos. El EAC critico debe calcularse con
respecto al electrodo dominante, es decir, aquel cuya constante de tiempo 7 = R2/D, sea la de
mayor magnitud. Tal selecciéon se debe a que la variacion de la fraccidon de iones de litio en
la frontera & = 1, a través de la cual fluyen los iones de litio de las particulas activas, es méas
acentuado en el electrodo «lento» que en el «rapido».

Con base en la revision de la Tabla 4.1, en general, el electrodo negativo posee la dindmica
dominante. Por lo tanto, el EAC critico se calcula con la relacion

—(4) — -
BAC.(t) = =W =G0 (4.18)

Cro0 — So
donde ( es la fracciéon de iones de litio en la superficie de la particula representativa del electrodo

negativo, definida como la concentracion molar de carga Fcg(t,z,7) promediada en el volumen
€, £~ S del electrodo, normalizada contra la concentraciéon maxima F'c,,, y evaluada en la superficie
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r = R, de las particulas activas, es decir,

() = — r %5 Pey(t,z, R-) da (4.19)
SN -8 )y Fegn VT '

Cuando las constantes de tiempo 7~ y 71 son comparables (del mismo orden de magnitud), es
posible aproximar el EAC critico a través de la composicion del electrodo positivo de la forma

G -G

EdC.(t) ~ =7 s (4.20)
G100 — Go
donde la fraccion ¢ se define, de manera similar a (;, como el promedio
1 et s
i) = 5 — Feo(t,z, RY) dx. 4.21
G = g | pe Pt R da 421)

La observacion anterior es 1itil cuando conviene conservar la dindmica del electrodo positivo como
en el caso del MPUR-1e de Di Domenico et al. (2008). En el contexto del MPUR completo o
cualquiera de sus simplificaciones de un electrodo (4.6)-(4.8), la fraccion superficial (; o ¢ se
calcula con la expresion adecuada de las dos en (4.4).

A diferencia del EdC critico, idealmente, el EAC promedio se puede calcular a partir de
cualquiera de los dos electrodos debido al principio de conservacion de carga en la celda (Klein
et al., 2010, 2013). En este caso se toma la fraccion promedio ¢, o C;r en lugar de la fraccién
superficial, es decir,

G- GG

Goo =% Gloo—Go
Las fracciones promedio se calculan normalizando y promediando la concentracién de carga
Feg(t,x,r) en el volumen de cada electrodo, como para el EAC critico, y ademés en el volumen

EdC,(t) (4.22)

de la particula esférica correspondiente (Chaturvedi et al., 2010), o sea

~ (O 1 R )
G (t) = =35 Jo €5 S(éw(Rs):chSynJ;) A Feg(t,z,r)r dr) dz, (4.23a)
1 1 Ry )
) — +
G (1) = TS Jen €, S( T (RE Fed J;) Ar Feg(t,z,r)r dr) dz. (4.23b)

El primer promedio esta implicito en la deducciéon del MPU, mientras el promedio en el volumen
de la particula representativa, con £ la coordenada radial normalizada, se obtiene

1 1
() = L 3¢ (16) €2de, () = L 3¢ (1,€) €3de. (4.24)

A partir de las aproximaciones polinomiales Pol2 y Pol4 de la Seccion 3.4 se sabe que la
fraccion de iones de litio promediada, primero en el volumen del electrodo correspondiente y
después en el volumen de la particula representativa respectiva, resulta

{p = +3 0y, (4.25)

donde «—» corresponde al electrodo negativo y «+» al positivo. La ecuacion (4.25) es una copia
de la expresion (3.48a) o (3.52a), reescrita usando el parametro 9, el cual representa la capacidad
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del electrodo y, por lo tanto, de la celda (Lin et al., 2011). Con base en la Suposicion 1, existe un
sistema de coordenadas z(t) = T'((t) para cualquiera de los electrodos, con z(t) : [0,00) — R? y
det(T) # 0, tal que cada submodelo en (4.1) puede reescribirse en la forma canénica modal

2 =,A 2z + 9B, iq, (4.26)
donde
2 M0 .0 bin
2z 0 A ... 0 _ bon
2=TC=|_|, A=T7U4T=| . |, B.=TB,=1| ]|, (4.27)
Zq 0 0 ... X bgn

y ademés —o0 < Ay < --- < A2 < A; =0. Cada renglén de T" es un vector caracteristico (columna)
de AT y se puede calcular resolviendo

ATTT = TTA. (4.28)
Como A; =0 (un polo en el origen, sistema tipo 1), el primer renglon
2 = 20 b1 yiqg = 9, T1 By ig (4.29)

del subsistema transformado (4.26) recupera el valor promedio instantaneo de ¢ (Ogata, 1997,
Sec. 5.4). Entonces, al comparar (4.25) contra (4.29) se deduce finalmente que

G(p=C, (" =Cj¢"  con  Cp=+3(T1B,) 'y, (4.30)

donde «—» corresponde al electrodo negativo y «+» al positivo, lo cual es suficiente para evaluar
el EdC promedio definido en (4.22). Cabe mencionar que para calcular (4.30) no es necesario
conocer la matriz T completamente sino sblo el vector caracteristico T7 de A asociado a A1 = 0.

4.3.2. Estado de carga de capacitores DCE

El estado de carga critico de capacitores DCE se calcula con

2n.(t) —
BdC,(t) — 21 =t (4.31)
V100 — Vo
similar a la expresion (4.17), donde
- 1.0 (4.32)
Ne = 19¢+1 1 cbn) 1, :

es el potencial interfacial critico de un electrodo (positivo) sin considerar la caida de tension en
el separador, por lo cual el EAC critico resultante es menos conservador que el correspondiente al
método cléasico (comparar (4.32) contra (4.11)).

Por otro lado, el estado de carga promedio se calcula con el cociente

2np(t) — v
BdC, () = M (4.33)
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donde 7),(t) es el potencial en la capa eléctrica doble promediado en el volumen del electrodo
conservado (positivo) en el MEU. De esta manera

g-%—
(t) = -
W 5000, Jpen

1

SaCn(t.a)d = | n(t.) . (4.34)

donde a es el area de contacto sustrato-solucién por unidad de volumen, C. es la capacitancia
por unidad de area de la doble capa eléctrica y £ es la variable espacial normalizada (notar que
la carga méaxima admisible en el electrodo es S¢aCevp,/2).

Al aproximar el problema de difusion longitudinal (3.2)-(3.3) a través de los ajustes polino-
miales Pol2 y Pol4 de la Seccion 3.4, y desarrollando con base en el procedimiento descrito en
(Subramanian et al., 2005), el promedio 1, (t) de ¥(t,§) resulta

dyy

dt = %(wl - w()). (4.35)

Con la sustitucion de las condiciones de frontera (3.3) y de los parametros ¥, y ., asi como el
cambio de variable 1, =1, el potencial interfacial promedio de un capacitor DCE es

ﬁp = —’ﬂb(l + ’190) 1q- (436)

En la expresion anterior el producto 9, (1+,.) indica la capacidad de almacenamiento del electrodo
y, por lo tanto, del capacitor.

Por la Suposiciéon 1, como en el caso del MPUR de celdas Li-lon, existe un sistema de
coordenadas z(t) =Tn(t), con z(t) : [0,00) — R?, det(T) # 0 y T calculada como en (4.28), tal
que la ecuacion de estado (4.10) del MPUR puede llevarse a la forma canonica modal

z=1UAz+ ﬁb(Bl - ﬁcBn) id, (437)

donde las matrices A y B, se definen como en (4.27) y

By =TB;=[bi1 ba1 - bg1]". (4.38)
Ademas, como A1 =0, el primer renglon de (4.37)
21 = 9p(b11— Veb1n) ig (4.39)

recupera el valor promedio de 77 en cada instante t.

Por el Corolario E.4.1, aplicable con base en la Suposicién 2, se sabe que el primer renglén
de T tiene la forma Ty =[Ty Ti. TiJ], con TT e RP, TiceR Ti=[1 0 0]Tyq=2p+1;
con g=2p basta eliminar el elemento central TLC. J es la matriz de conmutacién, la cual contiene
unos en la antidiagonal y el resto de las entradas son nulas. Como se ve, T} cumple la condicién
de centrosimetria 77 =T7.J. Ademas, por la Suposicién 2, se sabe que las matrices de entrada en
la ecuacion de estado (4.10) del MPUR son anti-centrosimétricas entre si, es decir, By = —JB,,.
De la propiedad anterior resulta

0o 0 —J
biy=T(-JB,)=[Ty Tw. TWJ]| 0 -1 0 |[B,=-TiB,=—bin, (4.40)
-J 0 0
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por lo cual la expresion (4.39) puede reescribirse de la forma
2= =0 b1 (1 +9c)iqg = =9 TiBn(1 + 9.) ig. (4.41)

Comparando la ecuacion anterior contra (4.36) se deduce que el potencial promedio 7,(t) del
electrodo positivo de un capacitor DCE se puede calcular con

np=Cpn  con  Cp=(TiB,) 'T, (4.42)

por lo que basta con calcular el vector caracteristico T7.

4.4. Respuesta de los modelos de orden reducido

A continuacién se muestran las predicciones del potencial en terminales y del estado de carga
del MPUR de celdas Li-Ion y del MEUR de capacitores DCE usando las mejores combinaciones
malla-método de discretizacion determinadas en el capitulo anterior. Como ejemplos se toman la
celda Li-Ion de aplicacion automotriz estudiada en (Smith y Wang, 2006b) y el capacitor DCE
Maxwell PC10 reportado en (Sikha et al., 2005), cuyos parametros se resumen en las Tablas D.1
y D.2. Las referencias contra las cuales se comparan las predicciones de los modelos de orden
reducido corresponden a soluciones obtenidas con la rutina pdepe de MATLAB del MPU y del
MEU sobre mallas uniformes de 201 puntos en el espacio y 1001 en el tiempo. Algunos de los
pardmetros recuperados de la literatura se ajustaron a prueba y error hasta hacer coincidir la
respuesta de los modelos contra datos experimentales dentro de un ciclo carga/descarga.

En el caso del MPUR también se comparan las respuestas de los tres MPUR-1e resumidos en
las ecuaciones (4.6)-(4.8) aunque considerandolos casos particulares de los modelos de referencia
(de orden alto) y sin introducir ninguno de los métodos de reducciéon de orden revisados. Debido
a la informacion disponible, se asume en todos los casos que las funciones auxiliares (4.3) de la
ecuacion de salida (4.2) son parametros constantes de la forma

o _ RT
Q(Cs)zgo:m Yy QJF(CSJF):QSF

RT

== 4.43
F2Satitji (4.43)

y la caida de potencial debida a la pelicula del material activo de los electrodos se condensa en el

parametro tnico (ver las ecuaciones (2.37) y (4.5))

R, Rt
f + f

a~ 0~  atért’

R§ = (4.44)
En la Tabla D.1 se reporta el valor de F'jy para cada electrodo y la resistencia superficial total
R;‘Bl de la celda de ejemplo, el cual se calibré de 20 Qcm? a 27 Q cm?; el EAC inicial (promedio)
también se ajusto de 58.3% a 57 %. La senial de prueba es el HPPC (hybrid pulse power charac-
terization) (U.S. DOE, 2003), el cual consiste en un pulso de descarga de 30 A de amplitud y 18 s
de duracion, 32 s de relajacion a circuito abierto (0 A) y un pulso de recarga de —22.5 A de 10 s
de duracion, como se muestra en la Figura 4.1a. En la misma figura se compara la tension usada
como referencia contra datos recuperados de (Smith y Wang, 2006b), los cuales corresponden a
pruebas experimentales hechas sobre la celda de ejemplo durante un ciclo del HPPC.

Como se observa, a pesar de no tomar en cuenta el proceso en la solucién electrolitica y
de considerar uniforme el proceso de intercalacién con respecto a la posiciéon a lo largo de los
electrodos, entre otras suposiciones «fuertes» de la deduccion del MPU (ver las Secciones 2.2 y
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2.3), la respuesta a corrientes de 5C=30 A (5 veces la corriente relativa a la capacidad nominal)
es practicamente idéntica a los datos recuperados de la literatura, lo cual verifica las validaciones
del MPU reportadas en (Di Domenico et al., 2008; Di Domenico y Stefanopoulou, 2010) para
un ciclo completo del HPPC; tdnicamente existen pequenas discrepancias a partir de t = 51 s
debidas a picos de corriente que las soluciones usadas como referencia no reproducen por falta de
informacion (no estan documentadas ni la amplitud ni la duraciéon de los picos). Cabe resaltar
que los resultados anteriores contrastan con los de Chaturvedi et al. (2010), quienes afirman que
el MPU falla para corrientes mayores a 1C. Por otro lado, no debe olvidarse que el proceso en la
solucion electrolitica (ignorado en el MPU) puede limitar la capacidad de la celda bajo regimenes
de carga o descarga sostenida, aunque tal fenémeno no sea evidente en la tension de salida.

En la Figura 4.2 se muestra la respuesta de las aproximaciones por discretizaciéon. Se tomaron
las combinaciones malla-método de discretizacién consideradas las mejores en el capitulo anterior.
En la Figura 4.2a se muestran las predicciones cuando el orden de las aproximaciones se calcula
con el criterio de anélisis de residuos (¢~ = ¢" =7) y en 4.2b cuando se escoge con el criterio
de ancho de banda (¢~ =19 y ¢* = 14). En ambos casos se confirman los resultados previos:
la mejor prediccion es la relacionada al mCD-P+DRPL y al mCD-F+DRPL, seguidas por la
del mDF+DCGL y finalmente del mEF+DCua. Aunque en todos los diagramas de la Figura
4.2 el error de las predicciones del mEF disminuye a medida que aumenta el orden del modelo,
aun es relativamente grande con respecto al de las deméas aproximaciones. Por otro lado, los
errores de prediccién se manifiestan sobre todo al inicio de los pulsos, aunque incluso en estos
puntos y a ordenes bajos (¢— = ¢t =7), la prediccion del EAC promedio usando cualquiera de
las discretizaciones es muy similar a la referencia. Ademas, es importante destacar que el mDF
es una buena alternativa al mCD, en cualquiera de sus dos planteamientos (mCD-P o mCD-F),
por ser facil de implementar, ser estructuralmente mas sencillo (las matrices son tridiagonales en
lugar de tener todas las entradas llenas) y tener un error de aproximacion razonable.

En la Figura 4.3 se compara la respuesta de las aproximaciones polinomiales Pol2 y Pol4
contra la solucion de referencia. Como la ecuacion de estado de ambas estd dedicada a integrar
la corriente aplicada (ver (3.48a) y (3.52a)), ambas aproximaciones son atractivas para disenar
algoritmos de estimacién del EAC promedio con la tensiéon en la celda como variable de retro-
alimentacion. Dicha tendencia puede observarse en trabajos recientes como (Santhanagopalan y
White, 2010; Klein et al., 2013). Sin embargo, aunque las predicciones de la tension de salida y
del EdC critico de Pol4 son mejores a las de Pol2, ambas son muy burdas. Con los resultados
anteriores se concluye que las aproximaciones Pol2 y Pol4 no son ttiles para describir el proceso
de intercalaciéon de iones de litio cuando la celda opera bajo regimenes de corriente pulsante.

En las Figuras 4.4-4.6 se muestra la respuesta de los tres MPUR-1e considerados como
casos particulares de las soluciones de referencia, es decir, no se aplicdé ninguno de los métodos de
reduccion de orden revisados con el fin de reproducir el mejor escenario. Primero, para las pruebas
de la Figura 4.4 se toman los pardmetros nominales de la celda de ejemplo. Se observa que, como
las constantes de tiempo de los electrodos son de magnitud comparable, las predicciones de la
tension de salida de los MPUR-1e de Di Domenico et al. (2008) y de Moura et al. (2012a,b,c) se
mantienen cerca de la referencia. En cambio, el MPUR-1e propuesto esta especializado para celdas
Li-Ion con electrodo positivo «rapido», por lo cual la prediccién de tensiéon es menos precisa que
las otras dos. En el segundo diagrama de la Figura 4.4 se observa que el EdC critico evoluciona
de manera similar sin importar con respecto de qué electrodo se calcule. Sin embargo, tanto en
el EdC critico como en el EAC promedio se nota un error de proporcién, el cual puede atribuirse
a errores de los estados iniciales (; y CJ , asf como de los estados maximos (jqq ¥ Cfgo, todos
tomados de (Smith y Wang, 2006b) y sin ajuste posterior.
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En las Figuras 4.5 y 4.6 se muestra que cuando el electrodo positivo se vuelve més rapido,

* nominal, la variacion

primero 10 y luego 100 veces con respecto a la constante de tiempo 7
del EAC critico es mayor si se calcula con el electrodo negativo que con el positivo. Asimismo, la
prediccion de la tension de salida de Moura et al. (2012a,b,c) pierde precision y la de Di Domenico
et al. (2008) se mantiene cerca de la referencia, mientras la respuesta de la simplificacién propuesta
es la méas precisa cuando 71 =0.01 x TS_ (Figura 4.6). Lo anterior se explica porque el MPUR-1e
de Di Domenico et al. (2008) conserva el electrodo positivo, el cual aporta la mayor parte de la
variacion de la funcion de salida. Sin embargo, para celdas con electrodo positivo «rapido» de
LiFePQy4, cuya variacion de potencial es minima en la mayor parte de la ventana util del EAC, es
necesario conservar el electrodo negativo.

Con base en la revisién hecha para construir la Tabla 4.1, asi como la clasificacion de los
tipos de celdas Li-Ion més comunes (Seccion 2.3.2), se puede concluir que:

» Tanto en las celdas LiCg(coque de petroleo)-LiMnsO4 como en las celdas LiCg(grafito)-
LiCoOg, y especialmente en las celdas LiCg(grafito)-LiFePOy, se cumple que 7~ » 71, por lo
tanto conviene usar el MPUR-1e propuesto en este trabajo. Asimismo, el MPUR-1e de Moura
et al. (2012a,b,c) induce errores de prediccion importantes, por lo cual no es recomendable
en estos casos.

» Para las celdas LiCg(grafito)-LiNiggCog.15Al.0502 las constantes de tiempo 7~ y 77 son
del mismo orden de magnitud (aunque 7~ >77), por lo cual conviene usar el MPUR-1e de
Di Domenico et al. (2008) o el de Moura et al. (2012a,b,c), mientras el MPUR-1e propuesto
no es adecuado.

Para el capacitor DCE de ejemplo, los parametros 7 y oy se ajustaron de 4.217s a 6 s
y de 100 Sm~! a 11.5 Sm™!, respectivamente. Cabe sefialar que, debido a la condensacion de
pardmetros fisicos en los parametros 1, la calibraciéon realizada no es la tnica posible. La senal
de prueba es un tren de pulsos simétricos alternados de —2.8 A (carga) y 2.8 A (descarga) de
amplitud, la cual corresponde a la corriente de operaciéon méxima especificada por el fabricante
(Maxwell Technologies, 2013). La duracion de cada pulso es de 0.04 s y estan separados entre si
por 0.06 s, como se ve en el primer diagrama de la Figura 4.1b.

En el segundo diagrama de la Figura 4.1b se muestra la prediccién de la tension de salida del
modelo de referencia contra experimentos propios, realizados sobre un capacitor Maxwell PC10
con el banco de pruebas descrito en el Apéndice F. En este caso, el EAC inicial (promedio) es de
poco menos del 50 %, tomando vg =0y vigo =vm =2.5 V. Al igual que para la celda Li-Ion, con
los ajustes paramétricos indicados, la prediccion del MEU de referencia es casi idéntica a los datos
experimentales. De esta manera se confirman las conclusiones de (Verbrugge y Liu, 2005a) sobre
la influencia minima del proceso en la solucién electrolitica sobre la respuesta de un capacitor
DCE, en las cuales se basa la formulaciéon del MEU.

En la Figura 4.7 se muestran las predicciones de las mejores combinaciones malla-método
de discretizacion contra la solucién de referencia del MEU. Primero, en la Figura 4.7a el orden
del modelo se obtuvo con el criterio de anélisis de residuos (¢ =6) y después, en la Figura 4.7b,
con el criterio de ancho de banda (¢=10). En este caso, los resultados son similares los obtenidos
para el MPU de celdas Li-Ion. La tnica diferencia es el sesgo presente en la prediccién del EAC
promedio obtenida con el mCD-F+DRLP cuando ¢ < 6. Por otro lado, el error de predicciéon
de las aproximaciones con el mEF+DUni es significativamente mayor que el de cualquiera de los
otros métodos explorados.
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Figura 4.1: Respuesta de los modelos de orden alto contra datos experimentales
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Capitulo 5

Analisis de controlabilidad y
observabilidad

En este capitulo se desarrollan los anéalisis de controlabilidad y observabilidad de los modelos
de particula tnica reducido (MPUR) y de particula tnica reducido de un electrodo (MPUR-1e)
de celdas Li-Ion, asi como del modelo de electrodo unico reducido (MEUR) de capacitores DCE,
todos basados los resultados clasicos de la teoria de sistemas lineales invariantes en el tiempo
(LIVT) que a continuaciéon se resumen.

Sea la clase de sistemas LIVT de una entrada y una salida

© = Az + Bu con x(0) =, (5.1a)
y = Cz + Du, (5.1b)

donde z(t) : [0,00) - X < R" es el vector de estado, u(t) : [0,00) — U < R es la funcion de

entrada (diferenciable a trozos), y(t) : [0,00) — Y < R es la funcién de salida y las matrices son
AeR™™ B, CTeR”, yDeR.

Controlabilidad. La ecuacion de estado (5.1a) o el par (A, B) es controlable si para todo estado
inicial z(0) =z y para todo estado final z; existe una senal de entrada que transfiere al estado
desde xo hasta x; en tiempo finito; de lo contrario se dice que (5.1a) o (A, B) es incontrolable.
Una condicién suficiente y necesaria para asegurar la propiedad de controlabilidad es que la matriz

C=[B AB -.- A" 'B] (5.2)

sea de rango completo por renglones, es decir, ran (C) =n.

Observabilidad. La ecuacion de estado (5.1a), o el par (A, C), es observable si para toda
condicién inicial desconocida xg existe un tiempo finito ¢1 >0 tal que el conocimiento de la entrada
u y de la salida y en (5.1b) dentro del lapso [0, ¢1] es suficiente para determinar univocamente

la condicion inicial zg; de lo contrario el sistema (5.1) o (A, C) es inobservable. Una condicion
suficiente y necesaria para asegurar la propiedad de observabilidad es que la matriz

o=[ct (cAal ... camHT |t (5.3)
sea de rango completo por columnas, es decir, ran (O)=n.
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En el caso del MPUR y los diversos MPUR-1e de celdas Li-Ion, la observabilidad se analiza
por medio de versiones linealizadas alrededor de un punto de operacién arbitrario xg, asociado a
la entrada wug, de la funcion de salida correspondiente. De esta manera, si Ag(zg, uo) y Co(zo, uo)
son matrices que resultan de la linealizacion y el par (Ag, Cp) es observable para todo elemento
valido (g, up) € X x U, entonces se concluye que el modelo no lineal original es local y débilmente
observable! (la condicién solo es suficiente).

5.1. Analisis del MPUR de celdas Li-Ion

5.1.1. Linealizacién del MPUR
Linealizacién del MPUR completo

La funcién de salida (4.2) del MPUR de celdas Li-Ion se puede reescribir como

va = —U"(Cig) + UT(CTyia) — 07 (¢ ia) ia — 07 (CTda) ia — Vata, (5.4)

donde las funciones U~ y U™, asi como ¢~ y o, dependen implicitamente de (¢™,iq) y (¢, q)
a través de (; y (;, respectivamente, definidas en (4.4) y copiadas a continuacion por claridad:

0, , [ ,
G =Cp ¢ — #d_,n i, G =Cr¢+ ﬁjd;n (5.5)

De esta manera, la linealizacion de (5.4) alrededor de un punto de operacién arbitrario (¢y , (f),
asociado a la senal de entrada iq=1g49, es en general

(U~ d(¢ ia) — oy (9UF d(etia)
vd_vdo__(%‘ T ) (C57ido)(c ~h) <5C+ e >

_ [<8U— n 5(@‘@1))‘ N <_ our . 3(Q+id))
0ig Oig (C5 v ido) Oig Oig

donde vq9 = v4(¢y Co ,id0). Asimismo, al trasladar el origen de la ecuacion de estado (4.1) del

punto (¢7,¢*)=(0,0) a (¢, ¢*)=((y, (") resulta
(=G| [vaAT 0 |-G N
=G| Lo ofAT]|¢r—¢f

Definiendo el cambio de variables (T = (™= (5, (T = (= ¢, ta=1d — ia0 ¥ Va=va — Va0 ¥,
como los gradientes involucrados en la linealizacion (5.6) son

€ =<)
(¢ iao)

+ ﬁd](id —ig), (5.6)
(COJr,idO)

-, B,

id — 1dp)- 5.7
yipe | (a—io) (5.7

ou~ oU~ . dlo7iq) 0o~ —; ou—  oUT Y, do7ia)  _ 00 Uy .
oC- _o¢ M T A M Taig o va v T aig ° T oG da
out _ out . 0(o"iq) do" 92" oy oUt _ out ﬁ n (oig) gt do" 19b+ ey
a<+ 5@ n a<+ 0C+ n (%d aC;_ 192- n,n’ ﬁid aCs 19—&— nn

L Observabilidad local débil: para toda vecindad V < X existe una vecindad ¥V < V en la cual el modelo original
es observable (Hermann y Krener, 1977).
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entonces la ecuacion de estado y la funcion de salida del MPUR linealizado resultan

- 9-A— 0 [ 9B -
-1 el L]
Vg =[—ayC, ag O ] [é] — (By + B + Y4) ia. (5.8b)

Los coeficientes ag y fo de (5.8b) corresponden a las funciones

oU~ é’g 9,

= (3< 6C_ ‘da Bi = _aiﬂib_d;,n + 077 (598“)
oUt 0 9"
R o a§+ o Br=—at bdl, +o", (5.9b)

evaluadas sobre el punto de operacion ({;, ¢ s %do), es decir, ag =oz_((;0,id0) ag =at (5 id0),

By =B (Cs0s1a0) ¥ By =B ((ysian), donde a su vez (=5 (Cy s ido) ¥ (oo =G (¢ s ido)- De esta
manera, el MPUR linealizado toma la forma general (5.1) con las matmces

v, A” 0 -9, B, o
A= [ 0 ’19+A+:| ) B = [ ﬁlij—i_ :| ) C= [70[0 Cn Oégc'ri_]v
= —(By + By + Ya) (5.10)

donde A e R7*7; B,CT e R7, y D e R. Ademéas A~ e R? ¢ ; B> (C;) T eRY ; At e RI" x4,

Bt (CHTeRT; g=q + q*, y los parametros ¥q, Uy, ¥, y ¥4 son todos positivos.

Linealizacién de los MPUR de un electrodo

Siguiendo la linealizacion general (5.6) de la funcion de salida (5.4), a continuacién se presen-
tan los resultados de la linealizacion de los MPUR-1e (4.6)-(4.8) descritos en el capitulo anterior.

1. MPUR-1e de Di Domenico et al. (2008)

¢t =9 AT+ 9 B da, (5.11a)
04 = (kyég +ad)CFCT = (By + By + Va) ia, (5.11b)
ay = o (Coriao), By =B ((grido),  Coo = =k ¢l + kg - (5.11c)

2. MPUR-1e de Moura et al. (2012a,b,c)

(=9, A (0, By i, (5.12a)
va = —(ag +kfag)C ¢ = (By + By + Da) da, (5.12b)
g = a((Gorian)s By = B (Coviao)s o =~k Cot kg (5.12¢)

3. MPUR-1e alternativo (La matriz C, se define en la Ecuacion (4.30).)
(" =9,A" (=9, By, ig, (5.13a)
v = —(ag Cy + ka5 Cy) ¢ = (By + By +Ya)ia, (5.13b)
& = ot Chin), B =B Covia). Ch= kGG k. (5.130)
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Analisis de las funciones o~ y a™

Las funciones o~ y o, evaluadas en el punto de linealizacion ({; ,Car ,i40) ponderan las
matrices C,, y C;I en las funciones de salida (5.8b), (5.11b), (5.12b) y (5.13b). Por tal razon es
importante determinar condiciones bajo las cuales no se anulan y asi definir modos de operacién
que preserven la propiedad de observabilidad, como se vera mas adelante. Primero conviene notar
que definiendo (para ambos electrodos)

N

o(Cs) =Vep con p=1[(1-Cs)¢s] 2, (5.14)
las funciones o~ y o™ pueden reescribirse

(67

U

_ op~ . L out 19+5p+ :
0Cs

+ o L - - :
cocc 't VY Tak T Veack

(5.15)

Por un lado, se sabe que ¥, > 0y 9 > 0 porque son combinaciones (productos y cocientes)
de parametros fisicos positivos. Ademaés, los potenciales de equilibrio U~ y U™ de los electrodos
son funciones monoténicamente decrecientes, es decir

- +
(;Z_ <0 para 0<(, <1 y a&gj

aunque la pendiente del potencial de equilibrio de los electrodos LiFePO4 es cercana a cero en

<0 para 0<(f <1, (5.16)

la mayor parte de su dominio de definicion (intervalo 0.2 < (} < 0.85 aproximadamente) y el
electrodo LiCoOy en (Doyle y Fuentes, 2003) tiene una meseta alrededor de (7 = 0.9 (ver la
Figura 2.4). Por otro lado, las funciones p~ y p* son decrecientes en la primera mitad de su
dominio de definicién y son crecientes en el resto, o sea

<0 para 0<( <3 <0 para 0<(f <3
op~ 3 opt
o " 0 para (; =0 y el 0 para (F =0 (5.17)
>0 para 3 <(; <1 >0 para 3 < (<1

Asimismo, la pendiente de p~ y p™ es muy cercana a cero alrededor de (; = (} = % y tiende
asintoticamente a infinito hacia los limites (; =( =0y (; =(; =1 (ver la Figura 2.2).

Una condicion suficiente y necesaria para evitar que las funciones a~ y a se anulen es que
no tengan cambios de signo. Con base en la propiedad (5.16), a continuacion se discuten los casos

en que el signo de las pendientes de U~ y U' domina en las funciones o~ y a.

Proposicion 5.1. Las funciones a~ y o™, definidas en (5.15), no se anulan si cumplen alguna de
las siguientes condiciones:
a) Los parametros 9, y ¥ satisfacen

ou-
s

méx{}gg—;

min {’

} . min {

: y o<
lial}

b) La celda opera bajo descarga y las fracciones superficiales de iones de litio de los electrodos
positivo y negativo se encuentran dentro de los intervalos 0 < ¢ <% y % <(F<1 (la mayor
parte de los intervalos de operacion de los electrodos), respectivamente.

b

i (|2 [ial}

(5.18)

C

¢) No se aplica corriente a la celda y/o las funciones o~ y ¢* se asumen constantes.
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Demostracion.

a) El peor caso para los electrodos negativo y positivo ocurre cuando (0p~/d(;)iqg > 0y
(0pt/0C})iq > 0, segtin corresponda. Como (0U /0 ), (0U /() < 0, entonces

oUu—
_aU- - =
o = ——+9 —_ ig < — — g <0 = I, < —=—, (5.19a)
o ¢ A ‘acs }5” Jial
out
+ + ey
at= our —ﬁja g < — 6U+ + 9} 0p+ lig) <0 = 9 < aa% (5.19b)
o¢s oG IGs |a%; lid]

Asimismo, el caso critico de las desigualdades a la derecha de las flechas corresponde a las
condiciones (5.18) de la proposicion.

b) Se sabe de (Karthikeyan et al., 2008) que los electrodos operan tipicamente dentro de los
intervalos 0.01 < ¢; < 0.8 y 0.45 < ¢ < 0.98. Por un lado, el intervalo 0 < (; < %, donde
(0p~/0¢;) <0, cubre la mayor parte parte del intervalo tipico de operacion del electrodo
negativo, mientras (dp~/d(; ) ~ 0 en el subintervalo restante. Por otro lado, el intervalo
+ < ¢} <1, donde (0p~/0¢;) > 0, cubre esencialmente el intervalo tipico de operacion del
electrodo positivo. Si ademas la celda opera bajo descarga, es decir 74> 0, entonces

|Zd| <0 vy

|1d| <0.  (5.20)

acs 0Cs

c¢) Finalmente, si la celda esté en relajamiento con ig=0y/o (0o~ /d(; )= (00" /0¢F) =0, como
es el caso de la celda de ejemplo tomada de (Smith y Wang, 2006b), entonces simplemente
oU~

T = <0 t=
o (7Cs_ y o

oU~
0Cs

<0. (5.21)
0

5.1.2. Analisis de controlabilidad
Caso 1: MPUR completo

Proposicion 5.2. El MPUR linealizado (5.8) es controlable, y por lo tanto también el MPUR
original (4.1)-(4.4), si se cumplen las siguientes condiciones:

1. E1 MPUR se obtuvo discretizando el MPU (2.51)-(2.54) con alguno de los métodos revisados
en el Capitulo 3 tal que las matrices de controlabilidad asociadas a los pares (A7, B, ) v
(A1, B;Y) de los subsistemas del electrodo negativo y positivo

C=[B, A B, - (A7) 'B;

n

Ct=[Bf A*Bf ... (AT 'BrleRIT¥ (5.22b)

n

JeRT X0 (5.22a)

respectivamente, son de rango completo (por renglones), o sea, ran(C~)=¢~ yran(C")=¢™".

2. Las matrices de discretizacion de estado y entrada de un electrodo son diferentes con respecto
a las del otro, es decir, A=# AT y B, #B,!.
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Demostracion. Siguiendo la definicion (5.2), la matriz de controlabilidad del MPUR completo es

[0, B, —9,;A 9, B, - —(0; A7)0, B,
C = g

| i B 0fATYIBY o (9FAN)T B
[-9,1= 0 ]|B; A B;---(A)"'B; 0 o,
Lo oIt 0 Bf AYBf ... (AH)T'Br||6F
[0 0 ([lcT ¢yl 0 e,
= o 19;#][ 0 [ c+)|er (5:23)

donde =€ RY X4 e J*e RI"*4" son matrices identidad del tamaifio indicado y las matrices
©,,0) e R1*% con g=q~ + ¢*, se definen como

0, =diag{1,9,,....(0;)" '}, Of =diag{L,9],.... (0" '}. (5.24)

La matriz de controlabilidad C~ del subsistema negativo contiene ¢~ columnas linealmente
independientes y, por el Teorema de Cayley-Hamilton (TCH), la matriz

Cp=[(A)"B, (A7) "B, - (A)T'B ]eRT " (5.25)

contiene ¢t columnas linealmente dependientes de las columnas de C~. Por lo tanto, existen dos
matrices B eRY 4" y E;, (EQ_)_leR‘fX‘f tal que C™E| + Cp By =0. Asimismo, aunque

Ct=[(ANT B (AH)T B} ... (AT)T B ]eRY * (5.26)

no es propiamente la matriz de controlabilidad del subsistema positivo, por el TCH, contiene ¢*
columnas linealmente independientes y las columnas de

oH—[Bf ATB} . (AN T'Bf]eRT*T (5.27)

son linealmente dependientes de las de C*. De manera similar, existen dos matrices E; eRY x0T
-1 5 5 .

y ES(ES) eRY %" ta] que CTEf+ CEE;r =0, asf como una matriz F, F~1eR? 4" que posee

la propiedad C* =C* F. Considerando las observaciones anteriores, la matriz C se reescribe

[ el 2

donde

_ _[I~ ET + [EF 0O _ [e; o L (e o
E _[0 Ez]’ E _[Ef I+’ Ou = 0 O]’ Oa =

a

6, =diag{1, v;, ..., @) '}, Oy =diag{(@)", @)" ..., @)T "}, (5.29b)
Of =diag{1, 9}, ..., @H" '}, ©f =diag{(H)T, @H" ... wHT).

Por inspeccion de la matriz de controlabilidad C, expandida como en el miembro de la derecha
de (5.28) y yendo de izquierda a derecha, las primeras dos matrices y la cuarta son de rango
d=¢q +q", mientras la tercera es de rango 2¢ (por definiciéon: matrices primera, tercera y cuarta;
por suposicion: segunda matriz). Como para cualesquiera dos matrices My y My se cumple que
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ran(M; M) = min{ran(M;), ran(Ms) }, entonces se concluye que ran(C) = ¢, lo cual a su vez
implica que el MPUR es controlable. OJ

Corolario 5.2.1. Si se verifica la primera condiciéon de la Proposicion (5.2) pero las matrices de
discretizacion de estado y entrada son las mismas en ambos electrodos, o sea A~ =A%y B, =B,
entonces las constantes de tiempo de difusiéon de los subsistemas negativo y positivo deben ser
diferentes entre si, es decir ¥, #9;, para asegurar la controlabilidad del MPUR completo.

Demostracion. Calculando (E~)~! y (ET)™!, y usando las identidades
ABIT' [ S ~SBD"! ABI_[A O] ATB T oo
¢ p| ~|-p'cs p'+p-tcsep-'| Y |c p|T|c I1|lo D—cA'B| ¥
con AeR™™ BeR™ " CeR™™ DeR"™"™ Ay D invertibles, y S=(A—BD~1C)™!, resulta
c_[=%T 0 (et o] o 0., —Ey (Ey) ey,
Lo arllo ello Flligeyen e

_ [ o J[em o[ o]
Lo wfrtflo c¢tjlo F
o 0 ] [I— -6, By (By) 6y,

1 _ _ _ - o
~EHESOf It 0 ef - Ef (B e e ) Er(By) e

az

] . (5.31)

Como se observa en (5.31), la matriz de controlabilidad C puede expandirse en productos de
matrices diagonales o triangulares a bloques cuyos determinantes son no triviales por definicién o
suposicién y, por lo tanto, son de rango completo. Unicamente resta verificar que se satisfaga

—1 N 1
ran( 07, - Ef () '6/,(0, ) By (B,)'0y,) = ¢", (5.32)

. az
o bien
1 1

_ —1 — — — —
det (I — (04, "B (By) '0;,(0,,) "B (By) '0,,) #0 (5.33)

ya que ran(©F ) =q*. De esta forma, si A~ =A% y B, = B;} entonces las matrices E; eR? X7 y
Ef eR?"*4" gon cuadradas e invertibles y ademéas By = EJ y Ef = E; . Por lo tanto, la condicién
(5.33) se reduce a

1

det (It — (©F,) ‘0t (0, ) '6,,) #0. (5.34)

Si ¥, #97, lo cual en general se cumple por la fisica de las celdas Li-Ion, entonces O, # O y
0., #0,, por lo tanto se verifica (5.34) y queda demostrado el Corolario 5.2.1. O

a?

Caso 2: MPUR de un electrodo

Suponiendo que se cumple la primera condicién de la Proposicion 5.2, a continuacién se
muestra que cada uno de los tres MPUR-1e de la Secciéon 4.1.2 es controlable.

1. MPUR-1e de Di Domenico et al. (2008). En este caso la matriz de controlabilidad es
C = [0 Bf 0fBiofAt ... 9B WiAN)! T = vfctor (5.35)

con ©F =diag{1, 9}, ..., (ﬁj)qtl}. Por suposicion ran(Ct) = ¢t y ademés se sabe que
¥y >0 y ran(©})=¢", por lo tanto ran(C;)=¢".
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2,3. MPUR-1e de Moura et al. (2012a,b,c) y MPUR-1e alternativo. Para ambos modelos resulta
Coz=[-9,B, —U,B,0,A" - —ﬂb_B;('l?;A_)qll] = —19;(7_(:);, (5.36)

donde ©; =0, como en (5.29b). Por suposicion ran(C~) =g~ y ademas se sabe que 9, >0

y ran(©, ) =¢~, por lo tanto ran(Ca3)=¢q".

5.1.3. Analisis de observabilidad
Caso 1: MPUR completo

Proposicion 5.3. El MPUR linealizado (5.8) es observable, y por lo tanto el MPUR original
(4.1)-(4.3) es local y débilmente observable en cada punto de operacion admisible, si se cumplen
las siguientes condiciones:

1. E1 MPUR se obtuvo discretizando el MPU (2.51)-(2.54) con alguno de los métodos revisados
en el Capitulo 3 tal que las matrices de observabilidad asociadas a los pares (A7,C,) y
(AT, C;F) de los subsistemas del electrodo negativo y positivo

Cy Cyf
B C A CrA*
0" = : , ot= : : (5.37)
Cpy (A7) ! CiH(AT) !

respectivamente, son de rango completo (por columnas), o sea, ran(O~)=¢~ yran(OT)=¢*.

2. Las matrices de discretizacion de estado y salida de un electrodo son diferentes con respecto
a las del otro, es decir, A=# At y C,, #C .

3. Los coeficientes oy y o caen dentro de alguno de los tres casos de la Proposicion 5.1.

Demostracion. Siguiendo la definicion (5.3), la matriz de observabilidad del MPUR linealizado es

—ap Gy ag Cyy
—ay C, A™ ag CroF AT

0y G (0 A7) g o AT)T!

a

o T
CA-
~[e; o] : C€i+ —aglm 0
@ @ C';(A_)q_l n 0 Ozgf"'
| 0 oianT
(o]
_ )= —opn I~ 0
=[e; of]|l™E o [ 0 a+]+] (5.38)
o o] 0

donde I, It O, y OF se definen como para el analisis de controlabilidad del MPUR.
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Por la primera suposicion se sabe que la matriz de observabilidad O~ del subsistema negativo
contiene ¢~ renglones linealmente independientes y, por el TCH, los ¢ renglones de la matriz

C (AT

n

0 C’E(A:_)(H (5.39)

O (AT

n

son linealmente dependientes de los renglones de O~ . Entonces existen dos matrices G eRY xa"

y G5, (G;)f1 eRI" 9" tal que Gy O~ + Gy O =0. Por otro lado, las matrices OF y O, son

o Cr(AT)"
+ A+ -
o - On:A eRIXTT y  oFf = |Ch(AT) T epaxa, (5.40)
G Aty Gt

Analogamente al caso del analisis de controlabilidad, O no es la matrix de observabilidad asociada
al par (A1, C;I") pero contiene ¢* renglones linealmente independientes. Por el TCH, los renglones
de @E son linealmente dependientes de los renglones de O%, por lo cual existen dos matrices
Gf € RI %7y Gy, (G;f1 e R? %9 tal que GO + G5 Of = 0. Adicionalmente, la matriz
H,H ' e R7 %4 tiene la propiedad O = HO. Con base en el anilisis anterior, la matriz de
observabilidad del MPUR  linealizado se reescribe

_ G- 0 —ayI” 0
o-fer o] G |10 ol W e
" |nor ’
_ [ o0 . |Gy Gf
G‘G;Gz‘] ’ G_{o al

Como en el caso del anélisis de controlabilidad, por inspeccién se observa que en el producto de

donde

(5.42)

la derecha de la expansion (5.41) de la matriz de observacion O las matrices primera, tercera
y cuarta son de rango ¢, mientras la segunda es de rango 2¢ (por definicion: primeras dos; por
suposicion: ultimas dos matrices). Por lo tanto, se demuestra que ran(Q)=¢, lo cual implica que
el MPUR linealizado es observable y que el MPUR original es local y débilmente observable bajo
las condiciones de la proposicion. O

Corolario 5.3.1. Si se verifican la primera y tercera condiciones de la Proposicion (5.3) pero
las matrices de discretizacion de estado y salida son las mismas para ambos electrodos, o sea
A= =A" y C, =C,, entonces las constantes de tiempo de difusiéon de los subsistemas negativo y
positivo deben ser diferentes entre si, es decir ¥, #9,, para asegurar la observabilidad del MPUR
linealizado y la observabilidad local débil del MPUR original.

Demostracion. Definiendo O, , ©,,, ©F y O como en (5.29b) y (5.29¢), calculando (G7)~ !y

a1y Pazr Pay

(GT)7!, y usando las identidades (5.30), la matriz de observabilidad O puede escribirse
a, —0}(GF) ' GY [1— 0] [o— 0 ] [_agf— 0 ]

—0,.(G;) Gy 0 0 H|l0 OF 0 afIt

az

O =
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e o[- —(05) et (GGt
— . - o X
~0,(Gy) 6T It|| 0 e -6 (Gy) e ey el Gl G
I= 01O~ 0 ||[—aoI~ O
o 2l ol wr] (543

La matriz de observabilidad del MPUR linealizado se descompone en matrices diagonales o trian-
gulares a bloques cuyos determinantes no son triviales por definicién o suposicion. Solamente falta
verificar que se cumple

U S | 1
ran (67, - 0,,(Gy) G (0;,) 10,65 '6r) = ¢ (5.44)

as
o bien, como ran(©; ) =q* (5.44) equivale a la desigualdad

S P | —1 —1
det (I+ - 0,,(Gy) G (0,) @;1(6’;) Gf(@;;) ) # 0. (5.45)
Si se usan las mismas matrices de discretizacion de estado y salida para ambos electrodos, es decir
A-=A%y C, =C;, entonces G] eR? *7 y G{FG}R‘ﬁXqJr son cuadradas e invertibles, y ademas
G{ =G5 v G{ =G5 . De esta forma, la condicién (5.45) se reduce al caso particular

det (It — ©,,(0;) 0L (07,) ) #0 (5.46)

que se verifica si ¥, # 9. Esta condicién en general se cumple debido a la fisica de las celdas
Li-Ton y asf finaliza la demostracién del Corolario 5.3.1. O

Caso 2: MPUR de un electrodo

Suponiendo que se cumplen la primera y tercera condiciones de la Proposicion 5.3, a conti-
nuacioén se muestra que cada uno de los tres MPUR-1e linealizados de la Seccion 5.1.1 es observable
en el punto de operacion respectivo (recordar que la observabilidad de cualquier MPUR-1e en un
punto de operacion implica a la observabilidad local débil del modelo sin linealizar).

1. MPUR-1e de Di Domenico et al. (2008). La matriz de observabilidad en este caso es

NnCy

NnCHI5 AT

(91 = = (:);_O+’)/1, (5.47)

NGy (07 AT
donde O se define como para la matriz de controlabilidad (5.23) y v = (k] ag + af ).

Como ran(©]) = ¢+ por definicién, y ademés ran(OF) = ¢* y 1 < 0 por la Proposiciéon
(5.3), entonces el MPUR-1e linealizado es observable alrededor de ({7, id0)-

2. MPUR-1e de Moura et al. (2012a,b,c). La matriz de observabilidad es anédloga a la del caso
anterior pero considerando las matrices del subsistema positivo, es decir

12Cy
C9- A~ ,
Oy=| e — 6.0, (5.48)

1y (A7)
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donde ©, =0, como en (5.29b) y y2=—(ag + k; &7 ). Como ran(©, ) =g~ por definicion,
y ademés ran(C~)=¢q~ y 72 >0 por la Proposiciéon (5.3), entonces el MPUR-1e linealizado

es observable alrededor de (¢, 40)-

3. MPUR-1e alternativo. A diferencia de los casos anteriores, la matriz de observabilidad de la
version linealizada de este modelo tiene dos partes:

o o
05- 6, N agoer| YN |ktag
¢y (A ¢, (amy !
= -0, (07 ag + O, ki ag). (5.49)

La primera depende de la matriz de observabilidad O~ del par (A~,C, ) y la otra de la
matriz de observabilidad O, del par (A~,C,"), con C, especificada en la Ecuacion (4.30).
Por definicion se sabe que ran(©, ) =¢~. Por otro lado, este MPUR-1e esta disefiado par-
ticularmente para celdas con electrodo negativo de LiFePOy en los cuales (0UT/0(}) ~ 0
en la mayor parte del dominio de U™ (") (ver la Figura 2.4d). Supongase que la celda en
estudio es como la descrita arriba y que &a” ~ (0 en la mayor parte de sus puntos de operacién
(por ejemplo, tercer caso de la Proposicion 5.1). Como por la Proposicion (5.3) se sabe que
ran(O~)=q~ y oy <0, entonces el MPUR-1e es observable. Finalmente, como las matrices
O~ y O, en general son diferentes y estan multiplicadas por escalares en la definicion de
O3, la naturaleza (rango completo o rango defectuoso) de O, no afecta la observabilidad
del modelo porque O~ mantiene el rango de Os.

Con los analisis presentados en esta seccidén se muestra que bajo argumentos razonables el
MPUR de celdas Li-Ion es controlable y (local y débilmente) observable. Este resultado contrasta
con los de Di Domenico et al. (2008); Di Domenico y Stefanopoulou (2010), quienes sostienen
la necesidad de eliminar el subsistema de uno de los dos electrodos (negativo) para conseguir
un modelo observable. Por otro lado, también se muestra que el MPUR-1e propuesto en esta
tesis (ver las Ecuaciones (4.8)) es observable, por lo cual es una alternativa al modelo de Moura
et al. (2012a,b,c) para construir observadores que reconstruyan el estado de carga de celdas con
electrodo positivo de LiFePOy. Para esta clase de celdas si hace falta eliminar el electrodo positivo
debido a la poca variacion del potencial de equilibrio U™ con respecto al cambio en la fraccion de
iones de litio ¢ en la superficie de una particula representativa.

Tanto para el MPUR general como para los MPUR-1e particulares, la condicién critica es
tomar un esquema de discretizacion para el cual los pares (A, B,) y (A, C,) de cada electrodo
sean controlable y observable, respectivamente. En comparaciéon con el problema de difusiéon lineal
asociado al MEUR de capacitores DCE (maés adelante se vera), para el problema de difusion radial
no es facil deducir qué combinacién método-malla de discretizaciéon ofrece resultados con tales
caracteristicas. Sin embargo, se probo la controlabilidad y la observabilidad de los pares (A, By,)
y (4, C,) obtenidos con el mDF y el mCD en combinaciéon con las DUni, DCGL y DRPL (ver las
definiciones en la Seccion 3.3) para los 6rdenes ¢ =7 (criterio de seleccion de orden por anélisis
de residuos), y ¢=14 y ¢=19 (criterio de ancho de banda) y en todos los casos el resultado fue
positivo. Al final del Apéndice E se presentan las matrices de discretizaciéon para el mDF+DCGL
y el mCDP+DRPL con ¢=7.
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5.2. Analisis del MEUR de capacitores DCE

El modelo de electrodo tnico reducido (MEUR) de capacitores DCE resumido en (4.10)-
(4.11) puede reescribirse en la forma estandar de sistemas LIVT con las matrices

2

A =9,A, B = ﬁb(Bl — Ichn), C= 9.1 (Cl + ﬁch),
D-_> @[d —e(dip—dn1 +1) =% dyn] — 0 (5.50)
= 79(:"‘1 79@ 1,1 c\U1ln n,1 c Unn d- .

Se sabe ademas que los parametros 94, ¥y, V. v ¥4 , definidos en (4.14), son todos positivos por
ser combinaciones (productos y cocientes) de pardmetros fisicos positivos. Considérense ademas
las siguientes suposiciones:

1. El MEUR se obtuvo discretizando el MEU (2.69)-(2.71) por medio del mDF o del mCD
junto con mallas simétricas con respecto al centro del dominio espacial.

2. El parametro 9. esta dentro del intervalo 0 <. <1.

La primera suposiciéon implica el uso de distribuciones como las exploradas en la Secciéon 3.3.4
(DUni, DCGL y DRPL). Ademas, como el problema de difusion longitudinal (3.2),(3.3) so6lo
incluye un término diferencial de segundo grado con respecto a la variable espacial £, las matrices
del modelo tienen las propiedades de simetria

A=JAJ, Bi=-JB,,  Ci =CyJ, Di= Dyl (5.51)

donde Dy =[d11 din], Dn=[dn1 dnn], J es la matriz de conmutaciéon que cumple J2=1y
JT=J~1 (ver la Definicién E.1 y las propiedades (E.21) de las matrices de discretizacién secun-
darias). El caso particular en que 0 < ¥.=k/0 < 1, donde k>0 y ¢ >0 son las conductividades
de la solucién electrolitica y del sustrato de carbono en los electrodos de un capacitor DCE,
respectivamente, se cumple porque en general o > k.

5.2.1. Analisis de controlabilidad

Proposicion 5.4. El MPUR de capacitores DCE es controlable si se verifican las suposiciones 1 y
2, y ademaés la matriz de discretizacion B,, (entrada) cumple alguna de las siguientes propiedades
segin la paridad del orden ¢ del modelo:

a) B, # +JB, con ¢ par, o
b) Bn,#+JB, y Bern=0 con B, =[B§n B, Bg:n ]T; Ben €R; By p, By € RP, y q impar.
Demostracion. La matriz de controlabilidad del MEUR (4.10)-(4.11) es

C = [ﬁb(Bl—ﬂcBn) Y, A ﬁb(Bl—ﬂcBn) ce (19,114)(]_1 ﬂb(Bl—ﬂcBn)]
= — (J + 1901) C(A7Bn)®a7 (5.52)

donde Ci4 B,y=[Bn ABy --- AIB, 1y ©,=diag{l, ¥, ..., 193_1}, a la cual se llega aplicando
las propiedades (5.51) asociadas a la primera suposicion. Primero, se sabe por definicion que
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ran (0,) =q. Por otro lado, como det (J + ¥.1)#0 implica que ran (J + 9.]) =q y ademas

(V2 —1)P para g = 2p par,

) i (5.53)
(9. 4+ 1)(¥92 — 1)P  para ¢ = 2p +1 impar,

@uJ+mm={

se deduce que det(J +9.I)=0 si ¥.=+t1. Por la segunda suposicion sabe que 0 <. <1, entonces,
en general ran (J + 9./) = ¢. Finalmente, por la Proposiciéon E.2 se sabe que ran (C(4,p,)) = ¢ si
A= JAJ, lo cual se asegura con la primera suposicién, y ademés la matriz B,, en general cae
dentro de alguno de los dos casos de la Proposicion (5.4). O

5.2.2. Analisis de observabilidad

Proposicion 5.5. El MPUR de capacitores DCE es observable si se verifican las suposiciones 1
y 2, y ademaés la matriz de discretizacion C), (salida) cumple alguna de las siguientes propiedades
segin la paridad del orden ¢ del modelo:

a) Cp, # +C,J con ¢ par, o
b) C,#+CpJ y Cpe=0con Cp,=[Chqa Cne Cnpl; CneeRR; C’,:Ca, C’Tb € RP, y g impar.

n,

Demostracion. La matriz de observabilidad del MEUR (4.10)-(4.11) es

C1+9.Cy,
790,(01 +79ch)14 2
98 (C1+9,C,) A9
donde Oy c,) = [CF (CLA)T -+ (CLATHT]T y ©, se define como antes, y a la cual se

llega aplicando las propiedades (5.51). Nuevamente, se sabe por definicion que ran (0,) = gq.
Ademas, del analisis de controlabilidad se sabe que bajo la segunda suposicion se cumple que
ran(J + 9.1) =q y ademés (9. + 1)~ no se indetermina. Finalmente, por la Proposicién E.2 se
sabe que ran (C( A,Cn)) =g si A=JAJ, lo cual se asegura con la primera suposiciéon, y ademas la
matriz C,, en general cae dentro de alguno de los dos casos de la Proposicion (5.5). OJ

A partir del analisis de las matrices de discretizacién secundarias realizado en el Apéndice E se
sabe que bajo la primera suposicién siempre se cumple B, #+JB,, y C, # +C,J. En consecuencia,
las matrices B, y Cj no tienen ninguna propiedad de simetria; lo contrario implicaria que una
senial de entrada aplicada en una frontera tiene efecto similar en ambas. Por otro lado, los casos
a) abarcan tanto al mDF como al mCD, mientras los casos b) solo corresponden al mCD, pues
en general B., # 0y C,. # 0 para el mCD. En este tltimo caso también es posible asegurar
la controlabilidad del par (A4, B,,) cuando ¢ =2p + 1y B, # 0, asi como la observabilidad del
par (A,Cy) cuando ¢ =2p + 1y C., # 0, aunque es impractico porque hace falta calcular los
vectores caracteristicos derechos e izquierdos de la matriz de discretizacion de estado A y verificar
dos condiciones adicionales. Los detalles se pueden consultar en la Proposiciéon E.2; el Lema E.3
y el Corolario E.3.1. Cabe resaltar que las condiciones planteadas en el presente anélisis s6lo
son suficientes porque se basan especificamente en la primera suposicion, la cual es razonable
aunque restrictiva. Finalmente, en el Apéndice E se presentan las matrices de discretizaciéon para
el mDF+DCGL y el mCD-P+DRPL con ¢=6 (seleccion de orden por andlisis de residuos).



Capitulo 6

Planteamiento del problema de
estimacion conjunta

En este capitulo se plantea el problema de estimacion conjunta del estado (observacion) y de
los parametros (identificacién) del MPUR general y de los tres MPUR-1e de celdas Li-Ion, asi como
para el MEUR de capacitores DCE. Las parametrizaciones propuestas estdn basadas en el aumento
del estado de los modelos originales, el cual resulta al diferenciar o filtrar la funcién de salida y
agregar la dindmica resultante a la dindmica original del modelo. Aunque las parametrizaciones
resultantes no son exactas en el sentido que contienen términos residuales, la extensién de orden
permite plantear el problema de estimacién en el contexto de observadores adaptables clasicos
para sistemas no lineales (sistemas dinamicos con parametrizaciones lineales y términos no lineales
tipo Lipschitz con respecto al estado). El esquema de observacion adaptable considerado en este
capitulo, resumido a continuacién en forma de lema sin demostracién, es una versién robusta del
observador propuesto en (Cho y Rajamani, 1997), el cual a vez es un caso particular de la familia
de observadores adaptables revisada en (Besangon, 2000).

6.1. Observador PI adaptable robusto

Sea la clase de sistemas dindmicos no lineales de la forma

T = Az +¢Y(z,u) + bp(z,u)d + w, (6.1a)
y = Cuz, (6.1b)

donde z(t) : [0,00) > X < R™, u(t) : [0,00) > U < RYy y(t) : [0,00) — Y < R™ son los vectores
de estado, entrada y salida, respectivamente, y w(t) : [0,00) — R™ es una perturbacién con cota
conocida, o sea, ||w(t)|2 < 8. Por otro lado, ¥(z,u) : X xU — R" y p(z,u) : X xU — R"™*P son
dos funciones uniformes en el sentido de Lipschitz con respecto a x, es decir,

[ (1, ) = P2, u)| < yafer —wal, (6.2a)
lp(21,u) = p(xg, u)|| < yalz1 — w2, (6.2b)

para cualquier 1,22 € X. Las matrices son A € R"™*" be R*"™™ y C € R™*" y 0 € RP es el
vector de parametros del cual se conoce la cota maxima absoluta y la cota méxima relativa a unos
pardmetros iniciales propuestos 6y, es decir, 0< 6] < v3 y 0< |0 — bp| < 4.

88
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Considérese el observador proporcional-integral adaptable (observador PIA) de la forma

&= Az +Y(&,u) + bp(@,u)0 + [L+AL ()] (y — C2) + [K+As(t)]z, (6.3a)
z=—pz+ H(y—Cz), (6.3b)

donde (6.3a) define la dinamica del estado estimado &, y (6.3b) filtra el error de observacion y—C%
y produce como salida la variable adicional z(t) € R™. Por otro lado, 0 es el vector de parametros
estimados, 0 < ||A1(t)| <71y 0<[|A2(¢t)| <r2 son perturbaciones aditivas acotadas asociadas a
las matrices de ganancia proporcional L e integral K, las cuales, al igual que la matriz H y p son
pardmetros de disenio. De esta forma, la dindmica del error de observaciéon T=x—2 es

i=(A—LC—A\O)T + (z,u)—p(E,u) + bo(z, u)d—bp(E,u)f — (K+A2)z + w. (6.4)

Lema 6.1. (Pourgholi y Majd, 2011b) Si se propone la ley de adaptacion
6 = 0", u)C — o(|0—80 )T~ (9 — o) (6.5)

con I'=I'">0y 0g>0 en la funcién

0 para [0 — 6o < 74
o (|6—6o)) = UO(HG;%OH - 1) para va < [0 — fo| < 27 (6.6)
0o para Hé — 6| > 24

y ademas existen las constantes positivas €1, €9, €3 y €4, asi como las matrices P=PT >0 sujeta
aPb=CT G=GT>0,S=L"P y Q=PK que satisfacen

1474 FT—Q P P P P P

F-QU exr3l-2G+I 0 0 0 0 0

P 0 —ul 0 0 0 0
P 0 0 -l 0 0 0 | <0 (6.7)

P 0 0 0 —e 0O 0

P 0 0 0 0 —e3l 0

| P 0 0 0 0 0 —eql |
donde

W =ATP 4+ PA—-CTS — STC + (e3v} + €433 |b|) I + e173CTC + 1, (6.8)

p > 0 (parametro positivo o matriz definida positiva), F = MHC y M = p~'G, entonces las
ganancias del observador se calculan de la forma L =P~ 'ST y K = P~1Q, con el parametro de
disefio H=M"1FCT y CT 1a pseudoinversa de C, tal que minimizan la norma H., de # y z con

respecto a w, definida como
1213 + 11213

u = sup 2 ) (69)
folz0 w3
y el error de estimacién & converge a
Améx (P
Jal < (o)1 S E) (6.10)

)\ml’n (P) ‘
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Adicionalmente, si se cumple la condicion de excitacién persistente

to+0
L STa(r), ul(P)WTb o(@(r), u(r))dr > €1, (6.11)

0

tal que existen dos constantes pequenias &, 9 > 0 para todo tg > 0, entonces el error de identificacién

A B2+
10 =0l < |~ 0 — (6.12)
hmn_mo ( Zizl )\ml’n(‘:‘i))

donde Z;, con i=1,...,n, es la condicion de excitacion persistente para el intervalo [d;, d;+1] ¥ ¢1

0 — 0 converge a

es una constante de integraciéon arbitraria.

6.2. MPUR de celdas Li-Ion con estado aumentado

Para facilitar el planteamiento del problema de estimaciéon conjunta estado-parametros del
MPUR y los tres MPUR-1e de celdas Li-lIon, a continuacién se reintroducen varias expresiones
usadas anteriormente, unas validas para ambos electrodos (sin superindice) y otras particulariza-
das usando los superindices «—» y «+» para los electrodos negativo y positivo, respectivamente,
como hasta ahora. Primero, a partir de la definicién (2.57), copiada por claridad, se sabe que los
potenciales de equilibrio de ambos electrodos tienen tres componentes:

U(Cs) = UO + UN(CS) + UE(CS)

El potencial estandar U° es constante, mientras el potencial de Nernst Uy v el potencial en exceso
Urg son funciones de la fraccién superficial (s de iones de litio, tal que

Un(C) = Brun(¢)  con  un((s) = In(1—¢)—Ing, (6.13)
Up(Gs) = m(¢)9p = [m(¢s) m2(G) - m(G) ][0 D2 -+ 0,17, (6.14)
donde 71 ((s), m2((s), - .-, m((s) son una base de polinomios en (s, cada uno del grado que indica

el subindice respectivo (la forma de cada polinomio depende de la expansion usada: de Wohl o
Redlich-Kister; ver la Seccion 2.3.2). Asimismo, por la definicion (5.14), las impedancias o~ y ot
de la funcion de salida (5.4) se reescriben

1
0(Cs) = Ve p(Cs) con p=[(1-C)G]2. (6.15)
Entonces, las funciones o™ ({; ,iq) y o™ ({,iq) en (5.9) o (5.15) se pueden expresar como
_ U~ oo . e ou*t oot .
= + = 0 t = — = ot 9F, 6.16
acs_ 3(; td Pa Va y aé.;_ aC;_ td Pa Vo ( )

donde las funciones ¢, (¢;,14) v pd (¢, iq) son

o = [au& | omy dmy W | (3’p‘id] (6.17)
“ oCs  d¢s  OCs s o Tl .
oul,  omt  ond ont op™
+ N 1 2 vt P .
_ — 6.17b
o=la lar w o w ad (O-470)
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con los vectores de parametros

O =[5 100 0y 0 [0 ], (6.18a)
O =[5 107 o5 0 |95 ], (6.18D)
donde v~ y v* son el nimero de polinomios usados en los ajustes de los potenciales de exceso
Ug de los electrodos negativo y positivo, respectivamente. Para el caso de los MPUR-1e, cabe
recordar que &~ =a (¢;) y at =a"(¢]), con las fracciones superficiales aproximadas ¢, y ¢
calculadas apropiadamente (ver la Seccion 4.1.2).
6.2.1. MPUR completo

Derivando la funcién de salida

La derivada con respecto del tiempo de la tension de salida (5.4) del MPUR completo es

. 9 . . P . .
bg = —a~ (Cr(™ - ?9—’1 dy i) +at (CF ¢+ 79—11 dy pig) — (07 + 0F + Ya) ia. (6.19)

Sustituyendo las expresiones de é‘ y é+ tomadas de la ecuacion de estado (4.1), y usando las
definiciones (6.15) y (6.16), resulta

v

b0 = = Vo (95 C A™C =9, Gy By ia — 2 dyia)
0 :
+ ot ot (OFCFATCT 95 OB g + % dyf ia)
— (. p” + 9 pT +9y) iq. (6.20)

Supoéngase ahora que en general puede asumirse que dj{’n,d;’n ~ 0. En tal caso, la evaluacién
de las fracciones superficiales (5.5) de las particulas representativas de los electrodos negativo y
positivo se puede simplificar tal que (; ~ C,; (" y ¢ ~ C; (", respectivamente. Ademas, la

expresion anterior para vy puede simplificarse de la forma

by = —pg Uy (0, Cry A=C =9, Cyy By, ig) + ¢ 95 (05 CEATCT + 95 CF By i)

— (W p 0 pT )i +w T +wT (6.21)
con los residuos
- S0y + + 19; +
= dyy p d y wh=at ot dpy 1 ds (6.22)
a a

los cuales estan acotados si la derivada con respecto al tiempo i(t) de la corriente de entrada
también estd acotada. Por otro lado, como 7; y 7] son polinomios de primer grado con respecto
a su argumento, entonces dmr; /0 y om; /0CS en (6.17) son constantes, por lo cual (6.21) puede
reescribirse de la forma

by =g 0, + ¢y Oy +of 0F + of 07 + 0.0,

+0,C, A +0CTATCT + w+wt, (6.23)
donde - ot
_ T o _ T

936 = _%751_09(1 191 )* y 0; = 5@’3 (19(—;19;’_)* (624)
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son parametros auxiliares que acoplan (6.23) con las variables de estado ¢~ y ¢T; la notacion (.)*

indica en este caso (y en el resto de la exposicion) que se trata del valor nominal de los parametros

encerrados por los paréntesis. Por otro lado, el regresor de la parametrizacion (6.23) esta formado

por las funciones

Yo = (=CL AT ) e, ¢, =(Cy B, i) q (6.25a)

Pa = (Ch ATCT) el = (Cy By, ia) ¥a (6.25b)

pe=—ia[p” p* 1], (6.25¢)

mientras los parametros a identificar son

0, = [ﬁ‘RT | 9,07 —(9,07)" 0,095 - O 0 |9 01 )T, (6.26a)

0, = [0, & |9, 07 9,05 - 9,0, | 9,9, 1", (6.26b)

0. = [WRT IR G M VAR VA VAN (R VAR V5 O (6.26¢)

0F =[vF L | ofoy ofvy - vfot, | viuit, (6.26d)

0. =97 95 vq4]%. (6.26¢)

Entonces, tomando algunos valores nominales 9} y ¥; de los pardmetros ¥, y ¥, de la
ecuacion de estado (4.1) del MPUR y agregando la parametrizacion (6.23) a la dindmica nominal,

resulta el modelo aumentado

- (9;) A~ 0 0l ¢ —(9,)" By,
(| = 0 @H™AY of|[¢t |+ | )BT |da
Vg 0,Cr A= 0XCHAY 0] [vg 0
]
0 0, W=
+10)[ea @, ef of el|0F wt o, (6.27a)
1 o, w+wt
_éc_
vo=[0 0 111" (H" wal”, (6.27h)
donde los términos
W™ = (0, —(0;) VA ¢ = (9, —(9,)") By, ia, (6.28a)
W = (0 —WH AT+ (0 —(0))") Bl g, (6.28b)

son la diferencia entre la dindmica nominal y la dindmica «real» de la celda Li-Ion, representada
por el MPUR. Tanto (6.28a) como (6.28b) estan acotadas porque las funciones (™ (t), (T (t) e i4(t)
tienen valores maximos conocidos y ademés puede proponerse un valor maximo para los errores
paramétricos ¥, —9; y ¥y —9} de cada electrodo. Finalmente, el modelo aumentado (6.27) tiene
la forma (6.1) y cumple los requisitos del Lema 6.1 si i4(t) esta acotada y es accesible (notar que

dicha sefial forma parte del regresor ., ver (6.25c)), y si los parametros 0, y 6} se escogen de

manera que el par formado por la matriz de estado extendida en (6.27a) y la matriz de salida en

(6.27b) sea observable.
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Filtrando la funcion de salida

Definase ahora el operador diferencial s= () = %. Al hacer pasar la senal de salida a través

del filtro de primer orden - +f p conpy > 0 y condiciones iniciales nulas, es decir, haciendo

ka o kf v A —N— y— - 191; — .
=—p_ 1 9 - C A -9, C B ——2d
s +pf Vq Pa Va S +pf( a'n C b YnPn ld 19; n,n SZd)
k 0y
+ oot ﬁ(ﬁjcpﬁgw G CEB i+ % df , 5iq)
(9= + o+ kfs
(0c p + ﬁc p + ﬂd) 1d, (629)

s+ pf
resulta la expresion

Va = —pa Vo (Vg X =9, Cp Byia) + @o 95 (05 x "+ 0y C By 1)
— (O, p+ 95 pT + V) pplia— 1) + 0 + 0" (6.30)

analoga a (6.21). En este caso, los residuos son de la forma

v, , vy A
@ = dy,piia—ta) y 0" =athdyppia =) (6.31)

y, en contraste con (6.22), ambos estan acotados sin importar el perfil de la corriente de entrada

porque, tanto i4(t) como 7g(t) = 5 f’; fi(t), estan acotadas. Asimismo, resulta la parametrizacion

Va=@, 0, +@, 0, +05 05 +05 0 + @b+ 0, x +0xT+w +w, (6.32)

donde los parametros auxiliares 6, son como en (6.24), los parametros a identificar son los definidos
en (6.26) y los regresores «filtrados» tienen la forma

Pa ==X o con X =-prx +pr(CLAC), @, =(CyB, W) ea, (6.33a)
Pa =x"pa  con xt=-prxTHpr(CrATCT), @y = (Ch By ey, (6.33b)
@e = —pslia—2a)[p~ p* 1] (6.33¢)

Agregando la dinamica (6.32) de la nueva senial de salida 04, asi como las dindmicas auxiliares de
X~y xT en (6.33a) y (6.33b) a la dindmica nominal, resulta el modelo aumentado

¢ (05)"A~ 0 0 0 o|l[¢ | [-w)By]
X~ prCLA™  —py 0 0 Of|x" 0
| = 0 0 WH*AT 0 of|c¢ct|+| WNH'BF |ia
X" 0 0 pCFHAT —py Of | x* 0
¥ 0 _; 0 _;; 0 Vg 0
0] (0;] [ wo ]
0 0, 0
+|0|[ea @ @2 @y @cl|ba|+| WE o, (6.34a)
0 6, 0
1 0. W+ wT

vw=[0 0 0 0 1][()" x= H" x* wl" (6.34b)
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con W~ y W definidas como en (6.28), el cual también posee la forma deseada (6.1). Finalmente,
cabe senalar que la entrada y la salida filtradas

4= —Pfta+pfia y  Ua=—DfUq+Dpsuq (6.35)

no se agregaron al modelo porque se pueden sintetizar facilmente a partir de senales conocidas y
ademads se tiene control sobre el pardmetro p; > 0. Por otro lado, ambas son fundamentales en el
modelo aumentado (6.34): la salida del modelo se cambi6 de vg(t) a v4(t), mientras los regresores
filtrados (6.33) dependen de 74(t).

Observaciones (1)

1. Para ambos MPUR aumentados, (6.27) y (6.34), los parametros a identificar son aquellos
definidos en (6.26). De las mismas definiciones se observa que si se conoce la temperatura
T, entonces es posible recuperar los parametros v, y 9, de ambos electrodos, aunque los
parametros v, resultan sobredeterminados. Si no se conoce la temperatura, entonces ¥, y
¥y pueden determinarse a partir de 1J.; este altimo caso no es deseable porque 9. tiene en
general valores varios 6rdenes de magnitud menores al resto de los parametros, lo cual podria
introducir errores de calculo notables.

2. Si las funciones o~ y o se asumen constantes (caso ¢) de la Proposicion 5.1), entonces el
tltimo término de los vectores (6.17) se anula, haciendo necesario eliminar también el altimo
parametro de los vectores (6.18) asi como de (6.26). De esta forma, los regresores (6.25¢)
y (6.33c) colapsan en ¢, = —ig Y Ge= —p¢(iq — 2q), respectivamente, asi como el vector de
parametros (6.26e) se reduce al parametro escalar 8, =2(9, + 97) + 94 (las funciones p((s)
tienen un minimo p~ =2 en (s = %, ver la Figura 2.2).

3. Los parametros 91, J9, ..., ¥, de ambos electrodos estan doblemente determinados en todos
los escenarios. Mas aun, si no se asume que d,, ,,d}, ~ 0, los parametros mencionados

b b
estarian triplemente determinados y ademads serfa necesario estimar el cociente ¥/, de

cada electrodo como un parametro adicional.

4. Las relaciones entre los parametros a estimar 6 y los parametros 9 del MPUR son evidentes,
por lo cual no se agregan dentro del desarrollo anterior.

6.2.2. MPUR de un electrodo

En el espiritu de la exposicién anterior, a continuacién se presentan los modelos aumentados
derivados de los MPUR-1e definidos en la Seccién 4.1.2; primero se exponen los planteamientos
que resultan al diferenciar la funcion de salida y después se presentan los MPUR-1e aumentados
obtenidos al filtrar dicha variable. Los pasos necesarios para llegar a los resultados que se presentan
a continuacién son andlogos a los descritos en la secciéon anterior, por lo cual se obvian para
mantener la claridad y solo se definen los pardmetros, variables o funciones usados por primera vez.
Cabe advertir que los parametros a identificar y los pardmetros de acoplamiento son iguales entre
los modelos aumentados obtenidos por diferenciaciéon de salida y los obtenidos por filtrado, por
lo cual se omite su repeticion en la exposiciéon de los ultimos. Asimismo, las cuatro observaciones
enumeradas arriba son validas en todos los casos siguientes y al final de la seccién se agregan dos
mas como complemento.
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Derivando la funcién de salida

1. MPUR-1e de Di Domenico et al. (2008)

Modelo aumentado resultante:

* W) AT 0f[¢t] | [ B,
BARE v | R

.
Oy +
+m[¢; by oy Pell|bd +[VZ } (6.36a)
6, !
_éc_
vo=[0 11[(H" wal”, (6.36b)

Regresores aproximados para el electrodo negativo:
¢a = (CaATC)Ga vy &y =(CiBlia)ds  con  Gp=¢,(C ia) (6.37)
Vectores de parametros asociados al electrodo negativo:

0, = [kyo, BE | kyo 07 — (k79 97)" kyo vy -+ k9,9, [ kyo 0,17, (6.38)
Oy = [k 9y BL | by oy o7 kyo, 05 - kyo 9, | ko, o, ], (6.38D)

donde ki es el parametro de ajuste definido en (4.9a).

Pardmetro de acoplamiento entre la dindmica nominal y la dindmica agregada:

by, = =L (ky0597)" o (W04 07)° (6.39)
Residuo de la parametrizacion:
o5 .
wy = (kya +a™) % dyf i (6.40)

2. MPUR-1e de Moura et al. (2012a,b,c)

Modelo aumentado resultante:
- 9- *A_ _ (9 —\F e
[C}: E_a)_ ) O[C}Jr[ (ﬁb)Bn]Z—d
Vg 033207114 0] vq 0

+m[% oy b0 O el

. (6.41a)

| D D
SHe4S
_l’_
=
|
[

e}

vo=1[0 1][(¢T)" wal” (6.41b)
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Regresores aproximados para el electrodo positivo:
ba = (-CRAC)EL vy o =(CiBria)gl  con gL =¢i(CTia) (6.42)
Vectores de parametros asociados al electrodo positivo:

0 = [ki 0, 25 | ki o 0f — (ki 0,90)" kfo 03 - kfo 9% [ kf9,9F ] (6.43a)
0F = [k, BE | ki, 0f ki, 05 - kfo 9t | ko, 0F ] (6.43b)

Pardmetro de acoplamiento entre la dinaAmica nominal y la dindmica agregada:

b, = ~SE 007" = St 001" (6.49
donde ki es el pardmetro de ajuste definido en (4.9b).
Residuo de la parametrizacion:
wy = (074 K a%) Lo d i (6.45)

. MPUR-1e alternativo

Modelo aumentado resultante:

-

(07)7 A~ o] H . [—w;)*Bn]

(05, Cr + 0, C,)A™ 0| va 0
5T
0 Q:b_ wW-—
+M[<p; vy G0 S eel|fd +[w} (6.46a)
0; 3
_éc_
vo=[0 1][(¢C)" wa]” (6.46b)

Regresores aproximados para el electrodo positivo:
b0 = (=C, A C)ea v &y =(CBria)¢s  con  Go((ia)  (6.47)
Vectores de parametros asociados al electrodo positivo: QNJ y GNJ como en (6.43).

Pardmetros de acoplamiento entre la dindmica nominal y la dindmica agregada:

571'7 % — 87T+
P U

(k{9 07)" (6.48)

w3 = a_—bd_ id (6.49)
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Filtrando la funcion de salida

1. MPUR-1e de Di Domenico et al. (2008)

Modelo aumentado resultante:

¢t WH*At o o][¢t ()" B;t
xt| = |pCr At —py Of| x|+ 0 iq
U4 0 0f 0] vq 0
_é;_
o 0, w
+|0|[6a & ¢a @& Pel|Os|+]| O (6.50a)
1 5; w1
vo=[0 0 1][(HT x* 54]" (6.50b)
Regresores aproximados para el electrodo negativo:
$a =X"0a v & =(CIBy ) ¢a (6.51)
Residuo de la parametrizacion:
,19+
w1 = (ky & +a’) éd;,npf(id — 1) (6.52)
2. MPUR-1e de Moura et al. (2012a,b,c)
Modelo aumentado resultante:
- Wa)™ A= 0 0][¢] [~(9) By
x| = pr;A_ —_pf 0 X |+ 0 i
of 0 0, 074 0
_éa__
0 0, W=
lolles @ &5 o ed|or|+]| o (6.53)
1 0, w2
vo=[0 0 1][(¢)" x= @l" (6.53b)
Regresores aproximados para el electrodo positivo:
$a =X %a v &f =(CrBy i) oy (6.54)
Residuo de la parametrizacion:
. N L
wy = (a7 + ka&") 2 dy, py(ia — 14) (6.55)

Va
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3. MPUR-1e alternativo

Modelo aumentado resultante:

¢ @W)*A~ 0 0 o] [¢ —(9,) By
X~ _ pfCL, A~ —py 0 Of [x™ N 0 i
Xp piCy A= 0 —py 0| [xp 0
éd 0 H;R 9;}) 0 V4 0
0 - W~
Ofr o~ — 2+ 2+ - 1lgr 0
FlollPe @ 90 o @el|ba |+ (6.56a)
J+
1 917 W3
O
_ \T = = T
vo=[0 0 0 1J[(CT)" X X, 7l (6.56b)

Regresores aproximados para el electrodo positivo:
b ==X, Ps con X, =—prx, +0s(C,ACT) vy &f =(Cy By )¢l (6.57)

Residuo de la parametrizacion:

ws = o ~dy prlia — 1q) (6.58)

Observaciones (2)

d.

6.3.

Aunque con ninguno de los MPUR-1e aumentados es posible recuperar los parametros 9, y
¥ asociados a la dinamica del electrodo eliminado en el MPUR-1e original (¥, y ¥, para
el MPUR-1e 1; 9 y 19;“ para los MPUR-1e 2 y 3), si es posible recuperar el parametro de
ajuste k1, definido en (4.9) para el electrodo correspondiente (k] para el MPUR-1le 1; kj°
para los MPUR-1e 2 y 3); en ningtin caso es posible recuperar el parametro de ajuste kg.

En general, con los planteamientos propuestos no es posible identificar directamente los
potenciales de estandar Uj y U(;r (constantes) de los electrodos, ya que cualquiera de las
parametrizaciones implica diferenciar, directa o indirectamente (filtrando), la variable de
salida con respecto al tiempo. Sin embargo, en todos los casos, los pardmetros a identificar
son suficientes para reconstruir la porcion U*((;, ¢S, ia) =va(t) — (—Uy + Uy) (o su equi-
valente) del potencial de salida. Por lo tanto, la diferencia —U, + U(;r puede recuperarse
con una simple sustraccién ya que, a pesar de cambiar la salida del modelo aumentado de
vg(t) a vg(t) en el caso de los modelos aumentados obtenidos por filtrado, el potencial vg(t)
siempre esté disponible.

MEUR de capacitores DCE con estado aumentado

La idea subyacente en el planteamiento del problema de identificaciéon conjunta estado-

pardmetros del MEUR de capacitores DCE es la usada para celdas LI-Ion: diferenciar o filtrar la
variable de salida y agregar la dindmica resultante a «una» dinamica nominal del modelo original
para obtener una estructura de la forma (6.1). Debido a la sencillez del MEUR, los resultados a
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continuacién presentados son mas concretos; por ejemplo, la parametrizacién propuesta es exacta
en el sentido que los parametros ¥ del modelo y los parametros a identificar § (definidos mas
adelante) estan relacionados univocamente. A continuacion se plantean dos modelos aumentados,
asociados al MEUR de capacitores DCE (4.10)-(4.11) definido en la Seccién 4.2, desarrollados con
base en las operaciones ya conocidas.

Derivando la funcién de salida

La derivada temporal del potencial de salida definido en (4.11) resulta

2

= 5 (C1+ 0cC)iy + Oria. (6.59)

Vg
Sustituyendo 7, tomada de la ecuacion de estado (4.10), la parametrizacion resultante es
ig = 01 (C1AN) + 03 (C An) + O34 + B4 ig, (6.60)

donde los parametros a identificar son

_ 29, - 20 2

g, = G = By + 9,(CpBi—C1By,) — 92C,,By], 61
1 190_1_1, 3 9.+ 1 [Cl 1+ (C 1—C1 ) cC ] (66 a)
_ 20,0, _ 2 O 2

0y = ——— 0y = —— — |di1 —Vc(din—dn1+1) —V.dpn] — 4, .61b
2T e+ 1 4 §u+1§a[Ll (dy ) nl = da (6.615)

los cuales estan relacionados con los parametros del MEUR de la forma

Laa s
_ _ 791((91 +92)93
O = 5(01 +02), 9=~ - - : 6.62
(61 +62) "7 83C\By +6,65(C,B1—C1By) — 63C, By, (6:622)
ég 2&3 é%dl 1 — 9_19_2(d1 n—dn, 1+1) — é%dn n —
Ve = =, Vg = ——— = - : = — 0. 6.62b
2 7 0, + 0y 02C1 By + 0105(CoB1—C1By) — 02C, B, (6.62b)
Agregando (6.60) a una dinédmica nominal del MEUR resulta el modelo aumentado
n| vEA 0]l n N U5 (B1—V};By) ;
b |(BFC1+ 03C)A 0] |vg 0 d
g, — 0"
. O, _ A*
<0 [C1An CLAn g ig] =031 W : (6.63a)
1 03 0
04
=00 1[7" v, (6.63b)

donde 0F y 67 son los parametros de acoplamiento, la notacion (.)* significa que se trata de un
valor nominal de los parametros encerrados en los paréntesis y

W = (ﬁa—ﬁz)AT} + [(19(,—19?;)31—(19(,196—19;:19:)31] id (664)

es el error entre una dindmica nominal y la dindmica «real» del MEUR de capacitores DCE,
el cual estd acotado porque n e ig tienen valores maximos conocidos. Finalmente, cabe resaltar
que para construir el regresor en (6.63a) es necesario conocer la variable ig, la cual, al menos
conceptualmente, podria no estar acotada.
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Filtrando la funcion de salida

Definiendo de nuevo el operador s = () = % y haciendo pasar el potencial de salida v4(t) a
k¢s

través del filtro de primer orden - +f by Con Py >( y condiciones iniciales nulas, es decir
ks ~ ky = kg = ky o = kps |
——uvg =0 C1An) + 0 CpAn) + 0 +0 , 6.65
s+pfvd 1s+pf( 1An) 28+pf( nAAn) 3s+pfld 45+pfzd ( )
resulta de manera analoga a (6.60) la parametrizacion
éd = él X1+ ég Xn + 53 1q + §4pf(id - Td); (6.66)

la cual conserva los parametros a identificar definidos en (6.61). Por otro lado, es necesario incor-
porar las variables auxiliares x1 vy Xxn, las cuales corresponden al filtrado de dos funcionales del
estado 1 y cuyas dinamicas estan determinadas por

X1=-prx1+pr(CiAn) Yy Xa = —Psxn + s (Cudn). (6.67)

Agregando (6.66) a alguna dinamica nominal del MEUR resulta el modelo aumentado

7 I*A 0 0 0 n U} (B1—v;By)
X1 _ prC1A -py 0 0]|x1 N 0 .
):(n B prZLA 0 —pr O]|xn 0 d
Vg O7C1+605C,)A 0 0 0| vg 0
0 0, — 0F w
0 . R 2 0
+ 0 [Xl Xn U pf(Zd — Zd)] 2@3 2+ NE (6.68&)
1 0, 0
vo=[0---0 117" x1 xa wl, (6.68b)

con el error W definido como (6.64). En este caso es necesario conocer la corriente filtrada 4(t) y
cambiar la variable de salida a 94(t); ambas variables se sintetizan a partir de las senales medidas
(entrada y salida originales) de la forma

td=—Dfla+Dfia Y  Ud=—DfUq+DPsug. (6.69)

Observaciones

1. Si se toman mallas de discretizacién simétricas, entonces es posible recurrir a las propiedades
(5.51) de las matrices de discretizacion asociadas al MEUR y simplificar las relaciones pa-
ramétricas de las expresiones (6.61) y (6.62). Adicionalmente, suponiendo que dj 1,d1, ~ 0
Y dn.1,dnn ~ 0 (lo cual corresponderia a una malla de discretizacion relativamente grande,
por ejemplo, ¢=10), las relaciones paramétricas pueden relajarse ain mas.

2. La ventaja del segundo MEUR, aumentado sobre el primero es que prescinde del uso de la
derivada temporal i4(t) de la corriente de entrada.

3. Ambos modelos aumentados, (6.68) y (6.68), tienen la forma del modelo prototipo (6.1).
Sin embargo, es necesario escoger con cuidado los pardmetros de acoplamiento 0 y 63 para
asegurar la observabilidad de los modelos resultantes.
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En este capitulo se propusieron varios modelos aumentados con el fin de plantear el problema
de estimacién conjunta estado-pardmetros de celdas Li-lon y capacitores DCE en el contexto de
observadores adaptables para sistemas con dindmicas no lineales y parametrizaciones lineales; en
particular se contempl6 el observador robusto de Pourgholi y Majd (2011b). Como se sabe por
trabajos como los de Vargas Casillas (2002) y Vargas et al. (2002), la extension de orden puede
dotar de propiedades deseadas como observabilidad o llevar un modelo inicial a una estructura
determinada para la cual el problema en mano esté resuelto. En este caso, al derivar con respecto
al tiempo o filtrar las variables de salida de los modelos en estudio (MPUR y MPUR-1e para celdas
Li-Ion, y MEUR para capacitores DCE), los parametros del modelo original (o una combinacién
de ellos) aparecen de manera lineal en la dindmica aumentada, lo cual facilita el planteamiento
de esquemas de identificaciéon en linea. Sin embargo, es necesario proponer valores paramétricos
nominales adecuados para satisfacer las condiciones de existencia del observador de Pourgholi y
Majd (2011b), lo cual genera un error de modelado a primera vista indeseable.

Los modelos desarrollados alrededor de cualquier sistema dindmico siempre tendran errores
debidos a simplificaciones u omisiones; tales errores deberan ser contrarrestados por el esquema
de control, observacion o identificaciéon a usar. El observador proporcional-integral contemplado
posee un grado de libertad adicional que permite reducir el error de estimaciéon debido a perturba-
ciones externas con cota conocida, dentro de las cuales pueden clasificarse los errores de modelado
inherentes al planteamiento propuesto (funciones ). Sin embargo, las perturbaciones externas
podrian no ser del todo indeseables siempre y cuando estén acotadas. Se sabe que en el caso ideal
de un problema de identificacion sin perturbaciones, después de haber convergido los parametros
a un valor estacionario, el producto regresor-parametros se anula y provoca un cambio abrupto en
los pardmetros calculados conocido como bursting, el cual reinicia al algoritmo de identificacion;
ver, por ejemplo, (Ioannou y Sun, 1995, Cap. 6) o (Krstic y Banaszuk, 2006). Una perturbacion
acotada podria ofrecer excitacion adicional al proceso de identificacién, aunque es necesario usar
un algoritmo robusto como el definido en (6.5)-(6.6) para evitar la divergencia de los parametros
y mantenerlos dentro de una regién razonable.

El alcance de este capitulo se limit6 a deducir modelos con la estructura deseada (6.1) a partir
de los modelos electroquimicos de orden reducido formulados en el Capitulo 4 y analizados en el
Capitulo 5. El analisis posterior de los modelos aumentados (deduccion de criterios para determinar
los parametros nominales y de acoplamiento); el disefio y calibracion de los observadores asociados,
y el desarrollo de pruebas experimentales quedan como trabajo futuro.



Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

En las dltimas dos décadas ha aumentado el interés por desarrollar vehiculos eléctricos hi-
bridos con el objetivo de disminuir el consumo de combustible y la emisién de contaminantes de
los automoviles convencionales. Un tema alrededor del cual giran varias lineas de investigaciéon
es el almacenamiento de energia eléctrica; la meta es disenar medios de almacenamiento més efi-
cientes, compactos y durables. Entre varias alternativas se encuentran las celdas de iones de litio
(celdas Li-Ton), las cuales son el sustituto natural de las celdas basadas en niquel, ya que tienen
mayor capacidad de almacenamiento y no contienen materiales contaminantes. Los capacitores
de doble capa eléctrica (capacitores DCE) se han introducido con éxito en el area automotriz
como complemento de las baterias electroquimicas porque pueden entregar/recibir grandes canti-
dades de potencia aunque durante poco tiempo. La combinacién de ambas tecnologias da como
resultado sistemas de almacenamiento con las mejores caracteristicas de cada una. Por otro lado,
para disefiar estrategias y algoritmos de acoplamiento y de flujo de energfa, es necesario contar
con modelos matematicos que reproduzcan los principales mecanismos de carga/descarga de los
medios de almacenamiento.

Hace aproximadamente diez anos inicié un cambio de paradigma con respecto al modelado
orientado a control y supervisiéon de celdas electroquimicas. Tradicionalmente, estos dispositivos
se representaban a través de circuitos eléctricos equivalentes capaces de recuperar con precision
la relacion entrada (corriente)/salida (potencial en terminales). Por tal caracteristica, ademas
de su relativa sencillez, conservan gran popularidad en el area de electréonica de potencia. Sin
embargo, estos modelos heuristicos fallan en predecir el estado de carga (cantidad de energia
almacenada) asi como el estado de salud (cambio histérico de algunos valores paramétricos),
variables fundamentales en el disefio de estrategias de flujo de energia y supervision. El nuevo
paradigma consiste en usar alguna simplificacion de modelos de primeros principios (modelos
electroquimicos) cuyas variables y parametros tienen interpretacion fisica y relacion directa con
las variables fundamentales de control y monitoreo mencionadas arriba.

En general, la simplificacion de cualquier modelo de un sistema dindmico depende de los feno-
menos fisicos que se requiera recuperar bajo determinadas condiciones de operacion. A diferencia
de otros reactores quimicos, tipicamente, ni las celdas Li-Ion ni los capacitores DCE funcionan
alrededor de ningtin punto (estado estacionario) sino dentro de una banda de operacion; la ventaja
es que su dinamica es esencialmente lineal (inicamente la funcion de salida de celdas Li-Ion es no
lineal con respecto al estado y lineal en los parametros). Por otro lado, un vehiculo eléctrico hibrido
requiere del sistema de almacenamiento que suministre pulsos de potencia durante el arranque y
que reciba la energia recuperada durante el frenado, cuya forma de onda puede idealizarse también
por medio de perfiles pulsantes.

102
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Las celdas Li-Ton y los capacitores DCE (con una extension simple en el segundo caso)
pueden representarse por medio del modelo electroquimico de Fuller-Doyle-Newman. Dicho modelo
es un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales que describen tanto el proceso de la solucién
electrolitica a lo largo de toda la celda como el proceso en las interfaces electrodo-solucién, es decir,
los procesos de carga/descarga: electroinsercion para las celdas Li-Ion y adsorcion en el caso de
capacitores DCE. El proceso en la solucion es importante si las celdas electroquimicas estudiadas
operan en regimenes sostenidos de carga/descarga constantes. Sin embargo, si las celdas operan
bajo regimenes pulsantes, como es el caso de interés, entonces la concentracion del electrolito en la
solucién puede asumirse uniforme: o bien entre pulso y pulso la soluciéon tiene tiempo de regresar al
estado estacionario, o bien los pulsos son tan breves y/o en direccion alternada tal que no afectan
notablemente la concentracion del electrolito. De la simplificacién anterior resulta el modelo de
particula tnica (MPU de celdas Li-Ion), tomado de la literatura, y el modelo de electrodo tnico
(MEU de capacitores DCE), propuesto en este trabajo en analogia con el MPU.

Después de una revision bibliografica extensa alrededor del MPU de celdas Li-Ion se identifi-
caron dos tendencias principales. La primera y mas antigua consiste en proponer aproximaciones
de orden reducido del problema de difusion de iones de litio (electroinsercion) en las particulas
representativas de cada electrodo. Lo anterior resulta en modelos con dindmica lineal y funcién
de salida no lineal e inyectiva, a partir de los cuales es posible plantear observadores tipo filtro
de Kalman para reconstruir el estado de carga. Asimismo, dentro de este enfoque se identificaron
varias areas de oportunidad:

1. No se habian desarrollado criterios claros para determinar el orden de los modelos reducidos.

2. No estaba reportada ninguna comparaciéon de los métodos de reduccién usados hasta ese
momento, en general, métodos de discretizacion espacial (método del elemento finito, dife-
rencias finitas y aproximaciones polinomiales), que ayudara a distinguir cuél de ellos conduce
a la aproximacion con el mejor balance entre tamano (orden del modelo) y precisién con
respecto al modelo distribuido o una aproximacion de alto orden.

3. No habia reportes de anélisis de controlabilidad del modelo.

4. Los anélisis de observabilidad del modelo reducido eran vagos y las conclusiones erréneas:
se asumia que el modelo en general no era observable debido a la estructura de la funcién
de salida, por lo cual era forzoso eliminar la dindmica de uno de los electrodos.

5. No estaba claro como elegir el submodelo a eliminar.

6. No se habia propuesto un esquema para estimar, simultdneamente y en tiempo real, el
estado interno y los parametros de las celdas; sélo se habian propuesto esquemas para cada
problema por separado y para regimenes de operaciéon distintos.

La segunda tendencia consiste en conservar el modelo de particula simple sin aproximar
y abordar ambos problemas de estimacion (estado y parametros) con base en la teoria de con-
trol de ecuaciones diferenciales parabdlicas; la aproximacion o reduccién de orden del algoritmo
respectivo vendria después de su diseno y sbélo con fines de implementaciéon. El argumento para
justificar el uso de la metodologia «disenar después aproximary (design-then-approzimate) es que
en la primera tendencia, tras la aproximacion de modelos distribuidos por medio de modelos de
orden reducido, se pierden propiedades estructurales del modelo original como estabilidad, con-
trolabilidad y observabilidad, de manera que los algoritmos resultantes podrian no funcionar al
aplicarse al modelo original (aunque no necesariamente al sistema fisico en si). Sin embargo, a
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saber, no hay fundamentos tedricos claros que sostengan o refuten dicha afirmacion. Por otro lado,
debido al incipiente desarrollo de la teoria de control de sistemas distribuidos, los esquemas de
identificacién paramétrica resultan muy intrincados, ademés de redundantes y contradictorios en
el sentido que a final de cuentas requieren aproximaciones del modelo original para construir el
regresor asociado a ciertos parametros (coeficientes de difusion).

De esta forma, dando prioridad al problema de aplicacién y aprovechando el mayor desarrollo
en la teoria de control para sistemas en ecuaciones diferenciales ordinarias, se decidié cubrir los
huecos asociados a la primera tendencia del modelado de primeros principios de celdas Li-Ion,
enumerados arriba. Asimismo, como no existia ningtin trabajo realizado al respecto en el caso
del modelo de electrodo tinico de capacitores DCE, a lo largo de toda la tesis se presentaron en
paralelo los tratamientos dados al MPU de celdas Li-Ion y al MEU de capacitores DCE. Como
opinién personal, cabe resaltar que la teoria de control de sistemas distribuidos es muy interesante
v hacen falta esfuerzos por resolver el problema de identificaciéon paramétrica, conocido también
como «problema inverso», inicamente usando informacién disponible en las fronteras.

Definido el problema de investigacién con base en la revision del estado del arte reportada en
el Capitulo 1, en el Capitulo 2 se resumio6 la deduccion del MPU y del MEU a partir de un modelo
electroquimico general (modelo Fuller-Doyle-Newman con la adicion del efecto de la doble capa
eléctrica). En particular, se explotaron todas las suposiciones de la deduccion del MPU con el fin
de obtener funciones de salida mas simples y manejables. Otros autores conservan funciones de
salida innecesariamente complicadas al no aplicar apropiadamente las suposiciones mencionadas.
Ademas se incluy6 la caracterizacion de los potenciales de equilibrio de los electrodos de varias
celdas Li-Ion por medio de expansiones polinomiales (de Wohl y Redlich-Kister) derivados de la
teoria de la energia libre de Gibbs en exceso (Apéndice C). Asimismo, se demuestra la validez de
dichos ajustes al aplicarlos a una coleccion de potenciales de equilibrio (Apéndice B) recuperados
de la literatura, con lo cual se obtuvieron los parametros respectivos (Apéndice D) con errores
relativos del orden de centésimas.

El Capitulo 3 esta dedicado a la comparacién de varias aproximaciones de orden reducido
de las ecuaciones de estado de los modelos electroquimicos simplificados de celdas Li-Ion y capa-
citores DCE. Primero se plantearon los problemas de difusiéon radial y longitudinal (PDR y PDL)
asociados al MPU y al MEU, respectivamente. Después se desarrollaron dos criterios para elegir
el orden de los modelos reducidos suponiendo que la sefial de excitacion esté formada por pulsos
rectangulares. El primero consiste en elegir el orden del modelo tal que su ancho de banda teérico
cubra la banda de frecuencia que contiene la mayor parte de la energia de la senal de entrada. El
segundo criterio propone conservar sélo aquellos modos cuyos residuos tienen mayor aportacién
en la convolucién modelo-entrada. De los dos criterios el segundo result6 ser el menos conservador
porque s6lo toma en cuenta la forma de onda de la entrada, mientras el primero depende de la
duraciéon del pulso de prueba.

En la segunda parte del Capitulo 3 se resumen los detalles de la aproximacién de los proble-
mas de difusion por medio de tres métodos de discretizacion: el método del elemento finito (mEF),
el método de diferencias finitas (mDF) y el método de cuadratura diferencial (mCD) polinomial
(mCD-P) y de Fourier (mCD-F). Dichos métodos se aplicaron en combinaciéon con tres mallas:
distribucion uniforme (DUni), distribucién de Chebishev-Gauss-Lobatto (DCGL) y raices de los
polinomios de Legendre (DRPL); en el caso del PDR se probd ademas la distribucion cuadréatica
(DCua), recomendada en la literatura para el mEF. Después de pruebas tanto en el dominio del
tiempo como de la frecuencia, la mejor combinacion método-malla de discretizacion resultéd ser el
mCD-P+DRPL, seguida de mDF+DRPL, y mEF+Cua en el caso del PDR y mEF+DUni para el
PDL. Cabe mencionar que, a saber, el mCD no habia sido aplicado a ninguno de los dos proble-
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mas de difusion en el contexto de los modelos electroquimicos estudiados. Finalmente, también se
aplicaron dos aproximaciones polinomiales que conducen a modelos reducidos de 1 y 2° orden,
los cuales, pese a ser ampliamente usados en la literatura, demostraron ser precisas sélo a largo
plazo y bajo senales de prueba constantes (regimenes de carga/descarga constantes).

En el Capitulo 4 se reescribieron el MPU y el MEU en sus versiones de orden reducido:
el MPUR y el MEUR, respectivamente. Se compararon las respuestas de los modelos de orden
reducido contra datos experimentales; en ambos casos se usaron valores paramétricos tomados
de la literatura, los cuales se ajustaron a prueba y error. En el caso del MPUR se recuperaron,
también de la literatura, datos de experimentos hechos a una celda Li-Ion de uso automotriz; en
el caso del MEUR se usaron datos obtenidos de experimentos propios realizados a un capacitor
DCE de pequena capacidad con el banco de pruebas del Apéndice F. También se resumieron dos
MPUR de un electrodo (MPUR-1e) tomados de la literatura y se propuso un tercero, el cual
estd especializado para celdas con catodo de LiFePOy4. Asimismo, se concluy6 que la conveniencia
de usar alguno de los tres MPUR-1e depende de qué tipo de celda Li-Ion se trate, es decir, del
conocimiento que se tenga de los materiales de fabricacion de la celda. También se propuso un
método simple para determinar el estado de carga (EAC) promedio y critico, tanto de celdas
Li-Ton como de capacitores DCE, por medio de funciones lineales del estado interno del MPUR
v del MEUR, respectivamente cuya validez se ilustré por medio de simulaciones numéricas. En
particular, el método para calcular el EAC promedio se basa en la suposiciéon de que las matrices
de estado de los modelos de orden reducido tienen polos puramente reales y no negativos (uno de
ellos en el origen).

En el Capitulo 5 se desarrollaron los analisis de controlabilidad y observabilidad de los
modelos de orden reducido. En el caso de celdas Li-Ion se asumi6 que el estado de cada submodelo
asociado a cada electrodo es controlable desde la corriente de entrada y observable desde la
superficie de la particula representativa respectiva, y ademas, que las constantes de difusiéon de los
electrodos son diferentes. Con base en dichas suposiciones se concluyé que el MPUR es en general
controlable y observable si el gradiente de la funcién de salida con respecto a la fracciéon de iones de
litio en la superficie de la particula representativa de cada electrodo no es nula; un caso particular es
cuando los potenciales de equilibrio de los electrodos no son demasiado planos. En caso contrario,
hace falta eliminar del modelo el electrodo cuyo potencial de equilibrio sea problemético, lo cual
conduce a la adopcién de uno de los MPUR-1e. Esta es una de las aportaciones mas importantes
de la tesis porque previamente se asumia, bajo argumentos erréneos, que era irremediable tener
que eliminar un electrodo para asegurar la observabilidad del modelo. Por otro lado, se concluyd
que es suficiente elegir mallas de discretizacion simétricas con una cantidad par de nodos para
asegurar la controlabilidad y observabilidad del MEUR de capacitores DCE.

Por tltimo, en el Capitulo 6 se plantearon varias versiones aumentadas de los modelos elec-
troquimicos de orden reducido (MPUR, MPUR-1e y MEUR) con los cuales se propone recuperar
tanto el estado completo del modelo respectivo como los parametros asociados. En todos los casos,
el estado aumentado corresponde a la dindmica de la salida diferenciada o filtrada; en términos
practicos, la segunda alternativa es la méas facil de obtener y la méas deseable en un escenario real.
Dicho planteamiento y la parametrizaciéon que conlleva son aportaciones de este trabajo de tesis
porque, como esta reportado en la literatura, no es claro como recuperar el coeficiente de difu-
sién de una ecuacién parabélica en el contexto de la teoria de control e identificaciéon de sistemas
distribuidos. Aunque las parametrizaciones se desarrollan para los modelos reducidos, es posible
extender la metodologia para el caso de los modelos electroquimicos sin aproximar.
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Hasta este punto se han cubierto los objetivos general y particulares de este trabajo de tesis,
y ademés se ha verificado la hipotesis planteada en la Introduccién. El trabajo en curso consis-
te en encontrar condiciones suficientes sobre el esquema de discretizacion usado con el objetivo
de garantizar la controlabilidad y observabilidad (en el sentido descrito en el parrafo dedicado
al Capitulo 5) de los submodelos de los electrodos de una celda Li-Ion. Por el momento se ha
observado que al menos las mejores combinaciones método-malla de discretizacion definen sub-
modelos observables y controlables (al final del Apéndice E se agregan algunos juegos de matrices
de discretizacion). Sin embargo, debido a la geometria del problema de difusion radial, no se ha
llegado a conclusiones como las obtenidas en el caso del MEUR de capacitores DCE. Otra fase del
trabajo en curso es el disefio de los observadores adaptables que corresponden a cada uno de los
modelos aumentados planteados en el Capitulo 6. Este punto es particularmente delicado porque,
a primera vista, la calibraciéon de los observadores parece no ser tan sencilla ya que depende en
gran medida de los pardmetros nominales elegidos. Una vez disenados y probados por simulacién,
la siguiente fase es refinar la calibraciéon de los observadores usando datos experimentales.

Finalmente, algunas formas en que podria extenderse este trabajo de tesis son:

= Encontrar condiciones de simetria en las matrices de discretizacion del MPUR y de los
MPUR-1e para asegurar las suposiciones en que se basan los andlisis de controlabilidad y
observabilidad respectivos.

= Desarrollar una versiéon robusta de la forma general de observadores adaptables para sistemas
no lineales en el estado y lineales en los parametros propuesta por Besangon (2000), la
cual es mas parecida a los modelos aumentados que la forma usada; diseniar y calibrar los
observadores correspondientes.

= Disenar nuevas funciones de energia libre de Gibbs en exceso que requieran menos parametros
para ajustar los potenciales de equilibrio de los electrodos.

= Si las nuevas funciones de energia libre de Gibbs en exceso tienen parametrizaciones no
lineales, determinar un esquema de identificacién adecuado.

= Desarrollar las pruebas de controlabilidad y observabilidad de los modelos electroquimicos
simplificados sin aproximar.

= Extender la idea del estado aumentado al caso general de los modelos electroquimicos sim-
plificados sin aproximar.



Apéndice A
Procesos electroquimicos

En la primera parte de este apéndice se revisan conceptos generales sobre soluciones electro-
liticas. Con base en funciones termodinamicas, la teoria de soluciones concentradas y el principio
de electroneutralidad, se desarrolla la ecuacién de balance de material de un electrolito binario
simétrico disuelto en una solucién y se concluye que no es necesario estudiar sus componentes por
separado. Con las mismas herramientas se formula una expresiéon para la densidad de corriente
ibnica en funcién de la concentracion del electrolito y del campo eléctrico en la solucién. Final-
mente, se resumen los dos fendémenos de polarizaciéon en electrodos y su relaciéon con el flujo de
material en la interfase electrodo-solucion. En la segunda parte se resume la teoria de la energia
libre de Gibbs en exceso, con la cual se desarrollan expresiones para aproximar los potenciales de
equilibrio y los factores de correcciéon de los coeficientes de difusién en estado sélido de electrodos
con inserciones de litio.

Soluciones electroliticas

La conduccion eléctrica se debe al flujo de cargas libres asociadas a dos tipos de particulas
portadoras: electrones y atomos o moléculas cargadas llamadas iones. La conduccién electréni-
ca se manifiesta principalmente en metales, mientras la conduccién idnica ocurre en soluciones
electroliticas. Estas tultimas consisten en un solvente donde ciertos compuestos, los electrolitos, se
disocian en iones al disolverse.

Los circuitos eléctricos estan formados por varios conductores conectados entre si. Los cir-
cuitos electroquimicos son combinaciones de conductores electrénicos e i6nicos, y su realizacién
técnica es conocida como celda electroquimica. Estas celdas pueden ser galvanicas o electroliticas;
las primeras almacenan energia eléctrica en forma de energia quimica, mientras en las segundas
se aplica electricidad para provocar una reaccién deseada; las celdas reversibles son galvéanicas y
electroliticas a la vez.

Un electrodo es un conductor electréonico en contacto con un conductor iénico. Un circuito
electroquimico tiene al menos dos electrodos: el &nodo y el catodo. Cuando hay un flujo eléctrico
a través de una celda electroquimica, la corriente (positiva en la direccion de las cargas positivas)
pasa del electrodo hacia la solucién electrolitica en el &nodo, mientras en el catodo la corriente
pasa de la solucién hacia el electrodo. En sentido estricto, el 4&nodo se convierte en citodo y
viceversa, segtn la direccion de la corriente. De esta forma, los iones con carga positiva (cationes)
viajan hacia el catodo y los iones con carga negativa (aniones) siempre van hacia el anodo.

La concentracion de iones de la especie ¢ en una solucién electrolitica corresponde al ntimero
de moles n; por unidad de volumen V', es decir, ¢; =n;/V (concentracion molar). La carga eléctrica
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Q; de un ion determinado esta dada por Q; = 2;Qq, donde Qg =1.62x 10~ C es la carga elemental
o carga de un protén y z; es el naumero de cargas elementales o valencia del ion. La carga de un
mol de iones de la especie i esta definida como z F, donde F = N4Qp = 96485 C mol ™! es la
constante de Faraday y N4 =6.022 x 1023 mol™! es el namero de Avogadro.

Una solucioén electrolitica es electroneutral, es decir, la suma de las densidades de carga z; F'c;
de las especies i y otras particulas libres es cero en (casi) cualquier punto. De esta forma se tiene

Zi zici =0 o bien ZJF Zic; = —Zi 2iCi, (A1)

donde }}, y >, son las sumas de todas las especies de carga positiva y negativa, respectivamente.
La condicién de electroneutralidad sélo puede incumplirse en capas muy delgadas de particulas
cargadas, formadas en la interfase electrodo-solucion, llamadas capas eléctricas dobles.

La ecuacién general de disociacién de un electrolito es

M+I/+Mfl/_ — Z/+Mj_+ + Vszi, (AQ)

donde z=z,;v; =—z_v_ es el numero total de cargas elementales de ambos signos del electrolito,
v =vy + v_ es el total de iones que resultan al disociar una molécula original y M; represen-
ta la formula quimica de la especie i. La fraccién «gy de moléculas disociadas se conoce como
grado de disociacion. Si ¢ es la concentracion del compuesto original M, M_,_, entonces las
concentraciones ¢; y ¢, de la especie 7 y de las moléculas no disociadas son

c; = auic y en = (1—ag)c. (A.3)

Los electrolitos simétricos son un caso particular donde zy = —z_ y v, = v_. Las soluciones
electroliticas binarias contienen un soluto y un solvente, mientras las soluciones multicomponente
tienen varios solutos. Por simplicidad, muchos sistemas electroquimicos se basan en soluciones
electroliticas binarias simétricas.

Funciones termodinamicas
Bajo condiciones de temperatura y presién constantes, la energia interna U de un sistema es
U=Q+W, (A.4)

donde @ es el calor y W el trabajo en el sistema (no confundir @ con las cargas Q« ni U con el
potencial de equilibrio de los electrodos en el Apéndice C). La entalpia es

H=U+pV, (A.5)
donde p es la presion y V' el volumen del sistema. La energia libre de Gibbs se define como
G=U+pV-TS, (A.6)

donde T es la temperatura absoluta y .S es la entropia, la cual representa la energia del sistema
que no puede ser convertida en trabajo, una medida de la irreversibilidad del proceso. En general
estas funciones varian y la energia libre es minima en estado de equilibrio, es decir, dG =0.

FEn un sistema multicomponente, la energia libre total es la suma de los productos de la
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energia libre por mol G; y el nimero de moles n; de cada especie, de forma que

Entonces, el potencial quimico de ¢ es
oG
i =5 (A.8)

La variaciéon de u; depende de la concentraciéon del componente ¢ y de la presencia del resto. En el
caso ideal, la solucién sigue las leyes de los gases ideales y u; es descrita por la ecuacién de Nernst

pi = 1) + RTInc;, (A.9)

donde ,ug es el potencial quimico de referencia de i y R = 8.3143 J mol™! K~! es la constante
universal de los gases. Por lo tanto, la energia libre de Gibbs en funcién del potencial quimico es

G = 21 T g - (A.IO)

Ademés, las variables termodinamicas estan restringidas por la ecuacion de Gibbs-Duhem
SAT — Vdp + > nidp; = 0. (A.11)
i
Sin embargo, la energia de un ion en una solucién electrolitica depende tanto de de fuerzas
quimicas como de fuerzas eléctricas. Para la especie i6nica 4, el potencial electroquimico fi; es
i = p £z FO, (A.12)

donde «+» es para un catiéon y «—» para un anion, y ® es el potencial eléctrico de la solucion. Al
sustituir la ecuacion (A.12) en (A.10) los términos +z; F'® se anulan. Entonces, la energia libre de
Gibbs en un sistema electroneutral es independiente del potencial ® y el potencial electroquimico
de un electrolito que se disocia en vy cationes M f’ y v_ aniones M*~ es

Pe =Vifly + V[l = [le = Vifly +V_fi. (A.13)

Ecuaciones de transporte

Supodngase que una solucion electrolitica ocupa la region W de la Figura A.1. La conservacion
de material de cualquier especie ¢ dentro de W se resume con la ecuacion (Haberman, 2004)

Tasa de cambio Flujo de material Generacién de
de la 5 _ a través de N material dentro ' (A.14)
acumulacién las paredes por las paredes por
de material unidad de tiempo unidad de tiempo

La especie i6nica i puede fluir en cualquier direcciéon, aunque para el balance de material s6lo
interesa el flujo perpendicular a las paredes de W, determinado por el producto interno entre el
vector de densidad de flujo IN; de la especie ¢ y el vector normal unitario n que apunta hacia
afuera de W (ver Figura A.1). De esta forma, el flujo total puede conocerse multiplicando N; - i
por el diferencial de area d.S e integrando sobre las paredes donde haya flujo.
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Figura A.1: Vector de densidad de flujo en la frontera de la region W

El flujo es positivo si contribuye a la acumulaciéon de material, es decir, si apunta hacia
adentro. Entonces, N; - i aparecera en la ecuacion de balance de material con signo negativo para
invertir la direccion del flujo con respecto a n. Si R} es la produccion de la especie i dentro de W
(término fuente) y ¢; es su concentracion, la ecuacion de balance de material de i es

(‘ftfvﬂcidvz—ijﬁm.ﬁd5+gf@du (A15)

donde dV y dS son los diferenciales de volumen y de superficie. Usando el teorema de la divergencia

H V- N; dV=#Ni~ﬁdS, (A.16)
w S

y suponiendo que la region W esta fija en el espacio, el balance (A.15) se reescribe

Hf <a;ti +V-N; — Rf) dv = 0. (A.17)
w

Como la integral es cero para cualquier regién, el integrando por si mismo es cero. Despejando la
derivada temporal, la ecuacion de balance de material de la especie ¢ dentro de W es finalmente

8ci .
= =~V Ni+ajui (A.18)

donde el término fuente R] = ajn; es el producto de la densidad de flujo molar neto j,; de la
especie ¢ perpendicular a la pared de W y a es el area de intercambio.

Soluciones diluidas
La densidad de corriente en una solucion electrolitica esté definida por la suma

Aunque los aniones se desplazan en sentido contrario con respecto a los cationes, al tener car-
gas opuestas su aportacion a la densidad de corriente es en el mismo sentido (Newman, 1991).
Multiplicando cada término de (A.18) por z;F' y sumando sobre cada especie i resulta

;F Zz zic; = —V - FZZ ziN; + FZZ 2iQJni- (AQO)
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Por la condicion de electroneutralidad definida en la ecuacion (A.1) y como la reaccion neta es
cero, es decir )}, zjajn; = 0, entonces, la expresion de conservacion de carga en una solucion
electrolitica es

V. FZ ZN; =V-i=0. (A.21)

En una solucién muy diluida, la densidad de flujo IN; de la especie i tiene componentes
asociados a los tres principales fenémenos de transporte: migracion, difusion y conveccién, o sea,

N; = —zu; Fe;V® — D;Ve; + ¢;v. (A22)

El término de migraciéon Nlmig = —zu; F'c;V® depende de la concentracion c¢;, la mobilidad w;
de i y del potencial eléctrico ® medido entre un electrodo de referencia (inerte) y el electrodo de
Ehf = —D;Vc¢; describe el efecto del gradiente de concentraciéon

de 7 en la solucién y, finalmente, el término de convecciéon N{°" = ¢;v representa la aportacion

interés. El término de difusion N

del efecto de la velocidad v del medio (en este caso el solvente) sobre el flujo de la especie i. La
teoria de soluciones diluidas ofrece una buena descripciéon y es muy utilizada. Sin embargo, s6lo
considera el efecto del medio sobre las especies idnicas y no toma en cuenta la interaccion entre
especies; esta omision es corregida con la teoria de soluciones electroliticas concentradas.

Soluciones concentradas

Considérese un medio donde el solvente no esté ionizado, el soluto es un electrolito binario
simétrico y puede haber componentes menores sin carga. Bajo tales suposiciones, la densidad de
flujo de cada especie puede conocerse con la ecuaciéon de difusion para miltiples componentes

Vi = Z]‘ Kij(vj — VZ'), (A23)

donde fi; es el potencial electroquimico de la especie i (cationes «+», aniones «—» y solvente
«0») y Kjj son los coeficientes de interaccion. v; es la velocidad promedio, ¢; la concentracion
y N; = ¢;v; la densidad de flujo de i. El término ¢;Vji; es la fuerza de excitacion por unidad
de volumen sobre la especie i y K;j (v; —v;) es la fuerza por unidad de volumen ejercida por la
especie j sobre la especie i como resultado del movimiento relativo de ambas. Ademas, la relaciéon
entre los coeficientes de arrastre K;; y los coeficientes de difusion Z;; que describen la interaccién
entre las especies i y j es

. RTCZ'CJ‘
r %]

i (A.24)
donde Z;; = Z;; y cr = Y, ¢; es la concentracion total, incluida la fraccion del solvente.

Para una solucién electrolitica binaria simétrica compuesta por aniones, cationes y solvente,
la expresion (A.23) origina dos ecuaciones independientes

c+Viiy = Kot (vo—vy) + Kio (Vo —vy), (A.25a)
c_Vi_ =Ko (vo—v_) + Ki_(vy—v_). (A.25D)

Reacomodando de acuerdo con el procedimiento propuesto en (Newman, 1991, sec. 12.6) y usando
la ecuacion de densidad de corriente (A.19), la densidad de flujo de las especies i6nicas es

0

ve9 ep B ity
— — A2
URT < cViie + i F + ¢4 v, (A.26a)

N+ =C4+Vy = —
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V_.@CT _ it(l
N_=cv_=-— — cV — _Vop. A.26Db
c_V VRTCOC ,ue+27F+c v ( )

El coeficiente de difusion del electrolito basado en fi, es

_ Do+ Do-(24 — 2-)
Z+.@0+ — Zf.@o,

9 (A.27)

y los nimeros de transferencia, que indican la fraccién de corriente debida a la especie 7, son

24+ Do+
0 =1-¢ = . A.28
- 24 Doy — 2-Do- (4.28)
Ademas resultan las siguientes relaciones para un electrolito binario simétrico:
c c_
vV=vyt U, c=—"=— y fle = Vyfly + V[l (A.29)
Vi V_

donde ¢ es la concentraciéon del electrolito en la solucién, v es la cantidad total de iones en los
cuales se disocia un mol del electrolito; v, son los cationes y v_ los aniones.

El coeficiente de difusién medido D depende del gradiente de la concentraciéon del electrolito
y esta relacionado con & por

dlnvy,_ c

D=Dy(1+ = con  Dy=2Z, (A.30)
dlnc co

donde 7y, _ el coeficiente de actividad molar promedio es una medida de qué tan cerca esté el

sistema del caso ideal. El gradiente del potencial electroquimico puede expresarse en términos del

gradiente de concentracion por (Newman, 1991, refs. 11 y 12)

Dy
vRT

dln ¢y
. =D(1— . A.31
cVii ( dlnc)vc (A.31)

Al combinar las ecuaciones (A.18), (A.26a) o (A.26b), y (A.31) resulta la ecuacion general
de balance de material de un electrolito en una solucién electrolitica binaria simétrica

1 In~y,_ iV
dc = —V'(CVO)+V' [Do(l d nco)(l-Fm)VC] - ! +

B ~ dlnc dlnc 2y F
a : dg dg-\ .
1—t0 far t07+ tO s cap] A.392
e AL Sl CE- e g (A32)

donde 73" v jn'? son las densidades de flujo molar neto en la pared de intercambio debidas a
reacciones faradicas y a la formacion de la capa eléctrica doble en el electrodo (ver el Apéndice A).
Esta ecuacién concluye que, debido a la condicién de electroneutralidad, el electrolito se comporta
como una sola especie y no es necesario plantear un balance de material para cada componente.

Densidad de corriente 1i6nica

En una celda completa, las reacciones electroquimicas estdn acopladas y ocurren simultédnea-
mente porque la corriente es de la misma intensidad en ambos electrodos. La cantidad de electrones
liberados en el anodo en un intervalo de tiempo es igual al nimero de electrones consumidos en
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el catodo en el mismo intervalo. La reaccién en un electrodo es en general

_ red _
sy MIT +s_M?" + soMy — ne”, (A.33)
ox
donde s; es el coeficiente estequiométrico de ¢ y n es el ntimero de electrones involucrados en la
reaccion, mientras el balance estequiométrico es

S424 +5_z_ = —n. (A.34)

Aunque el potencial electroquimico es una magnitud abstracta e imposible de medir, también
es una herramienta conceptual muy ttil. Antes sirvi6é para determinar la ecuaciéon de conservaciéon
de material en una solucion electrolitica binaria (A.32), ahora se utilizara para determinar la
densidad de corriente en funcién del potencial eléctrico y la concentracion del electrolito.

El balance de energia electroquimica en un electrodo es
s+Viy +$_Vi_ + soVig = —nEFVo. (A.35)
Despejando s— de (A.34) y i+ de (A.29), y desarrollando s+ V4 + s_Vji_ resulta

s n
$4Viig +5_Vi_ = Ve — —Vi_. (A.36)

vy Z_
Como ¢; = crn;, considerando temperatura y presion constantes, la combinacion de la ecuacion
de Gibbs-Duhem (A.11) en su forma vectorial coVjig + c¢Vie = 0 con (A.35) y (A.36) resulta en

1
_FV® = (‘” - ) Viie — —Vi. (A.37)

Vi, (A.38)

donde k es la conductividad de la soluciéon electrolitica concentrada tal que

1 —RT 1 cot?
o . A.39
Kk crazpz_F? (9+ + c+@0> ( )

Despejando Vii— de (A.38) y sustituyendo en (A.37)

K ({ St t&
i=—-rVO - — ( +— = >Vﬂe. (A.40)
F\nvy z2ivy  ne

Combinando (A.30) y (A.31), la relacion entre Vji. y el gradiente de la concentraciéon Ve es

L dlncy dln~yy_
Viie = vRT (1 Tinc > <1 + dlnc)vm c. (A.41)

Sustituyendo en (A.40) finalmente se tiene

] vRT [ s, t& soC dIncg dln~y,
= —kVo — —— (1= 1+ ——— |Vine. A .42
! Y "TF <ny+ * ZiV4  neg dlnc * dlnc Vine ( )
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De esta forma, la densidad de corriente i en la solucién queda en funcion del potencial eléctrico
® y la concentracion c del electrolito en la solucion.

Ley de Faraday

Cuando una cantidad de carga AQ ha sido consumida en un electrodo, el ntimero de moles
An; de sustancia que se ha formado o reaccionado es
SZAQ

An; = , A43
ni=— (A.43)

donde s;/n es el equivalente quimico de i; s; es su coeficiente estequiométrico y n es la cantidad de
electrones involucrados en la reaccion (Bagotsky, 2006). En términos de la densidad de corriente
en la interfase del electrodo se reescribe
—S; .
= In.
nF "

jl’n (A.44)

En este caso, jin e i, son la densidad de flujo de la especie ¢ y la densidad de corriente eléctrica
total, ambas perpendiculares a la interfase. El signo «—» aparece porque los electrones se desplazan
en sentido contrario al de las cargas positivas.

La ecuacion de balance de material (A.18) puede escribirse

Ocs
ot
La divergencia de la densidad de corriente (A.19) es
V.i= FZ %V - Nj. (A.46)
De la combinacién de las dos ecuaciones anteriores resulta
. , 0
V.i= aFZi Zijin + F o 2 zic; (A.47)
y, por la condicion de electroneutralidad ), z;¢; = 0, finalmente
V-i=aFj,. (A.48)

Mecanismos de polarizaciéon

Al poner en contacto un electrodo con una solucion electrolitica se crea una diferencia de
potencial entre los dos medios debido a la acumulacién de cargas. Esta diferencia de potencial
es llamada potencial galvanico n = &3 — &, donde & y P, son los potenciales eléctricos del
material sélido del electrodo y de la solucién electrolitica. El exceso de cargas de signo distinto,
acumuladas cerca de la interfase, forma una capa eléctrica doble con un campo eléctrico asociado.
Ademaés del efecto capacitivo descrito, también hay una transicién de especies cargadas causada
por reacciones faradicas oxido-reduccion (Bagotsky, 2006).
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Reacciones faradicas

Medir el potencial galvanico es imposible porque al introducir un instrumento en el circuito
se formarfan dos interfases mas, cada una con un potencial. Se define entonces el sobrepotencial

Ns = (I)s - (I)e - U; (A.49)

el cual es la diferencia entre el potencial galvanico 1 y el potencial de equilibrio U del electrodo
de interés con respecto a un electrodo de prueba (no confundir U con la energia interna de un
sistema termodinédmico). Como en estado de equilibrio U es constante, todo incremento en 75 es
igual al incremento en 7.

El equilibrio en la interfase de dos conductores es dinamico: aunque la corriente neta sea cero,
hay corrientes parciales que la cruzan la en ambas direcciones. Las corrientes parciales producen
un intercambio de particulas cargadas asociado con reacciones anddicas (oxidacion) y catodicas
(reduccion). Entonces, el equilibrio en un electrodo se establece solo si las reacciones en él son
invertibles. La condicién de equilibrio es

ig—ic=0 obien iy =ic= o, (A.50)

donde iy es la tasa de intercambio por unidad de area o densidad de corriente de intercambio,
mientras i, € 7. son las densidades parciales de corriente anédica y catédica, respectivamente. El
valor de la densidad de corriente de intercambio es una funcién de la composiciéon del electrodo y
de la solucién. Entre mas grande es 79 méas rapido se establece el potencial galvinico de equilibrio
y es més robusto ante efectos externos. Cuando la corriente neta en la interfase electrodo-solucién
no es cero, las corrientes parciales i, e i, no son de la misma intensidad, lo cual provoca un cambio
en el potencial del electrodo hasta llegar al equilibrio.

El incremento en el sobrepotencial Ans de un electrodo es causado por el flujo de corriente
y a este fenébmeno se denomina polarizacion. Ans es positivo para corrientes anddicas y negativo
para corrientes catodicas. Cuando la corriente fluye en una celda electroquimica, el fenémeno
de polarizacién en un electrodo es independiente al del otro y cada proceso debe estudiarse por
separado. Hay tres regiones principales de polarizacién: una de baja polarizacién alrededor del
potencial de equilibrio y dos regiones de alta polarizacién. En las regiones de alta polarizacion, el
sobrepotencial 7; de un electrodo esta relacionado con la densidad de corriente de transferencia

z'flar, normal a la pared de intercambio, a través de la ecuacion de Tafel

- far o, F
il ankjf(cj)exp( R% 773>. (A.51)

El signo «+» y j = a son para reacciones anodicas, «—» y j = ¢ para reacciones catodicas, f(c;) es
una funcion de la concentracion del reactante en el electrodo, «; es el coeficiente de transferencia
y kj; la constante de cambio de la reaccion.

La ecuaciéon Butler-Volmer de polarizaciéon

far s OéaF _ —O[CF
i, Tq — e nF[k:af(ca) exp (RT 773> kof(cc) exp <RT 773)] (A.52)

es valida tanto para corrientes anédicas como catddicas cuando las leyes de las reacciones parciales
se cumplen en todo el rango de polarizaciéon. En tal caso, la expresiéon para la densidad de corriente
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de intercambio ¢, = i. = ig en el sobrepotencial ng se reescribe

.o agl g\ —acF
Jo=1%= nkqf(cq)exp ( RT ns> = nkef(cc) exp < 27 s - (A.53)

Finalmente, la ecuacion Butler-Volmer (A.52) es de la forma

.far
far _ T [ &l ) —aek ] A 54
Jn 7 = Jo eXp< s | — P R s (A.54)

y contribuye en la ecuacién de balance de material (A.32) con la cantidad j;"".

Capa eléctrica doble

Durante la formacién de la capa eléctrica doble en un electrodo no hay producciéon de especies
i6nicas, aunque el efecto de repliegue-liberacion de iones es igual al de una fuente para el resto de
la solucién electrolitica. Este proceso de adsorcién o acumulacion de iones depende del potencial
galvanico n del electrodo. El flujo molar de la especie ¢ alejandose perpendicularmente de la
superficie del electrodo debido a la carga o descarga de la capa eléctrica doble es

cap %a(cbs B (I)e> )

ZZ'Z/Z'F in e dq ot

(A.55)
El término dg¢;/dq representa el cambio en la concentracion de la especie i en la superficie del
electrodo con respecto al cambio de la carga total g en el mismo lugar. Los cationes son equivalentes
a los aniones en el sentido que dgy+/dg = dg—/dg = —1/2 (Verbrugge y Liu, 2005a), mientras aC,
es la capacitancia por unidad de volumen del electrodo y se asume constante. Entonces, el flujo

.cap .ca,

molar neto jp” = j57 — j¥P debido a la carga y descarga de la capa eléctrica doble es

C. 0(Ps— D)
Z+I/+F @t ’

icap _
cap —

(A.56)

ya que dgy/dg+dg—/dg = =1y z4vy = —z_v_. El resultado anterior es similar a los de (Posey y
Morozumi, 1966) y (Johnson y Newman, 1971) aunque bajo diferentes suposiciones. Finalmente,
el efecto capacitivo contribuye con una cantidad j,'? al término fuente en (A.32).



Apéndice B

Funciones de potencial de equilibrio

A continuacién se muestran una relaciéon de funciones de potencial de equilibrio para elec-
trodos celdas Li-Ion de diferentes composiciones. Se usan las variables z = (; y y = (" por
simplicidad. Aunque la misma funcién aparece en varias referencias, sélo se recuperan aquellas
que son quizé las primeras donde se reportan. Ademaés, segtin el intervalo de interés de la variable
independiente, las funciones tomadas de (Dai et al., 2014) son diferentes.

Electrodos negativos (LiCg)

De (Fuller et al., 1994a):
U (z) = —0.132 + 1.41e 2% (B.1)

De (Doyle et al., 1996):
U™ (z) = —0.16 + 1.32¢ 737 + 10e 2000 (B.2)

De (Doyle y Fuentes, 2003):

U™ (z) = 8.002296379 + 5.064722977z — 12.57808059z2 — 8.632208755 x 104z~
4 2.176468281 x 10~ %22 — 0.4601573522¢15(0-06—2)
 0.5536351 6750 —2-432630003(2—0.92) (B.3)

De (Ramadass et al., 2003):

U™ (z) = 0.7222 + 0.13872 + 0.02922 — 0.0172z~" + 0.0019z

+ 0'280860.971533 _ 0'798460.4465x70.4108 (B4)
De (Sikha et al., 2004):
- T
De (Safari y Delacourt, 2011b):
U™ (x) = 0.6379 + 0.5416e 39553992 10 044 tanh <—“30_f029858>
— 0.1978 tanh <m> — 0.6875 tanh <m>
— 0.0175 tanh (W) (B.6)

117
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De (Dai et al., 2014):

U~ () = 0.113 — 0.0208 tanh(15.064z — 8.199) — 2.435(x — 0.44)>

65.394(z — 0.154)% — 960.307(z — 0.0897)3
—1.006 x 107(x — 0.0109)3 para 0.001 <z < 0.0109
65.394(z — 0.154)% — 960.307(z — 0.0897)% para 0.0109 < x < 0.0897
+ { 65.394(x — 0.154)3 para 0.0897 < z < 0.154 (B.7)
0 para 0.154 <z < 0.44
2.435(x — 0.44)3 para 0.44 < z < 0.854
2.435(x — 0.44)% — 252.707(x — 0.854)> para 0.854 < x < 0.92

Electrodos positivos (LiMn,O,)

De (Fuller et al., 1994a):

U*(y) = 4.06279 + 0.0677504 tanh(—21.8502y + 12.8268)
— 0.105734[(1.00167 — y) ' — 1.576]

— 0.045¢~7109%° 4 0,01 200(w—0:19) (B.8)
De (Doyle et al., 1996):

Ut (y) = 4.19829 + 0.0565661 tanh(—14.5546y + 8.60942)
— 0.0275479[(0.998432 — y) 492465 _1.90111]

— 0.157123e 004738 4 () 810239¢ ~40(y~0-133875) (B.9)

Electrodos positivos (LiCoO,)

De (Doyle y Fuentes, 2003):

Ut (y) = 3.85516954 + 1.247319422(1 — y) — 11.15240126(1 — )>
+ 42.8184855(1 — y)® — 67.71099749(1 — 7)*

+42.50815332(1 — y)® — 6.13244713 x 10~ 476574199955 ") (B.10)
De (Ramadass et al., 2003):
Ut (y) = —4.656 + 88.669y> — 401.119y* + 342.909y® — 462.471y® + 433.434y'° (B.11)
—1 +18.933y2 — 79.532y* + 37.311y6 — 73.083y® + 95.96y10
De (Sikha et al., 2004):
U (y) = 4.707 — 36.129y + 104.813y? — 149.491y3 + 111.818y* — 35.705¢° (B.12)

1 — 7.598y + 21.779y2 — 30.959y3 + 23.632y% — 7.8474y5
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Electrodos positivos (LiNijgCoq15Al0502)
De (Smith y Wang, 2006b):

Ut (y) = 85.685y°% — 357.70y° + 613.89y* — 555.65y° + 281.06y> — 76.648y
— 0.30987¢7657"" 4 13.1983 (B.13)

De (Dai et al., 2014):

Ut (y) = 8.535 — 17.059y + 21.038y* — 9.153y> + 9.875(y — 0.7)>

—2.176(y — 0.55)3 — 1331.866(y — 0.41)3 para 0.36 <y < 0.41
—2.176(y — 0.55)3 para 0.41 <y <0.55
N 0 para 0.5 <y < 0.7
—9.875(y — 0.7)3 para 0.7 <y < 0.945
—0.14 — 5370.872(y — 0.935)> para 0.945 < y < 0.959
[ —0.14—5370.872(y—0.935)3 —47690.304(y —0.959)% para 0.959 < y < 0.98
(B.14)

Observacion. Con respecto a lo reportado en la referencia consultada, se cambiaron los intervalos
0.7<y<0.935y 0.935 <y <0.959 por 0.7<y <0.945 y 0.945 <y <0.959, respectivamente; ademés
se sum6 —0.14 a los dos tltimos términos.

Electrodos positivos (LiFePO,)

De (Srinivasan y Newman, 2004):

U*(y) = 3.114559 + 4.438792 arctan(—71.7352y + 70.85337)
— 4.240252 arctan(—68.5605y + 67.730082) (B.15)

De (Safari y Delacourt, 2011b):

3.8003

Ut (y) = 3.4323 — 0.8428¢802493(1-9)""1%° _ 3 9474 5 10~6¢20-2645(1-)
+3.2482 x 107 0¢20-2646(1—y)* 7 (B.16)



Apéndice C
Energia libre de GGibbs en exceso

En un electrodo de insercién, el potencial de equilibrio U varia notablemente con respecto al
comportamiento ideal de la ecuacion de Nernst (A.9). Algunos materiales usados en la fabricacion
de celdas Li-Ion no son realmente materiales de inserciéon porque durante la operacién hay cambios
de fase en los electrodos (Fuller et al., 1994a; Ohzuku y Ueda, 1997). Sin embargo, las funciones de
energia libre de Gibbs en exceso, o simplemente funciones de exceso, ofrecen un enfoque sistemético
para plantear aproximaciones del potencial de equilibrio de electrodos porosos, tanto de materiales
carbonicos (dnodos) como de d6xidos metélicos (catodos). En este apéndice se revisa la teoria
de la energia libre de Gibbs en exceso aplicada a electrodos con intercalaciéon de iones como
mecanismo de polarizacién. Después se resume la deduccién y se replantea la presentacién de
algunas expresiones encontradas en la literatura para aproximar el potencial de equilibrio y el
factor de correccion de difusién en estado sélido de electrodos de intercalacién, entre las cuales
destaca la expansion Redlich-Kister.

Potencial de equilibrio en electrodos de intercalacion

La reaccion en un electrodo de intercalacion es en general (Sequeira y Hooper, 1983)

Lif +e” +0 = [Li’-07], (C.1)
red
donde © es un hueco disponible para la insercién de iones de litio. Después de insertarse, el litio
conserva su carga positiva  y el material receptor toma una carga negativa —§ de igual magnitud
(Kanno et al., 1992). El potencial de equilibrio U de un electrodo de intercalacion con respecto a
un electrodo de litio metéalico es

FU = i, + ptp — pa, (C.2)

donde a representa el material intercalado y b el espacio vacante para intercalaciéon. La idea
de este enfoque es tratar el par a—b como un electrolito disuelto en el material receptor de un
electrodo poroso. Como en una soluciéon electrolitica el potencial quimico es igual al potencial
electroquimico (ver la ecuacion (A.13)), en este caso u, es el potencial quimico de litio metalico
puro, p; el potencial quimico de la especie i € {a,b} y F' es la constante de Faraday.

El potencial quimico de cada especie es en general

wi = 1Y + RT In (), (C.3)
con 1Y un potencial quimico de referencia secundario, v; es el coeficiente de actividad y z; la
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fraccion molar de la especie i tal que

Ng ny
T = Tn = T, +xp =1 CA4
a e + nb’ b Na + 1y y a b ; ( )

donde n, y ngp son la cantidad de moles de a y b en el electrodo, respectivamente. Ademés T es la

temperatura absoluta y R la constante de los gases ideales. El coeficiente de actividad indica qué

tan alejado esté el electrodo del caso ideal; (C.3) regresa a la ecuacion de Nernst si v; =1.
Combinando (C.2) y (C.3), el potencial de equilibrio corregido es

FU =Y, + ) — pi + RT In(yp 23) — RT In(7, 24). (C.5)

Definiendo el potencial caracteristico del electrodo FUy = u%i + ug — 1Yy, como xzp =1 — x4,
entonces el potencial U se reescribe

T T
Ulz,) =U°+ %[ln(l—wa) —Inz,] + R?[ln’yb — In,]. (C.6)

Finalmente, redefiniendo la variable z, =(, el potencial ideal o de Nernst como

RT
Un(¢) = — [In(1—¢) — In(] (C.7)
y el potencial en exceso tal que
RT
Ug(Q) = N2 [Invp, — Inv,], (C.8)
resulta la forma condensada
U(¢) = Uo + Un(C) + Ur(Q). (C.9)

Funciones de exceso

El coeficiente de actividad estéa relacionado con la energia libre de Gibbs en exceso por

0
RT]H’W = %[(na + nb)GE] (ClO)

En una mezcla binaria, cuando las propiedades de exceso se toman con respecto a una solucién
ideal, la energia libre de Gibbs en exceso debe cumplir las condiciones limite

1im0 GE =0 y lim GE =0. (C.ll)

xp—0

Existen muchas funciones de exceso segin el sistema estudiado. A continuaciéon se presentan
algunas de ellas, reportadas en (Verbrugge y Koch, 1996) y (Karthikeyan et al., 2008), aplicadas
a electrodos de inserciéon de celdas de iones de litio y con parametrizaciones lineales.

Ecuacién de Margules con un parametro

La expresion maés sencilla que cumple con las condiciones limite (C.11) es la ecuacion de
Margules con un parametro F19; (Walas, 1985; Prausnitz et al., 1986)

GE = F191$aivb. (C.12)
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Su relacién con los coeficientes de actividad es
RT In~, = Fﬂlxg, RT Inv, = Fﬁlxi (C.13)
y el potencial en exceso resulta

Ug(C) = 91(za — a3) = 91(2¢ — 1). (C.14)

Ecuacion de Margules con dos parametros

La version con dos parametros de la ecuacion anterior es (Walas, 1985)
Gp = xoxp (FO1ze + Fomy). (C.15)
Su relaciéon con los coeficientes de actividad es

RTIn~y, = F[95 + 2(91 — 92)z4], (C.16)
RT ln’n, = F[ﬁl + 2(192 — 191)1’5].%3 (C.17)

y el potencial en exceso resulta

Up(C) = 91[(xq — xp)? — 2z022 | + 92 (x4 — )i + 22223
= 91(3¢% — 20) + V2(—3C% +4¢ —1). (C.18)

Expansion de Wohl

Esta es una aproximacion mas flexible (Prausnitz et al., 1986), aunque es muy simple y sus
coeficientes pueden tomar valores muy grandes con sensibilidad alta. La energia libre de Gibbs en

exceso se ajusta por la serie finita
N+1

Gg= ), Pl (C.19)
(=2

y su relacién con los coeficientes de actividad es

N+1
RTInvy, = Y, F[(1— Ozl + "], (C.20)
=2
N+1
RTInqy, = Y| Fe(1 — 0)l,. (C.21)
(=2
El potencial en exceso resulta
N+1 N
Up(¢) = Y, —0eal™ = > 0 CF,  con dp = —L0,, (C.22)
£=2 k=1

Expansiéon Redlich-Kister

Esta expansion (Walas, 1985; Prausnitz et al., 1986) es mas flexible que la anterior y la
consistencia de los valores de sus parametros puede validarse por medio de la ecuaciéon de Gibbs-
Duhem para un sistema con temperatura y presion constantes ) ; x;du; =0, tal que para la mezcla
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estudiada debe verificarse la igualdad (Karthikeyan et al., 2008)

0ln~y, 0ln -y,

— = . C.23
Ta (93:(1 o (93}1, ( )
La expansion tiene la forma
N—1
GE = 2.7 Z Fv, (xa - l'b)K
/=0
N
= FY zqxp + Taxp Z Foy (zq — :cb)kfl, (C.24)
k=2

con k=/{+1, y su relacién con los coeficientes de actividad es

N
RTInv, = Fo1a3 + 23 > FOp(2kaza — 1)(2q — 23)" 2, (C.25)
k=2

RTIn~y, = Fo 22 + 22 Y FOp(—2kay + 1) (zq — )" 2 (C.26)

=

k=2

Finalmente, con ( =x,, el potencial en exceso resulta

N
Ur(¢) = 91(2¢ — 1) Z 2k 4+ 1)(C2—¢) +1](2¢ —1)*2 (C.27)

Factor de correccion de difusion

Ademas de las aproximaciones del potencial de equilibrio de electrodos de intercalacion, la
energia libre de Gibbs en exceso sirve para calcular el factor correccion de difusiéon de la ecuacion
de balance de material (A.32) aplicada a la difusién en estado solido de los electrodos. En ese
caso, el factor depende del coeficiente de actividad -, tal que

Jln~y
oc

A continuacion se presenta las expresiones del factor correcciéon para las funciones de exceso

dln~, dIn~,
1 =1+ =1
+ dlne, dlnzx, +¢

(C.28)

revisadas en la seccidén anterior.

= Ecuacién de Margules con un parametro:

dln~y Foy

T (c29)

1
T dn¢ RT

= Ecuacién de Margules con dos parametros:

diny oo +4—g (C.30)

1
P RT




124

= Expansion de Wohl:

dlny Fﬂk a1
1+ Y Z k= ¢k — ¢F (C.31)
= Expansion Redlich-Kister:
dlny F191
1 -1

2 Fﬁ’“{ (k+1)C(1—¢)2—1]+ 2}(2g _1)k3 (C.32)

Observacion. El potencial de equilibrio U(() y el factor de correccion de difusion 14+d1In+(¢)/dIn¢
dependen implicitamente de la posicion en el electrodo a través de ¢ = ((t,£). En la funcion de
salida del MPU de celdas Li-Ton los potenciales U(¢) solo se evalian en (s = ((¢,£ = 1), donde
& =1 corresponde a la superficie de la particula representativa del electrodo.



Apéndice D

Tablas de parametros

Tabla D.1: Parametros de la celda Li-Ion de (Smith y Wang, 2006a)

Parametro Simbolo  Valor
Dy 2x 10712 cm? 57!
. . v, 4+ 21 s
Coeficiente de difusion de Li™ en estado sélido D¥ 37 % 1012 em? g1
. ) ] . Ry 1x107% cm
Radio de la particula representativa Rt 1 %104 em
5 . @ a” 17400 cm™!
Area efectiva de contacto ot 15000 cm-1
- 50 x 1074 cm
Espesor de cada elemento g5ep 25.4 x 107* cm
I 36.4 x 107* cm
K™ 10.87 x 1073 Sem™*
Conductividad efectiva de la solucién® K5 20.08 x 1073 S em ™!
wt 10.77 x 1073 S em™*
e . . Com 16.1 x 1073 mol cm ™3
Concentracion maxima de Li™ en estado solido o 93.9 x 103 mol cm—3
. . . . Fj; 3.6 x 1073 A cm™2
Densidad de corriente de intercambio Fit 96 x 103 A cm~2
. . Co 0.126
Estequiometria al 0% del EAC & 0.936
. . Cro0 0.676
Estequiometria al 100 % del EAC o 0.442

- FElectrodo negativo

Superindices sep Separador

+ FElectrodo positivo
Seccion transversal de la celda S 10452 cm?
Resistencia combinada de la pelicula en la interfase R;Fl 20 Q cm?
Constante de Faraday F 96487 C mol ™!
Constante de los gases ideales R 8.3143 J mol ' K~!
Temperatura absoluta T 293.15 K (20°C)

%Calculados a partir de datos tomados de la referencia
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Tabla D.2: Parametros de un capacitor DCE Maxwell PC 10 F (Sikha et al., 2005)

Parédmetro Simbolo Valor
Conductividad nominal del substrato solido oo 100 Sm~!
Conductividad nominal de la solucion electrolitica kg 58m™!
Porosidad de los electrodos € 0.38
Constante de Bruggeman de los electrodos brug 1.5

Porosidad del separador e*P 0.7

Constante de Bruggeman del separador brug®P 0
Conductividad efectiva del substrato o o=0o0(l—c¢)
Conductividad efectiva de la solucién electrolitica & K = Koet"d
Espesor de los electrodos l 3.76 x 107* m
Espesor del separador (5P 0.52 x 10~* m
Seccion transversal del capacitor DCE S 1.61 x 1073 m?
Constante de tiempo T = aCEZQ(“:—U") 4.217 s
Tensién maxima en las terminales Um 25V
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Apéndice E
Matrices de discretizacion

En este apéndice se define la matriz contraidetidad, asi como las matrices centrosimétricas
y anti-centrosimétricas, y se presentan sus propiedades geométricas y de simetria formuladas a
manera de lemas sin prueba. La mayoria se tomé de (Datta y Morgera, 1989), a excepcion de
los casos indicados. Con base en tales propiedades bésicas y las caracteristicas de las matrices de
discretizacion primarias, tomadas de (Shu, 2000, Cap. 4), se deducen propiedades de las matrices de
discretizacion secundarias, es decir, aquellas que resultan al discretizar e introducir las condiciones
de frontera de los problemas de difusiéon planteados en el Capitulo 3. Finalmente, con base en
las propiedades de las matrices secundarias, se propone un teorema que establece condiciones
suficientes para asegurar la controlabilidad y la observabilidad de la familia de sistemas lineales e
invariantes en el tiempo de una entrada y una salida cuya matriz de estado es centrosimétrica.

Matrices centrosimétricas y anti-centrosimétricas

Definiciones basicas

Definicion E.1. La matriz contraidentidad o de conmutacidn J € R™"™ es un arreglo cuadrado
cuya diagonal secundaria contiene sélo unos y el resto de las entradas son ceros, es decir,

0 - 10
J=. . . | (E.1)

La matriz de conmutacion es simétrica y ortogonal, o sea, JI =J y J' = J~!; ademas J2 =1,
donde I es la matriz identidad de las dimensiones de J. Asimismo, multiplicar a la izquierda
cualquier matriz por J invierte el orden de los renglones y multiplicar a la derecha invierte el
orden de las columnas.

Definicion E.2. La matriz M = [m; ;] € R"*" es centrosimétrica (MCS) si sus elementos
cumplen la condicién m; ; =My, —i41n.—j+1, Parai=1,2,...,n, y 7=1,2,...,n.. Por lo tanto,
una matriz centrosimétrica permanece invariante al invertir el orden de sus renglones y columnas,
es decir, se cumple M = J.MJ., donde J,. y J. son matrices de conmutaciéon de dimensiones
adecuadas (J, € R"*" y J. € RMeX"e),
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Definicién E.3. La matriz M = [m; j] € R *" es anti-centrosimétrica (MACS) si sus elementos
cumplen la condicion m; j = —my,, —it1,n.—j+1, cON %, j, . ¥ N definidos como antes. En este caso,
invertir el orden de los renglones y las columnas de M equivale a cambiar el signo a cada una de
sus entradas, es decir, M = —J, M J..

Observacion. Las definiciones E.2 y E.3 contienen los casos particulares de los vectores renglon

XMNe

ty € R™ > vy columna p. € R™ X" los cuales cumplen las condiciones de centrosimetria y

anti-centrosimetria con J,=n,=1y J.=n.=1, respectivamente.

Propiedades de las MCS y las MACS

Lema E.1. Sean K" *"e y K™ X" ]os conjuntos de las matrices centrosimétricas y anti-centro-
simétricas, respectivamente, reales y de dimensién n, x n.. Si My y My son MCS; M; y M,
son MACS; 3M, Ly EIMf ! todas ellas de dimensiones adecuadas, entonces los resultados de las
siguientes operaciones tienen las propiedades indicadas.

My + My e Knrxne (E.2a)

My My € Knrxne (E.2b)
MY M e Krrxne (E.2¢)

My + My € Knr>"e (E.2d)

M My € K> (E.2e)

My My, My My € K> (E.2f)
M M e Rrrxme (E.2g)

Observacion. Los enunciados de los siguientes incisos son equivalentes:
= M es una MCS; M=JMJ; M e K" *"e,
= M es una MACS; M=—JMJ; M e Km*xne,

Lema E.2. Sean las matrices arbitrarias P,Q € R™*™ los vectores (columna) R, ST € R™ y
M. € R un escalar. La MCS cuadrada M e K"*" se descompone de la siguiente manera:

- p 0
M = Qg JPJ] con n = 2m, (E.3a)
[ P R Q
M= S M. S5J conn =2m + 1. (E.3b)
| JQJ JR JPJ
Lema E.3. Sea la MCS cuadrada M € K™*" cuyos valores caracteristicos \;, con i = 1,2,...,n,

son todos puramente reales y distintos. Existe una matriz no singular 7' € R™*" cuyas columnas
son los vectores caracteristicos (derechos) de M, es decir,

MT =TA con A = diag(\;). (E4)

Si las columnas de la matriz T se ordenan adecuadamente, asi como los valores caracteristicos A;
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en la diagonal de A, entonces T se particiona de la forma

~ X Y

T = _Jx JY] con n = 2m, (E.ba)
[ X h Y

T=| 0 V28 V2g conn =2m+1, (E.5b)
| _JX Jh JY

donde X,Y e R™*™; ¢T heR™, y B e R se calculan resolviendo las siguientes ecuaciones.
i. Con n=2m y M particionada como en (E.3a):
(P—-QJ))X; =\X; para 1<i<m (E.6a)

(P+QJ)Y; = AnyjY para 1<j<s<m (E.6b)

ii. Con n=2m +1y M particionada como en (E.3b):

(P—QJ)X; = \X; vpara 1<i<m (E.7a)

G SH ) e

EA 1 R IR
J J

Corolario E.3.1. Los vectores caracteristicos izquierdos de M son los renglones de T, tal que
TM = AT,  obien, MTTT =TTA. (E.8)

Por la propiedad (E.2c) se sabe que M7 también es una MCS. Entonces, ordenando adecuada-
mente los renglones, la matriz 1" se particiona de la forma

- U -UJ

T = vV ] con n = 2m, (E.9)
(U 0 -UJ

T=|e V2a eJ conn =2m+ 1, (E.9b)
v Vaf VI

donde U,V e R™*™: T feR™ vy a e R.

Lema E.4. (Cantoni y Butler, 1976, Teor. 5) Sea la MCS M e K™"*" cuyos valores caracteris-
ticos son puramente reales y diferentes, y la matriz Ty € R™*™ cuyas columnas son los vectores
caracteristicos (derechos) de M, es decir,

M’fd = fdAd con Ad = diag()\i). (ElO)

Si los valores caracteristicos \; de la matriz M, coni =1,2,... se ordenan de mayor a menor en
) b b ) )
Ay, 0sea, A\ > Ao > -+ > )\,, entonces las columnas de T, son alternadamente centrosimétricas
d> ’ Q> d
y anti-centrosimétricas, empezando por centrosimétricas.
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Corolario E.4.1. Los vectores caracteristicos izquierdos de M son los renglones de T 4, tal que
TdM = Ade, o bien, MTTJ = Tg/\d. (E.11)

Por la propiedad (E.2c) se sabe que M7T también es una MCS. Asimismo, si se cumplen las
condiciones del Lema E.4, entonces los renglones de Ty son alternadamente centrosimétricos y
anti-centrosimétricos, empezando por centrosimétricos.

Observacion. Tanto la matriz T (0 T) como la matriz Ty (o Ty) diagonalizan a M. Sin embargo,
el orden de los vectores caracteristicos en T (o T ) permite su particion por bloques, mientras que
en Ty (o Td) corresponden a los valores caracteristicos de M ordenados de mayor a menor.

Lema E.5. (Collar, 1962) Sean las matrices arbitrarias P,Q € R™*™ y los vectores (columna)
R, ST € R™. La MACS cuadrada M € K™*" se descompone de la forma

_ [ P Q
M = Qg —JPJ] con n = 2m, (E.12a)
P R Q
M = S 0 -SJ conn =2m+ 1. (E.12b)
| —JQJ —JR —JPJ

Propiedades de las matrices de discretizaciéon (mDF y mCD)

La discretizacion de los operadores diferenciales espaciales de primer y segundo orden a través
del mDF y del mCD origina las matrices A’ y A”, respectivamente, tal que,

UL RN P(t) = Ap(t), (E.13a)
af (e=
52¢(t,§) ~ Y/ _ "
o | TV = A0, (E.13b)

donde el vector ¥(t) = [1(t) a(t) --- ¥n(t)]", con n el nimero total de puntos de discreti-
zacion, contiene las aproximaciones de la variable de estado ¥(t, &) de los problemas de difusion
originales sobre toda la malla Z2=[&; & --- &, ]. Las tres diagonales principales de las matrices
de discretizacion (E.14), asociadas al mDF, estan completas, mientras los demas elementos son
iguales a cero (matrices tridiagonales). Las excepciones son las entradas en las posiciones (1,3) y
(n,n—2), las cuales son distintas de cero debido al uso de operadores en diferencias finitas «hacia
adelante» y «hacia atras» de tres puntos en las fronteras £ =0y £ =1, respectivamente. Lo anterior
se hizo con el fin de conservar un error de truncamiento de segundo grado en todo el esquema de
discretizacion (ver las ecuaciones (3.33) y (3.34)).

[/ / /
Qp1 Q19 O3 0 T 0
/ / /
Qg1 Qg9 Qg3 0 T 0
A=l 0 : (E.14a)
’ / /
0 0 o O gpn-2 Qnqn1 Onpan
/ /
| 0 0 an,n—2 an,n—l an,n h
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[ 0 " "
Q11 Q1o O3 0 e 0
" " "
Qy1 Qg9 Qg3 0 T 0
" . . . . . .
e - .. : (E.14b)
" " "
0 0 O gpn—2 Opgn1 Onpaan
" " "
| 0 0 e Qpn—2 Qp -1 Opn |

En comparacion, las matrices de discretizacion (E.15) del mCD tienen llenas todas sus en-
tradas, lo cual se debe a la introduccion de funciones base espectrales en el planteamiento del
método. La caracteristica anterior es valida tanto para el mCD-P como para el mCD-F.

/ / /
Q1 Qpo 0 Qpp
/ / /
a a e a
21 (99 2.n
A =1 7 T _ (E.15a)
’ / /
_an,l Qpo an,n_
[ " no
Q11 Qro "t Opg
” " "
a a DY a
21 Q99 2.n
A = ) . ‘ _ (E.15b)
" " "
_an,l S an,n_

Lema E.6. (Shu, 2000, Cap. 4) Si se usan mallas de discretizacion simétricas (como DUni, DCGL
y DRPL, Seccién 3.3.4) junto con el mCD, entonces A’ es una MACS y A” es una MCS.

Observacion. La propiedad anterior puede extenderse al mDF porque las matrices resultantes con
tal método tienen la misma estructura de las matrices asociadas al mCD.

El condicionamiento en las fronteras no permite plantear EDOs en estos puntos, ni con el
mDF ni con el mCD, por lo cual 91 (t) y 1, (t) se calculan con ecuaciones algebraicas relacionadas
con el primero y el ultimo renglon de las matrices (E.14a) y (E.15a), es decir, la discretizacion de
las condiciones de frontera de Neumann (3.3). De esta manera,

P1(t) = Crp(t) + Dy w(t), (E.16a)
Yn(t) = Cpo(t) + Dy w(t), (E.16b)

donde el vector ¥(t) = [¥a(t) 3(t) - - ¥,_1(t)]" contiene las aproximaciones de la variable
original v(t,€) en los ¢ = n—2 puntos de discretizacién interiores = = [& &3 - &, 1] vy el
vector w(t) = [wo(t) wi(t)]? es la funcion de entrada (Secciones 3.3.2 y 3.3.3). Por otro lado,
los vectores (renglon) O, CI e Ry DT DI e R? son

1 a, a/ o .. a/
_ / / 1,2 1,3 1,n—1
Cy = / / / / [_an,n al,n] ’ / o ’ ) (E.l?a)
al,lan,n - al,nan,l an,Z an,3 an,n—l
1 a/ a, e a/
_ / / 1,2 1,3 1,n—1
Cn = / / / / [an,l - al,l] / / o ’ s (El?b)
al,lan,n - al,nan,l an,? an3 an,n—l
-1
/ /
Dl = Y ! [_an,n O‘l,n]7 (E.l?c)
al,lan,n 0(17,”0(”71
-1
/ /
n = / n - : .
D [ o] (E.17d)

/ Y
al,lan,n al,nan,l
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Con la introduccién de las condiciones de frontera y las matrices de discretizacion secundarias
A’ A"eRI*9 y B’ B"eR9*2, los operadores (E.13) se reescriben

z_E’(t) = A’zz_(t) + B'w(t), (E.18a)

() = ATB(t) + B'wlt). (E.18D)

Tanto para el mDF como para el mCD, las matrices A’ y A” tienen la forma

/ / /
&3 9 Qg3 . Qg
/ / /
o Qasg 2 Qzs 0 Q3ng
/ / /
Qp12 OQnp13 Qp_1n-1
/ /
Qg1 Qs n
/ /
o o Y ! / /

_ 1 3,1 3.n Apn  O1p [|O12 X3 X1 n—1 (E.19a)
o ol —a o« ol o o, a . oo o T
1,1%n,n 1,n—"n,l n,1 1,1 n,2 n,3 n,n—l

/ /
an—l,l an—Ln
" " "
Q39 Qgs 1 Qgpng
" " "
A Q32 Q33 0 Q3p
" n" "
Qp12 OQpa3 " Op qnp
" "
Qg Qg n
1 a5y oy —a! ! ! ! !

. ) N [an,n 0‘1,n}[041,2 O] al,n—l] (E.19b)
/ / / / . . / / / / / ) .
al,lan,n_al,nan,l an,l | [Qp2 Op3 an,n—l

n "
an—l,l an—l,n
mientras las matrices B’ y B” son
- .
Qg1 3 p
/ /
-1 031 O3 p —a/ o
I _ ’ ’ n,n 1,n
B = / / Y / . . O/ —O/ ’ (E'20a)
X 1Qnn — ¥ 0¥y n,1 1,1
/ /
_anfl,l O[nfl,n_
[ no ]
Qg1 Q2 n
" n
-1 Q31 Qa3 —o! o
B'= ————— . , A (E.20D)
A11%n — A %1 : n,1 a1
" "
_anfl,l O[nfl,n_

Proposicion E.1. Sean A7 € R X"e y ARe R™ *"¢ cualesquiera porciones centradas extraidas
de las matrices de discretizacion primarias A"y A” en (E.14) o (E.15), con nl,n., n” n! <nynel
nimero total de puntos de discretizaciéon. Es evidente que, al igual que las matrices de las cuales
provienen, A7 es una MACS y Af; es una MCS.

En las expresiones (E.17), (E.19) y (E.20) se observa que las matrices de discretizacion
secundarias estan compuestas de porciones centradas de las matrices de discretizaciéon primarias
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A"y A”. Con base en la Proposicion E.1 y en las propiedades de las MCS y las MACS del Lema
E.1, resultan las siguientes propiedades de simetria de las matrices de discretizaciéon secundarias:

A= —JA'J, A" = JA"J, (E.21a)
By =JB), By = -JB, (E.21b)
Cr = ChJ, (E.21c)
Dy = D, J, (E.21d)

donde B'=[B}{ B |, B"=[B{ B!]y J eslamatriz contraidentidad de dimensiones adecua-
das. Por un lado, los dos términos del miembro derecho de la matriz A" en (E.19a) son MACS,
por lo tanto, A’ € K9%¢, con ¢ =n — 2. Asimismo, los dos términos del miembro derecho de A”
en (E.19b) son MCS, por lo tanto A” € K9%%. Por otro lado, los productos en el miembro dere-
cho de las matrices B’ y B” en (E.20) son una MCS y una MACS, respectivamente, entonces
B'e K9*% y B"e K9%2 | lo cual es equivalente a las propiedades (E.21b). Ademas, las propiedades
(E.21c) y (E.21d) son resultado de que [ —ay,,, o}, ]=J[a},; —aj;]en (E.17). Finalmente,
en general |aj, .| >[a] | ¥ @] ;| >aj, 1], es decir, los elementos de las matrices [—aj,,, ], ]
y [a},; —aj;] no tienen ninguna simetrfa. Como resultado, las matrices B, B,,, Bf, By, C1,

C,, D1y D,, no son ni centrosimétricas ni anti-centrosimétricas.

Proposicion E.2. Sea el sistema lineal e invariante en el tiempo de una entrada y una salida

;= Ax + B
E:{w T + bu, (E.22)

y=Cu,

donde z(t) : [0,00) — RY, y u(t),y(t) : [0,00) — R, la matriz de estado A =JAJ € K77 es una
MCS con valores caracteristicos puramente reales, y las matrices de entrada y de salida pueden
particionarse de la fooma B=[B!I B, Bl'|T yC=[C, C. GCy], con By, By, CI,CI eRP y
B, C. e R, si ¢q=2p+1; si ¢g=2p, basta eliminar B, y C..

a) El par (A, B) es controlable si

i. B # +JB, con g=2p;
ii. B+# JB, e(By+JBy) +v2aB.# 0y V(By+JBy) +v2 fB. # 0, con ¢q=2p +1; a, e,
f v V se definen como en el Corolario E.3.1.

b) El par (4, C) es observable si

i. ¢ # +CJ, con q=2p;

ii. C#CJ, (Cot+Cp))h++/2BCe# 0y (Ca+Cp)Y ++/29C. # 0, con q=2p +1; 3, g,
hy Y se definen como en el Lema E.3.

Demostracion. (Notar que las condiciones de la proposicion solo son suficientes)

a) Andlisis de controlabilidad. Una condicion suficiente y necesaria para verificar la controla-
bilidad del par (A, B) de ¥ es que ran(C) =¢, donde C=[B AB --- A%"'B]. Como los
valores caracteristicos de A son puramente reales y diferentes, existe un cambio de coorde-
nadas invertible # =Tz que lleva a X a la forma canénica modal

2

+ Bu,

8¢

I

Q&

(E.23)

N 8¢
I

Z.
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donde A =diag()\;), coni=1,2,...,¢; fA:AT; B=TB, y C=CT. Entonces, la matriz de
controlabilidad C puede reescribirse

B MB - XT'B

S 1 E AS .« . |B B, ... )\T1p
C=T7'[B AB .- A'B]=T"1|"? ’\2: 2 A2: 2, (E.24)

By, \B, -+ MT'B,

de la cual se deduce que ran(C) < ¢ si uno o mas elementos de B son cero. Sea q=2p +1.
Como las columnas de T son los vectores caracteristicos izquierdos de A, entonces

U 0 —UJ|[Ba U(Ba—JBy)
B=|e V2a eJ B.| = | e(Ba+JBy) ++v2aB. | . (E.25)
V V2f VJ || B V(Ba+JBy) + /2 fB.

Por lo tanto, cuando ¢ es impar deben verificarse las condiciones del inciso ii. para que
ningtn elemento de B sea cero. Cuando q es par basta eliminar los elementos centrales de
B, B y f, lo cual relaja las condiciones a sélo probar que B no posea ninguna propiedad de
simetria (que no sea ni MCS ni MACS), como se establece en el inciso i.

Andlisis de observabilidad. Una condicion suficiente y necesaria para verificar la observabi-
lidad del par (A,C) de ¥ es que ran(Q) = ¢, donde O = [CT (CA)T ... (CcA~HTT.
Como los valores caracteristicos de A son puramente reales y diferentes, existe un cambio
de coordenadas invertible T4 =z que lleva a ¥ a la forma canénica modal

g

donde A se define como antes; AT = fA; B = fé, y C =cCT. Entonces, la matriz de
observabilidad O puede reescribirse

+§u

=

Q=

(E.26)

< K-
Il
=

¢ el Cs Cq
= C:A Tt = C{Al C%& C‘{Aq 71, (E.27)
C A1 L O Ot

de la cual se deduce que ran(@) <0 si uno o mas elementos de C son cero. Sea q=2p +1.
Como las columnas de T son los vectores caracteristicos (derechos) de A, entonces

R X h Y
C=[Ca Cc G| 0 V28 v2g
-JX Jh JY

= [(Ca_Jcb)X (Ca+CbJ>h + \/5005 (Ca+CbJ)Y + \FQCCQ]' (E'28)

Por lo tanto, cuando ¢ es impar, deben verificarse las condiciones del inciso ii. para que
ningin elemento de C sea cero. Cuando q es par basta eliminar los elementos centrales de
C, C y T , lo cual relaja las condiciones a sélo probar que C' no posea ninguna propiedad de
simetria (que no sea ni MCS ni MACS), como se establece en el inciso i. -
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Algunas matrices de discretizacion

Problema de difusion radial (PDR) con ¢=7

a) Método de diferencias finitas con distribucion Chebyshev-Gauss-Lobatto (mDF+DCGL)

—3.0003e+02  3.0003e+02 0 0 0 0 0
—7.3409e+00 —7.1946e+01  7.9287e+01 0 0 0 0
0 1.3255e+01  —5.8356e+01  4.5101e+01 0 0 0
A= 0 0 1.6861e+01  —5.4627e4+01  3.7766e+01 0 0
0 0 0 2.2627e+01  —6.7153e+01  4.4525e+01 0

0 0 0 0 3.9778e+01  —1.2093e+02  8.1151e+401

0 0 0 0 0 9.2096e+01  —9.2096e+01

Bno=[0 0 0 0 0 0 1.2061e+01]"
Cn=[0 0 0 0 0 -—72436e—02 1.0724e-+00 ]
dn,n = 3.0209e—02

b) Método de cuadratura diferencial polinomial con las raices de los polinomios de Legendre
(mCD-P+DRPL)

—8.2679e+02  1.0440e+03  —3.2104e+02 1.7131le+02  —1.2170e+02  1.0434e4+02 —5.0117e+01
1.1662e+01  —1.4761le+02  1.7564e+02  —6.1397e+01  3.7844e+01  —3.0514e+01  1.4375e+01
7.0830e—01 2.3203e+01  —9.0484e+01  8.7000e+01 —3.2714e+01  2.2263e+01  —9.9766e+00

A= | 6.3175e—01  —4.2382e+00 2.9780e+01  —7.9449e+01  7.0428e+01  —2.8252e+01  1.1100e+01
—1.6364e+00  4.2820e+00  —9.1419e+400  4.1254e+01 —9.8223e+01  8.4923e+01  —2.1457e+01
3.1167e+00  —6.8664e+00 9.4767e+00 —1.8771le4+01  7.8325e+01  —1.8792e+02  1.2264e+02
—3.4674e+00  7.3953e4+00  —9.2602e+00  1.4938e+01 —3.6580e+01  2.1274e+02  —1.8576e+02

By, = [1.6116e+00 —4.5454e—01  3.0290e—01 —3.0710e—01 4.7078e—01 —1.3598e+00 1‘8079e+01]T,

Cn =[9.5491e—03 —1.9816e—02 2.2886e—02 —3.1535e—02 5.6076e—02 —1.5103e—01 1.1139e+00],
dn,n = 1.7551e—02

Problema de difusién longitudinal (PDL) con ¢=6

a) Método de diferencias finitas con distribucion Chebyshev-Gauss-Lobatto (mDF+DCGL)

—6.0628e+01  6.0628e+01 0 0 0 0
4.2496e+01  —7.1903e+01  2.9408e+01 0 0 0
Ao 0 2.3583e+01  —4.483le+01  2.1248e+01 0 0
B 0 0 2.1248e+01  —4.483le+01  2.3583e+01 0
0 0 0 2.9408e+01  —7.1903e+01  4.2496e+01
0 0 0 0 6.0628e+01  —6.0628e+01
By =[-84115¢400 0 0 0 0 0]"
Bpo=[0 0 0 0 0 84115e+00]"
C; =[1.0743e+00 —7.4323e—02 0 0 0 O]
Cn=[0 0 0 0 —74323e—02 1.0743e+00 ]
Dy =[—3.9204e—02 0]
Dy, =[0 3.9204¢—02]
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b) Método de cuadratura diferencial polinomial con las raices de los polinomios de Legendre

(mCD-P+DRPL)

~1.1695e+02  1.3593e+02  —2.6527e+01  1.2239e+01  —8.4859e+00  3.7937e+00
6.4563e+01  —1.1039e+02  5.6484e+01  —1.6093e+01  9.4698¢+00  —4.0316e+00
A | 97152400  4.3549¢+01  —6.4460e+01  3.8552c+01  —1.2409¢+01  4.4834e-+00
4.4834e+00  —1.2409e+01  3.8552¢+01  —6.4460e+01  4.3549e+01  —9.7152e+00
—4.0316e+00  9.4698¢+00  —1.6093e+01  5.6484e+01  —1.1039e+02  6.4563e+01
3.7937e+00  —8.4859e+00  1.2239¢+01  —2.6527e+01  1.3593¢+02  —1.1695e+02
By = [~1.3024e+01 8.5808¢—01 —2.5648e—01 1.5392e—01 —1.5576e—01 1.5227e—01]"
By = [~1.5227e—01 1.5576e—01 —1.5392e—01 2.5648¢—01 —8.5808¢—01 1.3024e+01]"
C1p =[1.1158e+00 —1.5483e—01 6.0035¢—02 —3.6022e—02 2.8110e—02 —1.3056e—02]
Cn =[-1.3056e—02 2.8110e—02 —3.6022e—02 6.0035e—02 —1.5483e—01 1.1158e+00 ]
Dy =[—-2.32T1le—02 5.4123e—04]

D, = [—5.4123e—04 2.3271e—02]



Apéndice F
Banco de pruebas

El banco de pruebas construido para realizar experimentos de carga y descarga de celdas de
Li-Ion y capacitores DCE de baja capacidad esta formado por dos secciones: el circuito principal,
trazado con lineas gruesas en la Figura F.1, y la etapa de acondicionamiento y adquisiciéon de
datos. El circuito principal contiene una fuente de potencia programable B&K Precision 9123A
(0-30 V, 0-5 A), una carga electronica modelo 8500 (0-120 V, 1 mA-30 A) de la misma marca, un
circuito de proteccion contra tension y corriente excesivas, un resistor de derivacion R y la celda
por probar. La fuente programable y la carga electronica pueden desarrollar secuencias de pulsos
de corriente de diferente nivel (hasta 200 y 1000 valores, carga y descarga, respectivamente) y de
al menos 5 ms de duracion (los manuales de operacion indican 1 ms, aunque el disparo deja de
ser erratico a partir de 5 ms). Como se ha convenido en toda la tesis, la corriente se considera
positiva durante descarga. El diodo Schottky se agregd para evitar corrientes de fuga a través de
la fuente cuando esta desactivada.

Carga

programable Circuito de

proteccién

Acondicionamiento Adquisicién
TRL + de seflales de datos

|—-E—" I/
R, - 7 N vo
] p >v; 20 TAD]]
Uz Resistor de<x —t U1
derivacién + v
-

Diodo
Schottky

TRS
i~ - +

USB

H Sensor de
| Fuente temperatura T 1
i programable TRS ; ; TRL

Figura F.1: Esquema general del banco de pruebas

El circuito de proteccién consiste en un fusible y un relevador normalmente cerrado, el
cual se abre cuando la tensién v, de la celda sale de una ventana programada a través de los
potenciémetros Ty y Ty del diagrama F.4. Cualquiera de los dos limites de la ventana puede
desactivarse por medio de los interruptores Sy y So. Adicionalmente, es posible disparar el circuito
de proteccién con una senal TTL externa, activada con S3 y aplicada en el puerto vey, la cual
hasta el momento no se ha usado.

139
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La corriente aplicada ¢, se calcula a través de la caida de potencial v;, en el resistor de
derivacion R = 50/15 mQ. La tension v, de la celda se mide directamente y la temperatura es
proporcional a la salida vy, del sensor modelo LM35 con sensibilidad K7 =100 mV/°C. Las tres
variables v;,, vy y vr, se acondicionan a través de los bloques amplificadores A0, Al y A2 de la
figura F.1, respectivamente. Estos bloques cambian el nivel de las seniales medidas de acuerdo con
la tabla de calibracion F.1 con el fin de aprovechar mejor la resolucion de los convertidores A /D
de las tarjetas de adquisiciéon de datos usadas.

Tabla F.1: Calibraciéon de los amplificadores de acondicionamiento

Bloque Variable Tens’lon entr,'ada Ter{smn sal}da Ganancia  Sesgo
(min — maéx) (min — max)
—-16.6mV@-5A—166mV@s5A -9V-—9V 540 0oV
A0 v, = Rgiy, —166mV@-5A-—333mVQI0A -9V-—9V 360 -3V
-166mV@—-5A—50mV@l5A —-9V-—-9V 270 —45V
Al o { Ve 2V — 5V (celdas Li-Ion) -9V —-9V 6 —21V
Tl 0V — 3V (capacitores DCE) -9V -—-9V 6 -9V
A2 vr, = K11} 0V@o°C—10V @ 100°C ovV—-10V 10 (A%

Las realizaciones de los bloques de acondicionamiento se muestran en los diagramas de la
Figura F.5. Las tres consisten, en general, en un bloque de entrada diferencial, un bloque ampli-
ficador de entrada y salida comunes, y un bloque que genera la referencia del bloque diferencial.
Segin el diagrama F.5a, correspondiente al bloque Ay, el rango de corriente se fija cerrando alguno
de los puentes J: J; para —5 a 5 A, Js para —5 a 10 A o J3 para —5 a 15 A. El potenciémetro
Ty debe ajustarse peridédicamente tal que el punto de calibracién se mantenga en —3 V. De forma
similar, en el circuito del diagrama F.5b, el rango de tension de entrada de Ay se fija cerrando Jy
para capacitores DCE (0 a 3 V) o J2 para celdas Li-Ion (2 a 5 V). La calibracion se realiza de forma
similar aunque tomando —3.5 V como referencia. Finalmente, por simplicidad, la realizacién de
Aj del diagrama F.5c tiene un solo rango de entrada. En los tres amplificadores se usaron arreglos
de resistores de pelicula metalica con error de +1 % sobre su valor nominal y amplificadores de
uso especifico para instrumentacion.

Las seniales amplificadas se transmiten a una computadora por medio de dos tarjetas de
adquisicion de datos National Instruments USB-6009 (convertidor A/C de 14 bits, 40 kS/s) TAD1
y TAD2, cuyos canales analogicos pueden medir sefiales en el rango de +10 V. La transmision
se realiza de forma serial por puertos USB. TADI1 toma las muestras que seran registradas y con
su reloj interno temporiza los experimentos de carga y descarga. Por otro lado, TDA2 mide la
tension en la celda y la temperatura con propoésitos de control y envia las sefiales de disparo TRS
y TRL a la fuente programable y a la carga electronica, respectivamente, coordinando los eventos
de carga y descarga. La apariencia del banco de pruebas se muestra en la Figura F.2.

La programacion de las tarjetas de adquisicion de datos TAD1 y TAD2 se realizo en lenguaje
C, usando las librerias proporcionadas por el fabricante, bajo el sistema operativo Scientific Linux
6.x. Debido a la incertidumbre en el tiempo de comunicacién entre las tarjetas y la computadora,
TADI1 toma muestras por bloque cada segundo, las almacena en un registro interno y las envia a
la computadora. De esta manera se minimiza el efecto del retardo de comunicacion y se cuenta con
un medio de temporizacién. La adquisicién por bloque no permite ningiin otro proceso simultdneo
en el mismo programa. Por esta razon, se escribieron programas separados para cada tarjeta: la
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Figura F.2: Apariencia del banco de prueba

rutina de adquisicion (RA) para TDA1 y de la rutina de control (RC) para TDA2, sincronizados
a través de variables compartidas.

RA se ejecuta en una consola con la instrucciéon chDschTest <tipo_de_exp> <duracién>
<archivo>. El argumento <tipo_de_exp> es un ntumero entero entre 10 y 15 que indica el tipo
de experimento: de 10 a 12 para capacitores DCE y de 13 a 15 para celdas Li-Ion; 10 y 13 para
corrientes entre £5 A, 11 y 14 para —5 A a 10 A, y 12 y 15 para —5 A a 15 A. Con <duracién>,
otro entero positivo, se indica la duracién del experimento en segundos. Finalmente, <archivo> es
opcional y hace referencia al nombre del archivo en el cual se almacenara la informacion adquirida.
Si no se indica, el experimento corre sin almacenar informaciéon (modo sin adquisicién). Para
cambiar otros parametros del experimento, como el periodo de los pulsos de carga y descarga,
las tensiones deseadas en los dispositivos de almacenamiento, los puertos fisicos utilizados en las
tarjetas de adquisicion y demas, es necesario editar y recompilar los programas.

El flujo de RA y de RC se muestra en el diagrama de la Figura F.3. Al ejecutar RA (rutina
madre), ésta configura los pardametros del experimento y verifica los argumentos de ejecucion. Si
no son correctos, el programa escribe un mensaje indicando el uso de chDschTest y termina. Si se
especifica <archivo> y todos los argumentos son validos, continiia con la preparacion del archivo
donde registrara la informacion, configura los puertos analégicos de entrada de TADI1, llama a RC
y espera una sefial para continuar. RC inicializa sus variables, configura los puertos analégicos de
entrada y los puertos digitales de salida de TAD2 y decide entre el modo 1 (M1) o el modo 2 (M2)
de carga y descarga. M1 se indica inicializando la tensién minima deseada de la celda en un valor
negativo (es necesario editar y compilar RC). En este caso, la celda se cargara o descargara en un
ciclo de precarga hasta llegar a una tension indicada (tensién méxima deseada). RC envia la senal a
RA para continuar, mientras dispara alternadamente la fuente programable y la carga electronica,
las cuales proporcionan una serie de pulsos de carga y descarga. Si se indica una tensién minima
deseada positiva y menor que la tension maxima deseada, entonces el experimento inicia en M2.
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En este caso, los pulsos de carga y descarga serén tales que la tensiéon de la celda oscilara dentro

de la ventana indicada y RA continuara desde el inicio del experimento.

Al continuar, RA toma muestras por bloque cada segundo de acuerdo con la tasa de muestreo
indicada y cronometra el experimento. Cuando se cumple el tiempo indicado, RA envia una senal
a RC para terminar, guarda la informacion registrada, libera los puertos de TAD1 y las variables
de sincronizacién para finalizar de manera normal; RC termina de forma similar. Cuando no se
indica <archivo>, RA so6lo funciona para llamar y cronometrar la ejecuciéon de RC. Ambas rutinas

han sido desarrolladas hasta ser funcionales, sin embargo, faltan refinamientos.

Rutina de adquisicién (RA)

(madre, TDA1)

INICIAR

Inicializar variables

Argumentos
invélidos

Modo sin
adquisicion

Modo con
adquisicién

Preparar registro

Configurar E-TAD1

_I_I

Llamar RC

Esperar

Cronometrar

Cronometrar y
adquirir datos

Rutina de control (RC)

(hija, TDA2)

Iniciar

Inicializar variables

Configurar E/S-TAD2

Experimento M1

Experimento M2

Precarga

Continuar RA

Carga/descarga
(alternada)

Carga/descarga
(ventana)

L —

Detener experimento

e >|

_I_I

Guardar registro

Liberar E/S-TAD2
y var. sinc.

Liberar E-TAD1

Liberar var. de sinc.

Figura F.3: Diagrama de flujo de las rutinas de adquisicion de datos y de control

TERMINAR

Terminar
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