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Resumen

ncontrar funciones de Lyapunov explicitas para analizar la estabilidad de sis-

temas dindmicos, involucra siempre obtener una soluciéon de una desigualdad

diferencial parcial, una tarea que dista mucho de ser sencilla. A pesar de que

existe una gran variedad de métodos para encontrar funciones de Lyapunov,

a la fecha no existe un método universal que permita obtener funciones de Lyapunov

(FL) simples y explicitas para sistemas dindmicos con puntos de equilibrio estables. Para

reducir la complejidad de las ecuaciones involucradas en la obtencién de FL es posible

utilizar propiedades de homogeneidad. Esta tesis de maestria tiene como objetivo presen-

tar un método de construccién de FL. homogéneas para sistemas homogéneos de segundo

orden. En comparacion con otros métodos disponibles, el que aqui se desarrolla permite

obtener funciones de Lyapunov explicitas para un conjunto mayor de sistemas y reduce

significativamente el andlisis de definitividad de signo tanto de las funciones candidatas
como de sus respectivas derivadas.



Abstract

inding explicit Lyapunov functions for stability analysis of dynamical systems

entails the nontrivial task of solving a partial differential inequality. Although

many methods for finding Lyapunov functions are available, much remains to

be done in this regard since there isn’t a universal constructive method for

finding simple, explicit Lyapunov functions for dynamical systems with stable equilibria.

Homogeneity properties of systems may be used to address this problem since they

are capable of reducing the complexity of the equations involved. The present work

outlines a method to obtain homogeneous Lyapunov functions for homogeneous second-

order systems. In comparison with previous results, the method described here provides

explicit Lyapunov functions for a larger set of dynamical systems and greatly reduces
the sign-definiteness analysis of the underlying equations.
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Introduccion

os sistemas dindmicos son objetos matematicos que se utilizan para representar

fenémenos naturales. Su principal caracteristica radica en que poseen una regla

de correspondencia que establece la dependencia temporal de los estados espe-

cificos del fenémeno que representan. Esto significa que para cualquier instante

de tiempo, un sistema dindmico posee un conjunto de valores, normalmente nimeros

reales, que puede ser representado como un punto dentro del espacio de posibles estados.

Si se asume un fendémeno natural como continuo, es decir, que las magnitudes fisicas

que lo representan pueden tratarse como senales continuas, las ecuaciones diferenciales

resultan ser la forma mads natural para su representacién. Asi, las soluciones de dichas

ecuaciones representan las posibles trayectorias, es decir la sucesién temporal de puntos
en el espacio de estados que dicho fenémeno exhibe.

1.1. Sistemas Dinamicos y Estabilidad

Aunque existe una gran variedad de clasificaciones para los sistemas dindmicos, sin
duda la més relevante en ingenieria resulta la division entre sistemas lineales y no li-
neales. Para ser lineal, un sistema dindamico f : R” — R"™ debe cumplir la propiedad de
homogeneidad

flex) =ef(x), €>0
y de aditividad

fl@i+m+- +xn) = fl@) + fl@) + -+ f(zn).

Ambas propiedades se conocen como el principio de superposicion. Este principio, apli-
cado a ecuaciones diferenciales, establece que cualesquiera dos soluciones del sistema
pueden ser sumadas para formar una nueva solucién. Los sistemas no lineales se defi-
nen entonces como aquellos que no cumplen con el principio de superposicién. Definir
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a los sistemas no lineales de esta forma sélo esboza la enormidad de sistemas incluidos
en esta clasificacién. A este respecto, el matematico estadounidense de origen austriaco
Stanislaw Ulam solia decir que esta definicion de sistemas no lineales es como tratar
de dividir la zoologia entera entre animales elefantinos y no elefantinos. Esta analogia
con los elefantes, ademéds de senalar la vastedad de los sistemas no lineales, resulta justa
en el sentido de que los sistemas lineales son en realidad una excepcién relevante en la
generalidad de los fenémenos naturales.

Tanto en sistemas lineales como en no lineales, una de las propiedades fundamentales
es la estabilidad, que someramente se refiere a la capacidad que tienen las trayectorias
de un sistema de crecer arbitrariamente. En un sistema lineal expresado en la forma

T = Az,

donde A es la matriz del sistema y x es el vector de estado, la estabilidad del origen se
reduce, en lo general, a determinar el signo de los autovalores de la matriz A. En un
sistema no lineal

el andlisis de estabilidad estd lejos de ser tan sencillo y sin duda la herramienta mas
importante a este respecto es el célebre Método Directo de Lyapunov (MDL). Este mé-
todo, concebido en 1892 por el matematico ruso A.M. Lyapunov, establece que de existir
una funcién escalar V, positiva definida (pd), tal que su derivada Valo largo de las
trayectorias del sistema sea negativa, implica que el origen del sistema estudiado es es-
table. De aquf se puede ver que la funcién V, llamada funcién de Lyapunov (FL), se ve
involucrada en una desigualdad diferencial parcial (DDP) del tipo

oV oV oV
—fit+—fot .+ fu <O, (1.1)
axl 2 n

Oxy ox
donde z = (21,29, ..., Z,,) representa el vector de estados y f = (f1,f2,...,fn) €l campo
vectorial del sistema dindmico a estudiar.

Comunmente en sistemas simples, para encontrar una FL se postula una funcién
definida positiva V (conocida como funcién candidata) y se obtiene su derivada V a lo
largo de las trayectorias del sistema. Si esta resulta negativa, entonces se concluye que
V es una FL y que el origen del sistema es estable. Al realizar este procedimiento, se
encuentra una solucién particular de la Ecuacién (1.1). Para sistemas méds complejos,
este método de ensayo y error resulta inoperante y es necesario utilizar herramientas
mas eficaces.

1.2. Métodos clasicos de Obtencion de FL

En la década de los sesenta del siglo pasado, surgieron tres métodos de obtencién de
FL que por su amplio uso pueden considerarse como métodos cldsicos y se resumen a
continuacion.
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1.2.1. Meétodo del Gradiente Variable

La idea detrds de este método consiste en suponer que existe una funcién g(z), que
es el gradiente de una funcién escalar positiva definida V (z), tal que su derivada V (x)
es negativa definida (nd) [Khalil, 2002]. Para que g(z) sea el gradiente de una funcién
escalar g(z) = VV, su matriz Jacobiana debe ser simétrica, es decir

9gi _ 99,
817J' 8$Z '

Vij=1,..n (1.2)

Bajo esta restriccién el método inicia escogiendo una g(z) tal que g7 () f() sea negativa
definida. La funcién V se calcula entonces a partir de la integral

V(z) = /ch 9" (y)dy = /Ox;gi(y)dyi (1.3)

Dado que la integral de linea de un vector gradiente es independiente de la trayectoria,
la integral anterior se calcula sobre cualquier trayectoria que una el origen con el punto
x, usualmente las trayectorias escogidas son sobre los ejes coordenados, esto es

1
V() :/ gl(yl,O,...70)dy1+/
0 0

x2

Tn
g?(xlay27oa"'70)dy2+' : +/ gn(xlng, ceey xn—hyn)dyn
0

1.2.2. Método de Zubov

En este método se propone la siguiente forma especial de la DDP (1.1):
VV(z)- f(x) = =h(z)(1 = V(2))V1+[[f (@)% (1.4)

donde h(x) es una funcién positiva definida, usualmente una forma cuadratica del vec-
tor x. Al plantear de esta forma la desigualdad diferencial, Zubov logra simplificar las
ecuaciones involucradas en su solucion general y, de existir V' en forma explicita, define
de manera tnica el borde exacto de la regién de estabilidad [Zubov, 1964].

1.2.3. Método de Krasovskii

En el método de Krasovskii, notablemente simple, se propone la funcién

V(z) = f(2)"Pf(x) (1.5)

y se busca una matriz P constante, simétrica y positiva definida, que satisfaga la ecuacién
algebraica de Lyapunov

Of (x)

T = — =
ATP 4+ PA=—-Q, A B

.Q=Q" >0. (1.6)

De existir P, se concluye que el origen es asintéticamente estable; si ademds V() es
radialmente no acotada, se concluye que el origen es global y asintéticamente estable
[Krasovskii, 1963].
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A pesar de que estos métodos son ampliamente utilizados, ain existe una gran can-
tidad de sistemas no lineales para los cuales estos métodos no pueden aplicarse o no
producen FL explicitas. Por mencionar uno de estos casos, en los algoritmos de control
por modos deslizantes, la senal discontinua del control impide obtener una FL del sistema
con control utilizando los métodos cldsicos.

1.3. Estabilidad y Homogeneidad

La homogeneidad es una propiedad de escalamiento multiplicativo exhibida por una
gran cantidad de sistemas dindmicos. Concretamente, como se mencioné en la Secciéon
1.1 una funcién homogenea cumple con

flex) =¢ef(z), e>0.

Es decir que multiplicar los argumentos de una funcién homogénea por un factor, equivale
a multiplicar la funcién original por este mismo factor. Esto produce un efecto de escala
multiplicativa que puede observarse en la Figura 1.1: en las tres funciones mostradas,
para cada curva de nivel, el valor de la funcién f(x1,22) aumenta en diez unidades, sélo la
tercera funcion es homogénea ya que la distancia entre cada curva de nivel es la misma,
esto es, f(10x1,10z2) = 10f(z1,22).

0A» AB * BC » CD

0A - AB - BC - CD 1

Figura 1.1: Curvas de nivel de tres funciones escalares en R?; sélo la tercera funcién es
homogénea.

Esta propiedad de escalamiento conlleva a que la informacién en funciones homogé-
neas esté repetida. Es decir que, tomando como ejemplo la figura anterior, para describir
por completo la funcién homogénea f(x1,z2), basta con conocer una curva de nivel.
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En trabajos recientes, se ha abordardo con éxito el andlisis de la estabilidad en
sistemas dindmicos a través de la propiedad de homogeneidad. En algunos casos ésta se
utiliza como una herramienta auxiliar para la obtenciéon de FL y en otros para obtener
conclusiones directas acerca de la estabilidad del sistema. Esta nueva via atin no ha sido
explorada en su totalidad y representa una alternativa a los métodos de obtencién de
FL convencionales.

1.4. Estado del Arte y Motivacién

Como parte de los avances mas recientes en el andlisis de estabilidad en sistemas
dinamicos homogéneos, podemos destacar:

= En [Levant, 2005] se demuestra estabilidad en tiempo finito de sistemas con modos
deslizantes de orden superior (MDOS) a través de la homogeneidad y de construc-
ciones geométricas no triviales.

» En [Orlov, 2004] se demuestra estabilidad en tiempo finito de sistemas con gra-
do de homogeneidad negativo y un punto de equilibrio asintéticamente estable.
Desafortunadamente, la derivada obtenida V, es sb6lo negativa semidefinida y no
permite realizar estimaciones del tiempo de convergencia al origen.

= En [Polyakov y Poznyak, 2012], aplicando el método de Zubov para sistemas dis-
continuos, los autores proponen una FL unificada para sistemas con modos desli-
zantes de segundo orden. Sin embargo, la forma de esta funcién es poco practica y
su método de obtencién no es constructivo.

= En [Sanchez y Moreno, 2012] se presenta un método constructivo de FL para MDOS
homogéneos, afines en el estado y continuos a tramos. A pesar de que este método
es valido para MDOS de orden n, es aplicable sélo a una subclase de MDOS.

= Por tltimo, en [Zubov, 1958], Zubov presenta una forma general de FL para sis-
temas homogéneos de segundo orden. A pesar de que este método no es reciente,
la proximidad que guarda con el método que aqui se presenta amerita su mencién
tanto en esta seccién como, de manera mas detallada, en la Seccién 2.

Con excepcidn de [Zubov, 1958], ninguno de los trabajos mencionados explota las propie-
dades especificas de los sistemas dindmicos homogéneos de segundo orden para obtener
FL. A pesar de que en [Zubov, 1958] se aborda cabalmente este problema, la forma
general de FL obtenida no cuenta con representacién explicita para una gran cantidad
de sistemas. Cuando esto ocurre, la FL. debe permanecer en forma implicita, lo cual no
es util para analizar la estabilidad del sistema. Ademas, en el articulo sélo se abordan
sistemas con grado de homogeneidad positivo y se exige que la FL sea continuamente
diferenciable.

Asi, contar con un método constructivo de obtencion de FL para sistemas homogé-
neos de segundo orden, que permita obtener FL explicitas para un conjunto mayor de
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sistemas y que permita formas no diferenciables de FL, contribuye a expandir el anélisis
de estabilidad en sistemas homogéneos. Ademas, contar con una FL para un sistema no
solo resulta ttil para determinar la estabilidad del mismo, ya que a través de ésta tam-
bién es posible estudiar regiones de atraccién, procesos transitorios, estabilidad en tiempo
finito y esquemas de control tales como el rediseno de Lyapunov y el Backstepping.

1.5. Objetivo

El objetivo general de este trabajo es presentar un método constructivo de obtencién
de FL homogéneas para sistemas homogéneos de segundo orden denominado Método
por Reduccidn de Variable (MRV). Asimismo, el desarrollar herramientas analiticas que
faciliten la aplicaciéon del MRV y presentar ejemplos que ilustren sus principales carac-
teristicas figuran como objetivos particulares.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera: en el siguiente capitulo se presen-
ta el marco tedrico necesario para poder fundamentar el MRV vy, con fines comparativos,
se presenta brevemente el trabajo realizado por Zubov en [Zubov, 1958]. A continua-
cién se presenta formalemente el MRV y en el Capitulo 4 se presentan cuatro ejemplos
que ilustran sus principales caracteristicas. El trabajo cierra con algunas conclusiones y
trabajo futuro en el Capitulo 5.
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En este capitulo se abordara la teoria necesaria para poder presentar el método
por reduccién de variable (MRV). La primera seccién presenta el método directo de
Lyapunov (MDL). A continuacién se definen las inclusiones diferenciales de Filippov,
que permiten estudiar sistemas dindmicos discontinuos. En la Seccién 2.3 se presentan
las definiciones formales de homogeneidad ponderada para funciones, campos vectoriales
e inclusiones diferenciales; asimismo se mencionan dos teoremas relevantes con respecto
a la existencia de FL en sistemas e inclusiones diferenciales homogéneos. Enseguida
se presentan brevemente las soluciones generales de ecuaciones diferenciales lineales,
ecuaciones de de Bernoulli y notacién asintética, ya que se hara referencia a ellas en el
siguiente capitulo. Finalmente, en la Seccién 2.6 se analiza la forma general de FL para
sistemas homogéneos de segundo orden presentada en [Zubov, 1958].

2.1. Meétodo Directo de Lyapunov
El MDL puede enunciarse de la siguiente manera:

Teorema 2.1.1 (Método Directo de Lyapunov [Khalil, 2002]). Considere el sistema

= f(z), (2.1)

donde f : D — R™ es un mapeo continuo de un dominio D C R™ a R™ que contiene
al origen. Sea x = 0 un punto de equilibrio de (2.1) y sea V : D — R una funcidn
continuamente diferenciable tal que

V0)=0 y V(z)>0 en D-—{0} (2.2)

V(z)<0 en D

Entonces x = 0 es estable. Mds ain, si



2.2. INCLUSIONES DIFERENCIALES CAPITULO 2. MARCO TEORICO

V(z) <0 en D—{0}, (2.4)

entonces x = 0 es asintoticamente estable.

Una funcidén, continuamente diferenciable, que satisfaga (2.2) y (2.3) se denomina
funcién de Lyapunov (FL) o FL débil; si ademds satisface (2.4) se le conoce como funcién
de Lyapunov estricta (FLE) o FL fuerte. Para sistemas de segundo orden, las condiciones
(2.3) y (2.4) puden reescribirse como

8331 ! 83:2

donde W es una funcién negativa semidefinida en el primer caso y negativa definida en
el segundo.

Con el subsecuente desarrollo de la teorfa de Lyapunov se han logrado relajar las con-
diciones de continuidad [Roxin, 1966] y diferenciabilidad [Zubov, 1964] de las funciones
de Lyapunov. El siguiente teorema, establecido por Zubov en 1964, establece un criterio
de estabilidad para sistemas no lineales basado sélo en el decrecimiento de la FL.

f2=W, (2.5)

Teorema 2.1.2 (Criterio de estabilidad [Zubov, 1964]). El origen del sistema & =
f(t,z(t) es estable en el sentido de Lyapunov (o localmente estable) si y solo si existe
una funcion V (t,x), llamada funcion de Lyapunov, que satisfaga las siguientes condicio-
nes:

1. V(t,z) estd definida para ||z|| < h yt > tog, donde x € R™ y h >0
2. V(t,0) =0 para todo t > 0 y es continua en z para todo t >ty en el punto x =0
3. V(t,x) es positiva definida, esto es, existe una funcidn Y (x) tal que

V(t,x) > Y (x) para todo t >ty

Y(0)=0,Y(x) >0 para ||z|]| >0

4. La funcion V(t) := V(t,2(t,x0,t0)), donde Z(t,xq,to) representa la trayectoria que
satisface & = f(t,x(t)) cuando x(ty) = xo, no crece®> en t > to para todo xo que
satisfaga ||xo|| > h.

2.2. Inclusiones Diferenciales

Las inclusiones diferenciales surgen como generalizaciones de ecuaciones diferenciales
cuando el lado derecho de éstas es discontinuo. En este caso el sistema se representa
como

i€ F(ta), (2.6)

'El autor define z(t,xo,t0) € R™ como un movimiento dindmico en desviaciones. Para mayor infor-
macidn, el lector puede consultar [Poznyak, 2010, p. 562].
2Nétese que no es necesario que V; sea diferenciable en ¢
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donde F'(t,x) es un mapeo multivaluado, es decir que a cada punto del dominio de &
le corresponde, en general, un conjunto F'(¢,z) del codominio. Si F'(¢,z) es una funcién
continua a tramos, esto es, discontinua en un conjunto de puntos de medida cero, no vacia,
cerrada, convexa, localmente acotada y semicontinua por arriba entonces es conocida
como inclusién diferencial de Filippov [Filippov y Arscott, 1988].

La solucién z(t) de (2.6) resulta entonces una funcién absolutamente continua y
satisface, casi en todos lados, la ecuacion

= f(t,x), (2.7)

donde f es una funcién continua que reemplaza a F' en los tramos donde existe conti-
nuidad. A lo largo del presente trabajo las soluciones de los sistemas de la forma (2.7)
se entienden en este sentido, es decir, en el sentido de Filippov.

2.3. Homogeneidad Ponderada

Como se mencioné en la introduccién, la homogeneidad es una propiedad de escala-
miento que permite que multiplicar los argumentos de una funcién por un parametro €,
equivalga a multiplicar la funcién original por este parametro. Esto es

ef(x) = f(ex), ze€R"eeR

Un caso més general, conocido como homogeneidad ponderada, permite que el factor
multiplicativo ¢ esté elevado a potencias que en los argumentos se denominan pesos de
homogeneidad y en la funcién grado de homogeneidad. Formalmente esto es

Definicién 2.3.1 (Dilataciones [Bacciotti y Rosier, 2005]). Para un conjunto fijo de
coordenadas (x1,...,xy) en R"™, sea r = (r1,...,r,,) una n-tupla de nidmeros reales positivos.
La familia monoparamétrica de dilataciones §7 (asociada a r) estd definida por

oc(z) := (€M1, ay), Vo = (z1,...,2n) € R", Ve > 0. (2.8)
A los nimeros r; se les denomina pesos de homogeneidad.

Definicién 2.3.2 (Funcién Homogénea [Bacciotti y Rosier, 2005]). Se dice que una
funcion H : R™ — R es §"-homogénea de grado m (m € R) si

H(0.(z)) =e™H(x) VzeR",Ve>0.

Definicién 2.3.3 (Campo Vectorial Homogéneo [Bacciotti y Rosier, 2005]). Se dice que
un campo vectorial f = [f1(z),...,fn(x)]T es §"-homogéneo de grado k si su componente
fi es 0"-homogénea de grado k + r; para cada i; esto es

fileMay, ™ ay) = 8T f(2),

Vo € R", Ve > 0, Vi € [1,n]. (2.9)
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Definicién 2.3.4 (Inclusién Diferencial Homogénea [Levant, 2005]). Se dice que un
mapeo valuado de conjuntos F(x) C R™ es homogéneo de grado m € R si

F(07) = e™§"F(z), Yz €R™, Ve > 0.

Esta definicion y la Definicion 2.3.2, equivalen a afirmar que H(x) y F(x) son invarian-
tes ante la transformacion Ge : (t,x) — (e”™t,0lx).

El grado de homogeneidad m € R — {0} de un campo vectorial o inclusién diferencial
puede escalarse siempre a +1 con un cambio proporcional de los pesos de homogeneidad
T15esTn -

Teorema 2.3.1 (Funcién de Lyapunov Homogénea [Bacciotti y Rosier, 2005]). Sea el
sistema & = f(x), donde f es un campo vectorial continuo en R™ tal que su origen es
un punto de equilibrio asintdticamente estable. Asuma que f es 8" -homogénea de grado
k para algin v = (r1,...,rn), 7; € R*. Entonces, para cualquier p € N — {0} y cualquier
m > p-maz;{r;}, existe una FLEV que es §"-homogénea de grado m y de clase CP. Como
una consecuencia directa, la derivada temporal vV = > %fz(f) es 8" -homogénea de

grado m + k.

Este ultimo teorema resulta relevante ya que garantiza la existencia de una FLE
homogénea para cualquier sistema homogéneo continuo que posea un punto de equilibrio
asintéticamente estable en el origen. Esta aseveracion también es valida para inclusiones
diferenciales, como muestra el siguiente teorema:

Teorema 2.3.2 (FL para Inclusiones Diferenciales Homogéneas [Nakamura et al., 2002]).
Asuma que la inclusion diferencial homogénea & € F(x) satisface las siguientes condi-
ctones:

C1 F es un subconjunto convexo, compacto, Lebesgue medible y semicontinuo por arri-

ba.
C2 F es homogénea con pesos de homogeneidad (r1,r2,...,rm).

C38 Cada solucion generalizada de la inclusion diferencial estd acotada uniformemente.

Entonces, existe una FL débil, homogénea de grado arbitrario positivo que es diferenciable
un numero arbitrario de veces.

C4 Para cada solucion x(t), se tiene que z(t) — 0 cuando t — oo.

Mas ain, si una inclusion diferencial satisface esta ultima condicion, existe una FLE
homogénea de grado arbitrario positivo que es diferenciable un nimero arbitrario de
veces.

2.4. Ecuaciones Diferenciales

En esta seccién se presentan brevemente dos tipos de ecuaciones diferenciales que
resultaran relevantes para el desarrollo del MRV.

10
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2.4.1. Ecuaciones Diferenciales Lineales
Definicién 2.4.1 (Ecuacién Diferencial Lineal de Primer Orden [Weisstein, 2002]). Se

dice que una ecuacion diferencial de la forma

@) Y 1 ag(a)y = o) (210)

es una ecuacion lineal en la variable dependiente y.

Al dividir ambos lados de (2.10) por el coeficiente principal ai(x), se obtiene una
forma mas 1til conocida como la forma estdndar de una ecuacion diferencial lineal:

ar P(z)y = Q(z)
La solucién general de una ecuacién diferencial lineal de primer orden estd dada por:

B fef P@)dzQ(z)dx + C
y= e P(z)dz ’ (211)

donde C es una constante arbitraria [Weisstein, 2002].

2.4.2. Ecuacion Diferencial de Bernoulli

Definicién 2.4.2 (Ecuacién Diferencial de Bernoulli [Weisstein, 2002]). La forma es-
tandar de la ecuacion de Bernoulli estd dada por:

dy

o, TPy =Q)y" (2.12)

A pesar de ser una ecuacién diferencial no lineal, esta ecuacién posee la siguiente

solucion general:

. 1
(1—n) [ e=m) ] P@)deQ(z)da+Cy ] T-n
cA—n) [ P@)de para n#1

CQef[Q(I)fp('T)]d'r para n=1,

Y= (2.13)

donde Cy y Cy son constantes arbitrarias [Weisstein, 2002].

2.5. Notacion Asintotica

La notacién asintdtica se utiliza para analizar el comportamiento de funciones cuando
estas tienden a un punto especifico, cominmente a infinito. Consideremos, por ejemplo,
la siguiente expresién:

f(@)

m 2 (2.14)

z—00 g(x)

11
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donde f y g son funciones de R — R. Si g crece a una tasa mucho menor con la que lo
hace f, en alguna vecindad de infinito f dominard a g y el limite anterior sera infinito; lo
que puede interpretarse como que el crecimiento de g es despreciable con respecto al de f
o que g es asintdticamente menor que f. Si ocurre lo contrario, es decir, que g crece a una
tasa mucho mayor que f, entonces en alguna vecindad de infinito, g dominaréd a f y el
limite (2.14) sera cero. No obstante, si f y g crecen a una tasa similar o idéntica, el limite
(2.14) resultard un nimero real distinto de cero. Esta nocién de funciones asintdticamente
mayores da origen a la notacién asintética’, que se define a continuacién.

Definicién 2.5.1 (Notacién de la gran O [Graham et al., 1989]). Sean f y g dos fun-
ciones definidas en un subconjunto de los numeros reales. Se escribe

f(z) € O(g(x)) cuando x —
sty solo si existe un numero real positivo k y un numero real xo tales que
|f(z)| < klg(x)] para todo x > xy.

Intuitivamente, la notacién de la gran O establece una relacién en la que f es asin-
toticamente menor o igual a g o, de manera equivalente, que f puede ser acotada por
arriba por alguna constante postivia £ y g(z).

Existen otros dos simbolos que forman parte de la familia de notaciones de Bachmann-
Landau que resultaran relevantes en el desarrollo de este trabajo. El primero, denotado
por O, esta relacionado con la similitud asintotica, mientras que el segundo se relaciona
con la equivalencia asintotica, denotada con el simbolo ~.

Definicién 2.5.2 (Notacién de la gran © [Knuth, 1976]). Sean f y g dos funciones
definidas en un subconjunto de los nimeros reales. Se escribe

f(z) € ©(g(x)) cuando x — o
si y solo si existen numeros reales positivos k1 Y ks y un numero real xg tales que
k1g(x) < f(z) < kag(x) para todo x > xy.

La intuicién detras de la notacién de la gran © es que se puede acotar asintéticamente
a f(z), tanto por arriba como por abajo, por g(z) y dos constantes positivas k1 y Ka.

Definicién 2.5.3 (En el orden de [Knuth, 1976]). Sean f y g dos funciones definidas
en un subconjunto de numeros reales. Se escribe

f(z) ~ g(xz) cuando x — oo

sty solo si existe un numero real xqo tal que

f(x)

——= =1 para todo x > xg.
g9(z)

3Existen diversas familias de notaciones asintéticas, en este trabajo se hace uso de la familia de
notaciones Bachmann-Landau [Graham et al., 1989].

12
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Verbalmente se dice que f estd en el orden de g.

La diferencia sustancial entre los simbolos © y ~ es que © denota similitud asintética
entre f y g, esto es, que ninguna domina significativamente a la otra. En cambio, ~ denota
equivalencia asintdtica, es decir que para algin xg > x, f y g son idénticas.

Ejemplo 2.5.1 Considere las siguientes funciones:

fla) = 2*+u

glz) = 3% +z

h(z) = -2’4z

i(x) = 2?—u
Las funciones f y g no son asintdticamente equivalentes, ya que el limg_, o % = % Asi
también f y h, ya que el lim,_, % = —1; sblo f e i tienen el mismo comportamiento

asintético con respecto a oo, ya que el im0 % =1, estoes, f(x) ~ i(z). No obstante,

dado que f, g e i tienen comportamientos asintéticos similares, podemos afirmar que

f(z) € ©(y(x)), f(z) € B(i(z)) y que g € O(i(x)).

2.6. Meétodo por Homogeneidad de Zubov

En 1958 V.I. Zubov propuso una forma general de funciones de Lyapunov para sis-
temas homogéneos de segundo orden [Zubov, 1958]. La idea detrds de este método, que
denominaremos método por homogeneidad de Zubov (MHZ), es similar a la que se pre-
sentard en esta tesis, por lo que en esta seccién se describird con detalle para poder
compararlo con el MRV.

El autor parte de la derivada temporal de una funcién candidata de Lyapunov V a
lo largo de las trayectorias del sistema §"-homogéneo de segundo orden

&1 = fi(z1,22)

(2.15)
Ty = fo(w1,22),
es decir av oV
afxlflJraifoé =W (2.16)

Para poder simplificar esta ecuacién, Zubov comienza haciendo uso del siguiente
teorema y definicién:

Definicién 2.6.1 (Campo Vectorial de Euler [Bacciotti y Rosier, 2005]). El campo vec-
torial de Euler asociado con la familia de dilataciones 07 (Definicion 2.5.1) estd definido
por

. 0
e= Zrim% (2.17)
i=1 '

13
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Teorema 2.6.1. [Bacciotti y Rosier, 2005] Sean 07 y e como en la Definicion 2.6.1. Sea
V una funcién de clase C' en R™, y sea m € R. Entonces V es 6"-homogénea de grado
m si, y solo si

e-V=mV. (2.18)
Al reescribir (2.18) para n = 2 se obtiene
ov ov
— — = : 2.1
rlxlaxl + 7rox9 g mV. (2.19)

Las Ecuacidnes (2.19) y (2.16) forman un sistema de ecuaciones diferenciales que
puede representarse de la siguiente forma:

e W

1

A = , donde A= h fo ] (2.20)
ov 1T Taly
% mV

Asumiendo que la matriz A es invertible, la Ecuacién (2.20) puede ser expresada como:

w
g—;/l _ 1 rory  —f2 (2.21)
oV rovafi —mrife | —pm f '
02 mV
dando origen al sistema de ecuaciones:
oV w
oV, mbh (2.22)
Ox1  roemafi — a1 fo rox2 f1 — 171 fo
2% w
A mfi | — . (2.23)
Ozy  Tomafi — T f2 roxa f1 — T121 f2

Como se puede apreciar, utilizando el vector generalizado de Euler, el autor logra desaco-
plar la ecuacién diferencial parcial (2.16) en dos ecuaciones diferenciales parciales (EDP)
de primer orden que pueden resolverse como ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO).
Para encontrar la funcién V', es posible proceder de dos formas: a) Resolver las dos EDO
(2.22) y (2.23) e igualar las soluciones con el fin de encontrar la funcién que satisface
ambas ecuaciones; b) resolver ya sea (2.22) o (2.23), sustituir la solucién en la ecuacién
complementaria y resolverla. Utilizando la segunda forma se llega a la expresion general

“ay(vag)dv [ [T — [% a1 (n,
V — e’*1 (11( 502) [/ G/Q(V,CUQ)G le a1(77 $2)d77dy + C($2)i|, (224)
x]
donde
a1(z1,22) = . mph
roxafi — rixifo
y

—roxoW

ag( 1.1 =
2(21,22) rox2 f1 — 121 f2

14
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Dado que (2.24) debe satisfacer también (2.23), se tiene que

e,

s = c1(x9)c + co(x2),

cuya solucién general es

*
2

*2 01 (v)dy T2 _voe
c(m):efz; 1) [/ e Jz3 1(n)dn02(1/)d1/+’y .

La constante v puede ser determinada de manera tnica al encontrar las condiciones
iniciales, x} y x3 tales que V(0,0) = 0.

Al apoyarse en el campo vectorial de Euler, este método impone dos restricciones
principales: a)V debe ser una funcién continuamente diferenciable; b) la matriz A en
(2.20) debe ser invertible. Asimismo, en [Zubov, 1958], sélo son considerados sistemas
con grado de homogeneidad positivo.

15



Método por Reducciéon de
Variable

En este capitulo se presenta el resultado principal de esta tesis. En la primera seccién
se describe una representacion alternativa de funciones homogéneas, lo cual constituye
la base para desarrollar el MRV. A continuacién se describe la idea general detras este
método, que consiste en asociar la representacion alternativa de funciones homogéneas
con el método directo de Lyapunov. Posteriormente se establece formalmente el MRV en
un teorema y se presenta una variante con ecuaciones de Bernoulli. El capitulo concluye
con un procedimiento constructivo de obtenciéon de FL basado en el método desarrollado.

3.1. Representacion Alternativa de Funciones Homogéneas

Cualquier funcién en dos variables H(z1,2z2), 0"-homogénea de grado m cumple, de
acuerdo con la Definicién 2.3.2, con

H(e"x1,ex9) =™ H(x1,22), Ve >0, (3.1)

_1
donde r; y ro representan los pesos de homogeneidad. Si se escoge € = |z1| ™1, se tiene

que
( T Zr2

w, W) = |$1|7EH($1,JI2), \V/Z‘l 7& 0. (32)

Al reacomodar términos se obtiene
m

H(x1,29) = |$1|EH<sign(l‘1), W

Z2

). Vo £0,

16
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que puede descomponerse en dos funciones de acuerdo con el signo de x1, esto es

|{E1|%H(—1 1 <0

zz/ )
_ Tax |2/ )
H(ifh.’tg) - m .
r 2

|£C1| 1H(+17|Il|r2/rl)7 x| > 0.
Dado que se forma una funcién a tramos donde el primer argumento es constante, po-

demos representar la funcién anterior utilizando la siguiente notacion:

lea | H (), #1<0

H(l‘l,l‘g) — N [o1|72/71 7
|$1‘T1H+(‘xl‘f#), 1 >0

donde H~ y HT representan el tramo negativo y positivo del signo de 7, respectiva-
mente.

Para el caso z; = 0, dado que la definicién de homogeneidad exige que el factor
de escalamiento e sea estrictamente mayor que cero, utilizamos el limite de H (z1,z2)
cuando z7 tiende a cero ya sea por la izquierda o por la derecha (si H es continua en
z1 = 0 estos limites coinciden), de tal manera que la funcién H puede expresarse de la
siguiente manera:

|(L‘1|EH_(W)7 1 <0

H(z1,22) = { lfmy,, o+ ‘xl|ﬁ%+(lw1\€#)’ 1 =0 (3.3)
|Z‘1|;H+(|T1I€#)7 xr1 > 0
Al definir el cambio de variable "
2
= T >
|z1] ™
la ecuacién anterior se reduce a
|z H(2), 21 <0

H(-Tlain) = h,mzl—>0+ ‘xﬂ%'}-{""(g), z1=0 (34)

21|t H (), @1 >0

Asi, es posible respresentar una funcién homogénea en dos variables utilizando dos
funciones, H* (z) y H~(z), en la nueva variable z = x5 /|21|"/™. En ocasiones, y cuando
el contexto lo permita, se abreviardn estas funciones como H*(z) y en consecuencia, la
Ecuacién (3.3) como

m
ot
H(z1,22) = |z1| "t H™(2). (3.5)

Este procedimiento de representacién alternativa de funciones homogéneas en dos
variables puede resumirse con el siguiente lema:

17
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Lema 3.1.1. Sea H(x) : R? — R una funcion §"-homogénea de grado m € R con pesos
de homogeneidad r = (r1,r2). Entonces es posible expresar H en términos de la variable
z mediante la expresion

m
|$1|T1H7(|$1|1;#)7 1 < 0

H(z1,22) = lim,, o+ |$1|E7{+<leﬁg/7_l ), x1=0
o | H (), @ >0

[e1|m2/m1

donde

Ejemplo 3.1.1 Considere la funcién en R?
H(z1,20) = 23 + x129 + 23.
Al multiplicar las coordenadas x1 y x2 de la funciéon H por los valores " y €™ obtenemos
H(eM a1, ) = €22l + e 2 09 4 27223
Escogiendo r = (r1,r2) = (1,1), esto resulta

H(exy,612) = e2(23 + x120 + 23) = 2 H(w1,29),

por lo que podemos concluir que H es una funcién 6"-homogénea de grado m = 2.
Dado que los pesos de homogeneidad son (r1,r2) = (1,1), la nueva variable z resulta

X9 X9

oyl

y es posible representar la funcién H, utilizando (3.5), como
H(z1,20) = |21 *HE(2),
donde

H (2)=H(-1z2)=1—242°

HY(2)=H(1,2) =1+ 2+ 22
Del mismo modo en que una funcién homogénea en dos variables puede expresarse
usando dos funciones en una sola variable, es posible ensamblar una funcién homogénea

en dos variables a partir de dos funciones, homogéneas o no, en una sola variable. Esto
iltimo puede enunciarse con siguiente lema:

18
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Lema 3.1.2. Para cualquier par de funciones H(2),H (2) : R =R, meR yry,rs €
R* es posible formar una funcién H(x1,x2) : R? = R, §"-homogénea de grado m a través
de la relacion

m
|I‘1|T1 Hi(u]ﬁ#% 1 < 0
m
H(1,02) = § Mg, o+ |on |t HY (), 21 =0

R Tas
|| H (lelgig/”)7 1 > 0.

Los Lemas (3.1.1) y (3.1.2) establecen las direcciones para pasar del dominio de las
coordenadas originales (z1,r2) al de la variable z y viceversa. Sin embargo, al utilizar el
Lema 3.1.2 se debe ser més cuidadoso ya que una eleccién indiscriminada de las funciones
H* puede producir propiedades indeseables en la funcién H, como muestra el siguente
ejemplo:

Ejemplo 3.1.2 Considere las funciones H*(z) del Ejemplo 3.1.1. Al construir H (x1,z2)
escogiendo el grado de homogeneidad m = 1 en lugar de m = 2, se obtiene la funcién

2
x
Ha(z1,22) = |21| + 22 + —2,
|1
que resulta discontinua sobre la recta 1 = 0 (Figura 3.1). De manera similar, al proponer

las funciones en z

HT(2) =1+ 2+ 22
H (z2)=1-=%

y grado de homogeneidad m = 2 se obtiene la funcién en coordenadas originales

2 2
i +xiz2 + 25, 21 >0
H3(x1,m2) = '

x% + 120, 1 <0

que también resulta discontinua sobre la recta x; = 0, excluyendo al origen (Figura 3.2).

El ejemplo anterior indica, por un lado, que a pesar de que las funciones H*(z) son
continuas en z, la funcién en coordenadas originales podria no serlo; por otro, que la
relacion entre el grado de homogeneidad de la funcién H y el orden de crecimiento de
las funciones H*(z) intervienen en la continuidad de H sobre el eje z1. Asf, estudiar las
condiciones bajo las cuales las funciones H*(z) componen una funcién H(z1,r2) continua
en 1 = 0 resultan relevantes y son estudiadas a continuacién.
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Figura 3.1: Hy(x1,x2) Figura 3.2: Hj(x1,22)

3.1.1. Continuidad Sobre el Eje x;

Para que la funcién H(x1,22) sea continua a lo largo del eje 21, los limites lim,,, ,o- H(21,22)
y lim,, o+ H(x1,22) deben existir y ser iguales. Al escribir H en términos de z, esto se
traduce en
, moo+ , m
lim |z H(2) = lm |zt H (2). (3.6)
‘"El~>0+ 1‘1~>07
Para expresar la ecuacion anterior usando limites en la variable z, partimos de la defini-
cién de ésta:

Z2

z= o

1]

de donde se obtiene que

m

2

o= T2
|:E1| ! m

z"2

También de la definicién de z se observa que cuando z; tiende a 0T, z tiende a +o00 o
—00, dependiendo del valor de z2. Del mismo modo, cuando x; tiende a 07, z tiende a
+00 0 —00, de tal forma que al reescribir los limites en términos de z, la Ecuacién (3.6)
encierra dos igualdades entre cuatro limites, esto es:

no M B M
5> lim L,(LZ) = z,2 lim iz)
zZ—400 272 z—400 27
o Hr(z) = H(2) (3.7)
Tyt lim —x—= = z,° lim —%—=
Z——00 ZG Z—>—00 ZE
Eliminando el término x;n/ "2 las igualdades se reducen a
+ —
h'g_n Hi,,(lz) = HI_P L,(LZ)
H ) H(2) (3
lim —%—~ = lim —x—=,
Z—>—00 ZE Z——00 ZG
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de donde es claro concluir que para que ambas igualdades se satisfagan, H'(2)/ M)

y H(2)/zm2 deben ser asintdticamente equivalentes tanto para z — 400 como para
z — —o00. Tal como se definié en la Seccion 2.5 esto es:

Hi(z) H(2)

Del andlisis anterior es posible establecer las condiciones sobre H*(z) y m para que
H(x1,x9) resulte continua.

Lema 3.1.3. Sean H*(z) : R — R funciones continuas en R. Sean los nimeros m € R
y r1,r2 € RY. Entonces la funcion

H(zy,09) = |z |1 HE(2),

donde z = xo/|x1|"2/™, es continua en R? si y sélo si

HtSz) N H’W(Lz) (3.9)

tanto para z — +00 como para z — —00.

Asf como resulta relevante estudiar las condiciones sobre ¥ (z) para obtener H (x1,12)
continua, también lo es estudiar las condiciones para obtener H(x1,x2) positiva definida
y diferenciable sobre x1 = 0. Estos aspectos son analizados en las siguientes subsecciones.

3.1.2. Positividad Definida

Para que H sea una funcién positiva, resulta claro de la Ecuacién (3.5) que
HE(2) > 0= H(x1,22) > 0. (3.10)

Para que H sea una funcién positiva definida se requiere un andlisis mas cuidadoso. Se
comienza por asumir que H*(z) > 0. Al considerar el caso en que 2o = 0, de (3.5) resulta
que N

H(x1,0) = |z1| 1 HE(0), (3.11)

dado que H*(0) > 0, H(x1,0) es una funcién pd en z;. Considerando a continuacién el
caso cuando z1 = 0, se forman los cuatro limites analizados en (3.7):

m - m +
Lo —ap 1 2B w2 lm 2 ) (3.12)
2==00 iy Z—00 sy
- o H(2) B H(2)
Ly =y im = LT =y im . (3.13)

de manera que la Ecuacién (3.11) puede abreviarse como

m +
H(025) = o5 lim 7).
z—r*Foo 272
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s LT ‘na sionificat] + 1 HE() _ _
Si z*2 domina significativamente a H*(z), entonces lim; 400 Zo7y =0y H(0,22) =0

sin importar el valor 3. Sin embargo, si H*(z) € G)(,z%)7 la Ecuacién (3.1.2) resulta

H(07x2) = xQELioo’ Lioo eR- {0}

y si m > 7y, dado que H*(z) > 0, la ecuacién anterior serd positiva en todos lados
excepto en o = 0, es decir una ecuacién positiva definida en z2. En este caso y en
contraste con el andlisis de continuidad, no es necesaria la igualdad entre ninguno de los
cuatro limites LE__, s6lo que éstos existan y sean positivos.

A partir de estas consideraraciones es posible enunciar las condiciones sobre H*(z)
que permiten que H(x1,x2) sea pd:

Lema 3.1.4. Sean H*(z) : R — R funciones continuas en R. Sean los nimeros m € R
y m1,r2 € RT tales que m > 9. Entonces la funcién

H(w1a2) = |1 HE (2),
donde z = mg/\m1|r2/”, es positiva definida si y sdlo si
= HE(2) >0, VzeR
. HE(2) €O(272).

Resulta importante notar que el andlisis de definitividad de signo de H(z1,z2), una
funcién en dos variables, se reduce al andlisis de definitividad de signo de H*(2), es decir,
dos funciones en una sola variable.

3.1.3. Diferenciabilidad

Al calcular las derivadas parciales de (3.5) usando la regla de la cadena, se obtienen
las siguientes expresiones

oH mery ro d_ 4 m_ .

o |z1] ™ < rldeH (Z)Jrrl’H (=) (3.14)
oOH m-ry (]

e lz1] ™ @Hi(z) (3.15)

dH*E(2)

de donde puede concluirse que la existencia de implica la diferenciabilidad de
H(z) para 21 # 0. Para que H(z) sea diferenciable en 21 = 0 debe cumplirse que

OH oOH
Iim — = lim — 3.16
z1—0t 8(1}1 r1—0~ 8:}31 ( )

Transformando esta condicién a la variable z se obtiene

m d m_ d
lim |zq|7 " (—T—Zz£7{+(2) + E7—['*'(2)) = lim |zq|7 " <—r—22’£7—l_(2) + %H_(z)> ,

10t 1 1 z1—0— 71
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que nuevamente puede enunciarse como una restricciéon de orden conforme z — 400 de
la forma J 4
+ + - -
2ZHT(2) —HT(2) N 2ZH(2) —H (2)
m—ry m—rq

z T2 z T2

(3.17)

Asi, es posible enunciar con el siguiente lema las condiciones sobre H*(z) para que
H (x1,x9) sea diferenciable en todo el dominio

Lema 3.1.5. Sean H™(z) : R — R funciones continuas en R. Sean los nimeros m € R
y 71,70 € RY. Entonces la funcion

H(z1,m2) = |v1]"1 HE (),

donde z = arg/\x1|r2/”, es continuamente diferenciable en R? si y solo si

s HE(z) e CF
. 2£H+£L22:H+(z) N zd%ﬂfn(i):w(z)
z T2 ! z T2 !

tanto para z — +00 como para z — —00.

La representacion alternativa de funciones homogéneas puede extenderse a expresio-
nes diferenciales en donde las funciones involucradas sean homogéneas. Es aqui donde la
representacién alternativa exhibe su mayor virtud ya que, como se vera en la siguiente
subseccién, permite representar la expresiéon diferencial con una variable menos.

3.1.4. Reduccién de Variable en Expresiones Diferenciales

Considere la siguiente expresién diferencial parcial en R?:

8H(I1,1‘2)
8951

3H($1,x2)

fi(zr,z2) + Dg

f1 (CC1,$2) = M($1,.’L‘2), (3.18)

donde la funcién H es 0"-homogénea de grado m y las funciones f; y fo son §"-homogéneas
de grado k 4+ r1 y k 4+ ro respectivamente. En consecuencia, M resulta una funcién 6"-
homogénea de grado m + k y la Ecuacién (3.18) puede expresarse en la variable z como

m ktry 0 ktry mik
o) + g (o g5 () = || ME()

HE(Z) ) 1

AHEE) )

a2 (

Al sustituir las derivadas parciales de H [Ecuaciones (3.14) y (3.15)] en la ecuacién
anterior obtenemos:
m+k

T . d m+tk mtk
|z1] ™ (— iz s1gn(acl)q51i + ¢2i> avi + |z ngn(wl)(ﬁlivi = a1 ™ Mi(z)

Simplificando y separando esta ultima ecuacién en la parte positiva y negativa de la
funcién sign(x1), se obtienen las siguientes expresiones diferenciales, ordinarias, lineales
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y de primer orden

o +

d g+ r 1 4 o MT(2)

oH (Z)+7—%z¢l++¢2+7{ (2) = s (3.19)
%Hf(z) _ % _H(2) = M) (3.20)

by +oy 20 46y

De esta forma, utilizando la homogeneidad de las funciones H,f1 y fo y asumiendo que
H es la funcién incégnita, se logra transformar la EDP (3.18) (lineal en H) en dos EDO
lineales de primer orden. Claramente, (3.18) tiene la forma de la derivada de una funcién
escalar H a lo largo de las trayectorias de un sistema de segundo orden, por lo que esta
descomposicién resulta central en el desarrollo del MRV y se enuncia a continuacion
como un lema.

Lema 3.1.6. Sean H M. fi,f> : R> = R funciones 6" -homogéneas de grado m, m + k,
k+r1 y k + ry, respectivamente; donde m,k € R, ri,r2 € RT y H es continuamente
diferenciable al menos una vez. Entonces la expresion diferencial

8H($1,£ZZ2)
8.%‘1

aH(Il,J}Q)

fi(zr,z2) + 02

fi(z1,29) = M(21,72)

puede representarse en la variable z = xo/|21|?/™ como

d m 4t
—HE(2) £ — 0 HE(2) = ME(2),
dz F2207 + ¢
donde
¢ (z) = Dlopm) - gk () = Lloira)
lza] ™1 lz1| T2

3.1.5. Resumen de Propiedades en la Variable z

Con el fin de sintetizar las condiciones en z que producen determinadas propiedades
en x1 y T se presenta el siguiente cuadro sinéptico:
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H(w1,ms) = 2|7 HE (2)
Dominio z H Dominio x;,x2 Lemas
Equivalencia
+(5) — m o T2
H (Z) - H(+1’Z) ‘1‘1"'1 H (7‘901“,.2/7"1 ), 1 <0 3.1.1
H(z) = H(—1,2) H(x1.2) = lmg, ov |oa " HY (), 21 =0 3.1.2
‘5131\;7'#(”1?,#), z1 >0
Continuidad en ;1 =0
= =
H ﬁ(IZ) ~ H AZ) lllmxl_m H(l‘hl'g) = H(O,l‘g) 3.1.3
z"2 zT2
Positividad Definida
HE(2) >0, H(0,0) =0,
HE(2) € O(272) H(z1,22) > 0 en R? — {0} 3.14
Diferenciabilidad
HE(2) € O,
At ()t
2 H(E) H(z1,22) € C! 3.1.5
z T2
2L H(2)-H (2)
Zm,{;’l‘l
Reduccién de Variable en Expresiones Diferenciales
m
d g+ w9 +
dzH + :F%Z¢1 +é5 H
OH (x4, OH (a1,
= QM 22) f) (4 g) + P12 £ (01 29) = M(21,20) | 3.0.6
Mi
IF%ZGﬁl +¢5

3.2. Descripcién del Método por Reduccion de Variable

Considere el sistema §"-homogéneo de segundo orden

&1 = fi(xy,22)

&y = fo(x1,22)

con grado de homogeneidad k € R y con un punto de equilibrio

(3.21)

en el origen. Considere

las funciones homogéneas V (z1,x2) y W(z1,z2) tales que, de acuerdo al procedimiento

descrito en la Seccién 3.1, pueden expresarse como

V(1) = |21]7 VE(z2)
m+k
W(z1,22) = |z1| ™ Wi(z),
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3.2. DESCRIPCION DEL MRV CAPITULO 3. MRV

donde m € R* representa el grado de homogeneidad de V.
Dado que las funciones f; y f2 son homogéneas por hipédtesis, también es posible
expresarlas en términos de la variable z como sigue:

ik
N@rae) = o] éy(2) (3.24)
ro+k
fg(a’:l,mz) = ‘$1| 1 (bét(z) (3.25)
Asi, la derivada de V' a lo largo de las trayectorias de (3.21) estd dada por
oV

ov
8x1f1 + ai@fQ =W

y dado que V, W, f1 y fo son funciones homogéneas, es posible utilizar el Lema 3.1.6
para transformar la ecuacién anterior en la variable z, es decir,

m +
71¢1

FR267 + by

d

—VE(2) +

- VE(Z) = WE(2).

Las ecuaciones anteriores, al ser ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, poseen las
soluciones generales

Vi(z) = e~ ot (2)dz {/ efo‘+(z)dzﬁ+(z)dz + C} (3.26)
Vo (z) = o Bz {/ el @)= () dz + D] , (3.27)
donde
g BEG) L —Ea
—R2261(2) + ¢35 (2) 227 (2) = ¢5 (2)
+(y) = W*(2) ~(2) = W~ (2)
FOcrse-ae TP T mane e

y C,D son constantes arbitrarias de integracién; por lo que es posible proponer un valor
de m y funciones W*(z) para obtener V*(z). Si se proponen W¥(z) negativas tales que
cumplan con las condiciones de negatividad definida (3.1.4) y se obtienen V*(z) positivas
tales que cumplan con las condiciones de continuidad (3.1.3), positividad definida (3.1.4)
y diferenciabilidad (3.1.5), entonces es posible concluir que el origen de (3.21) es estable.

Para completar el procedimiento de encontrar la FL V, es necesario transformar
(3.26) y (3.27) a las coordenadas originales (1,22), es decir

1| TV (2), 21 < 0
V(z1,22) = lim, o+ [21]71VF(2), 21 =0 (3.28)

21|71 VH(2), 21 > 0
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3.2. DESCRIPCION DEL MRV CAPITULO 3. MRV

y encontrar los valores C'y D que permiten que V sea continua a lo largo del eje ;.
La funcién V resultante representa la funcién Lyapunov homogénea y continua cuya
derivada a lo largo de las trayectorias de sistema (2.1) es W. Nétese que se obtuvo la
funcién V proponiendo un ntimero m y funciones negativas W¥(z) en una sola variable y
no necesariamente homogéneas, es decir que a través de la homogeneidad se ha reducido
el problema original de encontrar la funcién V(z1,z2) a dos problemas monovariables de
encontrar las funciones V¥(z).

También es importante notar que el andlisis de definitividad de signo también se
reduce, de un andlisis en dos variables, a uno monovariable, ya que como se mencioné
en en la Seccién 3.1.2, el signo de V*(2) implica directamente el signo de V (x1,2).

Dado que (3.19) y (3.20) son ecuaciones diferenciales ordinarias, si no es posible
encontrar soluciones generales explicitas, es poible utilizar otros métodos de resolucion
como el método de series de potencias o utilizar ecuaciones de Bernoulli (como se mos-
trard mas adelante).

Finalmente, en (3.2) se pudo haber escogido ¢ = |x2|7%, que conduce al cambio
de variable z = 21 /|z2|"/™ y ecuaciones andlogas en el desarrollo del método. Depen-
diendo de los pesos de homogeneidad del sistema, esta segunda eleccién permite obtener
funciones més simples en la variable z.

Hasta aqui se ha presentado una nocién clara del método por reducciéon de variable,
sin embargo es necesario establecerlo formalmente. Con este fin, se enuncia el siguiente
teorema:

Teorema 3.2.1. Considere el sistema de sequndo orden continuo

Tl = f].(xlaxZ) (329)
By = fo(z1,22)
con un punto de equilibrio en el origen y donde fi,fs : RZ — R constituyen un campo

vectorial 6" -homogéneo de grado k y cuya representacion en la variable z = mg/\x1|”/”
estd dada por

filaran) = o] 5 65 (2)

ryik
folwr,@a) = a1 0 5 (2).

Entonces, el origen de (3.29) es asintdticamente estable si y sdlo si existen funciones
VE(2), WE(2) : R — R tales que para alguna m € RY satisfagan:

1. = VEZ)>0enR
V*TY(LZ) -~ nygzz)

z"2 zT2

2L V+(2) -Vt (2) N 2LV~ (2)-V(2)

dz

’Vﬂ—Tl ’Vﬂ—Tl
z T2 z T2

2. = WHz)<0enR
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m+k
- WER) €Oz )
d m i WH(2)
V) — 1 Y= —
& e T et e

Si WE(z) sdlo satisface WE(z) < 0 en R, entonces el origen de (3.29) es estable. En
ambos casos,
V(1as) = |21]1 V()

es una funcion de Lyapunov continuamente diferenciable y 6"-homogénea de grado m del
sistema (3.29).
Demostracion
Implicacién directa Dado que V* es una funcién positiva en z y satisface (3.1.3) y
(3.1.4) para alguna m € R* es posible, de acuerdo con el Lema 3.1.2, construir la funcién
continua y positiva definida
|z1|"T V7 (2), 21 <0
V(@1,22) = limg, Ly 21| VE(2), 21 =0

1|1V (2), 21 > 0

con z = xo/|x1|"2/™, tal que sus derivadas parciales estan dadas por

o mory rog d . m..L

o |z1] ™ ( ledZV (z) + TlV (2) (3.30)
8V m=r d +

A S . 31
. aC (3.31)

Dado que V¥ y W¥ estan relacionadas mediante
+
)

F22¢7 + by

d

yRIOE Vi(z) = 2

a IF%Z%i + 5
por el Lema 3.1.6 se tiene que V' y W satisfacen

ov

oV N
_ —_— = |/[/ . . 2
8x1 f1 + 8x2 f2 (3 3 )

Dado que W¥ cumple con las condiciones (3.1.4), se puede afirmar que W es una funcién
negativa definida y por tanto V < 0 en todo el dominio excepto en el origen. Con esto
se satisfacen las condiciones del teorema directo de Lyapunov y podemos concluir que
el sistema tiene un punto de equilibrio asintéticamente estable en el origen. Si W* sélo
cumple con W* < 0 en R, entonces W resulta negaitiva semidefinida y sélo es posible
afirmar que el origen de (3.29) es estable.
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Implicacién reciproca De acuerdo con el Teorema 2.3.1, dado que el origen del sis-
tema (3.29) es asintGticamente estable, para cualquier p € N — {0} y cualquier m >
p - max{ry,re}, existe una funcién de Lyapunov estricta V, 6"-homgénea de grado m,
de clase CP y su derivada W a lo largo de las trayectorias es negativa definida y 6"-
homogénea de grado m+ k. Dado que esta funciéon V' es §"-homogénea, puede expresarse
usando el Lema 3.1.1, como
V= || VE(2).
De los Lemas 3.1.5 y 3.1.4 sabemos que

VE(Z) > 0 enR,
V1 (2) V= (2)

~
m m

zr2 zT2

ya que V es continua y positiva definida. Del Lema 3.1.5 sabemos que

2 EHT(2) — 1 (2) N 21 (2) = H(2)
mory mory

z "2 z "2

ya que V es una funcién de clase C?. Del mismo modo W™ (2) es "-homogénea de grado
m + k, por lo que puede expresarse como

W = || TWE(2),
donde
WE(z) < 0 enR,
+ m+k
W3(z) € Oz =),

va que W es negativa definida. Finalmente, dado que W es la derivada temporal de V' a
lo largo de las trayectorias de 3.29, se tiene que

ov ov
ar Y W
o1 fi+ 0g f2
y por el Lema 3.1.6, VE(2) y W*(2) satisfacen
m yE +
ivi('z) + %Vi(z) = JVizt(Z):t
dz :FHZ¢1 + 93 :FHZ(z)l + ¢35

O

Como puede apreciarse, el Teorema 3.2.1 puede enunciarse como una doble implica-

cién, ya que se apoya en el método directo de Lyapunov para su primera implicacién

y en el Teorema 2.3.1 para la implicacién reciproca. Realizar esto para inclusiones di-

ferenciales requiere un andlisis mas cuidadoso y excede el alcance de este trabajo. Sin

embargo, como se verd en el siguiente capitulo, es posible aplicar el MRV para obtener
FL de sistemas discontinuos.
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3.3. Variacion de MRV con Ecuaciones de Bernoulli

Una forma alterna en la que se puede enunciar el MRV es proponiendo W (z1,x2)
como una potencia de V (z1,z2), es decir

W= VP

El valor del exponente p no es libre, ya que de acuerdo con el Teorema 2.3.1, el grado
de homogeneidad de W debe ser m + k. Al transformar esta nueva W en la variable z
se tiene

VTR = (0 ()

y al sustituir esta expresién en la Ecuacién (3.2) se obtienen las siguientes ecuaciones
diferenciales de Bernoulli

ﬂ¢+ vt n}+k
dy+ ry P1 + o =hH ™
V't —:—fmmgv —2z0] +é (3:33)
m¢7 B _ m+k
dy—_ _ % - (V) m 4
@V :—fw;m;v Rady +éy (3:34)

que, aunque no son ecuaciones diferenciales lineales, poseen las siguientes soluciones
generales (de acuerdo a lo presentado en la Seccién 2.4):

koo 7
k e—mja (z)dz
V= gy . k#£0 (3.35)

%fa_(z)dz ]

% f mc{z + D
- 7'1

V= e yrr: . kA0 (3.36)

Al escoger esta variante, se sacrifica el grado de libertad que otorga el proponer W*(z). A
cambio, el usar esta aproximacién puede, al regresar a las coordenadas originales, definir
la derivada temporal de la FL V en términos de una potencia de V, lo cual resulta 1til
para determinar con exactitud el tiempo de convergencia al origen. Mas ain, cuando sea
muy complicado proponer W* tal que V* tenga una forma explicita, esta variante del
MRV podria resultar exitosa.

Una vez cubierto el desarrollo del MRV, es posible enunciarlo de manera constructiva.

3.4. Procedimiento Constructivo

Considere nuevamente el sistema homogéneo de segundo orden (3.21) con un punto
de equilibrio en el origen. Para encontrar una funcién de Lyapunov que demuestre la
estabilidad del origen siganse los siguientes pasos:
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1. Fije un grado de homogenidad m € R* para la funcién de Lyapunov a obtener!.

2. Para obtener una FL, proponga una funcién W*(z) < 0. Para obtener una FLE,

- s . + WT(2) WT(2)
proponga una funcién negativa W=(z) tal que 7 € O g )

3. Exprese las funciones fi(x1,x2), fo(x1,x2) del sistema (2.1) en términos de la va-
riable z siguiendo el procedimiento descrito en la Seccién 3.1.

4. Obtenga las funciones V*(z) usando las Ecuaciones (3.26)-(3.27). Si no es posible
obtener una soluciéon general explicita usando estas ecuaciones, utilice la soluciéon
general de las ecuaciones de Bernoulli (3.35)-(3.36). Si atin no es posible encontrar
una solucién explicita, utilice algin otro método de solucién de EDO para las
Ecuaciones (3.34), por ejemplo, series de potencias. Si todo lo anterior falla, fije
una m distinta y/o una funcién W*(z) diferente.

5. Verifique que V*(z) cumple las condiciones de continuidad (3.1.3), positividad
definida (3.1.4) y diferenciabilidad (3.1.5).

6. Transforme a las coordenadas originales (z2,x2) utilizando el Lema (3.1.2).

7. Encuentre las condiciones bajo las cuales V' es continua sobre el eje z7.

1Una buena conjetura puede extraerse del Teorema 2.3.1, es decir, para obtener una FL de clase C?,
m > p-max;{r;}.
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Ejemplos

En este capitulo se presentan cuatro ejemplos en los que se obtienen FL para sistemas
homogéneos de segundo orden; dos de los cuales son continuos y dos son discontinuos.
A través de estos ejemplos se ilustran las principales caracterisitcas del MRV.

4.1. Ejemplo Comparativo

En este ejemplo, se propone un sistema sencillo de segundo orden y se aplica tanto
el MHZ como el MRV con fines ilustrativos y comparativos.
Considere el sistema homogéneo de segundo orden

.i‘l = T2 — T
iy = -3, (4.1)

con grado de homogeneidad k = 2, pesos de homogeneidad (r1,r2) = (1,3), y con un
punto de equilibrio en el origen. Considere también la funcién negativa semidefinida
W (z1,22) = —28, con grado de homogeneidad n = 8.
4.1.1. Con el Método por Homogeneidad de Zubov

Al utilizar MHZ, especificamente al tratar de sustituir fi, fo y W en (2.24), aparece

el término
3
Tl — 32918 =2 arctan(zu 7312)
2V
/ eV? == dv,
z

1 (223 — 3vdze + Vﬁ)%

el cual no posee representaciéon explicita y V debe permanecer como una expresién
integral, que no es 1til para analizar la estabilidad del sistema.
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4.1.2. Con el Método por Reduccién de Variable

Al aplicar el MRV, primero fijamos m = 6 como grado de homogenidad para la FL
V' a obtener; de manera que al expresarla en la variable z, se tiene

V(z1,22) = |21/°V(2),

con z = ‘;%P A continuacién, se propone la funcién negativa W*(z) = —1 y se trans-
forman las funciones f1 y f2 en (4.1) a la variable z:

filzr,ae) = |a]P(sign(z)) — 2)
folzr,a0) = —|z1[°sign(z1),
por lo que
(bf(z) = sign(z) — 2
d)Qi(z) = —sign(xy).

Sustituyendo qﬁf, 9252i y W en (3.26), (3.27) da como resultado las siguientes solu-
ciones explicitas:

VH(z) = L4 2 Cem2VBartan(vE2-D)( 3.2 4 3, 1)

V7 (2) = L + 2  De?V3arctan(v3(2:41)) (3,2 1 35 — 1),
Ambas funciones son positivas para C,D > 0. Nétese que, dado que se cumplen las

condiciones (3.1.5) y (3.1.4) para V*(z) es posible concluir la estabilidad del orgien de
(4.1). Al transformar a las coordenadas originales se tiene

6 2
T+ 2 Fwi(z,22)

V= (4.2)
fEG .'132
T+ F +wa(wr,12),
donde v JA222
wy = —06_2 3arctan( B(QW_D)(—&I’% + 3|(E1|3{,C2 . wflj)
y vy
wy = De_Q\/garCtan(\/g@WH))(?)x% + 3|21 2o — 29).

Para encontrar los valores de C' y D que hacen a la funcién V continua a lo largo
del eje z1, se igualan ambos tramos de (4.2). Para este ejemplo, V es continua sélo para
C = D = 0, de manera que la FL V, que muestra la estabilidad del origen de (4.1),
resulta

6 2
]z

‘/ :71 72.
6 3
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4.2. FL para un Controlador Homogéneo

Para este ejemplo se construird una FL para el doble integrador

561 = X9
Ty =u (4.3)
1 1
u = —kl |—.’E1J 3 — kQ &EQJ 5,
donde [-] = |- |sign(-).
El sistema en lazo cerrado es §"-homogéneo de grado k = —1 con r = (r1,r2) = (3,2).
Al transformarlo a la variable .
2
a5
se obtiene
2
fi(z1,22) 21|32
1 . E
fa(x1,29) |x1|3 (—kl sign(xz1) — ko|z|2 51gn(z)> ,
por lo que
$(z) = 2
b3 (2) —kq sign(x1) — k‘g\zﬁ sign(z).

Al escoger un grado de homogeneidad m = 5 y sustituir en la Ecuaciones (3.19) y (3.20)
del MRV se forman las siguientes ecuaciones diferenciales:

2
(—3z2 - k‘2|z|% sign(z) — k‘l) diier(Z) + ngJr(z) =WT(2)

d
(322 - k2|z|% sign(z) + k1) av_(z) - ng_ (2) =W (»)
Cuyas soluciones generales estdn dadas por

V+(Z) — effoﬂr(z)dz |:/ efO‘Jr(z)dzﬁJr(z)dZ—l— C:|

V7 (2) = e~ o~ (2)dz {/ efai(z)dzﬂ_(z)dz + D] ,

con
5 5
a't(z) 57 s a (z) = 3
—§z2—k2|z|%sign(z) — k1 §z2—k2|z|%sign(z)+kz1
+ —
5(2) UaD )= W 1)
—222 — kylz|2 sign(z) — k1 2

522 — /{:2\Z|% sign(z) + ki
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En este caso, los polinomios 7%22 - kg\zﬁ sign(z) — k1 y %22 — ka2 2 sign(z) + k1 con-

tenidos en los términos a™(z) y o~ (z) tienen raices complejas, lo que imposibilita la
obtencién de V*(z) explicita utilizando las soluciones generales. En lugar de esto, se
propone V*(z) de la siguiente forma polinomial

1 3 5
VT(2) = aq + an|z|2 + azz 4 aylz|? + as2® + agl2]2

V7 (2) =1+ ﬁ2|2|% + B3z + B4|Z|% + Bs2% + 56|Z|%>

que es la suma de una serie geométrica donde cada exponente de z aumenta en % y donde
se utiliza el valor absoluto de z para evitar niimeros complejos. Al sustituir V¥ (z) en las
Ecuaciones (4.4) y (4.5) se forman los polinomios

1 1 1 1
Wt(z) = —§a2k1|z\_§ sign(z) — <a3k1 + 5@21{:2) 20+ (—(ngz — ga4k1) 22 sign(z)+

4
+ (gal — gcukz sign(z) — 2a5k1> z+ <§a2 — 2wk sign(z) — gagkl) \z\% + (ag — go&akz) 224

+ -« + -
3 4|z 30452

1 1 1 3 1
W™ (z) = 552k1|2|_2 sign(z) — <ﬁ3k1 + 552162) 2+ (—53k2 - §ﬁ4k1) 27 sign(z)+

5 3 . 4 . 5 3 5
_ <§ﬁl —+ 554]{:2 SlgIl(Z) — 265]{31) z + (-gﬁg — 265]{32 Slgl’l(Z) + 5661{:1) |2,’|g —+ (ﬂs — 56{;]{32) Z2+
2 5 1
- 554|Z|5 - 55523~

Al buscar que se cumplan las condiciones de negatividad definida (3.1.4), se observa que
para que se cumpla la condicion W € ©(z2), los coeficientes au, as, B4 y 85 deben ser
cero, por lo que los polinomios anteriores se reducen a

1 1 5
Wt(z) = —§a2k1|z\7% sign(z) — (a3k1 + 50421@2) 20 — askoz? sign(z) + §a1z+

4 .
(gagkg sign(z) — gaﬁlq) \z|% + (ag - gaﬁl@) 22

1 . 1 1. 5
W™ (z) = §ng‘1|z|7% sign(z) — <53/€1 + §ng‘2) 20— ngzzé sign(z) — gﬁlz—i—
4 . 5 3 5
(—gﬂz — 2ky sign(z) + §ﬁ6k1) |22 + (53 - 566k72> 22
Ahora sélo resta encontrar los valores a3, ag, B1-3 v B¢ tales que Vi(z) sea una funcién

positiva y W¥(2) sea una funcién negativa (para este ejemplo se considera k; = kg = 1).
En las Figuras 4.1 y 4.2 se muestran las graficas de V*(2) y W*(z) para valores a; =
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Figura 4.1: Gréfica conjunta de V¥ (2) y W (2). Los valores a; denotan los coeficientes ;.

o1
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a il 1.2 20

o3

«
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—10l

Figura 4.2: Gréfica conjunta de V™ (z) y W™ (z). Los valores b; denotan los coeficientes j;.

Bi=a3=as=PFs=1,as =P =0y B3 = —az; con los cuales VF(z) resulta positiva
y Wi(z) negativa, por lo que se cumplen cabalmente las condiciones de positividad
definida y, por el Teorema 3.2.1, podemos concluir que el sistema (4.3) tiene un punto
de equilibrio asintéticamente estable en el origen.

Para obtener la FL en coordenadas originales basta con calcular

5
V(xy,29) = |z1|§Vi(z),
es decir

5 5
V(z1,22) = |21|3 + 2122 + |22|2.

La Figura 4.3 muestra la FL para el controlador homogéneo continuo (4.3) para
valores a1 = a3 = ag = 1, de donde se puede apreciar que la funcién es pd y suave.

En este ejemplo, a pesar de no poder obtener V*(z) por integracién directa, se obtu-
vo una FL para el sistema (4.3) proponiendo V*(z) como un polinomio (en general una
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Figura 4.3: FL para el controlador homogéneo continuo (4.3) con a1 = ag = ag = 1.

serie de potencias) y encontrando los valores que hacen a Vi(z) un polinomio positivo y
a W*(z) un polinomio negativo, reduciendo asf la obtencién de FL al anélisis de signo
de polinomios en una variable.

A pesar de que el MRV ha sido enunciado formalmente para sistemas continuos y FL
continuamente diferenciables, en los siguientes ejemplos se mostrara que también puede
ser aplicado para obtener FL de sistemas discontinuos.

4.3. FL para el Algoritmo Super Twisting

El algoritmo Super Twisting (AST) es un algoritmo por modos deslizantes de segun-
do orden ampliamente utilizado en control [Bartolini et al., 2000; Boiko et al., 2007],
observacién [Davila et al., 2006] y diferenciacién exacta [Levant, 1998]. En esta sec-
cién se obtendrd una familia de funciones de Lyapunov para este algoritmo. E1 AST sin
perturbaciones esta descrito por

T = —k‘1‘$1|%sign(l‘1)+$2
.’,.UQ = —kgSigIl(:Z?l), (46)

donde k; son constantes utilizadas como ganancias. Este sistema tiene grado de homo-
geneidad k = —1 y pesos de homogeneidad (r1,r2) = (2,1). Comenzamos por establecer
el grado de homogeneidad m = 2 para la funcién de Lyapunov a obtener. Con fines ilus-
trativos, posponemos la proposicién de la funcién W*(z) y transformamos las funciones
f1y f2 de (4.6) ala variable z = —*2.5:

|1
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fil@ias) = [w1|2(z = ki sign(a))
fa(wy,w2) = —kysign(xy),
es decir que
¢t(2) = 2z — kisign(z)

-

Wi

O
I

—ko sign(zy).

Con este cambio de variable podemos expresar las EDO lineales que satisface toda FL
para el AST usando (3.19) y (3.20):

(=322 4 k12 — ko) LV (2) + (2 — k)VT(2) = W ()
(%z2 + %klz + kQ)%Vi(Z) —z+k)V () =W (2) ,

cuyas soluciones son

_ [ m(z=ky) + m(z—ky)
V(z) = f e { W( )ef pT(2) dzdz_y(j} (4.7)
_ m(z+k1) m{z+k1)
Vo) =e e ® [/ W o Pz D] , (4.8)
con pt(z) = =22 + kyz —2ka y p~(2) = —2% — k12 — 2ks. A continuacién, se propone la

funcién negativa W*(z) = —(1 4 22). Al sustituir W*(2) en las ecuaciones (4.7) y (4.8)
se tiene:

2y + 1 L+ k1 4 2k 5
VH(z) = — 224+ —— =2+ Q
O == 1(#)
N 2k + 1 1+ k1% + 2k 5
= 24— T2 0
V7 (2) T +2z+ ST + Qa(2),
con
$arctan<&>
Q(z) = —e —k2+8ko N/ —k2+8ko (_22 + k12 — 2ko)C
y

—2k k 2
1l_ arctan ( 1422

92(2)26,/—k%+8k2 \/—k%+8k2>(22+k12+2k2)D

Ambas funciones son positivas para C,D > 0. Transformando a las coordenadas originales
tenemos:

ko + 1 1+ k2 + 2k
V+=|l‘1| 2k+ —2$2‘$1|% 7—’—2/{12— 2 %—&—wl
_ 2k + 1 1 14k} + 2k 22
Vo= 2 TR
|21] o + 2xg|z1]2 + ek, T2 Twx
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Figura 4.4: FL para el algoritmo Super Twisting con k1 = ko = 1.

donde
.S T arctan<7k172m2‘xlr%>
T RTTIN RPN 1
w1 = —e sk hi sk (—a:% + kyzo|z1|2 — 2|21|ke)C
y

1
—2k kq+2xolzy|” 2
1 arctan<7l+ olzy

Wy = eV ki +8k2 N/ —kP+8kg )(x% + k1x2|x1|% + 2|1 |ko) D.

Como en el Ejemplo 4.1, V' es continua a lo largo del eje z9 sélo para C,D = 0. Asi, la
FL que muestra la estabilidad del AST resulta

2ko + 1
k1

14k} +2ky o
7.’1’;2.
2k ko

V = |z1] + 2.%‘2‘.%'1‘% sign(x1) +
En la Figura 4.4 se muestra la funcién V para k; = k3 = 1, donde se puede apreciar
que la funcién no es suave sobre el eje x1, por lo que no es diferenciable en esta regién.
Sin embargo, de acuerdo con el criterio de Zubov (2.1.2) podemos concluir que el origen
es estable, tal como se hace en [Moreno y Osorio, 2012] con esta misma funcién de
Lyapunov.

4.4. FL para el Algoritmo Terminal

En la presente seccion se construird una familia de FL para el algoritmo Terminal
[Zhihong et al., 1994] . Este algoritmo por modos deslizantes de segundo orden estd dado
por:

&1 =x9, @3 = —asign(o), (4.9)

39



4.4. FL PARA EL ALGORITMO TERMINAL CAPITULO 4. EJEMPLOS

donde la variable de conmutacién del control se define como

o = x9+ B+/|z1]sign(xy).

Note que (4.9) es un sistema homogéneo de grado k = —1 con pesos de homogeneidad
(r1,r2) = (2,1). Las trayectorias de este algoritmo presentan, dependiendo de la relacién
entre las constantes o y f3, tres tipos de comportamientos'. Por simplicidad sélo se

considerara el caso
8% > 2a. (4.10)

Como puede apreciarse de (4.9), &2 puede descomponerse en una funcién continua a
tramos, es decir

. —a, >0
T = )
a, o0<0

por lo que es posible obtener una FL para cada caso y posteriormente unirlas a lo largo
de la superficie ¢ = 0. En ambos casos, para aplicar el MRV, se utilizara el siguiente

cambio de variable .
2

z= .
|z1]2

Caso o >0

Al expresar f1 y fo del algoritmo Terminal en términos de la variable z, utilizando
(3.25), tenemos

Sr(x) =2 ¢7(x)=—a,

y al aplicar la variante de Bernoulli de nuestro método [Ecuaciones (3.35) y (3.36)]
obtenemos las soluciones generales

V= (ﬁwm)m

v (54 pvEmm ) .

donde C'y D son constantes arbitrarias. Para analizar la positividad de estas funciones,
es necesario expresar la regién ¢ > 0 en términos de z como sigue:

o>0 = zo+ B/ |xilsign(z1) >0 = zv/|z1| + B/ |x1|sign(z1) >0 =
V0z1|(z + Bsign(z1)) >0 = z+ Bsign(z) > 0.

Dado que se analiza el caso cuando 32 > 2a la regién correspondiente en z resulta

z > —V2asign(x),

'Para una clara descripcién de los distintos comportamientos vea [Sdnchez, 2012].
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por lo que la soluciones generales (4.11) restringidas a esta regién son

V= <%+C\/22+204>m, z>—/2a

m (4.12)
V= (ﬁ + Dv2? — 2a) . z2>12a,

de donde se observa que para cualquier C,D > 0, V*(z) resulta positiva y podemos
continuar con el método. Al transformar a las coordenadas originales se obtiene

m
(%+C\/x%+2a|x1\) , 11>0
m
(2 +pyiE—2am] )", @<,

que resulta una funcién continua a lo largo del del eje 21 para toda C' = D. Asi, podemos
unir las dos funciones anteriores para formar V escogiendo C = D = Cy > 0, es decir

Vz(m—&—CM/x%—Qam) , o>0. (4.14)
am

V= (4.13)

Caso 0 <0

Para este caso, las funciones qﬁf[ y gb;t resultan
oi(z) =2 ¢5(2) = (4.15)
Al repetir el analisis del caso anterior se obtiene:

V= (fﬁJrE\/z2 7204)m, z < —V 2

m (4.16)
Y- = (—ﬁ + Fv2? +2a> , 2z <V 2a,

que nuevamente son funciones positivas para E,F > 0. Al transformar a las coordenadas
originales se obtiene:

(—%+E\/x%—2a|x1\> , 1>0
m
(—0%1 + F\/25 + 20z ) , a1 <0,

donde E y F son constantes arbitrarias que, de ser iguales y positivas, garantizan la
continuidad y pd de V sobre el eje x1. Al componer la funcién V escogiendo E = F =

Cy > 0 se tiene
m
V= (—xz—l—Cg\/x%—anl) , o0<0. (4.18)
am

V= (4.17)
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Figura 4.5: FL con grado de homogeneidad m = 1 para el algoritmo Terminal con a = 2,

B =3.

250 oo

200 -

R

-10 0

Figura 4.6: FL con grado de homogeneidad Figura 4.7: FL con grado de homogeneidad
m = 2 para el algoritmo Terminal con o = m = 5 para el algoritmo Terminal con o =
2, 8=3. 2, B =3.
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Agrupacion de las partes de V

Una vez que se ha encontrado el valor de la funcion V para los casos ¢ > 0y
o < 0, so6lo resta ensamblar la funcién V encontrando las condiciones sobre C; y Cy que
garanticen la continuidad de V' a lo largo del conjunto ¢ = 0. Igualando ambos casos se
encuentra que C; = Cs = p donde
= (28) , (4.19)
am(y/B2 +2a — /2 — 2a)

por lo que finalmente

m
(%—&—u\/x%—i—%le) , 0>0

V(z) = (4.20)
(f 22 4 /23 — 20y )m, o <0,

es una FL para (4.9).

En [Sdnchez, 2012] se utiliza un método basado en la integracién de trayectorias del
algoritmo Terminal para obtener una FL con grado de homogeneidad m = 1. No obstan-
te, la funcién (4.20) representa una generalizacién del resultado presentado en [Sénchez,
2012], ya que describe una familia de FL con grado de homogeneidad m arbitrario. Esto
a su vez permite obtener FL més suaves conforme aumenta m. En las Figuras 4.5 - 4.7
se muestran FL para el algoritmo Terminal con diferentes grados de homogeneidad. Es
posible apreciar cémo, a mayor grado m, se obtiene una FL més suave; sin embargo, en
ningin caso se obtiene diferenciabilidad sobre la curva o = 0.
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Conclusiones

En este trabajo se presenté un método de obtencién de FL homogéneas para sistemas
homogéneos de segundo orden. Este método, llamado Método por Reduccién de Varia-
ble, aprovecha la homogeneidad del sistema para transformar la desigualdad diferencial
parcial del método directo de Lyapunov (originalmente en dos variables), en dos ecua-
ciones diferenciales lineales y ordinarias en una sola variable. Por tanto, para aplicar el
método MRV sdlo es necesario proponer un par funciones en una sola variable y un grado
de homogeneidad deseado. Asimismo, al reducir el niimero de variables del andlisis de
estabilidad, el MRV simplifica significativamente el andlisis de definitividad de signo de
las FL. Se presentaron también resultados formales para sistemas continuos en donde se
establece un criterio de estabilidad en la variable z. Las condiciones para la continuidad,
positividad definida y diferenciabilidad en las coordenadas originales de las funciones en
la variable z también fueron estudiadas. En cuanto a los ejemplos presentados, podemos
concluir que:

= En el primer ejemplo se mostré que existen sistemas muy simples para los cuales
el método homogéneo de Zubov no permite obtener FL explicitas, mientras que el
MRV si lo consigue.

= En el segundo ejemplo se ilustré que es posible proponer un polinomio en z para
obtener una FL, evitando asi resolver las integrales de las soluciones generales.

= En el tercer ejemplo, utilizando soluciones de ecuaciones de Bernoulli, se obtuvo
una FL cuya derivada a lo largo de las trayectorias del sistema estd en términos
de una potencia de esta misma FL; lo cual es 1til para establecer convergencia al
origen en tiempo finito.

= Finalmente, en el ultimo ejemplo se mostré que proponiendo un grado de homoge-
neidad m y una funcién simple en la variable z es posible obtener una FL para un
sistema discontinuo.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES

Trabajo futuro

Como extensiones del presente trabajo podemos mencionar:

Extender el MRV formalmente para sistemas discontinuos.
Utilizar el MRV para andlisis de estabilidad en sistemas con perturbaciones.

Extender el método para abordar sistemas bajo transformaciones de homogenei-
dad.

Extender el MRV para sistemas de mayor orden.

Anélisis de esquemas de control en la variable z.
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Lista de Acréonimos y
Abreviaturas

AST Algoritmo Super Twisting
DDP Desigualdad Diferencial Parcial

EDO Ecuacién Diferencial Ordinaria

EDP Ecuaciéon Diferencial Parcial

FL Funcién de Lyapunov

FLE Funcién de Lyapunov Estricta

MDL Método Directo de Lyapunov
MHZ Método por Homogeneidad de Zubov

MRV Método por Reducciéon de Variable
nd negativa definida

pd positiva definida
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Lista de Simbolos

Notacién de la gran O. Simbolo de comportamiento asintético;
indica que si f(x) € O(g(x)) entonces f(x) puede ser acotada por
arriba por g(z) y alguna constante positiva k, esto es |f(z)| <
kg(z). Pagina 12.

Notacion de la gran ©. Simbolo de comportamiento asintdtico;
indica que si f(z) € ©(g(z)) entonces f(x) puede ser acotada por
arriba y por abajo con g(z) y dos constantes positivas k1 y K2, esto
es k19(z) < f(x) < Kkag(z) para todo x > . Pagina 12.

En el orden de. Simbolo de comportamiento asintético; indica que
si f(x) ~ g(z) entonces para algin zy € R, % =1 para todo = >
xp. Pagina 12.
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