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1 Introduión

Se sabe que atualmente los sistemas de ontrol tienen un gran tamaño y omplejidad, esto a ausa del gran

desarrollo y avane tenológio que se ha dado en los últimos años. Esto se puede notar en situaiones omunes

omo en el aso de un automóvil, en el que se pueden enontrar diversos sistemas de ontrol y monitoreo, todos

ellos onentrados en varias omputadoras que realizan diversas tareas, que han permitido una mejora ontinua

en la e�ienia de los motores y disminuión de ontaminantes. Otro ejemplo es una entral elétria, en la

ual se envían más de mil datos por minuto a la omputadora enargada del ontrol. Tomando en uenta el

alto número que han tomado los sistemas de ontrol en los proesos, es inonebible pensar que algunos de

los dispositivos que lo integran no lleguen a fallar (Verde et al., 2013), ya sea por daños de fabriaión en los

sensores, la degradaión de los mismo por el paso del tiempo, el efeto de fenómenos naturales o por ausas

externas que no fueron onsideradas en el diseño. Además, las fallas no se limitan solamente a los sensores,

pueden ourrir en atuadores o en el mismo proeso al ambiar las ondiiones de operaión, lo que provoa que

los sistemas dejen de funionar o en algunos asos sufran desomposturas.

En el paso de los años han ourrido algunas atástrofes industriales que han ausado un gran impato

histório por las dimensiones de los daños, las grandes pérdidas eonómias y las muertes oasionadas, omo

en 1986 el aso de la planta nulear en Chernobyl, donde al realizar pruebas de fallas en el suministro elétrio

detonaron un aumento súbito de potenia en uno de los reatores lo que terminó provoando la explosión del

hidrógeno aumulado en su interior, uyas onseuenias impliaron 3 millones de personas enfermas, 150 mil

kilómetros uadrados on presenia de radiaión y 4 mil muertos; otro aso es el ourrido en el golfo de Méxio

en 2010, uando un inendio en una plataforma petrolera de la ompañía British Petroleum ausó ientos de

muertes de animales marinos y el derrame de rudo sobre el mar más grande registrado y donde los ientí�os

aseguran que el eosistema afetado no se ha reuperado aún; un aso más reiente, el que se presentó en

Fukushima en 2011, donde un terremoto produjo un tsunami on olas de 15 metros que inundaron la planta,

failitando que se produjera una asada de fallas en diversos sistemas que ulminaron en el fallo del sistema de

refrigeraión de los reatores, que derivaron en altos niveles de radioatividad en la región y daños eonómios

valorados entre 87 mil y 166 mil millones de euros. En onseuenia, se ha visto la neesidad de exigir medidas

de regulaión y seguridad, usando tenologías modernas, para tratar de evitar daños a la soiedad y el medio

ambiente.

En una esala menor, las fallas en sistemas se presentan on muha freuenia debido a la falta de man-

tenimiento, o el sabotaje de los mismos; uando se tiene el monitoreo de las variables del sistema es posible

observar que, en el momento que se presenta una falla, en las variables se sobrepasan los valores araterístios

de operaión. Como onseuenia, es posible identi�ar uando se produe una falla y atuar on rapidez para

evitar atástrofes mayores.

Como onseuenia, surge la neesidad de mejorar y espei�ar nuevas araterístias en el diseño de los
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sistemas de ontrol automátio para disminuir aidentes y evitar problemas mayores. Si bien, la tarea de un

sistema de ontrol es garantizar un buen desempeño y la e�ienia del proeso y si a esto se le adiiona la tarea

de mejorar la seguridad en el funionamiento del proeso, se tendría un sistema muho más on�able preparado

para detetar desperfetos que se puedan presentar a lo largo de su vida útil. Cabe menionar que los sistemas

de ontrol modernos ayudan a prevenir ondiiones anormales de operaiones disminuyendo el riesgo, mas no

lo exluyen.

Las diversas ondiiones de trabajo de un proeso o serviio, desritas en los párrafos anteriores, evidenian

la neesidad de desarrollar métodos sistemátios de diagnóstio y ontrol tolerante a fallas. Para tomar medidas

preautorias sobre los sistemas, a lo largo de los años han surgido diferentes métodos basados en el onepto de

redundania. Uno en partiular, onoido omo redundania físia, el ual omo su nombre lo india, onsiste en

dupliar o tripliar algunos sensores, atuadores, o inluso algunas partes del proeso mismo. Estos elementos

permiten, por medio de la omparaión del funionamiento, tomar deisiones sobre la presenia de fallas y

sobre posibles aiones orretivas, y on base en esta informaión mantener la operaión normal o segura.

Por ejemplo, si en un duto se instalan 2 bombas y se deteta que alguna de ellas falla, la otra bomba puede

sustituirla manteniendo el proeso en operaión, si sustituye ompletamente a la primer bomba y es de las

mismas araterístias puede mantener la operaión normal, pero, si es de menor apaidad o se trata de una

bomba de respaldo, podría darse el aso que solo mantenga al proeso en funionamiento sin lograr la operaión

normal pero evitando el paro total del proeso. De la misma manera, al oloar varios sensores para medir una

sola variable y omparando las mediiones de los mismos, es posible detetar uando falla alguno de ellos. Este

tipo de métodos son bastante on�ables y permiten una respuesta rápida para la orreión de posibles fallas,

y que en general se aplian a partes muy espeí�as de los sistemas donde se llevan a abo apliaiones de alto

riesgo o involuran peligro para los operadores, usuarios, poblaión o el medio ambiente. Por ejemplo, en el

aso de los alerones de un avión, se utilizan tres tipos de atuadores (hidráulios, neumátios, elétrios) para

realizar la misma funión, subir y bajar dihos alerones, y se mantenga ontrol sobre el avión en aso de que

ourra alguna falla sobre dihos atuadores. Obviamente este tipo de metodología es una soluión muy ostosa

y aumenta las dimensiones físias del sistema, lo ual no siempre es posible.

Se tuvieron que desarrollar por la neesidad de evitar las desventajas antes desritas. A prinipios de la

déada de los setenta fue introduido el onepto de redundania analítia, el ual está basado en el uso de

modelos que desriban el omportamiento del proeso, que sólo pueden obtenerse on un onoimiento profundo

del mismo, no solo es importante en ondiiones normales de funionamiento, sino también en ondiiones de

falla. En partiular, el onoimiento de la dinámia de los fenómenos para la interpretaión orreta del estado

del proeso, ya que este puede ser la onseuenia de un evento ourrido muho tiempo atrás. Dihos modelos

pueden presentarse omo:

Modelos matemátios: Uno o varios modelos matemátios, en el sentido lásio de modelos usados en teoría

de ontrol y ienias de la omputaión para representar sistemas dinámios.

Modelos de señales: Uno o varios modelos de señales, donde el omportamiento de las señales del proeso se

obtiene a partir de datos histórios y experimentos realizados que araterizan el proeso.

Con la obtenión de modelos analítios surgieron ténias para el desarrollo de algoritmos, que se implemen-

taron en sistemas de monitoreo y diagnóstio, los uales se desriben de manera más profunda a ontinuaión.
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1.1 Sistemas de monitoreo y diagnóstio

1.1.1 Anteedentes

En los años setenta surgieron sistemas de proteión simples implementados por software en apliaiones

aeroespaiales y de ingeniería de proesos, lo uales pueden onsiderarse omo los anestros de los sistemas de

monitoreo y supervisión atuales. Las primeras ontribuiones en los años setenta sobre métodos de deteión

basados en modelos tuvieron omo apliaión prinipal la industria aeroespaial. En Willsky y Jones (1976)

se desribe que usando un �ltro de Kalman-Buy (Kalman y Buy, 1960) podían detetarse y estimarse los

ambios provoados por fallos en los omponentes de vehíulos apaes de realizar maniobras abruptas. En los

años ohenta, la madurez de la teoría de ontrol, el empuje del área de inteligenia arti�ial, el desarrollo de la

instrumentaión y el bajo osto de los dispositivos digitales, impulsaron la búsqueda de ténias de diagnóstio,

abriendo la opiones de los algoritmos que se podrían implementar y el tipo de apliaiones, que inluyeron

sistemas meánios, redes de distribuión, la industria del transporte en sus diversas opiones, por menionar

algunas. En este ontexto, surgen diversos maros de referenia para plantear y resolver de forma sistemátia

y metódia los sistemas de diagnóstio, que se lasi�an en tres grandes grupos de métodos según se basen en:

datos histórios, modelos ualitativos o modelos uantitativos de los proesos.

Apoyándose en herramientas de teoría estadístia, de manera natural, grupos de aadémios se dieron a

la tarea de explotar la antidad de datos histórios que se tenían de muhos proesos para generar métodos

generales de diagnóstio basados en funiones de orrelaiones, lasi�aiones de estadístia de patrones, et.,

en paralelo on los métodos estadístios, se empezó a usar el �ltro de Kalman (Kalman, 1960) y el máximo

de verosimilitud generalizado para diagnóstio.

Desde los años setenta, el interés de la omunidad de ontrol automátio por los problemas de diagnóstio

se manifestó aprovehando herramientas onsolidadas basadas en modelos analítios, omo son el diseño de

observadores y los métodos de identi�aión. La idea de reemplazar la redundania físia por analítia fue

propuesta por Beard (1971) en el Instituto Tenológio de Massahusetts (MIT) lo ual llevo al diseño de �ltros

sensibles a iertas fallas, en este maro de referenia se propusieron tres herramientas básias; la idea de usar

un observador para generar señales representativas de las fallas de los instrumentos, el generar diretamente

relaiones redundantes a partir de las mediiones de un sistema, y busar las desviaiones de estos en ondiiones

de falla vía identi�aión de parámetros (Isermann, 1993).

1.1.2 Monitoreo

Es indispensable que los sistemas ejeuten las funiones asignadas orretamente y que tengan la apaidad

de avisar oportunamente uando éstas no puedan realizarse. Además, los sistemas deben ser onebidos de

manera que soporten ondiiones no previstas y errores humanos, prohibiendo las aiones uyas onseuenias

pudieran ser peligrosas. Este heho dio lugar al onepto de monitoreo de proesos, el ual se asoia on la

apaidad de distinguir de manera permanente un omportamiento anormal e indiar este heho. El monitoreo

puede realizarse de diversas formas, una opión onsiste en disponer de seres humanos que vigilen el estado de la

instalaión, omo los operadores de una entral elétria o los pilotos de una aeronave, lo ual, en general, puede

sustituirse por la opión de vigilar de manera automátia los sistemas, puede existir un punto intermedio donde

se lleve a abo la olaboraión entre operadores y funiones programadas en el sistema de ontrol automátio.

De manera paralela al diseño ténio detallado de una instalaión y el propio proeso, se lleva a abo un
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análisis de riesgo y de seguridad, uyo objetivo es estudiar de manera sistemátia todas las ausas de posibles

eventos no deseados en el sistema, omo lo pueden ser: válvulas bloqueadas, sensores que suministran valores

erróneos, ortos iruitos, fugas, et., y deduir de estos la peor serie de eventos que podrían provoarse para

preparar planes de ontingenia y monitoreo, estableiendo un ompromiso entre riesgo y osto.

A nivel operaión, la seguridad se onibe omo un monitoreo permanente en línea de las variables más

importantes del proeso durante su funionamiento, esto on la apaidad de distinguir uando el proeso no

opera de auerdo on lo previsto, entender lo que ourre y, de ser posible, determinar la ausa iniial de los

registros y observaiones anormales, así omo tomar aiones neesarias para regresar a un funionamiento

normal o al menos seguro.

Por tanto, un sistema de ontrol on�able debe inluir tareas ontinuas de monitoreo para estar en ondi-

iones de atuar ante emergenias y ondiiones imprevistas. Así, la automatizaión integrada y moderna debe

mantener un funionamiento global del proeso, no sólo on un desempeño satisfatorio uando éste opera en

ondiiones nominales, sino también en los diversos modos de funionamiento inluyendo ondiiones de falla,

arranque y paro.

1.1.3 Deteión

Es laro que un sistema de monitoreo tiene por objetivo reabar informaión del proeso en todo tiempo

posible, el uso apropiado de esta informaión para distinguir entre un modo de funionamiento normal o un

modo de falla, lo realiza un sistema de deteión, el ual puede estar diseñado empleando diferentes ténias,

siempre on el objetivo de alertar de manera rápida sobre el funionamiento anormal del proeso, y poder tomar

deisiones que minimien las onseuenias de la falla.

Las alarmas, en el ontexto de diagnóstio, se onsideran eventos disretos, que se ativan uando una

variable o una funión de ella sobrepasa iertos límites de operaión y son la informaión más usada para el

monitoreo. Cuando el operador ontrola una instalaión a partir de las señales de alarmas, se habla de un ontrol

basado en umbrales, donde para ada variable se de�ne un umbral que delimita el intervalo de valores aeptables

y permitidos. En el momento que alguna salga del umbral, ya sea por un valor demasiado alto o demasiado

bajo, se genera una alarma. El objetivo de esta visualizaión es atraer la atenión del operador y onentrar la

supervisión en la variable fuera del intervalo normal de operaión, deduir la ausa y atuar en onseuenia.

Es importante saber que el manejo de un proeso omplejo sólo on alarmas es difíil y poo e�iente, y

solamente es onveniente en asos simples y uando el proeso opera en modo de regulaión, no durante los

ambios del punto de funionamiento o los paros y arranques. Otra desventaja del monitoreo de un proeso a

partir úniamente de alarmas es que se asume, en la mayoría de los asos, que las variables del proeso son

independientes entre sí, lo ual no es ierto, muhas de ellas tienen una relaión de in�uenia y seuenia en la

produión de iertos fenómenos físios.

Otra forma utilizada para detetar el momento uando se presenta una falla es a partir de la redundania

de informaión analítia y de la inoherenia de un modelo en ondiiones de falla, informaión que se onoe

omo relaiones redundantes analítias (RRA). En otras palabras, una RRA es una expresión obtenida a partir

del modelo nominal, que úniamente depende de variables medibles y uya evaluaión genera un indiador de

falla llamado residuo. Por analogía on las señales de alarma y para simpli�ar el diagnóstio, se aostumbra

usar el valor ero para el residuo en ausenia de fallas y un valor diferente de ero para el aso ontrario.

El diseño de las relaiones de redundania o los generadores de residuos a partir de modelos es una tarea

que requiere de herramientas de análisis de sistemas, pues no se trata senillamente de omparar una variable
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simulada on una salida medida, sino que el residuo se genera ombinando varios elementos del vetor de entradas

y salidas. Este enfoque demanda el desarrollo de modelos matemátios que representen en forma ompata los

diferentes omportamientos de un proeso ante fallas, lo ual exige el proesamiento e�iente de la informaión.

1.2 Caso de estudio

Para el aso partiular de este trabajo se trabaja sobre un duto reto sin tomas laterales, en el ual sólo

se tienen sensores de �ujo y presión en los extremos del mismo. La motivaión para trabajar sobre un duto se

desribe a ontinuaión:

Existen aproximadamente 70 mil kilómetros de dutos sólo para el uso de derivados del petróleo en el país,

esto es onseuenia de que es el medio de transporte para �uidos más barato, e�iente y seguro, además de

que el mantenimiento que requieren es mínimo.

Como ualquier tipo de sistema está sujeto a sufrir fallas, las uales pueden apareer en bombas, en sensores

o en la propia tubería. Este trabajo estará enfoado en la deteión e identi�aión de fugas, que pueden ser

ausadas por fenómenos naturales, una mala instalaión, la degradaión del duto por el paso de los años,

aidentes eranos, o en los últimos años por fugas provoadas (tomas landestinas), prinipalmente en el aso

de dutos que transportan derivados del petróleo o �uidos on alto valor eonómio.

Cuando existe una fuga, esta provoa diversos problemas omo la pérdida eonómia por el �uido derramado,

el daño eológio que existe en la región y en algunos asos que abe resaltar, peligro para la poblaión uando

los �uidos transportados son in�amables o dañinos para la salud.

Por estas razones, el tema de ubiar fugas sobre un duto ha llamado la atenión en la omunidad de

deteión de fallas, lo ual ha generado muhos resultados a lo largo de los años, algunos desritos más adelante.

En partiular, este trabajo pretende desarrollar un método reursivo apaz de estimar los parámetros de la

n-sima fuga a partir del onoimiento de los parámetros equivalentes de las n− 1 fugas, on la ondiión de que

las fugas aparezan de manera seuenial.

1.3 Estado del arte

Como se menionó anteriormente, este trabajo aborda el tema de deteión e identi�aión de fallas sobre

un duto, en partiular el tipo de fallas que se quieren detetar e identi�ar son fugas. El tema de ubiar fugas

sobre un duto no es nuevo en la omunidad de deteión de fallas, ha sido ampliamente estudiado desde el

punto de vista del método de balane de masas, el ual es idóneo para los sensores que se tienen instalados en

la mayoría de los dutos, sensores de �ujo y presión en los extremos, ya que es fáil alular el gasto másio que

irula por el duto y reonoer el momento en que se presenta una fuga ya que existe un desbalane entre el

gasto másio de entrada y de salida.

Entre las prinipales ontribuiones del tema se enuentran la propuesta por (Billman y Isermann, 1987) en

la que desarrollan un observador de estados adaptable no lineal y una ténia de orrelaión para la loalizaión

y deteión de fugas pequeñas sobre un duto, presentan resultados en simulaión y experimentos para un

duto que transporta gas y líquido. Otra ontribuión importante fue la presentada por (Verde, 2001), en la

ual, se desarrolla una ténia donde se onsidera que un onjunto de fugas se enuentran distribuidas a lo

largo del duto, donde la deteión de la fuga se logra obteniendo un onjunto de residuos generados por un

bano de observadores on entrada desonoida los uales son robustos sobre una fuga y sensibles a las demás,
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es deir, la deteión se obtenía observando el omportamiento de los residuos. El residuo que se mantuviera

alrededor del origen mostraba que la fuga se enontraba era de diha seión. De igual forma en (Torres et

al., 2012) se presenta un método basado en un esquema de observadores de alta ganania que, de forma similar

al trabajo de (Verde, 2001), genera un residuo apaz de enontrar la región en la que se enontraba la fuga,

y posteriormente un observador dediado para estimar la posiión y el oe�iente de desarga asoiados a la

fuga, todo esto validado on datos de un duto que transporta LPG (liquid petroleum gas). En (Moustafa et

al., 2012) se propone un método que basado en el �ltro de Kalman que loaliza una fuga esaneando desde el

nodo de entrada hasta el nodo de salida para enontrar el nodo uyo residuo sea mínimo, reportando resultados

en simulaión.

Las ténias menionadas anteriormente resuelven el esenario on una sola fuga, ada uno de ellos on

diferentes propuestas y ondiiones para que se pueda dar la identi�aión. Es importante menionar que si una

segunda fuga se genera sobre el sistema, todos los métodos generan resultados erróneos en la identi�aión. El

aso de múltiples fugas o al menos dos fugas, ya sea simultaneas o seueniales se disuten a ontinuaión.

En (Jiménez y Verde, 2011) se enuentra una forma de distinguir el esenario de una o dos fugas simultáneas,

donde se inyeta una señal auxiliar periódia mediante una válvula, para posteriormente realizar un análisis de

la freuenia y amplitud del residuo generado. Se omprueba que existe diferente omportamiento para ambos

asos y que es posible distinguir uno de otro. En el aso propuesto por (Negrete y Verde, 2012) se reporta la

obtenión de los �ujos de fuga para dos fugas seueniales utilizando modos deslizantes, siempre y uando se

onoza o se tenga un aproximado de la posiión de las fugas, validando los resultados en simulaión y on datos

de un duto piloto. Y en (Verde et al., 2014) se desribe un método para identi�ar la posiión de dos fugas

simultaneas, apturando el transitorio del efeto de las fugas en los �ujos de entrada y salida, y posteriormente

obteniendo una familia de modelos parametrizados que desriben todos los esenarios de dos fugas. Realizando

una equivalenia es posible reduir la dimensión del modelo respeto a los parámetros desonoidos, reduiendo

de uatro parámetros desonoidos a dos, donde la estimaión de los parámetros se lleva a abo fuera de línea

minimizando el error uadrátio entre los datos obtenidos y los esenarios de fugas propuestos.

El problema de dos fugas simultáneas puede entenderse de una mejor manera al observar el efeto transitorio

provoado por una familia de fugas omo se observa en la Figura 1.1, donde es laro, omo ada una de las

respuestas durante el tiempo transitorio es diferente, y se pueden distinguir los diferentes asos mientras que

durante el tiempo estaionario los �ujos onvergen a un mismo valor, esto debido a que la ombinaión de

las posiiones de las fugas junto on el �ujo de ada una de ellas tienen los mismo parámetros equivalentes.

Este aso partiular ejempli�a de manera lara por qué es neesario realizar un análisis durante la respuesta

transitoria del sistema, lo que en la prátia aree de apliabilidad, debido al bajo anho de banda que tienen

los sensores.

Entones, el problema de enontrar una sola fuga sobre un duto, está resuelto on una gran diversidad

de métodos y ténias reportadas, pero el problema de múltiples fugas sigue abierto, on un gran ampo de

investigaión.

1.4 Objetivo y resultados del trabajo

En partiular, este trabajo ataa el aso de fugas múltiples sobre un duto, on la suposiión de que las

fugas se presenten de manera seuenial y su�ientemente espaiadas en tiempo, lo ual en general se apega a la

realidad. Esta restriión se de�nirá de manera más formal a lo largo del trabajo, on el objetivo de enontrar
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Fig 1.1 Caso dos fugas simultaneas, diferentes esenarios on misma posiión equivalente (50 m)

los parámetros reales asoiados a ada una de las fugas que se presenten.

Para onluir on la introduión se meniona el alane de este trabajo, en el que se propone un esquema de

estimadores paramétrios que funionan en onjunto, apaes de estimar los parámetros asoiados a la presenia

de una fuga (posiión, �ujo de fuga), on la fortaleza de que una vez estimados los parámetros de una fuga

es posible identi�ar los parámetros de una nueva fuga que se presente, on un tiempo determinado para la

estimaión de los parámetros de la nueva fuga. Una vez obtenidos los parámetros de la última fuga se realiza la

estimaión de parámetros equivalentes de todas las fugas presentes para representar su efeto omo una sola, e

iniiar un proeso iterativo para n fugas que se puedan presentar sobre el duto.

El diseño del esquema onsidera la ondiión de que las fugas sólo pueden apareer de manera seuenial

y su�ientemente espaiadas unas de otras para que los estimadores puedan onverger a los parámetros reales,

todos los estimadores se realizaron basados en la teoría del �ltro extendido de Kalman. Finalmente se presentan

resultados en simulaión para validar su funionamiento.
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2 Modelo mínimo del �ujo en un duto

En este apítulo se abordará el tema de ómo está desrito en la literatura el modelo matemátio del �uido

sobre un duto. El modelo se desribe por un onjunto de euaiones difereniales pariales (EDP), se utiliza

una aproximaión para poder obtener un modelo de parámetros onentrados y posteriormente qué ondiiones

fueron neesarias para determinar la dimensión del modelo on el que se trabajó.

2.1 Modelo del �uido

Considerando un duto de longitud L, en el ual se asume que la distribuión de veloidad es uniforme, de

área transversal y la densidad del �uido onstantes, el modelo dinámio de un �uido inompresible está desrito

por las euaiones difereniales pariales de movimiento y ontinuidad (2.1 - 2.2) presentadas en (Chaudhry,

1979)

∂Q

∂t
+ gA

∂H

∂z
+ µQ|Q| = 0, (2.1)

b2
∂Q

∂z
+ gA

∂H

∂t
= 0, (2.2)

donde H es la arga de presión en m, Q es el �ujo en m3/s, z es la oordenada de la distania en m, t es la

oordenada del tiempo en s, g es la aeleraión gravitatoria en m/s2, A es el área de la seión transversal en

m2
, b es la veloidad de onda en el �uido en m/s, y µ = f/2DA es una funión de los oe�ientes de friión

(f).

Como no existe una soluión analítia para las funiones (2.1 y 2.2), se han usado varios métodos para

enontrar una aproximaión de parámetros onentrados, donde es neesario de�nir las ondiiones de frontera

para la disretizaión, se ha demostrado que uando aparee una fuga, esta introdue por lo menos una euaión

más en las euaiones que gobiernan la dinámia del �uido (2.1 y 2.2), lo ual genera un gran problema, ya

que es neesario onoer on antelaión el número de fugas que se presentarán sobre el duto para obtener un

modelo que represente de manera adeuada la dinámia del �uido en el modelo disretizado. De auerdo on

(Wylie y Streeter, 1978), se ve que ada que aparee una nueva fuga se inrementa el número de variables de

estado de la forma 2n+ 1, donde n es el número de fugas. Con ésto se tiene una idea de la dimensión mínima

para un modelo dinámio disretizado. Como este trabajo plantea dar soluión al aso de n fugas seueniales,

el modelo dinámio neesario sería de 2n+ 1 euaiones, lo ual presenta un aso difíil de de�nir.

Es posible onsiderar omo método iniial tres fugas, donde, apoyados en las euaiones de equivalenia

propuestas por (Korbiz et al., 2004), se demuestra la existenia de una equivalenia entre los modelos de

múltiples fugas y los modelos de una sola fuga en estado estaionario de la respuesta del mismo. Con lo anterior

se generá un modelo disretizado de siete euaiones difereniales a partir de las uales se pretende mostrar la

potenialidad del método para n fugas, lo ual se desarrollará en la seión siguiente.
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Fig 2.1 De�niión de variables

Se utilizarán tres fugas arbitrariamente omo se muestra en la Figura 2.1, oloadas en los puntos p1 = z1,

p2 = z1 + z2 y p3 = z1 + z2 + z3 del duto on �ujos de fuga

Q|fi = λi

√

H |fi para i = 1, 2, 3, (2.3)

respetivamente, donde ada una de ellas produirá una disontinuidad en el sistema (2.1 y 2.2). λi es el

oe�iente de desarga de ada una de las fugas que está ligado al tamaño del ori�io.

Para la disretizaión del modelo es neesario de�nir las ondiiones de frontera de la forma:

Qb
fi−ǫ = Qa

fi+ǫ +Qfi para i = 1, 2, 3. (2.4)

donde ǫ → 0 y Qb
fi−ǫ y Qa

fi+ǫ son los �ujos en el duto antes y después de la posiión de la fuga.

Para el aso de la disretizaión del modelo se han utilizado diversos métodos (Polyanin y Zaitsev, 2014),

en este aso se utiliza la aproximaión espaial de la demanda

∂v(z, t)

∂z
≃ vzk+1

(t)− vzk(t)

∆zk

donde v(z, t) orresponde on las variables de �ujo y presión en (2.1 y 2.2) y ∆zk se asoia on la disretizaión

espaial en los puntos p1, p2 y p3 antes desritos. El �ujo se asume onstante en ada una de las seiones.

Las variables, de auerdo on la disretizaión, se muestran en la Figura 2.1, donde la longitud del duto L

satisfae la expresión (2.5), siempre y uando se umpla que z1, z2, z3, z4 > 0, además, mientras la fuga no se

haya presentado las dimensiones de las seiones son arbitrarias.

z1 + z2 + z3 + z4 = L (2.5)

Con las ondiiones anteriores de�nidas y apliando la aproximaión de la derivada parial, se obtiene el

modelo dinámio aproximado que gobierna la dinámia sobre el �uido en el duto, uyas expresiones se presentan
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en un modelo de espaio de estados

Q̇in =
a1
z1

(Hin −H2)− µQin|Qin| (2.6)

Ḣ2 =
a2
z1

(Qin −Q2 − λ1

√

H2)

Q̇2 =
a1
z2

(H2 −H3)− µQ2|Q2|

Ḣ3 =
a2
z2

(Q2 −Q3 − λ2

√

H3)

Q̇3 =
a1
z3

(H3 −H4)− µQ3|Q3|,

Ḣ4 =
a2
z3

(Q3 −Qout − λ3

√

H4)

Q̇out =
a1
z4

(H4 −Hout)− µQout|Qout|, (2.7)

dónde:

Hin, Hout Cargas de presión a la entrada y la salida del duto en m.

Hi Carga de presión en la posiión de la fuga i = 1, 2, 3; en m

Qi Flujos en las seiones i = 2, 3; en m3/s

zi Posiiones relativas de las fugas i = 1, 2, 3; en m

λi Coe�iente de desarga asoiado al tamaño del ori�io i = 1, 2, 3.

on onstantes,

a1 =gA, a2 =
b2

gA
, µ =

f

2DA

que representan los parámetros físios del duto y del medio en que se enuentra el duto,

g Aeleraión gravitatoria en m/s2

A Área transversal del duto en m2

D Diámetro del duto en m

b Veloidad de la onda de presión en m/s

f Coe�iente de friión onstante

z4 siempre puede ser expresada en funión de la posiión de las fugas despejando de (2.5), se tiene

z4 = L− (z1 + z2 + z3).

Es importante menionar que se desonoen los parámetros asoiados a ada una de las fugas, es deir,

posiiones zi y parámetros λi; el interés de este trabajo es estimar dihos parámetros uando una fuga se

presenta, de igual forma se estima el �ujo de fuga alulado on la expresión

Qfi = λi

√

Hi. (2.8)

Para abordar el problema arriba planteado, se propone explotar el modelo equivalente que representa el

efeto de n fugas omo una sola mediante parámetros equivalentes, lo ual permitirá reduir el orden del modelo

dinámio disretizado, lo anterior mediante un análisis de entrada a salida del mismo, que se presentará en la

seión siguiente.
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2.2 Modelo equivalente de entrada a salida

Como se menionó en la introduión, Korbiz et al. (2004) presentaron las expresiones (2.9) a (2.11) las

uales permiten, en estado estaionario, reduir el efeto de las n fugas presentes a una equivalente, por medio

de reduiones de ada dos fugas a una,

Q̄e = λe

√

H̄2e =

2∑

i=1

Q̄fi =

2∑

i=1

λi

√

H̄i+1 (2.9)

ze

( Q̄e

Q̄out

)(
2Q̄out + Q̄e

)
= z1

( Q̄f1

Q̄out

)(
2Q̄out + Q̄f1 + 2Q̄f2

)
+ (z1 + z2)

( Q̄f2

Q̄out

)(
2Q̄out + Q̄f2

)
(2.10)

zeQ̄e ≈ z1Q̄f1 + (z1 + z2)Q̄f2 (2.11)

donde la barra denota que se trata de las variables en el estado estaionario, on ze y λe omo los parámetros

equivalentes de una fuga. La euaión (2.11) es una aproximaión de (2.10), entones, el modelo equivalente

propuesto de las tres fugas (2.6) y (2.7), puede estar desrito por un modelo on dos fugas, agrupando el �ujo

de las primeras dos fugas Qf1 y Qf2 en Qeq utilizando la euaión (2.9), y de igual forma para las posiiones

z1 y z2 en ze on ualquiera de las euaiones (2.10) ó (2.11), el �ujo y la posiión de la terera fuga

Qf3 =Ql

λ3

√

H3 =λl

√

H3e;

z3 =zl

donde H3e es una presión virtual del modelo equivalente. A lo largo de todo el desarrollo el subíndie l, hae

referenia a la ultima fuga o en inglés last one y el subíndie e denotará equivalenia. Por lo tanto, ualquier

modelo on múltiples fugas puede ser desompuesto en un modelo de dos fugas de la forma

Q̇in =
a1
ze

(Hin −H2e)− µQin|Qin|, (2.12)

Ḣ2e =
a2
ze

(Qin −Q2e − λe

√

H2e), (2.13)

Q̇2e =
a1
zl
(H2e −H3e)− µQ2e|Q2e|, (2.14)

Ḣ3e =
a2
zl
(Q2e −Qout − λl

√

H3e), (2.15)

Q̇out =
a1
z3e

(H3e −Hout)− µQout|Qout|, (2.16)

on la restriión estátia

ze + zl + z3e = L, (2.17)

on esto, el duto puede representarse esquemátiamente omo se muestra en la Figura 2.2, y los �ujos de fuga

se pueden desribir

Qfe = λe

√

H2e, (2.18)

para el aso equivalente, y para el aso de la última fuga

Qfl = λl

√

H3e. (2.19)
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Fig 2.2 Esquema del modelo del duto equivalente

Donde, para dar laridad, se meniona que los �ujos medidos son y = [Qin, Qout]
T
, y las presiones que

se asoian on las ondiiones de frontera del sistema en EDP o entradas al sistema u = [Hin, Hout]
T
, son las

variables que se onsideran medibles sobre el sistema dinámio, las uales pueden apreiarse de igual forma en

la Figura 2.2.

Con el modelo que representa la dinámia de n fugas propuesto se puede pasar a los métodos utilizados

para la deteión e identi�aión de las fugas y parámetros asoiados a las mismas, lo ual se desribirá en las

seiones siguientes.

2.3 Caso de fuga aguas abajo on respeto a ze

Como las fugas se asumen que se presentarán de manera seuenial y a la dereha o �aguas abajo� de la

posiión de la fuga equivalente (ze), se puede utilizar el método propuesto por (Verde, 2005) donde desaoplan

los efetos de los parámetros λe y λl en subsistemas, ada uno insensible del otro, on lo que se espera lograr

detetar y estimar ada uno de los parámetros de las fugas. En esta seión se presentan las transformaiones

de los estados propuestas, y la desripión de las araterístias de ada subsistema.

2.3.1 Subsistema a1

La primera transformaión de los estados de la forma

xa1 =






x11

x12

x13




 =






Qin

H2e

zlQ2e + z3eQout




 (2.20)

del modelo (2.12-2.16) on inyeión de Qout = y2 y remarando el heho que

z3e = L− (ze + zl)

se genera el subsistema de la forma

ẋa1 =Aa1(ze, zl)xa1 +Ba1(ze)u+Φa1(xa1, y2, ze, zl, λe), (2.21)

ya1 =Ca1xa1, (2.22)
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donde

Aa1(ze, zl) =






0 −a1

ze
0

a2

ze
0 − a2

zezl

0 a1 0




 , Ba1(ze) =






a1

ze
0

0 0

0 a1




 , Φa1 =






−µx11|x11|
a2λe

√
x12

ze

−µ
(
z3ey

2
2 +

(x13−z3ey2)
2

zl

)




 , Ca1 =

[

1 0 0
]

uyas prinipales araterístias son:

Insensible al parámetro λl provoado por la última fuga

Detetabilidad de la fuga equivalente

Con lo que, este subsistema permite:

Generar un residuo (ra1) para la fuga equivalente independientemente de los valores z asignados,

Estimar el oe�iente de desarga λe, si el vetor z es onoido o estimado.

2.3.2 Subsistema a2

Por simetría del modelo (2.12-2.16), la transformaión omplementaria de la forma:

xa2 =






x21

x22

x23




 =






zeQin + zlQ2e

H3e

Qout




 (2.23)

on inyeión de Qin = y1, se genera el subsistema de la forma

ẋa2 =Aa2(ze, zl)xa2 +Ba2(ze, zl)u+Φa2(xa2, y1, ze, zl, λl), (2.24)

ya2 =Ca2xa2, (2.25)

donde

Aa2(ze, zl) =







0 −a1 0
a2

z2
l

0 −a2

zl

0 a1

z3e
0






, Ba2(ze, zl) =






a1 0

0 0

0 a1

z3e




 , Φa2 =







−µ
(
zey

2
1 +

(x21−zey1)
2

zl

)

−a2

z2
l

(zey1 + λl
√
x22)

−µx23|x23|






, Ca2 =

[

0 0 1
]

.

uyas prinipales araterístias son:

Insensible al parámetro λe provoado por la fuga equivalente.

Detetabilidad de la última fuga en el tiempo transitorio, mientras esté presente la fuga equivalente,

Con lo que, este subsistema permite:

Generar un residuo (ra2) para la última fuga,

Además, en el aso que se no se haya presentado la última fuga puede usarse para estimar el vetor z, on

la ondiión estátia para el aso de una sola fuga

SR := ze + zl = L− z3e (2.26)

Una vez de�nidos los subsistemas en los que se desaopla el efeto de los parámetros λ en ada uno de ellos,

es posible proponer una estrategia que indique el momento en que se presenta una fuga sobre el duto.
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2.4 Caso de fugas aguas arriba on respeto a ze

Hasta el momento se ha onsiderado que las fugas apareen a la dereha de fuga equivalente (ze) o omo se

le onoe en el área de hidráulia �aguas abajo� de la fuga equivalente, esta ondiión no es una limitante para

el método, pues para resolver el aso uando una fuga apareza a la izquierda o �aguas arriba� de la anterior

es posible detetarla e identi�arla usando un modelo simétrio o espejo, de forma que se analie al duto en

sentido ontrario. En la Figura 2.3 se muestra que las posiiones de las fugas están invertidas on relaión a las

mostradas en la Figura 2.2,

Fig 2.3 Duto on fugas a la izquierda de la anterior

y el ambio en las variables del sistema, quedan de la forma en el modelo dinámio aproximado

Q̇in =
a1
z3e

(Hin −H2e)− µQin|Qin|, (2.27)

Ḣ2e =
a2
zl
(Qin −Q2e − λl

√

H2e), (2.28)

Q̇2e =
a1
zl
(H2e −H3e)− µQ2e|Q2e|, (2.29)

Ḣ3e =
a2
ze

(Q2e −Qout − λe

√

H3e), (2.30)

Q̇out =
a1
ze

(H3e −Hout)− µQout|Qout|. (2.31)

reordando que se umple la misma ondiión estátia para la distania

L = ze + zl + z3e. (2.32)

Las euaiones del modelo anterior, al que nos referiremos omo modelo izquierdo, son similares asi idéntias

a las del modelo (2.12-2.16), por lo ual es posible desarrollar transformaiones pareidas, donde se busa

desaoplar el efeto de los oe�ientes de desarga provoados por ada una de las fugas, las transformaiones

propuestas se desriben a ontinuaión.

2.4.1 Subsistema b1

Para el primer subsistema se tiene

xb1 =






x11

x12

x13




 =






z3eQin + zlQ2e

H3e

Qout




 , (2.33)
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on inyeión del parámetro medido Qin = y1, y el vetor de entradas u = [Qin, Qout]
T
,

ẋb1 =Ab1(ze, zl)xb1 +Bb1(ze)u+Φb1(xb1, y1, ze, zl, λe), (2.34)

yb1 =Cb1xb1, (2.35)

donde

Ab1(ze, zl) =







0 −a1 0
a2

z2
l

0 −a2

zl

0 a1

ze
0






, Bb1(ze) =






a1 0

0 0

0 −a1

ze




 , Φb1 =







−µ
(
z3ey

2
1 +

(x11−z3ey1)
2

zl

)

−a2

z2
l

(z3ey1 + zlλe
√
x12)

−µx13|x13|






, Cb1 =

[

0 0 1
]

2.4.2 Subsistema b2

Por simetría del modelo se propone la transformaión

xb2 =






x21

x22

x23




 =






Qin

H2e

zlQ2e + zeQout




 (2.36)

on inyeión de Qout = y2, y el vetor de entradas u = [Qin, Qout]
T
se genera el subsistema de la forma

ẋb2 =Ab2(ze, zl)xb2 +Bb2(ze, zl)u +Φb2(xb2, y2, ze, zl, λl), (2.37)

yb2 =Cb2xb2, (2.38)

donde

Ab2(ze, zl) =






0 − a1

z3e
0

a2

z3e
0 − a2

zlz3e

0 a1 0




 , Bb2(ze, zl) =






a1

z3e
0

0 0

0 a1




 ,

Φb2 =







−µx21|x21|
a2

z3e

(

− y2ze
zl

+ λl
√
x22

)

−µ
(
zey2 +

(x23−zey2)
2

zl

)






, Cb2 =

[

1 0 0
]

.

Los subsistemas para el aso aguas arriba tienen las mismas propiedades que los subsistemas para el aso

aguas abajo, on esto se tienen dos subsistemas para ada aso que desriben orretamente la dinámia para

n fugas on parámetros equivalentes que aparezan aguas arriba o aguas abajo de la posiión equivalente (ze)

de la fuga anterior.

Para onluir el apítulo es importante remarar que, hasta el momento, se de�nió la dimensión mínima de

un modelo equivalente que puede representar el efeto de n fugas separándolas en dos, una equivalente para

las n− 1 fugas y la n-ésima, última o en inglés �last one�, una vez de�nido diho modelo, se logró obtener dos

subsistemas donde la gran importania de ada uno de ellos es el desaoplamiento de los parámetros λe y λl, lo

ual será vital para la propuesta de los detetores y estimadores que se presenta en los apítulos siguientes.
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3 Detetor de primera fuga

En este apítulo se muestra el desarrollo del detetor para la primera fuga, de manera genéria se desribe

sobre los subsistemas a1 y a2, pero el desarrollo aplia para ambos asos, por lo que se trabaja on el estado

x1 y x2 sin pérdida de generalidad.

3.1 Prinipio de operaión

Cuando el duto opera en ondiiones nominales o sin fuga, los oe�ientes de desarga λe = λl = 0 y los

parámetros asoiados a las posiiones de las fugas ze, zl, z3e pueden tomar ualquier valor, siempre y uando

no se viole la ondiión estátia de la distania del duto (2.5), y todas ellas siempre sean mayores a ero. Con

esto, en prinipio se umple que el �ujo a la entrada del duto Qin debe ser igual al �ujo de salida del duto

Qout, y en el momento en que se presenta una fuga los �ujos de entrada y salida son diferentes (Qin 6= Qout),

debido a que se presenta un �ujo de fuga Qfe desonoido. Para onoer el momento en que la fuga se presenta

se propuso un método bastante utilizado en la omunidad de deteión de fugas, el diseño de un residuo r que

india uando se presenta este fenómeno. Un residuo tiene la siguiente estrutura:

r = x− x̂ (3.1)

donde x es una variable o parámetro real que se onoe o se tiene una mediión y x̂ es un parámetro o variable

que se estima, el método de estimaión puede ser ualquier método onoido o reportado en la literatura, en

este trabajo se utilizaron omo estimadores dinámios la teoría basada en el �ltro extendido de Kalman

(Reif et al., 1998) o EKF por sus siglas en inglés. A pesar de que el EKF no es un estimador óptimo aun así es

muy utilizado on esta funión y por sus ventajas omo la ontinua adaptaión de las gananias en el tiempo y

la robustez ante perturbaiones externas. Pero tiene una desventaja que sólo es válido en una loalidad erana

al punto de operaión.

Se deidió utilizar un EKF, pues, omo se mostró al obtener los dos subsistemas on parámetros desaoplados,

los parámetros asoiados a ada fuga no se presentan de una forma senilla en los modelos omo para obtener

un regresor y apliar la teoría de estimaión de parámetros. Se observa en (2.21-2.22) y (2.24-2.25) que los

parámetros asoiados a la posiión ze y zl se presentan en los denominadores y numeradores, lo que di�ulta la

fatorizaión del parámetro, por lo que se onsideró que la forma más senilla para estimar los parámetros era

realizar un observador que permitiera explotar la ualidad de funionar omo estimador.

En el apéndie A se desribe la teoría neesaria para el diseño de los observadores o estimadores de pará-

metros, así omo el diseño de los mismos.

Para la deteión de las fugas fue neesario en primera instania trabajar on los modelos nominales o sin

falla, para que los residuos generados mantengan este omportamiento en partiular, y al presentarse una falla

los residuos se alteren permitiendo así, obtener un indiador de que la falla está presente.
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3.2 Esenario sin fuga

Como se menionó anteriormente, se onsidera que las fugas apareen de manera seuenial; on esto en

mente, se puede analizar a los subsistemas en ondiión sin fuga (nominal, sin falla) y posteriormente on una

fuga para determinar si un residuo puede indiarnos el momento en que se presenta la fuga.

Reordando los subsistemas (2.21-2.22) y (2.24-2.25) y analizándolos uando todavía no se presenta una

fuga, on z3e = L− (ze + zl), se tiene

ẋ1 =A1(ze, zl)x1 +B1(ze)u+Φ1(x1, y2, ze, zl, 0), (3.2)

y1 =C1x1, (3.3)

y para el subsistema 2

ẋ2 =A2(ze, zl)x2 +B2(ze, zl)u +Φ2(x2, y1, ze, zl, 0), (3.4)

y2 =C2x2, (3.5)

donde las únias variables desonoidas son ze y zl en ambos subsistemas. Como se menionó anteriormente,

mientras las fugas no se hayan presentado λe = λl = 0 y los parámetros ze, zl asoiados a las posiiones pueden

tomar ualquier valor mientras umplan on las ondiiones impuestas previamente, esto quiere deir que la

salida y1 y y2 serán exatamente iguales a las mediiones Qin y Qout respetivamente.

Con esto en mente se desarrollaron observadores basados en EKF para el subsistema 1 y 2 sin ondiión de

fuga, generando observadores de la forma

˙̂x1 = A1(ze, zl)x̂1 +B1(ze)u+ Φ1(x̂1, y2, ze, zl) +K1(Qin − ŷ1) (3.6)

ŷd1 = C1x̂1 (3.7)

˙̂x2 = A2(ze, zl)x̂2 +B2(ze, zl)u +Φ2(x̂2, y1, ze, zl) +K2(Qout − ŷ2) (3.8)

ŷd2 = C2x̂2 (3.9)

on esto es posible pensar en residuos de la forma

r1 =Qin − ŷd1 (3.10)

r2 =Qout − ŷd2 (3.11)

donde dihos residuos tendrán las siguientes araterizas

Si λe = λl = 0 para ualquier valor de ze y zl, r1 = r2 = 0.

Si λe 6= 0 para ualquier valor de ze y zl, r1 6= 0.

Si λl 6= 0 para ualquier valor de ze y zl, r2 6= 0.

Con estos residuos araterizados puede onoerse el momento en que se presenta una fuga al veri�ar su

omportamiento. Como se menionó anteriormente, los estimadores que se pretenden utilizar sólo son válidos

en una loalidad erana al punto de operaión, entones es neesario que al iniiar dihos estimadores, se

enuentren on ondiiones iniiales eranas al punto de operaión, en este aso, eranas a la posiión de la

primera fuga equivalente ze, on lo anterior se desarrolló un aproximador de la posiión de la primera fuga, que

se desribe en la siguiente seión.
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3.2.1 Aproximaión de la primera fuga

Como el modelo propuesto (2.12-2.16) representa la dinámia de dos fugas sobre el duto y en los subsistemas

de igual forma, al presentarse la primera fuga (λe 6= 0) el parámetro λl aún permanee en ero, lo que provoa

que el parámetro zl pueda tomar ualquier valor en la region de operaión. Como se quiere enontrar un valor

aproximado para ze, se onsideró �jar zl dándole un valor �arbitrario�, el ual se de�nió omo una región de

búsqueda SR, por sus siglas en inglés, de tal forma que el duto se seiona virtualmente omo se muestra en

la Figura 3.1, en diha región se onsidera que la primera fuga puede apareer y es en la ual permaneerá de

igual forma la fuga equivalente.

Entones, de�niendo el parámetro SR, se generará una nueva restriión estátia para el aso de una sola

fuga o una fuga equivalente.

SR := ze + zl = L− z3e. (3.12)

Fig 3.1 Región de búsqueda

Reordando que la primera fuga sólo puede apareer dentro de la región de búsqueda de�nida por SR se

utilizó un método igualmente presentado en (Verde, 2005) para la deteión de una fuga. En donde se utiliza

el detetor 2 (3.9) que es insensible al parámetro λe y sensible a los ambios en ze al presentarse la fuga, puede

moverse arbitrariamente a ze siempre y uando umpla on la restriión impuesta por la región de búsqueda

(SR = ze+ zl), entones si se varia z̄e en un intervalo (0, SR) (idealmente) de forma periódia (señal sinusoidal,

triangular, et.), el omportamiento del residuo generado por este detetor al presentarse la fuga, debería ser

periódio y ruzando por ero en el momento que z̄e tome el valor real de ze. Con base en este método se diseñó

un detetor y un aproximador para la primera fuga que se desribe a ontinuaión.

80 100 120
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x 10

−3

Tiempo [s]

r 2

Fig 3.2 Comportamiento del residuo r2 periódio ante una fuga en la posiión z1 = 50 m

En la Figura 3.2 se observa el omportamiento del residuo antes de la primera fuga y uando esta se presenta a

los 100 s, si z̄e se varia de forma periódia, en partiular on forma triangular en la región de búsqueda (0, SR),
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es importante menionar que ze no puede tomar los valores extremos y de heho, no puede tomar valores

eranos a los extremos, esto por la forma en que el parámetro asoiado a la posiión ze se enuentra en el

modelo dinámio (2.12-2.16) y por onseuenia los parámetros ze y zl que se enuentra en los denominadores,

si estos toman valores eranos a ero ó a la frontera virtual propuesta SR los modelos se indeterminan, por lo

que se de�nen las onstantes εa y εb que determinan los puntos máximos y mínimos en los que se puede detetar

una fuga.
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Fig 3.3 Señales asoiadas al evaluador del residuo RT (t, ze)

Retomando el aso en que se varia z̄e en el intervalo (εa, SR− εb) de forma triangular, omo se muestra en

la Figura 3.3, se observa en la grá�a superior orrespondiente a la señal sT (t) donde, en olor azul se muestra

el barrido de la señal z̄e, y en olor rojo la posiión real de ze, se observa omo se ruzan dos vees por periodo,

el momento del rue es uando la señal de barrido z̄e toma el valor real de la posiión, en ese mismo instante

el residuo generado por r2 tiene el mismo omportamiento (idealmente), es deir, ruza por ero, on esto es

posible obtener impulsos en el momento que se dan los rues realizando la operaión

rT (ze) = sT δ(r2)

donde δ(·) es la funión impulso, rT (ze) genera un tren de impulsos en el momento de los rues por ero del

residuo r2 y al multipliarlo por la señal triangular on que se barre la región de búsqueda z̄e se obtiene la

señal rT (t, ze), que es un tren de impulsos de magnitud aproximada al valor real de la fuga ze. Si diha señal se

retiene en su último valor hasta que se presente otro, se genera un tren de pulsos omo se muestra en la señal

RT (t, ze) el ual presenta un omportamiento periódio, y se propone obtener el valor RMS de ésta señal, uyo

resultado es un evaluador del residuo y genera una posiión aproximada que servirá omo ondiión iniial para

los estimadores en ẑe(0).

Con esto se resuelve el problema para la ondiión iniial para el punto de operaión (ẑe(0), λ̂e(0)), tomando

los valores (zeRMS , 0) sólo queda ómo proponer una forma preisa de la estimaión de los parámetros ẑe y

λ̂e(0), la ual se desribe en el apítulo siguiente.
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4 Estimaión de parámetros y esquema de funio-

namiento

Como se tiene una ondiión iniial erana al punto de operaión on el método de diagnóstio propuesto

en el Capitulo 3, entones se puede diseñar un estimador on el estado aumentado para los parámetros ẑe y

λ̂e, on los que se reará un sistema de funionamiento Maestro-Eslavo que se desribe en la parte �nal del

apitulo.

4.1 Esenario primera fuga

Con la restriión estátia para la región de búsqueda (3.12), retomando los subsistemas (2.21-2.22) y (2.24-

2.25) y sustituyendo en los subsistemas

zl = SR− ze (4.1)

se tiene que, para el subsistema 1

ẋ1 =A1(ze)x1 +B1(ze)u+Φ1(x1, y2, ze, λe) (4.2)

y1 =C1x1 (4.3)

y para el subsistema 2

ẋ2 =A2(ze)x2 +B2(ze)u +Φ2(x2, y1, ze, 0) (4.4)

y2 =C2x2 (4.5)

donde es laro que el subsistema (4.2-4.3) sólo depende de los parámetros desonoidos ze y λe y el subsistema

(4.4-4.5) solo depende de ze.

En este momento se puede observar laramente la potenialidad de desaoplar el efeto de los parámetros λe

y λl en los subsistemas, se observa laramente que el únio parámetro desonoido en el subsistema (4.4-4.5) es

ze, el ual para ser estimado y agregarse a los estados del subsistema (4.4-4.5) on dinámia onstante y generar

el subsistema on el estado aumentado de la forma

[

ẋ2

że

]

=

[

A2(ze)x2 +B2(ze)u +Φ2(x2, ze, y1, 0)

0

]

, (4.6)

y2 =
[

C2 0
]
[

x2

ze

]

= C2x2, (4.7)



22 4 Estimaión de parámetros y esquema de funionamiento

si se diseña un observador basado en el EKF para el sistema (4.6 y 4.7), se obtendrá

[
˙̂x2

˙̂ze

]

=

[

A2(ẑe)x̂2 +B2(ẑe)u+Φ2(x̂2, ẑe, y1) +K21(Qout − ŷ2)

K22(Qout − ŷ2)

]

, (4.8)

ŷm2 =
[

C2 0
]
[

x̂2

ẑe

]

= C2x̂2 (4.9)

que permite obtener un estimado del parámetro ẑe, donde el vetor de gananias está de�nido por K̄m2 =

[K21,K22]
T
, y el error de salida se de�ne omo em2 = Qout − ŷm2.

Entones se tiene el valor estimado para ẑe el ual si se inyeta omo una entrada sobre el subsistema (4.2-

4.3) u3 = ẑe sólo se tiene un parámetro desonoido λe y si se realiza el mismo proedimiento que en el aso

anterior se obtiene el subsistema on el estado aumentado

[

ẋ1

λ̇e

]

=

[

A1(u3)x1 +B1(u3)u+Φ1(x1, u3, y2, λe)

0

]

, (4.10)

y1 =
[

C1 0
]
[

x1

λe

]

= C1x1, (4.11)

de igual forma se diseña un observador basado en el EKF para el subsistema (4.10 y 4.11)

[
˙̂x1

˙̂
λe

]

=

[

A1(u3)x̂1 +B1(u3)u+Φ1(x̂1, u3, y2, λ̂e) +K11(Qin − ŷ1)

K12(Qin − ŷ1)

]

, (4.12)

ŷm1 =
[

C1 0
]
[

x̂1

λ̂e

]

= C1x̂1, (4.13)

donde se obtiene un estimado del parámetro λ̂e, uyo vetor de gananias K̄m1 = [K11,K12]
T
, y el error de

salida se de�ne omo em1 = Qin − ŷm1.

Con lo propuesto anteriormente es posible estimar los parámetros para una o múltiples fugas on parámetros

equivalentes (ẑe, λ̂e), dihos estimadores serán nombrados omo estimadores maestros, ya que estiman los

parámetros equivalentes. Como se menionó anteriormente, para garantizar la onvergenia es neesario que

los estados iniien en una loalidad erana al punto de operaión, lo ual se garantiza on las siguientes

aproximaiones para los siguientes estados.

Reordado que se tiene un valor aproximado de la posiión de la fuga (zeRMS), es posible obtener las

ondiiones iniiales de los otros estados para el estimador maestro del parámetro ẑe, de la forma

x̂2 =









x̂21

x̂22

x̂23

x̂24









=









zeQ̂in + zlQ̂2e

Ĥ3e

Q̂out

ẑe









; x2(0) =









zeRMSQin + (SR− zeRMS)Qout

(SR−zeRMS)(Hout−Hin)
L

+Hin

Qout

zeRMS









.

donde se onsidera que el �ujo Q̂2e ≈ Qout, la posiión zl ≈ (SR−zeRMS) y el abezal de presión Ĥ3e se pueden

aproximar on un punto sobre la reta de la aída de presión de entrada a salida (Hout −Hin) en la posiión

de la fuga (SR− zeRMS), todas las onsideraiones anteriores en el momento que se presenta la fuga. Y para el
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estimador maestro del parámetro λ̂e se onsideran omo ondiiones iniiales,

x̂1 =









x̂11

x̂12

x̂13

x̂14









=









Q̂in

Ĥ2e

zlQ̂2e + z3eQ̂out

λ̂e









; x1(0) =









Qin

zeRMS(Hout−Hin)
L

+Hin

Qout(L− zeRMS)

0









,

donde, de igual forma, el abezal de presión Ĥ2e se puede aproximar por el punto sobre la reta de la aída de

presión de entrada a salida en la posiión aproximada de la fuga (zeRMS), y omo se onsidera que λl = 0, por

lo que el �ujo de fuga Ql = 0, entones el �ujo de la seión después de la fuga debe ser igual al �ujo de salida

Qe2 = Qout.

De�nidas las ondiiones iniiales, se puede onsiderar que los estimadores maestros iniiarán su�ientemente

era del punto de operaión y así garantizar la onvergenia a los parámetros reales.

Como hasta el momento se pueden obtener los parámetros de n fugas omo equivalentes, es neesario para

onoer los parámetros reales de las n fugas, estimar los parámetros de la última fuga que se presente respeto

a los equivalentes, para después enontrar los valores relativos reales de la posiión de ada una de las fugas

sobre el duto.

4.2 Esenario segunda fuga

Reapitulando lo que se ha logrado hasta el momento

Se tiene un detetor que india el momento en que la primera fuga se presenta analizando el residuo r2 6= 0.

Se obtuvo un primer aproximado de la posiión de la fuga zeRMS .

Se estimaron los parámetros asoiados a la primera fuga (ẑe, λ̂e)

Entones, uando se presente la segunda fuga, se pueden retomar los subsistemas 1 y 2 (2.21-2.25), donde, si

se de�nen omo entradas a los parámetros previamente estimados de la forma u3 = ẑe y u4 = λ̂e, el primer

subsistema queda de la forma

ẋ1 =A1(ue, zl)x1 +B1(u3)u+Φ1(x1, y2, u3, zl, u4), (4.14)

y1 =C1x1, (4.15)

donde, el únio parámetro desonoido sobre este sistema es el parámetro asoiado a la posiión de la nueva

fuga zl, y si se amplía el estado on el parámetro desonoido y on dinámia onstante, omo en el aso de los

estimadores maestros, se tiene que

[

ẋ1

żl

]

=

[

A1(ue, zl)x1 +B1(u3)u+Φ1(x1, y2, u3, zl, u4)

0

]

, (4.16)

y1 =
[

C1 0
]
[

x1

zl

]

= C1x1, (4.17)
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y de la misma forma si se diseña un observador basado en el EKF, se obtendrá el estimador para el parámetro

ẑl on la estrutura

[
˙̂x1

˙̂zl

]

=

[

A1(ue, ẑl)x̂1 +B1(u3)u+Φ1(x̂1, y2, u3, ẑl, u4) +K11(Qin − ŷ1)

K12(Qin − ŷ1)

]

, (4.18)

ŷe1 =
[

C1 0
]
[

x̂1

ẑl

]

= C1x̂1, (4.19)

uyo vetor de gananias K̄e1 = [K11,K12]
T
se diseña on la teoría menionada en el apéndie A, y el error de

salida estará de�nido omo ee1 = Qin − ŷe1.

Con esto, se puede de�nir omo una nueva entrada el parámetro previamente estimado u5 = ẑl y analizando

el segundo subsistema y sustituyendo los parámetros previamente estimados se tiene que

ẋ2 =A2(u3, u5)x2 +B2(u3, u5)u+ Φ2(x2, y1, u3, u5, λl) (4.20)

y2 =C2x2, (4.21)

de forma análoga, este subsistema sólo depende del parámetro desonoido λl, y siguiendo el método de ons-

truión para los estimadores de parámetros, se genera el subsistema on el estado aumentado λl on dinámia

onstante

[

ẋ2

λ̇l

]

=

[

A2(u3, u5)x2 +B2(u3, u5)u+Φ2(x2, y1, u3, u5, λl)

0

]

, (4.22)

y2 =
[

C2 0
]
[

x2

λl

]

= C2x2, (4.23)

y diseñando el un observador basado en el EKF, se obtendrá el estimador para el parámetro λ̂l, on la estrutura

[
˙̂x2

˙̂
λl

]

=

[

A2(u3, u5)x̂2 +B2(u3, u5)u+Φ2(x̂2, y1, u3, u5, λ̂l) +K21(Qout − ŷ2)

K22(Qout − ŷ2)

]

, (4.24)

ŷe2 =
[

C2 0
]
[

x̂2

λ̂l

]

= C2x̂2, (4.25)

y de igual forma el vetor de gananias K̄e2 = [K21,K22]
T
se diseña on la teoría menionada en el apéndie A,

y el error de salida estará de�nido omo ee2 = Qout − ŷe2.

Con esto se tiene otro par de estimadores que se nombraran eslavos, que son apaes de estimar los

parámetros de la segunda fuga, uando esta apareza, siempre y uando previamente se tengan identi�ados los

parámetros de la primera fuga.

El problema de ondiiones iniiales para este aso se resolvió usando el mismo valor de los estados que se

tienen en los estimadores maestros antes de iniiar el funionamiento de los estimadores eslavos, para el aso

de λl(0) = 0 y para zl(0) = SR− ẑe, on lo ual se garantiza que iniiarán era del punto de operaión antes

de que apareza la segunda fuga.
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4.3 Esquema de funionamiento

Fig 4.1 Esquema de funionamiento para 2 fugas seueniales

Hasta el momento se tienen dos detetores de fugas, de los uales sólo se utiliza el detetor que genera

el residuo r2 para detetar y aproximar la primera fuga, y uatro estimadores de parámetros, dos maestros

para identi�ar múltiples fugas on parámetros equivalentes y un par de estimadores eslavos para estimar los

parámetros de la última fuga que se presenta.

En la Figura 4.1 se presenta un primer esquema de funionamiento y puesta en marha para los detetores

y estimadores que se desribe a ontinuaión

1. El bloque detetor es el primero en enender on su señal auxiliar para generar la señal z̄e y aproximar la

posiión de la primera fuga (zeRMS) una vez que esta se presenta.

2. Una vez alulada la posiión aproximada de la primera fuga se alulan las ondiiones iniiales para los

estimadores maestros y se manda una señal para ativarlos.

3. Los estimadores maestros iniian el proeso de identi�aión de los parámetros asoiados a la primera

fuga ẑe y λ̂e.

4. Una vez que se logra la onvergenia de los parámetros de la primera fuga, se alulan las ondiiones

iniiales para los estimadores eslavos y estos se ponen en funionamiento.

5. Al presentarse la segunda fuga los estimadores eslavos iniian la estimaión de los parámetros ẑl y λ̂l.

Existe un problema on este esquema de funionamiento, el ual se genera en los estimadores eslavos, ya que

al presentarse la segunda fuga, los estimadores maestros omienzan a onverger a los parámetros equivalentes

de dos fugas, estos al inyetarse omo entradas a los estimadores eslavos tiene omo onseuenia que dihos

estimadores no realien ninguna estimaión, ya que el efeto de las dos fugas se absorbe por los parámetros

equivalentes.

La soluión se presenta en el esquema mostrado en la Figura 4.2, donde se introdue un bloque de retardo

sobre las señales de los parámetros estimados equivalentes ẑe y λ̂e.
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Fig 4.2 Esquema de funionamiento general para tres o más fugas

Las señales retardadas en el tiempo que se obtienen a la salida de este bloque ẑe(t− τ) y λ̂e(t− τ), donde τ

es el tiempo del retardo, tienen la funión de que en el momento que se presente una nueva fuga, los estimadores

eslavos tienen un tiempo τ para realizar la estimaión de los parámetros de diha fuga (ẑl, λ̂l) antes de que se

introduzan los parámetros equivalentes de las dos fugas.

La gran ventaja de proponer un esquema de este tipo on un bloque de retardo, es que el método puede

funionar de manera iterativa para n fugas seueniales, y así obtener los parámetros de las n fugas respeto

a los parámetros equivalentes, que posteriormente puede enontrarse los valores reales sobre el duto on las

euaiones (2.9-2.11).

Como omplemento para identi�ar el momento en que los estimadores eslavos se enuentran ativos por

la presenia de una nueva fuga, se diseño un detetor basado en el subsistema uno (2.21 y 2.22), que al diseñar

un observador basado en un EKF, se obtiene

˙̂x1 = A1(ze, zl)x̂1 +B1(ze)u +Φ1(x̂1, y2, ze, zl + λe) +K1(Qin − ŷ1) (4.26)

ŷd1 = C1x̂1 (4.27)

donde se pueden inyetar omo entradas los parámetros estimados on retardo previamente obtenidos de los

estimadores maestros (ẑe y λ̂e), provoando que el únio parámetro desonoido sea el parámetro zl, y si se

realiza un barrido on una señal periódia z̄l, se generara un residuo

rd1 =Qin − ŷd1 (4.28)

el ual permaneerá en ero mientras no se presente una nueva fuga, y se mantendrá diferente de ero mientras

dure el tiempo de retardo τ . Como la únia funión que se quiere para el residuo (4.28) es indiar el momento de

la presenia de una nueva fuga y el termino de la misma, se le de�nió un omportamiento booleano de tal forma

que tome un valor unitario mientras los estimadores eslavos traten de onverger a los parámetros estimados y

un valor ero en aso de que no se haya presentado ninguna fuga.

El esquema propuesto se validó mediante simulaiones, las uales se presentan en el apítulo siguiente.
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El esquema general propuesto en el apítulo anterior se validó mediante simulaiones on el software mate-

mátio MATLAB (MATLAB R2008, 2008), en partiular, sobre el simulador simulink, donde se implementaron

los modelos matemátios que desriben la dinámia del �uido sobre el duto on tres fugas y on los parámetros

del duto piloto que se enuentra en el Instituto de Ingeniería. Estos parametros se presentan en la tabla 5.1;

los resultados obtenidos se presentan y desriben a lo largo de este apítulo.

Tabla 5.1 Parámetros

H1 = 11 m H2 = 6 m L = 200 m g = 9.81 m/s2 ǫa = 10 ωaux = 0.4π rad/s

SR = 160 m D = 0.1 m b = 1250 m/s f = 0.02 ǫb = 10 -

donde ωaux es la freuenia de la señal triangular utilizada omo señal auxiliar para el detetor.

5.1 Caso aguas abajo

Se simularon tres fugas seueniales on las siguientes araterístias

z1 = 50 m, λ1 = 0.001 en un tiempo de 100 s

z2 = 30 m, λ2 = 0.001 en un tiempo de 400 s

z3 = 40 m, λ3 = 0.001 en un tiempo de 600 s

las fugas se simularon para el aso que se presenta aguas abajo de la anterior, en la seión siguiente se presenta

el aso aguas arriba.

En la Figura 5.1 se observan el omportamiento de las señales medidas Qin = y1 y Qout = y2 del duto, se

observa omo en el tiempo que se presenta una fuga, los �ujos medidos sufren un ambio abrupto
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Fig 5.1 Salidas medidas
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En la Figura 5.2 a) se observa de arriba haia abajo, la forma de la señal auxiliar z̄e, la señal de la deteión

de la fuga, neesaria para ativar el proeso en la simulaión de la aproximaión de la posiión zeRMS desrita

en la seión 3.2.1, y �nalmente el residuo r2 (3.11); en la Figura 5.2 b) el valor aproximado obtenido para

zeRMS , y la señal del síntoma que da por terminada la etapa de deteión, que es la señal que da omienzo al

álulo de las ondiiones iniiales para el estimador maestro, omo se desribe en la seión 4.2.
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Fig 5.2 Señales del proeso de deteión

La señal auxiliar está ativa desde que la simulaión iniia, se desativa en el momento que la señal del

síntoma se ativa. El aproximado de la posiión de la primera fuga zeRMS , onverge a un valor erano al real,

ondiión neesaria para garantizar la onvergenia de los estimadores maestros. Finalmente la señal del síntoma

se ativa una vez transurridos iertos periodos de la señal auxiliar, esto on la �nalidad de obtener un buen

aproximado para la ondiión iniial y no perder muho tiempo en diha aproximaión. Se observa que la etapa

de la deteión tiene una duraión de aproximadamente 20 s y sólo se realiza al presentarse la primera fuga.

En la Figura 5.3 a), b) y ) se observa la onvergenia de los parámetros estimados por los estimadores

maestros (ẑe, λ̂e,Q̂e), y que en el momento en que se presenta una nueva fuga, los parámetros se reajustan a

un nuevo valor equivalente que satisfae las relaiones de equivalenia mostradas en (2.9-2.11). Es importante

menionar que el �ujo de fuga Qe se obtiene por la expresión Qe = λe

√
H2e, y en este aso se estima por medio

de la expresión Q̂e = λ̂e

√
x̂12, donde x̂12 es el segundo estado observado del estimador maestro para λ̂e (4.12 y

4.13).
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Fig 5.3 Señales obtenidas de los estimadores maestros

En la Figura 5.3 a) se muestra la señal ẑe asoiada a la posiión equivalente de las fugas, obtenida por el

estimador maestro (4.8-4.9), y para el parámetro λ̂e obtenido por el estimador maestro (4.8-4.9) mostrado en

la misma Figura en el iniso b).

En la Figura 5.4 a) y b) se observa la dinámia de las gananias en los estimadores maestros, y omo en los

primeros instantes existe un transitorio de gran magnitud debido a la aproximaión de las ondiiones iniiales.

Posteriormente permaneen en un valor onstante hasta el momento en que se presenta una nueva fuga.
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Fig 5.4 Ajuste de gananias de los estimadores maestros

En la Figura 5.5 a) se observa la señal obtenida por el estimador eslavo (4.18 y 4.19) para el parámetro ẑl

junto on la señal retrasada ze(t − τ), en la Figura 5.5 b) se presenta la señal estimada para el parámetro λ̂l,

y �nalmente en la Figura 5.5 ) se muestra el �ujo Q̂l alulado en ada nueva fuga. Debajo de ada grá�a

se presenta la señal de interpretaión (S.Int.) generada por el residuo (4.28). Es importante menionar que el

efeto transitorio al enender por primera vez los estimadores eslavos tiene un efeto tanto en el ajuste de las

gananias omo en la señal de interpretaión.
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Fig 5.5 Señales obtenidas de los estimadores eslavos

En la Figura 5.6 a) y b) se muestra la dinámia de las gananias de los estimadores eslavos, K̄e1 y K̄e2, se

observa ómo al igual que las gananias de los estimadores maestros se ajustan onforme se presentan las fugas.
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Fig 5.6 Ajuste de gananias de los estimadores eslavos

Los valores �nales a los que onvergen los parámetros estimados de las fugas, se muestran en la tabla 5.2,

los valores mostrados en diha tabla son los valores �nales antes de que la señal de interpretaión ambie de

estado.
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Tabla 5.2 Valores estimados

ẑe m Q̂e m
3/s λ̂e u zl m Ql m

3/s λ̂l u

(10−3) (10−3) (10−3) (10−3)

f1 50 3.043 1 - - -

f2 62.961 5.818 2.014 30 2.818 9.97

f3 76.879 8.354 3.066 57.19 2.588 1.001

Para on�rmar que los valores estimados y alulados son los orretos, se puede apliar las euaiones de

equivalenia para los �ujos (2.9), para el esenario donde se presenta la segunda fuga, donde Qf1 = Qe(f1) y

Qf2 = Ql(f2), entones,

5.818(10−3) =Qe(f1) +Ql(f2),

5.818(10−3) ≈5.861(10−3),

donde el error |e| = 0.73%, y para el aso de la posiión equivalente se despeja ze de la euaión 2.10, donde

z1 = ze(f1), z2 = zl(f2), entones se tiene la euaión

ze =
( Q̄out

2Q̄outQ̄e + Q̄2
e

)[

z1

( Q̄f1

Q̄out

)(
2Q̄f2 + Q̄f1

)
+(z1 + z2)

(

Q̄f2

(

2 +
Q̄f2

Qout

))]

,

62.961 ≈ 63.32,

que genera un error |e| = 0.57%. De igual forma puede usarse la expresión aproximada para obtener la posiión

(2.11) obteniendo un resultado

62.961 ≈64.9,

generando un error |e| = 3.07%. Con esto se observa que los errores entre los parámetros estimados equivalentes

y los parámetros estimados de ada fuga umplen on las relaiones de equivalenia, arrojando errores que son

produto de la preisión de las mediiones.

Se observa que a partir de la terera fuga los valores estimados de los parámetros (ẑl,λ̂l,Q̂l) son medidos

respeto a los parámetros equivalentes y para enontrar las posiiones reales de las fugas sobre el duto , se

propone la euaión (5.1), on la que es posible enontrar el valor real de la posiión desde la terer fuga; el

término zra tiene por objetivo alular la distania del iniio del duto a la posiión de la fuga n−1, y el término

zrb alula la distania de iniio del duto a la posiión de la fuga n on lo que al restar dihas distanias se

obtiene la posiión real de la fuga n respeto a la fuga n − 1. Esta euaión es úniamente valida a partir de

la fuga n = 3, 4, . . .; en la Figura 5.7, se observa esquemátiamente el alulo de los términos zra y zrb para el

aso de tres fugas.

zr(fn) =
(
zl(fn) + ze(fn−1)
︸ ︷︷ ︸

zrb

)
−
(
zl(fn−1) + ze(fn−2)
︸ ︷︷ ︸

zra

)
(5.1)

donde fn hae referenia a la fuga n-ésima. Para omprobar esta expresión on los parámetros estimados, se

tiene que

zr(f3) =(57.19 + 62.961)− (30 + 50)

=40.151
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y el error entre la posiión real (40 m) y la posiión estimada es de |e| = 0.37%, on lo ual se muestra que los

estimadores maestros y eslavos onvergen a los parámetros orretos.
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Fig 5.7 Obtenión de la posiión real z3 sobre el duto

En la Figura 5.7 a) se presentan los esquemas de las seiones del duto al presentarse una y dos fugas,

donde dihas seiones estarán de�nidas por las estimaiones de ẑe y ẑl, además de mostrar grá�amente la

seión generada por el termino zra, en los esquemas b) se observan las seiones generadas por el esenario de

dos y tres fugas y de igual forma la obtenión del termino zrb, �nalmente para orroborar lo propuesto en los

esquemas ) se observa omo oiniden los términos alulados on las posiiones reales de las fugas.

A ontinuaión se presentan las mismas simulaiones on ruido 2% en las mediiones de �ujos, abe menio-

nar que se utilizaron las mismas matries Q y R que se diseñaron para el sistema sin presenia de perturbaiones

ni onsideraiones de ruido, dihas matries y el desarrollo para la obtenión de los vetores de gananias se

muestra en el apéndie A.
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Resultado de los estimadores maestros.
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Fig 5.9 Señales obtenidas por los estimadores maestros

Resultados de los estimadores eslavos

200 400 600 800

20

50

80

D
is

ta
n
c
ia

 [
m

]
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Fig 5.10 Señales obtenidas por los estimadores eslavos

Los valores mostrados en la tabla 5.3 orresponden al valor medio (*) de los últimos 50 segundos antes de

que se presente la fuga siguiente sobre los estimadores maestros, y los últimos 50 segundos antes de que la señal

de interpretaión se apague sobre los estimadores eslavos.

Tabla 5.3 Valores medios estimados on ruido 2%

ẑ∗e Q̂∗
e λ̂∗

e ẑ∗l Q̂∗
l λ̂∗

l

(10−3) (10−3) (10−3) (10−3)

f1 44.35 2.9 0.95 - - -

f2 60.90 5.7 1.9 39.71 3.0 1.1

f3 75.49 8.2 3.0 52.14 2.8 1.1

Se observa que para la estimaión de los parámetros de las primeras 2 fugas existen errores on respeto al

valor real, pero se tiene un estimado bastante erano. Y para obtener la posiión de la terer fuga respeto a
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la anterior se aplia la euaión 5.1 que da el resultado

zr(f3) =
(
62.14 + 60.90

)
−
(
39.71 + 44.35

)

=38.98

y de igual forma en la posiión para la terer fuga, tiene un error, pero la estimaión es bastante erana al

valor real.

5.2 Caso aguas arriba

Como en el aso anterior se simularan 3 fugas on las siguientes onsideraiones

z1 = 80 m, λ1 = 0.001 en un tiempo de 100 s

z2 = 40 m, λ2 = 0.001 en un tiempo de 400 s

z3 = 30 m, λ3 = 0.001 en un tiempo de 600 s

Las señales medidas son las mismas que en el aso anterior Qin = y1 y Qout = y2, y de igual forma uando

se presenta una fuga existe un ambio abrupto en las señales medidas, omo se muestra en la Figura 5.11,
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Fig 5.11 Salidas medidas

Los resultados obtenidos para el los estimadores maestros se muestran en la Figura 5.12 a), b) y )
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Fig 5.12 Señales obtenidas por los estimadores maestros
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y los resultados obtenidos por los estimadores eslavos se muestran en 5.13 a), b), ),
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Fig 5.13 Señales obtenidas por los estimadores eslavos

Los resultados de los estimadores se registran en la tabla 5.4.

Tabla 5.4 Valores estimados

ẑe Q̂e λ̂e zl Ql λ̂l

(10−3) (10−3) (10−3) (10−3)

f1 80 2.735 1 - - -

f2 102.91 5.818 2.018 40 2.842 9.987

f3 123.12 8.360 3.066 47.19 2.948 1.001

y apliando la euaión (5.1) para enontrar la posiión real de la fuga z3 sobre el duto se tiene

zr(f3) =(47.19 + 102.91)− (40 + 80)

=30.1

se observa que se enuentra on bastante preisión la posiión de la terer fuga, de igual forma que se enontró

en el aso de las fugas aguas abajo.

Finalmente se presentarán los resultados para el aso on ruido en la mediión del 2% omo se muestra en

la Figura 5.14.
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Los resultados obtenidos para el los estimadores maestros se muestran en la Figura 5.15 a), b) y )
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Fig 5.15 Señales obtenidas por los estimadores maestros

y los resultados obtenidos por los estimadores eslavos se muestran en 5.16 a), b), ),
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200 400 600 800
0

0.5

1

x 10
−3

λ̂
l

200 400 600 800
0

0.5

1

Tiempo [s]

S
. 

In
t 

(b) Convergenia λ̂i

200 400 600 800
0

1

2

3
x 10

−3

Q̂
l
[m

3
/
s]

200 400 600 800
0

0.5

1

Tiempo [s]

S
. 

In
t

() Convergenia Q̂i

Fig 5.16 Señales obtenidas por los estimadores eslavos
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Los valores mostrados en la tabla 5.5 orresponden al valor medio (*) de los últimos 50 segundos antes de

que se presente la fuga siguiente sobre los estimadores maestros, y los últimos 50 segundos antes de que la señal

de interpretaión se apague sobre los estimadores eslavos.

Tabla 5.5 Valores medios estimados on ruido 2%

ẑ∗e Q̂∗
e λ̂∗

e ẑ∗l Q̂∗
l λ̂∗

l

(10−3) (10−3) (10−3) (10−3)

f1 71.51 2.5 0.92 - - -

f2 98.17 5.2 1.9 52.85 3.0 1.1

f3 122.96 8.4 3.1 52.80 3.3 1.1

para enontrar la posiión real de la terer fuga, se aplia una vez más la expresión (5.1), y se obtiene

zr(f3) =(52.8 + 98.17)− (52.85 + 71.51)

=26.61

Se observa que se tiene un error de uatro metros on la posiión real y abe menionar que la posiión

media estimada para la fuga dos y tres tiene prátiamente el mismo valor. Pareería que existe un error on

la estimaión, pero lo que realmente suede es que la última fuga es muy erana al borde de la región de

búsqueda, lo ual, ausa que el estimador responda un poo más lento y la estimaión pierda preisión, efeto

que se magni�a por la presenia de ruido en la mediión; on todo y esta desventaja se observa que se obtuvieron

resultados bastante eranos a las posiiones reales.

Se esogieron en partiular estas posiiones de fuga ya que representan los mismo puntos de fuga que en el

aso en que se presentan aguas abajo de la fuga anterior, sólo que se presentan en sentido inverso, esto para

ejempli�ar que es posible identi�ar las mismas posiiones de las fugas sin importar el orden en que se presenten

y sin importar si se presentan aguas arriba o aguas abajo, reordando que siempre y uando estas aparezan

dentro de la región de búsqueda SR.

Se observa que el aso para múltiples fugas, tanto aguas abajo omo aguas arriba está resuelto y se enontró

una manera para identi�ar dónde se enuentra la fuga on base en la posiión equivalente de las fugas.
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6 Conlusiones

Se muestra un esquema para la deteión de fugas seueniales funional, algo que no se había ataado en

la literatura de diagnóstio de fugas. Se observó en las simulaiones la preisión del método on y sin ruido en

la mediión.

Es importante resaltar que la prinipal ontribuión de este trabajo es el esquema de deteión e identi�aión

de fallas seueniales múltiples, pues omo se menionó en la introduión, el aso de detetar e identi�ar una

sola fuga está resuelto y existen muhos métodos reportados para realizarlo. En este trabajo se utilizaron

identi�adores basados en el �ltro de Kalman extendido por la failidad de la implementaión así omo la

robustez ante perturbaiones y ruido, además de la gran potenialidad de modi�ar las gananias ada vez que

una fuga se presenta.

También se ataó el problema de que las fugas se presenten aguas arriba de la anterior, resolviendo el

problema de que las fugas puedan apareer en ualquier parte del duto.

Como trabajo pendiente queda probar el método sobre el sistema físio real y observar su omportamiento ,

además de plantear el aso de las fugas uya posiión relativa on respeto a ze están indistintamente aguas arriba

o aguas abajo, ompletando el problema real que las fugas aparezan de manera arbitraria sin restriión. Otro

aspeto importante que queda pendiente es el variar la región de búsqueda onforme los estimadores enuentran

la posiión de alguna fuga para modi�ar la restriión estátia. Y el aspeto on mayor importania por resolver

es de�nir de manera analítia el tiempo τ mínimo para los retardos en la señales de entrada de los estimadores

eslavos, pues en este aso este tiempo determina la restriión de que tan espaiadas en el tiempo pueden

apareer las fugas sobre el duto.

Otra osa no menos importante es probar la onvergenia dentro de la región de operaión de manera

analítia, pues sólo se onsideró que los estimadores iniiaban su�ientemente era del punto de operaión pero

no pudo obtenerse una formalizaión analítia que respaldara esta onsideraión.

Podría onsiderarse que en el aso on ruido en la mediión el método pierde muha preisión pero el efeto

del ruido sobre la mediión sobre los estimadores ausa una gran variaión en los estados, sin modi�ar el diseño

de los estimadores, lo ual, podría resolverse de manera simple �ltrando un poo la señal medida. En este aso

se quiso ejempli�ar que aun on un ruido sobre la mediión, el método es apaz de identi�ar las fugas siempre

y uando estén su�ientemente espaiadas en tiempo.
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A Filtro de Kalman extendido (EKF)

En este apéndie se muestra la teoría empleada para el diseño de los estimadores, así omo los parámetros

y el proedimiento realizado para el diseño y obtenión del vetor de gananias de ada uno de los estimadores

oupados en este trabajo.

A.1 Teoría

En partiular en este trabajo se utilizó la teoría propuesta en (Reif et al., 1998) donde se modi�a ligeramente

el diseño del EKF al agregar un parámetro α que se desribirá más adelante, onsiderando un sistema no lineal

de la forma

ẋ(t) =f(x(t), u(t)), (A.1)

y(t) =h(x(t)), (A.2)

donde x(t) ∈ ℜq
es el vetor de estado, u(t) ∈ ℜp

la entrada y y(t) ∈ ℜm
la salida. Las funiones no lineales

f(·, ·) y h(·) de igual forma la entrada u(·) se asumen ontinuas y al menos difereniables una vez. Para el

sistema (A.1-A.2) se puede onstruir un observador de la forma

˙̂x(t) = f(x̂(t), u(t)) +K(t)[y(t)− h(x̂(t))] (A.3)

donde el estado estimado esta denotado por x̂(t) y la matriz q ×m de gananias K(t) es variable en el tiempo.

Para alular esta matriz de gananias es neesario primero resolver la euaión diferenial de Riati

Ṗ = (A(t) + αI)P (t) + P (t)(AT (t) + αI)− P (t)CT (t)R−1C(t)P (t) +Q (A.4)

donde

A(t) =
∂f

∂x
(x̂(t), u(t)), (A.5)

C(t) =
∂h

∂x
(x̂(t)),

on α > 0 y matries positivas de�nidas para Q y R, y la matriz de gananias se se obtiene a partir de

K(t) = P (t)CT (t)R−1. (A.6)

Además, para de�nir el error de observaión

f(x(t), u(t))− f(x̂(t), u(t)) = A(t)(x(t) − x̂(t)) + ϕ(x(t), x̂(t), u(t))
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junto on

h(x(t)) − h(x̂(t)) = C(t)(x(t) − x̂(t)) + χ(x(t), x̂(t))

es laro que ϕ(x(t), x̂(t), u(t)) y χ(x(t), x̂(t)) son términos de segundo orden o de orden superior en el error

ex = x(t)− x̂(t), (A.7)

on esto el error dinámio está ompuesto de la forma

ėx =
[
A(t) −K(t)C(t)

]
ex + ϕ(x(t), x̂(t), z(t))−K(t)χ(x(t), x̂(t)), (A.8)

una vez de�nido el error dinámio, se puede dar paso a las siguientes de�niiones que ondiionan el tipo de

onvergenia del observador.

De�niión 1 La euaión A.8 tiene un punto de equilibrio ex(t) = 0 y es exponenialmente estable si ε, η, θ > 0

son números positivos reales tal que

||ex(t)|| ≤ η||ex(0)||e−θt, (A.9)

para todo tiempo t ≥ 0 y para ualquier soluión de ex(·) de la euaión A.8 en ex(0) ∈ Bε donde

Bε =
{

v ∈ ℜq
∣
∣ ||v|| < ε

}

De�niión 2 El observador dado por la euaión (A.3) es un observador exponenial, si (A.5) tiene un punto

de equilibrio exponenialmente estable en el origen.

Nota La de�niión de observador exponenial es muy similar a la De�niión 1, las diferenias son que se

restringe a la inyeión de la salida lineal pero se permite una ganania variable K(t) y se generaliza a

una estabilidad loal, en lugar de una global para la euaión (A.8)

Las pruebas de estabilidad exponenial para el observador están reportadas en el artíulo menionado. Cabe

señalar que el termino α que se muestra en la euaión diferenial de Riati (A.4) tiene por objetivo reorrer

sobre el eje imaginario la referenia, lo que tiene por efeto direto en θ que es el parámetro que determina

el deaimiento exponenial del error dinámio, on esto, modi�ando α puede estableerse por adelantado θ,

logrando un grado de libertad para la estabilidad y modi�ando el tiempo de onvergenia.

A.2 Esenario fugas aguas abajo

A.2.1 Detetores

Para los detetores de fugas se diseñaron observadores basados en el �ltro de Kalman extendido, omo los

propuestos en (3.6-3.9), donde es neesario obtener la matriz jaobiana Ai de los subsistemas 1 y 2 (2.21-2.25),

las uales son neesarias para el diseño de los EKF's, dihas matries se presentan a ontinuaión

A1 =






−2µx11 −a1

ẑe
0

a2

ẑe
− a2λ̂e

2ẑe
√
x12

− a2

ẑez̄l

0 a1 − µ
ẑe

(
2x13 + 2y2(ẑe − L+ z̄l)

)




 , (A.10)

C1 =
[

1 0 0
]

(A.11)
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donde es neesario alarar que ẑe es el valor estimado de la posiión equivalente y z̄l la señal periódia on la que

se barre el segundo tramo en búsqueda de una nueva fuga una vez estimada ẑe, reordando que el observador

se utiliza omo detetor para la última fuga y que solo genera la señal de interpretaión para observar uando

el segundo observador está puesto en funionamiento. Para el observador del subsistema nominal 2

A2 =






−µ(2x21−2y1z̄e)
SR−z̄e

−a1 0
a2

(SR−z̄e)2
0 − a2

SR−z̄e

0 a1

L−SR
−2µx23




 (A.12)

C2 =
[

0 0 1
]

(A.13)

donde z̄e es la señal periódia on que se rastrea la fuga en la región de búsqueda SR.

Una vez aluladas las matries jaobianas, es neesario proponer las matries de ponderaión Q y R para

resolver dinámiamente la euaión diferenial de Riati (A.4), las matriesQ y R para ambos asos se proponen

on los valores

R1 =
[

1
]

; Q1 =






1 0 0

0 1 0

0 0 1




 , (A.14)

estas matries junto la matriz identidad I de rango 3×3, y el parámetro α = 0.01 mismo que se utiliza en todos

los asos y sintonizado en base a la respuesta de las simulaiones, estas matries se utilizaron para implementar

la euaión diferenial de Riati y obtener una respuesta en línea, uya soluión es una matriz Pi neesaria

para el álulo del vetor de gananias Ki de�nido de la forma

Ki = PiC
T
i R

−1
i , (A.15)

es laro que la matriz P ambia on el tiempo y de la misma forma la matriz Ki se ajusta onforme ambian

los parámetros del sistema o diho de otra forma, uando se presentan las fugas.

A.2.2 Estimadores maestros

Para el estimador maestro de λe, se parte del subsistema (2.21) del ual se desonoe este parámetro, y el

parámetro ze, ze puede ser estimado on el subsistema (2.24). Como se menionó en la seión 4.1 se aumenta

el estado on el parámetro desonoido y se diseña un observador que tiene la forma (4.12-4.13), entones, la

matriz jaobiana A1 neesaria para el diseño, estará de�nida por

A1 =









−2µx11 −a1

ze
0 0

a2

ze
− a2λe

ze
√
2x12

− a2

ze(SR−ze)
−a2

√
x12

z1

0 a1 −µ(2x13−2y2(L−SR))
(SR−ze)

0

0 0 0 0









,

y la matriz C1 se mantiene de igual forma

C1 =
[

1 0 0 0
]

,
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las matries R1 y Q1 para la euaión diferenial de Riati

R1 =
[

1
]

; Q1 =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0.1









,

y el parámetro α1 = 0.01, y la matriz I es la matriz identidad de 4 × 4, y de igual forma que en el aso de

los detetores se implementó en línea la euaión diferenial de Riati (A.4), para obtener la matriz P1 y así

obtener el vetor de gananias K̄m1, este proeso se repite de igual forma para el otro estimador maestro, los

estimadores eslavos, y los estimadores maestros eslavos para el aso donde la fuga se presenta aguas arriba de

la anterior, diho esto, a ontinuaión se presentaran las matries jaobianas y de moderaión en ada uno de

los asos.

Para el estimador maestro de ẑe

A2 =











−µ(2x21−2y1ze)
SR−ze

−a1 0 2µy1(x21−y1ze)
SR−ze

− µ(x21−y1ze)
2

(SR−ze)2
− µy21

a2

(SR−z1)2
0 − a2

SR−ze

a2

(
x21−y1ze

(SR−ze)2
−

y1
SR−ze

)

SR−ze
−

a2

(

x23−
(x21−y1ze)

(SR−ze)

)

(SR−ze)2

0 a1

(L−SR) −2µx23 0

0 0 0 0











,

y

C2 =
[

0 0 1 0
]

,

las matries R2 y Q2 para la euaión diferenial de Riati

R2 =
[

1
]

; Q2 =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 8.5(106)









,

y el parámetro α2 = 0.01, y la matriz I es la matriz identidad de rango 4× 4.

Debido a que se tiene una mayor inertidumbre sobre el estado que se desea estimar, se de�nió un valor

tan grande en relaión a los otros elemento de la diagonal de la matriz Q, además tomando en uenta que la

estimaión se realiza de manera oordinada on el esquema propuesto en el desarrollo de este trabajo, este valor

fue ajustado en simulaión para obtener la onvergenia de ambos estimadores maestros, diho proedimiento

se repitió en el aso de los estimadores eslavos.

A.2.3 Estimadores eslavos

Las matries jaobianas para el estimador del parámetro ẑl

A1 =










−2µx11 −a1

ẑe
0 0

a2

ẑe
− a2λ̂e

2ẑe
√
x12

− a2

zlẑe
−a2

ẑe

(
y2

zl
− x13+y2(zl−L+ẑe)

z2
l

)

0 a1 −µ(2x13+2y2(zl−L+ẑe))
zl

µy22 +
µ(x13+y2(zl−L+ẑe))

2

z2
l

− 2µy2(x13+y2(zl−L+ẑe))
zl

0 0 0 0










,
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C1 =
[

1 0 0 0
]

,

las matries Q1 y R1

R1 =
[

1
]

; Q1 =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 8.5(106)









.

Para el aso del estimador del parámetro λ̂l

A2 =









−µ(2x21−2y1ẑe)
zl

−a1 0 0
a2

z2
l

−(a2λl)/(2zl
√
x22) −a2

zl
−a2

√
x22

zl

0 − a1

zl−L+ẑe
−2µx23 0

0 0 0 0









C2 =
[

0 0 1 0
]

las matries R2 y Q2 para la euaión diferenial de Riati

R2 =
[

1
]

; Q2 =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0.1









,

A.3 Esenario fugas aguas arriba

A.3.1 Detetores

Para los detetores de fugas 1 y 2 se tiene

A1 =







−µ(2x11−2y1(L−(ẑe+z̄l)))
z̄l

−a1 0
a2

z̄2
l

− (a2λ̂e)
2z̄l

√
x12

−a2

z̄l

0 a1

ẑe
−2µx13






,

C1 =
[

0 0 1
]

A2 =






−2µx21 − a1

L−SR
0

a2

L−SR
0,− a2

(L−SR)(SR−z̄e)

0 a1 −µ(2x23−2y2z̄e)
SR−z̄e




 ,

C2 =
[

1 0 0
]

on las matries Q y R

R1 =
[

1
]

; Q1 =






1 0 0

0 1 0

0 0 1




 , (A.16)
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A.3.2 Estimadores maestros

Para el estimador del parámetro λ̂e

A1 =









− µ
zl

(
2x11 + 2y1(ze − L+ zl)

)
−a1 0 a14

a2

z2
l

− a2λe

2zl
√
x12

−a2

zl
a24

0 a1

ze
−2µx13 0

0 0 0 0









,

C1 =
[

0 0 1 0
]

donde los términos

a14 =µy21 +
µ(x11 + y1(ze − L+ zl))

2

z2l
− 2µy1(x11 + y1(ze − L+ zl))

zl
,

a24 =
a2y1 − a2(x13 + λe

√
x12)

z2l
− 2(a2(x11 + y1(ze − L+ zl))− a2zl(x13 + λe

√
x12))

z3l
,

y reordando que zl = SR− ze, y las matries Q y R para la euaión diferenial de Riati las matries Q1 y

R1

R1 =
[

1
]

; Q1 =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 8.5(106)









.

Para el estimador del parámetro ẑe

A2 =









−2µx21
a1

ze−L+zl
0 0

− a2

ze−L+zl

a2λl

2(ze−L+zl)
√
x22

a2

zl(ze−L+zl)
a2

√
x22

ze−L+zl

0 a1 − µ
zl

(
2x23 − 2y2ze

)
0

0 0 0 0









,

C2 =
[

1 0 0 0
]

las matries R2 y Q2 para la euaión diferenial de Riati

R2 =
[

1
]

; Q2 =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0.05









,

A.3.3 Estimadores eslavos

Para el estimador del parámetro ẑl
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A1 =









− µ
zl
(2x11 + 2y1(ze − L+ zl)) −a1 0 a14

a2

z2
l

− a2λe

2zl
√
x12

−a2

zl
a24

0 a1

ze
−2µx13 0

0 0 0 0









,

C1 =
[

0 0 1 0
]

donde

a14 =µy21 +
µ

z2l
(x11 + y1(ze − L+ zl))

2 − 2µy1
zl

(x11 + y1(ze − L+ ze)),

a24 =
a2y1 − a2(x13 + λe

√
x12)

z2l
− 2(a2(x11 + y1(ze − L+ zl))− a2zl(x13 + λe

√
x12))

z3l
,

para la euaión diferenial de Riati se de�nen las matries Q1 y R1

R1 =
[

1
]

; Q1 =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 8.5(106)









.

Finalmente para el estimador del parámetro λ̂l se genera la matriz jaobiana

A2 =









−2µx21
a1

ze−L+zl
0 0

− a2

ze−L+zl

a2λl

2
√
x22(ze−L+zl)

a2

zl(ze−L+zl)
a2

√
x22

ze−L+zl

0 a1 −µ(2x23−2y2zl)
zl

0

0 0 0 0









,

C2 =
[

1 0 0 0
]

y las matries R2 y Q2 para la euaión diferenial de Riati

R2 =
[

1
]

; Q2 =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0.05









,

Con estas matries, se implementaron sobre el simulador para ada aso obteniendo el vetor de gananias

K̄i, donde la ondiión iniial para la euaión diferenial de Riati para la matriz P se propuso omo la

identidad (P (0) = I).
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51

B Códigos implementados en el simulador

En este apéndie se muestran los ódigos diseñados en MATLAB para la simulaión del modelo dinámio on

tres fugas sobre el duto (2.6-2.7), los ódigos para los detetores, y �nalmente los ódigos para los estimadores

maestros y eslavos.

Solo se presentan los ódigos para el aso de fugas aguas abajo, ya que los ódigos implementados para el

aso aguas arriba es idéntio en estrutura, solo on las onsideraiones del modelo y sus respetivas matries.

B.1 Modelo dinámio

1 funtion [Q1p ,H2p ,Q2p ,H3p ,Q3p ,H4p ,Q4p ℄ = . . .

2 f n (u1 , u2 , t , z1 , z2 , z3 ,Q1,H2 ,Q2,H3 ,Q3,H4 ,Q4)

3 % Parámetros

4 L=200;

5 D=0.1;

6 b=1250;

7 f =0.02;

8 %SR=100;

9 g=9.81;

10 A=pi ∗(D/2)^2 ;
11 mu=f /(2∗D∗A) ;

12 a1=g∗A;

13 a2=b^2/(g∗A) ;

14 z4=L−(z1+z2+z3 ) ;
15

16 %Tiempo de fugas

17 i f t>100

18 lambda1=0.001;

19 else

20 lambda1=0;

21 end

22 i f t>400

23 lambda2=0.001;

24 else

25 lambda2=0;
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26 end

27 i f t>600

28 lambda3=0.001;

29 else

30 lambda3=0;

31 end

32

33 % Modelo no l i n e a l

34 Q1p=−mu∗Q1^2+((a1∗u1 )/ z1 )−(H2∗a1 )/ z1 ;
35 H2p=(a2∗(−Q2+Q1−sqrt (abs (H2) )∗ lambda1 ) )/ z1 ;

36 Q2p=−mu∗Q2^2+(a1∗(H2−H3))/ z2 ;
37 H3p=(a2∗(−Q3+Q2−lambda2∗ sqrt (abs (H3) ) ) ) / z2 ;
38 Q3p=−mu∗Q3^2−((a1∗H4)/ z3 )+(H3∗a1 )/ z3 ;
39 H4p=(a2∗(−Q4+Q3−lambda3∗ sqrt (abs (H4) ) ) ) / z3 ;
40 Q4p=−mu∗Q4^2−((a1∗u2 )/ z4 )+(H4∗a1 )/ z4 ;

B.2 Detetores

1 funtion [ xo11p , xo12p , xo13p , P1p , r1 ℄ = . . .

2 f n (u1 , u2 , tr2 , y1 , y2 , xo11 , xo12 , xo13 , z1b , lambda1 , P1)

3 % Parámetros

4 L=200;

5 D=0.1;

6 b=1250;

7 f =0.02;

8 g=9.81;

9 A=pi ∗(D/2)^2 ;
10 mu=f /(2∗D∗A) ;

11 a1=g∗A;

12 a2=b^2/(g∗A) ;

13 %Def in i  i ón er rore s de segu imiento

14 r1=y1−xo11 ;
15 %Condiiones e s t á t i  a s

16 z2b=tr2 ;

17 z3b=L−(z2b+z1b ) ;
18 % Observador Kalman

19 A1=[ −2∗mu∗xo11 ,−a1/z1b , 0 ;

20 a2/z1b ,−( a2∗ lambda1 )/(2∗abs ( xo12 )^(1/2)∗ z1b) ,−a2 /( z1b∗z2b ) ;
21 0 ,1 ,−(mu∗(2∗ xo13 + 2∗y2 ∗( z1b − L + z2b ) ) ) / z2b ℄ ;

22 %Matriz C1

23 C1=[1 0 0 ℄ ;

24 %Matries R y Q Kalman

25 R1=1;
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26 Q1=[1 0 0 ;

27 0 1 0 ;

28 0 0 1 ℄ ;

29 %Iden t i dad

30 I=eye ( 3 ) ;

31 %Parámetro a lpha

32 alpha1 =0.01;

33 %Euaión de Ria t i

34 P1p=(A1 + alpha1 ∗ I )∗P1 + P1∗(A1'+alpha1 ∗ I ) − P1∗C1' ∗ ( inv (R1) )∗C1∗P1+Q1;
35 %Vetor de gananias1

36 K1=P1∗C1' ∗ ( inv (R1 ) ) ;
37 % Subsistema 2 observado

38 xo11p=(a1 ∗( u1 − xo12 ) )/ z1b − mu∗xo11^2 + K1(1)∗ r1 ;
39 xo12p=−(a2 ∗ ( ( xo13 − y2∗z3b )/ z2b − xo11 + . . .

40 lambda1∗ sqrt (abs ( xo12 ) ) ) )/ z1b + K1(2)∗ r1 ;
41 xo13p=a1∗xo12 − a1∗u2 − mu∗y2^2∗z3b − (mu∗( xo13 − y2∗z3b )^2)/ z2b + K1(3)∗ r1 ;
42

43 %Dete tor 2

44 funtion [ xo21p , xo22p , xo23p , P2p , r2 ℄ = fn (u1 , u2 , tr , SR, y1 , y2 , xo21 , xo22 , xo23 , P2)

45 % Parámetros

46 L=200;

47 D=0.1;

48 b=1250;

49 f =0.02;

50 g=9.81;

51 A=pi ∗(D/2)^2 ;
52 mu=f /(2∗D∗A) ;

53 a1=g∗A;

54 a2=b^2/(g∗A) ;

55 %Def in i  i ón er rore s de segu imiento

56 r2=y2−xo23 ;
57 %Condiiones e s t á t i  a s

58 z1b=t r ;

59 z2b=SR−z1b ;
60 z3b=L−SR ;

61 %F i l t r o de Kalman

62 A2 =[ −(mu∗(2∗ xo21 − 2∗y1∗(SR − z2b ) ) ) / z2b ,−a1 , 0 ;

63 a2/z2b^2 ,0 ,−a2/z2b ;

64 0 , a1/(L − SR) ,−2∗mu∗xo23 ℄ ;
65 C2=[0 0 1 ℄ ;

66 %Matries R y Q Kalman

67 R2=1;
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68 Q2=[1 0 0 ;

69 0 1 0 ;

70 0 0 1 ℄ ;

71 %Parámetro a lpha

72 alpha2 =.001;

73 I=eye ( 3 ) ;

74 %Euaión de Ria t i

75 P2p=(A2 + alpha2 ∗ I )∗P2 + P2∗(A2'+alpha2 ∗ I ) − P2∗C2' ∗ ( inv (R2) )∗C2∗P2+Q2;
76 %Vetor de gananias1

77 K2=P2∗C2' ∗ ( inv (R2 ) ) ;
78 % Subsistema 1 on z2=t r i a n g u l a r

79 xo21p=a1∗u1 −a1∗xo22 −mu∗y1^2∗z1b −(mu∗( xo21 − y1∗z1b )^2)/ z2b + K2(1)∗ r2 ;
80 xo22p=−(a2∗( xo23 −(xo21 −y1∗z1b )/ z2b ) )/ z2b + K2(2)∗ r2 ;
81 xo23p=−mu∗xo23^2 −((a1 ∗( u2 −xo22 ) ) / ( z3b ) ) + K2(3)∗ r2 ;

B.3 Estimadores maestros

1 %Estimador parámetro \lambda_e

2 funtion [ xo21p , xo22p , xo23p , z1bp , es , xo11p , xo12p , xo13p , lambda1p , zs , t f1 , Qfi ,K1,K2℄=

3 fn (u1 , u2 , SR, y1 , y2 , xo21 , xo22 , xo23 , xo11 , xo12 , xo13 , lambda1 , z1b , P1 , P2)

4 % Parámetros

5 L=200;

6 D=0.1;

7 b=1250;

8 f =0.02;

9 g=9.81;

10 A=pi ∗(D/2)^2 ;
11 mu=f /(2∗D∗A) ;

12 a1=g∗A;

13 a2=b^2/(g∗A) ;

14 %Def in i  i ón er rore s de segu imiento

15 e1=y1−xo11 ;
16 e2=y2−xo23 ;
17 %Condiión e s t á t i  a

18 z2b=SR−z1b ;
19 z3b=L−(z2b+z1b ) ;
20 %Matriz A1

21 A1=[−2∗mu∗xo11 ,−a1/z1b , 0 , 0 ;

22 a2/z1b ,−(a2∗ lambda1 )/(2∗abs ( xo12 )^(1/2)∗ z1b ) , . . .

23 −a2 /( z1b ∗(SR − z1b )) ,−( a2∗abs ( xo12 )^(1/2))/ z1b ;
24 0 , a1 ,−(mu∗(2∗ xo13 − 2∗y2 ∗(L − SR) ) ) / (SR − z1b ) , 0 ;

25 0 , 0 , 0 , 0 ℄ ;

26 %Matriz C1
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27 C1=[1 0 0 0 ℄ ;

28 %Matries R y Q Kalman

29 R1=1;

30 Q1=[1 0 0 0 ;

31 0 1 0 0 ;

32 0 0 1 0 ;

33 0 0 0 . 1 ℄ ;

34 %Iden t i dad

35 I=eye ( 4 ) ;

36 %Parámetro a lpha

37 alpha1 =0.01;

38 %Euaión de Ria t i

39 P1p=(A1 + alpha1 ∗ I )∗P1 + P1∗(A1'+alpha1 ∗ I ) − P1∗C1' ∗ ( inv (R1) )∗C1∗P1+Q1;
40 %Vetor de gananias1

41 K1=P1∗C1' ∗ ( inv (R1 ) ) ;
42 % Estimador 1 observado

43 xo11p=(a1 ∗( u1 − xo12 ) )/ z1b − mu∗xo11^2 + K1(1)∗ e1 ;
44 xo12p=−(a2 ∗ ( ( xo13 − y2∗z3b )/ z2b − xo11 + . . .

45 lambda1∗ sqrt (abs ( xo12 ) ) ) )/ z1b + K1(2)∗ e1 ;
46 xo13p=a1∗xo12 − a1∗u2 − mu∗y2^2∗z3b − (mu∗( xo13 − y2∗z3b )^2)/ z2b + K1(3)∗ e1 ;
47 %Dinámias aumentadas

48 lambda1p=K1(4)∗ e1 ;
49

50 %Kalman ex t end ido subs i s tema est imador z_e

51 % Matriz A

52 A2=[ −(mu∗(2∗ xo21 − 2∗y1∗z1b ) ) / (SR − z1b) ,−a1 , 0 , . . .

53 (2∗mu∗y1∗( xo21 − y1∗z1b ) ) / (SR − z1b ) . . .

54 − (mu∗( xo21 − y1∗z1b )^2)/(SR − z1b )^2 − mu∗y1^2;
55 a2 /(SR − z1b )^2 ,0 ,−a2/(SR − z1b ) , ( a2 ∗ ( ( xo21 − y1∗z1b )/ (SR − z1b )^2 . . .

56 − y1 /(SR − z1b ) ) ) / (SR − z1b ) − ( a2 ∗( xo23 − . . .

57 ( xo21 − y1∗z1b )/ (SR − z1b ) ) ) / (SR − z1b )^2 ;

58 0 , a1/(L − SR) ,−2∗mu∗xo23 , 0 ;

59 0 , 0 , 0 , 0 ℄ ;

60 C2=[0 0 1 0 ℄ ;

61 %Matries R y Q Kalman

62 R2=1;

63 Q2=[1 0 0 0 ;

64 0 1 0 0 ;

65 0 0 1 0 ;

66 0 0 0 8 .5 e6 ℄ ;

67 %Parámetro a lpha

68 alpha2 =.01;
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69 %Euaión Ria t i

70 P2p=(A2 + alpha2 ∗ I )∗P2 + P2∗(A2'+alpha2 ∗ I ) − P2∗C2' ∗ ( inv (R2) )∗C2∗P2+Q2;
71 %Vetor de gananias1

72 K2=P2∗C2' ∗ ( inv (R2 ) ) ;
73 % Estimador 2 observado

74 xo21p=a1∗u1 −a1∗xo22 −mu∗y1^2∗z1b −(mu∗( xo21 − y1∗z1b )^2)/ z2b +K2(1)∗ e2 ;
75 xo22p=−(a2∗( xo23 −(xo21 −y1∗z1b )/ z2b ) )/ z2b +K2(2)∗ e2 ;
76 xo23p=−mu∗xo23^2 −((a1 ∗( u2 −xo22 ) ) / ( z3b ) ) +K2(3)∗ e2 ;
77 %Dinámia aumentada

78 z1bp=K2(4)∗ e2 ;
79 %Señal de onvergen ia

80 i f abs ( e1)<=1e−5 && abs ( e2)<=1e−5
81 t f 1 =1;

82 else

83 t f 1 =0;

84 end

85 Qfi=lambda1∗sqrt (abs ( xo12 ) ) ;

B.4 Estimadores eslavos

1 funtion [ xo21p , xo22p , xo23p , z2bp , es , xo11p , xo12p , xo13p , lambda2p , zs , Qf2 ,K1,K2℄ =

2 fn (u1 , u2 , y1 , y2 , xo21 , xo22 , xo23 , xo11 , xo12 , xo13 , lambda1 , lambda2 , z1e , z2b , P1 , P2)

3 % Parámetros

4 L=200;

5 D=0.1;

6 b=1250;

7 f =0.02;

8 g=9.81;

9 A=pi ∗(D/2)^2 ;
10 mu=f /(2∗D∗A) ;

11 a1=g∗A;

12 a2=b^2/(g∗A) ;

13 %Def in i  i ón er rore s de segu imiento

14 e1=y1−xo11 ;
15 e2=y2−xo23 ;
16 %Condiión e s t á t i  a

17 lambdaeq=lambda1 ;

18 zeq=z1e ;

19 z1b=z1e ;

20 z3b=L−(z2b+z1b ) ;
21 %Matriz A1

22 A1=[ −2∗mu∗xo11 , −a1/zeq , 0 , 0 ;

23 a2/zeq ,−(a2∗ lambdaeq )/(2∗abs ( xo12 )^(1/2)∗ zeq ) , −a2 /( z2b∗ zeq ) , . . .



B.4 Estimadores eslavos 57

24 −(a2 ∗( y2/z2b − ( xo13 + y2 ∗( z2b − L + zeq ) )/ z2b^2))/ zeq ;

25 0 , a1 , −(mu∗(2∗ xo13 + 2∗y2∗( z2b − L + zeq ) ) ) / z2b , . . .

26 mu∗y2^2 + (mu∗( xo13 + y2 ∗( z2b − L + zeq ))^2)/ z2b^2 . . .

27 − (2∗mu∗y2 ∗( xo13 + y2∗( z2b − L + zeq ) ) ) / z2b ;

28 0 , 0 , 0 , 0 ℄ ;

29 %Matriz C1

30 C1=[1 0 0 0 ℄ ;

31 %Matries R y Q Kalman

32 R1=1;

33 Q1=[1 0 0 0 ;

34 0 1 0 0 ;

35 0 0 1 0 ;

36 0 0 0 8 .5 e6 ℄ ;

37 %Iden t i dad

38 I=eye ( 4 ) ;

39 %Parámetro a lpha

40 alpha1 =.01;

41 %Euaión Ria t i

42 P1p=(A1 + alpha1 ∗ I )∗P1 + P1∗(A1'+alpha1 ∗ I ) − P1∗C1' ∗ ( inv (R1) )∗C1∗P1+Q1;
43 %Vetor de gananias1

44 K1=P1∗C1' ∗ ( inv (R1 ) ) ;
45 % Estimador 1 observado

46 xo11p=(a1 ∗( u1 − xo12 ) )/ z1b − mu∗xo11^2 + K1(1)∗ e1 ;
47 xo12p=−(a2 ∗ ( ( xo13 − y2∗z3b )/ z2b − xo11 + . . .

48 lambda1∗ sqrt (abs ( xo12 ) ) ) )/ z1b + K1(2)∗ e1 ;
49 xo13p=a1∗xo12 − a1∗u2 − mu∗y2^2∗z3b − (mu∗( xo13 − y2∗z3b )^2)/ z2b + K1(3)∗ e1 ;
50 %Dinámias aumentadas

51 z2bp= K1(4)∗ e1 ;
52 %Kalman ex t end ido est imador \ lambda_l

53 % Matriz A

54 A2=[ −(mu∗(2∗ xo21 − 2∗y1∗ zeq ) )/ z2b , −a1 , 0 , 0 ;

55 a2/z2b^2 , −(a2∗ lambda2 )/(2∗abs ( xo22 )^(1/2)∗ z2b ) , −a2/z2b , . . .

56 −(a2∗abs ( xo22 )^(1/2))/ z2b ;
57 0,−a1 /( z2b − L + zeq ) , −2∗mu∗xo23 , 0 ;
58 0 , 0 , 0 , 0 ℄ ;

59 C2=[0 0 1 0 ℄ ;

60 %Matries R y Q Kalman

61 R2=1;

62 Q2=[1 0 0 0 ;

63 0 1 0 0 ;

64 0 0 1 0 ;

65 0 0 0 . 0 5 ℄ ;
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66 %Parámetro a lpha

67 alpha2 =.01;

68 %Euaión Ria t i

69 P2p=(A2 + alpha2 ∗ I )∗P2 + P2∗(A2'+alpha2 ∗ I ) − P2∗C2' ∗ ( inv (R2) )∗C2∗P2+Q2;
70 %Vetor de gananias1

71 K2=P2∗C2' ∗ ( inv (R2 ) ) ;
72 % Estimador 2 observado

73 xo21p=a1∗u1 −a1∗xo22 −mu∗y1^2∗z1b −(mu∗( xo21 − y1∗z1b )^2)/ z2b + K2(1)∗ e2 ;
74 xo22p=−(a2∗( xo23 + lambda2∗sqrt (abs ( xo22 ) ) −(xo21 −y1∗z1b )/ z2b ) )/ z2b +K2(2)∗ e2 ;
75 xo23p=−mu∗xo23^2 −((a1 ∗( u2 −xo22 ) ) / ( z3b ) ) + K2(3)∗ e2 ;
76 %Dinámia aumentada

77 lambda2p= K2(4)∗ e2 ;
78 zs=[z1b ; z2b ℄ ;

79 es=[e1 ; e2 ℄ ;

80 Qf2=lambda2∗sqrt (abs ( xo22 ) ) ;
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