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DIRECTORIO DE PROFESORES DEL CURSO DE ACTUALIZACION El/ MATEMATICAS 

PARA lliGENIEROS OCTUBRE - NOVIEMBRE Z 9 8 J • 
1 

C6.Zaulo I 

t. 

• 

C6.lcuto II , 
!. 

Algebra 

' ' • 

é.NG. PABLO Gt~'iC'I,¡ ? C:JLCME 
Skhaoordinadvr d~ Cálculo 
Difer'encial e Integral 
Facultad de Ingenieria 
UNA!>! 
550 52 ts. Ext. 4SZZ 

ING. LEOPOLDO AGUILAR ALVELAIS 

. ' 

• 

• 

Jefe del. Dep<IPt=ento de Matlllllática:; 
B4.eioas 
Fciaultad d!l IngGnie:r{a 
U N A,M 
México,- D.F. 
550 52 l5 Ext. 46U 

DR. SERGIO E'i!ENTES MAYA 
Coordinad'n' de la S~;oai6n 
DE P.F I 
UNAN 
Coyoaoán 
45W Mé:rtoo,D.F. 
550 52 l5 Ext. 4492 

\ 

de Matemáticaa 

• 

ING.FDUARDO SOLAR GONZAU:Z (COORDINADOR), 
Jefe de la Diuiai6n de Cienciaa Básiatul 
Facultad de IngeniePiQ 
UNAM • . t 
5485765 y 550 52 l5 Ext. 4lS2 
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1\CTUI\.LIZ/\CION EN MII'L'EMFITICIIS I'AR/1 INCl:tUI::ROS (AL CEBRA) 

Fecha Temario }!orario 

Del 10 de Oct CONJUNTOS 
al 9 de Nov. 

16 a 18 h 

• 

Notación y ejemplos, rcldciones en conjuntos 
y oper~ciones, producto cnrtesiano. 

N UMEROS REALES E IMAGINARIOS 

NÜmeros naturales, enteros, racionales,irra 
cionales y reales, números complejos. -

ESTR V::T liRAS 1\L OZBRIIICAS 

Operaciones binarias y sus propiedades, qrupos 
anillos, y campos. 

CONJ U<TOS METRICOS 

Definición y ejemplos, conceptos topológicos 
y funciones. 

ESPACIOS VECTORIALES 

·Definición y propiedades, dependencia lineal, 
base y dimensión, subespacios, transforl'laciones 
lineales. 

MATRICES 

Definición y ejemplos, operaciones con l'latrices, 
matrices adjuntas e inversas, rango, operaciones 
ele~entalee y equivalencia de ~atricas, determi
nantes, sietemas de ecuaciones lineales. 

1 
' 

Prufesor 

Dr. Sergio Fuentee 
Maya 
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EVALUAC!ON DE LA ENSENANZA 

} 

·l 
' 
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SU EVALUACION SINCERA NOS 
AYUDARA ' MEJORAR LOS 
PROGRAMAS 1-'0STERIORES OUE 
DISEFlAREMOS PARA USTED. 

1= 
TEMA 

~ .... ~ 
lH>If.RO~ REAT,r.S 1: IMA<l.Nr,RIOS 

' 
f-lesT~!CT!w,s ~~ o-!JIIAICIIS 

[ 
" "' ~-rns 

ESr/IC!Of> VJ:CTO~IM.CS 

AAT~ICES 

' 

ESCALA DE EVALUACION: 1 • 10 
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EVALUACION DEL CURSO. 

CONCEPTO EVALUACION 

1 • APLICACION INMEDIATA DE LOS CONCEPTOS EXPUESTOS 

'· CLARIDAD CON OUE SE EXPUSIERON LOS TEMAS . 

'· GRADO DE ACTUALIZACION LOGRADO CON 'EL CURSO 

4. CUMPLIMIENTO DE LOS OBJETIVOS DEL. CURSO 

'. CONTINUIDAD EN LOS TEMAS OEL CURSO 

•• CALIDAD DE LAS NOTAS OEL CURSO 

7. GRADO DE MOTIVACION LOGRADO CON EL CURSO 

ESCALA DE EVALUACION DE 1 A 10 



• ·-

l. ¿~é le pareció el rurOiente en la División de Educación Continua? 

MN AGilAn\BLE AGRA!l\BLE 

1 

DESAGRAn\BLE 

2. bEdio de coounicaci6n por el que se enter6 del curso: 

PERlODHD EXCELSIOR PERIODIOJ NOVEDADES 
~JO TITULADO DI ANUNCIO TI1lfLAOO DI RlLLETO DEL CURSO 
VISION DE EllJCACic:ifl VISION DE ElXD.qeiJ 
OJNrJNUA CONTIMJA • 

CARI'EL MENSU-\L RADIO l.WIVERSID\D CXMJNJCACION CARTA, 
TELEHNJ. VERBAL. 
ETC. 

REVISTAS TECNIQ\S Rlll.Ero A.'IDAL CAR1E..ERA liNi\M ''LOS GACITA 
UNIVERSITARIOS J[)Y" UNA" 

3. Medio de transporte utilizado para venir al Palacio de Minería: 

PARTIOJLAR 1 AUTC>IJVJL 

4. ¿~ cantios 
curso? 

haría usted en el progrrurn para 

S, ¿ReCCIIrendarfa el curso a otras personas? 

' SI 

r 

arnD MEDIO 

tratar de perfeccionar el 

1 



·- .. 

1), ¿Qué cursos le gustada que Ofreciera la División de Educación Continua? 

7. La ¡;:oordinaci6n aca¡U¡mica fue: 

BUENA 

11. Si está interesado. en tomar algún curso intens~ ¿Q.¡á]_ os el horario 
más conveniente para usted? 

VIERNES DE 17 A 21 H. VIERNES DE 17 A 21 H. O T RO 
SABA00S DE 9 A l4 H. SABArol DE 9 A 13 Y 

DE14al8H . 

. 

• 

. 

9. ¿Qué serv1c1os adicionales desearía que tiNiese la División de Educación 
Continua, para los asistentes? 

--------
10. Otras sugerencias; 

5 
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DIV/SION DE EDUCACION CONTINUA 
TAD DE ENIERIA U.N.A.M. 

• 1\CTU\LIIACIOII ~11\1\T!J\1\Tlll\S PIIM.II~ENIE!lli 

ALGEBnA 

OCTUBRE, 1983 

Palacio do Minoría Callo do Tt~<:~b.o 5 primor piso Dolo¡. Cuouhu..- 06000 Mbleo, D.F. Tol.; 521.4().2() Apdu. Ponol M-2265 
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(:Cil'JO!tTQS. (o"'"""''· '"'""'"'"'""' l.o toot!• do loo ccn¡u~ 

<o• oo ho~'" oto ~hic• en ol '"""'""" cou '"" .. ho .. ~ .. 

·•• lum,..._iuc•" «m<• •• ptobobllidodoo, onil!Ou ~otomit~ 

oc, cucultoo '""''"''• 10•><• ,..to~ho<O, «<· 

' 

El conoopto do •eon]un<o. no O• def>no eo lo<I>O pu«o•. Pan ·~ 

plocoo lo quo oc ontlondo pOr conjunto. oo do ¡o ido• 1ntu1tlvoo 

un conJunto •• uno col~ciOn o •••-.•do do ob)otoo bien'doftnidoo. 

loo cual" dol><on pooon uno prop!odod o otributo coroctu1ot1e<> 

que no do¡o 1••"' o dodo "- dicho ob¡oto p<rtoooco o no o ).o co 

loccltn• 

t¡.-.ploo l.oo .. -puoJdenuo do lo "•p0ll>l1 ... ,.,.,,_., OUO O)<~ 

plo do coa)"'"" pod<io oor ol do loo n~eroo pn-o .. yoroo quo 

11 y ~•noro• quo lllo oto. 

. 

.. , • ., ,or •>••plo• ol con¡ unto ~no<! toldo por loo tno nr...oro" 

l, s. t.o oto. 

conJunto do loo n .. oroo porol-

oboh•U< que no 00 ••••• """"'"'"''"'"· codo ob)<tO de<inido 

u un"""'""'" dodo o< do..0~1•• "ol ... nto" del con]•nto. 

O. lo ontecooo oo infle<• ••• los con¡untoo pu•d•n ''"'' un nO~•· 

1 .. ''"""o '"""''" <1• ,, •••••••• 

•oue<~n. •• •«>""""'" o .. '~""' loo con¡untoo con ¡,,.,, o.oyOo

eul ... 

Loo elo~entco de un con}unto oo dootinquon con lottoo olnOoculoo. 

Cuonoo un oon]unto ~uodo do,.nido ol ,,.,..,.., '"' ,,,,, .. ,,,, 00 

'""'" 
A • (o,o,1,o,ul 

o • u.s.•l • !>,t,$1 • !t,S,>l, '"· 

Po<> lnd¡car que ol •'•~<nto > ••" u ol con¡unto o oo '"""' 

' .. 
Si un olo~onto no cstl "· "" """'""'" dodo, o<""""' 

. " 

Co .. do ol conJ•nto •• O<!! no ""'""""" uno proo>odod co•On de 

todoo '"' o>ooontoo, o< .,.pl<• una Hneo ve<ticol 1 (<o o vo<« 

e • l• 1 • • >•1 

• 

' 
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EL SISTE114 DE LOS NltiEROS REALES 
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CAPITULO 1 fL SISTOO DE LOS NIJME:ROS REAlES 

I"TIIOOUCCl()H 

!Ó dificil proo<oar <>oho<o ¿po'""'"" oo L. hhto<lo loo o••-••• nO.~
<oo, poro <•n-o la oor<o" do qoo htQo '"""" loa u .... ooo nO.uoo 

ooto<Olu 11, >, 1, ••. ¡, loa ••olu ou<q!oron do Jo no«O!dod do"""-... -. 
Tan pronto "'- ol -., .. do)O ..., ou ....._.., ..... ,..dkO<OO o Jo oqr!_ 

~••••• f ol co.orela, tuvo nocooldod do ••••rrollor formoo <oda ••• 

-1•••• P«o coouor f poro """'""'"' loo nOmuoo. U ••tudlo do cO 
•• <o loo !ormoo hon ouoluolonodQ ~oto ean•••••••• on loo oetuoloo ·~ 
roeorlo p<>< 01 oolo "" libro <'*ploU>. 

01 hoobro p<l~1t1VQ roqoorlo dnlco~oto do loo pr1~••• nOmo••• natu

ra loo poro eontor. 51n •~••••• con ol od•enlmionto do lo cl•<l<•! 

c10n hubo do uttlloo< n~roo .Jo f .Jo 9<0odoo. hooto quo loo ont!_ -

tuo• t<loqoo dlo•~ ol oolto ol oudoo ooncopto do lnllnl<o, OCCIOO 

~~ ••'l"><IO do~ ol<o t<•~ do obo<••<<10n por 1< aJo 011• do todo ................... 

• 

' 
CU<lo•••,.nto, ol pooo do loo en<o<Oo """"""" o loo n•9ot1voo '""~ 

tO ••• dHlell. Loo n<lmom• ""•'"""' opuoo<a<on """" a<>lo<lon., 

do •ouoo<anu ton pronto c.,.., loo oot-..<tiooo 00 """""'""" clol ~~~~
~ro. l<>o ~<10900, •h P«o>=po.doo por lo 9-ouh quo pot ol ilgo

b<O, doO<o<<a<On loo nl!..a<oo ••••"••• ol "" po>do< rop<ooontorloo 

orlfic.,onto y odoptuloo 0 ou qoo~ot.!a, mlontro• que loo <hlnoo y 

loo ......... ..., ... """"'""· ••• ..,..., ............. ..,,. •• • ~<00 

•••• u.oo ••• ontoo •• lo ................................ ..., .... . 

-·••· ,., tuoron l!>CO<porodoo c.,....lo<ooonto ol """"" •• loo '"''""! 
ucoo olno hooto lSOI con la ,.,..bllcoc16n de lo obro de C<rolomo Cord! 

no, "Aro "'•••"· 

Loo • ._,..,, oo«.,..olu lo tnce<onool ooo .,., •n""""' qua loo """! -
roo nogot<•oo. Eotoo n~roo •po•o<on •n loo oto pr1mlt1V<Io oo<r<too 

~""""«>• como ol popho khinO. obro 1••••• por lo cultoro •olpelo. 

Loo nO.oroo l~roc<OJOoloo tl•n•n ,_,lln ""' lar•• hloto<<o. Lo nooo

oldod do oO<O~ nC..<Oo oo hobl• ptooon<odo •• • loo ontt9~0 •r<~oo 
on ouo ootudloo •""""trl<ao; un ......... , "" 00 oncontrO<OO ~ltodao 

oot!oloctarloo poro lo oonotruce10n do •otoo n~oroo a po<tl< do loo 

<0<1onoloo """ hooto ol o<olo xu con loo tr .. ·•l•• do Uci"IOr4 <>e<!~ 

Olnd. ...,, on o«• olqlo ~uondo loo oou .. uooo '"''"oo Oor unidad y 

lu"""'"""' 111<¡<"" al OU..Olo do loa n~oo. 

tn <1 año do ""'· Gluooppo P<ono propuoo clneo '""'" O pootul•<!oo 
quo ~••••torlo•n ooeplotoao~to ol con¡unto do loo n~•••• noturoloo1 

OO<OO clnoo p<>otulodoo oo ouliuton ._, ,.,..nto do porudo poro uno 

conot<uccten totol dol ""'"'" do loo n61o<<OO uoloo. 

Aotuolmonto, ol eotudto do loo nOmoroo rooloo oo puodo omproodor Ooo

do doo puntoo do vioto fuOdooon<oloonto dtotlntoo. 



' 
•• n"'"'"" P<1~oro loo ~~orco ootunho y o puur d.o olloo oo 

·~ -
• <rod~oo loo on<oroo, quo o ou uoo o!rvon eooo oooo poro dof1nlr ¡ 00 

nlbooroo roelo,.lo" por 6lU0o0, !ntr<>dueiondo loo """"'"' !ruciono 

loo, oo ••••loto lo conoc,uec16n, 

Zl OtN> punlo do voot.o eo ol lloDodo "onfoquo '"""""••", on d c .... I 

loo n6.oooo <ooloo oo dof!non e..a onto• quo ootlofoeoo un eoo]unto 
.. propood.odoo yo ,.,_,, .... 

ti oniO<¡oo o«oo4Ueo oprov.cho, por ••< doe!<lo, loo rooultodoo do 

ooluonoo do •••one<on .. d• "'*''•"''""'• P*'' t-.o.rloo .,.,_ P""'" "• 
puu,¡.., El E>t""o """""'""""· por o1 """""'"· u oOooUUco a&o 
•- lo o""luco6n b<ot<!<<oo do tao .. tod<!coo. Loo prophdo4oo ••• 

n •• 009u®o ••<<>qOo oo O<opun """" '"""''• .n o1 ·~'""" conotroc
t1v<> conn<tuyon lOO<*"'"" f pot tonto debon oor doo>oot.,Ooo, . 

Lo !>rOOOO<.OC16n ....... h..o!...,' o• u~¡o do ol ......... <OOO«UCU

oo, pooo <•••ooo qvo ooto contrf~uyo • lo eocptono<6n do loo OOn<<E

too fonOoaoot&t... Un """'"•"· no noo ptoocupuoooo dooooUOo por 

< .. rtr clortoo &o .. ctoo fo~loo Oo lo conottucciOn. puoo olio pcdrra 
doovtor lo 

t.ol '" ""' pu ..... opto>1 .. c10o •1 ootudto do lao nllooorao. U lo<tor 

iDto<ooodo •• loo oo~too fonooloo poodc '~"'''' 0 loo •olo<on<Ooo 

Ul y fll •-· ,,,..,...,,, lo <•l•th oatiofooho. --· 1.1 COOI.U 

'" '' SOquto~onto tMao loo qvo a:<udton oo<• libro oobrOn contO<, p«o qv!_ 

>1 ~"f pocoo " hobtln P"q~n<odo qvl •• contO<. 

• 
e""Udod, n<><iOn 1'<1a1Uvo quo poo .. n yo io<ol19o .. 1&o pooo ,;, .... ., • 

lladoo, <o..O 1 .. do d9""" on<moloo, Loo n<lo>oroo uanon doopuh y 

con•U<uyon un p&tr6n o roferon<"• pou ootabloeor la eompone16n on 

<re e&nt1dod ... 

Un ....,uello do""',..,, qoo )U .. o """<roo ooforoo on oo cuno pO<CLbo 

""'""" oo lo oocon«. U9>>1,. do olla" uto oo, poooo h no<idn do con 
Udod, ounquo 00 oah.o ecn<or, 

U tao ufocu con qvo o1 niño 1-.o ououn Oh•, on 1..,.or do troo, 

d!O!cll .. nto poce<b!Tio ~ndo uno do olloo lo fuoro oocon41do. Sto 

-...,., U cc.porau loo oolu .. con codo """ do ooo dodoo, , .. "'! 
oonto oo doTlo cueMo cuonoo foHau •19""'• oEototlo eontondol 

U procooo "* ~ontO<. ool puoo, •• fun4 .. onta on e! do "•p•«or'¡ 
procoOG ol ~· loo aoc.oJtlcoo 11 ... n •ootohleco< ~· co<roopen4onoto 
uoo • ..., •.. 

Po<o abundor oob<a .,u coneopta. conoldoramao un oolOn dondo hoy o<· 

lloo y o•••••••· Paro ••~• ot to contld&d •• oill•o •• 19uol • lo 

"" !'OCO<>noo ,..o<od ~"" podlr o ht•o quo •• Uonton. 51 oobron o~ -

Uoo o pouonoo ub•--• quo hoy No do loo prl~oru <> do do loo oo-

9""""'• poro ol no oabton o!ll•o y todoo loo poroonoo ootjn oontodoo 

ditomoo quo hoy tontao oil)oo co~ poroon•o. ••to ••· oo1oto uno "co

noopen<lonclo uno • uno• ont<o ol con¡unto do otlloo f ol con¡onto do 

po<o<>noo quo o• oncuontroo on ol oolOn. 

hu con<ot, Un -""'•••• oo ,..,,.,, oOomh ulocclonot un pottOn 

qua noo olcvo """"' cofotonei~ p•<> compO<o<. ""' ••"6n ~• lo 11om! 

do •o•colo 0• lO• n0.<<01 notU<oi~o• qyo tOOOo oon~o~o' 

),l,),o,5, ... 



' 
•:••pondoncio """ a """ loo oh¡ctoo qu• eontu.>o ~oo loo o<'-"•roo n~ 

o•uoo ""'w:aloo, o p<rth dol unot ol dlti»<> """''= con d q"" ooto· 

bloc-• lo cornopondoO<oo noo 11141<• lo cooU.Ud de ""l•<oo quo U! 

•o al """'""'"' oot, o1 dooo...,, """'"' In h<roo do lo polabra 
"ALGEORO", ootob)oc..oo lo corroopondoncl•• 

• • • • • • 
o ' ' o ' ' ' 
• • ' • ' • ' o ' 

1 ...eonu._., ~- ., ... O!ou l<tuo. 

Cobo roooltu quo lo polobro 'o<oto" oo "" """"'" """ oo ho ao1qnodo 

ol n"""''"• do lo o1.,.. a&non """ ol codctor •1• 00 "" o!....,lo qoo 

......... ~""'" .......... r~ ...... o! ....... ~·~ ............... ·~ 
prooontu nr...oroo oo u .... n "'"'"<oleo. 

h 1•portonto no conf=Oh ol nú.oro, quo oo ""' ld<O obotroeto, eon 

•• n..,n o """ ou .,_, .. ¡, quo no 0<10 ah quo ""' palobro o un o!-"2 

lo quo •• ""Plun pora dUUn,u1rlo. !l ..... .,, ohto, p<>< oj..,plo, 

. oonot!tuyo uno 1doo <ln1eor '""""" on d1to«ntoo '""'""' y fpoeao oo 

hoyon ... l .. do otroo pohbroo y""""'"'"' poro nlorlroo 0 0 1) 0 , """" 

lo f>Olob<o "oo••n" •• on¡Uo r o1 n,.. .. l •vn• en h n-""'~" r~ 

••• 

• 

o COO<J.n,..ct~n dcllol<-• loo ndoooroo notunlco, loo opO<ocionoo dc 

odl<16n y ou)HpHcoc<dn y alguno• otroo concoptoo rol.elonodoo <on 

oU<lo. El loctcc po<l<l prcount .... , no oto <o<dn, c..U •• ol obloto 

.... Hnir cooe.ptoo "too """""Ido o". O.o roo..,. oto oo qao ooU-o 

tro<&""o do eono<=U d olO<o.,.. do loo n<looroo reoloo, y poro olla 

nocootU...,o ""'"' do booco odll .. o doUnldoo fo.-1-ot.o. ~an •oto 

'-"•• o~c .... o doHnlciO ... o quo noo "'""""" •-•«u prophddoo oo 

loo •"-"••• prOp ................... -··· r qractu • , .. .,..., .. 
poddOo .. bl"' do olloo =-o un oUt .... . 

Lo '-«• ~- ~""« o•prond..,ao puodo poro<Or atoo uduo, .. poeUb.on· 

to porq~• oot...,o on 10 OUf>O do uota< do •><o~l..,.r loo ccnoopteo 

"'' bh1ooo. 51rva Oo <onouolo notO< quo no fu~ O!n<> hoo<o lllt, ol

~loo doopuh Oo quo todo •undo uoobo n-roo y hado oponelonoo eon 

olloo, euondo un .,..,..,.tloo - Poono- fui oop .. do plon<ou loo 1doao 

~·· oOOro ""o ocupOn. 

Pootuhdoo de >oono 

'-"• e1ncc • .,...,. o qu. noo '"'"''..,• •n lo 1ntro<luee1~n r qoe dof! 

non •1 oon)onto d~ loo nll»otDO natorale•, oon loo 01~u<onteo• 

'; .. •.. . 



1 ' 

1.2.1 0[rJN!C10>1 IPOotuladoo do >o•ool 

El conjunto " do loo n4aoroo notuooloo •• tol que> 

1) 1 ' w, 

"' hro ... , n t M oxloto un ~nleo n• < N, U .... do •l •l 
qulonto .. n. 

Uf) Paro oodo n < O oo Uono quo n• ~ 1. 

"' "''·"'"··· n•, entono .. o • n, 

•• Todo ou-n]untO d• S do ~ ~·· tonqo loo pr<>¡>t .. odo"' 

o) 1 < & 

b) k •• """""' ....... . 

oo ol ... O.., <OO]Uflt.o " 

<.oo <"'otuhdoo t) o o) <oln<ldon """ o)qunoo do loo PT"''Udodoo quo 

............ « ................... ·-··· ...... !''" -"'· ....... !. 
tonc1o do oot<>O ..,otuUd<>o ootribo on quo oon ouflcl•n< .. poro d<O<l!O 

clr, a partlr do olloo, todoo loo propiodadoo do loo n~oroo notura 

loo. 

U praoro do ntoo ponvlodcoutoblooo quo el"""''" uno lqua oo 

conoidora eonootdoJ oo un ndmoro noturol, 

U ooqundo noo 1n~1co ~· ol ol••'""' un .-,. noturol, ooo cu•l (oo 

re hto, o ~t<ho nCO...ro cor .. opond~ """ f o6lo un nol""'" notuul lla-

... oo ............. . 

., ,.., ........ '"' ........... ._, ... _...,,..,..., ......... """ 00 ,, 

""""'' ••-•• -""""'· P•~><o ~·· no •• ol ol.u<ont• do nln.uno. 

o 

El pootulado lv) noo dito quo doo nd.oooo noturoleo euyoo ot~tontoo 

oean IQUoloo oon, on ruUdad, d ~~- n<l»uo, Oo ooto pootulado y 
do lo untddad dd atqulonto, oo<ab)odda on ol pootulodo Ul, oo 0!

qoo to.bi~n ~ doo nOroroo n•toooloo dlfooontoo •••~• d!forontoo ol 

v•'*••••· 
[l ..,otulodo vi noo dlto ""' p<>do•m• oloOMU euolquiu nO..Ho n•t!!_ • 

ral porti•""o hl """ y roc<>rrioNio loo ot.,..hntoo QIIO o UN> ~n.o 

lhqor ol n-ro notU<ol doooodo, <oto pootol•""· '''"'""Ido o '""""" 
tome 'ptlnolplo do lndu<<16n', oo ol tund~nto de) mf<odo do do~! 

trootdn por :ndueeltn HotPlUoa quo Uotu....,o l"'""''".-.onto, 

e,_, o) lector oo h&bd dodo =•n<a, loo """'"''""'do POOf>O n<abl! 

con ho proo<Rdodu "íntdnuo .. •, <"'' ll..,.rloo do olquno =•non, 

do loo nOmoroo noturaloo¡ otra• proplodadoo oon loo olqobrolcoo, quo 

ooo¡ur ... nto o) lo«or yo """"""' loo o:ualu oon cono..,..,..,,. do lo 
1ntradu~16n -., loo oporoc<onoo eQn n~roo noturoloo, do loo quo no 

noo • ..,., ocupodo oOn. 

l..o odi<16n on " 

1.2.2 D<H•tCtDM 

" "' 
n • 1 • n•, p••• todo n r N 

n • ~· • In • ~)". o!o~pro quo n •., ood doflnido 

(..0 doUn<e!~ ontoríor poodo porooornoo on prln~lpio """~" o1n .,.. 

•••••· •~•••••••• qu• o61o podomoo '<"'f"""' on loo pootuladoo do ••! 
no poro ootohlo<o<Lo, yo quo di<hoo ""''""""' •onot<tuyon •1 fun<l!

...,.~··h..,.,, ,, .. ,..., ""' ••••rroll>< ol ''"""" do loo •~•n• •• ........ 



• 
h« Uo><nr ol -..ho 4o h dohol<10a 1.1.1 on el dlcolo do ono 

, .... , Obten9..,.0 ol volor do 1 • 1 ol9u1ondo pooo o puo lo dol!nl 

••••• 

. . ' . . . ,. 
1 + l • 11 • ,,. 

••••t.o ... lo doU~I<'"""" ..,, di<• ouol oo ol volor do O + 1 opllo'!

""'' ""'"""'"<b 111. ,.. .. lo""''"'""""'' 

l•l•U+l*l' 

pu.oot.o qoo 1 •• ol ''9"''"'' do l. •ntonooo, do U) ton-o qoo 

l•l•lli*U'I' 

1 + 1 • IU"l'l' 

"'- 1' • 9, 0' • )O y lO* • u, qooolo 

• • • ,., . 
1 • 1 ••• 

• • • " 

o 

Como p~.,¡• voroo oo ol oj .. plo ontorfor la ~ofinlct•n 1.2.1 oo ·~. 

""'"'""· y ad-h noo dl<o q..., poro ,,_., n + o ••-• roco«"' o 

nOmoroo noturoloo conoocotlvoo • por<>r de n. 

l. '·' 

Paca .~. •• •• " "' 
" • • • • • co«oduro 

"' • • (o + p) ••• •• • • ''""''"····· 
u u • • " • o • • co""outtvi<lod 

"' ••• + •• .. •• onto=u • • • c&ncola<ldn 

11 So• m on """'''" natoro 1 y fono-• el conjon«o 

8•(nl•••y(o+nloN) 

qo• ol oumor•• con~ do como coooltodo otro nQmoro notorol. 

quo 5 •• ol conJunto do todo o loo nl!.eroo noto<>ho, lo qoo 

.~. 

ll a+ l • ~·. P"' <1 do lo Oof!nlo>en 1.>.1 .. <M, p0< Ul do La doUnl<>~n 1,1.!. 

....... 1 < l. 

... ·---·"' 
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• • • ' 
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• • • -• ' ' • • • ¡ • f ' • ' ' i : • ' 

: • ~ ¡ ' l • ' ' • ' ~ • • • ' t • ' ¡ • • • ' -• • j ! • i • ' 

• • • • • • • i ' ; ¡ ' -• ' • ¡ " ' • ~ • j • ¡ • -• • f ' ! -' • ' • • • ' -• • • ¡ ~ • -! • • ' • ! • • • ' • ' • ; • ' ' 

• • -• ~' ' • • • j ' i • • • • • • ' ' • • • ~ ' ' • ' • • • ' : • • l • • • • -• • ' ' • • ' • • ' • • • • • 
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" 
1 • l • S • ••. • (ln • 11 • n' - - -- P (n 1 

1.0 9ononli,.<tOn ontonor, oopruoModo "'" P(r.(, oo Obtuvo dol 

onlllolo do tuo·eoooo part.louluu, loo qoo fooron o><rapolodoo 

con .,..o, dol oupuooto • .. ntldo '"""""' o!n .mbor90, hooto onon 

odio pOO.-oo •o .. uror """ lo poopo•1<10n O(nl eo vordodera pooo 

• • l, n • 1 • n • o. Po« toner h corun do quo P!nl o• .... 

plo oln '-"""'"'' euol ••• ol nlbouo natun! n, ""'"""' lo d.,oo• 

'-'o<10n. por 1nduoo<On ,.., .......... dol o19uJonto on.,<10dO< 

lol•S•···•Un-U•n•.,....uto4on, •• 

11 hU o • 1, ol p<~< ....... d~ Plnl tlono oOio vn tl"'1"" y 

PUl oo 

l. 111' 

n>< UOLQ PUl oo '"dodou. 

¡¡ 1 A ~orur do qoo PI>! oo o<rdodoro dob...,o ccnoloH qoo 

PI> + 11 •• Loobll• •••••••• o. 

••••••···•U>·11·o' '" 
(donolo ol pr,_., ,,_.,. nproo•••• lo ,,... rl• loo > P'"'"''' n~ 

.,.reo ooporoo). 

tomo PIO • l) ,; 

1. J •••.••• "". 11 -". tl' '" 
....... ol ................................... '"' •• ' ... ~ -

••• ·-··· ..................................... •••••••• .. "'!. 

u 

doden p><U•ndo do lo oxpre•iOn (1)¡ lo <~•1 puad~"'""''' do .. ·••······ ~····· 
$"''"""" on .-os"'"""''"' do 01 ol no.moro >(k+ 11 - l, quo •• 

ol no.muo !~par o!guionto de » . 1, tonomoo 

1 • l • S • ,,, • !>k • ll • IHk o ll-ll • •' • !>(k , L>·ll 

!donde ol pr>mor ••-•o tooM!n uprooont.a lo '""• do loo k + ¡ 

pr1m<roo ,.,..roo im,..roo(, UU oopn•ldn-puodo h<UbUn ca -
l + J + S • ..• + U> + ll • >' + 2> + 1 

1 + l + 1 + •.• + ll>. l)- '". 11' 

qvo e<>fn~tdo eon lo "'P<nlOn ll), 00< le""' PI> + 11 oo v .. do . .... 
ecn le '"'"""' h...,, """"""4.> qvo oi PI>) oo ••rdodon """".!l 
coo Plk + 1) n Yordodon r lo p<vobo ten"no o 

n' • " •• vn nb"'o po<,.., o < N 

l •.• oo "" neloo--.o por 

P(l) oo ... dodoro yo quo 1' + 1 +:y loO on nG,•oro pO< • 



" 
lii "'""'''"' P(kl oo vordodono por lo quo . ' . . oo un n-ro por 

Por otu po.Ho 

1>•11'•1>•11 .......... , .. . . . .. . , 
b•ll'•t•··· , •••• , • l(> • 1) 

"""" 1> + 1) t N, l(k + 11 oo ""ollmoro p« y, do lo o~puO!dn 

anto""'• (k • 11' • (k+>) ocd "".-ro por U k'+ k u pu. 

to oonooouoncio, do lo hip4tco1o oo ••••• quo 

, •• 11 ••••• l) •• "" ...... pllt 

•-• o.-o«odo ""' oi PI>) oo •n....S.u '"«'""'' PI>+ 11 oo 

vordodoro y lo pruobo tono!na. 

o 

h '"""' Aiotln o """" oo huo paro lo o~lci6n, )o •~ltlpll<,!. • 

•••• puod~ doflnlr .. """"' o<t••· .. , .. ~ETINICI"" 

" " 
"' . ' . " 

•• • 1• •• , •• 

~ multtpliCOc16n,ool Ool<n•do, ootiol•<< loo proptcdodoo 

••••• u.,.... • •••• ••••••••• ........ . 

l. ¡.' TiXl!U: ... .... ·- •• •• .. • • 
" • .. • . .. ,. .... 
"' • '" . " 

,. . "' ' ''""'"""'··· 
'"' • • • • . • -... .............. .. , ..... ' . " . •• . .......... -• coneolool~• 

loo propl""odu 1) o lUI pUodon domootroroo dire<tH>onto pOr l!l 

do>ecl&o aatoalUco 1 ou dODDo<rocl6n oo dojo ol loctor .,_, •l•.!: 

e1c1o. Poro ~ ~otroci6o do lo pcopi~Od <•1 ~· oonooltOL 

•• 1o '"'"''""'" 1 plo. ". 

T .... doo , .. "''-""-"''"• loo opO<oCionoo do odicfdn y aulHpHo.! 

cUlo ooUofoc.o lo ol.,.tonto Uy di>Ul""Uvo, 

l.'., 
Puo todo a, n, p < ~· 

•·<••o!•l••nl+la•pl 

OtiOOSTRJ.CION 

5oon n r p doo n~roo ~turolco, y conoidor.-oo ol onunclodQ 

• • lo • pi • l• • ni • lo • pi, u • < • 

o) cuol, p<>< o) locho U!l del tcou,.. I,l.6, <o ~ulvolcnto o 

In • pi • o • (n ·a) • lp • 1'1, 'f o< M 

quo do~otroooooo po< '""»<c16n ~t..attco. 

11 Plll dlOo q.;. lo • p) • 1 • In • 11 • lp • <!,y oo •ordodcro 

r• que 

In • p) 

lo • pi 

• • • • .... , .... ., 
.... " •• 1.1.1 

""' ll u 1.1.1 



" 
111 K1p6<ooi., P(k) oo vordoduo, uto u 

In + p~k • In • >1 + lp • k) 

~······· 
ln•pl·lk+l) •• 

• • • •• p) 

•• .. • •• .. • 
• • • • " . .. •• • 

• • • • , .. • . .. • 

•• • • •• ' " 
. • 

•• ••• • " 
,., 

.. • " . ,. • .. • ,. 
' " • • 

•• ' " 
• 
• 
• " 
,. • " 

~· " •• 1. 2., 

~· "' .. l.¡.~ 
~· hip6r .. u 

~· "' .. l.,. ' 

~· .. .. •• '·'·' 
por U) de Ll.I 

por U) de 1.1.5 

"'" 1) •• 1.1.2 

Con lo quo .... , prol>odo q 00 oi PI>) 00 vndoOoro ontoneoo 

PI' + 1) u vudodora, lo euol eooploto lo ~...,otr.ot~n. 

o 
o ....... . 

cuondo h•bl.-oo do eontidadoo oo froeuonto ofo<tuor cooporae!onoo 

y dooi~oo, por o) .. plo, quo olort.o eon11dod .. ~"""' quo otra. 

""""'" quo loo noa .. o• oo<unloo ooo ot.-n por• ••p••••• eonUd! 

•••· •• •~•••••• dofini< lo r•l•etdn .,, .. , quo" •• N. 

"""'"""• "'" o¡ ... plo, quo 1 •• """"' ""' '· .<! obo..-v...,, """ 

oo>o<o un n~oro natura), on oo<a eooo ol ), tal quo 

' • l •• 

.. 
...,._, ootabloeor, o pa.Ur do h '"""'• uno d.,!niel"n pou h 

roloeldn """""' ~o·, quo eolnc>do eon lo ldoo latuitluo quo Oo 

~, ..... ..., .. 
!. : • • OU!N!ClON 

o.Oco Oco oW..roo n•t•<aloo n y •, doo1-• ""' n •• ... _. 

quo •. lo ""' '*P<o,.nto-• .. otoote n < • , ol 

ao<tltalquo•+••• . 

,.,, ·-··· _,., .... ''"'''"'" .............. pn>p<o ............ _ 

<lo 1.oy do Trico«-.1& . 

J.l.9 

U • y n oon •-«>• n.,u<Oloo eu•lnquto<o, onton<u ,. 

""!leo una y o61o uno do loo oi9uJ.ontoo propoo«tonooo 

U n < • 

., • • 
HU • < n 

""" uno do.,.atnciOn, ol l~otor puodo oonoult« lo r~foreno1o l 

plg. 16 

L.o d~Hn1d0n !.2.1 y ol ,..,,~ .. L>.t, euabl~on un ord•n on ol 

oon1unto ti yo que• 

' • • ' ~· .. ••• ' ' ' 
' • • • ~· •• -~ ' 

, 
, • • • ~· •• ••• • • 
• • ' • ~· .. ••• • , "·''"'~.(. · .. 

,_. 



.. 
too '""''~•••• .. ,..cto4oo oobn ~"" rooto, o )& quo ,,.,....,, rocu 

, • • • 
<n ollo, ouot«1o m < n oo <ondrl """ ol pon«> que <Oprooont• o~ oo 

oncuontro o h Uqolordo dol q .. ropr .. oAto o n. 

con ... ,, en l.l.l pufllo 4-o«oroo quo la rohol6n • .,. .. , quo• n 

ti uono ho """'""''' propiododoo. 

Poro todo m,n,p < "' 

1) ···=>······· 
"1 o<n::)op<np 

"""'"y n•p::)oop 

ol oonUdo invHOOr .. to oo, do<lr quo un nilo-oro •• ~•ro• quo o<ro, 

.. ,., q .. n, lo que '""''''"'"""'' N<!~<nto • > n, •< 
n • o, 

too loro qvo ¡o ••••o<On • .. yor q•o· tlono P<0?1<4od•• onll~&o • 

ho oouOloo•d•o on ol ''"'"""' <.>.10. 

l.l.n 

, 
~RCICIOS 

11 O"""ottar quo paro todo m, n, p < "' 

•• .. 
•• 

.. .. 
•• 

• • lo + pi 
l • n o + 

••• • • • 

• . .. 
• (o , p) 

• 

(o+n)+p 

(o • o) • p 

JI Oomootror quo ol o, o < H ontoncoo o + o ~ o 

<1 "-'>otru """ ¡>oro todo o, n < "' .. .... " m + n• 

•• . ' . n•, U o o' n 

•• o• + n• • [too ni•)• 

•• • • • • • .. 
11 Si n, p e H •• dofjno -·········p •" 

o he«>no 

Do~oottu q"" ""''" todo •· n, p, q < Ho .. .. 
" 

•• 
•• 
•" 

. " 
" 

ll o~..,•tu< qo• ""'" '""o ,., o, e , No 

•• 
•• •• 

• 
• 
• • 



" 

e1 ,,,, ... do IDo n~r~o norurol••· con lo oporo<16n do odic!On, -. 

.. u .. ro ou pn••ro dofLolonOlo <on pronto <OD> .. ¡>0,...,, o ploMou 

.. ,..cio""o on dich.o ,,,._,, ya quo uno oc .. eiOn dd Upo 

n + o • "' con o, n, N - l•l 

···"· '"""' '"'""'"" '" . " ......... . 
""" C).,.plo, lo oolu.,.On do h couooMn 

oo, cl nllaoro ,..<uul """"" ootUhco lo «mOldOn ,....,.,, Un~ 

bu.,o, 01 eonndor...,o lo ..,,..ctOn 

' ••• 1 

Eoto doflcionclo orco )o nocooldod do a.plfor cl oon¡un<o do loo nO· 

""'"' nat.u.,ln. sw:9oo ool leo """"'"' ••••U•o• y o1 coro quo, con 

loo ~••~roloo. <ooot!<uyon ol eonjuoLO Oo loo n~roo on<oroo. 

• 

l.l.l D~IWICIOM 

" o-o¡eono.n<H 

o '" ooluo!6n¡ oo doc<r. ol """''" o quo o-modo o n noo do 
ro..o toouHooo o. lo u .. ue.ooo lo 4Uo<onc!o o n. 

" 
5oq0n ol •~·~ l.>.O .. ,, o- n oo prcoon<on treo oooooo 

" ••• 

Eoto u ol Gn!<o cooo •• qua h ocuo<lOn (O) ttono ooluo<On on n, lo 

ouol oo eonooc"'-""'" i.,...diata do to dcUoiclOn !.La, por lo quo 

a- n •• wo •-«> M<o>rd. 

11 l n • ,. 

En ooto ""'" h o<uo016n (.0.) <'O .<!ono oolu«<On on N y ,.,.. lo lo~ 

" • • • o 

~n eonoocuonoio "'· n"" oo un "~'"' not.urol, lo doflnl~• """" cl 

coro y lo ropnooMo..,o oon O, 

u u • '. 

~· oo<o cooo, '"""' on o1 ont<r!Oc. lo oouoo16n lO) "" Hono ooluc<6n 

on w, '''" lo q,_ o- n t.aa>pooo oo un ..... ,. notur>l> lo dof<nlooo <~ 

.., un n-ro"""'"""'"«"" y lo <O~ro .. n<...,O CQO -(o-o), 40ndo 

1•-·•··· 

oo el nllocro qu. •-<lo o l noo 3o cooo •••uludo l. o •••"" nCmoro, 

quo oo un ontoro .,.qa<l..,, lo t"Of''''""'-'""' oon -l. 



" 
c-. "'""''•o) ·.~ .. o· o- n 1>0 oo ,,..,..,, on ~-ro not~rd, por 1<> 

~,... el eoncopt<> do nlla<ro td y ,_, lo ,_., .. ,.,,...,., hooto oh<>ro 

<Onlto yo domaolodo notUetiOO• A p.orUr do oqu! «>n01do<ar"""'' 

e- n!lo>oroo o todoo loo ontoo .. too.ltleoo quo rosulton do lo ampli! 

ciOn proqre., .. do! conJW>tO M, por lo q<>e lo pdobro "~"'" teodrl 

~ ···~·6· ................ . 
!>e •=oodO,eon lo ontorior, o )oo o-.coo .. , •• ohUonon --'taMo 

lo d<foune<o do doo """•roo noturoln loo llamar"""'' n<lmoroo ooto 

roo y ol e<>njunto quo '""""" lo roprooenur....,o eoo z ... ,., •o: 

I.l.2 OEFlNICIO>< 

·- {•1•-·-······•J 

<• oi .. o que d ,...._,onjunto 1' do 1. definido p<>< 

•'· lol•"·•·•=•.n••=••.n) 

ol cool oe le eot>O<o eo- 'oon¡onto do loo .. cuoo poo1UV<>o". eo 

proc<o.,..n<o 01 oon¡on«> do loo n&.noo natoroloo, por lo quo 

• < ' 

CO<>O eono""""""'' do lo deUntcU!n l.l.l, un nllo•uo entoro puodo 

••r oopuooo!<l on lo lo.-.. o - o do .,.. lnllnlcl.od de Nnocoo """" .... 

I'Or •>-lo, ol ·-.-o , . · 1 poo4o uprooono -=-> 1 • J yo ~·· 

oo •oluet6n do lo oeooe>On 

] + • - 1 

Eo <lo.-o, o1n -"•rqo, q,.. d••"" ·-•<> po~• odoah e.pnouoo e

l· o, yo quo ,...,, •• oo oolue16n do 

oo< •- do"""""' o<r<H """"ctonoo dol """o o o • n, """o, o< ~-

!>ebtdo o ooto oo nooooulo <>tohloeor un ecitodo quo noo ponUto d< 

<141< d o1oo n1lmeroo ontor<>' ~xpuoodoo c""'o lo dUorendo do o!<lo o> 

turoloo OOA lq=loo o no lo ooo. Dl~ho crltoUo •• el Uqulooto. 

1.1.1 OtfiHICION 

..... -. 
•• • b •• 

Aol. eon booo en eota dotfnk16n """'""'' conohtt q.a o • 1 • l Y 

b • Z • O ropreoentan ol ~"""' n111no<o ente<o, yo ~"" 

y Oo oot1 .. oco lo lquoldod en N quo roquiere Ll.l """ ntoblocer lo 

1qualdod on 1. 



" 

... ·-·~·6· .... 
C.... HC 1, h o41<1~n en • de.., producir loo.,......, noultadoo quo 

lo •6te10o •n • .-oondo loo ontaroo qn oo ,....,. """ pootu..,., lo q~ 
.,.,,.,..,, • 1& Ugulonte doflnlol6n< 

I.J.t DUINICI"" 

5oao o • o - o, b • p - q doo nllmoroo onteroo, 

ooo O, o, p, q < 0. El o6*'ouo o • b Oo deUno ~' 

o • b • '"+pi -In+ ql. 

C..,.""""' notor """' en 1& dotin<e!On ontorlor, ol olmbolo + quo '.!: 

t.l o 1& Uqu<udo dd Uqno '"""' uprooonto lo odlct6o de •-«>• 
..,torno [lo .,...¡ oo oot.l ""l<oh,.,o), ouotno """ ol ot.bolo • Q"" 

oot.t o lo doro<,.. npuoenu h diet6n do oboroo .. •••aleo. 

Poro tluatrar ol O.ploo do lo dolln1c16n 1.1.0 colculoreooo, contl· 

nuac16n lo ,...,. 1 + ), Con objoto do hocu ,., .... , lo di!O<cnelo o~ 

"* loo Oporoo<onoa do o~lcl<!~ o_o l J on "' oo la dho~oi<!o gu •! 
~- <oprouor.,_o ootao opouolo .. o con doo oh•bo>loo dlforontoo' 

~ro lo odlcoOo en o 

"'' nllmo.oo ento<oo O y J """"'" ••puoono """" 

1 - • - 1 

y opllcoodo l.J.O tone<Qo 

1 0 l- , •• 11 - 11 • " 

1 0 1•11-> 
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En fOrao o'-L)O< o <0.0 oe doftni0 oo 1, di<oooo qu< on nG.o<O < 1 0 

.. """"'"" ••• > ................... . 

~· ol ... ntoo do O P•odon t..Otln oor roprooontodoo ~ )o ro<<• n~ 

••••• - •••••• ol ........ """ ........... o ... """"""'"" • lo 

''""'••d• óol que roprooonto o • 

. " . ' ~ T _, . ' ' ' " • 
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Loo ·-=• nc<o,..loo ,.,...,. -.... p<Opiod .. cono<1do ,_ ·•~••! 

dod', •••fjn lo <Ud on«o doo o<1=omo raciona loo dlfuon<oo o<~ 

pce boy oúo n-ro roc<o<>&h ..-, lo ootobloco ol Oi'l"Unto l...co 

-· 
Pan """"o, y<<), _,o< 1• ~.lo Q ul q""• 

• • • < y 

CIX>I'tlACJC~ - • < 

' • < ' < ' < ' 

' " < ,. ' " . " ' ' ' •• ' • ,. ' 
Ad-.lo, - • < ' ~ 

• • • < ' .. ' •• ' • •• < ' " ' • •• 
' •• ' • ,, < ' •• ' • " • < ' ' " • " 

Por lo tonto, do 11) y (2¡ oo ••••• ~·· o • 

por <1 do 1.0.11 

""' 111 .. ,_,_,, 

'" 

""' 11 •••.•••• 

""' 111 .. ,_._,, 

poo 1!1) do 1.0.5 

• • Ul 

' % 1• • y) •• tal quo 

.. ..,h, por 

...... q""' ~ 

lo cer<•duro do Q poro lo odl<ldn y lo aoltlplloool&n, •• 

1• • yl • a, ..... 1o - ~•,..,.. •• - .... , ...... 

o 

proplo4o4 do ••••••••· 

.. 
....... doHnldo ol nl!ooooo racto,.l ~ """"' ol cO<tooto do loo nG 

o y b, o<.-pro ~· b ~ O. 51 oooot4oo.-oo ol oG 

' l• P"< o).-.10, y ef.eru.-oo lo 41•1o16n do 7 on 

too 4 oDaO oo ocootmoboo oo lo ooitaltle&, ~tondr--oo 

' i".'·" 
& I.H 00 lo,_,.,._, 1& ... poooU.. do<1_..1 ... , oa...oo <OC1!!_ 

' nol l 

TodQ .-., ••«......,. tton. a .. upuua. -1NI, poo oj-lo 

' J" ._,, 

ir- l.llZ121 •.. 

~- 1.11111711,., 

So dico quo uno oopnoi~n doci"'&l oo po<1Mfca cuoodQ un di,Ho o 

•rupo &o 41•«•• .., ooptto ,..,..Un<d-nro o por<U do "' ctub> 

l"9"ot o lo dorocba dd punro dcOINh yo ooo dooh ol prln<lplo, 

e-. •~ 0.1)2111, •• , o_. •• - •lo odolonto, .,._,"" 1;12171717 .. , 

.. ,_ o.ns, .•-11• •• pO<t6dlco r• qoo paodo •••Ublro• e-. .. ,, ..... . 
~ qoocrol, con roopacto o lo ooprool&n doel~l do un n ... <o roc12 

nol pod.-.oo ootoblocor ol otoulonto ••~lodo. 
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1.•.1s ncouw. 

~odo n<lmoro rootonol ttono """ uproU&. 

... ,_, P«l6d.tco. 

hro "-"nr ¡.O.lS •oq•«<r-• de o<ro toor .... conoeldo....., 

o1 "Al•"'''- do lo divUldo ,..., ..... ,.,. ""t.o<Oo', q- u,,..,.._. 
-• a .,.,.,,...,...,.x.. 

e-o -· Yioto, lo '""'"'&. h • 1 no """" ooioetdo ao 1, yo 

'1"0 ""••U<a un ni!.= onton> o q•o ~•ltfpllcodo por J d• co.o 

'"'"'' .... '· 
J. • ...,,., poo>...,o oncont<&r loo nO..e.oo on<noo > y 1 toUo qwo 

1111+1•7 

!» '"""'"'· u-pro •• poo~~lo holhr oooo doo n .... r<>o do oc ... rdo 

coo lo qwo ootobloeo •1 o1qolonto toot .... 

........, - ·-••• ""toroo o 1 b • .., b > o. ooh<on 

doo ooto<oo 4n1coo q y <, con O .; < < b, tOlo• qao 

•·bq•< 

Loo •""•"<oo o.b,q Y<< 1 '""''""" ol ·-•• do d1V1dondo, d<v1• 

........................ ...., ... -.... C.bo .............. . 

...... ol .... ,,.. •c...,hnu• Uooo ""~ lnto<p<otao<~n _..., <Oot<1M1-

' El ""'""'""'" ,. .... .,...,ooltor lo ._.,ot<oc<<m on lo rotoronc<o 
4, pi,. II. 

.. 
=<:IOOt.O .. ··-· .... __ ............ 

' l.o roloel~n • ~ l>q • <1 quo oot.l pUnt.._d.o en tlnoU><>o do """"'"' 
' •• , .. o. 
1 ' - • '-' •"P','''"" qoo ...,._,..,.....-... Lo fot» .:..- llov...,o o e.l>a ol pr-oco"" 

de dhtdtr on lo orlt..oolUcot O:oto o•, o~conlondo un <»<1ont< y un ......... 
' ...,,,do poO&< o Lo ..._,otrte16o do I.O.U ro=rUr"""' ol U~nUl-

cad.o do lo nc>ootdn Ooo-l y .. nloci6n con ol ol•orlt.oo do la di 

va<6n paro oo«orao o Uodo de ..., ojomplot 

' U o~prniM 

l.noliliJn ... 
' r~roooota lo , ... .,,,.,,,,, j • Tir ·-nr • Tl5T • w • n-r ··llT • JliT • w • ... 

,.. •• 'ot -·--· lo -···<do_, ......... o<!aoro m-··-~ 
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' ol Pon ol>tooor lo porto ,,..uo v-• qoo 

lOt • 111111 + 11, doodO 0 ~ 11 < lll 
' """"""'' 
ffi-~+& 
' U Pno lo P<'-<o cUn d•ct.,.l v...,o qwo 

10 o 17- no • lll(ll • n. •"""• o' 11 <. Ul 
( 11 1 11 oo•>oq,.•m•ro•¡o,nl 
1 .............. . .. ro•,o .nt 
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' """""'" ... ollo, ¡.,. ooc:<oot .. obtonl ... o .,. loo ,.._ lH) r v) o• 
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pO< lo q"" U _,.,..ooan _,,.., do llf 00 po<16d«•· 

' . ,.. . . .. 
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~· ... ·-· .......... -r(> '""' ...... ' ,., .... .., ¡¡ • ...,. ••••• , 

1 

oo 1""' o\ .,.,...,_do lo O!nd6n ..... .,.<oroo, oohton 

q,, •• < ........ . 

o • b q, • '" d.ot><lo o ' r, • b . ~ ¡¡·q·•· 
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'' """'"· • ...., '• • • ,..._. q•• •••• '• r "'"'"'"" q,, '• • • 

' , ........ . 
' !Or, • ... + " • -· • ~ ro •• 
1 ll ~·rrn p>r •~ - • • 
1 • ft·~ ·~·-·· ' •• • 
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•• .., ..... ,· •. q •• q,, ., •••• • •• N -,.,. 16' , b 

HU >.boro, c._ .,e 1 ._.~....,, q..., U<o < 1 y ~•hten ~" r, • 1 

''"'' -
IOr, • b q, • '" oiundo O • <o < ~ 

'

• - q • • .'l.L, •,... • :...<Lt • ·~··\·~, 1~ "i"ñT IP 101 , b 

U COf>&oCUoO<Io, ¡o o•puo16o doe,_l "" ~ .. ,, 

• ¡;•q,,q,.,, ...... 

El p<~••• pUodo <ootlo .. roo indofJnldo .. ntc, ~in aabarfo, •~ loo 

........................... """'"'' ......... , ....... ti '• • b, 

• lo ,.¡, padrlo odo<U b ooo..O""o dHorooteo. "''""" ol<JUOO •• loo 

r .. tdooo Obtontdoo oo puooo<o por ........... ••• oo lntc<o o1 ... -

<lelo dol porlodo, ol eu.l oe roplto tndofln<d~onto. 

. -· "'""~'-· ¡; - - , 

o 

dondo -· 1> •• pooiU 

•l roofpr=o dol toor_, 1 .•• 1$ tomblh •• ••lioo, 00 deoh• 

" 

Uoi<o, por lo .,... .., la ,..,_, ~ol. 1 51~ ...,..,o, P••••••-• • 

condnooel"" .., •l-"> qao -••ra lo i<IN ,..,, lo,,.¡ f"'<<do otlt~ 

l ........ . 

E. '·'"'''·-
co... ,., ..... ,<loo dlf<too oouo do pnoon<o.roo el pulodo p<>< P''""'" 

ro •••, nltiPI<e&_,. por 10' paro c.bt..oOC< 

•••• 
' 

uo.ou ... '" 
u dota u., ... el,..,,.,.,...,...., ... do..., dlqHo, ... lupU•-• lo ·~ 

prootOn (i) pe< lO' paro oh<~•••· 

... • ' . ..,. ...... . IU) 

.,..,,. roo<•""" U) •• Uf) ob'"""""'' ~n "~""' ontoroo ••<o u 

... 
' .. 

... ~-··· • ' 
u o•- ... , • , . ... • ' . 

•• ~· 
~ - !ffi • "' = 
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1.0.10 ~·CIClOS 

l> """""'"' o porUr do r.<.l ~uo ol o, b, k 001> nd.oroo 
~•<eroo 4Uuontoo do oon>, ontonooo, 

" 

" 

.. 
" 

.. 
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•• .. 
• • .. -[S .. ' . 
' rr 

""""'''•or ~· ...... Godo •• " •• 
•• • • ' • • .. • • • • .. • , • • 
Do..,ot<or ~ ~ .. - .. , ' •• .. oy • yo .. • ' • 
•• • . • • ,._,,,., -.. •• , ' • • .. • ~ • • • • , . • ....... •• , • •• .... ..... -.. SLy¡IQ, .. " •· .. ~ V""''''' • • " • . ' ' •• .. " • ' " " • . .. • "' • • -· .. •• • ... ...,., ..... ~ .. 
o) ••••Y•• <:=)o<y 

~1 oto>Oo u•yo(::::;lo<y 

"'''"' n<y•=••r .. """loondD ol o~..,,,._ do lo 

•Morco, r..llor la up,..oido 

• " • .. 

.. •••I><Ooor odo """ dO loo oiqulentoo doet-loo !'!: -
U6<l<=o .,_, ol .,.,.tonto do oloo nW..cco ~htorc., 
o.nHJlJJ ...• 1.1nnn1 ...• t.>so .. us ... 

.. 

•' - 2 • !Cl 

quo oo proo*Ota ol <rotor 4• -••••• lo D>~nltud do lo hlpOtonuoa do 

"" t..rl&ao¡ulo tti:Uavulo CDJU• oototoo oon do loo9H'"' unt<ouao 

. .. , .. , . 
' U<• e<ooo<M "" Uono ooluoi<lo on o, ya quo no odoto un n,_ro u· 

19~1 o 1, oo lo roproo ...... dtonto ol o~lo ll • 

Aotoo do d..ootror quo ooto """''" no oo roeto~l prohor.-oo ol •! 
~tonto rooultado l~rtonto 

' .... 
S1 •' co un nbo.v por r o o •• ontcno., 

En oh<t<n 

S< • •o un n~cc <mooc •• 40 <• lon-a 

• • 2n • 1, dondo n < • 

cntoncoo, ou cu•4<odo 
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•' • 11m+ 11\h • ll • <•' • On + 1 • 212n' + 2nl • 1 

..... lo •~.-

....... ,_.., ....... 
J,.. por Un<o .. ·-= ...,..,, 
~ canooeuenolo, oí o' oo pa< o oo paodo on lapo« por lo qUo, ol 

o< 1 oou.neoo o Oo"" olbo..., por, lo qoe -·•toa el 1-. 

"-1 .-..., o ul ....., o' • 2 fiO oo u.o nO..<ro <a<lonol 

. ~-

e-o ••• tol ••••• • 2, entono .. ~)'. 2 '"" lo ...,. 

----11) 

"- q < 1, q' e W • p' eo uo ~-.., ,..,. En ~Oflooo:u....,ia, do 

'·'·'· p •• "" ·-·~ "'' • •• do u •~....., 

p • ln. dono• o , 1 ----(2) 

" 
<le (ll y IZI u o<!ruo <i'>" 

!2nl' • >q' 

o ••• 

n<~. .. o !><< F oo ... h ,.,._ 

q • 2m, 6Qndo o < O '" 
~ oo oo h o!o1 .. o><¡>rooJ&n do o, lo • .,.,¡ coo<r.,.l<o lo Ol,.ltoo<o. 

Ca<>olu'"-o .._<ooooo ""' o - oo uo """''"' ro<l<>nol. lo quo d<MUu<r• 

o 
"'-> ''""' on lo '"'''"an ontodor loo olloouoo root.,...loo Uonoo '! 

prooo"nh<16n on la neto """bleo, y on virt\Jd do lo d.Ooidod do g 

IToor_. I.O.UI po4rta ponoaroe quo ••~• ooo ouUoloo<<o poro 'U! 

Au" la <O<=Ur oo doctr, ""' todoo loo puntoo d.o lo <orto <O<roopon-

""'"" la &nt.ioilo<lod loo v•6Nuoo vc<e<¡oo "*<IluDo""'"'-" qu<"" 

todoo loo punteo do lo recta cou .. pond"" o o-n>o ro~<oa>leo. Por 

<ju.plo, lo o<~uJonto o~notruc<l~n ,.-u<ea """'"• lOColU<< o lf 

•n.lo reou "-"""· 

., 
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bU..,~ ~l>oo OW» ~..:..,.,., or-, "'-' .tJ, uonoo ..,p<o..,nUot(ln 

oo lo recta """"'e. y no """ rocl<>oaloo. o oou upo do o-roo 

ca- =••=•••U do loa teo•-•• LO.U r I.O.U, )00 ..... ...,, 1«! 

<l.,...loo uonon O<p<0014n doci•ol .., poU(Idt<O, eoncuu.,too quo 

1.00 oa-..,, «neto.doo ,... ..... oor do """ Up<>o• loo quo oon 

.,ludón do al~u .. oe.>oct4n doobra<c.. ,_ """'He<"""'' oo«on>o ~~ 

- ...,- 1 o loo ""' •• u .... 1 rraetonuu a>v..,u<coo, r loo <!"" "" 

- ..,,...,, •• .,. ""' ..,...deo do to.l upo, o ¡ 0 o quo •• u ... 1«!_ 

•-roo o y • do '"lovonto l"'''rto=<o on lao .. 1-.IUeu. 

E.o lo ••=ton f.J oo eoootnoyor<>n loo oG.oroo n ... <o• o pa.rhr ... 

loo .. tunloo, r on la 1.0 loo roelonU•o o ,.nlr do loo ontoroo, 

de ul fo ... quo 

oc J e Q 

"'" ""''"'"'""'"" do IO>o """'"'' Hnclonalu a partir do loo n«••!c 

loo coo f~ro del ol<on<o do oolO libro, por lo qoo oo oo norl 

-'"' • 

lrroclo .. loo oo lo <Ooa<o CODo ol oon)unto do loo nG.oroo •••loo r 

.. loropnouUo«>nO. 

1 El ootu<ll..,to ...,..,. ..,.,..,.,,,, on <»-'quhr• do Uo ro<oro=<oo 

' . ). 

• .. 
~·•• que ropr•oento o todao Iao pun<ao do lo roc<oJ oo declr, o 

co.S. o-ro ••al e<>r<oop>ndo Ofl p<mtD do }o roct.o r •1co.,..roo. 

u ..,.¡..,ro <lo tao .... .,, ''"""' .. '" oo lo '"•'"'""" ~-••• 
eco. O', por lo <¡1>0 pool"""'• ooer>blr 

•• a u a• • 

' 1- o n •• 
' .. .._ .. -· -

'" o< o< '· 

.. ' 
• PO<tir do lo conotru=10n ,fo..o< do loo D-R>o hroc<oo.oloo oo 

po01b1o doU,<r loo op<<0<1•"'" do ad1cidn Y ool<1pl1cac1"" poro 

lOO n-roo ""'"'• d• ..,¡ fO..o q"' 00 """'""''".loo P"'P1edodoo 

"" rlr<Dd do ""' no ,._,, 

do•arrollodo aqul dicha C<motrU<cUI, oa1Hr....,o '"""'"" l&o =""•! 
pondlon<•• ~flnicionoo do ¡oo oporocionoo, acoptondo quo <<onon 

lu prop!O<Iodoo quo "' .,..,.,,.. • """"""'"""· 



" 
I.S.J 

l.) •• l • • 

•r • • 
U) o + (y + o) ~ lo • y) + o 

o(yol Cq)o 

uu••r r•• 
><Y • yo 

lvl • • • • .. ' • 
o) ~-o<Rt&l"-"' C·oi•O 

Z ,·> < R tol qu. .. ·•. 1, 01 o~ O 
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r.S,l oo poodon •••~•• todoo lao ptop1.4>doo ol90bro!eoo d.l oloto· 

... d.o loo ntu..roo nalu; on p.rUcolor 1 .. """ onOD<ion.....- o eoc>tl 

···-· ~ 
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·~· •• ' ' .. 
" • . o • o 
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,. ol lrl . '"' 

IUI 
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••••• IIEI'I H l<Ol 001 

11 ~•·o-no •- r oodoUno .,._,o- 1 - • • 1- yl _, 
•• 

CAbo """"" DOI&r """ d r••~HMo •~ ofoetoor lo O!v.,IOn de o onuo· 

,, ..... ··~ .... - _,..,too •• y, ......... """ .. eo<>e.P"' •• '""'""!'. 
to• oot..o.~leeWo u>- ddl.o.ic!Oo 1.0.11 JO '1'1•• do I.S.S 

. . ' _, 
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-· -· • loy )y • oly y) • o • 1 • o. 
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• ,. 
)o do bo up<ooio""o al~obrole .. , ~ odel••'-" ... ,_. ol d...,lo 

~poro roorooontar t.ml>iln al nborc • ' Y• 
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~ .,.rur do lo """«=cto.. for•al ... ¡.,. trroctondoo oo P""-do do!! 

dr ._.,h lo "''•el&. .,....,, ..,.. ... •· ... '"' '""- ••• ._. 0, y 

•- _..,,¡ reoloo ._.¡ .. qao o < y •n~n<•o ol """'" ..,. nprooOQU 
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-····lf 

bl Cbt.no< ol ceo]unto do ooloroo do 0 poro loo ~leo ._ ~••••• 

~ lo o<qutont• doolquoldodo 

~ . ' 
• > o 

• • • J l • • •.. l < o """' •• o 
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"'' toor ... o 1 ••• 1 o'·'·' ..,, -..o«OO que ol ""'-de loo n
r<>o <üloo .,.,.. L&o -'-• P<"''<•• .. doo olq~brolou y do o.Oon """ 

ol olot- 4o loo ·-- roct.,oloo¡ o<n ......,,qo, oob•'""• quo o1 

out- do loo .-.... rooloo eo ""' ..,puo f voroitU puoo<o ""' 

en R pod-o ouolv.r o....,ctoneo <_,o' • l, p&ro L.o ""''"'"" 

loo Uonon ''"""" propi- adie!ond qua 00 ootbhqoo loo ·-=
cooton&loo, - Tol propio4a<l O>Joto y oo lo .,.,_,, o-. 'p<Ophdo4 4o 

"""•'"'"""'. 

l .•.• 

s .. 1 un o~jORU> do K. ~o ol.-..to t , R oo ......._ 

o ( t, ""' ' S 

O. lo ""!<otd<!n ootoUoo oo doduee opo 01 t u ..,. <•><• ou,..nor 

4o S, cuolqut« ocro ·-= reol ... ,..,, quo < .url <a""U" uno <o<o 

<upoc<or do •· 
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J,S.IO DErbiCICir 

Saa S un o..O.COn)unto do t. Un el-••to o < R oo ¡¡, ... 

oJ....,.to "'''-do 1 oto 

1) ....... <' 
' u¡ • < •· 

'" .... a • ..,.._, """''""'' ..... • • •· 

~. decir; Wl el-nt<> eo ... ,...., do no eoo¡,..to a 01 u ..... cou OJ! 

......... 1 y .............. .., •••• 

o dlfu..,~h "" Uo e<>Uo O"f'O<looeo, ol ol-nto .W.1.., de "" ""!! 

l"!!~· ............ 6 ....... . 

~. otec:<o; oun o Y o• ..,, ol-•tGo ..... ._, do S. .. ""''-
• t •• 

""' otro por<e, <•'"" •' < 5 t o •• =bU.. .. ~ . 
""' ...,.,.oev_,,, 

•••• 

co-••Syo' 

e.., .....,. d-.ot.Oroo UcU .. oto, ol ol-nto ..... _ do un O«>O]Unto 

oo lo aonor do ouo ootoo ouporloeoo. 

" 
r~ loo """'*' OD &aloto <1-nt~ "'•<->> pou Uioo """}OfltOO oO 

tieno on ...._ • ..,que ouot<turo o1 do oU<.., aa ol oontl ... de 'lo 

..nor do loo <O«oo oopor.<oroo'. bl oon<Opt~ oo ol do oop<_, ~·· 

o• doU,.. o ooatto ... oido. 

t.5.l1 IIU>IICIOOI 

Soo s ..,. •-l••~ do a. Do el_,,. O < k oo u .... 

oopo- 4o S d> 

l)o(p, .... <S 

' Ul q<Ryo(q,..,.,. ><:>ooq 

lo qua a..,.,,...,, ...,dhnto oup S • p. 

b decir; on "'-•••• p •• ol ""P'"""' do un """'""'" s oi p •• 

.,.. ''""' '"""""' do S y ni- nC>•uo menor que p oo coto ou~ 

Uor do S. 

la fo..._ ot-.tlo< • .,_, n ~Uo p.o<a ol .... .__ oo poodo ...... ._.., 

quo ol OUpr~ do un conJ~to, ot ~••••• oo ~<eo. 

"'"'" reultor oo¡u< q"" lo l!nJ<o. difeune<o onuo loo C<>AOeptoo do 

"'"""'"'"al>:'- y oupre.> do""' oonjun«> •• oot..rtba.., """ ol •ht-

do oer un ol-n<o 4o s o oo oorlo. 
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" 
¡><>< le q"" 

,_,,...,,,_. 

••• '·" l." 
1.nu •-•u• 

por lo..,.. 

..... ". ,_., 

.. • l. 011 ..... LOll ..... I.US -., ....... •' • ...... ,. LO!l>H ........ ...,,) .. 2.0022>5 

' .. • ... ......, .. •' 
y ol """""" f>04cfo coo«n...._,., 1-l!n1doaonto •n v<ct.u.d do ~··• 

por r.4.1' y l.O.Ii, lo Oiproo<Gn doeiaol do ll oo no porl6dlco. 

tton.onto, oo doolr 

1, 1.0. I.U, 1-UO, l.UOl 

" 
- ••oroot .... o ....,...._¡,,"""-~-re Uftlta do olh., y, por ton-

<:onud-.oaoo ohoro ol ~1=<" O ~,.. _,.., "" loo opt»da&el-o do 

l'f ~- poodon obtonoroo ••4Uflto ol ""'"""" q"" noooo ... ocrit.o onto

rto,_,..,, •• eeu: 

5 • il, 1.0, ¡,U, t.OU, l.H<1, !.HUI, ¡,HUU, ,,,) 

U C&40 op=<••tl><> oo "'"""' ""' lo •Merlo< 

>l a ..... u ... ""' .. -= '-"'..,"" ole .,_..,. 

J) 6 ~ ~. S o= 0 Y 8 o•U Occtodo ,,...._ .... ._ .... 

l.ao proplonlod .. an.mot.a(!&o oo ol punto ll ooUofoOOo loo cOA<ltelo,.., 

dol toor.mo I ••. ll ol roo-elooor on ~~ J por O, oln oaborqO lo ce~)~ 

ofdn .., ouh Ylli"" yo ~"" 1 ..., U~o ot1 '"P'""" on O. Ir. doro 

~·· n o• lo .o.lni.oo cou ouporlor do s r " t o • 

Como eono""""""'" dO lo ontodor """'' """ ol """'""'" do lOO n

roa ue10ndoo ""'""' do la p«>piodod do """Plot<tud • 

D4do quo •••••• ...,. ccrcoo""ndon~to uno o uno ont<o loo pun«>o do lo 

'""'" r Ioo -=· ""'"'''· """" oo .. ,-. .... •• """"""'" • .., .. ,., •• 

do dUtonclo .,.,re •- """'"' <•"11• ou oqalvoloo<o .. ol eon¡...,to do 

leo n<boo'I'OI <oolu. 01eno ecn<opio, oopoeUI-n" GUl .... ol <Ue~ 

lo,PIIO<Io _, Jnt....,.X:idc con oyudo dol •olor "'""'""'do ""n<Doo..., 
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I.S.lf DEfiHICIOH 

s .. x "" ~-..., ""'l. n Yolor oboolotD do ~. 

'<"" npnoant.o<eoo<>o =n 1><1. oo doHno .,_, 

"·"'·~· 

bo, 

""' ··-·· 1}1 ' ,. ,. -' ' • • • ,., •• ,. ~· • • • -
1->r •• ,. 

~· 
., < o 

u ........ .. ..... ...... hU> .. • • • '"" "" .-... ,...,, ............ 
~. oo decl<, ,.,.atoo o coro. ~. prin<IP4loo P"'Pl~doo 
wo oboolutD .. omuw::tu •••• "'911'•••• ,_ro.¡ 

r. s. u n:on...o. 

" 
"' 

LlWiii '"""' "" 

1•1 ~ .......... 1•1 • o~ • -. 
I%YI • 1•1 • lrl 

do! Y!. -

La propU4o~ J) oo .,...._,.•neLo lnaodiO<o 4o lo 4oUnJcJ3o ¡,5.14. 

" 
Lo pn>pto•hd UJ -.,. "-''-"••- u~u--.u o port.tr dol ,...., ... 

J.S.<. U P"'piodad 11.{1, ~noe!do.,...., '4 .. 1-ldad del trUnqulo', 

l) ~j, X ... O lo l!J'>Ol...., oo obvia . 

>1 51o>Orr>Ot_o_o•y>O,p><lo.,... 

y oo oothhoo la ••oddod. 

l) Uo<OfJ<Ot-o.,.,..o+J<O,pcrlo ..... 

1• • rl •- lo • rl • 1- ><1 • 1- rl • 1•1 • lrl 
y oo aattoloco lo 1qool4od. 

• <1 ..,, o¡oo4.o po>< ....,.,., ... ,. e1 ""oo ... """ o, r u~-· uoooo 

"""t<or~. """"~-• z > O f Y < 0• 

'" o, • .. r o r la d•o<•••l""'l oo o.,..io . 

u f. •· • • r <o, por lo""" 

1• + yl • 1- ol • (· rl • • 1•1 + lrl < 1•1 • IYI 
a< r • ......... ,.,.loq ... 

1>< • rl 

4e oo [•1 alo lojoo dd 0<19- oo ~••• el poato,.... ...,..,-ooont.o 

o •· Oebtdo o ooto, ol n<IMro 1•1 u lo conoco e,_, lo dUUn«o do 

Oo oeoo<do """lo ontodor, •1 o eo "" ni\Buo r .. l pooHtY<> •• '"""" 



" 
.... , 1•1 • .. 

Soa a < O ooa a ~ o, " o 1 1 oo """- '~""' 

" ·- 1•1 •• 
~ " .O.f1"1C10~ •. s.u •• """" ~· 
1•1 • • • 1•1 -- .. ... • 
h< '" ~ .. ., " 1•1 • o 1 do '" 

1•1 ( .. "')•4• .. " 1•1 • - o, do '" 
1•1 l a =>- • •• ==>·~-· 

~· Unte, .. '" ' '" ........ -1•1 l • ~-·l•l•· o • ... 
"' ·~ ... oq-· ...,n quo • al • ~a 

•• . .. ~ •• 1• 1 - • "o '" 
1•1 •• .. .... ~. 1•1 - • ' .. '" 
-. l - 1•1 "' • ' 1•1 

---(11 

---121 

"' 

- - - "' 
- - - "' 
- - - "' 

.. 
-·~·l· - _, 

1•1 

' " -.uacl&o ..- -toU. 

• 
··•·l•l4d 

• • • 
Con .,...... dool •oler &bootota, b dJUU>C ... """" doo ·-- <Oaleo 

"""luqu<uo o, y po.odo ddinhae oo-o ol na.oro r•d 00 M•otho 

1• • rl. A .,.,.,U.....,r<61> •• u ... r.- _,...., .... .., ol .,..., .., qno 

o>D,.-y<Oo 

1• - rl 

' • • 

ol • • • o 

' • • "' .. ' .. .. .,. "'' -'' u • "· 
" • . • -• 
" 1· o] lyl - (oyl 

ol " o • ... • .. ' -• 
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" 
¡¡. o-., 01 ~. O< R, ·-Uor '11'*> 

oJo·y•• .. • J ..... y~ o 

•• o(y- >l • ry- •• 

dlo(!")·!f.uoro 

l) Pan c..._ """ "" 1 .. ''""'""''' -·-•--, doto.-.lo.•r ol """ )OOtD h valo'*o do o ""' lo ootlofoceo 

" ' -. -.-- • ll• - l) 

~~ ., • !...!_! 
• 

•!''"'·•·• '"""' •1 ""'"""''" •-'-<lor o =-<o ........ '·'·'· d eo""opt<> do <>Oto 
tdor>oo oo """"" c-.. ••oro•• 

SI 1 e o, on ol•ento t , O "" """ coto lof.rtor do s ot 

• • t, "o 1 & • ...,_.,.., <>O<j""t.o qao Uo .. ..,._, U.fo<io-
roo oo dtoo ...,, oot.& &COto<lo lnfor!o,_n..,, 

Poro <Odo .._ 4o loo «>o}""-U>o dd o].relo<o an<orior 4octr ol 
ooth OCOU<ioo oupouo ..... ,~. '"'"''~•• 0 da .....,. ""'"''"'· 

!) !>o unua •'-"llor o o-. •• hha .. 1.~.10 1 t.S.ll 00 uu,_ 
l.aa """""Ptoo do -.~......_ • Lof1., 4.o "" ~""l"""'· 

Poro co4.o ono do loo eot~jwotoo dol o¡orddo l l>allor .., -.Ir._, 
od<>Uo, .............. ._, .......... . 

0) Ooaa X, y < K, deocot<or ~""' 

•• 1•1 • .., .. • ., l•rl • 1•1 · Ir 1 

•• /"/ lol " . m· •• J ~ • 
" 1• - rl • Ir - •t 

1) Poro Codo """ do loo oJqulonteo ott ... clon.o. d-t.or ou vali
do• o 4.or"" cGn<rooj-lo.., cooo do""' ,., .. , 
•• • " -) 1•1 4 ' " l•l• 5 =;>-14 • • • .. 1• '1 • • = • • • • ' " 1• • •1 < l <==> ' • • • ' 

" 

T.., proou. .,._. prop..at_,. al pr.t.O< ,..,......., do la ...:Cus .. I.l r .. 
noo .. or<c 'rocorrH o lo úoduo~!6n Nt.....i.Uoa poro pode< 4nooouo!. • 

lo, ro - - -tr.U.UOO. ,.. loo tnteJoo do lo '"'"'~'ilrl do! 

our ... do loo n11M«>o naloo y l>O diopcn{...,, do ""' el-nt..oo po-

ro r ... Unr !.a proob& ""' lu prophd&d .. que dofinoo o loo n6moroo 

hotouloa, oo d...,t<, loo fM>oUI&<I.,. 4e p.,...,, Eo po< dlo""" '2 

d .. lu prcpJeda<loo do loo opo<oofonu en" ·M dc~1ocon d...,a<raroa 

~l poou o l.o uoct6<> l.l dof1•'-• lu oporoc<.onoo ao • o f>«Ur 

do loo aporoclanoo on "· por lo quo •~ propt.Oodoo pudtoroo do.o! 

trono o po<ttr do lao pn>pt .... d~• on • ola '"""""' o lo I.Oo!,.,cta. 

"'"'""'"""· 
A por<tr •~ dicho o.,r10n, y dobldo o quo nu~otro '"'"'" funO.~o~ 

~ 

tal uo ol do ooto•>•""" loo prlnelpoloo p=pt .... d~o ol9ob<01""o •~ 

pootelonoo .....,«ontoo .,. dlelloo otot ... o, ••! ~ oa ot<oo .,.... .. 

trotorh -.lo adelanto, loo """'"' oOlo pu.Oon oor d...,otnO.o por 

11>4"""10.. ...... u ••. 

·Dobtd<> o ou 1-<tonclo ,_, -''""" do o,_ot<orUin, oa ~oto """""" 

prooontorOOK>o alounoo ObOO<Vorloneo y ojo...,loo odlcfQOOleo quo ··~ 

<uoo c""<r''""""" o """ M)o< .-pronol6n dol .. ......, y ...,. ponUoo 

•• o<íU100l6n en"" ccntoo<c ... oopltQ q"" el h la •-=tda I.~. 
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" 
~ .... ..,. por ool!.ahr qao d ,_,.., 010 oo ""l' oJon..,..do, yo .,.... 

lo polob<a '<O'l-oe<<On' ouolo UO<tono al pr<><:ooo <¡Ue.ecnobto en 

'*''"""'' ...._ ooaclutO. o parUr do1 •!"11•1• <lo •ori"" eo..,. parU

eulo ... o, P«>< .. O """ ..... tiono quo vor oon o1 olto<1o do d-cou!!. 

e16oo ...,. - _,,... 

-JODtO "" I'L'><...., """" 01 ODU<to...,to d .. od«>, .t que oo =-
oo =- ,.,., ... ,..,.., 1-'l<luoti"'>, pod...,o U~or o propooor .,. """'!! -

o~ do e&<k<or ~-ro1 o -<tr dol ooUUU 4o vonoo "'"""" po,;: 

tleuloroo lo._ oo ~ho oon Pln) oo d ojo..,lo t.l.•- O), poro 01\!l. 

oo o .....,otrorlo, 

o dUou""<o 4ol <oOC<oaal.oot.O ,..._ueuoo, d cual .Oto ~· ··~ -

••• Lo YoHdoo do lo """"'""'~ por.----loo coooo p.onlo-.l .. u U lo>o 

.,..loo '"* obtonw,, ol oltodo do d-otr=l&n por 1nducel6n O&t..d 

tic& """ •""•~U•• lo ""'"'"' Oo lo ~l,..Uio poro t<odoo loo ca 

~ .. 
C-.:o "'"""" •ht.O, """ pnool>o por lnduoxl6n oootr .. Uea """"'" do oSoo 

pon.oo .... uuu • ._.., • .U.tar""'""' 

l) Uno vorUJc..,lOo; ~111 ,.. cl.,to 

fU L& d&oo•t<ocU!o do""" j.opHcaoidn• Fl\1 oo clorto ~ PIHll 

oo dorto. 

!1 papol quo j""""" ootoo ""'" portoo - U. !><"""" oo U•U•• al """ 

oo •••cribo •• lo oi~loato ol<oocteo. 

5._ .... q,. ""'"""'" fron<o o ..,.. ooooloro """ Uoo• uno <n!loJO.O 

~-· ~-

.. 
"" pol4Uooo 7 quo d••-• ,__, lo •"9""i....S do quo ,......_.. u..,., 

o o ... lqub<a ole ouo pol .. Ooo, bto ooqurldod ooa lo pood.., propor-

1) --· ....... o1 ~·-· .., ••• ~. 
21 ~atonda en ""pol4o;.., e ... Iqu<ora p<>dea>o •""b ol ol9olon<G. 

~n "'"""'' por 1) p<>d-• .,,...,,...,.en ol pr1.,., pol .. /oo, h'-"J04o 

..., d pr"-< po.I4oño, ,....- lJ p<>d._o "''""""'" ..., ol ""'~""""" Eo -

u.odo ... ol """"""" poldoi><>, por 11 ln....,.a.nte) p<>d-• olt.,.rfiOo 

olloo. 

"" ...,. p~l>o por '"""""'&. lo por<o I """ qouotuo quo o•<oto wo 

nlor poro •1 """' lo pr~poo<o<6n oo olorco, •i•~<r•• """ lo por<e 

ll """ Oleo '1"* ol lo prOpooic<"" •• c••rt<o poro ~• ..._,or oocon<:oo 

oed o1orto poro ol oloui..,to vol~r lau..,ur oot.o puto no 90rontUo 

..,.. odot. -- nlor paro d =o.! lo propoolci6o ooo dert-o). 

heoto """ lo P<l-•o porto .S. """ P""'"" por lnd""cl6n oo .,. •'-

ple vorUJcocl6n, uouolaooto lo dUicultoO do lo>'""""" ootr<l>o •• 

d._,o<ru b i"'PUeocl6to do lo • .., ....... porto, ¡., """' requlor• on 

,o!..,....o coooo 4o ..,.. tnoono. dooh do <.,.onlo' oopo«>, oal>oo por<oo 

ooo 1••11-noabloo pora la pno~bo. A conUnuoei6<o prcoonu ... o un 

oje..,lo .., ol """ -· d-o«n•• lo J.>opHcoel6<o f• o11o -<<JQ, 

lo propooicl6n oo falo&. 

• •• 

~·················· -~-Pinl 

----
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JO 1 ¡·- .... Pft;.) oo et.ru, _.., ooo 

3 •• + -5 •. ·-- • 2lt- k' • k. 1 

·- •• ·- at- >!k. lh 

> • • • '• ••• • n • >r>. • 11 • n.• • k + 11 • Uk • u ............ 
Ot'•D.•l)•!k+ll+l 

>•<+,o .. ,+Jk•UO+tl 

-«>a<•• 1'{10. • ll 

"" .,. ... ,., •'-" _,...,, lo p.-... ...,.., ........,,!loo ,... ~ ._,, .. ,. 
"* P .,_ 00 •• -ll>l• baUor "" olor ,.n d """'' lo -olc:i&oo 

- <e~nu 1-•t.<olol. 

... -.loo ..,.. •IU ... o o p&r'-1< .. - e<or<a •Al-. 

llo lo ••9~1..,.,, pro,.uoi:l&. 

•• • • • r • • •· -~ •• • u' • •' .• 1 

............. 1'&1'0 • ' 
·~-·~·-···· 

r lo ¡><upouc;U~oo - •• ..-plo. 

hna•l•~-

b•li'•r'•l ··-,. • "' -.. • • • 
•• - • • •• .. '" ~-•• • • •• ' ... • ' 

' • • -

.. --b+ll 0 >z0 +1 

0..1 ••oUuu ~- P!n) p.....,,..,,, q,.. o_,,.. q .. ~ ,,....,, 1• • 1l' 

e~ . .a. rlpu-.. .,_ x 0 + 1,... lA ..... -la -kiiScl lo~ 

dlld.o ...,, o • >. """"' -ooer•• ,._ ooqa.l>l zl- .au ... pau .. ,. - .... _,... .... ---
b ..... ..,, .._otra.-.- o ....,.,.......,l-llo> 'l"~-•• .. u ....... •ro¡ 1!. 

plica lo ool~• do P!O + 1), 01p6t~too Plkl oo clo<U. 1~ 

lo+ 1) 0 > o 0 + 1 

C.... o > O, •••UiplJ""""" por o • l ... ...,. 

¡.. ,,._,. + 1) • , ••• 111• + 11 

"" ..... 
lo • ¡¡ 0

'
1 
••''' • ~ +o+ 1 

~--··· .. --- ..... ·.,.~ .. ,....,, ........ 
····-~·-········· b-----· c •• u•••,.•·•·• 

2, do 1~ Otlt! 

·--
o:-. .. ._ _ "' o)-1<> ""•••~- •• ,.,oiblo ~uuur lo '""-"'6.. 
-•-ue.o ¡>On -•••• Lo Y&l<der do -.. p..,.._lc16o> • parur do 
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on la lntouoocldn dol <enql6n """"""ndlooto U prf~•• olo-

o •• , .. ~· ordonado (r,ll . ..... ._ .. , ....... to .. •• • -·' 60<1<, o ' • • o .. ,., ordooodo • •• !) ....... .., ... •l•~···· " " ... ,, • • • - • .. "' ordenado 1'." """"""' 
,, •l•••nto . ' " 

doo1" ' • o -• 
oto. 

La d1u!o10" •• ""' ope<ae!On btnorlo no dof!ntdo en ol con]u2 

to d• lo• ""moroo ootoro• 1», P""'" o••• 
Y o,b < Z oo cumplo qoo ~ < f 

""'' no abo«"'• qoo 

paro -· .,,,,,,.,..,, 
•• t!<no """''ln quo 

P••• ~.l ••. j ( ,, 
con lo cual yo no •• cumplo P'" todoo loo nd•••o• <nt""'· 

ol pa<o 4oo ''""'"!"' cualooqulo<o o y b del conJunto o• 

cumplo qu• •o operodo con b' oo ol ~looo olo~nto quo 'L 

op<rodo con o• o •••• 

• &,b < ••• ·~·'· •••• ' b - b ' • 

tn lo OUCOOlvo otilhor.,oo ool..,ooto ooto OlU~• lonna 

,.,. onwoc!,. loo """"• proplodoOoo. 

~l..,plo 1.1.< 

O! l.ao opo<Oc!cnoo do o0tc1<!o y ~ultlpltcoc!<!n cn ol coo¡on• 

todo loo r.~~oroo , .. , •• {R) ooo ""''""''""" yo qu., 

• o,b < " oe curopl• que o • h • >• • o 

" • .b < • •• <=plo quo a • b • b • o 

bl La 0p0"C!On • oo el conJunto 5 do! •l•~ola 1.1.> no •• 

conautott•o, yo quo 

' 
' 



f"" )~ toMO 

'"'''"' 
" Uno Of""'"'" b!nncio O '" "' con)uoto S •• '&Oooi"iv•" 

ol ~o. o. o < S •• oompl• qoo ot!bOc) lotb)Ao. 

t¡o~plo l.L• 

o) !.A o0i<i6• on loo ""'"'01 "'""'" •• oooc!ot!vo, yo qoo< 

"····· ' " '" ••• ,.1. """ •• [b • <1 • 1• • bl •• 

b] ... ""'"«6• 
Uvo, yo qoo 

•• ol '"')""'" s <•1 •Jomplo 1.1.2 •• oooci! 

O o,b,C < S .. c""plo qoo o<!b'<) • (o,b)Oc 

AnaUoo""'o """do los coooo poo!blo" 

"'"'" 
h • .,., 

por lo tonto 

" . . " • 
o L U L TI •lo O fl O T • E 

r.l """"" '""'""""" •• todos loo'""' oo ""' toreo «•!!. 

.,.,. •• ¡., "" ""'""""' ............ ol "'""""'"· '" ... . 

•J•m<lo. •••'''''' codo uno 4o loo ''""''"''' ofl~c1ono•• 

"'"'" 
1 • , •• ,, 

• " ' . ) 
' ' , •• o 
,,,. .. , 

(o O rl o l 

u '•1 • y 
tlr.>J•• 

" • •1 •• 

"'"'" 

• 

.. ,.., ............... . 
~ o .b,< < S 

.. """'"'" ""' 
·~1~<1 • ,.,., •• 

•• ""'' • lo <••l """'""' '""'"' ••• "'""" ..,..,.,l6n •• .,! 
oiotivo. 

)J So d1<o qyo "' coo)ooto 5 '"' dotodo do "U=onto '"'"'! 
co• con '''"''" o lo o~'"''"" h!ouu O "'' 

, ............ . .. , .... ""' .... " .... 
!nhpo..,<••t•~•nt• do qoo lo op<,-oci6n A ooo conmotot!vo . ~. 
So •••• no<oe que P""o<l• ••UU< "" •1-onto quo ••• o61o 

ldfnUoo por lo hqo<ord<o 00 "'""' • o o •" o b!OO 

qoo ••• o~lo idhuco por lo docech" ., dooir o o " • o 

tj.,.,lo I.LO 

•1 ~1 ol-••o !d!nuco pon lo '""" •• ol Co>n]or.to do )oo 

n!loooroo , .. ,., •• •1 '""'''"<«o, yo qo•• 

"''"'"'•······ .. ..... ""' 
• • o - o •••• 

' 



.. 

.. .•. 

., .. '"'•"'"''" 

o • 1 • 1 • • •• 

el Soo ol """'""'"do loo niiNH>o ontuoo y ..,, • lo.,..,! .... ""'"'"' .... .... , ... 
, ....... , .. q .... ............ ·- ......... , 

<1 oloo.o<.to !djntioo uquU<do •• 

"''' .............. , • 
• 

O yo quo, 

• . ............................ "" ······ ··-··· ..... ~ 
eo 4«<<'<'-

41 O< Uqa ol ootudUnto encontrar ol ol..,onto ld4nUco pou 

lo o~otoo16n <do! •>••plo 1,).1 

•1 ho un oot.Junto S doLodo do ot .... nto ¡dlnttoo u con '"•P•~ 

........... 
' ....... ~- . 

tnd•l•••d>ente~onto de quo lo opoud~n A ooa eo""utoUvo 

"""'"'"'· 

'"" lo """'''"'· ...... .. 

¡ '" •• "' .. ·- . .. -·· .. .... 

o~''"· ••~• In••••• o6lo po< lo doto<~•. •• do<l<< 

• 

o) El ol-~•o 1ovoro<> do o puo lo • ..._ oo ol CDo}wo.to do 

loo nol .. oo i • ·o !llo~odo U~H<1eo do o), yo q"*' 

Yo< R,l ·• tolquo -o+ o • o • (·o) • O 

(nouh .. oo ... ol .... oo o1 14lnt>e<> pO<O lo ,_.,_ 

<l olomonto '"'""" poro la ~ull![•liooo14n on ol conjunto 

do loo n~roo rooloo •o - 1 : • • ¡ <llo.odo roclpooco do ol, 

yo ou•• 

" . ~ . ' ' "· • i "' ... 1 • • • • . 1 
• • 

ltocu•••••• quo ol uno oo ol 14,ntl<o poro lo oultlplle! 

c16n). 

el Por• h opono16o' on ol conJunto S do! oJo~plo I.l.l 

el '"""'"" ''""'"'"" 4< 1 •• l• yo """' 

lo •o ol ldlntleo poto lo opotoOI~n tl 

~otl<olquol•••• 

do dondo ,....,,.,, eonelut< quo r no ,.,,.. <n•ouo. 

!o oonvon .. nU hoeor notor que otonttoo ol <dfntloo oo o! 

olooo pon todo ol conJunto. loo ln•orooo oon ptoploo do ••· 

••• ohOtO O un conJunto on ol ouol •• dofinon loo Opo<oolonoo 

blno<iu • y t • 

01 Lo """''"'"" • oo ·~uhlbuu•• ,..., lo Uqul.,do" oob<o 

lo opotoc<dn o. "'' 

• 



.. 
• 

... ~· --··· 

vo,b,ctl • 

o'(b4cl (o'bl41o'<l 

01 '-' op .. oo16n ' eo 'dutt<but>vo po< )o .. ,~oho' oobn 

>o o,..<o«Or- •· ,,, 

u •••• < ' • 

lb4<J'o • lb'o)4(o'ol 

DDo oporootOo ' oo 'to<ol .. nU diot«,..Hvo' (o 11"1'1-nto 

'OioUibuUva'l oob<e ot<o opuooiOn O, oio 

•• • ""'""""' ....... "q••···· y...,, ,, ....... y ·~bo• '!. 

oultodoo oon iouoloo, oo d<<lr, quo od~o do c~lir con 

)oo "''P••dodto > y •• oo dono cumplir quoo 

!>'LIHo'cl • lb'ol.l<'ol 

O<etooo quo ootc ~ltl.o nquloro quo lo"oporadón • ••• OOM!!. 

'"''"'· 

01 <•• el """Junto <1< loo .... , •• <ooloo. lo oult1pl!oaolón 

oo dUtrlbuuvo oobn lo """'• yo qur¡ 

~ ..•. . " 
·olb o O) o ob • or 

lb • o)o • .. • co 

. ... 

loo dUt<O~Uvo por lo 1!_ 

·~ .. ···· loo dlotr1but1vo por lo do ..... ,_ 
• 

• 

dobido o •~ )o ou)tlpl!cool~n oo co .. utotivo 

o • (bol • 1•·+ bllo + <1 

Un oloto~ oloobtoioo oo un oon¡un-. oo voolo o , on ol 

"""' •• doflnon uno o aio op.,o<l""'' bina<Uo . 

Do oouO<do """ ol n<!oooro do opuocionoo y =• ouo ~,..,, .. !. • 

doo uopecto o loo olo~ootoo do S, loo Uoto ... o aloobrUcoo 

•otud<O<oaoo o con<lnuocl6n lo notuooloro do Loo p<io<ipoloo 

..•...•.... ''•········· 
GOtii'OS 

Lo ~otruot~ro olqooro!oo .to o!•plo qo. oqul ootod!or.ooo oo 

h do Grupo. 

Un e<on¡unto "G" 00 va<lo ••- un •"'f>O oon <oopooto o h 

oporoo16n b1n0r1o •, oi ou.plo oon loo ''""''"''' prgplodo 

Gll G 01 OO<<•do """ roopooOO o lo oporool6n o, 

~ •••• o ••• ' r 

• 



..• ------

Cl) U op.,oelO~ ' oo '""'lottvoo 

V o,b,< < C, a•lh'<l • lo'b)'o 

Cll blote on ol qrupo on elo•eoto t•>nuoo con roopo.:to o 

lo op<racitn '' 

~uoG <olq<a Vo<G, u'o•o•o•o 

COl Poro todo olomonto o G or!oto ou lnvoroo o. quo <"! 

""'' .... "" d ....... 

\>otG,,i<G u)qoo i '••••o•¡ 

-S. ... , »><" que po .. """ la n«o«o•• ooa un 'qrupo", no 

oo '"""•"" .. blo quo l& o .. roo!On 000 co..,O<at1va, •• ol 

•••PO G, odem., de """""' oon Uo ouat<o propiedodeo ont_! 

•<••••· <mOplo ••~••• con lo otqulen••• 

"' ............... 
oo dloo oMoneeo quo G fo..,o un 'GfU¡)O 1-boUano' o "Cru 

El-lo 1.1.1 

• 

El """'""'" de loo nt..uoo ont<roo ..,,.. un "'""" abollono 

eon roopocto o lo op<roo!On 4o , ... o odlelOn. (5o dojo ol 

¿Fonun loo ontnuo un orupo obel1ono con <oopocto o la """'.! 
<IOn ' definida o eont>nuo<ldn• 

••••• - b? 

roprooon<o )o roo<o o ooo<rocc!6o orO!no<io). 

• 

.• •• 

&ol..el6m 

1.- u •• b •••• - b •• 

l<""ple con lo <er<od~ul 

>.·1'•. b <>, oo<-loqoe 

•·lb-<1•1•-bl-< 

,.._ ... ,..,., 
o·lh·<l•• 

1•-bl-< • ' ...... ,.,., 
·-·~-·••••·b)·< 

El <OONn<o do loo '"'"''" no fonu "" .,_ con roo .. <<o o 

lo ""<o<!6o '¡ y on e<~noocoencU, ,._. pod.rl fa ... r • ., • 

po '"''"""· 

><Opio4oOoo ~~o~ntoloo do loo C<up>o 

o cont!nuoc!6n onon<!&<o""o •'••••• do loo pr.,.iododoo qoo e-Ion 

loo g<upoo 4<b14o o '" oo<rucmu, loo enuno<""""" en ro.- doTo~ 

••••• Y ••••• doooo<• .. •• • P••••• •• lo dof<ntc!6n do qropo. o 

bien nocion4o uoo do •••~ Tooro-. ••<••lo< provl ... oto do.oo<•odo. 

Vo,b,crG¡ ll • 'b 

" ... ••• o9 b 

••• 9 b 

... ._...,, <lo lo uproo16n quo •• oncuontro o lo uq~t.,do do lo COt_ 

u . 



o'b • o•o 

tn booo o co ,.,!otonc!a d• invoroo•l """"""'' .,cdb!" 

e•, ¡¡ • l•'ol • O • 1•'•1 

'" .... • .. (loy .. ocuu••J .... ..,., 
"' " • •l'b • " • 

,, .. 
'" "''" . .. lp<Opi<dadn .. ... 1n•o<OOO) ........ 

'" " ... ,., 
'" .... • " lpropiod«loo '" td•nticol tonomooo 

"'' b. < 
""""'' quo par.,en<!o do lo oop<oO!~n do 1• loquiudo y ha<iondo 

ooo ool...nto do lo doflnl<ldn do "'"""' .... , ll .. ado • lo ••pr~ 

''""do Jo d<r«h• (on ol "Mido que !od<•• lo ooodi<ioool), con 

lo quo h""o' de"""""" quo, •• Un """""' 

a'h•O'<=}O•< 

!So dojo al ootu•i!aoto la do,..otroo!6n do l• ooqundo parto do oo<e . .., ....... 
quo juot!flco c•d• paoo. 

•••••~· n 
1' o, b < G, loo eouaoionoo o•• • b, y'a • O, Uonon oolu«on" 

0n10U O r Y on <1 qrupo. 

Soo lo oeuoeldn• a•• • b • • • • 111 

G<• ' ' ' ' 
Tl• • • <>· •1 • ' 
Gl• " • 

,, .. • ' .. """ • ' ,, 
" ' ' 

><><lo""' • • i • b •• una oolu<iOn do (1). Supono~o• ahma quo 

..u'<n doo oolu<lonn, • Y •', do lo ocuaetOn (11. [,,ce neo., 

• •• b ................ , ..... 
.. •• b 

<oc. lo cud """'o' dooost<ado quo la oolu<1~n o • 1 • b •• ~n<••· 

•• •••••••• y ••• >. 

so n.co .,.,., .,.e, •• un .,._,..,, loo o.oluclonoo o • 1 • o y y • b • 1 

oon eo ••••rol 4Uoreoteo. tn cooo de quo ol qto,o fuooe oboUono 

rno ooluoi6o. 

Tooreoo Ill 

"tl olo .. o<o !d.nttoo on on •<upO •• Ooioo•. 

• •••• 
Teorema IV 

• ., !nooroo do un elemento on un q<Upo •• Onioo', 

•• ofo<to. ol !noetoo,; do o oo lo dn<co oolucten do lo ocuoc<On• .. .. 
hotornO V 

"Cl '""'''"do O •• o". 
Lo deo<ro ~o < 0• !>O • • 

u 



-
'""""·' ,., ' 
""' !ov•<•O drl '"""'"" Or ~"" opo<'o<On •• ol coOO!CodO <l<' lo 

<o d•o<" " o, ~ t O, lo lb¡ • f • i 

. r' ~ ' ;. 
, •••• ····--'t'ql • q • ~ ' 
So do¡• ol ""'"'""'" l• •••oo«ool~n do loo ,..,,.,.., V y '1. 

"" boor o lo r<op!•"'" oooolot!"' do uno oe<too!On ' •• un •••PQ • 
Oouooo lo "•"'""" do!in!<!Or .. 

"' .... cuolqulo< • • • • • ' "' -• ... . . . . . . .. ' . ·~·~'""'' 
• • '. -··-··· , .. , ...... """ e<On -· ., - • "' ' • • • •• ""''""'' 

tn .. ,, o Dl •• puodo ""'"'"'" qu« 

•• 

"'" cuolq~<•• <rO y~. n'"' 

L-8•~-•;•-

' , . -

DI noo d!CO qu<• 

' • ., 
•'·· •·•• •••••• ·& In lootor<OI 

--··"'H···--··~ 
r o> ••tobl•<• ""'' 

.. """'.!e 

•• •• • •• "y ,,., •• ,•• 

bl " G • • y •• lo ,..,., 

DI ~o dlto qno! ... . . . . . . . . . . . . . '" ""''""'" • • ., O• o • O 1olo~oMo tdfnt1oo puo lo '"""'' 

-n·o • (·al • (·ol In ,..._ndool 

y o> ootoblooo quo< 

mo • no • (~ + n)o y mln•O) • (mnJ•o 

quo .. nojOt~o on odolorto oo doflnon eon <oopo<to o doo ~·! 

oionoo b!no<ioo Oifr<ontoo. 

un oon¡w.t<> '1' ""vodo, ,.,,.,... un •nUlo """ <oopooto a doo '"''!. 
c<o••• b1nor1•• e • e ,,, 

.,, 

'" 

.... 6~ ~ . 

~~ <"")""'" ' 
~ •. o••••9b•' 

... ·~"·'~"e ............ , 
~o.~. e < ,, o e lb 5 C) • (o e bl8 e ... L.> ••gon4o oporoo<On 181 •• dioCrlbutcv• oobr• lo pr1mou 1~1 • 

~ o,b,c < < ' o 61b 9 C) 

<b9cl8• 

lo8bl ~ 1•8•1 

<bB•I~I•B•I 

" 



•• 

... ,.. •• ""'"' quo poro q~o la oo«~e<u<O ooo ont!lo no oo 

lndloponooblo qu• lo o-.u04o CpO<oclen 181 ooo ooo.utotlvo. 

•• oooo 6<- OO<lo, U OOHU<tun "''"" ol """"''" 60 'anUlo 

oon<.utotlvo'o •• d<o!< alo 

~~• ~ •. •, •· • e •. • e a 

>o ovldonto o<.<oncoo, quo pOTO un anillo ce,...<>""" l& 

>o P''""" opo<Od~n <&1· <.,.¡oli<A P"' di<~O OpOndan """ 

<.<:>doo 1 .. p<Oplododoo do q<upo qu yo """'"' enu..,lodo. 

...... ~·"'· ¡Qb<lcv pon lo op .. o<idn e lo ao!qn ... ..., ••• 

,_,,. do '"""""'" o••• d•l onlllo', y lo donotou..,o eon 

.,._ Al,,...,,,,(, ldtt.tloo ~on lo .,...,oeld<. 8, on oooo do 

oo!Otl<, <.• JloOoro~oO 'olononto unldod•, y lo donot""""'' 

""" -,·, 

lndi>ponoobh ......... ol ldb.tloo pon lo opo<oc<dn e ' 
u •• .., ........ , ..... o .... 

¡ ' ' • tol quo 

·-·-··. 
o lao ope .. <ionoo do """''y oultlplioo<i6n, .-

" 

-. 

~n ....... 

" 
" 
" 
" 

.. a,O ••• o •• < 1 l Oo <o<rodo <00 ... -
... • la ,,...¡, 

ll• ... ~ .... .,., ... ! 

""' 
•••••olq~•"·······-····· '~"'"''""'" dol ¡dfn 

ti<><> od<tlvo). 

~ o,b,o 1 t, O o (h + <)•(O + b) o< 

~ •••. _.1-•1•• <•> quo l-•1 •• - •• !·•1 • • l•••o 
tondo do loo '"""'"o -
o41Uvoo) 

Hooto onoro <ena.oo quo O foroo un q<UpO oon <<opeo<o o lo ovo.. 

" 
" 
" 
" 

V o,b, lo o • b • b • o 
fo""" un 91Uf>O abollono oon nopoeto a la '""' 

~··"''''"'' .1 u enrodo con <oopoe<o o lo ••><lpUoo<i6n) 

• o,b o lo ,¡...,¡ • (ob)o 
lla oulU!>U"""16n oo oooeloUva) "····· ' .......... .. a(b , o) • ob + o< 

lb••l•-'"'''' 
lh ~ultlpllooo!On oo d!OU!boU•• oobro lo o-.o por .....,, 
lodoo) • 

loo ontocoo fonnon un ontllo eon •••~•<<O o loo oporoolonoo do 

oumo 1 oultlpllooo!Ont y ol oo<o dol anillo oo el n~o<o coro 

' ' - 01 

Cont!nuoooo con ol antllolo do ooto oot<u<tur•• 

" 
.., 

·······ob•bo 
(lo nultlpll<0<16n •• ~noulotivo) 

;. U onlllo oo, o4oNo, e<>""""""" 
•••• <olq••"o ·····a••·•·· 
¡ .. uto on ol onUlo ol Uhtloo ""lupUooUvol 

por lo tonto, oo lnto do un onlllo oo..,uuuvo COb Ubl~ad 

l' • ll 
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So d~j• ol ootorltooto lnvoot!qor ol ol onlllo oo eo.-utotlvo y 

.. uono ••••••· 

.. , •• , •••• on " .... '"""'"" •• doHnon ..................... .. 

un • ..,,. oo "" an!llo ron~o<ot!V<> con un!dod, on ol cuol *""'''· 
loo lnvuooo pou lo '"'"""' opou<l6o, con "copcMn dol cuo 

dol '""'" "l •• , "'"'"' •••«• ••••••• , ...... . 
.... eonccpto ...... ,. ""' .......... , ............... , ... .. 

un =•Junto ·e• do "'" lo _..,, ooo "'"'""'"' '"""" un • ..,,.., cor. 

........ • ••• ...... , •• ~. •••••••• e r 9 ,,, 

e" ,..,.,... "" ••• ,.., ... u,.., """ ......... " ......... e .• 
""'" "'""'"""' ¡dfntlro u......,, "olo .. nto r .. o dol • .,.,.. 

y .............. """.,. 

C>) Ooo olooo<,too dlfO<ontoo do 1 to.-ft un 9'"1'0 obollono """ 

'"""""'" • ,. ......... e. • •~ro •1-nto ldtnueo " ... ..,, 

"olo•onto ooldod dol • .,.,..., y lo ••p•ooootOOIOo """ "• • 

Cll Lo o~ro<IOo 6 •• dlot<l..,Uv .. OOb<o h opour16n 8 .,_,. '·'·' 
ho ol COOJYOtO ~ • lp, q, r, o) 

lnvooU9or U lo,.. "" e..-pO ron fUpoOIO o loo O,_.fOCIOnoo 8 y e 
dollnidoo o """''"~<ltn• 

i ' • • • il ' • • ' 
' • • ' • ' • ' • • 
• • • • ' • ' • • • 
• ' • • • • • • • • 
• • ' • • • • • • ' .., .. , .. 

' 
" .......... """ ......... • ' " " ' ' " • " - " • " • • 

' • • • ' • • - • 
w • ' " ' " .. ' " .. • • • ' ' ' • • 
'"' • • ,, • " " • ,, •• • • ' • • • 

' ' 
" uuto ol '"'""""' .... ••• " " 
" ~uun loo .............. .. • ' ~- llntooo on ........ 

' -.. • -.. • ... • • 

" .. _ .. ,,.n • •• co .......... (nOt .. o lo ol~trlo do lo .. 
~101 . 

" ... , .... A fo ... on ••• ,.., OboUo..., COA •<Of"'C"' O .. ""*'! 
•••n e. 
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CONJUIHOS !liTRIGS 

comnos roPOLOGicos 
ESTUDIO GENERAL DE LAS FU!!ClCNES 

POR: 

'"ru~O DELGAOO ~. 

''""" d< lo ~üúUo dt !Uod<" ó< •• ,,.,;. d< l• FO<ut"d 4< 

,,, .. , .. .(< •• ,. "· •••. "-

' ' 

Con'lun<OO ~"•«oo. """••· ••• ~ on eonjuoto euolqu!t ... •• d«o 

quo S •• uno ·~•<r<ea' eon ,oopoeto •" o<, y oelo 01 "'" doo ''"""~ 

too p,q t M .. ,.<o un """"" rool aooou,oo •1~.<;) d•"""'"'"" "dlotor.· 

<lo' de p o "' quo ••••• loo 0!9UI<nteo prop!eOadooo 

l.•S<p,qr•o 

•.• S!p,ql • 
1.·' S{p,ql • Slq,p) 

<.· S!p,ql • !{q,rl ~ IIP,<IP"'' to<lo p,q,<<M 

[oto• ptopl..,adeo col""ldon con ol eoneop<O '"'•ltloo do dlOU"""· 

"Conjunto ""'trieo• oo dofino "'""' ol por IM,<l eonoh<on<o rn un eon• 

)unto M y uno o~t<ieo • .,..., M. 

LDo el~n<Oo de M ouolon ll .. otoe "punteo' 

[j...,ploo Oo eonjun<Oo ~Hr<eOO 

11 Mo 1•1• < R1), So lp,ql • [•, • <,1, ,, • .,,~, 

"' 
,. 

" •• • 1." ~ ..... , •,1 1•·· ....... •,' •' pou todo 

• • ,, ' . 
s_,lp,ql ,. 

ll M, 0 1<1< < 0
1
}, p • ''' q • '' 

• ' lp, q 1 - ,,,.,.~-~···~' ,-, 
l+l•· "1 

Y<< qo~ o• '""Pl•n ln 4 proplododn qoo do""'"""' O>ftrle•• lO~ 

•••v••• quo x, • ~.1 

-
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... ' .. , ' ' 
.,., ,,, -"'.o 
~ • o 

'•· - .,¡ 
,.,., - •• 1 

.;¡., .• ,, .• ..,. ., .. , 
¡, •• lp,ql ••••••• 

' ' ' ... • 1 1 

'.'.' .,, 
!. '" - •d 

,,. SOp,"J • Slq,rl ~ S(p,') 

s ............... , 

,,, - ,,¡ ,.,,- ,,, 
'¡7¡;-;'c·~·~f.'\'l'.-~-c" ,.,., .. ¡.¡ .. ,,¡ 

' 
••• 

1 • ,. ' - .. ¡., .. - .. ' 
,, .,,;,,,- ,,, ,.,.,- .. ,.,.,- "' ~ ,., ..... , ... , 

,.,.. .. -" .,¡ 

. ' ,.,.,- "' 
'•· - .,¡ , ... , - .,, ' ¡,, - "' 1·1··- .,, 

> 1. 1 - • 1 1 ,.,.,- ,,, 

' 
<1 Uo ~- «>,oolqutor COO)u,.toJ olaodo g, lp,q) Ul ~"'· poto 

'""' p,q ' "·' 

\ ...... . S,lp,ql • 
.... p; q 

""""""'"'~"de quo S.Cp,ql 

Y1l1dao 

l.· Sdp,ql } O (pOr dofiotel"'l 

l.· S,(p,ql 

).- ······' 
•• p ••• 

o, ol p o q (por dof1old6n) 

•• (p,q) ••• '•·•' • 1 

" p- •• 

Oolp,pl • O,(q,q] o O 

•-- s.lp,ql • •·••·•> > s.lp,<l 

' 

'·' 
' ' 

' ' ' 
• ' ' , 

=> l(p,q) • Olq, r) , Slp, r) 

'' 

• 
' 
' 



_-.-.· .. -- --~ ---.. 

S) 5 .. M, ol con¡unto do functoneo """"""'" on ol lntornlo 

c<rrodo ~o,b]t OoUnlfndooo pora doo func!Onoo f,q e"" 

s,lf,ql '""'" lflo)- qlollt • r !}.€) 

1' 

-----!,,-------~.o--!,---------------,,!---------· 
"""""<•<100 do loo p<Oph<lodeo. 

"'""'-" quo, 1"'< dot!nl«dn f y q 'oon functonoo conunu .. 

• [•.€)-=!¡ 1<1•1 - q<>ll 00 •ololo""' funcldn continuo, 

='1 .. , 1<1•1- q(oll <[!,>!],do oh{ quo '"""' oonUdo 

Solf,q) on la fof"O en quo •• óoflno. 

··- .... 1 fl•l • 1•1 1 • • ,._ ... 1 f!•l ql•l 1 '""' ff•l - q[•l pO<O <odo .. [!. €1 

•·· ~ .. 1 fl•l - • 1•1 1 .... lol•l . flol 1 ··- ........ ' "" 
1'1•1- 01•>1·1'1•1 ·91•1 •• ,,,- hl•ll ~ 

{ l!lo)- qloll * loi•J- 01011 

~ ""' 111•1- hl•ll "'""' (1<~•1- ol•ll • lol•l- bl;,IIJ' 
'~-· 1<~•1- ql•ll •••• 1•1•1- h!•ll 

~s,(f,ql + S,[q,hl > S,l!,hl 

• 

•• ohoro poro ol oop¿elot 

•• <f.ql - , .. ltl•l - ql•ll •• 

""""'"•<16n do ,., propiododoo• 

, __ ;: !<1•1 

L· •• • 1 f l•l • •• , 1 .. . '"' llol . ql>) 1' •• .... , . ••• • • • 
••• •• • 11~>1 • 1•1 1 .. •.' lql•l fl•ll .. . . . •• • 1• 1•1 ql•l 1 •• • •• • lol•l h 1•1 1 .. • 

•• • (!fl•l - q(oll • lq (o) - "''' 1) 4.. \ 

' •• 1 "•1 • "•J • q lol . h" 1 1 .. -,_. 1 "•1 • Ololl •• 
->J." 111•1 qloll .. . '·" 1 ... , nhll .. ' 
' •• 1 fl•l 1\ 1•1 1 .. • 

• ... 
•• ll,ql ••• '•·"' •••••• hl 

~~-··"'"' 
Loo oJ .. ploo onro<iO<oo hoeon v.r quo ~ oopaelo puado oor 

convo.tldo on "" oopo~lo m«•I<O<> on oh do uno ..... ., foto 

••· pon "" ... .., "'"'"'"• ,....ou ootottr voruo al<r<ooo 

••~tolbleo. 

tntO<""' (O voe>,....dool. ••• IM,SI euolqulor C<>f'}UDto .. , .. ..,, oua· 

do p un punto filo on M. ••• od••·•• 1 > O, 1 < •'. 

oe•tntmoo como entotno (o •octndod) Vlp,ll do P• con radio 1, ol coa• 

Vlo.'l•lolq•"'"'•·•J• n 



o 

• .,_ .... 
l.• <n t'o V!p,fl oo ol lnto.volo obl.,too (p·f, p + f!o PliO! 

o 

Vlp,()" (olio' pi' fl 

<.oo ''""""'' Ool lntuvo<o Opuntoo p • • r p + !1 no O! 

"'" .... '"'-"'""· 
o 

• • 
2.- •• •' , Vlp,!J •• ol =•1"""' do """'"' "'"'""' do Lo ••••· 

ro con oont<o ¡• • fa,b,oo y radio '' 

V(p,U • lh,y,<l\ /o, ol 1 • (y·b)' o U· cl'(f) 

"" oupotHc<• o><« lO< lo hct.ton) do la oolo.o !!2 •ni 

on ol on<orno Olp,!l 

).- S.o 1 ouolq~lo< con¡unto ouyo .. trlco o• ~ollno 4ol •! 

quJ.onto ""'""' 

llp,ql ·j"· .. p 
l,olpo'q 

oi E ~ 1 

\ 

V(p,(l • eo .,_ 
V(p,ll • <. o< ( > 1 

)fotoc<'n! Vlp.O o V" lp.l) 

• Vlp,ll (q 1 O < S!p.ql < f 1 

, 

ounto lna<lor. ••• ol """'"""'A= IM,SI, •• dloo que p oo"" ~ 

tQ 'lntorlo<' "' 1, !1 ooh<o Vlp,f) tal <;Uo'V(p,ll e:<, 

Punto o<toc!or, U punto q oo p~nto 'o•to"oe' do l., ol ooh<o 

Vlq,[) t&l quoo 

V(q,f) = IM,SI ' 
ll>oioo<lo, 1•••• •~•ovlo<, (X,S) 1 Ko ruulto quo un"""'""'''""' do 

Puoto ltonto<a. 01 todo ontorno V(p,fl eontlono un pun«> do 1 y om 

punto do~ • A, oo dlco quo p ••"•""'" 'lron<o<>' do A, h """'" 

quo poo un pw"o lroMor& do A ol, y o~lo oj oo punto l<ontoro do 

M • A. 

11 s .. ~. <'• oanoo~ • 1•1 o< •' 11 

El ...... ,., •• ••• 10.1) 

!.4 lronto<& do A u (0.1) 1 oon 1 p.~ntoo 

"' '"""""' ••••• •' - [!l,l) 1• 1 • > U U (o 1 • • O) 

~~~~-,t----'''--i-¡---~------·· • • , ... " -,. 
' ' ( (•. y) 1 •' ' o' ' " " '"'"''"' Oo ' 00 ( •• 'Yl 1 •• • ,. • " " '"'"""' Oo , •• ( 1•. Yl 1 •• • o' .. 

" lrontor• '" ' .. .. Cl >eunlO<On" U l•'•r'•<l .. . 

.. . 
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..• 

' 
IJ ....,M•!'• A • ((o,y) 1•' ·y1>1) 

• 
........ 

1•'-y'>l) 

((x,y) •' ,. 1) 

U r..,.,-,;11.\ O! ~ ( (o ,y) . ' ,. 
ConJunto •~l<t<O. Su < <= H, h ~loo quo o) e<>n)unto • n un con • 

junto "ablorto", ol, y oOlo ol no <Ontiono nlnqGn punto do ou fronto· 

••• 

C>n¡unto onudo, tl oon¡un«> <. oo un conjunto curad<> U, y oOlo ol 

oonUono tO<!oo ouo punteo tror.t•"· 

O. lao dollnJotonoo ontorlcros oo dod~o quo O oo un con¡uoto oblorto, 

o! todo punto do o oo ol •••~ tloopo punto 1ntor1or do o. 

tl conjunto dol •l••plo !] onterlo< no •• ni conjunto co"odo ni eo~ 

¡unto oblort<l. 

!1 ccn]unto dol <)omplo ll •• con¡unto eorrooo. 

!n ol o¡uplo 1) ol cOnjunto •• ob)o.to, 

<I coop)ooonto do un conJunto obiO<to oo un conjunto corrodo> olondo 

-

• 

• 
....,..., 4o ..,.....,,<:11111 ¡o pon<o> Uot .. ). loo A e:: "' p < M, S. dl..e 

quo p 00 un punto do •oe\o!Onlh<ldn" do A, ol todo entOn>O 1~hto 

V' lp,() eon<!••• un punte"" A. Dl<h<> do otm r<><lo, p 01 un punto 

de ac .. uUel~<. oo A, 11 e•d• ontono Y!p,!) eonuono un punto do~ • 

quo no ooo ol punto p. 

"' con)Unto do puntoo do oeumu(oei~n on ol o)o•plo 1) ontor1or ••• 

}1.1] • {x 1 O~ • ~ Ll 

<• oL , 1.,,plo "· ol ~"'""'"do punt<>o do •e,.uheldn Oo '• •• ol 

""'"'" """'""'" '-
El con¡unto do puntoo do ocwouloefdn dol conjunto A, on ol •l .. plo 

l) o .. 

ll•.rl 1 •'- r' > 1l 

st p oo un ponto do'""""'''"'~" do un eon)unto •"' ~-> quo tollo O!! 

torno Ylp,fl eon<Uno un n'--"oro lnHntto do puntoo dol eon¡unto •· 

uo eon¡unto eorrodo con<1ono todoo ouo pun<oo do oeu.uloe16no <O<! 

eo u•. conjunto e .. rodo. 

Fun<lonoo. 1.4 noc16n do tune10n ao uno do Loo ""'''""'"' bhteoo do 

' trooe<nOon<U on ol ootudl~ de lao ~tooohteoo. 

•• ol eop!tulo ooto<IO< oe p.-.eU6 lo 14oo do fuoeteo, 

u h .. eCo.o una uloe!On on lo euol nlnoQn pu ordonodo tUno ol 

~••.O ptlo<r eloaonta. tn eoto <>pltulo oo ~··• un Ootudto ~. eo.

elota Jo loo tune!onoo, elooHietml<>l .. r ootobloele .. o ouo p<Oplod! 

d ... 

'"'"'"" uolvoeo 10 tun<16n onl. <oto u ol t1pO o..lo 9'"'"' do 1•!! 

etOn. uno lune10n unlV<>oo Oo vn e<>n¡vnta ' on vn o:on¡unto 1 oo ••• 

•••" lo""'"""' quo oooel• o eodo ele~ento o < A, vn dnloo olo,..nta ... 

., ., 



:<otoo1onooo 

,, '- ' 
' .1 " 

A 

; e 1 l~oqon do m•• d• un ol••<nto del oon)Unto A. 

¡,. Lo n<>oilln do funo<On lnvolu«oc 

i) un .,.,n¡uoto < donoolnodo 'd""lnlo' do f 

• b, 

'· '• 
. '"' 

l<) Un «<:>nJun<O 0 don<>ainodo "ood,..lnlo" (O <on<co"""lnlO do f) 

iit) Uoo roq)o qu• eotoblo<O qu• olomootoo dol ooc.)unto 1 o<>n 

!mi••••• do loo olomontoo dol oon)uotO A. 

•• •eootwob•• dooiqnoc 1 .. id•••u ',: < • •- fiO.¡I < l¡ hto 

••· do lo ft~ur• anUdO< . . ' 
fiOd • !(o,) f 1•' 1 • o' 

H'l • u,,;,¡ 

1 • 1<••.0•1• l••ft•!o I• ... •OI•·}'d;lo~i,l} 

B 

u 

l.• 51¡, •' ~ R
1

• la funet6n f oo dono~ino "fun0l6n nol do vul~ 

SI ~1 d~tnlo y ol <Od~lnlo ootln conotltuidGo por ol mio-o coe 

Junto l, •• dloo quo fu un "opo<Odo<" [O uno tronOfa,.,ootOnl 

'" .. 
• .l.. • 

so na~• •un .. " do f al oonjonto ooftotltuLdo <"'' todao lno tolq.! 

noo !(A)< 0 do O!o ... ntoo < < 1 

Ooo•Hr<oamootoo Una Uneo vort<oal corto Lo qrOf!oa do uno !Un 

e16n un:voo• on un oolo pUnto (fo o1 • R
1

1 

"l'""'"' 1l •• ' • •' 
fo A • O Ul quo Y flol • o' ,, 

' \ IL. 
' ,. 

:1 f • 1<>• • + 11 1 • e IJ,>,Jil 
• 

• 
f•{ (1,11, 1>. )),},<)) 

•uoeiOo biunlvoea UoyoeUva o uoo o uooJ. t:oo fondto fo ' • O oo 

do"""!.,. biunl"«•• ol pora todo pot de •'""""'"' o,, •• o o dlotl!!_ 

too, lu ¡..J••"'' ~Jo t ooo '"~"- dutinu., hto ,., 
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•• blunlvoco 

1 <o! quo ••• 

.. "'""'"'"'" 

. . 
•• "', . 

·fl-11•1 

d ""' • • .. «• • - ...... .......... , . ' ··-· ,... ' ' 
• • • 

fu~ • 

-~=r~---~::' 
' • • 1 •• ""' rune!~n ' 

un •l•~••to ' e '' ••noo 

/ 

.... ,.. ,, 
' tal quo 

" 

• 

~· """"'" '" ....... 
• o • ., ""~'""'"' .. 

, .¡o,, o,) ....... ,, . 0 ~.lo,,"'· 

'· l:::::_'---~~ ~~~ = 
1 ~- ¡ --_: _ __..... • ---.------- . 

"• ;_ ···-·....:.~-

... • l • 0 1 ul quo f!•l 

fo 1 "oro "•1 no •• . 1 ' • ' • ....... '·• 
··•' tol quo q(OI •' 

ol ..... 

l 

-. no oxhto 

.. •' 
ooruonul 

<" un punto • 

, ..... ,., ... "' 

1 ... 
- ·-· 
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• 
••• ol '""" """""'· b<un!voo• r •••••• 

'l""plO• 

t' ~· .•, '"""" ,,,,- •' 
! '' •• blyoo<lvo 

...,.u~. q~o pono<to doo1•"" ly 0?«><1 f~ocl~noo do .._,V votUdo 1•0!!_ 

lo. q~o '" "'"• •• pu•oon • loo fvnolonoo """''""'"· 

'l"'•'• " p 
.;-. 

" """"'6" Olyoe. 
U•o. (OtunC """" ._ ... ,~. 

" ' ,, '¿ 
,' '"- ' 
' ' f 

' 'f{<L) ' 

c-{P)i 
Por ol punto P oo ., .. , uno oool<e.CU, la evol, d oortar ol 

"""''"'"y al oo-do~1nio doUno loo pvntoo •, y llo;l <OopO<UV_!_ 

..,Ato, 

""'"" ..... '" •••«•••• "'""''"""· ••• f-'<00 ............ ., •• 

.. ""' -"'" _, ... " 

- ' 

" 

ll cu.-voo !o &' • .. 

" 

" 

.. " • -" ....... • •• (<) ' . .. ,.,, • ' • ' b 

• - , 1 

-y--':-• i--l..~(t),:(t.)) • (ot; ~) 
' -,_ ., ... ''" '"'''y-'"''' •. f,(<h ••• 4. ,? 

' 1 
. ~·~<. .... ~,2) 

' _.--- -,¡·,----e . - /- ___ , 
' / 

o • !lu,v)o y • q [u,v)! o • blu,vl 

• 

Gonoroli .. ndo 

' . ; " 

~~----- -· ., 
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bl !n qeoo<olo o¡., <onolonoo '' •"'• <" 00 loo ouolo d•'-lnor 

'Toono<<>~..,<onoo" 

¡ " -'' .... ., ..... ·-· 
" - '' ,., . ., ' .... ·-· " - - - - - - - -
'· • , ... " ..... ·-· • 

Oondoo n > •· n • o, o n < o 

lo- ... ,,..,.,, •• Lo"'"'"' do u .. !D>><:IIIll lo •• foo ddiM <lel 

oJqutonto .000' 

f' • lco,bl 1 o • A, b • flol) 

~oul<-.do ~. lo doltnio!Gn quo• 

• •1 , ..... 1 .. Pon codo • • ··'"" """ .............. 
" " ''· bl ' '. ' <• ,e) ' ,. ::::?) . -. .. ~ ..... c. ·- . ....... , •• «ml..,..<O on -

• •• b) ' 
, . 

oopoelo .. "'• .. ' 
d"'••olonu, •• cu,.., e>oc, oOlc •• ca""'"' '" , ..... obotrocu. 

Cjo~plo. ... " • l'' ...... " o ,,, 
' '. {(o, bJ • ' o, . -l(all 

" • • ''· ,, ,, • -11•1 -·- Ho,y,ol ~ t' S ,, ... 

" 
=lo (a,bl • (o,y,o,b( 

=e> Lo 9<lfioo f', do lo fuoc:t~n f, tooul .. oe< "" <Ool"!! 

1' ((x,y,>,bl 1 "·•·'' <o, b • !!o,y,UI 

Aon cuando la oon•t<o<e16n uUuol do lo ••IUoo .., oo pool-lo o~ 

coooo """"' ol quo <luotro o1 O)o-.lo ontortor, lo noel6n do 't<! 

Uoo' otqua o<ondo uno <doo dt<l y ouy oonuonfonto. 

lo, Oboer••o>en. M""'h do lo <on-o O antorior poro ddlnir on to<· 

port<c!o. 

' ' . <' 1 """"• ol doa<n<o o.: •' 

E)-ploo 

f(o,yl • 1 • j 1 o • ((o,yJ 1 •' o y'' U) 

>ooul<o Jo oupul!cie uno olfpoo ""Y" plaoo ooU on ol pUno P<Of"'9. • 

,."'"' ' • ' · i ' ootondo ol ,..rt ... uo <lo u ,ol!poo d.tin!do por >• 
1ntoroooei~n dol plono on<ortor con ol <!Undro •' o r' • U. 

' 
• • 

:t'+~ •11.~ . 

-· ' 
(vis{¡ 

('1,~,•) 

·-



" 
O• Nooi~o ~ •• biun!voeot puono quo, pou x • oonotanto, , tlono al 

"''"" voloo, !ndopood!ooto•onto dol valor do y, por o]<MplO• 

:x,, y,r • "·""'"') • • '' lo,. y,¡ • ,,>1""1> '• 7 

1..1 f=ción !!2 oa oob,o, ""'' o1on4o ol cOO,.lnlo E , el un.,o '" 
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ESPACIOS VECTORIA.LES 

En vu\0< ram"' de lo •ote.Hico, se prountan conjunto< 

dond< reoultl lmpottonte conolduar "combinocion., 1\neale<" de'"' 

o\uentoo. 

todoo oquolloo olst<m"' ol,ebu!cos ~ue constan de un conjunto ~h 

uno nocl6n de "cooblnoc\6n lineo!" de ouo eleoento<. 

El eotudlonte ho tenido yo experiencia con vectores del 

oopoc\o euclidiano tr\dloenolonol, y en pOTtlcular con coob\noclo-

neo J!n .. to> do ul .. voctor ... En e>te upitulo eHoblo<er<""' 

Lo def\n\d6n do uno eHru<tUU ol¡ebrolco, lluodo eopoclo vocto

dol, que en la expedenclo ho d .. ootrodo sor lo olo hll obotr•~ 

elón do un tipo de o!oteool como tl oopoclo euclldlono trldloenoi~ 

no l. 

El ••poc\o voctorlol de !u tunoo .. 

Cons\dereoo• los voctoreo 

;;,. (l, ·1, l) • ,. (1, l, 0) 

Como ubuoo, lo ouu de v 1 

v,.v,.(,,J,z) ' 
y el producto del .. coln ! e~ por •, e• el voctori 

l ;;,. (9: ·l, 6) 

!n roneul, ,¡ 

i •"(o, .... a,) r O• (b,, b,,_b,). 

oon do• vo<toru del tipo de;;, y;;,, o• dedr, temu O<donod., de 

nd .. ro• reoloo, lo"'"" •• doflne como 

i•D• (o,•b,, o1 •b,, o,•b,) • • . ( 1 ) 

y ol producto do un eocolor ~ por un vector i oe define como: 

~ -~ -------~ -·~~ 

o i • (u,·, oo 1,•oo 1) ,,, 
Al conjunto fo<:aodo por todu lao torna. ordonodu de nd 

moroo rul.,, lo ropresentoruoo con R'. Si=b61lc.,.ente: 

R1• !(x, y, >JI x, y, 1 <"Rl 

tn R
0

, lu opendoneo d<flnldo$-por ho expreoiones (!) 

y (l), tienen lo> siguientes propledode>. 

Poro tod., 1., temu ordenodu do n!ineros reoloo i",!i,C 

y todo• los ucoloreo" o,8 • R u cu•ple que: 

!) R' e• cerrodo re>pecto o la •u .. y ol producto por un .,color. 

l) (i•lil•C• i•(I>•C). 

!) O•ll"·ll"•i•i. donde ll"•(O,O,O). 

'l i•(·i"J·(-i)••·lf. 

1) i•!i·!i•i .... 

6) o(i•!i)·•i•o!i. 

l) (••8)i•<&i•8i. 

1) •(8i)· (08)i . 

9) li•i. 
' .. R forno un ¡:rupo abellono con respecte 

• lo '"'""i oln e .. borgc, pooee alaunu propiedad•• ad!cionoles (~o 9) 

• con roopecto d producto por un oscolor. 

Exl>ten vado• ohte•n que tienen lu •lomu coractor!>t.!_ 

cu que ~·, o eote tipo de thteau le> ll.,.U..,O$ ESPACIOS I'ECTORI~ 

LIS. 

'· 
IJ•~plo v. 1. 

• Un $lotoaa que po>ee lo •l>u .,t,-u<tura {de upoclo veoto 

rul) QUO 
' ,._ .... "• ¡. ' 

R , •• el con) unto do todo< lo• polinonloo do grado Sl con 

V~f5 

~--- --~-----





.. 
--

lu operoolon .. de suu y producto por un ••colar. oDno•trarno• 

a cont1nuool6n ~ue •• ctUOplen todos las proplo~adu ~ue enundoao• 

' pua R • 

1) Seoo ····.~············· . ' ' ~,·b,x •b,x •b,••b, 

dos polinomio> cuolesqulon de gudo ~3 con cooflclenteo roale>. 

~ntonoes: ,., 1 

o, •o, •(a, •b 1)x' •(o 1 •b,Jx'•(a 1•b 1 J•: (a, •b,J 

u otro pol!no10io de ¡roda !l, y o\ a< R: 

00'. (u,)x' •(ao,J<'•(oo,)x• (oa 1 ) 'o . ' ,. 
t .. bun eo un polino•io de 11rodo !l ... ',•" -Por lo que el conjunto de todo> los pol~n~11io< de gndo 

~l, eo cerrado respono o lu oporoc>ones de su"'o y producto por un 

oocaln, 

2) Soan 

••••••••••••••••••• ' .•. 
' ' P,•b,x •b1o •b,••b1 

o •e •'•e •' •e x•c 
' 1 • • 1 • - -" ··1 • 

entonceo: . . 
')'

,, 1 .• ,, 
o,•o, •o,• a 1 •u 1 )x •{o 1 +b 1 )x •{o,•b,l••(a0 •~ 1 )•(c,x •e x •e x+c J .. ·······'·'' 

(o, •o,) •o, • (a, •b1 •e, )x' •(•, •b, •c,)x' • (a1 ·~, •e, )•,'(•, •b,:, e,) 

, (o, •o,) •o, • ••.•' •a,x' •o, x•o, •(b, •c,)x' • (b; •c;)x'•(b 1 •e, h•(b, •e,) .. 
(o,•o,l•o,•o,•(o,•o,l 

pot lo que la oun es uoclo<!vo. 

" " . "' 
onton<e>: 

pot lo quo el polinoalo ~ u ol !Mntlco para lo '" ... 

' 

------

4) Seo 

uhte el polino111IO 

. ·• ... •'·• •'·• ... ' ' ' ' . 
Ul que 

o1 •(·o, J•(a,-o ,1• '•<•, ·•,1•' •{•, -a,l•• (•,-•,J·ii 

- p • • • ¡¡ 
' ' 

por JO que -o, e>-ol.!nvoroo aditivo olo o 1• 

" ' ' o, •o, • (o, •b,)x •(o 1 •b ,Jx •(• 1 •b 1J••(a 0 •b 0 ) 

' ' o •o •(b •a jx •(b •• l• •(b •• ¡,.(b •• l 
1 ' ,- ' • • ' ' • ' 

-o,•o,·o,•o, 

pot tanto, la ouaa de pollno111io• e> can.autat!vo. 

SI o,_<.R: "'4 

o(o •o )•o(o •b )x'•o(a •b )x'•o(o •b h•o(a •b) '' ,, '' '' .. 
o(o 1•o,)•(o•,••b,)x

1•(oa,•ob,Jx':(oo 1•ob 1)x•(oa0•ob 1) 

o(o,•o,l•oo,•oo,, 

U ptoducto pot un oocolac •• dhu!butlvo re>pecto a la 

ouaa do pollnoaloo, 

l)Sio,~cR: 

(o•~)o,·(•·~l•,•'•(••~l•,•'•l••a)a,x•(••a)a, 

(o•a)o ,·oa,x'•••,•'••• ,••••, •h ,x '•aa,x' •a a 1x•h 1 
(ooa)o 1 •o o, •50 1, 

U ptoducto por un .. calar <> d!Htlbu<!vo n>pecto o la 

ou•a do .. cdu ... 

') o(ap 1)•a(h 1x '•h,~' •h,•·~•,) 

~(ap,J• (o a) •,•' •(oa) •,•'•(oaJa,x• (o~Jo, 

o(ap,)•(o~)"•. 

. •: . ~- ' 

• 



: 

' 

l 
' ' j 

-·-~--· 

n prod~cto pDr uo eocalor •• ••ochtin. 

i) 1~ 1•1 (o 1x '•o 1x1•a 1Ho,)•a 1x '•o1x 1•o 1xoa,•p 1, 

1 e 1 u el 1dh<ico pan el producto por un escalor. 

En oonoecuendo, el conjunto de todos los pot!noolos do 

•rodo ~3 uabih oo un .. pado vectorlol poro lu operocloneo do u 

•• 1 producto por un .,colar,. 

- - . . . - . - - - - - - - . - . -

Ejeaplo V. l. 

.. ,. 

ve..,0 o ol !u motdcn to~bUn fonun un o>poclo vectorlol. 

Conoldüe•e ol conjunto 1! do 'todoo ¡., ootriceo de orden · 

· (1•1, 2, ... o,J•1, l, ... n)) 

Ile lo defln\cl6n do ouo .. do ootrices y do producto de un eo 

color por uno ~•tri•, se de>prenden loo sifu\entes propledodes poro 

todu Jos aotrices A, B, C de H y todos los oscohru o, a de e: 

1) M es corr•do con respecto o lo suao y el producto por un esco-

lu. 

" 
" ., 

{A •BJ •C•A• {B•C) 

(Aqu{ O repuoento lo utrlz nulo). 

" ., 
A+(·A)•(·A)•A•O 

A+B•B•A. 

7}, (o+B)A• ..... •M. 

1) o{BA)•(oB)A 

9) U•A. 

por ¡ 0 quo 0 ¡ conjunto do todoo loo aotrlcof do ord•n axn tiene lo 

' 

" 

Hnos vloto tru ,¡,, .. ., dhtlntoo que tlnen lo al••• 

'"' 
nctores de R' Uonen uno representocl6n &eoaHrica" (HI&entos dlr! 

¡¡idos), us no uf lo• pollno~lo• y lu utr!cos, oln emhr¡o, por 

el becho de ser eie•entos do un espacio vectorial, t .. bi~o les !lo· 

moremo• vector••· 

. . . 
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V. 1. pEF!!fiCIO:t ~ ESPACIO VECIQB!.!.l, 

Definición. 

Un eopoclo notorial V oobre un CUlpo l, u un conjunto 

mo yacio en el cual oe definen los oigulentes doo operocioneo: 

Uno openc!6n ~ue ul~na a cuo)eo~uieu elc~entos u, O 

e v un el .. ento Ü•O<I' al que oe conoce co11o la ou~• de U r v, 

Uno opuocl6n que ul¡¡na a cado eluento Ocv r • codo ••· 

color ot r, un ele=ento ,r;jcv al que se cono« co111o el producto de 

o por O. 

Lu cual .. cu11plen lu ol¡¡uhnteo propiedades. 

Para cuoleoquiOTO ole11entoo u, v, ;¡<V: 

1) (ü•V")•W· ¡;-,¡O•W). 

l) lC"<V tol ~ue Ü•ll"•C"•Ü•Ü, 

(a ll" le ll..,oaos vector cero). 

ll 't ¡;e V, ~.¡;e V tal que ¡;,¡.ii)•-U•U•ll". 

" 
----u•v•v•u. 

Para cuol .. qulera o, • ' ' ' "· ' ' 
,, 

" o(U•>J•oU•oV'. ., (o•I)Ü•oÜ•8U, 

" o(,Ü)• (d)U, 

" ¡¡;.¡;' 

{ aqu 1 represonU " unidad ,, <). 

Conoeeucncho elo~entales de \o d0flnici6n, 

llay hocho• oiopleo que oe deoprenden cul ln~~ediat .. ente 

de lo def1n1ct6n de Espacio Vectorial, algunos M loo cualeo enun

Cio"'-OO a continuacl6n en formo de teoro~u. 

SIC" u el voc<or cero de V, entonen: 

Uuo>tnn6n. 

' YOCtor 

de V, entonces, por !u propiedad•• 2) y S) de lo definición: 

·~·•{D" •11) ·•Ir ••Ir 

ou .. ndo ·(•Ir) <V, por lo propiedad 3) teneoos: 

oll"o {. ¡all)) -oC" oall"+ (- (all) ) 

por 1) ten .. oo: 

do l) •• 011• >que: 

Teoreu V. 

't V < V 

o .. ootucl6n. 

U• ("U ••C"l • ( • ("C"l l 

ll"·•ll" • (OC"• ( · (oll) l 

'" • 

se tiene quo 

'.-

cero 

SI O •• el uulor cero y V un uctor cuolqulon do V. on 

tone••. coao o eo el ldfntlco odltlvo en I: 

OV'•(O•O)V 

por lo propiedad 6) do lo definic16n 

<umondo - (o V") t V, por lo propadoJ l) ton .. oo : 

O;;' o( ·OV"J•(OO•OV'J• (· (OV"j) 



·.-='-····-.·.-.· .. 
·"' 

lf·OY• (OV• ( • ( OV)) 

do 5) 10 liiUO que 

lf·OV•lf 

flnol•onto, por !): 

!I"·DV 

Tooreu V. l. 

SI 1 os lo unldod do K, entonceo: 

'f ;¡e V u tlono que (•1)Y··Y 

SI V oo un vector cuoiqulera do V, entoncoo: 

!r•OV•(l·l )V•lV•( -1)V•V•( ·IJV" 

u conucuenclo, (·1) V u el lnvouo aditivo de Y al quo he•o• re· 

Elto duueotu el teore ... 

~n 1enrul, el vector (·o) V es el !nvcroo odlth"o de .. ' 
(•o)Y•(·lo)V•(·l)oV•.¡oV) 

Por o<ro puto: 

•( ·V)•o(· IV)• (·o)V•· (oV) 

por lo quo 

1 (·o)ii•o( ·"Y) •·•Y 1 

.o.of, lo roou o ouotrocc!Cn do vectoreo se obtleoe_o por<lr 

do lo suu do lo sl¡ulente .. ooro: 

Deflnic!6n. 

SI ¡j y V ion doo vectores de V: 

". v- ¡;.¡.V) 

_, -- •.. ------. 
" -· 

2Jnplo V. '· ... ' 
El conjunto do todos los puntos do lo rocto quo poso por 

d oT11on y tiene cooo nCi110roo dhectons 1, l, '• fono un eopocto 

vectorial sobro el co~po do loo ndloeros rooles. 

La ocuocl6n de dicho recta en fo,.o sl•~trlca es: 

Por lo tanto, loo punteo do dicha recta tondrln por coor• 

donodoo: 

•••• y•!x, ,.,. 

y el conjunto do puntos do lo recto sor•: 

S•((o, lx, Jx)lx t ~~ 

cuyao olnontoo son tornoo ordonodu do ndlooros roolos. 

lo ou11o y ol producto por un ucalor eHh deflnldoo do ilu&l fo,.o 

' quo en R 

Vorlflque•o• que S ootloface todoo lao propiedades que do 
' ' '• 

finen un oopaclo voctorlol. 
( ' , ... ~ 

La• operocloneo deben sor corrodoo: 

Soon V
1
•(•

1
, h

1
,l•,l 1 V

1
•(x

1
, h

1
, 3x

1
) dos ele•ntoo 

cuolooqulero de S y a cuolqulor eocolar de i: 

,. 
aY1 •a(x1 ,b 1 ,h 1)•(<U 1 ,loo 1,»x,) <S . 

Ptople4odoo poro lo s"""· 

Soon V1 •(o 1 ,h 1 ,b 1 ), Y
1
•(x

1
,zx,,Jx

1
) . . ... 

treo ole11ontoo do s; 

1) (V, •ii, )•V, •((x 1 ••,J ,Z(o 1 •x1) ,3(x 1 •o1)) •(o,,h, ,JJt1) 

(V, •V1 ) •V, • ( (o 1 •x, •o 1), Hx, +x1 H 1) ,J(x1 *'o • x 1)) 

' ' 
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(<, •<, )•<,·(• 1, h 1 ,J~, )•( (x 1 •x 1), Z(x,•x,) ,l(x,•x,)l 

t<,•<,J•Y,•Y,•t<,•Y,l 

por lo que lo '""' eo uoc!at!n en S. 

l) hhto lf•{D,O,O) x S tol quo: · • 

·.V,•Il"• (I 1 •O, b 1 •O,h 1 •D)•(O•x 1 ,D•h, ,O•Jx ) 
.. ' 
Y,•lf•ll"•Y,·<,. 

'3) Pon todo Y,, uln• -Y1·{·•,,·h,,•Jx
1

) t S tol quo: 

Y, •e .;-, J~ _e•, ,z.,, J•,J •( -x, ,.z.,, -Jx, J·lf 

:r1•v 1 - ( ·•1 ,·h1 ,-l>o )*(> 1 , l> 1 ,h 1) •Ir ., Y, •<, •. (•,' zx, ,J.,) •f•,. z., ,Jx,J 

i",•Y, - (•,···· zx,•2x1 , lx 1•h1 ) 

y 1 ••• -[x,•x,, h,•h,, lx1•Jx,J 

'· -., <, •Y, 

por tonto lo •umo es conmutativo en S. 

Proplododu poco el produuo por un ucohr. 
., 

Sun <,, v,· elnento• de S y 0 , ~ oscolores de R: 

S) <>[<,•Y,)•o(x 1•x,,h,•h 1,Jx,•J•1) 

<>(? 1 •111 ) • (u 1 •••, ,lo•, •lo., ,Jox
1 

•Jox1) 

o('i1 •Y, )•(ox1 ,1o> 1 , Jox 1) •(ox1, l<>•, ,Jox1) 

o(V •V )•oV •oV 
' • ' 1 • 

• 

El pr<>ducto por un ucolor n d.lstrlhtho sob<o lo ouao 

do Yoctoro>. 

6) (o•BJ<, • ( (o•a)x 1 ,Üo•B)x 1 ,J(o•Blx 1) 

(o•B)'i1 •Cax, •ex,, Zox, •le•, ·'""• •Jex,) 

(o•eJ<, • (o•, ,loo, ,Jo•, J•Csx, ,zax, ,Ju,) 

(<> •u<, •o Y, •a<, , 

!1 ¡rroducto par un ucohr oo dlltrlbutho ubro lo SWIO 

V-14/15 

do ucolor••· 

7) o(e<,l•a(ax,,Zax,.Jex,J 

ole Y 1 )• ( (oBl• 1 , z (oBl•, .Hoalx,) 

o.t8Y,J•(oalY,. 

U producto por un n.calor u uociotlvo. 

BJ 1Y,·1(x 1 ,h 1 ,Jx 1 J·(~ 1 ,Zx 1 ,h 1 )·<,. 
lo unldod de R eo ol tdlntlco poro el producto por ~ ·~ 

color. 

De todo lo anterior •• sigue que, el conJunto 

S•{(x.2x.Jx)lx < Rl 

fcnoa un upOc!o ve~toriol 10bro o! c .. po do 101 n~•oro• realu. 

Ante> do pa>at a lo ••cción olguiento, hoy ~ue hocor notar 

que loo tooro .. , V-1, V-2, V· l y lo doflnid6n de re•ta o sunroc 

clón de vectores, fueron enunciado• a partir do lo definición do e~ 

pocio vectol"lol, y •• cumplen paro lo• vector•• do cuolquter conju~ 

Con ooto mi••• ideo, oe enunclorin 

loo toor•••• y deflnicionoo o lo lor'o do todo ol capitulo. 

. " . ~ -. 
-_--,_-... ---_-o.-

t 

' 1 

r 



' ! 
' 

1 
• 

V. 2 • 

_,- -~. 

S\!USPACJOS llJ; \!11 ESPACJO nQO!!!r!J., 

fn el ejcaplo V.l, onoli<a.os ol conjunto 

S•l(•, h,3•JiuR) 

·-

que eott fonnodo por tornn ordenados do nQuroo nales, por lo 

que S u • un oubconjunto de_R . Mesh, se du.ostrO que S tubldn 

fonoo un copado vcctorhl sobre ~- D!n,.os <ntonc .. que S •• un oub 

upoclo do R' , 

D<flnlci6n. 

Dado un espacio •ectoriol V y un oubconjunto S de V, decl-

ooo que S u un oub<>paclo de V, ol S n taabih un .,pocio uctor!al 

rnpocto a In opeudon., deflnldao en V, 

Ej .. plo V.' 

En el ojuplo V.1, de110otruos quo o! conjunto do todoo loo 

, pollnoaloo do ,,..do H •• un upaclo YHtorlal oobro !!. 

SI conolderamos ol conjunto de todo• loo pollnoolos do •r•· 

do sl, veoos que loto •• un oubconjunto del prlooro y en fonoo onl· 

lo•• al ejeoplo en cueot!On, puede probuH que for .. un .. pacto vec· 

torio! por o! mls1110. En conueuenc!o, oe trota de un oube•po<lo. 

'U ol¡¡ulento teorema establece un criterio oendllo poro d! 

tcrolnor 0 ¡ un oubconjunto do un upoclo v.ctorlo! eo o~e•h, un oub-

••podo. 

Su S un subconjunto de un eopodo vectorial V. S u un 

oub .. paclo do V ol y o6lo si es cerrado rupecto o lo ,,.._, Y el pro· 

dueto por un .,color definido• u V, 

__ , 
•' .. _ .. 

Duo>tuc16n. 

Ccoo S contiene eleoontol do V, oa ooti•f•con lao propl a 

doo 1), 4), S), 6), 7) y 1) do lo deflni<.i6n. Por tonto, bootori 

con probar quo •• cUIIpln loo proplododu lJ y J). 

En efecto: 

Seo V un vector cuolquloro do S y ••• ~ ol eocolor cero do ~. ' 
S •• cerrado respecto ol producto por un eocolor y por el tooreoo 

V.l: 

Oii'•!f e S. 

Seo v un vector euolQuiero do S y -1 el Inverso aditivo do lo unidad 

do ~- Cono S oo cerrado respecto ol producto por un eocolor y por 

el toorooo V. l. 

(·1)ii'•·ii' ~S, 

Con lo que so co•ploto la dooostroci6n. 

EJ .. plo v.s. 
el conju~to de todn lu ootticu do lo. fonO! ' 

[: . ':] ,. ·-·~··J••-
. (dondo a, b • C) 

u un subeopoclo del espacio vectorhl do 11atricu cuodrodu d• or• 

den : sobre el co•po de loo ndoeroo cc•plojoo. 

'" efecto: 

"' ··([: 
do orden 2. 

¡:] 1 o, ~· .J que os un oubconjunto de loo ootrl• 

Vorlflqueoos quo A •• corrodo respecto a lo IUIII 1 el pro· 

dueto por un ndmero CO"-plojo, 

Y-16117 



Puo ello, conold~renoo doo .. trices cudooquleu de A: 

¡·· •• '; '] ' ['· •• '; '] 
r un nll.Jooro c011plejo •• 
o) Pou lo ouao: 

[., ''·]·['' "·]· b, o b, o [., ... b' •b 1 

• •• otro 10otrh de A, 

b) Poro el prod10cto ror un ucolu . 

. [:: ';j. [ ::: ':··] 
taablfn pertenece o A. 

htoncu; u¡~n el toore .. V, •· A es un oubeopoclo del 

upoclo nnorlal de lu ootrlcu cudrodu de ordon 2, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . 

Ejuplo V. 6, 

Lo lnteroe<cl6n de doo ouboopoclos •• un nuevo oube5poclo. 

En ofooto: 

Seon V un "'POOJ.o venorhl oobro un c&llpO 1 y A, B doo 

lllbUpodoo do V tolu quo: 

... n, ~ • 
Entonceo, Y v,. v 1 e (A 0 B) u tlono que 

Y,, Y, < A , 

' Coa o ! •• un oubespoclo do V, os 

oo torrado poro lo ouao, por cnudo poro lo '"""• por tonto : 

lo: 

Y,•Y, e A 

v.IB/lt 

-,-- ,. 

por lo quo: 

Y,•Y1c {A 0 B) 

En forma onllOBOo 11 <1 C l f V C {A 0 B), <1 Y CA 1 

por lo que 

oY r (A 0B) 

Poi teoreao V, • oe oiJue que A O B •• un nuevo oubeopoclo 

do V . 

Ejemplo V, 1. 

Conoidhuo el conjunto de todo• los pollnomloo de ¡rodo 

l¡uol o l: aunque~· un ouboon)unto del ~onjunto de pollnoaloo do 

Jr&do < J, no fono un •ubupoclo M hto. hro duooHurlo boo!_o 

rl ~on pTobu que no utlsfoco lo cerradura reopocto o lo ouao. 

Sean: 

f[x)•x'•bx•c ' 
doo pollnoolo• de oe1undo ¡Todo. 

f(•) •g(•) •(b•b' )uc•c' 

Su ouao ooT( ol pollnoalo: 

quo no eo un pollno•lo do ••1undo grado. 

Por lo tonto, el conjunto do lo• pollnooloo do OOJUI'do ·--

JUdo no fonoo un 01poclo voctorlol. 

·--- -.. ---~-

" 
._. _·.·-.. =- =-= __ ,_ - < ,_. ' ,, 

: 
' 

:. 



·-···--- -.- ----. -------

V' J. 

Conoidoroaoo loo oi¡¡ulonu• v~ctoru de R 1: 

i:•(J, -1, l) li•(1, ·1, -1) 

y obten¡Uios un voctor e tal quo 

O·i:-21i 

dicho voctor oort: 

0•(1, 1, •J 

' "' 

Dlruooo ontoncu quo ol nctor e so obtuvo o partir de • 

uno comblnod6n !ln&ol do loo vottoreo O y O. 

En general, uno coablnocl~n lloeol do a voctoru oo lo -

•u .. do dlchoo voctoroo aultlp11codn por clutoo escalares. 

Doflnlcl6n, 

Uno comblnod6n lineo! do loo v~ctoTOo v,, v 1 , ... , v
0 

de un npoclo vectorlol V oobre un cupo~. n·uno upreol6n de h 

f01'110: 

o,V,••,V,• ... •a
0
V

0 

don do o
1
,a1 ,.,.,o

10 
<l. 

Al conjunto de todos los COIOblnoclonu llneolu de un con 

junto S do voctoroo, lo repreoutoroaoo con L (S) . 

Teorou V, S. 

Hl conjunto do todu lu comblnadonoo linO~Ie• de un con 

junto 

S• IV1, v1,.,., V0 l 

de vectoroo de un oopaclo vectorial V •obro un cupo l, •• un •ube• 

podo do V. • .. ; . 

Demootnd6n, 

Soo L(S) el conjunto do todu loo comblnodon~• llnulo 

del oonjunto 

S• (V
1

, V
1

, .. ., V
10

¡ 

y oeon & y li deo vectores cnlooqulero de L (S): 

•·~,v, ·~,v, •... •~,.v,. 
li•a ,v,.a, v, •...• a.v. 

dond~ o¡, a¡ • l. 

La ou~o de & y li: 

i:·li-¡a, .a ,lit,• e~, •a,JV,• .. -·c~,.·a.¡v'" 
•• otro oleaonto de L(S). 

Y o! producto do 1 1 [por o: 

li:·¡:lo 1 ¡V,+(I~, ¡V,•; .. •(Io 
0

¡V
0 

oo otro eleaento de L(SJ, ,. 

Entoncoo,por ol tooreaa V,4 L (S) es un oubeopoclo do 

'· 
VolVo~too ahoro con loo vectoroo o, li y C oenclonodoo. L1 

o~prool6n (1) puedo e•crlblroe como: 

'i·21i-C•If 

v ... , ontooceo que ol vector cero puede cbteneroe o por· 

tlr de uno cooblnod6n lineal do lo• vectcroo i:, li y O, con ••col!. 

roo NO TODOS NULOS. En ooto cuo, dltoll05 que lo• voctoreo i:, li") 

C ooo llneoloente DEP~NDltNTES. 

~s cloro qoe, dodo un conjunto do Yoctoreo cualeoqulero, 

el vector coro oloopre puedo obtenei•e o partir do una cooblnacl6n 

lineal de olloo·ccn todos loo oocaluoo nuloo!' 
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Doflnlc\6n. 

Un ~onjunto S• !Y,, V,, .•. , Y11 1 de vectono do un upo· 

do voctor\al V oobre un cupo J, os llnool~ento depondiento si oxls 

ton .. coluu do~. a 1 ,a 1 , .. .,a11 , no todo• nuloo, ~uo oat\shoon 

lo ocnact~n: 

a1 :¡ 1 •o, V, • , , , '"n V11 Olí. 

En c .. o conturio, si lo ocuad6n o6lo ad111lto lo ooluc\6n 

trivio! (o,•o1 • ... •o11 •D), dlre•o• ~ue S •• llneolnonto lndependlen

"· 
~jnplo V. l. 

A• {(1, ·l, l), (·t, ·l, 1), [·2, 4, ,·ó)l . ' de voctoru de R , es llneal .. nto dependiente, y que el conjunto 

B• {(1, D, 1), (1, 1, D), (0, 1, 1)) 

•• llneolmonte Independiente. 

Solucl6n: 

o) Do ocuordo con h doHnlc\6n, ol conjunto A oerl Unulonto 

dependiente o! lo ocuocl6n 

o 1 (1 ,•Z,l)•o1 (•2,·l, 1) •o 1 (·Z ,4, ·6)• (0,0,0) 

que lluarutol de dopondonclo llnul, oe uthface pou oocalar., 

o 1 , a 1 , a 1 t R no todos nuloo. 

dichos .,colar .. existen. 

Demootraremoo o contlnuod6n quo -

Efectuando oponclonu: 

(~,-la, -l•,, -zo 1 -Jo 1 +4~, ,Jo 1 •a,-6a 1 )• (O ,O ,0). 

pOr l~uoldod do vectoreo en R', obune~~~os ol olguienu olsteoo ho

•olh•o: 

a 1·la,-la,· O 

-la1-Jo,••a,· O • 
Ja 1• o1·6a 1• O. 

V.uoo cuol u ol ron1o M la •utrlt de coefklentos: 

r: :: :J . r: : :J . r: . ' 

Cooo ol '""'"do lo ootrh •• R(A)•l; .. nor quo el nllloero 

do lnc6¡¡nltu, el shtou tiene ooluclonoo dlforentn de lo trhlol. 

Por lo tanto, uloten ucolaroo no todoo nulos "" a,. "• < R que 

ootlsfocen lo ecuación do dependencia llnool. ~e•oo deoo•trodo que 

SI quernoo obtener loo ••coloreo a,, a,, a 1, reool .. uo 

o! oloteu: 

o 1 -zo,-z~,· o 

"•- o 
uno de cuyoo ooluclonos "'' 

• 
Entonces, loo vectoroo do A oon.tolu que 

1(1, -z, J)+O(·Z, ·J,•1)+1(·Z, ~· -6)•(0, O, O) 

y podooos oxprosor ol oonoo uno do ollas cooo uno cooblnocl6n 11· 

nool de loo otros do o. 

b) en fonu onU•I•• lo o~uoci6n de dependoncla llnool para loo -

voctoru de B eo: 

a 1(1, o, 1)·~,(1, 1, D)•a,(O, 1, 1)•(0, o, O) 

do dondo obten•••• o! o!¡ulente olotema ho•o¡lneo: 



~ ·~ • o 
' ' ... 

. ~,· ~·~.o. ' 
., 

cuyo utT!z do c~ef\clontoOo• do Unflo J, por lo que'o6Jo odlo!to la 

oolucl6n triVIal. (a 1•o 1•o,•O). ' . ~· ·'. ·"· 
~•~oo d .. ootrodo que loo vectoroo do ~ oon llnul~•nto l!l. 

dopendlenuo.(ll, En conoocuench, nln1uno do lo> vútoiu de· a pu~ 

do upro,.no co10o uno comblnoc!6n lineo! de loo otro• doo. 

- - . . . - - - . . . . - -...... ';. 
' 

EJeoplo V. 9. 

Dooaotror que loo pollno•ioo ,_ .. 
f(X)•> 1•b•1, t(X)•!x 1•Jx·Z 1 h(>)•h 1·J>·5 ,. 

oon llnulunto dopondtontoo, obtonl<ndo ol pol!nooo\o coro co-a uno 

cooblnoc\On llnool de olio•, con <>color .. no 

Solución. 

Fc,.,.e,.oo Jo ocuoc\6n de dependenCia 

of(x)•tl(•)• y~(x)•D o no: 

' ' . ' o(x •lx•l)•B(!x •h·l)• y(b ·J•-SJ• ¡¡ 

Hootuondo opeuclonu 1 OJrt<pondo: 

(o•!l•l Y)x'•(Zo•J•·J y)x•(o·ZB·S y)•5 

do donde obtoneus el olotuo: 

<o•H•ZV D 

jGoJ'.JY 0 

o.¡a.JT • o 

' todo~. nulo•. 

' ' 
lineal 

,. ... 

•• 

. -... 
'. 

•• 

.. 

(1) Cuando un conjunto do 
ponHonto}, •• cooQn ~oclr 
dlon<oo (dopondtontu).• 

vec<ouo es llneol•ente lndopendlonte (d!: 
quo loo ••c<oroo •u llneoloenu lndepon-

''!l ' .• ' 

" 

,. 

' 
• 

tuyo·nul%""'" 

[i 
•• de ron¡o Z.• 

"'' ·- -
., 

Por lo tanto, el u lndO<oroinodo. Uno oclucl6n por<lcu-

lor oo: 
""' ... -- ' 

~;;~: •• ~¡ ... , .. , .... " 
. . ~ 

n•-l y .. ¡ 

por lo que,uno co,.blnid6n llnool de loo 

·lf(i) • ¡(X) -•~(>) • ~ 

Con uto hno• dnootrodo quo f (•l • ¡(x), h(x) ••• poli no ·. . . 
' •los linedoenu dopendhnus. 

' ... ,, ' .. . . . . ' ... .•.. , .. ' . . .. 
~Joo•plc V.' 

Vooao•.•l !u •otrlcu. . ' u [: ~] ; [: . '] •• 
.. 

•on llneoloonto dop~iidlenteo o lndependlenteO. 
.. 

LO ecuocl6n 'do dependencia lln~ol tomorl en ' .... 
!oroo: 

[ ... ' . ' ' 
' ' .. 

efectuando operodone•: 

r·-,· ·,:,]·· 
L~•Zr " 

¡ [' 'J ¡·· "] + y • • • • • 
o l o o o ··''" ,. . 

- [: :] 
do donde, por i¡uoldod do ootrlce•: 

oq O . "'' '. . 
Soy • O 

. '·= ' .• ' 
• - o 

' ' 1 ' 

.... 
' . "' 
' 

... 
' \ 

• 

..... " ,. 
" •• ,, 

•• 

:'. "'' 
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- ---- ·--- --·- . ' ·'' . ... 
··-~""' 

' ..... .,_ 

shu .. que tOlo a<loolto lo ooJucl&n trivio!, lu .. trices 

. .. . . ' • ' •.• . ,~. '· 1 1 • !'. • . 

Do acuordo con lo doflniciOn, lo dopondoncla o ind~pendc~ 
~ . .. . . 

clo llueal do ao alsao conjunto do voctoros, puedo variar so¡Qn lo 
' ' . .., 

n.otuuluo do loo ucdor01 de 1, cooo yoreooo en ol 

<·f~ . 
plo = 

• 

d¡uionto . . . 
Coooldoreaos ol coojuoto do lot 

e • lo•bl 1 •• b , R, ¡. r-n, 
llfilr.oros c,.plojoo: 
i•:l-JCO·:'·l ,,, 

no pan lo ousa y tlou 

por \LII'OCiaero'roal: •' 

loo tllulentoo . ' . . - .. 
' '''"'""· 

.... 

pnplododoo . .. 
• -•• ' <1'• \ ' . . , . " •.. 

·e u,consdo'pon or.produ.c,i:o'por.'un nCiaorn,rul, 
f • ú ·-l 

'f o,_,,.<_,R 1 z 1, 11 < C: , 1 

;.(•,·•,) . • • 1_ ,. 

• J •!. 

" 
" " 
" 

'"' 1;_ • :.-·• ,., - ., •.. ' .. ' 
(dl ., 

¡.,,, .• , -.' _, " 
por lo ~uo el coojuoto C do loo nn.oroo 

·w.ctorid •obre ol cupo do ' loo-nn.ons 

...... , ... 
' " . 

forao un upsclo .. 
rulu. ~, 

SI OD uta.ootructuro ~nolhuoo. lo dopondoncio llnul 
,,_ ,, 
~~;~.··:r,t. _, ... 

~"'fl lfi-¡_, 

.... ~J·-·· 
. . 
' . ' " .. ' 

¡' ..... S • 0•1, - ¡ 1) 

plntundo'lo 'ecuocl6n --. ' .. _¡ __ ,_ .. -~ •• •• .. ... 

' o loo eooolaru a, $, < l, ob<oodr .. oo quo: •· • 

' m 
-~·· .. ,. ,. ... .. ' .. 

•· 

'•>• 

• •. ,f\' 
la •D } , ...... ,, ;¡,·.:.~ •. 
o-H~D 

= 
<' ,' ',!¡,_~e••' 

por lo q~o--el conjunto S eo 11oeoluoto lMD~P~DIIHTE. 
·' !,p:, ••••. ,. 

' , Po~·?''" porto, oo cloro _qu~ ol conjunto C , .. ~!lo ro,-.o un 

upoclo uctorial oobre ol cupo do loo nn.Hoo cooplojoo. 
<11" ,-•,·•r' ' 
~ ."'" cuo, el producto d~ un ucolor oo lo oultlpllco• 

cl6n ordlnnia do oGaeroo coaplojos y.u Yotlflcu todao loo proplo

dodoo quo dofl~~n un oopoclo Yoctorlol. 

' ADollcuoo u uta estructuro lo dep.ndonclo lloul do! • 

oln~. conjunto 

, s:,. (J•I, .¡¡) 
. . ·- .. . . 

plontoondo- lo ocuocH!h ... .. -
....... , ::--(1~1) -~-·(-11) • 0>01 

doodo ohou loo oocotouo <>, ~ < e, . . ,. 
•·- · 'Sean •"" .. bl 1 $•c•dl,._u<oncoo: ...:.. "-

(o~bl) (3+1) • (c•dl) (•H)'•O~OI 
• • ' '(~o-b•UJ • 1 (o•lb·lc)l 0•01 

do dondo•oo ob'rlono el olsto••' 

,., .. -' 

• 

o•l, ... c•1 ; d•·l. 

.... 

~nton<:eo od.,.n oocahuo co•plojos no ndot 
' 

l•l·H:tO.los·quo .. 
··• ,. ; o(;~'¡¡'+'I(·U)•0•01 

quo'oi'Coi>Junto S os . ...... _., :·:·.-----., . 
llnooloonto DEP~KDIINTE, 

-·----· 

.. 

o•l T 

Eounclarnos o • contlnuocl&n dos lopo>rtutao tur..,u que 

• . -.' ... , 
,., •• 1" "' .. 

··'"'.!'"'• 
• 

• 
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' 

oon eoaootuoDciao t .. ediatao do lo dofinic16a do dOpondeacla li• 

aeat: 

Teo••u v. 6. 

Todo conjunto que contiene al vector co•o oo llnoaloente 

dependiente. 

Deoostucl6n. 

s .. (U, v
1

, ••• , V0 ) un conjunto que contiene o1 uctor 

coro: entoneu,oe cuoplo siupte que 

"• ll"•o 1 Y1 • ••• •o
0

, 1 Y0 
•ll" 

poro o1• ..• •o0.,·0 

y tuOlqul .. UC&IH o 1 ~D. 

Teorno V. 1. 

Todo oubconjunto de un conjunto do vecto••• llneoloente 

Independiente, eo tooblln independiente. 

Onottucl6n. 

seo S• (Y,, v,, .... 
oento independientes: entooceo 

o 1V 1 •o1V, • ••• •o
0
ii

0 
•ll" 

ol 7 oOlo 5i 

un conjunto de vecto••• Hne•! 

por lo que o1v1 •1l" 'f'i, y pode'""' cancelar en h ""P•eti6n ontodor 

lootoo tfnolnos como •• dooeen. 

De oqu! que, pon cuolquiH .ubconjunto do S 

o! 7 o6lo ol 

poodienU. 

(donde oSn) 

O,•J "· . . •J •O, por lO quo S u Unool .. nte lnde• ' . 

V • t • !!& l PIHEMSION p: !111 !suelo nrnau1. 

Con•ldoreou el oiJulo~t• conjunto do vo~toroo 4& 1. 1¡. 

G•((1,D,1), (1,·1,0), (0,·1,1), (1,•1,1)} 

Como ve•emoo o contlnuoci6n, cualquier vo~tor 4o 1. 1 puodt 

upreune cooo uno c,.binocl3n Hnul do loo vectoroo do G. • 

En ehcto, ou (1, y, t) un vector cuol~u.ioro do 1. 1 ~ do· 

11ostraruos que olempro existen oocolues a, 8, y,., t 1 toloo qua: 

C•,y,:)•o(1,0,1)•8(1,·1 ,Ol•y (0,·1,1)• 6(1,·1,1). 

Po lo upreo13o anterior se obtiene ol OiJuluU ohto•. 

•• .. 

cuyo 

ocuodonu: ' 

o•I•H • • <•JI 

.• ·l .,. • ' 
o•Y•ll • • 

110Ult oopllodo •• 

(A,6)~ u ' • ·• .: 1 

• 
Roduclondc 

[: 
o oto 

' • 

•otrll . ' 
. ' 
' 

. ' 

' . .. ' 

' 
' 

:] 
' ., ' 
' 

' ' ' 
• '" fono ooeolonade ''"'""'' 

.1] 
donde .... , que R(A)•R(A,E)•,,por lo quo ol o loto•• oo eoopotiblo 

y uloten loo eooo!ues "• 1, y, & < ~ poro euolquln nlor do 

• ' y • • • 

Heoos deoootrodo quo cuolqulor voctor do l' puedo ••p•! 

••••• co~o uno oomblnocl6n llnool do loo voctoreo do G. 

' do • , 

. ...... 
O ~110 IOJ 

. 

• 

Y-211,/B 

1 

1 

' 



vector .. de G ¡ene ron ol e•poc!o v<etcriu R'. 

ll>.f que notor, •in embn~o, que r,"' un conJunto de vect.!!. 

... linealunto dependiente, ra que: 

.(l, -l, l)• (1, o, 1)•(1, -1, 0)•(0, -1, 1). 

Ahora bien, ol oxclu(moo de G al vector (2, -2, Z), lo• 

vector., r .. untoo for~orh 01 conjunto 

•• 1{1, o, 1), (1, -1, 0), (0, ·1, 1)) 

ol cuol, ce .. ol utudionte puedo co•probor, eo tomblfn un genero-

dor de R'. A d!Íerenc\o do G, 8., un conjunto lineotmente !nde· 

fendlente r <ntoncu •• dice que eo uno b.,e do R'. 

El UtUdlonte puedo comprobar que oi .. dufooo de B olgu· 

no de'"' vector••• el 'nuevo conjunto que u obtiene ya no •• un~! 

nerodor de R'. 

Definlc\en. 

Se l!Uio base do un espacio vectorial V, o cualquier con 

juoto 1 do vectoreo de V tal que: 

lo. 8., \inuloente indep<ndiento. 

lo. Cuaiqtl!er vector do V puede oxpunne coao co!llblno

cHn lineal do loo vector<o de 8. 

~J .. plo V, 12. 

Conolderemo> nuevamente ol do matrlc., cuodrodu 

•• { [: 
el cuol, cooo 10 demostró en el ejemplo V ~. foTIIIo un ••p•~io vec 

toriO! poro lu operoclones de SUIIIO y producto por un eocalar. 

Si aburnaoo lo fo .. o do In audcoo que eHIR on ol 

--~-.. --

~onjunto A, puede veroe quo una bue de dicho O$pocio U•Ol conjuno: 

cooo d .. ootror .. os • contlnuocl6n: 

1) La. motrices oon llnealmento independiontu. 

En efecto, lo ecuoci6n de dependencia e• 

•. [: :J .•. G :J ¡: :J 
quo, por 111uoldod de ~otrlcos, conduce o) slH .. a 

! '. o 
cuyo finteo ooluc!dn u lo tr!Yiol, por lo que la< .. trlcu ooJO !~do

pendiente•. 

2) B 11onero a A. 

;~efecto, cualquier 110lrl• de A •• de lo formo 

[: 
y puede e1presorso como 

.. ¡; :]··[: :] 
es 'decir, cuolqu!er .. trh de A oo uno cooblnoc16n lineo! do 1., •!. 

trices del conjunto B . 

Con 1) y Z), hemos doaootrodo que el conjunto Bol ~• bo 

•• de A. 

-·····--·--········---
~ loo do• co•o• anteriores, ambo• espacios vector\olos-

puodon oor ¡onorodoo por un conjunto finito de vectoreo, por lo que 

·- ·-· --- -·-·-·.·--·::.=--:.-.' ~ 

i 
1 



1 
• 

Ahoro blon, no tG· 

doo lot upoclo• Y<Ctodol<> pueden 1et generado• por un conjunto 

finito de vectore<. Por ejemplo, el eopac!o de todo< los pollno· 

•los es lenendo por el conjunto Infinito 

1 \ • • • • • • . ' . . .. ) 
y no puedo oer feoetado por nlngOn conjunto finito. 

do eopociol leo llo~are~o< do DI~·NSION INF:NITA. 

A este tipo 

Paoemo• ohou • lo <ar .. de ••tab\ecu uno def!n!cl~n de 

"di .. no\~n". ~unque h palabn dl•enoi~n ouele uocloue a un con 

piado on t~nainO> olgebrolcoo, 

Conolderuo< pT!eero el cuo de di~enoi6n finita, pou lo 

cual requor!ooo de lo< doo teoreuo •iluient .. , 

Teorem& V. !. 

S<& V un eopado vectorial generado por un conjunto fin\. 

,. 
!•IY,, v,, ... , V

0
l 

do voctores lineol~ente lndepend!ont ... Entonces, cuatqu>er conjun 

to que contengo mh de n ele!IIOntoo es llneolmente Mpendlento. 

Dno<tnc\en. 

Sea S•(i<
1

, w,, . , W•l un suboonjunto do V con mio de n 

.. ctcres (m>n). Como el conjunto B•(Y,. V,. ... , iinl •• un sono., 

dor do V, cualquier vector de Seo una CQ>!Obinod6n lineal do elemen 

too de B; •• dedr. exi<ten ucalues "ij toles quo: 

ii" 1·o1 1Y ,•o 11Y 1 •, •• ""•• Yn 

¡¡ .. "• ,v ,• .... ,· ..... ,niin 

. . ' .. " 

--- -- 1 

Fonomoo ahora la ocuocl6n do dopendoncJa Unul pon los 

ole•ento• de S: " 
'• w,••,w,· ••.. ·•.,w.-tr 

R .. mpluondo lo• voctoros W1 por ous rupoctivu "'Presloneo en tfi 

alnoo de los voctoreo do B, une••., 

•l (o Y • .. •o' V l•ll"• 11a11 ·ann 

efectuando loo producto• y a¡rupondo: 

(A,o¡ 1 o! 1o 11 + ••• +A 111o111
)ii, •,,. •(1 1o

1
n •l,a '" •.; .• 

•lo)V•Il" m mn n 
,, 1 ' ••• 

son llnoolunte 

• ,a;, ·•.•,, ·.: .•>;,6;,-o 
1, o 11 •1

1
o, 1 • •• , ••.•,.; •O' 

: •. , .... 
1, •,n •l,a 1n • ••. ••,.•an"D 

independlon<eo, teuuo que: 

ol cual u un tlst .. o b.,.o¡fneo do n ocuoo\onu con • loc61nlt•• 

( ' ' '•' v co•o n<11, o! t\oteao odlllto •oluclonu no tri·, ' . . . .. . . ' 
vhlu. Por lo unto, los vectoTOI w,, w1 , , , , , w• oon lineal-

mente dopondient ... 

Con ayudo del teoreao anterior, puedo dnottuue o! •1 

¡ulent• rnultoJo !mporunto. 

Tooruo V, •• .. 
Todu !u bao•• do un espodo '"ctorhl do dl .. nol6n f¡ 

Sean 

• 

.. 



B1·{V,, 0 1," ••• ,'in¡ y 11• (i<1, i<,, •.. , i<~J 

doo boooo cuoleoquloro do un eopaclo veetor\ol V. 

Co010 1 1 os uu baoo do V, os un conjunto Independiente 

y aonon o V. 

[ntonceo, o\ 1 0 oo una buo,dobo oor un conjunto \ndepo~ 

dloato y, por ol teo.-eoo v. l.a~n. 

[1 •lo•o raoona~\onto con 1 1 y 81 lnterc~blodoo pruobo 

Por lo tanto n•a. 

Defln\cl~n. 

• La dlmenol6n do un oopaclo vectorlol eo el namero de O\~ 

oontoo do uno cuolqulero de ouo booeo. 

As!, poro ol cosO dol .. poclo vector! o! ' . ' hemao vloto 

plo V. 1l oe thne que dio A•z. 

Un uso portlculor so pr.,ento con ol conjunto cuyo anlco 

~oto conjunto llfl , el cual os cena 

do pou loo opendoneo de 01111a y produno por u~ eotalar, y SOtl!_ 

foco todoo loo propledodeo que definen o un oopocio vectorial, roe\ 

be el no•h• do "u'¡>oclo coro" o "espoclo nulo". 

Al ospoclo nulo le ooianoroaos arbitrarla•ento lo dl•en· 

o\On cero y dlromoo quo es do dl•eno16n finita. 

Lo dofiolc16n do di•onol6n puedo ¡oneroliloroe o~n pora 

, ___ ·-

ao. un ootudlo fon~~ol de uleo upoclo> vectorlohs requien> un tra 

tao\onu b .. tante ol> co~tplejo que el que oquf he••• eiiJ'leado. En 

""" cuno, noo lnterooorh .,pocialo<nto lu corocterfstlcu ol.o loo 

oopodoo vectorlalo> do dimono\On finito. 

Ejeoplo V. ll. 

En ol eje~plo V. l deoootromoo que el conjunto 

S••({x, h, h)l • < R] 

es un eopacio •ectorlol sobre R (pooterlonnente H •i6 que •• un ouJ! 

Obten¡aaos ahoro lo dloen•i6n do dicho eopocio. 

Paro ello, obten¡oooo prturo uno bne de s. 

Como ••~oo, lo> elementos de S oon ternu ordenodos de nG 

oeru reoleo, donde lo oe¡undo CoMponente eo el doble de lo pri111ero 

1 lo terura componente u o¡ triple de lo prl•er&, tiendo lo prio!_ 

2ntoncoo, eo do ooperoroo quo ol conju!!. .. 
B•((l, l, ll) 

soaunobuedeS. 

En efecto, como B tiene un o6lo olooento y no _u ol voc:tor 

cero, el conjunto B •• independiente. 

(x, h, h) do S puedo obteneroo coao 

(x, h, 3x)•x(1, 2, J) 

por lo que B •• una baso do s. 

Ade~lo, cuolqu\or vector 

Ah>ro, <O•o B contiene un tolo vector, de lo definici6n • 

de dioeno\6n te oi¡ue que: 

dioS• J. 

Co•o ojorddo odlcional, podemoo obtenor otra buo do S, 

1 ¡ 
! 
' 1 
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1 

que puede sor cualquier vector no nulo de S. 

junto 

((fl,lfl sn J 1 

Por ejemplo, el con 

es otro baoe do S, yo que es independiente y un voctor cualquloro do 

S puede obtenoue co.11o 

e~. lx, >xl•h en, 212', JI!'). 

Vale lo peno hacer uno oboorvoci6n odldonol: 

Cualquier "eotor (x, lx, l•l < S puedo obtoneroo tublh 

x(1, O, O]•lx{O, 1, O)•h(O, O, 1) 

y eooo el utudlonte puedo ver!flcor, el conjunu 

f• {{T, o, O), (0, T, 0), {0, O, 1)} 

Sin eaborgo, no es uno base do S yo 

que E no contiene vectores de S. 

Ejeoplo V, 1~. 

Su C•((T, O, -1), (1, l, l), (·1, •l, ·l), (l, l, 1)) 

' • • Veuos cual es la di .. nol6n 

del espacio L{G) ¡enerodo por loo vector .. do G. 

Cooo G contiene cuatro vectores de R
1 

y dio R
1 

•l, ento~ 

,.,, por el teoren V, 8, G eo lineoloente dependiente. 

Anolicnoo entonce• treo veotoru do G, por ejuplo: 

(1, O -T), (l, l, 2) y (·T, ·l, ·l) 

Esto• vector•• >On toobi~n llnealoonte dependientoo yo 

.. 

(·1, •3, •l)•(!, O, •1)•(:, !, 2) 

Anolizondo o~oro lOO uctoru: 

(1, o, -1), (l, 3, l) y (l, 3, 1) 

(3, l, 1)•(1, O, -1)+(2, S, l), 

Puede co•probuu fldlmento quo loo cooblnoclanoo r .. tu 

tos de tns elooentcs do G, orrojon conjuntes llneoloento dependle!!_ 

•••• Sin nborso, podooo• encontru oubconjuntos de f. con doo ••!;. 
toreo lineol~ente lndepondlontes. 

([1, o, -1}, [l, J, l)) 

Entonces, la dt .. ns16n del eopoc!o aenorodo por C •• l. 

' Yo que dio R •l, eo cloro que L(G) •• un oubconj~nto pr! 

' plo de ~ , por lo que •• dice que L(G) es un subeopoclo propio do . '. ' 
. . . . . . . . . . 

utilidad poro obtener bases de espocloo do dloonsi6n conocido. El 

estudiante puedo conoultar 11 roforencla l po,, 616 poro uno deoC.!. 

trocl6n. 

•• " 
Seo V un eopoclo voctorlol de dloonol6n finito, con 

o) Cuolquler conjur.to do vectoreo do V llnooloento lndopondlonto 

e• un subconjunto do 111uno boso do V. 

Cuol~ulor conjunto do n ••cloros do V llneoloento indopondion· 

te os uno bue do V. 

• 

' "' 

i 
' 

' 
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Coordrnodoo de un vector con respecto a uno base. 

tn el ejemplo V, lt, ~·~•"''""'"' quo el conjunto 

.. {[: :] [: :]) 
01 Uno bo>e del o•oorlo vectorial do'aotrtco>, 

oobre ol COlllpo do loo n~muos cooplejoo. 

SI conolderomos uno ootrlz de A, por ejemplo: 

dicho 1ntrh puodo oxprenne coao uno cooblnoc\6n lineal do !u ma 

trien de h bue B coao: "'~ 

[: :1-· [: :}· [: :] 
'A loo ucdor•• 1 y ·1 •• ,, "' )1&111100 coordonodu do 

"' lo"bue B.· ,, • • 
E1to• coordenados pueden ropteoontauo mediante el o!gui!.n 

(M) 8• (!, ., 
0¡ que oe cono« co~o "vector de coordenadu" do lo matdz M en lo 

bue B . En oc.,i~neo, se ocoHusbu represntu lu coordenadas 

oodlonto un vector colu.no. Pou nun<ro c .. o tendrl .. oo 

(Ml 8{;] 

Hoy que hocer notor que el orden en que oporecen loo eSC! 

lores eD el vector de coordoDodoo depende del erden en G~• opore-

cen loo ve~tores on lo boso, por lo quo conoldorore.os o lo• bssos 

cooo conjunto> ordenados. Asf, o! t<ne~o• lo bu< de ~: 

... H: :] [; :l) 
loo v<etor., M coordenodos de H on lo bo•e B' oerln: 

Oefln'id~n. 

Seo V un eipodo voctorhl •obre un cupo X y seo 

!• ¡Y
1

, v, ..... _Ynl 

uno base ordenada do V. 

Si V •• un vector do V Ul ~ue 

entonce•, a los escalare• o,, ~,, ... , •n < K l<O llllliiUUOI coorde 

nadu de Y n lo base B, y d arre, lo 

(a,, o,, ... , "nl 

le llamare~•• vector de coor~enadn de V en lo baoe B. 

Co~o ~eMs vhto, si B eo uno b••e del oopoclo vectorial 

V, cuolquler vector de V puede expreoorse cooo uno cooblnocl6n 11-

nul de lo• vectores de lo bu e. Onootrarno• o ~ontlnuoe\6n 

que dicho upr .. i6n os nn!cat 

En electo, ou B•fY1, v,, .... do v, y oea 

Y r V un vector cualquloro del eopocio. Entone<!, V puede .. pro-

. . ( 1 ) 

Supon~orno• que V tiene otra expresión 

vectorc• de la bo•e: 

y.a,v,.a,v, •...• a Y 
' . . 

re><ando {ll do (1) •• obtiene 

. . . . (l) 

!f•(<>, .a ,)V1 +{G 1 -5 1 JY,•,, .•(an -a0)Vn 

1 
' • ' 

1 
' 

' 

• 



ec ... v
1

, v
1

, ••• , Vn son llnulaent< ind~pendionte.: 

",.a,. o 
.,,.e,- o 

o -e • o • • 
eotonceo, podemos conclul~ ~ue 

",. a, 
o,· a 1 

He"'"' demoouodo u! ~uo lo "'PrH!~n do un vector cuol· 

quino V < v en th•inoo de loo vectoreo de lo bue t es dnlca. Es 

cloro entonoeo que V tiene un ocio vector de coordenodoo en lo bose 

•• 

Ejemplo V. IS. 

Conoldorno• lo baso de R ': 

t• ((1, O, 1), (1, •1, O). (0, ·1, 1)} 

obtonlda ol prlnciplc Jo e•ta secd6n. 

El que• ohora un vector de R1
; por eje10plo: 

V• (l, ·1, 1) 

y ob<en,no• loo coordenod .. do V en lo bÓ•o 8. 

Uichu coordenada• su in loo eocalueo" a y T do R to 

leo ~ue 

ol o\ote•o 

(l, .¡; 2)"<1 (1, O, 1)• a(1, ·1, O]>y (0, 

Lo \JUOldod planteado entre los elnentoo 

- 1 • 1 ) 

• de R conduce 

cuyo oolncl6n •• 

••• 
que oon loo caa~donadoo buocodoo. 

Entonceo, ol vector do coordonadao do V on lo booo 1 ••~• 

(V)
8 

• (2, 1, O) 

o bien, en fOT!OO ~e colu•no 

[!] 
Ahora bien, el ~onjunto 

E• {(1, O, 0}. (0, 1, 0), (0, O, l)l 

n ~tra buo de • • • 
¡;. (3, -1, 2)• l(1, o, 0)•(-1)(0, '· 0)•2(0, o, 1) 

por lo ~ue lu coordenodu del vector V en dicha bao& un preclu-

·1, 2)• 

A lo buo E de R ol,uno• outoroo le ll .. on "bou ""uniR 

o "baoo oanónioa'"• En genOul, o\ R" u o! conjunto de "'enudu" 

ordenadu do nti•ero> uoleo, "doch: 

R
0

• {(>o, x,, ... , •0 ll •,. x,, ... , •n' U 

ou baoo canónica o• o1 conjunto: 

E• {(1, O, ... , O), (0, 1, ... , O), •• ., (O, O, 

. . - . - - . - - - - - - - . -
. ... '" 

V.C0!41 



~jroplo '· ... 
Seon ••• 1( 2 • . ' . 
' ••• (( 2 • o, 

~u~ .... •• •• y ••• " •• 
h bou 1 1 oon: 

{V)B • {1, 2, -1) 

' 

0), "· ' . ,, (0, . ' . ,, ,, "· ' ' ,, "· .¡,.1)1 

"" nngr cuyoo cgordenodoo 

lO.tlu 100 lu coor~uadu de O en la bou B,T 

nopecto 0 

Prtoero obton~oooo al uctor O oo ou forao de urna ordo· 

nodo: 

0•1 (l, • 1 ,O) •Hl, 1 ,q.¡p,· 1, 1) 

O•{B,l,l) 

y c011o •• hizo ontulonoon<e: 

{1, 2, l)•o(l, O, l)ol(l, 1, l)•y {3, ·l, ·1) 

rooultondo ol olstemo: 

cuyo oolucl6n u: 

por unto 

•. ·Ji " .. -, 

m • ¡.!!, ll, !¡ 
•• ' 3 l J 

• '. ' 

. . . . - - . . . - - - - - . . . - - - - . -

'· •• LSP~CIQS HCTORIAUS JI! EUNCjQNl.S, 

El ouudionto ha <en\~o ro ompl!o <>porior.c\o en el un! 

jo de func\onu, eHI r .. lllorludo con conceptos toln cooo doot

nlo de uno func\~n • \oo¡en de un eloaento oo¡dn uno re¡lo de co--

rre•pondench y ~uy probabl•••nto ho efoctuodo eo=blnoclonu llnu 

le> con oltunoo !unciones. En uta oeccl6n noo ocupueaoo del •• 

trouaíento de lu tundonu cooo eluentoo do un eopoclo vectorial. 

A une<a do reou~en, pre .. nu=o• ol¡un"' do!inlclonu y 

conc~ptos bt•lcoo: 

Fun<l6n. 

Oefin!cl6n 

lino • 

funcl6n f de A on 8 oo una Toglo o criterio quo ••ocio o coda ~le· 

aento de A uno 1 o61o un el<=en<o d~ l. 

Pan upreut q~o f u uno función do A on 1, uer\blro-

f: A ~ 1 

A lo• conjuntos A y B •~ lu ll.Hla doolnio y codoolnlo 

do lo func!6n TUp<ct\VOlllcnte. 

SI x < A, al eleo<nto de B aooc\odo o • =•dlaoto la fun-

ct6n f lo upreunt .. os con f{x) y lo ilLIIooo• '"lu¡¡en do I oo¡dn 

f'". Eoto puedo lluotrorn aodluU lo •l¡ulente fl¡¡un: 

1 
• 

r 
i 



1 
' 

1 

- '''-"" ~- .... -.-.' -·-- --. -c. ··-

f(•J< 1 

Hguro V. 1, Iluotracl6n del concepto do funcl6n. 

l&uoldad do funcloneo. 

nef!nlci6n. 

-- •• 

. . . . "' y si a•R y f es una funcl6~, el producto H eo uno f>lnc16n tll CI.Ue 

(of){x) • a H•l . . . . "' 
El vector cero d& nto eopodo u lo n .. ad• "func16n co 

ro", lo cuol •• uno func16n f tol que f(•)•D ~ •· 

Podc~os encontrar ol¡unoo oubeopocloo do oote oopocio V!C 

torio!, loo cualoo son llnodoo fr<euenteaentc "eopoclos funciono· 

leo". Cou ejeoplos puedon cltoroo loo ol¡ulentu:_ 

" " conjunte ,, todu '" fundonco deflnldu en un lntorvolo -
do do. 

Ooo funüon .. Ir ¡ do un conjunto l. en ouo conjunto ~ 2) 

" conjunto " todos ... pollnoaios . 

nlo oe¡fin las funciones f y g •• lo ~~·~•- S l~b611 ClllDen te : 

y • < A. 

El uroclo vectonal de ¡., func!OMO reo¡ .. de vnlable real, 

Lao clase< ds conocida< de funciones oon aquello< que rt_ 

loclonan un n<lnluo rul con otro por 11cdlo do una regla de con••· 

pendencio f, co decir; funcloneo del t!po: 

f:~ ' como ej .. plos de este tipo de funcion., pueden cltone 

f{x)• z.' 
ll•J•/! ocn (1x) 

etc. 

[1 conJunto de todoo coto< funcioneo fo~o un espacio · 

vectorial poro loo operoclonc< de oumo y producto por un eocolor. 

Coao sobe .. ,, o! f y 1 son dos funciones cuoleoquicn, lo función 

ou~o f•¡ oo oquolla que rclodono &! n~~ero roa! a con o! n~11oro · 

reo! f(x)•z(•) lo cual rcpresentuoo mediante: 

" conJunto ,, tcdoo ,,, pollncolos ,, grado ... aludo o fiJo. ., " conjunto ,, todu '" funciones continuu en un intnvolo -
dodo. 

" ., " conjunto " todu '" funcione• dorivoblu on un punto dodo. 

" conjunto ,, todu "' funciones lnto¡robln 

dado. 

1) El conjunto do todu los funden .. y toloo que: 

- y"•oy'•by·O 

donde o y b oon conotonteo dodoo. 

Btc. 

Dependencia lln<o!, 

•• •• lnloruJo 

51 represento~•• con F, ol conjunto do todoo loo funcio

ne> teoleo d< vorloble real, cooc P oo un eopoclo vectorial oobro 

~. eo claro que loo concepto> do coobinoci6n, dependencia o Indo. 

pendencio lineal oon oplicobleo tonto o loo eleoentoo do F cooo 

o loo ele~entoo do cuolqu!oro do suo '"bupocloo. 1 
' 
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1 
Por ejuplo, las funciones f 1 , f,, f 1 
f 1 (x)•cos 1 x, f,(x)•sen'x, 

oon llnoolmonte dependientes, 

f 1(x)•5 

En ofoc<o, cn•o 

cu'x•sen'x•l " • • k 

se tlono quo 

f 1 (x)• 5 (f 1 (x)•f
1
(x}) 

entonces: 

r,-~r,•H, 

< F tole. que: 

'l'x~R(l) 

Por lo que f 1 •• una cooblnodón lineo! do tao tuncloneo f, y f,. 

Ejuplo V. 17, 

Los funelonu Jx'•• y x'•l son linnlunte indopoadlontu, 

r. que 

o(lo 1 •~J·~(x'•1)·~ 

lopllu que 

o•I•O 

• • 

~"-efecto, de (1) u sl¡¡uo qu. 

' (Jo•6)x •(h•S)•O '1' x 

1 po~ ilu&Idod de pollnoolos 

JO oS • 0 

u.e.o 
oloteoo que oelo odoito lo ooluclón trl•lol 

• • • . ( 1) 

(1} En forma aonoo estricto, •• ocost.-bro hoblar do loo funciono•: 

cos'x, son'x y 5, cooo &Yontuoloento lo horeooo. 

Y-"/47 

\. -- -·· ' 

H ~·ronshano. 

EotabieCH<mos ahoro 1• >ndepudench lineal do las fuadg. 

nn del ejemplo anterior util\undo otro dtodo. 

••pro•l6n (1) se obtiene: 

Si derlvou• la 

"(hl•IClx) • O . ' •· •• (2) 

Lu e.pr<s1ones (1) y (Z) conducen •1 >i¡uienu >istua: 

(lx 1•4)4+ (x 1•1) e• O 

óx o• zx a•O 

Pou cualquier x flja,<>te •• un •ioteliiO ho~o¡eneo on lu In 

C61nltu , y S . El deu=lnonto de lo aatrit de coefichntu, llo· 

toodo Wronsldano do las funciones :!x'•4 y x 1•1, e>: 

!'oeste que u!>te ol 111enoo un valor de o pan el cual ol 

doteralnaoto no et nulo '(de hecho cual,quior xlo¡, lo <Olud6n d<i 

<!!temo es Q•S•O y lu funciones '"" linealmente \ndependhntu. 

Geneulhuuo< ahon el procedia!ento anterior: 

Definición. 

Sean f,, f 1, .. ., f 0 funcione> derlvobl .. al aonoo n-1 •!. 

coa en ol Intervalo (o, b). 

f , (xJ f , (o) f n (x) 

f ; (x) f; (x) f~(x) 

W(o)• f';Col f';(x) ... f~(x) 

S. lloao Wronüiuo de las funcionet f 1 , f,, ••. , fn en ol 

lntenolo (o,b), 

-. . -- ~-·- ·-- .. ·-·- -- .. ·.=-:=---·_.· 

1 

1 

l 
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'Teor~ma V. 11 

Sea W(~) el Wron•kiano 

en el lntorvolo {a,b). 

de los funclonu f 1, r,, ... , fn 

Si ~(~,HO para olaGn x, en el intervalo entoncu 

Junto f 1, f,, ... , f es lineolmente Independiente. 

Duostracl6n. 

Lo ocuoci6n do dopendonclo lineal e• 

~,f 1 {x) •o,f 1 (x) •. • • '"nfn{x)•O 

derivando n-1 veces: 

Txc{o,b) 

. . . . . . . . . . 
0 , ¡ !"" 1 ~•) , 01 f ~n·1(x¡ , ... , o,!~n-1 ~•) •O 

Si hacemo• x•x, tenemos un ohtema ho~oa~neo dond• ll(x,) 

eo el dete.-mlnante de lo mauü de coefident.,: como eoto det<noi 

unte u diferente de cero el s!otn• ad:oite 56lo ¡ 0 >olucl6n tTI· 

vial. 

l'.ntoncos, ol finlco conjunto de valoros de"'' 01 , ... , "n 
pan lo• cualeo la ecuodón 

o,f 1 (o) •o1 f ,(•)• .• ,•a
0

f
0

(x)•O 

so uthface oo todo el intuvaJo (a,b) •• 

<> 1•<> 1• ... •a
0

•0. 

Esto ptucbo que la• funcloneo >On linealunt• lndepu-

1 diont.,, 

Ejempl<> V. 18. 

Demootr•< que lu funciones !
1

, f,, {
1 

Ulos que 

f
0
(x)•<enx Y- x < R 

son lineotmente ind~pendlentoo. 

Sotuc!6n. 

El llronsHano do f 1 , f 1 y f 
1 

""' 

i 
.. u 

W(X) CO>X 

••••• 

con • 
• •• 

-con o 
yo ~u• exioten val<>res do x poro loo cuoloo ll(x)~O, p<>r el teoyooo 

V. 11 los funciones f 0, f, y f 1 oon llnoaloento indepondlentes on 

e\ intHV0\<1 (·M 0 M), 

fjemplo V. 19. 

s .. S• {-o21•oent, ~olt, hen t ·Í oh) 

un conjunto de fui.clon"" de F, detenolnor el subespo<.lo &onorad<> •· 

por S ••1 co~o lo dlmens16n de d!cb<> oubeopocio. 

Solucl6n. 

Primero detormlnemoo si S oo un conjun<<> lineoloonto in· 

depend!·nte, poro lo cual obtoneooo o! Wronokiono de los funciones 

. e 2 t, ... ' le 2 t Z.ent ' ·" ., 
ll(t)• -2eH• "' ' 6elt lcost • ·" 

-4e 21 ·Son ' 1le2t ·lo en t ., ·" 
multlplicondo por.¡ y ·4 el primor renglón y suoando ol oe1undo y 

tercer rengl6n reopecthooeoto: 

..lt • "" ' lolt ' "" ' ' •" ., 
~'(t)• 

. ' ... ' • "' ' o ·• ... ' ., '" ' ·• "" ' o ... ''" ' 
dounollondo por cofoctoru ••10n lo oe11unda colu""o 1 

• 

V-'11/49 1 
• 

' 



l(t)~ 

por lo que 

W[t)• O 

• •;o.':;"::" •• ·-.-•• 

-l•ont•cost 

·5 un t 

out cost-20 

'i-t<R. 

·• sen t • l coo t 

-1~ son t 

sent con) 

fn uu coso, el teOTo!>a V. 11 no ... dl<e nodo reorecto 

Pora pod<T o(!rur quo oon 

lln .. l .. nte dependtonteo, debomo• obtonOT troo eocoloreo o, 1 y r 

talo'o que 

o(·eh•oen t)•i(lelt)•Y(2Hn t ·i elt)•O '" 
Dicho• escoluos pueden colculoue ,.edlon<o un 5lst<mo de 

tres •=acloneo obtenid .. a partü de (1) pau valores fljoo de t, 

dnostundo posHriorunt• que lo npresldn (1) •e ut!ofoce pon 

todo t < R con los ml>mos <><olores obtenldoo. 

Para nueotro caso, hociendo t•O, t•}, t•o en (1), oe ob· 

tienen los ecuoc!oneo: 

•• • " ' ., ' . , 
(l·e<)o•lo' •• (Z·Í •"h • , 

•• " e-j e " ·• • . .. , . , 
Lo 5olucl6n genorol del oloten es 

... • 1' ••• 
y uno oolucl6n partlcul•r 

ouotltuyendo utos voloroo n (1) tennoo: 

4(•eh•oen tl•lelt·l(Zoent·~'J•O 

Relocldn qu• •• cumple ~ t t R, por lo ~ue los funciones 

son Hnooloonto dependiente• en el ht<noolo (·•. •). 

' 

·-~-- . 

Ahora bien, eo.o el estudiante puo4e 4oacotrar flcilotBto, 

cualqulor •ubconJunto de S que contenJ& ~os elooentot oo llneol••n· 

P<>T ejnplo •1 conjunto: 

le¡ t) 

el cual es una btso de ~(5), por lo que 

dio L(S) • l 

y el oubespoclo ¡onerodo por S e"' conH\tuldo por to4u los fu10-

clon~• de lo formo 

Ae·Zt •1 sen t. 

Lo no onulec!On do Wronoklono on ol •enos un punto do! i! 

tenoalo, •• ha e<toblocldo co•o uno coMic14n ouflclente poro lo 1! 

dependencia lineal de un conjunto de funcionas [tooro•• V. 11). Eo 

ta condlciOn no eo necesario, yo que al Nronskiano puede onulorso • 

en todo o\ Intervalo siendo los funciones Independientes co.o so •• 

ilustra en el oi¡ulento ejemplo. 

Ej .. plo v. 20. 

,., funcloMs ' ' • tolos que: 

f (x) • ' • • (. 1 ' " • ' 
' g (•) • •1•1 • • ' ( ·1 • " son lineol~ente independientes on el lntorvolo (·1. 1) y tl •rono• 

klono os'nulo en todos los punto• de dlcko Intervalo. 

En efecto, on el Intervalo (·1, 0): 

' 
por lo que 

' 

' 



' ' 

1 
1 
1 
' 

W{~).J•' ,. 
y O!l 01 lnten'o!c 

f(I) • I l 

por lo que 

l .. ll(x)• ,. 

-;~;:;-:<: ••• •• •• ••. 

. ·¡ • • 
·h 

•••<·1,0) . . 
, .. 1) ' 

' 1 (X) • ,• 

• '1 . • ,. "'••(0,1) 

En <onoocuendo, de (1) y (2} oo oiJUO que: 

W(x) • o ..... (-1,1) 

_._ ··-

. '" 

• • (2) 

Sin ubn¡o, puede dnosturn flcil .. nte que f y 1 u,. 

llneol•onto Independiente> en dicho lntHVOlo, yo quo no uioton 

dos escalare• no nulos tole• que: 

' .. 

,,. 

of(I) ·~ I(X)•O, V XC (·1, 1) 3.• 

. . - . - . - . . . . - . . - - . . 

' 
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TRANSFORMACIONES LINEALES 
VI, 1 , f~~SfORMAC!O~ES. 

Como hemoo vioto, una función f de A en B {donde A y B 

>on do~ con¡untos no vado> cuoluquleca) •• una re¡la o crl«<io 

que .,ocia a cado elementO de A, uno y o6lo un ele~ento <le B, lo 

cual denotamos •edionte 

f: A • B 

hiHen tombi~n fundonOJ entre ••rocio• vectodal .. que, 

en fOTIO.O H~ihr, Mnotac<•o• por 

T: V • W 

dondo V y ~· ••n <spac!o, vector tale o definido> oobre el ~lomo «m· 

po l, Y T •• lo re¡lo de correopondencio que ootgno a codo vector 

V de V uno y o61o un vector de W, al que lla~or•~•• IMAG~~ de:¡ y 

repruenthemoo con T(V). 

A .. te tipo de funclo""• leo dor .. oo el noob.o de Tlt.INS· 

FORMACIONES, (Alguno• outoru •~rl••n lo< th~ino• operador, apli 

coci6n o mopeo en lusu dol de translormacl6n). 

Podemos iluHrar la. ldeu anter>ores "-<d!&nte la s!¡ulo!!. 

te íl¡uu: 

T{V')<W 

donde V y w reprHentan doo oopocloo vectorioleL 

. . 

~-~----. 

- 1-
Eje10plo VI. 1. 

a) Consldero111os uu tronofonood6n T que conohto en •ultipllcu 

por ~ un vector cual~uien (x, y) do R
1

• 

~:> .. !ne•o• •launoo c .. os: 

Lo Imagen del vector {1, 4) oo 1{1, 4)•(1, 11), lo quo deocrlbl••• 

como: T (1, 4) • (~, 12) 

En forao ontlot•: 

' 16,-21 - 113,·6¡ T O, O • O, O etc. 

h evidente que se trote de uno tronoforucUn • • do • en • , 01 do-

e 1 r: • • T: J. 4 J. 

y lo imaaen do un "ctor cuolquiero (o, y) eotl dodo por lo T<Jlo 

T (o, y) • (Jo, ly) 

b) Sea ohon lo tnnofo..,acl6n S:~'4R 1 

definido por la real• 

Dbtengo•oo, por eje11plo 

S (• • y) 

S (1, 1) 

• {•·l,hy), 

(0 • • ) 

que en pohbr., dice: Lo i11o¡en del vector (1, 1) oe,Qn la trono· 

formocl6n Seo el .. ctOT (0, 4); o bien: S aplico ol vecter (1, 1) 

en el vector (O, 4). 

De !~uol foru oe obtendrlon: 

S (O, O) ( ·1 • O) otc. 

eflnlcl6n. 

Sean V y W doo espocioo vectorloloo deflnldoo sobro un • 

~i•=• co~po K: 

Uno tunofOT>'OCl6n do V en W •• uno func!6n quo uocio o 

codo ~ector de V uno y t6lo un vector do"· 

1 



!juplo \'l. '. ... " tun•foruc\6n ,, •' • •' 
d~flnlda "' " reglo ' ,, . ,, ') ,, . " .. cloro ••• ' "· '· " . "· " ' "· l,·ll)• "· " 

' "· "· ' ) . "· "' etc . 

Una lnt<rprotoc\6n geo.~trioo de ~uo tun•fo!"11ac\6n seda 

lo O!Julento; 

SI (x, y, 1) ropro•uta un HgMnto dlri1 ido en el •opado 

d~ treo dloensloneo, ou laogen (x, y) reprooenta lo proyocci6n do di 

c~o oo¡mento en el plano XY. 

&J .. plo VI. l. 

El Oprrador dedvada (D). 

Su F el eopo<io vectoTiol fo,...odo por tod., lu funcionu 

de R en~. der\vableo en un Intervalo (o, b). 

ann lo cual lo l"agen de una func!6n f < F u ou derivada f' u U•· 

•• operador dorlvodo y >e denoto con O. 

Tenemoo por unto: D: F • G 

donde G •• el espacio que contiene o todu lu dnh•¡dao. 

Por ej .. plo, D {h1•1J • h 

(Lo illl&¡tn do Jx'•1 ••¡On D •• 6x). 

p (HOK) ° COH 

0(11)•0 o te. 

En ¡enonl: D (f(x)) • f' (x) 

Vl.f;/7 

•• 

Transformaciones llne•les. 

• • T: R • R del ojnplo Vl,l 

d•da por; 

Sobe10o• que 

T (x, y) • (3x, Jy) 

T (1, 4) • (J, 12) 

y T (6,-l) • (18, ·6) 

Po~uos preguntarnoo: ¿Cu~l <<r~ lo in¡en do! vector que 

se obtiene •u~ondo lo• vector•• (1, 1) y (ó, -l)? 

Calculhooh: (1, 'l•!6. -n· p, 2¡ 

Aplicando lo regio de tran;forud6n al vector obtuldo: 

T (1, 2) • (ll, ó) 

Oboorve .. o• que el ai••o resultodo •• hobria obtenido su

mando 5Ímplomonto lu ld¡;enos do loo vectoru involucrado•, esto 

e>: 

T{(l, 4)•(6,·l)l•T (1, 4) • T(ó, ·2) 

(l,12) (!8, •6) 

•(l1,6) 

quier par de voctore• (x 1 , y 1) y (x,. y 1 ) do R'! 

<lempre dortc que. 

E< d.cir, ,¡eo •• 

'''"·· ,,,.,.,, '·''.' '"·· ·,) ., , .. '). ' ~. ' ' 
lnve o ti guho•Io; 

T ((x 1 , y 1)•(x 1 , Y,}) • T (x,• x,, Y,' Y,) 

opllcando la re~lo: 

T ((x,, y 1)•(x1 , Y,l) (l(x 1•x,), J(y,•y,)) 

T ((x,, r,l•fx,, y1 )) • Ux,•h 1, lr, •ly,J 

Por otra parto, aplicando la regla tono•oo: 

--·.-.::=-o···· 
.. 
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1 

1 

1 

---~=;: ... -... -.. 

o oeo que: 

T [x,, y,)•T[x,, y,)• {3x 1•Jx,, Jy,•Jy1) 

Por unto: T ((x,, y,)•(x,, r,Jl• T[x,, y,J•T(x,, y1) 

Vemos ~ue pora esto tunsfo,.,ocl6n: 

"La l~agen de la suu de dos voctores es Igual o tOsuiOa 

4e lu ldgenes de cado uno do ellos", 

En forma sl~ilor, podemos ver ~ue O<uTr< cuando IOUltlpl! 

caaos un vector por un escalu y obtenemos lo >oogon del veetor r!_ 

sultanto. 

y000,.0 , por eje•plo el'"""' 5{6, -1) • [:10, ·10) 

Aplicando lo regla de tnnsfomad6n •1 vector obtonido: 

T (lO, -10) • {90, ·lO) 

1/ueH~<oto, l<abrfa bo,odo con ~ultirllcor por S la 1~•-

¡eo del vector (6, -l): 

'" ''· ,, 
" 
' 
'" 

T (S(6, -1)) 

Ucil comprobar 

ST[ó,-1) 

• S (11, -6) 

• {90,-:lO) 

'"' •sto " cu~ple pon 

cualquier ••colar o ' '. o seo: 

' (o (x, ,, 
efecto: 

T [o{x, y)) 

o T (x, y) 

• "' 
,, . ,, 

T (ox, oy) • (lox, loy) 

a{lx, :!y) • (lo.x, l.,.y) 

Concluimos que pau e•u """'formación: 

cuolqu\er ••f 

"lo i<ogon del producto do un escolar por un vo~tor •• · 

ltual al escolar multiplicado por lo i~agen del vo<tor". 

A los transfonadones que tlenen esuo dos propiedad.,, 

- -~·· 

3 
•• leo iloao TRASSfO~CIOS~S LINEALES. 

Hoga~o• un .. tudlo oillllor con lo tunoforao~16n S:R'.oll' 

del ej~mplo VI. 1, def1nldo por: 

Sab.-..os que: 

S (1, yl 

S (·9,J) 

S {1, 2) 

(x'-1, hy) 

{80, -~1) 

{o ' 1 J 

S ((-9, J)o(1, l)} • S (-1, ~l.· {61, -10) 

~n .. ,. coso, surnor ¡., ldgenu de codo uno de lO> vec

tor•• bubiero conducido o un resuludo dhtlnto, pues: 

S (·9, :1)• S (1, l)• (80, -54) • (O, 4)• (80, ·SO) 

Dleho de otro fonoa: 

5'[(•9, J)•(1, l)), S (·9, J) *S {1, l), 

En lo que concierno al producto por un escolar, obten••-. 

"'"'por ejemplo: S (l {1, l)) • S (l, 4) • {J, 16), 

Eote ruuludo difiere del que u obtiene •ulllplicondo 

por l lo imo~en de {1, Z), yo que: 

lS (1, l) • 1 (0, 4) • (0, 1} 

•• decir: S (2 (1, l)) , l S (1, 2) 

QbsUVOJIIO! que lo tranofonoacl6n S no puee lu propieda

des que tiene T, por to"cuol se dice que S NO u lineal. 

Definlci6n, 

Lo tron>fo,..,oci6n 

T: V • W 

es uno tranoforoact6n lineal ol: 

T CV,•V,) • T (V,) • T (V1) 

'' ' T(6V) QT{V) 

I'"V1 , V1 o V 

YVcVJo<l 

• 
' 

""' 



Se dice entone<> que r preHno ¡., opeudones de '""'' y 

producto por un escolar. 

(En o! estudio de •\•temo• f!•Icoo es coman llamar o 1 y 

Z propiodod .. do ••superposlc\~n" y '"homo¡.oneldod"' reopectivo11ente). 

~stos dos proptododeo pueden c~blnorso en uno oo\o que establece 

c¡ue : 

"' Hnoo\ o\: 

' ¡,-.,.;;,¡ . ., (ii'' ) • ' (ii'.) 

poro todo "" " voctorn . ' ,., " • ' todo O>Col« •• 

"' <ntTe todos ,., t ransformac tones " un eopano vectoriol 

00 otro, 50n eopechlmente ~tlie• aquellos quo oon lineole> pues so 

prO<onton en dlvonos romos de lo 11otedt\co y, frecuente=ente, lu 

proptedode• de tronsfor .. cione• oh genero\u oe obtienen aproxt••~ 

dolu oediuto tronofor .. clon•• linealeo. 1<1 utudio de eHu Gl· 

üou se dedicar• ol resto del capitulo. 

Yo huoo duostudo que t. trono formación T del ejemplo 

VI. 1 es lineal, olontroo quo S no lo es. Veamos otros ca>os: 

•> " ., 
" 

luc!Gn: 

•> ,, 

" So u 

R' : 

Yl·lD/11 

·-···~· 

EJ ••plo "· •• 
Dedr ,, "' o!Kulentu t nnf ol"ll&~loneo ••• lineales: 

,. • ,. ' ''. '· 
,, • (x•y' •• 1) • ,. • ,. • ' ''· ,, • (•. 1 • ' 

•' • ,. ' ,, ' ,, ,, • (x•y ' ,.,¡ 
v ..... ,, e""¡> lo • •• "' prop!ododu ,, linealidad: 

( ' ' • ) 1 (a , 1 , 1 ) doo voctoru arbitrorlo• do ' . . . ' . . . 

T ((x,. y,. •,)•(x,, y,. •,ll • r (x,•x,, y,•y,, ,,.,,¡ 
•rlicando lo reglo 

T ({x,, y,. > 1)•{x,, Y., :,))• {X 1*XIY,*Y,, x,•x,••,••,l 

Ade11h: 

aplicando lo re¡lo 

T (x,. y,, z 1)•T{x 1, y,, z,)•(x,•y 1, x,•:,)•(x,•y,, x,•>,) 

T {x,, y,. < 1)•T(x,, y,, <,)•(x,•y,•x,•y., x,•z,•x,• z,). 

Se cumple quo T((x,, y 1, •,l•(x,, y,, •,)l·T(x 1,y 1,;: 1)• 

•Tl• .. r,. •,J. 
Sea {X, y,;:) .un vector R' y~ un nelmoro roo!: 

r (a{•, 1 , z)) r (ax, or. a:) 

nT{x,y,t} ~ {x+y, x+:) 

• (<»=•~y, <»=•a•l 

s~ cumplo quo T {n(x, y,:}) • a T (x, y,>), 

En concluüón, T u una tran•for<Oae>ón lineal. 

T. (x, y)• (x•l, y) 

1) Sean {x 1 , y 1) y {x,, y,) dos vectoru cua!O<quiera de R': 

r \lx,, r,J • (x,, r,ll • r cx,••,,·y,•y,l 

• (x 0+x 1•1, y,•r,l 

Por cuo puto: 

T (x,, y,)•Hx,. y,)• (x,•1, Y,l • (x,•l, Y,l 

(x,•x,•Z, Y,*Y,l 

T ((•,, y,)o(x,, y1 )) 1 T (x,, y 0)•1 (>1 , 

Puuto c¡ue no oe ,....,ple la prí••r& prophdad, la troMfor-

1 



' '· 

uc!6n ~ue noo ocupo NO es lineo!. 

h evidente que, se,an !& definición, basta con ~ue no oo 

cu.,ph al,uno de lu dos proplododu poro que !& tnnsfonad6n no 

••• lineal. 

So de¡o al e"udhnto duostrar quo lo tunofol'lllacl6n dol 

ej .. plo VI. ¡ u Hnul. 

Eje~plo VI. S. 

El operador O es l!neol. 

En efecto, de curoo• ole matemáticas oabemo< qu<: 

""ta dedvada do lo '""'" de doo func!on., •• i¡uol o lo · 

'"""de loo ~erivod" de codo una de ellu", u deCH: 

P{! 1•f 1) •P(f 1)•P{f,l 'f-f
1
,f,oF. 

r .. b!En !Obemoo ~uo "~o derhodo do una con>tonte por una 

función os !guol a lo conounto por la dorlvodo de h func!On", o • ... : D(af)•aD(f) 

Coao vemoo, Jo ~ue hemo• enunciado oon precioamento loo ca 

rocterlotlca> do lineal!dod del operador D. 

Ejemplo VI. 6. 

Tunofonnacl6n Identidad. 

Lo tronoforooclón Identidad 

defhldo por Iv (Y) • O paro todo O do V, u lineal. 

• 

• 
Eje~plo VI. 7. 

Transfor01oci6n oero. 

~- tunsfonoc16n cero O: V 4 W 

definido por o {V) ·U",. poro todo V de v, u lineal. 

\ 

·-- -----;'" ·_·.·.·4·-·;,:,o.•. 
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VI. l 00!-.1~10 RrCORR/llO Y ~1JCLEO. 

Cono!dornos la tranofonoact6n lineal To R' 4 R', dada 

por la ngla r (•, y, t) • (~. h). 

Es cluo q~e hta u una roglo que n puedo opl!car a . 

cualquin \"OCtor de R', por lo que ll&~are~o• a R' DOMINIO de la 

<rano fornoc Ión. 

dio de alguno• o)emploo: 

T {l, 6, -~) ( z. • ) 
T(T,l,Oj•(I,Z) 

T (·5,6, ·9) (·S, -10) 

E> ;,portante notar que, ounq"e"l•• !ml~<r.e• e<t1n en R', 

no todo• lo• vectores de R' son lugen de ol¡ún vector del dooln!o. 

Iuo se debe a que, co"'o oe ve de la re¡; la de tranotonucl6n, todo< 

lo> vectores imagen tienen la 0fOrma (~, J.), e> deo!T, >U S08UOd> 

co•poneote •• i~ual a doo vec<o lo pd~eu. 

Surge por tanto la neco.,d•d de dar un nombre •1 conjunto 

de vector .. i:ztaJ<n.~ooouoo le llouce,.oo RECORRIDO de la transfor· 

aac!6n y lo representare~o• po• T(R'}. Entone••; 

T (R'J • l (<, l<) 1 < < R 

E> ~Jaro qu~ lo> ,·ector<> (1, J), (1, -8} y(~, O), en: ro 

otro•, no •on imaten de ningún vutor del do~1n!o. lo que es equlv-'. 

lonte o decir que no e>tin en el ncocrldo de lo t<>o>!Or-"•d6n. 

Vl·l4/15 

Anolicemos algunos ca•o• adic!onale•: 

T{O,J,l} 

1{0,0,0) 

( ~ ' O) 

(o. o l 

·• 

T (0, -9, !) • {O, O) 

Fld!mento •e deduce que todoo oquelloo vectout del do•! 

A esto conjunto de voctores se le do tubHn un nombre: 

~UCLEO de la transforud~n y se le repreoenta por S(T). 

En este CHO: N(T) • ((0, y,>) 1 y, 1 < R) 

Por lo anterior: (O, J, ') < N(T) 

(0, O, 0} < N(T) 

' (1, O, O)~ S(T) etc. 

Puaremo• a fo,.,..llur lu idus anterloTes co~ la ol¡¡ule!!c 

te: 

neflnlci~n. 

Seo la tronsfonnacl6n llneol 

T: V 4 W 

OCl!INIO: Eo el conjunto \' de vectoreo oobro loo cuaJo• acth la • 

t rano f on•ac! 6n. 

HCORR:.:.O: h el conjunto fo ... ado por lu !•lgene> de los vectores 

4el dominio. Lo repruentaruo• con T(V), •• decir: 

T(\") • { w 1 ¡¡-. l(;;"), V< V) 

~,"UCLto: E• el conjunto de vectores del do~!n>o cuya lma¡en e• el 

vector cero de w. 

N(T)•!V VcV,T(V)·Irw 

Ejemplo VI. !. 

Para el operador derivado D ya dlocueldo ntorlorunt• 

(Hr ejempl~ VI. l) tene~oO: 

oo~!nlo . ¡;5 el conjunto de todoo las func>ones der!nblos u ol 1.! 



Recorrido · h ol conJunto de todas lu funcioo~• duivodu. 

NGcloo fs ol conj~nto do todu los funciOnes que ~·~ constantes 

u el lnt~rv~~9 (yo q,.. ol dorivu uno conuonto so obtlo· 

ne la función coro). 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
h general, puo encontrar ol nQcleo de uno tronsfono· 

ddn llnul, Igualamos la IUgen ol voctor cero y vo•os que condl-

<Ion .. resultan do ello paro los vectores do! 
• 

Por ejuplo, pon ol coso discutido ol prl,ndpto 

soccidn, donde: 

T (x, y, ,¡ • (x, lx) 

poro obtener el nOcleo de T harf .. O> 

{x, lx) (O , O) 

10 que l~pllco ' o, por lo cual 

N(T) • {{O, y, 1l 1 y,<< R} 

' de uta 

He••• visto que, on uno trondonoddn lineal T: V~ W, . " 
el rocorrldo T{V) ~el nOcloo )I(T) son oubconjuntos do Ir 1 V, TU· 

poctivuonto, Duostroremos a contlnuaddn que no sdlo son 5Ub· 

conjuntos, sino tombi~n subespac!os. 

Toorn.• VI. 1. 

Su lo tronsfor .. ddn lineal T:V•W. 

El recorrido do lo tranofonocidn u un subupo<io de 11. 

o .. ootracldn. 

Do acuerdo con el TootoOI& V. 1, bosta con ~u.ostror que 

el recorrido, T{V}, es CO<rodo paro lo OLll>lo y el producto por un· 

eocohr. 

') Soon T {V,) 1 T (V1} dos •·ectoru cuolooquleto do T {V), 

Por linoolidod: T{V1) • T{'i,)• T{V1•V1) < T (V) 

yo que, co~o V,, V, <V entonces V,•V, <V. 

E• decir, ol T (V1) y T {V,) oon ele~aentoo dol recorrido, 

T(V1) • T(ii1) t .. blfn.lo u, cwoplihdooo U corroduro poro lo ou· ... 
" Sun T(~) un olt .. nto cuolquloro do T (V) y o un .. cahr do! 

... p •• 

Por llneolldod: o T (V) • T (oV) < T {V) 

lo qu., coao v <V, entonces o V 1 V. 

es decir, oT {V) es tULblh un ole .. nto dol recorrido y 

~·~o• demoltrodo la corroduu para ol producto por un ucahr. 

De 1) y l) quedo de~ostndo el teoruo. 

lmoaon del vector cno. 

Un rooultodo lmportonu quo •o dospnndo do 1., propled! 

o .. do lineolldod eo ol siJUionu: 

En uno tron5fonoci6n liooal T: V ~ 11, 

lo iu¡en do! vector coro do V o• ol vector cero de w, o sea: 

Uno domostracldn illlllodiato •• h sl¡ulento: 

Haciendo o • O on 

r (oY) • oT(Y) 

n oHiono 

T {ll'vl • ll'w, """'" u quorfo. 

Por lo quo,ol nllcloo olo•pn contiene ol voctor coro ol T 

os lineal. 

Vl·l6/l:f 
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Jo ore.. o VI, 2, 

Su lo trandol"'locl<ln lineal T: V~ 11 

El ndeloo do I& tnnofo ... c16n os un •ubupoclo voctor!al 

do V. 

o .. onuct6n. 

' ) 

"' 
" 

Sean Y1 y v 1 dos vector u do N (l), 

entonen: ' (V,J • '· 
' (Y 1 J '· ' ••• lloealidod: ' ¡:;,.;;,¡ ' (V 1 J •T(V,) 

Suotltuyondo: ' (V1•V,J • '· • '· 
' (V1•V1) '· lo quo, v 1 •v, .. toabl~n un vector " " (T) • 

Seo V un vector 'de )1 (T), ontonce• T(Y)• lfw' y >eo o un eooo 

hr del COlllpo. 

Por llneolldod: T (~Y) •o T {V) 

Suot Huyendo: T ¡oY) "" lfw 

T (oV) • 'líw 

o V !OlllbUn oHI on N (T). 

loto coaploto la dewostnd6n. 

Conolderoooo nuevoaento lo tunofo.-.ocl6n 

da por 

T (x, y, z) • (x, b) 

Pueoto que el ndcleo y ol toeorrldo son a ou voz e•pocioo 

por lo que: d!m T (R1) • l. 8 

En for11a ot,.ilor, pora olnacleo N (T) • {(o;y,z)ly,o< Rl, ... base •• 
'" ... ,. . ' . 

••• \(0,1,0), (0,0,1)} 

cuanto ,, d0111lnlo •• ' ' 

r por ello: dla H (T) • l . 

sabeooo ~ue oo de dioensi6n troo: 

' ObseTYomo> que la dlmen>!Ón del dooinio •• la suna do la> 

di•onslones del recorridO y do! n~deo. Este u un reoul udo ouy 

lmportonte que,.COJIID veremos oi contlnuocl6n, se tiene siempre que -

>e tubajo con upados do dlmon•l6n finito. 

Teore"" VI. 3 . 

s .. V un espado vectorial de dlunsl6n finita y sea 

T' V ~ W 

uno tranofor .. d6n llneal. 

Entonces 

dlm V • dio T (V) • dlm 11 (T) 

Uemootract6n. 

Seo II'1, I'1 , ..• , rpJ" 

di• r (VJ • p 

Seo lñ,, ñ 1 , ... , ¡¡q) 

dl,o 11 (T) • q 

uno buo del i-econido T (V), u decir, 

" 

una baso del n&rleo 11 (T), •• decir, 

Puesto que los voctoru r 1 , r 1, ••• , 'r pertenecen a T (V), 

deben exhtlr p vectores ... ... ... , vp 'V talu que: 

' ¡Vd '• } ' (V,) • '• voctorlolos, tl.onon buo Y d\oenol6n. • .•• (1) 

c.,.o so vl6 ontorlonente,T Ót'J • {(x, lx) 1 i' R) os el 

recorrido de lo tunsfor,.d6n, y el estudiante pu~do verlfioot fl· 

ell .. nto ~ue el conJ""'" JR• {{!, lll os uno buo do dicho etpoclo, 

Vl-18/19 
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·---- ---- ----~ 

.. uu buo ,, '· hobceiiiOS ~emo•tr•do ,, teorema, puoo ... probarl 

••• dl• V • p•q. .., . 

" • lenoro ., upoclo V., - • '• • , . 
'" ' "" voccor cuolqule<o •• '· • 

h que T (Y) utl en el recorrido, pode .. o upuurlo <2. 

oo coobinocl~o llnul de loo eleuntos de lOÓ boto ¡i'1 ,•i'1 , ,,,, Fpl: 

T(V') ·o,T,•o1'i'1 • .... 
Suotltuyendo (\): ,., "· ·' .. 

T(Y) • o 1T(V1¡_.,1T(V1)• 

Por llneolldod: 

T(V') •• " 
do donde: T(V) -T.(o 1V1•o,V,• ... •oPVP)•1l"w ,

1 
• 

Por llneolldod: 

T(V-o 1 V, -o, V1- .•. -o~VPJ·1l"w ~ .. 

• 

Por tonto, ol vector (V -o,:¡, .• ,:¡,.,.,·o V) uU en el nti " -
cleo (yo que su laaaon eo o! cero) y lo pode~oo npruor co .. COILD_!_ 

u.oddn llnoal do los olonntoo de lo bue til,, ·"•, ,, . , iiql• es de-

Clr: 
" . 

' o ,v.-

V • o,V,•o,>,• ... •o~VP·~,o,.,,il,• ... •~q"q 
1!01110o demostn~o que cualquier v~.c<o_r, de V,•• puedo ""PT!_ 

nr en tf,...lnoo do lo5 vectores de 9, por lo que hU es, un conjun· 

to aonuo~or. • • 

" B eo lin .. l~onto Independiente. 

Formemos lo coi!Lblnaeidn lineal .. 
. • • (2) 

- -------~--~------- --------

Tnnsformondo nbos oiubros de (l): 

T(>.,> ,•I,V',•.,. •).p>p oy 1ii1 •y 1ii1• .•. +y
4

iiq)•T(II'•) 

Por Hn .. lldad: 

• . • (!) 

Pu .. to que los nctores ii1, n,, ... , 

T(i11) • !(ii1J •' ... • T(iiq) • ll'w 

Suotltuyendo (1) y (4) eo (l): 

iiq estln on o! ndcloo: 

• • • ( 4) 

>,f' 1•l 1'i'1• ... •>.Pi'P • Uw , U) 

Por hlpOteolo, (r 1, r,, ... , rp) es una buo, por lo quo 

(1) impli~• que: 

>.,·>-,- ... ·>.p-0 

Suotltuyendo (6) on (l):, 

r,ii,•Y,ii,- ... •Yq ñq • Uv 

• . . . (6) 

pi i~• que: 

., ••••...• o • • • ( 8) 

l!eaoo d .. ostrodo que (l) ••pheo que 

l,• l 1 •.,,• lp • y 1 • Y1 • ... 

por lo que B es llnnl .. nte independiente. 

• ( J) 

•• 
Do 1} y ll, B os una buo de V 1 por unto; . 

diaV•p•q 

quedando duostndo el toore ... 

Ej .. plo VI. 9. 

Con•ld<remoo lo tronsformaoi6n lineal T: ~~ • R' dado • 

por la n¡¡lo T (~, y, ;) • (J> • y, óx t,ly+t), 

VJ.20{2! 



(Jx • y, ~· · '• ly • •l • (0, O, O) 

do dond~ •~ obt!~n• el •1••••• 
3• • y • o 

' o 
ly•z•O 

n utud!onto pueM ver!Hcu ~ue lo >olucl6n ¡enero! do 

eHe >htno ho~o¡!neo es: 

z • 6x 

por lo ~u e: 

N (T) • ((x, ·3x, 6x) 1 x t k) 

Un• b&•• del n~deo •• ol conjunto B.~· {{1, -~. 6)1 

on conoecuencla dio N(!) • 1, 
' 

E> cloro que la dluno\6n del do•lnio •• di• R'• J, 

Aplicando el tooreu VI.J, condu!=o• que lo dillen>l6n 

del r<eon\do •• dla 1 (~'¡ • l. 

Sobuoo ~ue loo vecto«> del r<corrldo tienen tr., comp~ 

non tu, poro el hocho de que la dl~enol6n M ~<te oea do> no• obl.!_ 

¡a 0 penur que Qn\c...,ento dot de eu• co•ponenteo •on hdependle!!_ 

Hollnot lo reloc!6n de dependencia entr< In componentu 

de un vector 

(a,b,c)<T(R
1

) . ( 1) 

Pua ello, podno> plantear la ocuocl6n 

o,•·~,b•o,c•O . • { l) 

Se¡Qn la reglo de nonofomoc\6n: 

(a, b, e) • (J• • y, 6• • z, ly • <J 

y ou>lituy~ndo on (2) 

Yl 22/¡oJ 

,. 

~ 1 (l~•y) ·~, (~K· >)•~, ( ly•>) •O 

Reoc .. od .. do: 

{la 1 •6a,l~;fa 1 •la 1 )y+( -o,•o,) ••O 

¡o 

uta ocuoe16n u vorifica para ~alquler valor de x, y, 1 ti: 

Ja 1 •6~ 1 • O 

o 1•l<i1 ••O•' 

-a•a•O ' . ' 
Lo ooluc\6n ;entra! de ••te sloteu oo: 

",··l"• 
"•" a, 

que oustltuyhdola en (l) noo dice: 

.¡a 1 o •a,b •a,c ."O 

o bien ·lo•b•c•O 

' ' 
y o! recould0 •• puede deocr\blr COOIO 

T(R 1)• {(o, b,·lo·bJI o, b t R) 

!'lnol~ente, uno buo del rocorrldo e> el conjunto 

BR• ((1, O, l). (0, 1, ·1)) 

donde oo ve claroaente'que di.- T (R1) • l. 

' . 

Ejnplo VI. 10,' ' 

Pan la transfor110ci6n r:"'R
1
• ~·del ejuplo VI. 

doda por 1 (x, y)• (Jx, Jy), oban; .. oo el nacleo: 

(lx, ly)•(O, O) 

h•O ' ·' 
' ' . 

.. , .. 
. . ' 

.. 

' . 

" 

,_ .. _____ _ 



Lo Gnlco soluc16n de eoto oi>teu eo . . , 
' , 

de doade: 

N (T) • {(O, O)) 

y, por deflnlddn, dimN(T)•O 

Por tonto, del tooremo VI. l, di~ T (R')•l, lo que iapl.!. 

co quo el recorrido eo todo R' poro este cuo. r, docir: T(R
0

)•R
1

. 

()h~rvue que, como con•ecuencio del teo<ema 1'1. J, 1• di 

••no IOn del recorrido es cuando olo i~uol o lo dol do•! ni o, pero no 

puede oor moyor. 

fje111plo VI. 11. 

Su Y el eopo<io voctodal de mude .. de orden lxJ, y se• 

W el oopoclo vectorial de ••<ricos de orden 2>1, omb•• oobro R. 

Conoidernoo lo Hon<fo,..ocidn T: V~ W 

dofloldo por T (X) • XA, pora todo X de V donde: 

•· [::] 
fs clor'o que T •• llnool pues, poro todo X, Y< V: 

T (I • Y) (I•Y)A 

T(X)•t(J) 

T(Ol)•(<oX)A 

. ,----·· 

• o (X A) 

• ; (X) , '" . ' .. ([: • 
;]¡a,b,c:d,e,r. } fl dooinlo de T •• ' • 

Una ba<e '" d0111lnio e.: , 
, , :H : :H : :].[: , H : ~]} 

di~ V • 6 

Pau onoontrar el niloleo no<e•itamo• conocer lo lma¡¡on ~e 

'' . •·[,·'.',] uno aatr • cuo qu>~ra 

T (X) • X A 

T IX)• [: • • 

Pan que X esU u 

[" • • 
a•:lb•6c 

,. 

" 
• , 
b • ·le 

• 
• 

, 
·U 

,. 
,, 
• , , 
, 
, 

• 
• 

" n~cloO: •• '"] 
" " . [: : l 

• 



! 
1 
1 

1 

1 

corrido .. 

es doch, 

todu "' 

~'""'· --_.-.-.. 

¡ [: .;o ;] ·} N(T) • e , f t 
·H 

Una bu e "' nQclec .. 
{ [: -, 

:J [: 
o :l} . -

' o -, 
di m N {T) • ,_ 
'" Qltimo, •egOn .¡ teorua VI. J, lo dinen,!6n del re-

di10 T{V) - ' . 
Eoto !~plica ••• 
T(\")• ¡ [: :J a,b,c,d,cR}•• 

el recorrido de la t rano for~ac 1 ~n esta con•titu!do por -

.. trice• cuadrados de orden doJ. 

Una b .. e de T(l') u .. -a :J .¡: :J [: :J [: :J l 

\"1. J. REPRESESTAC!O~ !l,oTRlCIAL nE UNA TRANSfORIIAC!ON LINEAL, 

ConJ!dere.,o• el siguiente cuo: 

Oe una tun•formaci6n lineal 

" 
,. ,. 

" conoce finlcoOlente que: 

, "· ' ) "· " • , "· " - (O' ., 
H• posi~le encontur , "· , 
\"ei~o•lo: 

• • 

El vector (1, O) se puede exprenr co.a c<>11binacl6n l¡. 

neo! de (l, 1) y (1, :1). En efecto: 

Por ello 

( 1 .o) 
r ¡1 ,o¡ 

y, pu.,to que Te. llnOal: 

(7, ;¡ ·l {l,l) 

T ((7,l)·l(l,1)) 

T(I,O) T(7,l) ·l!{l,l) 

T(I,O) • (O,S) ·l(1,l) 

T(1,0) (·l. ·1) 

!2 

E• ftcil co~probar que el conjunto ((2,1), (7,1)1 u uno ,. 
• por lo que cualquier vector (x,y) de R1 puede obtener· 

se o partir de d1cho conjunto. Paro eote coso: 

(•,y). (·h•Jy)(l,l)•(•-ly)(7,l) , '1" {x,y)er.'. 

Esto no• por~lte obtener la re¡¡lo de tun<formacl6n, yo 

que: 

T(•,rl• T((-J.-lrJ(l,IJ•C•·lrJ(7,J)l 

y co•o T e• lineol: 

T{>,y)• (·J••Jy)T(l,l)•(•·ly)f(7,J) 



do donde: 

T(>,y)• (·3>•1y)(l,l)•(•·ly)(O,I) 

En aeneral, ol se conocen lu ldgenoo de loo voctore 5 

de una buo del do.,lnio, se tiene co•plotuenu dofin\Jo uno tr;n. 

fonodhne•o• e!to ruuludo ,.edhnte el <i-

Teore~a 

Seo B• {v 1 , V,. uno baoe de un eopoclo 

1 oeon ~ .. ~ ..... , ~. n vector .. cuol .. quiero de ouo eopocio 

'· 
Entonceo, oxl<te una Onlco trantfor=oci6n lineal 

tal quo: 

T: V • W 

T(V
1
J·W, 

T(V
1
¡-W

1 

'" 

SI Veo un vector cuolqu\ero de 1', podrá e>presoroe un!-

vocuente en Hr~lnoo Jo !& bo« B como: 

Deflnuo> uno nonofonooci6n r por: 

'" 1 dnonrnoo que e> lin""l. 

fn efecto, oi to .. IOOO otro voctor Ü de Y tal quo: 

'. 

oo tiene que 

~n consecuoncio: 

•T (V) •T(Ü) 

ror unto 

T(cV)• co 1W1•co,;;, •... •oa0¡¡"0 

•c{o,;;, ••,;;, •... •o 0;;"0) l 

_•cT(;:¡ 

Vuoo que T. definida por (l) 00 lino> l. Adnh, ha· 

ciendo V•V,, do (1) oc ubti<ne que 

., • 1 

Suot!tuyendo en (l), T(V,)•;;, 

Procediendo en for10o >iodlor, T(V1)•W1 

T(Vn)"'n 

ll .. >o> de:>o>trado que existe uno tronsfon>ad6n lineal quo 

Resto o6lo demostrar ~ue dicha tranofon>oc!6n u . 

~ni~•-

Pora ello ouponJro=o> que oxloton dos tr•nsfo..,ocioneo ll 

neales, T y T'. r duootrar .. oo que oon l¡uol<>. Touaoo el vec-

tor V dado por (l). Entonen: 

T' (V)•T' (o, V1 ""• V,• · · · ' 00 >'0) 

Por lineal\dod: T'(Y")·a,T'(V1)•o,r•(V,)• ..• •«0T'(Vn) 

-----,-· ···=-'-"'"'' 
' . - . ,. .. Vi-28{29 

?B 

' 
' 



Por hipOtuls, 

Por tanto, 

T'(V,J·ii, 

T'(V,)·W, 

r•¡;:¡.;; 
" " 

de dondo T•T', ~uodondo drmootrado ol teorema. 

Veruos ahora que Ju tronsfon>odoneo linealu pueden T! 

pr<Hntane por ~•dio dr .. tri~.,, pan lo ~ual eu~dle110S el ol· 

1ulento tU O: 

Trneooo uno tron<fol"lloci6n \!neo! T: J' 

• • . ( 1) 

h claro que T (O, l, J)• (6, 7) 

Si cono\du.,.os lo oatri.: 

,. [: :] o 

' 
preoul ti p lle .. oo .. vector col"""" l: l por die~• ~•tri>: 

[: o :] [ :] [:] 
.. obtiene lo ioo1•n del vrctor "· '· " ••1dn 1a 

" hecho, pon cuolquler vrctor ,, . •• 'l 
,, R' : 

qUO oo t. real& de tnO$fOI"IIOti6n dado por (1). 

Vl-30/31 ,, 

Podeoos por tonto oocriblr: 

t rano fonooti6n· 

• 

donde V •• un vector ~olumna. 

Lo ~atdz M so obtiene • putir de loo \¡nJ¡enu de loo 

vectores do lo base can6nico de R': 

T (1, O, O)• {1, 1) 

T (O, 1, O)• (1, D) 

T (D, o, 1)" (0, 1) 

loo cuaJos, co~o purde verso. oon los colu~noo de la aotrit M,quo 

"recibe el na~bre d& ""matri< asociada • la tronsfornac\6n, refed· 

da a loo baH• canónica•"· 

~jemplo 1'1. 11. 

hn Jo tran>fo,...,ad6n 1: R' ~ R' definida por 

T(•.yJ•{ly,ZX) 

<'-'lar 1{~. Z) .. pldndola. 

Solución. 

' .. matdt 

T (\, O) 

T (O, 1) 

podido u 

¡: :J 

(o' 2) 

(J ' o) 

poro obtoner ' '' . Z) efectu•~•• el prc~ueto 

¡: :] [ :] [ :] 
por lo quo T (•, ZJ•(6, 'l· 

. . . - . . - . . . - . - - . - - -

. -- -- ···-··.···:o o:.·.~··· ~ .. · . •· 

1 

1 

1 
1 

' 
' 1 



u• colu=no, r• que eHo facilita ¡¡undemente el m•n<jo do 1 .. ·• 

Honsfo.-.oclonH l!nealn cuando •• •~?le&n la• utroce• nociadu. 

Motrl< o>OC!oda ufer!do • dos ba>e> cuole>quieu. 

Anollc .. os ahoro el cuo de una tunsfo.-.aci6n llnul 

f: R1• R1 , nbiendo que A• \'V 1, V1, V1l •• una bue de R' y·· 

1• {W1, W,l u uno bue de R1 . So conoco odedo que: 

T{V 1 )•ZW 1 ·~W, } T(V,)•·6;;, +7W1 (' ) 
• 
' rrv,¡- ;;,.,;;, 

'· lo cual defiM compleumonto la tronofornocl6n T, .. ~un el tooreu 

VI. o. 
Supong...,O> que se 1.\ene un vector V< R' tol que 

Entonceo, coao Te> linul: 

l(V) ·o, T{V1 J "'• T(V,J •u, T(V ,) 

Utlliundo !&• npTO>ionu dadas por (1): 

T(V) ·o, ¡z;;, •lW1) •o, ( -bW1 •7W,) ""• (W1-.IW1) 

qu. puedo .. crlblroe como 

T(V)•(lo 1 •h,•a,JV1•{lo 1 •7<>1-lo,JV, 

por lo quo, el vector de coordonad .. do T(V) en_ la ba>e a es: 

• 

-¡········ '•] Jo,•7a 1-l o, 

hto voctor puedo obtonnu o pon ir del vector do coord!. 

~odiante el producto 

[: : :] [::] 
quo repruentamos udianu 

(T(V)) 

• 
• 
' :] •• la utri1 uociada o lo "'"!. 

foruci6n, reforldo o ln h••• A y a. 

~· ¡~portante ob>ervar dos co,.., 

1.· La ~atrlz ~ tran•for•• un vector do coordenada• en A, en un 

vector de coordenadu en e. 

) . -

unte: 

Los colu=n•• de ~ •on las coordenada• de los vectores l••· 

¡en do la bue A on la bau B. 

Formallzoremo• o contlnuac16n ol estudio hecho onterlor-

V!.32f33 
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• 

·- ----· . ... 
Te ore,.& VI. ' 

Sean V y w doo eopaoioo vectorloleo tale• que dla V•n y 

di• W•o; y >eon A• ¡>1, V,, ... , Vn¡ y B• ¡V1, V,, ... , W.,J bnu 

de V y W, respectivamente. 

Sir, Y • W e• uno tunsfor~aci6n lineal, entonces ox!He 

uno Qnlca ~atrlt ' M
8

, de orden m:.cn, <ol quo 

T('i) • H ~ (V) A paro todo V de v, donde, ol 

T{V
1
J••, 1 V1 

••, ¡,;, • ... •a1 iW• 

entonces, lo ,~,;~o coluana·~e ~ •• ... 
.,. 

•,; 

(T (V-)) 
' . 

bte teoruo noo RUantia que, poro encontrar lu coordo 

nodu de la ino~en de un vector V reforldoo o la base B do W, bO!, 

tar! con prernultlrllcn •l vector de coordonoda• de V en h bou A 

por la matra M~ , • la quo lla~aremo> "ontrh de la tron>formac16n 

ro!er!da a las b., .. A y B". 

Dno>taci6n. 

Si V es un vector cualquiera de V, oobeaos quo oe puede 

expresor un!vocoment< en th,.inoo de lo bue A co=o: 

V•o, V, •o 1V1 • .. ·'•n''n 

r¡V¡ •T(o, V, '"• V, • ... ·~n Vn} 

Por !!nulidad: 

' ' ) 

T(V)•a 1 T(:; 1 ¡·~,T(V1 )• ... ••nT(Vn} • (2) 

Por otro parte, los •·ectore• loagon 1(:¡1), •• ., T(Vnl •• 

' 

15 
pueden obtoner en foraa Qnlca o partir de lo buo 1: 

T(V,)•a :¡ •a V • ... •o V " ' " ' ... 
T(V)•aw•oV• ••. ••,,' 
'"'"'" T(~~i ~~:~;;-; ~~j; :::: ;~~~;¡-~. 

Llevando estas oxprcoionos a (2): 

T(V)•o {a ,; •a V • ... •• V J•o (a V •o V*···'". ii' l• 
L ll \ " > ~1 11 1 ll 1 11 1 1 • 

' · · · '•n {o ,n ¡¡ 1' 0 , n,; 1 ' • • • '•mn "•' ' 

"'Jrupando: 
• 

T(V)•(•,•,,••,o,,•.,.•on•,n)V,•(o,o,,••,•,,• ..• •on••n)V,• 

'· · · •(•,•m, ••,•m,'' · · ' 0n°mn JW,. 

y, por definl016n, las sumas oncerudas entre porhte•i• oon hs 

coordonodoo de T (V) rof<r!du o 1& ba•o B, por lo quo podemo• ••· 

cribir: 

¡l{V) l· • 

e, en fona 01otridol: ... ... 
(T{V)) 

• 
. 

... 
y, por (1): 

... . .. •, ... . .. •, 

... •., 

[J 
- (V) .. 

., 



-------------------

. ' •• 0) 

.. , ·~· 
col!lo se quer!o d<IIO"""'· 

La pruet>a de que 

>1 •uponemO$ qUO o<! .. o N~ 

·-
eH• motriz ., Onlca os ln=od!ata, ya que 

tal quo 

¡r(V}}B•~ (V)A 

~- •• • 

'1' V t V 

E>to cospl<ta h demo>trod6n. 

Eje.,plo VI. 13. 

su lo tronsfol'l!aot~n l\nul T: R1 ~ R' 

dehnida poT: T(x, y, ,¡ • (•, ~·Y) 

flcilaonte •• comprlleba que A•l(1, 2, l), (0, •l, ·1), 

(1, 1, 1)) y B• ({l, 2), (ü, JJ) son bues de R' y R', resroctiva-

"""'". 
Colculno• lo repTO><ntad6n utricl&l do T on eotu doo 

E• claro quo: T(l,Z,l} • (l,l) • l(l,l)·I{D,l) 

T(0,-1,·1) •(·1,·2)•·1(1,l)•D{O,l) 

T(l,l,l) • (T,l) •"l(l,l)•O{D,J) 

do donde 

., - [' . -' 
-' 
• ;] 

Utilicemos esta utri< p•ra obunor la \¡nagen del vector 

V•(-1,1,6), cuyo uctor do coordenadu on lo baH A e<: 

'"•. [-:] -. . 

Entone. o:, (1(-1,1,6)) ·[' . -' -' 
• :l[:] ·[:] 

~¡-vector (6, -3) u el vector do coordonodu deT(Y} 

onlobooeB. 

Ejemplo VI. U, 
' -

Volvnoo o la tronsfoftoci6n llnool del ejemplo Vl.ll 

T: R' • R1 

definida por T(z,y) • (ly, lx), y con•ldernoo la bo>e con6nl-

• 
' 

E· {(1,0), (0,1)), 

Podo que T (1,0)• (0,1) •O(I,O)•l(0,1) 

T (0,1)• (J,O) •l{I,0)'0(0,1) 

tenema• •' [: :] ' 
Por olla {T(V)J • Hi {V)E pan todo 

' 
cu, omlt!ro~os lo• !ndl<o•· 

'i do ,. -

, 

Vl·36/37 
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--·----- ~-- ---------~ - -----· -~--

hu ooto cuo: M~ • M 

, , T(Y)•MV poro todo V do R', ' co~o •• obtuvo 

en la pllllno ll, 

Bjemplo V!. 15. 

'seon p 0 ¡ upodo voctorhl de polinomio! de ¡¡rodo menor 

0 ¡ 11uol que un y Q el espacio vectorlol de pollnoml~> de grado · 

menor o i1ual quo dos. 

' 1< ' •'<.o ona de Cono ubomoo, una buo do P, os !• .~. • , 

Que· (1, x, x'), 

Conoldon••• ol opnodor dulvodo D:PoQyencon· 

roprounucl~n .. nlclol en los buos B Y C. 

'' ' ' 
•••• 

" 
•••• >o• uctore> de • Colculeoo•, poro o o, •• 

¡ 0 bue B roflrUndolu o la bo .. C: 

quo: 

VI.J8j39 

D(\) O • O(I)•O(x)"'(x~\ 

O(x) • • l(l)•O(x)•D(x 0) 

D(x 1)• IX • O(l)•l(x)•O{x 1) 

D(x 1)· Jx 1 • O(I)•O(x)•J(x 1) 

P<or unto: 

[: 

• 
:J •• • ' ' • • 

C.lculooos O (h 1•h 1-1) utllh~ndo uta .. uh;•obno> 

(~•'•h 1-1)!. 

-----------·-· 

' 

¡; • • 
• 
' • 

D(6x 1•9x 1-l) • O{T)•ll(~)•27{x 1 ) 

0(6x'•9x 1-l) • Tlx •27> 1 

que se oomprueba oon facilidad dor!vando d!rectuonto, 

1 7 

Pan hacu tnfuh on ol hecho de que u troboja con bo

••• ordenadn, conoidoromo> ohoro COIIIo buo dO P ~ 

F• {x 1, x, x', !l · 

En e>to cuo, lo repreoontoc~On ll~trlcl&i do o u 

' 

Rango de la •atrl1 do tronsfonooclOn. 

Seo la tronotonood~n T: ~· • ~· 

definida por T (x, y, :) • (x, h) 

Enccntreooo la 11otr\1 de lo tronofono.c!On referido o los 

base• can~n\cas: 

que es 

T (1,0,0) • (l,Z) 

T {0,1,0) • (0,0) 

T (0,0,1) (0,0) 

,_ [: • 
• '] •• 

Es cloro quo ol ron'o do lo oatrl• N •• uno: 

R(M) • T 

procisnente lo dlocns!On do) roconldo do lo tronofonoocHn. 



-------· .. - ~--- --·-- . - ---- -- -- ----

• So do jo ol utud!ute lo d~a<>>tnclh dol Oillulnte teon 

-· 
ooruo VI. 6, 

En uno truofonoodón lineal; la dlaenslón del nconldo 

u l¡ud ol un¡:o do la .. tri< de·lo tnn>fon~oddn referido o doo 

booeo cuoloiqulero. 

' ... .. 

,. . . ' 
,•. ' --

.. 
'· '. . . \ . 

._ 

' . 

- ' '., .. 

.,_ . ' . 
' ... . ' ' 

' ' 

"· 4, ALGftRA O~ LAS TRANSFORMAClON~S LI~EALES. 

En loo ucclonco ~tuloru hoaos tubojodo dnic .. uu 

con uno uonohn~oclón o lo ~u, e5tudiando ouo propiedad .. 1 co• 

nctor!stlcu poTt!cuhreo. 

' tn esto soccl6n utiliuremo. oloulUneOlllento doo o 1>.h 

tranofor~oclonoo lineales, con el objeto de eotudlor loo operoclo

neo que con ollu pueden ofectuoroe . 

E>poclo vee<odol do uon.foruciones hnealeo, 

Conoldor .. oo el cuo de do. tnn>for110clones llnoolu T 

y S de R' en l
1 

doflnldu 

' 
T(o,y,z)•(o,h) 

S(o,y ,t)• (••r , .. ,¡ 

r holluoo lo lou.¡.n del •ectoT (t,l,J) se¡Qn uho tronofornclo 

T(t,Z,l)•(t,l) 

S(t,l,l)•(6,1) 

Podeaoo fonoOT ohou uno nueva tunofornoUn T•S 101 . 

que, lo ln¡en do un vector de ' R >e¡fin T•S oeo lo oun do lu 1~1· 

gene• do ••• ~lo111o vector oeg6n T y S. 

Por eje~plo: 

(T•S) (t, 1 ,J)•T(t ,l,l) •S(t ,1 ,l) 

·c•.aJ•C6,7J 

' •(10,1$) 

Do IIU&I fono. poro el vector (I,S,•l): 

(T•S) (1 ,S,• Z)•T(1 ,S,·Z)•S(1,1 ,·!) 

•(1,l)·(~,-1) 

•(1,1) 

1 1 

Vl-40/41 



~· re,lo_de tronsfOMIO<i~n de T•S puede obtonoroe calcu

lando la il••i•n de un vector cualq~iera (x,y,<) de R': 

(T•S)(x,y,<)•T(x,y,<)•S(x,y,•) 

{T•S)(x,y,t)• (~,h)•(x+y, x+t) 

(T•S)(x,y,t)• (lx•y, lxot] "' 
t. fldl verificar que utilizando eota re~la •• obtienen 

!os ~is••• r.,u!udos anteriores. 

Un .. tudlo umllar se puede llevar a cobo para una opera 

ci6n con>utente en •ultlpllcH una tnn>fomoclón.llneal poc un · 

esoolar. 

Por ej .. plo, o pHtH de la tromforucl6n S pGdnoo de-

flnlr 1o uonsfoMioc\6n SS en la >lguiente fonoo: 

(SS)("J•SS("J ..->de •• 
Calculnos a!Juno> eosos: 

(55'(4, l,l)•SS ( 4 ,2 ,l) 

•5 (b,7) 

•(lO,lS) 

• 
•• 
. . . 
. . 

Análoguento, para el vector (1,5,-l): 

(55) (T, S ,·1)•55(1 ,S,· 2) 

•S (b,-1) 

•(lO,-S) 

y, para obtener lo r<ilo de tTansfonoaci6n: 

(SS) (x,y, r)•SS(x ,y,<) 

(SS)(x,y,r)•S (x•y, •••) 

(SS)(•,y,t)•(Sx•Sy, S•+St) ' (Z) 

T+S y SS, defln!dao por (1} y (Z) re>pectivamente, oon lineoleo, 

,, 
A eontlnuocl6n deflnlre>~o> lo suu de tron>forooclono> y 

el producto por un .. color poro el coso ,en• rol: 

Sean V y w dos espoclo• vecton•l<> >obro un "''mo 

T y S dos tr•noformo01ones Jo \' en W: 

(I•S)(V)•T("J•S("J, 'fVt Y, 

El producto U e> uno tron>for=ocJOn <al quo: 

._.,,,_.,,. 

Si T y S oon <TonlfOMIOeiono> hn••'••, onton«> T•S 

>on ,.,.bUn llneolu. 

D<IIOStroel6n . 

a) T•S •• lin<ol. 

Sean>, y V, dos vectores de Y, y e un osc•l.r Or <· 

(T•S) {cV1 •V,) •T{cV, •V,) •S{oV, •V,) 

quedondo duo>trodo. 

•cT(V, ) •T(V, l •eS{V
1

) •S(V,) 

•cT(V, l •oS{V, l •T {V,) •S{V1 l 

•c(T(i',)•S(V, l )•T {V, )•S ¡-¡;,) 

•e (T•S) (V1) • (T•S) {V,) 

ror Jdtnlelón 
Jo T•S. 
Por l>noal!Jod 
de T y S. 

Por dd!n!el6n 
de T • S. 

En •f•cto, sen "ii1 y V, do> •·eetores do l',y e un escohr: 

lotl (e V ,•V ,) •oT{tV ,·'V ,J 

•o (cT(V ,l •T{V ,ll 

•o (cT{V ,) ) •oT(V 1) 

•c(oT{V 1)) •oT{V ,l 

•c(oT) (V ,l • (oT} (V, 

Por Hnealidod de T. 





1 

1 

quedando dc~ootrodo:· ______________________________________________ _, 

Tooruo VI. !. 

Soon V y w <loo <>p•doo uctoHale. y ••• L(Y,W) el con· 

Junto foT!IIodo por todu ¡., tnnsfor<taclono. lineales de V en W. 

L(V,W) eo un copaclo vectorial, 

De lu defln!clon., dad., pan la suu de tunoforaacio· 

nn 1 producto por un ucahr, •• Ucil demo5tror el toont>a ante-

co•o ejercicio o\ eotud!onte ou de•ootroci6n: 

s .. n S,T y U tranof<moodones llnule> de V en w, •• do-

S, T, U< L (V,"l· ,, Ceuaduro. 

r. du.ootromoo que lo su11o de tnnsfon>&üones lineales 

u llneal,_ono ••· S•T < L (V,WJ. 

Ta=hlfn domootToOlOO que el producto de una tranofon>o· 

c\6n lineal por un .. co\OT u lineal, ouo eo, aTe L (V,~). 

2) S•(T•U)•(S+T)•U. 

3) Tunsfor~acl6n cero: 

lO<L(V,W) tal que, 'I'T<L(Y,W): 

T•O•O•T•T. 

'1 T•(·T)•O, dondo ·T•(·l)TtL{Y,W), 

;¡ T•S•S•T, 

6) o(H)•(aSJT. 

7) a(T•S)•<>.T+<>.S. 

1) (a•BJT•<>.T•U. 

~) I·T•T. 

------·--·---

' 

;zv 

\"olvo~o• ohora o las tun>formaolone• T y S definida• por: 

T(<,Y,<)•(l,ZX) 

S(x,r,z)•(••r. •••) 

poro lu cual., oe obtuvo: 

(T•S)(•,r.•l·(lxor. Jx•z) "' 
La suma de <>tU uanoforu<>ones se puede lle>ar a Hbo 

por ~ed\o 6e 1 .. aatdcu asociadas, referid .. a la> ba>e> can6nicu. 

Ropresenuroaos con H(T), M(S) y H(T•Sl a las utrices uociadas a 

T, Sr T•S uspectiva.ente; d\chu .. trices son: 

H(T)• :J 
o 

o 

M(T•S) • 

H(S) • 

['' o 

[: 

:J 

o :] 

C011o es flcll co~probu, uta ~!tino 1utri: puede Ullb\ln 

obtenuso sumando lu matrlce> M(T) Y H(S). E< <lecir: 

M(T•S) • H(T) • M( S). 

RecorMmo• que al Inicio de esu >e<ci6n, umbtén •• ob· 

tuvo la transíormod6n SS cuya r<Rl• de coTT<•poodoncia es: 

(SS)(x,y,,)•(Sx•Sy. SxoS<) . . • • (Z) 

"" forma •nilogo, vomos que el multiplicar por el e.calar 5 la 

matriz M(S) da como TO>Ultado M(SS)' 

[: :] [: 
; :] SX(S)•S • M(5SJ. 

o o 

En ~enetal, oi V y W son do> espados vectorialu y S y 

7 doo uanJfornadonu lineales cualooquiera de L(V ,W), •• <lene: 

Yl-44j4S 
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; 
; 

" 
' 

pora h ouu: 

~¡r¡ .... r 

M(S) -. S 

entonces: 

M(T)•H(S) -. T•S 

o sea: 

H(T)•H(S)•M(T•S) 

paro o! produ~to por un oocalar: 

51 M(T) .... T 
• 

r ~ eo cuolqulor ucalor, 

entonceo: 

o ... , 

aM(T) • M{~T), 

Por lo que, ou~o1' tunsfonoclonos.o multlpllcarlu por 

un e>Calar eo equivalente & suur suo maulceo .. ociados o =ultl

plicarlu por un eocalor, 

Se dice quo L(V,W) eo l>o~orfo al conJunto de la• un.!. 

ces de orden m>n, {donde =•di111 W y n•dl= V) para las opeuc!oneo -

de suma y producto por un escotar. 

Teore~• VI. 9. 

(TeoreiU de IsoMrfis•o) 

Pau cualeoqulera T y S do L(V,W) y todoo lo• ••colar., 

o se tiene que: 

' 
M(T•S) 

M{~T) 

H(T)•~{S) 

oM(!) 

De=o<trarnoo eote teorema ~nlco,.ento para tunofOTIIOd!!, 

(U cuo ¡enoul . 

'· 

•e puede cle<>ostrar en fon"" an11o¡o, teni<Mo on cuento que ¡., "! 

trices que se von a operar deben e•tor referldu o loo <>is"'."' bo•e•) 

' do• tunofOriiOC!on., 11-

neal., y oeon M(TJ y H(S) ous reopecthu .. trice• uoctsdu, en 

Vlj,ó/47 
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' 

T(V) •M(T)Y 

S(V)•M(S)V, 

por d<flnlcl~n de T•S: 

(T•S) {V) •T (V) • S (V) 

por (1): 

{T•S) {;i) •M (T)V'•M. (S)V 

• } •••• (1) ... 
• 
~/ 

por lo dl>trlbutlvldod del producto oobre lo ouao do ••trice~: 

(T•S) (V} • (M(!) •M.(S) ) V 

por otra porto, do (1}: 

(T •S) (ii') •M (T • S) ii' 

do (2) y (l) oe ol¡uo quo 

M (T •S) •M(T) •M(S) • 

• • • • ( 2) 

. • • • ( 3) 

b) Para el produc<o por un .,cohr: 

por d<flnlc\~n de ~T: 

(oT) (V} •oT (V) 

por (1): 

(of) (V}•o(II(T}V) 

por loo propledode• do loo ootricol poro ol producto por uo oo-

colu: 

por otro porte, do (1): 

(al) (V) •ll(oT)V 

de (4) 1 ¡;) oe sl¡¡uo que 

M(d)•oM(T), 

. . . . { ~ l 

, • • , (S) 



tcmpoole. 

Una cpeucl6n butontc mh lnter.,onte con tron•formac\_2. 

no• 1\neole, •• la compoolc\6n, 

Se tiene un se~mento dirigido en el espacio euclidiano bi 
dloooslono} y oe deteo 1\ror\o un lngu\o de 60'(tentido antihororlo), 

y uno YU Iludo, <e deoeo ouaentu ooho vece> ou .. ¡,nitud, 

~ .. olvuoo ette probic .. en dos porao: 

Pr>me<o, obtonguoo lo tnn,for~oc!On llnool T <egún )a. 

cuol un vector de! plano e• ¡lrodo un lngulo de 60'. Por el teor!!_ 

•• Vi, 1, ~uurl con hollar lo lu¡:en de los YO<tO«< de la buo • 

conOn\co poro poder definir t: 

qulou f; 

' ... 

T(1,0} • (cooe, une) 

Teoeooo pu.,, pHo un 1ngulo cual· 

·-·.· •• 
{O , 1) 

T(0,1) •{·oeM, co>;¡) 

Por tonto, h .. uh do lo tunofonoclón en lo U<e con! 

oleo u: 

[eooa M{T)• 

••M '""'] •••e 
• • • • ( 1 ) 

lloclendo • • 60° ' 

["' ... M(T)• 

"" ... ....... ].[~ 
cos 60' 't 

4] t .. • . (ll 

El> segundo lu1or, oncontru.o• la tronsfo,..ac\On lineo! S 

,. 

quo 10.ultipllco por 8 lo oo¡:ni:ud de un vector. 

Este •• un cuc Inmediato: S(I,O)•(!,O) 

M(S)•l: :1 
s¡o,q-¡o,s¡ 

'" 
to pode••• resolver nuestro problcoo: 

Por ejeaplo, para e¡ vector (l,lj,pr!IO.ero lo ¡lraoos 

60' : 

t . 
T(l,4) :] ['] ['·'"] 

-r • ll·l 

1{2,4)•(1-2,.1', ft•l) 

[: :] [~:~ [ .... ,] 111•16 

5(1·1/'J', /1•l)•(S-16/3, S/1 • 16) 

Vemos que el proc .. o aqut <egu!Jo •• puede reouOl\r en 

h <Xpreslón: S(T(l,4)•(B-16f!, sfi•16) 

que e> h co~poolcl6n de la> transfon .. clones S y T, si,.bolil&do 

con SOT. (Uuo: "S COIIpo>iOión T"). 

Eoto eo,· soy eo una tronoto,...oC>6n que •• define eooo: 

{SOT) {V) •S {T (V) ) 

Por ello podemo< escdbir 

(SOT){l,4)•(8-16f3, 8fi'•16) 

dando SOT eo ¡uotncnte la tranofor .. adón que ol mis01o tlnpo &IU 

un vector 60' y lo aultlplica por 6, 

Si quorno• o~tenu lo aotrU uoclada o SoT pedooos ha-

cor lo sl¡uiente: 
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1 
l 

1 

1 
1 

1 

(SnT) (x,y)•S(T(x ,y)) 

''"'"'·''" ·[[~ ~] [: l 
''""'·"" ~ :] [ J 1] [:] 

['·. ·'," l [:] (Sc1l(x,y)• 
0 

' 

K(SOT) • [:/! -·~] 

lltlllundo M(TJ 

Ut!l!undo H(S) 

Obsen•omO> gu• h ~O<Tit a>odado o SoT e• el producto de 

los matr!co; .. oclódos a S y T, esto«: M(SoT)•M(SJH(T), 

Utll!undo esto ~o<ri<, podomo• obtoner directuento 

(sor)(2,4)• [:ro -•~] [:] • [ •· ""] i/J•I~ 

como se ten!a, 

<n re•u~>en, SoTes una tnn>!onoa<l6n lineal que "reune 

u trice> loi(S) y >!{T) (en ese orden). 

C: t' • R1 

F: ~' ,. 
Sean doo "'"'formoclones lineoleo 

dado por C(•,y,<,w)•{lx,y,,.w) 

dodo po< F(x,y,t) •(h•y,t) 

El ootud~ante puedo VeTificar Uc!lmente que 

M(G)• [.'0 

o o 

' . 
o 

, 
M(F)• [: O :J 

2) 

son lu ~otrioes noehdos o G y F, en !u bues canOnicu, 

Encontrnco h 11.atr11 uoclado ' FoG: 

[: :] r: 
o • o] M(FoG)•H(f)II(G) • ' • o . 

o o ' ' 
Joi(FOC)• [: • :] o 

" cloro que FoG "' ""' t rons for~• e J6n .. R' en ••• ~·-
ficamrnto: 

• • • • 
/ ' • 

':;,,,J " 
~ 

/ '-... G (X) 
/ 

,. 
'"' 

•• 
• 

Encontremoo por ejemplo lo l~agen do! vector (·1,4,2,8) 

mos quo 

o :] []. [;:] o [ .0 (FOG)(·T,4,2,8)• 

Es<e resuludo se puede vorlf\cor Ucll .. nte ol oboer ... 

G( -1 ,4, l,!)• (·2,4 ,10) 

y F(-2,4,10) •(·2,10) 

<> doc\r, (FOC){·I 04 0l,I\)•F(G(-T,4,l,!)) 

o, en general: 

( FoG) (V) • F ( G(V) ) 'f ¡¡de R', 

que •• lo dd1nidOn do foG. 

1 



Vornos ahou la deflnici~n p.ra el cuo gonoul: 

Defln c!6n. 

' St \" • W. 

VoflniM• la tnnsfor~aoi6n 

SOl:U-W 

(Sol) (Ü} •S (1 (Li) ) 'fu de U. 

Podo~o• r<prr•onur l•ihca•onte la co•ro,n6n de tronl!_ 

for.,OC!ones linealr• rneJiont< lo •iguirnre figuro: 

" 

' 
Figuro VJ. z. 

SiT:U•V ' S: V • 11 oon dos transfo,..,aclon<> l!ne• 

lu, <ntonceo 

SoT:U•~ 

ta•blfn e• lineal. 

Sean u 1 y u, do> vectoroo de U, y ''" 'un oscolor: en-

ton<e<: (50T)(oLi 1 • ¡¡'). S(f(oii,•ii1 )) l'o' ddonición •• sol .. 

S(oT(U,J •T(li 1)) '" linealidad •• '· 
•oS(T(Li,))•S(T{Li,}l '" linoalidod " '· 
•o(SoT) (U, ) • (sor¡ (li 1) ••• definición •• So T. 

quedando demostudo. 

u .. o> ••ncionado el !-.echo de que la co•po>id6n de tun!_ 

for~acion., lineales eocrooponde • la mu\Upli<a<16n de matrl«$, 

Eoto se puede general!'"' eon el >IJuiente: 

eoremo VI. 11, 

Sean los transforma~ion .. llnealo> T: U • V y S : V • 11. 

Sean A, By C bas•• deU.I" y li, ro•pectivuonte. SI 

~~(T) es la ~atriz .,oc,.Jo • T, y ~~(S) es la matTi< ••ocitda a S, 

M~(S)~(TJ•{(SOT) 

;•• la matrn asociada a SOT. 

La ~e~ootron6n de eoto teore"-a puode eonoultarse en h T!_ 

feroncla 1, p~g. 1l7. 

t¡em~lo VI. 16. 

Ton[a~os (ver ojomplo V). 1.1) una tTansfornod6n lineal 

T: R' • R' dada por T(x,y.:)•(z,>•y). 

Siendo .0..{(\,l,J), (0,·1.·1).(1,1,1)) y B•{(1.l).(O,J)l 

de R1 y R' re<pHti.vamento. hab!a,.os obtonldo 

ifs{T)·[' 
. ' 

-' 
o ;] 
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' ' 
! 
¡ 

1 
' 1 
1 

SI ohHo conoider.,.oo lo tU~>fO,.,oo!On lineo! 

S: R
1 

• R
1 

dado por 

' 
S(1,l)•(1,l) 

5(0,3)•(0,3) 

y utlll:o,.o> 

•• 
' 

lo ba>e conOnlco !•((1,0),(0,1)1 H tendrl: 

(S) • [; ~J 
Por tonto, lo utrl• as~clodo o S<>T es: 

M~ (S) ~~ (T)• r: :J ¡: 
r: :: J 

EncontreMo (Sol) (V), donde 

Sabemos que: '~ • [:] ' 
{{SOTJ(V)lr ' • ME (S.,T} (V) A 

. ' 
' 

·>1 (SoT) 

' • (·1,4,6), 

(SOT)(-1 ,4,6)·t 
. ' :] [ :] [:] _, 

Ve:~~oo que en ute e••• lo tronofor .... c!6n S equlule ti!".. 

plemente 0 un cubio de base en e (ver reoultado del ejuplo V!. n), 

. . . . . . . . 

Ali!UnB propiedodeo 

Sean U, V y W tro< oopodos ve<torlales sobro un <•"-PO K. 

1 • • SI F: lJ • V 

S: V • W 

T: V " W 

! Vl·~/55 
' 

oS 

{S+T)oF• SoF + ToF. , __ 
SIF:lJ•V 

y T• V • W 

ton tronoformoclone> lineo loo y o e o un etcolor, entone•• 

{~T)•F•o(TOf) 

. J , • Si F: U 

G: U • V 

y T: V • 11 

TO(F•G)· TOF•TOG 

••• " • •• "" ••podo vectorlol ' 
'' " • ' • • • • 
• • • • 

oon tnnofor~adones llnealoJ, entone .. 

TO (SoF)• (ToS)OF, 

S,· Si T: V. W •• uno tronoformod6n lineal, entone .. : 

' ' 
~ende !v e !w son la• tron•fo,.atloneo ldentldod •~ los ospoclct V 

y w, re•rootivamento (voT dofln!cl6n on el eje~plo VI. 6). 

Obser>·e que esta> propiedades •on equivol<~teo o lu yo 

obtenida. para operaciones con ~atr!ooo, en ol copftulo IV. 

~6te>< quo, uho cuo> 10uy portlculoreo. h co11poo!cl<ln 

do transformao!oneo l!neole• NO ES CONMUTATIVA (tesultodo .nlloliO 

ol de ault!plicacl6n de IOotri<<>). 



Tron•!onud6n lnv.no, 

Veamos la tronstorrnocl6n lineo! G: R'. ~ R' definida por 

G(~,y)•(Sy, y), y conoldere•os el probleoa de detenolnor, dado un 

.ector del recorrido, de que vector del dominio •• lmo~en. 

Por ejemplo, nbiendo que G(i)•(6,l). querooo• dotonol-

norV•R' 

Sur~e •In e~bHRO uno dificult•d: vodo• voctoro• del 

dominio tlonen o (6,2) cooo Imagen. 

G{·l,l)•{6,2) 

G( S,2)•(6,2) 

G{ O,l)•{6.l) 

Yo que un vector dado del recorrido e• iugen do ,.lo de 

un vector del dominio, ob>HVOM5 que el problema que no• pUnteo

"'"' NO tiene oolueHn dnlea. 

Cooo vlmo• en la p4glna •!,lo tranoformoel6n 

~· cuyo ootrh "'ociado es 

'"'" [ ~ ~] 
Jiu un vector del plono un lnKulo de 60' "{>entldo ontlhorarlo). 

Es flcll penur que conociendo un vector ioogon se puede 

d<termlnar con certno de que vector del do~ln!o procede, Y• ~"" 

buUrl sl•pleoente con Jirorlo un hgulo de -60' (60' sentido ho· 

rulo) poro obtonor el vector original. 

nor "• de 

Por ejuplo, ol T(V1)•(1-ll!, IJ•l), de>ea•os deter•l· 

• • • 

~(. 

ro un vector un ln11ulo de -60'. lloclendo &• ~o· en lo expre•i~n 

(1) de lo p6~ina .3, '""""'"" 

M(S)• 
[

co•(-60') -oen(-60')]·[} 

•en(-60') cos(-60') 4 1] 
fntonoeo: 

[ l ~] ['·'""] [ '] -, ! 1! •l 4 

• {2,4) 

liemos resuelto el pcoble~o. pueo ya tenomoo uno <ron•f•!. 

uel6n (S) ~uo noo permlte ""regr .. Or"" ouolqul<T vector del reoorr!_ 

do al voctor del dominio do! cual •• imagon. 
• 

' 
' 

Grlflcam<nte: 
• 

r¡i) 

A S le lla .. cemos transfo,.,od6n lnveua de T y lo repr~ 

sentar•moo rnedlanto y·'. 

T{l,4)•(1•2fl, IJ•2) 

' r"'(l-lll, ll•lJ-(2,4) 

Esto e. vUido por a todo veotor V do R
1

, •• dedr: 
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~------------------------------------

De eotao upresioneo •• cloro ~uo: 

r·•rrcVJJ·V 

' T(r"' {ÜlJ•ii 'fv,u,a• 

Oefintc!6n, 

" 

'. 

,, 

Seo uno tranJfcraoc\6n r: V • w, 

W•Vulque 

r·'crtV))•ii' 

' r(r"'rW)J•;¡ 

JI aJ!la tranoformacltn 

" "' ' "' " 
W'oT)(V) • ' ' rror·• J ¡;;-¡ ' 

'f V ~ V 

lnvoroa ,, '· 
ti e no que: 

• • • • 
• ' ' • ,.. Jof¡n!dén " rran,for~ocién l~ontldod: 

r·• oT • ' • 
Tor·' 

.. 
~ 

'· . / 

'" 
"' 

Estoo expresiones, son equlvolentoo o loo condicione• (1) 
'• 

' {l) do la deflnici6n. .... 

oe inveroa. Por• reoponde< o hto, connen• comparar al¡¡uno• ca-

·octerhtlcas do l» tron>fonoaclonu C y T de los doo e¡eaplos on-

Como V\!00>, paro lo tronoforuci6n C: R' • R
1 

definida -

or G(~,y)•(3y, y) <>hton voetotoo dlforentu dol Jominlo que tlo
' 

on como ! .. gen un mt.mo vector del roconido. 

e una uonsfornoct6n e·• tal que ¡;_·'(C(V))·V 

uo G no tiene inversa, 

--------

tntoncoo, no ••1• 

'I'VcR
1
,porlo 

Por ol contrario, para lo transformación r: R' • R' quo 

Jira un vector 60' (poro lo ~ual obtuvl•o• ~no <ronofoTl!loción In· 

vo,-sa), •• eh ro que do• vectores diforentoo del domlmo tienen • 

siempre la~genes dütinta.i en ol rocorrido (se dice que T u uno 

o uno), Oicho de otra fonna: 

T{V"1)•T(V1) ooii,•V, 

Ad .. h, es ftc!l verificar quo todos los vector•• do R1 

"" 
1 

!moJOn do oi¡ón vector dol dominio, o oeo, el ncon!do do lo 

tron>for•oc16n T: R1 • R1 es todo R' (oe dl<o que T •• >obro), 

Est,. dlferonclas bhicas ontre lu transform•clono> G y 

T oon ¡u que doter.lnon la ""hteocio de Jo transforuci6n inver· 

u, como so ootobleco o contlnuac;ón do la ol~uiento dof!nlci6n. 

" ' .. ""' • uno, esto . ., 
TCV',)•T(V,) ..,.¡; .¡; 

' . • . ' . ' ,, 
• '· ' 

" ' .. >obro, .. ,o u: 

T(V)•W, 

Pode~o• ahou enunciar un tooreu que establece la cond_!_ 

c16n neceurlo y ouf\clente poro U uhtenclo de lo transforud6n 

invena: 

Teore .. V!. ll, 

Sea Jo tranoforucl~n T: V~ W, 

too Onlca •1 y s~lo si T •• blyoctiva. 

Udsto la lnvoru do T 

Sea T: V • .-una tronsfo:r .. d6n biyectlvo: 

Como r •• <obro, '1'" ;;- < ~ uhto al ~ono• un vector¡;< V 



Hl que T(V)•;;. Como T •• uno • uno, dicho vector •• Gnlco. 

h!He entone•• uno fin k• tunsfor!Ucl~n G: ~ ~ v Hl que: 

por lo 

h claco que G eo to~bi~n b!ye<tlu y que .• 

1 {G {;) ) •T (V) •W 

' G(T(V))•G{;)•O 

•• que G•T • 

hto coopleto lo duootrocl~n.• 

• • 

horemo VI. IJ. 

Seo T: V w uno tranolo<mocl6o lineo!. 

Su \nv.c,. t"', ,¡ ui>te, tnbHn"' lineal. 

. . . 
•• 

Suponramoo que e>IHe r· 

tor., de W y oeo o un .,colar. 

W • V Seon w, y w, do• v« 

. ~ec .. \ueo• demo<tur que 

r·' (o;,.;,J•oT" 1 (W1)•t" 1 (W1) 

poTO lo cual, conoidCTr•o• doo vector., v1 , V, e V u leo quo: 

v, -r·• ¡w, J ' o,-r-'(W,l 

Por deflnlcl6n do t'': 

T(V,)•W, 

co•o T •• !In .. \: 

y T(V,)•W, 

T(oV1 •01 )•oT(V1 J•T(O, l 

de (1) ,. oigue quo 

T(oV,·V,J·••,• w, 

por d<flnlcl6n de r·•: 

.v •V ·r·•¡.w .;; l 
' ' ' ' 

• { 1 ) 

"' ,. 

.. 

--- -·-- ··----· -- - ~------- ··--

f!ul•ena, de (l): 

or''(W )•T"'¡;; )•T- 0(oW ,;¡) 
' ' ' ' 

cou quorluoo d .. ootur • 

Rogreo .. oo o )u tranofonnodoneo G y T quo oHomoo anal! 

<Ondo . 

Vl11oo que G: ~· • R1 no eo uno o uno. El lector puede 

verlficor que el n~cleo de G eo: 

~(G)•{ (•,0) 1 • < RJ. 

En c .. b!o, ol n6cleo doTe" 

y, co~o vl~oo, 1 •• uno o uno • 

. Noteaoo que el nftcloo de G contlono otros voctoreo ode-
' . 

mio del vector cero (por ejemplo, (1,~), (6,0) He.), •lentrn que 

o) ndcloo de T contlono dnlcuonte ol voctor. cero • 

Uno tun•fon .. d6n llnool T: V • W. 

uno,¡ y.>6lo o! el ndcho contiene ~nlc .. ente d 

¡,,,,,, o •e•=· 

"· SI Te> uno o uno, ontonceo·N(Tj•{Q). 

En efocto, ubemoo quo, por oer T lineal: 

.. 
Supon¡•~•• quo v ootl en el nficleo, es decir 

T('J ·11"~ 

Por hip6te>IS, T •• uno o uno, o seo que 

• : j • . ' 
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, .. 
tole o 

o bien 

T(V)•T(Ov) - V·li . 
' N<n-nv ' .. , .. 

" N[T)•U'vJ, entone .. ' .. uno o uno. .. 

'" ~fectD, oupon1uoos '"' uhtu ~oo ·nctono . y' ' ... 
q'u~ T[V)•T(V,). 

~ntoncu T(V"1)·T(V"1)• ' ' ' 
CO!IO ' •• lineal o 

T(V,-V,J '· " 
Eo ~eclr, V,-V, eotl en ol"n~cleo y,'por hip~tools, 

v,-v,-:o. 
V! •V l 

Por toi.to: T(V" 1);T(V1) _.,:;;,.:;,· 

. '. ' 

~ v,, v, 
' 

•• 

eo uno o uno. .. 

.... 

Quedo de111oHudo el teorema. 
' ' ' 

Record .. oo quo en uno tunsfonoodtn lh~ol T: V·~~, 

dilll V•dla T(V)•dl• N(T) .' 
.. 

Ahou bien, si N(T)•{li,J, entonceo dloV•dioT(vj.· 

' 

De ello rnon .. ieoto y de los <eor~ .. , VI. n y VI.- H, 

u obtlono el sl¡uiento l~portonto r .. ulhdo: 

Corolorlo. 

Sea un eopoclo V do dilllonsitn finito y sea T: V ~ W uno 

nonsfor .. d6n lineal 

T tlono lnveuo si y o6lo d 

lo. di• V• dio W •• 

... 

Obshvooe que utoo cond>cionu oon oquh'olenuo o oflr· 

.. , quo T T!El<E INVEI!S.\. SI Y SOLO SI LA NATil!! ASOCIADA A T ES CUA 

DRADA Y NO SINGUI.'-R. 

Ahora yo pode•os decidir en cuolqulor coso si uno trono• 

formación dodo tiono lnveroa. No• falta Qnlcuonu encontrar uno 

fonoo d• colculor dicho Inverso, cuondo u!ou. 

Poro ello, regre>eoco • lo transformación T qu• ¡¡in un 

vector del plano un ln1ulo do 60', cuyo ••tri> aoocioda os; 

- M(T" 1)• · 

Es !lcil vu que: 

lo docir, M(T" 1) ES U NATUZ lm'USA DE M(T): 

M(T" 1) • (M(T))- 1 

Do h~chc, on cuolqulor tronsfo.-ocitn linool dondo o! de· 

olnic uo do di•onolón finito, pon oncontnr lo .. nlt uoclodo o 

la tronsfonodón Inverso bostorl con invertir lo .. ni< uociodo o 

lo tronsfor .. ci6n, co•o utobloc< ol s!¡uiente: 



Teorno VI. 15, 

Se& lo tranofonoocl6n lloUI T: V- W y ••• r"': w • \' 

ou Jnveru. 

uodado 

Sean A y B !u reopoctivu baseo de V y W, 

SI ~(T) e• lo aotrh nocloda o T y M!tr"'¡ es lo Utrh 

. ' 1 T , entonces: 

M!(r"'J• (~(T)j" 1 

EJ ... plo VI, 17, 

SOl lo tronsforuc16n lineo!!: R1 • R
1 

dado por U reglo 

T(x, y, •l·(Jx•y, x•y+z, Zy•••J. 

lnveoti;uo•o• ol tlono lnveru: 

Para que un vector nd on el ndctoo 

[lxoy, ~·y•!, 2y•U)•(0,0,0) 

f.5 deol r, lx•y • o } ••r•• • o . "' 2y•h • ' 
1 
' ' : ¡ l'ue>to que " detentlnanto ' ' o ' de cHo, el ol<tno (1) tiene por ~nlco soluct6n: . ' 

' ' .. o 

N(Tj•((O,O,O)l 

. ' •• diferente 

concluir 

Mnh, por ••r la tron•fo,..,acl6n do R' en R', poduoo 

. ' que uüto lo Inverso T , 

es flcil veriflcor que la ootrlt uoclodo o T eo: 

[ ':-M"(T)• 

' 
)<oto que en lo obtoncl6n del ndcteo se lnu5tle6 hpi!c!_ 

tamonto si M(T) 05 .tnaulor o no lo oo, os deci~, ol so puede lnv!_r 

' o 
tlr,yo que eo predumenté el detOntnOnte de H(T). 

o ' ' 
LO tnver" do lo motrh H(T) .. 

[ : _, 

!] • •N(T" 1) 

., 
Podoooo por Qltl~o oocontror lo ,-eglo d• tranofor~•ci~n 

paro T"': 

[ ,. ''"''] ·_ ·1x•6r-~• 
~-Jyoz 

l. 1 - l -r· (x ,y, z)•(x·ly•:r•, -lx•6y·r• ,x·Jr••). 

.. ,.,. 



----------------

"- VALORES Y VECTORES CA~CTERISTICOS. 

Consldereaos lo tunsfonucl6n lineal T: R' • R' definido 

por: T(x,y)•(Zx•y, ~x•y) y encontromos h lugen del vector (1,1): 

T(l, 2) •((, 1)•4 (1 ,1) 

Si reprHent .. os ol vector (1,2) coao un ser~ento dlrlgi· 

do en plano X y, po~•••• ver que lo transformación NO le cubi6 do 

dlucd6n, sino ~ntc ... enu do 11a¡¡nltud: 

T(l,ó) • (T 2, 24)•4 (3 ,ó) 

VOIIIOO QUO lO OCUHO OXOCtiJIIORto 

tud ou•ento cuatro vocoo pero no 

rogh de tnn>fornc!6n), 

lo aluo quo al <ntorlor (su ••gni-
' ' 1 

cu.bh do dlncci6n ol aplicarle lo 

Otro cooo sl•llor: T{·I,·O)•O(·I,·O) 

Es f1ci1 ver, sin •~bargo, que loo vector., o los quo e~ 

to ocuru son caoos JIUY pnt\cuhru, y quo en ¡¡eneul la tnnsfor 

aoc\6n ,.od!f\cari unto la u¡nitud como lo dlreccl6n dol voctor 

sobre el cuol act~o. Por ejo~plo: 
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t (-1 C)• 

Cabo entoncoo pro¡¡unt&T>o: 

l.· iCÓ=o deben >er loo vectores para que la transforwac!6n no lO$ 

ca~bio de direcc!6n! 

l.· Los veotore• que ••1h t no oon IIOdlficodos en dlrecc!6n, Uo 

multiplican s\empr< por ol """" eocaln (~en ene coso) o · 

existen olgunoo otros valores? 

Pan respondor a lo ont<riO<, plantee••• el problen n 

uno formo ~h ¡¡oneral, u dedr, veomos en quo cosos lo l~agen do 

un vo<tor es slllple~onte el producto do un escalar por 61cho nc-

tor, en o os 

de donde 

Sea ii"•(x,y) un vector cuolqulou do 

Requorimoo, de [1) , que 

T(x,y)•l(x,y) 

.. ' 

Aplicando lo reglo do tranoformacl6n: 

(la•y, 6x•y)•[lx, ly) 



o bion: 
} . • • . { ¡) 

(Z·>l• • y• ~ 

6x•[\·>lr ·e 

Como •• v16 en el capitulo )V, 1 .. ooluclones de¡ o!H•· 

~• ho~o~fn<o (ll dependon d<l valor d<l dHonünont• de lo utr" 

1'' '1 · (l•l)(1·>)•6•l
1
·ll-4 

6 1 . l 

S! e>te d<t<r•lnont<, !!•modo polinomio corootori,.lco, 

., d!foront< de coco, t<ndruo• lo oolu<ldn trivial 

:;.¡x,y)•{C,O) 

qu< no no• lnt<reoo, pue• <> obvio quo 

T(l\J·ltrv poro todo "'color l. 

Por tonto, poro cbtonor voctor .. no nulos, roqu<<l=o> quo 

ol do<«•lnont< ,.. «ro, •• dodr: 

.. (Jl 

quo ,. oonoco cc•o oou•d6n oouctorhtico, y de ello H obtlonu 

do• volor .. do l, lh-"odoo valoro• corocterhtico.: l 1•·1 

•,· . 
Con o oto• valor., podomo> r<~ro•or • loo ecuodon., (l) y 

obnn.r ooluclon., d!ferent<> do lo Ulv!ol: 

Paro ' 1•·1, do (l): h•y•O 
6x•Zy•O 

do donde y•·3< 

O• dodr, todo> aquello> voctoroo de lo fo""a (<,•lx) no 

oufrirh co•.blo ol¡uno on '" dlrocc!6n &l opllcarlos lo r<alo de · 

tronofo,-aoclón 1 Qn!o.,.ont<,. ouhlpll<orln por ·1: 

T {x r>•) ·- (x ,-lx) 

-· 

A (xrlx), con xoiG, oo Lo conoce <""-O vocto< conctorht!, 

co uoclado ol vdor concter!Hico 

Grlflcamento: 

• 

' 

T (>') 

En fonoo old)or, llevando o (2) el OtrO valer conctorh 

tlco >1 •0, oe tl<ne 

·h•y •O 

6•-ly•O 

cuyo oolud6n oo y•lx, 

tntonc<>, (•,2•), con xoiO, u o! vooto< conct<dulco 

oooclodo d volor coractorhtlco O, u ~eclr: 

T(x,h)•4{x,h) 

Ob<etv• quo los vector<> cono!dorados al pTinclplo do es· 

U socc!6n oon justuonto do lo fonna (x,h); do oh! que al tuno• 

d6n, 

doo (·1 y •l son los dolco• quo no• p<l"'litU hallar vector .. no nu 

los tal•• quo 
' 

"' 
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ya que•<Ualquler otro valor do l noo horlo dlotlnu do cero o! do· 

ter:~~lnanto, quedando la ttl~lal (V•ir,) CO!IIO fin><• oolucl6n do (1) • 

• 
Dare!llos ahon lo doflnici6n for:~~al de eotoo conceptos. 

Doflnlc16n. 

seo V un espado vectorhl oobre un <""PO l y ••• T:V~V 

una uanofoflii&Ci6n lineal. Entonces, d 

para ol'ilfl vector no nulo V<V y oli~" eocolu ltl, 1 os llutodo V!. 

lor cuacterhtlco do T y V.·, llamado vector cuactorhtico .,ocio 

doal.f\) • 
Ob>hvno que ol y, eo un nctor caroctorhtlco uoclodo 

·al valor 1 y l;<l os un escalar no nulo, ontoncos ~V u tOJilbih un 

vector carocterhtlco uoclodo 01 valO< l. . ... 
En ef;cto, .. ' "' 

_, v·. 
entonces, <"!'O ' .. lineal: T{i;V) U[V) 

T(i;V) );(J.V) 

H doch: T (i;V) • >.();V) ,, por deflnld6n, 

kV eo taabi~o un >ector caucterhticO. 

volvamos al probluo do la tranofonuÓ!On ltn .. l T:R
1
•R

1 

- . ' . 
d0flnldo por T(x,y)•(l~•y, h•y). 

·Es cloro que T{\,0)•(1,6) 

.T(D,I)•(I,I) 

• 

por ¡ 0 que la matr11 uoclado a la tronuonuci6n an la boo< con6nl .... 
ca ••: 

"' ~doten vnioo oin6nunoo d~ valor y vector couctorhtioo: 
ol¡¡envalor y ol¡¡envectar; valor propio y voctor propio; aut2_ 
valor y autovoctor; ate. 

Vl-70/71 

• .. 

Hcllaento oo c.,.pn~ebo que h .. u!• de coeficientes del 

s!Heu {l) (que no• per:ll!tl6 obt<n<r l.o• valoreo y V<etore• cara<· 

tor!sticos do T) es A-11, •Jendo l la natrlt identidad: 

..... [' ']-J' "]-[' ']J "]-['"' '] 
6 1 LD 1 6 1 Lo 1 6 l·J. 

En 'onoral, ,¡ T •• una tran•fon.acl6n llneol do un ••pa· 

clo de d!Joon•l6n finlt• en ,¡ uno, el probiou do onconttu '"' 

valor .. y voctoru car&<tOT!stiroo oe puede uoolver por .. d1o de lo 

aatrl• aooclada a T. 

En ofocto: 

Soo V un espacio rectorlal de dl .. ntiOn finita sobro un 

c .. po r, y ou T:V- V uno tron>for:ll&cl6n llnoal cuya aatrl< .. ocio 

do •• A. 

Un vector no nulo v e V os un vector caractoriotl<o do T 

(se dice taabiln que u un vector coroe<er!HICo do la aotrh A) ol: 
• • 

h dodr: 
A>'-1V·If 

AY-UV•If 

{A·>.!)V•If 

Al dot<nolnanto det(A·lll oe le conoce coao pol!noalo ca· 

rocter!stlco, y •! i'uolulo • cero {pon ul obtener vectoru no 

nulos) >e obtiene la ocwacl6n cuactor!otico: 

dot(A·li)•D 

cuyu oolu<looeo en [ oon lo> valoreo caroctorhtlcao do 1• tran•· 

for:~~ocl6n T (o de la aatrlt A). 



SI ll •• un volor oorootorhtlco, t. solud6n ~~nerol del 

,¡ .. ...,, ho11ogfneo 

[/1-IJI)V•Ir 

nos do loo vector .. couctorhtico• .,oclodos al.volor cuocter!stl-

co 'l . 

Ejeaplo VI. U. 

o) To hemoo e"ud\odo lo tnn.fo!"llocl6n lln .. l !:R
1 

• R' que ¡ira 

un vector un ln¡ulo de 60", dado por lo regla de corresponden

oh 

1/J/J1 ![•,rl·Cr•·,r.,••rrl .... {1) 

y cuyo .. triz nociodo eo 

"] ·-, 

' ' 
• . • . ( 2) 

tTendrl uta tronofomacl6n vector., coroc<er!stlcoo! 

cloro ~ue no. yo ~ue ning~n Veetcr de R' diferente del cero conoer

vnl '" oluo direccl6n despufo de oplicarle lo tunofonnac16n, pueo 

c!6n del vector al ¡irorlo 6D". 

E=pleando el proceso <iescdto ontedormento, •e t<ndda: 

.El pollno .. lo cuocter!ot\co ., 

4 
det(/1•11)• 

cuyu n!ces oon: 

t -1 

de<(ll-11)·1 1-1•1 

' " 1,· r •' 
' r; .1,· r ' :} .... m 

por lo que no existen eocolores 1 < R toleo que 

T(Y'J•)\i", V< R' 

" -, 

Es decir, T no tiene y~Jores corocter!otlco• ni, en con

occuenclo, voctoroo conctor!;tlcos, co"o hob!amo> conclufdo onto• 

rlo..,ente. 

uno tranHoruci~n T:C 1 ~ e' (1) 

ros lo: 

T(x,y)•(} X· y-4x•}rl 

donde x, y < C. 

Si elegi,.co lo b.,e B•{(1,Dj,(0,1)l de 

[ 
l .) 

" -, 
4] 
~· 

• • • . { 2) 

' ' ' 

dado por lo · 

"' 
' . 

lo .atril " 

Entonces, loo v•lor•• caucter!nlcos do T son las u!· 

coo yo obtenld•s d~l polinomio 

' ~ •··r•<l 

' r; ) ~.·r ' 

corocter!•tlco det(~ 1!): 

} '" 
(1) e' es el eopaclo vectorial de pares ordenado• do nberoo co•

plejos •ol>re el c•~po C. 
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• < e' 
Dodo '1"< oxhton voJoroo cuoctoT!Hico., podemo• obtonor 

'"' ~ornspondlonteo .. ctons cuoc<erhtlcos: 

••• 

Llo .. ndo 1. 1•} • 4 1 a (1), el slstuo (A-l.l)••lr queda: 

[l l 11, 4] :]- :] 
-, 

donde x, y , e 
/l ' " -, ' 'I ·--z• 

[4 ' 4] :]- :] 11 
-4i -, 

Resolviendo •• obtiene QUe: ,. ·\X, Y X< ' . 
(x, ·ix) 

• /l 
··--z· 

e• un vector cauctorhtlco aoocl•do ol valor 

En forota onlto¡o oo obtiuo que (x, bl co un vector ca

rocte<htlco uociado o <,•t 4 1 pan cualquiH nG.t.,-o complejo 

... o. 

hto oje111plo peno do Olonlfhoto quo lo exlstonc!o de val!< 

ol cuol le troba¡a. 

-.-
Ejnplo VI. H. 

5o tlono uno nanofo .. acian lineal T: R' ~ R1 • C~>~ u· 

trll ooociado oo: 

,. 
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.. -~~ . 

Encontrorno< ou• volor•• caract•tl•tlcoo: 

' ' ' ' A- :U - o ·-· ' -· (l·l)(1•J.) 

' . ; . ~.' 
¡ '•O } "• • ¡ Volor<~ carocto rh ti coo . .... ] 

Para > •O • 

[: ' :] [ :J [:] ··O 

' - y·~. 

·• , •• 1: 1 

"· .... -k,J •• "" v~ctor a•ocl•do • > 1 • G, v- k' ~ o. 
Paro '• •2 

~ ' :] l:l m 
,., 

• 
' • ~ ,-o 

-; ··O 

(k' ' o ' o) •• "" HOtor uociado a >. '•l' .,. •.~o. 

Pan ' . • -· 
~ ' :] [:] m 

~--1< ' 

' • - r··n, 
. ' t•SI;, 

( .... - 4k " 5I:') .. "" •«tor asociado • " •• •1 ' .,. •.~o. 
. . . . 

Ob•ervo~o• que, >i bien la d<fin1cl6n de valor y vector 

concterhtico EXClUYE AL VECTOl CUO, penoite al .. calat" c&ro >U 

e•entu•lmente un valor <:•ractorioti<:o, como ocuru6 en esto ~lti.o 

ejemplo. De hechO, en cualquier tranofonud6n linoal T:V • V, • 

con nUcloo dlotlnto del (lrvl, todos loo vector•• no nulo> do! no-

1 
·1 
i 
¡ 
r 
1 
' • 



., 

' • 
l 

cleo pertenoeen al volar cuacterhtlco <uo, pueo 

f(V)•ll"v·O(V) o! 'i < N{T). 

Se dejo>! eotu~ionte encontrn el nGeleo de lo uan•for 

Eje~plo VI. 

Seo f ol ••po<io vectonu de todH ¡., fune!on<o 

f: R ~ R que ad=iten d<<ivados de eualqui<T orden en un (ntern

lo {a,b), y considero~•• el proble~o de obtener lo• \'a loro, y voc

to<e• coucted>h<os de! opero<lor dedvada 

D: F • F 

Por oer F un e>pacio de dimen>l6n Infinita, no ,,¡,,, uno 

repreoenud6n ..auldal p•ra el opeudor p: F • F, y no pode~o, 

proceder como en loo eJ•~plo> ontenoreo. 

Cu<rlr • lo defin1ci6n de valor y vector cancterhtico, oegún h 

cuoJ: 

Una funci6n f, diferente de Jo func16n cero, e> un'''<· 

ter coraoterlotico del opOTodor D " 

o bien 

ill!J.>I(o) .. 
lo cuol lmpll<o ~ue 

dH~hdx 

pau olgG" J, < R. • . • . ( 1 ) 

Integrando ombos ~lombro• do .••u «preoi6n, pode~o.< ob 

<ener la func16n f que bu,co=<Os: 

L{f(x))• 1x•c 1 
lr•c 1x 

f(x) •< '•e 

finalmente, haciendo e 0 '•c: 

•• f(x)•co 't'c,1rR,cl0 

Derivando (1) se co~pruebo (1), yo que: 

v-c,lra,c;o. 

. ------~------

. . Pl 

•• • ~" con<luol6n, ce ., un vector couct<rhtlc<> a•oeh o 

o) v•lor coraccori•tlco >, 't' l e R, por lo que todoo lo> nG~•roo 

real« '"" valoreo conctorlu;cos del operador D: F • F 

Vectoreo carocter\otico, l!ngolmente lndeprnd!cnteo. 

Vo)\•nos al e¡e~plo VI. 19. Tenfa"'"' que (~.~.,-~ 1 ), 
(; 1 , o, O) y {·1<1 , ·•1<,. Sk,) •on Jo• vector., <«actor!oticoo os~ 

<ladoo a loo valore• carac<erhtl<oo O, 1 y ·1, reopettlvuenu. 

Flcilmcnte >< co~prueba quo '""' vtctore> oon lineolO<!!, 

te lnd<pendient••· En efecto: 

• >, . ' . 
·1:, o 

••• . ... 
», 

poro el coso ¡¡enetal tendre••• que: 

ToorcM VI. H 

l'ectoros coracterloticcs aooclodoo o valoroo <oracteriH!. 

<os ~istintos, son llnealoonte lndependlenteo, 

Ucmost<oclón. {Por 1nduccl6n Mtedt•c•). 

Sea T: V • Y una tcansfor•adon lineal <on n valor., ca

roctorht!cos diferentes., ••••..•• 'n· y .... v,, v, •... , vn 
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E (1 1)•((.);,, -H,, 5k 1) 1 k 1 < R) 

u ... ado eopoclo carocterht\co uodado al valor couc<<rhtico 1,. 

En fOllllo similar >e puedeo obt<nor loo espaCios cauq0 • 

rlotlcos• 

' 
f [A,J·{(~, k 1 , ·k 1) 1 

~ (I,J•((k,, O, O] 1 

VI. 17. 

•, < R 1 

k1 < R 1 

caracterhtlco ~e T. El conjunto 

U un •ube•~acio vectorial de V. 

1) Soan V,. V,< E (A). 

T(V,)•>.V1 

' T(V1)•J.V1 

con T u lineal 

T(V1 •V,J •T (V1) •T(V,) •:IV1 •<V,•I(V, •V,) 

v,•v, <E ll). 

l)Sunv 1 <E(A) 

T(V",J·••, 

y COZlO T es lineal 

y o ' ~. En ton« o 

no V, 1 • ~nv 1 J ·~ PV 1 J ·• c~v, 1 

oV,<EPl. 

Ooflnlci6n. 

A ~Pl '" lo conoce como upacio cancter!Hico asocia 

do al valor caracter!st!co l 

EJ•~rlo VI. 11. 

,, 
EHa =•nl: define una tnnofo,..,acl6n lineo! t: 11.' • R' 

Encontr<ZlOO los eopocios corocterhtlco•. 

Para obtoner loo valoro• caracterl>tlcoo. calculnos: 

dot{A->1)• "' 
' ' 

' ,_, 
' 

-' 
-' 

H 

lu ralees de •He polln.,io son: • 1•1 

No<o q11e uloton voloru corocterhtlcoo upotido•. 

contre~o• los coTTespondlentes vectores• 

(A-> 1I)V• 

de donde • 

' • 
{~,, D, a,) \' k 1 ~0, •• un vector asociado o l 1•1 y 

f(l. )•((k, O, lk) 1 k, e Rl. 
' ' ' 

,, 

. VI-80/BI 



Este •ubospado « ~eneudo por~¡ vector (t,O,l} y, co~o 

oo cloro, ~i• t(l,}•l. 

Poro 1 • • • ¡ • • 

¡: : :J [:J· m 
de donde T•lx 

,., 
(>,, ~ •• n,) Y ~,10, •• un vector aoo<iodo • · • 

>,•>,•1 y E(J. 1)•E(o,)•((k 1, 1< 1 , lk,J 1 );' < Rl. 

fote sube<pa<io es 5eneudo por el •·e~tor (1,1,1) y su dil'en>l4n 

•• di• t(l,l•l. 

b) Considere•o• otro transformación con valor•• carocteTI>ticos ro 

pe< idos. 

So• TtR 1 • R1 la transfonoac\6n lineal definido por 

T(V)•BV y¡;' R' 

doode 1• [~ ! !] 
Entone••, 

,., ' ' 
dot(B·>IJ • ' 

,., ' o¡, 1.g; 1•1H-7 

' ' 
.., 

' 

r: : :1 [:J m 
Vl-82¡8J 

de donde y•lx 

e-h 

-. 

[< 1 , lk 1 , ~0. 1 ) Y 0. 11'0. •• un voctor .. ociado o J. 1•1 

y E(J.1 )•([k,. lk,, lk1) 1 k 1 < Rl. 

En este coso, di~ [[1, 1)•1, ya que es generado por o! Ve$_ 

ter (1,1,3). 

o blon ' ••• -y 

¡;, 1 , ); 1 , .;,.¡; 1¡ Yk,, <,, no ambo• cero, •• un vec 

tor caracter!otico a<ododo a ). 1•1,•1, y 

>(>)•E(l )•{[> , ; • -); ·k ) l·k , ); < R). ,,,,,,, 
J.horo la di~onsi6n •• dos, pu•• E(l,) •• ¡en•rado por los 

vectores Independiente< (1,0,·1) y (0,1,-1): 

~(~,)·E(I )•!k (1,0,·1)•~ (0,1,·1)1 k, k t R¡ 
' ' ' ' 1 

T•n••os ·~~I otro cooo de vectoru carac<orhtlco• lineal 

•ento indepen~ientes .. ociados d =ismo valor corac<er!stico 

. . . . . . . . . . . . . . . . . 

Ejuoplo \"I.H 

Seo T aquello que tr•n•forn• un vector cu•lquleu del •!. 

pacio ouclldlono uldü .. nsiona! on ou H"-'trico respecto d plano 

p quo contleno al ojo 1 y fo.-.o un tn¡u!o do H" con el plano ~-•, 

.. 
• . -- --· 

' 

1 

l 
' 

1 
' ' 
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l 

i 
1 
! 
' 

-----· --

como oe ~uestro en la figura' 

' 

La lmogen de un vector euolquleu (~,y,<) de R1 oetQn T 

n (y,x,z) por lo que lo regla de ooneopondenda •• 

T(~,y,t) • (y,x,z) • . ( 1) 

Co~o es flcll verif1cor, so trota de ~na tronofonoooi6n 

lineal, por lo que, paro obt<r.er lo JO&trh ••ociada a T en lo base 

canónica de • R , calculomo> 

' .. . 

T(l,D,O) 

1(0,1,0) 

T(0,0,1) 

Entonen 

" -
O~ton¡amoo 

(0,1,0) 

(1 ,D,D) 

(0,0, 1) 

[; ' o 
o 

ahora ••• 
•• ' 

qo 

eopaclos corocterhtlcoo de r, 

o ' det(l'l-11)• ' 
., o •1°(1-l)-(1·1)•·1-. 1•l 1•1-.·1 

o o ,., 
haciendo .~-.'.~-.'.l.¡.o se obtienen ,., .. lores toucter!,.leos 

' l •• t 

••• 
••• 
Del ohteu ho.,o¡~neo (~·U)<•Ir, con l•·1: 

' o 
cuya solución general es 

••·r 
'- o 

•• obtiene el ••podo earact<rhtlco 

<(IJ•((1< 1 , -k 1 , O) 1 k 1 < R) 

r: . ' 
o 

cuyo soludón genorol e• 



.. , ... 
~(1 1 )•((l 1 , k0, k1) 1 k1, k1 < R}. 

Vramoo ahora la lntorprotaci~n ¡eo~!!trica de eotos >O$UI' 

El eopodo carocterhtlco E(l 1), de di~ensl6n uno, repr~ 

oento o! conjuoto de voctoreo •obro-lo recto y•·• olojaJo rn el pi~ 

Esto• vrctores sol..,ente cambian so sontido al oplicar 1", 

pero conoorvon >U mognltoJ y dlroccl6n. 

T(V)·-Y, Y V< E (J.,), 

El espacio coracter{stlco t (1 1), de dirnen•i6n Jos, rcpr! 

sonto al conjunto de vectoro> contonldO> en el plano P. E>tos vec 

toreo no oufren olterooi6n alguno ol aplicar T, 

Vl-86/87 

• • 

E> decir: 

" 

,, 

,, 
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.ISTEMAS DE ECUACIONES LIN~ <!.LES 

UIN•"•"'•"•"'"'"'""~ y MATRICES J!mo• 
'/";<. . ' ... •,·l X l •J 

Uno Industria fabrico tro• tipo• do productos (llom~~osles 

A,.B y C) y cuento con un total de SO obreros que tub•J•n 1 hr. di! 

du. [o decir, d!opone de un total de 100 hora•·ho~bro al dia. 

Paro hbrlcor un producto del tipo A, H roquiuon 20 ho· 

roo-hombro •; pora uno d<i tipo B, 100 y paro uno del tipo C, o o, 

[n condldonoo nonoleo, no <xl!ten reHri<:don01 do mat!:_ 

rta priu ni do ~oqutnorh y loo obrero, uun copacltodoo poro In· 

urveniT en lo fobrlcoci6n de cualquieu dr loo productos. 

Se quioTO saber, que cantidad de productos A, By C pue· 

den fabdtaTOO diariamente e~pleando lo totalidod de hocoo-ho=bro 

disponible. 

Pode•oo uton<:u pUnten el •odelo •atedtico ol1ulente: 

SI x 1, x 1y x, r<preHntan el n1lmno de producto• A, By C 

que •• hbdcon diorlomente, entonces lOxl' IOOx,y IOx, oer~n, el n!!_ 

•ero de hor.,·hombre ·~plood"' d!OTiaJionu on hbrlcar todo• los 

productos ~. B y C. 

Co•o oe desean e•plear las •oo horos·hoobre disponibles, 

loo uloreo do x
1

, x, y x, deben ser u¡ .. que 

lOx 1•JOOx,•40x,•IOO. , , .. , (1) 

Expr .. lon<o co~o hu, reciben o\ nombre de ocuoclone• l.!. 

Uno reopuooto o\ proble•• podrto oer fabricar 1 productos 

del tipo A, 1 do\ tipo By J do\ tl.po C, yo quo, al sustituir <Ho• 

volares en 11 upresl6o (\), u voriflca h l¡:uoldad. ~ntoncu, 

Sin ombargo, pode~•• notar que <OU soluci6n non ~olea 

yo que loo valoreo 

. . ' • • . ' .. ' 
tubl~n satiofocon la .cuod6n (!),por lo que con>tituyen otro'!!. 

luc16n. 

Generalhando, la <euaci6n (1} •• una expre,i6n del tipo ... , .. ,., .......... , .. . 
o lo que lluaru.oo ecuacl~n lln<al. 

~ lu con«>nteo a,, a,. ... , •n << leo ll..,.o coefiUenteo, 

• b t~rmono lnde~endicnte y • •,, >,. .. ., •n inc6gnitu o variables. 

\'uo> qu< lo> lncO¡¡ncta• •porocen toda> ohv&~ .. • lo prl~aU poto!!. 

clo, de ohf 01 noabre de ecuaciOn lineal. 

IV,./$ 
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!V, 1 SISTDtoS DE ECUACIONES LISEALES, 

~egreoando ol ejemplo ontor!oc, •upong!lllloo que por ruo-

ne• de de,onda loo productos B y C deben fabricor .. en cantidodu 

l¡udeo. 

~ntoncoo, H tlene lo .oHrlcci6n ad!donol x,·•,, que 

oxpro .. da en lo formo (1) quedo 

o., •••.••• o "' 
Ahor> el probleu consiste en encontrar uno solución que 

.atlof•J•, simultheomente, los ecu.olon<! (1) y (l), por lo que· 

¡., doo oolucione> que'"'"' encontramos no oon 6tlles. 

s 1 se fobd<•n 6 ~roduc<oo del ttpo ft y l M loo tlpoo ~ 

y C, vuoo que se !&tl>facen oie~ultlnenena 1 .. ecuonooes (!) )" · 

(J) • Entoneeo dir<moo que 

•,·6, >1•l, x1•l 

eo una oo\uci6n del olotem• 

lOo, •lOO•, ••Ox,·•oo} 
o.,. • •.• ,. o 

el cual conota de l "ecu•done> con'"" inc6gn!tu. 

Ddin!cl6n. 

Un oiotee~o de ecuacioneo llneoleo es un conjunto de ecuo-

cioneo de la for.>o (2) que deben r.,olverse ,;.,ultJneuente, 

En genero!, un ''''"u do m oouac1ones con n 1nc~gnltas, 

definido •obro el co~po de Jos nú~eroo compleJo•, es de la forma 

__ ; ----

• ••. (S) 

donde "!J e e •on loo coeficientes, x1 lo• lne6anltoo Y b¡ • C los 

t~r=ino• inde?endlente•. 

nef1nlci6n. 

Una solución del si o te~• de ecuoclones (5) es un conjunto 

oodcnoUo de n voJores que oatisfaoe s\mult&noornente o todoo lu e<!!• 

ci one 1 . 

Uno for,., de ohtener solucione>. 

Tal ve•, lo técnica fundooental poro encontror los soluci~ 

ne< de un s1stem• Oe e<uacioneo lineales, sea lo de eJ\mlnac\6n. El 

consiste en transformar ol •l•t•~• or\~lnol 

te~• oe oeuacione> qu< puedo resolver>< fJcllaente. 

en un nuevo >i!_ 

El nuevo ,;.. 

tema, Jebed tenor los ,.;, • ., >Oluclones que ol ori1lnol Y en este 

cooo cliro~os que •~bo> sistema• son equívahnto•. 

Pan obtoner el nuevo •lote .. so haco uso de In sl¡u\on

tunofor=•c1onos, que reciben el no.,bre de •:runsfo.-udo_nes --

olo~>enulos"' y condston en: 

1) lntercomblar dos ocuac!oneo. 

!) Multiplicar una ocuod6n por un nQ=ero HO 

3] Muitlpl\cor una ecuacl6n por un náaero ~PO Y suaor el 

resultodo a otra ecuaoi6n del ol>t<u. 
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1 

sht•u oon oqu\valentu. Sin .,.bor~o, el .. tudlonte puede con--

Poduoo !lunrar lo Ucnleo mod!onto o\ Hgulonto ojn• 

plo: 

[jomrlo JV.1. 

Zx¡•lx,•o 

x -lx • x • t 
' , ' 

·•, ••• •1•, -·~ 
0¡ \otorca~bio~o• l•• doo pr\8<roo ecuocloneo (con el objeto de que 

•,·h,•x, •1 

lx •lx •6 , ' 
·• •x •lx ·1~ ' , ' 

,¡ ouu•o• ¡ 0 pri,.era o<uac\6n a la tercera obton<•o• 

X ·h •X •1 
' ' ' 

0-x •bx •11 , ' 

o lo toreen obtenemoo 

x
1

-lx1 •x,•1 

lx, ·h, ·6 

O•h,·11 

1 y oumo~<>• ol rooultodo 

' 

divldlon~o loo oo~acion•• dos y treo •nne l y 1 rospectlvomento: 

x
1
-lx 1•x,·1 

., .. ,.; 
De la tercera ocuo<l6n luediatooute •••o• que 

x,•l y ouotituyendo ••to valor en lo ••aundo ecuoc\6n oe encuentro 

que x 1•\. Finol.,enoe, al $U<Htulr en lo pdmero HUOC\6n n e~ 

cuentu que x,•1. por lo que lo soluci6n de¡ •i>te~• eo 

X O •1 , X l •1 , .,.z 
- . . . . . - - . . 

uno soluc16n; un eje~plo lo ten .. u en el hste•o 

20x,•I00x,•40~,·400}. 
ox,• x1 • x,· ~ '" 

que e~pl••~o• eo"o intro~ucoi~n. 

nodo eo 

•• •l ~ •• ¡ 

y el ootodiante puede comprobar que 

•,·o X 1 • \ 

x,•x,•1 

x 0•x,•J 

Pot •J•~ 

"" tl<n< >olu• '~"· puo>tu quo no .. ioun ~"' na•••o• cuy, ou~o ••• 

lyJol••.:. 
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1 

~n g~n~rol, do ocuerdo con lo existoncio y tlpoo do oolu

c\6n, loo ohte.,., de oouuloneo linules •e <lasl!\con en: 

Compatlbl., 

(tienen ooluci6n) 

lnco=pAt!bles 

(no tienen oolud6n) 

{ 
Oeter•lnoGos 
(una ooJu<i6n) 

lndetuto!nados 
(=1• do un• soluc\6n) 

l'Ch adebnte, y con oyuda de otros concepto• que tutore• 

•••· podTO~O< deter•inar ,¡ un o!HUO tiene ooludón o no lo tiene, 

y o! eoto •• ~nico o no Jo ~•-

'15 
IV, 2 MATRICES, 

El eotudio de lo, s\otemos do ocuooioneo reolloodo en lo 

>ecd6n precedente, puede Hrvlr como uno lntroduccl6n noturol al 

~n <l proceoo de conotrucCI6n de un slste•• 

e~uivolente, ~uede advertiroe que no eo necooario eocriblr loo In· 

c6snltos x,, x,. ,,,, 'n• yo que real~ente >6lo •• opero con loo -

coefi~lenteo . , y con loo t~nolna< ;ndependienteo b 1 . 

Si onollzomo• el ejeMplo IV. 1, vuoo qu~ el oiHUO 

ZX 1•Ix 1•6 

x 1·l•,•x,•l 

-x
1
•x,•Sx 1•10 

q~edo completa~crtt< dete~inodo ol ~ono~~r el voloT y lo poolc!en 

de <•d• uno Jo loo ooefldenteo y tirtolno> Independiente>. hu 

¡;::.:] ,., 
al cual •• le )luoo i'IAT~H. 

Loco .rr<glo en particular, conHo do 1Z elooontoo (nol.JI!!. 

roo) ~!opuesto• en l ren¡lon<o y 4 colu..noo, por lo quo dlreuo quo 

la ~otrlr e• de orden 3x4. 
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1 

Def!nid6n, 

Uno ,..,,¡, de orden """ sobre el UlOpo de los nOlJooroo -

'" o,. •,n 

"' 
•,., ·~. •,.. 

lo> "iJ < C so llomon ous <le· 

.. ntos. 

Comun~ent<, •• re~ruenu • 1 .. u<rlc., con letru 10oy0l~ 

En foru abreViado 

lo motrl< (1) puede ••preoorse como 

A•{•,¡) donde l•l,l, ... ,~ y j•l,l, ... , n 

Lo< <ublndlceo 1, J lndlc•n, reopectlvamente, <1 ren11Hn 

plo, a., represento 01 elemento que se encuentro en el oe~undo re!!_ 

&IOn y tercero colu~nd de la motrl< A. 

Doda lo l~portanC\a de lo poHcl6n que ~uordon los ele-

untos en el arreglo, Mcü•o• que dos utde<o son igualeo ol son 

del ,.¡,,.o orden y 5US elementos corre<pondlenteo son l¡uo)<o. A 

eoto obedece lo oiou<ente 

D<finid6n. 

S<On A•(oi)) y B•(b¡¡l do• matrlceo del ,.¡,~.o orden, en-

tone .. : 

,. 1 • j 

lloclon~o rHonnclu nuov•~•n<e ol ojo~plo !V. 1, l'~ol<mo. 

efo~tuu ~on loo ren&lone• de lo mat<i< (6) ttan>!Ormadones equ\-

volonteo o los e!octuodoo con loo ocuoclonos dol ototen. 

,. 

•,· 

>11!-

)oll! !" 

El proceso onio enton~oo el que so lluuro o contlnuoel6n 

¡:::.:] 
[: 

~ ' J ' ' 
~ ' • 

[ : ~) .:] ' ' • • 

[: : : l 
x,·lx 1•<,"1 

x1 •x,-; 

X o • ¡ 

"' 

res renglon... •. 

~'"'"' su~odo ol pr\.,Of T<n,l6n " te<COTO . 

~ultlplicondo ol se1undo ren,l6n 

por !· lo ~emos ouudo o! torcuo 

buoo dividido ol oegundo y tcrcor 

reo~l6n entro l y 7 respoctlvo,.en-

" 

cuyo ooluc\6n puedo obtenoroo !lcll•ento, 

Lo motr\1 M1y, •• d\co que estl en !o,..,o e•calonodo o que 

<> uno ~atrU eocolon•Ja, 

el prlm<T ele~onto di.,!nto de cero do codo un¡¡16n, es \guol o 1 y 

IV Jl'/ll 
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reo,t6n .. c .. oi¡¡uieotu ~~atriou oon e>colonodu: 

[ : ' :] [: 
' ' :] [¡ 

' ' ' 
l] ,_ ,_ o ,_ o ' ; 

o o ' o o o o o o 

Tun.fOrm3don•> elomonule> por rongl~n. 

los tron<foruc!on<' dootuada< con loo ren¡¡lone> de la 

matrl: M, pou obttner f!nat~ente la motriz M¡v• se llomon "<cOn!. 

fon~~&clone< elnental<> por reng!On" y como ~e•o• vl<to, pueden· 

>er de tre• tlpoo: 

!) lnterclln<b)o de do< r<n¡¡lone>. 

2) M~ltlphcaol~n de un rongHn por un na~ero k,/0, 

S) Kultlpllcoc!On de un r<n¡¡l6n por un nU~uo kiQ y ou• 

u dol resultado o otro renglón de la motriL 

Utilltondo loo transfor~oclone< ele•entolo> por ren¡l6n. 

u po>lble tron<fornor euolquier ~urlt en uno 01oHl: e><olonodo. 

~eflnlc!On. 

Otreuo que doo utricu '"" equlvolenteo, si cuolquleu 

de ellao puede obtenene o pO<ti< de lo otro electuondo uO nO~ero 

finito de tnnofor~aolon<> elemontoleo por ronglón. 

~n el e¡ooplo anterior tene~o• que 1•• ••<rice• M, K¡. 

~JI• ~fll y H¡v son equivalente<. 

Eie•plo IV .l 

' ' ' " . ' 
' ' ' " ·• 

"' lo .... !< ·- ' .; ' . ' ' ' • ' 

'17 
tronsfon~or • lo motrit A en una =•tri: ucalonado equivolente ut! 

llun<lo transfor~odonc• el•"""'"' .. por renglón, 

Solución: 

Dividiendo entre ' " pd~H ' ' . ' 
rengl6n Je " obtenomo• ' ' ' " 

_, .,. ' ' 
_, 

' _, 
' ' ' ' 

Mtlltlplicondo ""' ·• .e prl· ' ' -' ... renglón y ou~ondo " "· o o o o o 
rengl6n " "• oOtenemo> 

A u· 
; ' ' 

-' ; ' ' ' 
Mtlltipliconclo '" 

_, 
" prl· ' ' -· 

"" ron~l6n y su=onclo ,, ler. o o o o o 
renR16n de obteneaos 

Alll" o ·• 6 ·11 ' •, 
. ' ' ' ' ' 

Multipllcondo "' -' " pri· ' ' -' 
"' ren~l6n " sumondo " ••• o o o o o 
T<ngl6n do A 1 1 l obtene,.oo 

A¡v" o ·• ' 
_, 

' 
o .; ' 

_, 
; -, 

ln!orc•~~ln!!Jo " ••~unJo ro!!. ' ' -' 
'Ión " rengHn " o -· ' 

_, 
; "" cuarto -, 

• 1v ~br.· , .. , 'v· 
" 

_, 
" ., ' 

o o o o o 



llul t lpllco,.do "' 
_, 

" .. tU!!. ' • . ' ,, ron¡len y ou=onda " tor· , _, 
' 

_, 
' -, 

'" «n116o de ~· obtencno< ,,. , , , , _, 
o , , , o 

Divldlondo entro -S el >e¡un- ' • . ' ,, renJI6n " "' obteneno> , ' " ' ., -. ., 
Ay¡¡• , , , o _, 

o , , , , 
O!vldlondo entro ., " toT· ' • . ' 
'" ren¡l6n de Av¡¡obteneooo , ' " ' ., -. ., 

Av1n' , o , , 
, , , , , 

Lo notrh Avn¡ .. ""' ... tri! .. colonado, 

. . . . . . . . . . . . . 
Al hoblor de lu tronofo.-.oo>onu elnentole>, heooo he-

cho 6n!uio en el término "por renglón", toto obedece o que oxl~ 

ten tronofoi-=oclones, on1logos o ho aqul do>crlta>, ef«tuoJoo ·-

j rt lo <d>tenda de dicha> trandormadonc< y tampoco >erin ut\li· 

«doo. 

de ccnoultor Jo rtferenclo J po¡. Hl, uno vet que hayo teulnado 

ol covltulo. 

\ 

Deflnlc\6n. 

Si tronoformonO> uno motriz A on uno •otrh escolonodo D, 

el n~~ero de ~nJlone• de lo ~•tri: B con ol oeooo un oleoento di~ 

tinto Je cero oe Ilo~o RANGO DE LA ~TRIZ A y << repreoento con --

~~ mi•rno ron&o •• ••i¡na o lo ~otTII n. 
De ocuerda con ooto def\nic16n, cuondo dos ••trie., <on 

los .,trices~. A¡, ... , 

·'viO Jo! ejo~plo 1\'.l oon coJoo de TOngo l. 

Ll concopto do rongo do uno utdz, jue¡o un popel ouy • 

importo"'" en lo toor!a do oisto=oo do oouocloneo llneOleo quo •e-

[\ estudiante puede darse cuento que lo defi 

nici6n do ranso, tol co~o oe enuncio oqul, ptoporclono o h ve• uo 

rn~toJo poro obtonerlo. 



• 

1 

IV .3, 

" . 

• 
PRODUCTO OE NATRIC~S. 

Conoldore,.oo nuovuente el Jhteu 

l0x1•100•1 •10x 1• lOO} 
' . . . . (.) 

ox,• •,- •,• o 
podeoot fo.-or loo ootrl~•• 

'"] . ' +:l '"' 

donde huoo rounido loo cooficlentes(en A),lu ln<~Bnitu (en i:) y 

lot Hnlnos independlentu (en O) que opHocon en el oloto,a. 

Con ayudo de utu uuioes, poduoo expresu el <lo~eu 

(1) co•o 

"' oleapro y cuando dnoo uno deflnlcl6n odecuodo puo el producto · ... 
Lo oatrio producto k>, debe oer do orden Zxl para poder 

estoblecor lo igualdad con D. Adem~s, poT lauoldod de .. trlco., 

Sabeoos que la lguoldad entTO •u<lcu 

rzex, •lOO., •IOx1J 
Lax,• •,- '• 

to uthh~o oi y s6\o ol 

IV lft/1~ 

lOx 1 •IOOx, •IOx, •400 

Ox,• x1- x,• O 

que son preclsaoen<e \u condidonu que utoble<e el si!_ 

Po< tanto 

-·----

[

lOx 1•100x1+10x 1J 
Ai:• 

o.,• ••.•• 
A lo ntrl• AX upro .. do on (g) le lluoruoo "el produ!;_ 

to de !O< matric., A y X" (en ue orden). Vuooo cooo puode Obl!. 

nene lo matriz AX, o porth de lu oatrlcn A y X: 

El prloor oleoent~ de AX, es iiUOI o lo suoo de loo pradu!;_ 

to• de los ~leoentoo del prtoer rengl6n de A por loo e\eoeotos do lo 

On\co columna do X. ~n fono esquedtlco: 

El oegundo eleoento de Ai, e o teuol o lo ouoo do loo pro• 

duetos "• loo elementos del segundo ren11l6n do A por loo oleoentoo 

de lo Gn>ca columno de X. '" forna eoque~ltlu: 

jFr[::J "• • 
'• 
'• 

ih ••.• . . ' 
[ . -' J 

'" for,.. ollllior, obton¡aooo el producto do lu ntrlcu 

[ .. J ... 
•• 

·- r· .. 
L·, '• J ... ·-

... ... 
con el ob¡oto do eotoblecor uno deflnlcl6n 20neral. 

El producto sorl lo oonl1 



' 
1 
1 

U• ["', b1 ,•a,.b, 1 •o, ,b, ~ 
o, 1 b 1 ,•a12 b 1 1 •a, 1 b 1 J 

donde obsOTYOllO< que: 

lo.) n elnento que<< encuentra en el prlmoc rongl6n 

primen cclu~no de h motdz pro~ucto, e< la oumo: 

' •,,b,,•a,,b,,•o,,b 11 • z o,,b¡,, 
••• 

lo.) U eleoento que •• encuentro en <1 ••Jundo rengl6n 

prhero columna de la motTlo producto,., Jo su~ao 

' ' ••• 
Genorolitando, el e\e~ento quo •• encuenno en el rengl6n 

1, columna J, de ur.o ootrll producto A!, •• lo <u~a: 

• 
' '. ' 

donM n u el n6~eco de columna> de lo ~atd• ~ y el nQoero de ren 

Jlooe< de lo .. nh B, quo deberi >OT el •1••• para que puedo efec 

tuorse el producto, 

VefinldOn. 

Seon: ,. ( •¡ J l ( \• T ' ' ' ... ' • ' J •1 ' '· ... ' "' 
' •· (b >J ) (l•l ' ' ' . . . ' • ' J • t. ' ' .... ,, ... ootrku •• orden "'" ' "'" 

n>pe<tlvuento. 

" producto .. .. ""' • .. trtl 

•• (e¡ j ) ( 1 •1 ' ' ' . . . ' • ' J •1 • '' .... "' .. orden ... cuyo• elemento• ••th <lo<lo< "" • 
•tj" ' •;~b;¡ .. ' 

• 

Ejemplo lV,l 

Para Ilustrar lo definición, obtenz .. oo ol ,., 
un ice• 

·f 
_, 

:] ·r • ·• '] ' • ' . -' ' " ' _, l ', >X• -' ' , .. " ""' notdt '" orden , .. "' , .. ... . l-9•1· -· ... . ~-l•l· • . , • ·<•0·4· ·• 
<, • l·l·l· •• . , . ·1•11·1• .. 
e,· o ••• J• ' 
e,· l•O • 4 . • . , • ·l•<•l· • 

<ntonc••· u utd' producto .. 
• -· :] • 

Ob•~rvosc que o! cle,.cnto quo oe encuentra en el reni16n 

1 Columna j <lo lo ~•tri: pro<lucto' AB, !O obtloM efectUando ol P'!!. 

dueto ••color del renglón 1 do A por lo colu•n• j de e. 

[l .J ·1] [-:' l • -4•0·4· ·6•c 11 

. . . . . . . . . 
Pode~os concluir, on booc o lo do(lnlclón, quo pode•oo 1 



' 

' 

1 
' 

.. !Tices A y 8 oon conformoblOS pan la JOU!tlpllcac!6n. 

En ¡enoral, )a ~ultlpllcod6n de ¡.,matrices NO es con· 

Incluoo, en !<UCh .. ocu\on .. O< tiene que dos Jutr!c .. 

A y B oon confotnobl .. pau ,.uhlplicone en ese orden (eo decir · 

puede obtonor,. ol producto A8), ~ienu» que no oon confor~obl .. 

poro =ulti~llcorse en el orden contudo (no puede obteneHe ol •• 

Por tal =oti'o'O, eo nece<aclo pTOclnr el orden en 

que lao "-&«l«o •• un 0 aultlpllcar. 

AB, dlre~O' que A promultipllca o 8, o bien que B pootl!lultlpl\co • 

• 
Ejn.plo IV. l. 

•· [: :] ,_ [' "'] ' . ' ,_ [: ;] 
obunn: ., " ., 

" 
<) " 
" " 

Solución: . --

o) RS• [: :] [, "'] [' "'] 
J-1 11-; 

(Lu matrlceo R y 5 oon de orden Z.2, por lo que leo 11! 

anuos 11atdc., cuadrado> y dlremoo simplemente que son de orden 

" 
IV·Z2/23 

SI 

b) SR• [, ·•] [' '] 
J • 1 ' 4 . [ ·: : l 

En eote cooo, pudieron obtener•• tonto ol producto RS e~ 

BO el pro~ucto SR, debido o ~ue oabot ••trice• oon cuodrodoo y del 

~iou orden. 

n6, el producto do ~•trice• no •• uno operación con=utativa. 

e) TS• [' '] [' '] [" ·'] : : ; ·1 • ! :~ 

r: :J d) ST• [ , . ' l ' . ' 
no •• puoh 

cfHtuor, ya que el nhero de colu,.nu de S (Z) •• dlfOTente do! • 

nfioero dc renglonco do 1 (~). En otro• pohbru, S y T no oon •• 

confor~•ble> paro lo =ultlpllcocl6n, 

Ob>hvc• .. que, aunquc pudo obtcnenc el producto TS, no 

fuf pooiblc obtenn ST, lo cual roulta lo i~portuclo de upcclf!. 

cOT dorucntc el ordcn cn que >< duco multlpllcu do• 11otrlc01 • 

Oof!n1ci6n. 

S> una motrl• A •• do orden nxn, dlre~o• quo A eo uno •• 

tri: cunJrado do orden n. 

Paro lu ~otrlc .. 

·- r~:: -~ 
-1 l•l 

,.[-1,1,1] 



' 
1 
1 

1 • 

encontnr lo, ••lores de ~.s, p11 , P., de tal for<>a que •• VO<lf!. 

que h truoldod 

11~ • r 

Solución: 

[ : ' 
:J ~~~- . ' 

. ' ... otu pH<e, ·-· IIS•P, 

• ' [ : :] [ , .. '] ·• ,., . ' 
p' : 

_, 
. ' ' .. 

IV, 1 

•• osochtlvo. 

DuootuciOn. 

(AB) C • A (FC) 

De h deHnlctGn de producto: 

• 
AB• ( I a 1 , b ) 

j-1 ¡ J~ ,.,~ 

1 ·~·1 c•l·i 
p • ·1 
~ 

1 ·~ •1 ~ 
p.,.¡ 

donde loo Indico, !lh<e> "'" 1•1,1,, .. ,., y k•1,1, ... ,p, y'"~""" 

•• d~ orden n•P· (tos lnd\c<S !lbreo oon loo que lndicon el con· 

Aplicando ohoro lo de{lnlc\On de producto o loo ll&trlc•• 

(AB)mxp y cp,q: 

' • 
[A~)C• 

( ' •·' " J • ' 
~ultlp\lcondo ~-

, .. coda 

oos: ' . 
[AB)C• t).;l (J:

1 
•;¡ bjl< "kr))~xq 

donde loo !ndices libres •on l•l,l,. . .,m y r•l,l, •• .,q y 1& •otrlz 

es de orden •~q. 

~n formo onllogo obtene,.os: 

' A[BC)• ( ! 
J • ' 

' c,;1 •1¡ bJ• •0,Jl••q 

D•Jo que el orden de lo ouoo es u~lturió. 

1 .. ' • 
{ t O¡ j 

j • 1 
' ' J • ' 

e! 
••• 

Por lo unto quedo deaoHud~ quo 

(AB)C• A{BC) 

Se r«o~lenda u'eotudlonto conou)UT el op6ndlco 1 do la 

rofeT<nc!o ~ p•u o~tonn habilidad en ol unejo y coepren!l6n de 

lo< •l~boio> M !{ou~o) y II (Job lo •mu). y hacer 1~ do,.ootucl6n 

conploto do esto toor<ma poro el cuo portlcuhr do In utriceo 

cuadro~ .. do orden~"'· 

rJ~~rlo IV. 6. 
Venftco< 10 proplo~oJ o•ociat!vo poro ol pro•lucto, con 



[ ' :] [: 
o o 

J 
,_ ·-' 

Soiud6n. Debe~o• verificar '"" 
(AB)C•A(BCJ 

,.. [ . ' :J [ . ' o 
~J ' 

[ ' o o .] [: ¡] (AB)C• 

' 
'" otro lodo: 

[: o : J ¡: ;] (BC)• 

A(BC)• [ : j [ ' o l Hl H¡ • 

por lo que 

(AB)C•A[~C) 

'lotrh ldentldod. 

... [ : : l -· 

,_ [; ¡] 

[ ' • : J • 

' 
[ ' o l • 

" 1-li ;-;1 

[: .. o 

J 
• 

" !'! 

¡: ·" . ] " ,- ' 1 
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SI con Jo mis~• motrl< ! efectuomoo el producto lA, donde A •• uno 

matriz con l rengloneo y cualquier n~~ero de columnas, obtenemos · 

siempre que IA•A, A la matriz ! le llamo~•• utrh identidad de 

ordon 3 y la ropre•entooo> :~edlante 1 1. 

~n genero!, a lo motril cuorlndo 

' . " 

Teore"' IV.: 

' o 
o 

• 

o 

• 

• 

o 
o 

o 

o 
o 
o 

"'" 

si ! • J 

•1 1 ~ J 

Poro todo motrl: A de orden •xn •• tiene que: 

Oo~o•tuc!6n 

Sean lm·{6¡¡lmxm 

lle lo Jd\nlcl~n de prod.,cto: 

Como 

• ' .,,-.-~¡ 
J•l_Jmxn 

ó¡¡•O '1' ilj: 
• 1 A • ( I 

.. J·l 



' 
1 
1 

clo!lde o~on, tos !ndlceo H~res oon J•1,2, •. _.,n y ~-l,Z,.,.,n, 

eo •• 6JJ", YJ: 

Co•o J u un indico libre 

Lo se¡und& potte del teouu oo duueot._ en fc,.,.o olm!hr. 

U r .. ultodc do efectuOT un nG!Ioro finito de transfon•odo 

nu elon•ntolu por rengHn a uno m&tdt A de orden mxn, puedo cbt~ 

noue tonblh o! pr .. ultlplic.,oo ~ por uu eieru aatr\t cuodudo -

do orden 11. 

Poro ~ootrar lo anterior, conS!dere~o, ror >epondo codo 

uno de las treo trondornadonu eluental<S por ren¡lOn. 

1) lntercoablo de Tenglon<o. 

Supongaooo que t<ne•o• uno &atrlt A de oxn y que efectuo· 

••• el lnter<ombto'do '"' ron¡lones 1 y j, 

u! obun\do utdt B. 

SI por otro lado, tou~o• lo motri< ldon<!~•d de orden m 

(1~) e lntoreo,.biomos suo rena)onu 1 y j, obt<ndre,.os uno nueYo •• 

trh quo llo•oreooo ¡~l,j)_ 

SI ohoro efectuomoo ol producto ¡~l,Jl A, •• obt!eno lo. 

EJurlo IV. 7. 

S .. A• u :] 
!nte~combiamo> su• renglooo> 1 y l pon obtenor h ootrh 

·- l: n 
1,-u o 

:] o 
• lntOTCambi """' >u> <en~\onu 1 y l poro obtener 

. [o o 

i] ~~·,,). ~ ' o 
Hectuondo el producto ¡t'·l} ... 

' ' 

¡('·')A u lsuol o 1. 
' 

obt•nld• ""'''' 5. 

ten••••: 

Si por otro lodo, toma~o• lo tootrir Identidad do Orden· 

o (< 0 ) y "'""lrllco~o• '" ren~l6n 1 por el uco\Or HO obtendruos 

uno nueva match que llOmO<e~os \~ q 1). 

SI ohor• efectuomo• el producto 



• 

1 

• 
~· • 

~;_ -·----· ----~-.. --

tri< •• 

I!Jnoplo IV. a. 

Su A~[: ' :J 
ltlpli~u .. oo el oerundo unal6n por l pou obtener lo .. tril 

·- r' b• ' 
Por otro lodo, cons!Mro11oo la aatrh 

1,• [: ;] 

Y .ultlpli~uo•o• su ••aundo ron1l6n por J poro obtooor 

,;e,¡.[; :J 
Uecnondo el producto 1: (• lA, obun .. o•: 

; (•)A• [; :] [: ' ,;] [,: -
" 

YOIIOO ontonceo que, < (•)A es i11Uol • •• 
. . . . . . . . . . . . . .-

' .6;] 
" 

3) l!ultlpllc&c\6n de un ronJI6n por un nhero HO, ou .. ndo el u· 

oultado a otro ren¡l6n diferente, 

Su~on~"'"' quo tene11os un. utrlt A do un en lo que ""'! 

1\plic,.oo su rurl6n 1 por el eocolor HO y d resuludo lo '""'"' 

al reo¡l6n J;!, Ll,.eaos a la ••trit aol obtenida, ••trlr B. 

SI por otro lodo, tOII..,os la ••trh identldod de orden . 

• (1 11), •ult\pliclllllo> ou renal6n! por el uc&hr kiO y el ruulto 

do lo tUII .. OS ol ren¡l6n j, obtendremos una nueva motriz quo llam! 

IV-30/~l 

55 
...... ~(l,Jl. 

SI ohon efoetuoaoo .t producto ~(I,JlA, u obti..,• lo 

.. .. tz l. 

l!¡eap\o IV. ' "' ·-[: u 
poro obtener la mo•ri> 

·-[ : u 
'" otro lod~ eontldueaot " llatrit 

'.-[ o o 

l] 
o ' o 
o o 
o o o 

au\tiplicondo el prl.er renal6n '" l y ouaando ol cuo~to ren¡\6n 

obtenemo• 

¡¡ o o 

¡] ¡'(',') o 
• o • 

o o 
Efectuando el producto 

., .. , ¡: o o 

' o 
1, ' A• O o ' 

' o o 
l. 
¡ 
f. 



1 

1 
' 
1 
j 
1 

1 

v~mos entonceo que, lguo¡ a B, 

. . . . . . . 
~eflnicitn. 

A !u utr!ce• ¡~l.J), ¡~(\), ¡!(l,Jl,. leo llua matr!o .. 

e¡e,en:O!U OOHHpondient<o O loS tronsfOI1UclonH ot .. entain 1. 

Z, 3, Teopoctlvomente. 

\e~o• ahora que, eoda transformación ele~ental pued~ oer 

lievoda o oobo promultipllcondo, lo,._.,¡, dodo, por lo maulo ele 

mentol que se obtler.e efectuando en 1, la mioma tranoforun6n el!_ 

auto l. 

Ejemplo IV. 10. 

llollar la utr\t P, de orden 3, tol que tunofor"e 1 lo 

~otrlt A en una motrh escalonada (e, decir, que el producto PA oea 

uno .... 11 eocolonodo). 

[ , ''] ' . ' ' z l o 
' 

·-
Soiuc!Gn. 

En h ol¡ulente tobl4 apuece una oecueoch de trono ro,.,.!. 

clone< el .. entaleS que tuno!or~>o o lo utr\t A en uno utrlt ooco 

_lonodo, loo coneopondlenteo ,..trlcoo elementolos y el re>ultodo • 

de efectuor eotu tronofonooc\ones >obre A. 

Tr ano fo,.,od ~n. 

!nterco~blo d• 1•• ren· 

glon" 1 y l 

>lultlpllcac!On del prl· 

•H ¡en~IOn por 1 

>tultlpl!caci6n del ron· 

~IOn 1 por ·1 y •u~ar al 

reng!On l. 

g!On Z ror 

al ren¡.l6n :1. 

~ultlpllcacl6n del ron· 

glOn l por 1 

"' 

IMotrl• 

o o neo 

¡; 

[ : 
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eluentol ¡: 
ondlente. 7 6 ' , l ' ' 
~ : ~. : 

"'] : •A 

~ n ¡~ 1t 
~ ~ l z 7 
a 1 1 1 z 

, 
' 
"' -,-

·161 -,-
• 

" 

:] 
-:] 

.:] _, 

' '] o -~ 

1 ~ • :J (utdl 

..colo· 

nodo) 

El mlo~o rooultado ~uo oo obtlono al op!ICH lo .. ouoncio 

de tnnofon .. done•, puede obtenerse proaultlpl\condo por tu no· 

1"<<1•"' m"d<•• ole~•ntol••· 

Efectuando eoto• prcductoo con 1• oecuoncla que 10aTCo lo 

tablo y Jo~o que 1• "ultlpllcoclOn •• osoclot\vo, pode~•• escribir: 



1 
; 

1 
1 

1 
• 

Hatrlt 
<><al6n 

La ~••TI• P buocoda, •erl el produ~to de ¡., cinco mittrl-

ceo elnentoles. 

Sin embu¡:o, pHo obten<r lo maah P no H neceoario mul 

Uplicar lu cinco ~•trice• ele1>entoles: baotacl con efectuar lo •• 

~>loma s<euenda de tnn•formaclones elementales oobre la matrit l · 

(r<feronda 1, po¡:. 451). 

La• •tgulente< tunsfo,-.,acloneo oobTO 1 conducon a la 111&· 

tri< P (!u tranofor1>acion., <on ¡., de Jo tabla). 

~ . :].¡· : :]-~· : :].¡: : :J.~· : :]·[: : : ]·· o 1 o 1 e o 1 0 _, 1 161 _, 1 167 1• 1 
' "%! T1T ;n 

Para co~probor, efectuemos el producto PA ... ¡: : :] r; . :]·[: .. .:1 
ffiffi:rrd l¡ t o .o o ,J 

Una ottuoc\~n \ntereoonto, <o prooenta en ol cooo de loo 

aaulceo cuodrodu de orden n curo rango u tambUn n, lu cuaJe. 

pueden tronsformnr<< en ¡, motrlr ldentid•d !
0

. 

fHU IUtTi<eo oon equivalente, o uno aotrh e>colonodo 

de la foru 

"' ... . .. •...,., •,. 

" • .. • •".' • •• 
" " • .. ·~-· • •• 

( 1 O) 

. 
• 

" " " " n 0 n• 1 n 

" " " " " 
donde todo< loo e\ucntoo "ii tole• que .. , ,. "' '"' .. lluo ... 
~ento< de la dloional principal) oon lguole> o 1. ~·decir, 

o,,.,., •n,• .. • ""nn·l. 

~<o><roreJ>o< o~ou que, uno ••Ir!> de eote tipo, •• puedo 

transtormar en uno """!' identidad In Jn<dionte una •ocuencla do • 

t roo< f ormao i one o ole1>en tolo' . 

En efocto, ,¡el ~ltimo renglón de lo aotrlz (10) lo oul 

tlplicomo> por- 0 ,
0 

y lo sumomoo ol primor renildn, lue¡:o lo mu\tl• 

plicol:lo• por 

l• motrl'-

·• r \o ou~>•mo• al •rgundo 
'" 

"" ., 
" . .. 
" " 

" • " " " " 

renglón, etc., obteneaoo 

• • ' ,n· ' 
• 1 , n • 1 • 
• , , n· , " 

' " • 
SI ohoro, el pon~! timo rongldn de eoU nuevo uuh lo 

O<Uitipll<nno> l•Of •••<ldn, lu•oo lo 

~ultlpllcamO> por ·•,.n.,Y lo out .. ~•• al ,.gundo ren¡:l6n, etc. oJ!. 



< 

1 
' • 

• • 
• • 
• • 

o 

• .. fino! de .... pUC<IO .. obtendrJ " 
, .. ,,;. identidad 

'" . 
EJ .. p!o ... "· 
Uoudo t rano f or~ac Ion u elemental<•. tronofor~aremoo lo 

... r~. .. coJón 

r: 
' . ' 

f] 
• 

o 

•• • 
en uno motriZ ldenti~ad' 

' . ' ' . ' o ' ... ' . ' • ' • • • • • 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • 

• ' • • ' • • • • • • • • • • • • ' ' • • • • • • • • • • • • • • • o o • 
foto procod!mirnto pueJ< apllc.uo a cuolqul<r rnatrlt es 

colonodo ubitudo. 

··-------------

de orden n, en for .. eHolonodo 1 cuyo ronso ••• oenor que n, no-

podrl nunca tronofor~aro< en uno mudz !Mntidad. 

o quo uno ~oh!> de osl< tipo, tetodrl >lenpre en 5U Q!ti•o rengllin 

~nlcu.onte en o<. 

As! mlomo, uno motri• no cuadrado tampoco podrl tronofor-

mane en uno ~•trü Identidad (Y• que luo •• uno ••<rh ,.,.dudo). 

Hatrlt ¡,_,·eno, 

Con lo que hemos vhto h .. u ohou, >abuoo que •1 •• tlt. 

ne uno utrh cuadrado A d< orden n Y ron80 n, u poolble (oedlonte 

uno serie de tron<for~ocloneo elementalos) tr•n•formarh pr!~ero ~n 

uno utrh <>calonado y luego en lo Utrlt ldentldod 10 . 

Toal>!h •• viO •nter\onente, que el ef<cto do uno suco

,i~n finito de tran•formac!oneo <lem<ntoles •obre cualquter Uhiz 

A, puede obten~r>e pre~ultlpllcondo A por una cierto ••tri: P. Por 

lo qu<, el efecto de too! o lo >e<u<ncia de tran•for~oclon<> utlliudu 

poro llevar lo matriz A • lo ~otr!z I 0 , se pueoe obtener pre~ult!pll 

conde A por uno ciorto utriz P. 

Podno• entone., enun<!OT el sUuiente 

Toorou IV. J. 

Si A <> uno utrh cuodudo de orden n y rango n, uhte 

una AOtrlt P tol que 

bien con 

AP • I0 

aunque lo ~ult!plleocl~n de motrices no seo conmutativo. 

PueHO que 1• IUtr!z ! 0 , •• el elemento !MntiCO poro lo 

(1) ~1 enudunte puede obteMr uno deao•troct6n. o pntlr do la d@ 
~•>trocí6n del teorou 1~-•-j de lo reforenc!o 1 (pag•. 15' y::
H>J. 



•ultipllcac!~n en el cor.junto ~• lu ~otricu cuodud .. de or~en n, 

ruulta olocuo~• la olgulente 

Oefiniel~n. 

Si A y ? >On do> maule<• cuodrodu de orden n to)eo que 

a lo ~•tri: ? le llo~oreno• matri: inveroa de ~-

eh t P•i· 444) el producto de doo •.atrl<e• no <ingulue• •• <>na u 

Hh no slr.gubr. 

Dodo que una matd• cuadrado do orden n y rongo moMc que 

n no puedo tro~•fo.-..u<e en uno utri: ider.üdod, nG ui>te ningu-

no matrlr P tal que 

A Jao 

utrle., que no tienen inv<r .. les lto,ue""' ~•trices >hguloreo. 

Con lo< concepto• tutodo• haota ahoro. el ootudiante <le 

be poder duostrar el siguiente 

Teo«~• !Y. •. 

Si A es una ,.atrl1 de orden .... e•Ut< ou lnveru A"'•i 

y solo si 

••n• R(A). 

[jnplo IV. ll. 

Invoot\guo oi lo oigulente ~•tri: tiene lnvor•• 

59 _, 
' o 

' -' ' ' ,. • ' ' o 

' o • ' 
Solud6n ' 

Varnoo • tunsforur A on u~• unir eseolón 

-, ' o -' ' o _, 
' o ' 

_, 
' o 

' o ; ·Y o ' -' ' 
; " o ' " -~ -~ 

• • 
• , o • , o o '" 

_, o o '" 
_, o 

• ' o • , o • o • " ' o 
' ' 

-, , 
_, 

' o _, 
' " -' ' o -' ' o 

t • .g. ' ~-H ' o 1 - it ' o " ' o 
' 

o 
' ' 

-,. ' • • • 
o 1 o -11 " o o " 

_, o o o _, o o o 

o •. !! , o •. !! , o o ' o o o ' o 

' ' 
-' ' o 

o t·H ' ' • 
o o o 
o o o o 

ve=•• ••• •• utrh o«olonodo tiene .... ren1lones dlfereftUS .. 
cero, •• eon•ocuencla R{A)•l. htoneu, • •• uno ftotriz oln;ulor 

<•• ulne A. ' ) . 

- - - - - - - - - - - - -
ror• obtonor " ... ,.¡' Lnvoroo •• ""' utrh •• •lnJulor, 

h•··~~· '"o .. ' •tsu!ent• teor<mo. 



1 

renr<~o IV, S. 

Lo Inverso de uno =otrlz A no dngulor ,. pue~e obtener 

ol opllcuoo o!, lo mi•~• ,.cuencil de tronsfo,..,ocione> ele~enu 

ho por ren~l6n ~ue •• util!Hn para tr•nofomor lo m.otrh A en • 

la utrh l. 

Oe~ootnc16n 

Sobuoo que pode"'"' tronoformar lo utTlt}. en 

e,e, ,.,E EA•l 
. ' ' ' 

11 llomomo• P al producto de loo motrlc .. eluentale> 

P• EkEO·I'' E,E, 

podemo> e, cr! b 1 r 

PA• l 

odnh, oab,.,o• que 

AP• 1 

Eo dedt; P <> lo In"""" de A. 

Como 1 es el idéntico para el producto 

P• PI 

entone., 

P• E
0

Ek_
1 
... E1E11 

~edion· 

lo cuol noo Indico que P se obttene o partir de 1, efectuando en 

' .. , 

Ejuplo IV, lJ. 
bD 

Inveotigor ol lo siguiente .. trh dno lllvorsa y en co-

so oflr~at!vo ha!Udo. 

A•[:-!:J 
SOluci~n: 

Apllcare~o• el proceoo deocrlto en el teor<IU IV.5. L• 

rd,era columno de )o H¡u\ente tob\0, deocrlbe lo ••cuenclo de • 

tr•nsform•don« <!omento!« por ren¡¡l6n, utllludo paro tron•f•.!: 

La segunda coluano, auestro Jn 

matdc"' ohtcnl<l•• o portir de A con lo.apllcod6n do"""' tron!, 

formaciones. ,, torcero coiu•n•, ~ue>tro t.• ~otrlceo ob<enldU 

• p>r<\r de '"" .. ap~lca~_ió_n de ... . .; .... tronofonoac\ono•. --- ---
h"nsformocoones 

! 
[: 

' :] [: 
o 

~] ·---- ., _, . ' 
Intercambio del prlmero 1 o 

' 
' ' ' y segundo r•n¡lones 1 l: . ' 

:J [; ' ~] ' o 
Suma Ml primer ron¡¡l6n o 

' ' 
•1 tHC<fO u 

., 
:] [; ' 

:J ' o 
Mu lt i p U o;;aci 6n '" oe¡U!!_ . ' 

' ' do recgl6n por ' ¡: . ' ] ¡¡ ' 
:J ' o 

' Su~• d•' >egundo ron· 

1 
. ' ' ' ' 

¡; 1 ~· ·" torcoro 

[: 

., 
;] ¡¡ ' 

:] 
o 

""1tirllcon6n dol 
o ••!. 



• 

Huta ahoro he~o• tronofonoodo o lo J,.trH A en una mo-

Ve""' que el rango •• ; e Igual al orden de h 

iolultiplicacHn del tercer 

rengl~n por -1 y oumor al 

><guodo r<ngHn 

Multlpll<•cl~n del tercer 

rongl6n por ·1 y •u~H 

ol pr!MT renglón 

Hultipllcoc!6n del Hgu~do 

rengl6n por ¡ y ou~or •l 

prl=« renglón 

[: 
o 

o 

[: 

• _, 

o 

• _, 

o 

• 
o 

o 

• 

~ [~ ' ., 
' ' • 

o 

[1 
• 
' 

' ' . ' 
' ' ' 

:] ¡; ' ' ., ' . ' 
' ' 

La ~otTiz que •• enouentu ol fino\ do lo 5egunda oolum-

lo aotriz que •• encuentro o! final de la tercero columno •• lo in 

••••• " •• '" ,, que: 

" ' ' rr ' 
.. 

' 
. ' • ' ' ' . " 

. . .. 
' ' 

' n • • 
' ' 

IV 4~¡43 

~/ 

Pode~o• comprobor el re>ultodo efectuando o! producto: 

" ' ' o ' IT ' 
., ' o o 

,. ' ,. • ' ' . ' " 
.. .. 

' ' 
o o •! 

' ' ' . ' rr ' ' 
o o ' 

[n ocoolon<<, en lugar de hacer uno toblo co~o lo do! -

eje~plo •ntorior, •• trab•ja con un orr<Rlo que contiene o la matriz 

Se • -

efectaon '"' mosmoo tron•formoe1oneo en ambas motriceo, hooto que 

•• <>b«noa lo ualz 1 en el lado hquio.do. 

toen el lado do.echo •• ~·· . 

rn for~• e•que~hico: 

' J • 

L• 10otrJz que TOSU!_ 

[ ' ,.. J 



., 
" ., 

'f A< (i-1), 3 ·A< {ll) tol ~ue A•{·A)• ·A•A •O 

A(B•C) • AB•AC y (B•C)A • !A • CA 

L., prople~ode> 1 • 5, se l>on tratodo ya pau el coso ge· 

Lo propiedad dlstTlbutlva (~) ta 
de~ootnromo• o coc.tlnuad6n. 

De11oOtncl6n. 

Sean A•(•¡¡ l. B•(b 1 j¡ y C•(<¡¡l tre• ootrlces cuole>· 

Do lo dofinlcl6n de suma 

Do lo deíinl<16n do producto 

• 
A{B•C)·J~l o1Jlb¡¡""¡¡l 

Cc111o lo !Oultlplicocl6n u d!strlbu<ln •obre lo'""'" en 

e y por lu prop!ododO> de 1• •uma 

• A(B•C)• ¡ 
- J •1 

• .,,-b,,., 
'.' 

De la definlcl6n de producto: A(B•C) • AB•AC. 

Lo >e¡unda porte •• de~uestu en for~• on!logo. 

Lo propiedad d>str!butivo do! producto sobre lo oumo de 

oatrlceo, tonto por lo \zqulerJo coao por lo derec~o, puede gene· 

ral!urse (re!orend• l P'8· Z6) de la •l~ulente fonna: 
"'-"--=------, 

' sieopre y cuando loo· opeucloneo Indicad .. pueJon •er doctuoJu. 

'----------------------

Oefln\re~•• la r01t0 o •unucd6n de .. trices, o p.,t\r 

de la suma, co~o 

lo cual ·~ulvale s\~ple,.ento o '"""' do los elemento• do A, los -

m ~u• oio• matriceo sun conformobl•• paro lo n>to de\en .. do P!. 

ro ¡, •uma. 

,, 
., 

f.Jemplo 11'. 1$. 

Pou lo• .. aulceo 

Obtener A B 

Ob«nor A e 

[" -•] [. '] {' '] > 1 B· -1 -1 ·e 
o -1 J -1 1 1 

Soluc\On 

., 
A·C no puede Hectuuse. 

Se""' A•(•¡jl una u tri.- do orden"''" 1 o< C un"'"'''" 1 

E! producto 6 por A, que repro>entaruos 11edianto oA, es 



!\'. • . Sl')[..l DC MATRICES, 

Do(Jn!cJQo. 

Sun A•(•¡¡l y B•(b¡il ~O> "'alce> ~el ,.¡,~o Qtden =~•·, 

ta odic!~n o su~• A•B do die~>.< OIHdco> •• uno c.uova ""'Ti' - ·· · 
C•(<¡jl de or#n -"U tol que 

c!J••;J•b¡J 

E> de<lt, !Qs elemento> de lo rnatrl< C son ¡., sunas de 

fjeOiplo 11". 14. 

,, Obter . .r ••• 
" Obten<e ,., 

Solución ., [: :] r: ;] [ ' . ' '] . [: ~ A•B• ... . . ' 
' . ' ,., 

b} No pue!c e!ectuaroe lo omoo C•D lado q~e las un lees no son • 

del mio=o ordon. on o >too cosos so dice que ¡,. matdces no son" co!!. 

fo,.,.ablu paro lo ouu. 

Pcop!edodc> de h suna ~e ~otdco<. 

El utuJ!ante puede deMstrar lH siguientto p<OpleJaJo•. 

ple o!empTO que: 

t.· (,O.•B)•C•,O.• (B•C) lo su~• e> osocht!n 

l • • A • B ••• la ouma es conmutativa 

orden un, a Jo que llouromoo matrh nula, tal que 

-A, al que 

A•(·A)•(-A)•A•O 

(ficil=ente •• puode co,probar que lo si.!trlco de A•(a¡¡l •• 

Ue la definición de ouma y la. propiedades antnlores., 

u~oo qoo el conjunto do lo> utdc., d<l 11isDo orden fQr:oon un· 

¡curo abollono. 

Un oaoo partlcu\or, •• <1 de la• 11atr\ces cuadrada. de 

Cl conJunto (M) do esta> matrlce•, can loo opcrocl2 

nes do """"y producto, for10a un on!\lo con unidad (no con,utotl 

Vo). Y• ~oO, 

Y~, B, e < (M) •e cUlllplo t!ompre quo: 

" ' • " ' pi) 

' • ' '"' 
" (A•".~ •C• A•(D•C) 

(A")C• A ( nc¡ 

" " ' (~1) "' ••• A•O• O•A•A 

' ¡"' (>:l .. , ... • 1 •! A•A 
" " 



Eje~plo !V. 16. 

Sm a•31 y A• [~ :~J 
o! producto oA e• la =•tri: 

U cotudlonte puede fldh:ente de~astror que <>U arera-

oi6n tiene loo >i~ul<nt« proploclade>, 

s .. n A r 1 do> matTicoo del ,.¡,~• "'den y o,B dos nlll>e-

ros co•plejos, •• cu~ple >i•~pre que: 

<.~ (o•B)A•oA·~A .. o(A+B)•aA+oB 

·~~ o(~A)•(aB)A 

' . ~ 1 ·A• A 

A" y la ropr«entoremos ~ed1ante l o la ~otri: de Orden n•~ 

ron¡lonos oon Ju colu~.nu de A r tuya> ·eolu~nu ••~ los .. 

de A. 

ontonuo 

&5 
Ejnrlo "~ "· 

Sean ·- [: :] ' ·- [: :] 
obtonoc (ABJ' ' B' A'. 

Solución 

¡: :] [: :] - [: '"] ... '" o 

[: ' J (AB)' • 

'" 
[: :] [: 

o :] [.: ' :] B' A' • - .. 
' '" 

écuaciones motridolo<. 

Ejo~plo !V. JI. 

Dadas las "otrlcOo 

[: ·¡ B• ~ i] e·[: ~' :] D•[: ·- -' _, 
~· 

:] 
obtener una mntri: ' tol que 

• Ax • B • ' • o. 

Solucl~n 

En e>te cuo tonuoo uno ocuocl6n utre utrlc ... donde 

5olvoroo eoploondo las propiedad•• de lo• oporoe\oneo quo hemo• · 

<l<fin\oiO, ,;,,.r,.o y o•,.ndo l• ocuod~n hoya oldo plont<Odo <O<ro~ 



tu.ente. 

Poro el •••o que no• ocupa, x debe ••• tal que 

.'->:·8' •C•Dx 

•uaando en •~bos mlo~bro• 

- Dx • (Ax- e' ) •-Dx • {C •Dx) 

-Dxo(Ax-a) •·Dx•{Dx•C) 

•D••Al<·B'• {·Dx•Dx)•C 

-Dx•Ax·B'• O•C 

{ ·Dx•Ax·e '¡ •B' •C•B' 

•Dx•Ax• {·E' •B') •C·~· 

·Dx•Ax:O•C•B" 

·Dx: 

ILa •u~• e• eonmutot!va. 

IL• •u~• u uoclotiva, 

I·Ox •• el lnveroo pau h •uma de 

• 
La , .. ,,;, nulo u <1 idhtico po-

ra la •una, 

Su~ondo en nbo• mio!llhos e' 

La '"''" •• »ociotiva, 

-B' u el inveno paro la su~• de 

l• mu!<ipl!eaü6n es dlstdbutlva 

>obre la •umo. 

(·D•A).
1
{{ D•A)x)•(·~·A)' 1 (C•B'f,uponlendo que exlote (·D•A)'' pr~ 

ultlpllco=•• aobos de!>hc> por 

d1ei!O matrh. 

{ (.~·Al • 1 (- D•A) )x• (. D•A)" 1 (C• B' )Por ••oci atl v idad d<l producto , 

••· Finahente, '""'" 1, es el iMntico poro el producto y por \a 

<O"-"Utotlvidod de lo su~• 

.-(A-D)'' (C•e'¡ 

Lo que he~o• hocho u d .. pojar la lnc61nita • de lo ecuo-

ci~n ~atrlciol, j~stiflcondo los ra•o• de dicho doopoje. l'ueden 

o~itlr•e '''"' JU><ificocJoneo y alguno• p•sos que •• consideren-

obvio•. con <1 .objeto Jo hacor "" co<to ol proceso., 

Sin e~bar<o, el e<tudiante debe tenor cuidodo al d.,pejor 

una in<~gnlta de uoo OCUOOl~n ~•trie\al, ya que <Xl!ten di!erencln 

en<re lH prop10doJos do ¡., oror>c\on~• con .. uieeo y con nfi~e.oo 

roalH • 

r: . ' 
. ' o 

[' ' '] ¡· ; ·•] [' _', ·•] G·3-.,·.,~,··l 1 

[' ·'] [' "'] .¡·· ·•] O •1 D 1 O -: 
A·D• 

Vo•me• si efectln~ento Ui<t< (A-~)'': 

:]- [ : ; } [: 
1 •• 1 

;] [: 
. ' ,, . 

' . • 
• o 

(A-0)"
1

• [: 

•· tA-n)'' ce·~·¡ 

' ' [ : : : l 

;] 

' ' 

. ¡ [ : : l 
[., '] [' 

D - 1 • 1 

o 

' 

' n ., 
o 

: l 



•• 

Lo prindpal diferonna entro la< ~otr!ce. y los nrt~oroo 

r .. le> •• que, mi<ntras que pode~os su10ar o ~uH!plicar do• r.,me·· 

ro> cualeoqu!ora. no •i••-pro pode=oo ~o<nl~ con las ~Hdc... S~ 

poniendo que pueden <foctuoroe la< opeucione• indicado•, onli<ta· 

"'"' a contlnuocl6n los prindpale< diforenc!H entre !u propi~d•· 

deo de ¡., cperaolone. con nrt~oro> y con l'!otr!ceo: 

1) Lo ~ultipllcod6n do n~c.eros es conmutativa; la mu\tipllcad~n 

de ~atrlc•• no lo ••· 

l) SI drflnimo> A'•AA, el de,.nollo ~otTi<ial (A•B)'•A'•lAB•B' 

e< en gooorol falso (co~o conoecuencla # 1), 

HHtO U (A•B) 1 •A'•AB•BA·~'. 

Ll' deHrrollo co· 

3) El producto de dos nbcros di{er.nte< ~· co'o nunc• os ooro, 

puo el producto de dos ma<dce< diferentes de la ~atdr nuln 

puedo ser >gua! a cero (1• ~•trit nula), 

••• eje~plo, . ' 
•• [: :] ' ··[' "'] 

. ' ' .. tiene que AB•a 

l) La loy cancelulva pou o! produCto oe verifico en !O> n~~oroo, 

pero no en IH maodces. 

~>te os, ol •· b e ~ y ole 

{ab • ac) =- (b•c) 

pero en lo> .. tr!co> 

(Aa • ~Cl - ( S•C) 

Por ejuplo, con los ~otrlc•• A y S del oJnplo anterior 

tenemoo que 

AB • Aa pero BID, por lo que no podemoo cancelar ~

~oto. Aunque (AB•AC) 9"> (B•C), o! oo cumple quo 

(B•C) = (AB•AC} ._A. 

Anus Jo P"'"' o la •ecci~n oigu\ento, eo convenlento ocio 

ror que aunque. hoMS definido ~otTiz como un orroglo de nd~ero• 

(rooleo o co~lejo•}, el concepto de •otr\< puede genorali••••• co-

~o ""un one~\o de """'""', funciones u op«odoroo"'. En el s!;ul!_n 

te cap!tulo .y en cur<oo poH<riore• •• vorl lo utll!dod de dicho -



IV. 5 • SOLUCION DE SIStE~S DE ECUACIONES. 

CC"'-0 VI~O> ol Inicio de la oecc!On IV. ;, po~emoo ropre· 

oenur el ohteu 

ZDx 1 •100x1 •40x1 •400}. 

O• • x • x • o 
' ' ' 

•edlonte lo expceol~n ~•trlciol 

A'X ! 0 

. ( 4) 

~ eoto ecuación ma"lciol, dondo 7: •• lo , .. trlz lnoO~n!. 

u o lnd<ter=inada, •• le cono« como "forma utdclol del •lote· 

•• do ecuoclon•• (O)". 

Lo matrlt 

,. '"' "] 
. ' 

recibe el no1>bre de "=otrl• de coeHclent<> del oiotna", y o lu 

,. 

•• leo llomo "vector Ce ino6&nita>" y "voctor de tfr~inoo lndepe!l 

diente>" rupectlvuente. 

En gonorol, lo form• motridol <'el o! >te~• 

. ~·-· 
donde la ~>oHh de coeficlenteJ u la utrh de """ 

• • ' . " 

• • 
n ' "'' 

- [ ::] ,. . 

'• 

. '" ... 
• •• 

y el vector de t~n•!nM !ndependlentoo u lo ~otril de ••1: 

• 

MJ 

[o claro ~ue reoolver lo ecuocHn "'"tricul ~:;.¡; eo 

equlvolente 0 re>olver el >l>teao, por lo que una oolucl6n de dl<ko 

ototorno ><r~ una motTit colurnn• de n rengloneo 

(k¡ < C) 

tal ~ue 

~·-·· ~dlnlf''""' uto.o motrlt m!• p<ora el •lstemo, O U ~u~ lh· 

ure~o• "t>atrl' ""pliado" del o!ote~•. lo cual juo1• un popo! i•Po!. 



' 

1 

Defln\cien. 

La motriz ampliado de un sistema de ecu•cloneo, que cepc!. 

sentoce~o• con (A, 0), •• h aotc\: de ocden ""(n•\) que resul:a de 

aumentar, • !a matri• de coeficientes, el voctot do t~r~lno> lnde· 

pendientes. 

Entor.ces, la matrn ampludo del nstu• ••· 

•, •, 
• .. •, 

(A,O)• 

•., ·~· 
0 mn ~. 

Sloteu< lnco~eo:lble>. 

SI anall:ono< el •••t•~• 

•,·h,·~.-1 ., .. , .. , .. ; 
vno• qua loo ecuocion., to. y lo. no pueden utl>f><ene ol~ultl· 

... mente, yo que no exi>t•n tres nemoroo x1 , ~,, x1 cuyo ou~n ••• 

l¡ual a 6 y ·5 a lo vet. El slste~a •s entone .. inco~potible. 

\'eamoo que su<ode con loo ronBo• de ¡., m•trloe< 

•• [: , -:] ' (A,O)·~ ' -, 
Al efootuar >Olnente tronofor .. doneo por ren~l~n. eo · 

posible detenoinar o la ""' los tongos ~· la. maulce• A y (A, 0) 

opHondo oobre lo ~•tri< np\l•da, lo"''' cont\~ne o lo.,,,¡, h. 

TunHoruromoo ent.ont., en uno motti1 ooca16n el,. •. 

~ulente onc~lo. 

' 

' -' 
• ' . _, 

, , 
' -' • • 

Do la Gltlmo motriz vnos que 

R{A) • 2 

R(A, !i) • l 

~j 

l [: 
' . 
: 1 • , _, 
: • 1 \ • • -:l 

e• decir R{A) < MA, 1>), que •• uno cnocterh<leo de todos Iot -

siotom•s incompatiblo•. 

no• lo. y lo. no admiten •olucl6n •imultlnu. 

lo ~l:i~o utr\1 

" 
ropreoenta el oi~ul<nte 

Dx 1•x,·h,• ·S 

ox,•ox,•h,•l 

' _, 
• 

oltto~a e~ulvolente 

Daremos otro pruebo 

donde vemos ~ue no exloten valores pan x,, x 1 , x 1 que toHsfo1u 

la Jo. ecuoc16n. foto Implico que el s\st••• equivalente no tlo-

no •oluci6n y en consocuendo el olotema original tupoco. 

Conviene hocer lo •lgulent< obocrvocl6n. 

~1 rango do lo motrü ompllodo do un •lotno de ecuocl!!. 

R(A)! R{A, !i) 



. ' .. ' . "' "' 

¡: ' ... ·- ... " ... ••• 
y cuy• ~otdz •~p)!oda '" 

[ ... ... 
• • 

(A,O)• .'~." 

·~· •,, 

.. . . , } 1 n n ' 
•a < •b 

• n n ' 
. . . . 

• • ' •b •.n n m 

. ( 11 ) 

:··] (Ul .. 
'•• 

. .. ::¡ .. , ... ... 
••• '• 

tuondo <n (A, ll) las rnlS~ .. """'forrn>Cione• ql'< so <foot~an pou 

llevar la motru A • su loru ••<•lanada, obte~dre•o• la ~•~ri.: 

.... :,. .. ( 
... ... e, 'r>r . .. o, 

o ... ' ' ' ' r •' . .. o, 
" 

o o ... . , ... , ... . .. '• 
o o o o ... o o .. , 
o o o o o •. 

conUnuando con <1 ptoc .. o, h.,,. tunsfoT1 .. r eno matrll on uno ~• 

,o ... ., . ,.,., . .. o, 
o ... ... . .... , ... o, 

o o .,. e, 'r•' . .. •. . . (U) 

o o o o o • 
o o o o o o 

o o o o o o 

{';¡'' " ' -· ["" o \iOn ,, .. 
dod< ' -o " J.' . ' 
E>xiHen enton<e> o6\o doo posibliidade•: 

., " e•O, ~(A, ll)•r•R(A) ,, 
" o ID, pode~•• dividir " .. ' ~•l•o «fill6n en· ... '. obteniendo: ... . .. e,.,., '•• •, 

o ... ... e, 'r•• ... •. 
o o •,. . ,.,., ... o, .. . {H) 

o o o o ... o 
o o o o o o 

o o o o o o 

de donde R(A,S) • r•l R(A)•l 

En•onee> R(Al < R(A, 0). 

Por tonto, he~os demoHrado ~ue R(A) ~ ll(A, 6), 

1 V. 6, 

lln .. ln 

R(A) < ll(A,b) 

----



' ' 
1 
' 1 

1 
' 

DnoHuciOn 

SI ~(A)< R(~. SJ, la ~•tri• -~~liada del oistema (TT) 

puede tronsfor=aroe en lo ~•tri• (\S). 

de un ohtema equn·alente. 

Obv>•mente, "''" <cuoci6n no <e <atlof&ce paro n!ngan co!'. 

junto de .. loTO> x,. x, •...• 'n• por lo ~ue el .,.,.,,a u !c.co"p•· 

tibio. 

lucHn 

Ejemplo TV. 19. 

zx,•lx,•>X,· l 

6x •h •TS. • 
' ' ' 

Tunofor=nos lo matrl: de coeficiente< en uno utri: ••· 

colonodo 

[' ' ·]· [' ¡ '] . [' ¡ ¡] 
b 9 1S 6 9 ,: O O O 

R(A)•l 

Tun<for~•••• ohoro h ntrl< oopllodo en ""' .... ,~o u ca 

lonodo 

[: ' ' :] [: ' ' :] [: 
' ' :] ' ' ' ' . 

o " o " o o 

. [: ' ' :] ' ' o o 

71 

Como R(A) < R(A,S), el ol<tna no tiene ooluclón. 

Obohvose que oe hubiera llesodo o lo alou concluo16n 

do haber <ral>ajado diree<a~onte con lo motriz O!Oplloda. 

~n>ltcerno• primeramente el cooo partlculor de loo •lote· 

no de n ecuacioneo con n lnc<lgnitn. en loo cualeo h ootrh de • 

coeflclonte• •• de rango n. 

Un sistema den eeuoeion•• con n lnc6gnltoo tiene lo [or 

. .. . ' • • ... . ' • •• 

.. , . ' • • 
[n e<to ca>o, Jo matri< de coof!c!ente• os la utrh cua· 

drodo de orden n 

• •, . " 
• • •• " '" 

.. ' ... 
y ol ademh ~[A)•n, por el teorno lV. j oxiote su ln•·eroo .._·• 

fl ol•t••• puedo eocrlblroe co•o 

TV-60/61 

1 
1 



J. J.. J. 

; ' ' ' ¡· J.. J. 

' ' 
" 

" 

,. 

' 
" 

;-

J. J.. J. 
1 l . ¡ 

J.. J.. J. 

' ' ' " 
" 

,. 
' ¡. , .• 

' 

" " 

' 

' ; 

• L • • ~~ 

' ' ' ' 

' l• '< 

J.. 1.. • V 
l ' ' . 

' ' 
--" ; 

·[1 ; ; 

• 
' 

" 

' ' L<<,.:oa 
LL• ~ ·-,-' 

' . ' 

L J. J. 
11 . ¡ 

o••,o•d 1• uo> opuwnunuo:o 

onb o¡ .10d '¡•(V)~ onb iO~>h 'o'"~ •:.• u; ,.~ .,., .. ' J..J.,, o 
' " ,;. .i ' .S. 
l : : ¡ 

l : • 

• 

"' 

" ' 
" 

' 
" ' ¡. !· 

' 

' i . .S. ' i 
L Z 1 L 

'-' 
' ' 
" 

' ,, 
' ' 

03< o 

opuop op 

., •• 

:ouo' •u•••>du >pond T•Pl'>.,. n>OJ U> onb 

·-·~ ·'•· 
LL·'••·'•·'•z 
l·'••·'•z·'• 

'i: ·'• •'•· 

'••ll ·'••·'•¡ 
'•··''!·~-··· 

B,_Y•! 

:o~o> •>HU»qo •p•nd u~pn¡oo n< A opoupun 

op o¡qn•d~o> •• •u o~u•.1 ·~•P •••u•pJJ>O> •p >!">•~ o¡ onb ¡u 

onb .1¡npuo> <o .. opod 

"! u~pn¡o> o>¡u, oun >UJJ>P .9,.Y Ol>npo>d ¡o •nb Oli>nd 

".9,.V O>Onpo>d ¡> ann>J• o¡9< ""' 1p¡u»qo .1>< •pond B•!V 

u~p•noo •1 .,.,,,,., onb X vu~n¡oo 2PH~ o¡ '<.,UOlUa 

!11• v ·• 

,91.V•,!I 

!!1.V •,!(Y,.Y) 

!!,.Y •{!Yl1.~ 

' 
¡ 



! • ' 
1 

• 

":-':,:,· ,:!,'--·,!] 4 [~ : ~ - ~ 
(~ ,0) 

' ' ' . ' 
• 

ne lo ~!timo m•trl< vemoo que 

R{A)•l 

R(A,O}•l 

eo decir R(A)•R(A,O) 

Aduh, R(~)·R[A,Ii)•n, que •• uno couctor!>tlca de loO 

s!HO"-OS co,pulbl .. dote,!nado<. 

Bor••-• JV. 7. 
Si en un siotem• ~· m ecuoolcneo lineoleo con n lnc6gnl• ... 

enconcos el s!nno eo tO<:potlble deteno.lnodo, 

Si R(A}•R(A, OJ•n, la ~oaiz =pliodo del oloteu (11) 

puedo tunofor ... roe en lo tutrlz ... •,, '· 
" • •,, ' • 

ren¡lones 

• • '· • • • • . . ;J • • . . • 

que repruento ol slsteu equivalute 

••• 
• •,n•n•d, 

•••• •.·d, 

' ., 
" " 

yo que ho ecuoclcnu reprooenrodu por loo rengloileo n•l, .,,, 11 

oon toda. de lo fonoo 

Oo •O 
" r oe utisfocon paro cuolqutor conjunto de valoreo x 1 , •,, ,,, , 'n' 

n o!ote=o equivalente tl<n< n ecuocloM< con n lnc6,nl· 

tu, y el unge do su natrlt de coehctentos es tu.blln n, por lo 

que u compouble deteninado. 

Soluc16n 

• 

fje,plo IV. ll. 

~esolver ol s!otema 

lx ,•lx ,·6 

x,· x,•l 

h • X •7 ' . 
Calcule"o> ••• ran~o• MAy(A,6) 

[: ': '] [: 
' ' '][' l:Ol ' -' ' ' . ' 1 ~ o -:!-"1 ' ' ' ' ' 7 o "l'"' 

' 

[: ] [: 
' ' 

:] 
'' -' ' ' : . ' 

' ' ' \ ~ ., 
' ' • - :r :. \ 

• 

JV·64{65 



i 
1 

1 

••• ~ •• - 2 • 
' '•. ! 

' ' . " ' 
'• . ' ' 

Sl•t~m•• oomeatlblo• lnrl•te••lo•do•. 

\."olva=os c•••vo=ente ol oloten 

Ox, • x,· •,· 
·:0} ..... (4} 

pora el ~ue. 0 ¡ !nielo del cop!tulo, dlmo• loo ooluc!onoo 

pllodo 

., 
' "' 

' ·• ' . ' ., ' . 
•,·11, •,·1, 

.. , 
' 

• ' • 1 

V••=•• ahoro cua!e• o en lo> ron¡oo de A y (A, Ó} 

O!v!~lendo on<r< ¡~ el pr!~er lergl1n ~o :a ~Hrit &m· 

[': . ' . 
; ' • [: ''" 

. ' 

. ' . . . - ~ 

IV-66¡67 

da~o• O x1 el valor de z 1•l, 

' . ' ' 

tend1noo 

y, suotltuyendo en lo primH• ecuaol6n 

' . . 
' 

con lo que he~o• oh tenido U >oluc!6n a). 

Si on el >\>tena equivalente hoce•o• ahora •,•1, obt•ne· 

no• lo soluci6n 

<n ~onoral, haolondo •,·k (uno con>ton<e orbltrorlo) en 

el •ist<~• equivolento, obtenemo• 

•,-s.,-n-:o 
•,· ,. o 

Do 1• oe~undo ocuocl6n 

' . ' ' 
y, •uHituyendo en la primero 

x 1•H•:\.•l0 = x1•l0·7k • 

oon lo GU< pod•~•• dejor l• •olucl6n on funci~n de k coao 

•,· ,_,.} 
' . ' ' .. ' ' 

sl"erna (~}, ya Que. paro cualquior volor d~ lo. lo• valor., do x., 

x1 , •, d,Jo> ror d1cho e<pre••ón con>t•tuven una >oluctdn del •1•

t erna. 



de ucontur el n:.,eoo (>1 , x,. :.,) de o~Je<oo de dlfnentn tipos 

(A, B, C) que >e ,..-.-óe;, :.l>rle·<c, ~cr lo que lo >vlud~n est~ rn· 

tri~'ldo a ••l~r.> eot~ros no r.e¡;otho> {0, 1, l ..• ) de ~Hhos In 

anica.,ento 1~• '>lo<eo O, 1 y 1 {k tl hada x 1 negativo). 

Toc.e~o> P'" Unto ~• >Jst<~• !ndoterm!nado eon ,,.., ool~ 

clono> (pau i•O, 1, l). 

Sin e,bargo, si consldera,.oo un probleu en el que loo • 

!nc6gnlto> •,. •, y x, pueden tomar cualquhr valor, t<ndT<mo• un 

oi>tolU indHo,.,;r.a~o con un n"-"<ro Infinito de oolucloneo (u~o P!. 

u codo valor '••1 de k). 

Consideran~o n-levamente los hn¡:os de A y (A, O) y e¡ n~ 

"'0<0 ~e inc6¡¡nit>S n. vo•o• que, para e¡ ol>tuo del ejemplo ••lte· 

R{;..)• '-CA, S¡ < n 

Toor<ma lV. 

R(A)•R(A, li)•r 

r · < n 

<~toncH el oi'!~U e; co~p•tlblo lndoto.-..lnodo" 

Demootroc16n 

SI R{AJ•R(A, l>)•r y " " 
13 ~•tri• upliado del otstemo {11) puede roduclroe o la for~• {14), 

75 

~rlmer rle"-•~to diotl~to de ~•ro o o l¡:ual a ~no y al n~ero do co• 

ro• ont<nu:e, o dicho "'"~•nto au~~nt4 Jo rengl6n o an¡:l6n. 

~' llo~~c• '•· t,, ... , 'ralas 1nc6golt•• cuyo• coefi 

cient•• oon loo elementos =•nclonodos. poJe~too ordenar ol """"" 

equlvolente en lo fo~• 

• •• 

•·d·p •··p• r r r.r•, '" ... rn n 
SI a<!gniUiloo volons arbitrarlo• o lao lno6gnitoo 'r••' 

•,,,, ... , 'n tuslododu o lo> •~gundoo ale,.!>ro<, el oistno ••. 

co~potlble detec~lnodo en 1 .. inc6gnito> •,. ',•···• 'r· 

Ahora bien, como o 'r•,• •,.; •... ,z 0 podUO> ul¡norlo• 

un nn~e'o Infinito de valoro> orbltrorlo>, el o!oteoo ode•l• do • 

S<r compa'-ible e> indetr.mlnodo. 

Soluol~n. 

~jomplo IV. 

Re<olver el ol~ulonte oloteaa de eeuoclon.,, 

lx 1•Jx,·•,•x,•h,• 4 

x,•~,·h,·9x,·8x,• o 

Colculo~o• prl~ero loo rOft!O> 

' . ' 
' 

_, 
_, 

' ... 
• • 

doAy(A,O) _, 
' _, . : ! ~ l 

• 7 '. 1 
' 

• 



1 

. r: , , 

Tene~os ahno el si>tema oqulvalente 

7 7 1 
•,-, ·~- r •,· ·r 

-' : '] -f :-} 
' , ' , 
' 

Loo dos in<6¡¡nlta> que de)•"-OS en el slote~o equ\VolOn<e 

oon x
1 

y x
1

, ya que '"' ooefiei<Otes oon loo prlmeroo eleMnto> dls 

En con<<euen 

clo, troola~omoo loo treo inc6gnltos restantes o loo segundos ale~-

broo de In ecuocione•. 

Asi¡¡nondo • x1 , x,, •, 

nuos el sl<teu 

menu 

x, •x,·l·l., •n, •k, 

•,- ' ' -·;r·r~.·í•. 
Su<tHuyondo x1 en la prl~ero ecuoc16n obtene,oo !lnol· 

x,·} (S·H, •k,·ll1 ) 

x, ·);' 

•,·} (-1•7k,•lk,) 

x, -).' .... ' 
que os lo ooluc!6n ;enero! del ohtou. 

,, 

~btenemos lo solución portlcuhr. 

' ···:r· .,.,, ' "•";• x,•l, x 1•Q 

Otro solución partlculor seria 

' ' •,·¡. x,·o, x,· -4 , •,·o, .,-o 
que se obtuvo poro loo voloTO> 

Loo re<ultadoo obtenidos en eoto oeccl6n,puodon reouslrse 

en el o!Juiente cuadra 

Las cand!~lane• que 

Cc~patibl .. 
R(A)•R(A,S)•r 

lnccmpotlblu 
R(A)<R(A,I>) 

( Ooterm!nodas ·-· 1 nde ter•i nodo> 
" . 

da. en los teHnU 1\', 6, IV, 7 y IV, ! como condiciones •ufic!en· 

t ••. ~o e> dificil probsr que dicha< condicione• •on tamblh nec~ 

De les eje~>ploo utlliudo• en el desarrollo de eou soccl6n, 

se ve que un proceso conveniente poro obtener >O luciones de <lote~•• 

de ccuadon.s line•les <! el siguiente: 

1} Se obtle~•n las un~o• de A y '(A, S) tubo) onda dlrect.,.ente · 

con lo motri: o~pliodo, 

1) 5e clasifico el <!>temo en ba>o o! cuadro antorlor. 

l) De sor compatible, se trobojo con o! <IHeu equivalenu repr~ 

sentado por lo ••trlt .. colonodo quo •• obtuvo ol oolculor loo 

. ) ~e trn>laJ•n n·r inc6gnlt., o las segundas ~lembros do 1., .. 



' ' ' ' 

eeuoc1onu, de Ul fonu quo •• obtengo un o!Hou compot!ble 

4eteT1!llnodo en T lnc6g~! tu. 

5) Se resuelve el olste=a obtenido en 1 por cualquier •~todo (~• 

tri> Inverso, oustituci6n, etc.) 

Eje~plo 11'. <l. 

Resolver el >iguiente o!oteM 

•4x 1 •x 1 ·•x,·l~x,•llx 1 •1x,• ·9 

x, •lx,•h, • 5x,· x,• 2 

·2x
1
•1x,•4x

1
•5x,•lla,•<a,•·l 

~x,-lx,·Zx,•lx,·Zia,•lx,• 15 

•10x 1• IOx, • llx 1 ·5x, •1 ~ 

x 1 ·•, ·Zx, ·x, ·<h1 ••, •2 

obten¡•~•• lo• uns••: 

-· ' 
' o 

-' ' ' -' 
' o 
' -' 

o 
o 

o ' o _, 

o o 
o _, 

-· 
' ' -' 
'" •• 
' ' • -· o _, 

_,. 

' 
' ' " -' 
• 
• 
" -· o 

-' 

" . 
. 5 • 1 

" ' • 2 1 l 

-15 ·5 

-· 
• 5 • 1 

' o 

' ' -· . o o 

-' ' 

-· ' _, 
" 
" 
' 

' o -· _, ' 
' -' 
' o 
' -' 

' o 
- ' o 

o ' • 9 o .¡ 

o ~ ·1 

o o o 

' . 
·• ·10 . ' 
-' ' 
10 10 
.¡ . 1 

' . ' . 
~ . , 

• 3 • 9 

• • • 5 

o o 

_, 

" " _, _, 
-· _, 
' 
' -· 

- ' 
o 

' ' • 
' ' _, 

-' 
o 

' • 
' o 

' -· _, 
" " 
' 
' -' 
• 
o 
o 

• 

• 

1 o ¡ • . 5 

o 4 ~ ¡ 

o o o 1 ·1 

o o o l ·1 

o o o 1 

o o o o o 

• 1 : z 
o '. 1 

' ,, ' 
' . . ' ' 

z '. 1 
' o ' o 
' 
' 010·5·111 

o ' • 
o o o 
" o o 
o o o 
o " o 

• 
' o 
o 
o 

' -' 
' 
" o 

o '· 1 

' ' ' ' o '· z 
' o ' o 

o ' o ' 

1 O 1 4 ·S 

o 1 • 6 2 

o o o 1 ·1 

o o o o 
o o o o z 
o o o o o 

Oe ~••• matriz podemoo observar quo 

R(A)•R(A,0)•4 

Tene~o5 entoncoo r•4 

' •1 ' 2 

' o 1 • 1 

' ' ' ' o ' • z 
' o ' •• 

o o 

77 

• 

r n·~ (nlÜIIoro de !nc6snltu), por lo quo 

el sloteoo en cuestión es coopotlble lndetenoinodo. 

El siste~• eqUIHI<nte que ropresenu h ~ltloo oatrll es: 

x,-~ 1 •ZX,•_l 

•• ..¡ 

Como se diJo ontorlormont&, dobnos despojar n·r•l IncOa 

ni t.,, deJando del lada !tqulerdo aquella• cuyo coeficiente es ol 

prhe< uno de codo ren¡16n de lo .. u!: eocolon•d• (< 1, x,, • •• x,): 

x, ••x.·Sx,·l~lx,•x, 

x •óx •Zx --1-h 
' • 1 ' 

> • - X • l·lx ' . . '. -: 
IY·72/13 

' . 



' 

1 

Dando volo<e> arbitrarlo< o x, y x1 ; 

x, -~' . ' -~, 
obten~OIOS o! >i>«~• 

' ' 

~ondo 

•• 

\V-74(7~ 

•lx,·S<,·l~l>,•<, 

x1•6x,•lx,·-1-n, 

.••.• ,.J-21', 

<1•-1 

¡¡ ¡ : 1. ,. [J. 

flnal~en<e 

[ 

I•Zk1•l.1-4(J-U1)·1] 
-1-n, -o [J-n, J-ac- ¡¡ 
J-n, .¡ ., 

·<H> '"] • • 
-J -H 1•1lk, 

1-n, ., 

7e 

• 

~~tonooo, lo solución ~enero! del slste~• origino! os: 

x1•-ll·lk,•9k, 

•,·-J·<>,·Jn, 
x,·x, 
'•1-lk • • 
• 1 • - ¡ .. -·' 

lx•ly-8 

lx•ly•h•O 

... x,.~,R. 

lQu~ vAloreo puedo tomar ~ paro quo h oolucl~n del oht<mo ••• ~ni 

col Don'do o S uno de •••• volono resunva<o el oiH•n. 

Soluci~n. 

Lo >olucl6n del nHeoo •• Qnlu poro aquello> valore• de 

~ qu• h•~on ~[J.)•R(A,~-n 

~ 0 J.,ri<ndn h motTi> •~rl>aJ• o ou for~• eocalonodot 



¡¡ :1 ¡¡ ' ] -r: ' '] ' ' ' . ' ' o .; . ' . ' '. 1 o ' ' ... 
• .J :-1~ ' ' o . ' o o ' o 

' • oj ' -s-s;.Jo ,o ., -$·':·10 

¡¡ 
' 1 r: ' '] ' . 
:,~ ' 

' 1 "~ 
• o o 1 o ' .. ~ : ~ 

o .. ~ ' 1 ' ' o o ' o 
' ' 

(co~patibl• InOoterminoJo) 

por tonto, e) >Í>te~a tiene >~\uo16n ~n1ca V ' E R, ~ 1 ·•· 

Si 11'-•, de lo 6l'i~a matr>t >< tieno d <iHorna oguio•ah•nto 

x-y•t•6 
y•l;•IQ 

r••B)t•O 

cuyo ooluc16n •• 

, •• ,, yolO, ••O 

Shto=n ho~og~neos. 

A loo oís'•~•• de eouacloneo lineales de la for•• ... ... 
• . , 
•• 
" 

•, 
•, 

' ' 

., 
" 

•• •• 

'• 
' ' 

' ' 
. . .. . 

•," . ' ,_ 

• • • '• ,., lla~a siote~•• homo~heos. 

ropro><ntaci~n ~otdthl 
,, 

"' 

o 
o 

. o 

., ... .,. ho~o~~noo 
Ai"•O (Jo~.l• O •• la "-•lru nulo do orden J:t>l} 

• 

" 

l:>t"' '''''"~··· '"" •I<Mf'"' to>mp .• t!lolo•• pm·•IO o¡uo· , .. Imito•" 

h ooludón 

pue><o que ·~··~nnJo uno colu~n• de coro• no puoJe elevouo el un_ 

gon do uno~.,,:,, 

~' ·(~)··•, o! si•"-"" s~lo •<l>l>t• la •oluüón tdvlol yo 

que lo .<oiuc:6n Jo la ecuación 

" . ' '"A 0•0. 

S\~(.')' n, •l •to«~• •• lndete<~alnodo y odmlte ou•• · 

soluciones •dom~o do la trivial, lo• cuole• puodon obton•r•o ~•dlon 

' 
1 
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'· 

ax••x•b} "'"'' •,x,·•.,•,•b, ' 

•· [:" " 

_( 11) 

Pan eliminoc x, por sustrot<l~n ~ultlpliGu .. oo J• pTi~~ 

n ocuacHo por •., y h «~unda por a.,, con lo que r .. ulta el -

olo<•~• oquivalonto. 

•, ,•,•, ··, ,•' ,•, ·•, ,b' 
•, 1 •,, x, ••,, •,, x, •a 

11 
b, 

(•., •, ·•, 1 •, 1 )x, •a, b 
1 
-•, b

1 

st •,•,·•,•.,• o 
b1o11 -o,b, 

' . ' .,., .. ,.,. . (Hl 

En formo o!~> lar poJemos obtener 

o, 1 b 1 ·h,o,, 
-( 19) ' . ' •,' •, ·•., .,, 

Suotiturondo en las ocuocloneo (17). l~o_volor., de x
1 

y 

x, dadoo por lu <xrro•!<>ne> (13) 1 (19). puede eo~rrob,.oe Uci!

~•nte ~ue •• troto ~' una solun~n. 

El coman d•·n""'"'''"' <le ¡., ••rre>~ones (18) y {1~) o>t~ 

upre .. ~o en t~rminoo de los elemento• do ¡, motri; A de coef!cie!l .... 
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y •• le represenu con do: (A). Se dice que es un de<eno\nonte 

de Hgundo ordon, por oer la 10atrh do Oc~on l. 

Poc• doslgnH al deter~lnonto do la matriz A,. •~ploa 

l• •i~uiente notoc\6n 

1
:¡¡ :"l•o,o,·a,o., ..... {ZD) 

" " 
donde he~os roo~plo,.do lo• ~ar~ntools cecun11ulor., .por bouu • 

vonloale' pau dlOtinguiT al determlnonte de lo matrlt. 

portonte suhroy•r quo. ~l•n<r" ~uc lo ~otdt es un orc<lllO do na 

Mro>. el deton•lnon!o <>un n6mero podecum<nt.; definido por h 

uuh cuadcado. 

Poc ejuplo 

1
.; 'l•{·l)(Sl·PH·I)•·10•J•·1 
. ' ; 

Lo> numerodoT<> de 1 .. expT<>ionos (1!) r (19) tionon lo 

~\s<ta foTma que <1 donoiOin>doT, o •u, to01bih son dn.,mlnonte• -

de ><tundo o~den . 

De acuerdo con lo oxpre•i~n (:D¡ que defino ol dote...,¡. 

nonte ole seg1<ndo orden, podemos esodblr 

~: '"1 ., 
•,· 

r," '"1 " ... 
t ' 
" 

; ' 1 ;, 
; . 
' r· . "1 ·'" ., 
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de uno ~otrl< ~ue oe obtiene o portlr 4e la =atrlz A, sust!tuy~ndo 

la colu~na de coeficiente• 4e x 1 por el vector de t~r.olncs lndcpc~ 

dlcntco, 

de otro ~atrh, que <e ob:icnc ta"bHn a pon\r de A, ree:pluando 

ohora la colu~no de cccfic!cntes de x1 por el ve<tcr do tér~lnos -

! ndcpend i en te o. 

~ la rc~la •u¡erida por estao expre•iones poro resolver 

un si>tema de ecuacioneo « le conoce como reglo de Cromer y obvio 

••nte es apllcatle siempre y •~•ndo lct (A) 1 O 

a 1 ,•, •o, ,x, •a
1 
,x ,·b, 

• ',•, •• ',•, ··, ,• ,-b' 
• ',• ' •• ' ,x' •• ,x ,-b' 

,. [. ' 

:" " 
., 
• . " ., 

::J 
.,J 

[21 ) 

l!odionto un proceoo o!m!lor al upleodo para o! olotcmo 

{17), encoun~o• que los valores de las lnc6g,.i:as que ntlsfocen 

. '. b ,a,o., ••, ,b ,•., •• ,• ,b, -•, ,•,b, -b ,•, ,a, -,-o, ,b,a,. 
., ' •• ,•,' •• , '•, ,•1 ' •• , ••• '•, 1 -·, ,., ,•,' .• 'l.' ,•,' • '\ ., ,•,' { Z Z) 

•,· -·~'''•'c''.~''',·;·,·~·c';'i'''~·:":'~·0",·~·,'c''''·,·~·c•0',•;'~·c'c·:•~, ••;'i'f'''~·,·,•,,,·~·c·;·,,~·o:~i:: O.,.o .,a, 1•a,o .,a, 1 •a ,.o, ,a ,-o .,a,.• "-o,.a,o, -o 1 ,•,•" 
{ ¡ l) 

a, a,b,•b,a 11 o,2,~•"••-b 1 o,.a, -•,,b •,·•,,• 1,b, 
• ' ..... "-· ... ,. '' .• ', .• "' " .• ' ,. ,. "-·' ,., '. ,-.',.',o" 

ll'l . ,. 
Al co~un Jenooinador de los e<preslones {ZC), {ll) 1 (24) 

81 

oe lo conoco co~o determinante do lo oatrlt A y eo un determinante 

•• tercer 

'" orden 

~" 
., 

., ., 
" 

., 

Orden. 

es: ., ., ., 
~· expt.,\6n q~• defino 01 dcterslnonu de tu-

., ' •• ' •• , •• ,' ••••• ' •• , 1 •• ' •• '-o, ,a, •. '
·o, o,, •1 1 -a,, o,, o,,. {ll) 

'" eJ<~plo 
o . ; 

-· ; ' -e 1¡ (>)_(OJ•co¡ (2J ct l • (-3J t·•J c-2¡- {·3J (S) c1J. 

. ' o -(O)(· 4) {0)- ( \) (l) (·Zl•O•~-H+\5·0•1• -S 

•• OCUCTdO ••• " eoHe•l6n { ¡¡) • poJ•ao• cocriblr " .. lud6n ,,, •i"<ma como s! gue ,, ., ., 
>, •, ., ., ., ., 

•,· ' ., ., •, ., ... •, . , ., ., 
., . ' ., . , •• ... ., ., ., 

••• ... ., '" ., ... ., 
., ., ., ... ., >, ., ., >, 
., ., . ' 

•,· ., ., ., 
·'" "" .. , • ., ., ., 
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"" pna el ca.c de un >1•1•~• den eouodon"' con n ln<ólntt&>. 

e~borgo, roquenmos de un• def!nlolOn pora el detorminante ~o or-

den n, 

un n arbltudo, en bHe a las exprouonoo (ZO) y (15) que deflr.on 

o los dotor~lnoot« de ocdon 1 y 3, r<sp<etivomente. 

Sin •~b>rgo, n~ es posible hacer esto dd 10l••o ~odo (« 

dedr, ro>olv\endO en !oma goneral un sl<te~a de ecuaciones Une~ 

le!), pues a =ed1da quo au~enta n,los dlculo• se hacen m!, compl!_ 

udos y, sler.do r. orbltraTIO, son prletico.,ento iHeal!ubles. 

htableoorec.o< una ley general <<a~lnando Jos d<ter.::in•~ 

tes de <<gundo y ter<or orden, y tomaremo< esta coco deflnidOn 

tos _de p<rzmta<ión y clase de uno poroutoci6n que neceoltaruo• p~ 

ro ello. 

La• permutadnno> do lo• n nGmcro• ~o! conjunto {l,l,l, 

... ,ni son la• llferentes ~aneu• en que rueden ser nreglodo•. 

Por eje~plo, )a< pemutaclones de lo> ~ó~eros I,I,J, >On 

loo oneglos 

' . '. ' ' . '. ' . '. ' ' . '· ' ' . '. ' '· ' . ' 
u for~ado por n: 

Llnuemos permutación principal o oquelta on lo quo lo< nn .. ero> -

aparecen en el orden noturol, 

Cn el ejemplo anterior tenn.os J:•6 penout.don.,, donde 

lo pomuta<>ón principal e> 1, 2, 3, 

Con•iloro~o• uno per~uuc!ón orb!ttotla ~,. ~,, ,,,, ~n 

de loo nQ~ero> \, 1, ... , n. Dire!:lo> que dlcbo pe,.utación e< de 

cla>e por o i•p•r ••gOn e•l•t• un nQ•ero por o impoT de !nverslo· 

nes en ol orden noturnl, e> ~cc!r; porcj"' (o
1

,nk) tale> que a 1 pr~ 

cedo a 

le osi&nHo"'o' la cine par. 

roru la• per~utacione• del ejemplo tene~o• que: 

1, l, 2 •• de close lmpor yo qU< e> lote una porejo, lo • 

poreja (l, 2), ul que l precode • 1 en h pen•utoción y l<l, 

1, J, 1 •• do c!&se puyo que txl>Hn dos pareju, (1,1) 

y (l,1), tnle< quo ¡ preceJ< • 1 y 1-l; l precede o 1 y 1•l 

l, l. 1 •• de el&>< impar yo qu• exl5ten rr .. porejao, 

{3,1), (3,1) v (1,1), toles que l precedo • 1 y ~<l; l precede • 

y T<l: ¡ preco~e o 1 y l<l. 

1, l. les de clase por [por definición) . 

l. 1, 2 •• de cluo pu. 

Rocorda"do lo exrr«ió" que Jeflne ol determinante de ~o. 

orden 

1 

... ... ... 1 .. ,,.,.-.,,.,, ... 
' 1 

1 
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de los n5.=e<os T, 2, ••• n. Pora eota permutoc!6n definlre=o• 

<••1 <i la por:tutodOn •• ~e claoe par 

c•-1 si la permutaci6n es de dase h>;¡ar 

l'orme~o• el producto provino de signo 

(2~) 

Co~o ol conjunto s
0 

de todos lu por~utocione• de n na~~ 

roo eHl for~oda cor n: ocro~los, pol:e~os fn,..r n: productos del 

tipo (2b). 

H dotenlnaote de la matrü A se define co~o la ouu de 

utoo n: productos dotados de •lgno [a los cuoles >< l<O llo~a ar 

a\nos ~d detera;,_.nu), 

DehnlcHn. 

det IAl•¡ ' • 
'"• ' . '"• • "'• 

De lo deflnidOn anterior se concluye que: 

. -( ¡ 7) 

1) Para obtener todos loo thminos del desauollo do un dete~rnl-

nante, bosta con escribir el término prlnclpol (multiplicando 

loo elnentO> sobre la diagonal principal) y o pntlr de ~>te ob-

Un« todoo los dedo dejando fijos loo pd~:~oros !ndiceo y pec~u

tondo do toda> h• maner., po.,blos Jo• oogundoo {ndlco>. 

2) Cono do lo> oegundo> fndice> hoy n~ ponouÜ¿1onos, la ~ltad · 

de elaH par y la =lud de due i~?or. hobr1 n~ th>UnO< en 

el desorrollo del do,er=lnaote, lo ~ltod con •lg~o • y la n\tod 

con oigno ·, 

:1) Loo si~noo • y · se a>i¡;non segan la per~utac!On de los oe~u~ 

doo !ndlcn soo d< d»< par o i•p•c. 

lV-86187 

eq 
Ejemplo IV, Z5, 

Obtener el deoorrollo ~ol dotonolnonto do 2o. orden a PO! 

t\r de lo dofinicl~n 

de: (A)·I'" ., . "1 ., 
Vo a<uerdo con lo anterior, el dr~lno principal oert .... , 
V<)a,.,os fijo• loo primero• !ndicn y pen•ut=o• loo seau~ 

do> de toda$ la< maneras pos10ies: 

" 
" 

clase por • 

cla<e !=por 

det(A)•o ¡ 1o,·o 1 1a 1 L 

Eju~lo IV. 2~. 

Obtener el desarrollo del dotorm!nonte do '•r. orden, a 

partir do 1• def!nio!6n ., ., ., 
"' (A) • '" ... '" . , ... ., 

H~Rlno prin~lpal: . , ... . " . 
~ejando fijo> lo• primeros indlces, lu pormutodones do 

' ' eh« '" • • 

' ' cla<o i~p&T 

' ' e laso l~pu • 

' ' ch .. '" • • 
' ' clase '" • 

' ' cla<e i~pH • 
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' 

' 
el deoorrollo serA: 

det (A)•o, 1a ,.a ,.-•, 1a 1 ,•,-• ,.•., a, •o ,o, ,•, •o 1 ,•, 1o,-
-•,•,•, 

de orden n co~ ele~entos en C, pode~os definir la fund6n 

do<: (H) 

~ue U\~no o h ntriz A< (~)el ••colar eopecHlco d<t (A) <C. 

Tol funci6n ~uedo definido por Jo expreo!6n (Zl) que re-

pu<•nu uno '"mo den: producto> de elementos de A. 

[J ecpleo de dicho e>pTO<i6n para el cltculo de detonO!-

nonteo no •• aoostu~t>u en la pr~Ct\co por resultar deo:t .. lodo !abo 

rlo<o, o cambio se han desarrollado m~todo• mh S<nc\llo< que con-

ducen o loo aisJ::OO uoul<ados. 

~e¡la de Sonus. 

Lo reglo de Sarruo Indico ~ue paro obtoner el valor de un 

dotenalnante de to. or4en, al producto de los ele~en:oo do la diog~ 

nol pr\ncipol (lineas llenu) se resto el producto de los ele~.entos 

de h "dlogonol oec"nduia" (lin .. > puot<adu). ., ., 
X 

•,; a,. 
.. ,,.,, .. ,, .. , 

que ~o\n~ide ~on ol deoarro\lo oe¡an lo def\ni~l~n. 

pcr ejo"plo 

1: :l (\)(-I)·(·I)(•J-·0•10•11 

e? 
~· re~ la do Sarruo indica que poro obtener el valor de un 

dotermlnar.te de 3er. orden, • leo producto• do leo elemento• do lo 

dla~onol principal y paralelos o ello (linea< llenoo) se reotan leo 

produc:co de :oo ele,.entc• de lo dia~onol .. cundaru y ¡>oulelu o 

ella (lir.ea• puntead.,). rato ob•ervar mejor ~Hoo prcductoo, •• 

.· 
. . .. ' ' > ,...._ 1 L 

• •• • "-.:: .... " 
a- • o• "• "" " ' " ·-· ·-"'· "·" " . '• " " 

• • • • •• • • • """ """ .. . . ·• . . 
""" """ -· . . -· . . """ """ 

oesnn la dofln\cl6n, 

Por ejnplo: 

' ' . 
; ' 

-J ·S 4 

(l) (S) (1) •( 1) ( ·ll (1) • (·ll (ll (l) • (1) (S) { -s). 

• (l) (1) {4)- (3) (·S} (2)•110 

Vole lo pon• subuyar que la reglo de Sarru• se ho enun· 

ciado ucluoiu,.ento para lo> dote,.,.inant., de lo. y ler. orden. 

E• fr.ouonte tenJ<r a ¡enerali.ar e!to re¡lo paro calcu

lar doter~lnante> de orden ~ayer, sin embargo; el eotudunte pue

de Udl•ente rlc"oHur ~uo d opHcor h reglo do Sonuo o un de-

>Uperior al tercero, se obtiene un deoarrctlo 

~ue no coincide ton lo defln!c!~n. f.l m6todo que ''HUO< o tonti 

nuati6n e• opl>cable a un deter•lnante do cualquier orden. 

Desarrollo por cofactoreo, 

Volviendo al eje10plo IV. z~. el reoultodo obtenido pon 

\V·SB/89 



det (A) ••,, o11 a11 - a1, •,, o., -a, ,•,, a,, ••, a,,•,, • .. , , ... •., ... '.,., 
foctorlundo loo el•=•nto• del pd~ec renRl~n ton<=o>: 

Mt (A) •a1 1 (a, 1 a1 1 -a, 1 a, 1 ) -a11 (31 , o
1 1 ·o,, a, 1) 

•a,' (o,' •,. -o, a,' J 

de acuerde coo lo def!r.Oci~o de duer~ln•r.te ~· lo. orden pode~o< 

••criblr: 

det(A)·•,, 1 ... '"1··, 1'" •,. 1·· .. 1'•' .. '1 .,,.,, .,,.,, .,,.,, 

dot{A) • {·1)
1 
., •, 11

3

" 
01 '1·( ·1)' ., o1 •1 ...... 

1'""'1 . , •., ( 11) 

donde lo• uponen«s ~· (·1) son lo ••=• de loo !n~iceo del ele=eo 

to del pri~or ren~l6o, 

A la e.pro01~n (17) >e le llo~o deonrrollo por cofactoro. 

del ~ete,.,lnon'< ros~ec'o o '" pri~H rengHn. 

Se recoc«nd• al e>tudunte hoce< el deUrTOllo del ,¡, 

'""'"'· E> obVIO que <1 reoultodo de •~~o' de>arrollo> eo nu•~-

dcC>ente igual o det(A), 

nante• que multipltcar. a lO> •l<rnento' ~el pri~er rengl6n, pueien 

obt<neroe eliAinondo <n el det<rminonto origino!, el nn~!6n y 1. 

eolU'>na donde •e encuentro e] ele~ento eorreopondlente, 

IV-90/91 

Por ejemplo, el deter~lnante ~ue l>Uitlpllco ol oleacnto 

•, pue~e o~teneroe oupdm!ondo el ptlrnor rengl6n y lo ••aundo co 

lu~na del 

" 

determinante orlg>nol 

-a¡r--@·-•,-, 

'" 
. ~ ' 
' .,. • 

1 

... . .. '"1 . .. 
moo con .. , ' . 

Gonec•ll>ando, ~oremoo lo 5igulente 

Defln>ei6n. 

llaao ~enor de¡ ele~ento "IJ do un dote,.lnont& do 

el <letorm1nor.te urig1n•l, el reng16n l y la eolumno J. 

•• repro•ontaremo• con K¡i . 

De acuerdo con <Uo no<od6n, h e>pre>l~n (17) puedo eo 

,., ,., ,., 
dot(A)•(-1) a,,M,,•(·l) a.,M,•(-1) a 11 H11 

o bien, en for"• condensado 

' .. J dot(A)• r (·t) ,a 1 J H 1 J 
J • ' 

Si elegl~oo el rengl6n k, poro deoor:ollor por cofocto

'"' el deter•inonte de ~er. orden, dle~o deuuollo eoU expreoa-

Oo por 



1 
1 
' 

! 
' 

( 

det(Á)" ~ (·1) 1 ''•.,~ 1 . 
i. 1 ' • 

~n geneul, SI A •• una utriz ouodudo de ~·~•n n: 

" •• J ,. 
~et(A)•! (·1) a)-j'\ 

J • ' J 
( 18) 

d••(A)· r {-1)¡.; 
;., 

( 19) 

donde k< S y J<>•n • 

¡,¡,;.,~M oofactor <le! olo~<nto "iJ al dete.m(nonto 

(-1) 1') lt¡ , al que ro~re<ec.a~o• con A1r 
Con ayuda Jo ost·~.'c,',;,;,c,c,c,c,c,c,-,-",,,-c,c,c,c,c,c,cc,c,c,c,c,c,c,c,cc,,Jor ~o, 

up.o>lon., (18¡y {1?) (•l que se !lo~• "~~'orlo de de,.crollo por 

El vo\or do un determioante puede obtene.so efe<tuondo • 

lo su~• de los productos de lo> elc~enlo< de uno cualquleq ,Jc <uo 

llneoo (rengl6n o colu~~•) por •~• reopectivo< cofoctoreo. 

tjer.plo 1\'. 11 

Colculu el detor~inonto de la ~•trh A por el ~~toJo de 

d .. urollo por cofactore.. 

•• [i 
SolucHn 

·• 
' • 

. ' • 

. ' 
·• 

nlente e\e~lr ol~una de ¡., <i~uicnt<> llneao: 

lo. Renglón 
e? 

Jo r. Renglón 

"· Columno ... Co\u:~na 

ya que cada ... •• ollas tlene .. c\e~cnto nulo ' 
,, producto •• . 

dlcho elemento por su reopcctivo cofoctor <erl lguol o coto. h· 

to ü~plHlca el tubajo o\ ~uculo de >61o tr., Úter<>lnont., de 

l<T. or~cn. 

Dosarrolhndo por cofoctor•• sog~n ol lo, renglón: 

dot(.\)•1>., ,·lA, ,•OA, ,•6A,, 

Lo• co!actoros A¡J •• obtienen co~o 

' 

i. J 
A,j•(-1 ~ij 

nc••rroll•ndo por lo reglo dc"Sorrus los nenoreo M11 , 

·~,y .11,. obtonc~o<: 

., 
~ ... ' ~ ' 

' ~ ' 

' 
., 

~ .. - o ~ ' . , 

' " .. o ' ' 
flnalm•nte 

' ··6·•o-t••••60•U·11 

' 
' 
' ·-11·10•1•1!•7 

' ., 
. ' ·-1!·1•1 0•1·-11 ., 

. - - ·.- .. 

. ., .. 
A ·-11 •• 

mo el prOblena de calculor un detenolnanto de orden n en ol do col· 



( 
culn n de:O,..,iun< .. de orden n-t. 

So oco"u"'bn oontlnuac ol 

ptocooo huta obtener "enoru de ocden lo de orden 2, los cuales 

pueden resolveroe •~plea~do la regla de Sorrus. 

Propied•des element•los. 

Loo rle:.=inontos ti<nen cLHtos propiedad., que eo OH! 

conoc<r. Son de Interés prindpal~ente Jos condidone> baJo lu 

cuales un d<te<mlnante es nulo; o>l como los transfor~odon<> que, 

efe<tuocla> en lo 11•t<l>, M olt.,an el valor del deto,.,.i~onte o le 

produoon una altouc!On Uc!J~ente calculable. 

Eota. propiedodeo, llamnd., propiedades elell'entales, se 

demueotron o partir de la definic16~(~l r oon los que a continuo-

cl6n so enllstan. En lo que oigue, por uno linea debe<~ entender 

se un renglón o uno colu~no. 

1) SI una linea ost1 constituido por ceros, el deter~lnante •• nu 

2) Si dos lfneas poralelas •on proporcionoles, el cleter~inonte es 

nulo. (En porticul•r, oi doo lfneoo paralelo• oon iguoles, el 

detorninonto eo nulo). 

J) Si oe intercambian do• Une .. porolelao cualesquiera, el doter 

oinonte o6lo c.m])b de o!gno. 

4) Sin multiplican todos los elemento• de uno linea por un nOme 

ro~. el valor del d«er .. inante quedo 10ultipl1cado por L· 

S) El valor del determinante no oa~b!o, o! oe lnt<rco,.b!an rengl'?, 

(2) f.l e>tud)ont< l"><de eon<u!Oa. lo dr~oHroeión en h rdo.enr!a 
2po,o.HaJ~. 

neo por co)umnu y vloever,., 

det{A) •det("'- ') 

~) El valor de un deternlnonte no co~blo, ol o loo eleuntoo de 

uno de su< l(neu, oe oumon loo elemento• correopondlentoo 0 

otra l!n<o paralela =u!tipllcodoo por un ndoero ~-

Un ~~todo de oonden,.c!6n. 

El J>6todo do de .. nollo por cofoctoreo, aunque apllcable 

o ~etoc~inonteo de cualquier orden. puede T<>ultar en ocoo\on., de-

SI T<jjresamo< •1 <jc~plo !V, ll, ve~o• quo al 

elegir el lo. ron¡l6n en lu¡ar del lo., nao he~o• evitado •1 <llcu 

lo de un ~eter~inante de 3er. orden. 

Si en una llnca cualquier& de un detcr~lnante, todoo los 

nea poro ofoetuar o! deoa"ollo, fl métod~ q·;~ ~ropondren> o 

continuoci6n oo booa en eoto ideo y consiote en: 

o) Elel)1T lo lineo que contengo el ~oyor nW.ero de <«os. 

b) Aplicar ro1tcradncnto 1• propiedad (6) hO<to reducir a cero-

(S1 todoo 

loo ele,.ento> ,. rodu<en o cero, el deterolnonte e. nulo por lo 

propieJad (1)). ,, Deurrol\2r por cofoctoreo ,.gf,n dicho Hnea. 

Repetir el proceoo ho<to obtener un deter~lnonte de >e¡undo o 

quplo lV, 

Colcular el dotermln•nto de lo utr11 A empleando el mf-

t~do de condon>oc!6n. 



/' 

' ' . ' ' 
' ' o . ' •• ' ' o 

' ' . ' ' ' ' 
' ' ' " o o . ' ' ' ' o . ' o o o o . ' 

det(~)· ; ' o ' ' ' ' ' . ' ' " • ' . ' ' ' ' ' ' ' ¡:;¡ "' "' • 

Eligiendo d :o. renglón, lo colu~na • oue •lne co~o pi• 

vote •• ~• -"ult\pl>udo por l, l y 1 O< ha •umado a lu colo~~>< . 

que •• Indican. 

D«arrollar.eo ~or cofoctore• segOn el •ogundo reo~lón, 

tenuo•: 

" o • . ' ( ' ) " " • o 

' ' ' • . ' ' det(A)•·(·l) 

" • ' . ' "' 
•• (- 1 ) 

" " ' o 

' ' ¡. 1) ' . ' ' o 

Se ho apllcodo nue~amrn:e el ~étodo ell~ior.do ahou l• • 

" det{A)•-(-1)(1) 11 

' 
" 
" . ' 

• 
' 
' 

(l) • (l] 

reng16n: 

dotiAJ·· r-, 1' '' r-1-1 11 

•-(-1)(1) 

" 13 

" 
" o 

" 
" . ' 

" " o 

Des•rrollando este QJtlmo deter~lnonte por lo re~lo de . 

det (A) •- ( -1) (1) (· ( ·1)) ( (.16) OB) ·(SO) (H) )•·71 

C.ltculo M la !ove"' ror medio ~• ¡,, adiunta. 

Con lo a_,·udo de loo dot<"•inontos, pode""' obtener la In· 

vcuo de ur.o matrio ompleanJo un m~todo dlf<rente ol upueuo en lo 

~" ¡¡,.~• rnHr>: •J¡unta de ¡" motr!: cuodroda A, o lomo 

tri: que •• obtleno de": o! 5u>tltuic '"' elo~•nto• por •n «•·· 
pectt;·cs cofactoros. 

tcocc•. ,; A e• la ~~tri: cuadrado cle or~en n 

A•(o¡jl 

la tra~sru«t• de A •• 

A"•(•¡;) 

y lo oJjunu de A es 

tjo~plo rv. :9 

Obtenor la odjunu do la utrl: 

Ohtcn~omos pcl~cro la tran>puosta 

'" 

IV-96197 
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1 
• 

/ 

r : 
.. ' 1 ' .. ' 
' 

., 1 •• 
" o.J¡un:. "" 

1 ' " -\: .:1 1: :1 ' . 1! 
, .. j 

' :1 1: '11' . ~ 4 :1 
1 ; :¡ ·1: :¡ ¡; :1 

donnollondo lo> d<terminont .. obten<~•• !!nol~.ento: 

r . 7 

l ; 

• 1 1 
A • -.,--____,...,....- A 0 

•·'<AJ 
,(J~) 

3 A"'= ~ot(A)I~. 

1) SI A •• una m>:oio cndro~a de orden n, no <lngulu, lu sigul<"c 

'"' ofinocluneo oon equ\nOentu: 

o) 3 A"
1 

b) R(A)•n 

e) dot(A)o'O 

a)"jA'' 

b)R(A)<n 

e) dot(M•O 

tepleando lo relación (lO), pode~•• obtener lo lnveroo do 

la TIIOtTÜ 

,. [ : : :] 
' ., 

'" oje,.plo IV. " 
'" efecto, corno 

• • 
d<t(AJ• . ' ' ' •·JSIO 

' . ' 
Ool re<ultodo del eje~plo IV. H 

[ ; .: :] 
- 1 - 1 l 

O<ro de la• op!!codon., de loo deurolnantos, lo •n<O!!. 

tramo> •~ :. re<olución de >htem., do ocu•cion<l lineo!.,. 'h 

definld6n Jo de<er~>n•n« Jod• pH lo e•prHI6n (n¡, r«olte i!:. 

neralaor la regla de Ca~er Ol enundodo al principio de eou -

OJ L~ do!>OHT0<>6n ~.esto"'""~"~" puede conoultar>< on U •• 
forec.ua 1 1••1.'· 10 a >1 . 



f 

' 

><<<iOn cono >igue: 

Seo el shtoma den ecuociono> con n inc6gn!tao 

01 1 •, '•,•, •. • · •a, n'n •b, 

0 X •o .< • ••• • O X •b 
" 1 " ' '" n , 

cuya AOtrl• de coeficiente< •• 

• • • " " '" 
• • • • - " " '" 

... ... •., 
Sio~pre 1 cuor.do det(.O.)IO. <l valor de lu inc6on1tu ., 

que <othfacen ol <lote~• o>tJ dodo por 

.,. 
donde .0.

1 
e• lo <>atTil que •• obtiene, o portir do A, ree~~la,.ndo 

la coluMa fcnoda con lo• codlclont" do '¡ pM <1 vector de th 

olnoo lndopondiontu. 

Ejemplo IV. JO. 

hsoh·« el >1guiont< !istemo do ocuOcion., em?leando la 

«gh de cu~or 

x,•lx1• x,•1 

J.<,• .,.z.,.¡ 
h 1 ·Jx1 • x,•l 

Scluc!On 

det(A)• ' 
' ' 
4 - J -1 

' ' dct(A,)• · 1 • ·lO 

l - J - 1 

' det(A )• J -1 •O 

' 4 l -1 

' ' ' d<t(A 1)• ' ' ' •. JO 

• ,, 
' 

'" •• unto 

••• '" ~· . , . ' o -:-;¡¡• 

. , . .;o 

""" 

-. 

···--····· 
[< •~portante notar quo <>te ~6todo <dlo se aplico dlrec 

ta~onto on )os e•••• en lo• que ~·n•r. 

S1n ec.bor¡o, •; recordomo• lo e<pue>to en b sección 

!V. 5. rodooos >i•"P" re¿uclr un si<teoo ubitrorlo o un nuevo <i> 

toma~" donde ~·n·r 1 en este apl;ca; lo reglo de Cro~<T. 

IY·I00/10! 

! 
¡ 
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• 

: 
: 

1 

~ ... , .. ,.; 
Solución 

[: ''']-¡ 1 ' 4 o 
' ' :] [: ' ' 

Traslo~•n4o a la• oeguncloo ml<~bro• la inc6~nlt• x, y· · 

u!~n•ndo d v&lOf ~< l< obtcnc=n> 

x,•x,•l-k 

·•,··,·4-lk 

dot(A}·I' '1 ., 
' ' ' 

det(A,J·Il·l: 
11•-l•k 

o- Zk 1 

d<t(A,)·I ' 
' ' .. ' 
... 

• , • k 
--r 

X! • \; 'f ); < R. 

Una soluc!6n portlcular •• por •J•~plo 

' X t • - "f . ' • ' ' .. " • 
lo cual oe obtuvo haciendo k•O 

.. -~-· 
IV·l02{10J 

' . .. ,.: .; . 
•• 

,. ---·--- ,---
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