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Problem Definition 
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Problem Form!.l1ation 

The non-zero displacenents at ~ode 12 are created by using boundary 
elcrnents connected .to·added nodes 16, 17 and 18. 
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INTRODUCCION I 
El an~lisis estructural, a través del método de rigideces, re­

suelve el problem.-J. del análisis de sistemas estructurales, me­

diante la solución de la ecu;¡ciÓn general tF} =(K){d) , en donde el 

tamaño de la matriz de rigideces de la estructura(K), mantiene 

una relación directa con el nÚmero de grados_ de libertad angular. 

y lineal del siste1na estructural. 

En un planteamiento tradicional, el,análisi~ estructural 

concibe como nudo:> de una estr.uctura a todos aquellos puntos en 

que concurren dos 'o ~1s elementos de lacmisma. 

Es posible, a 'través de un plantea~iento más ·¡:>laborado redu­

cir el número de nudos de una estructura si sÓlo se consideran 

como tales a los puntos en que concurren tres o más elementos 

de esta, lo cual reduce considerablemente el tam3ño de la I~triz 

de. rigideces de la estructura(K), siendo esto ventajoso desde el 

punto de vista de la solución matemática y sobre todo de la apli-
• , t , 

cacion de computadores al analisis estructural • 

Este planteamiento es de interés particular cuando se aplica 

al análisi.s estructural de sisteiTlils de tuber1as en dos o tres di­

mensiones, debido a que en estos sistemas estructurales existe 

por lo general un nÚmero suficientemente grande de puntos en que 

concurren solamente dos tramos de tuber1a (quiebres), como para 

pensar en un tratamiento especial para ellos, sin considerarlos 

como nudos. 
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CARACTERISTICAS JI 
1.- tltJDO.- Se considerar~n como nudos sÓlo aquellos puntos 

de la estructura en que ~oncurran tres o m;s tramos de 

barra y a los apoyos incompletos • 

2.- TRA!10 DE BARRA.- Se llaraará ast al tramo recto compren- · 

dido entre dos quiebres adyacentes de una barra. 

3.- BARRA.- Se entenderá por barra, a la parte de tuberÍa· 

comprendida entre dos n~,dos. 

4.- -~ECCION TRANSVERSAL.- La sección transversal de cada 

barra, será un anillo ci.rcular constante en toda su lon­

gitud. 
z' 

.. 
Y' 

·'+" ...... -':'.' ,• •·-.!· ,; ·---=:-~.:<"\-:-:--~---. 
··::::-~.-----~/-~.._. __ -.... .. ··:.;: . 

. - ... · ~ .. 
x' 

..-...-_.-?-:-~-~~~ '::_~ .;-_:.-.:_~_ . _.; :::~. 
~..,.__.....:.; __ . _ ... _ _. ____ ;.._ 

Ix' = J 
. ~ .. Iy' = Iz•= I ------

Acy' " Acz' = Ac 

FIG 1 .- Propiedailes de la sec­
( ción transversal y_ejes locales 

de referencia. ( S.L. ) 
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FIG. 2.- Tuber1a en el plano. = . Notese que en un nu~o pueden con-
currir barras con diferente sec­
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. ··.:.;. 

.: ._ ';-- ·: ~;.. . 

: :,_.·.·::~· · ···'(D quiebre 

.. · -~_. ... _ill tranio 

:_-::.·, .... 

FlG 3.- Tramos de uaTra y ángu­
lo -o- para la barra 1 de la fi­
gura 2. 

® 
, 

.... (T)¡Jj e 

e os -é- -sen -G o 

sen -G cos .(}- o 

o o 1 

/ 

5 

~ 
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donde {). !!. inclinación del tramo de barra j referido al 

eje x positivo en el S,G, medido en sentido 

contrario al de las manecillas del reloj. 

A, 2.) ~latr-1z de transporte entre los puntos@ y Q) referidos 

al S,G. 

1 o o 

h} _·' _o_-t-_1_-t-o-
,-- --. 

Referido al tramo~lde la barra· 
(11 (fig, 3) 1 Bes el nudo(D,y j 
es el quiebre@ -

, -·-~ 

-6 

-.. 

NÓtese que para el tramo adyacente a un nudo, la matriz·· 

de transporte (H~i) toma la forma. de la matriz identidad 

(I) • 

.. 
A. 3.) 1-latriz de flexibilidad del tramo OJ en su extremo Q) refe­

rido al S, L, de referencia. (ver fig, 1) 

L o -EA 

o 

o 
·(en S,L,) 2EI 

donde: 

o 

L' 

2EI 

L 

El 

I 
Ca G (l+í>>-­

AcL 

y:: ~:Ódulo de Poisson del· ma­
terial 

Ac~ Arca de cortante de la sec­
ción transvcr3al 



B ).- Para anilli5is en tres di~en5iones. 
·~--------·-------------------------~~ 

, . 

. .' . 

. . . ... 

. . 

(!) nudo 

!I1 barra 
FIG. 4.- Tuber1a en el espacio. 
NÓtese que en el nudo pueden con­
currir barras con diferente sec­
ción transversal. 

S.G. Sistema global 
de referencia· 

. ·: f 

.· .. 

.. 

·-1~ - .•..• 

.- . 

•• 
. ·' 

B. 1.) .-Matriz de transformación de coordenadas(T)para 

un tramo de barra • 

· ... · 

.lb' o 

.·.;O 

-.·, .. 

... 

·-- Cx'x Cy'x Cz'x 

donde:(fbJ= Cx'y Cy'y Cz'y 

Cx'z Cy•z Cz'z 

En la matriz03Jlos elementos de las columnas 

1, 2 y 3 son los cosenos directores de x 1 , Y' 

y z' respectivamente, del tran1o(J] en la barra 

I!)cn S.L., con respecto al S.G. (ver fig 1 y 

fig 4) 

7 
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- .. , 
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• ol 

~ l .. : . 

B. 2.) .- Hatriz de tran:;porte entre los puntos B y j 

referidos al S,G. 

.. 

,· 

0 -(Z9-Zj) (YB-Y,j) 

donde:(hJ < (Zb-Z,j) 0 -(X5-Xj) 

.. 

1- (Y~-Yj ) (X¡;-Xj ) . O 

·' 

CD 
m 
'. 

... , 

. ' 
quiebre 

tramo· . 

: . : ' . : .. ~ 

FIG.S.- Tramos de barra y quie­
bres para la barra fi] de la fi-. 
gura 4 ( para el tramo (TI,B es 
el nudo@ y j es el quiebre G)) 

, 

, .:~ ·:·~ ···: :.: ·': ·. ·: -· ·­···· ... · 

'·l.,. 

• .. '. 

' . 

... 

8 

liÓtese que para el tramo adyacente a un nudo, la 

matd.z de transporte (Hej) torna la forma de la ma 

triz identidad(!). 

B. 3.) .- Hatd.z de flexibilidad del tramo!] en s.u extrerno· 

Ú) referido al s. L. de referencia. ( ver fig. 1 ) 

. . 
donde: e oc G(1+7) 

I 

AcL' 
r = HÓdulo de .foisson del material 

Ac = Area de cortante de la sección 
transversal 

G 
E .. 

2{1fíl) 

~~----·~ .. --. ...,.__·~~~~-..... ~·---~----~-----r""T'"' ·""::-·· 



,/ 

.. ·,: .. · L o o - EA 
---

o L~ (1 +e) o 
3EI 

. o o L1 (i+C) 

3EI 

o o o 
~. ·. 

1 
¡· 

o o L' 
·. ,· " ' ~- . m 

.. 
o L• o 

2EI 

. . . - . ' .. . 
( en s. L. ) 

.·.r 

... ··-:-

o o 

o o 

o Lz --. 2EI 

L o -G.:J 

O. L 
't:i' 

o o 

.. . .•..... . .. 
. ' 

• 

' 
o 

Lz -2EI 

o 

o 

o 
--·-

L -EI 

' ' 

• . : » 
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1 ··¡ 

·¡ 
l 

: 1 
1 
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PLANTEAMIENTO GENERAL 

La solución de la ecuación general planteada en el análisis es-

tructural a: través del método de rigideces 
r 

••• ( 1 ) 

comprende las siguientes etapas: 

A.- FormaciÓn de la matriz de rigideces (K) .. 
B.- Cálculo del vector de fuerza's { F) 

c.- Obtención ,del vector de desplazamientos 
S?luciÓn de la ecuaciÓn general c(l.).· ... 

d mediante la 

D.- Obtención de los elementos mecánicos en los extremos 
.de cada barra¡· calculados a partir del vector de des-
plazamiento(d . . : 

, • B Se trataran aquL sol~mente los puntos A y • Los puntos 

C y O corresponden a un planteamiento tradicional del análisis 

estructural. 

A.;- Formación de la matriz de rigideces( K) 

1).- Formación de la matriz (KJ en forma topolÓgica 

Se entiende por forma topolÓgica de la matriz K 

a la representaciÓn matriciaLde la relación que guardan 

los extremos· de las barras con los nudos de la estruc­

tura 

La matriz topolÓgica (K) para las estructuras de las 

figuras 2 y 4 es idéntica y tiene la siguiente forma, 

si el extremo B de las barras coincide con el nudo@, 

@o@ 

·.t ...... -



; 

.! 

·o 

' . 

( k~e\ + (r: .. )l (k e,.,')~ o o (ke!IJ1!] 
+(k t.~~ 

( k,.,~)m. (kMJ¡¡+(k1 (k.-.o)(\'l· ( k"t0GI o 

--.' 
•(k.v.)m 

.. o (k eA )&1 1 ¿:_~e)!?l {ko.c)m o o 
+Q:M>)(j)+ (,k ... )~ 

·o . . . [kM)g ·o (kM)¡¡+ (keoJBJ o 

()~Al\) . o o o (k..v.)m . m ' -· 

( en s. G. ) . . 

NÓtese que puede pensarse en una reordenaciÓn de la nomencla­

tura de los nudos a fin de obtener un menor. ancho de banda de 

la rnatriz(KJ, lo cual es conveniente d?sdc el" punto de vista 

de la aplicación de computadores• 

''. 

-~ · . . "• .. 

barra en s. G. -···· ... ·. 
Estas matrices están relacionadas entre si através 

de las siguientes expresiones: 

(kM) ., ( llw.J l k.bJC H o AY 
(t.:Ab J = -(HOAJ(ke~) 
lkMJ = ..; lko~ (Re.._)T .. donde A y B son los extremos 

de la barra ( ver figuras 3 
y S } 

:·· 

Por lo que sÓlo será necesario calcular (kBo) de cada ba­

rra, y aplicar las expresiones anteriores para calcular 

(k"") ' (k,~) y (k~") • . 
Para calcular (k&o) se procede de la manera siguiente: 

-1 
Recuérdese que (l:;~BJ e (fe.BJ , por "lo que el problema 

se reduce a calcular(fe~en s. G., la cual se obtiene a 

11 
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t .. 

partir de la siguiente expresiÓn : ( Ver figuras 3 y 

S ). / 
N.1 hamo~ 

(fe~ • 2_( H~i)' [ f~:.)0 (Hp;l) 
. j=~ · ~v\ s.~) 

done; e ( H~j) y (:f~e)8 se ~n~uentran referidas al S,G, de. . w . 
referencia. . . . . 

La matriz de flexibilicades del tramo [TI en el ex­

tremo B, referida al S~G. puede calcularse~on la siguien~ 

te expresión. 

. : ... 

3).- Tratamiento de apoyos incompletos 

Un apoyo incompleto puede no ser considerado como nudo, si 

se em¡:,lcan 1as rigideces modificadas del tramo de barra 

que conr.urre en él. 

A continuacion se listan las matrices de rigideces mo 

dificadas para dos casos de interés práctico: 

<6\-.... ----=~..----lp~~ ® o-1"'----r~.,-----J>v@ 
., 

(an 'H.) 

EA 
L 

o 
' 

EA 
L" 

o 

o 

o 

o 

3EI 
17 

o 

o 

o 

3EI 
v 
]D. 

L 

( k'eeJ =(k~~J = 
(~n S. L.) 

(k~s) =(k'~~= 
(an s.L) 

, 
~ 
L 

o 

o 

EA --L 

o 

o 

' 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

E:t 

L"'/ 

o 

o 

EI 
L 

' 

• 
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------~ ----------

• ·¡ 

. ·. 

FIG. 6.-· 

fuerzas de 

•. 

T • , • : Para obtcn~r(!:)cn S.G. se emplea la siguiente exprcsion: 

Con(TJtal como fue definido en III 

B.- Cálculo del vector de fucrzas/F} 

-. 

Las cargas que pueden presentarse en un sistema de tuber1as 

como el de las figuras 2 y 4 1 son las siguientes: 

1•- Fuerzas externas aplicadas en:­

i{~ los nudos de la estructura 

.. .. los quiebres de las barras · - · 

· ... - los tramos de cada barra 

'· 
........ ~ ... -

Considérese la barra (IJ de la fig. 2, cargada como se 

muestra en la figura- 6 
{ F) ¡,-tramo> 

{f,} 
Barra [Ij cargada y 

fijaciÓn/ F,~ ( F~) y 

' .. ® '.::!--=-=---=---_...../' 

® 
,------ l d¡n 

{Fi) = Fuerzas quiebre 
Fuerzas fijaciÓn. 

FIG. 7.- ·Barra !IJ en cantiliver. · 

Las fuerzas de fijación en el extremo B de la barra QJ se 

obtienen a partir de la siguiente expresión: 

; . ' 

13 
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donde (d~]es la matriz de desplazamientos del extremo B 

considerando a la barra en cantiliver ( ver fig. 7 ) y 

se calcula con la siguiente expresión 

En la expresión anterior, { Fj)es el. vector. resultante 

de restar las fuerzas externas <aplicadas en el quiebre _,.,_-,-

Q) C{ F~, • • ••••••• ~ •• , 1 F) N'f,"~'~ en la figura 6 ) menos las 

fuerzas de fijación producidas por las cargas externas apli­

,. ca<tüs en los tramos adyacentes al qui~bre<J) ambas refe-

rid"s al s.G. 

.-. t 

· El vector{ Fi]• tiene la forma' s-iguiente para el _caso_ :·.-,-. 

de sistemas de tuberÍas en dos y tres dimensiones. 

~~'!. , ... ,. i ~-. , ... , 

: : . . ~ . ·. 

'l __ .. _ ... -·-

FJ­
Fjr 

Fjl-

{ Fjl ~ Hj..c 

Mjy 

Mjt ... . : 
( S.G. 3D) 

- , 
Convencion positiva del 
vector{Fi} 

La matriz(Ho;)se aplica tal como fue definida en III. 

:.:. ,- -. -.: :::: . 

.. ~ . 

La ~triz lÍj) es la =trh de flexibilidades. del segmen­

to de barra comprendido entre el extremo origen@ y el -

quiebre Q)respecto ·al extremo destinoQ)y está definida me­

diante la siguiente fÓrmula de recurrencia. 

(;; t 1) e (ff!3)J +(1\SIJJl~J~ecv) 
1 ~ j ~ ( N'+romo5·f) 



-· . 

., 

.• "! ~' .: • 1 .-

·. 

en donde (H@¡(~)s~ aplica tal como fue definida en. III 

y (f¡¡~¡J) :;e obtiene por un procedimiento similar al des-
' . 
crito en A. 2. 

NÓtese que en la ecuaciÓn anterior se tiene que: 

(Íl) .. ( fee)m. 

Y (f' N·tramo>J "(f E>5) \il 

M~dian:_e el procedimiento descrito, se obtiene{ d~) 
se calcula{ é' sl y se le suman las fuerzas de fijaciÓn en el 

extremr. ®de la barra m producidas por las cargas aplicadas 

en el trano adyacente a él, obtcnienc:l<:>s.E!. ,a.s.1 .. el v.ector.[.re} 

definit:ivo. 

Una vez conocido el vector de fuerzas{FJde la barra. 

[!] se calcula el vector de fuerzas\ F-,.) de la misma barra con 

la siguiente expresiÓn: 
! . ' . - . ~ 

. ' 
* ·'' .. 

donde:(F-,;J es el vector de fuerzas en el extremo@d'e 'ta · 

barra ffi producido por las cargas actuantes en 
. , 

ella considerandola en cantiliver, ( ver fig. 7 ) 

y(H~se aplica tal como fue definida en III. 

Los vectores de fuerzas(FA\ y{'Fs1 as1 obtenidos cons­

tituyen el estado I de cargas ( fuerzas de fijación l. 

Al aplicar vectores de carga en sentido contrario a 

los del estado I,. y sumar los que concurren en un nudo 

mas el vector de cargas aplicado en el mismo, se constitu­

ye el estado II de cargas. 
' 

La forma topolÓgica del vector de carg3s{F}en la e­

cuación ( 1 ) para las estructuras de las figuras 2 y 4, 

siendo nudos destino el G), Ú) o@), es la siguiente: 

15 
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· Estamos ahora en posibilidad de resol ver la ecuación ge­

neral {F)~(~{d) y ?btener los ~esplazamientos de los nudos de 

la estructura y calcular a partir de ellos los elementos meca­

nices. que se generan en los extremos de las barra·s ( inciso ....... 

J:V.C ), lo cual puede hacerse a través de un planteamiento tra-

-dicional de análisis estructural •. 

A los elementos mecánicos así obtenidos, se les su~an los 

vectores· de fuerzas de fijación que constituyen el estado I de 

Cargas para obtener los elementos mecánicos definitivos en loS 

extremos de cada barra de la estructura. 

2.- Fuerzas P!'oducidas por Cumbios de Temperatura ,_ 

Es aplicable todo lo estipulado en D.1, pero ahora el problc­

. ma es más sencillo, ya que la Única diferencia con lo visto 

allá, es que la matriz d 

guiente; 

ahora se calcula de la manera si-



~e Coeficiente de dilataciÓn lineal del 
material 

-.. -
Jt a Cambio de temperatura 

- ... '··· ·- '· ; : . . 
Para <><. .. cte 

(. ·.: . _., . L1t a cte • . ' . r •... 

~-.:.· .... -~ :, .. -

" a ,.1./::, t ( dxe. 
... · 

· .. 

{d~1:: .. 
' 

dye, e "'-A t( 

¡t: r. '7 o 
. ··-· 

(s.G. 2D) ' 

d 

... 
Para~~ cte • . ' .. 

. , _ _.. 

· (Llt)!l = variable para cada tramo [I) .-.:. 

IH()JI\o> --·-· 

~ r, a ~ f¡t,-:::¡ (Llx) r¡t 
J"' 1 !:!.! t!.l 

~ . IHII>«!O} 

dy ~ e Z l)t[i:\ (l\y) ~ 
j~l l:!.l w 

(S.G. 2D) 

.¡ N,:tro. .... ~ • • 

dxe, ~ z_ d.lJt fi/ Lh l QJ Sllxe e o 
J=l 

{dB~}= f. 
tJ."i,(,,'f\03 

a Z ..J.L\t ill ( {1 Y )[J) J dy8 o l)lyr, a o r=l J 
.f 
1 

N"trcun.;o 

dle.. " 2: ...::L}t ffi ( Cl z) lll } 
9lz¡¡ e o 

.. j.::l J . J (S.G. 3D) 

17. . ¡ 
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• r -,,_. 

3.- Fuerzas producidas por desplazamientos irnpuer; tos u los 

apoyos. 

Es aplicable también ahora todo lo estipulada ~n B,1 y 
. . 

el pcoblema re::;ulta ser mas sencilla -·~'Ue ,_=· pL:Ht::?ados en.· .. ·, · · ·•· 

B.1 'y B.2 puesto que ahora{F~) se calcula.db:e:ct:a=nte- a 

partir de la siguiente cspresión: .. ·. 

·: .. :_;. ·: ... 
.. ·. 

. . : . ... ... ' 

. · .. 

. •: •::_ 

-:, ·.~·: .. · .. ,. : 

.:¡., 
; ~-. 

doné,e {ctA} es el vector de desplazami~ntos impuestos... a .. la. ... 
• • • : •••• # 

est~~ctura en el apoyo A. ·· ..• 

1 - •• 

~ .· ', 

.···. 

. - .. 

.. . ':l . . : :z • " 
. ' .. · -:_; 

. -· 
' •.· J .. ·. ~-

.. . : ... _ ...... ' 

. :~--. 

. :·.· 

. 

:.'··· .. · 
;_:,· 

. ··· . 

. .-·. 
; ' ' 

... · ....... ~, 

.. 
:' 
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PROí>U:~ 12; 1 PIPE t;ET'rlü?.K Srt,TIC fJifiLYSIS 

Prob1cm Dcfinit~on 

Ti: 1 
Pg 1 

Rcf: SAP IV ~~~nua1, prob1<:rn 1 -. ·-·-·. ·- ---- - -- . 

y 

~1000 lbs 

-300~,&8 -

¿¡o . .,., 
, 1 ,,~ 

20001cs ~-

225ln 

X z 

._ 

' : 

Problcm Form~J1ation 

The.non-zcro disp1accnents at node 12 are crcated by using boundary 
elements connected_to·added nodes 15, 17 and 18. 

• . • 
\ . 
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INTRODUCCION I 
El an~lisis estructural, a través del ~étodo .de rigideces, re­

suelve el problema del análisis de sistemas estructurales, me­

diante la soluciÓn de la ecurJciÓn general {F} e (K)(d) , en donde el 

tamaño de la matriz de rigideces de la cstructura(K}, mantiene 

una relación directa con el nÚmero de grado:;. de libertad angular . 

y lineal· del si:itema estructural. 
, . 

En un pli •. nteamiento tradicional, el ·analisis estructural 

concibe com<' "nudos ele una estructura a ·todos aquellos puntos en 

que concurre,¡¡ dos o m.;s elementos de la misma. 

Es posible, a través de un plantea~iento r~s elaborado redu­

cir el número de nudos de una estructura si sÓlo se consideran 

como tales a los puntos en que concurren tres o más elementos 

de esta, lo cual reduce considerablemente el tamaño de la 1oatriz 

de rigideces de la estructura(K), siend~ esto ventajoso desde el 

p~nto ele vista de la soluciÓn matemática y sobre todo de la apli-
, 1 , :: 

cacion de com¡,-.Jtadores al analisis estructural •.. 

Este planteamicmto es de interés particular cuando se aplica 

al ·análisis estructural de sistemas de tuber1as en dos o tres di­

.mensiones, debido a que en estos sistemas estructurales existe 

por lo general un nÚmero suficientemente grande de puntos en que 

concurren solamente dos tramos de tuber1a (quiebres), como para 

pensar en un tratamiento especial para ellos, sin considerarlos 

como nudos. 
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CARACTERISTICAS TI 
t.- tiUDO,- Se considerarán como nudos sÓlo aquellos puntos 

de la estructura en que concurran tres o m~s tramos de 

barra y a los apoyos incompletos • 

2.- TRAl·lO DE: BARRA.- Se llamará así al tramo recto compren­

dido entre dos quiebres adyacentes de una barra. 

3.- BARRA,- Se entenderá por barra, a la parte de tubería· 

comprendida entre dos nudos. 

4.- ;seccroN TRANSVE:RSAI •• - La sección transversal de cada 

barra, será un anillo circular .constante en toda s;.¡ lon­

gitud. 
z' 

·' 
Y' 

x• 

l.:' = J 
• 1 •• Iy' ., Iz•= I ..... -· ··--·· 

Acy' a Acz' "' A e 

FIG 1 .- Propiedaoes de la sec­
ción transversal Y.ejes locales 
de referencia. ( S.L. ) 
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DEFINICIONES m 
·-··· . 

. . -; ··> 

... .,._, ' . .. 

..~ .. 
. . -. 

~G-~----------> 

FIG. 2 .• - Tuber1a en el plano. 
Notese qua en un nu1o pueden con­
currir barra~ con diferente sec­
ción transversal. 
-:--. 

.. . 

•. '1. 

. . ;· 

. • ¡ , 

. Q) nudo 

.ffi barra 

. . : . . . 

S.G.::Sistema global 
de referencia • 

·o 

A. 1.).- ~~triz de transformación de coordenadas T para 

un tramo de barra. 

.-.... . . ; ";. 

. -· .. , .. ,_... ~ .. 
-··. -:--- ... 

·--. :.:_::·, .. ·. 

quieb::-e 

tramo 

YIG 3.- Tramos de Larra y ángu~ 
lo~- para la barra 1 de la fi­
gura 2. 

@ 

1' 

... - .... 
(T)pj " 

cos ~ -sen {} o 

sen {} cos {}- o 

o o 1 

/ 
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donde ~ a inclinación del tramo de burra j referido al 

eje x positivo en el S.G. medido en sentido 

contrario al de las manecillas del reloj. 

A. 2.) ~la.tr."iz de transporte. entre los puntos@ y Q) referidos 

al S.G. 

1 o o 

(H,,} .. o 1 o 
! -•. ·-

-(Y~-Yj) (X~-Xj ) 1 .. 
.· 

Referido al tramo~lde la barra 
(1] (fig. 3) 1 Bes el nudo(Dy j 
es el quiebre@ -

., 
'. 

•' 

-6 

..... 

NÓtese que pura el tramo adyacente a un nudo, la matriz 

de transporte ( He.j) toma la forrn<'l de la matriz identidad 

. ··.· 

·: .. . ' .... 
• : "1 

A. 3.) Hatriz de flexibilidad del tramoOJen su extremoQ)refé-

rido al s. L. de 

,.,. 
L 

EA 

(f~Jbn a ·o 

o 
·(en S.L.) 

referencia. (ver fig. 1) 

LS(1+C) 

3El 

L2 

2El 

donde: 

' 
o 

L1 ' . 
2El 

L 

El 

(1+ j)) 
l 

Ca G - . 
AcL .. 

y;; ~:ódulo de Poisson del· ma­
terial 

1\c¡: Arca de cortante de la sec­
ción transversal 

, 

, .. . • 
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" .. · -

B ).- Para anr.lisis en tres di~ensiones. 

,. 

. : .... ·,. : 

-. ,!.6:.' 

>-<: ·::':ij ,· ·', . ... . ]:~~---·:.-:.·:·h- .. 11.· 

· .. o·/. _l . . . 
. . ..~·-.· .. · 
• "! . . • •. • ·.: :;:,·?-.~' 

.·· 

... :.,... '· . .:·· 

FIG. 4.- Tubcrla en el espacio. 
Nótese que en el nudo pueden con­
currir barras con diferente sec­
ción transversal~ 

(f) nudo 

m barra 

S.G.. Sistema global 
de referencia· 

. ·: r 

.. . . . ·.: .. {. :... 

·:, 

:_ .. ·. .•. -:. 
,.! ••.. 

.. : .. 
. · .. 

'• . . . · .... 
. . ': . ... · .. 

.• . 

•• 
. .. .. 

B. 1.) .-Matriz de transformación de coordenadas(T)para 

e. • 'un tramo de barra. 

. • .... ~ .... 

·" 

o 

.. . Cx'x cy•x Cz'x 

donde:(ñ:} Cx 'Y Cy'y Cz'y 

Cx'z Cy'z Cz'z 

En la matriz03J los elementos de las columnas 

1 1 2 y 3 son los cosenos directores de x•, Y' 

y z' respectivamente, del tramo[] en la barra 

I!)en S.L., con respecto al s.G. (ver fig 1 y 

fig 4) 
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::¡ 
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','' 

B. 2.) .- Matriz de tran:;porte entre los puntos B y j 

referidos al s.G. 

j-i " ' ("siJ ~ 
(h) (:r) o -(Z8 -Zj) (YB -Y; ) 

donde:(hJ • (Z0 -Zj) o -(X&-Xj) 

r- (Yc-Yj ) (XB.:.Xj ) o 
•• ·' ; 

' " .;·,. 

. ·.t. 

CD quiebre 

. . ITl tramo .. ~ 

. -·- . ; .. , ..... .. - · . 
. ... : .. -. ·.:.:. 

! : . . : . •. 
•• ::.::: _;j 

. . . 
FIG.S.- Tramos de barra y quie­
bres para la barra I]J de la fi- ... 
gura 4 ( para el trar..o ff\,B es 
el nudo@ y j es el quiebre 0)) 

, 

. :.:: ·;·":~"-~:.;.··: ._ ·; .- ···--. ..•. 

·-·· ., .. 
,;, . 

. - ;¡':.". 

.. 
1. '. 

.. 

... 

8 

.. ... . .. ·-·-:-:·' ... ·-

nótese que para el tramo adyacente a un nudo, la 

matriz de transporte (Hc.j) toma la forma de la ma · 

triz identidad(!). 

B. 3.) .- Hatr1z de flexibilidad del. tramo[] en su extremo· 

Q) referido al s. L. de referencia. ( ver fig. 1 ) 

'•, 
donde: e G(1+'j>) I 

"' • XCL· . 

? = HÓdulo de roisson del material 

Ac = Area de cortante de la sección 
transversal 

G 
E .. 

2 (1+íJ) 
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L ·o o o 
~ 
---

o L~(1+c) o o 
3EI 

~: .: 
. o o L1 (l+C) o 

3EI 

o o o L -GJ 

o o L' o - 2EI 

o L• o ·o 
2Ef 

·' .. .. 

( en s. Lo ) 

• 

... ·-

o o 

o L~ -2EI 

L~ o 
-"2EI 

o o 

L o 
-"""EX 

o L -EI 

.. ~· .... .. . . 
. , .·. ··".: .·· 

·' . 

' 

./ 

.i.·. 

•. 

-. 

. ' · .. • 
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PLANTEAMIENTO GENERAL 

La solución de la ecuación general planteada en el análisis es-
través método de 

r 

tructural a del rigideces 

·' '. -· {F) .. (K){d} • •• ( 1 ) 

las comprende siguientes etapas: 
. ··:.: ·.".•. 

A.- FormaciÓn de la matriz de rigideces (K) 
'. 

B.- Cálculo del vector de fuerzas{F) 

C.- Obtención del vector de desplazamientos 
solución de la ecuaciÓn gen~ral (1)., 

d mediante la .. , · 

D.- Obtención de los elementos mecánicos en los extremos . 
de cada barra j calculados a partir del vector de des'-
.plazar:.iento( d . _ _ . . · 

Se tratarán aquÍ solamente los puntos A y B. Los puntos 

C y D corresponden a un planteamiento tradicional del análisis 

_estructural. 

A~- Formación de la matriz de rigidec'es(K) 

t).- FormaciÓn de la matriz (KJ en forma topolÓgica 

Se entiende por forma topolÓgica de la matriz K 

a la representación matricial~de la relaciÓn que guardan 

los extremos de las barras con los nudos de la estruc-

tura 

La matriz topolÓgica(K)para las estructuras de las 

figuras 2 y 4 es idéntica y tiene la siguiente forma, 

si el extremo B de las barras coincide con el· nudo{!), 

@)o@ 
1 

. ,. 

.... 

~: 

. ; ... 

. · .. 



. - . - . . . .· . 

·. ' 

(k~o\+(ku)l (k s~)ru . . 
(ke~~Jg¡ . o o 

+(k~\ 

.. e k,_e)rn . (kM')s+(ki (k...o)m ( k"~GI o 
~(k,..,)¡¡¡ . 

o (k (lA )6l (:~e)~ {k~o)fll o o 
.i{k<>~>)lll+ (k,..)~ 

.. .. ·o . 
(k ~4 )¡;¡¡ ·o (kr.o)fi +e ks~>Jm o 

(k~J . . m o o o 
1 

(kM)¡¡¡ . \ 

( en s. G. ) . . .. 

NÓtese que puede pensarse·en una reordenaciÓn de la nomencla­

tura de los nudos .a fin de obtener un menor ancho de banda de 

la matriz(K), lo cual es conveniente desde el"punto de vista 

de la aplicación de computadores. 
. .. ;: 
·:~ . 

·.··,: .. 
. ··· 

barra en s. G. .... .... -- . .... . . .. ... ' . 

Estas matrices están relacionadas .entre si através 

de las siguientes expresiones: 

lkMJ = (nt~A)lkbo)(Hc<>Y 
(leAl>) a -(H'>'J(keo) 

v~f>A) a - ~k0~ (He._)T donde A y B son los extremos 
de la barra ( ver figuras 3 
y S ) 

Por ·1o que sÓlo será necesario calcular(keo] de cada ba­

rra, y aplicar las expresiones anteriores para calcular 

(kllhJ t ( kMJ y (k<>f>J • . 

• .. ' 

Para calcular (k~e) se procede de la manera siguiente:· 
. -1 

Recuérdese que (k¡;BJ e (f&e,J , por 'lo que el problema 

se reduce a calcular(f0Jcn s. G., la cual se obtiene a 
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partir de la siguiente expresiÓn : ( Ver figuras 3 y 

5 ). / 

donde ( H~jJ. y (~e.~)ffi se encuentran. referidas al s.G. de 

referencia. . · . . 

La matriz de flexibil icadc:: del tramo ffi en el ex-·· 

tremo B, referida al s.G. puede calcularse con la siguien~ 

te expresión. 

Ct~tlJ(ll a ( Tirncf~•)J T )~ 
; .... 

(en s.G.) . . . 

3).- Tratamiento de apoyos incompletos 

Un apoyo incompleto puede no ser considerado como nudo, si · 

se emplean las rigideces modificadas del tramo de barra 

que concurre en él. ~ ... 

A continuacion se listan las matrices de rigideces mo 

dificadas para dos casos de interés práctico: 

tj:;l o-----l..~----t>@ 
\C.I !4----~---........,p . 

. .._: 
EA 
L 

o o 

(k~~= O 3EI 3EI 
~J Ll -¡:¡­

(ti) ~-L.) ---'--1----='---~--=-

o 
,..... 

EA 
"L 

o 

o 

o 

3EI 
L~ 

3F.I 
L' 

o 

o 

3EI 
L< 

3EI 
L 

" 

( k1¡,r,) ~ (k~~) a o 

( ~" s. L.) 

o 

EA --L 

(k~s) ~ck·~~ a 
o 

(a" 5-L) o 
.... 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

E:t 
¡;-

o 

El 
L 

• 

' 

:: 

' ., 



- ··:-

• ' 

. ' 

... -· .. 

..... ' 

FIG. 6.-

fuerzas de 

-. 

'' ·., · Para obten~r(l:)en S.G. se emplea la siguiente expresion: 

.. ·.. . 

Con(TJtal como fue definido en III 

B.- Cálculo del vector de fucrzas(F} 

Las.cargas que pueden presentarse en un sistema de tuberías 

como el de las figuras 2 y 4, son las siguientes: 

1.- Fuerzas externas aplicadas en: 

. {- los nudos de la estructura 

- los quiebres de las barras 

- los tramos de cada barra 

.. . ~. 

' . 

,. . ,_.,. 

.• , .... _ -

Considérese la barra (1]de la fig. 2, cargada corno se 

muestra en la figura 6 
{ f) N'tramo> 

. ·•-· 

{f..) .. . .. 

Barra [f\ cargada y· 

fijación/F~~ y/F~) 

. {f~.r 

' .. ® ---- _,/ 

® 
,------{d¡;-} 

{Fi) = 

.· 

Fuerzas quiebre 
Fuerzas fijaciÓn. 

FIG. 7.- Barra m en cantiliver. 
·. ¡· .. 

Las fuerzas de fijación en el extremo B de la barral1J se 

obtienen a partir de la siguiente expresión: 
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donde {dt]es la matriz de desplazamientos del extremo B 

··.considerando a la barra en cantiliver ( ver fig. 7 ) y 

se calcula con la siguiente expresión 

'·:. 

En la expresión anterior, { Fj)cs el vector resultante 

.; 

de ret>tar las fuerzas externas aplicadas en el quiebre .. , ... , .• , •. · .. - ·; 

Q) <{ Fl, • •. • ••••• ~ •• , ! F] N't•o.mo~ e~ la figura 6 ) menos las 

fuerzas de fijación producidas. por las cargas externas apli­

cadas en los tramos adyacentes. al qui~bre(}) ambas refe.., .. , 

ridas al s.G. 
·.! ... 

~ 
F] 

.;; 
T .. . 

" 

,. 

( 

. ,- ... , 

,, 
. ;; 

!' 

' El vector{ FiJ, tiene la forma s·iguiente para el caso. • · 

de sistemas de tuber1as en dos.y tres dimensiones. 

.. r -r :·: ·. :· ~~ 

' , --··· ···--·· ) 
( F¡J e 

Fj'-

Fjy 

Fj-;¡. 

l-IJ~ 

Mjy 

Mj1 
·~. _; 

·.' i 

( s.a.· 3D ) 
--~ .. 

• :O• • \ 

'convención 
vector{F¡} 

positiva del 

La matriz(n.))se aplica tal como fue definida en III. 

La ~trizlfj)es la notriz de flexibilidades del segmen­

to de barra comprendido entre el extremo origen@ y el · · 

. quiebre O) respecto al extremo destino(})y está ·definida me,­

diante la siguiente fÓrmula de rccu~rencia. 

(fi+lJ c(f[@J}(¡~l~J~ecv) 
1 ~ j ~ ( N'hamos·!) 

. " 

--~ 

. 
¡! 

' 
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Estamos ahora en posibilidad de resolver la ecuación ge­

neral {F)=(~{d) y ?htener los desplazamientos de los nudos de 

la estructura y calcular a partir de ellos los elementos meca~ 
niéos que· se g~neran en los extremos de las barras ( incis¿. 

:rv.c ), lo cual puede hacerse a través de un planteamiento tra-. 

-dicional de análisis estructural •. 

·A los elementos mecánicos así obtenidos,· se les suman .loS 

vectores de fuerzas de fijación que constituyen el estad~ :X: de . · 

cargas para obtener los elementos ~ccánicos definitivos en los 

extremos de cada barra de la estructura • 

'·. 

2.- Fuerzas P~oducidas por Cambios de Temperatura 

Es· aplicable todo lo estipulado en B.1, pero ahora el proble-

• ma es ll'.ás sencillo, ya que la Única diferencia con lci visto 

allá, es que la matriz d 

guiente; 

ahora se calcula de la ·manera si-

---·· 
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3.- Fuerzas producidas por desplazamientos impucctos a los 

apoyos. 

Es aplicable también ahora todo lo estipulada en·B.t y 
. i , . \ ' el problema resulta ser mas scnc llo. .•-fUe .. os. pl. .. :ut:!ados crr:·_ .... 

B.l y B. 2 puesto que ahora{ F0) se calcula. dú:e.ctmro:mte a-· .. ·-

partir de la siguiente espresión: .. -., 

'/ -·.- . 
. - .. 

-~·-···'···.:.:_.-~·.:.#. 

. .. . :- . 
.•' 

. •.:.·· .. 

-. ·; .... .JJ:~:-·-
•: . 

.... . .. -. . . ,·.· -... · .... : 

~ -~ ::- .. 

donde {c:iA} es el vector de desplazami~ntos impu~s._tos...~~;- la__ 

estructura en el apoyo A. 

. __ , 

.. 
e- : 
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~- . - ----L..:.-·-.::.. •... 
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