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Capitulo 1

Generalidades

1.1. Introduccion

En general los primates son los seres que cuentan con una mayor capacidad de manip-
ulacién, esto se debe a las dos extremidades bien dotadas que poseen para dicho propdsito,
cabe destacar que algunos de ellos pueden incluso utilizar sus patas con la misma finali-
dad. Como la propia experiencia nos deja ver el uso de ambas extremidades nos permite y
les permite, una mejor manipulacién de casi cualquier objeto. Particularmente el hombre
puede valerse de una o de ambas extremidades para la manipulacién de objetos, pero la
posibilidad de manipulacién se ve aumentada considerablemente al utilizar los dos brazos
simultdneamente.

Un ejemplo de ello lo podemos encontrar en la halterofilia, un levantador de pesas es
capaz de levantar un mayor peso si utiliza ambos brazos, y lo mismo sucede en muchas
de las actividades que realizamos a diario.

En su bisqueda por hacer la vida mds comoda y satisfactoria, el hombre ha basado
muchos de sus experimentos e inventos en la simple observaciéon de la naturaleza y de su
misma estructura en si. Estas consideraciones son las que hacen posible concebir robots
denominados paralelos, en vez de solo pensar en robots de tipo seriales.

Un robot paralelo es aquel cuya estructura mecédnica estd compuesta por una cadena
cinemética cerrada, la cual consta de cadenas seriales separadas que se conectan al eslabén
fijo (plataforma fija) con el efector final (plataforma mévil) [21].

Como lo menciona Aracil [1] la definicién de robot paralelo puede ser mal entendida
o puede entrar en conflicto con los desarrollos sobre los robots coordinados que también

forman cadenas cinemdticas cerradas. La diferencia radica en que los robots paralelos
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Figura 1.1: Posicionador de Antenas

simplifican estas cadenas de tal manera que cada una de ellas dispone, en general, de un
tnico actuador, reduciendo asi su complejidad y permitiendo canalizar mejor la energia
consumida, sin mencionar las mejores velocidades que puede lograr debido a la misma
simplificacion

La Figura 1.1 muestra una estructura de cadena cinemética cerrada, utilizada para
el posicionamiento de antenas parabdlicas cuyo movimiento se logra haciendo variar la

longitud de los actuadores lineales que la soportan

En este trabajo se presenta el andlisis cinemédtico y dindmico de un Robot Paralelo tipo
Diamante, ademéds de la implementaciéon de un simulador, el cual representa el inicio de
un proyecto que tiene por objetivo el diseno, construccién y control de un prototipo de

Robot Paralelo para operaciones de tomar y colocar.

El manipulador considerado en este trabajo fue propuesto por Huang et al. (en [19] se
describe su estructura y se andliza su sintesis), cuenta con dos grados de libertad, actia
sobre un plano vertical y resulta de gran utilidad para las operaciones ya anteriormente
mencionadas (pick and place). Se ha adoptado el diseno de tipo diamante por la amplia
destreza y velocidad que este desarrolla al realizar operaciones de tomar y colocar, segin

reportan sus disenadores.
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1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo General

Realizar el andlisis cinemédtico de un robot paralelo y desarrollar su modelo dindmi-
co empleando la metodologia Euler-Lagrange, para el posterior estudio y desarrollo de

controladores aptos para este tipo de robots.

1.2.2. Objetivos Particulares

1. Obtener el modelo matemético del robot. En este rubro el objetivo es realizar un
andlisis cinemadtico, de movilidad y de las trayectorias del mecanismo; ademads, con

auxilio de los resultados obtenidos establecer un modelo dindmico.

2. Implementar simuladores en las paqueterfas Matlab.y Mathematica que resuelvan

numéricamente las ecuaciones del modelo matemdtico del robot.

Este trabajo serd ttil en un futuro para la puesta en marcha de un prototipo con-
siderando que el modelo y el simulador permitirdn evaluar el espacio de trabajo y desar-

rollar leyes de control adecuadas para este manipulador.

1.3. Marco tedrico y Estado del arte

Segin el Robot Institute of America (RIA), el término robot se define como sigue:
Un robot es un manipulador multifuncional reprogramable disenado para mover material,
partes, herramientas o dispositivos especializados a través de movimientos variables pro-
gramados para el desarrollo de varias tareas.[17]

Esta definicién data de 1979, época en que se desarrollaban las maquinas de control
numeérico (CNC) y la teleoperacién como campos independientes. Es por ello que la defini-
cién incluye el término manipulador, que puede entenderse casi exclusivamente como un
dispositivo disenado para pintar o para mover material o herramientas en una linea de
ensamble.

Sin embargo, la robédtica abarca un campo de accién més extenso; de hecho, actual-
mente se distinguen tres tipos de robots: los robots industriales, los utilitarios y los de
entretenimiento.

Entre los robots industriales se ha desarrollado una gran cantidad de modelos que

incluyen movimientos de rotacién y traslacién en sus pares cinemadticos. Estos modelos
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en muchas ocasiones pueden arreglarse para obtener configuraciones bien definidas en el
dmbito de la robdética, como es el caso de la configuracion del robot Stanford, el PUMA o
el robot SCARA

En la Tabla 1.1 se muestran algunas de las configuraciones en los robots, como son la
configuracién articulada o antropomorfica (RRR), que incluye tres pares cinematicos rota-
cionales; o la configuracién esférica (RRP), que tiene dos pares cinemdticos rotacionales
que actian como los dngulos directores de un vector y un par cineméatico prismético (de
desplazamiento), que define el radio de la esfera.

Otra configuracion es la SCARA (RRP), que tiene dos pares cinemédticos rotacionales
paralelos, por los que se mueve en un plano. Ademas, tiene un par cinemadtico prismético
que se desplaza en direccién normal al plano anterior.

La configuracién cilindrica (RPP) acttiia con un par cinematico rotacional y dos pris-
maticas. Las dos pares cineméticos prisméticos forman un plano de accién que rota por
medio del par cinemético rotacional.

Finalmente tenemos la configuracién cartesiana (PPP), que logra su desplazamiento a
través de ejes coordenados con pares cinemadticos prismaticos.

Las configuraciones anteriores son bien conocidas y estan perfectamente definidas. De
hecho, muchos robots industriales comerciales ocupan estas configuraciones y disponen de
software especifico para ser operados. |

Sin embargo, en ciertos campos como la medicina, la industria automotriz, etc. no
siempre es suficiente la utilizacién de robots con cadena cinemdtica abierta. Por ello, con
mayor frecuencia y con mejores resultados en términos de destreza, velocidad y precision,
se utilizan mecanismos de cadena cinemdtica cerrada para cierto tipo de operaciones
industriales.

La historia ubica a las estructuras paralelas muchos siglos atrds, desde que los primeros
geémetras franceses e ingleses realizaron estudios sobre los poliedros y sus aplicaciones.

El primer mecanismo paralelo fue dado a conocer por James E. Gwinnett [5], el cual
consistia en una plataforma de movimiento para el entretenimiento humano como se mues-
ra en la Figura 1.2, por desgracia nunca llegé a construirse.

Pocos anos después serfa William L.V.Pollard, quien presentara un robot de 5 grados
de libertad destinado a operaciones de pintado con spray (Figura 1.3). El manipulador
consistia en en tres brazos de dos eslabones cada uno, los eslabones estaban unidos medi-
ante juntas universales. Los tres actuadores con los que contaba controlaban la posicién de
la herarmienta, en tanto la orientacién estaba dada por otros dos actuadores situados en la

base que trasnmitian el movimento de la herramienta mediante la rotacién proporcionada
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Configuracién Antropomorfica(RRR)

Configuracién Esférica (RRP)

Configuracion SCARA (RRP)

Configuracién cilindrica (RPP)

Configuracién cartesiana (PPP)

Cuadro 1.1: Configuraciones bésicas de los robots
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Figura 1.2: Primer diseno conceptual de un mecanismo paralelo

a unos cables flexibles [1].

Estos dos mecanismos son sélo un ejemplo de lo antiguo que ha sido el estudio de los
mecanismos paralelos, sin embargo han sido otros manipuladores los que han hecho que
la rébotica cobrara la importancia que hoy en dia tiene.

Uno de ellos fue el que invent6 en 1947 el Dr. Eric Gough: una plataforma paralela
cuyo diseno cinsistia en un haxdpodo con lados de longitud variable (Figura 1.4). Esta
plataforma era utlizada por la compania Dunlop para comprobar el comportamiento de
los neuméticos bajo cargas aplicadas en diferentes ejes, con ello se intentaba simular el
proceso de aterrizaje de un avién.

Pero no fue hasta 1965 que surgiria la que hasta hoy es considerada la plataforma
paralela més importante, la plataforma de Stewart (Figura 1.5), que se dié a conocer a
través de un articulo que describia una plataforma de movimiento de 6 grados de libertad

destinada a trabajar como simulador de vuelo [18].

Al mismo tiempo que Stewart realizaba sus trabajos sobre su famosa plataforma el
Ingeniero Klauss Cappel realizaba investigaciones también con plataformas paralelas de 6
grados de libertad y serfa en 1967 cuando patentara un simulador de movimiento basado
en un hexdpodo; algunos de sus inventos se muestran en la Figura 1.6.

Serfa hasta 1978, cuando el uso de los mecanismos paralelos se reservara solamente a
las plataformas en su mayoria de simulacién de vuelo, ya que ese ano K. H. Hunt sugeriria
que los mecanismos de tipo paralelo de los simuladores de vuelo podian ser usados como
robots manipuladores. En su trabajo Hunt [6] destaca el hecho de que los manipuladores

paralelos requieren de un estudio més detallado en el contexto de las aplicaciones robéticas
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Figura 1.3: Robot paraelo para operaciones de pintado con spray

Figura 1.4: Plataforma de Gough
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Figura 1.5: Plataforma de Stewart

Figura 1.6: Simulador de movimiento de Cappel
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Figura 1.7: Instalacién para el empaquetado de Pretzels en una industria de pan

a la vista de las ventajas en cuanto a rigidez y precisiéon respecto a los robots en serie.
convencionales [1].

En 1979, Mc Callion y Pham [8] propusieron utilizar la plataforma de Stewart como
manipulador paralelo para una célula de ensamblaje robotizada, basdndose en el hecho
de que la posicién del efector final resultaba mucho menos sensible a los errores que pre-
sentaban los sensores articulares de los robots en serie y ademds de que la gran rigidez del
manipulador paralelo aseguraba que las deformaciones de los actuadores fueran minimas
lo que daba como resultado una mayor precisién en el posicionamiento del manipulador.

En la actualidad las aplicaciones de los manipuladores paralelos empiezan a tener un
mayor auge en la industria, en su mayoria la automotriz, pero sin restarles importancia
en el campo de la medicina y alimentos, esto quizds debido a las amplias ventajas que
presentan con respecto a manipuladores de tipo serial, ejemplos de esto se muestra en las
Figuras 1.8 a 1.10.

1.4. Soluciones al problema de tomar y colocar
(Pick and Place)

El problema de tomar y colocar ha estado presente desde la invencién de los primeros
autématas, pero se ve enfatizado cuando hay que trasladar algiin objeto o sustancia peli-
grosa o muy pesada, o bien, cuando estas acciones son repetitivas, invariables o rutinarias.

Para solucionar este problema el hombre ha ideado mecanismos, entre los que se encuen-
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Figura 1.8: SurgiScope en accién en una cirugia robética en el Laboratorio Humboldt de
la Universidad de Berlin

Figura 1.9: Robots Delta para operaciones de tomar y colocar y perforacién
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Figura 1.10: Robot ensamblador basado en la paltaforma de Stewart

tran los manipuladores de cadena cinemdtica abierta, y en menor cantidad, pero no menos

importantes, los de cadena cinematica cerrada.

Algunos ejemplos de estas dos configuraciones se analizan a continuacion:

1.4.1. Cadena Cinematica Abierta

Las Figuras siguientes ilustran dos configuraciones de robots que levantan y depositan
objetos. El primero con tres ejes de movimiento se trata de un robot tipo gria y el segundo
de un brazo articulado donde el mecanismo de sujecién funciona mediante un gripper(una

tenaza que abre y cierra dependiendo de la posicién del actuador para apertura).

Robot tipo grua Robot en CCA
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Eslabdn Pasivo
Proximal

Eslabdn Pasivo
Proximal

Sopone

Paltatorma Movible Gripper

Figura 1.11: Robot en CCC tipo diamante

1.4.2. Cadena Cinematica Cerrada

La Figura 1.11 muestra un robot de cadena cinemadtica cerrada o robot paralelo. El
robot cuenta con ejes de movimiento: dos de rotacién que permiten su desplazamiento a

lo largo del riel sobre el plano de trabajo y un tercero que permite la traslacién.

1.5. Manipuladores seriales contra

manipuladores paralelos

El estado del arte presentado en la Secién 1.3 nos ha dado una amplia visién de la gran
variedad de aplicaciones para cada uno de los mecanismos, ya sea de cadena cinemética
abierta o cadena cinemdtica cerrada, y a partir de ello hemos podido observar a simple
vista las diferencias estructurales que existen de un mecanismo con respecto a otro. En
este apartado nos referimos méds a fondo a estas y a otras diferencias entre estos dos tipos
de manipuladores.

Los motivos por los que en los ultimos anos se ha planteado la posibilidad de utilizar
mecanismos paralelos en lugar de mecanismos seriales para las operaciones de tomar y
colocar pueden deducirse mediante la observacion del modelo conceptual como se presenta

en la Figura 1.12.
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Figura 1.12: Cadenas cinemadticas

-y

Una de las mayores diferencias entre los robots paralelos y los robots seriales es el tipo
de cadena cinematica que manejan estos mecanismos. En general podemos distinguir en
los robots paralelos una cadena cinemadtica cerrada (CCC), mientras en los robots seriales
suele presentarse mds cominmente una cadena cinemética abierta (CCA). Esto se observa
claramente en la Figura 1.12, donde en a) observamos un manipulador de tipo paralelo
que forma un lazo cerrado o anillo tal que cada uno sus miembros estd enlazado nada méds
con dos miembros de la misma cadena, mientras que en b) observamos un manipulador de
tipo serial con un lazo abierto; esta caracteristica proporciona al robot paralelo una mayor
estabilidad y mejora su destreza al actuar como un soporte entre los lazos cinematicos.
Otras diferencias se denotan mds puntualmente en la Tabla 1.2, de acuerdo con [1], [19] y
[16].

Caracteristica CCA CCC
Area de trabajo | Grande | Mediana

Potencia Mediana Alta
Velocidad Mediana Alta
Destreza Mediana Alta

Cuadro 1.2: Diferencias entre manipuladores en CCA y CCC

Hablar de una comparacién entre un mecanismo paralelo contra un mecanismo ser-
ial es hablar de las ventajas y desventajas de uno con respecto a otro. En ese contexto
empezaremos denotando las ventajas que presenta un mecanismo paralelo sobre un mecan-
ismo serial.

En un mecanismo serial la potencia demandada por los actuadores es mayor que la
requerida por un mecanismo paralelo, esto se debe a que el mecanismo paralelo regular-
mente lleva sus actuadores sobre la base, lo que implica que estos no deben ser desplazados
en el momento de realizar alguna accién, dando por resultado una disminucién dréstica en

la inercia de la parte moévil del mecanismo, lo que visto desde el punto de vista de costo,
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es una amplia ventaja debido al ahorro en energia que esto representa.

El hecho de que los actuadores en un mecanismo actien de manera paralela ofrece
otra ventaja, ya que esta caracteristica les permite manipular cargas muy superiores a su
propio peso. Por tanto podemos hablar de que la excelente relacién carga/potencia que
guardan estos mecanismos nos proporciona una alta efeciencia energética y velocidades
mayores a las que se pueden obtener con un mecanismo serial [1].

Las estructuras paralelas son mecanismos que ofrecen una alta rigidez con un muy
bajo peso, caracteristica que los dota de una precisién muy por encima de la entregada
por un manipulador en serie, ademds de que en comparaciéon con los manipuladores en

serie, los manipuladores paralelos presentan elevadas velocidades de operacion [1].

Motor Plataforma Motor

Efector final
Efector ) Junta Pasiva
Carga Carga
Manipulador Serial Manipulador Paralelo

Entre las desventajas en el empleo de mecanismos paralelos pueden mencionarse el
espacio de trabajo reducido por la interferencia entre las cadenas del mecanismo, la di-
ficultad para obtener su modelo cinemdtico y dindmico (algunas veces sélo concebible
mediante restricciones [3] ) y la complejidad del andlisis de singularidades [7]. Dado que
muchos esquemas de control se basan en el conocimiento del modelo, esa misma dificultad
para obtenerlo implica a su vez un reto importante en el diseno del sistema de control.

Por un lado, el problema relacionado con el espacio de trabajo, pensando ya en una
aplicacién particular, puede llegar a resolverse por medio del apropiado diseno geométrico
y mecdnico de cada elemento. Sin embargo, el andlisis del mecanismo sigue siendo dificil,
asf como el diseno de un esquema para su control. Es decir, el problema mas importante,
que es el relacionado con el desempeno del mecanismo en las operaciones de velocidad y

precision para las cuales fue ideado, no puede ser resuelto fiacilmente.
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1.6. Clasificacion de los Robots Paralelos

Existen innumerables configuraciones estructurales para los robots paralelos. Las com-
binaciones de ntimero de cadenas cinemadticas, el tipo de cadenas, las restricciones de
movimiento de las articulaciones, etc., hacen dificil su clasificacién sistemadtica de acuerdo
a su estructura.

En este campo de trabajo, Merlet [10] ha sido el autor que més se ha distinguido por
sus estudios. En principio y segtn el tipo de movimientos que son capaces de realizar se
pueden distinguir dos grupos; los robots planares y los robots espaciales, aunque Tsai [21]
y Cortes [20] mencionan una tercera clasificacién de acuerdo al movimiento en su trabajo:
los robots esféricos.

Se dice que un manipulador es de tipo planar si todas las particulas del cuerpo de-
scriben curvas planas en planos paralelos; por su parte, un manipulador es de tipo esférico
si todas las particulas en el cuerpo describen curvas sobre esferas concéntricas. Finalmente,
aquellos en los cuales su movimiento no puede ser caracterizado como planar o esférico,
son llamados robots espaciales [21]. Ejemplos de ellos se muestran en la Tabla 1.3.

Los manipuladores paralelos también puedenser clasificados de acuerdo a sus carac-
teristicas estructurales como: simétricos y asimétricos [20].

Un manipulador paralelo es llamado simétrico si:

» El nimero de cadenas cinemdticas cerradas (CCC) independientes es igual al nimero

de grados de libertad de la plataforma mdévil.

Si un manipulador cumple con esta condicién es llamado Completamente Paralelo
[21].

Gozellin [4] caracteriza los manipuladores paralelos por medio de la ecuacién (1.1).
p(n—6)=—6 (1.1)

donde p representa el nimero de cadenas, n el nimero de cuerpos rigidos en la

cadena. Earl [2] define un indice de pralelismo d como se muestra en la ecuacién

(1.2).
a— (11‘1) (1.2)

donde k representa el ntimero de lazos independientes, es decir, la diferencia entre

el nimero de juntas con un grado de libertad y los cuerpos en movimiento; y 1
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Robot Planar

Robot Esférico

Robot Espacial

Cuadro 1.3: Clasificacién de los Robots Paralelos de acuerdo

a su movimiento
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RRR RPR RRP

Figura 1.13: Configuraciones planares de 2 y 3 gdl

es el nimero de grados de libertad del efector final. Este indice varia entre cero y
uno: uno para un manipulador completamente paralelo y cero para un manipulador
serial. En ciertos casos un manipulador que no es completamente paralelo puede

tener un indice de paralelismo igual a uno.

= Kl tipo y niimero de articulaciones en todas las CCC independientes estdn dispuestas
en un modelo idéntico.
= El nimero y localizacién de las articulaciones actuadoras deben ser los mismos.

Cuando estas condicones no se cumplen, hablamos de un manipulador asimétrico.

1.6.1. Robots Planares

Anteriormente describimos los manipuladores planares como aquellos cuyos movimien-
tos se reducen al plano. Por tanto pueden tener 2 ¢ 3 grados de libertad, correspondientes
al movimiento de traslacién en el plano y una rotacién sobre un eje perpendicular al mismo.

La Figura 1.13 nos presenta algunas de las configuraciones de este tipo de manipuladores.

1.6.2. Movilidad

Se denomina movilidad (M) de una cadena cinemdtica al mimero de variables que es
necesario utilizar para definir completamente su posicién, cuya analogia para los mecan-

ismos es el concepto de Grados de Libertad.
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Recordando que un mecanismo es, en sentido estricto, una cadena cinemética en la que
hemos fijado uno de sus eslabones podemos definir la movilidad o grados de libertad de
un mecanismo como el nimero de variables que hay que fijar para determinar la posicion
de dicho mecanismo.

Una forma de determinar el nimero de grados de libertad de un mecanismo consiste
en observar su movimiento —si lo hay—, y determinar empiricamente ese niimero minimo y
suficiente de variables. Sin embargo, frecuentemente es necesario determinar los grados de
libertad de mecanismos que no han sido construidos; para solucionar este problema, desde
el siglo pasado se formularon diferentes criterios de movilidad, uno de los més sencillos es

el criterio de Gruebler [12], cuya férmula se muestra en la ecuacién (1.3).

M= 3L—2J—3G (1.3)

donde L el niimero de eslabones, J el nimero de juntas rotacionales de un grado de libertad

vy G el nimero de eslabones fijos.

1.7. Metodologia para el analisis de robots con cadena cin-

ematica abierta

Dentro del campo de la robdética, una parte imprescindible a considerar es el problema
cinemadtico y dindmico que plantea el movimiento de las diversas masas que integran los
eslabones y los pares cinemaéticos. De hecho, se han creado metodologias precisas que ayu-
dan a resolver este tipo de problemas, donde usualmente se soluciona el problema general
pero se simplifica para algunas caracteristicas geométricas propias de un diseno de robot,
y mds especificamente de un manipulador, como se puede observar en la representacién
de Denavit—Hartenberg o el anédlisis de singularidades en posicién y en orientacién, de uso
casi exclusivo en los manipuladores.

Un problema primordial del andlisis del movimiento es la cinemética directa, donde
se establece la posicién de un efector final con base en las variables de los pares cineméti-
cos (dngulos y desplazamientos). En estos casos se utiliza la representaciéon de Denavit—
Hartenberg, que ofrece cuatro transformaciones bdsicas para cada par cinemético segin
varios sistemas coordenados bien establecidos.

Por otra parte, se realiza un anadlisis de la cinemaética inversa del mecanismo con la
finalidad de encontrar las variables de los pares cinemdticos con base en una posicién
definida.
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Figura 1.14: Analisis de singularidades y espacio de trabajo

Como tercer paso se obtiene la matriz Jacobiana para el andlisis de singularidades,
aunque la configuracién utilizada hace posible su andlisis geométrico, como se observa en

la Figura 1.14.

Por otro lado, la dindmica puede analizarse de dos maneras, la primera es el enfoque
de Euler — Lagrange, cuyas expresiones incluyen una operacién llamada Lagrangiano, que
nos da por resultado la diferencia entre la energfa cinética y la potencial. Otro enfoque
es el planteado por la formulaciéon de Newton — Euler, que analiza el sistema de manera
recursiva, aunque de una manera un poco mas convencional, es decir que primero se calcula
una relacién para el primer eslabén, luego para el segundo con respecto al primero, después
se hace una recursion de regreso del segundo eslabén y finalmente del primero. Este método
permite obtener una matriz que describe la dindmica del mecanismo, imprescindible para

el control retroalimantado de los pares cineméticos.

El andlisis anterior nos permitird restringir las velocidades de los pares cinemédticos e
incluso los perfiles de desplazamiento para el mecanismo. Con base en estas consideraciones
es posible calcular la fuerza necesaria en el par cinemadtico para su desplazamiento de

manera instantdnea.
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1.8. Metodologia para el analisis del robot paralelo consid-

erado en este trabajo

Muchos autores encuentran la solucién analitica de diversos tipos de manipuladores
paralelos mediante su geometria y un anélisis de cinemédtica inversa. Basta echar un vistazo
a la literatura para ver los andlisis de robots, tales como, el robotenis [15], o el propuesto
por Cortés para el robot planar para ensamble [20], entre otros, para darse cuenta de ello.

El anélisis del robot paralelo tipo diamante propuesto en este trabajo sigue la misma
linea, es decir, a través de su geometria (como se muestra en la Figura 1.14), y mediante
un andlisis cinemadtico inverso, es posible obtener las variables articulares (6;), en funcién
de las variables cartesianas (z y) del efector final.

El andlisis que se contempla en este trabajo, parte de un andlisis de la geometria
del robot paralelo, lo que arroja los valores de posicién, velocidad y aceleracién de las
variables articulares de nuestro sistema (6;) en funcién de las variables cartesianas (z , y)
del efector final, esto es a lo que cominmente se le conoce como andlisis cinemético inverso,
donde la tnica diferencia con un manipulador serial radica, quizds en la complejidad de
las expresiones.

Aligual que en los manipuladores de cadena cinemética abierta, la dindmica del manip-
ulador de cadena cinemadtica cerrada de este trabajo, es también analizada por el método
de Euler-Lagrange, donde la funcién lagrangiana también representa la diferencia entre la
energfa cinética y potencial.

Tomando en cuenta estas consideraciones es posible determinar un modelo dindmico,
cuya simulacién numérica nos permita conocer la trayectoria que describe el efector final

con base en los pares de entrada.



Capitulo 2

Estructura Fisica

2.1. Descripcién del Robot Paralelo Tipo Diamante

La estructura del robot tipo dimante se muestra en la Figura 2.1 y consiste bdsicamente
en un mecanismo de cadena cinemadtica cerrada de cinco barras, una de las cuales puede
considerarse fija para movimientos en el plano, mientras que las otras cuatro barras se
agrupan en dos lazos cinematicos, desde ahora denominados lazo izquierdo y lazo derecho.

De las cuatro barras moviles, las dos préximas a la base se consideran actuadas, es
decir, cada una tiene una fuente de energia acoplada a ella, por ejemplo un motor de
corriente directa. Las dos barras distales son pasivas (sin actuador acoplado a ellas) y se
articulan con el efector final, donde ird ubicado el elemento de sujecién que eventualmente
realizard las operaciones de tomar y colocar.

Ademés del mecanismo principal antes descrito, se incluye una estructura auxiliar que
forma dos paralelogramos con un eslabén ternario entre ellos, como se nota en la Figura
2.1. Esta estructura tiene la funcién de mantener una posicién vertical del efector con
respecto al piso, lo cual consigue aprovechando la propiedad de paralelismo de los lados
opuestos del paralelogramo. Cabe destacar que esta estructura podria ser utilizada en
ambos lazos del mecanismo; sin embargo, este caso se omite por simplicidad y para evitar
el problema de la friccién por desalineacién de los componentes en el sistema fisico a
construir. De este modo queda definido el modelo conceptual del mecanismo.

Para establecer las medidas de los eslabones utilizamos la teorfa desarrollada en [17]
referente a la optimizacién de las longitudes de las barras para evitar trayectorias sobre
puntos singulares del mecanismo, es decir en este trabajo no se considera la sintesis del

mecanismo. Como anteriormente se menciond, ésta fue retomada de un estudio realizado

21
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Barra Pasiva

“Barras Pasivas
Distales

Basze del
Efector Final

Figura 2.1: Disenio conceptual del robot tipo Diamante

por Huang et al.[19].
El mecanismo propuesto en este trabajo puede ser representado por la Figura 2.2, en

la cual estd basado el andlisis de movilidad que se expone en el siguiente apartado.

2.2. Movilidad del Robot Paralelo

El anélisis de movilidad del robot paralelo tipo diamante se realizé utilizando el criterio
de Gruebler, con el fin de comprobar que la actuacién de dos eslabones (en este caso el

2 y el 4) es suficiente para mover el mecanismo completo. Con base en la Figura 2.2 se

denominan los eslabones principales con las letras R; con ¢ = 1,...,5 y los eslabones del
mecanismo auxiliar se nombran Qi con k = 1,...,4, siendo ()1 es el mismo eslabén fijo
Ry; las juntas rotacionales se denotan a su vez por r; con [ = 1,...,11. Finalmente, el

eslabén Ry es el elemento terminal, el cual puede ser entendido como un eslabén ternario.
En primer lugar se identifican dos cadenas cinemadticas cerradas, que se denominan
I y II(Figura 2.3) . La cadena cinemdtica I consiste en los eslabones Ri, Ry, R3, Ry,
Rs, R4, Ry y las juntas r;, con l; = 1,...,6. Por otro lado la cadena cinemadtica II estd
formada por los eslabones Q1 = R1, Q2, @3, Q4, Ry, R3, Rz, R1 y las juntas r;,, con
lrr=1,2,3,7,...,11.
Partiendo de la ecuacién (1.3), para la cadena cinemadtica I, y considerando que G = 1

(en ambos casos) se tiene
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Figura 2.2: Esquema del mecanismo para el andlisis de movilidad

r7

Cadena |

Cadena ll

Figura 2.3: Cadenas cineméticas del robot paralelo tipo Diamante
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M; = 3(6) — 2(6) — 3(1) = 3

es decir, se tienen tres grados de libertad, estando dos de ellos asociados para los actuadores
que se colocardn en los eslabones 2 y 4. Sin embargo, queda atin un tercer grado de libertad,
asociado al eslabén final Ry.

Por otro lado, para la cadena cinemaética II se obtiene
M =3(7) —2(8) —3(1) =2

Por tanto, se tienen dos grados de libertad. De nuevo, uno de ellos estd asociado al
movimiento proporcionado por el actuador acoplado al eslabén Ry y el otro queda asoci-
ado, de manera similar a la cadena I, al eslabén final R;.

Como las dos cadenas cinemdticas estdn acopladas en la base del elemento final, el
grado de libertad asociado al eslabén Ry de parte de las dos cadenas cinemédticas imponen
una restriccién que hace que el mecanismo completo tenga entonces dos grados de libertad.
En conclusion, los actuadores acoplados a los eslabones 2 y 4 son suficientes para mover
el mecanismo completo.

Otra forma de verificar esto es aplicando la férmula de Gruebler (2.1) para el sistema
completo,

Mro =3(9) —2(11) — 3(1) =2 (2.1)

Particularmente el robot paralelo tipo diamante es un manipulador con indice de
paralelismo d = 1, asimétrico, planar, ya que presenta dos traslaciones en el plano [13] y

con un indice de movilidad (o grados de libertad) m = 2.
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Analisis Cinematico

3.1. Introduccién

La cinematica analiza el movimiento de los cuerpos sin importar los efectos externos,
fuerzas y/o pares que lo causan; estudia la posicién, velocidad, y aceleracion de los cuerpos.
En el caso de los robots manipuladores, se busca conocer la posicién y orientacién en
el espacio de su efector final, esto, por medio del cédlculo de las ecuaciones de posicién,
velocidad y aceleracién angulares de cada una de los cuerpos que lo conforman (Cinemética
Directa). Otra opcién es conocer la posicién, velocidad y acelercién de cada una de las

barras a partir de una posicién y orientacién de su efector final (Cinemdtica Inversa).

3.2. Anadlisis Cinematico

Dentro del estudio de la cinemética de robots, encontramos dos campos de gran impor-
tancia: El primero es el de la Cinemaética Directa, la cual establece las variables del espacio
cartesiano del efector final en funcién del espacio articular, costituido por las variables de
las articulaciones (posicién, velocidad linear y angular, etc.). El otro campo de estudio de
la cinemdtica es el de la Cinemadtica Inversa, en el cual se describen los valores de las va-
riables cinemaéticas de las articulaciones en funcién de las variables del espacio cartesiano
del efector final.

Para nuestro estudio, necesitamos definir una trayectoria como el conjunto de puntos
por los cuales atravesard el efector final y el perfil de velocidad como la velocidad que
tomard el efector en cada uno de estos puntos.

La relacion entre la trayectoria y el perfil de velocidad con la cinemética se explica en

25



26 3. Analisis Cinematico

la cinemdtica inversa, ya que éstos definen posiciones y velocidades de las articulaciones
para mover el efector final.

Para el andlisis cinemdtico del mecanismo utilizamos una metodologia convencional,
basada en el seguimiento de las cadenas cinemédticas desde la base hasta el efector final y
apoyada en el trazo de vectores desde la base del mecanismo hasta el efector final.

En el caso del andlisis cinemadtico, las cadenas formadas son, en varias formas, simi-
lares a las cadenas de los mecanismos seriales, ya que obtenemos una representacién del
espacio cartesiano en funcién de las variables articulares de todas las juntas en la cadena
cinemadtica, y no sélo en las juntas actuadas. Este procedimiento se repite en todos los
lazos que integran al mecanismo, en este caso sélo dos, de manera que al final obtenemos
una representacién del espacio cartesiano en el espacio articular para cada uno de los

lazos.

3.3. Solucién Algebraica

En las Figuras 3.1 y 3.2 se muestran los esquemas del robot paralelo en configuraciéon
diamante, para el andlisis cinemédtico. Con base en ellas y estableciendo un sistema de
referencia, se realizé el modelado y el andlisis cinemético del robot paralelo.

Como primer paso del andlisis cinemadtico, se establecen los vectores en coordenadas
planas de cada elemento del manipulador, con lo que se definen los lazos denominados
derecho e izquierdo, ademds de un vector que parte del origen del marco de referencia

hasta el efector final.

Lazo Derecho Lazo Izquierdo Efector final

R} = [21,0]" Ry = [-21,0]" R, =1[0,—yl"

Ry = [Roalrs Ry = [ReaJra Ry = [z,9]" (3.1)
Rs = [Ros]rs R3 = [Ros]rs

R} = [~z6,—vs] Re = |6, —ys]

donde los vectores r; se definen como los vectores de posicién de cada eslabén con respecto

a su propio marco de referencia es decir

ro = [:UQ,O]T rqy = [.%'4,0]T
r3 = [23,0]" r5 = [25,0]"

Las longitudes de los eslabones se denotan x; y para el efector final z,y.
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Figura 3.1: Modelo Cinemdtico de un Robot Paralelo tipo Diamante
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Figura 3.2: Modelo Cinematico de un Robot Paralelo tipo Diamante
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Por otro lado la Matriz de Rotacién [Ry;] se define como
c; —sb,;
Rejl=| 7 7 (3.2)
89j Caj
para j = 2,..,5 y teniendo en cuenta que cosf; = cf; y senf; = s0;.

A partir de los vectores de cada elemento del manipulador se estableceran las ecua-

ciones para cada lazo, que se muestran en el siguente apartado.

3.3.1. Caélculo de Posiciones

Partiremos de analizar el lado izquierdo del manipulador, donde la ecuacién (3.3) es
su ecuacién de lazo, que nos permitird calcular los angulos 65 y 03, cuyas derivadas nos
dardn las ecuaciones de velocidad y aceleracién angulares.
Posicién Articular 0,

Para obtener la posicién articular 0, partiremos de la ecuacién de lazo izquierdo la
cual estd dada por

R1+R2+R3+R6+Rp:Rt (33)

si se despeja a R3 de la ecuacién anterior, se tiene

R, — (R; + Ry + Rs + R,) = R3 (3.4)

Ahora, calculando la magnitud de cada miembro de la ecuacién, se llega a

(x+x1 —x6 — x2002)2 +(y+ye +yp— x2392)2 = x?)) (3.5)

la cual se puede simplificar de la siguiente forma

Aicly + Bisfy +C1 =0 (3.6)
donde
A1 = —2zx9 — 2T179 + 27076 (3.7)
By = 2x2(y + e + yp)

C1 = o3+ (x+x—26)°— (v3—y— Y6 — Yp) (@3 + ¥+ Y6 + Yp)



30 3. Analisis Cinematico

La solucién de la ecuacion (3.6) es, de acuerdo con McCarthy [9]

Bl) -Cq
0y = arctan [ — | & arccos | ———— 3.8
: (% (W%wf) 38)

donde el signo + indica las dos formas de ensamblar el lado izquierdo del robot.

Posicién Articular 65

De nuevo se parte de la ecuacién de lazo izquierdo (3.3), pero ahora despejamos Ra

R; — (Rl + Rs + Rg + Rp) =Ry (3.9)

De una manera similar al desarrollo anterior se obteniene la magnitud de cada miembro

de la ecuacion

(x4 21 — 16 — 23¢03)* 4 (y + v + yp — 13503)* = 23 (3.10)

y se simplifica para llegar a la expresién

Agcls + Bosfs +Cy =0 (3.11)
donde
Ay = —2:U3(.T +x1 — $6) (312)
By = 2x3(y + v + yp)
Cy = w%+x§+(m+x1—m6)2+(y+y6+yp)2

Como (3.11) tiene la misma forma que (3.6), su solucién es

Bz> —Cy
03 = arctan [ — | + arccos | ———= 3.13
: (% (W; n Bg> (313

Analizando la parte derecha del manipulador obtenemos las posiciones articulares 04

y O5.
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Posicién Articular 04

La posicién articular 64 se obtiene de la ecuacion de lazo derecho (3.14) presentada a

continuacién

I +R4+R; + R+ R, =Ry (3.14)

de donde ahora se despeja la variable de interés Ry

R;— (Ri+Rs+ R+ R,) =Rs (3.15)

Realizando un proceso similar a la obtencién de las dos variables articulares anteriores,

se calcula la magnitud de los dos miembros de la ecuacién

(x —x1 + 6 — :c40(94)2 +(y+ye+yp— :c4804)2 = :ch (3.16)

ambos se simplifican para llegar a una forma similar a la mostrada en (3.6) y (3.11)

Aszcly + Bzsly +C3 =0 (317)
donde
As = —2x4(x — 1+ w6) (3.18)
By = —2x4(y +y6 + yp)
Cy = i+ (@—z1+x6)° — (x5 —y— Y6 — Yp) (@5 + ¥ + Y6 + Yp)

La solucién a la ecuacién anterior es expresada también como

Bs) —C3
04 = arctan [ — | + arccos [ ————— 3.19
s <A3 (Wg - B§> (3-19)

Posicién Articular 05

De manera andloga, si se despeja Ry de la ecuacién de lazo derecho (3.14) se tiene

R;— (R1+Rs+ R +Ry) =Ry (3.20)
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Obteniendo la magnitud de cada miembro de la ecuacion, se llega a

xi =(zx—x1+x6— 25 cos(05))2 +(y+ys+yp— x5 sin(65))2 (3.21)

y simplificando se llega a la siguiente expresiéon

Aycls + Byss +Cy =0 (3.22)
donde
Ay = —2zx5(x — 1 + w6) (3.23)
By = —2z5(y + 6 + yp)
Cy = —ai+ai+(z—o1+26)°+ (y+ys+yp)?

Cuya solucién es

B4> —Cy
05 = arctan [ — | £ arccos | ————— 3.24
: (% (W;1 n Bg> (324

Por medio de un analisis de cinemdtica inversa 6; = f ( T o,y ) , fue posible la
obtencién de las posiciones de las variables articulares 0s, 03, 04 y 05.

Los cédlculos anteriores ofrecen la posicion de las articulaciones en funcién de las coorde-
nadas (z,y) del efector final. Contando ya con las ecuaciones para la posicién de cada una
de las articulaciones se parte de ellas para calcular las velocidades y las aceleraciones

angulares, propias de cada barra.

3.3.2. Calculo de Velocidades

Por medio de la derivacién implicita de cada una de las expresiones de posicién se

calcularén las velocidades presentadas en esta seccién.

Velocidad Articular wy

Derivando la ecuacién (3.6) con respecto al tiempo se tiene

00214.1 + 89231 + C’l + (Blc<92 — Alseg) wo =20 (3.25)
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donde 92 = wo; A1, By y C estén definidas anteriormente en (3.6) y dependen de las
posiciones ( x .,y ) del efector final.

Despejando la velocidad articular ws y simplificando se tiene

we = - (Va1 + Vaoy) (3.26)
23
donde
Voo = =2 (331 — xg — xocly + l‘) (327)
Voo = —2(ys + yp — w2502 +y)

V23 = B1002—A1302

Como puede observarse la velocidad articular wy depende de las posiciones y veloci-
dades del efector final. Las velocidades articulares ws w4 y ws,las cuales se obtendran a

continuacién, también cumplen con esta caracteristica.

Velocidad Articular ws

Derivando la ecuacién (3.11), con respecto al tiempo, la cual contiene la posicién

articular 3, se tiene

093A2 + 89332 + 02 + (32093 — Agseg) w3 =20 (328)

donde 05 = w; As, B, y Cs estan definidas en la ecuacién (3.11).

Despejando w3 de (3.28) y simplificando se tiene

33
donde
Va1 = =2 (.’1?1 — 2 — w3cl3 + x) (330)
Vso = 2x3503 —2(ys +yp + )

V33 = Baclls3 — Aasls
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Velocidad Articular wy

Derivando la ecuacién (3.17) respecto al tiempo, donde estd contenida la posicién

articular 64 y sabiendo que 64 = w4, la ecuacién queda

694A3 + 89433 + 03 + (Bscly — Assby) 94 =0 (3.31)

donde A3, Bs, y Cs estén definidas en la ecuacién (3.18).

Despejando la velocidad articular wy y simplificando se tiene

1 . )
wWq = Vi (V41.%' + ‘/422-/) (332)
43
donde
Vii = 2(x1 — 2z + w40y — ) (3.33)
Vieo = —2(ys +yp — 14504 +y)

Vi = DBscly — Azsty

Velocidad Articular ws

Derivando ahora la ecuacién (3.22) con respecto al tiempo, sabiendo que 05 = ws, la

ecuacién queda

695144 + 89534 + 04 + (B4C@5 — A4C@5) 95 =0 (3.34)

donde Ay, By, y Cy estén definidas en la ecuacién (3.23).

Despejando ws y simplificando se tiene

1 . .
Ws = (Vs12 + Vs21) (3.35)
53
donde
V51 = 2 (.%'1 — Xg — 375695 — {IJ) (3.36)
Viz = 2w5505 — 2 (ys + yp + Y)

‘/53 = B4005*A4805



3. Analisis Cinematico 35

En este apartado se calcularon las velocidades articulares de 02 03 04 y 05 mediante la
derivacién implicita de las ecuaciones de lazo correspondientes a cada variable. Con este
célculo es posible realizar una segunda derivaciéon implicita para obtener las aceleraciones
articulares de cada una de las variables que definen el movimiento del robot paralelo de
este trabajo.

Como se puede apreciar cada una de las expresiones de las velocidades articulares (w;),
son dependientes de las posiciones ( T o,y ) y las velocidades ( T, 9 ) del efector
final, por lo que al igual que las posiciones el andlisis de velocidades también fue hecho

mediante cinemética inversa.

3.3.3. Calculo de Aceleraciones

Mediante la derivacién implicita de las velocidades articulares (w;) se obtuvieron las

aceleraciones articulares (cj) de cada una de las variables de interés en nuestro sistema.

Aceleracién Articular as

Derivando dos veces la ecuacion (3.6) con respecto al tiempo y sustituyendo el término

09 = aigy se tiene

<—2892A1 + 269231> wg + (—Aicls — Bisbs) w% + 092A1+

27 (3.37)
+s0:B1 + C1 + (31092 — A1892) as =10

Como ya se mencioné anteriormente, las variables A, By y C] estdn definidas en (3.6)
y dependen de las posiciones ( x o,y ) del efector final, condicién que se cumple para
Aj, Bj y Cj con j = 1, ...,4

Despejando la aceleracién articular a de la ecuacion (3.37) y simplificando se tiene

- <C02 (QBlwg — A?wg + A1> + s09 (—wg <2A1 + Blwg) + B1) + Cl)
31002 — A1502
Ho@ + Hoolj + Hogi? + Hosy? + Hosdy

- 31002 — A1802 (3‘38)

donde
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Hy = —2(x1—x6— x20¢02 + ) (3.39)
Hyy = —2(ye+ yp — w2502+ y)
I —2Vigy + Vi Arcla + Vo (—4Vazxy + Va1 By) sy
23 =
Vi
—4 A B
Hpy = -2+ Vaa ( V23£L'22+ Vg Ar) e n Vo 21892
Vi3 Vi3
Hy — 2Vo1 (2Vozxg + Vag A1) cla + 2Vay (—2Vazwa + Vo1 B1) 562
- Vi

Como se puede observar cada una de las variables que se encuentran presentes en

la ecuacién para la aceleracion articular ao dependen de la posicién ( T o,y ), de la

velocidad ( T

que cumple cada una de las aceleraciones articulares del robot paralelo en este anallisis.

.Y ) y ahora de la aceleracién ( o, U ) del efector final, condicion

Aceleraciéon Articular ag

Derivando dos veces respecto al tiempo la ecuacién (3.11), que contiene a la posicién

articular 03 y sustituyendo az = 03 se tiene

(—2893142 + 200332) w3 + (—A2693 — 32893) w% + 0931424-

. (3.40)
+S(9332 + 02 + (32093 - A2893) a3 = 0

despejando la aceleracién articular ag y simplificando se tiene

e — <093 (Qngg - A2W§ + Azg:c-ezﬁi g;;uegg(QAQ + B2w3) + Bz) + 03) (3.41)

Reagrupando términos para simplificar la expresién, se llega a

_ Hyi@ + Hyolj + Hssi? + Hsqy? + Hasiy

3.42
s 32693 — A2893 ( )

donde
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Hsy = —2(x1— x¢ — x3¢03 + 1) (3.43)
Hz = —2(ye +yp — w3503 +y)
I —2V2 + V4 Aacls + Va1 (—4Va3x3 + Va1 Ba) s6s
33 =
Vi
4 A 2B
Hy = 2+ V32 (4V3323 -I; V32A2) cl3 4 Ve 223493
Vi3 Vi3
Ha — 2V31 (2V3323 + V3o Ao) ey + 2V (—2V33x3 + V31B2) s03
- Vi

Aceleraciéon Articular a4

Derivando dos veces la ecuacién (3.17) con respecto al tiempo y sustituyendo 04 = oy

se tiene

(—2594A3 + 200433) w4 + (—Aszcly — B3shy) w? + 4 A3

. 4 (3.44)
+s04B3 + C3 + (B3094 — A3894) as =0

despejando la aceleracién articular a4 y simplificando se tiene

- <094 (2BgoJ4 - Agwi + A3> + s64 (—w4 <2A3 + ng4) + Bg) + C’g)

= 33094 — A3804
_ Hund + Haplj + Hyzi? + Hya? + Hysiy (3.45)
B3094 — A3894 '
donde
Hy = 2 (a:l — xg + 14004 — :(:) (3.46)
Hiy = —2(ys+yp — xa504+y)
H —2‘/423 + V421A3694 + Vi (—4V43$4 =+ V41B3) 8194
43 =
Viy
2
Hu — -2+ Vo (4V43$4 —|2- V42A3) cl4 n ‘/;1233804
V43 ‘/43

He — 2Vy1 (2Vazzws + Vio A3) ey + 2Vip (—2Vizwy + Va1 B3) s64

2
Vi
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Aceleraciéon Articular aj

Derivando dos veces la ecuacion (3.22) con respecto al tiempo y sustituyendo 05 = as

se tiene

(—2505/14 + 2c95B4) ws + (—Agchs — Bysts) w? + cs A+

. . (3.47)
+505B4 + Cy + (Bycls — Ays0y) as =0

despejando la aceleracion articular as y simplificando se tiene

- <695 (234&)5 — A4w§ + A4> + 505 (—w5 <2A4 + B4w5) + 34) + C’4)

@ = Bacls — Ays0s
_ HieZ + Hir + Hig@? + Higy* + Haody (3.48)
B4005 — A4805 '
donde
Hs1 = 2 (1‘1 — Tg + x5cl5 — QZ) (349)
Hso = —2(ye +yp — 25505 +y)
o —2V + VA Auchs + Vi1 (—4Vszas + Vi1 Ba) 565
53 =
V3,
4 Ag) c 2 Bysb
Hy — _2+V52( V53135-2V52 1)c 5+‘/52 ;18 5
Vi3 Va3

Hes — 2V51 (2Vs3xs + Vo Ag) cls + 2Vse (—2Viszws + Vs1.B4) 505

Vs

Como pudo observarse, conforme se avanzé en el andlisis las expresiones se fueron
haciendo mds complejas, es por ello que para las velocidades y aceleraciones se realizaron
varias simplificaciones, las cuales nos permiten apreciar de manera més directa como es
que las variables articulares de posicién, velocidad y aceleracién dependen de las variables
cartesianas (en este caso ( x o,y ) y ( i o, 9 ) del efector final).

Con el célculo de las posiciones, velocidades y aceleraciones articulares, se concluye el
andlisis de la cinemética inversa para el robot paralelo de este trabajo. Con base en los re-
sultados obtenidos, el siguiente capitulo tratard el andlisis dindmico del robot considerado

en este trabajo.



Capitulo 4

Analisis Dinamico por el Método

Euler-Lagrange

4.1. Introduccién

En este capitulo se tratara el andlisis dindmico del robot paralelo tipo diamante por
medio del método de Euler-Lagrange. Este método nos permite formular ecuaciones de
movimiento en términos de coordenadas generalizadas, es decir aquellas que definen el

movimiento de un cuerpo.

4.2. Funcién Lagrangiana

La funcién lagrangiana estd definida para un sistema mecdnico como la diferencia
entre la energia cinética (Fx) y la energia potencial (Ep).
L=FExg—Ep (4.1)
donde la energia cinética Fx del sistema se define como

1
T T
Ex = 5 (mVGVG—Hd IGw) (4.2)
La ecuacién anterior tiene dos sumandos; el primero proporciona la energia cinética
que involucra el desplazamiento traslacional, relacionada con la velocidad traslacionaldel
centro de gravedad (v¢), mientras el segundo proporciona la energia cinética involucrada

en la rotacién y a su vez relacionada con la velocidad rotacional (w). Para el caso del robot

39
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paralelo analizado, se puede realizar una simplificacién al considerar la rotacién como un
escalar, puesto que los ejes de rotacién de las articulaciones siempre son perpendiculares

al espacio de trabajo, quedando de la siguiente manera.

1
Exc =5 (mvive+Iow?) (4.3)

Por otro lado, una expresion general de la energia potencial (Ep), es

Ep =mg'R (4.4)

donde m es la masa para un elemento, g es el vector de gravedad ([O , — 9,81]T> que
experimenta el manipulador y R define la posicién absoluta en el espacio cartesiano.
Como puede verse, la energia potencial en este caso considera el cambio de altura
de una masa con respecto a un marco de referencia. En el caso mds general la energfa
almacenada en los resortes traslacionales o rotacionales debe ser incluida en E,.
Para el caso del manipulador paralelo Ep serd una suma de nueve términos, ya que
considera la masa y posiciéon de cada uno de los elementos del manipulador.

La ecuacién de Lagrange estd definida como

d (0L oL
i () -3 - .
donde ¢; representa a las coordenadas generalizadas (x , y), Q; representa las fuerzas
generalizadas que definen el movimiento del cuerpo en estudio, las cuales se representan,
en este caso, como pares. Para mayor detalle con respecto a la deduccién de la ecuacién
(4.5) y al metodo de Euler- Lagrange, consulte [19].

Para el caso de estudio de este trabajo de tesis las ecuaciones antes citadas se describen

a continuacion

9
L= Z (Exi — Epi) = Z L; (4.6)

i=2
donde 7 indica nimero del cuerpo, que de acuerdo a la Figura 3.1 del capitulo aterior, serd
parai=2,3,4,5,6,7,8,9.

Desarrollando la ecuacién (4.6) se tiene

1 1
Li = §miV£¢VGi+§IGM? +mig' Rai (4.7)
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Donde los términos v, Rai, i, indican la velocidad, posicién e Inercia de los centros
de gravedad de cada elemento del manipulador y w; la velocidad angular, que para los
cuerpos 6 y 8 es considerada nula, ya que carecen de rotacion.

Para el estudio del manipulador, la funcién Lagrangiana se calcula con respecto a los
centros de gravedad de los nueve cuerpos del manipulador.

A continuacion se desarrolla el cdlculo de cada uno de los elementos de la ecuacion

(4.7), para después aplicar la ecuacién de Lagrange (4.5) y obtener el modeo dindmico.

4.3. Posiciones de Centros de Gravedad

En las Figuras 4.1 y 4.2 se muestran los vectores de los centros de gravedad de ca-
da eslabén del mecanismo. Los centros de gravedad de los elementos del mecanismo se
pueden encontrar por medio de las cadenas cinematicas definidas en el capitulo anterior,

denominadas lazo izquierdo y lazo derecho.

Centro de Gravedad de la Barra 2 (Rg2)

Con base en la Figura 4.1 se propone que

R =R; + R/G2 (4.8)

Retomando las definiciones de los vectores en coordenadas planas de cada elemento del

manipulador dadas en la ecuacién (3.1), seccién 3.3, se tiene que

—X .
Rl:[ 01]:—1’11

donde i representa un vector unitario en direccién del eje x.
Se recuerda que en el capitulo anterior, en la ecuacién (3.2), se definio la matriz de

rotaciéon de manera general como
cd; —sb,;
[Rojl=| ’
89]' 69]'

y a los vectores r; como los vectores de posicién (en algunos casos referidos al centro de

gravedad) de cada eslab6n con respecto a su propio marco de referencia.
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Figura 4.1: Centros de Gravedad de los cuerpos en el Robot paralelo tipo Diamante
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Figura 4.2: Centros de Gravedad de los cuerpos en el Robot paralelo tipo Diamante
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Ga = [Re2lro; (4.9)
/
rge = [ a:g2 ] = Tgol

En este caso el vector ry, estd referido al centro de gravedad de la barra dos.

Centro de Gravedad de la Barra 3 (Rgs3)

Partiendo nuevamente de la Figura 4.1, pero ahora para la barra tres se tiene

Rgs = Ri+ Ro + Ry (4.10)
donde

R, = [ - ] = —aii (4.11)
0

Ry = [Rpa]ra

ro = Qﬁgi

IG3 = [Re2] r/GS

I'Iag = $/(;3i

Se puede observar que la expresién para Ro cambia con respecto al cdlculo en la barra
anterior. Esto se puede explicar de manera grafica con la Figura 4.1: Como ahora se quiere
llegar al centro de gravedad de la barra tres partiendo desde origen, tendremos que pasar
por toda la barra uno, toda la barra dos y la mitad de la barra tres para llegar a dicha

o e, /
posicién, es por ello que se contempla al vector ra de manera total y no como ri,.

Centro de Gravedad de la Barra 4 (Rg4)
Tomando ahora la parte derecha de la Figura 4.1 para llegar al centro de gravedad de
la barra cuatro, se tiene
Ras =R+ Ry (4.12)

donde
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R, S I (4.13)
| 0
G4 [Roa] ¥4
/
en $g4 ] = 2yl

Como puede observarse, a similitud de la barra dos el vector rg,, estd referido ahora

al centro de gravedad de la barra cuatro.

Centro de Gravedad de la Barra 5 (Rgs)

Para el caso de la barra cinco se tiene que

Rgs = Rll + R4+ R/G’5

donde

R}

L1 .
=x11
0 1

R4 [Roa] ra
Iy T4l
R/GS [Ros] I“/(;5
I'/G5 33/G5i

Centro de Gravedad de la Barra 6 (Rgg)

De igual forma, para la barra seis se tiene que

Rgs =R; +Ro+Rs+ Rg

para

R3 = [Rgs]rs3
rg = {L‘gi

Rs = z6i—ysj

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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Donde i representa un vector unitario en direccién del eje x y j un vector unitario en

direccion del eje y.

Centro de Gravedad de la Barra 7 (Rg7)

Para el calculo de los centros de gravedad de las barras siete, ocho y nueve se utilizé
la Figura 4.2 ya que, estd proporciona una mejor visualizacién de la estructura auxiliar

del robor paralelo.

Con base en la Figura 4.2 para el centro de gravedad de la barra siete se tiene

Re7 =Ri+Re + Rg + Ryyr (4.18)
donde
g = [RBO+B8] I‘g (4.19)
ry, = msi
By = 141,68°
Bs = 128,32°
/ . /
GT  — G3

Centro de Gravedad de la Barra 8 (Rgs)

Como se observa en la Figura 4.2, la barra ocho es una barra de tipo ternaria, cuyo

centro de gravedad estd dado por

Rgs = Ri + Ro + Rigg (4.20)

Centro de Gravedad de la Barra 9 Rg

Finalmente para la barra nueve su centro de gravedad es

Rgo=R;i +Rp + R/GQ (4.21)

donde
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RO = R [,30] Iro (4.22)
ro = .le()i

/ _ /

G9 G2

4.4. Velocidades de Centros de Gravedad

La importancia del cédlculo de las velocidades radica en que a través de ellas se puede
conocer la energfa cinética de un cuerpo. En nuestro caso, las velocidades se calcularon
para los centros de gravedad considerando, como es usual, que en estos puntos se concentra
la masa.

En las Figuras 4.1 y 4.2 se observa la localizacién de los centros de gravedad para cada

elemento del manipulador.

Velocidad del Centro de Gravedad de la Barra 2

Derivando la ecuacién (4.8) con respecto al tiempo se obtiene la velocidad del centro

de gravedad de la barra dos, cuya expresion es

Voo =V + V/GQ (423)
Recordando que Ry = —x1i y que la derivada de una constante es igual a cero
Vi=0
Vi = [W2] R, (4.24)

donde la matriz [W2| se expresa como

[Wa] = [Rgo] [Rea]”

Ademds, retomando la definicién para Ry, del andlisis de posiciones dada en la

ecuacion (4.9)

R/GQ = [Re2] r/GZ
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sutituyendo ambos términos en la ecuacion (4.24)

Vo = [Raa| Roal " [Roal vt

Aplicando las propiedades de la transpuesta para una matriz de rotacién es posible

simplificar la expresién anterior mediante la propiedad siguiente

[Re2]" [Re2] = [1]

con lo cual la expresién queda como sigue

Vi = {R(n] TG (4.25)
La definicién para una matriz de rotacién fue expuesta en el capitulo anterior en la

ecuacion (3.2). Derivando cada uno de sus elementos con respecto a s se obtiene

chy —sb
[R92] _ 2 2
802 002

. . —892 —692 . 8 [RGQ]
[ 02:| 2 [ 002 *892 ] ? a02

que si se sustituye en la ecuacién (4.25), se obtiene

Vi, = 92Mr52 (4.26)
005
= agég
donde
0 [Ry2]
as = 00, T (4.27)

En el analisis cinemético realizado en el capitulo anterior, fue posible obtener expre-
siones de posicién, velocidad y aceleracién, en este apartado, se hard uso de ellas con la
finalidad de expresar todas las velocidades de centros de gravedad de los eslabones en
términos de las velocidades & g del efector final.

De la ecuacién (3.26) del capitulo anterior se sabe que

!
Vs

w2

(Viz + Vay)
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donde ws se expresa de forma vectorial como

1 T
wy = - Vi, Vo] | | ] (4.28)
3 Y
= blg (4.29)
y la expresién para bg esta dada por
bl — L Vi, Va)
2 — ‘/3 1, V2

La posicién del efector final es q= [z, y]T
]T

por lo tanto la velocidad en el mismo punto
se expresa como (= [,y
Sustituyendo la ecuacién (4.29) en la ecuacién (4.26), se obtiene la expresién general

de la velocidad en el centro de gravedad de la barra dos

Var = Vi = asbj 4 (4.30)
donde
—502% (%) T — s022 (%) 7
clrxpy (%) &+ choxly, (%) 7

Como podemos observar todas las simplificaciones, sustituciones y desarrollos que

agngZ

anteriormente se realizaron para el cdlculo de la velocidad en el centro de gravedad de
la barra dos, se hicieron con la finalidad de poder expresar la ecuacién en términos de la
velocidad del efector final. Esta misma condicién y mismas operaciones se presentardn en

las barras subsecuentes.

Velocidad del Centro de Gravedad de la Barra 3
Derivando la expresién de posicién de centro de gravedad de la barra tres dada en la
ecuacion (4.24)
Vs =Va+ Vig (4.31)

En este caso se sigue un procedimiento similar al presentado a partir de la ecuacién
(4.26), es decir se obtiene Vy y Vi,.
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- O[Reo
VQ = 92 892 Iro
Vy = asbs (4.32)
Rl
3 08, "2

donde ahora se define un nuevo vector ag y al vector ro = x2i , que, como anteriormente
se mencionaba, estos cambios se deben a que ahora se trabaja con las expresiones para la
barra dos de forma completa y no solo al centro de gravedad.

Para V(.5 tenemos

. 0[Ros
Vs = 93([993]1"03
Vi = bsfs (4.33)
con
1'/03 = fU/G3i
0[Ro3
b3 293 o

Si se sustituyen las ecuaciones (4.32) y (4.33) en (4.31) se obtiene

Vas = a392+b393
= M3l (4.34)

donde

—sboxy —sbszcy
M3:[a3 bg}: 202 3LG'3
cloxo chsxcrs
El vector @3 puede escribirse de la siguiente forma, con la finalidad de poder expresar
la velocidad del centro de gravedad de la barra tres en términos de la velocidad del efector

final.
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Z v (Vad + V) vowlly
023 = Nsq (4.36)

donde

i %

n »
N3 — 1% Vs
Vo Vs

Finalmente sustituyendo la ecuacién (4.36) en la ecuacion (4.34) se llega a la expresion
de la velocidad en el centro de gravedad de la barra tres que también depende de la

velocidad (&, y) del efector final.
Vs = MaNsq (4.37)

Velocidad del Centro de Gravedad de la Barra 4

Derivando con respecto al tiempo la ecuacién (4.12)
Ves=Vi+ Vi, (4.38)
como V| = 0, entonces

Ves = V,G4

Siguiendo un procedimiento similar al presentado a partir de la ecuacién (4.26) ob-

!
tenemos Vi,

. 0[R
Ve = 0Os ([9 954] e
a = 8[R94]r, .
4 8(94 G4
Vg4 = a494 (439)

Del anélisis cinematico del capitulo anterior se obtiene una expresién de 64 y se sigue

un desarrollo similar al realizado en los eslabones anteriores.
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LR HESERY
94:b4T('1 (4.40)

Finalmente sustituyendo la ecuacién (4.40) en la ecuacion (4.39) se llega a la expresién
de la velocidad en el centro de gravedad de la barra cuatro, que depende de la velocidad

del efector final.
Vs = agbl g (4.41)

Velocidad del Centro de Gravedad de la Barra 5

Del andlisis de posiciones se retoma la ecuacién (4.29) y se deriva con respecto al

tiempo, con lo cual se obtiene Vs.

Vs =Vi+ Vy+ Vi (4.42)

donde

De manera similar a los casos anteriores se obtienen las expresiones para V4 y Vi,

lo que nos lleva a tener a la ecuacién (4.42) en términos de 04 y 0.

Vi = ORo] ra04; Vi = a5, (4.43)
00,
0[R . .
Vis = [80595]1?@595; Vs = bsls (4.44)

sustituyendo las ecuaciones (4.43) y (4.44) en (4.42), se llega a

asfy + bsls;
M50,5 (4.45)

Vas

donde
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M5:{a5 b5}

Al quedar la ecuacién (4.42) en términos de 64 y 05, es necesario realizar una nueva
operacion, que permita expresar la velocidad del centro de gravedad de la barra cinco en
términos de la velocidad del efector final. Utilizando los resultados del andlisis cinemaético

del capfitulo dos se sabe que

015 = é4 = Vig (Va4 Vag) (4.46)
05 vz (Viod + Vi1g)
— N:q (4.47)

donde

Vi W

| Ve W
Ns=1vi wi
Via  Vio

Finalmente sustituyendo la ecuacién (4.47) en (4.45), se obtiene la expresion de la
velocidad del centro de gravedad de la barra cinco en términos de la velocidad del efector
final (q).

Vas = M5Nsq (4.48)

Velocidad del Centro de Gravedad de la Barra 6

Con base en la estructura del robot paralelo presentada en la Figura 4.1, se sabe que la
velocidad en el centro de gravedad del cuerpo seis es la misma que experimenta el efector

final, por tanto
Ves =q (4.49)

Velocidad del Centro de Gravedad de la Barra 7

Tomando como base la Figura 4.2 se observa que los elementos tres y siete son paralelos,
lo cual nos indica que poseen la misma velocidad, mas no asf la misma posicién, por tanto

tenemos que

Var = Vs (4.50)
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Velocidad del Centro de Gravedad de la Barra 8

La velocidad de la barra ocho, se puede obtener a partir de (4.20), como sigue

Vs =V +Vo+ V,GS

Puesto que la barra ocho es un cuerpo rigido y no rota, obtenemos finalmente
Va2 =Vgs (4.51)

Velocidad del Centro de Gravedad de la Barra 9

Nuevamente con base en la Figura 4.2, se observa que los elementos dos y nueve son

paralelos, lo cudl nos indica que poseen la misma velocidad, por tanto tenemos que

Va2 =Vao (4.52)

Recapitulando, en este apartado se obtuvieron todas las expresiones de posicién y velo-
cidad de los centros de gravedad para todos los elementos del manipulador, involucrados

con las energias Fx y Ep.

4.5. Ecuacién de Euler-Lagrange

De acuerdo a la ecuacién (4.5) tenemos que, para encontrar las dos ecuaciones de

movmiento del robot es necesario, utilizar la ecuacién de Lagrange

d (0L _ oL _
dt 8qj an_ J

donde j = 1,2 y la funcién de Lagrange (L) consta de nueve elementos

Por tanto, la ecuacién (4.5), se compone de 18 términos, expresados a continuacién

d <8L2 L 0Ly 0L 0Ly 9Ly OLr OLs aLg) B
dt 8% a(jj an 84]‘ 8%‘ 8%‘ 8% aij
0Ly O0Ls 0Ly, OLs OLg OL; OLg OLg )

p o T O TR0 T T = Q
( dqj ~ 0q;  9q;  9dq;  Jq;  O9q;  dq;  Ogj Qi

(4.53)
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En las siguientes secciones se desarrollarén cada uno de los términos de la ecuacién

(4.53).

4.5.1. Desarrollando los Términosqu.?
J
Py . OLo
Termlno—aqj

De la ecuacién (4.7), sabemos que

1 1
L; = §miv£iVGi+§IGiw? +mig! Rgi

El primer término de la ecuacién (4.53) queda como sigue

— == V&V —1I R 4.54
2, ~ 9, [2 (m2VaVaz) + 5lc2 (w3) +mag” Rao (4.54)
donde V2 y we son funciones de ¢;, mientras que Rg2 depende de g; dnicamente.

Derivando (4.54) se llega a

8L2 1 < 6V£2 T 8VG2 ) 8&)2
= ome Va2 +V . + lgowa—— 4.55
8qj 2 8qj G2 8(]]' an ( )
simplificando la ecuacién anterior, se obtiene
8L2 1 ( 8V£2 ) aLL)Q
- = sm2|2—=Vae | + lgawa——
8qj 2 aq]' 8qj
L Ow
G2 2
= m9—>2Vgo + Igowo—— 4.56
24, a4, (4.56)

De las ecuaciones (4.30) y (4.29) para Vo y wg respectivamente se tiene que

OV 9 (azb3 q) 704
ooy 0(0%) _owa) 04 s
90 90 oo P2ap .
q; q; q; 4qj

Por medio de las propiedades de la transpuesta de una matriz, es posible escribir la

expresion (4.57) mediante la propiedad siguiente

angifl == <a€1>Tbgag (4.59)
qu qu

o4 oq\ "
Ti pr— —
<b2 é@) (%) b
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Sustituyendo (4.57) y (4.58) en (4.56) y considerando la propiedad expuesta en (4.59),

se obtiene

8L2 0('] T T T » T 8('1 T«
hudent’ SR “H T “H
24, mo ((8%) boa; (a2b2 q) + Iga2 | b3 94, (b2 q)

= my (%)TPAQQ‘FIGQ (%)TPqu (4.60)
6(]]' aq]‘
donde
P = [(b2a3) (azby)]
Py = [bsb]]

La ecuacién (4.60) ain puede ser simplificada como sigue

0Ls < 0q

T
— = — P TP . 4.61
9, aq.j) [(moP a2+1c2P B2l 4 (4.61)

Finalmente, definimos

Pco = [maP a2 +1G2P B2
con lo que se obtiene el primer término de la ecacuacién (4.53).
OLs < 04 >T :
95, ~ \ g, (4.62)

Término 2L
a4;

Para el segundo término de la ecuacién (4.53) se tiene
94 0g;

simplificando y derivando, se llega a la siguiente expresion

oL 0 |1 1
: [2 (m3V£3VG3) + 5[@3 (w%) + mggTR(;g (4.63)

oL;  OVE, O
= Vv T ——= 4.64
24, ms3 24, s+ Ias 24, w3 (4.64)

Sustituyendo las definiciones de las ecuaciones (4.34) y (4.36) para Vs y @23 respec-

tivamente se tiene que
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OVgs 0 (M3N3q) oq

— MLN; 24 1.65
9, 93, 3N (4.65)

dus 0 (45) 9 (37 02s) _0("Ns4) (4.66)

8y 04 a4 a4 '

Utilizando las propiedades de la transpuesta para una matriz, es posible expresar la

ecuacién anteriores mediante la propiedad siguiente

0("Nsd) _ 9(N3q)' j
g g
Ows (aq)T Y.
=2 = -\ N 4.67

sustituyendo (4.65), (4.66) y (4.67) en (4.64), se obtiene

E dq;

T N T
OLs _ ms <<aq> NgM3T> (M3N3q) + Igs ((g;) N§j> (i"N3q) (4.68)

Simplificando la ecuacién (4.68), se llega a una forma similar a la obtenida para el

cuerpo dos.
dLs (aq>T . (aq>T .
— = ma|=—) Pasq+lcs| — ) Pn3qd
dq; 9q; 94,
oq\ " )
= |5 [msP as+Ic3Pgs) q
q;
donde
Pas = [NjM;jM;Ns]
Pps = [NINj]

Al igual que en el desarrollo para el cuerpo dos, se define una nueva matriz Pc3 como

sigue

Pcs = [m3P as+1c3P 3]

con lo que finalmente se obtiene el tercer término de la ecuacion (4.53).
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Ly (oa\", .
i~ (5i) Pesi o

Término %
aj
Al igual que las barras anteriores se parte de la ecuacién (4.7), para generar el cuarto
término correspondiente a la ecuacién (4.53)
— === VauVas) + =1 + R 4.70
94, ~ 94 |2 (maVuVaa) 516 (w3) + mag’ Rea (4.70)

Simplificando y derivando la ecuacién (4.70), se expresa como

6L4 8V£4 80)4
= \% lga— 4.71
g, ~ ™ 5, Vo + Ica aq, (4.71)
De las definiciones de las ecuaciones (4.41) y (4.40) para Vguy 04 respectivamente, se
sabe que
\% 0 (asbl'¢ ‘
0 G4 _ (a4. 14) _ a4b4Ta—(_1 (4.72)
8(]]‘ 8qj 8(]]‘
0w _2(01) _o(vfa)
S VA (4.73)
8qj 8qj 8qj
Owa T 04
9q; —  0g )
sustituyendo las ecuaciones (4.72), (4.73) y (4.74) en (4.71), se tiene
8L4 < TaQ) T« < T8q> T .
— =my (a4by — | (agbyq) + Ics | by =— ] (bsq 4.75
2, - ™ 448qj(44) 4 48qj(4) (4.75)

De manera similar a los desarrollo anteriores se hace uso de la misma propiedad de
la traspuesta para una matriz, dicha propiedad nos permite expresar la ecuacién (4.75),

como sigue

ok e 3 T ‘4
24, my (8% > bsa; asb; q + Iga 2, by (b4 q)

aq\" . aa\" . .
= m4 |+ | Pasqt+lcs| — ) Praq
aq]' aq]‘
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donde
PA4 = [b4a4Ta4bf]
Pp; = bybl
0Ly (aq)T .
— = | 2= | [maPas+I1gsPpalq
dq; 9q; | |

Se define, nuevamente una matriz Py
Py = [myP ag+1c4P 4]

Para finalmente obtener el tercer término de la ecuacién (4.53)

0Ly ( oq )T )
= = i P 4.76
04q; 0q; cad ( )

Término %
aj

Nuevamente se hace uso de la definicién expuesta en la ecuacién (4.7), para generar

la ecuacién correspondiente a la barra cinco

Ls 9 [1 - 1 ) .
= 7. |5 msVasV S R 4.
24; 04 2( 5V.G5 G5)+2 a5 (w3) +msg’ Ras (4.77)

Simplificando y derivando, es posible reescribir la ecuacién (4.77) como sigue

6L5 8V£5 8w5
= Vv Ios—— 4.78
94, ms 94, Gs + 1gs a4 ws ( )

Considerando las definiciones de las ecuaciones (4.48) y (4.47) para Vs y 045 respec-

tivamente, se sabe que

OVgs  0(M;sN5q) o4
G5 _ MM VS VS S 4.79
74, 2, N5 34, (4.79)
( T ¢ . .
Ouws _ o) (95) _ 9 (.] 945) _ 9 (J"Nsq) (4.80)
94, 9q; 9q; 9q;

ademas, utilizando las propiedades de la transpuesta para una matriz, es posible expresar

la ecuacién anterior mediante la propiedad siguiente
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dq; dq;

dws (aq)T T\ .
2 = 2] N 4.81

Sustituyendo (4.79), (4.80) y (4.81) en (4.78), es posible expresar la ecuacién (4.78),

como sigue

9 ("Nsaq)  0(Ns&)'

OLs (98 N ) vsNs) + 16 [ (24) NT3) 7Nsd)
B4 5 B4 5 M5 51N5q G5 94 5J | J 1Nsd

oa\" . . aa\" . .
= ms ( > P asq+1cs < > Pgsq
dq; dq;

donde

Py; = [NIM{M;N;]
Pps = [NINj]
dLs oq\" )
e e P as+1csP
90, < 8qj> [(msP as+1asPps] 4

Definiendo nuevamente una matriz Pcs

Pcs = [msP as+1c5P s

es posible obtener el cuarto término de la ecuacién (4.53), expresado como

Ls  (oa\", .
i = (ai) Pesi e

Término %
aj

Como anteriormente se mencioné el cuerpo seis carece de rotacién, por tanto su ex-

presién para la funcién lagrangiana es

o _ 01!
04q; 04,
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Simplificando y derivando la ecuacién (4.83), se obtiene

dLg IV
—_— \/
aqj me aq.j G6

Finalmente, considerando la defnicién de la ecuacién (4.49) y sustituyendo, se obtiene

el quinto término de la ecuacién (4.53), expresado como
L (aq)T.
“=mg|—] q 4.84
24, 9, (4.84)

Desarrollando %
a;j

Como anteriormente sucedié en el andlisis de posicién y velocidad de centros de
gravedad, los cuerpos tres y siete comparten caracteristicas similares, entonces puesto

que Vg7 = Vg3 y w7 = ws, tenemos

oL oq\ 7’ .

Fj; = <a(z> [m7PA3+IG7PBS] q
OL7 oq\T .
g _ () p 4.
04; (3%) crd (4.85)

donde
Pcr = [mrP as+1c7P B3]

Desarrollando %
a;j

Nuevamente, retomando la definicién de la ecuacién (4.7) para la barra ocho se tiene

— ==z ViV =1 R 4.86
20, ~ 9q |2 (msVg Vs) + 5lcs (wg) +msg’ Ras (4.86)
Como la barra ocho y la barra dos poseen la misma velocidad de traslacion y el cuerpo

ocho no rota se tiene que

OLg GVg
— = A% 4.87
S =GV, (4.57)
donde
Vo = ayblq

*802 *092 i)
azq =
092 —892 0
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oq
_ 94 488
dq; * 04; (4.88)

Sustituyendo los valores de la ecuacion (4.88) en (4.87) y aplicando propiedades de la

= agab

transpuesta

OLg <aq>T TopTe
- =msg | 5 | beazazbyq
aqj 8(]] 3 2
Finalmente se define un matriz Pcg

Pcs = [boajasbi |

con lo que se obtiene la funcién lagrangiana para la barra ocho

OLg g\ . .
(=) P 4.

04; <3dj> o (4.89)
OLg

Desarrollando Ba2
qj

Puesto que Vgg = Vo v wg = wo, tenemos

oL og\ 7"
9 —< q> [moP a2+IcoP 5ol 4

d¢;  \9q;
dLg (aq>T .
> = - P 4.90
9, 94, cod (4.90)

donde
Pcg = [moP a2+1coP o

El término 887?- de la ecuacién anterior varfa dependiendo del valor del iterador j; este
J

iterador indica cada una de las coordenadas independientes del sistema, en nuestro caso

Ty Y.
Para

Ij:l Q==

a('12[1 O]T:i (4.91)
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=2 @=y
0| [
G2 9Oq2 | g 9y (]
g‘; o 1}T=J (4.92)
4.5.2.

dt

Desarrollando los términos <qu, >
J

En este apartado se obtendran los términos 2

e (g—qu) , para los nueve cuerpos qe inte-
gran el manipulador paralelo.

Término % (%—f]ff)
Tomando en cuenta las ecuaciones (4.91) y (4.92) y como se sabe la derivada de una

constante es cero se tiene que
d ([ 0q
d(oay
dt 8qj

Derivando la ecuacion (4.62) se tiene

d (L) _d ((oa)"y
at\og; ) ~dt \\ag )
d oq\ T . (0g\T 4 o rog\Tt . dg
-2 (= P )y S ) op
= (<8qj> ) coa+ <8qj> dt( c2)a+ | —

8%’ CQE
0a\" 5 . [0a\", .
— | P — | P
( 8q'j> c2q+ ( a4, c29
Si se definen las siguientes variables
e\ T
b ()
aq)T.
a. Pc
<<9q3‘ ’

se llega fianalmente a una expresién que permite apreciar de una manera mas sencilla la
dependencia con la aceleracién y velocidad del efctor final..

(4.93)
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d <6L2

— | = Do;g+K>5,;6 4.94
i (522) = Dyt (1.1

, . d (9Ls
Término 7 (qu)

Derivando la ecuacion (4.69) se tiene
d (L) _ d((0a\'y .
ait\oq; ) ~ at\\ag ) ~

T a\7?
) Posg+ <q> Pcsd (4.95)
si definimos D3; y K3; como sigue

g\"
2= (5,) Fo

96 T.
= (5,) Pe

Finalmente se llega a la expresién para el cuerpo tres

d (0Lj
— [ == | = D3,q+K3;0 4.96
dt (3%‘) g (4.96)

P d (L4
Término i (qu)

Derivando la ecuacion (4.76) se tiene

T o4\ "
) Poaq+ <8q> Pcaq (4.97)
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si definimos Dy; y K4; como sigue
g \"
Dy; = P
v (3%‘) “
aa\"
Ky =(=——| P
K <3dj> “
Donde, la expresién final para el cuerpo cuatro es
d (0L .. .
ke <aq‘%) — DysiitKujd (4.98)
j
d (0L
Desarrollando 3 (qu)
Derivando la ecuacién (4.82) tenemos
d(0Ls\ _ d((oa\",
at\og ) — at\\ag) =1
aq>T d . (9a\", da
= |5 ) o (Pcs)a+ 5
(3(]]' dt 04; dt
aq\T . oa\T
= (;) Posa+ (q) Peosq (4.99)
495 j
si definimos Ds; y K5; como sigue
aa\"
Dsi=|=—)| P
K <<9dj) 0
04\ "
Ks; =(=—| P
K <3dj> e
Entonces, la expresién final para el cuerpo cinco es
d (0L . .
it < aq?) = Dss-fisid (4.100)
j

oos o d (9Lg
Término T ( ad; )

Derivando la ecuacién (4.84) tenemos
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d (L) _ df (94",
at\og ) — at\"\ag )

Definiendo a Dg; como

se llega a

d (0Lg ..
it (a7 ) ~po

d (9Lz
Desarrollando s ( i, )

Derivando la ecuacién (4.85), se tiene

d (0L _ d((0a\'y .
ait\oq; ) ~ at\\ag ) ~ ™

Si se define, a D7; y K7; como sigue
aa\"
D7 = () Por
J aqj

9q\" .
= (5) P

es posible expresar la ecuacién (4.103) como

' (2

a Do S Ko
dt aq]) 7794+ 158759

(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.104)
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Desarrollando gt (%%j)
Derivando la ecuacién (4.89) tenemos
d(OLs\ _ d((oa\"y
dt \ 0q; at \\og) =~ °
_(9a\" d 04 dé
- <6qj> g (Fos) <aj T
24\ 7 . 04\ 7
= Pogé — | Pesq 4.105
(8%) osdt <8qj e 10)
Si definimos a Dg; y Kgj como sigue
aq\"
=(=—] P
¥ <3dj) s
aq\"
Kgi =(=— )| P
¥ <3dj> s
finalmente se llega a la expresién para el cuerpo ocho
d (0L . .
% (aqs) = D8jq+K8jq (4106)
j
Desarrollando jt (%—%)
Derivando la ecuacién (4.90) tenemos
d(9Le\ _ d (04",
dt \ 9g; at \\ag; ) ~ 4
0q\" d a\' .  da
- (=) Zp =
( q]> 5 (Poo)at <83 o
aq>T ) (aq>T- :
= | Pcod+ (-] Pcood 4.107
(8% 94, (107
Si se define
(%) p
95 — aq] 9
y
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se llega a la ultima expresién de la ecuacién (4.53)

d [(9Lg
— [ —= ) = Dg;q+Kg.:C 4.1
dt( aq.j) ojéict- Koyl (4.108)

4.5.3. Desarrollando el término g—;
J

Teniendo en mente la definicién de la ecuacién de Euler- Lagrange, presentada al inicio

del capitulo en la ecuacién (4.5), se sabe que
d (0L oL
— (=) -= =0
dt 8%’ 8qj
Una vez que se ha obtenido el primer miembro de la ecuacién anterior (% (%)),
J

el desarrollo siguiente se enfoca en determinar el segundo término (%), para después,
J

sustituir los dieciocho valores correspondientes a la férmula y obtener el modelo dindmico.

Desarrollando %
qj

Recordando que el término Ly esta defindo como sigue

1 1
Ly = imzvggvaz + 5102 (w2)? + mag’ R

Teniendo en cuenta que

Voo = 3292, W9 = 92 y Rgo = [Rt‘)ﬂ r/G2

se tiene

1 .\T . 1 LN\2 T
Ly = 5™m2 <3292) <a292> + §IG2 (92) +mag Ra2
1 N2 1 N2
= §m232Taz (92) + 5-’02 (92) +mag Rao
1 N2
= 3 (mgagag + IGQ) (bQTq) + mggTRGQ

Derivando Lo con respecto a gj, se obtiene

3L2 1 3&% T 83.2 T o\ 2 1 T T . 8bg .
= = =2 — (b = Ig2)2 (b Y b
94, 5 <m2 dq ag + moay dq ( gq) + 5 (m2a2 az + G2) ( 2 q) dg; q+ by dg;

0[R
e (2t
J
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aLQ TaaQ T o\ 2 T T . 8bg R T 8[R92] 862 ’
972 gaz Te) (bTq) (222 9v2
9, <mga2 8qj> (b3 d) + (moag as + Ig2) (b3 d) 94, q ) +mag 90, B, o

Esta expresién puede ser escrita como sigue, teniendo en cuenta las ecuaciones (A.5),

(A.8) y (A.9) del apéndice

T
885 - (mza;f [{([Remr'@g] <[J23]1§2> i)(bgq)z

A 0 Res] 0,
T I — g 9.k
+ (moag ag + Ig2) (bz ) <Nb2 dy; > q-+m2g ( 902 0q; ro

reacomodando algunos términos se obtiene

T
19 . .
o, | (maad |- (Readwt) (™ )5 ) D] | i ams
da; s \" AT 00, 0g,"
J + (mzaf a2 + Ic2) (b36) (Nio ) :
(4.109)
Definiendo I_(éj y Gaj, como sigue
7 T ’ ~1 0q T. T\ 1.T T T . 0
K2j = maay (— ([RQQ]) rGQ) [J23] % 1 (b2 q) bz + (m2a2 as + IGQ) (b2 q) Nb27
j
0[Rg2] 004
. T Yyv2
GQ] mag < 802 aq] T'co
la expresién (4.109) puede ser reescrita de la siguiente forma
0Ly -
— = Ko;q+Go; 4.110
94, 2;9q+Gaj ( )
2 . oL
Término a—q;’

Recordando que el término L3 esta defindo como sigue

1 1
Ly = §m3V£~3V03 + §IG3 (w3)® + mag" Ras (4.111)

q)T

8qj
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retomando las definiciones para Vgg V w3
Vs = M3N3d y ws = j'N3q (4.112)

Sustituyendo los valores de la ecuacién (4.112) en (4.111), se tiene

1 . N . o\ 2
L3 = §m3 (MSNSQ)T (MSNSCI) + §IG3 (JTNgq) + m3gTRG3 (4.113)
donde M3 y N3 anteriormente se definierén como sigue

I[Re2]  O[Res] ,

[M3] = 892 r2? 893 rG3 Y

Utilizando las propiedades de la transpuesta para una matriz, es posible expresar la

N3 = [Jo3] ! y M3N3 = [M3N3]

ecuacién (4.113) mediante la propiedad siguiente

(M3N3a)" = ¢" [M3N;)"

entonces
r .1 . o\ 2
Ls = imqu [MgNg]T [M3Ns]q+ §IG3 (JTNgq) + mggT (R2 + R/G3)
Derivando L3 con respecto a g;
A[M3Nz] T A[M3N
OLs L (J sl [M3N3] + [M3N3] " 2ot 31) e .
I H[M3N3)” 8[MsN3]\ o
% ? ( M [MaNy] + [MNg] " A5 3}> o0
. (ON3 . . . 9 (Rg + R/
+Iasi" < 3) a (G ™Ns) g+ mngM
8qj aQJ
1 T 892 803 . T 8N3 802 aNg 893 . T .
= = So—= +S3— 1 — 4 —— = N
5msd [ 254, - T a+ -+l | 5 94, + 50, 90, ('N3)¢q

)
O[Rys) 90, OR[03] 903
T et YY3 .
m ( 90, 9q;"2 " 00, 0q;

donde [Ss] y [S3] se definen como sigue

T
[Sa] = 8[1\/([921:3] [M5Ns] + [M;3N3]" 8[1\;521\13]
T
[S3] = 8[1\/(1921:3] [M3Ns] + [M;3N3]" 8[1\;531\13]
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Agrupando términos

OLs 1 00, 005 ON3 905 ON3 905\ . e 1] .
R I N
94 [2m3q [Sza +Ss aqj 1Gal <ae2 da; 005 aqj> a(i"Ns)| 4

O[Rgs) 002 0[Res] 905
Fmag! ( 96, g > 905 g, ©3

(4.114)

y definiendo f(gj y G3j

_ 1 005 003 ON3 00y ON3 003\ . ,.p
Ky = = @2 I N
3j 2m3q {52 94, +S3 8%] + Igs) (60 94, + = 00, 8q]> (" N3)

o 0 [Ry2] 002 0 [Re3] 803,
Gsj = msg ( 90, 8q] ry + 90 8%

La ecuacion (4.114) es reescrita como sigue

0Ls

— = K3;q+Gs3; 4.115
aqj J J ( )

Desarrollando a—g‘_‘
J

Recordando que el término L4 esta defindo como sigue

1 1
Ly= 5m4V£4VG4 + 5 1a (wa)? + magTReuy (4.116)

retomando las definiciones para Vg4 V Wy
Vg4 = 3494, Wy = 94 y Rg4 = [’Rgd I‘lg4 (4.117)

Sustituyendo los valores de la ecuacién (4.117) en (4.116), se tiene

oL 1 . N\T . 1 LN\ 2
qu = 34 <a494) <a494> + §IG4 (94> + mug’ Rey
1 1 L\ 2
= §m4a4 ay (94) §IG4 (94> +mag’Raa
1
= 35 (maajas + Ics) (b4TC'1)2 +mag” (R] + [Roa] r'y)

Derivando L4 con respecto a g;
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oL 1 Oay
5 = 3 (e rmal G2) 070"+
J
1 ) ob 8 0 [R94]
5 (m4a4 ay +IG4) (bgq) <8qj + b 6 ) +m4g < aCIJ ,G4

0 ) .\ [ Obl, 9 [Ry4) 50
= (el G ) (1) manf 1) (o) (Gt + s (%21 50w
J J

agrupando términos

0Ly Oay ) . (ObINT] . 0 [Ro4] 004
5 [<m4a4T8 ) (bid@) b + (maajas + Ica) (bl ) < 8qj ﬂ q +mag” ( i a—%r'g4
(4.118)
Nuevamnente, definiendo
_ Oa ) .\ [Ob)
Ky = <m4a4Ta 4> (bfq) b4T + (m4a3;a4 + Ig4) (bfq) <8q4>
j
B 0 [Ro4] 004 .
Gy = mug ( 90, dq; Gy
La expresion (4.118), se reescribe como
OLs _ g qrc (4.119)
aq] — 4jq 45 .
Las definiciones para las variables a4, ‘334, by, %24, gg‘* se encuentran contenidas en el
apéndice.
Desarrollando %
qj

De acuerdo a la ecuacién (4.7), la expresién para la barra cinco serd

1

1
Ly = §m5V£5VG5 + §IG5 (ws)? + msg ' Res

1 . o1 . A\ 2
= 5ms (M5Nsé)" (M5Ns¢) + 5les (7"N5a)” +msg’ Ras

teniendo en cuenta que



4. Andlisis Dinamico por el Método Euler-Lagrange 73

[M5N5] = M;5N5
O[Ry4] . 0[Res) .
90, Y 005

[N5] = [Jus] !

se tiene

1 ) . 1 . )2
Ly = §m5([M5N5]Q)T(M5N5Q)+§IG5 (i"Ns4)” +msg" Res

. .1 . 0\ 2
= §m5qT [M5N5)" [M5N3] ¢ + §IG5 (i"Ns@)” +msg" Res

Derivando Ls con respecto a g;

OIM-N«|T 96, | O[MsN 90
oLy _ 1 o [ OGRE IMaNo G g PR Ny )
gy 2 + [M5N5]” %894 + (M5 N5 25l O
J
1N ORc
+gsi" 94, 4 (3" Nsd) + msg’ dq; 5
J
1 .7 (W [M5N5] + [M;5N;5]" %ﬁfd) ot | +
2 + (6[1\%57&] [M5N5] + [M5N5] " %??5]) o
7ONs  p r9Raes
+Isi" Ns) & +msg’
gy AU Ns) a4 msgt 5

agrupando términos

[t 004 005 ON5 00, ON5905\] . /.7 .
— [2m5q [S4aqj+s5aqj + Igsj” <894 an+ 20 aqjﬂ (3"N5) g

ORgs 004  ORgs 00
T G5 004 G5 005
+m ( 20, 0q; + 905 0q; ) (4.120)

oLs
8qj

Si se definen Kj5; y G5; como sigue

_ 1 004 005 ON5 00y ON5005\ . ,.1r
Ks;i = = — 1 N
& 2m5q {84 dq; 5 8‘1]] +1os) <694 dq; " o0, 905 8%) ( 5)
T (8R05 004 ORgs 895)
ms

90, dq; 005 Oqj

G5j =
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la ecuacién (4.120) se escribe como

OLs -
TS = Ks;0+Gs; (4.121)
4

dLg

Desarrollando g,

De acuerdo a la ecuacién (4.7), la expresién para la barra seis serd

1

Le = §m6V£6VGG +meg’ Rae
I .r.
= §m6qTq +meg’ Rae
Derivando Lg con respecto a g;
meg 4122
94, 94, (4.122)
definiendo a Gg; como sigue
T 0q
Ggj = meg’
J aqj
es posible expresar la ecuacién (4.122), como
OLg
— = Gg; 4.123
8Qj 6] ( )

Desarrollando a—i?
J
Las derivadas para Ly y Lg son practicamente iguales a L3 y Lo, ya que los eslabones
tienen las mismas dimensiones, aunque las masas y los momentos pueden ser diferentes
entre ellos.

OLr |1 005 003 ON3 00y 0Nz 003\ . ,.r )
dq; B [2m7q [828% +Sgaq } e <892 8% M 003 a‘b) q(J N3)] 4

e 9 [Rez] 89211 0[Res] 005 ,
g 905 0q; 905 0g; 3
Nuevamente definiendo
_ 1 905 905 ON3 00y ON3 905\ . .1
K. = = 2 Igil (322 N
7 M’ {52 9q, " 20q; ] + o1l <692 da; 005 aq]> 4 (J"Na)
0[Rg) 08y 0[Ros) 065 o
90 0q; 2" 005 g ©

(4.124)

Gr7; = m7gT(
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la expresién final de la ecuacién (4.124), es

oL _
877 = K7jfl+G7j (4.125)
qj

Desarrollando a—’;?‘
J

La funcién lagrangiana para la barra ocho, se expresa como

1
Lsg = §m8V2TV2+m8gTR2

= %ms (a392)T <a392) +msg’ Ry

Teniendo en cuenta las definiciones para Vo yv Reo, se tiene

Vs = a3l y Ry = [Rga 12

1 N2
Ly = §m833Ta3 (92) + msg’ Ro
1
= 3 (msaa 33) (bz Q) +msg’ Ry

derivando Lg con respecto a g;

8[/8 1 < 8 r Ta )

— = —(mg=2az+mga bZ

g 2\ P 0 g (bia)°
1 . 8bT 8q 8[7292}
2(m8a3Ta3)2(b2Tq)<aq by ) . gT< = m)

Oas a['R ]892
saga )(sz ) + mg a3a3 ( ) T< 90 q; 2)

+
- (msagT [(([w) ><[J23 1‘9" D
R@Q] 892 >
+

dq T
(msalas) (b3 q) <N62 8qj> q + msg ( 90, Oq]

De acuerdo con la ecuacién (4.32)

_ O[Re2]
002

ra
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agrupando términos se tiene

OLs
qu

T T
<m8a§’ [(—([R92])r2) <[J23]_1 aq> 1D (b24) b] + (msajas) (b3 ) <sz(§;‘j> ]q

qu
0 [Rya] 965
T —
Tmsg ( 90, aqj”)

Finalmente se definiendo a
% T —1 0q ’ . T\ 1.T T T . dq g
Kgj = (msag [(—([Re2])r2) (T3] —— | i| | (baa) by + (msazas) (byq) ( Nyan—

dq; dq;
7 (0[Rez2] 00
Ggj = msg <[9922]5qu2>

la expresién simplificada para el cuerpo ocho serd

oL _
878 = K+ G (4.126)
4qj

9Ly

Desarrollando S
qj

Finalmente el ultimo termino de la ecuacién (4.53), se obtiene como sigue

T
or, <m9a§” [(—([Rez])rlm) ([J23]—1 %) iD(b%’él)b2T+ .
o0 ' :
a (moajaz + Iag) (b3 Q) (Nb2%>
9 [Rya] 062
. 9, 4.12
mog ( 90, dq; e
Definiendo

T T
Ky; = <m9a2T [(— ([Re2l) ro) ([J23]_1 g{:) 1]) (b3d) b + (myajas + Ige) (b3 d) (ng‘z’)

0 [Rgo] 00
Goj = m9gT< [8022]3;1"/@2)
J

la expresioén final para la ecuacion (4.127), serd

oL .
a—9 = Kgj+Glo; (4.128)
qj
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4.5.4. Fuerzas Generalizadas

La formulacién de la ecuacién de Lagrange considera el uso de fuerzas generalizadas
contemplando las fuerzas aplicadas externamente, fuerzas y pares de actuadores, de modo
que es necesario desarrollar estas expresiones para que sean compatibles con la funcién la-
grangiana y ademds consistentes con las restricciones mecénicas. Las fuerzas generalizadas

se obtienen a partir de la expresién de trabajo virtual.

Trabajo Virtual

El principio de trabajo virtual representa una poderosa herramienta para derivar las
ecuaciones estdticas y dindmicas de los sistemas multicuerpos [14]. A diferencia de la
mecénica de Newton, el principio de trabajo virtual no requiere considerar las fuerzas
de restriccién o de accién, solo requiere cantidades de trabajo escalar para definir las
ecuaciones estdticas y dindmicas. Este principio establece que si un cuerpo rigido estd en
equilibrio bajo la accién de varias fuerzas externas y se aplica un desplazamiento arbitrario
a partir de la posicién de equilibrio, el trabajo realizado por las fuerzas externas durante el
desplazamiento serd cero. En este apartado se desarrolla el principio de trabajo virtual para
encontrar un modelo dindmico. En el uso del principio del trabajo virtual, la importancia
de los conceptos de desplazamiento virtual y fuerzas generalizadas deben ser tomados muy
en cuenta.

Considerando el caso en el cual los actuadores ejercen una fuerza o torque en las juntas
y son aplicados fuerzas y momentos externos al efector final. De acuerdo a la Figura 4.3,

se tiene

OW = 73005 + 74004 + FLSR; (4.129)

Considerando que nuestro cuerpo experimenta un torque en el instante en que se toma
el objeto se define un momento (M.), solo que dicho momento es despreciado, ya que,
el trabajo virtual generado es cero, debido a que la plataforma no tiene desplazamiento
angular virual. Ademas la propia estructura puede soportalo debido a su diseno, por tanto
no tiene influencia sobre los pares 72 y T4, FeT representa a la fuerza externa que sufre el
manipulador y R el desplazamiento virtual de cada uno de los cuerpos del manipulador.

En el capitulo dos se definieron ecuaciones para ambos lados del manipulador denom-
inadas lazo izquierdo y lazo derecho, ahora con base en la Figura 4.4, nuevamente se

generan ecuaciones de lazo para ambos lados del manipulador, pero escritas de tal forma
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e

Figura 4.3: Torques del robot paralelo tipo Diamante

que ejemplifican el desplazamiento virtual de todos los elementos de los lazos anterior-
mente definidos en (3.3) y (3.14).

Asi, las ecuaciones son

0R1 + 0R2 + 0R3 + 0Rg + R, = R (4.130)
OR| + 6R4 + 0R5 + 0Rg + OR, = 6R (4.131)
donde
6R = [z, oy]”

Como en las barras uno, seis y en el efector final (Figura 4.4), no existe rotacién alguna,

las ecuaciones (4.130) y (4.131) se simplifican a la forma

([827;22]] r2592> + (nggﬂ r3503> =6R = dq (4.132)

([agj“]] r4594) + ([8[87;?]} r5505> — 0R = dq (4.133)
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Figura 4.4: Cuerpos del manipulador paralelo

Sustituyendo (4.132) en la ecuacién (4.129), se obtiene

OWas = [12,74] [ gzj +F’ <[ag;§2q ry065 + {ag;ﬂ r3593>
= [72,74] [ gzz + FL [J23] 6653 (4.134)
donde
[Jos] = <[agzﬂ ry + {827;53]] r3> (4.135)
0623 = [ ggi ] (4.136)

Sustituyendo la ecuacién (4.133) en la ecuacién (4.129), se llega a
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OWyus = [12,74] [ gzz +FT ([ag;z“]] r4594> + <[ag;§5]] r5595)
= [r2,74] [ gZi + F7 [J45] 0045 (4.137)
donde
[Jas] = ({ag;zd] r4> + <[8[87Z§5]} r5> (4.138)
0045 = [ gz: ] (4.139)

A lo largo de los andlisis anteriores, se han obtenido todas las variables de interés en
términos de las coordenadas del efector final (q). Tomando en cuenta las definiciones de
las ecuaciones (4.132), (4.133), (4.135), (4.136), (4.138) y (4.139), se tiene que

[J23]5023 = 6q (4.140)
[Ju5] 6045 = dq

ademds, si

60, = i (13257 8q) (4.141)

594 = iT ([J45]_1 5q>
es posible expresar las ecuaciones (4.134) y (4.137) en términos de dichas coordenadas
y asf llegar a un modelo dindmico.

Sustituyendo las expresiones (4.140) y (4.141) y agrupando las ecuaciones (4.134) y
(4.137), se llega a

SWou=71"1] B dq+Fléq (4.142)

Agrupando los jacobianos [Ja3] v [J45] en uno solo denominado [Ja24] (que contiene

todas las variables de interés de nuestro sistema 02, 03, 04, y 05), como sigue
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il ([Jos]

[Joa] = (346!

es posible simplificar, la expresién para trabajo virtual como

OW = (77 [Jo4] + FY) 6q

la cual es posible expresar como

dW =QTéq (4.143)

Por tanto las fuerzas generalizadas Q; de la ecuacién de Euler-Lagrange (4.5) se ob-

tienen de la siguiente igualdad

Q=[Joa)" T +F, (4.144)

4.5.5. Modelo dindmico

Finalmente de la ecuacién (4.53) se sabe que

d <8L2 OLy 0Ly  OLs  OLs 0Ly  0OLs 8L9> B
dt \ dq; ~ 9¢;  9dq¢; 04  O¢;  Oq; g g,
0Ly 0Ly 0Ly OL; 0OLs OL; OLg 0OLg )
+ + + + + + + =Q
( dq; ~ Oqj  Oq;  9q;  Oq;  Og; g5 g ’

Sustituyendo los valores de Q en la Ecuacién de Euler-Lagrange, los cuales estan pre-
sentados en las ecuaciones (4.94), (4.96), (4.98), (4.100), (4.102), (4.104), (4.106), (4.108),
(4.110), (4.115), (4.119), (4.121), (4.123), (4.125), (4.126), (4.128), respectivamente.

D2ja+K2jq+D3;q+K3;q+D4G+ K454+ D5;G+ K559
—|—D6jd+D7jf1+K7jq+ngél+K8j('IH—ngfl—l—ngq
[ K2ja+Goj + K3jq+Gsj + K4ja+Gaj + K554 + Gs; _Q,
+Gej + K7jq+Grj + Kgjq+Gsj + Kojq+Go; ’

Factorizando la expresién anterior, se tiene
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(D2j + D3j + Dyj + Dsj + Dgj + D7 + Dgj + Doj) §
(K2j + K3j + Kuj + Ksj + Krj + Ksj + Koj) —
(Koj + K3j + Kuj + Ksj + K7j + Kgj + Koj)
— (ng + ng + G4j + G5j + GGJ‘ + G7j + ng + ng + Fe) = @j

Para visualizar de una manera mds sencilla el modelo dindmico el robot paralelo se

definen D, K; y G; como sigue

Dzj + ng + D4j + D5j + Dﬁj + D7j + ng + ng
[(Kyj + K3j + Kuj + Ksj + Kvj + Kgj + Koj) — (Kaj + K3j + Kuj + K55 + K7j + Kgj + Koj) |
Gaj + G35 + Guaj + G55 + Gej + Grj + Ggj + Goj + Fe

D;
Kj
G;
con lo que la ecuacién anterior, se reduce a la siguiente expresion

]ID]'EI—FKJ'('}-FGJ’ = Qj (4.145)

En el capitulo uno observamos la estructura del robot paralelo, ahi se definié que con
solo actuar en dos puntos al manipulador es posible moverlo en su totalidad, asi se tiene
que es necesario encontrar el valor de dos pares, entonces para j =1y j =2

Desarrollando ecuacién (4.145) para j =1y j = 2,se tiene

D1g+Kiq+Gi = Oy (4.146)
D2q+Koq+Ge: = Q2

que de forma matricial se representa como

Dy | .. Ky |. G1 Q1
= 4.147
[HDQ Tk |77 6 [@2] 4147
simplificando
[D] 4+ [K] 4+ [G]=Q (4.148)

Finalmente sustitutendo la ecuacién (4.148) en (4.144)

D] G+ [K] 4+ [G — F] = [Jos]" 7
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D) = [J2a) " D]
K(a o) = Bl "IK
GO) = [Jo] " [G-F.]

Se llega a la expresiéon del modelo dindmico que permite obtener el valor de los pares

para una trayectoria dada al robot paralelo dentro de su espacio de trabajo.

D+Kq+G=1 (4.149)
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Capitulo 5

Simuladores Numeéricos

5.1. Introduccién

Los simuladores nimericos son considerados una herramienta importante para compro-
bar o verificar la validez de un modelo. En este capitulo se presentan los resultados
obtenidos de dos simuladores programados en las paqueterias Mathematica© y Matlab
con Simulink©. En particular, la paqueteria Mathematica resulta una herramienta més
apropiada para las dreas de robdtica, mecanismos o de diseno mecdnico, mientras que el

Matlab resulta mas adecuado en las dreas de andlisis de sistemas y diseno de controladores.

5.2. Simulador programado en Mathematica®©

La paqueteria Mathematica se utilizé para resolver y verificar el andlisis cinemético
desarrollado y presentado en el Capitulo 2. Ademads, con los datos ntimericos obtenidos
del andlisis cinemdtico, se programé una animacién que permite visualizar la trayectoria
que describe el efector final del robot paralelo, propuesta desde un principio. En el caso
del andlisis dindmico, el simulador permitié obtener de los pares ideales requeridos para
el seguimiento de la trayectoria propuesta, con base en el modelo dindmico obtenido en el
Capitulo 3.

5.2.1. Analisis Cinematico Inverso

A continuacion se presenta el algoritmo programado en Mathematica, €l cual toma en

cuenta el desarrollo presentado en el Capitulo 2.
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Algoritmo programado
1. Establecer el tipo de perfil de velocidades.
2. Definir la trayectoria que seguird el robot.
3. Calcular la velocidad y aceleracién de las variables cartesianas (z , y).
4. Calcular el valor de posicién de las variables articulares 02, 03, 04 y 05.
5. Calcular el valor de la velocidad y aceleracién angulares.

Particularmente, para el robot paralelo tipo diamante, se establecié un perfil de ve-
locidades quiintico y se definié una trayectoria semieliptica a seguir por el efector final.
Conocida la posicién del efector final, se calculé su velocidad y su aceleracion. Posterior-
mente se calcularon los valores de las variables articulares del sistema (02, 03, 04, y 05),

su velocidad y su aceleracion.
Resultados
En este apartado se muestran los resultados gréficos del algoritmo.

= Perfil de velocidades

La Figura 5.1 muestra las gréficas generales de un del perfil de velocidad de tipo
quintico que seguird el robot paralelo tipo diamante, donde s representa el pardmetro del

perfil quintico y ¢ el tiempo en segundos.
= Trayectoria

En este caso se eligié una trayectoria semieliptica (Figura 5.2), por ser ésta una trayec-

toria tipica de las operaciones de tomar y colocar.
s Variables Articulares

En las Figuras 5.3, 5.4 y 5.5 se presentan las grificas de la posicién, velocidad y
aceleracién de la variable articular f3, mismas que tambien fueron calculadas para las

variables articulares restantes, pero que se omiten por razones de espacio.
= Simulacién del seguimiento de la trayectoria

En la secuencia de la Figura 5.6 se observa como es que el manipualdor paralelo puede
seguir una trayectoria semieliptica dentro de su espacio de trabajo, el cual esta definido

para este caso en particualr, por un rectangulo de 700 (mm) de largo y 150 (mm) de alto.
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Figura 5.1: Graficas del perfil quintico
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Figura 5.2: Trayectoria semieliptica
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0 3 [rad]

-1.8 | |
1 1.5 2

t [s]

2.5 3

Figura 5.3: Posicién articular 03

0 3 [rad/s]

2 2.5 3

1.5

t [s]

Figura 5.4: Velocidad angular 03
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2
0 3 [rad/s “]

2.5

1.5

' t [s]

Figura 5.5: Aceleracion angular 03

Figura 5.6: Secuencia en cuatro etapas de la animacién del robot paralelo
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5.2.2. Analisis Dindamico

A partir de los cdlculos realizados en el andlisis cinematico (velocidades y acelerciones),
se evalud el modelo dindmico como se muestra en el siguiente algoritmo.
Algoritmo Programado

1. Calcular los jacobianos del sistema (Ja3, J45 v Ja4)

2. Calcular las matrices que conforman el modelo dindmico (D, K y G)

3. Calcular el valor de los pares del sitema (72 74)

Mediante este algoritmo, fue posible calcular los pares ideales (T2 y 74 ) que deben ser
aplicados al robot paralelo para que éste sea capaz de describir la trayectoria semieliptica,
con un perfil de velocidad quintico y para un tiempo no mayor a 3 segundos.

Para mayor detalle de la programacién de los algoritmos que constituyen este simu-

lador, consultar el Apéndice B.

5.3. Simulador programado en Matlab con Simulink®©

Como se mencioné al principio, la paqueteria Matlab resulta mas adecuada en las
dreas de analisis de sistemas y disenio de controladores, fue por ello que se épto por este
programa para el diseio de un simulador, que nos permitiese observar la trayectoria que
sigue el robot paralelo al apliclarle los pares ideales (72 y 74 ), calculados con el simulador

hecho en Mathematica.
5.3.1. Programacién del Modelo Dindamico

Al igual que la segunda parte del simulador programado en Mathematica, se tomo
como base el modelo dindmico para programar el siguiente algoritmo.

Algoritmo Programado

1. Establecer las condiciones iniciales y finales de tiempo y las condiciones iniciales de

zyy.
2. Obtener las variables articulares (6;) en funcion de las variables cartesianas (q) .

3. Calcular el valor de las matrices que conforman el modelo dindmico (D, K y G).



5. Simuladores Numeéricos 91

4. Evaluar a § de la expresién § =D~ ! (1 — K — G), del modelo dindmico.
5. Integrar dos veces a { para obtener la velocidad (q) y la posicién (q) .
6. Repetir desde el paso dos, pero ahora con los nuevos valores de velocidad y posicién.

7. Realizar el ciclo hasta que el tiempo final se alcanze.

Simulador

Este algoritmo se programé en la herramienta de Matlab denominada Simulink, en
la cual es posible expresar operaciones e incluso sistemas completos mediante bloques y
graficar las senales de entrada y salida de dichos bloques.

Las Figuras 5.7 y 5.8 muestran el esquema grafico del simulador disenado a partir del
modelo dindmico desarrollado en el Capitulo 3. En la Figura 5.7 se presenta el diagrama
principal del simulador, donde se muestra un subsistema denominado Robot. El diagrama
de bloques correspondiente a ese subsistema se presenta en la Figura 5.8, en donde se hace
uso de la funcién robot.m, cuya programacién se puede ver en el Apéndice C.

Cabe senalar que en este caso en particular se incluyeron dos bloques de entrada (Par
2 y Par 4), que incluyen los datos obtenidos del simulador programado en Mathematica.
Sin embargo, en el caso mds general de control, éstos pares deben ser calculados por el

controlador, de tal forma que se cumplan los objetivos de control de seguimiento.

Resultados

= Pares de entrada

En las Figuras 5.10 y 5.9 se muestran los pares ideales (72 y 74 ), calculados por medio
del simulador en Mathematica presentado en la seccién anterior.

Se considerardn dos casos: (1) cuando el robot paralelo describe la trayectoria semielip-
tica iniciando en el extremo derecho y desplazédndose hacia la izquierda, como se ilustra en
la Figura 5.6; (2) cundo el robot describe la misma trayectoria pero en sentido contrario,
es decir iniciando en el extremo izquierdo y desplazdandose hacia la derecha. En la Figura
5.9 se muestran los pares 79 y 74, correspondientes al caso uno, mientras que la Figura

5.10 muestra los mismos pares, pero ahora para el caso dos.

s Trayectoria del efector final
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t2
ParTau 2 : P Farz
Posicidn B
Par 2 :
Fard
Posicidn
Ruobot

ParTau 4a O

Par 4
*Y
t4
Figura 5.7: Simulador de trayectoria del robot paralelo
Aceleracian Velocidad Paosicidn
1 ol 1
s "l s
Integrador 1 Integrador 3
Posicidn
MATLAB
Function > 1§ > 1§
robot .m
Integrador 2 Integrador 4

Figura 5.8: Diagrama de bloques del subsitema Robot.
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T [N*m]
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t[s]

Figura 5.9: Pares 79 y 74. Recorrido de derecha a izquierda

1 15 2
t[s]

Figura 5.10: Pares 79 y 74. Recorrido de izquierda a derecha
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Figura 5.11: Seguimiento de la trayectoria del manipulador paralelo

La implementacién de este simulador nos permitié conocer la trayectoria que seguirfa
el robot paralelo al aplicarle los pares ideales (72 y 74 ). A continuacién se presentan los
resultados obtenidos para los dos casos anteriormente mencionados: la trayectoria en linea
continua, corresponde al caso uno (recorrido de derecha a izquierda) y la trayectoria en

linea punteda, al caso dos (recorrido de izquierda a derecha).

Como se puede observar no se describe completamente la trayectoria semieliptica de-
seada aplicando los pares ideales calculados. En ambos casos la trayectoria descrita se
desvia de la deseada aproximadamente a la mitad, lo cual quiere decir que dichos pares
no son realmente los adecuados para cumplir el objetivo de seguimiento. A continuacién
se presenta una breve discusién sobre las posibles razones por las cuales dicho objetivo no
se cumple.

El procedimiento seguido hasta ahora corresponde a lo que se conoce como control en
lazo abierto (feedforward), es decir, calcular los pares a aplicar con base en la trayectoria
deseada. En general, este tipo de controladores por si mismos no logran objetivos de
control como el de seguimiento de trayectorias o el de robustez ante perturbaciones, es
decir, requieren de un sistema de control mds complejo, que en muchos casos incluye un

control en lazo cerrado (feedback) [11].

La necesidad de incluir un control en lazo cerrado significa que deben existir elementos
que realicen una retroalimentacién de informacién sobre la posicion del efector final, es

decir, se debe dotar al sistema de elementos que le indiquen cuando se estd alejando de la
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trayectoria deseada.

En los casos presentados no existe esa retroalimentacion, por lo que no existe posibil-
idad de corregir las desviaciones que se presentan y se explica el por qué la trayectoria
deseada no es recorrida en su totalidad.

En este mismo sentido, la aportacién principal de este simulador, radica en la posi-
bilidad de realizar analisis y disefios de diferentes controladores en lazo cerrado, para
encontrar el mds adecuado para los objetivos del manipulador considerado en este traba-

jo.
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Capitulo 6

Conclusiones

En la actualidad, los robots paralelos se encuentran en un momento muy importante
en el desarrollo tecnoldgico, si bien no son tan empleados como los mecanismos en serie,
cuentan con notables ventajas con respecto a los robots seriales en diversas aplicaciones.
Sus ventajas mas notorias radican en la gran velocidad que pueden alcanzar, las elevadas
cargas que son capaces de desplazar mediante su efector final, y la alta precisién que son
capaces de entregar al posicionar un objeto.

Las aportaciones a nivel cientifico para los robots paralelos han sido principalmente
en el disenio y sintesis de las diferentes configuraciones de los mecanismos. Sin embargo,
quedan muchos temas por desarrollar, especialmente en campos como el control automati-
co y en el andlisis de sistemas dindmicos, donde el estudio de los manipuladores paralelos
ha surgido como un tema de investigacién actual, interesante y desafiante, dada la com-
plejidad de sus modelos matemédticos

El presente trabajo resulta una aportacién para ambas dreas: por un lado, la obtencién
de un modelo dindmico expresado en la forma de Euler-Lagrange para el manipulador, con
el cual se podran realizar estudios de controlabilidad, observabilidad y otras propiedades;
por el otro lado, el diseno de un simulador que nos permita observar el comportamiento
de dicho modelo y permita en un futuro probar diferentes esquemas de control para el
manipulador considerado. Més en general, esta metodologia podra ser aplicada més tarde
para el estudio de manipuladores paralelos de este tipo o con mayor complejidad.

En el Capitulo 2 se realizé un andlisis de movilidad desde el punto de vista de grados
de libertad, mismo que nos permitié comprobar que con solo actuar los dos eslabones que
se conectan a la base es posible mover en su totalidad la estructura del robot paralelo

de este trabajo. Este resultado es particularmente importante para la futura construccién
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fisica del mecanismo.

El andlisis cinemético del robot paralelo presentado en el Capitulo 3, resulté como se
esperaba, mds complejo en comparaciéon a un andlisis para un manipulador serial. Como
en muchos de los andlisis cinema&ticos hasta ahora realizados en los robots paralelos, éste
también se realizé utilizando la geometria y el método de la cinemadtica inversa, es decir,
estas herramientas permitieron obtener las expresiones para las variables articulares en
funcién de las cartesianas de nuestro sistema, lo que equivale a saber como puede ser
descrita una trayectoria deseada dentro de un espacio de trabajo definido y con ciertos
perfiles de velocidad y aceleracion.

Finalmente, los resultados obtenidos de velocidad y aceleracién de las variables artic-
ulares de nuestro sistema, fueron la base para realizar el andlisis dindmico presentado en
el Capitulo 4.

Utilizando el método de Euler- Lagrange y conociendo los valores de de velocidad y
aceleracién de las variables articulares fue posible generar la funcién Lagrangiana para
cada uno de los elementos del manipulador. Se generaron 18 términos cuyo resultado
derivé en el modelo dindmico del robot paralelo.

El modelo dindmico obtenido guarda una forma similar a la de un modelo dindmico
para un manipulador serial, es decir, se puede llevar a la forma Euler-Lagrange. De esta
forma, se alcanza uno de los objetivos de la tesis: llevar el modelo a una forma conocida y
estudiada en la literatura del drea de control automdtico y para la cual se han propuesto
diversos esquemas de control.

El Capitulo 5 correspondié a la implementacion de simuladores, uno en Mathematica y
el otro en Matlab. Para el primero, la solucién numérica de las expresiones obtenidas en el
andlisis cinemético y en el modelo dindmico permitié realizar una simulacién con diversas
curvas, con la finalidad de evaluar el desempeno del mecanismo, siendo seleccionada una
trayectoria semieliptica por ser una trayectoria tipica de la operaciéon de tomar y colocar.
La parte del simulador correspondiente al modelo dindmico permitié conocer los torques
ideales necesarios para describir dicha trayectoria semieliptica con un perfil de velocidad
de tipo quintico dentro de un espacio de trabajo determinado.

Por su parte, el simulador desarrollado en Matlab nos permitié verificar el funcionamien-
to del modelo dindmico; es decir que no existiese ningin error ni de tipo conceptual ni
tipo numérico. Sin embargo, lo mds interesante del desarrollo de este manipulador radicé
en sus resultados graficos. A través de éstos, fue posible observar que al introducirle los
torques ideales (resultado del primer simulador), el manipulador fue incapaz de terminar

la trayectoria semieliptica, ya que poco antes de llegar a la mitad, la trayectoria descrita
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se desvié de la trayectoria semieliptica deseada.

Estos resultados arrojan una conclusién muy importante en este trabajo: la implantacion
de un control en lazo abierto, es decir, la aplicacién de los pares ideales, resulta insufi-
ciente para el control del seguimiento de una trayectoria en un robot paralelo. Esto abre
la puerta a investigaciones futuras sobre el tipo de control en lazo cerrado mds adecuado
para este tipo de manipuladores.

En general, el estudio de los manipuladores paralelos resulta un poco mas complejo
que el estudio de manipuladores de tipo serial, sin embargo la creciente necesidad de
la industria por abatir costos y mejorar la eficiencia, hacen necesario investigaciones y
trabajos como este, que logren posicionar a los paralelos como robots con mayores ventajas

y con pocas limitaciones.
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Apéndice A

Ecuaciones Auxiliares

Una manera de asegurar la obtencién de los elementos para la dindmica de los es-
labones consiste en poner éstos en funcién de las coordenadas generalizadas, por lo cual

obtendremos el vector @ en funcién del vector de coordenadas generalizadas q. Esto es

= 6(0,3,0,5) en funcién de q = q(z,y)
= 6(a)

A.1. Obtencién de 0,3 en funcién de q

La ecuacion (3.3) presenta la posicién del efector final en funcién de los elementos del

lazo izquierdo, como se muestra a continuacién

Ri+Ro+R3+Rg+ Ry, =Ry

Desarrollando la ecuacién de posicién del lazo izquierdo y derivando con respecto a g;
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Rl + [RGQ] ro + [R93] r3 + RG + Rp = Rt

OR1  0[Re,] 0 [Ro,) ORs OR, OR;
+ ry + r3 + + =
dq; o ° ' dq; ° 9q; | g dq;
0 [R92] 0 [R93] aRt
ro + rs = ——
dq; 0 g 9q;
0[Ry,] 002 0[Re,] 003 OR;
—r —r3 = — Al
96, dq; © ' 003 Oq; ° g (A1)
IRe,, 0ol [0 %]T _ Da
892 ’ 893 8qj’(9qj (9qj
0023 _ 0q
_ a[Rez] a[Reg]
Jos] = [ 90, " 905 r3
Despejando %9—;_3
0033 _1 0q
=[J — A2
a4, [J23] 24, (A.2)
Obteniendo g—gj
005 (3923)T. ( 1 aQ>T.
7L i={([J — ] i A3
dq; dq; T2 dq; (8-3)
De la misma manera g—g?
803_ 1 aq T .
(1 1) (A4

A.1.1. Obteniendo g;;?

J

La ecuacién (4.27) muestra el valor de ag

0[R
ag = E%,Zz] r/G2

Derivando az con respecto a g;
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0 (D[Re], 00
dq; 90y \ 90y %) g,
92 00
= [ = [Ro, ]}y | = A5
(53 Res o2 ) 52 (A5)
905

= (_ [RGQ] IJGQ) (97(]]

= (= [Ro,)re) ([J23]_1 %)Ti

A.1.2. Obteniendo %—'2?
J

A partir de la ecuacién (4.29) se encuentra la funcién de by como

. T
92 = b2 q
Para esta ecuacién habiamos encontrado una expresiéon para calcular bs, como se

muestra en la ecuacién siguiente

S
Vs

Donde V7, V5, V3 dependen de los angulos del lazo izquierdo 65, 03 v de las coordenadas

bl =—[1, V4]

independientes x,y. Esta relaciéon puede ser derivable, segin se puede notar, ya que los
dngulos estdn en funcién de las coordenadas independientes; sin embargo, este cdlculo
implica la derivacion de funciones trigonométricas inversas. Por ello, buscaremos obtener

by en funcién del tiempo.
6=0(q)
A partir de la ecuacién de lazo

Ri+Ro+R3+Rg+R, =Ry

Derivando con respecto al tiempo

Ri+R:+Rs+Rs+R, = Ry
[Wi]R1 + [W2]Rg + [W3]R3 + [Ws]Rs + [W,]R, = ¢
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Puesto que las tnicas barras que rotan entre las citadas son 6y y 03

[WaR2 + [W3]R3 = g (A.6)
(W3] [Rg,] 12 + [W3] [Rg,|r3 =

Desarrollando la ecuacién anterior

[W2] [Ro,]r2 + [W3] [Rep]rs = 4

0 —92 cly —sby T2 n 0 —93 ch3 —sb3 ] L3 _ [ T ]
0 0 50y chy 0 03 0 s s | [ O] ||
*92592 *92692 x2 n *93593 *93693 1 3 - _ _ x _
92092 —92892 0 93093 —93893 1L 0 i B L y i
R R [ —sts —cts | [ @3]
o e ][] g [ st e} o] Ty
092 —392 0 6(93 —8(93 i 0 | i y |
[ —zys0 [ —z3505 ] [ i ]
02 ToSU9 +93 Tr3SU3 _ .%'
xgc@g 1‘3093 | i y i
—1132892 —JZ3893 92 ] N [ T ]
1‘2602 2?3003 93 i B i y i
IR o0|R
[ [8022]1‘2 [86‘23]1‘3 }w% =
[JosJwas = ¢
Obteniendo ws, w3 y by
—1 .
wez = [Ja3] " q
wp = i () ") = (" 2] ") a = bia (A8)

wy = j' ([323]7161 Z(jT[Jz3]71)q

De donde
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by _ b3 09y | Obz 903
8(]]' 892 8qj 393 0qj
L0 g O 00
= g, 0Bl i, T g, Ul G,
%
= [ %[Jg:;]_ 1 %[Jgg]_’rl} [ Lg;
a5
B 0023
_1 0q
- M ==
[M2] [J2s] 94,
3b2 (9q
T2 Ny

A.2. Obtencién de 04 en funcién de q

A partir de la ecuacién (3.14) para el lado derecho

Ri+Rs+Rs+ R+ R, =R,y

Derivando con respecto a g;

OR] O0Ry4y ORs; ORf§  OR, OR;
+ + + + =

dq¢; g q; gy Dgj 9q;

8R4 i 8R5 B 87q

dg;  0gj dq;

0Ro) 001, O[Rec 005 Oa

804 8(]]' 8(95 8(]]' aqj

994 0

[ olmal,, olRe], ]| o | _ 0a

904 05 O g%]; dqj

0045 J0q

Jas| — = —

[J 5] 24, 94,

; 90y |, 905
Obteniendo 2q. ¥ 9q

(A.9)

(A.10)



106 A. Ecuaciones Auxiliares

0045 _1 0q
= J R —
an [ 45] 8(]]‘
004 .T < -1 aCI>
= i ([J — A.11
a4, Ul 5 " (A.11)

004 T < 1 8q>
p— J p—
24, 3 [Jas) 94,

A.3. Ecuaciones de velocidad del lado derecho

Derivando la ecuacién de posicién del lado derecho

Ri+Rs+Rs+R5+R, = Ry
(Wi R 4+ [W4] Ry + [W5]Rs + [Wi| R+ [W,]R, =
W4 Ry + [W5]R; =
W4 Ry + [W5]R5; =

Como puede observarse, la ecuacién anterior es muy similar a la ecuacién (A.6), de

modo que por simple inspeccién podemos obtener la siguiente ecuacién

6[87224]1,4 6[672?—,]145 wis = q (A.12)
[(Jaslwss =
Obteniendo wy, ws y by
wys = [Jus] 'd=[Ns]g
wi = i7 ([J45]_1 q) - (iT [J45]_1) q=nbTq (A.13)

ws = 7 (D) ta) = (i) ) a

De donde
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Oby by 06y, Obs 905
dq; 994 0g; ~ 005 dq;
9 —T-804 0 _T,895
90, [J45] 15'q] + 20 [J45] 94,
%
- [ 904 [Jus) T 9z [Jas] TI} [ o6, (A.14)
0q;
00,45
= M
[Mp4] 90,
1 0
= [My] [Jus] 152
Oby Jdq
TP N 22
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Apéndice B
Simulador en Mathematica®©

En este apartado se presenta un simulador desarrollado en la paqueteria Mathematica,
el cuél se hizo tomando en cuenta los siguientes pardmetros

Para la simulacién de la trayectoria se consideré

= Una trayectoria semieliptica descrita en una espacio de trabajo de forma rectangular
s Un perfil de velocidad de tipo quintico

= Un intervalo de simualcién que va de cero a tres segundos

En cuanto al robot se consideraron las siguientes dimensiones de sus barras

Barra Dimensién [m]

z1 0,030
T2 0,122
Tag 0,061
T3 0,254
T3g 0,127
T4 0,122
Tag 0,061
Ts5 0,254
T5g 0,127
T 0,00625
Us 0,025
Yp 0,01

Para el modelo dindmico se tomé en cuenta lo siguiente
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= Material: Nylon de propésito general con densidad § =1220.00 [%]

Considerando este material, las masas de los eslabones del robot y momentos de iner-

cias con respecto al centro de gravedad correspondientes son

Masa [Kg] Inercia [Kg-m?|
mo = 0,03586 I, = 198,8E —6
mg = 0,06317 [y3 =1,417TF —3
my4 = 0,07172 144 = 397,6E —6
ms = 0,12634 Iy5 = 2,834F — 3

me — 0,05834 Igﬁ =0
my =0,06317 I,; =1,417TE —3
mg = 0,02157 Is =0

mg = 0,03586 Iz = 198,8E — 6

A continuacién se presenta el documento completo del cédigo programado para el

simulador en Mathematica expuesto en le capitulo anterior.



Apéndice C

Simulador en Matlab con
Simulink®©

En esta seccién se muestra el simulador desarrollado en la paqueteria Matlab con
Simulink, para su construccién se utilizaron algunos de los pardmetros presentados en el
simulador anterior, como las longitudes de las barras, las masas e inercias para el material
propuesto, ademds de los resultados obtenidos a partir del simulador anterior, es decir, los
valores de los torques necesarios para describir una trayectoria semieliptica con un perfil
de velocidad quintico.

A continuacién se presenta el documento completo del cédigo programado para el

simulador en Matlab expuesto en le capitulo anterior.
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