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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación y estado del arte

Algunos de los problemas que se presentan en la implementación de con-
troladores en sistemas f́ısicos son la incertidumbre paramétrica y las dinamicas
parásitas o no modeladas. Es aqui donde se hace necesario el uso de controla-
dores robustos que tengan un buen desmpeño aún en la presencia de este tipo
de perturbaciones e incertidumbres paramétricas.

Dicho problema ha sido resuelto para sistemas de grado relativo uno utili-
zando técnicas de control como Control de Alta Ganancia [Khalil, 2002], Con-
trol por Modos Deslizantes [Utkin, 1992], entre otras. Los sitemas de grado
relativo superior presentan un reto mayor para los sistemas de control, sin
embargo, ya existen técnicas de control que pueden tratar con este tipo de sis-
temas como por ejemplo: control H∞, control óptimo, entre otros [Ogata, 2010].

La técnica de control por Modos Deslizantes ofrece una compensación exac-
ta de las incertidumbres del sistema, además de convergencia en tiempo finito.
Los Modos Deslizantes de Orden Superior [Levant, 2003] tienen la ventaja de
que cuando el orden del controlador coincide con el grado relativo del sistema
se obtiene la máxima precisión posible [Levant, 1993].

Ahora, el problema está en la calidad de los sensores y actuadores del sis-
tema que no permiten explotar las propiedades teóricas de Modos Deslizantes
en la implementación de los controladores [Levant y Fridman, 2010].

El propósito de esta tesis es probar experimentalmente, en un sistema de
grado relativo superior este reto de la precisión del control contra la precisión
máxima que te permiten alcanzar los sensores y actuadores.

9



10 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Para los experimentos se utilizará un sistema carro-péndulo, que es de gra-
do relativo cuatro y los controladores robustecidos [Castillo et al., 2014] con
los cuales podemos controlar sistemas de grado relativo arbitrario y tienen la
ventaja de ofrecer las propiedades de Modos Deslizantes y generar señales de
control continuas.

1.1.1. Control por Modos Deslizantes

Control bajo condiciones de incertidumbre es uno de los principales temas
de la teoŕıa de control moderna y una buena opción para tratar con este tipo
de sistemas es el control por Modos Deslizantes, esta técnica de control robusto
ofrece importantes ventajas como [Shtessel et al., 2014]:
• Compensación de perturbaciones acotadas y acopladas al canal de control.
• Dinámicas de orden reducido independiente de las perturbaciones y del con-
trol.
• Convergencia en tiempo finito de los estados, a la superficie de deslizamien-
to cuando el grado relativo del sistema mayor que orden del controlador, y al
origen cuando el grado relativo del sistema es igual al orden del controlador.
El diseño de control por Modos Deslizantes consta de dos pasos, el diseño de
variables de deslizamiento y el diseño de controladores, que lleven las trayecto-
rias del sistema a la superficie de deslizamiento.
En la tabla (1.1) se pueden ver algunos de los controladores por modos desli-
zantes disponibles hasta el momento.

Orden Algoritmo Señal de control Convergencia Información

1 Convencional Discontinua Tiempo finito x, σ

2 Super-Twisting Continua Tiempo finito x, σ

2 Twisting Discontinua Tiempo finito x, σ, σ̇

Control
3 Integral Continua Tiempo finito x, σ, σ̇

Discontinuo

Super-
3 Twisting Continua Tiempo finito x, σ, σ̇

de tercer orden

r Quasi-continuo Discontinua Tiempo finito x, σ, σ̇, ..., σ(n)

Cuadro 1.1: Tabla de controladores por modos deslizantes.
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En la tabla (1.1) se pueden observar que existen controladores que producen
una señal de control continua y otros una señal de control discontinua, además,
se observa que mientras mayor es el orden del controlador, la información re-
querida para su implementación es mayor.

Existen ventajas cuando el orden del controlador coincide con el grado re-
lativo del sistema como son: esabilización en tiempo finito de los estados del
sistema SISO, no es necesario el diseño de una superficie de deslizamiento y se
tiene mayor precisión en la presencia de no idealidades (frecuencia de muestreo
finita, ruido de medición, entre otros.) [Castillo y Fridman, 2013].

Hasta el momento los algoritmos existentes de control por modos desli-
zantes de orden mayor que dos, producen una señal de control discontinua y
tienen la desventaja de que provocan el fenómeno de chattering que es causa-
do oscilaciones de alta frecuencia, teóricamente infinita, de la señal de control
discontinua y que se hace presente como vibraciones de alta frecuencia en los
estados de la planta [Levant, 2010]. Sin embargo, teóricamente ya han sido
diseñados algoritmos de robustecimiento de controladores continuos de con-
vergencia en tiempo finito, los cuales permiten heredar las propiedades de los
Modos Deslizantes de Orden Superior. De probar experimentalmente que di-
chos controladores robustecidos pueden ser implementados en sistemas f́ısicos
se tendrán nuevos controladores continuos, de convergencia en tiempo finito y
robustos ante perturbaciones, acopladas al canal de control, e incertidumbre
paramétrica.

1.1.2. Sistema de pruebas en laboratorio carro-péndulo

En el Laboratorio de Modos Deslizantes se cuenta con un sistema de prue-
bas carro-péndulo de la marca INTECO. Dicho sistema es controlado desde
MATLAB, donde se puede programar los algoritmos de control que se desean
probar, y a través de una tarjeta de adquisición de datos es posible la comu-
nicación con el sistema, es decir, recibir información de los estados del sistema
y mandar la señal de control necesaria para estabilizarlo. El sistema carro-
péndulo puede ilustrar varios problemas complejos y no triviales de la teoŕıa
de control como son [INTECO, 2008]:
• Cuatro variables de estado y una variable de control.
• La dinámica es descrita por una ecuación diferencial ordinaria de cuarto or-
den o por cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.
• Existen un número infinito de puntos de equilibrio para el sistema.
• Existen puntos de equilibrio inestables.
• El sistema es no lineal.
• El control es acotado.
• El carro-péndulo es un sistema subactuado de cuarto orden.
• La longitud del riel es limitada y la posición del carro es acotada.
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1.2. Objetivo de la tesis

Controlar un sistema mecánico subactuado carro-péndulo por medio del di-
seño de superficies de deslizamiento de orden arbitrario basado en el criterio
LQ Singular y controladores de convergencia en tiempo finito robustecidos por
medio de algoritmos por modos deslizantes de orden superior.

Analizar la precisión de controladores por modos deslizantes de diferentes
órdenes implementados en el sistema carro-péndulo y establecer un compromiso
entre la presición del controlador y la maxima presición que los sensores y
actuadores pueden ofrecer.

1.3. Contribuciones

Con los resultados obtenidos se tiene una prueba experimental de los con-
troladores de convergencia en tiempo finito robustecidos y como se aprecia en
la tabla (1.2), ahora existe una herramienta más dentro de los controladores
por modos deslizantes para sistemas de grado relativo arbitrario que produce
una señal de control continua.

Grado
relativo Controlador discontinuo Controlador continuo

del sistema

1 Convencional Super-Twisting

Control Integral Discontinuo,
2 Twisting Super-Twisting

de tercer orden

Controlador de
r Quasi-continuo convergencia en tiempo

finito robustecido

Cuadro 1.2: Tabla de controladores por modos deslizantes completa.

Después de probar los controladores de orden uno, dos, tres y cuatro en el
sistema carro-péndulo, se verifica que la precisión alcanzada con un controlador
de orden dos no es superada por controladores de mayor orden, y esto se debe
principalmente a que los sensores y actuadores del sistema no dan la informa-
ción necesaria para que los controladores de orden tres y cuatro mejoren al
desempeño alcazando por el controlador de orden dos.



1.4. ORGANIZACIÓN DE LA TESIS 13

1.4. Organización de la tesis

En el Caṕıtulo 2 se presentan todos las herramientas teóricas necesarias
para cumplir con los objetivos planteados. Se presenta teoŕıa acerca del mo-
delado y análisis de sistemas f́ısicos, teoŕıa del control por Modos Deslizantes,
que incluye el diseño convencional, aśı como controladores de orden superior.
Además, preliminares para el diseño de variables de deslizamiento. Las dos
partes principales de la teoŕıa presentada en este caṕıtulo son el diseño de su-
perficies basado en el enfoque LQ singular y el robustecimiento de controladores
via Super-Twisting. En este caṕıtulo también se presentan controladores de or-
den arbitrario.

En el Caṕıtulo 3, se hace el modelado, linealización, análisis y se lleva a
la forma canónica controlable, el sistema carro-péndulo que se encuentra en el
Laboratorio de Modos deslizantes de la Facultad de Ingenieŕıa de la UNAM.
Dicho sistema se ocupará para realizar las pruebas de las variables de desliza-
miento diseñadas y su respectivo controlador.

En el Caṕıtulo 4, se diseñan variables de deslizamiento para el sitema carro-
péndulo por el método basado en LQ singular y de forma automática por la
función SSLQ para MATLAB [Castillo y Fridman, 2013]. Se hace el diseño de
variables de deslizamiento para el sistema carro-péndulo, de grado relativo uno,
dos y tres.

En el Caṕıtulo 5 se aplica el algoritmo de robustecimiento a los controlado-
res de orden arbitrario, presentados en el caṕıtulo 2, para tener controladores
robustos por modos deslizantes, continuos, de orden dos, tres y cuatro.

Finalmente, en el Caṕıtulo 6, se presentan los resultados, tanto de simula-
ciones como de experimentos, de los controladores implementados en el sistema
carro-péndulo con su respectiva variable de deslizamiento. Una vez probados to-
dos los controladores se analiza su presición para establecer cual es el algoritmo
más adecuado para la estabilización de este sistema.





Caṕıtulo 2

Marco teórico

2.1. Linealización entorno a un punto de equilibrio

Si un sistema opera alrededor de un punto de equilibrio y las señales invo-
lucradas son señales pequeñas, es posible aproximar el sistema no lineal por un
sistema lineal [Ogata, 2010].

Para linealizar un sistema se emplea el método de linealización por series
de Taylor, el cual se basa en la estabilidad local de un sistema no lineal. Este
método es la formalización de la intuición de que un sistema no lineal deberia
comportarse igual a su aproximación lineal en un pequeño rango de operación
[Slotine et al., 1991].

Sea un sistema:

ẋ = f(x(t), u(t)),

y = h(x(t), u(t)),

donde f y h son continuamente diferenciables y f(0, 0) = 0 se puede decir:

ẋ =

(
df

dx

)
(x=0,u=0)

x+

(
df

du

)
(x=0,u=0)

u+ ft.o.s(x, u),

y =

(
dh

dx

)
(x=0,u=0)

x+

(
dh

du

)
(x=0,u=0)

u+ ht.o.s(x, u),

donde ft.o.s. y ht.o.s. son los términos de orden superior del desarrollo en serie
de Taylor de f(x(t), u(t)) y h(x(t), u(t)) respectivamente. Se denota por A a la
matriz jacobiana de f con respecto a x, por B a la matriz jacobiana de f con
respecto a u, C representa la matriz jacobiana de h con respecto a x y D la
matriz jacobiana de h con respecto a u, todas evaluadas en x = 0, u = 0:

A =
df

dx
|(x=0,u=0), (2.1)

15



16 CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO

B =
df

du
|(x=0,u=0), (2.2)

C =
dh

dx
|(x=0,u=0), (2.3)

D =
dh

du
|(x=0,u=0), (2.4)

el sistema lineal aproximado del sistema original no lineal es

ẋ = Ax(t) +Bu(t)
y = Cx(t) +Du(t).

(2.5)

2.2. Estabilidad de puntos de equilibrio

Método indirecto de Lyapunov

Se puede entender que un punto de equilibrio es estable si las trayectorias
del sistema que empiezan en una vecindad del punto de equilibrio permane-
cen alrededor del dicho punto, de otro modo, este es inestable. Un punto de
equilibrio es asintóticamente estable si todas las trayectorias que inician en una
vecindad del punto de equilibrio no solo permanecen cerca del punto de equi-
librio sino que además tienden al equilibrio a medida que el tiempo tiende a
infinito [Khalil, 2002].
Lo anterior refiere al concepto de estabilidad de puntos de equilibrio o estabi-
lidad en el sentido de Lyapunov. Para determinar la estabilidad de un sistema
no lineal existe el método indirecto de Lyapunov.

Dicho método se basa en el análisis de estabilidad de sistemas lineales y es
la justificación fundamental del uso de técnicas de control lineal en la práctica,
es decir, el diseño de un control lineal garantiza la estabilidad local del sistema
f́ısico no lineal original.

Teorema de Lyapunov para estabilidad (Método Indirecto de Lyapunov)
[Khalil, 2002]:
Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema no lineal:

ẋ = f(x),

donde f : D −→ Rn es una función continuamente diferenciable y D ⊂ Rn es
un entorno del origen. Sea

A =
df

dx
(x) |(x=0),
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entonces:

1. El origen es asintóticamente estable si todos los valores propios de A
tienen parte real negativa.

2. El origen es inestable si uno o más valores propios de A tiene parte real
positiva.

3. Si existen uno o más valores propios con parte real cero y todos los demás
con parte real negativa, no se puede decir nada acerca de la estabilidad
del origen.

Los eigenvalores de una matriz son las raices de su polinomio caracteŕıstico
det(λI −A) = 0.

Teorema de inestabilidad de Chetaev

Teorema de Chetaev [Khalil, 2002].
Sea X = 0 un punto de equilibrio. Sea V : D −→ R una función continua-
mente diferenciable tal que V (0) = 0 y V (x0) > 0 para algún x0 con ‖ x0 ‖
arbitrariamente pequeña. Definimos el conjunto U = {x ∈ Br | V (x) > 0} con
Br = {x ∈ Rn |‖ x ‖≤ r} y r > 0, y supongamos que V̇ (x) > 0 en U. Entonces
X = 0 es inestable.

2.3. Análisis de controlabilidad y observabilidad pa-
ra un sistema lineal

El análisis de controlabilidad/observabilidad de un sistema nos dice cuantos
y cuales de los estados del sistema pueden ser controlados/observados.

Controlabilidad

Se dice que un sistema es de estado controlable en t = t0 si es posible
construir una señal de control no acotada que transfiera un estado inicial en
cualquier estado final en un intervalo de tiempo finito t0 ≤ t ≤ t1. Si todo
estado es controlable se dice que el sistema es de estado controlable completo.
La matriz de controlabilidad para un sistema lineal (2.5) se define como:

C = [B AB A2 . . . An−1B],

Un sistema es de estado completamente controlable si, y solo si, la matriz de
controlabilidad es de rango completo [Ogata, 2010].
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Observabilidad

Se dice que un sistema es completamente observable si se puede determi-
nar todo estado inicial x(0) a partir de la observación de la salida y(t) en un
intervalo de tiempo finito. El sistema es, por tanto, completamente observable
si toda transición de estado puede afectar a todo elemento del vector de salida.
El concepto de observabillidad es útil para resolver el problema de reconstuir
variables de estado no medibles a partir de las medibles en el espacio de tiempo
mı́nimo posible.
La matriz de observabilidad para un sistema lineal (2.5) se define como:

O = [C ′ A′C ′ A′2C ′ . . . A′n−1C ′],

Un sistema es completamente observable si, y solo si, la matriz de observabilidad
es de rango completo [Ogata, 2010].

2.4. Forma canónica de controlador para sistemas
SISO

La siguiente representación en el espacio de estados es llamada una forma
canónica controlable [Ogata, 2010]

ẋ1
ẋ2
...

ẋn−1
ẋn

 =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−an −an−1 −an−2 · · · a1




x1
x2
...

xn−1
xn

+


0
0
...
0
1

u.

Para llevar un sistema a la forma canónica controlable se necesita una trans-
formación de similitud.
Dicha transformación consiste en asociar a una matriz A, de n x n con elementos
en Rn, a una base ortonormal [q1,q2, ...,qn], entonces Ā es una representación
de A con respecto a la base ortonormal.

Sea el sistema (2.5), donde el par (A,B) es controlable, una transforma-
ción de similitud que puede llevar al sistema a la forma controlable puede se
construida con la matriz de controlabilidad del sistema, se define:

Q−1 = [B AB A2 . . . An−1B],

además, se define el vector b como la n-esima columna de Q y se contruye la
matriz P como

P =
[
b bA . . .bAn−1

]
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y P ∈ Rn×n una matriz no singular, tal que x̄ = Px entonces las ecuaciones de
estado:

x̄ = Āx̄+ B̄u
y = C̄x̄+ D̄u

, (2.6)

donde

Ā = PAP−1 B̄ = PB C̄ = CP−1 D̄ = D , (2.7)

se dice que son algebraicamente equivalentes a (2.5) y x̄ = Px es llamada una
transformación de similitud [Chen, 1995].

2.5. Control por Modos Deslizantes

El enfoque de control por modos deslizantes (SMC por sus siglas en inglés)
es una de las principales opciones cuando uno se enfrenta a incertidumbre pa-
ramétrica y dinámicas no modeladas. Dicho enfoque esta basado en mantener
exactamente las trayectorias del sistema en una restricción, elegida adecua-
damente, por medio de un control de conmutación de alta frecuencia. Esto
expone las principales caracteŕısticas de los modos deslizantes: insensibilidad
ante incertidumbres externas e internas, maxima precisión y convergencia en
tiempo finito. Por otra parte, el control de conmutación de alta frecuencia pro-
voca el llamado efecto chattering, el cual es exhibido por vibraciones de alta
frecuencia en la planta controlada y puede ser peligroso en la implementación
[Levant, 2003].

2.5.1. Diseño convencional

El diseño convencional de controladores por modos deslizantes (primer or-
den) consiste en dos pasos:

• El diseño de la variable de deslizamiento de grado relativo uno.
• El diseño de un control por modos deslizantes convencional que force a las
trayectorias del sistema a alcanzar la superficie de deslizamiento en fiempo fi-
nito [Utkin, 1992].

Dado un sistema

ẋ1 = x2
ẋ2 = x3
...

...
...

ẋn = f(x) + u+ φ(x, t),

(2.8)
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donde xi son los estados del sistema, f(x) es la dinamica conocida del sistema,
u es una entrada del control y φ(x, t) representa las perturbaciones e incerti-
dumbres del sistema.

La superficie de deslizamiento para (2.8) puede ser escrita como:

σ = xn + cxn−1,1 = 0,

donde xn−1,1 = [x1, x2, . . . , xn−1] y c es un vector de ganacias.
Una manera de elegir un conjunto deslizante de dimensión (n − 1) es usando
el ı́ndice de desempeño Lineal Cuadratico (LQ) [Utkin, 1992] y otra forma de
elegirlo es por el método de colocación de polos [Ackermann y Utkin, 1998].

El diseño convencional de SMC para (2.8) esta dado por

u = uneq + v,

donde uneq = −f(x) es el control nominal equivalente y

v = −k · sign(σ), (2.9)

el controlador que lleva las trayectorias del sistema a la superficie de desliza-
miento σ = 0, donde

sign(σ) =

{
1 si σ > 0
−1 si σ < 0

,

y

sign(0) ∈ [−1, 1].

La ganacia k de (2.9) está definida de forma que

k = L+
α√
2
,

donde L =| φ(x, t) | es diseñada para compensar la perturbación acotada φ(x, t)
y α√

2
determina el tiempo que toma al sistema alcanzar la superficie de desli-

zamiento [Shtessel et al., 2014].

2.5.2. Modos deslizantes de orden superior

La idea principal de SMC es elegir adecuadamente una variable de desli-
zamiento y mantenerla en cero. Si se supone una variable de deslizamiento σ
en cuya r-ésima derivada temporal aparece por primera vez el control, se dice
que σ es de grado relativo r. Para poder llevar la variable de deslizamiento a
cero es necesario que σ = σ̇ = · · · = σr−1 = 0, y para esto se requiere de un
controlador de orden r [Castillo, 2013].
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Para el diseño de superficies de deslizamiento de orden superior se tienen
los métodos de diseño, basado en LQ singular [Castillo y Fridman, 2013] y por
colacación de polos [Hernández et al., 2013].

Los controladores por modos deslizantes de orden superior (HOSMC por
sus siglas en inglés) aseguran estabilización en tiempo finito de los estados de
un sistema controlable SISO, aún en la presencia de pertubaciones acotadas y
acopladas al canal de control.

Cuando el orden del controlador por modos deslizantes y el grado relativo
del sistema coinciden, no es necesario el diseño de una superficie de desliza-
miento. Además, HOSMC provee la máxima precisión asintótica posible en la
presencia de no idealidades (frecuencia de muestreo finita, ruido de medición,
etc.) [Levant, 2007].

Existen HOSMC (Super-twisting, Control Integral Discontinuo, Super-Twisting
de tercer orden, etc.), que generan señales de control continuas, estos tienen la
ventaja de reducir el fenómeno del chattering, y esto evita daños a la planta.

Algoritmos de modos deslizantes de orden superior

Se presentan algunos algoritmos de HOSM.

• Algoritmo Super-Twisting (STA)

Éste es un algoritmo de segundo orden que genera una señal de control
continua, por lo que se reduce el efecto chattering, y puede llevar variables
de deslizamiento, de grado relativo uno, a cero en tiempo finito. Además, STA
puede compensar exactamente perturbaciones Lipschitz, es decir, | φ̇(x, t) |< C.

u = −k1 | σ |
1
2 sign(σ) + w,

ẇ = −k2sign(σ),

(2.10)

donde k1 = 1.5
√
C y k2 = 1.1C [Levant, 1993].

• Algoritmo Twisting

Es un controlador discontinuo de segundo orden que lleva las trayectorias
del sistema a una superficie de deslizamiento de grado relativo dos. Este con-
trolador es capaz de rechazar perturbaciones acotadas, es decir, | φ(x, t) |< C.

u = −k1sign(σ)− k2sign(σ̇), (2.11)

donde k1 > k2 > 0 [Levant, 1993].
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• Control Integral Discontinuo

Éste controlador produce una señal de cotrol continua y esta diseñado para
que variables de deslizamiento de grado relativo dos convergan a cero, en tiem-
po finito, aún en la presencia de perturbaciones con primera derivada temporal
acotada | φ̇(x, t) |< C.

u = −k1 | σ |
1
3 sign(σ)− k2 | σ̇ |

1
2 sign(σ̇) + z,

ż = −k3sign(σ),

(2.12)

Las ganancias k1, k2 y k3 deben ser diseñadas adecuadamente para cumplir con
la tarea de control [Zamora et al., 2013].

• Algoritmo Super-Twisting de tercer orden

Como su nombre lo dice es un algoritmo de tercer orden, que genera una
señal de control continua, y puede llevar a cero variables de deslizamiento, de
grado relativo dos, en tiempo finito. Es insensible ante perturbaciones con pri-
mera derivada temporal acotada, es decir, | φ̇(x, t) |< C.

u = −k1 | φ |
1
2 sign(φ) + L,

L̇ = −k3sign(φ),

(2.13)

en donde φ = σ̇ + k2 | σ |
2
3 sign(σ) y k1, k2 y k3, son ganancias diseñadas

apropiadamente para cumplir con la tarea de control [Kamal et al., 2014].

• Controlador de orden superior Quasi-continuo

Éste controlador, de orden arbitrario, es capaz de llevar a cero, en tiempo
finito, variables de deslizamiento de grado relativo arbitrario. Los controladores
Quasi-continuos tienen la propiedad de producir una señal de control continua
fuera del modo deslizante, es decir, en σ = σ̇ = σ̈ = ... = σr−1 6= 0 y discontinua
en el modo deslizante. Es insensible ante perturbaciones acotadas, | φ(x, t) |<
C.
El controlador Quasi-continuo para los tres primeros ordenes se define como:

u1 = −α1sign(σ),

u2 = −α2

(
| σ̇ | + | σ |

1
2

)−1 (
σ̇+ | σ |

1
2 sign(σ)

)
,

u3 = −α3

[
| σ̈ | +2(| σ̇ | + | σ |

2
3 )−

1
2 | σ̇+ | σ |

2
3 sign(σ) |

]−1[
σ̈ + 2(| σ̇ | + | σ |

2
3 )−

1
2 (σ̇+ | σ |

2
3 sign(σ))

]
,

(2.14)
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donde αr es la ganacia de controlador que debe ser diseñada adecuadamente
para cumplir con la tarea de control [Levant, 2005].

2.5.3. Precisión de controladores por modos deslizantes

En [Levant, 1993] y [Levant y Fridman, 2010] se presentan trabajos acer-
ca de la precisión de los controladores por modos deslizantes con base en: el
tiempo de muestreo y la constante de tiempo del actuador, respectivamente, y
dependiendo en ambos casos del orden del controlador.

En [Levant, 1993] se propone lo siguiente:
Sea l = [r] el máximo número entero que no excede r. Si la l-ésima derivada de
la variable de deslizamiento σ(t, x(t, ε)) es uniformemente acotada por ε, para
la parte de estado estacionario de x(t, ε), entonces existe una constante posi-
tiva C1, C2, ..., CL−1, talque para el estado estacionario cumpla las siguientes
desigualdades

| σ |≤ C0τ
l, | σ̇ |≤ C1τ

l−1, | σ̈ |≤ C2τ
l−2, ..., | σl−1 |≤ Cl−1τ .

2.6. Control óptimo

El método de diseño de control óptimo calcula de un forma sistemática la
matriz de ganancias para el control por retroalimentación de estados lineal.

Problema del controlador cuadrático óptimo

Dado el sistema (2.5), donde las matrices A y B son constantes y además
el par (A,B) es controlable.

El problema del regualdor óptimo consiste en determinar la matriz K, del
vector de control óptimo

u(t) = −Kx(t), (2.15)

tal que se minimice el ı́ndice de desempeño

J =

∫ ∞
t0

(xT (t)Qx(t) + u(t)TRu(t))dt, (2.16)

donde las matrices constantes Q y R, simétrica positiva semidefinida y simétrica
positiva definida, respectivamente. Dichas matrices determinan la importancia
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que se le da a cada uno de los estados en el cálculo del control. Si la matriz de
ganancias K se calcula de tal forma que (2.16) sea mı́nimo, entonces (2.15) es
una ley de control óptima [Ogata, 2010].

Solución del problema del controlador cuadrático óptimo

Definimos el ı́ndice de desempeño óptimo, en un tiempo inicial t0 y con una
condición inicial x(t0):

J = xTPx, (2.17)

donde P es la solución de la ecuación algebráica de Riccati:

ATP + PA− PBR−1BTP +Q = 0. (2.18)

Entonces la ley de control óptima (2.15) está dada por:

u(t) = −R−1BPx(t), (2.19)

donde R−1BP = K es la matriz de ganancias óptima [Ogata, 2010].

2.7. Diseño de variables de deslizamiento de orden
superior basado en LQ singular

Uno de los métodos más populares para el diseño de variables de des-
lizamiento esta basado en el problema de estabilización óptima LQ singu-
lar [Jacobson y Speyer, 1971],[Gabasov y Kirillova, ] (SOSP por sus siglas en
inglés). La extensión de SOSP para un ı́ndice de singularidad arbitrario permi-
te unificar el diseño de variables de deslizamiento de grado relativo arbitrario
y la elección del correspondiente HOSMC [Castillo y Fridman, 2013].

Planteamiento del SOSP

Se considera el sistema perturbado SISO, lineal e invariante en el tiempo:

ẋ(t) = Ax(t) +B(u(t) + φ(x, t)),
x(0) = x0, ‖ x0 ‖≤ L, L ∈ R+ (2.20)

dondeA ∈ Rn×n es la matriz de estados,B ∈ Rn es la matriz de entradas, x(t) ∈
Rn es el vector de estados, u(t) ∈ R es una entrada de control escalar, y φ(x, t) ∈
R es una perturbación acoplada al canal de control y acotada por una constante
real positiva | φ(x, t) |≤ F ∈ R+, que puede representar perturbciones externas
y dinámicas acotadas no modelas del sistema. Las condiciones iniciales del
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sistema deben estar en un conjunto compacto definido por L. Suponemos el
par (A,B) controlable. Para el diseño de la variable de deslizamiento se toma
el sistema nominal (2.5) y la función de costo

J =
1

2

∫ ∞
t0

xT (t)Qx(t)dt (2.21)

donde Q ∈ Rnxn es simétrica y positiva semidefinida. El criterio (2.21) es sin-
gular con respecto a la entrada de control u(t) y es llamada función de costo
con control libre de costo [Castillo, 2013],[Castillo y Fridman, 2013].

2.7.1. Diseño de variables de deslizamiento basado en la solu-
ción del SOSP

En [Castillo, 2013] y [Castillo y Fridman, 2013] se presenta un método de
diseño de variables de deslizamiento basado en la solución al problema de esta-
bilización óptima singular. El algoŕıtmo de diseño consta de los siguientes pasos:

1.Transformación, a la forma canónica controlable del sistema (2.5) y de
(2.21) por medio de la transformación de similitud definida en la sección 2.4.

De esta forma obtenemos un sistema como (2.6) donde las matrices Ā y B̄
tienen la forma:

Ā =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−an −an−1 −an−2 ... a1

 , B̄ =


0
0
...
0
1

 ,

donde an, ..., a1 son los coeficientes del polinomio caracteŕıstico.

La matriz de ponderación Q de los estados del ı́ndice de desempeño necesita
ser transformada para mantener la ponderación a los estados del sistema (2.6):

Q̄ = (T−1)TQT−1 (2.22)

2. Definición del orden de singularidad del ı́ndice de desempeño mediante
un análisis de la forma de la matriz de ponderación Q̄ donde se busca el escalar
Q̄22 .

Es importante remarcar que en el diseño convencional de controladores por
Modos Deslizantes mencionado en la sección 2.5.1, se hacen particiones a Q̄ de
la siguiente forma:

Q̄ =

(
Q̃11 Q̃12

Q̃21 Q̃22

)
con Q̃11 ∈ R(n−1)×(n−1), Q̃22 > 0. (2.23)
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El orden de la singularidad es el número i=k+1, donde k es el número de
columnas cero de la matriz de ponderación Q̄ tales que Q̃22 > 0, Q̃22 ∈ R.

3. Definición de particiones sobre la matriz de ponderación Q̄ y sobre el
sistema transformado.

El diseño de superficies de orden superior parte del supuesto que al trans-
formar la matriz Q con (2.22) y hacer las particiones (2.23), el escalar Q̃22 = 0.
Si Q̃22 = 0, debido a las propiedades de simetŕıa y positividad semidefinida, Q̄,
todos los elementos Q̃12 y Q̃21 son cero. Por lo tanto Q̄ solo puede tener una
forma:

Q̄ =


Q̄11 Q̄12 0 · · · 0
Q̄21 Q̄22 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

 , (2.24)

Q̄11 ∈ R(n−k−1)×(n−k−1) es una matriz simétrica positiva semidefinida, Q̄22 >
0, Q̄22 ∈ R.

Después de hacer las particiones a Q̄, es necesario hacer una partición a las
matrices del sistema (2.6) de las mismas dimensiones de (2.24).

Entonces el vector de estados de (2.6) se divide en tres subconjuntos de
variables de estado z = [z̄T1 z̄T2 z̄T3 ]T donde z̄1 representa las variables de estado
que formarán la dinámica reducida de modos deslizantes, z̄2 un control virtual
y z̄3 el resto de las variables de estado

z̄1 = [z1 . . . zn−i]
T ,

z̄2 = zn−i+1,
z̄3 = [zn−i+2 . . . zn]T .

(2.25)

El sistema se representa de la siguiente forma: ˙̄z1
˙̄z2
˙̄z3

 =

 Ā11 Ā12 Ā13

Ā21 Ā22 Ā23

Ā31 Ā32 Ā33


 z̄1
z̄2
z̄3

+

 B̄1

B̄2

B̄3

u,
debido a que las matrices Ā y B̄ están en la forma canónica controlable, el
subsistema z̄1 tiene la forma:

˙̄z1 = Ā11z̄1 + Ā12z̄2, (2.26)

donde Ā11 tiene las mismas dimensiones que Q̄11 y Ā12 es una matriz columna
con las mismas filas que Q̄11, y las pariciones Ā11 y Ā12 tienen la forma canóni-
ca de controlador:
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Ā11 =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . . 1
0 0 0 · · · 0

 , Ā12 =


0
0
0
...
1

 . (2.27)

4. Diseño de la variable de deslizamiento mediante el diseño de un control
estabilizante para el subsistema z̄1 mediante un ı́ndice de desempeño no singu-
lar de orden reducido y la ecuación algebraica de Riccati.

Después de las particiones, de la matriz del sistema A y la matriz de ponde-
ración Q, el ı́ndice de desempeño singular con respecto a u(t) (2.21), también
ha sido transformado a un ı́ndice de desempeño regular

J̄ =
1

2

∫ ∞
t0

(z̄T1 (t)Q̂z̄1(t) + vT (t)R̂v(t))dt, (2.28)

donde

v(t) = z̄2(t) + Q̄−122 Q̄
T
12z̄1(t), (2.29)

es una variable utilizada para elimar términos cruzados de z̄1(t) y z̄2(t) que
aparecen en (2.21 debido a las particiones del sistema y la matriz de ponde-
ración Q. Q̂ = Q̄11 − Q̄12Q̄

−1
22 Q̄

T
12 es la matriz de ponderación de los estados

del subsistema z̄1 y R̂ = Q̄22 la matriz de ponderación del control virtual v(t).
Debido al cambio de variable el sistema (2.26) es:

˙̄z1 = Âz̄1 + B̂v, (2.30)

donde
Â = Ā11 − Ā12Q̄

−1
22 Q̄

T
12 ∈ R(n−i)×(n−i),

B̂ = Ā12 ∈ Rn−i.
(2.31)

El sistema (2.5) y el ı́ndice de desempeño singular (2.21) han sido transfor-
mados, de un SOSP, en un problema de control óptimo regular para el subsis-
tema (2.30) y el ı́ndice de desempeño regular (2.28), que para sistemas lineales
invariantes en el tiempo, puede ser resuelto como se explica en la sección 2.6.
La ecuación de Riccati esta dada por:

ÂTP + PÂ− PB̂R̂−1B̂TP + Q̂ = 0, (2.32)

donde P es la única solución positiva definida de (2.32) si y solo si el par (Â, D̄)
es observable, con D̄ una matriz tal que D̄T D̄ = Q̂.
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Al sustituir P de (2.32) en la ecuación (2.19) y con el cambio de variable
(2.29) podemos construir una ley de control óptimo estabilizante, con respecto
a (2.28), para el subsistema (2.30)

z̄2 = −Kz̄1,
= −(R̂)−1(B̂TP + Q̄T12)z̄1,
= −(Q̄22)

−1(ĀT12P + Q̄T12)z̄1.

(2.33)

Entonces, la variable de deslizamiento de grado relativo r ≥ 1 puede ser
diseñada de la siguiente manera

σ = z̄2 + (Q̄22)
−1(ĀT12P + Q̄T12)z̄1. (2.34)

El orden de singularidad del ı́ndice de desempeño es igual al grado relativo
de la variable de deslizamiento diseñada.

2.7.2. Toolbox para MATLAB: función SSLQ

En [Castillo y Fridman, 2013] se presenta la función SSLQ, para MATLAB,
que permite automatizar el método de diseño de variables de deslizamiento
basado en LQ singular para sistemas perturbados SISO (2.20) con un indice de
desempeño (2.21).

Sintaxis

[T, SS,QC,Ueqn,Algorithm] = SSLQ(A,B,Qb,AlphaGain) (2.35)

Descripción

La función SSLQ aplica la metodoloǵıa de diseño de superficies LQ singular
y selección de controlador en cinco pasos. Cada paso es ejecutado por una
subfunción especifica que puede ser usada independientemente:

1. TransCC : Transformación del sistema a forma canónica controlable, y
transformación del ı́ndice de desempeño.

2. OrderSingular : Análisis de la matriz de ponderación Q̄ para encontrar el
Orden de Singularidad i del ı́ndice de desempeño.

3. PartK : Diseña un control virtual óptimo para el sistema de orden redu-
cido z1 de orden (n − i) a través de la solución de la eciación algebraica
de Riccati.

4. Surfaces: Diesño de la suerficie de deslizamiento de grado relativo i, usan-
do el control virtual óptimo diseñado.
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5. SLQCL: Diseño de control nominal equivalente y la selección del orden
del HOSMC.

Argumentos

A - Matriz de estados del sistema LTI perturbado original.

B - Matriz de entradas del sistema LTI perturbado original.

Qb - Es la matriz de ponderación transformada Q̄. En la práctica la matriz
Q es dada a priori, y transformada de la misma manera que el sistema a
través de Q̄ = (T−1)TQT−1. En la teoŕıa Q es manipulada para obtener
los resultados de desempeño deseados para el sistema completo. Aqúı,
en la teoŕıa de diseño de superficies LQ singular, es mejor manipular y
ajustar la matriz Q̄ directamente para manejar el orden de singularidad, y
por lo tanto el grado relativo de la superficie diseñada. Esta configuración
no puede ser encontrada facilmente ajustando la matriz Q.

AlphaGain - Es la ganancia del controlador Quasi-continuo. Debe satis-
facer la condición AlphaGain > F , donde | f |≤ F .

Salidas

T - Matriz de transformación, no singular, a forma canónica controlable
z = Tx.

SS - Matriz de tamaño (i−1)×n, donde i es el ı́ndice de singularidad que
contiene a la superfice de deslizamiento y a sus i−1 derivadas temporales.

[σ σ̇ · · · σ(i−1)]T = SSz

QC - Variable cadena de caracteres que contiene el algoritmo Quasi-
continuo de orden i. La superficie de deslizaiento y sus derivadas tem-
porales [σ σ̇ · · · σ(i−1)]T ] son denotadas como [s,sd,...,sddd...d].

Ueqn - matriz de tamaño (1xn) que contiene los términos lineales del
control nominal equivalente.

ueqn = Ueqnz

Algorithm - Variable cadena de caracteres que contiene todo el algoritmo
en código .m.
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2.8. Diseño de controladores de orden arbitrario

Los controladores de orden arbitrario pueden estabilizar sistemas de cual-
quier orden sin la necesidad de diseñar una variable de deslizamiento y esto
puede mejorar la precisión del sistema en lazo cerrado para llegar al punto de
operación deseado. Además, en el caso de los controladores de convergencia en
tiempo finito se asegura que los estados del sistema lleguen a cero en un tiempo
finito.

En la literatura existen controladores de orden arbitrario, cada uno con
sus ventajas y desventajas, por ejemplo tenemos el controlador Quasi-continuo
[Levant, 2005], que es un controlador insensible ante cierto tipo de perturbacio-
nes y asegura convergencia en tiempo finito de los estados del sistema, pero tiene
el problema de que cuando se alcanza el modo deslizante el controlador genera
una señal de control discontinua lo que provoca el efecto chattering. A conti-
nuación se presentan algunos controladores de orden arbitrario que producen
una señal de control continua, por lo que se reduce el fenómeno de chattering,
pero no compensan exactamente las perturbaciones.

2.8.1. Controlador de convergencia exponencial

El control LQR es diseñado a partir de la solución al problema del controla-
dor cuadrático óptimo que se presentó en la sección 2.6. Dadas las matrices de
ponderación, Q de los estados, y R de la entrada de control, se puede diseñar
una ley de control óptima:

u(t) = −Kx(t), (2.36)

donde K es la matriz de ganancias dada por (2.19).

2.8.2. Controladores de convergencia en tiempo finito

Considerese el controlador de Hong [Hong et al., 2005] de orden r ≤ 4 defi-
nido de la siguiente forma:

u1 = −l1 || σ1 |β0 sign(σ1)− u0 |
α1
β0 sign(| σ1 |β0 sign(σ1)− u0) (2.37)

u2 = −l2 || σ2 |β1 sign(σ2)− u1 |
α2
β1 sign(| σ2 |β1 sign(σ2)− u1) (2.38)

u3 = −l3 || σ3 |β2 sign(σ3)− u2 |
α3
β2 sign(| σ3 |β2 sign(σ3)− u2) (2.39)

u4 = −l4 || σ4 |β3 sign(σ4)− u3 |
α4
β3 sign(| σ4 |β3 sign(σ4)− u3) (2.40)

donde σ es la variable de desizamiento, l1, l2, l3 y l4 son las ganacias del
controlador que deben ser ajustadas de forma adecuada para cumplir con la
tarea de control, k = p

q − 1 < 0 (p y q enteros impares mayores que cero), y

α1 = 1, ..., αi = αi−1 + k, αi > −k > 0 i = 1, ..., n
β0 = α2 (βi + 1)ri+1 = (βi−1 + 1)ri > 0 i = 1, ..., n− 1



2.9. ROBUSTECIMIENTO DE CONTROLADORES DE ORDEN ARBITRARIO31

2.9. Robustecimiento de controladores de orden ar-
bitrario

En el diseño de controladores es necesario tomar en cuenta las perturbacio-
nes, incertidumbre y dinámicas no modeladas, de tal forma que el controlador
sea capaz de contrarestar sus efectos. Una forma de hacer esto es diseñar un
controlador que estabilice al sistema en su forma nominal (sin tomar en cuenta
el efecto de las perturbaciones) y después aplicar un método de robustecimiento,
por ejemplo rediseño de Lyapunov, tal que el controlador final pueda estabili-
zar al sistema con las mismas propiedades de convergencia del sistema en lazo
cerrado nominal, pero en presencia de perturbaciones [Khalil, 2002].

En [Castillo et al., 2014] se propone un método de robustecimiento de con-
troladores de orden arbitrario mediante la integración del algoritmo Super-
Twisting. Este permite el rechazo de perturbaciones Lipschitz en el tiempo
respetando las propiedas de convergencia del control nominal. La principal
ventaja de este tipo de robustecimiento es que la señal de control robustecida
es continua lo cual reduce significat́ıvamente el efecto chattering.

Se considera el sistema dinámico de orden arbitrario dado por:

ẋi = xi+1 i = 1, 2, . . . , n− 1
ẋn = f(x) + g(x)(u+ φ(t)),

(2.41)

donde x = [x1, x2, . . . , xn] es el vector de estados, u ∈ R es la entrada de control,
f(x) y g(x) son funciones suaves de los estados que representan la dinámica
nominal y conocida, además 0 < km ≤ g(x) ≤ kM , φ(t) es una función Lips-
chitz, continua, que actúa persistentemente y que representa las perturbaciones
e incertidumbres actuando sobre el sistema y que están acopladas al canal de
control.

Si para un sistema nominal (φ(t) = 0) existe un controlador u = u0(x) tal
que el origen del sistema en lazo cerrado es estable, entonces es posible diseñar
un variable de deslizamiento y un controlador, tal que un sitema perturba-
do se comporte de forma robusta con respecto a perturbaciones, con derivada
temporal acotada, conservando todas las propiedades de estbilidad del sistema
nominal en lazo cerrado [Castillo et al., 2014].

Se define la variable de deslizamiento como:

σ(x(t), u0(x(t))) = xn(t)−
∫ t

0
(f(x(τ)) + g(x(τ))u0(x(τ)))dτ

donde x(t) es una trayectoria del sistema nominal. Cuando σ(x(t), u0(x(t))) = 0
el sistema se comporta de manera nominal, aún en la presencia de perturba-
ciones.
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Ahora es necesario diseñar un controlador que haga σ(x(t), u0(x(t))) = 0 en
tiempo finito.
Si se aplica el siguiente control

u = u0 + v

Donde v es una entrada adicional de control, la dinámica de la superficie queda:

σ̇ = g(x)(v + φ(t)),

puesto que la superficie diseñada es de grado relativo uno, se puede usar el STA
como entrada de control v.

Finalmete la ley de control total está dada por:

u = u0 + v

v = −k1 | σ |
1
2 sign(σ) + w

ẇ = −k2sign(σ)

σ = xn(t)−
∫ t
0(f(x(τ)) + g(x(τ))u0(x(τ)))dτ

(2.42)

Esto nos garantiza que el sistema perturbado en lazo cerrado,con el control
u = u0+v, tendrá un comportamiento igual al sistema en lazo cerrado nominal,
con el control u0, aún en la presencia de perturbciones Lipschitz y acopladas
al canal de control.



Caṕıtulo 3

Sistema carro-péndulo

Figura 3.1: Foto del sistema carro-péndulo [INTECO, 2008].

3.1. Plataforma f́ısica

La información que se presenta en la sección 3.1 acerca del sistema carro-
péndulo fue tomada del Manual de usuario [INTECO, 2008].

El sistema carro-péndulo consiste en:

PC equipada con la tarjeta de adquisición de datos RTDAC4/PCI.

Unidad mecánica carro-péndulo.

Interfaz de potencia.

Sofware de control.

33
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Figura 3.2: Sistema de control del carro-péndulo [INTECO, 2008].

3.1.1. Descripción del sistema

La configuración carro-péndulo consiste en un poste montado sobre un ca-
rro de tal manera que el poste puede girar libremente en el plano vertical. Para
columpiar y balancear el poste, el carro es empujado hacia atrás y hacia ade-
lante sobre un riel de dos metros de longitud.

El sistema es subactuado porque un sólo actuador maneja los dos grados
de libertad del sistema, de tal forma que la única manera de mover el péndulo
es mediante las fuerzas aplicadas al carro. Dichas fuerzas son generadas por el
motor de CD y son transferidas al carro por una banda. Las señales de control
son calculadas en la PC y mandadas al motor de CD en forma de voltaje PWM.
Para medir la posición del carro y el ángulo del poste se utilizan dos codifica-
dores incrementales ópticos.El primero esta instalado en el eje del péndulo y el
segundo en el eje del motor de CD.

Figura 3.3: Configuración del sistema carro-péndulo [INTECO, 2008].

El sistema carro-péndulo es de tipo abierto, es decir, el usuario puede di-
señar y resolver cualquier problema de control de péndulo sobre la base del
presente hardware y software.
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Generalmente el problema de control sobre el carro-péndulo consiste en
llevar al sistema a algunos de los dos puntos de equilibrio mediante la aplicación
de fuerzas acotadas para que el péndulo gire y llegue a una vecindad de dichos
puntos. Preferentemente esto se debe hacer lo más rápido posible, con pocas
oscilaciones, y sin dejar que el ángulo y la velocidad crezcan demasiado. Una
vez que se alcanza la posición deseada los estados se deben mantener ah́ı, aún
en la presencia de perturbaciones. Para dicha tarea se debe implementar un
sistema de control en lazo cerrado.

3.1.2. Swing up y control estabilizante

La señal de control aplicada al sistema carro-péndulo tiene dos partes, la
primera consiste en el uso de un algoritmo Swing up, que columpia el péndulo
para llevarlo a su posición mas alta. Una vez ah́ı, el control conmuta a otro
controlador que estabiliza al sistema. Solo uno de los dos algoritmos de control
trabajan en cada zona de control como se muestra en la figura (3.4).

Figura 3.4: Zona de balanceo y estabilización del sistema de control del carro-
péndulo [INTECO, 2008].

El algoritmo swing up está basado en la leyes de la enerǵıa. Este algorit-
mo dirige hacia arriba el péndulo incrementando su enerǵıa total. Existe una
compensación entre dos tareas: balancear el péndulo hacia la posición de arriba
y centrar el carro en el riel. Debido a la presencia de perturbaciones e incer-
tidumbre paramétrica, es más importante un comportamiento robusto que el
carácter óptimo de la estrategia de control. La rutina caracteŕıstica del control
es su condición Bang-Bang que balancea el péndulo hasta alcanzar en la parte
superior el punto de equilibrio inestable.

Al lograr un acercamiento suave al punto de equilibrio, una rutina llamada
Soft landing arbiter verifica si la enerǵıa cinética del péndulo menos la enerǵıa
perdida debido a la fricción es suficiente para levantar el centro de gravedad
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del péndulo hasta su posición más alta. Si la condición se cumple entonces la
señal de control se va a cero y la rutina Bang-Bang finaliza.

Una vez que el sistema ha entrado en la zona de estabilización el sistema
puede ser tratado como lineal. El control conmuta a un algoritmo de estabiliza-
ción. Debido a la longitud limitada del riel un routina llamada Length control
es introducida para forzar el centrado del carro y prevenir que choque con lo
bordes del riel.

3.1.3. Software

El sistema carro-péndulo es controlado desde MATLAB y SIMULINK. El
software incluye controladores de software de dispositivos que son compatibles
con RTWT (Real Time Windows Target) MathWorks Toolbox (herramientas
de tiempo real en MATLAB).

El usuario tiene un rápido acceso a las funciones básicas del sistema carro-
péndulo desde la ventana de control del péndulo. Esto incluye: identificación,
controladores de software, modelos de simulación y ejemplos de aplicaciones.

Figura 3.5: Ventana de control del péndulo [INTECO, 2008].

El controlador de software principal, que sirve para el control y medición de
señales, está colocado en la columna RTWE Device Driver. Dicho controlador
de software conecta el ambiente de MATLAB para tiempo real y la tarjeta de
adquisición de datos RT-DAC/PCI.

El sistema es controlado en tiempo real. El término tiempo real se refiere
a la operación de una computadora en la cual los programas para el procesa-
miento de datos externos son léıdos permanentemente, tal que sus resultados
estarán disponibles en periodos predeterminados de tiempo. El arribo de los
datos puede ser aleatoriamente distribuido o ser ya determinado dependiendo
de las diferentes aplicaciones.
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Figura 3.6: controlador de software dedicado al sistema carro-péndulo
[INTECO, 2008].

El controlador de software mencionado está incluido en el bloque Sistema
carro-péndulo de la figura (3.6). El bloque Sensores calcula las velocidades del
carro y del péndulo, mediante diferenciación numérica, debido a que los sensores
sólo miden posiciones.

3.1.4. Hardware

El hardware necesario para el control del carro-péndulo consiste en:
• Tarjeta de adquisición de datos RTDAC4/PCI.
• Codificadroes incrementales ópticos.
• Fuente de alimentación.

La RTDAC4/PCI es una tarjeta de sincronización de entradas y salidas
multifuncional analógica y digital dedicada a la adquisición de datos en tiem-
po real y control en el ambiente Windows 95/98/NT/2000. La tarjeta usa un
bus PCI y soporta operaciones en tiempo real sin introducir retardos causa-
dos por el propio sistema de temporización de Windows. La tarjeta contiene
un integrado FPGA XilinxR que puede ser reprogramado para introducir una
nueva función de entradas y salidas digitales sin modificar el hardware. La
configuración por defecto del chip FPGA acepta señales desde un codificador
incremental y genera salidas PWM, t́ıpicas para aplicaciones de control me-
catrónico [INTECO, 2013]. A través de la tarjeta de adquisición de datos, la
PC lee la posición del carro y el ángulo del péndulo en forma digital, y también
controla al motor de CD.

Un codificador incrremental óptico básicamente consiste en una fuente de
luz, un dispositivo receptor de luz y un disco codificador rotativo con ranuras.
El encoder óptico obtiene el número de pulsos proporcionales al ángulo de ro-
tación del disco y en combinación con el FPGA se puede obtener los estados
medidos.
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En la figura (3.7) se muestra un ejemplo del funcionamiento del sitema de
control: los estados medibles del sistema son obtenidos por los encoders ópticos
y digitalizados por el FPGA para poder ser léıdos por la PC. Esta calcula la
señal de control y la env́ıa al generador de PWM, el cual manda una señal de
control al motor de CD. El reloj base que activa el periodo de muestreo para
los encodres, sincroniza el cálculo de la salida de control y la generación de la
señal PWM.

Figura 3.7: Control digital del sistema carro-péndulo [INTECO, 2008].

3.2. Modelo matemático

El modelo matemático que describe al sistema carro-péndulo en el espacio
de estados esta formado por cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden.

3.2.1. Modelo no lineal

Figura 3.8: Diagrama del carro-péndulo en un sistema de coordenadas
[INTECO, 2008].
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El modelo matemático no lineal del sistema carro-péndulo [INTECO, 2008]
considerando el sistema representado en la figura (3.8), es:

ẋ1 = x3

ẋ2 = x4

ẋ3 = a1w1(x,u)+w2(x)cos(x2)
d(x)

ẋ4 = w1(x,u)cos(x2)+a2w2(x)
d(x)

(3.1)

donde el vector de estados X =
[
x1 x2 x3 x4

]T
representa, x1 ≡ Posición

del carro, x2 ≡ Posición angular del péndulo, x3 ≡ Velocidad del carro, x4 ≡
Velocidad angular del péndulo. Además,

w1(x, u) = k1u+ x24sin(x2)− k2x3,
w2(x, u) = −gsin(x2)− k3x4,

d(x) = b− cos2(x2),

donde

a1 =
Jp
ml , a2 = 1

l , b = a1a2 =
Jp
ml2

,

k1 = p1
ml , k2 = fc−p2

ml , k3 =
fp
ml .

A continuación se presenta la tabla con los parámetros del sistema dados por
el fabricante [INTECO, 2008].

Śımbolo Descripción Valor

m Masa equivalente del carro y péndulo 0.872[Kg]

l Distancia del eje de rotación al centro de masa del sistema 0.011[m]

fc Coeficiente de fricción dinámica del carro 0.5[N·s/m]

fs Fricción estática del carro 1.203[N]

fp Coeficiente de fricción rotacional 6.5·10−5[N·m·s/rad]

Jp Momento de inercia del péndulo con respecto al eje de rotación 0.00292[kg·m2]

g Aceleración de la gravedad 9.81[m/s2]

p1 Razón de la fuerza del control a la señal PWM 9.4[N]

p2 Razón de la fuerza de control a la velocidad del carro -0.548[N·s/m]

umax Máximo valor de la señal PWM 0.5

mc Masa equivalente del carro 0.768[Kg]

mps Masa del poste 0.038[kg]

mpw Masa de la carga 0.014[kg]

Rl Longitud del riel 1.8[m]

lp Longitud del poste 0.5[m]

lpo Distancia entre el centro de masa del poste y el eje de rotación 0.107[m]

lc Longitud de la carga 0.03[m]

lpw Distancia entre el centro de masa de la carga y el eje de rotación 0.354[m]

T Periodo del péndulo 1.17[s]

J Momento de inercia relacionado al centro de masa 0.00282[kg·m2]

Cuadro 3.1: Tabla de parémetros del sistema original.
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Si se sustituyen los valores de las constantes en el modelo matemático del
carro-péndulo, se obtiene:

ẋ1 = x3

ẋ2 = x4

ẋ3 = 0.304w1(x,u)+w2(x)cos(x2)
d(x)

ẋ4 = w1(x,u)cos(x2)+90.91w2(x)
d(x)

(3.2)

donde:

w1(x, u) = 980u+ x24sin(x2)− 109x3,

w2(x, u) = −9.81sin(x2)− 0.00693x4,

d(x) = 27.7− cos2(x2).

3.2.2. Puntos de equilibrio

Igualando a cero las ecuaciones de estado del sistema (3.1) se pueden obte-
ner sus puntos de equilibrio:

ẋ1 = x3 = 0, (3.3)

ẋ2 = x4 = 0, (3.4)

ẋ3 = a1w1(x,u)+w2(x)cos(x2)
d(x) = 0, (3.5)

ẋ4 = w1(x,u)cos(x2)+a2w2(x)
d(x) = 0, (3.6)

para que (3.5) y (3.6) sean cero se necesita que w1(x, u) y w2(x) sean cero:

w1(x, u) = k1u+ x24sin(x2)− k2x3 = 0, (3.7)

w2(x, u) = −gsin(x2)− k3x4 = 0, (3.8)

se sustituyen (3.3) y (3.4) en (3.7) y (3.8):

k1u = 0, (3.9)

−gsin(x2) = 0, (3.10)
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de (3.9) se tiene:

u = 0,

y de (3.10):

x2 = nπ ; n = 0, 1, 2, 3....

x1 sólo esta acotado por el tamaño del riel y puede tomar cualquier valor entre
[-1,1] [m].

Por lo tanto el sistema tiene infinitos puntos de equilibrio pero solo se con-
sideran 2 que son de interés:

X01 =


0
0
0
0

 ;U0 = 0 y X02 =


0
π
0
0

 ;U0 = 0

3.2.3. Linealización

En este caso se linealiza (3.1) entorno al punto X01. De la ecuación (2.1):

A =


0 0 1 0
0 0 0 1

0 g
1−b

a1k2
1−b

k3
1−b

0 a2g
1−b

k2
1−b

k3
1−b

 ,

y de la ecuación (2.2):

B =


0
0

a1k1
b−1
k1
b−1

 .
El sistema linealizado en torno a X01 es:

ẋ =


0 0 1 0
0 0 0 1

0 g
1−b

a1k2
1−b

k3
1−b

0 a2g
1−b

k2
1−b

k3
1−b

x+


0
0

a1k1
b−1
k1
b−1

u. (3.11)
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La salida del sistema esta dada por:

y = Cx,

puesto que los únicos estados medibles son x1 y x2:

C =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
.

Al sustituir los valores de las constantes en (3.11) se tiene el modelo lineal
de (3.1):

ẋ =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 −0.3678 −1.2469 −0.0003
0 −33.4333 −4.0959 −0.0003

x+


0
0

11.1839
36.7385

u

y =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
x.

(3.12)

3.2.4. Análisis de estabilidad

Para el sistema (3.1) se analiza la estabilidad del punto X01 mediante el
método indirecto de Lyapunov.

De (3.12):

det(λI −A) = det



λ 0 0 0
0 λ 0 0
0 0 λ 0
0 0 0 λ

−


0 0 1 0
0 0 0 1
0 −0.3678 −1.2469 −0.0003
0 −33.4333 −4.0959 −0.0003


 ,

= det



λ 0 −1 0
0 λ 0 −1
0 0.3678 λ+ 1.2469 0.0003
0 33.4333 4.0959 λ+ 0.0003


 ,

= (λ)(λ)(λ+ 1.2469)(λ+ 0.0003)− (−1)(λ)(λ+ 1.2469)(33.4333),

= λ4 + 1.2472λ3 + 33.4325λ2 + 40.1813λ.
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La ecuación caracteŕıstica de A es:

λ4 + 1.2472λ3 + 33.4325λ2 + 40.1813λ = 0,

y las racies de dicho polinomio son:

λ1,4 = {0,−0.0217 + 5.7775i,−0.0217− 5.7775i,−1.2037} ,

puesto que existe una raiz en el eje jω el sistema lineal es marginalmente esta-
ble pero no se puede decir nada acerca de la estabilidad del sistema no lineal
original.

Se intuye que X01 es inestable, por lo que se prueba el teorema de inesta-
bilidad de Chetaev.

Para el sistema (3.1) con X01 = 0 un punto de equilibrio.

Se propone:

V (x) = x21 + x22 + x23 + x24, (3.13)

tal que:

V (0) = 0.

La derivada de V (x) sobre las trayectorias del sistema (3.1) es:

V̇ (x) =
dV

dx
ẋ,

= [2x1, 2x2, 2x3, 2x4]


x3
x4

0.304w1(x,u)+w2(x)cos(x2)
d(x)

w1(x,u)cos(x2)+90.91w2(x)
d(x)

 ,

= 2x1x3 + 2x2x4 + 2x3
0.304w1(x, u) + w2(x)cos(x2)

d(x)
+ (3.14)

2x4
w1(x, u)cos(x2) + 90.91w2(x)

d(x)
.

Si r = 0.01 tal que Br = {x ∈ Rn |‖ x ‖≤ 0.01} y definimos U como: U =
{x1, x3 > 0, x2, x4 < 0, x ∈ Br | V (x) > 0}. En U (3.14) es positiva definida y
por lo tanto X01 es inestable.
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3.2.5. Controlabilidad y observabilidad

La matriz de controlabilidad para un sistema de cuarto orde se define como:

C = [B | AB | A2B | A3B],

para el sistema (3.12) la matriz C es

C =


0 11.18 −14 3.9
0 36.74 −45.8 −1171.1

11.18 −13.95 3.9 12.3
36.74 −45.82 −1171.1 1516.2

 . (3.15)

Si la matriz (3.17) es de rango completo, su determinente debe ser diferente
de cero:

det(C) = det


0 11.18 −14 3.9
0 36.74 −45.8 −1171.1

11.18 −13.95 3.9 12.3
36.74 −45.82 −1171.1 1516.2

 = −175320000 6= 0.

Se puede observar que la matriz (3.17) es de rango completo, por lo tanto,
se dice, que el sistema (3.12) es de estado completamente controlable.

La matriz de observabilidad para un sistema de cuarto orde se define como:

O = [C ′ | A′C ′ | A′2C ′ | A′3C ′],

Concatenando los anteriores vectores en la matriz O:

O =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 −0.3678 −1.2469 −0.0003
0 −33.4333 −4.0959 −0.0003
0 0.4686 1.5560 −0.3674
0 1.5165 5.1084 −33.43216


. (3.16)
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Si la matriz O es de rango completo, su determinente debe ser diferente de cero:

det(O) = det



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 −0.3678 −1.2469 −0.0003
0 −33.4333 −4.0959 −0.0003
0 0.4686 1.5560 −0.3674
0 1.5165 5.1084 −33.43216


= −1357.1 6= 0.

Se observa que la matriz (3.18) es de rango completo, por lo tanto, se puede
decir que el sistema (3.12) es completamente observable.

3.2.6. Forma canónica controlable

Para llevar al modelo lineal del carro-péndulo a la forma canónica contro-
lable deseada se necesita construir la matriz P.

Del sistema (3.12), se obtiene una matriz Q−1 tal que:

Q−1 = [B | AB | A2B | A3B]

Q−1 =


0 11.18 −14 3.9
0 36.74 −45.8 −1171.1

11.18 −13.95 3.9 12.3
36.74 −45.82 −1171.1 1516.2


Se inverte Q−1 para obtener Q:

Q =


0.1115 0 0.0928 −0.0010
0.0928 −0.0010 0.0035 −0.0011
0.0035 −0.0011 0.0028 −0.0008
0.0028 −0.0008 0 0


Ahora se toman los elementos q41, q42, q43, q44 correspondientes a la fila 4 de la
matriz Q y se forma el vector b.

b = [ 0.0028 −0.0008 0 0]
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A partir de b se obtienen las filas de la matriz P:

p1 = b = [ 0.0028 −0.0008 0 0]

p2 = bA = [ 0 0 0.0028 −0.0008]

p3 = bA2 = [ 0 0.0272 0 0]

p4 = bA3 = [ 0 0 0 0.0272]

La matriz P queda:

P =


0.0028 −0.0008 0 0

0 0 0.0028 −0.0008
0 0.0272 0 0
0 0 0 0.0272


Se puede observar que la matriz P ∈ R4×4 y además det(P) = −5704x106 6= 0,
lo que significa que P es no singular.
Aplicando las ecuaciones (2.7) al sistema (3.12) se obtiene la transformación
de similitud que lleva al modelo lineal del carro-péndulo a la forma canónica
controlable.

˙̄x =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 −40.1813 −33.4325 −1.2472

 x̄+


0
0
0
1

u

y = [ 0.4045 −0.0066 47.9224 0 ]x̄

(3.17)

En caṕıtulos posteriores ésta forma del modelo de sistema carro-péndulo es
utilizada en el diseño de superficies y controladores por Modos Deslizantes.



Caṕıtulo 4

Diseño de variables de
deslizamiento de orden
arbitrario para el sistema
carro-péndulo

En este caṕıtulo se diseñan variables de deslizamiento, de grado relativo 1, 2
y 3, para para ser implementadas en el sistema carro-péndulo. Se tienen cuatro
controladores (Super-Twisting, Control Integral Discontinuo, Control de Hong
de segundo orden robustecido y Control de Hong de tercer orden robustecido)
que requieren del diseño de una variable de deslizamiento para ser implementa-
dos en el sistema carro-péndulo, por lo tanto, se deben diseñar cuatro variables
de deslizamiento.

Para ejemplificar el método de diseño de variables de deslizamiento presen-
tado en la sección 2.7.1, se realiza el diseño de una variable de deslizamiento
de grado relativo tres.

El primer paso de diseño consiste en transformar a la forma canónica con-
trolable el sistema (3.12) y la matriz de ponderación Q. El sistema (3.17) es la
representación en forma canónica controlable de (3.12) y se tiene la matriz

Q̄ =


49 0 0 0
0 9 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
El segundo paso es definir el orden de singularidad i del ı́ndice de desempeño
dado por:

i = k + 1,
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donde k es el número de columnas cero de Q̄, en este caso k = 2 , por lo tanto,

i = 3.

En el paso tres se hacen las particiones de Q̄ y de el sistema (3.19) donde
los subconjuntos de variables de estado es

z̄1 = x̄1,

z̄2 = x̄2,

z̄3 = [x̄3 x̄4]
T ,

de esta forma obtenemos las matrices

Q̄11 = [49], (4.1)

Q̄22 = [9], (4.2)

Ā11 = [0], (4.3)

Ā12 = [1]. (4.4)

Por último, el cuarto paso consiste en el diseño de la variable de deslizamiento
mediante la obtención de una ley de control para el subsistema z̄1 a través del
indice de desempeño

J̄ =
1

2

∫ ∞
t0

(z̄T1 (t)Q̄11z̄1(t) + zT2 (t)Q̄22z2(t))dt, (4.5)

como Q̄12 = 0 no hay términos cruzados en (4.5), por lo que no es necesario
hacer el cambio de variable que se describe en la sección 2.7.1. La ecuación
algebraica de Riccati queda

ĀT11P + PĀ11 − PĀ12Q̄
−1
22 Ā

T
12P + Q̄11 = 0, (4.6)

si se sustituyen (4.1), (4.2), (4.3) y (4.4) en (4.6) se tiene

−P [1][9]−1[1]P + [49] = 0, (4.7)

y se obtiene

P = [21], (4.8)

que es positiva definida y el par (Ā11, D̄), con D̄ = 7, es observable, por lo
tanto se puede obtener la variable de deslizamiento por medio de la ecuación
(2.34)

σ = z̄2 + [9]−1([1][21] + [0])z̄1

σ = z̄2 +
7

3
z̄1,
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finalmente la variable de deslizamiento queda:

σ = [2.333 1 0 0]x̄ (4.9)

Para el diseño del resto de las variables de deslizamiento se va a usar la
función SSLQ presentada en la sección 2.7.2.

Se considera la función (2.35) donde las entradas estan dadas por: las ma-
trices A y B del modelo matemático lineal del carro-péndulo (3.12), la matriz
de ponderación Qb = Q̄ y la ganancia AlphaGain puede tomar cualquier valor
porque no se requiere del controlador Quasi-continuo diseñado por (2.35), en
este caso AlphaGain = 1.

Después de ejecutar la función (2.35) en MATLAB se tiene la salida SS que
da el vector de ganancias de la variable de deslizamiento. A continuación se
muestran la variables de deslizamiento diseñadas con su respectiva matriz de
costo Q̄.

Variables de deslizamiento de grado relativo dos con:

Qb =


544000 0 131750 0

0 1 0 0
131750 0 34000 0

0 0 0 0

 ,

el vector de SS queda:

SS =

[
4 0.5 1 0
0 4 0.5 1

]
,

por lo tanto, la variable de deslizamiento esta dada por:

σ = [4 0.5 1 0]x̄. (4.10)

Variable de delsizamiento de grado realtivo dos con:

Qb =


5299200 0 1093650 0

0 1 0 0
1093650 0 230000 0

0 0 0 0

 ,
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entonces, la salida SS de (2.35) da:

SS =

[
4.8 0.3 1 0
0 4.8 0.3 1

]

y la variable de deslizamiento esta dada por:

σ = [4.8 0.3 1 0]x̄. (4.11)

Variable de deslizamiento de grado relativo uno con:

Qb =


560000 0 138680 0

0 100 0 0
138680 0 34609 0

0 0 0 14

 ,

el vector SS es:

SS = [285 18 45 1],

por lo tanto, la variable de deslizamiento esta dada por:

σ = [285 18 45 1]x̄. (4.12)

Una vez diseñadas las superficies de deslizamiento para el sistema carro-pendulo,
se necesita de un controlador que pueda llevar a las trayectorias del sistema a
dichas superficies.



Caṕıtulo 5

Implementación de
controladores en el sistema
carro-péndulo

En este caṕıtulo se presetan los controladores por modos deslizantes de
orden superior implementados en el sistema carro-péndulo. Todos estos contro-
ladores son continuos y pueden rechazar perturbaciones con primera derivada
temporal acotada. El diseño de las ganancias para todos los controladores es
de forma experimental.

A continuación, se presentan los controladores implementados, ya con las
ganancias diseñadas para lograr estabilizar al sistema en el origen.

Super-Twisting

El algoritmo (2.10), con las ganacias adecuadas para cumplir con la tarea
de control y la variable de deslizamiento correpondiente queda

u = −15 | σ |
1
2 sign(σ) + w,

ẇ = −15sign(σ),
(5.1)

donde σ esta dada por (4.12).

Control Integral Discontinuo

El algoritmo (2.11), con las ganacias adecuadas para cumplir con la tarea
de control queda

u = −26 | σ |
1
3 sign(σ)− 25 | σ̇ |

1
2 sign(σ̇) + z,

ż = −5sign(σ),
(5.2)

donde σ esta dada por (4.10).
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Control de Hong de segundo orden robustecido

El controlador (2.38), robustecido por medio del algoritmo (2.42), con las
ganacias adecuadas para cumplir con la tarea de control esta dado por

u1 = −4.3 || σ |0.9 sign(σ) | sign(| σ |0.9 sign(σ))
u2 = −120 || σ̇ |1.11 sign(σ̇)− u1 |1.25 sign(| σ̇ |1.11 sign(σ̇)− u1)
v = −10 | S |

1
2 sign(S) + w

ẇ = −5sign(S)

S = σ̇ −
∫ t
0(f(σ(τ)) + g(x(τ))u0(σ(τ)))dτ

u = u2 + v

(5.3)

donde σ esta dada por (4.11).

Control de Hong de tercer orden robustecido

El algoritmo (2.39), robustecido por medio del algoritmo (2.42), con las
ganacias adecuadas para estabilizar el sistema esta dado por

u1 = −1 || σ |0.9 sign(σ) | sign(| σ |0.9 sign(σ))
u2 = −1.6 || σ̇ |1.11 sign(σ̇)− u1 |1.25 sign(| σ̇ |1.11 sign(σ̇)− u1)
u3 = −70 || σ̈ |1.37 sign(σ̈)− u2 |1.57 sign(| σ̈ |1.37 sign(σ̈)− u2)
v = −5 | S |

1
2 sign(S) + w

ẇ = −5sign(S)

S = σ̈ −
∫ t
0(f(σ(τ)) + g(σ(τ))u0(σ(τ)))dτ

u = u3 + v

(5.4)

donde σ esta dada por (4.9).

Control de Hong de cuarto orden robustecido

El controlador (2.40), robustecido por medio del algoritmo (2.42), con las
ganacias adecuadas para cumplir con la tarea de control queda

u1 = −0.8 || x1 |0.9 sign(x1) | sign(| x1 |0.9 sign(x1))
u2 = −0.9 || x2 |1.11 sign(x2)− u1 |1.25 sign(| x2 |1.11 sign(x2)− u1)
u3 = −2 || x3 |1.37 sign(x3)− u2 |1.57 sign(| x3 |1.37 sign(x3)− u2)
u4 = −140 || x4 |1.71 sign(x4)− u3 |2 sign(| x4 |1.71 sign(x4)− u3)
v = −5 | S |

1
2 sign(S) + w

ẇ = −5sign(S)

S = x4 −
∫ t
0(f(x(τ)) + g(x(τ))u0(x(τ)))dτ

u = u4 + v

(5.5)
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Control LQR robustecido

La ley de control (2.36), robustecida por medio del algoritmo (2.42), con la
matriz ganancias adecuada para estabilizar el sistema queda

u0 = −[7.2 42 8.4 7.2]x

v = −5 | S |
1
2 sign(S) + w

ẇ = −5sign(S)

S = x4 −
∫ t
0(f(x(τ)) + g(x(τ))u0(x(τ)))dτ

u = u0 + v

(5.6)

donde la matriz de ganacias de u0 se diseña como se muestra en la sección 2.6,
con las matrices de ponderación

Q =


51.84 72.36 0 0
72.36 537 0 0

0 0 24.2 2
0 0 2 90

 ; R = 1.

Los controladores diseñados en el presente caṕıtulo se implementan en el siste-
ma carro-péndulo, logrando la estabilización del sistema en el punto de equili-
brio X01.





Caṕıtulo 6

Resultados

En este caṕıtulo se presentan los resultados obtenidos, tanto en simulacio-
nes como experimentalmente, de la implementación de los controladores por
modos deslizantes de orden superior, presentados en el caṕıtulo 5, con la co-
rrespondiente variable de deslizamiento, diseñada en el caṕıtulo 4, aplicados al
sistema carro-péndulo descrito en el caṕıtulo 3.

6.1. Simulaciones

En las simulaciones se utiliza el modelo matemático no lineal (3.1) como
una aproximación de la planta. En las simulaciones el objetivo de control es
estabilizar el sistema en el origen en la presencia de una perturbación, acotada
y acoplada al canal de control, descrita por la ecuación

f = sen(5t) + 2cos(3t) + 2. (6.1)

Para todos los casos las condiciones inciales de los estados son cero, excepto
para el ángulo del péndulo que es 0.2 [rad], y el periodo de muestreo es de un
milisegundo.
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En la gráfica (6.1) se muestra el resultado de la simulación del algoritmo
(5.1) implementado en el sistema carro-péndulo.
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Figura 6.1: Simulación del carro-péndulo con Algoritmo Super-Twisting y su-
perficie de grado relativo 1.

Se puede observar que las trayectorias del sistema convergen a la superficie
de deslizamiento en tiempo finito y, después de esto, los estados convergen al
origen de forma exponencial. La señal de control, en un principio lleva la varia-
ble de deslizamiento a cero y después toma la misma forma de la perturbación
(6.1) pero con signo contrario, lo cual nos indica una compensación exacta de
esta.
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Se analiza la precisión del controlador (5.1), como se muestra en la sección
2.5.3:

‖ σ ‖≤ 32.78 · 10−6; γ1 = 32.78 · 10−3.

En la figura (6.2) se presentan los resultados de la simulación del sistema carro-
péndulo con el controlador (5.2).
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Figura 6.2: Simulación del carro-péndulo con Control Integral Discontinuo y
superficie de grado relativo 2.

Se puede ver que la variable de deslizamiento llega a cero en tiempo finito,
entonces, los estados del sistema van a cero de forma exponencial. La señal de
control es continua y compensa de forma exacta a (6.1).
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En cuanto a la precisión obtenida con (5.2) se tiene que:

‖ σ ‖≤ 0.67 · 10−6; γ1 = 0.67,

‖ σ̇ ‖≤ 0.0486 · 10−3; γ2 = 0.0486.

En la figura (6.3) se puede ver la simulación del carro-péndulo con el con-
trolador (5.3).
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Figura 6.3: Simulación del carro-péndulo con Control de Hong robustecido de
segundo orden y superficie de grado relativo 2.

Se observa que, tanto la variable de deslizamiento como su primera derivada
temporal, convergen a cero en tiempo finito, y los estados del sistema lo hacen
de forma exponencial. La señal de control es continua y toma la misma forma
de(6.1) pero con signo opuesto para compensarla.
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Al analizar la precisión de el controlador (5.3) en la simulación, se obtiene:

‖ σ ‖≤ 0.75 · 10−6; γ1 = 0.75,
‖ σ̇ ‖≤ 0.0515 · 10−3; γ2 = 0.0515.

En la figura (6.4) se muestra la simulación de (5.4) estabilizando al sistema
(3.1).
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Figura 6.4: Simulación del carro-péndulo con Control de Hong de tercer orden
robustecido y superficie de grado relativo 3.

Se puede apreciar que la variable de deslizamiento, y su primera y segunda
derivada con respecto al tiempo, convergen a cero en tiempo finito y los es-
tados del sistema lo hacen de forma exponencial. Además, la señal de control
compensa exactamente a la perturbación (6.1).
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La precisión obtenida con el controlador (5.4) esta dada por:

‖ σ ‖≤ 87.67 · 10−9; γ1 = 87.67
‖ σ̇ ‖≤ 0.36 · 10−6; γ2 = 0.36
‖ σ̈ ‖≤ 0.046 · 10−3; γ3 = 0.046

En la figura (6.5) se presentan los resultados obtenidos con el algoritmo (5.5).
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Figura 6.5: Simulación del carro-péndulo con Control de Hong de cuarto orden
robustecido.

En esta simulación el controlador de del mismo orden de la planta, por lo
que, no hay variable de deslizamiento, entonces, el controlador lleva directa-
mente los estados a cero, por la acción del controlador de Hong, y se tiene una
compensación exacta de (6.1) por medio del algoritmo de robustecimiento.
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Aunque no hay una superficie de deslizamiento se puede determinar la preci-
sión del controlador (5.5) en la simulación, si se considera una variable de desli-
zamiento, de grado relativo cuatro, diseñada de tal forma que sea directamente
los estados de un sistema como (3.17) empleado en el diseño del controlador:

‖ σ ‖≤ 360 · 10−12; γ1 = 360
‖ σ ‖≤ 51 · 10−9; γ2 = 51
‖ σ̇ ‖≤ 0.157 · 10−6; γ3 = 0.157
‖ σ̈ ‖≤ 0.026 · 10−3; γ4 = 0.026

En la gráfica (6.6) se presentan los resultados obtenidos por (5.6).
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Figura 6.6: Simulación del carro-péndulo con Control LQR robustecido.
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El control LQR lleva los estados del sistema a cero exponencialmente y
mediante el algoritmo de robustecimiento se compensa exactamente la pertur-
bación f .

En la tabla (6.1) se hace una comparación de los diferentes controladores,
con base en su precisión, tanto en la superficie como en los estados del sistema,
esto con la finalidad de ver cual controlador es el que convien usar para esta-
bilizar el sistema carro-péndulo.

Controlador | σ | | σ̇ | | σ̈ | | σ(3) | | x1 | | x2 | | x3 | | x4 |
Algoritmo

Super- 32.78 · 10−6 * * * 4 · 10−6 1 · 10−5 2.8 · 10−4 9 · 10−4

Twisting

Control
Integral 0.67 · 10−6 48.6 · 10−6 * * 6 · 10−6 1.33 · 10−5 5.32 · 10−4 1.77 · 10−3

Discontinnuo

Hong de
segundo orden 0.75 · 10−6 45.2 · 10−6 * * 2.6 · 10−6 5.75 · 10−6 4.9 · 10−4 1.62 · 10−3

robustecido

Hong de
tercer orden 80 · 10−9 0.296 · 10−6 43.5 · 10−6 * 1.3 · 10−6 3.835 · 10−6 4.85 · 10−4 1.47 · 10−3

robustecido

Hong de
cuarto orden 360 · 10−12 51 · 10−9 1.57 · 10−7 2.63 · 10−5 1.8 · 10−6 5.66 · 10−6 5 · 10−4 1.65 · 10−3

robustecido

LQR
* * * * 1.16 · 10−6 3 · 10−6 4.1 · 10−4 1.34 · 10−3

robustecido

Cuadro 6.1: Tabla comparativa de la precisión de los controladores utilizados
para estabilizar el sistema carro-péndulo con un tiempo de muestreo de un
milisegundo.

En la tabla se puede observar que mientras mayor fue el orden del contro-
lador mejor fue la precisión en las superficies de deslizamiento y con esto se
comprueba que, en teoria (de forma ideal), la presición crece proporcionalmen-
te al orden del controlador como se muestra en la siguiente gráfica.

Lo más importante es la precisión que se alcanza en la estabilización de los
estados del sistema y en este rubro, los controladores que presentaron mejores
resultados fueron los de cuarto orden, que no necesitaron el diseño de una va-
riable de deslizamiento, el control LQR robustecido y el controlador de Hong de
cuarto orden robustecido, y aśı se comprueba que cuando el orden del contro-
lador coincide con el grado relativo del sistema se obtiene la máxima precisión
posible.
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6.2. Experimentos

En los experimentos realizados se utiliza el sistema de control descrito en la
sección 3.1.2, donde el sistema es llevado de su posición inicial hasta una vecin-
dad del punto de equilibrio inestable mediante el algoritmo swing up, cuando
esto se logra el controlador conmuta a uno de los diseñados en el caṕıtulo 5 que
estabiliza al sistema en el origen. La zona de estabilización esta acotada por
0.2 radianes alrededor del origen y las condiciones iniciales del sistema, cuando
se conmuta el controlador, se pueden apreciar en las gráficas correspondientes
a los resultados obtenidos por cada controlador implementado.

Una vez que el sistema está en estado estacionario se le aplican dos pertur-
baciones, una acoplada al canal de control, a los 30 segundos del experimento,
que consiste en ejercer fuerza sobre el carro, y otra no acoplada al canal de
control, a los 45 segundos aproximadamente, que es un golpe al péndulo. En
las gráficas siguientes se muestra la respuesta del sistema con el correspondiente
controlador implementado.
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En la gráfica (6.7) se muestran los resultados de la implementación del
algoritmo (5.1).
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Figura 6.7: Carro-péndulo con Algoritmo Super-Twisting y superficie de grado
relativo 1.

En la gráfica se puede observar que el sistema converge a la superficie de
deslizamiento en tiempo finito y los estados van a cero de forma exponencial.

La precisión del algoritmo (5.1) en el experimento esta dada por:

‖ σ ‖≤ 11.86 · 10−3; γ1 = 11.86
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En la figura (6.8) se muestra la respuesta del sistema con el algoritmo (5.2).
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Figura 6.8: Carro-péndulo con Control Integral Discontinuo y superficie de
grado relativo 2.

Se observa que tanto la variable de deslizamiento como los estados llegan a
cero y el controlador compensa la perturbación acopalada al canal de control.

La precisión del controlador (5.2) en el experimento es:

‖ σ ‖≤ 150 · 10−6; γ1 = 150
‖ σ ‖≤ 5.15 · 10−3; γ1 = 5.15
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En la gráfica (6.9) se presentan los resultados obtenidos al implementar el
controlador (5.3) en el sistema carro-péndulo.
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Figura 6.9: Carro-péndulo con Control de Hong de segundo orden robustecido
y superficie de grado relativo 2.

Se puede apreciar que los estados convergen a cero, una vez que las trayec-
torias del sistema se encuentran en la superficie de deslizamiento, además, el
controlador trata de compensar de forma exacta a la perturbación acoplada al
canal de control.

La precisión del controlador (5.3) está dada por:
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‖ σ ‖≤ 154 · 10−6; γ1 = 154
‖ σ̇ ‖≤ 5.2 · 10−3; γ2 = 5.2
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En la figura (6.10) se muestran lo resultados obtenidos con la implementa-
ción del controlador (5.4).
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Figura 6.10: Carro-péndulo con Control de Hong de tercer orden robustecido y
superficie de grado relativo 3.

La variable de deslizamiento y sus dos primeras derivadas temporales llegan
a cero al igual que los estados.

La presición para el algoritmo (5.4) implementado en el carro-péndulo se
obtiene como:

‖ σ ‖≤ 2.24 · 10−3; γ1 = 2240000
‖ σ̇ ‖≤ 4.1 · 10−3; γ2 = 4100
‖ σ̈ ‖≤ 32 · 10−3; γ3 = 32
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En la gráfica (6.11) están los resultados obtenidos con la implementación
del algoritmo (5.5).
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Figura 6.11: Carro-péndulo con Control de Hong de cuarto orden robustecido.

Este algoritmo al ser del mismo orden del sistema no necesita de una varia-
ble de deslizamiento para llevar los estados a cero y al ser robustecido compensa
la perturbación acoplada al canal de control.

La precisión para el controlador (5.5) implementado en el sistema carro-
péndulo esta dada por:

‖ σ ‖≤ 61.6 · 10−6; γ1 = 61600000
‖ σ ‖≤ 0.59 · 10−3; γ2 = 590000
‖ σ̇ ‖≤ 0.69 · 10−3; γ3 = 690
‖ σ̈ ‖≤ 10.8 · 10−3; γ4 = 10.8
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En la gráfica (6.12) están los resultados obtenidos en la implementación de
la ley de control (5.6).
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Figura 6.12: Carro-péndulo con Control LQR robustificado.

El control LQR se encarga de llevar los estados al origen y por el algoritmo
de robustecimiento compensa las perturbaciones acopladas al canal de control.

En la tabla (6.2) se hace una comparación de los diferentes controladores
implementados en el sistema carro-péndulo, con base en su precisión, tanto en
la superficie como en los estados del sistema, esto con la finalidad de ver cual
controlador es el que convien usar para estabilizar al sistema carro-péndulo.
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Controlador | σ | | σ̇ | | σ̈ | | σ(3) | | x1 | | x2 | | x3 | | x4 |
Algoritmo

Super- 11.86 · 10−3 * * * 17 · 10−3 12.3 · 10−3 104 · 10−3 328 · 10−3

Twisting

Control
Integral 150 · 10−6 5.15 · 10−3 * * 2.7 · 10−3 6.1 · 10−3 74.7 · 10−3 296 · 10−3

Discontinnuo

Hong de
segundo orden 154 · 10−6 5.2 · 10−3 * * 7.5 · 10−3 10.7 · 10−3 71.2 · 10−3 264.5 · 10−3

robustecido

Hong de
tercer orden 2.24 · 10−3 4.1 · 10−3 32 · 10−3 * 20.7 · 10−3 16.9 · 10−3 123.5 · 10−3 396 · 10−3

robustecido

Hong de
cuarto orden 6.16 · 10−5 5.9 · 10−4 6.68 · 10−4 10.8 · 10−3 12 · 10−3 18.4 · 10−3 158 · 10−3 503 · 10−3

robustecido

LQR
* * * * 27 · 10−3 12.3 · 10−3 61.3 · 10−3 250 · 10−3

robustecido

Cuadro 6.2: Tabla comparativa de la precisión de los controladores utilizados
para estabilizar el sistema carro-péndulo con un tiempo de muestreo de un
milisegundo.

En la tabla se puede observar que la precisión tanto en los estados como
en la supeficie de deslizamiento alcanzada por los controladores de segundo
orden, el Control Integral Discontinuo y el Controlador de Hong de segundo
orden robustecido, ya no es superada de forma significativa por controladores
de mayor orden como se ve en las gráficas (6.13) y (6.14).

Figura 6.13: Precisión de la superficie de deslizamiento.
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Figura 6.14: Precisión de los estados del sistema experimental.

En la gráfica (6.13) se puede observar la diferencia que existe entre la pre-
sición obtenida, por un sistema ideal (simulaciones), y un sistema real (experi-
mentos).

Se puede ver que en las simulaciones, la presición aumenta conforme au-
menta el orden del controlador, mientras que, en los experimento la presición
alcanzado por el controlador de orden dos ya no es superada, significativamen-
te, e incluso en el controlador de tercer orden empeora, debido a que es mas
dif́ıcil sintonizar sus ganacias, entonces, se puede decir que, el controlador que
mas conviene implementar en el sistema real es el de segundo orden.

Este resultado se lo podemos atribuir a que, aunque se aumente el orden del
controlador, los sensores y actuadores del sistema ya no permiten más precisión
tanto en las mediciones como en las señales de control y, por lo tanto, está por
demás que se implemente un controlador de mayor orden. En la teoŕıa no
existe una forma para determinar el orden de controlador más adecuado para
un sistema y lo único que se puede hacer es probar todos los controladores de
orden menor o igual al grado relativo del sistema y analizar los resultados para
determinar el que mejor desempeño tiene como se hizo este caso.
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Conclusiones

En esta tesis se trabajaron las dos partes que conciernen al diseño de con-
troladores por modos delizantes de orden superior:
1.-El diseño de una variable de deslizamiento de grado relativo arbitrario.
2.-El diseño de un controlador adecuado que force a las trayectorias del sistema
a entrar en la superficie de deslizamiento.

Para el diseño de las variables de deslizamiento se usó el enfoque LQ singu-
lar, y se realizó el diseño de forma automática por medio de la función SSLQ
de Matlab propuesta en [Castillo y Fridman, 2013].

Los controladores por modos deslizantes de orden superior implementados
son de señal continua y compensan exactmente las perturbaciones, con primera
derivada temporal acotada y acoplada al canal de control.

Puesto que solo se cuenta con controladores continuos que pueden llevar a
cero variables de deslizamiento de grado relativo uno y dos, se utilizó el algorit-
mo de robustecimiento via Super-Twisting [Castillo et al., 2014] para robuste-
cer controladores de orden arbitrario con convergencia en tiempo finito (Control
de Hong), y tambien controladores de convergencia exponencial (LQR).

El trabajo principal de esta tesis consistió en la implementación de los con-
troladores por modos deslizantes de orden superior continuos, en un sistema
carro-péndulo, en el cual la tarea de control consiste principalmente en estabi-
lizar el sitema en el punto de equilibrio inestable.

Una vez implementados todos los controladores se pudo hacer un análisis de
los resultados y de esta manera determinar que controlador es el más adecua-
do para cumplir con la tarea de control. De los resultados obtenidos se puede
concluir que en simulaciones el controlador que mejor desempeño tuvo fue de
cuarto orden, ya que logra una mayor precisión en los estados del sistema (como
se predice teóricamente).
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Finalmente, en los experimentos los mejores resultados fueron obtenidos con
el Contol Integral Discontinuo y con el Controlador de Hong de segundo orden
robustecido, ambos de orden dos. Aún cuando en el art́ıculo [Levant, 1993] se
menciona que la presición de los controladores está ligada al orden de estos,
en la implementación existen no idealidades que hacen que el funcionamiento
de los controladores sea mermado, por lo cual la precisión alcanzada por un
controlador de orden dos no puede ser superada por uno de mayor orden o en
su defecto resulta poco práctico la implementación de controladores de orden
mayor.



Apéndice A

Diagramas de Simulink y
archivos de Matlab

Para realizar las simulaciones y los experimentos en tiempo real se utilizó el
software Matlab y Simulink. A continuación, se presentan los diagramas de Si-
mulink y los archivos de las funcines programadas, utilizados en la implemen-
tación de los controladores tanto en las simulaciones como en los experimentos.

A.1. Diagrama de simulación

En la figura (A.1) se muestra el diagrama general utilizados en las simula-
ciones realizadas.

Figura A.1: Diagrama de Simulink para las simulaciones.
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En el bloque Carro-péndulo está programado el modelo matemático del
sistema carro-péndulo figura (A.2), dicho bloque recibe la señal de control u
proveniente del bloque Control. La salida del bloque Carro-péndulo es la deri-
vada del vector de estados, por esta razón se utiliza un bloque integrador para
obtener los estados del sistema. En el bloque de control esta programado el
algoritmo de control implementado.

Figura A.2: Modelo matemático del carro-péndulo programado en Matlab.

A.2. Diagrama de experimento

En la figura (A.3) se muestea el diagrama de bloques programado en simu-
link para el control en tiempo real del sistema carro-péndulo.
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Figura A.3: Diagrama de Simulink general para los experimentos.

En el bloque Sistema carro-péndulo se encuentran los driver necesarios para
la comunicación con los sensores y actuadores del sistema. En el bloque Sensores
se tiene la adecuación de las señales recibidas desde los sensores, además que,
como los sensores solo miden posiciones, las velocidades son calculadas mediante
un derivador de Levant [Levant, 2003], que permite una mayor presición que la
diferenciación numérica. El bloque de Control tiene programado el algoritmo
de control a implementar. En el bloque Controlador Swing up se programa el
algoritmo descrito en la sección (3.1.2). Por último, en el bloque Saturación se
programa un lagoritmo que evite que la señal de control crezca hasta ciertos
valores que puedan dañar al actuador.

A.3. Archivos de Matlab

En la figura (A.4) se tiene el programa de las funciones necesarias para
realizar cálculos referentes al modelado del sistema, diseño de variables de des-
lizamiento y diseño de las ganacias un control LQR.
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Figura A.4: Archivo de las funciones programadas en Matlab.
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