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Abstract

The objective of this work is to analyze by a numerical procedure, the contribution
of a tapered and slender wave-collector, which follows a power law distribution, on the
improvement of the efficiency of an oscillating water column wave energy converter. The
governing equations are presented in their dimensionless version. The forced motion of
the oscillating water column by linear long water waves, is modeled by applying the well-
known non-linear energy equation. Applying the Reynolds transport theorem to the first
law of thermodynamic, we derived a conjugated mathematical model between the gauge
pressure in the open air chamber and the oscillating water column. A simple analytical
solution for the elevation of the water waves in the wave-collector is obtained. Compared
with a system without a tapered wave-collector, the results show that the tapered wave-
collector improve the capture efficiency and increase the useful power of the oscillating
water column. The results suggest that, near resonance, can be obtained large values of
the oscillating water column, condition reached by the increment of the immersion of the
front wall of the device for a fixed wave-length. To very the correctness of the numerical

solution, it is compared against the analytical solution of a linear oscillator.
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Resumen

El objetivo de este trabajo es analizar con un procedimiento numérico, el efecto de un
colector de ondas esbelto y conico, el cual tiene una distribucion transversal que obedece
una ley de potencia, sobre el mejoramiento de la eficiencia de un convertidor de energia
conocido como columna de agua oscilante. Las ecuaciones de gobierno se presentan en su
forma adimensional. El movimiento de la columna de agua oscilante forzado por la pro-
pagacion de ondas largas lineales, se modela usando la ecuacion de la energia. Aplicando
el teorema de transporte de Reynolds a la primera ley de la Termodindmica, se derivé un
modelo matematico conjugado entre la presion manométrica en la camara de aire y la
columna de agua oscilante. Se obtuvo una solucién analitica de la elevacion de la superfi-
cie libre del oleaje en el colector de ondas. Se verific6 que una columna de agua oscilante
conectada a un colector de ondas cénico, desarrolla valores de la eficiencia y la potencia
mas grandes que los correspondientes a los obtenidos al caso de una columna de agua
conectada a un colector de ondas con ancho y fondo constante. Los resultados indican
que, cerca de la resonancia, se obtienen valores grandes de la oscilaciéon de la columna
de agua, lo anterior puede alcanzarse incrementando la longitud de la pared sumergida
del dispositivo para una longitud de onda fija. Para validar la solucion numérica, ésta se

compara contra la solucion analitica de un oscilador lineal.
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Capitulo 1
Motivacion

En la actualidad existe gran demanda energética, esto ha generado que se hayan ini-
ciado esfuerzos en la investigacion de obtencién de energia, a través de fuentes de energia
renovables y limpias. Las tecnologias para derivar potencia eléctrica de los océanos inclu-
yen el aprovechamiento de las mareas, oleaje, energia ocednica térmica, corrientes marinas,
vientos oceanicos y gradientes de salinidad, de estos tipos los estudios mas avanzados han
estado enfocados en el aprovechamiento de la potencia mareomotriz y la del oleaje. Con-
siderar la energia de las mareas implica desarrollar estudios muy puntuales, debido a que
éstas desarrollan grandes amplitudes solo en algunas regiones, y los estudios que puedan
realizarse pierden validez cuando éstos se aplican a otros sitios. El oleaje es un fenémeno
que se presenta en cualquier region costera, variando su amplitud y periodo de oscilacién,
este fenomeno presenta el inconveniente de ser altamente aleatorio, no obstante, bajo
ciertas condiciones éste puede ser medianamente controlado.

Los litorales de paises como Noruega, Portugal, Espana, Japon e India, entre otros,
desarrollan condiciones de oleaje naturales con una alta agitacion, lo cual coadyuva a que
sus estudios estén enfocados, en su mayoria, a determinar el diseno 6ptimo de la estructura
oscilante, en funcién de las condiciones naturales de la agitacién del mar, por el contrario el
litoral mexicano no presenta dichas condidiones, lo que podria provocar que la operacion de
una estructura transformadora de energia construida en nuestro pais, resultara ineficiente,
dada la escasa amplitud que presenta el oleaje en nuestros litorales, sin embargo esto puede
dejar de ser una limitante si se identifican y manipulan las condiciones geométricas de
la proyeccién horizontal de la zona de propagacién del oleaje, de tal forma que pueda

aumentarse la amplitud de las ondas.



Capitulo 2

Objetivos

2.1. Objetivo general

Mejorar la eficiencia y maximizar la potencia de un dispositivo convertidor de energia,
conocido como Columna de Agua Oscilante, mediante un colector de ondas esbelto y

conico.

2.2. Objetivos particulares

= Derivar un modelo matematico de la propagacion del oleaje en un colector de ondas

con seccion transversal variable, utilizando teoria de ondas largas lineal.

= Plantear un modelo matematico conjugado de la caAmara de aire con la columna de
agua oscilante, usando la ecuacion de la energia y aplicando el teorema de transporte

de Reynolds a la primera ley de la Termodinamica.

= Acoplar el modelo matemético de propagacion del oleaje con el de la hidrodindmica

de la columna de agua oscilante.

= Incrementar la amplitud de la superficie libre de la columna de agua oscilante,

mediante la generacién del mecanismo de la resonancia.



Capitulo 3

Introduccion

3.1. Antecedentes

Las investigaciones mas intensas, sobre el aprovechamiento de la energia del oleaje,
fueron en la década de los 70 y 80 bajo programas promovidos por distintos gobiernos e
industrias, Falcao [13]. Para 1980, Cruz [10, p.2] se habian registrado mas de mil patentes,
siendo presentada la primera en Francia en 1799, durante la época de la Revolucion
Francesa, por un padre e hijo de apellido Girard, Ross [35].

La incursion en el desarrollo de tecnologias basadas en la energia maritima a estado
fundamentada en el estudio y diseno de estructuras maritimas, cuya caracteristica es
la transformacion de la energia del oleaje en mecénica y a su vez ésta en eléctrica, se
clasifican esencialmente en dos tipos, costeras (shoreline) y de aguas profundas (offshore)
8, 13] cada estructura presenta ventajas y desventajas, las cuales se evalian segin sean
las condiciones de factibilidad econémica y de construccion, que presente una determinada

region.

3.1.1. Clasificacion de dispositivos transformadores de energia

del oleaje.

Los dispositivos transformadores del oleaje se clasifican de la forma siguiente:
1. Aguas profundas:

Estos dispositivos explotan los regimenes de oleaje mas potentes, los cuales se encuen-

tran disponibles en profundidades superiores a los 40 m., condicién en la cual los efectos
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disipativos del oleaje no son representativos. Estas estructuras flotan sobre la superfi-
cie del mar y requieren de grandes extensiones de cableado para transportar la energia
eléctrica, por otra parte, su mantenimiento requiere de infraestructura sofisticada dadas
las condiciones de su ubicacion. Estas estructuras pueden sufrir danos como consecuencia
de eventos meteoroldgicos extremos, con lo cual su vida 1util puede quedar seriamente
afectada, algunos ejemplos son el Wave Dragon Soerensen et al. [39], el cual es un con-
vertidor de energia anclado en el fondo del mar y esta disenado para emplazarse en aguas
profundas, este dispositivo se caracteriza por tener tres fases: absorcion, almacenamiento
y conversion. Este dispositivo puede instalarse en forma individual o en un arreglo de
varias estructuras similares, ver Fig. 3.1a.

La Fig. 3.1b, muestra al convertidor de energia Pelamis, Henderson [20], fue desarro-
llado en el Reino Unido, estd compuesto por cuatro secciones cilindricas conectadas entre
si. El oleaje acciona a los cilindros hidraulicos, los cuales estan conectados a generadores
eléctricos. De estos sistemas se han realizado diferentes pruebas a escalas, uno de éstos
tuvo lugar sobre la costa del norte de Portugal en el segundo semestre del 2008, siendo el
primero conectado en red en el mundo.

El sistema Duck, Salter [36], probablemente es el dispositivo de alta mar, més cono-
cido, éste fue desarrollado en la década de los 70’s y principio de los 80 s, basicamente
consiste en una camara flotante, que gira alrededor de su propio eje. Las primeras ver-
siones consistieron en una serie de Ducks montados en un eje horizontal, alineados en
la direccion del frente de onda, conectados con un sistema hidraulico. Mas tarde Salter
[36], propuso al Duck como una estructura independiente, el cual tiene la caracteristica
de contar con giroscopios, que le permiten una mejor estabilidad, ver Fig. 3.1c.

En un sistema de boyas, Budal [7], la oscilacién del oleaje permite una oscilacién
vertical, condicién que genera un movimiento relativo entre el fondo del mar y los sistemas

hidroneumaticos de las boyas, Fig. 3.1d.
2. Costeros:

Estas estructuras se encuentran sobre la linea de costa y tienen la ventaja de una
instalaciéon y mantenimiento facil. Debido a que se encuentran empotrados en el suelo,
su estructura no requiere de anclajes, no es necesario grandes longitudes de cableado
para transportar la energia eléctrica, sin embargo, por las condiciones de friccion en el
fondo del mar y a efectos de rotura del oleaje, la estructura disminuye su eficiencia. Otras
condiciones que deben tomarse en cuenta y que podrian ser contras de estas estructuras
son los requerimientos geoldgicos de la linea de costa, preservacion del escenario costero,

rangos de marea, entre otras condiciones.
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(a) Esquema del convertidor de energia Wave Dragon. (b) Prototipo del convertidor de energia Pelamis,
desarrollado en la costa norte de Portugal.

(¢) Versién del Duck Salter 1979 equipado (d) Prototipo PowerBuoy en Santofio, Espaifia, en
con giroscopios. 2008.

Fig. 3.1: Dispositivos transformadores de energia del oleaje localizados en aguas profundas.
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Algunos ejemplos de dispositivos transformadores de energia costeros son el sistema
Tapchan (Tapered Channel), Fredriksen [17], el cual consiste en un canal esbelto que
proporciona agua a un embalse que se encuentra en un nivel mas alto que el nivel medio
del mar, cuando el embalse se llena, éste transforma su energia potencial en cinética y
acciona una turbina tipo Kaplan, ver Fig. 3.2a.

La estructura péndulo, Kraemer [23], consiste en una caja rectangular, que en uno
de sus extremos consta de una aleta que es impulsada por el movimiento horizontal del
oleaje. Varios prototipos se han construido en Japon, Fig. 3.2b.

Una de la estructuras que con mayor frecuencia se ha estudiado es la Columna de
Agua Oscilante (OWC por sus siglas en ingles), debido a su sencillez geométrica, escaso
impacto ambiental, mantenimiento econémico y puede ser construida en cualquier region
costera. La forma geométrica de ésta es cilindrica y hueca con una secciéon transversal que
puede tener cualquier forma, se encuentra parcialmente sumergida, permitiéndole tener
una conexion directa con el mar; parte de su interior estd ocupado por aire, el cual se
comprime o expande segun sea la oscilacion de la columna de agua generada por las
fluctuaciones del oleaje, el aire comprimido se expulsa a través de una tobera, que lo
conduce hasta una turbina, ver Fig. 3.2c.

La OWC fue inicialmente estudiada por Masuda y McCormick [28], quienes fijaron los
precedentes del uso comercial de la energia del oleaje. Una OWC puede construirse sobre
la linea de costa (onshore), Clément et al. [8] o bien en aguas profundas (offshore), Falcao
[13]. El primer tipo de OWC presenta ventajas sobre las segundas, debido a que éstas no
requieren de cableado para trasmitir la energia eléctrica y el costo de mantenimiento es
inferior.

Whittaker y Stewart [47] realizaron experimentos para estudiar la hidrodindmica de la
OWC en estructuras onshore y offshore, ellos concluyeron que si la forma de amortigua-
miento del oleaje (fondo marino) es seleccionado adecuadamente, la cantidad de energia
util presenta un incremento del doble en estructuras onshore, si se compara con una es-
tructura offshore. La eficiencia de conversion de estos dispositivos depende fuertemente de
la geometria de la Estructura de Columna de Agua Oscilante (OWCS, por sus siglas en
inglés) y el movimiento del oleaje. Durante muchos anos, los cientificos e ingenieros han
explorado y desarrollado nuevas ideas para disenar dispositivos eficaces para la utilizacion
optima de la energia del oleaje.

En un trabajo pionero, Evans [15] modeld teéricamente el movimiento de una colum-
na de agua oscilante, obtuvo resultados de la potencia méxima del sistema. Evans [16],
usando teoria de ondas lineal, obtuvo resultados generales de distintas configuraciones

geométricas en dos y tres dimensiones. [4, 5], propusieron utilizar estructuras rompeolas
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(b) Esquema de un sistema de bombeo (¢) Prototipo de una OWC construida en Port Kembla
péndulo. en New South Wales, Australia.

Fig. 3.2: Dispositivos costeros transformadores de energia del oleaje.
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de los puertos, con la finalidad de empotrar en ellas una OWCS, provocando un ahorro en
su construccién. Ideas fundamentales relacionadas con diferentes aspectos hidrodinamicos
de estos dispositivos convertidores de energia se pueden encontrar en las obras clasicas
reportadas por [6, 7]. Algunos trabajos llevaron a cabo investigaciones de las OWCS
orientadas a comprender los diferentes aspectos de sus mecanismos hidrodinamicos y ter-
modinamicos como consecuencia de la interaccién de la OWCS con el oleaje. Algunas
investigaciones estan orientadas a identificar las variaciones espaciales de la superficie li-
bre de la OWC como la desarrollada por Martins-Rivas y Mei [27], quienes optimizaron
la eficiencia de absorcion de energia mediante la variacién de la toma de potencia del
sistema. Por otro lado, los estudios termodinamicos, han estado orientados a modelar las
fluctuaciones de presion del aire dentro de la cdmara de compresién de una OWC bajo
la excitacién monocromética del oleaje, Gkikas y Athanassoulis [18] y para optimizar el
comportamiento mecanico de la corriente de aire generada por el movimiento de la OWC,
se puede ver en [9, 14, 31].

Por otra parte Perdigao y Sarmento [32] analizan la eficiencia desde la perspectiva de
operacién en la apertura y cierre de véalvulas, las cudles controlan la entrada y salida del
aire a través del orificio que comunica la cdmara de aire con la atmoésfera, de tal forma
que pueda lograrse la maxima presion en la cadmara de compresion. En las investigaciones
desarrolladas sobre las OWC, los autores se han enfocado, principalmente, en obtener la
maxima energia del oleaje, como una funcién de la geometria de una OWCS, donde se
asume que el oleaje es de gran intensidad tanto en frecuencia como en amplitud, [12, 42].
La interaccion de la OWCS con el oleaje es un tema importante, que debe tomarse en
cuenta, para identificar la energia disponible de éstas en la vecindad de la OWC; obras
de interés relacionados con este tema, bajo diferentes configuraciones del fondo marino,
fueron realizadas por Rezanejad et al. [34], quienes estudiaron el efecto de una OWCS co-
loca sobre un fondo marino escalonado sobre la eficiencia del sistema, implementando una
doble tobera en la cdmara de compresién. Pasquale y Camporeale [30] desarrollaron un
modelo linealizado para estimar la hidrodindmica de una OWC sumergida, considerando
oleaje aleatorio. Bautista et al. [2] mediante un anélisis de escalas miltiples, estudiaron la
frecuencia de resonancia de una OWC circular, Senturk y Ozdamar [37] analizaron a una
OWC, sustituyendo a la pared frontal parcialmente sumergida, por una barrera completa-
mente sumergida con una abertura; en este contexto, se han llevado a cabo muchas otras
obras relevantes, véase por ejemplo Malara y Arena [26]. Otras ideas tecnoldgicas rele-
vantes para aprovechar la energia del oleaje mediante diferentes dispositivos derivadores

de energia pueden encontrase en [1, 11, 38].
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Los trabajos tedricos antes mencionados, permiten a la comunidad cientifica obtener
importantes conocimientos fisicos en los procesos hidrodindmicos y termodindmicos para
diferentes configuraciones geométricas de una OWC, obteniendo mejores valores de su
eficiencia.

En muchos casos, en condiciones naturales las amplitudes del oleaje son pequenas y
para producir valores grandes de la potencia ttil derivada en la camara de aire de una
OWC, es necesario incrementar la amplitud de las ondas con estructuras artificiales.

Para resolver el problema anterior, en este trabajo se propone un sistema que, consiste
en una OWC conectada con un colector de ondas conico y esbelto el cual obedece a una
distribuciéon horizontal de ley de potencia. A través de un procedimiento numeérico, se
analiza la contribucion del colector de ondas en la mejora de la eficiencia y el incremento
de la potencia 1til del convertidor de energia del oleaje, OWC. Se realiza un andlisis
de 6rdenes de magnitud para identificar las escalas caracteristicas del problema, con el
objetivo de obtener la versién adimensional de las ecuaciones de gobierno. Aplicando
el teorema del transporte de Reynolds a la primera ley de la termodindmica y bajo la
hipétesis, de que, el flujo de aire es incompresible y usando la ley de conservacién de
masa, derivamos un modelo matematico conjugado entre la presion manométrica de la
camara de aire y la hidrodinamica de la OWC.

El problema de la propagacion de ondas es tratado usando la teoria de ondas largas
lineales unidimensionales y se resuelve mediante la técnica de perturbacion singular WKB
(Wentzel - Kramers - Brillouin), se obtiene, una solucién analitica simple pero precisa,
para la deformacién de la elevacion de la superficie libre, de las ondas que se propagan
a lo largo de un colector de ondas esbelto y convergente. La evidencia de los principa-
les resultados indica que la elevacion de la OWC, se amplifica significativamente por el
efecto geométrico del colector de ondas. Se modelo la condicién de oscilacién cercana a la
resonancia, en la que se pueden provocar grandes amplitudes de la OWC. Se analizo6 el
efecto del parametro geométrico adimensional del colector de ondas sobre la eficiencia y la
potencia 1util de la OWC. Usando una técnica numérica estandar, la solucién numeérica del
modelo matematico se compara contra la solucion analitica de un oscilador lineal forzado.
Se analizé la estabilidad de oscilacion de la columna de agua a través de una serie de

diagrama de fase.
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Hidrodinamica de ondas largas en un

colector de ondas cénico y esbelto

Con el fin de analizar la relevancia que tiene la geometria de un colector de ondas
cénico, esbelto y con fondo constante, en la hidrodinamica del oleaje, en esta seccion
analizamos el efecto geométrico del colector de ondas en la deformacién de ondas largas
lineales. Para el estudio de la propagacién de ondas largas lineales en canales con longitud
del mismo orden de magnitud que la longitud de onda y caracterizar la hidrodinamica
bajo diferentes condiciones geométricas, se obtiene una solucion analitica de la elevacion
de la superficie libre junto con los coeficientes de reflexion y de transmision del oleaje,
generados por el efecto de la variaciéon del ancho del colector de ondas, estos coeficientes
caracterizan la hidrodinamica de la propagacion de ondas largas lineales en un colector
de ondas cénico y convergente.

Las ecuaciones de gobierno que modelan la propagacion del oleaje en un colector
cénico y convergente, se presentan en su version adimensional. Debido a que la variacion
del ancho del colector de ondas es suave, el problema de valores en la frontera que se
obtiene se resuelve mediante la implementaciéon de la técnica de perturbacion singular
WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) Bender y Orzag [3, Chap. 10]. La solucién analitica
junto con los coeficientes de reflexiéon y de transmision del oleaje, son funcién de un
parametro cinematico kg, que describe la competencia de las longitudes de onda contra
la del colector de ondas; y de un parametro geométrico I', que relaciona los anchos del
colector de ondas a la entrada y salida de éste. Para validar la solucién analitica los
resultados son comparados con la solucién en términos de las funciones de Bessel y con la
soluciéon numérica. Demostramos la influencia de los pardmetros x5 y I' en la deformacion

de la elevacién de la superficie libre y ademas se presentan los coeficientes de reflexion y
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Fig. 4.1: Vista superior de un colector de ondas conico convergente y con fondo constante,

formado por tres regiones Ry, Ry v Rs.

transmision para diferentes transiciones lineal y no-lineales, en la seccién 4.1.1.
Consideramos una onda larga lineal que se propaga de derecha a izquierda en un co-
lector de ondas cénico, esbelto y con fondo uniforme. Asumimos que el colector de ondas
esta formado por tres regiones Ry, Ry v R3 donde la region Rs define el caracter variable
de la seccién transversal, mientras que R; y R3 tienen una seccién transversal constante,
ver Fig. 4.1. Para las tres regiones el fondo es constante. En el sistema de coordenadas
cartesiano, el eje x es positivo hacia la derecha con origen ubicado en la interseccién de
las regiones R; y Rs, el eje y senala hacia afuera en la direccién transversal del colector
de ondas y el eje z senala hacia arriba en una direccion normal al nivel medio del agua.
La longitud del colector para Ry, Ry vy R3 es Ly, Ly y L3 — Ly respectivamente. En el
analisis presente asumimos que las paredes del colector son impermeables; sin embargo,
las fronteras verticales en los lados derecho e izquierdo estan completamente abiertos al
paso de la suma del oleaje incidente y reflejado, en la derecha, y tinicamente transmitido

en la izquierda. Los anchos prescritos del colector de ondas estan dados por las siguientes

relaciones:
2H para —L; <x <0
b) = ba(0)= M| b2l para 0SwSIy (4.1)
bo para Ly <z < Lg

La forma geométrica del ancho del colector de ondas estda dada por los valores de n > 1
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y n ~ O(1). Los argumentos por los cuales n no puede ser menor a uno, se explican en
la seccién 4.1.1. Las funciones de ley de potencia dadas por la Ec. (4.1), se consideran
representaciones o aproximaciones de colectores cénicos convergentes con 2H < by el cual
es un numero real que describe la distribucion del ancho del colector.

En la aproximacién de ondas a flujo somero, el movimiento dominante es en un plano
horizontal, debido a que la velocidad vertical es débil. El flujo del fluidos esta gobernado

por las ecuaciones de continuidad y de cantidad y movimiento siguientes, Svendsen [41,
p.453]

0
—52 YV, [V(hEn)] =0, (4.2)
oU on
S+ (VYU +g="=0 (4.3)
' oV 0
oy : 9n _
o (v Vh)V—l—gay 0, (4.4)

donde V;, = (0/0x,0/0y), n = n(x,y,t) es la superficie libre del agua, V. = (U, V') con
U= [", udz/ (n+ h) es la velocidad promedio en la direccién z y V = [”, vdz/ (n+ h) es
la velocidad promedio en la direccién y, u = u (x,y, z,t) y v = v (z,vy, 2, t) son las compo-
nentes de la velocidad local en las direcciones = y y repectivamente; h es la profundidad
del agua, la cual, para nuestro estudio es constante; t es el tiempo y ¢ es la aceleracién
de la gravedad.

Integrando la ecuacién de continuidad, Ec. (4.2), desde una orilla del colector de ondas
y1 = —bs () /2 hasta la otra ys = by (x) /2 y utilizando la regla de Leibniz, obtenemos la

siguiente ecuacion:

o, U (hn)ba ()

b2 (2) 5, e + (h+n) [V (b2 (2) /2) =V (b2 (2) /2)] —
%(h+n)Udb;7f)—%(h+n)Udb27f) —0.  (45)

Las paredes del colector de ondas se asumen impermeables, por lo tanto las veloci-
dades transversales son, V (y; = —by (z) /2) = V (y2 = by (z) /2) = 0. Para colectores de
ondas esbeltos y largos la dimension del ancho by, es mas pequena que la escala longitu-
dinal Ls, esto implica que dby (x) /dx ~ O (by/Ls) < 1; tomando en cuenta estos tltimos

argumentos la Ec. (4.5) se reescribe como sigue

oy 10U (h+n)ba(a)
ot by (1) Ox

=0. (4.6)
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Por lo tanto, el sistema de ecuaciones de gobierno no-lineales, que modelan la propagacion
de ondas ondas largas bidimensionales en un colector de ondas cénico y esbelto, se pueden
reducir a las Ecs. (4.3), (4.4) y (4.6).

Con el objetivo de reducir la combinacién de las diferentes variables fisicas de las
ecuaciones de gobierno, se identifican las escalas caracteristicas, que intervienen en las
ecuaciones de gobierno, para la superficie libre la escala es la amplitud incidente A;, para
el tiempo es el periodo T' y la escala caracteristica longitudinal es Lo. Utilizando la Ec.
(4.3) y haciendo un énalisis de érdenes de magnitud entre los términos temporales y los

efectos gravitacionales se obtiene la velocidad carateristica u,

Ue AI

_,-\_,g

T (4.7)

La celeridad de ondas largas no dispersivas esta dada por ¢ = (w/k) = (gh)"/?, donde
k = 2w /X es el nimero de onda, A es la longitud de onda y w = 27 /T es la frecuencia del

oleaje, sustituyendo estas expresiones en la Ec. (4.7), obtenemos la siguiente relacion.

Ar(gh)' X

o (4.8)

Ue

Tomando en cuenta el anélisis de 6rdenes de magnitud anterior, proponemos las variables

adimensionales siguientes

z Y ~ 1/2 ~ Ui
=2, =2 =k (g2t Ay (xa Ve, 7) = -
X2 Lg’ 2 bo7 T (g ) ) 2 (X27 277—) AI7
- hLs . hLo
Uz (X2, Y2, 7) = ———5-U v Va(xe, Yo, 7) =
Ar(gh)'* A Ar(gh)' 2 A

Sustituyendo las variables adimensionales en las Ecs. (4.3), (4.4) y Ec. (4.6) obtenemos

las siguientes expresiones

8A2 N 27'('/'{% 0 U2 (1 + €A2> 62]

2 T —0 4.9
oT 62 8)(2 ( )
oU, oU, U, 1 0A,
57 Uga ™ 2W€K219%8}/é 37 Ove y (4.10)
Vs Vs oV, 1 07y
o Tvs + 2mek; V28Y2 oY, (4.11)

con by = 1+[(1—=T) /T] x5
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En las Ecs. (4.9)—(4.11), los pardmetros adimensionales estan definidos de la forma

siguiente

1 2H bo Ar
—, = -, = — y € = — .
kLo bo Lo h

Desde un punto de vista fisico el pardmetro € < 1 representa ondas de amplitud pequena

%

Ro =

y ¥ < 1 representa a un colector de ondas esbelto. El parametro ko < 1 es un parametro
cinemdtico y representa Ly ~ O(A). Considerando los siguientes términos como ¢ <,
¥ < 1, por lo tanto, los términos de orden 9, ex3, ex3/¥ v edx; pueden despreciarse,
excepto el término de orden x2 que se encuentra en la Ec. (4.9). Asi, en una primera

aproximacién, las Ecs. (4.9)-(4.11), se escriben en forma simplificada como

0N, n 27 K3 9 <U262)

— = =0, 4.12
or by X2 ( )
0U, 1 0A,

- 7= 4.1
Y 0A
2
—~0. 4.14
oy, ~ 0 (4.14)

Del analisis anterior, obtenemos las ecuaciones de gobierno que describen la hidrodindamica
de la propagacion de ondas largas lineales unidimensionales, en colectores de ondas con
ancho variable, las cuales estan dadas por las ecuaciones de continuidad y de cantidad de
movimiento en forma adimensional, Ecs. (4.12) y (4.13), respectivamente; como se aprecia,
estas ecuaciones son solo funcién de la abscisa adimensional y, y del tiempo adimensional
7. Por otro lado, las ecuaciones de gobierno para la hidrodinamica del oleaje en las regiones
R, v R3 se obtienen siguiendo el procedimiento anterior, las cuales se muestran en los
parrafos siguientes.
Diferenciando la Ec. (4.12) respecto del tiempo 7 y sustituyendo la Ec. (4.13) en el
resultado, obtenemos la siguiente ecuacion
- 927,

(Rl S

- 92Ny Oby OA,
o7 "

b
03 Ox2 Oxa

=0. (4.15)

La solucién de la Ec. (4.15) requiere de dos condiciones iniciales y dos condiciones de
frontera, las cuales se obtienen de la siguiente manera. La linealidad del problema, nos
permite expresar la variacion de la superficie libre fisica 1 y a la velocidad fisica U como

una funciéon harménica en el tiempo.

n(z,t) = Re [f(x) exp (—iwt)] (4.16)
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U(z,t) =Relu(x) exp (—iwt)] , (4.17)

donde 71 (z) es la amplitud fisica del oleaje y @ (x) es el factor espacial de la velocidad a
lo largo de la coordenada longitudinal z, : = v/—1 y Re “es la parte real de”. Para las

tres regiones del colector, las Ecs. (4.16) y (4.17), expresadas en forma adimensional son

A;j (xj,7) = Reld; (x;) exp (=i7)] para j=1,2y3 (4.18)
y

Uj (x,7) = Relu; (x;) exp (=iT)] para j=12y3, (4.19)
donde 6; (x;) =7 (x) /Ar y u; (x;) = @/u.. La condicién inicial para la Ec. (4.15) en 7 =0

se obtiene de la Ec. (4.18), la cual se reescribe como

Az (x2,0) = Re [d2 (x2)] (4.20)
y
W = Re[—id, (x2)] . (4.21)

Las relaciones (4.20) y (4.21) son funciones de la amplitud adimensional d (x2) para
toda seccién transversal a lo largo del eje x2. En la fronteras xo = 0y xo = 1 y para
una longitud de orden I/A < 1, donde [ es una longitud pequena a cada lado de estas
posiciones, el movimiento de la onda sera préacticamente uniforme sobre cada una de
estas secciones. Por lo tanto, la perturbacién hidrodinamica inducida en las conexiones
de las regiones Ry — Ry y Ry — R3 pueden ignorarse, Lamb [25]. Considerando el tltimo
comentario y tomando en cuenta que para ondas largas lineales, la presiéon permanece
todavia hidrostética, es decir, P, (x,t) = pg (n — 2), las cuales en variables adimensionales
se reescribe como P, = (A; — %), donde P, = P,/ (pgA;) y 2 = z/Ar; podemos considerar
que la presion es la misma en ambos lados de la onda, en y3 = 0 y en x2 = 1. Por lo

tanto, las condiciones de frontera para la Ec. (4.15), pueden escribirse como

Ay (0,7) = A4 (0,7) (4.22)

Ay (1,7) = A3 (0,7) . (4.23)

En las condiciones de frontera (4.22) y (4.23), A; y Aj son la elevacién de la superficie
libre adimensional para ondas largas lineales que se propagan en las regiones del colector
de ondas con ancho constante.
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Ahora, sustituyendo la Ec. (4.18) en la Ec. (4.15), obtenemos la siguiente ecuacién

2 d?*6; (x2) N fj_% dby dés (x2)
2 dX% by dxs dxe

+ 62 (x2) =0 (4.24)

junto con las condiciones de frontera siguientes

62 (0) = 61 (0) (4.25)

52 (1) = 65 (0) . (4.26)

El problema de valores en la frontera dado por la Ec. (4.24) junto con las condiciones de
frontera (4.25) y (4.26) constituyen el modelo matematico, que describe la elevacién de
la superficie libre adimensional de ondas largas lineales, que se propagan en la region de
transicién del colector de ondas Rs. Las variables 07 (0) y d3 (0) representan la elevacién
de la superficie libre para ondas largas lineales que se propagan en las regiones Ry y Rj
en las posiciones x; = 0 y x3 = 0, respectivamente, las cuales se obtienen como sigue.
La ecuaciones de onda que describen flujo no permanente en las regiones Ry y Rz del
colector de ondas, se obtienen con un procedimiento similar al de la region Rs.
Introduciendo las siguientes variables adimensionales

x (x — Lg)

L_1 y st(

s L=l

La ecuacién diferencial que describe la hidrodinamica del oleaje en las regiones Ry y R3

esta dada por
d*0; (x;)
dx3
donde ry = 1/kLy y k3 = 1/ [k(L3s — Lo)]. Las soluciones de la Ec. (4.27) son triviales y

estan dadas por las siguientes expresiones: para la region R, se expresa como

+ k30, (x;) =0 paraj=1y3, (4.27)

01 (x1) = Pr exp [ikix1] (4.28)

y para la regién Rz tenemos que

03 (x3) = Br exp [ik3xs] + exp [—iksxs] , (4.29)

donde Sy = Ap/Ar y Br = Ar/As son las ondas transmitida y reflejada adimensionales
complejas y desconocidas. Ar y Ar son las amplitudes fisicas transmitida y refleja del
oleaje, respectivamente. Evaluando las Ecs. (4.28) y (4.29) en x; = 0y x3 = 0, obtene-
mos que 6; (0) = fr y 05(0) = 1+ [y, estas ultimas ecuaciones son los valores de las
condiciones de frontera (4.25) y (4.26).
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4.1. Solucién analitica en el limite ky; < 1

En esta seccion se presenta la solucion analitica para las ondas de agua largas y lineales
que se propagan en un colector de ondas con Ly ~ O (M), lo cual implica valores del
parametro ko < 1. La Ec. (4.24) es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden
y que su derivada de orden superior esta afectada por el pardmetro pequeno ke < 1, en
tales circunstancias, es posible determinar una solucién analitica aproximada usando una
técnica de perturbacion singular WKB, Bender y Orzag [3, Chap. 10].

El parametro I puede tomar cualquier valor en el intervalo 0 < I' < 1. Como un caso
particular, la aproximacion I' — 1, degenera, en una primera aproximacién, en un colector
de ondas con ancho uniforme y la Ec. (4.24), se reduce a la siguiente expresién

bl
dxs

La solucién de la ecuacién diferencial ordinaria Ec. (4.24), se propone de la forma siguiente

52 (X2 Nexp[ Zsﬂ

Con su primera y segunda derivada, dadas por

[ Zef_,% ]exp EZ nxgl e—0 . (432

+02(x2) =0, (4.30)

3 |

] e—=0 . (4.31)

8

2

i ]‘ = n Q/
"2 (x2) ~ [g ZE 7 (X2)
n=0

(4.33)

1> asti] fon 1SS 0] eo0

n=0

donde ¢ se conoce como la funcién de fase y es una variable adimensional desconocida,
ésta puede obtenerse como una funcién del parametro adimensional ks, donde € — Ko.

Tomando en cuenta las Ecs. (4.31), (4.32) y la Ec. (4.33) y sustituyéndolas en la Ec.

(4.24), se conduce a la siguiente expresion.
K3 /N2 K3 N2 K2 1

L—g(so) +225,5 + w3(81) + B g |+

(4.34)

1 db. 2, i
- 2 (x2) [@So—l—/i%Sl—i-... =-1;, ¢—=0.
by (x2) dXx2 €
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De la Ec. (4.34), € se supone pequefio y por lo tanto, requerimos que £ — 0.
El término de mayor orden del lado izquierdo de la Ec. (4.34) es (k3/g?) (5(/))2, a
través de un balance dominante entre este término y los términos de orden (k3/¢) y (k3)

buscamos el orden de ¢ de la forma siguiente

2 2 2 2
K K K £
— ~ 2 =~ = e~ 1, (4.35)
€ € Ky €
2 2
K K
—2 ~ K3; =2 ~e en~1, (4.36)
€ K5

se obtiene que £ ~ 1, sin embargo, esto viola la suposicién de que € — 0 por lo tanto,
estos casos son incorrectos

Ahora balanceando el término dominante con el término del lado derecho de la Ec.
(4.34), obtenemos que
—= ~ £~ Ka, (4.37)
del balance anterior determinamos que € es proporcional a ko y por lo tanto por simplicidad
elegimos € = Ks.

De esta forma, ahora podemos reescribir a la Ec. (4.34) como
=/ 2 =/ =/ 2 =/ 2 = 2 = ]

[(So) + 2/‘{;2505(1 _I_ I{,‘2 (Sl> _I_ KQSO _I_ K’ZSl _I_ ... ‘l—

' (4.38)

1 db~2 (XQ)
by

— 25 ___.
o) d ][HQSO+K251+...-— 1; e—=0.

Agrupamos a los términos de la Ec. (4.38) por érdenes de magnitud, para el orden 9,
tenemos que:

(S))? = —1, (4.39)

la cual tiene una solucién

de forma similar, para el orden ki, obtenemos que

1 di) (X2)] 5«/

25,51 + i + 5 =0, (4.41)

b(x2) dxo
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con

+e (4.42)

y ¢ es la constante de integracion.
Sustituyendo las Ecs. (4.40) y (4.42) en la Ec. (4.31), obtenemos la elevacion de la
superficie libre ds (x2).

52 () = o (;) i lc exp (iém) + D exp <—¢%2X2)} S (443)

T 2

La Ec. (4.43) es la solucién analitica para la elevacién de la superficie libre adimen-
sional do, que predice la amplitud de ondas largas lineales propagandose en colectores de
ondas con variaciones suaves de la seccién transversal y con fondo constante; esta ecuacion
permite modelar la elevacion de la superficie libre a lo largo del eje longitudinal adimen-
sional o para valores de 0 < kg < O (1/27) y claramente es una funcién de la relacién
de esbeltez I' = 2H/by. Las constantes C'y D se pueden obtener aplicando condiciones

de frontera de acoplamiento, las cuales se describen en la siguiente seccién.

4.1.1. Condiciones de frontera de acoplamiento

Con el objetivo de obtener los valores de los coeficientes C', D, Sr v Br, requerimos dos
condiciones de frontera adicionales, la cuales se obtienen a partir de la ley de conservacién
de masa, en la conexion de las regiones Ry — Ry y Ry — R3. En x =0y x = Ly el flujo de
velocidad fisico se obtiene de la ecuacion de cantidad de movimiento lineal, dada por la

siguiente expresion

ou o
ot " or
Sustituyendo la Ecs. (4.16) y (4.17) con los correspondientes valores para j = 1y 2, en

0. (4.44)

las ultimas ecuaciones, y evaluando los resultados en x = 0 obtenemos que

dn- dny
— =" 4.45
dx dx ( )
y para J =2y 3 en x = Lo, se deduce lo siguiente
dn- dn+
— =L 4.4
dx dx (4.46)
x=Lo x=Lo
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Los simbolos (=) y (+), representan el lado izquierdo y el lado derecho, respectivamente,
en las posiciones x =0y x = L.

Las relaciones (4.45) y (4.46) en su forma adimensional pueden escribirse como

dby
dx1

_ i,
7dXz

x1=0

by
dxs

_dds

_ 5% , 4.47
Vs (4.47)

x2=0 x2=1 x3=0

donde ¥ = — (Ly/L9) y 7 = [La/ (L3 — Ls)]. Las condiciones de frontera (4.25) y (4.26),
junto con las condiciones de frontera (4.47) constituyen las condiciones de acoplamiento
completas.

De las Ecs. (4.28), (4.29) y (4.43) junto con las condiciones de frontera (4.25), (4.26)

y (4.47), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

1 1 0 -1 C 0
_ ( BAaGe=0n) _ . ) _ (Eﬂ(xz=0,n) - ) ~
( T ip T + 1 0 p D _ 0 (4.48)
[zexpliy] I2exp[—iy)] -1 0 Br 1
—F% (1—1—2’@)0}@[2’@} F% (l—i@)exp[—i@] 1 0 BT 1
donde
n(l1-T) 1
) D S— = 4.49
5 y o= (4.49)

En el sistema de ecuaciones (4.48) la variable i (x2,n) = x5 ', estd funcién para valores
den > 1yn~ O(1), es evaluada en x5 = 0 obteniendo que pu(xo =0,n) = 0, y
para colectores de ondas con transicién lineal (n = 1), se reduce a u(x2 =0,n) = 1.
Es importante notar que el exponente n puede tomar diferentes valores, dependiendo de
su forma geométrica, es decir, (1,1.5,2.5,3,5). Con el fin de satisfacer la condicién de
esbeltez del colector de ondas dada por ¥ < 1, los valores de n deben estar restringidos
para ser de orden unidad. Colectores de ondas con n > 1 degeneran en una abrupta
transiciéon cuando xo — 1, y por lo tanto la condicién de esbeltez no se satisface. En
este modelo matematico los valores de n deben de ser iguales que la unidad o mayores,
porque la distribucion que obedece a la ley de potencia tiene su origen en o = 0, solo en
la interseccién de las regiones Ry y R y para los casos de n < 1 la funcién u (x2,n) es
divergente y por lo tanto la Ec. (4.43) esta indefinida.
Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior obtenemos

o i0e=0n) eolig]
al’ ’

(4.50)
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1 /ale=0n) 2¢ :
D= = <f — Za_l) exp [ig] , (4.51)
/2 i (X2 = E

= —— {1 n M {i% (1— exp [2ig]) — exp [2@]} } (4.52)

y , _
Br = i%aw ; (4.53)

con

a=TY? (1 + z%p) + w {z% (1 — exp[2ig]) — 1} : (4.54)

En particular, precisamos que para colectores de ondas con transicion lineal, es decir,
con n = 1, las dos constantes C'y D en la solucién de la superficie libre adimensional, Ec.
(4.43), prevalecen; sin embargo para colectores de ondas con transicién no lineal, n > 1,
la constante C' toma el valor de C' = 0.

Para obtener los coeficientes de reflexién y de transmisién del oleaje, desarrollamos un
balance de flujo de energia. En la region R; solo se presenta una onda transmitida y en
la regién Rj3 existe una superposicién de una onda reflejada y una incidente, por lo que
tenemos

cboEr + 2HET = cbyEr | (4.55)

donde Er = %pgA%%, Er = %pgA?p y By = %pgA%, son los flujos energia del oleaje reflejado,
transmitido e incidente, respectivamente. En las relaciones anteriores c es la celeridad de
la onda y es constante a lo largo de las tres regiones del colector de ondas. Por lo tanto

la Ec. (4.55) puede expresarse en la forma simplificada siguiente:
C24+TC2=1. (4.56)
Los coeficientes de reflexion y transmision Cr y Cr, respectivamente, estan definidos como

AR AT

Cr = A, =|Brl vy Cr= A,

El simbolo || representa el médulo de un nimero complejo.

= |Br] - (4.57)

Para el caso de los colectores de ondas con transicién no-lineal, las Ecs. (4.52) y (4.53)

junto con la Ec. (4.57) pueden simplificarse en la forma siguiente

V1—=2I+ 17 1
CR = e i y CT = . (458)

2,201 _ T2 k2n2(1-T)?
\/n k5(1—T)"+ 16 \/F <1+2T>
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Para el caso particular de I' — 1 tenemos un colector de ondas con ancho y fondo cons-
tantes, asi Cr &~ 0 y Cr = 1, esto implica que para este tipo de colector la energia de
la onda incidente es completamente transmitida de la regién Rs a la regién R;. Por otro

lado, en el limite de ky < 1, la Ec. (4.58) se reduce a las siguientes relaciones

nkov 1 — 21 +1'2 1
R 1 y Cr Tl

De las ecuaciones anteriores, se deduce que para colectores de ondas muy largos, la

(4.59)

condicién de reflexion practicamente no existe, Cr =~ 0 y el Cr es solo una funcién del

pardmetro adimensional I" = 2H /by.

4.1.2. Resultados de la hidrodinamica del oleaje en un colector

de ondas conico y esbelto

Para demostrar la versatilidad y la facil aplicacion de la soluciéon analitica obtenida
en el presente trabajo, consideramos los siguientes valores tipicos de las variables fisicas:
Ly = 3500 m y una profundidad constante de h = 25 m, Zwamborn y Grieve [49], con
un ancho de by = 300 m y valores de 2H (= 75,150, 225,300) m. Ademds se propone
el valor de la amplitud incidente de A; = 1.0 m y tres valores de la longitud de onda
A (= 703.7,2200.0, 3298.7) m, con estas dimensiones obtenemos los siguientes valores de los
pardmetros adimensionales: ks (= 0.032,0.10 y 0.15) y I' (= 0.25,0.5,0.75 y 1). Tomando
en cuenta los valores de las variables fisicas anteriores la aproximacion de ondas largas y
lineales A;/h =0.04 < 1 y h/XA =0.035 < 1/20 se satisfacen, Kamphuis [22].

4.1.2.1. Comparacion con otros modelos

En las dos siguientes secciones, se describe la comparacién entre la presente solucién
analitica contra la soluciéon numérica y la solucién analitica que se obtuvo en términos de

funciones de Bessel.

4.1.2.2. Solucién numérica
La solucion numérica realizada para el limite de C'r — 0, implica que la condicién de
frontera (4.25) en x = 1, junto con la Ec. (4.29), pueden reducirse a la siguiente expresién
o (l)~1. (4.60)
La condicién de frontera en y2 = 0 se obtiene de la Ec. (4.56) en el limite de Cr — 0, lo

anterior implica que
Icz~1. (4.61)
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De la Ec. (4.25) junto con la Ec.(4.28), obtenemos que ¢; (0) = Sr, por lo tanto sustitu-

yendo esta ultima relacion en la Ec.(4.61), podemos deducir que
6 (0) ~ Cp =172 (4.62)

asi el problema de valores en la frontera esta dado por la Ec. (4.24), y las condiciones de
frontera (4.60) y (4.62).
Para la solucién numérica, utilizamos el método del disparo conocido como ”Shooting

method”. La discretizacién del eje adimensional s se hizo con intevalos de Ay, = 0.0001.

4.1.2.3. Solucion analitica en términos de funciones de Bessel

Con el objetivo de comparar la solucién analitica, derivada en este trabajo, con la
solucion clasica para ondas largas lineales, propagandose en un colector de ondas con
una transicion lineal (n = 1), y fondo constante, la Ec. (4.24) se expresa como una
ecuacion tipo Bessel. Realizando un cambio de variable en términos del ancho del colector
by =1+ [(1—T) /T] x; asf la Ec. (4.24) se reescribe como

d®5 (x2) | 1 dds(x2)
db? by dbs
donde K =T/ [(1 =) ky).
La solucién analitica aproximada de la Ec. (4.63), en términos de funciones de Bessel

+ K26, (x2) =0, (4.63)

esta dada por

5y = Ay J, (fdb) + BY, (f(éz) , (4.64)

donde Jy es una funcion de Bessel del primer tipo de orden cero y Y, es una funcién de
Bessel de segundo tipo de orden cero.
Tomando en cuenta las condiciones de frontera (4.25) y (4.26) junto con las Ecs. (4.28) y

(4.29), las constantes A; y B se expresan en la siguiente forma

. 2 [mQYl (Kz Y, (K)] .
y | ) )
. 2 [mzjl (K) —J (K)] o
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con
0 = {0 (B) Yo (B/0) = o (R/T) Yo (B) =g (B/0) vi (K) +
K2, (K) Y; (f(/r)} +i {Jl (f(/r) Yo (K) + ko) (K) Yo (f(/r)

La Ec. (4.64) junto con las constantes A; y By, constituyen la solucién analitica apro-
ximada para la propagaciéon de ondas largas lineales en un colector de ondas con transicién
lineal y fondo constante.

En la Fig. 4.2 | se muestra la comparacion de la solucién analitica de la elevacion de la
superficie libre adimensional 9o, derivada en el trabajo presente, contra la soluciéon numéri-
ca y la solucion analitica aproximada, expresada en términos de funciones de Bessel, en
el limite de ko < 1. Los resultados se obtuvieron para valores constantes de ko = 0.032,
I' =0.25 y n = 1. Podemos apreciar que las tres soluciones se ajustan apropiadamente;
en particular, la presente solucién analitica es idéntica a la expresada en términos de las
funciones de Bessel. Por otro lado, la pequena diferencia entre la solucién numérica y las

otras dos soluciones analiticas es debido a que la solucion numérica se obtuvo en el limite

de Cgr — 0 y por lo tanto no toma en cuenta la reflexién del oleaje.

En las Figs. 4.3, 4.4 y 4.5 se muestran las elevaciones de la superficie libre adimensional
dy para colectores de ondas con diferentes proyecciones horizontales n (= 2,3 y 4), como
una funcién de la variable y para valores diferentes de I' (= 0.25,0.50,0.75, y 1), con un
valor constante de ko = 0.15, este valor del parametro ko representa el caso de Lo — .
En estas figuras podemos apreciar, que el pardametro I' juega un rol importante en la
amplificacion de la onda: para valores mas pequenos de I' la amplitud crece, por ejemplo
para el valor de I' = 0.25 encontramos el méaximo valor de ds = 2, aproximadamente dos
veces mas grande que la altura en y, = 1.

Ademas, como un ejemplo de validacion del presente modelo matematico, en las mis-
mas figuras, incluimos el caso trivial de un colector de ondas con ancho y fondo constantes,
el cual es representado por el valor de I' = 1. En este caso particular, la amplitud d, perma-
nece constante a lo largo de la coordenada adimensional y,. Para identificar la influencia
de la geometria sobre la amplificacién de las ondas, vemos en la Fig. 4.6 la altura de la
elevacién de la superficie libre d9, que se obtuvo como una funcién de la variable adi-
mensional y para valores diferentes de n (= 2,3,3.5,4 y 5), con valores constantes de los
pardmetros ko = 0.05 y I' = 0.25. Claramente, podemos apreciar que para valores més

altos del exponente n, a lo largo del colector de ondas, la amplitud alcanza una altura
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Fig. 4.2: Comparacién de la solucién analitica de la superficie libre adimensional d,, deriva-
da en el trabajo presente, contra las soluciones numérica y la correspondiente de funciones
de Bessel, para valores constantes de ko = 0.032, ' =0.25 y n = 1.
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Fig. 4.3: Solucion analitica de la elevacién de la superficie libre del oleaje d; como una

funcién del eje adimensional y,, para valores constantes de ko = 0.15, n = 2 y valores
diferentes de I' (= 0.25,0.5,0.75 y 1).
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Fig. 4.4: Solucion analitica de la elevacién de la superficie libre del oleaje d; como una

funcién del eje adimensional o, para valores constantes de ko = 0.15, n = 3 y valores
diferentes de I' (= 0.25,0.5,0.75 y 1).



CAPITULO 4. HIDRODINAMICA DE ONDAS LARGAS 26

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x>

Fig. 4.5: Solucion analitica de la elevacién de la superficie libre del oleaje d; como una

funcién del eje adimensional y,, para valores constantes de ko = 0.15, n = 4 y valores
diferentes de I' (= 0.25,0.5,0.75 y 1).
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Fig. 4.6: Soluciéon analitica de la elevacion de la superficie libre del oleaje d, para cinco

valores de n (= 2,3,3.5,4 y 5) con valores constantes de ko = 0.05 y I' = 0.25.

mayor; sin embargo, en la frontera xo, = 0 la altura de la onda es practicamente la misma
para todos los casos, asi se satisface por completo el balance de energia dado por la Ec.
(4.56).

La Fig. 4.7 muestra la elevacion de la superficie libre adimensional 9, como una funciéon
del eje adimensional y» para tres valores diferentes del parametro o (= 0.032,0.10 y 0.15),
con valores constantes de I' = 0.25 y n = 2. De los resultados que se muestran en
esta figura, podemos deducir que el parametro ks solo tiene influencia en el nimero de
longitudes de onda dentro del colector de ondas. Ademas, en la misma figura podemos
apreciar que la amplitud maxima del oleaje para los tres valores del pardmetro ko es
09 ~ 2. Para ondas largas lineales no-dispersivas, propagandose en colectores de ondas
con fondo constante y frecuencia constante, la longitud de onda permanece constante a lo
largo del colector de ondas, esta condicién se satisface y puede apreciarse en esta misma
figura.

La Fig. 4.8 muestra los valores de los coeficientes de reflexion y transmision del olea-

je, como una funcién del pardmetro I para tres valores de n(=1,2y 3) y dos valores
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Fig. 4.7: Solucién analitica de la elevacion de la superficie libre del oleaje do para tres

valores diferentes de ks (= 0.032,0.1 y 0.15), con valores constantes de n = 2 y I' = 0.25.



CAPITULO 4. HIDRODINAMICA DE ONDAS LARGAS 29

constantes del pardmetro ks (= 0.032 y 0.15). En general en esta figura podemos apre-
ciar que para colectores de ondas con una longitud L, > A, representada por el valor
de ko = 0.032, el colector es practicamente no reflejante, por otro lado, si la longitud
Ly ~ O (\), representa un valor del parametro ko = 0.15, la influencia de la longitud del
colector sobre la magnitud del coeficiente de reflexiéon comienza a ser significativa. Para
el caso particular de n = 3, si I' = 0.25, para el colector de ondas corto, Cr = 0.087 y el
correspondiente para el colector de ondas largo Cr = 0.021, entonces el colector corto es
4.14 veces mas reflejante que el colector largo. En la misma figura, para el caso particular
de I' = 1, podemos apreciar que Cgr = 0y Cr = 1. Cuando I' — 1 la transicion lineal es la
menos reflejante comparada con los otros casos; sin embargo, cuando I' — 0, la transicion
parabdlica (n = 2) es la menos reflejante y la transicién lineal crece exponencialmente.
Los valores de los coeficientes transmisién se presentan en la parte superior de la Fig.
4.8, donde los valores de Cr crecen para valores pequenos del parametro I', lo cual desde
un punto de vista fisico representa que la amplitud transmitida es mas grande que la
amplitud incidente.

En la Fig. 4.9 se reportan los valores de los coeficientes de reflexién y de transmisién del
oleaje, como una funcién del parametro adimensional ko para tres geometrias diferentes
n(=1,2,3) y con un valor constante de I' = 0.25. Los valores de los coeficientes de
reflexién para el colector de ondas con transicién lineal se calculan a partir de las Ecs.
(4.52), (4.53) y (4.57) y para las transiciones no lineales utilizamos las Ecs. (4.58).

Los resultados muestran que para valores de ko < 1, es decir, para colectores de ondas
muy largos, practicamente no existe la reflexiéon de ondas. Por otro lado, para ko ~ O (1)
la reflexion crece significativamente comparado con el colector de ondas excesivamente
largo.

En el caso particular de Ky = 0.15 y para colectores de ondas con n(=1,2y 3),
el coeficiente de reflexién toma valores de Cr (= 0.062,0.055, y 0.083), respectivamente,
lo cual implica que el colector parabdlico n = 2 es el menos reflejante. Ademas puede
apreciarse para todos los casos, el valor maximo valor del coeficiente de transmision Cp —
2, siempre que ko — 0.

En la misma figura, puede apreciarse que en los colectores de ondas con transicién no-
lineal, no se presentan oscilaciones en los valores de los coeficientes Cr y C7, condicion que
si se presenta en los colectores con transicion lineal, esta caracteristica puede observarse
en las Ecs. (4.58), las cuales no incluyen términos oscilantes, estos dltimos términos solo
se presentan en las formulas de Cg y Cr para el colector con transicién lineal, Ecs. (4.52),
(4.53) y (4.57).
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304 %, K,=0.15—=—n=2—o—x =0.032
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Fig. 4.8: Coeficientes de Reflexiéon y de transmision del oleaje como una funcién del
parametro adimensional I' = 0.25, para ondas propagandose en colectores de ondas con
transiciones n(= 1,2 y 3). Los resultados presentados con el color sélido se calcularon

con un valor de k3 = 0.15 y los correspondientes al simbolo sin relleno se obtuvieron con
Rg = 0.032.
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Fig. 4.9: Coeficientes de Reflexion y de transmisién del oleaje, como una funcion del

pardmetro cinematico adimensional ko con I' = 0.25 y tres valores de n(= 1,2 y 3).



Capitulo 5

Modelo matematico del sistema

acoplado OWC-colector de ondas

5.1. Formulacion

Para este trabajo proponemos un sistema acoplado, que consiste en un colector de
ondas con seccion transversal variable en el que se propagan ondas largas lineales y se
encuentra conectado con una columna de agua oscilante (OWC). El colector se encuentra
dividido en dos regiones Ry y R3. En la Fig. 5.1 se muestra una vista en perfil del sistema
en estudio, en ésta se considera un sistema de referencia cartesiano, donde el plano z—y
se encuentra sobre el nivel medio del mar. El eje x es positivo hacia la derecha y el eje
z es positivo hacia arriba. La estructura OWC tiene un ancho 2H y una altura h. y se
encuentra parcialmente sumergida una profundidad w,. a partir del nivel medio del mar,
la pared que separa al colector de la estructura OWC tiene un espesor delgado S y cumple
la relacién (S/2H) < 1. El aire que se encuentra en la cdmara de aire fluye a través de
un orificio cuadrangular que tiene por lado 2[. El colector de ondas tiene una longitud en
la region Ry de 0 < o < Ls y la longitud para la regién Rj3 esté definida por Ly < x < Ls,
por otro lado la profundidad h es constante para todo el sistema. El oleaje se propaga
de derecha a izquierda y paralelo al eje longitudinal x. La Fig. 5.2 representa la vista
superior del modelo fisico analizado, en ésta se aprecia que el colector de ondas sigue
una distribucién horizontal como una funcién de ley de potencia, la cual esta dada por la
ecuacién (4.1), ver seccién (4).

La forma geométrica del ancho del colector estd dada por los valores de n > 1y
n~ O(1).

La superficie libre de la OWC generalmente tiene una distribucién espacial no unifor-

32
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Camara de

Orificio | 2 |« aire
—

Propagacion de ondas

e

L;

Fig. 5.1: Vista en perfil del modelo fisico en estudio. La OWC esté conectada a un colector
de ondas coénico y esbelto, el cual tiene una profundidad A y un ancho méximo de by. El
colector de ondas esta formado por dos regiones Ry y Rs3. El oleaje se propaga de derecha

a izquierda.

me; sin embargo, en presencia de ondas largas, la elevacion de la superficie libre se puede
considerar como una distribucion plana y por lo tanto el movimiento de la columna de

agua serd sélo una funcién del tiempo, He et al.[19].

La interaccion del oleaje con la OWC, se modela mediante la implementacién de la ecua-

cién de la energia (5.1), integrdndola a lo largo de la linea de corriente que conecta la

posicion z1(L,, 0, z1), con z; = —w., y 22 = n.(t), identificados por el punto 1 y 2
respectivamente.
2 2 2
ov Py(t) — Py (t vy (t) —vi(t K
ads"‘ [ 2( ) ; 1( )] + [ 2( ) 5 1( )] +g[22(t) _Zl] +?'U2 |,U2| (51)
1

donde P, (t) = P, + P (t) es la presiéon en la cdmara de aire de la estructura OWC,
P, y P(t) son la presiéon atmosférica y manométrica, respectivamente, P;(t) = P, +
pg (n2 (x = Ly, t) + w,.) es la presion total en el punto 1, Jv/0t es la aceleracion local, g
es la gravedad, z (t) es la amplitud media del movimiento de la columna de agua, 1 (z,t)
es la elevaciéon de la superficie libre del agua, K es un coeficiente de disipacién que podria

incluir la friccién debida a los esfuerzos viscosos en las paredes y la generacién de vortices
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Fig. 5.2: Vista superior del modelo fisico en estudio. La OWC esta conectada a un colector
de ondas coénico y esbelto, el cual tiene una profundidad A y un ancho maximo de by. El
colector de ondas esta formado por dos regiones Ry v Rs3. El oleaje se propaga de derecha

a izquierda.

en la frontera que comunica al colector de ondas y a la OWC, en particular este tltimo
fenémeno puede implicar que la pérdida de energia debido a la formacion de vortices
puede ser del 15 — 18 %, ver Stiassnie et al. [40].

En la Ec. (5.1) las velocidades estas definidas por:

d*ne (t
w=uet) oy =T (52
t
donde u; es la velocidad del agua en el punto (1)
Integrando la aceleracion local obtenemos:
Z v dn. (t)
—ds ~ —= . (t e+ Ly). 5.3
Gt~ P )+ et 1) (53

arreglando la Ec. (5.1) en funcién de las variables fisicas tenemos la siguiente ecuacion

d277c (t)
dt?

e () + we + L] + % (P() — [pg (2 (2 = Lo ) + we)]} +

Ll (dne(\* K dne (t) |dne (1)
— — =1L — =0. 4
! [( - ) w? (= Lo t)| + gl 1)+ + 5 DD 54
con las siguientes condiciones iniciales
dn.(t=0
n(t=0)=0 vy dne(t=0) _ (5.5)

dt
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donde u(x = L,,t) es la velocidad promedio unidimensional de la onda en el punto (1),
L, es la longitud “efectiva” debida a la masa anadida excitada por el movimiento de la
columna de agua oscilante, McCormick [29].

Con el objetivo de reducir la combinacién de las variables fisicas, realizamos un anali-
sis de 6rdenes de magnitud e identificamos las escalas caracteristicas para la presién la
escala caracteristica del problema. Para obtener el tiempo caracteristico del movimiento
de la OWC realizamos un balance de orden de magnitud de la Ec. (5.4), considerando

unicamente los términos lineales, obteniéndose la siguiente ecuaciéon

De la Ec. (5.6) podemos definir a la frecuencia de oscilacién natural de la OWC como

g

= 2.7
N We + Ly (5.7)
realizando el anélisis de érdenes de magnitud en la Ec. (5.6)
A gA;
Lo 5.8
t2 we + Ly, (5:8)

por lo tanto el tiempo caracteristico es

1/2
t, = (wC Jgr L”) (5.9)

Tomando en cuenta el andlisis anterior y las escalas caracteristicas utilizadas en el

modelo matematico del colector de ondas, las variables adimensionales son

hL,
Ar (gh)* A

Ut .

_p . t i
P=7 ACIZ—Ia T==, A= Us (x2, Y2, 7) =

Sustituyendo las variables adimensionales anteriores en las Ecs. (5.4) y (5.5), obtene-

mos su version adimensional.

dA\ 2 dA,
K
( dr ) + dr

Para la aproximacion de ondas con amplitud pequena se satisface que e < 1 y por lo

dA,
dr

d’A, B 9 1o =
(1 + 5Ac) dr2 + § + AC = 26%27TU2 + Ag — ’)/CP (510)

tanto el primer término del lado derecho de la Ec. (5.10) puede despreciarse. Con base en

lo anterior, la Ec. (5.10) puede reescribirse en la forma siguiente
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dA\ 2 dA,
(dT) +Kd7'

la cual debe resolverse con las siguientes condiciones iniciales

LA, B

N dA.,
dr? 2

dr

(1+ BA.) +A. =Ny — 7P (5.11)

dA. (T =0)

— 0. (5.12)

Con los siguientes parametros adimensionales

AI Pa
= <1 Ve = > L
B wc+LU o pgAI

Precisamos que en la Ec. (5.11), la presién adimensional P es una funcién desconocida
y es parte del problema por resolver. En la seccion siguiente se explica su metodologia

para su obtencion.

5.2. Determinacion de la presiéon manométrica adi-

mensional P

Con el objetivo de obtener la presiéon manométrica dentro de la caAmara de compresion
utilizamos la ley de conservacién de masa y aplicamos el teorema de transporte de Rey-

nolds a la primera ley de la Termodindmica, White[45], obteniéndose la ecuacién siguiente

dm d

—_— a a V' 1 dA 1

dt dt/c*vpdv+/(,*sp (V-8) 513)
dQ dw d .
%—%_E(/CvepadV)+/csepa(V-n)dA (5.14)

donde dm/dt es la rapidez de emisién de masa que sale del volumen de control, p, es
la densidad del aire, e es la energia especifica total por unidad de masa, V es el vector
velocidad del flujo del diferencial de drea dA, n es el vector unitario perpendicular a la
superficie de control, dV es el diferencial de volumen, C'V y CS indican el volumen de
control y la superficie de control de la cdmara de aire respectivamente, d@/dt es la rapidez
de adicién de calor al volumen de control desde su entorno, dWW/dt es la rapidez de trabajo
efectuado por el volumen de control sobre su entorno.

De la Ec. (5.13) la masa dentro del volumen de control es constante y por lo tanto

dm/dt = 0, con base en esto obtenemos la siguiente ecuacién
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d
0=4 padv+/ po (V- 0) dA (5.15)
dt Joy cs

Desarrollando el segundo término del lado derecho de la Ec. (5.15), se obtiene

[ (Vi) A= g (0,00 0.1)] 217 (5.16)
cs
y la rapidez de acumulaciéon de masa dentro del volumen de control se expresa como
d d 9
- WY = — [po (2H) (h, — . 5.17
g [, P = [Pa (2H) (he = nc)] (5.17)

Por lo tanto la expresién para el balance de masa en el volumen de control se transforma

1 (H\’ dpa  (H\* (dn.
;(7) (he = 1nc) CZ - (7) (dZ)‘l‘Ud:O (5.18)

La Ec. (5.18) nos proporciona el balance de masa para nuestro sistema. Debido a que

en

la velocidad de descarga del aire a través del orificio es vy ~ O (Ajw), se considera la
condicién de flujo incompresible White [46, p.82], con lo cual se obtiene que el valor del
nimero de Mach sea Ma< 0.3 y por lo tanto la dp,/dt ~ 0 Welty et al. [44, p.64]. Tomando

en cuenta los argumentos anteriores, la velocidad de descarga del aire vy se puede calcular

Vg = (?)2 (C;Z) . (5.19)

Proponiendo la variable adimensional

vd: (wC+LU)1/2 Vqd

con la siguiente ecuaciéon

g A
La versién adimensionla de la Ec. (5.19) es de la forma siguiente
— dA
Va=0"{ — 5.20
! < dr ) (5:20)

con = H/l~O(1).
Considerando como primera aproximacion que unicamente existe trabajo de frontera

y que el volumen de control es adiabdatico, la Ec. (5.14) puede reescribirse como sigue

d 1 /dn\?
—P(t)q(t)—a/w u+§<dt) + gz

1
padv+ <ﬁ + 5”3 + ghc) paq(t) (521)
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donde @ es la energfa interna, d¥ = (2H)2dz y q(t) = vq(t)(20)*.
Ahora, integrando la rapidez de acumulacién de energia del volumen de control, obte-

nemos la siguiente expresion

2 ey (@ + 30° + g2) padV =
(5.22)
A g (a5 (5)7) he =)+ S (2 —2)].
Adicionalmente, consideramos que la energia cinética por unidad de masa en la super-
ficie de control, es mucho mas grande que la energia potencial por unidad de masa. Lo

anterior implica que pogh, < Zvj, por lo tanto la Ec. (5.14) puede reescribirse como

<?)4 - 1] <OZZ;)2 — PagMe (5.23)

Por otro lado, la potencia 1til instantanea, que se puede extraer de la cAmara de aire
de la OWC, se define como

dzC a
e | Pa

-P (t) = Pa (hc - 770) dt2 92

Powc(t) = [P (t) q(t)] - (5.24)

La ecuacién anterior debe tener en cuenta el valor absoluto de las variables P(t) y
q(t), debido a que, cuando la columna de agua oscilante se mueve hacia arriba o hacia
abajo siempre se produce una potencia util en la camara de aire.

Por otra parte la captura de la eficiencia de la OWC se define como

1 t2

P (t)q(t)|dt
o= to—1t1 t1l‘ (2> ()‘ : (525)
2/)90772

donde el intervalo de integracién es del tiempo t; hasta el tiempo t,.

Adimensionalizando y acomodando la Ec. (5.23), obtenemos la expresién para la pre-

sién adimensional en la camara de compresion

2A, 1 o (AN
dr? +§(1_9)(d7)

he B PagArs
= — Y ]_ p—
¢ A[ O( ) y '7c Pa

P (T> = B (Ac - (b)

+ barvy.A, (5.26)

con los parametros adimensionales

<1
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Sustituyendo la Ec. (5.26) en la Ec. (5.11) obtenemos el modelo matemético del sistema
acoplado OWC-colector de ondas, el cual es descrito por la siguiente ecuacion diferencial

ordinaria no-lineal.

d’A.
[(1 + 5AC) - (¢ - Ac) 55] dr2 +
8 . dA\? dA. | dA, B
5{[1+(1 6*) ¢ ) K| T+ A=Ay, (5.27)
junto con las siguientes condiciones iniciales
dA (T =
Afr=0)=0 1y (c; 0 _y. (5.28)

donde & = p,/p.
La Ec. (5.27), representa el modelo matemadtico acoplado, que describe la oscilacién de
la amplitud adimensional A, (7) , forzada por el movimiento del oleaje, asi mismo la Ec.

(5.27) es un problema de valores iniciales y es funcién de los pardmetros adimensionales

B,¢, &0y K.
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5.3. Condiciones de frontera de acoplamiento del sis-

tema OWC-colector de ondas

La solucién de la Ec. (5.27) requiere conocimiento previo de la variable adimensional
A (x2 = 0,7) que es el término de forzamiento para producir la elevacién de la superficie
libre adimensional A, (7). La ecuacién de gobierno que describe la propagacién del oleaje
en el colector de ondas estd descrito por la Ec. (4.15), que se obtuvo en el capitulo 4 y
para acoplarla a la ecuacién de gobierno que predice la oscilacion de la OWC, se requieren
conocer las condiciones de frontera apropiadas.

La primera condicién de frontera para la Ec. (4.12), se puede derivar bajo el supuesto
de que el equilibrio del flujo de energia debe mantenerse entre dos secciones transversales
arbitrarias. En xys = 0, tenemos un flujo de energia transmitido y otro de energia radiada,
que es inducido por el movimiento de la OWC, por otro lado en xs = 1, se presentan
flujos de energia incidente y reflejado. Por lo tanto el balance de flujo de energia se puede

expresar coio

CbOER + CrboEr + c2H (h — wc) ET = CbOEI (529)

donde Er = Lpgnk, E. = 3p9n2, Er = $pgn} v E; = 1pgn? son las energfas de las ondas
reflejada, radiada, transmitida e incidente, respectivamente, donde ¢ = w/\ es la celeridad
de las ondas reflejada, transmitida e incidente, y es constante en las regiones Ry y Rs;
¢, = w/ A es la celeridad de la onda radiada, la cual se generada en el colector de ondas
de propagacion por la oscilacién de la OWC. La frecuencia de la onda radiada estd dada
por w, y su longitud de onda es \,, tomando encuenta los comentarios anteriores, la Ec.

(5.29) puede expresarse en la forma siguiente

Cyr
ng + (;) m+T1—p)n;=n;. (5.30)

Acomodando la Ec. (5.30) en términos de la longitud de onda y expresdndola en su forma

adimensional, obtenemos la ecuacién siguiente

2 2 Wy )\r A2
T (1— )]0 (xo = A | 31
Bl 4T = ) e =0 + 255~ 1 (5.31)
donde |Br| = |Ar/As| y |02 (x2 = 0)| son los coeficientes de reflexién y transmision, respec-

tivamente. La relacién entre la pared vertical sumergida w, y la profundidad h esta definida
por el pardmetro adimensional 1 = w,/h.
El coeficiente de reflexién |fg|, estd formado por la suma de la onda reflejada debida

a la geometria del colector de ondas y la generada por la pared vertical en xo = 0. Para
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colectores de ondas esbeltos con su longitud horizontal caracteristica del mismo orden que
la longitud de onda, se demostro que la reflexién del oleaje es pequena, ver Cap. (4), Secc.
(4.1.2) y Figs. (4.8) y (4.9). Por otro lado, estudios fundamentales relacionados con la
reflexion de onda por rompeolas de cajones contenidos en una estructura OWC, muestran
que para w./A < 1 el coeficiente de reflexién es también muy pequeno, Yan et al. [48].
Por lo tanto a partir de los comentarios anteriores, consideramos que |Sg| — 0. Ademads
para el limite de (w,/w) ~ O (1) implica que \,/A < 1y asi el tercer término del lado
izquierdo de la Ec. (5.31) también desaparece. Con base en lo anterior la primer condicién

de frontera para la Ec. (4.12), puede expresarse como sigue

1
D2 (1= )

La Ec. (5.32) representa la condicién de frontera de acoplamiento entre la OWC y el

(5.32)

02| xa=0

colector de ondas en yy = 0. Para la condicién de frontera en xo = 1, x3 = 0 usamos las
Ecs. (4.26) y (4.29) evaluada en x3 = 0, recordando que Sz — 0, por lo tanto la segunda

condicién de frontera se puede escribir en la forma siguiente

Bl gt 1. (5.33)

A partir de las condiciones de frontera (5.32) y (5.33) obtenemos las constantes de

integracién C'y D de la solucién analitica aproximada dada por la Ec. (4.43)

AN U
1 P (@) ([F(l—u)}m

B (1 - p)]'? - exp (;—;) — exp <Hi2)

1 s (5) - (%)
01— ) exp (;—2’) — exp (é) ’

la Ec. (4.43) junto con las constantes C'y D forman la solucién analitica de la propagacién

(5.34)

(5.35)

de ondas largas lineales en el colector de ondas con ancho variable y fondo constante, aco-
plado a la OWC. Ahora, sustituyendo la Ec. (4.43) en la Ec.(4.18) y evaluando el resultado
en xo = 0, obtenemos la amplitud A, (x2 = 0,7) necesaria para forzar el movimiento de

la OWC, y se reescribe como

cos () (5.36)
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La Ec. (5.36) es vélida para ondas largas (h/A < 1), con amplitudes pequenas (¢ < 1),
colectores de onda esbeltos (by/Ls < 1) y el coeficiente de reflexion |Sg| — 0. Para valores
del pardmetro adimensional I' < 1, amplitud adimensional del oleaje Ay (x2 ~ 0, 7) crece
significantemente. Para el caso particular de I' =1 y p = 0, la onda no sufre cambios en
amplitud y longitud de onda, recuperéandose el caso de un colector de ondas con ancho y

fondo constantes

Ay (0,7) = cos (T) . (5.37)

5.4. Ecuaciéon de gobierno del sistema acoplado OWC-

colector de ondas

Tomando en cuenta la Ec. (5.36) y sustituyéndola en la Ec.(5.27) obtenemos la ecua-

cién diferencial siguiente

(14 BeA) — (6 — A,) Bu] LBt

dAc
dr

I a-g () + ke

dr

} + (5.38)

(]-‘I‘S)A o cos (7)

r/2(1—p)/?
En la Ec. (5.38), se definieron dos tiempos adimensionales: 7 y 7, debido a que la
OWC vy el oleaje tienen tiempos caracteristicos diferentes, los cuales pueden relacionarse
considerando lo siguiente

w
T=—T. (5.39)
WN WN

Sustituyendo la ultima relacién en la Ec. (5.38) obtenemos la ecuacion diferencial ordinaria

no-lineal del modelo acoplado entre la OWC y el colector de ondas, la cual se escribe como

[(1+ BAL) — (¢ — A.) BE] e+

dAc
ar

i -0 (5 10

b+

(1+8A WCOS(QT) ,
(5.40)
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con las siguientes condiciones iniciales.

dA.(T =0)
—FF=0. 5.41
dr ( )
donde Q = w/wy.

La Ec. (5.40) es una funcién de la constante £ y de los parametros adimensionales 3,

¢, 0, K, T, pyQ

5.4.1. Solucion analitica en el limite § < 1

Con el objetivo de validar la solucién numérica de la Ec. (5.40), se obtiene una solucién
analitica en el limite de < 1. En este limite y considerando que £ < 1, la Ec. (5.40) se

reescribe de la siguiente forma

PA, (T 1
d(>+AC(T): 1/2
T [2 (1= p)

La solucién analitica de la Ec. (5.42) tiene una solucién trivial cuando €2 # 1 de la

cos (§27) (5.42)

forma siguiente

1
ST 12

la cual es una ecuacién simple, que tiene en cuenta el efecto geométrico del colector de
)]1/2

A, (T)

[cos (§21) — cos (T)] (5.43)

ondas sobre la amplificacién del oleaje, dado por 1/[I' (1 — p)]"’*. La solucién analitica
(5.43) representa el movimiento de un oscilador lineal no amortiguado. Claramente, en la
ecuaciéon anterior se observa que para valores finitos de I', valores pequenos de p1y €2 — 1,
la magnitud de la elevacién de la superficie libre A, (7) es indefinida, lo que representa

justo la condicién cercana a la resonancia.
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Resultados

Los resultados numéricos se realizaron tomando en cuenta los siguientes valores fisicos
experimentales: el ancho y la profundidad de la pared vertical sumergida de la estructura
OWC son 2H = 0.64 m y w,. = 0.15 m, respectivamente, y la profundidad del colector
de onda es constante h = 0.92 m, Kamath et al. [21]; sin embargo, debido a que la
presente formulacion matematica se expresa en forma adimensional, se pueden utilizar
otros valores representativos de las variables fisicas. Ademads, proponemos las siguientes
magnitudes fisicas: la altura de la OWC es h. = 0.54 m, el ancho del orificio de descarga
de la camara de aire es 2/ = 0.32 m, la longitud del colector de ondas es de Ly, = 50 m
y el ancho en su entrada toma los valores de by(= 0.64,0.85,1.28,2.56) m. El coeficiente
de friccién global tiene un valor de K = 0.63, Vinje [43]. Los valores de las longitudes
caracteristicas de las ondas son: amplitud de la onda incidente A; = 0.09 m y longitudes
de onda \(= 28.3 y 47.1) m, los cuales satisfacen la aproximacién de ondas largas lineales
Ar/h < 1y h/XA <1/20, Rahman [33].

Para el célculo numérico de la ecuacién. (5.40), junto con las condiciones iniciales
dadas por la ecuacién. (5.41), se usa la técnica numérica conocida como Runge-Kutta de

cuarto orden, considerando un intervalo de tiempo de A7 = 0.6.

6.1. Deformacion de ondas largas lineales en un co-
lector de ondas esbelto y cénico con fondo cons-

tante con una barrera sumergida.

La Fig. 6.1 muestra la elevacion de la superficie libre d3 como una funcion de la coor-

denada adimensional ys, para diferentes formas geométricas de la distribucion horizontal

44
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n(=1,2,3y 4) con valores fijos de los parametros I' = 0.25 y u = 0.20. Se consideran
dos valores del pardmetro ks (= 0.09 y 0.15) son considerados. En esta figura se nota que
para todos los valores de n, la elevacién de la superficie libre d3(xo = 0) es la misma,
esto se debe a que todos los colectores de ondas tienen un ancho de 2H en ys = 0 y por
lo tanto sus flujos de energia son iguales. Por otro lado, la altura de dy(x2 = 0) es 2.23
veces mas grande que la amplitud de la onda incidente dy(y2 = 1). Ademds, en la misma
figura se reporta que el colector de onda con A\/Ly ~ O (1), representado por el valor del
parametro ko = 0.15, genera el mismo valor méaximo de la amplitud del oleaje, que los
calculados para A/Ls < 1 dado por ks = 0.09. La relevancia de estos resultados es que la
amplificacion del oleaje en yo = 0, es debida al radio de esbeltez I', y no al parametro ko
y n.

En la Fig. 6.2 se muestran los valores de la elevacion de la superficie libre adimensional.
02 como una funcién del eje adimensional y para un colector de ondas con proyeccién
horizontal parabdlica, (n = 2), con valores constantes de los pardmetros ks = 0.15 y
[' = 0.25, y para cuatro valores del pardmetro adimensional u (= 0.20,0.25,0.334,0.5).
En esta figura, se muestran los efectos del incremento del pardmetro u sobre la amplitud
en xo = 0, como se pude apreciar si p crece, la amplitud del oleaje crece, la cual provee
un incremento de la energia potencial de las ondas en la vecindad con la estructura OWC.
Se espera que dicho efecto contribuya para la amplitud de la superficie libre de la OWC,

esto se podra corroborar en la seccién 6.1.3.

6.1.1. Movimiento forzado de la columna de agua oscilante por

la propagacion de ondas

La Fig. 6.3 muestra la comparacién de la solucién analitica Ec. (5.43), contra la solu-
cién numérica de la Ec. (5.40). Para la solucién numérica, se consideran valores constantes
de los pardametros 4 = 0.2, I' = 0.5, § = 0.06, ¢ = 6, K = 0.63, £ = 0.001, 0 =2y
) = 0.143. Como se puede ver, ambas soluciones se ajustan apropiadamente.

En la Fig. 6.4 se reportan los valores adimensionales de la elevacién de la superficie
libre A.(7), presién P(7) y la velocidad de descarga V 4(7), como una funcién del tiempo
adimensional 7, para valores diferentes del parametro de esbeltez I' (= 0.25,0.5,0.75,1.0)
y valores fijos de p = 0.2, § = 0.2, ¢ =6, K = 0.63, £ = 0.001 y § = 2. Los resultados
indican que para valores de I' < 1, la magnitud de la amplitud A.(7) crece significati-
vamente. El ultimo comentario se debe a que para I' < 1 la energia potencial del oleaje
en y2 = 0 se incrementa. En esta figura, se aprecia que para valores de ['(= 0.25 y 1)

la amplitud A.(7)(= 2.3 y 1.15), respectivamente, lo que desde un punto de vista fisico,
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Fig. 6.1: Elevacién de la superficie libre adimensional 6, como una funcién del eje adi-
mensional Yo, para valores diferentes del exponente n(= 1,2,3,4) con valores fijos de los
parametros I' = 0.25 y p = 0.20. Las lineas solidas y sin relleno corresponden a los valores

del pardmetro ko(= 0.09 y 0.15), respectivamente.
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Fig. 6.2: Elevacién de la superficie libre adimensional 65 como una funcién del eje adi-
mensional ys, para un colector de ondas parabdlico, (n = 2), con valores constantes del

pardmetro ko = 0.15y I' = 0.25, y cuatro valores del parametro p (= 0.20,0.25,0.334,0.5) .
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Fig. 6.3: Comparacion de amplitud adimensional A., entre las soluciones numérica y
analitica, para valores constantes de p = 0.2, 2 = 0.143, 8 = 2, 3 = 0.06, ¢ = 6,

K =063, &=0.001yT =0.5.
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significa que para I' = 1 la columna de agua crece un 15% mas que la onda incidente
y que para I' = 0.25, la amplitud A.(7) es 2.3 veces mds grande que la amplitud in-
cidente. Ademds, se observa que el comportamiento de A.(7) a lo largo del tiempo es
periédico y estd en fase con la presién adimensional P(7), ver Figs. 6.4a y 6.4b, respecti-
vamente. Los valores de la presién manométrica adimensional P alcanza un valor méximo
P(= 1.117x107° y 2.34x107%) para valores de I'(= 1 y 0.25), respectivamente. Ademas,
en la Fig. 6.4b se observa que el parametro I' tiene una influencia sobre la magnitud de la
presion, pero no en su periodo de oscilacion. Por otro lado, la Fig. 6.4c revela que para un
valor constante del parametro 6, la velocidad de descarga de aire crece en su magnitud,
como una consecuencia de la variacién del parametro de esbeltez I'. Si se comparan los
valores de V4 con I' = 1 contra los obtenidos con I' = 0.25, este ltimo caso es dos veces
mas grande que el primero. Como un ejemplo de validacién, donde la amplitud de la OWC
tiene un valor méaximo o uno minimo, la velocidad V; debe ser cero, esta condicién se

satisface y se puede verificar en la Ec. (5.20) y en la Fig. 6.4c.

6.1.2. Efecto del orificio de descarga de la camara de aire

Los resultados para el flujo de la velocidad de descarga adimensional V4, a través del
orificio como una funcién del tiempo adimensional 7 se ven en la Fig. 6.5. Los resultados se
obtienen para tres valores del pardmetro (= 2.0,4.0, 5.0), y valores fijos de los pardmetros
=02 0=0143,T=0.25,=0.2,¢=06,£ =0.001l y K = 0.63. Como puede notarse,
el parametro 6 tiene una influencia importante sobre la velocidad de descarga del aire, la
cual aumenta su magnitud en funcién de una potencia cuadrada, ver Ec.(5.20), es decir, la
magnitud de la velocidad de descarga calculada con un valor de § = 5 es aproximadamente
5.2 veces mas grande que los obtenidos para el valor de # = 2; sin embargo, debemos
precisar que, la Ec. (5.20) usada para la obtencién de la velocidad V4, solo es vélida para
valores de 6 ~ O(1) los cales deben de satisfacer la aproximacién de flujo incompresible,
dada por el nimero de Mach Ma < 0.3, Kundu y Cohen [24].

6.1.3. Efecto de la pared vertical sumergida

El efecto del pardmetro u = w,/h sobre las variables A.(7), P(7) y la velocidad V 4(7)
esta reportado en las Figs. 6.6. Se consideraron valores de p (= 0.2,0.3,0.4,0.5) y valores
constantes de €2 = 0.143, I' = 0.25, 6 =0.2, ¢ = 6, K = 0.63, £ = 0.001 y 8 = 2.0. En
general, en esta figura se aprecia la contribucién del pardametro p en la amplificacion de la
elevacién A.. Cuando crece p, la amplitud d, también crece, ver Fig. (6.2) y por lo tanto

la elevacién A, presiéon P y velocidad V; también aumentan su magnitud teniendo un
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Fig. 6.4: Evolucién temporal de a) la elevacién de la superficie libre A.(7), b) presién
P(7) y c) velocidad de aire de descarga V4(7), para cuatro valores del pardmetro I'(=
0.25,0.50,0.75,1.0), y valores fijos de los pardmetros p = 0.2, ' = 0.143, § = 2, = 0.2,
$»=06,£=0.001y K =0.63.
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comportamiento similar que el reportado en la seccién 6.1.1; sin embargo, el parametro
4 tiene un menor impacto sobre la amplificacién de las variables mencionadas que las

obtenidas para los valores de I' < 1.

6.1.4. Condicién cercana a la resonancia

En la Fig. 6.7 se reporta la oscilacion de la amplitud adimensional A, como una funcién
del tiempo adimensional 7 para valores diferentes del pardmetro 2 (= 0.143,0.3,0.5,0.8)
y valores constantes de 4 = 0.2, = 0.02, ¢ =6, K = 0.63, £ = 0.001 y § = 2. Como se
menciond en la seccion 5.4, para valores de 2 — 1 el comportamiento hidrodinamico de la
amplitud A, (7) esta cerca de la resonancia, este fenémeno puede verse en los resultados
presentados en la Fig. 6.7. Los resultados sugieren que, para un valor fijo de la geometria
del colector de ondas y un valor fijo de la frecuencia del oleaje w, de tal forma que wy — w
se pueden obtener valores altos de la amplitud A, (7), sin la necesidad de energia adicional
para forzar el movimiento de la columna de agua. La condicion para la cual wy puede

aproximarse a la frecuencia del oleaje w, incrementando la profundidad w,. en la Ec. (5.7).

Con el fin de mostrar la respuesta causada por ondas de agua largas lineales, en
términos de la trayectoria de un punto a través del tiempo, se presentan los diagramas
fase, que muestran la variaciéon de dA./dr como una funcién de A.. Los resultados se
obtienen para valores diferentes del parametro I'(= 0.25,0.50,0.75, 1.0), y valores fijos de
los pardametros 1 = 0.2, 0 =2, 8 =0.2, ¢ =6, £ = 0.001 y K = 0.63, ver Fig. 6.8. La
interseccién de la trayectoria con un valor de dA./dr = 0, representa la amplitud maxima
de la elevacion de la superficie A..

Para tiempos cortos, Fig. 6.8a, la columna de agua tiene amplitudes mayores que las
obtenidas para tiempos largos, ver Fig. 6.8b. Ademas, para tiempos largos, la trayectoria
de un punto a través del tiempo es simétrica y cerrada, que desde un punto de vista fisico
indica que la oscilacién de la OWC no estéa amortiguada.

Resultados similares como en el caso anterior se obtienen mediante el aumento del
pardmetro Q(= 0.143,0.2,0.3), y valores fijos de los pardmetros u = 0.2, § =2, § = 0.2,
¢ =6,&=0.001 y K=0.63, con la diferencia que para 2 — 1, la trayectoria ya no es

simétrica, ver Fig. 6.9b.
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Fig. 6.6: Evolucién temporal de a) elevacién de la superficie libre A (1), b) presién P(7)
y ¢) velocidad de descarga V(7), para cuatro valores del pardmetro u(= 0.2,0.3,0.4,0.5)
y valores fijos de los parametros 2 =0.143, ' =0.25,0 =2, 3 =02, ¢ =6, £ =0.001 y
K =0.63.
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Fig. 6.7: Amplitud de la OWC cerca de la resonancia como una funcién del tiempo adi-
mensional 7, para valores de los pardmetros (= 0.143,0.3,0.5,0.8) y valores fijos de los
parametros = 0.2, I' =0.25, 6 = 2.0, 8 =0.02, ¢ =6, K =0.63 y £ = 0.001.
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6.1.5. Incremento de la potencia en la caAmara de aire

Introduciendo las siguientes variables adimensionales

P
(1) = ——F— | (6.1)
(QH) PaA]wN
la versién adimensional de la Ec. (5.24) esta dada por
— ., JdA(T)
=|P 2
o0 =[P 2] (6.2

la cual se usa para calcular la potencia 1til adimensional, derivada de la camara de aire.

La potencia adimensional o(7), se muestra en la Fig. 6.10. Los valores de la potencia
instantanea se calcularon para cuatro valores del pardmetro I'(= 0.25,0.50,0.75,1.0) y
valores fijos de los parametros = 0.2, § = 2.0, § = 0.20, ¢ =6, £ = 0.001 y K = 0.63.
Se observa que para valores de I' < 1, la potencia tiene una importante amplificacion, es
decir, para un colector de ondas con ancho y fondo constante dado por I' = 1, la potencia
tiene un valor de p = 1.08x107%, mientras tanto que para I' = 0.25 el valor de la potencia
es de p = 8.28x107%, el segundo caso es 7.66 veces mds grande que el primero, lo que
implica que el sistema propuesto aumenta significativamente la potencia. Cabe precisar
que el presente estudio no tiene en cuenta el efecto de “sistema de absorcién de potencia”,

que por supuesto afecta a la potencia.
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6.1.6. Eficiencia capturada de la OWC

Tomando en cuenta las correspondiente variables adimensionales en la Ec. (5.25), se

obtiene la siguiente ecuacion

(AT e\ 1 (™
a—< Q )Tz—ﬂ/ﬁ

la cual se usa para evaluar la eficiencia capturada de la OWC. En la Ec. (6.3), v = Hk y

dA. (T)
dr

P(r)

dr | (6.3)

el intervalo de la integracién a partir del tiempo adimensional 77 al tiempo adimensional
Ty.

En la Fig. 6.11 se reporta la captura de eficiencia de la OWC, o, como una funcién del
pardametro (2, para diferentes valores del pardmetro geométrico I'(= 0.25,0.5,0.75,1.0), y
valores fijos de los parametros p = 0.2, 0 = 2, § = 0.02, ¢ = 6, K = 0.63, £ = 0.001,
5 =2344.2 y ¢ =0.1.

Los resultados muestran que cuando I' < 1, la captura de eficiencia de la OWC mejora,
es decir, para valores de 2 = 0.9 y valores de I'(= 0.25 y 1) la captura de eficiencia toma
valores de o(= 0.093 y 0.068), respectivamente, lo que representa que un colector cénico
y esbelto es 36.7 % mads eficiente que un colector uniforme. Por otro lado, en la misma
figura se nota que el convertidor de energia del oleaje, presenta mejora en su eficiencia
para el valor de 2 ~ 0.4 con un incremento significativo cuando {2 — 1, caso contrario
para los valores de o < 1, obtenidos en el limite de €2 — 0. La mejora de la captura de
la eficiencia o se puede lograr para el limite de wy — w, condicién que puede alcanzarse

incrementando la longitud de la pared vertical sumergida w...
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Fig. 6.8: Diagramas fase para cuatro valores del pardmetro de esbeltez
['(=0.25,0.50,0.75,1.0), y valores fijos de los pardmetros pu = 0.2, Q = 0.143,
=2, 0=02 ¢=6,£=0.001y K =0.63.
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(b) Diagramas fase para tiempos largos 7(= 49500 — 50000)

Fig. 6.9: Diagramas fase para tres valores del pardmetro Q(= 0.143,0.2,0.3), y valores
fijos de los pardmetros 4= 0.2, I'=0.25,0=2, §=0.2, ¢ =6, £ =0.001 y K = 0.63.
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Fig. 6.10: Evolucién temporal de la potencia instantdnea p(7), derivada de la cdmara
de aire para valores diferentes del parametro I'(= 0.25,0.50,0.75,1.0) y valores fijos de
N=0143, 1=02,0=2,3=0.2,¢=6, K =063, £=0.001 y ¥ = 1.1x107°.
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©=02 0=20 B=0.02 y=10
1 4=60 K=063 &£=0001 I'=0.50
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Fig. 6.11: Comparacion de la captura de eficiencia o de la OWC, para valores diferentes
de el pardmetro geométrico I'(= 0.25,0.5,0.75 y 1) como una funcién del pardmetro
adimensional de resonancia (), para valores fijos de los pardmetros p = 0.2, 6 = 2, g =
0.02, ¢ =6.0,1% =1, K =0.63, £ =0.001 y 7 = 114.73.



Capitulo 7
Conclusiones

En este trabajo, se analiz6 numéricamente, la mejora de la eficiencia de un dispositivo
convertidor de energia columna de agua oscilante, junto con el incremento de la potencia
util originada en una camara de aire abierta, debida a la amplificacién de ondas largas
lineales en un colector de ondas conico y esbelto . El movimiento forzado de la columna de
agua oscilante por el oleaje, se model6 mediante la aplicacién de la ecuacion de la energia.
Aplicando el teorema del transporte de Reynolds a la primera ley de la termodindmica,
derivamos un modelo matemaético conjugado entre la camara de aire y la columna de agua
oscilante.

A continuacién se resumen las conclusiones del presente trabajo:

1. Para e limite de |Sr| — 0 se obtiene una solucién analitica, basada en la técnica
de perturbacivon singular WKB, para la elevacion de la superficie libre de ondas
largas lineales en un colector de ondas conico y esbelto, el cual tiene un ancho que
sigue una distribucion de ley de potencia. Los resultados muestran que para I' < 1,
el colector de ondas amplifica significativamente al oleaje y que el colector de ondas
con A ~ O(Ly) produce practicamente la misma amplificacién de las ondas que el

caso cuando A < L.

2. La solucion analitica para el movimiento de la OWC, obtenida en el limite de § < 1,

ajusta apropiadamente con la solucién numérica.

3. Para el valor de I' = 1, la amplitud de la OWC es 15 % mads grande que la amplitud
incidente; sin embargo para I' = 0.25, la amplitud de la OWC es 2.3 veces mas grande
que la amplitud incidente del oleaje. Ademas para tiempos largos el movimiento de
la OWC es periddico.
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4. El flujo de aire que se descarga a través el orificio, aumenta su magnitud en funcién
de una potencia cuadrada del pardmetro § = H/I. Los valores del parametro 6
pueden crecer hasta que la condicién de flujo incompresible se satisfaga, los cual

esta restringido por el nimero de Mach Ma< 0.3.

5. Para la condicién de resonancia (€2 — 1), se pueden obtener valores grandes de la
amplitud de la OWC, sin la necesidad de energia adicional para forzar el movimiento
de la columna de agua. Incrementando el valor de la pared frontal vertical w,, la

frecuencia natural de la OWC puede tender a la frecuencia de oscilacion del oleaje.

6. La potencia 1util de la camara de aire se incrementa para valores pequenos del
parametro I', es decir, para I' = 0.25, la potencia es 7.66 veces mas grande que

la calculada sin el colector de ondas (I' = 1).

7. Para los casos analizados, la OWC con un colector de ondas es 36.7 % maés efi-
ciente que una OWC sin el colector de ondas. Ademsds, el presente convertidor de
energia mejora la captura de la eficiencia para valores de 2 &~ 0.4 con un importante

incremento cuando 2 — 1.

8. Para tiempos cortos la OWC tiene amplitudes més grandes que las obtenidas para
tiempos largos. El comportamiento hidrodinamico para tiempos cortos nos deja una
pregunta interesante: ;Cudales son las condiciones fisicas que permiten presentar
un comportamiento transitorio y desarrollar grandes amplitudes de la OWC, para

tiempos largos?.
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