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SOLUCION AL PROBLEMA VE VIBRACIONES FORZADAS 

A. FUERZA EXTERNA 

VEAMOS PRIMERO EL CASO EN QUE EXISTE p(t) Y QUE x
0

(t) = O, 

SIENDO p(t) ARBITRARIA . 

' . 
p tt) 

16 

t 

t 

.• PUESTO QUE d~«T, LA FUERZA APLICADA EN t= T' PRODUCIRA UN INCREMENTO ( ·v. 
INSTANTANEO EN LA VELOCIDAD DE LA MASA IGUAL A 

y = p(T)dT 
M 

Y UN INCRE~lENTO INSTANTANEO NULO EN EL DESPLAZAMIENTO,_ ES DECIR, y=O. 

Tm1ANDO 'ESTOS INCREMENTOS COMO CONDICIONES INICIALES EN t=~, LA EC. 5 

DA' COMO RESULTADO 

y (t) = p(T)dT 
.Mw' 

-h(t-T) 
sen w' (t-:-d e t>T 

PUESTO QUE'EL SISTEMA ES LINEAL ES POSIBLE SUPERPO,NER LOS EFECTOS 

OCASIONADOS POR LOS I~1PULSOS APLICADOS EN CADA T QUE HAYAN OCURRIDO 

ANTES DEL INSTANTE t DE INTERES; ES DECIR, 

•'' 

1 

1 

1 

i 

1 

1 

1 

1 

! 

1 

(j) 1 

1 

:. 1 
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(12) 
t . 

1 -h (t-r) 
y (t) = M<;r 1 p (r)e senr"' (t-T)dT 

.• 

. LA FUNCION M 1, e-h (t-r) senw 1 (t-r) ,QUE ES 'LA RESPUESTA A UN IMPULSO INSTANTA­
• h\ 

NEO UNITARIO DE FUERZA, SE LE CONOCE COMO FUI!CIOIJ VE TRAIJSFERENCIA VEL 

SISTEMA. 

y { t) 

p {?;') 

;,_. ,.,., .. - ~~ .,¡. . ..... ~ •• -~-

T
,_ 2TT 
-(iJI 

LA SOLUCION DADA EN LA EC. (12) SE DENOMINA INTEGRAL DE DUHAMEL. ESTA 

CONSTITUYE LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUI-

LIBRIO; LA SOLUCION GENERAL ES: 

y(t) = Ae-ht cos(w't-9) + 1 ~ p(r)e-h(t-r)senw' (t-r)dr 
Mw' 

-oo 

EN DONDE A y 9 DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES DE DESPLAZaMIENTO 
. ' 

Y VELOCIDAD, y (O) Y y (O) , RESPECTIVaMENTE. EN GENERAL LA PARTE DE 

LA RESPUESTA DADA POR LA SOLUCION PARTICULAR ES LA MAS IMPORTANTE, 

YA QUE LA OTRA PARTE SE AMORTIGUA RAPIDAMENTE . 

. B. I~OVU1IENTO DEL SUELO 

PARA ESCRIBIR LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE 

EQUILIBRIO PARA EL CASO DE VIBRACION FORZADA POR MOVIMIENTO DE LA 

BASE DE LA ESTRUCTURA, BASTA CAJ'lB IAR p ( T) /M DE LA EC. ( 12) POR -x 
o 

YA QUE EN DICHA ECUACION APARECE EN EL MIE~lBRO DERECHO p (t) /M CUANDO 

LA EXCITi\CION ES P (t) Y APZÍ.RECE ·X CW\tlDO Ll'. EXCITACION ES POR 
o 

MOVIMIENTO DEL SUELO. EN ESTE CASO 

-- -----~------~------·-'--~--- ----· ------~----- ---- --------·----------------·----------- --------··-.- -------------
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L/\ SOI,UCION P/\R'l'ICUL/\H ES, EN'fONCES 

y(t) =.::.! ~ ~- (-r)e-h(t-T) senw' (t-T)d'r 
w' o 

( 14) . 
-oo 

EJE~IPLO 

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD CON k~OR-

.TIGUAMIENTO NULO, CUANDO LA EXCITACION ES LA .SIGUIENTE: 

~ = o 

X (t) = a, SI O.¡;t<;;t 
o . . o -t9 t 

X (t) o, t<O ' = SI o t>t 
o o 

CONSIDERESE QUE y(O)=O Y y(O)=O. PUESTO QUE LAS CONDICIONES INICIALES 

SON NULAS SE TIENE QUE A=O (UTILIZANDO LA EC. (13) Y LA SOLUCION PAR-

TICULAR QUE SIGUE; EC. (A)) : 

-1 
y (t) = . w 

-a = 2 
w 

t t 
f a senw(t-T)dT = -a f sen w(t-T)dT 

o -oo 

(1- coswt) 

' w 

SI O<t<t 
- - o 

(A) 

PARA FINES DE DISEflO EST~UCTURAL ES IMPORTANTE CONOCER LA RESPUESTA 

MAXIMA; ESTA OCURRE CUANDO coswt =-1, O SEA, CUANDO 

o Tf Tf T 
wt = Tf t = - =21[ = 2 w 

T 

·-------------·------ ·-·--'--~- ---------------~------- ----------------------------- ---- ---·- --·-·------ ----·------- --------

.. 1 

. --- . - ---------------·----....::.... ___ ,-____ _ 



Y VALF. 

MAX { [y ( t)] } 2a 
= = 2 

w 

T 
0,.¡-2-.¡ t . o 

19 

o 

PARA t>t , O SEA, PARA T/2>t ES NECESARIO OBTENER LA RESPUESTA EN VI-o . o 

BRACION LIBRE CON LAS CONDICIONES INICIALES DE VELOCIDAD Y DESPLAZA­

MIENTO CORRESPONDIENTESA t=t : 

y(t
0

) = -; (1 - coswt
0

) 

w 

o 

y(t ) = -a senwt 
o w o 

APLICANDO LAS ECS. ( 5) Y ( 6) OBTENEMOS: 

y (t) -a [senwt senwt' (1 coswt ) coswt '] = 2 - -o o 

DONDE 

w 

-a hen 2 wt + (1 coswt ) 2 = 2 -o .o w 

y(t) = 
-2a 
2 senwt0 sen ( wt 1 

2 
- ~) 

w 

t 1
• = t -t o 

_
1 

J.-coswt
0 

Y ~-- tan ( t senw 
0 

sen (wt' -

EL VJI_LOR HAXIMO DE LA RESPUESTA EN ESTE INTERVALO ES 

11AX{ [y (t)]} 2a wto 
= 2 sen-2-

w 
SI t>t o o T>2t o 

~) ! 
1 

! 

i 

-------~-----~ ---- --. ---~---- -·-- -- _] ------- -- -- ----~----- . - ------- -- . ---- ---------- ---- ---



EXCITACION ARMONICA 

CONSIDEREMOS liHORJI EL CJISO EN QUE Lll ESTRUCTURJI ES EXCITAD/\ POR Ü\ 

FUERZA ARMONICI\ 

p (t) = p
0 

sen!"lt 

DE DURACION INDEFINIDA. 

LA SOLUCION DE ESTE PROBLE~1A SE PUEDE ENCONTRAR SUSTITUYENDO A 

. p (t) ·= p sennt EN LA INTEGRAL DE DUHAMEL Y OBTENIENDO SU SOLUCION. . o 

SIN EMBARGO, EL RESULTADO LO OBTENDREMOS DE LA CONSIDERACION DE QUE 

PARA QUE EL ~UE~mRO DERECHO DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO 

APAREZCA UN TERMINO ARMONICO ES NECESARIO QUE EN EL IZQUIERDO SE 

TENGAN COMiliNACIONES DE 'I'EIDUNOS TANBIEN ARIIIONICOS. CONSIDEREMOS, 

POR LO TANTO, LA SOLUCION 

y(t) =A sennt + B cosnt ( 14') 

Y DETE&~INEMOS LOS VALORES QUE DEBEN TENER A Y B PARA SATISFACER LA 

ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO, PARA LO CUAL HAY QUE SUSTITUIR 

20 

A y(t), y(t) Y y(t) EN LA ECUACION DI1<'ERENCIAL. HACIENDO ESTO Y FAC-

TORIZANDO: 

PARA QUE ESTA IGUALDAD 

2 -ASl -2hnB + 

-Bn 2 
+ 2hnA 

. ' . 
--------~ - ·-----·~-~--~-----·· -~----

SE CUHPLA 

2 Po 
w A = M 

+ w2B = o 

SE 

Po 
-- sennt + O x cosnt 
M 

REQUIERE QUE 

-·--· ----··-· ------~----------_:_ ___ ~, 



RESOLVIENDO ES'J'B SISTEt1A DE ECUACIONES SE OB1'II\NE: 
.. -, 

A = 

SUSTITUYENDO A y B EN LA EC. (14'}: 

Po 

y (t} """M ·. 2 2 
2hll cosllt} (15} .-

2 -¡¡2}2 
2 2{(1l-w} senllt 

(w + 4h ¡¡ 

o, TAMBIEN 
' 

Po 

y (t} u sen(llt H (16) = -
/(w 2 -¡¡2}2+ 4h 2n

21 

EN DONDE ~ = ANG TAN (-B} = TAN-1 2hll ANGULO (17} = A w2·_¡¡2 DE FASE 

DIVIDIENDO NUMERADOR y DENOMINADOR DE LAS ECS, (16)Y (17} ENTRE 2 
w 

SE OBTIENE: 

o -o 

y(t} 
]{ 

sen(nt - ~} = 7(1 ¡¡ 2 2 . 1 n 2 - -} + (2~w> w2 

(18} 

¡¡ 

TAN-1 2~-

~ 
w = ¡¡2 

1-2 

( 19} 

w 

... ---- - ·-·-. -----.------~--------------------------~----- ----------·----- -- ----- --·· ---·-·- -........ _ ----- __ .. ________________ . ------- ····-·-·· ------- --------------- ---- . 
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SI SE·. ANALIZA LA SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE 

MOVIMIENTO PJI.RA EI, CASO DE CONDICIONES INICIALES NULAS Y S=1 SE TIENE 

QUE: 

y(t) = e-ht(A sen w 1 t + B cos w't) - p~ 

y(O) = B - p
0

/(2¡;k) = O 

coswt 
2~ 

DE DONDE, HACIENDO y(O}=O Y y(O)"O, SE OBTIENEN: 

A 
Po 

'" Po 1 
B 

Po 1 - k 2w' = k = k ~ !J 2 1 2 1-¡; 

POR LO QUE 

y(t) senw't + cosw't) - coswt] 

PARA ANORTIGUNUENTOS PEQUEfiOS: 

y (t) 
o/k -
"O 

1. -ht 
- (e -1)coswt 

c2 !; 

SiPOy.f=1 

_1_ 
2 !:. 

1 
2~ 

SI ? =O, APLICANDO LA REGLA DE -L ,·HOSPITAL r SE OBTIENE: 

__x_j__U = 
p /k 

o 

1 
2 (senwt - wt coswt) 

l ·O SEA, EL MAXINO DE LA RESPUEST~ .TIENDE_A
1
,INFHIITO GRADUAL'1ENTE. 

. i 

¡ ! 
t . _ _:._.__ _______ ._ ------------------------ -------· ~___:___._ ___ L ____________ ----------------------------- __ -----------·-----------------
! 
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CARACTERISTICAS VHJAMICAS VE LOS REGISTRAVORES VE SISMOS. 

27 

t 

SI lA ACELERACION DE LA BASE DE UN INSTRmlENTO ES AR_MONICA, DADA POR LA 

ECUACION 

x
0

(t) = a sen!lt 

EL FACTOR DE M1PLIFICACION RESULTA SER 

1 
2 
w 

PUESTO. QUE LA FIG I CORRESPONDE A Bd, Y EN ELLA SE OBSERVA QUE PARA . 

4 = 0.7 SE TIENE Bd; 1 PARA O~!l/w ~ 0.6, SE CONCLUYE QUE EL DESPLA-. 

ZAMIENTO DE LA HASA DE UN SISTEilA ES PROPORCIONAL A LA ACELERACION DE 

SU BASE, SI ESTE TIENE AMORTIGUAMIENTO DEL 70% Y SI LAS EXCITACIONES 

QUE SE TRATAN DE REGISTRAR TIENEN FRECUENCIAS INFERIORES AL 60% DE 

LA FRECUENCIA NATURAL DEL SISTEMA. SI ESTO SE CUMPLE, EL APARATO 

RESULTA SER UN.ACELEROHETRO. 

EN INGENIERIA SISIUCA LA HAXIMA FRECUENCIA DE INTERES ES. DEL ORDEN DE 

1 O CPS (T ,;, O. 1 SEG) 1 POR .LO QUE LOS ACELERm1ETROS TIENEN FRECUENCIA 

NATURAL DE 16 A 20 CPS. 

1 i 
·--- ...... ~ .. -···-· ·--········'-·--····-···----'--·----- ·-~---~ --~-:_;__ --- ____ _; __ ¡ ____ ~-- ----- _____ : -· --·· .. -- ··--···-·-· ·-·---"·-- --~ . j 
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POR 01.%'1 PI\H1'E f;J L/\ EXC I'ri\CTON f)f:L SU!\LO ES x = a senl1t, O SEJI., o 
• • 1 

x " .. ,, ¡¡•~;c~n>/.1:, r:N'I'ONCr.~,; T::r, 1"1\C'J'OH DE 1\MPLIFlC/\ClON RESUL1'1\ SER EL 

SEtli\LADO EN L/\ ECUACION (20), ES DI':CIR, 

B' 
d 

= (11/w) 
2 

(<1- <wwh + 
2 

(2¡;11/w) 

EN LA GRAFICA CORRESPONDIENTE SE OBSERV.~. QUE SI z;=O. 5 Y 11> w EL DES-

PLAZA."'!IENTO DE LA MASA ES PROPOHCIONA.L AL DEL SUELO: SI ESTO SE 

CUMPLE, EL APARATO, CONSTITUYE UN DESPLZ\ZO.~mTRO, CONOCIDO TM!BIEN 

CONO SISMOMETRO. 

8' 
d 

3 

2 

.íL¡w 
2 3 

DETERMINACION EXPERIMENTAL DEL A.'lOP.TIGUMUENTO DE UNA ESTRUCTUR.I\ ME--

DIANTE VIBRACIONES FORZADAS APJ.~ONICAS , __ 
8' 

d 

3 Po 

Po : Desplazamiento estático 
= Po/k 

NOTA: • = Resultados de las pruebas 

lva de Amplificación Experimental 

0 ~o-+-R~~--'--~--~2=--.· -. -
1
-:3:-----

r-; 2 . J _______ .....:...~----~----- -- ------~-------~ 
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t)' o 

SI SE DETERl'HNA Bd EXPERIMENTAU1ENT_E MEDIANTE UNA SERIE DE PRUEBAS 

DE VIBRACION FORZADA CON FUERZAS AW10NICAS, Y ADEMAS SE DETERMINA 

p , ENTONCES o . 

1; -
( 24) 

OTRO METODO PARA. DETERMINAR '\; CON BASE. EN LA CURVA EXPERI!1ENTAL DE 

29 

· Bd SE CONOCE CON EL NOMBRE DE "11ETODO DEL .ANCHO DE BANDA DE LA MITAD 
-l " 

DE POTENCIA". ESTE SE BASA EN DETERMINAR LAS FPECUENCIAS QUE CORRES-

PONDEN AL VALOR rms DE LA AllPLITUD EN RESONANCIA, EL CUAL VALE 

(Bd)MAX//2; SEAN S2 Y S1 ESTAS FRECUENCIAS. DE LA ECUACION DE Bd 

SE OBTIENE: rms = ~ = RAIZ CUADRADA 

( 

. 12. l ) 
-+--p~vf---->o,;;A{;IE'-f-/-t 

DEL VALOR ~1EDIO CUADRATICO 

Po . 1 2 2 2' 
Zl;. = p

0 
/1(1-S ) + (21;S) 

ELEVANDO AL CUADRADO AMBOS MIEMBROS: 

1 1 

ss 2 = 
(1-S2)2 (2¡;S) 2 + 

DE DONDE s2 1 2¡; 2 
2¡; /1 2' = - + +¡; -

DE AQUI, DESPRECIANDO EL TERMINO ~; 2 DEL RADICAL, SE OBTIENE 

., 
• 2¡;2 2 s" 1 2¡; • ~ 

S 1 1; 1; 1 1 
·2 • 1 2¡; 2¡; 2 . 2 S + 

s2 1 2 + 1; - 1; 

s2 - 61 
• 2¡; 

-.. ·r. 
····---------- ---------·---- ---~-- --~ --------- ··--··-·-··-- ·-------~------1~--- ·- -----·· 
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! 1 

1 

1 1 

'­:' 

1 

' 

1 

1 

! .· ·,. 
-' 
' 

' 
1 

' _j 

,_ 

i. 1 

1 

1 1 
1 ' 
1 1 
' 1 ¡ 

1 

1 

SUPONIENDO yi+l = 8.000 SS OBTIENE: 

o yi+l -- 0.5034 + 
_J 

0.1 (5;034 + 8.000) = l. 8068 
~ 
u yi+1 = 0.04027 + 0.2 X 0.5034 + o. 012 X 5.034 + 0.008 X 8 
;¡ 

'y i+1 = -1.2 X 1,8068 - 9 X 0.26536 - (-12) = 7.442 IN/SEG
2 

" 

EN ¡t = 0.4+ SOLO Cl\JIIBIA y Yo. 4+ =- Yo. 4- + X = 7.533 - 12 o 

EN 
1 
,-t = 

.. 
0.6, yi' =-4.467) yi = l. 7601; y = 0.26162 

;. 

34 

= 0.26536 

= -4:467 

f] 

! 

! 
! 
1 

1 

1 

1 

' 

1 

t)! 

------- -~ -!-'"---------------'---~-~---~----~---" ----------------~----------'---- ---~------------~----------- _, __ , ________________________ .! 
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ESPECTROS VE RESI'UF.STA ESTRUCTURAL.· 

! . 
RECORDm10S QUE LA SOLUCION DEL PROBLE."1A DE VIBRACIONES FORZADAS CON 

EXCITACION SISMICA ES 

t 
Y(t) ·=. - 1 f ~· (t-T)e-¡;w(t-T)sen w' (t-T)dT 

~ o . ' 
-~ 

DE L.:Z\ OBSERVACION DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE EL DESPLAZA"'IENTO 

i ® 1' 
RELATIVO, Y. (t), ES FUNCION DEL TIE"'PO, t, EL A'IORTIGUAMIENTO, ¡;, Y 

1 

,,.¡;;LA FRECUENCLI', CIRCULAR NATURAL, w- (0 DEL PERIODO NATURAL): 
.....-'"'" . . 

y(t) :: f(t,w,z;;) 

FIJEMOS UN VALOR DE z;, POR EJEMPLO z;=O, Y LUEGO ASIGNEMOS VALORES A 

1 
w, POR _ EJE'lPLO 0. 1, O, 2 .' 0. 3, ETC, HASTA CUBRIR UN: INTER'ÍALO DE INTE -

' • 1 1 

_RES, Y PARA CADA CASO CALCULEHOS 1 LA FUNCION RESULTANTE DE APLICAR. LA 

ECUACION ANTERIOR. CON ESTA OBTENEt-lOS 

. i 

y1 (t) = f1 (t, 0.1, 0) = ;:1 (t) 

y 2 (t) = f 2 (t, o. 2, 0) = ;: 2 (t) 

y3(t) = fj(t, 0.2, O) = f 3 ( t) 

SEAN D1 = ~ll\XIy 1 (t) 1 = D(w
1

,z;) 

D2 = J'IIAXIy 2 (t) 1 = D(w
2

,¡;) 

03 = MAXIy3 (t) 1 = D ( w,3 , z; ) 

• 
• 
• 

' i 
1 ¡ ¡¡ 

··- ··---- ______ __,,.,.;. _________ . .:...... ___ .:._ ____________ j_~ _____ .;: ___ ~--~ -------------- .. ----.----~--------------.---·--'------- _ __/_ ______ , .. :, __ ----------- ------ ... --............. -------------- -



f 
! 

Desplazamiento relativo, 
X(t),pulg. 

3 

z 

-1 

-2 

-3 

o 5 

Máx 1 x ( t) 1 = 3.28 pulo. • 8.35 cm. 

10 15 20 25 

Tiempo,t,seo. 

Respuesta de un sistema amortiguado simple 

con.T1 =1.0seg Ys =O.IO,alsismode 
El Centro, Cal., 1940, componente N -S 

3 

2 

-2 

-3 

... _,,. 

-----~~----~---·---'\..., ______ ------------- --~-------- ---------------·-- -- ------ ------ ·------ ··-----------·· ---------------·- •• !..____ ____ ~---
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EN .TAL CASO, LA GRft.FICA 
D 'S = o 

37 

'¡ ·'. 

'" ., . 

w 
o ,.J. • 2 

' 
. ES EL ESPECTRO VE RESPUESTA VE DESPLAZAMIENTOS PARA~ =O, SI ESTE PROCESO DE 

REPITE _FIJANDO OTROS VALORES DE -z;, POR EJEMPLO, t=0,02 1 0,05, 0.,1, 

'• ··- ·-o~ 2, ETC, SE OBTENDRAN LOS ESPECTROS DE DESPLAZMliENTOS COnRESPONDIEN~ES; r 

,· 

DE MANERA ANALOGA SE PUEDEN OBTENER LOS ESPECTROS PARA OTROS TIPOS. DE 

. RESPUESTA, TALES COMO VELOCIDAD RELATIVA, ACELERACION ABSOLUTA, ETC, QUE SON, r . 
\ 

RESPECTIVA!1ENTE 
. }, 

V T 
., . 
HAXI~(t) ( ' . ' .-.z:, w 

i 1. 1 

' ' ... ' 

A= ~Xi'X(t) 1 
' t; , w 

, .. ' 

' . 

PSEUDO- ESPECTROS. 

,, ' 

ESTADISTICM-IENTE SE HA ENCONTRADO QUE 

• S = wD = V 
V 

SA 
2 • A • = w D wv 

A Sv Y SA SE LES LLAMA PSEUVOESPECTROS. 

! 
.! ' 

( 2 9) 

( 30;) 

( 31) 

DE LA EC. (30): log D = log V lóg w= log V + log T ~ log 2~ 

DE LA EC. (31): log A= log V+ log w= log V- log T +'log, 2'ff 

'l' i " 
l' ~: 
~' 

'• 
' 

• '¡' 

'' 

ESTAS ECUACIONES CORRESPONDEN A LINEAS RECTAS EN PAPEL LOGARITMICO¡ 

LA PRIMERA CON PENDIENTE -1 ·Y LA SEGUNDA CON PENDIENTE. ·t'l ,' SI SE USA 

w :·cOMO VARIABLE INDEPENDIENTE¡ SI SE USA T, LA. PRIMERA TENDRA PENDIEN­

. TE + 1 , y LA SEGUNDA' -1 • 
. . ; ;•.,....,, .·.· 

. .< . ~ :~- :: ;1:;;:_ .. ·_ .. . . . . 
,__;.,,,.' •. ,,_,_;__,:u•,,.....:._, -~----..:._~_\';:_.:...__ ______ ,,: ..... ,_,_:_ ______ ,, :__:; __ ,' __ .:.,·,__;_,,, ..... -'-•-··-~-----'·'---·-~---'----·• -~----~-•. .:.. ••••.• ~--•••··- ___ · , _ _l_~~--~---~------~~-~--~~ 



D 

E,JEMPLO 

V 

A 

ALTERNATIVAMENTE, EN 
TERMINOS DEL PER!OfXJ, 
T, ; 

w 

38 

A D 

T 

CALCULAR EL ESPECTRO CORRESPONDIENTE A LA EXCI':"ACION (CONSIDERESE ¡;=0) 

-,--
0 

_l.-'----+---­to o t 

EN UN EJEMPLO ANTERIOR SE OBTUVO 

-a y(t) ~ --
2 

(1 - coswt), SI O<t~t 
w - o 

D = HAXIY(t) 1 = ~-% T ; 0<-
2

<t , (O<T<2t ) 
- - o o 

2a 
(¡)t 

11AX 1 y ( t) 1 = o SI T)2 t y D = 2 sen -2- o w 

<a wt wt 
S = wD = lsen -T-1 .. SA = wV = 2a 1 sen- 2 °! . ,, 

'" t w o 
LI~1 {at 

sen2 -
} = at 

I.Ir1 S = o 
tJ-:>-0 

V w->0 o wt 
o 

-2 

CASO PARTICULAR: SI t = 1 SEG y a = 100 IN/SEG 2 
o 

2 x 100 
27f 

T 

= 
lOO 

T 1 SI O < T < 2 
.TI 
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100'1' 1'x1 
= --

11
-l sen-~1= 

= 100 '1'1. ~~ S.I T.? ''EG 
TI sen T >.~ ,_, 

LIM SV = 100 IN/SEG 
T -)>- oo 

'· 

--~---

i 
1 

1 

1 
i 
i 
í 
! 
1 -¡ 
1 
' ' 

1 
1 
1 
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·----

Componente N- S 
3,0 

Max{lxo (tll} = 207.67 cm/seg 2 

3JJ 4.0 

natural T1, en seg 

Espectros de velocidades y de aceleraciones ... Sismo de Tokachi­
Oki, Japón (1968). Según H.Tsuchida,E. Kurata y K. Sudo, ref.4 

-----~------------------·--·-·····-·- --------------- ---· ···------·------~: _________ --··---------- *---- ------· 



i 
1 

. -

!• 
!_o 

!o .. 
¡-
1 ... -..... 
\" 
1· 
i~ 
1,-"' 

i~ • 
1·· 
1-~ 

! 
l 

1 • 

i 
i,. 

1 

ji 

-~ 
f.,v-

·~-~~ w ~~~ .. .Af\ lA/\" ~ w~v 
.,..¡v\ ry 

L 1\, 1~ !""""" 
1 ··v 

~k.J\~.AU ..,.~ 

. '" " v· 

jltt~,~ 
. ' ' ~~ IV 

r~v 1 ·V v '1' 
1 

/'-' !"-" -

lu.~ V"/1. ~ ~v· lud ~A ..,_¡M ~ 
11. ··""" 

lA ' A ;., 11. "' ¡\ u 
¡r· ¡v ' ¡•vv rv~· , V 1 ' VV¡ 

1 
100 1110 

Acelerogromos origino les del sismo registrado el 

11-V-1962, en lo ALAMEDA CENTRAL, Mex. D.F. 
(Tomado de lo ref 2 l 

~ hJ'vw ~ 

""'-... N 79° 14E 

VERTICAL 

AA~ .N 'V "'"'-

N 10°46°W " 

200 2• 

:...J 

:---~-------~---~-----·----~------------------------------------ -----· ---------------- ------------------------------------------··------- ----·-------------~--~-- --------------- ----- -



. ' 

• -- '; ·• ::-· , .... ··- -· --.·· - ~ .... : ••. -'>.;· 

COMPON::~T-E Nl0°'16'W 

·::--~·- ¡··•~_.;:.:..,;:e 
--:~ ~- .. -·· ... --

r-~~-,,------,------~~-----,-------o-----r-r-------.-------,-------.--,-_~_~,-~~~¡~ 

"¡._,: S O j...:. .. · '· ' , .:..¡ 
~ . .· ~ ' < 1 . " _¡ 

-'·· .... , 

r: 40 '-:- ... - ~ _,.: ' . . . . ... · . 1 .. ~. ·L: \_ . ;;,_~.:HJr~,~tff1W¡II<:,vll"f\·vv+,..\lfiNv~"""".........r-"""'"""'<{I.N-=V'~t..-.r""N""""W~-J,.-.---;:. 
1 
i 
1 _': 

; 
~ 
" . 

i 
1 
' 

1 

1 

1 

-~ -J . 
fj -soL 
·~ i 

Ll ----~~--~~--~-L----~~----j_-----l-------L------L----~------~----~ 

\ .. 
-~. 

E 
0 

o 8 
e 
O> 

f o 
o 
N --e e• 

ü. 

'" "' -16 o 

o 20 <\0 80 lOO 120 140 !60 160 200 no· 
_., "· . Ti~mpc, seg 

:Movimien!o del 'terreno. Alameda ·centro!, ll de moyo de 1962 

. _; ..: 

-.¡•:. 

.. - -~-··. ___ , 

. ., 



i -
1 

1 

' 1 

1 
! : ·- ~­' . 

¡ .•· 
1, 

i'" . -~ ' . 

1 .:~~ . 
! .· 
i 
1 :. i ~; 

' i: 
i. 

.. 
\""'-~ 
1 .• •• 
'·.; 

1 

... • :· . 
. , 

! . 

::·~- .: -:..·.-;. :>. ··-"'":'}.-:·e: .. _, -: 
... , .... 

' ~- ~ . . 

-~" ---:· . ' - .. ' 

1 

L--.,...L,.~.:-. ......,_¡____-.J_ __ _¡__ _ _:___;_--:--'.L_--'-_;L---..J...__:____¡_ __ _¡___~, . 

"' 15 ¡_ .,, . - ! . ',, ! 

; : ht. -"'->• ~~ dA~~!! \Ü\A/,¡,1~\ftjv\lw ..... 
·~ -B ~ ·· " . : : ;: y:rtr-~~ i ¡ ~ V 1 ' . • 
:· t • • . • • • • 

• 1 

-15 ~ . ' 
' 

e:~ 
'. 
~ _.· ~-

· .. 

-. 

- ~o·~-,-~--- ~ ~-
- ~-

. 20. ·: 

. ·.· .""',•:. 
100 40. 60 

.. :.: ~ 
BO 120 ·140 .... '160 ·.·.180 . 200· 

Tie-mpo, seg 
220 

Fiq 8 .. Movimiento de! terreno. Alameda Centra! ,11 de moyo de 1962 · 

. ~. •: 



J 
1 

1 
! 

1-' 
1 

1 

i 
1 

1 

.· ... __ --- --.; . ;·-

COMPO\!ENTE VER'!C/\L. 

'\f.-
\ 

2 h ~ )t¡ -~~~~ ~Lhi·J J;,r--~· 
0 ¡ ~~~r v-: v',•-·-~\v\ri-1t¡i-'ri!fj-y- . --- -~~ t vhM";--1 

,, -2 ¡- · ' r . ¡· , 

1 
! 

1 

•l• 

:> -4 ~-~------~----~--~--------~------~L-----~~--~··~---L--~----~--------J-------~~-------L--------~ 

1 

1 

i. 
1 

1 
1 . 

1-
1 
! i .. 
1 . 

o 

.::,; 

e ,_ 
o 
3 -4 ¡::. 
-~---el-
o 

o 

Fic 9 

L ______ . -

20 40 60 

1 
¡ ., 

.· 

e o ·lOO 120· 140 

Movimiento de! terreno. A!umedo Sentro:, li de mayo de 1962 
.· ~. . . 

--~\\::;~!:;;~.2~;·--:;t:. 
.,.,~ !_ •• ~ •• -:.-!:- -· .. ~ ---; .· ~. ~ •. 

160 180 2'JO 
· · Ti<;mpo, seq 

.' - ~. : : .. ; ---¡- ::. -·· . ._ .. 

-. 

?--:r>t .......... 

-1= ·m 



', ( 

.· ·, 

' 
·~ ~ .. , 
;; 

f. . 
¡¡ .. 
) .. 
" ' ,, 
;'. 

·' 
·t 
~· . 
\· 
·' 

' .. ,. 

' 
·~ . 

' 

·'· '. 

f . 

.. ·" 

'f' •. 

':· 

"" ' "'· 

500 

~ '100 
E 
u. 

'"' ·o 
'O 

. '• u 50 
o 

"'' > 

10 

5 

. 1 

.. ,;,. 

., 

0.5 

,• 

Fíg 80 Espectros i de· res¡Juesh::. 
li de moyo dr:: 19G2 

- ------· ---·- . 

... 1 f"l .J .• l ..... 1-, ... rnc '.:u Cf:ntro!, 

47 . :.· 

•, ¡ 
' 
' 

~ i 

1 

'1 ., 1 

! 
' ·. 1 

.·' 

.. · 1 

i 

: 1 
', 1 

~ 1 
': 1 

i 
' 1 1 

•' 1 

·¡ 
: 1 

! 
1 

1 

o?i 
1 

1 
,; i ' :¡ 

' ·~ 1 

,·, 
. ' . i 

1 

: 1 

1 
! 

'1 

1 
'1 

1 
1 

1 

1 . l 

1 
' ' ' i 

' 1 

1 
1 

' ' ____ : ___ • __ __: ______ .. __ ..::. •. ~~-'-----·-·-·-·~-------.........:.-~-------· ----·---~-- ----- __ .... ____ 1 



. .~ . 

500 r· 

o• 
<.> 

'" " ' 
lOO ,. 

E 
u 

"O 
o 

"O 

<.> 
o 

"' > 
' 

, . . ,, 
·' 

::·_ 

o ¡p 
10 -~ __ ¿ ___ --------

7/ -
' 
•' ' 

,f 

,. 

.-

., . 

' '·,,, 

' .. 

'' 

,• 

... - O.t.:i 
'0.1 

. ~o . 
__ .. ___ ¡_· __ !.L..L 

0.5 1 

'· . '' '' 

·,' 

____ _: __ ~-----· --~~~----..:...:. ---~:_, _________ __:_ ___ _. ____________________ ~_ -------- ____ , ____ _ 

. ' ', 

. · .. ,.. 

'• 

.¿' 
~- 1 

• : ,, 
,. 
: 
~ ' 

t ¡' ,, 
l. 
\\ j' 

¡: 

1 .. ! 
f• ' 
El 

. ~\ l 

!i '¡¡ .. , 
\\· 1 

~) 1 ·. t·· . ,., 
¡: 
¡·· 1 

.. !' .. 
',· 1 

1
' 1 

-,~.·: i -~· 1 
:; 1 

1 ,; : 
F· 1 

. ,.;. 1 
. . !ll 1 ¡,_ 1 

~~; ¡ 
' i 
. i 

. 1 

~----~-----·-· -
1 



-·' 

/.' 

·:." 

;!-
' 

., 

.¡' 

' ¡'. 
:¡ .. , 

-¡_ 

·~ . -- ' 

. \ . 

¡', .,_. ·,· 
--

,<' 

lOO 

50 

. . 

,, 

_; 

' -~ 

) 
• " • 1 

·¡ .-

" . 
'' ': ,. 

. ·, . 

' -
10 

O> ., 
"' ..... 
. E 
u 

- 5 
"O 
o 
u 
u 
o ., 
>. 

_',0.5 

<y 

. -~--

• .;r. ·. ', 
.• •.f 

.. - . . ; .: 
. -... J:.·· 

' (~¡ ·,•· 

' o 
- 00~ /\ 

a0 
~ 

<---

"" ·' o 
- 10 ~ // . 

.,o 
/ 

.~7---

""' C'> ' 
..DT'-:. 

·,-___ · __ ,· .. 

·: . 

o 
·.:t-

. . . .,. -~. -:. 

Fig 82 .,Es'pectros ;'iJ-~ • respuesto~- A_!omeda•· ~erit,rai ,·, · . 
· ' .11 de ,.mÓyo ·de 1.962 · · ···· · ' · -- •· ' 

' . ' ' ,•'' 

; '· 

' '' 

-· 

----~ -- -~~-

• 1 . ' 

49 

-~----

... 
. . - ;' 

·, \ 
} 

' 

,· 

·\-

' ' 

! ... 

'· 

. '> -:~ :···. 
', ----- ---~--



~-----~--------------~'t 
1

' . ~-

\ ¡. . . (\Jg' 16 
1 11) 

i ' 
' 
i, 

E 8 o 

1 .g o 
1' \' u 

.,_, ·~ -8 
Q) 

1 

i 
1 
1 

1 

i 
' ' 

Q) 

u -16 -:¡: 

2 

O> 
'Q) 1 

11) 

' E o 
u -
'O -1 a 
.'2 
u -2 ':> 

"' > 

E 4~ u -

\-.,,, 
)·:~::. 

' 1 

o -e 
Q) 

·e 
o 
N 
a 
a. 
11) 

"' Cl 

2 

o 

2 

4 

o 

COMPONENTE E~W 

5 . •. 10 15 20 25 30 35 40 
.. , 

! '.1 

'\ Fig 42 Movimiento del terreno. Ciudad Universitaria, 6 de julio de 1964 

1 
f •. 

: 
1 . ~- --------~----· ~~~--------
· .. - .. ---~-----

f•· 

j 

1 

., 

' 
' ,. 

;, 
. ~ 

'' '1 '. 

i ,. 
' ' .. 

i 
Í' 
t 

j t 
1 ¡, 
! 

\ 
l 
' 
' 
t ' 

~· 
' ¡ 

\ 

45 50 55 
Tiempo, seg 



( '. ,_._ 

•. ', . 

.. · 
l· 
.o 

' 

Cll 
Q) 

"' ' E ... 
"O 
o 

"O 
·¡:¡ 
o 
Q) 

> 

o ·o o.,. 
O,lL-~--~~~--~-L~~-L~~~~--~--~~~~~ 

0.1 0.5 5 10 
Periodo, seg 

Fig 116 .Espectros de respuesta. Ciudad Universitaria, 
6 de itJiio de 1964 

_ ... 

' JI 

~- --·----------~--- ..... ---------------~------· . ------------------·---~-----·--··---------·---·- ···----------·- ---· --·------ --------- -------·-- .. -- ··-·--· -·-· --------· 



DISTRIBUCION DE FUERZAS CORTANTES DIRECTAS Y POR TORSION 

••• 

C.G. 
® 

Vx=Fx-0 "trx 
. .!b{ 

+ Vy=Fy 

C.G. 01"' 
/'r:!V 

C.R. M 
Ty 

X 

•. -· ' • . i 
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DJS'!'R.IAUCION DR LAS FUERZAS CORTAN~RS RN UN ENTnEPISO 

r~t~~, 
1 

1 

1 
1 

1 

1 

1 

1 

1 
1 

1 

1 

n 
E. 

i = i 
n 

K. X. 
1 1 

E K· • • 1 
l = 1 

E F. = K 
1 

13 + K
2 

8 + ... + 1< 8 = V = K 6 
1 _ n eq 

. _ .~ St K¡ = 8 Keq 

EM· = •. J EF¡ X¡ = EK¡ SX¡ = oK-X· = 1 1 

POSICION DEL CENTRO DE RIGIDECES 

51 
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VEM10S COMO SE DIS'I.'lUDUYEN LAS F'Uf.R~l\S CORTAN"'ES EN LOS IVIA_qcos 

F K 
n-1 n··l ------

K 
F n 

1 
1 

1 
1 
1 

. 1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 

-----~---'~-",. 
r/ 

y 

Kx m 

POR LO QUE 

"' ··x. 
J. 

8Xm 

"" ; K.li ·- i l 

>:F.= l:K.Ii 
J. J. 

F 
xi 

F 
xi 

= \1 
X 

K. 
J. 

n 
E K. 

i=l J. 

= K x. 
J. 

= K 
yi 

o 

o 

V 
X 

1:K. 
o = 

J. 

= K y• 8 
X. xi i 

J. 

= K x: e v. yi J. ... J. 

= l:F Y: +EF x: 
xi ~ Yi ~ 

2 ') 
= 80:K Y: + IK x•-) 

xi J. yi J. 

= -~\r 
X 

DE DONDE fJ = ,2 
l:K y. + 

X. ~ 
.l 

L_ ____ , ________ _ 

--~--··~--------~-~-----------· .;. ______ _:. ____ -----------------------------~--- ---------------- ------



SISTEMAS IJO LI.IJEALES VE Ufl SRADO PE t.IBEr?T\V 

ECUACION DE 'C011IHIENTO' 

Mx + Q(y,y) = P(t) Y = x-x . = DESPLAZA'HENTO '"<ELATIVO . o 

SI Q(y, y) = KY + CY SE TIENE EL SISTEMA ELASTICO LINEAL 

MODELOS PARTICULARES 

l. 

2. 

RIGIDO-PLASTICO Q '"' 

1" 
_:_, ' Q2 

------------~1,------+---~,,--------------· 
Q¡ 

Q =-Q1 + Cy, SI y<O 

Q = Q2 + Cy, SI y<O 

' 
" 

EN DONDE C = CONSTANTE. SE HA EMPLEADO Cm-JO 

r10DELO EN EL ANALISIS DE TALUDES Y CORTINAS DE PRESAS DE TIERRA 

Y EJ:\!ROCA~1IENTO 

ELASTO-.PLJI):;TICO 

Q =. Ql (y) + Cy 

Q 

1 
1 
1 
1 

---~e__ ___ ¡_¡ ___ _e__. .. y 
ye yu 

SE EHPLEA COMO I!OD.ELO EN EL ANALISIS DE ESTRUCTU".AS DUCTILES. 

FACTOR DE DUCTILIDAD 

y = DESPLAZNUENTO r1AXIMO QUE PUEDE SOPORTAR EL SISTE~!A SIN 
u 

FALLAR. 

----- ·------- • -· j ---------------------------- _:_:...: ___ ___ .; __ ---- -· ---- -·--· - "----·-----------------.------- _: ____ - ··- -· ----- ------- •• --- - ~-- -------- -- •• -------- • - • 
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3. Q 

Q 

CON ENDURECPHENTO CON ABLANDAMIENTO 

SE USA COHO HODELO PARA ANALISIS SE USA COHO M.ODELO DE SISTEMAS 

DE PUENTES COLGANTES QUE SE DEGRADAN POR AGRIETA-

11IENTO _ (llUROS DE MAMPOSTERIA; 

POR EJE!1), 

4. TIPO ~1AS ING 

Q (INCLUYE A LOS ANTERIORES COMO CASOS ESPECIALES) 

' --------.' y 

Esqueleto de la 
curva 

Q
0 

= ~UERZA EN y = y
0 

y - y 
Q ( 2 o) "1 

y
0 

= DESPLAZAMIENTO EN EL CUAL EL PROCESO SE INVIRTIO (y CAMBIO 

DE SIGNC) POR ULTIMJI. VEZ 

CASO PARTICULAR DEL ESQUELETO 

(/10DELO RN!BER - OSGOOD) 

DONDE y
1

, Q
1

, a y r SON CONSTANTES POSI~IVAS 

Q / 

/"'2.-o(: o 
' 

-·-----------------------· -------------- -- ··---·---------------------------~--



E.TE~1PUl: CI\SO BILTNEI\L 

Q 

EJEMPLO CASO ELASTOPLASTICO 

Mfl"JVO B VE NEWMARK 

y 

y 

; L 

"' 

PARA EL ANALISIS DE SISTEMl'.S NO LINEALES SE PUEDE USAR EL '1ETODO 0 

DE NEW~!ARK DESC'l.ITO ANTE'l.IOR:1ENTE. 

'. 
--~--~--'--- -------· -----~--- --------------------·-·--------_¡'-------~ -- ---·-----·-- ------- ·-·-- --·---
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Qtons 

-K= 18 ton/cm 
30 

r._--+-K= 32 ton/cms 

fTT7 

p { t) tons 
~adL--~0.~9~37=5~c-m-s------------~y 

50 ----

5 ----------~----------=
0
t-------L------__. t segs. 

0.5 

ECUACION DE EQUILIBRIO DINAJiliCO, r1Y + Q(Y) ~ P(t) 

y ~ P(t) Q(Y) ~ P(t) Q(y) 
M 2 

. ( I) 

PARA LA APLICACION DEL NETODO DE NEWMARK SE TIENEN LAS SIGUIENTES 

EXPRESIONES: 

ti+l 
~ t. + At 

l 

. .. 
yi+l ~ yi + (Yi + yi+l) llt/2 

(1\t) 2 + 
.. 

(IH) 2 
yi+l ~ Y. + Y. At + (o. 5 - B)·Yi 8 y·i+l 

l l 

CONSIDERANDO ~t ~ 0.10 SEG. Y 8 ~ l/6. SE PUEDE ESCRIBIR; 

_:..._: ___ _:._'-_..:_~·: ____ ~---~-·--·--·-------~- ·--· ---~---~---------~----·-----------·------=-·-·--- ------------~--..:._-------· 
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V Y. 
1 

(Y. y i+1) = + + . - i+1 l. 20 l. 
( II) 

Y.+l Y. + yi (0.10) + 
1 (2Y. ·+ y i+1) = 600 .l .. l.· l. 

( I II) 

EL PROCEDIMIENTO DE CALCULO ES COMO SIGUE: 

SE ASUME yi+1 

SE CALCULA yi+1 CON LA ECUACION ( II) 

SE CALCULA y 
i+1 

CON LA ECUACION ( III) 

SE CALCULA UN HEJOR VALOR DE yi+1 CON LA ECUACION ( I ), 

ETC. 

PARA LA FUNCION DE RESI-STENCIA Q SE TIENEN LOS SIGUIENTES CASOS' 

Q - - - -- - -- - --
Qmóx. 

: 1 
. '1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 1 

1 1 

y y mát 

l. COMPORTA..I>I.IENTO ELASTICO (! = 32 y TONS 

2. C.l\.1'-lBIO DE RIGIDEZ. Q = 30 + 18 (Y-Y ) 
o 

TON 

3. DESCARGA Q = Qindx - 32 (Y!1AX-Y) TONS 

ESTA ULTH1A EXPRESION MANTIENE SU VALIDEZ HASTA QUE, {YMAX-Y) ::2Y
0 



., 

y - 0.9375 CHS Qo = 30.0 TON 
o 

PARA t =O, 
p so 2S y o; y o y = = T = = = 
M 

PARA t = 0.10, v. = yi = o ; yi = 2S 
- ~ 

1er. CICLO 

SEA yi+1 = 

2o. CICLO 

3er. CICLO 

20 COMO PRIMER TANTEO. EN TAL 

o 1 
yi+1 = + 20 (0 + 2S) = 2.2S 

yi+1 

o = '· 

y 
i+1 

y 
i+1 

o + 0.10 o + 1 = X 600 

32 X 0.1167 = 3.7330 

so - 3.733 23.134 = - -2 

= 23.134/2 = 16.S67 

yi+1 = 73.134/600 = 0.1219 

Q = 32 X 0.1219 = 3.9000 

(2 

yi+1 = (50 - 3.9)/2 = 23.050 

X 2S 

CI\SO 

+ 20) 

58 

= 0.1167 

1 

i 

1 

1 

1 

1 

1 

--:...._.-:...~----; ___________ ---- ___ : _______ ...:,. ____ ··-------------- ------------ -----------~----------------- ------------ ---- ______________________ ¡ 



4o. CICLO 

= 23.052 

= 23.052/2 = 2.4026 

yi+1 = 73.052/600 = 0.12175 

Q = 32 X 0.12175 = 3.8960 

y = (50 - 3.8960)/2 = 23.052 

59 

ETC • 

. [ 

. i 
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¡ 



50 

LOS CALCULOS BASICOS SE rmESTRAN EN LA TABLA SIGUIENTE: 

.. . 
t p y -? y -1 y o 

SE!";S TONS CH SEG . 01 SEr; . C"1S TONS 

o. o 50.00 ?.5.000 0.00 0.110 0.00 

0.10 50.00 20.000 2.2500 0.1167 3.7330 
23.134 2.4070 0.1.219 3.9000 
23.050 2.4025 0.12175 3.3960 
23.052 2.4026 0.12175 3.8960 

0.20 50.00 20.000 4.5552 0.4722 15.110 
17.445 4.427() 0.46793 14.970 
17.513 4.4310 0.46804 14.977 
17.511 4.43075 0.46204 14.977 

0.30 50.00 10.000 5.8060 0.98610 30.8750 
9.560 5.784() 0.98540 30.8620 
9.569 5.7848 0.98543 30.8630 

0.40 50.00 0.00 6.2630 l. 5958 41.849 
4.0750 6.4670 1.6026 41.972 
4.0141 6.4640 l. 6025 41.970 
4.0150 6.4640 1.60250 41.970 

--0.50 50.00 0.00 6.6650 2.2623 53.846 
-l. 9230 
-l. 9000 6.56975 2.2591 53.789 
-l. 8944 
-1.8946 6.5700 2.25912 53.789 

0.50+ 5.00 -24.3946 6.57()() 2. 259U 53-: 7 8 9 

0.60 5.00 -30.000 3.8503 2:7848 63.251 
-29.126 3.8940 2.78626 63.27.8 
-29.136 3.89347 2.78624 63.277 
-29.138 3;89347 2.78624 63.277 

---
0.70 5.00 -32.000 0.83657 3.025127 67.577 

-31.289 
-:-31.320 0.87057 3.02626 67.598 
-31,299 
-31.301 0.87147 3.02641 67.600 

·-
o. 7278 5.00 -31.620 -0.00313 3.03850 67.818 

-31.409 
-31.420 -0.000352 3.03853 67.818 
-31.4093 -0.000205 3.03853 67.818 

. . .. · . 

En t=0.5 + SEG, 4Y =-45/2 = -22.5_ .: -22.5- 1.8946 = -24.3946 

----------------------- -------------------- ------------ -- --- ---------~----- --- -------- ---- --- -



CON'.I'lNIII\CION DEL CtJAOHO AN'l'J·:~UOR 

'"' . 
t r y y y Q 

0.80 5.0 -28.000 -2.1449 2. 959611 65.293 
-30.146 
-30.000 -2.21708 2.957874 65.237 
-'30.118 
-30.117 -2.22127 2.95777 65.234 

0.90 5.0 -27.00 -5.07712 2.59025 53.473 
-24.236 
-25.00 -4.97712 2.59358 53.580 
-24.290 
-24.294 -4.94182 2.59476 53.617 
-24,308 -4.94242 2.59474 53.617 

l. 00 5.0 -14.00 ,-6. 857fl2 l. 99614 34.461 
-14.7305 
-14.7200 -6.89382 l. 99494 34.423 
-14.7120 -6.89342 1.99495 34.423 

··-

EN ESTOS CALCULOS SE 'INTROQUJO t = O. 50 Y 0.50:¡. PORQUE PARA ESTE 

INSTANTE SE PRODUCE UN CANBIO BRUSCO EN LA CARGA P(t) DE 50.00 TONS 
1 '1 

A 5·. 00 TONS, CON LO CUAL SE PP..ODUCE UN CA'1.BIO BRUSCO EN LA ACELERA-

CION DEL SISTE~'\A Y. EN· ESTE INSTANTE NO SE PRODUCEN CAHBIOS EN Y 

Y Y. EL TIEHPO t = O. 7 273 SEG. SE INTRODUJO POR LA NECESIDAD DE . 

CALCULAR LOS VALORES DE Y Y DE o, PUES A PARTIR DE DICHO INSTANTE 

fí1. 

SE INICIA LA DESCARGA DEL SISTEMA. ESTA CONDICION SE ENCONTRO SOBRE 

LA BASE DE APROXIMAR Y A CERO, OBTENIENDOSE Y~U\X=3.0 3853 CMS y 

QHAX = 67.818 TON. 

EN EL CUADRO SIGUIENTE SE PRESENTA UN RESUMEN DE LOS RESULTADOS. 

l 

1 

! 

1 
j 
1 

1 
i 
1 
' i 
i 
1 

1 

1 

! 
! 

-~------·----------~---..:....... ______ --------------- ----------·· _______________ c._ ____________ ..:_ ________________________ ~-- ---- -···-·---"--- ---·-· ···-------------. -------·- ······--------'"'---l 



1 

! 
i 
1 

1 

! 
1 

.. 
t Y(supuesta) p 

Seg. Cm Seg -2 Ton 

o. o - - 50.00 

0.10 23.0520 50.00 

0.20 17. 5110 50.00 

0.30 9.5690 50.00 

0.40 4.0150 50.00 
-0.50 -l. 8946 50.00 

0.50+ - - 5.00 

0.60 -29.1380 5.00 

0.70 -31.3010 5.00 

o. 7278 -31.4093 5.00 

0.800 -30.1170 5.00 

0.90 -24.3080 5,0'l 

l. 00 -14. 712n 5.00 

1-, 

RESPUESTA HAXIMA 

.. 
y Q Y(calculado) 

Cm. Ton Cm Seg 
-2 

0.00 0.00 25.00 

0.12175 3.896 23.0520 

0.46804 14.977 17.5110 

0.98543 30.863 9.5690 

l. 60250 41.970 4.0150 

2. 25912 53.789 -1.8946 

2.25912 53.789 -24.3945 

2,786~4 63.277 -29.1380 

3.02641 67.600 -31.3010 

3,03853 67.818 -31.4093 

2.95777 65. 2 34 -30.1170 

2.59474 53.617 -24.3080 

l. 99495 34.423 -14.7120 

= 3.03853 cms 

{
v

0 

.. máx 

máx = 67.818 tons 

' 

y N O T .. A S 

Cm seg 
-1 

0.00 

2.40260 

4.43075 

5.78480-f- CAHBIO DE RIGIDEZ 

6.4640 

6.5700 

6.5700 - f- CAMBIO DE CARGA 

3.89347 

0.87147 

-0.000205- - Qmáx, Ymáx. 

-2.22127 

1 

-4.94242 
... 

-6.89342 



X 
X móx =· 3.0 3853 

~0~----------~--------~r----

0.728 seg 

~o~.----------4---~------r-~----~--r---------~----------~ 

p ( t ) X 

1.0 ~-------J---1----,--+--------t-

o o 0.2 0.4 0.6 0.8 . Seg · 1.0 



CRITERIOS PARA TRAZAR ESPECTROS VE VISE~O ELASTOPLASTICOS A PARTIR VEL ELASTICO . 

1. CRITERIO DE IGUAL DESPLAZAMIENTO MAXIMO DEL SISTEMA ELASTICO 

Y EL ELASTOPLASTICO DE IGUAL PERIODO: 

Q 

Qe -----·-------"~ 
. / 1 
// 1 

/ 1 
/ 1 

Q --- / 1 

p 1 

YMAX = D 
e 

De 
y y 1 y y Dp = 11 

Ymóx :J#Yy 

= 

= 11D 
p 

2. CRITERIO DE IGUAL ENERGIA ABSORVIDA POR LA ESTRUCTURA: 

Q 

K Y e -------:ti 

y 

Ky y Kyyyv e e = + Kyy(Yp Y y) 2 2 -

2 
1 2 1 2 + 

2 2 2 Y e =-y YyYp - Y y = YyYp -2 y 2 

1 ? e) 2 ~ 1 = 1 
2 = - 2 11 - 2 Y y Y y 

-· -----~---~-------·---'---- -------~-- - __________ :_· ~-~----~--~------,-------~----·---_:_-~- -----~---~---~~-~--~-~-~-~-----
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Y e] MAX 
= 

12~- 1' 12 - 1 

POR LO TANTO 

D = D !12~ p e 
y 

----------·--___ ,-.:.._ ______ _ 
. ' 

' 

---·-'···. --
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VIBRACION Df: e: fSTl:MA:> DlSCRCTOS DE VARIOS 

C !(A !lO:; DE L TJ.ll:Wl' A lJ -------

1 • 

- Ejcmplo9 de sistemas de n GL 

1 

Características: 

1 
concentr. adas - masas • "d r1g1 as 

C""'c;. -t-A-.... "' +...a... 
- columnas solo se deforman 

lateralmente 

- con una coordenada por ma­
sa queda defin~da la config~ 
aaci6n del sistema 

- equivale a: 

) M, H-tz . 

lh-~ 
lj ¡;x;. ="" 

; )>/>/ 

h-1.,_,_, vY1"" 
-Q-w.----r/ 

C>C> ~~ 
//? /..,-·'""""'r 

Además, la consideramos elástica,lineal 

Supongamos: 

aislemos una masa: 

l P, u-) 

_.:.._ ___ , _____ :._ ______ ~----·----- -----~----

lt\11 l-1-1 z ~- 3 

Dr-----.:f-0~-----roc:' r-. ---.e;;;_ )---;t,. 

C±?Cmasas concentradas 

A 

1

' P
3
(t) 

rieres 
fuerzas ~oncentradas exte~· 

= L fuerzas resistencia elásti­
ca a la deformaci6n 

1 

'- _¡ 



-..... -

Las ecuaciones condensadas de movimiento serán: 

FI3 + Fr3 = P3(t) 

~ 

L_- Fuerzas asociadas al desplazamiento, 
NO al movimiento 

.la deter~inaci5n de estas fuerias es.un:problema. 

estático .. 

Coeficientes de influencia: 

1, De flexibilidad 

-; .. f. . = 
~J 

desp·l. 
coord. 

de ~a coord. :t deBido a una carga unita~ia en 
j (desplazamiento y fuerza en = direcci5n) 

x1 = f 1"1 Q1 + f 12 Q2 + f13 Q3 

x2 = f21 Q1 + f22 Q2 + f23 Q3 inv. ( 1) 

x3 = f31 Q1 + f32 Q2 + f33 Q3 

2. De rigidez: 

-· 

= fuerza en coordenada i por un despla~amlento unitario 
en co.ordenada j. 

2. 



--· Por supc~posición 

01 = K11 x1 + K12 x2 + K13 x3 

02 = K21 x1 + K22 x2 + K23 xa 

03 = K31 x1 + K32 x2 + K33 x3 

Desde luego K .. = K .. (y f .. = f .. ) (Maxwell-Mohr) 
J.] ]J. 1] ]1 

La ecuación 2 tambiln p~ede escribirse: 

K .• X. 
J.] J 

~bien, en notaci6n matricial 

01 

02 := 

03 

Ponemos: 

-' 1 
Claro que [KF 

' K11 K12 KiJ x1 

K21 K22 K23 x2 

K31 K32 K33 xa 

matriz de ri-
gideces 

= [r] = [ f. ·1 . J.] 

Sustituyendo (2} o (3} en ecuaciones de movimiento: .. 
m1X1 + K11x1 + K12x2 + K13 xa = P

1
(t) .. 

.m2X2 + K21x1 + K22x2 + K23 x3 = P
2
(t) .. 

m3X3 + K3:1x1 t K32x2 + K33 x3 = p 3 (t) 

~-----~------------- '" -------~----'-·- --··· 

3. 

( 2 i: 

. c~'l 

¡ 
------·-------..- •''' ------ .. --------- -· . __ _¡ 



4. 

o bien: 

.. --
m1 o o x1 K11 K12 K13 xl p 1 ( t) 

o m2 o Si + K21 K22 K23 x2 p 2 ( t) 
2 = .. 

o o m3 xa K31 K32 K33 x3 p 3 ( t) 

o también: 

[MJ H -+ [K] H = iP(t lf (vibración. 
forzada) 

-. JoJ 
(vibración 
libre)' 

l '·. VIBRACION LIBRE. 

[!J )x( rKJ [x] ' + = ¿o( ( 1. 1) 

··;·~upongamos la solució.n 

( 1 
,,~ =l:L (A sen pt + B sen pt) = y ( t) 

constante escalar ~? define: 
- variación armónica con t 
- amplitud 

··.:.·.:-_'!"'1 t" :0 S : 

~ y z = {r} ',._, (A sen pt + B cos pt} = r Y(t) 

' . 1 
[r} l "j ~ (Ap cos pt - B p sen p~) ( 1. 2) 

[xj .. { r} 2 (-Ap sen pt B p 
2 

e os pt) = - p 
2 

{ r} Y ( t) 

Su,_:.ituyendo 1.2 en 1.1 y dividiendo entre Y(t) nos queda: 

o sea: 

= íoi 
1 -

( 1 . 3) 

----·-- _ ___, 

_:~ ___ ___..:. ___ ._" ---~· .. ___ -·----- -------· - ·--------~-------------------------"'---. -- -'-------------------- ______ ;-



5· 

[K] { rJ 
2 LMJ {r] "j 5 rf 2 rMJ [r} = p LK. = p 1 j 

),• l -1 x [K] -l, 1 
pre X L M_,; pre 2 

p 

[M]-1 [K] {rJ 2 [r] 1 
{ r} = [Kj-l [MJ ·frJ = p 

p2 

En las dos formas llegamos a un problema de VAC 

= 

Prob~ema de valores caracteristicos: 

- Dada una matriz cuadrada de orden (nxn) [1], que representa 

una transformación lineal de vectores n-dimensionales, debe 

encontrarse un vector Ju1 que transformado por [1} resulte 

en otro vector.) lui en la misma "dirección". O s~a, [L} solo 

cambia la ma·gnitud de ¿uJ sin cambiar la .dirección. 

El vector es un vector caracteristico (o e~genvec,tor) de [1] .. 

~(escalar) representa la relación entre las ''longitudes'' an-

tes y despu&s de la transformación y para llegar a ·los VEC.de-

be tomar valores de un óonjuttto de valores caracteristicos 

(VAC) (o eigenvalores]. 

El problema de encontrar frecuencias y modos naturales puede 

considerarse un problema de VAC. - (STD) 

Tenemos 

.2 
- p = ( 1. 3) 

..... ~--· --------- --- --------~----------- ··-------~----- --- -~--------- ------- -----. -- .. 



Si en el sistema de ecuaciones 

= 

(A} es no singuiar, la solución 6nica es la trivial 

íx} = ) . 
{o!) de donde; nos interesa el caso en que [AJ es 

singular. En este caso la adjunta1< [';t;] existe y puede pre X 

por ella, ·con el resultado 

jA \ lxf = fo1 
porque (_A] [A 1 = 1 A 1 [IJ f[AJ (nxn) 

Puesto que iA\ = o ' )x ~ n·o riecesari~mente es nulo, pero si 

se asigna un valor dado a uno de sus elementos los demis qu~ 

dan determinados en forma 6nica. ¡1 

Tambiln notamos que si {x J es solución de [A] { xf = 

y o< es una constante, entonces 17([xJ es también solución. 

Por lo tanto, hay un n6mero infinito de soluciones. Todos es-

tcts se considerarán junta.s y hablar.emos de una "solución" co-

roo un conjunto de relaciones entre los elementos de 

Volvemos a [[K~~ ~r) = (1. 3) 

Al desarrollar \El =O llegamos a una ecuación de grado n 

2 
en p , cuyas raíces son los VAC. 

- Como [M] son simét~ico.s y positivas definidas*, 

*Transpuesta de la matriz de cofactores. 

6. 

*"'[A] es .POS. DEF. si fér~ [AJ fq~>o para todo fq]no nulo 

·----~---·-- ··-----~----~---·-- -----·----



puede demostrarse ~ue las ralees de la ecuaci6n, caracteristica 

A, 2 2 son reales y positivas. Las llamamos 'f 1 , p
2 

2 
' ... , pn . 

Las n frecuencias naturales son 

los términos positivos de las raíces y la más baja es !)ama-
' 

da frecuencia fundamental. 

- Para la gran mayoría de los casos de interés las frecuencias 

son difer~ntes entre si. 

- Para cada frecuencia pi existe una VEC asociado: 

= 
2 

p. 
]_ 

i=l, ..• ,n 

o sea para cada pi existe u·na solución !ri no trivial 

Normalización (solo conveniencia, sin significado físico) 

Varias formas: 

1 ,i ., . 

(modos ·normales) 

- Los modos y frecuencias naturales del sistema son propiedades 

características derivadqs de las propiedades de inercia y ri-

gidez expresad~s por los elementos de [H] y 

- Llamaremos matriz modal [R] a la que tiene los V:EC, <• vecto-

res modales~ como columnas. 

1 

·····---····-·--·········--·-·- _. ___ __¡ ·····-····-----------

'. 

! 
1 

1 

1 

1 
-·; 



ORTOGONALIDAD DE MODOS-DE YIBRACION 

Se dice que dos vectores ja! y ~bk son ortogonales con res 

.pecto a la matriz simétrica [J] si 

8. 

Demostremos que dos vectores· modales- Jri i y-. fr} j ,. ·asociados a 

frecuencias diferentes ( ri "1 r j) son ortogonales con respecto a 

las matri~~s;de inerci~ y el~stiba. 

- Cada uno de estos vectores satisface la ecuación 1.3 

p2 [MJ ir] = [l<JH [M] H 1 ,-J 
[rJ = -LK p2 

es decir: 

2 
[M] {rt i -= [K] {r? i [MJ ¡rJ i ~/[KJ /rJi, pi = 

[M] zrL [1(1 {rs j. [M] Hj 
1 ~ ., 

{rj j • - i = = -LKJ 
' Pj2 

i y j 
1 

y fr}i respectivame~te 

2 ( ) ' 1 

{rL lMHrL 
1 

, 
f'i '. [M] H i =~r}j [K]irL = 1r? j [K] {r? i •j 

Pi
2 

2 ' 1 

[M] pj '( -¡ 

pero·. ·.·omo 

§ ). 1 

{!j 
( 7 1 

1 rÍ . 1 J . 

{rJ j ={r{j [KJ {~ j H ~[MJ frJ j 

y 

= . ~ ~ 1 
'rJ . 1 ~ 

( ' 1 = ;r) . . ~ 

simétricas: 

CK] jr~ j 
{M] fr) j 

. . ' restando miembro a miembro en ecuaciones 

1 
{r} ~[K] {r} j 

Pj2 

(a): 

(a) 

' 
. ' 

_____ .:.,. _____ _,_ ______ ~ ~-·- --------- -- -- -------·- --------- --------- --- . - --- ------ -~ - ----- --- -- --·--



9-

,, 
2 ( í,f [Mj i~·I j ) (~ --~r'l ~{k]¡_~/ j (p~ - p;) ~ u o -J . l i 

p. p, 
J. J 

2 
f. 

2 y como pi p. 
J 

~-~-~------------~--· --· --------- -------

Tenemos ecuaciones de ortogonalidad: 
( 

' {r} ~ [t!J frL = O 

{ r; ~ [K] fr) j = O 
si i .¡. j 

'' 

La ec 

(a) 

y la matriz modal . [R] 

Hagamos: 

y sustituyendo en (a): 

premultiplicando por [Rj 1 : 

= (b) 

'\J diagonales ..J 

----~- ···-
! 
1 M, K i 

,_J 

¡rj. 
d 

r----1------

i 1 ! 
: i . 
. 1 ! L_, __ --l 

i i j 

·------~------- ·-----·---------··· . -----------·-··· -· ____________________ ,_;.. .... ___ ------------ ------------------------------·------ ··; ---- .. ---- -- ----· ---- ------····---- ---

i 

i 
l 
1 
' • 1 
'· ; 
i 

• 1 

i 

·1 

1 

i 
¡ 

i 
i 

. 1 

' -! 

i 
- - ! 



Llamemos 

[R] 1 [M) (R] 

[R] 1 [K] [R] 

= 

= 

la ec (b) (p. 14) puede ponerse: 

LM~ ~y{ 

que equivale a : 

ic .. 
m11· Y1, +. 

** " m22 y2 +. 

-
* .. 

m yn +, nn 

.. 1-as que 

* •) k11 
:) = ---¡¡ ' . . . . 

m 
n 

+ 

* k22 

- -
k 

nn 

' 

= 

y2 -
-

yn = 

2 
pn 

o 

o: 

o 

* k nn 
=-*­

m nn 
C>- =-

. :ar que para ------;;:,.. 

.. 
'u A + kx = o 

., 2 o 2 k 
X + p X = y p = m 

o sea, con la transformación 

ix~ = [R] {YJ ' 
aplicada a la ecuación 

[MJ . ... ·1 Lk:J {x} -;x¡ + 
) 

= 

= 

10. 

{o} 

~ -;o¡ 

-------- ---· ______ .._ --- ----- ··--·-·-----· 



11. 

hemos descompuesto un sistema de nGL en n sistemai de 1GL in-

dependientes. 

Consideremos el ~reducto 

-
[ *l -1 M..J [K'J = ([R] 1 [M] [RJt 1 [RJ [KJ (RJ = 'D<*] LM i]-1 

' 
[R]-1 [MT1 

-1 1 
= [~ [RJ X [K] [R] 

= rRr 1 [Mr 1 {Kj [RJ = [1'J 

tf] contiene las frecuencias naturales en la diagonal principal 

\' :::. 

El problema .de encontrar frecuencias y modos naturales equ! 

vale al de encontrar la matriz [R] que diagonalice [M] y [K] 
de acuerdo con 

[RJ 1 

[RJ ' 

[MJ [RJ 

[KJ [R] 

= 

= 

Las frecuencias n~turales se obtendr&n de 

= 

Veámoslo en otra forma 

'[M) f"} + [K] 1x1 = {p ( t >j 
Sustituyendo {x~ = . (RJ fyJ 

fM] [R) {YJ + [K] [R] {y} = ~p (t 15 
¡ 

·¡ 

1 
1 

i 
--··-·----------~---~---------- ---------------~ -----. -~-- ---- .. ..... - -·-·····--····· .. --·-- • 1 



12. 

premultiplicando por H~ 

H: [M] [R] {yJ 
1 

[K] l"RJ {y? JrJ ~ {P(t] + Jr]. = 
' J 1 J 
~----- ~ 

~ 

(a) ( b) escalar 

En los productos {a) y (bl solo qdeda (por ortogonalidad): 

y.+ fr1:[KJ¡rf.y ... 
J .1.5J ,~J J 
~- --·--r-.-

0 K*. = p": M*. 
J J J 

J para el' modo j tenemos: 

* •• 2 leo *' M. y. + . pj M. yj = p. ( t) 
J )' J J 

o bien 

* * + K. y. 
J J 

= P.(t} 
J 

•· ¿a a la ecuación de movimiento para 1 GL: 

m x + k x = P(tl 

.. : .. . : .. s) tenemos: 

-.. :uaciones _independientes para nGL 

1 ::uación independiente para cada modo 

Para vibración libre (lGL) 

.. 2 
x · + p ·x = O 

z .¡ 
p = k 

m 

( 1. S ) 

1 ___________________ :.......____:.__j 



1 n sol u e j 6 n e:-~ : 

x = A cos pt + B sen pt 

y para el modo j tendremos (Pj(t} = O) 

cos p.t +B. sen P.t 
J J J 

Si en (e} hacemos 

-· 
~ t=O = 

llegamos a 

x(t) = 

y en ( d) : 

X 
o 

X 
o 

~¡ 
jt=O 

cos pt + 

• - X o 

• 
X o 

p 
sen pt 

(e) 

(d) 

Cualquier configuración del sistema puede expresarse como una 

13. 

suma de formas modales multiplicadas por ciertos coeficientes. 

Esquemáticamente: 

{x} = 
estática 

o 
dinámica 

= 

+ 

Y 2 + ~ r J 3 Ya + • • • • 

. (Y = Y(;)) 

i 

¡1 

' 
i 

. 1 
1 

1 

. . 1 
______ : ___________ .:__ ... ----------·---- ____________ , _____ -----------·------ --·- - ------------·-------~-------- -· _. ____ l ·--· _. ~--'------ ---------- ----··-----·-·· 



En nu&stra expresión 

= 

~xj puede no ser función de t, por ejemplo: 

-¡ 
1 = 

14. 

1.4 

(d 

JI donde 

que prex 

es el vector d~ constantes 

nos da la configuración <lJ 

,' / .1 

De la e e . (e ) : 

= [RJ -1 

En 1.4 también podríamos hacer 

~ ~ ' r. ., 
non" sigamos otro camino, premul tiplicando por ir( j l M_,j 

lJ por ( { .1 ,r . 
1 J 

+ 

.. t 

( 1 1 

.; r) j (M] 

1 e MJ ; rf . 
1 J 

( ·? 
.¡r) 2 y2 + •... 

( ' ;nJ y 
' !n n 

f'ul' ortogonaliilad todos. estos productos so_n nulos excepto el 

término 
' ~ 1 
·' r .... 
\ ~ J 

1 M ! , r,. . L , 
... ¡ j J 

Y. 
J 

------- ~---------·-------·'---



de do11Je tcnt~mos 

' ( l ;rs . ) J 

de donde: 

= 

(coeficiente de participación) 

.....___..----

·Ejemplo (vigas rígidas) 

1->1~ .::-l." 

Wtz;I.S if ---60 T/cm 

] . 
T/cm ., ---120 

Vi'l,;:. 2,0 ' ; 

¡ ---180 T/cm 
//// /.~ 

Matriz de rigideces 

K31 = o ~ 

.K21 = -120 X=/ 
~ 

)t=l • 

'L·'-K = 300 11 
/ ··/ 

18o 

[K] ['" -120 o = 
120 180 -60 

o - 60 60 

y. 
J 

K. 
J 

-· 

[:' 
·a 

1 [M] = 1.5 O ton seg
2 

o 1. O cm 

¡¿;t.:.'] 
60 K32 = -'60 1~ = L/ 33 

= 180 K23 = -60 

K12 = 120 K13 = a· 

5 -2 
-¡ o 

1 
= 60 -2 3 _J. ( T 1 cm) 

o -1 1 



16. 

M = r: 1·~5 ~J lo o 1· 

= 60 (5 
2 2 
60 p ) -2 o 

- 2 

o 

si d = p 2
/60 

[E] = 60 l''-'") -2 o 

- 2 e 3-1.5 d) - 1 

o -.1 ( 1- d )! 
,_ 

lE) = o = 60 (d3 - 5. S d2 + 7.S d - 2) = o 

• 
d1 o . 3 5 = 

d2 = 1. 61 

d3 = 3.S4 

f2 60 d: 1'1 
2 

21.0 = = 

f2 
2 

9 6 • S = 

1'3 
2 

212.4 = 

fl = 4 • S 8 

13 = '." ~ frecuencias 
naturales 

1'3 = 14.56 

_Modo-"'.: ., 

3.28S 

[ . / : '2.·~~; 
1 . ·-:;. . 

. !.<•~·/' ' 
r~'_-
t; - 4.58 

i 

. . ' . . ' ¡' 

-- _______ _:_ __ ~--------~- - ___ L_ .. ·-- --------
. . _.1 

--- -------- ---- -------~---1 



--. 
O<J = 

.... :- .._-
M 

•• 1 

= ~ 

Ej: 

19.6296 

( *' L K~ 

= 

1 . o o o 

2.135 

1 L 3. 2 85 

[R]' --(" 1 ••. , 

'M ! ; R ! 
'- --' ·- ~ 

{'' rf1 (M l 
l _,; 

1 . o 0'() 1. oool 

0.899 -1.0441 

-1.474 1 0.411__.1 

= 19.629 0.038 

0.037 5.386 

0.006 -o .o 14 

( : * ..,.. 2 
'r• = Mi = L r . 1 

m. ) ~1 . ~ ~ 
L 

6.899 o. o 42 

0.042 8.651 

0.034 -0.040 

Comprobación con LK 1'.:J ·. = 
'¡--: 2 ,~., 

l p M ~ = 

= (412. 209 o o l 

L 
1 
1 

o 519.749 o j = 
o o 807.970 

tlJ = 413.940 0'" o·., l 
o· .. 519.060 o". J 
a ... O·.' 808.380 

o. o o 7-¡ 

-0.014J 

3. 80 4 

K'.p2 
L-

o. o 34 

-0.0,40 

13.473 

M*] 
~ 

17. 

•. ' 

' 
j 

\ 
1 
¡ 

1 

1 

1 

___ _. __ ...:..__ _________ _. ________ ._: _______________ .. -- ----~------------------------- ·------------- ---·--- -- --------------- ___________ _! 



.· >"·' 

y01 

Y02 

Y03 

Modo 

<:n p. 

.. 

·--~-·-- .. 

)(30 = 3 cm 
1 

1 
1 

{xo 1 1 2 

i )(20 = 2 cm 

i 1 
)(10 = 1 cm 

1 
1 

"' , ,. 
frJ 1 2.0 + 6.405 + 9. 85 5 

= 
[M] fxol_ 

* - = M. 
1 

frJ 2 [M] feo}= 
- .~ 

M2 

)r)3 rMJ 0oJ 
= M.~ 

3 

0.930 cm 

0.051 cm 

0.026 cm 

1'9. 629 

2.0 + 2. 6 9 7 - 4.422 
-5 . 3 8 6 

2.0 - 3 .13 2 + 1.233 
. -

3.804 

son amplitudes de los 
modos 

18 • 

= ~n 

0.9303 cm 

o. o5n 

0.0266 

pi = 4.58 

p = 9.82 
2, 

p3 = 14.56 

____ . ·----------------- --~ ------------ ---~---l..----'---~-----· ---- -------. --~--- ·------- .t-- -------------- -------·-



'( 

( 

Para obtener los deoplnz~mieritos de lau moéas_debemos multipli-

ca1• por lHs configurac:iutH)fl ruod:1leu: 

xi1 = {rf 1 Y
1
(t) !1.0 J = 2.135 

3.285 
0.93 cos 4.58 t 

il-.0 ~ xi2 = {rt 2 y ~(t) = 0.899 
-1.474 

0.051 cos 9.82 t 

xi3 = rJ 3 
+ 1'.00 ) 

Y3 (t) 1.044) 
0.411 

0.0266 .COS 14.56 t 

y sumar. O sea los desplazamientos x.(t) de las masas ser,án 
~ 

x 1 (t) = r11 y 1 ( t) + r12 

x
2
(t) = r21 Y1 (t) + r 22 

X/t) - r31 y 1 (t) + -r 32 
-----

•':! tro ejemplo 

i.-:~. e e: 

2 
X + p X = 

P( t) 
= 

m 

y 2ara CI = O la soluci6n 

y 3 ( t) 

y 2 ( t) 

Y
2
(t) 

p 
o 
m 

+ 

+ 

+ 

rl3 y 3 ( t) 

r23 Y
3
(t)' 

r33 y 3 (t) 

p(<-) 

\= -----1, " ------¡¡-; 
-------1-----

o 

X = 
p 

o 
K 

( 1 - cos pt) 

--· _________ __.: _ __¡. _ _. _____________ .:_ __ _:__ ·------------ -'~------'----- _____ __:. ______________ ---- ·------ -----· --------------- ---------------- . ----------------------- -------· ..... 

' 1 
¡ 



22. 

EXCITACION SISMICA 

A. Sistemas 1eL 

-·- ¡¿: / IN1 

.. 2 ~2~ " m x + kx + P(t) (a) 

,·. -· .r ,.• •.• 

Para p ( t) cualquiera y para CI t o 
• X 

x(t) = X pt cos o. + o 
pt r sen + 

m(x + 

.. 
m X + 

De ]a comparación de (a) y ( b), Ia 

es: 
• 

X 

x(t) pt 
o 1 i = X e os + sen pt -

"' p p 1 
J. 

B. Sistemas de nGL: 

la solución de (a) es: .. 
1 ¡; ( 'll sen 'p(t,.-'(,)d~ 
mp 

-o 

Ü) + k 

o sea, 

k X = -

solución 

1 
r• 

1 
ü<;n 

= 

;. í. 

X = o 

mü ( b) 

completa de 

sen 

= 

p(t-6) 

-m Ü 
1 

-m t1 
2 

-m· Ü 
n 

m 
n 

dZ 

i.i= 

ésta 

- )~ ü 
1 ' 

1 

1 

1 

1 

1 
1 

:1 

' ·--~-~----_;_~ ----------------------- ---~------ : J j --- __ ,.. ________ .... ___ .,, ___ ~---~------ ·---~-----' ----------~--- ·------------------' 
,1 



- 1~:-: ·dl!c:i·¡•, l:(!!lemo~:;: 

1- . : ( •• '{ 
, f\ ' .,;x) L .J 

SUS t. 

pre x ( ) ' <rs . 
' J 

por ortogonalidad: 

y queda: 

* M. 
J 

* y. + K. ,y. 
]. J ' . J 

= 

= 

Sr ( t ) 'r' = -- í m'i 
) - ) _1 

r -· < .• 
: R ; ,'YJI --1 

= ;]' Ir j 'p) í ) 
~ 

= * u. 
J 

F" 
J 

.. 
11 

= .- ?} ~ {m} 

* p. 
.] 

* 

-~ 

.. 
u 

,J-n· 

el 

U'' - j 

"' u 
J, 

la solución (CI =O) de esta ecuación es: 

* Para p. 

jtp; J 

yj(t) 1 
(~) sen fjCt-b)d(.; = + "' jMj /) 

* Para UJ: 
t 

y j (t) 1 1 u; CC)_senfjCt-&)dZ = * fjMj 

23. 

.. 
u 

\ 



·-··· 

' 

que puecle ~scrillirsc: 

* t 
m. 

y. ( t) = 
* 

f:ú(<:) sen 
J f.M. 

J J 
p . 

• 

' + Yoj cosf .. t.+ i¿.· ]' 
]' 

t /t-:2:) dZ. 

sen fjt 
término.J a 

para 
ci· '1 o 

Una vez obtenidos los elementos de Jy} solo falta premul­

.tiplica':' por [R] para obtener f x} 

GENERALIZACI~N DE LAS CONDICIONES DE ORTOGONALIDAD 

Tenemos la ecuación: 

~uc ~unvenimos en escribir en la forma: 

2 
(K-pM)x=O 

como 1.os vectores m~dales la satisfacen: 

K r. = f~ M r. 
J J J 

1 
MM-l y pr~;;¡ultiplicando por: r .: tenemos: 

l 

(a} 

i 

1 

r. 
l 

M r. = p~ M M-lK r.=O 
) J ) 

24. 

--·----·----~----~----- ~--·- --·--·-------------· ------- --------------------------0--



··~. 

1 

que pttí!Jc escril>irsc 

r. 
·l. 

y asi podria seguir~e para llegar a: 

1 -1 2 ifentero r. M (M K) r. = o - ~oo~ i. e::::. b<:J 1 J 

.1 

( M-1. i 
r. M K) r . = o l J 

en forma anilo~a pod~mos obtener 

r : ( MF /- M r . = O 
l J 

o 

-1 p 
r. (K M ) K r. =a 

l J 

En (h): 

9-= - 2 M (M-1K)-2 = M (M-1K)-1 (M-1K)-1 

(en (e), i=2) M 
. -1 

M 
-1 

M M F M con = K K = 

Q :::.-1 M(M- 1K)- 1 
= M K 

-1 
M = M F M 

f!_::.o M .(M-lK)" = M 

f-'=1 M (M- 1 K)1 = M M 
-1 

K'= K 

Q"'z M (M-1K)2 M 
-1 -1 -1 = M K M K = K M K 

e!.=-?:> M (M-1K)3 ~1 -1 
M-\:= -i = M M K M K K M 

(b) 

(e) 

F M 

K M 
-1 

K 

-~----_:_~..L .. :... ________ ~-~---··. -~- ·-·- --~--- -·---- ---·-------------~--- --·--·-----~- --·· ·-·- ------------

25. 

i 
1 

1 

1 

¡ 

'i 
1 

l 
1 

' . ¡ 

! 
1 
¡ 

------~----1 



1 

¡ ·~-. 

i 
1 

1 

i 
Las ecuaciones de-equilibrj_o dinAmico ~or1: 

Ya tenemos:: 

y ahora 

~ra} 

donde 

[e] 

= [M] {x} 

= {KJ {x} 

hacemos 

= [c] ~x} 

= [ciJ 

y c .. =fuerza de amortiguamiento en la coordenada i debido a 
.:..] 

una velocidad unitaria en la coordenada j. 

- e. k = ckj . J 

indica 
acoplamiento 

e .. = e .. 
1] Jl .. - --·· i 

La ecuación de movimiento es 

+ = 

26. 

1 
,.,·; 

1 
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·1 . i 

27. 

!la gamos: 

. ·,' 
~rJj[i1JDDf:Y/+~/~ LcJLRJ/'i}+lrJ~ 

Para desacoplar estas ecuaclones debemos tener 

l t- J 

'f' r: - ; ' ..., 
~ r_ j LK\(rj· = o 

- i l l t- J 

{rJ ~ [e] 5rJ i = o l t- j 

1° admitamos que se cumple: 

Ya definimos 

M~ 
J 

y ahora 

==Cf! 
J 

= 2B.f.M~ 
J J J 

y nuestra ec.uación pat•a el modo j queda: 

M* •• 2° J, M*. +L 2M* p~ .y.+ iJ·T· .y. t· ·Y· = 
J J J J J J J J J J 

o bien: 

y. +2fl.f .y. +f~y. 
J J J J J J 

p~ 

=Mi 
J 

cierto por 

ortogonalidad 

¿pero ésta? (a) 

··-----·----.::':: .. _ __:_ _____ j ____ , 



' ... ' 

Como las soluciones para un.sistema de 1GL (cuya ec. es 

· P(t)· 
x+2Bpx+p 2 x = --)Jya las conocemos, solo nos falta saber 

m 

cómo debe ser [e] para que se cumpla 

1. f. j 

adem5ss claro, de 

~r)~[M] frJ j' = o· ¡ y 1. f. j 

~rli [K] {r ]j = o 

La ec. (a) se satisface si -

i) [e] es proporciona la [MJ o a [K] 

ii) [cJ es una combinacion lineal de {M] y [K] , o 

sea: 

esto es muy restringido. 

iii.) En forma más general; 

28. 

(a) 

[e] = (38.1) 

pues ya sabemos que todas las posibles formas 

son satisfact8rias y (38.1) es 

u:1a C. L d~ r:~e.triccs de cst.e tino ..... : ~ . 
.:.:.._:_ _ ___:.__ ___ ---------~-- _;_ ____________ _:_ _____ _ 



La selección adecuada de · a 1 dará a [e] las propiedades de-

'seadas, o sea,podr~~os dar vaJ.or•os 'f' e:_; pe e_ J. 1.cos 

de [(:] ¿C~5les le damos? 

Asignamos un cierto valor de S a cada modo. 

{ >' [e] ( ' 
2BijMj e,·, = r J. ) ' = 

J ' J ';r.Íj 

--------
f } ' = i ( j 

/- ·. 
'· 

--- ---~-
De 38.1 y A 

Por otra parte~ para 1 vib~ación libre: 

(K-t~M)r. = o 
J J 

Kr. {>~ Mr. 1 FMr. = ++ 
ft r. = 

J ' J J J J J 

premultiplieando por r!M: 
J 

es decir 

1 1· 

E2r.Mr. 
·¡ ~ J J 

J 

' = r.MFMr. 
J J 

-1 -1 = r~M(M K) r. 
J J 

_ _..-· 

a lo~, elemento~~ 

(3i.:.2) 

/ 

(38.3) 

y así podríamos llegar a que, para cualquier 1: 

29. 

' -- . - ~~·--- -- -- ------ -- -~-

------ -------- ·-



J 

'. -1 1 = r.M(M K) r. 
J J 

De 39.1: 

y sumando sobre 1: 

.pero ya teníamos que 

de donde: 

EC•! 
1 J 1 

1 

28 .¡,.M'~ = 
JTJ/J 

/ 

= 28 .f .M•! 
J J J 

39.1 

por 38.3 

Con los n valores de para los n modos podemos resol-

vsr parC~ los n valores de a
1 

y form01r nuestra [cJ con 

la ecuación 

. . 

30. 

---------'--------------- -··- ~----~-----···-· -------·----~....:---------------·------·--------- ---····--·----------·- ------------ ---- __ ....:. ________________ __: ____________ : 



[e] = r~~J iM- J l< .. J l 
):a] l 
l . . ---

Por r.:jcmplci para nuestra estructura ele 3GL asignemos: 

133 = 0.02 

61 = ·o.1o = 1 [~1 <1'i l -l+ao <1'í l 0 +a1 <fí > 1] ~ 

s2 = 0.05 = i ,- f2 -1 t2 o <t2 ¡l 
2f;'la-1( 2) tao< 2) +al 2)J 

63 = 0.02 = 1 í · <~2) -1 <t2) o <t2) S ~ i a -1 , 3 +a o 3 +al 3 
. ' 

o, en forma matricial: 

S~:~~~=~ 
(o.o2) 

+1fl 
11f2 
11f3 

al resolver para resulta 

En p. tenemos que para CI = o y B = o, para excitad 6n 

sísmica 

y. (t) = 
.J 

~ --- --- --- ------·----------------------- -·-

mi¡ 1: U 
P.~#fo u (t;lsen Pj(t-~)d~ ~ 

J J . . . . . . - "'J 
coefJ.cJ.ente de partJ.CJ.pacJ.on :: f1! 

. :¡ 

------ ~------------- ·---- ------

)1. 

--------



. ·--

y podemos poner: 

( ? ' .: 7 
;r ;· .. ·.1TI? 
{ ' ' 

)r ·¡.: [r-fi: ¡ J . -

= c.z.(t} 
J J 

= 

m 
E m.r .. 

i=1 l l] 

m 
' 2 E m .r .. 

i=l 1 l] 

en la que c. 
J 

está definida arriba y 

(y semejante Sl B t 0) 

Además, tenemos 

o sea 

xl 
~ 

r11 

1:'2 
r21 

x. = l 

r12 

r22 

·. 

= C.z.(t) 
J J 

..... rlj · · · · · r 1n 

...... r2j · · ' · · r 2n 

r . 
TI] 

..... r nn 

y1 

y2 

32. 



tt 

X. = 
l 

n 
E r .. y. = 

j=1 lJ J 

n 
E r .. C.z.(t) 

j=1 lJ J J . 

De aqu~ (sin sumar para todos los modos) 

lx .. ¡ = r .. c.¡z.(t)j = r .. c.sd '>
1 lJ max lJ J J max lJ J 1 

De esta ec. pasamos a: 

IX ·1 ' 1 max = 
ABS 

Il· 

sa (. sa = 
= r .. e. 

l) J 'Pj) 

n S 
¡: r .. e. sd = 

j=1 l) J 
a E r .. c . ...ez 

j = 1 lJ J 1 j 

lx.¡ , =IECJx .. ¡. )2 
1 max lJ max 

PROB 

---~----.::: ____ ..:.., ___ ---- --~-------·-- - -··--------- -... -- ------------------ -- --------· .. ·-- ·---- ·----- ------------- ------------------------- ------ --- -·--- -- -. 
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- \ 
METODOS DE STODOLJI-VIJINELLO-NEI·IHARK Y DE HOLZER PARA EL CALCULO 

·DE FRECUENCIAS Y CONFIGURACIONES }10Dl\LES 

Enrique del Valle _C * 

Para calcular las frecuencias y configuraciones modales 

de estructuras i.dealizadas como una serie de masas unidas por re-

sortes, sin amortiguamiento, en vibraci6n libre, se puede suponer 

que cada masa se mueve en movimiento armónico simple definido por , 

X=X
0 

cos wt o X=X
0 

sen wt donde x
0 

define la amplitud y w la 

frecuencia circular del movimient.o 

La aceleraci6n estará dada entonces 
.. 2 

. por X=-w x
0 

cos •.,rt 

6 
,. 2 2 
X=-v: x

0 
sen wt=-v: X y las fuerzas de inercia a que estará sorne 

!:ida cada r:1asa, de ·''cuerdo con la segunda ley de Newto.n, sedín 

2 Fi = mX = -mw X 

Por otro lado, la fuerza restitutiva que aparece en ca-

d,, resorte estará jada por Fe=RLIX, donde R es la rigidez de ent:o:-e-
1" ·, t 

piso, cpe podemos ¿:efinir como la fuerza cortante 'que es necesario 

apli~ar para producir un desplazamiento unitario entre do~ niveles 

consecutivos: R = V/llX,para i\X = 1 

Vemos ·ento~ces, que las fuerzas a que se verá sujeta ca 

da masa dependerán de X y 
2 -. 

de w unicamente. 

Por otro lado, sabemos que para conocer un modo de vi-

brar nrocesitamos conocer tanto la frecuencia w (o período T)' co·· 

mo la configuración modal relativa, y que si la estructura está 

vibrandc en un modo dado, la frecuencia del movimiento_ de cada ma 

sa será ~a misma. 

T·:lmando en cuenta lo anterio;, se pl'eden emplear dos· 

métodos n·-1méricos para el cálculo de las frecuencias y confignr~ 

----- cienes mocla.:es. 

;':_ Pr·uf(-..:.S· ¡r 1_'_ituli..~r, 
o . ' . 

[l [visión de> I:studios de Posgrado de la Far.ultad de Ingen1~ 

· .. ,._r:i.<J, UN P. M 
.:------------~-----~ _______ .:_ _______ ._ _____ : ____ ,. -___ _:__ __________________ _,__ ________ . __ _:. ____ ------ ------- -- ---------~---------- -----------



siste en: 

) 

. . . ' 

El m€todo propuesto por Stodola-Vianello-Newmark, con..,'· 

l. Suponer una configuración deformada de la estructura: 

xisupuesta 

2. Valuar las fuerzas de inercia asociadas a esa confi­

guración Fi= -mw
2
Xi, dejando w

2 
como factor común cu 

yo valor no conocemos, 

3. Valuar la fuerza cortante en la estructura, como la 

suma acumulativa de las fuerzas de inercia de arriba 
i 

V;= I Fi (función de w
2

) 
~ ~=n 

abajo del edificio. 

4. Calcular los incrementos de deformación correspondie_!! 

tes a las fuerzas cortantes. 

llXi = 
Vi 
Ri (función de w2 ) • 

5. Obtener la.configuraci6n calculada de la estructura 

como la suma acumulativa de los incrementos de defor 

mación, de abajo hacia arriba. 

n 
X = ¡; l\Xi 
~cale i=l 

2 
= coef .• w 

2 
Esto nos dará un coeficiente multiplicado por w para 

cada masa. 

6. Si la estructura está vibrando en un modo la configu- · 

ración calculada será proporcional a la supuesta, y 

2 
.el factor de proporcionalidad será w . Esto es, para 

cada masa podremos calcular 

2 
w = 

X . 
supuesta 

Coef. de Xcalc 

2 En general, los valores de w calcu}ados para cada masa, 

• 
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no· serán iguales· en el· primer ciclo, pero el método es de rápida 

convergencia si se usa como nueva configuración supuesta la obte-

nida al final de cada ciclo, de preferencia normalizándola, esto 

es, haciendo que la deformación de una de las masas, por ejemplo 

la primera, tenga siempre el mismo valor, con objeto de observar 

como se modifica la configuración relativa después de cada cicio. 

Los valores de ,/ obtenidos en cada ciclo nos dan también un in~. 
. tervalo de valores que se va cerrando hasta que se obtiene final-

mente los mismos valores para ·todas las masas. 

El método descrito anteriormente converge siempre hacia 

' el modo más bajo que esté presente en la configuración supuesta, 

y dado que al suponer una configuración cualquiera ésta estará 

formada por una combinaci6n lineal de todos los modos posibles, 

el modo más bajo será el primero o fundamental. Más adelante se 

indica como hacer para calcular modos superiores. '' 
1 • 

Ejemplo. Calcular la frecuencia y configuración modal 

del primer modo de vibrar de la estructura representada por el 

modelo matemático siguiente.· 

- 2/ · ::::n-seg cm 

m=2~~ 

! R= so ton/cm 
1 

m=2/~ 
. IR=lOG 

... ~ m=2 ¡./ 
1 

R=150 

E 
u 
' e 
o 

¡... 

o 
o 
"' 11 
~ 

E 
u 
'-
e 
o .., 
o 
U"> 

E 
u E 
'- u. 
e '-
o e 
'-' o 

"' o 
o .o 
,..; L~ 

11 11 
r:r: "' 

';;' 1 1 

\

' 'z "' 7 
. . ,7 ¡ 1 ,---, 
~~ m=2 YJrl~lm=2 ~~m=2 \ 
! () <> Q. º º º o o 

2 
Ton-seg/cm 

. ., 

1 

i 
1 

! 

1 
j 

1 

___ · ____ .-~-~~----·-:_._· ~-~----:-~-~---~· ~· ____ ____:_ -- --··---------· . . . . 1 
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3 

2 

1 

o 

Pa~a realizar los pasos antes indicados conviene usar una 

·tabulación corno la siguiente: 

· ler. Ciclo 

2 
ton seg ton 

~·: 

·cm cm cm 
m R V 

2 4 
2 

8w ., . 
50 " 

2 3 
100 

z 2 
150 

r' 

20•J 
1 2 

2 
2w ,,. 

2 
20;; 

·NÓtese que los valores R, V y 6X están 

den al entrepi~o. 

2 
2 • 0.52w 

0.15w'"' 

" ~ 
2 1-t 0.36w" 

O. 14w ' 

"' ~ 

2 
,. 0.22w-

0.12w'"' 

"" ? 
2 

¡, 0.1w-
0.1w / 

o . 

defasados, 

·~* 
2 

w 
"-4-

. 7.592 = 
0.52 

8.333 = 

9.091 = 
2 

0.22 

1 
10.0 = --

0.1 

5.2 

3.5 

2.2· 

1 

pues correspon 
\ ' -

* Para iniciar el cálculo puede usarse cualquier valor de X. En g~ 

neral, el método convergirá más rápido entre más acertada sea la 

configuración supuesta, pero si se supone por ejemplo una configur~ 

raci6n que se parezca a un segundo, tercero o cuarto modo, de cual~ 

quier manera, al término de algunos ciclos más, llegaremos al primer 

modo. 

** Nótese que en este caso, 
. 1 1 

7.692 ----:2 
· seg. 

y 10 --2 
seg 

2 el valor de w estará comprendido entre 

*** En un segundo ciclo, usaremos como nueva configuración supues-

ta la obtenida al . final del primer ciclo normalizada de .tal 

·modo que la deformación del primer nivel, sea unitari·a,,, 

---· _ .. __ ~.........:-~~----~---~---- --~-~----
---- ----'~- --------'-------·-----~-------------. ---------··---
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esto es; diyidiendo la configuración calculada entre O.lw en ca-

da nivel. 

2o. Ciclo 

Ni-
2 

vel m R Xst\P Fi V . óX X w x~·m 

4 '2 5.2 10:4w 
2 

0.651w 
2 

7.988 5.425 
50 10.4w 

2 
0.208w 

2 

3 2 3.6 7.2w 
2 

0.443w 2 
8.126 3.692 

100 17.6w 
2 

0.176w 
2 

2 2 2.2 4.4w 
2 

0.267w 2 8.240 2.225 
150 '22w 

2 
0.147w 

2 

2 1.0 2. 
2 

0.120w 
2 

8.333 1.0 1 w 
2 2 

200 24w 0.120w 

o o 

Obsérvese que el intervalo de variación de w2 se redujo a 

7..988 y 8.333 y que las v¡¡riaciones en la configuración modql fue-
• 1 • • ' ' 

ron mucho menores que las que ;tuvo el primer cic•lo. 
' ' 

' '·. ,._ 

Tomando como base de partida nuevamente la configuraci6n 

calculada, en un tercer ciclo se tiene: 

J::ivel r. R X F V 6X X 2 X. 
sup w ·l 

4 2 5.425 10.85w 
2 0.6739w" 8.050 5.461. 

2 2. 
50 10.85w 0.2170w 

,. 

3. 692 7.384w 
2 

0.4569w 
2 

8.081 3.703 3 ¿ 
2 2 

100 18.234w 0.1823w 

2 :¿ 2.225 4.45w 
2 o .. 2746w 

2 
8.103 2.225 

150 22.684w 2 0.2512w 
2 

2 0.1234w 
2 

8.104 1.00 
1 ¿ 1.0 2.0 w 

2 2 
200 24.684w O .1234w " 

'' 

' o o 
: . . 

y finalmente, en un cuarto-r.iclo, la aproximaci6n se considera sufi-

cien te: 

' 

'' 
' 

. 

. l 

'' .. '¡' 
1 

. ; 

' 'i 
' ' 
'¡ 

1 

>1 
'.·' ! 

i 
1 

1 
1 

' 1 
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¡~l-1 R b.X 
2 

ve m x~,ll'"' F V X w Xi 

1 
1 

1 

! 
' 
1 

1 

1 
1 

¡ 

' 

1¡ 
,, 5. 4li1 10.922w 

2 
O. G775w 

2 
8.061 .. 

2 ·2 5.468 
50 10.922w O. 218'1w 

2 2 
3 

,, 3.703 7.406w 0.4591w 8.066 3. 705 2 2 
lOO 18.328w 0.1833w 

2 2 
2 2 2.225 4.45w 

2 2 
0.2758w 8.067 2.226 

150 22.778w 0.1519w 

2 
1 o 1.00 2.00w 

2 
- 2 2 

0.1239\V 8.071 1.00 
200 24.778w 0.1239w 

o ¿ 12.389 ¡; 1.5363w 
2 

8. 064•': 

* El valor final de w
2 

lo obtenemos con m§.s precisi6n dividiendo la 

suma de Xsup entre la suma de 

ciso·gue promediar los valores 

coeficientes de X 
1 

. Esto es más pr~ ca e . 

de w2 
de cada nivel 

w=/8.064= 2.8397; 
'21f 6.2832 

T= w = 2 . 8397 = 2.213 seg. 

Cálculo de modos superiores empleando este método :! 

Como se indicó antes, el método converge al modo más ba-

jo presente en la configuración supuesta, y al suponer una combina 

ci6n cualquiera ésta estará constituida por una combinaci6n lineal 

de los distintos modos de vibrar: 

Xsup= c 1xi1+c2xi 2+s 3xi 3+c4xi 4 ' donde xil a xi 4 son las configu-· 

raciones modales y Ci son coeficientes de participaci6n. 

Si querernos calcular el segundó modo de vibrar empleando 

este método, tendremos que quitar .a la configuraci6n supuesta la 

participación del primer modo;c1xil' para lo cual necesitamos cono 

cer Xil y c
1

. Xil la calculamos como se indic6 antes y c 1 lo pode­

mos calcular recurriendo a .la propiedad de ortogonalidad de los mo 

dos de vibraci6n que indica que l:miXinxim=O si n~m, donde Xin Y 

1 

' 
1 

1 

1 

; 

i 
i 
1 
1 ·---------- --~------:__·l __ ,:_L --~---~----- -- ----- -- ---- --- -·~-- ----- --------------· --------- ·-- ·-----·--·--. ..:.. .. _ j 



X. son config_ uraciones ·modales. 
l. m 

. 7. 

Si multiplicamos la expresi6n anterior de Xsup por mixil 

:Y sumamos para todas las masas, considerando que los coeficientes. 

de participación son constantes y pueden salir de la sumatoria, -

tendremos : 

donde los t~rm~nos que multiplican a e2 , e
3

, etc. son nulbs p6i la 

propiedad de ortogonalidad de los modos, quedando entonces 

e = 1 

Em.X.
1

X 
l l sup 

Esta expresión es válida para cualquier modo n. 

Por tanto, si. queremos calcular .el segundo modo de vi-

·. brar, supondremos una configuración que se parezca a este modo, es 

·decir, que tenga un punto de deflexión nula, calcularemOs el valor 

de e 1 con la expresión anterior y restaremos a la configuración 

supuesta para el segundo modo la participación del primer módo 

e1 Xil' lo que da por resultado una nueva configuración supuesta 

para el segundo modo en la. que el modo más bajo presente es el S!!:_ 

gundo y por lo tanto, al aplicar el m~todo habrá convergencia h!!. 

cia este modo. A la operación antes descrita se le llama "limpia" 

de modos. 

Si quisi§ramos calcular el tercer modo de vibrar, te~ 

dríamos que conocer de antemano las configuraciones ·correctas de 

primero y segundo modo, y suponer una configuraci6n que se pare~ 

ca al tercer modo, (que tenga dos puntos de deflexi6n nula); cal 

culatíamos dos coeficientes de participación e1 y c2 , correspon­

dientes a· los modos primero y segundo, en la _configuración supue~ 

ta y la limpiad.amós para que el modo más bajo presente en ella 

sea el tercero_•y el método converja a -este modo. 
--~---- --·- ---·- -- _:...: -----. - -·- --·· -----~----~-~---- --~--------------:::.... __ .______ ··------- -------- --------- -------------------------- --------- ----- -- -- --------. 
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Esto es : 

x. =ex. + c
2
x. + c

3
x;

3 
+c .. x; .. + ... 

~3sup 1 ~1 ~2 ~ ~ ~~ 

De manera semejante se procede para calcular otros modos su-

per iores. 

En la práctica, y debido a errores numéricos o de aproxima~ 

ci6n que van acarréandose no basta con una sola limpia. Para lo -

grar convergencia adecuada da buen resultado limpiar la configura-

ci6n calculada al cabo de cada ciclo, antes de calcular los valores 

2 de w . Esa misma configuraci6n limpiada, normalizada, nos sirve 

como nueva configuración para un nuevo ciclo. Es conveniente lle-

var cuando menos tres cifras significativas en los cálculos. 

Pa·ra fijar· ideas, calcule!'los tres ciclos del segundo modo de 

vibrar de la estructura para la cual calculamos anteriormente el 

primer modo. 

1 

__ , ___ 
-r Fi2 = 

1 :;~~ 1 re. 

¿ 
2i R ¡ X., rnX . l rrJ( •1 X ' ~Xi:/iLsu¡ -C1

Xi1 xi2 V !:;X X Cale. • 
. i2sup rnX i 2"· ' ll ~. 1 

4 ¿ 

. " "'' 
10.935 59.79 -1.0 -10.930 --J.054 -1.054 -2 .108w ·2 

~ 2 -0.0334w 
50 . ' -2 .1osw -0.0422w 

3 e 3. 705 7. '11 27.454 o o 0.036 -0.036 0.072w ' 2 0.0088w L 

-2.1sow -O.ü~18w 100 
4. 45; 

e 
2 ¿ 2.2<'6 9.910 2.0 9.910 -0.022 1.978 3.956w; 0.0306w 

150 2 1. 776w 
2 O. 0118w2 · 

1 ;: ''1. 00 2.0 2.0 1.0 2.0 0.010 0.990 1. 980w 0.0188w 
200 -1---- 3. 7 56w 2 0.0188w2 

o [~ 99.162 t- 0.974 

'--- --- ---- --· -----' 
Dl'.TOS o. 97'< 

ci = 99 _
162 

= o.oo9s2 

1: La c6nf.igur-oción supuesta r)uede ser cualquiéra, pero desde luego es conveniente· que se pa­
rezca a _un .segundo modo, ~sto e::;, q~e ten ea_ un cambio de signo en la con{iguración modal . 

...... ___________ ·_, ________ , .. ___ _:__ _______ . __ -------------- , __________ _ 
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Ni 
rvcl 

1¡ 

• 
3 

., 
. 

1 

¡; 

mx- 1 x~alc. ~. . 

03''1:> -. tl:).._w. 

(), OG 5 .~w 
2 

0.136~w 
2 

.0376w 
2 

-0.1263w
2 

99.162 

-C1Xit. X 
2c.üc 

+0. OOC>':lGW 
2 

-O.O~)G!~qw 

., 
u. ooq '! :!\~ ~- O. 01 ~1S;>w 

o. 00284~; 2 
O. 03344w 

O. 00127w 
2 

O. 02007w 

. 2 
= ~o.0012736w 

2 
w 

2 
39. Bf• 

" • -2 .l)t) 

2 
59. 15 

2 
4 9. 33 

·. 

;':~·, 2 
xi2sup mXi2su¡JI flx X 

V cale 
2 2 1.30li2 2. l>OB>¡w 

2 2 
-{).0314w 

-'2. G084w -0. 05217w 
. 

~ 
O. 0'20'/'lw

2
. o ,l;[,ti9 1. ~J3Bw 

2 2 
-1. 2746w -0. 01275w . 

1. 6495 3. 2990w 
2 . '2. 

.2 2 
0.03352w 

2.0244w O. 01350w 

2 2 
0.990 1. 9800w 

2 2 
O. 02002w . 

4.0044w O. 02002w 

. 

1 

! 

~·:;': Normaliza:nCo con respecto_ a O. 99 en el primer nivel, para compara!' la 
la configuración •. 

evolución de ¡ 

Nif mX. X l 
vEi~ ll'Ca C 

-e x 
1 i1 x2 cale 

li ; 2 2 4 
1 

0.3'-;33%· I+O.OOOQ12w -D.031388w 
¡ 

3 0.15391;; 
2 

+0.000008w 
2 

0.020778w 

2 0.14923·,; 
2 

+O.OOOOOSw 
2 

·J.033525w 

1 o. 04004·,¡ 
2 

+0.000002;¡ 
2 

0.020022w 

. Z=-o: 00021w
2 

. 2 
-0. 00021w . 

e = ·99 .162 = -0.0000021177w
2 

1 

2 

2 

2 

2 

w2,.~,;, 
xi2sup 

41.55 

1 

32.10 

49.20 

49.45 

-1.5520 

1. 0274 

1. 6577 

o. 99 

¡; =2.1231 

l:jj=S.2271 

- 2 
m\2s~p V flX 

2 
-3.104w 

2 2 
-3.104w -0.06208w 

' ' 1 
' " 1 

2 '1 
2 .0548w· 

2 2 
-1.0492w. -0.01049w 

3 .3154w 
2 

2 .2662w 
2 

0.01511w 
2 

1.98w 
2 

2 2 
4 .2462w 0.02123w. 

,;,·,; N.ótese que el intervalo de w2 queda comprendido entre 32.1 y 49.49 y que. el. 

aj us1:e ·en la curva ocurre casi entre las dos últimas masas. Obsérvese que la co-. 

rN;cción al limpiar es muy pequeña. 

. j 

i 

1 

1 

1 
1 
' l 
! 
i 
J 

1 
; 
! 

1 

i 

l 
i 

i 
1 
! 
¡ 

l 
' ' ; 
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Aplicación del Método de Stodola-Vianello-Newmark Para 

Estructuras de Flexión 

ll. 

.Como se verá m5s adelante, cuandu las trabes de los marcos son muy 

flex1bles en comparación cor las columnas, o cuando las fuerzas la 

terales son resistidas p•Jr muros que trabajan esencialmente a fle­

xión, la rigidez de e;1trepiso no es independiente de la· distribu­

ción de fuerzas a qu2 c~té sometida la estructura y por tanto no 

puede suponerse co1:stante para el cálculo de los distinLls nodos 

de vibrar. En general, la pseudorigidez equivaler1te que se obten-

dr!a para un segundo modo será mayor que la correspondiente al pri 

mer modo, pues los efectos de flexión de conjunto se reducen consi 

dérablemente al no tener todas las· fuerzas actuando en el mismo sen 

tido. Lo mismo podr!a decirse para modos superiores (ref. 1). 

En esos casos, las propiedades elástico <;eométricas ·de la estructu-
' 1 

ra no quedarán definidas por rigideces de entrepiso sino por ia va-

riación de los productos.EI y GA con los cuales se podrán calcu-

lar las deformaciones debidas a flexión y a fuerza cortante respe~ 

tivamente. 

Para calcular las deformaciones por flexión es conveniente el em-

pleo de los teoremas de la viga conjugada, que es, para el caso de 

un voladizo, otro voladizo empotrado en el extremo opuesto cargado 

con el diagrama de momentos entre EI, y en el cual los momentos 

flexionantes corresponden a las deformaciones de la viga real. 

Las_deformaciones por cortante, que en el caso de estructuras a ba 

se de muros pueden ser importantes en comparación con las de flexión, 

sobre todo· en los niveles inferiores, se calculan mediante la expre-
V.h. 
~ ~ si6n fiX . v. 

~ 

= donde es el incremento de deformación por 

¡ 

i 

1 

l 
j 

·j 

1 

1 

i 

1 
•. 1 

1 

1 
1 

1 
1 

1 
! 

i 
¡ 
1 

¡ 
i 
1 
1 

1 
! 
i 

1 

-- ---·-··--·--- -·--J 
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12. 

cortante entre dos niveles consecutivos, V., h. y A. son, respectiva 
~ ~ ~ -

m~nte ia fuerza cortante, la altura y el ~rea efectiva de cortante 

entre esos mismos niveles y G es el módulo de elasticidad al cortan 

te del material de la estructura. 

Para calcular los modos de vibración, se supone una confi~uración 

modal, se calculan las fuerzas de inercia F.= m.w2x. asociadas a 
~ ~ ~ 

la configuración y las fuerzas cortantes correspondientes y a par-

tir de ellas se valúan los incrementos de momento de cada entrepi-

so y los momentos de volteo acumulados de arriba hacia abajo, los 

cuales se divid.en entre EI (habrá dos valores de M/EI en un mismo 

nivel en los casos en que haya cambio de sécción de los muroi)·. La 

integración numérica del diagrama de M/EI nos permitirá transfor-

mar ese diagrama en una serie de cargas concentrada~ equivalentes 

a él aplicadas en los distintos niv. eles con los cua~es es mu~ fá~ 
. 1 

cil calcular los cortantes equivalentes correspondientes a cada en 

' 
trepiso y los incrementos de momento flexionante en la viga conju-

. ' 
gada que serán iguales a los incrementos de deformación por flexión 

entre dos n::::cles consecutivos (es el equivalente de llX = V/R del 

caso visto anteriormente). A estos incrementos de deformación por 

flexión se sumarán los correspondientes a la deformación por cor-

tante y con esa suma se 

será como antes función 

podrá 
2 de w 

calcular la nueva configuración, que 

y 'de donde podremos despejar este va 

lor y en caso de que no sea igual para todas las masas volver a ha 

cer otro ciclo tomando como ·configuración de partida la encontrada 

anteriormente normalizándola con respecto a una de las masas para 

poder comparar la evolución de las configuraciones de cada ciclo .. 

. . 1 -· ------- _______ ______: _____ ....:__ ---------- --~-----··~----c.--~-·----- -- ---~----------· ----- ------------------' 



13. 

Para fijar ideas, a continuación se presenta un ejemplo de análisis 

de una estructura en que las fucrz¡¡s laterales _!;on resistidas por m~ 

ros, cuyos valores de I y A. son los indicados en la figura siguiente: 

1 

-=====r¡ '?; "'="""rl"·_........,. tY\ = 0,\ Tv, •' .,;¡.,_ 

~· .. ···--~· 4 ~ ! ~- ' . ..,. N"\ ) ,.... : 1.' ,.., 
. 2 

' f'l'l• o.•? E=2oo· 000 l:lg/cm =2 000 

4 1- 6 2 '-.4"" ,A=I.2"' G=0.4 E=0.8x10 Ton/m 

. . ¡r.¡ ::.o.IS 

j l .-4A -2 ··--LI ~a . ., ,.,., , = l. i>"' 

' " .. 

2 6 2 
000 Ton/m =2x10 Ton/m 

l>!ii~-seg~~ ¡ 

r: = 1 

i 1 
cm 1 Ton 1 Ton-m 

1/m 

~ 
~ l 2 1 1 

::1 · To;:-m Ton 1 m' 2 M ' ClM"Vh · cm 1 ' >: J mX· w ·V j M 1 . 1 -4 . .. 1 T 1 ::::r 1 : GA ¡ h! . su 
1 

sup .El J • ~ . ii! . .. 
' ' 1 ! 1 ' 

1 3 

' ¡ l 1 1 ' i i i 1 1 2 1 
1 

1 o. 1~, !u 
5.0 ! O. 50w 1 ¡o o 

6.4 ' Q 6 1 o 96 • - 5 
0.5w 

2 
1 1.5w 

2 

1 
¡ 12.ox10 1 • X..LJ 3 i 1 • 

1 

1 2 

1 1 

1 ' ! 1 12 1 J .15 
¡ 2 -6 ? 

1 
\ 12.8x10

6 ! 6 
2.5 0.38w 

2 2 · 1. 5w 0.1172x10 .-

! 
1 16.4 11.2 0.96x10 3 0.88w 2.64w 
' 1 

1 0.15w
2 ! 1 j 

1 6 1 

' 2 -6 2 
1 i J. 15 1 ' 4.14w 0.3234xl0_

6
w

2 
1. 28x1~ 6 21 2 1 ! a. 5 1 17.0x10 1 1.: 4 1.03w 1 4.12w 0.2435X10 w 

' ! 

1 

' 1 
' l. 1 
1 1 

1 
1 2 . -6 2 o 

1 

1 8.26w 0.4859x10 . w 

1 

1 
' 1 ' 

Ejemplo de cálculo de las concentraciones equivalentes al diagrama 

de M/EI 

· Para el nivel 3 

3 
P eq = 6 (2x0 + 0.1172 x 10-6 w2 ) 

1 

·1 
i 

1 

1 

1 
. . . . . . - . . • . ..· - . . . ! . . . . . . ¡ 

. · (Ve~ aclaración al pie de la.labla de la·pGgiria siguiente)·. · . • 1 

___ ::__ ------•-· --------------· ---· : ........... ______ :~.~---~ -··----·-- .. ___ , ___ ....:._ __________ _: -·"-·----- ~ _: ---------· ~------ :, ______ ..! 
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m m ~··~··~( m m 
. Peq;, · Veq''"'' M':= Veq · h=ll xf óXv óXtot X 

1 
·ve cal 

3 
-G 2 23.0052x10- 6w' O.L1~>!1Gx10 w 

~~. '2:1fi ~lxl O -
6 w~ -6 2 

1. 5625x1o- 6w2 8.2732x10- 6w21 

1 
1 
) 

1 

' 

' 

-l\ 
O.l.t'i:'x1il w 

:.v 
¿ 

-li :~ 
0.;'7HVxiO w •. 
. -L' 0.3,l20x10 w 

2. 

1 -6 "") 
0.6'•86x10 IJ.f 

0.8102x10 
-L: 

·o H 

2 
w 

~··~·: :':-.': 

1696. ;:g 

1548.:3 

X 
SU? 

3.56 

2.23 

1.0 

' 
2/ 

6. 7107x10 w 

' -6 2 
1'l.732x10 w 

/ -l~ " . -G 2 2.'15x10-úw2 -6 
1 . ~l!H)t1x1 o 

.. 
w 5.5224x10 w 8.272i¡xl0 w 

' -6 2 
6.4596x10 w 

~- "'' -6· : O.bL·2x10 w 
-6 2 

3.2406x10 w 
. -6 2 

3.218Bx10 w 
-6 /' 

6.4596x10 w '\ 

o 

';': [;·.!"'a o0te:.er carg2:.s concernradas equivalentes al diagrama de M/EI se puede usar la 
~:rmula siguienLe: 

p ::; h 
t 

(:s.+b); ¡::. 

::J 

h 
= 

6 
( 2b+a) 

¿.:,de h es la discs.ncia encre dos puntos A y B con ordenadas de M/EI iVJales 

a a y b respectivamerlte. La variación de M/EI entre A y B es lineal, por lo que 

o:=.;--ca expr"=sión s~ :.bLiene considerando dos t:riángulos con· alturas a y b .respec­

:.::-,amen-re J' base ":-;. Pa y Pt son las concentraciones correspondientes en los pun-

. e :s A y E. (Re f. L) 

:·::·: F.scuc-~rd~s.s C]Ue el '::mpotramiento de la viga conjugada es el extremo superior, por 

l:. que se '=mp.ieza de abajo hacia arriba el cálculo 

:'::'o:'• ü:::::él'Ve.:::e 1_uc en ~-=- primer .entrepiso la defor•mación por cortante ' . es pract~ca-

rr.-snlc ÍEl..!.:::l o la .:.:; flexiór1 por lo que despr-eciarla conduciría a errores muy 

g!"-:liJLic::;. r.l .lt' ;:J.Ulf:~ntando la altura de la estructura la deformación por cortan­

~:'.: v.:i p(;dusjpndo :-..:·.1 importancia en comparación con la de flexión y puede lle:-· 

¡;:;f' ._1 :--;cr· despr~ci.J.ble. En ~ste caso la deformación por c_ortante en el tercer 

r;:-:tr~~pi:::::r_; ~~ 23% d~"..: ld d~Lida a flexión. 
. 2 b 

IJr..:be tunr~r<;<.! ~:uid;J1_...-; con 1-::.: unidades al valuar w pues es fácil equivocarse, o 

está . c:n <~m y X cale re~:uJ. ta en ntetrü:J 
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~!6todo de Holzer 

Como se indicó anteriormente, para conocer .completamente un modo de 

vibrar necesitamos conocer tanto la configuración modal como la fre-

cuencia del modo. Hemos visto que en elmétodo de Stodola-Vianello-

Newmark se supone una configuración relativa y a partir de ella se 

calcula el valor de w2. Hhlzer procede e:ractar01ente alrevés, esto es, supone la f~ 

cuencia y a partir de ella se calcula la config'rración relativa de abajo hácia arr!_ 

ba de la estructw:-a. Dado c;ue la ccnfic;uración es relativa se puede sup:mer ~ién 

la deforrr..'l.ción de la pri..r.oera r.wsa (por consiguiente el incremento de deformación ~ 

tre la tase y la primera masa. El método tiene las siguientes etapas:. 

Los datos son lasmasas y las rigideces de entrepiso, igual que an-

tes. 

l. Suponer un valor de w2 

. 2. Obtener los valores de mw 2 pa·ra cada masa sup 

3. Suponer la deformación del primer.nivel: x1 ; conviene suponer 

un valor unitario. Esto equivale también, como ya se dijo a 

suponer llx1 . 

4; Calcular la fuerza cortante en la base de la estructura, (pri 

mer entrepiso) que será por definición de rigidez de entrepi-

so 

5. Calcular la fuerza de inercia asociada a la masa del primer 

nivel: 2 = m
1
w . x

1 sup 

-~-_: ____ ..,.:_____ _____ ~_· ---··":...·--·-'---···-----··--- ·---~-~------------·------·----------------------------- - ---- ------- __ · _.:.l._ __ 



6. Por definición de fuerza cortante, como la suma acumulativa de 

las fuerzas arrib~ de un cierto nivel, podremos calcular la 

cortante del segundo entrepiso restando a la cortante en la 

base la fuerza de inercia del primer nivel, esto es 

7. Conocida la fuerza cortante en el entrepiso 2 podemos calcular 

el incremento de deformación en ese entrepiso dividiendo la 

cortante entre la rigidez de entrepiso v2 
6X 2 = 

R2 
S. Sumando 6X 2 a la deformación del primer nivel obtendr~mos la de-

formación del segundo nivel y podernos repetir 

los. pasos 5 a 8 para todas las masas hasta llegar al extremo 

· superior de la estructura. 

Si la fre6uencia supuesta c6rresponde a un modo de vibrar, obten­

dremos que la fuerza de inercia del último nivel es· igual a la fue!:. 

za cortante del entrepisocorrespondiente (por ~quilibrio dinámico). 

Si la frecuencia supuesta no es la correspondiente a un modo de vi-

brar, se obtendrá una diferencia entre el valor de la fuerza de i-

nercia y.el de la fuerza cortante en er extremo de la estructura. 

En este caso 

-clo con otro 

el método no es convergente, pero si hacernos otro ci-

2 
valor de w relativamente cercano al anterior, encoa 

traremos otra diferencia y podremos trazar una gráfica que nos r~ 

lacj.one l·as frecuencias supuestas (abscisas) con las diferencias 

entre fuerza de inercia y fuerza cortante en el extrerno_superior 

de la estructura (ordenadas). Una vez que tenemos dos puntos de esa 

2 
gráfica podremos buscar un valor de w supuesto en la intersección 

---· ----· 
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17. 

con el eje de las abscisas de la linea que une los-puntos antes ob 

tenidos, o su prolongación si ambas diferencias tienen el mismo 

signo. 2 Con este tercer valor ·supuesto para w seguramente obten-

dremos otra diferencia, menor que las anteriores, que nos definirá 

un tercer punto en la gráfica. Podremos entonces trazar una curva 

. 2 
entre los tres puntos y_ definir asl un nuevo valor de w que segu-

ramente estará muy próximo a la frecuencia correcta de uno de los 

modos de vibrar de la estructura. 

Cuando ya se está cerca del valor correcto, se puede mejorar el va­

lor supuesto de w2 empleando el cociente de Crandall siguiente 

-2 · 2 'L.V-6X w = w 
L.FX 

-2 donde w es el valor que debemos suponer eri el ciclo siguiente. 

El método presentado sirve para calcular cualquier modo naturai de 

vibración teniendo como datos las masas y las rigideces de entre-

piso de la estructura. El modo de que se trate se obtendrá de la 

inspección de la configuración modal, tanandó .en cuenta que. en el pri-

::>.ero tedas las de:'onnacicr.es tienen el nüsrro signo, en el segundo hay un ca!l'bio 

de signo, en ej_ ::ercero dos carrbios de signo y así sucesivamente. 

Si se conoce la frecuencia del primer modo de vibrar (por haberlo 

calculado empleando_ el método Stodola-Vianello-Newmark, por ejem- _-

plo) , se puede estimar gruesamente el valor de las frecuencias de 

los modos superiores empleando la relación w~=9\vi ;_ w~=2swi, _etc. _­

(Esta aproximación puede ser demasiado burda dependiendo de los va 

lores relativos de las masas y rigideces en cada caso particular, 

pe~o sirve como orie~taci6n) 

___ . ___ : ·---~:_..:._ ____ . -·-·-· ---·-----·---· .. ________ .....:......_ ____ ._. --~--------------· .:....--~----L-'-------· ------··'---------·-------------
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'el 

4 

3 

2 

•:<. 

Ejanplo: 

Calculemos el segundo modo de vibrar de la estructura que se us6 en 

el método de Stodola-Vianello-Newmark, suponiendo 

2 9w1 = 9 x 8 1 
= 72 seg2 

Usaremos la tabulación siguiente 

1 

¡ 
! mw

2 
1 m 1 

~': /::,X X F V 
R l sup 

• 1 • -

1 ¡ 1 

1 
1 D"" = 260.7 1 h 2 

1 
144 

1 
-2.7 51 -396.1 

5G -2.707 1 

1 
--

1 
1 • -135.4 

1 1 
2 i 144 

1 

-0.044 - 6.3 
100 ; -1.417 -141.7 

1 
1 

1 
• 1 2 144 : 1. 373 1 -197.7 

1 150 í o. 373. 1 1 56 

t__. ~---L-2~o_o~L-__ _, ____ 1_._o __ -L------~------~---2_o_o __ ~L---------~ 
1 

w
2 - 72 
sup 

1 1 1 1 
1 

1 

1 

1 1 
1 

1 
• i 

1 2 1 144 ! 1.0 . 144 ! 
; ; 

1 

·:: Obsérves'2 que aunque la diferencia encontrada _es fuerte, la configuración se pare-

1 

3 

2 

1 1 
1 

~e a un ~egundo modo, pues tiene un cambir, de signo. 

usando un nuevo valor de w2 de 50 1/seg
2

, tendremos sup 

i-
R 

2 
P.l mw 

m 
/::,X X F V 

. 

2 100 -2.331+ -233.4 
Dif. 66 .7 

:JO -3.334 -166.7 

1 2 100 1. 00 1.00 
1 100 -0.667 - 66.7 

2 100 1. 667 166.7 
150 o. 667 100 

1 

1 2 100 1.0 1GQ 
1. 

1 .200 1.0 200 ; 

.__..........:_, .. _.~·-·-~·-·-----~··----·~ ---------·- --------------·~·----·-- ------------'~- -~----·---

1 

' 
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Trazando la gr.:ífica w2 -diferencias encontramos 
sup 

D ;{ ere.ne:i ·~ 
-- -·- . --. --¡ 

. 1 
··-·· · ·- ·-· - ··-·-----J. 'Zr.o .7 

/. 

1 

1 
1 

- --· ··----11.&.7 
' /i 

1 

-14./ i 1 

-4------------------f9--~------~-----. ~o 7?. 

2 
que el valor de 1-1 que hace cero las diferencias es aproximada-

mente 44 .{podría obtenerse por triángulos semejantes, pero sab~ 

mos que aan cuando se hiciera así el valor no nos llevará exac-

tamente a cero diferencia pues la variaci6n no es lineal como 

estamos suponiendo, excepto en intervalos rr.uy cerrados). 

Suponiendo entonces w2 = 44 

i i -

mi R 
2 

6X . X F V FX vnx ¡ mw 
vel i 

! 
1 1 l!~t' =j. 07 

4 21 1 88 -1.844 -162,27 299,23 
i 1 

503,71 50 
1 

-3.174 -158.7 
' 1 

3 2 
1 

88 1.33 117 155.61 
10.0 -0.417 - 41.7 17.39 

2 2 88 1.747 153.7 .268,51 
150 0.747 112 83.66 

1 2 88 1.0 88 88 
200 1.0 200 200 

o 1:811.35 804,76 
.L .. _ .. L ... ---· ____ L_ __ c___ 

.¡g 

·----- ______ ¿_. -- ______ , ___ _,_ ____ ---------------------------- ·-------- - -- - ------------------



-2 804.76 2 
. w = 44 

811
. 35 = 43.64 1/seg 

,-, . 2 
. Us¡¡ndo w• = 43.64 1/scn sup L• 

':71 ., 
~- lllW.: 1\l !\ flX X r V 

1 

1¡ 2 87.2R -1.809 -157.8~ D.if.=o,os 
50 -3.159 -157.94 

3 2 87.28. 1. 350 117.83 
100 -0.401 - 40.11 

2 2 87.28 1.751 152.83 
150 0.751 112.72 

1 2 87.28 1.0 s·;. 28 
200 1.0 200 

o 

Corno puede verse, la diferencia al final de este último ciclo es 

despreciable, por lo que 

2 2 
w2 = 43.64 1/seg, w2 = 6.606 1/seg . T2 = 0.951 seg 

y la configuración modal es la indicada. 

2 
Suponiendo otro valor mayor de w podría calcularse el tercero y 

cuarto modos. Puede también verificarse que la frecuencia del pr~ 

mer modo obtenido con el método de Stodola-Vianello-Newrnark es co 

rrecta .. 

Comentarios adicionales 

En los métodos presentados se tiene corno datos las masas y las ri 

gideces de entrepiso. Las masas son relativamente fáciles de cal-

cular y dependen exclusivamente del peso de los materiales con-

que esté hecha la estructura y de la .carga viva que se cónsidere 

' . ' 
. j 

1 
1 

1 

i 
. 'i 

-- ·-----·--··----··-----------··· .-------~------- ----···--·--·· ---~----~---' ... J 
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para fines de análisis sísmico. Las rigideces serán función de 

las propiedades.elástico-geom6tricas'de los materiales ~mpleados, 

que no es sencillo definir y de la estructuración, sobre todo de 

la relación que guarden las rigideces relativas de las barras 

que forman la estructura, trabes y columnas. 

.Dado el modelo matemático de un edificio como una serie de masas 

unidas por resortes, definimos ·como sistema estrechamente aco-

plado a aquel en que la rigidez de entrepiso es independiente de 

la distribución de cargas laterales a que se vea sometido el mo~ 

delo, esto es, la rigidez de entrepiso es invariable independie~ 

temente de la elástica que adquiera la estructura al ser someti-

da a cargas laterales. Aquí se entiende por rigidez de entrepiso, 

como se indicó anteriormente,la fuerza necesaria para producir 

el desplazamiento unitario de un nivel 

esto es 

R = V 
llX 

para L\X=l R=V 

con respecto al ótro, 

En la figura 2. se muestra el modelo matemático de un edificio. de 

4 niveles sometido a distintos sistemas de fuerzas. De acuerdo 

con lo antes dicho, la rigidez d~be ser independiente de la~ 

fuerzas aplicadas (este tipo de estructuras se conoce tambi€n co 

mo estructura "de cortante"). 

l- . 
\r;.-~, 

-L... -

\ 
¡ \<­
' \ 
i .. 

i ¡t~ 
! ,{+ 

1
1) 

1 .-
t.~ 

! 
_,. 1 

!/ 
l 
í'~ 
' ' \; 
\: ........ \ 
i \ 

-4>!1 

1 

i 
! 
• 
1 
1 
i 

1 

¡ 
i 
1 

' ' 

. ~ 

i 
• 1 

' i 
l 

1 

1 
1 

-l 

1 

1 
1 
' 
j 
i 
' ., 

' ' 

1 
¡ 
j . F· ') ':1 ,_ 
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Para que esto se cumpla, la rigidez de entrepiso debe ser función 

úni.ca y cxclusi.vamcnte de l<ls columnas de cada entrepiso, para lo 

·Cual, los giros de los nudos deben ser nulos, lo que se logra Si 

las trabes son infinitamente rígidas en comparaci6n con las co-

lumnas, en cuyo caso la élástica de cada una de las columnas es 

la mostrada en la figura 3,. y los elemento~ mecánicos que apare-

cen son los que ahí se muestran, para barras de secci6n constan-
T 

te. 
l_ . ' 

·~·T-F 
I~M 

-1(,t-·· 
f.\ k~ -.;_·_¡: 

F =· 12q AY. 
¡_'l 

M -= ~.§.~~~ ri:J ~ 
En la práctica, es difícil que la rigidez relativa de las trabes 

(k=I/1) sea.rnuy grande en comparación con la de las columnas, lo 

que ilará c:ue los giros de los nudos no sean cero, relajándose el sistema 

y reduciéndose la rigidez del marco para un r.lismo tamaño de co-

lurnnas. Debido a esto¡ el caso de trabes infinitamente rígidas 

en comparación con las columnas recibe a veces eljnornbre de cota 

superior de rigidez. 

Al ser significativos los giros de los nudos, la rigidez de en-
. 

trepiso ya no será independiente del sistema de fuerzas horizon-

tales aplicadas. En el límite inferior, llegaremos al caso del 

voladizo mostrado en la figura 4, para el cual no tiene sentido 

hablar de rigidez de entrepiso, pues será diferente para cada u-

na de las posibles configuraciones de fuerzas aplicadas. A este 

caso lo definiremos corno sistema remotamente acoplado. 

,.., '' 
... ~ J ..... ' .. : .. · 

:: 

. ·-
-----·-----------'-· -·-·-'--------·-- -------· 

-

1 
_j_ 
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N6tcse que en ambos cas6s se. trata de estructuras aparentemente 

igual~s. constituidas poi marcos rígidos formados por trabes y co 

lumnas unidos en .los nudos, sin embargo, como puede apreci~rse en 

las figuras 1 y 3, las deformaciones de la estructura cuando to-

das las fuerzas se aplican en el mismo sentido son muy diferentes 

en uno y otro caso. En la figura 2, l'a tangent~ en el extremo su 

perior es vertical, mientras que en la figura 4, la tangente en 

el extremo superior tiene .la inclinación máxima. 

La figura 5 ilus.tra la forma en que variarían los momentos flexio 

nantes en 1as columnas del marco en los casos extremos y en uno 

intermedio. Nótese que la aplicación de métodos aproximados para 

la obtención de momentos en trabes y columnas sin verificar cual 

es la situación del marco, puede conducir a errores muy importa!! 

tes de subestimación de momentos en las columnas y de desplaza-

mient6s horizontales de la estructura, 

,, / ,. / 

J: / ¿f' 
¡; / . ¡; / 

% 

X 
marqo con trabes ri 
.gidas en comparaci6n 
éon las columnas. 

.. 

marco .en situa­
ción intermedia 

Momentos flexion<.ntes en columnas. 

1 
il 

1 
1 

1\ 

\1 

voladizo 
·(trabes muy flexi­
bles comparadas con 
las columnas) • · 

F.i.g; 5 
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ya que los m5todos aproximados en generbl suponen la formaci6n de 

nrticulaciones (puntos de-nomento nulo) en c::~da entrepiso, y la s!_ 

tuación puede ser tal que los puntos de inflexión del diagrama de 

momentos desaparezcan en uno, varios o todos los"niveles. 

Cualquier edificio de la práctica estará en una posición intermedia 

con respecto a los casos descritos. 

Para conocer cual es la situación en cada caso particular, John A. 

Blune (referencia 1) sugiere el empleo de un indice de rotación 

nodal, que define como 

p = 
l:(I/l)trabes 

I(I/l)cols 

y se puede valuar en cualquier entrepiso. (Blume lo hace para el e~ 

trepiso medici) . Aquí l: ( I/1) b · 
tra es 

es la suma de rigideces relati-

vas de las trabes de un cierto nivel y L:(I/l)cols es la suna de ri 

gideces relativas de las columnas en que se apoyan las trabes antes 

mencionadas. 

Blume encontró que si p>O.lO hay puntos de momento QUlo en las co-

lumnas de todos los entrepisos :;r,ientras que, para valores de p me-

nores de 0.01 la estructur~ se asemeja más a un voladizo. Para valo 

res de p entre 0~01 y 0.10 la situación es intermedia y habrá entre 

pisos en que no haya puntos de momento nulo, por lo que los métodos 

aproximados de análisis pueden conducir a fuertes errores del ladó 

de la inseguridad por lo que respecta a los valores de los momentos 

flexionantes para los que debe diseñarse así como respecto a los 

desplazamientos laterales de la estructura; la rigidez de entrepiso 

·pierde significado y conviene emplear métodos matriciales para 

analizarla. 

------ -----~-- ---------------------- ·-------------- ------------------------- ... ----------



Si la estructura tiene-variaciones importantes con la altu{a, con-

vendrá valuar p en distintos niveles. 

Efectos de deformación axial de las columnas 

Hasta aquí se ha considerado que las deformaciones axiales de las 

columnas, en el caso de marcos rígidos, son despreciables y no co.!! 

tribuyen a la deformación horizontal. Esto es válido sólo si la re 

!ación entre altura y ancho de la estructura es pequeña, tal vez 
' 

~enor que 3. Al aumentar el valor de esa relación, el efecto de mo 

mento de volteo en el ed.ificio adquiere mayo~ importancia y se pu~ 
1 

den cometer errores importantes al despreciar los acortamientos y 

alargamientos de las columnas debido a fuerza axial. 

1 • 

Cuando 'las trabes se vuelven muy flexibles en comparación con las 
1. 

• • 1 ¡ 

columnas, cada una de las columnas trabajará como· voladizo y la 

fuerza axial en ellas será pequeña. 

En el caso de marcos contraventeados, la crujía o crujías contra~ 
' . 
' 

vente
1
adas tendrán comportamiento similar al de un muro y deberán 

' por tanto considerarse como estructuras de flexión. Calculando sus 

períodos como se indicó en el método de Stodola-Vianello-NeWillark. 

Cuando se tienen marcos y muros trabajando simultáneamente la si-

tuación se complica pues la interacción entre ambos sistemas es-

tructurales hace que varíe la fuerza que toma_n uno y otro en ca­

da entrepiso; los muros suelen tornar la mayor proporción de la 

cortante total en los entrepisos inferiores mientras que la situa 

ción se invierte en los niveles superiores. Ver referencia l. 

Esto hace difícil la aplicación de métodos numéricos para calcular 

los modos de vibración de este tipo de estructuras, siendo más 

. j 

! 
¡ 

l 
1 

-- ---~------------~------ --------------------~-- --~------ --- --------- --- -------------- - --- ------------'-~------ ___ j 



' 
conveniente el empleo de métodos matriciales para este fin. 

REFERENCIA 1 

Blume, John A., "Dynami e Characteristics of Multistory Buildings", , 

Procedings ASCE, Structural Divisi6n, February 1968. 

(Se entregará copia de ella como parte del material del curso) 

Godden, l'lilliam G;, "Numerical. · Analysis of Beam and Column Structures, 

Pren tic e Hall. 
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~IETODO B DE NEWMARK 

SJSTEMAS ELASTICOS LINEALES DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD 

PARA CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE N GRADOS DE LIBERTAD Y 

COMPORTAMIENTO ELASTICO LINEAL SE EMPLEAN LAS MISMAS ECUACIONES QUE 

PARA UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD. 

EN DONDE j = 1,2, ... ,N. 

66 

EN ESTE CASO SE RECOMIENDA TAMBIEN UN VALOR DE S COMPRENDIDO ENTRE 1/4 

Y 1/6, Y QUE H- 0.1 TN' EN DONDE TN ES EL PERIODO NATURAL DE VIBRA­

CION.MAS PEQUE~O. 

1 

1 
1 

1 

1 
1 
1 

! 
''' 1 

::.::::::. ________ ·_: ___ ------· ___ --....:... ______ ,. ~--------------------------------------------- --- ~-----·--------------------· -~.1 



EJEMPLO 

SEA UN STSTEHA DE DOS l;RADOS DE LTBERTAD CON AMORTIGUAMIENTO NULO, 

CUYAS ~LI\TRICES DE MASAS Y RIGIDECES SON: 

USANDO EL ~·IETODO 8 DE NEWMARK CON ll.t=0.2 seg Y S= 1/6 CALCULE LA 

RESPUESTA DINAMICA ANTE UNA EXCITACION DADA POR LOS DESPLAZAMIENTOS 

DEL SUELO: 

X o = 1.2 t SI o < t < 2 seg (x EN CENTIMETROS) - o 

X o = 4.8-1.2 t SI 2 < t < 4 seg -

X o = o SI t < o o t > 4 seg 

PUESTO QUE ESTA EXCITACION IMPLICA QUE x
0
(t) = o· PARA TODO t, SE 

TIENE QUE LA ECUACION MATRICIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER 

·POR LO QUE 

·, EN DONDE y 
1 

= x
1 

.. 
MY + KY = MY + Q = Q 

- X 
o Y y 2 = X - X· • 2. o 

CON ll.t = 0.2 seg Y s= 1/6, LAS ECUACIONES DEL METODO B DE NEWMARK 

QUEDAN EN LA FORMA 

. . 
xj (ti+1) = X. (t.) + o.1[x.(t.J + x.(t. 

1
)] 

J 1 J 1 J 1+ 

.. .. 
Xj(ti+1) = X. (t.) + 0.1 X. (t.) + 0.04[x.(t.)/3 + xj(ti+ 1)/6] J 1 J 1 J 1 

67 



1 

yl. ~ X . 
.1 

o (). 

EN t = 0.2, x
0 

= 1.2 x 0.2 = 0.24 cm; SUPONGAMOS x
1 

=.y
1 

= 1.35 

Y x 2 = y 2 = 1.SO cm/seg: 

PRIMER CICLO 

PARA ·LA MASA 1 : x, =·o + o. 1 (O + 1 . 3 S) = O. 1 3 S cm/seg 

x, = o + o + 0.04(0 + 1.3S/6) = 0.009 cm 

y1 = o. 009 0.24 = - o. 2 31 cm 

PARA LA MASA 2: xz = o + o. 1 (o + 1. SO) = O. 1 S 

-

xz = o + o + 0.04(0 + l.S0/6) = 0.01 

Yz = o. o 1 . - 0.24 = - 0.23 cm 

[Q' 
1 o -0.231 -2.S40l 

.Q.. = = = 
Q2 S -0.230 -1 ; 381 

..J 

POR LO QUE y1 = x1 = 2.S4/2 = 1 . 2 7 " 1 . 3S 

Y2 = x· = 1.381/1 = 1 . 381 " .1. so 2 

SEGUNDO CICLO 

x1 = o. 1 X 1. 27 =0.127 x2 = o. 1 X 1 • 381 = o. 1 38 

x1 = 0.04 ·X 1. 27/6 = O. 008 S xz = 0.04 X 1.381/6 = 0.0092 

y1 = 0.008S - 0.24 = -0,231S Y2 = 0.0092 - 0.24 = -0.2308 
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G' :] [' "'J l' "'] Q = = 
-0.2308 -1 . 38 6 

DE DONDE x, = y1 = 2.546/2 = 1 . 2 73 ~ 1. 27 

xz = Y2 = 1.386/1 = 1 . 386 - 1 . 381 

EN t = 0.2 + 0.2 = 0.4 seg SE TIENEN X o = 1 . 2 X 0.4 = o. 481 

x, (ti) = 0.0085 x2Cti) = 0.0092 
. 
x, (ti) = 0.127 x~ (t.) - o. 138 

•. l .. 
x, (ti) = 1 . 27 3 x2 e ti) = 1. 386 

PRIMER CICLO 

.. 
SUPONIENDO x 1 (ti+l) = 2.3 Y x 2 (ti+l) = 2.1 SE OBTIENEN: 

x, = o. 12 7 + 0.1(1.273 + 2. 3) = 0.484 

' x, = 0.0085 + 0.2 X 0.127 + 0.04(1.273/3 + 

y1 = 0.0662 0.48 = -0.4138 

xz = o. 138 + 0.1(1.386 + 2 . 1 ) = 0.486 

x2 = 0.0092 + 0.2 X 0.138 + 0.04(1.386/3 + 

Yz = 0.0693 0.48 = -0.4107 

G' :] lo.""] ['·'"] º = = 
-. 4107 -2.468 

DE DONDE x1 = y 1 = 4.548/2 = 2.274 i 2.3 

x 2 = y 2 = 2.468 i 2.1 

2.3/6) = 0.0662 

2.1/6) = 0.0693 
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:······· --~"~·.": r:.!::':: ·.::..:·.:.:: ... ~ ............. ·-· . .~:,.-~,· .. ...... . 
:slSTI.:.MAS. UNEALf:S CO~t VARIOS GR),.DOS ·DE 'l.nte'RTAD. 

Tornado del libro de N. Newrnark y E.Rosenblueth• o·.;¡ 

-------------· -
TABL -.'?.\. Ejempln 2. 7 

_\. ,, X .! ~ ~ .. -~ "' ! f .:] ~-~ ~ 
seg ton cmjs·:~( cmjseg cm cm ton cm/seg2 cm/scg cm cm cm 

o o O· o o o o o o o ? o 

0} 2.~40 1.3~0 0.1 ~., O.OOSG ~o.z HO f. ~IJO 1.500 o. '50 0.0100 • 0.<:300 0.?:4 

0.2 2.5 46 I.Z 10 .0.121 0.0085 -o. 2J 's '· 3 81; uso o. '" o.oosz -O.ZlC$1 02' 
+-

0.2 z. 546 I.Z 1 3 0.127 0.0085 -0.2 l 1 S 1,]116 1.]86 O,t.HS 0.00:!2 -0.21011 0.24 

o.• 4,541! +2.300 0.484 •0.01i62 -0.41]8 z.• Ga 2.100 o.4ae; .. o.o.;n -0.4107 0.43 

O:-• ·4.54 8 2.2 14 o.• a• 0.0660 -0.4140 2.4 55 2.4GS C.SZl OJJ718 -0.4082 0.48 

o.• 4, 5 48 2.2 14 0.4 8 1 0.061>0 -0,(, 140 2.4B ( 2.455 0,5 z 2 o 0717 -0.4083 0,413 

o.• 4. 54 8 z.z !4 0.4'JI 0.0660 -0.4140 2.4 ~~ 2.4 ~5 0.5Zl 0.0!11 -0.408} ':1.418 

- i'--
0.6 5. 5a 5 l. 700 0.'3 78 0.2105 -0.5095 2.960 3.200 1.089 O.Z301 -0.4.H'J o.n 

0.6 5.S8 1 2.7'1:) 0.9117 0.211 1 -0.5069 2.96 7 2.960 1.064 O.U~5 -0.4915 0.72 

0.6 ~.58 o 2. 7 90 0.98., 0.2111 -o. 5069 2 .'J 6 6 2 .'Jii7 1.065 0.2<''.!6 -0.4914 o. 72 
-- - --

0.6 5.51!0 2.7 9 o 0.913 7 0.21 1 1 -0.50"19 2.9 66 2.966 1.06:1 0.22~6 -0.491 4 o.r2 
-- -

O.B 5.4 O'J 2.900 1,556 0.4650 -0.4')50 2 190 2.980 1,660 0.5010 -0.4590 0.9€. 

O.B 5.<1 l 3 2. 70 4 1.536 0.46J7 -0.4'J63 2 ,., 2.790 
'·' 4 1 

0.4'3'37 -0.<1603 0.96 

o .• 5.422 2.7 1 1 I.~H 0.4638 -0.4%2 2.79 7 2.798 1.64Z 0.49':18 -0.4602 0.96 
-

O.B 5.4ll l. 7 1 1 1.5) 1 0.46 38 -0.4962 2.197 l. 79 7 1.6 4 2 0.4998 -0.4602 0.96 
-- r---

•.o ~1 04 2. 15 o 2.023 0.82:16 -0.3784 1.977 2.200 2. 14 2 0.8302 -0.3198 1.<!0 
1 

<O 4.1 1 1 2.0">2 2."0 1 J 0.6 2 1 o -0.3790 1.985 1,977 2.12 o 0.8797 -Q3213 1.20 

<.O ... 111 2.0 55 2.014 0.8210 -0.3790 1.985 1.98 5 2. 1 2 1 0.07!F -0.3213 1.20 

<.0 4.11 1 2.0'5~ 2.014 0.8210 -0.3790 1.985 1.985 2 .1 z 1 0.871H -0.3"ll3 1.20 

,, 1.931 0.9':10 2. '" 1.2575 -0.1825 0.712 0.700 2 J60 1.3141 -0.1059 1.44 

'. 2 1.930 0.965 '. '" 1.25 76 -0.1 624 o. 7 1 2 o. 71 2: 2 '" 1.3341 -0.105'} !.44 -- r-·----
1.?. 1.9JO 0.95 5 2. '" 1.2 5 76 -0.1824 0.712 0.712 ' '" 1.3.HI ·0.1059 1,44 - r-- -- -- e--
'·' - 0.6~J. -0.32 () 2. "' 1,7 3 1 6 0.0516 -O. 7 3 S ·0.800 ' '" 1.1!165 0.1365 1.66 

1: .. - 0.6 ~ 2 -0.!12 6 2. lA O l. 7 !11!! 0.051!1 -0.1:3!1 -o "' 2 !1 ~3 I.B 1 6.9 0.1369 1.6!1 

1--· ·- -
'·' ·O.tiH -0.326 2. l80 l. 7 31.~ 0.0515 - O. 73 5 ·O "' z. ~e e 1.81 ¡;q 0.1369 l.l;il 

+--- ----... - l.OF:!:O -1.500 z. "' 2_1 9 Ji'. O.li' 32 - 2.02 6 -2.100 2. 'o< 2.7.707 O. J 501 1.92 

'·· - l.OF:!O -l. 54 1 . 2. 19] 2.1929 0."27 29 - 2 021 ·2 026 2. "' 2.2 r 12 0.3!11 2 1.9 2 - r---- ------ --· r-·--¡-------... - J.OI\0 -1.~40 2. 1 9) 2.1 91') 0.2729 -' 029 -2. OZ9 2.1' 1 2.zr 12 0.3~ t 2 1.92 

'·' - 4.1BO -2.~00 r. re 9 2 .~94 3 0.4343 -2.669 ., 900 1.6 18 2.647 r 0.4871 2.1(> 

LB - 4.836 ~2. 4 1 ' l. 79 7 2.~949 0.4349 -' '" 
_, 

.869 1. 6 2 1 2.1'i473 0.4!173 2.16 

¡ '·' - 4.6]6 -2.4 1 6 l. 79 7 2. !1949 0.4]49 - 2 '" -2 '" 1.62:1 2.6473 0.487 3 2.16 
P--r- -z.o -5.547 -2.800 1, 2" 2.9034 0.!1034 - .3.063 - ).000 1.0]4 2.'ll Jl 0.5132 2.40 -

2.0 -5.549 - 2.77 3 l. 2 78 2.9036 0.50J'i - 3.!>68 -3.069 1.027 2.91Z T o. 5127 Z.40 
1 ·-----
' z.o - ~:54') -2.774. l. 2 78 2.9.cil6 0.5,)]6 - l.O~.F:! -3.068. 1_.0 27 2.91 2 7 0.5 1 2 7 2.40 



-~-076 o. -~~~3 

- 5.01l! o. <153 

- f-.900 -0.70~ 

~-~~ 

~-'-' 7 ~~-e' 'c..· ¡_.c'c..: '.::'..¡ 
2.'1i.6:'. $.{)<(,5 :.92 

?.o~~. -12.617 -t..les -O.E44 3.o·nz 1.1!172 -6 3E:3 -6.:.'.>86 -c.se7 

2.4-12.61~ 

z..c¡' -l~.t> 15 
t-:- ----

2.6· -12.:!09 

~~ ~::::~:_ 
~:.:, -12.:'.!!6 

z.e - 9.573 

-t:-~09 -0.646 :\0770 
·--· --- f-----
-b_jQB -0,(,46 3.07 70 -- ·-- ----· 
- t...f•(¡Q -l. E!97 1.142=. -5.~~8 -6.000 

- (. 1 '? 4 

~-:.':.~ 2.8<.<'5 1.142~ -s.s~_:_.=_:_-'iJ~-~-~~n?_ 

- 1.es_~-:. ~~:.~ ~~5- 5.9~9_ ~:.~-~~- --~--~!:,?_ 
- .::.~00 ·2.?45 2.:Bl'CJ 0.8920 -4.1!.5 ·<l. lOO -~.206 

2.e -S.540 -4.787 -?.!?94 2.3268 o.eeee-4.150 -4.155 -~.212 2.C'n1 o.E521 L44 

-2.:343 -3.703 l.f;5 1 3 

o.F.sa9 -4.1 ~o - 4.1:>0 -3 2 1 1 

(l_f<6~9 -4.1~-0 -4.150 -3.211 

0.~:,02- I.:Hf· -1.400 -3.766 

O.t:513 • 1378 -1 376 3.764 1.:•e~4 0.18:>4 _ _:__ --1----1----- l..é'O 

,_3.0- 4.6't8 -:>.~49 <!>.704 ·- --·----- -. ----
:3.2 (.1~0 C.P:OO -3.6~9 O.óé45 -0.07~~ 1.746 

3.2 1.106 C.~<:~ -:3.864 0.6626-0.0172 1,746 1,746 -3.727 Ot.<'~S 0.3~41 c.:~€ 

~~:-~r:..: -~:..:_:_~~.:..'~~_:_ ~-!:.?!_:~-~~?_;_ - l. :.~t-~~ ·-=--~·_:_:_~~-~~ ~~=~--~- -~-::-~ 
-~~ ~-:_ _.:::.:_:_3_ -_::_a~ f-e.:.::_~~_: --~o~~ _1. 1 .:~ 1--1-.: ; .: a ~-- 1 ~:.._ -~~ ~-::! <~ 1 !}:1!._ 
3.4 {,_f,QB 3.000 ·3 4f,6 0.137"1 -0.~8~?- 4.!:>06 4,700 ·!.C:82 -0.0!:'~9 ·0.761lS o:12 

!.4 t-.6?9 

10,5 78 

!. 3 ¡ 4 

0:,.400 

-!.439 0.13!8-0.";642 4.515 4515-3.100 -0.066 __ •¡..·_0_._,_, __ '+0.72 
f---- --- --·'-'--~-'-'--~-_:.e_ --­
-2-~&e -O.•H16 -0.9516 6 <!5_1 6.900 -1.~~-8 -0.~7~9 -J,C!:><;;9 0,<8 

3.6 10.~-e'.:l s.2e9 -2.579 -0.472s -o.9s?s 6.277 6.2s1 -2.c23 -o.!.>e<:z -L06<2 o.'.r.e 

t-=':'=-t--'~0:·':8:9:_¡c_'_:.·-~-'-'_-2.577 -0.4725 ·0.9525 6 277 6.277 ·2 (J20 -O.!f:l41 -1.0641 C\48 

10.5 ~S !·.<'99 -2.577 -0.472'5 -0.95<'5 6. 2 71 6.2 77 -2. 020 ~~=~ ---~o.~o~'-'~c·~-"~·':_'~ 
~.8 12.:0.~9 6.2oo -1.427 -0.8760-!.llf.o &.612 &.aoo -0.112 -o.e:.-91 -1.o~91 o.24 

1-~.S 12.264 6.1:>.-0 -(.'1:34 -0.8754-I.IIE<I 6.618 6.612 -O."l:31 -O.f\503-1.1(>03 Q_¡.; 
-- --1----- ·--- -·--1----- +--1--1---1 

-
-:3.-S,t2_.2t:4 

1 
6._1:3? 

1
-1.4:34 -0.8764-1.1164 6.618 ·6.618 -0.7:3C -0.!":6C!-1.1003 0.24 

--~- --~--~· ~-- ---1----1-·-
4.0 11.373 ~.b'JO -0.260 -1.0441 -1.0441" 454 ~.400 (l.4"l? -0.8821 ~0.8921 O 

5 4~-4 0.477 -0.8817-0.6817 o 
_ __:__:__ 1---- --1-----+----1 

4.0 -- 11. 3 1 9 5.6~~ -0.2!>5 -1.0437 -1.0437 _ _.:.:~-~ 

-~-~-~ -1.04~ --~~~ 5.453 0.477 -Of'SI7 -0.6817 -~ 
---- --- t-·--- ---- --

5. 3 ~o ~.:>-00 l.5t:<j -8.f'691 -O.EH.91 O 
-- - 1----+-- - ----1---1 
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PROBLEMA DE VIBRACIONES DE TORSION 

ACOPLADA CON TRASLACION 

~--------------~b--------------~ 
1 

1 

1 

1 

·z 

e-¡ ---------f¡;~;tiC kJ~~~, 
~ ----Y .....-....----+-------J 

C.T C.G. 

1K(z-e el \Mz 
: z ~~----------------~ 1 

K = rigidez en traslaci6n 

e = cb 
S 

EF = Mz + K(i-e 8) = O 
Z S 

EN DONDE L 

Lt = rigidez en torsi6n 

( 1) 

( 2) 

PUESTO QUE LAS VIBRACIONES SON ARMONICAS: 

y 

Sustituyendo en e e ( 1) : 

-""
2
Mz + Kz - K e 8 =.0 

S 

(K - w2M) z - K e 8 = o ( 1' ) 
S 
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Sustituyendo (3) en (2): 

- ·J",zo + L 0 
'l' 

Det 

KLT - KJ ,,/ - w 2I·II, ,' 
KcT + MLT 

w4 w2 -
MJ 

+ MJw4 -

KLT 
+ MJ 

DIVIENDO POR (K/M) 2 : 

K2 e~ 
K2e2 

-
MJ 

KLT 
+ 

S 

= o 

= o 

(K/M) 2 
w2 KJ + MLT 
K/M . (MJ) (K/H) 

MJ(K/M) 2 

SI A2 = w2/ (K/H) Y CONSIDERANDO es = cb: 

A4 - A2 (1 '1: ni + n- c2/j2 = o 

/ + 1 ± /<n + 1)2 ·2 
n + e .. = -:2 1, 2 2 4 

J 

2 2 
~ w1 =!. 1 (K/M) y w2 = A2 (K/M) 

------- -----~ -·----- ----------- ------------- ---. ------------------ ------·- -· --- ---- ··---- ----------
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SUSTITUYENDO A w~, EN (1 1
) O EN (2'): 

:¿ 
1 

1 

~1 = = ).2 1 -
e 1 

1 cb 

SUSTITUYENDO A 
2 

w2: 

z 
2 1 1 

~2 = = ).2 o: z = ).2 1 - -n 1 -
82 

2 n 
cb cb 

' . 
·-------~-----~--_;; ____ ...:. ____________ ---~-- ---- ---··-·-------------·--- --
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Efectos sísnlÍcos en estf'UCturas en forma 
de péndulo in-vertido 

Octm•io RASCON CH. ' 

INTRODUCCION 

En la práctica se presentan estructl_iras consti­
tuidas por una sola columna la (.:ual ~ostiene una · 
cubierta que: puede ser una losa o un <:<1scarón. Su 
comportamiento dinámico debe estudiarse consi­
derando el efecto que la inercia rotaCional de la 
ctihierta induce en el movimiento total de la es­
trtwtura. 

A principios de este año se presentó en Califor~ 
nia, EUA. un trabajo 1 en el cual se trató este pro­
blema desde un punto de vista energético. Se cal­
culó sólo el periodo .fundamental y con base en 
él. la respuesta de la estructura a un c!eterininado 
temblor. Los períodos c<llculados para cuatro es­
tructuras de este tipo ya construidas fueron me­
nores que los medidoS in situ. La discrepancia fue 
atribuida a efectos de rotación. y traslación de la 
base. 

El objeto de c.ste trabajo es- introducir un análi~ 
sis modal. el cual nos proporcionará los efectos del 
acoplamiento que existe entre los modos de vibra~ 
ción. También se tomarán en cuenta en forma 
aproximada los efectos de rotación y traslación 
de In b:>se. 

CALCULO DE FRECUENCIAS Y 
CONFIGURACIONES MODALES 

DE VIBRACION 

1. Suelo rí11ido 

PGra el caso en que el centro de gr<1vedad de 1<'1 
cubierta se encuentra localizado en la prolongación 
dt'l eje de la columna. el movimiento de la estruc­
tura podrá estudiarse en dos direcciones perpen­
diculares entre sí. En tid caso el problema· podrá 
.:.liscreti:ar!-:e como de dos modos de vibración aco~ 
plados en cada dirección. 

Para el cálculo de las frecuencias de vibr<Jción 
se idealizará la estructu-ra como de comportamiento 
linCal. constituida por una cubiert<l infinitamente 
rígida de masa .simétricamente distribuida y sopor­
tada por una sola columna. Como primer caso se 
considerará al suelo infinitamente rísido ( fi!l. 1). 

En fig 1 

l V ...:_ peso d\~ la cubierta más la parte tributa­
ría de h columna 

J =: momento de inercia de la masa de la cu­
bierta respecto al eje z 

* Asist~·ntc de lnvrstigador. I!~.S!ituto de Inge-niería, 
l!NAM. 

1':1, J -~ 

.. r 
X 

L z E' 1 e 

1 _.t ___ -
" 

z' 
FJG. 1. Péndulo invertido 

E :o módulo de elasticidad del material de la 
columna 

1 e = momento de inercia de la sección transver-­
sal de la columna con respecto al eje z 

C.G. =-.:centro de gravedad de la cubierta 
L = distancia de C.G. al suelo. 

Pma la columna mostrada en las figs. 2a y 2b. 

k :::= rigidez por traslación ( fuer:a horizontal 
aplicada en C.G. necesaria para que este 
se desplace la unidad) 

k, = rigidez por rotación (par aplicado en C.G. 
necesario para producir un giro unitario 
a la altura de C.G. 

H ==rotación en C.G. debida a la fuerza k 
8 = desplazamiento lateral de C.G. debido al 

momento kr. 

: 1 ¡ 
- -:k 1 

·~ /1~ -; X 3Elc 
k,--,-

L" z 

L 

.! 

F1c. 2. /ligideces 

. E I e 
kr=-L-

8 "kL'.,2.. 
2Elc·.2L 

k rl
2 

L 
8'-- "-

2Elc 2 
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Despreciando las defornw.ciones por cortante. 
las· expresiones para k. k,, H y 8 pueden encontrar­
se por e.stática y valen 

k= 3El,./L'; (la) 

k,= El..!L: (2a) 

(·J = 1.5/L ( 1 b) 

8 = L/2 (2b) 

Para una fuerza de magnitud ak: el desplaza-
. miento será a y el giro aH. Para un par de magni­
tud f3k, d giro será {3 y el desplazamiento {38. Al 
aplicarse ambos simultáneamente, el desplazamien­
to total de C.G. será x, y el giro ,, ( fig. 3). 

Por tantolos valores de x, y,, quedan.dados 
por 

x1 --:- a + {38 

''=a(~+ fJ 

(3) 
( 4) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 3 y 4 para 
a y {3. y utilizando las ecs 1 b y 2b se obtiene 

en las cuales 

a= (x,-k,y,;)/K; 

{3 = (<,- kyx,)/K 

( 5a) 

(5b) 

y=L'/2El,; (6a) 

K= 1 -kL'/4El, = 0.25 (6b) 

Para las oscilaciones del péndulo mostrado en 
la fig 1, el diagrama de cuerpo libre de la cubierta 
está ind.icado en la fig 4. Las ecuaciones de movi­
miento. despreciando efectos gravitacionales, serán 

rn:; 1 +ka= O 

,;·1 + k,f3 = () 

( 7) 

( 8) 

posición, de 
equilibrio .... 

x 1 "' desplazamiento 
del centro de gro 
vedad de ro cubier 
to -

E 1" rqtociÓn del cen­
tro de gravedad 
de lo .cubierto 

m xt +k a = o 

FlG. 4. Diagrama- de cuerpo libre 

Sustituyendo a (5a) y (5b) en (7) y (8) se 
obtiene 

m:,;,+ (kx1 - kk,ye1) /• =O 
¡;·1 + (k,,,- kk,yx1) /• =O 

(9) 

( 10) . 

Las ecs. 9 y 1 O se pueden expresar matricial­
mente en la forma 

[ m O][~']+~[ k -ykk,J[x,l '::: O(ll) 
O .¡ <1 K -ykk, k, <1 J · 

Utilizando las ecs 1 a, 2a y 6a .se encuéntra que 

ykk, = Lk/2 ( 12) 

Puesto que el movimiento es armónico se tiene 
que 

X't=-w:!Xt Y ~;=-oJ:!e 1 (13) 
; 1 • 

en donde w es la frecuencia circular natural de vi­
bración. 

Sustituyendo las ecs. 12 y 13 en ( 11) se obtiene 

_[m 0]-..'[x']+ ~[-:k _? ],[x']= 0 
o 1 ,, 2 1 ,, . 

( 14) 
Factorizando en la ec. 14 

[ 

Lk l [ ] [ k -- m O 

~ -~k. :, J- ,' o 1 

-'1 l 
=O 

fl J 
( 15 J 

La ec 15 representa un sistema . de ecuaciones 
homogéneas, .el cual. para tener solución diferente 
de la trivial. necesita que su determinante sea nulo. 
Por tanto 

Lk 

2.-
k, 1 .. 
-- (1)~ 

K 1 
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,,,,,,, _ _}_(k/ 1-lllk,) .. ,'-1· 
• 

1 + --:;- ( 4kk, -- L" k') '~ ll 
•}K-

( 17) 

Dividiendo ambos miembros entre m} y conside~ 
rando que L'k' = 3kk, se obtiene 

1 
kf+mk, ., kk, 

trJ - ¡.¡- -1- ~~-
m/• 4mfi' 

o ( 18) 

que es una ecuación de segundo grado en m::, cuyas 
soluciones son 

U)~.:.! 
kf + mk,. 

--e 

r·-ck'F+'ñik.T' ___ -- r~c. -- -
± \-1 (19) 4m' r KC 4111/ KC 

Dividiendo numerador y denominador de ( 19) 
entre mJ 

_k /._•_n _c+_____ck '_:_! /._ + 
2K -

± 2~ ,f(~~n~~-,JJ-)~=-(~/ml(-k,/h, 
(20) 

Llamando a 

k/ m = p" = cuadrado de la frecuencia circul.ar na-
. tural por traslación 

kJ/ = !J:.! = cuadrildo de la frecuencia circular na­
tural por rotación 

( 21 ) 

Dividiendo ambos miembros de ( 21 ) entre p' y 
haciendo ,,"jp' =.1\ y fl'/p' = 1'· se llega a 

' A,, = 2 ( 1 + p. ::: y'(T +- ;;-¡,-_:_:-¡, ) ( 22) 

Es interesante notar que si f == O (masa concen­
trada) de la ec 17 se obtiene ,,' = k¡ m = p'. 

Las co~figufaciones modales pued~n obtenerse 
de cualquiera de las dos ecuaciones algebraicas 
contenidas en la ecuación matricial dada en ce 15. 
La primera de ellas es 

k Lk 
(-- mu,:.!) x 1 ---F 1 =Ü 

1\ 11 '" 21\ - .11 
( 23) 

donde el ínrlice n indica el número del modo y de 
la· cual se obtiene 

Lk '(k ) X~,11/t;l,t1 = zK-/ ,-;;-IJI(J>:, (24) 
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dividi1.'IHin nuu!cradnr y lknmninadnr de ( 2'"1) ('11-

11"(' 111 v _,·on . .,idl'rando qut: ":: 0.7.5. k/ m;:..:¡): y· 
qth~ A,1 ·:· <n~'j¡J: :-H~ llc~_¡¡¡ ;¡ 

x,_,_;,.,,, := 21-/(4-A,) (25) 

Si sP desean tomar en cuenta las defofmacioncs 
por cortante basta con modificar las rigidect>s me­
diante un análisis de estática y partir de nuevo de 
la ec 17 sin considerar que L'k' = 3kk,. Si existe 
excentricidad en alguna dirección su efecto podrá 
tomarse en cuenta introduciendo un grado d~ liber-
tad .adicionaL. . -- · . -

En las figs 5 y 6 se encuentran representados l~s 
resultados de las ecs 22 y 25. 

Al 

1.0 
1 -¡ 1 

---· -·----- -- ----·--· -~----

___ 11 _____ ¡--~--
- 1 

! 1 1 - _¡_ ________ , __ _ 

¡ 1 1 1 

30 

2 5-

20 

10 1 

q .. Í 1 

QL-~--~~--~-+--L--+--~~ 
o 

(X/Ll/E 
4 

3 

2 -

o 

- 1 

- 2 

- 3 

-4 

2 3 4 5 6 7 8 fL 
FIG. 5. Grá/icu de frecuencias 

-: 

1 

' 5 10 

., 

1 1-

1 

i ---T .. - --T--
i 

-·l· 

i 
15 

1 

1 

1 
1 

20 

1 ). 

i 
' .. ¡------ :-~--

1 i 
' 

1 

! -- 1 --¡-

1 

F1c;. 6. Gr:i{icn (.t/ [,) /1: vs i\ 

1 
¡ 
i 
! 
' 
! 

'i 

1 

i 
! 

1 
' 1 

1 
i 
i 

·' l 
1 

1 
1 

'1 
1 

' 

REVISTA Uli LA SOC/liiJA!) MEXICANA /JE INGF!NIERIA SISMICA. A. C. 
\ 
¡ 

---·-·--:~--'"·-
--- ----- - _______ _¡ 



. 2 . . Suelo flexihlc 

Al nscibr llllil t·s[l'lU:IIII'il. <·inlt:lllil(ia t'll sucln 
Olandn. l'Xistr intl·r;•rriún·dint\mk:• ::m·lo~,·stl'lu'IH·· 
ra que ~n· la mayt,ria de los CISIIS no d~·lw dt·sprr~ 
darse al <.'~lkular las fn·cut'lKi<IS y los n1odos de 
vibr3ción. En lo que sigue se propone la éH.iaptal'ión 
de un método numCrico para tomar en cuenta di~ 
cho efecto. 

Las restricciones del suelo serán idealizacias me~ 
diante resortes de comportamiento lineal; uno para 
desplaZ?mientos lineales horizontales y otro pa­
ra deformaciones angulares de cabeceo de la ci­
mentación ::. 3 • 

En J¿} fig. 7 se hace referencia a los parámetros 
que a coritinuación se mencionan 

K = rigidez dé! resorte correspondiente a la 
trasladón de la base 2 = C-rA 

C-r = coeficiente de córtante elástico uniforme 
del suelo. 

A área de contacto de la cimentación. 
R --- rigidez del resorte ·correspondiente a rota­

ción de la base ' = C,I, '--- w•,¡ 
Crp == coeficiente .de Compresión elástiGl no uni­

forme del suelo. 

h= 

F 
X 

M 

momento de inerci3 de área de. la base de 
la cimentación con respecto al eje ::' 
peso. total. de la estructura·-
a:Itura del centrO de gravedad de. la c:::;­
tructui'a sobre el nivel de desplcinte 

mM::. X 

des~lazamiento iint~.of total en C.G. 
/(•)~é.. ' : 

desplazamiento angular tata! en C.G. 

., ... ¡ ~· . 

e:...:::. ilhUI';¡ di.· C.G. sohf'l' l~l lli\'l'l dr d~:~plnnre 
s 11 ~ 1 rasbcióu dl· \;¡ h¡¡.o;¡~ 

fu::::: rntudtu1 dt·. l:1 hiiSl' 

.\'¡ ~·N·: a ..¡.. ~~~~ 

1"¡ .:::::: f/ + ¡r(·l 
X:!=: /.'ro 

F/k 
f3 = Mjk, 

¡, L. S, l'l, k. k,., X¡, F¡ y w ya definidos ante­
riormente. 

El problema será resuelto utilizando un proce­
dimiento iterativo. y la tabulación propuesta par 
N. M. Newmark4 ; se despreciarán la variación 
de la rigidez de la columna debida a la fuerza 
normal W y los momentos en la "misma: causados 
por la excentricidad del peso debida a deforma­
ciones de la columna. 

Sean 

Fo := fuerza horizontal en la base de la cimen­
tación= F 

M n = momento flexionan te en la base de la c"i:... 
mentación =M+ FL' 

X, Fo/K 
r 0 M,jR 

A continuación se de~cribe el procedimiento (t 

seguir: 

J. Suponer valores para x y t' 

2. Calcular F y M usando las expresioJil.':s 
F = m(•l~ x, y t: = Jw::. t:. En esta etapa el valor 

" " 
dé w,, aún no se conoce; por tanto se llev,ná 
como factor común en el resto del cálculo 

1_ --·----~ ----- X- ----------·--

PosiciÓn 
de equilibrio____: 

-~ -~--1-

1 

L' L 

'---~ X 2 ~-1---

0·---·-. 
CG, 

1 

_l__L_~~;o_s~:~~-;,~,~-;~~. ~~~~~~ 
f--x(¡-- R 

Frc;. 7. Mnddo dC" intcrnccit)n dinámictl 511t'l<·H.•structurrt 

R,EVIS1'A DB !.A SOCIEDAD MEXICANA U/! INGENIER,IA S/SMICA. A. C. 

F 

78 . 

i 

1 
1 
' 1 
1 

~·---· ____ :..._ ____ ~-~··-··-----·- ___ :._ _____ _ -----~--·----··· :~ _______ _¡ 



J. Cal.._·ular la fucr::<1 v el momento en la ba~l' me~ 
· diuntc 1.:-ts fórmula~ 

F,, == F y M .. == M+ FL' 
-1. En(011!rar_lo~ \"<dore~ de los dc-spluzamicntos 

x .. == 1· .. •1\ y, ... = 1\-T.,¡R 
5. Calcular l0s \'a lores de los parámetro~ n· .:::~ F 1 k 

yf]=Mfk, 
6. Efectuar los prodm.·tus (30 y (~H 
7. Calcular XL = n + {38 y r 1 :::: ~ --/- ~tH 
8. Efectuar el producto x:.! = L'rn 
9. Calcular los desplazainicntos lineales y angula­

res totales de C.G. mediante las expresiones 
x' = X 0 + Xt + x~ Y c.' = t:o + e 1 

J{). Encontrar el valor de ~<~~1 mediante los cocieñ~ 
tes x/x' y E/1:' 

11. Si los valores de "':, calculados en el paso an­
terior son aproximadamente iguales, el proceso 
habrá concluido. En caso contrario repítase la 
secuela utilizando como Valores de partida para 
x y F: los encontrados en etapa 9 o valores 
cuyo cociente sea igual al de x' entre r'. El 
proceso deberá continuarse hasta lograr la 
aproximación deseada. 

EjEMPLO DE APLICACION 

Con motivo de ilustrar los concentos enunciados 
anteriormente se calcularán las frecuencias y mo­
dos de vibración de un cascarón ya construido en 
California, EUA (fig 8). Los datos necesarios 
han sido extraídos de la ref 1. Se computarán tam~ 
bien las respuestas sísmicas suponiendo que esa es· 
tructura fuera a construirse en la zona blanda de 
la ciudad de México. Se utilizarán por tanto los 
parámetros elásticos de las arcillas del Valle de 
l\t1éxico y los espectros de diseño propuestos en el 
regla-mento de construcción para el Distrito Fede-
ral '. -

· Los datos necesarios de la estructura son 

L 419 cm 
L' 480 cm 
5' .. _ 249 cm 
H! 20. 4'50 kg (m= 20.81 kg seg' /cm i 
W' = 43. 600 kg 
!,. 1.775 X lO"cm' 
},. 1.065 X 1 O"cm 4 

k 1.21í6 X 10' kg/cm 
k, 7.41 X 10' kg cm/rad 
J 1.386 X 1 0" kg seg' cm 
(:) 0.00358 rad/cm 
8 208 cm/rad 

. Las expresiones para CT y e(/' son las siguien­
tes ~ 

En ecs 26 

E' 
,. 

E' 1 
c.=F,------= (26) 

1 ·-,.,VA 

módulo de elasticidad del suelo 
r-elación de Poisson del suelo 
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A --- élrea de contacto de la cimentación 
F 1 • F·~ ·= factores de forma de la cimentación 

Para el caso de la zona blanda del Valle de 
fvtt~xico un valor reprcsctÚativo de E' es 50 kq/cm:! 
y ,.-:=:: 0.5 .;. Para una cimentación cuadrada los 
valores de F, y F, son 0.704 y 2.11 respectiva· 
mente. 

Sustituyendo valores en ecs 26 se obtiene 

C, = 0.123 kg/cm" 
c.= 0.369 kg/cm" 

CASO l. SUELO RÍGIDO 

a) Cálculo de frecuencias y modos de uibración 

Para el cálculo de las frecuencias de vibración 
usaremos la fórmula dada en ec 22. Los valores de 
los parámetros a sustituir son 

p' = k/ m = 608 ( rad / seg)' 
n' = k,/f = 535 (rad/seg)' 

1' = \1 2 / p' = 0.882 . 

con los cuales 
- -1- ;·-·-··-:-·-~-- - • 

A,.,- 2( 1.882 -~ \ 3.55- 0.882)- 0.494. 7.034 

Por tanto 

'"' = \/ü."4§(x-·6o8 == V300 = 17.32 rad/seg 

"'' == \Í7.03-.¡--x-608 == \14260 = 65.30 rad/seg 

Los-períodos naturales son 

T, ____:_ 2~¡,.,, = 0.362 seg ( T, obtenido de un regis­
tro de vibraciones libres de la estructura y 
reportado en ref 1 = 0.483 seg) 

T, = 2~¡,, = 0.096 seg 

Comparando los valores calculado y medido de 
T1 se puede ver la importancia de la interacción di­
námica suelo-estructura. 

Las relaciones modales ~e obtienen de las ces. 25 
y sus valores ·son 

2 X 419 
--;---;;:-=-;- =' 238 cm/rad 
4-0.494 

2 X 419 
xj,, == =·275 cm/rad 

4-7.034 

b ~ Respuf'sta sísmica 

Para el cálculo de la respuesta sísmica de ·siste­
mas de varios grados de libertad es necesario 
calcular los coeficientes de participación de cada 
modo de vibración. Se puede demostrar 1 que para 
eSte caso es aplicable la siguiente ecuación 

(27) 
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FfG. 8. ··c.1sc.1rUn utili.:arblpar<J ejt?mplo. {0l'spues de R. McLcan) 

en la cual 

es un vector que representa los desplaza~ 
mientas estáticos de cada grado de· liher­
tad de la estructura inducidos . por un 
desplazamiento estático unitario de la base. 

X, es el vector modal para el enésimo modo 
(n) 

M es la matriz de inercia y 

X,t es el v-ector traspuesto de X,¡ 
Para .nuestro caso se tendrá 

' 

i= [X,.,]= [ 1 J 
1 r.~t O 

X,= [ 2~8]. 

X:=[238 1]. 

M=[~ n 

-- _· [ -275 J 
X,- 1 

x; = [-27s 1 J 
-' [20.81 - o 1.386 ~ 10" J 

'Sustituyendo valores en ec 27 y efectuando los 
proJuctos matriCiales en ella indicados se obtiene 

e 
4

·
960 

-o 1o193 1 = 2.566 X ID"- .l 

e,= 2 ;;;i·~
2~0,, = -ooo1;3 
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· .El valor ahsoluh1 de la rC'~pucS!;t_ mí"txitn:t en 
cada uno de. los modos snf1 ~. 

1

- V" ::7. ftt('.r::;t cort;tnll' · 1 
M,:·-· motnl'nlo tl~·.-.;ion<lllte __ -· l

. 111 

1(.' .. 1 () (1 1 
/ X 

[ .\""J ' X . .S,u¡ 

'" 
(28) 

donde 

Sl!n = ordenada del espectro de aceleraciones 
afectada por el coeficiente sismico e = 
= 0.15. 

El espectro qüe será utilizado es el propuesto 
en el reglamento de construcciones del Distrito 
Federal ' ( fig. 9). Los valores de las ordenadas 
espectrales correspondientes a T, y T, son 100 
cm/seg!! y 80.6 cm/scg:! respectivamente. 

Süstituye'ndo valores en ce 28 se llega a 

[ :;: J [ 
957 kg J 

_268,000 kg cm 
(29) 

[ v.. J 
M, [ 

893 kg -] 
_216,000 kg cm 

(30) 

El criterio propuesto. en ref. 8 será utilizado 
para 'el sálculo de la respuesta total (considerando 
los efectos combinados de los dos modos). Por lo 
anterior la respuesta total de la estructura valdrá 

v = vv;+v~ 

En ecs 3lo y 3lb 

M= VMi_+_M~ 

(3la, 3lb) 

·F = fueria corwnte total en la columna 

1.0 

0.5 - \ 

y~ or.t·l~~r"or:io'rl Je 
lo qrovedoc1 

.~.:.9 ..... 1 
(_J • 

So g ~ 0.5 11 + T 1 

S o _, ~:.~ 
q T 

8 1 

00~------~~----~2------~.--~--~4------~ 
" T 1 seg} 

Frr;. 9. l!.:::pcctro d,~ nccleraciunes 
(DespuCs de 1~. Ro~l·nblueth y L. Estí'\'a) 

M = momento flexioÍl3nte total en C. G. 
Sustituyendo los valores dados en ecs 29 y 30 

en ( 31 ) se obtiene 

V= 1.310 kH M= 344.000 kg cm 

El Ir:ornento en la base de la columna valdrá 

M,, = 344.000 + 1.31 O X 419 = 893,000 kg cm 

Los resultados de este caso se resumen en la 
fig. lOa. 

CAso 2. SuELO FLEXIBLE 

a) Cálculo de frccacncias _,¡ modos de l'ibraciór. 

Para considerar la::-, restricciones del suelo em­
plearemos el método propuesto anteriormente· pro-· 
cediendo en forma tabular: Sustituyendo valores 
en ecuaciones para K y R se obtienen 1.88 X 10 1 

kg/cm y 6.35 X 10,' kg cm/rad respecti\'amente. 

PRIMER MODO 
Pnr;imcfro$ ('nlor''-' ( lrr. ciclo) 

x. " (supuestos) 

F =m"~~-"-'· M'= J <·~~~-

F, = F, M,= M+ FL' 

x,, = F,,jK. ,, = M,/R 

" = F/k. (3 = M/k,. 

f3o. "o 

x, ="+(!o. "• = f3 + "() . 

X:.:= t:nL' 1 

x' = Xn + .X¡ + X:_:, r' =ro+ r 1] 

1 

1 

.Y = 400 cm 

F = 8320 

F .. = 8320 

x .. = 0.4420 

" = 0.6570 

f! o = 0.3892 

x, = 1.0462 

x, = 4.0650 

x' = 5.5532 

72.0 

/' =- 1 rad 

M = 1.386.000 

z-v;, = s.376.ooo 

,, = 0.00847 

f! = 0.00187 

"11 = 0.00235 

,. ' = 0.00422 

-~--

,' = 0.01269 

78.7 

x' ¡,· = 438. x~ = [ 438 1) 

(')~ 

ú)~ 

w' 1 

(¡)~ 

Ú)~ 

REVISTA nE !.A SOCIEDAD MEXICANA DE !NGENIERIA S!SMICA. A. C. 

~- -~---· .. _______ :_~ ... __ ____:_ __ ~- ---· 



.\'. j" 

F. M 

, , 
X f. . 

1'1?/MI:R MO/lO 

438 

9130 

9130 

0.4860 

0.7210 

0.3892 

1.1102 

4.365 . 

5.961 

73.5 

1 1 

1 .386,000 1 

5,766.0001 

' 0.00910 
1 

0.00187 ! 

0.0025851 

0.004455 1 
__ ¡ 

o.oi 35651 
' 

75.8 1 

¡:,lt'f••f' {"11/!lfill 

tu] 

{t)~ 

Ó); 

<o¡ 

Olj 

11:¡ 

(dj 

<n] 

·-------·-- ........ _ ......... L_ .. _. 

Suponiendo que la aproximación es .suficiente 
resulta 

x'N = 440, x~· = [440,1!. "';..:.. 74 (rad/seg)' 

T, = 0.731 seg. 

El procedimiento para el cómput'o de los pará~ 
metroS del segundo modo es el mismo, sólo que 
la con·figuración s~puesta deberá "limpiarse". an­
tes de proseguir el cálculo, de las componente~ del 
prime~. modo que pudiera contenCr. Se demues­

tra 7 t}ue si X':: es el vector de la configur<lción 

supuesta. el vector libre de componentes del pri­
mer t~odo queda. dacÍo_ Por 

(32) 

Sup'oniendo para el primer ciclo 

x: = [-150] ' 1 
y sustituyendo valores en la ecuación matrici<JI 32 
se obtiene 

- - [-151] X,- 1 

que nos da los valores de partid¡¡ para el primer 
ciclo Je cálculo. 

SH;tlNDO MÓIJO 

/.':"·(,,¡• c'<!JIIJill 

.Y. r. ·-151 

f'.M -314.3 1 .'3~1>.(100 "' 
F,.M .. -3143 -123.000 ,,¡; 

,;r,., l:n -0.1672 -0.0001940 1<)~ 

"· (! -0.2481 0.0018700 JU~ 

j38,n0 0.3892 -0.0008890 w; 
X¡, ft 0.1411 0.000981 o (•J:: 

~Y~, r.~ -0.0930 (•J~ 

x', 1:' -0.1191 0.0007870 (JI; 

t•J~ 1267 1270 

x'/r'=-151.X;;= [-1511]. T,:OO.I76seg.· 
---~------------------------,------~------ -------------

En este caso se supuso un valor cercano al real 
·y por tanto sólo se necesitó un ciclo para que sC 
obtuviera la aproximación deseuda. Si el Yalor su­
puesto no hubiese sido ese sino otro cualquier<l.· 
seguramente no hubiera sido suficiente un ciclo 
de: cálculo. En los ciclos subsiguientes se proce­
derí~ en igual forma que antes: suponer inicial­
mente la configuración obtenida en el ciclo ante­
rior; limpiarla de las componentes del primer mo­
do; etc. 

b) Respuesta sísmica 

Los valores de los coeficientes de participación 
y de las ordenadas espectrales pura este caso son: 

e, = o.ool689. e= -o.ool689 

S,, := 127.4 cm/seg". S., = 86.6 cn1/seg' 

Las respuestas máximas para cada modo yaJen 

[ 
V, J _ [.. 1.970 k9 . J 

__ M 1 _ - 298.200 kg cm_ 

[ 
F, J _ [ 461 kg J 
M, _ - 203.000 kg cm 

La~ respuestas m á "<imas totales serán ( fig l Oh) 

V= 2.030 kg. 

M '' 361 ,000 kH cm 

M,, "' 1.209.000 kfi cm 

REFISTA 'DE l.A SOCIEDAD MI:'XICANA /JI' INGENIERIA S/SMICA. A. C:. 
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·•-
M= 344 Ion cm 361 :on cm o 

/ 
' 

Mb=893 ton cm -,.. ,-
1 

1 209 ton cm -,.. / 
' 

808 ton cm -,.. 

(a) (b) (e) 

FIG. 10. Respuestas sismicas 

CASO 3. BASE RÍGIDA Y MASA CONCENTRADA 

Para comparación de resultados se verá cuál es 
el valor de la respuesta máxima en el caso de des­
predar la· inercia rotacional y la interacción suelo­
estructura. 
. Para este caso r' = 608 (rad/seg)'. T = 0.325 

seg. 0.155, = 92.6 cm/seg'. V= m.S, = 1,930 kg y 
M,= 808.000 kg cm (fig lOe). 

. CONCLUSIONES 

En la siguiente tabla se resumen los resultados 
de los tres casos, indicados como porcentajes del 
segundo caso·. 

Concepto Cnso 1 Cnso2 Caso 3 
V 61.4% 100% 95.0% 
M 95.29'Ó 100% o 9h 
M o -~73.8% IOO?'o (i6.7'7ó 

Los resultados de la tabla anterior dan una 
idea clara de la importancia que tiene el considerar 
la inercia rotacional de la cubie.rta y la interacción 
suelo-estructura. La importancia del primer con­
cepto aumentará conforme mayor sea el momento 
de inercia de masa de la cubierta con respecto al 
eje z. El último concepto es tanto más importante 
cuanto más blando sea el suelo de cimentación. 
En particular puede observarse que en el tipo de 
solución 3 no se obtiene momento flexionante a la 
altura de C.G. Esto. puede traer consigo serios 
errores en la cuantía del acero de refuerzo nece.­
sario en la unión columna-cubierta que es donde 
más ductilidad necesita desarrollarse. 
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VH;As VE COiaANTE NO AMOiiliGUAVAS 

SON SISTEMAS CONTINUOS CUYOS CAMBIOS DE PENDIENTE SON PROPOR-

CIONALES. AL .CORTANTE QUE ACTUA EN LA SECCION. 

SEAN m y p LA ~~SA Y FUERZA EXTERNA DISTRIBUIDAS POR UNIDAD DE 

LONGITUD, Y SEA k LA RIGIDEZ POR CORTANTE: 

F ; 

A ; 

G ; 

X 

k ; FAG 

FACTOR DE FOR~~ 

AREA SECCION TRANSVERSAL 

S =k.QL · ax 

MODULO DE ELASTICIDAD DINAMICO AL CORTANTE 

; ( mdX) 

POR EQUILIBRIO: 

as 
ax dX + pdX 

p (t) ( 1) 

t4 

1• 

1 

-~· -------- ·----~------~--------- ........... ~----------- -~---- ------------ ... -----~--- -~ -----~ ----- -~-~-



,, ,, 

(2) 
¿ 

- V 
;¡._X 

;;-;z- = () 2 
V = k 

m 

! ESCRIBIENDO x(t) = Zn(X)9n(t), LA EC (2) QUEDA 

" .. 
" 9 n (t) vz z 8n(t) 2 z 2 n o =) n 

9n(t) 
-

zn 
= e::nr = V z ==-w = 

n n ... n 

2 
2 " 

.w 
=> n 9 + w 9 = o z + vz z = o n. n n n n 

w 
9 = :B sen w· (t-tn), Z =A n (X - a

11
) sen -n n n n n V 

CONSTANTE 

LAS CONSTANTES a Y w SE DETERMINAN EN CADA PROBLEMA EN FUNCION 
n n 

DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA, 

CONDICION DE ORTOGONALIDAD: 
L 

f 

J 
x (X) x, (X) = O , SI n 1 j 

n J 
o 

EJEMPLO 1: CUERDA VIBRANTE DE LONGITUD L Y EXTREMOS FIJOS: 

L 
EN EL EXTREMO X=O SE TENDRA 

=> 
wn. a 

(3) x(O,t) () n = 0,1,2, ... => o - J 1T J = a 
1 V ,11 
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(4) x(L,t) ; O ·fl.: 1,2, ... 

PUESTO QUE EN LA EC (3) SE TOMA j;O, YA QUE j;J, 2, ... DAN LA MISMA 

SOLUCION, LO CUAL CONDUCE A an = O. 

DE LA EC (4).: n = 1,2, ... 

FRECUENCIA FUNDAMENTAL 

~ TIV SI n=1 wl ; 

T '" = n w1 ·' n 

y T, = 2L T ; 

T, 
-
V ll n 

LAS CONFIGURACIONES MODALES QUEDAN: 

1 

nnX 
Z = A sen-L-n n · 

- nnX nnv ; x(t,X) = A sen-sen-(t-t ) n L L n 
. i 

' 

CONDICION DE ORTOGONALIDAD: 

L 

r 
inX . X 

A. sen-L- A. senl2'..!1dx = O/ 
· l . · J . L SI · i # j 

o. 

EJEMPLO 2: VIGA DE CORTANTE APOYADA EN X= O Y LIBRE EN X= L. 

DE x(O,t) = O :¡ a = O 
n 

DE x'(L,t) =O (PUESTO QUE EN X 

CORTANTE, S, SEA NULA), 

L SE DEBE CUMPLIR QUE LA FUERZA 

x' C.~,t) 
wn wnX 

= An - cos --- seriw (t-t ) 
v v. n n 
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x' (L,t) -- O = C'OS 

o V n 
w

11 
-- L 2 (Zn-1) 

SI n= 1 , 
nv 

~ w1 = Cz 

wn = w1(2n-1) 

w L n-
v 

r1 = 

' 
T 

n 

4L -
V 

w L 
ll 

V 
- +rzn-1) 

n = 1,2, ..• 

T 1 
= Zn -1 

r1 
ASI: T2 = T 

T 
T 3 = ~ , ETC. 

DISTRIBliCION DE CORTANTES: 

wn wnX 
- cos 
V 

-- senu• (t-t ) 
v n n 

\ 

\\ l-...<-- X 

\/ ¡ -
1 \ 

1 \.-z._ S 
1 \ 

1 1 
1 1 

1 . 
1 1 

r 
11 

1er. MODO(FUNDAMENTAL) 

------~· --~- ~---··'-'---------:...__._....:.___ ·-·-

1 
1 

1 X 

"~ 
~\ S 

/ \4--'Z--,. ' 
1 

/ 

1 / 
1 

V 
¡\ 
. ' 1 m m 

Zo. MODO 

1 
1 

' 
'\ 
j 

~ 
1 

;'+-z_x --
/ 

\ 
\.-z-S 

\ 

3er. MODO 
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VIBRACIONES FORZ!IVAS fN VIGAS DE CORtANTE 

SEA x
0

(t) LA EXCITACION DEL TERRENO. LA RESPUESTA, x(t), DEL 

SISTEMA ES 

t 
"' a wn 

f ('3) x(t) = -E. n x (T)senw (t-T)dT sen -- X 
n=1 wn V o n 

o 

L 
DONDE 

Jn 
wnV 

sen -dx X 
. ( 4) o = 4 a = cznc1)1i-n 

tn 
2 W V 

n d sen -x- x 
o 

TAREA: DEMOSTRAR ECS (3) Y (4) Y ESTUDIAR SECCION 3.15. 

EJEMPLO: CALCULAR EL LIMITE SUPERIOR DEL CORTANTE EN UNA VIGA DE 

CORTANTE A CUYA BASE SE LE SOMETE A UNA ACELERACION CONSTANTE,· 

a.· 

EL ESPECTRO DE ESTA EXCITACION ES V = a/w 

POR LO TANTO, 

[.
"' 

S < E 
- n=1 

ka V w 
n n ---- cos 

W V 
n 

wn.x] = ~[ ~ 
V 1T V _

1 . n-

S 
-8aLm 

< -z-
" 

E 
n=1 (Zn-1)2 [ 

(Zn-1)nX] cos ZL 

cos z'1::-C2n-1)X 
• V 1T ( Zn-1)- -(Zn-1) 

L 2 

? . k 
con v- = -

m 

8R 
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EN X ~ O: 

., 
S ~ ( H ~!_~;!!)_/ " ~ l: 

n~I 

1 
s~¡ . 

1 
1 

1 . 
_j_ 
+aLm 

1 ··- --··-·--·')" 

(Zn-1)·-
::: a l. m 

1T •t •. 

·~-~~--'-·------------ ------ ----- ----------·--·- ~-- ----~--
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VIBRACTON DE VIGAS EN FLEXION 

AI<IORTIGUAMIENTO NULO 
M (}M d . 

M( vj \ +-¡z z. 
)( L :~ ,, . 

z -f-- dz ---4 
av · V + pdz - (V + az dz) - f Idz - O ( 1) 

2 
EN DONDE f Idz ; (mdz:)' a ~ 

at 

SUSTITUYENDO (2) EN (~) Y SIMPLIFICANDO: 

av 
= p a2x - m 

ar2 az· 

!11 + Vdz (M + a M Jz) o a M 
; V - ; 

) -az a z 

(2) 

(3) 

(4) 

(DESPRECIANDO LOS TERMINOS DE SEGUNDO ORDEN.DE LOS MOMENTOS 

DE p Y f
1

). 

SUSTITUYENDO (4) EN (3) SE OBTIENE. 

TOMANDO EN CUENTA QUE Ji ; 
EI 

2 
_a -(El 

2 . az 

OBTIENE FINALMENTE 

( 4 1 ) 

(S) 

. ·: ,.", 
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b. AMORTIGUAMIENTO VISCOSO 

- FUERZA DE M10RTIGUAMIENTO POR 

VELOCIDAD TRANSVERSAL ~ 
ax c(z) dz 
()t 

ov. 
~ P - m (6) oz 

- FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO POR DEFORMACION DE LA VIGA. 

ACEPTANDO LA HIPOTESIS DE NAVIER 

#""-.-- <r= e n 
DE DEFORNAC ION PLANA 

,--__,_~ d o t 
14amort ~ Joyda ~ 

f- dZ + 

cd~ AMORTIGUM1IENTO 
POR DEFOR!YLii.C ION 

INCORPORANDO EL MOMENTO DEBIDO AL AMORTIGUAMIENTO EN LA 

EC. (5) 

2 
+. a x 

m-2 
at 

ax 
+ C¡t ~ p . (6) 

SI LA EXCITACION ES POR MOVH1IENTO DE LOS APOYOS, SE PUEDE 

DB10STRAR (CLOUGH Y PENZ IEN, PAG 303) · QUE: 

o2 . 2 o3x 2 
cox ~ (El O X + e I ) + O X + Pefect. -2 -2 

a z2dt 
m-

oz oz d ot 2 ot 

EN DONDE 

-a 2 a2xs a3xs m a 2xs ax 
(EI + CI ) S (7) Pefect az 2 -.-2 

az 2 at 
- e at az d at 2 

xtüt(z,t) ~ x
5 

(z, t) + x(z,t) 

·' 
' ' 

9 1 ¡;>1 
• 



x 
5 

- llESI'I.i\ZAM 1 I;NTO I'SEIIIlOESTAT ICO OCAS TONADO POR EL HOV. -DE 

LOS APOYOS DE MANERA ESTATICA 

X = DESPLAZA.\1IENTO DINAmCO 

92 

>I SE TIENE UNA ROTACION Y UNA TRAS­
~.=9L l · LACION POR APOYO: 

x5 = desplazamiento 
pseud~estatlco_ 

INCORPORANDO (8) EN (7): 

4 

4 
X = l: 0. 6- (t) (8) 

S i=l 1 1 

0i(z) = CONFIGURACION DE LA VIGA 
DEBIDA A 6.=1 

1 

2 - a 0- (z) . 
p · =-l: {m0.6.(t) 
efect i=l 1 1 

+ c0.6-(t) + 
1 1 

[I(z) 1
2 (6-(t)cd +E)]i 

az 1 

(9) 

EN LA MAYORIA DE LOS CASOS EL MORTIGUAMl'ENTO INFLUYE POCO EN LA FUERZA 
1 

EFECTIVA Y LA EC.(9) SE SIMPLIFICA A 

4 

Pefect = -- ¡; 
i=l 

.. 
m0.(z)6.(t) 

1 1 

EN EL CASO DE UN VOLADIZO: 

y .. 
Pefect =- m(i) 61(t) 

. ! 
' i 

' ! 
J 

1 

. i 
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ANAI.lSIS OE VIBRACIONES LIBRES 

CONSIDEREHOS UNA VIGA DE SECCION CONSTANTE (EI= CONSTANTE m=MASA 

POR UNIDAD DE LONGITUD). 

-DE LA EC. (S) : + m o 

o 

RESOLVIENDO LA EC .. (1 O) POR SEPARACION DE VARIABLES: 

x(z,t) = 9(z) Y(t) 

Iv - ·· ~ m ictJ _ e e z) Y e t) + Emi e e z) Y ( t) = o 81ZT- + El y C t) - o 

POR LO QUE 

9 Iv(z) = 
e(z) 

.. 
_ __l!!_ r.ul = = a 4 ( e -El Y(t) C CONSTANTE) 

(10) 

POR LO TANTO OBTENEMOS DOS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS: 

e1V(z) 7 a 4 9(z) = O 

Y(t) + w
2
Y(t) ~ O, DONDE 

4 
2 a EI 

w = -m 

4 . 2-
= 

. w m 
a El o 

LA SOLUCION DE LA SEGUNDA DE ESTAS ES: 

Y(t).= U.2l senwt + Y(o) coswt 
w ' 

(11) 
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.. ,__.. 

LA SOLUCION DE J.A PRIMERA ES: 

B(z) = A1 sen az + A2 cos az + A3 scnhaz + A4 coshaz (12) 

EN DONDE LAS Ai SE CALCULAN EN FUNCION DE LAS CONDICIONES DE FRON­

TERA DE LA VIGA EN N4BOS EXTREMOS. 

EJEHPLO 

VIGA SIMPLEMENTE APOYADA. 

LAS CUATRO CONDICIONES DE FRONTERA SON: 

.. 
en z=O: B(o)=O, M(o)= .El ll(o) = O 

en z=L: B(L)=O, M(L)= EIB"(L) = O 

SUSTITUYENDO B(o)=O Y B"{o)=O EN LA EC.(12) Y SU SEGUNDA DERIVADA: 

B(o) cosh ,} = A2 + A4 o = o· :, 
=> Az = A,¡P = o 

" 2 g (o) = a e- A2 + A4 cosh O) = 

HACIENDO LO MISHO CON g (L) = o y B"(L) = o: 

9 (L) = Al sen aL + A3 senh aL = o 
o}-A3 = ,, o 

g (L) . - a2 (-A sen aL + A3 senh aL) =· 
. 1 

POR LO TANTO, 8 (L) = Al sen aL = o 

PUESTO QUE A1=o ES LA SOLUCION TRIVIAL, SE DEBE TENER QUE A1 SEA 

ARBITRARIA Y QUE 

sen aL= O-+ aL= nn; n =O, 1, 2, ... ,m 

POR LO TANTO, a = nn/L. RECORDANDO QUE 

a 4 2-= w m/EI, SE TIENE QUE 

94. 
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1 

\ ........ 

~-· 

. 2 4 . -
w = (nn/L) EJ/rn n o ·w 

n 

2 2 n n = -z-
L. 

Aum' 

SON LAS FRECUENCIAS CIRCULARES NATURALES DE VIBRACION DE LA VIGA. 

LAS CONFIGURACIONES ~10DALES SON 

w1 

w. = 
l 

w2 

2 
n 

3nz 
-L-

w3 

w1 

.. .. 

2 
w1 = ~2 hum' 

1er. MODO 

2o. l-10DO 

9" 2 IEI /m ' 
ui3= 7 
3er. ~-10DO 

1 : 4 : 9 
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Estudio· estc~dístico de los criterios 
para· estin1ar la respuesta: -sísmicü 

de-- sistemas· lineales 
con dos:·· graclc_s ~d~ libertad 

., .. 

,. 

' ' ,. 

RESUMEN ... _,.:· 

·El · o.bjet'o- de este trabajo es verificar el grado de 
-aproximación de dos métodos que con frecuencia se 
utilizan para estimar la respuesta sísmica máxima de 

··.sistemas lineales ·con var_ios grados de libertad. Para 
·etló se aplica el método •de Monte Cario en el estudio 
de :tres tipos de estructuras co'n dos grados de liber­
tád: torsión y traslación',.cabeceo y tr~slación0 y tras-

. !ación. en dos pisos. Como excitaciones se utilizan . 
sismos simulados 'y rea!es; se comparan las ·respuestas. 

~.!Stimadas con las exact~s. se hacen recomendaciones· 
acerca del empleo de drchos métodos; y se obtienen¡ 

:las distribuciones de probabilidades éfe:los cocientes 
de las respuestas exactas entre las estimadas. 

ABSTRACT 

1. 

Octavio A. Rascón 
Augusto G. Villarréil' 

·, . 

\. 
: ·-·;; 

The purpose of this work is to verify the degree of 
-approx irriation of 1\vo methods u sed frequently fór ·: 
e5timating the. maximum. seismic response of linear 
systems with various degrees of.'freédórri. Todo this. 
the Monte Cario method:is used in the study of three, 
types of structUres witti tiNo degrees of freedom:· ·• 
torsion. and translati6n, ·. rocidrig 'and translation, and 
translation in a two story'buildiflg. Simulated and real · 
earthquakes are u sed as ground excitations; estimated 
responses are compared witli :the ·exact ones, recom­
mendations for: .. the use 'of 'such meth()ds are giv~n. 
and the probability distributions of the ratios of 
exact to estimated responses ani obtained. 
.. . : ... ' ' . ' 

~~--:------------,-------"--'---"-----~------~-- •. 

·' .: .. 

', 
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1. INTRODUCCION 

En este trabajo se analiza el ·comportamiento diná-
mico de, algunos tipos -de estructuras de comporta--· . 
miento lineal de dos grados de libertad'cu~ndo se les ·· . 
sujeta a solicitacio:-~es sísmicas. El objeto es verificar ·. , · 
el grado: de aproximacióñ. de dos métodos proouestos · .. ! 
por Rosenblueth (i'efs 1 :y ,21 para estimar la re~puesta 
máxima total, mediante 5u cdrriparacifln con las ·reS­
puestas máximas exaCtas.obtimidas·coi •. el método de. 
análisis modal, al superpÓner en el ti_empO'Io~ efectos· · 
del sismo en los dos modos naturaies'.de vibración de 

1 

l 
la estru'ctura. ' ' ... •' 

El niétodo 1 consiste en 'estima{ la nÍspuesta máxima 
total, O, extrayencto·la raíz cuadradá'de la suma de 
los cuadrados de la respUEista en:cada'rriodo natura! de 
vibración, O¡; es decir: · .<~· · · ·, .- ·-: -:: ··. 

.... 1 •• 

n 
;¡; O? ' ., ( 1. 1) 

. i= 1 

.· ,i . ..~· .. 

i 
' 'i 

i 
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1 
' ' : 
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. dandi' n es el total de grudos de libcrlod del sistema. 

El método 2 consiste en· aplicar la fórmula 

siendo 

donde 

~ Q~ + ~ L ( 1. 2) 
1= 1 ¡op j 

wi -wj 
fij = _....:.__....:__ 

ti w; + tj W¡ 
(1.3) 

respuesta máxima en el i-ésimo 
modo de vibración, tomada con el 
mismo signo que el de la corres­
pondiente función de transferen­
cia cuando esta alcanza su valor 
máximo absoluto 

w1 i-ésima frecuencia circular natural 
de vibracion del sistema sin amor­
ti gua miento 

..;¡ = w 1 ~ i-ésima frecuencia circular natural 
de vibración del sistema amorti· 
guado 

fracción del amortiguamiento 
crftico en el i-ésimo modo natural 

tí =t; + 2/lw1S) fracción del amortiguamiento 
critico equivalente 

S 
'-

··duración del sismo con el que se 
excita al sistema 

El interés primordial al realizar esta verificación radi· 
ca en que el método 1, actualmente en uso en varios 
reglamentos de construcción (refs 3 y 4). podría lle· 
gar a sustituirse por el método 2. 

Se han propuesto <'!ros procedimientos para estimar 
O (ref 5) que son función no lineal de los resultados 
del método 1; sin embargo, no se discuten en este 

·trabajo porque han sido estudiados con base en es­
tructuras sin amortiguamiento, las cuales, como se 
verá. conducen a conclusiones diferen'tes de las· que 
corresponden a estructuras amortiguadas. 

Para realizar estadísticamente este estudio, se emplea­
ron técnicas de reducción de variancia del método de 
Monte Cario. 

En cuanto al análisis. este se limita a tres casos, los 
cuales se detallan en el Apéndice: . 

1. Torsión en estructuras de un piso. considerando 
·:·-·que las respuestas dinámicas son la fuerza cortante y 

el momento torsionante. 
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2 
2. Cabeceo en cstructurJs de un ·piso, considcrondo 
corno 'respuesws lo fuerzo cortimtc y·el mornt~nto de 
cJbeceo. · 

3. Traslación en estructuras de. dos pisos, tomiindo e­
cullnta las fuerzas cortantes en los (mtrcpisos '"'o. 
dos. 

.2. CALCULO DE LAS RESPUESTAS MAXIMAS 

Las respuestas elásticas· máximas de lo·; diversos tip~s 
de estructuras se calcularon 'utilizando: 

a) Método 1 (ec 1.1, criterio del Reglamento de Co.ns­
trucciones del Departamento del Distrito Federal; ref 
3) . 

b) Método 2 (ec 1.2 y nuevo criterio de Rosenblueth, 
ref 2) · 

e) Análisis modal (respuesta exacta). , 

·· Los resultados del análisis modal sirvieron como base . 
de comparación del grado de aproximaCión de las esti-
maciones logradas con los otros dos criterios. · 

·como. excitaciones sísmicas se emple.aron cuatro sis- · 
mos simulados de acuerdo con el método indicado en· 
la ref 6 (figs 1 a 4). y uno real (fig 5), registrado eri la 
zona blanda de la ciudad de México (ref 7·). 

El análisis de l,os tres ¡casos se realizó empleando · 
método de Monte Cario. que consiste en estudiar • 
comportamiento de un modelo matemático deter· 
minado, mediante la simulación de los datos de entra­
da (generalmente en computadora digital) y del 
estudio estadístico de los resultados. Cada vez que se· 
introduce un confuiito de datos y se. otitiene lifres- · · 
puesta del modelo, se dice que se efectúa un experi­
mento conceptual del problema; la colección de resul· 
lados constituye la muestra que sirve de base para 
inferir éuál es el 'grado de aproximación con que 
dicho modelo matemático representa el fenómeno 
p~ra el cual se formuló. 

Conforme aumenta el número de parámetros que 
intervienen en el modelo matemático~ se incrementa 
·la cantidad de experimentos necesaria para dilucidar 
cuáles influyen en el problema. es decir, para verificar 
si en los resu liados que se obtienen al variar los valo­
res de los parámetros existen.diferen< •as estadísticas 
significativas; sin embargo, eso represe~tta un costo de 
computación que en ocasiones hace prohibitivo tal 
tipo de estudios, a menos que se emplee alguna técni· 
ca de reducción de variancia (refs 11 y 12). lo que 
permite un ahorro considerable en el número de·expe­
rimentos necesario para obtener conclusiones adecua­
das. 

La técnica de reducción de variancia que se emplea en 
este trabajo es muy común y consiste en: 
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ar Asignar diversos valores a cada parámetro que 
interviene en el problema, de manera que se cubran 
los intervalos de interés de cada uno. 

b) Calcular la respuesta máxima exacta y las estima- . 
das con los métodos 1 y 2 para cada combinación de 
valores de los diferentes parámetros. 

e) Obtener las respuestas normal izadas dividiendo los 
·valores exactos entre los estimados; esto se hace para 
cada combinación de· valores de los parámetros, con 
lo cual se elimina la dispersión en los resultados oca­
sionada por la magnitud y variación con el tiempo de 
los datos de entrada (se reduce la variancia) .· 

d) Estudiar si existen diferencias estadísticas signifi­
cativas entre los resultados obtenidos al variar los 
Ílalores asignados a uno de los parámetros. Si las hay, 
se infiere que los resultados logrados con cada valor 
de dicho parámetro corresponden a poblaciones esta-

\.__..; dísticas diferentes; en caso contrario, la pobl¡¡ción­
estadística es la misma·y, por consiguiente. las mues-
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tras respectivas pueden ·agruparse en una sola de .·· 
mayor tamaño, a partir de la cual es factible obtener 
conclusiones más generales y confiables acerca del 
modelo en estudio, ya que la variancia del promedio 
de la estimación se reduce en proporción a 1/n (ref 
11). Esta etapa se repite sucesivamente para cada uno 
de los parámetros restantes, con lo que se realiza, de 
hecho, un análisis de variancia. · 

2.1 Resultados del problema de torsión (caso 1) 

·Para diseño sísmico de edificios, los'elementos mecá­
nicos que usualmente interesa conÓcer son. las fuerzas 
y momentos que obran sobre cada. elemento estruc­
tural. Para simplificar •. con objeto de aislar los efectos 
de la fuerza cortante· y_·del momento torsionante, en 
este problema de torsión se· considerará una estruc: 
tura (fig 6) con masa uniformemente distribuida, e 
un solo muro en dirección Z que resista la fue. 
cortante directa, y dos idénticos en dirección Y (per-
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· pe11dicul~r· al rnovimientó). de manera,que cada uno . 
de: est.os últimos resista ·una fue17a cortante igual a, 
M/d, donde M es el momentp torsionante dinámico y 

. d es la separación de los dos m u ros: Eh este caso, la .· 
·estructura ·presenta· excentricidad solo· en dirección, 
perpendicular a la de excitación, Z. 

Lbs parámetros ·que se escogieron para estudiar el : 
problema de torsión fueron (fig 6)_: 

A= b/d 

b 

., 

din\ensión e~ la dirección Y 

e,/b 
r. ,. periodo fundamental de vibración = ..,; 1211 = 

= >.. 1 /(211 K/m) · · 

fracción de amortiguamiento respecto al crítico . 
en ambos modos de vibración · 

cociente de la frecúencia angular entre la lineal 
·• '= (L/J)/(K/ni) 

·Los v~lores que _se asignaron a A, b y e son los consig­
. n¡¡dos en la tabla 1; los de t sori O, 0.05 y 0.1 O; los de 
'1· 0.5, n ''· 1.0, 1.1. 1.5 •. 2.0, 2.5, 3 y 4, y los de r,. 
0.1, 0.3, 0.5, O. 7 •. 1.0, 1.5, 2, 3 y 4 seg. Los casos de 
TI = 1. 0.9 y 1.1 se 'estudiaron con especial cuidado 
debido J qc::J para valores de TI = 1 y cercanos;'sucede 
que·las ,;. _ _., fhxuencias naturales de vibración resultan 
más próximas entre sí (ec A.3l.v. en co'r\SP.cuencia, el 
.tér.mino d > de las ecs A. S y A.9 del Apendice puede 
asumir valores pequeños (ce 1:3). en· cuyo caso se: 
pueden presentar diferencias considerables entre los 
r.csultados du arrobos. m0.todo.s. puesto que el término 
de ·la. doi.J:~ :;tHna d·~ lá,:ec 1.2 asume valoreS tanto 
mayorcs .. Ct;t-mto mcrlorcs s'on·los d·J d 1': 

Pani cad~ uno de. los c;,sO:; d•' la tobl.1 1 si'! obtuvieron 
•\:t_' fu,í.:t/:1$ cor 1J.i1t"Js·- y'· lq:; rn6r;1~:nto:; tur ~ion,lntf!S 

.. ~--l-1:.:in10S CorrcspdncJiiJnt:,;S a tod~s fa') c'ornL;ina,_iont:s 
. du ¡. T1 y r¡. · 

.. ; . .. . 

. ,. 
' . 

. . ·. 

ni ·con cada combinación de A, b. y 'e, ya que l~s 
muestras respectivas se ·mezclaron al no haberse 
encontrado diferencias estad fstlcas •sig.nificptivas con · 
un 95 por ciento de nivel de co~fianza en·los mismos, 
a pesar de la marcada diferencia entre los valores de 
dichos parámetros y de ias c¡¡racterfsticas de los sis-. 
mas, tales como duración y ·frecuencia dominante. · . . . ,, 

2.1.1 Momento torsionante · 

En las .figs 7. a. 9 .se _presentan los resultados co'rres­
pondientes a los casos e~ los que T1 = 2.0 seg y t ,;: . 
=O, 0.05 y 0.1 O, respectivamente. En el eje de las absci- ' 
sas se localizan los valores de·17, y en•el de las orde­
nadas ·los cocientes de los.' momentos .torsionantes 
exactos, M, entre .los estimados;Al y M,.con los méto-. 
dos 1 y 2, respectivamen_te (Apéndice)';: · 

En la fig 7, en la que el, amortiguamiento es -nulo, se· 
aprecia .mayor dispersiói\cen··lós resultados de ambcis 
métodos que corresponden a ,·.= 0:9; · 1.0 y 1.1 q~e ·: 
para los demás valores de r¡;;· En·i:ambio, ·en las figs 8y · . 
9, que corresponden a t · = 0.05 y t = 0.10;·-respecti­
vamenté, se observa que. la. dispersión de los resul· 
tados del método 2 es prácticamente ·la misma para 
todos los valores de TI (el coeficiente de variación es· 
cércano a 0.2), cosa que no sucede con los resultados 
del método 1, para los cual~s se tiene mayor disper­
sión cuando 1l = · 0.9, 1.0 y 1.1. Estas observaciones 
.llevan a la conc!usión de qye· para el método 1 no se 
pueden mezclar'las muestras correspondientes a todos 
los valores de TI. va. que .los ~esultados dependen de 
este. parámetro, mientras ·que para ,el: método 2 pÓ-· 
drfan ·mezclarse las que no se· refieren a amoni~c;a-

. . ,. • j 

miento nulo si se verifii:ara que los valores medios 
correspon(lientes a cada·, .son e5tadlsticamente igua-
les. · . · · ,. · 

-Para i{¡grar dicha verificación, se inv~tigó primero si 
los resultados del .método 2 son independientes del 
periodo fundamental, T1·• Con,es.te fin se trazó un 
juego de figuras del mismo tipo que las fic>s 10 a 12 
que corresponden a TI = 1.0 con t = O, 0.05 y O. iO: · " 
respectivamente. En la fig 1 O, que c6rre5ponde a r = · 
=O. se observa que los resultados si dependen deT1 • ya 
que .los valores medios son sensiblementé más grandes 
para penados mayores de 1.0 seg que p~' a los meno-
res. Por lo contra(io, en' las.figs 11 Y-;,"1-2 ;e r;.ota que 
los valores med1os son prácticamente ind~rrnc:11entes 
de r, en el intervalo de ·.periodos est~di<:do, pÚ lo 
que las muestras do cada· p_criodo pueden a~rupJrse eri 

. una sola (est~ crmclusión también'es 'váli:Ú p;,ra ios 
resultados d~l méiodo' 1)!~ .. ·.~. · /~ .. ... 

. Par¡¡ verificar estadísticam¿n'tc 1~ ccinct'u~.iün ant:~rior . 
!;, realizó una prueua dn.hipót<riis ac~Jrca de si la ::;.~r.­
di•lnte dP. la recta· que s~ ajústa .a los dJtos p.;•cd~ 
con\i<krarsr! nula, l.lZ!bié:1do~ .accptJdo co:1 95 por 
ci~;f¡fQ Ui· rüv~:l d•..!'COflfi.JnlJ. 
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En la fig l~ so pr.esantan e_Q el eje de las.orderiadas los. 
promedios. (M/M) y tM/M). de los resultados obte­
nidos respe:ctivamente con los métodos 1 y 2, consi· 
dorando que estos son independientes de T1 ; en el eje.· 
de las abscisas se localizan los valores de r¡. Se observa 
que. para r¡ = 0:9,1.0 y' 1.1, el método 2 sobrestima · 
ligeramente la respuesta media (en 10 por ciento). · 
tendiendo a subestimarla en 5 por ciento conformo 
los valor.és de '1 se alejan de 1.0, cuando t = 0.05 y 
0.10 

eo·n objeto de verificar si con el método 2 los resul· 
tados son independie:1tes de r¡, se realizaron pruebas 
de hipótesis· de igualdad de medias, siendo aceptables 

· c6n 95 por ciento de nivel de confianza. Por lo con· 
ti-ario, los resultados del método 1 nci fueron indepen­
dientes .de ·r¡. lo cual es obvio, puesto que con I' ~ 
:=O, 1 O 5e tiene que el promedio de M /M es 0.31 para 
r¡ = 1 (el mínimo valor fue 0.04 y el máximo 0.68), Y. 
0.99 ·para r¡ = 4 (el mlnimo ·fue 0.66 y el máximo 

. 128): . 

En la fili 13 se observa también· que ·los promedios 
obten•·.'0s con el método 1 se acercan a los exactos 
cor.foi o1e r¡ aum~nta,. presentándose mayores· errores 
para valores de r¡ muy cercanos a 1.0, para el.cual las 
frecuencias natvrales de la estructura resultan más 

,·---
. :• .. 

5 
próximas entre si (ec A3h l~qu~ .traé como conse- · 
cucncia que en muchas ocasio.nes las respuestas máxi: 
mas en ambos modos de vibración ocurran simultá· 
ncamentc y con signo contrario, por lo que la respues- · 
ta combinada máxima es la suma algebraica de élmbas . 
respuestas, que da resultados menores·que los de lil ec 
A.11. ' · .. 

Otra conclusión inmediata que se obtiene de la fig 13. 
es que los resultados del método 2 son prikticamente 
independientes de t cuando t.:> 0.05 y que el méto· 
do 1 pierde aproximación conforme aumenta t, y r¡ 

· se aproxima a 1 · · · 

De lo anterior se cOncluye también que en estructuras 
amortiguadas, que son las de interés práctico, el méto­
do 2 proporciona, en p~omedio, mejores resúltadÓs . 
que el método 1,. aunque .el.2 .. subestime más y ccin . · 
mayor frecuencia la respuesta máxima. En estructuras 
no amortiguadas,. que . únicamente son de interés 
académico, el método .1 proporciona mejores re5ulta-
dos. .. 

Otr.o punto importante de diseusión es el del cociente 
de· la excentricidad dinámica exacta, e d. ,.entre la está· 
tica. e,. En las figs 14 a 16 se tiene r¡. en el eje de las 
abscisas, y ed!e, en el eje de las ordenadas. · 
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. Se. observo en la fig 14, que corresf?ond•' a~mortigua· 
miento nulo, que par¡¡ ~ = 0.9, 1 .O y 1.1 hoy unil · 
marcacl:J diferencia entre· los rcsultJdos obtenidos 
pilra el caso 1 con los casos 11 y'lll (la de estos t'lllimos 
e~He si no ¡;s tan importante). Así, cuando ~ = 1 .0, 

··en el cJso 1 el promedio de e 0 /e, fue 38.5 y 1~ desvia· 
· ción estár•dar 1'6.6; en el caso 11 es1os pmámP.tros 

estadisticos.valicron 5.4 y O.G, respectivmnento. Para. 
valores de 11 separados de 1 .O en 0.5 unidades o más 
hay diferencias menos apreciables entre los resulta· 
dos de los tres casos. Además, e0 /e, disminuye rápi· 
da mente conforme 11 se aleja de 1 .0. . 
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·/0 
En las figs 15 y 16. P"'" 1 ;= 0.05y0.10, rospectivil· 
mcnt.; .. casi no _hav di krt~ncids cntrt . .-! IÜs r~~slJllJdos dt~ 
los dos c.1sos, utJnque r:wr:~istr. In tiepr.ndr~nciJ- re~pccto 
a 1J. Compilr<JrldO estas trl'S últimas fiQur.ls se nota 
tnmbión qu·J e..J/(\ c.lisrninuvú r:onformiJ t!l ;Hnnrt· "'· 

rnit•ntn ;,urntmta. Asi, porn 1' = O,OG el Pr<.ln<•:di. J 

4.6y 1;• desvi:Kión est;ind;Jr 1 .3, rnienúas que para 1' ~ · 
= O. 1 O. los valoics correspondientes fueron 2.1. y O. 7. · 

De' las figs 15 y 16. se concluye que la disposición del ·. 
Reglamento de Construcciones del Departamento del ·• 
Distrito Federal de que se tome ed ·e, = 1.5 subesti- ' 
ma el valor promedio para todos tos valores de ~·" 
mayores de 0_5 y menores de 4.0 (dqUÍ Se Omitió el 
término t 0.05b que se ¡¡grega a 1.5 en la disposición. 
del Reglamemo. porque dicho término tie.ne como · 
finalidad prevenir excentricidades accidentales ocasio­
nadas por variaciones imprevisibles de masas y rigide- · · 
ces y posibles excitaciones torsionales), ·· 

Con objeto de estimar probabilidades de eventos rela· .. 
cionados con los momentos torsionantes, se trazaron · 
en papel de probabilidades los datos de frecuencias 
acumuladas correspondientes a diferentes casos. las·. 
distribuciones de probabilidades empleadas fueron la" 
logar(tmico normal, la extrema tipo 11 y la normal, de' 
las cuales, por apreciación visual, se consideró que· 
esta última daba en general mejóres resultados- (figs · 
17a 19). · · · 

Para verificar que fas poblaciones bajo estudio tienen 

1 distribuciones normales, se ,realizaron prueba~ 
: hipótesis estadísticas con un 95 por c•ento de nivc. ~.i . 
' confianza. · '.· 

los resultados fueron: 

Método 1 - "- .-

(Con resultados de 11 = 1.5, 2.0, 2.5, 3.0 y 4.0 mez.-
cfados; fig 17) · 

1' =0: se rechaza la hipótesis nula de que la distri-. · 
bución es normal con media 1.16 y desviación están· 
dar 0.12 (esta hipótesis se rechaza también con un 99 
por ciento de nivel de confianza) 

1 = 0.05 y 1 = 0.10: se aceptan las hipótesis nulas de 
que las distribuciones son normales con medias 0.96 y ¡ 
0.85, y desviaciones estándar 0.15 y O. 17. respectiva- i 
mente. 

· Método2 

(Con resultados de 11 ~ 
ciados; fig 18) 

1 
• 1 .. í 

L5. 2.0, 2.5, 3.Q y 4.0 mez- 1. 
. ¡ 

t = ·o. 0.05 y 0.10: se aceptan fas hipótesis de que las 
distribuciones son normales con medias 1.15. l.06 y j 
1.00, y desviaciones estáqdar 0.1.5. 0.15 y O. 1 "' • ! 
respectivamente. Para i' = 0.05. fa hipótesis se ac 

1

: 

con 99 por ciento de .nivel de confianza; las otras Cv<l 

95 por ciento: 

l 
' . -
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AdemJs,· pora. 1· ,.. 4 'J -·.e estudió el caso en que se 
mezclaron' los ,,.,,._.:;~·-'···' ._:., ~ = 1 y~= .1. 1 (fig 19), 
obteniéndose una distribución normal con media 0.88 
y desviación cstándo: 0.17. También se mezcl.aron los 
rl'sultados de los vaiorPs de~ de 1 a 4, para los cuales 
se ob!e~vo una distfl'::.:ción d~ ig:oal tipo con media 
0.% y d·~sviilción estándar 0.16. Ambas hipótesis 
füerori acr·ptilblcs. p('(O con 07.5 por ciento d~ nivel 
eh confianza. 

·En tO:Jos-los ct:l!;OS dP.S<;:ritos en que se accptñ la hipó­
!; y<;· nula. Sf~ ühSl'r•Ja qu•.~· 1<! d~svi~·jón Citánd¿¡r es 
·:, ¡·: ~.{'f1:t~ji.ill 1':. y¿¡ qll~~ v;1rÍJ dr.· 0.15 J 0.17. rn1í!~tras 
i ¡.:· · :;1 r1lrdia v~1 d~ O.F:G u 1.1 5. , -

_ _.,,J. 1 .? Furrza cort.Jntc 

l.ll:. '•.·•,r.;lt;!c.JCJ·~ obtend•Y> ((;n ·lOS fiV~tOd0'i 1 y 2, 
,.,·,·r.•:¡ :1~:J:··:1t·.::, a !J :-::: 1.0.·; \. :.:.:.'0, s·: rr.u····:lrJ~l r~·) !a 

·1 :·~·¡_ ~-n t'l •:jo: clt: .,I:J:i.~:L.:. <.:~. __ :;-~- tif'l·,;::l·:~·: ~n:riu.Jos 

fundamentales. T 1 , y en el de las ordenadas las fuer­
zas cortantes normalizadas. VI\? y vi'V. obtenidas al 
dividir las fuerzas cortantes, V, calculadas rncdia:1te 
análisis modal entre las estimadas con los métotlos 1 y 
2. \Í y V, respectivamente. · 

De la fig 20 y otras similares se concluyó r¡ue las 
fuerzas cortantrJS normalizadas obtenida< con ambos 
métodos son independient~s del periodo fundamcn­
wl. T,, con 95 por:-ciento de nivel d'J confiónia:· 
Ad~m<is. para valores· de~ menores .de 0.9 y mayores 
ci'J l. 1, los result3dos fu~ron indcp9ndir-n:-:s de los 
fl<>(á:netros A. h y c,'éori crrorc·s de! f, pCJr ci~nto. 
Estil inc..ll·pcnd·.:n..::ia tarnbit!n s~ obtuvo pura c:t' mttod3 
2. inchrSI'.''' C!l.'•-~dO 1):,; 0.9, 1:0 y 1.1, COn. crror•.'S. 
miiximos "'' 110 por ci~nto ~n dcf~cto y 20 pc,r ci1c:>to 
c·n C-.:Ct:SO Pil!'J f _:----: 0. tt:nd!•:'rdo a rCd.J.-:irsc ( Ónfor mr' 
átmu:nia PI ¿;:,~oriiQ·.tarnicnto: así/ para t = O.OS, :.;.-:~ 
(;!dtr~·if~f0~1 r'rrOr·:s>rr~fj"<i~l(;:i ·d,.! :!. 20 por Cr1·flto, y; 

r·;H.1¡ '.O .. iür!·'·' 1~por ·i··nto . 

• 

.. , 
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FTg 19. Rerult~Jos d~l mhodo 2 para f = l '.1 O 

Para el método 1, con r¡ = 1.0, los errores m á;, irnos 
fueron: 41 . por ciento en defecto para la estr uctu- . 
ración del caso 1 y 32 por ciento en defecto ,;n los 
casos 11 y· 111. Los errores medios respectivos fu•cro1 
36 y 15 por ciento, ambos en defecto. Para r¡ = 1.1, 
la estructuroción del caso 1 tuvo errores máximos ci= 
± 5 por ciento, y las tipo 11. y 111, 38 por ciento e;; 
defecto y 11 por ciento en exceso . 

Respecto· al amortiguamiento, S() concluyó que lc.s 
fuerzas cortantes normalizadas son prácticori>en:o 
independientes de este; así, parar¡ = 1, los promedio; 
globo les de los métodos 1 y 2 fueron 1.23 y 1.1 1 
respectivamente. por a 1 =O; para~~ 0.05 de 1.30 v 
1.02, y parar = 0.10 de 1.30 y 1.0 . 

Como puede opreciarse mediant~ los promcd:os e::"· 
dos en el pflrrafo nnterior. los resultudos ,_-'¡ue 'X~ 
obtienen con el método· 2 son rn·0jon;s que los ·dei 1 
cuJndo :1 :--= 1.0. Un~1 conClusión S(:.mc;,1rHi~ .s~:' obt¡;·. ~"': 
CU.JildO '7 .·::::: 0.9 y 1. 1, íltJ!lll'.F~ Li:=; difert~nc!:H S(: r,-

.. jcron en un 10 por cic11t0. P .. Ha v~llur~-~~ t!t~ 1l fl;t~rJ ~. 

intervo!o 0.9 .;; r¡ <: 1.1. lo> r,~>ultddos d0 ~rnl>e; 

rnéto~jo::; t ucrü:~ pr ,i: t icil! nc1l t.': ! ~L;al~s. 
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F1z 20; Fuer:tu cOrtanus ncrmalizadiu esrllf1tldas con los mi todos 1 y 2. para fl = 1.0 y t: O 

.z Resultados del problema de cabeceo· (caso 2) 
-···· 

. i . . - . . . . 

Los parámetros que se escogieron para estudiar el pro· 
• 1 ' • • 

blema de cabeceo fueron;. 

m .masa total 

L · distancia del suelo al centro de gravedad . d 
· . peno o 

r. periodo fundamental 

t fracción de amortiguamiento respecto al crítico 
. en ambos modos de vibración 

T1, cociente de la frecuencia angular en'tre la lineal 

. Los valores que se JSignaron a T, fueron 0.3, 0.7, 1.0. 
1.5, 2.0, 3.0 y 4.0 scg; a 1, O, 0.05v 0.10, y a Tic, 0.2, 
0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0 y 4.0.' En cuanto a m y L, 
únii:,arnente se usaron 2.0 ton seg' /m y 4 rn, respcc· 
tivamcntc, ya que ·por los resultados. (fuerzas y 
momentos norniali7ados) quc:sc obtuvie'ron con estas 
corlibii1Jr:io~1,CS Sl1 jtugó irlrH.!C:(~sario d uso de otros 
vi.IIOI't':'s; por 1(1 rnism:1:r~1.:·ón SP ernph.'ttron úniGJmcnte 
tr<'s dl; los.sisrnos dl~l probiPmil de tor,;ión .. 

(n t~sh~ ~ii-ob!·.·m~l. iqlJ,ll qw! f;n l~l dt~ tur~;ión, no hubo 
~;rt·ri~nt:_i~ls ¡¡¡lft•ci~l~.·i··~ l'lltrl' los rt'Sllll:llh.J:; C'lllh'llidos 

_.,:,•:) lns·tH'S si:-;n\1):-; qu~· :-;~_· t'midt'.llun l:nmtl ~·,cil;lci,·.n. 
t 'ilr. In cu,JI ~ú ,·¡qrupZ~f'on los n •:.;l tll.ldn~ nn ur1l1 soiJ 
·~,;·1\':-'lr~l. 1\Lkmjs.,·.t.mlo las f~1t·r:.1s t:~·HI.J:Jit:s como 

los mornentos de cabeceo máximos norc~a'i;:a.~.:' 
fueron· estad ísticamcnte indeoendient~s ds' :)~( J:: 
fundamental, T¡, con nivel de cor1fiahza e: 05 ;:..:-

• 1 

crento. 

Otra conclusión interesante es que tos cssultsdc; .. 
. obtenidos con los métodos 1 y 2 (Apéndice' s:e1 :::ca:-. 

ticamente inuales· con diferencias maxi:nas ;;-,:r~·~::c; 
de 5 por ciento. Esto se debe a que los vaioc;,; de d: 
(ec 1.3) son grandes porque las frec~enci¡;; de ·::~c;­
ción no resultan con valores muy cerc¡;c,c; e.~:re s ·. 
aun cuando se usaron r¡, muy peque~as, ~= rn=~=-s 
que el radical de la ce A.17 fuera ta:nb;én ::s:¡c~~"·o · .. -
por tanto, que las diferencias entre las 'dos i: s:;.;ec,(;=.; 
fundamentales fueran mínimas. Esto r.ace ·::u;e ;~; 
términos que contienen a ,¡ 2 en las ecs ;..:~ ·¡ .:.:~ 
resulten muy pc(]ueiios y que estas ecc;ac::-.,;s s-'o­
casi iguales a las ecs A.22 y A.23, res;:;ecti,-r·e,-,:e. 

Aprovechando las conclusiones anteriores, '" :¡:~~: .. : 
laron IJs mu.cstras correspOndientes a tcdos :Js :.>::- > 
dos fundamentales. y para cada amortigJ=-·:~-,:c ;~ 
elahor,lron dos gr<ific¡¡s: una de. fuer:as ·~:':y:.-.. , : 
otra d~~ momentos de c~lt.n~ct~O normali.::;c;:.s. ·.'~··:~ ··~--~··.· 

·do únic,Hm,nto los "'suJtjcJos del m•!:cco. ~. o>.~;:.'; 
el·~·i\~ Ut! _lds .Jb:;L:isas rllpr,~st:ntó :171.:. y -::l ~:. ,;-~ c:· ..... ~:­
'"'d.1~ .1 '"' ,·oci~"'''s v;v.'i> M!tir. •Jt"'""' v. ~; .,.-.,- --· 
·un .L1 ft.il~r .'J cor t.Hltt~ y. el inomJi1t0 d-:) ¿::··. ::·l·J-:: .,.:· 

.t<.l$, Y V v t.)l(lS "n1isrnos Plci~1t:!ntos me~.~rln1 .. : .-.l :· _,~¡·:·.:, 
dL\S l";HI el flll~lodu ~-~· 

' ·' 

· .. 
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. Debido a que la.~ concli1siones obtenid;J; de esas qráfi­
_cas son prácticamente las mismas. en •:~t': trabajo solo· 
se reproduce la corrcspondicine a lus fuerzas cor­
tantes con t = 0.10 (fi<J 21). Dichas conclusiones 
fueron, además de las mencionadas. IJS siguientes: 

- los resultados son estad lsticamen tP. incJ0pendien tes 
de r¡ con 95 por ciento de nivel d-3 cunfiunza, cuando 

't .. 0.05 ' 

- la respuesta norm;ilizada se subestima con mayor 
frecuencia que lo que se sobrestima, en proporción de 
2 a 1 

- El error máximo en defecto fue 29 por ciento, y en 
exceso, 22 por ciento . 

-·El promedio global de los resultados con t;;. .05 es 
1.05, y el coeficiente de variación, 1 O por ciento 

1 
1 
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1 
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) 

) 
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X 

0.5 
o o.~ 1,0 ·-~ 2.0 

-

/f. 
- los rt~sultados varí;Jil lir¡erumentc al inlloducir 
amot.tiquamicOto él la f!Stfuctura; se hi.JCC 110tar qu· ...... 
para r ·= O, la respuesta norrnali1.:tda nromcdio se: 
subestim;t op;ox im.¡d;uncn w en 1 O por ciunto m:" 
que con r = 0.05 y 0.10 (fia 22). En estos dos t' 

mos casos no se apro:!cia difer~ncia signifiCativa en •--.. .. 
promedios de las respuestas ni en las disp.,rsiones. 
Así. los errores rnJxirnos r¡ue S0. tuviero'n pJr;J r ,.; 
0.05 alcanzaron 31 por ciento en defecto y 10 por 
ciento en exceso; en cuanto a r =. 0.10· fueron, r'cs-. 
pectivamente, 27 y 21 por ciento 

- Dado que existe gran.incertidumbre en o;ros facto­
res d~l diseño sísmico, tales corno magnitud del sismo 
de diseñO (o en las amplitudes cJ2I espectro de dise­
ño). contenido de frecuencias, duración y v3rinción 
temporal del mismo, se puede concluir que las es:ima­
ciones obtenidas cori los dos métodos son, en prome­
dio, satisfJctorias en 'este tipo de estructu rJs. · 

1 j 
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• ,Estructuro 1 -
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Fig 21. Fu~r:as_ «'l'fantd ~orrnali:.:JoJJ ~niftllJdcu CO'I el mttod() :!. pura f = 0.1 O. Probl~nuJ de t:llbeceo 

........ --~------------- . ------·--·- ···-----··· ------ --- -------···--------- ---· 

·' 



f 
'¡ 

; 

1.4 

1-' 

1.2 

1.0 

0.8 
o 

D .---- ~---~·0.10 
'-klF--~'Iil ----· ~ ,. -

' ~·0.05 

0.5 1.0 1.5 2.0 

~ . 2,3 Resultados del problema de traslación (caso 3) 

.. 

.• 1 

1 
l 

1 

Para estudiar este problema se escogieron como pará- · 
metros: 

..... = (k 11m2 )/(k 1 /m1 ) 

periodo fundamental 

( · fracción de amortiguamiento respecto al crí­
tico en ambos modos de vibración 

ml /m¡ relación de m<Js<JS 

Los valores que se asignaron a Tlo fueron 0.1, 0.2, 0.~. 
· 1.0, 1.5 y 3; a T, , 0.3, 1.0 y 4.0 seg; a t, O, 0.05 y 
0.10;yam2 /mo, 0.51.0y2.0 

Los resultados se analiz¡¡ron mediante gráficas con r¡ 1 

o 7j en el eje de las abscis<Js, y cocientes dH l¡¡s fuerzas 
cort<Jhtes exactas entre las estimadas en el eje de las 
ordenadus (fuerz¡¡s cort<Jntes norm¡¡liz¡¡dasl. Debido¡¡ 
que los resultados no difirieron mucho de los de cabe­
CIJO, se empleó únicamente un sismo como excitación. 
Las conclusiones a que se llegó son: 

' . ' 

- Las estimaciones que se obtienen con-los métodos 
l y 2 son pr~cticarnenw iguJies, debido ¡¡ que los 
\'<llores de las frecuencias de vibración no resultan 
m¡¡y ccrCariJs entru si en cada c3SO, lo cu~l h~cc que 
1_.., ,¡, (ce 1,3) resulten gr<~lldc•s y, por wnto. que el 
l.'·rnoino de lns ces A.3G ·y A.37 qu.~ las incluye sea 
"'"Y P•'quei\o, en cuyo cilso- las cés 11.34 y 1\.35 son 
• 1 >~ i~1~1.1lj~s J las ces A.3G Y. /\.37; rt'~¡wctivílrnentt~. 

·.\ s~.· -obsPrvó ·aun cuand~1 s~ estudioron' c~1sos acii: 
-·,,u!-.·~• d~ 1111·/n1 1 y '7 1 • p;Jrl.l los cu<Jil~$ ni ri.ltiicalth~ 

•. , •\.:>!1 luü mínimo, con lo cto.rl llulJo 'las di k 

·~ :, . 

. 
/ 

' -

- ' ' ' 'J 
,. -~_..-=·.::.!::-:.::-~'!11' -' 

-

2.1- 3.0 3.5 
'le 

4.0 

rendas mínimas posibles entre las dos frecuencias· 
fundamer1tales y, por tanto, los valores más pequeño; 

·de d l· Esto ocurre cuando . . 

Dichos casos adicionales fueron: m 2 /m 1 = 0.2 con 
'h = 0.555; m2 /m 1 = 0.5 con r¡, = 0.22:2, 'í m 2 /m 1 

· = 0.8 con 'Ir = 0.062. E'n estos, la diferer.cia :-naxirnc 
que se obtuvo entre los rcs~ltados de los dos cr.étados 
fue de ·13 poi ciento, siendo mejores los del método 
2 

- Las estimaciones normalizadas son estadistica­
mente independientes del periodo funda'r~enial, T,, 
con nivel de confianza de 95 por ciento · 

- En la fig 23 se observa que las estimac<oncs de V, 
y V2 tienen, en promedio, errores mc;y parc:'Jos, pór 
lo que en las conclusiones no es necesaric ;-,;~~r dos­
tincioncs entre ellos 

- La respuesto se sobrestima solamente "" 30 por 
ciento dú los cosos. El error máximo en ev;,":J :¡~e Si' 

observó fue 4G por ciento. v en defecto 41 :cor ci~,c­
to. El COI'ficiente de variació;l para i' =· O.:J :;;~31:;._, 
12 por ciento · · 

- En IJ fig 2tl se obsNva que los proc•l,-.1-:Js ele t.rs 
cstim.lcioru"; r:on ~ = O.OL1'v 0.10 son r:~--~·-_:0"-: _;· q:..;i..! L.~ 
QuL! cofn~~:pllndt:n a~ = O, lo (:L:ar hace P·}:l_:.._¡~ q._r•:' l~i:~ 
t:l"~lh.Jll~i~.>nt~S ubh~rliJ~1s en 1:1 it~i 5 f€spe(:t0 J -~ =· O ill' 
puPdt~n gt!llL'r~lli.::ust~ pt1r.1 ~ >O 

3C~1 
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• 
Los promedios globJies de las fuer:as corwntcs 

normaliladas fueron, para t =O, 1.15; p<HJ (= 0.05, 
1.04, y en cuanto a t = 0.10, 1.011. Adc:rn<'•s. se o!Jser· 
va que respecto a t = 0.05 v O. 1 O, .los rcsul tarlos son 
muy similares, es decir, son in<Jcpmdicnws d•: t si t 
:>0.05 . 

- Las mediJs de los resulwdos normalizudas son csta­
disticarnL•ntc independicnt~s de la rcl~ción de masas, 
m 2 /m 1 , con un nivel de confian;a de 95 por ·r.icnto, 
pero los casos csp<)cialcs de m, /m 1 y !), indicados 
anteriormente tuvieron mayor dispersión 

111 1 : ~ 
~ 1 1 h 
wl, 1 tr 
~H n 7.1 i •,: l 
·~~ ~:.,.. "'• --n ¡¡¡¡ . ~ 

-~ j ll 
w 1 l 1 r 

11 1 r 1 1 ,, 

M 1 1 1 
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11 1 1 
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¡ 
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• 1 
.Í"' ¡t. 

1 

1 
' 1 

1 
1 

1.0 ..... z.o 

/.:'. 
- Para t = 0.05 y 0.10, las "stimacion.:s norm<Jh 
7ndas son <:st;K.Jistic~Hn(~nft! indcpendit:flii:S ·~t! 11¡, cort 
un nivel eh! conftJili.l Ue 9~ fJOr cit!nto, cu1nó pued·: 
nprcciar::\e en fa fiu 24 f~ll la fltlt~ aparccd1 únic;Hnw­
los rosultJdos dd me todo 2. P¡¡ra t = u estu llipóll 
no SfJ aceptó 

- Por la mi<.mn roión indicorJ;¡ en el ~JI timo. rdrrafo 
de conclusionus dd problcrnJ cJ,, c<>i.Jcceo. I;Js '"itiflliJ· 
cienes obtenidJs con ambos.rnótoclos siJn en prome­
dio satisfactoriils en este tipo de estructuras 
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F112J. Fu~:rtu:conantu unmadal con ~1 mlrodo 2, para t = 0.10. hnbl~ma de t,a.dación 
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3. CONCLUSIONES 

. Ü resumen de l~s conclusiones obtr.nid~s de los tres --.,. . 
,roblemas estudiados es: 

f:n eabccco y truslación: 

-En promedio las estimaciones normalizadas de las 
respuestas máximas logradas con los métodos 1 y 2 
son satisfactorias y priJcticamente iguales; esto último 
debido a que <1 2 >> O 

1 - La respuesta se subestimó con mayor frecuenCia 
1 
t que lo .que se sobrestimó, reduciéndose el error al 
i considerar amortig•Jamiento en la estructura. Además, 
1 loS valores exactos divididos entre los estimados fue­

ron estadístic¡¡mente ind~pendientes de T, y r¡, o r¡,, 
así como del tipo de respuesta que se trate (momento 
de cabeceo o fuerza cortan te) 

1 

1 
1 

1 .,. 
·, 1 

( 

En torsión: 

_ Las conclusiones sí difieren al tomar en cuenta el 
momento torsionantc o la fuerza cortante. Además, 
debido a que en algun·os casos <; 2 es p\Kjueña, los dos 
métodos dan resultados diferentes · 

- Las cstimaéioncs del momento torsion¡¡nto ¡¡1 consi­
derar amor.tiguumiento estructural nulo dependen en 
gran medida de la relación de frecuencias, r¡. Además. 

·.os difieren al usar el método 1 o el2. siendo más 
. a¡:iroximados los del 1 pará valores,de 71 comprendidos 
en el intervalo o 0.5 <: r¡.;; 1.5 o muy parecidos fuera 
de él 

:_ Para los tres ¡¡mortiguamientos estudiados, los re­
sultados del método 2 son estadísticamente indepen­
dientes de r¡, no ¿¡si los del 1; son mejores los del méto­
do 2 cuando f = 0.05 y 0.1 O 

- Cuando se teriga 0.5 <:· 11 .;; 2, se recomienda usar 
el método 2; en los demás casos es indistinto el em­
pleo de cualquiera de los dos métodos 

- La· ·relación de excentricidad dinámic¡¡ a excentri­
cidad estáticJ se subestima en las disposiciones del 
Reglamento de Construcciones del Distrito Federal, 
siendo esto mils cuando el valor de '1 queda compren­
dido entre 0.8 y 2. En particular, para 0.9.;; '1.; 1.1 
esta relación vale, en promedio. 4.6 para ;- = 0.05 y 
2.7 para).= 0.10. De lo <11iterior se concluye que es 
ncces:1rio rcalizJr estudios· exll<Justivos sobre este 
aspix;to, r.onsid<'rando vibrJción tor:;ionJI t:n estruc­
tur.ls ele vdrios pisos y con compo1 tJrnicnto inclás· 
tic o 

~Las distriliui-io:ws de prob:Jbilid;¡J,,s ck.l ·cocient~ 
dt~f \t~lfül' <~X~ll:to :iOlJI\~ d t.:Stim,do S0n.ncrrnJit.:s con 
d\':-\vid~:ión l~st/1nd.1r l:L'tc.l:l~J ~~ O.lt:1 y ·llll~Ji~J cumpren­
.hd.J t•n d int•'I\'.JIO 1 '0.1:."' (lig 1~1) 

APENDICE 
. 

A.1 ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA 
SUJETA A TORSION 

La fig A.l representa un edificio de un piso, d'? forma 
arbitraria, con la linea del centro de torsión (CT) al 
cer>tro de gravedad (CG) pcrpéndicular a la c!irección 
del sismo considerado. 

En dicha ligur¡¡ se tiene que 

m masa total del sistema 

J momento polar de masa respecto al centr 0 de 
gravedad 

L 1 rigidez torsional respecto al centro de torsión 

K rigirJ~z lineal en la dirección del movimiento 

e¡ excentricidad estática 

b dimensión de la estructura en dirección Y 

e = e,/b 

Considerando que la rigidez torsional respecto al cen­
tro de gravedad es 

L = L1 +K e~ 

y aplicando el principio de D' Al¡¡mbert para obten~r 
las ecuaciones de equilibrio del sistema en vibracicnes 
libres, se llc9a al siguiente sistema de ecuacides di!C'­
renciales lineales de segundo orden (rei 8) 

mi+ K(z- e, 4>) =O 
(Al l 

J 4> + L <1•- K e, z =O 

Sustituyendo en la ec Al al=- w'z y;¡;=- w' <!> 

(por ser vibraciones libres), donde wes la ~racuenciJ 
circular natural del sistema, y resolviendo si sistef'"3 
de ecuaciones· algebraicas resultante. se o:Jtiene la 
ecuación característica: 

).
4

- ).' (1 + r¡) + 11 _:e' li' = (A.2\ 

donde :\2 = w' /(k/rnl.l' = J/(mb') y 71 = (L.'J)/(K/ml•. 
Las .ra ices de 1¡¡ ec A.2 son · 

· '1 + 1 ./ (q -. 1_ )' e'' 
).' =--± +-

.. '· '. 2- ' 4 . i' 

· '111CntrJs qu..!. los: vectores d_e las co;~t~~~---~-.1 :i,)'.!·.':\ 

rnodJit.'s s0n 
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n1 A. l. DiiJgroma d~ cu~rpo líbre de u11a eltructura rujeta a Jo_uMn y trastacitm (vista St.lperio~) 

zn 

= 

1 

1- ;\.~ 

cb 

; n = 1, 2 (A.4) 

En térm:nos .de las 'raíces A; 
1 

de la ec A.3, se puede 
demostrar (ref 8) que los coelicientes de participación 

·de los modos 1 y 2 (las proporciones en que contri· 
buyen los modos a la respuesta total del sistema) se 
e·ncuentran dados por· 

e' . 
e - ··n=12 

• -e' + ( 1 - A~)' i' ' ' . (A.5) 

Ahora, si se suponen conocidas las aceleraciones 
esp~trales de cada modo, a., la fuerza cortante máxi­
ma vale 

v. =m a. c. ; n = 1, 2 (A.6) 

y el momento torsi.onante máximo respecto al centro 
de torsión es 

(1-X')JV. 
M. " ;n=1,2 
· cbm 

(A.7) 

Una vez conocidos los valores de V,, V,, M 1 y M,. la 
á¡¡licJ-;i,):-~ d¿ la ec 1.2 conduce a la estim.Jción ue la 
fuer:a cortante y del momento torsio11;111tc m;\ximos 
mcd.J·i::: e~ método 2; ellos son. respt!Ctiv~ünente 

.392 
'. 

j
r--------------~, 

N V1 V, 
V= V'+ V' + 2 l . . 1 l 1 

+e 12 

}
r--------------~, 

M= . M! +M! -2 M, M, 
1 + .;. 

{A. S) 

(A r" 

donde d; se obtiene aplicando la ec 1.3. El signo , 
negativo asociado al doble producto que <Jsarece en la 
ec A.9 se debe a que las funciones de transferenc:a de · 
los mamen tos en el primero y segundo modos ti~nen 

.signo contrario, ya ·que el factor ( 1 - 1.~) que oc2rsce 
en la ec A.7 es positivo para el primer modo (n = i) y 
negativo para el segundo {n = 2), lo cual se den·,uestra 
como sigue: 

De la ec A.3 

X 2 = lJ + 1 _ j{!J - 1)' + e'' 
1 2 4 i'. 

por lo que 

1J + 1 
X'.:;;---

1 2 

AnálogJmente 

1J + 1 
A'=----+ 

1 2 

de ~hl que. si lJ > 1 

1J - 1 
-·- =1 

2 

j (!J ~ 1)' 
,, 

e 
+-

i' 

·--- ---···· 



t 
1 

·· •. '1+1 "-1 
>. ;;>--+--=" 2 2 2 

. - o, si " <: 1 

1 

1 

1 

l. 

"+1 1-r¡ 
>.';;>--+--=1 

2 2 2 

En consecuencia, (1 -A~);;. O y (1 -A~)< O 

Además, según el Reglamento del Distrito Federal 
(método 1) las respu<=stas dinámicas máximas del 
mismo sistema estarían dadas por (ec 1.1) · 

(A.10); 

(A.ll) 

Finalmente, por el mé.todo exacto, las respuestas 
máximas totales. V y. M, se obtienen localizando los 
máximos en el tiempo, t, de las sumasde las respues­
tas (cortante o mdmento, ségún sea el caso) en los 
nodos 1 y 2, es decir, 

V;, Máxl {m C, a, (t) +~ C2 .a2 (tl} = 

= Máxl { V1 (t) + V2 (t)} 1 

M= Máxl{ r, V1 (t) +1', V2 (tl) 1 

donde 

(1:....:\.~)J 
r = n=1,2 

n cbm 

(A.12) 

(A.13) 

(A.14) 

A.2 ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA 
SUJETA A CABECEO. 

Es frecuente que en la próctica se presenten cstruc­
tL•ras cc>nstituid,ls por :•na t1iler:i d~ columnJs o una 
S..1l.1 nl!urnn<.1 que SL1Stl~~nc un;.1 los.1 o un casc.:1rón 
ip0ndulos inwrtid,>sl. t,ll corno L1 que ,JP,lrcce Pfl la 

_..'ti~¡ /\.2; ··Ll ft!SPUC'~U d;n;lrnicci d~' un.l ~_'SirllCt'.Jr_0 eh: 
r:sw tin~.:':'l St~ dd'c L'ht~~:~:.·r {r~r 9) consilkr:mdo t~l ekc· 
to qw~ b.irh!IL'Í,J rnt.:L~~··:ullh! !.1 c·ubicrt.J ir¡,;Jucc t!fl .. el 
fllLWirnicnto tot;il ckl si~tt..·n~;~ .. 

i . . 
' 

Eri la fig A.2 se empleó 1<! notación: 

W peso de la cubierta níAs la parte tributaria de la 
columria 

m Wlg 

g aceleración de la gravedad 

J. momento de inercia de la masa .de la cubierta 
respecto al eje Z 

E . módulo de elasticidad del material de la columna. 

1, momento de inercia de la sección transversal de . 
la columna respecto al eje Z 

CG centro de gravedad de la cubierta 

L distancia del suelo al centro de gravedad 

El diag.-ama de cuerpo libre de la estructura anterior 
aparece en la fig Á.3. en la cual se tiene que (ref 9) · 

K rig~dez por traslación = 3EI .IL' · 

K, rigidez por rotación = El, /L. 

x desplazamiento del centro de gravedad de la 
cubierta 

<1> rotación del centro de gravedad de la cubierta 

a = (x-k, 'Y ~)/k 

~ = ~~ • k"( X )/k 

1 =L'I2EI, 

k = 1 -K L 3 /4EI<= 0.25 

Las ecuaciones diferenciales de .movimiento corres­
pondientes al. diagrama de cuerpo libre de la estruc· 
tura son 

m X+ !Kx- K K, 1 <1>)/k =O 

J • .¡,+(K, <1>- K Kr "(Xl/k= 0 
(A. 15) 

Considerando que se satisfacen las relacio~es i =.:. 
- w 2 x y ó =- w 2 8, donde w es la frecueroc'J ~:rc:.;:ilr 
natural de vibración de la estructura, y rr;.:tv:er,jc el 
sistema de ecuaciones A. 15, se obtiene la ~cu3c•ó:1 

.característica 

4 KJ, +m K, 2 w - w 
mJ,k 

K k, 
+ -o 

4mJ, k'-
(A.I6) 

que es una ecunc1on de segundo grado '" w '· s, ;J 
ci.cctúan ·¿1~~1un.:1S transfor rn .. 1c1ón~s alu-~~br .. Hc:ts y s~ 
CllWsid~~ra quf! 

.K/'!1 = pl· -cu:1drt1d\J d~! la frcéuenciJ Cl1l·~J!..;r n.\:'J· 
ral por tr.hl\..!ción 

' .. 
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. 
K,!J, ., !! 1 cuadrado d" la frecur,:tcia circular natu· 

ral por rotación 

). r•w 1 /p1 

se llega a 

[A.17) 

, 
Por otra parte, los vectores de las configuraciones 
modales son 

x. 1 

= ; n = 1, 2 (A.18) 

·~ 
4- >-. 

n 2L 

Se puede demostrar (rcf 9) que los coeficientes de 
participación correspondientes a los modos 1 y 2 se 
encuentran dados por la expresión 

x. m c.= ; n = 1, 2 
x' m +•!>' J n n e 

(A.19) 

Partiendo del hecho de que se conocen· las acelera· 
ciones espectrales de c<Jda modo, a., la fuer ia corwn­
te máxima y el momento máximo de cabeceo 
correspondientes valen · 

v. =m a. c. x. =m a" C~; n = 1, 2 (A.20) 

4-). 
/110 = J a. c. <!> 0 = J a. c. 

2
L " = 

(A.21) 

Las respuestas dinórnicas de la estructura de acuerdo 
con los criterios del Re~¡lamcnto d8 Construcciones 
del O. F. (m~ todo 1) y de Rosenblueth (método 2), 
se obtienen haciendo uso de las ecu<Jciones 

(A.22) 

(A.23) 

394 
. :, 

20 

(/\.2 l\ 

M 1 M 1 ... ., -·--·-
~ 1 

1 + ( 12 

donde e¡ 1 se calcula mediiln te 13 ec 1 .3. E 1 Si ·;e:·, 
menos aparece en la ec A25 dr,[)ido a que la func. '.n 
de tra11sfuencia dnl seg1rrtdo modo es de signo o¡:.·,-;. 
to a la d•cl primero, ya 4ue se puede d;?moslr<3C. <l 

partir de IJ ec A.17, r;ue ¡_ 1 ~ 4 y~,:;:. 4, por lo ·:.2 
el factor 4 · An qun. üpi.nece en la ec A.21 tiene s·;·o 
positivo en el modo 1, y negJtivo en el 2. 

La resDucsta dinámica exacta se obtiene útiltizandG :;s . ' 
expresiones 

V=Máx 1 [e, mx, a 1 (t) +e2 mx2 a,lt)} I(A"~l 

M= Mdx 1 {e, J, <1• 1 a1 (t) + C2 J, ·~2 a2 (t¡} 1 (;\_:;.7) 

A.3 ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTU?A 
SUJETJ\ A TRASLACION 

Consideremos ahora el caso de una estructura d,o : :r­
tante de dos pisos, en la cual no existe ro:cción "-­
planos horizontales en los niveles de los piso·s · '! 
A.4). 

La ecuación matricial de equilibrio de es¡" sist•;rr; ;s 
(ref 1 0) 

m 1 w'- K,- K2 K, Z¡ 

=[ÜJ 

K, m2 w'- K 2 z, 

(,.'\ ::1 

donde ·m, y m, son las masas conccn<rJ:ius e- ::;; 
niveles 1 y 2, y K, y K 2 son las rigid2ces d; :s 
entrepisos 1 y 2, respectivamente. 

Partiendo de este sistema de ecuaciones v hac:c ·.cJ 
r¡1 = (K:Im:JI(K,/m 1 ) y A= w'/(K1 /.·n, ), s·" e:: é-

nen las rJ' ces · 

xi_,=~ [r., +lm,/m,)r¡, +~t 

.;, . 

··--- .. --- ·--·-·- ---. - ---------· -- ----- --- ·-- ------··· ----~---- --- ------·-------~ ----------·- -·------------ ! __________ -- ---



···-
m, Jc 

l 
l 

E, le 

DirecciÓn del 
movimiento ......... -..... 

FJg A.~. EstnJctura t'' fomUJ de plnduta i11vtnld~ ( 11l.fta lattral) 

PosiciÓn de 
equilibrio 
'stótico --.o...J 

X 

flg A. J. Diagrama de cut,.po llb,.t dt la t$tn.tctuta dt /JJ flt A.l 

. Kz 
·4z 2 

~-- ----~~---·--'--·---------- ---····-·--·--·-

.. 

' 
(A.29) . 

Adem.1s, los 1/toCtores de configuraciones modales 
resultan ser 

Z¡ n .. 1 

= ; n == 1. 2 (A.3Gi 

Además, _se puede demostrar (ref 10) que !üs coef'· 
cientes de p3rticipación de los modos 1 y 2 s.; encuen· 
tran dad os por 

(A.31) 

Si se conocen las aceleraciones espectral€5 do ce::; 
modo, a •• la fucrzá cortante máxima ccrres;:oCJdien·.= 
al entrepiso 1 en cada modo vale 

V1 n =C • .a.; Un 1 Z 1 n + m1 z1 •) ; n = 1, 2 . . . 
en tanto que la fuerza cortante máxima co~respo~­
diente al entrepiso :? es 

V2 ,n =c. a~ m1 ''·" ; n = 1, 2 {A.33! 

Ya conocidos los valores de V1,,; y V:,n . !;,s respu~· 
tas máximas din:ímicas totales de la ~tr:..:tura ~s:.­

madas con los métodos 1 y 2 se calculan ha:iaC'ldo L;-:: 

de las fórmulas 

"'· e j v~ .• + ~.: 

v, = j vt. + v;,; 

\1¡ = j v~.i + v~, + 2 

V¡~-; Vi .• + Vi .• - 2 

' v,_,. v,,, 
1 + c¡, 

donde e;, s,, c~olcula rncJi.1nti! IJ ec 1.3 

(A. :O..:) 

!A.::1 



' 

• 
Finalmente, las respuestas m:'1ximas din;ímicús de l<l 
estructura en cuestión se puc·den ol)wner nwdion te el 
método· cxJcto haciendo u$0 Jr. lJs ecuaciones 

V1 = Máx !{ 
0 
~ 

1 
c. o0 (t) [ m1 z 1 •• +m, z 1.~} 1 

(A.38) 

V1 :~ Máx 1 i C~ a. (t) m1 z2,n 1 
n=l 

(A.39) 
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t.o-J LJ·IF l .. U PI l_ J·JL 1 l!Lill m: 1 ,·\ DL i'IEviJ·JI-IPI< hif'Ui Uf\1 ;,¡ 1 STEI'lA . DE UN GRADO DE 
L 1 E<EF' 1 i;D 
F'OR: F\'olJ l.:··r t: o Elt~jx· ¡, 

El Slistt:.·rlrr.t t:!:;ta Uesc:r-itó. en la figura 1, se encuentra sOmetido a una 
carga r~¡>rLsentada en la figura 2 y la regla de histeresis se obser­
~~ J.c:1 +li~JltY"c:t :.:;;. El prob1E•m¿\ se resolver-a par-a un ciclo. 

FiqtH"ó.l .1 

· Fó;;~ 

J¡5.4 

1 / . --. --

vJ•=45. 4 Ton 
:t~o 

K=45.4/.0254=1787.4 ton/m. 

La ecLtac:icJn dt:.· .novimiento es: 

Condic::ior·rc·s llrlci..:.tles: 

F"o= 1~-----, 
6f{.ITo" 

O.S i (se~} 

Masa&45.4/9.81=4.63 Ton masa 

T==2/Wn=0.32 seg 

~=1/6 

1 

1 
1 
\ 
1 
' 



.. 
X1 =-386.4X +14.71 

X, íml 
0.0000 
O.ü022 

Pdr~d t=:..:O. ü6 St:;.lg 

X;~.,:::::O. ot::~;é.J íll. 

Par~ia t=O. t)9 ~it.:g 

X3 =0.ü337 m. 

X, (m/s~q) 
o.o(oooo 
0.2207 
O. 2C>ElEi 

X~=0.5575 m/seg. 

X• -o ·¡--:.··:-.9 
.3-- • ..:....:.. m/seg • 

l 
l. 

., 
j 

f 

·x, <m'lseg 
14.71 
13'. 86 
1~5. 909 

x ... =9.340 m/seg 

Vemos que: Xa'~".0337 > 0.0254 por lo tanto es necesario cambiar la 
e><presiÓn de· U<:-:> y con•o cor,;ec~<encia la e>:presiÓn para la acelera-. , 
c1on 

F'ar-a t=:O. t)'l seg 
Q(xl=178.7 X ·+40.86 

X3=-38.6X3-8.83+14.71 
X 3 ~0.0341 '''· .~~=(1.7661 m/seg. 

t (!"3L'i_:;J) X ( rn l 
o. J ':> 0.0590 
o. 1 ~j 0.0871 
o. 18 o. 1 175 
0.21 o. 1491 
0.24 o. 1808 
0.27 0.2116 
0.30 0.2402 
0.33 0.2658 
ü.36 0.2875 
o. 39 o. ~.";(1_~6 
0.42 o. ::::164 
(1. 45 0.3225 
o. '18 o. 322"7 

! 

) 

•• ,¡ 
x.=4.570 m/seg 

. 
ím/~egl 

.. 
X X (m/seg 

0.8l,J88 3.607 
o. '1807 2.522 
1 • <J::;as 1. 347 
1. 0609 o. 126 
1. 0463 :-1.099 
0.9955 -2 .. 286 
o. '1103 -3.393 
0.7936 -4.384 
0.6496 -5.222 
o. 4830 -5.881 
0.2998 ·-6. 335 
o. 1062 -6.572 
--(l. 0'1.11 -6.580 

' 
Cowo pndemus c>bservar ~1 signo de la velocidad ~ambio, 

1 
esto implica 

1 

i' 

2 

. ' 



1~.~ nr:.·c~:.·:~,¡.:l~.·.cJ do:::.· c.:~lllii..JJ.C~r· !,.:~.ecuaciÓn de Q(~<). 

Para t~::(l. :.18 !~r:q 

81xl=-478.3+l787.4 X 
Y," ~-<m6.4 x +!03.:.s+H.71 

x.=-0.092~ m/seg_ 

Par-~ .. , t=o.·~.il ~:it~t] 

Este~ ticc·rllpO "'''" l!layor que t=0.5 y por lo tanto la carga deja de 
a.ctudr- ... por Jo t¿¡n'to li:t.e}·:pr·t?si6n·de la act~leraci6~ es: 
X,;t =-:.::-:;BéJ. il X .. · .. lO:::.;. 3 
x,=o. C';.J ~·;: .. : '"· • x,-¡=-0. 46'·11 mlsfeg: 

Par- a t =1). ~:·;~1 

X18 =0. 29·l 
1
m. 

!:;t:::g 

Par .. a t. ;~=o. ~57 !::)t:!g 

.. 
X18=_::0. 90ü5 m 1 seg. • 

X
1
q=O. 26•11 111. X1?=-1.·0~358 m/seg'• 

,. 
x,~=-18. 47 m/seg 

x,,=:-10. 293 m/seg 

·x· =1 c'-/19 m/seg 
19 • - ' : 

Como x,., < •J.2719 m. la regla de Q(~:l cambia de pendiente, por lo 
tanto la e>qwesiÓn de Q(;:) nos queda: 
Q(xl=178.7 X -40.86 .. 
X:¡,p =-·.38. 60 X. +8, 825 

• 
t (~::iE•q) X <m) X (m/seg) X .<m/seg 
o. 60 o. 23:3;4. -1.0195 -o. 1837 
o. ét~5 o. 2029 -1.0073 i). 994 
o. 66 o. 1TJ2 -0.9603 2.1388 
t) • 6CJ o. 1456 -0.8801 3.208 
o. 7'2 o. 1208 -o. 7694 4. 167 
1,1. 

. ~~ 
Id ·O. U'f'77 -o. 6'?'"':1'""1 ._~..::...:. 4.981 

o. 78 o. (JEJ.31 -o. 4731 5.62:3· 
" 

i). fll C) • Oll.5 --0.2977 6.070 
·(1,. tl4 (l. 06ti:.·::; " --o. 1 120 6.308 
1). (]7 (l. 0648 '). 0775 6.328 

Como podemos·obse•~var '"1 s1gno de la veloc~,do~d volvici' a cambiar,· 
1 por lo tanta. debemcs d~ camb1ar la expres1oh de Q(xl y de la acele-

. ' r-ac1on. 
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' l_. 

1 . 

·-

2 
M =41b Sec /pulg. 

~=0.2 

. lb . 
K=36-­pulg. 

Y. 0 pulg·/ Ser/ 
• 

CALCUL!<R .LA l{ESPUESTA DE LJI. ESTRUCTUR.i\ JI.PLICMlDO EL HETODO B DE 

NEI·ll'JF.RK ..... .. ---. 

A; ... · h6/4
1 

3 
AAD 

w = = = SE(; 

h = ~U' = 0.2 X 3 = 0.6 "' 
2r 

2.09 SEG = T = 

'I'O~~ARE~lOS a=0.2 Y l>t = 0;2 (~ o.lT) SUSTITUYENDO EN LAS ECS. ( 2.E i , 

(27) y (28): 
. .. . ,.... -~ •·· .... . .. . . • 

Y = y + 0.1 (y. + y1.+1) i+l i 1 

.·.· ··' 

. ,. : •. -

' . 
EN t~O SAB!::~"!OS QUE SE TIENE y= O, y'= O Y y= O 

2 
EN t=O + ót = 0.2 SE<,; SUPONGA~lOS yi+l = 5.0 IN/SEG ; x

0 
=-6 

y .. o 
1 

y. = o 
. 1 



. ' \) 

( 

J () 0.1 (0 + 5) 0.5 o o o 0.008 5 ~ "~i+l 
.. + = ' yi+l = + + + X = 0.0~ (.,) 

(.,) t .. 
~1 y i+1 =-1. 2 X o. 5 - 9 X 0.04 - (-30 X 0.2) = 5,04 - --------- -----~-

o . 
...J 
(.,) 

yi+1 ; o + 0.1 (0 + 5,04) = 0.504 Yi+l & 0+ O+ O+ 0.008 x5.04 

u 
= 0.04032 

·~ 2 
N )'j_+l =-1.2 x 0.504- 9 X 0.40)2 - (-6) = 5.033 IN/SEG 

SS TOS CALC:ULOS SE PUEDEN OP.GANI ZJ\R •mDIANTF. UN JI. TABLA C0"0 Ll\ S IGU n:::;ts: . . . - . . .. ... 

t 

.SEG 

o 

0.2 

().4 -

o.;:¡+ 

0.6 

.. . . 
X y y 

o 2 1 . 2 ING/SEG JN/SEG INCi SEG 

o o o 

-6 5.0000 0.5000 
"' . . . 5.040 0.5040 .. 

5.033 0.5033 

5. 034 0.5034 

-12 8.0000 l. 8078 

7.442 l. 7510 .. 
7.534 l. 7602 

7.533 1.7601 

o -4.467 l. 7601 

o -6. .• 000 o. 7134 

-5.464 0.7670 

-5.550 0.7584 

. . 

. . 

. . 

t ~ 0.2 + ~t = 0,4 SEG: X
0 

= -30 X 0.4 ~ -12 

yi = 5.034, V. = 0.5034_, . l 
y . ., 0.04027 

l 

y 

IN 
... 

o 
1 

0.04000 

0.04032 

0.0402~ 

0.04027 

0.26536 

0.26079 

o. 261 ~~ 

0.26162 

0.26162 

0.51204 

o. 51633 

0.51564 . 
. 

. 
. 
. 

..... 
. ,· : ' . , .. .-~··· . ' 

"J 



i 

' 

SUPONIE'1DO 

'1 
' 

o 
..J 

yi.+l,. 0.5034 + 0.1 (5.034 + 3.000) = 1.8068 
<¿ 
u yi+l = 0.04027 + 0.2 X 0.5034 + 0.012 X 5.034 + 0.008 X 8 = 0.26536 

y
1
+1 = -1.2 X 1,8068 - 9 X 0.26536 (-12) = 7.442 IN/SI'G

2 

.. 
EN SOLO OJ 1.BIA· y Yo. 4+ = y 0 . 4_ + x0 - 7.533 

EN t = 0.6, y
1 

=-4.467) y 1 = 1.7601: y- 0.26162 

' 

• 



~lETODO e llE NE\'.';.1!\l(K 

STSTP·lAS ELASTTCOS LINEALES DE VARIOS GRI\DOS DE LIBERTAD. 

PARA CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE N GRADOS DE LIBERTAD Y 

CmiPORTAMlENTO ELASTICO LINEAL SE HlPLEAN LAS !-liS~1AS ECUACION!.S QUE 

PARA UN S1STD1A DE UN GRADO DE LIBERTAD. 

. . . . . ... 

X j (ti+ 1) = X j (ti) + X j (ti) ll t + [ ( 1 /2- B) X j (ti) + BX j (ti+ 1 ) J ( :. t ) • 

EN DONDE j = 1,2, .•. ,N • 

. ___ ;.; ESTE CASO SE RECm!IENDA TA!·!BIEN UN VALOR DE B Cmli'RENDIDO I.NTRí: ·1/~ \1) 
Y 1/6, Y QUE lit - 0.1 TN, EN DONDE TN ES EL PERIODO NATURAL DL \'IER,\-

C 1 ON ~!AS PEQUE!'lO. 



·-

( 
·.-

.\ __ .· 

EJHíl'LO 
-~-------· 

SEA UN SISTHlA DE DOS GRADOS DE LIBERTAD CON AMORTIGUAMIENTO NULO, 

CUYAS ~lATRJCES DE MASAS Y RIGIDECES SON: 

K 

r 
"' 11 o 

1 1 
. . . . ' o :] 

lJS/1:-!flo I:L 11::TODO B DE NEWMARK CON t.t=O. 2 seg Y s= 1 /6 CALCULE LA 

RESPUESTA DIN¡\¡\HCA ANTE UNI\ EXCITACION DADA POR LOS DESPLAZA.\11ENTOS 

DEL SUELO: 

X " 1 . 2 t SI o < t < 2 seg (xo EN CENT HlETROS) 
o - -

X o "' 4.8·1.2 t SI 2 < t < 4 scg - -
X o "' o SI t < o o t > 4 seg 

.. 
PUESTO QUE ESTA EXCITACION HIPLICA QUE x

0
(t) =O PARA TODO t, ~;[ 

TIENE QUE LA ECUACION ~IATRICIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER 

NY + KY = ~IY + Q = O 

POR LO QUE 

m
1 

y1 + Q
1 

= O 

mz y2 + QZ . O 

Y¡ = Q,Jm 1 

Yz " Q2 /m 2 

·, . 

. •, 

CON ót = 0.2 scg Y B= 1/6, LAS ECUACIONES DEL METODO B DE Sf~MARK 

QUEDAN EN LA FO~'~ 



·' ' ·¡ 

' ! 
' i 
,i ,, 

" ¡; 
¡: .. 
i! 
\, 
1; 

' ;: ,, 
. il 
' 

Ji .. 
L 

,. 

.· 

IN t a U,)'· ~ x. "O, y
1
. = x. 

'· l 1 . . 1 

10 

e O' )' . .• X . = () • 
J l 

·EN .t = 0.2, x
0 

= 1.2 x 0.2 = 0.24 cm; tiUPONGA~IOS x 1 =Y¡ = 1.35 
.. 

·Y X = 2 
y

2 
= 1.50 cm/seg: . . . -

PRHIER CICLO 

PARA LA ~!ASA 1 : 

. PARA LA t,!ASA 2: 

Q'l Q -. = 
Q? 
~ 

1 o . 1 

1 5 

x, = o + o. 1 (O + 1.35) = o. 135 cm/seg 

x, = o + o + 0.04(0 + 1.35/6) = 0.009 

Y¡ = 6.009 -·0.24 = o. 2 31 cm 

x
2 

=o+ o.1co + 1.50) = o.15 

x
2 

=o+ o+ o.o4(o + 1.50/6) = o.o1 

y = 0.01 - 0.24 = - 0~23 cm . 2 

-0;231 

= 
-0.230 

cm 

.J l
r-2.540 

- 1 . 381 
., .. 

. . 

POR LO QUE Y¡ = x1 = 2.54/2 = 1 . 2 7 -1 1. 35 

Yz = xz = 1.381/1 = 1 . 381 1 l. 50 
·'; . 

SEGUNDO CICLO 

X " o. 1 X 1.27 .. o. 12 7 
1 

xz = o. 1 X 1 • 381 = o. 1 '8 

x, = 0.04 X 1 . 2 7/6' = 0.0085 x2 = 0.04 X 1.381/6 " 0.0092 

Y¡ "' 0.0085 - 0.24 " -0.2315 Y2 = 0.0092 - 0.24 " -0.2308 

• 

,ll 
--~ 

! 

1 

1 

1 

J 

• 
r 
{ 
1 
! 

J 



( 

x1 (tj) "0.0085 

x1 (ti) = 0.127 

.x1(ti). = 1.273 

PRH1ER CICLO 

xzCti) . 
xz e ti) 

xzCti) 

.. 

" 0.0092 

= o. 138 

= .1 . 38 6 

SUPONIENDO x 1(t¡+ 1) = 2.3 Y x2 (ti+ 1) = 2.1 SE OBTIENEN: 

X "0.127 + 0.1(1.273 + 2.3) = 0.484 
.1 

X • 0.0085 + 0.2 X 0.127 + 0.04(1.273/3 + 2.3/6) = 0.0662 1 ·. 

Y¡ • 0.0662 - 0.48 = ;0.4138 

x2 • o.138 + o.1(1.386 + 2.1) = o~486 

Xz ~ 0.0092 + 0.2 X 0.138 + 0.04(1.386/3 + 2.1/6) = 0.0693 

Yz = o.0693 - o.4S = -0.4107 

r-4. 548] 

lz. 468 

DE DONDE x1 e y1 = 4.S48/2 = 2.274 r 2.3 

x2 e Yz • 2.468 ~ 2.1 

EiCETERA. LOS RESULTADOS DEL PROBLH\A. SE PRESENTAN EN LA TABLA 1. 
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Cf.:JT ERJ OS PARA TRAZAR ESPECTROS VE VJ SE.l.JO HASTOPLAST1 COS A PAP.71 R DU l LA.ST/ ('¡1 

1. CRITERIO DE IGUAL DESPLAZAMIENTO HAXH10 DEL SISTHlA ELASTICO 

Y EL .ELASTOPLASTICO DE IGUAL PERIODO: 

• 

Q 
Ky~1AX Qe = =-

1' ~ 

Qe ----------71 
. / 1 

• ,."" 1 
/ 1 

/ 1 
/ 1 . y~lAX = D e 

1 
1. 
1 

Yy 1 Yy 
Ymóx :JI' Y y 

2 .. CRITERIO DE IGUAL ENERGJA 

Q 

KYe. 

o 

__ Yn 1 1 y - 2 = ll - 2 
y 

).~ ... 
~e·: 12 .. - 1' -,= " 

Y y 

.. 
ABSO!Ul!l DA POR LA ESTRU\.TURA: 

a 

2 y . 
'J_ 
2 

• 

! 
1 
1 

J 

1 



... ' :. 

= 
Y e 

Y y ¡z¡;-:-r 

D 
y J ~!AX De 

y = ·= - = 

' 
y MAX p /2 ~- 1 12 - 1 

POR LO TANTO 

y 

( 
'· 

·-· 

! • 

1 

1.. 

--
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PROBLEMJ\ DE Vll3HACIONES DE TORS IO!'I 

ACOPLADA CON TRASLACION 

. '~------~-------~b--------------~ 
1 
1 z 
1 
1 

1 ~ . 

. \ ___ ' --------... ~-:.-~-r-.0~: _-!:t~_F;J .. z 
· JL O • z-e 0 T · 

S -- ----Y ------
C.T C.G. 

1 !·lZ 
1 
1 

K = rigidez en traslación 

e = cb 
S 

¿p = Mz + K(z-e e) = O 
.Z S · 

E;; DONDE L = Lt + . Ke! 

Lt = rigidez en torsi6n 

(1) 

(2) 

PUESTO QUE LAS VIBRACIONES SON ARMO N ICAS: 

y 

Sustituyendo en ec (1): 

-w 2Mz + Kz - Ke 0 = 0 
S 

(K-. w 2 ~Uz- Ke 0 =O 
S 

( 11 ) 

¡: 

1 
1 

• ¡ 



(: . ,· '· . .' 
.. .,_ .. · 

. ' 

-~ 

1.7 
Su¡:;t.1 tu yendo ( 3 l en (2 l : 

Ke z = O . 
S 

Det = o 

KL(l - KJ '"; - .,/HL~ + MJw4 
.- K

2
e; = o 

K,l + MLe KL@_ 
w4 - .· ~,2 + 

MJ MJ 

D tv :iENbO POR ( K/M) 
2

: 

(K/M)
2 

KJ + MLQI 

(MJ) (K/H) 

K2e2 
S o - = 

MJ 

KLGI 
+ ~=-,.-.-.,. 

. MJ (K/M) 
2 

SI ~? ~ w2/ (K/M) Y CONSIDERANDO es ~ cb: 

SI (1.¡)/J) / (K/M) = 11 y 
.2 

J/(Hb
2

) J = 

. -.~ 4 - ).2 (1 + Tll + n- C2/j2 = o 

).2 n + 1 ± ¡(,, 1)2 z' + + e .. "' -:2 1,2 2 4 
J 

2 2 
* "'1 ... \1 (K/M) y ~'2 = ).2 (K/M) 

( 2 1 ) 

• 
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su~;'l'ITUYENDO !\ 

~1 -

¿ 
1 

(J 
1 

= 

~~ ,,, , . EN ( 1' ) O Er-l ( 2' ) :· 
1 

1' 

sús•r ITUYBNDO ¡, w ~ : 

rz2 - -
-10 
L 2~ 

1 

'· '" 

o: z = -n 

1 

. 2 
1 - ),n 

cb 

i 
1 
1 
' l 
1 

l ¡ 
1 
l 
! 
1 
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SISJJUCOS en estJ~llctu/·as e11 fornza 

d~ pé.ndulo invertido 
.. ' . •· ' 

Octa .. ía !IASCON CH. • ' ' ; ... 

·JNT!~ODUCCION 

En b prácticél se pre~r·nt¡m C.c.:tructlir.1~ ·cClnst'i­
.• ro.Jidi1s por w1.1 ~0!.1 columnn la ru(ll S'"'~li~nc unn 

1 cuhicrta que pnrde ~cr un<1. lo'~a o nn ('.1SC'(lrón. Su 
comportamíent(l dini1mic0 rlC·hc c~tndi.1rsc cnn~i­
drr.:Íldo el cft"nn que la inerciíl rot<lnoni11 de b 

. luhi<"it:l induct· l'n el rmwiniicnto total de lé'! r.s­
trurtura. 

A. pri:1ciriós ck cstr ;JÍlo se prestnt0 en Ca1ifor­
nia. EllA un trah:!ió 1 en f"] cual Sí; tr;-•lú este pm­
ble:rna de~•dl· 1111 p11r¡tn de- víst~ cnn!lCfico. Se c;¡J­
culf') ~óln f'l periodo funrlamtntal y· ron ha~c e·n 
él. l:1 ic~pucsta. de b cstruclllr<l .1 11n <!ctrfrninado 
tf·mh10r. Ln~ puiod()!; C;llcnlados p<lri'l cuatro es­
fruc:tur;t:: de r-5:c tipo ya r'onslntid;;s f11eron me:~ 
norC:-; que lo!' medidos in :;itu. La di!.r:n·¡~nncia fue 
o~trihtiid;: ;1 e·fcl·to~ d'c: rot.1ció1t y tr;t~i<'~t"íón de líl 
h:-~r:r. 

El nhjc!o de c~rc l'ftth;ljo C'~ introducir 11n ;máli­
!"i~ tntHbl. el cu.1! nP~ pr0r0rci0nitrfl loe:-_ drcto~ del 
;trnphtmirnro que rxi~ac ¡·ntre lo~ ntodo~ dr \'ibrrt~ 
dór:. T;•r;lhiCn se> f(lm<Hfln en cu('OfJ en forrn;:t 
arroxi:n;:d:l los efe-cto'!' de rot;,cic',n y rra~lflcjón 
de lo h";l'. 

Clii.Clii.O bE fRECUENCIAS y 
CONFIGLIRACIONFS MODALES 

DE Vllli<ACION . 

1. · S11rl:~ ri,,¡ído 

P.-'rr;'l rl ca~n rn qur el centrn de ~r.iYr-d;l\1 de b 
(' nhic'rt (l ::e l~nnH~nl r:J Jnca\i ::a do t'll \ct rr<•iOTl8<1Ció'n 
dr~ cjr df· 1.1 c0lttmn.1. el mnvin:il:nto dr la r-~tnH> · 
r11:--~ n('ld:·{¡ -r~tttdi.1·r~r en do~ dii·rc-cionc.s pcrprti­
d&cu\¡,rr~ ctHrr si. En tol t:.1so el ptoh!rm<~ poOrá 

. di.~c-r'('ti::¡r:-t' \0!110 de do~ mrrdCis dl· \'ihradón 'nco­
pbdo~ tn cnd<1 din.:rción. 

P¡n;, el ctlku!n lk~ las frr(·ueJlcia$ de vihtr.ción 
st· icka 1 i :a rá kr <'~t nKhl r:1 como Oc r< 1 tn r'ort i1 miento 
linr-al. C"nn.::titnid.1 por un:l cuhicrt.l in finitam~!Ht" 
riqidrt de m:¡-:;1 ~in,"r-trici1tnf'Jltc di~trit'luido y $0por­
f<-t·d,'l por un.1 ~0l01 cnlmnn:1. C:nmo primer ra~o ~e 
ron!'idn.u.i .11 !'uclo in finirnmrntr rínido ( fis. 1). 

E·, fi8 1 

lF r-= rcso de la cuhirrr.1 mil!' lct p;ntc trihuta­
~ i.1 dr h rolnmnil 

/ =:: moment0 dr inrrda ·d~ ).-; rn:.sa de 121 cu~ 
Hrrta rrspt(tO ;,! rjc : 

• :\o.., .f nr,· .dt· :· lm·,·.~tiy:ldr'lt. h .... tli\lto di" lnut•nkri¡¡, 
lJ!\:,\1\l. 

i":l·,J_'" 

; X 

. j ' ~ 

' 1 

L ' z 
' ' ' ' 

• 1 '. 

--'--· t
,.:-E,lc,: 

-- --- -~"--"'''--'-'' ~-"' 
;///.'.// .:·::·.~·.:-..·' 

E ::: módulo de' rl"ticíded del motc1 ,,.¡ de la 
co!IJrú·nn'· 

le= OlOHH~nto de inrrC"i;; de: b ~cccíón ¡,;Jn:-:n~r-
, !-la! ck la co]u·rflna eón r·especto ;¡J eje :: 

c;.G. ·:.: c.ct':t"rO de- ~lo<IVttL1d rl~ b cuhil'iL1 
L = di:-~t:'lnci{t dr C.G. al ~líCio. 

Pnra In coln'mna nYostr~da ·en h\'s figs. 2n y 2b. 

'j 

L 

., 

k--=: rigidez por frr-tslnci6n ( ftú:~r:"· hori.:onttd 
étpli<"ad;¡ Cn e G. OC'CC:"ana p:ua que eo::tr­
~c dl·~plflce la tlnt(bd) 

k, 7:: rirtidc-.--: por rOtnrión ( pár ._.,plic:1do c.-n (.'_(.-;._ 
llC'<'"t~~uio p;¡ra pr'odúcir lin giro 11nit;1rH• 
01 la nhurn dt· C.G. 

·H .... rot;:n:ión r·n C.G. d('hida a lé1 fue:·:;~ J.. 

ó --= d("spla::é1ml('"_ñt'o I<Hl'"r<ll de C.C. dd)Jd("o al 
monumto k,. 

' ' ' - ~ 
k -/f~ X 1 

z 1 

L 

.. E, I e 

~ • 1 e 
k:- -

' 

k.' 
t j ( 

l 

e.-~~=-~ 
2E·l:c·. 2 L 

t: . 'le r l_'l' l a•--
·2Eic 2 

·/11'\"/STA {)1; l.A Si'CIEDAI! :1/EX/CA.\'A DE INGF:.>,'IERIA SISAl/CA A C. 
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Dtsprt-ci;mdo 1.1~ ddormacionc.·s por cortante. 
las exptc!-iionc~ p:\ril J:, A· .. t·• y~ purdtn r:nrontr\Jr-
"" por cstAIICo y \'nlen · 

k = JEI.;L•: 

k,= El,!L: 

1-1 = 1.5/L 

t = L/2 

( 1 a) 

(2a) 

( 1 b) 

(2b) 

·Para una fuerza de magnitud ak. el desplaza­
miento será a y rl giro af1. Para un par qe magni­
tud {Jk, el giro será fJ y el desplazamiento {Jó. Al 
aplicarSe ambos simultáneamente. el desplazamien· 
to tot;•l de C.G. sera x, y el giro r, (fig. 3). 

x, = ci+/33 

L 

1 

€, = a8+[3 

1 
¡ 

t 
/.,'/ ,, .. 

Por tanto los \'aJore• de x, y '• quedan dados 
ror 

x, == "+ {18 

''"""'"+fJ 
(3) 

( oj ) 

Rcsolvic~lCio el .ststcma de ecuaciones 3 y i p.Jtil 
o y 11. y utilizondo las ces lb y 2b 'e obtiene 

en las cuales 

a = (x,- k,yc,) /•:. 

{J = (•,-kyx,)l•· 

( 5a) 

(5b) 

y = L'/2EI,: ( 6a) 

··= 1 - kL'/4El, = 0.25 (6b) 

P:1r<1 la~ o~cil;ICionc~ del ptndulo mostrJ.do en 
);)· fiq J. t•l di."l'~lf<lm:t de cut.•rpo lihre de: la cubierta 
t':::t.1 indic<tdC'I rn !~1 f¡~ ;. Las t( uacioncs de movi­
micflto. dcspr(':Cij'ndo efcttos 9"r~1vitacionaies. serán 

mx, +Ir~= o 
,~·. + /r,{J =o 

(7) 

(8) 

.. , 
.·; '• 

20 

; 
po~lción de ¡ 
equilibrio~, ! 

): 1 
1 CSUfjiG7.f'lrt11,.~1fl 

cJt¡! cflntl'n <1"" <j'rf'J 
VO'OO(: ~p lrJ C:•st•i(.:~ 
ta · 

t 1 • ro loción df'l ~·n-
1ro ~ qrovedod 
de lo cubi•rto 

Jí', +k,/3• 

FIG. i. Di&¡¡rama de cu('rpo libr(' 

Sustituyendo a (5a) y (5b) en (7) y (S) se 
obtiene 

mx, + (kx,- kk,y,,) í• =O ·(9) 

Ji',+ (k,r,- kk,yx,) i• =O ( 10) 

Las ces. 9 y 1 O se pueden expresar matricinl­
mente en la forma 

[mOJ[;·,J 1[ k -ykk,][x,l . .. +- j=O(ill o 1 ,, • -ykk, k, ,, 

Utiliz.mdo las ces 1 a. 2a y 6a se encue111ra qt~c 

ykk,:=Lk.'2 112.• 

Puesto que el movimiento es armóniCo s,· tiene 
que 

x, = ~'x, . y ;·; = --..'r, (13) 

en donde w es la frecuencia circular natural de ,.¡. 
bración. 

Sustituyendo las ees. 12 y 13 en ( 11) se obtiene 

·[m O] ·[x']. 1[· k _L2k] [x'l 
- w' ;-: Lk =O 

-- k. 1 J o 1 t¡ 2 • . 1 t¡ 

( 1 i ) 

x, l 
=Ó ., J 

( 15) 

La ce 15 representa un sistema de ccu;• ·nnes 
homog~ne.1s. el cual. pJra tener soluc1ón di l. rente 
d..: la trivial. necesita que su determinan le sea nulo. 
Por [;Jnto 

: k '--m,' ! • 
Lk 

-2;' 1 

. '"'o (1~) k ";-~. ~ ..• : •.• 
' ·' ., '2 . '. ... ;· -- .. 

• 1 
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. ·• 

'. 

2i 

,,¡, .. • -· ..!.. (k/·~ m k,),,,' -r· 
• l . 

-~- (1kk -u k') =o 
.. K:: ' 

( J 7) 

D•vidicndo ambos miembros entre m] y conside· 
· rando que L'k' = 3kk, se obtiene 

, k/+ mk, , -.,.k_k.,..,_ 
w- t'l -4· =:.0 

m/• ' 1m}•' 
( 181 

que e~ una e:cuación de !'>t"~undo gre1do en,.,::. cuyas 
solucione!' son 

k/+ mk, 
···~ -~· =~-¡;- "-

__ '-u.¡:;.;;¡:,¡":----Tc··-
( 19) 

- \ -im' ]~- 1m/ •' 

Di,·idiendo numerador y denominador de ( 19) 
entre m/ 

.. 
'"Í.:! 

kfm+k,ff 
- --::---'.:.. ::!: . 

2. 

Lloni•ndo a 

k:m :".! r~ = cuadr"do de la frecuencia circular na­
tural por traslación 

k, J :::: O' :::cuadrado de la frecuencia circular na- . 
tural por rotación 

~\· oi)\ ien e 

,,> = 2 (p' + !!' ::: 1.:0: 

'"\(r'~~.;-~p;;) ( 21 ) 

Di\·iciiendo ambos miembros de ( 21) entre p' y 
hanendo , .. '/p' ::: A y !!'. 1>' = 1' 5C llega a 

A,,= 2(1..,.. 1• = v·( f +,:¡<=-;) (22) 

E.s inrtrcsancc- notar que si f == O (masa concén­
trada, de la ce 17 se obtiene ••' = k 1m = p'. 

La!\ configuraciones modales pueden obtenerse 
de cu.,lqtJiera de las do:s ro:-u.1cione~ ""lgcbraicas 
fl)J1t('.nid.a~ en la ecuación n~:Hricial dJd.1 en ce 15. 
J.., r•·imcr• de ella"' es 

k , Lk 
(-·--:-- m(u) X 1,,.- -r 1 •. =O • .. 2. (23) 

d0ndr í'l indic~ n indica el número dd modo y de 
In cu.1l ~e ohrirne 

/.k lík ··) 
X 1, ~ 1 ~. .. .:: '];'/\;::- moo: ( 21) 

' 

di\'ldh:ndo Hllmcr<tdnr y denor111naJor rft ( 21} tt:· 

In· m y ''OII~Ilh·r~nJo que ... :: 0.25. k' m -:-.~ ¡·· ~ · 
qul' ,\., .=: ··< 'f': !lC llr~n a 

X,,·,'·'::: 2[;(1- Á,) ( 2~ 1 

S{ !'>C: desean tomar tn cuenta las deformaciOnc!. 
por cortante b~tsta c::on modificar las rigideces me· 
diante lln análisis de estática y partir J~ nuevo de 
la ec 17 sin considerar que L'P = 3kk,. Si existe 
excentricidad en alguna dirección su efl cto podrá 
tomarse en cuenta introduciendo un gra¿,, de li~r­
tad adicional. 

En Jas figs 5 y 6 se encuentran repres•·Hado~ lo!­
rcsultados de las ecs 22 y 25. 
>.. ·, 

t.Okc· 
0.5 

o 1 
o t 2 3 

>..z 
35 - . 

30 

25 

t5 

tO 
4 .2..: . . ¡ 

' 

.. 
4 5 6 7 e f' 

o ':--'--'---"----'-...;....~--l----'--c-
0 2 3 4 5 6 7 a f 

F1c-.. S. GrA/ICll de- !rc-cuc-n.:lnJ 

• 
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1 

:¡ 

' 
·¡ 
1 
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2. S11cln flc.ú/Jk 

Al o~nlar una c .... tnu tura t.itncnt<Hiil en ,.ta•lo 
hl:11Hio. l'\l~tc intnac\·iún dtn:'1n11•~:t sut!n-e~aru<.:tu­
r.:a que en ¡,, mayoria Jt· los cn.· .. o.s no dcbr d~:-trrf'­
nar!:e- nl ci\lcubr la~ frecucnc.:J<\5 y los modo~ dc­
\'ihración. En lo que sigue ~e propone la adaptación 
de un mCtodo numérico para tomar en cucnt;¡ di· 
cho decto. · 

Las restricciones del suelo serán idealizaci.1~ me· 
diantt resortes" de comportamiento lineal: uno para 
dcspla:amientos lineales horizontales y otro pa: 
ra deformaciones angulares de cabeceo de la CI­

mentación :. · .. 

En la fig. 7 se hace referencia a los parámetros 
c¡uc a' continuación ~e mL"ncionan 

}\' = ngidez del resorte corn·spondicnt..: a la 
traslación de la base ., = C,A 

CT = Coeficiente de cortante- elástico uniforme 
del suelo. 

A _ flrea de corH<tcLq de !.1 cimentación. 
R · riq1dc:: del rc~orrc corrc~rondicnte .1 rota­

ciÓn de la base ' = C,h- W'y 
cf == coeficiente de compresiQn elástica no uni-

forme del !lucio. · 

1~. = momento de inercia de i1rca de la ba~c de 
la cimcnt.1ción \On re-specto ill eje :.' 

\V' _ peso total de 1.1 estructura 
· l .. oltura del centro de f1r.n·rdad de la 

trw .. :tur;¡ :-;obre el ni\'cl de desplante 
F 
~· 

M 

-
-
-

nl~~~~x 

despla:.;m¡iento l:nto.f total en C.G. 

¡ .. ;' 
, . ::..·: de.spl<t:tlmicnto angular tota! en C.G. 

e: ~ 

22 
/.' , .. _ 1dtm<~ do C G. ,.oh re d nivel de desplnrllC · 
-'.' 11 ::.· tra~l:h ión lh.· la ha~,· 

'" :··.:: rot<triún dl~ la ha,!,l' · 

X¡ =...· n + {Jó 
r 1 :::-:fJ+nH 

X::= L',., 
" - Fik 
f3 -· M,k, 

J. L. S. •·•: k. k,. x,, r1 y W ya dcfinidc·; ante· 
riormrntt. 

El problema será resuelto utilizñnclo un prore-. 
dimicnto' iterativo ·Y la tabulación proput~tcl por 
N. 1\·1. Newmark 1 ; .se dcsprtCiii.rán. la \"éHÍil<"ión 
de lrt riqidez de la coiumna dehid;¡ a lil fun:a 
norm.1l l-·t' y los momentos en la mi~rri'a. c~u!iiéldo~ 
por la excentricidad del pc>.o debida a deforma· 
cionc.s de la columncL 

S con 

F" = fuerza hori:ontal en la h<~~c de la cimcn·· 
tación = F 

M .. :-.-:= momento flcxionante en l::t hase de J;¡ ,,. 
mentación =M+ FL' 

x.. F,fK 
,,, __ M,¡R 

A cnntinuación se descrihe el rrncedunH'Tltt' " 
seguir: 

J. Suponer valores para x y , 
2. Cakulor F y M usando la. cxpr·· .• one' 

F = .. m,,;,.:t· y r = J~~~~" En esta ttapa "¡ v;\lor 
de -..~~ aún no se: conoce; por tanto st llrva.rá 
como factor comUn en el resto del calculo 

r-·-----
. ' . Posicion 

de equilibrio 

i 
L' 

, 

¡ 

1 

L 

bose · 
j_ ____ _ 

',.; ~." .. 
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CORTE A-A 

Acotaciones en centímetros 

L.- 56----¡ 

o o o o o --f. 
e o 
o .. 56 

~============::;;i'::..~·::;·:·ts 
o o 

1 • • • o o . .J .. ----·· 
152 

--········!-

B B 
, ELEVACION 

....... _f. ·- -· -·- ...---'---'-----. 
61 
"/' 

tu la· <.:ual 

.,.. ---362 ·-----

, e~ un vector que representa los d~spla:a­
mientos csliHicos de cada grado de hber­
ta:d de la (stnictura inducidos por un 
de~pla:ami~nto estático unitario de la base. 

A, es el vector mod.-d para el enésimo modo. 
(n 1 

CO.RTE B-B 

-- -[· 23S J · X,_- 1 _ o 
-·o --l-27; ] 
.\,- . l. 

- [·m o] 
M== O 1 - [20.81 - o 

20 

- -1 

A1 e!. la m;nri: de inerci~1 y 

X: e$ rl. ,·re-tor traspuesto de .'? .. 

P:tr<1 nuc<.:tro c.1~:o se tcndrA 

Sustituyendo valores en tt 27 y efrctua,~o lo• 
productos matriciales ~n ella indicados ~e obticn¡; 

1.960 
e,= 2o5ó6 x to• == o.ool93 o 

; = [ x:.,J = [ 1 J ,,.,, o 
}·~. (· .. : ··:. 

e -5072~0' = -O'.'oo· 193 2 = 2.959 X 
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J. C;tlnd.1r la fu~r:.1 v el momento tn la ha~e me· 
cl1~tntr !;-,.~. f('Hm\ll,th 

1. 

S. 

6. 
1. 
8. 
9. 

1 (1_ 

JI. 

y 1\1,.::. M+ ft: 
F.tld)r.lrM lo11 \'i.dCHt·~. de lo& dr.!-lpla:amirntos 
x .... f/,.¡/\ y'"=-' M .. N 
C:nkuiAr Ir.> valorr' de- lo• parhi\\CICOs n =" Fik 
v fl ·Mil., 
l'::fectMr Jo, productos {Jó y nt·• 
Calculú x 1 = n + {Jó y r 1 = fJ + nH 

Efectuar el producto x, = L'r, 
Cakular los desplazomicntos lineales y angula· 
re~ totales de C.G. mediante las expresiones 

x' = .\·, + X 1 + -"'~ y e' = co + r 1 

En(ontrar el \'alor de •. ,~ mediante los cocie:n ... 
tr~ x';'(' v r f 
S1 loi vaÍore~ de ,.,~ calculados en el paSo an .. 

·tenor :;on aproxim~d;1mente iguales. el proceso 
habrá conchudo. En caso contrario rcpi[asc la 
~cuela utili:;tndo como valores de partida para 
.\' r r los encontrados en etapa 9 o valores 
cuyo ·cociente sea igulll al de x' entre r'. El 
p:"oceso dl'berá continuarse hasta lograr la 
aproximación dcsr.1da. 

EJEMPLO DE APLICACION 

Cnn motivo de ilustrar los conceptos enunciados 
Antrriormcntc se cakulitrJ.n las frccuc>ncias v mo· 

. do~ rir \'ihr;tción de \lll casc<Jrón ya con~tru¡'do en 
C,;JifMma. EUA (fi~· 1\). Los datos necesarios 
h."!n :-odo extraídos de la rcf l. Se comnutarán tam· 

. l-Jitn la~ respuestas sísmicas suponiendo que esa es .. 
tructura fuera a con!'lr11irse en la ;ona hlandél de 
la ciudad de rvfexico. Sr utiliz.1rán por tnnto los 
parámetros cl<\sticos de las arcillas del Valle de 
Mcxico y .los espectro~ de dbcño proruc.sros en el 
reglamento de construcción p;:tra el Distrito Fedc~ 
r al '·. 

Los datos necesarios dc la estructura son 

L 
L' 
\ 
H' 
\.\" 
/, 
/, 

" k, 
1 ,., 
8 

·-· 
-
-
-
-· 

-
-
-
--
-
--

119 cm 
4SO cm 
249 cm 
20.450 kg (m:::: 20:111 kg scg':cmi 
13. wo k~ 
1.775 :< ¡'o··cm' 
1.065 >: 1 O''cn·,• 
1.266 >< 1 0' kg ¡cm 
7.41 X !O' kg cm/rad 
1 .386 X 1 0" k\l seg' cm 
0.0035/i rad!cm 
201\ cm.'rad 

Lls expresiones para CT y e, son las ~io;uicn­
tt'S :: 

E' 1 
C.= F, -----.: 

1 -· ,• v0\ 
En tes 2ó 

E' 1 
C,=F,---= (2ól 

1 - •·' \lA 

E' ·- módulo de elasticidad del suelo 
" ~ relación de Poisson del .suelo 

24 
A - árta de- contncro de la cimtntación 
F¡. F~. :::- r."'CtOrl'~ de forma dt la CH~cntución 

1';11a rl Ci"o de ¡., !or.;• blond.1 del Vallr de 
Méxic-o un valor rrprr~c:-nt;ttivo de E' t5 50 k~;c.m:: 
y ,. "" 0.5 '·. Para una clmentnclón cundrod• lo> 
valores de F, y F, ron 0.701 y 2.11 rtoptC11\'A· 
ntCJJtt. 

Sustituyendo \'alorts tn ecs 26 se obtirnr 

e, = 0.123 ·kg/cm' 
C, = 0.369 kgfcm3 

CASO l. SUELO RiGIDO 

a) Caku/o de frrcurncias lJ modos de Pihr;h·i6n 

P~ra el cálculo de las frecuencias de vihración 
usaremos la fórmula dada en ec 22. Los valores do 
los parámetros a sustituir son 

p' =k¡ m:::: 608 (rad•seg)" 
!l' =k,¡¡= 535 (rod.,eg)' 

1' = H'fp' = 0.882 

con los cu<\lcs 

"''·' = 2( 1.ss2:!: ''Iss=o~ss2¡ = o.191, 7.034 

Por tanto 

"'' = \'0~191 X 608 = \.-300 = 17.32 '"d 

•.• , :::: \ 17'.ó3'4)<-(;os = ,. 126'6 = 65.30 ¡;¡d se~ 

Los pcziudos natura!Cs son 

T1 :::: 2., ... , = 0.362 srg ( T, obtenido de"" re~is· 
tro de vibraciones libre~ de la cstnKtura y 
reportado en re! 1 = O.i83 s<:g) 

T, =· 2r.jw, = 0.096 seg 

Comparando los valores calculado y mod1do do 
rl se puede ver la importancia de Ja intctacción di· 
námica suelo-estructura. 

Las rdLJCJOnes modales sr obricnCn dr·la~ e-l.."s.. 25 
y sus valores son 

. X¡. r, = 2 X 419 
i- 0.191 

:: 238 cm rad 

2 X 119 
1

_ 
7

_
031 

=·275 cm. rad 

b~ Respuesta ~ismica 

Para el cé"1lculo de la re-spuesta sismic•· de siste· 
mas de \'.Jrios grados de libertad es Ht..'..."'~sario 
cakul."lr los coeficientes dC' p41rtkip;\c1ón de cada 
modo dl· ,·ihr~n:ión. Se puede dcmo~rrar 1 que para 
este caso e~ aplicable la siguicntt ecuación 

~ ... ~ 

' 

c. ~~Mi = -w w-
X!MX. 

(271 
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1 

El \·odnr ah~olt1lf., ck 1.-. !f'spur."\fl mir\:ima rn 
l·ad;1 IHHl de In~ mc~rln!- !'Wri. ; . 

.,., •. , ·-:: 11lcr:~lcort<lnh· j' 
. __ 1\1,, :.: JlHllllCll10lln:inn;'n!r . 

. X,¡ [ J X _ , " S,,, 

non de 

-- C .. I I.'J 

(1 
¡l 1 " 1 - .. 

(28) 

S,,. = orclennda del esprctrn de an"i~?rilciones 
;¡fect.1dét por el coeficicnlr ~isrnico e·= = 0.15. 

El csnc-rtrn m1c ~e·r;l tJtili:;¡do es el rrorucsto 
en el ré-Hl'Jmc-n~o rle con~trucciour.s d;:l Distrito 
Fr.-dcral · ( fi9. 9). Ln~ \·;dores dt 1(1~ ordcn<1d<1s 
~!>jl.ectralcf, corre.spondil'nte~ <1 T, y 7':: ~on lOO 
cm:'scg:.! y R0.6 cm, ~q¡:: rc~p('cti\·amente. 

Sustituyendo víllores en ce 28 so.? lltfFI a 

[ 
\f.,-, 

_ tvf~ .J 

[ 
957 ku -~ 

_2(>K.OOO k~ cm~ 

[ 
R93 kR ·] 

21 ú.OOO .kH rm 

(29) 

(30) 

El critt:rio propue5to rn reL 8 será utilizétdO 
p.1ía el cftlndo de !;1 respuesta tnt<~l ( considc~.1ndo 
lo~ efectos comhinados dr. los dos modos). Por lo 
an:críor J;¡ respucst;! lot;ll de la c~trurtura valdrá 

M=\'M¡+M; 
( 31a. 31 b) 

En ces Jb y 31b 

\' :::: fut!'~.1 ('Ortanre total Ui lí\ co1ur'lll1rl 

1.0 

0.~ 

2 

O 'Ctrl'l,.rori~rt :JI" 
In ,,,ovf'tfllo 

3 
-~ 

T {se<;: 
F1<.. O. E:<p<:("frn de nr:eh·r¡¡ci~JnC.< 

( Oc:tpur~ <k E. Hoo:rnhl11dh \" L. E!--t<"va · 

¡\1 ::: momento flc\;icmant~ rotnl en C. G. 
Sustituyendo lo;;: Y,1lnrcs dados en ecs 29 y 30 

en (JI) se obtiene 

F=l.310k9 M= 311.000 kn cm 

El molllrnto en J;¡ ha~c de la cnlmnn~ ,·aldrR 

M,,= 341.000 + i .310 X 119 = 893.0(10 k9 '""' 

Los resultados de csle caso se resumen eh J¡, 
fig. lOo. 

CAso 2. St1EI.0 rLEXtBLE 

,1) C~álcu/0 de frr,::u·nt·i;._( !' modos de ¡·if.r.1 .. ¡,,,_. 

P:1r.1 ronsidc-r<~r L1:-. r~~lrie,innc.c: del .'nl'10 ·l'm­
rlciln·mo~ el m{~tod(l nrorucsto ante-riorn~r·nte pr(l­
ccdicndo en formíl t.1hubH. Su~tiruv('nch. \'Cilorc; 
('11 ('CII<lCiOil('S p<HJ A' y 1? ~(' 0hticn.rn 1.88 X 1 o·• 
k9 :cm y ·6.35 X 10'· kg cm 'wd respectivamente. 

PRIMFR MODO 

x. r ( ~upuc~tos) 

1· .. ::.-: 1'. !11. ::: M .¡ l'l.' 

x .. = F. ¡.;_ , __ "'. !l·f .. !R 

(18. ,.o 

x, ·-::"+(lo. r, '' fl + "'' 
X-:.= r .. l.' 

lll~ :::: X ).:', ,.,;· = 1' .- 1 

F11h-.rr.~ r lrr. de/o) 

x = ~(10 <m 

·F..= -~ 320 

' x .. = 0.4420 

,. = O.h~7lY 
1 

'!1 ~ = o 3f92 
1 ' 

x, = 1.04(,2 

X-, :O ·1.065t1 

i2.(1 

, - 1 rad 

A·f -· 1 .386.000 

M -- 5 'J70 (1(1(1 

':. "' (1 .00~-1 7 

f1 = 0.001 R7 

"(1 = 0.00235 

,,- ::-; 0.00422 

, =e 0.0 12(>9 

n.7 

x:=-I4JSIJ 

Fnttor conutn 

,. 

tuj 

'''i 

"'i 

.,: 
' 
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1 

1 

1 

' ' i 
;¡ 

¡ 
l 

·1 

1 

.:i 
:1 

·-.! ,¡ 
! 
: 

! 

· .. 
I'J?/M/:1{ MCl/1() 

Jl;,r;imdr••' 

.\'. r 13R 

F. M 9130 1.386.000 w; 

F ... M. 9130 5.766.000. w' 1 

x ... (., 0.11\60 0.00910 w; 

n. 1! 0.7210 0.00187 Ú/i 

~ó. (111 0.3892' 0.002585 w; 

XI .. ~'; 1.1102 0.00·1155 ¡uj 

X'.!.'~ 4 365 '"Í 

X r ' 5.'!61 0.013565 Col~ 

' "• 73.5 '75.8 

··- . -·-···· --··-··-·· ·-------· 

S\lponicndo que la aproximJción es si1ficicntc 

ffSIII:a 

X .. =: 140. x·~· = 1·!10.1 j .. ,.,', =':: 74 ( rad'seg )' 

T, = 0.731 ;cg. 

El pro.::rJJmicnto para d cómputo de los pará­
m-c.lroc; del St9tUH.lo modo es el mismo. sólo que 
];¡ configuración supuesta d ... hcrá "limpiarse". an­
te~ dC· prosrSJuir el cálculo. de las componentes del 

primer modo c¡ue pudiera contener. Se dcmucg­

tra ; qut si .\'~. es el \'ccror de la configúraci6n 

~upuc~r:1. el ,·rt.:rqr lihrt- de componentes del pri­

mer modo que da dado por 

(32) 

Suponiendo para el primer ciclo 

v ~ll~;rituycndo valores en la ecuación· matricial 32 

"l' ohr.cn'~ 

}{. 

·que ne'\s d;1 le!" \'alorc!" dt: ptnlid.l p11ra el p1imer 

;.:iclo dr co\kulo. 

SEGU~DO MOiln 

l',lf ,11111'/1• '·' 

J.', , -151 

F. M :.......3113 

F ... M .. -3143 

Xo. rn -0.1672 

n. (i -0.2481 

{JS, n'' 0.3892 

x,. f¡ 0.11.11 

X:. f: -0.0930 , ... 
x'. ,• -0.1191 o 000/R 70 ···' 

('); 1267 1270 

x'ir' ~~ -151, X;= l-151 1 ]. T,::: 0.17fi se;¡. 
.. -~-~·· --·' ·-- ,_ ..... ·-- ·--· - . ---· .. "'' . 

En c~t~ cn~o ·se supu~o llll \·al0r <'f'!T:\no ~1 ;t~;:¡J 
y por r;u¡to sólo se nc1c:~i:ú 1111 l'icl0 p.'-'r<t .... ¡tl<" ~-\" 
ohtll\'icrJ la <lproxim.ldél:l df-~:r.lci.L. ·S, el -\··;;lC'Ir ~u­
pues! o no !n:bicsc !-ido t·:..;e :-:i1w ot rn ('U:• lquic-r :1. 
scgur<m1cntc no hubiera !-'ido ~uficicntC' un cido. 
de cilkulo. En los cicl0s· ,~;uhsi~)llirnu~s S(' ·:"oh·­
deria en igua~ forma .4'-•c :lnfrs: ~upt'lTit:r 1Hirii1!· 
mente. ·la coufi~uración ohtcnida -c:n el <·ido f'!.ntc~ 
rior: limpiJ.rla de las componentes dci primer mo· 
do: etc. 

h) Respuesta sísmica 

. Los \'é!lorcs de lo~ codi(iC'ntc~- dt.' p.1rtidr;~<:ión 
)' de las ordenadas c~rrcrra\r:-; p;¡ra e~:t \.1!-'0 ~on: 

e,= oool6~9. e,= -o.oo1M•> 

S.,.= 1n.i cm 'r;¡'. S .. ::: ~ó.6cm s.·,¡ 

la~ respuestas m:lXima~ para cada modn \ .dt·n 

r v, J _ [ 1.970kq J 
l. M, - 29~ 200 k~ cm~ · 

[ 
V, l- r it> 1 kn l 
.M, . - .2\l.1.0Pl1 kr .. m 1 

Las.rc:-:pue~tas m.á.~imas tnralcs scrAn ( fi~ JObl 

\' "' 2.030 k~ 

,'v[ ,-- 3ü 1 . (100 k,¡ e m 

M.. 1.209.00l1 kg rm 

REI'!STA •nf' l.A S()CIE'I>tlfl MEXICAS.·\ /lE 1.'\\~f'.\'/F:RIA S/S\1/CA. A. C · 

1 
1' 

L 

li 
l 

: ~ 
:,\ 
' 

·¡ ,, 
1' ¡ 
l 
¡ 
' n 
' ¡ 
p 
1' ¡' 



( 

.... .._ .. 

M•344toncm 361 :on cm o 

e:::::::: 
V•1,31ton 2.03 

,' 
1 ¡"' 

e:::::· ~~~ 
t. 9 3 lo~--=--....- . 

1 209 ton cm 
-~ 

r 
/ 

1 

808 ton cm 
-~ 

(o) (b) (e) 

CA5(l 3. BASE RÍGIDA y 1M•SA CONCE!<TRADA 

r~r;t_ cornporación de- resultados se verá cual es 
r.l \'alor de la respuc~ta máxima en el caso de des· 
prrciRr la in{"rcia ~otacíonal y la interacción suelq· 
estmctunL 

P.1ra "te cafiO p' = 608 (rad/seg) 2
, T = 0.325 

oeg. 0.15S .. = <l2.6 cm!Seg'. V= mS, = 1.930 kg y 
/1.1,, = R08.000 kq cm ( fig 1 Oc). 

CONCLUSIONES 

En la ~IQuic-mc t;abla se resumen los resultados 
· dr los trc~· r<1~o~. indi(ados ·como porcentajes del 
Hgundo ca~o . 

Conapto C.1s0 / Ctuo 2· Cruo3 
V 61.1 ';i. 100% 95.0'ió 
M 95.2C;< l OO'ió o , .. 

¡o 
M,, 73.1\'í l007o 66.7'ié 

I.Üs resullados de la t.1hla anterior dan una 
idcil rlar.1 de la imporcanci:t que tiene el considerar 
1.1 inerCi~ rotacional de I~1 rubicrt.1 y la intcr<u:ción 
~uclo-e~tructúra. La impon<HlCia dc.l primer con­
repto ~untenwra con[orme mayor sea el momento 
d<' 1/ll~rn.• de masa de la cubierta ron respecto al 
t'H' :. El \lltimo roncef'!to es tanto más importante 
~uilnto nl~S bl~ndo ~ca el suelo de cimentación. 
En partl(ular puc:=dc observarse que ~n el tipo de 
solución 3 no .'iC obt·icnc momcnt o rlcxionante a la 

. alturA d~ C.G. Esto púedc tr~1cr consfgo serios 
l'rrore!l en la cuantía del acero de refuerzo ncce· 
sario en 1<~ unión columna-cubierta qúe. fS donde 
ntás ductdidad nccc5ita desarrollarse. 
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15 .n, = 19.55) 
20 \_fi

2
=2Q42 · red n,----

se~; 

DE Ll\ EC ( 2 5) Aíl 112 nl o. 87. 
RAD = - = 
SEG 

¡¡2 n 1 

a2 - 81 n n ¡¡2 - ¡¡1 • res res 0.87 
2.18% r. .. 

2 = = =39.97 
.. 

.2 n2 + ¡¡1 

I!ETODO !-<U?AERICO B DE NE..n1.ARK PARA RESOLVER EL PROBLEMA DE VIBRACIONE:S 

FORZADAS. 

EL HETODO QUE A CONTINUACION SE DESCRIBE ES ADAPTABLE A SISTEMAS. NO 

LINEALES CON VARIOS GRADOS DE LIBERTAD. 

PROCE[liMIENTO: 

.. 
SUPONGN\OS EL VALOR DE y i+l 

. . . . 
2. CALCULE~\OS yi+l; yi + (yi + Yi+l)~t/2 (26) 
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3. 

4. 

• : •1 

CI\LCLILE110S y i + l 

...... :¡ ... 

• 1 , . ") . t 
~ Yi + yjt.l + (:¡- ~ )yi (At)• + ¡>.yi+l (At) 

. '• 

CI\LCULEI!OS UNA NUEVA 1\?ROX P\ACION Pl,RA v. ·1 A PI\RTin Df. LA 
- l+ 

ECUACION DI!"ERENCIAL DE: EQUILIBRIO: 

( 2 9) 

1 2 7) 

5. HEPITA'\OS L.'\S ETI\P!'S 2 ;, 4 EI>'PEZANDO CON EL NUf.VO VI\LOI{ y i+l 

HASTA QUE EN DOS CICLOS CONSECUTIVOS SE TENGAN VALORESDl' yi+l 

CASI rr;ur,LES. 

SE 'tECmHENDAN VI'.L0!1ES DE S DE l/6 A 1/4 Y ót~O .lT Pi\Rl; !,SE-~,1 !•.;,o 

CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD. 
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( :il'RUCTUHAL OYliMil<."o. 

Tloc !ulluw~ut:approxunatt: ft¡rmul.íi m<. y !.h.' U!>ed íur·~t ~¡¡¡;¡;k·r dt.{auitlun vi the · 
o L"l:J.ll\lt valu(· or tl"'•t: p~tudG and tlat: rt"Jl !JCnod ot ~·•IJr..~.t;l)ll: 

~ • ~1- (1 - 12/l) :
4

2 
-.( 17 -120~ • 72tl¡l2) ¡;~~-0-, .. (22) 

The response of lhe ti)'Stem toan iuitial velocity 1::; ,¡;:n·en by the second term 
m Eq. 18. The relation&hlp betwc_en th1s rcsp::mse aud tllt: trut' rcspon~e to an 
UiiWll velocity, as Sho'.A.'n by the s.ccOnd tt::rm in Eq. l'J, Ui 

11 
.!ll. 

"' 
• -1 

1 
. -- ~ . 

• .!___ .. 2 
2 " ...... • . • (23) 

l! ~lD e.x.actly t:qu~l tu t. the ma.x&naum Velocny re:.¡Jo¡¡.:;e ts correc.t, tJut U it 
1&. dúterent from t, tht:re is il\n incorrect ma.xt.mum vducity response. 

V~lue& of the errors ln the per1od a.nd of the error!> in ma.ximum re::)ponse 
to Ot.r1 inutal veloclty are l!iYt:n tn Tflbles 2{a} ar1d (l.i) lor .st:veral valut:s o! p 
and f(¡r a. range 1n values of h/T. There ~~ also glvt:n in Table 2(c) thc rate 
of con\'ergence !or the corr<:sportthn.,: tabular er:trh·~- For a ~~·stt'm with a 
nutr.bcr of dt:t:rees ot frceOO:n, the limns art: expre.ttDcd tn tcrms of thc ~hort­
est J*rlod o! the sYstem. 

When a2 > 4, the solutlon of Eq. 15 osc1llatcD wur,.-Jut boiJr~ds, and the cal· 
culatiun docd not yltld re&\llt!i evcn in n:mote ;t.~r~t:•1H:nt wuh lhe e~<~.ct solu­
tion_ The solutlon 1' ~id to be •un~tabh.:. • 

T:.c SUlJiltty llmtt cntcrion. cúrreSp:Jhelin' to Ot\' • .tlu~ o! a2 "'4, can be ex-. 
j.JT~b.sed in terms o! lÍl.t! time lntt:rva.l also. The rt:J .. diun bl:lWt!en O' and O ln 
l:.:q. 13 can be txpi-eüóed is · 

.... - ..... . • • . . (24) 

!.-o_m which the stablhty llmlt h1 can be writteo as 

2 ' hti 
~ . . . . . . . . . . . (25). 

whtch can be 61mph1led to 

- ......... . • • • (26) 

Valuea ol the &•bthty hrolt are shown in Table 1 as a function o! 11 
Frorn ~able: 1, it can be acen th;u for \lo.luc.e o! p g:rc~ter then t. lfthetlate 

lfiU:·rval la chos.on tor convcr¡;encc, the uumerlcal ¡.;rocedure wtll always be 
ot;a.l.llt. Howtvt"r. fl?r \l:du~s of ;1 lef)S than ¡.., convf:rgt:I:Cl' dol's not insure &ta· 
Lihty. Lack ot stablltty gives no warning ot d1!ftcLdty, Uut intrQduce:; a spu· 
r 1..:.u~ LncreJ.Bir-t: osclll.ltion tnto " syst~m which m ay bt! in o:-;cillalion anyv.·;ty. 
Tt.t:rdore, an ln~x~rlenccd cumputer m ay not rccot:ui .:.e the dift kulty. Mure· 
1
J'V&:t, ;,tf¡ tubtalJJll!y In the ht~hcr mod1;~ oulr ma:r· l"uJt even he appart'nt toan 
~Jr:¡A:I"lf:hf."t:d C'•fl•"'uter. C~m-"e')uuutly, l10tp¡>eiot.rti th..tt un\Ct;t:l oth,~r btcp~ aru 

· STHUCTURAL DYNMIICS 

·valucs: O! {J 
b/1' 

o 1/12 1/S 1,~ 

(o) Reta uve Erro~s In Pt:rio.! 

-0.00-t ·0.0001 0.002 0 • .1"'~ 
O -0.011 -U.OOOJ O.Olld 0.01'! 

O 'O -o.o7o -O.LlOG o.o:zs c.e.s;; 
... 0.061 0.2~ -0.130 -ú.01~ 0.038 

1/< 

t.:.uvs 
(j,ú,JJ 
0.1 ';:1 
C.ll9 

O.JU -0.36J -0.0-1.5 0.0-47 0.1:~ (1.213 
0.399 a. ·0.:.!20 0.100 O,lT,j C.Jo2 

1415 

_______ o_._._,_o __ l_~~~--·--1-~~~--·---L ___ -_• __ .1_o_o __ ¡__"-•.1_><_--:---:~·~··~·~·:=~¡---
~> Rolo.th'i) l::rrllra 111 Maxtrnum Rcap.:¡o.e ~-U ~:a.l \'tl~~lty 

0.0~ 0.012 0.008 0.006 W.&1M ¡ o 
0.10 O.O!t2 0.03~ 0.02~ 0.'-! ~ o 
0.20 0.209 0.160 0.166 C.;)n ¡ o 

' 0.25 O.óH u.:J06 0.201. 
1 

li.lZ! 

l " 
j 

1).732 
O.H< 1 (,_! ;;.-s. " b.r 0.31 S ~ 

i • LOoo ()."h o ~.3d~ .. 00 j 
0.4.50 ...• ... a 00 o.n! _¡_ G 

o.os o 0.008 O.ll12 (l.~U ~ o.c:s 
0.10 ·o 0.033 O.Oi9 ¡} .\loe.4 C.V99 
0.20 o 0.132 0.1\11'1' a.:~".l ! t1.Ss!> ¡ 0.2b e 0.206 O.JOS !J. U! 1 0.617 ' .. 
o. ::ns o O.JJ3 0.5¡)(} O.i-::.T 

¡ 
1.000 . ' 

0.369 • u.~oo 0.7&0 l.~..;.J, ' 1.6-0.l ... 
• 1.001) l..l.lJ ; 2.000 0.4.50 . • • l. .. ' 

A Vü.luca aro t...~y,:md U mi~ {or ílt.abtllty. 

genl·ral tre;.1.1mcnt prevl.ously presented le dlr!erent !roa U'~:.·b"lvt:n he re, par_. 
ttrular1y tn the treatment ar the startln~ of the mouoa.. A :::.c.-t:O~d to.tmtl.ar to 
rhal for JJ :z t was firbt pre.t:icutcdby S. Tlmoehen)u).S H~e-"'i r~ LK· d.ld oot carry 
t~e procedurctu thcpvlnt of~eneraliLln~ 1t !or~tlu!rlt.l~ !~.::..¡.le oae-de¡;ree-

3 •1::rror11 lntro.Juccd l>y St'-'P:hy-Stup Inte¡;flí&UOSl ot D:"''....::~.~~ :.;:.;•.:.·.:;!.e,•l.>y S. Levy 
Aotl W.- O. Krult, !.!_t-port, NA1.1. Uur. of Sundard•. W~t.h....o:.S...:r-.. :.· ~---· _l'.:t.~ry. !9~1. 

4- •somu N ... ·w Mt!tho.!~J f<.lr 1.ht: Nuoaerlcal lnttgn.t¡oa \)( O..!;..:.L: IJ:th·rc:.t1.t.l E~ua­
tl'-lnJ • t..y l. Fv~ 11.nd [ f. Gvvdwlr., ?ru.:t.•t-..:iiflQ't~. C&mb.n~e ?.:1:. ~:..:., \'c.l. -íS. 194~, 
pp. 373 -3th~. 

5 :"V¡b,·au,,n l''rul.lllm• tn l'n1:JnoorlnK, • Ly 9, Tim .. ,a~. ;}. ''o.a:-~ !'li..,.a .. nd Co., 
Na.- Yurk, N .. Y., -tth ,.•,Jtthlll, Ju:.-~. Vi>· 143-14~. 
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. NúW tur Cúf\Vtr,.-a.('"C Í!J ~ bt.:tj\lt:Oté or Cóll':'u!.l<ltli.J ti:<.: tp..i311[1ty p nlUbt be 
_Óurntr1Cltll71~•6 Uu.n l. 'fl.c crill\:.d v:..Juc, !~J.r ¡_;;.;; ... ·trt:t!I!Cc, ul thc t1me 1n­
t~!'\'"-l tJ'· C•h thE:n b4: ~uu.putcJ fn_,m Eq. 9 Ly O)t::.lllfib t!a! n~t.t-t.and blde nu· 
-~t:r:..:;. y equal LO l. Wlli, ~:;e ft~i..:!t: . 

h 1 "' . --T 2; 

!I . . . 
lP" '•.• ..... ·: .· ..... (10) 

Crlllcal valll-e& of u-,e convergence limit as a fwtcticm. o1 ¡)are contai.n.ed in 
T•ble l. 

For pracucal pu.rpotit::i tht tlm~ tnterval w~;~uld ord1u ... r ily be t4t.ken a~ ti01all­
cr tful.n th4t which cur rt~.iJOrodb to pure oscUlation, ur p .a -1, in ordt:r Lo ln­
sure rapld envug~convtq,ence. lf p • ·0.32, the erroz·.u w111 00 i-educed to 1% a! 
the1r ori¡:;tn~l value in {oiJr l:)tf:ps or tour cyctea o! ltcrauon. lt -wuuld appear 
th.J.t, bín.ce lar snu.ll values of ;:1 lhe convergencc i!> mo::it r;~pid. tht;: lower 
va.lut!B Óf 8 would be lJc&t to use. However, other coJushJcn.nona iiHect the 
Choice. The mCJ:it im)JOrtant o1 lhci:ie 1s the matter oC !)t&l.llllty whlch ls dls­
cu~bed tQ the next sec:tlon. 

For a cou-.plcx syblcol, it can be .&how-n Uu.t the r~:c of conver~cnce la de­
pendt:nt' Up:ln the irtquency or the J;.eriod o! the hlgloc!it n10dE: oC thc system. 
Conot:quently, the tUne interval u sed ll)USt be rclAted tú the SJI-Ortef:t.l perlad of 

TABL.L 1.-CüN'Vl.:HG!:NCL ANO STABILITY LJMIT:.; 

- Y.Uuo• ví fJ 
1t<om 

o 1/12 il• 1 1/6 1/< 

Coovcrgcuce lln:.lt, bif 00 0.5~1 0.-4~0 J 0.3b9 o.:ua 
St.aLillty llm.h, b/1' 0.318 0.389 O.i5o 0.651 ~ 

VÜJfiltion, or the pcriod 1n the hi~hest m.ode of vlbrat1on, !or the lumpt:d mass 
tiybre-m. SU\ce .stA.b11Hy al :;;.o de venda 'on a simll.a.r criterion, 1t appcars th.at 
IJ;~ ,;r~a.tcr the nuwlier of mabscs Jnto whlch a t>y!>tcm lti b¡·oken duwn the 
bhont:r wlll be the pcrmlsslblc lime lnterv:.tl for numerkal calculatton oi the 
uy¡.4lulic rtZISJOr.&e of the eybtcm. 

St~bility cn¡J Errors tn Numerical Computalion.-ln arder lo study lhc sta­
Lillty üf tht numcrlcal1nU:t:ratlon proctdure, let us cou:oidcr tlu~ spcclal case 
.:;1 a. blmple syste m, a. DlotSti: w ith ur.c -dc~rec -of -!ree<.k..•m w 1Uoout t-xter nal force 
;,.cnr," üO lt. F~ &och a conrlltlún, and !or c.ome lniti01.l dlaplacement ii!ld ve­
!~_,cny, the moq4.n of the tiyt>tem tihúuld l.Je apure osclllatÍon, wJth a circular 
!rr-quency oí vWra.tion aa g1vtn by 

__,. ... 
' . ' :~. K . 

..,2; ¡;¡ ...•......• • ....•.... (11) 

111 Wlilch K la t_h~ 6prlui{ conbl~nt and M the matl!l. Thc relationshlpbetween 
the ¡t,CCel~riAllOD and thc dlspt...cem~nt lti gtven- by 

• • • • • • • • • • (12) 
.. _-. 

...... " ... ----·-~-~-...,.-'7',_.--,..==-..,.-..,.-.,..,=-.,--

' 

• 

2 e2 t13) 
Q ·l.¡l8 2 .......... .. 

we ca.:t derh.·e,.. <1úlerence equ:.tll~'n rel.J.ttn~thevalues·ot~ce ~ceUlV~Ji::.· 
placc:mcnt~ of \lit! ayatem. Thc c;u;¡,Uon, 1n general terna, 11:1. • 

. ( 1) 2 (H) Xn.,l. (2- a2)xn • Xn-1 • }'. 2 a (xn. xn-1) • O .... 

F~o~ ~e general relatiun~ bctwcen finUe dU!e.rences a:\d derh·.s.u·.-ca, .~\ 
b ti . 1 lhe •··•t tt:rm un th~ left o! thls cqt:.a.tion cvrresp:>nd.:i to ;~ 

can e scen ~.~. - ln e.:. d. 
fa ·ter hmea·lhc ·velochy o! the :;:;shHO, a.nd consequcntly can be terprl e 

" ¡ h t' · system .... ·as ~----!;~.ed ~B t\.a.V n¡; no 
as a vi::.cous d~n¡ping_ ter m e't'Cll l )()Utt ¡\~ . , ~ - '. ; l In 
dampinr;. Tht~ :,purlOUb lati-l ter m can be elunm.ated b)- t •. e c.~tce ot Y .: 
Uús ca.r.e the ~cncral dlff~rence equat1on can be rewrtttC'n as _ 

. ( 2) x_ • o .... ' . . . . . (15) 
Xn~ 1 - 2 -a Xn + ll'"'l 

i Ec 15 can bt: wrttten 
The g:~n·eral ~lution of thefl_:.aedlf!ert>nce equat on, ~- •. • u;..ntlt 

tn the c:a.se whtre thequantltya2 is lesa th:in 4. ln thlii caue, ddml".a. q 'i 

~ by 

Q • 2 aln r ................ . (16) 

The oolution of Eq. 1~ can lh1!n l.le wr1tten in the forro 

x .::. A ca s 9 ~ -t- B a.i.n 9 k · · • · · • • • · " " .. (17)" 

· r · do tod T and an in!Ual diop1oce· 
Th!D c·1.n alwbt· t>tated intcrm:, v _a pt;t:U per s• Th 
rr.ent ~J and it paramcter B whkh ts of the S<o~.me torm as a ve!o.:1ly. e re ... 

sull lo 

2•t 2•1 .x ::·x cvs-T -t- B sln~ 
O S 8 

..... -..... • (18) 

Tbia may be cv 111 ~red wnh thc ex.act soluti.on, i, w!ücl'l ts g:_ven b)' 

2 • t •o 2 • l · (19) X = xo COti ---;¡;--- + w sln -r .. a ..... - ••• 

• · 1Ll.r lhr cxact 
lt can be tif.:t·n lhat th~ approx•m;¡te solutlon, Eq. 18,1~ :>ml.. , to b• t 

s.oluUon and ¡;ivcH precisely tht: same resp.Jnse (oran \ntual d.Jspuce::nent, u 
t;lves a' ditrert'IH periodfrom th~t of the actual syntem. Th-e ra.lue .:.ilhe pseL:do 

~rlod T 8 is !:pven by 

T ~ ~ •.•••......•..••• . ~ 

The rclatlon lletween lhe pseudo psrlod T 8 and the lrue perlcd T ls 

Ts d 
'T"T 

................ 

(lO) 

(21) 

_____ ..,.,. ___________ tJ:q;j, ____ _, 
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S1STEIAAS /JO Ll/Jfi\LU' DE WJ t;f:AD(l fJ[: L 1l.lU:T lo.D 

1 

:lELN!'IVJ 

BCUACION DE ~!OIII!IIENTO: 

Mx + Q(y,y) = P(t) 

SI Q(y, y) = KY + CY 

y = x-x = DESPLAZA•HENTO o 

SE. TIENE EL SISTE~ ELASTICO LINEAL 

HODELOS PA~TICULARF.S 

l. 

., 

2. 

RI(';IOO-PLASTICO Q ¡ 

Q ,..o 
'l 

' 1" . 
02 

--------------~'----~-4r---~~~,~--------------~ 
01 1 ~ 

' ,, 
+ Cy,. SI y<O 

. ! 

1' 

1! 
¡ 

Q ,. 02 + Cy, SI y<O 

. 1 

¡ 
EN . DONDE' C = CONSTANTE. SE HA EMPLEADO ce··' 

i 
r10DELO EN EL ANALISIS DE TALUDES Y CORTINAS DE PRESAS DE TIERRA ll 

Y ENROCNIIENTO 

E LASTO- PLJI.STI CO Q 

--~----~~~-----L_.y 
ye yu • 

Q = Ql (y) + Cy . 

SE E>IPI.EA COMO IIO!lELO EN .EL ANALISIS DE ESTRUCTU!VIS DUC'l !LES. 

FACTOR DE DUCTI LJD.'ID = y /y 
u e 

y = DESPL.l\ZA'IIENTO /l.AXI>JO QUE PUEDE. SOPORTA H. EL SISTEHA SI!\ 
u 

FALLAR. 

li 
1 

! 



.l . . !:1 !;·n:r·lf, 1.1 J 1.1 HJ·:AJ. 
---~--------~-·---

Q 

CON ENDURECPHENTCJ 

SE USA COW) MODELO PARA ANALISIS 

DE PUENTES COLGANTES 

Q 

CON ABLANDN~IBNTO 

SE USA Cm!O 1-'.0DELO DE SISTEMAf 

QUE SE DEGRADAN POR AGRIETA-

HIENTO (!·lUROS DE MN-IPOSTERIJ,, 

POR EJEt1l. 

4. TIPO t-tASING 

Q (INCLUYE A LOS ANTERIORES COMO CASOS ESPECIALE~· 

curvo 
0

0 
= ~UERZ~ EN y = y

0 

1 
y

0 
= DESPLAZA~IIF.NTO EN EL CUAL EL PROCESO SE INVIRTIO (y CAMBIO 

DE SIGNC') POR ULTHIA VEZ 

C.ASO PARTICULAR DEL ESQUELETO 

(I·IODELO RNIBER - OSGOOD) 

DONDE y
1

, Q
1

, o y r SON CONSTANTES POSITIVAS 

r:'"\ 
• ~.~ 1 

• 
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EJE!lPLO: C/,50 BILINEAL 

Q 

y 

EJEMPLO CASO ELASTOPLASTICO 

y 

METOVO B VE NEWMARK 

PARA EL ANALISIS DE SISTEHJ\S NO LINEALES SE PUEDE USAR EL HETODO d 

DE ~E\·l'l.AR'< DESC!UTO ANTEIUO"l"'ENTE, 
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l 
' 
1 
1 • 

.: . ., 
; 
' ; 

.¡ 
.i 
i 

l ' . ;¡ ., 
H 
"''! 

i 
i 
! 

' ! 
·1 
' ! 

l. .. . .. 
V = Y· + 20 

(y . + \' ) 
"i+l i l' . i+l . ( I1) 

1 .. 
yi+1 = Y. + yi (0.10) + '600 (2Y i + yi+l) 

l 
(l:II)· 

~L PF.OCEDIMIENTO DE CALCULO ES COMO SIGUE: 

SE ASUME yi+1 

SE CALCULA yi+1 CON LA ECUACION ( II) 

SE CALCjJLA yi+1 CON LA BCUAC!ON (III) 

SE CALCULA UN MEJOR VALOR DE Y. 1 
CON LA ECUACION ( J l, 

. 1+ 

ETC. 

PARA LA !"UNCION DE RESISTENCIA Q SE TIENEN LOS Sit;UIENTES CAS0f.': 

Q 
__________ ...9_móx _ 

·o Yo y 

l. COMPORTA!-1 I ENTO ELASTICO o = 32 y 

2. CA1\BIO DE RIGIDEZ Q .. 30 + 

3. DESCARGA Q = Qmdx - 32 (Y
1
W(-Y) TONS 

1 
1 ' 

1 
1 

1 
1 

1 

1 
1· 
1 

1 
1 
1 

TONS 

18 (Y-Y
0

) TON 

ES'l'A U!.TPL\ EXPRESION M.i\NTlENF. SU VALIDEZ. HASTA QUF., (YMJ\X-Y) ~2Y0 

. . ¡ 
1 

l ¡ 
1 
1 

l 
1 
! 
l ¡ 
l 
l 
í 
j 
í • ¡ 
1 

1 
1 

. l 

1 
' i 
l 

~ • 1 

• ' 

! 
1 

lJ 

i 
! 
1 
• 
1 
l 
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' \ 

·._.· 

:1 

Yo = o .• 9 3 7 5 CI1S i Qo .. 30.0 TON 

.. p 50 PARA t .. o, y = M = -y- 25 y = o; y .. o 

• .. 
PARA t = 0.10, yi = yi = o i yi = 25 

1er. CICI..O 

SEA yi+l = 20 COMO PRIMER TANTEO. EN TAL CASO 

2o. CICLO 

1 y1+1 = O + 20 (O + 25) = 2.25 

- 1 
yi+l = 0 + ·0.,10 X 0 + 600 (2 X 25 + 20) = 0.1167 

Q ~ 32 X 0.1167 = 3,7330 

Y. e 
i+1 

50- 3.733 
2 

= 23.134 

y1+1 ~ 23.134/2 = 16.567 

yi+1 = 73.134/600 = 0.1219 

Q = 32 X 0,1219 • 3.9000 

.. 
yi+1 = (50- 3,9)/2·~· 23.050 

)er. CICLO 

• 



4o. CICLO 

' '' 

10 

yi+1 .. 23.052 

yi+1 = 23.052/2 = 2.4026 

yi+1 ~ 73.052/600 = 0.12175 

~ = 32 X 0.12175 = 3,8960 

y= (50- 3.8960)/2 = 23.052 ,,, ETC. 

. .. 

. ~.-~. ~-- .. ~ .. :;·· . ' o· 



.,.. 1 

·., 

lJ 
( 

EJEMPI,O 

Qtons 

-K= 18ton/rm 
30 

1--+-K= 32. ton/cms. 

0.9375cms 
p ( t) tons 

. 50¡:...;.-----------, 

' . .,... 

5f--- __ ;_ _____ r------
--=-ot----'------=0"-=.5----~----+ t segs. 

. ' ,. 
ECUACION DE EQUILIBRIO DINMUCO , IIY + Q (Y) = P (t) 

y = P(t) Q(Y) = P(t) Q(yl 
M 2 

( l) 

PAIU'. LA APLICACION DEL NETO DO DE NE11~1ARK SE TIENEN LAS SIGU lENTES' 

EXPRESIONES: 

ti+l = t. + At ' l 
.• 

• .. 
yi+1 = yi + (Y i + yi+l) ót/2 

. .. 
(ót) 2 

.. 
(t.t) 2 

yi+l = Y. + Y. At + (0,5 - S) y i + S yi+1 : l l 
'· 

CONSIDERANDO ót = 0.10 SEG. Y S e 1/6 SE PUEDE ESCRIBIR; 
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WS CALCULOS BASICOS SE llUESTAAN EN LA TABLA SIGUIENTE: 

- - .. 

. . . . • 
t p y y -1 y. Q 

SE!'; S TONS CM SEG- 2 CH SEr. C"'S TONS 

0.0 50.00 25.000 0.00 0.00 0.0·'1 

' 
Ó.10 50.00 20,000 2.2500 0.1167 3,7130 

23.134 2.4070 0,1219 3.9000 
23.050 2.4025 0.12175 3.3960 
23.052 2.4026 0.12175 ·3.8960 

... 

0.20 50.00 20.000 4,5552 0.4722 15.110 
17,445 4.4271) 0.46793 14.970 

• 17.513 4.4310 0.46804 14.977 
17.511 4.43075 0,46204 14.977 

0.30 50.00 10.000 5.8060 0.98610 30.8751) 
. 9.560 5.7840 0.98540 30.8620 

9.569 5. 7 84 8 0.98543 30.863~ 

o. 4 o 50.00 o.oo 6.2630 l. 5958 41.849 
4.0750 6.4670. l. 6026 41.97 2 
4.0141 6.4640 1.6025 41.970 
4.0150 6.4640 1.60250 41.970 

0.50 
~ 

50.00 0.00 6.6650 2.2623 53.846 
-1.9230 
-l. 9000 6.56975 2.2591 53.789 
-l. 8944 
-l. 8946 6,5700 2,25912 53.789 

. o. 50+ 5,00 -24,3946 6.5700 2,25912 53.789 
-

0,60 5.00 -30.000 3.8503 2.7848 63.251 
. -29.126 3.8940 2.78621) 63.278 

-29.136 . 3.89347 2.78624 63.277 
-29.138 3.89347 2.78624 63.277 

o. 70 5. 00 . -32.000 0;83657 3,025127 67.577 
-31.289 
-31.320 0.87057 3.02626 67.5qB 
-31,299 
-31.301 0.87147 3.02641 67.600 

o. 7278 5.00 -31.620 -0.00313 3.03850 67.818 
-31.409 
-31.420 -0.000352 3.03853 67.818 
-31.4093 -o. ooo205 3.03853 67.818 

.. 
En t•O.S + SEG, AY =-45/2 = -22.5 .: -22.5- 1.8946 = -24.3946. 

1 

1 

1 

1 
' ¡ 
1 

' 

1 

¡ 
! 
1 

. 

1 

li 
B 
H 
¡-

¡¡ 
1' 
1i 
j.! 
! 
' ¡ 
1 

1; 

11 
. . fj 

ll 
'l 11 
! ~ 

' ¡ 
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CON'I'INUl;CION DEL CUADRO ANTE!<IOR 

~- • 
t p y y y Q 

-
0.80 5.0 -28.000 -2.1449 2.959611 65.2~ 1 

-30.146 
-3o:ooo -2.21708 2.957874 65.237 
-30.118 
-30.117 -2.22127 2.95777 65.23-' 

0.90 5.0 -27.00 -5.07712 .2. 5902S 53.473 
-24.236 
-25.00 -4.97712' 2.59358 53.580 
-24.290 
-24.291) -4.94182 2,59476 53.617 
-24,308 -4.94242 2.59474 53.617 

l. 00 5.0 -14.00 -6.857R2 1.99614 34.461 
-14.7305 

' -14.7200 -6.89382 l. 99494 -34.423 . -
-14.7120 -6.89342 l. 99495 34.423 

--
~N ESTOS CALCULOS SE INTRODUJO t = 0,50 Y 0.50+ PORQUE PARA ESTE 

INS1ANTE SE PRODUCE UN CM1BIO BRUSCO EN LA CARGA P(t) DE 50.00 TONS 

A 5.00 TONS, CON LO CUAL SE P~ODUCE UN CA~BIO BP.USCO EN LA ACELERA-

CION DEL SISTEHA Y. EN ESTE INSTANTE NO SE PRODUCEN CAHBIOS EN Y 

. Y Y,· EL TIE~\PO t = O. 727 3 SEG. SE INTRODUJO POR LA NECESID.».D D!. 

CAtCULA~ LOS VALORES DE Y Y DE 0, PUES A PARTIR DE DICHO INSTAWrE 

SE !!liCIA LA DESCARr;A DEL SISTE11A. ESTA CONDICION SE ENCONTRO SOBRE 

V\ BASE DE APROXIMAR Y A CERO, OBTENIENDOSE YK!\X= 3 . 03853 CMS y 

0¡.fAX = 67.818 TON. 

F.N EL CUADRO SIGUIENTE SE PRESENTA UN RESUMEN DE.LOS RESULTADOS. 



.. .. . 
t Y(supuesta) p y o . Y !calculado) y N O 7 A S 

Seg. Cm seg 
-2 ·Ton Cm. Ton Cm Seg 

-2 Cm Sea 
-1 

0.0 - - 50.00 0.00 0.00 25.00 0.00 

0.10 23.0520 50.00 o .12175 3.896 23.0520 2.40260 

0.21) 17.5110 50.00 0.46804 14.977 17.5110 4.43075 

0.30 9.5690 50.00 0.98543 30.863 9.5690 5.78480 - t- CAMBIO DE RIGIDEZ 

0.40 4.0150 50.00 1.60250 41.970 4.0150 6.4640 
-0.50 -l. 8946 50.00 2. 25912 53.789 -1.8946 6.5700 

1 
0.50+ - - 5.00 2.25912 53.789 -24.3945 6.5700 -1- CAHBIO DE CARGA 

0.60 -29.1380 5.00 2.78624" 63.277 -29.1380 3.89347 

0.70 -31.3010 5.00 3.02641 67.600 -31.3010 0.87147 

0.7278 -31.4093 5.00 3.03853 67.818 -31.4093 -o. ooo2o5- '- Qrnáx, Ym.'íx. 

0.800 -30.1170 5.00 2.95777 65.234 -30.1170 -2.22127 . 
0.90 -24.3080 5.0') 2.59474 53.617 -24.3080 -4.94242 

-
l. 00 -14.71?.0 5.00 l. 99495 34.423 -14.7120 -6.89342 -

RESPUESTA r!AXIMA {: ::: : 3.03853 cms 

67.818 tons 

• 

--~::-:-......,.,_,_·--· ··--- ·-:-::-::::-: .. ::::: ...• ~ .. -:-:: ... c-::-: ..• :-::: .... =: •• :::: •.. :.c: ... -:= •• -::: •. = .. :::::.::: ... -::: .. :::: ... :o-.::-:. ::-



X 

X ma'x = 3.03853 

0.728 seg . 

~0~------~~--------~--~~----~--------~----------4 

p { t ) 

1.0 ~------t---/----+--...;__----:-+ 

o o 0.2 0.4 0.6 0.8 Seg 1.0 

.... -· 
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E'J E M P LO 

Análisis sísmico dinámico de un marco plano, utilizando 

el Manual de Diseño por Sismo del Reglamento de Construcciones del Distrito 

Federal. 

La solución fue obtenida mediante un programa del Ing. Enrique 

!barra Anaya, en una hp 71B. · 

' 
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.... -········· 

···- . 
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EJEMPLO. 

D;:.tos: 

Análisis sismico dinámico de un marco plano de .4 niveles. 

1. Geometría y pesos: 

··: -. 

Tm 
l 
T 
5 m 

l 
T 
5 m 

1 
T 
5 m 

l 

9 

10 

7 

7 
·:;·· 

5 

4 .. 

3 

1 

1 

1 1 10 

12 

B 8 

9. 

5 6 

6 

2 4 

3 

2 .,,, ... , 

!-- 7 m ----j 

2. Dimensiones columnas: 

Niveles O a 1 

1 a 2 

2 a 4 

3. Dimensiones vigas: 

0.60 x 0.60 m 

0.50 x 0.50 m 

0.40 x 0.40 m 

0.40 x 0.70 m 

Nivel 

4 

3 

2 

1 

o 

1, 2, 3, 

1, 2, 3, 

2 
4. MÓdulo de elasticidad del concreto: 150 000 kg/cm 

5 •. Aplicar el Reglamento del Distrito Federal: 

Construcción tipo B 

zona 1 (terreno firme) (C=0.16) 
S 

Factor de ductilidad Q = .2 

... 

Peso 
(tn) 

25 

25 

50 

50 

barras. 

nudoó. 

... 
• 

~)' 

1 

1! 
' ¡ 

. 1 
1 
' ¡ 

,j 
l 
i 

..... ! 

'· ) ¡ 
..-· 1 

¡ 
! 
! 

. ' 
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IHSTtTUTO 0( IHGEHIERIA. U.N.A.H. Hoja .lh 1; 
ANALISIS SISHICO [J!Hf!MICO OE MARCOS PLAHOS 
29/JUN/85 MARCD•EJeMplo ;~. 

Nut.1ero de Barro~ ....... --"'0 .. > 12 
Nul'lero do Nudo a Libres ••} e 
Nu:r;cro· de flpoyo5 ......... ) 2 
NuMero de Nivelea ••ott•acr) 4 

LA ESTRUCTURA TIENE 20 GRADOS DE LIBERTAD: GIROS ·····~--~·••••> B 
DESPL. VERTICALES. •••> 8 
DESPL. HORIZONTAL.ES •> 4 

CARACTERISICAS DE LOS NIVELES <MASA • PESO 1 .g) 

NIVEL PESO {Ton J · MASA rT on• Scp:'/11 J ALTURfl ! M J 

1 50.000 5.0968 5.000 
2 50.000 5.0968 10.000 . 
3 25.000 2.5484 15.000 
4 2S.000 2.S484 2tl.000 

CARACTERISICAS DE LAS BARRAS• Modulo de Elü~tlcldad. E • 1 Stl00.00 Ton/1'1'2 

ANGULO MOMENTO 
NUH, BARRA NUDO A NUQO B LQNGJTUD <GRADOS 1 !NERCHI 

1 1 3 5.00 90.00 0.0100 
2 3 4 7.00 0.00 0.0114 
3 ., 4 5.00 90.00 0.0108 • 
4 3 5 5.00 90.00 0.00S2 
S S 6 7.00 0.00 0.011,4 
6 4 6 5.00 90.00 0.0052 
7 S 7 ·s.00 90.00 0.0021 
B 7 e 7.00 0.00 0.0114 
9 6 6 5.00 90.00 0.0021 

10 7 9 5.00 90.00 0.0021 
11 9 10 7.00 0.00 0.0114 
12 e . 10 5.00 90.00 0.0021 

CARACTERISTICAS DE LOS APOYOS: 

APOYO : 1 : Nudo 1. Apoyo en Cantiliver 
APOYO : ~. Nudo ., Apoyo en Cant 1ll ver ~· ~. 

CONTRlBUCION DE CADA NUDO A. LOS DIFERENTES GRADOS DE LIBERTAD 
EL CERO SIGNIFICA RESTRICCIO~ AL MOVIMIENTO CORRESPONDIENTE 

tj!JOQ !;!jRQ Q~:~cl • y [l~~lll 1 X 

1 0 0 0 
~.-~. ' ·' 

DE 
iiREF1 · 

0.3600-· 
0.-2800 
0.3500 
0.2S00 
0.2600 
0.2500 
0.1600. 
0.28110 
0 .16CO 
0.16Cíl 
0.2B~íl 
0.1600 

¡ .,. ' ,,. 
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IHSTIJUTO OE IHGEHIERIR. U.H.R.H. ., Hoja 11 2 
AHHLI SI S ~~ SMICO • OlHfiMICO 0[ 11RRCOS PLRHOS .. 
29/JUN!bS MARCú.EJcnolo t:. 

NUQO '6!80 Ocsg 1. 

2 0 0 
3 1 9 
4 2 10 
S :3 11 
6 4 12 
? S 13 
e 6 14 
9 7 15 

10 8 '16 

TIPO DE LA CONSTRUCC!ON: 
ZONA SISMICA: 
FACTOR DE DUCTILIDAD <01 
COEFICIENTE SISMICO (C) 

V Qe11p 1 1 X 

0 
17 
17 
18 
lB 
19 
19 
20 
20 

~ROEIMDA DE LOS ESPECTROS DE OISE~O PARA T=0 
PERI0005 CARACTERISTICOS DE LOS ESPECTROS DE 

; . 
. ' 

... 

B 
l. TERRENO FIRME 

2.00 
0.16 
0.03 ( a0 ) 

DISEFlO: Tl 
T2 

EXPONENTE Ell LAS EXPRESIONES DE LOS ESPECTROS DE OISEI'lO < r l 

0130 
0180 
0~50 

'~presten de la.netriz [ K ] de rigidez del nerco arnada cons1derendo deforma­
lon.c~lol de lo~ cclur.r.Js y elenentos en d!aQcnal y sin considerar defornacion 

ax1al de· las vice~. 
La nRtriz [ K l consta de 4 aubnatr!ce~: 

,. 
DD an 

,D 1<11 1<12 a 

D a 
¡ K l • a------•------• 

a • 
a K21 K22 • 
a a a a 

suer1ATRI z [1<111 1 ORDEN ( 16 1 16 l 
0:5Tfl MfiTRI Z ESTA ARMAD/\ EN SKYLINE Y ESTI\ CONTENIDA EN UN VECTOR 
DE 106 ELEMENTOS. 

Colw'ln4D 1 2 3 4 5 

Rr.no 1 2.9~1E+004 4.900E+003 · 3.125E+003 0~0C0E+000 0~000E+000 

. í'. "'. n(~ 2 4.900E+003 2.901E+004 0.000E+000 31 12SE+003 0~000E+000 

Ron¡¡ 3 3.12SE+003 0.000E+000 1.861E+004 4~900E+003 1.280E+003 
;").~na 4 0.000E+00¡) 3.125E+003 4.900E+003 l.B61E+004 0~000E+000 
2eno · S 0~0<l0E+000 0.000E+000 l.280E+003 0.000E+000 11492€+004 
í:eng 6 0,000E+000 0.000E+000 0~000€+000 1~2BOE+003 4.900E+003 !. 

.r.no 7 0.000E+000 0.000E+000 01000E+000 0~0DDE+000 l. 280E+003 
Reno e 0~00"E+000 0,000E+Il00 0.000E+000 0~00ílE+0cm 0';000E+000 ' 1 

Rr.n(l e 21 IOOE+003 2. Hl0E+003 0.000E+000 0~00CE+000 0.000E+000 
Reno 10 -2 .100Et003 -2. HlOE+003 0.000E+000 0~000E+000 "0.0'00E+000" 
Reno 11 0.000E+000 0.000E+000 2.100E+003 21 100E+003 0.000E+000 
R~ng 12 0.00ClE+OOO 0.00DE+000 "2. Hl0Et003 -2~1~0E+OC3 ll. 00CE +000 
Rene;¡ 13 0.000Et000 0.00CE+000 0.00(JE+000 0~C00Et000 2; l C0H'003 .. A l'll'l",....'""'""' .-.. tlf\t\::: ... l'llnn lll l'lr\i'\C ..LC'If\1:\ !'JI n~C'I¡:+r,~~ -? ll'I~~+C'l01'1ii 
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l HSTI.l UT O 0[ ltiGEIHERIA, U . H • A ;t1 . 

" Hoja 11 3 AHALISIS S!SMICO 01 IIIIMICO DE MARCOS PLAHOS 
29/JUH/8S MARCO LJ""'P)O ;2, 

Hen¡¡ lS 0.110~Et000 0.000E+00(l 0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 
RtnQ 16 0.000E•000 0.000E+000 0.000Et000 0.000E+000 0.000E+000 

~tJJUI·tlt"~ ~ 
., 

IJ !J !0 

Ren¡¡ 1 0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 2.100E+003 -2 .100!0+003. 
Reno 2 0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 2 .100E+003 -2.100E+003 
Ren¡¡ 3 0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 
Reng 4 1'. 280E+003 0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 0.000Et000 
Reno S 4.900E+003 1. 280Et003 0.000[+000 0.000E+000 0.000E+000 
Reng 6 l. 492E+004 0.000E+000 l.280E+003 0. 000E +000. 0.000E+000 
Ren¡;¡ 7 0.000E+000 1.236E+004 4.900E+003 0.<100E+000 0.000E+000 
Ren¡¡ 8 1.280E•003 4.900E+003 1.~35E+004 0.000E+000 0.000E+000 
Reng 9 0.000E<000 0.000E+000 0.0(10E+000 1.836E+005 -6.000E+002 
Reng l0 0.000E•000 0.000E+000 0.0e0E+Iil00 -6.000E+002 1.836E+005 
Ren¡;¡ ll 0.0C0E+000 0.000E+000 0.000E+000 -7.S00E+004 0.000E+000 
·Re n¡¡ 12 0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 -7.500E+004 
Reng 13 2. 100E+003 0:000E+000 0.000E+000 0.000Ei-000 0.000E+000 
Reng . 14 -2. 100E+003 0.000E+000 0.000E+0D0 0.000E+000 0.000E+.000 
Reng 15 0.000E+0i<l0 2.100E+003 :t. 100E +003 0.000E+000 0.000E+000 
Reno 16 0.000E+000 -2.100E+003 -2.100E+003 0.000E+000 0.000E+000 

! Col urm" 5 11 12 13 14 15 

Reng 0.C00E+12100 0.000E+000 0.000E+<l00" . 0:000E+000 ... 0.00eJE+QI00 
Rong 2 0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 
Rong 3 2.100E+003 -2. 100E +003 0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 

· Reng 4 2. Hl0E+003 -2.100E+003 0.000E•000 0. 000E<·000 0.000E+000 
Reng 5 0.000E+000 0.000E+000 2.100E+003 -2.l00E+0(l3 0·. 000Et000 
Reng ·6 0.000E+000 0.000E+000 2 .l<l0E•Il03 -2.100E+003 0,000E+000 
Reng 7 0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 0 ."00QIE Hl00 2; 100E+003 
Ren¡¡ 8 0.000Et000 ·0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 2.100E+003 
Ren¡¡ 9 -7.500E+004 0.000E+0e0 0. 001JE •·000 0.0e0E+0e0 0.000E+00~ 

Ren¡¡ l0 0.000E+000 -7.500E+004 ·0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 
Ren¡¡ ll 1.236E+005 -6. 000E+002. .-4.800E+004 0.000E+000 0. 000E Hl00 
'Reno 12 -6.000E+002 l.236E+005 0. e00E +000' -4. 800E+004· 0 •. 000EHl00 
Reng l3 -4.8ME+e04 0. 000E+000· 9.660E+004 . -6. 000E+002 -4.800E+004 
Reng 14 0.000E+0e0 -4. B00E +004. -6.000E<002 9.660E+004' 0.000E+e00 
Reno l5 0.000E+000 0.00eE+000 -4. 80CE+004: 0.0~0E+000 4;860E+0e4 
Reng 16 0; 000EHl00 0.000E+00'0· 0.000E+000 -4 .. 800E +004 · -6.000E+002 

Colurm"• 16 

Reng l 0.000E+000 
Ren¡;¡ 2 0.000E+000 
Reng 3 0.0DOE+000 
Reno 4 0. OOOE Hl00 
Reno S 0.000E+000 
Reng 6 0.000E+000 
Reng 7 -;: .100E+003 
Reno 8 -2 .100E+003 
Reno 9 0.000E+000 
Reno 10 0.000E+000 
Rene ll 0.000E+IilD0 
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INSTITUTO 0[ IHGENIERIA, U.if.A.M. 
AHALI'Sl S SI 5111 CO OI IHIMICO [)[ MARCOS PLAHOS 
29/JUN/85 MARCO• EJe~pJo ;z. 

Reng 
H~no 

Ren¡:¡ 
Rene 
Ren¡¡ 

12 0. 000E +000 
13 0.G!0eE+OI30 
14 -4.800E+004 
15 -6.000E+002 
16 4.860E+004 

SUBMATRIZ IK21l~TRN[K12J: ORDEN (4,16) 

Hoja U '1 

~ .. 
• ,••. t• 

.. ·. 
Colurmas 2 3 4 5 

Reng 
Reng 

1 
2 

ColuMnas 

Reng 1 
Reng 2 
Reng 3 
Reng· · 4 

Colu,nas 

·Reng 1 
Reng 2 
Ren¡j 3 
Reng 4 

2.013E+003 2.013E+003 -1.87SE+003 
1.875E+003 1.875E+003 1.107E+003 

-1.875E+003 0.000E+000 
l.r07E+003 -7.680E+002 

0.000E+0B0 0.000E+000 7.680E+002 7.680E+00Z 0.000E+000 
0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 0.000E+000 7.680E+002 

6 

0.000E+000 
-7.680E+002 
0.00~E+000 

7.680E+002 

11 

0.000E+000 
0.000E+000 
0.000E+000 
0.000E+000 

7 

0-.000E+000 
0.000E+000 

-7.680E+002 
7.680E+002 

12 

0.000E+000 
0.000E+000 
0.000E+000 
0.000E+000 

8 

0.000E+000 
0. 000E+000" 

-7.680E;002 
7.660!':+002 . 

13 

0.000E+000 
0.000E+000 
0.000E+000 
0. 000EHl00 

9 

0.000E+000 
. e-: 000E f000 
0.000E+000 
0;000E+000 

14 

0:000Ef000 
0.000EHl00 
0. 000E +000 · 
0.000E+000 

10 

0.000E+000 
0.000E+000 
0.00~E+000 

0. 000E+000 

15 

er. 000E +000 · • 
"0. 000E +000 

0.000E+000 
· · 0; 000E+000 

Co!uMn6s 16 · 

Reno 
Reno 
Reng 
Reno 

1 

3 
4 

0.000E+000 
0.000E+000 
0.000E+000 
0.000E+000 

SUBMATRIZ [K22l• ORDEN (4 1 4) 

. ColuMnas 1 

Reng 
RenQ 
Reng 
RcnQ 

1 
2 
3 
4 

4.610E+003 
-1.500E+.003 

0,000E+000 
0.000E+000 

2 

-1 . 50 0 E +003 
2.114E+003 

-6.144E+002 
0.000E+000 

3 

0.000EHl00 
-6. 144E +0C12 

1.229E+0C3 
-6. 144E +0e1z 

4 

0.000E+000 
0.000E+000 

-6.144E+002 
6 .l44E;:00'Z" · 

IHPRESION OE LA MATRIZ [ Y l•INV<CK11ll•CK12l, ORDEN <16;41' · 

ColuMnos 

Ron¡¡ 1 
RenQ. 2 
RonQ 3 
fleric .4 
Reng .S 

1 

S.?SBE-002 
6.758E-002 

-8.993E-002 
-8.993E-002 

4.919E-003 

2 

S .160E-002 
5.160E-002 
4.293E-002 
4.293E-002 

-4.193E-002 

3 4 

-3.093E-OU3 4~35IE-004 · 
-3.093E-003 4.351E-004 
3.290E-im'? '-9.335E~004'. 
3.290E-0D2 -9.335E-004 

-1.301E-004 3.872E-002 

··.:.·>.: 

' _, 
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'IIISTl T UT O [)[ IHGUHERifl, U.tl.fl.M. Hoja 
AllnLISIS SI St1I CO Ul Hf!/"\1 C(J ()[ Mf1RCOS PLAtlOS 
2 s; J uru as M"RCOo EJel'lplo :2. :'•:' 

Reng 6 4.919E-003 -4. 1 93E -002 -1.30JE-004 3.872E-002 
Ron e 7 -l. 500E -003 2.925E-003 -4.659E-002 4.579E-002 
Reng 8 -l. 500E -003 2.926E-003 -4.659E-002 4.579E-002 
Reno 9 S.SBBE-004 -2. !30E-003 4.9!5E-004 -2.819E-003 
Reno 10 -S.688E-004 2 .130E-003 -4.91SE-004 2.8!9E-003 
Reno 11 S.lBlE-003 -:?.340E-003 1. 034E -003 -6.898E-003 
keng 12 -S.!B!E-003 2.340E-003 -l. 034E-003 6.89BE-003 
Reng 13 4.649E-003 !.028E-003 4.786E-003 -1.353E-002 
Reng !4 -4.649E-003 -I.028E-003 -4.786E-003 1.353E-002 
Reng 15 4.664E-003 7.528E-004 8.647E-003 -!. 711E-002 
Reng 16 -4.664E-003 -7.528E-004 -8.647E-003 1.711E-002 

IMPRESION DEL PRODUCTO [K21 l•INV( [K11 l l•[K12J, ORDEN ( 4 t 4 ) 

Colul'\nas l 2 3 4 

.Reng 1 6.093E+002 4.676E+001 -1.35BE+002 5.253E+000 
Reng 2 4.676E+001 3·. 529E+002 6.!44E+001 -S.99!E+001 
Reng 3 :..¡. 358E Hl02 6.144E+001 1.22!E+002 -7 .176E+001 
Reng 4 S.253E+01il0 ~5.991E+01ill -7.176E+001 1.298E+002 

IMPRESION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ LATERAL IKDI, ORDEN < 4 ,4 l 
CKDJ a [K:22l-lt:2ll•INV([K1lll•[K!2J 

Co1uMnao 1 2 3 4' 

Reng 4.001E+003 -1.547E+003 1.35BE+002 -S.253E+000 
Reng 2 -1.547E+003 1.761E+003 -6.758E+002 5.991E+001 
RenQ 3 l. 35BE+002 -6.75BE+002 l. J07E +003 -5.426E+Iil02 
Rene 4 -5.253E+000 5.991E+001 -5.426E+002 4.846E+002 

El POLINOMIO CARACTERISTICO DE LA EXPRESION ICKOJ-w2CMJI=0 DIVIDIDA 
ENTRE EL FACTOR Ela• 3200.00 ES DE GRADO 4 Y TIENE LOS SIGUIENTES 
COEFICIENTES CALCULADOS CON EL METOOO DE KRYLOV 

a 4• 1.000000E+000 
8 Ja-3,792254E-003 

a 3•-S.484490E-001 
a 0• 2.853620E-005 

a 2a 8.64804QIE-0e2 

11 5 

LAS RAICES DEL POLINOMIO· ANTERIOR, MULTIPLICADAS POR El FACTOR Elo, CORRESPONDEN 
A LAS FRECUENCIAS w AL CUADRADO DE CADA MODO. LOS PERIODOS T DE CADA MODO SE . 
OBTIENEN CON LA FORMULA T~2•PI/w 

MODO w·z T 
I<Seg)'-2) !Seo] 

1 30.1948 1.1434 
2 177.2041 0. 4 720 
3 574.9082 0.2620 
4 972.7297 0.2015 

LOi VECTORES CARACTERISTICOS {Y} (MODOS DE V!6RAC!0Nl 
DE LA EXPRESION [[K0l-w2CMIJ{Y}•0 SON LOS SIGUIENTES: 

MODO 1 2 3 4 

t CH",ACHi\ 1 Cl C1 MI 0\ 

40 



.- IMStiTUTO 0[-IHGEH!ERIA, U.H.A.M. ., ' · HoJe 11 · 6 
AHfiLI 515 SI SMI CO OitHIMICO lJ[ MAIICOS PLANOS 
29/JUN/85 MARCú' EJeMplo C. · 

i ve! 2 
Ni ve i 3 
lhveJ 4 

2.92638 
5.25510 
6.57807 

2.01732 
0.0&139 

.-2.16396 

0.43275 
-2.8!3323 
l. 62227 

-0.57948 
0.43961 

-0.13966 

I<ORHf-L IZANDO LOS VECTORES MODALES ANTERIORES, QUEDAN DE LA SIGUIENTE 

HODO 

Nivel 
Nivel 
Nivel 
Nivel 

tiMJl.. 

1 
2 
3 
4 

1 . 2-' 3 

1 0,066112 0.16267 0.17127 
2 0. 19321 0.32816 0.07412 
3 . 0.34697 0.01324 -0.4 9553 

-4 0.43432 -0.35202 0.27785 

Ductilidad Coeficiente de 
fi¡;~j!:rO¡;tO!J [:lQ¡ji [, O' Eªrtis;;iQE!;IQn 

1.3129 
1. 5696 
1.4083 
1.1507 

2.0000 
2.0000 
1.8735 
1.6715 

3.3123 
1. 6384 
0.6960 
1. 0725 

4 

0.36884 
-0.21374 

0.16215 
-0. 0Sl51 

De.pJBZilMlento 
tJ02SlMQ [M l 

0. 0720 
0.0073 
0.0009 
0.0008 

DESPLAZAMIENTOS MAXIMOS DE LI\S MASAS DEBIDOS A CADA MODO. 

JDO 1 2 3 4 

Nivel 1 0.00475 0.00118 0.00016 0.00028 
Nivel 2 0.01391 0.00238 0.00007 -0.00016 
Nivel 3 0.02499 0.00010 -0.00045 0.00012 
Ni VB 1 - 4. 0.03128 ·0.00255 0.00025 -0.00004 

.~; 
,. : 

MANERI\': .. "-

OESPL AZAMIENTO MAXIMO DE CADA MASA, SUMA DE LOS DE SPLA Z AMI ENTOo1'1AX I NOS 
DEBIDOS A CADA MODO Y REDUCIDOS CON EL CRITERIO DE LA RAIZ CUADRADA 

M o 5o ZMOX ([:ll 

1 0.00491 
2 0.01412 
3 0.02499 
4 0.03138 ; 

FUERZAS MAXINAS EN LAS MASAS DEBIDAS A CADA MODO 

MODO 1 - 2 3 4' 

Nivel 1 0.73171 1. 06608 . 0.45668 l. 38?'39 

Nivel 2 2.14128 2. 15062 . 0.197.63' ,. -0.80431 .. 
' 

Nivel 3 1.92262 0.04339 -D.66D64 0.3()509 
Ji ve~. 4 2.40663 -1.15347 0.37043 -0. 0969Z 

FUER7AS Y CORTANTES DE OJSE~O EN CADA MASA. EL VALOR DE LA FUERZA TOTAL SOoRE 
CADA MASA SERA LA SUMA DE LAS FUERZAS DEBIDAS A CADA MODO' Y'REDUCrDAS CON El 
CRITERIO DE LA RAJZ CUADRADA 

41 
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JHSTHIHO DC ! :G[tili::... ..!.~1 _ HoJa 11 1 
AHRLISIS SIS.J,.,_:u ;u.:R,-,, ...... L ;IA;~COS Pi ,-,HOS 
29/JUN/85 MA~:O EJoMp!~ G2. 

KáG6 Fue¡· za Cortante 
[Ion 1 [Ton] 

4 2.6961 2.6961 
3 2.0562 4.7523 
2 3.1456 7.6981 
1 l. 9512 9. 84 93 

LAS ANTERIOHES SOLICITACIONES L~TERALES PRODUCEN LOS SIGUIENTES GIROS· 
Y DESPLAZAMIENTOS EN LOS DIFERENTES NUDOS DEL MARCO 

NUDO 

1 
2 

4 

S 
6 
7 
8 
9 

. 10 

Despl, X 
(M J 

0.00000 
0.00000 
0.006~0 
0.00630 
0.0!75S 
0.01755 
0.02993 
0.02993 
(),03698 
0. 0369.8 

Desp l. Y 
fMJ 

. 0.00000 
0,00000 
0.0001Z 

-0.00012 
0. 00023 

-0,00023 
0.00031 

-0.00031 
0,00033 

-0.00033 

G1ro 
(RADJ 

0.00000 
0.00000 

-:-0.00126 
-0.00126 
-0.r.i0114 
-0.00114 
-0.0iJ072 
-0.00072 
-0.00034 
-0.00034 

._, 

',- ...... ,,, : 

ELEMENTOS MECAN!COS EN LOS EXTREMOS DE LAS BARRAS EN SISTEMA LOCAL DE 
COORDENADAS Y CON SIGNOS DE ACUERDO fl LA CONVENC!ON DE N/~. FUERZAS EN 
TONELADAS Y MOMENTOS EN TONELADAS-METRO. 

.. ,. 

FUERZA AXIAL 
Fx'B 

FUERZA CORTANTE MOMENTOS NUDOS 
B(lRRA F.'l\ 
A B 

1 
2 
3 
4 
S 
6 
7 
B 
9 

10 
11 
12 

-13.317 
0.000 

13.317 
-9.194 

0. 000 . 
8.194 

-3.699 
0.0<10 
3.699 

-1 • 033 
0.000 
1.033 

13.317 
0.000 

-13.317 
9.194 
0.000 

. -8.194 
3.599 
0.000 

-3.699 
1. 033 
0.000 

-1.033 

Fy'A 

4.92S 
-5.124 

4.92S 
3.949 

-4.495 
3.949 
2.376 
~2.666 
2.376 
1.346 

-1.033 
1.348 

Fy'R 

-4.92S 
S. 124 

-4.92S 
-3.949 

4,495 
-3.949 
-2.376 

2.666 
-2.376 
-i .349 

1. 033 
-1.348 

MoM 11 

1S.378" 
-17.933 

16.378 
9.G88 

-1S.733 
9.G88 
5.676 

-9.330 
5.676 
3.12S 

-3.615. 
3. 125 

8.245· I 
-17.933 3 

8.245 2 
10.058. :0 

-15.733 S 
10.058 4 
6.205 5 

-9.330 7 
6.20S 6 
3.61S 7 

-3.615 9 
3.615 8 

REACCIONES EN LOS APOYOS DEL MARCO EN SISTEMA GLOBAL DE COORDENADAS: 

NUDO TIPO DE R~ Ry MOMENTO 
--------~A~P~O~YQ~----~[!uQ~n~l~---·~·~[~T~o~nL)~--~[~To~n~-~Mul __ 

1 
2 

CantlllYer 
Contdlver 

-4,9246' -13.317S 
-4.9246 13.317S 

16.3782 
16.3782 

!---~ (· .. . : <·."' . . , .... 

'• 3 
4 
4 

·s 
6 
6 
7 
8 
8 
9 

10 
10 
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IHSTIJUTO 0[ IHG[HICRIR, U.H.A.M. 
AHALISIS SISMICO DltiRMICO 0[ MARCOS PLRHOS 
29/JUN(85 MARCC: E;eMolo :2. 

~dMPROIJI\C l DtJ DEL EQUILIBRIO, SU MI\ DE FUERZ/\5 EN LOS ~UDOO LIBRES' 
' 

tWDO Sul'l. Fx SuM. Fy Sul'l. Ho 
tTonl tTonl tTon-Hl 

3 0. 9756 . -0.0000 0.0000 
4 0.9756 -0.0000 0.0000 
5 1.5729 -0.0000 0.0000 
6 1.5729 -0.0000 0.0000 
7 1.0281 0.0000 0.0000 
8 1. 0281 -0.0000 -0.0000 
9 l. 3481 -0.0000 0.0000 

10 1.3481 0.0000 0.0000 

Hojo 11 

SUMI\TOR!A DE LAS FUERZAS HORIZONTALES DE LOS NUDOS COMPRENDIDOS EN CADA NIVEL 

.Nivr-.l___:i, Nudo~: 9, 10 
SÚM, de Fx en N1v. 4 • 

!ilill_Q_, Nudos: 7, B 
SuM. de Fx en N1v. 3 • 

·•i:i.l;j__z., Nudo5: 5; 6 
~M. de Fx en Niv. 2 = 

tti.Yil.L . .J., Nudos: 3, 4 
Sul'l, de Fx en Niv. 1 • 

. ' . 

2.6961 Ton 

2.0562 Ton 

3.1458 Ton 

1.9512 Ton 

· ••• fiN DEL AHALISIS *** 

' 

B. 

1 

i· l 
1 ! 

'.) \ 
·. i 

1 

1 ! 
¡ 
l 

' l 
¡ 

1 
1 
!. 

¡ 1 
1 ! ' . . . ' . ¡ 

Q ) ! 
1 ' : ~ 

: 1 
. !' i J t 

' ¡ 
1 • 
1 t 

· .. 

,··' :. 
~J; 

¡ 

¡ 
• ' 
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VIRECTORI O VE ALUMNOS DEL CURSO "VINAMI CA ESTRUCTURAL" I MPARTIVO EN ESTA 
VIVISION VEL 29 VE JULIO AL 7 VE AGOSTO DEL PRESENTE MIO. 

1.- AGUIAT< FALCONT ROI3ET<TO 
ESC. POLITtCNI CA VEL EJERCITO 
PROFESOR I'RI NCIPAt 
CENTRAL PAZMINO Y AV. GRAN CULOMBIA 
Q.U1 TO tCUP.VOR 
54-35-00 

2.- AMADO ZOGSE JORGE ALEJANDRO 
I MPRES INSTITUTO NAC. 

3.- ARNOLV OJEVA CARLOS 

SAIJ IGNACIO No. 1010 
EDIFICIO PATA VE CUAPUCO VEPTO. 5 
QUITO ECUADOR 
23-50-76 

ESC, VE ING. CIVIL UNIV. GUANAJUATO AV. JUAREZ No. 226 
PROFES01< VE TIEMPO COMPLETO 36000 GUANiuUATO, GTO. 
AV. JUAREZ No, 77 
GUANAJUATO, GTO, 36000 
2-07-79 

· ·' 4.- . GRINVIS SANDOVAL OTIION 
1 NSTITllTO MEXICSNO DEL PETROLEO 
EJE CENTRAL LAZARO CARVENAS No. 152 
07730 MEXJCO, V. F. 
56 7~66-00 

5.- CARDENAS 01<DONEZ HAROLD 
UNIVERSIDAD DEL VALLE 
CD. UNIVERSITARIA MELENDEZ 
CALI COLOAV3IA 
APARTAVO AEREO 25360 
39-l4--50 

6.- CASTELLANOS PEDRO 1'N3 LO 
PI LOTES VE CONTROL, S. A. 

7,- CRUZ CLEMENTE MARIO 
INSTITUTO TECNOLOGICO VE OAXACA 
PROFESOR I NVESTIGAVOR 
CALZ. TECNOLOGICO V CALZ. WILFRIDO 
MATI 111 
OAX;\Ci\, . OAX. 

8.- CIIAVtz LVPEL GN3RILLA 
1 NSTITliTO VE I NGENIERI A . 
BECMIA VE TESIS 
CD. liNIVU::STTARIA 
VELEGACION COVOACAN 
548-11-35 

SINALOA No. 175-A 
VELEGACION CUAUHTEMOC 
06700 MEXICO, V.F. 
553-08-31 

AV. UNIVERSIDAD No. 1923 EDIF. F 
VEPTO. 1001 
COL. COPI LCO 
DtLEGACION COYOACAN 

.. 94360 MEXICO, V. F •. 

ANDADOR DEL VALLE ,11,\NZANA V-1 O 
UNIDAD GliELAGliETZA I NFONAVIT 
OAXACA, OAX. 

AV. IV No. 14 
COL. EVUCACION •·• • :: ... · · , 
DELEGACION COYOACAN" . ,,; 
04400 AIEXICO, D.F. 
549-5 3-32 
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9.- VOM1NGUEZ. HERNANDEZ OSCAR 
lNST1TUTO VE INGENIERIA 

·:Jf[,-o ESPINACE N3ARZUA RAUL 
.U, CATOLICA DE VI\LPARAISO-CHI LE 
ACAVE!HCO · 
AV, BRASIL llo, .315.7 
:JIALPARAISQ 1 CHILE 
25~73-33 

JJ..., .. JERNANDEZ PEREZ ;1, ROBERTO 
COMrS ION JEVERAL VE ELECTRICIVNJ 

J.2,-, HGLIEROA PIEDRA JOSE NITON10 
JJmAC, S.A. 
CALCULISTA 

. TNSURGENTES SUR No, _]] BB 
COL. DEL VALLE 
VELEGACION BENITO ;JUAREZ 
5qs-.4q-.4s · 

J3,-. GARCIA ORTIZ GUADALUPE 
INSTITUTO TEC. VE CV. MADERO 
CATEVRATICO 
AV. Jo. VE MAYO SIN 
CD. MAOERO, T AM1'S. 

.J4.- GARCIA HERNANVEZ ANVRES BENIGNO 
·s.c.r . 

.15.~ GOMEZ BARRE.TO JOSE 
COMISION FEDERAL OE ELECTRICIDAD 

.16.-. GIL ZEPEOA sOTERO ALUANDIW 
INSTITUTO TEC. VE TEJIUACAN 
PROFESOR TIEMPO COMPLETO 
/Gil • .3 CARR. IIUAJUAPNI VE LEQN 
APARTADO POSTAL No, 2<J7 
TEIIUACAN PUlJHA 

· 2~2-J-.JB 

J.7 .-· HINllJ(JSA Rt130LLAR CARLOS A, 
COA11SHHI FElJEI<M Pl UFCTRICWAD 

J.8,~ 1SUNZA ~IOIIEVANO FERNANDO 
fACULTAD VE INGENIERIA 
AYUDANTE VE PI,OFESOR "5" 
CV, li!IIVERS ITARIA 
. VELEGACION COYOACAN 
550.~52-15 e.x..t. 3.733 

CN4INO REIIL No. 2080 No. 33 
VINA DEL MAR CIIILE 

NENAEL No. 46 
COL. SANTO DOMINGO 
VELEGACION COYOACAN 
0.4360 MEXICO, D.F. 
554-55-18 

MORELOS 219 NTE 38 
COL. UNIDAD NACIONAL 
CV. MAOERO, TAMPS. 89410 

AV. I NDEl'ENDENCI A OT:E. No. 41 3-A 
TEHliACAN, PUE. 
22547 

XANTEN MAN V- 16 LOTE ·2 
COL. ARENAL la. SECCHlN 
VELEGACION VENL~TIANO CARRANZA 
.1 5600 ~IEXICO; V. F • 
.763-88-29 
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J~ .-. JARITZ 0/.I VAI~ES ERNESTO 
PETRO LEOS MEXICANOS 
CONSULTOR TECNICO ESP. "A" 
EJERCITO NACIONAL No. 216-1~0 PISO 
COL. ANZURES 
545-85-60 

20.- JIMENEZ AQUINO CEC1 LI V 
INSTITUTO TECNOLOGICO DEL ISTMO 
DOCENCIA 
KM. 821 CARRET. PANAMERICANA 
JUCHTTAN OAX. 70000 

2J .- LAFUENTE SANGUINETTI MARIANELA 
· IMME-MCV 

PROFESOR AS 1ST ENTE 
PLAZA LAS TRES ARALIAS -
LOS CHAGUARNAOS, CARACAS, VEN. 
662-75-38 

22.- MARTINEZ ESQUTVtL VICTOR HUGO 
L M. P. 
ING. 
EJE CENTRAL LAZARO CARVENAS 152 

23.- MELGAREJO ARISTIZN3AL IVAN 
UNI VERSIVAV. NACIONAL 
1 NGENI ERO VE LN3011ATORIO 
&OGOTA, V. F. 

24.- MTJANGOS BENITEZ ALVARO 
VIRAC, S. A. VE C. V. 
INGENIEIW 
INSURGENTES SUR No. 1188-JeJc, PISO 
COL. TLACOQUUIECATL 
VELEGACION BENITO JUAREZ 
55~-39-9 5 

25.- MILLAN TOLEDO FELIX. 
VEPTO. DEL DISTRITO FEDERAL 
VIREC. VESECIIOS SOLIDOS· 
JEFE OFICINA I NGENI U<I A 
SAN ANION10 Nit\D No. 122-6o. PISO 
COL. TRANSITO 
588-33-17 cxt. 7 38 

26.- MORNEO GONZALEZ JORGE AI'AIANVO 
UNIVERSIDAD AIIC/IOACANA 

27.- OCAVIZ MONTALBAN FERNANDO 
VI MENS IONAriii ENTOS ESTRUCTURALES 
GERENTE VE PROYECTOS · 
PASEO .VEL CANTIL No. 66 
BVSOU[S VE TETLMIEYA 

~ . 

VELEGACION COYVACAN 
559-} 4-72 

TORTOLAS No. 45 
LAS . ALAMEDAS 
ATI ZAPAU VE ZARAGOZA 
54500 EVO. VE ,'AEXICO 
822-46-9 5 

FCO. I MADERO No. 21 SUR 
JUCHITAN, OAX. 70000 

. C. CAMANA LOS ALBNAAS 
EL CAFETAL 
CARACAS, VENEZUELA 

VALLE VE WESER No. 98 
VALLE Vt ARAGON 
55280 ·EVO. VE MEXICO 
56 7-66-00 e.x.t. 20 559 

CALLE 7 5 No. 5~2 
COL. STA. CEC1 LT A TLAHUAC 
VELEGACI ON TLAI/Ut\C 
O 31 lO MEXICO, D.F. 
842-09-64 

STA. LUCIA No. 957-2 
COLINA DEL SUR 
_VELEGACION ALVARO OBREGON 
01430 MEXICO, V. F. 
680-32-82 
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28.- PARRA MLWJOZ HERIBERTO 
INGENIERIA VE SISTEMAS VEL T~AN$P9~TE 

· ·- METROPOLITANO \ . 
JtFE VE SICCCION 
LEGARIA No. 552 
COL. PENSIL 
VELEGACION MHJ.u:r HIDALGO 
399-69-22 

29...- CARBAL LO O N AFIA MANUEL 
PETROLt:OS MEXICN~OS 

30.- PtREZ ARIAS ARTURO 
COMISION FEDERAL DE.ELECTRICIVAV 

31.- PREZ CABALLERO FRANCISCO JAVIER 
COMISION NAC. VE SEGURIDAD NUCLEAR 
Y SALVAGUARDI />S 
ENCARGADO VE LA RNAA DE ESTRUCTURAS 
INSURGENTES SUR No, 1806 
COL. FLORIDA 
534-87-6 8 

32.- QUIROZ CERVANTES EMMA 
ENEP Al<AGON 
PROFESOR ASIGNATURA "A" 
AV. CENTt<AL YAV. RANCHO SECO S/N 

· 33.- RIOS Y LORENZO JOSE LUIS 
UNAM 
PROFESOR 
KM. 3, 5 CUAUTITLAN TEOLOYUCAN 
872-33-11 

34,-. RODIRGUEZ VEGA MIGUEL ANGEL 
U. N. A. M. 
PROFlSOR 
CD. UNI VERS IT ARIA 
• · '·. FAC. VE. I NGENI ERI A 
COYOACAN 
04510 MEXICO, D.F. 
550-52-75 ext. 3733 

35.- SAAVEVRA VASQUEZ WENCES LAO 
INSTITUTO TECNOLOGICO VE OAXAC'A 
MAESTRO INVESTIGADOR 
CALZ. TECNOLOGTCO Y WTLFRIDO ,IIASIEU 

. . ' •. - ..................................... _ ........... ....!.-.. 

AV, 6. Nq".J03 
VELEGACION BENITO JUAREZ 
03036 MEXTCO, V.F. 
672-18-46 

. HUANCAYO No. 714 
COL. LTNDAIIISTA 
DELEGACION GUSTAVO A. MADERO. 
07300 MEXICO, D.F. 
586-46-64 

2a. CERRADA DE ALBERTO SALINAS No. 26 
COL. AVIACTON CIVIL 
VELEGACION VENUSTIANO CARRANZA 

. 1 57 40. MEXI CO, V. F. 
763-37-86 

MIRALLINA No. 60 
54720 CUAUTTTLAN I ZCALLI 
873-73-79 

. CALLE 49 No. Z 1 
COL. IGNACIO ZARAGOZA 
VELEGACION VENltSTIANO CARRANZA 
15000 MEXICO, D.F. 
762-09-73 
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3a. RPIVAVA DE MACEDONIO ALCALA No. 
COL. DIAZ ORDAZ OAXACA, OAX. 
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36.- SALINAS SANTOS ROMAN SERGIO 
PETROLtOS MEXICNJOS 
CONSULTOR TECNICO ESPECIALIZADO 
MARI NA NACIOIJAL No. 216-7M. PISO 
COL. _ANZURES . 
541-85-64 

37.- SERVIN HERNANDEZ GONZALO · 
1. C. A. 

38.- TORRES CAMARGO ADOLFO 
. DIREC. GRAL. OBRAS MARI TIMAS 

JEFE S E.CCION GOLFO CARIBE 
PROVIDENCIA No. 807 
COL. DEL VALLE 
VELEGACION BENIOT JUAREZ 
523-48-53 

39.- VELA TOLEVO PETRA 
INSTITUTO TECNOLOGICO DEL ITSMO 
DOCWTE 
CARRETERA PANAMERICANA KM. 52 7 
JUCHITAN, VAXACA 

CAMPO /.lASTA /Jo. 47 
COL. SAN ANTONIO 
DELEGACION AZCAPOTZALCO 
02760 MEXICO, D.F. 
567-48-34 

BALBOA No. 306 
VE.!_EGACION BENITO JUAREZ 
03300 MEXICO, D.F. 
539-04-0.5 

ALLENDE No. 35 
JUG:HITAN, OAX. 


