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SOLUCTON AL PROBLEMA DE VIBRACIONES FORZADAS

-

A, FUERZA EXTERNA
VEAMOS PRIMERO EL CASO EN QUE EXISTE p(t) Y QUE xo(t) =0,

‘SIENDO p(t) ARBITRARIA

(]

-PUESTO QUE d%=<<T, LA'FUERZA APLICADA EN t=% PRODUCIRA UN INCREMENTO

INSTANTANEO. EN LA VELOCIDAD DE LA MASA IGUAL A

. plrldr
Yy ="y

Y UN INCREMENTO INSTANTANEO NULO EN EL DESPLAZAMIENTO, ES DECIR, y=0.
TOMANDO ‘ESTOS INCREMENTOS COMO CONDICIONES INICIALES EN t=7, LA EC. 5
DA" COMO RESULTADO .
p{r)dnr

y{t) = E——— sen w'(t-1) e

Mw PRt

-h{t-1)

PUESTN QUE EL SISTEMA ES LINEAL ES POSIBLE SUPERPQNER LOS EFECTOS
OCASIONADOS POR LOS IMPULSOS APLICADOS EN CADA t QUE HAYAN OCGRRIDO

ANTES DEL INSTANTE t DE INTERES; ES DECIR,



t

yt) = g s p(ye " (F70

senw' (t-r)dr | . g {(12)

-

M

1 ~h{t-1)
Mu! e

NEO UNITARIQ DE FUERZA, SE LE CONOCE COMO FUMCION DE TRAMSFERENCIA DEL

LA FUNCION senw' (t-71) ,QUEES'LA RESPUESTA A UN IMPULSO INSTAN?

SISTEMA.

y(t) &

L

p(%)
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f—*f*f—T““ﬁ——""ﬂL

" LA SOLUCION DADA EN LA EC. (12) SE DENOMINA INTEGRAL DE DUHAMEL. ESTA

CONSTITUYE LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACICON DIFERENCIAL DE EQUI-

LIBRIO; LA SOLUCION GENERAL ES:

' t
y(t) = Ae ht cos{u't-8) + ﬁ%r f pltle

_h(t_T)senw'(t—T)dT

EN DONDE A y 6 DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES DE DESPLAZAMIENT
. 3 ’

Y VELOCIDAD, y(0) Y y{0), RESPECTIVAMENTE. EN GENERAL LA PARTE DE

LA RESPUESTA DADA POR LA SOLUCION PARTICULAR ES LA MAS IMPORTANTE,

YA QUE LA OTRA PARTE SE AMORTIGUA RAPIDAMENTE.

"B. MOVIMIENTO DEL SUELO

PARA ESCRIBIR LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE
EQUILIBRIO PARA EL CAS(Q DE VIBRACION FORZADA POR MOVIMIENTO DE LA

BASE DE LA ESTRUCTURA, BASTA CAMBIAR p(t)/M DE LA EC. (12) POR —XO '

YA QUE EN DICHA ECUACION APARECE EN EL MIEMBRO DERECHO p(t)/M CUANDO
LA EXCITACION ES P(t) Y APKRECE-XO CUANDO LA EXCITACIO& ES POR

MOVIMIENTO DEL SUELO. EN ESTE CASO
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LA SOLUCION PARTICULAR LS, ENTONCES

-1 h(t-1)

: t .. .
yit) = w'_i xo(r)e“ senw' (t~v)d¥ (18

EJEMPLO
CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD CON AMOR-

TIGUAMIENTO NULO, CUANDO LA'EXCiTACION ES LA .SIGUIENTE:

.th)“
r = O
% | . S x () = a, sI Ogtet
tg t x (£) = 0, ST t<0 O t>t
. . O o]

CONSIDERESE QUE y(0)=0 Y y(0)=0. PUESTO QUE LAS CONDICIONES INICIALES
SON NULAS SE TIENE QUE A=0 (UTILIZANDO LA EC. (13} Y LA SOLUCION PAR-

TICULAR QUE SIGUE; EC. (A)):

-1 t -a t
y({t) = — J a senw(t~1)dr = — [ sen w(t-v)dr
: w e ]
= =3 (1- cosut) ST Ostst, (A)

PARA FINES DE DISERQ ESTRUCTURAL ES IMPORTANTE CONOCER LA RESPUESTA

MAXIMA; ESTA OCURRE CUANDO coswt =-1, O SEA, CUANDO

]
El

_ m - _ T
O &= - =3

2T
-7

wt‘



19

Y VALE

MAX {[y(e)]) = 3% = 2a2 T, SI 0§§<t0 0 0gTg2t
: T

=2

PARA t>t0, O SEA, PARA T/2>t0 ES NECESARIO OBTENER LA RESPUESTAVEN VI-
BRACION LIBRE CON LAS CONDICIONES INICIALES DE VELOCIDAD Y DESPLAZA- -

MIENTO CORRESPONDIENTES A t=to:
y(t ) = 8 (1 -~ coswt Yy o &(t ) o= 2 senut
’ o m2 o’ o w o

APLICANDO LAS ECS. (5) Y (6) OBTENEMOS:

y(t) = :% [senwto senwt' -~ (1 - coswto) coswt'] °
w . f
a 2 2
- 4 - LI
= 5 VsenTwt  + (1 cosmﬁo) sen (wt 7}
i}
: -2a '
y{t) = 5 senwty sen(wt' - §)
W 2
. : . _ 1—c05wto
LY ~ T = ———
DONDE t t t0 Y @ tan ( Senwto )

!

EL VALOR MAXIMO DE LA RESPUESTA EN ESTE INTERVALO ES

wt
8]

2

MAX{ [y (t)]}) = 3% sen , ST t>t_ O T>2tO

w
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EXCITACION ARMONICA

-

CONSIDEREMOS AMHORA EI. CASO EN QUFE LA ESTRUCTURA IS EXCITADA POR LA

FUERZA ARMONICA
pl{t) = Py senQt

-DE DURACION INDEFINIDA.

LA SOLUCION DE ESTE PROBLEMA SE PUEDE ENCONTRAR SUSTITUYENDO A
'p(t)'=,po sengt EN LA INTEGRAL DE DUHAMEL Y OBTENIENDO SU SOLUCION.
SIN EMBARGO, EL RESULTADO LO OBTENDREMOS DE LA CONSIDERACION DE QUE
PARA QUE EL MIEMBRO DERECHO DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO
APAREZCA UN TERMINO ARMONICO ES NECESARIO QUE EN EL IZQUIERDO SE
TENGAN COMBINACIONES DE TERMINOS TAMBIEN ARMONICOS. CONSIDEREMOS,

POR LO TANTO, LA SOLUCION

"y(t) =-A sen@t + B cosft : ‘ {14?—

Y DETERMINEMOS LOS VALORES QUE DEBEN TENER A Y B PARA SATISFACER LA
ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO, PARA LO CUAL HAY QUE SUSTITUIR
. A y(+), y{(t) Y y(t) EN LA ECUACION DIFERENCIAL. HACIENDO ESTO Y FAC-

TORIZANDO:

(-AQ2 - 2h0B +m2A) senit +

, ) . P
+ 2hAQ +m2B) cosQt = 1% senfit + 0 x cosft

L

(«Bsz2
PARA QUE ESTA IGUALDAD SE CUMPLA SE REQUTERE QUE

)
_A02-2h0B + wlA = T%

-Ba® + 2hoA + wlB = 0



RESOLVIENDO ESTF SISTEMA DE ECUACTONES SE OBTIFNE:

&
_ﬁg (92 -m2)
A =
(w2 0212 + anq?
Po
g - _ —2hg M

(w2 ~92f-+ 4h292

SUSTITUYENDGC A Y B EN LA EC.(14§:
pO

o .
2 2 2.2

5 {(Q%mg) senlt - 2hQ cosQt} (15)
(0™ =07)" + 4h™Q

y{t) =

0, TAMBIEN

Po
y(t) = e - sen (9t - f) ) (16)

Jw? -0%)2 + an20?

Y DONDE # = ANG TAN (:%) = TAN"l “%ﬁ__j = ANGULO (17)
K we =0 DE FASE
DIVIDIENDO NUMERADOR Y DENOMINADOR DE LAS ECS, (16)Y (17) ENTRE w

SE OBTIENE:

n
D, -
y(t) = 5 2k — sen(at - #) (18)
V- B+ (2edh?
...1 2 9-
g - an ) (19)
Q
==
)
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SI SE' ANALIZA LA SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE -
MOVIMIENTO PARA EL CASO DE CONDICIONES INICIALES NULAS Y 8=1 SE TIENE

‘QUE s

ge)

0 coswt

e_h -
k 2z

t(aA sen w't + B cos w't) -

it

v(t)

y (0} B - po/(2ck) = 0

DE DONDE, HACIENDO y(0)=0 Y y(0)=0, SE OBTIENEN:

A = EQ Wooo 29 1 . B = Po 1
X 2o 0k /~—— BT x. 3r
2 l—gz '
POR LO QUE |
y(t) = . EQ [e_ht (==—m senw't + cosw't) - coswt]
_ 2z k G_C?‘

" PARA AMORTIGUAMIENTOS PEQUEFROS:

Y t) = 1 ( -ht
L2zl X s (e -l}cosowt
po/k 2L
P/k

SI & =0, APLICANDO LA REGLA DL L'HOSPITAL, SE OBTIENE:

Lyt _ 1 - |
. §§7E— = % (senwt wt coswt)

-0 B8ZA, EL MAXIMO DE LA.RESPUESTA~TIENDE ApINFINITO GRADUALMENTE.-

'
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'CARACTERTSTICAS ‘DINAMICAS DE LOS REGISTRADORES D SISHOS,

ST 1A ACELERACION DE LA BASE DE UN INSTRUMENTO ES ARMONICA, DADA POR LA

ECUACION
xo(t) = a senQt

EL FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER

5 - 1 i,
d “/ > uJ2 w2'
-, 2 2,2
o (1 'Jé') +. (ZCZU‘)
PUESTO.QUE LA PIG IlCORRESPONDE A Bd' Y EN ELLA SE OBSERVA QUE PARA

¢ = 0.7 SE TIENE B, = 1 PARA 0<Q/w < 0.6, SE CONCLUYE QUE EL DESPLA-

d
ZAMIENTO DE LA MASA DE UN SISTEMA ES PROPORCIONAL A LA ACELERACION DE -

SU BASE, SI ESTE TIENE AMORTIGUAMIENTO DEL 70% Y SI LAS EXCITACIONES
QUE SE TRATAN DE REGISTRAR TIENEN FRECUENCIAS INFERIORES AL 60% DE
LA FRECUENCIA NATURAL DEL SISTEMA. SI ESTO SE CUMPLE, EL APARATO

RESULTA SER UN.ACELEROMETRO.

" EN INGENIERIA SISMICA LA MAXIMA FRECUENCIA DE INTERES ES DEL ORDEN DE
~10 CPS (T = 0.1 SEG), POR LO QUE LOS ACELEROMETROS TIENEN FRECUENCIA

NATURAL DE 16 A 20 CPS. :



POR OTRA.PARTH 51 LA EXCITACTON DEL SURLO ES X, = @ senfit, O SEA,

. ., _ _ .
X =-a 0 senut, ENTONCES BI FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER EL
SENALADO EN LA ECUACION (20), ES DECIR,

57 (a/w)?

d l/?l—(sym)z) + (2c2/w)”

EN LA GRAFICA CORRESPONDIENTE SE OBSERVA QUE SI ¢z=0.5 Y Q>w EL DES-

PLAZAMIENTO DE LA MASA ES PROPORCIONAL AL DEL SUELO:; SI ESTO SE

CUMPLE, EL APARATO, CONSTITUYE UN DESPLAZOMETRO, CONOCIDO TAMBIEN

COMO SISMOMETRO.

%

=

0

28

DETERMINACION EXPERIMENTAL. DEL AMORTIGUAMIENTO DE UNA ESTRUCTURA ME--

DIANTE VIBRACIONES FORZADAS ARMONICAS

B'dA

(a- d) s Po y Po = Desplazamiento estatico

2% = po/k
3 po =
(Bd) mdx
2 p,
NOTA . s = Resultados de las pruebas
Ps Curva de Amplificacion Experimental
|
Pa-fp 25 — L
0 [ I t -
0 1 2 3
BB i
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SI SE DETERMINA Bd EXPERIMENTALMENT@ MEDIANTE UNA SERIE DE PRUEBAS
.DE VIBRACION FORZADA CON FUERZAS ARMONICAS; ¥ ADEMAS SE DETERMINA

Pe’ ENTONCES

. 0y \ S -
cx oo | 4)
‘2(Bd)MAX :

VVOTQO METODO PARA DmTERMINAR t CON BASE. EN LA CURVA EXPERIMENTAL DE

‘Bd SE CONOCE CON EL NOMBRE DE "METODO DEL ANCHO DE BANDA'DE LA MITAD
I :

"

DE POTENCIA". ESTE SE BASA EN DETERMINAR LAS FRECUENCIAS QUE CORRES-
PONDEN AL VALOR.rﬁs DE LA AMPLITUD EN RESONANCIA, EL CUAL VALE

(B //“' SEAN B, Y g, ESTAS FRECUENCIAS. DE LA ECUACION DE B

a’ MAX 2 % P . - 4 |
SE OBTIENE: rms = 2_ - parz CUADRADA DEL VALOR MEDIO CUADRATICO
2 ;1
L‘\ /’\\e yd .
\ o e
. o 2
1 o = %)//41-82) + (2CB)2

z %
ELEVANDO AL CUADRADO AMBOS MIEMBROS:

i 1
a2l
(1-82)° 4+ (208)2

DE DONDE g% = 1 ~ 202 + 20/1 +¢2

DE AQUI, DESPRECIANDO EL TERMINO ;2 DEL RADICAL, SE OBTIENE

2 hl - ; 2 [ 2
By = 1 = 27 - 2¢ ; Bi =1-17¢ -
PN : 2 . 2
By = 1 # 2¢ - 207 - By =1+ 1 - ¢
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SUPONTENDO V., = 8,000 8% ORTIENE:

i+l
g yi+l = 0.5034 + 0.1 (5;034 + 8.000) = 1.8068 | .
O Yi+l = 0.04027 + 0.2 x 0.5034 + 0,012 x 5,034 + 0.008 x 8 = 0.26536
al . ' . h T ‘
- -yi+l = -1.2 x 1,8068 - 9 x 0,26536 ~ (=12) = 7,442 IN/SEG2

.e -e s

' 0,4+ =y0 4- + XO = T.533 - 12 = —4;467

JEN 1t = 0.4 SOLO CAMBIA y : v

EN  t'= 0.6, y, =—4.467) y; = 1.7601; y = 0.26162
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ESPECTROS DE RESTUFSTA ESTRUCTURAL
é
RECORDEMOS QUFE LA SOLUCION DEL PROBLEMA DE VIBRACIONES FORZADAS CON
EXCIWACION SISMICA FS
o Ee o (bt
¥(t) = =% [ x_(t-1)e”" “sen u' (t-1)dr

DE LA OBSERVACION DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE EL DESPLAZAMIENTO
& ' '
RELATIVO, V(t), ES FUNCION DEL TIEMPO, t, EL AMORTIGUAMIENTO, g,iY
I . '
= LA FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, w:. (O DEL PERIODO NATURAL):

v(t) = £(t,u,c)

FIJEMOS UN VALOR DE , POR EJEMPLO ¢=0, Y LUEGO ASIGNEMOS VALORES A
. | : , - -~ .

w, POR EJEMPLO 0.1, 0,2. 0.3, ETC, HASTA CUBRIR UN' INTERVALO DE INTE-

'RES, Y PARA CADA CASO CALCULEMOS' LA FUNCION RESULTANTE DE APLICAR LA

~ECUACION ANTERIOR._ CON ESTA OBTENEMOS

vy (6) = £,(t, 0.1, 0) = £, (8)

il

fz(t)

S
N
t
H

fz(t’ 0-2! 0)

£4(t, 0.2, 0) = £4(t)

rf
il

SEAN D, = MAX[y, (t)] D(wy, L)

D, = MAX|y,(t)| = D(u,,t)

Dy = MAX |y, (t) | D(93'C)

{
.
.



Desplazamiento relativo,

3_ -
2+ [\ F &y _ 4
S .
ol ro bbb ﬂl\nf\A/\VA[\ Avnvnnnnnvl\nm
"‘WUUJ UUVUVV VV‘UV vy j
-21 . . ‘ _
3+ Mo’x Ix{(t)l =3.28 pulg. = 8.35¢cm. -
13 i N S SR NN S SR TN VAN VN S S S TR SN S SN Y WY NN NN SN T
0 10 15 20 25

Tiempo,t,seq.

Respuesta de un sistema amortiguado simple
con T,=1.0seg y € =0.10, al sismo de
E1{ Centro, Cal., 1940, componente N -S
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EN TAL CASO LA ‘GRAFICA

Ao

#w

S ES EL ESPECTRO DE RESPUESTA DE DESPLAZAMIENTOS PARAZ =0, SI ESTE PROCESO DE
4REPITE FIJANDO OTROS VALORES DE T, POR EJEMPLO, §=0,02, 0.05, 0.1,

‘70J2, ETC 9E OBTENDRAN 1.0S ESPECTROQ DE DEQPLAZAMIENTOG CO“QESPONDIENTES{.

DE MANERA ANALOGA SE PUEDEN OBTENER LOS ESPECTROS DARA OTROS TIPOS DE
) 'RESPUESTA ~TALES COMO UELOCIDAD RELATIUA ACELERACION ABSOLUTA E'I‘C QiUE SON

73 RASPECTIVAAENTF | ' I

: e ' . e ‘ . :
. = : i A=A X - ’ 29) -
V MAXIY (E)]e i BmARIXCE ], o N T U

PSEUDO - ESPECTROS

N

- ' ESTADISTICAMENTE SE HA ENCONTRADO QUE

S = D =V - ' : {30))

A4

S. = w°D

A WV l‘ | : ' (3.1) '

T As, Y'S, SE LES LLAMA PSEUDOESPECTROS..

il

-DE LA EC. (30): log D log V - 10g w= log V + log T = log 2T -

'DE LAFEC.f31)£ log A

log V + log w= log V = log T " log 21

--ESTAS ECUACIONES CORRESPONDEN A LINEAS RECTAS EN PAPEL LOGARITMICO;

LA PRIMERA CON PENDIENTE -1-Y LA SEGUNDA CON PENDIENTE +1, SI SE USA

-

w COMO VARIABLE INDEPENDIENTE; 81 SE USA T, LA PRIMERA TENDRA PENDIEN“

TE.f_l, Y LA SEGUNDA 1. '_, g : L o s




ALTERNATIVAMENTE, EN
TERMINOS DEL PERIODO,

38

T,
45° 45° 45° 45°
S
W
ETJEMPLO
CALCULAR FEI. ESPECTRO CORRESPONDiENTE A LA EXCITACION
‘ .x_o
a
b -t
o to .
EN UN EJEMPLO ANTERIOR SE OBTUVO
_ e |
y(t) T =5 {1 - coswt), SI OgtétO
2a ™
D = MAX|Y ()] = o3 ¢ 0spsty (0<T<2t )
2
S, =wh = a , 5, = wV = 2a
v w A
: 22 wt ‘
= M - —— 2
Y ‘D MAX |y (t) ] 3 sen — ;ST T2 £
- t wt
Ja w o) . O
S = = —_— —_— ! = V = 2 i _._;
, = wD ” | sen 5 Sy = wV 2a|sen 5|
sen®2
,IM 2 -
LM s = "M (at 3= 2ty
v w0 o) wt
w0 -0
2
CASO PARTICULAR: ST tO = 1 SEG v a = 100 IN/SE62
2 x 100 - 100 \ - e
= = \ £ .\‘;G
SV T = T ) SI 0 < T < E

A
T

(CONSIDERESE =0)



6. o L00T, Tt
Sy Ty IsenmyTlE
] 10ﬁ0T|- = ST T>2 SEG
LIM S_ = 100 IN/SEG
T > r.y . .

o ———



Pseudovelocidad V, en pulg/seq -
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AV CHECTIR | o

|a=100 puig/seg?

" 8 %,
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P e e b Tt . S———r s

AN \\&é:‘“? | 2 NN Al
RSEL IS

“'/ N/ N w
W NS X
N ‘ ’ D
/ QM\ 00\'1 ya pd
5 5 10 : 50 J00

Periodo naturdl T,en seg .

Espectro no amortiguado correspondiente a un pulso rectangular
de aceleraciones. Segun N. Newmark y E. Rosenblusth, ref 1
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Componente N~S

Desplazamiento maximo D, encm

o 1.0 20 3.0 4.0
Periodo natural T,., en seg

Espectro de desplazamientos. Sismo de Tokachi- Oki, Japdn
(1968). Segin H. Tsuchida, E. Kurata y K. Sudo, ret 4



Componente N-§S
200

150

100}

' \\§,=o.|o

(8]
0O

- Velocidad relativa mdxima V,en cm/seg

|1 | ! | | [
o) 1.0 2,0 3,0 4.0
Periodo natural T,, enseg
A
max {[% i} )

Componente N-S
3,0} .

MUX.{‘.X.o (t)l} =207.67 cm/seg®

20
$=0,08

§=o.lo/

| | L | | | { ] :
o 1.0 2.0 30 a0

Periodo natural Ty, en seg

Espectros de vé!ocmdudes y de aceleraciones,. Sismo de Tokachi-
Oki, Japon (1968). Seqdn H.Tsuchida, E. Kurata y K.Sudo, ref.4

by
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DISTRIBUCION DE FUERZAS CORTANTES DIRECTAS Y POR TORSION
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DZ[’S'[@.I‘HUCION DE LAS TURRZAS CORTANTES EN UN LNTREPISO

Aqr\
P Ry
< i.‘. ‘\/\/\———f ’ |
| %Xg .
Xy : Ko ? i -
I . % Xn
| : : 7 Yo |- | '
_V_A: ___); | ‘ ‘4’ n-l _ |
; n-| % )
l N .
|
B
K
n EF = K, 6+ K_6+4...+4K B8=V=K 6&-
. | 1 2 - n eq
X . _
o &BE Ki = g Keq
n
K = £ K.
eq  ,=-4 1]
S EMj = €F) Xj = EK{BX; = BKX; = VX = Kgq 8X,
£ K, X, | |
" _ =i (| . ‘ .
v - n ‘m POSICION DEL CENTRO DE RIGIDECES
£ Kj
i=i
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VEAMOS COMO SE DISIRIBUYEN LAS FUERZAS CORTANTES EN LOS MARCOS

X o= K.§
.l¢ 1 1 i i Vx
q E, o= = v . =
F, K | IR x 5= K
_— o g——— } 1
Fy Ky ¥
e e — Eanh 2 — |
= K.
Fq o %y | | i
— - w . ' B =
v C.R.:® } i T Vx s ®
X ”QJ . T i=1 i
. |
H I
Fr-1 ®ne1|
—
X |
F n !
— N
2}
F,o= K _§ - = Rx Y: o9
Xy 1 i. 1
F, =K 6, =X X' 8
x5 Yi =1 yi
= IF Y +iF X!
IMa g z F
1 1
. 2 ,
= Q{fK Y'" + K X!7)
X, 1 v
2 1
= N
M,
b e
M
T
DE DONDE 8 = 5 5
fK. v+ KX
RS v. 1
b 1
POR LO QUE
K v! K X
™ = X, 1 .1
x, T o - F, =M U oy
IK, v'° + K _ X! Yi TX vk v12 4 3x X
x. 71 Y ®, 1 1
1 1




SISTEMAS NO LINEALES DE UM GRADQ DE LTBERTAD

ECUACION DE MOVIMIENTO-

Mx + O(y,y) = P(t) : y = x—xé = DESPLAZAMIENTO RELATIVO

ST~ QOf{y, y) = KY + CY SE TIENE EL SISTEMA ELASTICO LINEAL

MODELOS PARTICULARFES

A
1.  RIGIDO-PLASTICO - Q
Q2 .
‘4}
el
Q =-0Q4y + Cy, 51 y<0
Q =0, + Cy, SI y<O  EN DONDE C = CONSTANTE. SE HA EMPLEADO COMO

2

MODELO EN EL ANALISIS DE TALUDES Y CORTINAS DE PRESAS DE TIERRA

'Y ENROCAMIENTO

2. ELASTO-PLASTICO AQ

ye yu

0= Ql(y) + Cy ‘
SE EMPLEA COMO MODELO EN EI, ANALISIS DE ESTRUCTURAS DUCTILES.

FACTOR DE DUCTT ILTDAD = p = yu/ye

Yo = DESPLAZAMIENTO MAXIMO QUE PUEDE SOPORTAR EL SISTEMA SIN

FALLAR.

-
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3. mrHTHMA BT ENEAL ' Q
a .
! —P Y ‘ ] >y
CON ENDURECIMIENTO ' CON ABLANDAMIENTO
SE USA COMN MODELO PARA ANALISIS SE USA COMO MODELO DE SISTEMAS
DE PUENTES COLGANTES QUE SE DEGRADAN POR AGRIETA-

MIENTO (MUROS DE MAMPOSTERIA,

POR EJEM)

4, TIPQ MASING

QA (INCLUYE A LOS ANTERIORES COMO CASOS ESPECIALES)
- i . ;
;;;7 0 - ‘ -
/ _ ) 2 QO - o (Y YO)
\ / }I 2 -1 2
J Y
- Esqueleto de la
. curva - -
' = TUERZ 4 Vo=
O, = FUERZA EN y = y_
Yo T DESPLAZAMIENTO EN EL CUAL EL PROCESQO' SE INVIRTIO (y CAMBIO

DE SIGNC) POR ULTIMA VEZ

CASO PARTICULAR DEIL ESQUELETO

L-.:_ 9 + G(Q—)r (MODELO RAMBER - 0SGOOD)

« vy r SON CONSTANTES POSITIVAS

Q4

DONDE y1, Qlf

/"/2‘0(:0
—&X=0.l1,r=4
b Fa
Y ..




EJEMPLO: CASO BILINEAL

EJEMPLO CASO ELASTOPLASTICO
- - a
Q
L
/f”Y)O

fe—O—|

J,

\°'</o Y

METODO B DE NEWMARK

PARA EL_ANALISIS DE SISTEMAS NO LINEALES SE PUEDE USAR EL_METODO 3

DE NEWMARK DESCRITO'ANTERIORMENTE.
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EIEMPLO
‘Qtons
b (1) M=2 tonseqcm o
~TIIITT) | +—K= I8 fon/em
| 0F----
«——K= 32 ton/cms
7 ﬂﬁ?(t) ; 0 0.9375cms . >y
ons :
5d‘p
0 05 —» t segs.

ECUACION DE EQUILIBRIO DINAMICO , MY + Q(Y) = P(t)

P(t) - 0(Y) _ P(t) - O(y)

o= M 2

(I}

PARA LA APLICACION DEL METODO DE NEWMARK SE TIENEN LAS SIGUIEﬁTES

. EXPRESIONES:

tin f ti + At
Yipp = ¥y F Oy Y ) at/2

~ . ) v 2 . 2
Yo = Yi + Yi At + (0.5 B)Yi {at) .+ B Yi+l {(At)

CONSIDERANDO At = 0.10 SEG. ¥ 8 = 1/6  SE PUEDE ESCRIBIR;
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- L] 1 a9 L Y v.
= —— v

i T Yt e Yyt Vi) (1T}
~ . , 1 e

Yi+l = Yi~+ Yi(O.lO) + 560 (2Yl. + Yi+1) (ITI)

EL PROCEDIMIENTO DE CALCULO ES COMO SIGUE:

) ..
SE ASUME i1
SE CALCULA = Y., CON LA ECUACION (II)
< SE CALCULA Y CON LA RCUACION (III)

i+l

SE CALCULA UN MEJOR VALOR DE Yi+ CON LA ECUACION (I),

1
ETC.

PARA LA FUNCION DE RESISTENCIA  SE TIENEN LOS SIGUIENTES CASOS:

|
I
|
|
|
]
|
I
|
l
!
I
!

| .
ol . Yo - Y yrﬂﬁ?

1. COMPORTAMIENTO ELASTICO . 0 = 32 Y TONS
2. CAMBIO DE RIGIDEZ , Q0 = 30 + 18 (Y-Y ) TON
3. DESCARGA r Q= Qg 32(Y,57Y) ?ONS

ESTA ULTIMA EXPRESION MANTIENE SU VALIDEZ HASTA QUE,(YMAX—Y) <2Y



Y, ='o.937§cms ; 0, = 30.0 TON
'_ PARA t =0, == %? =25 ; vy=0;9=0
PARA € = 0.10, .y, - v, =0y, =25
ler. CICLO
SEA §;+1 = 20 COMO PRIMER TANTEO, EN TAL CASO
§i+1 =0+ fﬁ (0 + 25) = 2.25
Yi,q = 0+ 0.10 x 0 + ~%ﬁ.(2 X 25 + 20)
D= 32 x 0.1167 = 3.7330
;i+l L 502 3.733 23.134
20. CICLO )
' §i+l = 23.134/2 = 16.567
¥i.q = 73.134/600 = 0.1219
0 =32 x 0.1219 = 3.9000
Vi = (50 - 3.9)/2 =‘23.050
3er. CICLO

0.1167

58



40.

CICLO

Yiq
Yis

Yi+1

<o
[

it

32

23,052
23.052/2 = 2,4026
73.052/600 = 0,12175

x 0.12175 = 3,8960

(50 -"3.8960)/2 = 23,052 ... ETC.

58



LOS CALCULOS BASICOS SE MUESTRAN EN LA TABLA SIGUIENTE:

t D Yo, ¥y Y ’ 0
SEGS TONS CM SEG™~ CM SEGT cMS _ TONS
0.0 50.00 25.000 0.00 0.n0 S 0.00
0.10 50.00 20,000 2.2500 0.1167 3.7330

23.134 2.4070 0.1219 3.9000
23.050 2.4025 0.12175% 3.3960
23,052 | 2.4026 06.12175 3.8960
0.20 50.00 20.000 4.5552 0.4722 15.110
17..445 4,4270 0.46793 ©14.970
17.513 4.4310 0.46804 14.977
17.511 4.43075 0.46204 14.977
0.30 © 50,00 10.000 5.8060 0.98610 30.8750
9.560 5.7840 0.98540 30.8620
9.569 5.7848 0.98543 30.8630
0.40 50.00 0.00 6.2630 1.5958 41,849
4,.0750 | 6.4670 1.6026 41,972
4.0141 | 6.4640 1.6025 41,970
4.0150 | 6.4640 1.60250 41,970
0.50" 50.00 0.00 6.6650 2.2623 53.846
- ' -1.9230 |
-1.9000 | 6.56975 2.2591 53.789
~1.8944 ,
-~1.8946 | 6.5700 2.25912 53.789
n.50+ | 5.00 -24.3946 | 6.5700 2.25912 53789
0.60 5.00 - -30.000 3.8503 2:7848 63.251
\ -29.,126 3.8940 2.78626 63.278
. -29.136 3.89347 2.78624 63.277
~29.138 3.89347 2.78624 63.277
0.70 5.00 -32.000 0.83657 3.025127 67.577
-  -31.289 )
~31.320 0.87057 3.02626 67.598
-31,299 : ;
-31.301 0.87147 3.02641 67.600
0.7278 5.00 -31.620 | -0.00313 3.03850 67.818
-31.409 :
~31.420 | -0.000352 | 3.03853 67.818
-31.4093 | -0.000205 | 3.03853 67.818
En t=0.5 + SEG, A§ =—45/2 = -22.5 ., -22.5 - 1.8946 = -24.3946




%}

CONTINUACTION DEL CUADRO ANTERIOR

t D ' Y Y Y : 0
0.80 5.0 -28.,000 -2.1449 2.959611 65.293
: -30,146 : ) .
~-30.000 ~2.21708 2.957874 65.237
-=30,118 ‘
~30.117 | -2.22127 2.95777 65.234
0.90 5.0 ~=27.00 -5,07712 2.59025 53.473
~24.236
-25.00 ~4,97712 2.59358 53,580
~24,290
-24.294 -4,94182 2.59476 53.617
-24,308 -4.94242 2.59474 53.617
1.00 5,0 ~14,00 ~6,85782 1.99614 34.461
-14,7305
~14.7200 -6.89382 1.99494 34,423
-14.7120 ~6.89342 1.99495 ©34.423

A

EN ESTOS CALCULOS sE”iﬁTRoDUJo t =0.50" Y 0.5@4 éORQUE PARA ESTE
INSTANTE SE PRODUCE UN CAMBIO BRUSCO EN LA CARGA P(t) DE 50.00 TONS
A 5{60 TONS, CON LO CUAL SE PRODUCE UN CAMBIO BRUSCO EN TA ACELERA-
CION DEL STSTFMA Y. EN ESTE INSTANTE NO SE PRODUCEN CAMBIOS EN iﬂ

Y Y. EL TIEMPO t = 0.7273 SEG. SE INTRODUJO POR LA NECESIDAD DE .
CALCULAR LOS VALORES DE Y Y DE 0, PUES A PARTIR DE DICHO INSTANTE

SE INICIA LA DESCARGA DEL SISTEMA. ESTA CONDICION SE ENCONTRO SOBRE

' 3 v A 7 E g
LA BASE DE APROXIMAR Y A CERO, OBTENIENDOSE Y.,y s 43853 cMS v

Opax = 67.818 TON.

EN EL CUADRO SIGUIENTE SE PRESENTA UN RESUMEN DE LOS RESULTADOS.



X(supuesta)

Y (calculado)

Y

t P Y 0 NOTAS
Seqg. Cm Seg"2 Ton . Cm. Ton Cm Seg_2 Cm Seg_l
0.0 - - 50,00/ 0.00 0.00 25.00 0.00
0.10 23.0520 50.00| 0.12175] 3.896 23.0520 2.40260
0.20 . 17.5110 50.00| 0.46804 | 14.977 17.5110 " 4.43075 ‘
0.30 9.5690 50.00| 0.98543| 30.863 9.5690 5.78480 —— CAMBIO DE RIGIDEZ
n.40 4.0150 50.00] 1.60250| 41.970 4.0150 6.4640
0.507 ~1,8946 50.00| 2.25912] 53.789 -1.8946 6.5700 -
0.50+ - - 5.00| 2.25912| 53.789 -24,3945 6.5700 —— CAMBIO DE CARGA
0.60 -29,1380 5.00| 2.78624] 63.277 -29,1380 3.89347 '
0.70 ~31.,3010 5.00} 3,02641 | 67.600 -31,3010 0.87147
0.7278 | -31,4093 5.00| 3,03853( 67.818 ~31,4093 ~0.000205 4 Om&x, Ymax.
0.800 -30.1170 5.00| 2.95777| 65.234 ~30.1170 -2.22127
0.90 -24.3080 5,00 | 2.59474 | 53.617 -24.3080 -4.94242
1.00 -14.71260 5.00] 1.99495| 34,423 ~14.7120 -6.89342 )
. {. mdx = 3.03853 cms
RESPUESTA MAXTIMA
) max = 67.818 tons

29
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X mdx = 3,03853

T

S

0,728 seq
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CRITERTOS PARA TRAZAR ESPECTROS DE DISENQ ELASTOPLASTICOS A PARTIR DEL ELASTICO

1. ‘CRITERIOVDE TGUAL DESPLAZAMIENTO MAXIMO DEL SISTEMA ELASTICO

Y EL ELASTOPLASTICO DE IGUAL PERIODO:

4 Q o = Ky = uax _ %
. p -y W
O A
e A
- = = =
Q, - o : YMAX De - uyy qu
p i i - a i
: | b
I _ 1 - D = _e_
¥, | Y, P w

o =AYy
2. CRITERIO DE TGUAL ENERGIA ABSORVIDA POR LA ESTRUCTURA

Ky.y Ky y
[&]
s —F L Ky by - Yy)
) ' Yz
1,2 1.2 . = v 'S
2 Ye T2y T YyYp T Yy T YyYy 5
1 JYes2 _7p 1 _ 1
7 (77 = A
Ty Yy
4 B '
= J2u- 1



y, = —=2
Y 2u- 1
Y .
Y-T . p - e]MAx _ D
y {MAX P /ApT T /3o
POR LO TANTO
Dp = De//Zu- 1 Y Qp = Qe/ 2u- 1

- B85
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VIBRACION DE SISTLMAS

BTSCRLETOS DE VARIOS

GRADGH DI

LTBLERTAD

. Ejemplos de sistcmas de

GL

Caracteristicas:

concentradas

rigidas

Cﬁwg+ﬂnA+uh

columnas solo se deforman
lateralmente ‘ ’ '

masas {

con una coordenada por ma-
sa queda definida la configu
racidn del sistema

equivale a:

Ademis, la consideramos

e

»

", £T

1

A

Supongamos:

~

AN

masas concentradas

aislemos una masa:

F’

It

fuerzas concentradas exte-
riores

= 7 fuerzas resistencia eldsti--
ca a la deformacidn '

‘F-_,-n-—r'a.a_, ;v‘ '_-.—L"G._,

=te. -



Las ecuaciones condensadas de movimiento serdn:

FI1 + Fri = Pi(t)

F12 + Fr? = Pz(t)

FIS + Fr3_= P3(t)
Lo’ '

___— Fuerzas asociadas al desplazamiento,
NO al movimiento

. la determinacidn de estas fuerzas es.un: problema.
estdtico.

Coeficientes de influencia:

1. De flexibilfdad

1
'
-

'

. f,, = despl. de -la coord. i deBido a una carga unitaria en
coord. j (desplazamiento y fuerza en = direccidn)

wiy p guperposicidn

Xy = Tqq Q@+ £, Q) + 545 O

Xp = f91 Qp + £y, 0y + £55 Q4 inv. (1)

Xg = T34 Qq * 35 Qp + f3y Q,
2. De rigidez: . ITLH‘
| | | ,.'_\ l ks,

ST
V= N e
| bew,

K,. = fuerza en coordenada i por un despla:amiento‘unitario

+] en coordenada j. .



3.

"Por superposicibn

Q = Kyq Xy ¢ K;z X, + Kyq Xg
Qo = Koy Xy + Ky Xy + Kyg X (2)
Qg = Kgy Xg + Ky Xy + Ky X4

Desde luego K.. = K.. (y £ = f'i) (Haxwéll—Mohr)

1] ji .ij 3

La ecuacidn 2 también puede escribirse:

3
Q; = 2 K.. X.
N 13 J
Py
o bien, en notacidén matricial
~
% 11 K12 %43 *1
QL = Kag Koo Kog | ] % BNES
QU Ki1 K32 X33 Xy
matriz dé ri-
gideces’

Ponemos:

Claro que [Kjai = [T] = _[fij} |

Sustituyendo (2) o (3) en ecuaciones de movimiento:

-

.

mw, X, + K11x1 + K12X2 + Kla x3 = Pl(t)

¥y Ko Xy KX, + Koa Xy = Pylr)
e )

moX, + KgaXq + KgoX, + Koo X3 = Pa(t)



o bien:
m, 0 4] x:l K11 K12 Kid xj Pi(t)-
0 m, O kQ + 1Ky Kyp Koo L P,(t)
|0 SR P I K31 K32 K3q Xa| | P3(t)
o también;
w0 (e ( | (vibracidn
[HJ fxz . [k] §X§ - ?P(t)} forzada)
' =:5°f "~ (vibracidn

libre )

I.. VIBRACION LIBRE.

[N] ) EQZ' | lkj,gxf -f of - (1.1)

-n ’ -
s upongamos la soluciodn

+

LV AL

." ’ A )
'}Kg = r} (A sen pt + B sen pt) = %rf Y (t)
constante escalar —— 7 define: o L
con t - variaclion armonica
- amplitud
SLumsas
*;f = {rf (A sen pt + B cos pt) = r Y(t) .
t’] .
AT {r} (Ap cos pt - B p sen pt) (1.2)
{ﬁ} = {r} (—Ap2 sen pt - B p2 cos pt) = - p2 gr} Y(t)

Su:..ituyendo 1.2 en 1.1 y dividiendo entre Y{(t) nos gueda:

- p? T {r} + [kj';rj . {OE

O sSea:



[ fef = »f [] I fof = o2 ) f3

pre x [M}ui pre x [K]—i‘ L

[
H
—

2

P GO E] = ) (e} s 07 0

En las dos formas llegamos a un problema de VAC

L] i o= ) fuf
Problema de valores caracteristicos:

- Dada una matriz cuadrada de orden {nxn) [L], gue representa

"una transformacidn lineal de vectores n-dimensionales, debe

-
L

en otro vector A fui en la misma "direccidn". O sea,[L] solo

encontrarse un vector jug que transformédo por Ll resuite
camb%a la magnitud de §UI sin cambiar la difgcci6n.
El vector es uﬁ vector caracteristico (o ejé;qvec¢or) de [Ljﬂ
A(escélar)'réppesenta la relacidn entre las "longitudes" an-
tes y después de la transformacidn y para llegar a 'los VEC de-
be toﬁar'valores de un ¢onjunto de valores caracteristicos

(VAC) (o eigenvalores]).

El problema de encontrar frecuencias y modos naturales puede

considerarse un problema de VAC. - (STD)

Tenemos

[ﬁd - p® [ﬂ] $xf fo} . -<.1'3>



Si en el sistema de ecuaciones

[ = o
[A] es no singular, la solucidn finica es la trivial
. -) T -
;XE = foj)de donde; nos interesa el caso en que [A] es
singular. En este caso la adjunta® [ﬁj existe y puede pre X

por ella, -con el reéultado

sl fxf = o

Fa .
porque- {A] [é}_ = 'IAI [I:] T*[&] (nxn)
Puesto que iAl = Q, Ex} no necesariamente es nulo, pero si
se asignaAuﬁ valor dado a uno de sus elementos los demas que
dan determinados en forma Gnica. HRA
Tanbién notamos Que si ;x} es solucidn de [ﬂ] '{X} = {OI
y ¢X es una constante, entonces ﬂgkf es también solucidn.
Por lo tanto, hay un nimero infinitoc de soluciones. Todos es-

tas se consideraran juntas y hablaremos de una "solucidn" co-

me un conjunto de relaciones entre los elementos de gx}.

Volvemos a [Dﬂ;ﬂ;}g? [ﬂ] §r5 = {0} | : (1;3). |

[}:

Al desarrolliar |B, = 0 llegamos a una ecuacidn de grado n

‘en p2, cuyas raices son los VAC.

- como [X] y [H] son simétricas y positivas definidas%,

*Transpuesta de la matriz de cofactores.

#4(a] es POS. DEF. si £83 [a] {&I>o para todo {c’;}‘ﬁo nulo



puede demostrarse que las raices de la ecuacidn. caracteristica

: P S 2 2
son reales y positivas. Las llamamos %12, Py s+-e» Py -

Las n frecuencias naturales son

los términos positivos de las raices y la mis baja es llama-
|

da frecuencia fundamental.

- Para la gran mayoria de los casos de interés las frecuencias
son diferentes entre si.

- Para cada frecuencia P; existe una VEC asociado: -

[x] .‘25“21 = pi2 EM;[ ;rgi i'=1,..., n

o sea para cada p; existe una solucidn }rz no trivial

- Normalizacidn (solc conveniencia, sin significado fisico)

Varias formas:

_' . l . . . .
grg. [M] Srz.'= 1 . (modos mormales)
i 174
. .
- Los modos y frecuencias naturales del sistema son propiedades
caracteristicas derivadas de las propiedades de inercia y ri-

gidez expresadds por ios elementos de [ﬂ} y [ﬁ].

- Llamaremos matriz modal [ﬁ] a la que tiene los VEC, « vecto-

Tes modales, como columnas.



- ORTOGONALIDAD DE MODOS.DE VIBRACION

Se dice que dos vectores %ai y gb} son ortogonales con res

.pecto a la matriz simétrica LJ]

jof CJJ{ =P ] 5 = o
Demostremos que dos vectoresmodal'es-{r}i yufrjj,.asociadOS‘a~
frecuencias diferentes (F} # rj) son ortogonales con respecto a
las matrices:de inercia y eldstica-.

- Cada uno de estos vectores satisface la ecuacidn 1.3

D - (AR DI -

R
LT

2 [¥] frf
(] {Pij

1

CECPNGRLE
[x] {-rfj. [M] gr?j

I$
H]

i

Pi

i_
2

1

i v 3Jj por grij

| 1) |
2;?' ony 0 ; D - iy e 008

respectlvamente

(a)

REDESE e [J{:{ ENCIELY pjzgji[@{rj
péf?,qoﬁo [ﬁ} y [%] son simdtricas:

()i 5
LLY

."., restando miembro a miembro en ecuaciones {a}:

= <p

! §
3 LKJ ! Si 52
R R Y

:
= JZ

i}
s
/

o
§

e - e -



{rf,l.‘ [Mj Er}j = 0 ?r;i LK:; %rgj = 0
e e e e e e e e e e e et e s
Tenemos ecuaciones de ortogonalidad:

4 ‘
, t
- {r3 3 [M] g"ij

\ o siif ]

s [

"
O

1]
o

La ec

NI R RS SN R S

y la matriz modal [R]

$x3 = [R]] {v}

'y sustituyendo en (a):

B R] {5« [ R 3 =fof

premﬁltipli-cando por [R]' :

(01 01+ [0 Blit - §o3 ®
Wagoﬁales' J : '



Llamemos

M 0
(' [ ]

i

el
[xe]

+"+ la ec (b) (p. 14) puede ponerse:
R N N

que eguivale a:

H

[ 3 }(*
Mi1 ¥q 112 ¥y 50
LRk . % _
Map ¥y b Ky ¥, 0
- —-* —-. -— — ._k._ - — —
i mnn Yn * nn yn = 0
= Yas que
X * %
2 11 2 nn
3 = e TN . pn =g
m m
. n nn
_ - L
™~ ., .lar que para - —~ t:z!i:~_ééig
:u:i. + kx = 0 . .
s 2 _ 2 _ E
Xx+px= 0 y p = 5

0 sea, con la transformacién

W)

i

aplicada a la ecuacidn

L

EHJ.{;E + {k] {x} =7 iOf

10.



1.

hemos descompuesto un siztema de nGL en n sistemas de 1GL in-

dependientés.

Consideremos el producto

t

AT s P Al
®RITTOOTT g [R) = T4

(W1 et 0 [0 ) s [ Pl

u

E%] - contiene las frecuencias naturales en la diagonal principal

!

\\ =
modos naturales equi

El problema de encontrar frecuencias y

vale al de encontrar la matriz [R] que diagonalice [MJ y [KJ

de acuerdo con

B

[RY ' [M] (R]
[R] ' [k][R]

A
ES.Y

Las frecuencias naturales se obtendran de
. .

TR~ Fxx] = Yxx] [t = TR]
Trl g+ [ Sx) - {P(t)j
Sustituyendo {xi = _[hj {XS

M) [r] {yi + [« [R] {y} - cht)g




Y |
premultiplicando por gﬁfj

b ) R e

R s SOV

s [

k] [’ dvf
(b)

irf 5 {Pl(t)z

——

escalar

En los productos (a) y (b) solo queda (por ortogonalidad):

CHCE R
L K

s para el modo } tenemos:

Mo‘- ) . 2 M*
+ .
5 Y3 Py Y3
o bien
M* K*
+ N
Y3 i Y3

©."7 ga a la ecuacidn de movimiento para 1 GL:

< v .5) tenemos:

H .

b 4

P(t)

--uaciones independientes para nGL

-

Para vibracién libre (1GL)

e p2ix = 0

1 zcuacidn independiente para cada modo

K]S Y= frd.. JP(E)
Led g v ij,l_.____f,a
g MR Pty TZopi Tiy
P lt)
R
P (1)
5

(1.8)

12.



13.

la solucidn es:
X = A cos pt + B sen pt (c)
y para el modo j tendremos (Pj(t) = 0)

y. = A, cos p.t + B, sen P,t (a)
J ] ] ] 3

" 81 en_(c) hacemos

- _ .
] = =
*Jt:O xo ' %L=0 Xo
llegamos a ‘
.)'{0
x(t) = X cos pt + —  sen pt
y en (d):

Cualquier configuracidn del sistema puede expresarse ¢omo una .
suma de formas modales multiplicadas por ciertos coeficientes.

Esquemiticamente:

esé;}:ica S v _;rfzz Y * §mfg Yy tene
. : ‘(Y = Y(t))

dinimica

P
P ]
>
e Vg
]
| e
o2
~—~
rt
. —

L



b,

En nuestra.expresién _ ‘
%X? = m {yj ; 1.4
gXE— puede no séf funcidn de t. por ejemplo:

1 = [R] L] @

donde {c} _~es el vector dé'constantes.

que prex [ﬁ] nos da la configuracién {;j

{e):

fef - L;R]'—l f§ (LRJ Ngélnc)

!

En 1.4 también podrfamos hacer

s R
: P -
rern sigamos otro camino, premultiplicando porfr{j [MJ

v por Erzg [KJ‘

DRI ST I S T I SR

. 4 (r;j [M:l f(n;n Yn

|
I'ur ortogonalidad todos. estos productos son nulos exéepto el

término L.
‘v, S Y.
- . J - H 4 } ]
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de donde tenemos

CANC RSN S A

J

de donde:

Ly :{p}j[ijfx} LI | i 0

3 ) -
SR CI I IR 5 Py Y

(coeficiente de participacidn)

— T

— e g et

‘Ejemplo (vigas rigidas)

ma=l o
e
] ' 7 2
m, = 2.0 | —- 120 T/cm [ﬁ] = 0 1.5 © togmseg
} ——180 T/cm o 0 1.0§ =
TS T T ’
Matriz de rigideces
' M;;'] ,
:’ ’ = - - =
—= K., 0 4 Kis 60 \ /./—Kga 60
— ‘: - - = —«:’ = J”—{__? - -
Koq 120 X=1 /) Kyg = 180 ( K, 60
P AP '
: A = = = ’ = !
K11 300 S l(12 120 E K13 0
-—1ga Tors ‘ 77
L[ s 300 -120 0 5 -2 0

120 180 -60 = 60 -2 -3 -1 (T/cm)
1



(el

i
L
H|

2 e o0
= ¢ 1.5 ©
0 o ¥

164

[E) =0 = 60 (d° - 5.5 d2 4+ 7.5d - 2) = 0
d, _=A0.35
d, = 1.61
d, = 3.54
2 = 60 d: $.2 = 21.0 $, = u.s8
'f . h 1 " 1 :
2 N frecuencias
For =963 4)3 = 9.82 ( Lasturales
2 -
$5° = 212,48 Ay = 14.56
. ' AN
Modo=:
_____ 3,285 -1.474 0.u117"T%,
| 2NNy YT -
i 125, ‘\ ) /
[ ) W."/ S ) \ ‘-‘;‘tr% AI,ofﬂ
ey oo —leti T LT
j" // L L
$, = u.58 4, = 9.82 4, = 1u.56



(R] = 1.000
i
| 2,135
| 3.285
A '
oy o= [®]
Ej:
.62 = fp! w7l s
19.6296 {r} (1.

g Nk
Comprobacidn con L.K-\]

“412.209

]

Tl

it

413.940

0.-

[

1,000 1 0061
0.899 -1 ouu’
-1.47y 0.411 |
= {19.629 0.038 0.007
0.037 5.386 -0.014
0.006 -0.014 3.905J
g _ Ea Lo 2
L R P “f?ri1 ms
= 60 | 6.899 0.042 0.034
0.042 8.651 -0.040
0.034 -0.040 13.473
.y 2 :‘:hf
Do vl -
0 i
{ X %
519,749 Lég M 1
fl "b
0 807.970
7
518.060
0--* 808.380



Fn

0.930 ¢cm
0f051 cm
0.026 cm

= 3 cm
‘ A1
= 2 cm : {XOE = /2
: 3
= 1 cm
2.0 + 6.405 + 9.855
. = 0.9303 cm
19,6249
2.0 + 2.697 - 4.422
T = 0.0511
2.0 - 3.132 + 1.233
3.604 = 0.0266
P, = u.58
P2‘=19.82
P, = 14,55

son amplitudes de 1los
modos -

18.
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Para obtener los desplazamientos de las masas debemos wmultipli-

car por las configuraciuvnea modslen:

1.0
2.135¢ 0.93 cos 4.58 ¢t
3.285 :

X, = {rgi Y, (t)

1.0
'Yé(t) ?jo.egg 0.051 cos 9.82 t

) §
20 1.474

~ 1.00 ) _
X.. = ?ﬁ Y (t) S-1.0u4 0.0266 .cos 14.56 t
13 3 3 0.411

y sumar. O sea los desplazamientos xi(t) de las masas serin

] = B ]

xi(ﬁ). = r.y Yi(t)'+ s Ya(t) + T, Ya(t?
x2(t) ?7r21‘Y1(t).T Y Y2(t) T, Ya(ty
xa(t).r='r31 Yi(t):+ r., Y2(t) + T Ya(t)
m"f-w '
Jtro ejenmplo. |
L
T.o,a 1GL teniamos . Pet) -
[ M_f - e g e
: 5 o | Ta
R GO A A S Rt e it b
. | : ) o
id ec: ' } :
: P(t) P
x + P2 X = = =2
m m

y p2ara CI = 0 la solucibdn
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EXCITACION SISMICA

A, Sistemas 16L

m ; + kx + P(tj (a)

~ Para P(t) cualqulera y para CI # 0 la solucidn de (a) es:
X
x2(t) = x_ cos pt + §9- sen pt + ——-/P(Z) sen. p(t-2)dZ

Para excitacidn sismica:

v 1 'i’( ’ M
i{ T m(X + W)+ k x =0
(e VA O o sea,
s T et mX o+ kx = - omi (b)

De la comparacidén de (a) y (b), la solucidén completa de &sta

es: . 7
. _ .7

/

x
_ o . I S -
x(t) = x_ cos pt + —p 'sen pt 5/ u(z) sen p(t-z) 4/

Vi

B. Sistemas de nGL:

qui(t) : —mlr._f
[H] ;;} +[k]§x} =;P(t); = ég(t) - "mzﬁ
| P;(t) : | -m;ﬁ
%
- - m2 ﬁ: -ﬁnl



'''''

Sy

5 DO <R DS GARIP) = )y fel = <o
L;;:fdw ; v

'dnciv, Lenemos
(a2 1 Torey . ! T 1
i ?n) + lhj ] )I(T){ ij T
' - IRUALY
st. . %X} = E__R-—-‘?y‘(

por ortogonalidad:

ffs Do ] yn * {if [KJ_ Sy vy = B =US

y queda:
Hd. K* o U* %
+ R = . = = - m u
i 73 Y3 j 3 j
la solucidn (CI = 0) de esta eciacidn es:
P P*
arp . .
Sre Ty . 7 :
1 &
y.(t) = —p P. (Z) sen f.(t—Z)dE
i bow’ i ]
1 ] 2 . ;
Para U
ara U :

r
(t) 1 ur @ (t-2)dZ
£ pou j (8) senfyle-
R e BN _

23,



2k,

ue puede escribirse:
P

| x T
m, ’
y.(t) = - ——l?— j/ NEES Sen'f,(tfa) dl
1 ML L, !
13-
v . términada
 t Y5 cos f:t'+ —%15 sen %.t' para
CH 3 5i - CI #-0

Una vez obtenidos los elementos de gxf solo falta premul-

'tipliCap por [R] para obtener {x}, s
%x(t)}= [R] §yie)f

" GENERALIZACIDN DE LAS CONDICIONES DE ORTOGONALIDAD

Tenemos la ecuacibn: -

I[EK] - pQH[Mﬂfx} = ;o;

gue vonvenimos en escribir en la forma:

(K-pQH)x=0

coms los vectores modales la satisfacen:

2 |
Kr. =, Mr, (a}
] *3 ] ‘
. . ! -1 '
'y premultiplicande por;: re MM tenemos:
' - -_ -
r. M M1 Kr, =p2 ¥ M2 Mr., =p> ¥ M1k, =0
i ] ] 3 ]
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que puede escribirse

' - - '
r. M (M Y2 pl =0
41_ ]

y'asi podria seguirse.para llegar a:

' 1 4 : Qgentero
i ;50 _{”°°‘ Lzeo

o
=
o~
=
=
—r
> ]
1

AU - ‘ . L
r M_(M-i_}()£ r, =0 | (=

en forma andloga ‘podémos obtener

r.. {MF} Mr, = 0 ()
i i
o N .
' 1 f
r (K M 1) Kr. =@
i j
En (b):
R N A N U T T e
(en (c)}, con {=2) =M K Mk =M E MM
@ =1 M(M 1}‘()'1 = MK M =MF oM
/. NG 'S T
Js G S Y B X
=2 »ortalowulow? g ut g




VIRRACTON LIBRE Y TORZADA DE G10TIMAS

26.

DE N GL CON AMORTIGUAMTENTO

Las ecuaciones de -equilibrio dinémico

?FI} + {Fa}‘{ gFr} = %P(t)}
EANREY
oRY,

$e) =[] 93

g

Ay ~SN
Pj"d oo
(S

1 r

donde

(e} = E’ij]

<!
Q
il

fuerza de amortiguamiento emn

una velocidad unitaria en Jla

i‘
!E o
i
0
|
]

son:

la coordenada i debido &

cocordenada j.

Loy "%k T Sk -
'Ffi : - indica

éja . t_é ' : accplamiento
| P— : c.. = C.L.

A g 1) 14

%P(t)z.



Hagamos: EX?={ﬁj;yflnﬁnnultiyﬂqicannka_pop )r%

[

oy .
T et e (7 o — o j
érfﬂﬁJDUfwﬁﬁffjLJD@?Y;*&jj (K] R) Sy ={rﬁj%<ty

" Para desacoplar estas ecuaciones debemos tener

1° admitamos que se cump

D
.?féﬁq?fﬂ
{<}s e #1;

y ahora

y nuestra ecuacidn para

M% G 428 . MEy
) 'JyJ BJ+] Jy

o bien:

_yj*zﬁjijj*%ﬁyj

le:

el modo

1 £ 3 cierto por
i# 3 ortogonalidad
i# 7 ¢pero ésta? (a)

e -

==C% = 2p.P.M%
#5313

j queda:

+baMry - Py

J 771372

s

Pi#

‘i
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Como las scluciones para un .sistema de 4oL (cuya ec. es

(t)

§+23pﬁfp2x = Jya las conocemos, solo nos falta saber

cbémo debe ser [C] para que se cumpla

{p}l [e] Jejs = 0 i3 (a)

ademis, claro, de

1l
[am]

§3: [ {5
$el; 0 fe)

La ec. (a) se satisface si

i
o

i) [C] es proporcionalé [MJ o a [k]

ii) [¢] es una combinacion lineal de [MJ y .EK] , O

[c] = ay 01 *a, [x] |

esto es muy restringido.

iii) En forma mis general:

T o= 1 Xal M '_]1 =1 {c,] (38.1)

{1

z
1
pues ya sabemos que tcdas las posibles formas

- Kzl son satisfactorias y (38.1) es

una C. L de matrices de este tipo.



La seleccidn adecuada de’ ay dard a [Q] las  propiedades de-

‘seadas, o Sea,podrémos dar valores especificos a les elementog

' (-. - ed -
de {C] . ¢Cudles le damos?

— T e ———

Asignamos un cierto valor de B8 a cada modo.

. _.,- _ }lr ) _ ) _ . - i )
c3 "'?PJj CC_ griy = zsj?ij = } ey {r f = 1 Ciy (3d.2}
| T o -

‘De 38.1 v A ' ST

4]
1

= fels O B e ey (3e.2)
?or;ptra parte, para?vibfacién libre:

K-$2 .= 0
( FJM)r] |

. * - 1 .
Kp. = PiMr. « r. = FMp.
j . 43 3P 3
premultiplicando por r!M
o " "MF
. T .M = . Mr.
% Sk B g j

es decir

(432 M,t.

MK g,
3 j

y asi podriamos llegar a que, para cualquier 1:

29.



T . Y. _ l .
(P ) M’ = r.M(M 1K)lr. SESINES ' 39.1
3 ] a,
-..—--\'_‘-——"'"
por 38.3
De 39.1:
& = 2 1 ¥4
le‘ ij) Maal
£ = 241 B
‘le (%j)‘Mjal_

y sumando sobre 1:

TCH
1 31

"

1
P2y tMsy
b3 huga,

.pero ya teniamog- que

i

ECE. = 28.P.M¥
131 ka ]

/

/ 1,/
28415 = £(p2)lyk
J%ij A

- de donde:

e e

1 1
B, = =3— 1(p2)ia
] 2 51 j 1

R e o S S
Con los n wvalores de Bj para los - n modos podemos resol-

var para les n  valores de a,; vy formar nuestra ECJ cen

la scuacidn
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el = ?Hl [m k]

b

Por ejemplo para nuestra estructura de 3GL asignemos:

B, = 0.10, 8, = 0.05, By = 0.02

| _ 1 - -1 0
51 = 0.10 = 5?1-{%10?2) +aOC?i) +a1(%§){1.,
_ _ 1 -r‘ -1 0 n}
8, - 0.05 = 5§;.la_l(?§) +aOGF§) +a1(#§)i

- _ 1 -r o b2y-1 2,0 241
83.— 0.02 = 3 iLa_l(‘_{’:g) +a0(%3) +a10¢3).]

3

o, en forma matricial:

PSS | VSR M \ a1
0.02 by b, A, a,
_ 1ﬁf; lﬁ?3 ’?3 a,

N

resuita

al resolver para ay

(c] = a, [em] +ag [M] +a, [K]

D e R R L

- En p. tenemos que para CI = 0 y B8 = 0, para excitacibn
sismicé
' m# £y
y.(t) = - =3I Y (Bysen P (t-BW3B
"] . Pij 0gu 3

coeficiente de participacidn =

LEE*L?*



m
o 5r2'3ﬁ5 Lm.r..
S R, Wi _odi=g YD
ST I
b I SR &

y .. podemos poner:
. = C.z.(L
yj(t) ]z](i)
en la que Cj estd definida zrriba y
2. (1) - iftﬁ(z)senf (t-2)dz
. - - .O‘ . -
j Py ]
(y éemejante si B # 0)
() = CLz.(t)
Y5 3%

Ademds, tenemos

o sea
~ [ ] 3
X1 rll r12 ..... rlj ..... Pin ¥y
b9
. r'21 I‘22 e e :r."2j ..... r'2n Y2
Xi = . . . >
Xn T T 5 . rnj ..... r . Yo

32.
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De aquil (sin sumar para todos los modos)

. = p..C.lz. (1) = p..C.S. )
lejlmax r1]Cj|23(t)|max rljcjsd /
. : o g =
a
= r,.C a(
131 .3 %
1)
{
_ . !
- De esta ec. pasamos a:
n . n S
| %3 | mat §1Pijcjsd AR
. ABS - J

33,
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METODOS DE STODOLA-VIANELLO-NEWMARK Y DE -HOLZER PARA EL CALCULO
B - DE FRECUENCIAS Y CONFIGURACIONES MODALES

R

Enrique del Valle C

Para calcular las freéuencias y configuraciones modales
de estructuras idealizadas como una éerie de masaé unidas por re-
sortés, sin amortiguamiehfo, en vibracidn libre, se puede supchner
j‘que cada masa Sse mueve en movimiento armbnico simple definido por

X=X, t0os wt o X=X define la amplitud vy w 1la

0 0

frecuencia circular del movimiento

sen wt dorde XO

La aceleracidn estaré dada entonces . por X=-WZXO ces wt
. 2 : 2 : B .
& X=-w X, sen wt=-w X vy las fuerzas de inercia a que estard some
t:ida cada masza, de acuerdo con la segunda ley de Newton, serén

Fi = mﬁ = -mw2X

Por otro lado, la fuerza restitutiva gque aparece en ca-

da resorte estard dada por Fe=RiX, donde R es la rigidez de entre-

:
I

" pisc, gue podemos ‘efinir como la fuerza boftantewqué es necesario
apligar para prodﬁcir un desplazamiento unitario entre dps nivelgs
consecutivos: R =,V/6X,pafé AX = 1

Vemos ‘entonces, que las fuefzas a gue se verd sujeta ca
da masa'dependerén de X vy de w* uﬁicamente.

Por otro lédo, sabemqs gue para conocer un modo de vi-
brar necesitamos conocer tanto la frécueﬁcia w {o pefiodo Ty ¢o¥
mo la configuracidn modal relativa, y que si la estructqra esta’
vibrandc en un modo dado, la frecuencia del movimientowde cada mg
léa serd la misma.

Tomando en-cuenta lo anterior,, se preden empléar dos’
métodos numéricos para el cilculo de las frecuencias'y confignura

ciones moda.es.

FProfesor Titular, Divipién'de Lstudios de Posgrado de la Facultad de Ingenie

“ . .riu, UNAM



El método propuesto p6r Stodola-Vianello~Newmark, con=

sisfé en:
| 1. Suponer una configuraci6én deformada de la estructura:
#isupuesta

2. Valuar las fuerzas de inercia asociadas a esa confi-
guraéién Fi= -mw2Xi, dej.anddlw2 como factor comin cu
yo valor no conocemos, |

t 3. Valuar la fuerza cortante en la estructura, como la
suma acumulativa de las fgerzas de inercia de arriba
‘abajo del edificio. Vi=:§nFi {(funcibn de w2)

4. Caicular los incrementos de deformacién COrrespondieg

tes‘a las fue#zas'cortantes.
AXi = —oE (funcién de w).
. ‘ Ri .

5. Obtenef la>configurécién calculada de 1la estrﬁctﬁré
como ia sumé acumulatiﬁa de los increméntos de défoz
macidén, de abajo hacia arriba. '

e . n 2
}fcal;iil LXi = coef.rw

Esto nos dard un coeficiente multiplicado por w2 para

cada masa.

6. Si la estructura esté vibrando'en un modo la configu--
racidn calculada_seré proporcional a la supuesta,ry
el fa#tor de propofcionalidad seréd w2. Esto es, bara

cada masa podremos calcular . e

2 éuguesta
w ) =

Coef. de xcalc

5 .
En general, los valores de w calculados para cada masa,

s



no serén iguales en el-brime:ACiClo, pero el-ﬁétodo es'de-répida

convergencia si se usa como-ﬁueva configuracién éupuesta la obte-
nida al final de cada ciclo, de preferencia normaliz&ndola, esto

eé, haciendo gque la deformacién de una de las masas, por ejemplo

;a'pfimera, tenga siempre el mismo valor, con objeto de obse;var

como se modifica la configuracién rélativa despuésrde éada cicio.
Los valores de w2 obtenidos en cada ciclo nos dan también un in;

. tervalo de-valores'que se va cerrando hasta que se obtiene final-
mente 'los mismos valpres éara todas las masas.

El método descrito anteriormente éonverge siempre hacia
ellﬁqdo mas bajo que esté presénte en la configuracién supuesta,
y dado-que_ai suﬁoner unaVcénfiguracién cualquieré.ésta esfar&
formada pér una combinacifn lineal de todos los modos posibles,
el modc més bajo serd el primero o fundamental., M&s adelante se‘
indica como hacer pafa calcular modos supefiores. ¥

Ejemplo. Calcular la frecuencia y coﬂﬁiguracién ﬁoﬁal'
‘del primer modo de vibrar de la estructura representada por el

modelo matemético'siguiente;

- 2 5§ 5 £
" Tzn-seg /cm - . ~ o
_ : : s
m=2 ?/’? et E 3 &
o o o
| . =3 3] S Lo
t R¥50 ton/em N + Iy W
! L [+ o o %
- un
) k n / L.
m-—?/ﬁ) \ ‘ :Ié [ 7
R=106 . 7 /
/ i "——T
- 4T i A 2
o = Poa g dmz? i m=?2 L’\/\r‘ m=2 J\N" m=2 Ton-seg/cm
m=2 3" ;._ : > ] 2
R=150C
>
m=2 g
R=205




\

.Para realizar los pasos antes indicados conviene usar una

-"tabulacién como la siguiente:

ler. Ciclo

ton :seg2 ton _ N ‘ ' g s
Toem cm cm v 2
. - —— st
Nivel m R Xeayn Fi=mw2X v ax R Tcald Y o1 %sup
: ) 2 , 2 N
z2 L 8w 0.52w [ 7.692 = —— (5.2
- - . . by O . ;
50 i 8w2 0.15w2/ : 0.52 :
_ P e _ 7
E 4 . h 2
2 3 bw? ] , , [, 0.36w" | 8.333 = 333—6 3.6
100 ™ yy 0.14w - o :
L
2 ' 2 21 N022219091 2 2,2
Lw ~ . . W . = .
150 ' T T I 0.22
L] : 2‘/ ) “\ ’2 1
2 1 2w T 5 > L 0.1lw 10.¢ = o1 1
209 A4 20w 0.1w" ~] ’
0 .
" 'Notese quellos valores R, V y AX estén defasados, pﬁes correspon

den al enfrepigo.
% Para iniciar el céilculo puéde‘usarse cualquier valor de X. En ge
' ﬁeral, el método convergiri més répido entre mé§ acertada sea la
;onfiguraéién supuesta, pero si se supone por ejemplo una configura
racidn gue se-parezca a un segundo, terceré o cuarto mpdo, de éUa17
q&ier manera, al término de algunos ciclos méas, llegérémos al primer

modo.

**.Nétese gue en este caso, el valor de w estard comprendidc entre

| 1
H7.692 — y 10 5

- *** En un segundo ciclo, usaremos como nueva configuracién supues-
~ta la obtenida al .final del primer ciclo normalizada de tal

modo gque - la deformacién del primer nivel, sea unitaria,




esto es, dividiendo la configuraci6n calculada entre 0;1w2 en ca-

“‘da nivel.
20. Ciclo
Ni- L
vel in R XSUD Fi vV . - AX X W i ann :
y | 2 5.2 | 10.4w° .| ) 0.851w° | 7.988 | 5.u25].
50 10. 4w 0.208w - :
. Lt ) 2 . 2 . '
3 2 3.6 7.2u ) | , | O.uu3w 8.126 3.692
: 100 17.6w 0.176w . '
. o9 2 .
2 2 2.2 4w’ | ) , | 0.267w 8.240 2,225
150 - \22u 0.147w"
' 2 : 2 .
1 2 1.0 2. w . , | 0.120w 8.333 1.0
200 2w 0.120w
0 . 0

Obsérvese que el intervalo de variacibn de w? se redujo a

_7.988 y 8.333 y que las variaciones eﬁ la'cohfiguracién modﬁl-fue—
: . ;!';
ron mucho menores que las que:ituvo &€l primer ciclo. ; b

’

- Tomando como base de partida nuevamente la configuracibn

calculada, en un tercervciclo se tiene:

Tivel | R X Foo v X X 2 X,
. Sub ‘ W 1
b z 5,425 | 10.85u° ‘ '2‘ 2 0.6739uw”| 8.050 | 5.461 .
o 50 ' 10.85w" |0.2170w"’
b 2 2
3 z 3.692 7.384w" | . ) , |0-4569w"| 8.081 | 3.703
100 ' 18.23uw" [0.1823w ' :
2tz - 2.225 'H.H5w2 -, 2'.0;27H6w2 8.103 | 2.225
150 , | 22.88B4w”|0.2512w a o ‘
. . Nk | .1234 .104 | 1,00
1 . {10 2.0 e , 0.1234w"| 8.10 1.0
: 200 \ 24.684w"{0.1234w".
.0 0

'y finalmente, en un cuarto-ciclo, la aproximacibn se considera sufi-

ciente:



.
vell m | R Xenp F - v oo AX X w? Xi
u ] 5.461 | 10,9227 , Y 0.6775w| 8.061 | 5.468
| 50 o 10.922w°| 0.218tw |
3| o 3.702 | 7.406w> , ) 0.85914°| 8.066 | 3.705
- 100 | 18.328w°| 0.1833u -
2 | 2 1 2,225 | ulusw ) ) 0.2758w%| 8.067 | 2.226
b 150 22.778w°| 0.1519w '
n 2 ) 2
1] o 1.00 2.00u , , |0.1230w%| 8.071 | 1.00
200 24.778w°| 0.123%
0| 51 12.389 T 41.5363w2| 8.06u%

| : 2 o | e as -
* E1 valor final de w~ lo obtenemos con mds precisidn dividiendo la

© suma entre la s de Lci -
_ de Xsup : _suma . poef1c1entesde Xcal

. . 2 .. .
ciso’ que promediar los valores de w de cada nivel

]

s Esto es mis pre

= = 7.8 4 = = =
w=/g,06u4= 2,8397; T = 7 > g7 - 2.213 seg.

C&lculo de modos superiores empleando este método b

Como se indicd antes, el método converge al modo mds ba-
jo presente en la configuracidén supuesta, y al suponer una combina
cidn cualguiera ésta estard constituida por una combinacidn lineal

de los distintos modos de vibrar:

+C. X, +C.X. +C,X. a X

1772712 53713 T47i47 1 id

. raciones modales y C; son coeficientes de participacidn. -

X = C X5 son las configu-

sup 1 donde Xi

Si gueremos calcular el segundé modo de vibrar empleando
este mé&todo, tendremos que qﬁitar.a la configuracidn supueéta"'La
participacidn del priﬁe;.modozclxil, para lo cual necesitamos Eoﬁg
éef Xil y Cl' xil la calculamos como se indicd antes y C1 lo'pode-.
:A mos calcular reﬁurriendo a la propieaad de ortogépalidad de los mo

< doszde vibracidn que igdlCé gue zmixinximzo si n¥m, donde xin ¥




xim son configuraciones ‘modales.

o} X
por mlxl

Si multiplicamos la expresidn anterior de XSu 1

P
- .y sumamos para todas las masas, considerando que los coeficientes.

de participacidn son constantes y pueden salir de la sumatoria, -

tendremos :

-

5
XL X o= KT L i . o
Emlxll sup Clzmlx i1 * CZZmlxiixl.? * CBZmiXilxiS +,
donde los términos que multiplican a Cy C3, etc. son nulos por la
propiedad'de ortogonalidad de los modos, guedando entonces
Im,.X., X
_ 1 11 sup
€1 = 3
Im.X i1
l .

Esta'expreéién‘es valida para cualquief modo n.

Por tanto,'siquereﬁos calcular el segundo mbdo de vi-
- brar, supondremos una cOnfiguracién gue se parezca a este modo, es
-decir, gue tenga un punto de deflexiép nula, calcularemos el valor
de Cl con la expresiénlénterior y.reétaremos a la configuracién
supuesta para-él‘segundo modo la participacidn.del primer modo -
Cy %510
para el segundo mbdo‘en la que el modo md3s bajo presente es el se

lo que da por resultado una nueva configuracidn supuesta

‘gunao y por lo tanto, al aplicar el méﬁodo habra convergencia ha.
ﬁ;a este modo. A la operacidn antes descrita se le llama'"limpia”
de modos. '

Si quisi&ramcs calcular el‘tercer modo de vibrar{ ten
driaﬁos queICOnocerrde aﬂtemano las configuraciones‘borrectas de
primerc y segundo‘modo, y suponer uha configufacién que se parez
ca al tercer modo, (que tenga dos puntos de deflexibn nula); cal
. culariamos dos coeficientes de participacién €y ¥ €y, correspon-
dientes a los modds primero v segundq, en la}gonfiguracién supueg

.té y la limpiarfamos para que el modo mds bajo presente en ella

Lt ... B . . - . . N N -



de w”.

"como nueva configuracifn para un nuevo ciclo.

Esto es :

Xiasup: Clxil + CQXi2 + C3x13 + Cu xiu + ...
xmkil xiasup . mei? 13sup
¢ = ¥ ; C =
1 mez 2 ImX
ii- 12
Xizsup = Fizsuo - “1%i1 - CoXip T CaXyg * CuXyy + oo

De manera semejante se procede para calcular otros modos su-
pericres.

En la préctica, y debido a errores numdricos o de aproxima-
cibdn que van acarréandose no basta &on una sola limpia. Para lo -

grar convergencia adecuada da buen resultade limpiar. la configura-

"cibn calculada al cabo de cada ciclo, antes de calcular los valores

2 Esa misma configuracidn

limpiada, normalizada, nos sirve
Es conveéniente lle-
var cuando menos tres cifras significativas en los célculos.

Para fijar'ideag,.calculemos tres ciclos del segundo modo dé
vibrar de la estructura para la cual calculamos anteriormente el -

primer modo.

o,

T N Fip = |
b s Z JD’ . - i? i L
21 =1 = Xi1 mkil mX i1 Xi2sué xilxiZSup C1X11 Xi2 mXi2w2 ! \ AX X-Calu.‘
s |¢f . Pp.uzei{10.938{59.794 -1.0 |-19,936 [0.054 {-1.054|-2.108w o 2 |-0.033uw
54 . . : ~2.108vw|-0.0U22w . =2
3 42 3.705 7.u1 [27.45u]] - © 0 -0.0356 0,036 }0.072w ] 2} ©.0088w
100 L . -2.180%w|-0.0218w : é
% 2.226| 4.452 9.910 2.0 9,910 |-0.022 | 1.978 | 3.956w" 0.0306w
150 . , S 1.776w?]0.0118W2" o
21 Rh.oo| 2.0 | 2.0 1.0 2.0 -0.010 | 0.990 | 1.980w 0.0188w
200 3.756w2|0.0188w2
F=l09.162 $:0.974 '
e e T e e
DATOS _0.978 _
Ci—W-O.OOQSQ‘

* La configuracidn supuesta puede ser cualquiera, pero desde luego es conveniente que se pa-

" rezca a un segundo modo, esto es, que tenga un cambio de signo en la confipuracidn modal.



.Ni; I ',_ v z l 2 - W y o2
el mx11Xuqlc. CiXiy- 2eale v i2sup ,mxi?suﬂq i AX Realc
0| -0.3650w” [+0.00696w° [-0.02680u° {39.86 [1.3042 £2.608M". o " <0.0314w°
) <. 6084w” | -0.05217w )
R N R, L2 . o a2 ,.'2
o3 0. 0050w 0. 000 TG 0.01352w (=2.0660 [ 0,60609 J,ijﬁw ol 5 0.02077w" 3
’ 4.2746w" | -0,01275w ]
. .2 2 . 2 2 _ q2i
2 0.1367w 0. 00284w 0.033h44w 159,15 1.6495 | 3.2990w ‘5 5 0.03352w
2.02u4w 0.01350w C
- 2 2 2 ' 2 ' ‘2
1 0376w 0.00127w 0.02007w {42.33 0.990 1. 9800w . 5 5 0.02002w"
4.004Ly 0.02002w '
T
-0 1263w2 "2 -
’C‘l' = W— = =0.0012736w

#% Normalizanco con respecto a 0.99 en el primer nivel, para comparar la evolucidn de
la configuracidn.. ‘ ce

- 5 20
147 -C X. X . e o -
N “Xilxcalc Cl i1 2 calc v . mX. w? v AX
vel: 1Zsup iZsup .
4 Lo.3335u? 40, 000012w° -9.031388w2 41,55 [-1.5520 | -3.10uw o , ; o
' -3 10uw -0.06208w"
- 2 2f 2 * .l o '
5 1 0.15391%" {+0.000008w"| 0.020778w" }32.10 | 1.0274 [ 2.0546w’ . )
-1.0492w" | <0.01049w
) 2 2t 2 y 2
2 {0.14922+7)40.,000005%" | 32.033525w“|49,20 | 1.6577 | 3.315Lw 5 5
o ' - : 2.2662w" | 0.01511w
‘ 2 L2) 2 2
1 | 0.04004w" |+0.000002w" | 0.020022w" |49.u5 | 0.99 1.98w° |- ) )
42462 | 0.02123w
ind . - 2
.[=-0,00021w L =2.1231
' _ £{ |r5.2271
¢ - 20. 0002242 - -0.000002117757
1. 789,162 ' SR

e o',

" ajuste en la curva ocurre casi entre las dos Gltimas masas. Obsérvese .que la co- -

- rreccidn el limpiar es muy pequefia.

4 Ntese que el intervalo de w2 queda compreﬁdido entre 32,1 y'ug.ug y que.el
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ll.

Aplicacibén del ME&todo de Stodola-Vianello-Newmark Para
Estructuras de Flexiln '

Como se verd mis adelante, zuando las trabes de los marcos son muay
flexibles en comparacibén cor las columnas, o cuando las fuerz;s la
terales son resistidas por muros que trabajan esencialmente a fle-
xidn, la rigidez de eafirepiso no es independiente de la'distribu-
cién de fuerzas a gue csté sometida la estructura y por tanto no
ruede suponerse consténte vara el cdlculo de los distintcs modos
de vibrar. En general, la pseudorigidez equivaiente gue se obten-
dria para un segundo modo serd mayor que la correspondiente al pri
mer modo, pues los efectos de flexién de cogjuntd se reducen consii

derablemente al no tener todas las fuerzas actuando en el mismo sen

tido. Lo mismo podria decirse para modos superiores (ref. 1).:
i |

En esos casos, las propiedades elfstico geomé&tricas 'de la estructu-
. ' |

ra no guedarén definidas por rigideces de entrepiso sino por la va-

riacidn de los productos.EI y GA con los cuales se podrén calcu-

lar las deformaciones debidas a flexidn y a fuerza cortante respec

tivamente.

para calcular las deformaciones por flexibén es conveniente el em-
rleo de los teoremas de la viga conjugada, gque es, para el caso de
un voladizd, otro voladizo empoctrado en el extremo opuesto cargado
con el diagrama de momentos entre EI, y en el cual los momentos

flexionantes corresponden a las deformaciones de la viga real.

' Las deformaciones por. cortante, que en el caso de estructuras a ba
se de nuros pueden ser importantes en comparaci6én con las de flexibn,

- sobre todo en los niveles inferiores, se calculan mediante la expre-
sibn AXQ t = ~&—&-, donde - AXV es el incremento de deformacién por
i A.G _ i -
i , )
I B o : |
) . . . i



12.

-'corténte entre dos niveles consecutivos, Vi‘ hi Y Ai son, respectiva
'meénte la fuerza cortante, la altura y el &rea efectiva de cortante
-entre esos mismos niveles y G es el médulo de elasticidad al cortan

te del material de 1la eétructura.

~Para calcular los modos de vibraci6én, se supone una configuracibn

, - asociadas a
i i

.ﬁgdai,‘se calculan las fuerzas &e inercia Fi= m.w2X
la configuracién y las fuerzas cortantes cor}espondientes Yy a par-
tir de ellas se yalﬁan los incrementos de momente de cada entrepi-
so y los momentos de volteo acumulados de arfiba hacia abajo, los
cﬁales se.dividen entre EI_(habré dos valores de M/EI en un mismo
nivel en los casos en ague haya cambio de séccibn de los muros). La
iﬁtegrécién numérica del diagrama de M/EI nos permitiré transfor-
;mar ese diagrama en una serie de cargas concentradas eduivalentes,‘
a &l apl;cadas en los distintos niveles con los cua%es es muy fé&-
-gil calcular los cortantes eqﬁivalentes corfespondiéntes a cada ég
trepisc y los incrementos de momento flexionaéte‘en la viga conju-
gada gue serdn iguales a los incrementos de‘déformacién por flexidn
entrg dos niveles consecutivos {(es el equivalente de AX = V/R del
caso visto anteriormente). B estos incrementos de deformacidn por

flexién se sumaran los correspondientes a la deformacidn por cor-

tante y con esa suma se podré calcular la nueva configuracidn, que

-ser& comoc antes funcibn de w2 y 'de donde podremos despejar este vgl

lor y en caso de gue no sea igual para todas las masas volver a ha
- cer otro ciclo tomandc como COnfiguracién de paftida la encontrada
anteridrmente normalizdndola con respecto a una de las masas para

‘poder comparar la evolucibén de las configuraciones de cada ciclo..



13.

Para fijar ideas, a continuacifn se presenta un cjempleo de an8lisis
de una estructura en que las fuerzas laterales son resistidas por mu

ros, cuyos valores de I y A son los indicados en la figura siguiente:

T— e e (N T O, T‘;"‘"‘,’J.L/cm
. Bm ald 1n6d e, A2l
! nn A 2. 2 6 2
f" - et (AT O 15 E=200" 000 hg/cm®=2 Q00 000 Ton/m’ =2x10 Ton/m“
3m oA e ed it Ast2@ G204 £20.8x10° Ton/m?
-fi = : <' -1
G , /;*/—I*S-Sﬂ'?,fh o me
l e el
Tl§3§f . m2 Pz Ton m! _cml 2 Ton Ton-m ;/m
om .l 1on-T ) : m ! i . . . =l -J-—
| oI (& e In| "sud ™eup? |V BH=vh " T
I i '
! 2
319.10 6 6 5.0 { 0.50w . , |0 0
«|6.4 112.8x10° | 2.2 {0.96x13° | 3 0.5w" | 1.5w
_ : o2 2 -6 2
219.15 6 . 2.5 10.38u ) , 11.5w" 10.1172%107
6.4 $12.6x10° 1.2 ]0.96x10° |3 0.88u" | 2.64w"
|9.15 o | o foasd® , , |v.1uw?f0.323ux107 02
8.5 117.0x10° 11.£ |1.28x12° |u Cr.o3u’ | ul12w 0.2435X10 "w
8.26w" |0.4859x10

Ejemplo de c8lculo de las concentraciones'equivalentes al'diagrama
- de M/EI
"Para el nivel 3°

P = 6 w?) = 0.0586x107 5w

(2x0 + 0.1172 x 10~
eq . ‘

o [

. lVef’aclaraqién‘a;‘piéidéiLa.pabla'de.lé-éégiha~siguiente_)-_

s




/4

ri_ ) m m ..";** m ' X m
. Pean®:- Veqi:: fim “h=h . . :
!~ve] eq eq A¥= Veq "h=AX_ AXv A%,y o Xa
3 {0.0586x10"W? 6 - 6 2 62 L6 9 423-0052x10 W
_ g o @-2308210 TwT [6.7107x10 w® [1.5625x10 w” {8.2732x10 "w
0. 1172x10” : : N 6 2
) 6o : 14.732x10 w
0.27848x10 w'e )
h N - " X ~{3 . -6 -
. . 1.84908%10 Lw' 5.5224x10 )wz 2.75%10 bwz 8,2724x%x10 6w2
1..- -5 2.
|0.3320%10 "W N\ 6 2
1 6 9 : ' 6.4596x10 w"
: ;82 _
0-6486x10 W) o goa -6 2 s =B 2 6 2"
iO.tsl\-lxlO W 3.2406x10 w 3.2188x10 w 6.4596x10 w \
0 {0.8102x10 W " 0
2
Vsog
5 S it " e ’f
W sup e RN
| — =3
2173.52 | 3.56 [(\ o L
+ B kS

[y
[¢}]
W0 o
(92

1 ¥
W
2]

23 | AL

S
] 1

lp P

' - (] lb
1548.23 | 1.0 A b 4 |

fzra obtener cargzs concentradas equivalentes al diagrama de M/EI se puede usar la

ZZrmuls siguiente:

-0

. . :—h
{Zz+b); o= g (2b+a)

fu

Zznde h es la distzncia éntre dos puntos A y B con ordenadas de M/ET iguales

ivzmente. La variacidn de M/EI entre A v B es lineal, por lo que

m
o
(o
o
]
[}
[0
R4
)
0
-t

z3Ta expresidn sz -btiene considerando dos tridngules con-alturas a y b respec- |

.tivaﬁente v base =. Pa y Pt son las concentraciones correspondientes en los pun-
w3 Ay E. (Ref. 2)

FPecuérdesze que el empotramiento de la viga conjugada es el extremo superior, por
1< que =& empieza 4e abajo hacia arriba el cdlculo '

ULzérvese qde en . primer entrepisco la deformacidn por cortante es }prébtica—
rante izuzl a la Ze flexidn por lo que despreciarla conduciria a errores muy
grandes. A1 ir aomentando la altura de la estructura la deformacidn por cortan-
te va reducicendo o2 importancia en comparacidn con la de flexidn y puede lle-
gar o ser desprecizble. En este caso la deformacidn por cortante en el tercer

entpopizco ez 23% de la debida a flexidn.

e : . 2. . s .
it Lele . tencrse cuidads con lzz unidades al valuar wo pues es facil equivocarse, ob

Tarvese aue A estd cn em y X cale resuita en netros

" suls
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: Método de Holzer

Como se indicd anteriofmente, para conocer completamenée un modo de‘
yibrar necesitamoé-conocer tanto la configuracibn modal como la fre-
cuencia del modo. Hemos visto que en clmétodo de Stodoia—VianeLlo—
Newﬁark se supone una configuracibn relativa y a partir dé ella se
calcula el valor d2 wz. Holzer procede exactamente alrevés, esto es, supone la fre
cuencia yvoa Dartll de ella se calcula 1a conflnurac16n relativa de abajo hac1a arri
ba de la estructura. Dado cue la conflgura01on es relativa se puede suponer tamblén
la deformacidn de la prirera masa {por consiguiente el incremento de deforma01§n eg

tre la base y la primera masa., El método tiene l'as siguientes etapas :-

.Los datos son las masas y las rigideces de entrepiso, igual que an-

I

: feé.

. . . ‘ i ‘
1. - Suponer un valor de wl
.2. Obtener los valores de'mwzSup para cada masa

ll

un valor unitarioc. Esto equivale tambi&n, como ya se dijo a

3. Suponer la deformacién del primer nivel: X.; conviene suponer

suponéf ij.
4., Calcular la fuerza cortante en la base de la estructura, (pri

mer entrepisd) que serd por'definicién de rigidez de entrégi—

-TeS
v, = RAX;  si 08X, =1,V =R
5. Calcular la fuerza de inercia asociada a la masa del primer
nivel:

1 v Supxl



6. Por definicibn de fuerza cortante, como la suma acumulativa de
-las fuerzas arriba de un cierto nivel, podfemos calcular la
cortante del sequndo entrepisc restando a la cortante en la

. base la fuerza de inercia del primer nivel, esto es

7. Conocida la fuerza cortante en el entrepisc 2 podemos calcular

el incremento de deformacibn en ese entrepiso dividiendo 1la

cortante entre la rigidez de entrepiso AX. = Xg
| 2 R, |
8. Sumando sz a la deformacibn del primer nivel obtendremos la de-
- formacidn del segundo nivel X2 = Xl + sz. ‘y podemos repetir

los pasos 5 a 8 para todas las masas hasta llegar al extremo

‘superior de la estructura.

Si.lé frecuencia supuesta corresponde a un modo de vibrar, obten-
dremos gue la fuerza de inercia del filtimo nivel es igual a la fuer
za cortante del entrepiéocorrespondiente {(por equilibrio dinéhico).
Si la frecuencia supuesta no es la correspondiente a un modo de vi-
brar, se obtendrd una diferencia entre el valor de la fuerza de i-
nercia y.el de la fuéréa cortante en el extremé de la estructura.
En este caso el método no es convergente, pero si hacemos otro ci-
-clo con otro valor de w2 relativamente cercano al anterior, encon
traremos otra diferencia y podrenos trazar una grdfica gue nos re
lacione las frecuencias supuestas {abscisas) con las diferencias
entre fuerza de inercia y fuerza cortante en el extremo superior

de la estructura (ordenadas)}. Una vez gue tenemos dos puntos de esa

ces : 2 ' . ;
gradfica podremos buscar un valor de w~ supuesto en la interseccibn .



éqn‘el.ejc de las abscisas de la linea gue une 1o$?puntos antes ob
gcﬁidos,.o surprolongacién éi ambas diferencias tienen el mismo
gigno., Con este tercer valor "supuesto para w2 sequramente obten—l
dremos otra diferencia, ménof que las anteriores, que nos definira
ﬁn tercer pﬁnto en la grafica. Podremos entonces trazar una curva
entre los tres puntos y definir asi un nuevd valor 'de.w2 gue segu-
ramente estaré‘ﬁuy'préximo a la frecuencia correcta de uno de los

meodos de vibrar de la estructura.

Cuando ya se estd cerca del valor correcto, se puede mejorar el va-
lor supuesto de w2 empleando el cociente de Crandall siguiente ..

‘}'2 =‘ W2 IV. AX
LFX

=2 ' SR P
donde w~ es el valor gue debemos suponer en el ciclo siguiente.

El ﬁétodo presentado sirve para calculér cualguier modo natural de
vibracién teniendo como datos las ﬁqsas y las rigideces de entre-
'piso-de la estructura. El modo de que se trate se obtendri de la
inspeccidn de la configuracidn modal, tamandc.en cuenta que.en ei pri-
mero todas las defommacicnes tienen el miéwo_signo, en el segurdo hay un cawbiq

.

de signo, en el tercero dos cambics de signo y asi  sucesivamente.

' Si se conoce la frecuencia del primer modo de vibrar (por habeflo
calculado émpleandq el método Stodola-Vianello~Newmark, por ejem;,w
plo), se puedé estimar gruesamente el valor de las frecuencias de
2 2525w§,‘

'los modos - superlores empleando la relac16nvﬁ 911 i Wa
(Esta aprox1mac16n puede ser demasiado burda dependlendo de los va

etc. .

lores relativos de 1as masas Y rigideces en cada caso partlcular,

pero sirve como orientacién).



Ejamplo:

Calculemos el segundo modo de vibrar de la estructura que se usd en

@l método de Stodola-Vianello-Newmark, suponiendo

2
Wo = 9w2 =9 x 8 =72 1 2
1 seqg
Usaremos la tabulacidn siguiente :
i 2 Y X # F v
vel} m R mwsup
]
L =4
TR 1y 22,751 | -396.1 Dif = 2€0.7
5C ¢ -2.707 ! -135.u4
3 2 14y 0. 044 - B.3
' 100 -1.417 -141.,7
2 2 144 P 1.373 -197.7
150 0.373. | 56
_ ' i
. i
1 2 1ty 1.0 1tk ;
- 200 1.0 ! 200
i )
W = 72
sup

* Obsérvese cue aunque la diferencia encontrada es fuerte, la configuracidn se pare-

cz a un segundo modo, pues tiene un cambic de signo.

[

- ' : 2
Usando un nuevo valor de W2sup de 50 1/seg”, tendremos
Ni- )
vel - R mW AX X F Vv
1 2 100 . ~2.33% | -233.4 Dif. 667 ‘
50 -3.334 . ~1€6.7
3 2 100 1,00 100
100 ' -0.667 - B66.7
2 2 100 1.667 166.7
150 0.667 100
1)z 100 1.0 160 |
i 200 1.0 : 200




Trazando la grafica w Suﬁ-dlferen01as encontramos

J D.‘ferencim
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~ 30 72 vy

i
‘que el valor de w2 gue hace cero las diferencias es aproximada-
mente 44 (podria obtenerse por trifngulos semejantes, pero Sabg
'mos gue afin cuando. se hiciera asi el valor no nos llevari exac-
tamente a cero diferencia pues la variacién no és lineal como

A
estamos suponiendo, excepto en intervalos muy cerrados).

Suponiendo entonces w2 = 44

11— [ i . . .
Mool R AX X U F v FX | X
vel I ' ‘
| . DiF.=3.57
y | 2! 88 : ~1.84t | -162,27 299,23
b so0 -3.174 | -158.7 503,71
3 |2 88 1.33 117 _ 155,61
100 -0.417 | - u1.7 . 17.39
2 |2} 88 1 1.7w7 0| 153.7 268,51
150 0.747 | . : 112 © 83.66
i 72 : g8 1.0 88 88
' 200 1.0 200 : 200
0 . $811.25 | 804,76

3



-2 80u.76 _ 2
W= N‘#,m = 43,64 I/SLg

. 2 o . e 2
- Usundo w sup = B3.64 1/mep

N1~ m N W AX X F Vv
vel
u {2 87.28 -1.809 {-157.8Y Dif.=0.05
50 . -3.159 -157.94
312 87.28. 1.350 | 117.83
100 -0.501 - u0.11
2 | 2 1 87.28 1.751 | 152.83
150 0.751 112.72
1] 2 87.28 1.0 . 8%.28
200 1.0 200
0

Como puede verse, la diferencia al final de este Gltimo ciclo es

despreciable, por lo gque

2

wo = 43.64 1/seq™, w2'= 6.606 1/seg , T, = 0.951 seg

y la configuracidn modal es la indicada.

Suponiendo otro valor mayor de w2 podria calcularse el tercero y
cuarto modos. Puede también verificarse que la frecuencia del pri
mer modo obtenido con el mé&todo de Stodola-Vianello-Newmark es co

rrecta..

Comentarios adicionales

En los métodos presentados se tiene como datos las masas y las ré
'gideces de entrepiso. Las masas son relativamente f&ciles de cal-
cular y dependen exclusivamente del peso de los materiales con.

§ que esté& hecha la estructura y de la carga viva qué se considere



Ty

para fines de anSlisis sismico. Las rigideces serSn funcién de
1as propiedades, elistico~geométricas'de los materiales émpleados,
que no es sencillo definir y de la estructuracién, sobre todo de
la relacidn que guarden las rigideces relativas de las barras

que forman la estructura, trabes y columhas.

:Dado el modelo matematico de un edificio como una serie de masas
unidas por resortes, definimos como éisﬁema estrechamente aco-
,élado a aquel en que la rigidez de entreﬁiso es independiente.de
la distribuciﬁn’de cargas latefales é que se vea sometido ei‘mo¥
delo, esto es, la rigidez de enttepiso es invariable independien
temeﬁté de la ellstica que adquiera la estructura al ser someti-
da a cargas laterales. Aqui se entiende por rigidez de entrepiso,
. .
como se indicé ante;iormente,la fuerza necesaria para produecir
el desplazamiento unitario de un nivel con respecto al otro,
esto es _ 7 ‘ .

R = i para A¥X=1 , R=V

v
AX !
‘ﬁn la figura 2 se muestra el modelo matemético de un edificio de .
-4-niveles sometido a_distintoslsistemas de fuerzas. De écugrdo
con lo antes dicho, la rigidez debe ser independiente de las
fuerzas aplicadas (este tipo de estructuras se conoce tambié&n cg

mo estructura "de cortante").

=

[ S -— /, .
Ifr:a'of.. "y t't:}'ﬂ:-.b l ) ‘ -k‘&
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Para que esto se cumpla, la rigidez de entrepiso debe ser funci®n
inica y exclusivamente de las columnas de cada entrepiso, para lo
‘cual, los cgiros.de los nudos deben ser nulos, lo gue se logra si
las trabes son infinitamente rigidas en comparacién con las co-
lumnas, en cuyo caso la eldstica de cada una de las columnas es.
la mdstpada en la figura 3, y los elementos mecénicbs gue apare-

cen son los que ahi se muestran, para barras de seccién constan-

i i ) 1\"5
: FJng GE] OX
1 hhj%& c p M = ,mﬁﬁfmf 'ﬁ}a

En la'préctica, eé diffcil que la rigidez relativa de las trabes:
(k=I/l) sea muy grande en comparacidbn con la de las columnas, lo
que hard c;ué los giros de los nudos no sean cero,relajdndose el sistema
y reduciéndosella rigidez del MArco para un nMismo tamano de co-
lumnas. Debido a esto, el casb de trabes infinitamente riéidas
en comparacidn con las columnas recibe a veces el inombre de cota
superiqr dé rigidez. | |
Al éer significativos los giroé de los nudos, la rigidez de en-
trebiso ya no serd independienfe del sistema de fuerzas horizon-
" tales ‘aplicadas. En el limife inferior, llegaremos al caso dei‘
‘voladizo mostrado en la figura 4, para el cual no tiene-Séntido
hablar de rigidez de entrepiso, pues serd diferente para cada u-
na de las posibles configuraciones de fuerzas aplicadas. A este

caso lo definiremos como sistema remotamente acoplado.

‘ . .
~ v
B RN
—™ e —_
L — —_—
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.gidas en comparacidn

e

Nbtese gue en ambos casos se trata de estructuras aparentemente

iguales, constitufdas por marcos rigidos formados por trabes y co

s

lumnas unidos en .los nudos, sin embargo, como puede apreciarse en

las figuras 1 y 3, las deformaciones de la estruétura cuando to-
das- las fuerzas se aplican en el mismo sentido son muy diferentes
en uno y otro caso. En la figura 2, la tangentg en ei‘ext:emo sg
perior es vertical, mientras gque en la figura 4, la tangente en

el extremo superior tiene la inclinacidn maxima.

La figura 5 ilustra la forma en que variarian los ﬁomentos flexic
nantes en laS‘éqlumnas del marco en los casos extremos y en uno
interﬁedio.‘Nétgse que la aplicacibén de métodos aproximados para -
la ob£en¢i6n de momentos en trabes y columnas sin verificar cual
es la Situac;én del maréo, puede conducir a errores.mﬁy importan

tes de ‘subestimacién de momentos en las columnas y de desplaza-

mientos

horizontales de la estructura,
I% // Iy 4 4 . . /
¢ - ' ;
1;.'/ . . ,/ /;
/i [
i?//’ /]
;'

Y /

y
pd
-/

e

voladizo .
‘(trabes muy flexi-
bles comparadas con
las columnas).

marco con trabes ri marco .en situa-
cidn intermedia
con las columnas,

"~ * Momentos flexionantes en columnas.
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ya que los métodos aproximados en general suponen la formacién de
articulaciones (puntos de .momento nulo) en cada entrepiso, y la si
tuacién puede ser tal que los puntos de inflexién del diagrama de.

momentos desaparezcan en uno, varios o todes los niveles.

Cualguier edificio de ia préctica estard en una posicidn intermedia
con respecto a los casos descfitos.

" Para cénocer cual es la situacién en cada caso particulér, John A.
.Blumé (referencia 1) suciere el empleo de un indice de rotacidn

nodal; gue define como

E(I/l)trabes

Ti1/1)

cols

i

Yy se puede valuar en cuélquier entrepiso. {Blume lo hace para el en

trepiso medid). Agqui Z(I/l% es la suma de rigideces relati-

rabés
vas de las trabes de un cierto nivel y E(I/l)cols es la suma de ri

fzgideces relativas de las columnas en gue se apoyan las trabes antes

.
]

mencionadas.

Blume encéntrd que si p>0.10 hay puntos de momento nulo en las co-
lumnas de todos los entrepisos mientras que, para valores de ¢ me-
nores de 0.01 la estructura'se_asemeja mds a un voladizo. Para'valg
- res de p entre 0.01 y 0.10 la situacidn es intermedia v habra entrg‘
pisos eﬁ gue no haya puntés de;momento'nulo, por 10 que los métodos
-aproximados de andlisis pueden conducir a fuertes errores del lado
dé-ia insegﬁridad por lo que fespecta a los valores de los momentos
fiexionantes para los gue debe disefiarse asi como respecto a los
desplazamiéntos laterales de la estructura; la rigidez de entrepiso
‘pierde significadoly conviene emplear métodos matriciales péra

analizarla.



Si la estructura tiene variaciones importantes con la altura, con-

vendri valuar p en distintos niveles.

Efectos de deformacidn axial de las columnas

»

Hasta aqui se ha considerado que las deformaciones axiales de las
éélumnas, en el caso de marcos rigidos, son despreciables y no ;og
tribuyen a la deformacién_horizontal. Esto es v&lido s8lo si la fg
laciép entre altura y ancho de la estructura es pequefia, tal vez
' mehor:que 3. Al aumentar el valor de esa relacibn, el efecto de'mg
mentoide volteo en el edificio adqﬁiere mayor iméortancia y se pug'

den cometer errores importantes al despreciar los acortamientos y

alargamientos de las columnas debido a fuerza axial.

|
1

: | . . . 2 . ‘
Cuando las trabes se vuelven muy flexibles en comparacidn con las:

CQlumnas, cada una de las columnas trabajar8 como voladlzo Yy la

+
V

fuerza axial en ellas serd pequefa. ' ; P

En el casc de marcos contraventeados, la crujia o crujfas contra-
ventgadas tendrdn comportamiento similar al de un muro y deberé&n
per tanto considerarse como estructuras de flexidn. Calculando sus

periodos como se indicé en el método de Stodola-Vianello~Newmark.

Cuando se tienen marcos y muros trabajando simulténeaménte la si-i
tuacidn se complica pues la interaccibén entre ambos sistemas es-
truéturales hace gue Varie la fuerza gque toman uno y otro en ca-
da entreplso, los muros suelen tomar la mayor proporc16n de la
corgap;e total en los entrepisos inferiores mlentras que la situa
cidén se invierte en los niveles superiores. Ver refefencia 1. |
Esto hace dificil la apllcac16n de métodos numéricos para calcular

los modos de v1brac16n de este tipo de estructuras, SLendo mas

. - v
) .



v

conveniente el empleo de métodos matriciales para este £fin,

. REFERENCIA 1

Blumé, John A., "Dynamjc Characteristics of Multistory Buildings", ,
Procedings ASCE, Structural Divisibdn, February 1968.

{Se entregard copia de ella como parte del material del'cufso)

REFERENCTIA 2

Godden, William G., "Numerical. Analysis of Beam and Column Structures,

Pfentipe Hall.
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METODO g DE NEWMARK

SISTEMAS ELASTICOS LINEALES DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD

PARA CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE N GRADOS DE LIBERTAD Y
COMPORTAMIENTO ELASTICO LINEAL SE EMPLEAN LAS MISMAS ECUACIONES QUE
PARA UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD. '

5 gy = xye) 0 D) @ g0 &

x‘(£i+1)

; x;(eg) * xg(ep)at + [(1/2-8)%(t)) + 8x, (1, ] (60)°

EN DONDE j = 1,2,...,N.

EN ESTE CASO SE RECOMIENDA TAMBIEN UN VALOR DE g COMPRENDIDO ENTRE 1/4

Y 1/6, Y QUE 4t = 0.1 Ty» EN DONDE T, ES EL PERIODO NATURAL DE VIBRA-

CION. MAS PEQUERO.



- POR LO QUE

" QUEDAN EN LA FORMA

BJEMPLO

- SEA UN SISTEMA DL DOS GRADOS DE LIBERTAD CON AMORTIGUAMIENTO NULO.,

CUYAS MATRICES DE MASAS Y RIGIDECES SON:
R : . r% 0

K = > M = A

1 5 0 1

USANDO- EL METODO '8 DE NEWMARK CON At=0.2 seg Y 8= 1/6 CALCULE LA
RESPUESTA DINAMICA ANTE UNA EXCITACION DADA POR LOS DESPLAZAMIENTOS

DEL SUELO:
x, = 1.2t . SI 0 <t <2seg (x,EN CENTIMETROS)
x, = 4.8-1.2 t SI 2 <t <4 seg
x0'= 0 - SI t <0 o t >4 seg

PUESTO QUE ESTA EXCITACION IMPLICA QUE x_(t) = 0' PARA TODO t, SE _
TIENE QUE LA ECUACION MATRICIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER

MY + KY =MY+Q =0

mpe Yyt Q=0 > oy = Q/my
my ¥y, * Q=0 > vy, =Q,/m,
EN DONDE y, = x; - x, Y y, =X, - x_-

CON at = 0.2 seg Y 8= 1/6, LAS ECUACIONES DEL METODO 8 DE NEWMARK

-

ij(ti+1) ij(ti) . 0.1ﬁ£j(ti) . Ej(ti+1)}

xj(ty,p) = xp(e) + 0.1 X, (e)) + 0.04[X;(£;,)/3 + X, (t;,1)/6]

67



EN 0.

+
1
-
]
5
i
=
T-< -
it
=
f
3
i
e,
i

1.2 x 0.2 = 0.24 cm; SUPONGAMOS x, =y, = 1.35

CEN ¢t

ft
<
toeg
=
il

Y ‘xz =Y, = 1.50 cm/seg:

PRIMER CICLO

PARA-LA MASA 1: X, =0 + 0.1 (0 + 1.35) = 0.135 cm/seg

X, = 0 + 0+ 0.04(0 + 1.35/6) = 0.009 cm .

Yq = 0.009 - 0.24 = - 0.231 cm
PARA LA MASA 2: X, = 0+ 0.1(0 + 1.50) = 0.15
X, =0+ 0+ 0.04(0 + 1.50/6) = 0.01
y, = 0.01°- 0.24 = - 0.23 cn
rd1 10 ¢ 1 -0.2311 '—2.5461 ‘
QA_= . = =
Q, 1 5| {-0.230 1:381
!
POR LO QUE Yy = X, = 2.54/2 = 1.27 # 1.35

y, = x; = 1.381/1 = 1.381 # 1.50

 SEGUNDO CICLO

x, = 0.1 x 1.27 ="0.127 x, = 0.1 x°1.381 = 0.138
x; = 0.04 x 1.27/6 = 0.0085 x, = 0.04 x 1.381/6 = 0.0092
y; = 0.0085 - 0.24 = -0.2315 Cy, = 0.0092 - 0.24 = -0.2308




DE DONDE

EN t

0.2

xq (4
xy(ty

x, (1

“PRIMER CICLO

1SUPONIENDO
Xy = 0.127
Y
x, = 0.138
X2 7
y, =
10
9 =
1
DE DONDE
ETCETERA.

0.0085 + 0.2 x 0.127 + 0.04(1.273/3

0.0662 - 0.48 = -0.4138

0.0092 + 0.2 x 0.138 + 0.04(1.386/3

10 1| [-0.2315 -2.546
Q: =
1 5| |-0.2308 -1.386
Xy = ¥ = 2.546/2 = 1.273 = 1.27
X, =y, = 1.386/1 = 1.386 = 1.381
+ 0.2 = 0.4 seg SE TIENEN Xy T 1.2 x 0.4 = 0.48,
) = 0.0085 x,(t;) = 0.0092
) = 0.127 ; x,(t;) = 0.138
) = 1.273 ; x,(t,) = 1.386
xi(t;,4) = 223 Y x,(t;,,) = 2.1 SE OBTIENEN:

+ 0.1(1.273 + 2.3) = 0.484

o+

2.3/6). = 0.0662
|

+ 0.1(1.386 + 2.1) = 0.486

+

2.1/6) = 0.0693

0.0693 - 0.48 = -0.4107

1 -0.4138 -4.548

51 |-.4107 -2.468
X, = f1 = 4.548/2 = 2.274 # 2.3

X, = ¥, ?.468 # 2.1

LOS RESULTADCS DEL PROBLEMA SE PRESENTAN EN LA TABLA 1.
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1
Tomado del libro de N. Newmark y E.Rosenblueth’ Di

" SISTEMAS. LINKALES CON

Ca

PR

VARIOS ©

PR

RADOS . DE 'L

S

IAERTAD

Tasex 2.1, Ejempln 2.7
] & ] 21 2] 85 [n%] @] 21 21 & 555
segf ton fem/segi{em/any cm cm ton jem/seglem/seg; cm cm cm
0 o o- o o -] o o 0 o ] -]
0.2| 2340 | 350 | 0135 | 0.005¢|-0.2310 f.380 1,500 | 0.150 | o.0i00]-02z300] D24
0.2 2545 | 1270 | o127 | ooces|-0.231s v385 | 1380 | 0.138 | 00052 -0.2308] g24
Q.2 2.54% 1,273 G.ie7 0.0085}-0.23:13 1,386 1.386 ©.t38 0.0092:-0.23C08] 0.22
o4} 4549 {+2.300 | 048+ [+c.0662]-0.4138] 2.483 | 2,100 | 0.485 [+0.0633] -C.4107] 0.43
0.4) 4548 | 2.27¢ | 0.481 | 0.0660{-0.4140] 2.455 | 2.468 | c.323 | 0.2n18]-0.4082] 0.43
0.4] 4533 | 2.274 | 0.481 | oo6ec|-n.c1a0] 2,455 [T2.435 ] 0522 | 00717]-0.4085] 0,48
0.4 , 4.5419 2.274 0.491 0.0660(|-0.41490 2.455% 2,445 Q.322 Q0T | -04a033] D48
o6] s.sas | 2.700 | 0978 | 0.2105]-0.5095] z.9s0! 3200 | t.088 | 0230 |-0.4339]0.72
0.5) .5.581 | 2,793 { 0.947 |o.zni1 f-o.5089] 2.967 | 2o9so | rosa | 0.2zR5i-0.4918] or2]
o8] ssan | 2790 | 0987 [0.2111]-0.5089] 2.966{ 2.947 | 1065 | 0.2298{-0.49ia]0.12Z
0.5 53.58C 2.790 0.937 g.2111 }-0.5039 2,966 2.966 1,063 0.2296]-0.4914 1 0.72
o.gf 5409 | 2900 | 1,356 | 0.4650[-0.4050] '2,790] 2980 1,660 | 0.50/0]-0.45%0] G.9¢
0.8 5423 2.7¢4 1,538 00,4637 |-0,4963 2.7348 2790 1,641 0,4337]-0,460110 0.95
0.8 5422 2.7 537 0.,4638]-0.4962 2.797 2.798 1,642 0,4538|-0,4602} 0.96
0.8 5422 2. 711 1,537 0.4638(-0.4952 2.797 2,797 I..S42 0.4'593 -0.4602] 095
10] a104 | 2150 | 2023 | 0.8z15]-03784 19771 2200 | 2.rez | O.eo0z|-03198 ] 1.20
1.9] a111 | z.osz | 2013 | aszio|-03790] 1985 1.977 | 2020 | omrar|-a3213] 120
1Ol -AtEL 2.09% 2.014 0.82104-0.3790 .985 1,945 2,121 Q8787 [-0.32v3] 1.20
1.0 440t 2055 [ 2014 | 08210]-0.3790] 1968 1985 | 2121 | cBvez[-03213f 120
1.2] ve3 | 0950 | 2.315 | r2srs]-o.ie2s] o072 | o.700 | 2.390 | 133aj[-Gacse| 144
1.2 1a30 ] 09es | 2.316 | L2576 ~0u82e]| o712 | or12] 2.39: 1.3341 [-0,1059 | taa
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PROBLEMA DE VIBRACIONES DE TORSION

ACOPLADA CON TRASLACION

K = rigidez en traslacién

[ S N
e = cb L, = rigidez en torsién
i 1
SF_ = Mz + K(z-e Q) = 0 B ; L (1)
z - s
ZMC;G. = Jb + Lte - K(z—ese) e, = 0
Jo + Lo - Ke z = 0 _ | 2

EN DONDE L = L, + Kez‘
A t s
. -

PUESTO QUE LAS VIBRACIONES SON ARMONICAS:

o =7—w26 v z = =y?z
Sustituyendo en ec (1):
-wMz + Kz - Ke 0 = .0

(K -~ w2¥M)z - Ke_0 = 0 L : ' (1')
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Sustituyendo (3) en ({(2):

- Jw-0+ LTO - Kesz = {
(LT_ Ju )O_ KeSZ =0
2 |
K- wtM 1 - Kes
Det | ___ . ____ J _________ = 0
|
- _ 2
Kek : LT Jw
|
2 2y 2 _
(K = w?M) (L~Jw?) - K°el = 0
KL - KJuw'- oM, + MJu - k%e? = 0
T L\ s
KJ + ML KL, K2e?
i S s SRR
MJ MJ MJ
DIVIENDO POR (K/M)2:
' - 2.2
wq _ mz KT + I".'I.I_,,J1 N KLT K es
L . , -
(K/M) 2 /M (MJ) (K/M) MT(K/M) % MT(K/M) 2

SI 3?2 = w2/ (K/M) ¥ CONSIDERANDO e, = cb:

L./ L_/J 2
At - A% (1 0+ K?M )+ K;M - & — =0
J/ (Mb™)

” .2 2
ST (Lp/T)/(k/M) = y 3° = 3/01%)
A = a2 (1 + n) + n- 02/j2 =0
.42 ont1 1¢/Qn + 1)2 gil
T2 7 2 4 j2

, »
S0 =d; (K/M) y wy = A, (K/M)

(2")
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SUSTITUYENDO A mi, EN (1') O EN (2'):

zl 1
Z, 5 ll Rt
5 1
1 cb
‘ 2
SUSTITUYENDO A u)2:
22 . 1 1
z; = =11 - Ag 0z, = 1) o,
QA



Efectos sismicos en estructuras en forma
de péndulo invertido

Octavio RASCON CH. *

INTRODUCCION

En la practica se presentan estructuras consti-

tuidas por una sola columna Ja cual sostiene una -

cubierta que puede ser una losa o un cascarén. Su
comportamiente dindmico debe estudiarse consi-
derando el efecto que la inercia rotacional de la
cubierta induce en el movimiento total de la es-
tructura. ' .

A principios de este afio se presenté en Califor-

nia, EUA . un rrabajo! en el cual se tratd este pro-
blema desde un punto de vista energético. Se cal-
culd sélo ¢l periodo fundamental y con base en
¢l, la respuesta de la estructura a un determinado
temblor. Los periodos calculados para cuatro es-
tructuras de esie tipo ya construidas fueron me-
nores que los medidos in site. La discrepancia fue
atribuida a efectos de rotacion. y traslacion de la
"base. . .
El objeto de cste trabajo es-introducir un anali-
sis modal, el cual nos propercionara los efectos del
acoplamiento que existe entre los modos de vibra-
cion. También se tomaran en cuenta en forma
aproximada los efectos de rotacién y traslacién
de la base.

CALCULO DE FRECUENCIAS Y
CONFIGURACIONES MODALES
DE VIBRACION
1. Suclo rigido -

Para el caso en que el centro de gravedad de la
cubierta se encuentra localizado en la prolongaciéon
del eje de la columna. el movimiento de la estruc-
tura podra estudiarse en dos direcciones perpen-
diculares enire si. En tal caso el problema podra
discretizarse como de dos modos de vibracion aco-
pludos en cada direccién.

Para e! calculo de las frecuencias de vibracién
se idealizara la estructura como de comportamiento
tineal. censtituida por una cubierta infinitamente
~ rigida de masa simétricamente distribuida y sopor-
tada por una sola columna. Como primer caso se
considerara al suelo infinitamente rigido (fig. 1).

En fig 1

1V = peso de la cubierta mas la parte tributa-
ria de la columna - :
J = momento de inercia de la masa de la cu-
bierta respecto al eje z
* Asistente

de Investigador, Instituto de  Ingenieria,
UNAM. . .

N S . —
4 [

ko]

Fig. 1. Péndulo invertido
F == médulo de elasticidad del material de la
columna
- I, = momento de inercia de Ia seccién transver-
sal de la columna con respecto al eje z
= centro de gravedad de la cubierta
. = distancia de C.G. al suelo.

Para la columna mostrada en las figs. 2a y 2b.

ke — rigidez por traslacién (fuerza horizontal
aplicada en C.G. necesaria para que este
se desplace la unidad)

k. == rigidez por rotacién {par aplicado en C.G.
ntecesario para producir un giro unitario
a la altura de C.G.

© = rotacién en C.G. debida a la fuerza &

8 = desplazamiento lateral de C.G. debido al
momento k,.

N
=
Tk i‘___

y ,

! /ﬁ *

Lz

L

|

; "Bl

g, 2.
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Despreciando las deformaciones por- cortante,
las expresiones para k. k,, © y § pueden encontrar-
se por estatica y valen

- k= 3EL/L% ‘ (1a)
k, = El/L: (2a)
o= 15/L - (1b)
§=L/2 . . (2b)

Para una fuerza de magnitud ok, el desplaza-

. miento serd « y el giro a®. Para un par de magni-

tud Bk, el giro sera 8 y el desplazamiento 85. Al

aplicarse ambos simultdneamente, el desplazamien-
to total de C.G. sera x, y el giro &, {fig. 3}.

Xy

o

 ka ky B

€.
' a+pB3

¥
0

-—
m
1

Fic. 3. Desplazamientos y giros totales

Por tanto los valores de x, y ¢, quedan_dados
por

m=a+ B (3)
L a=ad+ g8 (4)

Resolviendo el sistema de ecuaciones 3 y 4 para
a y f3, v utilizando las ecs 15 y 2b se obtiene

a = (xl‘—"kr)’ﬁi)/“: . (Sa)
B = (s~ kyx;}/x (5b)
en las cuales ( -
y = L#/2FI; . (6a)
k= 1—kL3/4EI. = 0.25 (6b)

Para las oscilaciones del péndulo mostrado en -

la kig 1, el diagrama de cuerpo libre de la cubierta
ésta indicado en la fig 4. Las ecuaciones de movi-
mientn, despreciando efectos gravitacionales, seran

m'il-f—ka:b ‘ k7)

Ji+kp=0 (8)

:af+8

- de! ceniro de gra .

sicion de =
po ilibri vedad de In cubier
equilibrio -.\ ta

g,= rotacion det cen-
tro de gravedad
de la cubiertg
m¥% +thka =0

JE +K B0

- Fic. 4. Diagrama de cuerpo libre

Sustituyendo a (5a) vy (5b) en (7) y (8) se

obtiene

mx1 + (kx1 — kkpyer) k=0 (9)

Jér + (krer — kkya) fx =0 (10)

Las ecs. 9 v 10 se pueden expresar matricial-
mente en la forma

B [ BT

Litilizando las ecs la, 2a y 6a se encuentra que

yhk, = Lkj2 C(12) -

Puesto que el movimiento es arménico se tiene
que i -
f1 = —ae, (13)

Xy = —o'X Y

H I .- . R 1 .
en donde w es la frecuencia circular natural de vi-
bracién.

Sustituyendo las ecs. 12 y 13 en {11) se obtiene

m 0 . -x; k ___ﬁ X
. 1 2
0 I £y 2 : } L3 |
. (14)
Factorizando en la ec. 14 S
A3 '
Y k ——-2—1 m 0 ay -‘
- — =0 -
K Lk .
haad ?— . kr J 0 I &1 -J

(15)

La ec 15 representa un sistema de ecuaciones
homogéneas, el cual, para tener solucién diferente
de la trivial, necesita que su determinante sea nulo.
Por tanto

k . ' Lk

PR > |
Lk k, \

5
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Desarrollando ol determinante se Hega o
t .
I"Inl‘ - -—(ft/ i- Hll\', )m‘ -|~ -
K

1T (akk, — L2 k) == 0 (17)

+ 4x*

Dividiendo ambos miembros entre m] y conside-
rando que L*k% = 3kk, se obtiene

k] + mk, kk,
o e P ——— =0 18
¢ mf« 1 4mfx? (18)
que es una ecuacién de segundo grado en %, cuyas
soluciones son

. kf - mk N -
N Zmla\ -
Tk L mk s kR

- \-’i 4m* J* &* 4mf x* (19)

Dividiendo numerador y denominador de (19}
entre m]

. Kim k] .
R
g \J(krm k1) = (/) (/)
(20)

Llamando a

k/m = p* = cuadrado de la frecuencia circu'ar na-
tural por traslacion

k,/] = 0* = cuadrado de la frecuencia circular na-
tural por rotacién

se obtiene
i +: ..| .
m']"‘: =2 (p-’ L9 e

-+ \{(P 4- 0 ) p'-'slz.) (21)

Dividiendo ambos miembros de (21) entre p* y
~haciendo w*/p* = Ay Q*/p* = pse llega a

=2l Fa=VITFTR) @)

Es interesante notar que si / = 0 (masa concen-
trada) de la ec 17 se obtiene o* .= &k/m = p*,

Las configuraciones modales pueden obtenerse
de cualquiera de las dos ecuaciones algebraicas
contenidas en la ecuacién matricial dada en ec 15.
La primera de ellas es

k . Lk '
(——— mw;) Xiow — = Fin =0 . (23)
N 2'\‘
donde el indice n indica el numero del modo vy de
la cual se obticne

X o = ’2"/(5— ) (24)

77

dividiendo nowerador y denominador de (24) en-
tre oy considerando que x 32 025 Kmoo= p7 oy
g Ay oz el /e leya n

"“l. n,"‘"'lI o 2_[-/"( 4 — A“) (25)

Si se desean tomar en cuenta las deformacioncs
por cortante basta con modificar las rigideces me-
diante un analisis de estatica y partir de nuevo de
la ec 17 sin considerar que L*k* = 3kk,. Si existe
excentricidad en alguna direccién su efecto podra
tomarse en cuenta mtroduc:endo un grado de liber-

~ tad .adicional.

En las figs 5 y 6 se encuentran representadoq los
resultados de las ecs 22 y 25.

My

|
1
|
}
|

&
o

I

.

@ |~ -
9

30 |- —

20

] ; : ! ! }

I

1'

|
© t 2z 3 4 5 & 7 8y

1. 5. Grafica de frecuencias

(x/L)/¢€ |
I
e
i

15 20
0 i o
b e
-t
_2.:_ — ,..‘h._.._._._.:: _____
' i
1 | i
-3 4 '
i
I
[ N PP - S —

i, 6, Grafica (x/L) /rvs a
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2. Suelo flexible

Al oscilar una estracturi, Cimentada en suelo
blundo, existe interaccion-dindmica saclosesteueti-
ra que en o mayoria de los casos no debe despre-
ciarse al caleular las frecuencias y los modos de
vibracion. En lo que sigue sc propone la adaptacion
de un método numérico para tomar en cuenta di-
cho efecto.

Las restricciones del suelo seran idealizadas me-
diante resortes de comportamiento lineal; uno para
desplazamientos lineales horizontales y otro pa-
ra deformaciones angulares de cabeceo de la ci-
mentacion *:3,

En I3 fig. 7 se hace referencia a los parametros
que a continuacién se mencionan

. K = rigidez dél resorte correspondiente a la

‘traslacién de la base * = C,A

C: = coeficiente de cortante elastico uniforme

del suelo.

A = area de contacto de la cimentacion.

R = rigidez del resorte ‘correspondiente a rota-
cion de la base * = Col, — W'y

Cy¢ = coeficiente .de compresién elastica no uni-
forme del suelo.

Iy = momento de inercia de area de la base de

la cimentacién con respecto al eje =’

. peso_total_de la estructura - -~

altura del centro de gravedad de.la cs-
tructura sobre el nivel de desplante

S
i

-2

Il

F mr;a'j.x ) .
© x = desplazamiento ’{'n(’.a‘lf total en C.G.
M -z Jole o b

¢ = desplazamiento angular tota! en C.G.

!

f—

. .
Posicion
. de equilibrio —__

e T

17 = altura de C.GL sobre ¢l nivel de desplante
ro == traslacion de o brse

e mx o rotacian de in boseé

Xy omm o o 8

ry == 34t
XN T2 L’r'.. )

a = F/k

g = M/k,

J. L. & 6.k k., x;, & y W ya definidos ante-
riormente,

El problema sera resuelto utilizando un proce-
dimiento iterativo, y la tabulacién propuesta per
N. M. Newmark*; se despreciaran la variacién
de la rigidez de la columna debida a la fuerza
normal W v los momentos en la 'misma, causados
por la excentricidad del peso debida a deforma-
ciones de la columna.

Sean

F, = fuerza horizontal en la base de la cimen-
tacion = F )

M, = momento flexionante en la base de la ci=
mentaciéon = M + FL~

Xog =% FrJ/K

Yy = M,/R

A continuacién se describe el procedimiento a
sequir:

!. Suponer valores para x vy «

2. Calcular F y M usando las expresiones

F = meix. y ¢ = Jo'e. En esta etapa el valor
. de w, atn no se conoce; por tanto se llevara
como factor comin en el resto del calculo .

Fig. 7. Modelo de inferaccion dindmica suclo-estructura
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3. Calcular la fuerza v el momento en la base me-
“diante las férmulas ‘
Fo=F v M, =M+ FL

4. Encontrar los \almu de los desplazamientos

Xo= Fo Ky ra= MR

Calcular fos valores de los parametros « =2 F/k

y B =Mk,

Efectuar los productos 38 y ot

Calcular xy = w4+ 88 v ri = -} a0

Efectuar el producto xy = L',

Calcular los desplazamientos lineales y angula-

res totales de C.G. mediante las expresiones

-+ X o b ,8’:'30"'81

0. Encontrar el valor de % mediante los cocien-
tes x/x' vy e/e’

11. Si los valores de o* calculados en el paso an-
terior son aproximadamente iguales, el proceso
habra concluido. En caso contrario repitase la
secuela utilizando como valores de partida para
x v ¢ los encontrados en etapa 9 o valores
cuyo cociente sea igual al de x" entre . El
proceso debera continuarse hasta lograr la
aproximacion deseada.

W

Do N>

X =x

EJEMPLO DE APLICACION

Con motivo de ilustrar los conceptos enunciados
anteriormente se calcularan las frecuencias v mo-
dos de vibracién de un. cascarén ya construido en
California, EUA (fig 8). Los datos necesarios
han sido extraidos de la ref 1. Se computaran tam-
bién las respuestas sismicas supeniendo que esa es-
tructura fuera a construirse en la zona blanda de
la cindad de México. Se utilizaran por tanto los
parametros elasticos de las arcillas del Valle de
Meéxico vy los espectros de disefio propuestos en ¢l
reglamento de construccién para el Distrito Pede-
" ral®.

: Los datos necesarios de la estructura son

L = 419 cm
I' = 480 cm
¥ o= 249 com }
W= 20, 450 kg (m = 20.81 kg seg*/cm)
W == 43, 600 kg .
L 1.775 % ]D'cm
1. 1.065 X 10%m?*
k 1.266 x 10* kg/cm
7.41 x 10" kg cm/rad

1.386 » 10" kg seg® cm
0.00358 rad/cm
208 cm/rad

.Las expresiones para Cr y Cy son las siguien-
tes* :

T

E i E 1
: Cop=Fy——— —— (26)

| Cr = Fa — 2
1 — e /A =t A
En ecs 26 . .

E' = moédulo de elasticidad del suelo
v = relacion de Poisson del suelo

79

A == area de contacto de la cimentacion
F\, F.,== factores de forma de la cimentacién

Para el caso de la zona blanda del Valle de
Meéxico un valor representative de £ es 50 kg/cm®
y v==0.5% Para una cimentacién cuadrada los
valores de Fy y F. son 0.704 y 2.11 respectiva-
mente.

Sustituyendo valores en ecs 26 se abtiene

C: =0.123 kg/cm?®
Cp = 0.369 kg/cm?

Caso 1. .SurLo ricipo

a) Célcalo de frecuencias y modos de vibracion

Para el calculo de las frecuencias de vibracién
usaremos la férmula dada en ec 22. Los valores de
los parametros a sustituir son

PF = k/m = 608 (rad/seg)”
OF = o,/ ] == 535 {rad/seg)”
p=0%p* = 0.882

con los cuales

Ae = 2(1.882 = V355 _0.882) = 0.494: 7.034

Por tanta
o = V0.494 X 608 = V300 == 17.32 rad/seg
o = V7.034 X 608 = ‘\f’:ﬁm: 65.30 rad/seg

"« Los-periodos naturales son

T, = 2z/e = 0.362 seg (T, obtenido de un regis-‘
: tro de vibraciones libres de la estructura v
reportado en ref 1 = 0.483 seq)

Ty = 2nfuws = 0.096 seg

Comparando los valores calculado y medido de
T, se puede ver la importancia de la interaccion di-
namica suelo-estructura.

Las relaciones modales se obtienen de las ecs. 25
y sus valores son

2% 419

0494 =238 cm/rad

x1/5-'l -

2} 419

705 =275 ¢m/rad

-’:'.'/’7:: =

b) Respuesta sismica

Para el calculo de la respuesta sismica de-siste-
mas de varios grados de libertad es necesario
calcular los coeficientes de participacién de cada
modo de vibracién. Se puede demostrar ™ que para .
cste caso es aplicable la siguiente ecuacion

XIMi

X il (27)

C, =

T~

REVISTA DE LA SOCIE‘DAD MEXICANA DE INGENIERfA SISMICA, A: C.
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ELEVACION

CORTE A-A

Acotaciones en centimetros

CORTE B-B

e

Fic. 8. "Cascardn un'h'iar[:?";;mu ejestplo. {Después de R, McLean)

en la cual

1

i es un vector que representa los desplaza-
mientos estativos de cada grado de liber-
tad de la estructura inducidos por un
desplazamiento estatico unitario de la base.

Rl

2_;’)3 ] ;‘,EZI’—ZT;’S]

238 1J, 3?:{;:[_275 1J

- N = _|Tm 07 _'l2081 0o
X, e(s )el vector modal para el enésimo modo M 0 J = 0 1.386 x 104
n - .
M es la matriz de inercia y . ‘Sustituyendo valores en ec 27 y efectuando los
k R productos matriciales en ella indicados se obtiene
X, | es el vgctor traspuesto de X, o= 4,960 — 0.00193
Para nuestro caso se tendra L2566 X 107 T _
- /\] _ [ ! ] =570 _ "
= [ read L0 = 3ggy i - 000193

f

R’EVIS‘T:A DE LA SOCIEDAD MEXNICANA ‘DE INGENIERIA SISMICA. A. C.



© B ovalor absoluto de Ia orespoesta maxima en
cada vno de los modos serd 7, '

I" V. = fuersa cortante | w0
M, = momento Hexionamte | 70700 X

x{Js - (28)
Honde

S, = ordenada del espectro de aceleraciones
afectada por el coeficiente sismico C =
= 0.15,

El espectro que sera utilizado es el propuesto
en el reglamento de construcciones del Distrito
Federal ® (fig. 9). Los valores de las ordenadas
espectrales correspondientes a T, y T2 son 100
‘cm/seg? v 80.6 cm/seg” respectivamente.

Sustituyendo valores en ec 28 se llega a

Vil _ 957 kg
[ M, J - [268,000 kg c_}n:| : (29)

V: — §93 ]‘(g ) .
[M._.] = [216.000 kg cm_\ (30)
El criteric propuesto. en ref. 8 serd utilizado
para ‘el calculo de la respuesta total {considerando

los efectos combinados de los dos modos). Por lo
anterior la respuesta total de la estructura valdra

(31a, 31b)
En ecs 31a y 31b

V' = fuerza cortante total en la columna

o e PRIMER MODO .

§1

Lo
5 g *aceleracion de
~t] -
o, “ ln gravedod

g,
G

- !

-
T {seg}
P, 9. Lspectro do aceleraciones
{Pespués de . Rosenblucth y L. Esteva)

M = momento flexionante total en C. G. '
Sustituyendo los valores dados en ecs 29 y 30
en (31} se obtiene

V =1310kg ; M = 344.000 kg cm
El momento en la base de la columna valdra
My = 344000 + 1.310 < 419 = 893,000 kg cm

Los resultados de este caso se resumen en la
fig. 10a. :

Caso 2. SUELO FLEXIBLE
a) Calculo de frecuencias iy modos de vibracién

Para considerar las restricciones del suelo em-

plearemos el método propueste antericrmente pro-’
cediendo en forma tabular. Sustituyendo valores -

en ecuaciones para K y R se obtienen 1.88 X 10*
kg/cm y 6.35 X 10" kg cm/rad respectivamente.

Parimetros Valores ( for. ciclo) Factor comdn
.\:.—nf:“(-;;);estos) - - x = 400 em r =1 rad ;
F=maoix. M=[or F = 8320 M = 1.386.000 | )
Fo=F M,=M+FL - |F, = 8320 M. = 5.376.000

o= F/K. eo= MJ/R o = 0.4420 ro = 0.00847

« = Ffk. B = Mk, a = 0.6570 B = 0.00187

B85l RS = 03892 «f = 0.00235

S =atBE m=f Al | x = 10462 e = 000422 o

Xo = g, LS v, = 4.0650 S w?

X =xo A+ x A oxe & moe+ o) A= 55532 o= 001269 ot
wi = x/x, ) = o/ | 72.0 78.7

Kf =438, XT=[4381)

REVISTA DE LA SOCIFE

DAD MEXICANA DE INGENIERIA SISMICA. A. C. .



PRIMER MODO

Dasimeteoy Voidores (2 ciclo) Hactor comiein

wor | oass S
F.M | 9130 13860000 o
F.M, | 9130 57660000 -t
ot | 04860 0.00910
wB | 07200 000187 | W
Bs. o | 0.3892 0.002585|
xeen | 11102 00044551  of
xmce | 4365 R
x| 596 0.013565 o
w1735 75.8 —

Suponiendo que la aproximacién es .suficiente
resulta

x'/e’ =440, X7 = [440,1]; of == 74 (rad/seg)*

T, = 0.731 seg.

El procedimiento para el cémputo de los para-
metros del segundo modo es el mismo, sélo que
la configuracién supuesta deberd “limpiarse”, an-
tes de proseguir el calculo, de las componentes del
pnmer modo que pudiera contener. Se demues-

tra’ que si X’ es el vector de la configuraciéon

supuesta, el vector libre de componentes del pri-
mer modo queda. dado_por

X1 M Xy,
X. zX'__,——WX. (32)

Sup'oniendo para ¢l primer ciclo

x,= [~19]

y sustituyendo valores en la ecuacién matricial 32
se obtiene

- —151

X. = [ 1 ]

que nos da los valores de partida para el primer
ciclo de calculo.

SEGUNDO MODO

Frarimetios It comnn

'l’il’l res {l'i'l'. A'h’hl)

NoE —151 !

F.M o 3143 LISHO00
F. M. —3143 —-123.000
xare  —01672  —0.0001940 w?
wf  —0248] 0.0018700
B5.«f 03892  —00008890
X0 0.1411 0.0009810 o
xews  —00930
Ko —0.1191 0.0007870° w2
1267 1270 -—

x'/r’:-——b! XT = [——15! 1]. T: = 0.176 seg. -

En este caso se supuso un valor cercano al real

'y por tanto solo se necesitd un ciclo para que se

obtuviera la aproximacién deseada. Si el valor su-

puesto no hubiese sido ese sino otro cualquiera:
seguramente no hubiera sido suficiente un ciclo

de calculo. En los ciclos subsiguientes se proce-
deria en igual forma que antes: suponer inicial-
mente la configuracién obtenida en ei ciclo ante-
rior; limpiarla de las componeites del primer mo-
do; ete.

b) Respuesta sismica

Los valores de los coelicientes de participacion

y de las ordenadas espectrales para este caso son:
- C, =0001689,  C.=—0001689
S, = 127.4 cm/seq”, So: = 86.6 cm/seg®

Las respuestas maximas para cada modo valen

" Vi 1.970 kg
M, 298,200 kg cm |

Vel 461 kg
M. | 203,000 kg em_

l.ay respuestas maximas totales seran (fig 10h)
V =2030kg
4 = 361,000 kg ¢m
My, = 1209000 kg cm

REVISTA‘DE LA SOCIEDAD MEXICANA IDE INGENIERIA SISMICA. A (.
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M:=344 ton cm 361

1 209‘ton c.m

1,93 ton

Fig. 10. Respuestas sismicas

Chaso 3. BASE RIiGIDA Y MASA CONCENTRADA

Para comparacion de resultados se vera cual es
el valor de la respuesta maxima en el caso de des-
preciar la-inercia rotacional y la interaccién suelo-
estructura. ]

- Para este caso p* = 608 (rad/seg)*, T = 0.325
seqg, 0.158, = 92.6 cm/seg?,
M, = 808.000 kg cm -{fig 10c).

CONCLUSIONES

-En la siguiente tabla se resumen los resultados
de los tres casos, indicados como porcentajes del
segundo caso.

Concepto Caso I Caso 2 Caso 3

vV 64.4% 100% 95.0%
M 95.2% 100% 0 %
M., . _73.8% . 100% 66.7%

Los resultados de la tabla anterior dan una
idea clafa de la importancia que tiene el considerar
la inercia rotacional de la cubierta y la interaccién
suelo-estructura. La importancia del primer con-
cepto aumentara conforme mayor sea el momento
de inercia de masa de la cubierta con respecto al
eje z. El dltimo concepto es tanto mas importante
cuanto mas blando sea el suelo de cimentacién.
En particular puede observarse que en el tipo de
solucion 3 no se obtiene momento flexionante a la
altura de C.G. Esto puede traer consigo serios
errores en la cuantia del acero de refuerzo nece-
sario en la unién columna-cubierta que es donde
més ductilidad necesita desarrollarse.

V=mS =1930kgy
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VIGAS DE CORTANTE NO AMORT IGUADAS

SON SISTEMAS CONTINUOS CUYOS CAMBIOS DE PENDIENTE SON PROPOR-
CIONALES. AL CORTANTE QUE ACTUA EN LA SECCION.

SEAN m y p LA MASA Y FUERZA EXTERNA DISTRIBUIDAS POR UNIDAD DE
LONGITUD, Y SEA k LA RIGIDEZ POR CORTANTE:

X 4 )
‘m,k = et | 5+3S dx
R i | T
» X L
Y7,
] 07
' - sg 04X
= | Srkex
k = FAG ;
F = FACTOR DE FORMA
A = AREA SECCION TRANSVERSAL
G -= MODULO DE ELASTICIDAD DINAMICO AL CORTANTE
82- !
F, = (mdX) X
I £ 2
a3

- POR EQUILIBRIO:

: 2
3s 3
—B—X dx + pd'X -m _'-")zi Xmz 0
. at
2 2 :
P ]
" 25 3



LA LEC HOMOG

4 ESCRIBIENDO

%, =By

. .Xn

ENEA QUEDA (CON p=0)

2 9_%. = Q0 vé o= k
oy m
x(t) = 2, (X)8, (), LA
"
-vizle =0
n n

2 5 ()
- Vv __n_ = 0 _—_.> n ‘j- =
Zn NOS
29 =0 sz 0+ Rg
n n n VZ n

sen_wh;(t~tn),

w

aniAn Sen

&5

EC (2) QUEDA

2 Zn 2
Voo Frel = CONSTANTE
1
n
=0
woo
-~ (X"an)

_ N,y RN .
= An sen[ﬁr(X-an)}sen%n(t tn)}, n=1,2...; A n A

LAS CONSTANTES a, Y.wn SE‘DETERMINAN EN CADA PROBLEMA EN TUNCION

DE LAS COND

ICIONES DE FRONTERA.

CONDICION DE ORTOGONALIDAD

L

’

0

J x (X)x5(X) = 0, SI n # 3

- EJEMPLO 1: . CUERDA VIBRANTE DE LONGITUD L Y EXTREMOS FIJOS:

EN EL EXTREMO X=0

(3

x{(0,t) = 0 =>_J

¢
SE TENDRA
W a

n-“n _ . .
V‘—Jﬂ’

|
bt |

i = 0,1,2,...55a_=10
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IEN L EXTREMO X = L SEE TENDRA
' no b ' '
(4) x(L,t) =0 =)—"—=nn ; n.= 1,2,..

PUESTO QUE EN LA EC (3) SE TOMA j=0, YA QUE j=1,2,... DAN LA MISMA

SOLUCTON, LO CUAL CONDUCE A a_ = 0.

nmv
L 2

DE LA EC (4): o

FRECUENCIA FUNDAMENTAL

-

S1 n=1, W, = T . 0 = n g
' T
Y T, = 2k T -

1 v n n
LAS CONFIGURACIONES MODALES QUEDAN:

nnX
L

nnX nmv .. -
(t-t)

Zn = Ansen ? x(t,X) = Ansen—t—sen T

CONDICION DE ORTOGONALIDAD:

L .
. irX aX, S

J, Ai sen=p Aj sen'.L dx.= 0, SI i # i

0. - i ‘

EJEMPLO 2: VIGA DE CORTANTE APOYADA EN X = 0 Y LIBRE EN X = L.

Fox
L
DE x'(L,t) = 0 (PUESTO QUE EN X = L SE DEBE CUMPLIR QUE LA FUERZA

DE x(0,t) = 0 = a =0

O

CORTANTE, S, SEA NULA),

w X

W
t — ’ _n ' _...r.l.-_. ‘.' -
x'(X,t) = A~ cos v senxn(t tn)



E = AR & L = _.i.]__ = .....'!L_ -
x'(L,t) 0 Cos = y 5 (Zn-1)
=Y 1 " -
0 L= T 5 (@2n-1) n=1,2,
S I )
ST m=1, wy =g > T, =3
T,
Wy Wy (Zn-1) ; Tn =5
| Tt T
ASI: T, = =, Ty = -, EIC.
DISTRIBUCION DE CORTANTES:
' 0 X
R “n - “n : ]
Sn = k 3 An k ~ C0s ——- senwn(t tn)
N, | I~ | X i\ B N\
AN ,4__2____)( \..“’z’ \ }
\, Y Y
\,’ // \4—-"2-—8 /)§|
s , R
f | Ve
\ _ /’ '/ / /Q'L-x
’ '\ / ./ . /7
/ ‘\ez_S I {s N
/A I A <
/o v FN
/ FA \ \A——-z_,._s
Viria it ' 77#777

ler. MODO(FUNDAMENTAL)  20. MODO . Jer. MODO
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VIBRACIONES FORIADAS EN VIGAS DE CORTANTE

SEA x_(t) LA EXCITACION DEL TERRENO. LA RESPUESTA, x(t), DEL

SISTEMA ES
' t
had an Wy .o
(3) x(t) = ;21 a;—_sen v X J XQ(Tlseﬂwn(t-T)dT
o 0
| L
DONDE ' wa ¥V
n
' Jn sen ——— dx
X
_ 0 = 4
4 - —
( ) an L 2 wnv (21’1“1)“
J n sen —— dx
~ X
o}

TAREA: - DEMOSTRAR ECS (3) Y (4) Y ESTUDIAR SECCION 3.15.

EJEMPLO: >CALCULAR EL LIMITE SUPERIOR DEL CORTANTE EN UNA VIGA DE
CORTANTE A CUYA BASE SE LE SOMETE A UNA ACELERACION CONSTANTE,-

a

EL ESPECTRO DE ESTA EXCITACION ES V = a/w

; 1 9 > 8 “n
POR LO TANTO, Sck|e3—( I == sen — X) |V
' ' =1 “n

w G —_—— 0 -
4k a| o 0% FpCn-T1X

1 “n vV TV n=1 (én-1)% %{2n-1)

5
; con v o=

(€]
A
nmr™ g
:

[g]
Q
)
=
o
I

'S (-SaLm : 1 cos LZnéllnX

=y

T &g
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EN X = 0:

¥
S ¢ (8alm)/ e e A R
: n=1 (2n-1)~
L ¥ -
—

Wi

F Frd




VIBRACTON DI VIGAS LN FLEXION

a. AMORTIGUAMIENTO NULOQ

4

V o+ pdz_- (v + %dz) - fIdz

EN DONDE fIdz

(mdz:)

| Mp V
} x Pizt) 7 ( ‘[
| 77 2 ' |
—7///. F— |
£ d;z - -T\J\_EI(Z_')_,m(z),

0

2

2 X

atz

SUSTITUYENDO (2) EN (1) Y  SIMPLIFICANDO:

Mo+ vdz - M+ 2 az) = 0,

Q
-

90

(2)

(3) |

(4)

(DESPRECIANDO LOS TERMINOS DE SEGUNDO ORDEN DE LOS MOMENTOS

DE p Y £ ).

SUSTITUYENDO (4) EN (3) SE OBTIENE .

TOMANDO EN CUENTA QUE%% =

a2

2

‘ 2 X

I

5 (
z”

ET 3 ) +m
o3z ° at

Bzx

2
52

X

7 =P

SE OBTIENE FINALMENTE

(4")

(5)



AMORTIGUAMIENTO VISCOSO
- FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO

VELOCIDAD TRANSVERSAL

Qs
-
@

X

Qs
™~
Qs

- FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO

ACEPTANDO LA HIPOTESIS DE

dot
c4= AMOR
POR
- tdz+ v
INCORPORANDO EIL MOMENTO DEBT
EC. (5)
2 2. . 3
Y gD d
— (EI -—’g +.C4T ) +om
3z 3z a3z st
ST LA EXCITACION ES POR MOVI
DEMOSTRAR (CLOUGH Y PENZIEN,
2 W2 3 :
L R s
dz 4z 3z at
EN DONDE
2 2x
Pofery = —5 (EI — + G4l
efect az2 az2 d

xt0t(z,t) = XS(Z,t) '*k(z,t)

.91

POR
e

o7

[#

,—*—dZ

X
z) at

(6)

POR DEFORMACION DE LA VIGA.
NAVIER DE DEFORMACION PLANA

S
M = chda = ¢,I(z2)5%5—
amort d- nzlnt
TIGUAMIENTO
DEFORMACION

DO AL AMORTIGUAMIENTO EN LA

2

3% ax
—5 *t c3p TP - -(6)
S£2 ot _
MIENTO DE LOS APOYOS, SE PUEDE
PAG 303). QUE: {

2

ax , .9X _
atz gt efect.

a3xs' azxs BxX :

) - m ' C - 7)

Bzzat Btz at
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X = DISPIAZAMIINIO PSEUHU] IAII(O OCASTIONADO POR Il MOV. DB
LOS APOYOS DE MANERA ESTATICA

x = DESPLAZAMIENTO DINAMICO

31 SE TIENE UNA ROTACION Y UNA TRAS-
- LACION POR APOYO: '
4

X = zIalsl(t) | (8)

~ #.(z) = CONFIGURACION DE LA VIGA
)/(Xs“ despiazamlento DEBIDA A §.=1
_ o pseudoestdtico
INCORPORANDO (8) EN (7):

a 32 g, (Z) -
pe:fe:c:t'=IZ1{Mj [ (t) o By 5. ;(B) + . {I(Z) . (6 (they +B)]
| ' (9)

 EN LA MAYORIA DE LOS CASOS EL AMORTIGUAMIENTO INFLUYE POCO EN LA FUERZAI-

/

"EFECTIVA Y LA EC.(9) SE SIMPLIFICA A

pefect'=

el
U e I =

1 mﬁi(z)é;(fj

EN EL CASO DE UN VOLADIZO:

| ==eeeeee 3+
' P12 1
heo - E ;

5efect = - m(z) é}(t)
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ANALISTS DL VIBRACIONESlLIBRES

CONSIDEREMOS UNA VIGA DE SECCION CONSTANTE (EI= CONSTANTE ; m=MASA
POR UNIDAD DE LONGITUD). ' ' ‘

)

84 ~ 82
DE LA EC.(5): EI &% +m ——% = 0
9z ot

4 2
2 |

RESOLVIENDO LA EC. (10) POR SEPARACION DE VARIABLES:

x(z,t) = 6(z) Y(t)

| o S L
o'V(z) Y(r) + & 0(2) Y(r) = 0 ; eg(gi)'+ﬁ? 5%2% =0

POR LO QUE
BIV(?) - _m. Y(t) C g C = CONSTANTE) ~ - - -
57z) - CET Yoy o ¢ =@ (€= CO ) S

POR LO TANTO OBTENEMOS DOS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS:

0lViz) - a% 8(z) = 0

4
Y(t) * w’Y(t) = 0y DONDE o° = &EI
. N . m
. ’

4. . um
0 a’ = 7§y

LA SOLUCION DE LA -SEGUNDA DE ESTAS ES:

Y({t). = Xéﬁ% senwt + Y(0) coswt (11)



LA SOLUCION DE LA PRIMERA LS:

8(z) = A1 sen az + A2 cos az + A3 senhaz + A4 coshaz (12)

EN DONDE LAS A; SE CALCULAN EN FUNCION DE LAS CONDICIONES DE FRON-
TERA DE LA VIGA EN AMBOS EXTREMOS.

EJEMPLO

VIGA SIMPLEMENTE APOYADA®

LAS CUATRO CONDICTONES DE FRONTERA ‘SON:
en z=0: .0(0)=0, M(o)= .EI 8(0) = 0
en z=L: 6(L)=0, M(L)= EI8"(L) = 0

SUSTITUYENDO 8(0)=0 Y 8"(0)=0 EN LA EC.(12) Y SU SEGUNDA DERIVADA:

9(0)‘ A, + A, cosh 0 = O

2 4

§(0) = a®(- A, + A, cosh 0) = 0

HACIENDO LO MISMO CON O(L) = 0 -y 8" (L) = 0:

o =0
e(L) . ,

a(L) = Ai sen aL + A; senh aL = 0 }
- : ~»A
0 3

a'z-(—A1 sen alL + As'senh alL) =
POR LO TANTO, 6(L) = A, sen al = 0

PUESTO QUE A,=0 ES LA SOLUCION TRIVIAL, SE DEBE TENER- QUE A, SEA

:
ARBITRARIA Y QUE

TA

sen aL. = 0 - al =nm; n=20, 1, 2,...,=

POR 1.0 TANTO, a = nw/L. RECORDANDO QUE

a’ = w’A/EI, SE TIENE QUE

94 .
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g .. cen dos grados de llber’r Yol

T 1.

Octavio A. Rascén
Augusto G. Villarreat*

istico de Ios crl’rersr's._
.+ - para estimar la respuesta sismica -
ERRR ‘  de sisiemas lineales

-RESUMEN '
1 B objeto ‘de este trabajo €s ver[flcar el grado de
~.aproximacion de dos métodos que con frecuencia se
utilizan para estimar la respuesta sismica méaxima de

" sistemnas lineales ‘con varios grados de libertad. Para -
ello se aplica el método:de Monte Carlo en el estudlo -

de tres tipos de estructuras con dos grados de liber-
tad: torsidn y traslacion,: cabeceo y traslacion, y tras-

“lacion en dos pisos. Como excitaciones se utilizan .

sismos simulados 'y reales; se comparan las respuestas .
stimadas’ con las exactas, se hacen recomendaciones

[~acerca del empleo -de dichos métodos; y se obtienen}
. las distribuciones de probabilidades de'los cocientes .

de las respuestas exactas entre las estimadas.

ABST RACT

a

The purpose of this work is to verlfy the degree of |
-approximation of two methods used frequently for 7} -

est|matmg the maximum -sgismic response of linear

“systems with various degrees of. ‘free_‘dqrn To do-this,
the Monte Carlo method;is used in the study of three .|

~ types of structures with two, degrees of freedom‘ :
‘torsion and translation,’ rockmg and- translation, and |
‘translation in a two story building. Simulated and real

earthquakes are used as ground excitations; estimated
responses are compared with theexact ones, recom-
mendations fori.the use ‘of such methods are givan,

and the probability distributions of the ratios ot

exact to esttmated responses are obtauned

1

* Profesarcs Investigadores, Instituto dc Ingenivria, LN

sl LW

1. INTRODUCCION

la estructura. ‘ - " ’

s

El'método 1 consiste en estlrnar Ia respuesta maxima '

total, Q, extrayendo-la raiz cuadrada de la suma de

- En este trabajo se analiza el ‘comportamiento ding-
mico de. algunos tipos .de estructuras de comporta
~ miento lineal de dos grados de libertad: cuando se les '
sujeta a solicitaciones sismicas. El objeto es verificar |
el grado’ de aproximaciéri. de.dos métodos propuestos - -
por Rosenblueth (refs 1.y 2} para estimar la respuesta.
méxima, total, mediante su oomparac:ﬁn con lasres- ..
puestas maximas exactas. ob‘temdas coirv-el método de
anélisis moda!l, al superponer en el taempo tos efectos- .
del sismo en ios dos modos naturanes de wbracaén de

los cuadrados delares puesta encada modo natural de”

vibracion, Q;; es dec:r s _,; .

{11




L wj=w V14

4 : fraccién del

S w [ L T T ..
i, '

_donde n ¢s el total de grados de Ilbcnad dei sisterna.

El metodo 2 consiste-en: aphcar la formula

' . a,Q
Q= /}'Z Qi+ gy ——i. ,
o =1 0 aEy Vel -

siendo N
. W] - wj -
€ = — © o {1.3)
fi_ui + fj o |
donde
.Q . - . respuesta maxima en el i-ésimo
. " modo de vibracion, tomada con el
mismo signo que el de la corres
pondiente funcidn de transferen-
cia cuando esta alcanza su valor
maximo absoluto
wj : i-ésima frecuencia circular natural

de vibracion del sistera sm amor-.

tlguamlento

de vibracion del sisterna armorti-
guado

amortiguamiento
critico en el i-ésimo .modo natural

‘;;:;i{zlfwis) fraccion del amortiguamiento

critico equivaiente

S _ “.duracion del sismo con el que se
~ R excita al sistema -

El interés primordial al realizar esta verificacion radi-
ca en que el método 1, actualmente en uso en varios
reglamentos de construccidon (refs 3 y 4), podria ile-
gar a sustituirse por el método 2.

Se han propuesto otros procedimientos paré estimar

Q (ref 5) que son funcién no lineal de los resultados
del método 1; sin embargo, no se discuten en este

"trabajo porque han sido estudiados con base en es-

tructuras sin amortiguamiento, las cuales, como se

~ verd, conducen a conclusiones diferentes de las que

corresponden a estructuras amortiguadas,

Para realizar estadisticamente este estudio, se emplea-
ron técnicas de reduccion de variancia del método de
Monte Carlo.

En cuanio al analisis, este se limita a tres casos, 10s
cuales se detallan en el Apéndice:

1, Torsién en estructuras de un piso, considerando

= que las respuestas dindrhicas son la fuerza cortante ¥

el "TIOTHBI"IIO torsionante,

376 S

(1.2)

i-6sima frecuencia circular natural

. Cabuceo en estructuras de un piso, considerando .
como ‘rospuestas 1o fuerza cortante y el momento dr=
wbrlceo

3. Traslacion en estructuras de dos pisos, tomanio ¢~
cuema fas fuerzas cortantes en-1os entiepisos UNo.
dos.

<

' 2.CALCULO DE LAS RESPUESTAS MAXIMAS

Las respuestas elasticas’ méxlmas de 1o dwersos upos '
de estructuras se calcularon uuhzando

a) Método 1 {ec 1.1, criterio del Regiamento de Con&
trucciones det Departamento del Dnstmo Federal, ref
3

b} Método 2 {ec 1.2 y nuevo criterio de Rosenblueth,
ref 2)

c) Anélns:s modal (respuesta exacta)

- Los resultados del andlisis modal sirvieron como base .

de comparacion del grado de aproximacion de las esti-
macicnes fogradas con Ios otros dos criterios.

‘Como. excitaciones sismicas s emplearon cuatro sis-

mos simulados de acuerdo con el método indicado en’
fa ref 6 {figs 1 a 4}, v uno real {fig 5), registradc en la
zona blanda de la ciudad de México (ref 7}

EI andlisis de los tres casos se reatizd empleando
método de Monte Carto que consiste en estudiar .
comportamiento de un modelo matematico deter-
minado, mediante la simulacidn de los datos de entra-
da ({(generalmente en computadora digital) y del
estudio estadistico de los resultados. Cada vez que se’
introduce un con]uﬁto de datos y se. obtieng 13 res-~
puesta del modelo, se dice que se efectia un experi-
mentg conceptual del problema; la coleccidn de resul-
tados constituye la muestra Que sirve de base para
inferir cud!l es el grado de aproximacién con que
dicho modelo matematico representa el fendmena
para el cual se formuld.

Conforme aumenta el ndmero de parametros que
intervienen en el modelo matemdtico, se incrementa

la cantidad de experimentos necesaria para dilucidar

cudles influyen en el probiema, es decir, para verificar
si en los resultados que se obtienen a! variar los valo-
res de los parametros existen _diferen: ias estadisticas
significativas; sin embargo, eso represerita un costo de
computacién que en ocasiones hace prohihitivo tal -
tipo de estudios, a menos que se emplee alguna técni-
ca de reduccién de variancia (refs 11 y 12), lo que
permite un ahorro considerable en el nimero de expe-
rimentos necesario para obtener conclusiones adecua-
das. C :

La técnica de reduccidn de variancia que se empleaen -
este trabajo es muy comun y consisie en:
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a). Asignar diversos valores a cada pardmetro que
tnterviene en el problema, de manera que se cubran
los intervalos de mterés de cada uno.

b} Calcular la respuesta maxima exacta y las estima- .

das con los métodos 1 v 2 para cada combmac:on de
valores de los diferentes parémetros

¢} Obtener las respuestas normalizadas dividiendo los
~valores exactos entre 10s estimados; esto $e hace para
cada combinacion de valores de tos parametros, con
lo cual se elimina la dispersién en los resuitados.-oca-
sionada por la magnitud y.variacién con el tiempo de
los datos de entrada (se reduce la variancia).

d) Estudiar si existen diferencias estadisticas signifi-
-cativas entre fos resultados obtenidos al variar los
valores asignados a uno de los parametros. Si tas hay,
. se infiere que los resultados logrados con cada valor
de dicho pardmetro corresponden a pobiaciones esta-

estadistica es 1a misma’y, por consiguiente, las mues-

.
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tras respectivas pueden -agruparse en una soia de .
mayor tamafio, a partir de 1a cual es factible obtener.
conclusiones mas generales y confiables acerca del -
modelo en estudio, ya que la variancia del promedio
de la estimacion se reduce en proporcién a 1/n (ref
11). Esta etapa se repite sucesivamente para cada uno
de los parédmetros restantes, con lo que se realiza, de
hecho, un anélisis de variancia.

2.1 Resultados del problema de torsion {caso 1)

- Para disefio sismico de edificios, los'elementos mecs-

nicos que usuadlmente interesa conocer son las fuerzas
y momentos que obran sobre cada elemento estruc-

" tural. Para simplificar, con objeto de aislar los efectos

de fa fuerza cortante y del momento. torsionante, en
este problema de torsidn se considerara una estruc-
tura (fig 8} con masa uniformemente distribuida, ¢

un solo muro en direccion Z que resista la fue.

cortante directa, y dos idénticos en direccidon Y (per-
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" pendicular- al tovimiento), de manera.que cada uno -
de estos ultimos Tesista 'una fuerza cortante igual a°
M/d donde M es el momento torsicnante dindmico y
d es la separacién de los dos muros. En este caso, la .
‘estructura "presenta ‘excentricidad solo en d1reccnén
perpendu:uIar a la de excitacion, Z. :

-

Los pardmetros ‘que se escogieron ‘para estudiar el -
problema de torsion fueron (fig 6):

| A = b/d

b dlmensson en !a direccién Y

e |

T.x periodo fundamental de wbraubn =y /27: =
_' =X, /(22K/m}) - - . ! :
£ fraccién de amortiguamiento respecto al critico *
" en ambos modos de vibracién :

'n_' ' cocnente de la frecuencia angular entre la lineal

(L/J)/(K/m)

‘Los vahues que se as:gnaron a A, by ¢ son los consig-
.nados en la tabla 1; los det son 0,0.05y 0.10; los de
5, 0.5,06 10, 1. 'I 15,20,25 3y4,ylosde Ty,
01 0.3, 05 0.7, 10 1.5, 2, 3y 4seq. Los casos de
n =1, 0 Q y L. 1 se ‘estudiaron con especia cundado
debido 4 quo paravaloresden = 1y cercanos, “sucede
que las «jos frecuencias naturales de wbrac.on resultan

mas prbxumas entre si {ec. A.3) y.en consecuencia, et

término ¢1, de las ecs A.8 y A.9 del Apéndice puede
asumir valores pequenos {ec 1.3),
pueden preqomar diferencias considerables entre los
“resultados de arnbos mulodos puesto gue ¢l término
de la dOu-u suma d2 la,ec 1.2 aaumo valores tanto
Mayores CLanto Menores son'los d= e},".

Eara cada uno do. losc ro. d:: 1a tabla ¥ se ohtuwcron
Y15t fuatsas
,d *IM0sS corresmndwntm @ todas las com',.ma- ones

d"f Tyyn.

En !a'; hgnras que nn.ru,nn mis adelant ne se hace
d.,tim ufm dn fos n.-:,ult.;._.a obi: -mJo, \01 L JJa smmo

en’ cuyo €aso se:

cortantas y ' los morm:; o3 torsionantes

=3

i ‘con cada combinacién de A b y e, va que las

muestras respectivas se mazc|aron al no haberse
encontrado diferencias éstadfsticasssignificativas con .
un 95 por ciento de nivel de confianza enlos mismos, -
a pesar de la marcada diferencia entre los valores de
dichos pardmetros vy de. Ias caracter(sticas de los sis--
mos, tales como duracnbn Y frecuencua dommante

2.1.1 Momento tarsianante P

~ En las figs 7.2.9 se_presentan los resultados corres-

pondientes a los casos en los que Ty =2.0segy ¢ =:
=0,0.05y 0.10, respectivamente. En el eje de |as absci--
sas se focalizan los valores de'n, y en-el de las orde-

nadas - los cocientes de los, momentos torsionantes

exactos, M, entre.los estimados, M v M ‘con los méto-.
dos 1y 2, respectwameqte_(Apéndme)_ '

En 1a fig 7, en la qde_el%_afriortiguamiento es‘r_\ulo, se'»
aprecia.mayor dispersién: en-los resultados de ambos
métodos que corresponden a = 0.9,1.0y 1.1 que"

 para los demés valores de-n.:En: camblo enlas figs 8y .
9, que corresponden at = 0.05y ¢ = 0.10; respecti-

vamente, se observa que.ld dispersién de los resul-
tados del método 2 es préct:camente la misma para
todos los valores de 5 (el coeficiente de variacion es”
cercano a 0.2), cosa que no sucede con los resultados
del método 1, para los cuales se tiene mayor disper-
sibn cuando p = 0.9, 1.0 y 1.1. Estas observaciones

levan a la conclusién de que para el método 1 no se

pueden mezclar las muestras correspondientes a 1030s
los valores de n, ya que los resultados dependen de:
este pardmetro, mientras que para el .método 2 po-
drfan -mezclarse las que. no se refieren a amortigua-’
miento nulo si se verificara que los valores medios
oorrespondnentes a cada'n son estad fst;camonte |gua-
les. .

-Para Iograr dicha verificacibn, se mv&stigé pnmero si~.

los resultados del método 2 son independientes del |
periodo fundamental, T,. Con.este fin se trazd un
juego de figuras de! mismo tipo gue las fies 10a 12, -
que corresponden a n = 1.0 con { = O, OOSVO 30,
respectivamente. En la fig 10, que cofresponde a§ =
= 0, se observa que los resultados st dependen de'T,, va
que fos valores medios son sensublememe mas grandes

“para periodos mayores de 1.0 seg que paia los meno-

res. Por.lo contrario, en lasfigs 11 y. 12 e nota que
los valores medios son pricticamente independientes
de 7, en el intervalo de:periodos estudizdo, por lo
que las muestras dr cada periodo pueden agryparse en

- una sofa [esta conclusiGn tamb:en es vahda pura ios

resultados d2t métlodo’ '|) i s -‘s;‘,_d- .

Para verahcar esladistscamt.nte la conclwu_.n ant. nor
2 realizd una prueba de hlpO‘lQ’SfS ac:rca desila zan-
diznie de la recta que s ajusta.a los datos pude
conudararst nula, hahiéndose accplado con 95 por. . -
clt nIo u m.. A d-- corlhanza o
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En la fig 13 se preseman en el eje de las ordenadas los.
promedios, (M/M) v (M/M), de los resultados obte-
nidos respectivamente con 10s métodos 1 y 2, cansi-

darando que estos son independientes de T ; en el eje -

de las abscisas se localizan los valores de 5. 'Se observa

que, para n = 0.9.-1.0 y 1.1, et método 2 sobrestima -
ligeramente la respuesta media (en 10 por ciento),

tendiendo a subestimarla en 5 por ciento conforme
los valores de n se alejan de 1.0, cuando ¢t = 0 05y
0.10 ..

Con objeto de verificar si con eF método 2 los resul

. tados son mdependaeﬂtes de 5, se realizaron pruebas
de hipotesis: de igualdad de medias, siendo aceptables
" con 95 por ciento de nivel de confianza. Por lo con-
trano los resultados det método 1 nd fueron indepen-
dientes .de n, lo cual es obvio, puesto que con { =

:= 0,10 se tiene que e! promedio de M/M es 0.31 para

‘p = 1 (e'minimo valor fue 0.04 y el méximo 0.68}, v.
0.99 ‘para n = 4 {el minimo ‘fue 066 y el méx:mo
-1.28) -

En la ¢ ng 13 se observa también que los promed:os :

obten..'ns con el método 1 se acercan a los exactos
confolime n aumenta,, presentandose mayores errores
para valores de n muy cercangs a 1.0, para el .cual las
frecuencias naturales de la estructura resultan més

g .

prbx:mas entre sf (ec A.3}, to que trae como conse-"
cuencia que en muchas ocasiones las respuestas maxi-
mas en ambos modos de vibracion gcurran simuitd-
neamente y con signo contiario, por [o.que 1a respues- +
ta combinada maxima es la suma algebraica de ambas |
rcspumas que da resultados menaores: que Ios delaéc
Al : : ‘

Qtra conclusidn inmediata qué se o't::liene delafig13.

es que los resultados del método 2 son practicamente
independientes de ¢ cuando § > 0.05 y que el méto- |
~do 1 pierde aproximacidn conforme aumenta t.vynm
se aproxlma al '

De lo anterlor se concluye también que en estructuras
amortiguadas, que son las de interés précnco el méto- ’
do 2 proporciona, en promedio, mejores resultados.
que el método 1, aungue el .2.subestime més y con . -
mayor frecuencia la respuesta maxima, En estructuras .
no amortiguadas, que .(nicamente son de interés
académlco el método 1 proporcnona me;ores resuita-

dos. DR S ,

Otro punto |mportante de dlscusnf)n es ei del cocuente

de’ la excentricidad dinamica exacta, eq, entre i3 estd-
tica, e,. En fas figs 14 a 16 se tiene n en el eje de las -
abscisas, y eq4/8, en el gje de las ordenadas,

.
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Se observa en la fig 14, que correspondr a amortigua-

micnto nulo, que para n =09, 1.0 v 1.1 hay una-

marcada  diferencia entre’ los resuitados obtenidos
‘para el caso | con los casos 1y 1T {la de estos Gllimos
ontre s/ no €5 tan importante), Asi, cuondo n = 1.0,

en el caso | el promedio de ey /e, fue 38.5 v 13 desvia-
cidn estandar 16.6; en el caso 11 estos pardmetros
‘estadisticos valieron 5.4 vy 0.6, respectivamenta. Para .

valores de n separados de 1.0 en 0,5 unidades 0 mas

" hay diferencias menos apreciables entre los resulta-

_—

ot

dos de los tres casos. Ademds, ey /€,
damente conforme 5 se aleja de 1.0,

—tr e _..__.___1,_......._+
1
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s Fig 14, Cocnemes dr 1o excentricidad dlnd’micn exacta entre lo cmfn‘m

pum

" 384

disminuye rapi-

En las figs 15

" Método 2

. clados; fig 18)

mente
tos dos casos, aunque persiste ta dependencia-respecto
a n. Comporando estas
tambitn que ey /e, disminuyt conforme of imorr

Miento aumentd, Asi, para § = 0,00 ¢f promadi. 2.
4.6y la desvincidn estindar 1.3, mientras que parg § = -

= 0.10, fos valore s correspondientes (ueron 27y 0.7

De'las figs 15 vy 16.se coricluye que 1a dISpOSIC!On del -
Reglamento de Construcciones del Departamento del -
Distrito Federal de que se tome e, -2, = 1.5 subesti- °
ma e! vator promedio para todos los valores de 7.

mayores de 0.5 y menores de 4.0 {aqui se omitio el
1ermino ¢

v 16, para § = 0.05y 0.10, rospectiva
- casi no hay diterencies entre 10s resultados de

0.05b que se agrega a 1.5 en la disposicion |

tres ltimas figuras se nota

del Reglamento, porque dicho término tiene como

finalidad prevenir excentricidades accidentales ocasio- -
nadas por variaciones imprevisibles de masas y rigide-’

ces y posibles excitaciones torsionales).

Con objeto de estimar probabilidades de eventos rela- -
cionados con 10os momentos torsionantes, se trazaron -
en papel de probabitidades los datos de frecuencias
acumuladas correspondientes a diferentes casos. Las
distribuciones de probabilidades empleadas fueron la
logar{tmico normal, la extrema tipo 1l v la normal, de
se considerd que -
esta (ltima daba en genéral mejores resultados. (f:gs;

las cuales, por apreciacién visual,

173 19).

Para verificar que las poblaciones bajo estudio tienen
se realizaron pruebar
. hipoOtesis estadisticas con un 95 por ciento de nive. <

distribuciones normaies,

confianza. ,

Los re5u!tados fueron:
Método 1 . ’

- e .

{Con resultados de n =
clados; fig 17)

t =0 se rechaza la hipGlesis nula de que la distri-,
bucién es normal con media 1.16 v desviacién estan--
dar 0.12 {esta hipOtesis se rechaza también con un 99-

por ciento de nivel de confianza) .

1.5, 20 25 30y40mez- ;5

t =005y¢ =010 se aceptan las hipGtesis nulas de

- que las distribuciones son normales con medias 0.96 y

0.85, v desviaciones esténdar 0. 15 y 0.17, respectiva-
mente.

{Con resultados de n =

}5 2.0, 25 30y40mez-'_

= 0, 0.05y 0.10: se aceptan Ias hipdtesis de que 1as |

distribuciones son normates con medias 1.15, 1.06 y
1,00, y desviaciones esténdar 0.15, 0.15 y 0.1%:
respectivamente, Para { = 0.05, 1a hipbtesis se ac
con 99 por ciento de nwel de conflanza las otras cunl
95 por ciento,
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Ademds, para.{ = 7 2 estudib el caso en que se
mezclaron 1os rev-! = 1yq=1.1{fig 19),

cbteniéndose una dIStrlbuCl()n normal con media 0.88
y desviacidn estdndar 317, También se mezclaron tos
resuttados de los valores de n de 1 2 4, para los cuales
se obtuvo una distrizucién de igsal tipo ¢on media
0.9% y desviacion estandar 0.16. Ambas hipotesis

|.< || . .a

mf-ron aceptables, pero con 07 5 por ciento do nivel

e confianza,

“En torlos»los Cosos descritos en que s accpta la hipd-
Uwsonla, se ohserva quee 12 desviacion estandar es
o semetante, ya gusvariade 0015 a 017, raentras
e lamedig va de 086 a 115,

_2 1.2 Fuerza cortante

CLas resgttadas ebtenidos con dos métodos 1y 2,
ottendientes @ g o RO {0 =0, sergeniron e la
S ’] ‘o vl ‘,;!. la: q [V)-‘.:H(_J_JOS

Jos ol s s tienan s

2,

1

fundamenta!es T,.y en el de las ordenadas las fuer-
zas cortantes normalizadas, V/V y VAV, obtenidas al
dividir 1as fuerzas cortantes, V, calculadas mediante
andlisis modal entre las estimadas con fos métodos 1y
2, Vy V, respectivamente.

- De ta fig 20 y otras similares se concluyé que las
fuerzas cortantes normalizadas obtenidas con amhos -
métodos son independientes del periodo fundamen-
tal, T,. con 95 por-ciento de nivel d: contianza;’
Ademas, para valores-de n menores de 0.9 y rnayores
da 1.1, los resultados fuﬂron mdepnnonrn 25 de los
pardinelros A, b y ¢, con crrores de 2 & por ciento, -
Esta independuncia lambten s obluvo para ¢! ma1odo
inclusere cuindo =09, 1.0y 1.1,
méaximos vt 40 por ciento on defecto y 20 por cinnio
en exeesd nard £ =0, tendeincdo a rc.d sairse conforme
aumenta el amoriguamiento; asi, "para ¢t = 0.09, s
Chtuvieron errares maximes de ¢ 20 por cento, v
pafa g = 0,10 der 10D por cirnto. '

con’ t"rl’Of‘,‘S.
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Fig 19. Resultzdos del método 2 para $= (.10

Para el método 1, con p = 1.0, ios errores Maximos
fueron: 41 por c:ento en defactoc para la eéstructu-
racion det caso |y 32 por ciento en defecto an los
Los errores medids respactivos fusron
36 y 15 por ciento, ambos en defecto. Para n = 1.1,
la estructuracion .del caso | tuvo errores maximos as

+ 5§ por ciento, y las tipo Il y Ill, 38 par ciento en
defecto y 11 por ciento en exceso,

Respecto al amortiguamiento, sz conduyo que la3
fuerzas cortantes normalizadas son préacticaments
independientes de este; asi, para p = 1, los promedics
globales de los métodos 1y 2 fueron 1.23 y 1.13
respectivamente, para-t = 0; para {.= 0.05 de 1 °O v
1.02, yparat = 0.10de 1 30y 1.0.

Como puede apreciarse mednantn tos promiedios ¢itz
dos en el parrafo anterior, los resuitados vug &
obtienen con ¢l método 2 son mejores que fos dei !
cuando y = 1.0, Una condlusién somejanta se obtun 2
cuando n = O Q y 1.1, aunaua fas diferencias se
<jeron en un 10 por cicnto. Para valoros den fuera .
intervato 09 £ n < 1.1, los resultedos de ..liﬂl“‘
metodos tucron practic mnmh 1gLales..
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Z Resultados del problema de cabeceo (caso 2)
: Los parémetros que se escogieron para estudiar el pro-
_.-blema de cabeceo fucron:

m _masa tota!

" distancia elo al cen ' .
L dist C:Ia del su O_ al centro de gravedad periodo
Ty periodo fundamental

¢ fraccion de amortiguamiento respecto al critico
- en ambos modos de vibracidn

. cociente de la frecuencia angular entre la lineal

.Los valores que se asignaron a 7, fueron 0.3,0.7, 1.0,
15,20, 30y-’1.0seg at.0,005y010,yan., 02
05, 10,15, 20,25, 3.0y 40. Encuantoamy L,
umcammte se u:.aron 2.0 ton'seg®/m y 4 m, respec-
tivamente, ya que por los resultados. {fuerzas vy

momentos normalizados) que 'se obtuvicron con estas -

C‘Omblnﬂf‘lOﬂC‘b s jurgd Innecesario el uso de otros
dloms por la misma:ra;san se omplmron unu.amome
tres de 1os sismos det problema dL torsion, .

Ui sty probloma, iqual que én nl du tors:on, no hubo

“oreneias dpreciables entre 10s rosul tdos obtenidos
Son ks ties SEROS QUie 32 Cmpleg on como excilacion,
Lo 1o caal s¢ agruparon 1os resultados en una sola
Tadestea, Ademds, s tanto ks faercas coriantes como

: do anicamente los resultados del méteda 2.

los moinentos de cabeceo mdximos normali

-l

L3I0

fueron estadisticamente independientss dsi 2sriss:

fundamental, T, con mvei de confianza cs

dos fundamentales, v para cada amortigaz~

elahoraron dos grafnc.as una de fuerzas <o

otra de momentos de cabeceo normaiizgnics,

el v Je los abscisas N nto n M. Yo
nadas a fos cocientes V/V. 0 M/M donds V
tanda fuerza contante y el momemo g+ ca

108,y Vv Al los rmamoxt‘h.memos meacdm, s

dos conet mdrodo 2.

]
-

-

fo3 e
ctento.
Otra conclusién mteresante es qué los rzsultzdes
. obtenidos con los métodos 1 y 2 {Apéndice! son cre:-
ticamente iguales, con diferencias maximas =niraziics
de 5 por ciento. Esto se debe a que los \’8!0:’2‘3 ge ¢i-
{ec 1.3} son grandes porque las frecuencias 32 vibrz-
cién no resultan con valores muy Cercancs 2ntra gl
aun cuando se usaron g, MUY pequeias, oI mani s
que e! radical de lacc A.17 fuera también oz '.:J:"::-Q 5
por tanto, que las diferencias entre las dos i :2u2n2ias
fundamentales fueran minimas, Esto hace qu2 i3
términos Que conticnen a ¢}, enlasegs A.2=y =13
resulten muy pequenos y QUEe es1as ecualiines siit
cast igualos a fas ecs A 22y A23, resp ctn e,
Aprovechando las comlusuones antnnoras, $a 3run.
laron las muestras correspondientss a tedas 1os for 2
N

¢
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Debido a que 'las conciusiones obtenidas de esas grafi-

€35 son prdcticamente 1as mismas, en estz tratajo solo

s¢ reproduce la correspondiente a los fuerzas cor-
tantes con ¢
fueron, ademds de tis mencionadas, las siguientes:

- Los resultados son estadisticamente independientes
- de n con 95 por ciento de nwel d2 contianza, cuando
>0, 05

~ La respuesta normalizada se subesuma con mayor

= 0.10 {fig 21}, Dichas conclusiones

. frecuencia que lo que se sobresuma en proporcion de 7

Zal

— El error maximo en defecto fue 29 por memo v en
excesn, 22 por cuanto

- El promedio global de_tos resultados con ¢ » .05 els
1.05, y el coeficiente de variacién, 10 por ciento

- pectivamente, 27 y 21 por ciento

= Los resultados vorian lgeraimente al inuéiucir.
amortiguamiento a la estiuctura; se hace notar Gui
para { = 0, la respuesta normalizadas promedio s
subestima gproximadamente en 10 por ciento mas
que con { = 0.05 vy 0.10 {fig 22), £n estos dos

mos casws na se aprecia difarencia significativa ona,
promedios de las respuestas m en ks disparsiones,
Asi, los nrrores mdximos nue se o tuvieron para o=
0.05 alcanzaron 31 por ciento en defecto y 19 por
ciento en exceso,; en cuanto a ¢ =, 0.10 fueron, res-,

— Dado que existe gran.incertidumbre en oiros facto-
res del disefio sismico, tales como magnitud del sismo
de disefio (o en las amplitudas del especiro do dise
fio), contenido de frecuencias, duracidn v variacion
temporal.del mismo, se pusde concluir que las estima-
ciones obtenidas con los dos matodos son, en prome-
dio, satisfactorias en‘este tipo de esiructuris.”

2.0
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: b .
| | | -
. | e |© 1 &
L N S S
LK) e— ’{%?‘ : m—-}? f | g‘ ' A :
’ 7 r . * 4 Hxx xr( : T . »
- 4 . |
. , B . | | .
i -
L. - I | e Estructura |
| l ' x Estructura 2
. ] -
0"50, _ 0.3 1.0 o 3.0

.nCA

Fig 21, Fuerzas cortantes normalizadas estimadas con el método 2, pare § = 0.10. Problema de cabeceo
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2.3 Resultados del problema de traslacién {caso 3)

Para estudlar este problema se escogleron como paré-’
metros:

(ko /my VK, /s )

", =
— periodo fundamental
- fracabn de amortiguamiento respecto al crn-
- .. tico en ambos modos de vibracion.
“my/m;  relacidn de masas

Los valores que se asignaron 2 n, fueron 0.1, 0.2, 0.5,
10,165y 3,a7,,03,10y40seqg;at,0, 005y
010'yam2/m,, 0510y20

Los resultados se analizaron mediante graficas con m
o7 en el eje de las abscisas, y cocientes de las fuerzas
cortantes exactas entre las estimadas en el eje de las
ordenadas {fuerzas cortantes normalizadas). Debido a
que tos resultados no difirieron mucho de los de cabe-
~ ceo, st empled Gnicamente un SISMO COMO excitacion,
- Las conclusiones a que se Ilegd son:

— Las estimaciones.que se obtienen con los métodos
Ty 2 son practicamente iguales, debido a que los
valores de las frecuencias de vibracidon no resultan
Py corcanas entre si en cada caso, 1o cuat hace que
fas ¢,z {ec 1.3) resulten grandes y, por tanto, que ¢
Mrmino de las ecs A.36 'y A37 que las incluye sea
Sy pequeno, en cayo caso-las cos A34 y A35 son
v dauales 2 kas ecs A3G y AST, respectivomenty,
e observd aun cuando se estudiaron casos adi:
“riabes de g /my v ny, para los cuales ol radical da
T ALY lue minimo, con o cudl fubo las dife

rencias minimas posibles entre Ias dos frecuencias

“fundamentales v, por tanto, los valores més pequefios
de e}, . Esto ocurre cuando -

1 m, /m, | .'-i
— 22 sim /m <1
= (1+m1/m,)’ si ma fms

Dichos casos adicionalcs fueron: m,/m, = 0.2 con

m = 0.555,m,/m, =05conn, = 0222,y m,/m,

= 0.8 con g, = 0.062. En estos, la diferancia maxima
que se obtuvo entre los resultados de tos dos metodos
fue de 13 por ciento, siendo mejores fos dzl meétodo
2 : : '

— Las estimaciones normalizadas son estadistica-
mente independientes del periodo fundamantal, T,
con nivel de confianza de 93 por ciento

— En la fig 23 se observa que las estimacionzs dz V,
y V, tienen, cn promedio, errores muy pars2iios, ocr
lo que en las conclusionss no es necesaric nicar dis-
tinciones entre ellas’ ’

— La respuesta se sobrestima solamentz en 30 por
ciento de los casos. El error manimo en exc=:2 '.*.,ue N
observé fue 46 por ciento, v en defecto -‘31 Dor cien-
to. El coeficiente de variacion para { = .3 22802
12 por ciento '

— En la fig 24 se observd Gue los prom:dns de s
estimaciones con § = 0.05'y 0.10 son i a0 U s
qQue Lorn‘-pomh nat=10Io0 L,L.al hace pa:‘.\,. G2 s
conclusiones obtenidas en la ref Srespectoay = 0
pm‘dvn g nurdlu.lrm, mm >0



— Los promedios globales de las fuersas cortantes
normahzadas fueron, para § = 0, 1.15; para ¢ = 0.05,
1.04, v en cuanto a$ = 0.10, 1.04. Adumis, s obser-

va que respecto a ¢ = Q.05 v 0.10, 1os resultxlos son
~.muy similares, es decir, son independientes di §osi g

=>0.05

— Las medias de los resultadas normalizodas son esta-
disticamente independientes de 1o relacion de masas,
my/m,, con un nivel de confianza de 95 por cicnto,
pero los casos especiales de my /my v n, indicados
antefiormente tuvieron mayor duspers:én

. AL
— Para ¢ = -0.05 y 0.10, las estimacion:s normah
zodas son estadisticamente indopendientos d‘ 7, . Con
un nivel de conhanea de 99 por ciento, cono pueds
apreciarse en la fig 24 en la que aparm*(:h camer
los resultados del método 2. Parg ; 0 esta hipoh
- no st aceptd

— Por 12 misma raz6n indicada en el Gitimo pdrrafo
de conclustones del problema de cabeceo, 1as ostima.
ciones obtenidas con ambos métodos sor en prome-
dio satisfactorias en este tipo de estructuras
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Fig 24, Variacién con 1, de los promedios de las fucrzas cortanies estimadat con el mérodo 2, Propicma de trasiacidn



3. CONCLUSIONES

€1 resumen de fas conclusiones obtenidas de los tres
sroblemas estudiados es:

£n cabeceo y traslacion:

—~ En promedio las estimaciones normalizadas de las
respuestas maximas logradas con tos metodos 1y 2
s0n satisfactorias y practicamente iguales; esto Gltimo
debido a que et >>0

—Lla respuesm se subestimd con mayor frecuencia
que lo que se sobrestimd, reduciéndose el error al
conmderar amortiguamiento en la estructura, Ademas,
los valores exactos divididos entre los estimados fue-
ron estadisticamente independientesde T, v n. 0 1,
asi como del tipo de respuesta que se trate (momento
de cabeceo-o fuerza cortante) :

En torsion:

— Las conclusiones s/ difieren al tomar en cuenta el
momento torsionante o la fuerza cortante. Ademas,

debido a que en algunos casos e}, es pequena los dos

métodas dan resultados duferen tes

— Las estimacioneas dol momento tors:onantc al consi--

derar amortiguamiento estructural nulo dependen en
gran medida de Ia relacidn de frecuencias, n. Ademas,

‘os difieren al usar el método 1 o el 2, siendo mas
) aproxlmados los del 1 para valores de n comprendldos
en ¢l intervalo 0 0.5 € n< 1.5 0 muy parecidos fuera
. de él

© — Para los tres amortlguamnentos estudiados, los re-
sultados del método 2 son estadisticamente indepen-
dientesde n, no asi los del 1; son mejores los del méto-
do 2 cuande ¢t = 0,05y 0.10 '

— Cuando se tenga 0.5 < o < 2, se recomienda usar
el matodo 2; en los demas casos es indistinto el em-
pleo de cualquicra de los dos métodos

— La relacion de excentricidad dindmica a excentri-
cidad estdtica se subestima en las disposiciones del
Reglamento de Construcciones del Distrito Federa,
siendo esto mds cuando el valor de 4 queda compren-
dido entre 0.8 'y 2. En particular, para 0.0 < n < 1.1
esta relacion vale, en promedio, 4.6 para ¢t = 0.05 y
27 para{ =
necesario rcaluar estudios exhaustivos sobre este
aspicto, considerando vibracion forsional en estruc-
turas du varios pisos y con compor tamicnto inelds-
tico ' R :

- Las distribuciones de probabilidades del cocienta
el mam exacto sobre e estimado son.nermaies con
desviacion estindar corearur a 016 y media compren-
\Il..ln'n ul mtvnu!o T+£0.12 {lig 10)

0.10. D lo anterior s¢ concluye que s

APENDICE

s

A1 ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA
SUJETA A TORSION

La fig A.1 representa un edificio de un piso, de forma
arbitraria, con la linea del centro de torsidn {CT) 4
centro de gravedad (CG) perpendicular a la direccion
del sismo considerado.

En dicha tigura se tiene que
m masa total del sustema

J momento polar de masa respecto al centro ce
gravedad e

L, ngldez torsional respecto al centro de 1orsidn

ngldez lineal en la direccién del movimiento

€, excentricidad estdtica

b dimensi6n de la estructura en direccidn Y
= /b

Considerando que fa rigidez torsional respecto al cen-
tro de gravedad es

L=t +Ke?

y aplicando el principio de D'Alambert para obtenear
las ecuaciones de equitibrio del sistemna en vibracicnes
libres, se llega al siguiente sistema de ecuacicnes dife
renciales lineales de segundo orden (ref 8}

- mZ+Klz—e, ¢)= .
' ‘ (A

JO+Le—-Ke,z=0

Sustituyendoen laec Alaf = —wlzyd=—u?
{por ser vibraciones libres}, donde wes la freCUen;ia
circutar natura! del sistera, y resolviendo =! sisiarrs
de ecuaciones olgebraicas resuitame se c.mene la
ecuacmn caracteristica: :

X‘~1’(1+n)+n463/]1"- '(A.:")

donde N = w’/{k/m) ? =J/mb*}y n=I(L. NAK/m,

‘Las raices do la ec A, 2 son’

- + 1 -1 e .
a =y -7, < (AR
- .2 2 ) 4 j!
Samentras que- lost vectores de fas configiraniones.

Mmodaies son



/8

z-eg8 |

4

I Direccion del
ymovimiento

Y

Fig A.1. Dingroma de cuerpo libre de una estructura sujeta o torsidn y trasiacién {vista xuperior)

zn
= : in=1,2"
L
ch

(A.4)

En términos de las raices 7\’.
demostrar {ref 8} que los coeumemes de participacién
‘de los.modos 1y 2 {las proporciones en que contri-
buyen los modos a 1a respuesta total det sistema) se
encuentran dados por

ca .
§ in
_A:)l l'2

=1,2 {A.5)

¢t + {1 '
Ahora, s se suponen conocidas las aceleraciones
espectrales de cada modao, 2, , la fuerza cortante maxi-
ma vale -

Vo=ma,C,;n=1,2 {A.6)
y el momento torsionante maximo respecto al centro
de torsibn es

(1 —-a2ysv,

n=12
' cbhm

(A7)

Una vez conocidos los valores de V,, Vy, M, y 1, 1a
aplicacidon d2 la ec 1.2 conduce a la estimacion de la
fuerca cortame y del momento torsionanie maximos
med.27:0 el método 2; ellos son, respnctnvtnnemc

392

de la ec A.3, se puede '

signo contrario, ya que el factor (1 -

‘ vV, V,
V=/Vf+v;+2 ! 22

{A.8)
T +el,
- N
,:,-:\/M:+M¢“2M (A
: '|+e";2 . .

donde ¢} se obtiene aplicando la ec 1.3. E! signo

' negativo asociade al doble producto que aparece 2n la

ec A9 se debe.a que las furicionss de transierencia de -
los momentos en el primero vy segundc modos tianen
A7) que aparsce
en la ec A.7 es positivo para el primer modo in= 1}y
negativo para el segundo (n = 2}, lo cual se demuestra
como sigue: :

Delaec A3
AR (n =11 ¢
! 2 ’4 15
por lo que
n+1 n—1
A g - — =1
! 2 2
Andlogamente
+ 1 - 12 2
- - 2 4 J

~de ghique,si n32 1



n+1 -1 .
Al — e =
1”73 2 "
0sin<
o+l 1—q
ANy —— =1
? 2 2

En cbnseduencia, (1-2])>0y(1~-23)<0

Ademds, sequn el Reglamento del Distrito Federal

{método 1) las respuestas dindmicas mdximas del
mismo sistema estarian dadas por {ec 1.1)

v=_/Vvi+ Vi
M=/ M} +m? (A.11)

‘Finalmente, por el método exacto, 1as respuestas
maximas totales, V y. M, se obtienen localizando los
mdximos en el tiempo, t, de las sumasde las respues-
tas {cortante 0 momento, segin sea el caso) en los
nodos 1 y 2, es decir,

—

V=Meax| {mC, a, (1) +m C, 8 (1) l =

= Max| { V(1) + v, (0} l (A.12)
M= Max| {T, ‘V, (t) +1y V, (1)} I (A.13)
. donde A
n=l"2ald oy (A
' cbm :

A2 ANALISIS DINAMICO DE UNA. ESTRUCTURA
SUJETA A CABECEO

Es frecuente que en la prictica se presonten estruc-
turas constituidas por Lna hilerd de columnas o una

~Sola calumna que sost:ane una losa 0 un cascaron
ipendulos imvertidos), tal como la que aparece en la

“ iy A2 L respuesta dindimica de ouna estructura de
este tipo se debw obtooer {rel 9 considerando o (.‘h(..
to que Bineicia roteaonat de o cubierta inkduce en t.l
MOVINHEN Lo lo[.il dob sisteny,

{A.10): |

C—wlxyld =— w8, donde w es la frecusnc'a

. _'K/m = p"

/7

En la fig A.2 se empled ta.n'étaciién: .

W peso de la cubierta més la parte tributaria de la
columna
w/i

aceteracidn de la gravedad

&~ =

momento de inercia de la masa de la cubaerta
respecto al eje Z _

£ . mbdulo de elasticidad del material de la columna .

Il 'momento de inercia de la seccion transversal de .
la columna respecto al eje Z

CG centro de gravedad dela cublerta
L  distancia del suelo al centro de gravedad

Ei diag-ama de cuerpo tibre de la estructura anterior
aparece en la fig A.3, en la cual se tiene que (ref 9)

K rigidez por traslacién = 3E/. /L3
K, rigidez por rotacion = E/ /L

I

X desplazamnemo del centro de gravedad de Ia ’
cubierta

. @ rotacidon del centro de gravedad de'la cubierta

= (x-k, vo¢lk
B =1{¢-kyx)k ‘ .
y =Lf2E, - " S
k =1—KL/AEl, =025

Las ecuaciones diferenciales de .movimiento corres-
pondientes al diagrama de cuerpo libre da la esiruc-
tura son A

m &+ (Kx — KK,y &)k =0
. | \ (A.15)
Je ®+(K, & - KK, 1xVk =0 '

Considerando que se satisfacen las relacion2s X =— .
A sirguiar
natural -d2 vibracion de la estructura, y rezzlviendc el
sistema de ecuaciones A.15, se obtsene la ecuagién

caracteristica

KJ +mK KK, :
¢ By —— =0 (A.16)
“ mdJ. k dm J. k? :

“que es una ecuacidpn de sequndo grado 0wl

€ s
eiecttian “atqunas lransformu.:ones alge Lr.-us y S
camsidera gue :

cuadrado de la frecuencia cicular naty-
ral por taslecion

a9



KM =127 cuadrado de la frecuencia circular natu-

ral por rotacion

A=l

ne = QY /p?

se tlega a

N,2=2(1 + . % /H Fa = n) (A.17)

N
Por otra parte, los vectores de las configuraciones
modales son -

P-'xn-- — 1 —— |

= ln=12 (A.18)
o 4-1,
4 L2t

Se puede demostrar (ref 9} que los coeficientes de
participacién correspondientes a los modos 1y 2 se
encuentran dados por la expresifn

{A.19)

Partiendo del hecho de que se conocen las acelera-
ciones espectrales de cada modo, a, , la fuerza cortan-
te mixima y el momento maximo de cabeceo
correspondientes valen

Vo=ma, Co xa=ma, Cpy;n=1,2 {A.20}
4-1,
My,=Jda, C, b, =Ja, C"T =
C =20 v o | o
 2im ? : (A..21)

Las respuestas dingmicas de la estructura de acuerdo
con los criierios de! Reglamento de Canstrucciones
del D. F. {(mdtodo 1) y de Rosenblueth (método 2},
se obtienen haciendo uso de las ecuaciones

=/ Vi+Vv?
M=_[ M +Mm

l(A 22)

<0

{A.23)
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v V\ - 2e

Vﬂ/V} tVie2 2L (A2
1 ke,
M, M,

A = \/M: 4 M; e 2 _..,!.___.;.’_ (AZ5)
| I +¢],

donde ¢i, se calcula mediante la ec 1.3, El sizns
menos aparece en la ec A.25 d=bido a que la fune in
de transierancia del sequndo modo es de signo op .=
to a i3 del primero, ya gue s puede domosiiar, a
partir detaec All7, qued, <4y A, = 4, porlo e
el factor- 4 - X, que aparece en laec A.21 tiene ¢ >«
positivo en el modo 1, v negativo en el 2,

La respuesta dindmica exacta se obtiene Utilizands iss
expresiones

V= Mix [{cl mx; a0 +C mx, a0} |(AZ3

M = Max [{c. S, a, (1) +Cy Jobyay () I (ALT)

A.3 ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTU= A
SUJETA A TRASLACION

Consiceremaos shora el caso de una estructura dz ::r-
tante de dos pisos, en la cual no existe rotzcion &”
planos horizontales en fos niveles de los pisos 4
A.4). ' :

La ecuacidon matricial de equilibrio de esiz sistim: s
(ref 10)

rm‘ w? — K — K, Ky ] rh_
=0}
-Kz m, w? — K3 Z;
» JL 4 a

donde m, y m, son las masas concentrados €7 '
niveles 1 v 2, v K, vy K, son las rigidaces d= s
entrepisos 1y 2, respectivainente, :

Partiendo de estz sistema de ecuaciones v hacic .o
o= Ko/ K, /my )y A= QYK /), sz 000
nen las raices ’

-

3\1_:*"

1 . |
"2'" [ﬂl + (m-_./fn.)nl +1]ﬁ



Direccign del
movimiento -

W77

Fig A.2, Estructura en forma de péndulo inversido fuista larem.!)'

Posicidn de
equitibrio
25101ICO —m

Fig A3, Diagrama de cuerpo llbre de Iz estructura de la fig 4.2

My
Ko 1—"’7.22.
m,
| ‘Ln—zl_
K, |

TSI SIS S VPRI ED

Fig A4 Estructure de dof pisos sujeta o trgsiscicin fvisea lateral)

1 PR
1—2-. '[11. f(m,/m.)n,

e

g2

(A.29) .

2 B

Ademds, los vectores de conf:guracuones modales
resultan ser

= - in=1,2 {A3C
N (Ky/m) — w?

) L (K, )y -

Ademés, se puede demostrar (ref 10} que !o$ coef:-
cientes de participacion de los modos 1y 2 s encuer-
tran dacos por

.zl',n_"’ (mzﬁnl ) Z2,n . ¢

Co = n=1,2
Z“;.n'l'(mz/"nl)'z%.n‘ " _

(A31)

Si se conocen las aceleraciones espectrales de cecs
modo, a,, la fuerza cortante maxima ccrre':"ond{en 3
al entreplso 1 en cada modo vale :
V —C an(m Z‘n+m: Z: h) n—- l 2 (A.?:'

en tanto que !a fuerza cortante maxima correspe™
diente al entrepiso 2 es :

Vip=ChdamyZzyn:n=12

. Ya conocidos los valoresde V) 5 ¥ Vi, . 125 respuss-

tas mdaximas dinimicas totales de la estructwura es:
madas con los métodos 1 Y 2 se calculan hzziando us

. de las formulas

"71 =/ V’n,: + V-f,z-
v=Jvi,+vi, A

- . . ’ V V« 1
1+
S V., V. o
V.= V;‘ + \f;z -2 21 3'2 AT
t <o 1+eq,

donde e}, socoleula medionta laec 1.3



-

Finatmente, las respuestas miximas dindmicas de 1a

estructura en cuesuon se pueden abtener medionte el
método exacto haciendo uso de tas ccuaciones

2 .
V| = Mix { I Cn anh) [‘ml Z)n +n,2 zl.n:l]‘
n =1
(A.38)
~Méx| T Cpanltim, z,, (A.39)
n=1"
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e JEFFLLG CE . PIEY UL BET S DE NEMHHRE FERA& N SISTEMA DE UN GRADO DE
L IEERT A0 . ' ‘
FOR: Rolbor Lo Stard:

El Sistema wsta descrilto en la figura 1, se encuentra sometido a una
carga representada en la figura 2 y la regla de histeresis se obser-
en la tligura 3. El problema se resolvera para un ciclo.

F C{) A

F @)
o N W=45.4 Ton
L=0

Fo= |

681 Ton
a 777J77 ‘ >
' 0.5 t (5633
Figuua 1 ] . Figura 2
F'Oo:,t 14 :',‘La' K nre
454 |- -
h
|
] .
1 R
| .
a-m.{/{ . X(MB ’
Figurea 3
E=45. 4/, 0254=1787.4 ton/m. _ Masa=45.4/9.81=4,63 Ton nasa
Wrs J LTE7.4/40 60 =19, 65 rad/seg T=2/Wn=0.32 seq
st=h=,1 z T=0.03 seq B=1/6

La echaciaon de novimiento es: me+CiLx ) =F (1)

Condicianes 1nlcialass ' i



Flaa . t =0 ;;::-u_'n, Tie=0) Y ';E::{a

Las ecuai) ones dclumetodo SO

P

Xemt =Xz b X, ¥ (172-p) X hR+pX o, 0™

x4u=ﬁ4+1/2(YL+XLH)h

Fara t=0.03 seg
e ’
P F3H6 4X 414,71
X, {m)
0. 0000
O 0022

0 00

Fara t=0,046 seqg

Alm/sweg)
O o OO0
O, 2207

0. 208t

Xo=0. 0126 m. X220, 5575 m/seq.

OxRE

Vemos que Xg=0.03%

)
C10n

Fara t=0,09 seg _
R)=178.7 X +40.86

QL7229 m/seq.

i

P s

b =+

7

X, (m/seq )

14.71

1'%, 86
13.909

Xo=%.340 m/seg

Xa=1.684

m/seq

0.0254 por lo tanto es necesario cambiar la
g . . P
expresion de (d(x) y como consecuencia la expresion para la acelera-

X3="38.6X3~8.93+£4.71
Xy =0.07341 . Ka=0.76461 m/seq.

t(me)
0. 12
0.15
0,18
0.2
.24
0. 27
0. 30
O. 33
OaBé
Qa 39
0.42
I

O.48

X (m)
0. 0590
0.0871
0.1175
0.1491
0. 1808
0.2116
0.2402 -
0. 2650
Q. 2875
0.3046
0.3144
0, 2205

0u3227

-

?
!
}
-

Xa=4.570 m/seqg

X (n/seg)

0, 5688
0. 9807
1. 0388
1. 0609
1.0463
0.9955

C0LF103

0.793%6
06498
0. 4830
0. 2998
O, 1062
"0.Q911

X (m/seg )
3.607
2,522
1.347
0.126
-1.099

~3. 393

= Sy
oud 4"_‘"_2

-5.6881

- 3E5
-5.572
-4 . 58O

Como podemos observar el signo de la velocidad cambio, esto implica

e —
T



. . s
la mecwasl ol Jde cambrar La ecuoacion de (k).

Fara t=0.468 s
GO =—370.5+1787.4 X
X1 ==It36. 4 X +103,3+14.71

X, =0, 527 m. Xp==0. 0920 miseg X =—b.654 m/seq

Faréa t'—(]-;..lj )(.“‘]

Este tienpo s wayor que t*U.q y por lo tanto la carga deja de
actuar, por lo tanto la expresidn-de la aceleracidn es:

Xig ==~386. 4 X +103.3 ' : :

Kyg=0u 3158w, 7 x”_—n 44671 m/aeg: ?@="18.47 m/sey
_ . i

Fara twn.bﬂ L ' »

Xpp=0e 294 . Kyg==0.9005 m/seg. " Xy=—10.293 m/seg
Fara t=0.37 seq ! .

Ryg=Oe 2641 w. , Xp=—1 0558 ai/seg: X,=1.2719 m/seq

Como X9 < 0.2719 m. la regla de @(x) cambia de pendiente, por 1o
tanto la expresidn de @(x) nos queda: ' -

Q(N)ﬂi?ﬂ.? » 40, 86

Xge =~38.60 X +8.825

L ise) Xtm) Xd{m/seq) X (m/seq )
- &) 0L 2334 —1.0195 -0, 1837
Q.63 0. 2029 -1,0073 0. 994
0. &6 0. 17ER T =0, 9603 2.1788
Oy G 0. 1454 . =0.8801 3. 208
0,77 - 0. 1208 - . =0, 7694 4.167
G 7Y L 0.0997 ~0Q, HADD 4.901
0. 78 S ¥ O 1 . T - =0.4731 T - Y
N QL0715 0. 2977 6. 070
Cr B ) O, 065 -0, 1120 &.308
Y4 0. 0648 L 0LOTTS b. 352

Como podemos -observar - el sxgno de la VEIDClddd v01v1o a cambilar,:
por lu tanto debemos de cambiar la ex presion de @(x) y de la acele~
racicn. '
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M =41b Seg /pulg.

% o PUlg/ Seq"

Yol 1) =-30t

borerid T

CALCULAR LA RESPUESTA DE LA ESTRUCTURA APLICANDO EL METODO B8 DE

NEWMARK C e e

S L f5en - 4 RAD
_U—.K/M- 36/‘4—3'8—&.:5

7 -
h=1te =0.2x3=0.6 ; T=:§t‘ =.2,09 SEG

TOMAREMOS 8=0.2 Y at = 0.2 (£ 0.1T)

- e

- - {27) vy (28}

* se'” T s "7 ' . am e

Yisp = ¥y r 01 Yyt vy

-

Yis1 © Yi f O'ZYi +;0'01231 * 0'008Y1+1

=.-1.2y. - {x )

Yie1 i+~ i T ol ia

EN t=0 SABEMOS QUE SE TIENE y=0, y=0 Y y=0

s . 2 .

EN t=0 + at = 0.2 SEG; SU?ONGAMOS yi+1 = 5.0 IN/SEG

¥y =0

¥y =0

SUSTITUYENDO EN LAS ECS. (26,

-6



< -.' - ' L = = — | =

3 ,[ /547 = 0 4 0.1 (0 +5) = 0.5 Yi47 =0+ 0+ 0+ 0.008x 5= 0.04
# 00 vy, 7712 x 0.5 - 9.x 0.04 - (-30 x 0.2) = 5'04,___h__“_h,-__ﬁv,
o yi*l =0+ 0.1 (0 + 5_.04) = 0.504 ; Yig1 = 0+ 0 + -0‘+ 0.008 x5.04 =
S . . . : .

5 = 0,04032

~ ", : ' o | ' 2

_ yi+1‘=—}.2 x 0.504 -~ 9 x 0.4032 - (fs) =

5.033 IN/SEG

nSTOS CALCULOS SE PUEDEN ORGANIZAR MEDIANTE UNA TABLA COMO LA SICGUIDYMTC:

t Xy ‘ b4 Y Y
S5EG IN/SEﬁz ING/SEG2 ING/SEG : IN
0 0 0 0 0 -
0.2 -6 5.0000 0.5000 0.04000
' . 5,040 0.5040 0.04032
5,033 0.5033 0.0402¢
5.034 0.5034 1 0.04027
n.4 = 12 8.0000 1.8078 0.26536
7.442 1.7510 0.26079
7.534 11,7602 0.26163
7.533 1.7601 0.26162
0.3 0 ~4.467 1.7601 0.26162
0.6 0 -6.000 10.7134 0.51204
-5.464 0.7670 0.51633
-5.550 0.7584 0.51564
TN  t = 0.2 + At = 0.4 SEG: X -30 x 0.4 = -12

Yi

]

0.5034, y = 0.04027

T \_\.



'SUPONTENDO v, ., = 8.070 SE OSTIENE: .

= 0.5034 + 0.1 (5.034 + 8.000) = 1.8068

o Y

3 i+l

Q _ .
O < y,,q = 0.04027 + 0.2 x 0.5034 + 0,012 x 5.034 + 0.008 x 8 = 0.26536
s | ..

T | ¥gpp = -1.2 % 1,8068 - 9 x 0.26536 - (-12) = 7.442 IN/SIGE

EN t = 0.6, y, =-4.467) y, = 1.7601: y = 0.26162



METODO g DE_ NEWMARK

STSTEMAS LELASTICOS LINEALES DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD.

PARA CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE N GRADOS DE LIBERTVAD Y
COMPORTAMIENTO ELASTICO LIVEAL ~SE EMPLEAN LAS MISMAS ECUACION'S QUL
PARA UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD.

x(t

1+1) = x, (1) *-[xj(ti) * xj(ti+i)] %%

-

AT

It

x:(t

5(tie1) = X, (1) - x;(tg)nt + [(1/2 s)r (t; ) + ex (t

1+l'~
EN DONDE j = 1,2,...,N.

..~ ESTE CASO SE RECOMIENDA TAMBIEN UN VALOR DE g COMPRENDIDO LNTRE -1/
Y 1/6, Y QUE a4t = 0.1 TN’ EN DONDE TN ES EL PER1ODO NATURAL DL VIERA-

CION MAS PEQUERO.



CRJEMPLO

SEA UN SISTEMA DE DOS GRADOS DE LIBERTAD CON AMORTIGUAMIENTO NULO,
CUYAS MATRICES DE MASAS Y RIGIDECES SON:
r . -
0 1] [2- d}
X = ’ M = S
b1 5 0 1J

USANDO EL MUTODO 2 DE NEWMARK CON 4t=0.2 seg Y g= 1/6 CALCULE LA

RESPUESTA DINAMICA ANTE UNA EXCITACION DADA POR LOS. DESPLAZAMIENTS

DEL SUELO:
x, = 1.2t SI 0 ¢t <2seg (x, EN CENTIMETROS)
x s 4.8-1.2t ST 2¢t <4 scg
x, =0 SI "t <0 o t >4 seg

PUESTO QUE ESTA EXCITACION IMPLICA
TTENE QUE LA ECUACION MATRICIAL DE

QUE'xO(t) = 0 PARA TODO t, SE

EQUILIBRIO RESULTA SER

MY + KY =MV +Q =0
POR' LO QUE
My Yy * Q=0 -y = Qe
my Yy * Q=0 v Yy = Qy/my
EN DONDE Yi % Xy 0 X, Y Yy = Xy - *0. .
CON at = 0.2 seg Y 8= 1/6, LAS ECUACIONES DEL METODO 8 DE NEWMARK

_QUEDAN EN LA FORMA

x. (t

J

xj(

tivy)

= xj(ti) +

C e
2 A S
.

\'.: ’ . - e

2;%.xj(ti)_+ 0.04[xj(ti)/3 *oxg(ty )76

1



) . LY ..

IiNtﬂU,)‘j=xi_=0,_yi=xi=0, )'j=xj=().

CEN t = 0.2, x. = 1.2 x 0.2 = 0.24 cm; SUPONGAMOS ¥1 . §1 = 1.35

'Y_ X, =ly2 = 1.50 cm/seg:

PRIMER CICLO

PARA LA NASA 1:  x, = 0 + 0.1 (0 +71.35) = 0.135 cn/seg
Xy = 0+ 0 + 0.04(0 + 1.35/6) = 0.009 cm
Yy = 0.009 - 0.24 = - 0.237 cm

"PARA LA MASA 2: x, = 0+ 0.1(0 + 1.50) = 0.15

X, = 0+ 0+ 0.04(0 + 1.50/6) = 0.01

¥, = 0.01 - 0.24 = - 0.23 cn

AR [+ 10 1| [rezst] [-2.s40
g-: Tm .. =
Q, 15| |-0.230 -1.381
o4
POR LO QUE  y, = X; = 2.54/2 = 1.27 # 1.35

Y, = X, = 1.381/1 = 1.381 # 1.50

-
Koo

SEGUNDO_CICLO

x, = 0.1 x 1.27 = 0.127 x, = 0.1 x 1,381 = 0.118
x, = 0.04 x 1.27/6 = 0.0085 x, = 0.04 x 1.381/6 = 0.0092
y, = 0.0085 - 0.24 = -0.2315 y, = 0.0092 - 0.24 = -0.2308




. , L 1.1 R
) | q {'0 2115} o }-2.540]
. Q = - .
1 st -0, 2uoaJ -1.380

DE DONDE ¥1 1.27

n

y1 = 2, 546/2

i*

_1.273

i
fle

x2'=-y2 = 1. 386/1 1.386 1.381

EN t = 0.2 + 0.2 = 0.4 seg SE TIENEN x_ = 1.2 x 0.4 = 0.48,
xp(t)) = 0.0085 5 x,(t;) = 0.0092
x1(ti) = 0.127 | xz(ti) = 0f138 A
X, (t) = 1.275 ; x,(t;) = 1.386
PRIMER CICLO
. - - e ) =' -.i . - . ’ “‘.- ,
SUPONIENDO x (t;,1) = 2.3 ¥ x,(t,,,) = 2.1 SE OBTIENEN:
§1 = 0.127 + 0.1(1.273 + 2.3) = 0.484
x; = 0.0085 + 0.2 x 0.127 + 0.04(1.273/3 + 2.3/6) = 0.0662
S y; * 0.0662 - 0.48 = -0.4138
X, = 0.138 + 0.1(1.386 + 2.1) = 0.486
X, - 0.0002 + 0.2 x 0.138 + 0. 04(1 386/3 + 2.1/6) = 0.0693

‘o 0693 . 0.48 = -0. 4107 B L f'f."”

Y2=
: ' ‘10 1 ‘0.4138 -4.548
Q@ - | AN
¥ - St..1-.4107 1-2.468

DE DONDE  x, = y1 - 4.548/2 = 2,274 £ 2.3 L
Xy ® Y, E 2.468 # 2.1

ETCETERA, LOS RESULTADOS DEL PROBLEMA SE PRESENTAN EN‘LA_TABLA 1.
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" BISTEMAS LINEALES CON VARIOS CRADOS DE - LIBPRTAD

. ‘Tomado del libro de N. Newmark y

-

Tapta2 1, Ejemplo 2.7 .
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CRITERTOS PARA TRAZAR ESPECTROS DE DISENO ELASTOPLASTICOS A PARTIR DLL ELASTICC

1. CRITERIO DE IGUAL DESPLAZAMIENTO MAXIMO DEL SISTEMA ELASTICO
Y EL .ELASTOPLASTICO DE IGUAL PERIODO: ' |

QT =gy e e Qe
P Yy 7 v W
Qe*'_"“""'""—""'-;?\ . . .
s
o
rd . = =
N L Yuax = De = wyy = By
p ; . | .
i | .
| by p = 2%
Yy I Yy P
: mtix:/uyy ' \ '
2. CRITERIO DE IGUAL ENERGIA ABSORBIDA POR LA ESTRUCTURA:
4 Q - B o
KYe f—-m—
Ky .Y Y.y
e’ v ’
5 =, .hyy(yp - yy) |
_ ~ 2
1.2 .12 S 42 Yy
2Ye 2y Yy T Yy T T 2
1 Ye2 _Yp 1 1
s =y 7T 2
S Yy vy %
Y ~



FER
ye
y, 5 ————
Y Zu- 1
y

- e-]mx D
)' . -— D - =1
y_MAX P - /ST

POR LO TANTO

DP = DC/VZU- 1 Y QP = Qe-/VZu- 1
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PROBLEMA DE VIBRACIONES .DE TORSION ;

ACOPLADA CON TRASLACION

b

-

K = rigiaez en traslacifn

e ——
e, = cb L, = rigidez en torsibn
IF, = ﬂz + K(z-e_8) =0 - : . - (1)
EMC.G.'z,JG + Lto_" K(z—ese) e, = 0
Jo + Lo - Ke .z = 0 ‘ (2)

» . . — ’ ’ - 2
E¥ DONDE L = Ly + Ke
PUESTO QUE LAS VIBRACIONES SON ARMONICAS:

0 = -~wi0 y oz = -ylz
Sustituyendo en ec (1)}:
-w?Mz + Kz - Ke 0 = 0

(K ~ w?M)z - Ke 0 = 0 ' _ S _ (1)



Sustituycndo (3) en (2):

- Juto+ Lge - Kegz = 0

- M 4 2
Kig - KJw = /My + MIH - K2 = 0
Ml 2.2
J K
i KJI + ML‘@ 2, L@__ K OS o
W3 M3 M3
DIVIENDO POR (K/M)2:
- | CL2.2
W Lowz Mty Kl _ Keg
3 K -
(K/M)z /M (MJ) (K/M) _MJ(K/M)2 MJ(K/M)2

ST A7 = w2/ (K/M) Y CONSIDERANDO e = cb:

LQ/J . Lg/J _ c2 o
K/M ) K/M

A* - 322 (1 + 5
J/(Mb™)

3/ (Mb?)

ST (IQ/J)/(K/M) =n Yy J

"% - 22 (1 + 0} + -/ 0
_ .
L2 .nsd :u/ﬁﬁ r 112 ¢t
1,2 2 4 ;7

" o 2
o 9_.1 'n ,\1 (R/M) vy wy = lz (K/M).

0
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~dizcrétizarse come de dox mtades de vibracion aco-
plades en cada direccion.

Para ¢l calcuvie de las frocuencias de vibracion
se¢ idealizard la estructura como de comportamicnto
lineal, constituida por una cobierta infinitanrente
rigida de masy simétricamerite distribuida y sopor-
tada por una sola colimna, Como primer caso se
considerara al sucto infinitamente rigido {fig. 1).

En fig 1

i W orz peso de o enbierta mas a parte tributa-
. ;ia de la columna
¢ J = momente de incrcia -de 1o masa de la cu-
bierta respecto al eje -
A nte de . Envestigader.

LINAM. Lo

Fstituto de Ingenictia,

I

19 |
Efcclm sivm/cov i1 est umnm en fm nid

.t

momento

k,.

' Tie. 2. Rigiceces
REVISTA DE LA SOCIEDAD MENICANA DE INGENIERIA SISMICA. A. C.

1
de ])eﬁc/zflo m 1)87 fm’o TR
' e S i
o . Oc!amo I\AQCON CH _ . —
4
INTRODUCCION s
En la practica se preséntan estructuras consti- e
tuidas por una sola columna la cual sostiene una -
cubicrta que pnede ser una losa o en cascardn, Su x
comportamiento dinamice dthe estudiarse consi- Lo
derande el efecto que la inercia rotacional de Ia Lo
< cubierta induce en el movimiento tortal de Ja es- '
tructura. ' .
A principids de este afio se presentd en Califor-
nia, EUA un trabajo! en el cual se tratd este pro-
blema desde un pusjto de vista encrgético. Se cal-
culd s6in ] periode fundamental y con hase en e
&1, 1a respuesta de In estroctura a un determinado n
temblor. Los periodes caleolados para cuatro es- : ’
tructuras de esie tipo ya construidas fueron me- '
nores que los medidos in situ. La discrepancia fue , '
atribuidi o efectos de rotacién y trasla¢ion de la
hase. ' Fie 1 Féadubo ianekride
El ohjeto de csie trabajo es introducic un anali- : ;
sig modal. el cual nof propercionara los efectos del E = médulo de elamc:dad del mates, 11 de ia
scoplamicnte que existe entre los modes de vibra- colnnima | :
cion. Tombhién se tomnaran cn cuenta en forma " le = momento de inerciz de la seccion 11 anser.
.lpr(\\l'“.'dn los electos de rotacion v traskicion -, sal de fa colurana con resnecto al ¢ie =
de 1a base, C.G. = centro de gravedad de Ja c:ublcr(n
S ' i ‘ L = distancia de C.G. al sueélo.
CALCULO DE FRECUENCIAS Y ]
CONFIGURACIONES MODALES Para la columna mostiada en bas Fgs. 2a y 2b.
DE VIBRACION . .
T fe i R k = rigidez por traslacién {fierza - horizontal
V. Suels rigido aplicada eén C.G. fccesaria para que este
Para ¢l caso en gue el centro de gravedad de o se desplace a unidad) _ o
cubierta se encuentra localizado on ta pralongacion k. == rigidex por rotacién (par aplicado ¢n C.G.
de! eje de 1a columna, e} movimiento de la estruc-- neceRario para ‘pmdu(‘lr un giro unitin
tura pedra estudiarse en dos direcciones perpen- : a ta altura de C.G,
diculires entre si. En tal caso ¢l problema podra O =2 rotacion on C.G. debida a la fuerzi 4
& = desplazamiento latéral de C.G.

debide at )

LR

tig

L
K2
TRETe 2L

' ?
BIrer . L

2€le 2
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Despreciando las delormaciones por cortante,

las expresiones para k, k., vy § pucden encontrar-
Ae por esttica y valen '

(lﬂi

k = 3EL/L*:
; k, = El./L; {2a)
. 0 = 1.5/L (1b)
$=1L/2 (2b)

‘Para una fuerza de magnitud k. el desplaza-
" miento serd a y el giro at. Para un par de magni-

tud Bk, el giro serd g y el despiazamicnto g5. Al -

aplicarse ambos simultaneamente, el desplazamien-
to total de C.G. scra x, y el giro r, (fig. 3).

kr B

b3
n

a+B8

m
1

a8+

Fic. 3. Drvapiazamientos g giros totaics

Por tanto los valores de x, y », quedan dados

‘por .
xt=a+ 8 - (3)
(== atd 4 B (4)

Resolviendo el sistema de ecuaciones 3 y 4 para
a v B v utilizando las ecs 1b y 2b sc obtiene

a = {x, —k,ye)/n; (5a)

_ _ B = (e, — kyx,) /x-. (5b)
en las cuales o l .
y = L°2EL,: {6a)

€= 1 — kL2 /4El = 0.25 (6b)

Para jas oscilaciones del péndulo mostrado en
I fig 1. ol dizgrama de cuerpo libre de la cubicrta
estd indicado en la fig 4. Las ccuaciones de movi-
micnto. despreciando efectos gravitacionaies, serin

1

Jort kB =0 (8)

Y

; ¥yt arEpieramientn

a0l cenfrp de qQra
vogof As tn cuhior
tg )

posicion de
equilibrio -

N

(P rotacion del cgn-
tro de grovedod
de la cubiertp

m¥ +ka s

J€| +krﬁl'

Fic. 4. Diagrama de cuerpo libre

Sustituyendo a (5a) y {5b) en (7) v (B) se
obticne ‘ '

mxy 4+ (kxy — kk,yny) jx = 0 19)
J6s 4 (hory = kkyx) fe = 0 (10)

Las ecs. 9 y 10 se pueden expresar matricial-
mente en Ja forma

m O[ * Ik —ykk[ x .
AR R

0] £ kL—ykk, &, r;.J
Utilizando las ecs 1a. 2a y 62 se encuentra que

ykk, = Lk!2 SFI

Puesto que el movimiento ¢s arménico s tiene
que

) X = —aiXy Y Hho= —u’ry ('13)

en donde w es la frecuencia circular natural de vi-
bracion. :

Sustituyendo las ecs. 12y 13 en (11) se obtiene

m 0} X, Ck _ Lk x)
. 1 7
2 -0

o 11 La B P
- (14)
Factorizando en la ec. 14
% , Lk
1 ' 2 1" 0 "'1 .
— — . =0
[ Lk .
SN N ||
. (15)

La ec 15 representa un sistema de ecun -ones -
homogtneas, el cual. pura tener solucioa dil. rente
de ia trivial, necesita que su determinante sea nulo.
Por tanto :

I Lk

f e u? - :

| ™ 2

| =00 (16)
L L PR 5 PR :
% — 1.

 REVISTA DE LA SOCIEDAD MEXICANA DE INGENIERIA SISMICA. A C.



Desarrollando el determunante se llega a

i U
]t = = (kf o mkJo® 2
P

—.-..——!-.-,-(‘ikk,ml."'k"')zo (17)
_ 4t

. Duwidiendo ambos miembros entre m] y conside-
* * rando que L*k* = 3kk, se obtiene

. k4 mk, : ., kk, —0
w L .
m]x ‘1”’1]&‘
. que es una ecuacién de sequndo grado en w7, cuyas
snluciones son

. _ k4 mk,

M 7T 2m/v<_
T REYETTTRRTT
- \ ﬁm"' l"' x: ‘lml K- (19)

Dividiendo numerador y denominador de (19)
entre mj

_kim k)
2 - 2“ h

————

”T\“ m+ k,f)* --{k/m)(k N
- (20)

Liamande a

k:m =2 p* = cvadrado de la frecuencia circu‘ar na-
tural por traslacidén

* k., ] = 1* = cuadrado de la frecuencia circular na- -

tural por rotacién
- se gbiiene
tmi(p s

- \(P + 0#)F -—pf‘)

Dividiendo ambos rmcmbruq de (21) entre p* y
hacrendo v ps = A y . p* = pscllega a

«Jzz(bfn-\ulfpﬁii) (22)

Es intercsante notar que si /] = 0 (masa concen-
trada) de la ec 17 sc obtiene * = k;m = p*.

(21)

I.as configuraciones modales pueden obtenerse
de cualquiera de las dos ecuaciones algebraicas
cotenidas en la ecunciéon matricial dada en ec 15
l.a primera de ellas es

Lk
(—-fh m«:)»\'nv“-‘-flr:'-'o
* 2x .

donde ef indice n indica el nimero del modo v de

Ia cual se obtiene ‘
!&/ :
3 (—J—m«

123)

(24)

xl,»- Piw -

(18)

2

A

dividiendo pumeradar y denominador de (244 o
tre m y considerande que - 0250 ko e v
gque A= el opfowe flegn a0

.x...‘n._..:2L,'(i-—A,.)' (25

Si se desean tomar en cuenta las deformaciones
por cortante basta con modificar las rigideces me-
diante un andlisis de estitica y partir (?L nucvo de
la ec 17 sin considerar que L*k* = 3kk,. Si existe
excentricidad en alguna direccién su eficto podra
tomarse en cucnta introduciendo un grad.» de liber-

" tad adicional.

En las figs 5 y 6 s¢ encuentran repreqr-nadoc los
resultados de las ecs 22 y 25.

N

1.0

0.5

30

25

20

154

10

ol o o L
o + 2 3 4 5 6 7

Fic,.

o b

5. Grafica de frecuencias

{x/\.}/¢

Fui. 6. Grafica \x/L) /e vsa
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Ai oscilar una estructura cimentada en sticlo

blando, eviste interaccion dindmica suclo-estructu-
ra que cn la mayoria de los caros no debe dexpre-
aarse al calcular las frecuencias y los modos de
vibracion. En lo que sique se propone la adaptacion
de un método numérico para tomar en cuenta di-
. cho efecto. '

Las restricciones del suelo seran idealizagas me-
diante resortes de comportamicnio lineal; uno para
desplazamientos lineales horizontales y otro pa-
ra deformaciones angulares de cabeceo de la ci-
mentacién =,

En la fig. 7 se hace referencia a los parametres
que a' continuacién se mencionan

- AN = ngidez del resorte correspondiente a la
- traslacién de 1a base * = C:A

Cr = coeficiente de cortante elastico vniforme
del suclo.

A == Area de contaciq de la cimentacion.

R = rigider del resorte correspondiente a rota-

cion de la base * = Col, — W'y
Cy = coelicicnte de compresion elastica no uni-
forme del suelo. ‘

[, = momento de inercia de area de la base de
la cimentacién con respecto al eje =

W' = peso total de la estructura

i = altura del centro de gravedad de la c:-
tructura sobre el nivel de desplante

= n‘lm:.’l'

"

desplazamiento lincal 1otal en C.G.
fwlt

desplazamiento angular tota! en C.G.

'39. i}
i

o

. . - /
Posicion L

de equilibrio . i

22

17 = altura de € Gl owobre ¢ nivel de desplanie:
xy = trasladion de la bise

e ratacion de ta base -
Xy o+ 38

ty o< ﬁ' it

x. = L,

a = Fik

B = Mk,

oL s ek k. x, ey y Woya definides ante-
riormente.

El probiema serd resuelto utilizando un proce-.
dimicnte iterativo -y la tabulacién propuesta por
N. M. Newmark'; se despreciaran, 1a variacién
de la rigidez de la coiumna debida a {a fuerza
normal W y los momentos en la misma. causados
por la excentricidad del peso debida a deforma-
ciones de la columna.

Sean
F. = [fuerza horizontal en la base de la cimen:
tacion = F

M. = momento flexionante en la base de la -
_ mentacién = M + FL’

x, == F K

re = M.R

A continuacién sc describe ¢f proacedimiente .
seguir; N : C
7. Suponcr valores para x y
2. Caleolar F y M usando las expre .ones
F=muixy = Joie. En esta etapa ¢l valor
de . aln no s¢ conoce; por tanto se llevara
como factor comin en el resto del calculo

lr-‘.._.;_______ x. L

Fic. 7. Modelo de interaccion dinamica suclo-estructura
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: Acotaciones en centimetros
i
PLANTA '
l_ I_.
e

S . 5
: ' 152
' . _ __.3_ .. CORTE B-B
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382 e —

Fic. 8. Cascaron utifizado para ejemplo. \Después de R, MeLean)

en ta cual | . ) . X, = [ 2133 -]' N, = L --—-2173 ]
' 7 es un vector que representa los desplaza- : : )
micntes cstaticos de cada grado de Iiber- —_— - -

tad de la estructura inducidos por un X = [238 -l]. X’ = [—-275 l]
desplazamiento estatico unitario de la base. _

L]

;. B A_j" ‘m 0 _ 20.81 0 7
A tzs ;:I vector modal para ¢l enésimo modo. =L 0 J = 0 1.386 x ‘0"
n) . .
M es In matriz de inercia v \ Sustituyendo valores en ec 27 vy efectuarndo los
’ productos matriciales en ella indicados sc obtiene

X, es el vector traspuesto de .

_ 4960 '
Para nuestro caso se tendra C. = s = 0.00198
i= X’"‘] = [ ] :l sy TR
' [ Fret Y , ' Cz—m«.—_f—o.om%
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1. Calealar Ia fuerza v el momenta en la base me-
diante las farmulas

Poo ko y M. =M+ FL

1. I nenntrar los \.:lmw de Jos despluzamientos
PRk y =M R

( aicuur tos valores de los parhmetros a =: Fik
vt Mir,
Efectuar Jos productos B8 y aw
Colevlat xy = a + 30 y ry == 84 a0
Efectuar el producto xaz= L,
Calcular los desplazamientos lineales v angula-
res totzles de C.G. mediante las expresiones

N O S Y SIC VU GRS N
10. Encontrar ¢l valor de «° mnediante los cocien-

tes xx Ve ¢
11. S los valores de w: calculados en el paso an-
S1ETI0T 50N aproxim '_id(lmeme iguales. el proceso
habra concluido. Fn caso contrario repitase la
secucla utilizando como valores de partida para
x ¥y ¢ los encontrados en ctapa 9 o valores
cuvo cociente sea iqual al de x° entre . El
proceso deberd continuarse hasta lograr la
" aproximacién deseada.

L ]

oo N

EJEMPLO DE APLICACION

Con motivo de ilustrar los conceptos enunciados
anteriormente se calcuelaran las frecuencias y mo-
_dos de vibracién de un cascaran ya construide ¢n
- Califorma. EUA ({fig- 8). Los datos necesarios
han sido extraidos de la ref 1. Se comnputaran tam-
_hién las respuestas sismicas suponiendo que esa es-
tructira fuera a constrnirse en la zona blanda de
la ciudad de Méxica. Se utilizaran por ranto los
parametros elasiicos de las arcillas dcd Valle de
México v los espectros de diseiio propuestos en el
reglamento de construccion para el Distrito Fede-
ral ®,

Los datos necesarios de la estructura son

419 cm

480 ¢m

249 cm

20,450 kg (m = 2081 kg seg*iam)
43, 600 kq

1.775 x H0cm!

1.065 > 10%cm*

1.266 » 10" kg;cm

7.41 %X 10" kg em/rad

1.386 x 10" kg seg” cm .
(00358 rad/cm o
= 208 ¢m/rad

Las expresiones para Cy y Cy son las siguien-
tes ?

~

T~
n
11

Tie

o=
-
:

e Jma e T
1

Bar

o3

E - E 1
C: — F T e — Cq =y 20
1~ % \/;\ I \, A
En ecs 26 _
E = médulo de elasticidad del suelo
¥ = relacion de Poisson del suelo

24

A == 4area de contacto de la cimentacion
F, F = factores de forma de la cumentacien

Para ci caso de ia zona blanda del Valle de
México un'vnlor representativo de £ es 50 k‘f remt
y = 05" Para una cimentacidn cuadrada jos

valores de F, y Fy son 0.704 y 2.11 respectiva-
mente,

Sustituyendo valores en ecs 26 se obtiene

Cy = 0.123 kg/cm?
Cy = 0.369 kg/em?

Caso 1. SuELo ricipo

a) Calculo de frecuencias y modos de vibracién

Para el calculo de las frecuencias de vibracien
usaremos la {érmula dada en ec 22. Los valores de
los parametros a sustituir son

pe=kim = 608 (rad'seg)*
‘)- = k ;]__ 535 (rad.seq)?-

con los c.uaics
Ar = 2(1.882 2 V355 -0.882) = 0.494: 7.034

Por tanto
o = V0499 X 608 = V7300 = 17.32 rad =eq |
o: = \'7.033 X 608 = V4260 = 65.30 (ad seq
Los periodos naturales son

Ty = 2=, = 0.362 seq (T, obtenido de vn regis-
tro de vibraciones libres de la estructura y
reportado en ref 1 := 0.453 seq)

T-_v o= 2w!'u1-_- = 0.096 seg

Comparande los valores calculado y medido de
T, sc pucde ver la importancia de la interaccidn di-

. namica suclo-estructura.

Las relaciones modales se obtienen de-las evs. 25
y sus valores son

_ 22X
N0 = g g qey T SBemrad
2 x 419
T P AR (P .
X:lte = ey 275 ¢m. rad

b) Respucsta sismica

Para el caleculo de la respuesta sismicn de siste-
mas dec varios grados de libertad es wecesario
calcular los coelicientes de participacién de cada
modo de vibracién. Se puede demostrar ¥ que para
este caso es aplicable la siguiente ecuac:on

--1'..-.,. T

RTRTO
X MX.

. C. = (2
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B valar absoline de o respoesta mivima en
cada uno de los modas veri 7,

Ty, = luerzh cartante ¢ w0 .
M. = momento f|L‘Vfﬁ11:'lll!t?_J ool e g
% l‘x" J'S..,. (28)

in

donde

S.. = ordenada del espectro de aceieraciones
afectada por el coeliciente sismico € =
= 0.15.

El espectro gue serd utilizado es el propuesto
en el reqiamcmo de construcciones del Distrito
Federal = (fig. 9}. Lns valores de las ordenadas
egpectralef correqpnnduntes a Ty y T, son 100

cmseg” y 806 cm, seq” :c_apect:\mneme
"+ Sustituyendo valores en ec 28 se Hega o

Vil 0957 kg
My T 208,000 kg o

Vol [ 893 kg '
[_M’ J - [216,000 kg ch (30)

El criterio propuesto en rel, 8§ serd utilizado
para ¢l calculo de ia respuesta total (considerando

los efectos combinados de los dos modos}. Por lo
anterior ia respuesta total de la estructura valdra

Vi \/‘.‘7{ + ‘,_ M= \JMLI' + M:
(31a. 31b)

T

En ecs 31a y 31b

= fuerza cortante total en la columna

(29)

!
‘@ i gt uceleracion e
g | o gqrovedag '
] Co B .
1.0} /—-A- — Sq 25
\ S T

g_g,/\ s S -
e itaT) -
q [

o : 1 [ | .

° ' 2 3 4 T%(:ec?

Fic. 9 Espeetro e necleraciones
{ Después de E. Hosenblucth v 1. Fateva-

M = momente flexionante total en C. G.
Sustituyendo los valores dades en ecs 29 v 30
en (31) se obtienc )

V' =1.310kq AT = 344.000 kg cm
El momento en ia base de Ja columna valdra

Ay = 344,000 + 1310 % 419 = 893.000 kg cr

Los resultados de este caso se resumen en ]a
fig. 10a.

Caso 2, SUELO PLEXIRE

a} Caleulo de frecacncias 17 modas de vibra. i
Para considerar ln\ restricciones del suelo em-
plearemos ¢l método propuesto anteriormente pra-
cediendo en forma tabular. Sustituyends valores
en ecuaciones para Ay R se obtienen 1.58 X 10

kg - oy 6.35 X 10" kg cm ‘rad res;aecn\amente

PRMHR MODO

. Parametros Valores tler. ciclo) Factor comuin :
.\:. r (supuestos) ! » = 400 ¢m r =1 rad : - o
F=meix. M= [ | F = 8320 M .= 1.386.000
F.=F. M. =M+ FL L= 8320 M = 5376.000
xo=F. K . =AM/R \ = 0.4420 1 = Q00847 .
w= Fko 8= MU, Ca o= 0.6570 f=000187 w}
RS «f §33 = 03892 o v 0.00235- : w3
X T+ B8 e, ff+al : R— 1.0;162 roo77 000422 wl
v =l L x, = 1.0650 n "
X moxad o+ T T 36532 o = 0.01269 i ol
P N 72.0 787 |
| At =480 XN = {438 1
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PRIMER MODO

Valores 1} rudo Factor commin

Parimaefros

N AR !

M 0130 1386000 o
F. M. 9130 5.766.000° o}
Yer. 04860 000910 . . W
o 07210 0.00187 o
fo.an 03892 0.002585 ok
wor 11102 £ 0.001455
wuee - 4365
X 5961 0013565 o
w © 735 '75.8. ‘ —

Suponiendo que la aproximacién es suficiente |

resnlia
¥ = 440, X0 = [4401). 7 == 74 (rad/seq)”
T, = 0.73] seq. o

Ei procedimiento para ¢l computo de los para-
metros del sequndo modo es ¢l mismo, sélo que
la configuracién supuesta debera “limpiarse”, an-
tes de proseguis el caleulo, de las componentes del
primer modo que pudiera contener. Se demues-
tra’ que si \" ¢s el vector de la configuracién
supuesta. ¢l vector libre de componentes del pri-
mer modo queda dado por '

XM Ny,
— XTMY,

X, =X

Suponiendo para el primer ciclo

=77

v sustituyendo valores en la ecuacién matricinl 32
<¢ obnene '

v —151

X = [ ! ]

“que nos da los valores de partidd para ¢l piimer
cicto de calculo.

t\":,

X, (32)

s . |
SEGLUNDIO MODO

Frarameioe

Viadoses £ ler, cicla) Factor comin

x,r  —151 !

CF M 3143 1386000 o

" Fa M. —3143 —123.000 o
Xora  —0.672  —00001940 .-
o —0248) 0.0018700 .
f5.af T 03892 . —00008890 .
Ny ey 0.1411 0.0009810
xie  —00930
X0 —0.1191 0.0007870 W
1267

1270 —

X/ = =151, X7 = [—1511]. T. = 0.176 seq.

En este caso se supuso un valor cercann al real
y pot tanto sOlo se necesivd un oicle para aue se
obtuvicra la aproximacion deseada. S el vitar ca-
pucsto no hubicse sido cse sina otro cudlyuiera,
sequramente no hubicra sido suficiente wn ciclo
de calculo. En los ciclos subsiguicntes se -prote-
deria en igual forma gue antes: suponer wicial-
mente ‘la configuracién obtenida en ¢l ¢iclo ante-
rior; limpiarla de las componentes del primer mo-
do: ctc. -

b} Respuesta sismica

Los valores de los coeficientes de participacian

* y de las ordenadas expectrales para este caso son:

Cy = 0.001689, (= —0.001680

So= 1274 cem segt, . S = Bobom sey

Las respuestas maximas para cada moado vajen

I‘ m] - [ 1.970 kg
M,y T L2920 kg em |

V. ‘l - 461 kg
M. |7 | 203000 ko em |

Las respuestas maximas terales seran (fig 10b)
" = 2,030 kg

M = 361,000 kg cm
M. = 1209000 kg cm
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4

[

. M:344 fon ¢cm 36!

ton cm O

Fic. 10. Respuestas “sismicas

Caso 3. Base riGIDA ¥ MASA CONCENTRADA

Para. comparacion de resultados se verd cual es
¢l valor de la respuesta maxima en el caso de des-
preciar la inercia rotacional y la interaccién suelo-
estructura, -

Para este caso p* = 608 (rad/seq)?, T = 0.325
- seq. 0155, = 926 cmsseg®, V = mS, = 1,930 kg y
M. = 808.000 kg cm (fig 10c).

CONCLUSIONES

En la siquiente tabla se resumen los resuliados
~de los tres casos. indicados como porcentajes del
segundo caso.

Concepto Caso ! Caso 2 Caso 3
Vv 64.4% 100%% 95.0%
M 95.2% 100% 0 %

M, 73.8% 100% 66.7%

los resultados de la tabla anterior dan una
idea clara de la importancia que tiene el considerar
la ineréia rotacional de la cubierta v la interaccién
sueio-estructura. La importancia del primer con-
cepto aumentara conforme mayor sca el momento
de wmeroia de masa de la cubierta con respecto al
eie 7. Bl ultimo concepto es tanto mas importante

Ccuanto mas blando sca el suelo de cimentacion.

En particular puede observarse que en el tipo de
solucion 3 no sc obtiene momento flexionante a la
~altura de C.G. Esto puede traer consigo serios
! errores en la cuantia del acero de refuerzo nece-
sario en la unidn columna-cubierta que es donde
mas ductilidad necesita desarrollarse.

.6. Marsal R..
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METODO NU?ERICO 8 DE NEWMARK PARA RESOLVER EJ, PROBLEMA DE VIBRACIONES

FORZADAS.

EL METODO QUE A CONTINUACION SE DESCRIBE ES ADAPTABLE A SISTEMAS NO

LINEALES CON VARIOS GRADOS DE LIBERTAD.

PROCEDIMIENTO:

1.  SEAN y;, y,;.yY;, CONOCIDOS EN EL INSTANTE t ., v t

P

T S Y
a7ty *oat

SUPONGAMOS EL VALOR DE y. 4

2.  CALCULEMOS y,,, 2 vy oLy Yyp0ae/2 L (26)



3.

=

, . . X 2 ' ')
CALCULEMOS v, & Yy * y ot + (% - Ry (at)T e py. (6]

/

(27)

CALCULEMOS UMA NUEVA APROXIMACION PARA yi+5 A PARTIR DL LA

ECUACION DIFERENCIATL DE EQUILIBRIO:

., : , 4 .. -
Yipq So200Y g T w (Memmemiton, ) - (XD (23)
DONDE ‘emmpmafabiamepaid B8, | & Faf

REPITAMOS LAS ETAPAS 2 A 4 EMPEZANDO CON EL NUEVO VALOR v

i+l

HASTA QUE EN DOS CICLOS CONSECUTIVOS SE TENGAN VALORESDU vy,

CASI IGUALES.

SE RECOMIENDAN VALORES DE B DE 1/6 A 1/4 X at=0.,1T PARA ASESL VAP

CONVERGENCIA ¥V ESTABILIDAD.



1414 ( STRUCTURAL DYNAMICS

The tullowingapproximate furmula May be used lura sunpler dufinition of the
seiunive value of the pseuds and the redl period ol vibration: i

T T, 52 . 21 gt
et} {1 . —_— . e 7204215
) T - "1 (1 12;3) vl ‘(17 120, + T204 )5760 .. {22)

The response of Lthe systemto an initial veloeity is given by the secondterm
in Eq. 8. The relationship betweenthis response and the true response to an
ulnal velocity, as shown by the second term in Eg. 19,18 :

1
B -]/2 g .
Iy,
) -=[lt(ﬁ"")62] g....i,-i—.__._uz.',“.

= « . {29)

1 518 exactly equal to §, the maximum veloeny respouse 18 correet, but If it
I8 dufferent from 1. there is an incorrect maximum velocity response,

Values of the errors In the period and of the errors in maximum responste
to an initial velocity are given in Taubles 2{a) and (1) for several values of g
and for a range in values of h/T. There 15 also given in Table 2(¢) the rate
of cunvergence for the corresponding \abular entries. For a system with a
number of degrees of freedom, the limits are expresuvdan terms of the short-
cst period of the system.

When a2 > 4, the solution of Eq. 18 uscillates withiut bounds, and the cal-
Culatiun does not yield resuits even in remote agreement with the exact solu-
tion, The solution is said to be “unstabile.” . ’

e 8lability limit Crilerion, corresponding Lo avalee of g < 4, can be ex«
pressed in terms of the time interval also. The reiunion between gand 6 in
Eq. 13 can be expressed 4s '

2 e S T
"""——"2'1 o (24)

from which the stabllity Limit hy can be written as

ZIhb-

O = v SR

which can be simplified to

’

hs
—-_—

= cee e (28)

Values of the stability himit are shown in Table L a5 a function of 8

- From Table 1, it can be scen that lor valucs of g greuter then ¥, the time
interval is chosen tor convergence, the wumerical procedure will always be -
stuble. However, for values of #less thun . convergence does not insure sta-
Lility. Lack of slatility gives no warning of difficulty, but introduces a spu-
fious Increaslng oscillationinto a System whichmay be in oscillation anywny.
Therclore, an inexperienced cumputer may not recogaize the difticulty, More-
OVeE, an mstabylity 1o the higher modes onl may sul even he apparent 1o 4n
“Xjarienced computer, Cansenquuntly, lappears that unless othir stepy are

Ao o,

- STRUCTURAL DYNAMICS ; 1415

' ime i mr Df e iabulit
takan 1o tnsure stability, one should limit the time mu:r\.-.; _,,(_ Fxy ¥
lield f s Convergence eriteron,
criierion rather than by the converge S o it des
.hzie."pr.:.umn: of Parumuter g.— A method very :n;u‘: m.-.,.;_;.r .lur'lel.. e
scritied here fur =0 has been describedelsewhere._ A r:.m.‘;-.: {w 3 -:;.n‘.hc
iny in many respuectd to that for i a ¢4 has alsobeengescrie However,

TAHBLE 2. -EFFECTS OF LENGTH OF INTERVA.L O ERRORS
DUE TO NUMERICAL PROCELLRE

‘Values of §
T
BT 0 112 1/8 s | 1/4
(s} Relative Errors In Period
14
7 i & ud§
- 0,05 -0.004 -0,0001 0.002 6.0 i /08
3.15 -0.017 -u.0003 0.008 8.017 i G.Ci.i
0.20 -0.0749 ~0.006 0.028 ¢.as53 : .12y B
0.25 -0.130 -6.015 0.038 | 0087 | o0u18 .
0.313 -0.363 -0.045 0.047 0.g3 4 0.2?2 -
£.389 LY -0.220 0.100 0.1%¢ ;  C.3e2 -
0450 ...e A -0.10¢ oast | o.aso
) n Celns ;
) Relatlye Errurs 1o Maximumn Respoose W oaf Zioiiad Veloslty
1
0.0% 0.012 v.008 0.008 s.oed 7]
0.10 0.052 G034 - 0.025 0613 i G
0.20 0,209 0.168 0.188 0.32 i 0
0.48 0.614 v.308 0.202 §.112 ; u '
0.318 oo 0.732 0414 [ -5 ' & &
£.349 .. 8 T e ) 1.000 o.ate ! o
0.450 . .a o0 orzz ! G
(¢} Hate of Convergence
a5 ! pors
0.05 ( 0,008 0.012 €. . 94
6.10 "0 0.033 0.049 3 .0ed ! 2,089
0.20 ¢ 0.132 0.197 3.243 ! b.595
0.28 ¢ 0.206 0.308 0412 ¢ 0,617
3% S Wt
818 0 U333 0.500 0.52 :
g 389 e B 0.500 £.750 1,653 : 1.600 .
0.450 - .. B 1.000 13 [ 2,000

8 Valuce aro buyond Limit for etability.

general trealtmunt previously presented ip different from :ﬁ:.‘a:gn;:-.n Lere, par-
tteularly fn the treatment of the starting of the motion A —etlod ulmila'.r to
that for =} was first presemedby 8. Timoshenko.S Hawesor, e did not carry
the procedureto the point of generalizing it for qthcr ks = ple one-degree-

3 *Errore Introduced Ly Step-by-Step Integration of Dynazia : .
asd W. D. Kroll, Report, Natl. Dur. of Standands, Washiogion, <, '}-.n,-...x.ry, .1‘3.'>I-.

4 *Sema New Mothods for the Numerical Integration of Ordiza 3 IJ.'I!:::‘::."[!’E_ h;t::;
tlona,® by L. Fox and E, T Guudwig, Proccvedlogs, Camsbridge Prel. Suz,, Vol. 45, 1949,
Pp. 371 -388, o - .

3 fVibesten Probiomes in Poginoertng,® by 8. Timoshecks, . Van Nestrand Co.,
Now Yourk, N, Y., 41h editdon, Jub-b, pp. 143-145,

LR
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1412 STRUCTURAL DYNAMICS

. Now fur convergence in o seguence of caloulattong the quantity p must be
mumerically less than I, Tie critical value, for cuivergence, of the time in-
terval) K cen then be conguted from Eq. 9 by setting the right-kand side nu-
.mtr:'ax}y egual W 1, with ine rezelt: ’

B noa T o
Thz:wﬁ lllll-lnco‘ouooacn(lo}

Critical values of the convergence limit as a funciion of gare contained in
Table 1.

For practical purposes the time intervalwouldordinarily be taken as small-
er than thal which curresponds lo pure osclllation, or o = -}, in order to In-
surerapldengughconvergence. If p = -0,32, the errors willbe reduced to 1% of
thelr original value in four steps or four cycles of feration, 1t would appear
that, since for small values of J the convergence is modt rapid, the lower
values &f A would be best to use, However, other considerations affect tha
chalce, The most important of these 158 the matter of stablinty which is dis-
cussed 1g the next section. .

For a complex system, it can be shown that the ruic of converyence 18 de-
pendent” upon the {requency or the perjod of the highest mode of the system.
Consequently, the tune interval used must be related Lo the anortest period of

TABLE 1.—CONVEKGENCE AND STABILITY LIMITS

— Values of 3
. : itam - 1
0 1/12 irs | 1 1/4
Coaveryuence Umit, b /T 0 6,551 0.450 0.368 0,318
Stability Hmit, b,/T 0.318 0.389 T 0.450 0.551 o

vibration, or the period In the highest mode aof vibration, for the lumped mass
system, Since stability also depends on a similar criterion, 1i appears that
e greatler the number of masses into which a system I8 broken down the
storier will be the permissible time interval for numerical calculation of the
dynamic response of the gystem,

Srability and Errors fn Numerical Compulation.—1In order to study lhe stu-
Lility of the numerical Integration procedure, let us consider the special case
Gf 4 Bimple gysteny, a mass withone-degree-of-{reedon without external force
acting on it, For such a condition, and for some Initinl displacement and ve-
loeity, the motisn of the system shou'd be 2 pure oscillatiun, with a circular
irequency of vibration as given by

o,

L
.l

K

2.
w Mt

e (1D

in which X I8 the spring constant and M the maps, The relationshipbetween
" the acceleration and the displacement 6 given by

BrotwX ... (12)

£
.

STHUCTURAL DYNAMICa ; )

; : ¢ sy s wElandd Uy
With the prec.ting relutions, and witl the use of the symbo. ad u Y
] YT

at = —‘-éiq' e eaa e ¥
1+867 - .| - ,
we can derlve a aflerence equation relalingthe valuesol three s-.'.cces.-.nve_iha-

placements of e Bystem. The vguation, in general terms, 18 » -
: D - 14
xn.wl .(2-a2)xn¢xn_1+(y-5)a2 (xn-xn-l) 0. ... ( l

Frorg the guneral relations between finite differences 2nd derlut}l;ea::)}:
can be seen thiat the last termun the left of this equation Correéspol :eicd.
factor times the velocity of the systew, and consequcmlydc:'m b;a :rﬁ:.:i;smg &

: ;Lo y hough the Syslem was coiine
ap a viscous dumping term even L ¥ ¢ 8 : v
damping. This spuriouslast tern: can be eliminated by the choiceof ¥ }_: In
this care the gcnéral difference equation can be rewriilen as

xn,li('.!-nz)xn‘-xn_l:o' ..... e s

e dlfference equation, Eg. 15, can be written

Te Y tion of thefl
The general oo ig less than 4. In this case, definc 3 quaniity

{n the case where the quantlty al

$ by
a2 BN e (16)
2
The solution of Eq. 15 can then be written in the form
‘ t
x=Acos¢hl-.+Bam¢-ﬁ ...... cenen (17

‘ ' , } ialdisplace-
This can alsobe stated interms of a psrudo period Ty, ang an ?ni‘t:l Tﬁe ce”
ment ¥.. and # parameter B which 18 of the same form ang a ve.ocily.

- 2

sult is

i t 271
x='x0w52,; #BEInTE L .. (8

5 5

This may be cumpared with the exact solution, X, which 18 gven by

v . .
- o 235t 3
x=xucou-2-,;—l+-gsln—f— ...... ... {19}

It can be seen that the approximate solution, Eq. 18, i_.'x Sin:klm; 10 the c;x;v‘:l:
solution and gives precisely the same response for an 1nai:1§.:15pace‘{men . bt
gives adifierent pertodfram thil of the actual eystem. The vajue of the pseu

rerlod Ty 18 given by

2ah e 20
‘ 'I‘s =% cearas : .
The l.‘elatlon between Lhe pseudo period Ty and the true pericd T ia
| T

5.0 e (21)
T" Tc-t.n-‘ ‘
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SISTEMAS NO LINLALLS DE UM GRADO DE LIBINTAD

. ECUACION DE MOVIMIENTO:

Mx + Oly,y} = P(t) ; y = x-x_ = DESPLAZAMIENTO RELATIVC

L]

ST O(v, y) = KY + CVv f'SEATIENE EL SISTEMA ELASTICO LINEZL
MODELOS PARTICULARES

1.  RIGIDO-PLASTICO Q%

Q2

0 ==Q, + Cy, SI y<0
Q = Q, + Cy, SI y<0 EN DONDE C = CONSTANTE.SE HA EMPLEADC CO
MODELO EN EL ANALISIS DE TALUDES Y CORTINAS DE PRESAS DE TIERRA

Y ENROCAMIENTO

2. - ELASTO-PLASTICO T AQ

e

ye . yu

SE EMPLEA COMO MODELO EN EL ANALISIS DE ESTRUCTURAS DUCT [LES.

FACTOR DE DUCTI LTDAD =y o= yu/ye
y,, = DESPLAZAMIENTO MAXIMO QUE PUEDE SOPORTAR EL SISTEMA SIN

FALLAR.



3. SISTEMA R LINEAL Q
' <N
Q
, By By
CON ENDURECIMIENTD | _ CON ABLANDAMILNTO
SE USA. COMO MODELO PARA ANALISIS . SE USA COMO MODELO DE SISTEMAS
DE PUENTES COLGANTES . . QUE SE DEGRADAN POR AGRIETA-
MIENTO (MUROS DE MAMPOSTERIA,
POR EJEM)
4. _TIPO MASING |
QA (INCLUYE A LOS ANTERIORES COMO CASOS ESPECIALES:
Val - " % Lol
il b 2 1)
/, Y | l
- Esqueleto de la
| curva
0 = FUERZA EN y = v
O » -0
'y, = DESPLAZAMIENTO EN EL CUAL EL PROCESO SE INVIRTIO (y CAMBIO |
DE SIGNC) POR ULTIMA VEZ
CASO PARTICULAR DEL ESQUELETO
Y= 2 +_7a(9-—)r (MODELO RAMBER - 0QSGOOD)

Q

DONDE Yqyr 0

1’ @ y r SON CONSTANTES POSITIVAS

A
Q ’/"?-o(=o

" | K=o.l'r=4

, i

Y




EJEHDLO: - CASQ BILINEAL
Q 4
o
Y>0
Sy
Q.

#///

: Y
o :

EJEMPLO ' CASO ELASTOPLASTICO

A
el
v L— XY >0

T A (NN

METODO B DE NEWMARK

PARA EL ANALISIS DE SISTEMAS NO LINEALES SE PUEDE USAR EL_METODO 3

__DE_NEYMARY._ DESCRITO ANTERIORMENTE,




. . ] e -’-. . ’ . ] .

Yie1 Y T 35 (Y. + Vi) ‘ (11)
_ (] - ) l e .s ] ..

Yi+1 = Yi + Yi(o.lO) + €60 (ZYi + Yi"fl)- ) (III)

FL PROCEDIMIENTO DE CALCULO ES COMO SIGUE:

LX)

SE ASUME. Y
SE CALCULA Y, CON LA ECUACION (II)
< SE CALCPLA ,Yi+i CON LA ECUACION (III)

SE CALCULA UN MEJOR VALOR DE Y, , CON LA ECUACION (I},

1l
ETC.

.

‘PARA LA FUNCION DE RESISTENCIA Q SE TIENEN LOS SIGUIENTES CASNE:

. - Qma ‘
I
3 I
|
/o
‘ | S | ..
Qot— — —— =, _ | L
| & I
1 ’ |
| |
) ‘ |
| !
| | 1 !
] | l
-0 Yo y . ymd\?
1. COMPORTAMIENTO ELASTICO ,  Q=32Y TONS
2. CAMBIO DE RIGIDEZ ~ - o+ Q = 30 + 18 (Y=Y ) TON
3. DESCARGA , Q= Qg - 32(Y,, -Y) TONS

ESTA ULTIMA EXPRESION MANTIENE SU VALIDEZ.HA.STA QUE'(YMAX—Y) 52‘{0



Y, = 0.,9375 CMS i Qg = 30,0 TON
PARA £t 20, y = P o302 s 3 Y=0; vy=20
m- M 2
PARA t = 0.10, Y; =Y < 0 ; Y; = 25
ler, CICLO
SEA ;i+l = 20 COMO PRIMER TANTEO. EN TAL CASO

§- = 0 + = (0 + 25) = 2.25

i+1 .20 '
Yyq = 0 +°0,10 x 0+ 5= (2 x 25 + 20) = 0.1167

600

Q= 32 x 0.1167 = 3,7330

Ly 50 - 3.733

ie1 = ; = 23.134

2o0. CICLO
b4 = 23,134/2 = 16,567
= 73.134/600 = 0.1219

Q = 32 x 0.1219 = 3,9000

(50 - 3,9)/2-= 23,050

3er. CICLO



- 4o,

CiCLO

Yigp = 23.052

L4 - . _ d

Yi41 23-052/2 2.4026
Yie1 = ?3.052/600 = 0.12175

n = 32 x 0.12175 = 3,8960

<1
i

(50 - 3.8960)/2 = 23.052

ETC.
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- EJEMPLO

A
Q tons
b (1) " M=2 ton.seq cm " |
I | “—K= 18 fonvem
‘ . 30 | ~=-- -
+—+K= 32 ton/ems -
/777 /TJ'7 W 0 0.9375 cms =Py
ons , .
SOAP
Bl = = - _ :
0 | 05 —> { segs.
EC?ACION DE EQUILIBRIO DINAMICO , M¥ +FQ(Y) = P(t)
Y =‘P(t) = 0(Y) - P(t) - 0 (y) - RET

PARA LA APLICACION DEL METODO DE NEWMARK SE TIENEN LAS SIGUIENTES®

- EXPRESIONES:
ti+1 =-ti + At
Yyeq = ¥ b (g Yy) 8t/2
B . e 2 . -2

CONSIDERANDO At = 0,10 SEG. Y B = 1/6 SE PUEDE ESCRIBIR;



e

LOS CALCULOS BASICOS SE MUESTRAN EN LA TABLA SIGUIENTE:

PR CT AT P

12

e o Y v ;1' Y. 0
SEGS TONS CM SEG ™~ CM SEG cMS TONS
0.0 50,00 25.000 0.00 0.00 0.00
. 0.10. 50.00. 20.000 2.2500 0.1167 3.71430
23.134 2.4070 0.1219 3.9000
23,050 2.4025 0.12175 3,3960
23.052 2.4026 0.12175 . . 3.8960
0.20 50.00 20.000 | 4.5552 0.4722 15.110
17.445 4.4270 0.46793 14.970
17.513 4.4310 0.46804 14.977
17.511 4.43075 0.46204 14.977
0.30 50.00 10.000 5.8060 0.98610 . 30.8750
‘ 9.560 5.7840 0.98540 30.8620
9,569 5.7848 0.98543 . '30.8639
. 0.40 50.00 0.00 6.2630 1.5958 41.849
4.0750 | 6.4670 . 1.6026 41,972
4.0141 | 6.4640 1.6025 41.970
4.0150 | 6.4640 1.60250 41,979
0.50 50.00 0.00 6.6650 2.2623 53.846
- -1.9230 S
-1.9000 | 6.56975 2.2591 53,789
-1.8944" i _
~-1.8946 | 6.5700 2.25912 53.789
0.50+ 5.00. -24.3946 | 6.5700 2.25912 53.789
. 0,60 5,90 -30.000 3.8503 2.7848 63.251
: : -29.126 3.8940 - 2.78626 63.278
-29.136 | 3.89347 2.78624 63.277
-29,138 3.89347 2.78624 63.277
0.70 5.00 - ~32.000 0383657 3,025127 67.577
' -31.289 :
~31.320 0.87057 3.02626 67.5098
-31,299 |
-31.301 0.87147 3.02641 67.600
0.7278 5.00 -31.620 | -0.00313.-| 3.03850 67.818
-31.409 o
~31.420 | -0.000352 | 3.03853 67.818
~31.4093 ] -0.000205 | 3.03853 67.818

'En t=0.5 + SEG, ay =-45/2 = =22.5 ,1=22.5 - 1,8946 = -24.3946
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” CONTINUACION DEL CUADRO ANTERIOR

t p Y Y Y Q
.80 5.0 ~28,000 ~2.1449 2.95%611 65.293
~30.146 : _
-30.000 -2.21708 2.957874 65.237
~30.118 .
~30.117 -2.22127 2.95777 65,234
0.90 5.0 -27.00 -5,07712 | 2.59025% 53,473
-24,236
~25,00 ~4,97712°| 2.59358 53.580
~24,290 '
-24,294 ~4.,94182 2.59476 53,617
~24,308 © =4 ,94242 2.59474 53.617
.00 5,0 -14.00 -6,85782 1.99614 34.461
~14,7305
-14,7200 - | -6.89382 1.99494 34,423
-~14.,7120. ~6.89342 1.99495 34.423

. BN ESTOS CALCULOS SE INTRODUJO t = 0.50° Y 0.507 PORQUE PARA ESTE
" INSTANTE SE PRODUCE UN CAMBIO BRUSCO EN LA CARGA P(t) DE 50.00 TONS
A 5.00 TONS, CON LO CUAL SE PRODUCE UN CAMBIO BRUSCO EN LA ACELERA-

CION DEL SISTEMA Y. EN ESTF INSTANTE NO SE PRODUCEN CAMBIOS EN Y

Y ¥.- EL TIEMPO t = 0.7273 SEG,

-

SE INTRODUJO POR LA NECESIDAD DT
CALCULAR LOS VALORES DE Y Y DE 0O, PUES A PARTIR DE DICHO INSTANTE

SF INICIA LA DESCARGA DEL SISTEMA. ESTA CONDICION SE ENCONTRO SOBRE

"

LA BASE DE APROXIMAR Y 3 CERO, OBTENIENDOSE YMAX=3.03853 CMS Y

Opax = 67-818 TON,

EN EL CUADRO SIGUIENTE SE PRESENTA UN RESUMEN DE LOS RESULTADOS.



t y(supuesta) P Y O 'gEcalculado) é- NOTAS
Seq. Cm S‘(-Eg_2 " Ton Cm. Ton Cm Segﬁz_ Cm Sec;r_l
0.0 - - 50.00] 0.00 .00 25,00 0.00 '
0.10 l23.0520 50.00f 0.12175 3.896_ 23.0520 '2.40260
0.20 17.5110r " 50.0n) 0.46804{ 14.977 17.5110 4.43075
0.30. 9.5690 . 50.00 | 0.98543| 30.863 9.5690 - 5.78480 -l- CAMBIO DE RIGIDEZ
0.40 4.0150 50.60 1.60250 41.970 4,9150 6.4640
0.50 -1.8%46 50.00 2.25912 | 53.789 ~1.8946 6.5700
0.50+ - - 5,00 2.25912{.53.789 -24.3945 6.5700 *_'CAMBIQ DE CARGA
0.60 | -29.1380 5.00| 2.78624| 63.277 .-29.1380 3.89347 | | |
0.70 ;31.3010 5.00; 3.02641 ] 67.600 -31.3010 _0.87147 ]
0.7278 -31.4093 5.00] 3,03853 | 67.818 -31,4093 —0.600205~—-Qméx, Ymix.
0.800 -30.1170 5.00°| 2.95777 ] 65.234 ~-30.1170 -2.22127 |
0.99 -24,3080 5.07| 2.59474 53.61% ~-24.3080 -4,94242
1.00 =-14.,712n 5.0041 1.99495 | 34.423 -14.7120 -6.89342
{ mdx = 3.03853 cms
RESPUESTA MAXIMA .
max = bt
. e

67.818 - tons



30

2.0

O

X max = 3,03853

1O

,/_\
0,728 seg
M X :
| E —
T 22777
02 “Tos 0 Tos Q8 Seg 1O

R
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_ EJEMPLO.

Anidlisis sismi¢o dindmico de un marco plano de 4 niveles,
Ditos:
1. Geometria y pesos:

Nivel Peso
(tn)

25
25
50

10 12

2
N oW b

o ]|

=]
~3
Ww

. _L 5 > 6
5m 4 . G
3 2 4

—

v
3

3

-

TIPS

+‘——— 7 m‘~——4 1, 2,.5, ... barras.

, 1, 2, 3, ... nudos.
2. Dimensiones columnas:

~ Niveles 0 a1 0.60 x 0.60 m : '

1a2 0.50 x 0.50 m

2aid 0.40 x 0.40 m
3. Dimensiones vigas: '
. 0.40 x 0.70 m
4. Médulo de elasticidad del concreto: 150 000 kg/cm2
' 5..Aplicar el Reglamento del Digtrito Federal: J
Construccion tipo B
Zona 1 (terreno firme) (Cs= 0.16)

Factor de ductilidad @ = .2
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INSTITUTO DE INGENHIERIA, U.N.A.M. ' Hoja.8: I,
ANALISIS SISHICO DINAMICO DE HARCOS PLANGS : ,
29/JUN/B5  MARCL:Ejemplo 32.

Nunero dc Barros ~=vv~vw=) |
Numero de Nudos Libres ==
Numcro de Apoyos owummeas)
Numecro tde Nivelas mwso=se)

& oS

LA ESTRUCTURA TIENE 20 GRADOS DE LIBERTAD: GIROS ==wossmaswszm==) @
. . : DESPL. VERTICALES. ===> 8
DESPL. HORIZONTALES => 4

. : 20
CARACTERISICAS DE LOS NIVELES (MASA = PESO / p)
NIVEL PESD [Ton]). MASA [ToneSeg2/M)  ALTURA (M)
1 £0.000 L.@3E8 S.008 . . - -
2 5e.000 : 5.08968 12.000 - B '
3 Z5.e0e - 2.5484 . 15,0089
4

25.000. . - 2.5484 20.000
CARACTERISICAS DE LAS BARRAS: Modulo de Elasticidad £-= 15000080 Ton/#"2

ANGULO  MOMENTD DE

NUM. BARRA _ NUDO A  NUDO B LONGITUD _ (GRADOS)  INERCIA ARER -
t t 3 5.00 9¢. 00 2.0109 0.3600" * -
2 3 4 7.00 .60 0.0114 0.28082
3 2 4 5.00 93.00 8.0108 ., 0.3508
4 3 5 5.00 99.00 ®.0052 0.2500
5 5 3 7.00 .00 0.0114 0.2800
6 4 6 5. 00 90.00 ©.0052 - ©.2500
7 5 ? '5.06  50.00 0.0021 ©.16500
g - 7 8 7.00 0.00 0.8114 0.2800
g 3 8 5.00 90.00 ?.0021 0.1620

10 7 g 5.00 30.00 0.0021 @.1600
11 9 10 7.00 0.00 0.0114 0.2820
12 8 10

"5.00  90.00 0.0021 0.1600
CARACTERISTICAS DE LOS APOYOS: ' '

APOYD ¢ 1: Nudo 1, Apoyo en Cantiliver
APOYD & 2: Nudo 2, fApoyo en Cantiliver

CONTRIBUCION DE CADA NUDD A LOS DIFERENTES GRADOS OE LIBERTAD
EL CERD SIGNIFICA RESTRICCION AL MOVIMIENTO CORRESPONDIENTE

NUDQ 6180 Oespl, Y __Despl, X

1 o ) ? . R
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IHSTITUTO DE INGEKIERIA, U.M.R .M. o " Hoja & 2 37

ANRLISIS SISMICODINAMICO DL MRRCOS PLAMOS
29/JUN/ES MARCO-Eyemplo 82,
2 0 2 [}
3 i g 17
4 2 10 17
5 3 11 18 T N
€ 4 12 . 18 '
7 5 i3 18
e 6 14 , 19
] 7- 15 20
14 B 18 , 20
TIPD DE LA CDNSTRUCCION . . : B B
20MA SISMICA: _ - ' 1 TYERREND FIRME
FACTOR DE DUCTILIDAD (Q) 2.00
COEFICIENTE SISMICO (C) 8.186
ORDENADA DE LOS ESPECTROS DE DISERD PARA T=8 (a@) 0.03

PERIZDOS CARACTERISTICOS DE LOS ESPECTROS DE DISERQ: T) 2.30
T2 0.62
EXPONENTE €N Lﬁ: EXPRESIONES BE LOS ESPECTROS DE DISERQ (r} .50

"mpresion de la.matriz [ K 1 de rigidez del marco armoda considerando daforma -
ton.axial de las eclumnas y clemcntos en diagonal y sin considerar deformacion

ax:al de las viges,

“La mntriz { ¥ ) consta de 4 submntr,ccu

ye

|
B Kil | Kl2 a
o |
[ K] » brscmema fmmmrna o
] i
r ; - ® K21 | K22 a
~ e fa ! #a

SUBMATRIZ [K111: ORDEN (16,16}
E5TA MATRIZ ESTA ARMADA EN SFYLINE Y ESTA CONTENIDﬂ EN UN VECTOR
DE 196 ELEHENTOS

~ A Y™

A AT LANAN

M AN LaNNOT"

4

M YA LY

L T N Y e e Vs I 4

Coiumnaq i 2 3 5
Raong 1 2.501E+004 4,900E+003 - 3,125E+003 0.000E+000 Q.000E+00Q
CHenn . 4,900E£+4003 2.901E+004 0.000£+000 3.125E+003 0.000E+0C0D
Rang 3 3.125E+003 0.CO00E+000 1.B61E+004 4,900E+0Q3 © 1.,280E+003
Tang 4 8.000E+00Q0 - 3.125E+003 4,500E+003 1.861E4004 0.Q00E+Q0R0
feng’ 8 0.000£+000 Q.000E+000 1.280E+003 0.000E+000 1.432E+D04
eng 6 g.000E+0002 0.000E+000 0.000E+200 1.280E+003 _4.9@0E+093
ong 7 0.000£+000 @.000E+0Q0 0.000E+000 0.020E+000 1.2B80E+003
Reng 2] 0.000E+000 0,000E+D00 ¢.000E+Q00 Q.000E+000 © Q.Q0RE+QQQ °
Rerg 8 2.100E+003 2,100E+003 0.000E+Q0QDQ 0.000E+000 ° ©0.000E+Q0Q
Reny 1@ -2.100E+4002 -2.100E+003 Q.000E+0Q09 0.00PE+000 ' @.000E+QCR"
Reng L1 0.000E+000 0.000E+000 2. 100E+003 2.100E+003 0.000E+000
Aang 12 0.000E+000 O,.P00E+0Q0 ~2,i100E+Q03 -2.100E+003 ¢.000E+0Q0
Reng 13 Q.000E+000 2.000E+000 0.00CE+000 2.000E+C00 2.100E+003



THSTITUTO DL INGENIERIA, U.H.A M. :
ANALYSIS SISMICO DINANMICO DE MARCGS PLANOS

29/ JUN/EE

B

keng 1S
Reng 1B
Eollithee
Heng 1
Reng 2
Reng 3
Reng 4
Reng 5
Reng 6
Reng 7
Reng g
Reng 8
Reng 10
Reng 11
‘Rang 12
Reng 13
Reng 14
_Reng 15
Reng 1B
Columnas
Reng 1.
Reng 2
Reng 3
-Reng 4
Reng 5
Reng b
Reng 7
Reng 8
Reng S
Reng 10
Reng 11
‘Reng 12
Reng 13
Reng
Reng 15
Reng 1B
Columnas
Reng 1
Reng 2
Reng 3
Reng 4
Reng 9
Reng B
Reng 7
Reng 8
Reng - 9
Reng 10
Reng 11!

1

G0 ANl FENNGE &

COONMNDROSOOR

MARCO Ejemplo $2.
@.CRLE+CDD  0.0BRE+0C0D
0.00UE+DOE  0,Q0RE+000

b 1
Q.000E+000 0.Q00E+000
0.000E+000 ©.COBE+200
©.200E+200  ©0.Q00E+00D
1'.28BE+002  ©.Q00E+0Q00
4.900E+002  1.2802E+003
1.492E4004 0.020E+000
0.00RE+Q0C  1.236E+004
1.2805+003  -4.,90QE+00@3
®.000E+020 @.000E+200
B.00DE+000  ©.QR0E+200
2.020C+0008  ¢.0Q0BOE+0Q0
0.000E+000  0.Q00E+00QD
2.100E+003  ©.0Q00E+000
2.100F+003  ©.Q00E+000
©.CROE+008  2.100E+0@3
0.000E+000 -2,100E+003

11 12

.000E+000 0.0BDE+000

.20BE+000  ©.Q0CE+00Q0

.100E+G03 -~2,100E+003

L1Q0E+003  ~2.100E+003

.000E+COR  0.000E+00Q

.0BBE+QD0  ©.000E+000

.0DDE+0Q00 Q.0DDE+0DO

.02BE+000 - 0,000E+000

.SOBE+004  0.00QE+0R0Q

.00QE+000 -7.500E+004

L236E+005 -5.Q0RE+L02

.2ORPE+002  1,236E+@05

.BOPE+0C4  ©.000E+EOD:

.0QOE+000 -4.BOOE+004.

.0PPE4+0020  Q.000E+000

:0PRE+000  ©.0Q00E+0QD"

16

.O00E+D0OD

,GDOE+000

.30PE+000

.0ROE+000 .

. @DOE+200

.0B0E +000 '

.100E+003 '

.100E+003

.00RE+00R0

.Q0BE+000

.0POE+00C0

0.000E+220
0.000E+020

i

.000E+000
©.000E +a00
©.Q0BE+000
0.00RE+000
@.000E+00D
1.280E+003
4.900E+003
1.236E+004
2.000E+000
0.0G0E+000
0.000E+000
0.00BE+000
®.000E+000
. 000E+Q0D
2. 10DE+003
~2.100E+203

13

. 000E+000"

0.022E+0020
0.000E+Q0D
0.0006E+0200
2. 1G0E+pR3
£.100E+Q063
0.00QE+000

- 0.0D0E+QE0

¢.000E+D0O
"Q.0CBE+000
=4 .6800CE+004

2.000E+000"

9.660E+004
-6.000E+ Q@2

-4, BORE+004:

0.020E+Q0D

@.000C +000
0.0P0E+000

Y

2.100E+003
2.160E+003
0.000E+0200
0.020E+000
2.000C+002
0.000E+000
0.00VE+Q00
Q.000E+000
1.836E+4005
~6.000E+0082
~7.500E+004
2.000E+000
0.000E+000
¢.002E+000
0.000E+G00
0.000E+000

14

"Q.000E+020

2.000E+000
0.000E+000
0.000E+000
~2.100E+003
~2.100E+002

@ ODOE+0QQ -

¢.000c4+000
- @.0ORE+DOD
0.002E+000
@.600C+000"

-4, BBOE+004:
. ~5.0ORE+002

9.660E+004:
2.000E+000

-4,800E+004-

" . Hoja 8 3

¢.000E+000
Q.000E+000

10

-2.1005+003 "
-2.100E+003
0.000E+000
0.000E+Q00
@.000E+000
@.000E+000
0.000E+0029
0.000E+D00
-6 . DBRE+302
1.826E+005
0.000E+Q00 -
~7.500E+004
2.000E+000
©.000E+000
0.0P0RE+000
?.000E+000

15

9. 000E+020
©.000E+000
.000E+000
.00OE+000
0. 00PE+000
0,000 +000
2:100E+003
2. 100E+003
. 000E+000
0.000E+000
®.000E+000
D.0OCE+D20 -
~4.BOQE+004
9. 0CRE+000

4,860E+004
~6.P0PE+002



INSTITUYD OC INGENIERIA, U.

AN,

AHRLISIS SISHMICO DIHAMICO DE HMARCOS PLHNGS
MARCO: Ejemplo $2, : :

29/ JUN/ 8BS

Reng 12
Reng 13
Reng 14
Reng 15
Reng 1B

SUBMATRIZ [K211=TRN[KI1Z]:

Columnas

Rong
Reng
Reng
Reng

F N TUN S

Columnas

Reng
Reng
Reng
Reng -

F- TSI X

Columnas

‘Reng
Reng
Reng
Reng

E N SYRN AN BN

Columnas

Reng
Reng
Reng
Reng

 SUBMATRIZ
. Columnas

Reng 1
Reng 2
Reng 2
Reng 4

IMPRESION
Columnas

Rang 1
keng. 2
Reng 3
Reng 4
Reng 5

B - W SR N

" B.2905+000

R.VQCE+R0D
-4 ,BODE+204
~-6.00kE+RD2

4.660E+004

1

E.7586-002

6.758E-002
-8.993E-002
-8.993E-002
4.913E-003

2

. 160E~002
. 166E-~002
. 293E-002
.293E-002
. 193E~002

& b Uy

ORDEN (4,16)

3

BE 2
. 2.013E+003  2.013E+003 ~1.B75E+002
1.875E+003  1.875E4003  1.107E+003
0,000E+020 @.00ec+300 7.680E+202
0.000E+000  ©.Q00E+000  ©.000E+00R
[ 7 8
0.000E+000  ©.Q0OE+000  ©.0DRE+000
~7.680E+D02  ©0.000E+000  ©.@DOE+00C
0.00CE+000 -7.G89E+002 ~-7.GB0E+002
7.680E+0@2  7.G8OE+002  7.660E+00Z -
11 12 13
0.008E+000  0.000E+000  0.00E+000
©.000E+300 0.000E+000  0.00E+E00
0.000E+000  0.000E+000  ©.BO0E+000
0.00CE+000  0.0085+000  ©.Q0PE+000
15 -
0.000E+000 -
.000E+000
2.00BE+000 -
0.000E+000 .
{K22): ORDEN (4,4) 3
1 2 3
4.610E+003 -1.SO0E+003  O.0CDE+000
-1.500E+@03  2,114E+003 ~B.144E+002
0.000E+000 -6.144E+007  1.22SE+003
0.000E+000  ©0.000E+208 -5.144E+002
DE LA MATRIZ [ Y )J=INV(IK111)e{K12],

3

-3.0983£-003
~-2.083E-003

3.290E-2012

3.290E-002
-1.301€E-004

4
-1.B7SE+003
1.187E+003
7.680E+002
Q0.000E+00Q0
9

0. 000E+P00

@, ABBEFGRQ

0.000E+200
3.000E+000Q

14

?.000E+6C0
©.000F+000

. 0.000E+008 -
©.000E+000 -

4

0.000E+0Q00
0.200E+200
-65.144E4002

o onN®

Hoja & 4

5
¢.000E+000
.EBRE+2BZ

Q0.00BVE+T20
7.680E+002.

12
.CORE+200
.Q0RE+Q0Q
.POVE+BRD
., GRRE+2E0

15

‘@, 000E+000

Q.,000E+DOR
@.CoeE+200
"0, GORGE+QQQ

6.144E+002"

ORDEN (16,41 "

4

4.351E-004

4,351E-004

-9.335E-004

-9.335E-004
3.872E-002



CAIHSTLTUTO DL INGEHICRIA, U.H.AM..

ANALISIS SISMICO UIKAMICYO OF MARCOS PLAHDS
MARCO: Ejemplo £2.

28/JUN/8%
Reng &
Reng 7
Rang B
Rang 9
Reng 10
Reng 1
Reng 12
Reng 13
Reng 14
Reng 15
Reng 16
IMPRESION
Columnas
“Reng 1
Renp p
Reng 3
Reng 4

4.918E-903
~1.500E-003
-1.500E-003
5.688E-004
~5.688E-004
5.1B1E-003
-S.181E-002
4.645E-003
-4.649E-003
4.664E-003
-4 ,6E4E-203

GEL PRODUCTO
1
6.093E+002
4.676E+001

~1,358E+007
5.2G3E+000

-4, 193E-002
2.926E-003

- 2.926E-203

-2.130E-003
2.13Qe-003
-2.340E-003
2.340E-003
1.028E-003
~1,028E-803
7.528E-004
-7.52BE-024

-1.201E-004

-4 .559E-002
~4.659E-082
4.915E-004
-4,915E-004
1,034E-003
~1.034E-003
4.786E-0@3
-4.786E-003
8.547E~003
~8.647E~003

.B72E-0@2
.579E-002
.579E-002
.819E-003
.B19E-0e3

bW

N2

6.898E-003
-1.353E-002
1.353E-0@2
-1.711E-002
1.711E-0202

(K21 J«INVCIKL1))«[K1Z], ORDEN (4,4)

2

4 .B76E+001
3.579E+002

- B.144E+081

-5.9491E+00!

3

-1.358E+002
6.144E+00!
1.221E+4002

~-7.176E+001

IMPRESION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ LATERAL [KDJ,

{KD) = [KZ23-[K21I«INVIIKILIIsEKIZ)

Columnas
Reng !
Reng 2
Reng 3
Reng 4

1

4.001E+003
-1.547E+003
1.358E+002
~5.252E+000

2

~1.547£+003
1.761E£+003
~-6.75BE+002
5.9381g+001

3
{.358E4002
-5 .758E+002

1.107E+003
-5.42b6E+002

4

5.253E+000
-5.851£+801
-7.176E+001

1.298E+802

ORDEN (4,4)

4

-5.253E+000
5,891E+0081
-5.426E+002
4.846E+002

.898E-003

Hojo & &

40

EL POLINDMIO CARACTERISTICO DE LA EXPRESION ![KD)-w2[M)l=0 DIUIDIDh .
ENTRE EL FACTOR Elo= 3200.00 ES DE GRADD 4 Y TIENE L0OS SIGUIENTES
COEFICIENTES CALCULADOS CON EL METODO DE KRYLQV

a 3=-5.484430E-001 - & 2= B.64BO4QE-0L2
a @m 2.853620E-005

a 4= 1,000000CE+000
a 1=-3,792254E-003

LAS RAICES DEL POLINOMIO- ANTERIOR, MULTIPLICADAS POR EL FACTOR Elo, CORRESPONDEN
A LAS FRECUENCIAS w AL CUADRADO DE CADA MODO, LOS PERIODOS T DE CADA MODO SE = -
OBTIENEN CON LA FORMULA T=2+PI/w -

w2 T

MODO .
f(Seg)"-21 {Senl
1 36.1948 1.1434 .
2 177.2041 0.4720
3 574.9082 0.2620
4 972.7297 0.2015

LOS VECTORES CARACTERISTICOS {Y} (MODOS DE VIGRACION)
DE LA EXPRESION [{KDI-w2[MI){Y}=@ SON LDOS SIGUIENTES:

MOOO 1 | 2 3 4

T ' 1 AMAMM 1oAMRAn 1 anAnA 1 An0An
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“ INSYITUTO DC INGEMICRIA, U.H.0 .M. o . " Hoje % -6
ANALISIS SISMICO OINAMICD LC MARCOS PLANDS : .
€9/JUN/BS  MARCO: EJemplo B2, ) . . :

ivel 2 2.82638 2.01732 0.43275 -0.57948
Nivei 3 §,25610 0.06139 -2.85323 0.43561
Mivel 4 6.57807 . -2.16386 1.62227 -0.13966
NORMALIZANDO LOS VECTORES MODALES ANTERIORES, GQUEDAN DE LA SIGUIENTE MANERA: ™
MODD % L2 3 4
NHivel 1 0.06602 9.16267 8.17127 0.36884
Nivel 2 9.19321 ©.32816 0.07412 -0.21374
Nivel 3 . @.34697 0.01324 -0.49563 0.16215
Nivel - 4 0.43432 -0.35202 - @.27785 -0.05151

Ductilidad Coefiéionte_dc Desplazamiento
Modo Aceleracion Modif, 0' Participagion Maximp {M]

1 1.3129 2.0000 3.3123 0.0720

2 1.5896 2.0008 - 1.B384 0.0073

3 1.4083 1.8735 - " B.6960 9.0009

4 1.1507 1.6715 1.8725 ?.0008
DESPLAZANIENTOS MAXIMOS DE LAS MASAS DEBIDOS A CADA MODO,

)00 | 1 2 3 4
Nivel | 0.00475 0.00118 0.00016 ©.00028

C Nivel 2 0.01381 0.00238 0.00007 -0.00016
Nivel 3 0.02499 0.00010 -0.00045 0.00012
Nivel - 4 0.03128 -0.00255 2.0002S -0,00004
DESPLAZAMIENTO MAXIMO DE CADA MASA, SUMA DE LOS DESPLAZAMIENTOS MAXIMOS
DEBIDOS A CADA MODC Y REDUCIDOS CON EL CRITERIO DE LA RAIZ CUADRADA

Masg Imax (M) \
i 0.0045)
S 2 2.01412

3 0.02493 :

4 6.03138 _ o . .
FUERZAS MAXIMAS EN LAS MASAS DEBIDAS A CADA MODO
MODO 1 2 3 4
Nivel 1 @.73171 1.06608 " 0.45668 1.38799
Nivel 2 2.14128 2.158062 " 0.19763 > -0.80431
Nivel 3 1.92762 0.04339 -0.G66064 0.30503
ivel 4 2.40663 -1.15347 0.37043 -g.@9692

FUER 'AS Y CORTANTES DE DISERO EN CADA MASA.

EL UALOR DE LA FUERZA TOTAL SOBRE

CADA HdSﬁ SERA LA SUMA. DE LAS FUERZAS DEBIDAS A CADA MODO ¥ REOUCIDAS CON EL
CRITERIO DE LA RA!Z CUADRADA



CINSTITUTO of
RNALISIS SI%. i, il fo. ..
28/JUH/85

MARID:

TIGERTE

I
L PAARARLES SUENDS
Egampla £7, ‘
Haaa' Fusr:s Cartante
Jonl fTon]
4 2.696! 2.6961
3 2.0562 4.7523
2 2.1458 7.8981
1 1.8512 9.8493

LAS ANTERIGRES SOLICITACIONES LATERALES PRODUCEN LOS SIBUIENTES G6IROS -
Y DESPLAZAMIENTOS EN LOS ODIFERENTES NUDOS DEL MARCO

-1.033

REACCIONES EN LOS HPOYOS.DEL MARCO EN SISTEMA GLOBAL DE COORDENADBAS:

NUDO  TIPO DE Rx Ry MOMENTO © L FRRIET
APGYOD dond . [Ton} [Ton-M) : 1
1 Cantiliver ' - -4.9246° ' ~13.3175 16.3782
2 Contiliver . -4.9245 13.3175 16,3762

Hota &8 7

‘NUDO Despl., X Despl., Y Giro
' (M) (M3 [RAD )
1 0.00000 - D.00De00 Q. 00R00 : o PR
"2 0.00000 2.00000 0.00000 ) ' :
K/ 9.005%0 . 0.00012 -2.00126 o -
4 2.020630 -0.00012 -0.901286 o ?
g5 0.01755 0.00023% -0.00114 ' ¢
B 0.81755 -0,00023 -0.00114
7 6.02993 0.00031 -0.00072
8 B. 02993 -0.B003] -3.00072
g 0.23698 8.00033 -0.00034
10 0.63698 -0.00033 -0.02034
ELEMENTOS MECANICOS EN L0S EXTREMOS DE LAS BARRAS EN SISTEMA LOCAL DE -
COORDENADAS Y CON SIGNOS DE ACUERDO A LA CONVENCION DE N/B. FUERZAS EN
TONELADAS Y MOMENTQS EN TONELADAS-METRO.
FUERZA AX AL FUERIA CORTANTE MOMENTOS NUDOS
BARRA Fr'h Fx'B Ey'p Fy'B Mom & powm B -
o B =~ : : '
1 -13.317 13,317 4.825  -4.925 16.378" 8.245 I
2 0.000 0.000 -5.124 S.124 -17.933 ~-17.8933 3
3 13.317 -13.317 4,825 ° ~-4.925 16.378 8.245 2
4 ~B.194 8.194 3.949 ° -3.9439  9.688 10.058 3
5 2.000 . - 0.000 -4,495 4.495  -~15,733 -15,733 5
3 8.194 -8, 194 3,948 -3.949 9,688 10.058 ¢
7 -3.699 3,699 2.376 -2.376 . 5,676 6.205 &
8 0.000 0.000 -2 666 2.666 -9.330 -9,330 7
g 3.699 -3,698 2.376 -2.376 . 5.B76 £5.205 6
10 -1.933 1.033 1.348 -1.348 3.125 3.615 7
11 0.000 . B.000 -1.0933 1,033  -3.B15.. -3.615 ¢ 1
© 12 1.033 1,348 -1.348 3.12% 3.615 8 |

BOWDDDTUY &AW

- —

42
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IHSTYTUTD DE IHCGENIERIRA, U.N.8.11. : : Hoja & 8.

1 e

AHARLISIS SISHMICO DIHAMICO OFE MARCOS PLAHOS
29/ JUN/BS MARCC: Ejemplo %2.

o,

JUMPROBACION DEL EQUILISRIO, SUMA DE FUERIAS EN LOS WUDDS LIBRES:

NUCO Sum. Fx . Sum., Fy Sum. Mo
{Ion) [Tonl [Ton-M1
3 ©.98756 . -0.0000 9.0000 .
4 @.8756 -0.9000 0.0002 . ' -
5 1.5729 -0.0000 @.o000
6 1.5728 T o~D.02020 0.0020
17 1.0281 0.0000 b.0000
8  1.828! ~0.0000 ~3.0000
g 1.3481 ‘ ~0.0000 ©.0000
10 '1.3481 0.0000 o.0000

cUMATORIA DE LAS FUERZAS HORIZONTALES DE LOS NUDOS COMPRENDIDOS EN CADA NIVEL

MNivel 4, Nudos: 9, 1@

Sum. de Fx en Niv. 4 = ° 2,88E1 Ton

Nive! 3, Nudos: 7, 8 :
Sym, de F» en Niv, 2 = 2.8562 Ton

“iye! 2, Nudes: 5, & _
aom. de Fx en Niv, 2= 3,1458 Ton

Nive! 1, Nudos: 3, 4
Sum, de Fx en Niv., | = 1.9512 Ton

. wes  FIN DEL ANALISIS wsw



DIRECTORIO DE ALUMNOS DEL CURSO "DINAMICA LSTRUC!URAL” IMPARTIDO EN ESTA
DIVISTION VEL 29 Dt JULTO AL 7 DE AGOSTO DCL PRESENTE ANO.

.- AGUIAR FALCONT ROBERTO

- tSC, POLITECNICA VEL EJERCITO SAN IGNACIO No. 1070 o
. PROFESOR PRINCIPAL ' _ EDIFICIO PATA DE CUAPUCO DEPTO 5
- CENTRAL PAZMINO ¥ AV, GRAN CULOMBIA  QUITO ECUADOR

QUITO £CUrDOR ' 23-50-16

54-35-00

2.~ AMADO Z0GBLT JORGE ALEJANDRO
ITMPRES INSTITUTO NAC.

- 3.- ARNOLD OJEDA CARLOS |

' ESC. DE 1NG. CIVIL UNIV. GUANAJUATO AV. JUAREZ No. 226
PROFESOR DE TIEMPO COMPLETO 36000 GUANAJUATO, GTO.
AV. JUAREZ No, 77

GUANAJUATO, GTO. 36000

2-07-79

- 4.~ LRINDIS SANDOVAL OTHON

INSTITUTO MEXTCSNO DEL PETROLEQ SINALOA No, 175-A

EJE CENTRAL LAZARO CARVENAS No 152 DELEGACION CUAUHTEMOC
© 07730 MCX1CO, D, F. 06700 MEXICO, D.F.

567-66-00 . 553-08-31

5.~ CARDENAS ORDONEZ HAROLD

UNTVERSTDAD DEL VALLE : AV, UNTVERSIDAD No. 1923 EDIF, F
CD. UNIVERSITARIA MELENDEZ DEPTO. 1001 '
CALT COLOMBTA COL. COPILCO

- APARTADO AEREQ 25360 DELEGACION COYOACAN

39-14-50 . 04360 MEXICO, D.F..

6.- CASTELLANCS PEDRO PABLO
PTLOTES DE CONTROL, S.A.

7.- CRUZ CLEMENFE MARIO . |
INSTITUTQ TECNOLOGICO UE OAXACA ANDADOR DEL VALLE MANZANA D-10

PROFESOR TNVESTIGADOR UNTDAD GUELAGUETZA INFONAVIT
CALZ, TECNOLOGICO Y CALZ., WILFRIDO OAXACA, 0AX,
MATT U

OAXACA, " QAX.

8.- CHAVEZ LUPEL GABRILLA -
INSTITUTO VE TNGENTERTA ~ AV, TV No. 14

BECARTA DE TESIS COL, EDUCACION — gae_ii= -+ =
CD. UNTVERSTTARTA DELEGACION COYOACAN ~— & ' - =~

DELEGACTION COYOACAN ’ 04400 MEXICO, V. T
546-11-35% ' 549 53-32 :



Qo-

.j_a-

J1 -

DOMINGUEZ HERNANDEZ 0SCAR
INSTITUTG DE TNGENTERTA

ESPINACE ABARZUA RALL

U, CATOLECA DE VALPARAISO-CHILE
ACADENTC)

AV, BRASIL No, 3157

YALPARAISQ, CHILE -

25-.73-33.

JERNANDEZ PEREZ J, R(BERTO
COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAY

JZ,~ FIGUERQA PIEDRA JOSE ANTONIO

13-

S ¥

DIRAC, S.A.
CALCULIQFA

" TNSURGENTES SUR No, 1155

COL, DEL VALLE
DELEGACTON BENIT( JUAREZ
59 §-49-48" .

GARCIA ORTIZ GUADALUPE
INSTITUTO TEC., DE CD, MADER(
CATEDRATICO

AV, Jo. DE MAYQ S/N

CD. MADERO, TAMPS.

GARCIA HERNANDEZ ANDRES BENTGNO

S, C, T.

.15~

Jé.-

17.-

J&,~

GOMEZ BARRETO JOSE
COMISTON EEDERAL DE ELECTRICIDAD

GI'L ZUPUDA SOTERQ ALEJANDRC
INSTITUTO TEC, DE TEHUACAN.
PROFESOR TIEMPQ COMPLETO

KM, .3 CARR. HUAJUAPAN DE LEON
APARTADO POSTAL No. 247
TEHUACAN PULB LA

HINOJIOSA REGCLLAR CARLOS A,
COMISION FEVERAL Db CLECTRICIDAD

TSUNZA MOHEDANQ FERNANDQ
FACULTAD DE TNGENIERTA
AYUDANTE DE PROFESOR "G"
CD, UNTVERSITARIA

DELEGACTON COYOACAN

550~52-15 ext., 3733

~ CAUINO REAL No. 2080 No. 33
VINA DEL MAR CHTLE

NEAMEL No. 46

COL. SANTO DOMINGO

DELEGACTON COYOACAN
04360 MEXICO, D.F.

554-55-18

MORELOS 219 NTE 3B
COL. UNIDAD NACIONAL
CD. MADERO, TAMPS, 89410

AV. INDEPENDENCIA OTE. No. 4713-A
TEHUACAN, PUE. |
27547

XANTEN MAN D-16 LOTE Z
COL. ARENAL 1a. SECCION
DELEGACTON VENUSTIANO CARRANZA

- 15600 MEXICO; D.F.

763-88-129



- 12,

20,

21.

2.

23,

24.

25.

6.

27.

JARITZ OQLIVARES ERNESTO
PETROLEOS MEXTICANOS
CONSULTOR TECNICO ESP.
EJERCITO NACTONAL No.
COL. ANZURLS :
545-85-60

H:Al'l

JIMENEZ AQUINQ CECLLIU
INSTITUTO TECNOLOGICO DEL ISTMO
DOCENCIA

KM, 621 CARRET. PANAMERTCANA

CJUCHITAN OAX, 70000

LAFUENTE SANGUINETTI MARIANELA

- IMME-MCY

PROFESOR ASTSTENTE

PLAIA LAS TRES ARALIAS. .

LOS CHAGUARAMOS, CARACAS, VEN,
662-75- 38

MARTINEZ ESQUIVEL VICTOR HUGO
T. M. P.
1NG,

EJE CENTRAL LAZARQ CARDENAS 152

MELGAREJO ARISTIZABAL TVAN
UNT VERSTDAD, NACTONAL
TNGENTERO DE LABORATORI()
BOGOTA, D. F.

1

MIJANGOS BENITEZ ALVARO
DIRAC, S. A. DE C, V.
INGENTERO

INSURGENTES SUR No., 1188-Ten.
COL. TLACOQUIMECATL
DELEGACTON BENITO JUAREZ
569-39-95

MILLAN TOLEDO FCLIX

DEPTO. DEL DISTRITO FEDERAL
DIREC, DESECHOS SOLIDOS
JEFE OFTCINA TNGENTERTA

SAN ANTONIO ABAD No. 1722-6o.
COL. TRANSITO
588-33-17 cxt. 138

MORNEQ GONZALEZ JORGE ARMANDO
UNTVERSTDAD MICHOACANA

QCADIZ MONTALBAN FERNANDO
DPTMENS TONAMI ENTOS ESTRUCTURALES
GERENTE DE TROYECTOS
FASEO DEL CANTTL Ne, 66

OSQUES VE TLTLAM[VA
DLLLGAC]ON COYOACAN

5650-14-72

716-Ten, PISO

PISU

P1S0

TORTOLAS No. 45

LAS " ALAMEDAS

ATTZAPAN DE ZARAGOZA
54500 EDO. DE MEXICO
§22-46-95

FCO. T MADERO No. 21 SUR
JUCHTTAN, OAX. 70000

- C. CAMANA LOS ALBAMAS

EL CAFETAL
CARACAS, VENEZUELA

VALLE DL WESER No, 98
VALLE Dt ARAGON ‘
55280 ‘€D, DE MEXICO

567-66-00 ext. 20559 °

CALLE 15 No. 547 .
COL. STA. CECTLTA TLAHUAC
DELEGACION TLAHUAC
03110 MEXICO, D.F.
§42-09-64

STA. LUCIA No. 957-2
COLINA DEL SUR

DELEGACION ALVARO OBREGON

01430 MEXICO, D.F.

680-32-§7



28~

30.-

31.-

32,-

33~

34,

PARRA MUNOZ HERIBERT( : '
INGENTERIA DE STISTEMAS UEL TKANSPORTE
METROPOLTTANO '

JEFE UE SECCION

LEGARIA No. 357

COL. PENSIL

DELEGACION MIGUEL HIDALGO

599-69-122 ,

CARBALLO ONANA MANUEL -
PETROLEOS MEXTCANOS .

PLREZ ARIAS ARTURQ .
COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD

PREZ CABALLERQ FRANCISCO JAVIER
COMISTON NAC. DE SEGURIDAD NUCLEAR
Y SALVAGUARDI AS _

ENCARGADO DE LA RAMA DE ESTRUCTURAS
INSURGENTES SUR No. 1806

COL. FLORIDA

534-87-6§

QUIR0OZ CERVANTES EMMA
ENEP ARAGON

. PROFESOR ASIGNATURA "A"

AV. CENTKRAL ¥ AV, RANCHO SECO S/N

RI0OS ¥ LORENZQ JOSE LUIS
UNAM -
PROFESOR

KM, 3.5 CUAUTITLAN TEOLOYUCAN
872-33-11

RODIRGUEZ VEGA MIGUEL ANGEL.

u. N. A M.

PROFLSOR -

CD, UNTVERSITARTA

it FAC. DE_INGENTERIA ‘ .

- COYOACAN

04510 MEXICO, D.F.
550~52-15 axf 3733

35— SAAVEDRA VASOQUEZ WENCES LA

INSTITUTO TECNOLOGICO DE OAXACA

MAESTRO TINVESTIGADOR
CALZ. TECNOLOGICO ¥ WILFRIDO MASTEU

AV, 6 Ng..103

DELEGACION BENTTO JUAREZ
03036 MEXICO, D.F,
672-18-46

HUANCAYO No. 714

COL. LINDAVISTA ‘
DELEGACTON GUSTAVO A. MADERO.
07300 MEXICO, D.F.

586-46-64

7a. CERRADA DE ALBERTO SALINAS No. 26

COL. AVIACION CTVIL
DELEGACION VENUSTTANO CARRANZA

15740. MEXICO, D.F.

763-37-86

MIRALUNA No. 60
54720 CUAUTTTLAN IZCALLI
§73-73-79

CALLE 49 No. 2]

COL. TIGNACIO -ZARAGOZA
DELEGACION VENUSTTANO CARRANZA
15000 MEXTICO, D.F, ,
762-09-13

3a. RPIVADA DE MACEDONIQ ALCALA No. 107

COL. DIAZ ORDAZ QAXACA, 0AX,



36.-

37,-

38.-

SALINAS SANTUS ROMAN. SERGIO
PETROLEQS MEXICANGS.
CONSULTOR TECNICOQ ESPECIALIZADO

MARINA NACTONAL No. 216-1¢n. PISO

COL. ANZURES
541-85-64

SERVIN HERNANDEZ GONZALC -
I. .C. A.

TORRES CAMARGO ADOLFO

. DIREC. GRAL. OBRAS MARITIMAS

JEFE SECCION GOLFO CARIBE
PROVIDENCIA No. 807

- COL. DEL VALLE

DELEGACION BENIOT JUAREZ

523-48-53

39—

\

VELA TOLEDO PETRA '
INSTITUTO TECNOLOGICO DEL ITSMO
DUCENTE -

CARRETERA PANAMERICANA KM. 521
JUCHITAN, OAXACA

- CAMPO MASTA No. 47

COL. SAN ANTONTO
DELEGACTON AZCAPOTZALCO
02760 MEXICO, D.F.
561-48-34

- BALBOA No. 306
‘DELEGACION BENITO JUAREZ

03300 MEXICO, D.F.
539-04-05

ALLENDE No. 35
JUCHTTAN, OAX.



