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FECHA 

Miércoles 28 de sep. 

Jueves 29. 

Viernes 30 

Lunes 3 de oct. 

Martes 4 

Mi érco 1 es 5 

Jueves 6 

Viernes 7 

Lunes 10 y Martes 11 -
Jueves 13 

Viernes 14 

Lunes 17 

Martes 18 

TE M~~A 
~' ' 

17:00 a 21:00 hrs. 
• 1 ••• 

17:00 a 21:00 hrs. · . '·Técnicas tiásicas.de muestreo 
. -~ .. : .... , r: .:_· .. ·. -· -- ·- -· ,_ -· 

17:00 a 21:00 hrs .. ·.' '·Técnicas básicas' de ·muestreo 
- . . . ¡ 

. '>;. . -' ' • : ·,-<;:~ ·-, ·'. ·' : 

17:00 a 21:00 hrs. :·:'·'··:-técnicas bás i e as ú '.mues treo 

17:00 a 21:00 hrs. 
'·l ' 

._, 

17:00 a 21:00 hrs. 

17:00 a 21:00 hrs. 
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17:00 a 21:00 hrs. 

17:00 a 21:00 hrs. 

· ... -:¡··, -:~. , •.. -__ :· <:; ' . 
·-· --:: .. 

· Hiiseño y ariá (i.~ is dé experimentos 
¡. · ·'para comparar ·dos ,tratamientos 

. - '. ·' . 
• ' '.. ,-· ·-· 1,.:,1 

.-- \ ',1 •. : f'. . 

· ~ri~roducci6n a los paquetes para -
computadora. 

Diseño"y análisis de experimentos 
para comparar K tratamientos 

Í:Ífsef.o y análisis de experimentos. 
. !0.\in bloques aleator_:iydcs · 
. ,) '''.. . :· :_. ,. •, . . -·; ' . . . . ~- i ; : ' ' ' 

· . · D1seño y análisis 
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Viernes 30 
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Miércoles 5 
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Viernes 14 
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HORARIO 

17 a·21 hrs. 

17 a 21 hrs. 

17 a 21 hrs. 

17 a 21 hrs. 

17 a 21 hrs. 

17 a 21 hrs. 

17 a 21 hrs. 

17 a 21 hrs. 

17 a 21 hrs. 

17 a 21 hrs. 

17 a 21. hrs. 

i ~ M A 

1 n t r o d u e e i ó n 

Técnicas básicas de muestreo 

Técnicas básicas de muestreo 

Técnicas básicas de muestreo 

Diseño y análisis de experimentos 
para comparar: dos tratamientos -
introducción a los paquetes para 
computadora 

Diseño y análisis de experimentos 
par'! comparar K tratamientos 

Diseño y análisis de experimentos 
con bloques aleatorios 

Diseño y análisis de experimentos 
factoriales 

Diseño que usan cuadros 

Análisis de variancia en regresión 
l i nea l 

Aplicaciones de paquetes para com
putadora . 

M. en l. Bernardo Frontana 

M. en l. Rubeñ Téllez Sánchez 

M. en. l. Rubén Téllez Sánchez 

M. en l. Rubén Téllez Sánchez 

M. en l. Rafael Brito 

M. en l. Augusto Villarreal 

M. en l. Rubén Téllez Sánchez 

Dr. Octavio Rascón Chávez 
M. en l. Rafael Brito 

M. en l. Rubeñ Téllez S. 

M. en l. Rubén Téllez S. 

M. en l. Rafael Brito 
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" 2.· MEDIO A'TRAVES DEL CUACSE ENTERO· DEL CURSO:-'. 
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PERIODICO' - FOllETO- GACETA OTRO 
[,'(CCi.:-.;:_9~~ :\~~U.'\1. 

' 
l_IN,A.'-.1 MEDIO .. 

- PERIODICO FOllETO REVISTAS 
El UNIVERSAl DEl CURSO " TECNICAS . --

3.- . ¿QUE CAMBIOS SUGERIRlA Al CURSO PARA ME)ORARlOl· . - . ----- ··'-
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4.- ¿RECOMENDARlA El CURSO A OTRAISI PERSONAISI! •• 1 
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11. LISTA DE COMPROBACION PARA PLANEAR PROGRAMAS DE PRUEBA. 

A. Obtenga un enunciado claro del problema. 
-.r:1' ·· ,·,,, · - ~ 

·' .1.· ideríti fique la nueva e importante área 'del problema . . ; . ,· ' ' . 

2. Subr.aye el 'problema específico dentro de sUs limitaciones usuales 

3. Defina el propósito exacto del programa de prueba. 

4. D,etermi~e la relació~ del. problema particular con la investigación 
,) j 1 ' 

total o desarrollo del programa. 

B. Reúna la infonnación bá~ica disponible. 

1. Investigue todas .las. fuen,tes de información disponibles. 

2. Tabule los datos pertinentes para planear el nuevo programa. 
: J . 

c. Dise~e el pr.ogr:ama ~e prueba~· 

:• ·. ~ . . • . - • . r - ,·: ... ~-
1. Sostenga una conferencia res'pecto a todas··las partes concernientes. 

a. Enuncie las prop(isici'on~s: por probar~; . .'·' · 
' b. Especifique respecto a la magiíitud de las diferenCias que usted 

considere que valen la pena. 

c. Esboce las alternativas posibles. de los sucesos; 

d. Escoja los factores por: estudiar .• . ,._, 

e. Oetemine el rango práctico de estcs factores y los niveles esp~ 

cífi ces a 1 os que se harán 1 as pruebas. . 

f. Escoja las medicio~es fi~~les.que van a hacerse: 

g. Considere el efecto de v~riabiÍidad.de mue~tre¿ .y de la prec_! 

sión de métodos de prueba;'·· . ' . 
. · .. ___ l 1 ._::. ·.. . . . .• • . 

h. Considere ,las posibles interr~.lacionés (o "interacciones") de 

los factores .. ·. ····- · 
i. Determine las limitaciones de. tiempo, costo, materiales, pote~ 

cia humana, instrumentación y otro!i·f~ctores y de ·condiciones 
' extrañas tales como condiciones metereológicas. 

j. Considere los aspectos de las relaciones humanas del programa. 

2. Diseñe e.l programa en forma preliminar. 

a. Prepare una cédula sistemática y completa. 

b. Proporcione las etapas de ejecución o adaptación de la cédula, 

si es necesario. 

1(1 
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,,.,,._·.•.,•··;r---~---------~------I"W'''II ________________ _ 
c. Elimine los efectos de las variables que no están en estudio, 

mediante control, balanceo o aleatorizaci5n de las miimas .. 
d. Reduzca al mínimo el ~amero de ejecuciones del experi~ento. 

e. Elija el método de análisis estadístico. 
f. Haga las indicaciones prudentes para una acUJÍlulaci5n ordenada 

de datos. 
3. Revise el diseño con todo lo concerniente. 

.. 
a. Ajuste el programa de ac~erdci con 1 os comentarios 
b. Desglose en términos' precisos 1 os pasos a seguí r. 

D. Planee y lleve a cabo el trabajo experimental. · 

. 
l. Desarrolle métodos, materiales y equipo. 
2. Aplique los métodos o técnicas 
3. Supervise y cheque los detalles; modificando los métodos si es nece 

sa'ri o. 
4. Registre cualquier modificaci5n al diseño del programa 

• . f .. . 

5. Sea cuidadoso en la'cole¿ci5n de datos. 

6. Registre el avance del programa. 

E. Analice los datos. 

l. Reduzca los datos registrados a forma numérica, si es necesario. 
2. A¡:/lique lé.~ técnicas .;decuadas de lJ Estadística Matemática. 

F. Interprete 'los resultados. 

l. Considere todos los datos observados. 
2~'Limite las conclusiones a deducciones estrictas a partir de la evi 

dencia obtenida. 
, .. 

3. Pruebe, mediante experimentos independientes, las controlversias 

que susciten los datos. 
4. Llegue a concl"usiones~ tanto respecto al significado técnico de re 

sultados como respecto a significancia estadística. 
5. Especifique lo que implican los resultados para su apl icaci5n y p~ 

ra trabajos posteriores. 
6. Tome en cuenta todas las limitaciones impuestas por los métodos usados. 

··• 
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CA 

ETAPAS DE UNA ENOJESTA 

POR ~ 1UESIREO 

1. J.'l_!\N[ACION 

ESPECII'ICACION DE FINES: OBJETIVOS Y ~1ETAS 

DEFINICION DE LA POBLACION A MUESTREAR: I'()BLACION t>HJESTREADA=POBLACION OBJETO 

ESPECIFICACION DE DATOS A SER ffiLECTADOS Y DE LA UNIDAD DE ~IUESTREO 

ESPECIFICACION DE REFERENCIA DE TUNPO Y PERIODO DE REFERENCIA 

SELECCION Y ESPECIFICACION DE ~1ETODOS DE ~IEDICION Y ~1ETODO DE INSPECCION DE LA 
POBLACION 

DJSE~O Y VALIDACION DE FO~~S DE REGISTRO O Cl!ESIIONARIO ( => Rfj\LIZACION DE 
ENCUESJ'AS PILOTO) -

DETERJ\ITNACION DEL ~RCO ~1UESTRAL O ESPECIFICACION DE LA LISIA DE UNIDADES DE 
~RJESTREO 

SELECCION DEL HETODO MJESTREO 

DETERJ\IINACION DEL TAMAÑO DE LA ~1UESTRA 

ORGANIZACION DEL TRABAJO DE CAHPO 

2. REALIZACION FISICA DE LA ENCl!ESfA 

3. RESlNr:.N Y ANALISIS DE DATOS : INSPF.CCION DE LA INFO~~CION CAPTADA 

~. ANALISIS DE LA ~ RESPUESTA 

S. PROCESAMIENTO DE LA INFO~CION 

6. ANALTSJS E INTERPRETACION DE TNFO~fACTON 

7. EVAUJACJON DE LA INVESIIGACION ~1UESTRAL 



NITOOOS 

DE 

~IJESTREO 

-· ... , .. ' .... 

.PROBABILISTICOS 

. , 

DETERI-UNI STI COS 

• IRRESTRICTO ALEATORIO: IGUAL PROBABILIDAD DE QUEDAR INCLUIDA EN lA 

t.IUESTRA PARA TODOS LOS ELH-IENI'OS DE lA POBlACION '; 

ESTRATIFICADO: CXJ.ffiiNACION DE ~IUESTREO IRRESTRICTO ALFATORIOEN CADA 

ESTRATO O SUBGRUPO DE lA POBlACION 

DE CONGLCNERAOOS: MJESTREO ALEATORIO, EN DONDE lAS UNIDADES ~IUESTRA

LES SON EN SI MI~S POOlACI<1'lES O Ca-JGLCNERADOS 

POLIITAPICO: ~UESfREO ALFATORIO REOJRSIVO OONDE LAS UNIDADES DE PRINE 

RA ITJ\PA COf\ITTENEN A lAS DE SEGUNDA ITAPA Y ASI SUCESIV~IENI'E. 
1 .. 

MJmT:CJ\RLO O SINULAOO: ~IUESTREO ALEATORIO OONDE lA POBlACION RE!L SE 

SUSTITUYE POR UNA OUE LA REPRESENfA: lA FUNCION DE DISTRIBUCION DE LA . . . 

VARIABLE QUE DESCRIBE EL CCNPORT~IIENfO PROBABILISTICO DE lA POBLAC!_ON . 

SISTI'1-1ATICO: CAPTACION SJSIDIATJCA O SECUENCJJL DE LAS UNIDADES ~IJES

TRALES CON RELACION AL TIH-1!'0 O A SU UBICACION EN LA POBLACION 

DE OJCITAS: EN BASE A LA ESTRUCTURA DE LA POBLACION EN UN PERIOOO PA.<:,A - -
00 SE HACE LA DISTRIBUCION O J\FIJACION DE lA ~lUESTRA EN LAS PARTES DE 

LA POBLACION. 

DE TRAZOS O INrENCIONADO: DE REGISTROS DE lA POBIACTON (DIRECTORIOS, 

NC1-1TNAS, ITC.) SE SELECCIONA EN I'ORI-IA ARBITRARIA PARA CONSTRUIR LA -
' MlJP.STRA PAIUIJS DE LA I'OBLACION 

CAafiCO: DE ~lANERA SUBJETIVA O ARBITRARIA SE SELECCIONA lA MUESTRA; V~ 
LIOO \JNI~1ENTE PARA POBLACIONES CON UN NIVEL DE !Kl-10GENIDJ\D ELEVADA.' · 

.· .~1'" ·"> 
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( . MliESTr.í:O :. E5 EL PROCESO DE ADQUISICION DE U:~/\ HUESTfu\ 

CON REEMPLAZO.- cu;\•mo Cl'.DJ\ ELEHENTO OIJSEiWJ\00 SE REIN 

TEGRA AL LOTE DEL CUAL FUE EXTRAIDO, ANTES DE EXTRAER 

EL SIGUIENTE. 

MUESTf'.EO 

SIN REEMPLAZO.-. CUl\NDO Cl\DA ELEMENTO OBSERVJ\00 NO SE -
: : , 1 

REINTEGRA AL LOTE. 

fvillAt:HJN: COLECCION DE DATOS QUE SE PUEDEN OBTENER AL REALIZAR · 

unA· SECUENCIA EXHAUSTIVA DE EXPERIMENTOS. · 

VISCRETA. -. TIENE UN NUHERO FINITO O UN NUMFRO. INFINITO 

.NUMERABLE DE DATOS POS lB LES 

( 101311\CION 
\... 

( 

CONTI.VUA.- TIENE UN NU11ERO INFINITO NO NUMERABLE DE DA 

TOS POSIBLES 

EJEMPLOS 

l. EXPERIMENTO: 

POBLACION: · 

MUESTRA:. 

2. EXPERIMENTO: 

POBLACION: 

MUESTRA: 

LANZAMIENTO DE UNA MONEDA DIEZ VECES 

SUCESION INFINITA NUMERABLE DE "CARAS" y "CRUCES" 

(DISCRETA) 

GRUPO DE lO OBSERVACIONES 

MEDICION DE LA PRECIPITACION PLUVIAL DIARIA EN LA 

CIUDAD DE MEXICO DURANTE DIEZ A~OS 

SUCESION INFINITA NO NU:1ERJ\BLE DE VALORES (CONTI-

. NUA) 

GRUPO DE 3652 OBSERVACIONES (TOMANDO DOS A~OS 

BISIESTOS DE 29 Dili.S EN FEBRERO) 

/ ::.--; 
/ . .--' 



TABLA DE 'NU~1EROS ALEATORIOS 

~ 
1 

! 
1 
' 1 2 3 4 S 6 V 8 9 lO 1: 1 

. ! . 

1 1 

1 16408 81899 041S3 S3381 79401 214 38 83?3s 923SO 36593 31238 59E4? 1 . 

358%1 2 18629 819S3 OSS20 91962 04739 13092 37662 94822 94730 06496 
3 7311S 47498 47498 87637 99016 00060 88824 71013 18735 20286 23153 
4 S7491 16703 23167 49323 4S021 33132 12S44 41035 80780 45393 44812 
S 31)40S 03946 23792 14422 1S059 4S799 22716 19792 09983 74353 68608 1 

i 

6 16631 3S006 8S900 32388 52390 S2390 
1 

16815 69298. 38732 38480 ·, 3817 
7 96773 20206 42S59 7898S OS300 22164 24369 S4224 3S083 19687 llOS2 
8 38935 64202 143'49 82674 66523 44133 00697 35SS2 3S970 19124 63318 
9 31624 76384 17403 03941 44167 . 64486 647S8 75366 765S4 01501 12614 

10 78919 19474 23632 27889 47914 02S84 37680 20801 72152 39339 34806 

REFERENCIAS 

l. Fisher, R •. A. y Yates, F., "Statistical tables", Ed. Oliver and Boyd Ltd, Londres 

2. Owcn, B., "Handbook of statistical tables", Addisson-Weslcy Co., 1962. 
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Tabla 
Estimadores Aplicables a Muestreo Aleatorio Simple 

Parámetro 
Estimador del Variancia del estimador Estimador de la Intervalos de confianza* 

Parámetro Variancia 

1 n s2 • s2 . v + t(v¡¡¡¡¡'1' Media y=- :¡:; v· V(y) = ( 1-f) - V(y) = (1-f)-
n j= 1 1 n n 

N:S2 
, , 

Ny= N 
n • N·s· 

Ny + t(V(N¡/))v, Total :¡:; V; V(Ny) = (1-f) -- V(Ny) = (1-f)-
n ¡== 1 n n 

a V(p) = NPQ (1·f) - N-n • 1' 

p =- 100 V(p) = -- pq .o:;:: t(V(p))" 

Porcentaje 
n (N- 1) n (n-1 )N 

. a Vt4) = N3 PO llf) 
. N{N·n) A:¡: t(VL4))'1' A=N- V(A) = pq 

n· N- 1 n n-1 

n 
n N :¡:; • 2 
'<' 2:: - • 1-f ¡;:::: 1 (y¡·Rx;) ..., v· 1-f (y¡·RX¡) 2 V(R) = nX2 ... ·-1 J i=I n-1 R = !::__ V(R) = -- . ... ~ 1' 

Razones _, 
R+ t(V(R)J" n nx· N-1 

" Nqta: Cuando se des-
~ X¡ ¡= 1 conoce X puede ser 

usado X en su lugar. 

* Par-1 obtener intervalos de confianza del 95% use t = 2. 



TABLA 
Fórmulas para el cálculo de vananzas estimadas (m. a. s.) 

Parámetro Estimador Se requiere 

" il La suma de cuadradro~ de cada obstrvación. 

Media 1- f 1 " {~ Vi 1' ii) La de las observaciones elevada al --- --- f'' 2 - 1 sumo 
n n- 1 

_..y¡ 
n cuadrado. 

N' 11 - fJ 1 " 
11 - 2 

Total -- (~ vl- l~ y, 1 1 Mism<:~ información_que para la rnt:dia. 
n n - 1 IJ 

1 - f 1 " " 
il La SUffié:l de cuadrados de cada observación 

-- 1 ,. ' - 2 R'i:. Y¡X¡ + R~'i:.xf¡ de la variai.Jie en el numerador. nX'~ n- 1 
...., Y¡ 

Razón 
ii) La suma de cuadrados de cada obs~r vf;lción 

de l¡¡ v¿¡r iable en el denominador. 

Donde R = f iii) La suma de p10ductos mixtos de las observa· 
X ciones de una variable por la otra. 

a il El número !Oiül de unidades muestra les con 
Proporción -

n la caractt:rística de interés. 



Tabla 

Estimadores aplicables a muestreo estratificado, con afijación proporcional y muestreo aleatorio simple en cada estrato. 

ESTRATO POBLACION 

2 
. 

- 1 nh . sh - 1 L nh 1 - f L Media Yh -- ~ Yhi V(yh) ( 1 - fh)- - . 
2 = Ye.t-- ~ ~ V(- ) -- ~ nh i=1 nh Yhi Ye•l - Nh sh 

n h=i ;=¡ nN h=i 

Nh "h . si. N L "h . N(1 - f) 
NhYh =-~ Yhi V(Nhyh) = N(N·n)- Nv .. t =- ~ ~ Yhi . V(Ny,, 1) = Total 

nh ¡=¡ nh n h =¡ i=t n 
L 

Nhs~ ~ 
h =¡ 

ah . Nh -nh 1 L . 1 -fL 
Ph=-100 V{ph) = PhQ¡, Pest = -~ ah 100 V{pcst) = ~ Porcentaje nh Nh(nh - 1) n h=1 N h=i - -

Ni. 

nNh- N 
Phqh 



' 
~ 

SI 

N 
Calcule k=-

n 

l 
( \ iResultó entero k? 

/ 

13 sí l 
Elija 1 ~r~k 

1 
La muestra está formada 
por las unidades: " 

r 
r+ k 

n r+ 2k . 
. 
. 

Selección sistemática 

( ¿oesca n fijo? ) 

~ \ 1 
Calcule k=-

f 
no 

sí 

~e ¿Resultó entero k? 
(Puede usar cualquiera de 

los dos métodos si~ientes) 

1~ l C! 

Intervalos fraccionarios J Muestra cíclica 

Considere al número de Elija 1~r:::;;;N 
decimales en k (1 6 2 di- 1 
gamos) y suprima el pun-

to decimal en k obtenien-
Redondée a k al entero 

do un k NUEVO . 
inmediato superior o 

l 
inferior. 

Elija,.;;;,,;;; kNUEVO Su muestra es la siguiente: 

A partir del arranque r (Considerando al archivo 

aumente consecutiva- cíclico) 

mente k NUEVO: r 

r r +k 

r +k NUEVO n r +2k 

r+2kNUEVO . 
. . 
. . 
. 

l 
Suprima tantos números a la derecha 
como decimales tanga k, la lista de' nú-
meros resultante es su muestra. Diagrama 

no----~ 

iDebe entrar con una fracción 
de muestreo fija? 

no 

Aedondée a k al entero inmediato. 

superior o inferior para terminar 

con n·l, n ó n + 1 "unidades en la 

muestra. 

Continúe el procedimiento enun

ciado en~ 



FACTORES EN LA DETER
MINACION DEL TAMAÑO 

DE LA MUESTRA 

TAMAÑO DE LA POBLACION 

HETEROGENIDAD DE LA POBLACION 

A 

NIVEL DE ERROR: ~ - B , donde: 
' 
6 , estimación en base a información muestra] 

9 , valor verdadero de la población desconocido 

NIVEL DE SIGNIFICANCIA: "=' Pr !Error Ii 

DISPONIBILIDAD DE RECURSOS 

- ECONOMICOS 

- HUMANOS 

- DE TIEMPO 



F A C U L -¡- ·''· D D E l N <:::::; E N 1 E A 1 A U _ N _ A - M -

DIVISIQ:-1 :.::>E EDUC;.\.CIC>N CC>NTif'JUA 

CURSOS ABIERTOS 

DISEÑO DE EXPERIMENTOS: 

TECNICAS DE MUESTREO Y ANALISIS ESTADISTICO 

IDEAS BASICAS EN MUESTREO 

ING_ RUBEN· TELLEZ SANZHEZ 

Palacio de Mm~ríd C.JI!t :J~ T.,.:Jt.ia ':) ;;1 =·c~r ::iso ~~leg. Cuaun1~m'JC 06000 México, O.F. Tel.: 521 40-20 Apdo. Postal M-2285 



},~TODO DE MUESTREO 

UN METOOO DE HUESrREO ES UN ~IETOOO DE SELECÓO!\AR DE TAL ~1A 
. . 

NERA UNA FRACCION DÉ lA POBlACION QUE lA MUESTRA SELECCIONADA REPRESEN 

TE A lA POBLA.CION E>,TERA. UN METOOO DE MUESfREO, SI VA A PROPORCIO!\AR 

UNA ~!UESTRA REPRESEmiTIVA DE lA POBlACION, DEBE SER TAL QUE TODAS lAS 

CARACTERISIICAS DE lA POBLA.CION, INCLUYENOO lA DE VARIABILIDAD ENI'RE -

SUS UNIDADES, SE REFLEJE'< E'< lA ~HJESTRA TAN APROXIIAADA\!Th'fE C(t.() EL T~ 

HAíiJO DE LA. ~!UESTRA LO PERMITA, PARA QUE SE PUEDA FORHÁR, A PARTIR DE -

lA ~!UESIRA, ESII~tA.CIO!Io'ES Dl GNAS DE Ca\FIA.'lZA DE LOS CARACTERES DE LA. -

I'OBLA.CION. 

ERROR EsTNIJ:lAq 

CUALQUIERA QUE SEA EL METODO DE SELECCION, UNA ESI~1ADA POR 

~!UESTRA DIFERIRA INEVITABIDIENTE DE lA QUE SE OB'I"Th'DRIA E!'.'U-IEAA'lOO, CON 

IGUAL CUIDADO, A LA POBlACION OJ.lPLETJ\. ESIA DIFERENCIA Th'TRE LA ESII

~1ADA DE LA. MUESTRA Y EL VALOR DE lA POBLt..CIOt-; SE L~1A. EL ERROR DE MUES 

TREO. UN 1'-IETOOO DE ;\!lJESIREO, SI HA DE SER UTIL, DEBE PROPORCJ0'lAR ALG!,! 

NA IDEA SOBRE EL ERROR DE ~!UESTREO EN LA EST~1ACION DE lJN PROI-lEDIO. PA 

RA ESI'E PROPOSITO HAY VARIAS ~IEDIDAS DISPONIBLES. UNA DE ELLA.S, QUE -

PROPORCIONA LA. MAGNITUD MEDIÁ DEL ERROR DE ~n.iESfREO, SE LU.WIA EL ERROR 

ESTANDAR DE LA. ESI~A Y DA UNA ~IEDIDA DE lA SEGURIDAD DE LA ESTI~lADA 

DE LA. MUESTRA. ES LA. MAQ-HTUD DEL ERROR ESIANDAR lA QUE D~liNARA SI 

UNA ESTIMADA POR MUESTREO ES Ul'IL PARA UN PROPOSITO DADO. 

·PRINCIPIO DE SELECCIÓN ENtRE M~TODOS ALTERNATIVOS DE ruESTREO 

DEBEN T.I•NBIEN IDIARSE EN CUENTA lAS CONSIDERACJO!Io'ES PRA.CII0\5 



MUESTREO PROBABILISTICO 

TOOOS LOS PROCEDIMIENI'OS DE MUESTREO, PAAA LOS OJALES HA SIOO DESARROLLADA UNA 

TEORIA, TIENEN EN CXJ.IUN lAS SIGUIENTES PROPIEDADES ~IA'ffi.IATICAS. 

1. ES POSIBLE DEFINIR INEQU!VCCiiJ.'ThíE UN CONJUNTO DE MUESTRAS s1 , Sz, • • • 5¡- , 
MEDIANI"E lA APLICACION DEL PROCEDIMIENI'O A UNA POBIACION ESPECIFICA QUE <XlJ. 
IlJZCA A lA SELECCION DE ESTAS MJESTRAS. ESfO QUIERE DECIR QUE PODEMJS INDI

CAR CON PRECISION OJALES UNIDADES DE MUESI'REO PERTENECEN A S1 , Sz, Y ASI, -

SUCESIVAI>IENTE. 

2. A CADA POSIBLE ~1UESTRA Si, LE HA SIOO ASIOODA UNA PROBABILIDAD OONOCIDA .!]O 

SELECCION if i 

3: SELECCIQNAM)S UNA DE lAS Si POR UN PROCESO MEDIANTE EL OJAL CADA Si Tm;E -

UNA PROBABILIDAD ni !E SER SELECCIONADA 

4. EL METOOO PAAA CALCULAR EL ESf~IAOOR DE lA_ MJESTRA. DEBE SER ESfABLECIOO Y DE

BE CONDUCIR A UN ESfiMAOOR UNICO PAAA ~IER MJESTRA ESPECIFICA • 

. r. COSfO REDUCIOO 
• MAYOR RAPIDEZ 

VE!'ITAJAS DEL MUES- • MAYOR ALCANCE Y FLEXIBILIDAD DE AOJEROO AL TIPO 
. DE INFORI-!ACION A OBTENERSE 

TREO PROBABILISc 

TICO 

• 
• MAYOR EXACTITUD 

ESf~CION Y CONTROL DEL ERROR 

SON BASE DE ESTDt<\CIONES INSESGADAS DE lAS CAAACTE
RISfiCAS DE lA POBIACION 

PRINCIPIO FUNDAI>IENTAL DEL DISEÑO DE lA ~IUESTRA 

A TOOO PROCEDIMIENTO DE MUESTREO Y EST~CION SE ASOCIA EL COSfO DE.IA E'JQJESTA 

Y lA PRECISION DE lAS ESTIMADAS HECHAS (MEDIDA, DIGAM:JS, EN TERMINOS DEL ERroR ~ 

DRATICO MEDIO). SOLO SE cx:NSIDERAN LOS PROCEDIMIFNTOS DE LOS QUE PUEDE HACERSE UNA 

ESTIMADA OBJETIVA DE LA PRECISION ALCANZADA A PARTIR DE LA t-liSMA MJESTRA. AmiAS, 

LOS PROCEDIMIENTOS DEBEN DE SER PRACTIOOS EN EL SENTIOO DE QUE SEA POSIBLE DESARRQ. 
LLARLOS DE AOJEROO CON lAS ESPECIFICACIONES DESEADAS. DE TOOOS LOS PROCEDIMIENTOS 

DE SELECCION DE lA ~!UESTRA Y ESf~CION (LIAMAOOS DISEÑO DE lA f.UESrnA), SE PREFE

RIRA EL QUE DE MAYOR PRECISION POR UN COSfO DETERMINAOO DE lA ENOJESTA, O EL QUE -

TENGA EL COSTO MIN~JJ Y NOS DA EL NIVEL DE PRECISION ESPECIFICAOO. ESTE ES EL PRIN 

CIPIO RECTOR JEL DIS5~ DE LA MUESTRA. 

( . 

/ 

·• 



EN EL USO DE UN HETOOO DE MUESTREO. 

MAS AUN, UN ~!ETOOO DE MUEsrnEO, SI HA DE ACEPTARSE EN LA -

PRACfiCA, DEBE SER SENCILLO, AC~UDARSE A LA EXPERIENCIA A.Jl.IINISTRATI

VA Y A LAS CONDICIONES LOCALES Y ASEGURAR QUE SE VA A HACER EL USO MAS 

· EFECfiVO DE LOS RECURSOS DISPONIBLES PARA EL QUE ~RJESTREA. EL PRINCI

PIO A SEGUIR EN LA SELECCION DE UN ~!ETOOO DE MUESTREO ES, EN REALIDAD, 

EL DE OBTENER EL RESULTADO DESEADO CON LA SEGURIDAD REQUERIDA A COSTO 

HINIMJ, O CON LA MA.XI~ SEGURIDAD A COSTO DADO, HACieiD:J EL USO MAS E 

FICAZ DE LOS REC\J'RSJS DISPONIBLES. 

MUESTREO PROBABILfSTICO 

PARA LLENAR lDS REQUISITOS ANTERIORES ES NECESARIO QUE EL -

METOOO DE MUESTREO SEA OBJETIVO, BASADO EJJ LEYES DEL AZAR. EL ~!ETOOO 

SE L~IA DE MUESTREO PROBABILISTICO. EN ESTE ~1ETOOO LA MUESTRA SE OB . -
TIENE EN SELECCIONES SUCESIVAS DE UNA LNIDAD, CADA UNA CON UNA CO~_! 

DA PROBABILIDAD DE SELECCION ASIGNADA EN LA PPP'FRA SELECCION A CADA 

UNIDAD DE LA POBLACION. EN CUALQUIER SELECCION SUBSECUENfE, LA PROB~ 

BILIDAD DE SELECCIONAR CUALQUIER UNIDAD DE ThTRE LAS UNIDADES DISPON_! 

BLES PARA E~~ SELECCION PUEDE SER PROPORCIOK~ A LA PROBABILIDAD DE -

SELECCIONARLA EK LA PRD-!ERA SELECCION O CO~IPLET»TI:!'.'TE Il\'DEPB<DIEJ\TE -

DE ELLA. 

LAS SELECCIONES SUCESIVAS DE UNA NUESTRA. PROBABILISTICA PUE 

DEN HACERSE CON O SIN REEMPLAZO DE LAS UI\IDADES OBTE!\IDAS El\ LAS SBK 

CIOI-<'ES PREVIAS. EL PRMR PROCEDI~IIENTO ES EL DE ~RJESTREJA.R CON REE\!

PLAZO, EL SEQJNOO ES EL PROCEDIMIENTO LI»IAOO Sii\ REDIPLAZO. 

LA APLICACION DEL HETOOO SUPONE QUE LA POBLACION PUEDE SUB

DIVIDIRSE EN Ul'IDADES DISTINTAS E IDTh'TIFICABLES LI»WJAS UNIDADES DE 

tvRJESTREO. ESTAS PUEDEN SER UNIDADES NATURALES, TALES CCHJ INDIVIDillS 

EN UNA POBLACION 1-1\NANA, O TERRENOS EN UNA ESTD-IACION DE CULTIVO, O -

CONJUNTOS NATURALES DE ESAS UNIDADES COMJ FAHILIAS O PUEBLOS; O PlJHTh' 



EL MUESTREO ALEATORIO IMPLICA. QUE CADA UNO DE ESI'OS POSIBLES 

CONGLC:NERAOOS TENGA UNA PROBABILIDAD IGUAL, A SABER, 

1 

CON N! 

(N-n)!n! 

DE SER SELECCIONAOO 0»0 MUESTRA. 

LA PALABRA 'ALEATORlO" SE REFIERE AL METOOO DE SELECCIONAR U 

NA ~IUESTRA MAS BIEN QUE A LA ~IUESTRA PARTICULAR ESCOGIDA. CUAI..(UIER 

l>UESTRA POSIBLE PUEDE SER UNA ~:uESfRA IRRESTRICTA ALEATORIA, POR M.JY 

POCO REPRESENTATIVA QUE PUEDA APARECER, CON TAL DE QUE HAYA SIOO OB'I! 

NIDA SIGUIENOO LA REGLA DE DAR UNA PROBABILIDAD IGUAL A CADA UNA DE -

LAS MUESTRAS POSIBLES. 

PROCEDIMIENTO DE SELECCIONAR UNA MUESTRA ALEATORIA 

EL PROCEDHUENTO ES EN LA SIGUIB-<1'E FOR.':A: (A) IDB-<'TIFICAR 

N UNIDADES EN LA POBLACION CON WS Nl.MEROS DEL 1 AL N, O W QUE ES LA 

MISMA COSA, PREPARAR UNA LISTA DE UNIDADES EN LA POBLACION Y NlJ.lERAR

LAS SERLADA"'EN1'E: (Bl SELECCIONAR DE ~lANERA SISTB>IATiü\ l\'UHEROS VIFE

REWTES DE LA TABLA DE NlMEROS ALEATORIOS, Y (C) 'J'Ct.>!AR P.L\RA L<\ ~IUESIRA 

LAS n lf.';IDADES CUYOS i\lJ.lEROS CORRESPONDEN A AQUELWS OBTENIOOS DE L<\ 

TABLA DE i\UlEROS ALEATORIOS. 

UNA 1-IM'ERA USADA Cct-llJNI>!ENI'E PARA EVITAR EL REGIAZO DE TA'<'TCE 

NlMEROS ES DMDIR UN NlJ.IERO ALEATORIO ENTRE N Y TalAR EL RESIIUl -

CXMl EQUIVALENI'E AL NlJ.lERO SERIAOO CORRESPONDIENTE ENfRE 1 Y }!-1, CO

RÍ<ESPO~TIIE.\00 EL RESIDUO CERO AL l\ • 

titTODOS NO ALEATOR JOS DE líUESTREO 

WS ~lETOOOS DE MUESTREO QUE NO ESTAN BASAOOS EN LAS LEYES DE 

,, 

-~ 



1 

PROBABILIDAD, SII\0 QUE EL JUICIO PERSONAL DEL EN!J.IERAOOR IlETERMINA ~ 

LES UNIDADES DEBEN SER INCLUIDAS EN LA ~lllESTP-'\ SE ~t<\N MEIUOOS 1\0 A

LEATORIOS O INI"ENCIONALES. SI QUER&OS TENER ESrDIADAS INSESGADAS DEL 

CARACI"ER DE LA POBLACION CUYA EXACTITUD PUEDA SER CALCULADA DE LAS MIS 

~lAS ~lUESTRAS, s:JL»IENI"E DEBERA USARSE EL MUESTREO PROBABILISTICO. 

ERRORES No DE MUESTREO 

LA EXACTITUD DE UN RESULTAOO SE AFECTA 00 s:JLO roR LOS ERRO 

RES DE MUESTREO QUE SURGEN DE LA VARIACION POR AZAR El'< LA SEIECCION DE 

LA MUESTRA, SINO TA.\ffiiEN POR: A) FALTA DE PRECISIOI' AL REPrnTAR OBSER

VACIONES; B) SELECCION INCCNPLETA O DEFECIUJSA DE UNA ~lUESTRA ALEATO-

RIA, Y C) ME'IDOOS DEFECIUJSOS DE ESTIMACION. ESrOS ERRORES, PARTIClJJi¡ 

~IENI"E AQUELLOS DE A) Y B), SE AGRUPAN USUAL\1D;TE BAJO EL OCABEZAOO DE 

"ERRORES 00 DE ~lUESTREO". 

"' 

.. 

-~ 

' ~ 

j 
i 

1 

1 
1 

1 

' J 



GENERACION DE NÚMEROS ALEATORIOS 

ca-o SE ~IENCIO~ EN LA SECCION 5.1, EN LOS PROCESOS DE -

SINULACION SE UfiLIZAN FREOJENTFNENI"E Nl.NEROS ALEATORIOS. ESTOS NlJ.lE

ROS O VAWRES DE VARIABLES ALEATORIAS CON DISfiNI'AS RJNCIONES DE DENSI 

DAD DE PROBABILIDAD. E:'i EsrA PARTE SE CONSIDERAN LAS RlR.\lAS DE OB11NR 

DIQ{)S \UIEROS ALEATORIOS. 

M~TODOS MANUALES 

LA ~lANERA MAS SENCILLA, Y LA PRDIERA EN QUE SE PIENSA -

m\!'<!Xl SE TRATA DE GENERAR NlJ.IEROS ALEATORIOS, ES MEDIANrE EL EMPLEO !E 

ALGUN DISPOSITIVO ~!EC\}/ICO (POR E..JH.IPLO, UN DAOO O UNA MJNEDA). 

DISPOSITIVOS USADOS Wll»!Et'ITE PARA. GENERAR Nl.NEROS ALEA 

TORIOS POR ~IETOOOS ~1¡\¡\UALES SON: LOS DAOOS, LAS mNEDAS Y Ca.!BINACIO-

\ES DE ESTAS, O SEA CON.JUNTOS DE DAOOS Y DE mt--.'EDAS. EXISTEN TAI-!BIEN 

DAOOS ESPECIALES CON 10 C,\,Rc\5 PARA GENERAR DIRECT . .\/·!ThTE NlJt.IEROS DECIMA 

LES. 

LOS ~IETOOOS ~ll.:\UALES DE GD\"ERACION DE ;..u!EROS ALEATORIOS, 

TIE:\"EN LA VE:'<TAJA DE SER FACIL'IThTE CCJ.IPREI\UIOOS EN FOPHA. INTUITIVA Y 

GEi'iEAA'I NWERCS ALEA.TORIOS Y SECUE.>;CI.c\5 DE ESTOS DE BUENA CA.LIDAD. 

SIN DIBARGO, SON SU.W.!Et'<TE LFliTOS Y LABORIOSOS Y 1-X:l PUEDEN REPETIRSE -

SECUE.\CL\5 DE NUIEROS EN CA.SO DE QUE SE \"ECESITEN. 

TABLAS DE NÚMEROS ALEATORIOS 

EX!Sffi UN GAAN NlJ.IERO DE PUBLICA.CIONES DE TABLAS VE .IJ(ll~ 

Rt'S, E\TRE LAS ~LA.S FAI'OSAS SE mENTA: AA\'0 CORPORATION. A 1'-IILLION RAI'I-

0(}.1 DIGITS WITH 100 000 i\OR.\IA.L DEVIATES. 

CASI TODOS LOS LIBROS DE PROBABILIDAD CUE.'ITAN CON ESf.l.S 

TABL\S. 



EL liTILIZAR TABLAS DE NlMEROS ALEATORIOS PERMITE REPETIR 

UNA SECUENCIA ALEATORIA TANI'AS VECES com SEA NECESARIO. 

MÉTODOS DE COMPUTACIÓN ANALÓGICA 

ESI'OS METODOS SON, EN ESENCIA, SIMILARES A LOS METOipS 

~Wi1JALES. POR lD TA.'ITO, TI5'<"EN ffi() ESI'OS LA DESVB-<TAJA DE QUE t\0 SE 

PUEDE REPRODUCIR SECl.IEl\CIAS OJA.\TO ES ~<ECESARIO. 

UNJ DE LOS METODOS liTILIZADOS PARA GENERAR Nl.MEROS CON U 

NA CCNPUfAIXJRA ANALOGICA, CONSISTE Bi I~TEGRAA UN RUIDO (ffiO LA ESTA

TICA DEL RADIO) DURMTE UN CIERTO PERIODO DE TID!PO Y CONSIDERAR EL V~ 

LOR DE LA INI'EGRAL ca.o ~U.IERO ALEe\ TORIO. 

MÉTODOS DE COMPUTACIÓN DIGITAL 

ESTOS METODOS SON LOS MAS COHU~!D'<TE UTILIZADOS EN LA1 SI 

.'IUL\C!ON. EN PARTICULAR SE VERA'! AQUELLOS t'>IETODOS DE miPlTI'ACION DIG_! 

TAL EN LOS QUE· LAS SECUD'ICIAS DE :-..U.IEROS SE GÉNER.-l.N ~IEDL~'ITE RELACI<:N'S 

DE RECURRE:\C L.\. 

UNA RELACION DE RECURRE.'-JCIA ES A()UELLA QUE PERMITE OBTE

NER CUALQUIER ~U.IERO DE UNA SUCESION A PARTIR DEL i>U.IERO ANTERIOR. 

LOS ~IETODOS ~!AS C0t'11J1',"ES PARA GENERAR ~!EROS Alli<\TOR!OS 

5\1 UNA CCA\IPUfADORA DIGITAL SON ~IETODOS RECURRD'·ITES, ENTRE ESTOS, LOS -

~!AS CONOCIDOS Y EXITOSOS SON LOS ,I.IETOVOS CONGRUENCIALES, QUE SON LOS • 

QUE SE CONSIDERA.'! A C0t;1'Il'.1JACION. 

PRIMERAME:-.TE SE ELIGEN CUATRO 'ilNEROS O PARA."'ETROS DE LA 

RJNCION DE RECURRENCIA CONGRUE.'iCIAL: 
1 

-x
0 

VALOR INICIAL x
0

> o 

a EL ~IUL TI PLICADOR a> o 

e EL INCRDIEI'<TO C> o 

m EL mDULO m> x
0 

m> a. 
m> o 

• 



CUALES SON LAS CONSECUENCIAS DE: 

. - NO RECOLECTAR DATOS . 

- RECOLECTAR DATOS INADECUADOS 

* TOMA DE DECISIONES INCORRECTAS 
. ·. ·:_··· 

*ACCIONES TOMADAS SON INEFECTIVAS 

*DESPERDICIO DE TIEMPO, RECURSOS Y/0 
DINERO· 

*LAS PRIORIDADES NO PUEDEN SER ASIGNADAS 
EN FORMA APROPIADA 

.. · r 

Fh';,"W HEWLETT 
~~ PACKARC 

VIII - 62 



MUESTRA 

. UNA MUESTRA ES UN CONJUNTO· DE 
ELEMENTOS SELECCIONADOS DE UNA 

POBLACION. 

. . _ .... ·.·· 

·-... ......._./ ·.·.·.. . . .. · .. 

POBLACION 

MUESTRA 

n Unidades 

iN Unidades 

FfiiJI HEWLETT 
~~ PACKARO 

TQC041 

VIII - 64 



POR QUE HACER MUESTREO? 

* POBLACION DE GRANDES DIMENSIONES 

* DISPONIBILIDAD DE TIEMPO 

* DISPONIBIUDAD DE RECURSOS. 
(DINERO, PERSONAL. ETC.) 

* PRUEBAS DESTRUCTIVAS 

* CALIDAD DE. LA INFORMACION 

F/¡~ HEWLETT 
~~ PACKARD 

TQCT41 

VIII - 65 



< 
H 
H 
H 

"' "' . 

. 

TIPOS DE MUESTREO RANDOM 
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1 

1 
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. 1 
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POBLACION 1 
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SIMPLE ... SISTEMATICO ESTRATIFICADO 
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MUESTREO Y DISEÑO ESTADISTICO DE EXPERIMENTOS POR 

COMPUTADORTA 

TAMAÑO DE LA MIESTRA 
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Por: M en I Augu~to Vij)ür:-e:al l .. r;.r.aa 

lf.:HOVUCClON 

fnntr<> de un plan.óe muestreo, cuando ya se ha esl<>ulc~ico iü e:.-

ractt>rfst'rca (o caractt>rfsticcsl a estimar, a!.Í cor:1o el n~vel e" 

r-::,nfianzit y el grado cie precisi6n requer1cios, sE Cebe a· Clól:- e:..:¿ __ 

: - -... · .. 

t;n.• v"z qu•• se ha f1j;-rcio e: error máximo ac:üsiblt>, que :·ei.r< e~.-

r-_a ,;, ;>rPt:tsi6n mtnima .,uc se exige tr:ngan los re~·uJ tados, a~- co 

¡:10 f' 1 l'd' 1 

-~~rma m:i:; preciSa ¡:>asil.>1e, la varia:Oiliaaci oc la ¡;cblr.-:::i6:'l, 

--------~----
--~-------

----~------ -----

-----·--
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azciciada a ella mras arriC!;<JiaUo S,(•rf. el lltllizar :,;;.21 ~·:·.~t:!...lii. Uc 

tamaño pequeño. 

t<lmar•o de muestra mfis :1dccuado en t-l caso del muestreo al··.,•c.r~o 

s1mpie o irrcstrictilment'' aleatorio (sin IcmpJ.o.zo). 

se ('SI udiar5n los métouos para c;,lcular el ta;·.año ce la muest.r;, 

para otros ~rocedimicntos ue muestreo. 

4. 1 Tamañc de una muestra aleatoria simple (!1e:dias) 

En este c~~o se trat~ de estimar la ~edia ~ óe una pcbl~~~~~ ~~.:. 

variab1e aleatoria asociada X rnediante el cr..p~Po ce: ;:.:e;c:.ccié: 

aritmético i~, obtenido Ce una muestra alt;at.oria ce: té...-:.~r.o :. e:.:-. 

un error n[¡xir.;o acir.üsibie E y 

;.o~s cst.5.ndar ~ara una óistribuci6n r.or:-:-.al G r,arc:. uru:- ~ .::.t-

r. 1 procr<limi"nto para obtener el tar:-,año Ge l : .. r;.ucs:.ra se :t..:.:.C.c.::-1e:-. 

ta en el 
'· 

hecho de que 

r ·¡, 

p X Ko- ;¡ u ' 
v + .. 

X 
K0- = p 

~ K 
.. ¡ - u 

o sea que con probabilidad o nivel de coníianzo. PK se puede &se

qurar que el valor de u de una poblaciGn se encuentra '~n~:o del 

~-----·--- --·-- ·------·- ---



3. 

ll-~) % de los intervalos formados a partir de muestras de tnxa~~ .. , 

(X - Kax , X + Kax) 

LO anterior ·implica que los limites de confianza del p.\ para es
K 

timar a u son 

es decir, que el error en la estimaci6n del valor de u es, en va-

lor absoluto, 

lerror en la estimaci6n de u; = Koi (4.1) 

Por lo tanto, es posible escribir 

;error máximo aumisiblel = jerror en la est¡maci6n de u¡ =e 

4.1.1 Mue~treo de una poblaci6n finita 

De la inferePc:ia estadística, el vale~ óe o- , la desviación es
x 

t~ndar de la distribuci6n muestra! de X (o error estándar de X) 

cuand~ la poblaci6n es finita es 

r 

o- = - /-:-:N"'-p _-_n, 
X 'J Np - 1 

pudiéndose escribir entonces 

' ~· X 

n 



' . 

siendo K la dezvi<~ci6n correz¡;,ondiente ai. nivel de cr~r.fi.J;.z¡;, 

NP el tam<~ño de la población, o~ 1~ varianci<~ de est<l Gltina y n 

el tam<~ño de la muestra. 

Puesto que se desea conocer el tamaño de la r.,u.:;sti·.:., €!'te '•<• pue-

de obtener despejando de la ecuaci6n anter1or ei v¡;,lor ÓQ !r. ?ü 

ra ello, se requiere elevar al cuadrado ambos mic~bros, es decir 

N - n 
p 

!'< - 1 
p 

K2 o 2 N - K2 o2 n 
2 X p X e = -

(N 1) n 
p 

despejando a n: 

1 
( 4 • 2) 

1 
\ 
• 



La f6rmula ant1·rio:- permite obtener el t'"rr."ño oe l.:. mucstril consi 

derando co~ocidos K, e, Np y o~ • Puesto que el valor de o2 cie la 
X 

pobli·ci6n usualr:;<:!nte se desconoce, se debe estimar previa::.r:nte en 

forma ~decuada considerando la información disponible de poblaci2 

nes semejantes a la que deber~ muestrear5e, o tomando una muestra 

preliminar suficientemente grande de dicha poblaci6n. 

Puesto que el tamaño de la muestra debe corresponder a un núrr.ero 

enteto positivo, se debE.·rá asignar a n el valor entero m~s prGximo 

p~r exceso al obtenido mediante la fórmula 4.2. 

4 .l. 2 Muestreo de una poblaci6n infinita. 

Cuando el muestreo se realiza a partir de un.c. pob:..aci6n inf:..nltC., 

ei valor de ox , la desviaci6n est~ndar de la distri~uci6n muestra~ 

de X , es 

" X o- = 
X 

en donuc ( es la -:.e:svi.Qci6r, cst~nóar óe le:. poblcc~6r. r n e.:.. t::..:: . .::.-¡: 

ño de la muestra. 

considerando la ecuación ,.1, se puede escribir en este caso 

1 
:error en la estimaci6n de ~1 • e = Kox 

o 
• K-x-

m 

Para obtener el vaior de n, se elevan al cuaclraao a;ubos ¡;-.fe :;res 

de la exprcsi6n anterior, es decir~ 

n 

.: .:e·_· _ __;._.-- .. 
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Por lo cual 

Para resaltar el hecho de que en este caso el tamaño de la muestra 

se obtiene a partir de una poblaci6n infinit~ en lugar de emplear 

n se puede emplear n , es decir -
n. = ( 4. 3) 

Al igual que en el caso de una poblaci6n finita, el tamaño de la 

muestra dado por la ec 4.) debe corresponder a un n6Dero natural, 

por lo cual se debe aproxüaar por exceso al valor entero m~s cer-

cano. 

~ 4.1.3 Comparaci6n entre n y n~ 

Si se divide entre N e 2 el numerador y el den9minador del miembro iz 
p 

quierdo de la ecuaci6n 4. 2, se obtiene 

K2a2N K2a2 
X E X 

N e 2 e2 
n = e 1N 

p 
K2o l • K'a2 - e2 + 1 E X 1 + X 

N el Np N e2 
p p 

n "' 



7. 

y, considerando el valor den. d~do por la ec 4.3, se cbticnu f~-

nalmente 

n 
. -n = ----.---,-----

1 + _!_ 
Np 

( n - 1) -
(4. 4) 

como ~e puede apreciar de ta ec 4.4
1
el valor de n es menor que el 

de n. , a menos que Np = • 

4. 1.4 Empleo adecuado de n y n .. 
Para una población finita, se definirá la fracción de nuestréc 

como 

n 
fracción de muestreo = fm -=--¡.; 

p 

siendo n - el tanaño de la muestra calculada con la ec ~.3, y .. 
" ¡, el 

tamaño de la población. 

Al obtener el tamaño de la muestra cuando se"trata de una ?Obl~ciG~ 

finita, usualmente se acostumbra umplear la fórmula 4.3, sue propo~ 

ciona dicho tamaño para población infinita, y cor.siderar co::-.o bue-

no dicho valor siempre que se cumpla la condición 

f 

fm ' 0.05 

Lo anterior quiere decir que en la pr~ctica se calcula el va!or de 

, y si n. 1 N. cumple con la condición mencior.ada, entonces se n. p 

considera que n es una aproxir .. ación S"-tü;f~ctoria de n. Si la -



e. 

condición no se cumple, entonces Le e:,.¡¡ le.:~ lu ce t..< ;;ar;. obte-

ncr el valor óe n. 

Es claro que tc:.mundo cc:.mo tamaño ae la muestra <> ne ::;icr..pn. se 

estar~ del l~do m~s prudente, en el sentido de GUC GC tom¡_ una 

muestra igual o mayor que la necesaria. Sin embargo, la cficicn 

cia del diseño exige que el gasto y el ti~~po de muestreo no ~~~n 

superiores a los GUe haya que efectuar. 

Ejemplo 4.1 

Sea una población normal finita con variancia aproxirr.aóümente igual 

a 500. Se desea obtener una muest'ra aleatoria para estir..ar ::.e di<.:\ 

te X a la media poblacional ux , con error en la esci~a:i6n n~ ~a

yor de 10 y nivel de confianza igual a 90%. Obtfngase el vaio~ óe 

n considerando que el t<:m~ño de la po:clc.ci6n e~ ist: '-<l a 

a. 1 O 00 

b. 100 

Soi.uc.i.6n 

a. Puesto que o~ = 500, e = 10 y 1 - a = 0.90, tratándose 

de una población normal se tiene que 

i 
'· 

por lo cual 

n 
m 

K2a2 
X = e2 = (l. 6(5)2 (500) 

10 
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¡. 

= {2,706) (5) = 13.53 

:. n., = 14 

En virtud de que en este caso 

n 
fm 

m 14 
1000 = 0.014 < 0.05 

se considera que n s 14. 

b. En este caso 

14 fm = 100 = 0.14 > 0.05 

9. 

por lo cual se emplea la ec 4.4 para Obtener el va:-.or 

de n, es decir, 

n 
m 14 

n=--~------=----:-'::....:.. ___ _ 
1 +I'J. (nm- 1) l -t l~O (H- 1) 

p 

14 = --=~.,--
13 

= --.,:1:..;
4
:.., = i..2. 3 89 

l. U 
1 + 100 

:. n • 13 



.. 
~v. 

Ejc.mpto 4,2 

Cierta universidad cuenta con 472~ entudiúntes, y se desea cono-

cer el rendimiento académico I:ledio óe tocios ellos, en ténr.inos á~ 

una escala de calificaci6n que va de cero a cien puntos. F.n c~Lu 

dios semejantes en otras universidades, se obtuvo que 1~ dcsvia-

ci6n est~ndar de las calificaciones es aproximadamente igua! a 7 

puntos. Si el error en la estimaci6n de la media de calificacio 

nes· no debe t.er mayor de un punto en valor abso1uto, y el nivel óe 

confianza es igual a 99,, ¿cuál debe ser el t~~año óe la m~estra 

para realiaar la estimación? 

Soluc.i6n 

En este caso, aproximando la distribuci6r, muestral de X r..cdiiH.te 

la distribución normal, se debe considerar que 

P = 1 - a = 0.9S 
¡~ 

:. í{="· =-2.5& 
'(¡.é95 

e = ~ p;~nto 

.por lo tanto, 

¡ z 2 o 2 
e x 

n. = e< = 
(2.58) 2 ((9) 

( l) 2· 

= (6.656) (~9) ~ 326.14( 
l 



O sea n = 327 
& 

Puesto que 

r. 
fm - __:_ = 

- Np 
327 

4726 = 0.0692 > 0.05 

se procede a calc~lar n, es decir, 

n -n • __ _...,._..:..... __ _ 327 • 
1 + - 1

- (n - 1) N • 
1 

1 + 4726 (327 - 1) 

= 

Ejcmp.lo 4.3 

·p 

327 
326 

1 + 4726 
= 

327 
l. 069 

• n = 306 

= 305.89 

J.. ... 

una muestra aleatoria de 14 observaciones de la Ql~ur¡ QlcanzQ¿a 

por ci~rto tipo de planta arroj6 los siguiences datos: 

r 
!. 

1l 
' 



¡.¡G de cit:mcnto ;,lluril, X, en pulg;.ó;.s 

1 52.3 

2 ~8.1 

3 55.7 

4 56.& 

5 Sú.1 

6 49.2 

7 47.7 

8 SO.ii 

9 57.9 

10 52.5 

11 54.7 

12 49.6 

13 53.9 

14 56.0 

Obténgase el tamaño de muestra necesario para asegurar, con ~:na 

¡:¡rooabilia«d igual a 0.95,que el error en ~a esti;;"taci6n ¿(: . 
.;..l. ;-:.u-

dia de alturas óe esta variedad de p~anta no sea ~ayor del 2.86í. 

Sotuc.i.6n 

se deben obtener primero los valor.:s de X y S k de 1« r..t.:..:.:.st::c, con 

los cuales se estirnar~n los de ux y o~ óe la pob¡~ci6n. ?a~a elio, 

fe dispone la información en 'la forma sis-uiente: 

i 
1 



xi X~ 
l. 

52.3 2735.3 

48.1 2313.6 

55.7 3102.5 

56.8 3226.2 

50.1 2510.0 

49.2 2420.6 

47.7 2275.3 

50.8 2580.6 

57.9 335'2.4• 

52.5 2756.2 

54.7 2992.1 

49.6 2460.2 

53.S 2905.2 

56.0 3136. o 

735.3 38766.2 

Por lo tocnto, 

o 

f 
¡, 

52.52 ¡ml-;:..aas 

n 

s2 =J... r xl.~- i(2 = .... 14 (38766.2)- (52.52)~ x n i=l 

= 2769.01·- 2758.35 = 10,66 pulg~das 

13. 

Puesto que e-1 error en la estimación óe" la media no debe ser ma-

yor del 2.86\, y el esti~ador de ~x es X= 52.52, se tiene que 



e ~ 52,52 (0,028&) = 1.5 pulgañas 

Por otra ~arte, se desconoce el valor real de o2 de la pobl~ciC~. 
X 

adcm.-;s de que S~, su estimador, se ha obtcnióo de una muQs t r;.. ¡¡,e:-

nor de 30 elementos. Por lo tanto, la distribuci6n tL6rica a la 

cual se debe aproximar la muestral debe ser la t de Stucent, sie~ 

do en este caso K 2 te Sin embargo, puesto que en este caso se 

estima o2 mediante s2 de la muestra, se debe tener prcse:nte que 
X 1 

el error en la estimación de ~x es 

e = K a- • t a- = te X e X 

o sea, elevanóo al cuadrado 

y, despej~nóo a n, 

n - 1 = 

' t2 
r e 
' n • 

sz 
X 

n - l 

j'2 -e s2 
X 

e2 

s2 
X 

e2 + 1 

4 

; ; 

:1 

1 
1 

_· .. 
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Por ser muestreo de población inÍinita, se puede escribir finai-

mente 

n " - ( 4. 5; 

Ya que el valor de te dep~nde del nGmero d( sraóos de libertad de 

la muestra u, y este último depende del t~maño de la muestra (ya 

que u = n - 1), la fórmula ~nterior para obtener el valor de n -
contiene dos incógnitas. Por ello, se sigue el $iquiente proceso 

iterativo para obtener el valor de n. 

l. Se hace .t0 . 025 
= Z 475 , es decir o. 

Con dicho valor de te se obtiene 

n - (1.96) :1. (10.66) 
= 

(l. 5) ;> 
.. 1 = 1a.2 + 1 ~ 19.; ~~ 20 

De la tabla de la distribución t, se obtiene t 0 .
025 

= 2.C·S, 

para u = 20-1 = 19 grados de libertad. 

2. S~ toma ahora t
0

. 025 • 2.09, y se obtiene 

n a 
(2.09) 2 (10.66) + 1 = 20.7 + 1 = 21.7 -> 22 -

De la t<:.bla de la distribuciór. t, se obtiene to.o:ts = 2.C8, 

para u = 22-1 = 21 grados de libart~d. 

1 



J. 
.• 

Se toma ahora t 5 = 2·. 08, y se obtiene 
0.02 

n = - (2.08) 2 (10.66) + 1 
(1.5)2 

= 20.5 + 1 = 21. S ~> 22 

En este paso se obtiene un valor óe n. lqÚal al del ?a-

so anterior, por lo que se puede considerar que el. t.ürr.a-

ño de muestra adecuado es igual a 22 plantas. 

E~ este caso la pob:aci6n es infinita, por lo cuai no se 

requiere hacer la correcci6n ?ara poblaci6n finita con 

la ec 4. 4. Sin embargo, debe a'clararse que es posible 

emplear la ec 4.5 para obtener n~ primero y, si :a pobl~ 

ci6n de la que se muestrea es finita, usar después la ec 

4.4 para obtener el valor de n corregido. 

~. 2 Tamaño de una muestra ale"toria si:-:.?le (Totales) , 

una caracter1sticé o par~rnetro ?Obiacional de ~ran int.er¿s es e: 

total, que correS?Onde a i a suma de todos los valores y~ que co;,s 

tituyen la poblaci6n, es decir, 

.¡ 
en d.orió.e Y denota al total, y Np es el nú.-:.ero de elementos de la 

misma. 

Si Fe multiplica y divide por Np el 2" rr.ier.~bro de la ecuaci6~ a.nte 

.. 



rior, se obtiene 

N 
'i = __2_ 

N 
p 

:. 7 . 

Es decir, el total de una población es ic;;<1al al tam<.tño de la mis-, 

ma multiplicado por la media correspondiente. 

Cono estimador puntual del total de la población se puede tomar 

el de la estadtstica 

" 'i = N y 
p 

,.. 
en donde Y es el promedio aritmético de la muestra, y Y un estü:-.a-

óor insesga·io en virtud de que 

N E !Yi = 
p 

= y 

~ 

Por otra parte, la variancia de la distribución muestr&l ce Y es 

¡ 
ah = a 2 - = Var (N Yj = N2 Var (Yi~N~ e~ 

Y NY p p p y 
p 

y la;desviaci6n estándar es 
[ 

ay. 

J 
No - n 

a~ "' a N = N a- = N y p y p m N - 1 
p p 

/ 
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mufio de ruuestra para estimar el total con un nivel de confi~nza Y. 

un error absoluto dados, se obtiene en la forma siguiente 

e = K a~ • 11: N 
y p 

• 

_2_ ~N~2"---.n_ 
r- N - 1 

t ll p 

Elevando al cuadrado y realizando operaciones algebraicas, 

O sea 

. n = 

--ll 
N - n 

p 
N - l 

p 

e< (r; - : ) + ¡: < 
p 

Di vidiendc. el numerador y óenominacior ce la expresi6n <.:1 ter ior e~. 

tre ¡; e 2 se obtiene ;:> 1 

¡ 
; 

n = 
e 2 N 
___E 

• 
1 -

K2 N 3 

p 
N e 

- e' 

N 
p 

N> 
p 

1 + N p 

a> 
y 

+ K2 N 

e• 

Kz 2 ay 
e> 

~ K 
N e2 p 

Considerando la ec 4.3, queda finalmente 
N 2 n 

' p 

a' X 

n = p .. 
·, + 1 ("'> n - 1) 
.& r,:-'1 np ao 

a' y 

:e 6) 
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Ej~mp(o 4.4 

Con el fin de hacer una solicitud al Gobierno, se recogieron fir 

mas de habitantes de una ciudad-en 676 hojas, Cada hoja tenfa 

es.,acio suficiente para 42 firmas, ¡:>ero en varias hoj.:Js ::<.: re,co--

lect6 un número men~ r de ellas. Para obtener una cstir..<lc ;_6n dei 

total de firmas, se cont6 el n6n:.cro óe firmas por hoja er. =a 

mue~tra aleatoria de SO hojas, ot-teni~nóose los datos que apa:e-

cen en la tabla siguiente: 

Número de Número óe 
firmas,yi hOJaS, fi 

42 23 

41 4 

36 1 

32 1 

29 1 

27 2 

2: • ~ 
1S ¡ 

16 2 

15 2 

:¡_~ 1 

11 1 

10 1 

9 1 

7 1 

6 3 
r 5 2 

4 1 

3 1 

Obtcr.er el tamaño de muestra necesario para estimar el valer del 

total de fi rn.as con un error absoluto igual al 5%, c-on~ idcr<:11do 

un nivel de cc~!i•n~a igual a 95%. 



1 

Soluc.i6r1 ~ ~·,or conveniencia par<1 r(!ú l i Zilr los ct;lculos., ~e Ó.l!:: 

t•one li. inforrn¡¡c {6n en la form;, !'iguic.:ntc: 

yi fi y~ 
l fiyi fiy~ 

42 23 1764 966 40572 

41 4 1681 164 6724 

36 1 1296 36 1296 

32 1 1024 32 1024 

29 1 841 29 841 

27 2 729 54 1458 

23 1 529 23 529. 

19 1 361 19 361 

16 2 256 32 512 

lS 2 22S 30 450 
' 14 1 196 14 196 

11 1 121 11 121 

10 1 lOO 10 100 

9 1 81 9 81 

7 1 49 7 49 

6 3 36 16 108 

5 2 25 10 50 

.; 1 16 .; 16 

3 1 9 3 9 

50 1471 54497 

i9 - 1 .¡; 147i y = f. yi = = 29.42 so i=1 l. 50 

sz J.. ·19 
(y) 2 

541.97 (29.<2) 2 "' = ¡; fi y2 - = -r y so 
i- 1 

J. 50 ,. 

= fvó9.94 - 865.~4 "' 224.s· 

Entonces 

A 

Y= Np Y = 676 x 29.42 = 19888 fi:-r..as 



• 

L..L. 

Y, puesto que el error absoluto debe ccr igual al 51., se tc.ncirf01 

e = 10.05) (19888) = 995 

Por otra parte, el tamaño inici.tl de muestra igual a 50 pe~mite 

suponer que la estimación de .,2 de 
y 

ia poblaci6n es suficicntemen 

te buena con s2 
y • y que la distribuCión muestral de totales pueó.e 

aproximarse mediante la normal. Por lo tanto, 

n = 

i 

,2 = s2 = 224,5 
y y 

397.9 
1 + 0,58 

• -

(1.96) 2 

(995) 2 
(224,5) = 397.9 

= 

357.~ 

l 
1 + 676 (397.9 - l) 

397.9 = 251.83 
l. 58 

n = 252 hojas 



~. 3 

~.3.1 Antecedentes 

•; ~. 

' ~. 

Supóngase una poblac~6n binomi41 de tamaño N tal que cadc. ur.o 
p 

de sus elementos 6nicarnente puede estar en una ce dos clases: 

A o B (buenos o malos, negros o blancos, grandes o chicos, etc). 

La proporción de elewentos de la población que est~n en la clase 

A es 

A 
P -N p 

y la proporción de elemtos que están en B ef 

¡::>or lo cual 

i? + Q : 

Q = 

A 
-- + ¡; 

p 

B 
N p 

a 
N 

p 
= l (A·+ L,. ¡~ ) 

¡::> 

Si a todos los elerr~ntos X. de la población que ~sttn c~ A se 
l 

les asigna el valor l y a los de B el O, se obtiene 

N 
p 

A 
.r X. 

p 1~1 l 
r = 

Np 
= N = llx 

p 

Es decir, la proporción puede considerc.rse un Cé.SO p<.rt-iculc:r de 

la media cuando los eler..entos de la pobl;:.ción son uno·s y c·eros. 



L~. 

La variancia cr 

o sea 

li 

1 p 
.,z = .r xz - pz 

X N >.=1 l. 
i' 

Sin embargo, como Xi s6lo p~de ser igual a uno o cero, se tiene 

Gue x
1
. • x 2 por lo cual 

i' 

N 

1 
p 

.,z = i~l X N p 
Xi - P2 = P - P2 = P(l - ?) = PQ 

En virtud de lo anterior, si se muestrea sin rer..¡¡lazo. y con t<o-

maño n de una pobiaci6n binomial f.ini ta
1 

para estimar ia propor

c i6n de eler..entos con cierta caracterfstica, se oi:>tiener., con si 

derar.do que la proporci6n se puede c~lcular ~o~o una ~2¿ia, ¡es 

siguientes par~metros de la distribución r..uestral de proporc.i.o-

nes 

1 
~ = p 

p 

/Pr= 
Si la población es infinita, se obtiene 

)Sp = p 
; 



OJ X 
o = 

p 

cstimándose~en ambos casos con el v<slor de.E_ de la mue:;tra, 

si se desconoce P de la poblaci6n. 

En la práctica se considera que la clistribt•Ci6n mue::;tral de pr~ 

porciones es aproximadamente igual a la aoraal para tamafios de 

muestra mayores o iguales a 30 elementos. 

4. 3. 2 Obtenci6n del tamaño de la rnl!llestra 

Aprovechando ej hecho de que lll proporci6n se puede calcular 

como una media simple, las ecs 4.3 y 4.4 se pueden emplear en 

este caso para obtener el tamaño de la muestra haciendo o 2 ~ ?Q. 
X 

Enton~es, 

n ,. ( ~. 7) 

para muestreo de población infinita, y 

n 
m 

n = 
1 1 +- (n - 1) N m 
p 

par~ muestreo de Dlaci6n finita con tamaño N . p 

usualmente se cal'. :Ca primero el valor de n., y si la fracci6n de 

muestreo es mayor ce O. 05, se calcula a co:1tinuaci6n el valor de n. 



Eje.mplo 4.5 

En una colonia con 4000 casas ce desea estimar el porcci\t~~e óe 

inquilinos que son a la vez pro;>ictarios oc su c<..sa, con ur 

error estándar en la estimaci6n no mayor del 1%. Se supone, 

de estudios semejantes, que el porcentaje real de inijuilinos-

propietarios se acerca al lO,. ¿Culntas casas se deben mues~reLr 

para que se satisfaga la condición estableeióa? 

" Soluci.6n 

El error estándar en la estimación de P de la población es 

o = 
p 

y no ciebe ser rnciyor en este caso óel 1%. ~or io ta~to, siendo 

~ = 4000, P = 0.1 y Q = l- P = 0.9, se obtiene 
p 

0.01 = po.1) n (0.9). .;ooo - n 
4000 - 1 

Elevando al cu~~rado y realizanao operaciones algebr~icas 

0.0001= 0.09 
n 

.:ooo - n 
3~99 

·' 



Ejemplo 4.6 

1 

o. 0001 : 3GO - t.,09 n 
:,~~y n 

0,3999n= 360 - 0.09 n 

n(0.3999 + 0.09) = 360 

n = 360 __,...:::..;:.;;;..,_.- = 
0.4899 734.84 

~ n z 735 casas 

26. 

En un ~studio antropol6gico para estimar el porcentaje ce habi~a~ 

tes óe una isla con sangre dei grupo O, se obtuvo una mueztra aie~ 

toria óe 50 isleños, en la cual 22 de ellos pertenecen a" grupo 

sar.gu1neo m2ncionacio. Si en la isla habitan 3206 ge~~es, ¿c~[i 

cicbe ser el cama~o óe m~estra cfnimo para est~~ar co~ ~~ erro= a~ 

soluto del 5% el va"or real de P, suponiendo que el nive: de con-

fianza es óel 95%? 
' 

Soluc.<.6n 

En este caso la proporci6n óe la muestra es 

22 
p =so= 0.44 

_¡ 



s = 1 - p = 1 - o.~~ = 0.5~ 

ConsiOcrando sue la rnuer.tra inicial c:s !;UÍiCicntE..:i:·Cnte gr.-!llrie:, ~.e 

a?roxima mediante-la distriLuci6n normal obtcni(ndose 
. 1 . 

?or lo cual 

Como 

K2 PQ 
n. - --ez--

fru = 

K = Z . = 1.96 
ú.475 

0.84515 
=--'-oc-~ = o. ooz-s- 338.06 

n = 339 - \ 
. ' 

339 
= --- = 0.106 > 0.05 

3208 

se corrige el valor anterior, obteni(nciose finalc.cnte 

n 339 
n = .. --·-- --- = .... ____ 1" _________ --

1 + "3ióa (339-1l (n_- 1) 

' 

; .. 

-• 

•1 

' 



= 30C,787 

• n = 307 h~LiL~ntcs 
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C?nglamt!r aJo 

primario 2 

Tabla 

J 4 5 6 1 8 9 10 Suma 

No. de agricul

tores por uni

dad primaria 

M; 
78 1000 400 2200 700 1400 500 2000 :JJOO 3000 14278 

Unidades pri
marias en ·la 

muestra • • 

de cada 100 unidades secundarias. Las observaciones correspondien
tes y otros cálculos necesarios aparecen en la tabla 8.3. 

a) Usando el estimador insesgado de la expresión 8.1 tenemos: 

= 1 i•n 22 100 22 100 
y= nM , ~, MJ', = 3( 1 428) = 4 284 

= 5.16 hijos por agricultor 

5.16 es el número medio estimado de hijos por agricultor. Para la 
estimación de su variancia, según la expresión 8.2 tenemos: · 

si= 'i' (M,y,- My)' = - 1- (39 046 672) = 19 523 336 
. 11-1 3-1 

i=J si· 
l:: M 2 (1 -f,-)--··' = 2 771 208 • • m-;z l 1 

Por lo cual V(Y) vale: 

1- ~ v - ___ 1_o_ 2 n1 208 
(.9) -3(1 428)' (19 523 336) + 3(10)(1428)' 

= 2.23 + 0.0453 = 2.28 

Primaria 

No. de agricultores por 
unict:d primaria en la 

mues.ra ~¡ 

fracción de mues treo 
en las secundarias f1 ¡ 

No. de agricultores sub
muestreados m¡ 

No. de hijos por agricul· 
tor en la submuestra Yii 

No. de hijos en la muestra 
por unidad primaria 

j""mi 
y·= ~ Y¡¡ 

1 ¡= 1 

No. medio estimado de 
hijos por unidad primaria 
en la muestra 

Y
-.= y, 
'm, 

Nó. total estimado de 
hijos por unidad primaria 
en la muestra 

(1- t,.) 

M( 11- t,.l 

Tabla 

2 3 

i=J 

1 000 400 2 000 L M¡== 3 400 
i""l 

0.01 0.01 0.01 

10 4 20 

6.2,11,8, 9,9,10, 1,3,3,1,9,14, 

6,7,6,5, 4. 7,10,4,5,7,7, 

8,10. 6,5,6,8,4,6,7,7. 

69 32 120 

6.9 8 6 

6 900 3 200 12 000 i==) -
1. M¡ y¡= 22 100 

;=¡ 

0.99 0.99 0.99 

990 000 158 400 3 9GO 000 

6.54 7.33 9.26 

0.16 2.25 0.25 



l08 Submuealreo 

8.9 En una farmacia existen 50 muebles (a manera de libreros) de seis tableros 
cada uno de ellos. En cada mueble y sobre los tableros están los medica· 
mentos que ahí se expenden. Se desea estimar el total de dinero invertido 
en los medicamen'tos y para esto se obtiene una selección sistemática de 
cinco muebles y de cada uno de ellos en la muestra se hace una seÍección 
sistemática de dos tableros en cada mueble después de lo cual, se determina 
el valor de la mercancía en. cada tabl~ro en la muestra con los resultados 
SiiUientes: 

No. de tllbleros No. de tableros VIJior de la mercancía 
MutJble en cada mutJbiB en la mutJStra en cada tablero· 

1 6 2 1000 1000 
2 6 . 2 2000, 1000 
3 6 2 1000, 2000 
4 6 2 3000, 2000 

L--5~~----~6----~--~.2~------~~3000~~·~1~000~--~ 

1) Estime el valor total de la mercancía en la farmacia. · · 
//) Encuentre intervalos del. 95% ~ara el total de la mercancía. 

.. 
·.:: . '. 
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24 Generalidades 

iv) Ambigüedad, posiblemente derivada a partir de homónimos. 

Ejemplo 1.3 Al observar los salarios diarios de un conjunto de 
10 personas se encontró lo siguiente: 175,300, 125,100,100,275, 
150,150,200,200. 

i) El salario mínimo observado fue de 100 pesos al dla, _el 
máximo de 300, la diferencia entre el máximo y el mínimo o 
rango de las observaciones es de 300- 1 00 = 200. 

ii) El salario medio es de: 175 + 300 + 125 + 100 + 100 + 275 + 

150 + 150 + 200 + 200 dividido entre 10, es decir, 
1;b5 = 

177.5 pesos al d (a. 

iii) La varianza de las observaciones es de (Apartado 3.6): 

S2 = 1 ( :E y~ -
N-- 1 1 

1 (175 2 + 3002 + 125 2 + 1002 +1002 + 10- 1 

275 2 + 1502 + 1502 +2002 +2002 - (
1775 )

2 

) . 1 o 

= ~ (356 875-315 062.5) = 4 645.83 pesos al cuadrado. 

1.8 EJERCICIOS 

1.1. i. DcscribJ dos ejcmrlos de pobiJ~:iones a estudiar. ii. Especifique sus 
unidJ.des o elementos. iii. Enuncie dos ejemplos de características de interés 
en cada un.¡ de ellas. iv. (Cu.íntos elementos tiene cada una de sus 
roblaciones? v. (Puede definir al¡:unas_subpoblaciones en eiiJs?, (cuáles? 

1.2. El número <.Je miembros y de beneficiarios asociados a Uf) organismo pú· 
bli¡;n en cada una de las 20 fJmilias de una manzanJ "fueron los de la 
c.Jbl.1 l. l. 
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Tabla 1.1 

No. de No. de b<1· No. de No. de be-
Familia miembros neficiarios Familia miembros neficiarios 

1 2 o 11 11 5 
2 5 5 12 6 o 
3 3 1 13 6 o 
4 6 o 14 3 1 
5 9 o 15 7 o 
6 7 o 16 6 o 
7 5 o 17 .6 o 
8 5 1 18 4 o 
9 6 3 19 9 2 

10 4 o 20 8 o 

Determine: 

i. El número total de miembros en las 20 familias. 

ii. El número medio de miembros por familia. 

iii. El porcentaje de familias con al menos un beneficiario. 

iv. El cociente del total de beneficiarios al total de habitantes en la 
manzana. 

v. El número medio de beneficiarios por familia, para las familias con al 
menos un beneficiario. 

1.3 Enuncie una situar.ión en la cual un censo fuera preferible a un muestreo. 
1 .4 En una encuesta sobre la salud de las personas en una ciudad, se parte de un 

mapa de ella, se dibujan las manzanas, se numeran, se efectúa una selección 
de manzanas, y para aquellas manzanas seleccionadas se contruye un listado 
.de las viviendas que las conforman. Así se tiene un listado de viviendas para 
cada manzana en la muestra. A partir de esos listados se hace una nueva se· 
lección ahora de viviendas dentro de manzana, y para cada vivienda seleccio· 
nada, el entrevistador ocurre a ella y llena un cuestionario por cada persona 
o miembr~ de la vivienda. 1) iCuáles son los elementos en esta encuesta?, 
11) ¿Cuáles son las unidades?, 111) Proporcione seis ejemplos de caracterís
ticas d estudiar. IV) En bdse a sus características elegidas en.{lll), defina 
cuatro parámetros poblacionalcs, V) ¿Qué método de medición emplearía 
para cada uno de ellos?, VI) ¿cuál fué el marco de referencia?. 
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2.7 EJERCICIOS 

2.1 Véase el ejercicido 2 del capitulo l. Marcamos una canica por familia con 
el numero de ésta y de sus miembros; las ponemos en una urna, I.Js 
mezclamos y elegimos aleatoriamente a cinco de ellas, obteniendo los 
resultados siguientes: 

Canica 
No. de miembros 

1 
5 

2 
5 

3 
3 

4 
6 

i) ¿cómo estimar la el número medio de miembros por familia? 

ii) ¿Qué estimador utilizó? 

iii) ¿cuál es su valor particular pard esta muestra? 

iv) ¿La muestra fue buena? 

5 
7 

2.2 En el ejercicio anterior, y con el propósito de evaluar los resultados del 
muestreo, es decir, de saber qué tan buena es nuestra estimación, usamos la 
ecuación siguiente: 

( 1 

¡ = ~ 
(y¡ ... y) l S y 

( ~ vjl ... 
S 1 i = 1 5)(1, 1 (~' - 1 

20) (-) = ( 1 y2 i = 1 
) -

- 20 51 5-= 1 ¡~. -· 5 5-1 - 1 
5 

i) ¿cu.íl es su v.¡I•.Jr pMticuiJr r.tr.J I.J mucstrJ clcgi,JJ? 

ii) ¿En qué uniJJcJcs Jc mecJiJJ .:st.i el resultJJu obtcniuo? 

iii) i\ !.1 r.JIL cu.ttlrJd.t de cll.t se le IIJmJ t'rrur estándur, ¿lu.ÍI es -;u v.dor 
en este cJso' 

it·) H.tgJ un bo,qUl'io de unJ Ji,trihuciún norm.d, con mcuiJ igu.d .11 
nt1mcru mcu1u Jc rnil·nllJro> pu1 IJrnili·.t ·cncuntrJJo en el ejcrcicitJ 1.2 
y con l.t Jcwi,1c 1<.>11 c't.inJM cJk u l.td.t .u>t cr iurmen te. 

•·) Según >ll dibujo, ik 1'·'''-'Le que c,t,i muy Ji'i'CI,,I c>J di,llihuc,,·,.,:'. 
e' UL'Lir, ¿,u \'Jri.lnli.t L'' gr.lfluL' u pcqucñJ' 



40 Algunos conceptos de estadística y muestreo 

2.3 En una encuesta de opinión desarrollada sobre los obreros de una tábrica, se 
encontró el porcentaje de obreros favorables a cierta regla. Este porcentaje 

fué de 38%. Como había información suficiente para obtener dos estimacio· 
nes, se hizo esto y se obtuvo, para la segunda, nuevamente 38'Yo, aunque no 
as1· para sus errores estándar. En el primer caso se encontró 0.07 y en el se· 
gundo 0.05. ¿cuál de las dos estimaciones es mejor?. dé sus razones. 
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Este ejemplo, envuelve al concepto de muestreo multietápico 
en el cual se eligen unidades grandes (salones) y dentro de ellos se 
efectúa un nuevo sorteo (estudiantes). Realmente el número de 
etapas puede ser cualquiera: ciudad, colonia, manzana, vivienda y 
persona. A los conglomerados más grandes se les denomina unida
des primarias, a las siguientes secundarias, terciarias, etc. 

3.8 EjERCICIOS 

3.1 Una población consta de 1 050 unidades numeradas del 1 al 1 050. Es 
necesario seleccionar una muestra aJeatoria simple sin remplazo de tama
ño 13. ¿cómo lo haría usted? 

3.2 Suponga que las unidades en la población anterior están numeradas como 
se indica a continuación: 

1 001 
1 002 

• 

1 317 
1 318 
1 319 

2 040 

9 811 
9 813 
9 910 
9 911 
9 912 
9 913 

• 
• 

9 918 

¿(ómo seleccionarla una muestra aleatoria simple s1n remplazo de ta· 
maño 1 O? 

3.3 En una encuesta de!k!rrollada sobre. una población de 1 O 000 familias, se 
tomó una muestra aleatoria de 40 de ellas, de manera que la fracción de 

40 1 
muestreo fue de 

10 000 
= 

250 
es decir se entrevistó a una familia de 

cad;¡ 250. El número de personas que trabajan y el número total de 
miembros en cada familia de la muestra aparecen en la tabla 3.5. 
Estime: a) El número medio de personas que trabajan por familia y 
encuentre intervalos de confianza del 95%· 

b) El total de personas que trabajan y dé una estimación del error 
estándar. 

3.4 Usando la información del ejercicio 3.3 estime el porcentaje de familias 
con más de cinco miembros y encuentre el error estándar de su esti· 
mación. 

3.5 Sobre el mi~mo ejercicio 3.3, estime el número de miembros por pcrsona 
que tr.lbajan y el error estándar de su estimación. 

.. 
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3.6 Sobre la definición de muestreo ,¡leatorio simple en el apartado 3.1, 
muestre que si a cada muestra posible se le elige con probabilidad igual, 
esto es equivalente a que la muestra elegida haya sido obtenida mediant"e 
la selección den números aleatorios diferentes entre 1 y N. 

3. 7 En el ejemplo 3.1 derive intervalos de confianza del 95% para el 
porcentJje de empresas que fabrican y venden su producto al menudeo. 

3.8 En el ejemplo 3.1, estime las variancias de la media y del total de 
empleados y calcule intervalos de confianza del 95% para cada uno de 
ellos. 

3.9 Un grupo asesor de una escuela técnica piensa que los planes de estudio 
del plantel están un poco desactualizados y, mediante" una encuesta sobre 
los egresados de ella, piensa derivar resultados que le ayuden en su 
reestructuración. Las preguntas que se deben formular, van dirigidas para 
aquellos egresados que estén trabajando como investigadores. El listado 
muestra 638 nombres cada uno con su dirección, de ellos se elige una 
muestra aleatoria de tamaño 20. Al hacer el trabajo de campo, los 
entrevistadores preguntan al egresado >i es o no investigador. Si responde 
afirmativamente le hacen la entrevista y en caso cor.trario no la hacen. 
Al devolver los cuestionarios, el grupo asesor encuentra que 18 de los 
egresados en la muestra se calificaron como investigadores. Y así, emite 
instrucciones para que en el procesamiento de la información, en el 
cálculo de porcentajes y medias se use como tamaño de muestra 20. 

i) ¿cree usted que está bien definida la población objetivo? Indique sus 
razones. 

ii) En el supuesto de que la población estuviera bien definida, ¿sería 
correcto usar el tamaño de muestra de 20 que indica el grupo 
asesor? 

3.10 E::n cada cuestionario de un conjunto de 800 provenientes de una 
encuesta .¡gr icola existe un dato de un porcentaje referente a una 
cualidad de la parcela agri cola. Los cuestionarios no han sido procesados 
aún, y se desea tener alguna idea del valor de ese porcentaje en los 
diferentes cuestionarios. Para ello, aprovechando su numeración consecu· 
tiva se elige ale.ltoriJmente a 60 de ellos y se estima el porcentaje 
teniendo éste como valor 32%. Otra persona dice que la muestra fue 
muy pequeñJ y decide JUmentJriJ J 120, cJicuiJ el porcentaje y obtiene 
como valor 33.4%. Una tercer a persona aumenta el tamaño .de muestra 
hJsta 250 y encuentra como vJior estim.u.lu ..t 32.9%. 

¿Qué comentarios puede usted h..tccr respecto J los valores obtenidos 
en las diferentes muestrJs? 



Tabla J.5 

No. de familia No. de personas No. de miembros 
que trabajan Y; X¡ 

1 1 3 
2 3 ' 7 
3 1 5 
4 1 1 
5 1 9· 
6 2 8 
7 1 8 
8 2 5 
9 3 7 

10 1 3 
11 1 4 
12 1 4 
13 1 8 
14 1 11 
15 4 4 
16 1 7 
17 3 3 18 2 3 
19 1 3 
20 2 2 
21 2 5 
22 2 4 
23 1 9 
24 1 6 
25 1 6 
26 1 7 
27 2 6 28. 3 6 
29 1 5 
30 1 5 
31 1 9 
32 1 8 
33 1 4· 
34 3 6 
35 1 1 
36 7 7 
37 1 3 
38 1 3 
39 6 6 
40 3 9 

40 1•40 r Y;= 73 l:y1x 1 =413 l: X¡= 220 
i = 1 ,.. . . 

r y~= 201 l: x: = 1436 
66 
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Tamaño de 
muestra 77 98 334 300 200 200 370 

Se concluye que el t.tmaño de muestra a usar es de 370, 
superior en 293 unidades al tamaño de muestra que se requeriría 
para obtener exclusivamente la estimación que pretendla el econo
mista. 

En este ejemplo se ha tratado de ilustrar la situación usual en 
muchas L'ncuestas, acerca de que cuando se va a desarrollar una de 
ellas, lus interesados tienden a introducir más y más preguntas en 
los cuestion.uios con la salvaguarda de que "ya que van a visitar a 
tales personas, pregunten de paso tales y cuales cosas". 

Sin tocar de momento los fuertes problemas a que da lugar un 
cuestionario extenso, se trata de ilustrar la habilidad de que debe 
hacer gala el estadl'stico para detectar cuáles preguntas son intro
ducidas sin tener una importancia capital, y cuándo la tienen 
verdaderamente. El hecho es que cuando se interroga sobre la 
pregunta importante, los interesados contestan que· todas lo son, y 
que de no ser asl, "no se hubieran formulado".· En realidad, 
algunas de ellas son debidas a simple curiosidad y, en otras, el uso 
que se les va a d.1r no es de tal importancia como para que ellas 
gobiernen a la encuesta. No es raro ver encuestas con cuestionarios 
formados P'H varias decenas de hojas. Y desde el punto de vista de 
la entrevista 0, en general, del método que se emplee para recabar 
la información es deseable que sea lo más reducido posible. 

4.7 EJERCICIOS 

4.1 Obtenga la expresión 4.3 para el tamaño de la muestra en el caso de la 
estimación de totales. 

4.2 ObtcngJ la expresión 4.4 para el tamaño de la muestra en el caso de la 
.:~tirnJción de porcentajes · 

4.3 En el ejemplo 4. r ~e encontró un tamaño de muestra de 24 para estimar 
el núm.:ro medio de hojas por expediente, con un error que no excede al 
20% y J una confianza del 95%. 

UsJndo IJs tablas de números aleatorios (tabla 3.1) podemos materia
lizJr um muestra. Comenzando en la esquina superior. izquierdJ Y con
tinuJndo posteriormente haci.t abajo tenemos(;¡ tabla 4.'3: 
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3.11 En una urna existen 8 canicas blancas y A canicas azules. Se extrae a n 
de ellas aleatoriamente y con reposición. Se desea determinar la probabi
lidad de que b canicas de entre las n extraídas (b ~ n) sean blancas. 
(Cuál es la distribución del número b de canicas blancas en cada muestra 
de tamaño n?, (cuál es la media y la variancia de esta dfstribución? 

3.12 En la urna del ejercicio 3.11 la muestra aleatoria es extraída sin .reposi
ción. lCuál es la probabilidad de que b canicas (b :¡¡;; n :s;;; A + 8) sean 
blancas? lCuál es la distribución del número b de canicas blancas en 
cada muestra de tamaño n? lCuál es la media y la variancia de esta 
distribución? 

3.13. En el apartado 3.5 se derivó la esperanza de la media muestra! y al 
hacerlo se afirma que: "la probabilidad de que no sea elegida en las 

. · 1 . " N-j+ 1 . ' d d d 7 pnmeras 1 - extracCiones es N , Lesta uste e acuer o. 

3.14 Una escuela tiene 20 salones en la planta baja numerados del 1 al 20 y 
16 en la planta alta numerados del1 al16. 
i) Indique . brevemente cómo numeraría o identificaría a los salones 

para seleccionar una muestra aleatoria simple de tamaño 5. 
ii) Utilizando los números aleatorios siguientes y avanzando de arriba 

hacia abajo, obtenga los 5 salones en la muestra. 

Números aleatorios 
74 50 
90 98 
25 46 
01 81 
41 11 
31 39 
25 04 
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Tabla 4.3 
- . -

Expediente No. hojas Expediente No. hojas Expediente No. hojas 

1 5 9 5 17 3 
2 4 10 2 18 6 
3 2 1 1 1 19 2 
4 3 12 2 - 20 1 
5 2 13 2 . 21 5 
6 3 14 1 22 3 
7 2 15 1 23 5 
8 9 16 1 24 3 

Estime el número medio de hojas por expediente y obtenga intervalos 
de confianza del 95%. 

4.4 En el ejemplo 4.2, para la estimación del total de hojas en los 60 
expedientes con un error del 20% y una confianza del 80% se llegó a 
n = 13. 

Continuando en las tablas de números aleatorios, a partir del último 
número usado en el ejercicio 1: i) Obtenga una muestra; ii) estime el total 
de hojas, y iii) dé una estimación del error estándar. 

4.5 La producción, en un día, de tarjetas perforadas de una persona se 
encuentra en una gaveta; siendo el total de ellas 2 000. Se quiere estimar 
el porcentaje de tarjetas que tienen al menos un error, mediante una 
muestra aleatoria. ¿Qué tamaño de muestra es necesario si se piensa que 
el porcentaje está entre 68 y 80%, y se acepta un error estándar de 3%? 

4.6 En un archivo de 1 O 000 000 de nombres de habitantes del pals se desea 
estimar el porcentaje de ellos cuyo apellido empieza con la letra K. El 
archivo no está ordenado alfabéticamente. 

Considerando que el porcentaje es de aproximadamente 0.5 por ciento 
se pide encontrar el tamaño de muestra requerido bajo muestreo aleatorio 
simple si se acepta un error estándar no mayor de 0.05%. * 

4. 7 Para efectos de una planeación económica en la región occidental de 
México, es necesario estimar de entre 10 000 estJ.blos: u) el número 
medio de vacas lecheras por establo con un error del 10% y una 
confianza del.95%; y b) el rendimiento medio de leche por establo con un 
error del 10% y una confiJ.nzJ del 95%. 

Una muestra aleJ.toriJ piloto de tamaño 20 arrojó las siguientes esti
maciones: 

• (u.tndo el .ttributo buc.~o.:Jdo es rdro, un esquemd de mut:streo de tipo ~.:nt:r..1l tomo c., el 
aleJtorio yJ no es eficiente, requiere tamJ.i1os de muestrJ muy Kr.trÍd~' y C\ ncu .. ·o; •. uio 
recurrir ..t otros métodos. 
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Número medio de vacas por establo i~ual a 40, 
s1 igual a 1 000. 

Rendimiento medio de leche por establo igual 
a 300 litros y s1 igual a 1 600. 

iQué tamaño de muestra se necesita? 

4.8 Si en el ejercicio 4.7 se deseara estimar el número total de vacas lecheras 
en los 1 O 000 establos con un error de 30 000 vacas y una confianza del 
95%, iqué tamaño de muestra se requerirla? 

4.9 Una compañia manufacturera de juguetes infantiles desea introducir un 
nuevo tipo de caballitos, los cuales. puede fabricar con uno de dos 
materiales distintos al mismo costo. Ambos tienen prácticamente, la mis· 
ma duración y aparentemente el mismo atractivo. Se desea usar una sola 
clase de material y para tomar una decisión se considera conveniente 
realizar una pequeña encuesta sobre la 1ona residencial que es considerada 
como su mayor cliente y de la cual se tiene un listado reciente de 1 O 000 
familias. Por lo tanto, se trata de una encuesta Jc opinión, en la cual se 
entrevistará a la madre en cada familia. ¿Pu.:d.: indicar algún valor razo
nable para el porcentaje que se busca, y en función de él, proponer alguna 
precisión? 
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luego, en el muestreo aleatorio simple con remplazo, la media 
muestra! considerada como estimador de la media poblacional re
sulta ser insesgada de ella. 

Ahora encontremos su variancia: 
N 

V(ji) -- V(¿ t; Y;) = 
nl ¡= 1 

1 .V S 
=- ~ Y7 • V(t;) + 2 

,, 
nz -¡= 1 i <¡ 

y, Y¡ · Cov(y;, Y¡) 

1 N n N ,-..; n 
¿ y¡ - - 2 ,. 

V Y¡ --
nz N < ' 1 N~ 

i = 1 n i j 

=---
N n 

Y se puede demostrar que un estimador insesgado de ella es: 

N 
~ (y, - y¡ 2 -1 i=J 

V(yj = 
n n- 1 

5.1 O EJERCICIOS 

5.1. En el apartado 5.2, la población de nmos a que se hace referencia es la 
formada por aquellos nacidos en un sanatorio determinado y en el cual 
se llevan estadísticas de los recién nacidos. En una semana nacieron 2 000 
niños y su talla u longitud media calculada para todos ellos fue de 46 
centlmetros. A los siete meses de edad se elige aleatoriamente a 30 de 
ellos, cada niño en la muestra es medido (y¡) y' posteriormente se colecta 
su talla o longitud inicial (x;) a partir de sus fichas de nacimiento. Los 
datos son los siguientes, (ver tabla 5.5). 

Estime: o) la talla o longitud media de los niños a los 7 meses de 
edad, b) el error estándar de su estimador y e) calcule intervalos de 
confianza del 95% para la talla de los niños mediante i) la media muestra!, 
y ii) rl estimador de razón. ¿Qué método es más preciso? 

5.2 En el apartado 5.?, sobre el ejemplo de las gavetas en los 6 estantes con 
240 gavetas en total, se pide estimar el número total de tarjetas pertene· 
cientes J hijos, así como el error estándar y dar intervalos de confianza 
del 95<:é. E 1 tamaño de la muestra fue de 20 gavetas y el peso total de las 
tarjctJ\ en ellas fue de 30 J..iim•; la muestra arrojó lm resultados de l.t 
tabla 5.6. · 

• 30 kilogramos son iguales a 30 000 gramos, que son las unid.1des de medida para x¡ en 
la Ubla 5.6. 
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5.3. 

Y; 

52 
62 
73 
57 
68 
54 
53 
51 
63 
70 

X¡ 

38 
43 
50 
·-':) 

<+5 
42 
40 
38 
46 
48 

Tabla 5.5 

V; 

70 
71 
55 
59 
71 
58 
72· 
74 
63 
53 

X¡ 

53 
50 
40 
47 
47 
44 
48 
49 
46 
40 

Tabla 5.6 

V; 

52 
56 
57 
60 
58 
74 
48 
52 
57 
70 

X¡ 

39 
42 
41 
46 
44 
50 
37 
39 
44 
48 

y¡: 160 180 190 240 200 150 190 190 240 220 
X¡: 150 120 130 170. 160 140 140 120 180 160 

y¡: 200 200 220 240 180 160 190 200 130 170 
x¡: 150 140 170 180 140 110 130 140 120 130 

Calcule las estimaciones anteriores usando: i) Ny; ii) el estimador de 
razón. 

11 " ,... '\ ... 
- Y¡ -X¡ 
j=\ ·- . 

Si Y =---,y x = ~ demuestre que bajo muestreo aleatorio simple 
n ' . n ' 

la covariancia entre ellas está dada por: 
N - -

. l: ( y 1 - Y) (x1 - X) 
1 - f 1= 1 

COV(x, y) = - --'-----
n N-1 

5.4 Usando las definiciones y el resultado del ejercicio 5.3 y considerando la 
expansión por la serie de Taylor de la función g(x, ¡) alrededor del punto 
(X, Y): 

g(x, y) = g(,\', Y) + (x - X) é\ (x, Y~ + lY- Y) a~~x, ~ -
. x_xx Yx=X 

Y"'y _v = y 
1 

Entone..:,: 

V J~ l e¡(.\ i') l = E[.¡(.\', j) q(X, Y) J ~ 



= [ag (X: .Y) 2 • v· - + [ aq (x, Ji12. "'x- ar x _ • V .H y + 
u oy _ 

X =X X ' 

y v r/7 
(Jc¡(x, ~·)j_) · Cov (.~.y) 

ox ay ;!=x 
=Y Yj==Y 

Si ahora, hacemos q(x, y) = ~ == R, demuestre que 
X 

11 

• 1 - f ~ (y¡- Rx¡)l 
V(R) = :IX' i=¡ 

N -1 
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5.5 En el caso de dominio de estudio demuestre que con muestreo aleatorio 

sim~le E (d ) =!!.. 
Nd N 

5.6 En referencia al ejemplo 5.2, -:alcuk intervalos de confi,mza del 95% para 
el peso medio de piedras por saco, así co01o para el total en los 1 000 
sacos. 

5. 7 En referencia al ejemplo 5.2, estime el error estándar del estimador del 
cociente entre el peso total de la piedrJ y el peso total de la semilla usando 
la apr:>ximación normJI y consider;mdo como válida la expresión 5.3. 

~;.8 En referencia JI ejemplo 5.3, estime la variancia del número medio de 
turistas por hotel para aquellos hoteles que cuentan con teléfono y 
estacionamiento. • 

5.9 En una encuesta sobre el personal de una empresa, se quiere estimar el 
porcentaje de empleados que se enteran regularmente de los cambios 
introducidos al reglamento de seguridad interno, así como el porcentaje 
de ellos que regularmente fuman cigarrillos. Para la encuesta se usan los 
listados de pago correspondientes a la última quincena. De ella se elige 
aleatoriamente a 40 empleados de entre un total de 5 000, obteniéndose 
los resultados de la tabla 5.7. 

Calcule las estimaciones solicitadas, asl como intervalos de confianza 
del 95% para el porcentaje de empleados que se enteran regularmente de 
:os cambios introducido~ al rcgiJmento interno de :,cgurid;,d. 

Considere las expresiones obtenidas p~." las variJm:ias de IJ media mues· 
tral en los .:squemas de selección con y sin rer,·"l' 'L• iCuál es la 
m.!~nitud de su diferencial 

Con referencia al ejemplo de los gav.:teros del apartddÓ 5.2 (por qué es 
necesario qué las familias generalmente tengan m.is de Jos hi:0s? 



lll Muestreo aleatorio simple 

Tabla 5. 7 

No. del Conocen. los cambios Fuman 
empleado al reglamento cigarrillos 

1 no SI 

2 no no 
3 no sí 
4 no sí 
5 no no 
6 sí . no 
7 no no 
8 sí no 
9 sí no 

10 no no 
11 sí no 
12 ' SI no 
13 sí no 
14 sí no 
15 renunció 
16 sí no 
17 sí sí 
18 ' . 

SI no 
19 no sí 
20 sí sí 
21 sí sí 
22 sí no 
23 tiene permiso por 6 meses 
24 renunció 
25 no sí 
26 no no 
27 sí no 
28 no no 
29 sí no 
30 sí no 
31 sí no 
32 no no 
33 no no 
34 no sí 
35 sí sí 
36 no no 
37 no no 
38 no no 
39 no no 
40 no no 



¡ .. 
¡: 
¡, 
1' 

1 

148 Muestreo estratificado 

Para el caso de cam1ones: 

. 13+4+55+0 
yd = -------·----

62 + 33 + 67 _. 124 

72 
=-- = 

286 

= 0.25 
Camiones por predio ejidal 
tenga o no el veh(culo. 

PJra efectos del cálculo de la variancia, debe ser usada la 
expresión 6.34, su cálculo lo dejamos ai lector. En este ejercicio 

. hemG~ empleado las expresiones más simplificadas de los estimado
res que son las correspondientes a la afijación proporcional, aunque 
formalmente por efecto del redondeo al calcular los tamaños de 
muestra no lo sea, pero su efecto es despreciable. 

6.12 El ERCICIOS 

6.10 Obtenga las expresiones 6.20, para calcular el tamaño de la muestra en el 
caso de totales. 

6.11 Obtenga las expresiones 6.21, para calcular el tamaño de la muestra en el 
caso de pareen taj cs. 

6.12 Obtenga la expresión 6.27, de la variancia del estimador de razón combi· 
nJdo en muestreo estratificado. 

6.13 Usando una variable auxiliar que tome como valores uno o cero según 
que la unidad se encuentre o no en el dominio d-ésimo, muestre que la 
ecuación 6.31 es un cociente de medias estratificadas, y que, por lo 
tanto, es de la forma del estimador de razón combinado en la ecuación 
6.26 .. 

6.14 Suponga que en el ejemplo 6.8 hJy 7 estados y que el número de 
gaveteros y datos de la muestra son los siguientes: (tabla 6.10). 

Donde 

Usando la media estratificada estime el número total de tarjetas 
asociadJs a los hijos y calcule una estimación del error estándar. 

6.15 t::n el ejercicio Jnterior, 6.14, y usando el estimador qe razón combina· 
do, estime el número total de tarjetas asociadas a los hijos y calcule una 
estimación . del error estándar. El peso total de las tarjetas en tedas los 

• 
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Se hace el sorteo sobre los listados de cada zona, se llevan a 
cabo las visitas y se obtiene la tabla 6.9 

Tabla 6.9 

Zona 1. Tractores: 

1 o o o 1 o o 1 1 3 1 o o o 1 
pp 3 1 5 PP 1 1 2 o o 1 o o o o 
o o 7 1 3 1 ... 1 1 1 2 o 3 1 1 2 
o o o o o o o 1 o o o o o o o 
2 1 o o PP 

Zona 1. Camiones: 

o o o o o o o 1 o 1 o o o o o 
pp 1 o 2 PP o o o o o o o o o 'O 
o o 3 o o o· o 1 o o o o o o o 
2 o o o o o o o o o o o o o o 
1 1 o o pp 

En donde PP significa propiedad privada. El resto de los datos 
aparecen resumidos en la tabla siguiente: 

Zona 2 3 4 

No. de tractores 8 100 4 

No. de camiones 4 55 o 
No. de predios privados 1 7 3 -

Como en las zonas aparecieron algunos predios que son de 
propiedad privada, y éstos no deben formar parte del e-;tudio, é.:;t\! 
debe hacerse con el concepto de dominios de estudio. Par.:,.¡··'''' 
de tractores de acuerdo a la ecuación 6.33 tenemos: 

163 
= 286 0.57 

51 + 8 + 100 + 4 

62 + 33 + 67 + 124 

Tractores por predio ejidal 
tenga o no tenga el vch(culo. 

' 

....... ~ 
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gaveteros es de 725 kilogramos. Consider .Indo a los estimadores usados 
en el ejercicio 6.14 y en el actual, ¿cuál es mejor? 

Tabla 6.10 

Estado Nh nh Yh 
- . oh (L Vh;)2 xh 

1 400 10 710 464 87 002 5 390 000 50 410 000 
2 100 6 500 334 22 500 1 680 000 9 000 000 
3 200 7 829 545 20 804 4 920 000 33 640000 
4 100 6 817 547 7 15, 4 110 000 24010000 
5 150 7 786 496 2 595 4 490 000 30 250 000 
6 300 8 650 402 4 916 3 640 000 27 040 000 
7 200 7 815 490 5 366 4 770 000 32 490 000 

6.16 Se cuenta con tres listados de establecimientos en los cuales aparecen 
mezclados y sin distinción alguna tortillerlas y molinos-tortillerlas. Estos 
últimos producen tanto masa como tortillas. Se hace una estratificación 
por listado y se toman muestras aleatorias con los resultados de la tabla 
6.11 . 

Tabla 6.11 

Establecimientos No. de empleados en 
No. de esta- en la muestra la muestra 
blecimien-

:os Molinos- Molinos-
Molinos torti/le- Molinos tortille-

rias rías 

Estrato 1 48 2 3 6 5 

Estrato 2 · 127 3 7 9 8 

Estrato 3 390 4 6 9 6 

Estime el número medio de empleados por tipo de establecimiento. 

6.17 En el ejercicio 6.16 calcule el número de establecimientos que deben 
muestrearse si se desea estimar el número medio de empleados, sin. 
distinción de establecimiento. La estimación se desea para los tres lista
dos en conjunto con un error no mayor del 5% y una confianza del 
95%. Use d = 0.05(1.6) = 0.08, sf = 0.2; s~ = 0.233 y si = 0.5 (ejercicio 
6.8; notar que en este ejercicio a cualquier tipo de establecimicn to se le 
denomina "tortiller 1 a"). 

• Peso mcd io en ¡¡ramos. 
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6.18 HJce 1 O años se estimó el número medio de familias por manzana en las 
400 manzanas de un poblado. Se pensó que este número dependía del 
nivel socioeconómico de cada una de ellas y, así, las manzanas fueron 
estratificadas en dos estratos de tamaños 60 y 340 respectivamente. Se 
tomó una muestra aleatoria de manzanas en cada estrato y se obtuvo 
como resultado: 

y 1 = 25 . .Y2 = 55 

5 2 = 50 5
2 = 170 

1 ' 2 

Ahora en la actualidad, se desea repetir la encuesta usando el mismo 
marco muestra!, es decir, las mismas manzanas en los estratos previamen
te definidas. Pero ahora se desea que la estimación en el estrato 1, tenga 
un error no mayor a 3 familias por manzana, y en el 2 no mayor a 2 
familias por manzana; ambos casos a una confianza del 95%. ~Qué 

tamaño de muestra por estrato es necesario? Suponga que las medias 
actuales s·on lO'b mayores que las de hace 10 años, y que las variancias 
aumentaron en 20% . 
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elegirse para la muestra a pocas unidades primarias. Si por el 
contrario, los conglomerados primarios resl!ltan ser muy homogé
neos, se hace necesario aumentar la fracción de muestreo de las 
primarias o, en otras palabras, aumentar el tamaño de muestra de 
ellas, para percatarse y tomar en consideración la alta variabilidad 
entre primarias. En esta situación, dentro de las unidades primarias 
muestrales se elegirán pocas unidades secundarias,. ya que los ele
mentos en la misma primaria tenderán a parecerse. 

8.8 E) ERCICIOS 

8.1 En el ejemplo 8.1 sobre los comercios en un estado se definió a la unidad 
primaria como cada zona y como cada una de las diez poblaciones 
cercanas a la capital. ¿Qué comentarios puede hacer respecto a la variabi· 
lidad dentro de primarias7 En un muestreo a dos etapas, en el cual 
interesa estimar la media por comercio a nivel estatal, y si los comercios 
aparecieran en listas por población sin más información que su nombre y 
su dirección, ,¿cómo definiría u!!ted a la unidad de primera etapa? 
1 ndique sus razones. 

8.2 Si en el ejercicio 8.1 pudiera emplear muestreo estratificado, ¿cómo 
definiría a los estratos7 Indique los pros y los contras de su definición. 

8. 3 Suponga que en el ejercicio 8.1 se definieron dos estr<ltos; en uno se 
encuentran todos los comercios de la capital y en el otro el resto de 
comercios ilendría alguna ventaja esta estratificación? La definición de 
unidades primarias se mantiene como en el ejemplo 8.1. De las Lonas 
comerciales de la capital se elige aleatoriamente a 4 de ellas, siendo éstJs 
las primariJs 1, 3, 4 y 6 de la tabla 8.1 y IJs dos rest.Jntes son del otro 
estrato (2 y 5). Si en la capital existen 7 000 comercios, estime el número 
medio de empleados por comercio p.¡ra cada uno de los estratos, JSÍ como 
a nivel estatal, e indique intervalusdel 95<;;, para su estimación. 

8.4 Los estimadores 8.1 y 8.4 se vuelven autoponderados l:u.1ndo f 2 ; = f 2 una 
wnstante; en este caso, encuentre la estructura de ellos y de sus respec· 
tivos estimadores de variancia. 

8.5 Suponga que toJm los conglomer aJm son Jc t,1n1año igual ,\/, y que la 
fracLiún Je muestreo de las 'ecundarias es cumtante, /, = m/:\1. ¿Qué 
estructur,r adquieren l:l.l y 8.2 > 

8.6 Un urgani,mo púhilco desea llevar a tabo un,r encue,ta de opinión sobre 
sus 130 000 empleados. Ellos se cncuentr,m repartidos en 30 delegaciones 
regionales dispersas en los cstac.lu\ eJe la República Mexicana induyendo a 
la capital del pa¡',_ La nómina t:\ clahorada de manera independiente en -id 
capit.d y. en cu,llr•> dclcgaLiones diferente\. Una vc1 qu~. és'ta ha srdo 
elabor,rda se reparte a lm c.lifcrcntcs est.rc.lm y eJe esa m,¡ner.r Sl' les paga"' 
los emrlcados. 

l 
l 
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Cada una de las delegaciones que elaboran las nóminas regionales 
cubren a 7, 9, 4 y 9 delegaciones foráneas respectivamente. Quince días 
después de que la nómina ha sido pagada, se envía una copia de ella a las 
oficinas centrales en la capital. 

Las estimaciones deseadas son de porcentajes definidos sobre los 
empleados, y se desean obtener para los empleados en la capital de la 
república y para todo el país, incluyendo a la capital. Suponiendo que se 
tiene acceso a los listados de empleados en las diferentes etapas del pago 
de la nómina, enuncie tres esquemas de muestreo diferentes que pudieran 
ser empleados para esta encuesta e identifique lo necesario en cada 
esquema. 

8.7 Indique los estimadores que deberlan ser empleados en cada uno de los 
esquemas de muestreo propuestos para el caso del ejercicio anterior, 8.6. 

8.8 En una escuela con 30 salones se desea hacer una selección sistemática de 
2 salones y dentro de cada salóñ, elegir pupitres con fracción de muestreo 
1 de cada 20. los salones .y el número de pupitres por salón son como sigue: 

Salón 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
No. de pupitres 20 25 20 27 26 25 48 30 25 

10 11 12 13 14 15 
40 21 20 27 35 38 

Salón 16 17 18 19 20 21 
No. de pupitres 30 40 . 43 48 40 21 

22 23 24 25 26 27 28 29 30 
21 25 27 29 35 40 42 42 46 

i) Usando los números aleatorios siguientes y avanzando de arriba hacia 
abajo obtenga la selección deseada de salones y anótelos 

39 
48 
30 
07 

ii) Dentro de IÓs salones antes seleccionados y· utilizando los siguientes 
números aleatorios, haga las selecciones de pupitres dentro de saló.n 
en la muestra con fracción de muestreo de 1 en 20. Anote el método 
usado y los pupitres que están en la muestra en cada salón. 

Números aleatorios para el: 
Primer salón de la muestra Segundo salón de la muestra 

75 09 
19 48 
15 07 
30 16 
03 

1 
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8.9 En una farmacia existen 50 muebles (a manera de libreros) de seis tableros 
cada uno de ellos. En cada mueble y sobre los tableros están los medica
mentos que ahí ·se expenden. Se desea estimar el total de dinero invertido 
en los medicamentos y para esto se obtiene una selección sistemá~ica de 
cinco muebles y de cada uno de ellos en la muestra se hace una selección 
sistemática de dos tableros en cada mueble después de lo cual, se determina 
el valor de la mercancía en cada tablero en la muestra con los resultados 
siguientes: 

No. de tableros No. de tableros Valor de la mercancia 
Mueble en cada mueble en la muestra en cada tablero 

1 6 2 1000 1000 
2 6 •2 2000, 1000 
3 6 2 1000, 2000 
4 6 2 3000, 2000 
5 6 2 3000, 1000 

i) Estime el valor total de la mercancía en la farmacia. 
,¡ ¡ Encuentre intervalos del 95% para el total de la mercancía . 

• 
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El papel de la experimentación 

El proceso de investigación requiere que en algGn momento se 

confirnH:! si los resultados obccnidos con base en un modelo 

forn1ulado bajo ciertas hipótE'si.s son congruentes con la reali-

dad; esto conduce a diseñar y llevar a cabo experimentos que 

pe1-mi tan recolectar informaci6n que sirva para verificar la 

vaU.dez del modelo y, en su· caso, modificar sus hip6tesis. Es-

te ~roceso de retroalimentaci6n se muestra en el siguiente es-

quema 
,. 

' HipGtesis Deducci6n Resultado de 
aplic·ar el 

llo, Hl, • • • (modelo l modelo 

~ :olodelo s! ¿Concuerdan Ex;>el·imontaciOn 
adecuado satisfactoriamente? (datos) 

No 

Sustituci6n de Revisión de las 
hipo tesis hipótesis ··: 

La dcducci6n que se reali2a despu~s de la exp~rimentaci6n no 

necesariamente implica el formular un nuevo mcJdelo, sino que 

ruede limitarse a sefialar en qu~ rangos de valores de los pa

l·ámetros involucrados en las hipótesis el modelC'• es válido. 

Por ejemplo, una hip6tesis podría ser que ciet~;a reacción 

química es independiente de la temperatura; si al r~alizar el 

experinccnto con dos temperaturas (20 y 500"Cl para verificar-

-la, se encuentra que no es asf, se podría procecler a formu-

lar un nuevo modelo cambiando la hipótesis por la que sefiala 

9 
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que la reac-::ión s1 depende de la temperatura, o a ejecutar una 

serie de experimentos con otrafi t~peraturas (por ejemplo o, 
100, 250, 350 y 4so•c¡, para determinar en qué rangos de temp~ 

ratura la hipótesis in~cial es correcta, si ese fuera el caso; 

esto se ilustra en la siguiente figura: 

Producto da 
la reacción 

l 00 

- - - - - - - - - - - - - - - _-./:-- ~ 

- - - - - - - - - - - - - - - 1 

¡· 

O 20 lOU 2 !»o 3!, o 

L Resultados 
iniciales 

_j 

Rango en que 
la hipótesis 
inicial es 
vá.lida: O a 
250"C 

Temperatura, 
•e 

Ls usual que al diseñar un experimento se procure que se p·.;e-

dan estudiar a la vez todos los parámetros involucrados en las 

hipótesis, ya que pudiera suceder que dos de ellos, considPr! 

dos ¡)or separado, no tuvieran efectos que condujeran a rech,\-

~.>r 1<~ h:ip6t.csis inicial, pero que al combinarse s! se detec-

tar.1n efectos _negativos. 

Para tener éxito en un pr6ceso de verificación de hipótesis, 

~s necesario conjugar dos factores: 
1 Í' 1 ._. 
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l. Tener un método eficiente para disefiar un experimento que 

conduzca a resultados que permitan obtener las respuestas a 

las preguntas que se plantean, y que sean afectados lo me

nos posible por alguna fuente de error. 

2. Contar con alg~n método para analizar los resultado~ y 

sacar conclusiones. 

Oc estos factores el más .. -nportante es el primero, ya que si 

el experimento no se di señ.1 adecuadamente no se podr6 obtener 

la informaci6n necesaria para extraer las conclusiones desea

das, aun ·cuando s.e cuenta con m.Stodos de. análisis sofistica

dos, 

Dificultades confrontadas por los investigadores 

Las dificultades usuales que tiene que vencer un investigador. 

son: 

a. Error experimental 

b. Confusión do correlaci6n con causalidad 

c. Complejidad de los efectos estudiados 

a. ELLQr experimental. Toda variaci6n en los resultados oca

sionada por factores disturbantes, conocidos o no, se ll~

ma error experimental. 

La confusi6n que ocasiona el error experimental se puede 

reducir grandemente mediante un diseño adec•1ado del expe

rimento y mediante el uso de m6todos estad!sticos de an&li 

sis. 
1/ 



. • 

b. Confusión de correlación con causnlidad. Es necesario 

saber disernir cuándo una correlación aparente .entre dos 

parámetros es casual o ~~; en el primer caso ~sta apa-

recer~ por casualidad; en el segundo, se tendrá cuando en 

realidad la variación de·un parámetro se puede explicar por 

la variación del otro, es decir, que un cambio. en uno causa 

un cambio en el otro. 

e, Complejidad de los efectos estudiados, No siempre es f&

cil detectar si un parámetro influye en los resultados ex-

perimentales, y si si, en qué rangos de valores lo hace, y 

de qué manera interact6a con otros parámetros para influir 

junto con •llos (efectos cruzados). 

Por ejemplo, los parámetros vino y caf~ pueden influir en 

el tiempo de reacción de un individuo ante cierto ~st!mulo; 

los efectos pueden ser de manera individual (debido sólo al 

caf~ o sólo al vino) o combinada (debido a ambos a la vez). 

Asimismo, los efectos pueden cambiar en función del ndmero 

de tazas de caf6 o de copas de vino. 

es ruuy importante que en cualquier investigación experimental: 

a) se definan claramente los objetivos que se persiguen 

b) se asegure d~ que todas las partes interesadas estén de 

acuerdo con ellos 

e) se defina el criterio bajo el cual se probar& si se e~ 

pl1cron los objetivos, es decir, se seleccionan el dis~ 

ño experimental que se considere adecuado y el m~todo 
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estad1stico de prueba; y 

d) se tengan acuerdos preliminares con las partes interesa-

das sobre las acciones a tomar en caso de que no se cum-

plan los objetivos. 

En lo que sigue se entederá por espécimen o unidad experimen

tal a la persona, animal u objeto sobre el cual se hace la me 

dici6n de la propiedad o caracter!stica bajo estudio. 

Por su parte, se entenderá por tratamiento a un nivel o valor 

de un factor o a una combinaci6n de niveles de factores • . 
Por ejemplo, al comparar el rendimiento (en km/lt) que se tie-

ne con cuatro aditivos para gasolina y dos marcas diferentes 

de autorn6vil: 

se tendrán dos factores, aditivo y marca, e.L primero con 

cuatro niveles y el segundo con dos 

- cada tratamiento será una de las combinaciones aditivo-

marca 

- las unidades experimentales serán los veh1culos a los 

cuales se les "apliquen" los tratamientos 

- el rendimiento es la caracter!stica o variable en estu-

dio 

- los resultados d~ cada medici6n Ckm/lt) serán los datos 

u obf;ervilcioncs 

- el conjunto de datos para cada tratamiento conforma la 

a· 

•'· 
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muestra correspondiente. 

En este ejemplo cada muestra debe ser representativa de la 

respectiva poblaci6n; las poblaciones son las colecciones de 

resultados (rendimientos) que se tendrían si todo ei aditivo 

disponible de cada tipo se usara en todos los autom6viles de 

ambas marcas; obviamente sería no s6lo antiecon6mico sino im-

procedente el usar todo el volumen fabricado de cada aditivo 

para hacer la comparaci6n de rendimientos, puesto que no que

daría nada para usarse con el fin previsto (en este caso, es-

coger el mejor aditivo para los vehículos de una empresa), y 

la verificaci6n te6ricrunente no terminaría nunca ya aue las 

!!bricas de aditivos y veh!culos pueden producir 

continua e indefinidamente (se tratada de poblaciones te6ri-

camente infinitas). 

//_/ 
' / 

' 

• 
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2, TABLAS DE CONTINGENCIA 

CON FRECUENCIA SE DESEA DETERMINAR SI LA CLASIFICACION OE UNA 

MUESTRA EN TEfu~INOS DE 2 O MAS CRITERIOS ES TAL QUE PERMITA 

.JNFERIR SI ESOS CRITERIOS SON INDEPENDIENTES ENTRE SI. 

POR EJEMPLO, UNA MUESTRA DE PERSONAS QUE HAN FALLECIDO SE PUE-

DE CLASIFICAR DE LA SJGUIF.NTE ~.NERA: 

MUERTE POR MUERTE POR 
CANCER DEL OTRAS· CAUSAS 
PULHON 

FUMADORES 348 3152 

NO FUMADORES 82 1418 

EN UN CASO COMO ESTE SE pRETENDERlA PROBAR LA HIPOTESIS DE 

QUE FUMAR Y MORIR POR CANCER DEL PULMON SON CARACTERISTICAS 

INDEPENDIENTES. 

CUANDO LOS DATOS SE CATEGORIZAN DE ESTA MANERA, SE DICE QUE 

SE FORMA UNA TABLA DE CONTINGENCIA. 

SEA UNA NUESl'RA DE TAl-~0 .!1 Y QUE EL EXPERIMENTO. SE HA DISE

~ADO PARA CLASIFICARLA EN DOS CATEGORIAS, UNA CON r NIVELES 

Y LA OTRA CON e NIVELES .. 

SEA x:i j EL. NU11ERO (LA FRECUENCIA) DE ELEMENTOS DE LA MUESTRA 

QUE QUEDAN EN LA CELDA (i,j) • 

• 
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LA TABLA DE CONTINGENCIA SER!A 

CL/\SI- CLAS I flCAC ION 2 
FICACION 1 1 2 3 . . e TOTAL . 

1 xll X12 xu X1c xl. 

2 x21 x22 X23 X2e x2. 

3 >: 31 x32 X33 X3e XJ. 

. 

. . 
r Xr1 Xr2 X r3 X re Xr. 

TOTAL X . 1 X . 2 X . 3 X .e n 

LOS TOTALES POR RENGLON SE DENOTAN CON X· ES DECIR 
l. •• 

X· l. • = 

LOS TOTALES POR COLUMNA SE DENOTAN 

r 
X - I .j - i=l xjj 

L/\ SU11A DE LOS TOTAU:S POR COLmiNA O POR RENGLON DEBE SER EL 

Tt.Ml..FlO DE Ll1 MUESTRA, ES DECIR 
r e 
r X - • X - n -i~l i. - j~l .j - -

r e
f t 

i=l j=l 

~L. PROBLEMA DE VERIFICAR SI LAS CATEGORIAS SON INDEPENDII:N-

TES EQUIVALE AL DE VERIFICAR SI LA PROBABILIDAD DE QUE EL 

ES~tCIMEN CUMPLA CON ALGON NIVEL DE LA CATEGORIA 1 DEPENDE 

DL EN QUE NIVEL DE LA CATEGORIA 2 SE ENCUENTRA. AS!, EN EL 
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EJEMPLO ANTERIOR SE.TRATARIA DE VERIFICAR SI LA MUERTE POR 

CANCER PUUIONAR DEPENDE O NO DE SI LA PERSONA ES O NO FUMA 

DORA. 

EN INFERENCIA ESTADISTICA 

k 
V = E 

i=1 

SE DEMUESTRA 

( 
. 2 

x.-nP.) 
l. l 
nP

1 

QUE LA ESTADISTICA 

(l) 

TIENDE A UNA VARIABLE ALEATORIA CON DISTRIBUCION DE PROBA

BILIDADES ~2 CON k-r-1 Ga~DOS DE LIBERTAD CONFOa~E CRECE 

!l• EN DONDE n ES EL TA11Afl0 DE LA MUESTRA, xi ES LA FRECUEN 

CIA CON QUE SE OBSERVO EL é~ENTO i y Pi ES LA PROBABILIDAD 

DE OBSERVARLO EN UNA REALIZACION DEL EXPERLMENTO. 

EN NUESTRO CASO, SI P .. ES LA PROBABILIDAD DE QUE UN RESU~ 
l.J 

TADO TENGA EL VALOR i DE LA CARACTERISTICA l Y EL VALOR j 

DE LA 2, Y SI LOS DOS METODOS DE CLASIFICACION SON REALME~ 

TE INDEPENDIENTES, ENTONCES. 

P 1 j = ..;1 sj, i " l, 2, • • • r; j " 1, 2, ••• , e 

DONDE w. ~S LA PROBABILIDAD DE QUE EL ELEMENTO OBSERVADO 
l. 

CAIGA EN EL I-ESIMO NIVEL DE LA CLASIF!CACION l, Y Sj ES 

LA PHODJ\JHLIDAD DE QUE CAIGA EN EL · J-ESH!O NIVEL DE LA 

CLIIS !FlCAC ION 2, 

POR OTRA PARTJ:, LOS ESTHIADORES DE MAXIMA VEROSHIILITUD Df; 
• 

X • 
)( . j .• . 

"'1 = l.. 
sj = --n n 

11-
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POR LO TANTO, CON LA EC. (1) SE OBTIE~E QUE 

V = 

• " 2 
~ ~. (xij n "'i Sj·) 

( 2) 

i=lj=l n ~i sj 

TIENE DISTRIBUCION x2 CON (r-1) (c-1) GRADOS DE LIBERTAD 

PJI.RA n GRANDE. ESTE. NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD SE JUS

'l'IFIC!. DE L.'l SIGUIENTE ~lANERA: SE TIENEN K = re CLASES Y 

PARA ESTHIAR LAS P .. SE REQUIERE ESTI~R r-1 VALORES DE w 
l.J 

Y c-1 VALORES DE S, ES DECIR, SE ESTIMAN (r-1) + (c-1) PA-

RAMETHOS; POR LO TANTO LOS GRI\DOS DE LIBERTAD SON 

rc-(r-l)-(c-l)-1 = (r-1)(c-1) 

EJEHPLO 

COH EL FIN DE VERIFICAR SI EL FU~IAR Y EL MORIR POR CANCER 

PUL~lONAR SON INDEPENDIENTES, SE DISE~O UN EXPERIMENTO 

~STADISTICO QUE CONSISTID ~N SACAR UNA MUESTRA ALEATORIA 

DE 5000 EXPEDIENTES CLINICOS DE PERSONAS FALLECIDAS EN UNA 

CADENA DE HOSPITALES, '1 CLASIFICARLA EN UNA TABLA DE CON-

'T'INGENCIA. EL RESULTADO FUE 

i·\UERTI: POr. 
CANCt:R PULIIO 
NAH 

FUMADORES 348 

NO FUW\DORES 82 

1'0TIIL : X . j 430 
~ , . .,. 

J 0.086 

EL SIGUIENTE: 

HUEHTE POR 
OTRI\S CAUSAS 

¡ ;~ . ' 

Jl52 

1418 

4570 

o. 914 

TOTAL 
X. 
l. 

3500 0.7 

1500 0.3 
• 

500) l. O 

l. 000 
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PARA REALIZAR LA PRUEBA DE IKDEPENDENCIA SE UTILIZA LA EC 

(2), Y SE DETERMINA EL VALOR CRITICO DE 'X.2 QUE CORRESPONDA 

A UN NIVEL DE CONFIANZA PRESTABLECIDO, 1-a, USANDO (2-1)X 

(2-1) = 1 GRADOS DE LIBERTAD, YA QUE r = e = 2 •. · 

~ 3500 o. 7. • 1500 
~·1 = 

5000 
= "'2 = 5o o o - o. 3 

• 430 • 4570 
51 = 5000 - 0.086, 52 = 

5000 = 0.914 

b48-sooo (O. 7) (O. 086l 12 
V = • ·-

5000 (0. 7) (0.086) 

[3152-5000 (0. 7) (0. 914)) 2 

+ 5000 (0. 7) (O. 914) + 

+ 
Í82-5000 (0.3) (0.086))2 

+ [1418-5000 (0. 3) (0. 914) J 2 

5000 (0. 08(i) (0. 3) 5000 (0. 3) (O. 914) 

V = 2209 2209 2209 2209 
301.00 + 3199.00 + 129.00 + l37l.OO = 

- 7.34 + 0.69 + 17.12 + 1.61 = 26.76 

SI l~a = 0.99, ENTONCES 

2 <·..:..c> 0 . 99 , 1 = 6.·63 < 26.76 

POH LO QUE SE RECHAZA LA lliPOTESIS DE INDEPENDENCIA. 

J.J r::·lPLO --·--

UN CLUB DE PESCA DEPOH1"1VA ESTA INTERESADO EN SABER SI SE 

I'ESCll CIIDT1 TIPO DE PESCADO CON L/, MlS!-\A FRECUEl~IA EN LOS 

HESES DE .JUNIO A SEPTIEMBRE. PARA ELLO SE DISE~O UN EXPE-

RHI¡;f/TO CC.NSISTENTE EN HEGISTRAR LA PESCA MENSUAL EN UNO 

DE LOS DARCOS DE LOS TRES.TIPOS DE PECES DE LA ZONA: ABA-

DEJO, i"EZ ¡,zUL Y COI.A N·V,IULLA. 

l'j 
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Ll\ TABLA DE CONTINGENCIA QUE SE FORMULO FUE Lh SIGUIENTE: 

ABADEJOS. PECES AZULES COLAS AMARILLAS TOTAL "' 
JUNIO 315 134 7 620 2282 0.2611 

JULIO 270 1250 514 2034 0,2327 

AGOSTO 295 1480 710 2485 . 0,2843 

SEPTIEM 24G 1200 494 1940 0.2219 
BRE 

'l'O'I'f,L 1126 5277 2338 8741 1.0000 

S 0.1288 0.6037 0.2675 l. 0000 

I'J\AA LJ\ PRUEBA DE INDEPENDENCIA CON CONFIABILIDAD l-a .. 0.95 

6 
2 y (4-1) (3-1) = GRADOS .DE L:BERTAD, SE TIENE QUE <~>0.95,6 .. 

"' 12. 6. 

EL VALOR DE LJ\ ESTADISTICA V SE OBTIENE EN LA EC (2) 

. • 2 
4 3 ("X.ij-8741 wi ~j) 

V = ~ ~ 
8741 • sj i=1 j=1 "'1 

2782 0.2611, • = 2034 = 0.2327 CON wl = 8741 = w, 8741 4 

:?48:. 
= 0.2843, 1940 = 0.2219 l,ol3 ... 

o7Ti "'4 = 8741 

112& . 5277 -" "' = 0.1288, 52 .. 0.6037 ·' 1 674I mT-
• 

• 2338 
53 = 'ii7TI = 0.2675 
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• • 
8741 "'1 s1 = 8 741 (0.2611) (0.1288) = 293.957 

8741 "'1 52 = 8741 (0.2611) (0.6037) = 1377.809 . 
8741 ~·1 53 = 8 741 (0. 2611) (0.2675) = 610.509 

8741 "'2 s1 = 8741 (O. 2327) (0.1288) = 261.983 . 
8741 "'2 52 = 8741 (O. 2327) (O. 6037) - 1227.944 . 
8741 "'2 53 = 8741 (0. 2327) (0.2675) = 544.103 . 
87 41 "'3 s1 = 8741 (0.2843) (0 .1288) = 320.077 

. 
8741 "'3 s2 = 8741 (0. 2843) (O. 6037) = 1500.235 

. 
8741 "'3 53 = 8741 (0.2843) (0;2675) = 664.755 

. 
0741 1.1.14 s1 = 8741 (0.2219) (0.1288) = 249.824 

. 
(0.2219) 8741 '"4 52 = 8741 (0.6037) = 1170.953 

. 
8741 "'4 53 = 8741 (0.2219) (0.2675) = 518.850 

V= (315-293.957) 2 
+ (1347-1377. 809) 2 

+ (620-610.509) 2 
+ 293.957 1377.809 610.509 

(270-261. 983) 2 (1250-1227.944) 2 
+ (514-544.103) 2 + 

261.9.83 
+ 1227.944 544.103 

(295-320.077)
2 

+ (1480-1500. 235) 2 
+ (710-664 .755) 

2 
+ -no. on 15oo.:ns 664.755 

• 
(246-249.824) 2 

+ (1200-1170. 953) 2 
+ (494-518.850) 2 

249.824 --11"70.953 518.850 

V '= 1.506+0.689+0.148+0.245+0.396+1.665+1,965+0.273+3,079 

0.059+0.721+1.190 

V "' 11.936 < 12.6 

POR LO 'l'ANTO SE ACEPTA LA lliPOTESIS DE QUE LA CANTIDAD DE PE-

CES ES INDEPENDIE!ITE DEL MES EN EL PERIODO DE ,JUNIO A SEPTIE.:! 

!'!HE, CON UN 95\ DI:: NIVEL DE COh'FIANZA. 

?-/ 



EJEMPLO 

CON EL FIN DE VERIFICAR SI LAS VARIABLES REGION GEOGRAF!CA, 

PARTIDO DE AFILIACION Y SEXO SON INDEPENDIENTES, SE DISE~O UN 

EXl'ERHIENTO ESTADISTJCO QUE CONSISTIO EN SACAR UNA MUESTRA ALEA 

~>RIA DE 1500 PERSONAS Y CLASIFICAR A CADA UNA DE ACUERDO CON 

I::SAS Vl,Rll\IlLES; CON ESTO SE OBTUVO LA SIGUIENTE TABLA DE CON-

TINGENCIA: 

PARTIDO 

lJF.I10CRJ\TA 

lu-:PUDLlCANO 

OTRO 

ES1'r. 

MJ\SCULINO FEMENINO 

183 217 

196 154 

12 8 
391 +· 3 79 

=770 

i70/1500 =o. 5133 

OESTE 

MASCULINO FEMENINO 

223 227 

137 113 

14 16 m + m 
=730 

730/1500 =O. 4867 
A 

TOTAL 

850 

600 

5n 
1!00 

~ 

\1/i 

0.5667 

0.4000 

0.0333 

391 + 374 = 765, 379 + 356 = 735, r 1 = 765/1500=0. 51 

¡:
2 
~ 73!:./1500:0, 49, r = 3, e = 2, m = 2 

3 2 
Ll\ ES'l'ADIS'!'ICA V = r. r. 

1=1 j'::1 

2 
t 

k=1 
= 30.88 

1' JJ:NI: DI 5TH I UllC ION X 2 ~ON rcm- ( r+c+m) + 2= 7 GRADOS DE LIBERTAD. 

SI 1-,, = 951, ENTONCES 

xó. 95 • 7 ., 14.1 < 30.88 

I'OR LO OUI~ SI:: RECHAZA LA HIPOTJ:SIS DE QUE LAS TRES VARIABLES 

SON l'NDEPI:NDIEN'fES. 
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FOR'lULA CORTA PARA TABLAS DE CONTINGENCIA DE 2 x 2 

SI DENOTAMOS A LAS FRECUENCIAS DE LA TABLA CON a, b, e Y d, 

O SEA x11 = a, x
12 

= b, x
21 

= e Y x22 = d, SE PUEDE DEMOSTRAR 

QUE EL VALOR DE LA ESTADISTICA V SE CALCULA CON LA FOR'lULA 

(ad - be) 2n 
V =- (a+b) (e+d) (a+e) (b+d) 

EJEMPLO 

CON EL FIN DE VERIFICAR SI DOS FABRICA..."'TES DE TELEVISORES DE 

COLOR.TIENEN IGUAL NIVEL DE CALIDAD SE DISE~O UN EXPERIMENTO 

CONSISTENTE EN PREGUNTAR A 412 COMPRADORES DE LAS MISMAS SI 

SE REQUIRIO DE SERVICIO DE GAR.l\NTIA EN LOS DOS PRIMEROS A~OS 

DE FUNCIONAMIENTO, CON LO CUAL SE INTEGRO LA SIGUIENTE TABLA 

DE CONTINGENCIA: 

REQUIRIO 
SERVICIO 

NO REQUIRIO 
SERVICIO 

FABRICA TOTAL ---·---------- ---- ------- --·- ------- ------------::..=..::=-
A 

B 
TOTAL 

V = 

111 = a 

85 = e 

196 

152 = b 

54 = d 

216 

bnJ (54J - 052J (85ll
2 

412 
(273) (139 (196) (216) = 15 • 51 

x~. 95 , 1 = 3.B4 < 15.51 

2 73 

139 
4iT 

POR LO QUE SE RECHAZA Ll\ IIIPOTESIS DE IGUALDAD DE CALIDAD, A 

UN 95\ DE NIVEL DE CONFIANZA. 
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CORRECCION DE YATES 

CON EL FIN DE MEJORAR LA APROXIMACION DE LA DISTRIBUCION x 1 

COMO DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE LA ESTADISTICA V, CUANDO SE 

TIENEN POCAS CELDAS EN LA TABLA DE COm'INGENCIA, SE HA PROPUES 

TO INTRODUCIR UNA CORRECCION A LAS DIFERENCIAS DE LAS FRECUEN-

CIAS OBSERVADAS MENOS LAS ESPERADAS, CONSISTENTE EN SUSTRAER

LE 0.5 AL VALOR ABSOLUTO DE CADA DI~ERENCIA, ES DECIR, 

V = 

CON ESTA CORRECCION LA FORMULA CORTA PARA TABLAS DE 2 X 2 

QUEDA EN LA FORMA 

2 
liad- bc\-O.Sn) n 

V = (a+b) (c+dla+c) (b+d) 

EN EL EJEMPLO INMEDIATO ANTERIOR, AL APLICAR ESTA CORRECCION 

SE OBTIEHE: 

V = fj (lll) (54)-(162) (BSLl-0.~(412!) 2 412 _ .(7570) 2412 =14 69 . 
. !Tf3l !139) (l96!1IT6l · - !273HlJ9J(l96) (216) • 

• 

l 
' 
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EJEHPLO 

CON EL FIN DE VERIFICAR SI EL GRADO DE MEJORIA EN EL FUNCIONA

HIENTO DE UN TIPO DE PROTESIS ES INDEPENDIENTE DEL HOSPITAL 

DONDE SE COLOCA, SE DISEnO UN EXPERIMENTO CONSISTENTE EN FOR~~ 

LAR UNA TADLA DE CONTINGENCIA; PARA ELI~ SE OBTUVO UNA MUESTRA 

ALEATOR!l\ DE PACIENTES DE 5 HOSPITALES CON ESTE TIPO DE ?ROTE

TESIS, Y A LADA UNO SE LE CALIFICO COMO: FUNCIONAMIENTO NORMAL, 

PARCIAL O NULO. LOS RESULTADOS FUERON 

J>UJJC ION AA J ENTO 

NULO 

PARCIAL 

NORMAL 

A 

13 

18 

'16 

B 

5 

lO 

16 

HOSPITAL 

e 

8 

36 

35 

a. PROBAR LA HIPOTESIS DE INDEPENDENCIA 

D 

21 

56 

51 

E 

43 

29 

10 

b. ¿SON LOS RESULTADOS DE LOS HOSPITALES A, B, C Y D INDEPEN

DIENTES DEL FUNCIONAMIENTO? 

c. ¿Sl SE JUNTAN LOS RESULTADOS DE LOS HOSPITALES A, B, C Y O, 

¿RJ;SUL'l'AN INDEPENDIENTES DE LOS DEL HOSPITAL E? 

US!IR 95~ DE NIVEL DE CONFIANZA. 



SOLUCJON 

a) 

1 HOSPITAL 
rUNCIONAMIENTO. e TOTALES 

A B D E 

1 
IJ!JLO 

' 
13 5 8 21 43 90 

i 

l'AHC1AL 18 10 36 56 29 149 . 
!iORHAL 16 16 35 51 10 128 

TOTALES 4 7 31 79 128 82 367 

. 
S 

) 

.. 

\' '= 

o .12 8 0.0845 0.215 o :34 9 0.223 

r e 
.• 2 

(Xij - n Wi Sjl 
l: l: . 

:i=lj=1 n w. sj l. 

(13- (367) (0.245) (0.128)) 2 + .(5- (367) (0.245) (0.0945)) 2 + 
. 367 X 0.245 X 0.128 367 X 0.245 X 0.0845 

JJ1- (367) (0.245) (0.215)! 2 (21- (367) (0.245) (0.349)) 2 

J67 X 0.245 X 0.215 + 367 X 0.245 X 0.349 + 

. L1.l..-=.._liC7ll0.2_i.~(_0.223ll 2 + (18 -130l(0.406)(0.12Bll 2 + 
367 X 0.245 X 0.223 367 X 0,406 X 0.12S 

(10- í367) (0.406) (0.0845)) 2 . (36- (367) (0.406) (0.215)) 2 

··~G7 X 0.406 X 0.0845 + )67 X 0.406 X 0-.-215 + 

(16- (367) (0.349) (0.128!) 2 

36/ X 0.340 X 0.12S 

+ (29 - (367) (0.406) (0.223)) 2 + 
367 X 0.406 X 0.223 

il6- (367) (0.349) (0.0845)) 2 

+ 367 X 0.349 X 0.0845 + 

'J __ .· -( 

18 

. 
""i 

0.2-d 

0.406 

o. 34 ~' 

• 
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(35 - (367) (0.349) (0.215)) 2 

367 X 0,349 X 0.215 
+(51- (367)(0.349)(0,349)) 2 

367 X Q,J49 X 0,J49 

(10 - (367) (0. 349) (0.223) ¡ 2 

367 X 0.349 X 0.223 

2. 2227232 + 6.7486558 + 120.40799 
V = 11. 50912 .,-:-~·nn7s· 19.331725' 

526.65454 + 1.1497329 + 6.745659 
20.051045 19.0722566 12.590669 

15.986419 + 17.8713 0.1557281 + 
52.001698 33.227446 + 16.394624 

55.683757 + 39.677817 + 344.56674 
27.537845 44.700967 28.562509 

+ 107.75135 + 
3!.380335 

+ 
15.717815 
32.03543 + 

-26.801189 
+ 10.823014 

V= 0.1931271 + 0.8882361 + 6.6423452 + 3,4337233 + 

26.26569 + 0.060283 + 0.5330587 + 0.~906385 + 

0.3074211 + 0,5378475 + 0.0094987 + 2.4763149 + 

2.0220011 + 0.8876277 + 12.063602 = 56.811495 

V = 56. 81 

GRJ\DOS DE Lli3ERT11.D:. v e (r-1) (e-l) = (3-l) (5-l)' = 2 X 4 e: 8 

2 
DE LI\.S TI\.ULI\.S DE LA DISTRIBUCION X 1 PARA 95\ DE NIVEL DE CONFIAN 

ZA Y 8 GRADOS DE LIBERTAD, SE TIENE: 

7 2 
)' "' X = 15.5 ·e 0.95,8 

2 
V e 5G.8l > XC e 15.5 
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I'OR TIINTO SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE INDEPENDENCIA A UN 95t 

DE NIVEL DE CONFIANZA, O SEA QUE SI :VIY RELACION ENTRE EL FUN 

ClONAMlENTO DE LA PROTESIS Y EL HOSPITAL. 

b) 

lrtJNC I ONl;.M l EN'rO 

1 

HOSP!TAL • 
TOTALES \oli A B e D xi. 

NULO 13 5 8 21 47 1 0.165 

PJ\RCIAL 18 10 36 56 120 . 0.421 

NORMAL 16 16 35 • 51 118 0.414 

TOTALES: X . . ) 47 31 79 ~21:1 285 
-. 

Sj 0.165 0.109 0.277 o. 44 9 1.000 

( 13 - (285) (0.165) (0.165)) 2 (5 - (285) (0.165) (0~109)) 2 

V = + + 28? X 0.165 X 0.165 285 X 0.165 X 0 •. 109 

(8 - (285) (0.165) (0.277)) 2 + ( 21 - (285) (0.165) (0. 449)) 2 

285 X 0.165 X 0.277 285 X 0.165 X 0.449 + 

(18 - (285) (0.421) (0.165)) 2 ( 11) - (285) (0.421) (0.109)) 2 
+ 2a5 x 0.421 x o.165 + 285 X 0.421 X 0.109 

(36 - (285) (0.421) (0.277)) 2 (56 - (285) (0.421) (0.449)) 2 
+ 

~85 x 0.421 X 0.277 + 285 X 0.421 X 0.449 

1 

(16 - (205) (0.414) (0.165) ¡ 2 (16 - (285) (0.414)(0.109)) 2 
+ 285 X 0.414 X 0.165 + 285 X 0.414 X 0.109 

(35 - (285) (0.414) (0.277ll
2 + (51 -. (285) (0.414) (0.449l! 2 + 

265 X 0.414 X 0.277 2BS X 0.414 X 0.449 
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27.46G771 
+ 0.01580(,8 25.259922 + 0.0130474 

V = 7.759125 5.125725 
+ 

13.025925 21.114 225 + 

3.2310961 + 9.4763311 + 7.6405529 + 4.5230018 + 
19 . 797525 13 . 078365 33.235845 53.873265 

12.029452 + 9. 85388G + 5.3674232 + 3.9105458 + 19.4G835 12.86091 3~.66323 52.97751 

V = 3.5399315 + 0.0030838 + 1,9392037 + 0.0006179 + 

0.1632071 + 0.7245807 + 0.2298889 + 0.0839563 + 

0.&178979 i 0.7661889 + 0.1642256 + 0.0738152 

V= 8.3065975 = 8.31 

GRAUOS DE LIBERTAD: v ~ (r-1) (c-1) = (3-1) (4-1) = 2 X 3 = 6 

DE LAS TABLAS, PARA 95\ DE CONFIANZA Y 6 GRADOS DE LIBERTAD, 

SE TIENE: 

~ í 12.6 le = X = 0.95,6 

V - H. 31 < 2 = 12. G \e 

POR LO TJ\NTO SE ACEP'fA LA lll!'OTESI S. SE CONCLUYE QUE LAS 

1/IIF.L\IJLI:S SON INDEPENUH:NTES, O S:L:.I\ EL FUNCI?NAl'!II:NTO DE 

LAS PROTE3IS ES INDtl'ENDIENTE DEL HOSPITAL • . 
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e) 

FUNCIONAMIENTO HOSPITAL TOTALES • (A+B+C+D) E x. 
l • wi 

NULO 47 43 90 0.245 

PARCIAL 120 29 149 0.406 

NORMAL 118 10 128 0.349 

TOTALES: X 
o j 2 85 82 . 367 

. 
sj 

1 

0.777 o.n3 
1 

1.000 

V • 
(47 - (367) (0.245) (O. 777)) 2 + (43 - (367) (0.245) (0.223)) 2 
-361)(0.245 x 0.777 367 x o.245x 0.223 + 

( 120 - (367) (0.406) (0.777)) 2 (29 - (367) (0.406) (0.223)) 2 

367 X0.406 X 0.777 + 367 X 0.406 X 0.223 + 

(118 - (367) (0. 349) (0. 777)) 2 ( 10 - (367) (0.349) (0.223)) 2 

367 X 0.349 X 0.777 + 367 X 0.34§ X 0.223 + 

V '" 
522.76044 + 526.65454 • 17.854394 + 17.8713 

69.86J9ss 2o.o5Io45 115.77455 33.227446 + 

341.49225 + 344.56674 
99.520491 28.562509 

V~ 7.4825486 + 26.26569 + 0.1542169 + 0.5378475 + 

3.4313763 + 12 .. 063602 - 49.935281 • 49.94 

GJ~DOS DE LIDERTAD: v = (r-1) (c-1) = (3-1) (2-1) = 2 X l = 2 

J)E LhS TAI:ILAS, PARA UN 95\ DE NIVEL DE CONFIANZA Y 2 GRADO~; DE 

LlDERTAD, SE TIENE: 

2 " . 
xc = xo.95,2 = 5.99 

V ~ 49.94 > X~ = 5.99 
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POR LO TANTO SE RECHAZA LA HIPOTESIS. SE CONCLUYE QUE CON 

95% DE CONFIANZA LOS RESULTADOS DE LOS HOSPITALES A + B + 

C + D (JUNTOS) Y LOS DB E NO SON INDEPENDIENTES DEL FUNCI~ 

NMll ENTO DE LAS !"ROTES IS. EN GENERAL, SE PUEDE DECIR QUE 

LOS RESULTADOS DEL HOSPITAL E SON LOS QUE DAN LA DEPENDENCIA 

DE ESTE EXPERIMENTO. 

3/ 
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3. I::>:PERIMF:NTOS PARA C0~1PARAR DOS TRATAMIENTO~ 

CUANDO .INTERESA VERIFICAR SI DOS PROCEDIMIENTOS DISTINTOS PARA 

LOGRAR UN MISMO OBJETIVO CONDUCEN A RESULTADOS IGUALES, SE DIS! 

~A UN EXPERIMENTO QUE CONSISTE EN OB~'ENER UNA MUESTRA ALEATORIA 

DE LOS RESULTADOS LOGRADOS CON CADA TRATAMIENTO, Y COMPARAR EN-

~'RE SI LAS MT:DIA:> Y VARIANCIAS CORRESPONDIF;NTES. 

CUANDO LAS OBSEHVACIONES SON INDEPENDIENTES, ESTO SE LOGRA MEDIAN 

TE LAS PRUEBAS DE HIPOTESIS DE IGUALDAD DE MEDIAS y· DE VARIANCIAS, 

CUANDO NO LO SON, LA COMPARACI~N SE HA~E EN TERMINOS DE LAS DIFE-

RENCIAS INDIVIDUALES DE CADA PAREJA DE RESULTADOS . 

.r..L DISE~AR EL EXPERIMENTO SE DEBEN CONSIDERAR DOS ALTERNATIVAS: 

a. ASIGNAR AL AZAR A CADA ESPEC IMEN EL TRATAMIENTO QUE 'LE SERA 

APLICADO; A ESTE PROCESO SE LE LLAMA DE ALEATORIZACION. 

EJ'E:I-1PLO 

POR EJEMPLO, SI SE TRATARA DE VERIFICAR SI UN FERTILIZANTE ES 

HAS EFICIENTE QUE OTRO, UNA VEZ DEFINIDOS LOS LOTES PARA SIEM-

13M NOHINALNENTE IGUALES, HABRIA QUE ASIGNAR AL AZAR CADA LOTE 

A CADA FERTILIZANTE. SUPONGAMOS QUE SE DISPONE DE 11 LOTES Y 

QUI:: 5 SI:: TMTARAN CON EL FERTILIZANTE A Y 6 CON EL B. EL EXPE 

i'II'.ENTO /\LEATORI ZADO SERIA 

LOTE l 2 3 4 S 6 7 B 9 lO 

FERTILIZANTE .A A B B A B B B A A 

COSECHA DE 29.9 11.4 26.6 23.7 25.3 28.5 14.2 17.9 16.5 21.1 TOMATE 

;:: r') 
5 '··--

11 

S 

24.3 



COSECHA CON 

FERTILIZANTE A 

29.9 

11.4 

25.3 

16.5 

21. 1 

104.2 

104.2 = S = 20. 84, 

COSECHA CON 

FERTILIZANTE 

135.2 
6 

26.6 

23.7 

28.5 

14.2 

17.9 

2 4. 3 

135.2 

= 22.53 

Ya- YA= 22.53- 20.-84 = 1.69 

LAS VARIANCIAS INSESGADAS VALEN 

S~ = 52.50, s2 = 29.51 
B 

PRUEBA DE IIIPOTESIS PARA LA VARIANCIA: 

H :o 2 = o2 • 
o A B ' 

1-a = 0.99 

52 

B 

52.50 
F A 1. 7 8' = 2 = = 29.51 

F = 11.4 > 1.78 
0.01,4,5 

SB 

25 

POR LO QUE SE ACUTA H
0 

COll UN NIVEL DI: CONFIANZA DEL 99%. 

PHllEDA DE lliPOTESIS PARA LAS m~DIAS: 
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- 2 2 - Yr.. vAS A + vnsa 
'l' 

• l.l (CON VARIANCIAS : ( = ·/1 + 1 VA + VB IN SESGADAS) 

nA nB 

VA, = nA - 1 = 4 ' VB : nB - J ~ 6 - 1 - 5 

( ~~·./4xs2. so
4 

+ 5x29. 51 / +5 = 39.73= 6.30 

t = --=-1':.6""9"==-= 0.44 < t0.01,9=3.25 

6.3o/~+i 
1 

POR LO QUE SE ACEPTA LA HlPOTESIS DE IGUALDAD DE MEDIAS, O 

SEA, QUE CON 99\ DF. PROBABILIDAD EL RENDllHENTO DE LAS TIERRAS 

CON AMBOS FERTILIZANTES ES EL MISMO. 

b. APLICAR CADA TRATAMIENTO A GRUPOS O BLOQUES DE ESPECIMENES, 

EN ESTE CASO EN PAREJAS, QUE PERJIIITAN REDUCIR LA VARIANCIA 

O DISPERSlON ALEATORIA DE LOS RESULTADOS, I!lo'VOLUCRANDO, A 

L1'1 VEZ, UN PROCESO DE ALEATORI ZACION EN LA ASIGNACION DE 

LOS BLOQUES; A ESTE PROCESO SE LA L~~ DE AGRUP~IlENTO EN 

BLOQUES. 

E.JCMPLO 

EN EL E.Jl::MFLO INMEDIATO ANTERIOR LA INCERTIDUMBRE EN LOS RESUL 

~'/IDOS POR LOS EF'ECTOS 1\I,El\TORJ.OS INVOLUCRADOS SE PUEDE REDUCIR 

SI EN VEZ DE !';ORT·EARSE LOS LOTES PARA CADA FERTILIZANTE,· CADA 

,-¡ . 
~' '/ 

'' 
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LOTE SE DIVIDE EN DOS PARTES IGUALES Y SE SORTEA QUE MITAD SE 

TRATARA CON CADA UNO DE ELLOS. CON ESTO LOS RESULTADOS QUEDAN 

AGRUPADOS POR PAREJAS (yA, y 8 ), UNA PARA CADA LOTE, TENIENDOSE 

QUE Ya Y YA NO SON IND~PENDIENTES. CON ESTO SE TIENE UN EXPE

RIMENTO CON AGRUPANIENTO POR BLOQUES. 

SOPONGAMOS QUE LAS PAREJAS DE DATOS QUEDARON DE LA SIGUIENTE 

MANERA PARA 5 LOTES: 

YA Ya y -y =d B A 
d2 

HO:~d=O; H1:~d;i0; 1-a=0.99 

-2 29.9 26.6 -3. 3 10.89 d = 6.7/5 = 1.34, d = l. 80 

11.4 23.7 12.3 151.29 d2 = 187.95/5 = 3 7. 59 

25.3 28.5 3.2 10.24 52 
d = 37. 59-l. 80 = 35.79 

16.5 14.2 -2.3 
5.29 

21.1 17.9 -3.2 10.24 
sd = 5.98, t d¡;:-1= 0.448 6":7 = 

187.95 sd 

t = 4.60)0.448; POR LO TANTO SE ACEPTA H . 0.005,4 o 

EN ESTE CASO SE MANEJA LA ESTADISTICA d CON DISTRIBUCION t DE 

STUDENT. 

EJEMPLO 

CON EL FIN DE VERIFICAR SI DOS MATERIALES PARA FABRICAR SUELA 

DE ZAPATO SE DISEflO UN EXPERir1ENTO CON AGRUPAMIENTO POR BLO-

QUES Y 1\LEATORIZACION. EL AGRUPAMIENTO SE HIZO AL USAR EL ZA

PATO DEL PIE IZQUIERDO CON UN MATERIAL Y EL DEL DERECHO CON 

EL OTHO; L/\ ALI::ATORIZACION SI:: HIZO AL ASIGNAR AL AZAR CUAL Ml•-

'l'EHli\L EST/\RI/\ EN EL IZQUIERDO Y CUAL EN EL DERECHO, PARA CAD" 

.. 



l'On LO TANTO SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE DURACION 

r>r:: LI\S SUELAS IU::CHAS CON AMBOS MATERIALES, CON UN 99\ DE NIVEL 

DI:: CONFIANZA. 

HE SUMEN 

l. LOS EXPERIMENTOS DEI3F.N SER COMPARABLES Y REPRODUCIBLES. 

CUANDO SF. CO~IPARI\N •rHA'l'AMIE'NTOS DEBE PROCURARSE QUE LOS 
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EXPERIMENTOS PARA CADA UN CORRAN EN PARALELO. 

2. DEBE HABER REPLICAS DE CADA TRATAMIENTO. LAS VARIACIONES 

ENTRE LOS RESULTADOS DEBE PERMITIR ESTIMAR LOS "ERRORES" 

DEBIDOS AL AZAR 

3. SIEMPRE QUE SEA POSIBLE SE DEBEN AGRUPAR LOS RESULTADOS EN 

BLOQUES PARA REDUCIR EL ERROR, AL.HOMOGENIZAR LOS RESULTA

DOS DE CADA REPLICA. 

.. 

i 
1 
1 ,. 
1 



6.lZ DECHIOMU ESTAOISTICo\S PARTICULUES 

Htblendo chitrrolltdo el procedl•tento gentrtl plrl probtr 

decl!;tonet. tt.lldhtlcts, se tUtblecerln 1 contlm,ucl&n lo~ t\l!_ 

dt~tlcos, 1 sus dtt.trlbuctones de probtb\1 \d1d, 1decu1do~ p1r1 

relilllr prutbl\ de hlpdtesis ~obre los plrlattros poblltiOnl

ltL hcepto en un CI\O, el e5Ublechllento esU tntegr1"'ente 

b1udo en los Cl\os estudlldO\ en los tnterv1lo~ de c.ontl•nu. 

P1r1 prOblr e'tldhtlc1111ente 11 •edil "• de unt pobltcl&fl 

de VIIOres de l1 vtrl1ble 1lt1tor\1 1, co•o puede ser 

"· ' .. • ( fi .18) 

•" blse 1 lo' ulores cofloctdos de h aedh 'y h desvhct6n e! 

tlndlr 5 1 de Ufll aut\lrl •ltttor\1 de t1~1fto ~ de 11 pobltcldn,

se pueden distinguir dos Cl\05: el que el t•••fto • de lt aues-· 

tr1 set gr1nde I•P101 1 el-que \U pequetlt I••JO\. El prl•tr t!_ 

so tsegurt que lt dhtrlbutldn d~ •~dh' de \1 ~utstrl set flor-

••1, '1 que lt dt,vltcldn f'St,ndtr •uestrtl ~e• un buen t\l\1111dor 

de 11 desvlt(\Ón eHind•r de 11 pobhct6n. L\ segul\do, p1r1 po

derlo resolver, requiere que h pobhc\6n se1 nor•1l, o 1proal•!!._ 

d1111ente nor•ll. 

En el prt.•er CI\O, y de ICutrdo 1 1• teor11 del •uestreo, • 

se s•be que \1 v•rltble 

' . i" - 1.1----·-

es tpro•l~r~t•h•ente nor••l est.&ndtr. SI se 1dalte to•o verdtder• 

11 ~lp6tests (6.]8), entonces 

' . ' . (fi.l9) 

) 
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cu J., In ·~~~~J~ Jc JO~ ;;.otll~c•oue~ (e•Pr~\IÓII li.ll), o .tn:_~~ • 

oe prut.11r ~• ~··~~en Jll~r~n~•~~ \l'.lnliiCJtl•ll\ en_tre lJS me..JIJ\ 

•h ilOi potii,Hione~ (c .. .arto renylón oe ¡.,. UblJ 11.1), en b.t~e ~ • 

111~e~trt~ pequell.ai en tmbo~ c•~•a. [n lt ~HCIÓn ó.4 it Otlt~~o • 

q~c ~~ unt ¡¡ool•c•ón e~ nor111•\, o •pro•IIII,¡O•~~nt., nor••l, <le Oet 

WU(IÓn eU~MUr <l 1 , 14 wtrUo\e v' <leflnHU en (ó.2l) tiene 01~ 

tflbuctón ,• Clt •1-1 'Jf4úO' <le lltlert•CJ. De e~t• ••ner11, il il! • 

tienen oo~ pobi&Cionei norm•le, e ln<lepcno¡entei ú~ <ltiwi4Cionei 

l!itllnú•r J 1 1 J¡, rc\Ptetlvolmente, úe donJe 11! Qbten~dn lllut\tr•' 

Jt t•ono~o\u "• '1 "'· 1 <lt\vl•..:•onci cutnd•r S, y S., ttlllbll!n re~
peCll••lllente, entonCc\ l•1 ••r••blei 

( 6. 4 1) 

(6.H) 

ttn<lr~n <ll\trJbuclonci ~ con,,,.¡ '1 .t,-1 gr11d01 Oc ltberU<l ret 

pect•••111ente • t•<l• potll•clón . 

Por otr• ¡¡<irte, t:n ~~ c•pltulo l ~e t:~t•bh:lJÓ Que~~ lo~~ -

w&rhblt!O <ilt:4t!Jfl•\ .,¡ 1 .,; t:r·•n lnde¡¡enQJente\ con dl\trlbuCI2. 

ne~ A con ~, y "J 'JfoldOi úe 1 lb•rt•d, re~peCtl•&~ente, entonLe~ 
\<1 v•rut~\e 

f • ' ....,,>, -,--
.... J 1 ~ J 

( ó. 41) 

tiene <lntrlb .. clón f <lr f1Ult:r cun ~,y "1 ~rddO\ dt IJbrrt•d. 

'su\tltu~enQI.I en (6.41) ¡,\ Hri¡,b\ei .... : y .... ~ úefJnlll•\ en (0.41) 

1 (0.4~). Q"l! tienen "''" 1 -1 '1 w¡•<t,-1 gr<1do10 <le llberttll, rt:\·· 

pect•••meute, 10e Obtil!r•l! -i .. ~ 

® 



• 
f • 
~-4-.,., ,, 
~..!L ··-· ,. 

• 

s: • 
f • • .1• 1.' 1 ..2..L (6.44) -,- • .. ,,.,.,. '• .. 

lielle 4h\rlbwC10n 1 41 fts"er COA • 1 -1 J.,.¡ grtdOI. de ltber-

lllll. AUII.Ieado lt ftlpOtuh de que 

o 1 • o 1 

•• oDthne el euadhtlco 

f • ~ 
•• 111¡·11 

s' -=-s: ( 6. 45) 

curo• ,aJore\ deben et.ttr contenido' dentro de Cierto, ~•~ores -

crhl~oo• defouldo~ por la proptt dhtrlllucl6n f con n 1 -l 1 n,-1 

jr<IOOl de UllertecL [ltO per•ite e~otelllacer h rey\• de deci

••O• p•r• proDer \<1 blp6tc51l de bo•o~eneld<ld de w1ri1RCI<IIo de 

do• poDlectonn. [1 ru~o~hldo (6.44) e1o el c¡ue u preunu t:n 

el Ylt1•o ren¡l6n de h •enclon<l.4• Ubh 6.1. 

[Jt•plo •-21 U•• e•pr••• prOduce tibies con relol~otencl• •edl• • 

l1 rupt~o~rl de 200 kg y delowleclóa elolÁnd<lr de 20 

kg. ~e plen•• que Con un nuevo proce~oo productivo 

\1 resl5tencll •edil 1 1• rupture •• p~o~ede lncre-

aenter. 

•1 Ohefter ~o~nl regh de dechl6n P•r• •cept1r el -

n~o~ewo proceloo produCllwO con un n1wel de loi\JRI

flc<ICI6n del U •1 prob<~r ~o ctblu. 

D) IIIIJO h regl• de decisión edopt<lde en el incho 

<Interior, celculer l• problbllldld de rech•l•r 

el nuevo proce1o Culndo en reel ld<1d eui produ-

Cltnáo Clibltoi con re~htenci, eu.•llu • 1• ruptu· 
,.., de 110 •!i· 

e) OibuJ•r 1• curv• c•r•cterhtac• 
lt reyl• ~~~ dtclilón. 

lit upt:r<ILión ole 

•)Si~o 1 nl• 
d11C Ido l. con 

hlpótult.: 

rtihlenca• •eiJJt • ¡, ruiHt~r• 
el procelio H:t ... l, 1.e trtt• de 

lle los c•blti pro

dtCiálr entre '"'' 

•• ut•lUO 1!::1 (el procuo n .. ewo ti igu•J •1 tctu•l) 

•• ...l~too Ir.:~ 
(el pro~;eso nuewo e~ .. tJOr que el •.:t .. o~\) 

Como el Uat•flo de h .. utUrt "' gr•nUe, el eUtllhtlco que ~t 
us.•r& par• dli•IIAr lt rcyl• de o3tLII.IOn es 

l - "'t 
~,,jn ' . 

en dondoe ti w<llor Critico del •1 11 <Je ~lvod <Je 

tlón oen un• pr~o~eb• de hlpóte~o\~ de un• culd v<1le 
J•ndo ~- oe \<1 e.lpre~oiÓn <Interior, 

l<lnte lu~o d<1to1o del prublt=ll<l y el 

SU~n1f1C4- - • 

l. 3 J. De~ \.1~ 

tiene: 

• o • ' . ' • r. 

·too • t.H 

• 1ü6.' li:j 

10 
.110.-

y ~IIStlt~o~yo:nOu en \4 re~ul

de ¡, hlj.lótesu nuld, ~e U!!_ 

~ 
21)(1 t06 .• 

Obsirwe~e que lot tiene un prOble .. • de deC\Iolón di!""' col• d!:. 

lll<Jo • que 1• h1p6tesh n<o~l<l est<lblece que se rechece 11, ~••!!!. 
pre Que 11!1 ••lor de le llledl<l 1ou "'"'!111'1. (no <llfll!rente) de-

200 t.~. AhOr<l, !ol PLH (rec:huo dt tl
1

) "i>ZOI>.b-1 h re'JIA 
de dec l1o Ión quede co•o: 

G) 



l. AceptAr el nue~o proc.e•o proa .. ctlwo '' le re,•stencu 

•edil di SO Cl~l11 IICOQiáOl el l~lr 15 •e1 or 01 • 

206.6 kg 

•• 
•• r 1 a aJJ 

en aoaoe lu dhtrltr..,ctones •"- hs rtlhtencles •ealll e le -

'""'""'' estjn repre•encede• por le• cur~•• nor••les áe le fl
i<~rl 6.S. De tsu se we q .. .: h probeblllded 01 reclllllr el -

1wewo proceso proOuctlwO, cwtndo en realláeo produce ceDIII • 

con rtllstencle ••4•• 01 210 ki , ese! 0101 por el ~ree reye
oe OIJO le c~o~ro,. aor••l oe le Clerecne. t .. ego, ttellltnilo 11 -

rup6tes11 oe q.,, ~o~,.•IU 1 q .. e le de1wUcl6n estAnoer conserw1 

'" •tlor, •• tiene: 

• ,,, 
.¡, 
,, ~ 
J. 1: 1 o 

11U.7j 

tll•.l·l!O) 

u 1 J ~o · 
-l. 171 

¡. • ~ 1 J • 

'. 202. S zos. o 207.S llO.O 212. S 21 S. O 

O. JZSB Q_]ij9J o. 1210 0.0202 o . 0011 

• 0.910(1 

,P. A 

hbh 6.8 
Errores tiPO 11 di h regh de GtcuiOn del IJt•plo. 

fl.21 

• 
! ···+---...... ~ 

' .. 
' .. 
'. 1 

' .. 
'.' 
' .. 
'. l 

'.! 

'. 1 

fig"""ll ••• 

" • 1) ,1) 1 

® 



(Je•plo 6.Zl Con rtiPICtO 11 •Je•plo anterior, c.lc¡¡hr el u•! 
lo 111 h a111Ur1 411 ••••ra q¡¡e le prooeollidad de 

r1t~a¡ar 11 ~lp6t1tll ~,·tOO lt , Culado deberla -

eceptaru, ••• cuaa4o ••• o.O~o 'J le pnbabll Hhd 

de aceptar qu1 ~o~,•tOO ljl , c¡¡ando h •1dl1 •• ln·

craaaat6 1 ZOi l¡ 111 c¡¡lado •l• o.Ol. 

(1 IIYICII41o del aJeaplo IIC.bhc• ll•ltltloau 1 h re¡h de d! 

chtta 4111 u for•wla de •••era qua lo1 1rroru tlpot 1 'J 11 ''!!. 
111 prODIDilldldll 11 O.Oi 'J 0.02, riiPIClha•enu. Alf, le U· 

tll 41 ll"lt16fl •abhrl di wfll •111Ur1 di hiii'IO 1 'J di !01 11A!, ... 
. . 
• 

Pl•rror tipo 11 !. O.OS 

Plerror tipo 111 o.or 

1ft lloade el error del t tpo 11 

(UI tlhacl6a u tl~~o1tra ¡rUicaaente 11 

Para q111 11 cwapla que o•O.OS, bajo la hip6tet.11 de q11e ~,·tOO,

•• diOI Lafter 

.. ,¡...!......:_!_~ . 'J < o.u 
\ zo¡F - e -

' '" dOAdl el wllor crttlc, d1 'c. .tol Sl de Rlvll de t.lgnlfiCicl6n 

/Jo 
1 • 64 ~ 

zo¡[íl 

Ll r1~tr1cclón de que II•O.Ql, cu1ndo u,•tDS ~ ~~ con~erva o, en 
lO, t.e tya~le t.l 

•• p ( 
• • tQ ~ 

201./fi 
(J .1,11 

en donde 'e vale -Z.O!i!i al Zl de nivel de ~l<JnlficatJón. Oo,er

viU~ q,n el valor critico 411 e•t•IISI\tl<.o et. neo;~atlwO porque la 

coll de rechalO lt.tl 1 la llq¡¡llrde¡ el valor 2.0!i5 t.e obtiene 

de le Ubh di la dhtrlbuCión ROI'Aal. De Ja Ültlaa 1opre\1Ón -
U Obt lene 

• • 2 (J 5 

IOJJ;' 

lesohlendo el Slst••• toraado por les do\ et¡¡IClORet. Obtenides, 

u llega 1 Qwl 

' " • 2 19. o 

Por lo que el taaaflo de la •ueura debe ser de 219 cables 1 la -

re¡la de declsl6n dlr¡: 

l. Aceptar el n¡¡ewo proce~oo prOdyctho '' le reshtencie •!0. 

4\1 de ZU cablu ucogtdOI el uar u aa~or a 2DZ.2 ~g 

2. lacha11rlo en ca1o contrario 

Oe ltuerdo a et.ta regl• 4e dechi6n, si u 1elu:clonen et.os 2l9 

cable• 11 "'•r prodYtl11o¡; tOft la ttc:nlca ft11ew1, t.e prueblft, 'J 10 11 
•edh; rehlU ur por eJe•plo de: 

1) 208 kg , •• aceptar¡ el 1111"0 proce•o COIIIO 11e]or. Ea •!. 

te talo •• rechala ~,·ZOO. aynq~• C.tobe tener ~~ error~~ 



•••o del !11 en recaa1er algo que e• cltrtll. 

Z) 11!1 '9 , u recuu •1 11uua pracua produttho. Aqut -

te atltrl u;eplalldO q~oe ~o~ .. •ttll, &uflque calle tener 11n. -· 

error •l•l•o ~11 21 4e aceptar al¡o qua ll falto. 

lJa•plo i.Zl Un fabricante de baltnel de roda•lento •~•gura que 

&ut bellne& tienen un dljaetro •edlo de 1.905 C• -

de diA•etro. Un enta•Diador ulia elitOI baltnet pa

ra prod.,ctr Dalerol y, pera aceptar ua pedido, •1-

dc el dtl•etro da lO blllnu del lou rectD,tdo. 

•• 
•• 

'• 

St la •edtc de 11 a.,e,trc de Jo¡¡ 10 dllactrol as 

de 1.-jll ca 1 111 du~llctOa utlndar u 0.021 e•, 
¿.aaoerl •captar al enu•Dhdor el lota1 

"'• ¡ l. tU c.• 

(aceptar el lote) 

(racaucr el lote) 

en oo~de • 11 u•l ~arllbla aleator1• qul reprl$1nt• el d,aaetro 

di lo• 11•1'-•• rec1Did111. Para probar la hlp4u'u nula, 1 ciado 

q11e h •ue•tra •• pequ1Aa. •e uura el e•tadhtlco 

• • ' - ... 
S ¡¡;:1 • 

'"ra lo cucl u aceptar& que 1a dhtrtllucl6n de lo1 dUIIttrOi de 

lol ••llul u apro•l•ldaacnu nor••l. En ut.t eapre&lón 

,.,•1.90~ por blp6tuh, i•t.tJI 1 s .. •O. OtJ da .cuerdo a loi da-

lOI del prooleaa, 1 (tiene dtUrlbuclón t de Student con ,_.,., 

¡radOI di llbarlad. l11110 

1.9)1 - 1.90~ 

I.IU~ 
J. J9 

lOI •alore• cr\~1co• oe t en proDie•a• da deC1510n de dos col••· 

por prever la tatP6tcsh alterna el retha.&o de la nula porque h 

nu:Jt• o.lt 1• 1/lltdactón oU menor o Dldtor que 1.':10~. con ':1 grados

de litlcrtad 1 a nludti de ¡¡l!,¡nlllC•Ctón d•d S 1 U iOn, r~,Olc.:

tl~,.tcntc, ~ l.l• 1 ~ LlS. Como \t Ob~crwa en la figur• b.li. _ 

el walur obu.r~ado lle l c•e en las ft'jiiOnt~ de rccn,uo dt ¡, ht

p~lt~l~ ¡¡rotl•da. Po~ lo Unto, 1. IDtdU de la IHJDI&<:tón oh dt-'

•ctroli ti il~nlflc•tl~afitntc llllcrcntc ac 1.~05 m. 1 deber-' re--

,, ill 

·Z. O J 
l 

J. 19 

'1 ti 
" .. 

-J.B 
"'' 1 J. J9 

fi!lu'l..t b.l P'l .. ~b.:l J¿ ftip6h•ú dott (i~on¡¡to ,.ZJ. 
[Jellplo b.24 En rll!lacl6n al ei~11plo •nterlor, esulllcccr 11 n 

C.eoJu:nento para controlar la aceptación o;le lo• 

''' oe ballna•. 

. - ' I.~H ( . 

''" t .l6 1 

pr2_ 

1'-



pejendo i dt lt eapre1l6n tnterlor, •• obtienen 1u1 welure• cri

tico• 1 lo• nl•eltl de llgnlftct~l6n conlldtredol. [ltOI IOn 

1.881 1 1.122 el U. 1 1.110 1 l.UO el 11. 

Oe ec .. erdo • 11to1 velcu·el, el procedt•lento 4e ecephc t6n de 1,2. 

ltl 41 ••llnes dlr1t: 

l. DI ctd• lote di btlhes recibidos, ctludtr h •edt• ¡
de los dU•ttroa de 10 b&l\en uhcclon•4os ti u&r. 

l. 5I i nU .. ,,. los ulores 1.888 1 1.12l, &CepUr el 1~ ... 
l. SI i' nt• twu& 4ol hterulo que •• d1 1.880 • l.no,. 

r•c•u•r el lote. 

4. SI i nU contealdo en lo. lnten•los (l.880, 1.8811) o 

(1.122, 1.910), repetir el pro"so cun otrus b•llnu. 

[1 prucediQIInto &aterlor se tlustrt gr&ftc••ente en 1• flgur• 

6.i. ll re¡I.C.ro de hs •edus de hs auestr•s di los 1<1t1s se 

repreunun por aedlo 111 p .. ntos en h gr&flct, h c~o~•l rtclbe el 

fiii•Ore 111 C.~&\.U 4& c~aU.gt 4& cat.4J.aJ.. Oepenllhndo que el p~o~nto 

traudo c•tt• aa hs ¡onas de &cepUcl6•. rechalo o dud•, se u:. 

lwarl en consecwenCII. 

10 11 12. 

... --. -- ... ·-· --- -· - --- -- -- --- . 

..,,, 
"'k-=-c.,...dl--+-l-+--+-+--+-11--+-t-+--+-H 

.• u ll'I.O 

ICt~'" 

[jeaplo 6.2~ hrt Ir di "*liCO 1 C~o~ernu•ece s.e tltntn dos cerr!.. 

tere1, h e.,tophte 1 h teder•l. ·En el prtaer 

renglón de h ttblt de frecuencl•• 6.9 u thnen • 

lo• ll~tapOI en •lnutol ••pludos por diferente!. t! 
po1 de ewtoa6vlh•~ en lo• otna 1101 renylone1 ep~ 

''''" 101 nW•eros. 'de tuii••Oviltl Q~o~l eapleeron lo• 
tleapo• de tre•ledo tnotcedol llgulendo une u otre 

cerretere. Prober 11 eal~ote tlgo.in enorrG de tieM

po el .,,,,. h eutopute. [n CtiO eflrattlvo, 

¿cu.lnto tleapo cebe esperer ten,er dt ti'IOrrol 

T ie•pu d• whJ• 40 " >O " 60 " lO " 
A10lllpiHt 1 ' 10 li • ' l o 
Fedtrtl o o l • .. • ' • 

r•oh 6.9 hbh ele frecuenchs del th•po emph•do entre_ l'lh leo 

y Cuern•••c• 

SI .~: 1 1 ll son ••rl•bles •'••tort•s que represent•n los tiempos 

que usan los autoaówl\es p•r• recorrer 1• •utoptst• 1 l• c•rret~ 

ra teder•l, respectlw•••nte, entonces, en 1• prlaera parte o;Sel • 

eJeaplo u tul& de declo;Sir entrt las ftlpótuls: 

•• 
•• 

~.~, (no uhten dlfennctu entre los tleapos de recorrido) 

.., (n •h rlp14o el recorrt4o por h •utopht.a) 

P•r• probar 11 lllp6tesls No se consldertrl 1• distribución de 1• 

Glrertncll de aedl•s 111 1•• awestrts. 1• qwl es nora•l por ser 

gr•11d11 hs aueur•s. Los w•loru de los est•dhttcos de l•s 

a11estr•s u obtienen de lt Ubh '-' 1 son: 

•• 
•• 
' •• 

H.h 

U.fl 

.. 
•• 
' s, 

" 
U.61 

u.u 

® 
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COMPARACION DE K MEDIAS. ANALISIS DE VARIANCIA(ANVA) 

1' COMPORTAMIENTO DE POBLACIONES CON DISPERSION SIMILAR 

Considérense 1 as tres poblaciones 

A B e 
1 1 1 N= Tamaño de 1 a población=3 2 2 2 
3 3 3 =N = NB = N e A 

Las medias y variancias poblacionales son iguales; puesto que 

1 + 2 + 3 . u 11 1 ¡J 
){A= 3 = 2 =/lB= lfc =-N-,~, Y_¿ 

K"Al. = (1-d+(2-2J'"+(3-l)'':= ..1_ =Ól = (fz = 1 t(Y ~)2. 
u 3 3 s e Ñ '" _¡_ 

SUMA DE CUADRADOS SS = = N N 

Por otra parte, si se engloban los datos de las tres·poblacio

nes en una sola, se obtiene 

3 (1 )+3 (2)+3 (3) 
= 

9 
1 8 

·-9- = 2 

= 2/3 = 6/9 (SST =6) 

Si se cobinan ahora las variancias que internamente posee cada 

población, se obtiene la llamada variancia dentro de las poblaciones, 

(]"~,de la manera siguiente 

(ÍL . ffz. NA f~ +NB lf~ +NC Q~ 
DENTRO DE POBLAC 1 ONES = O= NA+ N8 + NC 

= 3(2/3)+3(2/3)+3(2/3) = 2/3 =6/9 
3+3+3 

1 

También es posible calcular la variancia para las diferencias de 

las medias de cada población respecto de la media total. Dicha va-



rian·cia se llama variancia 

determina en la forma 

¡ 
entre las poblaciones, Óf, y su valor ~-

r,Z . 
U ENTRE LAS POBLACIONES 

=á~= NA(;,{A~ 11rl
2
+ Na( J/s- Jlrl

2
+ Nc( JJc- Prl

2 

NA + NB + NC 

- 3(2-2) 2+3(2-2) 2+3(2-2) 2 
= 3 + 3 + 3 

o 
9=0 (SSE = O) 

El resultado anterior se explica al tener en cuenta que las tres 

poblaciones son de igual media, por lo que no puede exist.ir diféren-· 

Cl·a entre ellas. s· b cr2. · 1 r.Z fil. ÚZ. d on em argo, 110 es o gua con vA'· u B''1 C , es e-

cir, equivale a la variancia común para las tres poblaciones. 

A la diferencia que existe entre la media de cada población y 

la media total se le llama efecto de la población. Para el ejemplo 

que se trata, los efectos son· 

y, puesto q~e corresponden a desviaciones simples acerca de una me~·-. 

'2 
(fE, 

para 

~ + fa + fe = o + o + o = o = ¡: r ,¿ ; J..= A,B,C 

De la definición -de efecto poblacional, se puede concluir que 

la varianc-.i·a entre _las poblaciones 1 corresponde a la variancia· 

1 os efe e tos ~ , ( 8 y {e. ::· T a m b i é n res u 1 t a ser e i e r t o que 

ú~ = 6/9 = á~ + f~ = 6/9+0 

SST = 6 a ss 0 + SSE = 6 + O 

Es decir, la variancia total de la población en la cual se en

glo.baron las poblaciones A,B y Ces igual con la combinación de las 
. 2. . 
variancias particulares 'de ellas, {

0 
, más la variancla de. los efec-

tos (o entre ell~s), Ó~ . Lo anterior también ocurre con las sumas 

de cuadrad~s correspondientes. El primer resultado ocurre únicamen

te con poblaciones, pero el segundo lo hace t~mbién con muestras a-

leatorias de esas poblaciones, como se mostrará más adelante, Y se 

le llama partición de la suma de cuadrados. 



Dicho resultado constituye la base primordial del mitodo estadTstico~ 

conocido como ANALISIS DE VARIANeiA, que se emplea para probar la 

igualdad de. las med·i-as para dos o mas poblaciones n·ormales con dis

persi6n similar, tomando como base muestras aleatorias extraTdas de 

ellas. 

Si ahora se juzga a las poblaciones 

A 

2 

3 
4 

B 

2 

3 

e 
1 

2 

3 

es factible determinar que son de dispersi6n semejante, pero sus va

lores medios no pueden considerarse iguales. En efecto, 

á\ = 

2 + 3 + 4 
3 = 3 

+ 2 + 3 = 2 
3 

:r. (2-3) + 
... 

(3-3) + 
:r. 

(4-3) = 
3 

2/3 

:r. '1 2. 

f·= t· (1-2) + (2-2) +(3-2) = 
= B . e 3 

• Qz = 
•• A 

1 

2/3 

Al eÓn si de·r·a r a 1 as.- tres poblaciones ·como una so 1 a, 

2(1) + 3(2j + 3(3) + 4 = 21/9 = 7/3 
9 

2(1~7/3)1+ 3(2~7/.3)'+ 3(3-7/3)+- 4(4-7/3) = s;9 
9 

Las variancias dentro y entre poblaciones son 

f~ = 

,{'"1 = 
·U E 

3(2/3)+ 3(2/3)• 3(2/3) = 2/3 -
. 9 . 

.. 2. • 
3(3-7/3)+·3(2-7/3)+ 3(2-7/3) =-2/9 

9 ' . 1 

Los -efectos de las poblaciones resultan 

6/9 

(A= 3-7/3=2/3, [ 8 = 2-7/3= -1/3, (e= 2-.7/3= -1/3 

úz. = ([l. 
B e 

se obtiene 

(SST = 8) . 

·(ss
0 

= 6) 

(ssE·= 2) 



4 
y su suma es 

(A +(B +(e= 2/3 + (-1/3) +(-1/3) = O 

Obsérvese q~e la suma de variancias entre y dentro .es igual a 

la variancia total, ya que 

([
2
T = 8/9 = (Í~ + Q~ = 6/9 + 2/9 

Finalmente,· la partici5n de la suma de cuadrados total SST equL 

vale a la suma de los términos SSD y SSE. 

Es importante tener en cuenta que las tres poblaciones son de 

igual dispersi5n y medias no equivalentes y, por tanto, distintas 

entre sí". A ello se debe que existan efectos poblacionales rio nulos, 

cuya suma de éualquier manera es cero. Sin embargo, se cumple tam

sí la f5rmula de bién para esta clase de poblaciones no iguales entre 

la variancia to~al, así como la partici5n de la suma de cuadr~dos. 

De acuerdo con lo anterior, conviene establecer la regla siguie~ 

te: 

AUSENCIA ABSOLUTA DE EFECTOS= IGUALDAD ABSOLUTA DE POBLACIONES 

2 • COHPARACIO~ DE DOS POBLACIONES. PRUEBA CON ESTADISTJCO t 

Sup5ngase que se desea probar ·la hip5tesis de que la mediafir. 

de ci~rta poblac16n no~mal 1 es igual a la de ot~a pobl'aci5n. I! tam

bién ~ormal,J/rl· Sup5ngase de igual manera que las variancias de 

.esas poblaciones son Iguales, aunque desconocidas. En este caso, P!_ 

ra probar la hipótesis nula 

. f/o : Jlr a J/11 ()/1 -J/11 = O) 

con cierta•significancia oc., es factible emplear el estadístico 

t = 
(n¡-1) S~ +(n1 -1) s:r 
-- "r + "a - z 

( 

. ' 



en donde 

variancia 
·de tamaño 

= variancia 
de tamaño 

insesgada obtenida de una muestra aleatoria 
n 1 extraída de la población 1, con promedio XI 

insesgada obtenida 
nn extraída de la 

de una muestra aleatoria 
población I[, con promedio ~ 

Ejemplo 1 Muestras aJ azar de tamaño 12 para dos poblaciones 

aproximadament~ normales, con dispersión similar, 

arrojaron los valores siguientes: 

Población ;r 
n (12 

X = 5.30 . ¡ 
s1 = o.42 

Población 1I. 
nii = 1 2 

xn = 5.00 

5 II = o. 3 8 

Para probar con~= 0.05 la hipótesis de igualdad -de medias pa

ra las dos poblaciones, se considera que 

Ho J/1 = ){11 

HJ //1 7/1u 
y. 

. t =. 5.3 5.0 .. = 1.84 

(12-1) (0.42f+(12-1) (0.38f f 1 + 1 
1 

12+12-2 "12 12 

El valor para t de tablas, considerando 

= 12 + 12-2 =22 grados de 1 ibertad, es igual 

ya que 

<?( =0.05 y 

con 1.]2. 
' 

tmuestra = 1 • 84 7 ttablas = 1 • 72 

Y=n 1+nll-2 

Entonces, 

se rechaza la hipótesis de igualdad de medias, concluy~ndose que es 

significativamente mayor la media de la población l que la otra. 



3. COMPARACION DE K POBLACIONES NORMALES DE VARIANCIA SIMILAR 

Supóngase ahora que se tienen tres poblaciones normales con va-

riancias semejantes y desconocidas. Si ahora se desea probar la hi-

pótesis nula de que las tres medias poblacionales son iguales,· es 

decir, 

dichas pruebas no pueden efectuarse de maner~ simult§nea para las p~ 

blaciones involucradas, ya que el estadístico t permite real izar úni 

camente pruebas para parejas de medias. Sin embargo, existe una pr~ 

ba, estadística que permite anal izar, todas a la vez, las medias de 

las poblaciones participantes en el problema, que se llama 'ANALISlS 

DE VARIANCIA (ANVA). 

Dicha prueba provee de un m~todo p~ra aceptar o rechazar hipót~ 

sis que se planteen acerca de la igualdad de las medias, para dos o 

m§s poblaciones normales de variancia semejante. El ANVA hace uso 

de un estadístico que corresponde al cociente de dos variancias mues 

trales independientes, esto es, c:Íel estadístico ~·y;de su distribu

ción de probabifidad corre~pondiente. 

A continuac·ión se e.xPl.icar§ de dónde provienen el numerador y 

el denomi_nador en el cociente F, y de qu~'manera se deben interpre

tar. Para hacerlo, co~sid~rese el ejemplo siguiente. 

Ejemplo 2 Sup6ngacque se emplean tres m~todos diferentes para ense

~ar Química a tres grupos de estudiantes, y se desea compro

bar si estos distintos m~todos han tenido algún efecto sobre 

las calificaciones obtenidas. Se decide e~traer una muestra 

aleatoria de cinco estudiantes de cada grupo, y sus cal ific~ 

clones, sobre la base de 10 puntos máximo, se presentan en ' 
' la tabla siguiente: 

6 
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GRUPO 1 GRUPO 2 GRUPO 3 

Yj1 3 y ·= 4 y31 7 
(; y l. = = v, =Iy1.!5 25 21 . 

5 = --s= 5 
Y12 = 6 y ·= 7 Y" = 6 • ,J.t J ' 

22 32 
y2 =tY2./5 

y 
2Q_ = 6 

Y13 = ? y23 = 7 y33 = 7 • J=l J 
= ~· = 5 .. 

Y14 = 4 '{24 = 4 y34 = 7 - t Y3 35 
Y3. = =;3/5 =. T - -5-= 7 

y15 = 7 y25 = 8 y35 = 8 
25 30 35 v .. =f.fY . ./n 90 

n 1= 5 n = 5 n = 5 <•• l:f IJ 
=y= 6 

2 3 
n = "1 + "2 + "3 = 15 

Se supondrá también que las cal ificaciones se distribuyen normal 

mente con medias)/1 ,)1 2 vA, respectivamente, 

de las notas para las poblaciones de las cuales 

y ~ue las· variancias 

provienen 1 as muestras 

:oi1nteriore.s son iguales entre sí, y corresponden al valor común (z . 

Esta última suposición implica que aun cuando los distintos métodos 

de ense~anza pueden ~ener efecto sobre _la nota media, no afectan a la 

dispersión de las caiificaciones. 

Tomando en _cu~nta lo anterior, si las poblaciones no difieren " 

por dispersión, podrían hacerlo porque sus medias fuesen estadística-

mente diferentes. Entonces, la hipótesis nula a probar es 

(No h~y difere~c~a entre_métodos) 

en contra de la hipótesis alter~ativa 

Al- menos una media es!:distinta (Hay diferencia entremétodos) 
. ·' 

Para probar la hlp~tesls nula se prdcede inicialmente a encont~r 
estimadores de Óz.,_ la variancia común, de la manera siguiente: 

2 . rZ. 
3.1 V~riancia total, ST, como estimador de o 

Si H resulta ser cierta, las tres poblaciones de calificaciones 
o 

sert~n Iguales, pudiéndose considerar las tres muestras juntas como u-· 

na gran muestra de tamafto n• 

media}(estimable por Y .. , y 

nera insesgada por 

. 2 
ST = VARIANCIA TOTAL= 

.J$ - 2. 
¡; r.(y .. - Y .. ) 

~, J"l IJ ::.='---""------,... = 
n - 1 

una única población con 

se puede estimar de ma-

n-1 



= (3-6)
2 

+ (6-6)
2 

+ ••• +(7-6)
2 

+ (8-6)
2 

= _l§_ = 2.57 

15-1 JI¡ 

·obsérvese que para el resultado anterior ·l·a ·suma ·de cuadrados·< 

tota 1 es SST =36, 

=· 14, el 

y el nGmero de grados de libertad para SST es 

de-nominador en. el cociente _obtenido. V T= n -1 

3.2 Variancia dentro; S~ , como estimador de {[J. 

z . 
Sabiendo que ·(J" es común para las tres pobl<:ciones, y suponie!!_· 

do q u e H 0 s e a e i e r t a ( ,L{ 
1 

= )/
2 

= ){
3 

= )../ ) , 1 a s p o b 1 a e i o n e s en e u e s t i ó n 

se pueden considerar como una gran población con variancia {t.. y me

diaJ/. De acuerdo con ésto, las tres muestra~ (Grupos·1,2 y 3) se 

pueden juzgar como muestras distintas de esa gran población, con va 

riancias muestrales insesgadas iguales con 

.. 

-v1• > =+[(3-5)
2

+ ... +(7-5>
2
] = 

4+1+0+1+4 

52 1 "~ - 2 [ . . ~ .. -
= I:- (Y • -Y ) 1 2 . 2 = 4+1 +1 +4+4 _1 ~ = 3 • 5 u.· ('lw Yz •. 2 n -1 ,pt 2J 2. =-¡¡ (4-6) + .. :+(8-6) 2 

52 1 X <Y3J-:v3/4[<7..:n2+ ... +<B-!>9= 0+1+0+0+1 
. 2 . l f'(IIJJ·Y;¡.J': z] = =-¡¡- •=O. 5 

3 n -1 ... 
3 

Las variancias anteriores son variancias internas o DENTRO de· 

las muestras, y es posible encontrar un estimador insesgado de 

la variancia comGn, si se combinan en la forma 

Uz=S~ =VARIANCIA DENTRO= 
(n 1-1 )S~ +(n2 -1) S~+ (n

3 
-1) S~ 

(n 1-1)+(n2-1 )+(n 3~1) 
... - 2 ... - "• -

~J~• (Yl{Y1:) +.,~(Y2(Y2.)+J~•(Y3J-Y3.) 

n - 3 

10+14+2 
= = 

1 5-3 

26 

12 
= 2.17 

_, "' - 2 . I: I: (Y .. -Y i ) 
=: Ltt Jat 1) • 

n ~ 3 

\ 

n - 3 

··~ 

1 
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En el cociente anterior,ss
0 

=26 corresponde a la suma de cuadra~ 

do s den t ro d.e 1 a s m u e s t r.a s , e u y o . n ú m e ro de g r a do s de .1 i be rt a d es 

'\) 0= n-3 =12, el número totar de observaciones menos el número de 

muestras., y es. igual con el denominador del cociente. 

3.3 Variancia entre, S~, como estimador de ·¡¡z. 

Suponiendo de nueva cuenta que H0 sea cierta, las tres poblaci~ 

nes de las cuales se ha muestreado se pueden ¿onfundir.en una sola, 
11 rz.. con media~ y variancia v De ella se han extra1do tres muestras 

de tamaño cinco,. cuyos promedios son, respectivamente, Yl.'"Yz.·Y v
3

• 

Si idealmente el p.ro~eso de muestreo se continuara hasta obtener te-
, . :·-. ' -· .. · . -~-~ .. -~- ...: :~-. .· 

das las muestras .distinta~ posibles de tamaño cinco, y s~ calculara 

para todas ellas el ~remedio aritmético. correspondiente, Ózy seda el .. ~ 
valor de la variancia para esos promedios. Para nuestro ·eJemplo, 

puesto que únicamente 
' 'J 

insesgado para ·<f'- es 

hay tres promedios disponibles, un estimador 

"'t á- = y 

. . y 
--2--2--2 

(Yl. -Y •• ).+ (Y2• Y •• ). + (Y
3

• Y~.) 1 .J _ 
-~-------:3~---:-1 ___ __:;..;..._ __ = .. 3- t . i~l (Y l. -

- 2 y •• ) 

Sin embargo, 
Cl. 

lación de ~y con 

en inferencia estadfstica se demuest~a que la re

(j~ la var.iancia de la poblaCión muestreada con 

tamaño cinco, es 

~. y 

En nuestro caso, un estimador 
1
insesgado de (Í

2
es, entonces, 

¡' 

2 . . ~ 1 .lJ -
SE • VARlANClA ENTRE • 5Óy = 3_1 f:,5(YI. 

- 2 -Y •• ) 

55
E.; - 1-· [5(5-6) 2+5(6-6) 2+5(7-6) 2] = 

3-1 2 . 
• = 

Para el·resultado.anterior, SSE= 10 equivale" la suma de cua

drados entre las muestras, púesto que se forma con las diferencias' 



----, 

/0 
entre cada promedio particular Y. de una muestra con cinco elemen-

1 • 

tos1 y el promedi.o .. Y ... de la muestra global con los 15 elementos. 

El número de grados de 1 ibertad para SSE es ))E =3'-1=2,.el denomina 

dar del cociente. 

· 3.4 Partición de la Suma de Cuadrados Total,·:ssT 

Al anal izar las sumas de cuadrados total"' dentro y entre muestras;:, 

así como sus grados de 1 ibertad correspondientes, se· halla que 

SST = 36 = SS
0 

+ SSE = 26+10 

Vr = 1 4 = VD +V E = 12+2 

Es decir, ta 1 como sucede con las poblaciones (Cap.ítulo 1 ) • 1 a 

suma de cuadrados total es igual con la suma.de cuadrados dentro m§s 

la de cuadrados entre. Algo similar ocurre con los g·rados de liber

tad para SST' cuyo valor equivale ala suma de V0 y ¡}E para ss 0 y 
SSE' respectiv~mente. Sin embargo, conviene destacar q~e 

S~= 2.57 f S~+ si= 2.17 + 5 = 7.17 

en 

Lo anterior s( es cierto para poblaciones,. 

el capítulo 1, pero_pa~a muestras no ocurre, 

para estimar insesgadamente, bajo . . . 
la suposición 

según lo demostrado 

ya que se emplean 

de que H
0 

es cierta, 

a los estadísti¿os SST, Ss 0 ~ SSE 

bertad correspondiente~~ 

divididos entre sus irados de li-

De acuerdo con los resultados anteriores, para el ejemplo de 

las calificaciones se puede escribir 

- 2 
(Y 1 J - y .. ) = 

n .,t = 

3 "'· - 2 .3 -I: I: (Ylj -Y. ) + I: 5(Y. 
In J•' . 1 • tri 1 • 

(n-3) + (3-1) 

- 2 - Y .. ) (SUMAS DE CUADRADOS) 

(GRADOS DE. LIBERTAD) 

·Y, Si en general se comparan K poblaciones normales con 
• 

variancia 

simi.lar, cada una de ellas representada a través de una muestra con 

n. ( i= 1 , ••• ,K) elementos, las expresiones anteriores se general i
' zan para quedar como 

' 



"n.: - 2 
l: l: (Y •. -Y •• )= "'J" .,J . 

1( ~· - 2 .. (- - 2 l: l: (Y .. -Y .. ) + l: n 
1
• Y. -Y •• ) 

i:t J:l 1 J 1 • j;l 1 • 

n - 1 = (n - K) + (K - 1) 

Al resultado anterior.se le llama PARTICION OE LA SUMA DE CUADRADOS total, 

y su significado para nuestro ejemplo es el siguiente: Las diferen 

cías entre las calificaciones Y .. se pueden deber, si las observacio 
1 J -

nes se encuentran en muestras de métodos distintos de enseñanza, al 

efecto particular de cada método, o a variaci6n al azar, o a ambos. 

El valor de SSE refl.ija la contribuci6n que hacen los diferentes m! 

todos y el azar a la diferencia entre los resultados. Por ~trapa~ 

te, si existe diferencia entre observaciones de un mismo método,ella 

se debe Gnicamente al azar, puesto que todos los valores Yij dentro 

de una muestra deben poseer exactamente la misma componente de efecto 

del método de enseña~za correspondiente. Entonces, SSD refleja la 

contribuci6n que hace Gnicamente el azar a las diferencias entre los 

valores Y .• que se encuentran en 
1 J .. 

la misma muestra. 

3;5 Estimaci6n de los Efectos Poblacionales 

El efecto d~l método.de enseñanza 1 se puede obtener, segGn lo 

visto en el capTtulo 1, 'en 1'\ forma 

11 

Sin embargo, puesto que se descon(!cen los val ores de )11 (media 

!le cal ifl~aci6n para el método 1) y){ (media de cal ificaci6n para · 

los tres métodos conjuntados en uno solo), el efecto puede ser estl 

mado de manera insesgada por 

A 

·(, - -
= Yl. - Y •• = 5 - 6 = -1 

De manera semejante, se obtienen los efectos estimados para 

los métodos 2 y 3 en la forma 



/' 

fz = y 2. - y •• = 6-6 = o 
/' 

(3 = y); - y •• = 7-6 = 1 

y, ta 1 como sucede para poblaciones, 
-'" ,. J\. ... 

¡; r = y + fz + '{3 = - 1 + o + 1 = o 
l:t i o 1 

puesto que se trata de la suma de desviaciones simples respecto de 

y •• 

3.6 Naturaleza de los Estimadores de fz. 

Al observar la partici6n en la suma de cuadrados se puede con

cluir que el valor de SST, al ser igual con la suma de. ss
0 

y SSE, 

/J.. 

no se puede considerar como independiente de-estas últimas. Sin em 

bargo; ss
0 

y SSE si son independientes ~ntre si, puesto que fueron 

obtenidas empleando procedimientos estadisticos diferentes. M§s aún, 

las tres sumas de cuadrados son estadisticos (variables aleatorias 

de muestreo), puesto que sus valores estarian ca~biandó- .conforme 

hipot/ticamente se extrajeran otras muestras de l~s pobla~iones (m~ 

todos- de enseñan.za.pará- el ejemplo).-- Se puede demostrar que las e~ 

peranzas o valor:i!s medios de esos estadfsticos para .K muestras (una 
j ó.' . . . ) de cada poblaci6n) con_tamaños respectrvos n¡(i • 1,2, ... ,K_,son 

E (S ~T) 
J( 1. 

(n-1 )(z. ~ l: n. ( + 
&:• 1 1 < v = n -1 ) 

T 

E(SS
0

) ~ (n-K)tf 1 ( Vo ~ n-K) 

E(SSE) 
,. 

r~ (K-l)fZ. • l: n . + 
lz1 1 ·'. <v = K-1 ) 

E 

en donde, po~ definici6n, el multiplicador de 1 a . . ~z varrancra que se 

est-ima corresponde al número de grados de 1 ibertad para cada suma de· 

~uadr~dos, confirmando los valores }.)T, ~D y ~E obtenidos previ~mente, 
· Puesto que los estimadores de(/'1. son 

SS 
S~ = n-~ = 
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entonces sus esperanzas. corresponden a 

E (s~ ) 

SST 
E(--)= 
· n -1 

_1_ É 11. 
n -1 ·in n i i' + 

. -S S O 
=E( n-K)= 

E(S~ ) = _Kll fn. r~ + 04 
- i..:l 1 1 

Cons i de randa que,· por def in i e ión, un est imadór ·i nsesgado •para, 

IT"Ldebe. ser aquél cuyo valor medio equivalga exactamente con (f~, se 

puede concluir al anal izar las esperanzas anteriores que, existan o 

no efectos poblacionales o, equivalentemente, sean o no iguales las 

medias de las K poblaciones en estudio, S~ siempre estimará demanera 
z. . '2 2 2 . 

insesgada a Ó. Sin embargo, ST y:SE estimarán a~ insesgadamente s~ 

lo si no hay efectos poblacionales o, e~ forma equivalente, si las 

medias son iguales, ya que en ese caso 

E( S~) = (1. (Íi =o' para i=l, ••• ,K) 

E( S~) = f ¡ 
( ri =0, para i=l, ••• ,K) 

Por otra parte,.·tomando en ~uenta que las P.oblaciones involucra 

das en el estudio se. consideran normales con diSfC.1"'5 ión semejante, 

el estadfstico ~~ se juzga como una variable aleatoria que posee di~ 
tribución de pr·~babilidad 'X2/(n-Kl[ Ji cuadrada/(n-Kl] con n-K grados de 

l "b dA .. · "H .• 's2 s2 b"' "bl .1 erta • 
2
s1m1smo, .. ;·' 0 e.s cierta, T y E. tam 1en son var1a es 

a 1 eator i as 'X /(n-1) y 'X /(K-1),
1 

con n-1 y K-1 grados de 1 i bertad, res pe E_ 

t ivamente. Además·, ya que. ss 0 y SSE suman SST, se demuestra ·con mé

todos avanzados de la estadfstica que ss
0 

y SSE son variables aleato-

.rias Ji cuadrada independientes entre sr, puesto que sus grados de 

.1 ibertad sumados equivalen· a los de SST, lo cual confirma lo dicho 

anteriormente acerca de su independencia. 

3.7 Prueba de la Hipótesis H0 Empleando el Estadistica F 

La relación de dos variables aleatorias Ji cuadrada independie!!_ 

tes, cada una de ellas dividida entre sus grados de 1 ibertad corres 
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~ondientes, se denomina en estadfstica razón de .. la variancia, y la 

distribución de esa razón se llama distribución F. Lo anterior eqt. 

vale a decir que dos variancias independientes con distribución Ji 

cuad.rada forman un estadfstico F, al dividir una. entre otra. 

Regresando al ejemplo de los m~todos de ense~anza, de los tres 

estimadores de O'~encontrados, los únicos que son independientes son 
z. ~ s 0 y SE, cuyos valores, si H0 es cierta,no-:deben:d.ifer.ir.en mucho;".Es-:de 

cir, si los efectos de los m~todos de ensenanza son inexistentes, se 

espera que el cociente 

F = 

. J - 2 
3-1 ¿~ 5(Yi_- Y •• ) 

¡· 3 ~ 2 
-15 3 ¡; ¡; (Y .. - y. ) 

- iu J;l 1 J 1 • 

posea un valor cercano. a la unidad. 

En efecto, si la hipótesis nula es cierta, los valores muestra

les Y1.-, Y2• y"_Y
3

• ,que es·timan en forma insesgada a)/1 ,)/2 yJ./3' 

respectivamente¡ no deben variar signifi~ativamente entre sr, y tam

poco de Y •• , el .. estimador insesgado de){, la media común. 

Ello supone que si la hipótesis H0 :J1
1
=)/

2
=fl

3
=).1 no es cier 

ta, se puede esperar que .los promedios muestrales _ _yl. 1 v2. y Y3. di

fieran entre sr :y de ·v •. 'en-m~s -de lo que se puede :atribuir al azar.· 

Esto, a su vez,:,lmplic~_que.el estimador"S~ de ff2
, la variancia 

común, será grande porque incluye la desviación (Y. - v •• )2 Además, 
. 1 • . 

conviene recordar que ii H0 rio es cierta s: no se puede considerar 

como estimador'insesgado dé ~l, ya que su esperanza 

(K= 3 , n ¡ = 5 , i = 1 , 2 , 3 ) 

incluye los efectos ~- particulares para cada m~todo de ense~anza. 
1 2 2. 

Sin embargo, el estimador s
0 

de ( , no se verá afectado por las 

diferencias entre v¡., vi. y v
3

• , porque únicamente incluye las des

-v_iaciones ·(·Yij -v
1

.>&; .. de cada dato en una muestra respecto de su 

propio promedio muestra!, y se sabe de la partición en la suma de 

cuadrados que ellas se deben únicamente al azar. De acuerdo con és 
2 • • . · · d · d d r'Z. to, s
0 

sera s1empre est1ma or 1nsesga o e u • 
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Por lo tanto, s

0 
, 

tos por la. presencia del 

sea cierta, mientras que 

que mide variación en. los valores de los da 

azar, no resultará afectado cuando H
0 

no 
2· 

SE , que mide variación.en los valores de 

los datos por la presencia del azar y también por los efectos de 

los métodos de ensenanza, resultará con un valor mayor. Ello impl.!_ 

ca entonces que el cociente F. será mayor que 1~ unidad, y se puede 

.decir que c~anto más la exceda mayor será la variación entre los 

promedios muestrales Y. y, por tanto, entre las medias de califica 
1 • 

cionesÁ1 , )/2 y,l(.
3 

para los métodos de enseñanza 1,2 y 3,respectiva-

mente. 

Si H· es cierta, el valor de F debe ser entonces menor o igual o 
que el valor teórico 

F 
K-1 ,n-K, o{ 

léfdo en las tibias para 1~ distribución F con un nivel de signifi

cancia ·~ Dicho ~alar se hallará en el extremo derecho de la dis-

tribución de probabilidad para F, ya que son viables los valores 

mayores que la unidad para el cociente S~/S~ cuando la hipótesis sea 

falsa. Cabe decir que el valor teórico FK-I,n-K,a( corresponde al 

valor máximo que, Gnicamente por·presencia del a~ar, podrfa tomar 
2 ··2 .• 

el cociente sE¡s
0

• Cu.alquier cociente mayor en valor' 

ya no puede ocu~rir por azar, se debe 
• • • • • .. 1 • ••• 

poblacionales fi• y se ~echazarfa H
0 

• 

a la existencia 
que FK-I,n-K;a( 
de efectos 

Si se considera que·, en general, se fueran a co.mparar las me-

dias de K poblaciones normales ¿on dispersión similar, empleando una 

muestra con n
1 

elementos· para cada una (i=l, ... ,K) , el valor del es 

tadfstico F se obtendrfa de· esas m~estras con la fórmula 

1 1< 
- l: n K-1 hl 1 

- - 2 (Y 1 - Y .. ) 

_1_ 
n-K 

• 

re "' l: l:. (Y.j ,_., Jor . 1 
- ) 2 - y 

1 • 



Para el ejemplo que se trata, el valor de F resulta ser 

52 
5 F E = 2.3 =---

52 2. 1 7 . o 

y, si la prueba de la hipótesis H
0 

se efectúa con una significancia 

o< igual con 0.05, el valor leído en tablas es 

FK 1 K •• = F2,12,0.05 = 3 • 88 - , n- ,o . ..., 

Comparando los valores de F muestra! y téórico de tablas,se 

halla que 

F = 2.3· < F - 3 8 2,12,0,05- .• 

acepi..ándose entonces la hipótesis nula, para concluir que, además, 

a. la diferencia entre s: y s: se debe al azar 

b. la~ muestras provienen de poblaciones iguales entre sí 

c •. los efectos 'f,. 'f2 y r3 son inexistentes; esto es, los 

/0 

ttes métodos para la enseRanza de la Química conducen a 

los estud_iant-es a la obtención de calificaciones·semej,a!!_ 

tes •. 

' 
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A. MODELO CON UN SOLO FACTOR. ANALISIS DE VARIANC1A 

Supóngase que un experimentador est& interesado en companar lio' 

resistencia de.cierta fibra elaborada a través de cinco métodos 

diferentes de producción. Cada método produce fibra con una media 

de resistencia particular, por lo que el experimentador decide pr~ 

bar estadfsticamente la igualdad de la~ cinco medi~s. 

Aparentemente el problema podrfa resolverse realizando la pru~ 

ba ~correspondiente para cada pareja posible de diferencia de 

medias, es decir, realizando 5! /2!x3J pruebas de diferencia de 

medias al nivel de significancia a seleccionado. Habiendo enton

ces 10 pruebas por real izar, y suponiendo que 1-a= 0.95,. la proba

brl idad de aceptar correctamente la hipótesis nula para todas las 

pruebas previstas es de (0.95) 10 = 0.60,-
1

siempre_que.dkh~s pruebas 

sean independientes. 

De acuerdo-con lo anterior, si el valor a inicial era de~0.05, 

al te'rmino de ·las 10 pruebas de diferencia de medias dicha canti

dad habrfa quedado como-0.40, incrementando en consecuencia el 

error de tipo I. 
Se puede concluit.entonces que el procedimiento anterior es 

inadecuado par~; probar la igualdad de varias medias, puesto que 

modifica los v~lores dei error a supuestos inlcla.lmente. 

Si paci.el ejempl~ anterior se supone que 16s cinco métodos 

diferentes de 'producción Corresponden a cinco niveles distintos 

(o tratamientos dlstlntos} del factor "método de producción", el 

problema de pro~ar est~dfstica~en-te la igualdad de las medias se 

-puede resolver empleando la técnica que en inferencia estadfstica 

·se conoce como anál lsis de variancla, sin modificar la¿ suposici~ 

nes que se hagan.acerca del valor de a inicialmente. O i cha tér.nica 

·y sus impl iFaciones más importantes· sé presentan a continuación. 

A. l. EFECTOS .FIJOS. MODELO LINEAL 

Supóngase que_se tienen K tratamiento~ o niveles distintos de 

un factor que se deseancomp~rar. SI el experimento de ap1 icación 
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¡g 
de los K tratamientos se real iza completamente al. azar sobre las 

unidades experimentales, el diseño resultante se llama completamen

te aleatorizado, y los valores observados de respuesta para cada 
' . 

tratamiento corresponderán a valores de una variable aleatoria .. 

Dichos valores o datos y;; pueden presentarse en una tabla como la 
. . -i..J 

siguiente: 
OBSERVAC 1 ONES 

Yn y 12 yln 
2 y2l Y22 Y2n j-<> 1 , 2 , _ ••. , K 

.-. J = 1,2, ••• ,n 
TRATAMIENTOS .... 

. . . . 
K y k! y 11.2 .... ykn 

En donde, como ejemplo, Y21 representa el primer resul;ado u 

observación (j=l)_ tomado bajo el tratamiento dos (i=2). Se observa· 

que en este caso el nGmero de dato~ para cada tratamiento es el 

mismo (n). 

Si en este casó _los K tratamientos o niveles del factor fueron 

escogidos especTficamente por el experimentador, )as conclusiones a 

que se llegue después de r~al izada' la prueba de hi.pótesis que sé des

cribirá más ·adela_i'lt.e,--~-podrán extenderse a otros--trat-amientos del-

mismo factor no c·.dnsiderados. en· forma explfcita en el análisis. Por 
• .'¡ ',¡· 

el.lo, al modelo que a'qufse present'a se le llama d'e efectos fijos, 

conociéndole también co~~ modélo paramétrico o modelo I. 
El modelo que describirá los valores de los datos u observacio 

nes es el siguiente: . 

e. .• -
-i..j 

j:a 1,2, ... ,k 
j J• 1,2, ... ,n 

En el nl.odelo 1 1 neal anterior Y .i.j representa la j -és ima observ!.. 

ción tomada para él i-ésimo tratamiento, y pes un parámetro.comGn 

para todos los tratamientos, tal que 

·' 

.-.:· . 



~ n ll¿ n E¡¡· ni:¡¡. '¡:¡¡¿ 
\l = e < L 

= ' J. = • =. 

En • N Kn K 
( 

Siendo jn=Kn,;,N el número total de observaciones tomadas para 

los K tratamientos, o t'amaño de la muestra global, y \l¡ 

particular del tratamiento~-

la media 

El término y. representa en el modelo 1 ineal un parámetro pro
.(. 

pie únicamente del iésimo tratamiento,q-ue· se denomina efecto del tra 

19 

tamiento ~,.'definido como la desviación de· la media¡¡. de dicho trata 
.(. 

miento respecto de la media común, ¡¡, es decir, 

Y,¿ - ; ..(..= 1,2, .•. ,K 

ta 1 que 

E y.= E(.¡¡.·-¡¡)= ¡:¡¡.- l:IJ= K¡¡- K¡¡= O e: . .(.¿.(.. (.(.. ¿.· 

Si no exist~ efecto asociado con un tratamiento~ entonces 

. y~ = o. Si no existen efectos provocados por cualquiera de los tra-

tamientos entonces 

Y¡ =ci para· i= 1 , 2 , ••• , K 

y, siendo·¡¡~ = ¡¡+·y!, se.· puede concluir que 

\11 = \IZ •= \h= ~··= \lfl..• \l 

Lo anterlo~ qui~re decir que la ausencia absoluta de efectos 

debidos a los traiamientos es equivalente a la igualdad absoluta de 

t~das las me4ias de dichos tratamientos. 

Finalmente, el término e. •. en el modelo 1 ineal representa la 
.(. J 1 . 

componente de error aleatorio que en general posee todo valor Y.~ .(.j 



Dicho error l!..ij es una v'.ariable aleatoria i:on esperanza. nula, puesto 

que para algún tratamiento fijo .i. se obtendría 

E ( Y • • ) = ¡Í: = E ( \l + y. + e. .. ) = E (\l ) • E (y. ) + E (e. •• f 
.{. j . . . .(. . .{. . . .(. 1 . .{. .(. 1 

• • • 

=¡J+y. +E(e .. ) = ¡J+¡J.-ll +E(é ... )· 
.{. . . ·. .{. 1 ' .(. .(. 1 . 

E(e .. )=O .{.1 

/L 2 SUPOS 1 C 1 ONES PARA EL MODELO 

Para poder real izar la prueba de hipótesis sobre igualdad de 

medias que se propondr§ m§s ~delante, e~ necesario hacer las siguie~ 

tes suposiciones: 

A.2.1. 

A.2.2. 

A.2.3. 

E 1 error aleatorio e.ij 

normal con parámetros 

representa una variable aleatori~ 

E(e .. )=O y VAR (e .. )= o 2e 
. .{.1 -<-1 

El erro.r aleatorio e •. es independiente de cualquier otro .{.1 
error e .. ; • 

-<.j 

La variancia o~ es la misma para cualquier tratamiento .i. 

Equivalenten1ente, la prim.era suposición lmpl ica que Y •. es una .{.1 
variable aleatori'a condlstrib~;~clón normal,·y parámetros 

. . . . 

E( Y.ij) = \l y ·VAR{ Y.¿j ¡ .. :a~.· es decir, 

' VAR( Y.¿j'l = VAR( \l~+ yi + eij) • VAR(\l:.)+ VAR(yi )+ VAR(e.¿¡ 

\ . 
• •• 

De acuerdo con lo anterior, si 

i= 1,2, ••• ,K, entonces: a 2
· =0 

yi 
y 

y • 
.{. 

para 

" 02 e 
( 



A.3 ESTIMADORES DE Y e .. 
ol.j 

/ 

~/ 

Ya que en .la pr~ctica se desconoceh los valores de la media 

comGn, la mediad~ cada tratamiento, el efecto de cada tratamienio. 
. . 

y la componente de error, ellos pueden estimarse a travis de los 

valores de datos que se presentan en la muesira de resultado~ obte

n ida para los K tratamientos .• 

Considirese que Y. representa la suma total de valores de las 
.(., 

ob, servaciones obtenidas para el iisimo tratamiento, y que Y. repr_e 
ol.• 

senta el promedio de dichos valore~. De manera semejante, Y .. repr~ 

senta el gran total de valores de todas las observaciones, y Y •• el 
' promedio global correspondiente. Entonces, 

y. = l: y .. 
.(., J . .(. j 

l: y .. 
·;;;-; J .(.j = = .(.. n 

y. • = . ¡:¡: y' . . 
• J.· . • ol.j 

V. • = 
¡:¡:y,. 
¿ ·'. ol.j 

Kn 

y . 
.(., 

n 

( 
~: 1 , 2, ... ~K) · . 
J- 1,2, ... ,n 

. . 

y • • 
= 

N N 

en donde N = Kn es el nGmero total de observaciones o tama~o de .la 

muestra global, y se' observa que la notación ''subíndice punto" impl.!. 

ca la suma sobre los valores del subíndice al que rempla~a el punto. 

De acuerdo con lo anterior, para un tratamiento i. 

~
.:¡:y •. ·· .. ) = E J o1.1 . ~ 

. n • .. 

l:E[Y •• ) 
J .(.j 

n 
" 

n: .p • 
. .(. 

por lo que Y. es un estimador puntual . .(.. 

media poblaciona) del tratamiento. i. 
-··' 

r 

insesgado de 

., 

; 1 a 



'De igual manera, 

E (Y • • l 
E( 

¿¡; y .• 

)= 
EI:E(Y .. ) Knll = LJ .{.j lJ .{.j = = 1.1 

Kn Kn Kn 

por lo cual 
... 
I.J= Y .. es un estimador· puntual insesgado de· '11, la me.dia 

coman de todos los tratamientos. 

Combinando los.est.imadores anteriores, se obtiene un estimador 

de y., ya que, .como y. =I.J .- '11, entonces 
.{. . .{. .{. 

y.=Y. -Y .. 
.{. .{., 

ElY.¿l = EIY,¿,- y;,)=.ElY,¿,l.- E{Y .. l.= ll,¿- w Y,¿ 

ya que Y .. = li""Y· +e •. , entonces se puede escribir 
.{.j . .{. .{.j . 

empleando .e·sti.ma.dores, la expresión anterior se escribe como 

y •.• 
.{.j 

y. ,• o4 A 
• . Y • + e:.( . 

. . .(. . . _, 

pello · 
...\ 
y . = Y . - i7 •. , poll lo que. 

.{. .{.. 

·de donde. .... . 
e.: .. . .11 

.C.j 

Y .. -Y .. •V. -Y .. 
.C.J .(,, "' + e .. 

.{.j 

y,,. - Y .. 
. .C.j 

i7 • 
.(,, 

+ y. .. =. y • . - y . 
.{.j . .(, • 

De acuerdo· con lo .anterior, es válido escribir la identidad si

guiente:· 

Y .. - Y .. = (Y. -Y .. ]+ (Y .. - Y. l .{.j .(,, .{.j .(,, 



la cual se empleará en forma importante para el desarrollo del mode

lo estadístico de análisis. 

• A.lt Ejempló · 

Considérese que. se desea comparar el· rendimiento de combust ibíe 

en millas d.e tres marcas. distintas de automóviles: A,B· y C. Se selec 

clonan al .azar tres vehf~ulos de cada marca, y cada uno de ellos se 

conduce durante 100 millas, baj~exactamente las mismas condiciones 

experimentales. 

CASO·¡, Se supone que cada una de las marcas posee uri r~ndi-

miento medio de 20 millas por galón, y que no existe variabilidad en 

rendimiento p~ra vehi~ulos de la misma marca. En este ·caso n=3 y 1(=3, 

lo que N=3x3=9 y si y.=y_= y =O y e .. =O. para >f:,·1~. ,.entonces 
, . 1. 2 3 .(.j ~ 

resultado~ quedarán de la manera siguiente: 

OBSERVACION 

.i.= 1 A 20 20 20 

.i,c. 2 
MARCAS 8 20 20 . 20. 

(TRATAM 1 ENTOS) e 20· 20 20 
o 

i.= 3 
j=l I•2 j=3 

• o 

En este caso el modelo lineal ~s 

puesto que y.•Oye.:•O, .(. . . . -<.J Jf . ... . -<., j 
1 ista; ya que 

tos (marcas), 

supone que_no existen 

Este modelo resulta ser poco re~ 

-efectos debid~s a 16s tratami~n-

ni er'rores a.leatorlos. ·e •.• 
.(.j 

CASO 2: Supóngase 

so existen efecto~ ~e los 

( ~Y.¿= O). L" dlsp~slc:lón 

• 1 

·. 

.el mismo ejemplo a.nter ior, pero .en este ca-

t~atamlen~os tales que y •1, 
1 . 

de los resultad6s es entonces 



A. 
TRATAMIENTOS · B 

e 

En este caso, 

20+1=21 

:!0+4=24 

20-5=15 

' ' 

OBSERVACIONES 

20+1=21 

20+4=24 . 

20-5=15 

Y .. =f!+y.+O=f!+Y: 
.(. j .(. ~ 

20+1=21 

20+4=24 

20.~5=15 

Este modelo tampoco resulta ser muy realista, pu~s aun cuando e 

supone valores 

error aleatorio 

CASO 3: 

y. 1 O, en la práctica es muy poco posible evitar el 
.(. 

e .. en el muestreo . 
.(.j 

Si para el ejemplo anterior se agrega la componente 

e .. de error aleatorio con valores 
.(.j 

e 11 = 3 

e21 = o 

e31 =-4 

los valores y .. 
.(.j 

TRATA/11 ENTOS 

-. =~ yl· 2i .6.7 •. 
3 

y .• = Ji ¡ Y;.i- • 
N 

el2 = -2. 

e22 ·= 1 

e32 =-1 

quedan 

A ·· 20+ 1+3=24 

20+4+0=24 

20-5-4=11' 

- 70 .. y = -·= 23.33 • 2. . 3 

t Y¡. 
• 65+70+42 --N 9 

el3 ~ 1 

e23 =-3 

.e33 = 2 

. 

OBSERVACIONES 

20+_1-2=19 20+1+1=22 y l. =65 
20+4+1=25 20+4-3=21 Y2. =70 

20-5-1=14 20-5+2=17 Y3. =42 

42 
v3• • 3 = 14.00 

·. 19.67 

Pa/r.a:.es.te mádel.o· ellis.ten diferencias de rendimiento entre las 

tres distintas marcas o tratamientos, asr como entre dife~entes vehi~ 

culos de la misma marca, es decir, diferencias dentro de las muestras 



~ 

de tres vehiculos de cada marca·.· Esto se :debe a que para este mode 

.lo en general. 

To.mb,i.~n, 

A 

e. .. /0, quedando el mismo como 
.{.j 

y .. = ll + y. + e. ; . .{.= ·1,2,3 
.{.j . -.{. .{.j 

j= 1,2,3· 

~ • e = 24-21.67=.2.33; e12 = 19-21.67= -2.67 ; e13 = lil. 22-21.67 = 0.33 

<?.:J 
~ 

24-23.33= 
~ 

e21 = o. 61; e22 = 
.. 25-23.33= 1. 61 ; e23 = 21-23.33 =-2.33 

" 11-14 =-3.00; e31 = 

.. 
y,¿~ . 

A 

e32 = 14 - 14 = o 

21.67 19.67 = 2.00 

23.33 - 19.67 = 3.66 

A. 

y
3 

=••14.00·- 19.67 =-5.67 

" lll = 21.67 

" llz g_-23.33 

o, ==14.00 

..\.' ·¡ 

ll .. = 19.67 ,.,. 
·-

) 

; 
A 

e33 = 17 - 14 

- 4 . 
( I:y . = o) 

l. .{. 

.. 

A-5 DESLINDE DE LA VARIACION EN UN EXPERIMENTO 

·- - --·· 

= 3.00 

El ejemplo. ant·e~lor .sugiere 'que. la evidencia acerca de efectos 

~xperi~ent~~~~ tiene que ~er con las diferencias entre los tratamien 

tos1 y las dlferenC:Ia~ dentro de los mismos. Ahora se separará la 

variabilidad de las-observaciones e~ una parte que refleje errores 

aleatorios y efectos experimentales po~ ~n lado, y en otra que impl! 

que únicamente errores aleatorios. Para ello recuérdese que 

Y •• - y;.= (Y. -Y •• ) + (Y •. - Y. l 
.{.j .{.. .{.j . .{. • 

.. 



Elevando al cuadrado las derviaciónes de cada observaci6n Y .. 
.{.j 

respecto del promedio _global v.·.: ' y sumando sobre 11 . . , queda_ 
.{., j 

¡; ¡; 'Y . . -Y • • J 2 = ¡; ¡; r, Y . . -y. J + 'Y . -Y • • J 12 .: 1 .{. J . . • " L .{. J .{. • . .· . .{. • :.; 

- 2 . - 2 =E E (Y ... -Y. J + 2~ ¡;(Y .. -Y. )(Y. -Y •• )+~ E(Y. -Y •• ) 
,. J . A. j .{. • < " .{. j .{. • .{. • ' " .{. • 

Pero 

2H(Y .. -Y. l(Y. -Y •• )= 
t:. .{. j .{. • . .{. • . 

2L(Y. -Y •• )E(Y .. -Y. J 
it .{. • . " .{. j .{. • ' 

=21;(Y. -Y •• l[EY .. 
l .{.. " .{.j 

-EY.] = 
J .{.. 

n ( Y . -Y • • ¡ [Y . 
~ . ..(.. ..(... 

-nY.] =O 
.{., 

y 
¿ ¿ (y. 
( J .{.. 

- 2 -Y • • J 
- l. 

= ~n ( YL -Y •• l 

pOI!. l.o c¡ue. 
- 2 - . 2 - - . 2 . 

¿ ¿ (y •. 
1 J .{.j 

-Y •• ) =E E(Y .• -Y.) + En(Y. -Y •• ) 
l. J . .{. j .{. • ~ .{. • 

A la igualdad anterior se le llama PARTICION DE LA SUMA DE CUA 

ORADOS, y es válida para cualquier co~junto ~e .K _muestras distintas, 

e implica que la suma total de la~ desvi~ciones ~l~vadas al cuadrado 

respecto del pro·medio. global se puede "partir" en dos: la suma 'total 

de las desviaciq~es elevadas al cuadrado de cada resultado respecto 

del promedio de su prop_ia mue'stra,es decir,' DENTRO de las muestras,,· 

·Y la suma total de las ;.de~viaciones elevad.a.s al cuadrado de cada pro 
. ~ ¡ - . . . . . . -

medio de muestra respecto ·del. promedio global de los N resultados, es 

decir ENTRE las ll)Uestras, A ·través de .símbolos, 
- . 2 

SSw m SSDENTRO '" ~~ J (Y .ij -Y .i.) 

- - 2 l:n(Y. -Y •• ) 
l. .{.. . 

. - 2 . 

SS SS SS SS 
l: l:(Y .. -Y •• ) 

T '" TOTAL '" W+ · B = l J .{.j 

en donde 

SS = SUM OF SQUARES • SUMA DE CUADRADOS 

·, 



W = WITHIN = DENTRO 

B = BETWEEN = ENTRE 

El significado.·de la particilin es el siguiente: ·:Las diferencias 

entre los vaÍores Y .. se pueden deber, si las· observaciones se encuen . .(. J 
tran en muestras (tratamientos) distintos, al efecto particular de 

cada tratamiento, o a variación al azar, o a ambos. El valor de 

ss 6 refleja la contribución que hacen los distintos tratamientos y el 

azar a la diferencia entre los resultados. Por otra parte,si ·existe 

diferencia entre observaciones de un mismo tr•tamiento, ella se 'debe. 

únicamente al azar, puesto que todos esos valores y .. deben poseer 
-<.j 

exactamente la misma componente de efecto del tratamiento correspon-~ 

dient~. 'Entonces, SSW refleja la contribución que hace únicamente 

el azar a la·s diferencias de los valores Y..i.j que se encuentran en la 

misma muestra. 

A.6 ANALISIS DE SSW 

pelLo 

Empleando el ope~ador esperanza 

E(SS,,,) = Efl: l: lY •. - Y. ¡21 
w L J. .t.j .(. • · j 

y .. 
.t.j = 

= 

J.l ·.+ y: + e • · 1 y 
- .t.j 

¡;y;. J: ',' 
J .t.J_. -"--lJ.l+ Y. +e •• ) 

n · . n · . . .t. .t.J 

-= u·+y.+ . .. ' .(. e. • 
..(.. . . 

u .. 

l:e. .. 
J .t.j 

n 

en donde. e. .. = J .(..j 
.t..... n. Entone u 1. 

E (SS 1 E . fr~. ( J.l + . y • + ~ • • - J.l "' y • - é . ) 21 
0/ .= T. . .t. .t.j .t. .t.. J 

• E f¡;E(e.: .. - e_. ¡21;, E(l:l:lé~-- 2e. .. é. + e.. 2¡7 
... .t.J -<.. ; J u J -<.J .(.j .(.. . .(.. 'J 

= E(El: e.~-1 -2E(Ll:e.; é. 1 + E(Eü. 2 1 . 
CJ ' .(.j lJ .(.j .(.. ~ J . .(.. 

~ EEE(~~-1- 2E[Ene. e_. 1 + EEE(é. 2l 
. ~ J . .(.j . ~ .(.. .(.. • . ., .(.. ' 

•' 

.. ~ . . . 



l;L:E(e..~}- 2E1Kn - 2 - 2 
= e. . l + Knle.¿; l (J ./..j .(. .. 

HE(e. :f} 
. - 2 

= KnE(e..} 
iJ ./..j~ .(., 

Pero VAR(e. .. } 
./..j 

2 2 = E(e. .. ) - E (e. .. } = 
./..j ./..j 

ya que Ele..¿jl =O • Por. oti:o lado, 

IJAR(e: } = VAR 
.(., 

n· 
---z 
·lt 

2 
(J = e. 

. 2 

(Je. 1 

2 

(Je. 
--= 

lt 

puesto que E(e. )= E( } _e.:¡_j} = ~E(e..·.) 
lt .(. j 

=O •. Por ello, 
.(., 

n· 
2 a' E(SSW) = L: L: (Je. - Kn --'1.. 

¡; J lt 

Si a hora se hace HS 
w 

Kn = 

S s11 =--. N-K 

2 : 2 
(J. 

e. 
- K (Je. 

• entonces 

.· 2 
(N-K)cr = 

N-K 

2 
= (N-K}cre. 

/ 

- z E 1 e. . } 
.(., 

2 
lo cual implica que HSt¡ es un estimado·r puntual .insesgado de cre. ;.la 

variancia del error aleatpr[o, ig~al para cualqui~ra de. los K trata

mientos. A HS 11 ~e le llama valor medio cuadrático dentro de las· 

muestras,. y al coeficien.te de·_·_crn ( ) • en el valor de E SS'i se le denomi 

na número de grados de· J ibertad de ss 11 , en este· caso N-K. 

Por otra parte, SS'i se puede escribir como 

SS ·aL: L:(Y .. - Y. )2 
" ' J ./..j .(.. 

= L:[l:(Y .. 
t' J . -l..j 

pudiéndose apr.ecLar que. la·sumator.[a dentro de los corchetes, si se 

divide entre n-1 , es. igual a la variancla de la muestra del iésimo 

tratamien~o; es decir 

2 ¡;lY: •• -Y. ¡2 
S. ~---··-·-·~.¡_~JL---~.¡_~·--

-1.. 
ri. - 1 

; i. = 1,2, ••• ,1< 



La variancia anterior es un estadístico con n-1 grados de Jiber-
2 

.tad, que es a su vez un ,estimador puntual insesgado de a ya que e 

2 [l:¡y .. -Y.)2J .fl:(¡¡+y .¡. 
E ( S • ) = E " -<.f -<.. = E J -<. 

.{. 

e .. -¡¡-y; -e. 'd [¡;(e:.,;- e.. 'j -<. f -<. -<.. . = E -""'----"'-'-------"-<.:..:.· -

n-1 · ~1 · n::l-

EE(e.4) - 2El:(e .. e. l .,. ¡:¡e,.2 2 - 2 + nE(e.2J EE(e .. J- 2nE(e. ) 
= J -<.j_ J .{. j_ .{. •. oJ -<.. - " .{. j_ .{.. -<.. 

11-1 n-1 
2 

1 [ 2 -2] 1 [no~ - n a e J = nE(e .. ) - nE le¿) = n-1 . 2 a2 = ñ="l -<.j a e = tt=T 11 11-1 e 

• 
S:in embacgoc, ccimo_. de .. hecho:.ex"isten~.K .muestr.as" que-Icor responden, 

respectivamente, a cada uno de Jos K tratamientos o niveles del factor 

de interés, se pueden cbmbinar K variancias del tipo S~ anterior con 
.{. 

el fin de obtener un estimador de a 2 de la e manera siguiente: 

( n- 1) S f + ( n- 1 ) ~ ~ + ••• + (n -1) s; 
(n-1) + (n-1) + ••• + (n-1) 

¡;[¡;¡y .. -Y. ~~ =' J -<.j -<.. 
H(Y .. -Y. 12 

= ¿ .J .{. j_ .{. • 

= 

.· 

l.:(n-1) 
' 

En- l.:(l) 
& ,; 

El resultado anterior confirma que el estadístico HS , obtenido . . . . . . . w 
a través de la combinaci6n de_ las variancias de las muestras de Jos 

K tratamientos, permite estimar en forma insesgada el valor ~e- a:. 
Asimismo, implica q"ue SSW po_see N-K grados de libe"rtad, Jo cual che

ca con el r~sultado obtenido anteriormente para E(SSW)' es decir, 

E(SSW) = (N - K)a: 

ya que, por definici6n el multiplicador de . ' 
.ranza de SSW debe ser el nGmero de grados 

te. 

ai al calcu·la·r la espe

de 1 i bertad correspond ieri 

'' 



A.] ANALISIS DE SS 8 

. 
La esperanza de ss

8 
es E (S S B) = E f¡: n (Y • -Y .. ) 2 7 ' ( .{.. J 

-
de A. 6, y . Poli. a .tiLo l. a. do~ pero, = )J + y . + e.. 

.{., .{. .<. • 

¡:¡:y .. El:¡¡ 
Y .. i J .<.j = i J = 

Kn Kn 

-
en donde e.. • = 

Hy. 
+ J' ..(.. 

Kn 

¡:¡: e. .. 
u .<.j = 

+ 
¡:¡: e. .. 
<'J .<.j 

Kn 

Ee.. e: ..(... 

Kn K 

Kn¡¡ 
= + o + 

. He. .. 
<'J .<.j 

Kn Kn 

30 

-
= )J + e. •• 

E(ss8 l = E{.~nl¡¡ +Y¿ +e¿ -¡¡- e. .. ¡ 2J = E{fn{y.<. + le.¿, - e. .. J}
2J 

= E{En{y~+2y. (e .. -é;. l +(e. -e. •• ! 2}7=E(r.ny2:)+2E(Eny .e.. J-.: .{. .{. .{. • .{. • !./ l' .{. • .{. .{. • 

'- -2 . . - - . -2 
-2E(~ny. e. .. )+E(~ne..) - 2E(I.ne.. e. •• )+ E(l;ne •• ) 

4 ~ ~ ..(... ' -<... . ~ 

=EnE (y~) + ZEnE (y .e. ) -Zne.'. E (E y;) +nEE (e. 2 )-2nE (e .. Ke .. ) +nKE(e~,) 
•• .{. ' .{. ' .{. • . .. .{. ¿' .{. • : 

Tomando. en ·c.uenta. ·que Ey. =0
1 

y que E (y .e. ) es cero ya que 
- - . . e ..(.. . ..(. .t.. 

E(y.e.. )=y.E(e.. )=y.(O.), se ¡¡n~;~lan el segundo y tercer férminos,que-
.<. .{. • ' .{. .{. • .{. . ' . . 

dando 

E(SS) E 2 +nEE(e~ )-2KnE(e.~)+KnE(e.~)=l:.ny.2 +nH(e. 2 )-KnE(e.~.) 
B = t ny .<. 1 .<.. • • • .<. • 

a2 
-2 J e. Pero, de A.6, E(e.. =-...:r.-

.<.. 
, IJ 

n 

¡:¡: 
...!.:!_VAR 1 e. .. ) 

Kh' .<.J 

a2 
Kn 2 · e. . = -- 0--.=-
¡(n• .. e Kn 

por lo que 

znYl + (K-1) a~ 



---. 

Si se hace ahora MS
8 

= 
K-1 

~( ) = = 

De acuerdo con lo anterior, 

, siempre que y. =0, 
. .{. 

, entonces 

2 2 
~tq. +(K-7)cr 
' .<. e 

K-1 
= 

2 
I ny . 
e .<. 

K-1 
+ 

.>J- _¿ (no hay efectos de tratamientos) 

E(MS 8) 7 a~ ,siempre que Y_¿ lO para alguna(s) -<.,existiendo al menos 

algún efecto de tratamiento. 

2 
En el primer caso, MS

8 
es un estimador puntual insesgado de cre, 

la variancia común del error aleatorio. En el segundo caso la esti-

mación que hace MS
8 

de cr~ no es insesgada, debido al efecto de los 

tratamientos. A MS
8 

se le denomina valor medio cuadrático entre las 

3/ 

~uestras, y al coeficiente de cr~ en el valor d~ E(ss
8

) número de gra

dos de 1 i bertad de ss
8

, en _este caso K-1. 

Si y. =O, 1-, es decir, si las_medias de los K tratamientos son 
.{. .{. 

iguales, entonces el estadístico con K-1 grados de 1 ibertad 

E (Y. - Y •• 12 
~· ..(.. .. 

K-1 

es un estimador puntual insesgado de cr~/n, la variancia de la distri 

bución de muestreo para los promedios de los n valores Yij obtenidos 

bajo los tratamientos _¿ (.i..=1,2, ••• ,K, ••• ). En efecto, 

E [f!Y¿ -Y •• )2~ _1_ E [ l:( u .f +~. -u-e •. )2/_ _1_ E r~(e. 
. K-1 } K-1 é .<.. J K-1 ' .<.. 

- 27 
- e .• IJ 

=-E(re.) 1 [ - 2 
K-1 e -<.. 

-2E(l:e. e •• ) +E(l:e •• ) :- ~E(e. I-2KE(e •• )+KE(e •• ) - 2 J 1 [ - 2 2 2J 
e -<.. e K-1 ._ .<.. • 

_1_ [K cr~ 
K-1 n 

(j~ l - n~r 
K-1 

K-1 l't l't 



De igual manera, y considerando el resultado anterior, se obti" 

ne: _ _ _ 
2 

E[ n f!Y,¿. -Y •• )]= El SSB \ 

K - 1 \ K-1 } 

(J 2 . 

= n-·._e_. = 

n 

lo cual confirma que e 1 estadístico MS 8 permite estimar en forma in-

sesgada e 1 va 1 o r de cr2 
e • siempre que no existan efectos de los trata 

mientos. As i mismo, implica que ss
8 

posee K-1 grados de libertad 

checahdo con el resultado 

=En y~ +(K-7)cr 2 
,· -<- e 

para el cual el multipJ icador de cr~ es K-1, el número de grados de 

1 ibertad de SS
8 

_-

A.B ANAL1S1S DE SST 

La esperariza de SST es 

= E [ H <Y,¿r~·. ¡2} = E{Ji !IJ + Y,¿ +e.ij - ~~ - e. .. r2] . 
= E[r. r. (y. +{e~ •. -e. .. }1 27 ~ E[~ t{y 2

• +2y.(e .. -e. .. )+(e;
1
.-e. .. ¡2

}] 
' J · •• .(. .(.j . j ' J .(.. .(. .(.j ~ 

-··f p: r. -rl-.1+ ze.u:,r y. e •. J- 2c(li r. i- ¿ .. ,¡+ E{r. & e.~ 1 ., 2E(Er.e;
1
· ~~.l+ 

'lJ ~-·· .. l:~ .(..-.(.J.·' ·tJ .(. · .. &·J -<.j lJ~ '. 

+ E(l; r. e_~.}= lJ l: E; y~}+ 2 r. r. E( y. e;
1
.¡- 2 r. E E( y. e .. ) •' 

'" J, . ..(. eJ -t...... ~., ..(. 
2 - 2 - 2 

+ f J · E(e,¿jl - 2Kn E(e •• ) + Kn E( e •• } 

= l: n y~. + O - O + r. r. E( e~. l - Kn E( e..~ l 
.: .(. ·. . l " -<.j ' 

. 2 2 . 2 
= r. n y~+ Kn a - Kn °e = r·n y~ + ( Kn ~ 1la 

.- .-' e Kñ.: -<. e 

2 
= ¡: n ~ + (N- 7}oe 

,. t .(..· 

Si se hace MST 
SST 

~ --- , entonces 
N-t 



De acuerdo con 
2 

E (HST) = a e 

= 

lo anterior, 

2 
~ n y~+ (N-7)o 
"' .~,. . e 

.N - 1 
= 

E ny· ~ 
4. .(.. 

N-1 

2 

+ a .e 

siempre que no haya efectos de tratamientos 

33 

E(HST) )' a2 
e , siempre que exista al menos un efecto de trata 

miento. 
2 

En el primer caso, HST es un estimador puntual insesgado de a, e • 
y en el segundo nó es asT debido al efecto de los tratamientos. A 

HST se le llama valor medio cuadrático total, y a N-1, el coeficien-

te de o! en el valor de E(SST), el númer.o de grados de ~ ibertad de 

22.r 
Conviene observar que 

= SS w + 

(N-1 grados ·de 1 ibertad) (N-K grados de 1 ibertad) {K-1 grados de 1 ibertad) 

es decir, 

N-1 = N-K + K-1 = N-1 

y el número de grados ·de 1 ibertad· de SST es igual ·a la suma de los 

grados de libert~d ~s6ciadó~ a SS~ y SSB. 

2 

A.9 DISTRIBUCIONES bE PROBABILIDAD OE ESTLHADORES.PARA oe 

Se saba de la i~ferencia estadfsti~a que 

(n-1)5 2 
X 

0'2 
x· 

a 

" n-1 [ - 2 -- · (x .-x} n -1 1.-1 -1.. 

a2 
.x 

Suma de Cuadrados 
= 

a2 
X 

2 

Xn.:.l = 

z 
en donde Xn:l .repres"enta la variable aleatoria J 1 cuadrada con n-1 

grados de 1 ibertad, y 52 la variancia insesgada para las muestras de 
X . 

tamaño n extraídas de una población normal con variancia a 2
• 

X 



También, 

--= 
2 

(J 
X· 

= 

Suma de cuadrados 
n - 1 = 

2 
(J 

X 

2 
Estimador de cr, 

= 
2 

(J 
X 

SS SS 
n-1 gradas = de 1 i bertad SS 

2 2 
(J (J 

X X 

2. 

X~ In-1 = 
n - 1 )/ 

siendo V= número de grados de 1 ibertad.; El resultado anterior es válido 

s i emp re q u e 1 a s o b se r va e i o n e s en 1 a m u e s t r a , X., 
.{.. 

correspondan a vari~ 

bies aleatorias normales e independient~s·, con media ~ y variancia 
t ,. X . 

Por otra parte, si X.,, y X, representan a dos variables aleato-

rias Ji cuadrada independientes con JJ, y V,. grados de 1 ibertad, respes 

tivamente, entonces el co¿iente 

x: /JJ; 
x-'.fJJ~. 

corresponde a una variable F con J/, gradas· de .1 i be·r.tad en··!jl numerador 

y ~·'z.en el denominador. Por :ejemplo, si dos estimadores de cr! SQl.l 

independientes y poseen JJ,y .t{grados de libertad1 respectivamente, 

entonces 

Estimador 1 de 5: 
(J2 

X 
--------~~-----------

Estimador 2 de a! 
Estimador 1 de 

Estimador 2 de 

X~ j¡J, = 

:z:.;v.. 

De acuerdo con lo anterior, y bajo las supo~lciones hechas en 

A.2 para el modelo 1 ineal Y •• ~" +Y··.+ e .• , se puede juzgar que 
. .<.j ~ .{.'. .<.j . 

·z. SS 2. 
SS 

w·· 
MS X. N-K w =X N-K. 

N-K w 
' . = = 

2 J. 2 2 N-K 
(J cre cre e 1 

.. 

.. .,., 



y. Si y. =o. f. entonces 
.{. .{. 

2. SS 8 z. 
ss

8 = xk-1 •. k-1 MS 8 X 1<-1 --- 1 = = 
2 2 2 k-1 

oé o e o e 

z. :S S 1. 

SST 
.tN-1 • 

T 
MST XN-1 = N-1 = = 

2 1 
2 2 

a o e o e 
N-1 

e 

Conviene hicer notar que los tres estimadores obtenidos para 

a~ no son indepen~ientes, ~a que SST = SSw + ss 8 • Sin em~argo, SSw 

y ss
8 

sí lo son en virtud del Teorema de Cochran (Ref. 1, pág50), 

que establece que si una variabl~ aleatoria Ji cuadrada con J-grados 

de 1 ibertad es·. igual a la suma aritmética d~ n variables aleatorias 

Ji cuadrada con· V,, ·v,. ,.· •. ; Vn, grados de 1 ibertad, respectivamente,. 

estas n variables ser§n independientes si, y sqlo si, 

(n~J}.) 

En A.S·se concl~y6 ~~~ e.l nGmero de grados de libertad de SST 

era igual_ a· la suma de los grados de 1 ibertad de SSw y ss
8
,por lo 

cual, atendiendo al criterio ·de Cochran, SSw Y SS
8 

son independientes. 

A. 1 O PRUEBA DE HIPOTESIS DE IGUALDAD DE MEDIAS 

En g~neral, existan o no efectos de los tratamientos, 

, pero MS
8 

únicamente 

MS estiw 
1 o ha ce ma en forma insesgada el valor de o~ 

cuando yl •O, ;l, es ~eci~, cuando 

de los tratamientos son iguales • 

• 
no existen efecios y las medias. 

• 
Si se establecen entonces las hip6tesis 

H o : ~l- ~2- •••• =~k (.i=1,2,3, .•• ,k) 

-1 



1 

' 

( o, equivalentemente, 

H1 : al menos una media es distinta de las otras 

(o, equivalentemente, H1 Y,¿ ;o; para alguna(s) .l) 

se podrá probar la primera en contra de la segunda a través del ·emp·Te_o 

del valor de la estadística de prueba 

02 
e 

MS 
w 

02 
e 

= 
MS 

w 

= 
K-1 

SS 
w 

N-1< 

= 

E~(Y.-. ~ .. 
~ .(. . - 2 y • • ) 

¡: ¡: 
t J 

- 2 (y .. -y. ) 
-<.J -<.. 

N-K 

' que corresponde a una. v~riable F con K-1 y NcK grados de libertad en 

numerador y denominador, respectivamente. El .cociente que define a 

esa variable e~ el de dos variables aleatorias independientes con 

·distribución :;L~; de· .. acuerdo con la definición de F, y el razonamien

to para su emp~eo es el siguiente: SST no es independiente d~ SSw y 

ss
8 

y, por tanto, no_puede usars~ para generar una var_iable de pru 

ba F
0 

Ahora bien, al observar los valores de--E(SSw) y E(ss 8 ) se 

puede concluir que si· H
0 
~s:cierta el cociente de MS

8 
a HSw debe ser 

cercano a la uni~ad. Sin embargo, si H resultara falsa, es decir, . o . 
si existiera.n efectos de los ;

1
tr·atamientos, entonces MS 8 tomará un 

valor mayor que el_ de MS , implicando que la F de prueba será ma-w o 
yor que la unidad. 

Lo anteribr s~iiere que la prueba de hipótesis se debe real-Izar, 

al nivel de significané:iad. seleccionado por el investigador, en la 
• • ~ 1 

é:o1a derecha de .. la distribución teórica de F. 

A.11 Ejemplo 

Considérese e!" caso 3 del ejemplo sobre el rendimiento de com-

bustible para tres marcas distintas 

sección A.4. La tabla de valores de 

de automóviles, presentado en la 

Y .• es la siguiente: 
.(.j 

.. """' .·· ~· 



y 1 • = 

OBSERVACIONES 

A 24 1 9 22 

MARCAS B 24 25 2 1 

e 1 1 1 4 1 7 

21. 6 7 Y2. =23. 33 Y3. = 1 4. o o y •• =19.67, n=3, K=3, • • 

SS 
w = f J'lf-tj- Y¿l 2 =(24-21.67l~+(19-21.67)~+(22-21.67) 2 

~(24-23.33) +(25-23.33) +(21-23.33) 2 

N=9 

+(11-14)
2

+(14-14)
2

+(17-14) 2 = 39.33 
- - 2 . 2 

= ¡; n(Y. -Y •• ) = 3(21.67-19.67) + 3(23.33-19.6)) 2 + 
' ,{.. 2 

+ 3(14-19.67) = 148.67 

- . 2 
S S T =E E ( 1J •• -Y • •. ) 

.: i -<.j . 
= ( 2 4 - 1 9 • 6 7) 

2 
+ ( 1 9 -·1 9 • 6 7) 2 + (2 2 - 1 9 • 6 .7) 2 

+ ( 2 4- 1 9. 6 7) 
2 

+ ( 2 5-1 9 • 6 7) 2 + ( 2 1 - 1 9. 6 7) 2 

+(11-19.67)
2

+( 14-19. 67}-
2

+ (17-19.67)
2 

= 188.00 

y se verifica que SST = SSw + ss
8 

= 39.33+ 148,67 = 188.00 

Los valores de 

SS 
MS - .. w 

w N-k 

MS
8 = 

_ssB 

. k-1 

por 1 o cual 

MS ·w 

= 

= 

Y· MS · . B son 

39.33 = 6.55 
9-3 

148.67 - 74.33 
3-1 

74.33 .• 11.35 

6.55 

para K-1 d ~-1 • 2 y N-~ • 9-3 •6 grados de libertad 

.. J~ 

El valor te6rico para F
2

,
6 

obtenido de la tabla correspondien

te, considerando un nivel de sig_nificancia ..C. igual con 0.01 (1%), 

es igual con 10.92, por lo que 



' y se debe rechazar H0 :A,=)/~=~, resultado que sugiere la existen 

cia de efectos debidos a jos tratamientos. En el caso del ejemplo,. 

el rendimiento de combustible para un automóvil depende de si éste 

e S de .m a re a A. B o e . 

A. 1 2 COMENTARIOS 

A.12.1 Cuando en el análisis de variancia se obtiene un valor 

de F mucho menor que la unidad, elld indica que, siendo o no o 
cierta la hipótesis H , MS adquiere un valor muy grande; lo 

o . w 
cual a su vez gen~ralmente implica el efecto presente de algGn 

factor sist~mático no aleatorio dentro de los valores de los 

datos en l.as muestras, que impide que MS refleje Gnicamente la 
. w 

variación .al azar de·las Y •.• La existencia de tal efecto nf' 
-<.j 

controlado supone fallas en las suposiciones iniciales para la 

generación del m~delo, y generalmente también_, que el dise~o del 

experimento es inade~u~d6. Más. adelante se pro~ondr~n t~cnicas 

distintas ~ la ya presentada.para procurar evitar la presencia 

de dichas ¿omponentes si•st~máticas en el disefto correspondiente. 
' . . 

A.12.2 Una de 1~~ suposiciones iniciales especifica que la 

distribución de los errores e .. es normal ~(O,o 2 ) para cada tra 
. -<.J ~' e -

tamiento L~ y eq~ivalentemente, que Y .. es una variable ~leato 
. -<.j -

ria distribuTda' como lo( 1J , d 2
) .• · Esta suposición es indispen-

. . . ..;; •\ IJ· /ji 
sable pa~a determinar a HS 6 /o~ y HSw/o~ como variables con dis-

tribución ;;(.
1
,-y-asf poder emplear el cociente F

0 
s MS 6 /HSw como 

estadístico d~ -~rueba para la hipótesis de igualdad de medias. 

Es posible demostrar, si se emplea el teorema del límite central, 

que !._as inferenci.as que se hacen para medias en el caso de pobl!_ 

cienes normales son válidas también' para aquellas que no lo sean, 

siempre que el tamafto !:!.<o!!¿., en el caso d~l disefto desbalan

ceado que se presentará más adelante) de las muestras sea sufi-

· .. 



A. 1 3 

c[entemente grande. En virtud de isto, si no es posible sopor

tar los supuestos de normalidad para el modelo aquí desarrolla

do, es indispensable el manejo de muest·ras más .9randes que per

mita~ ap~oximaciones adecuadas ·a la 'distribu~i6n normal. 

·A.12.3 Otra de ·las suposiciones establece que:'a .. tdebe tener el 

mismo valor para todos los tratamientos. Esta suposici6n de 

homogeneidad. de variancias, u homoscedasticidad, puede pasarse 

por alto sin consecuencias muy graves siempre que el nGmero de 

valores Y •. en cada muestra de tratamiento sea el mismo para 
-l.j 

todos los casos,· Si, por e1 contrario, el valor den es distin 

to para las muestras, y a 2 no tiene el e mismo valor para cada 

tratamiento, la inferencia final puede verse seriamente afectada. 

A.12.4 Es extremadamente importante .que ·1 os datos a .. los que 

se aplique .el modelo expuesto se basen en observacion.es in'depe!!_ 

di~ntes entre y dentro de las muestras, es decir, que cada ob

servaci6n ~o se relacione con las restantes, con el fin de sopo~ 

tar debidamente la suposici6n inicial de que los errores e .. 
_ ~J ·.' ~1~r 

son independientes. Esta suposic{6n es indispepsable para jus-

tificar el empleo de la.prueba F al real izar "el anál.isis de va-
.,.. ' ... · . 1 

riancia,' y ·s.i 3\o·.·se .cumpl·e·. se ·pueden cometer: .err.ores .muy. graves 

que podrían.·desviar .. los resultados del anal isis e invalidar la 

Jnferencia final. 

A.12.5 Se recomienda.al lector el estudio de los·m&todos de 

vetificaci6n analftlca·· para los supuest6s del modelo aquí expue~ 

to, que se presentan en la referencia 1; p~gs.- _ 

FORHULAS sjHP(IFI.CADAS DE CALCULO 
'· .. 

Con el objeto de real izar los cál eulos ·.de SSw' ss 8 Y .SST en 

forma más cómoda, se pueden realizar las simplificaciones siguientes: 



= ¡; L (y . • - Y . • ¡2 = ¡; ¡; (Y .z. - 2Y . . Y • . :¡: Y:. l 
,. J .{.j e " .{.j .{.j 

=E EY.~ -2Y •• l: EY .. +¡;¡;Y~. e J .{.j . •. J .{.j .•. .r ¡;·¡;y .. 
1J, c. amo y • • = • J .{.j . -l . -1. 

y l: l: Y •• = NY •• , e11.to11c.e~ 
( J 

lj, ljQ. 

N 

ss,. = l: l: Y .z.. -2Y •• iNY~.l + N\' 2 = 
i J ' .{.j 

2 . -2 
l:l:Y .. -NY •• 

•. J .{.j 

Por otro lado, 

ss8 
¡; 11(Y. - 2 ¡; -2 -2 y . y • • - 2. 

l = y • • l = 11 (y . + y • • 
¿ . .{.. •• .{., .{., 

¡; -2 211Y •• l: Y. - 2. = 11Y. - + 11 ¡; y • • ' 
( .{., .: .{., ¿ 

que. 111: y . y • 
y • • = ~ .{., 

lj Y. = 
.{., 

e11.to 11 c. e~ 
N 

.{., 
11 

2 y~ y . 
-2 . -2 -2 SS 8 = F 

11 .{., 2 N Y- • • + NY • •. = ¡; .{., 
NY .. ---w- ( 11 

F i n a 1 m en te , y a que S. S T . = · S S w. + S S 8 

.•.. 
en ton. ces> 

2 -2 
S S~ = S~ T ~ S S B = l: l: Y . • - N Y. • - l; 

' J. .{.j ¿ 

2 ·=EEY .. -E 
~ J .{.j ' 

2' y • 
.{., 

n 

+ NY~. 

Se acostumbra presentar los resultad~s en la forma que sigue: 
... i. 

-
FUENTE DE VARIABILIDAD. SUMA DE CUADRADOS GRADOS· DE .. ··'f'i'S F 

SS :.L 1 BERTAD .· · o -· ·.· . ' 

-, .. -
' . y. . . . .• SSB ENTRE MUESTRAS SSB= Z ~ -NY 2 K-1 (Tratamientos) . n . • MSs·"'T-f HS 8 -

2 -l: ~ . ssw' - MS 
DENTRO DE MUESTRAS SSw=l:l:Y •. .{.. N-K w 

(Error) ¡ J .{.j /. T MS = H .. w - . 
SS'(' ¡;¡;~. -2 

TOTAL 
-NY •• . N-1 

' 
¿ J .{.j . 



A. 1 4 EJEMPLO 

Un fabricante de fibras sint1ticas para telas sospecha que la 

resistencia de la fibra se ve afectada por el contenido de algod6n 

'1-1 

en la misma. Para probar cond.=O.Ol la hip6tesis de ausencia de e

fectos debidos al porcentaje de algod6n en la fibra, determina los 

niveles 15%, 20%, 25%, 30% y 35% (contenido de algod6n en por ciento) 

y decide emplear cinco observaciones de resistencia de la fibra 

( en lb!in 2 ) para. cada nivel del factor de interés. La asignaci6n 

de los tratamientos se hace completamente al azar a las unidades 

experimentales, obteniéndose los resultados siguientes: 

OBSERVACIONES 

l ; 2 3 4 5 vz. 
% 15 .. 7 7 15. 11 9 49 

de ¿=1,2,3,4,5 

Algod6n 20 . 

(Tratamientos) 25 

y = s. 

30 

35 

54 10.8 ~ 5= 

12 17 

14 18 

19 25 

7 10 

12 18 18 77 
18 19 19 88 

22. 19 23 108 . 

11 15 . 11 54 

88 
= s-= 17.6 

Y • • a ¡; ¡; Y •. " l:Y. " 49+11+U+108+54 = 376 e J A..J ¿ A... 

Y •• =.if-= ~ .. 15.04 

~ 
i=1,2,3,4,5 

SST =}} Y~j-NY~. " (7) 2 ~(7) 2 +(15) 2 +(17) 2 '!'_(9) 2 + ••• +(15)
2 

+(11)
2
-25(15.04): 

.. 6292 - 5655.04 = 636.96 

-2 NY •• = (49j
2
+(77)

2
+(88)

2
+(108l

2
+!54l

2 
- 25(15.04)2 

= 6130.80- 5655.04 = 475.76. 

;,J 



SS = SST - ss8 = 636.96 - 475.76 = 161.20 w 

SS . 
475.76 Ms· = 8 = 1 1 8. 94 = 8 k -1 5-1 

SS 161.20 MS = w 8;06 = = w N-k 25-5 

F = 
MS

8 118.94 = 1 4. 7 6 o MS 8.06 w 

La tabla de concentración de res·ultados para el análisis de va

riancia es la siguiente: 

FUENTE DE SUMA DE 
VARIABILIDAD CUADRADOS G. L. MS Fo ' 

Tratamientos 475.76 4 11 8. 94 1 4. 7 6 

ERROR 161.20 20 8.06 
-

TOTAC·'' 6 3 6-•. 96 24 

Al nivel d~·signlflcancia de 1%, la F teórica con cuatro grados 

de 1 ibertad en el num~erador y veinte en el denominador corresponde 

al valor 4,43, por lo que 

y se rechaza la hipótesis 

valentemente1 H : y·. •O, 
: o -(. 

nula H ·: ~.1·;, ~ 2 = ~3 m~. = ~ 5 (9", equl-o . 
i•1,2,3,4,5), concluyéndose que las medias 

de los tratamientos difieren, es decir, que el porcentaje de algo.dón 

la resistencia de la misma; en la fibra afecta i~gnlficativamente a 

para los niveles del factor empleados. 

., 
·-·.! 



A. 1 5 DISE~O DESBALANCEADO 

En algunas ocasiones el nGmero de'observaciones que se hacen 

para cada tratamiento puede no ser el mismo; es decir, el tamaño de 

la muestra puede variar entre los varios tratamientos. Se dice que 

el diseño correspondiente es desbalanceado, pero el análisis de va

riancia propuesto pu~d~ emplearse haciendo modificaciones ligeras en 

las f6rmulas para las sumas de cuadrados. 

Sup6ngase que se toman n. observaciones bajo cada tratamiento 
. .{. 

-<. (-<. = 1,2, .•. ,10. Entonces, 

" y ahora se e~plea la. restricci6n E n.y. =O, ya que 
,¡:;., .(. .(. 

¡: n . 1J • ¡: ·n. 1J ~ 

/-{= 
,. .{. . . .{. ¿ .{. .{. ,.. 
·¡: n ~ N 
<: .{. 

y E n . y . = E n . ( 1J • .:, 11 1 = E n . · '11 • - 11 ¡; n . · = N}(.·-_ N}( =O 
.. .{. .{. .. : .{. .{.. . . . .... .{. .{. 4 .{. 

En este ca!o, las f6rmulas de· c~lculo para las sumas de cuadra

dos se convierten en 

'" .... : 2 -2 . 
SST o ¡: ¡: y .. NY ·• 

. .:.. "'' .{.j 

-K 2 Y. -r .{.. -2 
SSB. • , .. NY •• 

n . 
. .{. 

" 
,.. 2 " y~ 55_ • t t Y .. ¡: .{. . 

w él .,.. .{.j_ , .... --
n . 

.{. 

Por supuesto este diseño desbalanceado presenta desventajas en 

su uso compar~ndolo con el balanceado. Basta recordar que la supos! 

ci6n de homogeneidad de variancias para todos los tratamientos puede 



soportarse adecuadamente cuando los tamafios de muestra son iguales, 

lo que no sucede en el disefio desbalanceado. 

A.16 EJEMPLÓ 

Con el fin de comparar las propiedades reflectivas de cuatro .., 
tipos diferentes de pintura: A, B, C y D, se disefi6 un experimento 

completamente aleatorizado cuyos resultados, obtenidos mediante el 

empleo de un instrumento 6ptico especial, fueron los siguientes: · 

PINTURA 
(Tratamientos ) 

A 195 ]50 
B 45 40 

.. 
e 230 115 

D 11 o 55 

N= 

Y •• > z} y.ij = 

OBSERVACIONES 

205 120 60 

195 65 145 

235 225 

120 50 80 

t n. = 5 + 6 + 4 + ·s = 20 
ia' .(.. 

195 

E Y. = 830+685+805+415 = 2735 
¿ .(.. 

.. 
y •.• e: 

2735 
20 = 136.75 

11· 
.(. 

5 
6 

4 

5 

ssT = j E, Yij- u~. =ll95l 2+!150I
2
+!2o51

2
+ ••• +!50I

2
+!80I

2
-2o!J36.751

2 

= 457,865 -.374,011.2.5 = 83,863.75 

'1 l . . 2 
(685) 2 +. (805) 2 ~ (4151 2 

20{136.75) 2 SS = E .(., N~. (830) + 
B i:t --- = 

l!.i 5 6. .4 5 

~ 412,435.42 - 374,011.25 = 38,424.17 

ssw = ssr- ss8 _· 83,863.75- 38,424.17. 45,439.58 

• MSB= 
SSB 38!424.17 = 12,808.05. r-r = 4-1 

MS = 
ssw 45,439.58 = 2839.97 N-K = 20 - 4 w 

Y· 
.(. . 

830 
685 

805 
415 



F 
MSB 

= 
O. 

MSW 

-:-: 12808.05 

2839.97 
= 4.51 

Con los datos anteriores se formula la tabla de análisis de variancia 

siguiente! 

FUENTE DE 
VARIABILIDAD SS G. L. MS F o 

TRATAMIENTOS 38,424.\7 3 12,808.05 

ERROR . 45,439.58 1 6 2,839.97 4. 51 
-

TOTAL 83,863.75 1 9 

E.l valor téórico de F
3

, 16 
de 1% es, de ta~las, igual con 

considerando un nivel de significancia 

5.29, por lo cual 

FO = 4.51 <:..F 3 , 16 = 5.29 

·implicando lo anterior que la hipótesis nula 

H O . : . 111. = ll2 = 11 3 = 11 • 

(o, equivalentemente,' H Y1 = Y2 = Y3 = Y•.= O) .• o 
puede ac~ptarse'al nivel de sign.ificancia empleado, resultado que s~ 

pone la inexistencia-·de efectos en los valores de las reflectancias 

debidas a los cuatro- tipos de pintura empleados en el expe~imento. 

Conviene observar que, en este caso, 

... - -
Yl = y1 -Y .. = 830/5 - 136.i5 =29.25; 

805/4 - 136.75- 64.5; 

92· 685/6; 136.75 =-22.58 
t.- 415/5-··136.75 =-53.75 

y que 

. • A r,,. 
f A 

I: n.y." 5(29.25)+6(-22.58)+4(64.5)+5(-53.75) 
tz• .(. .(. . 

- 146.25 - 135.48 + 258 - 268.75 ~ o 

. . 

. :';- ~ . ~-.., ... 

. ... . . 



C. PRUEBA DE IGUALDAD DE DOS MEDIAS, Y ANALISIS DE VARIANCIA. 

Es factible establecer la conexión que existe en~re una prueba 

de igualdad de dos medias, a través del empleo de la estadística t, 

Y 1 a prueba e o r res pon d i ente e o n 1 a F , que i m p 1 i e a un a.ii á 1 i s i s de va-

riancia. Para ello, hay que recordar que la estadística t se define 

como el cociente que se forma de una v~riable aleatoria normal están 

dar a la rafz cuadrada de otra variable independiente Ji cuad~ada 
dividida entre su número de grados de 1 ibertad, es decir, 

Si la expresión para t se eleva al cuadrado, se obtiene 

2 
.z /1 

= = 
:iJJJ 

.. . 2 
siendo Z /1 una .variable ~lea~oria Ji cuadrada con un grado de liber-

tad, dividida e~tre dicho número. Por lo tanto, el valor de t obte

nido de las muestras con las ;que. se realice la prueba de igualdad de 
. . 

medias para dos poblaci-:ones, debe ser igual, después de elevarlo al 

cuadrado, con el val~r de F calculado en la prueba correspondiente 

que se efectúe por· a-nálisis' de variancia. 

Para aclarar e~te concepto, supóngase que se desea probar lar 

hipótesis de igualda~ de medias para dos poblaciones normales e ind~ 

pendientes, I y !I, ·a través de ·muestras aleatorias de tres elemen

tos en cada caso, con los valor~s de da~os 

I rr 
15 lZ 
10 9 
21 7 

y un nivel de significancia a= 0.050 



• 
C.l Solución a través de t 

con 

En este caso 

H
0 

)ll'.= lla. 

H 1 : lli ¡! 11a. 

15.33 .. y 

1 

;n=12.67 

Al calcular las varianci~s insesgadas de las muestras a través 

de ·¡a fórmula 

se 

y 

2 .. . - 2 
S = --

1 
E (x.- x) 

x1 n- ¿:.4 ..t 

obtiene 

52 -~ - 2 0.1089+28.4089+32.1489 1 

= (x . - X ) = 30.33 = xi 3-1 ¿.¡ .<.z I . 2 

52 _1_ f (X • -
- 2 0.4489+40.0689+32.1489 

36.33 = XII) ·= = 

'1I: 3- 1 . ¿.,¡ -<JI 

X - lt · . I .n: 
t ""r====:=-7===:======r,----

( n l ~ 1 ) S + ( n .,.,..- 1 ) S · ~~ . 

= 

· x¡; ~ xg __ + _ 

( n ~ 1 ) + ( n ~ 1 ) nr nn: 
I IJ: -

15.33 .: 12.67 
5.773{0.816) = 

' 

2.66 
4. 71 

= 0.565 

2 

=~~~1~5=·'=.~~-~12~·~67~.7===~ 
.2 (30.33)+2(36.33) 1-_l_ + _,_ 

2 + 2 3 3 

ton V =(nl. --l~+(n:O: _-1) = ":r + ":0: -2 = 3+3-2 =4 grados de 1 ibertad. ·· 

De tablas_, el valor Jt 4 J es 2. 776, con e&= 0.05 para prueba de 
' . 

. dos extremos, y como 

-ti¡= -2.776~ t =0;565 4:. ti¡ =2;776 '. 

se acepta la hipót.esis H de igualdad de las medias. 
. o . 

Los valores de t de prueba y de tablas elevados al.cuadrado son· 

t 2=· (o.565) 2 = 0;319 



2' 2 
t4 = (2.776) = 7.71 

C.2 Soluclón a través de análisis de variancia. 

como 

por 

Para este caso, 1 a t a b 1 a de resultados es 

OBSERVACIONES ·y .. rj=1,2,3(n=3) -<.. 
I 1 5 1 o. 21 46 .i.=1,2 ( K=2) TRATAMIENTOS 

(POBLACIONES)' 1 2 9 7 38 N=n K=6 

Y •• = EY. = 46+38=84, e .<.. . 
y.. = 84. = 

N ·--r entonces Y •• = 14, y 

NY~. = 6(14) 2=1176 
z '2 
E Y. . 462 + 382 ¿., ___:!::..:_ = _.:.;:_-...;......:!,.;:__ = 1 1 8 6 • 6 6 

lt 

• 3 2 
E E Y . . = 

(;1 J..:l .(. j 

1 o que 

SST 

SS 
B 

SS w 

E ¡; 2 ' -2 
1320 1 1 7 6 144 = y .. -NY •• = - = 

e J -<.j 

¡; y . -2 ' :. . ..(... 
1186.66 1 1 7 6 10.66 = .L-- - NY •• e .- = 

lt 

= SS - S~ = 144 - 10.66 = 133.34 
T · 8 

y los valores medicis cuadr~tlcos resultan ser 

HS · SSB 
8= -- = 

10.66 = 10.66 
K-1 . 1 

= 
N-K 

133 • 34 
= 33.335 

4 

."! 
' 



El valor de 1 a estadística de prueba es 

Al 

Fa 
HS B 1 o. 6 6 

0.319 = = = 
HS 33.335 w 

5% de significancia F
1

,·
4 

= 7.71 

F
0 

= 0.319<: F1 , 4 =7.71 

, y como 

se acepta la hipótesis H 
o 

que se 11 egó· a través del 

: ll:r = \lit, que .es la ·misma 

empleo' de la estadística t. 

También se verifica que 

t2 = Fa = o. 3 1 9 

t2 . 4 = F .. 
1 • 4 

= 7. 71 . 

conclusión a 

implicando ello· que l·a ·prueba de igualdad de medias .para dos poblaci~ 

nes emplea.ndo a· t conduce·. a los mismos resultados que el análisis de 

variancia correspondiente. 
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A. 1 3 HETODO DE DUNCAN 

La llamada. prueba del, rango múltiple de DUNCAN, es un método muy 

extendido para real izar pruebas de comparación· entre todas las pare-
/ 

jas de medi~s de tratamientos. El procedimiento es muy efectivo pa-

ra detectar diferencias entre medias cuando existen realmente tales 

diferencias, y por ello se ha convertido en el método más popular 

para efectuar comparaciones por parejas. 

Para aplicar la prueba del rango múltiple, se ordenan de menor 

a mayor los K promedios de tratamientos, y se forma un primer gru~o 

conteniendo a los K. A continuación, se forma un segundo grupo de 

K-1 promedios, eliminando del grupo anterior al promedio de ·mayor 

valor. Este procedimiento se continúa hasta llegar al último grupo 

de dos promedio·s. Por ejemplo, s.i los ·promedios, ya ordenados, obte-· 

nidos de muest.ras para K=4 tratamientos son 

~. =52 

el primer grupo de K promedios 

:v,. = 52 
Y. -. f •. - 60 

v •• = 67 

v, •. = 71 

es 

y =67 
2. 

GRUPO 1 

Al eliminar el promedio de mayor valor (v
3

.=71)1 el segundo grupo 

con K-1=3 proined los qu.eda como 

v,.,.a 52 

Y,.= 60 GRUPO 2 

v,.= 67 

El imin~ndo el valor Y • · =67 del grupo anterior,. el tercer grupo 2. 
con K-2 =2 promedios corresponde a 

v,. = 52 

v.,. = 60 
GRUPO 3 

' .. :. 

:.-



;'"'! 
l 

51 

Una vez que se han formado todos ·tos grupos de promedios, se. 

procede a calcular las diferencias entre el promedio de mayor valor 

en cada grupo y cada uno de los promedios restantes incluidos en el 

mismo. Para _•t gr~po 1, la primera diferencia es i
3
¡- i 1 .=71-52,sie~. 

do su valor igual con el rango (71-52)de los promedi.;s 52,60,67,y 

71. Para el mismo grup¿, la segunda diferencia es i
3
.-i 4 .=71-60, i

gual con el rango de los promedios 60,67 y 71. La tercera y última 

diferencia es i
3
.-i 2 .=71-67, y este valor ~quivale al rango pira los 

promedios 67 y 71. Es decir, calcular las diferencias entre los.pr~ 

medios en la forma indicada es, para el primer grupo, equivalente a 

calcular los rangos·para cuatro, tres y dos promedios, respectj\tamen~e._ 

Entonces, las diferencias entre promedios para cada uno de los 

grupos. son 

GRUPO 1 

- - (Rango 4 52,60,67 y 71) ! 3. -~ 1. =71-52 de promedios: 

:3. -Y =71-60 (Rango de 1. promedios: 60,67 y 71) 4. 

Y3. -Y =71'-67 (Rango de~ promedios: 67 y 71 ) 
2. 

GRUPO 2 

! 2. 
-Y =67-52 {Rango de 1. promedios: 52,60 y 67 ) 
- 1. 

Y2. -Y =67~6o {f\ango de 2 promedios: 60 y 67 ). 
4. - . 

. . GRUPO . 3 

- -
Y4 .. - Y1. =60-52 (Rango de ~promedios: 52 y 60 ) . 

Obsérvese ~ue af calcular las seis diferencias anteriores, se 

plantearon los K(K-1)/2=4(4-1)/2 co'ntrastes que se requieren para e~ 

fectuar todas las comparaciones de medias por parejas para los K tra 

famientos. 

A continuación, se deben obtener los k-1 rangos mínimos signifi

cativos 

RP ~ ra ·(~,f) ~sw . 
. n 

. . H 

p a 2,3, •.• ,K 

en donde a es la significancia para el análisis de variancia orig.!_ 

nal, HS el valor medio cuadráti¿o del error obtenido e~ el mismo 
w. 

' . 

" 



\ 

análisis, ! el número de grados de 1 ibertad para SS , en este caso . w . 
N-K, r tp,f) para p=2,), ... ,K, el valor leído en la tabla de rangos 

(l . 

significattvos de DUNCAN que se anexa a continuación, y 

n ·=n 
H· (diseño balanceado) 

.- -
n = H 

K ( diseño desbalanceado) 

Para real izar la prueba de signi·ficancia de alguna diferencia de 

promedios, que equivalga a 

diferenc-ia con el valor R 
p 

un rango ~e ~ promedios,se compara dicha 

del rango mínimo significativo correspon-

diente, y, si la diferencia es mayor que R se concluye 
p . . que la pareJa 

de medlascen cuestión es s[gnificativimente diferente, repitiéndose 

el proceso hasta que las K(K-1)/2 parejas de promedios se hayan pro-

bado. Como ejemplo, para los cuatro promedios que se han manejado, 

las pruebas se efectuarían considerando que 

v
3
.- v1 • se debe comparar con R4 

- -Y - Y se debe comparar con R
3 3. 4. 

- -v
3
.- v 2 ~ se debe ~emparar con R2 · 

:¡2 .- Y¡~ se debe comparar con R
3 

·y 2 • ~ Y 4 • se d,eb,e comparar con R2 

v4 .- v[.· se deb~ comparar con R2 

Para evitar contradicciones, no se deben 'considerar como signi

ficativas las diferencias en parejas de medias, cuando .las medias _ 

involucradas se encuentran entre otra pa.reja que no difiere ~ignifi

catlvamente. 

A. 14 EJEMPLO .. 

• 
Para el problema tratado en A.5, los promedios ordenados son 

- 42 y =- = 14 00 . . 3. . . . 
. 3 . . 

- 65 
Y1_,. -" 21 ,67 
• . 3 

• y2· ... 
70 
-" 23.33 
3 

J 

·. 

-~ 

;• 



'cn(P. f) 

f --~--~--~--~--~~--~p~~--~--~~--~--~-----' 2 3 4 5 6 7 6 9 10 20 so 100 

1 90.0 90.0 
2 14.0 14.0 
3 6.26 6.5 
4. 6.51 6.6 
S 5.70 5.96 

90.0. 90.0 
14.0 14.0 

90.0 
14.0 
8.8. 
7.1 
6.26 

6.6 6.7 
6.9 7.0 
6.11 6.16 

6. 5.24 
7 4.95 
6 4.74 
9 4.60 

5.51 . S.65 
S.22 S.37 
s.oo S.14 
4.66 4.99 

10 4.46 4.73 4.66 

11 
12 
13 
14 
15 

16 
17 
16. 
19 
20 

30 
40 
60 

100 
00 

4.39 
4.32 
4.26 
4.21 
4.17 

J.63. 4.77 
4.SS 4.66 
4.46 4.62 
4.42 4.55 
437 4.50 

4.13 434 4.45 
4.10 4;30 4.41 
4.07 4.27 4.38 
4.05 . 4.24 4.35 
4.02 4.22 4.33 

3.89 4.06 . 4.16 
3.62 3.99 4.10 
3.76 3.92 4.03 
3.n 3.66. : 3.96 
3.\)4 3.80 3.90 

5.7j . 5.61 
5.45 5.53 
S.23 S.32 
5.06 5.17 

_4.96 5.06 

4.66 4.94 
4.76 4.64 
4.69 . 4.74 
4.63 4.70 
4.56 4.64 

4.54 
4.50 
4.46 
4.43 
4.40 

4.22 
4.17 
4.12 
4.06 
3.96 

4.60. 
4.56 
4.53 
4.50. 
4.47 

4.32 
4.24 
4.17 
4.11 
4.04 

90.0 _90.0 
14.0 14.0 
6.9 8.9 
7.1 7.2 
6.33 6.40 

S.66 
5.61 
5.40 
5.25 
5.13 

5.95 
5.69 
5.47 
5.32 
5.20 

90.0 90.0 
14.0 14.0 

9.0 9.0 
7.2 7.3 
6.44 6.5 

6.00 6.0 
5.73 5.8 
5.51 5.5 
5.36 5.4 
5.24 5.28 

90.0 
14.0 

9.3 
7.5 
6.6 

6.3 
6.0 
5.8 
5.7 
5.55 

90.0 
14.0 

9.3 
7.5 
6.6 

6.3 
6.0 
5.6 
5.7 
5.55 

S.Ql 

4.92 
4.64 
4.76 
4.72 

S.06 
4.96 
4.66 
4.83 
4.77 

5.12 : 5.15 5.39 
5.Q2 5.07 5.26 
4.94 4.98 . 5.15 
4.67 4.91 5.07 
4.81 4.64 5.00 

5.39 
5.26 
5.15 
5.07 

5.00 

4.67 4.72 4.76 4.79 
4.63 4.66 4.73 4.75 
4.59 . 4.64 4.66 4.71 
4.56 . 4.61 4.64 4.67 
4.53 4.58 4.61 4.65 

.1 
4.36 4.41 4.45 4.46 
4.30· 4.34 4.37 . 4.41 
4.23 4.27 4.31 .. 4.34 . 
4·.17 4.21 . 4.25 . 4.29 
4.09 4.14 4.17 . 4.20 

4.94 4.94 
4.89 4.69 
4.85 4.65 
4.82 4.62 
4.79 4.79 

4.65 4.71 
4.59 4.69 
.4.53 4.66 
4.46 . 4.64 
4.41 4.60 

f- de¡rees of fleedom. . _ 

90.0 
14.0 

9.3 
7.5 
6.8 

6.3 
6.0 
5.8 
5.7 
S .SS 

5.39 
5.26 
5.15 
5.ü7 
s.oo 
4.94 
4.89 
4.65 . 
4.62· 
4.79 

4.n 
469 
4.66 
4.65 
4.66 

• Reproduced wi1h pe-rminion from ... Mulliple Ran¡e and Muhiple F Tesu ... by O. B. Cunean, Biometrics, Vol. · 
1, No. 1. pp. 1--u. 1955. · f) · 

f 2 3 . 4 5 

1 18.0 
2 6.09 
3 . 4.50 
4 3.93 

18.0 
6.09 

. 5 3.64 

6 3.46 
.7 3.35 . 
8 3.26 
9 3.20 

10 3.15 

11 
12 
13 
14 
15 

3.11 
3.06 
3.06 
3.03 
3.01 

16. 3.00 
17 2.96 
18 2.97 . 
19 2.96 
20 2.95 

4.50 
4.01 . 
3.74 

3.58 
3.47-
3.39 
3.34 
3.30 

3.27 
3.23 
3.21 
3.18 
3.16 

3.15 
3.13 
3.12 
3.11 . 
3.10 

4.50 
4.02 
3.79 

3.64 
3.54 
3.47 
3.41 
3.37 

16.0 
6.09. 
4.50: 
4.02 
3.83 . 

3.66 
3.58' 
3.52· 
3.47. 
3.43. 

3.35 . 3.39 
. 3.33_ 3.36 
3.30 3.35 
3.27 3.33 
3.25 3.31 

3.23 
3.2~ 
3.21 
3.19 
3.16 

3.30 
3.26 
3.27 
3.26 
3.25. 

6 

18.0 
6.09 
4.50 

. 4.02 
3.83 

3.66 
3.60 
3.55 
3.50 
3.46 

3.43 
3.40 
3.38 
3.37 

. 3.36 

_3.34 
3.33 
3.32 
3.31 
3.30 

30 
40 
60 

100 
00 

2.69 3.04 3.12 3.20 3.25 
2.66 3.01 3.10 3.17 3.22 
2.63 2.96 3.06 3.14. 3.20 
2.80 . 2.95 . 3.05 . 3.12 3.16 
·2.77 2.92 . 3.02 3.09 3.15 

,_ .. --··-· -· ·--.A-- ._,_._·. 

r.os(p, · .. _. 

p 

.7 6 9 10 20 50 100 

18.0 ·,, 18.0 
t..o9· . 6.09 
4.50 4.50 
4.02 4.02 
3.83 3.83 

. 3.66 3.66 
3.61 3.61 
3.56 3.56 
3:52 3.52 
3.47 3.47 

3.44 
3.42 
3.41 
3.39 

. 336 

3.37 
3_.36 
3.35 
3.35 
3.34 

3.45 
3.44 
3.42 
3.41 
3.40 

3.39 
3.38 

. 3.37 
3.37 
3.36 

18.0 
. 6.09 
4.50 
4.02 
3.83 . 

3.66 
3.61 
3.56 
3.52 
3.47 

3.46 
3.44 
3.44 
3.42 
3.42 

3.41 
3.40 
339 

'3.39 
3.38 

3.29 3.32 3.35 
3.27. 3.30. 333 
3.24 3.28 3.31 
3.22 3.26 3.29 
3.19 3.23 3.26 

16.0 
6.09 
4.50 
4.02 
3.83. 

3.66 
3.61 
3.56 
3.52 
3.47 

3.46 
3.46 
3.45 
3.44 
3.43 

3.43 
3.42 
3.41 . 
3.41 
3.40 

3.37 
3.35 
3.33 
3.32 
3.29 

18.0 
6.09 
4.50, 
4.02 

.3.83 

j_66 
3.61 
3.56 
3.52 
3.46 

16.0 
6.09 
4.50 
4.02 
3.83 

3.66 
3.61 
3.56 
3.52 
3.48 

3.46 3.46 
3.46 . 3.46 
3.47 3.47 
3.47 3.47 
3.47 3.47 

3.47 
3.47 
3.47 
3.47. 
3.47 

3.47 
3.47 
3.47 
3.47 
3.47 

3.47 . 3.47 
3.47 3.47 
3.47 3.48 
3.41 3.53 
3.47 3.61 

. ~ ----~---:.~--- -----·"---~ .. 

16.0 
6.09 
4.50 
4.02 
3.63 

3.66 
3.61 
3.56 
3.52 
3.46 

3.46 
3.46 
3.47 
3.47 
3.47 

3.47 
3.47 
3.47 
3.47 
3.47. 

3.47 
3.47 
3.46 
3.53 
3.67 

·. - -- ,--

¡' 

--~ 
L . ·~ ~' 

__ .. : '~ 

. ~~-. ..: 
... 

---~ 

. . . . . __ ...:,_.~-~ 



y los grupos de promedios quedan 

y = 14 _3. 
~1. = 21.67 

v
2

_ = 23.33 

'(- = 14 
_3. 
yl. = 21.67 

GRUPO~ 1 

GRUPO 2 

Entonces, las diferencias entre promedi~ previstos para cada 

uno de los grupos son 

GRUPO 

- -~ 2 .~~ 3 • = 23.33-14.00 = 9-33. (Rango para l promedios) 

v2 _-v 1 . = 23.33-21.67 • 1.66 .:(Rango para 2 promedios) 

GRUPO 2 

- -Yl.-YJ. = 21.67-14.00 = 7.6¡; (Rango para l promedios) 

Puesto que se requieren rangos mfnimos significativos-para dos 

y tres promedios, siendo a =1% y MS =6.55,' con f=6 grados de 1 ibt. 
w . . -

tad,. :los valores de r (p,f) para p igua.l con 2 -¡ J resul,ta'rt 
a . . 

.r
0

_
01

l2,6) .. 5•2~ · 

·r0 . 01 t3,6~ = 5.51 

Por 1 o tanto., con ··n=3 •·· Jí1S:"' 
R2 = r 0 • 01 (2,6)v~ = 5.24(1.478) = 7-74 

R
3 

= r 0 _ 01 (3,6)~= 5.51(1.478) = 8.14 

y las comparaciones finale• resultan 
- ' _·~.... ' 
Y2 _-Y3.=9~33> R3 =-8.14 

v2_ -v 
1 

• =1. 66 < R2 .. 1. 74 

·v1 _-v
3

_=7.67 < R2 = 7.74 

( Rechazo) 

( Aceptación) 

(:Aceptación' con duda) 
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A.l5 EJEMPLO 

Para el ,problema de las fibra,s sintéticas visto en A,6, los pr.2_ 

medios ya ordenados son 

y se forman los grupos 

:l.= 9.8 
v
5

. =lo .. 8 

Y2. =15.4 

y J. =17. 6 

Y4. =21.6 

Y¡-_= 9.8 

Ys. =10.8 

. Y2. =15.4 

. Y
3

. ·=17.6 

v1.=9.8 

Y5• =10.8 
y . =15~4 
. ·2. 

Y a 9.8 .l. 
. Y5. =10.8 

10.8 

.cuyas diferencias de promedios son 

GRUPO 1 

~4.-~1.. 21.6 9.8·= 11.8 

v4.-v
5

• ~ 21.6 :10.8 = 10.8 

v
4 

-v
2 

~ 21.6· ~is.4-- .~.2 . . ' v4.-Y
3

. ~ 21.6 -11.6 = 4.o 

Y2 • =15.4 

GRUPO 

GRUPO 2 

.GRUPO 3 1 

GRUPO 

( Rango de i promed íos ) 

( Rango de !!_ promed íos ) 

(Rango de 1 promedios ) 

( Rango de! promedios ) 



~3.-~1. = 17.6 

~3.-~s. = 17.6 

v3.-v2. = 17.6 

~2. -~1. = 15.4 

v2. -vs. = 15.4 

v5.-v1. = 10.8 

GRUPO 2 

- 9.8 = 7.8 

-10.8 = 6.8 

-15.4 = 2.2 

GRUPO 3 

- 9.8 = 5.6 

-10.8 = 4.6 

GRUPO 4 

- 9.8 = 1.0 

( Rango de~ promedios ) 

t Rango de l promedios ) 

( Rango de~ promedios ) 

(.Rango de l promedios ) 

(Rango de~ promedios ) 

( RangÓ de~ promedios ) 

Lo:s:·rangos mfni·mos significativo-s requeridos para real izar las 

comparaciones son, tomando en cuenta que a =0.01, MS =8.06, con w 
f= N-K= 25-5 =20 grados de libertad y n=5, los siguientes:-

r
0

. 01 (2,20) = 4.02 · 

r 0 . 01 (3,20) = 4.22 

r 0 . 01 (4,20) • 4.33 

r 0 • 0 1 <s • 2 o> = 4 • 4 o 

-~ 
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y ·1 as comparaciones finales son 

~4. -~1. = 11.8 ? . R5 = 5.59' (Rechazo) 

~4. -~5. = 10.8 ? R4 = 5.50 (Rechazo) 

. ~4. -~2. = 6.2 7 R3 = 5.56 (Rechazo). 

~4. -~3. = 4.0 ..:. R2 = 5.10 (Aceptación) 

v3• -v1• = 7.8 7 R. 
4 = s. 50 (Rechazo) 

~3- -~5. = 6.8 ? RJ = 5.36 (Rechazo) 

~3. -~2. = 2.2 ..:. R' = 5. 1 o (Aceptación) 2 

~2.-~1. = 5.6 7 R3 = 5.36 (Rechazo) 

~2.-~s. = 4.6 ¿_ R' = s. 1 o (Aceptación) 2 
v5• -v1• = 1.0 ..:. R2 = s. 1 o (Aceptación) 

Conviene hacer mención de que el m6todo de rangos mGltiples d~ 

DUNCAN, por con~iderarse tal vez el m~s sensible de todos. los proce

dimientos para comparaciones por parejas, ~e encuentr~ disponible e~ 

grari nGmero de paquetes de programación ~n computadoras para el an~-

1 isis de variancia. 

'. 

,;;;¡ 
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Análisis de variancia 

Algunos de Jos ejemplos dtll Clip/tu/o 11 nos Mn enstlñMJo que poddmos eharamos 
muchos cA/culos si ¡J/anMmos 61Jropi~Múmenre un experimento cM .,-,remsno. Y qw 
es IIÚnmds ~ti:: lap/8n«<ci6n - .... --........-rklque.bstoabdM 
of~ respuest/Js cklnu •las /)ftlfJUntliS que u ~ th teSpO~. Como u;,.. 

.........._ posibltJ dar en este ap/tulo U/111 t!XpOSici6n completa de diullo exp~rinen:ll. i.·d:-· 
yendo muc/Ms de Jss tTllm/NIS 11/as que el ~nt11Cor est~ BJfpc¡n:o. tn;:)Uart
lnO$ explicando 11/gunos de lo$ principios gti/JIIfBitts del d~1o e~~ml. v.
di: los cli.s:l!iios que se ernp1t¡wr con m.yw frecuencia e:1 in;eM.~ y otr.u IV12S • 

J. in~ci6n. aplicada m expondrAn en secc:";.,!!:" :-:~ .... · :-_::~: ·;· 
En las seccionas 12.2 y 12.3 estudilm:.n~;;' ~- .-:.~ ... -,.- .".: :._:..:o:~-_:.::.;.~ ~na y 

en dos ditet:t:iones., los cuMtr son urilizNcs ~r = mt.-:.JC.J. e.7/J ~.t~~~n 12.5in~ 
dut:iremos los diseños del CU6drac!o llli» r do/ c~dr•do Gt«<liirino: y llfJ « tutJ 

del ap/tuJo e.xponétr.JmC':' ;:;v.:!.t::. ;:O!t» c.:Jr..;: .. ;. • 11 ... ~: -:: :-: , .--:s ,. ,., :·· '.!"· :· é':! b; 

ex¡»rimento b4J:Jnc~;•éc .:'1 ;>t~ncitl C• uru. ,-.::.:::.~ c .. nccr.r.::.:.~;.: "tOV.zr:.c •. 

1 
1 
¡ 
i 
! 

Sección 12.1 Algunos principios Jit:nO#Ies .165 

12.1 ALGUNOS PRINCIPIOS GENERALES 

Varios de los múltiples aspectos del diseño experimenl:d pued~n ilu~•rarse 
por mtdio de un ejemplo provenicf!lt del imponanlc tema de las mcCicioncS 
en ingeniería. · 

Supóngase que una·Iundic!ora de a~ surte de lflmir,;,; Ce hojalata a tres 
fabricantes de latas, la cspecificzci6n principal es que el peso del rcvt$ti· 
miento de estaño deber3 ser e:l menos de 0.25 libras eri d fondo de-l envase 
de hojalata. La fundidora y cada uno de los rabricames de latai licncn labo-
ratorios donde se re: !iz.o:n mediciones de los pesos de los re,·cstimiemos d.: 
estai\o, tomand,, :nul!str&lS de cada cargamento. SupongzmCJS t:!mbi~;t que 
han surgido al~¡; nos t!L.'S.!Cuerdos sobre los pesos reales de los revestimi.:mos 
de cslZfto de lo\ cr:amcntos de lAmina, y se ~ecidc planear un c:<;:-..:rimcmo 
parz d:IC'i"min:!; si los cuatro laboratorios est.in realizando ml!dicion~s con~ 
sislmto. Un r:!ctor c:;u: comp!ica las cosas es que pane del procC1o l.le medi· 
das, con."i~~: ~ e!iminar con produaos químicos el estai"ao de la sup~rlicic 
Ccl meo;:.i en loa base; de raanl!ra que es imposible 1cncr las mismas medi· 
cionlt\ en bs muesU:!S Ce cada laboratorio para dc1erminar c;ul' Jan ;;proxi· 
madas son las ma:iciones. 

Una po~it.Hidad \:~n.;ilte .:-n em·iar \·ari:Js muestras (con f .. mn~ C~ l!i~o~ 
circulares d( igual áre~j a cada uno de los laboratorios. Aua ..:u;.mdo los dis· 
cosen realidad pueden no tener pesos idénticos del revcs1imiento de cslafto, 
se confJ2 ~n que tales diferencias sean muy pequei\as )' que más o menos 
''3!\::~r •. :.m un promed~o". En 01ras p31abras, se ~:Jpondr~ q:.:"!. ~¡ bien 
pueden existir diferencias emre las medias de la~ cuatro o:1~estr:Js. ("I:Odrán 
ser auibuidas sólo a dif.ercnd:!.s sistemáticas en las té:cni.:as de medición y a 
,·ariabiJidad ateatNi:;.. r:~-•.:- a!> ro: la p;J~ibilid:!.:! de aq·~igu:!.r !1-i los :-..:.iul::!dos 
::b~..::ó.ios tn los 1~.::.:-~-:·: .. ~l.·i..:.::: sc:1 cc.:~l:si.elllcs co;nparanuv la vari:Jbilidad 
de las medias de J~s cu::.oro muestras con una medida apropiada de la va· 
ri.&ci6n alcuoda. , 

Ahor::·r;wé.J ,:/ ;J: ;:bier:u: ;,I~=- o.:.·~'•.:ié:r crántos dis~vs ¿~!J¿ . ., en.viarse J cada 
/aborruodo y c;ámos c.·:~ rr:7;·u.:.; debe11 .selea:-ionarse. La pregunta ácl tamallo 
mucstral puede cont~l:lrs.: ~r. v:ui:~s formas, una de las cuales consis1e en usar 
la fómiub "'' la ('Ó~ÍOJ 242 para la desviacibn estándar de la disuibucibn 
m~llle b difer.:ncb. crme dos medias. Sustituyendo valores conocidos de 

a 1 y d: a 1 y c:spcciftcando que dircrencias cnb-c las medias reales de cualesquie
ra uc dos laboratorios debe detc:ctane con una probabilidad al menos dC 0.9S 
(o 0.98 o0.99), es determinar n, = n, - n (véase d ejercicio 12,J2de la pagi
na 380). Supbn¡aseque es~ ~todo y, quizis, wnbién las consideraciones de 
costo y dUpooibilidad de los espcdmcnes no:=uios orillen a tomar la deci
sibn de m•iar una rnuesua de 12 discos a <ada laboratorio, 

El problema de seleccionar los 48 disl:os roqvuidos y asignar 11 a aula 
laboratorio no es tan simpl~ como podria parecer a._j)rim6a visla. Pan an-



3tiiS Clp/WID IZ ...._ dtt-

flcara 11.1 Númetae:ión de las mueruas de bojalau. 

pezar, supóngase que una lámina de hojalata de las dimensiones apropiadas 
se selecciona y que los 48 discos se cortan de ella como se aprecia en la fJgUra 
12.1. Los 12 discos conados de la tira 1 se envían al primer laboratorio, los 12 
obtenidos de la tira 2 se mandan al segundo laboratorio, etc. Si se descubre que 
las medias de los pesos de los cuatro revestimientos subsecuentemente obteni
dos varian significativamente, ¿nos pcrmiliria esto concluir que las diferencias 
pueden atribuirse a falla de consistcnda e·n las·técnicas de medición? Su
póngase, por ejemplo, que otras investigaciones indican que la cantidad de 
estaño depositada electrolilicamente sobre una larga lámina de acero tiene 
un patrón distinto y repetido perpendicular a la dirección en que es lamina
do. (El patrón podria originarse en la disposición de los dcctrones, "efCCIOS 
de borde", etc.). Entonces, aunque los cuatro laboratorios hayan medido la 
cantid3d de estaño consistentemente y sin error.las diferencias en las detc:r· 
miOaciones de tos pesos de los revestimientos de estado sedeberian a alguna 
ot~ causa. La asignación de los discos de una tira completa a cada labora· 
torio es tal que las inconsistencias entre Jos mélodos de medición de los la
boratorios no pueden sepatarse (o confundirse), si las diferencias provieneo 
de la cantidad real de estado depositado perpendicularmente a la dirc:cción 
en que la hoja de ,;.etal se lan-.ioa. 

Una forma de evitar este tipo de confusión consiste en numerar los dis
cos 'y distribuirlos a los cuatro laboratorios al azar como en d siguiente es- . 
quema, que se obtuvo con ayuda de la tabla de números aleatorios: 

Laboratorio A: 3, 38, 17, 32, 24, 30, 48, 19, 11, 31, 22, 41 
Laboratorio 8: 44, 20, 15, 25, 45, 4, 14, 5, 39, 1, 40, 34 
Laboratorio C: 12, 21, 42, 8, 21, 16, 41, 46, 18, 43, 35, 26 
Lnborc1orio D: · 9, 2, 2S, 23, 37, 1, 10, 6, 29, 36; 33, 13 

Si hubiese algún patrón real en el grueso del recubrimiento de estallo sobre 
la lámina de hojalata, seria "disuclto" por la olealorizacióa. 

Secc& 12.1 Algunos principios ~ 30 

Si bien identifu:amos y contrarrestamos un posible patrón de variación sis
temática, no hay seguridad de que lo podamos hacer con los Otros. Por ejem
plo, pueden eJUstJr diferencias sistemáticas en las áreas de los discos ausadas 
por un desgastamiento progresivo del instrumento de corte-o puCden prc
senta.rse rayadoras u otr~ imperfecciones en una parte de la lámina. Jo que 
podna afectar a las mediCiones. En consecuencia. siempre existe la posibili~ 
dad de que las diferencias en las medias atribuidas a inconsistencias entre 
los laboratorios sean en realidad causadas por alguna otra variable in
controlable. y el propósito de la alearorización es evitar confundir la va· 
riable sujeta a invcsligaci6n con otras. 

Distribuyendo totalmente al azar los 48 discos entre los cuatro taborato
r ios, no ttnernos otra opción que incluir cuaJquier variación atribuible 3 causas 
extr~ bajo ~a etiqueta de "variación aleatoria". Esto puede darnos una csti. 
macón demasJado grande de la variación aleatoria, lo cual a su vc:z puede dificul
tar detectar diferencias entre las medias reales de laboratorio. Con d propósito 
de C:VItar esto, podríamos, quizás, sólo usar discos cortados de la misma tira 
(o de a~guna otra región homogénea). Por desgracia, esta clase de experi
~enlacJó~ conlrolada nos presenta nuevas complicaciones. ¿De qué servi
na. por C:Jem_plo, efecrua_r un exper~e~t~ que nos permitiera concluir que 
Jos laborar anos son constSiemcs (o mconststentes), si tal conclusión se limi
ta a mediciones realiwdas a una distancia fija a partir de un ex/remo de l 
lámina? Para ofrecer un ejemplo más realista, supóngase que un fabricam

0 

de anículos de plomeria desea comparar el rendimiento de \•arias clases de . e 
mata1ales ~ue se usari.n en tuberías subterráneas de agua. Si condiciones 
como la aadez del sudo, la profundidad del tubo y el contenido de minera" 
les del agua que lfansponará pudieran mantenerse fijas, las conclusiones 
s~bre qué matcriaJ es mejor serian válidas sólo para el conjumo de condi
aones da~s. Lo que d fabricante quiere saber es cuál material es mejor en 
una amplia variedad de condiciones; d diseñar un experimento adecuado 
seria ~consejable (en realidad, necesario) especificar que d tubo de cada 
material será enterrado a diferentes profundidades en divetsos tipos de 
suelos Y lugares en donde d agua tiene diferente dureza. 

Este ejemplo sirve para ilustrar que rara vc:z se desean mantener fijos 
todos o la mayoria de los factores extrallos a lo largo de un experimento· se 
consigue asl una estimación de la variación aleatoria que no esté "inflada" 
por variaciones debidas a otras causas. (En realidad, es muy raro, sino im
~sible, ejercer un control tao estricto, esto es, mantener fijas todas las va
nablcs cxlrallas.) En la práctica, los experimentos deberán planearse de tal 
~ que las fuentes conocidas de variabilidad sean deliberadamente con
Sideradas sobre un rango tao amplio como sea ~o; más llÍID, deberán 
variar¡e en tal forma que su variabilidad pueda eliminarse en la estimación 
de la ~ación aleatoria. Una manera de lograrlo es repetir el experimento 
co vanos bloques, en los que fuentes conocidas de variabilidad (esto es, va-



riablco exttallas) se mantienen fijas en cada bloque, pero variando de blo
quea bloque. 

En el problema del revestimiento de estallo podriamos explicar as! las 
Variaciones a travb de la llmina de acero, asignando alealoriamente tres 
cfucos de cada tira a cada uno de los laboratorios como en el siguieme 
arropo: 

Twl 7lra 2 ruoJ Tiro 4 

Laboratorio A: a; •. 10 23, 24, 19 26, 29, 35 37, 44, 48 

.úJboratorio B: 2, 6, 12 21, !S, 22 34, 33, 32 45, 43, 46 

Laboratorio C: 1, S, 11 16, 20, 13 36, 29, 30 41, 38, 47 

.úJboratorio D: 7, 3, 9 17, 18, 14 28, 31, 2S 39, 40, 42 

En este esquema experimental, las tiras forman los bloques, y si fundamen
tamos nuestra estimación de la variación aleatoria cu la variabilidad dentro 
de los 16 conjuntos de tres discos, esta estimación no será inflada por \'2· 

riables extradas, esto es, las diferencias enue las tiras. (Obsérvese tamtién 
que, con esr:c arreglo, las diferencias. cnu~. ~ .. medias obtenidas por Jos 
cuatro laboratorios no pueden atribuirse a variaciones entre las tiniS. No 
podemos decir lo mismo del arreglo de la pAgina 366.) 

El aná.li$is de experimentos en que JoS bloques se utilizan para eliminar 
una de las fuentes de variabilidad se abordari en la seeci6n 12.3. El anilisis 
de experimentos en que dos o tres fuentes de variabilidad son en esta forma 
eliminadas se expondrá en la scccibn J 2.5. 

12.2 DISENOS COMPLETAMENTE ALEATORIOS 

En esta sección considaamos, en genaal, el análisis <Stadisiico de el disdio 
compldarpmte aleatorio o c.oa. a.a c:riaaio de dasjf-acii.ID. Supondremos que d 
c:spcrimcntador cuenta <X>D los .aullados de k muesa-as aleatorias independi<I> 
tes, cada UDade lamallo n, de k diferentes poblaciooes(C$1Des, datos relati
vos a k tratamientos, k grupos, k .mtodos de produocibo, etc.); y le iotc> 
raa pcobar la hipótesis de que las medias de esas k poblaciones son todas 
i¡uales. Uo ejemplo de taltiJlCiinCDIO, coo k • 4, CSii dado pcr el esqueona 
de la p6¡ina 366. Si denolamos laj$ma obserVación en la~ mueslr.l 
por Yuo el esquema ~ para un cmmo de dasifiCicibu es oomo sigo<: 

Jlkdüzs 

Aluatra 1: ,.l' 11 ,y11, ••• , Y11• • •. d'•• Í• 
Mut!Slrtl 2: Y: 1,)'11 •••• • Yu·· • .,)'z. i: 

··-

ll«<i6ni:U_..............,_ JIIJ 

Medüzs 
Muestra i: YnoYt1• • • • oYtJ• ···,y,. ;, 

Muestra k: Yl~tYUt• •• oYt:Jo •• •• y.. j, 

Y. 
En relación con el esquema experimental de la pAgina 336 y,1 (i = 1, 2, 3, 
4; j = 1, 2, ... , 12) es la j-isima medición del peso dd revestimiento de 
estaño del i-ésimo laboratorio, j, es la media de las mediciones obtenidas en 
el i-ésimo laboratorio y y es la media global (o gran media) de las 48 obser
vaciones. 

Para probar la hipótesis de que ias muestras se obtuvieron de k poblaciones 
con medias iguala, haremos varias suposiciones. Con más precbi6n, supondre-
mos estar trabajando oon poblaciones normales que tienen variancias iguales. 
F_Ustcn métodos para probar lo razonable que es esta última suposición (véase: 
el libro de A. M. Mood y F. A. GraybiU mencionado en la biblio¡¡rafia), pero 
los métodos que desanollarcmos en este capitulo son bastante vigurosos; esto 
es, sen relalivamolle insensibles a las violaciones de la suposición de normali
dad y a la de-igualdad de variancias. 

Si p, denota la media de laS i-ésima población y a 1 indica la variancia 
t:omún de: las k poblaciones. podemos expresar cada observación )'11 como 
J.l1 más el valor de un componeme aleatorio; es decir, podemos ~scribir 

J'11 =p,+t11 parai= 1,2, ... ,k;j= 1,2. ... ,n 

De acuerdo con las suposiciones anteriores, los t 0 son \'aJores de variables 
aleatorias independiemes, disrribuidas normalmente coa medias cero y la 
variancia común a:.t 

Para lograr uniformidad en las ecuaciones correspondientes a clases de 
disci\o mis complicados, se acostumbra reemplazar p, por p + a., donde 
Jl es la media de las p, y a, es el efecto dd i-ésimo tr2tamicnto; de ahí que 
• 
~a;, =O (vbse eleja-cio 12.13 de la plgioa 380). Con estos nuevos pará-

metros, podemos escribir la COJaci6n modelo para el erirmo de dasili<:ación 

y11 ~ Jl + «1 + t,1 parai = J, 2. --~, k;j"""' 1.2. ..• ,n 

tNbtae que ata casaóOa o ..oddo puede~ CDaiO ..., cc:uac.it. de rcpai6a 
m61tipk; 1au . • · 1 las ...n.t.kl :x11 que 1011 i&ualcs a O o al 1 • a s 1. de li b doc 
IU~ 1011 diAiDcos o ilu*s,. poclaDofi aaib& 

Yq- P1Xl1 + /IJ.:XfJ + · •• + 14XIIr- + ~~ 
Los ~S.. psa1cn mtcrpma-..c ahor11 Q)Q10 coef"Kicntcsdc rq;raibn J pucdca es~im.ar· 
se por d mttododc aaillimol ~que ~e \'io en d capllalo 11. 

.:r -• . ··. 



Y la hipótesis nula de que las medias de las k poblaciones son iguales puede 
reemplazarse con la hipbtesis nula de quf cx 1 = «~ = ... ..,. «a: ..,. O. La b}. 

pótc.sis alterna de que al menos dos de las medias son distintas equivale a 
que a.,. * O para alguna i. 

Para pmbar la hipótesi~ nula de que las rr!edias de b.s k poblaciones son 
iguales, compararemos dos estimaciones ti;: o1 (una con base en la varia
ción entre las medias muestrales y la otra con la variación denuo de las 
muestras). Dado que. como se ha supuesto, cnd.:!. ~uestrJ proviene de una 
población que tiene la variancia .r,la \'arian.::ia puede estimarse por cual
quiera de las variancias muesuales 

si = f-. (Yq -_y,): 
.t-1 t! 1 

Y entonces también por su media 

8;, =f. sl = ~ f' (yfl -- ,f,F 
,'01 T f-1 ¡:¡ k(n - 1) 

Obshvese que cada una de las variancias muestra les s; estA bas:lda en n- 1 
grados de libertad (n- 1 des\'iaciones independientes de j,) y, emonccs, 
á~. estA basada en k(n- 1) grados de libenad. Ahora tier., !a variancia de 
las k medias mu,s¡r:!;les e5tá dada por 

s'=~(vk-¡')' , ,ft . 1 

y si la hipótesis nula es \otrdcdera csla e.xprcsión nos da una estimación de 
a:!n. Asi, una cnimacibn de a: basada en las dife'íencias entre las medias 
muestrosl.!s ~ti dada 1)\)r · 

• (v -f)' 8'=n·s~=n·:E·' 
, .. 1 k 1 

Y <SIA basada en k -•1 arados de libenad. 
Si la hipótesis nUla es cierta, puede demostrarse que. á~ y ói s·on esti-

maciones independientes de a 2 • y se &igue de dlo que · 

•!O \'alor e! e una \'ariable aleatoria que liene la distribución F coo k- 1 
.-.! .-: - 1) ~: ados de libertad. Cabe espcro:.r que la varianriS cnln~ macsr~. 
ói. exceda a la \':IIÍ.ancia dentro de bs muestras, 8i-. cuando la hipóteSIS 
nula es falsa; por eso la bipólesis nula será rechazada si of" acede a F •• don
de F. se obtuvo de la 1abla 6 con k - 1 y !.:~n - 1) grad"' de libc<Uld· 

Jderrridod -·· cdlisls cnn 
&la cril~titJ .. 
tbslfiCIJCi/m 

El argumento anterior h3 indicado cómo la prueba de la igualdad de las 
k medias puede fundamentarse en la comparación de dos estimaciones de va
riancias. Más notable, quizás. es el hecho de qul! las dos estimaciones en cues
tion [excepto por los divisores k- 1 'i k(n - 1 )J pueden obtenerse ••partien
do" o anal!nmdo la variancia total de las ak. oh~ervacionl!S en dos panes. La 
variancia mtJestral de l;:,.s nk observaciones e~1á d<~.da por 

. . ( - )-
S:= L E y,,- Y. -

1~1 1 .. 1 nk 1 

Y con respecto a su m:merador, 112.mado sum:~ de cuadrados total, probare
mos ahora el siguiente teorema. 

Teorema 11.1 . . . . . 
:E L: <.v,- YY =:E :E (y,,- .1\l' .¡- •· E (y,- y)' 
•• 1 1'"1 1•1 J-1 ¡ .. ¡ . 

La demostración de este teorema se basa en la identidad 

J",, -y. =(y, - j,) + (J\ -y.) 

Elevando ambos lados al cuadrado y sumando sobre i y sobrej. obtenemos 

• • 
+ 2 k. f-1 (y" - j,)(j,- j.) 

Ahora bien, observemOs que 

f. f; (y,, - j,)(y, -Y) = ~ (j, -Y) ~ (Yo - jJ = O ,-=f J•l t: /:1 

dado que j, es la media de lai-ésima muestra y, deahique f-. (y,,_ y,)= o 
t=l 

par.! loda i. P~m~ completar la demostración del teorema 12.1, sólo debe
mos observar que en el sumando de la segunda sumatoria del lado derecho 
de la identidad anterior no aparece el subíndice j y que, en consecuencia, 



.. 

• • • >' )' (j,- j.)' = n· >' (j,- j)' 
r-1 t:i ::e 

Se acostumbra denotar la suma total de ruadrados, el miembro izquier
do de la identidad del teorema 12.1 por $ST. El primer témino dd lado de
recho es 8~ veces sus grados de libertad; y a esta suma la llamaremos sama 
de cuadrado¡ del error, SSE. El támino "suma de cuadrados del error" 
expresa la idea de que la cantidad estima errores aleatorios (o al azar). El se
gundo término dclladodcrcchodela identidad del teorema 12.1 es ó.i -.s 
sus grados de libertad, y a esto lo Uamaremos Suma de cu<J.dr:tdos or.kt 
mucslnls o SIUIUI ele cuadrados entre tnl2micnlos, SS(Tr). (La mayorla de 
las primeras aplicaciones de este tipo de análisis se hicieron en la agriOJhu
ra, donde k poblaciones representaban distintos tratamientos. tales como 
fcnilizantcs, aplicados a parcelas agrícolas.) Obsérvese que con esta 1101a
ci6n la razbn F de la p/l&jna 370 puede :scribirse asi 

. F= SS(Trl/(k- 1) 
SSE/ ·(n 1) 

Las sumas requeridas para calcular esta última fórmula suelen obtcocl
se por medio ~e las siguientes expresiones que ahorran basrame rrabajo,las 
cuales se le pedirá al lector varificar en el ejercicio 12.14 de la página 3BG
En primer tmnino calrulamos SST y SS(Tr) por medio de las fórmulas 

• • SST= >' >'yi1 -C 
t-:1}':1 

SS(Tr)=~-c 
. n 

donde C, denominado tbmlno de correcci6n, está dado por 

C=~ fii 

En estas expresiones. T¡ es d n6mcro tolal de n observaciones en J3 i~ 
muestra íuimtras que Tes el srao total de lasbrobscrvaciones. La SUJJ1I el< 
cuadrados del error, SSE, se obricnc cotonca por sustracción; de acuerdO 
con el teorema 12.1 podemos escribir 1 

EJEMPLO 

~----------~s_s_E_=_s_sr __ -_s_s_<n_,l ____________ ~l 
Los resultados obrenidos al analizar la suma total de cuadrados en sus 

componentes son resumldos de manera conveniente por medio de la siguien-. 
te tabla de análisis de variancia: 

Fwm~tk 

1 

Gredas d~ Sumad~ 
l'tlrÜKiiHt libmad cuadrad en MMiGCJt4dnu:LJ F 

Tratami~lOS. k-1 

1 

SS(Tr) MS(Tr) 

~W' - SS(h)/(k - 1) 

&rnr 

1 

k(1r- 1) SSE MSE 
- SSE/k(n- 1) 

Total nk -1 SST 

Nótese que cada cuadrado medio (MS) (media cuadrada) se obtuvo divi
diendo la suma de cuadrados correspondiente entre su número de grados de 
Hbertad. 

A fin de ilustrar el análisis de variaucia (nombre que apropiadamente se da 
a esta técnica) J13!3 un criterio de clasificación. supongamos que según el es
quema de la ~gma 366 cada laboratorio mide los pcsoo de los revestimien
tos de "estafio de 12 discos y que los resuiiados son Jos siguientes: 

l..ttboTOtorio A ÚI/Jonltorio B Lllbonltorio e úzborutorio D 

IUS 0.18 0.19 Q.2] 
Q.27 0.28 Q.2S OJO 
Q.22 0.21 Q.27 0.21 
030 0.2) 0.2A 0.21 
Q.27 0.25 0.18 0.2A 
0.28 0.20 0.26 CU4 
0.32 0.21 0.21 Cl.lO 
0.2A 0.19 0.2A 0.11 
O.ll 0.24 0.2S 0.2A 
0.26 0.22 0.20 0.21 
Q.21 0.29 8.21 G.2l 
0.21 0.16 0.19 8.21 



Construye una tabla de análisis de variancia. 

Soluc/6n Los totales para las cuatro muestras son. respectivamente, 
3.21, 2.72, 2.76 y 3.00, el gran total es 11.69, y los ciliculos con que se 
obtienen las sumas necesarias son los siguientes: 

e = <••:ci9)' - 2.8470 

SST = (0.25)' + (0.27)' + ... + (0.21)' - 2.8470 = 0.0809 

SS(Tr) = (3·21)' + (2.72)' + (2.76)' + <3·001' 2.8470 = 0.0130 
12 

SSE = 0.0809- 0.0130- 0.0679 

Eu esta forma, obtenemos la si&Uiente tabla de anAiisis de variancia.: 

Fwnl'ck Gmdos t!~ S.U.U. de 

1 
CIHidrodo 

1 
wul«ii.n libenlld ~·""' nwdio F 

l..abonlcrioo l 0.0130 
1 

0.001) 2.81 

Error ... 0.0679 O.OOJS 

Tol;al 47 O.oB09 

Puesto que el valor obtenido para F excede 2.82, que corresponde al 
valor de F.., con 3 y 44 grados de libertad, la hipótesis nula puede 
rechazarse con nivel de signifu:anciade 0.05; ooncluimos que los labor.r 
torios no estAD losnuido resultados consistente¡. 

Para mimar los parimetrosp. "•• a,, "• y "• o (p., p,, p, y p,). po
,· demos emplear el método de mlnimos aladrado¡, mioimjtando 

~~(y,,- p- "•>' f-1t-1 

con ~o a p y a las "" sujeta• a la restricción de que ~ "• ;, O. E5to f-1 
ruede realiz.3rse eliminando una de las" o, mejor aún. utilizando. el mttodo 
de lus multiplicadore5 de Lagrange, que 5C expone m la mayoria de los 
librm d~ cálculo a\•anzado. En cualquier caso obtenemos las cstimacioQI:S 
""intuitivamcme obvias"' /1 Cll:l ¡ y 11., = j, -Y _para; = J, 2. •..• k, y laS 
estimaciones correspood.ientes para las p, dadas'por p, e= j,. 

EJEMPLO Estima Jos pará.menuos del modelo con l!.n criterio de clasificación para los 
pesos de Jos revestimientos de estai\o del ejemplo znterior. 

SuCia de 
OUidr~JdoS -IIIU41rllS 
dr AlnuñOJ" -·· 

EJEMPLO 

Solución Para los da10s de los cuat;-o laboratorios obtenemos 

/1• ~ 11.69 = o '4. 
<S ·- "'• 

- 3.21 o ~. = 12- .244 = 0.024 

En consecuencia, 

.:, = 2¡~2 - 0.244 = -0.017, - 2.76 o 2 o «, = 12 - . 44 = -0. 14. 

y, por tamo, 

e, = 3¡~ - o.2~4 = o.oo6. 

El análisis de variancia descriw en esta sección se aplica a criterios de 
clasificación en que cada muestra tiene el mismo número de observaciones. 
En caso contrario y si los tamaiios muesuales son na. n1,... y 11& sólo te· 

k 

nemas que sustiJUir N ===o L: u, por nk en todo Jo anterior y escribir las 
••• 

expresiona para calcular SST y SS(Tr) en la forma 

• r: 
SS(Tr) = I; ....!. - e 

, .. , n, 

En lo ciernAs. el procedimiento es el mismo que antes. (Véase umbiéD el 
ejercicio 12.15 de la pAgina 380.) 

Como parte de la investigación dd derrumbe del techo de un edificio, un la· 
boratorio prueba todos los pernos disponibles que concct2ban la attw:tura 
de acero en tres distintas posicione¡ dd techo. la5 f ucrzas requeridas para 
"cortar" cada uno de los perno• (valora codificados) son las siguiente.: 

Posición 1: 
PosiciÓII } : 

Posidón J: 

90, 82, 79, 98, 83, 91 
105, 89, 93, 104, 89, 95, 86 
83, 89, 80, 94 



Efectúa un análisis de variancia para probaf con un nivel de significancia de 
O.OS si las diferencias entre las medias muesuales en las tres posiciones son 
significaslivas. 

Soluci6n Ut ... ...tndo las núsmas etapas para pruebas de hipótesis que 
· en capilulos previos. ·obtenemos 

l. Hipótt:Sis nula.: P 1 = P1 = p., 
Hipótesis alturul: Las p no son iguales. 

2. Nivel · signifi< anda: « = 0.05 
. 3. Criten : Se rechaza la hipótesis nula si F > 3. 74, el valor de 

F0 . ., .>arak-1 =3-1 =2yN-K= 11-3gradosde6· 
bertad, donde Fes determinado por un anilisis de variancia; de 
lo cor.uario. lo aceptamos. 

4. C6/culos: Sustituyendo n 1 = 6, n 1 = 7, n, = 4, N= 17, T1 = 
523, r, = 661, r, = 346, -f.-= 1530, y :E ~>t, = 138,638 
en la::. expresiones para calcular las sumas de cuadrados, ob
tenemos 

SST = 138 638 - 1530' = 938 • 17 

>S(Tr) = 523' + 661'-'- '346' _ 1530' 
6 7 . 4 11 

=234 
y también 

S.SE = 938 - 234 = 704 

El resl del uabajo se adviene en la siguiente tabla de análisis 
de var :nci.~: 

1 F....,. <k Grwlos d~ M~dia tk Mr.iialkl 
wubñ libttrlod cucdrudos """"'"""' F 

1 

•osicioacs 2 2l4 117 2.33 

i F;NO" 14 704 50.3 

1 TOial 16 938 

5. Deci>ii. •: Dado que F = 2.33 no sobrepasa 3. 74, o sea d valor 
d< F... ;>ara 2 y 14 grados de übertad, la hip6tesis nula no 
puode rechazarse; en otras palabras, no ~os concluir qne 
uisae una diferencia en las resistenciaS m.c:dias a los CsfuerzDS 
desliza.,tes de los pernos en las tres posiciooes sobre d tccb<>- • 

EJERCICIOS 

11.1 Se efectúa un o:pcrimc:nto para comrarar la acción limpiadora de dos dcteo
gcntc:s: el detergente A y cl detergente B. Veinte muestras de ropa se manchan 
con mugre y grasa, cada una se lava con uno de los dctcrgauc:s en una lavad., 
ra au1omática y se mide dcsputs la .. blana:ra ''. Critica los sigu.iemes aspectos 
del experimento: 
(a) Todo cJ cxpc.-üncnto se rc:allza con agua SL~ave. 
(b) Quince muestras se lavan con el decer¡ente A y cinco con el dct:crgcnte B. 
(e) Para acelerar la prueba, se emplean en el experimenlo asua mu)" caliente y 

tiempos de lavado de 30 segundos. 
(d) Las mediciones de "blancura" de todas las muestras lavada$ con el deter

gente A se hacen primero. 

11.1 Un bebedor desea averiguar la causa de sus frecuentes malestares después de las 
borrachcr:as. y realiza el siguiente expaimento. La primera noche s6io ingiere 
whiskey y agua; la segunda toma \'odka y agua; la tercera ginct:n y a¡ua, y en la 
cuarta, roñ y agua. Cada una de las rnallanas siguimtes sentia d malestar, y 
concluyó que el (actor común, el a¡ua, era la causa de sus maiC5tarcs. 
(a) Esta conclusión obviamente carece de fundamentos, ¿~ro puedes citai" 

qué principios de un discAo experimental finne se han "iobdo? 
(b) Da un ejemplo menos obvio de un experimento que tenga d mismo incon

veniente. 
·(e) Supón que nuesuo amigo modificó su experimento de 1al forma que in~ 

ñó cad:t una de bs cu31ro bebid3S alcohólicas con a¡ua y sin ella; asl que d 
experimento duro ocho noches. ¿Podrlan servir los resultad~ de este ex. 
perimento modificado para apoyar o refutar la hipótesis de que el agua fue 
la causa de los malestare$? Explica 1u respuesta. 

11.3 Para comparar la e6cic:ncia de tres métodos de cnsc:danza de programación de 
cierta compulador.J. (el método A consislc en instrucció.., directa c:ou la com-
putadora. el método B requicTe la intervención de un instructor y de algunas 
prácticas directas con la computadora y el método e que tan sólo cxig.c aten
ción personal de uo instructor), se ex1racn de grandes grupos de pc:rsooas iJu... 
uuidas poT los tres métOCos macstms de tamai\o cuatro. Las calificaciones 
que obtuvieroo co uoa prueba de aprovechamiento adecuada son las sigu.ien.. 
les: 

Ultodo A MitoJO B MltodoC 

73 91 72 
17 81 17 
67 87 76 
71 SS 79 



G~ 

(a) SiD 111i1iz.ar las fórmulas del inicio de la página 37$, calcula 

• • 
~ ~ (yq -j.J'. t:. r:. 

• • 
~ ECY,~-.i,>1• Y 
¡:¡ J•l 

y comprueba la idculiclad del ......,.. 12.1. 

• 
n• :E (j, - Y.l' ... 

(b) Vcrifa los rcs"""'ns qhcenjdas pua las tres sumas f:!e cuadrados cm
plcaoc:o 1as r6mwlos de 1a pA¡iaa ns. 

ll.A Mcdia.alc las:sumasdecuadrados obrtnid•s en el ejercicio 12.3, prueba c:aa DD 

Jlivd de si¡niriCOllCia e< - ~ d las difer<ncias obi<Didas p;u;a las ua 
muestras soa sianific:atlvu. 

12.5 ús áfns li¡uiemcs""' d alunero decmns naliudos en áneo dias eonstQio 

~Nos de IJabajo po< cuatro lb:Dkos de Wllabomorio fotQ&rif>CO: 

Tknko 1 Tknko·[[ Tlcnko DI TknicD IY 

6 14 .JO 9 
14 9 12 12. 
10 12 7 8 
8 10 IS ·lO 

11 14 11 11 

· Prueba coa un nivel de sipjracancia e~ - 0.01 A las diferencias. entre W 
cuatto muesuas pucdcu alribuine al azar. 

ll.6 Los datos: si¡uienta se refac:ren a las pé:rdidaa: de peso de cicnas piezas mccini
,.. (en rnilipamos) dcbiclas a la frieálla, cuando 1r<s lubricalltco difer= o: 
wüiz.aron m condjcjones c:ootroladas. 

l.Adoriconte A: · 12.2, 11.8, 13.1, IJ.O, 3.9, 4.1, 10.3, 8.4 
l.oobricont< B: 10.9, 5.1, 13.5, 9A, 11.4, 15.1, IO.S, 14.0 
Lubriamte C: 12.1, 19.9, 13:6, ll.7, 18.3, 14.3, 21.8, 20A 

(a) Prueba con un nR'd de signirteanda de 0.01 ¡j las difcrcudas entre las IDC" 

dias mucstrala ~e atribuitsc al azar. 
(b) Essima loo...,..._, del modelo usado m d anA1isis de cae "'1 · "'"' . 

1!.7 Para cnconlntt d efcáo de la COIJil de polvo ca la salida de un sistciuacal uo 
precipitante. se crea~ las si&aaim•a mo1iciorics; 

S«t:idn 12.2 Di$eilos ~--nte ~ m 

Flujo 1010./ Ortp d~l po/110 tk mlidd 

(pie'lhorO) trromos ptN ;tartJ4l m d rubo dd ps) 

100 J.S 1.7 1.6 1.9 1.9 

lOO J,S l. S 2.2 1.9 2.2 
400 1.4 1.6 1.7 J.j 1.8 

soo 1.1 I.S 1.4 1.4 2.0 

Emplea un nivd de significancia tE - O.OS para probar si d flujo a travb dd 
prcápiu.nte ticoc algún efecto sobre la carp dd polvo de salida. 

12.S Con objeto de estudiar el rendimiento de un m.cxor fuera de borda, recico~ 
mente a~ado, se cronometró sobre un rrayeao de~cmün.ado en diVCI$U 
condiciOllU acuiticas y del viento: 

CDitdiciOMS d~ OJIIIUI 

Condiciona m~ 
CoMiciorws qitadaJ 

20, 17, 14, 24 
21, 23, 16, 23, 18, 23 
26, 24, 23, 29, 21 

Utiliza un niVel de si¡nificanda de « - O.OS. 

12.9 Para determinar b mejor disposición de los instrumentos sobre un tablero de 
control de un aeroplano, S<: prueban tres distinlos arreglos simulandu una a.. 
tuaci6n de emcraencia y observando el tiempo de K&Ccibn requerido para 
conqir la avcria.l..a< tiempos de reacción (m dl<:imasde qundo) de 28 pilo. 
tos (aJcai~Hiamenie. asianados a lo$ dh·crsos arreaJos) son los siguieutcs: 

Disposición/: 14, O, 9, 15, 11, ll, 14, JI 
Disposici611 l: 10, 12, 9, ·1, JJ, 8, 12, 9, JO, 13, 9, JO 
DisposlcidR 1: ll. 5, 9, 10, 6, . 8, 8, 7 

Con un nivel de signiHcancia « - 0.01 prueba si pOdemos rechazar la hipótesis 
nula de que las diferencias entre los disposkioocs no wvicron cfc:cto alguno. 

12.10 Varias ak:acioacs de alumirúo se han considerado para utilizarse en apfic:a.. 
cioocs de ciraü1os dutin:uios a servicio pcs:ado. Enlre las propiedades desea
das ao1 una~ rc:oistcnáa, .¡varios modelos de cada alambre se'prueban 
apli<ad<IO UD VOWUC fijO a una loo&iJud deJCnnioada de aJambTe Y ~ ~ la 
corriCIIle que flu~ a través dd alambre. Dados. b resultado$ SJ&UICDlcS, 
¿puedes ~uir que tu aleaciones 4irteren Cn rcsiUcnda? (Emplea un nivd 
de oi¡pirocam:i& de 0.01.) 

Alooo<*ln Corrle:nle (ompenl} 

1 l.OBS 1.016 1.009 1.014 

2 l.OSJ 0.991 1.02l 
j 0.985 1.001 0,990 0.988 1.011 

4 1.101 I.OU 



11.11 Se rcaliz:an dos Pf1lCbU de la resistencia a la ~presión en seis; muestras de 
~- la fuerza que fractura cada muestra de forma cilindrica, medida en 
ldlo.sramos, CS1! dada en la oi¡uienle labia: 

B e D E F 

Prwbol 110 JlS 98 95 JO< liS -1 JOS JlO J07 92 96 J21 

Prueba con un nivel de si¡nifiClUiáa de O.O:S si CSIIS mucsuas .1ifieren en su ~ 
sisocncia a la COIIIpraibn. 

ll.U Reftri&ldonos ala exposición de la pqina 365. ap6n Qut' las desviaciones es
tAnd.ar de los pesos de los revestimientos de cstaAo dctcnninados por cada uno 
de los laboratorios ~ el valor común a - Cl.Oil. supón 1ambién que se 
desea detectar con una coofaanza dd 95~. alguna diferencia en las medias 
~rre dos de los laboratorios en mis de 0.01 lib..ras en el fondo de la lata. De
muestra que estas suposiciones Ucvan a la dccisi6a de enviar una muCStia de 12 
discos • cada laboraiOrio. 

11.13 Dcmuestn que, si p, - p + a.,, y Jl es la media de tU p,, 5e sigue que 
• t.:,«., c:a o. 

12.1~ Verifica w fbrmuw para calcular SSTy SS(Ttj dadas en la pigina 372. 

ll..IS Establece y prueba un resultado anilogo al tcore.ma Jl.J pan el caso de que el 
tamatlo de la Usima muestra sea n, ato a. donde los tamaftos muatra:b oo 
DCC<S8riamcuoc ""' iauaJcs. . . 

. 11.16 El contenido de aflacoxina de algunas muestras de aana de c:acahuate se 
prueba Y IC CXW\IJIC!I los si¡uic:otcs rcsuhados: 

O>nun/do d< ,.P.I<JXino úrpb) 

"'"'"" """". 
O .S 4.7 
0.0 6.2 
3.2 0.0 
J.< lO .S 
0.0 l.J 
J.O 0.8 
8.6 
2.9 

' 

(~) Emplead aniJWs de wriancia para probar si las dos marcas difJCrCD en 
:· contcnido de aflatoxina. · 

(b) Prueba la oüsm.A tüpbtesis usando un?. prueba 1 bimucstral. 
(C) Puede comprobarse que el cstadlstico 1 con " sndos de libertad y el 
¡ estadisticoFcon 1 y' grados de libenad están relacionados por la fbnnula 

' " ~-

F(J, v) = r'(v) 

donde v ""' grados de libcnad. Con este resultado prueba que los mt1odos 
de análisis de variancia y la prueba 1 bimucst.ral wn equivalentes en este 
coso. 

12.3 DISEÑOS EN BLOQUES ALEATORIOS 

Como observamos en la sección 12.l,la estimación de la variación aleatoria 
(el "error experimental) a menudo Puede reducirse, esto es, liberarse de la va~· 
riabilidad debida a causas extrañas. dividiendo las observaciones de cada 
clasificación en bloques. Esto se logr~ cuando fuen1es conocidas de variab~~ 
lidad (es decir, variables extrañas) se mantienen fijas dentro de cada bloque, 
pero varían de bloque en bloque. 

En la presente sección supOndremos que el o:paimentador tiene a su 
disposición mediciones relativas a a tra1amientos distribuidos sobre b blo
ques. En pñmer término. consideraremos el caso en que hay exact.amcnte 
una observación de cada tratamiento en cada bloque; en relación con la 
ilustración de la pagina 368. este caso apareceria si cada laboratorio proba
ra un disco de cada tira. Conveniendo en que y11 denote la observación rda
tiva el i-ésimo tn.tamicnto y alj-ésimo bloque, ji,_ la media de 1~ b ob$Cl"Va· 
clones parad i-ésimo tralaJJÜento, Y.1 la media de las a obscrvacioocs en d 
j-l:simo bloque y j .. la gran media de las b observaciones, empleamos d si
guiente esquema en esta clase de dasiracacióa c:oa dos c:rirerios: 

Bloques 

B, B, ... B, . .. B, M«<úu 

' 
TrotiUifÍofto J: J'u• Y u~ • • ." • y,,. · · · , .1•• Ya. 
Tl""tltllmiorto 2: Yu•Yu• · · · ,)'21o • ·- • .Yu Y2. 

Ttrllllmimto iz Yu. Yn• • · • • Y11• ···,y,. j,_ 

Tnlltzmimto o: Y. a Y .. 2. • • • , )",.]• • •• , J' .. Y •. 
Medios J'.a Y.2 . .. Y./ ... Y .• i' .. 



':'te tipo de esquema se denomina tambibl diRiio en bloques alealorlos, 
saempre que los tratamientos sean asignados el azar dentro de cada bloque., 
Nótese que, cuando un punto se usa en lugar de un sublndicc:, esto signiflCI 
que la media se obtiene sumando sobre ti. 

El modelo fUlldameiual que supondremos par.o el análisis de esta claSe de 
experimento con UD& obsc:rnKi6o por "celda" (esto es. existe una obscrvaci6a 
correspondiente a cada lmt•nrimto dentro de cada bloque) estA dado por 

ea.-. 
moddo 
PIUII dlsaio y,J -= P + IZ, -+ /l¡ + fo para i = 1, 2, ...• a; j = J, 2, ...• b 
tk61oqua 
-orlos 

Aqul " es la gran media, ,., es el efecto del i-ésimo tratamiento, fJ 1 es el erecto 
del j~mo bloque y los E" son valores de variables aÍeatorias ind<pendfer>. 
tes normalmente distribuidas que tienen mediiJS cew y la vorümcia c:omúa 
a1

• En forma semejante a lo q'ue hicimos en el modelo para un critaio de 
clasifiCación, restritiaimos los parám~os imponiendo las condiciones de que 

t. "'• = O y que t. fJ 1 = O (vtase el ejercicio 12.28 de la plgina 394). · 

......_ En el análisis de clasificación con dos criterios cada tratamiento es 
r;),¡ representado una vez dentro de cada bloque, el objetivo principal consiste 

en probar la significancia.de las diferencias cnuc las j,_, o sea probar la hi-
pótesis nul~ · 

«• -= «a = · · - -= a. = O 

Mfls aún, quiz3 convenga probar si la división en bloques ba sido eficaz, 
esto es, si la hipótesis es nula 

fJ, - Jl, 0::::: ••• =-= /1, 0::::: o 

puede recha2arse. En cualquier caso, la hipó~ alterna establc:ce que al 
menos uno de los efectos no a cero. · · 

Como en el onálisis de variancia con un crih:rio de clasificación, funda
mentaremos esta prueba de ¡igo.ificancia mediante comparaciones de CJ

2 

· (una basada en la variación entre tratanúentos, otra basada en la v-.uiación 
entre bloques y la úhima que mide el error expcrimen121). Nóteoe que sólo el 
último es una es¡imación de a 2 cuando cualquien (o ambas) de las hipbl:esis 
nulas no son ,-álidas. l•s sumas de cuadrados requeridas son dadas por laS 
tres componentes en que 13 suma de cuadrados total se divide por medio del 
si&uicnte teorana: ~ 

16tntidtld ,... 
a6lisi:s d~ ... 

Sumos d• 
CJUJdradiJS 

-d 
cUJlsis d~ ..,...., ..... .....,.._.. 
""'""' abmos 

'Feorenra 12.2 

• • • • '>' 2: (y"- y_)' = 2: 2: (y,,- Y.. - Y.J +y_)' r-1 1*'1 , .. , J•l 

+ b :t (Y,_- Y . .l' + Q t (Y_,- y_.)' 
1•1 J•l 

El lado izquierdo de ~sla identidad representa la suma de cuadrados total, 
SST, y los terminas del lado derecho son, respectivamente. la suma de 

·cuadrados del error, SSE, la suma de cuadrados entre tratamientos, SS{Tr) 
y la suma de cuadrados en bloque SS(BI). Para probar este teorema, em
pleamos la identidad 

fu-~=~-;.,-~+~.l+~-~.l+<YJ-u 
y seguimos en esencia el mismo argumento de la demostiación del teorema 
12.1. 

En la práctica, calculamos las sumas necesarias por medio de fórmulas 
que ahorran trabajo y que son análogas a las de la pAgina 372, en lugar de 
usar las expresiones que definen estas swnas de ruadrados en d teorema 12.2. 
lnicialm,;,.te calcularemos SST, SS(Tr) y SS(BI) por medio de laS fórmulas 

• • 
SST = :E '>' y:, - C ,_,m 

t. T' 
SS(Tr)=~-C 

SS(BI)=~-C 
G 

dond• ~ que es d ttr~ino de corrección. esiá dado por 

T' 
C=iiG 

En estas f6mmlas T · es la swna de las b observaciones para el i-ésimo tra-
'· tamiatto T eslasumadelasaobservacionesenei_Hsimobloquey T_.es 

d pu ¡~ de todas las obserVaciones. Notemos que los divisores de 
SSlTi) y de SS(B/) son el número de observaciones en los totales respectivos, 
T, .. y T Jo La ¡vma de cuadrados dd enor se ob~ ~ces por sustrac-
ción; de acuado coo d teorema 12.2 podemos escribir . 



SSE = SST- SS(Tr) - SS(BI) ] 
En d ejen:icio 12.29 de la J>4ina 294, se le pedirá al lec10r verificar que to. 
das estas fórmulas sean, en realidad, equivalentes a los ttrrninos correspo0 • 

dientes de la identidad del teorema 12.2. 
Empleando estas sumas de cuadrados, podemos rechazar la hipótesis 

nula de que las tt, son todas ~a cero, eon un nivel de significancia " ¡¡la 

F M~i{) SS(Tr)J(a- 1) 
·~- S - SSEj(11 l)(b 1) 

excede F. eon a- 1 y (a- J)(b - 1) pados de libertad. La hip61esis nula 
de que todas las P1 son~ a cero puede rechazarse con un nivel de si¡
nif" H:allcia 11 si 

F MS(BI) 
••= MSE 

SS(BI)f(b - 1) 
SSEJ(a J)(ó 1) 

excede a F. con b.- 1 y (a - 1 )(b - 1} grados de libertad. Nó!ese que las 
medias de Jos cuadrados MS(Tr). MS(Blj y MSE se deímen otra vez como 
las correspondientes sumas de cuadrados divididas en!rC sus grados de libe<tad. 

Los resultados de este análisis se rcsu_mcn eo la siguienle tabla de anifi.
sis de variancia: 

Fuente• G""*"ú Sum4d< - - """""""' eu.dnolo ....,¡jo F. 
TPIIIDiaiiOS ·-· SS(Tr) MS(Tr).- {:!í)) F..,-"~l 

Bloques 6-1 SS(BI) MS{BI)-~, F.-"ifiW 
-

F.rror <•- •x•- t> SSE SSE 
MSE- {•- 15{5 -li 

Tol.al <Ó- 1 SST 

EJEMPLO Se disci\6 un experimento para estudiar el rendimiento de cuatro detergentes 
difacntcs. Las sigui01tes lecturas de .. blancura•• se obtuvieron con un 
equipo especialmente desellado para 12 cargas de la vado distribuidas en tres 
modelos de lavadoras: 

Lt:wx!or~ 1 Ú!WldDnl 2 1.awKioro J TOI4ÚS 

•s 4l SI 139 

47 46 Sl 145 

. 

48 so SS 15) 

42 37 49 128 

T"talt:s 112 176 207 565 

Considerando los detergentes como tratamier.tos Y las lavadoras como blo.. 
ques. obtenemos la tabla de: análisis de variancia a_dccuada Y probamos con 
un nivel de: significancia de: 0.01 si existen difc:rc:naas entre los dclc:rgcmcs o 

entre las lavadoras. 

Solución 
1. Hipótesis nula: c: 1 = 1&2 = "• =a.= O; Pa = P1 = P1 =O 

Hipótesis alterna: No [odas las " son iguales a cero; tampoco 
todas las p. 

2. Nivel de signlf~eancia: " = 0.01 . 
3. Criterio: Para traiamicntos. rechazamos la hipótesis nula si 

F> 9.18, dvaloo-de Fo.oo cona-'-1 = 4-1 = 3y (a- 1) 
(b ~ J) = (4 - 1)(3 - 1) = 6 gradOs de libertad; para bloques, 
r<Cba23mo5 la blpblesis nula si F > 10.9, el valor de F,_., para 
b- i G 3- 1 - 2 y (a- l)(b- 1)- (4- 1)(3 - 1) ~ 6 

grados de libertad. 
4. C6/culos: SustiruyendO a= 4, b = 3, T 1• = 139, T,. = 145, 

T,. = 153, T •. = 128, T.1 "" 182, T., ..:, 176, T., ""207, T .. 
_ S6S y I: I: 1:

1 
.., JfJI$1 en las fónnulas para las sumas de 

cuadrados, obleDCIDOS 

c-~-26,602 
SST .., 49 + 43' + ... + 49' = 26,867 - 26,602 = 26S 

SS(Tr) =· 139' + 145' + JS3' + 12ll' - 26,602 = 111 



SS(BI) = 182' + 1~6' + 207' _ l6,60l = JJS 

SSE=26S-!Il -IJS=l9 

Despul:s dividimos las sumas de cuadrados entre sus respectivos 
grados de libertad para ciiKener las sumas d: cuadrados ada:ua
das, los J'PS!d•adno liPUcs se iDdicaD en la $Íguic:me tabla de: ani
Jisis de variaDcia: 

~· Grvdartl< S...... ti< ~ - - .....,...,.., _., 
F 

o.u._... J 111 31.0 11.6 

Lavodcxu l m 67,5' ll.l 

Error 6 ·~ J.l 

TOial 11 265 

S. Decision.s: Dado que Fr. = 11.6 sob:cpasa 9.78, c:l valúr di 
Fo.oa con 3 y 6 grados d: hbeft:!d. concluimos que existen dife
renci~ en la c:fteaáa de los cuatro dc:tefB<Dtc:s. También, pu:sto 
que F.,= 21.1cxcaleal0.9,dvalorde F,_., c:ou2y6gradosdc: 
libcnad, oooduimos que: las difc:n:ncias mtrc: los resultados obto-

. nidos Por las tres lavadoras son siguificativos, es deár, que: la divi
. sión C:D bJoquc:s fue: eriC8Z. Con d rm de hacer rc:saJtar aún mas 

d c:feCto de estos bloques, se le: pedirá al lector verificar c:n d 
ejercido 12.24 de la p6¡ina 393 que: la prueba de las diferencias 
entre los detes¡entes M. produza resultados sisnirlcalivos si 
consid~ los datos con un aiterio de clasific:aci6n. 

El efecto dd 1-ésimo dc:lergente puede estimarse: por medio de la f6rmu- . 
la ~. ~ j,, - 1 ... que se obtuvo por d método de miuimos cuadrados. Las 
cstimac:iones resultantes son: 

1 e.. == 46.3.- 47.1 e::; -0.8, 

ó., =S J. O'- ~7.1 ~ 3.9, 

e, = 4S.J - 47.1 = 1.2; · 

ti,= 42.7-47.1 = -4.4 

CAlculas similares nos lL.-van a Que J.=- -1.6, Pz =- -3.1, ya que J,-
4.7 para los efc:c:tos c:stimados de las lavadoras. • 

Deberla observarse que la clasific3ci6n con dos criteños de manen 
automitica nos pennite repetir las wndiciones experimentales; por 
ejemplo, en el experimento anterior cada detergente fue probado tres veCes. 
Un número mayor de repeticiones pueden manejarse en variu formas, y d~ 
hemos tener presente que el modelo debe describir de manera aproximada la 
situación considerada. Una forma de considerar mAs repeticiones en la cla
sificación con dos criterios es incluir un número mayor de bloques (por 
ejemplo. probar cada d~tergente usando más lavadoras, alearorizando d or
den de: prueba de c:ada máquina). Obsérvese que: c:l moddo eu esencia es d 
mismo que antes; la única diferencia es que se ha aumentado b. y un corres
pondiente incrc:mc:nto c:n los grados de: libertad de Jos bloques y dd error. 
Este último detalle es importante, debido a que un increrneruo en los gra
dos de libertad del error haec: que la prueba de la hipótesis nula ,., = O para 
cada i se/1 mas sensible a pequci\as diferencias enue las mcd.úls de los trata
mientos. En realidad, cJ Objetivo real de esta clase de repetición es aumenlar 
los grados de bl>enad dd error, y por ende incrementar la sensibilidad de las 
pruebas F (viasc: d ejercicio 12.27 de: la página 394). 

Un segundo mélod.o consiste en repetir d experimento por completo, 
empleando un nuevo patrón de alcatorización para obtener a· b nuevas ob
servaciones. Esto es posible sólo si los bloques son identif~eables. esto cs. si 
las condiciollC5 que defmen a cada bloque pueden repetirse. Por ejemplo. en 
d experimento desaito eu la sc:c:cibn 12.1, c:n que se pesaba d rc:c:ubrimiento 
de estallo, los bloques son tiras transversales a la dirccci6n en que Wl3 1AJni.. 
na de hojalala se desplaza hacia los rodillos: y. dada una nueva lámina eS 
posible reconocer que se trata d: la tira 1, de la tira 2. cte. En d ejemplo de 
esta sección, este tipo de repetición (denominado por lo general duplica.
d6a) requerirla que la operacibn de: las lavadoras sea exactamente duplica
da. Este tipo de repetición serA usado c:n relacibn con los disdlos de cuadros 
latinos de la IO:ICI:Í6n 12.5; vo!aSc: también los c:jc:rcicios l2.2S y 12.26 de: la pá
gina 393. 

Un tercer ml:todo. de repetición c:s incluir n observaciones para cada 
tratamiento en c:ada bloque:. Cuando se diseña un aperilpcnto en esta foc
ma, las n obsclvaciones c:n cada "celda" se oondidc:ran como duplicados y 
se espera que: su variabilidad sea algo mc:nor que: el error experimental. Para 
ilustrar este punlo, snjJongamos que los pesos de los rc:c:ubrimientos de: esta
llo de los tres discos de posiciones ad)-accn.tcs en uoa tira se miden succ:siva
mente en uno de los laboratorios, empleando las mismas · soluciones 
qulmicas. La variabilidad de estas mediciones probablanmte sea c:onsido
radtÍ menor que: la de tru di=s de: la misma tira medidos en esos laborato
rios en distinlas orasioocs, usaudo diferentc:s soluciones qalmic:u y quids 
distintos labonotoris&as. El anilisis de: variancia adeawlo para este tipo de 

. rqxúci6n se ftduce en esencia a un anMisis de variancia coa dos aiterios 
apliÍ:ado a las IMdüzs de los n duplicados eu las a • b cddas; así, no hobriD 



gaiUliiCÜZ en los grados de /i~rtad del error. y. en cons«:uencia, ninguna g~ 
lltlncill m la sensibilidad de les pruebas F. Puede esperarse. sin anbargo, 
que halla alguna reducción en el error de la media cuadrada, dado que ah<>
ra mide la variaricia relidual de las medias de varias observaciones. 

12.4 COMPARACIONES MÚLnPI.ES 

" 
'· ' -~ 

Ranrotk ----

las pruebas Fulilizadas hasta ahora en este capitulo han indicado si las dj.. 

rcrent;ias entre varias medias son signiftcarivas, pero no nos informaron si 
una media dada (o grupo de medias) diferiaen en forma significativa de 
otra media considerada (o grupo de medias). En la prActica, esto último es 
la clase de inronnacióu que un invcsdgador eu ·realidad desea; por ejemplo. 
habiendo determinado en la página 374 que las medias de los pesos de los ro
cubrimientos de estallo obtcni(los por los cuatro laboratoristas diítelU> de 
manera signif1eativa, puede ser importante. determinar qué laboratorio (o 
laboratoristas) difieren de los otros. 

Si un experimentador tiene ante si k medias, parece razonable en pri
mer t~mino probar direrencias significativas ~trc todos los pares posibles, 
esto es. "efectuar 

' (k) - k(k - 1) 
2 - 2 

pruebas 1 bimucstrales como se describen en la página 373. Apanc de que 
esto requerirla un gran número de pruebas aun cuando k sea rela(ivamemc 
pequeño. estas pruebas no serian independientes y se:ia casi imposible asig
nar un nivel de si¡nificancia global a este procedimiollo. 

Se han propuesto varias pruebas de comparadooes múltiples para sal
var estas dificultades. entre ellas la prueba del rango múltiple de Duocaa. 
que se estudiará en esta sección. (Referencias a otras prUebas de compAra
ciones múltiples aparecen en d libro de W. T. Federer citado eo la 
bibliografla.) las suposiciones bisicas de las pruebas del rango múltipl< de 
Duncan son, en escocia. las dd an!lisis de variancia en una diweosibo para 
tamallos muestralcs iguales. la p~l~Cba compara d rango de cualquier con
junto de p medias con un apropiado raogo de mlnima tilgoillc:anda. R,. 
dado por 

R, .... s.·r, J 
Aqul '• es una estimación de u, - u/./ñ, y_pucde ~lanc I110(iiaolt la 
fórmula • . 

EJEMPLO 

s, = .ftif!-

donde AISE es la media de los cuadrados del error en el anAJisis de varian
cia. El valor de r, depende del nivel deseado de significaJicia y del número 
de gradas de libertad correspondientes a la MSE. que se obtienen de las 
tablas 12(a) y (b) para"= 0.05 yO.Ol, parap = 2, 3, ... , 10, y para varios 
grados de liberud entre 1 y 120. 

Con respecto a tOs da[Os de los pesos del recubrimiento de estado de la pági
na373. aplica una prueba de rango múlciplc de Duncan para probar cuáles 
medias de tos laboratorios difieren de las otras empleando un nivel de signi
ficancia de 0.05. 

Solución En primer término ordenamos en ·un orden creciente de 
magnitud las cuatro medias mucs~cs como sigue: 

e D 

0.230 0.2SO 0.261 

A COIIt!nuación calculamos sJ. usando la media dd error cuadrado 
O.OOJS que seobruvo en el análisis de variancia de la página373, y tene
mos así 

Entoo<es, obteru:mos (por interpolación lineal) de la tabla 12(a) los si
guicotoes valores de r, para " = 0.05 y 44 grados de libertad: 

p 1 2 
3 • 

r, l.B.S . l.OO 3.~ 

Multiplicando cada valor de r, por s. -= 0.01 J. obteDanos finabnc:nte 

:.1 ~. 3 • 

0.033 G..Q)O 

El raDIID de las 014/ro medias es 0.268 - 0.iz1 ~ 0.041, que exoode a 
R. = G.034. que ts d rang~ significativo mfnimo. Esteraultado en. de 

-·~-.. 



cspc:rane. dado que la prucbaFdela ~na374 indicó quclasc!ifen:nci2s 
cntn: las cuatro medias eran signif1C81i\-as con " = O.OS. Para probor si 
bay diferencias lignificativas entre rrrs medias adyacentes, obteD<rnll.l 
rnngos de 0.038 y 0.023, rcspccóvamcntc, para 0.230, 0.2SO, 0.268 y 
0.227, 0.230, 0.2SO. Puesto que d primero de estos valores sobrepasa 
R, = 0.033, las difereodu obs<tvadas en el primer coojunto son signj. 
ficativas y dado que d ...,.,.So valor no sobrcpasB 0.033, las difereo
cias correspoñdicnta DO 1011 lipifir:ativas. Por último en el caso de pa. 
reyas adyacenles de medias encontramos que ningún par adyacente 
tiene un rango mayor que d raJI&O significativo mlnimo R, = 0.031. 
Todos estos resultados puedm rcoumirse escribiendo 

Q.227 0.230 0.250 0.268 

donde se ba di/xVado una UIIBI bqjo Clllllquier conjunto de medi"' atJ.. 
yacentes para las Cllllla el rango es menor que un 1/Qior correspondimte 
rk R,. t!Sio es, btqo CUJJJquier conjunto de medias adyacmtu para I4S 
cuales las difertncillS no son signi{"ICDtivas. Conduimos asl en nuestro 
ejemplo que d labll.latorio A obtieÚe pesos medios dd recubrinúcuto 
de estallo mAs altos que los laboratorill.l B y C. 

Si aplicamos d mismo método al ejemplo de la sección 12.3, doode 
oomparibamos los cuatro detergentes, obtenemos (vtase también d ejerci
cio 12.30 de la pAgina 394). 

D«u¡ent~ 

D A B C 

42.7 46.1 48.3 51.0 

En Olra5 palabniS, eotre las iemas de medias adyacentes ambos conjuntos 
de diferencias son si¡nifJCllivos. Hasta abora, por lo que a parejas de medias 
~ <nrontramos que sólo la diferencia entre 4i. 7 y 46.3 es signifJCaliva. 
lnterprc:lando estos RSU!tados, concluimos que d dc:terg<Dk D es sisnifu:ati· 
vameute inferior a cualquiera de los otros y que d detcsgente A es evideot .. 
lllalle inferior al detcsgeotc C. 

EJERCICIOS 

11.17 Un ttcuico labomorista aúdo la ,.,;, i• a la ruptura de ciaco da5<S de 
liblu tc:Wlcs por medio de- dilli1Uos ~ y - ...... 
picotes ,....,,odoo (en CIIIDI): ' 

1, 

Fibnt 1 20.6 20.7 20.0 21.4 

Flbr11 l 24.1 26.S 21.1 24.3 

Fl/xo J 25.2 23.4 21.6 13.9 

24.5 li.S 13.6 25.2 

Fibra S 19.! li.S 22.2 20.6 

Considerando las fibras como llalamientos y los insuumenaos como bloques. 
realiza uo &ntJis.is de_ vañmcia coa un oivd de si¡oif.cancia de IX - 0.01. 

12.18 Considerando a los días (reo¡)oocs) como bloques, muclve de nuevo elejerQ. 
cio 12.s de la pAaina 378 por d .mtodo de la sec<i6o 12.3. 

IL 19 Cuatro formas diferentes. ya pesar de cUo supucslamcntc equivalentes. de un 
material estandarizado de una prueba voacionaJ fue aplicado a cinco esa.u. 
diamcs. k»s cuales obtuvieron las siguicnlCS caJiflcacioncs: 

Estllll. 1 EstwJ. 2 Estud. J Es111d. 4 Eslud. J 

Fomw A 1S 1l S9 69 .. 
Fornw8 8J 72 S6 70 92 

FOTIIIIIC 16 6t Sl 72 88 

Formt~D 71 67 62 79 9S 

Efo;Wa un anMisisdevariand> encb dimcnsioDcs para proborcon un nñod de sig. 
oifiCIJICia ~ - 0.01,; es WDD3blc manejar las aJilro formas como cquivalcn!cs. " 

12.20 Se desarrolló un apaimcnto para juzpr defecto que cuatro difemJtcs com
bustibles y dos tipos de tanzacobcltS tienen sobre d alcance de cierto proyec
til. Prueba, con base en los si¡oúcntcs datos (en millas naúticos),,; e<iSI<II cJi. 
fcrcncia.s si&oifocarivas (a) eDil< las medias obtenidas para los combwlibb y 
(b) entre las mcdias CJbtm¡jlas poro los lanzarobe(Cs: 

·~ Combuo- ~ O>oooboo-
111* 1 tibie 11 111* 111 111* IV 

L " 'm X 33.1 

~--~----~--~--~ 
L&:au 'rt Y )9.7 47.4 

Emplea Wl nivd de ,..ifoancia de 4 - O.OS. 



' 

.... ;~ 
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IUJ Se han lomado muestras de a.,••s sub¡-n..._ .. de · d"' d . d o- ........ ~ anco herentcs zonas dr 
c~su~ e a~ l~icas pcw cada una de tre¡ a¡enci.:ts siguirmes: 1a EPA la 
d' mpafua prOpietaria de los lupru de dcpós.ito y un ast"sor independiente:~ 

IC3dos a asunlos de inpiafa. Cada muoara fue Dn31izada b -•e de 
b . usca,_. kclar 

PfC:S...'"llCia de cierto OYI!!minnnte por todos los métodos de •-•-- · · 
. ~oU.JU~o:IOOD QDe la 

z;er>w Que ruolocl6 la- sude emplea:. St CX>ruiguicron los áM.:... 
suhados; ---.a rt--

Coeotnlr«lúr.'(Pttna ¡xx millón) 

Z..,., A L..-B ~ore Úllllr O Lu1ar E 

23.1 7.6 15.4 30.6 4.2 

IU 6.1 13.2 2l.S ].9 

20.9 S.9 14.0 27.1 J.D 
. 

¿_Exisle al,~na ra.zbn para atet que k>s bboratoristas no son, en IUS mcdi
~· Consastcntcs emre si? ¿Dir:ere una zona de depósi1o coÓ rcsptt(O a aaaJ.. . 
QUICT otra en su r.i\'cl de c01uaminadOn? Utiliza un m ... el de si,nifan.:il dt o.os. 

12.12 Un ingeniero industÑI prueba, OJ.atro dlferemes disposiciones de los ana
~uC'!es l!c una tienda de dcparumcotos que cuema con seis cuadrilla$ de rnba
JóulorC"s p3r.a Cns.Jmblar, los cuales maman una sccció~. y se mide d úa:lpco 
que emplean (ca. minutos) obteniendo los ~esultados siguicn!es: 

GnJpoA 48.2 SJ.I Sl.2 Sl.6 

G111po B 49.S S2.9 SO.D 60.1 

a._ e S0.7 S6.l 49.9 62.4 

Gn~po D 48.6 S0.6 41.S ·S1.S 

Grllpo E 47.1 ,. .. 49.1 SS.J 

S2..C S1.2 'l.S. . 61.7 

rau·ba C:on un oivd de Jignif..ancb de 0.01 si las~ dispodáoncs podU- . 
c..:n di.stimoslicmpos de mon'* y Ji al¡.uao de los equipos de utilerla 1011 colt'" 
sisacntcmcn1c mh ripidos al montar a101 anaqudes. 

11.13 Eo relación con ti ejercicio 12.7 de la p:t.gina 378, supón que los datos en cada 
una de: !as cinco column:t.S fueron obtenidos de un prccipitador dif~rc.nle. Re-
pite d anMisis de v::riancia, '~jando d e:xp«imemo en dos dimensiones. y 
obser,.a qut camb:os producen en la media de los cuadrados del errOJ". 

Jl.l-1 Con c1 objeto de subra)"M 13 importaocia de la separación en bloques analiza 
de nuc\.'O los datos do: .. bl::ncura'' como una cluifw:ación con un criterio, con-
siderando los amuo dclCT¡cntes como tntamientos diferentes. 

11.15 Si en una clasificación con dos aitnios el experimento completo se repite r ve
ces. d modelo es entonces 

parai= 1,2, ... ,o,j-=1,2_ ... ,byt•l,2, ... ,r.dondcbsumadclasct1asp 
)"las p son iguales a cero, y donde lasp rQtcscnta.n los efectos de las rcpct~ 
clones. Las t -~~ son otra '-'CZ. \'aJores de variables aleatoria¡ indepcndimtcs 
disuib:.~idu norrn31mc:ntc con medias cero y la varianáa común a:. 
(a) Escribe (no nccesiw probarla) una identidad aniloga a la de teorema 

· 12.2, dividiendo la ¡urna total de cuadrado¡ Ci1 componcmes auibuiblcs a 
tratamientos. bloques, rcpctidoncs y cnor. 

(b) Gcnc:raliza las fórmulas de clkulo de la ~g.ina .383 de tal manera que se 
apliquen discfto de bloques aleatorios repetidos. Nbtcsc que d divisor en 
cada caso es i¡ual al n6mcro de observaciooes en los totales rcspca.iv01.. 

(e) Si d o6111Cfo de ;radosdc hl>atad pan la suma dccuadnulosdclasrqxti. 
cioncs n isual a r- J. ¿cuAnlOS grados de libertad hay para d CTTOI" de la 
~urna de cuadn.dos? 

U.U los 1-iguicntcs datos se reflttCO al número de unidades dcfcauosas producidas 
por cuatro uab.ljadora operando. ca sucesión. tre~. difacntcs miquiau; ca 
ca.h caso. la primer cifro representad númao de unidada defectuosas pro
ducidas en un "·icrncs y b. 5egunda corresponde a la cantidad producida d ID
ocssipimtc: 

B, Bz Bj B, 

37,.0 18.44 l8.40 ll.l6 

31,36 40,44 43,41 ll.ll 

]6.40 ll.37 41.39 lB. <S 

c:ólil1a ICoria dcsarrolbda en d cjaódo U.2S analiza.los áfru combinadas 
pad los dos dias mcdiame una cWU.caciba de dos dimensimcs con rcpcti. 
~- Emplea un nivel de signiftca.ocia a: - 0.0.5. 



- ~12-·-
ll.l7 Como sdlalamos "' la Nn> 387, dos formas de aumentar d lamallo de UD a

pcrimenlo para una dasifocaci6a con dos aitcrios soc (o) duplicar d n~0 
de bloques y (b) rcpclir d apcrimcnto completo. Analiz:l y compara la pnan. 
cia en 8l2dos de llbcnad para la suma de cuadra<!os dd error por los dos mtto
dos. 

11.28 Dcmucstr.a que 11 p,1 - p + tt., + p,. la mcdja de las p,1 (rucuda sob.-..:J)cs 
ipaal a p. +tt.,, ylamcdiadelas p., (sumadasoilreiySG!nJ)CS iguala p, se 

• • siaue ~ ... - ~~1 -o. ~. r-. 
11.:19 Vcrü~ea que las f6rmulas de cilcuJo para SST, SS{Tr), SS(BJ) y SSE. dadas en 

la Nn> 383,- cquivalallcsaloo támioos eorrcspo-cs de la idculidad 
dd---.12..1. 

11.30 Comprueba los resultados de la·prueba de Ducean en la comparaci6n·de los 
<ualro dctcr...,tcs, dados en la p6aina 390. 

12.31 Emplea la prueba de Dunean""" " - O.OS para comparv la efw:acia de los 
tres mttodos de CDSdlanla de pnl~Ta~Da<:Í6n de c:omputador¡u dd ejaádo 
11.3 de la p6aina m. · 

12.32 Utiliza la prueba de Duccan con ri - O.OS en la comparacibn de la efiCIIáa de 
los lres lubricanles dd ejen:icio 11.6 de la pi¡ino 378. 

12.33 Compara la raistcnáa de las dneo libras textiles del ejaádo 12.11 d. la piai
aa 390 usando la prueba de Dunc:an con"- 0.01. 

11..34 ¡Tienen sentido emplear la ·Pillcba de Duncan con 4 ""'C.OS con d fm de 
comparar los resultados of)(cnidos c:oo los cuauo co&nbUSllbb dd cjc:rcicio 
12.10 de la pigina 3S7? ¡Por c¡uC? 

l2.lS Compara los niveles de contaminación de las cinco zonas dd cjc::rcicio 12.21 de 
la p6aina 392 por medio de la prueba de DuDaUJ con " - O.OS. 

·11.J6 ¿Una de las qoncia> dd ejercicio 12.21 de la pi¡ino 392 ·w produciendo re
sultados que consisl:cntemcnte son mis ¡randes (o más pequcftos) que los 
c:am:spondierues para las ouas dos? (Emplea " - O.OS.) · 

12.37 Dc:!ennina cu1J de las disposiciones de los anaqueles de la tienda de depaiU· 
· mallos del ejercicio 11.22 de la pisina 392 (¡j bay al¡una) diJICIC de las otras 

en d tiempo promedio qne ocupa d equipo de trabaJadores para IDOIIW" la 
Kix:i6n c:onsidetada. (Utilim DD nivd de oisnüJCaDda de 0.01 .) · 

72.5 AlGUNOS C'TROS DISENOS EXPERIMENTALES 

El disc:.~o en bloques al<alorios de la S<Cción 12.4 es adtatodo cuando una 
fuente de variabilidad c:xtra11a se elimina compar.mdo UD coojanto de ....,. 
cJias DIII<SUala. Una ~ importante de 'este li)lll de disdlo es.,. . 

. 1 

1 

.... 

babace. que se logra asignando el mismo número de observaciones a cada 
tratamiento de cada bloque. (En este contexto, véase tambil;n d comentario 
de la página 368, donde sei!alomos que las diferencias debida$ a los bloques· 
no afectan la5 medias obtenidas Para los distintos tratamientos.) La misma 
clase de balance puede lograrse en otros tipos de discfto mis complicados. 
en los cuales es conveniente eliminar defecto de varias fuentes exb'aftas de 
\"ariabilidad. En esta sección explicaremos otros dOs diseftos balancndos: el 
disciio de cuadros latinos y-el disd\o de cuadros grecolatinos, que se usarlo 
pan~ eliminar los efectos de dos y tres fuentes cxtrallas de variabilidad, res
pectivamente. 

Con d fm de prcscutar d diseño de OJDdro latino, supongamos que es no
cxsario comparar tres tratamientos, A, By C, en presencia de OllaS dos fuc:ntcs 
de variabilidad. Por ejemplo, los tres tratamientos pueden ser lrCS ml:lodos de 
soldadura para conductores eléctricos, y las dos fuentes e:xtra6as de variabi
lidad pueden ser (1) diferentes operadores aplicando la soldadura y (2) la 
utilización de diversos fundentes para soldar. Si tres opc::radon::s y ttes fun-" 
dentes son considerados, d cxpcrimcnto podrla disponcssc sqrún d patrón 
siguiente: 

Fund. 1 Fund. 1 Fund.3 

Opuodor/ .. B e 

e· .. B 

o~ratkr J B e .. 

Aquí cada método de soldadurn se aplica una sola vez por cada operador 
jwuo con cada fundente, y si aistiesen efectos sistcmllticos debidos a difP. 
rcncias entre los operadores o entre los fundentes dichos efectos CSiarian 
presentes de igual manera en cada tratamiento, esto es, en cada m&odo de 
soldadura. . 

Un arrcslo experimental como el que se dcsaibió se dc!IO!!Úna c:aadro 
latlao. Un cuadro latino n x n es un arrcsJo ruadrado den letras distintas, 
las cuales aparcccn sólo una vez en cada rcng16n Y. en c:a4a columna. 
Ejemplos de cuadros latinos con n = 4 y n - S aparcccn en la lisura 12.2, y 
cuadros de mayor taJDallo se Wduya> en d libro de W. O. Codrnn JO. M. 
Cox citado en la bibliopafia. Nótese que en no c:spc:rimcmo de CDadro Jali. 
ao que requiera n tra'IDijrg10S es nca:sario incluir nJ ubai vrti a. a pcw 
cada íralamiento. 

Como vcmnos m la pi¡¡ina 39'7, UD cxpcrimcDio de CDadro lodDo IÍD 
R)lCiici6o da sólo (n - IXn - 2) grados !le liberlad para Cstimar d cmw 



3!16 c.p/t.ulo 12 AnMisis ck variancitJ 

Flct~ra U.l Cuadlos latinos 

experimental. As!, tales experimentos 5011 cfcauados en contadzs ocasion<S sin 
repetición cuando n es pequdla, es!O es, sin repetir d patr6n complt:to dt 
cuadro latino varias veces. Si cciste un total dt r repeticiones, d aniJisis de los 
datos presupone d siguiente mo4elo.· donde J'm~rv es la observación en d 
i--áimo renglón en laj-Csima columna de la /-~sima repetición, y el subindice 
k, entre paréntesis, indica que corresponde al k-ésimo tratamiento: 

parai,j, k= 1, 2, -··, n y 1 = l, 2, ... , r, suje"~a las rcstricdonesdt:que 

;tcz,-o.t.1p, .. o.t. 7.~o y t.p,-=0 

Aqul 11 es b sran media, 11, es defecto dd i-áimo rtasJon, f11 es d efc<:to 
dela_Hsima columna, 7• es de(cctoddk-áimotratami<nto, p, esdef«'" 
10 de la 1-áima rcpcticibn y Jos E•no• son valores de variables aleatorias in
dependientes normalmente distribuidas con medias cuo y la varianda co
mlm u>. Obséno:sc: que por "los efectos de Jos rcualona" y "loS efcc:IDS de 
las columnas" cniCIIdcranos los efcctos de las dos variables atr.lllaS, y que 
estamos incluyendo los cfo.::tos de repetición pues como w:rtmos la rcpeó
ci6n pu.:de introducir una tercera variable cxtrafta. Nbtcsc cambil:n que d 
subíndice k cslá einrc par&nesis en y,1u 11, debido a que_ para un discflo de 
cuadro laúno dado, k es automiticamenle d~n.ado cuando i y j seco-
nocen. 

~ecc.On 12.5 Algunos o11os diseñO$ experimenules :191 

La hipótesis principal que descaremos probar es la hipótesis nula 7• = 
O, ·para \oda k, es decir, la hipótesis nula de que no existe diferencia en la 
eficacia de los n tratamientos. Sin embargo, podemos.probar también si el' 
''bloqueo cruzado" del diseño en cuadro latino ha sido eficaz; esto cs. po-
demos probar las dos hipótesis nulas o:, = O para toda i y P 1 = O para toda 
j (contra las altemati ... as aderuaCas), con el fin de comprobar si las dos va
riables extrañas en realidad tienen algún efecto sobre el fen6meno que se CSii 
considerando. ivlás :i.Un, podemos probar la hipótesis nula p, = O para toda 1 
cont.rala alternativa de que no todas las p, son iguales a cero. y esta prueba de 
los efectos de las rcp;:üciones puede ~er importante si las panes del cxpcri· 
mento que representan los cuadros latir:.os individuales fueron realizadas en 
distintos di as, por varios téalicos, a difereOles temperaturas, cte. 

Las sumas de cuadrados requeridas p.ara efectuar estas pruebas suelen 
obtenerse por medio de las siguientes fórmulas abreviadas, donde T, .. es el 
total de las r·n observaciones en todos los i-bimos renglones, T.,. es el to
tal de las r·n observaciones en todas lasj-ésimas columnas, T .. 1 es el total de· 
las n1 observaciones en la /~sima repetición, T1.;, 1 es el total de todas r· n 
observaciones relalivas al k--ésimo uatamicnto y T ... es el gran total de todas 
las r·n 1 observaciones: 

·, 

1 • • 
SS(Tr) =- :E T~1 -e 

r·n •·• 
1 • 

SSR=-Í: Tl_-e r·n ,_, 
(para ren¡¡lon<s) 

1 • . sse = - :E T~. - e (.Para colUIIIJlilS) 
r·n 1·• 
1 • 

SSf..R<p) = .rf.t n - e (para rq¡cticillllcs) 

ssr,;, ~~~y;,~.- e 
t.:il=ít:í 

. SSE.,; SST- SS(Tr) - SSR - SSC- SS(&p) 

ObsCrvcsc de nuevo que cada divisor es igual al númé:l-o de obscrvadoocs en 
los COITcspondicnt.cs totales cuadrados. Por último, los resultados dd anMi
sis wn los que aparccc:o en la siguiente tabla de análisis de variancia: 



EJEMPLO 

-· Grados tú s. ... tk O,adroJo. - úf>mgd cwodnulGs m..r,. F 

T ·-· SS(Tr) MS(Tr) 

-~:'"íl t~ 

Ralolbo •-1 SSR MSR 
SSR MSR 

-n-i r:m 

Cal ..... ·-· sse M Se 
sse MSC ---· r:m 

Rcpa~ 
,_, s.s{&o>) JIS{ .... ) 

_sS{Rr ~ ,_ 

Erro. C. - IXrn + r - l) SSE MSE 
SSE . -¡;; iJlr11 + r- )) 

Ta<al rnt- 1 SST 

Como antes, Jos grados de libertad par.1 la suma de cu~drados tolal es igual 
a la suma de los grados de libertad de Jos componentes individuales· asl. en 
definitiva los grados de libertad del error se encuentran por sustra~OO. 

Supón que se efectuán dos repeticiones del ya mencionado experimento de 
soldadura, empleando d siguienlc arreglo: 

1 1 J 1 1 J 

{)pm>/Drl .. 8 e e 8 .. 
{}¡Nnl! ... l e .. 8 .. e B 

8 e .. B .. e' 

l 
1 
! 

S«tidn 12.5 .4lgcmOS oD'OJ: ci:llllfol•.,. ... 1 b -
Loo resultados, que señalan el númao de horas de fuerza de·tensi6n !O

querida paca separar los puntos soldados. fueron como se indica a coJUi.. 
nuación: 

14.0 16.5 tt.O tO.O t6.S Jl.O 

9.5 17.0 u.o 12.0 12.0 t4.0 

tt.O 12.0 13.5 t:U ti.O tt.S 

Analiza d experimento como un cuadro latino y prueba con un nivel de 5ia· 
nifocancia de 0.01 si existen diferencias en Jos métodos, en Jos operadores, 
los fundentes o las repeticiones. 

Solut:idn 
l. Hipótesis nula: «1 =«:a= «J =O; Pa = Pa = PJ =O; 7• ~ 

7., z= 7, """O; P 1 == Pa =O. 
Hip6teis alterna: Las ex no 5011 todas iguales a c.:ro; no todas 
las f1 son iguales a cero; no todas las 1 son iguales a cero, no 100 

iguales a cero todas las p. 
2. Niveles d• significani:ia: " - 0.01 par¡l cada prueba. 
3. Crituios: Para tratamientos, renglones o columnas. se rechaza · 

la hipótesis nula si F > 7.56, d valor de F,_,. paia n -1 ~ 3 
-1 = 2gradosde libcrtady(n -1)(m + r-3) = (3 -1)(2 
x 3 + 2- 3) = 10 &Iados de bl>atad. Para repeticiones, se 
rcdlaza la hipótesis nula si F > 10.00, el valor de Fo.oo parar 
- 1 = 2 - 1 = 1 y 10 &Iados de libertad. 

4. Cálatlos· Sustituyendo n- 3, r- 2, T 1 •• = 81.0, T2 _ = 
19.5, T, .. = 79.5, T.1• = 70.0, :I:L ~ 92.0, T.1• = 78.0, T •. 1 = 
119.5, T .. • = 120.5, T,., = 87.5, T..,= 86.5, T«, = 66.0, T-'
= 240.0, y .E .E .E y,~,.~ = 104.5 en las f6nnulao de las su
mas de cuadrados, obl<:n<m<>S 

(240)' e- Ir= 3200.0 

, SS{Tr) -1{(87.5)' + (86.5)' + (66.0)']- 3:100.0- 49.1 

SSR -1((81.0)' + (79.5)' + (79.5)']- 3l00.0- o.2 

SSC -1{(70.0)' + (92.0)' + (78.0)']- JlOO.O - 41.3 



SS(Rep) = j[(ll9.5)' + (120.5)']- 3200.0 = 0.1 

SST = (14.0)' + (16.5)' + ... + (1U)'- 3200. _;, 104.5 

SSE = 104.5 - 49.1 - 41.3.,.. 0.2 - 0.1 = 13.8 

~ l_os resultados son como se indica en la tabla siguiente de aná-
hm de variancia: · 

F.-,,d~ Gnzdosd~ Sumad~ Cuadrodo - libertad CMadnuJM m«lio F 

Tratamicatol 
(-) 2 -49.1 24.6 17.6 

Ren&fona 

1 
(opaado<) 2 0.2 0.1 0.1 

Colwnrw 1 

1 
(fundanta) 2 41.3 20.6 14.7 

Re-peticiones 1 1 0.1 0.1 0.1 

Error 10 Jl.8 1.4 

Total 11 JOC.S 

S. Decisi6n: Por.1o que respecta a tratamientos (métodos) y a co-
1umn:" (f~dcntcs), dadoqucF a 17.6 y 14.7 sobrepasan 7.56, 
las hipótesis nulas correspondientes deben rcchazanc; para 
renglones _(~radorcs), dado que F ~ 0.1 no. excede 7.56, y 
~ rcpc:tiCIOncs, dadoqueF = 0.1 ooac:cdc a 10.00, la hip6Jc. 
SJS n~ oon<spondi~ no j>ucdc rccbazane.. En otras palabras. 
conclwmos que las diferencias en los m&odos y los fundentes 
~o n~ en 1~ operadores ni en las repeticiones, afectan a la r~ 
SJSICICIA de la so!dadura de las ~ dédricas. Más a6n. la 
~cba de ran¡¡o m611lple de Duncan de la sccci6n 12.4 dad,¡ • 

. gwentcpatr6n ded«isi6n con un nivel de oi¡nifiCallcia de 0.01. 
. ' . . . . 

·· M~ttNfo C Uérot!oB 

11.0 14.4 U.6 

En ccrrí~cncia. co:tcluimos que el métodd Cproducc uniones 
con wldadura mis debiles que l~s métodos A 0 B. 

La eliminación de tres fuentes cxuañas de variabilidad puede lograrse 
por medio de un diseño dcnvminado cuadro grecolatino. Este disei\0 es un 
arreglo madradoJ!c n letras l:niozs y r. letras griegas, ronnando con cUas ':111 
cuadro latino; más exactamente e2da letra latiña aparece sólo una vez aliado 
de cada letra gri:ga. A continuacibo s.~ da un ejemplo de un cuadro grccolati-

node4 X 4: 

A• B~ e, DJ 

BJ Ar Dfl c. 

Cfl De AJ Br 

Dr CJ B• 1 
Afl 

La construcción de cuadros grecolatinos, también denominados cuadros la-· 
tinos ortogonales, da lugar a interesantes probler.;as m3temfuicos, algunos 
de los cuales se mencionan en el libro de H. B. Mann citado en la bibliografia. 

Con el objeto de dar un ejemplo en el cual pddrja ser adecuado el uso 
de un cuadro latino, supóngase que en el ejemplo de la soldadura la tempe
ratura de Wa es otra fuente de ,·a;iabilidad. Si tres temperaturas de solda
do. denotadas por «,JI y y, se utilizan junto con los tres mé10dos, tres 
operadores (renglones) y tres runde~ltCS (cplumnas), la repetición de un ex
perimento apropiado de cuadro grecolatino puede establecerse de la siguien-

te manaa: 

· o,_.Jo.r 

Opm>J0,2 

Fund. 1 Fund. 1 Fi~NI. J 

... Br C1 

e, Afl B< 

Bfl c. A7 

A5l pues. d ~odnA seria utilizado por d·operador 1 mando fundente 1 a 
temperatura «. por d operador 2 oon fundente 2 a t<mpcAtUra P y por d Qpc. 
rador 3 empleando fundente 3 a temperatura 7· En forma ñmilar, el m~todn 
B lo aplicarla d operador 1 usando fundente 2 y tcmpcn~tura 7. etc. 

En un cuadro grecolatino, cada variable (reprcscntcda por renglones, 
columnas, letras latinas o tetraS griegas) csti .. distribuida equitativamente" 

· respc:clO a las OtraS variables.. Asi, al comparar las medias obtenidas de ui1a 



1· !,.· 

¡J 
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variable, los efectos de las otras son promediados por completo. El anlilisis 
de un cuadro grecolatino es similar al de un cuadro latino. s6lo que se agre~ 
ga una fuente <>."tia de variabilidad correspondiente a las letras ¡¡riegas. 

Existe una gran variedad de diseños experimentales, aparte de los ex
puestos en este capitulo. adecuados para diversos propósitos. Entre Jos más 
utiliu.dos están los diseños en bloques lncompletos, que Se-caracterizan por 
el hecho de que cada tratamiento no cst1 representado en cada bloque. Si •1 
número de uatamientos que se investiga en un experimento es grande, a me
nudo es imposible encontrar bloques homogéneos tales qÚe todos los trata
mientos puedan acomodarse en eada bloque. · 

Por ejemplo, si n pinturas son comparadas aplicando cada una de ellas 
a una hoja de metal e introduc:ibtdolas en un horno, quizá sea imposible po
ner todas las hojas al nüsmo tiempo dentro del horno. En consecuencia, es 
necesario valernos de un diseno experimental en que k < n tratanúentos 
(pinturas) sean incluidos en eada bloque (hornada). Una manera de hacer 
esto es asignar los tratamientos _a cada hornada en tal forma que cada trata· 
miento ocurra junto con cualquie~; otro en el mismo número de bloqúcs. 
Por ejemplo, si n ~ 4 y k ~ 2. podrlamos utilizar el 5iguientc esquema: 

~rk Pi muras 

1 1 y 2 
2 3 y 4 
3 1 y 3 
4 2 y 4 
S 1 y •• 
6 2 y 3 

· Este tipo de diseño se denomina diseño balan=do en bloques incompletos 
y tiene la importan~ propiedad de que las comparaciones entre dos tratil· 
mientas CUillesquiera pueden rcaliQu2 con igual precisión. · · 

Dado que el disclio en bloques incompletos puede requerir demasiados 
bloques, se han ideado otros esquemas. La mayoría de estos diseñas e:xpc
rimmtales aunplen las necesidades especificas de experimentadores, sobre 
IOdo m d campo de la agriaJlnua. Como sdla(amos antes, gran parte de la 
l<nnioologla del diseño experimental. iDcluyendo los tálninos cOuio "nata· 
micntos", .. bloques", ••pafcdas", ctc..Jienén su origen en la agricultura-
. Sólo en allos recientes se han aplicado discftos m1s complejos a la industria 
Y a la cxpaimentact6n en ingcnicda, y, con una mayor aplicación, se espCra 
que 11<: .den mw:hisirnos otros para satisfacu los requerimientos tic estos 
campos. . 

1 

l 

EJERCICIOS 

11.38 Conforme al ejemplo de las muestras de limina de hojalata que fueron distri~ 
buidas entre los cuatto laboratorios (sección 12.1), wp6n que nos interesan 
las diferencias sist~ticas en d peso del recubrimiento de estall.o tnnsvc:nal
memc a la dtrecáón del b.minado tanto como longitudinalmente. A fm de eli
minar es1as dos fuentes de wriabilidad, las dos láminas se dividen en 16 par
tes, que representan cuatro posiciones a través de ella y cuatro a lo lar¡o en la 
dirección dd laminado. Entonces, cuatro muesuas de cada lamina se cnvian a 
cada uno de los laboratorios A. B, Cy D, corno se indica. y los pes~ resultan
tes del recubrimiento de cstafl.o son: 

e A D 
0.20 0.24 

B e A 
0.2! 0.19 

D B e 
0.34 0.23 

A D B 
1 o.;2 0.22 

B 
0.20 O.Zl 

D 
0.22 O. la 

A 
0.21 O. la 

e 
0.16 O.Zl 

Dirección 
de rodillos 

B 

D 

e 

A 

R~~ficidn 11 

A e D 
0.29 0.25 0.18 0.28 

B A e 
0.28 0.18 0.21 O.lS 

D B A 
0.28 0.23 0.20 0.23 

e D B 
0.30 0.19 0.24 O.lS 

A partir de ~os datOs ddcrmina si los laboratorios obtuvieron resultados 
consistentes. Tambiéll dctamina si cOsteo diferencias reales en los pesos del 
rccubrimieoco de estallo transversal y longitudinalmente a la ditccci6n de Ja. 
minado. (Emplc:a un nivel de sign.if~ de O.OS.) 

12.39 Mediante un di!dlo de cuadro latinÓ se comparo la resistencia de las uniones de 
alambres scmironduacwcs de ao unidos al otrcmo de una ICnDioal con ciDco 
difcrad<S ~A, B, e; D. y E. Las uniooes fueron mohadas po< cincodi>
liDtos operadoR>, y la; c!Opo5iü>OS fU<f"" RCUbienOS <XlR cinco difcmucs plmi
ClOS, ololcnieodole la; >ipjcol<s J<Pohados, cc¡omodos en libas ra¡ucriolas para 
romper la unilla. . . . 

Analira los n:sullados aut<ñorc:s y llptica la prueba de rqo m6ltiple de Dm>
c:.:n coo. & • O.Ola b. mcd.iJ. de las rnistmdu ala ruptwa de los cinco má~ 
dos de unibn. Oadro de la siguiente pqina. · · .· . . 

· UAO Se rt3liza una prueba para ddcnninar cull de ucs difc=uc:s iwcilos de pelo
las de colf, A, By C dada una mayor dUlancia. Las bolas de ¡olhon probo
das po< U<S aolfuw profcsiorWes, 1',,1', Y 1', empleando ua palos dislin
tos. D .. D3 .Y DJ. El expcrimc:nco 5C rcalizb en llCS pistas. y las disu.ncias del 

; 



o, o, 

Po 
,( B e D E 

3.0 2.4 J.9 2.2 1.7 

P, B e D E A 
2.J 2.7 2.3 l.S 3.1 

Pl4stico P, e D i ,( .B 
2.J 2.6 l. S 2.9 2.J 

P, D E ,( B e 
2.0 2.5 3.2 2.5 2.2 

P, E ,( B e D 
2.J 3.6 2.4 2.4 2.J 

punto de partida al punto en que cay6la bola se midieron en yardas, COIOO se 
indica a continuación: 

o, 

1 
B 

26S Po 

•• lSO 

e 
2S8 

Po 

Primera pan e 

D: 

,( 

)JI 

e 
284 

B 
lOS 

Po 

P: 

o, 

e 
2<9 

B 
330 

A 
J.SJ 

Do 

B 
JS9 

A 
262 

e 
J9S 

Do o, o, 

B ,( e 
2l0 216 189 P, 

A e B 
3J9 232 26< P: 

e B ,( 

I7S 254 307 Po 

D, 

A e 
20S 142 

e B 
J68 246 

B ,( 

237 283 

¿Es cualquiera de los discnos de bolas de coJf~upc:rior a los ottos con respecl0
• 

a la distancia'! -

Secc.On l2.5_Aiguno.s otros diseños exp«iment.Jes ft.l5 

12.41 Con d rm de estudiar la crlCa.cia de cinco~ de sistemas para fijar el asienlodc
lantcro de Jos aulorr,ó-.iles, A, B, C, D y E, se rea!Wa d siguieme experimento en 

cuadro latino. Los renglones representan diferentes tipos de autombviks (dd 
subcompzcto a los automóvl1es de tamaAo más grande), las columnas repre
sentan diferenteS velocidades de choQue y las letras gricps a:, p, )', 6 )"e in
dican diferentes jmguios de im~cto. Los resultados del experimento están da
dos en thminos c!e U!1 indio: de fu:ruseo puntos criticos de la prueba simuJoo- " 
d~ que están rc!J.cionados con la p;obabilidad de un accidente fatal. 

... Bfl e, DJ E< 
o. so 0.2J 0.43 0.3S 0.46 

o, C6 DE E• Aft 
O . .SI 0.20 0.<0 0.25 0.39 

Ct D' F.p "' BJ 
0.45 0.07 0.29 0.20 0.31 

op E7 AJ Bt c. 
0.39 0.10 0.31 0.1<1 0.27 

éJ At B• cp o, 
0.43 0.11 O.JJ 0.22 0.32 

1 

Analiza este experimento. 

12.42 Un fabTicame de ropa necesita determinar cuál de cua¡ro diferentes disei\os de 
aguja es mejor para sus máquinas de coser. Las fuentes de variabilidad que~ · 
ben elinúnarsc para efectuar esu comparación son las máquinas que se uillj.. . 
za::t, la operadora y d tipo de hilo. Coo e:l diseilo indicado (Jos renglones 
representan las opcrado:.as. las columnas a las m!quinas.las letras latinas a las 
agujas y las letras &rielas indican los tipos de hilo). d fabricante an01b el n6-
mero de prendas rechazadas altémúno de cada una de dos semanas, ~ 
¡uiendo los ligujcntcs resultados: 

' o, B• Aft el e• A1 BJ Dft 
47 40 23 72 JOS 38 IS 60 

ep Al a, Do DJ Bft "" e, 
74 37 28 7S 70 211 60 8S 

"" e, DJ Bp a, Do ep AJ 
S2 9S S7 JS 13 82 90 28 

BJ op c. AJ 
JO •s 93 S2 

AP eJ 

1 
o, B• 

33 7S Sl lJ 
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Empleando un Wvc1 de $isnif1Callda de O.OS determina ü existe aJ&una difo
rcncia <n la cfiCOcia de las qujas. Tamb~. invcsli¡a üc:xisteu difen:aclassi¡. 
nific:ativas atribuibles a las operadores. a las máquinzs y a Jos tipos de bib. 

ll.43 Da un ejemplo de wa disdio halapecaM en bloques incompletos en el cual 
.(a)n•3Yk•l; 
(b)n • 4y.t • 3; 
(e) n • 6 y k • 4. 
¿Cu!J es el número mlnimo de veces qu: cada tt:ltamicnto debe repetirse cu 
cada uno de estOS t!iseAos1 

12.6 ANAuSIS DE COVARIANCIA 

,..,_ -,..., -· .... . r. 

El objetivo de los ml;todos de las secciODCS 12.3 y 12.S fue librar al error ex
perimental de la variabilidad debida a causas cxtrallas identificables y 
colltrolables. En esta sección abordarnos un .mtodo, denominado aa.i11s1s 
de covariancla, que se aplica i:uando esas variables extrallas, o coacomltaD
tea, no puedeo mantenern: fijas· pero puoden medirse. Esto sucedería, por 
ejemplo. si necesitamos comparar la eracacia de varios programas de capaci
tación industrial y los resultados que depeoden del Cl de los apreodices; si 
deseamos comparar la durabindad de varios tipos de suelas de cuero y Jos 
resultados depeodeo dd peso de las penonas que utilizan los zapatos; si 
queremos comparar las cualidades de varios agenles limpiadores y Jos resul
tados dependen de las condiciones originales de las superficies que se pren
t<nde limpiar. 
. . El mb.odo mediante d cuaJ analizamos los datos de este tipo a una 
combinación dd ml;todo de regresión Jineal de la sección 11.1 y dd au.tJisis 

·de variancia de la sección 12.2. El moddo fuudameut.al csti dado por 

1 ] 
para 1 e 1, 2, ... ,lc;j- 1, 2, ... ,n. Comoeud modelo de Jap1gina369, P 
es la gran media, 11<, es d efecto 1-himo y las €,¡ SOD valores de variableS 
·aleatorias iudopendicutcs di5tn'buiclas normalmente con medias =o y la va
rittncia comú-n "'; como en d modelo de la página 324 ~ la JlaluaDIO' 
p, & " la pendiente de la ecuación de reg¡esióu liual. 

· En d auilisis de tales dalos, los valores de la variablecoucomitaulex,. 
son eliminados por métodos de regresión. c:s decir. csr¡m,ooo 6 COJl d 
mtlodo de mlnimos cuadrados, y dcspub efectuando uu anilisis de variaD
da sobre las y ajustadas, esto es, las canridadcs J~1 e:: )",1 - 8~,,. Este~ 

/ 

cecümicnto recibe el nombre de análisis de covariancia, cua.o1dO requiere una 
partición de la suma de produdos 

' . SPT = L ). (y, - j J(x, :.. x.) 
1•1 ¡;;¡ 

en la misma forma que l!D análisis de variancia ordinario requiere la parú
ci6n de la suma total de cuadrados. En la prActica. los cálculos se realizan 
de la siguiente manera: 

1. El total el tratamiento y la suma de cuadrados del error se calculan 
para 1~ x por medio de las fórmulas de un aitcrio de clasificación 
mencionado en la p.lgina 372; seriu denotados por SST., SS(Tr)., 
y SSE •. 

2. El rotal, el tratamieiJlo y la suma de cuadrados del error se calculan 
para las y mediante las fórmulas de un criterio de clasificación mcn· 
cionado en la página 372; serán denotados por SST,. SS(Tr),, Y 

SSEr 
3. El total el tratamiento y la suma de productos dd error se calculan 

por medjo de las fórmulas · 

' . 
SPT = L L x.,·y"- e 

, ... J"'' 

' '>' T.,·T,, 
SP(Tr) = r.-1 - e 

n 

SPE = SPT- SP(Tr) 

doode eltúmino de correr:dón, C, estó dado 

e= T{T' 
·n 

y donde T ~ es el total de las x para d Hsimo tratamiento, T~ es d 
total de las y para el ~o tratamicuto, T. es d tcxal de todas las x 
y T, es d total de todas las y. · 

4. El total, d error y las sumas de cuadrados de tratamicntoo sc calcu- · 
1au para las J' ajustadas mediante las fórmulas 

.. 



-· -•PusiMIM 
-=4/isü 

• eon:rriancllr 

-F -

_ (SP1)' ssr,. - ssr, - ssr. 
· (SPE)' 

SSE,. = SSE, - SSE 
• 

SS(Tr ),. = SST,. - SSE,. 

Los resultados ob&CPidos en estos cálculos se resumen de manera convc:ilim
te en el siauicntc lipo de tablA de aoallsis de covariancia: 

-· -*ls. ....... Gradar~ 
Fuot~etk CIIQIJI'DikJ produt:. libtntld Su= de 
..n.ddn P""'X ¡»rll .r ros ,.,.]'. c:ut~drados c-..-

T.-aumicnlo SS(Tr). SS(Tr),. SP(Tr) SS(Tr),- k-1 MS(Tr)r 
_ s¡cTr)r 

-1 

Error SSE,.. SSE, SPE SSE,. nlc-k-1 MSEr 

-./"'lz: 1 

' 
Total SST, SST, SPT SST,. llk- 2 i 

Nótese que cada inedia de cuadrados se obtiene dividiendo la sWJll de 
cuadrados correspondiente enlte sus grados de libenad. 

Por úlúmo, la hip6lcsis nula a:, = a:2 = · ... = a:4 = o se prueba 
contra b bip6Jais alterna de que no todas las «, son iguales a cao con base 
en d estadlstico 

F= MS(Tr),. 
MSE,. J 

Se re.:hau con un nh-cl de signific:J.r.cia a: si el valor obtenido dcF~• 
F. con k- 1 y ni: - k- 1 srados dC liberuid. . 

/ 

Secci6n 12.6 An6il.is de c:ot iuó 40!1 

EJEMPLO Supón que un investigador tiene tres sustancias limpiadoras difaentes, 
A,, ..41 y A), y que desea seleccionar la mAs eficiente para limpiar una su
perficie met.áli~a. La limpie.z.a de una superficie se mide por su poda' de ro
Uc:xíón, expresado en unidades orbilr.lrias como la razón del poder de rcllcxión 
ob5Cnlado con rcspccto al de un espejo común. B análisis de covariancia debe 
ulilizarse debido a que d efecto de la sustancia limpiadora sobre d poder de 
rcficxión dcpcndcrll de la limpieza original, es decir, del poder de reflexión 
original de: la supuficic. El investigador óbtuvo los siguientes resultados: 

Poder de rc(lai.On 0..10 0.5$ . 0.60 O.ll 

"• 
oriJiaaJ, X 

Poder de rdkxión final, r 1.00 1.20 0.80 1.40 

Poder de rdkxi6u 0.7S 1.65 1.00 1.10 
ori¡inal. x -

A, 
Poder de rdlo.i6D fmal, ;, 0.15 0.60 0.55 o.so 

Poder de rclla:Kto 0.60 0.90 0.80 0.7<1 ... oriainal, x 

Poder c!c rcl'lo:ibn final, :r 1.00 0.70 0.80 0.90 

Determina median1c un anlilisis de covariancia (con tin nivd de significancia 
de o.pS) si exiten diferenóas en .las mejoras del poda de reflexión produci
das por los tres agentes limpiadores. 

Soluci6n 
l. Hip6tuis nula: «1 = ~ = «] = O. 

Hipótesis aJuma: no todas las « son iguales a cero. 
2. Nivel d~ signif"tcancia: « = O.OS. 
3. Crilerio: se n:chaza la hipótesis nula si F> 4.46, d valor de 

Fo.u parak-1 = 3-1 = 2ynlc-k-l = 4 X 3-3-1 
= 8 sradOS de hllertad. 

4. Ql/culos: Jos totales son T~ = 2.00, T~ = 4.50, T~ ~ 3.00, 
T.= 9..50, T,. e::. 4.40. T,.-= 2..40, T,. ~ 3.40, y T,- 10.20. 

Para lasx, d táminodec:orrccci6nes (9t:J.)' -1.52, y las 

sumas de cuad.!lldos son 

ssr. = O.!iCI' + O.!iS' + ... + 0.711' - 1.52 - 1.31 

SS(Tr). = 2.00' + 4.50' + 3.00' 7.!i2 = 0.19 

SSE.= 1.31 - 0.19- 0.52 



Para_lasy, el témünodecorr;cciónes (l~~~)' = 8.67 y las su
mas de cuadrados son 

SST, = UlO' + 1.20' + ... + 0.90' - 8.67 = 0.19 

SS(Tr), "': 4·40' + 2.:o• + HO' - 8.67 = 0.50 

ss¡;, - 0.79 - o.so = 0.29 

Para liu sumas de productos. el término de corrccci6o es 
(9.50XI0.20) 8 08 b . 3.4 . .. . , y o tenemos 

·SPT = (O.SOXJ.OO) + (O.SSXL20) + ... + (0.70X0.90)- 8.08 

= -0.80 

SP(Tr) = (2.00X4.40} + (4.SOX2.40) + (3.00X3.40) _ &.08 
. 4 . 

= -0.63 

SPE = -0.80- (-0.63) = -0.17 

Por último, para las y ajustadas obtenemos 

SST,- = 0.79- ( -~~j~O}' = 0.30 

(-Ó.J7)' 
SSE,- = 0.29 - Q.Sl = 0.23 

SS(Tr),. = 0.30 - 0.23 = om 

Todos estos rc:sultados .., fC5umen en la siguiente tabla de an1li
sis de covarianc:ia: 

-d. Su ... d. ¡s....• Gn.das o.odn> 
Fwnktk - ........ s-u. de CW>dro-

"' das - .. !!"" dos-. pn>duaos 
.. ,.,. 

/ibm«l -X , }'· 

Tntamimtos 0.19 0.50 -0-'3 om ;;.. o.DlS 

Error o.n 0.29 -0.17 (U) 1 O.Ail6 

To~l l.lt 0.19 -O.J? OJI] JO 

/ 

S. Decisión: Dado· que F = g:g~~ = 1.34 no sobrepasa 4.46, 1á 

hipótesis nula no puede rechazarse. En otras palabras, no~ 
demos concluir que algunas de las sustancias limpiadoras sea 
más eficaz que las otras. 

. los métodos de análisis de covariancia no habian sido utilizados de 
manera amplia sino hasta años recientes, debido principalmente a que se re
quieren cálculos más bien compl:Cados. Por supuesto, con la mayor dispo. 
nibilidad de computadoras y de programas apropiados. esto ya no es 
problema. Hay varias formas en que el rnélodo de análisis de covariancia 
presentado aquí puede generalizarse. En primer termino. puede haber más 
de una variable concomitante; enronces, el método puede apUcarse a clases de 
disci\o más complicados, digamos, a un disei'lo en bloques alea10rios, donde 
el coeficiente de regresión incluso podña considerarse diferente en cada 
~~ -

EJERCICIOS 

12..44 Con el fin de comparar 13 vida útil d: un transistOr en tra condiciona de fun
cionamiento y wmar en cuema al mismo tiempo una corriente de dispersión 
(coleaor a la base), un laboratorista obiUvo los sig.uientes rcsuhados, donde la 
corriente de dispcnión, x, está en microampcrcs y la vida Util, y, en horas: 

Condidón de Condición tk Condición tk 
Q/moat~t~llliftllo J t~lm«rtJ~UJJWniO 2 D/mDC~mknto J · 

X ~ X y X y 

4.8 9,912 6.4 9,9Sl 8.8 9,596 
1.l 9.]8] 8.7 9,4lll 6.2 9.691 
u 9,734 7.t 9,<3S 7.S 9,700 
6.0 9,551 5.3 9,915 4.9 9,610 
1.3 ~9 4.6 9,492 S.4 10,145 .,_. 

9,474 6.0 9,565 S.8 10,191 
S.9 9,t19 7.2 9,704 7.3 9,8SS 
1.0 9,]59 s.s 9.636 8.6 9.682 
4.3 9,580 S.4 9,608 8.1 JO,t60 
S.J 9.W . 7.1 9,548 6.0 9,9112 

Etcct6a un an1lisis de oovariancia, empleando un njvd de si,púfancia ,._ 
O.OS. Tambib>, csúma d valof dd CDdiCÍ<nk de rqJ<SiOO. 

Jl..AS CUatro difc:raatcsconf~&uracioacs de mucsuz de tramos de fcmx::arril fueroo 
pro~ con d objdc de dctemUil3r cuál es mAs resistente a b ruotun en 



condiciones de uso. Diez millas de cada tipo se instalaron en $cls rlifercntcs Ju. 
prcs '1 d o6mcro de resquebrajaduras y otns condiciones reJaci:lr.adas con 
fnctwas (y) se midieron en un periodo de rlos aftas de uso. Pero par;J: compa
rar en forma adecuada estos discdos de tramos. es necesario hacer una correc
ción para tomar en cuenta d uso (1:). Cle:didos en tbminos dd núrn:ro prome
dio de trmcs por día que rcccxrtQ ada sección. Usa los siguientes resultados 
a¡>crimcntalcs (con un nM:1 de •riCOJicia de 0.01 ), si lodos los diseños de 
los u:unos son i¡ualcs de rcsislcma a la ruptura. y estima d efecto que c.1 uso 
6cnc sobre tal resistencia. 

Disdlo d4 Düe/Jo• DUdo tk Disdfo Ce 
lratnOA tramoS lromo e lromo D 

• , 
" , 

" y X ' 
10.4 •3 16.9 1 11.8 S 19.ti • 19.3 7 23.6 11 2A.4 9 25.4 1 
13.7 4 14.4 7 13.S S 3S.S 16 
7.2 o li.l 10 20.1 6 16.8 7 

16.3 S 9:1 4 11.0 4 31.2 11 

U.46 Tres diferentes disposicioni!S di! tableros d~ i:tStrumcntos fueron probadas por 
pilotos comerciaks en s.imuladorG de \"Uelo y se probb su tiempo de reao::ibo 
ante anc:rgcndas simulad;s en vuelo. Cada piloto afrootb diez condicioocs de 
cuxrgwcia en orden aleatorio y se midib el riempo toral requerido para :Id~ 
tar una acción corrcctiv:1 en la diez. condicio~. consig.u.iendose los siguimt.e5 
resultados: 

Tabkro tk TDbJuodc Tllblcro tk 
Úlll'llmi!IIIOIS J . i~U~n~.mctUos 2 inslrumcnras J 

X y X ,. " y 

8.1 6.SS 12.1 5.14 15.2 6.37 
19.4 6.40 2.1 S.93 8.7 6.97 
11.6 S.93 3.9 6.16 7.1 7.38 
2A.9 6.79 S.l S.68 6.1 6.43 
6.2 7.16 4.6 5.41 11.1 7.59 
3.8 S.64 14.4 6.29 12.1 7.16 

18.4 S.87 16.1 s.ss 9.5 7.02 
9.4 6.31 8.5 4.82 2.6 6.8S 

Eo cstalab!a. xcs d número de allos de o-pcricncia del piloto y y es d tiempO 
total de rc:;¡.-."cióo en 5oq.JlK1os.. Efcaúa UD an1lisis de covariaacia. para probar Ji las 
coof"uraci.:tncs dell3bkro de iiUUUJDCDlOS producc:o. rcsuh•do' ¡ignifialiva
DXDle diferentes (a: - O.OS). Tambi&~.. realiz:l ua anilisis de variancia Cll uaa 
cllmclis;oo (icnonndo la oovariada .l) , ddcrmina de q~ ........ la cxpcric»
cia afcaa a &os ruultados. 

! 

12 7 CONCEPTOS BÁSICOS {con el número de página en que aparecen} 

Aleatorización, 366 
Análisis de covariancia. 4IXi 
Análisis de variancia. 373 
Balznc~. 395 
BJoques. 367 
Confusión. 366 

;! Cuadrado medio (media cuadtilda). 373 
Cuadros latinos ortogonales_ «JI 

\ 

Diseño balanceado ~n bloques incompletos. 402 
Diseño complewmente aleatorio. 368 

· Diseño t:Yperimental. 366 
Diseño d~ bloques al aDU, 381 
Diseño de cuadro grecolatino. 401 
Diseño de cuadro latino. 395 
Diseño en bloque incompleto. 4al 

, Dos criterios de cJasíficaci6n. 381 
Ecuaci6n del modelo. 369 
Electo, 369 
Pruebas de compa111ción múlliple. 388 
Prueba de rango múltiple de Duncan. 388 
Rango de mlnima significancia. 388 

Repetición. 387 
Robustez. 369 
Suma de cuadrados: 

del error, 372 
entre bloques. 383 
entre columrus. 397 
entre muestras. 372 
entre renglones, 397 
entre repeticiones. 397 
entre tratamientos. 372 
entre tl'lltamienros ajustados. 408 
:c:af.. 371 

Suma de productos. 407 
Tabla de anAiisís de covariancia. 408 
Tab/6 de anAiisis de variancia, 373 
Tlvmino de corrección. 372 
Un criterio de clasifiCJJci6n, 368 
Variable concomitante. 406 
Variancia dentro de las mueslras. 370 
Variancia entre las muestras, 370 

•u 
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8. EXPERIMENTOS CON CLASIFICACION DE DOS FACTORES 

EN OCASIONES NO INTERESA RELACIONAR AL FACTOR PRINCIPAL 

CON TODOS LOS NIVELES DEL FACTOR SECUNDARIO, POR LO CUAL 

' 
A CADA NIVEL DEL FACTOR PRINCIPAL SE LE ASOCIA UN DIFEREN 

TE CONJUNTO DE NIVELES DEL SECUNDARIO. EN TAL CASO SETIE 

NE UN EXPERIMENTO DE DOS FACTORES NO CRUZADO. 

EN CAMBIO, CUANDO CADA NIVEL DEL FACTOR PRINCIPAL SE COM-

BINA CON TODOS LOS NIVELES DEL SECUNDARIO SE DICE QUE EL 

EXPERIMENTO ES DE DOS FACTORES CRUZADOS. 

POR EJEMPLO, SI SE TIENE QUE EN UNA FABRICA SE DISPONE DE 

CUATRO MAQUINAS Y SE QUIERE ESTIMAR SU 'RENDIMIENTO, SE PUE 

DE DISE~AR UN EXPERIMENTO EN EL QUE A CADA UNA SE LE ASIG 

NEN AL AZAR TRES OPERADORES. SI N:) SE IDENI'IFICA AI.GUNi'\. CARACTERISTI-

CA DE LOS OPERADORES QUE SE~ALE LA CONVENIENCIA DE DISTI·~ 

GUIRLOS _EN TERMINOS DE ELLA, EL EXPERIMENTO CONSISTIRA EN 

REGISTRAR LOS RENDIMIENTOS INDIVIDUALES DE CADA PERSONA EN 

CADA VEZ QUE LA OPERE; ESTE EXPERIMENTO DE FACTORES NO CRU 

· ZADOS SE ILUSTRA EN LA SIGUIENTE FIGURA: 

MAQUINAS 1 2 3 4 

OPERADORES 
1 1 1 

¡ 
X X X X X X X X X X X X 

REPLICAS X X X X X X X X X X 
X X X x. X 

X 

SI POR EL CONTRARIO, SE SABE QUE LOS OPERADORES TIENEN DI 
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FERENTE EXPERIENCIA EN EL USO DE MAQUINAS IGUALES A LAS 

DEL ESTUDIO, SERA NECESARIO DISE~AR UN EXPERIMENTO CLASI 

FICANDOLOS EN TERMINOS DEL NIVEL DE EXPERIENCIA. SUPON

GN10S QUE ESTOS NIVELES SON 2, 4 Y 6 A~OS DE EXPERIENCI~ 

Y QUE A CADA MAQUINA SE LE ASIGNEN AL AZAR. EL EXPERI

MENTO RESULTANTE SE&, DE DOS FACTORES CRUZADOS, EL CUAL 

SE PUEDE REPRESENTAR EN UNA TABLA COMO LA SIGUIENTE: 

EXPERIENCIA 

2 ANOS 

4 A~OS 

6·A~OS 

I 

X X 

X X X 

X X 

MAQUINA S 

II 

X 

X X 

X X 

III 

X X X X 

X X 

X 

IV 

X X X 

X X X 

X X X 

EN ESTE EJEMPLO EL NUMERO DE REPLICAS ES DIFERENTE PARA 

CADA NIVEL DE COMBINACION MAQUINA-EXPERIENCIA. EL ANALI

SIS DE ESTOS EXPERIMENTOS SE SIMPLIFICA GRANDEMENTE SI PA 

RA CADA CELDA SE OBTIENE IGUAL NUMERO DE REPLICAS, n 

EXPERIMENTO CON DOS FACTORES NO CRUZADOS O JERARQUIZADO 

MODELO PARAMETRICO (I) 

EL MODELO PARAMETRICO PARA ANALIZAR ESTE TIPO DE EXPERIMEN 

TOS ES 

(1) 

DONDE j = 1, 2, ... , nti' ES EL NUMERO DE OBSERVACIONES 

(REPLICAS) DEL t-~SIMO GRUPO 
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A PARTIR DE LAS ECS (2), (3) Y (4) SE OBTIENEN LAS SIGUIEN 

TES DESVIACIONES: 

X - X 
t .. = Yt + Z - Z t .. ; E<\ .. - X = Yt (5) 

xt. - X = 5ti + zt. zt ; E(Xt. - X ) = óti ~. . t .. ~. . . ~. t .. 

xtij - xt. = 2tij - zt. ~. ~. -

POR LO ANTERIOR Yt Y óti SE PUEDEN ESTIMAR MEDIANTE LAS 

ESTADISTICAS: 

• 
Yt = X - X y 

t .. 

5ti = xt. - X RESPECTIVAMENTE 
~. t •• 

(6) 

(8) 

(9) 

LAS ESTADISTICAS PARA ANALIZAR LA INFOru1ACION DE UN EXPE-

RIMENTO DE ESTE TIPO SE DEDUCEN DE LA SIGUIENTE PARTI 

CION DE LA SUMA DE CUADRADOS: 

-
r r r (Xt;J· - x ! 2 = SSP + SSPW + SSR = E N (X -X ! 2 

+ t t. t. . . .. ti j • 

+ r r nt. cxt. - xt l 2 + 
ti 1 1. •• 

( 1 o) 

LOS TERMINOS DEL MIEMBRO DERECHO SE DENOMINAN: SUMA DE CU~ 

ORADOS ENTRE GRUPOS PRINCIPALES, SUMA DE CUADRADOS ENTRE 

SUBGRUPOS DENTRO DE LOS GRUPOS PRINCIPALES, Y SUMA DE CUA-

ORADOS RESIDUAL, RESPECTIVAMENTE. 

- . •. ~ ~ .. ¡¡ 
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PRINCIPAL Y DEL i-ESIMO GRUPO 

SECUNDARIO (SUBGRUPO) 

1, 2, •.• , rnt, ES EL NUMERO DE SUBGRUPOS EN EL 

t-ESIMO NIVEL PRINCIPAL 

t = 1, 2, ..• ,k, ES EL NUMERO DE GRUPOS EN EL FAC 

TOR PRINCIPAL 

~ MEDIA GLOBAL 

Yt ES EL EFECTO .MEDIO DEL TRATAMIENTO t 

6ti ES EL EFECTO MEDIO DEL i-ESIMO SUBGRUPO EN EL 

t-ESIMO GRUPO PRINCIPAL 

ztij ES EL RESIDUO O ERROR ALEATORIO CON VARIANCIA 
2 

a Y MEDIA CERO 

AL IGUAL QUE EN EL MODELO DE CLASIFICACION EN UNA DIRECCION, 

-A ESTOS EFECTOS SE LES IMPONEN LAS SIGUIENTES CONDICIONES: 

k 
¡; Nt. Yt = O, 

t=1 

LOS PROMEDIOS 

PARA LOS 

rnt 
l: ntióti = O, PARA TODA t 

i=1 

ARITMETICOS QUE RESULTAN DE 

SUBGRUPOS: xt. 
~. 

= ¡; + + yt 

rnt 
(N = ¡; 

t. i=1 

ESTE MODELO 

6ti + zt. 
~. 

PARA LOS GRUPOS PRINCIPALES: X = ¡; +yt + zt .• t .• 

PARA LA MEDIA GLOBAL: X = E; + z ... 

SON: 

( 2) 

( 3) 

(4) 

AL DEDUCIR ESTAS DOS ULTIMAS ECUACIONES SE HACE USO DE LAS 

DOS CONDICIONES ANTERIORES IMPUESTAS A Yt Y óti • 



LAS ESPERANZAS RESPECTIVAS SON: 

2 2 
ENTRE GRT)POS PRINCIPALES: E(SSP) = (k-1)o + r Nt Yt 

t . 

ENTRE SUBGRUPOS DENTRO DE LOS GRUPOS PRINCIPALES: 

E(SSPW) = (rm
t t 

2 2 
k lo + r r nt. 6 t .. 

t i ~ ~ 

RESIDUAL: E(SSR) = (N 
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AL DIVIDIR ENTRE LOS NUMEROS CORRESPONDIENTES DE GRADOS DE 

LIBERTAD: k-1, r mt-k Y N -E mt' SE OBTIENEN LOS RESPEC-
t . . t 

TIVOS VALORES MEDIOS CUADRATICOS, A SABER 

ENTRE GRUPOS PRINCIPALES: 
2 1 

E(MSP)=o +k-~ E 
t 

ENTRE SUBGRUPOS DENTRO DE LOS GRUPOS PRINCIPALES: 

-· 2 
E(MSPW) = o + 1 

E m -k 
t t 

2 
RESIDUAL: E(MSR) = o 

2 
E E nt< 6 
t i • ti 

(11) 

. ( 12) 

(13) 

COMPARANDO MSP CON MSR SE PUEDE PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE 

y1 = Y2 = .•. = Yt =O PARA TODA t. COMPARANDO MSPW CON 

MSR SE PUEDE PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE 6ti = O PARA TODA 

t e i. &~BAS COMPARACIONES SE HACEN MEDIANTE LA ESTADIS-

TICA F: 

CON k-1 Y N 

Fp = MSP/MSR 

-E m GRADOS DE LIBERTAD. 
t t 

(14) 
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FPW = MSPW/MSR ( 15) 

CON E mt-k Y N -E m GRADOS DE LIBERTAD. 
t .. t t 

SI SE DESEA PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE 5ti = O PARA 

i = 1, 2, ••. , mt' Y CADA t POR SEPARADO, SE USA LA VARIAN 

CIA 

m 1-1 E .nt. (Xt. 
t i ~ L 

QUE TIENE COMO ESPERANZA A 

( 16) 

(1 7) 

POR LO QUE SE PUEDE COMPARAR, PARA CADA t, CON MSR MEDIAN 

TE LA ESTADISTICA 

(18) 

CON mt-1 y N -E mt GRADOS DE LIBERTAD 
• . t 

TODO ESTO SE PUEDE RESUMIR EN UNA TABLA DE ANALISIS DE VA 

RIANCIA. 

EN CASO DE QUE TODOS LOS SUBGRUPOS TENGAN IGUAL NUMERO DE 

OBSERVACIONES nti=n, Y DE QUE TODOS LOS GRUPOS PRINCIPALES 

TENGAN IGUAL NUMERO DE SUBGRUPOS mt=m' DOS DE LOS GRADOS 

DE LIBERTAD SE PUEDEN ESCRIBIR DE LA SIGUIENTE MANERA 

N 
k 

- E m = kmn - km = km (n-1) 
t=1 t 

(19) 



EJEMPLO 

k 
l: 

t=1 
'· 

m - k = t 

89 

km - k = k(m-1) (20) 

EN EL PROCESO DE FABRICACION DE UN COLORANTE INTERVIENE CO 

MO VARIABLE IMPORTANTE EL CONTENIDO DE HUMEDAD DEL PRODUC-

TO. SE QUIERE VERIFICAR SI EL METODO DE PRUEBA PARA·MEDIR 

LA HUMEDAD INTRODUCE UNA VARIACION APRECIABLE EN LOS RESUL 

TADOS QUE SE REPORTAN. PARA ESTO SE DISE~O UN EXPERIMENTO 

NO CURZADO EN QUE EL FACTOR PRINCIPAL ES EL LOTE Y EL SE

CUNDARIO' ES PARTE DEL LOTE; SE DISPUSO DE k=15 LOTES, CON 

DOS MITADES CADA UNO (mt=m=2) Y SE HICIERON nti=n=2 DETE~ 

MINACIONES DE HUMEDAD DE CADA MUESTRA. HACER EL ANALISIS 

DE VARIANCIA DE ESTE EXPERIMENTO. 

BACHADA MUESTRA 

1 1 

2 

2 3 

4 

3 5 

6 

4 7 

LOTE 
(BACHADAS) (15) 

(30) 

DETERMINACIONES 
DE HUMEDAD ( 60) 

HUMEDAD 

40, 39 

30, 30 

26, 28 

25, 26 

29, 28 

14, 15 

30, 31 
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BACHADA. MUESTRA HUMEDAD 

8 24, 24 

S 9 19, 20 

10 17, 17 

6 11 33, 32 

12 26, 24 

7 13 23, 24 

14 32, 33 

8 15 34, 34 

16 29, 29 

9 17 27, 27 

18 31, 31 

10 19 13, 16 

20 27, 24 

11 21 ,25, 23 

22 25, 27 

12 23 29, 29 

24 31, 32 

13 25 19, 20 

26 29, 30 

14 27 23, 24 

28 25, 25 

15 29 39, 37 

30 26, 28 
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3 

4030 26 25 28 14 30 24 19 17 33 26 23 32 34 29 27 31 13 27 25 25 29 31 19 29 23 25 39 2 
39 30 28 26 29 15 31 24 20 17 32 24 24 33 34 29 27 31 16 24 23 27 29 32 20 30 24 25 37 2 

.,.., . o .... .,.., .,.., .,.., 

"' 
..., N .,.., co "" ..., N N ..... 

34.75 26.25 21.5 

Donde 

N. • 

.,.., .,.., o .,.., o .,.., .,.., o o .... ....; 
.,.., .,.., 

"" . 
N N ..., o "' .... N .,.., ..., N "" "' "" 

.,.., ..., ..... ..... ..., N N ..., ..., N ..... N 

27.25 18.25 28.75 28 31.5 29. 20 

xt. 
~. 

X 
t .• 

2 
E xt .. 

= j=1 ~J 
nti 

2 2 

2 
E xt .. 

j=1 ~J 
= 2 

2 
E E Xt .. 

i=1 j=l ~J = 
E 

i=1 = 
Nt. 

15 2 15 2 

2 
E xt .. 

j=1 ~J 
4 

"" N 

25 

= E E nt. = E E 2 = 15x2x2=60 
t=1 i=1 ~ t=1 i=l 

15 2 2 

.,.., .,.., .,.., .,.., o \D "' . .,.., r-
N N N ....; "' "' 

..., co " ..., ....; N N ..., 

30.25 24.5 24.25 32.5 

E • ¡; . ¡; X •. = 40+ 39 + 30 + 30 + 26 + 28 + .•• +25 + 25 + 39 + 37 + 26 + 28 = 1607 
t=1 ~=1 ]=1 tl ) 

X 
1607 = 60 = 26.783 

2 
E nt. 

i=1 ~ 
= 4 
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·ssP = 
15 
r N (X 

t=1 t. t •• 

15 
¡ 2 = 4 r <xt 

t=1 •• 
- 2 

- X •• • ) 

- 4 [ (34. 75- 26. 783) 2 + (26. 25-26. 783) 2 + (21. 5-26. 783)2 + ••• +{32. 5-26. 783) 2 ] 

= 4(63.47+0.28+27.91+ ••• +32.684)=1211.0• 

SSPW = r rnt. (Xt . 
ti l. l.. 

x > 2 = t .. 

15 2 
2 r r <xt1. 

- ¡2 - X t .. t=1 i=1 • 

= 2 [(39. 5 -34. 75) 
2 

+ (30 -34. 75) 2 + (27 -26.25) 
2 

+ (25. 5 -26.25) 2 + ••• + (27-32. 5) 2 j 

= 2[22.56 + 22.56 + ••. ] 

= 2x424.88 = 869.7 

15 2 2 

r · r r x 2 = 40 2 + 39 2 + 3o 2 + 30 2 + •.• + 39 2 + 372 + 26 2 + 28 2 
t=1 i=1 j=1 tij 

= 45149 

kmnx~ .. = 15x2x2x26.7832 = 43040.82 

15 2 
SST = r l: 

t=1 i=1 

2 2 
r xt .. 

j=l l.) 

-2 
- kmnX ..• = 45149-43040.8 = 2108.2 

SSR = SST-SSP-SSPW = 2108.2 -1211.0 -869.7 = 27.5 

G. de L.: k - 1 = 15 - 1 = 14 

15 
E m - k = 15 x 2 - 15 = 15 

t=1 t 

15 
N - ¡; m = 60 - 30 = 30 

• • t=1 t 
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LA TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA DE ESTE EXPERIMENTO ES: 

FUENTE DE SUMA DE GRADOS DE 
VARIACION CUADRADOS LIBERTAD MS F 

ENTRE BACHADAS 1211. o 14 86.6 92.2 

ENTRE MITADES DE 869.7 15 58. o 64.4 
LOS GRUPOS PRINCIPALES 

RESIDUO (ENTRE PRUEBAS) 27.5 30 o :9 

TOTAL 2108.2 59 

F = 2.75 < 92.2 0.01,14,30 

F = 2.70 < 64.4 0.01,15,30 

POR LO QUE SE RECHAZAN LAS HIPOTESIS DE QUE NO HAY EFECTOS DE 

BACHADAS Y DE MITADES A UN 99% DE NIVEL DE CONFIANZA. ADEMAS, 

AL COHPARAR LOS VALORES MEDIOS CUADRATICOS SE CONFIRMA QUE NO 

ES EL METODO DE PRUEBA, SINO LAS BACHADAS Y LAS MITADES LAS QUE 

INTRODUCEN LA MAYOR VARIABILIDAD DE LOS RESULTADOS,, PUESTO QUE 

EL MS DEL RESIDUO ES MUY PEQUE90 EN COMPARACION CON LOS OTROS 

DOS. 
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MODEI.O CON DOS FACTORES NO CRUZADOS. MODEI.O CON FACTORES 

ALEATORIOS (II) 

SI TANTO EL FACTOR PRINCIPAL COMO EL SECUNDARIO SON VARIABLES 

ALEATORIAS Y EN EL EXPERIMENTO SOLO SE INCLUYEN ALGUNOS NIVE-

LES (O VAWRES) DE LAS MISMAS, ENTONCES EL MODELO ES DE FACTORES 

ALEATORIOS O MODELO II. EN ESTE CASO EL MODELO MATD1ATICO PA-

RA REPRESENTAR A CADA OBSERVACION, Xt .. , ES: 
. ~J 

( 21) 

DONDE Ut ES UNA VARIABLE ALEATORIA QUE REPRESENTA EL EFECTO 

MEDIO DEL FACTOR PRINCIPAL, Vti ES OTRA VARIABLE ALEATORIA QUE 

REPRESENTA AL EFECTO MEDIO DEL I-ESIMO SUBGRUPO EN EL T-ESIMO 

GRUPO PRINCIPAL. ; Y Ztij TIENEN EL MISMO SIGNIFICADO QUE EN 

EL SUBCAPIT~I.O ANTERIOR. SE SUPONE QUE Ut' Vti.y Ztij SON 

INDEPENDIENTES ENTRE SI, CON DISTRIBUCION NO:Rf-.11\L-.Y QUE E (Ut) = O, 

E(Vti) = O Y E(Ztij = O); PARA LAS VARIANCIAS USAREMOS LOS SI

GUIENTES SIMBOLoS: 

CON ESTE MODELO SE TIENE QUE: 

x - X = ut t •. - u + \\. - v 

xt. - X = vti - vt. + z . 
~. t •. . t~. 

xtij - xt. = ztij - zt. 
~. ~. 

2 
· Var (V~i) = ov 

+ z . 
t •• - z 

- z t .• 

(22) 

(23) 

(24) 



-
95 

DONDE 

( 2 5) 

EN ESTE CASO LA DESCOMPOSICION DE CUADRADOS CONDUCE A LOS SI-

GUIENTES VALORES MEDIOS CUADRATICOS: 

- 2 l: l: l: (X t .. 
t i . ~J 

E{~~~----~---
N - l: 

t mt 

- xt. l 
~. 

)2 

) = E(MSR) 

l: Nt. (Xt •• - X 

E{~t----~~------
k-1 ) =E (MSP) = 

2 
= a 

2 
a + 

+ 

"' a 
2 

l:(N-1 
t t. 

N -

N 

+ 

2 

- N-1) l: n2 
i ti 

k-1 

r N
2 /N 

t t. 
k-1 

rm -k 
t t 

2 
a u 

2 
a 

V 

( 2 6) 

+ 

( 2 7) 

2 
a . 

V 

( 2 8) 

EN ESTAS ECUACIONES SE OBSERVA QUE SI av = O, ENTONCES E(MSR) = 

2 
E(MSPW), .POR LO QUE PARA PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE av =O BAS-

TA FORMULAR LA ESTADISTICA 

F Pl-l = MSPW/MSR ( 29) 

QUE TIENE DISTRIBUCION F CON (l: mt- k) Y(N 

LIBERTAD. 

2 
POR SU PARTE LA HIPOTESIS DE QUE au = O NO SE PUEDE PROBAR COM 
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2 
PARANDO MSP CON MSR, YA QUE EN E(MSP) INTERVIENEN TANTO au 

2 
COMO av. EN EL CASO PARTICULAR DE QUE nti=n PARA TODO t E i, 

ENTONCES Nt.=mtn Y: 

( Emt l 2 2 - Emt 
2 2 2 t 2 

E(MSP) = a + n crv + (k-1) na u Emt 
t 

( 3 o) 

2 2 
E(MSPW) = a + nav .( 31) 

2 
POR LO QUE LA HIPOTESIS DE QUE au=O SE PUEDE PROBAR COMPARANDO 

MSP CON MSPW MEDIANTE LA ESTADISTICA 

Fp = MSP/MSPW (32) 

QUE TIENE DISTRIBUCION F CON (k-1) y (Emt-k) GRADOS DE LIBER
t 

TAO. 
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EJEMPLO 

SE MUESTREARON CUATRO LOTES DE HULE CRUDO. DE CADA LOTE SE 

TOMARON DOS 11UESTRAS. TRES PRUEBAS INDEPENDIENTES DE ESPECI-

MENES SE PREPARARON Y ANALIZARON PARA CADA UNO. ABAJO SE MUES 

TRAN LOS DATOS QUE DAN EL MODULO DE ELASTICIDAD OBTENIDO EN 

PORCENTAJE. CONSIDERE QUE SE APLICA EL !10DELO DE VARIANCIA 

DE UNA COHPONENTE,CONSTRUYA LA TABLA ANOVA (ANALISIS DE VA

RIANCIA). USANDO LA TABLA OBTENGA ESTH1ACIONES DE LA VARIANCIA 

DE CADA COMPONENTE. 

SOLUCION 

LOTE O 
BACHADA 

MUESTRA 1 

11UESTRA 2 

1 

MODULO 

1 

560 
580 
600 

660 
610 
600 

2 

DE ELASTICIDAD (%) 

2 3 4 

600 600 680 
640 610 700 
620 .640 730 

580 580 720 
630 660 770 
670 620 740 

3 4 LOTE 
(K= 4) 

1 2 1 2 1 2 1 2 MUESTRA 

(mt=2 'w't) 

X X X X X X X X REPLICAS 
X X X X X X X. X 

X X X X X X X x (nti=3 ..,.t,i) 

= n 
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SE TRATA DE UN EXPERIMENTO CON DOS FACTORES NO CRUZADOS, 

LAS ECUACIONES A EMPLEAR SON 

SST ¡:¡:¡: (Xt .. l 2 2 . -2 = - X = HJ: xt .. - kmn X 
tij l. J tij l.J 

SSP = ~ Nt. (Xt • • - X l 2 

SSPW = J: J: nt . (Xt . - Xt l 2 
ti l. l.. • • 

= SST - SSP - SSPW 

APLICANDO LAS ECUACIONES TENEMOS 

k = 4 

m = 2 

n = 3 



MODULO DE ELASTICIDAD xt. X - 1- ) 2 (X -X ) 2 LOTE O MUESTRA 1. t .. (xt. -xt 
SACHADA 2 1. • • t . . . .• 

xtij xtij 

560 313600 
1 580 336400 580.0 469.444 

1 
. 600 360000 

601.6667 1599.99 

660 435600 
2 610 372100 623.333 469.444 

600 360000 

600 360000 
1 640 409600 620.0 11.1111 

620 384400 
2 623.333 336.11 

. 580 336400 
2 630 396900 626.667 11.1111 

670 448900 

600 360000 
1 610 372100 616.667 2. 7778 

640 409600 
3 618.333 560.11 

580 336400 
2 660 435600 620.0 2.7778 

620 384400 

680 462400 
1 700 490000 703.333 400.0001 

730 532900 
4 723.333 6615.11 

720 518400 
2 770 592900 74 3 .. 33 3 400.0001 

"' 740 547600 "' 
TOTALES 15,400 9956200 1766.667 9111.33 

'' 



X = 15400/24 = 641.6667 

kmn = 4 X 2 X 3 = 24 

SST 2 
= EH xt .. 

tij ~J 

2 ¡: ¡: ¡: xt .. 
tij 1

] 

100 

' 2,177, 700+2, 336, 200+2,298 ,100+3, 144,200 = 9, 956,200 

SST = 9,956,200 - 24 (6-11.667)2 = 74,533.33 

SSP = 6(9111.33) = 54,667.98 

SSPW = 3(1766.667) = 5,300.00 

SSR =ssr-SSP-:SSPW= 74,533.33-54,667.98-5,300.00 = 14,565.35 

MSP = ~=i = 
54 ·~~i· 98 

= 18,222.66 

SSPW 5300.00 . 
HSPW = k(rn-1)= 4 , 2_1 ) = 1,325.00 

SSR 
MSR = krn{n-1) = 14,565.35 = 910.33 

4x2{3-1) 

F = HSPW = 1,325.00 1 46 PW HSR 910.33 =" < 

_ ~ISP 18, 2 2 2. 6 6 _ 
Fp- MSPW 1,325.00- 13 • 75 < 

DE TABLAS PARA UN 99% DE 

NIVEL DE CONFIANZA 

F = 4.77 
0.01,4,16 

F =16.69 0.01,3,4 
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POR LO TANTO, PARA LOS SUBGRUPOS SE ACEPTA LA HIPOTESIS, O SEA 

NO HAY DIFERENCIA SIGNIFICATIVA ENTRE LAS MUESTRAS A tiN 

NIVEL DE CONFIANZA DE 99%. PARA LOS LOTES SE ACEPTA .LA HIPO-

TESIS, O SEA NO HAY DIFERENCIA SIGNIFICATIVA ENTRE LOTES 

A UN NIVEL DE CONFIANZA DE 99% •. 

ANO VA 

FUENTE DE 
VARIACION 

SS GRADOS DE 
LIBERTAD 

MS F (CALC) F (DE TABLA~) 

ENTRE LOTES O k - l 
BACiiADAS SSP= 54,66 7. 98 3 

ENTRE PARTES DE k(m-1) 

MSP=l8,222.66 F =13.75< 
p 

(a = 0.01) 

16.69 

LAS BACHADAS SSPW=5,300.00 4 MSPW=1,325.00 FPW=l.46< 4.77 

RESIDUAL (ENTRE 
PRUEBAS) 

TOTAL 

lan(n-1) 
SSR=14,565.35 16 MSR=910.33 

. 74,533.33 23 

F3,4,0 .. 99. = 16 · 69 • F4 6 0 99 = 4 · 77 
, 1 , • 

ESTIMACIONES DE LAS VARIANCIAS DE CADA COMPONENTE 

PUESTO QUE E(MSR) = cr 2 , SE TIENE 

A2 
cr = MSR = 910.33 

DE LA EC 31, cr 2 = (E(MSPW) - cr 2 )/n, POR LO QUE 
V 

cr 2 = (MSPW -MSR)/n:(1325.00 - 910.33)/3 = 138.22 
V 

RESTANDO LA EC. 31 A LA EC. 30: 



E(MSP) - E(MSPW) = 

POR LO QUE 

o 2 = {E(MSP) - E(MSPW)}/sn 
u 

y 

~~ = (MSP - HSPI~) /sn 

EN NUESTRO PROBL&~ 

S = 82 - 4 X 4 
3 X 8 

= 2 

(18,222.66 - 1325.00)/6 = 2816.28 

102 
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9.EXPERIMENTO CON DOS FACTORES CRUZADOS. MODELO PARAMETRICO 

EL MODELO PARA REPRESENTAR LA j-ESIMA 

CORRESPONDIENTE AL NIVEL t DEL PRIMER 

DEL SEGUNDO FACTOR ES 

OBSERVACION, Xt .. , 
~J 

FACTOR Y A¡. NIVEL i 

(1) 

DONDE pt Y Ki SON EL EFECTO DEL t-ESIMO NIVEL (RENGLON) DEL 

PRIMER FACTOR Y DEL i-ESIMO NIVEL (COLU!1NA) DEL SEGUNDO FAC-

TOR, RESPECTIVAMENTE, (pK)ti ES EL EFECTO DE INTERACCION DE 

LOS DOS FACTORES EN SUS NIVELES t E i, Y Zt .. ES EL RESIDUO, 
~J 

ERROR O EFECTO NO EXPLICABLE POR LOS FAC~ORES; LAS Zt .. SON 
~J 

VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES CON DISTRIBUCION NORMAL 

DE MEDIA CERO E IDENTICA VARIANCIA, cr2. 

Sit=1, 2, ••• , r, Ei=1, 2, ... ,e, SEDICEQUESETI!: 

NE UN EXPERIMENTO CRUZADO rxe; SE DICE QUE ESTE ES ORTOGO

NAL SI TIENE IGUAL NUMERO DE DATOS EN CADA CELDA (t, i), Y 

SI TODOS ESTOS SON RESULTADO DE OBSERVACIONES INDEPENDIEN-

TES DE UNA POBLACION CON DISTRIBUCION NORMAL. 

PUESTO QUE EL TOTAL DE PARAJ1ETROS INVOLUCRADOS EN LA EC (1) 

PARA PRESENTAR A re VALORES ESPERADOS ES 1 + r + e + re, ES 

NECESARIO IMPONER OTRAS r + e + 1 CONDICIONES; ELLAS SON: 

r 
E 

t=1 

e 

p = o 
t 

E Ki = 0 
i=1 

(2) 

( 3) 
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r 
!{pK)t. = o PARA TODA i ( 4) 

t=1 ~ 

e 
l: '(pK)t. = 

i=1 ~ 
o PARA TODA t ( 5) 

EN DONDE HAY r + e + 2 CONDICIONES, PERO UNA DE LAS DE LA 
e 

EC ( 5) ES REDUNDANTE ( l: ( p K) . ) 1 ''A QUE QUEDA OBLIGADA EN 
i=1 r~ 

TERMINO S DE LAS r + e - 1 CONDICIONES RESTANTES · H1PUESTAS 

POR LAS ECS (4) y (5). 

DE ACUERDO CON ESTE MODELO SE OBTIENEN LOS SIGUIENTES PRO-

MEDIOS: 

PROHEDIO POR RENGLONES: X = ~ + . pt + z (6) 
t •• t •• 

PROMEDIO POR COLUMNAS: X . i. = ~ + Ki + z. o . ~. ( 7) 

PRQ!olEDIO POR CELDAS: xt. + ~ + Pt + K. +(po:) .. , ... zti ~. ~· t~ 

( 8) 
PROMEDIO GLOBAL: x = ~ + z ( 9) 

LOS EFECTOS DE CADA PARAMETRO SE PUEDEN SEPARAR MEDIANTE 

LAS ESTADISTICAS, QUE SE OBTIENEN CON LAS ECUACIONES (6) A 

( 9) : 

X - X = ·p + z - z ; E (Xt •• - x ·= Pt (10) 
t •• t t •• ••• . . . 

X - X = Ki + z - z ; E (X - X l = "i 
(11) 

. i. . i . . .. • i . . .. 

. ... = (pK)t_·: + zt•.- z -z. +Z .. t. . . ~. . .. xt. 
~. 

- X - X • t. . .1. 
+ X 

(12) 
E (X ti. - xt. • - x. i. + x ... l = (p K l ti 

(13) 
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PARA ANALIZAR LAS FUENTES DE VARIABILIDAD DE LOS DATOS, LA 

SUMA DE CUADRADOS SE PUEDE DIVIDIR, EN UNA PRIMERA ETAPA, 

EN LA SUMA DE CUADRADOS ENTRE CELDAS Y DENTRO DE LAS CELDAS: 

l: l: l: (Xt . . - X 
t i j ~J 

- X 

ENTRE CELDAS 

UTILIZANDO LA EC (13) SE DEMUESTRA QUE 

2 . - 2 
) + E E E (Xt . . - Xt . ) 

t i j ~J L 

DENTRO DE LAS CELDAS 

(14) 

E{ SUHA DE CUADRADOS DENTRO DE LAS CELDAS} =' E{ E E l: 
ti j 

- 2 <xt .. -xt. > } = 
~] ~. 

2 
= (N -re) a (15) 

POR LO QUE EL NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD DE LA SUMA DE CUA 

ORADOS DENTRO DE LAS CELDAS ES (N -re) Y, POR LO TANTO, LA 

ESTADISTICA VALOR HEDIO CUADRATICO DENTRO DE LAS CELDAS O RESIDUAL: 

- 2 
MSR = E E l:(Xt .. - Xti.l /(N 

t i j ~J 

2 
.ES UN ESTIMADOR INSESGADO DE a • 

- re) 

LA SUMA DE CUADRADOS ENTRE CELDAS SE PUEDE DIVIDIR EN TRES 

(16) 

PARTES SOLO SI LAS nti SON IGUALES PARA TODA CELDA (nti=n), 

O SI SE SATISFACEN CIERTAS CONDICIONES DE PROPORCIONALIDAD*; 

AQUI SOLO TRATAREMOS EL PRIMERO DE ESTOS CASOS, EN EL QUE SE 

OBTIENE: 

n E E (Xt. - X ) 
2 

= 
t i 1 • • •• 

nc E (Xt 
t . . 

+ . . . 
ENTRE RENGLONES = SSBR 

*BANCROFT, .T. A., "TOPICS IN INTERMEDIATE STA'r!STICAL METHODS", 
IOWA UNIVERSITY PRESS, 1968. 



- X - X . + nrE (X . 
i .l., 

- X ¡ 2 + n E E (Xt. 
. • . t i l.. t •• .l.. 

'------..-----" 
ENTRE COLUMNAS =SSBC INTERACCION = SS! 
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(1 7) ... 

LAS ESPERANZAS DE LOS TERMINOS DEL MIEMBRO DERECHO DE LA EC 

(17) SON: 

2 2 ENTRE RENGLONES: E(SSBR) = (r-1)a + nc E pt (18) 

ENTRE COLUMNAS: 

INTERACCION: 

t 
2 2 

E(SSBC) = (c-1) a + nr E.K. 

2 
E (SS!) = (r-1) (c-1) a 

. l. 
l. 

2 + nEl:(pK)t. 
ti l. 

POR LO QUE LOS GRADOS DE LIBERTAD RESPECTIVOS SON (r-1), 

( 19) 

(20) 

(c-1) Y (r-1) (c-1); EN ESTAS CONDICIONES LOS VALORES MEDIOS 

CUADRATICOS SON: 

2 
ENTRE RENGLONES: E(MSBR) = a 

2 
ENTRE COLUMNAS: E(MSBC) = a. 

2 
INTERACCION: E (MSI) =·• a 

-1 2 
+ (r-1) nc l: p t 

t 

(c-1) - 1 2 
+ nr l: K. 

. l. 
l.. 

-1 -1 + (r-1) (c-1) 
2 

nEE(pK) 
ti ti 

(21) 

( 2 2) 

( 2 3) 

POR LO ANTERIOR, LA PRUEBA DE HIPOTESIS DE QUE P1 = P2 = ... 

= p = 0 SE PUEDE HACER PROBANDO LA HIPOTESIS DE IGUALDAD 
r . 

DE VARIANCIAS ENTRE RENGLONES Y RESIDUAL, PARA LO CUAL SE 

UTILIZA LA ESTADISTICA 

F = MSBR/MSR (24) 

.. 
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QUE TIENE DISTRIBUCION F CON (r-1) Y (N -re) = rc(n-1) . . 
GRADOS DE LIBERTAD • 

. ASIMISMO, LA PRUEBA DE HIPOTESIS DE QUE Kl = K2 = ... Kc =O 

SE PUEDE HACER PROBANDO LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE VARihN-

CIAS ENTRE COLUMNAS Y :-:.ESIDUAL, CON LA ESTADISTICA 

- F = MSBC/MSR ( 2 S l 

QUE TIENE DISTRIBUCION F CON (c-1) Y rc(n-1) GRADOS DE LI-

BERTAD. 

LA PRUEBA DE HIPOTESIS DE INTERACCION NULA, O SEA, DE QUE 

{pK)ti = O PARA TODA tE i SE PRUEBA CON 

F = MSI/MSR ( 2 6) 

QUE TIENE DISTRIBUCION F CON (r-1) (c-1) Y rc(n-1) GRADOS 

DE LIBERTAD. 

EN EL CASO PARTICULAR DE UNA OBSERVACION POR CELDA (n=1), 

NO SE REQUIERE EL TERCER INDICE (j) Y EL MOD.ELO ES 

( 2 7) 

EN ESTAS CONDICIONES NO SE OBTIENE NINGUNA SUMA DE CUADRA-
2 

DOS RESIDUAL Y NO ES POSIBLE ESTIMAR A a DE MANERA SEPARA 

DA DE pt' Ki Y (pK)ti Y, EN CONSECUENCIA, NO$ PUEDEN HACER 

LAS COMPARACIONES DE VARIANCIAS DADAS POR LAS ECS (24), (25) 

Y (26). PARA SALVAR ESTE OBSTACULO EL MODELO DE LA EC (27) 

SE REDUCE A 
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( 2 B) 

EL CUAL IMPLICA QUE (pK)ti = O PARA TODA t E i, ES DECIR, 

QUE NO HAY INTERACCION ENTRE LOS PARAMETROS; EN ESTE CASO 

LA ESTADISTICA 

¡; E (Xt. - X - X . + X ) 2 /(r-1) (c-1) (29) 
t i ~ t. .~ 

. ES EL VALOR MEDIO CUADRATICO RESIDUAL, MSR. 

EL EXPERIMENTO DE BLOQUES ALEATORIZADOS VISTO ANTERIORMENTE 

ES, C0!10 PUEDE VERSE, EL CASO PARTICULAR DE UN EXPERIMENTO 

DE DOS FACTORES CRUZADOS CON n=1. 

FORHULAS SU1PLIFICADAS PARA LAS SUMAS DE CUADRADOS (SS) 

TOTAL: SST 2 -2 (30) = ¡; E ¡; xtij - nrcX 
t i j ... 

ENTRE RENGLONES: SSBR -2 -2 (31) = ncE X - nrcx 
t 

t .• . . . 
ENTRE COLUMNAS: SSBC 

-2 -2 (32) = nrE X . - nrcx 
i . ~. 

DENI'RO CElDAS (RESIIX.!AL) : SSR= E r. 2 -2 (33) ~ xtij - nE E xt. 
t i J t"i . ~. 

INTERACCION: SSI = SST - SSBR - SSBC - SSR (34) 

SI n = 1, SSR = SST - SSBR - SSBC. 

LA TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA EN DOS DIRECCIONES CON 

FACTORES CRUZADOS QUEDA EN LA FORMA: 
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FUENTE DE VARIACION G. DE L. SS MS F 

ENTRE RENGLONES r-1 SSBR MSBR MSBR/MSR 

ENTRE COLUMNAS c-1 SSBC MSBC MSBC/MSR 

INTERACCION (r-1) (c-1) SSI MSI MSI/!ISR 

RESIDUAL (DENTRO DE rc(n-1) SSR MSR 
LAS CELDAS) 

TOTAL rcn-1 SST 

EJEMPLO 

EN UN EXPERIMEtlTO PARA DETERMINAR EL COEFICIENTE DE EXPANSION 

DE ALGUNAS ALEACIONES DE TITANIO·, FABRICADAS CON DOS PROCEDI-

MIENTOS DIFERENTES, SE ELABORARON 16 ESPECIMENES A LOS CUALES 

SE LES lo!IDio·-EL COEFICIENTE DE EXPANSION TERMICA. SE DESEA 

SABER SI LAS ALEACIONES Y PROCEDIMIENTOS INFLUYEN EN DICHO COE 

FICIENTE. 

LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES SE PRESENTAN EN LA TABLA SIGUIE~ 

TE, EN LA CUAL CADA CELDA TIENE LAS SIGUIENTES ANOTACIONES: 

. ..... 
.¡.J 

1:< 

. . .... 
N.¡.J 
1:< 
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COEFICIENTES DE EXPANSION 

PROCEDII1IENTOS ALEACIONES 

A B e D xt;. 

"' "' o o 

1 
4. 78<"') ~ 3.84 "'~ 5.82~¡;j 4.57:2~ 

lt'lll'l ll'll"- 1"-lt'l 00 4.9725 
4. 2 a..:~ 

. . 
5. 77 .,; ::i 5.28 ... ~ 5.44 ll'l ~ 

-
"' o N ... 

4 .46~ ~ 4. 73 ~ ~ 4.76~@ 4,3QCD~ 
2 \D M OM ON 0\D 4.1963 

4.79.,:~ 
. . . . 

3. 36 ... ~ 3. 31 ... ~ 3. 86 .... ~ 

TOTALES 18.31 17.21 19.66 18.17 

X . i. 4.5775 4.3025 4.915 4.5425 

-2 
20.9535 24.1572 20.6343 X . 18.5115 . ~. 

EL HODELO AQUI ES 

t = 1,2; i = 1,2,3,4~ j = 1,2 

POR LO TANTO: r = 2, e = 4, n = 2, X = 73.35/16 = 4.5844 

-2 
X = 21.0164, nrc x2 = 336.2639 ... 

SSBR = 2 x 4 (24.7258 + 17.6085) - 336.2639 

= 338.6741 - 336.2639 = 2.4102 

-2 X t .. 

24.7258 

17.6085 

42.3343 



SSBC = 2 x 2 (20.9535 + 18.5115 + 24.1572 + 20.GJ43)-

- 336.2639 

SSBC = 337.0260 -336.2639 = 0.7621 

TABLA DE CUADRADOS 

A 

1 
22.8484 
18.3184 

2 19.8916 
22.9441 

TOTAL 84.0025 

2 
EEEX t". = 344.9361 
t ij ~J 

2 
xtij 

B e 

14.7456 33.8724 
27.8784 33.2929 

22.3729 22.6576 
11.2896 10.9561 

76.2865 100.7790 

-

-
D 

20,.8849 
2 9 ·•' 59 3 6 

18 .4900 
14_,8996 

-
83 .8681 

111 

SSR = 344.9361- 2(20.5209 + 20.7936 + 33.5820 + 25.0500 + 

+ 21.3906 + 16.3620 + 16.2812 + 16.6464) = 344.9361 -

- 341.2534 = 3.6827 

SST = 344.9361- 336.2639 = 8.6722 

SSI = 8.6722- 0.7621- 2.4102 - 3.6827 = 1.8172 

LA TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA RESULTA SER: 
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FUENTE DE SS G. DE L. HS F VARIACION. 

ENTRE RENGLONES 2.4102 1 2.4102 5.236 
(PROCEDIMIENTOS) 

ENTRE COLUMNAS 0.7621 3 0.2541 0.552 
(ALEACIONES) 

INTERACCION l. 8172 3 0.6057 1.316 

RESIDUAb 3.6827 8 0.4603 

TOTAL 8. 6 722 

F = 5.32 > 5.236 SE ACEPTA Ha= pt = o .1ft 0.95,1,8 

F = 4.07 > 0.552 SE ACEPTA Ha= K. = o 'o'i 
0.95,3,8 l. 

F 0.95,3,8 = 4.07 > 1.316 SE ACEPTA Ha: (pK)ti = o "!t 'i 
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EJEMPLO 

PARA DETERMINAR EL EFECTO DE CUATRO DIFERENTES PESTICIDAS 

EN LA PRODUCCION DE TRES TIPOS DE FRUTA CITRICA, SE DISE~O 

UN EXPERIMENTO DE DOS FACTORES CRUZADOS EN EL QUE SE ASIG-

NARON AL AZAR DOS ARBOLES FRUTALES DE CADA TIPO PARA SER 

FUMIGADOS POR CADA PESTICIDA. LAS PRODUCCIONES DE FRUTA 

EN KG/ARBOL·SE MUESTRAN EN LA TABLA SIGUIENTE: 

VARIEDAD PESTICIDA 

DE FRUTA 1 2 3 4 

1 49 so 43 53 
39 55 38 48 

2 55 67 53 85 
41 58 42 73 

3 66 85 69 85 
68 92 62 99 

REALIZAR EL ANALISIS DE VARIANCIA Y HACER ESTIMACIONES PUN 
2 

TUALES DE LOS EFECTOS, DE LAS INTERACCIONES Y DE a • 

LAS HIPOTESIS A PROBAR SON: 

LOS EFECTOS DE LAS FRUTAS SON NULOS: H.: Pi = P2 = P3 = O 

H1 ; NO TODOS .. LOS EFECTOS DE LAS FRUTAS SON IGUALES A CI:P.O 

LA CUAL PUEDE HACERCE PROBANDO LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE 

VARIANCIAS ENTRE VARIEDADES DE FRUTAS (RENGLONES) Y RES!-

DUA~MEDIANTE LA ESTADISTICA: 

'. 
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F R = MSBR/MSR VERSUS F0.01,2,12 = FCR 

b) LA PRUEBA DE LA HIPOTESIS DE QUE LOS EFECTOS ENTRE LOS PES-

CONTRA LA HIPOTESIS DE QUE LOS EFECTOS NO SON TODOS NULOS, 

LA CUAL PUEDE HACERSE PROBANDO LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE 

VARIANCIAS ENTRE PESTICIDAS Y RESIDUAL: 

F = MSBC/MSR e VERSUS F . 
0.01,3,12 

e) FINAU1ENTE LA PRUEBA DE HIPOTESIS DE INTERACCION NULA H : 
o 

(pK)ti = O'o't, 'o'i 1 CONTRA LA HIPOTESIS H1 DE QUE NO TODAS LAS 

INTERACCIONES SON NULAS, PUEDE HACERSE PROBANDO LA HIPOTE-

SIS DE IGUALDAD DE VARIANCIA ENTRE LAS INTERACCIONES Y LA 

RESIDUAL, CON LA ESTADISTICA: 

FI = MSI/MSR VERSUS F . 
0.01,6,12 

DESARROLLEMOS LA TABLA DE ANALISIS DE VARIANCIA EN 2 DIP~C 

CIONES CON FACTORES CRUZADOS. 



VARIEDAD 
DE FRUTA 

1 

2 

3 

TOTALES 

x . 
o 1 . . 

-2 X . 
• l.. 

PESTICIDA 

1 

1 

1 44 

49 1 

39 1 1936 
1 

1 48 
1 

.55 1 .. 

41 1 
1 

1 

66 1 
1 

68 1 
1 

1 
318 1 

1 

53 ! 
2809 1 

¡ 

1 

1 

xt ul 
X 1 

ti21 

1 

2304 

67 

4489 

j¡ -
t l.. 

-2 X . 
tl.. 

2 
1 
1 

52.5 

50 1 43 

55 
1 2756.25 38 
1 
1 

62.5 
1 

67 1 53 

58 1 3906.25 42 -
1 

¡ 88.5 
1 

85 
1 

69 

92 

' 
7832.25 62 

1 

407 1 307 
1 

67.83 1 ; 51.17 

4601.36 2618.03 

1 

-2 ¡;¡;X.= 48,667.75 
. tl. 

t 1 

-2 
J 4 X X TOTALES t.. t.. 
1 1 

. 1 40.5 
1 

50.5 

., 53 1 375 46.88 2197.27 

1 ' 1640.25 48 2550.25 
1 1 
1 ·, 47-.5 1 79 
' 

1 1 
1 

85 474 59.25 3510.56 

1 
2256.25 73 

j 
6241 

1 

! 
1 . 65. 5 92 

1 85 1 626 78.25 6123.06 

1 1 .4290. 25 99 8464 
~ i 
1 ' 

1 
N •• = 

' 443 1475 11830.89 1 
1 73.83 : x ... ::: 
1 61 .46 

1 5451.36 1 1547.9.75 x~ .. = 
j i 3117.23 

,· .. 



ENTRE RENGLONES: 

SSBR = ncEXt
2 

t .. 

-2 
- nrcx 

ENTRE COLUMNAS: 

SSBC = nrEX 2 . - nrcx2 
i .L 

ENTRE CELDAS·: 

= 97839 - 90,655.92 

=7183.04 

= 2 X 4 X 11830.89-90,655.92 

= 94647.12-90,655.92 

= 3991.20 

= 2x3x15479.75-90,655.92 

= 92878.50 - 90655.92 

= 2222.58 

SSR = E l: E X~ .. - n El: X~. = 9 7 8 3 9 - 2 x 4 86 6 7. 7 5 
t i j l.J ti l.. 

= 507.5 

INTERACCION: 

SSI = SST - SSBR - SSBC SSR 

= 7183.04 - 3991.20 2222.58 - 507.5 

= 461. 76 

ll6 

PUDIENDO CON LO ANTERIOR COMPLETAR LA TABLA DE ANALISIS DE VARIANZA: 
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ruENTE DE VARIACION G.D1: L SS MS FE 
Fe 

E!\"TRE VARIEDADES DE r-1=3-1=2 SSBR = SSBR/(r-1)= MSBR/MSR= F =F CR 0.01,2,12 

~Rl!IA 3991.20 ~ '1995.60 = 47.19 ) = 6.93 

E~;TRE PESTICIDA c-1=4-1=3 SSBC = SSBC/(c-1)= MSBC/MSR= F =F r.c o.o1,3,12 

2222.58 .740. 86 :''17.52 ) =S. 95 

IKTERACCION (r-l)(c-1) SSI = SSI/(r-l)(c-1)= MSI/MSR = F =F 
CI 0.01,6,.12 

= 6 461.76 76.96 = 1.82 <. = 4.82 

~ES !DUAL (DENTRO DE rc(n-1)=12 SSR = SSR/rc(n-1) --
' 1 

¡cELDAS) 507.5 42.29 

!rOTAL rcn-1=23 SST = . 
! 

7183.04 

Cui-10 PUEDE OBSERVA~SE EN LAS FE · (FcESTIMADA) Y LAS F C .. (F CRITICAS) SE 

TENDRAN LAS SIGUIENTES CONCLUSIONES DEL ANALISIS DE VARIANCIA (VER LAS 

2 ULTLMAS COLUMNAS) 

l. DADO QUE FER > FCR 1 SE RECHAZA LA HIPOTESIS H0 

ENTRE VARIEDADES DE FRUTAS 

2. DADO QUE FEC > FCC 9 SE RECHAZA LA HIPOTESIS H0 

ENTRE LOS DIFERENTES TIPOS DE PESTICIDAS. 

3. DADO QUE FEI < FCI 4 SE APLICA LA HIPOTESIS HO 

INTERACCION 

SI HAY EFECTO 

SI HAY EFECTO 

NO HAY EFECTO DE 

' 
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CALCULO DE LOS ESTIMADORES DE LOS EFECTOS: 

EFECTO DE LA VARIEDAD DE FRUTAS 

DADO QUE E { Xt .. - X J=p=>p-x -x t t - t .. 

p1 = 46.88 61.46 = -14.58 

p2 = 59.25 - 61.46 = -2.21 

• 
p3 = 78.25 - 61.46 = 16.79 

EFECTOS DE LA VARIEDAD DE PESTICIDAS . 
DADO QUE E{X . - X . ~ . }=k.* k =X. -X 

1 i . L · 

. 
k1 = 53 - 61.46 = -8.46 

• 
k . 2 = 67.83 61.46 = 6.37 

. 
k3 = 51.17 61.46 = -10.29 

. 
k' = 73 .. 83 4 - 61.46 = 12.37 

ESTIMACIONES PUNTUALES DE LAS INTERACCIONES: 

DADO QUE E ¡xt. - X - X • i . + X } = ( pk) ti => 
~- t •. 

TENDREMOS: 

( pk) ti = xt. - X - X . i. + X 
~. t .. 
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~ 

(pk) 1,1. = 44 - 46.88 - 53 + 61.46 = 5.58 
,, 
~ 

(pk)1,2 = 52.5 - 46.88 - 67.83 + 61.46 = -0.75 

~ 

(pkl1,3 = 40.5 - 46.88 51.17 + 61.46 = 3.91 

~ 

(pk) 1,4 = 50.5 - 46.88 - 73.83 + 61.46 = -8.75 

~ 

(pk)2,1 = 48 - 59.25 - 53 + 61.46 = -2.79 

~ 

(pk) 2,2 = 62.5 - 59.25 - 67.83 + 61.46 = -3.12 

~ 

(pk) 2,3 = 47.5 - 59.25 - 51.17 + 61.46 = -l. 46 

~ 

(pk) 2,4 = 79 - 59.25 73.83 + 61.46 = 7.38 

~ 

(pk)3,1' = 67 - 78.25 - 53 + 61.46 = -2.79 

~ . 
(pk) 3,2 = 88.5 - 78.25 - 67.83 + 61.46 = 3.88 

(pk) 3,3 = 67.5 - 78.25 - 51.17 + 61.46 = -2.46 

~ 

(pk) 3,4 = 92 - 78.25 - 73.83 + 61.46 = 1.38 

FINALMENTE, DADO QUE EL VALOR DE MSW (0 MSR) ES UN ESTUl.l>J)OR 
2 ~2 

INSESGADO DE a 9 a = 42.29 (VER TABLA DE ANALISIS DE VARI.~N-

CIA 

• 2 
• • a 

CABE OBSERVAR QUE TODOS LOS ESTIMADORES Pt, ki' (pk)ti Y 

SON INSESGADOS. 



120 

MODELO CON DIFERENTES TAMAROS DE MUESTRA 

SE DESARROLLA LA SUMA DE CUADRADOS: 

r e nti r e nti 
- 2 - 2 + r r r <xt .. - X ... ) = r r r (X - X ... ) 

t=l i=l j=l ~) t=l i=l j=l t •• 

r e nti 
- 2 + + r r r (X. :. - X ... ) 

t=l i=l j=l .L 

r e nti 
- 2 

+ r r r (Xt .. - xt. l + 
t=l i=l j=l ~) ~. 

r e nti 
- 2 + r r r cxt. - X -x .L + X ... ) t .. 

SST = 

ASI: 

SSBR = 

= 

t=l r=l j=l ~. 

SSBR + SSBC + SSI + SSR 

e 
rnti 

i=l 

r 

rnti 
t=l 

; n .. = e .~ r 

r e nti 
r r r ex 2 

t=l i=l j=l 
t •. 

r 
r - 2 e n X 2cX t=l t. t .• 

n •• = 

2x x t. . . .. + 

r 
r n X 
t t. t .• 

r e 
r rnti 

t=l i=l 
cr 

X 2¡ 

+ n crX . . 
2 



SSBC 

SSR 

SST 

r 
= e l: nt 

t=l 

r e 

= l: l: 
t=l i=l 

e 

-2 
X 

t .. 

nt . 
. ~ 

l: 
j=l 

-2 - ren X . . . .. 

2 <x 2X X . i. . i. 

-2 2 = r l: n .X . - ren X 
i=l .~ . ~. .. . . . 

r e nti 
2 - 2 = l: l: l: (Xt .. - 2Xtij xt. l 

t=l i=l j=l ~J ~. 

r e nti 
2 r e 

= l: l: l: xtij ¡; l: nt. 
t=l i=l j=l .t=l i=l ~ 

r e nti 
2 = l: l: l: (Xt .. - 2Xtij X 

t=l i=l j=l ~J 

r e nti 
-- 2 -2 = l: l: l: xtij - ren X 

t=l i=l j=l ... 

SSI = SST - SSBR - SSBC - SSR 
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+ X 2) 

- 2 
xt. 

~. 

+ 
-2 X 



EJEMPLO: 

TRATAMIENTOS 

1 

t = l,r; r = 2 

i = 1, e; e = 3 

j = l,nti 
2 

. [: 2 

: j nti ; nL 
3· 

n . = [2. 5, 2.5, l. 5]; n 
.l. 

CALCULOS NECESARIOS: 

X 

¡: ¡: ¡: 
t i j 

= 10.692; -2 X 

2 
1627 xijk = 

= 

= 114.325 

= 

... 

Xt. [11 10.5 11;'] ; X 
l.. t •. 

9.5 11.33 

X . 
• l. • = [10.4, 11, 10.66 J ; 
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BLOQUES 

1 1 
1 

2 3 
1 
' 
' 10 12 5 
1 

i 15 9 18 

i 
i 8 

1 

7 
1 

13 9 

1 
12 11 

i 10 
1 

[2. :3 J 

= 2.165 

= [ 11 l 
10.33 j 



- 2 r ~ nti xti. = 1494.606 
t 1 

2 E n . X . 
i .1 .1. 

=49S.711 

= 743.3S3 

S ST = 16 2 7 - ( 2) ( 3) ( 2.16 6) ( 114 • 3 2 S) = 140.77S 

SSBR = (3) (49S. 711) 

SSBC = ( 2) ( 7 4 3. 3 S 3) 

(2) (3) (2.166) (114.32S) = 1.366 

(2)(3)(2.166)(114.32S) = 0.939 

SSR = 1627 - 1494.606 = 132.394 

SSI = 140.77S- 1.366- 0.939- 132.394 = 6. o 76 

ANALISIS DE VARIANZA: 
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FUENTE: 
1 

SS G.L. ! MS ; F a =O.OS 

' 
RENGLONES r .;. 1 = 1 

(BR) l. 366 l. 366 

' COLUMNAS e - 1 = 2 

1 
(BC) .939 0.469S 

' 
INTERACCION (r-1) (c-1) = 

( I) 6.076 2 3.038 

RESIDUAL rc(n -1) = 
(R) 132.394 6.996"= 7 18.913 

TOTAL 
(T) 140.77S ) ! 

' 1 

NO HAY EFECTO POR RENGLONES (TRATAI-liENTOS) . 

NO HAY EFECTO POR ~OLUMNAS (BLOQUES). 

1 

1 

0;0722 S.S9 

0.0248 4.74 

1 0 •. 1606 4.74 

' 

1 

NO HAY EFECTO POR LA INTERELACION ENTRE .RENGLONES Y COLUMNAS 

! 

i 
1 

i 
1 

! 

1 

1 

1 
1 
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MODELO CON NIVELES CRUZADOS ALEATORIOS 

ESTE MODELO SE OBTIENE A PARTIR DEL PARAMETRICO REEMPLAZADO 

pt' ki (pk)ti POR Ut' Vi' ~ti' RESPECTIVAMENTE DONDE LAS U's 

V~s Y 11 's SON VARIABLES ALEATORIAS NORMALES, MUTUAMENTE INDE-

PENDIENTES CADA UNA CON VALOR ESPERADO CERO Y: 

2 
1) Var(Ut) = oü Vt 

2 
2) Var (Vi) = ov Vi 

2 
3) Var(Wti) =a Vt,i w 

CONSIDERAMOS SOLAMENTE EL CASO nti = n V~,i O SEA IGUAL NUMERO 

DE ELEMENTOS EN CADA CELDA ti, CON LO CUAL EL MODELO SERA: 

DE DONDE: 

- - -5) X = ~+U+V+W +Z ... 
6) 

7) X. = t+U +V.+W .+Z. 
.~. ~ -~ .l.. 

8) Xt. = t + Ut +V. + Wt. + Zt. 
l. • l. 1 l. • 

6) -5): 

9) X - X t •• 

' 

) 



7) -5): 

10) 

8) - 6) - 7) + 5) 

11) 

DONDE: 

12) 

14) 

16) 

4) - 8): 
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x . - x = (V
1
. - v l + ¡¡;¡ . - ¡;¡ l + ¡ z . - z ¡ 

.l.. • • • .l. .l.. • •• 

- -Xt. -X - X . +X 
l.. t.. .J.. 

u = 

w = t. 

w 

r. 
E Ut/r 13) •.. 

t=1 . 

e 
. E Wti/e 15) ••. 
J.=1 

r 
= ¡; 

t=1 

e 
¡; wt./re 

i=1 l. 

= (Wt . - ¡;¡t - w . + ¡;¡ ) + 
l. • • l. •• 

e 
V = E V./e 

i=1 l. 

r 
w . i = E wt./r 

t=1 l. 

NUEVAMENTE, PARA ANALIZAR LA FUENTE DE VARIABILIDAD DE LOS DATOS, 

LA SU~ffi DE CUADRADOS-SE PUEDE DIVIDIR EN 2 PARTES: 

18) • - 2 -E E r (Xt .. - X ) = E E nt . (Xt . - X 
t i j l.J • • • t i l. l.. 

ENTRE CELDAS 

2 - 2 
> +· r r r (Xt .. - xt. > 

t i j l.J l.. 

DENTRO DE:LAS 
CELDAS 



DE AQUI QUE: 

E {SUMA DE CUADRADOS DENTRO DE LAS CELDAS} = 

- 2 E{ l: l: l: (Xt .. - Xt. ) ) = (N 
t i j 1) 1. 

2 
- rc)cr 
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POR LO CUAL LA ESTADISTICA VALOR MEDIO CUADRATICO DENTRO DE 

CELDAS O RESIDUAL (MSW O MSR) 

19) - 2 E (MSR) = l: l: l: (Xt .. - Xt . ) /(N 
t i j 1 ) 1. 

2 
- re) = cr 

• 
2 

SE USA NUEVAMENTE PARA ESTIMAR cr O SEA LA VARIANZA DE CADA Zt ... 
. 1) 

DE LAS ECS. 9), 10) y 11) ENCONTRAMOS LOS SIGUIENTES VALORES 

ESPERADOS DE LOS VALORES MEDIOS CUADRATICOS: 

C12 
2 2 

ENTRE RENGLONES: E{MSBR} = + ncr + nccr 
w u 

C12 
2 2 

ENTRE COLUMNAS: E{MSBC} = + ncr + nrcr 
w V 

cr2 + 2 
INTERACCION: E{MSI} = ncrw. 

LA SITUACION ES SIMILAR A LA DE LA CLASIFICACION DE DOS FACTO 

RES NO CRUZADOS CUANDO UN MODELO ALEATORIO ES APROPIADO. 

LA HIPOTESIS H0 : cr~ = O PUEDE PROBARSE COMPARANDO EL VALOR ME 

DIO CUADRATICO DE LAS INTERACCIONES CON EL RESIDUAL i ESTO ES: 

F = MSI/MSR 

POR OTRO LADO PARA PROBAR LA HIPOTESIS H0 : cr~ = 0 DE IGUALDAD 

DE VARIANCIAS ENTRE RENiiDNES· DEBERA HACERSE LA COMPARACION DE: 
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F = MSBR/MSI 

Y FINALMENTE; PAPA PROBAR LA HIPOTESIS H · cr 2 = O DE IGUALDAD ' o. V , 

DE VARIANCIAS ENTRE COLUMNAS,DEBERA HACERSE LA COMPARACION DE: 

F = MSBC/~1SI 

JUSTAMENTE, OOMO EN EL CASO DE LA CLASIFICACION NO CRUZADA, T~ 

BIEN ES LA ALEATORIEDAD DEL TERMINO QUE REPRESENTA LA INTERAC-

CION EN EL MODELO EL QUE TOMA LA DIFERENCIA ESENCIAL EN EL ANA-

LISIS. EL PROCEDIMIENTO FO~ DE PRUEBA NO SE AFECTA SI LOS E-

FECTOS ENTRE RENGLONES O COLUMNAS SE CAMBIAN DE PARAMETRICOS 

A TERMINO S ALEATORIOS O VICEVERSA (DANDO UN ~10DELO MEZCLADO) . 

ES UTIL RECORDAR QUE SI EL MSBR O MSBC SE COMPARA CON EL MSR 

CUANDO EL MODELO ALEATORIO ES APROPIADO, EL POSIBLE EFECTO DE 
2 

UNA VARIANCIA o t O DE INTERACCION PUEDE DEBERSE SOLAMENTE AL 
w 

INCRE!1ENTO DEL TAMAAO MEDIO DE LA RELACION CON EL !.fSR. 

EJEMPLO 

SUPONGAMOS QUE UNA COMP~IA DISPONE DE n FUENTES DIFERENTES DE 

MATERIAS PRIMAS An Y m MAQUINAS DE DISTINTAS MARCAS Bm PARA 

PRODUCIR UN NUEVO PRODUCTO.. SE SABE QUE LAS ~!ARCAS DE MAQUI-

NAS SON IGUALMENTE PRODUCTIVAS EN TERMINOS DE VELOCIDAD - EL 

NUMERO DE TIRADAS PRODUCIDAS POR HORA - PERO NO SE SABE SI 

TRABAJAN IGUALMENTE BIEN EN TERMINOS DEL ~ERO DE UNIDADES 

DEFECTUOSAS ELABORADAS ENTRE LAS PRODUCCIONES POR HORA. 
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ADEMAS, LA FIRMA DESCONOCE SI HAY DIFERENCIAS EN LA CALIDAD 

DE LAS MATERIAS PRIMAS PROVENil:NTES DE LAS FUENTES, POR UL 

TIMO SE SOSPECHA QUE LA }~TERIA PRI}~ DE UNA FUENTE PUEDE 

PRESENTAR UN EFECTO ESPECIAL EN Ul<A MAQUINA PARTICULAR O VI 

CEVERSA. 

DIFERENI'ES' 

POR CONSIGUIENTE, SE DESEA ESTABLECER SI LOS An SON 

SI LOS B SON DIFEREHI'ES Y SI EXI.SrE ALGJN EE ECIO CXNJUNIO 
. ~ . . . . . . 

MAQUINA 

1 

2 

3 

TOTALES 

X .i. 

-2 X . 
• l.. 

A x B. PARA RESPONDER A ESTAS PREGUNTAS SE SELECCIONARON AL 

AZAR 4 FUENTES: A1 , A2 , A3 Y A4 Y 3 ~CAS DE MAQUINAS B
1

, B
2 

Y B3 ,Y SE HIZO OPERAR CADA MARCA DE MAQUINA EN IDENTICAS CONDI 

CIONES CON CADA FUENTE DE MATERIAL DURANTE DOS HORAS Y SE RE

GISTRO EL NUMERO DE UNIDADES DEFECTUOSAS POR CADA HORA COMO SE 

INDICA EN LA TABLA. CON ESTOS DATOS,. ¿A QUE CONCLUSION SE PUE-

DE LLEGAR? 

FUENTES DE MAT. PRIMA 

1 2 3 4 TOTALES X 
t.. 

1 1 
7 6 1 6 1 6. 

1 1 

9 
1 

49 6 1 36 8 1 36 5 1 36 50 6.5 

5 6 
1 

4 1 
7 

1 

1 

' 1 

1 
3 

1 
4 

1 
4 1 3 

4 9 5 16 2 16 1 1 
9 1 1 i 1 

2 1 3 ¡ 6 1 5 1 28 3.5 
1 8 

1 
8.5 i 7.5 1 7 

10 1 64 ·8 72.5 7 ' 56,25 9 1 49 ' 

6 1 9 1 8 1 5 1 62 7.75 
1 ' 1 

--
-2 
X 

t .• 

39.06 

12.5 

60.06 

36 1 37 1 35 32 ' 140 111.62 
1 " :. 

6 6.17 5.83 5.33 
.<1\. ••• 

1 1 ' 5.83 
' ' 1 x2 

~8.03 
! = 36 1 1 34.03 

' 
28.44 i 136.5 . .. 

1 1 ! 1 33.99 

r = 3, e = 4 ,· n = 2 



r r r x2tiJ. = 9
2 + s2 + 4

2 + 2
2 + •••• s2 + 92 + s2 = 952 

t i j 

TOTAL: SST 2 -2 
= r r r xtiJ. - ncrx 

t i j 

ENTRE RENGLONES: 

= 952-2x"3x4x33.99= 

= 952-815.73 = 136.27 
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-2 2 SSBR = ncrXt - ncrX = 892.96 815.73 = 77.23 
t .. 

ENTRE COLUMNAS: 

SSBC = nrrx2 . 
i • L 

= 819 815.73 = 3.27 

ENTRE CELDAS: 

SSR = r r 
t i 

-

2 -2 
I: X .. - nELXti = 952- 2 x 448.75 = 
j tJ. J ti . 

INTERACCION: SSI = SST - SSBR - SSBC - SSR 

= 136.27 - .77.23 - 3~27 - 54.50 

= l. 27 

LA TABLA DE ANALISIS DE VARIANZA SERA: 

54. so 

' 
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FUENTE DE VARIACION: 

.e;. de l. SS MS F estimada. F crítica. 

ENTRE MAQUINAS r-1=3-1=2 SSBR = SSBR/(R-1) y- = 1' ER = F 
77.23 = 38.62 ER 38.62/0.21 0.01,2,6 

183.90 > ~ 10.92 

ENTRE FUENTES c-1=4-1=3 SSBC = MSBC = FEC 
= 1.09/0.21 F · = F 

3.27 SSBC/(c-1) 5.19 
ce o.ot,3,6 

= 1. 09 < = 9.78 

INTERACCION (r-1) (c-1) SS! = MSI = SSI/ Frr=0.21/4.S4 FCI = F 
= 6 1.27 (r-1) (c-1) = o. os ' 0.01,6,12 

= 0.21 
<. = 4.82 

RESIDUAL rc(n-1 )=12 SSR = MSR = SSR/ 
54.50 rc(n-1) 

= 4.54 

TOTAL, rcn-1 = 23 SST = . 
136.27 

DE LO ANTERIOR CONCLUHlOS QUE: 

DADO, QUE FcR < FER = SI HAY VARIABILIDAD ENTRE LAS DIFERENTES 

~~RCAS DE ~QUINA. 

COMO F CC > F':Ec = NO HAY EFECTO ENTRE LAS DIFERENTES FUENTES DE ~TE-

RIA PRHIA 

Y FINALMENTE COMO: 

F CI > F El => NO HAY EFECTO ENTRE LAS INTERACCIONES DE LAS MAQUI

NAS Y LAS FUENTES DE MATERIA PRHIA , 
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EJEMPLO 

EN UNA INVESTIGACION SOBRE LA ACUMULACION DE UNA SUSTANCIA EN 

LOS DIENTES DE LAS JOVENES DE 18 A 20 k~OS DE EDAD EN UNA LO

CALIDAD, SE DISEf!O UN EXPERIMENTO COMPLETAMENTE ALEATORIZADO 

EN EL QUE SE SELECCIONARON AL AZAR TRES JOVENES, A CADA UNA DE 

LAS CUALES SE LES RASPO EL SARRO DE LA DENTADURA¡ EL SARRO DE 

CADA UNA SE DIVIDID EN SEIS PARTES IGUALES Y SE LES ENTREGA

RON DOS PARTES A CADA UNO DE TRES ANALISTAS T0!1ADOS T~IBIEN 

AL AZAR, CON EL FIN DE QUE HICIERAN EL ANALISIS QUIMICO PARA 

DETERHINAR LA CANTIDAD DE LA SUSTANCIA DE INTERES CONTENIDA 

EN CADA PARTE. LAS CONCENTRACIONES, EN MICROGRAMOS OBTENIDAS 

SE PRESENTAN EN LA SIGUIENTE TABLA: 

MUJER 

ANALISTA A B e 

1 13.2 10.6 8.5 

12. J. 9. 8 8.9 

2 12.5 9.6 7.9 

12.9 10.7 8.4 

3 13. o 9.9 8.3 

12.4 10.3 8.6 

SOLUCION 

a) HACER EL ANALISIS DE VARIANCIA Y LAS ESTI}~CIONES DE TODOS 

LOS PARAMETROS DE INTERES¡ TOME a'= 0.05. ESBOCE SUS CONCLU 

SIONES .. 
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SE TRATA DE UN PROBLEMA DE NIVELES ALEATORIOS. PARA OBTENER 

LOS PARAMETROS NECESARIOS PARA EL CALCULO DE LAS ESTADISTICAS 

F, SE USARA LA SIGUIENTE TABLA. 

ANALIS
TA 

1 

2 

3• 

TOTALES 

X . 
.l.. 

-2 X· • l.. 

A 

13.2 
12.3 

12.5 
12.9 

13.0 
12.4 

76.3 

12.71667 

161.71361 

12.75 
162.563 

12.7 
161.29 

12.7 
161.29 

M U J E R 
B 

10.6 10.2 
9.8 104.04 

9.6 10.15 . 
10.7 103.023 

9.9 10.1 
10.3 102.01 

60.9 

10.15 

103.0225 

EN CADA CELDA SE INDICA: 

DE LOS DATOS: 

xt. J.. 

-2 
xt. l. • 

e 

8.5 8.7 
8.9 75.69 

7.9 8.15 
8.4 66.422 

8.3 8.45 
8.6 71.403 

50.6 

8.433 

71.1211 

TOTA- X 
LES t •. 

63.3 10.55 

62 10.333 

-2 
X 

t .. 

111.3025 

106.7778 

62.5 10.41667 108.5069 

187.8 326.5872 

1 

r = 3 
e = 3 

l:=335. 85 722 n = 2 

l:l:l: x~ij = 13.22+12.32+12.52+12.92+132+12.42+10.6
2
+9.8

2
+9.6

2
+10.7

2
+9.9

2
+ 

2 2 2 '2 2 2 2 +10.3 +8.5 +8.9 +7.9 +8.4 +8.3 +8.6 = 2017.38 

DE LA TABLA: 

' 
, l:l:l: xt2 . = 162.563+161.29+161.29+1o4.4+103.o23+1o2.o1+75.69+66.422+71.403= 

J.. 

= 1007.73 
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X 
= 

1 SZ8•
8 

= 10.433, X: .. = 108,854, nrc:X~ .. = 2(3) (3) (108.854) =1959.38 

r x-2 
t t .. 

= 326. sa12, r: x2 . = 33s. as122 
i .~. 

POR LO TANTO LAS SUMAS DE CUADRADOS VALDRAN: 

SST = ¿¿¿J .. - nrc:X2 = 2017.38- 1959.38 = 58 
- ti] ... 

SSBR = nc Ext
2 

- nrcX
2 

= (2) (3) (326.58722)- 1959.38 = 0.14333, CON(r-1)G DE L. 
t .. 

-2 SSBC = nrEX . 
i .l.. 

- nrcX
2 

= (2) (3) (335.85722)-1959.38 = 55.76332, CON (c-1) G. DEL 

2 
SSR = EHXtij - n H X~ . = 2 O 1 7 . 3 8- ( 2 ) ( 1 O O 7 • 7 31 ) = l. 918, CON re (n-1) G • DE I 

ti L 

SSI+SST-SSBR-SSBC-SSR=58-0.1433-55.76332-1.918=0.1753467, con (r-1) (c-1)G. DEL 

EN LA SIGUIENTE TABLA SE RESUMEN LOS RESULTADOS DEL ANALISIS DE 

VARIANCIA; COMO SE TRATA DE UN 110DELO DE NIVELES ALEATORIOS, 

LAS ESTADISTICA$ F SE CALCULARAN COMO: 

EFECTOS DE INTERACCION: F = 
MSI 
MSR 

EFECTOS "DEL ANALISTA" F = 
MSBR 
MSI 

EFECTOS DE "LA MUJER" F = 
MSBC 
MSI 

TABLA DE ANALISIS DE VARIANCIA 

ORIGEN DE 
SS G. DE L. MS F 

VARIACION 

ANALISTA o .14333 2 0.071665 l. 6 34 7 
MUJER 55.76332 2 27.88166 635.998 
INTERACCION 0.1.753467 4 0.0438392 0.2057 
RESIDUO l. 918 9 0.213 
TOTAL 58 
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LOS VALORES CRITICOS PARA LAS ESTADIST~CAS ANTERIORES, CON 

a = O. 05 SON: 

ANALISTA: E = 6.94 o.05,2,4 

MUJER E = 6.94 1).05,2,4 

INTERACION E = 3.63 1).05,4,9 

COMO: 6.94 > 1.6347 EL EFECTO DEL ANALISTA NO ES SIGNIFICA-

TIVO 

6.94 < 635.998 EL EFECTO DE LA MUJER ES SIGNIFICATIVO 

3.63 > 0.2057 EL EFECTO DE INTERACCION ANALISTA-MUJER 

NO ES SIGNIFICATIVO 

COMO PUEDE VERSE DE LOS RESULTADOS ANTERIORES, EL UNICO EFECTO 

SIGNIFICATIVO ES EL DE LA MUJER; ES DECIR QUE LA CONCENTRACION 

. DE LA SUSTANCIA DE INTERES SI DEPENDE DE LA MUJER DE QUE SE. 

TRATE. 

b) REALIZAR LO PEDIDO EN EL INCISO ANTERIOR CONSIDERANDO AHORA 

EL PROBLEMA COMO SI SE TRATARA DE PARAMETROS FIJOS. COMPA-

RE Y COMENTE LOS RESULTADOS DE ru1BOS INCISOS 

EN ESTE CASO LAS ESTADISTICAS F ESTAN DADAS POR: 

-ANALISTA: 

-MUJER: 

MSBR 
F = MSR 

MSBC 
F = l1SR 

-INTERACCIONi F = MSI 
l1SR 



POR LO TANTO, LA TABLA DE ANALISIS DE 

ORIGEN DE SS G. DE L. 
VARIACION 

ANALISTA 0.14333 2. 

MUJER 55.76332 2 

INTERACCION 0.1753467 4 

RESIDUO 1.918 9 

TOTAL 58 

LOS VALORES CRITICOS, EN TABLAS, SON: 

ANALISTA: F O. O 5, 2 , 9 = 4 • 2 6 

NUJER: F 0.05,2, 

INTERACCION: _F O. O S 
1 4 1 9 

COMO: 

9 = 4.26 

= 3.63 
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VARIANCIA QUEDARIA: 

MS F 

0.071665 0.33645 

27.88166 131.236 

0.0438392 0.2058 

0.213 

4.26 > 0.33645 EL EFECTO DEL ANALISTA NO ES SIGNIFICA 

TIVO 

4.26 < 131.236 EL EFECTO DE LA MUJER ES· SIGNIFiCATIVO 

3.63 > 0.2058 EL EFECTO DE INTERACCION NO ES SIGNIFI 

CATIVO 

COMPARANDO LOS RESULTADOS-DE AMBOS MODELOS PODEMOS OBSERVAR QUE 

LOS RESULTADOS HAN SIDO IGUALES EN CUANTO A CONCLUSIONES; NO OB~ 

TANTE LOS RANGOS DE LAS ZONAS DE ACEPTACiON HAN SIDO ALTERADAS, 

ASI COMO LAS ESTADISTICAS F CALCULADAS, POR LO QUE CABRIA LA PO

,SIBILIDAD DE QUE EN UN CASO CERCA DE LOS LIMITES DE ACEPTACION 

(VALORES CRITICOS), LA APLICACION DE UN MODELO U OTRO DERIVARA 

EN CONCLUSIONES DIFERENTES. 
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e) CALCULAR EL INTERVALO DE CONFIANZA DE LA DIFERENCIA DE LAS 

CONCENTRACIONES MEDIAS OBTENIDAS POR LOS ANALISTAS 2 Y 3. 

ANALISTA ANALISTA 

2 3 1 

12-; 5 13. o 13.2 

12.9 12.4 12.3 

9.6 9.9 10.6 

10.7 10.3 9.8 

7.9 8.3 8.5 

8.4 8.6 8.9 

PROHEDIO 10.333 10.417 10.55 

EL INTERVALO DE CONFIANZA ESTA DADO POR: 

+t. '/2 :ji_+ 1 - v,a n. n. 
l. J 

LA SUUA DE CUADRADOS DENTRO DE GRUPOS, CONSIDERANDO LA TOTAL!-

DAD DE LOS DATOS SERA: 

+ 

+ 

= 

(12. 5-10.33) 2+ (12. 9-10. 33) 2 + (9. 6-10·. 33) 2+ (10. 7-10. 33) 2+ (7. 9-10. 33) 2+ (8. 4-10. 33) 2+ 

2 
(13-10.417) +(12.4-10.417) 2+(9.9-10.417) 2+(10.3-10.417) 2+(8.3-10.417) 2+(8.6-10.41~ 

(13.2-10.55) 2+12.3-10.55) 2+(12.5-10.55) 2+(12.9-10.55) 2+(13-10.55) 2+(12.4+10.55) 2 

57.8567 

2 57.8567 
ENTONCES S = · N-k = =.5 -'.-7 :.,¡· 8=-=S"i'-6-'-7 = 

18-3 3.857, S = l. 9639 



137' 

EN TABLAS: t15,0.025 = 2.132 

POR TANTO, EL INTERVALO DE CONFIANZA VALE: 

10.417 - 10.333 + 2.132(1.9639)Ji + i = 0.084 + 2.417 

d) APLIQUE EL METODO DE TUKEY PARA REALIZAR LAS COMPARACIONES 

!1ULTIPLES DE LAS MEDIAS DE LOS RESULTADOS DE LAS MUJERES. 

DESSARROLLE . Y APLIQUE A ESTE PROBLEMA LOS METODOS DE FISHER 

Y DE DUNCAN PARA COMPARACIONES MULTIPLES. 

NETODO DE TUKEY 

EL MARGEN, DE ACUERDO AL METODO DE TUKEY, ESTA DADO POR LA 

ECUACION: 

EN ESTE CASO: ni = nj = cte = n.= 6 

EL VALOR DE S SE OBTENDRA DE LA TOTALIDAD DE LOS DATOS, COMO 
. 2 

!1SW = S , PARA ESTO SE OBTENDRA MS'I-1: 

M U J E R 

A B e 

13.2 10.6 8.5 
12.3 9.8 8.9 
12.5 9.6 7.9 
12.9 . 10.7 8.4 
13. o 9.9 8.3 
12.4 10.3 8. 6 

PROHEDIOS 12. 717 10.15 8.433 
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LA SUMA DE-CUADRADOS DENTRO DE GRUPOS SERA: 

(13.2-12.717) 2+(12.3_¡2,717) 2+(12.5-12.717) 2+(12.9-12.717) 2+(13-12.717) 2+ 

+(12.4-12.717) 2+(10.6-10.15) 2+(9.8-10.15) 2+(9.6-10.15) 2+(10.7-10.15)+ 

/(9.9-10.15) 2+(10.3-10.15) 2 (8.5-8.433) 2+(8. 9-8. 433) 2+ (7.9-8.433) 2+ ( 8. 4-8. 433) 2 

+(8.3-8.433) 2+(8.6-8.433) 2 = 2.23667 

L!SW = 2 · 23667 = o 149 S o 386 •. 18-3 . ' = • 

DE TABLAS, EL RANGO ESTUDENTIZADO ES; CON k= 3 Y v=15:q3, 15 ,. 025 =3.67 

POR LO TANTO, EL MARGEN VALE: 3 · 67 0.386~ = 0.578 12 /6 .,. 6 

LAS DIFERENCIAS ENTRE MEDIAS SON LAS SIGUIENTES, INDICANDO LAS 

SIGNIFICATIVAS CON UN MARCO: 

MUJER A B 

MEDIA 12. 717 10.15 

* 12.5671 

DIFERENCIAS * 

~ffiTODO DE DUNCAN 

e 

8.433 

14.2841 

IL 7171 

* 

TODAS LAS DIFERENCIAS 

SON SIGNIFICATIVAS 

EL METODO DE DUNCAN, COMO EL DE TUKEY, SIRVE PARA EFECTUAR 

COr-!PARACIONES DE MEDIAS, NO OBSTANTE ESTE ES MAS CONSERVADOR 

QUE EL PRir-ffiRO. 

EL ERROR ESTANDAR DE CUALQUIER 11EDIA ES: S = j M~N 
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DE LA TABLA DE DUNCAN PARA RANGOS SIGNIFICANTES OBTENEMOS 

ra(p, f), .DONDE a ES EL NIVEL DE SIGNIFICANCIA, p = 2,. 3, ••. k 

SON LOS TRATAMIENTOS, CUYAS MEDIAS SE ORDENAN DE MENOR A ~~YOR, 

f SON LOS GRADOS DE LIBERTAD DE SSW: (N-k). EL RANGO SE CALCU 

LA COHO: Rp = ra(p, f)S, PARA p = 2, 3, .•• k 

PARA PROBAR LAS DIFERENCIAS, SE_PRUEBA LA MAYOR CON LA MENOR, 

COMPARANDO CON EL !1AYOR R , ASI SE CONTINUA COMPARANDO EL a 

!1AYOR CON LOS RESTANTES, EN ORDEN CRECIENTE ESTOS ULTIMOS. SE 

PROCEDE IGUALMENTE EN EL DE SEGUNDA Il1PORTANCIA, ETC. 

EN ESTE CASO, ORDENANDO LAS MEDIAS EN ORDEN CRECIENTE: 

Yc-= 8.433, yB = 10.15, yA= 12.111 

EL VALOR DE MSW ES = 0.149, POR LO QUE, EN CUALQUIER CASO: 

S =) 0
·
1
: 9 

= 0.1576 

EN TABLA.S DEL METODO DE DUNCAN (DESIGN ANO ANALYSIS OF 

EXPERIHENTS.-MONTGOMERY.-WILLEY INTERNATIONAL, 1976), CON 

. a = O. OS, f = N-k=18-3=15: 

r 0_05 (2,15l = 3.01, r. 05 (3,15l = 3.16 

POR LO TANTO, LOS MARGENES SERAN: 

R
2 

= 3.01(0.~76) = 0.474, R3 = 3.16(0.1576) = 0.498 

Y LAS COMPARACIONES DE HEDIAS S ERAN:· 
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.. 

VALORES CRITICOS EN 
DE RANGO MULTIPLE 

LA PRUEBA DE DUNCAN 

,_ .. . p = NUMERO DE MEDIAS ADYACENTES 
------~~~~~---

.0~ 110 

.01 SJO 
2 .05 6.09 

.DI 14.0 
J .OS 4.SO 

.01 1.26 
4 .. os Ul 

.DI I.H 
S .OS J.iot 

Jll 5.70 
' .os ).46 

.01 5.24 
7 .os us 

.01 4.95 
1 .os ).16 

.01 4.74 
' .os ).20 

.DI 4.60 
10 .05 J.U 

.01 ...... 
11 .os 1.11 

.01 4.)9 
12 .os ].08 

.01 4.Jl 
U .CIJ Hl6 

.01 4.26 
14 .os J.O) 

.01 4.21 
u .os 3.01 

.DI 4.17 
11 .OS UIO 

.Di 4.13 
11 .os 2.91 

.01 4.10 
11 .OS Ul 

.01 4.07 
11 .,I;S 2.96 

.01 4.0$ 
20 .os 1.95 

.01 4.02 
22 .DS 2.91 

.01 U9 
24 .os 1.92 

.01 ).96 
26 .os 191 

.01 UJ 
21 .os 2.90 

.01 ).91 
JO .DS 2.19 

.01 ).19 
40 .os . ,., 

.01 ).12 
60 .os 2.11 

.01 ).76 
100 .OS 2 lO 

.01 ).71 

.os 2.71 

.01 164 

J 

110 
!lOO ... 
14.0 .... 
1.! 

"' ... 
),14 .... 
Hl 
S. SI 
],4} 

!.2l 
).]i 

!.00 .... 
·~· ).lO 
4,7) 

:Ul 
4.6J 
J.:Zl 
<JI 
].21 
4 .•• 

1.11 
U2 
].16 
4.]7 

ll! 

'-" J. U ,_,. 
1.12 ,_, 
).11 

4.24 
1.10 
02 
l.GI 
4.17 
].07 
4.14 

'·"' 4,11 ,_ .. 
).01 .... ... 
].01 ,_., 
19! 
u~ ,, 
H6 
191 
1.10 

• 
110 
900 
&09 

14.0 . ... 
u 
4.02 

••• ').-;t 
6.11 ,_ ... 
S.6S .... 
5.17 
].47 

S. U 
).41 ... 
1.17 
4.11 
l.lS 
4.71 
Ul ... 
l. lO 
•.u 
J.:Zl 
·OS 
l.:2S .... 
1~1 

4.0 
1.22 
4.41 
).21 ,_,. 
).19 
4.U 
).11 
4.ll 
).17 
4.~1 

J. U 
4.2 .. 
).14 
4.21 
l.IJ 
4.11 
).12 
4.16 

1.10 
•. ~0 
).~1 

'"' 1.':'~ 
]_9) 

].,)! ,_,., 

• 
11 o 11 o 
too t-Jo 

6.(J9 6.09 
14 o 14.0 
4.SO 4.SO 
l.l 1.1 
4.02 4.02 
1.0 1.1 
Ul l.Sl 
6.11 6.:."6 
).61 ).6,, 

5.71 Ul 
J.SI 1.60 
5.•5 5.n 
1.s: us 
5.21 s.u 
1.47 J.SO 
S.OI S.ll 
)4) 146 
4.96 S.06 

].)9 ~-"' 
416 4.94 
].)6 3.40 
4.16 4.1--1 
US Ul 
• 69 4.14 
1.)) ].)7 

UJ 4.70 
Ul U6 

•.sa "·"' ).JO ).)< 
._,.. ... 60 
1.21 ].)) 
4.SO 4.56 
].27 ).32 
4.-46 4.Sl 
J.M Ul 
c.o •.so 
].25 ].)0 
4.40 4.47 
1.24 ).29 
4.36 . 4.42 
].22 ).21 
4.)) 4.]9 
].21 ].21 
4.10 • 15 
1.20 llS 
4.21 ._,. 

J.2"l J.:s 
4.22 4.)2 
).17 ] 22 
4.17 4.24 
).14 1.20 
4.12 4.11 
J.Tl ].11 
oi.CI6 411 
109 J.IS 
U! 4 04 

1 • 
110 11.0 
.ao to.o 
6t'9 609 

14.0 14.0 
.. so 4.50 
u 1.9 
4.02 4.02 
7.1 1.1 
U) lU 

'1J ·~ lU l6S 
s.u 5.9S 

).61 "' 
Ul U9 
).S6 ].56 
S . .co Ul 
1.52 ].52 
5.25 s.n 
Hl ) . .el 
S.ll 5.20 
].41 ).45 
S.OI S 06 
3.42 ).4-C 

4.92 4.96 
].41 ].42 
4.... 4" 
).19 ].41 
•. 71 4.11 
).JI ) . ..0 
4.72 ._, 
).]7 ).l9 
4.61 4.72 
l.U :UI 
4.6) 4.61 
us . ).17 
-U9 4.64 
).lS J.l7 
4.56 4.61 
J.)ol ).16" 
._, 4.51 

l.n l.lS 
..... 4.SJ 
].]1 ,_,. 

..... ..49 
].JO ,_,. 

._41 4.46 
J.JO Ul 
4.]9 4.4] 

1.19 ).)2 
olí.]6 4.41 
].21 J.JO 
olí.];) 4,.. 

U4 1.:1 
4 21 •. 21 
J.:! J.~ 
4,11 •. 21 
,_, 1 :n 
U."9 4.14 

• 
lLO 
too ... 
14.0 .... 
f.O ,_., 
u 
).IJ ... 
l. U .... 
]61 
s.n 
1.!6 
Ul 
l.S2 
!.16 
),4"; ,_,. 
!.•6 
S. U 
,_ .. 
5.(12 
1 ... . ... 
].42 
4.11 ,_., 
4.11 
].41 
.ea .... 
4.72 
).lt .... 
).)9 ... 
J.ll 

"-'' ).37 
4.51 
],)1 ._, 
'·" 4.50 
).)5 ._., 
J.lS 
4.45 
].)] 

'" ).]1 

"' ].:'9 
•.u ,_,. 
4.11 

" 
110 
900 ... 
14.0 ... 
t.O . ., 
1.l 
1.11 
,_s 
161 .. 
Ul 

'' ).!6 

!! 
l.Sl 

• •• 
'" S.;"\ ',, 
S. U ,_ .. 
! 0':' 
).4S 
4.91 , .. 
4.91 
).4) .... 
].4) 

4.';9 
).42 

"' ),41 
.C.-:'1 ,_., 
4.61 , .. 
4.65 
).)9 ... 
Ul 
4.51 
l.ll 
4.Sl 
).]1 

4.51 
).)':' 

4 . .U 
).JS .. , 
].]] .... 
lll ,,. 
U9 

'"' 

110 

''" '"' 14.0 . ... 
f.O ,_., 
u 
)IJ 

u .... 
'·' ).61 

u 

"' u 
J. U 
!.! 
1" 
!.16 
,_ .. 
5.24 
1 .. 
lll ,_., ... 
).45 ... 
1" 
•. 90 ,_ .. .... , .. 
4.1:» 
UJ 
4.16 
J. O 
•-12 
).4) 

4.69 ,,, ... 
].41 

"' 1" 
4.51 
I•O .... ... . .. 
).)9 ... 
Ul 
4.)9 
1.16 
.c.JS 
1 ... 

'-" 

" 
11.0 
90.0 . .. 
14.0 .... 
••• 
4.02 
7 .• 
J.IJ 
u 
1.11 
~, 

161 
!.9 
1.!6 
l.7 
).52 
!.l 

'" 5.42 
1 .. ,_,. 
1 ... 
5.11 
1 ... 
!.01 
1 .. .... 
].45 .... 
] . .CS ... 
'" 4.11 
J . .cs 
4.7t 

'" 4.::'6 , .. 
.C.1J .... ... , .. ... 
).4) 

4.62 
).4) 

'·'" '" .c.SI 
).41 
4.51 ,_ .. . .. 
1 ... 

'" ).11 
.C.ll 

" 
11.0 
too . ... 
.. o . ... 
·~ 4.02 
~-4 

111 
17 
161 

" 161 

~-· 1.!6 ,_, 
J. U 
u 

"' ! •• ,,, .... 
).46 

5.22 
1 ... 
5.1) 
1 .. 

'"' , .. .. _, 
1 ... 
.C.tl , .. .... ... 
.c.u· .... 
4.19 .... 
4.76 

' .. 
•.11 
].45 

4." 
).45 
4.U 
J.•s 
4.U 
1" 
4 ... 

'-" .... 
).4] 

4,47 

).42 
.... :r 

'" .... 

" 
ll.O 
.. o 
~ .. 

14.0 . ... 
u ,_., 
7.l 
l.IJ 
&7 
1.61 
&.1 
).61 
6.0 
1.!6 .. 
J.S:Z ,_, 
].41 .... )_., , .. 
).47 
S.ll 
1<7 
S. lo& 
).47 .... 
).47 .... 
].41 
.C.IJ 
).47 
4.11 
).47 .... 
).4~ 

4.11 ,_ .. 
4.71 ,_ .. 
4.14 .... 
4.70 

'-" 
4.61 .... 
'" 1 ... 
4.6) ,_ .. 
07 ,_., 
.C. !O 
).45 ... , .. 
4.11 
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110 
too . ... 
14.0 
4.~ 

t.l 
'02 
7.! 
).1) ... 
I.U ,_, 
Ul 
1.0 .... 
u 
1.s: 
!.7 
1.<1 
S. SS 
].4. 

5.)9 
,_ .. ,_,. 
].41 

S. IS 
).41 
5.07 
).47 
!.00 
).47 .... 
).47 .... , 
1.•7 
4.15 
U7 
4.12 
).41 

'·" ).47 
4.75 
).41 

•.72 ,,, 
4.69 
),41 
4.61 
3.41 

'" 1•7 
4.S9 
).47 

4.SJ 
1<7 ... 
].4::' 
4.41 

lo:ww•••'-' D.l. D_..._.,..,., .... , •• w,.:..,,. 1 1ft:t. ·-•••-.>.11: I~J.IIII .•. ,.,_._,_,,.. ·-·- .... ,, .,. • .,.. ... :" ... 

'· 
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A VS. C; 12.717- 8.43~ = 4.284 > 0.498 (SIGNIFICATIVA) 

A VS. B: 12.717- 10.15 = 2.567 > 0.474 (SIGNIFICATIVA) 

BVS. C; 10.15-8.433 = 1.717 > 0.474 (SIGNIFICATIVA). 

COMO EN EL l1ETODO DE TUKEY, TODAS LAS DIFERENCIAS SON SIGNIFI-

CATIVAS. 

METODO DE FISHER 

PARA REALIZAR COMPARACIONES MULTIPLES ENTRE LAS MEDIAS DE DI-

VERSOS TRATAHIENTOS SE PUEDE USAR LA ESTADISTICA DE FISHER 

(ESTE METODO EN REALIDAD ES UNA MODIFICACION DE LA COMPARACION 

ENTRE 11EDIAS CON LA t DE STUDENT). 

' LA DISTRIBUCION t SE DEFINE COMO: 

t = L (a) 

JT 
DONDE y ES N(O,l) Y ~TIENE DISTRIBUCION x2 CON $ G. DE L. 

SI QUEREMOS COMPARAR DOS MEDIAS: 

(X l. - x2. ) 
y = 

cr2 

_l.+ 
nl 

- (JJ 1 

02 
2 

n2 

- ]J 2) 
(b) 

~ 
jn;_+n; 



y 
n1 x1.- x1 2 n2 X -X 

1 
kn¡_ 

11 = ¡; ( J • ) + l:( 2j 2.)2 + ... =- ¡; ¡; 
a' a2 a2 i j 

QUE TIENE DISTRIBUCION x2 CON N-k G. DE L. 

k ni 
COMO SW = l: l:(Xij 

E(MSW) = a2 

- X. )2 CON N-k G. DE L. l. . 
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(X .. -X. 
l.J J.. 

) 2 

SW ES LA VARIANCIA COMBINADA, ESTIMADOR INSESGADO DE a 2
, POR 

LO TANTO, EL DENOMINADOR DE (a) ES: 

!!.. = 
rp 

1 
2 MSW 

a 
(e) 

SUSTITUYENDO (b) y (e) EN (a) SE OBTIENE,BAJO LA HIPOTESIS u 1 = 

t = 

.y COMO 

(X . - x ) - (u - .u
2

J ·~1 n
2 l. 2. 1 .¡ ~ 

. 2 
F = t SE OBTIENE: 

<x1. - x > 2 2. 
MSW 

QUE COMPARADA CON F CON 1 Y N-KG. DE L., NOS PERMITE SABER e, 

SI EXISTE DIFERENCIA SIGNIFICATIVA EN LAS MEDIAS·. 

PARA EFECTUAR CON MAYOR FACILIDAD COMPARACIONES MULTIPLES SE 

ACOSTUMBRA CALCULAR: 
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Y COMPARAR CON EL TEORICO: MSW F . U·IARGEN) 
a,l,N-K 

CUANDO (X1 .- x2 .> 2 
ES MAYOR QUE EL MARGEN EXISTE UNA DIFERENCIA 

SIGNIFICATIVA. 

EJEHPLO 

EN EL EJEMPLO ANTERIOR, EL MARGEN EN CUALQUIER CASO VALE, CON 

F0.05,1,15 = 4 · 54 

~(~) 6 
(0.149) (4.54) = 0.225 

LAS DIFERENCIAS ENTRE MEDIAS SON LAS SIGUIENTES (AL CUADRADO), 

INDICANDO LAS SIGNIFICATIVAS CON UN MARCO 

MUJER A B e 

X 12. 717 10.15 8.433 TODAS LAS 

(DIFER ENCIAS)
2 

* 16.591 11s. 3 51 DIFERENCIAS SON 

* J2. 951 SIGNIFICATIVAS. 

* 

• 
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' . L::XPERIMENTO DE Cl'ADRAOOS LATINOS 

SUPONGAMOS.QUE EL ENSAYO QUE SE LLEVA A CABO PARA DETERMINAR 

EL VALOR QUE TOM~ CIERTA VARIABLE EN UNA UNIDAD DE EXPERIMEN

TACION (ESPECIMEN) TOMA UN TIEMPO RELATIVAMENTE LARGO, DIGAMOS 

UNA SEMANA, Y QUE CADA ANALISTA (EXPERIMENTADOR) SOLO PUEDE 

REALIZAR UN ENSAYO A LA VEZ. 

SI SE USARA, POR EJEMPLO,· UN EXPERIMENTO POR BLOQUES COMPLETA-

MENTE ALEATORIZADO CON TRES ANALISTAS Y TRES SEMANAS, PODRIA 

PRESENTARSE LA SIGUIENTE DISTRIBUCION DE LOS ENSAYES PARA LOS 

ESPEClliENES TIPOS A, B Y C: 

SEMANA 

1 

2 

3 

1 

A 

e 

B 

ANALISTA 

2 3 

B A 

A B 

e e 

SI SE PROBARA LA HIPOTESIS NULA H0 :uA - pB = O, EN CONTRA DE 

LA ALTERNATIVA Hl: p A t- UB, Y SE RECHAZARA: a 0, QUEDARIA LA DUDA 

DE SI EN ESTE RESULTADO INFLUIRlA EL HECHO DE QUE LA PRIMER 

SEMANA SE PROBARON DOS ESPECIMENES DE A Y SOLO UNO DE B, EN 

LA SEGUNDA UNO DE A Y UNO DE B Y, EN LA TERCERA, SOLO UNO DE 

B. 

SI ESTA DUDA FUZRA LEGITIMA, SERIA NECESARIO ELIMINAR (FILTRAR) 
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EI, EFECTO DEL lACTOR "SEHANA", ADICIONALMENTE AL FILTRADO, ES 

NECESARIO RESTRINGIR NUESTRO PROCESO DE ALEATORIZACION DE TAL 

MANERA QUE QUEDE UN SOLO ESPECIMEN DE CADA TIP~ EN CAÓA SEMA

NA, QUEDANDO UNA DISTRIBUCION DE LOS ENSAYES CUMO LA SIGUIENTE 

l\NALISTll 
SEMANA 

1 2 3 

---~-----------
1 A 13 e 

2 B e A 

3 e A B 

EN ESTE CASO J~ ALEATORIZACION CONSISTIRIA EN ASIGNAR AL AZAR 

CADA ESPECIMEN TIPO A, B O C A CADA PAREJA (SEMANA, ANALISTA) 

DE NIVELES DE LOS FACTORES. 

A UN DISEf;O EXPERIMENTAL COMO ESTE SE LE DENO~UNA "DISEf'lO DE 

CUADRADOS LATINOS". SE USA CUANDO SE.OUlEREN COMPARAR t MEDIAS 

DE TRATAMIENTOS, EN ·PRESENCIA DE DOS. FUENTES EXTRAf;AS DE VARIA 

BILIDAD, LAS ':UALES SE BLOQUEAN'EN t RENGLONES Y EN t COLUMNAS. 

DEFINICION: UN DISEf;O EXPERIMENTAL DE CUADRADOS LATINOS txt, 

ES TAL QUE LOS t TRATAMIENTOS QUE SE DESEAN COM

PARAR SE ASIGNAN AL AZAR ENTRE t RENGLONES Y t 

COLUMNAS, DE l'AL FORMA QUE CADA TRATAMIENTO APARE-

C~ EN CADA RENGLON Y EN CADA COLUMNA. 



--: ·- .-, 

j J 
Cl; 

L • 
= ¿ ~. = 

EN TAL CASO 

' ~- ·~ ... - ---- _.....~ ___ _ 

{ = .· -- ··~ 

'3 .; 
.) 

.. -,"' -~- _:_ :-'3 

-.1 

_ ,, COL'U11NA k, RESPECTIVAI-1ENTE, C:elN 

·rk = O, Y ll ES LA MEDIA GLOBAL. 
k 

E(Xijk) = ll + a 1 + Sj +.yk 

var(Xijkl = ·a2 
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( 1) 

( 2) 

LA DESCOMPOSICION DE LA SUMA DE CUADRADOS QUEDh EN LA F~~~ 

IGUIENTE: 

TSS = SST + SSR + SSC + SSE (3) 

DONDE TSS ES LA SUMA DE CUADRADOS TOTAL, SST LA DE LOS TRATA-

HIENTOS, SSC LA DE COLUMNAS, SSR LA DE RENGLONF.S Y SSE LA DEL 

ERROR. LAS ECUACIONES PARA CALCULAR A CADA Ul:A DE ELLAS SON: 

TSS E ~(Xijk x ) 2 ¡; ~·x~jk -2 = - = - n X 
i 1 

... 
J J 

( 4) 

¿(X. x ) 2 -2 -2 
SST ··- t - '" t E X. - n X 

i 1 •• . . . i J. •• . .. (5 ~ 

l: (X X' ) 2 -2 -2 SSR = t - = t ¡; X . - n X 
j 

. j . j • J • . .. ( 6) 



ssc - t "(X X ) 2 
=+e - "· k- -k • . • •• 

SSE = TSS - SST - SSR - SSC 

-2 
·· n X . .. 
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(7) 

(8) 

LA TABLA DEL hNAI,ISIS DE VARIANCIA DS ESTE EXPERIMENTO ES 

FUENTE SS G. DE TJ. MS F 

TRATAMIENTOS SST t-1 HST=SS'rj (t.-1) MST/MSE 

RENGLONES SSR t-1 HSH.=SSR/(t-1) MSR/MSE 

COLUMNAS ssc t-1 MSC"'SSC/(t-1) MSC/MSE 

ERROR SSE (t-1) (t-2) MSE=SSE/(t-1) (t-2) 

TOTALES TSS t 2
-1 

CON ESTAS ESTADISTICA$ F" SE PRUEBAN, RESPECTIVAMENTE,LAS HIPO-

TESIS: 

i=1,2, •.. ,n 

HJ :AL ~!EI'iOS UNA a . NO ES CERO 
. l. 

b) H0 : sj = o, j = 1, 2, •.• ' t 

H1 :AL MENOS UNA 8j NO ES CERO 

e) ¡¡1): (k - o, ,k = ~. 2 , •.• , t 

H AL 1: HENOS UNA Yv. NO E'" ·' CERO 

ESTAS PRUEBAS DE HIPOTESIS SON TAMB!frl P'.UI\ EL Cl•SO DE NIVELES 
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;, LEJ.'i'OH.I OS. 

EN e:< ~i<.OBU:;.;,I\ De l"t~ENJERIA DE TRANSITO SE DESEAN COMPA!<,;R 

LOS TIC,i'OS EN QUE NO SE A~ROVECHl\ L.l\ LUZ VERDE DEL .Sí-:r!ld·'ORO 

I'OR iiO i'fi.Sl\R t'IIUGUN VEHTCUT~O, c'ARA 4 DISPOSITIV03 i)E co;;•¡ 0:0L 

i·.UTO:·l.rlTICO IJE SEHAFOROS EN 4 CRUCEROS DIF'ERi: ';"J'ES ')E J .A C J.UD,'\D, 

LO Si.Ji''TCIE:·ITL·<E:JTE DISTANTES ENTRE SI CO''<J P."\RA CONSEJFP~!'."S 

J:·:DEPJ::'iDIEI'Tt:S. 1'!\Ri"\ ESTO, SE DISE!~O r_;N EX?ER.L1o1ENTO EN. EL QUE 

SE :1ID1E'10;' !"OS TIE:i~''C~ D}:; DESPERDICIO, EN ~liNUTOS, QUE SE TU-

\'IERO:-< EN CL';..TP.O ;¡;);;,•\S DIFERENTES DEL DIA, DOS HORAS "PICO", Y 

e-OS ¡;or_;s "V,\LLE'"-DEL DIA, CON 1"0 CUAL SE INTEGRO EL SIGUIENTE 

EXPlcil.H!ENTO DE CUADRi\DOS LATINOS 4x4: 

HORA DEL DIA 
l ~iTERSECC ION TOTALES X o j o 

A. M. PICO A. M. VALLE P. M. VALLE P. M. PICO 

1 D(15.5) 8(33.9) C(13.2) A(29.1) 91. 7 22.92 

2 8(16.3) C(26.6) A(l9.4) D(22. 8) 8 5o 1 21 . 27 

3 C(10.8) A(3l.l) D(17.1) 8(30.3) 89.3 2 2 o 3 2 

4 J.(14.7) D(34.0) B(19.7) C(21.6) 90.0 22.50 

'J'OT!t.LES 57.3 125.6 69.4 103.8 356.1 

X 
.. k 14.33 31.4 o 17.35 . 2 5.9 5 

:i:: tJ ESTA ·rABLA LAS O::J:FRAS ENTRE PARENTESIS SON MINUTCS DE DES-

l'I::il.DICIQ·POR HORA fARA LOS DISPOSITIVOS A, B, e y D. 

L•JS PROí·íEDIOS P.Z..RA C.'IDA DISPOSITIVO SON: 

• 
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= 72.2/4 = 18.05 

X = J o o 2 1 4 = )"C ,, <; • :;¡ = B •. .. ; .-.-- .. J,.~! ··:) •• 89.4/4 = 22.35 

'··x-2 -~ o ~ 7<J25.45 ... 

x 1 = 91.7/4~22.9<; x" ~ i':s .. :ch:2l.n; :::', =89.3/4=22.32; 
,¿, •. ). 

-X ·-90 0/. 4-'•? 5•J· ·¡-; .. o .. , :· :¿ .. •4 ]3· 7'; • 4 • - • -l..-· • , ..<"o. ' • _i_- ··' 1 ' -.1 i • - .L • f ./~ o"·' 12 5 . 6 14 = 31. •l o ; 

X- 69 4/417'" ., '"' '/< 2" 95 ,=:-:-. = .• ;....,; ..... .;:::_:_,_._:.0.''-t= .::> •• 
• • - •• -t 

~ '] 2 ? 
SST=4(23.58~+25.05-+18.05 ~22.35-)-7925.45= 

=4 ( 5 55. 7 8+627. 50+325.80+4 9 9. 52)-- 7925. 4 5=80 34. 41-79iS. 45=108. 9 6 

=4(525.56+45?.53+498. 41+505. 25) -7925. 4S=7931. 40-7925.45=5, 95 

SSC=4(205.21+985.96+301.02+673.40)-7925.45=8662.36-7925.45=736.91 

SSE=875.6-l08.96-5.95-736.91~23.78 

·--·--
:CUENTE .-r 

~-..:; "'· D2 L. MS F 
------· 

DISPOSITIVOS (TRAT:u-!IENTOS) 103.95 3 36.32 9.17 > 4. 7 6 

RENGLONES (INTERSECCIONES) 5.95 3 1. 98 o.so < 4.76 

COLUMNAS (HOHAS DEL DIA) 716. 91 3 245.64 61. 87 > 4 • 7 6 

ERROR 23.78 6 3.96 

TOTALES 875.60 15 

DE LO AN'rERIOR SE CONCT..üYE QUE 3I l-iP.Y D!:l'ERENCI.~.s SIGNXFIC~T:t

VAS ENTRE LOS DISPOSITIVOS Y ENTRE !.Jl.S f'ORAS DEL DIA, A l'N °5 

POI: CIENTO OE NIVEL OS ~ONFIANZA. 



EXPERIMENTOS DE 
CUADRADOS LATINOS 

·CON REPLICAS 
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CON FRECUENCIA SE DISPONE DE TI~MPO Y RECURSOS PARA TENER VA-

RIAS REPLICAS DE UN EXPERIMENTO DE CUADRADOS LA'l'INOS, PRINCI

PALMENTE CUANDO t ES PEQUE~O. SUPONGAMOS QUE SE EJECUTAN r 

REPLICAS, EL MODELO MATEMATICO SERA, EN ESTE CASO: 

(1l 

EN DONDE ·p l ES EL EFECTO DE LA L-ESIMA REPLICA, i 1 j y k = 

1, 2, ... '· t, Y 1 = 1, 2, ... , r; LOS DEMAS .TERMINOS TIENEN 

EL MISMO SIGNIFICADO QUE EN EL EXPERIMENTO'SIN REPLICAS, LAS 

RESTRICCIONES DE LOS PARAMETROS SON 

= J: 8. = ¡; y k = 
j J k 

= o ( 2) 

h~ SüMA TOTAL DE CUADRADOS, EN ESTE CASO, SE DESCCMPONE DE LA 

SIGUIENTE MANERA: 

TSS = SST + SSR + ssc + SS Re + SSE (3) 

EN DONDE 

TSS ¡; ¡; J: 
2 Nx 2 N t

2
r = xijkl - = 

i j 1 
( 4 ) 

SST í. -2 
NX 2 = rt X -

i i ... 
( 5) 

SSR = rt ¡: x2. - NX 2 

j . J .. 
(6) 
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-ssc = rt r x2 
- Nx2 

k ' . k. . ••• 
( 7) 

ssRe = t
2 r x~ - NX 2 

1 ... 1 
(8) 

SSE = TSS - SST - SSR - SSC - SSRe (9) 

LA TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA CORRESPONDIENTE A ESTE EX-

PERIMENTO ES: 

FUENTE DE 
VARIABILIDAD 

TRATAMIENTOS 

RENGLONES 

COLUMNAS 

REPLICAS 

ERROR 

TOTAL 

G. de 1 

t - 1 

t - 1 

t - 1 

r - ~ 

g= (t-1) (rt+r-3) 

rt 2 - 1 

SS MS F· 

SST MST=SST/(t-1) MST/MSE 

SSR MSR=SSR/(t-1) MSR/MSE 

ssc HSC=SSC/ (t-1) MSC/MSE 

SSRe ~lSRe=SSRe/ (r-1) MSRe/MSE 

SSE 1-lSE=SSE/g 

TSS 
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SE TIENE UN PROCESO DE FABRICACION EN EL c·UAL SE RECUBRE UNA LA 

!-:INA CON UN CIERTC ~lETAL. EXISTE LA DUDA DE SI EL ESPESOR DE 

ES3 ?.ECUBRIMIEtlTO CAMBIA EN LAS DIRECCIONES DEL ROLADO Y TRA.'lS-

Vi::RSAL A EL. PARJ, ESTUDIAR ESTO SE TOMO COMO VAP.IABLE AL PE-

SO POR UNID.~ DE AREA QUE SE TENGA DE DICHO RECUBPIMIENTO. PA-

P,A ELH!INAR ESTAS DOS PUENTES DE VARIACION, CADA UNA DE 2 PLA-

CAS FABRICADAS SE niVIDIO EN 16 PARTES REPRESENTANDO 4 POSICIO-

NES EN DIRECCION LONGITUDINAL Y 4 TRANSVERSALES AL ROLADO, Y 

LUEGO SE TOHA .. R.ON 4 NUESTRAS DE CADA UNA Y SE MANDARON A LOS LA 

BORATORIOS A, B, C Y O PARA DETERMINAR EL PESO DEL RECUBRIMIENTO, 

TENIENDOSE LOS SIGUIENTES RESULTADOS; 

TRANSVERSAL 

,-ACTOR 2. l 2.2 7..3 2.4 2.1 2.2 
' . 
' • l !10.29 A0.25 r;O.l8 Do. 28 co.zo A0.24 
. o 
.1. • .:... Do. 28 EO.lo Ao. 21 co.2s 8o.28 co .19 

:.3 .. 
Do. 23 130.20 A0.28 D0.34 80.23 · .... o. 28 

1. 4 -'o. 30 co.19 Do. 24 80.25 A0.32 Do. 22 · 

1.1 co.2o A0.24 0o. 20 8o.27 

1.2 3o. 28 c0.19 A0.22 Do. 2a 

1.3 0 0.34 80.23 e o. 21 A0.23 

·¡ . 4 A0.32 D0.22 no .16 co.27 

2.3 2.4 TOTALES X . J .. 

D0.20 80.27 
l. 91 0.239 

AO.Z2 Do .28 l. 89 0.236 

co.21 A0.2B 2.05 0.256 

80.16 co.21 l. 95 o. 244 

7.8(1 

-~· .. )!Ai.E::: 2.29 l. 730 1.620 2.160 

o. 236 0.2l6 o. 203 0.27 
.. ,._. 

-·---
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VERIFICAR LAS IIIPOTESIS DE EFECTOS NULOS Y SI HAY ALGUNA QUE NO 

LA CUHPLA, HACER LA PRUEBA DE COHPARACIONES MULTIPLES. 

SOLUCION 

a) ANAI.ISIS DE VARIANCIA 

x = (o. 2 9 + 0.28 + .•• 1 + 0.28 + 0.25)/16 = 0.243 

X ... 2 -- (o. 20 + 0.28 + + 0.28 + 0.27)/16 = 0.244 

X = (o. 2 5 ,, .... + 0.21 + + 0.28 + 0.3"2)/8 = 0.263 

X = (O. 29 + 0.18 + 
B ••• + 0.23 + 0.16)/B = 0.233 

X = (O .lB e: ... + o. 2 5 + + 0.21 + 0.2"1)/8 = 0.221 

X - (O. 2 B 
D ~ •• 

+ 0.28 + + 0.34 + 0.22)/B = 0.259 

X 0.29 + = o. 2 8 + 0.28 + + 0.28 + 0.28 + 0.27 

32 

TOTALES: TSS 
2 

=ELEX .. k, 
j k l. l.J ~ 

= 1.9628-32x0.244
2 

= 

= 1.9628 - 1.905 = 0.058 

RENGLONES: SSR = rt E x2 . 
j • J •• 

2 2 = 2 x 4 x·(0.239 + 0.236 + 

+ 0.256 2 + 0.244 2 ) - 1.905 = 0.002 

COLUMNAS: SSC = rt ¡; x2 
k 

k . . . 
-2 - NX .... 

+ 0.27 2 ) - 1.905 = 0.035 

REPLICA: SSRe = t 2 r x2 . NX 2 
1 ... 1 

0.008 

. -2 TRATA."1IENTOS: SST = rt. ¡; X. 
~ ... . ... 

+ 0.221 2 + 0.259 2 ) - 1.905 = 0.010 

= 0.244 
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ERROR: SSE = TSS- SST- SSC- SSR- SSRe = 0.058-0.002-0.035-0.00 8 

- 0.01 = 0.003 

TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA 

FUENTE g. de l. SS MS FE F c(a=O.OS) 

LOt!G. AL ROLADO 3 SSR=0.002 0.0007-

TRANSV. 1\L ROLADO 3 SSC=0.035 o. 0117 

LABORATORIOS 3 SST=0.010 0.0033 

REPLICAS 1 SSRe=O.OOB 0.008 

ERROR 3(7)=21 SSE=0.003 o. 00014 

TOTAL 31 TSS=0.058 

DE LO ANTERIOR SE CONCLUYE QUE: 

L SI HAY EFECTOS EN LA LONGITUD AL ROLADO 

2. SI HAY EFECTOS ENTRE REPLICAS 

5.00 

83.57 

23.57 

57.14 

:; . SI RAY EFECTOS ENTRE LOS DIFERENTES LABORATORIOS 

4. SI HAY EFECTOS :C:N LA DIRECCION TRANSVERSAL AL ROLADO 

b) PRUEBA DE COMPARACIONES HULTIPLES 

b-1) ENTRE LOS DIFERENTES LABORATORIOS: 

LABORATORIO e B D 

MEDIA 0.221 0.233 0.259 

A 

0.263 

> 

> 

> 

> 

DE LAS TADLAS PARA a= 0.05, 21 G de L. y P = 2,3,4, TENEMOS 

( INTE~POk\NDO) 

3.07 

3.07 

3.07 

4 • 32 



R 
p 

p 

p 

1 S S 

2 3 

2.9425 3.0925 3.1825 

0.00418 

2 3 

0.01231 0.01293 o. 01-3 3 o 

EL RANGO PARA LAS 4 MEDIAS ES R4 = 0.042 > R4c(O.Ol330), LO 

CUAL ERA DE ESPERARSE YA QUE LA PRUEBA F HOSTRO QUE SI HABIA 

EFECTO ENTRE LOS 4 TRAT&~IENTOS. 

LOS RANGOS PARA 3 MEDIAS ADYACENTES SON: 

CBD = 0.259 - 0.221 = 0.038 > 0.01293 

BDA ~ 0.263 - 0.233 = 0.030 > 0.01293 

LOS RANGOS PARA PARES DE MEDIAS ADYACENTES SON: 

CB = 0.233 - 0.221 = 0.012 < 0.01231 

BD = 0.259 - 0.233 = 0.026 > 0.01231 

DA= 0.263- 0.259 = 0".0040 < 0.01231 

POR LO TANTO TENDREMOS: C B D A 

DE DONDE CONCLUIMOS QUE LOS'LABORATORIOS C Y B, ASI COMO D Y A 

TUVIERON RESULTADOS CONSISTENTES, MIENTRAS LOS LABORATORIOS 
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B y D PRESENTARON RESULTADOS DIFERENTES ESTADISTICAMENTE Y, 

POR ENDE, NO HABRA CONSISTENCIA ENTRE B Y A Y C Y D 

b-2} EN LOS NIVELES DE LA DIRECCION TRANSVERSAL AL ROLADO: 

NIVELES 3 2 4 1 

MEDIAS 0.203 0.216 0.270 0.286 

DE LAS.TABLAS PARA a=O.OS; 21 G. de L., p = 2,3,4 :f Sx = 0.00418 

TENEMOS: 

p 2 3 

rp 2.945 3.0925 3.1825 

R = r X s- o. 01231 
p p X 

0.01293 0.01330 

EL R__l\.NGO ?ARA LAS 4 HEDIAS ES R4 = 0.286 - 0.203 =- 0.0830 > 

?-·::rítieo (O. O 1330} , LO CUAL RATH'ICA EL RESULTADO DE LA PRUEBA 

? C!E 'JUE SI HAY EFECTO ENTRE LOS 4 NIVELES DEL RGI.ADO TRANS-

V::RSAL. 

P~~~ LOS CONJUNTOS DE 3 MEDIAS ADYACENTES: 

R324 = 0.27 - 0.203 = 0.0670 > 0.01293 

R241 = 0.286 - 0.216 = 0.07 > 0.01293 

POR LO QUE TAMBI~~ HAY EFECTO SIG~IFICATIVO ENTRE LAS TRIPLE

TAS DE MEDIAS ADYACENTES. PARA LOS CONJUNTOS DE 2 MEDIAS AD-

YACENTES: 
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R32 = 0.216 - 0.203 = o:ouo > 0.01231 

R24 = 0.27 - 0.216 = 0.0540 > 0.01231 

R41 = 0.286 - 0.27 = 0.0160 > 0.01231 

DE DONDE CONCLUIMOS QUE: 

FACTOR 2: N3 N2 N4 N1 

EN LA DIRECCION TRANSVERSAL DEL ROLADO NINGUNA :!'AR!':,TA DE 

NIVELES DIO RESeLTADOS CONSISTENTES. 

b-3) APLICANDO EL METODO DE FISHER DE COMPARACIONES MULTIPLES 

TENEMOS: 

b- 3. 1) TRATAMIENTOS: LSD = t- .~ = 
-21,a/2· / ~ 

t . J?xo8ooo14 
21,0.025 

- 2.080 X 0.0059 = 0.0!231 

LABORATORIOS e B D A 

MEDIAS 0.221 0.233 0.259 0.263 CB DA 
1 

QUE 

* 0.0120 ~.03~ ~.04ª 
COINCIDE CON 

* ~. 0261 lo. o 31 
EL RESULTADO 

" o. 00'4 ANTERIOR 
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t•- J . :<) ,, IIIVELES OEL ROtADO NIVELES 3 2 4 1 

"i'RANSVERSAL: MEDIAS 0.203 0.216 o. 27 0.286 

.. :¿ 4 1 ' QUE COINCI- * l_Q.ol3; [Q_,_QB (Q._, _ _()--ª.~ 

ur.: CON EL RE2üLTADO • Jo. os] ~§11 

;,NTERIOR •• [f""o 16l 

, L eJERCICIO QUE SE DESARROLLO EN LA CLASE SOBP.E FUNDENTES TENEMOS: 

-..r·:.ICANDO DUNCAN: 

>.·.;-::, LOS METODOS: METODO e B ·A 

NEDIA 11. o 14.4 14.6 

.. '·. ,:_:~ a = 0.01, V =-.!.O¡ p = 2,3 TENEI10S 

p 2 3 

r 4.48 4.67 
_ fMSE = /1.38 p s- = -1--

s-- 2.1485 2.2397 X n . 6 
.~ = rp X = 

í) X 

· .. ,.;•.eiGO PARA 3 HEDIAS ADYACENTES = XA - XC = 14. 6 - 11 = 

.6 > 2.397 LO QUE SE VERIFICO EN LA PRUEBA F. 
·' 

,_,:·S RANGOS PARA LOS CONJUNTOS DE 2 MEDIAS ADYACENTES SON 

X -X = 14.4 B e 11 = 3.40 > 2.1485 SIGNIFICATIVO 

o. 4 79 5 

X_;; - XB = 14.6 - 14.-1 = O.?.< 2.1485 NO SIGNIFICATIVO 
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LO CUAL IMPLICA QUE C B A¡ EL ME,TODO C ES EL QUE PRODUCE EFEC 

TOS ESTADISTICAMENTE SIGNIFICATIVOS. 

b) PARA LAS FUNDENTES: FUNDENTE 1 3 2 

MEDIA 11.6 :.3 15.33 

EL RANGO PARA I.AS TRES 11EDIAS .ADYACENTES: R132 = 15, 33 - 11. 6 = 

= 3.73 > 2.2397 O SEA QUE SI HAY EFECTO ENTRE LOS 3 FUNDENTES 

COMO SE HABIA VISTO EN LA PRUEBA F. PARA LOS CONJUNTOS DE 2 

MEDIAS: 

x
3 

- x1 = 1.40 < 2.1485 NO SIGNIFICATIVO 

x2 - x3 = 2.33, 2.1485 SI SIGNIFICATIVO 

ENTONCES: FUNDENTES 1 3 2,POR LO QUE EL FUNDENTE 2 PRODUCE 

EFECTOS DIFERENTES ESTJ1DISTICAMENTE SIGNIF!CATIVOS. 

APLICANDO FISHER: 

a) PARA LOS ME'rODOS 

LSD = ·1- j2 x~· 38 = 3.169x0.6782 = 2.1493 -o.oo5,10 

METODOS e B A 

MEDIAS 11. o 14.4 14.6 
C B A 

* 

* 0.20 
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PARA.LOS FUND2NTES 

FUIVCENTES 1 3 2 

MEDI.l\5 11.6 B 15.33 1 3 2 

* 1.4 13.731 

* ~ 
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11. EXPERI11ENTO DE CUADRJI.DOS GRECO-LATINOS 

EN OCASIONES. SE CONSIDERA QUE EXISTEN NO SOLO DOS SINO TRES 

FACTORES EXTRJ'.flOS QUE PUEDEN INFLUIR EN LOS RESULTADOS DE UN 

TRATAMIENTO, C<):-10 SUCEDE EN EL EXPERHillNTO fJF. CUADRADOS LAT I

NO~ CUANDO ESTO SUCEDE, SE PUEDE FILTRAR O AISLAR EL EFECTO 

DEL TERCER F.ZI.CTOR 11EDIANTE EL EHPLEO DE UN EXPZRIMEN'l'O DE CUA

DRADOS GRECO-LATINOS t x t. 

EN ESTE TIPO DE EXPERIMENTO LOS t: NIVELES DJ:;L TERCER FACTOR SE 

REPRESENTAN USUi'.LHENTE CON LETRAS GRIEGAS, LAS CUALES SE COM

BINAN CON LAS LATINAS QUE REPRESENTAN LOS t NIVELES DEL TRATA

~IIENTO, DE T.'\.:L, ~lANERA QUE CADA LETRA LATINA APARECE SOLO UNA 

VEZ EN .CONJUNCION CON UNA GRIEGA EN CADA COLU~NA Y EN CADA REN 

GLON. 

POR EJE~!PLO, EN UN EXPERil1ENTO DE CUADRADOS GRECO-LATINOS DE 

4x4 L!'.S LETRAS SE CONBINAN DE LA SIGIJ IENTE MANERA: 

:- ·.cTOR 1 FACTOR 2 

1 2 3 4 

1 A a BS Cy Do 

2 Bo Ay Da Ce1 

3 es De1 A o By 

4 Dy Có Bet AS 

UN EJE!1PLO EN EL QUE SE USARIA UN EXPERIMENTO DE ESTE TIPO 

SERIA EL .CASO DEL PROBLEMA MENCIONADO EN LOS CUADRADOS LATINOS 
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SI ADEMAS DE LOS FACTORES "OPERARIO" Y "FUNDENTE", SE AGREGARA 

EL DE "TEHPERATURA" DE LA SOLDADURA. 

EL MODELO MAT&~TICO PARA REPRESENTAR A CADA RESULTADO DEL EX-

PERIMENTO ES UNA EXTENSION NATURAL DEL DE CUADRADOS LATINOS: 

(1) 

DONDE Ak y yl REPRESENTAN AHORA LOS EFECTOS DE LOS FACTORES RE 

PRESENTADOS POR ~~S-LETRAS LATINAS Y GRIEGAS, RESPECTIVAMENTE.~ 

POR SU Pru<TE, LA SEPARACION DE LA SUMA DE CUADRADOS QUEDA EN 

LA FORMA 

TSS = SSR + ssc + SSL + SSG + ss:c; (2) 

EN DONDE 

'{2 t2 -2 
-~ss = z [ - X 

i j 
. ijkl (3) 

5SR 
-2 t2 -2 

= t [ x. - X 
i ~ ... (4) 

ssc -2 t2 -2 
= t ¡: X . - X 

j 
• J •• 

(5) 

SSL -2 t2 -2 -- t E X - X 
k .. k. 

(6) 

-2 t2 -2 
SSG.= t E X - X 

1 ... 1 .... (7) 
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SSE = TSS - SSR - SSC - SSL - SSG (..8) 

DE ESTA ~lANERA L.'\ TABLA DEL ANALISIS DE VliRIANCIA CORRESPON-

DIENTE ES: 

::'tiENTE ,~ 
_, o DE r 

~- SS i1S F 

FACTO~ I t-1 SSR MSR=SSR/(t-1) MSR/MSE 
(RENGLONES 

F.>.CTOR II t-1 ssc 11SC=SSC/ (t-1) '11SC/.'1SE 
(COW!!NAS) 

FACTOR III t-1 SSL :-!SL=SSL/ ( t -1) HSl/MSE 
(LETRAS LATINAS) 

FACTOR IV t-1 SSG MSG=SSG/(t-1) !1SG/~lSE 
(LETRAS GREG.;S) -
ERROR o RESFJUAL ( t -1) (t-3) SSE 11SE=SSE/ (t-1) (t-3) 

To·:r~~ 
,_2 1 
~ -~ 

EN ESTE EXPERil·lENTO L..Z\S EST!illiSTICAS F TIENEN t-1 Y (t-1) (t-3) 

:.;?-..;DOS DE LI3ERT AD !':N EL NTJ:1ERJI.DOR Y EN EL DEt!OMINADOR, RESPEC-

'I'!Vfu'iE~lTE. 

:'UESTO QUE EL .ERROR TIENE (c.-1_) (t-3) GRADOS DE LIBERTAD, PARA 

t~J SE TIENE G. DE L.=O, POR LO CUAL NO SE PUEDE HACER EL ANA-

LISIS DE VARIANCIA. 

EJEHPLO 

EN UN PROBLEMA DE LA INDUSTRIA QUIMICA SE SOSPECHO QUE EN LOS 

RESULTADOS DE lJN ENS;..YE INFLUIAN CUAT!<O FACTORES: CONCENTRACION 
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• 

DE LA SUBSTANCIA, VOLUMEN USADO, Ti\HAflO DE ESPECIME!! Y TIEMPO 

DE LA RE.O.CC ION 1 POR LO QUE SE DISEfW UN EXPEHIMENTO DE CUADRA-

DOS GRECO-LATINOS PARA VERIFICAR ESTADISTICAMENTE CUALES DE 

ELLOS EFECTIVAHENTE INPLUIAN DE HN!ERA DIFFRENTE AI. CNIBIAR 

SUS RESPECTIVOS NTVELES. LOS RESULTADOS QUE SE OBTUVIERON TO-

I·!MJDO 5 N IV ELES DE LOS FACTORES FUERON LOS SEflALADOS EN LA TA-

BLi\ SIGUIENTE (I,AS LETRAS LATINAS SON LOS NIVELES DEL FACTOR 

':' hHAÑO) : 

FACTOR I FACTOR Il 
(CONCEN- (VOLUMEN) TOTJl.LES X. 

1 ••• 
TRACION) 

1 2 3 4 5 

1 Act By CE DS E o 
65 82 J. OS 101 126 482 96.4 

2 Be C5 Da E y A.r. 
84 109 73 97 83 446 89.2 

---·-
3 Cy DE ES Aó Ba 

105 129 89 89 52 464 92.8 

4 Dó Ea Ay BE es 
119 72 76 117 84 468 93.8 

" E e AS Bó Ca .Dy - e., 
~~ 59 94 78 106 434 86.8 

'!' OT _:;LE S 470 451 440 482 451 2294 

- 88.0 ,•, 
'j. ' 

94.0 90.2 96.4 90.2 X 
2294 91.76 

25 

;:x =37.2,zx .. a. · . • 1;. = 429, E X .. C.= 484, Ex .. D.= 528, E x.,E. = 481 

X = 372 = 74.4, X = 429 = 85.8, X .. A. -5- .. B. 5 .. C. 
4 84 = = -5- 96.8, 

·;. 528 05 "' -
" .• D. ·- -5- = 1 .. ~ ' X .. E. 

481 = -5- = 96.2 
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x = 
377 

= 75.4, x = 
398 

= 79.6, x 
.• • ú S · .... g S •. . y 

466 
- -5- = 93. 2, 

TSS = 65 2+82 2+108 2+ •.. +106 2-210, 497.44 = 9880 .. 56 

SSL= 5(74.4 2+85.8 2+96.8 2+105.6 2 +96.2 2 )-210,497.44 = 2867.76 

.3SE = 9880.56-227.76-285.76-2867.76-5536.76 = 962.72 

LA TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA RESULTANTE ES: 

FUENTE SS G. DE L. MS F 

C::l~lCENTAAC ION 227.76 4 56.94 o. 4 7 < 3.84 

~/OI..C!-1EN 285.76 4 n. 44 0.59 < 3. 84 

-:_:_~_:.~ ... -~.~0 2867.76 4 715.94 5.96 > 3. 84 

·::: 2:.:2·!PO 5536.76 ' 1384.14 11.50 > 3. 84 .. 
;_~?(ROR 962.72 8 120.34 

·~'OT~;r, 9880.56 24 

~ = 3.84 (PAR.'\ 3 = 0.05) "0.95,4,8 

D::L .'\NALISIS DEL EXPERIHENTO ANTERIOR SE CONCLUYE QUE LOS FAC-
.' 

TORES "CONCENTAACION" y "VOLUMEN" NO INFLUYEN SIGNIFÍCATIVA

lENTE EN LOS RESULTADOS A UN 95 POR CIENTO DE NIVEL DE CONFIAN 

ZA Y, EN CANBIO, LOS FACTORES "TAHAflO" Y "TIEMPO" SI INFLUYEN. 
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EJEHPLO 

LOS FOCOS DE•UNAS CAMARAS FOTOGRAFICAS FUERON COMPARADAS CON 5 

CAMARAS, 5 TIPOS DE PELICULA Y 5 TIPOS DE FILTROS ,uENOTADOS 

a, ... , e:). DOS PUPLICADOS FUERON TOMADOS PARA CADA COMBINA-

CION DE LOS 4 FACTORES OBTENIENDOSE LOS SIGUIENTES DATOS: 

CAMARA 
?ELI-
CULA l. 2 3 4 5 x. 

1 •••• 

0.64 0.70 o. 73 0.66 
1 (Eó) 

0.66 
1 (Aa) 0.66 (By) 0.74 (Ce: l 0.69 (Dt3) 0.66 0.64 0.6780 

x .. ::0.65 o. 72 o. 71 0.66 0.65 
~] ... 

0.62 0.63 0.69 0.70 0.78 
2 ( B S) 0.64 (C 6) 0.61 (Da) 0.67 (Ey) o. 72 (A e:) 0.76 0.6820 

0.63 0.62 0.68 o. 71 o. 77 

o. 65" o. 72 0.68 0.64 0.74 
3 (Cy) 0.64 (De:) 0.73 CE el 0.68 '(Aii l 0.65 (Ba) 0.70 O. 6R30 

o. 645 o. 725 0.68 0.645 o. 72 

0.64 0.73 0.68 0.74 o. 72 
4 (Dé) 0.63 (Ea l o. 72 (Ay) 0.70 (Be:) 0.74 (CB) 0.75 0.7050 

0.635 o. 725 0.69 0.74 0.735 

1 1 o. 74 o. 73 0.67 0.74 o. 78 
J S 

1 

(E e:) o. 74 (A(l) o. 71 (Bol 0.66 (Ca) 0.75 (Dy) o. 78 0.73 
0.74 o. 725 0.665 0.745 o. 78 

X . j .... 0.66 0.702 0.6~5 0.70 0.731 

a) DETEru1INE LA VARIANCIA RESIDUAL 

b) QUE EFECTOS SON SIGNIFICANTES? (NOTA: LOS DUPI·ICADOS SE CO-

RIUERON AL MISMO TIEMPO. ENTONCES ESTOS PUEDEN NO SER UN'A 

HEDICION VERDJI.DERA DEL ERROR) . 
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e) DETERMINE UN INTERVALO DE CONFI&~ZA DEL 95% PARA LA DENSI-

DAD MEDIA DE LA CMIARA ~ 5 

SOLUCION 

X = 34.78/50 = 0.6956; -2 
X ..... = 0.4838.)9 

2 ? -2 2 2 2 -OTALES· TS~- ~.-,~.~""' - t-,.x (0 64 + O 66 + O 62 
1 • • " - ijk~<.h :::jklr " . . . . . = . • • + 

2 2 0.752 +0.64+ •... +0.72 + + 
., 

+0.78~)-

- 5 2 x2x0.483859 = 24.298400- 2 X 25 (34. 78/50) 2 

= 24.298400- 12.096484x2 = 0.1J5432 

FACTOR I (PELICULAS): SSR = (t L: X. 2 - t
2 x2 ) r 

j. l. • • • • •••• 

= [5(0.459684 + 0.465124 + 0.466489 + 

0.497025 + 0.532900) - 1:¡.096484. X 2 

= 5 x2.421222-12.096484) x2 = 

= (0.009626) X 2 = ').019252 

?ACTOR II (0-'lARAS) : ssc = ( t L: X ~ - i:: 2i¡} ) r 
. • J • • • • •••• 
J . 

ssc = [5(0.4356+0.492804+0.469225+0.49+0.534361) -

- 12.096484] x 2 = 2(5x2,421990-12.096484) = 

= (12.109950-12.096484) X 2 = (0'.013466) X 2 

= 0.026932 

FACTOR III (LETRAS LATINAS (FOCOS)) 

SSL = 

= [5(0.483025+0.483025+0.477481 

X •• A •• =O. 695000 

x .. B •• =0.695000 

x .. e .. =O. 691ooo 

X •• D •.• =O •. 696000 
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- 12.096484] X 2 

= (5 X 2, 419348-12, 096484) X 2 
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X. ,E •• =O. 701000 

= (12.096740 -12.096484) X 2 = 0.000?.56 X 2 = 0.000512 

FACTOR IV (LETRAS GRIEGAS (FILTROS)): 

SSG = (tl:x2 - t 2
x 2 l r 1 ... l. . .... 

= [5(0.495816+0.469225+0.502681+ 

o. 413449+0. 54 3169) -

12.0964B4] X 2 

= (5 X 2.424140 -12.096484) X 2 

= (12.1207- l2.096484) X 2 

= 0.024216 X 2 = 0.048432 

RESIDUAL (DUPLICADOS): 

SSRes = Er.r.l:l:X~.kl 
ijklr l.J r 

-2 - rHX .. 
ij l.] ••• 

. x =O. 704 
••• Q. • 

x ... s.=0.6BS 

x, .. y, =0, 709 

x ... 6.=0.643 

X =0.737 ••• e: • 

2 2 . 2 2" 2 
= 24.2984-2(0.65 +0.72 +0.71 + ••• +0.665 +0,745 

+ 0.7B
2 l 

= 24.29.84-2 X 12 .. 1467 = 0.005000 

INTERACCIONES: SSI = TSS - SSR - SSC - SSL - SSG - S SRes 

= 0.105432-0.019252-0,026932-0.000512-0,048432-

o.ooso = 0.005304 

CON LO ANTERIOR POD&~OS FORMULAR LA SIGUIENTE TABLA DE ANALISIS 

DE VARIANCIA: 
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' 
FUENTE DE GRADOS DE SUMA. DE MEDIOS F':ALC F •F 
VARIACION LIBERTAD CUADRADOS CUADRA TIC OS e a,v

1
v

2 

FACTOR I t-1=5-1 SSR MSR=O, 019252/4 F
1

=MSR/MSRe F =F 
(PELICULAS) = 4 0,019252 =0.004813 I 0,99,4,25 

•24,065 4.18 

fft.CfOR II t-1~5-1 ssc MSC=0.026932 FII=HSC/MSRe F =F 
(CAMARAS) e 4 0,026932 4 = 33.665 II 0,99,4,25 

=0.006733 4.18 

FACTOR III t- 1 = b SSL MSL=0,000512/4 FIII ~HSL/MSRe F = F 
(BULBOS) o ,000512 =0.000128 m 0.99,4,25 

n 0,64 
4.18 

FACTOR IV t- 1 = 4 SSG MSG=0.048432 F IV uMSG /MSRe F =F 
1 (FILTROS) 0.048432 4 IV 0',99,4,25 

=0,012108 
•60, 54 4,18 

ItiTERACCIONES (t-1) (t-3)= SS! MSI•O,Ó05304/8 F IN"MSI/MSRe F = F 
4x2=8 0.005304 •0.000663 0.99,8,25 

=3.3150 3,32 
RESIDUAL • 49 -16- 8 SS Re MSRe•0.0050/25 
(DUPLICADOS) : 23 0,0050 =0,00020 

TOT.U. 
2 

rt - 1 0.105432 
2 X 25- 1 

= 49 

2 A2 
a) EL ESTI!1AD0!1. IN SESGADO DE LA VARIANCIA RESIDUAL a ES a = MSRes 

' 

= 0.00020 

n) .DE LA TABLA DE ANALISIS DE VARIANCIA SE OBSERVA QUE LAS PELICU-

LAS, LAS CAMARAS Y LOS TIPOS DE FILTROS PRODUCEN EFECTOS SIGNI-

FICATIVOS. 

e) EL INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA CAMARA t 5 SERA (a = 0.05): 

= 0.731! 2.060 X 0.006325 = 0.131 + 0.013029 = (0,717971, 

o. 744029) 
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d) COMPARACIONES MULTIPLES: 

d.1) ENTRE LAS PELICULAS: 

.ICULA 1 2 3 4 5 DUNCAN: 1 2 3 4 5 

0.6780 0.682 0.683 0.705 0.73 .... p 2 3 4 
1 

5 

* 0.0040 o.ooso 0.0270 0.0520 q' 2.915 3.065 3. 14 5 3.215 

' 0.001 0.023 o. 04 8 wp 0.013 ·o. 0137 0.014 o. 0144 

* 0.022 0.047 
DONDE 

* 0.025 

q' = q' 0.05, (r,25) 

FISHER: LSD = te>/2,v 2MSRes = t · ~Q(i20 = 
rt 0.01/2,25 ( ~5 

= 2.060 X 0.0063 = 0.013 

DE LA TABLA OBSERVAMOS QUE LAS PELICULAS 4 Y 5 PRESENTAN EFEC-

~OS SIGNIFICATIVOS 

~1ETODO DE TUKEY: 

= e· 25 ) ¡o.ooo2o = 
qo.o5, "· 10 4 .1583x0. 0045 =O. 0186 

OBSERVANDO LOS RESULTADOS DE FISHER SE LL¿GA A LA MISMA CON-

CLUSION (VER TABLA). 

d.2) ENTRE CAMARAS 
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1 CA.'IARAS 1 3 4 2 5 F!SHER: LSD = 2.060x0:0063 

! X . ¡o. 66 0.68:i 0.70 0.702 0.731 
1 

. J •.. = 0.013 

1 
! • o.025o¡o.o4 0.042 0.071 
-~ 

TUCKEY: · W = 0.0186 

1 * 0.015 0.017 0.0450 DUNCAN: 
1 1 ' r- ···---

LJ • 0.002 0.031 ~-L 2 
3 4 5 

* 0.029 q'/2.915 3.065 3.145 3.215 

w?¡o.013 0.0137 0.014 0.0144 

OBSERVAMOS EN ESTE CASO QUE FISHER Y DUNCAN COINCIDEN EN RESUL 

TADOS: IJ 1 , u3 Y lls SON SIGNIFICATIVAMENTE DIFERENTES MIENTRAS 

~ 4 Y _llz SON HENOS SIGNIFICATIVOS; EL METODO L'E TUCKEY DIFIERE 

EN LO REFERENTE A ll 3 DE DONDE SE INFIERE QUE LAS CAMARAS 1 Y 5 

SON LAS QUE DIFIEREN. 

a.3) PARA LOS FILTROS: 

~~-~:;:?.CS ¡· e ¡ B a 1 ) e: 
--------f---+1 ----;.·---+----+------1 

-..:..· ..:..· ;..· ;..· =-' __ ,_/ o_._6_4_J-;/_o_._6_e_s_'l-o_._7_o_4--r_o_._7_o_9-+-o_._7_3-!7 

:·-- ! * 0.042 0.0610 0.066 0.094 

FISiiER: LSD = 0.013 

TUCKEY: w = 0.0186 

DUNCAN: 
' 

0.019 0.024 0.052 p 2 3 4 5 

* 0.005 0.033 wp 0.013 0.0137 0.014 0.0144 

* o. 028 

EN ESTE CASO LOS FILTROS a Y y SON MENOS SIGNIFICATIVOS EN 

LOS EFECTOS QUE LOS FILTROS REST&~TES ó, B Y ~ (OBSERVESE LA 

COINCIDENCI." DE RESULT.l'UlOS POR LOS 3 HETODOS. 
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-¡z, BLOQUES ALEATORIZADOS INCO~PLETOS 

ES USUAL QUE AL PLANEAR UN EXPERIJo!ENTO SE PRESE}1'l'A LA SITUA-

CION DE QUE LOS BLOQUES NO SON LO SUFICIENTEMENTE GRANDES COMO 

PARA ACOMODAR UNZ\ RE?LICA COMPLETA. 

POR EJL~LO, SI EN UN DIA SOLO SE PUEDEN REALIZAR 3 ENSAYES Y 

SI HAY 4 NIVELES DEL "TRATAMIENTO", ENTONCES EN UN SOLO DIA NO 

SE PUEDEN REALIZAR LOS ENSAYES PARA OBSERVAR LOS CUATRO NIVE-

LES Eci UN SOLO BLOQUE (DIAl • EN ESTE CASO EL t::ISEf.JO EXPERIHEN 

TAL QUEDARIA CON 4 BLOQUES CON TRES RESULTADOS SOLAMENTE CADA 

UNO, DE LA SIGUIENTE MANERA: 

BLOQUES 

I II III IV 

13 A e B 
A B A D 
e D D ~ 

!e:; ¡:¡, (!UE EL ORDBN DE .'\PARICION DE CI'.DA '!'R'\TAMIENTO EN CADA BLO 

·~UI'. :L.; SIDO ALEATORIZADO. 

0<1 DTS~O EXPERIMENTAL C0110 ESTE SE DENOMINA DE BLOQUES ALEA-

'!:'ORIZADOS INCOMPLETOS O BLOQUES INCOMPLETOS BALANCEADOS (BIB). 

EL T2RMINO Bl,LANCEADO NO SOLO SIGNU'!CA QUE TODOS LOS BLOQUES 

óQ~¡ D:CL MISMO TN-WlO Y QUE CADA NIV2L DEL TRATA!1IENTO APARECE 

EL t-\ISMO NUHERO DE VECES, S:CNO TN·lBIEN QUE CADA PAREJA DE NI-

'!SLES DEL TF:l\T!.!o\IENTO .!\PARECE Jt:NT.Z\ (E~l EL MISMO BLOQUE) EL 
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lH S.'\0 NUMERO DE VECSS; EN EL EJEMPLO ANTERIOR ESTO SUCEDE 2 

VECES. 

:?ARA DESCRIBI.~ UN EXPERIMENTO BIB SE UTILIZAN LOS SIGUIENTES 

TER.'I:!:NOS: 

t = NUMERO DE NIVEI:.-ES DEL TRATAMIENTO 

D = NUMERO DB BLOQUES 

k ·- NUMERO DE NIVELES DEL TRATAMIENTO EN CADA BLOQUE 

r = NUMERO DE REPLICAS DE CADA NIVEL DEL TRATAMIENTO 

), = NUMERO DE BLOQUES EN LOS CUALES APARECE CADA PAREJA DE NI-

VELES DEL TRATJ>.HIENTO 

UNA FORHA l\LTERNATIVA DE EXPRESAR EL EXPERIMENTO ANTERIOR ES 

l-lEDIAl'lTE LA SIGUIENTE TABLA: 

BLOQUES 
t=4 

TR!.TAMIENTOS 
b=4 

I II III IV 

A X X X 
k=3 

B X X X r=3 e X X X 
D X X X J.=2 
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OTRO EJEMPLO ES EL SIGUIENTE: 

TRATA 
f!LOQUES 

MTENTOS I II III IV V VI VII VIII IX X XI 

A X X X X X X 

B X X X X X X 

e X X X X X X 

D X X X X X X 

E X X X X X X 

F X X X X X X 

-
G X X X X X X 

H X X X X X X 

I X X X X X X 

J X X X X X X 

K X X X X X X 

EN ESTE EJEMPLO: t ; 11, b ; 11, k ; 6, r = 6 y ). ; 3. 

EN EL LIBRO DE COCHRAN Y COX, "EXPERlMENTAL DESIGNS", SE PRESEN 

TAN UNA LISTA DE DISE~OS BIB. 

EL MODELO ~~TEMATICO PARA REPRESENTAR AL DISE~O BIB ES 

DONDE LAS B. SON LOS EFECTOS DE LOS BLOQUES, Y LhS TJ. 
~ b t 

TOS DE LOS TRATA.'!IENTOS, CON E B. = E r. = O. 
i=l ~ j=l J 

(1) 

LOS EFEC 
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E!l. ESTOS EXPERIMENTOS SE PRESUME QUE NO HAY INTERACCION ENTRE 

~OS DOS FACTOF~S. 

:~\ DIFERENCIA fJEL EX?ERD-lENTO BIB Y EL DE BLOQUES COMPLETOS A-

LEATORIZADOS, t:S QUE EN EL PRIMERO NO I:STJ\N PRESENTES TODAS LAS 

POSIBLES COMBINACIONES DEi Y j. 

CONSIDEREMOS UN NIVEL PARTICULAR DEL TRATAMIENTO, q; LA SUMA DE 

TODAS LAS OBS~RVACIONES DE ESTE NIVEL ES, UTILIZANDO LA EC (1): 

X = E X. = rp + · E S. + rT + 
.q i(q) l.q i (q) 1. q 

E Z. 
i (q) l.q 

( 2) 

DONDE E DENO'l'A LA SUMATORIA SOBRE TODOS LOS BLOQUES (r) QUE 
i (q) 

CO~lTIENEN EL q-ES L'lO TRATAMIENTO. SIMILARMENTE: 

x. 
1. • 

= r.X .. =kp+ks.+ ET.+ EZ .. 
j(i) lJ . 1. j(i) J j(i) l.J 

( 3) 

DC~~DE ~ DENOTA LA SUMATORIA SOBRE TODOS LOS TRATAMIENTOS IN-
j ( i) 

CLUIDOS EN EL i-ESIMO BLOQUE. 

SUMANDO LA EC (3) SOBRE TODOS LOS BLOQUES QUE CONTIENEN EL 

q-ESIMO TRATru~IENTO SE OBTIENE: 

r. E X i J. = rk p + k ¡: Si + E ¡: T . + ¡: E Z . j 
i(q)j(i) i(q) i(q)j(i)) i(q)j(i) 1. 

( 4) 
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EL TERCER TERMINO DEL MIEMBRO DERECHO DE ES7' ECUACION VALE: 

E [ 1. = rTq + :\ E T. = (r -:\) 'q 
i(q)j(i) J jiq.J 

( 5) 

t 
YA QUE [ 1 . = O = 'q + [ T., POR LO QUE E T . = -1 

j =1 J . j ¡lq J j r!q J q 

SUSTRAYENDO EL RESUI,TADO DE LA EC (4) PREVIA SUSTITUCION DE LA 

EC (S) M DE LA EC. ( 2?·: HULTIPLICADO POR k SE OBTIENE 

k L X. 
i (q) l.q 

E l: X . . = (k r - r + ). ) T + k l: Z . 
i(q)j(i) l.J q i(q) l.q 

E l: Z •. 
i(q)'j(i) l) 

( 6) 

POR TANTO, Y CONS¡DEfu\NDO QUE E(Z .. ) =O Y QUE LA RELAC!ON 
l.J 

.\=:-(k- .l)/(t- !.) ES VAL:::DA,DE LA EC (6) SE OBTIENE QUE UN 

o 

DONDE X. 
J. • 

= 1q 
1 (k 'x

1
._- :: ;: x .. l 

:\t '-j l.J i(q) j_(qjj(i) 
(7) 

k { 1q = :\t l: X ia - X . ) 
i(q) • l., 

= ' kt {X ' - [ X . } 
A ,q i(q) l., 

(8) 

= l:X .. /k= PROMEDIO ARITMETICO MARGINAL DE LAS OBSER
j J. J 

VACIONES DEL BLOQUE i 

X = SL11A DE TODAS L.".S OBE"ERVACIONES DEL q-ESIMO 
.q 

'IPJl.TA!-liENTO 
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SUMANDO LA €C (1) SOBRE TODAS LAS OBSERVACIONES SE ENCUENTRA 

QUE EL PROMFDIO GLOBAL 

X ( 9) 

ES UN ESTIMADOR INSESGADO DE~. POR TANTO,UN ESTIMADOR INSES-

• GADO DEL EFBCTO DEL q-ESIMO TRATAHIENTO ES X + T , EL CUAL 
q 

TIENE COMO VARIANCIA A 

Var (X • 
+ T ) = q 

2 
!L 
r 

1 kit::___l ) 2 ) . {- +-
t (k-· l)t 2 

(lO) 

DE IGUAL }~NERA, LA DIFERENCIA DE EFECTOS ENTRE LOS TRATAMIEN-

. ' 
TOS q Y q' SE ES'I'IMA CON Tq - tq' , CON LO CUAL SE TIENE UNA 

VARIANCIA DE j_,A ESTlliACION 

2 2k 
= 0 At (11) 

Li\ TABL.'I. PARA EL 1\NALISIS DE VARIANCIA DE ESTE EXPERIMENTO ES 

?UE!JTE G. DE :G ... SS MS F 

BLOQUES b - 1 SSB MSB = SSB/ (b- ~) 
(SIN AJUSTAR) 

TRJ'.Tl~1IENTOS t :....1 SST 
(AJUSTADO) 

MST = SST/(t- ~) MST/MSE 

ERROR o RESIDUAL bk-t-b+1 SSE MSE=SSE/ (bk-t-b-1) 

TOTAL bk - 1 TSS 
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DONDE 

b .2 x2 SSB = [ .·.i /k - bk (12) 
i=l • 

1 t 
}2 SST = 

kH 
¡; ík.X - ¿ X. ( 13) 

j=1 . J i(j) ~ • 

TSS [ r. 2 
:O k -2 (14) = X .. - X 

i j l.) 

SSE = TSS - SSB - SST (15) 

ES NECESARIO 11E"CIONAR QUE EL SSB CALCULADO CON LA EC (12) 

SOLO SIRVE EN ESTE C.".SO COMO AUXILIAR PARA CALO:TLI\R SSE CON LA EX: 

(15), PERO NO PARA HACER LA PRUEBA DE HIPOTESIS DE EFECTOS DE 

LOS BLOQUES; LA RAZON DE ESTO ES QUE EN ESTE CASO, AL USAR LA 

:::e (1) PARA CALCULAR SSB SE ENCUENTRA QUE DEPENDE DE S. Y DE 
l. 

T j; PARA QUE SE PUEDA P_".CER PRUEBA DE EFECTOS DE BLOQUES SE 

:<E\.}U ERE DISEflAR UN EXPERIMI:NTO DE BLOQUES INCOMPLETOS BALAN-

CEADO Y SU1ETRICc', EL CUAL SE ESTUDIARA MAS ADELANTE. 

S.J~·1PLO 

EN LA PRODUCCION DE UN COMPONE}JTE DE UNl\ MAQUINA, SE TIENE QUE 

.EL DIAMETRO INTERIOR DE UN TUBO ES UNA DIMENSION CRITICA. ES-

TOS COMPONENTES SE FABRICAN CON 7 MAQUINAS Y 7 ALEACIONES DI-

FERENTES. 

PARA DETER.'IINAR LOS EF'ECTOS DE LAS ALEACIONES SE DISEl'IO UN 

EXPERIHENTO BIB, EN EL QUE LOS BLOQUES F'UERON ~¡,s MAQUINAS Y 
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LOS TRATAMIENTOS FUERON LAS ALEACIONES, Y SE TOMARON MUESTRAS 

DE 10 DIAMETROS EN CADA CASO. EN LA SIGUIEN?E TABLA SE PRE

SENTAN LAS DIFERENCIAS DEL PROMEDIO DE LOS DIZZ DATOS Y LA DI-

MENSION NOMINAL, EN MM. 

TRATAMIENTOS 
MAQUI NAS (BLOQUES) 

TOTALES 
(ALEACIONES) (X . ) 

1 2 3 4 5 6 7 • J 

A 5 4 9 18 
B 12 9 9 30 
e 7 6 8 ? • 

~.l 

D 7 5 3 15 
E 4 6 5 15 
F 10 12 9 31 
G 4 4 3 11 

TOTALES (X. ) 16 18 28 19 27 2.2 11 141 
~. 

x. 5.33 6.00 9.33 6.33 9.00 7.33 3.67 
~. 

EN ESTE C.Z\.SC SE TIENE QUE b~t~7, k~r=3, .\~ 1' X = 12411 =6. 714 3 

1 SST = ~~~ 3xlx7 

+ {3x30 

7 
¡; ( 3X . 

j=1 . J 
¡; x. ¡ 2 ~ .,....-2'1 [13xl8 ·· (16+18+28) J2 + 

i(j) ~. .<J. 

(28+19+27) J2 
+ { 3x21 - (16+19+22) ¡ 2 + 

+ ( J:,l5 - (28+22+11) J2 + ( 3xl5 - (16+27+11) ¡ 2 + 

+ {3x31 - (18+27+22) J2 + {3xll - (18+19+11) ¡ 2 J = 75.90 

TTS = í r. X;:. - bk x2 = 5 2+42+9
2

+12 2+ ... +3 2 - 946.7143 = 156.29 
i j .l.J 
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~SE= 156.29- 72.96- 75.90 = 7.43 

i1ST 
12.65 = 75.90/6 = 12.65, MSE = 7.43/8 = 0.929, FT = 0. 929 = 13.62 

F' = 6.37 < 13.62, POR LO QUE SE CONCLUYE QUE CON UN -0.99,6,8 

99% DE NIVEL DE CONFIANZA SI HAY EFECTO DEBIDO A. LA ALEACION 

Qéj2 SE UTILIZA PARA Fl>.BRICAR EL COMPONENTE. 

'l'.O...R2A: EST H!AR LOS -r . 
l 
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PARA EL EJEMPLO DE LOS ;JIA.'IETROS l:<T'S::Z~:ps DE LGS TUBOS, CALCU

L..".R LOS VALORES ESTIMADOS DE -r j' S 'i HACER COHJ'ARACIONES MULTI

PLES: 

?.'\:.\71 ESTIMA..R. LOS EFECTOS DE C?illi\ TRJ,Tl\.MIENTO PODENOS USAR LA 

:"')R!-lULA ALTERNATIV.\: 

k 
[ l: X. - [ X. ' ·r: = J q .l.t ; ( l J.q i (q) l. • •. q 

3 ~ 

-1.287 = l.x7 [18 - 20.66J =-.1.143 .,. = 'A 'E 

~ ~ 

'B = 0.429[30 24.66] = 2.288 'F = 3. 718 

0.429[21 19] 
~ 

Te = - - 0,858 'G = -2.145 

·' 
'o = 0.429[15 - 20.33) = -2.288 

COMPARACIONES MULTIPLES: 

\ TRATAt1IENTO D 1 
~ 1 "' I\ e B F' 

¡ ._, 
~ 

1 

10.4323-i 4-.-4263¡4.5693_15.4273 
1 ~ 

5.5713 7.5723 9.0023 i :\ + 1 
f .. e; 
; 

• !0.143 rl.0010 1.1450 3.14 ó 4.576 6.006 ' ' ¡ -
* 0.858 1.002 3.003 4.433 5.863 

1 
1 

* 0.144 2.145 3.575 5.005 1 

i 
* 2.001 3.431 4.861 

* l. 43 2.86 

__L_ * l. 43 

?ISHER: LSD 
. /2k !':SE =t , __ _ 
a t2 \l ' ~ t-' ' J .. -

= t /2x3x0.929 = 
o. 05' g J -- 1x7 0.061 



~UCKEY: W- qO.OS (7,8) 
f·1S2 
-t-- 5.4 

L·ONDE 

p 2 3 4 5 

3.52 ~ 3.39 3.47 

11.235 1. 264 l. 282 
1 

W = q 0• n~ (p,B) p ,,,:;, 
0.929 
-7--

182 

tL 929 
7 

; l. 967 

6 7 

3.55 3.56 

l. 29 3 l. 297 

DE DONDE CONCLUIMOS QUE LOS TRATAMIENTOS D, G, E. Y A SON SIG-

NIFICATIVAMENTE !1ENORES QUE C, B Y F. 
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EJF.HPLO 

UNA FABRICA DESEA COMPARAR LA CC!-IODIDAD QUE o:·'RECEN 8 TIPOS 

NUEVOS DE ALMOHADAS Y UNO QUE YA ESTA EN EL HERC.'\DO. PARA ES-

TO SE DISEf.lC EL SIGUIENTE EXPERH!ENTO DE BLOQUES INCOMPLETOS 

BALANCEADO: 

PARA·REDUCI~ EL PROBLE!-IA QUE TENDRIA UNA PERSONA AL ASIGNAR 

UNA CALIFICACION AL GRADO DE COMODIDAD SI SE TUVIERAN LOS 9 

TIPOS DE kLMOHADA JUNTOS, SE DECIDIO AGRUPAPLAS EN 12 BLOQUES 

DE 3, Y A Cl~A BLOQUE SE LE ASIGNARON AL AZAR LOS TIPOS DE AL-

NOHADA LOS Cl'ALES, A SU VEZ, SE IDENTIFICARON CON LAS LETRAS 

DE LA A A LA I (LAS LETRAS NO SE PUSIERON VISIBLES). LA PRUE-

BA CONSISTIO EN SELECCIONAR AL AZAR A 20 PERSONAS PARA QUE CA-

LIFICARAN CON NUHEROS DE.L 1 AL 5 EL GRADO DE COMODIDAD; EL 

DATO QUE SE ANOTO EN CADA CASO FUE LA SUMA llE LAS CALIFICACIO

NES DE LAS :!0 PERSONAS, HABIENDOSE OBTENIDO LOS SIGUIENTES RE;_ 

SULTADOS: 

----
BLOQUE TRATAMIENTO TOTAL (TIPO DE ALMOHADA) 

1 A59 B26 C38 123 
2 DBS E92 F69 246 
3 G74 HS2 I27 153 
4 A62 070 G68 200 
5 B27 E98 H59 184 
6 C31 F60 135 126 
7 A63 E85 I30 178 
8 B22 F73 G75 170 
9 C45 D74 H51 170 

1.0 .1\5 2 F76 H43 171 
11 BlB 079 I41 178 
12 C4l E84 G81 206 

---------· 
2.0 65 

---------- .. ······-----



• t = 9, b = 12, k= l, r = 4, ~ = l. 

OTRA FORMA DE PRESENTAR LOS DATOS ANTERIORES ES: 

TRATA11IENTO BLOQUE 
(TIPO DE AL-
MOHADA) 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 

A 59 . 62 63 52 
B 26 27 22 
e 38 31 45 
D 85 70 74 
E 92 98 85 
F 69 60 73 76 
G 74 68 75 
H 52 59 51 43 
I 27 35 30 

TOTALES (X. ) 123 246 153. 200 184 126 178 170 170 171 
l.. 

X = 2065/(4x9) = 57.361111, 36 
-2 

36x57. 3611 2 
X = = 

:SSB = }1123 2 +2~5 2+153 2+200 2+184 2+126 2 +178 2 +170 2 +170 2 + 

tl71 2+17B 2+206 2 ) - 118,.450.69 = 

= 3 6 8·~~ 1 · 00 - 118,450.69; 4,546.31 

SST = l 
3xlx9 ' C(3x236-(123+200+178+171))-+ 

+(3x93-(123+184+170+138 )) 2+ 

+(3xl55-(l23+126+170+206J) 2+ 

+(3x308-(246+200+170+138J) 2+ 

+(3x359-(246+184+178+206)) 2+ 

+(3x278-(246+1Z6+170+171)) 2+ 

+(3x29.(153+200+170+206)) 2+(3x205-(153+ 

+ l84+170+171)) 2+(3xl33-(153+126+178+138)J
2 J = 

= 322,122.00/27 = 11,930.07 

184 

TOTALES 
11 12 (X . ) 

• J 

236 
18 93 

41 155 
79 308 

84 359 
2 78 

81 298 
··205 

41 133 

138 206 2065 

::.18,450.69 
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135,43S.00-118,450.69 = 16,984.31 

SSE = 16,9R4.Jl-4,546.31-11,930.07 = 507.93 

Ll< TABLA DEL ANALISIS Dó VARIANCIA ES: 

FUENTE G. DE L. SS MS F 

BLOQUES 11 4,546.31 

TP.AT.'>J-ll E:<T02· o 
<> 11,930.07 1491.26 46.97 > 2.59 

ERROR 16 507.93 31. 7~ 

TOTAL 35 16,984.31 

PUESTO QUE F(l,gS,B,l 6 = 2.59 < 46.97, SE CONCLUYE QUE SI HAY 

DIFER!:NCIA s:::GNIFICA'l'IVA ENTRE LOS NUEVE TIPOS DE ALMOHADA. 

VF..A!'!OS, POR TANTO, CUALES TIPOS SON LOS QUE DIFIEREN DE LOS 

DE!-!AS, PARA LO CUAL ESTL'!ARE.'-IOS LOS EFECTOS, • q, DE CADA NI-

VEL. 

T g 

T1 

T2 

T J 

T 4 

. 
• ·s 

·- k j V It ,..-. . q 

= ~(236 -

= !(93 -3 

- j-(155 

- ~(308 
~ 

·- :~IJC9 .., \ - _1 
~ 

¿ x. l 
i (q) L 

123+200+178+1 7.1, 
3 

123+184+170+138)= 
3 

123+126+170+206¡ 
3 

246+200+170+13~) 

.2 4 6+1_?_!:!-178+ 2 o 6) 
3 

- !(236 
3 

!(93 -3 

= ~(155 

= 18.89 

= 29.22 

• 

- 224.00) = 4 

205) = -37. 33 

208.33) = -17.78 
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1 (2 7 8 246 + 126 + 170 + 171) 13,44 r - ; 

3 - 3 
; 

o 

1 ( 2 98 
15] + 200 + 170 + lOfi) 18.33 T7 -- 3 - ; 

3 

1 ( 2 o 5 153 + 134 + 170 + l 71.) -7.00 's - 3 - ; 

1 ( 13 J 153 + 126 + 178 t 138) 21.78 T9 ; 

3 - ; -3 

LA TABLA DE ESTIMACIONES DE LOS EFECTOS DE LOS NIVELES DEL TRI\ 

T.'\.!1IENTO SON: 

TAAT!\.'liENTO A B C D E F G H I 

+ T 61.36 20.03 39.58 76,25 86.58 70.80 75.69 50.36 35.58 
q 

USANDO HS\~ ; HSE ; 31-.75, CON 16 GRADOS DE LIBERTAD, LA MINIMA 

DIFERENCIA SIGNIFICATIVA ENTRE :JOS HEDIAS ES, CON "; 0.05: 

LSD ; 2 • 12 /2 X 3 X 31, 75 ; 
. 1x9 9.75 

• • 
LAS ESTIMACIONES Tq ORDENADAS EN FO~~ CRECIENTE SON LAS QUE SE 

~!UES'l'RAN EN LA TABLA SIGUIENTE, EN LA CU.l\.L SE HAN ANOTADO TAM-

BIEN LAS DIFERENCIAS QUE HAY ENTRE SLL,\S: 
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·---·-· --------------'-------
B I e D E 

·----·--- ....... -·-------------------------- ------'----
2 O . J J 5 • 5 H 3 3 . •; 8 .. " ':) (; 

') ;_¡ • -' o 61,36 
·-------·-------------------

' .l -¡ n 
, •• J 1) 

~ 11.0(; 

* 

70. 8G 15. <Í9 76.25 86.58 
------

í~~--~-..3~ 14 .13 

* ¡T.a9j J5.4Sj :..s.7s 

* jo. 561 10. B9 

* 10.33 

LAS HEDIAS QUE ?ESTJLT!\RON SER ESTADISTICAMENTE IGUALES SON 

Ij\S SODRAY''-0.1\..S ;, Ci)N'l'EIUliCION CON LINEA COMUN; 

i3 T e H A F G D E • 

20. - 35.58 1. () 58 so. 36 61. 36 "ir). 80 75.69 76.25 86.58 .) ~· •' . ------· ·------ ----- ---------· 

LALl\.NCEAD0S .S U·tr:'T'F.ICCS 

SI EL HOMERO DE Bl.OQl.JES i'S IGlJF,L AL DE TRATAMIENTOS (b = t), 

ENTONCES r - k. 'C:!-1 ;:::~TE CNóO SE DICE (IUE EL EXPERIMENTO ES 

SIBLE HACE!( PRU!::JJ,~ ¡;¡· ;; cPú'fLSI!'- PAEA LOS EFECTOS DE LOS BLO-

-:~;,;1;• \)::e; PAlU-. l.t)S. TFU"..TAHIENTOS, MEDIAN 
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TE LA SIGUIENTE TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA, EN LA CUAL SE 

NOTA QUE HAY SUMAS DE CUADRADOS AJUSTADOS PARA. CADA UNO DE LOS 

DOS FACTORES, 

FUENTE SS G de L. MS F 

BLOQUES SSB 

TRATAMIENTOS SST t - 1 MST=SST / (t-1) MST/MSE (AJUSTADA) 

TRATAHIENTOS SST 

BLOQUES - • 
(AJUSTADA) SSB b - 1 MSB=SSB/rb-1) MSB/MSE 

ERROR SSE bk-b-t-1 

TOTAL TSS bk - 1 

EN ESTA TABLA SSB, SST, SSE Y TSS SE CALCU"L.AN CON LAS MISMAS 

FOR!-IULAS QUE EN EL EXPERIMENTO BIB; LAS OTRAS SE CALCULAN CON 

LAS SIGUIENTES EX7RESIONES: 

1 t 
x2. bkx 2 SST = l: r 

j=l . J .. 

1 b 
¡; X _)2 SSB = ktJ. 

l: (rX. 
i=l 1

' j(i) .J 

EJE!1PLO 

F.L PROBLEHA PRESS~TADO ]INTERIORMENTE, DE Li\S l1AQUINAS Y ALEA-

C :CltlES, ES UN El(PERI~E:NTO SBIB, YA QUE EN ~eL t = :, = 7. PRO-



DE CONTIAi'JZA4 

., 
1 ' 2 

SST = 3 >~ 
j ,,1 j 

., 
; 

SSB -- ··- ( JX. -,- )' 

" ' 
- ) ~~ ., 1 [¡:;x15·- (18+21+1Slf+ 

J •• 
j ; i) 

+ ( 3 x , 0 - (:1. 8 i· .H + 11 ) } ;; + { :; X 2 8 ·• ( 18 + 3 0 + 15 ) ) 2 + 

~ ? 
+ (J X lS-- (30 J. 21 + 11))'' +(}X 27- (30+15+31)}- + 

+ {] X -. .-. -- (:? 1 -.- 15 + J.l) } 2 + { 3 X li (15+15+11)!
2

] = 29.90 

·SS1' - ::lSB = 

156.29 -- ll8.S5 -- 29.90 = 7.·13 = ·rss SST SSB 

~i.!, E1\C IONES 
(,'..J'lJS'i'ADI\) 

I·F\(llJ :r~¡r,s 
' t ;\~J u .S 7. i\ f)¡\) 

hLEAL.; IONJ;;S 

.I::RROH 

_______ .... ---·---
. (;,. .-;_~~ L. SS F 

·--- ..... -----·-----------
72.9(; 

75.90 12.6~ 13.62>3.58 

29.90 .¡ ~ 9 8, 5.36>3.58 

118-% 
.................. -----·-- ·-- ... ·--

,, 7.4:.• 0.929 ..:.._ ____ _ 
156. 2:J 
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F0.95,6,8 7 3.58 

POR LO ANTERIOR SE CONCLUYE QUE SI HAY DIFERENCIAS SIGNIFICA

TIVAS ENTRE LOS ~IVELES TANTO DE LAS ALEACIONES COMO DE LAS 

HAQUINAS. 

TAREA: ESTIMAR LAS MEDIAS PARA CADA NIVEL DE BLOQUES Y TRATA

MIENTOS 
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EJ r:.MPl.O 

DIEZ ESPECIMENES DE HULE SE ENVIARON A UN LABO~~TORIO PARA UNA 

PRUEBA DE RESISTENCIA A Li\ FLEXION. ·HAY CINCO TIEMPOS DE CURA-

DO. SIN EHBAP.GO C.'IDA ESPECIMEN ES SUFICIENTE SOLAMENTE PARA 

DOS MUESTR'\S. ENTONCES SE PROPUSO UN DISEflO BIB. LOS ESPECI-

MENES SE CONSIDERAHON COHO BLOCKS Y LOS TIEMPOS DE CURADO COMO 

TRATAMIENTOS. INVESTIGUE EL EFEC'TO DEL T IEIIPO DE CURADO SOBRE 

LA RESISTENCIA A LA FLEXION, USANDO LOS DATOS CODIFICADOS DE 

ABAJO. 

(BLOQUES) TIEMPOS DE 0JRAIXJ (TRAT~ TOTALES 
X. x. 

ESPEC II1ENES 1 l.. l.. 
2 3 4 5 

1 25 6 31 15.5 

2 10 3 13 6:5 

3 3 1ó 19 9.5 

4 15 11 26 13 

5 o 6 6 3 

6 14 11 25 12.5 

7 6 17 23 11.5 

8 10 27 37 18.5 

9 10 5 15 7.5 

10 7 21 28 14 

TOTALES 
X 

. j 53 34 18 78 40 22 3 

X . 13.25 8. 5 4. 5 19.5 10 X = 11.15 
• J . . 

..... - --. ---------·-----·-·--------
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EN ESTE CASO TENB~OS: b = # BLOQUES = lO; e = #TRATAMIENTOS= 5; 

r = # REPLICAS = 4; k = # NIV, DE TRAT /BLOQUE = 2; A = # BLOQUES 

C/PAREJAS IGUALES = 1 

b 
PARA LOS BLOQUES: SSB = k-1 E 

i=l 

., 
x: 
~. 

- (bkl-1 x2 

1 
(31 2 132 + 15 2 +. 28 2 ) 1 223

2 
= 2 + + · · · - io x 2 

= 2867,5 - 2486.45 = 381.05 

PARA LOS TRATAMIENTOS: 

SST 

SST = 
t - 1 

Nk(k-1) 

t 
E 

j=1 
[ kX . - E X J 2 

.J i(j) i. 

5~1 . 2 ' 
= {(2x53-(31+13+19+26l] + [2x34-(26+23 + 

,2 0 X 2 ( 1) 

+ 15 + 2Blj
2

+ (2x18- (¡3+6+37+15l)
2 

+(2x70- (19+25 + 

+ 37 + 28)] 2 + [2 X 40- (Jl + 6 + 25 + 23JJ
2

} = l~ { (17)
2 + (-24)

2 

+ (-35) 2 + (47) 2 +(-S/} = 1~ (289 + 576 + 1225 + 2209 + 25) = 432.4 

2 
TOTALES: TSS = ~ ~ x2 x .. 

'· ~ i]' - bk 
i j 

= 3503- 2486.45 = 1016.55 

ERROR: SSE = TSS - SST - S5B 

= 1016.55- 432.4 - 381.05 = 203.10 
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E DOc;D::: 

tUEN!E g •. de l. SS ~IS F F =F 
e 0.05,4,6 

ESPEClliENES b - 1 e MSB=SSB/ (b-1) 
NO SE PUEDE 

(BLOQUES S/AJUST) 10- 1 = 9 SSB=381.05 = 42.34 

TIEMPO DE CURADO t - 1 MST=SST/(t-1) MST/MSE 
(AJUSTADCS) 5 1 ·= i¡ SST=432.4 =l0H.10 =108.10/33.85 < 4.53 

= 3.19 

bk-t-b+l= MSE=SSE/bk-t-b+1 
20-5-10+1= SSE=203.10 = 33.85 

6 

rora bk - 1 
lOx 2-1=19 TSS=1016.55 

DADO QUE F CALCULADA (3.19) < F CRITICA (FO.OS, 4 ,
6 

= 4.53) ENTON-

CES CONCLUI110S QUE LAS RESISTENCIAS A LA FLEXIO;~ DE LOS ESPECIME-i 

NES DE HULE NO SE AFECTAN POR LOS TIEIIPOS DE CURADO, O SEA, POR LOS 

TRATA.'IIENTOS. 

b)' ESTI".!\CION C.>; I.OS EFECTOS DE LOS TRATAMiENTOS: 

kr r- ·-1 - J 1' ·-"'""T X -r [X. 
q .\, 1 . q i (q) L 

'1 2 X 4 
rl3.25 15.5 + 6.5 + 9. 5 _ _:i:_l,]. J = 3. 4(¡ ·- -1 X 5 1 4 

~ 2 8 [ 8. S .lJ + 11. S + 7. 5 + 14] -4.80 5 - = 4 

rJ 8 
[ 4. 5 

6 .. 5 + 3 + 18.5 + 7. 5) = -7.00 = -5 4 
~ 

[ 19. 5 T4 8 9. 5 + 12.5 + 18.5 + 14] 9.40 = 5 - = 4 

'5 8 [1o 15.5 + 3 + 12.5 + 11.5]= -l. 00 = 5 - 4 

e) AUNQUE EN ESTE CASO i..JI. PRUEBA DE ANALISIS DE VARIANCIA INDICO 

.... ·- -- ·-·- -·-· .,. -----· ··----
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INDEPENDENCIA EN'C?.E LOS TIEMPOs- DE CURADO (TRATM!!ENTOS) HAREMOS 

LA PRUEBA DE COMPARACIONES MULTIPLES PARA VERIFICAR QUE NO OIFIE 

!\E~l DICHOS TRATAl1IENTOS. 

USANDO Ei CRITERIO LSD = t 

TIEMPOS DE CURADO 3 
,, 

X + t 4.15 

* 

a/2, v 2k (~!SE) 

H 

2.447127,08 = 12.73 

2 5 1 

6.35 10.15 14.55 

2.2 6.0 10.4 

* 3.8 8.20 

* 4 . 4 

* 

4 

20.55 

16.4 

. 14.20 

10.40 

6.0 
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13 .CUADRZ\DOS DE '!UD EN 

i::L EXPERIMENTO DE CUADRADOS DE YUDEN ES UN TIPO DE CUADRADOS 

LA·riNOS INCO/-IPLETO. SI EL FACTOR I ES EL DE LClS RENGLONES, EL 

II EL DE LAS COLUMNAS, Y EL III EL DE LAS LETRAS LATINAS, Y SI 

SE CUHPLE QIJE LOS FACTORES I Y III TIENEN EL MISMO NUMERO DE 

~ii'iELES ( t = b) , ENTONCES LOS CUADRADOS DE YUDEN .QUEDAN EN FOR 

,'/-"- SE!1E,1P..NTE A LOS DOS SIGUIENTES EJEMPLOS 7 X 3 Y 7 x 4: 

F.l\.CTOR I FACTOR II fACTOR I FACTOR II 

1 2 3 1 2 3 4 
-----

1 G A e 1 D F G A 

2 A B D 2 E G A B 

3 Fl e E J F A B e 

4 e D F 4 \3 B e D 

S D E G S .\ e D E 

ó E F A 6 B D E F 

7 F G B 7 e E F G 

:j·,'E DISEÑO EXPERIHENTAL SE PUEDE VER TAMBIEN COMO UN BIB 

:ON UN FACTOR ADICIONAL (EL II), EN CUYO CASO LA TABLA DE DA 

TOS TENDRIA LA SIGUIENTE PRESENTACION, QUE EJEMPLIFICA EL CA 

SO 7 x 4 l'.NTEtUOR: 
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TRAT;:i}jiENTOS FACTOR I 

(FACTOR III) 
1 2 3 4 5 6 7 

A ( 4 ) ( 3) ( 2) ( 1) 
B ( 4) ( 3) (2) (1) 
e ( 4 ) (3) ( 2) (1) 
D ( 1) (4) (3) ( 2) 
E ( 1) . ( 4 ) ( 3) (2) 
F ( 2) ( 1) (4) ( 3) 
G ( 3 ) ( 2) ( 1) ( 4) 

EN ESTA TABLA LOS NiJHEROS EN PAREN't'ESIS SON LOS NIVELES DEL 

FACTOR II; EN E~LA: t=7, b=7, r=4, k=4 y A=2. 

EL MODELO MATEMhTICO PARA ESTUDIAR ESTE EXPERIMENTO ES 

(1) 

DONDE i = 1,2, .. ,, b; j = 1, 2, ... , t = b; 1 = 1, 2, ...• , k(<t),·. 

Y EB. = Er. = Ey, =O. 
l. J ... 

U< TABLA DEL i<NALISIS DE VARIANCIA DE ESTE EXPERIMENTO ES LA 

SIGUIENTE: 

FUENTE G. DE L. SS MS F 

BLOQUES SSB 

TRATAMIENTOS t-1 SST MST=SST / (t -1) MST/MSE 
(AJUSTADA) 

TRATAMIENTOS SST 

-BLOJUES b-1 SSB MSB=SSB/(b-1) MSB/MSE 
(AJUSTADA) 

FACTOR II k-1 SS2 MS2=SS2/(k-1) MS2/MSE 

ERROR bk-2b-k+2 SSE MSE=SSE/(bk-2b-k+2) 

TOTAL bk-1 TSS 



2N ESTA TABLP.: 

t 
ssr = (k>.t)-l r ·(kX . 

j=1 . J. 

_, t ? 

SST =k~¡; x-. - bk ~2 

j=l . J. 

-1 b 
SSB = (!::. t) - E (rX, 

i=1 ~ .. 

TSS 

k = b-1 ¡; x2 
1=1 .. 1 

2 -2 
= l: l:X .. 1 - bk X 

~J .. 

¡: X. ) 2 
i{j) L. 

¡; X . ) 2 
j(i) .]. 

SSE = TSS - SSB - SST - SS2 

2JEt-1PLO 
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( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

;::¡ LA DETERHINAC ION DEL N U:~ ERO DE OCTANOS DE UNA GASOLINA 1 UN 

'!ET·JDO USA UNA GASOLINA BASE Y SE TIENEN 6 ADITIVOS COMO CAN-

DITATOS PA~~ FOR}~R UNA NUEVA MARCA. EL EXPERIMENTO ES UNO 

DE CUADRADOS DE YUDEN 7x3: A CADA COMBUSTIBLE SE LE DAN 2 MI-

NUTOS EN EL MOTOR Y EL RESULTADO SE REGISTRA EN UN INSTRUMEN-

TO ESPECIAL,EL CUAL SE LEE A LOS 60, 90 Y 120 SEG PARA VERI-

FICAR LP. ESTABILIDAD; UNA I~RCADA DIFERENCIA EN LA LECTURA A 

LOS 90 Y 120 SEG ES CAUSA DE ALAre1A; LOS BLOQUES SON GRUPOS 

DE 3 LECTURAS DE 2 IHNUTOS. LCS RESULTADOS FUERON: 
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FACTOR III 
FACTOR I (BLOQUES) (TRATAMIEN-

TOS O GASO-
TOTAL 

LINAS) 
1. 2 3 4 S 6 7 (X . ) 

. J • 

A ( 1) ( 3) ( 2) 
43 44 41 128 

B ( 2) ( 1) ( J) 
34 36 32 102 

e ( 2) (1) ( 3) 
32 33 27 92 

o ( 3) (2) (1) 
o 47 44 138 

E (3) ( 2) (1) 
46 40 41 127 

F ( 3) (2) ( 1) 
43 35 36 114 

G ( 3) ( 2) ( 1) 
33 32 33 98 

TOTAL (X. 
~ .. ) 12 4 114 123 117 120 lOO 101 799 

x = 799/3x7 = 38.0476; 3x7x38.0476 2 = 30,400.05 

.:;sa = ~(124 2 +114 2 +123 2 +117 2 +120 2 +100 2 +lb1 2 )-30,400.05 = 
~ 

= 30,597-30,{00.05 = 196.95 

SST = Jxix? [ { 3x128- (124+120+101) l 2+{3x102- (124+114+100) }
2

+ 

+ {3x92-(114+123+101) J2+{3x138-(124+121+117) }
1

+ 

+ {3x127-(114+117+120)J 2 ~{3x114-(123+120+100)} 2 + 

+ {3x98-(117+100+101) 12 ] = 493.62 

SST = ~(128 2 +102 2+92 2+138 2 +i27 2 +114 2+98 2 )-J0,400.05 = 608.29 

SSB = 3xix
7

[!Jx124-(128+102+138) J2+{3xl14-(102+92+127) J
2

+ 

+ {3xl23-(92+138+114) J2+{3xll7-(138+127+98) }:..!+ 

+ {3xl20-(128+127+114) J 2+(Jx100-(102+114+98)}
2

+ 

+ (3xl01-(128+92+98)) 2 ] = -/
1 

{4 2+21
2

+ ••• +(-15)
2

} = 82.29 
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X = 43 + 36 + 33 + .. 1 44 + 41 + 36 + 33 = 266 

·' = 34 + 32 + 47 + 40 + 35 + 32 + 41 = 261 .. 2 

.!: = 44 + 3.1 + 27 + .. 3 47 + 46 + 43 + 33 = 2 72 

. 
(256¿ 26.t 2 

272
2

) SS2 - ~ + + - 30,-\()0.05 -· 
' 

1 (70,756 + 68,121 + 73,984) 30,400.05 = 7 - = 

30,400.05 = 8.66 

~'35 = ~3 2 + i4
2 

+ 41 2 + 34
2 + •.. + 33

2
- 30,400.05- 706.95 

SSE = TSS - SSB - - SS2 = 7. 72 

r G . O 1., 6, 6 = 8 • 4 7 ' F O. O 1, 2, 6 = 1 O' 9 O 

LA TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA ES: 

G. de L. SS MS F 

196.95 

GASOLINA (AJUSTADA) 6 493.62 82.2 7 64.27 > 8.47 

608.29 

6 3 2 • 2 9 13.72 10.72 > 8.47 

2 8. E 6 4. 3 3 3.39 < 10.90 

6 7.72 1.28 

TOTAL 20 706.95 
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METOOOLOGIA EN INGENIERIA DE CALIDAQ 

LA METODOLOGIA DE LA INGENIERIA DE CALIDAD INVOLUCRA EL EMPLEO DE -
ARREGLOS ORTOGONALES, LA FUNCION DE PERDIDA Y OTRAS TECNICAS ANALITI 
CAS PARA LA OPTII1IZACIOtl DEL DISEÑO DURANTE EL DESARROLLO DEL PRODUC 
TO. 

EL OBJETIVO PR!IlORDIAL ES LA REDUCCION DE COSTOS DE INGENIERIA DE M& 
NUFACTURA Y SERVICIOS A TRAVES DE LA OPTIMIZACION DEL DISEÑO, CREAN
DO PRODUCTOS CDr1PETITIVOS. 

LA t1EJORA DE CALIDAD SE CONVIERTE EN GANANCIA INDIRECTA A TRAVES DEL 
LOGRO DE UNA ~~YOR UNIFORMIDAD EN EL PRODUCTO Y EN EL PROCESO. 

EL BENEFICIO SON: CICLOS DE DESARROLLO DEL ·PRODUCTO MAS CORTOS, C& 
LIDAD ~IEJORADA Y REDUCCION DE COSTOS. 

ETAPAS EN El 0ESORROLLO,DE UN PR00U~T0 o PROCESO 

DISEÑO DEL -SI STEtiA -- --- _____ • HACER QUE SE TRABAJE PARA 
LOS qB~ET!VQS Y. M§JAS 

V 
I 
D : 
A 

o 
p 
T 
I 
f·1 
I 
z 
A 
e 
I 
o 
N 

DISEÑO DE 
PARAMETROS 

t 

DISEAO DE 
TOLERANCIAS 

INGENIERIA 
llE 

•' CALIDAD 

ENCONTRAR LOS ~IEJOfES_ !ilYi 
LES PE PARAMETROS 

E!iCÓNTRAR LOS HINH1_0~ C03-
TOS DE TOLERANCIA 

- .................... 
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ETAPAS E11 El DESARROLLO DE UN PROOUCTO O PROCESO 
7FT 

DISEÑO DEL: SISTEMA 
(INNOVACION) 

DISEÑO DE PARAMETROS 
(OPTIMIZACION) 

DISEÑO DE TOLERANCIAS 
(OPTIMIZACJON) 

• INVOLUCRA INNOVACION 
• REQUIERE CONOCIMIENTOS 

-CIENCIA 
.... -INGEI'IlERIA 

e INCLUYE SELECCION PRELIMINAR OE: 
-MATERIALES 
-PARTES 
•VALORES PARAMETROS PRODUCTO 
-EQUIPO PRODUCCION 
-VALORES FACTORES PROCESO 

e INVOLUCRA DISEÑO EXPERIMENTOS 
e SELECCIONA LA MEJOR COMBINACION 

DE NIVELES + (AQUELLOS QLJ:: SON MENOS 
SENSIBLES A CAMBIO DEBIDO AL 
RUIDO) 

• LOGRA ALTA CALIDAD SIN 
INCREMENTAR EL COSTO 

t FORTALEZA JAPONESA/:JEbl LIDAD 
AMERICANA 

•INVOLUCRA AJUSTE TOLERANCIAS 
• IDENTIFICA \'1\RIACIONES EN 

FACTORES QUE TIENEN GRAN 
INFLUENC lA EN LA RESPUESTA. 

• EMPLEAR SOLAMENTE EN CASO DE 
QUE LA REDUCCION DE LA VARIACION 
MEDit,NTF DISEÑO DE PARAMETROS 
NO SEA Sl.JF ICIEN.TE. 

t REQUIERE INVERSION t.C.ONC'"11:'A 
(f1F.JORES MATERIALES, 
CO~l?ONENTES O MAQUINARIA). 

'. 
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O! 
CO!ITRIBUCIONES A LA CALIDAD DE LA HIGEIUERIA DE 

cALIDAD FUERA ·o~ \rNEA v-EN. LJN~ 

IDENTIFICAR LOS NIVELES DE PARNiETROS EN LOS QUE EL EFECTO DE LAS - · 

FUENTES DE RUIDO EN LA CARACT:RIS:riCA DE RESPUESTA ES IIHIH-10. 

IDENTIFICAR LOS NIVELES DE PARAIIETROS QUE REDUCEN EL COSTO SIII AFEC

TAR LA CAL! DAD. 

IDENTIFICAR LOS PARAIIETROS QUE TIENEN UNA GRAN INFLUENCIA EN LA ~!E-

OlA DE LA CARACTERISTICA DE RESPUESTA, PERO NO AFECTAfl SU VARIACION. 

ESTOS PARNIETROS SE PUEDEN EtiPl.EAR PAR'\ AJUSTAR LA t1EDIA. 

IDENTIFICAR LOS PARA.'1ETROS QUE NO /IFECTAI! (SIGNIFICATIVAt!ENTE) LA C.B_ 

HACTERISTICA DE RESPUEST.~. l!\S TOLEI1AIICIAS DE ESTOS PARAt!ETROS SE -

PUEDEtl RELAJAR. 

CONTRIBUCIONES A LA 
C.~.LJ DAD FU ERA DE LA LI f!EA 

j 
ois:::rw DE .

EXP ER H1ENTOS 
/--· .......... ....._ ... 

EXPE!WIEI!TACIOfl 

~ 
DISEÑO 

DE p¡¡QDUCTOS 

CONTRIBUCIONES A LA 
. ~ CAL! DAD EN L IriEA 

DIAGt!O~ 
TRATAI'IENTO y PREDICCION RECUPis ;ORRECCION 

COfiTROL DEL 
P~:JCESO 

,. 



-30-

CONTROL DE CALIDAD Y!A It!GENIERIA Df; ~AllPf.Q~ 

FYEBA QE LINEA y EH LINEA 

·e 1\ L I D A .O 

ES LA PERDIDA FINAN 
C!ERA GEIIERADA 1\ LA 
SOCIEDAD DESPUES DE 
OUE EL PRODUCTO SE 

·ErlBARCA 

V 

- COSTOS DESERVIC!D 
- INS/\TISF/\CCION DE 

CLIENTES 
RASGOS Y C/\LI DAD 
SON CARACTF.RISTI
r 

RES DEL C0~1PORT/\r-ll EÑ 
TO DESEADO QUE CAU:
SAN PERDIDAS DE.CA
LI OliO 

• RUIDOS INTERNOS • 

.1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

CONTROL DE CALIDAD 
FUERA DE LINEA EN -

N 

E 
DIOS SOBRE flETAS -

.11ANTENER r'ESVIACIO 
NES ESTANDAR !IIHE:
RENTES 

r 
1 
1 
1 
1 
1 

.• --1 



- '3 o -

PERDIDA A LA SOCIEDAD 

DESVIACIONES DE LAS 
CARACTERISTICAS FUNCIONALES 
DEL OBJET 1 VO 

RUIDO 
EXTERIOR 

FACTORES DE RUIDO 
(CAUSAN DESVIACIONES) 

...., ___ ... ..,. __ _ ____ A ___ _ 

• VA~!IACION EN · 
Ati':ll FNTE 
OPER1~C 1 ONAL 

• FACTORES HUMANOS 

• DETERIORACION 

ENTRE 
PRODUCTOS 

_ _,..__ .. ___ _ 
e IMPERFECIONES 

DE MMIUF t\r.TURA 

' ... 
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, .. &M~~~~--------------------------------------------~ 1 

ETAPAS EN EL DESARROLLO DE UN PRODUCTO EN LAS CUALES SE PUEDEN ESTABLE
CER CONTRA~IEDIDAS CONTRA LAS DIFERENTES FUENTES DE VARIACION EN EL PRO
DUCTO. 

ETAPAS DE 
DESARROLUi 

DEL PRODUCTO 

DISEÑO DEL 
PRODUCTO 
DISEÑO DEL 
PROCESO 
~IANUFACTURA 

VARIABLES 
ANBIENTALES 

• 
X 

X 

FUENTES .DE VARIACION 

DETERIORO VARIACIONES EN 
DEL PRODUCTO MANUFACTURA . 

• • 
.X • 
X • 

1 - CONTRAMEDIDAS POS !O LES 
X - CONTR!\f1EDIDAS HIPOS I BLES 

>:l 
CORREGIR 

EJECUTAR 

CI~I,_O DE CONTROL 

CONTROLAR 

( COMUNES 
CAUSAS ESPECIALES 

V~R'ri,:AR 

PLAN 
t·1EJOI\ADO 

EJORAR (DISEÑO 
DE EXPERIMENTOS) 

PLAN 
MEJORA 

.CONTINUA 



CORREGIR 

EJECUTAR 

· .. ·=.·: 

CIClO DE CONTROL 

... 

VERIFICAR 

CONTROLAR 

COMUNES 

CJ:USAS < 
ESPECIALES 

PLAN 
------ .--•MEJORADO 

MEJORAR 

( DISEtiO o:: 
EXPERIMEtr;OS) 

'MEJORA CO!IiTlN:.JA 

( BREAKTHRD~H) 



1 SISTEMA DE 
1 CONTROL DE 

CALIDAD 

FUERA 
DE 

LINEA 

· EN 

LINEA 

SERVICIO 
AL CLIENTE 

EL PAPEL DE DIVERSAS AcTiviDADES DE CpNIRQL DE 
CALIDAD SODRE EL EFECTO DE TRES CLASES DE RUIDO 

p 

--- - - . 

Rli!DO ETAPAS PASOS EXTERIOR 

DISEfiO 

q~~FMA~ • 
DISEi:O DISEÑO 

DE PAR~~TROS • PRODUCTO 
DISEfiO 

DE ·~ 
iTOLF~ANCIA~ 

DISEÑO 

SJS~~MAS o 
DISEÑO 

DE DISEÑO 

In'"" ~~TROS o 
PROCESO 

DISEÑO 
DE o 

ITOtFD~~CIA~ 
. 

DISEÑO 
' DE o 

·SISTEMAS 

PROOUC DISEÑO 
·. DE o 

CION IPARAMETROS 

DISEÑO 

ITDL F~~'iCIA: o 

o 

11 CONTROL POSIBLE 

~ CONTROL NO RECOMENDABLE 

Q CONTROL !tiPOS I BLE 

-

' RUIDO INTERNO 
DEBIDO A 

DETERIORACION 

• 
• 
• 
·o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

RUIDO DEBIDO A 
1 HPERFECC 1 OtlES 
DE HANliFACTliRA 

• 
• 
• 
o 

• 
• 
• 
• 
• -"' 
o 



ETAPA 1 

ETAPA 2 

ETAPA 3 

ETAPA 4 

ETAPA 5 

ETAPA 6 
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MOOELO DE SOLUCION DE PR9BL~ 
L1 NEAMI EN TOS 

IDENTIFICACION DEl PROBLEMA 
Identificar/problema (tormenta de ideas/consenso).,. _ _, 
Establecerlo claramente (significado claro) 
Seleccionar (Criterio de selección) 

1 

CONSENSO 

Aislar/clasificar ("Diagrama de Ishikawa'') 
Identificar datos necesarios (Hojas de verificac. )1-4--l 
Obtener/Exhibir/Analizar dato~ (Grlficas/Pureto/ 
Carnpo de Fue.rzas) 
1~ ir a s 

CONSENSO 

L-istar posibles soluciones (Tormenta de ideas) 
Experimentar (Asignación del experimento/Realizar 
experimentos) 
Analizar soluciones (Costo-beneficio/Campo de 
fuerzas) 

Elegir la(s) solución(es)(Criterio de selección/ 
consenso) 

1 

1 
1 

Planear (quién, cómo, dónde, cuándo, porqué y co- J4t---l 
me/criterio de evaluación) 
Obte~er a~!orización/aprobaci6n (Presentación a 

CONSENSO 
+ 

r~LI\~ 11\l-lU~ l d .• ) 
1 . Ejecutar plan Cedu a~ de p an e acc1on 

. Monitorear progreso (colección de datos·y análi- ¡ sisl 

~ 1 

tV'ILUI\l-lUN 
pre-post) 

1 
Aplicar criterio (Comparaciones 

. Asegurar resultados (consenso. 

. !dentificur rroblemns emergen·:·~" (tormenta de 
· · idea~Í · · · · · 

... 

': !.~ 



MfiODOLOGIA DE INGENIERIA DE CALIDAP. 

DETERMINAR El OQJEIIYO 

ANALISIS DEL PROBLEMA 

AS!GNACION DEL EXPERlt1EJITO 

------l------- '•. 
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METODOLOGIA DE INGENIERIA DE_ CALIDAD. 

·DEFINIR PROBLEMA 

DETERMINAR EL OBJETIVO 

ANAL!SIS DEL PROBLEMA 

ASIGNAC!ON DEL EXPER!t1EI'ITO 

CONDUCIR EL EXPERIMENTO 
Y· HECOLECTAR • DATOS 

·, 

INTERPRETAC!ON 
DE RESULTI\DOS 

CORR! D/1 ~1<.PE~I~1[iiTI\L 
CON!,'! flt~IITOfl.II\ 

; .. , ..... 

· .. ·. 

·· .... 

,. 

.· :.· · .. 

. ''• 



PASOS SUGERIDOS EN EL OISEAO DE EXPSR!HfNTO~ 

l. DEF!ti!R EL PROBLEt1A: UN CLARO ENUNCIADO D.~L PROBLEMA A SER RESUELTO 
~ ' 

2. ~lE~r¡~NAR E~ O§JEI!.Y.Q: IDENTIFICAR CARACTERISTICA DE SALIDA, PREFE 
NI r NTE M DIBLE YCON BUEriA ADinVIDAD: DETERMINAR EL HETODO DE:

tiEDICION, LO CUAL PUEDE REQUERIR i¡,XPERH1EtlTACION SEPARADA. 

3. TOI<t·IENTA DE IDEA~: IDENTIFICAR FACTORES Q~E SE CONSIDERA QUE INFLU-
ft/1 EN LA tA~~CTrRISTICA DE SALIDA: AGRUPAR FACTORES EN FACTORES CON 
TROLA!lLES Y FACTORES DE RUIDO; DETERMINAR NIVELES Y VALORES PARA FAC 
TORES . -

4. ~M&~~R ~L EXPER!t1ENTO:. ELEGIR EL ARREGLO CROTOGONAL APROPIADO PARA 
el ~E~ te~fRJl.J!ttES; ASIGNA'l HCTORES CONTROLABLES E INTERAC-

CIONES AL ARRELGO ORTOGONAL; ELEGIR UN ARREGLO EXTERNO PARA LOS FAC-
TORES DE RUIDO Y ASIGNAR FACTORES A COLUt1NAS. :1 

S. REAh!ZAR EL EXPERIM~NTO Y CQ.LCETARJlJ}T~ 

6. ANALIZAR LO~ DATOS POR: 

7. 

ANAl! S 1 S. REGuLAR 

TA~LAS DF RESPUESTA PROtiED!O 
GRAF!CAS DE RESPUESTA PROtlED!O. 
A NOVA 

AN4L I S! S . §ERAUBI@Q 

TABLAS DE RESPUESTA S/R 
~~~~¿c~;RDE RESPUESTA S/R 

~~B~¡¡~~~*A~ ~fmi~~QS,; EL~GIR NIVElES OPT1t10S DE FACTORES DE CON-
: O fiTJOR USAR ANALISIS DE RESPUESTA t1ED!A EN COM
JltiACI·ON CON EL ANALISIS SEÑAL/RUIDO); PREDECIR RESULTADO.> PARA CON
DICIONES OPTIMAS 

~I\ITOl'fES 

F.L PRO POS 1 TO DE LA !;XPER!f.IEN·TAC 1 ON ES OBTENiR C{)ND! CI ONES OPTI ~lAS DE 
UNA CARACIERISTICA ~E CALIDAD. · .. 

LA PLANEI\CJON Y REALIZACION 1lE UN EXIIERH1MTO ES MUY DIFICIL DE ~LE
VAR A CABO Y CON FRECUENCIA TRAUMATICA, 

EL PROCESO DE EXPERIMENTACION INV.OL.Ut;RA HAíjLAR -cON MUCHA GENTE Y EN 
. TRABÁJO CONJUNTO PARA QUE SE ENTIENDA LO QUE SE REQUIERE DE ESTA GEJ! 

TE • 

. EL TENER "fLEXIB!LlflAD" PARA CAH!HI\R EL OBJETI~O DE LA INVESTIG-A~ION 
ES t1UY INPORTANTE. . . 

DEGEHA DESARROLLARSE, CU I DADOSAHENTE, Y POR ESCRHO EL PROCEDIMIENTO 
OPERACIONAL PARA EL ·EXPERIMHNTO. 
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EL DISEÑO EXPERIMENTAL EN LA INGENIERIA DE CALIDAD 

EL PROPOSITO DE LA EXPERHtENTACION EN ltANUFACTURA ES CONOCER llANERAS 
DE HINIHIZAR LA DESVIACION DE LAS CARACTERISTICAS DE CALIDAD DE UN -
OBJETIVO. 

ESTO SE ~OGRA IDENTIFICANDO AQUELLOS FACTORES QUE AFECTAN LAS CARAC
TEHISTICAS DE CALIDAD EN CUESTION Y rtODIFICANDO SUS NIVELES PARA QUE 
LAS DESVIACIONES SEANtt!NHtAS. 

DESDE UNA PERSPECTIVA DE CALIDAD, LA EXPERII·IENTACION TIENE COitO PRO
POSITO ENCONTRAR LOS rtEJORES ttATERIALES, LA PRESION I!AS ADECUADA, LA 
IIEJOR TEIIPERATURA, EL TIWPO DEL CICLO, ETC., QUE OPERARAN EN CONCIER 
TO CON NUESTRO PROCESO PARA PRODUCIR LA LONGITUD DESEADA, ESPESOR, --
DURABILIDAD, ETC., TOI·IANDO EN CUENTA EL COSTO. . 

LOS t1ETODOS CLASICOS DEL DISEÑO DE EXPERH1ENTACION FUERON DESARROLLA 
DOS EN 1920 POR R.A. FISHER EN HIGL,\TERRA Y CONSISTEN EN UNA VARIE-:
¡;AD DE TECNICAS ESTADISTICAS. A PESAR DEL RIGOR 11ATEI·1ATICO, UN PRO
OLEIIA DE LOS IIETODOS CLASICOS EN LA INDUSTRIA, ES EL T!HtPO Y COSTO 
QUE SE REQUIERE PARA APRENDERLOS Y APLICARI.OS. 

EN LA ItiGENIERIA DE CALIDAD SE HA DESARROLLADO UNA HERR!\It!ENTA EFI-
CIENTE DE INGEIIJERIA, QUE ES DIRECTAttENTE APLICACLE A LOS PROBLEftAS 
Y REQUERlltlniTOS DE LA IIHJUSTRIA ltODERNA TOI·iANDO EN CUENTA EL COSTO. 

LA INGEIIIERIA DE CALIDAD SHIPLIFICA O EL!It!NA ALGUNOS CONCEPTOS ESTA 
DISTICOS CLASICOS E \HRODUCE UNA t1ANERA DIRECTA DE EXA~1INAR NUCHOS,... 
FACTORES SHIUL TANEAIIENTE EN FORI!A ECONOmCA. • 

LA INGENIERIA DE CALIDAD RECOHIENDA EL Ef1PLEO DE ARREGLOS ORTOGONALES 
Y GRAFICAS LINEALES PARA COiiSTRUIR ftATRICES DE FACTORES DE CONTROL Y 
FACT0!1ES DE RUIDO EN EL DISEÑO EXPERHIENTAL. ~OS ARREGLOS ORTOGONALES 
PERttJTEN AL INGENIERO EVALUAR PRODUCTOS Y PROCESOS CON RESPECTO A RO
BUSTEZ Y COSTO. 

EN COtiTRASTE CON EL tiETODO CLASICO, LA HIGEtiiERIA DE CALIDAD TRATA -
LAS !IITERACCIONES (CUANDO SON LEVES) COI·IO EQUIVALENTES A r<UIDO, PRO-
PORCIONANDO CONDICIONES OPTIMAS Y BUEHA.REPRODUCTIBILIDAD EN UN EXPE
RI11ENTO 

IIONTO DE TIEHPO GASTADO EN EL DISF.Ml 

CON LA INGENIE Slll LA INGENIE 
RIA DE CALIDAD . RIA DE CALIDAD 

DISEÑO DEL 70% 40% SISWtA 

DISEÑO DE 2% 40% PAIWiETROS. 

DISEÑO DE 28% 20% TOLERANCIA. 
. -- -- --···-- ·- . .. - . - -· --- .. 

OBS EI<VAC I OIIES: 

TOllO PROCESO GENERA INFOR11AEION QUE PUEDE E11PLEARSE PAllA ti E.. ... /,1·10 
PAllA ELLO SE I!ECESITA OUE COINCIDAN UN OBSERVADOR PEr.CCPTIVO Y UN EWI 
TO CRITICO . . · -
ESTO SE LOGRA A TRAVES DE LA EXPERWENTACIOII DIRECTA 

'•. 
·' 
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SE DEBE '1ACER UNA DECISION PARA MEJORAR EL W:1rti!ENTO. UNA ALTERN~Tl 
VA ERA ACTUALIZAR EL DISEÑO DEL REACTOR LO CUAL SIGNIFICABA PARAR LA -
PLANTA CO~ UN COSTO DE 5 X 106 DLLS. OTRA ALTERNATIVA ERA COMPRAR OTRO 
REACTOR Y ACTUALIZAR LA PLANTA CON UN COSTO DE 35 X 106 DLLS. EL PROCf. 
SO DE ANAL 1SIS Y SOLUCION VIA LA INGENIERIA DE CALIDAD SIGUIO LAS SI--
GUIENTES ET/,J'AS: 

l. DEF_I_~!CION DEL PROBLEHA_~L QBJET_IVO.: LOGRAR UN RENDIHIENTO 
MIN1110 DEL 84% A UN COSTO MINIHO 

2. INVESTIGACION DE LO QUE AFECTA EL RENDIMIENTO, VIA EL CONOC!---- --·- ---· .. .. . 
ttiENTO DEL PROCESO Y HACIENDO USO DE LI\S HERRAMIENTAS DE ISHI-
KAI<A Y DE LA TOR~1ENTA DE IDEAS: 

INFOR~1ACION ~(---+,IIJP]RQ)bc;]t~SO[II.:.·-;~~y ( 73%). CARACTERISTICA 

a. SE ELABORO DIAGRAMA DE BALLENA: =r~•IYJ 
b. SE USO EL ANALISJS DE PARETO Y LA ESTRATIFICACION PARA RE

DUCIR EL NUMERO DE FACTORES A CONSIDERAR. 

NOTA: EN ESTE NIVEL DE ANALISIS SE RESUELVE EL 30% DE LOS PRO
BLEr1AS 

c. SE ENCONTRO QUE LOS FACTORES DETW1JtiANTES uEL RENDIMIENTO -
ERAN: 

FACTORES 

- TEt1PERATURA ( °F) 
- CARBONATO DE SODIO. (LBS) 
- CATALIZADOR (PROVEEDOR) 

NIVELES 

so•F, a5•F, go•F 
.35 LBS, 48 ~BS, 55 LBS 
1, 2, 3 

d. SE DETERMINO EL NU~1ERO DE NIVELES QUE ERA CONVENIENT¿ ~ONSI
DERAR EN CADA FACTOR. 

e. SE DETERMINO EL NUMERO DE CORRIDAS EXPERIMENTALES: . 27 

... ; . 
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3. ~E DETWIINO EL ARREGLO ORTOGONAL QUE CONSTITUYE UNA FRACCION 

DEL ARREGLO FACTORIAL CDt-IPLETO, QUE FUERA REPRESENTANTIVO DEL 

TODO: 

NUEVO ' 
EXPEP-H1ENTO T S e Y(%) 

1 1 1 1 51 

2 1 2 2 71 

3 1 3 3 '58 

4 2 1 2 82 

5 2 2 3 69 

6 2 3 1 59 

7 3 1 3 77 

8 3 2 1 85 

9 3 3 2 84 

4. SE "CORRIO" LA EXPERIMENTACJON REPRESENTATIVA DANDO LUGARA -

LOS RESULTADOS ANOTADOS EN LA UL T!t1A COLUflNA DE LA TAB~A. 

5. SE LLEVO A CABO UN ANALISIS DE LA INFORf.IACION, CON EL ,·~o?O'I-- ~· 

TO DE HACER UN PRONOSTICO; 
.. 

a. SE CALCULO EL EFECTO PROt1EDIO DE CADA PARAMETRO O RC:SiUES-

TA PROMEDIO: 

T
1

: (51+ 71 + 58)/3 = GO 

T2: 
T3: 
51: 

sz: 
53: 

C1: 

C2: 

C3: 

(82 + 69 + 59)/3 = 70 

(77 + 85 + 84)/3 = 82 

(51 + 82 + 77)/3 = 7~ 
(71 + ~q + 85)/3 = 75 

(58+ 59+ 84)/3 = 67 

(51 + 59 + 85)/3 = 65 
' 

(71 '82 + 84)/3 = 79 

(58 + 69 + 77)/3 = 68 



b. SE ELABORO LA TABLA DE RESPUESTA DE LOS PROI·IEDIOS: 

T , S e 

1 60 70 65 

2 70 75 79 

3 82 67 68 

c. SE IDENTIFICARON LOS 11AYORES VALORES ASOCIADOS CON CADA -

FACTOR, PARA CONSTRUIR EL OPT!t10 O CAI1PEON DE PAPEL: 

T3Sl2 

d. SE GENERARON LAS GRAFICAS FACTORIALES, IDENTIFICANDO SI SE 

TRATABA DE GRAFICAS LINEALES O NO LINEALES. ESTAS GRAFICAS 

NOS SIRVEN PARA APRECIAR DIFERENCIAS ENTRE NIVELES. 

80 

/ 
80 80 

70 70. ~ 70 
60 60 60 

Tl T2 T3 s 1 s 2 s 3 el c2 c3 

e .. SE SELECCIONO COt10 CAI·IPEON ECONOIIICO A: T3 sr c2 

f. SE ESTHIO O ELABORO LA PREDICCION DEL OPTHIO ( PROt1EDIO): 

~OPT = YT + (T3 - YT) + (S2 - YT) +((C2 - YT) 

= 70.66 + (82 - 70.66) + (75 - 70.66) + (79 - 70.66) 

= 94.66% 

6. ~E LLEVO A CABO LA "CORRIDA DE CONFIRHACION O CORRIDA EXPERIMEJ!, 

TAL DE CONFIRI1A~I.Q~, DANDO LOS SIGUIENTES RESULTADOS: 

EXPERI11Et1TO T S e Y% 

OPTIMO DE PAPEL 3 2 2 92 

OPT!t10 ECONOMICO 3 1 2 91 

MEJOR ANTERIOR 3 2 1 84 



7. ELEGIDA LA COMBINACION APROPIADA, SE INSTRUMENTO Y VIGILO; OBTENIEN
DOSE UN RENDIMIENTO NUEVO DEL 91%, CON UNA REDUCCION EN LOS COSTOS. 

CASO 2 

l. QEFINICION DEL PROBLEMA: DURANTE LA PRODUCCION DE UNA SEMANA DE -
" RESURMEX'; 75 RESORTES RESULTARON DEFECTUOSOS. 

2. DFTFRMINACION DE OBJETivO¡ REDISEÑAR ·LOS RE~ORTES PARA ELIMINAR EL -
PROBLEMA DE LOS DEFECTOS. 

3. ANQ! TSIS QEL PROBLEMA¡ USANDO LA TORMENTA DE IDEAS: 
A) SE INDENTIFICARON LOS TIPOS DE DEFECTOS Y SU FRECUENCIA USANDO 

EL DIAGRAMA DE ISHIKAWA Y EL ANALISIS DE PARETO.: 

GRIETAS RASPADURAS AGUJEROS DIMENCI- OTRD~ 
ONES 

DE LOS 73 RESORTES DEFECTUOSOS, 42 SE .DESECHARON POR GRIETAS. 
B) SE DESCUBRID QUE HABlA DIFERENTES TN1AÑOS DE GRIETAS Y SE CLASI

FICARON EMPLEANDO UN HISTOGRAMAS TANTO PARA LA INFORMACION TOTAL, 
COMO PARA LA INFORMACION "DIVIDIDA "O " ESTRATIFICADA" POR TIPO 
DE RESORTE. 

1 
4. QISEÑO fXPFRIMFNTAI ¡ 

A) SE EMPLEO LA INFORMACION DEL PROCESO EN LA SELECCION DE LOS PARA
METROS (FACTORES Y SUS NIVELES), QUE RESULTARON SER: 

FACTORES A: TEMPERATURA DEL ACERO NIVELES 
B: CONTENIDO DE CARBON 
C: TEt1PERATURA DEL ACEITE 

1450°F, 1600°F 
0.5% ' 0.7 % 
70•F , 120•F 
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B ) . SE ASIGNO EL EXPERI~IENTO FACTORIAL COMPLETO 23: 

J:XP T e Q y 

1 1 11 1 67 
2 2 2 1 79 
j 1 ~ 1 bl 

4 2 z 1 /~ 

5 1 1 2 59 

t;._ ~ 1 ~ ~u 

1 1 z z ~¿ 

l:l ¿ z z 87 

5. REAL!ZACION DEL EXPERIMENTO: 

SE REALIZO EL EXPERIMENTO Y SE OBTUVIERON LOS DATOS DE LA ULTIMA COLUMNA DE 
TABLA ANTERIOR. 

6. N!ALISIS ESTAO!STICO DE DATOS: 

A) SE GENERO LA TABLA DE RESPUESTA: 

B) SE ELABORO LAS GRAFICAS FACTORIALES 

80 80 80 

79 70 O-_ 70.~ 
60 '------60 .... ___ _ 60 ._, __ _ 

C) SE INDENTIFICO EL CN1PEON DE PAPEL: T2 C1 02 

D) SE INDENTIFICO EL CAMPEON ECONOMICO: T2 C1 O! 



7. !NTERPRETACION DE RESULTADOS: 

LA ESTIMACION O PREDICCION DEL OPTIMO ES 
- -

MOPT = YT.,. (T2 -yT) + (C1- YT) + (01 YT): 
= 71.25 + (82.75- 71.25) + (73.75- 71.25) + (70.50- 71.25) 
= 71.25 + 11.5 + 2.5 + (- 0.75) = 84.50 

8. EXPERit1ENTO CONFI RMAIQRIP: 

LA EXPERit1ENTACION CONFIRMATORIA CONDUJO A UN RESULTADO DE 82, SUPERIOR 
A LOS RESULTADOS INICIALES. 



' ¡) 
11 

ASIGIIACION DE FACTORES A ;;,; ARREGLO ORTOGONAL 

PROCED !1 il E tiTO: 

PASO 1: SELECCIONAR EL ARREGLO ORTOGONAL APROPI.~DO . 
•• 

a) C3THIER LOS GRADOS DE L!GERT!iD (df) TOTALES 

b) SELECCIONAR EL ARREGLO ORTOGOtiAL 

NOMENCLATURA Lk(nf) 

k REPRESENTA EL NUIIERO DI: CORI<!DAS EXPERII\EIITALES 

n REPRESENTA EL NUMERO DE NIVELES 

f REPRESE~ITA EL NUHERO DE COLUt\NAS DEL ARREGLO 

PASO 2: DIBUJAR LA GRAF!CA LINEAb REQUER!~ 

0------------0 
* LOS CIRCULOS JlEPRESENT.1.tl FACTORES 

* LA LINEA REP8ESEIITA 1 NTERACC IONr; 

PASO 1: SELECCIOI!AR LA GRIIFICA ESTA;jtJfiR·APHOPIADA. PUEDE HABER :lUCHAS 

ALTERNATJV¡\S, ESCOJA UIIJ\ DE ELLAS. 

PASO 4: AJUSTE LA GRAFICA Ll~EI\1. HEliUERID!I !1 LA GR!IF!Cfl ~!N[,~ C ... ,f·IDAP. -··· DEL ARREGLO ORTOGJtlfl~ ()IJE SELECC!OHO . 

. 'PASO 5: !IS!GtiAR LOS EFECTOS I'R!riCIP!ILES Y !.AS INTERACCIONES 11 LA COLUP

~~~----------------------_.~. NA APROPIADA. 

NOTA: CütiPRUEBE LOS RESULTADOS COti LA tiATJl!Z DE INTERACCIONES EIITRANDC 

CON EL NUIIERO I:J\S PEQUEÑO (DE LAS DOS COLUtlti!IS / EN lf, ~ INE!I DE IIU 

MEROS DIAGONALES. 
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Tab1e 7.3 
LA = ~Y1 ·- . ~4 

• A B e Rc~ult!l 
Exp. ~:o. 1 2 3 

LB -Yl = 

Le = -y1 
1 1 1 l y1 

2 1 2 2 y2 
3 2 1 2 y3 

4 2 2 1 y ·1 

~ffcet o: C = c1 c2 

= ~ (yl ~ Y4l - t (y2 • Y3l 

l
!f in a linear cquation wit.h 

c 2 ~ ... en, ..,.,nere 

eonstant coeffieients e 1 , 

the s~~ of the cocfficicnts is cqual to zero., 

i.e. e 1 + e 2 • .... ~en= O, 

then Lis e~l1ed a 'Cor.trast' or 'Comparison'. 

If in t~6·contraats, 

L ·= 1 

L2 ' e' 1 Y 1 + e' 2 Y2 + • "· e' nY n·• 

thc su.':\ oE tho ¡noduets o:: ·=orre:¡ponding c'oefticients 

is ~qu~l to zc:o, 

· ••• + e e 1 

n n " . o 1 

thc equation~. L1 and L2 are orthogonal .. 
··-

- Yz + Y3 
.,. 

Y4 

~ y2 - y3 • y4 

+ y2 + y3 - y4 



?able 7.8 Layout anci rcsults ••• u..._~- ' . ..) .... .-~....~- '-'·· • ,!,_; ..... .,;~ J...o,;~·c.J..~> 

:Fac:.o: A B e D ¡; F G JFactor A B e o 
----No. l 2 3 4 5 6 7 Result' 'irst level 366 365 366 361 

l l l l l l l 1 64 Second level 371 372 371 376 

2 1 l 1 2 2 2 2 96 Total 737 737 737 737 

3 1 2 2 l 1 2 2 69 

t, l 2 2 2 2 1 1 97 Al = 84 + 96 + 89 + 97 366 Al = 

5 2 1 2 1 2 1 2 94 A2 = 94 + 91 + 94 + 92 = 371 

ó 2 l 2 2 1 2 1 91 )\2 

7 2 2 l 1 2 2 l 94 

8 2 2 1 2 1 1 2 92 

e!' ( 8 4 + 96 + 89 + ... + 92)2 73 7 2 T2 = = 67896 eF 6 -8- = = -n 

ST 
2 + y2 _. y2 - eF = y1 + 

2 n 

Table 7.10 ANOVA. 

= 84 2 + 962 + ••• + n 2 - 67896 = 68019 - 67896 = 122 ~ource f S 

S. = 
" 

A 2 
1 
n 

+ 

s. 
" 

? • 
= 366- + 

4 

( 3 6 6 
= 8 

A 2 
2 
n - eF 

- 67896 

3 71 ) 2 
= 3 

3 

sa 
(365 -= 8 

se (366 -
= 8 

. 

A 1 3 

B 1' 6 

e 1 3 

D l 28 

)72) 2 
= 6 E l 78 

F 1 1 . 

3 71) 2 
= G 1 3 

T 7 122 

E f G 

356 '367 36 

381 370 37 

737 737 73J 

366 
= = 91. 5 

~ 

371 
92. 5 = -r,- .. 

-V p 

30 . 

60. 

30 

28 8.7• 

78 2 '. 3. 

lo 

30 

. 



!1 
~ 

n 
~ 

e. r. 

100 

.. 
00 

.. 

., 

= ~i..,. ... Cl\ - T"l + CE"l - T"l 

= ul + :::1 - "' 

361 1 <' 737 = + ~"o - 87 --:r --;1 IJ = 

Total nlJmber of exoeriments 
= To t c.l a e g r e ¿ :; o t ~~r:-::;e-::c-:ar:· o::.:r:-.. "-::0-'it~f""a:-::c-=t-=o:-:r::-:-l. 7aTI 

cffccts uscd to .cstimate ~ 

= 1 ( . \ :nc u r. J 
= 2. 7 

= + 2 

100 

" 
00 .. 
00 o, E1 l¡ 
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FIGURE 11.7 

(3) 

11 

2 10 a 4 , ' 5 

• (6) 4 
6 

10 

"13 1 3 2 
12 

14 5 
11. 

LINEAR GRAPB ÓF L
16 



. Tabla 11. 7b. Interactions Bet.....een T-..o Col·;_s f. L · .(.l5) · ~... or. 16 2 

Colllm · l 2 . j .. 4 s· .G 7 8 . 9' lO tl 
1 ........ ' 
.12 u 14 

(l) . 3' 2' :·' '. 5 4 .7 .Ó 9 8 ll · lO 13 u '15 

(2) l,· .6. 7 4 S lO· ll a ·9 14' . 15 u 
-. 

> (3) 7' .. 6 5 . 4 u· 10· 9 a i.s 14· '13 

(4) 1 2 3 1:! 13 l4 '15. a . . 9 ·lO 

(5) 3 2 rJ u 15 . 14 9 ·S ·U 
' 

(6) 1 H 15 12 13 lO ll 8 

( 7) 15 14 13 u .11 lO· 9. 

(8) 1 2· 3· 4 ·S .. 6 

(9) 3 ·2 5 4 7 
. . 

(lO) .l 6 7 4 

(U) . 7 6 S 

(U) .l .2 

. (13) 3 

(14) 

1.5 

'l4 

13 

l2 

ll 

10 

9 

8 

. 7 ., 

' . 6 

S 

4 

3 

2 

. l 

.Thor~ i~ a atrateg~ aauociated with ~electlrig, for a given. 

experimerit, tho appropriat~ llnear.graph. The Qbjectivc is to · 

assign the exp'eriment. so th.it. ln:eraction effect:s. that are beinq 

ana1yzed ares 11ssiqned correctly, liD dcfined b)• Figure 11.7 (for 

an L.l6). Tho bast method 'for ACCOmpilshing thi's is t01 

.l.· Construct tho rec¡uired lineaL· graph which uses the dot, 

lina convBntion!i of section: ll. 2; 

1: 

226 

1. 



MEJQRAtliENTO pF! PROCESO pE 1 AMJHA MOl ijEADI\ 

l. INTRODUCCION .•. 
UN COMPROMISO DE LA ADMINISTRACION EN CHRYSLER MOTORS PARA DEDICAR 
RECURSOS PARA TRABAJAR CON PROVEEDORES PARA MEJORAR LA CALIDAD DE -

.LOS PRODUCTOS CONDUCE A ESTE CASO DE ESTUDIO. UNA FUERZA DE ATAQUE 
CONSISTENTE DE PERSONAL DE NANUFACTURA, ENSAMBLE, ASEGURA~1IENTO DE 
CALIDAD DE PROVEEDORES E INGENIERIA FUE FORNADA PARA INVESTIGAR Y ----· AYUDAR A I~EJORAR EL COMPONENTE DE PROCESOS DE LAMINA MOLDEADA Y LA .. __ ·~---------- --------- ···-. ·.:-----
CALIDAD DEL PRODUCTO. EL PRODUCTO BAJO ESTUDIO EN ESTE EXPERIMENTO ---- - -----·-~----·---

F'-'~ EL DE PANELES DE REJILLA ABIERTA, EL CUAL HA SIDO PRODUCIDO POR -- .. --- ------------- .. ..... -
EAGLE PICHER POR MUCHOS AÑOS. EL PROVEEDOR PREVIAMENTE CONDUJO EX-
PERIMENTACION DE MEJORA DE UN FACTOR A LA VEZ PAflA ~1EJORAR EL RENDI-
11IENTO -DE SU PROCESO. ESTOS EXPERH1ENTOS TUVIERON RESULTADOS IJESA
GRADABLES. 

'2 • EL PRoBLEMA 

LOS PANELES DE LA PARRILLA ABIERTA SON ENVIADOS A LAS PLANTAS DE EN-
SAMBLE DE CHRYSLER DESDE LOS PROVEEDORES Y ENSAMBLADOS EN EL CARRO 
ANTES DEL PROCESO DE PINTURA. LAS IMPERFECCIONES DF '-A SUPERFICIE 
EifELACABADO DE LA PINTURA DESPUES DEL PROCESO. -DE--P IN-TÜRA, CAUSA 
iiÑAéAJACAPACTfiAD DE PRIMERA vfCóf ÁÍ>riox!i.iADAMENTE '77%-PARA UNA 
.PLANiTiiEEÑSAMBLE. EL HECHO DE QUE LAS IMPERFECCIONES NO FUERON 
DETECTADAS HASTA QUE LOS COMPONENTES FUERON EMBARCADOS, ENSAMBLADOS 
Y PINTADOS CREAN SERIOS EFECTOS CONCERNIENTFS A PRODUCTIVIDAD PARA 
LAS PLANTAS ENSAMBLADORAS Y EL PROVEEDOR. 

. .. .. 
3. EL PROCEso 

EL PROCESO ESTUDIADO EN ESTE EXPERMINETO INCLUIDO EL MEZCLADO DE LA 
MATERIA rRIMA AL TERHINDO DE LA PARTE CON EL PROVEEDOR. EAGLE PICHEP. 



LAS PARTES TERIHNADAS FUERON E11PACADAS Y ENVIADAS A LAS PLANTAS DE 

CHRYSLER. 

LA FIGURA l. 1·1UESTRA EL PROCESO DE PRODUCCION DEL PROVEEDOR EAGLE -

PICHER DE LA GOP. 

FIGURA 1 - EL PROCESO 

IEspesor del 11ateria~ .. J1ezcla de vidri4 _.,HoldeoJ~ ILimpiezaJ 

... Troquelado y taladrado ~ lPartes ensambladas al GOP J -. 

ILavado de podei ... lsecado J ,_. Preparado de pintura base _. 

4. DIAGRAMA CAUSA y EFECTO 

EN UNA SESION DE TORMENTA DE IDEAS, LA FUERZA DE ATAQUE DE CHRYSLER 

Y EL EQUIPO DE TRABAJO DEL DEPARTAHENTO DE INGENIERIA DEL PROVEEDOR 

CONSTRUYO UN DIAGRAt1A DEL EFECTO ENFOCADO AL PRODUCTO Y AL PROCESO. 

UIIA VERSION ABREVIADA DEL DIAGRAMA APARECE EN LA FIGURA 2 

5, PROCESO ExPERIMENTAL 

USAIWO EL DIAGRA/1A CAUSA-EFECTO UN EXPER!It,ENTO FUE LLEVADO A CABO . 

INCLUYENDO LAS NUEVE VARIABLES PRINCIPALES: (TABLA 1 ) 



- FIGURA -2- DIAGRf,~1P. CAUSA Y EFECTO -

J PATRON DE CORTE 1 

¡ PRtPMAtíón ?tNTDRA BAsE¡ 

POROSIDAD 

j TIPO DE VIDRIO 1 
l VISCOSIDM j 

LLENADO DEL I~ATERIAL 

--rr§J j CICLO DE I~OLDEO ) 

'PROCESO DE ESPESOR DEL MATERIAL 1 

VARIABLE 

PRESION DE MOLDES A 
TEMPERATURA DE MOLUES ~ 
CICLO Dt: tlOLDES C 
PATRON DE CORTE D 
PREP. DE PINTURA BASE E 
VISCOS,'lAD F 
PESO G 
ESPESOR DE 11ATERIAL H 
TIPO DE VIDRIO I 

o 
TABLA 1 

~S 
2 

2 

2 

2 
2 
2 
2 
2 

2 

NIVEL 1 

BAJA 
BAJA 
~~.JO 

METODO 1 

METODO 1 
BAJA 
BAJO 
PROCESO 
TIPO 1 

NIVEL 2 

ALTA, 
ALTA 
.'.L Tn 
METODO 2 
METODO 2 
ALTA 
ALTO 

I PROCESO 
TIPO II 

II 

EN ADICION DE ESTOS NUEVE EFECTOS PRINCIPALES, LAS SIGUIENTES CINCO IN
TERACCIONES POTENCIALES FUERON INVESTIGADAS EN ESTE EXPERit<i:::\TO: 



1 Exp 
No. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

A X B 
A X C 
A X D 

B X F 

F X H 

CON ESTAS CONSIDERACIONES EXPERIHEtlTALES, UNA DISTRIBUCION DE ARREGLO OR
TOGONAL L!6 FUE ELEGIDO PARA CONDUCIR EL EXPERIMENTO. EL ARREGLO Y LAS 
RESPUESTAS DE LAS POROSIDADES OBSERVADAS PUEDEN SER VISTAS EN LA TABLA 2, 
DOS RESPUESTAS POR EXPER!t-1ENTO FUERON CORRIDAS .. LOS VALORES DE RESPUESTA 
FUERON EL NUMERO DE "POPS" ENCONTRADOS. 

TABLA 2. ARREGLO ORTOGONAL LIS 

\ 1 ) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15) 
A B A A ~ r 
X X X X X 

A B B F G F E e e H I o o H (e) Rl R2 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 5~ 10 

1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2· 17 2 

1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2 2 1 . 
1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 4 3 

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 3 1 

1 2 2 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 1 1 4 13 

1 2 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 50 49 

1 2 2 2 . 2 1 1 ·2 2 1 1 1 1 2 2 2 3 

2 1 ¿ 1 2 1 2 1 2 1 .2 1 2 1 2 1 3 

2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 o 3 

2 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 . 2 1 2 1 3 2 

2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 ; 2 12 2 .. 

2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 3 4 

2 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 4 10 

2 2 1 2 1. 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 o 5 

2 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 o 8 



6, AAALISIS 

UN ANALISIS DE VARIANZA ANOVA INDICA QUE: 

(1) LA PRESION DE MOLDES (A) PREPARACION DE PINTURA (E) Y EL 1 CICLO DE 
MOLDEO (C) FUERON SIGNIFICANTES EN CONTRIBUCION A LA VARIACION EXPER!t1E!!_ 
TAL 

(2) AUNQUE EL PROCESO DE ESPESOR .DEL MATERIA (H) Y LA VISCOSIDAD (F) AM . -
BJ\S FUERON SIGNIFICANTES, SON VALORES F DE .4854 y .0539 RESPECTIVAMENTE. 

(3) LA INTERACCION FXH FUE SIGNIFICANTE CON VALOR F DE 11.0801 (NIVEL -
DE CONFIANZA DE 99%) UNA OBSERVACION Sit1ILAR FUE VISTA EN BXF. 

(4) COMO ANTICIPAMOS, LA INTERACCION AXC FUE ENCONTRADA SIGNIFICANTE 

LA TABLA ANOVA Cot1PLETA SE PRESENTA EN LA TABLA 2 CON LA SU~1A DE NIVELES 
DE LAS VARIABLES. 

----·---~------------·· 1 · 1 TABLA 2 ANOVA ' -
1 ' DF S V F l:!oool ll S' ~ho % 

FUENTE 
.. 

1 

9.588 + ~ 731.788 A 1 800.000 800.000 11.728 11.04 

B 1 45.125 45.125 0.541 --- --- ---
AXB 1 15.125 15.125 0.181 --- ---
F 1 4.500 4.500 0.054 --- --- ---
G 1 0.500 0.500 0.005 --- --- ---
BXF 1 595.125 595.125 7.133- 8.725 - 526.913 7.95 

E 1 990.125 990.125 11.857. 14.515 + 921.913 13.01 

e 1 351.125 351.125 4.208 ~ 5.148 + 281.913 4.27 

AXC 1 530.125 530.125 7. 552 .. 9. l.~B ~ 561.913 8.48 

H 1 40.500 40.500 0.485 --- --- ---
I 1 50.000 50.000 0.599 --- --- ---
D 1 78.125 78.125 0.933 --- --- ---
AXD 1 120.125 120.125 1.440 1.751 51.913 o. 78 

FXH 1 924:500 924.500 11. oso- 1:.'. 553 ~ 855.288 12.92 . 
e 1 548.000 548.000 7.755 9.500 579.788 8.75 

Error 15 1335.000 83.438 
(pool) (23 (155a 873) (58.212) 2114.571 31.90 
Total 31 652a.ooo 213.807 .... --



PARA TENER UNA CLARA IDEA DE LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES, LOS EFECTOS 
• DE CADA FACTOR SIGNIFICANTE ES GRAFICADO. 

ESTAS GRAFICAS REPRESENTAN LO QUE FUE OBSERVADO EN LA TABLA 2 (ANOVA) 
LOS FACTORES SON ARREGLADOS AS! QUE EL MAS SIGNIFICANTE ESTA A LA IZ
QUIERDA 

15 
PROMEDIO DE POPS 

10 
{POROSIDAD) 

5 

E 1 
' 

. DENTRO CONDICIONES DESEADAS, ESTO ES: 
·EL NIVEL Ez SE PREFIERE EN LUGAR DE E. 

SE OBSERVA QUE B, F y H NO SON FACTORES SIGNIFICANTES PARA INFLUENCIAR 
LOS POPS AL MEDINA. SIN H1BARGO, LAS INTERACCIONES SON PRESENTADAS EN
TRE By F (BXF) Y TAMBIEN PARA F y H (FXH). 

15 
PROMEDIO DE POPS 

10 

(POROSIDA[\) 
·s 



POR LO TANTO ( B2, F 1) , ( H2, F 1) SON REC011ENDABLES 

LA 1·1EJOR CONDJCJON BASADA EN LOS NIVELES DE FACTORES COMO SE INDICA EN ES· 
TE PRIMER EXPERIMENTO ES: 

PRESION DE MOLDEO ' ALTA 
TEMPERATURA DE t10LDEO ALTA 
CICLO DE t10LDEO ALTO 
PATRON DE CORTE· METODO JI 

• 
PREPARACION DE PINTURA BASE METODO JI 
VISCOSIDAD BAJA 
PESO BAJO 
PROCESO DE ESPESOR DE PROCESO II 

MATERIAL 
TI PO DE VI ORlO TIPO 1 

7, CoNFIRMACIÓN DE PIESULTAOOS 

LOS EXPERIMENTOS CONFIR1·1ADOS FUERON LLEVADOS A CABO POR EL PROVEEDOR EN 
SU PROPIA PLANTA. 

NUESTRA PLANTA DE ENSAHBLE CONDUJO UN ESTUDIO ANTERIOR Y POSTERIOR SOBRE 
EL OPTIMO RESULTADO EN EL PROCESO. LOS RESULTADOS REVELARON UN INCREMEN
TO EN LA CAPACIDAD DE PRIMERA VEZ DE 77% a 96%. 

8, Cotnus16N 

ESTE EXPERIMENTO E< CONSIDERADO UNICO Y EXITOSO DEBIDO A LOS SIGUIENTES 
ASPECTOS: 

1) AMBAS AREAS DE INGENIERIA DEL PROVEEDOR Y CHRVSLER ESTUVIERON MUY 
ENTUSIASTAS EN LA PARTICIPACION DEL "DISEíiO DE EXPERIMENTOS". EL 
PROVEEDOR SE ~1UESTRA PARTICULAR~1ErlTE C0~1PLACIDO DE QUE UN ESFUERZO 
CONJUNTO SE HAYA HECHO PARA ASISTIRLO A MEJORAR SUS PROCESOS. 



2) EL PROVEEDOR Y CHRYSLER HAN COMPRENDIDO EL PODER DE LOS METODOS TAGU
CHI EN DDE. 

3) EL PROVEEDOR A EXPANDIDO EL USO DE DDE. A OTROS PRODUCTOS 

4) LA HABILIDAD DEL PROVEEDOR PARA OPTIMIZAR PROCESOS INTERNOS PARA PAR
TES, ABASTECIDAS DAN COMO RESULTADO REDUCCION DE PRECIO PARA CHRYSLER. 

S) CHRYSLER REALIZO UNA MEJORA EN LA CAPACIDAD DE USO DE PRIMERA VEZ DEL 
77% a 96% EN LA PLANTA DE ENSAMBLE. EL AHORRO ESTIMADO AL REDUCIR LA 
INSPECCION Y REPARACION EN LA PLANTA DE ENSAMBLE DEL ORDEN DE 900,000 

DOLARES POR AÑO. 

6) HAY AHORROS ADICIONALES QUE NO PUEDEN SER PRECISAMENTE CALCULADOS , 
ESTAS AREAS INCLUYEN MENOR PERSONAL DE MANEJO Y REDUCCION .DE INVENTA
RIOS EN LA PLANTA DE ENSAMBLE Y CON EL PROYEEDOR. 

Presentado por: D.E. Goodwin de Chrysler Motors Engineering. 
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AN~LISIS REGULAR 

SIRVE P~R~ OBTENER: 

1.- EFECTOS PRINCIPALES PARA FACTORES DE CONTROL 

2.- USANDO TABLAS DE RESPUESTA, GRÁFICAS FACTORIALES 

3.- EsTUDIAR EL EFECTOR~ DE INTERACCIONEs 

~N~LISIS SEH~L/RUIDO 

1.- SE AN~LIZA LA MEDIA Y LA VARIABILIDAD 

2.- SE ESTUDIA LA "INTERACCIÓN ENTRE FACTORES DE 

CONTROL Y FACTO~ES DE RUIDO" 

3.-· LA S/N ES UNA MEDIDA DE COMPORTAMIENTO CON RESP~CTO 

AL RUIDO 

·q,- LA S/N ESTA RELACIONADA CON COSTOS. 

5.- Lo DESEAiLE ES QUE LA S/N TENGA UN VALOR ALTd~ SE 

DEBE~Á SELECCIONAR EL VALOR MÁS ALTO DE LA ~ELA

~!ÓN S/N PARA OPTIMIZAR SU PROCESO/PRODUCTO •. 

FORM~S ESTftNDA" DE LA RELACION S/N 

• SIN a 10 log 10 } (Sm-Ve)/Ve NOMIN~L ES MEJOR 

S}n ~ry~/n, Ve=(Ey~- (p.¡) 2/n) 1 (n-1) 

• S/N ~ -10 log10 } I:y~ MENOR ES MEJOR 

. 1 2 
• S/N • -10 log 10 ñ'l: l/y1 MAYOR ES tiEJOR 

) 



MEJORAMIENTO DE UN PRODUCTO 

l. PRODUCTO SOMETIDJ A PRUEBA 

1 

EL PRODUCTO SOI·IETJOO A ENSAYO EN ESTE EXPERJHENTO ES LA CUBIERTA 
EXTRutbX %N TEFJIOPLAsnco DEL CABLE DEL VELDWIETRD, MosTRADo EN 
EA FIGMA l. ESTE PRODUCTO ES. UTILIZADO PARA CUBRIR EL CABLE DE 
LOS VELOCIMETROS MECANICOS EN. AUTOMOVILES. EL PRODUCTO CONSISTE 
DE UN FORRO INTERIOR DE POLIPROPILENO EXTRUIOO, UNA CAPA DE AL~ 
BRE ENTRELAZADO Y UN FORRO COEXTRUIDO. 

ESTE PRODUCTO HA SIDO PRODUCIDO POR 11AS DE QUINCE AÑOS, PRIMERA- . 
K~NTE I~ANUFACTURADO POR PRODUCTOS FLEX, EL FORRO BAJO PRUEBA HA 
SIDO PRODUCIDO POR UNA DIVISION DE LA CORPORACION GENERAL MOTORS. 
ESA DIVISION HA EFECTUADO MUCHA EXPERIMENTACION PARA UN SOLO FAC-
TOR A UN TIEMPO CON ALTOS COSTOS Y RESULTADOS DECEPCIONANTES. 

FIGURA.- 1 · El PRODUCTO 
CUBIERTA EXTRUIDA EN TERMOPLASTICO DEL CABLE DEL vELOCIMETRO 

Forro Interior 
de Pol~rropileno Extruidc 

L 
.L 

~ 
~ 

~ 

Forro de Polipr~~ 
• . 

Alambre 
Entrelazado 

pileno coextrciao 

2, CARACTER!STICA DE CALIDAD 

LA CARACTERJcT.wA DE CALIDAD DE INTERESES EL ENCOGIMIENTO POSTE
RIOR A LA E.'.'.ENSION DEL FORRO. EL EXCESIVO ENCOGIMIENTO PUEDE CA!!, 
SAR RUIDO .::.~ EL EIISAHBLE, EL CUAL HA SIDO UNO DE LOS GRANDES PRO
BWIAS EN SU ENS.&J.IBLE CON VELOCIMETROS f.IECANICOS. EL ENCOGIMIEN-

. . 



j, 

TO POSTERIOR A LA EXTRUSION SE PRESENTA ¡lpRO:tlMADAMENTE A LAS DOS 
HORAS DE LA PRUEOA DE CALENTAMIENTO (HEAT SOAK TEST) COMO SE MUES
TRA EN LA FIGURA 2. 

EL PORCENTAJE DE ENCOGIMENTO SE OBTIENE POR LA MEDICION DE UN FO
RRO QUE HA SIDO ACONDICIONADO APROPIADAMENTF, COLOCANDO EL FORRO 
POR DOS HORAS EN MEDIO DE UNA CORRIENTE DE AIRE CALIENTE, DESPUES 
DE LO CUAL SE MIDE SU LONGITUD, LA LONGITUD FINAL ES ENTONCES RE~ 
TADA DE LA LONGITUD ORIGU1AL Y ENTONCES MULTIPLICAMOS POR 100 PA
RA OBTENER EL RESULTADO EN POR CIENTO. LA LONGITUD APROXIMADA DE 
LAS MUESTRAS ES 600 mm. 

FIGURA.- 2 
LA CARACTERISTICA DE CALIDAD 

PORCENTAJE DE ENCOGIMIENTO DESPUES DE DOS HORAS DE LA PRUEBA 
DE CALENTAMIENTO 

Cubierta recten 
1 1 extru1da 

A ' 1 
1 

Cubierta después 
de dos horas de 
~im~~~i~a de enco 

R 

tl PROCESO 
• 

EL PROCESO DE PRODUCCION PARA ESTE PRODUCTO ES (1) EXTRUIDA LA Ll-
NEA INTERIOR DEL POLIPROPILEN0 1 B9' ENFRIA Y SE ENROLLA, (2) ~ 
RROLLANDO LA LINEA INFERIOR (POLIPROPILENO) SE COLOCA EL ALAMBRE 
TRENZADO SOBRE ELLA Y SE VUELVE A ENROLLAR Y (3} DESARROLLANDO EL 
ENSAMBLE PREVIO SE ESTRUYEN EL FORRO SOBRE EL Y ENTONCES S~ ~~Cf 

f! cggrr pr1 PR0º'"7 0 9 SJ! 1 ONG IIJ!Q fiNAJ 

HAY TRES OPERACIONES SEPARADAS. MUCHOS DE LOS ESFUERZOS PA~ REDU
CIR EL ENCOGIMIENTO POSTERIOR A LA EXTRUSION HAN SIDO DIRlGrDOS A 
LA OPERACION FINAL, DEBIDO_ A QUE LAS CARACTERISTICAS SE ESPECifi.: 

-



4. 

CARON EN LOS DIBUJOS DE INGENIERIA. EN ADICION EN LAS DISCUCIONES 
CONCERNIENTES AL ENCOGIMIENTO POSiEXTRUSION LA OPERACION FINAL ?A
RECIO LA OPERAC!ON HAS LOGICA EN LA CUAL LOS EFECTOS SIGNIFICATI
VOS PARA EL ENCOGIMIENTO POSTEXTRUSION LA OPERACJON FINAL PARECJO . 
LA OPERACION MAS LOGICA EN LA CUAL LOS EFECTOS SIGNIFICATIVOS PARA 
EL ENCOGIMIENTO EXISTIRIAN . 

. " . ' . ' ...... ~· ' " .. 
EL DIAGRAMA CAUSA Y EFECTO PARA EL EXPERIMENTO 

; ' 

EN EL DISENO PRELIMINAR DEL EXPERIMENTO, LOS DIAGRA/1AS DE CAUSA Y.

EFECTO SON LA MANERA MAS UTJL DE GENERAR UNA LISTA DE LOS FACTORES 
PARA LA PRUEBA. 

LOS DIAGRAMAS CAUSA-EFECTO, AYUDAN MAS A ESTRUCTURAR LAS IDEAS QUE 
LOS METODOS DE TORMENTA DE IDEAS TRADICIONALES. 

LA FIGURA 3 , ES UNA VERSION ABREVIADA DE LOS DIAGRAMAS C-E REALES 

FIGURA.- 3 

1 Materia pklma del\ ,Empaque . .:!~Mall 
~---i · coruun Scl"een Pack · · · 
\~---11 Materia prima del 1 \ Densidad· 
í • forro · 
\ 1 Material del alambre 1 ·

1 

~\"r--IDiseño.del dado 1 

l Diuetro de 1 a 1 ambre 1 

Métodos de ~emperatura de 
Prueba 1---J~-+ fusio'h gel co~ 

..___ ___ ___¡ l · AL ~~2 -n ~AJO 
Draw Do~n / AJUSTE 

- Experiencia del 
1.---4 operador. 

del · 
corazón 1· 

L_ 
1 

- ,Temperatura de fusió• 
1 del forro. 

(tensión del corazón J ' 

¡ Tens ion del forro 

Actitud de1 .opera
dor. _, 



EN ESTE EXPERIMENTO,NOSOTROS OBTUVIMOS LA OPINION DE LOS USUARIOS, 
EL PERSONAL DE PRODUCC!ON, EL PERSONAL DE CALIDAD Y LOS INGENIEROS 
INVOLUCRADOS EN EL PRODUCTO Y EN EL PROCESO PARA DESARROLLAR UNA . 
psTA DE r.'\CTORES QUE PODR!AN CONTRIBUIR AL ENCQGH1!ENTQ. OBTENIE_t! 
DO LOS DATOS DE TODAS LAS P.ERSONAS) N FORMADAS, LA. PROBAS I Ll DAD DE 
EFECTUAR UN EXPEW1ENTO EXITOSO SE iNCREMENTA DRAtlAT!CAMENTE. 

ESTE GRAN DIAGRA11A DE FACTORES POTENCIALES FUE ENTOt/CES REDUCIDO 
A LOS 15 MAS IDONEOS POR UN PROCESO DE CONSENSO. 

5, LISTADO DE FACTORES 

6. 

EL ReSULTADO FINAL FUE UNA LISTA DE QUINCE Ff(;TÓRES Et~ DOS NIVELES 
.. MOSTRADOS Ell LA F IG. 4 NOTES E QUE CUATRO FAODRES CONCIERNEN AL -

PRIMER PASO DEL PROCESO DE PROOUCCION, LOS TRES SIGUIENTES CONCIER 
NEN AL TRENZADO DEL ALAMBRE Y LOS OCHO SIGUIENTES CONCIERNEN CON EL 
PROCESO DE FORRADO. 

UNOS CUANTOS DE ESOS FACTORES CONCIERNEN A LAS CARACTERISTICAS ES
PECIFICAS DE DISEf:O. EL OIAI1ETRO EXTERIOR DEL ALAI1BRE Y LA NATERIA 
PR Ir· lA DEL FORRO SON TODOS O I S EÑADOS PARA EL PRODUCTO. 

LOS NIVELES DE LOS FACTORES FUERON SELECCIONADOS POR PERSONAl FAMI
LIARIZADO CON EL PROCESO. ESTE GR4PO FUE ESENCIALNENTE EL MISMO QUE 
PARTICIPO EN EL DIAGRAI1A CAUSA-EFECTO CON LA EXCEPCION DE LOS CLIEJ! 
TES, QUIENES NO FUERON INCLUIDOS. 

EL eBBñGtº DE LOS RESYLTADQS UT! u ZANDP YN ARRFG' o , 16 
OBTQGO _A_, · 

LA FIGURA 5 MUESTRA EL ARREGL1. LIS PERMITE PROBAR HASTA 15 FACTORES 
EN DOS NIVELES.' POR SUPÚESTO EN ESTE TIPO DE DISEÑO SE CORRE EL -
RIESGO DE CONFUNDIR LOS EFECTOS INTERACTIVOS CON LOS EFECTOS FACTO
RIALES. LA ELH1INACION TOTAL DE ESTE RIESGO SOLAMENTE ES POSIBLE SI 



TODAS LAS 32768 COMBINACIONES DE LOS FACTORES FUERON ENSAYADOS. PARA 
MINIMIZAR EL RIESGO, EL EXPERIMENTO DEBE ENSAYARSE POR REPRODUCTIBILI
DAD. 

PROCESO 
DEL 
CORAZON 

TRENZADO 
DEL 
ALAMBRE 

PROCESO 
DE 
FORRADO 
1" 

FIGURA 4 

LI:TA D~ FACTORES 
A. DIAMETRO EXTERIOR AI.•ACTUAL A2= CAMBIADO 

DEL CORAZON 

B. DADO PARA EL CQRAZON Bf= ACTUAL B2=rCAMBIADO 

c. MATERIAL DEL CORAZON Cf= ACTUAL C2= CAMBIADO 
D. VELOCIDAD DE LA Di= ACTUAL D2= 80% DE LA 

LINEA DE CORAZON ACTUAL 
E. TIPO DE TRENZADO DEL El= ACTUAL E2=\COt~BINAOO 

ALAMBRE 

F. TENSION DEL TRENZADO F1• ACTUAL F2= COMBINADO 
G. DIAM. DEL ALAMBRE Bf• MAS PEQ. G2= ACTUAL 
H. TENSION DEL CORAZON· Hf• ACTUAL H2• MAYOR 
I. TEMPERATURA DEL COR~. 

ZON ' Hl• AlofB1EN 12= PRECALENTAOO 
J. MATERIAL DEL FORRO JI• ACTUA[ J2= COMBINADO 

K. TIPO DE DADO PARA EL k1• ACTUAL K2= COMBINADO 
FORRO 

L. TEMPERATURA DE FUSION Lf• ACTUAL !i.2= COMBINADO 
M. SCREEN PACK Mf• ACTUAL M2= t~S FRIA 
N. METODO DE ENFRIAMIEN- Nf• ACTUAL N2= COMBINADO 

TO. ' 
O. VELOCIDAD DE LA LINEA. O!•. ACTUAL 02:70% DEL EXI.S

TENTE. 

EN VISTA DE QUE UN MINIMO DE 3,000 PIES DE PRODUCTO TERMINADO FUE LA 
CANTIDAD MAS PEQUEMA QUE PUEDE MANUFATURARSE PARA UNA COMBINACION DA
DA DE FACTORES 48,000 PIE.; DEL PRODUCTO FUERON SOMETIDOA A UN. EXPERI
MENTO. -
EL EXPERIMENTO EN S.I MISMO FUE COI·1PLICADO EN SU EJECUCION A TRAVES DE 
NUESTRA·PLANTA DE EXTRUSION; EN UN ESFUERZO POR MINIMIZAR LA CONFU

. SION, HOJAS DE SUMARIO PARA CADA OPERACION FUERON DADAS A LOS SUPER

. VISORES Y A LOS OPERADORES, ESAS HOJAS ENLISTABAN LA COMBINACION DE 

LOS FACTORES Y LAS ORDENES DE PRODUCCION LAS CUALES SE HI-· 



CIERON AL AZAR EN_LA MEDIDA DE LO POSIBLE 

AUN CON EL USO DE HOJAS DE SUMARIO, LA EJECUCION DEL EXPERIMENTO NO 
FUE FACIL, LA ADMINISTRACION Y LOS OPERADORES DE PRODUCCION MERECEN 
MUCHO DEL ~REDITO POR EL EXITO DE ESTE EXPERIMENTO. 

DESPUES, MUESTRAS AL AZAR FUERON SELECCIONADAS DE CADA MUESTRA DE • 
3,000 PIES, SE EJECUTARON ENTONCES CUATRO PRUEBAS DE CALENTAMIENTO 
POR SEPARADO, FUE EFECTUANDO UNA PRUEBA POR DIA, CALCULANDOSE Y RE-
GISTRANDOSE EL ENCOGIMIENTO. 

"·" ····.:.:...~··· -.. 
FIGURA.- 5 

ARREGLO UTILIZANDO UN AREGLO ORTOGONAL Lii 

A B C O E 'F G H I J K L M N O lt~l: L .. 
1 2 3 4 S/N RATIO 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.49 0.54 0.46 0.45 6.26 
~ 1 1 1 1 1 ·1 2 2 2 2 2 2 2 2 0.55 0.60 0.57 0.58 4.80 

' 1 1·2 2 2 2 1 : 1 1 2 2 2 2 0.07 0.09 0.11 0.08 21.04 
1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 ~ 1 1 1 1 0.16 o:16 0.19 o.19 15.11 
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 0.13 0.22 0.20 0.23 14.03 
\' 2 2 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 1 1 0.16 0.17 0.13 0.12 16.69' 

1 2 2: 2 1 1 1 1 2 2:2 21 1 o. 24 0.22 0.19 0.25 12.91 

1 2 2 2 2 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 0.13 0.19 0.19 0.19 15.05 . 

1 
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 0.08 0.10 0.14 0.18 17.67 r l 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 0.07 0.04 0.19 0.18 17.27 

'" ¡ 

\ 
2 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 ~.48 0.49 0.44 0.41 6.82 1 
2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 0.54 0.53 0.53 0.54 5.43 

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 0.13 0.17 0.21 0.17 15.27 l 

1 

2 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 0.28 0.26 0.26 0.30 11.20 

2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 0.34 0.32 0.30 0.41 9.24 

2 2 l 2 1 1 2 2 1-1 2 1 2 2 1 0.58 0.62 0.59 0.54 4.68 
( 

' ..... ~·--· 

7. RAzóN DE LA SEfl~ ~ B!lili'!il 
EL DR. TAGUCni HA EXTENDIDO MI CONCEPIO DE AUDIO DE LA SE~AL DE RUIDO 



¡ 

. ' 

A LA EXPERIMENTACION CON VARIABLES MULTIPLES. LAS FORMULAS PARA SERAL 
DE RUIDO PERMITEN QUE EL EXPERIMENTO PUEDA SELECCIONAR SIEMPRE EL VA
LOR MAS ALTO PARA OPTIMIZAR EL EXPERIMENTO. POR ESTO, EL METODO DE CAL 
CULAR, LA RAZON DE LA SEÑAL DE RUIDO DIFIEREN DEPENDIENDO SI UNA RES
PUESTA DE GRAN AMPLITUD, UNA RESPUESTA DE AMPLITUD PEQUEÑA O UNA CIE.R
TA RESPUESTA ES DESEABLE. 

EN CASOS COMO ESTOS DONDE LA CANTIDAD DE ENCOGIMIENTO SI ES PEQUEÑA ES 
MEJOR, LA FORMULA ES MOSTRADA EN LA FIGURA 6, EN ESTE CASO UNA REDUC
CION EN SU VARIABILIDAD ~1EJORARA LA SITUACIOH. LA FIGURA MUESTRA EJ ME 
JO~IIENTO EN LA RAZON DE LA SERAL DE RUIDO CUANDO CADA UNA DE ESTAS 
CARACTERISTICAS SE MEJORA. 

FIGURA.- 6 

RAZON SEÑAL A RESPUESTA CUANDO LA RESPUESTA MENOR ES MENOR 

Fonnulo.· 
S/N = - lO X Log (1/n ~ y}l 

¡ -:1 

Ejemplos: 

Case Avg. yl y2 y3 y4 S/N 
1 ... .50 .56 .44 .54 .46 5.94 
2 ... .15 .21 .09 .19 .11 . 16.00 

3 ... .15 .15 .16 .14 .15 16.47 

1 

CASO 3 E~ MEJOR- IGUAL PROMEDIO QUE EL CASO 2 PERO MENOR VARIABILIDAD _______ .....;. ________ ..;_, ______________ ~·· 
. . . . . . ...... . 

8,- los ToTI'IU15 PAAA CAn6. NIVEL DE FACTORES 

EL PRIMER PASO DE UN ANALISIS DE UN EXPERIMENTO ~·IUL TIVARIABLE ES SU~~AR 
TODOS LOS RESULTADOS CONTENID<'5 'EN UN NIVEL DE UN FACTOR Y CO~IPARARLOS 
CON EL OTRO NIVEL DEL FACTOR. SI EL NIVEL UNO DEL FACTOR A . POR EJEMPLO 
DECRECE EN EL PROMEDIO DE ENCOGIMIENTO O REDUCE SUSTANCIAlMENTE SU VA
RIABILIDAD, ENTONCES LA RAZON DE LA SERAL DE RUIDO PARA Al SERIA MAS 
GRANDE QUE PARA A2. · 

DEBIDO A QUE EL EXPERIMENTO FUE EFECTUADO UTILIZANDO UN ARREGLO ORTOGQ 
NAL, EL TOTAL PARA CADA NIVEL DE FACTOR CONTIENE OCHO RAZON~S DE SEÑA
LES DE RUIDO. POR DEF~NICION LOS TOTALES PARA ~1BOS NIVELES DE UN FAC
TOR DADO IGUALAN EL TOTAL DE LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES, POR EJEM-

. PLO 193.47, .lEVISANDO LOS NUMEROS DE LA FIGURA 7, UN TANTEO PARA EL -
EFECTO DE CADA FACTOR PUEDE OBTENERSE NOTANDO LA DIFERENCIA EN LAS SE
ÑALES DE RUIDO TOTALES PARA UN NIVEL DE FACTOR DADO. 



' 

A LA DIFERENCIA MAS GRANDE ENTRE EL NIVEL 1 Y EL NIVEL 2 PARA UN FACTOR, 
CORRESPONDE UN MAYOR EFECTO DEL FACTOR. 

FIGURA .- 7 
TOJAlES DE S/N PARA CADA NIVEL DE FACTORES 

Al = 105.88 El = 67.96 11 = 92.82 M1 = 94.97 
A2 = 87.59 E2 = 125.5"1 12 = 1 DO. 64 ~2 = 98.50 

Bl = 94.40 F1 • 87.89 Jl = 99.40 Nl a 94.51 
B2 = 99.07 F2 • ~.105. 51 J2 = 94.07 N2 • 98.96 

C1 • 87.61 G1 = 77.74 K1 = 106.25 01 = 95.01 
C2 • 105.86 G2 = 115.73 K2 a 87.22 02 = 98.96 

D1 = 103.19 H1 = 103.24 'Ll • '93. 50 
D2 • 90.28 H2 = 90.22 L2 • 99.97 

LA MAYOR DE LAS DIFERENCIAS EN TOTALES DE 
~~~~~~~r~~~~6 ~Nn~A~JgR~n~~n~AYOR DE LAS 

9. TAlLA DE ~Al.ISIS I1 YARIMlCIA 

LA FIGURA 8, ES LA.TABLA ANOVA PARA EL EXPERIMENTO EL ANALISIS SE 
EFECTUA ANOTANDO LAS FUENTES DE VARIACION EN LA COLUI~NA DEL L'ADO 
IZQUIERDO, LAS CUALES SON POR SUPUESTO, LuS QUINCE FACTORES BAJO 
PRUEBA EN EL EXPERIEMNTO. LA COLUMNA·DENOMINADA V, ES LA SUMA DE 
LOS CUADRADOS PARA EL FACTOR DIVIDIDOS POR EL GRADO DE.LIBERTAD EN 
EL FACTOR. LA COLUMNA DENOMINADA ~ ES EL RESULTADO DE LA PRUEBA 
TRADICIONAL DE FISHER PARA SIGNIFICANCIA, Y UN ASTERISCO DENOTA SI 
EL FACTOR FUE SIGNIFICANTE A UN NIVEL DE CONFIANZA DE 95 6 99 POR 
CIENTO. 

. 

NOTESE QUE. VARIOS GRADOS DE LIBERTAD, VARIOS EFECTOS FACTORIALES EN . . . 
ESTE CASO HAN SIDO CQtoiBJNADOS EN LA ESTIMACION DE ERROR. ESTA ESTI-.·. 
MACION DE VARIANZA Y MEDIA DE LA SUMA DE CUADRADOS PARA EL ERROR, 
ZS UTILIZADA COMO DENCI~:·ti.\DOR DE LA PRUEBA F. 



FIGURA . - 8 
TABLA DE ANALISIS DE VARIANZA 

FUENTE df S V F S' ( %·) 
A 1 20.9128 20.9128 11.87 .. 19.1513 4.6 

'B ( 1 ) (1.3612) 1.3612 Poo1ed 
e 1 20.8282 20.8282 11.82*' 19.0667 4.6 o 1 ,10.4171 10.4171 5.91" 8.6556 .:2.1 
E .1 207. 0275 207.0275 117. 53",.. 205.2660 49.5~ 
F 1 19.5625 19.5625 11.11" 17.8010 4.3 
G 1 90.1788 90.1788 51.19" ... !88.4173 21.3~ 
H 1 10.5963 10.5963 ·5.02• 8.?"48 2:1 
D m (3.8226) . ''3:8226'' Poo1ed 
J (1.7765) . l. 7765 Poo1ed ~ 

K 1 22.6350 22.6350 12.85 .... 20.8736 :9. O. 
L ( 1) (2.6146) 2.6146 ':':Póel'ed 

:M ( 1) (0.7782) 0.7782 Poo1ed 
N (1) (1.2355) 1.2355 PooH!d 
o ( 1) (0.7418) 0.7418 Poo1ed 

·e 7 12.3604 26A222: 6.4 l. 7§15 -r 15 414.4886 . 414.4886 lOO•JO 
= Significativo 95% de Confianza F(0.05 11.7)= 5.59 

----------~~~=--~i9DJfj~ª!jyQ_~~~-9~-~QDfiªD~ª-f19~9JiJ~I)=_Jf~f9 __ 

LA COLUHNA DENOmNADA tES EL EFECTO PURO DE CADA FACTOR, YA QUE \ODO 
DISEÑO DE EXPERIMENTOS MULTIVARIABLE CONSIDERA QUE EL ERROR ES ASIGN~ 
DO IGUALMENTE SOBRE TODOS LOS GRADOS DE LIBERTAD DENTRO DEL EXPERIME!i 
TO, CADA EFECTO SIGNIFICANTE CONTIENE UNA CANTIDAD DE ERROR QUE DEBE 
DE ELIMINARSE. EL ERROR SE ADICIONA A. LA VARIACION TOTAL DENTRO DEL -
EXPERUIENTO ES CONSTANTE. LA COLut~NA FINAL ES EL VALOR DE ~·PARA CADA 
VA:..OR S!GfHFICANTE DIVIDIDO POR LA VARIACION TOTAL St. ESTA COLUMNA -
~NDICA EL PORCIENTO DE CONTRIBUCION A LA VARIANZA DE CADA FACTOR. 

DE ESTA TABLA ES FACIL VISUALIZAR QUE LOS FACTORES I y ~SON LOS MAS 
IMPORTANTES EN TERMINOS DE ENCOGHHENTO. ESTOS DOS FACTORCS CONTABILI . -
ZAN MASDEL 70% DE LA VARIANZA EXPERH1ENTt'.L. 



10, U\ GRAFICA DE EFECTOS SIGNIFICJWTES 

PARA OBTENER UNA IDEA CLARA DE LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES, SE GRA
FICA EL EFECTO DE CADA FACTOR SIGNIFICANTE. LOS FACTORES SE ARREGLAN 
DE TAL MANERA QUE LOS MAS SIGNIFICATIVOS ESTAN A LA IZQUIERDA. ESAS 
GRAFICAS INDICAN LO QUE FUE OBSERVADO EN LA TABLA DE RESULTADOS SUMA
RIOS- LA MAYOR DIFERENCIA ENTRE NIVELES, EL MAYOR EFECTO .. LOS PUNTOS 
SON CALCULADOS TOMANDO LOS TOTALES PARA CADA NIVEL DEL FACTOR MOSTRA
DO EN LA FIGURA SIETE Y DIVIDIENDO EL NUMERO DE PUNTOS EN ESE TOTAL . . 
PARA OBTENER UN EFECTO PROMEDIO. EN EL CASO DE El POR EJEMPLO,· EL. 
EFECTO PROMEDIO EXPERIMENTAL ES 67.96 DIVIDIDO POR 8 ó 8.5 db. Et -

' PROMEDIO EXPERII1ENTAL DE 12.1 db ES OBTENIDO DIVIDIENDO EL TOTAL PARA 
EL EXPER!11ENTO (193.47) POR EL NU11ERO DE PUNTOS (161. 

' .. 
LA BARRA VERTICAL ES EL 90% DEL .RANGO DE CONFIANZA PARA LA ESTIMACION 
DE LA MEDIA DE LOS NIVELES DE FACTOR,. ESTO ESTA BASADO EN NUESTRA
ESTIMACION DEL ERROR Y LOS GRADOS DE LIBERTAD EXISTENTES. 

YA QUE LA MAS ALTA RAZON DE SEilAL A ~UIDO ES ~lAS DESEABLE, PUEDE VERSE 
QUE EL MEJOR NIVEL DE LOS FACTORES SOMETIDOS A PRUEBA FUE USADO EN CIN
CO DE LOS OCHO CASOS SIGNIFICANTES. EL FACTOR MAS SIGNIFICANTE, .. DE -
CUALQUIER MANERA, FUE ESPECIFIÚDO EN LOS PLANOS DE INGENIERIA EN UN 
NIVEL DESEABLE. 

ll. lalDICIC»IES ACTllfUS VERSUS WIDICI(!!S OPTI~W> 

SI CADA FACTOR FUERA SELECCIONADO PARA LA MEJOR RELACION DE·SEÑAL A RUl 
DO, CUAL 'SERIA EL EFECTO DE ENCOGIMIENTO DESPUES DE LA EXTRUSION CUANDO . . ' .· 
LO MEDIMOS POR LAS DOS HORAS DE PRUEBA? Y DEBIDO A QUF. LA CONDICI'ON. -

' DE PRODUCCION REAL NO FUE ENSAYADA EN ESTE EXPERIMENTO,¿QUE HACE QUE --
NUESTRA PREDICCION DEL ACORTAMIENTO SEA COMO SI SE HUBIERA HECHO EN UNA 
CORRIDA CORRIENTE. 
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CALCULO DE LA RELAC!pN S/N ACTUAk 
VERSUS LA MEDIA gp¡; ';'.:¡, 

I. EXISTENTE = AlClD1ElF1GlH1Kl 
· ú = Al + Cl + Dl + El + Fl + G2 + Hl + Kl - 7 x T 
o = 13.24+10.95+12.90+8.50+10.99+14.47+12.91+13.28-84.64 
o = 12.60 ± 4.18 1 -i yi = 0.0595 

n 1 "1 

II.OATIMA" AlC2DlE2F2G2H1Kl 
'' . . , ' 

·o • Al + C2 + Dl + E2 + F2 + G2 + Hl + Kl - ¡·x T 
o .• 13. 24+13. 23+12. 90+15. 69+ 13. 20+14. 47+12', 91 +13. 28•84. 64 ' 
O = 24. 28 ~ 4 .18 n _ ., 

~ L: y~ = o:ao37 
i=l 

. 
I Al T 6/C _.~~o g~ to~FIIt~~/4 

,., : ;ri t." Fec, t A,j) • Ve 
' - ~c. . 

' 

,.,.;'"'C' -Tet•l ... ~•p•rlf'll'"-1•• 
T•"'•l 111 ,~fi•J .,, llb'''• ti •• ,,.,~+os 
f••'fl~l•l't u lael•l perll ,3.,llt1•t> 111 
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CIRSE, SOLAMENTE FUE A~CANZADA CAMBIANDO UNO DE LOS CRITERIOS DE 
DISERO DEL PRODUCTO. 

FIGURA 11 
.. r RESULTADOS REALES EN EL PROCESO 

.:\ . ' . ' X 
.. 

S S/N RAHGO PREDICHO 
ANTES 0.26 0.05 11.64 ).42/16. 78 
DESPUEs· 0.05 0.025 25.05 20.10/28.46. 

LOS ESFUERZOS DE LA CARTA DE CONTROL HAN,SIDO ARDUAMENTE APLICADOS A 
ESTE PROCESO Y SIN ELLOS NO SE HUBIERA TENIDO EL EXITO EN LA REDUCCION 
DEL PROt1EDIO DEL ACORTNUENTO DESPUES DE LA EXTRUSION EN LA CANTIDAD 
~10STRADA . 

. '. '· FIGURA 12 
1i 1 . 
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1600' a 1900° F serviría para disminuir el ti<mpo de coquización en (63.1/9)
(45.51Q) = 1.% horas. De hecho. es<e tiempo se di>minuye en promedio sólo una 
cantidad tan pequeña como O. 77 horas cuando el espesor de las pared<s del horno 
es de 4 pulgadas y en tanto como en 3.47 horas cuando el espesor es de 12 pul
gadas. 

14.2 Experimentos de varios factores 

Una gran parte de la investigación y experimentac~ón industrial está dirigida 
a descubrir los efectos individuales y de conjunto de algunos factores en ,·ariables 
que son las más imponantes en los fenómer.os investigados. El tipo de clasifica
ción en dos direcciones o el de bloques simples al azar son los tipos de diseños 
de expe~:nenros más usad0s. pero la caracterisrica distintiva de la mayoría de !!llos 
~ la dispo-;ki\·m fa'-:tnriJ 11 de loo; trJtamic:ntus. o de las ·"O'ldicit'res e:q~eriml!ntaks. 
Cvmo ohservamus en la s~~.:cit'm pr¡:cedente. se pueden analiLar r conjuntos dc: da4 

tos ~rtenecientes a a· b condiciones experimentale~ como un experimc:nto facto
rial con r réplicas si las condiciones experim.:ntales representan todas las combi
naciones posibles de los niveles de dos factores A y B. En esta sección, extende
remos el análisis de los e~perimentos factoriales al caso de más de dos ractores. 
esto es. a experimentos donde las condiciones representan toda& las combinaciont:s 
posibles de los niveles de tres, o más, factores. 

Para ilustrar el análisis de un experimento de: muchos factores considerare· 
mos la situación siguiente. Se emplc:a un baño de solución sulfúrica t,;aliente pari 
quitar los óxidos de la supeñicie de un metal antes de someterlo a un recubri· 
miento electrolitico. y se desea determinar qué factores. además de la concentra
ción de ácido sulfúrico, puoden afectar la conductividad eléctrica del baño. Como 
se sabe que la concentración de la sal y la temperatura del baño afectan también 
la conductividad. se planea un experimc:nto para determinar los efectos indivi
duales y en conjunto de e~tas tres variahles sohre la conductividad eléctrica del 
baño. Para cubrir los recorridos de concentraciones y tempc:raturas que se encuen
tran normalmente. se decide emplear los niveles siguientes para los tres factore'\: 

Pactar Ni~·~/ 1 .Vi,·d 1 Nivd J N;,.,.¡ • 
A. ClmccnlraciOn d< o ti 12 t8 

ác1du ''í-
B. e 'mccnlraciún de o 10 20 

sal -:-;. 

c. T empcralura del 80 100 
bañ,, 

El e.,pc-rimcnto fa~.:torial resultante nc~.:e ... itarj -l· 3 · 2 = 24 condi~o:ilm~~ C'Xp~
rim("n!JI~o:s en caJa n!plica. dtlnÚe cada !..'Ondkil"1n exp~rimental t'S un ¡..añP. h,·cht' 
Jc Jcth;rJo con las esp\!~o:ifi,:a~it>nc:s. El nrJcn en 4lll! .se dd.,,·n tomar ("'>h'S hañ,h 
scr:in al a1ar. Sup,,n~:Jmu ... '-{ll(' dt:!.."IÍ\:J:lh.:nte 'e han complda,,.h, Jos r0pli(;h <.kl 
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experimento, esiq es. se han meJidLl las ..:nndu;,;ti,·idad.:s de los difc:r~nt.:.~~ ha1l\h. 

y lo~p [~S.!.llt'!~~-s Son lo~ m0 ... tradl'S en la. ta~l~ __ de la. p_~gi~1a 30~._ ,•,:.. 
¡: El-m.'-?Je!u que supondr:!r":H's-para el a~.:i[i,is dt!_t:~to:: e'paimentn 1_0 .:ua!yui.:!· 
~xperim~·Oto simibr de tres fa..:t\J.rt::-,) es un.:l e.,ten~i\·,n inmc:diat:J dd u:o\adll c:n t.t 
Se'cción' 14.1. Si yo;1.:~ es la medida de cundw.:tividad obtenida en el ;.¿simo ni'd 
de concentración de ácido. el j·ésimo ni~·el de coh~entra~ión de sal. el k-¿simo ni-

.- v~l dé temperatura dd baño de la 1-<sim:i' réplica, tendremos 
' ' ! ., 

;).,u = ~+a,+ ,3, + -,. + \aJ):; +_(a-y)',,+ (}-y)" 
, .•. . ·' 1 • 

+ (aJ-y).,, +PI+'''" 

para i .<= :1. 2 .... a: i ~ 1, 2, 1>: k,= 1, 2, e: y 1 = l. 2. 
nemos,;ia:mhién, que las sumas de los efectOS principales (a. ¡3 y )') 

r. Supo
y la ~um¡¡ 

-. ,; -- 1 •• 1 -
Ce !o-; ef¿..:h .. '~ de las. r¿pli...:J<; Sl""~n igu:1L1a -cern. qu~ ~a ... ·,.umJs de: ll"'· d~..;t(h dt.: 
la int e~~-,_·ci~'n en·. dos ; dih:('-.;il '"~" )urh~jJ~ r~-.p~.·d\>' de: '~ua!yu tt:r -.ubt ndh,;~,.· '\ lll 
igu:1! a~é~ro para cu:l!C{Uia vah'r-uc:·l~s.'-otro~ suhinJi.:.:s. y 4uc: la -.um~ Jt: Jt,, 

. . . ' . ~ · .. 
efectos ;de la iritc:raccil~n en' tres --dire"\.:cionc:~ sumadas rópet:lú de: ur.l' .:ua!..¡ui~ra 
d~ loS ;~Ubindice-s, vale cero- par-a cu:lks4uiera -·\.·iliÓrCs-' Je-tos otros jl'S :-u¡,inJi: 

· tces:·€omo .antes, se supone ~4uc:. las E~1.1 son valores de= "·ariahks alc:ah1ria:-. indt.:· 
pendic=l)_tes que= tienen· medias ..:ero y Y'arianza .común a! .. 

· · Co'fnenzamos el análisis de los d3t_ÓS trata~do• el e~periinento, C0mll, una !,:la· 
sificaciÓJ,~_en dos direcciones con 'a·h:ciJratamicntos y•r n!plicas (biOI.iuc..,)- y uti· 

·i~ • liLanJo\las fórmulas ahreviadas de la página 256:obtenc:r~los . ... . . ~--11.-· 

.... -

'. #1 ' 

" '"' ("iO ¡··· · ""~r .•• ·~· •• _,, .. ·e •: · · 'r- ~., r·st· 
r!'"' :-:n~; .. ~,_:~·-·:~--- ·· ~"¡·,_E!' 48 - ,)_ .. . ,, ._,; 

'""' , .. /:,,·SS'f --{Oo\J<J) 1 + (1.15)' +·;·. '+ (HJOJ' ·:._ .",2~HSI = O.t;\¡21 

SS(Tr/ = ~ [(I.'J~)' + (~.11)' + .. •. ~ U ll
0

~l'i - ·.-.2.1::R1 = 1)_,-,j' l :2 
. ' 

í'•·ssn = _...!.. ((2,;.:;:1)'+·<~~~~;1);]- .i2.t.'l$1 = OOIO.i 
. ~t . ' 

r .. ::. 

.. 
ss¡~· = o.GG2l- o.:;;t:?- n.nw.-, = n.n717 

Los grados de libenad para estas sumas de cuadrado• son. respectivamente. 47. 
23. 1 y 23. . . 

A continuaciún. deseamos suhdividir las sumas d«: ..:uadrados de los trata
mientos en -las tres sumas d~ cuadrwlo.t 1d~ los l'f,•ctos f'rinápalrJ SSA, SSB. SSC. 
las tres JUIHtlf df! cuat.lrat./oJ df! fu iiiiC'I'CJI'ci! in ('11 do.'i llirccdoncl SS (A 8}. SS (A e) 
) SS ( BC). y la suma de cuadrados ~"-· intcraccioncr ~~~ Ir es clirccciullrr SS( A BC}. 
Para fa...:ilitJr d cálculo d.: e~tas ~urnas . ...:on ... truin:mos prim~ro las tres ta¡,las si
gui!,..·nh.·s análogas a la de la pagina ~7t): 

:., 

' 
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Oril'" dt' 
~-uricriOrt 

Grados d' 
libt"rttui' 

EXP[Rit.I[NTACION fACTORIA~ 

5wma Q, ll CuwirtJdo 
cui.UiradoJ · · mf'dio 

F 

1=='='~ =====~=~e---~=~~ 
0.01<.>5 1 · O.Oitió 

Efecto principal 
A , 
B 

·: .. e .. ·' 
1
1
ñtcncci6n de 

d6s ra~tores 
" A,B 

,, AC 
BC 

-' ---;----

·3 ·_.: 

2 
.1' 

:6 .! 
·::3 

2 

.-·· 

0.2750 
o. 2:162 
0.0002 

v:··· 0.0289. 1 

'0.0085 
'·.0.0042_ 

' [, 

0.0917.: 
0.1131' 
0.0002 

¡. 

· -o.oo4s · 
. -0.0028-._ 

5.16 

'· 
2!':66 

,. 35.34·' 
L --<·1 

·¡_5(): 
;:: 1 

0.0021 · ·. r 
:~~~,.--,J 

. < 1.· .... 
-¡ 

. ~ ~ J 
0.0047 '- ' ' 

·. 1 

0.0032 
1 

. 
1 
' 

métOdos del i:apítulo 12. podemQS •i'!~tar rectas, curvas o surerficies para descn
bir la superficie de respuesta que •. relaciona la conductividad con.clas variahles con
·sideradas, .. 

~ 1.20 
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-ii 
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·_¡,·· 
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E :¡ [)') - . 
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cf" .6 " IZ 18 ~.:p, :: O .. 10 ·· ZO . 
· eoñcentrKiÓn ·u kido.-.(~;~,;;o, ~ cOnC.~on~cie·.cido (pÓic:.~ta).:;. 

•) -~[ J: :·:. -.. ~--·: . . --~~::..,:y~;:·_;;.:;._ ... -... ;-·.- .. ?·¡-:;.··-, .. · 
--~:Fil. 14.3 Efecto. de la'co'ncentráción:dli icido .Fia. 14.4 .Efecto de la concentración de sal 

r ; : · · •· ' 1·. · ·•. , ~ ~ .. • r 1 •· • · • · • 

e¡; , El procedimiento, geiieral d~ éálculfi .. 'P,a!'á ~~ eítperi'me'rit<? &: rrluches faaoreo 
'· . ea scmejante al mtlodo ilustradó aqÜI para 'un exf:rimeíito faCiorlal de''- f( 3 X 2. 
•·. ,En primer lugar,-'analizamos los.datos·como una clasificición' eri dÓS difecciones . ·<; '(o CÚalquier.' otro '¡ji~ño "(¡u~ .~: ~tit'i~)· 'i 'desp~~--~~~lizaino~ Ía 'sum'a de cua-

. · · ·· -'• .• , ' :>~ . ·• 1 , , L. :... ·.- :•,,\, '";<\ ,. '·'t ·• ·.' •" ·• · 
· ·. '- · · drados de los tralamieQIOS, ,de¡compomendola en'.las cemronenles 'atnbu1das 8 los 
... - .r. di~e~sOs·· erectos prind'pales; ~'y 1;2s;!:¡~~c~r<~-Céi'on~. ::E~:_:g~c~~ral. la'. ~·urna de cuotdrados· 
;;;.\/~i··~.~: '' ·,.""• '•,''·· \ •r. • 
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. 1: . . 

~u!!Jr.!).n ··signifkath·Ds·· indi"·idualmc:otl! o en conjunto en t!l e:<o~rimento de filtra-
c.lo) tomados con más de dos niv<les ... • . 

En 'el an:ílisis de'' un experimento factorial 2•1es conveniente denotar los dos 
ni\·eks por ·o y r (en lugú de 1 y 2) .. En consecuencia, los modelos updos para 

.. ·-t:l an,.:ili~is de· 1
estos e:<.periml.!'-ntos difiere!\ de los de la sección 14.2 sofamente en 

- ' '~ - -· . . • ' . V : , . 
, , .. que af¡nra tenemos, i =, O,l.,en lugar de i -= 1: .• 2.· ... Q. 'j = O, 1, en lugar de 

• 1 ¡ = 1,- 2:- .. - b: y ~asl· P?r 'el ~estilo. \>Por ejerflpio:·~eiÍ"'tiTl" ~xperimento faCtórial 21 

• . . . ' ; . . - . -i . . • r - ¡ r • • ._ " ~' ._ '. : '' 'l r • • 
el, mod!;!!O di! .~a P=!g!r.l __ SJ st!ra: · 

- .. 
. 'y"·.,·= ¡¡+a,"+ a,+ l• + (aJ),¡.+·(all.• +.J~l),. .·'·· 

(·\J" o~r-. ' .•. ,, .. ~·:.'~>..:·)1'¡ 
.' · __ + '.,.::r:J)'),¡t +·p¡ + Ío¡U 

-- ·-- • • • 1 ' - --- • --

• •• r,:.J. 
! . ' 

., 
con i =O. l.¡~ O. l. k =O, l. y 1 .= 1, ~. . , .. Las,,,¡ se definen'i:omu ante,, 
y 'ió.S ·par:inl~tros se encuentran ahora suje'fos a las restricciones .. -=·: 

: ,. • ' .- 1 ~ ' .. 

a
1 

= -a,,- ,3
1 

= -(Jo;· 'Yr = ,-'Yo.-- (a8ho-= (a¡9),, = - (a;3)u ~ - (a8)oo, · · · , . 
E' .• l: ¡¡,· - o.:: 

.. ... 
Nótese que. a'p3rte de los parámetros para réplkas, sólo es necesario· un 'partimc·· 
ira' de cada iipo; es decir, aparte de los parámetro< para réplicas. podcmliS e\· 

pr~sJr el modelo c_omp1eto"";en función de. lo~ par:im~tros JJ., ao, ~~~;--...,~>, (a.d)oth ía1')oo, 

Cftl)cX.~ y (<ill),..,! • • ,. . . 
·Un .experimento ·fádorial 2• re<¡uiere 2- 'oondiciones experimentales: eomo su 11 

número puede ser bastante grande. será conveniente representar ias condiciones del 
cxperime,nto p¡;,··medio de una notación especial y enlistarlas en;el llamado "orden 
normal .. :·'La nmacil)n consist.f! en representar cada condiciOn ~Xperimentll por el 
producto de las letras minú~ulas correspondientes· a los facto~es tomados en el 
nivel, 1, llamacvs de "~iv~l allv". Si ·,.., elimina una letra mih.úscula correspon
dien.te a\IJn -factor, esto signÍfica que e(fa<tor ... se ·ha· tomado ·'en e(nivd O. lla

mad~ ~;~_ivel.),~~jo,~~· -~-~~9~<:F~.~' en un cXp~~im~~~fo··~~~ tres~fra~t?re~.- ac rep~esenta las 
cond1c1ones expenmentales en que los factores A y C se toman en el mvel alto y 

-.el. factor·~s en et.' b'ajo; ~ fe'presehta la CondiCión· ·e:\('erime-ntb.l ·en Que sé toffia el 
fáctor C ~[! fl nivf_(~l)ofl~s fá~i~re~ . .A':f'B eri"el bajo·: trc:::EI sím[lolo "F''"se 
usa. para: de~olá!, 1~ ·co~dii:ión expéiiriieíiial en que. todos lo!:· factores se toman 

'· - • ~ ·· · , ' ·r .. 1 •·¡·r· .-... 1 - · ~ · . •. L , ., en·e_lnivetbajo:-·· ·_·.· .,..,_,_ ·:-· ~-- ~.- .. ;~--' ·:, -~~"'",~··· . ¡:· .• · 
. ·:,, ·:,:; >·i;;>t.:" :'-\' ;· .-~:-¡_ :. '""':· ·-,~i ·'~----·· -.. ~( .. " . . .... 
Aunque las_ condt~o:tones C:\P,Crtmt!ntaleS ~ -aph~.:an. en un orden al azar 'duranrl! 

.... -· ·"' .· .... :·_· .. _!· '. • •'. •. , ... ' . . ~ ' - • 

. i , el experimen,t<?.· pa~~.\<is ~[?Jl~hi~o.(.de:.aii:il.is!s' d~. tos re~~l~ados es c~;nve11i~~~e or- 1! 
.. denarios en el orden normal. Para n ;.; 2, este ·ord<n es: l. ·u. h. ·ah:· Y para " ·· 3 
.· ~f'orden ~ el.mo~trad~-,~~ ia.tahl~- de 1a ¡;~g .. ~-~i:gui¿·nrcY··,··r:t. . -~:-~ · ·· -~·:-. ;.~· 

Nótese que los símholc..'~ de: los cu:Hro primeros e~periment~ son como los de un 
experimento de dos factores. y los st!gundo~ cuatro se obtienen multipli~.:ando cada 
uno de los '-l.latro primero'i símhnlo~ por c. De modo semejante. el ordt:n para 
n :: 4 de la p;igina 2<J~ ~e ohtil'nc: enlistandll ll'S ncho símh,los dd e'pcrimc-nhl 
de tres factores y repitiendo el conjunfl' con cada !'limholo multipli~..:ado p~n ~1. ,•., 

• ¡ 
! 

'1 
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2\ )a UnJCa diferencia en Un C:<perimentP factorial 2• i:on'' fr~> j es- ~Ü(: -~C'~-~~ita
,Í110S .una tabla más .. extensa .de signos > que la> sumas de cuadrados re>rectivas 11 
~'se obtiene'n';d¡,idi~ndo Jos ~uadrados de lils efectoS:.ri:>talO~ por•T2•. Para ilumar 

. ~sta técnica e intr~ucir _un::~: mayor simplificación, c0nsiderare~ el· ~iguie[lt·e· e~; 
perimento factorial 2\ proyectado' para --detCnñinar Jos- efectos de cicnas \ar,i~~le~ l, 
en la exactitud de ury i~~erfupror~ girar0_rio que. actUa.-. a inten·afos. Ln~ factore-s ~ ~ 
'estudiados fueron Jos siguiont.S:: ' · .. • ': '· i 

•' ~ Fuc-ror 
'· 

.'\'i\·t! bajo 

seco ::
1 lu.-br~Cacf~¿A·~~ 

·: J 

'· 
;'~'~bicno. ··:,:· .. 

' 1',• ' .. , '·' ,, • : •. ;?, '1 

B. Protccclói'l polvo . ' 

.,,,,, 
RQ prOICJidO 

,. 

. i..•:.: .S: t: • .. . •;¡·-.~~/' 
, ... - :· 0.5 .~p~· 

1:._¡ ... ·-

. '!f 

~.:¡.•,¡· '.' .. ' 

., . ! D. ·c~iiii~··lc:_•:: :.:;:: :: 
' ; ... , ... ." o :·-: . :. : ·:· 

'· Cada interruptor se operó co~tinua".'ente hasta que se presentó un fallo en· el fun. 
cionamiento y el número de horas de operación se anotó Cll la lista' siguiente:, El 
experimento entero se realiz9A dos_·!veces. c;on los siguientes resollad~: . L 

," 

~ ·. . ' . ~ ,, ' 

·• 

Condiciófl 
upuim~tttal-

'i_· .. HNaJ d' ·oruar:ión 
H?.t To~ 

1 
4 

b 
ab 
< 

~·r;, aG ¡; .! 

•V:...W;:. 

'•''~ 
al 
..,¡ 
f>aj -

s:ia. 
'.m' . ~735-

807 
(>!l.4· 

.·;··; ,!,). {).,···~ ;1Qti9 
.... '. "989 

f>, ::.:; .'.· .'"K::· &;9 
; i ;- .. ::·::r>:<i~g,:r, .::.~ 

; ··'· ;·.. ;·.~:·· ·.-~¡;3 ::¡!-

. " ' '-: .. <:~': -.~·:. 3 : ~' 

·' 
. ' 

1202 . 

1103, 
985 . 

é' i• 1~388 < 

797 
948 
176 

1003 
11-19 

¡~ 
... '· ,, ib1ó 

.. . i6z.5 

1945 
1511 
1R10 
111-13 

:s13 ;-,. ·:_;;•.:.:·ti:l-tt16. : 
10zu,. ::1,. .t.·F~i:')~· 

•· ~22~ :: 1'-· ii ,' ,lt'o62- .. 
1138 . ~' ~ 3..174. \. 
1g¡otr· ~- ~:·. 'f718 .. ~,: .. 1 .. ·' 

1182"' ;'.t.:3S{. ,,,,, 

966.. 206~ 

1154 ·?13~ 

30,351 

16 

J ' .. :. 

1 ,(¡ · .. - 1 .• 

- l . ' ' .... 

SST = 1828)'. + lll97)' + . :. + (11;,4) 1 - ~8.7~6.975 
= 7H,s'% ·· ., · · · 

l..¡ 1'•. ,, , r 

• 

' 1' 

o 
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·t .J?!'~~~~~:-~rC?~ ~~cro~·~~;E~ i: 

·.l 
' .. ·""·· 

:·~.~~.·!~'·: .... ·::;-•t_~_:.:. · ·
1

·, .. ,~·Tffil': ~1 .. J,:; ·· .. •. ~-:. ;,· ¡ ·, ,.·r1-- -'·': ~~·¡.· 

.n:, "· i ;'SS{_Trh=:2;[t(16g:>P+ (19~5)' :f-.,:,. t;(2(39),'] . .:::·_28,;'86,97_5· .. ._..,, 
,-;¡;.>:·'Ji·-~ r.~.i)·¡',¡ ·' ·'. ,!) ¡ ; .... r.:~ r.~. ,_r,_;;; 

.:m·r:~· ;:: .. ·~F.~-.,~.:o_.~,. F.~·T,2.S8 . .. :::;·, .~.,-.·.;;! .. n::-·· ~-·· ,. ... ·· ··1 ·· ..... ~ •. 
~r;:.;;·;. .::\ _·_':- ~·-~: -:.:. ¡· ··'· :•.· · .·· 'l· - :{.¡.-·u·;··-·· ... : : .. ;· .:; "' ~· 

... '.!!:' ''" • , '-' -~~~·:"" 16,((1 4,~)~ +.~15·.~l'j-; ~.z,~·9.Hc: ·,.;·, __ ._, , ;;:.: 
'". ... ·.o;.,·.-, ....... , , •. ' """' ., ...... ' 

·:)·~. • • •¡ ·,:,·~ OJ· , .. t' . . . : • 1 l."'lJ; 

-SSE ;;. 7-14,876 - ~7,288 :::. ii,520 :e 1:?0,068 
. ~ -~- . .. . - .. ' ·- ~---· ,;~ ... ~- .... . . 

• · • • • .! :;. ~··r · ("i 1.~ ·;:, \ 

~~ P~a subdivid¡;-·¡~--sumas de cuad~;do;d~ltrat~mi~nto,en SSA~ ·ssB. y 

1 ~S_(\iJép), -~~.ri10~ construir una t~bla' de signos•,~,;,~ la (j~"la,página '293. 
¡ calcular los ef~-,t,cs totales y, después; dividir "'S:,sua_dradt'' 'de los ~rectos :tata· --- .. - . - -·- . .., .. 

··~· les.por.r •• ;::• "="~' ·.w, ;,,J:!. Paia el efecto~-pr.iiicj¡íaUI~.Ua,to.t, ,., )en.dre!Ílos 

'P~;<::. ;;_ ¡, .. ~: .;: .:·, :. ::::.:"~.r:_-;:'~~~:~; --· ,. 1)~,:::: ".: 
.•. ,;. ~,.:.:.~r_,;:-Q~= -.1ti25 + 19~5 '¡- 1511 +'1Sto··:..·1943 + 21o:l "- z~-+ 189\J· 

'''·,""·''• •, J , • ..,, .:.• .• , ...... •,(~·~<i•· • .•. "' >.~· !) • 

-1400+'1799 '7 1662 +:?OH!... 1718;+ 238~- 2069'+ 2139 
.... . 1 

: 
1 1 

"l.' 

r.- · ~, -- .. . :;;..·zors·.~ 1 •. ,. • · .... _. __ .. - •• · 
~' ... . l 

',..) ., ss' • <2075!' 13' ··1 y>,! . f ..... -. ··32 ·1 . ~ • "t,.J.J r:- • .¡; 

...... ¡ .. ¿: i.! . .-: •f' 1 ... • ..... ' 1 •• ,,, 

;'J··· _(~:~-- ,, i(t:~. t..~. \: 

/ 

f..: :.~~.·:. \';;; 1;))' ,·:-.-.f-.. --·:-.-1 -

. Et:t~>~' cáleulos sdíf"bastante · tedi#s, pO-ro .se 'pueden ~mplificar considera-ll 
blemente utilizando wi método aún nüiS cono, llamado mhoJiJ d~ Yates. Este mé· 
'~odo~ d~ calculp: los ef~os totales se ''iiústra eri la' páSi,na' 296. Las condiciones 
experitnerítales y lo• totálcs correspondienteS sé' ·anotan· en _<)rd"r normal. En la 
colum~:i.· '< 1). la :mitad."superior. se obtúvo sumando'· pa_~es sucesivos de totales de 
úatamie~!os y; la mit~'(. inferior se o~tuvo·restando ·pares ~~~esivos. Luego. en la 

¡ r,;~~~~F~~:.51) :~btenem~. _ ··'· , .. h·~}· 
.1 ~r. __ :~.;_·~·~.-~: _· ·_,._: _;:~'~_;_;- r r·L'. ... ::r .. !l:~·· 

l~·<.::··-·--- . -- -- -- .......... 
.. ... ¡ :~:..:: .. 1625 +. :19;l5 .... JP70 

. :~"15Ü+.i81(f:.;: 3321 -~· 
,.,~·' "' .... ' . : .. ¡ • .," , .. :. ,,. 

. , .. ,_ ..... 

. . . . . . . . . . 
-~ ·:1 .1:·. -~:~: ,1.''!~.':::. ... ··.· ~" ~.¿,· . 

.... ,..u20C9 ... ·k,2139 ... ~ .. ,~ .. ,• .. •. ~ ..... > 
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