
IINNEISIDAD IAC.IUIAL AUTOIOMA DE MEXICO 

FACULTAD DE INGENIERIA 

CUADERNO DE TRABAJO DE 
ALGEBRA LINEAL 

DIVISIHI DE CIENCIAS BASI&AS 
DEPARTAMEITO DE MATEMATU:AS BASICAS 

HECTOR FEDERICO GODINEZ C. 
RECTOR CARLOS HERNANDEZ G. 

ABEL HERRERA C. 
GUILLERMO MONSIVAIS G. 

FI/DCB/85-046 



CUADERNO DE TRABAJO OE ALGEBRA '.INEAL 

Prohibida la reproducción total o parcial de esta obra, 
por ·cualquier medio, 1ln autorizac:i6n escrita del editor. 

DERECHOS RESERVADÓS el 1985 0 respecto a la primera edición en Olpaftol por 
la FACULTAD DE INGENIER(A 
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO 
Av. lnourgentes Sur v Copllco 
Ciudad Universitaria 
Dalagación Covoa"'n 
0461 O Mbico, O. F. 

2346678901 POL-82 8012466793 

lmpreto en NWxlco Print8d in ME'"'C;iCO 



1/ndice 

PROLOGO 

CAPiTULO 1. SISTEMAS VE ECUACiONES LINEALES 

Examen dlagn64tico 

PIWduc.to.~> de a.pJt.endlza.je 

1W!.oducc.i.6n 

Btoque 1: S.U.temM de ecua.c.i.onu 

M.Uc.eldnea. 

Examen de ca.pUu.lo 

CAPITULO 11. MATRICES Y VETERMINANTES 

Examen dlagn64tico 

PIWduc.to4 de a.pJt.encUza.je 

1 n.tiW duc.c.i.6 n 

&o que 1: Ma..tl!.lcu 

&o que 2: Ve.teJUri.Úia.n.tu 

M.Uc.eldnea. 

Examen de ca.pUu.lo 

CAPiTULO 111. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 

Examen dlagn6.~>tico 

Pl!.oduc.to.~> de a.pJt.encUza.je 

1n.tl!.oduc.c.i.6n 

&o que 1 : OpeJt.a.c.i.o nu b.ina.M.M 

Btoque 2: E6~ algebl!.a..ica..~> 

&o que 3: 1.~>omoJt.6.i.i>mo4 y homomOJt.6.i.l>mo4 
M.Uceldnea. 

Examen de ca.pUu.lo 

PAG. 

VII 

1 

3 

5 

6 

7 

13 

15 

17 

19 

20 

21 

22 

33 

38 
42 

45 

47 
49 

50 

51 
55 
63 
66 

69 



CAPITULO IV. ESPACIOS VECTORIALES 71 

Examen cüa.gn6l>.:Uc.o 7 3 

P!todu.c.tol> de a.pll.emüza.j e 7 5 

I n.tll.oduc.u6n 7 6 

Btoque 1: El>pa.c-i.ol> vec.to!Ua.f.M 7 8 

Btoque 2: Comb.<.na.u6n Une-M, dependenUa. Une-M y bMe 83 

Btoque 3: IMm01t6.<.l>mol> etttll.e Rn y otll.ol> Mpa.uo6 vec.to!Ua.f.M. 
ApUc.a.uo nM. 9 2 

MU.e~nea. 99 

Examen de c.a.p.u.uto 104 

CAPITULO V. TRANSFORMACIONES LINEALES 

Examen c:Ua.gn6l>.:Uc.o 

Pll.oduc.toh de a.pll.end.<.za.je 

Ittt!toduc.u6n 

Btoque 1: T!ta.M60Jtma.u6n Une-M, núcteo y ll.ec.oM.<.do 

Btoque 2: A.e.gebll.a. de tll.a.M 6oll.ma.uonM Unea.tM 

Btoque 3: Va.tOil.M y vec.toll.M c.a.ll.a.c.teJÚ.ó.:Uc.M 

MU.c~nea. 

Elúfmen de ca.p-Uuto 

107 

109 

110 

111 

113 

118 

725 

134 

139 

CAPITULO VI. OPERADORES LINEALES SOBRE ESPACIOS EUCLIDIANOS 141 

Examen cüa.gn6h.:Uc.o 

Pll.oduc.tol> de a.pll.end.<.za.je 

Ittt!todu.c.u6n 

Btoque 1: El>pa.uol> euc.Ucüa.noh 

Btoque 2: Ope!ta.doll.M h.<.m~c.oh y hell.m.<..:Ua.noh 

MU.c~nea. 

Ex.a.men de c.a.p.Uuto 

RESPUESTAS 

ElúfmenM cüa.gn6h.:Uc.o 

E j e!tuc-i.Oh pitO puMtol> 

MU.c~nea. 

ElúfmenM de c.a.p-Uuto 

143 

145 

146 

148 

15.7 

167 

172 

175 

176 

180 

192 

198 



Ef.te Cua.deJLno de TM.bajo tiene eomo pJtop6f..itof. 6undamen.tal.u eoYL6:Utu..Vr. un com

plemento a !a. ~e de Af.gebM Uneal paM. iof. aiumnof. que euJLMn uta M.ig~ 

M. en !a. Faeuttad de IngetúeJÚil y un mate!Uat aux.il.úvt de .e.a. eYL6efíanza paM. et 
pJto6uM que .e.a. .únpcvr..te. 

Cada uno de iof. eapUuiof. eoYL6ta de iM f..i.guúntu pa.JU:u: 

Un examen de d.i.agn66Ueo eon plteguttta6 y eje!tU.U.M que .<.nvoiue~ta.n antecede!!; -

tu .<.~peYL6abtu paM. utud.i.alt et eap.Uulo !tUpectivo. 

Se pJtuenta luego, una ~ta de iof. objeüvo-6 de ap!tend.i.zaje má.6 .únpolttantu 

que debe atca.nzM et utud.i.ante at 6.(MUzM et ca.p.uuto y una .<.nt!toducwn 

dei m.<.6mo. 

Vupué6, uno o má.6 "bioquu de cap.uuto" •. Cada "btoque" coYL6.<.6te en .e.a. expU

ca.U6 n de algún tema .únpolttante dei ca.p.uuto, con ieetultM, ac.Uv.<.dadu compii:_ 

mentalt.(M y ejeltudof. p!tOpuutof. que .<.nduzcan a .e.a. complteYL6.<.6n y aná.U6.<.6 de 

ue tema. Conviene actaM.It que en ute Cua.deJLno no f.e pJtuentan todo-6 iof. eo!!: 

cepto-6 de cada capUuto, f..i.n embMgo, f.e ha. tM.tado que iof. eje.~tudof. pltOpu~ 

tof. 61 .i.nctuyan a todo f.. 

Po-6telt.<.o!tmente, una rn.<.6ceiánea de eje!tu.Uof. de todo et ca.p.uuto, de un g~ta.do 

de d.i.6.(cuttad mayolt a iof. ejeltcA.dof. de btoque pltOpuUtof.. 

PaM. 6.{.MUZM f.e pMpone at utud.i.ante un examen dei ca.p.Uulo coltltupond.i.ente, 

a modo de autoev~e.<.6n. 

Af. 6.(Mt det Cua.de!tno u pltuentan iM ltUpuutM de iof. exámenu de d.i.agn6f..t:{ 

co, de iof. eje!tu.Uo-6 de bloque, de io-6 ejeJLU.U.of. de rn.<.6ceiánea y de iof. 

exárnenu de ca.p.uuto. 



1) Resolver el examen de diagnóstico. si existen dudas de concepto, leer la 

bibliograf!a que ah! mismo se recomienda antes de seguir adelante. 

2) Leer los productos de aprendizaje y tratar de alcanzarlos mediante el estudio 

del capitulo. 

3) Leer la introducción y estudiar los bloques del capitulo. Se sugiere reali 

zar las diversas actividades que ah! se señalan y resolver los ejercicios 

propuestos. Si el estudiante no resuelve correctamente estos ejercicios, 

seria adecuado que volviera a estudiar el tema. 

4) Resolver la miscelánea de ejercicios, la cual se propone para cuando se 

quiera profundizar en el uso y aplicación de los conceptos del capitulo. 

5) Resolver el ex~en de capitulo, el cual tiene una cierta puntuación y un 

tiempo máximo de solución que permitirán al estudiante darse cuenta de su 

nivel de preparación en el tema. Se considera que una calificación de 80 

o mayor significa un buen conocimiento del capitulo, si la calificación es 

menor de 80 y mayor que 60 seria conveniente reforzar los conocimientos 

del tema, y para una calificación menor que 60 seria recomendable volver 

a estudiar el capitulo. 

La. p!Leu.nte ob1t.a. u .la. c.uhn.i.na.c..i.ón de.t tlt.a.ba.jo .úú.c..i.a.do poJr. !o-6 p!Lo6uoJr.u 

ING. HECTOR FEVERICO GOVINEZ CABRERA, ING. FRANCISCO JAVIER GONZALEZ TERAN, 
M. I. VICTOR PALENCIA GOMEZ, M. I. FRANCISCO SANCHEZ ARREVONVO, ING. EVUARVO 

SOLAR GONZALEZ, paiLa. .la. e.la.bolt.a.c..i.órt de un Cua.deJtrto de Tlt.a.ba.jo de .la. M.i.gna..tu

lt.a. de A.e.gebJr.a.; 

A.e. mod.<.6.(.ca1r.u !o-6 pJtOglt.a.mM de !a.-6 M.(.gna..twuu .6UJr.g.i6 .la. que a.holt.a. .6e .u.ama. 
A.e.geblt.a. Unea.!, poJr. .e.o que 6ue necua.Jr..i.o a.da.p.talt e.t mcU:eJt.i.a..e. ewtente a. !o-6 

nuevo-6 temM • 



La eiaboJta.Uón de eA te Cua.dVtno de TJta.ba.jo H debe a. loh pM6eAOile6: 

!NG. HECTOR FEVERICO GOV!NEZ CABRERA 
!NG. HECTOR CARLOS HERNANVEZ GARCIA 
ING. ABEL HERRERA CAMACHO 

VR. GUILLERMO MONSIVA!S GAL!NVO 

A todo¡. !Oh pM6eAOJteA c.-Ua.dOh he a.gJta.dece hu cola.boJta.c-ú5n y decüca.Uón e~ -

h.i.Mta., M.l como a.l r;vw6eAOJL !NG. CARLOS GABRIEL VENEGAS ESPINOZA poi!. la. hol~ 

Uón de loh ej Vte-iUoh y a. la. S!t-Ua.. ESTELA NORA RUEVAS BAIVUELOS poi!. hu de.d¿ 

ca.Uón a.l meca.nogJta.6.i.M el ma.YIUhCJ!..Uo. 

Cor!he-ienteA de que e;, te Cua.dVtno puede .teneJt 6a.R..e.a.h, a.gJta.decVtemoh loh come~ 

!ÚOh y hug Vtenc.A..a.h que noh haga.n UegM piLo 6 eAOJLeA y a.lu.mno-1>. 

Fa.c.u..Uad de 1 ng eni.Vt.la. 

V.iv.U.Wn de Cúnc.A..a.h Bá.6.ica.h 

Vepa.JLta.mento de Matemá.UCM SM.i.CM 

1 9 8 5 







"¿CwU u .e.a. cü6Vtenc.i.a etWt.e .e.a. <>otu.c.i.ón 

de u.n <>.Utema. de ecu.ac.i.onu .Unea..e.u y .e.a. 

<>otu.ci.ón de u.n co..óO de SheJttoc.k Ho.e.mu ?" 



1.- Sea la ecuac..<.6n .Une.al: 3x- 4y + z = O. El>CJúbe en el. paJténtu.W l>.igu..i.e!!_ 

.te la .te.tlta. que co!UtUponda a una l>o.tu.c..<.6n de uta ecu.ac.i6n ( ) -----
a) X= 1 b) x=O e) X= 1 d) X= 3 

y=O y=2 y= 1 y= -4 

z =o z = 1 z = 1 z = 1 

2.- Ruuel.ve poJt l>Ul>ti.tuc.i6n el. l>.igu..i.ente l>.W.tema de ecu.ac..<.onu y maJtca con 

una "X" el. paJténtu.il> co!Utupondúnte a.t Jr.Uu..t.tado co!Utec.to. 

2x + 2y = 1 O 

X- 2y = -1 

x=6 

y= -1 

x=3 

y= 2 

x=4 

y= 3/2 

3.- Ruuel.ve poJt .<.gu.a.tac.i6n el. ll.igu..i.ente l>.W.tema de ecu.ac.<.onu .Une.alu y 

maJtca con una "X" el. paJténtu.il> co!Utu pond.<.ente a.t Jtuu..t.tado co!Utec.to. 

X- 4y = 3 

3x+4y= 7 

x=2 

y= 5/4 

X= 1 

y= - 1/2 

X=- 1 

y=- 1 

4.- Comp.te.ta co!Utec.tament.e la l>.igu..i.ente expJtu.i6n. S.<. .tengo once monedal> 

JtepaJttidM en va.tOJtu de uno y c..<.nco pUol>, cuya l>u.ma da un .to.ta.t de 39 pe-

l>Ol>, entoncu el. núm(>.Jr.o de monedal> de $ 1 u ___ y de $ 5 u 

5.- Un bote navegando a vel.oc.idad conl>.tante en 6avOJt de la coM.<.ente Jtecc!Ute 

12 km en 3 ho~LM y navegando en contlta de la co!Ut.iente Jteco!Ute .ta m.L.óma d.il>

.tanc..<.a en 6 ho~LM. ¿Cu.M u la vel.oc.idad del. bote y cu.M la de la coM.<.ente? 

3 



S.i .t.i.enu alguna. duda. en .ea ltUofuU.6n de u.toh p!tobl.l!mlL6, .te 1r.eco 
mendamoh conhuUlvt .f.o¿, Ubltoh h.igu.ien.tu: 

- A.e.geblta Mode~r.na. y Tlt.igonometlt1a 

Vol.c<.a.n.i P., MMy¡ BVU~~an L., S.im6n y Woo.ton, WliU.am. 

Ed.i.t.PubUcaU.onu Cuitulta.e.u S.A. 
Pagh. 97 a 102, 104, 105 

- A.e.geblta Supe/t.iolt 

Sp.iegel., B: MU!tltay 

Ed.i.t. Me. Gtuw.•-Hill, Selt.ie Schaum. 

Pagh. 700 a 709 
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fJJ ~toduclo;j de 

A c.on-ü.rtLLO.u6n te p!tuentamo~ lo~ objeilvo~ má.6 .únpOJtta.ntu que debu a.tc.an 

zaJt a.t teJI.IrÚ.naJt u te tema.: 

1. 1 ModetaJt y Jtec.onoc.e!t p!tObtemM Jteatu c.uya Mtuu6r. .únpUquen ~.ú.temM 

de ec.uaci.onu Uneatu. 

1. 2 Cw-<.6-{.c.aJt un ~.ú.tema de ec.uaci.onu Uneatu de ac.ueJtdo a ¿,u üpo de 

.1>0fuci.6n. 

1. 3 Ruotve!t ~.ú.temM de ec.uaci.onu Unea.tu po!t et mUodo de et.ún-<.r.au6n 

de G~~ cuando et ~.ú.tema üer.e Mtuci.6n. 
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#niJtoducción 

Nu.u.tlto c.wu.o de Aigebltll. U.neal !o empezMemo~ c.on u.n bJteve u..tu.cU.o 

de !o~ ~.WtemM de ec.u.ac..i.onu. .Unealu.. En u-te tema no~ avoc.Memo~ a !a Jte 
M!u.c..i.6n de u.to~ ~.UtemM poJt e! método de e..U.m.<:nac..i.6n de Ga~~ 1

, qu.e po~ 
~u. ~enc..i.Uez de apUc.ac..i.6n a ~.UtemM c.on m4.6 de do~ ec.u.ac..i.onu. y m4.6 de do~ 
.<.nc.6g lUto.~ , u. e! mM ~ado • 

U domúú.o de u-te .tema u. .<.~pe~ab!e paltll. podeJt u.tu.cU.M !o~ 

~.<:gu..<.en.tu. .temM del c.wu.o de Aigebltll. U.neal, y al m-Umo Uempo en alguno~ 
de u.to~ temM ~e du.MJto!!aJL~n otiLo~ mUodo~ qu.e ayu.cúvufn a c.omp!e.tM e! 

u..tu.cU.o de !o~ ~.UtemM de ec.u.ac..i.onu. .Unealu.. 

E~ten cU.v~o~ pJtob!emM 6~-<.c.o~, ec.on6m.<.c.o~, geomUJL.(c.o~, etc.., 
qu.e pu.e.den expJte-&c:tMe en télun<.no~ de ~.U.temM de ec.u.ac..i.onu. Unealu., c.omo 

pOJr. ejemplo: 

U equ..<.UbJt.io de. 6.U.temM de 6u.eJt.zM (a.t.Uu en pJtob!emM de c.o~ 

.tJtu.c.c..i.6n) , an~.U de c..i.Jtc.u..<.to~ e!éc.tlúc.o~, a~.U ~..i.mplu. de ~Mc.o de 

vehlc.u.!o~ en u.na c..i.u.dad o enc.on.tltll.Jt e! pu.n.to de .<.n.t~ec.c..i.6n entlte do~ Jtec.
.tM qu.e ~e c.oJttan. 

1 n.(c..i.Memo~ e! .tema en u te c.u.adeJt.no de tltll.baj o planteando u.n 6-'! 
.tema de. ec.u.ac..i.onu. .Unealu. a pMUJt de u.n ~enc..i.Uo pJt.ob!ema de apUc.ac..i.6n y 

Jte!ac..i.oMndo!o po~.te.Jt.ioJt.men.te, c.on ~u. .in.teJt.pJtetac..i.6n geomUJL.(c.a; m4.6 adelan
te, te pJtOpondll.emo~ u.na ~e.Jt.ie de pll.cb!emM de cLi.6eJt.en.te gJt.ado de cU.6.ic.u.!.tad, 
M.( c.omc tec..tu.II.M acüc..i.onalu qu.e te ayu.daMn a c.omp!emen.tM .tu. u..tu.cüo M

bJte te~ ~.UtemM de ec.u.ac..i.onu. .Unealu.. 

1 En alguno~ .texto~ a u-te mUodo ~e te !!ama mUodo de G~~-JOJt~n o m€ 

todo de Jtedu.c.c..i.6n. 

6 



fl?iáleNtaá 
de 

8cuacioneá Pinealeá 

Con el 6-(11 de U!.WbtaJt el c.onc.epto y ap.Uc.auón de .toll ll.WtemM de 
ec.ua.c.ionu .Unea..tu, c.oltll.ideJt.emoll et ll.igu..i.ente ejemp.to: 

Su.ponga.moll qu.e u.na. ó<ib!Uc.a c.omplt.a. X nL1meJt.o de btac.to!tU y Y n11meJt.o de c.am.<.o

nu, pOJt. .tob qu.e pagó u.n to.ta.e. de 11 mi.Uonu de. puoll. S.<. el p!teuo de .toll 
tlt.a.c.toltu u de btu mi.U011U de puoll, el de .toll c.cun.(onu u de doll mi.Uo-

nu, y et nl1meJt.o to.ta..t de objll..toll c.omplt.a.doll 6u.e de c..<.nc.o, duea.moll de.te.!r.nK.-
na.lt c.ua.ntoll c.am.i.011U y c.ua.nto~ tlt.a.c.toltu c.ompltó. 

Al. .<.gu.a..t qu.e mu.c.hob obtob pltob.e.emM, el p!UmeJt. pMo pa.IU:l ltUo.tveJt.

.to c.oltll.Wte e11 uc.!Ub.ilt et p~~..ob.tema. ett twgua.je ma..temW.c.o. 

Segan .toll da.toll del pltob.tema., ll~bemoll qu.e el nl1mll.lto to.ta.e. de obje
.tob c.omplt.a.dob u 5 y u .ea bu.ma. de X md4 V. Polt .to tanto, uc.!Ub.imo~: 

x .. y.s (1} 

Ademd4, c.omo et pltec..io pagado polt .e.o~ btac.toltu 6u.e de 3X y el ~ 

gado polt lo~ c.am.<.onu 6u.e de 2Y, podemo~ 'uc.tUb.ilt: 

3X4-2Y•11 (2) 

E.t p1tob.tema ~e ha. ltll.du.c.ido a. obtette/t. .toll vatoltu de X y Y 

qu.e ~ a.ti..6 6a.ga.n ~.<.mul.tdnea.mente .tM ec.ua.uo nu ( 1 ) y ( 2) • P01t .to ta.tt.to , el 

~egu.11do pMo c.ori6.W.te en ha..e.laJr.. .ea ~olu.uón del ~.<.gtúente ~«.tema. de ec.ua.c.i~ 

ttU .Unea.lu, el qu.e c.oltlltü:u.ye el modelo ma.temM.ic.o det pltoblema. o!Ug.ina..t. 

______ (3) 

3X 4- 2Y • 11 

Como ~e menuonó ante!Uoltmente, el obje:Uvo de ute tema u el de 

utu.cü.a.IL u.11 mUodo geneJt.at pa.IU:l ltUo.tveJt. ~.WtemM de ec.ua.uottU .Uttea.lu c.~ 

mo el ~.U. tema. ( 3), o a.an ~.WtemM c.ott ma.yolt ttl1meJt.o de va.IUa.b.tu y ec.ua.uottu. 

S.in emba.~tgo, a.ntu de a.p.Uc.a.lt et método a. llU.Ubto ejemp.to, c.ottvú

ne me~tuol1a.lt qu.e en geneJt.a..t .ea plt.imll.lt.a. pa.ltte del pltobtema. qu.e c.oltll.U.te en 
tlt.a.du.c..ilt e1. pltob.tema. det .te11gua.je u.llu.a..t a..e. .tettgua.je ma.temW.c.o 110 ~e u~ 
M. w u te c.u.Mo, peJt.o en .ea mecU.da. qu.e a.va.~~c.u e11 tu. c.Mitll.lt.a. te11~ .ta. 

opolttwúda.d de .ilt dua.MO.e..ta.lldo ua. c.a.pa.uda.d. 

7 



P!toce.damol! a.ho1ta. a Jtuolve.lt e.! ll.i.I!Xemtt {3) polt e.! mUodo de. eU.m.i

na.ci.6n de. Ga.u.61!. 

Pa.lta. e..UmiYUVt. e.! tl!tmúw 3X de. la u.gun.da e.c.ua.ci.6n, de.be.mo11 .6wnaJt 

le. la pJúme.lta e.cu.a.ci.6n rruUi.p.Uca.d:a. polt - 3 • 

La. p!t.Úne.lta e.cu.a.ci.6n mu.Utp:U.c:a.da pOit -3 u : 

-3X- 3Y = -15 

y a.l .¡,wnaJtla con la .6e.gunda, te.ne.mol!: 

-Y= -4 

Polt lo tanto, e.l nuevo .6-Ute.ma e.c:¡u.i.va.le:nte. M: 

X + Y = S __ ........_; ____ {4) 

-y = -4 

Ve. la .6 e.gunda e.cu.a.ci.6n de.l 11-úte.ma ( 4) .¡,e_ ve .inme.cU.a:t.ame.nte. qu.e. 

Y = 4, y a.l llu.l!t.i.tu.i.lt e.n la pJúmelta. e.cua.ci6n 11e. ob.tie.ne.: 

X + 4 = 5 

de. donde.. X =T 

Polt lo .ta.nt:o, la .60lu.c..i.6n de. lo.¡, .6-útemru. ( 3) y ( 4) u X = 1 y Y = 4 

como pu.e.de. vvú6-ica.Me. upUci.ta.me.n.te.. 

Aunc:¡u.e. e.l p!toble.ma. ya. ha. JJ-i.do lt.UueUo comp.ie.ta.me.nte., .tal. vez 11e.a. 

de. uUU.dad ha.ce.lt a.lguno-6 come.I'Lt.aJúo-6 a.d.i.ci.ona.tu. En pJúme.lt lu.gaJt. nota.mo4 

c:¡u.e. un m.i.hmo mcde.lo ma.teM.tico puede. lte.pltue.n.talt d.i6Unto11 p~r;oble.ma.~~. Polt 

e.j e.mp.ic, e.l 11i..6te.ma. { 3) c¡u.e. he.mo.& Jtuu.ee..tc pu.e.de. lte.pltue.nta.Jt wt eonju.nto de. 

do.fl Jtecta.ll L 1 y L 2 , de ecu.a.ci.onu X + Y = 5 y 3X + ZY = H ltupe.cti.va;

me.nte. Su. pu.nto de .in..telu!ecci.c1n P(Xo, Yo), u a.t:¡t(.e.l cu.ya~~ cooltdtM.da.6 11a. 

llina.cen úmu.l.tá.nea.mente w ecu.a.ci.onu de amba~~ Jte.cta.l!, u deci.lt: 

Xo + Yo = 5 

3Xo + 2Yo = lt 

y ya. ~~a.be.mo11 c:¡u.e lo~! valoltu de Xo y Yo .flon 1 y 4 lt.Upe.cUvamente.. Polt lo 

tanto, e.l pu.nto de .inte.Me.cci.6n u Po ( 1 ,4) 
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y 

X 

En donde ob.6eJtvamo.6 c¡u.e e6ecM.vamei'Lte el pu.I'Lto de .úttell.6ec.ci6n u 

Po ( 7,4). 

Pu.u.:to c¡u.e en u.te ejempto el. pu.I'Lto de ii'Ltell.6ec.ci6n u Wúc.o, .ten! 

mo-6 un .6.ih.tema. de do-6 ec.ua.cionu .Unealu c.on do-6 .<.nc.6gn..i..ta.-6 c.ompa.Ub.te de

.teJtminado • 

Si el .6.ih.tema. 6ollma.do pOit .ta.-6 ec.ua.cionu de do-6 ILec..tM ILUui:taJta. 

.<.nc.ompa.Uble, higniMc.a!Úa. c¡u.e .tM ILec..tM Mn d0.6 pa.M.tel.a.-6 no c.o.incidentu; 

pOit .e.o .ta.I'Lto, no ha.y pu.I'Lto de .&ttell.6 ec.ci6n • En c.amb.<.o , h.i el. h.ih.tema. ILe-

.6ui:taJta. c.ompa.Uble I.nde.teJtm.inado h.igni.Mc.aJúa. c¡u.e .ta.-6 do-6 ILec..tM .6on c.oinci

den.tu; pOit .e.o .ta.n.:to, ha.y un ru1meM I.nMM.:to de pu.l'!.to-6 de .ii'Ltell.6 e.c.ci6n. 

Pa.~~.a. ampt,¿a.IL .tu. c.onocim.<.ei'Lto MbiLe u.te .tema., .te .6u.geJl.im0.6 leeJt 

.ta.-6 pág.inM 18 a. 24 del .UbM "AtgebiLa. Uneal" de Seymou.IL Uphc.hu..tz, edd. 

Mc..GILa.w- Hill .6eJt.ie .Sc.ha.u.m y .ta.-6 plfg.il'ta.-6 9 a. 17 del .Ub11.o "CUIL.6o de Atgeb~~.a. 

Su.peJ!..ioiL" de A.G. Ku.JtD.6c.h, edd. MIR. 

A c.oi'Lt.<.l'tua.ci6n a.pa.ILec.en a..tgu.no-6 ejeJtcicio-6 c¡u.e, a..e. ILUo.tve.ll.lo-6, .te 

a.yu.da.ILAA a. mejoll.a.IL .tM c.onocim.<.e.n.:toh MbiLe h.ih.tema.-6 de ec.ua.cionu .Unealu. 

1.- Ob.té.YL .e.a. .60.tu.ci6n geneJta..t y do-6 pa.ll.tic.u..ta.ll.u de .e.a. ec.ua.ci6n Uneai.: 

4x- 3y + 2z- w = O 
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2.- Ob.t~n .ea .t>o!u.U.6n1 ~i.. exM..te 1 de .f.o~ ~i..gu.i..en.t~ ~i...6.temM de ec.u.a.U.on~. 

= 1 

X¡ + X2 + X3 = 3 

X¡ + 2X2 - 3Xg = 1 X¡ - 2x2 + 4Xg - 7x, = 0 

3.- Ve.teJuni..na. pMa. qu.e valo!t( ~) de "a" 1 e.f. .~>~.tema de ec.u.a.U.on~: 

x- 2ay = 2 

ax + 2ay = a-1 

no tiene .60.f.u.U.6n. 

4.- Enc.u.en.tlta e.f. valoJt de "m" nec.~a!ti..o pMa. qu.e el .~>i..gu.i..en.te .~>i...6.tema homogf 

neo .tenga .1>o.f.u.U.6n fu.ti..n.ta de .ea .t!ti..vi..a.f.. Ob.t~n entone.~ 1 .ea .60.f.u.U.6n 9! 
ne!tal y una palt.ti..c.u.!ait. 

mJt-5<!>+2.t=O 

Jt-.6+3.t=O 

3 Jt- 7 .6 - 5 .t = o 

5.- ObUn el pu.n.to de i..n.t~?.Mec.U.6n de .ea Jtec..ta: 

)

x=4-3.t 

L: y=-1+2.t 

z=.t 

con e.e. p.f.ano 2x + 3y + z- 1 = O¡ pa!ta ello p.tan.tea1 p!ti..meJtamen.te 1 e.f. f..i...6.tema 

de ec.u.a.U.on~ y Jt~u.Uve!o po!t e.f. mUodo qu.e conf..i..dl!.!t~ mU c.onven.ten.te. 
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6.- Una c.ompaiü.a Jteub.(6 de c.UILt!to p!toveedo!tu, toll ¿,.(gtúentu pi!.Uu.pu.u.tc.6: 

PROVEEVORE.S 
ARTICULO 

A B e V 

No. de c.ompi!.Uoi!.U 2 o 1 1 

No. de med.(do!tu o 4 2 2 

No. de válvu.tM 4 4 o 4 

No. de Jtegu.tadoi!.U 1 2 2 o 
COSTO TOTAL 6 5 5 4 (miltonu de pUoll! 

s,¿ toll p!toveedoJtu tienen toll m.Umoll p!tec..<.M paiLa cada a!Vt[c.u.to, 

¿c.u.dntoll miltonu de pUoll c.u.u.to. c.ada u.no de tM a!Vt[c.u.toll? 

7.- Se duea anaUzM et 6tu.jo de btáMm en c.aUu de wt .66to untidc, en 

.ea c..<.u.dad de Méuc.o • 

En valt.(o,t, tu.gMu .6e han c.otoc.ado c.on.to.doJtu, y et nl1me1to de CMI!.Oll 

poi!. ho!ta p!tomed.(o apMec.e en .ea ¿,.{.gu..{.ente gltá6.(c.a, qu.e mu.ubta d.(c.ha Jted de 

c.aUu y et .6entido de cada una de et.e.a.6 c.on tM 6tec.ha.6 I!.Upec.;Uva,t,. 

,. 400 

200 
-"" X¡ 300 

300 A B 

X4 ,. X2 

X3 200 

200 V e 
700 

500 

LM .(nteMec.uonu de tM c.aUu után lleña.tadM poi!. tal> pu.n.tcll 

A,B,C y V. U nl1me1t0 de c.MI!.oll que Uegan a tM .(nteMec.c..<.onu u .(gu.at at 

númeM de c.MI!.M qu.e halen de eUM. 
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S.<. .f.a c.a.Ue que va de V a A utuvü1r.a. en lt.epaJr.a.c.i.6n, ¿c.wtt l>e!Úa. 

el mbumo p~.ibte de .tlláMUo de velúcutol>, que c.i.lt.c.ul.cvúa pOI!. VA, pMO. 

no ceMM w c.a.Uu de uta ~ted, y l>.in camb.iM el Hntido de ta c.i.lt.cutac.i.6n? 

Te l>ugelt..imol> teM otlt.Ol> ejemp.f_ol> de plt.obtemM 6-fA.icol> cuyo modelo 

u un l>.il>tema de ecuac.i.onu, upec.i.atmente: 

- Et plt.Obtema del c.i.lt.cu.ito el~ctlt..<.co en el UbJto "Fundamento-6 de Atgeblt.a ¡¿ 
neat y ApUcac.i.onu" de F~t.anw G. Ft011.ey, edUolt..iat Plt.entice HaU 1nte.~t.na

c.i.onat, pagl>. 85 y 86. 

- Et plt.obtema del modeto econ6rn.ico ce~t.~t.ado de Leontie6, m.il>mo Ub~t.o, pag-6. 

88, 89 y90. 
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~i~celánea 

1.- Va.do et ~-i.guú.n:te ~~.tema. de. e.c.ua.uonu, e(.,¿ge et va.tolt de. ). de modo .ta..e. 
que. et ~~.tema. ~ea. c.ompa..üb!e.. 

X1 + 2x2 - X3 + 4x. = 2 

X¡ + 7X2 - 4X3 + 11 X4 = ). 

2.- Ve..teJun<.na. ~,¿ ee. ~~.tema.: 

tiene Mfuci.onU d-i.ne.ltentU de. !a. .tJt-i.v-i.a.!, 1J en c.MO a.n-i.ltma.tivo ob.t~n !a. M 

fuc1.6n g e.nelta.! • 

3.- Ob.tén pMa. qué va.toltu de. K tiene .60iuc1.6n ún-i.c.a. e! ~~.tema. 

x + Ky= 3 

Kx + 4y = 6 

que. ~~ 6a.c.e. .ea. du-i.gua.!da.d x > O 

4. - Ve..teJun<.na. et punto de. -i.n.te.M e.c.c1.6n de. !M lte.c..t.M : 

· _y+i__ z-7 
L¡: x-3=~=--;r- IJ l x=3-.t 

L2: y=-3+2.t 

z=2+.t 
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5.- Un u.tw:üante gM.t6 c..i.VL.ta. can.ti.dad de cüneJto pMo. c.ompiLalr. una c.aJtpeta, 

una caja de plwna.6 y un .Ub!to. S.<. .la c.aJtpeta y .la c.aja hu.b.teJtalt c.o.6.tado 3 y 

2 vec.u 111M baJta.to.¡,, ltUpec.Uvamente, y el .Ub!to el mú.mo pJtec..i.o, el c.o.6.to 

d~ u.ta compita hu.búJta .¡,.{.do de 16 O puo.&. A.6.tmú.mo, .¡,.¿ el u.tu.cüante hub.<.! 

Ita c.ompJtado 4 c.Mpe.ta-6 y 3 c.ajcu, de p.tumcu,, el c.o.6.to hu.b.<.eJta .6-tdo 720 pUo.6. 

Ve.tvr.m<.na el c.0.6.to .to.tai. de .la c.ompltll de .f.o.¡, btu aM;..[c.u.f.o.¡,. 

6.- Ruu.elve el .6.<.gu.tente .6.<..6.tema de ec.uac..i.onu .Uneatu, .6upon.tendo que 

x,y,z y w .6on Jtea.f.u. 

{ 1 +.<.)X + { 1 + U) y+ { 1 + 3.<.) z + { 1 + 4.<.) w = .1 + 5.{ 

{ 3 -.<.)X+ { 4 - U) y+ { 1 + .<.) z + { 4 .¿ J w = 2 - .¿ 

7.- En muc.hcu, oc.cu,.<.onu, el modelo de un pltOb.f.ema u un .6.<..6.tema de ec.uac..i.onu 

no .Uneatu, .tal u el c.cu,o del .6.<.gu.tente ejeJtuc..i.o. E.6c.lt.tbe el .6.<..6.tema de 

ec.uac..i.onu c.o!U!uponcüente a u.te ej eJtc..i.c..<.o y ltUué.e.veto. 

Cada uno de .tJtu o bJteJto.& nec.u.<..ta un c..i.elt.to tiempo pMo. embo búw.Jt 

un mo.tolt tipo .6eltÜ HP 300. S.<. e.e. .6 egundo ob1te1t0 .tJtabajMa. dUJtante do.6 h_q_ 

Jta.6 embob.<.nando un mo.tO!t del tipo antu menc..i.onado y dupuú el p!t.<.meJt oblte

Jto c.on.ti.nuaJta u.te btabajo polt una hoJta, acabaJÚa.n de embobú11V', .todo el mo

.tolt. 

PO!t obto tado, e.e. .teJtc.eJt oblteJto nec.u.<..ta do6 holtct6 má.6 que el p!t.<.

meM pa1ta embob.tl!aJt un mo.tolt del tipo ante!t.<.Ott. Y .f.aboJtando jun.to.6 embob.<.na 

JÚa.n un mo.tolt de u .te tipo en una hoJta. 

¿En c.u.án.ta6 ho!ta.6 emboblna cada oblteJto un mo.tolt del tipo .6elt.te 

HP 300?. 
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8:xanten de ~afitlulo 

1.- Ob.t~n .ea. Mtuu6n geneJtal y do.¡, Mtuuone.~, paJ!.ticula.Jt.e-6 det .6-U.tema de 

ecuac.Lone-6: 

2. - Vado et .¡,.[6 .tema de ec.uauo ne-6 : 

x1 + 2x2 + 3x3 = 3 

X¡ + X2 + X3 = 3 K 

X¡ + X2 + KX3 = 0 

de.te.JurK.na, .¡,J.. ew.te, algún valoJt de K pa!ta que: 

a) E.t .¡,.U,.tema .¡,ea i..ncompa.:ü.b.te. 

b) E.t .¡,.U. .tema .¡,ea c.ompatibte i..nde.te.JurK.nado • 

e) E.t .¡,.{A .tema .¡,ea c.ompa.:Ubte de.teJun.i.Mdo • 

3.- Ob.t~n .ea. Mtuu6n det .¡,.(.gui..en.te .6.U..tema de ecuac.Lone.~,: 

2x1 + 3x2 - x3 + 5x, = O 

3x1 - X2 + 2x3 - 7x, = O 

4x 1 + X2 - 3x3 + 6x, =O 

X 1 - 2 X2 + 4 X 3 - 7 X4 = 0 

15 

20 PTS. 

30 PTS. 

20 PTS. 



4.- Una. e.mpJtua tiene. tJtu mdqt.ún.M qu.e. <Ion u..~acúu, pa:M 6abJt.<.cM 4 pJtodu.cto<l 

cü.6.Unto<1. U nCimeJto de. hoJtM c¡u.e. Jte.qt.úeJte. cada m<fqt.úna. e.n la p~todu.cci.6n de. 

u.na. wu.dad de. cada u.no de. lo<~ c.u.atJto pJtOdu.cto;~ u.U dada polt: 

MAQUINA PROVUCTU 
A B e V 

1 _J 2 1 2 
2 2 o 1 1 
3 1 2 3 o 

30 PTS. 

Ve.teJUnina. e.l nCimeJto de. wúdadu c¡u.e <le deben pJtodu.ci.Jt pMa cada u.no. 

de. lo<~ cu.at.Jto pJtOdu.cto<~ e.n u.n dla de. t.Jtabajo de. ocho hoJtM contlnu.a<~, <~i poJt 

lo meno<~ debe. pJtOdu.ci.M e. u.n pJtodu.cto de. cada tipo. 

Tiempo máx.imo de. <~alu.ci.6n: 2 hoJtM. 
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CAPITVLO II 

Ha trie es. 
9 

DeterDtinontes 



"WWehead hüo no.tcvr. entcnc.eA que. .t>.i.. b.i..e.n :t9_ 
da .ea. 6-[6.i..c.a c.onoc..i..da ha.t>ta. e.ntcnc.eA 1 1900) PE_ 

cü.o. <1 Vt :tJul.ta.da pOil .f.o.¡, mUo do.¡, de..t á.e.gebJta. 

OJtc:Lúuvu:a, eJta. poó.i..b.te. que. pud.i..e.Jta.n apa!i.e.c.eJr. 

algún cü.o. nuevo./> campo./> en .e.a 6-[6.i..c.a pa!i.a .f.o<l 

c.ua.e.eA e.e. á.e.ge.bJW. no c.onmu..ta,t¿va ./>e.JÚ.a .e.a úni 
c.a Jte.p!teA e.nta.c..i..6n na..twta..e.. En aque..f. m.i.../>mo ai'ío 

c.ome.nz6 e.f. c.am.i..nc hac..i..a .e.a Jteaüzac..i..6n de. eAta. 

c.onje.-twta". 

S..i.Jt Edmund WW.ta.keJr.. 



8xamen 

1.- Sean toó ru1me~toó c.omp.C.ejoó 

Z1 =1+4.<., Z2=-6.<., z. = 3 

a.) (Z 1 +Z2l(Z3l" 

bl "!¡ -',·'*) 
el z. '-i- 8(*) 3 - (Z¡Z,) 

a.) 1-~ ~1 b) 
2 3 

-1 o 4 

5 -2 2 

S.<. tiene~> alguna. duda. en .e.a. ILMotuc..<.ón de u toó eje~tc.<.c.<.oó, te !Lec.omenda. 

moó c.oMu.e.ta.IL toó UbJLoó ó.<.gu.<.entu: 

- A.e.gebr.a. 

Lo va.gUa. - E.tmOJLe - Co mva.y 

Ed.<.t. H Mta. 

Pág.<.na.6 225 a. 243 y 288 a. 292 

A.e.gebJLa. Supe!t.<.o!L 

Sp.<.eget MlLIL!La.y 

Ed.<.t. Me.. GIUlW-H.<.il, ó e!L.<.e S c.ha.um 

Pág.<.na.6 172 a. 181 y 252 a. 259 
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f/J~toducloJ 

A c.on:U.nu.a.wn te p!t<U>ertta.moó loó obje:Uvoó rrníó .únpO!ttarttu, que d!!:_ 

bu, alc.anzevt al teJtm{.nevt M te tema.: 

1I. 1 Vada una expJtM.<.6n matJúc..<.al, c.alc.ulevt, de óelt po.~>.<.ble, la matltü lte-

óu.Ua.rtte emptea.ndo la.ó opeMwnu, de a.d.iu6n, mulüpUc.au6n po1r. un 

u,c.abvt y mulüpUc.au6n de ma.tlt.<.c.u,. 

1I. 2 Vada una ma.tlt.<.z, .<.den:U.Mc.evt el tipo de úta.. 

1I. 3 Vada una ma.tlt.<.z c.uad!ta.da, c.alc.ulevt ó u. deteltm(.na.rtte polt el mUo do mM 

adec.u.a.do. 

11.4 Vada una ec.u.a.u6n ma.tlt.<.Ual, lt<U>olveltla c.u.a.ndo la .<.nc.6grt.<.ta pueda du, 

pejCVtóe. 

11. 5 Rep!tM erttevt mecU.a.rtte una ec.u.a.u6n ma.tlt.<.Ual un .~>.<.ótema de ec.u.a.uonu, 

Unea.lu,. 

11.6 A pCVtÜit de un .~>.<.ótc.ma de ec.u.a.ucnu Unea.lM c.ompa..üb.te no homogéneo 

de .<.gu.a..t nameJt.c de ec.uauonu que de ..Lnc.6gn.<.taó, ~r.u,olveltlo pOI!. la lt!!:_ 

gla de C!tameJt.. 
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#n/ltoducción 

En eA :te. ;teJnQ he. eA:tu.cLúvtán !oh c.o nc.e.p:toh de. ma:t)[.,(z y de. de.:tVllnina!!_ 

:te.. En !a p!UmeJr.a pM.:te. p!teAe.n:tMe.moh e.t c.onc.e.p:to de. rno..Vúz y e.n !a he.gunda 

e! de. de.:teJuninan:te.. 

Una mat!tiz eA un altlteg.to o :tabla de númeltoh en 6o!tma ltec.:tangu!alt. 

La Jta.z6n polt !a que a eA:tM a~t~teg.f.oh he !eA !!ama mat!tic.eA eA p01tque. a pa!t-

.tút de e.Uoh he pueden o!U.g.<.na!t o deAaltlto.e..f.a)[ d.<.ve.Moh lteAu.e.:tadoh. LM ma

:t!U.c.eA apaJte.uelto n en 1 8 5O y hu no m bite he debe a.e. ma:te.mcLU.c.o .<.ngUJ.> JAMES -

JOSEPH SYLVESTER. Poh:te!Úo!tmen:te WILLIAM ROWAN HAMILTON en 1853 y ARTHUR 

CAY LEY en 1858 IU.ue.~ton c.ontlt.<.buuoneA .<.mpolt:tan:teA; no pM6 muc.ho tiempo p~ 

Ita. que !oh ma:te.mcLU.c.ah ltec.onoueJr.an que. eA:toh a~t~te.g.f.oh Jtec.:tangu!alteA han me. 

d.<.oh c.onven.<.en:teA pa!ta amp.f..{.aJt .f.M nouoneA c.omuneA de. númeltoh. 

Aunque !a .<.dea de ma:t!U.z p!te.c.ede a !a de de.:teJuninan:te, c.omo !o IU. 

zo no:talt Cay.e.e.y, IU.h:t6!U.c.amen:te e..e. o1tde.n 6ue. a.e. lte.vM. Loó de.:teJuninan:teA 

6ue.Jton eA:tud.<.adoh a med.<.adM de..t h.<.g.e.o XVIII y e.n eA:te he.ntidc• he podtúo. de 

U!t que e! :tema de .f.M ma:t!U.c.eA 6ue deAaltlto.e..tado an:tu.. de 1850, año en que 

apa!teuelton 6oJtma.f.men:te; a.tgunM de. !M p!topúdadeA bá.6.<.c.M de. !M ma:t!U.c.eA 

· 6ue.Jton :tambUn eA:tab.teudM en e.t deAaltltoUo de .toó de.:teJuninan:teA. 

La :teo.úa de !M ma:t!U.c.eA ha :te.n.<.do una g~tan evo.e.uu6n ex.:tend.<.~nd~ 

he. má.6 allá de.t dom.<.n.<.o de..t <i.e.gebJta. y de o:tltoh c.ampoh de. !a matemf:Uc.a pu.!ta., 

y han demOh:t!ta.do óelt una he.ltltam.<.en:ta muy pode!toha e.n w ma:te.mcLU.c.M apUc.a

dM, e.c.onom.ia, 6L6.<.c.a, e.:tc.. 

Polt ejemp.f.o en e.t año de 7925 e! 6L6.<.cc· a.e.e.mán W. Hwe.nbe.~tg .f.M 

.úi:tltodujo e.n hu 6oJtmu.tac.Wn de .e.a mec.á•úc.a c.uántic.a y de..~>de. e.n:tcnc.u.. óan 

.<.nd.<.h pe.nóab.e.u.. e.n e..~>:ta ltama de. .e.a 6L6.<.c.a. 

S.<.n embaJtgo, e.n e..~> :te. c.u.Mo h6.to veJte.moó hu apUc.au6n e.n e! A.e.ge.

bJta. Unea.e. . 
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En 6oJuna ge.nvr.al. H puede. de.6-{.IW!. una mcU:l!-iz come wt M/te.g.tc Jtec.ta!!_ 

gu!aJt de. eleme.nto~, donde. cada uno de. {Ato~ pu.e.de óelt u.n númeltc Jte.a..t, u.n nú

me.Jto c.omple.jo, un po.Unom<.o, u.na 6u.nU.6n, u.n (•pe.~tadoJt, etc.. 

Polt. ejemplo, wta mat!Uz c.u.yoó elementcó <IOn núme.JtC'ó Jte.ale.<~ eó: 

y una mat!Uz c.uyo~ eleme.ntoó óon 6u.nuone.<~ M 

\c.oó x 

~e.nx 
-óe.n x l 

C.Oó X 

Pal!.a cada mat!Uz paM:.<.c.u!aJt la c.olcc.aU.6n de. ~Uó eleme.ntoó eó única, 

de. tal. 6o~tma que <1-i. doó ma..tlúc.eó üe.ne.n lo~ mU.moó elementoó, pelta c.oloc.adoó 

e.n d-i.óüntol> lugaJteó, ~e.Jt.dn c.on<~-i.de.~tadM c.omo do~ mat!Uc.M d-i.óüntM. 

Al. conjunto completo de. eleme.nto~ qu.e. 6oJtman u.na mat!Uz óe. le. c.on

~-i.dvr.a. como un útúc.o obje.to o ente. mate.mdti.c.o, el c.u.al pu.e.de. ma.túpu!all.óe. de 

ac.ue.Jtdo a U.~ Jt.eglM. Al.gunM de. {A ;CM Hlt.<Ín e.<~tu.d-i.adM e.n e.<~ te. c.uMo. 

PoJt. e.jemplo, al de.6-i.túJt. lM ope.~taU.onu de ad-i.U.6n y mueüp.Uc.a

U.6n entlt.e. ma.tJt.-i.c.u <le enc.u.entlt.a qu.e uw nu.evM ope.~taU.onu üe.nen muc.hcu. 

plt.Op-i.e.dadu ~eme.jantu a lM de ad-i.U.6n y mueüpUc.aU.6n u.<~u.alu en-tite núme

Jt.o~ Jt.eal.U, En-tite eUM podemo~ me.nU.onM, la ex-i.l>tenc.-i.a de ma..tlúc.U antilo

gM a lo~ núme.Jtol> c.e.Jto y uno. ~w ma..tlúc.u 6u.e.~ton -i.ntltoduU.dM pOI!. Cayley 

y ~on: 

r¡ _¡_:_:_:. ¡¡ 
~ mxn 

o o 
o 1 o 
o o 

o o o 
UamadM ma.tltiz c.elto y ma.tlt.iz ide.nüdad, ltUpec.tivamente. 
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E.e. rM.ómo Ca.y.te.y 6ue. quún de.MIU.6 !a mu.U<.p.U.c.a.u6n de. m~Lt!Uc.u. 

PaJta. uto tom6 .ta exp.~u-L6n mate.má..Uc.a que. lleplluenta. a do!.> tiL.:tn~.>6o~Lm.:tc.-Lonu 

l.>u.c.u.{vM. PaJta iltLJ.>tiLCVt uto, c.on~.>.{de.~Le.mo.ó pM bJtevedad un e.je.mp!o c.on ~ 

.tJúc.u de. oJtde.n 2. Supongamol.> que. !M va!t.(ab.tu X, Y un tiLan~.>6o~Lm.:tdM en 

!tU ~.·CVL.(ab.te.J.> X' y Y' y que .ta exp!tU-L6n matemá..üc.a que. lleplle~.>en.ta. uta tiLa.n~.> 

6o!tmau6n, u: 

X' au X + a12 Y 
(1) 

.¡,,¿ aholla !M vaMa.b.tu X' LJ Y' Mn a .óU vez tllan~.> 6ollma.dM en X" y Y" me.d-L.:tn

te una .¡,e_gunda tllM.ó6Mmau6n lleplle.~.>e.ntada pOIL: 

X" bu X'+ b¡z Y' 
(2) 

Y" b21 X' + b22 Y' 

e.ntonc.u .ta exp1LU-L6n ma.te.má..üc.a. que. lleplluenta. .tM do!.> tiLan~.> 6o~Lmauonu .óu

c.u-LvM e.J.>.tti dada pM (.ótLJ.>tituyeJtdo en (2) !o.ó va.lolle.l.> de X' y Y' dado!.> en 

(7)) 

X" ___ (3) 

ÁI!JLe.g!ando en 6ollma de m~Lt!Uc.e.J.> !o.ó c.oe6-(.uentu de !M tll.:tM 6o~ 

uonu (7), (2) y (3) tendllemo.ó: 

pCVta ( 7) 

~" ··~ Á= 

a21 azz 

pCVtd (2) r, '"] B = 

b21 b22 

palLa. ( 3) bu a¡z + 

de aqu.t, C.:ty!e.y de.b.(IU.6 e.e. pll.oduc.to de matJu:.c.u c.omo: 
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BA" 
__ (4) 

E4 dec.{.IL, e.e. e.e.emento cij de .f.a. ma.tlúz p!toduc.to C u .igual. a: 

cij "bi1 a,j + bi2 a2j 

o 4ea, el elemento cij u .e.a 4uma de .e.o4 p1toduc.to4 de .e.o4 elemento4 del 

.i-ú.imo lteng.e.6n de B con .e.o4 coltltupond.ientu elemento4 de .e.a. j-ú.ima colum

na de A. 

Como hemo4 menc..ionado, muchM de !M pltop.iedadu de .e.a. ad.ic..i6n y 

mu.e.t.ipUcau6n en-tite númelto4 tamb.i~n 4e mantienen en el c.Mo de .e.M ma.tlúcu, 

4.-i.n emba~tgo ex.i.6ten alguna4 otlt.M pltop..i.e.dadu que ya no 4e mantienen. 

Polt ejemplo, 4-i. e6ec.tuamo4 el pltoduc.to AB obtenemo6 : 

AB 

que. el compaltalt con el pltoduc.to BA = C, dado en .e.a. ecuac..i6n ( 4) , vemo6 que AB 

u d.i6ünto de BA y, pOit .e.o tanto, .e.a. mu.e.t.ipUcac..i6n no u conmutativa. 

E4ta 6.ituac..i6n hace velt que. u necualt.io .ind.ic.alt con todo cu.i.dado 

el o1tden en que M e6e.c.tt1a .e.a. mu.e.t.ipUcau6n de do4 ma.tlúcu. A4.1:., en .e.a. 
expltU.i6n: 

B A = C 

a B 4e. .e.e Ua.mo. p1te.6ac.tolt y a A po4t6ac.tolt. Ta.mb.i~n 6e aco4tumblta dec..ilt que. 

B pltemu.e.t.ipUca y que. A po4tmu.e.t.ipUc.:r-. 

E.e. hecho de que .e.a. mu.e.t.ipUc.a.c..i6n de ma.tlúcu no 4ea conmutativa 

ha 4.ign.i6.{.cado una ltuptulta tlteme.nda con .e.a. matemática tltad.ic..ional y ha ten.i

do una .in6.{.n.idad de. apUcauonu en muchM lta.mM de .e.a uenua. 

Otlt.M d.i6e1te.nc..<.M entlte e.e. á.C.ge.blta de ma.tlt.icu y e.e. á.C.geblta oltd.i~ 

lt.ia 4on !M úgu.i.entu. 

a) E.e. p!toduc.to de do4 númeltM d.i6e1tentu de celto 4.-i.emplte u d.i6e1tente de ce 

Ita, mientlta.6 que el pltOduc.to de do4 ma.tlúcu d.i6e1tentu de .e.a ma.tlúz celto 

puede h e1t .igual. a .e.a. ma.tlt.iz Celta. Polt e.j emp.e.o, 
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AB [: :][_: l ~ :] 
b) La ley de la ca.nc.elaU.6n en la mul:Up.Uc.aU.6n vale pMa lo~> rtamvr.M, pello 

no vale palLa la.6 ma.tM.c.u. E.6 dec.VL, M .. a,b,c. ~>on númvr.o.6 y c.+ O, enton-

c.u: 
ac. = be ..únpUc.a a= b 

mi.en:Ouu. que ¡,,¿ A, 8, e l>On ma.tlúc.u 

AC = 8C no ..únpUc.a que A = 8 

c.) La ec.uaU.6n algebwc.a x2 = O tiene una única MluU.6n x = O, mün.tJuu. 

que la ec.uaU.6n ma.tlúu.a.t X2 = o, donde o e.6 la ma.tlúz c.vr.o, tiene un namvr.o 

.inMn.Uo de "oluU.O nu • 

d) La ec.uaU.6n algebwc.a x2 =- 1 , no tiene MluU.6n en el conjunto de lM 

nWnV!.0.6 Jtea!U, mi.en:óuu. que la ec.uaU.6n ma.tlúu.al X2 
=-I , donde 1 U la ma 

:tJúz .identidad, puede .tenvr. "oluw n c.o n elemento~> Jtealu • POJt ejemplo, 

X• [: -:] X • [_: ;J. 

e) En el conjunto de lo~> rtamvr.o~> Jtealu no ~>e cumple la .igualdad 

a 2 + b2 = la+ b) 2 

exc.ep.to ¡,,¿ a = O 6 b = O 6 a = b = O 

S-in embaJtgo, c.on-6-ide~tando el conjunto de la.6 ma.tlúc.u de oJtden 

2 x 2, .tal .igualdad puede .tenvr. "en.ti.do paJta ma:tJúc.u d.i6 eJtentu de la ma.tlúz 

c.eJto, pOJt ej emp.to: 

A = [¡ -7] 
2 -1 .. [: -:] 
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entonc.u ~e c.ump.te que A2 + B2 = (A+ B) 2, 

qu.e 

,, ••'·[: -T· [' _;J 
-7 4 

IJ pOli. o.tlto 

IJ pOli. to .ta.nto 

En e.6e.c.to, 

:] 4 

o 

puu po!t un ta.do .tenen1o.6 

4 

o :] 

Podlúa.mo~ pJte.gun.ta.~tno~ a.hoJta. ú .. ew.te una. ma..tlúz cü6e.~te.n.te. de. ta. 
ma..tlúz A, que. ju~ c.on .ea. ma..tlúz B, '->~6a.ga. ta. e.xpJte..6i6n a.n.te.JtioJt. 

Pa.Jta. c.on.te.'->.ta.Jt e.'->.ta. plte.gun.ta., c.ol1'->ide~ta.mo~ la. ma..tltiz 

e inve.'->Ügu.e.mo~ que. va.iOJte.-6 de.be.n .toma.Jt W va.Jr.ia.bte.-6 X 1, X2, X 3 1J X~ pa.Jta. 

qu.e. ~e. ~~ 6a.ga. la. e.xplte.'->i6n, 

X2 +B2 = (X+B) 2 

[x~ + 2X¡ + X2X3 + 4X2 + x3 + s 
X3X1 + 4X¡ + x~x3 + 4X~ 
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Como !a ma.tJL.i.z del m<.emblto üqtúendo u -igual a !a ma.tM:.z del 

m<.emblt.c del! echo H de t-en cumpUJL .tcu. .~>igu.<.entu cu.a.:tlt.o -igualdadu. 

X~ + 2X 1 + X2X¡ + 4X. +X¡ + S = X~ + X2X¡ + S 

2X 1 + 4X2 +X¡ = O 

X1 +X, = O 
(S) 

PMa ltUo.ivelt u .te .1>-i6.tema u conven-iente .tltan6 óoltmM e.e. .1>-i6.tema 

en una ecuau6n ma.tJL.i.c,(a.f.. PaM u.to, de .e.a de6-(n-iu6n de -igualdad de ~ 

cu .1>e tiene que 

4X¡ + 4x. o 

4X2 +X¡ - 2X• O 

y ap.f.,(cando e.e. concepto de mu!Up.f.,(cau6n de ma.tM:.cu .tenemo6 

(6) 

La conven-ienc-ia de U6M ma.tM:.cu en !a .~>otuwn de! .1>-i6.tema de ecua 

cionu .f.,(nea.f.u (5), u que paiLa Jt.Uo.f.velt .e.a ecuau6n (6) .~>6!o necu.i.tamo.~> 

.t:Jt.abajaJL ~n !o.~> coe6-(c-ientu de! .~>-i6.tema. 
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La.ó mabúc.u qu.e a.pMec.en en la. ec.u.a.U.6n ( 6) no deben c.on6u.nCÜJL6e 

c.on la.6 ma.ttúc.u X y B de nu.ubl.o plt.oblema. o!Úg-ina.l, y .66lo deben c.o~U-ideJta!!: 

<~e c.omo u.na. heJULa.miell-ta. ú.tU. pa.Jt.a. Jt.Molve.Jt. nuublo pJt.oblema. ,¿r¡,¿u.a..e_, E6t.e 

ejemplo muubla. c.la.Jt.a.ment.e que un m.Wmo c.onc.ept.o ma.t.emliti.c.o puede a.pMec.eJt. 

en do.6 c.ont.ext.o.6 d-i6e.~t.ent.u. 

Conünuemo.6 a.hoJt.a. c.on nuubl.o pJt.Ob.tema.. PMa ut.o uc.a.lonemo.6 la. 

mabúz de c.oe6,(.uent.u: 

de a.c.ue.~t.do a. ut.o, podemo.6 volve.Jt. a. pla.nt.ea.Jt. un .6-i.6t.ema. de ec.u.a.U.onu, peM 

a.hoJt.a. c.on la. ma.ttúz uc.a.lona.da: 

que c.omo .6a.bemol.> del tema. I c.oJt.Jt.uponde a. un .6-il.>t.ema c.ompa.üble -indet.eJt.m-ina.

do, y pOil .e.o tanto, ewt.en u.na. -in6,(.Mdad de mabúc.u que, junto c.on la. ma.-

b!.,(.z B, J.>a.t.-i.66ac.en la. expJt.u-i6n: 

X2 +B 2 = (X+B) 2 

Pa.Jt.a. ampt,¿a.Jt. t.u..6 c.onoe..<.rn-ient.ol.> .6obJt.e el c.onc.ept.o de ma.ttúc.u, .6u..6 

opeJt.a.U.onu y .6u..6 a.p.Uc.a.U.onu, .t.e Jt.ec.omenda.mo-6 que leLU "A.e.gebJt.a. .e.,¿¡¡ea..e. y 

a.p.Uc.a.U.onu" de FJt.a.nw FloJt.ey, ed-it.o!Úa.l PJt.enüc.e-Ha.U, pág-ina.ó 94 a. 708 

y el c.a.p-Uu..e.o VII del UbJt.o "Ma.bl,(.c.u" de FJt.a.nk AyJt.u de la. .6We Sc.ha.u.m. 

Ademá-6 t.e .6uge/Úmo.6 que Jt.uuelva.ó lo.6 .6-igu.,i.ent.u ejeJt.U.U.o!.>. 
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r
x 2 -1~ -7] 

A = -2 y B" O 

1 z 2 2 :] 
3 3 

V= -2 

5 2 

Caleui.a lo.~> valoltM de x,y,z pa1ta que .~>e veJúM.que la úgu{.en.:te 

igualdad: 
A+BC=V 

2.- Sean .ta-6 ma.t!úeM 

A = 

1 o :2 o : 
' ' o 1 :o 3 ' 3 -----r-----+----

0 o :o 1 : o 
' ' o o : 1 o ' 4 

-----r-----t---~-
' ' :o 4 : 

' ' 

4 o 5 8 o 
8 5 3 -3 o 

B= 3 2 2 4 

o -1 o o 6 o 
o -3 o o 

c_on la pcv¡;tiei6n indüada en la ma.t!úz A, ob.t~n el pltodue.to AB indieando la 

paJt.tiei6n en la ma.t!úz B. 

3. - VadM .ta-6 ma.t!úeM 

~: 
-3 

-:1 l: 
3 

-:: A = 4 y B -3 

-3 -4 -1 3 

ob.t~n: 
a) AB 
b) BA 

4.- VemuM.tlta que .~>i A M una ma.t!úz euaci!'..ada, la rna.búz A+ l M .~>imU/tiea. 
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S.- Vemuu.tlr.a. que. ¡,.(. A y B 1>on do¡, ma..tJr..iceA cu.adlr.a.dlll> ~>.únltlúcM, la. cond.<.-

c.<.dn ne.cua.!Ua. y 1>u6.(.c.<.e.nte. paJta. que. A B l>e.a. 1>-<.mltlúca. u que. A B ~>e.a. con 

mu.t:a..t.(. vo • 

[ 
.(. 1-.(. 2] 

f) = -1-.(. 3.(. .(. 

-2 .(. o 

de.teJtm.(na. cual u he.Juii.U.úl.na. y cual a.n.Uhe.Juii.U.úl.na.. 

7.- Vemuu.tlr.a. que. toda. ma..tlúz cu.adlr.a.da. A cuyo!> e.leme.ntol> l>on númeJWI> compte.

jol> l>e. puede. ducomponeJr. e.n la. 1>uma. de. una. ma..tlúz he.Juii.U.úl.na. B "+(A+ A*) y 

o .tita. a.n.Wte.Juii.U.úl.na. e = + (A - A* J • 

8.- S.(. 

a.) Com~e.ba. que. 

b) Com~e.ba. que. 

~>e.n el 
COl> eJ 

[ "'' " 1(2. 

-l>e.n 20 

["'' ,. 1{3 = 
-l>e.n 30 
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9.- La mcWúz 

u una mcWúz n.Upo.tente. 

Ob.t€n el lndice de la mcWúz n.Upo.tente B. 

JO.- S.i 

11 • - Va.da.6 .f.a.6 mcWúcu 

Ob.tú la mcWúz X que &a:t.U6ace la e.cuac..Wn mcWúc.ial 

B (X A - B) = CT + 2X A 

12 • - Ve.teJL/Ilina &.i .f.a.6 ma..t:Júcu 

1 o +"l 1 1 
3 rr rr 

A = 1 -2 

1J 
1 -2 

3 3 B ,. rr rr 
1 1 1 1 

3 T 7"'F -rr 
&on oJLtogonalu. 
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[ 

~ (2+.() 

e = 

~ (-3+.() 

~- (3+.()] 

~ (2-.t) [ 

1 . -1 . ] ¡-y-.{. ¡-y-.{. 
V = 

2 . -2 . rr .{. rr .{. 

74. - Ob-Un .ea Mfuu6 n det <~.ú..te.ma. de ec.ua.uo nu .U.nea.tu c.w¿a. JtepJtu en.ta.u6 n 

ma.tlt.tc..<.a.e u.tlf da.da. poJt: A X = o 

o 
-1 3 

-1 

-1 

15. - Pa.Jta. ee. Ultcu.U:o et~e.tJt..tc.o de .ea 6.(gww. 

5 2 4 

v,·30§ I~~ l Bv, 
<~u modeto ma..temá.:ti.c.o en óOJtma. mcWúua.l u: 
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9lJele~t-mlnanle~ 

E~ nJtec.u.en.te dM c.!Ub.út algu.YitLó c.aJta.c.teJtMÜ.c.M qu.e ciú.ü.ngu.en a 

u.na ma.ttúz po!t mecü.o de alguno~ númeJto~ qu.e ~e Mouan a ú:ta.. La Jtegta 

qu.e MOW a cada ma.ttúz un númeJto c.onc.Jte.-to, deMne U.M nu.nu6n de valoJtM 

num{/Uc.o~ de tM ma.ttúc.M. Una de tM nunuonM c.on valoJtM nu.m{/Uc.o~ mcú. 
1 

-impoJt:ta.n.te en.tJte tM que ~e deMnen pMa tM ma.ttúc.M c.u.adJtadM M ta nun--

u6n de.-teJI.mi.nan.te, e~ dec..út, ta nunc.-i.6n de.-teJtmtnaltte M U.M Jtegfu que M.<.g

na a. cada mo.Vúz c.u.adJtada A un ueJt;to númeJto. 

A M .te númeJto ~e te ttama .tamb-i.~n de.-teJtmi.nan.te y ~e JtepJtM en:ta. 

poJt de-t(A) 6 IAI. 

Et de.-teJtmi.nan.te de una ma.ttúz H puede JtepJtM en.tM .tamb.<.~n m ecUa!;_ 

.te una .tabta o aJtJtegto Jtec.:ta.ngutalt de númeJto~. 

PoJt e j empto, et MJtegto - 1 3 

o 
3 8 -2 

La no:ta.wn de tM .UneM Jtec.tM vec.ü.c.alM pMa .<.denü.Mc.M et 
de.-teJI.mi.nan.te nue ~ada poJt to~ plt-imeJto~ qu.e .tM.talton et .tema, .talM c.omo ]a 

c.obi, Cauc.hy y Caytey. 

E~ c.onvenún.te .teneJt pJtM en.te que una ma.ttúz M u.n aJtJtegto Jtec.:ta.!:!_ 

gu.talt de númeJtM, mien.tltM qu.e et de.-teJI.mi.nan.te M u.n númeJto. 

PaJta. c.ompJtendeJt mejoJt et c.onc.ep.to de de.-teJtmi.nan.te c.oJU.<.deJtamo.ó et 
c.u.adJtado mo~.tJtado en ta .6-i.gu.<.en.te Mgu.Jta. 
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y 

2 1------. 

o 2 " 

2 o 
o 2 

Como w c.ocJtdena.dM de óll<l vVt..üc.u óOit 

(O, O J , ( 2, O J , ( 2, 2) , ( O, 2 J , JtepJtu eltte- -

moó loó óegmelttoó que pa.Jtten del o.!tigen y 

ttega.n a. loó pult.toó (2,0) y (0,2) 

c.omo A = ( 2, O) y B = (O, 2) 

u decUL, en 6oJtma. de un de..tvun.úta.lt.te, donde el p.!timeJt Jtengl6n u el ugmelt

to A y el ugmento B u el óegundo Jtengt6n, 

El va.ioll del de..teJun.(na.ltte u c.ua..tJto. 

Como óe puede ob.~>eJtvM, ute va.ioJt u .<.gua.! a.t M.ea. de nuutJto c.ua. 

dJta.do. Podlúa.mo.~> pJtegu.ntaJtnoó a.hoJta. ú med.<.a.ltte de..teJun.(na.lt.tu podemo.~> c.a.tc.~ 

iM M.ea..~> de Jtect4nguio.~> c.ua.tuqu.<.e.Jta.. Pa.Jta. ILUpondeJt a. uta. p.!tegunta. c.oM.<. 

deJtemoó el Jtecttfnguto .<.nd.<.c.a.do en la. MguJta.: 

y 

" 

(c.,d) 

A~ (a.,b), B = (c.,d) 

Jtep.!tuenta.ndo nueva.meltte uta.¡, 4egmento4 

en 6oJtma. de de..teJun.(na.lt.te: 

a. b 

c. d 

de a.c.ueJtdo a.t ejemplo a.ltte.Jtioll, el M.ea. del Jtect4nguto <~vúa: 

a. b 
Altea. = ~ a.d - be. 

c. d 

34 



PaJLa. ve.JU6.{ca.Jt que e6ectlvamellte a.d - be u el 41Lea. del Jt.ect4ngulo 

~CL6t.Uu!famo~ el va.l.011. de a., b, e y d en 6unci6n de x e y. De a.eue11.do a. la. 6{ 

gu11.a ante/Uoll. ~e ten~ que: 

u deu11., 

A= -x c.o~ 81 y ~en 82 - y c.o~ 82 x ~en 81 

A=- xy (c.o./. 8 1 ~en 8z + c.o./. 8z ~en 8 1) 

A=-xy,¡,en (8¡ + 8z)=- xy 

.tomando el va.l.oll. abMtu.to 

All.ea = 1 - xyl = xy 

que c.oMuponde aR. t1Jtea. del Jt.ect4ngulo inc:Uc.ado en la. 6-igWUJ.: 

A= (bMe) (a.l.tUII.d)= xy 

Podemo6 c.onctuill. puu que el 41Lea. del c.ua.dll.ado o del Jt.ect4ngulo u 
el va.l.oJt. abMf.u.to del va.l.o!t. del detell.minante. 

De igua.l. maneJt.a, M.C. c.omo el va.l.o11. a.b¿otu.to de un detell.mina.nte de 

o!t.den do6 Jt.eplt.uenta. geomé.t>úc.amente un 41!.ea., el va.l.o11. a.bMtu.to de un detell.

mi.na.llte de oJt.den tii.U Jt.eplt.uenta. geomé.t>úc.amente un vo.lwnen. 

Vea.mo6 ahoJt.a la. intell.plt.eta.c.i6n geomé.t>úc.a de a.l.gunM pMp.iedadu 

de to~ detell.mina.ntu • 

e.n.tonc.u: 

a 

Col1.6.tdell.emo6 el detell.mi.na.nte.: 

a. b 

c. d 

a. b aa ab a. 

c. d c. d ac. ad 

geomé.t>úc.amente quiell.e dec.ilt. que ~.¿ mu.U.ipUc.amo6 !M c.omponentu de uno de 

to6 6egmen.to6 pOI!. una. C.On6ta.llte., uta.mo6 ta.mbUn I!Ul.ü.pUc.ando el 41Lea. del 
paJLa.tetogJt.amo c.oMuponc:Ue.nte poli. ta.t c.on6ta.nte. 
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CoiUlideJtemo¿, aho!ta. .ta pito piedad: 

geomlt!ticam~~e quieJte decilt que e.e. paJta.tetepipedo 6oJtmado po!t .to¿, llegmento./l 

A= (a¡, b¡, C¡), B = (az, bz, c.z) y C = (a3, b3, C.3) :üene et m{}.,mo vo.tumen 

que e.e. 6oJtmado po!t .to¿, llegmel~oll. V= (a¡, b¡+a¡, c.¡), E= (az, bz+az, c.z) 

y F=(a3,b3+a3,c.3). 

PMa c.on:U11UM e.e. u.tudio Mb!te u.te .tema .te ¿,ugeJtimo¿, que .teM 

.tM páginM 8 7 a 9 7 det üb1tc "Catc.utU./l" de Tom M. Apol>.to.t, vo.tumen 2, y que 

.tlta..tu de !tU o.tveJt .tal> l>iguien.tu ej eJtc.ic.iol>. 

16.- Sean .ea;., ma.tltic.u : 

A 

a) de.t (A) de.t (B) b) de.t (AB) 

77. - ca.e.c.u.e.a e.e. detvtnu:.nan.te de .ta ma.tltiz 

~: 
2 -1 

_:j A 
2 -1 

-5 

-1 -1 -2 

a) Po!t e.e. mUodo de c.ondeYL6aei6n pivo.ta.e.. 

b) Por. et método de .ta ma.tltiz Wangutalt. 
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78.- s-t 

y B A-AI 3 

donde I 3 u .ea ma.t!u:z -tdentúiad de oJtden 3 y >. un uc.ai.M, c.alc.u.ta todo.¡, 

.f.o.¡, viLC.oJtu de !. que hac.en que .ea ma.t!u:z B .6ed .6-ingu.talt. 

19.- ObU.n .ea -tnveMa de .ea ma.t!u:z: 

polt e.t mUodo de .ea adjunta. 

2 O.- Vemuut.Jta que pa.Jta una ma.t!u:z c.uad1tada A no .6-tnguf.aJt. 

det (A- 1
) = (det (A) ¡- 1 

2 1.- PMa e.t ú-6-tema de ec.uauonu Unea-C.u 

X¡ 2x2 + X¡ 

- 2x¡ + 3x2 - X¡ -1 

2X¡ - 4X2 + X¡ 0 

obU.n e.t viLC.oJt de x2 empleando .ea Jteg.ta de Clta.meJt. 
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~t~celdnea 

1.- Ob:Un el. tteJ.>uUado de. !M ~.igu..i.e.ntu ope.tta.c<.onu: 

[l 

-1 

-I] 
2 4 

:-:] [2 o 4 o] 1 3 1 1 

o o -1 o 
3 

2 • - Va.dM !M ma.W.c.u : 

l-: 
-1 5 

:] A ~ 4 o 
-2 o -1 8 = ' 1 

3 o -1 : 2 o 
' 2 1 6 :-3 4 

------------t-------
5 -7 -2 : o o 

' o o -4 ¡ o o J 

Obtén, pott paM:.ic..ionu, el. pttodu.uo AB lte!.>pe.tá.ndo !a. pa.!'vt<.U.6n .ind.ic.a.da. pa.tta. 

B. 

3 • - Ve.teJtm.i.na. ú : 

A. r-~ -~ -: J 
1 -2 -3 

e.~ una. ma..Vúz .ide.mpo.te.nte. 
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4.- Pcvr.a. {M J.>.i.gu..i.entu a.6.úuna.UOf1U 1 UCJI..i.be en e{ pcvr.~ntu.i.l.> c.o.'!Jtupcnd.i.e!!_ 

l .te U.M V J.>.i. ea. a.6.i.Juna.u6n u veJtda.deJta. y U.M F J.>.i. u 6a.il.>a.. 

J Sea.n A, B y e ma.tlúc.u c.u.a.dlta.diLó de! m.i.l.>mo cJtden. 

"J Si. A u nüpo.tente de .Cnd.i.c.e 2, ento nc.u, A = A 2 + A 
1 

,j (A(B +e¡) = A*s* +A*e* 

2 
Si. A u u.na. ma..t:Jt.i.z u.n..i..taJúa., entonc.u, A= A* A 

Si. A u u.na. ma..t:Jt.i.z no nu.!a. IJ B u.na. ma..tJt.i.z oJt.togona.!, entonc.u, 
BBTA =A 

5.- La. ec.u.a.u6n de u.no. c..i.Jtc.u.nóeJtenc..i.a. qu.e piLóa. pCJt .tJtu pu.nto1.> P1 (x 1 ,y1 ), 

p2 (x2,Y2l y p3 (x3, Yll pu.ede uc.Jr..i.b.i.Me en ea. óoJtmo.: 

x2 + y2 X y 

xf + yf X¡ y¡ 
o 

X~ + y~ X2 Y2 

X~ + IJ~ X3 Y3 

a.) eompJtu.eba. qu.e W!.> c.oOJtdena.diLó de c.a.da. u.no de !ol.> pu.nt01.> P¡, P2 y P3 J.>o..t.i.l.> 

óa.c.en u.ta. ec.u.a.U.6n. 

b) ObUn !a. ec.u.a.U.6n de {a. wtc.u.nóeJtenU.a. qu.e peLó a. pOI!. f.o!.> pu.ntol.> (O, O) , 

( 3, 6), ( 7, Ol. 

6.- Vemu.u.tJta. qu.e e{ de.te.Jtm.i.na.nte de u.na. ma..tJt.i.z .i.dempo.tente U c.eJto 6 U.I!O. 

7.- Si. 
A -- [s7 4zl ~ , ob.t~n u.na. ma..tJt.i.z P no J.>.i.ngu.!cvr. 

.ta.e qu.e 
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8.- Sea 

[: 
IJ 

:] H o 

-6-<. du[HJ = 1, c.al.c.ul.a el duvunúza.nte de c.ada una de tM -6-<.guúntv., ma..t:lúc.v., : 

l'' 
4y ,, ] X IJ 

'':'] 
x-1 y-1 

a) A 3~4 o 
1 ~2 b) B 3x+3 3y c.) e = 

6 6 3 o 

9.- S-<. A e,~ una mo.tJu.z no úngui.a.Jt tJ K v., una c.oMtante d-<-óe.Jtente de c.e.Jto, 

demue,~tJz.o. que: 

donde: 

A = e=+ A, 

11.- Obtén una ma..t:lúz X que -6<1Ü-6 óo.ga ta ec.uau6n ma.tlúUal. 

V + AX = 3 eT + BT X 

donde: 

[::] e = ~2 o 2] V = 

[-; 
2 

:] l: -3 o~ 5 B 2 -3 
-1 -1 -6 -15 

A = 

40 
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12.- Vemu.utJr.a. qu.e l..í.. AB = BA, entonc.u: 

13.- Vemu.utJr.a. qu.e el de.teJtmúw.nte de u.na matJU.z olt-togonai u J..guat a ± 1. 

14.- Cai.cula. el de.tvr.níúwnte de .e.o. l..í..gu.J..ente ma.búz: 

3 2 -1 3 2 

-2 o 3 4 3 

B = 1 -3 -2 o 
2 4 1 o 

-1 2 1 o 

15.- Al II.UoiveJt u.n 1..útema de tltu ec.u.ac.J..onu Uneatu c.on tltu J..nc.ognUM 

x 1 , x2 , X3, med.í..ante .e.o. 11.egta de C~tameJt, 1. e tiene qu.e: 

1 ; 

1-2 
X¡ 

2 

2 

de.t (A) 

Obttn : 

a) U vai.olt de a 

b) Et vai.olt de x2 

-1 

4 

3 

2 a 
2 5 

3 2 -2 
X2 = 

de.t (A) 

16.- Obt~n .to. Miu.c..Wn del 1..í..gu.J..ente 1.-Utema de ec.u.ac.J..onu t.í..neai.u: 

2x - 2y + 3z = 4 

-x + 3y - 4z = -3 

3x - 5y + 7z = 7 

poli. el mUodo de ei.J..m.í..nac..Wn de Ga.u.6<> empleando .ea notac.J..6n matJU.c.J..ai.. 
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----------~----

8xamen de ~afitluk 

1.- Va.da.6 !cu. .~>..i.guúntu a.6iluno.ci.onu, uCJúbe en d paJténtu..i../> c.OJtJtUpon--

cUente, una. V .6..i. la. a.6iluno.ci.6n u veJtda.deJta. y una F .¡,..¿ u 6a.Ua. 

Sean A y 8 do.~> ma.búc.u c.ua.dtta.da.-6, A =1= 8; .~>..i.emp!te u c.umpte que: 

a.) A 8 A 82 = A283 
---------------~------

( ) 

b) A8A2 AA~82 A = A8P 82 A ( ) ---------------
e_) (A 8)T = AT 8T ( ) ----------------------
d) .¡,..¿ 8=A - AT , 8 u ant..i..6..i.mU!t..i.c.a. ( ) 10 PTS. ------------

2.- Vada la. ma.búz adjunta de la. mat!t..i.z A y una c.o!umna de la. ma.búz tita~ 

puuta de A. 

] 
obtén: 

a) det(A) 

b) A 20 PTS. 

3.- Obtén todo.~> !o-6 va!oJtU de a y 13 pMa !o.~> c.u.aR.u !a mat!t..i.z A tiene 

..i.nve!t./>a. 

15 PTS. 
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4.- Va.da.6 liU h.igu.ú.rttu. a6-(Jr.ma.wnu., u.CJL.i.be en el pa!L€rttu..ih coMU.poiUÜ.e_!! 

:te, Wta V ¿,,( la a.6.úunau6n u. veJLda.deJLO. y una f ¿,,( u. 6a.t6a.: 

a) U de:teJLminartte de una ma..tlúz heJLmitiana u. un 1111mvw complejo __ ( ) 

b) S.<. A e6 Wta ma.ttúz de oJtden n y a e6 un u.c.al.aJt, e.n:tonc.u.: 

de:t(a A) = an de:t(A) ------------- -- ( 
c.) S.<. A e6 una ma.ttúz c.u.a.d!ta.da. c.on tU1mVWh c.ompte.joh, e.n:tonc.u.: 

de:t(A*] = de:t(A 1 ( 

d) Si A e6 Wta m'ttJL.i.z c.ua.dJta.da, no h.i.ngui.cvt,e.n:tonc.u. de:t(A] =de:t(A- 1 )_ ( 

e.] S.<. doh 6-U.M pa.Jta..f.e.liU de. una ma.ttúz c.u.a.dJLa.da. A hon plt.OpOl!.uona.f.u. 
e.n:tlz.e. h.i., e.n:tonc.u. de:t(A] + O __________________ ( 

:] 2 
e = V = 

1 

o :] 
y Mb.i.e.ndo que A- B = v- 1

, ob:tén la m'ttJL.i.z X :tal que.: 

AXV-C=BXV 

15 PTS. 

20 PTS. 

6.- Comp<Vta. .toh úguürttu. h.ih:tema.-6 de. e.c.ua.uonu. Une.a..tu.: 

) 

2c¡ + 4~ + 2h + 2a:t = 4 

2q + ~ + 2h + :t = o 
A : · 2c¡ - ~ + 3h - 3S:t = - 1 

-e¡ - ~ + 2h - :t = -3 

donde a y S hon c.ol'!h:ta.rttu.. 

·) 
X + 

2x + 

2x-
-x -

2y + z + oW = 2 

y + 2z + w = o 
y + 3z - 3SW = -1 
y + 2z - w = -3 

Sabiendo que. el de:teJLmina.rtte. de. la ma.ttúz de. c.oe.6.(.ue.rttu. de..t h.ih:te.ma. A va..te. 

-22, c.a..tc.uta el va..toJt de. w del h.i.h:te.ma B e.mpte.a.ndo .ta. ~e.gla de. ~a.meJL. 

20 PTS. 

T .ie.mpo mcfx.<.mo de. h o.tuu6 n 1 : 4 5 ho~ • 
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CiiPITIJLO III 

Estructuras 
Algebraleas / 



"LM ma;t~c.o.L> no utucüo.n lo!.> ob j eto1.> J.>.( no 

taL> Jtei.a.uonu e.ltbte. .to1.> objuo~.>¡ polt útntc, 

tu u .(ncü6e.Jte.nte Jteempta.za.Jt u:tol.> objeto!.> 

polt o:tltoé>, c.on :ta.t qu.e. no c.a.mbie.n taL> Jteta.

wnu". 

H. Po.(nc.a.Jt€ 



8xanzen 
l.- E.6CJúbe. el. conju..n;tO 1t.uu.Ua.n:te. de. cada. una de. .e.cu L>.igu-<.e.n.tu ope.~t.ac..ionu 

L>.i e..e. conjunto de. !oL> lt.e.a!u R u e.! conjunto un.ive.Mo. 
/ 

al ( 1 U Ql' - R 

bl (NnQ lU(I-R'l 

2.- Comp!w colt.lt.e.c..ta.me.n.:te. cada. una de. w L>.igu.ie.n.tu plt.opoL>.ic..ionu. 

al La !e.y cance.!o.Uva palt.a !a acüc..i6n de. núme.lt.Ol> na.twr.a.e.u cüce.: 

'<:ta,b,ce:N .6.i --------------------------------------------
b l E.e. conjun.:to de. !oL> núme.lt.ol> e.n:te.1t.o.6 cumple .e.cu L>.igu.ie.n.tu plt.Op.i!_ 

da.du bá.ó.iccu pMa .e.a acüc..i6 n: 

c.) La !e.y cuoc..ia.:Uva palt.a .e.a muLüp.e..ic.ac..i6n de. núme.lt.ol> lt.ac..iona!u

cüc.e.: "Vx,y,ze:Q -------------------------------------------
dl E.e. el.e.me.n.to .idén.t.ico palt.a .e.a muLüp!.ic.au6n de. núme.lt.o.6 comp!e.--

jo.6 u: 

3.- A.tgun0.6 tipo.6 de. 6unc..ionu lt.e.c..ibe.n do.6 o má.6 nomblt.U. A con.ünuac..i6n te. 

plt.Ue.n.ta.mo-6 e.n .e.a co.e.umna .izqu.ie.lt.da. atguncu 6unc..ionu; uCJúbe. e.n !ol> pMé!! 

tu.i-6 de. !a co.í'.umna de.lt.e.c.ha a que. tipo de. 6unc..i6n e.qu.iva!e.n. 

A.- FuncJ.6n un.[voc.a Func..i6n b.iye.c..üva 

B.- Func..i6n b.iun.[voc.a Func..i6n .inye.c..üva 

C.- Func..i6n uno a uno y "L>oblt.e." Func..i6n L>u.plt.aye.c..üva 

V.- Func..i6n 11.6oblte." 

4.- Ve.te.lt.m.ina que. tipo de. 6unc..i6n u !a de.6.{.n.ida e.n cada uno de. !ol> L>.igu.ie.!! 

tu .inc..i-60.6, L>.i 6 : R-+ R. 

al 6 ( xl = Sx + 2 

bl 6(tl = zt 
c.) 6(xl=x2 -7 
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5.- Calc.uia w deJúva.dttll de w l>.igu..i.en.tu 6unuonu. 

a.) 61 X) : 3e2x + 6 

b) g(.t): !og10 (7+.t) +7.t3 

c.) 61xl : .tan x- 8x2 

Compcvr.a. ;t;w, JtUul.:ta.do.6 c.on lo.~> uc.Jt.i.to.6 al 6.<.na.l de u.te eua.deJtno, 

.¡,.¿ c.ometih.te algW! eMOJt .te .6u.ge!t.imM c.olthu.l.ta.Jt la. .6.igu..i.en.te b.ibUogJta.6-(a.. 

- Calc.u.!U.6 , .tomo 1 

ApM.to M., Tom. 

Ed.<..t. ReveJt.t~ S.A., 2a.. ed.<.u6n 

- U C.U.c.u.lo c.on Geome.tJúa. Arta.U.Uc.a. 

LU.tho.e.d, Lu..i.h 

Ed.<..t. Ha.Jtla., 2a.. ed.<.c.iln 
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f!JJ~toducloá 

que de.bu alc.cmzM al .tvunútM u .te .tema.: 

111. 1 Vado un conjunto c.on una o do.~> ope!ta.c.i.onu b.i.naJÚM, de.teJr.rn{.naJl. 

III. 2 Vado.~> do.~> g!W.po.l> o do.~> ani.llo.~> y una 6unc.i.6n, de.teJUn.{.nM .~>.i. -

u.tá u un homomoJt6.i..6mo o un .i..6omOJt6.i..6mo. 
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/Jnl~toducción 
U objetivo de u.. .te .teJtcVt cap.Uui.o u.. u...tuciúvz. e-f concepto de u...tJtu.c.tu. 

Jta a-tg e.b.ltlU ca . 

En 6oJtma geneJI.iU'. <~e det(.<.ne una u.tJtuc.tu.Jta a-tge.b.ltlUca como un conjuntD -

en e-f que u.tán de6-{.IUdM una o mM opVtac..i.onu. LM u...tJtuc.tu.Jtah a-tgeb.ltlU-

cM mM -i.mpoJt.taYLtu Mn: gJtupo, atUUo y campo o cuVtpo. PoJt eje.mp.[o,e-f co!!_ 

junto de !M nc1mVtoh e.YLte.Jto<l con !M opVtac..i.onu de. acii.wn y mu.U.<.p.t..i.cau6n 

u u.n arUUo y u conjunto de. !M JtO.tauonu.. que puedan eóec.tu.aMe <lobJte un 

obje..to con .ta opVtac..i.6n de. compoh.ic..i.6n u un gJtu.po. 

LM u.tJtuc.tu.JtM a-tg eb.ltiUcM du empeñan u.n papd muy -i.mpoJt.taYLte en 

mucha<~ JtamM de. .ta c<.e.nc<.a como poJt e.je.mp.to: La teoJt..ia de. .ta Jtdativ.idad, -

tí.ú.ica nude.M, mecá.YL.<.ca cu.á.nüca, ~.ta-togJta61a, etc. S.in e.mbMgo, en -

u.te cu.Mo <~6.to u.tu.ciúvz.e.mo<~ !M noc..Lonu bM.icM du .tema. 

E<~.ta podeJtoóa he.JtJtam.{_e.r~ ma.te.má..t.<.ca nue. CJteada a pJt.<.nup.{_o<l de..t -

úg.to XIX, y entJte a..tgu.no<l de .to<1 ma.te.má..t.<.co<l mM -i.mpoJz;taYLtu a quúnu de.b! 

moh hu CJte.ac..L6n, pode.moh c..L.tM a. Evaw.te. Ga.to.ú., b~YLte. ma.te.má..t.<.co 6Jtan

cV.. mue.Jt.to en 18 30 a .ta edad de. 21 año<~, en u.n dudo; Ga.to.ú. 6ue. e.t pJt.<.nu--

pa.t pJtomo.tM de .ta .teoJt..ia de gJtupoh. O.tJtoh cU.e.bJtu ma.temá..t.<.c.oh que. .tamb.ivt 

h.<.c..i.e.Jton contJt.<.buc<.onu en uta Jtama de. !M ma.temá..t.<.cM 6ue.Jton Augu.<~ün - -

Lou..ih Cauch[i, Sü Au:hu.Jt Cay.tey y N.<.w HenJt.<.k Abe.t. 

A COI'!-Ünuac..L6n dMemoh u.n panoJtama ge.neJI.iU'. de .ta d.ú.tibuc..L6n de -

u.te cap..[;tu.to con u objetivo de u.b.icM. a.t .tec.toJt. 

En pJt.<.mVt .té!tm.<.no, he pJtue.I'Lta.Jo..á e.t concepto de opVtac..i.6n b.{.rtaJL.{_a. 

que u u enc<.a..t e11 u a~.ú. de .tM u.tJtuc.tu.Jtah a.tgebJtá..<.cM. Poh.teJt.<.oJtme.n 

.te, he a¡~zaJi.á.n a.tgunoh conjunto<~ y !M opeJtac..i.onu búwJt.<.M que he han d! 

MYL.ido en illoh y, de acu.e.Jtdo a. !M pJtop.<.eda.du que cii.chM opVtac..i.one.-6 po--

6 ea.n, <1 e de.te.Jtm.<.n.a.Juf a que tipo de u.tJtuc.tu.Jta a.tgebJ¡_Q.{_ca peJt.tenecen. 

F.<.na.tmente, en .ea úLtúna. pa.Jt.te du cap.Uu..to he u.tu.cii.Má.n do!.> con 

cep.toh de h.ingu..tM -i.mpoJt.tanc..La.: .ú.omOJt6.ú.mN y homomOJt6.ú.mc<~ entJte gJtupoh y 

arUUoh. 
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@jte~taclón fiJlna~tla 

ItW!.oduC-Utemo-6 el concepto de ope~tac..i.on b.{naJL.ú¡ mecüante ta .6-i-

guúnte .6Uuac..i.6n lúpotW.c.a. 

EJta u p!UmVt cüa de ctMU en un gJtu.po de mate.mf.üc.M. Lo-6 atum

no-6, dupuú de una bJteve p.tática, .60Uc..i.talton at pito 6uOJt que tu -ind-ic.aJta 

ta 6oJtma en que to-6 c.aUM.c.IVÚa. LM eond-ic..i.onu quedaJton utabüc..i.da-6 de -

ta .6-iguünte mane~ta: 

a) VUJtante el eu.Jt-6o H haJufn tJtu exámenu paJtc..i.a.eu. 

b) Se eateutaJuf el pito med-io P de ta-6 tJtu eaUMcac..i.onu paJtc..i.atu. 

e) At teJt.rn.inaJt el C.u.Jt-60 .6e haJuf un examen Mrta.e el c.ua..e p!topoJtc..i.o

naJuf otJta eaU6-ic.ac..i.6n EF 

d) La caUMc.ac..i.6n Mrta.e CF de ta mateJt.<a H obtemilt.á de ta .6uma -

del dob.ee del pltomed-io P mM el examen Mrta.e EF, y d-iv-id-iendo

u Jte-6 uttado entJte 3, u dee-Ul 

CF=~ 
e) Toda-6 ta-6 c.aUMc.ac..i.onu paJtc..i.ate.-6 M.t come P y EF quedaJufn -

c.omp!',end-ida-6 en una ueata de O a 700. 

6! En ta-6 c.a.U6.{c.ac..i.onu P, EF y CF .6e omU-ilt.án tM c..i.61ta-6 dec..i.ma

tu. 

Con u objeto de que uta-6 eond-ic..i.cnu queden ctaJta-6 paJta todo-6 -

to-6 atumno-6, y evUM Jtectamac..i.onu po.6telt-iOJtu, u pJto6UOJt expuM u .6-igu.-i":!:_ 

te ejempto. 

Atwmw: Manuel Stfnc.hez HVtntfndez 

1 Vt. examen pMuat 75 
2o. examen pMual 30 
3 Vt. examen paJtc..i.at 6 8 

Po!t to tanto, P = 57 
EF = 72 

y ta c.aUMc.au6n 6.(nal CF u: 

e = 2 ¡57) + 12 = 6 2 
F 
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Anu:.Ucemo¿, ahoM. cómo ta.6 concücl.one.IJ e.~J.ta.b.teudM en e¿,te ejemp.e.o 

invo.tuCM.n, .en toda .6u exteMión, e.e. concepto de opeM.cl.ón bii'I.IVÚa.. 

S,¿cpún .e.a de6inicl.ón de opeJr.auón billO.JÚa, M.ta. e¿, una ~teg.e.a que -

Mocl.a a caULc. pM de e.tementol> de un conjunto S, un teJr.ceJr. e.temento wúvoco 

Uamado lle.IJLL<.:...ta.do de .e.a opeM.cl.ón. AhoM. bien, en nue.~Jtllo ejemp.e.o anteJr..i.Oil

tenemo-6 una .·~eg.e.a que M o cl.a a cada pM de va.tolte.IJ · P y EF un teJr.ceJr. va.toll, -

que de acue 7.w.c• con .e.a concüuón "d" e¿, igual a 2P + Ep 

Aat.é:.má.6 e.~J.ta. lleg.e.a de Mocl.auón e¿,:tá deMnida M bite e.e. conjunto: 

S= {xl xe:T, O~ x ~ 100} 

puel>to que :;:.:wtto P como EF .6ó.to pueden tomM vll.t01te.6 dent!to de S ( veJr. concü 

cl.one¿, e y ~. . 

Pe·· . .e.o .tanto, en e¿, te ejemp.to e.~J:tán p!te.6 ente¿, todo.ó .to¿, e.tement0.6-

que deMnen c. una opeM.cl.ón billO.JÚa. 

s_,_ deno.ta.mo¿, con e.e. .6-Únbo.e.o e a ta.6 opeM.cl.one.IJ que .6e deban 

e6ec.:tu.aJr. can P y EF paM. obteneJr. .e.a ca.e.¡Mcacl.ón Mna.t CF tend!temo.6 que 

CF = P e EF 

donde .e.a exp-:-_e¿,ión P e EF úgn.i.Mca 

_____ (7) 

Pe EF=~ 
____ (2) 

Ll ecuación ( 1) no¿, incüca que a .e.a pMeja de númeJr.O¿, P y EF ¿,e .te¿, 

M o c.i.a e.e. nu::"'iCJz.O CF de aweJr.do a .e.a 1teg.ta e ú dec.i.l!., e lleplle.6 en.ta.-

a .e.a o peM.c ... h'l billO.JÚa. 

La ecu.ac.i6n ( 2) deMne a .e.a opeM.cl.6n e mecüante una explle.6i6n -

a.tgeblta.i.ca ~.ual. 

bt genella.t, e.e. !te.~JuUado de una opeM.u6n biMI!..i.a depende de.t 01tden 

en que ¿,e n-~.,;en .to¿, e.e.emento.6. úto .6e haee patente en e.e. C!a.6o de n.ue.~Jtllo -

ej emp.e.o, ya "'u e en tVr.m<.n.o.6 geneJta.te¿, 

P e EF * EF e P 

o bien 

POI!. ejemp.e.o •. /. P =57 y EF = 72 ten.emol> que 

2(57) + 72 
3 

2(72)+57 
3 

POI!. .e.o .ta.ntc .ta. opeM.c.i6n biM!t.i.a e n.o e¿, con.mu..ta.tiva. 
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Ana.UcemM a.hoM. h.i.. ia. opeJt.a.c..i..6n e u ceNta.da. en el conjunto S. 

Pa.M. que .ea. opeJt.a.c..i..6n hea. ceNta.da. debe cump.U;u.e que: 

1 P e EF ¡ E s v- p, EF E s 

En o.tJta.J, pa.ia.bltah, pcvta. que e t. ea. ceNta.da., debe cumpUN..e que .ea. 
c.a.UMca.c..i..6n n.i..mtl CF u:U. comp!túuUda. ent/te o y 100 y que Ha. un n!ÍmeJto ent! 

Jto, pa.M. cu.a..f.q!UeJt.a. P y EF E S • 

Veb.i..do a. .ea. cond.i..wn 1 nl 1 .ea. c.a.UMc.a.c..i..6n CF h.i..emp!te heAá un n!Ím! 

Jto enteJtO. PoJt .to tanto M.to Jtet.ta. .i..nvut.i..ga.Jt t..i.. CF u:tá comp!tend.i..da. ent/te 

o y 100. 

Sut.t.i..tuyendo en .ea. e.xpJtu.i..6n 

p e E = 2P + Ep 
F 

.toh va..toJteh núx.i..moh que pueden .toma.Jt P y EF .tend!temo~.> : 

100 e 100 = 211 OO) + 1 OO = 100 E S 

Lo cu.a..t .i..nd.i..ca. que a.ú.n pa.M. .toh va..toJteh núx.i..mol.> de P y EF el !tet.uf 

tado u meno!t 6 .i..gu.a..t a. 100. 

PJtoced.i..endo de .i..gu.a..f. nOJtma. pa.M. .tal.> va..toJteh m[n.i..mol.> que pueden .to 

mM P y EF .tenemo~.>: 

o e O= 210)+0 =OES 
3 

PO!t tanto a.ún pa.M. toh va..tOJtU mtn.i..mol.> de. P y E F el !tel.> u.eta.do eh -

ma.yoJt o .i..gu.a..f. a. ceJto. 

Tomando en cuenta. et M.zona.m.i..ento a.nte/t.i..o!t y .ea. cond.i..c..i..6n 16), p~ 

demoh ca ndu.i..Jt que CF ~.>.i..emp!te '-> eAá un n11meJto enteJto x .ta..e que O S x s 1 O O, 

de to cu.a..t condu.i..m01.> que .ea. opeJt.a.c..i..6n e u ceNta.da. en el conjunto S. 

Conv.i..ene ha.ceJt a.hoM. a..tguna.~.> Jtentex.i..one~.> y p!toponeJt a..tguna.~.> a.c.t.i..v.i.. 

da.du a..t!te.dedoJt del concepto de opeJt.a.c..i..6n b.i..na.Jt.i..a.. 

a.) V.i..J.>eña. .tite!.> opVt.a.c..i..one.~.> b.i..I1M.i..a.l.>, den.i..n.i..da.l.> t.obJte el conjunto de tot. nl1me 

MI.> en.teJtol.>, en W que el oJtden en que 1.> e .tomen tol.> elemento t. no a..e.teJte el 

!tel.> u.eta.do • 

b) V.i..!.>eña. una. Jtegta. de a.~.>oc..i..a.c..i..6n, J.>Ob!te e.e conjunto de nWneltOI.> que .tú elija~.>, 

.ta..e que no con~.>t.i..tuya. una. opeJt.a.c..i..6n b.i..na.Jt.i..a.. 
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e) Ana.Uza .tLU de6úúuonu. de opeJtau6n b.<.n.a!Ua qu.e apaJtecen en to.~> Ub1to.1>: 

"Atgeblta Modeltl!a" de F~tank Ay1tu. Jlt. de ecUt. Me. GIUIW Hill, .~>elt.<.e Scha.wn ,e 

"11'lt!todu.cu6n a ta Ma.temcU;.(ca Modeltl!a" de Ub!t.<.dge P. Vanee, ecUt. Add.<..l>on

Wu.tey, y comyxúr.a.tLU el'ltlte .~>.[ y con ta de6.{.n.<.u6n dada en to.~> A pu.n.tu. de --

Atgeblta ( pag. 1- 2 3) ~ A con.ti.nu.au6n etabolta una wta. con .toda./> tM caJtac-

.te/t.t.6tiCM comunu. c¡u.e encu.el'ltltu en .tLU .tltu de6.{.n.<.c.<.onu y 1tedacta. una 6~ 

.~>e en ta c¡u.e explt.UU el concepto de ope1tau6n b.<.n.a!Ua. 

d) Aho!ta .t1tata. de lt.Uoivelt to.~> .~>.<.gu.&n.tu. ejeltuuo.~>, .~>.<. no te u po.~>.<.bte lt! 

gltua at ejempto an.te!t.<.olt, u.túdi.aJ..o con cu..<.dado y vu.etve a .<.n.ten.tall ltuotvelt 

u.to.~> eje~tuuo.~>. 

1.- CoM.<.de~temol.> ta úgu.ún.te opeJtau6n: 

a* b=3(a+b) Ya, bf:N 

a) ¿E6 * una opeJtau6n b.<.n.a!Ua? Ju..~>ü6.{.ca tu. lt.U.pu.u.ta., velt.<.6.{.cando .~>.<. -~>o.:t0_ 

6ace ta de6.{.n.<.u6n de opeJtau6n b.<.n.aJUa. 

b) Catcu.ta et 1tuu.ita.do de: 1 * (7 • (2 • (3 * 4))) 

e) Ve.te~tmina .~>.<. a * (b * e) = (a • b) *e ;.Y.a,b,c f: N 

Z.- Sea et conjunto T = { .t 1 .t = 3 n, .Y. n E N} y ta ope1tau6n b.<.na!t.<.a (V de-

6.{.1!.<.da polt: 

)( ® y = 2x + 2y + 6 

a) Catcu.ta .tLU apeJtauonu.: 9 (V 6, 

da-6. 

b) Vemu.u.tlta c¡u.e ta apeMU6n ® u 

e) ¿E6 conmutativa ta apeJtau6n ® 

:Y. x, y E T 

1 (V 6, 3@ 3, cuando u..tén de M~ 

Celtltada en T. 

en T? 

d) ¿E.~> MaUativa ta opeJtau6n ® en T? 

1 Ed.<..tadol.> palt ta Facu.tta.d de 1ngenielt.ta, en 7975. 
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Cuando en Wt conjurr.to S ~e han deM..U.do una o va.JUM opeJta.ci.onu -

b.i.rta.JÚM *, !:::., • ~e aco~.tumbM. denota!Lto como (S, *, 1:::., • •• ) y ~e el¿ 
ce que w opeM.ci.onu * , !:::., ••• dúeJtm.i.na.n en S una u.tJwctu.!Ul. algeb!Ul..i.ca 

y que (S, * , 1:::., ••• l u Wt ~~.tema. algeb!UU.co. 

A continuaci.6n .te piLUen.tamo~ Wt ejemplo en e! que .t!Ul..taiLemo~ de -

il~.t!Ul.IL e! concepto de u.tlluctu.!Ul. algeb!La.i.c.a. 

Sea. e! conjWt.to M de ma.tll.{_cu cuad!Ul.dM de o!Lden 2 de !a. tÍO!Lma 

y !a ~.i.guúnte opeJtaci.6n b.i.na.JU.a que ILe!aci.ona !M demento~ de u.te conjurr.to. 

A <1> B = A+ 1 + BT 

donde A y B Mn do~ ma..tll.{_cu cu.aluqu..i.eM. de! conjunto M. 

En.tlle w u.tlluctUILM que puede 601LmM e! ~~.tema (M, <1> l w má6 -

.i.mpoll.tan.tu ~on !a de gwpo y gwpo a.be.f..¿ano. Ana.f..{_zMemo~ en bMe a. ~~ 

p!Lop.i.eda.du ~.¿ <1> dúeJtm.i.na en M algWta de u.tM u.tllu~. 

a.) En pJU.meJt .t~no, p!LobMemo~ que !a. opeM.ci.6n <1> u ce!t!Ul.da en e! con-

jWt.to M. 

Pa.!Ul. u.to, def,.i_na.mo~ do~ ma..tll.{_cu no 'pM.t.<.cu.!allu du conjunto. 

y opeJtemM con e!W de a.cueJtdo a. <1> 

:] + [~ ol + ¡a2 o JT 
d Lo b2 

podemo~ ob~ellvM que e! ILUu.Ua.do u Wta ma.tll.{_z que peJt.tenece al corijWt.to M 

ya. que u una ma..tll.{_z d.<.agonal con e!emerr.to~ enteJto~. E~.te ILUu.!.ta.do H pu! 

de expiLUa.IL como: 



b) 1nvu.ti.gu.emo.6 a.ho!UI. M .. 

A1 ~ (A2 ~ A3) ~(A¡ ~ A2J ~ A3 'Y A¡, A2, A3 E M 

u dec..V!., M.. ~ u Moc..úttiva. en M. 

CoM.idVtemo<~ nu.eva.me..n..t.e btu mabt.icu no pallticula!tu de M. 

ra.¡ 
A¡ = Lo 

ne..a.g~pa.ndo, obtenemo.6 

OpVtemo.6 a.hoM con el ta.do dVtecho. 

u dec..V!., 

(J) 

como .tM expnu.<.onu ( 7) y ( Z) <Ion .igu.a..tu, <le cu.mp.te uta. pMp.ie..da.d. 

e) Compnobemo.6 en ute .<.nwo ta. ewtenda. del elemento .idén:Uco, u dec..V!. 

.ta. ewtenda. de una. mabt.iz ún.<.ca.. 

U= [~ 
ta..e. que.. 

A~U=U~A=A 

pa.IUI. uta con6.idVte..mo.6 a. .e.a mabt.iz 

A= ~ :] 

"ff"A E M 
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que. Jte.pltU e.n.ta a c.ual.qtúe.Jt ma.tlúz de. M. 

A <!> u= la+ 
1 

+ au a J .f.o c.ua.t, c.omo pue.du c.omp!tobaJt, u 
L a b+7+b 

igual. a ·U <1> A. 

Ve. ac.ue.Jtdo a .ta de.6inic.i611 de. idbttic.o, .6e. debe. c.umpLút que. - --

A <!> U= U <!> A = A, u de.c.i!t, 

1

--1 
U= 

- o 
que. pe.Jtte.ne.c.e. a M, polt tanto, e.xi.6te. e..te.
me.ntc id~ntic.o. 

Ve. ac.uvr.do a .6u de.6f11ic.i611, uta pJtopie.dad .6e. c.ump.te. .6i: 

Jr:l- A E M :3 A7
E M ta.e. que. A <1> A? = A? <!> A = U 

.6upo11gamo.6 que.: 

7 [ai OJ A = i 
o b· 

e.11to11c.U 

la+ 1 + ai O J 
A <!>A?= 

o b+1+b· 
.f.o c.ual., c.omo pue.du c.omp!tobM,e.-6 

[
a+ 1 + ai O J 

o b+7+b· 
= ~--7 aJ 

- o -1 
de. do11de.: 

[

- ( Z +a) O ] i?= 
_ O -(Z+b) 

e..6 úl'!ic.a pMa c.ada ma.tlúz de. M y que. A? pe.Jtte.11e.c.e. a M. 
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ol + [1 ol + [-7 or= [-7 
-3J o u o u o -J = u 

He.mo-6 de.moUJutdo que. et -6b..:te.ma (M, 4> l c.wnpte. .f.M p!tOp.<.e.dadM de. 

- CeMa.dWta 

- A.6 o c.t.a;üv.<.dad 

- Exió:te.ncia de. ete.me.n:to .<.d~n:t.<.co 

- Ew:te.ncia de. ete.me.n:to-6 .<.nvvu.o-6 

po~ .f.o que. (M, 4> l M, al me.noh, un g~upo, 

PM o~o .tado, he cump.f.e. fu p~op.<.e.dad conmu:ta:t.<.va, M de~: 

ya que.: 

Á¡ 4> [a¡ 
Á2 = o :J +e J + [:2 

o r [a¡ + a2 + 1 o J 
b2 = o b 1 + b2 + 1 

l2 Á2 4> Á¡ = o :J + [: J + [:1 or= 
b¡ 

[a2 +a¡ + 1 O J 
o b2+b¡+l 

donde. podemo-6 ob-6~vM que. e.¡le.ctivame.n:te., Á¡ 4> Á2 = Á2 4> Á¡ 

A.e. cumpUMe. fu conmu:ta:t.<.v.<.dad ad.<.c.<.ona..eme.n:te. a .tM 4 p~op.<.e.dadM

an:tlliMM, pode.mo-6 con~ que. (M, 4> l M un g~po conmu:ta:t.<.vo (6 g~po -

abe..Uano!. 

AhoM :te. e.x.o~0-6 a ~eal.<.zM .f.M h.<.guú.Yl:tM activ.<.dadM que. :te 

ayudMán a me.jo~M :t:u-6 conoc..<.m.te.YL:to-6 Mb~e M~c:tWta-6 algebM.<.CM, 

al 1nvMtiga que he entiende po~ "!ey cance.i'.a.ü.va" y que ~etac.<.6n tiene con 

.tM p!tOp.{.e.dadM de g~po. Te acoYL-6e.jamo-6 que coYL-6uUM et Ub~o "A.e.gebM -

Mod~rta" de FJtaYlR Áy~M J~. de. fu -6llie. de compend.<.o-6 Schaum, e.d.<.:t. Mc.GJtaW 

Hill. 

bl ¿T.<.e.ne. Mwu6n fu ecuac.<.6n: 

Áo 4> X 4> Á1 4> X 4> Á2 =Á¡ 4> Áo 4> X 

de¡l.<.rt.<.da en et g~upo conmu:taüvo (M, 4> l? 
JU-6ti{¡.<.ca cada pMo de :tu ~MpuM:ta de acu~do a !M pnop.<.e.dadM -

del. g~po conmu:taüvo. 
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e) VuCJúbe .tCU> u.tJc.uctwLM algeb!La.ieCU> que eonozea.:~ en 6unc..Wn de .ta.6 p1topi5:. 

dadu .<.nhe~ten.tu a eada una de e.t.ta.6. 

A eonti.nuau6n te pi!.Oponemo.6 alguno.¡, eje~tuu0.6, .:~.<. .tJc.opezMM eon 

alguna cü6.{.euUad aeude al MUO/f. de .ta mate!t.<.a. 

3.- Sea e.t eonjunto A de6.{.nido po!t: 

A = {X J X = T , !tE Q} 

Vete~tm.<.na .:1.<. e.t .;~.{_.¡,tema (A,+), donde + u .ta acüu6n, u un gi!.Upo-

abe.e..<.ano. 

4.- Se tienen .tJc.u eajM nwne~tada.ó que eontúnen .tJc.u objeto.¡, cü6e~ten.tu eo 

mo .6 e muu.tJc.a en .ta .:~.<.gu.<.ente 6.{.gU!ta. 

Se pueden e6eet:UM eamb.to.6 de po.6iu6n de aeueltdo a .ta.6 úgu.<.entu 

.tJc.u aedo nu : 

Aeu6n 1.- CoM.<.<Ite en deja/f. .to.6 objetM que .6e eneuen.tJten en ue momento -

en .ta.6 eajM 1, 2 y 3 en .6u .tugalt. 

Aeu6n 2.- Et objeto que u eneuen.tlta en .ta eaja 1 pMa a .ta 2, e.t de .ta 2 

ala 3y e.t de.ta 3 a.ta 1. 

Ac.u6n 3.- E.t objeto que .6e enc.uen.tlta en .ta c.aja 1 pMa a .ta 3, e.t de .ta 3 a 

.ta 2 y e.t de .ta 2 a .ta 1 • 

La ope~tau6n b.<.Mit.<.a que u de6.{.ne a c.onUnuau6n c.oMúte en ap.e¿ 

c.M una ac.u6n Aj en .6egu.<.da de una aeu6n Ai a .ta po.6iu6n de .ta 6.{.gU!ta ctnt::. 

lt.<.01t y e.t ltUuUctdo u equivalente ct una M.ta ac.u6n Ak,.eo c.ua.t H uCJúb.úuf 

Ai (DAj = Ak 



Polt ej empto, ~:,,¿ .toma.mo~ como punto de pcvr.Uda. R.o. po~J.u6n en ta -

que ~:.e encuerWr.an .f.o~ obje.:to~ en ta 6).guJta an:teltJ.OJt ¿Qu~ poúu6n ~e obtie

ne ~,¿ d~puM de R.o. acu6n 2, ~e apUca R.o. acu6n 3? 

Ve.a.mo~: 

V~puM de ta acu6n 2 tenemo~: 

apUcando .e.a acu6n 3, queda 

Que ~ eqlLJ.va.ten:te a apUc.aJt R.o. acu6n 1 a R.o. po~J.u6n J.nJ.uat. E~ 

dew, A2 G) A3 =Á¡ 

¿Qu~ po~J.u6n u. obtiene ~,¿ d~puM de apUc.aJt .f.o. acu6n 2 ~e ap~ 

ca .f.o. acu6n 1? o b~e.Jtvemo~. 
V~ puM de ta acu6n 2: 

ApUcando .e.a acu6n 1 to~ obje.:to~ quedan en R.o. mJ.I:.ma po~J.u6n 2,-

pOJt to tanto 
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Se puede entonc.u c.olt-6btlÚ!l .ta üguúJt.te. tab.ta de . .ta opeJtau6n b.<.na 

JU.a ® e.nbte ac.uonu. 

~2---- ~1-

Donde óe obMJtva que. han ó.<.do anotadoó .toó Jtuu.ttadoó de. Az@ A3, 

M-i c.omo tamba.n de Az ® A 1 

Completa .ea tab.ta de .ta ope.Jtau6n y dete.Jtrúna que ubtuc.tuM a.tge

bJUU.c.a 6oJLman e..e c.onjunto de m ac.c..<.onu ·lj .ta opeJtau6n b.<.na!Úa. 

5.- Sea A un c.onjunto no vado, dete.Jtrúna ó.<. e.t c.onjunto de todoó .toó óubc.on 

juntoó de. A c.on .ea opeJtau6n intv-J.>ec.u6n 6oJtman un gltupo. 

6.- Ve.muutJta que e..t e..te.mento ne.ubto de. un g!tupo, ó.<. ew.te, u úru:.c.o. 

7.- Vado e)'. c.onjunto L={y/y=!ogx, x>O, xe:R} y!a ope.Jtau6n búuvU:.a 

!og X1 D .tog Xz=iog [xlxz) VX1,Xze:R 

x1 > O , x2 > O, M.b.<.e.ndo que. e.t c.onjun.to L u c.eltltado c.on !tUpec.to a o y -

que uta opeJtau6n u MoUativa y c.onmuta.tiva, de.muutlta que e.t ó-<.6.te.ma 

[ L, o ) u w1 gwpo abeUano. 

8.- Se.a [G, *) un g!tupo, de.muutlta que .ta e.c.uau6n x*a=b; a, be:G üe.ne 

Miuu6r: únic.a. 

9.- Se.a e.t gwpo [P,*), dende P= {3p/pe: 1} y .ea opeJtau6n * u:tá deó.(.lti-

da c.omc: "11'- a, be: P 

VeteNn.üw. ú e.t ói6te.ma [U, * ) u un hubgtwpo de. [P, * ) , donde -

U={6p/pe:I}. 
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10.- Sea el. ~-úte.m:x. (B, *,e), donde B= {4m/md}, y .fu6 opeJW.c.ionu 

• y e utdn deM-YL-i.diu. pO.It: 

a•b b+a 

a e b ab 
-r >t;ta, be: B 

~.<. ( B, • ) u un giWpo ab eli.a.no , dete.Jun.{.na hÁ. ( B, *,e) u un aru:te.o • 

11.- Sea el. h-U tema ( 1, + ) cuya uti!.UctWta. u de giWpo abei..<.ano. S.<. de6.{.YL.<.

moh una opeJW.u6n * ta..e que: 

a • b = K a b >t;ta, b e: 1 (donde K u cu.alquú.Jt enteJto) 

a) Vemuu.:tlta que e1 .6-útema ( 1, +, * ) tiene utlz.uctWta. de aru:te.o conmutaüvo. 

b) S.<. K= 1 ¿Qu~ utJz.uctWta. tiene e1 .6-ú.,tema ( I, +, * ) ? 

e) S.<. K = O, détvr.m<.na po!tque e1 .6-útema ( 1, +, * ) no u un dom.<.n.<.o enteJto. 

12.- Vemuu.:tlta que el. conjunto V = { (a + ff b) 1 a, b e: Q } óoJtma un campo pMa. 

.ea;.. opeJW.c.ionu de ad.<.c.i6n y muLUpUcau6n de6-{.YL-i.dM en R. 



Sean do-~> gJW.po-~> (T, e ) , (S, 0 ) , donde T = {x 1 x e: R}, 

S= { ( x, 2x, 3x) 1 x e: R} y .ta.J., ope.M.UonM b..<.ruvúa.-1> e y 0 u de.6..{.ne.n pOIL: 

x e y= x + y, J;;t-x, y e: R 

(x,2x,3x) 0 (y,2y,3y)=(x+y, 2(x+y), 3(x+y)), J;;t-x,ye:R 

Ve.Mnamo-1> la 6unc..<.6n b..<.ye.c.tiva 

6(T, e ) ..,. (S, 0 ) tal que. 

6 ( x) = ( x, 2x, 3x) . 

Mi. pOI!. e.j e.mplo, 6 ( 1) = ( 1 , 2, 3) 

6Hl = !-4, -8, -72) 

Ca.tc.u.te.mo-1> pOI!. un lado 

1 e !-4l =- 3 ______ !7l 

y pOI!. o.t!to lado, c.a.tc.u.te.mo-1> 6 ( 1) 0 6 (- 4) , M de.C-Ut, 

6!7l 0 6Hl = !7,2,3) 0 (-4, -8, -72l = !-3, -6, -9) ___ (2). 

Ob-~>eAvamM que. .to-1> JtMu.U:a.dM mantienen la Jte.lau6n b..<.ye.c.tiva M~ 

ble.c..<.da puM.:to que. aplicando la 6unc..<.6n 6 a.e. JtMu.U.a.do de. la e.xp!tMi6n ( 1 J ' 

obte.ne.mo-~> e..t JtMu.U:a.do de. la. e.xpJtMi6n (2), o -~>ea 6(-3) = (-3, -6, -9). 

6!-3l = 6!1 e -4 J = 6!1l 0 6Hl = !-3,- 6,- 9l, 

y en ge.ne.Jta.t, -~>e puede p!tobM que: 

6(x e y)= 6(x) 0 6(y), 'ff x, y e: T _____ (3) 

PJtObVnOhlo: 
6(x e y) =6(x+y) = (x+y, 2(x+y), 3(x+y)) (4) 

6(x) 0 6(y) = (x, 2x, 3x) 0 (y, 2y, 3y) = (x+y,2(x+y), 3(x+y)) (5) 

como .ta.J., e.xp!tM..<.onM (4) y (5) -~>on ..<.gua!M, e.n.:tonc.M (3) M c..<.e.Jtta. 
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S.<. a.hoM. due.M.amo-6 obteneJt el JtUuUado de opeM.Jt c.on m.ú de do-6-

elemen.toL> de S, pO!t ejempto 

{-3,-6,-9) 0 {5, 70, 75) 0 (2,4,6) 0 [1,2,3) __ {6) 

en v.<.Jttud' de que .ta 6unc..Wn u b.<.yec.üva el JtuuUado .6e podJúa obteneJt en -

6oJtma equ.<.va.ten.te a paJttiJt de: 

-3 e 5 e 2 e 1 ______ (7J 

puuto que: 

6(-3) = {-3,- 6,- 9) 

6( 5) = {5, 70, 75) 

6(2)=(2,4,6) 

6( 1 ) = { 1, 2, 3) 

En.to nc.u, { - 3 e 5) e { 2 e 1 ) = 2 e 3 = 5 

y, c.omo 6(5) = {5, 70, 75), podemoL> Megc.uuvr. que el JtuuUado de .ta ex.pJtu-t6n

(6) u (5, 70, 75), o .6ea, 

{ -.3,- 6,- 9) 0 {5, 70, 15) 0 {2, 4, 6) 0 {7,2,3) = {5, 70, 15) 

Como puedu obM)lvaJt, e U .ta ad.<.u6n oJtd.<.na!t.<.a de númeJto-6 Jtea.tu, 

po!t .to que JtuuU6 m.ú .6enu.e..to obteneJt el Jte-6u.e.tado de (6) a pM.t.<.Jt del Jte 

.6uUado de { 7) • 

LM fiunuonu b.<.yec.tivM que c.umpten .e.a ec.uau6n { 3) .6e Uaman --

1MmOJtfi.<.-6mo-6 y· c.omo pud.<.-6te ob-6eJtvM, una de .6u..~ apüc.auonu 6undamenta.e.u

u .e.a de podeJt manejM .<.nd.<.-6ün.tarnen:te do-6 utJtuc.tC1/UU a.tgeb/ta,{_c.M .6ündo -

equ.<.va.tentu .to-6 JtuuUado-6. 

En JtUumen, .ta-6 c.ond.<.uonu que .6e deben c.ump.tú pa!ta .e.a ewten-
ua de un .<..6omOJtfÍ.<.-6mo en.tlte gJtUpoL>, L>on .ta-6 L>-tgu.<.entu: 

Vado-6 do-6 gltupo-6 (A,*) y (B,ñ), ew.ta una fiunc.,t6n 6, fi:A ~ B, ta.e. 
que: 

a) tÍ .6ea b-tyec.tiva, y 

b) 6(a * b) = fÍ{a) ñ fÍ(b), Va,b E A. 

Cond.<.uonu .6emejantu L>e utab.tec.en pa.M. o.t~W.-6 u.Vwc..tC1/UU a.tge-
b/ta,{_c.Q-6. En ute c.ap.Uu..e.o no-6 oc.u.pMemoL>, ademá..6, de 1.6omoltfÍ.<.-6moll en.tlte ay¡,{_ 

Uo-6. 
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En mucha.ó ocM.toneA .ta Jtel.ac..Wn eAta.b.te.uda e.n:t.lte. do¿, eAbtuc.tu!uu>

no eA b.tye.cüva, ¿,.[no .[nye.cüva y ¿,.(y¡ e.mba.~tgo, cump.te. .ta cond.iu6n 

Se. d-ice. e.rttonceA que. 6 1!..6 un "HomomoJt6.{_¿,mo". 

A cortt.(nuau6n :te. pltue.rtta.mo¿, alguno¿, e.je.mp.to¿, que. a.t Jtuo.tve.Jt.to¿,, 

:te. ayuda.ltán en .ta mejoJt compltertll.t6n de u:te concepto. 

13.- Sean ( 1, * ) e ( 1, 6. ) do¿, gJtUpo&, donde. .tM ope.~tauonu * y 6. eAtán de6!:_ 
n.[da.ó polt: 

a*b=a+b+1 

y a 6. b =a+ b, 'V a, b E 1 

Ve:te.Ju1U.na ¿,.( .ta 6unu6n b.i.ye.cüva 6: 1 -+ 1, de.Mn.[da polt 6 (a) = a + 1, 

'V a E 1, u un 1MmoJt6.(¿,mo. 

14.- Ve.muu:t.lta que. ¿,¡ 6 u un 1MmoJt6.(¿,mo e.n:t.lte. .to& gltupoll ( G, * ) y ( G; 6.) , y 

u eA el .tMrtüco de. G ¡ e.rt:to rtcU , 6 ( u) U el .i.d~rtüco de. G' • 

15.- Sean ( Q, +, •) y ( R, +, ® ) de& arúllo~.>, .ta opMauén. ( +) u .ta ad.iu6n -

Mua!, ( ·) u .ta mu.tüpUcau6n común y ® uta. de.S.i.n.[da come: 

a® b=3ab "Va, b E R 
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vltt"4celánea 

1.- CoYI!.lideJul el conjunto: A = {a o, a¡, a2} y .e.a o peJulu6n bin.aJúa e de.M-

n.{.da pOil: 

ai e aj ai+j ¿,,{_ i+j < 3 

ai e aj ai+j-3 ¿,,{_ i+j > 3 

donde. aj y ai 60n ele.me.n-tN cu.al.MqC.U:eJta de. A. Ve.muMbta qu.e. (A, e ) M u.n 

gJtu.po ab el.{.ano . 

2.-Se.aelconjuntoM={x/x=ffp, pE1} y.e.aopVU1u6n aOb=a+b+ff, 

V a,b E M. Ve.teJun.Úta ¿,,¿ el ¿,,{.¿,tema (M, 0 ) M u.n gJtu.po. 

3.- Ve.mu.MtJta qu.e. ¿,,¿ a y b 60n dof! ele.me.l'ttof! del gJtu.po (A,*) , e.l'ttoncM: 

(a*b)7 =b7 * a7 , donde. x7 M el inve.Mo de. x,VxEA. 

4.- CcYI!.lideJul el Jtüoj mof!btado en La 6,{.gu.Jta cu.ya ún.{.ca man.e.UUa :taJuia u.na

hoJta en dM pLazaM e. de. u.n númeJto al f>igC.U:e.n-te.; M-i, ¿,,¿ .e.a mane.UL.e.a. Mtá e.n 

.e.a pof>iu6n. 7, dMpu.é-6 de. dof> hoJtM Mta.Jz.á e.n .e.a po4iu6n ceJto, pu.d.{e.ndo Jte. 

pJtMe.l'tta!t u.tc come 1 @ 2 = O 

Ob.t&t qu.e. u.t!tu.c.tu.Jta alge.bJz.Mca cen !tMpe.c.to a .ta opVUlu6n 0 -
noJtma el ccnjUI'tto cu.yof> ele.me.l'ttof> f>On LM .t!tM pof>iuonM f>ie.ndc 0 el dM 

plazcuru:e.n-to poJt hoJta de. .tM mane.~ • 

5.- CoMideJul .tM paJte.jM de. númeJtof> (a,b) y (c,d) donde. a,b,c,d E R; 

a, e =1= O. Se.a .e.a opVUlu6n # de.6,{.n.{.da cerno: 

(a,b) # (c,d) = (ac, bc+d) 
¿Qu.é M.t!tu.c.tu.Jta 6oJtma el con.jUI'tto de. M.tM paJte.jM y .e.a opeJtauén # 
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6.- Vemuu.tM. que .e.a .út-te.Mec.c.i6n de do-6 &ubgJtu.p0-6 u .tamb.Un Wt .6ubg!tupo y 
que .6u (.ll1.{_6n en genetta.f, no u Wt &ubgJtu.po. 

7.- Sea el. conjunto de punto-6 del. p.tano xy y .tM opeJta.c.ionu o y 'l de6.úudM 

c.omo .6.i.gue: 
Q o R : el. punto medio de. .e.a Jtec;ta. '[1< : y 

P 'l Q : el. punto Mblte .e.a pr-o.e.onga.c.i6n de. .e.a. r-ec-ta ~ • 

La. d.i.&ta.nc.ia. de d.i.c.ha. p!to.tonga.c.i6n u .i.gu.a..t a. .e.a. d.i.&ta.nc.ia. de. P a. Q 
y .6e. e.nc.uentM del. .e.a.do del. punto Q V P, Q, R e: a..e. p.f.a.no XV 

a.) ¿Son o y 'l opeJta.c..i.onu b.i.nM.i.a-6? 

b) ¿E-6 c..i.eltto que Po(QoR): (PoQ)o R? 

c.) ¿Se c.u.mp.te .e.a. d.i.&.tJúbu.t.i.v.i.da.d de 'l MbJte o polt .f.a. .i.zquúJtda? 

d) ¿Se c.u.mp.te .e.a d.i..6.tJúbu.t.i.v.i.da.d de. 'l M bite. o pM .e.a. de.~;.echa? 

8.- Se.a el. c.onjunto S: {x 1 X e: 1, X>- 3} y m opeJta.c.ionu o y ll. La OP! 

Mc.i6n t:, u c.eJt.Mda., Moc..i.a,üva., c.onmu.ta.ti.va. MbJte .e.a. opeJta.c..i.6n o , y .e.a 

ope~tac..i.6n o utá de6.i.n.i.da. c.omo: 

a.Ob:a.+b+2 Va.,be:S. 

¿Qué. u:tltuc.:twz.a. a..tgeblta..i.c.a. tiene el. &.i.&tema. (S, o ,ll J? 

9.- Et .6-L.tcma. (A,+) u un gr-upc• a.b el..i.a.nc, de.te!tm.i.na -6-i.. (A, +, 6 ) u un do rr..i 
n.i.o e.nte.~;.o, donde.: .. 

A:{2n/ne:1} 1 
Y a. D. b: T a.b Va, be: A 

10.- Vemu.u.tM. que el. c.onjwvto H: {x 1 x : T, a.,b E 1, b =¡b O} u w1 ca.rr 

po l!Upe.c.to a. m Ope!ta.c..i.onu • lj D. de.Mn.i.da.-6 de .e.a. .6.i.gu..i.e.nte. nc•.ma: 

X • lj : X + lj 

1 x n y : -
2
- xy ....,.X, lj EH 

11.- Vemue.-6bta. que. &.i. .ta. 6unc..i.6n fJ : G -+ H e.-6 un 1-0omoJtfÍ.i.&mo e.Y'..tlte. .to-6 giLu.pc•-6 

(G,•) lf (H,t), .f.a. fÍUnc..i.6n .i.nve.Ma. r 1
: H-+ G también u un 1MmM6.i.-6mc• 
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12.- Sean (Q.,*) y (R, •) do!.> gl!.upol.l, donde: 

a * b = a + b + ab "'t a, b E Q, 6 "'t a, b e: R 

deteJz.m<.na ~.>.i_ fa óunu6n .i_nyec.:ü_va ó: Q-+ R deó.i_n.i_da pOl!. ó (a) =- a "'fa e: Q u 

un Homomol!.ó.i_!.lmo. 

13." Sea (G, +, 0) un aMUo, donde G = {Ae"/A E R, X E (- "'• oo)} y fM ope.l!.a

uone.l.l +, 0 után deó.i_n.i_dal.l poJt: 

A¡ e"+ Az e"= (A¡ +Az)e" 

deteJ¡_m,i_na .¡,,¡_fa óunu6n b.i_yec.:ü_va ó: (G, +,0)-+ (G, +,0) deó.i_n.i_da pM -

d ó(g) = CfX9 "'fg E G el.> un 1MmMó.i_l.lmo. 
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~xamen de ~aftt(ulo 

1.- Sean * y o do-6 opVUJ.c<.onM b.<.YIJl,"...(M de6ú-..,i_dM en el conjunto A, pCVI.a to¿, 

cua!M (A,*) M un gJtupo abmano y (A, o) M un gJtupo no ablliarw. 

a) VemuM:t!ta. que ta opVUJ.c<.6n 6 de6.{.11.<.da como: 

X 6 lj = (X * tj) O X VX, tj E A 

M c:eJtJtada y no M c011111uta.,t,tva. 

b) E-6-ta.btec:e una c:ond.<.u6•¡ .6u6.{.c<.en:te pCVI.a que el conjun-to A :ten

ga .<.Mn:t.<.c:o pO!t ta üqtt.<.e.Jtda paM ta opelw.u6n 6. 
20 PTS. 

2.- Ve:/:Vl.!n{_na ¿,.{. el conjunto F = { x + ff 1 x E 1} y ta ope/l.au6n * de6.{.rt.<.da-

poJt: a* b=a+b- ff 

6oJtman un gJtu.po. 20 PTS. 

3.- VemuM:t!ta. que. ú a7 M el .<.nve/l.llo del elemento a de W! gJtupo, en:tcnc:M -

15 PTS. 

4.- Sea ( G, + ) un gJtupc ablliano cuyo elemento neu:t:Jto deno:/:a!temc•.!l med.<.an:te z. 
S.<. de6.{.1t.<.moll ta mulüpüc:ac<.ér. en G como a • b = z, Va,b E G. Ve:te!tm.<.na -6.<. 

( G, + , • ) M un ar..,¿.e..e.c . 

5.- Sea (S,® , 0 ) un an.<.ilo, donde S= { (a,b) /a,b E Q} 

y (a,b) ® (c,d) =(a+ e:, b+d) v!a,b),(c:,d) ES 

(a,b) 0 (c.,d) = (ac:, bd) 

25 PTS. 

y ¿,ea (E,+, •) o:t:Jto anille, donde E= {a+ b /T [ a,b E Q }, ( + l y ( •) Mn ta 
ad.<.c<.6n y mulüpüc:ac<.6n c:omur'.M paM núme/l.N llea!M, JtMpec::t.<.vamen:te. 

Ve:/:M.rr.,{.na .6.<. ta 6unc<.6n biyec:tiva n :S-+ E de6.{.11.<.da pcit 6(a,b) =b+alz 

"'lt(a,b) ES M un 1¿,omor,6i.!>mc. 20 PTS. 

Tiempo máxime de Mtuc<.6n 2:00 hoJtM. 
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CAPITVLO IV 

Espoeios 

Veetorioles 



"¿C6mo .6e pueden .6tLmM c.o.6M que no .60n númeJw-6? 

La exp.t¿c.aci.6n c.on..~-ú.:te en que en álgebJta modeJt 

na el. .6,(.gno + no <~,{.gn,(. 6,(.c.a que .6 e !tea.Uza una 

<luma en n,(.ngú)¡ <~en:t,(.do !teal.. S,(.gn,(.6ú.a meJUtmen

:te que .6e utá !tea.Uzandc M.gtLf1a opeJtaci.6n que 

de M.gtLfla maneJta .ee hac.e M. ma:temáü.co Jtec.o!tdcJ 

.ea..~ Jteg.ea..~ de .ea ad,{.ci.6 n. U pMeci.do u de 

uquema, no de c.on:ten,(.do". 

W. SawyeJt. 



~xanzen 

1 . - Va.do-6 ú•-6 ve.c.tc!te.-6 de. R 5, 

v1 = !1,0,3,-1,4), v2 =(-1,0,-3, 1,-4), va= !3,0, 1,4,-1), 

v. = (1,0,3,-1,4), v5 = (4,-1,3,0, 1) 

¿CuMu de. eU.o-6 Mn igua..tu? 

2.- Sea el po.Unomi.o p( x) = x" + 3x- 6 

¿Qu~ valo!tu de.be.n toma.Jt a,b,c,d y e. pa!ta que. el po.Unomio 

q ( x) = ax" + bx 3 + cx 2 + dx + e. 
./lea igua..t al po.Uncmi.o p(x)? 

3.- Tabul.a. la 6unci6n 

{

3S+S 2 ,S<O 
6(S) = 

3S - S 2
, S > O 

e.n el inte.Jtvalo [- 2, 2] pa1ta S e: 1 

4.- Calcula. la p!Ume.M y la ./le.gunda de.Jtivada de. l.a-6 ./liguie.ntu óuncionu: 

a) ó¡(x) 4x 3 -3x2 +x 

b) 62 ( x) 3éx + 3x C0-6 x 

6a(x) = ~ x +O 
)( 
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Si ü.e.nu algu.na eluda e.n .ta. ltU>o!uc..i.6n de. utcll e.j e.ltc..i.c..i.o¿, .te. Mge.ltimoll con 

lluUIU> .f.o¿, lliguie.n.tu UbltM, 

- Apun.tu de. Ge.omeA:Júa. Ana.Utlca. 

Fa.cuUa.d de. Inge.ni.Wa., UNAM 

Plfgina. 14 

- A.e.g e.blta., 1 a.. pa.lt.te. 

Fa.cuUa.d de. Inge.ni.Wa., UNAM 

Plfgina. 129 

- Clf.e.cu!o Vi6e.lte.ncial e. I n.te.gltal 

F 1ta.nk. Ay ltiU> J 1t. 

Edi.t. Me. GltaW-Hi.e..e., ¿,e./tie. Scha.um 
PlfginM 2 8 a. 34 

?f: 



fffJ~toduc/o(} de 

A c.onUI'ILUtc...i.6n te p!l.Uentamo-6 .to-6 objeü.vo-6 rmfl, .únpo!Vta.ntu que d!_ 

bu a.tc.a.nzaJt a.e. teJUn.i.naJt u te tema.: 

1 V. 1 Vada una utlw.c.tuM. a.tgebJr.a..(c.a deteJUn.i.naJt M .. .6e :tJuLta. de un upac...i.o 

vec.totúa.t. 

1V.2 Vado un c.onjunto de vec.toJtu,obtenVt e.t upac...i.o vec.totúa.t que genV!.an; 

una ba-6 e y .ta d.únen.6-<-6n de.t m.Wmo. 

1V.3 Vada una mattúz, obtenVt e.t upac...i.o vec.totúa.t genVtado polt .to-6 ~eng.to

nu o c.o.tu.mna-6 de .ta m.Wma y e.t Jtango de u a mattúz. 

1V.4 Vado un .6.{,6tema de ec.uac...i.onu Unea.tu, expJtUaJt .6u M.tuc...i.6n c.omo una 

vatúedad Unea.t. 

IV. 5 Vado un c.onju.nto de 6unc...i.onu deMn-<-da-6 en un -<-ntVtva.to, obtenVt e.t 

upac...i.o vec.totúa.t que genVtan, una baH y .ta d.únen.6-<-6n de.t m.Wmo. 
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#nl~toduccion 

Et á.tg e.bM. .Une.a..t u .ta pCVLte. de. .tcv.. ma.te.máüc.M que u.tu.cüa .to.~> 

upac<.o.¡, ve.ctotu:a..tu y a..tguno.¡, conce.pto.~> lte..tac<.onado.~> con e..t.e.o.~>. P01t .to .tan 

to, e..t tema 6u.ncúune.n.tat de. cu.a..tquúlt cu.lt.6o de tf.tge.bM. .Une.a..t u p!tewame.nte. 

e..t de. upac<.o ve.ctotu:a..t y .¡,e.Jt.á utwüa.do e.n ute. cap-U:u..e.o. 

A .to.ll upauo.~> ve.ctotu:a..tu tamb.Un .¡,e .tu .e..e.ama: upauo.~> ve.ctotu:a

.tu .Une.a..tu o .~>.únp.te.me.nte. u pauo.~> . .Une.a..tu. 

Un upac<.o ve.ctotu:a..t u un conjunto de. e..teme.nto.~> que .6a.t.i6 6ace.n 

ue.lttM pitO púdadu 1 y a .to.6 e..te.mento-6 de..t u pac<.o ve.ctotu:a..t .6 e .tu .e..tama 

ve.ctoltu. 

Ge.neJta.hne.nte., .to.6 a..twnno.6 que .úU.c<.an e..t u.tu.cüo de..t á.tge.bM. .Une.at 

ya ha.n te.rúdo contacto con e..t concepto de. vectolt y u.tán 6a.m<Lúvúzado.~> con 

una .~>etu:e de pltop.{.e.dadu .<.nte~tuantu que .Ue.ne.n uto.6 objeto.~>. Pelta, gen! 

lta..tme.nte., .~>6.to han v.<..6to CM0.6 pM.t<.cutMu de vectoltu. 

Uno de. .to.~> ob j mvo.¡, de. u te. cap-U:u..e.o, u mo.~>tltM a..t e.Ó.tu.d.<.ante. 

que e.:úóte. una gM.n cantidad de. vectoltU d.<..6.Unto.6 a .to.~> que ha.b.<..tu.a.tme.nte. 

conoce.. 

A-6.[, pO!t e.je.mp.to, a..t te.Jun.i.nM ute. cap.f.tu.to de.bvuí ha.be1t aplte.ncüdo 

que .ta óu.nc<.6n .6en x o cu.a..tqt.L.<.elt otlta óu.nc<.6n continua u u.n vect01t, y que 

.e.a mat!t.<.z 

[: ~ 
--Jx ((7-x 2

) -#-) =0 

.~>on tamb.U:n ve.ctoltu, etc. 

1Polt e..t momento, no me.nc<.onMe.mo-6 cu.a..tu .60n cücha..6 p!top.<.e.dadu; pelta e..t .tec. 
t01t .<.nte~tuado puede con.~>uttalt, polt e.je.mp.to, .ta pá.g.<.na 63 de..t A.tgebM. Une& 
de. SeymoUit Up.~>chutz e.cüt. Me GJta.W-Hill o .tcv.. pJ:g.<.nM 163 y 164 de..t A.tgebM. 
L.{.ne.at y Ap.t.{.cac<.onu de. FM.nw G. F.toltey ecüt. P~ten.uce.-Ha.t.e.. 
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En todM .to.ó CMo.ó e..e. utu.cüan.te debellá MbeJt exp.Uc.aJt pOJL qu.~ c.a

dct u.no de .to.ó obje.to.ó menc.iona.dM .óOn vec..toJtu. La exp.Uc.ac.i6n .óúmplte u 

mu.y .óenc.i.t.ta y u :M ba.óada en e..t hecho de qu.e cu.a.tqtúeJt conjunto, pOJL Mb.{.-

.tJuvúo qu.e pMezca, peJt.O :ta.t qu.e .óaW6aga c.i.Vt:ta.ó pMpúdadu, .óe .te llama 

upac.io vec..toJL.{.a.t y a .óu..ó e..temento.ó ve:c.toiLM. 

Todo<~ .to.6 e..6pac.io.6 vec..toJL.{.a.tu .:üenen pMpiedctde.-6 comu.nu qu.e u 

conven.{.ente u.tu.d.{.M en geneJta.t y .ó.{.n haceJt Jte6eJtenc.<.a a n.{.ngún ca.óo upeua.t 

.to cu.a.t podtúa ob.óc.u.JteceJt u. ocul.:ta.lt .to má.ó uenc.ia.t de.t concepto. Una. de 

.ta.6 ven.taja.ó de uta ab<~btacc.i6n M qu.e .ta.6 conc..tu..ó.{.onu qu.e u deJt.{_ven .óellán 

vá.Uda.ó paiLa .tod0.6 .to.6 .e.6 pauo.6 vec..toJL.{.a.tu . 

Cuando en ma.te.rr.á..:üca-6 .óe utu.cüan .to.ó concepto.ó en 6oJtma ab<~btac.ta, 

en u.n plt.{.nupio .ta.6 co.óa.ó pueden pMeceJt má.ó comp.Ucada.ó, peJt.O u.na vez qu.e 

u. ha compltend.{.do e.t pltocuo de ab.6btacu6n .todo .to demá.ó Jte.l>u.ita má.ó .óenu

Uo. 
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Un upa.c..i.o ve.c;toJL..i.al u un conjunto V que. .t>a..ü66a.ce. de.te.ltln(.na.do.t> 

aJúoma.6 con Jt.Upe.c;to a. la. a.di.c..i.6n de. ve.c;toJtu y a. la. muLU.p.Uca.c..i.6n de. un 

ve.c;toJt poJt un uc.a.l.a.Jt. Antu de. conti.n.u.aJt te. .t>ugvúmo.t> le.M u:to.t> a.wmM 

e.n la. b..<.bUogJta.6.ia. ..<.nd..<.ca.da. e.n la. ..<.n:tJtoduc.c..i.6n de. ute. c.a.p.Uulo. 

Ve.a.mo.t> a.hoJta. un e.j e.mplo. Sea. V e.l conjunto de.6..(n..<.do e.n la. .t>..<.guú!:_ 

te. 6oJtma.: 
V = {bff 1 bE Q} (7] 

u de.c..i.Jt, V u e.l conjunto de. :todo.t> lo.t> núme.Jt.o-6 que. .t>e obUe.ne.n a.l muLU.p.U

ca.Jt e.l núme.Jt.O ..<.Jt.Jta.c..i.ona.l ff pOJt lo.t> núme.Jt.0-6 Jta.c..i.ona.lu. 

Con.6..<.de.Jte.mo.6 a.de.mM la. ope.Jta.c..i.6n de. a.d..<.c..i.6n Mua.l e.n:tJte. e.le.me.n:to-6 

de. V, u:to u,,. 

b¡ff + b2ff = {b¡ + b2J ff E V 

y la. ope.Jta.c..i.6n de. muLU.p.Uca.c..i.6n e.n:tJte. e.le.me.n:to.t> de. V y e.le.me.n:to-6 de.l campo 

de. lo.6 núme.Jt.o-6 Jta.c..i.o na.lu Q, u:to u , 

a (bffl = (ab]ff E V, donde aEQ. 

Ve.te.ltln(.nemo-6 ahoJta. .t>..<. V u un u pac..i.o vec;toJL..i.al .60 bJte. e.l c.ampo de 

lo.t> Jta.c..i.ona.lu. PaJta. u:to, ..<.nvuUgue.mo-6 .6..<. .t>e. .t>a..ü66ace.n :todM lM pJtop..<.e.-

da.du que. de.6..(ne.n a lo.t> upac..i.o.t> vec;toJL..i.alu. 

Ana..Uc.e.mo-6 plt..<.me.Jt.O .t>..<. ú .6a..ü6 6ace.n lM pJtop.ie.da.du Jte.lac..i.ona.da-6 

con la. ad..<.c..i.6n. 

- Al> o c..i.aU v..<.da.d de. la. a.d..<.c..i.6n 

Ve.be.mo.t> ..<.nvuUga.Jt .t>..<. .t>e. cumple que. 

(u+ i!] + w = u+ (i! + w] paJta. c.ua.luqu..<.e.Jta. e.le.me.n:to-6 u, v y w de V. 
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Como ü, v y w Mn eteme.n.toh de. V he.!Ufn de. la. 6oJr.ma. 

ü=b¡IT, v=b21T, w=b31T 

donde. b ¡, b2, b3 Mn IU1meJtoh Jtac..i.o111%!u. 

En.toncu, pOI!. un la.do te.ne.moh: 

tü+v!+w= (b¡/T +b2ffl+b31T 

(b¡ +b2)ff + b3ff 

[tb 1 + b2l + b3] IT _____ (2) 

y, po~ o~o la.do, 

ü+ fv+wl b¡ff + (b2ff + b3ff) 

b¡/T + (bz +b3)ff 

~ 1 + (b 2 +b 3)lff ' 
[fb¡ + bzl + bgJ ff ----.,..------(3) 

donde. la. a.u.úna. .igualdad he. de.be. a. que. b¡, bz y bg hon númeJtOl> Jtac..i.o111%!u y 

po~ .to ta.n.to, 
(b¡ +bzl +b3 =b¡ + (bz +b3) 

Compa.Jtando (2) y (3) te.ne.moh que. l>e cumple. 

ü + tv + ¡¡¡¡ = tü + vl + w 
Exi.hte.nc.ia. del. ve.cto~ CeJtO. 

Ve.bemol> .invuü.gM a.hoJta h.i e.xi.hte. ""O" E V ta..t que. 

v +"''"=o+ ii = ii, "rf ii E V· e.¡, de.w, debe.mol> bMCM un númeJto 

que. humado con v d~ como ~uuUa.do v. Obv.ia.me.nte., e1. IU1meJto bMca.do u e1. 

númeJto ceJto, pelLO te.ne.moh que. a.he.guJtaMOh que u un ete.me.n.to de. V, .to cual 

u 6cfcU ve!U.6.icM. En e.6e.cto, h.i ha.ce.moh b = O e.n la. e.xp~U.i6n ( 1) obtene.-

mo¡, e1. númeJto ceJLO. Poft .to ta.n.to, h.C exi.hte. e1. vectM ce/LO e.n e1. conjun.to V. 

1 nvuü.gue.mol> a.hoJta h.i a. ca.da. ve.cto~ v de V .te. colt!te.h po nde un ve.~ 

tOIL (-v) tal que. (-v) +v=v+ (-v) =0 "rfve:V. Eh de.w, de.bemoh bUl>cM un nú 

melLO que. l>uma.do con v de. como ~uu.tta.do e1. ce/LO. 

Se.a. vE v, u de.w, v u de. .ea. 6oJtma. v = biT 

S.i ha.cemol> (-vi = ( -b) IT ve.moh que. ü.ene. la. pMp.ie.da.d ~e.queJL.ida.. 
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v+(-vl=bff+ Hlff 

=(b+(-b))ff 

= (b-b)ff 

=o 
= r-vl +v 

Ademá.6 c.omo (- b) ff e.6 u.n eterne.n.:to de. V, e.n.:to nc.u herno-1> de.m0.6bta

do qu.e. -'ft ve: V, e.wte. -ve: v qu.e. .ti.e.ne. .e.a p!topüdad Jte.qu.VU:.da. 

- Conmu.ta.ti.v.{_dad de. .e.a ad.¿c.Mn 

1 nvu.ügu.erno.~> .6_¿ .6 e. c.u.mp.te. qu.e. u+ v = v + Ü 

Sean u, ve: V, u de.U!t, u 1J v Mn de. .e.a noJtma ü = b1 ff 1J v = b2 ,f""2 

En.:tonc.u, poJt' un lado, 

ü+v=b1ff + b2ff = (b1 +b2lff _____ (4) 

IJ po Jt o bto lad'o , 

v+ü=b2ff+ b1ff= (b2+bdff 

= (b1 +b2)ff __________ (5) 

donde. la l1.e..ti..ma .(_gu.aldad .~>e. debe. a qu.e. b 1 IJ b2 Mn núme.Jto.6 Jtauonaiu y pO!t 

.to tan.:to b 1 + b2 = b2 + b 1 • 

Compa.Jta.ndo, pu.u, (4) IJ (5) ve.mc.~> qu.e. .~>-C .6e C.u.mp!e. !a c.onmu.ta.ti.v.{_-

dad. 

AhoJta ana.e._¿c.erno.~> .ta-6 pltop.(_e.dadu Jte.!a.uonada-6 c.on la mu..C..ti.püc.au6n 

de. un ve.c.toJt polt un e.6 c.ahvz.. 

- 1 nvu.ti.gu.erno./l ú .6 e c.u.mpl.e. qu.e 

a (Ü + v) = a. u + a v, "r;f u, ve: V 1J "'<;fa. e: Q 

Sean u=b 1ff 1J v=b2ff c.on b1, b2e:Q 

Vua.JUW!.tando u lado üqtU.e.Jtdo te.ne.mo-1>: 

a (u + v) = a. ( b 1 ff + b 2 ff ) 

=a.Qb1 +b2lff] 

= ~(b1 + b2l ff] 

= (ab1 + ab2lff 

so 

________ (6) 



VuaNtOUa.ndo ahoJta. e! .ta.do dVte.c.ho: 

ciu+av = a(bJTl +a (b2 ffl 

(ab¡) ff+ (a b2lff 

(ab¡+ab2)/T (7) 

c.omo ( 6) 1j ( 7) M n .<.gu.a.teL> 1 !.le c.wnp.te. la. pito púda.d a (u+ v) = au + av. 

- AhoJta. ve.amo-6 J.>.{. <1 e. c.wnp.te. que.: 

(a+Slu=au+Su, -vuEV y va,SEQ 

Se.a u= bff. En.tonc.u, duoJUto.t.e.a.ndo e..t .tado üqu.<.Vtdo 

(a + S l u = (a + S l ( bIT) = a ( bIT) + S ( b ff) 

(ab) IT + (Sbl ff {8) 

Ahotta, c.on e..t .tado dVte.c.ho: 

a u+ S u= a ( b ff) + S ( b ff ) = ( ab) ff + (S b) ff __ { 9) 

c.ompaJtando (8) y {9), ve.mo<~ que. '->e. c.u.mp.te. .ta pttop.<.e.dad (a+ Slu=au+ Su 

- La <1-<.gu.<.e.n.te. p!top.<.e.da.d que. de.be.mo<l vw6.{.c.M ¿,.{_ <le. c.u.mp.te. e,.; 

~a(Su) = (aS)u, 'ltuEV, a,SE Q 

Se.a, u= biT 

En.tonc.u, polt un .ta.do, 

a(Su) = a~(b/T l J = (aS) (bF2)= (aSb)ff __ {10) 

y pOit o:tM, 

(aS)u= (aS) (bff)= (aSb)ff ______ (11) 

P01t .tanto, .ta.mb.<.~n <le. c.u.mp.te. u.ta. pltop.{.e.dad. 

- F.<.n.ai..me.n.te. -i.nvu.ügue.mo-6 ¡,.¿ H c.u.mp.te. que. 1 u= u, donde. 1 u e..t 

e..te.me.n.to un.{.da.d de. .to1> ltÚmVtol> Jta.uo na.tu . 

Sea u= aff 

En.tonc.eL>, 1 u= 1 (a/T ) 

(1a)/T 

=a ff 

= u 
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En v.<M:ud de que tamb.Un H .!ia:U66a.ce uta pMp.i.eda.d, concúU:.mo.!l 

que el conjunto V u un upa.c.<.o vec.-toJUa.l y pO!t .e.o ta.n.to, .!~M elemento¿, Mn 

vec.-toiLM • 

Aigeb!La. Unea.t 
SeymoUIL Up.!ichutz 
Ecl..U:. Me G!taW-Hill, ¿,eJL.<.e Scha.um 
Pág.i.HU 63 a. 71 

ca..e.cutM, vo.e.. II 
Tom M. Apo.!l.to.e. 
Ecl..U:. Reve!L.t~ 
Pág.i.nM 3 a. 9 

AigebJLa. Unea.t y Ap.U.ca.uonu 
F ~ta.nw U01tey 
Ecl..U:. PILertLce Ho.U 
Pág.i.nM 1é~ a. 168 

1 •r.:b.<.én, .te .!~UgeJÚ/710-6 ILMuelvM .f.o¿, .!l.i.gu.i.en.tM ej eiLUUO.!i: 

1.- Ve.teJtm.. tú el conjunto T = {.tl.te: R, .t> O} en el que .!le de6.(.nen .f.M Op!_ 

Muonu de a.cüu6n" y "mu.e.üp.U.ca.wn pOIL un uca..f.a.IL" de .e.a. M.gu.<.en.te 171M!_ 

M: 
X + y = X y , .Ar7 x, y e: T 

a X= Xa, "'V xe:T, a e: R 

6o1Lma. un upa.c.<.o ·ec.toJLútt .!lob!Le 1:. 

2.- Ve.teJr.m{.na. ¿,.¿ L • ·n. Ut.to A ={(7,yllye:R} u un .!lubupa.uo del upa.uo 

vec.-to JUa.l R 2 

3.- Ve.te!Lm.<.na. ¿,,¿ e.e. conjunte; P = { ( x, y) 1 x2 
- y2 = O, x, y e: R} u un .!lubupa.c.<.o 

det u pa.uo vec.toJUa.l R
2

• \ la. bl ~ 
4.- Colt6.i.deJW. el conjunto A=\ ¡_·, 1j 1 a.+ b = 1 , a., be: R) 

Ve.te!Lm.<.na. ¿,,¿ e.e. conjunto A e< u, ~ t ·~·.1.c.<.o del upa.uo vec.toiL.<.a..f. de .f.M ma.-

.tiL.<.cu cua.diLa.dM de oiLden do~.> 6o' e. , ca.mpo de .f.o¿, núme~toh ILea..f.M. 
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Cfiom¿inación !l!ineal, 

(jj)eftendencia !l!ineal 1/ f!JJafie 

Sean m vectoiLeh de un ehpa.ci.o vecto!Úa.!, V¡, v2, ••• , vm 

A .ea. exp1Lehi6n ii, o:i vi = 0:¡ V¡ + 0:2 ¡¡2 + ••• + Om ~ 

~e .te Uama c.ombúr.a.ci.6n weal de lo~· vectoiLeh V¡, v2, ••• , Vm donde lo~ 

o:i ~on ehc.a..talleh c.u.alehqtúe~~.a. 

Pw c.omp~~.ende~~. mejo11. eh.te impoiL.t.a.n-te c.onc.ep.to c.o~ide~~.emo~ lo~ 

~iguienteh ejemplo~. 

Sea el c.onjun.to A= {12,4,1,2), (7,2,0,7)} ~ubc.onjun.to del ehpa.-

ci.o vecto!Úa.! V= {(x,2x,x-y,z) lx,y,ze; R} de6.úúdo ~obll.e d c.ampo de lo~ nú 

meJLM ILea.leh • 

La c.ombin.a.ci.6n Unea.l genell.a..t de lo~ vectoiLeh de A eh, 

0:1 ( 2, 4, 1, 2) + 0:2 ( 1, 2, o, 1) 

Si ahoJLa damo-6 !Oh valoiLeh de -1 y 2 a. lo~ ehc.a..taiLeh o: 1 y o:2 ILeh-

pectiva.mente, ob.tendllemo~ -7(2,4,7,2) +2(1,2,0,1) = (0,0,-1,0), o ~ea. d 

vectoiL (0,0, -1,0) eh igual a. una. c.ombin.a.ci.6n Unea..t de !M vectoJLeh de A y 

~e dice que al vecto11. (O, O, -1, O) lo ge¡¡eJLan lo~ vectoJLeh de A. 

Como ~e puede ob-6eii.V!t\, ~i damo~ va.loll.eh cli6e~~.enteh a. o:¡ y 0:2 de 

lo~ da.do-6 a.tttell.ioJLmente podllemo~ geneJLM una. in6.{.nida.d de vec..tOJLeh. 

Podlúa.mo~ a.hoJLa pll.eguntaJtno~ ~i c.u.alqtúeJL vec..to11. de V eh igual a. 

alguna. combin.a.ci.6n Unea..t de lo~ vec..toiLeh de A (eh deci.IL, ~i c.u.alqtúeJi. vecto11. 

de V ~e puede geneJLM ,con lo~ vec..toJLeh de Al. 

PMa ILehpondeJL a. eh.ta. pJtegun.ta. c.o~ide~~.emo~ !M vec..toiLeh 

v 1 = (7, 14,5, 7) y v2 = (0,0,0,-1) de.t ehpa.ci.o V. 

!nvehü.guemo~ ~i eh.tM vectoiLe.-6 Mn igu.ale.-6 a. alguna. combin.a.ci.6n 

Un ea.! de te~ vectOJLe.-6 de A. 

Si v 1 6ue~~.a igu.al a. una. combin.a.u6n Unea..t de A ~e .teru:Vúa. 

v1 = (7,14,5,7) =o:¡(2,4,7,2l +o:2(7,2,0,7l 

pal'..a. algún 0:¡ y algún 0:2. 
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VU>aJUto.te.a.ndo: (2a 1 +a2,4a 1 +2a2 1 a 1 ,2a 1 +a2) (7,14,5,7) 

.<.guala.ndc: 
2a 1 + a 2 = 7 

4a 1 + 2a 2 = 14 

a¡ = 5 

2a 1 + a 2 = 7 

de donde, a 1 = 5 y a2 = -3 

Ve u,to '->e c_oncluye c¡ue t' 1 1.>.<. u, ww. c_omb.<.na.u6n .Unea.l de !01.> veeto 

JtU> de A. 

Veamol.> ahoJta paJta v2 

Nuevamente, ú v2 nueJta .<.gua! a ww. c_omb.<.na.u6n .Urteat de A ~.>e ten-

v2 = (O, O, O, -1) = Cq ( 2, 4, 1, 2) + a2 ( 1, 2, O, 1) • 

VU>aJUto.te.a.ndo Uegamo1.> a 

2a1 + a 2 = O 

4a 1 + 2a2 =O 

a 1 =O 

2a 1 + a 2 =-1 

Fáwmente puedu, deteJ!.m{_naJt c¡ue et ~.>.<.!.>tema de ec:uauonu u .<.nc.omp~ 

üb.f.e ¡JO)[ fe QUe U vedCIL V2 no U WW. C.Ombútau6rt Üneaf de {O!.> vecXO)[e)) 

de A. 

Ve to antv..{_oJt, !.>e c_onc.tuye c¡ue c_omb.<.na.rtdo .Uneatmente to~.> veetoJte.-6 

de A podemo1.> geneJtM una .<.nü.<_rt.<.dad de vectoJtu de V. S.<.n embMgo, no todo!.> 

to~.> veetoJtu de V '->e pueden gene.-'UV!. c.amb.<.na.ndc ünea.tmente to-6 veetoJtU> de A. 

VebemM hac.eJt rtata.Jt e¡ u e en otJto¿, c.a.J.>o-6, c_omo veJtemo-6 má-6 adelante, 

¿,.{. ewtert J.>ubc.onjw".tc-6 de un U>pauo vec.to)[.{.a.f_ C.UlJO'-> vec.toJtU> at c.cmbúuvJ.>e 

.Uneatmente geneJta.n todo-6 lo!.> veetor,u, del upa.uo veeto)¡.{_a.f_, 

Pa.~.>emo-6 a utud.<.M a.hoJta. lo'-> concepto~.> de dependenc.<.a. .Unea.l u ba.~.>e 

de un u pac.<.o vectc)¡.{_a.f_. 

Urt c_onjuntc S = {v¡, v2, ... , v11 } de vectoJtU> de un upauc veeto-

)[.{_a.f_ V wbJte un c.ampo K, u, .Unea.tmente depend.<.e.nte ~.>.<. ewten uc.atMU> a1, 

a2, .... , a11 E K, rto todo~.> nuto-6, c¡ue .6aül.> t)ac_en ta. ecuau6n. 

a 1v1 +a2v2 + ••••• +anvn =o 
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En ecuo c.orW!.aJ'.A.o, ~_¿ la ec.uau6n ~6to a.cinu:te la ~otuu6n WvW 

(cq = a2 = .•• = a11 = O), ciúr.e.mo~ que S ~ Unea.imen:te -indepencüen:te. 

Se llama. bMe de un ~pa.c.-W vec.to!U.a1 V a c.uatquúJt c.onjw'l-to B de 

vec.toJt~ de V .ta.t que: 

1 • - B ~ Unea.tmen:te -indepencüen:te. 

2.- Cuatqu-ieJt vec.toJt de V puede expJt~a.Me c.omo c.ombútau6n Unea.t 
de to~ vec.toJt~ de B. 

Como ~abemo~, a c.ada punto [a.,b) du piano XY Le pode.mo¿, M-igna.it un 

vec..toJt de po~-iu6n de !a 6aJtma. 

u = (a., b) = a-<- + b j 

Sea u vec.toJt v = [3,2) = 3i + 2 j. 

S-i u= [a,b) =a-<- +bj ~ c.uatqu-ieJt vec.toJt du piano XY, ~ deU!t, 

c.uatqu-teJt vec.toJt de R2 
, ¿pociJúa.mo~ expJtC6M a u mediante una c.ombinau6n .e¿ 

nea.t de v? , ~ deU!t, ¿~ po~ib.l'e .teneJt rr = a v pa!ta a.tgún a E: R? Veamo-6: 

Si u= [a,b) = a[3,2) 

~e .t-iene que 

3 a =a 

2 a = b 

Et ~~.tema de ec.uac.-Wnv., an:tucioJt no ~ie.mpJte .t-iene .t>otuu6n ya que 

paJta c.uat~qu-ieJta va.tOJt~ de a lf b 110 ~ po~ibte de.teJtm-inM a exc.epto c.ua.ndo 

a=+ b , que ~ u ecuo en u que u ~ múl.tip,('o de v. GJtáó-{.c.amen.te podemo~.> 
JtepJt~ ef'l-talt ~.to de ta .6-igi.Lien.te maneJta: 
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Podemo-6 dec..Ut. que ii genetut una Jtec.ta que c.on.U.ene a todo-6 l.o-6 vec.to

Jte-6 mú.Ui.pio-6 de ii. 

Ve .f.o antvúM, c.onct!.Úm0-6 que no c.uct.f.qu{etc. vec.tM de R2 <~e puede 

expJLUM c.omo una c.omb.inctc.i6n .e..<.nect.e. de ii <~.ino <~o.f.ctmente .f.o<~ vec.tMe-6 que 

után <~abJte .e.a Jtec.ta en fu que utá c.onten.<.do d.ic.ho vec.tM ii = ( 3, 2) 

Ccn.6.idetc.emo<l a.hoJtct .f.o-6 vec.tMe-6 ii = ( 3, 2) y w = ( -1, 3) 

Vete'1.m.Ú!emo<~ <~.i u po<~.ib.f.e que c.u.cttqu<.etc. vec.tM de R2, x = (ct, bl <~e 

puede expJLUaJ¡ c.omo una comb.iMc..i6n Unea.t de ii y w: 

de donde 

(ct,b) a¡(3,2) +a2C-1,3) 

3a1 - Cl< = ct 

2a¡ + 3a2 = b 

(3a¡-a2, 2a¡+3a2l 

obten.i~ndo<~e 
3ct+b a¡=----y¡ 

Cl2 = 
3b-2ct 

11 

Como puede ob<letc.vM<~e, 1ctdo<1 cu.cttuqu<.etut vct.i.oJte-6 de ct y b <~.iempJte 

u po<~.ib.f.e dete.JuninM !oh vct.f.Me.'. de a¡ y a2 y pOJL .f.o tanto cu.cttqu.ietc. vec.

toJL de R2 <~e puede expJLUM c.omo !ti!Cl c.omb.iMc.i6n .e..<.nect.e. de ii y w o en otJLM 

pct.f.ctbJLM, ii y w genetutn R2
• 

PM ej emp.f.o, e.e. vec.tOJL ( 7, 1) . e expJLUa!Úa. c.omo 

(7, 1) = 2(3,2) + (-1) ,-1,3) 

y glt<i6.(.c.ctmente <~e JtepJLUel ta!Úa. poJL 
y 

( -1, 3) 
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Con.t>idVt.emo-6 a.ho!La. io-6 vectolt.U v=l3,2), w=l-1,3) !1 Ü" 12,-6). 

Ho.ci.endo ei rnUmo o.l'li1U..6.{_./¡ vemo-6 que c.u.o.iqu.ieJt. vectol!. de R2 u puede expl!.e-

.6M como uno. combino.ci.6n Uneo.i de io-6 vectoJt.u v, w y ü. 

POI!. ej empio, ei vectoJt 1 8, 2 O) .6e puede e.xpltUM como 

l8,2o1 = rv + ow + 1-21 ü 

Como podemo-6 ob.6VtvM, to.n.to ei conjunto {v,W} como ei conjunto 

{V,w,Ü} genVto.n R2
• 

Sin embMgo, ei conju.n.to {v,W} u Uneo.imen-te. indepencüen-te., m.ie~ 

que ei conju.n.to {v,w,ü} u Uneo.imen-te depe.ncüe.n-te. yo. que ü = - 2w. 

PoJt tan-to, ei conju.n.to {v,w} u uno. bo..¡,e. de R2 m.ie~ c¡ue {v,w,ül 
no io u. 

Ve .todo io o.n-teltioJt, podemM obteneJt w úgu.ie.n-tu conciu..6ionu: 

1.- U vectoJt v = 1 3, 2) no puede geneJt.M R2
, u deci.l!., no puede geneJt.M ei 

pio.no XY. Sin embMgo, .6i gene!La. R 1 , c¡ue geomUtúco.men-te u uno. Jtecto. e¡ u e 

po..¡,o. pO!t ei oltigen. 

2.- Lo-6 ve.ctoJtU v = 1 3; 2) !f w = 1-1, 3), ge.ne.!La.n R2 !J 6M.mo.n wto. bMe. 

3.- Lo-6 vectoJtu v= 13,2), w= 1-1,3) !J Ü= 12,-6) ge.ne.!La.n R2 !J no óOJtmo.n 

uno. bMe. 

4.- No todo conju.n.to ge.ne!La.doJt de. wt upo.ci.o ve.ctoltio.i u uno. bMe. 

Aho!La., tiLa.to. de. con-tutM w .6igu.ie.n-tu p!tegwltM. 

o.) Si wto. Jtecto. no pMo. pO!t ei oltigen, ¿podJúa. con.t>ide.!La.Me úta como wt u

po.ci.o ve.ctoltio.i? ¿POJt qué? 

b) Si ü y v Mn do.¡, vectoJtU Uneo.ime.n-te .tnde.pencüe.n-tu de R3
, ¿c¡ué upo.ci.o 

vectoltio.t geneJto.n?, ¿c¡ué in-te.JtpJte.taci.6n geomUtúco. tiene cUcho upo.ci.o vecto 

Jtio.i? 

e) Si v u wt vectoJt de R3
, ¿c¡ue upo.ci.o ve.ctoltio.i gene!La.? ¿Qué in-tVtpJte.ta

ci.6n ge.omUtúco. tiene cUcho upo.ci.o vectoltio.t? 
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Todo lo ~e6~ente a.lo~ QO~Qepto~ me~cio~do~ (depe~de~cia u~eal, 

bMe, ÚQ,) ~e apü.M a wa.lqui.~ Mpacio vectoJt1al,~6lo que e~ la mayo!Úa 

de ú:to~ ~e QMeQe de ~ .<.nt~p~úaci6~ geomU/ÚQa. 

PMa ~e6MZM tu.6 QO~o~etU:o~ ~ob~e Mto~ QO~Qepto~ te ~ug~o~ 

que QO~ultM lo~ ,s.{.gui.·entM ubM<l: 

- Fu~dame~<~ de Ae.gebM U.neal y Apü.McionM 

FMnW G F.f.Mey 

Ed.<.:toJt1a.l P~enüQe-HaU 

Pág.<.nM 11 7 a 79 3 

- Ca.lQu!U<S, Vol. II 

Tom M. Apo<~:to.f., 

Edüo!Úa.f. Reve~a 

Pág.<.nM 3 a 4 

- Ae.g ebM U.neal 

Paul Sfúe.l~ 

Ed.<.:to!Úa.f. I tU:~ameJÚQa~ 

Pág.<.nM 6 3 a 8 7 

5.- ¿PMaqu~va.f.Mde R elvectM u=(l,ll.,S) deR 3 ,se.Muna~omb.<.naci6n 

!i~eal de .e.o~ vectMM v= (7, -3, 2) y W= (2, -7, 7)? 

6.- VemuM.f:M que ,s.{. el ,s~te.m!l-

a,S,y,ó e: R 

tiene una Mluci6n d-<.6~ente de la tJÚv.{_a.f., e~nQM, lo~ vectMU v = (a, 13) 

y w= (y,ó) en R2 deben <1~ une.a.f.mente depend.<.e.tU:u. 
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7.- Si e,t conjunto de vee-toiLU fv1,v2, ... ,vn} u .Uneahnen-te independien

te, demuu.tJto. que .6i 

i.- Sta. S={ax 3 +2ax' +3bx+b ¡a,bE R} un upac.io vec..tol!..i.cLtMblte e.e. cam 

po de lo.6 11.ÚmVL0.6 ILe.lli.U. • · Ob.tén Ul'lll bau y ta. cUmenhi6n de dic.ho u pac.io 

vee-tollilll. 

9.- ve.e. úguien-te conjun-to 

A={(1,-3,2), (2,4,1), (3,7,3), (1,.1,7)} 

11) EUge Ul1ll baH de R3 

b) Exp!tUil lo.6 vec..tOJtU de .ea bcu,e C111'!6nic.11 de R3 c.omo c.ombiMc.ionu Une.alu 

de !oh vec..toiLU de ta. bcu, e etegidll en ( 11) • 

1 o.- Col'!hideltll 11 G = { 1, .t2 , .t} como u1111 bcu,e det upac.io vee-tol!..i.cLt 

P = {ll.t2 + b.t +e la, b, e E R} de6i_nido M bite R. 

Ob.t~n e.e. vec..tOJt de cooltdeMdCUl de 

p(.t) = 3.t2 + 2 en ta. bcu,e G. 

11.- Sta. v un upac.io vee-tol!..i.cLt 4ob1te R, y 81 = {v¡,v2,v3} u1111 de hu.h bcu,u. 

Si (v) 81 = ( 2, - 1, 3) , de.teJLrrú.1111 taL> cooJtdeMdCUJ de v en .ea bcu, e 

82 = {w1 ,w2, ¡¡¡3} donde, 
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12 • - S ea. el. e-6 paeúJ ve.c.to!Úal 

de.6-{.rú.do M bite el. c.ampo de. !o.~> Jtea.-te-6. 

a.) E.~>cM.be Wta. bMe de M. 

b) ¿Cuál e-6 !a dimen.~>i6n de M? 

c.) E./lcM.be el. vectolt v = [~ -~] c.omo una. c.ombina.ci6n .Unea.-t de .to.~> vectOJte-6 

de !a bMe dada. en (a.). 

13.- Completa. c.oMectamente. .tM .~>ig!.Lie.n:te-6 explte-6Úne-6, e-6CJUbúndo en .tM U 

ne.M .tM pa!a.bJtM c.oltlte-6pondien:te-6. 

Sea. el. c.onjun:to B = {v¡,v2,v3,vd Wta. bMe del. e-6pa.cio ve.c.to!Úal 

V de6-f.rú.do Mblte un c.ampo K, e.n:tonc.e-6: 

a.) La. ec.ua.ci6n 

b) Todo conjunto c.on mM de c.u.a.:tlto ve.ctolte-6 de V e-6 .Unea..tmen:te 

w=--------------------------------

10. 



14.- Sea. V un upa.c<.o ve.ctoJU.o.l .~>o bite. el c.a.mpo de. io.6 núme.Jto-6 Jte.o.iu; ,¡,;_ 

y 

Mn do,¡, bMu de. V, ob.tén .e.a. ma.búz de. .tltan.6.i.u6n de. .e.a. bMe. A a .e.a. bMe. B. 

91 



#(}omo!t{t~ntoti enéte 

etifiacio4 veclotialeti . 

/ln J/ 

vf¡tlicacioneti 

Como vimo~ en el capltulo III, to~ ~omo~6~mo~ no~ p~en tnab~ 

ja.Jt con to~ elementM de un conjunto A e int~p~e.t.a.Jr. to~ ~MuLtado~ en .t€Jtm.{. 

no~ de to~ demento~ de o~o conjunto B. 

En M.te bloque, M.ta.btec~emo~ un ~omM6~mo e~e el Mpa.uo Rn 

tJ un Mpa.cio vec.to~ V. T~ba.ja.Jtemo~ con vec.to~M cotumna. de Rn o vec.to

~M ~engUn de Rn tJ el JtMuU.ado to a.pUCa.Jtemo~ a.t Mpa.uo V. 

E~.to obedece a. que en gen~ ~MuU.a má6 ~enut!o tnaba.ja.Jt con 

tM vec.to~M ~engt6n o cotumna. que con to~ vec.to~M de o~o Mpa.uo vec.to~a.e. 

a.Jtb~o. 

PM ejemplo, a. to~ vec.tMM de ta. 6o~a. a.i + bj + ck, u tu puede 

ha.c~ coJ¡J¡upond~ et vec.tM ~engt6n (a.,b,c), o bien, el vec.to~ columna. 

Ve .ta.t ma.n~. que ta. ~urna. de vec.to~M 

~e puede expltMa.Jt como: 

o 

[

a.¡] a.2] b¡ + b2 

C¡ C2 [ 

a.¡ + a.2 ] 
b¡ + b2 

C¡ + C2 

Conúd~emo~ a.ho~ el conjunto de .todo~ to~ poUnomi.o~ de ta. 6o~a. 
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Et po~nomio p(x) ~e puede nepn~e~ med¿ante lo~ euatno coe6~-

uent~ ba.jo la. 6onma. 

(a.,b,c,d) o l~J 
y M.i:, la. ~urna. de do~ po~nomio~ 

p¡ ( x) + Pz ( x) = (a.¡ + a.z) X 3 + ( b 1 + bz) x 2 + (e¡ + Cz) x + ( d1 + dz) 

~e puede expn~a.n como 

-"'] -"'] l "' .. , 1 b¡ bz b¡ + bz 
+ 

C¡ Cz C¡ + Cz 

d¡ dz d 1 + dz 

o b~en, como 

Ve-tenminemo~ a.hona. ~~ el ~ubconjunto de P, 

~ ~nea.lmen:te depen~ente o ~ndepen~ente. 

Como el ~pa.uo P ~ .-i..óomon6o a. R' , cada. uno de ~;to¿, po~nomio~ 

lo~ podemo~ expn~a.n como 

{p 1,p2 ,p 3 ,p4 } = {(1,2,-1,1), (0,4,0,-2), (3,6,-3,3), (J,-7,0,0)} 

y, pana de-tenmina.n ~~. ~ ~ne.al.mente depen~e.n:te o ~ndeper.~ente ~;te conj~ 

:to, empiea.nemo~ el concep:to del ~pa.uo vec:tonia.l genena.do pon loó nenglon~ 

de una. mabú z . 

gio ma:t.JúUa.i l ¡ -; :¡ -¡ J 
de donde, c.a.icula.ndo el nango de la. mabúz 
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: -; -~~ "' [; 

2 

-; -7;2] 
o o o o o -7 

-3 -1 o o o o 

~e concluye que el conjunto S 

upac<.o que genvr.a S u 
Unealme.n.te. depencüe.n.te. Y entoncu, el 

1 v·= {a(7,2,-7,7) +b(O l,o,-2 ¡ +c(O,O,l,-7) 1 a,b,ce: R} 

o, V={(a,2a+ b, -a+c a-+b-7c) la,b,ce: R} 

~.<.e.ndo una de ~~ bMu el con "unto 

1 { ( 7, 2, 1, 1) , (o, 1, o, - 2 ¡ , (o, o, 7, -7 J } 

y en 6o~ de po.Unomio~: . 
W= {p(x) 1 p(x) =ax3 + (2a+b)x2 + (-a+c)x+ (a-+b-7c} 

~.i.endo una de ~~ bMu 

S.<. h!fh.<.úemo~ :tlla.baj do CÜJte.c..tame.n.te con lo~ ve.&oJtu de S ún ha 

ceJt ~o del ~om01!.6~mo, la ob enc..Wn de W y B hub.<.vr.a Jtuu.Ua.do mú laboi!..<.E!_ 
~a. 

:te CMo: 

Sea un ~~:tema de ecuac<.onu 

a¡¡X¡ +a12X2 + ... + ~1nXn b1 
1 

a2¡X¡ + a22X2 + ••• + a!2nXn b2 

Clm¡X¡ +arn2X2 + .•• + CljnnXn = bm 

Podemo~ con~.>.<.deJtaJt a ~da Jteng.e.6n de la ma:t.Jt.<.z de coe6.{.c<.entu co
mo un ve&oJt de Rn y a c.a.da columna de la ma:t.Jt.<.z como un ve&ott de Rrn • 
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S.i de.no.tamol> aw c.o.fumnM poJt 

4¡j - b¡ l 
42j 

': J 
. o= C.j = y a 

llmj bm 

e.ntonc.u, e..t t>.il>te.ma. de. e.c.tulc..io nu .f.o pode.mol> e.xpJtUM como 

1

-4¡n 

a2n 

+ ••• + Xn • . 
4mn 

u de.c..iJL, 

!o c.Wl! qtúe.Jte. de.c..iJL que. e..t l>.il>tema de. e.Ctulc..ionu te.nciJLd l>O!uc..i6n t>.i y t>6!o 

l>.i e..t ve.c.tOJt o u WUl c.omb.inac..i6n Une.a! de. .f.o¿, ve.c.tOJtU c1 ,c2, ... , Cn; o 

e.n otJta.6 pa!ab/Ul..ó, el t>.il>tema. de. e.c.Mc..ionu t.ie.ne. M!uc..i6n t>.i y t>6!o ¿,.¿ el 

ve.c.toJt 

o= 

e.n Rlll pe.Jtte.ne.c.e. a.! u pa.c..io ge.ne.Jta.do poJt !ol> ve.c.toJtU C.j 
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Pa.M. cono ceA o:tM-6 e.n6o u.u ~te.ta.c.<.ona.do-6 con Uto-6 temM, te. .6U.g!_ 

lt.Ún0.6 COn.6u.UU .f.a. .6.igu..ie.nte. b.ib . ogM.6.t.a.: 

- CálcuLo de. VaJL.i.a.6 VaM.a.btu con Atge.blta. Uneal. 

Pfú.e.Up C. CU/Lt.U 

Ecü..t. U.m!L6a. 

pág.in.a.l> 89 a. 100 

- Int!todu.cu6n a.i. Atge.bM. Uneal. 

Hoi.IXV!.d Anton 

Ecü..t. Um!L6a. 

pág.ina.-6 169 a. 176 y 215 a. 219 

- Ete.me.nto-6 de. Atge.b!ta. Uneal. 

M. MMc!L6 y H. M.<.nc. 

Ecü..t. 4m!L6a. 

pág.in.a.l> 87 a. 94 

T< -in"Ltrooo' tamb<"' a t""""' '"' •ig<U<"'" <jV<ciWH, 

15.- S.<. S !tep!tue.nta. a.i. conjunto di toda.-6 .f.a.-6 .6otu.c.<.onu del .6.<..6tema. homog~-
ne.o 

[
-2 -7] -x.¡] -o] 

1 3 -2 x.2 O 

-5 -1 O x.2 O 

1 

to-6 de. S 

ObUn u.na. ba..6e. del upa.ro ve.cto!t.<.a.i. .60b1te. R 

y de.teJr.m.<.na. .e.a. d.<.me.n-6.<.6 n 1 de d.<.c.ho u pa.uo • 

6ol!.ma.do po!t . .f.o-6 e.te.me.n 
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16.- a) Vemuubta. que el. .6ubupa.cA.o de R3 

E= { ( x, y, - 2x +y) 1 x, y r. R} 

u gen~do po~ lo-6 vecto~u ~engl6n de la ~z 

A = 
1 

o 
o 

o -21 1 1 

4 4 

b) ¿E-4 el. conjunto 8 = {(-2, O, 4), (o, 1/2, 7/2)} una baH de E? .JU.6.ü 

n-tea tu. ~u pu.u .ta.. 

X + 3y - 2w + z = 5 

3x + 2y + w - z = 3 

-3x + 5y - 8w + 5z = 9 

2x - y + 3w - 2z = -2 

exp~ua .6u .60luu6n como una vaJU.edad Uneal. 

18.- Vete!Un.ina cu.alu de lo-6 .6.-i.gc..U.entu conjunto-6 de 6uncA.onu Mn Unealmen

te dependiente~> o independiente~> 

a) {eX, CX} 

b) {.6en x, .6en(x + 1), co-6 x} 

e) {log 10 x, loge x} 

79.- Con~>id~ e.l conjunto de óu.n~onu 

G = {3x2
, 2x- 1, x2 + 1, 1} 

de.n-tnúúu. en - .. < x < + "' , x r. R 

a) Calcula el. wnon~>IU.ano de G. 

b) Vete/Un.ina .6i G u un conjunto Unea.tmente dependiente o independiente. 
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20.- Sean W 6Wlc..tone.6 

j x2 x e: 1: o] 
6( x) = ' 

lO, xe:(O,I] 

~ x2 x e: (O, 1] 
g (x) ·= J • 

) O, xe:[-l,óJ 

a) Gka6~ca W 6unuone.6 6(x) y g(x) 

b) Ob-Un el. WI!.On61Ua.no del. h . tema de 6WlUOne.6 en el. ~nteJtva.to [-1. 1] 

e) LM 6unuone.6 6 ( x) y g ( l, ¿Mn .Unea.tmente dependünte.6 o ~ndependün-

te-6 en [-1, ¡]? 
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vfte~celánea 

1.- Sea. V= {x, y!l x, y e: R} e.e. c.onju.n.to en e.e. c.u.a.l ~e de6-(.nen .tcu. opVta.uo-

nu de acüu6n y mu.l.Up.Uc.au6n pOJr. u.n uc.a.iaJt de .ea ~.i.guiell-te manVta.: 

V¡+ v2 = (X¡,y¡) + (x2,Y2l =(X¡+ X2,YI + Y21, ..,.,. V¡,v2 e: V 

av =a(x,y) = (ax, O), "'r¡J-ve:V, ae:R. 

Ve-teJr.111.ina c.wU u .ea p!Wp.iedad c¡u.e al no ~a:t.ú> 6a.c.VL6e .impide c¡u.e V ~ea. u.n 

upauo vec,toJU.al MbJte R. 

~-a bl ~ 
A= ( _b c.J 1 a,b,c. e: R ~ u u.n upa.uo vec. 

toJU.al MbJte R, utando .tcu. opeJtauonu de acüwn y mu.l.Up.Uc.au6n deMn.i-

dM c.omo 

V¡ +v2=ía¡ 

l_bl ::] . ~: ::] 
a v = a la. bl = ~ [aa. b l 

lb c.J b ac.J 
-'ffve:A y Vae:R 

3.- Se.a.n ü,ve: Rn. Vemu.utJta. c¡u.e w = {a:ü + Sv 1 a,B e: R} u u.n ~u.bupauo 
de Rn • 

VemuutJta. c¡ue e.f. c.onju.ll-to de todM .tcu. 6unuonu c¡u.e ~a:t.ú> 6a.c.en ~ 
c.ha. ec.u.a.u6n u u.n ~ubupa.uo MbJte R. 
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y y 

X 

X 

y= X- 3 

X 

(a) k) 

Vúvunúut c.u.ale6 

va..6, C.OYIJ.>.tü:u.yen un J.>ube6pctUO 

6.- Vemue6.:0c.a. que do!.> vectotr.e6 a.le6qc.úetr.a. u= (a.,b,c.), v= (p,q,tr.), u,vER
3 

J.>ort .Unea.lmen-te depend<.el1.-te6 J.>,{_ y ~.>6.e.o ú, J.> u ptr.oduc..to vectotr.,{_a.l u x v =ir. 

7.- Se tienen .tlle6 vec..totr.e6 v 1 1= 1, v2 = t- 1, v3 = (t.- 1) 
2 

1 

a.) Vemue6.:0c.a. que {v¡,vz,v3l e6 una. ba..6e de.t e6pa.uo vectotr.,{_a.l de .eo./l 

po.Unom<.o.¡, de fu óotr.ma. {i2 + bt +el a.,b,c. E R} .¡,obtr.e R. 

b) Obt~n fu!.> c.ootr.dena.da..6 d vec..totr. w = zt2 
- St + 6 con tr.e6pecto a d<.c.ha. 

ba..6e. 
! 

i 
8.- Sean u= (X¡, Xz) y V= ( rl, Yz) do.¡, vec..totr.e6 de R

2 
ta.le6 que 

X¡y¡+xzyz=O, 1 xf+x~=yi+y~=7 
a.) Vemue6.:tJc.a. que B ={u, V} 1 e6 una. ba..6e de R

2 

b) Obt~n fu!.> c.ootr.dena.da..6 d+ vectotr. (a.,b) en .ea. ba..6e otr.dena.da. B. 
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9.- Seo. A= fv1 ,v2 } una bMe. de. R2
; demuu,.tlr.a que. cual.qu.<.Vt conjunto 

B ~ {w1 ,w2 }, Be R2
, u, .ta.mb.Un una bMe. de. R2 .6-i. y .66to .¡,_¿ u p!toduc.to e6ca

ta.n. e.ntlte to-6 eieme.n.to-6 de. A y B queda de.6.(n-i.do pon ta .6-i.gu-<.e.n-te. Jte.gta; 

1 O.- Seo.n to-6 e6pa.c-i.0.6 A y B ge.neJtado.¡, pOI!. to./J conjun-to./> de. ve.c.tonu, 

{ ( 1 , - 1 , o) , ( 2, 1 , 3) , (- 1 , - 2 , - 3) } y { ( 1 , 2 , 1 ) , ( 2, 3, 3) , ( 3, 5, 4 ) } , lle-6 pe.c.-t¿ 

vame.n-te.. 

a) VeteJz.rn.Lna e.t Mpa.c-i.o -i.n-te.Jt./le.cu6n AnB. 

b) Ob:Un una bMe. y ta ciúne.M-i.6n de.t u,pauo AnB. 

· 11.- Seo. u .6-i../ltema de. e.cuac-i.onet> Uneo.tu,: 

X + y + 2z + w = o 
X- 2y - z - 2w = o 
X+ 4y + 5z + 4w = o 

S-i. E u, e.t u,pa.c-i.o Mtuu6n de. e6te. .6-i../lte.ma, demuu,.tlr.a que. e.t conjun-to 

B = { ( - 1 , - 1 , 1 , O) , (- 2, - 1 , 2 , - 1 ) } de E, M una bM e de d-i.cho e6 pa.c-i.o . 

72.- a) Ob:U:f1 e.t et>pa.uo ve.c.toll-i.at ge.neJtado pOI!. tM cotumnM de. ta matll-i.z 

A = [ : ~ - ~ :: :1 l 
2 -7 o -6 

b) U ~tango de. ta mat!t-i.z, R(A) = 

e) La cU.me.M-i.6n del u,pac-i.o ve.c.toll-i.at ge.neJtado pOI!. to./J Jte.ngtone-6 de. ta 

matll-i.z A M -i.gual. a ___ _ 
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13.- VU:eJUn.[na. ~,¿ el. conjunto de 6u.nc..<.onu 

1 

{!og 6x, !og 1 x2, !og x, !og 3x} 

u Unealme.nte depend.<.e.nte o .<.nd pend.<.ente. 

14.- Sea el. upa.c..<.o vectoJt-i..a1 de. u.nc..<.onu de !a. 6oJUna. 

A={c1 ex+c2e- lc¡,c2e: R} 

de6.(.n.<.~ en e! .<.ntvwa.!o - oo < < + oo 

a.) Vemu.u.tJta. que e! conjunto 

B = {3ex, e-x} 

u una. bMe de A. 

b) ObUn el. vectolt de. c.ooJtde ~ de ÚxJ = 6ex + 7e-x en !a. bMe B. 

15.- Sea. F el. upa.c..<.o vectoJt-i..a1 de 6unc..<.onu 

F={6(x) 1 O~ X< 7, u:R, 6(x) e: R} 

de6.i.n.i.do ~obJte R. 

c.(.o,¡,: 

a.) F¡ { 6 ( x) 1 6 ( x) > O, "V x p R} 
i 

b) F2 {6(x) l6(x) = 6(7-xl,i"'f X e: R} 
i 

e) Fa {6(x) 1 26(0) = 6( 1)} ! 

d) F, 
i 

{ 6 ( x) 1 6 ( 1) = 6 (O J + 11} 

! 
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"< o 
"> o 

demu.u.tJta. qu.e d.ic.ha..6 6wtU:onu ¿,on linealmente .independ.ientu en el. .inteJt. 

va.io (- QO, ao) 
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8xameilr de ~afiílulo 

1 

i 

1.- Ve.muut!La que. et conjunto ¡Q2 = {(x,yl 1 x,ycQ} no u un upac.i.o ve.c.:to-

JU.al_ .60bll.e. R, donde. Q u et conju.IU:o de. to¡, ll.ac.i.oi'ILil.u. 

15 PTS. 

2.- E1>CJU.be. una V o una F e.n 4 pM~ntu.W couuponcüe.nte. a cada pt¡_opoú.--

c.i.6n ~>e.gún uta ¡,e_a ve.ll.dade.M p 6aL6a, ll.Upe.c.tiva.me.nte., de. acue.ll.do con et ¡,_¿ 

gt.U.e.nte. e.nunc.i.ado: 1 

Se.a V un upac.i.o ve.c 1 o!¡_.{_al ~>obll.e. un campo K y ~>e.a A={v1,v2,v3,v.} 
una ba~>e. de. V. 

Ew.te.n ve.c.tOil.U d V que. ~>e. pue.de.n e.xpll.UM como una comb.<.nac.i.6n 

Une.al de. lo¡, ve.c.tpll.U de. A. 

V¡ .6e. pue.de. e.xpll.Ufvt como una comb.<.nac.i.6n Une.al de. 

v2,v3 !{ v~ 

U conjunto B = {J¡,V2,v¡,V~,vs} donde. vs e V u ge.ne.MdOil. de. 

V. 1 

Cualqt.U.e.ll. .6ubconj~n.tc de. A u Une.alme.n.te. .{.nde.pe.ncüe.nte.. 

Cuatqu.<.e.ll. c.cnjuntol de. c.i.nco ve.c.toll.u de. V u Une.alme.n.te. de.pe.n 

d.<.e.nte.. 1 

10 PTS. 
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3.- Sett el upa.cio vec.toM.al 

1 ¡a-b 

',;_,.,, 
b + 2c. ] 
a - 2c. 

a+ b - 3c. 
M = 1 a,b,c. e: R 

1 l>oblt.e R. 

Obtén una bMe y .ea IÜ.menl!-i.6n de d-i.c.ho upacio vec.toiU.al. 

10 PTS. 

4.- Sea el c.onjunto B = {3- x2
, 1, x + 2, 3>:2 + x} una bMe del upa.cio ve~ 

1U.al de po.Unonvi.0-6 {ax 3 + bx 2 + c.x + d 1 a,b,c.,d e: R}, l>Oblt.e el c.a.mpo R. Obtén 
tal> c.oolt.denada.l> del vec.tolt. 

en d-i.c.ha bMe. 

15 PTS. 

5.- Sea ell>-i.l>te.ma de ec.ua.cionu .Uneal.u homogéneo: 

_____ (1) 

que l>e puede lt.eplt.uentalt. c.omo: 

a) Completa c.olt.lt.ec.tamente .ea l>-i.gu-i.ente exp1t.u-i.6n: 

E.t l!-i.l>tema ( 1) tiene Miuci6n úni.c.a X¡ = X2 =X¡= O, 6-i., y 66.to 6-i., .to¿, 

han .Unetl.tmente 

b) s-<. e¡= [1 o o]T, c2 = [o 1 o]T, e¡= [2 1 o]T, obtén una bMe y .ea 
dhnenl!-i.6n del upacio 6o.tuci6n del 6-i.l>tema de ec.ua.cionu. 

20 PTS. 
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6.- Ob-Un el. wltoYU>fUa.no del. c.onji.Otto {1,x,x2
, ••• , x0

-
1

} palUl n> 1, y de:te:!-. 

mi.na. hi cUc.ho c.onju.nto ~ linealmente depencUente o .indepencUente en ( ....,, "') 

15 PTS. 

7.- Exp!L~a a:t c.onju.nto { ( x, y) 12x +y= 5} c.omo una valt.iedad lineal. 

15 PTS. 

Vu.~tac..i6 n del. examen 1 hoJta. 3 O mi.nu:toh • 
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Cii.PITIJLO IT 

Transroruaaciones 

Lineales 



Vavid Hitb~ (~e~éndo6e a un antiguo 

a.twnno) : 

",,. dej6 m-W c.M6M y 6e lúzo poeta. 

Evidentemente no po6úa Mn-<:c.iente .únag~ 

nawn pMa decüc.aMe a w matemátic.M ·: 
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1.- Sea .ea ec.ua.c.i.6n vecto!Úal 

(2x-y, -x-3y+z, 3x+2y-z) = (0,0,0) 

a) Eu.Júbeia c.omo una ec.ua.c.i.6n ma.Vu:.c.W. donde .ta maW.z de ..[nc.ÓgY!.Ua!.> u 

b) Obt~n .f.o~ va.to~u de x,y,z 

2 • - VadM !M ma.Vu:.c.u 

~ -~] 
o -1 

o -1 J , 

a) ObUn ia maW.z X ta.e. que X = AB - 2C 

b) VeteJUn.i.na ~,¿ ewten s- 1 y C 1 , y en c.Mo a6..[Junaüvo obten.f.M. 

3.- Sea e.t poUnom..[o 
P( x) = 2x" + 3x 3 - 12x2 

- 7 + 6 

a) Compweba que x = 1/2 u una Jta..{z de ute poUnom..[o. 

b) Obt~n !M demá-6 Jta..{c.u de P ( x) • 

CompMa t~ ~uuUado~ c.on .f.o~ pMpuuto~ a.t 6-(.na.f. de ute c.ua.dMYLo; ~,¿ 

üenu a.tgún ~M c.onc.eptua..e., te ~ugvúmo~ ~ev.WM e.t tema c.oMupomüente 

en .f.o~ UbM~: 

- ( PMa maW.c.u l 
"A.e.gebM Unea.f." de SeymoM U~c.hutz. Edil. Me.. GM.W-Hil.t 
S~e Sc.haum 

- (PMa poUnom..[o~) 
"A.e.gebM" Fac.uUad de Ingen..[vú.a, UNAM, 1975. 
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fff!;¡oduclor1 

A c.ontúw.a.c..Wn te pl!.ue M R.o.~> obje;t¿vo./> má.ó .únpoM.a.ntu que d! 

bu a..e.c..a.nza.JL a..e. teJuni.nM :tu utucü de u:te c..a.pUu.e.o • 

V. 1 Va.da una. :tl!.a.n.~> 6Mma.u6n, de:t · mv't .~>.i. u Unea.R.; en :ta..e. c.Mo, ob:tene~t 

e.e. dom.i.n.i.o, e.e. ILec.oM.i.do, e.e. nc1.ce.e y .e.a. ma.t.IL.i.z Moc..i.a.da a. .e.a. :tl!.a..n.ó 6Mma.c..i.6n. 

V. 2 Va.da una. o má.ó :tl!.a.n.~> 6Mma.c..i.on Unea.R.u, e6ec.tua.JL de ./>M po.~>.i.bte c.ua..e.-
qu.i.e~ta. de .f.a..¡, .1>-i.gu.i.entu ope~ta.c..i.on ent.l!.e ü.ea..¡,:a.cüc..Wn, mu.Ui.pUc..a.c..i.6n 

poi!. un e.~>c..a..e.a.Jt, c.ompo.ó.i.c..i.6n o .i.nv 

V.3 Vado un opel!.a.doiL Unea.t, 

V.4 Vado un ope~ta.dol!. Unea.t, 

ob:tejM .ói.L.ó va..f.Me.~> y ved.ol!.e.ó c..a.~La.c.:te/Ú.6t.i.c.o./>, 

cüa.g ,n.i.za.JL.f.o 1 de .¡,M po.~>.<.b.e.e. 

11 

1 

1 La. pa..f.a.b~ta. cüa.go na..f.üa.JL no uta. a.~epta.da pOI!. .e.a. Rea.t Ac.a.dem.i.a. de .e.a. Lengua. 
E.~>pa.ño.f.a., .~>.in embaJLgo, en u:te c.$de~tno .e.a. I.L.óaJLemo.~> ya. que en w ma.:temtt.i. 
CM tiene un ügn.i.6.(.c.a.do pl!.ec..i../>o .1 Se enc.uen:tl!.a.n en e.e. m.i..ómo c.Mo otl!.a..ó p~ 
.f.a.bl!.a..ó c.omo: ol!.:togona..f.üa.JL y ol!.:to~o~tma.Uza.JL. 
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#nAoducci'ón 

En e.~>te ca.pUu..e.o e.~>.tuc:.UIVLe.mo-6 la..6 .tlu:ttt-6 6oJuna.ci.one.~> Une.al.e.~> y a.i.g}! 

no-6 concepto-6 bd-6ico.6 ~ela.uona.do-6 con eila..6. 

LM .tlutn.66oJuna.cione.~> Unea.i.u Mn CMo-6 pal!.Ücula.!Lu de 6uncionu 

en donde el dom<:nio y el codom<:nio .6on e.~>pa.uo-6 vectoua.tu. E-6 de~, una. 

~6ol!.ma.ci6r, 2 e.~~ una. Jteg.ea. que Moda con ca.da. vectol!. de un e.~~pa.uo vecto

Ua.i. V un vectol!. de otM e.~>pa.uo vectoua.t W. 

En e.~>te cuMo no-6 l!.e.~>Wng«e.mo-6 a. un tipo e.~>pecia.i. de ~n.66Mrna.
úonu Ua.ma.da.-6 .tlu:ttt-6 6ol!.ma.úonu Une.al.u y, aunque .60n un CM o muy pa.l!.ticu

.f.M, juegan un pa.pel .6uma.mente impol!.ta.nte en mucluu ~M de la. ciencia. Ad!!:_ 

111M, tienen la. ventaja. de que .6on mM .6en~ de .tlutba.jM que .f.M ~tt.66o:!: 

ma.uonu no Une.al.e.~>. 

En ma.tem.fUCM ex..i.6te una. gMn ca.ntida.d de p!Wb.f.ema.-6 que u po.6i-

b.f.e expl!.UM mecüo.nte tMn.66oJtma.uonu Une.al.e.~>. Ta.mbi€.n en &alea. ex..i.6ten 

6enémeno.6 que pueden de.~~C'.Jt..tbwe con ute tipo de tMn-66ol!.ma.uonu, Mbl!.e ~ 
do a.quell.o-6 6enómeno.6 en donde e.~> vá.U.do el .ela.ma.do pl!.inupio de .6upel!.p0.6i-

u6n. 

Ve ma.neM .6emeja.nte a. cua..f.quieJt 6unci6n, .f.M tMn-6 60l!.ma.uone.~> U

ne.al.u tienen Moda.do-6 concepto-6 ta.i.u como dom<:nio, codom<:nio, núc.f.eo y 1!.!!:_ 

coMido. U pl!.imel!. b.f.oque de u te ca.pUu..e.o u.taluf decU.ca.do a. e.~>to-6 concep-

to-6. 
En el .6egundo b.f.oque .6e u.tuciúvuín a.i.gunM de w opeMcionu que 

pueden de6~ e enbte .f.M tMn-6 6ol!.ma.cionu Unea.i.e.~>, .f.o cua.i. de .f.ugM a.i. 

A.egebM de TMn.660Jr.ma.uonu. 

2 A.eguno-6 a.utol!.U pl!.e6ieJten U.6M .f.o-6 nomb~u de a.pU.ca.u6n, ma.peo u opeMdol!. 

en vez de ~-6oJtma.u6n. No.6otM.6 U.6Memo.6 el nombl!.e de opel!.a.do~ M!.o 

cuando V = W. 

111 



F.úuu'.mel!.te, e11 el .t ce.Jt y aLtúno bloque del c.ap.U:u.e.o u.tucUtvte.mo.~> 

el .tema de vai.Oil.U 1J vec.tOJLu aJr.a.c.te.Jú.6.üc.o.~> 1J ./>u 1te.R.a.c..<.611 c.o11 w 6oltma.6 

c.ua.c/JuU.i.c.M. Lo.~> c.o11c.ep.to.~> de vai.oltu 1J vec.toltu c.aJr.a.c.te.Jú.6.ü.co.~> ./>011 de g1ta.11 

ap.Uc.ac..<.611 e11 CÜ.ve.Jt./lo./l campo.~> e .e.a IngerúeJtia (Mechúca de lM mecko.~> colt.ü 

11uo.1>, cü.Mm<.c.a de .~>.U..te.mM U ea.e.u, etc. ) • 

PaJr.a. el .~>egundo y .t c.e.Jt bloque ./>W de pM.moltcü.at ayuda el U./>o de 

ma.tJU.c.u. Se mo.~>.tlta.Juf que una 601tma de duc.JU.b-Ut la ac.c..<.611 de una .tlta.M 6olt

mac..<.611 U11eal de6-f.ni.da en.tlte pac..<.o.~> vec.toM.a.e.u de cü.meM.<.611 6-f.IU.ta u PIL! 

wamel!.te mecü.an.te. UM ma.tM.z. La ltepltuen.tac..<.6n de. una .tlta.M6oltmaU.611 u-
11e.a.f. mecüan.te una ma.ttúz u e11 muc.hM oc.M.<.o11u máJ.. c.o11ve.ni.en.te. que c.uatqu.<.e.Jt 

o.tlta. lte.pltl!../>en.tac..<.611. 
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f!lítan(Jfo~tmación !Einea4 

~úcleo 11 f!lleco!t!ttao 

Una .tJta.M 6o!tmaU.6n T u, pOJt de6búU.6n, una 6unu6n que a.6ocA.a a 

c.ada elemen.to de un upacA.o vec.to.ua..t V uno y .66!o wt vec.tOJt de otlw upaU.o 

vec.to.ua..t W, .e.o que .6e ex.ph.ua c.omo T: V -+ W. 

En oc.a.6-i.onu V= W y entonc.u a la .tJta.M 6o~tmaU.6n le llimMemo.6 op! 

ILa.dOl! .• 

be c.omo 
T!vl = w ve: v, we:w 

que puede ex.p1LUM.6e ta.mbU.n d-i.U.endo que la .tJta.M 6o~tmaU.6n de v u w 6 que 

T valuada en v u -i.gual a w 6 que la -i.magen de. v bajo T u w. 
S-i. una .tJta.M 6o!tmaU.6n T : V -+ W, don.de V y W után de6,(n-i.do.6 .6obJte 

el campo K, tiene ademá.6 la.6 do.6 pJtop-i.edadu .6-i.gu-i.e.ntu: 

r(ü+vl = T(Ü) + T(v) (7) 

T(aÜ) =a T (Ü) (2) 
3 

-'ltÜ, ve: V y vae: K, en.to nc.u .6 e .e. e .e.tama .tJta.M 6 o1tmacA.6 n l.útea.e.. 

La pJtop.te.dad (7) u eqt.úvalert.te a dew que .e.a .tJta.M6o1tmaU.6n de 

una .6uma u -i.gual a .e.a .6uma de la.6 .tJta.M6o~tmaU.onu. Te ex.oJtta.m0.6 a que 

ex.p1tu u c.o 11 palabJta.6 .e.a piLo p-i.e.dad ( 2) • 

Ob.6 e.~Lva que una .tJta.IU> 6o!tmaU.6n Uneal u un homomOJt6-i..6mo ert.tiLe lo.6 

upacA.o.6 vec.to.ua..tu V y W. 

PILUert.tMemo.6 !o.6 c.onc.epto.6 de .tJta.M6oiLmacA.6n Uneal, dom-i.n-i.o, c.o

dom-i.n-i.o, nCic.!eo y ILec.oM-i.do a .tJz.a.v€.6 del .6-i.gt.úert.te ejemp!o. 

3 La.6 pMp-i.edadu ( 7) y ( 2) u po.6-i.b!e. ILeemp!azaJtla.6 pOJt una ~.>ola: 

T(aü +v) = aT (Ü) + T Cvl ( 3) 
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1 

Sea V el ¿,,{gtúe.11Ú upaLo ve.ctoJUa..e de. poLúr.omi.o¿, 

V= {ax2 +bx+c lla=b;. a,cER} 

y ap.Uquemo¿, el opVt.ado'lz. deM.vada +x MbJte. lo.6 elemen-to¿, de. V. 

En p.IÚme.Jt téJtmi.no, ob¿, vamo¿, que. al deM.vM cualquie.Jt elemen-to de. 

V úempJte. obte.ndJtemo¿, un· poUnomi. de. g~tado me.nOJt o -igual a uno. PoJt lo ta!!_ 

to, d-icho ope.~tadoJt u una Jte.gla d coMUponde.nc-La que. M oc-ia a cada elemen

to de. V un y ¿,6.to un elemento de. , ¿,,(e.ndo W e..t upauo ve.c.toJUal noJUna.do 

polt el conjunto de. todo.6 lo¿, poU om(.o¿, de. g~tado me.noJt o -igual a uno, 

W = {ex+ n 1 e., n E R } • 

En coMe.cue.nc-La, doJt deM.vada u una .t:JtaM6oJtmau6n de. do 

mi.n-io V y codomi.n-io W, lo que. ¿,e. e.xpJtua --fx- : V .... W o b-ie.n ¿,,¿ T = +x , -
T: V-+ W. 

NotamM tamb-i~n que. al deJLivM todo¿, lo.6 eleme.n-to-6 de. V no cublt-i-

mo¿, todo e..t upauo W, puu al d ·vM cualquie.Jt ve.ctOJt de V obtend!temo¿, un 

ve.ctoJt de la noJtma 
d ( ax + ax + e) = 2ax + a .(lx 

que. u ¿,6lo un cM o paJt.Ucula!t d lo.6 elemento.6 de. W. POJt lo tan-to, el Jteco 

Jt.Jt-ido de la .t:JtaMno!UnaU6n 4, T(V), u el conjunto de poUnom.i.o-6 

T(V) = {2 x+a 1 ar;R} 

que u un .6u.bupauo ve.ctoJUa..e d W. 

d : V-+ W 
)( 

d ( ..l -¡ d- d-
--¡fj( a ~1 + V2 = aCii( V¡ + dX V2 

! 

'V v1 , vt E V, a E R. 

Pa~ta e..te.c ¿,e_an: v1 = afx2 + ar x + c 1 

- ¡ 2 
V 2 = ~~X + a2 X + C2 

1 

___ (4) 

4 E.f. Jtecowdo de una tJtaM 6o~'J11(1~n u el conjunto de ve.c.toJtu del codomi.--

n-to que .6on .únagen de al meno.6i un vectoJt de..t domi.rU.o. 
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OpeJta.ndo c.o n el .ta.do úqtúeJt.do de. ( 4) : 

*'Ct V¡ + V2) = +x [{cut¡ + a2) X
2 + (cut¡ + a2)" + (etC¡ + C2 l] 

Ope~t.ando con el la.do deJt.e.cho de. ( 4) 

d - 2 Ct--a;(" V¡ = cut¡ X + eta¡ 

toJJ mie.mbJtOJJ deJt.e.choJJ de. .ta.J; e.cu.a.c..i.o nu ( 5) y ( 6) M n .<.gu.a.tu , pOJr. to ta.nto, 

la. ~601c.ma.cú6n +x: V+ W M Uneai.. 

Ve.:telt.mine.moh aho!ta. el núcteo de. la. .VW.M 6oJtma.c..i.6n, cu,.C como tcu, rü 

menJJ.<.onu del dom.i.n.<.o, lte.cowdo y núcleo. 

Et núcteo uta. 6oJtma.do polt todoJJ aquettoJJ elementoJJ del dom.i.n.<.o cu 

ya .úna.gen u el vec.tolt ceJt.o del codom.i.n.<.o, o h ea: 

--Jx (ax2 + ax +el = Ox +O 

obv.<.a.mente. paiLa que la. dwvada. J>e.a ceJt.o, el elemento de V debe M.JL de. la. 

6oJtma. 
ii = Ox2 + Ox + c. = e 

Entoncu el núcteo de la. .tJw.nJJ 6oJtma.cú6n u el conjunto 

N(+x) = {el CE R} 

que u JJ.<.e.mplte un J>ubupa.cúo vec.tolt.<.at del domin.<.o. 

Mecüante .ta.J; t€.cn.<.ccu, uturü.a.da..6 en el c.a.pltuto 1 V JJ e puede compitO 

bM 61fc.U.mente que .ta.J; rü.menJJ.<.onu del núcteo, rüm N (TI y del dom.i.n.<.o, rüm V 

Mn uno y doh ltMpecUvamer..te, y pa1ta. de.:teJUnúUVt .ta. cüm~6n det. ltecowdo, 
rüm T (VI, pode.moJJ ha.ceJt. UJJo de la. úgu.<.ente 1telacú6n que u vt!Uda. pa~ta. ~ 

qtúeJt. .tJw.nJJ 6oJtma.cú6n Uneai. de6.<.n.<.da. M bite cu.a.tqtúeJt. upa.cúo vectolt.<.a.t V , de 

rüm V= rüm N(T) + rüm T(V} 
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StU>.t.uuye.ndo toó valo u dúr< V y cüm N (T) obtenemM que 

cüm T(V.) 

S.i. en tugaJt de apUc. et opeAado!L deA.i.vau6n a tM etement:M det 

Upauo vec.to!L.i.al V, apüc.amoó opeAadOIL .i.ntegJtac..i.6n r n(x)dX, n(x) E V, 

o 
¿tamb.i.bt óeJúa. una tltan6 nCíJUna.U n üneal? En c.Mo anvr.ma:üvo, detVU7J.{.na et 

núc.teo, et ILec.o!LIL.i.do y ótU> ILUp c.:üvM d.únen6.<.oneJ.>. 

1 

Te !Lec.omendamoó ILUotteA toó úgll.<.enteJ.> ej eAc..i.c..i.oó. 

1.- sean tM úgu.<.enteJ.> t:Jtan66orauoneJ.>: 

a) T R2 ~ R2 den.<.~da poi!. T(x,y) = flxl, y) 

b) T R3 ~ R3 de6,{.L:.da poi!. T(x,y,z) = (2x, y+ z,O) 

c.) s R2 ~ R2 den.<.~da poi!. S(x,y) = (y,x2) 

d)S R 3 ~R 3 de6.{. ·dapo!L S(x,y,z) (-x,y,7) 

el s R3 ~ R3 den.<. ·da poi!. S(x,y,z) (x+2y-z,y+3z, -x-y+4z) 

VetVU7J.{.na paiLa c.ada o ó.<. ta tltan6 6Mmau6n eJ.> üneal; en c.Mo -

a6,{Jr.ma:üvo, detVU7J.{.na et núc.teo et ILec.o!LIL.i.do y ótU> cümefU.<.oneJ.> C.OMeJ.>pondú!'.:_ 

teJ.>. 

2.- VemueJ.>tlta que c.ualqll.<.eA !LO u6n det ptano c.a!LteJ.>.{.ano at!Lededo!L det o!L.<.

gen u una tltaYL66o!Lmac..i.6n Un,. 

i 
3.- Sea T: R2 ~ R2 una tltaYL6po!Lmau6n üneal tal que T(1,0) (5,0) y -

T(O, 1 J = (O, - 3). ObU.n .ea ILe~ta de c.oMeJ.>pondenw de T. 

1 

4.- Sea T : V~ W una tMYL66o~au6n üneat tal que N(T) = {Ov}. VemueJ.>-

tlta que ó.<. {v1 ,v2, ••• , vn}cl V u ünea.f..mente .<.ndepend.<.ente, entonc.eJ.>: 

{T (v1 J, T (v2 J, ... , T (vnl} e w tamb.<.w eJ.> ünea.f..mente .<.ndepend.<.ente. 
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5.- PoJLa. l.a. t/ta,n6 6M.rmwn .Uneo.l T : M ~ V donde 

M·)[:~] l•,b,o,d<R~ Y V·~~~ 1'·'·"'~ 
de6-(YJ,(da po!t: 

( [a bl) _ \a + b a + el [a bl 
T e dj - l_ O e - bj 'tt e dj e: M 

a) Ve.teJUn.i.n.a el eodorn.tMo, el JteeoJt/Údo y el núc.teo de .e.a. t/ta,n6 6o!Unaci6n. 

b) CompJtU.eba que e..t núc.teo de .e.a. t/ta,n6 6o!Unaci6n u un ~;ubupauo ve&otúai. 

del do m( y¡,( o • 

e) Eneuentlla, un.a bMe y .e.a. d.émen6.i.6n del núc.teo. 
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vll'?e¿lta de ~an(jfo~tnzacione(j 

ineale(j 

Como mencionamo~ n !a ~~oduc.ci6n, ~ tna~6o~cion~ ~neai~ 

~on 6unUon~ e~e ~pauo Cuando menUonamo~ !a pa!abJta 6u!:!_ 

U6n a.tgunM ~deM MbJte ~ e tema empezamo~ a Jtec.OJtdo.Jt; dellt!to de ~W 

~deM podem6~ menUonM op Uon~ 6undamenta.e.~ como la ~u6n y c.ompo~:f_ 

u6n. En ~ ~6o~udn~ ~neai~ tamb~ln ~e deMnen ope~tauon~ cu
yo manejo c.o~tituye e.t lf.tg~bJta de lM tna~6oJtmauon~ ~neai~; ~MUa!te-
mo~ nu~tJto ~tucU.o con ~ ¡opeJtacion~ de acU.u6n, mu.tU~c.ac_¿6n poJt un 

~ca.tM y c.ompo~~u6n. ! 

1 

Co~~deJtemM e.e. pfb.tema de Jt~o.tveJt !a ~~g~ente ec.uau6n ~--

zs1x- 2CX=V 

donde: 

B·j[:J C·[: -:] y 

1 

y X ~ !a m~z ~nc.6gMta. 1 ~ta m~z !a podemo~ obteneJt de acue~tdo a .to 
1 

~tucüado en e.t cap.Uu.e.o 11,1 ún embMgo, obtendJtemo~ !a m~z empleando 

opeJtaUon~ c.on tna~ 6oJtmac_¿on~ ~neai~. 
1 

Sean ~ tna~6o,wJauon~ ~neai~ T: R2 
... R , S: R ... R2 y 

P: R2 ... R2 deMMdM pOJt ~ ~~g~ent~ Jteg~ de c.oM~pondenda 

T(J<:¡,X2) = X¡- X21, S(x¡) = (2x¡,x¡) y P(X¡ 1 X2) =(X¡- X2 1 X¡ + X2J 
1 

pued~ vlliMc.M que~ rm:&úc.~ A,B y e deMMdM antruoJtmente Mn ~ ma 

~e~ ModadM a ~ tna~l6oJtmaUon~ T, S y P Jt~pectivamente, con Jt~pe~ 
to a~ bM~ can6MCM. 1 

La ec.uau6n ~cfw.e. antruoJt !a podemo~ UevM a ~u eq~va.tente
en tna~ 6oJtmaUon~ ~neai~l. quedando 

' 1 

2(SoT) (~ 1 ,x2J- 2P(X¡,X2) = (-7,-7) 
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PaM. U.egaJt. a utM equivalenda.6 debeJnol> ILec.OildaJt. que la. muLU.p.U 

c.ac..i6n de la.!> ma.Vúc.u cuoc..iadM 5 a do~> .tlta.M6o!Lmac..ionu Unealu eqtúvale ; 

la. c.ompo~>.ic..i6n de UM ~n~>601Lmac..ionu,que la. ad.ic..i6n de la.!> ma.tlúc.u equi

vale a la. ad.ic..i6n de .tcu t1Lo.n~>6o!Lmac..ionu !f que la. muLU.pUc.ac..i6n de un uc.a 

la.IL poi!. la. ma.tlúz Moc..iada a una t1Lo.n~>6o!Lmac..i6n6 equivale a la. muLU.pUc.a--~ 
c..i6n de un uc.a..to.Jt poi!. ua .tlta.M6o!Lmac..i6n. 

2S(T(X¡,Xi)l- 2 P(x¡,x21 

ApUc.ando Tala. paJt.eja (x 11 x2l 

( -7,-71 

2S(x 1 - x2l- 2 P(x1,x2l = (-1,-11 

ApUc.ando S a la. d.i6e!Lenc..ia X¡ - X2 ( vecto!L de R11 y P a la. paJt.eja 

(x1,x2l (vectM de R21 

2(2x¡- 2x2,X1- X2l- 2 (X¡- X2, X¡+ X2l = (-1,-11 

ope~Lando c.on uto~> vecto!LU tend!LeJno~>: 

2 ( X 1 - X2, - h2l = (- 1 , - 1) 

El>ta attúna .igualdad vecto~L.itte, la. pode111o1> U.evaJt. al úgtúente "~ 

tema. de ec.uac..ionu Unealu 2x¡ - 2x2 -1 

1 de donde x2 = 4 
1 

lj X¡ =--;r 

X= ¡- !/4] 
1/4 

-4x2=-1 

5 Cuando ho.b.teJnol> de .ta ma.Vúz cuoc..iada a una t1Lo.n~>6o!Lmac..i6n Uneal ~>.in up~ 
c..iMc.aJt. a que bcuu uta 1Le6e!L.ida, 1>e .6ob!LeentendeJuf que Mn la.!> bcuu e~ 
n6n.ic.M. 

6 En ute c.uade!Lno U~>aJt.emo~> .ind.il>üntamente la.!> exp!Lu.ionu "muLU.pUc.ac..i6n 
de una ma.Vúz poi!. un uc.ala.IL" o "muLU.pU.c.ac..i6n de un uc.ala.IL poi!. una mat!L.iz". 
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Te. ~u.geJt..úno~ que. c.omp e.bu ute. ILUultado ILUotv.i.e.ndo .ea. e.c.ua.c.i.6n 

ma.búc.i.at p.ea.nte.a.da, ut.i.Uzando e.t mUodo de.t cap.Uuto JI. At hac.e.!tto te. PE.. 

dW daiL cuenta que. u 111M ~.ún e. que. e.t duaMot.ea.do aqul. S.i.n embMgo, to 

hemo~ he.c.ho de. uta 601tma paiLa · tiLM iM ope.!tac.i.onu e.nt!Le. t!LaM 6o1Lmac.i.o

nu Une.a.tu • 

Ademá.l. de. w ope.~ta · nu de. ad.i.c.i.6n, muttipUc.a.c.i.6n pOIL un uca-

.tM IJ c.ompo~.i.c.i.6n, otiLa ope.~tac.i. n .únpo!Ltante. de. w tlta.M6o~tma.c.i.onu .t.i.ne.a.--

.tu u 6o!tma.c.i.6n Unéai.. 

La t!taM601Lma.c.i.6n .i.nv a, denota T- 1 de. una t!LaM6oiLmo.c.i.6n Une.a.t 
T: V .,. W u .ea. t!LaM6oiLmo.c...i.6n ·ne.a.t 11n.i.c.a í 1: W .,. V tat que. 

(TOT- 1 ) (w) =w "'twe:W 

(T-1 o T) (v) = v 

PaiLa que. e.wta .ea. ~6o1tmo.c.i.6n .i.nve.Mo. de. uno. t!LaM6oiLmo.c.i.6n U 

ne.a.i T : V .,. W, ~ta debe. ~e.IL b.i.re.c.:Uvo., que. u e.qu.i.vo..te.nte. o.: 

o.) d.i.m V = d.i.m W 

b) N(T) = {"U"v} 

PaiLa e.t utud.i.o de. u e. c.onc.e.pto c.oM.i.de.~te.mo~ e.t ~.i.gu.i.e.nte. e.j empto. 

Se.a. e.t ~~temo. de. e.c. c.i.onu Une.a.tu 

( 7) 

'1 

Lo. 1Le.p1Lue.ntac.i.6n rna.:qi.c.i.at, de. .to. 6o1Lmo. Ax =o, de. ute. ~~.tema. 

¡: :: : J ~ n ~: l 
la """'-'' A pu<d< d<J"'-' '""' <Mn<>6o'"""u:6n Un"-' T ' R' • R' de 

ILe.g.to. de. C.OILILUponde.nc.i.a: i 
1 

T(X¡ 1 X2 1 X3) = 1(3X¡-X2+X3 1 X¡-X2+X3, X¡+X2+X3) 
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AveM.gu.emoll .6~ A ~ene ~nv~a: 

[: :] ~ 
' 7~2l -1 o o o ' 1/2 -1/2 ' ' -7 o 1 '\, 1 o ' o -1/2 ' ' 7/;J o o o :-7/2 
' 

de donde 

[: -1 

:] A-1 1 -1 
=-r 

2 

S~ A Jtep!luenta .ea .tlta.n.66Mmaci.6n .Une.al T: R3 ~ R3 
, A-1 Jtep!le

llenta ma.tlúCAA.tmente la .tlta.n.6noJtmaci.6n .Une.al T-1
: R3 ~ R3 de~~Mda polt 

-1 ) 1 T (y¡,y2,Y3 =T (y1-y2,-y2+y3, -y¡+2y2+y3) 

En geneltai.,ll~ A u la JtepJtuentaci.6n ma.tJúci.al de una blan.66oJtma-

ci.6n .Une.al r, A-1
' .6~ ew.te, u .ea JtepltUentaci.6n ma.tlúci.al de .e.a b!.anllnOJt 

maci.6n ~nv~a de T. S~ A-1 no ew.te, T no ~ene blan.66o~tmaci.6n ~nv~a. -

Volv~endo at ll~.tema de ec.u.aci.onu ~Mei.atmen.te pia.n.teado, llu. M tu. 

ci.6n U ÚMCA. pOJtqu.e A-1 ew.te; en.tonc.u, hay u.n vec..toJt ÚMC.O de R3 c.u.ya 

.úna.gen u el vec..toJt ( 1, O, -1) bajo .ea blanll 6oJtmaci.6n T. 

S~ el ll~.tema de ec.u.aci.onu (7) hu.búJta ll~do c.ompa.t¿bte ~nde-t~

nado o ~nc.ompa.t¿bte, ¿qu.~ ~püc..a.ci.onu hu.búJta .teMdo paiLa .ea blan.66oJtmaci.6n 

T deMMda en el ejemplo? Vude el pu.n.to de v~.ta de ia..6 .tlta.n.66oJtmaci.onu 

.Une.alu, ¿qu.~ JtepJtuenta el c.onju.n.to de llolu.ci.onu de u.n ll~.tema de ecua~ 

nu .Une.alu homogweo? TJta.ta de c.ontutM a u.tall p~tegu.n.tall y c.onllu.Ua 

.tu..6 JtUpu.U.tall c.on .tu. pltOnUOJt O u.n allUOJt de' ia. ma.t~. 

6.- Sean B = fo1,o2} y E= re1,e2} doll bMu de R2, Jteia.ci.onadall poJt: 

o¡ =e¡+ 2e2 

o2 =- e1 + e2 
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1 

7.-

Encue.ntlta .ilu ma.W.cu l ~ ( S l y ~ ( S l 

La """"' .uociad< 4""" .... 

1 

~~·U."" T•R' • R' 

M"'[-~ ~ :] 1 2 -2 1 1 

o 1 -1 1 

Encue.ntlta la. Jte.gla. de. oltltuponde.nc..(.o. de. cUcha .tlt.a.I'Lll6o1Una.c.i6n y d!_ 

te.Jtmúr.a. .ilu ciúne.I'Lll.i.onu de..t. Jte.co 'do y de..f. ntlcLe.o de. T Ulla.ndo e..t. Jto.ngo de. M. 

8.- Sea T: R2 ... R2 una. .tlt.a.I'L66o c.i.6n .Une.a.t y 4e.an A• {(2,0), (0,2)} y 

8={(0,3), (3,0)} do4 bMU de. R¡. 

S.i. 4e. conoce. que. [ ¡ ¡] 
~ ,rl .. 

1 -4 2 

y (v)B = (2, 1l, ob.Un [r(iil]A 1 

9,- '"""""" ""'"'~""'"do"" 4.,., 
R(x,y,zl = (2x +y, x!,z- y) 

S(x,y,zl (x,2y,x- !fl 
• ! 

T(x,y,zl = (O,x+y+~, x-2y-2zl 

0:¡ Obtén la.4 mat:Júcu Mo~ k ca.da .tlt.a.I'L66o1Una.c.i6n .Une.a.t Jte.6e.Jt.i.d.a.4 a l.M 

bM U ca.n6n.i.CM • 1 

b 1 S.i. ii = ( 1, -1, -71 , obtln emptekndo la.4 mat:Júcu M o~: 
(R+S+T) (ii) ~ ((RoS) +T) (\i), 
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1 O.- LM tl!.a.I'Ul 6oJUna.ci.onu .U.nealu 

F:A-+8 

G:B-+A 

H:C-+B 

S:B-+C 

T:A-+C 

Ve w <>i.gtúentu o peJLO.ci.o nu, de.tvunúw. c.ua.iu <>e pueden e6 ec.twvr. 

y, en ca<> o a.6.i.Junativo, de.teJuni.na. e! dornúúo y Jtec.oJrJúdo de .ia.6 tl!.a.n.6 6M.maci.~ 
nu JtUu.Ua.do : 

1) G o F 

11) G OH 

111) HoF 

IV) S o F 

V) To F 

VI) HoTo G 

11.- Sea. T u.na. tl!.a.I'Ul 6oJtma.c.i.6n .U.nea-f. que c.oi'Uli.<>.te en una. JtO.ta.ci.ón de 90 • de! 

pl.a.no c.M.tui.a.no allz.ededolt de! olti.g en en <> en.ti.do c.o ntJta.Jti.o a. w manec..Ue.iu. 

de! Jtei.cj, y <>ea. S u.na. tl!.a.n.660Jtma.c.i.6n .U.neal que c.oi'Ul.i.<>.te en Mi.gna.Jt a. c.a.da. 
pu.nto de! pl.a.no <>u. <>i.mUJúc.o ltUpec..to a.e. eje X. Ca.tcui.a.: 

a.) (T +S) ( 1, 1) 

b) (T+S) (x,y) pa.!ta. x~O, y~O 

c.) (T-(3ToS) + 1R2-4(SoT)) (x,y) 

donde IR2 u !a. tl!.a.n.66oJtma.ci.ón i.den.ti.da.d en R2 • 
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12.-

T(x,y,z) = 

Vemu.u.tJLa qu.e ta. .u 601tma.c..i6n T .ti.ene .<.nveMa. y veJU.6.(.ca. qu.e ta. 

73.- VeteJUn.i.na. .6.<. ta. .tJLa.u6o u6n .Unea.l T: P¡ -+V, donde 

P1 ={a.x+bla.,be:R !{ V={~ ~] !a.,be:R-} de6.(.n.ida. poJL 

[

6(0) 
T 16) = O 

.ti.ene .<.nveMa. y en ca..60 a. · 

O l "ff6 e: P¡ 
611) 

vo, ob.tenta. • 
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l 
j 

~altacleiMlico;i 

Vol> de. tol> c.onc.e.p.tol> de. mayOJL .únpo!Lta.neúl. y apUc.acú6n de.n:t:Jto de. 

tal> .tlta.M 6o1Lmacúonu Uneatu Mn tM de. vatOil. y ve.c.toJt c.Mac.te.JÚ.(lti.c.o, 

A c.onünua.cú6n te. pJtue.n.ta.mo¿, una de. l>U6 apUc.acúonu 111M .<.n.teJte.-

¿,an.tu : tal> 6o~LmM c.ua.d.Jt4.:ti.c.M • 

A una e.c.ua.cú6n de. ta 6oJtma: 

ax2 + bxy + c.y2 + dx + e.y + 6 = O _____ (8) 

donde. a, b, ... , 6 Mn númeJtol> JteaiU, l>e te ttama e.c.ua.cú6n c.ua.d.Jt4.:ti.c.a de. do¿, 

vM.<.abtu x, y 7 

S.<. al me.nol> alguno de. tal> c.oe.6.(.cúe.n.tu de. tal> t.Vun<.nol> de. l>e.gundo 

gJtado a, b 6 e u d.<.l>ün.to de. c.eJto, e.n.tonc.u ta e.c.ua.u6n an.telt.<.oJt Jte.pJtue.n.ta

et tugaJt ge.omUJúc.o de. una c.6n.<.c.a, o b.<.e.n c.Mol> e.xc.e.pcúonatu como un punto 

o un paJt de. Jte.c.t:M • 

Cua.ndo b u d.<.l>ti.n.to de. c.eJto (.<.nde.pe.nd.<.enteme.n.te. de. tal> vaioJtu de. 

a y e), ta e.c.ua.cú6n Jte.pJtue.n.ta una c.6n.<.c.a cuyo eje 6oc.at no u pMateto a 

algún e.j e c.ooJtde.nado. S.<. ade.IIIM, tal> c.oe.6.(.cúe.n.tu Moeúl.dM a ta vM.<.abte. x, 
a y d ( 6 tal> Moeúl.dol> a "y", e y e) l>on d.<.l>ti.n.tol> de. c.eJto, l>.ign.i6.(.c.a que ta 
c.6n.<.c.a no tiene. llu c.ent.Jto (o llu vélt.ü.c.e. e.n et c.Mo de. ta paJtábota) e.n et oJt.<. 

ge.n. 

U pJtObtema que. due.a.mol> JtuotveJt ahoJta, u et de. hac.eJt un c.amb.<.o 

de. vM.<.abtu de. .tat 6o~t.ma que. ta e.c.ua.cú6n ( 8) lle. Jte.duzca a ta 6o~t.ma: 

ax"2 + Sy"2 +y= O _______ (9) 

que Jte.pJtue.n.ta una c.6n.<.c.a con c.ent.Jto e.n et oJt.<.ge.n y e.ju pMateiol> a tol> e.ju 

c.ooJtde.nado-6 . 

7 A ta l>uma de. tal> t.Jtu pJt.<.me.JtOl> .t€Jun.i.n0.6 de. ta e.c.ua.u6n ( 8) ax2 + bxy + c.y2 

l>e. te. ttama 6o1Lma c.ua.dJuf.t.¿c.a de. to-6 valoJtU x, lj. 
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Obvf.o.men.te la. ecua · n ( 9) u mucho 11146 64c.U. de .f.dent.i.6.f.c.M que 

la. ec.uac..Wn ( 8) , 

PJt..úneJt.o ha.Jr.emo./l LLit b.<.o de viVUab.te paM g.i.lr.M !o.¡, eju de la. c.6 

n.<.c.a. y ha.c.eJt..to.¡, pa!La..te.to./l a. .to.¡, eju c.oM.dena.do.6 (!Lo.ta.u6n de eju) y !LLego 

ha.~temo.¡, otiLo ca.mb.i.o de va.IL.i.a.b.te paiLa c.o.toc.M ./>U c.ent!Lo en e.t o!L.i.gen de c.ooiL

dena.dM (t!La..6la.u6n de eju). 

ca.mb.i.o de va.IL.i.a.b.te y g.i.lr.M !o.¡, eju, ./le po 

dJúa. a.pUc.M e.t ILULL!.ta.do bien onoc.i.do de .ea.. geometlúa a.na.U:Uc.a. que .f.nd.i.c.a. 

que pa.!La. e.t.<.m.i.na.IL e.t té!Lmino en xy e.t ca.mb.i.o de va.IL.i.a.b.te a.p!Lop.{.a.do ut4 da.do 

poiL .ta. expiL1!..6.i.6n: 

donde ta.n20 =-b
a.-c. 

x = x' e .60-y'.6en0 

y = X 1 .6 n 0 +y' C.O./l 0 

S.i.n emba.~tgo, no./> otiLo piLoc.edeJt.emo./l en otiLa. 6oJuna a.pUc.a.ndo .toA IL!:_ 

.¡, u.t.ta.do.6 de! A.e.g ebM Unea..t. 

En pJt..úneJt. té!Lmino' ob./leJt.Va.IL que la. ecuau6n ( 8) ./le puede 

u c.IL.i.b.i.IL c.o mo : 

[x y] [~ :] [: + [d e] [JH ___ (10) 

o b.i.en: 

?Ax+Bx+ =o ( 77) 8 

donde 

x= [:] Al :] y 8 = [d e] 

8 E.t p!WneJt. té!Lmino de la. ecua "6n ( 77) 1!..6 .i.gua.t a. xT A x = a.x2 + bxy + c.y2 y 

1!..6 .to que hemo./l lio.ma.do 6o1Lma. c.uadiL4t.i.c.a.. 
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j 

1 ¡ 
1 

i 

No.tamo.s qu.e. .ftt 4paM.c.i.6n del t€Jr.mino e.n x.y de. .ftt e.cua.c..i.6n (8) .se. 

de.be. 4 l.o.s e.l.e.me.nto.s 6u.eM de. .ftt d.i.a.gona.l. de. .ftt ma.tM.z A. En ca.mbio, .si A 

6u.eM d.i.a.gona.l. e..ste. t€Jr.mino no 4paAe.c~. Po~ e.je.mpl.o, .si A 6u.eM de. .ftt 

6oJuna.: 

[: :] 
el pJLúnM t€Jr.mino de. .ftt e.cu.a.c.i.6n ( 77) ~~~~ 

--- (72)
9 

PM l.o ta.nto, l.o qu.e. te.ne.mo.s qu.e. ha.cM e..s e.6e.c.tua.lt u.n ca.mbio de. v~ 
~te. qu.e. "dia.gona.Uce." 4 .ftt ma.tM.z A. 

Se. pu.e.de. de.mo.s~ qu.e. .ftt rna..tlúz A, pM I>M .s.únltlúc.a. .se. pu.e.de. ~ 

gona.UzaA me.dia.nte. u.n pMdu.cto 

.súndo P .ftt rna..tlúz 6oJuna.d4 con l.o<> ve.cto~e..s ~cteJÚ.l>tico<> wu:.taJL.io<> de. A 
10 

E.6te. ~odu.cto e..s igu.a.l. 4 u.na. ma.tM.z dia.gona.l. A' cu.yo<> ele.me.nto<> Mn l.o.s va.to 

~e..s ~cteJÚ.l>ticol> a y B de. A. 

,., AP • A' • [ : : ] 

4de.rn4.l> .ftt ma.tM.z P e.l> OWgona.l. 1J po~ l.o ta.nto, pT = p-1 , e.1> de.~, 

pTp = ppT = I 

Entonc.e..s, .ftt e.cu.a.ú6n ( 77) <>e. pu.e.de. e..sc.Ub~ como li~odu.c.úndo 

el ope.Mdo~ ide.ntida.d 1 e.~e. c.a..d4 pMdu.cto de. rna..tlúcu y l.u.e.go .su..stitu.yw
dol.o po~ pTp 6 PPT) : 

x-T ppT A ppT X + 8 p pT X + 6 = o 
!PTxlT A' !PTxl + 8 P!PTxl + 6 =o _____ (73) 

g A .ftt e.x.p~e..sidn ( 72) <>e. te. Uama. 6oJuna. cu.a.dlrM.ic.a. dia.gona.Uza.da. 
10 La. rna..tlúz P <>e. pu.e.de. 6MmM con ve.ctMe..s ~cteJÚ.l>ticol> no wu:.taJL.io<>, <>in 

e.mbMgo, e..s ~e.6Mibte. u.~> M ve.cto~u wu:.taJL.io<>. 

127 



Ve.MnamM wt nuevo ~ · te.ma. de. c.oo1tde.nada.6 x', y' me.cUa.nte. la. e.xplt~ 

[ :: ] • '' • r ' • P' [:] 

y ua. 8' = 8 P = [e: w J . Ente c.u, la. e.c.ua.ci.6n ( 13) u puede. UCJÚb.ur.: 

x'T A' x' + 8 x' + 6 = o ------(14) 

6 

[<' y'] [: :] ::] • [' • J [ ::] • á • o 

- 1 

a. x' 2 + B y' 2 + e: x' + 1 wy' .+ 6 = O ( 15) 

1 

En uta. e.c.ua.ci.6n e! e.{e. 6oc.a.l u pallale.!o a. algún eje. c.oo1tde.na.do, 

u de.c..ur., ~e. ha. e.6e.c.tua.do la. lto ci.6n b~c.a.da.. 

Aholta. e.6e.c.tua.mo~ e! .6 gwtdo c.a.mb-i.o de. vaJúa.b.te.. S.i a y B Mn 

d.iht-i.ntoh de. c.e.Jto, pode.moh tom 

a(x' 2 +~ x') y B(y' 2 +~y') 
a B 

y c.ompte.ta.Jt c.ua.dlta.doll. Entonc.J la. e.c.ua.c.u6n ( 15) u UCJÚbe.: 

' e: 2 ' w 2 l. e:2 w2 
a ( x + zal + B (y + zsl i 6 - 4a- "'413 = O ----- ( 16) 

e.6e.c.tua.ndo la. tlta..6la.ci.6n de. e.j 

x" =x'+-{¡;- y" =y'+-fs-

e:2 ~2 
y de.Mn.ie.ndo y = 6 - 4a - T 

: 

lle Ue.ga. a. la. e.c.ua.ci.6n b~c.a.da. ¡(e.c.ua.c..i6n 9): 
2 i 

a x" + B y"
2 +IY =O 

1 

Sea. polt eje.mpto, la. c.~n.ic.a. de. e.c.ua.ci.6n 

3x2 - Zxy + 3y2 1- 2ff x +6ff y+ 2 =O 
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que H puede u c.Júb.i.JL c.omo: 

[x y][_:-:] [:]·[-2/F 6ff] [J· o 

donde 

A• [ l -'). B = l~2ff 61"2] y 6 = 2 
-1 3 

c.omo el c.oe6{.uen.:t:e de xy u eü6ü.n.:to de c.eJLo, el eje 6oc.a! de e.ó.:ta. c.6nic.a. 

no u p~elo a algún eje c.oo~denado. 

Hagamo.ó el c.amb-i.o de vM-i.abtu a x' -y' paM que el eje 6oc.a! 

<>ea.~elo a algún eje c.ooMenado. PMa eUo obtengamo.ó to'.ó yalMe.ó y veS:_ 

to~e.ó ~c.tvú.6ü.c.o.ó de A: 

P(:\) =1- 2 -6!-+8= (:\-4) (:\-2) -1 = (3-t-)2- 1 3-1-
det(A- AI) = 

-1 3-1-

[:: ::] [:]-[:] => x = -y, el c.onjun.:to de ta 6o~ 

{(la, -la) Ita R, la+ O} 

~: -:] [J [:] > x =y, et c.onjun.:to de ta 6Mma 

{(la, la) llaER, la+ O} 

tomemoh un vec.to~ c.Mac.teJt.úü.c.o de c.a.da c.onju.nto, y 6o~emo~.> c.on él>to.ó et -
c.onjun.:to { ( 7, - 7), ( 7, 7)}. Hac.a.ndoto.ó wúta.Júo.ó .~>e ü.ene: 

7 7 \.rr (7,-7l, n- (7,7)} 
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en.tonc.u la. ma.tlúz 'P, que cU.a.go 'z~t a A, bU6c.tUÚ1 u: 

P• ,;_ [: :] 

la. ec.U~tc.ú5 n de la. c.6 ni CA. en 6un · 6n de l.a.6 vaJLÚÚ>lu x' y' u i 

[•' y'] ~ :] [ ::] • -'" ''fJ ,;_ ¡_; : ][ ::] ., . o 

ha.c.<.endo opeJLa.uonu, H ob.Uen : 

4x' 2 + 2y' 2
- Bx' + y' +2 =O 

c.omple.ta.ndo c.u.a.dJutdo~, ~e .tiene que: 

( 4x' 
2 

- Bx' + 4 J + ( 2y' 2 + y' + 2 J - ( 4 + 2 J + 2 " O 

ha.c.<.endo o peJLa.do nu ~e Ueg~t 4 
1.ea. ec.U4u6 n : 

4{x'- 7) 2 + 2{y' + 7) 2 = 4 

( ' + 1 J 2 (x'- 7) 2 + _.:..;z.....,;_:..:..¡_. = 1 

la. c.ud puedu l!.ec.onoc.e.JL 6~tc.<.lm nte, u una e.U.p~e c.on c.entl!.c en ( 1,-1 J del 

~.i6.te.m4 X' Y' 

Y' 

0.4 
X' 

o 

-1 

-2.4 
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1 
j 

pMa. Jr.e.6Vt.W.a al 4-U.tema X Y lr.e.CLWtamo4 a la e.c.u.a.ci6n 

[:] • p [ ::] [ ::] • ,-• [:] 

como pue.de-4 c.omplr.obaJr. 

p-1 = pT., _1_ [ ¡ 
ff 1 

-1] 
~ 1 

x'" 
1 

-- (x- !() 
ff 

' !1' " 1 ( IT X+!() 

e.4 de.cilr., el e.je. X' e.4.tlf loc.a.Uzado (hacie.ndo y' =O) a lo lalr.go del ve.c.to1r. 

~ (7,- 7) !{ Y' a lo lalr.go del ve.c.tolr. }r (7, 7) hacie.ndo x' "'O. Su 

gl!á6-f.c.a e.4 , pOir. tan.to : 
y 

X 

X' 

c.on lo c¡ue. c¡ue.da .i.de.n.ti6-(c.ada y gJtC.6.lc.ada la c.6n.ic.a de. e.4.te e.je.mpto. 

Te. 4uge.JL.úno.¡, ahoJr.a, c¡ue. tu .tlr.a.te-4 de. .ide.n.ti6.(c.aJr. !{ gJr.a6.(c.aJr. la c.6-

n.ic.a de. e.c.uaci6n -3x2 + h.y+ 12y2 + 30x + 64y =O polr. el mUodo e.4.t.tdia.do an.te.
lr..i.OI!.me.nte.. 
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A c.on.tútuac<.6n te -in .U:.amo.6 a ll.Uo.f.veJt. .f.o¡, .6-i.gtúen.tu ejeJt.uuo.6 

.6obll.e va.f.Mu y vectMU call.a eJú.6ü.c.o.6 y otM.6 concepto.6 qu.e c.omp.f.etan 

e.e. utu.cü.o de u te capUu..e.o. 

14.- Sea .e.a mat!úz 

M(Tj l: : ; l 
.e.a ll.epll.U erttac<.6n mat!úua.f. de .e.a tll.a11.6 6Mma.u6n Unea.f. T: R 3 ~ R 3 

a.) VeteJt.m-i.na. .f.o¡, va..f.MU call.a eJÚ.6Ü.c.o.6 de T y .f.o¡, vectMu call.acteJú.6ü.c.o.6 

a..6oc-i.a.do.6 a e.f..e.o.6. 

b) Vemu.utll.a qu.e u.rz 

do.6 a. va.f.Mu call.acteJú.6ü.c.o.6 e T cü.6eJt.entu, u u.na. ba..6 e de R 3 

c.o de una. tll.a11.6 6Mma.c..<.6n Unea.f. T. S-i .e.a 
tll.art.66Mma.c..<.6rt T tiene -i.nveMa T-1, demu.utll.a qu.e >. -l u u.n va.f.oll. call.Glcte

WÜ.c.o de T- 1 

16.- Encu.entll.Gt .todo.6 .f.o¡, va.f.M call.acteJú.6ü.c.o.6, u.na. ba..6e y .e.a cü.mel1.6-i.6n de 

c.a.da upac..<.o c.Ma.cteJú.6ü.c.o de .e.a tll.al1.66oll.mau6n Unea.f. T:R 3 ~ R3 de6ú:i.da 

poJt: 
T(x,y,z)=(2x+y, y-z, 2y+4z) 

1 

1 

17.- Vemu.utll.a qu.e. u.n upauo rl cteJú.6ü.c.o de u.n opeJt.a.doJt Unea.f. T, 

.6u.be.6 pa.uo -i.nva.Jt-i.a.l1..te de T. · 

1 

n.- vlli~~ a '~'~[ :· cr~~. -u ~' 

1 

1 
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19 • - Vemuu .tAa. que. Id .ea mo..tlú z A u ~-únil.M a !a mo..tlú z B, e.nto neu ~ ~ .tAa. 

zM .&on igua.tu. 

20.- PaJta. cada. uno de. .e.o~ ~igu.<.e.tttu opeJr.a.doJr.u Une.a.lu 

.tal qÚ.e. T(x,y) = (2x +y, 3x) 

.tal que. T(x,y,z) = (y-z, x+4z, x+4y) 

Ob.Utt wia. ma.tlúz diagonal V Moeia.da. a. T y una. ma.t.Júz "dia.gotta.Uza.doJr.a." P. 

CompJr.Ue.ba., paJta. cada. inwo, que V= P- 1 AP donde. A u !a ma.Vúz Moeia.da. a. T 

Jr.e 6 e.Jr.ida. a. ~ bM u ea.n61ti.eM • 
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1 

1 

uftt~celdnea 
1 

1.- Coru.ideJt.a. el upo.cio vec.to · V ~obJLe R 601!ma.do po!L la.6 rnat:JU.c.u de 

OJLden 3. 
Si ~e de6ine ta .t!La.ru.6o!r.mac..i6n T:V..,. R 

T(A) ,. de.t(A) "1' A E V 

invu.Uga ~i T u Uneat. 

2.- Vada ta .tJLa.ru.6oJLma.c..i6n T:C..,. C de6inida poiL 

T(a+bi) = ( "''a,bER 

al Vemuu.tM. qu.e T u Un ~i el upo.cio vec.tolliat e utd de6.(.n.ida ~o-
bJLe el c.ampo de te~ JL u • 

b) Ve!LiMc.a qu.e ~i el upo. . e utd deMn.ido ~obJLe el campo de to~ c.om
ptejo~o; ~e c.u.mpte. qu.e. 

T(z¡+z2l ,. !zd .,. T!z2l 

T(z1 ) ,. J T(z¡) 

______ (1) 

------- (11) 

Z¡,Z2 E C pMa toda UC.atali. a E C, donde a 
Como o.T(z¡) + T(o.z¡) 1 T no u .Uneat, 

( 1) y ( 77) u Uama. ~ emU.inea.f. j 
1 

1 

1 

1 

u el c.onju.gado de o.. 

.6in embMgo, at c.u.mp.U.JL 

3.- Se de6.(.ne en el upo.cio vefolliat de 6u.nc..ionu JLea.f.u de vaJúa.bte JLe.at 

u.na .tM.ru. 6oJLma.c..i6n ~obJLe ~l. mqmo de .ea ~.igu.ien-te maneM: 

T(6(xll·-#x~' (x)-a6 (x) aER 

al Vemu.u.tM. qu.e T u u.na 6oJLma.ción .Une.at. 

b) Vemu.u.tM. qu.e N(T) • {e la E R} 

c.) Ve.teJU7l(.na .ea cUme.ru.i6n lte N (T) 

1 
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T(x,y,z),. (b-y+z, 3x+z, x+y) 

a) Ve.tellmlna. el lle.c.oltllido y el nl1cle.o de. T. 

b) Obtln una ba6e. y ta dime.nbi6n del 11.e.c.oltllido y del nacte.o. 

5.- Palla ta ~60Jr.ma.U6n Une.ai T:V ... V, donde. V • {ax2 + bx + c.ja,b,c. E R} 
.u c.onoc.e. que. 

T(h2 + Sx) • 3x2 

T(x2-1) c-)(2-7 

T(4) • 4 

Ve.tellmlna. ~:>i u po~:>ibl.e. obte.ne.ll ta 11.e.gta de. 46oc.iad6n de. T y, e.n 

c.a60 a6-0-ma.Uvo, obte.nta. 

6,- Enc.ue.ntlla una ba6e. y ta dime.n~:>i6n del upac.io ve.c.to~, L(R2 ,R 3
), 6011.

ma.do poli. el conjunto de. tod46 l.46 ~6oiUMc.ionu Une.aiu de. R2 e.n R3
• 

S:R2 ... R2 

T:R2 ... R2 

tal que. 

tal que. 

S(x,y) • (h- y, y+ x) 

T(x,y) • (3x+2y, x) 

[(ToH) +S]:R2 
... R2 tal que. [IToH) +S] (x,y) • (h-3y, y-x) 

Obtln ta 11.e.gta de. a~:>oc.iad6n de. ta tllanl> 6Mma.U6n Une.ai 

135 



8.- Va.da.1> la.4 .tM.YlhnOilma.c<.onu .Unealu T:V.,. V y S:V.,. V, donde 

V • { [: :] ,,,,,,w R ¡ de6búda.1> c.omo 

T ( [: ~ ) [, ' : ' 

X+ y l 
x+y+z+~~ 

S ([: :]) • ~ ~ 
enc.uen.t.M., de ~>eJL po~>.<.bie, w llegw de a.1>.<.gnac..<.6n de : 

a) s-1 

b) í 1 

c.l rs o n-1 

9.- Palla .ea .tM.Ylh6ollmac..<.6n .U eal T:P.,. P, donde P= {ax2 +bx+c.la,b,c.ER}, 

de6.<.n.<.da poll 

T(6) = 6' + 

i 

1 O.- Ve.teJLm.<.na. io~> va.e.Oilu y vfctMU c.Macte.JÚI>tic.o~> de .ea .tM.YLh 6ollma.c..<.6n .e¿ 
neal S:M.,. M, donde 1 

1 f 1 • 

R f 1 y S u:tó. de6.(.n.<.da pOil 

:n [":· ··,:'J 

} lx yl 
M=~ lo ~ 1 x,y,ZE 

s(~ 
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11.- Sea A i.a. mtWúz Moua.da., 1Le6e.M.da. a. .lM bMu ca.n6n.i.CM, de u.n opella.doiL 

.Unea.l T,). wt valoiL ca.McteJ!..U.U.c.o de T y v l>u vectoiL c.a.ILa.cteJ!..U.U.c.o M o~ 

do. 
Vemuu.tlla. que pa.!La. i.a. b!a.M 6ollma.U6n .Unea.l rk, k E N, c.uya. mtWúz 

MoUa.da. 1Le6e.M.da. a. .lM bMU ca.n6n.i.CM u Ak, ).k u un vai.oiL c.a.ILa.cteJ!..U.U.c.o 

de rk y v u l>u vectoiL c.a.ILa.cteJ!..U.U.c.o MoUa.do. 

Ve.M.6-(c.a. .e.o a.nte.JúoiL pa.!La. e.e. opella.doiL .Unea.l T :R 2 -+ R2 , de6-(n.i.do 

pOIL T(x,y) = (x-3y, y) y k=2. 

12.- Pa.lla. e! Ope!La.doiL .Unea.l T: R3 -+ R3 de6-{.n.i.do poiL 

T(x,y,z) = (x, 2y, x- 2y) 

de.teJ!.In.{.na. c.uai.u de .tol> l>.i.gtúentu l>ubupa.uol> de R3 l>on .f.nva.IL.f.a.ntu ba.jo T: 

a.) M={(O,O,k) /laR} 

b) N={(k,-2k,O)/kER} 

c.) P = { (O, k, - k) / k E R} 

13.- La. mtWúz MoUa.da. a. i.a. .tlla.M6ollma.u6n .Unea.l T, 1Le6e.M.da. a. i.a. bMe 

A={(2,1,1), (1,0,1), (0,0,1)} u 

~ ITI• [-: -: -: l 
ObU.n i.a. maW.z MoUa.da. a. T 1Le6e.M.do. a. i.a. bMe 8 = {(2,3, 1), 

(0,2,1), (0,1,1)} 

14.- Vemuub!a. que dol> maW.c.u umeja.ntu tienen .tol> mú.moh valOILU c.a.lla.cte

wtic.ol>. 
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1 S.- PtVta. CAdo. . u.na. de la.6 .6-iguú.n.t .tJ!.a:Y/.6 6011ma.c.i.onu .Unealu 

1) T:R 3 ... R3 deM.n.<.do. pOI!. (x,y,z) = (x+ 2y+4z, 3y, x+ 7y- 2z) 

11) T:R3 ..,. R3 de6.i.rU.do. pOI!. (x,y,z) = (4x+ y- 2z,- x+ 2y+ 2z, x+ y+ z) 

111) T:R 3 ... R3 deM.n.<.do. pOI!. (x,y,z) =(x+2y, -y+z, h-y) 

a.) ObUn ¿,(.(.6 vai.oiLU CJliLa.ct .Uc.o¿,. 

b) Ve.tll.ILm.i.na. ¿,.{. T u d.i.a.gona.U a.bie¡ en c.a.¿,o a.6.i.roma..tivo, obt~n una. ma.tl!..i.z 
c:Uagona.i a.¿,oc..i.a.do. a. T y ia. a.¿,e a. ia. c.ua.i u.ttf 1Le6IZ.IL.i.da.. 
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8xamen de · ~afi/lulo 

1.- Sea M el upa.c..Lo de ma..tJúcu cu.a.d!La.cúu. de o!Uin 2. 

T(A) = tr(A) -'V'Ae:M 

a.) Ve.mu.ubta. que T u .Unea.l.. 

b) VeteJLm.i.na. el nt!c.teo de la. bta.M6Mma.c.í.6n, una. bMe y ~u. d.únetU-i6n. 

20 PTS. 

2.- CoM-ideJW. el upa.c..to vectoJúa.l C2 = { ( x, y) 1 x, y e: C} de6-in-ido MbJte el 

· ca.mpo de .to~ nt!meM~ Jtea.l.u, y la. bta.tU6oJrma.c.í.6n .Unea.l. T:C2 
... C2 deMn-i-

da. po!t 
T(a.+b-i, c+cú:) = (a+cú:, c+b-i) "'t'a,b,c,de:R 

Vetvun.i.na. la. ma.tlúz Moc..tada a la. bta.M 6oJrma.c.í.6n T Jte6e!t-ida a la. 

bMe B = { ( 2, O), ( 1 - -i, 0), (-i, - 2), ( 1, U +4)} 

20 PTS. 

3. - Vacúu. .tiU tJtaiU 60Jtmac..to nu .Unea.l.u 
H:R2 

... R2 ta.t que H(x,y) =(x-y, x +y) 

P:R 3 ... R2 ta.t que P(x,y,z) = (-x, 2z) 

S:R2 ... R3 ta.t que S(x,y) =(y, x+ y, x) 

Obt~n la. Jtegta. de .ta. bta.M6oJrma.c..t6n M, ~-i: 

M= (2HoH-1 ) - (2PoS) 

20 PTS. 
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4.- PMa. la .tJLa.ru.6o.l!ma.c..ú5n Ur!e.a,.e S:M ~ P donde. 

M=)[: :] I<Y,aRI y P•{«'•b<><l•,b,e<R} 

de.6-üúda. pO!t ) 

s ( [: : ])· {4<e{>' <{b<o/«1•-cl 

a) Ve.mu.e.ó.tlla. que ex.U.te .te .tJLa.ru. 601l.mo.c..ú5n .<.nve.Ma. 

b) Ve.teJuni.na la lt.egla de 1a .tJLa.ru. ~f.l!ma.U6n .<.nve.Ma. 

20 PTS. 

5.- Sea el opvr.a.d01t Une.o.l T. P ~ P, donde P = {ax2 + bx +c. 1 a,b,c. e R} y T 

e.ó.td de6.<.n.<.da. c.omo 

T(ax2 +bx+c.) = ( a+b)x2 + (2b-c.)x+4c. · 

a) Ob.t~n ioll vaiolt.e.ó y ve ~lt.e.ó c.Ma.c..te!Ú.6.t.<.c.o.6 de T. 

b) Ve.teJuni.na, .6.<. 1?.6 poll.<.b e, una rna..t.lt..iz d.<.agonai Moc.<.ada. a T y la bMe 

a la c.u.ai e.ó.td 1t.e6e!t..<.d • 
20 PTS. 

T.<.e.mpo mdWIIo de .60iu.c..ú5n: 2 holt.a.6 15 m.<.nu..toll. 
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CAPITVLO ITI 

Operadores Lineales 
sobre 

Espacios Euclidianos 



" L mcU:emctti.ca. no M un c.u.eJtpo a.U.lado y a.u.:to ~u. 6~ 

e<. e de c.onochn.ien:to~. Ewte ~obJte todo pMO. 

ay~ al hombJte a c.ompJtendeJt y do~nctJt el mundo 

6-Utc.o y tamb.U.n, en alguna medida, lo~ mundo~ 
ec.o 6m.(.c.o y Mci..a.e.. La mcU:emctti.ca. M.tá al ~eJtv~ 

de deteltm.[nado~ 6-inM y pltop6~-ito~. Si. no 

e ~~. no hab~ lu.gctJt pMO. e.e..e.ct en lo~ pJto-

g ~ de e~ eiianza. S-i w mcU:emctti.c.~ Mn o b j! 

e gJtctn demanda y ~e .e.u c.onc.ede tanta .impolttct~ 

ci..ctr.f.ct Jtctz6n M que Mn un .i~tJtu.mento de gJtctn 
ayu. ". 

MORRIS KLINE. 

1 



1.- Ob.t€n el. m6dulo de .f.o¿, ¿,.(.gr.úen.tu ve.c..toJLU 
ctl v= (7,6! bl w= (-3,2,1'Tf"l 

• 2.- Vctdo¿, .f.o¿, ¿,.(.gr.úen.tu ve.c:toiLU, de..teJtm.inct cua.e.u de. ello¿, Mn oll.togonct.f..u 

en.tlle. ¿,,t : 

u=(7,-3,2l, v= (-7,3,5), w= (9,8,- 3) 

3.- Ob.t€n un ve.c..toiL u.n.UaJúo en .f..ct d.<.llecci.6n del. vec:toiL 

¡¡ = (3,- 6,6) 

f (.t3 - 3.t2 + {-l d.t 
o 

5.- Cct.f..culct el. ILU u.t.tctdo de .f..ct ¿,.<.gr.úen.te ex.p1Lu.<.6n 

[1 -3 o] 

6 • - Cct.f..cu.f..ct .f..ct .tllctzct de. .f..ct ¿,.(.gr.úen.te. ma..tJúz 

143 



7.- a) Pa.JLa qu.e .ea rna..ttúz 7 e - 3+ 3-i. 

'"1 
--i. -5 6 -.{_ 

A = 
a d o 6 
b e 10 1 

!lea u.na ma;tJUz heJun.Uú¡rta H Jr.eqtú e qu.e 

a= ___ _ b= __ _ e= ---- d= __ _ e= ----
n= __ 

b) Pa.JLa qu.e .ea mctt!Uz --i. 1--i. z 

B = X o 
" J -8+4-i. lj W+3-i. 

x= y= z = W= 

c.) Ve.X:Vt/n.Í.rta !>-i. .ta ma;tJUz 1 -:] e ,rr 2 

u una rna..ttúz o tW:J g o na1. . 

S-i. :tienu du.dM en .ea M.f.u. "6n de .f.o!> :tJr.u ptUmeJto!> ejeJtc.-i.c.-i.o!> de 

u.te examen, .te !>u.geJtúno!> u.tu.d-i.u .to!> eoneep.tN en .tcu pág-i.l1a!> 12, 17 y 

21 de 

- Apu.ntu de GeomeA:Júa. AtuU'.ULc.a 
Fac.uftad de Ingen.<.vúa., UNAM 

S-i. .tu.v.ú.te duda./, en .ea !>o4u6n de.f. ej eJtc.-i.uo 4, .te !>u.gvúmo!> u.tu.

d-i.u u.:to!> eoneep.to!> en e.f. c.ap.Uu,e.o 1 VI de 

- Apu.ntu de Cá.f.c.u..e.o V-i.6 eJtenc...i.a..e e ¡n.teg.lr.a.f. 
Fac.uftad de Ingen.<.vúa., UNAM 

Y, 4-i . .tcu d-i.ó-i.c.uUa.du !le .t p.1r.uen.taJr.on en .ea 4o.f.l.tc.-i.6n de lo!> ejeJte!:_ 
c.-i.o!> 5, 6 y 7, .te 4u.geJtúno4 Jr.epM u u.:to!> c.onc.ep.to4 qu.e. u.twüa.6.te en e.f. caP{ 

.tulo 1I de. uta M-i.gna..twta.. 
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fffJ~toducloJ 

A c.on.ünu.a.c..Wn te p!Le-óen.tamo-6 .e.o-6 obje;Uvo-6 má-6 .únpoll.ta.nte-6 que d! 

be-6 a.lc.a.nza.IL al teJUn.(.na.IL e-óte c.a.pUue.o: 

VI. 1 VeteJUn.(.na.IL .6-i.. un e-ópa.do vec.toiL.i..a.l y una. nunu6n noJuna.n un e-ópa.uo 

euc..U.d.i.a.no • 

VI. 2 Obtene!L una. bMe oJtton011.ma.l a. pcvz;túr. de una. bMe c.ua.lqu.i..eM de un 

e-6 pa.uo eucUd.i..a.no. 

VI. 3 Ob:tene!L R.o-6 va.lo!Le-6 y vec.to!Le-6 c.a.Mc.:te.JÚ.6tic.o.6 de un opeMdOIL h~ 

no o a.ntiheJUn.(.tia.no, e .i..nd.i..c.a.IL .6 U.6 piLO p-i..eda.de-6 • 

VI.4 Ob:tene!L .ea. !Lep!Le-óen:ta.u6n ma.tiL.i..Ua.l de un opeMdoiL un.i..:taAio u o!L:togo-

na.l, e .i..nd.i..ca.IL .6U.6 piLO p-i..eda.de-6. 
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U co11cep.to de ve Jr. que H ha utu.cüa.do hM.ta. a.ntu de in..i.c-úvt 

el. cWL6o de A.e.gebJr.a. U11eal a. ~ido el. de Ul1a. ca.ntida.d que tie11e ma.gYiilLI.d y 

diJr.ecci611. ectOJr. ~e utudi6 e11 el. cWL6o de A.e.gebJr.a. y Geom!_ 

tJúa. Ana.U.ti.ca., pa.Jr.ticul.aJune e e11 lo~ upa.cio~ R1
, R2 y R3 

; e11 u.to~ upa.-

ciof>, lo~ vec.tOJr.u ~iempJr.e 

~o ~e utudi6 .ta.mbié11 que a. 

inteJr.pJr.e.ta.ci611 geométJr...ica., ~ 

de a.dici611 y mu.ttipUca.ci611 

y que pOJr. lo .ta.nto lo~ ei.em 

WW UM inteJr.pJr.e.ta.ci611 geomlt:Jr.ica.. E11 Ue CUIL 

que e11 lo~ upa.cio~ Rn (co11 11 > 3) 110 ex.Ute 

puede11 ge11eJr.a.UzM diJr.ec.ta.mente !M opeJr.a.cioneh 

Jr. un uca..l.M independientemente del. va..tOJr. de n, 

o~ de Rn .también ~on vec.toJr.U. 

e u.ta. MigM.tu.Jr.a. ~e utudi6 la. utJr.uc.tuJr.a. a.lg!_ 

b~ca. de upa.cio vec.toJr.ia..t ue u un concepto mM geneJr.a..t que lo~ upa.cio~ 

~. Se utudi6 .también que .ta. utJr.uc.tuJr.a. incluye como CM o~ pa.Jr.ticu.l.Mu 

a. lo~ upa.cio~ Rn, e!', y a. <1 conjunto<~ de polinomio<~, ma.tlr.icu y 6uncionu. 

POJr. uta. Jr.a.z611, a. lo<~ poU11o · 0<1, ma.tlr.icu y 6uncio11u <~e .tu .t.ta.ma. .ta.mbié11 

vec.toJr.u a.u11c¡ue ea.Jr.ezca.11 de "nteJr.pJr.e.ta.ci611 geométJr...ica. e11 lo Jr.e6eJr.ente a ma.a 

nitud y diJr.ecci611. 

utJr.uc.tuJr.a. de upa.cio vec.toJr.ia..t 110 ~e de6,(.n..i.!_ 

Jr.011 lo<l y 411gulo el'ttJr.e vec.toJr.U. Uno de lo~ obj eti--

vo<l de ute ca.p.Uulo <1eJr.if pJr. wa.mente ge11eJr.a..tizM !M nocionu de ma.gn..i.tud 

y if11gulo el1tlr.e vec.toJr.u de upa.cio vec.toJr.ia..t cua..tquieJr.a.. Vicho upacio lo 

col't<lideJr.Memo~ .ta.11 Mb · ·o como ~e duee, co11 ta..t de que uté de6in..i.do 

<1obJr.e el. ca.mpo de lo~ ltÚIIIeJr.t Jr.eal.U o lo<~ complejo<~. 

Como lo<~ a.uomM que de6.(.11e11 a lo<~ u pa.cia<~ vec.toJr.ia..tu no da.11 ele 
1 -

mento<~ <~u6icientu paJr.a. geng·za.Jr. !M de6.(.n..i.cio11U de .t. o11gitud y á11gulo, v~ 
mo<l a. Jr.ecWLJr.iJr. a..t co11cepto e pJr.oduc.to inteJr.no, que 110<1 peJl.lll.i;t.Vuí de6in..i.Jr..to<~ 

de Ul1a. ma.11eJr.a. muy co11ven..i.e e. U pJr.Oduc.to inteJr.no u uM ge11eJr.a.Uzaci611 
del. pJr.Oduc.to uca..l.M ~ua..t (pJr.oduc.to punto)¡ <lin emba.Jr.go, en lo<~ upacio<l 

vec.toJr.ia..tu a.b<~tJr.a.c.to<l, la. jnteJr.pJr.e.ta.ci6n del. pJr.Oducto inteJr.nO di<l.ta. mucho 
de 11uutJr.a. noci611 geométJr...i 

1 

del. pJr.Oduc.to uca.la.Jr. U<lua..i. 

146 



j 

A un upa.túo ve.ctoJtia.l donde. ~e. ha. de.Mn.i.do un pJLoducto .lnteJr.no te. 

Uamallemo~ ~pa.túo Euc..U.cüa.no; de. ~.te. y otlto~ c.onc.e.p.to~ Vta.talte.mM e.n e.i pll:f 

me11. bloque.. 

En e.i ~e.gundo bloque. habla.lte.mo.& de. lo~ opeJuldoi!.U h~no.&. Uno. 

de. .f.a.6 ~~.a.zonu poi!. ia c.ua..e. u.to~ opeJuldol!.u ~on .lmpoll.ta.ntu u que. ~.le.mpJLe. 

~e. pue.de.n cUa.go no.UzM me.cUa.nte. un ca.mb.lo de. ba..6 e. a.pJLo p.(.a.do, io c.ua..e. pell.mUe. 

~.lmpU6.(.c.M c.o~.ideJulbie.me.nte. .todo.& io~ cM.c.uio~ y a.p~~.e.Ualr. mM 61fc.ilme.n.t:e. 

~ ~ pM p.ie.da.du • 

En u.te. punto de.be.mo~ l!.e.c.ol!.dM que., e.i que. un opeJuldol!. ~e. pue.da. 

cUa.gono.UzM, ~.lgn.i.6.(.c.a. que. e.x..úte. uno. bMe. I!.Upe.cto a. ia c.ua..e. ia ma.búz M~ 

c..i.a.da. a.i opeJuldol!. u uno. ma.:br.i.z cUa.gona.i. 

En ge.nell.a.i, pue.de. I!.UuUM bMta.nte. c.ompUc.a.do de.te.l!.ln(.nM ~.¿ un 

opeJu1do11. Mb~o ~e. pue.de. cUa.gona.i.tzM, pe.M ~.¿ no.& I!.Utlt.ing.lmo~ a. op~ 

doi!.U h~no.& o u.tút.aJU.o~ e.n.tonc.u u 6tfc.il de.mo.&.ti!.M que. ~.ie.mpJLe. H pu!_ 

de.n cUa.gono.UzM. 

Lo.& opeJuldoi!.U h~no.& ile.ne.n a.de.má6 ia .lmpoll.ta.nte. pMp.ie.da.d 

de. que. .todo~ ~~ va.ioi!.U c.Ma.cteJÚ-6ilc.o~ Mn nWneJI.Oh lle.a.iU a.unque. e.i upa.-

c..i.o ve.ctoJtia.l uté de.6.(.n.i.do ~obJLe. io~ c.ompie.jo~. ~ta. pl!.op.ie.da.d ha ~.ido 

e.x.te.~a.me.n.t:e. uilUza.da. e.rt una. de. .f.a.6 /f.a.ma..6 de ia fp.>.ica. modell.nct mM 6M uno.~ 

.te., ia me.c.tfn.i.c.a. c.uánilc.a.. E~to ~e. debe. a. que. io~ va.ioi!.U de. c.ua..e.qu.teJr. ma.grti 

tud 6-U.i.c.a. me.d.i.b.te. Mn .&.impl!.e númeJr.o~ 11.e.a.iu y poi!. io ta.n.to puede.n ILe.pJLue.n
ta.Me. me.cUa.nte. va.ioi!.U c.aJt.a.c.teJtl.¿,ilc.o~ de. opeJuldOJLu h~no.&. 
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8o/taceo 8uclidiano{j 

PM.a. c.u.alqu.i.eJt upaC.W ve.c.totúai. V de.M.n.i.do hobJte. u.n campo K, <le. 

pu.e.de. de.niiÚJt u.na 6unci6n 

_________ (!) 

u de.cilt1 u.na 6u.nci6n qu.e. MaCia a c.a.da pMe.ja oJtde.nada de. ve.c.toJtu de. u.n u 

pacio ve.ctotúai. V u.n WU.c.o u de. u.n campo 1 K. 

POJt e.jempto 1 e.n el. u1cio ve.c.totúai. R
2 de.M.n.i.do <~abJte. el. campo de. 

!o<1 Jte.a!u <~e pu.e.de. de.M.IÚ!t !a 6 nc.i6n 6 : R2 x R2 
-+- R de. !a higu.ún;te. 6oJt-

ma: 2 
nrv-~wl =.1;.

1 
viw (2l 

de.ciltl 

bof.og.la.: 

J.-

2 
dond . I: ViWi e: R 

l.=1 

En pa!tt.i_c.u.!alt1 !a imag n de. ( (4 1312) 1 ( 21-3 1 1)) .6e.gúrt 6 u 11 u 

6((413,2), (21 311)) = 1 

Re.pJtue.n;tMemo<~ a u.te. tipo de. 6u.ncionu me.dian;te. !a <~igu.ie.n;te. h~ 

( ·l·l : V X V K _______ (3) 

(2)' -------

1 
Como <~e me.ncion6 en !a in.tJtodu.rci6tt1 
Jte.a!M o !oh c.ompte.j Oh. 
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A ta. 6wtc..i.6n ( • 1 •) : V x V -+ K t.a. il.ama.Jtemof> pJtodu.c..to .i.n..teJt.no o ptr.~ 

du.c..to .i.n..telt..i.otr. .6.<. hittU 6o.ce. lM f>.i.gu.ún..te.f> pll.O p.i.e.dade.f> : 

Se.o.n Ü,v,w e: V y c:t e: K 

1.- (ü 1 vl = (v 1 üJ 

donde. (v 1 Ü) e¿, e..t eompie.jo eonju.go.do de. (v 1 Ü) 

2.- ¡a ü 1 vl = a (ü 1 vl 

3.- (ü 1 v + wl = (ü 1 vl + (ü 1 wl 

4.- (Ü 1 Ü) ~ o 
(Ü 1 Ü) =o, 

Un e.jempio muy conoc..i.do de. pJtodu.c..to .<.n..te.tr.no e.n Rn eh e..t ptr.odu.c..to 

e.¿,eo.ta.Jt otr.d.i.na.Jt.i.o. En ;tu cu.Mo de. A.e.ge.btr.o. y Geome.ttúa. Ana.U;t.tco.2 u.tu.d.i.M-

.te. c¡u.e. po.tr.o. cu.a.e.uc¡u..i.e.tr.o. do¿, ve.c..totr.u v y w de..t upo.c..i.o ~ 

_____ (4) 

Lo. 6u.nc..i.6n e.xpJtuo.da. e.n ( 4} f>ittU 6o.ce. iM eu.o..ttr.o pll.op.i.e.da.de.¿, e.nu.n 

c..i.adM o.n..telt..i.otr.me.n..te.. 
n 

Ve. o.eu.eJt.do o. ( 7} y ( 3) , ta. 6wtc..i.6n v • w = E viwi ¿,e. pu.e.de. uetr..<.
i=1 

n v·w =6(v,wl = !viwl =E v,w, i=1 ~ ~ 

Como ho.bw obf>eJt.va.do, ta. e.xptr.uiln (2} o (2)' u e..t ptr.odu.c..to 

uea.ta.tr. otr.d.i.na.Jt.i.o de.6.(.n.i.do en R2 

Cortf>.i.de.tr.emof> a.hotr.o. o.ttr.o. 6u.nc..i.6n de.6.i.n.i.da. .to.mb.i.€n de. R2 x R2 e.n R 

de. ta. f>.i.gu..i.e.n..te. ma.ne.tr.o.: 

(v 1 wl = 2v1w1 + v1w2 + vzw1 + vzwz 

2 Apu.n..tu de. ge.ome.ttúa. a.n.a..U:tico. 

Fa.cu..e..ta.d de. Inge.n.i.~, UNAM 

Plfg.i.no. 2 O 
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Pa.Jul c.ompiWba.l!. qu.e u 

Jú6..(.c.aJr. qu.e 4e cu.mp.ten ta.6 

6u.nc..Wn u u.n pMdu.ctc i.n.teJt.no ha.y qu.e ve

pl!.opi.e.da.du. Ve.Jú6i.qu.emo4, pO!t ejemplo ,.ea. 
pl!.O pi.eda.cf .3 , 

Sean u= (u.¡,U.2), v= V¡,v2), W= (W¡,W2) ti!.U vectcJLU de R2• 

(Ü 1 iJ+W) ((U.¡ 1 U.2) V¡,V2) + (W¡ +W2)) 

((U.¡,U.2) V¡ +W¡, V2 +W2)) 

(u 1 V + w) = 2U.¡ (V 1 + W¡ ) + U.¡ (V 2 + w ) + U.2 (V 1 + w 1 ) +u.2 (V 2 + w2 ) ____ (6) 

(u 1 ill +(u 1 w) = ((u.¡, 2l 1 (v1,v2)) + ((u.¡,u.2l 1 (w¡,wzl) 

(u 1 v) + (u 1 W) = 2u.¡{v¡ +W¡) +u.¡( 2 +W2) .,. u.z{v¡ +w¡) + U.z (v2 + w2) ____ (7) 

Como .ea. expl!.Ui.6n ( 6) 

ru 1 v + wJ = r 1 vl + ru 1 w¡ 

Ve i.gu.a.t mane.Jut 4e pu.e en ve.Jú6..(.c.aJr. ta.6 otltalJ tllu pl!.opi.e.da.du. Se 

deja. como ejeJt.ci.ci.o al utu.di.a.nt ve.Jú6i_c.aJr..f.a.6. 

La.& expJtui.onu ( 2)' y ( 5) 4on do4 ej empio.6 de p!todu.cto i.n.te.Jtno en 

e.e. u pa.ci.o R2
• Ve a.cu.e.Jtdo a. u , pu.eden el<Mtilt va.Júo.6 p!todu.&c.6 i.nte.Jtno-6 

en u.n rn.U.mo upa.ci.o vectcJúa.l. 

L.f.a.maltemo-6 E.6pa.ci.o Eu. · · no a. u.n upa.ci.o vectoJúa.l con pltCdu.cto 

i.n.telt.no • 
A.e. upa.ci.o vectcJúa.l djMni.do .6obJte io.6 JLe.ai.e.-6 con u.n p!todu.ctc 

i.n.telt.no .6e te. .e..t.a.ma ta.mbi.é:n E.6pa.r:·o Real. Eu.cUdi.a.no. A.e. e.6pa.ci.o ve.ctoJúa.l 
de6i.ni.do .6obJte io.6 c.ompte.jo-6 con u.n pltCdu.ctc i.n.te.Jtno .6e. te Ua.ma. E.6pa.ci.o Co!!: 
pte.jo Eu.cUdi.a.no¡ ta.mbi.é:n .6e. te. u.eie. Ua.ma.l!. E.6pa.ci.o Uni.ta.Júo. 

1 

En e.e. e.6pa.ci.o JLe.ai. e.u.,.di.a.no .f.a. pMpi.e.da.d 1 e.6 .6i.mpieme.nte. 
ru 1 vl = !v 1 u 

y u tiene a.de.mM qu.e. 

(aulvl = lul vl = a!ulvl 

m<.e.nt!Ut6 qu.e. e.n ei e..6pa.ci.o compt jo eu.cUdi.a.no 

(u 1 a v) = a ( 1 v) 

donde. (i u e.e. compte.jo conju.ga.d de a. 
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En c.WL6o.s a.nteJúolt.u 3 , .se u:tu.cU.6 que el m6dulo de un vec..tolt. v del 

upa.uo n-cUmen.s.iona.t que u la long.i:tu.d o ma.gn.i:tu.d del mi.smo, .se obtiene me 

cU.a.nte .ea U."'hU.i6n ,.... • 1 

- 2 2 2/2 
lvl = 1 (v¡,V2, ... , vnJI•(v 1 + v2 + ... + vnl ______ (8) 

A.st., polt. ejemplo, la. ma.gn.i:tu.d del vectolt. v = ( 3, 4) del upa.uo R2 

u, .segrln (8) % 
lvl = 1 (3,41 1 = w +4 21 = liT" = s 

El m6dulo del vectolt. v .se puede u.plt.UM med.ia.nte el plt.oduc..to u~ 

lM de a.c.uelt.do a. la ex.plt.u.i6n: 
% 

lvl = rv·vJ ___________ (9) 

A.st., el m6dulo del vectolt. v= (3,4) .se obtiene :ta.mb.i€n de .ea úgu.ie!!. 

% % 
lvl=(f3,4l·f3,4l) =(f3Jf3J+f4Jf4J) =lE""= s 

No.s plt.egu.nta.mo.s a.holt.a. .s.i la ex.p~~.u.i6n ( 9) .se puede genelt.a.i.(zM pa.

lt.a. c.ua.tquúlt. u pa.uo vectolt..ia..e c.on un pJt.oduc..to .intelt.no Mb.<.tlt.alt.(o. La. lt.U-

puu.ta u aft.Uuna..tlva., puu.to que de a.c.uelt.do c.on la plt.op.(edad 4 del plt.oduc..to 

.intelt.no' el númelt.O (v 1 v) úempJt.e u ma.yolt. que C.elt.O pa.lt.a. c.ua.tqu.ielt. V' (v +O) j 

polt. lo tanto' .se le puede ex:tlt.a.elt. lt.a.t.z c.ua.dlt.a.da y el númelt.O (v 1 v) % .s.iemplte 

ex..i.s.:te y u po.s.i.ti. vo. 

% 
Al.. nWnelt.O Cv 1 v) .se le liama. Nolt.ma. de V y lo lt.eplt.Uenta.lt.emo.s polt. 

11 v 11; u dec..ilt., % 
llv 11 = fvlvl ________ (70) 

A.st., la nolt.ma. del vectolt v = ( 3, 4) c.on el plt.Oduc..to uc.a.ta.lt. oJu:Una.

lt..io de6.(n.ido en (2)' u .igua.t a. S; y la nolt.ma de,f. mi.smo vectolt. c.on el p!todu~ 

.to .inte~t.no de6{.n.ido en (S) u 
% 

11 v 11 = 11 (3,4) 11 = ((3,4) 1 (3,41) 

3 Apu.ntu de geome..tlúa. a.na..Uti.c.a. 

Fac.ul.:ta.d de 1 ngen.ielt.t.a., UNAM 

Pág,i.no. 1 3 
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Una concl.!U>.i6n .únp Jvtan.te. de. lo a.n.teJL.i.oJt u qu.e. la. notuna. de. u.n 

ve.ctoJt de.pe.nde. del pJtodu.cto nte.Jtno elegido ya qu.e. u po~ible. de.6iniJt u.n p!t~ 

du.cto inte.Jtno de. v~ man 

viene. a ~e.Jt M1, u.na ab~.tltacu6n del concepto 

oJtcünaJúo de. m6du.lo o long · d de. u.n ve.ctoJt. 

Ve. u:ta. mane.~ta, e.n el upado e.u.c.Ucüa.no F de. todM !M 6u.nuonu 
continu.M Jte.alu de. v~ble. Jte.al cuyo pJtOdu.cto int~Jtno u:ttf de.MMdo como 

{6(t) 1 g!t) = f61.t) g !t) dt, "ff' 6,g e: F 
o 

la. noJtma de. p(t) dada po!t 
. % ,-~----

11 pltl 11 = (pltl 1 P tl > =V la !t + 21 2 dt 
79 

---r-

En u.n upauo e.u. 'diano, :ta.mbü.n pode.mo¿, ge.ne.MUzM el concepto 

de. ángu.lo e.ntJte. d0.6 ve.ctOJtU 

Re.coJtde.mM de. cu.M ~ ante.JtioJtU qu.e. el ángu.lo e.nt!te. do~ ve.ctoJtu 

v y w lle. de.teJunina me.diant la. e.x.pJtui6n 

co~ e= -r=rv_·r=W=r-1 , "rf il,w E Rn, 
lvl lwl 

v,w+o 

donde. v • w u el pJtOdu.cto calM o!tMM!tio y lvl y lwl ~on l0.6 m6du.lo~ 

de. v y w JtMpe.ctivame.nte.. 

v y ¡¡; 

Se. de.6ille. e.ntoncul el ángu.lo e e.nt!te. lo~ ve.ctOJtu v y w como 
1 

_ _ llv 1 wl . !71l 
C0.6 e - l{e 11 V 11 11 w 11 

Uta e.xpJtMi6n ~e. u.e.de. ge.ne.MUzM paiLa cu.alqu.ie.Jt upauo e.u.c.U--

- 1 < 
1
!v 1 w) < 1 

lllv 11 11 w 11 -
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Co1110 u po~-<.b.e.e demo~.tluvt. .f.o a.nteJúOit (veA duJ.gua.icla.d de Ca.u.c.hy

Sc.hwaJtz) en.tonc.u, ( 77) ~e puede u-UU.zM pa1L0. de6.{.YWt ei ángu.io entlle do~ 

vecto1z.u 4 de u.n upa.c..<.o vectoJúal c.ua.iqu..<.eJUt c.on u.n pMducto .<.nte~tno aJtb~ 
Jz..<.o. 

E¿,.taJtemo~ pcvt.ti.c.u.l.a.lunente J.nteJtua.do~ en vectoltu c.u.yo 4ngu.io entlle 

e.e..e.a~ ~ea. e= 90°, e.6 dec..<.IL, en vectoJz.u en io~ c.u.a.iu ~e -tenga. que (v 1 w) =0. 

A .f.o~ vect01tu c.uyo p~z.odu.cto .<.nteJtno u c.eJto ~e tu .e.ta.ma. olttogona.iu y ei 

conjunto de vectoiLu {vi} de u.n upa.c..<.o e.tic.Ucü.a.no ~e cü.c.e que u olttogona.i 

(o que ~M vect01te.6 ~on olttogona.iu do~ a. do~)~.<., pMa. .<.+ j, ~e tiene que 

!vi 1 vjl =o 
E¿, c.onven.<.ente,ta.mb.<.tn a.qtú,ha.c.eJt ia. ob~eJtva.c..<.6n de que ia. olttogo

na.Uda.d en.tJz.e vect01tu depende dei p~z.odu.cto J.nteJtno eieg.<.do ya. que u po~.<.-

bie que do~ vect01tu ~ea.n olttogona.iu c.on ILupecto a. u.n pMducto J.nteJtno y 

que no io ~ea.n c.on Jz.upecto a. o.tJz.o. 

Ei c.onc.epto de p~z.oducto .<.nte~z.no ha. hec.ho po~J.bie ia. geneJta.i-<za.c..<.6n 

dei c.onc.epto de ma.gn.<.tu.d de un vec.toiL y á.ngu.io entlle vectoJz.u de u.n upa.c..<.o 

vectoJúal aJtb.<..tJz.M.<.o. 

SJ.n embaJtgo, queJtemo~ ha.c.eJz. a.ig~ ob~eJtva.c..<.onu ILupecto a. io~ 

c.onc.epto~ p~z.uenta.do~ en ute bioqu.e. 

Ei pJz.odu.cto J.nteJtno p1Lop01tc..<.ona. una. ma.neJta. c.onven.<.ente de gen~ 
zM et c.onc.ep.to de ma.grvi.:tu.d ( noJz.ma.), no ob~ta.nte, no u ia. ún.<.c.a.. U c.onc.eE 

to de no~z.ma ~e puede deMn.<.IL a.u.nqu.e no utt de6.(.n.<.do u.n pJz.odu.cto .<.nte~z.no ¡ u 

dec..<.IL, ta. noJz.ma. ~e puede deMn.<.IL en un upa.c..<.o vectoJúal V c.omo una. 6unwn 

11 ' 11 : V+ R 

que c.u.mpie iM úgu..<.entu pltopúda.du: 

Il 11 v 11 ~ O, "rf" ve: V 

y 11 v 11 = O, ~J. y Mio ~J. v = "U 

IIl I!Avll = 1:>-lllvll, "''tve: v, :xe:R 

III l 11 v + w 11 ~ 11 i7ll + 11 ¡¡¡ 11, "V i7, ¡¡¡ e: V 

4 Rec.OitdM que 1 c.o~ e 1 ~ 1 
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POIL ej empio ,hu. .t>..i.gu..<.en.t 6u.nc...i.onu uta.btecen noJtma4 de u.n vec.toJt 
v .t>..i.n nece.t>ida.d de ;teneJt de6.{.rt.<.d u.n p!toduc.to in.teJtno: 

Si en u.n upa.c...i.o vec;to · e.t>.tt! de6.{.n.<.da. .la. 6u.nc...i.6n 11 ·11 : V -+ R 

Uama.da. noJUila., al. e.t>pa.c...i.o .t>e !e .t>u e UamM E.t>pa.c...i.o No.IUria.do¡ m.ientJLa.l> c¡ue 

upa.c...i.o eu.c.U.cUa.no u ei e.t>pa.c...i.o v c;toJtial. en ei cual. u.tt! de6.{.nido un p!to

duc;to in;teJtno c¡ue .t>e puede Ul>a.Jt deMM!t .la. noJtma. del vec;toJt. En ai.guna.~> 

o ca..t>io ne.t> al. u pa.c...i.o eu.c.Ucii.a:no 1> e !e Uama. E.t> pa.c...i.o PJte.hil.beJtt: o El> pa.c...i.o Plt~ 

h..U.be/f.Ua.no. Luego, ;todo u pa.c...i.o eu.c.Ucii.a:no o upa.c...i.o p!teh..U.beJtt: u u.n 

e.~>pa.c...i.o vec;toJtial. noJtma.do, pelLO no ;todo upa.c...i.o noJtma.do el> un e.t>pa.c...i.o eu.c.U

cii.a:no o el> pa.c...i.o plteh.Ub eJt;t. 

Te .t>ugeJWno.t> c¡ue pa.Jta. Jt 6iJtma.Jt ;todo io a.n.teltioJt y p!to6u.ndüa.Jt meí6 

en e.~>t:o.t> terna.~> con~>uUu .la. .t>igu..( n.te bib.UOgJta.6-(a: 

- Ae.gebJta. Uneal. y ApUca.c...i.one.t> 

FJta.nc...i.l> G. fioJtey 

Ed.<.t. Plterttice-Hal.! 

Página.~> 335 a. 364 

- 1n.tltoducc...i.6n al. Ae.gebJta. Uneal. 

HowaJtd An.ton 

Ed.<.t. Umu.t>a. 

Página.~> 17 8 -a. 200 

- Cal.cu!UI>, Volumen 2 

Tom M. Apo.~>t:o! 

EdU. ReveJtt:€ 

Página.~> 17 a. 32 

Pa.Jta. obteneJt ha.b.<.Ucia.d en .la. .t>oiuc...i.6n de ej eJtcic...i.o.t> de e.t>tol> ;tema.~>, 

;te .t>ugeJWnol> tlta.te.t> de JtUoiveJt 1> c¡ue a. contii'LUdc...i.6n te plte.t>enta.mo.t>. 
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1 

1 

1 

7.- Vemuu.tlta que. la 6u.nc..i6n ( ·1·) de.6.&u.da pOJL 

[ 

7 
-

7
] ("x 1 y) = X A y T, 'r¡f x, y E R 2 

donde. A ,. , no u u.n pJtoduc.to .i.nte.Jtno .útcUc.a.ndo la ( <1) pJtop..ie.da.d ( e.<1) 
-7 7 

que. no <le cumpte.(n). 

2.- Vemuu.tlta que. pa!W. t:.odo upac..io Jte.al eu.cUcüano E, <le cumple. que. 

4 (X 1 y) = ("X+ y 1 "X+ y) - ("X- y 1 "X- y) , ....,. x, y E E 

3.- Sea v = (4 +U, 5- 6-i) u.n ve.c.toJt de.! upac..io comp!e.jo V. S.i pa!W. cu.a!~ 

qu.ieJUJ. do<l ve.ct:.cJtU u= (X¡,X2), V= (!{1,!{2) de. V, e.! pJtOduct:.c .i.nte.Jtno e.n V 

<le de.6.{ne. como 
-,771 2 -(u v, = E xi Yi , 

i=1 
"'1- u, V E V 

donde. Yi u e.! comp!e.jo conjuga.do de. yi , c.a.!cu!a. JI viJ 

4.- Sea W e..e. upac..io de. !o<1 poUnom.io<1 de. gJta.do me.noJt o .igu.a! a. .tJtu de.6.út.i
do<l e.n e..e. .inte.Jtva.!o [-1, 7] con e.! pJtoduct:.c .inte.Jtno 

(p 1 q) =tp(x) q(x)dx, "ffp,qEW 
-1 

Una. ba.u de. cUcho U pa.c..io U e.! con j u.nt:.o 8 = {1 , X, X 2 , X 3 } ; u;UU- -

za.ndo e.! pMce.<~o de. GJta.m-Schm.idt, ob.tén una. ba.u oJtt:.ogona.! a. paJt.t.Ut de. B. 

5.- Vemue.<~.tlta que. t:.odo conjunto oJtt:.ogona.! de. ve.ct:.c!Le.<l qu.e. no con.t.ie.ne. a.! ve.~ 

t:.oiL ce.Jto e.<1 Unea!me.nte. .inde.pe.ncUe.nte.. 
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6.- Obtén una bMe 011tono 
)XVUt el úgtúente 1>ubupa. 
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EmpezMemo~ da.11do .f.a. de.éil1-i.ci.611 de. opeJW.dOJt heJunü:.ú1.11o. 

Sea. V u11 upaw e.uc.Ud.ia.110 de.éil1-ido ~oblte. el campo de. .f.o~ comple

jo~ y ~ea. T ILI1 ope.~tadolt .U11e.al de.M-11-i.do ~o bite. V. S.i u cumple. que. 

(T(vllwl = (viT(W)), "o'"v,wev ______ (12) 

e11-úmc.u u d.ic.e. que. T u u11 opeJt.adolt he/Uri.U:i..a110 c.o11 ltUpe.c.to aR. p1t0duc.to 

.il'lte.lt11D da.do • 

Co11v.ie11e ha.c.e.lt aqul aigul'tM ob~e.1tvaci.o11U .únpo~: 

a) No debe. c.o116u11~e el c.o11c.e.pto de. opeJt.adolt he/Uri.U:i..al1o c.011 el de ma.tlti.z 

heJunü:.út.M. U11 opeJW.dOit he/Uri.U:i..al1o u u11 ope.~tadolt .U11e.al que. ~o..ti.6 6ac.e. 

.f.a. e.c.uaci.611 ( 1 2) , e11 c.amb.io, LLM ma.:tJúz he/Uri.U:i..aM u UM ma.:tJúz que. u 

.iguai a ~u tlta~puuta c.o11jugada.. E11 a.f.g!Ll1M oc.M.io11u. ambo~ c.o11c.e.pto~ 

utlí11 lte..f.a.ci.oMdo~, como podM ob~e.ltvaJLH e11 !o~ ejemplo~ que. ~e. pltue.~ 

IU111 miib ade..f.a.l'lte.. 

b) S.i T u u11 ope.~tadolt he/Uri.U:i..a110 c.o11 ILI1 pltOduc.to .il'lte.1t110, puede. de.jaJt de. 

~e.lt heJunü:.ú1.110 c.o11 o:tJto pltOduc.to .il'lte.lt11o, !o c.uaR. .tamb.ié11 ~e mo~:tJl.altli e11 

.f.o~ e.j emplo~ úgu.ie.ntu.. 

c.) BMta que. ILI1 ope.~tadolt ~ea. he/Uri.U:i..a110 ltUpe.c.to a algún. pMduc.to .il'!te.1t11o ~ 

Ita que ~e pueda. cüa.goMUzaJt y pa!ta que. ~~ va.f.oltu c.a~tac..tu..1.6ü.c.o~ ~e.a.l1-

1te.alU • 

Cua11do el upaw vec..tolt.ia.f. utlí de6.{11-i.do Mblte el campo de. !o~ ~ 

melLo~ 1te.alU e11 vez de !o~ c.omple.jo~, e.l'lto11c.U, ~_¿ T u ILI1 ope.~tadolt .U11e.al 

que. ~a..t:.<A 6ac.e. .f.a. e.xp1tu.i611 ( 12) ~e d.ic.e. que. T u un opeJt.adolt ~.imU/t.ic.o c.o11 

ltU pe.c..to aR. pito duc.to .il'lte.lt110 da.do • 
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En con6ecuencla, 

mo ca.&ot. p¡mti..cuf.altu de op 

m~co t.e acot.twmb~a de~ 

t. opeJr.a.dollu t..ún~cot. pueden con6.idell.Mt.e e~ 

Oll.U heJr..Tn{;Ua.not., y cuando un opeJUidOil u t.i 

nd.i.t..Un-ta.mente c¡u.e u t..ún~co o heJan.U.iA.no. 

Tamb.i.€n en u.te ca.&o, no debe con6und.i.llt.e un ope~tadoll. t..ún~co · 

con u.na rnatJv(z t..ún~ca y evamente, un opeJr.a.dOil t..<.m~co ll.Upec.to a un 

pll.Odu.&o .<.nte~tno puede no t. ll.Upec.to a o.tllo. 

POI!. ej empio, con6.id 

u c.ahvt oltlÜnall..i.o • Ve.tellm.i.ne 

heJr..Tn{;Ua.no . 

con el pMdu&o 

u un o pelladOil 

Sean v= (V¡,V2) W= (W¡,W2) dot. ve&oll.U de R2• 

Al apUca~t T t.obll.e uno de u.tot. ve&Mu t.e .tiene 

T(ii) = T(v¡,v2J = '- :] t:J ={V¡+ 2v2, 2v1 + 3v2) 

T(wJ = T{w¡,w2J = [¡ :] C:J = (W¡ + 2w2, 2w¡ + 3w2l 

1 

En.to ncu, el .fado -i. l c¡túell.do de .ea ecuaci.6n ( 12) u : 

(T(i/) lwJ = ({V¡+ 2 2, 2V¡ + 3v2) 1 (W¡,W2)) 

y el lado de~techo u 

(viT(w)) = ( (V¡ 1 V2) 1 (W¡ + 2w2, 2W¡ + 3w2) 

= v1w1 + 2~1W2 + 2v2W1 + 3V2W2 

', u de~, 
rrrvJ lwJ = !

1
fiiiTfwJ J 

pOI!. .f.o .tan.to, el opeJr.a.dOil T u un opellad01t hellm.i.Uano ll.Upe&o a.e pitoduc.to 

u ca.eM olld.i.nall..i.o • 

En u.te ca.&o como R2
l u .un upauo t.ob~te .tot. llea.R.u, t.e puede de~ 

-""«"""""'M< 0"' Tu ~ oprO< '~'' ~. 
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Ob~uvemo~ que la. ma.ioúz T ú W1ll ma.tJLi.z ~.únUM.c.a. y, .ta.mb.i.~n u 

un opVLa.doll ~.únwu.C.o llúpec.to al plloductc uc.altvt o11.d.i.rtti.M.o. 

POI!. un la.do tenemo~ que 

(T(vllwl = (TV)T¡¡; = ¡j! TT w 
y pOI!. el. otiLo 

(v!T(w)) = vT T w 

donde 'ifl'rT¡¡; y 'ifl'r w ~on pMducto~ Mualu de I'II:Wúc.u. Como T u W1ll ma. 

tll.i.z ~.ún~ca., TT= T, 1j pOI!. lo ta.ntc, 

(T(vllwl = (v!T(wll, 

Se puede demo~buVL que. todo opVla.doll he.JurtU:..úlno u d.i.a.gona.Uza.ble. 

(~.in .impoll.ta.IL II.Upectc a. que. piLO dueto .<.nte.~~.no .6e.a. heJ!Jn.i,tú¡no) • En c.o~ ecue!!:_ 

c.i.a., T ~e podh4 d.i.a.gona.UzM, como lo ve.~~.emo~ al 6.inal de. ute bloque.. Antu, 

a.nal.i.c.emo~ otno ope.~~.a.do11.. 

y poli. otiLo 

Sea el. ope.lla.doll G = [
17 

-
41 

-2 1oj 

POI!. un la.do tenemo~ 

(G(v)jw) = (GV)Tw = ~GTW 

(v!G(W]) = \!G w 
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Como GT f G, e.ntonc.u ifiG w f ifi G w y pOJt lo ta.n.to G no u un 

opeM.dolt he.lrJrl.i.t.útno (~-únUUc.o) ltUp do al pltOduc.-to uc.ala!t OltCÜnaM.o, aunque. 
po~.ibleme.n.te. lo ~ea. ltUpe.eto a. otJr.o dueto .il!.teMo. 

Co~.ideJtemo~ a.hoJta. otJr.o plt dueto .in.teJtno en R2 el c.ual denota.Jtemo~ 
polt ( 1 )' y que u.U de.6.in.ido de. la. ~ 'gu.ien.te ma.neM. 

fvlwJ' = v-T M w, 

~.iendo M la. ma..Vúz M = rs 2l 
l2 1j 

T -- r21 23l Ve..te/tm.inemo-6 ü el opeM.do del ejemplo a.ILtelt.iO!t, l ~ 

un opeM.dOJt he.lrJrl.i.t.útno ltupe.c:to a. u e nuevo pltOduc:to .in.teMo. 

Po!t un la.do, 

POJt obto la.do, fvl T (w) )' • v M T w 

Pa.~ta. que (T(v) lwl' = fviT!wJ 1' ~e Jte.qu.ivr.e. que. M r = rT M; pvr.o, 

M T- ~: ;~ y r' - [,: :j 
Po!t lo ta.nto, T no u un op~d01t hvr.m.<..:Ua.no (.6-i.mU!Uc.o) ltUpe.eto 

a. u .te. pito dueto .in.tvr.no. 1 

Ob.6vr.ve.mo.6 que. el opvr.a.dOJt T no u .6-i.mU!úc.o ltUpe.c.-to a. ( 1 )'aunque. 
~ e.a. una. ma..tlt.iz .6-imUJU.c.a.. ! 

Como T JtuuU6 ~vr. heJI.m.(..ti.Jo ltupe.eto al plt-únvr. pito dueto .in.tvr.no, 

Mbe.m0-6 que. .¡,e. pue.de. cüa.gona.Uza.Jt a.un~ue. no ./Jea. heltm.itia.no ltUpe.eto al .6e.gt1!::. 
do. 

G = 
[

17 -4J Co~.idvr.emo.¡, nue.va.me.n.te. el opvr.a.dolt a.hoJta. c.on el 
-2 10 .¡, e.g un do pitO dueto .in.tvr.no ( 1 ) ' 
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donde 

Ve.teJLmi.nemo.& .¡,,¿ G u heJUn..i..ti.a.no (.&.<mU'Lic.o) 

(G (v) !wl' = (Gv)T Mw = ~ GT Mw 
(vi G (WJ )' = ~ M G w 

[
77 -2l [ 5 2l [87 ol 
-4 1o_i 2 77J = o 762j 

MG= 
[ 

5 2l [7 7 -41 [8 7 ol 
2 77J -2 1oj = o 762J 

Como ~GT M w = ~M Gw, en.tonc.u G u un opeJtadOJt heJtm.U..io.no !te..& pe~ 
:to ai p!to du.c.:to .inteJtno ( 1 l ' y ,polt lo :to.n.to .&e puede cüa.go nai.<.zaJt mecüa.n.te un 

c.amb.<.o de bMe. 

Ob.& Vtvemo.& que e.e. o peJtadOJt G u .&.{mU'Lic.o Jte..& pec;to a.e. ugundo pito

duc.:to .inteJr.no ( 1 ) ', peM no u una ma.tlúz .&,i.mU'Lic.a, y que G no u un opeM

do.& !>,i.mU'Lic.o lte..&pec;to ai p!t,i.meJt pltoduc.:to .in.teJtno (p!todu.c.to uc.afuJt oJtd.ina-

'w) c.omo lo v.<.mo.& c.on an.teJt.iaJt,i.dad. 

Podemo!> aqul lte..&um.i.lt R.M ob!>Vtvac..<.onu hec.hM anteJt,i.oJtmente: 

1) Un m.<..&mo opeJtadoJt puede !> eJt heJtmma.no (.&,i.mU'Lic.o) pMa un p!toduc.:to 

.in.teJtno y puede no !>Vt heJun.i.t.iano (!>.<mU'Lic.o) pa.Jta o:tlw p!toducto ,i.nteJt

no. 

11) Un o peJtadOJt puede .& eJt heJtmma.no (.¡,.{mUJUc.o) aunque no u.t€ lteplte!>e_n.ta

do polt una ma.tJúz he.ltm..i.Ua.na (!>.imU'Lic.al. 

III) Un opeJr.adC.It puede no -I>Vt h~no (.¡,,i.mU;JUc.ol aunque u.té JtepJte-6~ 

do poJt una ma.tlúz heJtmma.na ( .&.imUJúc.a) • 

Lo.& opeMdolte!> heJtmma.no!> plte!>en.tan p!l.Op.iedadu muy .impoJt.tan.tu 

c.omo lM que menc..<.onamo<~ en .ea .<.n.tJtoduc.c..<.6n de e!>.te c.apUu.e.o. Una de e.e.R.M 
e.6 que !> U<l val oJtU c.a.~tac.te.Jr..UU.c.o !> M n núme~to <1 Jtea.f. u aunque e.e. e.6 pac..io ve~ 

.toJt.<.a.e. u.t€ de6.in.ido Mblte R.o-1> c.omptejo!> y que -I>U<I vec.t.Mu c.a.~tac.te!rMU.c.o!> 

c.oMe!>pondúnte!> a valoJtu c.a.~tac.te.Jr..UU.c.o<l IÜ6U.n:to!> Mn oJt.togonaiu. 
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Polt e.j eJnpto, <1 opvuufo> r. ~ ~ ,,.. ""'"" '-"""'"'-" 

.Uco~ ~on 

A¡=2+0 A2=2-0 

Se. pu.e.de. compitO aJL de. inme.cUa.to qu.e. A 1 y A2 Mn Jte.a.f.~ y qu.e. v1 y 

v
2 

~on oJttogona.f.~ Jt~pe. o.t p!todu.cto ~co.taJL OJtdina!L.io. Adeineí6 ,ú e.6e.c-

tu.amo~ u.n cambio de. b~e. e.6in.ido polt ta matlt.iz 

A-_1 0-1 1-1] l . " '"""""'' r '""""" '" ~ "'""' d<ago""' 

(notaA qu.e. w cotu.m~. e. A .60n ve.ctolt~ caJLacteAM.üco~ de. T). En e6ecto, 
paM e6 ectu.a!L et cambio e b~ e debeJno~ Jtea.f..izM et p!todu.cto A_, T A • PitO ce-

uendo de. ~.ta. mane.M: 

- :1 

_¿yH d l,, ;',] 

'it'lT ,.,][ :: .:-:] 
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S+~ 
to 

S+ 3 ff 

o 

o 

7S-71'!"" 

2+ff o 

o 2-~ 

que u una ma.tJvi.z cUa.gona..t y ~U.6 elemento~ de la. cü.a.gona..f. Mn p!lecU.amente· 

lo~ va.lo1tu C/Wl.c.teJÚ.ó-ti.co~ de T. 

PMa. el ope1ta.d01t G = [
77 

-
4l ~e tiene que >. 1 = 18 y >.2 = 9 

· -2 1oj 

y 

Nuevamente, como ute ope1ta.d01t e6 heJl.ln.U,i.a.no lte~pecto a.l p!loducto 

.inteJtno (viWJ' = vT M w, ~e comp1tueba. que ~U.6 va.loltu C/Wl.ctei!Mtico.ó Mn lte.d

lu y ~U.6 vectoltu C/Wl.ctei!Mtico~ olttogona.lu (!tupecto a ute p1toducto 

.inteJtnO ) • 

[

_

4 7

ide171<Íó, a.l e6ectUM el camb.io de bMe deMn.ido pOit la. ma.tMz 

B = 
1 2

j , el ope~tadolt G queda.Jtá en 6oltma cUagona..f.. ( Nota.Jt que .ea. matlt.iz 

B utá. 6o~tmada. con vec.toltu C/Wl.cte!!Mtico~ de G). 

-1 1 [ 2 -7J B GB=--r 
-1 -4 [

77 -4l ¡-4 ¡l 
-2 1oj 1 2j 

1 ¡-162 - -r o 
o] ¡78 ol 

-81 = o 9_1 
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1 

Pa.IUl 6-úuLUza.Jr. ehte bto !ue, ha.Jr.emo-6 ai.gunM obMJtva.U.one-6 a.cüc.<.ona. 

a.) Ewten opeJta.do!Le.h que no .60n 

no, pelLo qu.e ta.mb.U.n u pueden · gorut.U.za.Jr. mecüa.nte un c.a.mb.<.o de bMe¡ pOIL 

ej empto, to.6 opeJta.dOILe.h a.ntihe · · a.no-6 y u.n.<.ta.IL.<.o-6. 

bl Ewten opeJta.do.ILel.> que n_o .6e J eden cüa.gorut.U.za.Jr. mecüa.nte n.<.ngún c.a.mb.<.o 

de ba.u, pOIL ejemplo [¡ 1 • E.6te opeJta.dOIL tiene c.omo vai.D!Le.h c.a.Jr.a.~ 
o 1 

teJt.Útic.o~ :\ 1 = 1 y :\ 2 = 1, que on nealu, pelLo no .6e puede cüa.gonalüa.Jr.. 

A c.onünua.u6n te .6ug 'mol.> que t!La.teh de !Le.hponde!L a. tM .6-<.guún-

teh pnegunta.l.>: 

1.- ¿Lo.6 vai.O!Le.h c.a.Jr.a.c.teJÚ..óüc.o-6 de c.ualqu..<.e!L opeJta.do!L .60n ~.>.<.empiLe f.o~.> m.<.-6-

mol.> .<.ndepencüentemente de.t p oduc.to .<.nte~Lno ef.eg.<.do? 

2. - S.<. un o peMdOIL U ene va..tOILel.> 

heJun.i.ti.a.no? 

¿.<.mpüc.a. que .6ea. 

3.- S.<. un opeJta.don a.Jr.b~o U e .6ul.> vec.tonu c.aJUlc.teJt.Úüc.o~.> .e.<.nea..emente 

.<.ndepencüenteh, ¿V.d.o-6 pued deja.Jr. de .6e!L .e.<.nea..emente .<.ndepencüentu ~.>.<. 

.6 e c.a.mb.<.a. e.t piLo duc.to .<.nte!Ln 

4.- S.<. d01.> vec.tonu c.ua..tuqu..<.eJta. !Lehpec.to a. un p!Loduc.to .<.nte~Lno no .60n o!Lto-

gonai.e.h, ¿.6e .<.mpüc.a. que .6e Unealmente depencüentu? 

1 

S.<. üenu pnob.tema.~.> en¡.tM nupuutM de ut.M p!LeguntM,te .6ug~ 

mol.> a.c.udM a..t .6e!Lv.<.U.o de MUot' y ILea.tí.<.!LmU Uto.6 c.onc.epto-6 c.on~.>u.Ua.ndo 

.ea. .6-<.gu.<.ente b.<.büog!La.M.a: 

- ca..ec.utU-6, vo.eurnen 2 

Tom M. Ap01.>to.t 

Ecüt. Reve!Lté 

Pág.<.nM 142 a. 154 

' 
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- Alg ebJt.a. Une.a! 

SeymoUA Up~chutz 

Edit. Me. GkaW-Hitt, ~~e Schaum 
P4g~~ 279 a 313 

7.- Sea e.t ope~t.a.do!t .Une.a! S: R2 -+- R2 de.6.úúdo po!t 

S(x,y) = (-2x+Sy, Sx.+4y) 

Co~~deJt.a.ndo e.t p!toducto ~nte.ltno como e.t p!toducto ~cala!t olt~~o 
en R2 : 

a) Comp!tUe.ba que. S ~ un ope~t.a.do!t úmé.búco. 

b) V~Mca que. .ea 1tep1t~entau6n ma.tJúc.i.a.t de. S !t~pecto a .ea bMe. 
{(7,0), (O, 7)} ~ una m~z ~~é.búca. 

e) V~Mca que. .ea 1te.p1t~entau6n ma.tJúc.i.a.t de. S !t~pe.cto a .ea bMe 
1 1 \.-r ( 1, 1 ) , ff ( 1, -1 ) } ~ ta.mb~~n una m~z ~~é.búca. 

8.- Sea T: V ..,. V un ope~t.a.do!t Une.a! y ~ ean A un va.tolt caJt.a.cteJ!M.ti.co de T y 

v ~u vectolt caJt.a.cteJ!M.ti.co M o dado. Vemu~bta. que. 

A= !T!vllvl 
!vlvl 

9.- Vemu~bta. que. .to~ ve.ctolt~ caJt.a.cteJ!M.ti.co~ co!t!t~po~ent~ a va.tolt~ ca 

Jt.a.cteJ!M.ti.co~ ~Unto~ de un ope~t.a.do!t heJr.m.ü:.ú¡no Mn olt-togona.t~. 

1 O.- Vemu~bta. que., ~~ A ~ un va.tolt caJt.a.cteJ!M.ti.co de. un ope~t.a.do!t un.i.ta.JU.o, 

e.ntonc~, A .ti.e.ne m6dul.o uno, ~ de.U!t, 1 A 1 = 1 
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11.- a) Vemuu.tJr.a que el ope.Jc.a.do.lf. 

1 
T(x,y) = (- ff 

:R2 * R2 de6lnido po.lf. 

1 1 1 
+ ff y, - ff l(- ff y) 

u wt ope.Jc.a.do.lf. oJLtogonal colt6ld ndo el. p.IC.Oduc.-to .út.te..~e.no como el. p!toduc.to 

u c.tt.ettJt oiU:Ünalr.lo • 

b) Ob.tln .toll va.tMu ticoll del. opeJLa.dM y ve.IC.lMca, pa.M. .ta.tu 

vttf.Mu, el .teMema enwtclado en ej e.~e.clclo 7 O. 

12.- Con!>lde.Jc.a. el upaclo vec.to · R2 con el. p.IC.Oduc.to uca.tM o.lf.dlna.IC.lo. 

Pa.M. e.t ope.Jc.a.do.lf. 0 : _;] 

ve.lf.l6lca que lle cumple .ta h..i.p6.tu de.t .teMema upec.t.lf.a.t; ob.tén .ta .~e.ep.lf.U€.!!_ 

.tacl6n ma.:óúcla.t diagonal y .ta b e cuya ew.tencltt ga.M.ntiza. e.t .teMema.. 
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Jlte~celánea 

1.- Sea. el Mpa.c.io vec.toltial. C3 de6-f.n-ú:ío M bite loé c.omplejoé. VeteJun.(.na. é,¿ 

.t.a. 6J.mc.i6n 

donde v= (a.¡,a.z,a.3), W= (b¡,bz,b3), v,w E ca, a.i,bi EC M u.n pJtoduc.to 

.i.nte.~tno en c3 

'. - s.. • • ~ ~ :] 1 '· ,, '• w d \ "" """'"''"""'"'"td<6J..Udo """' 

el c.a.mpo de loé Jtea.iM. 

a.) VemuM.tJr.a c¡ue .t.a. 6u.nc.i6 n 

( ~-a.¡ b¡l la.z bz] ) 

le.¡ d¡J lc.z dz 

b) Ca.lc.ula. el W!gulo e.nt.lte .t.a..6 ma;tJúc.M 

[_: :] 
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3.- Vemuu.tlu:t que en un upa.ci.o c.omp.lejo eucUcüa.11o V, ~e c.ump.le11 m ~.<.-

gu.<.entu p~op.<.eda.du: 

a.) (a v 113 w) = a Ir lv l w) 

b) (v 1 aw+ 13Ü) = a(v 1 w) + S(v lül "rf v,w,ü e: v, c.,B e: e 

Nota.: a y ji" ~011 !o~ conjugado~ de a y S 

4.- Sean v y w vec.to~u de un upa.U.o ~ea..e eucUcüa.11o. Vemuu.tlu:t que 

!v+wlv-WJ =o ~.<.y ~6.eo ~.<. llvll = llwll 

5.- Sea. F e.l upa.U.o vecto~ de m 6unci.onu ~ea..eu de vM.<.a.b.le ~ea..l e11 

e.l .&t.t~va..lo [1, e]. 

S.<. ~e de6.úte un p~oduc.to .<.l'lt:~o en F po~ 

16 1 g) •je.e11 x 6(x) g{x)d x, , 
c.a..lc.u!a. .ea. 110JI.ma. 11611. ¡,.{_ 6 ( )() • fi 

llrJ- 6,g e: F 

6.- Sea. P" {ct2 + bt +a. la., b, e e: R} e.l upa.U.o euc.Ucüa.l1o cuyo pMduc.to .&t.t~ 

no u.U de6.út.<.do como 

(p 1 q) =[p!t) q(t)dt, 
o 

"'1" p,q e: p 

Obtht un vectM 63 que ~ea. o~ogol'!a..l a. .f.o~ vectMU 6dt)=t2-t tJ 

ú(t) •t-1 
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7.- Sea M el upa.c..io eucUc:Ua.no de .i.a.6 rnaW.c.u c.u.o.dltada.6 de oiUI.e.n do4 CLLIJO 

p!t.odudo ..[n.teJtno ut:d de6..[n..[do de la 4..[gu..[en.te ma.neJut: 

(A 1 B) = tr(BTA), "tf A,B e: M 

Ob.U.n una. ba.u oJLto noJLmai. de M a. paJLtUL de .la ba.4 e 

[: :] ~ :] [: :] [: J] 
8.- Sea B= {e¡,e2, ... , en} una. ba.4e oJt-tonoJLmai. de un Upa.c..io e.u.cUd..[a.no V. 

eon4..[deJutndo el pJtOdu&o uc.a..Calt oJt.d..[naJÚo, demue.&tJta. que: 

a.) ((a¡e¡ + ... +an en) 1 (S¡ e¡+ ... + Sn~l) =a.¡ ir1 + a2 ir2 + ... +an 'B"n 

donde. .i.O./l CXiJ Si E e 

b) Pa.Jt.a. .todo v,w e: V, 

9.- Sean S y T do./l opeJutdoJt.u he.Jl1rl.Ui.a.no./l. VemuutJta. qu.e. el opeJta.doJt. (S + T) 

.ta.mb..[é.n u he.Jl1rl.Ui.a.no • 

10.- Sea F el conjunto de. .toda.4 .i.a.6 6unc..ionu c.ompte.ja.4 6:R +e de.6..[n..[da.4 e.n 

el ..(n.teJtva.lo [-a., oJ .tal que. 
a 1: 6dx) 62(x)dx= ~¡(X) 62fx)la =O 

S..[ ./le. de.6..(ne. el pJt.Odu&o ..(n.te.Jt.no 

(61 g) =lb a"fxl g(x)dx, 
a 

de..teJtm..[na. .()..[ el opeJutdOJt. P = ..[ _d_ u heJ!.m..[Ua.no. 
dx 
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11.- Sea T:C2 
... C2 un ope/ta.doJr. Uneal., donde. C2 

• {(a+b.é.,c+cü) 1 a,b,c,dtR} 

de.&úúdo p01r. T(a+bi,c+cU)• (-(b+d)+ (a+c).é.,- b+a.é.). Oe.teJ!m.lna .t..i T 

·e.-6 un opeM.doJr. an.U.heJr.m.l:ti.ano pa1r.l1 el. pJr.Oduc.to .in.te.Jr.no 

JZ.- a) Oemuutlul que. lo.t. valoJr.e..t. CI1Jr.l1cte.Jr..U.U.co.t. de. un ope.Jr.adoJr. an.t.ih~ 
no .t.on name.Jr.O.t. .únag.inalr..io.t. ptLir.O.t.. 

b l tle.mi.tutlu:l que. el. ope.Jr.adolr. A " í_~ 
l~ J 

4 'J o -z 
z o 

.t.iano pa1r.11 el. p!loduc..to .in.te.Jr.no 

iO(WJ • ;"' ¡¡; • [, " u] [ ::] • " ;;,¡¡; <R' 

e) Ve.Jr..é.6.(.ca el. .te.OJr.ema del. .inwo (a) ob.te.n.ie.ndo lo.t. valoJr.e..t. CI1Jr.l1cte.Jr..U.t:f_ 

co.t. del. ope.Jr.adoJr. A. 

J 3.- El ope.Jr.adolr. T( x, y) " ( x co.t. 0- y.t.e.n 0, x .t.e.n 0.,. !{ co.t. 0) Jr.e.pJr.e..t.e.n.ta ge.omé

.tJr..icame.n.te. Wlll. Jr.O.tac..Wn del. plano allr.e.de.doJr. del. olr..ige.n, .t..ie.ndo 0 el. tfngulo 

de. g.é.Jr.o. 
Oe.teJ!m.lna .t..i el. ope.Jr.adolr. T u oJr..togonal. 

14.- Lo.t. Jr.e.ng.f.onu de. Wtl1 ma.tlr..iz oJr..togonal óo1J.n111n un conjunto oJr..tonolt/nltl. de. 

ve.ctOJr.e..t. paJr.a el. pJr.Oduc..to uc.alaJr. o~o. Ob.tén Wtl1 ma.W.z oJr..togonal, A, 
• DL ( J z z l cuyo pM.me.Jr. Jr.e.ng.um .t. ea u = 3 , 3 , 3 • 
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75.- Sea V u.n upa.uo eu.c..U.cüano y ~ean A. y B bMu oJt.tcnoiUI!alu de V. Vemu.u 

tJta. c¡u.e la. mo..tfúz de tJta.IU>-i.u6n ~ u u.na mo..tfúz oJt.tcgonai.. 

16.- Vemu.utJta. c¡u.e ~,¿ T: V -+ V u u.n opeM.doJL oJttogonai. en u.n upa.w eu.c..U.~ 

no V, en.tonc.u, T tJta.IU>6oJtma. bMu oJttonoiUI!alu en bMu oJttonoJunalu, u de 
UIL, ~,¿ {v¡,v2, .. . , Vn } u u.na. bMe oJt.tcno!Unal de V, en.tonc.u, 

{T(V¡}, T(i!2J, ••• , T(i!n)} u una bMe oJt.tcnoJunal. 

17.- La. mo..tfúz Moc...i.a.da. c.on ILUpec.to a. w bMu c.a.n6n-i.c.M de u.n opeJtadoJL .U 

a.] Maltc.a. c.on u.na. X la. ILUpu.uta. c.oMec.ta.: 

Ve a.c.u.eJLdo al enu.nUa.do a.Mell-i.oJL, d o pella.doiL T u hellJTI.U.ia.no 
delta d pMdu.c.to Uc.ala.JL OJLd-i.naJL-i.o ]. 

® 
b] Una bMe oJttono!Unal de R3 6oJuna.da. poi!. .e.o~ vec.toJLu c.a.Jta.c.:te4Utic.o~ 

de Tu 
B= 

c.} CompJLu.eba. c¡u.e la. ma.tJL-i.z M y la. mat~L-i.z cüagonai. V 6oJtma.da. poi!. to~ valo 

ILU c.a.Jta.c.te4Utic.o~ de T után ILel.a.uonadM poi!. la. expJLu.<.6n V= PTM P. 
E6 deUIL, la. mat~L-i.z P c.u.yM c.otu.mnM ~on vec.toJLU c.a.Jta.c.te4Utic.o~ de 

T u una mat~L-i.z u.n.ita.J!..ú¡ ( oJt.tc g o nal J • 
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8xan~en de ~afitlulo 

1.- Sea S= {ax2 + bx + e 1 a, b, e E R} un e-hpac..io vedo.ual de6.ln,.¿do Mblr.e el. 

campo de lo.6 Jr.e.ale-6, en el. que .6e deM.ne .ta opeJr.au6n 

(p 1 q) = p( 1)q( 1) + p(O)q (O)+ p(2)q (2), 

que CLU71ple con (p 1 q l = (q 1 p) 

y (pi q+Jr.) = (p 1 q) + (pl!r.l, "'1- p,q,Jr. E S 

VeteJI.mi.na .6i ( p 1 q) e-h un pl!.oduc:to .úl:tel!.no. 

Nota.: p(1) e-h el. poUnomio p(x) evaluado en "" 1 

"'1- p,q E S 

25 PTS. 

2.- Rel.auona .tM .6iguiente-h co.tumnM e-hcJr.ibúndo en el. pa~r.tntui-6 de la d!!:_ 

Jr.eclw. la .e.e.tJr.o. que COILI!.Uponda pMd comp.tetM col!.l!.ec:tame.n:te. .ta e.xpiLUMn de. 

.ea úquiel!.da. 

Sea V un upauo eucUd<.ano complejo. En:to ncu, .6i x,yE V !! o. e: C: 

Al (xl yl = ( ) (o.x 1 yl 

B) o.(x 1 yl = ( ) (x 1 YJ >o 
( ) (x 1 x¡ =o 

C) a (xl yl = ( ) (o.xl ay! 

V) .6i x +o, entoncu 
( ) (x 1 xl >o 
( ) (x 1 y-¡= o 

E) x, y .6on ol!.togona.tu .6i 
( ) (ylxl 

( ) (x 1 o.yl 

( ) (ylxl 

10 PTS. 

3.- Vemuu.tlr.tt que .6i v y w Mn ol!.togona.tu, en:toncu cua.tquiel!. múl.t<.p.to 

uca.tM de v, o. v, :ta.mbitn u oJL.togona.t a.t ve.dolr. w. 
15 PTS. 

1 7l 



4.- Sea V el. upa.cio w.c..Ucü.a.no Jr.eal de .t.odol:. lol:. po.U.nornioll c.on el. p1r.oduc..t.o 

.ú1..t.elr.l10 

(6Jg) "t 6(.t.) g(.t.)d.t., ~ 6,gEV 
-1 

Vetelr.m.ina. l:.J.. ei. OpeJUldO!r. T: V -+ V de6J..ni..do po!r. T( 61 xl) • 6( X) + 61- X) 

u Wt o peJUldolr. l:.-i.mU!r.J..c.o. 

25 PTS. 

5.- Sea V Wt upa.cio vec..t.olr.J..al lloblr.e el. campo de .tol:. Jr.ealu, donde 

v-) [: :] l•,b•Rl 
1J llea (A 1 B) =tr (ABT), A, BE V, Wt pJr.odu.c..t.o· .ú1..teJLno de6J..ni..do en V. 

bl A pa>tiA d< la bah< r [·: :] , [·l: :] obtln ~ bah< ""'"'-' 

a) Comp~r.u.eba. que el. ope1r.a.d01r. TIA) =A, A E V] u Wt ope~r.a.dolr. olr..t.ogona..t. 

de v. ~ 
25 PTS. 

TJ..empo máx-i.mo de du.Jr.ac.J..6n 1 ho1r.a 30 m.inu..t.ol:.. 
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E X A M E N E S D 1 A G N O S T 1 C O 

e A P I. T U L O 1 

1.- al 

2.- x=3 

y=2 

3.- X= 1 
1 

y=--r 

4.- 4, 7 

5.- Vei.oudad del bote 3 km/lvL 

Vei.oc..{,dad de la cowente 1 km!lvL 

e A P 1 T U L O 11 

1.- a) 1-U 

b) 7- 4i.. 

e) 11 ¡_ 

2.- a) 73 

b) 44 

176 



e A P 1 T U L O 111 

1.- 4) cp b) .1 

2.- 4) a+c.=b+c., e.n.tonc.u 4"'b 

3.-

4.-

5.-

b) eeM.a.cluJta., a.-~>oc..iaUv.ldad, c.onmu.ta.t.<.v.<.ddd, te.y CMc.elativ4, e.wte.nc..<.a 
de e.temento .ldfutlc.o_, e.wte.nc..<.a de. .lnveMo./!. 

c.) x(yz) = (xy)z 

d) 1+0.<. 

e 
B 

V 

a) b.<.ye.c.üv4 

b) .lnyec.üva 
c.) wúvoc.a 

a) 6e2x 

b) 
tog 10 e 

+ 21 t 2 
1+i 

c.) .6e.c.2 x-76x 

e A P 1 T U L O IV 

1.- Son .<.gua.tu ún.<.c.ame.nte \/¡ y v, 

2.-a=1, b=O, c.=O, d=3, e=-6 

177 



3.- S (S) 

- 1 - 2 

o o 
2 

2 2 

4.- a) 6'{(x) = 24x-6 

b) 1 " 4x n2 (x) = 48 e - 3x c.oh x- 6 helt x 

C A P 1 T U L O 

1.- a) 2 -1 

:] [:}-_:] -1 -3 

3 2 

V 

b) 1 
"=-7- k, 

2 
IJ=-.,-k, z =k, .JI¡f k E R 

2.- a) o 

:] X= 4 -2 
o o 

b) 

·~ 
o 

-1 e_, 
-6 

o -1 

178 



3.- al X2 = -3, xa = 2, X~ = -1 

C A P 1 T U L O VI 

1.- al ní b) 5 

2.- Son o4togonal~ u,v y v,w 

3.- 1 -2 2 
(-3- , -3- , -9- l 

4.- o 

5.- [-2] 

6.- 8 

7.- al a = -3 - 3.{., b = -4.(, c.=8+.( 

d = 6, e. = .{., n = 10 

bl X = -1 - .{., y=- 13, z = 8 + 4i, W=O 

c.) Sí 

179 



E J E R e I e I O S P R O P U E S T O S 

1.- So.Wc<.6n genvr.ai.: 

X = k¡ 

Y = kz 

z = k3 

C A P I T U L O I 

w = 4k¡ - 3kz + 2k3, 

X = o X = 
y = o y = 
z = o z = 
w = o w = 3 

2.- a) Incomp~bie 

7k- 2 4k - 14 
b) X¡=---;-, Xz=.....;.;...-~ X3 = 1 - k , X~ = k , 

e) x 1 = x2 = x 3 = x~ = O 

3.- a= O 

4.- m = 3 

.~>o.Wc<.6n geneJr.ai: t=k 

<>=-+k 

!t=-
13 k kER ---r- , 

Una <>o.Wc<.6n pcv¡,üc.ula!t: t = 2, <> =- 7, 

180 

lt=-13 

k E R 



5.- (76,-9,-4) 

6.- Comp!I.Uoii/U : $ 2 m.llionu 

MecUdoJtU : $ 500 mU. 

VUvul.a.6 : $ 250 mU. 

ReguladoJtu : $ 7 mitt6n 

7.- U rnúúmo pe/1111.Ú.lble polt f) A .6e!ÚO. de 500 c.aMo-6. 

7.- ""'• y=2, z=O 

2.- 17 4 6 

17 2 -6 

o -7 o 
7 2 -10 

77 10 

3.- •1 ••• ~ : :] 

biSA·~: :] 

C A P I T U L O II 

71 8 5 

4 15 o 
o 6 o 
5 4 2 

18 21 2 

181 



6.- e u heJUIIUl.ana. 

1J u a.n.ti.heJUIIUl.ana. 

8.- e) [~ ... Hn • 
- 4en n e 

9.- 3 

10.- 3 5 --r 
A-1 " -3 4 

3 --r 

7 7.-

[ 

-6 

X=+ -10 _:] 

72.- A no u o~gonal 

B 4i. u o~gonal 

1 3. - e u uni.t.aJúa. 

1J no u uni.t.aJúa. 

·~ ••] 
cot. ne 

7 
T 

-7 

7 
T 

182 



f 

l 
14.-

75.- 11"'74, 

76.- a) - 22 

bl - 22 

c.) - 22 

i 77.- 3 

j 

l 
1 

1 

1 

78.- :1.1 .. o, 

79.-

F-1 • 

27.- X2=7 

h .. 22, Is .. - 36, 

As "- 3 

~ 
o _,] 
1 --r -S 

o 1 

183 



1.- a) Sl 

b) 633 

c.) No ~"- cumpl.('. 

2.- a) 9 ®6 s 36 

C A P 1 T U L O 111 

7 ® 6, no ~"- pu.e.d"- "-Ó"-c.tualr.: 7 t T 

3 ®3 = 18 

c.) Sl 

d) No 

3.- Sl 

4.-

5.- No 6o4man g~po. 

9.- Sl 

10.- Sl 

184 

U conjunto d"- ac.c..<.onu y ta. op~ 
c...i.6n bbuvu.o. 6o4man u.n g~po ab('.

Ua.no. 



11.- bl Vo~o ent~ 

73.- Sl 

15.- No 

C A P 1 T U L O IV 

1.- Sl 

2.- No 

3.- No 

4.- No 

5.-k=-8 

8.- Una. bcue u, B = {x3 + 2:1:2 ; 3x + 1} 

cW7i S=2 

185 



9.-a) B•{(7t,-3,2), (2,4,1), (1,1,1)} 

3 5 11 bl 11, o.,,OOI •-y- 11, -3,21 + T 12, 4,11--,-11, 1,11 

(O, 1,,.01 •- + (1,- 3, 2)- + (2, 4, 11 •+ (1, 1, 11 

1 o' o" 1 ) .. - 1 1' - 3' 2) - 2 (2' 4' 1 ) + 5(1., 1' 1 ) 

10.- (p)G,. (2, 3, O) 

1 2 
11.- (VJB2 " (---:J""", 1, T) 

12.- o.) ·- H -:J ~ :J l 
<1 [: -:] • ' ~ -:] • o ~ :] 

13.- o.) a 1 == :a2 = a3 " a~ = O 

b) depemrU.ente. 

c.) .irlcie.we.ndien.te. 
dl ¡¡; = Cl\ÍV1 + a2v2 + a,'Vs + a~v~ 

e.) depemrU.ente 

14.- P= [- ~ - :] 

7T 6 

186 



15.- Una btUe de S u, B={( -1, 5, 7)} 

rüm S=1 

16.- b) Si u una bcue de E. 

J 5 4 1 12 t 17.- S= l {(-a.+ T b, a. -T b, a., blia.,b e; R} + (- T• ---¡• o, O) ( 

18.- a.) .útdepend.i.ent:e 

b l depend.i.ent:e 

el dependi.ent:e 

19.- a.) W(x) =O 

b l dependient:e 

20.- ~l W(x) "'O 

el .útdependi.ent:u 

187 



CAP7TULO V 

1.- 4) No 

b) N(T) "{(O, -k, k) 1 h R}, cU.m N(T) = 1 

T(R 3 ) = {(x,y,O) 1 x,ye: R}, cU.m T(R!) = 2 

e) No 

d) No 

~) N(S) "'{(71?., -31?., 1?.) 1 ke:R}, cU.m N{S) = 1 

S(R3 ) = {(x, y, y- x) 1 x, !fE R}, cU.m S(R 3
) = 2 

3.- T(x, y) = {Sx, - 3y) 

cU.m N(T) = 2 

6.- M! = r7 ol ~ = [-7 -21 
lo 1j 4 -1j 

lG.::l 



7.- T(x,y,z) • (x +4y, y- x, 2x- 2y+ z, y- z) 

d.ún T(R 3 ) • 3, d.ún N(T) • O 

8.- (O, _!J-) 

9.- 4) 

• IRI• ~ .: :] 
b) (2,- 2, 7), (0, o, 9) 

10.- I) Sl.; (G o F) : A + A 
Il) Sl.; (G oH) : e ... A 

III) No 
IV) S.l ; (S o F) : A ... e 

V) No 
VI) S.l ; (HoToG) :B+B 

77.- a) (O, O) 

b) (x-y, x-y) 

e) (x, 2x+y) 

7 o 
M (S)" O 2 

-7 

72.- í 1 (x, y, z) = (x, y-x, z- y) 

73.-

189 
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14.- a) ). 1 " - 1, ).z " 3, 

'?_
1 

"{(k¡,O,O) lk1 ER, k¡+ O} 

V¡_
2 

e {(k2,2k,,) lk2 E R, ~f 0} 

V)_
3 

" {(2k3,Sk3,Sk3) lk3 E R, k,f 0} 

16. - ). 1 e A2 " 2, 

wut bttl>e de. E().¡)= E().z) e6 {(1,0,0)} 

cUm E().¡) =dún E().2) =1 

wut ba.J>e. de. E (). 3) = { ( 1, 1, - 2) } 

dún E().3) = 1 

20.- a) 

V • ~ _:] 
-, -4 P= 
1 1 

•· ~ 
o 

_:] [-• 
o 

4 P= : 
o 

_,:¡ 
15 

C A P I T U L O VI 

3.- 9 

2 1 3 3 } 
4.- {1, "•" -.....,.-," -T 

190 



6.-

11.- bl 

12.-

1 1 
( --,-,O)} .;r.;r 

1 1 . 
).1 • - .;r + .;r .(. 

1 1 . 
).2 • - .;r - .;r .(. 

V • ~ _:] 

191 



M 1 S C E L A N E A 

C A P 1 T U L O 1 

1.- A.= 5 

2. - Compa..U.b.te .lndeteJL/ILÚ1a.do 

3.- ~ k 8 R, k ~ -2 

4.- (2, -1, 3) 

5.- $280.00 

3 1 
6.- X = -2, y = 2' Z = 2, W =- 2 

7.- PJL.úne.Jt obJte.Jto: 2 hoiUU>. Segundo y te.Jtc.e.Jt obJte.Jto-6: 4 hoiUU>. 

CAPITULO 11 

1.- [4] 

3.- S.l 

4.- (V) 

(F) 

(V) 

(V~ 

5.- b) 294x + 315y- 147y - 42x 2 
- 42y2 = O 

192 



8.- a) det(A) ~ 1 b) det(B) = 6 c.) det(C) ~ -1 

10.- ri _J X= 
1 

14.- 88 

15.- 4) a = S 

b) X2 = 2 

C A P 1 T U L O 111 

2.- S.[ 

4.- G!Ulpo abeU.a.no 

5.- G!Ulpo 

7.- a) S.[ 

b) No 

c.) S.[ 

d) S.[ 

12.- No 

13.- S.[ 

19 3 



C A P I T U L O IV 

2.- No u un upa.c..l.o vectoltÁ.II.l 

5.- (1) No u un 4ubupa.ci.o de R2 

b) No u un 4ubUpa.ci.o de R2 

c.) Sl. u un 4ubupa.ci.o de R2 

7.- b) rw1 8 .. 13, -r, :z1 

(1 IJ1 ((1Xt - bx1l (1Xt - bx1 
8.- b) ((1 b) " (-- l l 1 8 X¡ X¡ !XtiJl - X11J2 ' X21J1 - X11J2 

1 o.- (1) A/18 .. {(0, y, zl 1 IJ + z " 0} 
b) cU.m A/18 • 1 

f:Z.-

•l 1 [~. ~ 1•. 
« ·\ 

b, 

2(1 + c. 

bl R(A) .. 3 

c.) 3 

13.- E4 li;ne.a!men.te depencUen.te 

14.- bl 161xll8 "' (:Z, 71 

15.- (1) F 1 no u 4ubu pa.ci.o de F 

b) F 2 4-l u 4ubupa.ci.o de F 

c.) F 3 4-l u 4ubupa.ci.o de F 

d) F ~ no u 4ubupa.ci.o de F 

19 4 



1 
1 

CAPITULO V 

1.- No 

3.- e) dim N(T) • 1 

5.- T(ax2 ~ bx ~ el • 1-a ~ b)x2 ~ e 

7.- H(x,yl • (-2x, 3x - y) 

b) T- 1 . rz X Yl fx y-XJ 
h ~ • 1..;-y w-~ 

el 
(SoT) -

1 jX Y] " fW z-Wj 

l.; ~ l,y-z x-!l] 

9.- r- 1 (ax2 ~ bx ~ e) "ax2 ~ (-2a ~ b)x ~ (2a- b ~ e) 

10.- A¡ "' 

19 5 



196 

12.- a) Sl. 

b) No 

el Sl. 

73.- -: ·t: 
75,- 11) lt) 

2 

-~ -4 
3 

A1 = 7, A2 = As = 3 

b) ~ 
V=~ 

o 
3 

o 
~ ¡ {(1, -1, JI, {2, O, JI, f-1, 1, O)) 

C A P 1 T U L O V! 

7.- S1. 

2.- b) 6 = áng ca~ 7 
2/fO 

5.- i~ 

6.- 6s = 10t2 
- 8t + 7 

7.- [[ ~ o][ _l 'H J r ~ ~~ ~, /6 16 o 

- ~ , 7 o , o 

10.- Sl. 

7 7.- Sl. 

73.- S.l 

196 



14.- 1 2 2 
'J 3 3 

1 1 
o 12 12 

4 1 1 
312 3/2 3/2 

17.- 11) S.i. 

19 7 



EXAMENES DE CAPITULO 

e A P 1 T U L O I 

7.- Soluc..i6n gent.ltal: X1 ., 9 - 4kl + k2 + 2ks 

X2 • k, 
Xs., k2 

x~ •- 8 + k1 

2.-a) k•7 

b) No ew.te kE R 

el k f 7 

3.- X1 • X2 • Xs • X~ • 0 

Xs • k1 

X1 • 9 

X2 • 0 

Xs • O 

X~ •- 8 

Xs • O 

4. - PIWducto A : 3 un.úla.du 
PIWducto 8 : 7 un.úJa.d 
PIWducto e : 7 un.úJa.d 
PIWducto 11 : 7 un.úJa.d 

198 

X1 • 7 7 

X2 • 7 

Xs = O 

X~ •- 8 

Xs "O 



7.- 4) ( F ) 
b) ( V ) 

el 1 F 1 
d) ( V) 

2.- 4) de.t (A)=- 1 

bl [ 7 
A" O 

-2 

2 

7 

o :] 

3.- "ff a, 6 e: R, a + O 

4.- 11) ( V ) 

bl ( V ) 

e) ( V ) 

di ( F ) 

el ( F 1 

3 -20 l X= 

s.-

6.- W"-2 

C A P I T U L O ZZ 

199 



e A P 1 T U L O 1::: 

J.- b) La umcUcú6n ~u.Mcúe.nte u que: u. ~ea eL .idhtUc.o paJut • y el. .id€.n.üc.o 

po~ La d~ec.ha paJut o. 

2.- S<. !o 6;.,.1tl71M. 

4.- s¿ !o u. 

5.- No u UU't ~omM~mo. 

e A P 1 T U L O 1V 

2.- V ¡: 

F 

V 

V 

V 

3.- Una. btU,e: 

200 



l 
:¡ 
1 
J 

4.- (p(x))
8

"' (O,- 3, 7, 2) 

S.- al .útdepe.ncUentu 

b) cUm E5 " 7 

6.- W(x) =(O!) (7!) (2!) (3 !) , •• ((n-2)!) (ln-7)!) f O 

Unea.tmente .útdepe.ncUente. 

7.- { { 1 "·y) 1 y = - h} + 1 o, 5) } 

C A P 1 T U L O V 

2.- 5 5 5 
4-4 T 

M! (T) = 
o - 7 2 -4 
o - 7 2 -2 

o 7 7 o --z T 

201 



3.- M(x,y) • (2x ~ 2y, -4x + 2y) 

4.- bl 

S-1 (dX2 + bx +e) " 
d-e 

r (1 +e 

l-=·" 
-11 + 2b +e ] 

---r-

S.- ~t) A¡ = A2 = 2, As = 4 

vA
1 

• vA
2 

'f {kx2 1 fH R, k .¡. O} 

vA
3 

= {kx2 ~ 2kx- 4k 1 k e R, k .¡. O} 

b 1 No u po.6.i.bte.. 

e A P I T U L O VI 

1.- s.t. 

2.- ( 8 1 (axi'Yl 
(V) (X lxl >o 
( E ) (X I'Yl =o 

(A) I'Yiil 
1 e 1 (x 1 aY! 

4.- s.t. 

202 



s.- bl B·[-' [-4 ol 1 [-3 ol]' 
. S o 3J , T O -4J 
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