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"PROLOGO

Considerando que en el tiempo normal de clase es diffcil que

los profesores desarrollen @ undantes ejercicios de los temas

de la materia, la coordinacién de Ecuaciones Diferenciales y

en Diferencias; pone a disposicifn de profesores y alumnos —

este cuaderno de ejercicios el cual pretende & arcar todo el

curso coadyuvando asf al proceso ensefianza-aprendizaje.

Recomendamos que el alumno estudie todos los problemas resuel

tos y que, sobre todo, intente resolver los ejercicios prbpueg

tos ya que de esta manera podr§ adquirir cierta habilidad para-

resolver otro tipo de prcblemaé.

Con el objeto de mejorar Yy en-riquecer futuras ediciones, agra
~deceremos a profesores y alumnos todo tipo de cbservaciones y -
sugerencias que nos hagan llegar a esta coordinacifn.

ATENTAMENTE 4 -

LA COORDINACION DE ECUACIONES
DIFERENCIALES 'Y EN DIFERENCIAS
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1.1.-

S TEMA. L

En cada una de Las. ecuaciones dLﬂanenQAaleA orndinanias siguientes, Lnd&@li
el oxden, el gnado y 44 es 0 no_Lineal. N :

Ademds, en caso de sen Lineal, indicar 44 es homogénea y el Lipo de LOQdL‘
'aLenteA

al oy -y -2y =0

b]  xdy + 5ydx = fanx dx
c)‘ D oxdx fydy =

dl oy x gy ) ey =

Q) (ym,z + H" +\‘5yl - yz

SOLUCION

a) Segundo orden, primer grado, lineal, coeficientes constantes y homogé-j' :

nea. .

b) Primer orden, pr1mer grado, lineal en y, coeficientes variables y no = .

‘homogénea.

¢)  Primer orden; primer grado, no tineal en x por xdx y no lineal en -:

y por ydy.

d) Segundo orden, primer grado, no Tineal por (y')2

e) Tercer orden, segundo gfado, no lineal por (y"')2?

Determinan La soluctbn genenal de cada una de Las siguientes ecuaciones d&ﬁe

nencinles homogéneas:

al  y" -3 -y +3y=0
bl - " - Sy +7y + 13y =

o L, dx g dx
Codts dtt de®

d) du_y-rgd_zl+16y=0
dx* dx?

= den X

2
g g dx

d;CZ

PROBLEMAS RESUELTOS

y por y?




|~ SOLUCION

a)

Y3yt -yt 3y =0
en términos del cperador diférencia]i
(D3 -3D*¥-D+3) y=0
1a‘ecuac16n caracteristica és
m-3m-m+3=0

calculando las rafces por divisidn sintética:

1 -3 -1 3
1 -1 -2 -3
1 -2 -3 0
s -1 3
1 -3 0
3l 3
1 0
my = 1 , mg -1 5, mg= 3

. R X =X
Estas rafces generan las soluciones y, = c;& ., Y2 7 Czex

ys = cse®® ; las cuales son linealmente independientes entre si, por lo

tanto la solucién general.de la ecuacidn es:

X -X
y = e’ + c28” + c3edX

y" - 5y" + Ty’ + 13y = 0

en términos del operador

(D* -5D2+7D+13)y=20
1a ecuacifn caracteristica es:
m - 5m+ 7 m+ 13=0

calculande las rafces por divisidn sintética:
1 -5 7 13

'lll L B m-6n+13=0
my = = 1 + »
Masa = 5_"__2.___ V36 - 5?,: 3124

y




. las tres-rafcés obtenidas son diferentes entre sf, por 1o tanto la solu-
“cidn general de la ecuacifn propuesta es:

¥ = €18% + coe(3t2ip+ cyp(327)X

o bien

y =8+ c2€3§ e2X1 4 ¢je0¥ éZXi
como
‘ézxi N cés'z x+ isen2x y éZXi =¢cos 2x-1sen2x
- -eritonces ' : ’ . -

¥ = ci8t + cpe® (cos 2 x + 1 sen 2 x) + cze®* (cos 2'x - i sen 2 x)

fgctorizando ]
Cy= c;éx +e¥X Tlc, + ¢g) cos 2 x + (ic, - ics) sen 2 x]
hacigndo
ety =b, o, dc, - dcs = bs
y = cléx)+ e?X b2 cos 2 x +bs sen 2 g]
0 BiénA '

X

'y = e’ + e3% [c2 cOS 2 x + ¢y sen 2 X]

. Notar que no es.necesario repetir este desarrollo para pasar de la so~
Tucién en forma exponencial a la forma trigonométrica, sino observar,
que si las races son complejas, a*bi, la solucién en forma trigonomé-
trica correspondiente es :

@ (¢, cos bx + ¢, sen bx)

5 4 B 3 2 '
g PRt R i SR PR S L S P
“dtS dt* dt® 42 dt .

en’ términos del operador:
(D +D*-7D°-11D%-8D-12) x = 0
-+ la ecuacidn caracteristica correspondiente es

M 4mt - 7w -11m -8m-12=0




calculando las raices

1a solucidn general de la ecuacidn propuesta es:

1 1 -7 -11 -8 -12
3, 3 12 15 12 12 m =3
S L Yo
2 2 4 2 -4 m = -2
7T 7270 m =2
20 2 0 -2 : «
T~ 0 T 0 M= i
S s = -

t

~2 -2t -
x = cedt + 87" + cpte?’ + ¢y cost + cs sen t

4 Tz
d'y 4 8 [ 16y=0
dx* - dx? -
1a ecuacidn caracteristicé es
m* + 8m?+ 16=10

2

para obtener las rafces, hacemos w = m* , quedando la ecuacitn:

w2+ 8w+ 16 = 0

-8+/80 = B&

Wl,z— +g ="4

W= -4y w=-4
CcOmo .
m? = w
My, = My = /& =221 . -
M3sy = VW = Vd =2 2§
Asi
m =27, my=-2i, my =21 y. m=-2i

como las rafces son imaginarias y repetidas la solucifn general es

Y = €108 2Xx + cpsen 2 X + C€3X €OS 2'X + CcyX sen 2.X

o bien

y=(cy* cyx)cos 2 x+ (c, +cy X) sen 2 x
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Pana cada una de Las siguientes ecudciones diferenciales determinar el ope-
nradon aniquiladon, o

al  y"™ + Zy’/; y =1
bl y" - 4y = 3x 2%

el Y- 4yt ey - dy = x + ¢* cos x
d)} y"_zy'+y=xex+éx

e}  y™Mm + 3y = x ¢ son x

. SOLUCION
a) y" 2y +y=1

el aniquilador @ (D) buscado, es un polinomio en D tal que al aplicarlo
a la funcién f (x).= 1 de Ta ecuacidn, la anule . ‘

Para esté caso @ (D) =D, ya que D(1) = g;—(l) =0

b) y" -4y =3 xe?X

q(x) =3 x e2X es una solucidn -particular obtenida de 1a solucidn gene- : J
ral: ) o 4

g(x) = cye® + ¢2 x 2%

haciendo ~¢c; =0 'y ¢, =3 -, Esta solucidn general se formd con las
raices: i ’

m =2 y my=2
y la ecuaci6n caracteristica correspondiente es:

m-2)2=0

q{x) es solucién de 1a ecuacién homogénea:

(D-2)% q{x) = 0

el aniquilador buscado es entonces § (D) = (D-2)2

comprobacidn:

P (D) (3xe?X) = (D-2)2 (3xe?X)

(D2 - 4D + 4) (3xe?*)

Sl—;(3 x e?X) - 4 9 (3xe?X) + 4 (3xe?¥)

- dx dx




c)

d)

-

(D-2) (3xe?¥) = (12 xeX + 12e%) - (24 x e2X + 12e%X)#12 x 2 =0

y™ - 4y" + 6y’ - 8y = x + e* senx

q{x) = x + e* sen x es una solucidn particular obtenida de la solu- -
cion: general: .

g(x) = ¢, + cox + £7(cscosx + Cy sen x)-

haciendo ¢; =0, ¢c, =1, ¢3=0 y ¢y =1 . Esta solucidn general
se formd con las rafces: -

my=my =0 , my=1+¥ , my=1-1

y la ecuacién caracteristiea correspondiente es:

m* Fm-(1+4)J[m-(1-1)]=0 ;

m? (m®- 2m +2) =0

.. g(x) es solucidon de la ecuacidn homogénea:
D2 (D2 - 2D + 2) q(x) = 0

y e]vaniqui1ador es:

9 (D) = D* (D* - 2D + 2)

Se recomienda al alumno efectuar la comprobacion.

X X

Y-y ty=xe +e
a{x) = x e* + & es una solucién particular obtenida de la solucién -
general:

q(x) = c16* + coxe® + ¢y &

‘haciendo ¢, =0, ¢, =1 y c3=1 . Esta solucién general se forméﬂ
con.las rafces: -

m =my =1 , my=-1

y la ecuacidn caracteristica correspondiente es:

m-1)2{m+1)=0 ]

.. q(x) es solucidn de la ecuacidn homogéﬁea
(0 - 1)2 (B+1) q(x) = 0

y_el aniquilador es

P (D) = (p-1)% (D+1)




e)

Determinan éa'bqkuci&n general de cada una de Las siguientes ecuaciones diﬂg

y™ + 3y' = x ¥ sen X

g(x) = x e sen.x es una solucidn particular obtenida de la solucifn -
general

a(x) = e (cicos x +.cs sen x) + x & (cs cos x + cy sen x)

haciendo ¢; =co=cys =0 y ¢, = 1. Esta soluci6n general se for-
md con Tas rafces.

my= mp=1+14 ‘ , Mg = m; =1-1

y_]a ecuacjén q§racterTstﬁca correspondiente es:
[m-(1+i)PIm-(1-1)7%2=0.

m -4m*+8md-8m+4=0

% g(x) es solucién de 1a ecuacidn homogénea:

(D* - 4D +8D%-8D+4)q(x) =0

y'e1‘aniqui1ador es: - .

p(D)=D*-4D*+8D2-8D+4

nenedales, utilizando el método de coeficientes indeterminados.

a) yMm -y =1-2x

bY 4"+ 4y =sen? x+ 2" \
SOLUCION

a) y“l_',y'=1'2X

En términos del’ operador

(0*-D)y=1-2x ‘
Sabemos que la solucidn general es de la forma:
y=Ey .t Yp
yc es la solu;ién de la ecuacidn homogénea asociada:
(D* -D)y=0

cuya ecuacidn caracteristica es




de donde

m =0 , m=1 , mg=-=1

.yc

= tc, e +eg e .

Para obtener 1a solucidn particular yp, por coeficientes indetermina-
dos, se obtiene el operador aniquilador. En este caso, para q(x)=1-2x,
el aniquilador es: '

9 (D) = b2

Aplicando el aniquilador a ambos miembros de la ecuacidn diferéencial no
homogénea : .

D2 (D® - D) y = D2 (1 - 2X)
D2 (D°-D) y

i

0

las rafces del polinomio asociado, correspondientes a.esta ecuacidn ho-
mogénea son

mg = mpg =mg =0 ,omy =1, mg=-1

su ;olucién general es:
y=ci+coeX+cy ity x+cs X
en esta solucién podemos identificar los tres primeros términos como Y. s T
por lo.tanto, como - 'y = Ye + yp tenemos que:
p = Cu X +cy x2 - ) X
Como yp no debe tener constantes arbitrariés, debemos obtener los valo-

Yy

res de ¢, y C€s .. Para &sto, vamos a sustituir yp en 1a ecuacion di- . -
ferencial original:

(0® = D) Yp = 1-2x

3 N
y, dy :
PPy 2k
dx? dx
como dy d%y
N = ¢y + 2 CgX Y. —P =0 -, tenemos
dx - dx?

-fcyt2c5x)=1-2x




Y

de donde:

Ty = -1 , cs = 1

=X+ x?
Ip
y la solucibn general 'y

X -
y=cy teyeX 4y & - x

y' +.4y =sen 2x + 2 e~
en términos del operador
(D2 +4)y=sen2x+2e
Ta so1uc16n complementaria
¢.” €1 cos 2 x+cypsen?

Para la funcidén q(x) = se
es:

p (D) = (D* + 4) (D-1)
Aplicando el aniquilador a
(D2+4) (D-1) (D2 + 4) y =

~ esta ecuacidn diferencial

(m2 +4) (m-1) (m®+ 4)
de donde

m = 21 » My = - 21,

y=¢€1¢€082X%x+cCy S

En esta solucidn identific

1a soTucidn general es y

Y., =C3 X COS 2 X+ Cy X

=yt Y, es:

+x2

X
es:
‘yC

X

n2x+2e el aniquilador correspondiente

ambos miembros de Ta ecuacidn diferencial:

(D% +4) (D-1) (sen 2 X+ 2 e
.

homogénea, tiene la ecuacidn caracteristica:

3 my =1 ’ m:,_=21'ym5=—2‘i

- CX
en 2 x +C3 XxCcos 2 x+cy, xsen2x+cse

amos a yC = ¢, COS 2 X+ Cy, Sen 2 X, y como

=Y +y tenemos que:

ps'

sen 2 x + Cs e*

R e N



Para determinar el valor de las constantes cs, cy y Cs que aparecen

en yp , sustituimos yp en la ecuacidn diferencial no homogénea:

(D% + 8) yp =sen 2 x + 2
d%y )
—Pi+ay =sen2x+2e"
dx? p . .
como: -
d%y ’ X
= 4 (cy ~ c3X) cos 2 x - &{cstcyx) sen 2 x + cse
dx :
entonces

4(cu-ch)COSZx-4(c3+cux)sen2x+c5ex+4(c;xc052x+ngsen2X+c5eX)=sen2x+2ex

de donde:
4 ¢, =0 H cy, =0
1
-4 cy =1 N e
L2
5¢5=2 3 Cs =%
= + =308 2 X + C2 Sen 2 X - l-x cos 2 x + 2 e*
Yy yc ‘yp 1 2 [ 5

1.5.- Determinar La solucidn general de cada una de Las sdgulentes ecuacioﬁéa dife~-
nenciales, por medio del método de variacibn de pardmetros.

1

al  y'+ Y= lnx
Byt s 9y - by = e

el X2 y" -2 xy +2y=x*lnx
di (DY + D%y =2 i
SOLUCION

a) y'+ %—y =Ln X

Como podemos observar, esta ecuacion diferencial es lineal de primer or--:_
den, por lo tanto es de la forma:

4 p(x) y = Qx)
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Para obtener la solucidn. complementaria Yo o resolveremos la ecuacidn

homogénea asociada:

dy 1,
dx * x Y 0

separando variables e integrando

Ay . dx
Lny = - Lox + ¢
4Lny x = ¢  tomando antilogaritmos

[

para obtener u;(x), sustituimos yp en la ecuacidn diferencial no homogé

nea:

= Lax

de donde
‘du (x) _ ¢
uix) o

dx X Lnx
'integrando:
up(x) = f x.Lax dx
por partes:

u = Lnx ,du=%dx H

. 2 2
: udx)=§—ux-f§dx=§—

. _ 1 _ .x? x?
.Yp = U1V(X) x (-2—— Lnx = 5-—
y 1a solucibn general as:

1

= + = =
/y Yo .Yp ¢y

+ gthx -

X [

)

X
z

t-1

>

B ‘
!
A
5
«
i
)
B!




c)

y"\+ 9y - by

en términos del operador

= e

3xx

(D2 - 6D +9) y = e¥/x

Para obtener Ta solucidn complementaria Yo o resolvemos la ecuacidn ho

mogénea asociada:

(D2 -'6D+9) y =0

Las rafces del polinomio asociado m?- 6 m+ 9  son

. = 3x T yp3X
y c,e°% + c,xe

o4

Ahora, por variacién de pardmetros, la soluci6n particular y

la forma:

y. = uilx) ¥ + uy(x) x %%

P

en donde para obtener u;(x) y u,(x) tendremos que integrar la solu-

cién del siguiente sistema:

e3x Xe3x

3e3% 3xe’¥4e

uj(x) 0

us(x) e¥%/x

La solucidn del sistema es la siguiente:

uj {x) =-1
up (x) = &
integrando:

up{x) = f (-1)dx = -~ x

ua(x) = £ % dx

yp_: -

= Lnx

x e¥* + {Lnx) x e%*

y-1a solucidn general es:

Y=Y Y,

4 .
ce3%+ cx e < x e¥ 4 (Llnx) x e

x%y" - 2xy' + 2y = x? Lnx

1-12 -




Como esta ecuaciodn diferénciq] es de coeficientes variables, la solucidn
.complementaria Y s no 1a ‘podemos. obtener a partir de la ecuacidn carac-
‘terfstica. E1 alumno puede comprobar que la solucién complementaria de
esta ecuacidn es: ‘

2
= C; X t Cpx*®
)’C 1 2

“Como el método de variaci6n de parametros es aplicable a ecuaciones con
coeficientes variables,. tenemos que la solucidn particular es de la for-
ma:

Yo = uilx) x + ualx) x?
en donde para ebtener wi(x) .y uz(x) tendremos que integrar la solu-
¢ién del siguiente sistema: N

La solucidn del sistema es la siguiente:

u; {x) = - x Lnx
uy {x) = Lnx
integrando: N

2 - 2 1 2 . 2
uy{x) = - J xLnxdx = ~ [;—Lnx—f;— ;dx]= -;—Lnx+2— i
Up(x) = J/ Lnx dx = x (Lnx -1)

r\)lx
w

x3 31
=2 | Lax- 2
2[ 7

y la solucidn general es

. x? : 3
yEy ot yp = Cyx + ¢y X2+ 7 I:Lnx - -2—:}

f
-4
A
i

o Rl




(0" +D?) y =2

La ecuacién\homqgénea asociada es”

(0% +0?) y =0

la-cual tiene.como ecuacidn caracteristica:
n o+ hz =0

de donde .

Y. = €1 * C2 x ¥ C3C08 X +Cy Sen X

Por variacidn de pardmetros, la solucidn particular es de la forma:
yF = up(x) -+ ua(x) x + uz{x) cos x + u,(x) sen x-

Para obtener uy (x), -u2(x}, us(x) y
la solucién del siguiente sistema:

uy{x) tendremos que integrar

I x -cos x senx ut Of]

0 1 -senx oS x ub 0 ;

0 0 -cos x -sen x u} ) 0

0 0  senx -cos x ul 2 7
la solucién de este sistema es:
ul{x) ? - 2x 5 us (x) =2 , ui(x) =2senx , ul (x)=-2cos x
integfando: ‘ k
7U1(X) = - f2xdx=-x% u{x) = f2 dx = 2°x
us(x) =f2 sen x.dx = - 2. cos x , uy(x) =- S 2 cos x dx = - 2 sen x

B Yy =" x2 + (2x)x +>(— 2 cos x) cos x + (-2 sen x)-sen x
AP : &

y la solucién general es:

Y=Y 4 Y T €1t X+ CyCOS X *Cy senx +x2-2




“ 16,

1.7,

h

En cada wia de Las siguientes ecuaciones difenenciales, decin s4 una solu-

eddn parnticulan puede obtenense pon:

£} Coe ficientes Lndetenminadoa

L) - Vardaedibn de pardmetros

LLL)  Ninguno de Los métodos anteriones
a D-12y=72¢-semx+e
b) H" + 6lj" ¥ 3U2 =

e} T oxPy" - 3xy' o+ fy = -

d)  y'vV -y = tan ;

e} (D2 -1 Dy= 25 dos 2 x

SOLUCION

~a) ~ Por coeficientes indeterminados y por variacién de parametros

b)  Por ningin método, dado que la ecuacidn diferencial es no Tineal

c)  Exclusivamente por variacién de parametros, dado que Ta ecuacidn es de
coeficientes variables

d)  Exclusivamente por variacidn de pardmetros, ya que f(x) = tan x no es

" solucién de una ecuacidn diferencial Tineal homogénea.

d)  Por coeficientes indeterminados y por variacin de pardmetros.
\ i

Problema. En una cienta reaccifn quimica, una substancia A queé pesa Lni-

clalmente 24 Lb es convertida ew una substancia B. La ndpidez
a La cual se forma B es Lgual af doble de fa cantidad remanente
de A en cada Lnstante. Determinan La expresibn que describe La
gormacién de B.a través del tiempo.

>
)
s
x

ALl

A




P sowucion

e E1 modelo matemdtico del problema es el siguiente:
L B2 (2a-3) 5 B(0) =0

e Este modelo es una ecuacién diferencial lineal no homogénea:

La solucidn generd]'es de la forma B =B, + By

Resolviendo la ecuacifn homogénea asociada:

la ecuaci6n caracteristica es

m+2=20 -
de donde

m=.-2 Y

B = c,a "

(o}

o La solucidn particular 'y  Ta podemos obtener por coeficientes indetermina-
' dos. El aniquilador correspondiente a  f{t) = 48 es:
- (=0
Ap11cahdo el aniquilador a ambos miembros de Ta ecuacién diferencial:
! D(D+2)8=0
1arso1uc16n de esta ecuacidn homogénea es:
B = cié + Ca
como B =B+ Bp y sabemos gue B_ = ¢,
entoncés
Bp = C2

derivando Bp y sustituyendo en la ecuacidn diferencial no homogénea:

0+ 2c, =48

1-16




I.

s.

c2=24 3

de ‘donde

)

B(t) =>BC + Bp= ¢ e

que es la solucidn general del modelo matemdtico

Como B(0) = 0 , tenemos:

Z2(0),

0=c,e 24

de donde

c; = - 24

B(t) = - 24 6 © + 24

es 1a solucidn particular del problema. Esta expresidn nos describe la for-
macidén de la substancia B a través del tiempo.

Problema. Un paracaidista abre su paracaidas eh el Lnstante en que su velo-

4

cldad afeanza Los 50 m/seg. 1
Sé con of panacaidas abiento fa nesistencia dek aine &5 1y x 1
To 4., .

- sdendo W el peso total del hombre y su paracaidas y V La velocd .
B

dad instantfnea. Detenminar fa expresibn que desoribe £a caida a ' ;
thavbs del tiempo y a partin de que se abre el paracaidas. L
&

SOLUCION

Pdra obtener el modelo matemdtico del problema emplearemos la ségunda ley de
Newton. )

» Las fuerzas que intervienen en el problema son: el peso w y la friccidon 1 Wy
- 10

Entonces por la segunda ley de Newton. T
- 1
ma—):Fy- .IONV i
R Yy
sW-i oWy . w
como . 1a aceleracidn a=2Y y v = a%f , tenemos:
dt? -4

I S AV T |2
dat? 10 - dt




y. como w = mg:

¢y . m Lo d
PR (T
0 bien

si consideramos g * 10

dy LAY g e e e e e et e e oo (a)
dt? dt ’
1a ecuacién (a) es el modelo matemdtico del problema. Resolviendo la ecua

cién diferencial lineal no homogénea (aj: .

Yyt
ResoTviendo Ta ecuacién homogénea asociada:
diy , dy | ) ) - .
dt? dt
m+m=0 5 m=0 , m=-1
Yo = ot Ce ét ’

Determinando y  por coeficientes indeterminados:
P

.7 aniquilador es #.(D) =D

cuya solucidn es:

-t .
y =c¢ci tcye + Cat

-¢omoy = yc + yp , tenemos que




V(t) = - Bt + 10 el (c) =/

. considerando queen t =20 , v = 50 m/seq:

-0 -
50 = - c3e + 10
de donde
c, = - 40

y la ecuacién (b) 'nos gueda:
yEcei- a8 10t oLl (b")

para determinar c¢; , consideramos que en el momento de abrirse el paracai-
das, oseaen t=0 , .y=0 . Entonces sustituyendo en (b'):

0=c, - 40 &%+ 10 (0)

de donde: )

c1 = 40

La expresién que describe la cafda con las condiciones delproblemi es:

v =40 - 40 2% + 10 t

£ o W
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PROBLEMAS PROPUEST(QS, . - TEMA 1.

En cada wuna de Las ecuaciones diferenciales sigulentes, indican: el onden, -
el grade y 44 es ¢ no Lineal. Ademds, en caso de sen Lineal, indicar el ti-
po-de ceeglcientes y AL es 0 no homegénea.

a)
b)
el

d)

e)

54 +.3y" + yo= cos x
ydy - 5x2 dx =(e* + 3)dx
U’U + U'” - 3)(1_/" + lj’ - gy = 5y

‘_/m'+ g"*tjy’ +y = cse x

g+d_2i‘+3d_x-x=0

dr* . dt? dz

Detevninar La s6lucibn general de cada una de Las /.mgu/,en,tu ecuaciones dife
rencdales Lineales nomogbneas. ’

al

b)
el

d)

4 3
dx g dxy i gde

de* - de? dt? dt

gm + Zy" +\5yl - 26y =

{/v‘3UIV+7H'""13!/"'*12”,'-4[:!:0

gw+2y"+g=0

“Para cada una de Las sigulentes ecuacioned d&ﬁmmuau/s determinar el ope-

raden andquiladoh.

a)

b} -

el

d}

g’+4y=x3—2x"
yy!_4y=ex_?—_2x

Y2y oy = 38 genx

Y' + 9y = X cos x * cos 2 X




Les, utilizando ek. mé,tado de coeficientes indeterminados.
al  y" ¥ 2y + 5y = 64w2x+7c042x

b) y" - 3y" + dy = de* - 18 F

a) Q" + Y = X AeR X

d) oy vy = 12 cosix

e) y'-4y=2-8x ; y(0)=‘0 ;o oy'(0o) =5

5.- Determinar Lo so0fucibn general de cada una de £as siguientes ecuacicnes dif e

renciales, por medio del método de variacibn de pardmetros.
R R

_2y
bl oyt 4y sty = o

x2

el x2y" - 2xy' + 2y = - Ix2 , &4 g, = c1x? + ca x -

d)  {D-1) (D -5D + 6) y =

6. En cada una de Las siguientes ecuaciones diferenciales Eineales, decir 34 und

solucidn particular puede obtenerse pon:
L) 'Coeﬁx;c,émte;é indeterminados

i) Varndacibn de pardmetros

al x2y" -4 xy' =
b)  y™ +y=171Lnx
) S (D - 1) 0% yi= x? 2 eos 2 x + ]
d) y"+y=-3 sen? x

-1 -2y

Mooyt x e

el y

Determinar La s0lucibn de cada uha de f£as sigulentes ecudcliones

i
4
{







S TEMA II
: . PROBLEMAS - RESUELTOS /

1. 1.- Utilizande el teohema de Hamilton-Cayley. Obtenen A" .pata -

bS]
~

SOLUCION

La ecuacidn caracteristica de A es:

det (A - AI) = L 4 =Ar-1r-6.=0

Por el teorema de Hamilton - Cayley:

A2 <A - 61 =0

d
>3

. despejando A? :
A% =AA 4 BT
s . mu]fipTicando por A:
A% =A% + 6 A
= (A + 6I)v+ 6A

i

= 7JA + 61
~multiplicando -nuevamente por A:
A% = 7A% + 6A
S7Asen) ven :

13A+ 421

13

b3
=
1]
—
w
- N
]
_
[ ——
: +
£~
n
—/
[
=]
| I—
. [
—
[=2)
[<<]
¥ W
S




Noos a)

', nencial aAt

11.2.- Pana cada una de Zas sdigulentes matrices cuadradas, obfener La matriz expo-

cornrespondiente:

1277 b) 1 -1 e) T o o
A = y A= ) A =
21 T Lo 1 o -

SOLUCION

Como A es una matriz de 2 x 2, Tla matriz exponencial ‘e °,

cutamos de la siguiente manera:
A Bo I+ 8, A

para conocer B, Yy B;, necesitamos obtener los valores caracteristi-
cos de A y sustituir cada uno de ellos en:

B S T I (b)
Obteniendo los valores caracteristicos .
o1 2
det (A - AI) = =(r-2%-4=0
2 1 -2
la ecuacidn caracteristica es:
AP-2a-3=0
de donde
cA -1y A =3
Para A, = - 1, la ecuacidn (b) quedaf
-t
" =By -Br s mmem s e m e e m - e - (c)
Para A, = 3,
et =g, +3 8, )

-2




Resolviendo las ecuaciones (c) y (d), obtenemos:

By = %J(E}t + 3ét) ; g, = %_(e3t - ét)

En la ecuacidén (a):

eAt =By I +58; A
1.0 1 2
= By ) + B

o 1. 2 1

—80 + Bl 2 Bl
2 Bl v 80 + B]

r o .
Zietedh) Lot g
%(eat N ét) %.(est " ét)

1 [e’t 8t ert gt
2 eat _ -t eat + ét

b) ) 1 2
S

Como A es de 2 x 2:

e =BOI+81A --------------------
y
Mtagy B 3 T=1,2  fee oo

Para obtener los valores caracteristicos de A, A; y A;:

1 -2 1

det (A - Al) = =A2 -2 +2=0

-3
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de la ecuacién caracteristica A? - 20 +2 =

Arsz2 = —————37———-= 124y
sust%tuyeﬁdo Ay =1+1 en (b):
e l1+ide_ B; F (14 1) 8,

et 't = Bot 8‘17 + 1 By

et(cos t + i sen gj = (By + B,) *+ 1B

de donde:
et cost =Byt B - - =-me==m=o== -
et sent =8 -~ -=---=----

k sustituyendo . By en {c) y despejando B¢

® (cos t - sen t)

Be = &
By = et sen t

En la ecuacién (a): -
At
e

Bo I+B A

1 0 1 -1
Bol— * B
lo 1 11
[:Bo + 81 - B
B1. Bo , B1
sustituyendo los valores de 8,y 8;

At et cost - et sen 't
€ = t t
e’ sent e cos t

1l

-4

0 , tenemos que:

, tenemos




M= g+ By A, v By T IR T - (b)

Determinando los valores caracteristicos de A:

] 12 0 0
det (A-AI) = (o~ 12 o 1- A3 =g
, 0 1 14 :

A= = =1

Como los tres valores caracteristicos de A son iguales, para obtener
Bos By ¥y By, tendremos que sustituir A = 1 tanto en la expresidn (b)
como en su primera y. segunda ‘derivada. Derivando (b) con respecto a

Az
i

Mgt 28, oo R (c)

32  "~ derivando (c):
t2 Mb=28, o L. ._. B I N R RN P (d)
sustituyendo A, =1 en . (b), (c) y (d):

et =By + B+ B

t et =8t 28,

t2 et =2 g,

Resolviendo este sistema de ecuaciones:

t2 ot t t t, 1

s By =t et e e 5, Bp=e ~te + §~t2 et

ST

T By =

Con A, By, By, -y B, én: (a) tenemos:

Vs By 1By Aty A

-5
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11.3.-

= Bo 0 1 0] +8 0 1
0 0 1 0 1
[[Bo + By + B2 0
= 0 Bo.t B1 + B2
L 0 By t+ 2B,
et 0 0
t
Cag o e 0
| 0 tet et

Para

X' =xt 2y

Determinan £a solucibn panticular qué satisface Las condiclones

Determinarn La s0lucibn particular que satisface Las condiciones

E1 vector de condiciones iniciales es:

y' =2 xty
a}
x (0)7=0
y (0) = 4
b}
x (1) =0
y (1) =2
el
SOLUCION
a)
x (0) | ©
y (0)

el sistema Lineal de ecuacdiones:

Determinan La solucibn general

0

4

N-6°

Bo * By '+ B




b)

la matriz de coeficientes del sistema es: o
12 ' cand
A= - e
2 1 ' :‘“';

La so]ucién{partibﬁ]ar‘i (t) pedida, estd dada por Ta expresidn: TR

x)=fr@ 0 ----- e (a)

A ) . .
t es la matriz exponencial correspondiente a la matriz A de coe-

A

donde e
ficientes. La matriz e t de A Ta obtuvimos en el inciso a) de]'prob]e-

ma I1.3, y es:

et + gt et gt
At 1|
€ =7 et o gt ety gt
sustituyendo Mt y x {0) en (a): ‘
et gt ettt O 2 (e3t - &% ,
- 1 _ =
X(t)=§‘ -t - . #
o3t J gt et g 4 12 (eft s ét) :

1

la solucién particular del sistema es:

x (t)

2 (e3t<— Et)

y(t) =2 (et + &%

Para este caso, en que las condiciones del sistema no estdn dadas en -
t =0, sino en otro valor de t, t = to, especificamente t =t;=1.- . o
la solucidn particular corfespondiente estd dada por: B

Alt-t,)

x (t) = e % (to)
ycomo to=1 ’ ~
R(6) =MD R (1) e aaaao e e (2)

-7




c)

donde X (1) es el vector:

x (1) 0
y (1) 2

y eé(t'1) la obtenemos a partir de eAt , hééiéndo t=t-1, esto
es: )
ET) (e el gt
HAemnl
Zfgatt=1) _ Z(e=1) e (E=1 4 g(t-D)
sustituyendo hE=D) y x (1) en (a):
- - - 3‘t:_ -
. Ace-1) = 3t _ gt e &' - et
x (t) = ¢ x (1) = =
N - - - -3 -
Qe gle-1) e3t 37 4 gl

.. la solucidn particular que satisface las condiciones x(1) =0 'y
y (1) =2 es:

_3
x(t) =& ot _ et

=3 -
y(t) =& ett+eé

Como la solucifn del sistema que satisface las condiciones en t, estd
dada por:

- eA(t-to) % (to)

para obtener la solucidn general, simplemente consideraremos que:
- x {to) Ky
X (to) = =

| ¥ (td)

Ea
»




donde k; y ks “son constantes, entonces:

ea(t_t°)+é(t-to) es(t-to)_é(t‘to) Kl
x(t) = AR (e = 1|
pdlt-to) _ Z(t-to) ea(t-to)+é~(t—to) Ky
L. . L
] ; F e e
(Kl*K‘z)ea(t £o) 4 (Kx'«_Kz)e(t tohy T
. =1 : i
2 (t-tg) - (t-ty) 2y
L (krka)e T - (k- kp)et T 0 :
B -3t ) -t | T
%(Kl"l(z)eg neat"'_%{'(l"Kz)etn & NS
—%(K;-*Kz)é’t“e’t _ %(Kl_Kz)etoét
. I3t . ’
haciendo % (it2)E® " =y y ?1_ (ky-kz)et = ¢, ', tenemos:
\ \,‘,
. c1e3t + czét . -
x(t) = ' .
c,e3t - czét
la solucidn general es: ‘
x(t) = Clezt + CzEt L l

_y(t) = c;e’t-- Czét

11.4.- Determinar La solucibn particular del siguiente sistema de ecuaciones dige-

renciales:
x] = X1+ X2+ X, H xy (0} =1
x; =2 x; + 2<x2 +2 x33; x2 {0) =1
x'v=3x1+3xz+3 X3 ; xs [0) = -1




SOLUCION

L.a matriz de coeficientes A y el vector de condiciones iniciales son:

!‘1 11 1
A=1]2 2 2 ; x(0)=1} 1
3 3 3 -1

La solucién del sistema es de la forma:
xwy =M x@ - e (a)

calculando Ta matriz exponencial:

S T 0 S (b)

T VT (c)

Los valores caracteristicos de A son:

ME=O0 . A2=0 ., As=6

Para Ay =0 , en (c):

~
2
=
i1
>
N
1
(=]

Para X3 =6
-
ef-1+6t+368, 3 g =—LoOF
Sustituyendo B¢, B1 Y B2 -en (b);
1 0 0 1 11 6 6 6]
Mog, o 1 ol+ele 2 2f+e |12 12 12
0 0 1 3 3 3 18 18 18

1n-10 '




I1.5.-

(8o * By + 6 Bs B+ 6 B, B + 6 Be
= ‘ Brt 2B Bt 2Pt 128,- 2 By +12 B2
36, + 188, 38, +188, Byt 3A61 + 18 B,
) rest +5 et .1 est -1
=g l2et-2 2T 2t -2
et -3 3t i3 . 3t 43| . |

FinaTmente l1a solucidn particular es:

eft5  eftlp estg 1 e8%45
i(t)=eAt§(o)=%~ 20552 2e5%44  2e5%.2 1 =%— 26544
36553 3553 3e°%43 -1 39

esto es:

x1(t)=He%45) , xp(t)=H(2e"44) , xs(t)=H(3e-9)

Sabiendo que La s0lucibn general de un sistema Lineal de ecudciones diferen-
ciales no homogéneo, se foruma con La suma de La solucidn complementarnia X
y de La solucibn particular x , determinan La solucibn general del siguiente
Sdistemas b

x'=x+2y+2%t

y' = Zx+y

SOLUCION

La solucidn complementaria ic s es la solucidn del sistema homogéneo aso f

ciado:
mx=E x4 2y

y'=2x+y

H-11
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La solucifn de este sistema homogéneo se obtuvo en el inciso c) del -
problema -II.3, y es: :

t .
r'cle’ + czet

X, = . )
t - :
¢ Lc]e3 - czet . - )

,

La solucidn particular ip estd dada por:

xo= st PO Ty g
p [

Como- para este sistema la matriz eAt es (ver problema II.4):°

At 1 —-egt + ét egt _ -t
e = =
2 )
e;t _ ét eat + Et
Y
- 2t
b (t) =
| 0
haciendo t =t -t X
3(t-1), s(t-T) 3{t-T) =(t-T)
e t+ e e -8
A(e-1)_ 1
e = 7
g3 E-T)_ S(t-T) @3{ED _5(e-T) i

yen b (t) , haciendo t=71":

21

b (1)

i-12




T(es(t-T)+é(t-T) .‘

£.=3T | =t _ 1-
ey - e’tre t+e Te
eA(t T)b(’[) - ; . -

\ - - (-1 -37 -
(3 (871 gl&-T) ette " - &% e

X

t - —ft(eat‘fé” +atee T)dt
0 =5\ METE (r)dr = | 0
’ E {t(estré -e TeT)d’l’

[ 3T -
et ot g gt + et {tTerT
]

- . Le’t {t 1e%Tdr &t {tterdr

e’t (%:, %.ést - % ézt)+5t (tet - et+1) :
o . . A
| e’t (% - % & - % £)-8 (te® - eM1)
_ Co. il
_ i
ferriEege-g
i 1.3¢ _gt_ 4 8 : ;
gett-e -3ty
La solucidn general del sistema es: -
stel goe,zt,2, 107 st 4 et e 2. 10
- J— Cle Cyco0 e’tighisy. A ke’T ket + 2 ti- S5
X()=K = | CAS S I B
clest-c2§t+% e’t-ét-gt+ g ket - kzet %-t + g
donde:
ky = ¢ + %
kz = C2+1 -

11-13




I1.6.- Pand of sistema de ecuaciones del problema 1I1.5; comprobar que:
I eA(t_T) b (t)dr = {t éAT b(t-t) dt

0

SOLUCION

En el problema 1I.5, se tiene que

. T2t
0

y se obtuvo:

t ’f it - -t
e’ +
Mol »
R
y .
s CTLst, sty 2, 107 -
st AT %e’t te rgt -G 7
2 G A e I {a) )
. ¢+ 4 8
Ahora: ’ ]
(3T -T 3T =T R
e’ +e ed - ¢ - 2(t<T)
e =% ’ 3 b(t-t) =
23T _ &7 e3T 4+ &t 0

2tee) (%0 5

| St MGt - 1)de jt 1 o
K eth{t - 1)dt =} 5 . _ 7
or o 2 L a(t-n) (e2%F el !
S os
R

n- 14




Como podemos ver (a) = (b)
t . t -

f PETT B (1) dr =f ME (-1 dr
0 0

I1.7.- Detenminarn La solucifn del siguiente sistema de ecuaciones no homogéneo: -

X = X3+ X2+ X3 . ; x1{0) = ¢
Xi=2X1+2X2+2X3+1 H x2(0)=0
7X.3=3X14'3X2+3X3 .;', X3(0)=0 7
SOLUCION
La solucidn Xx(t) del sistema por medio de 1a matriz exponencial viene dada
por: -
) . . ]
;(t)=e"tz<o>+f N R I )
: 0 .
o bien por ,
t -
% (t) =€ % (0) +j fMp(t-t)dt  a-------- - - (b)
o .

En este sistema como ‘el vector b(t) tiene elementos constantes, nos coriven-
drd obtener Ta .solucidn del sistema por medio de la expresidn (b).

i-15
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La matriz exponencial correspondiente a este sistema (ver:problema II.4)
es: : i

est & 5 et _ 1 est - 1 -

ML
6l 2et -2 2% 4 2e° -2
305t -3 3e%t- 3 3e5t +3
. 4 ¢ TeT+5 -1 -1 0
ft AT b (t-1) dr = % 2657 - 2 geST +4 28T -2 1| dr
’ ° St -3 3T -3 35T43) 0

— g

T
- cle -1
=lf 20T ¢ 4 | 41
[140
13T -3

-1 -t

%h“-1)+4t

o=

Flest-1) -3t

L

como X (0) =8 , tenemos:

FeE 1) -t

fon

- t - -
i(t)=eAti(0)+j b (t-1)dr= % f(eft-1)t4at
0 . .

. W

lest-n-3t

n-16




1.

8.~

I

Thans gormar La sdlguiente ecuagldn diferencial a un sistema de ecuaciones de
primen orden: :

4 2
d'y 4y, y=12 22
dtt dt?

SOLUCION

Identificamos a la variable dependiente, en este caso y , y hacemos un -
cambio de variable: : :

Yy =X
derivando:

dy _ dxi
at T dt

haciendo un cambio de variable en’la derivada:

-

con lo cual tenemos:

Yoy - R (a)
derivando

iy . dxp

dt? dt

y haciendo

2

<y,

dt?

tenemos

2

L f e e e e (b)
dt? | dt ‘

- derivando nuevamente

&y | dxy
dt?  dt

w-17 -
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_haciendo

CI
dt?
obtenemos
3 . % -
dy dxe oy .- [ (c)
dt® - dt ‘
derivando
dy | dxy
dt*  dt

-Observar que hasta aqui hemos introducido un nimero de variables: x3 , X2 ,

X3 ¥ -Xu , igual al orden de la ecuacién. Despejando d'y de la ecuacitn

N

original: dt

i 2

Y. gy +69Lyppe2
- dt* dt?

y como

Ly . 2

gy da oLy, y Yoy,

dt*  dt dt®

la ecuacion anterior queda: .

D o gy # B xg # 122 mmmmmmm e e e e mmma oo (d)

dt

Las ecuaciones (a), {(b), (¢) y (d) constituyen un sistema de ecuacio-
nes diferenciales de primer orden, que en forma matricial quede representado:

F%%—_ 0 1 0 o | x:~ o
o 0 0 1 0 X2 0
= +
& 0 0 0 1 Xs 0
. 9 0 6 0 || x 12t2
L J B - — -l - ~t

1i-18



PROBLEMAS PROPUESTOS

1.- Transformar, cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales, a-un sistema -

de primer orden equivalente.

TEMA

II

a) tnty¥ + 2y o+ %—y = cost et

b) ézt yTV _ ety = ¢ é2t

2.- Determinar, por medio de la matriz exponencial, la solucién de cada uno de los -
siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales.

d
a) H% = - x+y ;

%% =-2x+ y H

. 3
b) % =xp t evt

iz =3 x; + 2 X

) H-ane,
dys _ 5, * 32t 2
il S S

d) oyl =6y; + 4y, +1

Y2 =2+ )1

3

x(0)

=19

PaX DECOUU

[



X1 = Xyt X2

Xz=2X2

: 3t
Xz = X3 t2x%x2+ 3 x3te

0n--20

x(0) =

0




TEMA T111-

EJERCICIOS RESUELTOS

I11.1.- Obtener La thansformada de Laplace de cada una de Las siguientes 6unc{one&g

Cal ) = sen at

o 4 alz)
b}  gl%) E3 IO —_—
i
- 2 —f I
1
N
]
|
i1 o
- 7 3 e
SOLUCION

a} f(t) = sen at

— Por 1a definicidn de transformada de Laplace de una funcién:

L{sen t} = j 5% sen at dt = lim j
(] A ~»>®Q

Jintegrando por partes:

A

st

e°" sen at dt.

- - a -g%
)/eSt sen at dt = - %eSt sen at + 5 j &%% cos at dt

) integrando en esta expresidn &% cos at por partes:
i : ’ :
JESt sen at dt = - %és‘tsenat +% (- é 8% cosat- %j 5% sen
de donde:
- ) -gt -
jeSt sen at dt = 35— (- 5%gen at - %e t cos at)
s? + a* :
‘ A -st
I{sen t}h = Tim e sen at dt
A+wJo :
. = 3 -st
= 1im —2— (- 2% gen at - £ &% cos at)

A+og? 4+ a2 .

-1
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la funcidén g(t) .la podemos representar analiticamente, quedando:

, 2 3 O<t<z2:
g9(t) = .
H t>2

La transformada de Laplace correspondiente es:

n
\_—\
8

L {g(t)} 85%g(t) dt

&5%(2) dt +.[ 2t ¢ dt
2

1]
>~

wlr
1
N~
w

23T

S brroo 52 5
.25 , 1 =28
S L2 22 T
s S S g2 <
- §_+ 1 ézs
g2

111.2. Diga 44 La funcion  §(t) = 37:- i £20 5 esuna funcibn secclonalmen-

£

te continua y de orden exponencdal buands £+ .

- -2




SOLUCION

La grdfica de la.funcidn ‘aparece en la siguiente figuré:

f(t)

> N L
Como podemos ver, el 1imite de Ta funcidn cuanto t ~ 0 no existe, -

por lo tante la funcidn no es seccionalmente continua.

Para que la funcidon sea de orden exponencial cuando t + e« , deben -

existir constantes
| f(t)]< M Pt

en nuestro caso

1 bt
Ey <Me

como la funcidn estd definida para t > 0 entonces en (a) ‘1! _1:

% <M ebt
como &% > 0
ébt 1. M

1

<M

teb?

: 1
Tim =0 si
t+w tebt

cuando t + =
tante M tal que

es Ta desigualdad

M, by t, -tales que .

¥t >t

¥ttty

Lt

b>0

siempre existird una constante b > 0 y una cons-
M > para toda t mayor que alguna t, . Esto

1
ot
(a). se verifica. La desigualdad (a) la podemos

ver en la siguiente grdfica: - -

\
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111.3. _Demostrar que:

,"',\, : n - R . . :
o L{‘—{—ﬁ%]} C s gy - T g0 - &L gri0r-aes P o)1 T o)

b SOLUCION
Por induccién matemdtica:

i) para n=1

L8y o g Ler) - £(0) : .

dt
Demostrando:
L df(R), 51 -st d f(t)
g = N dt

integrando por partes:

u=at , du=-sé&tdt _
dv = %ﬂdt = df(t) 3 v = f(t)

{ B R OB j‘” &5t £(t) dt

i R L 0 ;

im [és’: f(t)'}ﬂ + s L{F(t)}

A0

= Tim | &S £(A) - f(O)] + 5 LIF(E)}

Ao

s L{f(t)} - F(0)

1a proposicidn original es verdadera’para n = 1

ii) para n=k

K LEF(E)) - s5°1 £(0)-s528 (0)-....-s7 52 (0)-F " ()

dt

§i1) para n=k+1
-4




g1

L{ .
R

FSILLR()D - $FF(0) - $5The (o). s 5T ()1 ()

. o
Lge S < [ s - $N0)-5 2 (0)- s o) |- £ R (g)

dt dtk
de ii):
k k -
d d f(t), _ [: d f(t)i] (x)
Loy — } =5 L =" } - f (O)
dt dtk 'iwﬁtk :
© considerando i
a5 (1) i) (x) 7
- =g(t) = = £70(0) = g (0) .
dt ' S odt t=0
tenemos: 5
‘ ) ) 4
| ’ LG 8(8)) = s Lig(t)} - 9(0)
%_ 1o cual es verdadero, pues se demostrs en el inciso i), por lo tanto, ‘f
: la proposicién dada es verdadera para n =1, 2, 3, ... : i
. . , R - .
I11.4.~ Demostran que  L{ j §0t) dr) =L {4e)) 4
SOLUCTON :
t w - t
L[ f(r)any = ] st f f(t) dt) dt
0 0
O -

. integrando por partes
t
u=[ ft)dr ; du= f(t) dt
0 .

dv = 854t s oov=-t@

L{ jotf(f) dt} = (-slast );t flt) dt)

[
—
=
3
'
0 [
1]
:d
n
b
—
—
-
—
[=5
-
+
[
1)
U
[=]
o \
. ©
—h
—
-
~—
=%
~
L1
+
rLl—l
P
—
o+
—
ot




il

1
L {f(t)}

[o + 0] + %Lv{f(t)}

, L.0.0.D.

111.5 Para £a funcidn- gl€) del £neiso b) del problema TII.1, representarla por
medio de La funcibn escalén y obfenern su fransformada de Laplace.

SOLUCION 4 g(t)
b T TR ——
el #FFT
b
2 ]
N ]
) LI
L[] 1
1 i
] L
1) i
2 3 t
La funcién ~g(t) 1la podemos obtener sumando 1as tres funciones siguientes:
g,(t)
g1(t) = 2 u(t) ; donde u(t) es la -
2 funcion escaldn uni-
tario.
%
g2(t)
g2(t) = - 2 u(t-2)
2 e
l} 1
1}
) I
s g5(t) -
7 S AU
\ gs(t) = t u(t-2)
/] IR [
A
P : [
S .
2 3 7t s




estores: ‘
o(t) = gi(t) + galt) + galt)
T2 2 u(t) - 2 u(t-2) +t u(t-2)
= 2 u(t) + (t-2) u(t-2) -

Obteniendo la transformada de Laplace de g(t):

L{g(t)} = t{2u(t) + (t-2) u (t-2)}
2 Liu(t))+ L{{t-2) u (t-2}}

donde

L{u(t)?}

i}

1
S
y por el teorema de traslacidn en el dominio de t:

L{(t-2) u(t-2)} = %% L{t u(t)}

111.6 Determinan La thansfommada de Laplace de La siguiente funcibn §{£) y de su

derivada.

1§f(t)

2
t

_SOLUCION

La funcidn  f(t) 1la podemos representar por medio de una suma de fun-

ciones escaldn:

f(t) = u(t) - u(t-1)

H-7
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la derivada de f{t) es:

\ _du(t)  du(t-1)
) == —a
=8 (t) - & (t-1)
gréficamente:

fit)

T

Obteniendo la transformada de f(t):

> t

LIF(E)} = L{u(t)} - L{u(t-1)}
donde

g o 1
L{u(t)} = 5

y por el teorema de traslacidn en el dominio de t:

L{u(£-1)} = &% L{u(t)}
_=s1
=& ¢

_1 1-=s

L{f(t)} _?-_S_e

Obteniendo la transformada de Laplace de f'(t): ;

L{FY(E)} = L{s(t)} - L{s(t-1)} S~
donde
L{s(t)} =1
y
L{s(t-1)} = 8° L{s(t)
= 5.1

L{fi(t)}r =1-¢&°

-8




111.7.- Obtener La transformada Anversa de Laplace para cada una de fas siguientes

gunciones:
al Fla) = — 2
8% - 28+ 5
bl Fls) = B
82 s -1 -
. _ 4
T B
d) F(A) = (s - 3) 5
g% -8 - I8t 1 8+ 6
SOLUCION
a) _F(s) = —2%

s2 - 25 + 5

i) Completando el trinomio cuadrado perfecto: .
Siendo el ‘denominador un polinomio de segundo grado cuyo coeficiente de
s es diferente de cero, podemos completar el trinomio cuadrado perfec-
to:

2 2

F(s) = S-25+5 s5-25+1734

ycomo s®-2s+.1=(s-1)% , tenemos que

2

F(s) = —2
(s - 1)2+4

- por el teorema de traslacidn en s:

-1 -1 . : -1
L{F(s)) =L { ——2— } =gt {—2
: (s-1) +4 s+ 4
de tabias:
-1
L { 2 } =sen 2 t
s2+ 4

_’1 t
L {F(s)} = e sen 2t

-9
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It : ii) Desarrollando F(s) en fracciones parciales:

e - 2 ) _ ) -
s* -2t 5 T (1v2i)| [s-(1-21)
= ._ A ., B
v ) s-{1+21) ' s-{1-21)
Als-(1-21]] + B[5-(1+2i]]
C -(12i)] [-(1-217]
de donde:

2=AS-A+2Ai +BS-B-2B8i
=(A+B)s-A-B+2(A-B)i )

» A+B=0 (a)
“A-B+2(A-B)i=2 (b)
de (a)

A=-8B

sustituyendo en (b)

| B-B+2(-B-B)i=2

-48Bi=2
_ 1 . _ 1.
- 8-71 M A= -71
-1 SRS S 31
LAF(s)Y = L Agmrpess “'s—_m}
g, 1 1, 1
-l Iy 2 Goomy
o1l g2nye 1. (1-2i)t
=-5ie tyie
- . %-i ot 2it 4 % § ot g2it
_ %_et(_ie2it + ja%it)

-1




-1
L {F(s)}

N[ =

et[:; i(cos 2t + i sen2t) + i(cos 2t - i sen ? ti]*

et[? sen 2 %}‘ ‘ ’ ,/

et sen 2 t -

Noj =

Como podemos cbservar, obtener la transformada inversa desarrollando en
fracciones parciales, fue mds laborioso que completar el trinomio cua- :
drado perfecto en el denominador de F(s). - SEn

F(s) = —28
s2 -5 -1

Como el denominador de "F(s), es un polinomio de segundo grado, podria-
mGs pensar en obtener sus rafces s; y s; y entonces desarrcllar -
F(s) en fracciones parciales, esto es:

gy )

. 1
. 2s A B
F(s) = = = S
s2-5~-1 s-58 $-=-35;
Sin embargo, como  s; y éz son complejas, el proceso de obtener
la transformada inversa serfa muy laborioso (ver inciso anterior). i
' i

Completando el trinomio cuadrado perfecto en el denominador:

2s 2s . 2s
F(s) = = . = i
2 2 1.5 L5
s?-s-1 s?-stg-g (s 2) 7 :
-1 -1 96
Lo {F(s) =LA — £}
(s - §)2 'y
1
soL (L= §)2+ 2
(s -ﬁ)
1 1
st =1 ,85+2
_ 2 { i
2 e s2 - §

-1



c)

S 2
} o= =+ 5 £
L { F(s) ] 2 e L {Sz_a 255 .5
4 4
3t T % 1 /5
5 a2 5 5
=2e !cosh2t+/g_senh2t]
F(s) = —=
s{s - 2)2

i) Desarrollando F(s) - en fracciones parciales:

F(s) = 4 = §-+ < ? 5+ ¢
s{s - 2)? (s = 2)?
o bien
Fls) = 4 =é+ B:S + ¢
s{s - 2)? s2 -4 s+ 4

. Optando por el primer desarrollo:

4 B 9 - A(s-2fBs(s-2)+cs

+

A, .
s(s-2)2 S S-° (s - 2)2 s(s - 2)2
de donde:

4=A(s-2f+Bs{(s~-2)+¢s

para s = 0

4= 4A ;s A=t

n
N

para s

4=2¢ 3 c=2

para s =1 (arbitrariamente):

[t

4 =A-B+C B=-1

itt-12




-1 -1 -1 ‘
- 1, 1 2t 1
= Lt {3 }-L {g—:—?} 277 L {—;Z—J
= 1-e® s 2t
ii) Por el teorema de convolucidn:
F(s) = —— =—§—- 1
s(s - 2)2 (s - 2)2
si A .
4 L
G(s) =5 ., entonces g{t) =L {g}=4
Y
-1
H(s) = 1 , entonces h(t) =1L {__.J;_f-} = t g2t
(s - 2)? ~ {s -2)?
Por el teorema de conQo]ucién: . N
-1 -1 -1
LF(s)} = L (g —L) = L {6(s) - H(s)}:jg(t - 1) h(r) dr
. (s - 2)% A
donde
g(t - 1) =4

ht) = te?t

]

-1
SLLE(s) ) 54fe21dr
[¢]

-13
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s(s - 3)

F(s) = v
s - 53 - 752 +s+6

Las raTges del denominador son s; = -1, sp;=1, s3=-2 Yy
por To tanto: )
F(s) = s{s - 3) - ~ s(s - 3)
s*-53-7s2+5+6 (s+1) (s-1) (s+2) (s-3)
- s
s+1) (s-1) (s+2
_ A B C
s its-1tsE?
o A(s-1)(s+2)+B(s+1) {s+2)+C(s+1){s-1)
{s+1) (5-1)(s%2)
de donde:

s = A(s-1) (s+2) + B{s+1) (s+2) + C(s+1) {s-1)

para S$ =58; = -1

- - : -1
-l=-2A 3 A=3

para §.= §, =1

- _1
1=68 ; B=g¢g
para § = 53 = - 2
. Jo2
- 253 5 C -3
T 1 2
oo .7 .6 .73
L { F(s)} = L {E:T + E:T‘* E:?*

Hi-14
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I11.8. Poxn medio de £a transfonmada de Laplace, determinan Lo solucibn de cada unda .

de Las. sdigulentes ecuaclones diferenciales:

a) y" -y=5sem 2t ; yl0) =0 ; -y'(0)=20
b) oy -y -2y =42% ; yloy =1 ;o 4'(0) =4
el g% + 3y =2

© SOLUCION
a) . y"-y=5sen2t ; y(0)=0, y'(0)=0

(s? - Dy, =

ApTlicando el operador transformada de Laplace en ambos miembros de la
ecuacidn: ’

Liy"r-L{yt=5L{sen2t}
2
s?+ 4

) 2 - - £ - = .
s*y - sy(0) -y (0) -y =5

como y(0) = y'(0) =0
10

S s2+4

10
S (st +4) (s? - 1)

Por 1a transformada inversa:

y(t) = [1 {10
(s2 + 4) (s - 1)

desarrollando, Y, en fracciones parciales:

10 10
{s2+4) (s%-1)  (s®+4) (s+1) (s-1)

- hstB €, D
sP44 s+l s-l

- (As+B) (s2-1) + C(s*+4) (s-1) + D{s2+4) (s+1)
(s2+4) (s+1)-(s-1) s

mn-1s

%
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o
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'de'donde

10 = (AS +B) {s2 - 1) +C(s2+4)(s-1)+D(s2+4)(s+1)
expresién que se satisface con

A=0 , B=-2 , ¢=-1y D=1

=1 -1 -
y(t) =L { 10 FL {2 4L 1,
(s2+4) (s*-1) s2+4 s+l s-1

y(t) = -sen2t - &t + et

y'ey' -2y =47 5 y(0)=1 L, y'(0) =4
Ap]icahdo la transformada de Laplace:

s?y, - sy(0) - y'(0) - sy_ + y(0) - 2y =2

s 3

7]

como y(0) =1 y y'(0) = &

(s2-5-2)y -s-3-= LA
s s?
2 . e . st + 3%+ 8
(s 5,”% o
y = s* + 3s*+ 8-

S s (s?-5-2)
Para obtener la transformada ihversa de Laplace, conviene desarrollar -
Y, en fracciones parciales:

s'+ 3s%+ 8 _ s*+35%+8
S 53(s2-5-2)  s%(s-2) (s+1)

-A,B,C D, E

s 5?2 s? 522 s+l

- A52(52-5-2)+Bs(sz-s—é)+c(s2-s-2)+Ds’(s+1)+Esa(s-2)
s (s -2) (s+1)

Hi-1¢




c)

. =1 -1
SoLf Yy }=L {————}=1L

ysk= 5(s+3) * s+3

de donde

s*+353+48=(A+D+E) s *+(-AtB+D-2E)s%+(-2A-B+C)s2+(-2B-C)s - 2c
expresién que se satisface con:
A=-3 B=2, C=-4, E=2, D=2

43548y ' 3,2 44,2 2,
s¥(s-2) (s+1) s s? s? 5.2 34l

de- tablas:

y(t) = -3+ 2t -2t2+ 2%+ 28

%;P 3y =2

Aplicando el operador transformada de Laplace:
" ’ ‘

sy, - y(0) +3y_=¢ : ke
de donde , . i B . d
2 y(0) ] o

#
-

-1
y(x) =1L {?('51-2_3)_*'34?_)}

-1

L —2

s(s+

-1
My L {13
3) s+3

1 A, B

=L {g+tagt + y(0) &

-1 '
R SR Ul

"
wiro

- _g_éiix + y(0) éBx

winy -

* E,(o) 2] e

n-z




haciendo

oy - 5= ¢

- 2

y(x) = 8+ 5

1711.9. Para el siguiente circulto eléctrnico, determinar el voltafe en Las termina-
Les del capacitorn en cualquien inmstante de tiempo, considerando que £a exedi-

tacibn es:

al  vlt) =27 ; x>0 )

b)  wvlzt) = §(z)
R=124Q
— | ——
i l L ’
i, LK(O] = 1 Amp.
—= 1 10
£ = L=—H -
viz) T 1 8% v 10) = 10 vorts.
- SOLUCION
T - Estableceremos primero un modelo matemdtico.
En Ta malla de Ta izquierda:
Vet v s v(t)
como v = RiR: ,- entonces:
Ri_ + Ve = v(t)
ademds iR =i+ ic , con lo cual
R(1‘L R U B R T R T T TN S U S (a)

-18



a)

Ta ecuacifn caracteristica para un capacitdr es:

dvc
o7
y de la ecuacifn caracteristica para un inductor:

1
vp=Lig
tenemos que
L

sustituyendo  (b) y {c) .en (a):

dv 1 t
R ]:c ot f v (t) dtt + iL(O)] v = v(t)

Ademds; en el circuito vemos que vL = vc , por lo tanto:

dv € - - .
VREZ T°+ﬁ— yo vc(t') dt' + 1L(oﬂ v, = v (t)

sustituyendo los valores R, C, L e iL(O):

t
l_g-g)’ " gt
E gt . vc(t ) dt' + 2+ Ve v(t)
0 Dle

t
] L ] 1 ¥
S 6 5; V£t 0 s v

1
o
‘<
~~
)
=

dt

i

Esta ecuacidn es una ecuacidn "integrodiferencial y constituye el mode:
1o .del problema. Como podemos ver, esta ecuacidn puede ser resuelta -

aplicando la transformada de Laplace.

para. v(t) = 2et . >0, en (d):

dvc t ’ -t
1 ' =
o6 jovc(t)dt +10+ 6y =108

n-19
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b)

aplicando Ta transformada de Laplace:

' 1 , . 10 _ 10
SL{ Ve } - vc(o) +6 L { Ve } 4+ = 51 YC } = T

sustituyendo vc(O) = 10, y multiplicando ambos miembros por s : —

10

s2L{Y%)}-10s+6L{"%}+10+5sL{")=g7

de donde

Ve y . 10s%+ 105 - 10
(s+1) (s2+5s+6

L{

Antitransformando,

-1 2
Lo 10s® + 10s - 10 -

v (t) =
(s*+1) (s* + 55 + 6

-1
A B
S

|<‘>

w2 5
-5, -10, 2
s+l - s+2 s+

}

o
W)

}

W)

- 5 8% - 108% + 25 gF

para v(t) = &(t) -, en (d):

dv

. .
.. C =
at—+ 6 J; Vc(t‘) dt' + 10 + 5 VQ =5 S(t)

aplicando 1a transformada de Laplace
sLiv. t-v(@+8L{v 1+8us5i(y 1=5
e c S c s c

sustituyendo vc(O) = 10, multiplicando por s ambos miembros y
despejando L { Ve }:

1120




v(t) =L (B8 -10
s?+'55 + 6
-1 -
_ A B
=L E,§?7'+ s+3 }
-1 .
_ -40 . 55
L igmtem

n

- 40 ézt‘_'_ 55 é3t

I11.10 Panra el sigulente sistema mecdnico, détenménan el 4g4ptazam£ento de La masa.

my y el desplazamiento de La masa m, en cualquier instante de tiempo

. 1 om :
SOLUCION [:: ! Ix
, t 4t +Xe
Por 1a segunda ley de Newton:
para la masa m;.~
2 .
mlﬂ_§31= - kixp - Dg 9y kz (X2 - x1)
dt? dt

para la masa m,

d?x; _ .
mz = - kp (%2 ='x1) + f(t)
dt?

sustituyendo ky; =3, k=2, D=0 y m= mp=1
2 . - . ’
u-L=-5x,+2x2

dt?

[C.E N Xy =2 xs + f(t)
_dt? -

m-21

Ry = 3 ;o xal0)=x{{0) =0 :
ko - 2 5 oxal0)e xbl0)=0
0130 ‘

G e ek T
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Este sistema de ecuaciones constituye el modelo matemdtico del sistema.

Para resolverlo vamos a aplicar la transformada de Laplace:

SZ L {Xl} - 5L {Xl} + 2L {Xz} )
$2L {xa} = 2L {xi} - 2L {xo} + L {F(t)}

como

L{f(t)} =L {8(t)} =1 ' -

{s2 +5)L {xl}\ -2L{x} =0
2L {xi} + (s?+ 2) L {x} =1

Resolviendo este sistema algebraico:
L{x }=s——=”
s* + 752+ 6

2
L{x}= 5" *+5 ) .
s* + 752 + 6

Para obtener la transformada inversa, conviene desarrollar primerc en

fracciones parciales:

2 2

L{X]}: =
s+ 7s2+.6 (s + 1) (s? + 6)
_AS+B ,CS+D ;
s2+1 s*+6 -
_25 ., -5
5241 s+ 6
2 2
R e

s*+7s2+6 (s*+ 1) (s®+6)

AS+B ., _CS+D
s2+1 s?+ g

_ 4/5 + 1/5
s2+1- s*+6
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x1(t)

x2(t)

n

1

y5_+,-_z_/.5_1( S22
Sz+1 Sz"' 6/] 5 5
4/5 . 1/5 .4 1
ot ———75}, * % sen t + 5

s2+1
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TEMA III

PROBLEMAS PROPUESTOS B

1.- Obtener Ta transformada de Laplace, de cada una de las siguientes funciones:

a)  f(t) =g(t) 5 g(t) = t?

b‘) f(t) = g(t) e ; g(t) =‘Sen h (4t)

el f(t) = €% g(t) ; | g(t) = cos h (3t)

4 f(t) = &% g(t) L= d 0
2, t>1

2.- Obtener la transformada inversa de Laplace, de cada una de las siguientes funcio
nes: ) ’

\

) F(s) = 3 -12

5248

b)  F(s) = 222
s2-9

¢)  F(s) = 3s+2
4s%+ 125 + 9

3.- Por medio de Ta transformada de Laplace, determinar la solucidn de cada una de -
las ecuaciones diferenciales:

a) y'+2y'+y=cos3t i y(0)

=0, y'(0) =1
b) y' -2y =2 5 y(0) =2, y'(0) =4
c) ~y" -2 -3y =4+x ;3 y(0) =1, y'(0)=0

-2




4.- Por medio de la transformada de Laplace, obtener 1a solucifn, de cada uno de -
los sistemas de ecuaciones diferenciales: ' '

[}
w

a)  x* = 2x = 3y ()

"
[

y=y -2x . y(0)

) B) x"-x+8'=t §  x(0)=0 , x'(@=0
' ey -2xt=-2 3 y(0=0 , yY0)=0
¢} x'+2y-3=0 ; x(0) = 0 '
y o+ 2x+ 2t =0 y(0) =0 ’
" i
- 'W‘
- ‘ ‘
1
1i-25







TEMA TV
PROBLEMAS - RESUELTOS

V.1, —Para cada una de fas siguientes funciones, obtenga Za ecuacibn en derivadas

parciales de La cual La funcibn es sofucifn general.

al  u= §lxy
b)  w = §loxty) + g(3x+y) + 3 x% - 2
SOLUCION
a) . Como Ta solucién u, estd compuesta por una sdla funcidn arbitraria,
f(x y), la ecuacién en derivadas parciales es de primer orden.
Haciendo s=xy, la solucién nos queda
u= f(s)
y obteniendo las primeras derivadas parciales:
U Of(s) © BS ey, o s
3% ds - sy T , mo-- e
3u__ _df(s) 3. o I R L (b)
3y . ds 3y f'{s) x .
Para eliminar- f'(s), la cual no aﬁarece en la ecuacién en derivadas -
parciales,-1a despejamos de (a);
ey < L B o
f(s)‘y'ﬁ
y la sustituimos en ,(b)‘
u 1o
E2RE
de donde
) ou _ , du
Y5y T X ax
que es la ecuacidn en derivadas parciales de primer orden cuya solucidn
general es _u= f(x y)
b) '~ En este caso, la solucidn general u=f(2x+y)+g(3x+y)+3x3-2 contiene dos

funciones arbitrarias: f(2x+y) y g(3x+y), por lo tanto la ecuacidn -

buscada es de segundo orden.
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Haciendo s =2x+y y t=3x+y, Tlasolucidn nos queda:

u=f(s) +g{t) +3x* -2

y obteniendo las derivadas hasta de orden dos:

du _d f(s) as , d g(t) 3t 2
T d P dt w2 X

X 3

=2f +3g +9x*

32y
ax?

=4 ' +9g"+ 18 x

_g?y!':f' +g'
3
ofu . o+ g
ay?
2.
Bxuy =2 f + 3 gu

(c)

Para eliminar f* y g", ya que &stas no deben aparecer en la ecua-

¢idn en derivadas parciales buscada, podemos resolver el sistema de

ecuaciones (b) y (c) para f* y g". La solucidn de este sistema

es: .
2%u 52%u
gll 2 e——— 2 ——
Bxay Byz
=3 Ru 3%
ay? axdy

sustituyendo en (a):

2 Y 2 ‘N2 2
FU._ (38U Uy, g (U 8y, 4gy

ax? 3y?  axdy 3X3y

-de donde:

2 Y N2 .
87U _ g3, g 8U_ 4gy
dx? Xy - ay?

que es la ecuacidn en derivadas parciales cuya solucidn general es

Ay?

us=f(2x+y)+g{3x+y)+3x%-2

1v-2




IV.2.- Dada La ecuacién en derivadas parciales:

ﬂ-cza_l‘&—a

dt? dx* »
determinan su solucibn por el método de separacibn de variables para o > 0
SOLUCION

Proponemos que 1a solucidn de Ta ecuacidn es de la forma:

u(x,t) = F(x)e6(t) - - - A (a)

Las derivadas involucradas en la ecuacidn en derivadas parciales son:

%%% SF(X) () 0 eeeeeeeoen S (b)
gi%-= FV (x) Gét) e e (@

sustituyendo  (a), (b) 'y (c) en la ecuacidn:

CF(x) 6"(t) - c2FV(x) a(t) = 0

separando variables:

(2]
[y
fp]
—
ot
—

ik T I IR (ﬁ)
Y
1B L L e e e e e e
c® G(t) * ’ (e)

Resolviendo la ecuacidn diferencial ordinaria (d) para o >0

CFY(x) - o F(x) = 0‘

haciendo o= kz

Ff¥(x) = k2 F(x) = 0

.
i
i
]
{




su ecuacidn caracteristica es:
m* - k2 =0

0 sed

m2+ k) (m-k)=0

de donde
m=vk , m=-vk , mg= vk i, m=- /Ki

R, o, R

VF(x) =ci e + c3 cos VK x + ¢, sen /K x

Resolviendo ta ecuacién diferencial (e) para o> 0 :

G'(t) - c?aG(t) =0
haciendo a = k® :

G"(t) - c®k%G(t) =0

su ecuacidn caracteristica es:

m? - e%k? = 0

de donde:
m =ck . _ m, = = ¢C K
6(t) = cs e + ¢ 8F

Sustituyendo F(x) y G(t) en (a):
u(x,t) = (cle/i s+ cZe"/E X4 cacosvR x+ cosen vE x) (cseS T+ cge™KE)

que es la solucidn completa de la ecuacidn en derivadas parciales dada.

I.3.- Detiminan La serie seno y La senie coseno de Fowrlern para £a funcidn
fixb=e* , 0<x<1
SOLU CION

La serie seno de Fourier para la funcién f(x) dada es:

f(x)= Ib sen nlix v O<xc<l S e £
n=1

V-4




como  f{x) =e* 3 0<x<1:

et
b =2 j‘e- sen nllx dx -
n
0
T — [— nie™ cos nlix - &° sen on]
n2me+1 - . 0
= 2 ]:— nll ™" cos ni- &' sen nn + n]T"
n?n2+1 _

pero sen nll =0 para n =12, 3, ...

b =——2—@—[1 - & cos nH:['
T p22e1

ademds cos nl = (-1)" -3 n=1, 2,3,

2 ]: no -t
b, =M1 (-) e‘[
N hfm+)

sustituyendo en . (a)

. 1 .
b =2 J’ f(x) sen nllx dx, n=1, 2, 3, ...
o

f(x)=éx=' b g—n—ll—]:l—(—l)n?:l sennix , 0O0<x<1

n=1 n2m02+1

desarrollando algunos términos:

g% =2 H’:—;l—— (1+8') sen Iix + —2—(1—61) sen 20 x +:'
M2+l S

4n2+1

La serie coseno.de Fourier para la funcién f(x) dada es:

o -
f(X)=%—ao+ £ a_cos nix , 0<x<l

donde

’ 1
a =2‘f flx) cos nix dx 3 n=0,1,2, oo » === n=w=
n 0 R

V-5
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como

—
—~
<
-
[
i
x

3 O0<x<1
1 :
a =2 y e cosnmxdx ; n=0,1,2, ...
/o
© para n=20 -
1 ' 4
ag = 2 f & dx = 2 (1-8")
0
para n=1, 2, 3, ...

1
a_ =2 5 &* cos nlx dx
0

1

[nnéx sen nlix - & cos nnx]

.

o n?m2+1 Q
j

| - .
a2 }:nn &' sen nll - &' cos nIl + l]v
: n3n2+1

T S— ]:1 - ()" é‘],
L n2m2+1 :

Sustituyendo a y a, en (c):

f(x) = e 1-e1+2 [1-(1)"']cosnﬁx ,0<x<1
- n=1 n2H2+1 ‘

IV.4. Obtenen La senie trigonométricd de Fourier para La siguiente éuncxﬁn en el
intervalo indicado.
0 ; =2<x<1

§lx) =

H 1 <x<?

. SOLUCION

La serie de Fourier "para la funcidn dada, en el intervalo -2<x<2 es:"

= S e : e A A LU L s L it T e R T o L I L n il



f(x)

+
cos 2 b sen

E1 cdlculo de los coeficientes

cidn:

dg =

N =

™of =

[ S_; (0) cos

sen nH - sen —

]

N

cos nilI- - cos v

I:( -1} - cos

Sustituyendo

. Fx)




A

que es la serie trigonométrica de Fourier para 1a funcidn dada en el in

_tervalo - 2<x<2

Sea el problema de conduccibn de calorn en una varilla de cobre de 1-m de
Lango; cuyos exthemos se mantienen a. oic para toda £ >0 . Determine La
quncibn de fempenatura  wlx, £}, 84 Za distaibucibn inicial de Ra. tempena-

tuna eb: ) .

' ' X ;o0 <x<d
- - 7
ulx, 0) = 1.
. T -x 7—<'k <1
SOLUCION

E1 modelo matemdtico del problema, es la ecuacidn de conduccidn de ca-
Tor: '
- :
L R T A P (a)
ax? ot X
donde a® es Ta constante de disipacidn tédrmica y depende del mate-
‘rial, para el cobre o = 1.14 cm’/seg., 1 es la Jongitud de 1a vari

1a, 1 =1, y u es la temperatura de 1a varilla, u=u(x,t).
Las condiciones de frontera del prohlema son:

w0, t) =0 | e e e e e e e e e e am (b)
u (i, t)=0 I (c)
y la condicidn inicial es:

ulx, 0) = g{x) s e e e e e e e e e e o e a .- R C)
donde ) .

g(x) =
I-x " 3 %— x <1

Para resolver al ecuacién (a), utilizaremos el método de separacifn - -

de variables,

V-8




P
e
Propongamos como solucién de-la ecuacién (a) a la funcidn:

ux, t) = F(x) 6(t) -m-eeeaae e (e)
para que sea solucidn de (a) deberd satisfacerla.

- Deriyando u(x, t):
3 = Fx) 6'(t)

2 . -
3 - F(x) 6(t)

ax2
- sustituyendo en la ecuacién:
a? F'(x) G(t) = F(x) G'(t)

separando las variables

Fi(x) 1 G'(t) )
ORI R -
' -
para lo cual: f{
F" B ;
L (0
1 G6'(t) K T (g)
a? G(t)

donde k es constante,

Antes de determinar el valor de 'k,  observemos la relgciéh entre F(x)

y G(t) con las condiciones de frqnfera: 777777
u (0,t) = F(0) G(t) = 0 . ) L
(1, 1) = F (1) 6(t) = 0 ' '
de donde, si G(t) = 0, al sustituir én (e) ten&rTamOS'que

u(x, t) = 0, o sea la solucién trivial. Entonces, si G(t) # 0 se -

tiene_qué
F(0) =0

R PR A{h)
F(1) = Q

V-9




11)

Consideremos que k =0

Entonces la .sclucidn de la ecuacidn diferencial (f) es:

F(x) = ¢y + c2 x

determinando. ¢; .y ¢z por medio de las condiciones (h):

I
o

F(0) = ¢y +¢p (0).=

F(1) =c1 +c2 (1) =0
de donde ¢; = ¢, =0, con lo cual F(x) =c; + ¢z x = 0. Esta fun-

cién F(x) = 0, hace que la solucidn u(x, t) = F(x) G(t) sea trivial

Ta cual no es aceptable, por lo tanto k no puede ser cero.

Consideremos que k>0

La ecuacién diferencial (f) se puede representar: -
Fix) -k F(x) =0, k>0

cuya solucidn es:

vk x
F(x) = <:1\e'/IZ ¥t e

determinando ¢y Y ¢, por medio de las condiciones (h): -
F(O0) =¢c; + ¢, =0

eflz£+C2 é/E£=O

F(1)} = ¢,
Este sistema por ser homegéneo acepta la solucidn trivial -¢; = ¢, = 0,

pero esto hace a F{x) = 0, con 1o cual wu(x, t) = 0, que como.ya vi-

3
o
v
3
(s}
©
v
=3

ceptable. Para que el sistema anterior tenga solucidn dis-
¥

a irivial se requiere que su determinante sea cero:

i i
-/ 4
- S
vk £ -k
2 X e

V10




“1ii)

X =

este determinante es cerc solamente para k = 0, pero k = 0 contra

dice la consideracifn hecha para este caso de'que k > 0. Por lo tan
to k. no puede ser positiva.
Considerando que - k < 0.

Con  k <0 1a solucibn de la ecuacidn diferencial (f) es:

F(x) = cycos & x+cy sen & x == =a-=-- . m .- = (i)
utilizando las condiciones (h):
F(0) =¢c; =0

cp cos k1 +cysen &1 =0

]
—_
=
Z
i

de donde ¢; =0 y <c,sen&k1=0
Se puede evitar la solucidn trivial, o sea ¢, # 0 si en Ta expresién

casen 1 =20

c2#0 'y sen& T=0 ., Tocual se cumple para:’
Al=nl .3 n=1,2,3, ...

0 sea:

n2m?
'|2

Con este valor de ki, Ta solucidn de .(f), o sea Ta funcidn (1) que
da:

f(x) = ¢ sen'3¥5

v-n




y la solucién de {g) es:

G(t) = c; eot kot

_ afnfr®
=C3 e .[2

Sustituyendo F(x) y G(t) en la solucién. (e) y sustituyendo 1 =

_a2.272
u(xs t) = (ca & 2 TF) (¢35 sen nix) , -n=1,2,73, ...

2_212
= gyl t(bn sen nlix)
donde bn = ¢, €3 para toda n=1, 2, 3,

Como podemos ver tenemos una solucién para cada valor de n, 0 sea te-

nemos un nimero infinito de soluciones. Por ser la ecuacién en deriva-

das parciales lineal, 1a suma de sus soluciones también es lineal, por

lo tanto:

o

‘222
ulx, t) = ¢ &=»1 t(bn'sen 17119 FRN S (3)
n=1

Para determinar el valor del coeficiente bn , vamos a utilizar la con-
dicidn inicial (d):
o

sen nlix = I bn sen nllx

A2 3m2
eun]’[(o)b
1 n n=1

u(x, 0) = g(x) = =
n=
Yy como podemoéxobservar, esta serie es la serie seno de Fourier-de la

funcidn = g(x) - en el intervalo 0 < x<1, donde:

1
b =2 J- g{x) sennlix dx ;- n=1, 2, 3, ...
0

n
como

X 3 0<xc« %
g(x) =

. . l )
1-5 3oz <xzl

1:




entonces:

172 1 :
b .= 25 X sen nlix dx + 5 (1-x) sen nlix dx
o i 7

1/2 i

4 e
= sen .rﬂ . L)
n?n? 2 - :

sustituyendo bn en -(j):

4 ‘—OLZnZHZt
\ZHZ (e ) (

u(x, t) = ¢
n=1n

sen S—H) ( sen nlix)

que es la solucidn del modelo matemdtico del problema.
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IV

V2.~

CIv.3.-

CIV.a,-

IV.5.-

TEMA TV

- PROBLEMAS  PROPUESTOS

Para cada una de . las siguientes funciones, obtenga la ecuacibn en derivadas
parciales de la cual la funcidn es solucidn general:

‘a) = = F(x) +y6{x)+x®-xy®

o

-~
o«
n

Fly+x) + g(y-x)
) u o= Ff(x? + y?)

Determinar Ta solucidn de cada una de Tas siguientes ecuaciones para la «
dada:

2 2
a) 3%, 8%

0 , para a=0 ypara a>0

ax2  gy?
n2
b) x L8y y Wy , para a=0
ax2 -3y

Determinar la serie trigonométrica de Fourier para cada una de las. siguien-
tes funciones.

a) flx)=xz -, -l<x<l1

i
>

x{(2+x) s - 2<x<0

b) - f(x)
(2-x)2 3 0<x<2

Determinar Tla serie seno y la serie coseho de Fourier para Ta funcidn:

flx) =1-x 3 0<x<1

Una 1fnea de transmisidn, para la cual R=1 ohm/milla, L = 0.0l henry/milla,
c = 1878 farad/milla, y g= 107° mho/milla, tiene 1000 millas de longitud.

JInicialmente el potencial en cualquier punto es independiente del tiempo, en

x =0 y x = 1000 el potencial es respecfivamente Ey y E,

w-14




S1 los extremos son repentinamente aterrizados, determinar la funcién poten- ‘
cial resultante E(x,v t}, si sabemos que el modelo matemitico del problema

es:

2 - 2
2E -RgE+ (RC+Lg) BEyycE
ax? at at?

IV-15







v.1.

V.2,

TEMA V

PROBLEMAS RESUELTOS

Determinan  A*§o  para ta fuicibn §, = 2+ b+, con k=1
3 N
SOLUCION
2 = -
A= Ton = 2 Tian * i
con h=1
28 = -
,Afk, fk+2 2fk+l+fk
_ okt+2 ’ 2 k+1 2 X 2.
=2 + (k+2) + k+2‘-2]:2 + (k+1) + k”:l + 2 +k+—k
3 . 3 3
- k k k 2 4 2 .
=420 - 42" + 20+ k- Kkt K+ 2 -2+ - +
9.3% 3.3%  3F
k., 8
:2 +
9.3
para k=‘0
2, 21 48. 17
Af,,-lJr9 3

Comprobar que T k™ = (™D

mE T
© SOLUCION
Si
(m+1})
(€ I S A L
T

entonces aplicando el operador A - en ambos miembros:

,k(m) - k(m+1)
m+
. (k+1)(m+1) ) K (@t

m+1 m+ 1

(k+1)(m+’l) - k(m-H)
- m + 1




Para comprobar qué (a) - es verdadera, bastard con demostrar la identi-
dad (b).

~Desarrollando la primera diferencia de k)

Ak(n)‘= (k+1)(n> z k(n)

(k¥1) (k) (k-1) (k-2)---[k—(n-2)] - k}k—l) (k-z)---[k-{n-l)]

Tk(k-1) (k-2)--j[k-(n-2)]} ) = et b

{k(k=1) (k-2)-"[k-(n—2)]} {n}

= ™y}

= k(n-1)

(k+l)(n) _ k(n) = k(n—”

si-en esta expresidn hacemos n =m+ 1:

() D ) gy T Lol S0t (o)

sustituyendo (c} en (b):

o (1) &

m+ 1
= k(m)

queda demostrada la identidad (b).

V.3. Para La funcin  f§, = RS, determinan:

al I 6’2
2
b) § fp
99
C.) %: 6f?. -




SOLUCION:
a)

b)

Para obtener Ix® , vamos a representar k° por medio de Ta funcién -

factorial:

k= k3 4 3@

ya que:

k3w 3?2 (ki) (k-2) + 3 K(k-1) + K

3 2
=k -3k +2k+ 3k J3k ek

3 7 . “

=k

- Entonces:
. 3 (1
B =1 [15‘3’ 3@ k(”:]

=5k F 3ty gD

k(m+1)
m+ 1

como 1 k™ = , tenemos

(4) (3) - (2)
3 _k 3k k
T T+T—+“—2_

_ k{k-1) (k-2) (k-3) z 4k (k-1) (k-2) + 2k(k-1)

_ k-2 kT k2
=kl b

3

E K? = k* - 2 k* + k2
0 4 0

=9
Esta suma la podemos obtener, sin necesidad de conocer previamente la -
suma indefinida de k® . Basta con desarroliar la suma de la funcidn

desde cero hasta dos:

2
Tk = (0)°+ (1) +(2)°=0+1+8=09

Con esto podriamos pensar en que para conocer la suma definida es ingtil -
obtener primero la suma indefinida, como lo hicimos en el inciso a). ' S
Sin embargo la ventaja de obtener la suma definida primero, se puede - 2




V. 4.

apreciar en el siguiente inciso.

ag 4 3 2 1100 8 6 1 1A%
; e Ko 2Ktk - E___'Aio_’f_& = 24502500
7 0

de otra manera:

K= (07 (1004 (202 (3) + L (99)?

Determinar el onden de cada una de Las sigwientes ecuacichnes en diferencias:

a) Azyh-AQk=h .
b) (A2+3A+1)yh"'(E'” Yo * Y70
SOLUCION
a) Ayzyk - Ay =k
(E-1)7 y, - (E-1) 3, = &
(E* - 2641 - E+l)y, = k ,
(E2 = 3E+2)y, = k
Virg ™ Wiewq T W T K
el orden es 2
b) (A2 + 34+ l)yk +,(E-1)yk * Y =0

T, 2 . _ -
l:(l:-l)A + 3 {E=1) + 1:' Y * (E-1) Yy + Yieeq 0
2 =
l:E- - 2E+1+3E-3+1+E-1:] Yg Yy 0
2 = ‘
(E*+ 2E-2)y, *y, ., =0 .
Yiwa * vz‘ykﬂ Tt Y, =0

el ordén es 3




5.

. Determinan La s0lucibn de cada una de fas siguientes ecuaciones en diferen-

cdns. ;
al Yy P, Myt Yyt 0
bl Gyt 16y 7 0

e [E* 4+ 18 E2 + &1) Y = 0

SOLUCION

a) La ecuacidn representada por medio del operador E es:
(Ea+3EZ+3Eé~1)yk=o
La\ecuaciénrcaracteristica correspondiente.es:
B*+ 3 g%+ 38 +1 =0

Determinando las raices por divisi6n sintética:

1 3 3.1
-1 -1 -2 -1
1 02 1 |
-1 -1 -1 . i
1 1 0 -
:_l___l_
1.0

Bl=62=83='1'
-Con las tres raices iguales, la solucidn general de la ecuacidn es:

Y = (c1 + cok + c3k?) (-1)k

b)

Yieg 7 189y =0
haciendo 8% = X , téngmos
A2 - 16 =0

A=t 4




c)

Yy T C1'2k + C2 (-2)k + 2

B==x/-F , B3y=21 , By=-2

r=J/{2)Z+{0J2=2 y o =angtan %-= %

la solucidn general de la ecuacidn es: : -

k&jmsk%+cqwnk%)

(Eﬁ +18E2+8l)y =20

k
La ecuacifn caracteristica es:
B* + 18 82+ 81 =10

haciendo 8% =12

A2+ 181 +81 =0

A= ;;15_3_1323;5_325 5 A =Ay=-9

para A = A; = - 9:

2= -9 .5 B =31 , Bp=-3t
para A =X, = -9




V.é.~

Las cuatro raices son.imaginarias y se repiten.

r=3 H e='a‘ng tan,%=-g-

-La solucidn general de la ecuacidn es:

Yy = 3k ]:(c; +:¢c,k) cos k%+ (cs3 + cy k) sen k%—]

Obtenen el operador anlquiladon para cada una de Las sigulentes. ecuaciones -
en diferencias: '

)

al . PlE) g, = 2°
bl PIEI g, =3 - 482
o PlENy, = sen k]
P(E) g, = 5 cos fzg} (-1)k
o) PIE) yy = - 225k son e X N i
SOLUCION
a) P(E)y, = 2

E1 aniquiTador @ (E) buscado, es un polinomio en E tal que al apli-
carlo a la funcidn Y = 2k de.la ecuacidn, la anule.

Para este caso @ (E) ==E - 2 , ya que:

B (E) g = (£-2) 28 = £ 2X 22K = 2 L ak o0 R

Este aniquilador se obtiene de la siguiente manera:
q = 2k es una solucidn particular obtenida de la soiucidn general:

. = cy+2

haciendo c¢; =1 . Esta solucidn general se formé con la rafz B'= 2,

o4




b)

' B; = a * bi , B, =a-bi

y-1a ecuacién caracterfstica correspondiente es:

g-2=20

9, = 2% es solucién de 1a ecuacién homogénea:

(E-2) q =0

de donde se tiene que el aniqui]qdor es
p(E)=E-2

9 = 3 -4 k* es una solucidn particular obtenida deé la solucidn gene-
ral:

qk = ¢y + ey k+ ey k?

haciendo ¢, =3, ¢, =0 y c¢3 = - 4, Esta solucidn general se for-

mé con las rafces:

By = B2 = B3 =1
y 1a solucidn caracteristica correspondiente es:

(g-1)°=0

q = 3 - 4 k% es solucién de Ta ecuacidn homogénea:
3 =
(E '71) qk O ) .
de donde se tiene que el aniquilador es:

po(E) = (E-1)°

‘qk = Zk sen k % es una solucidn particular obtenida de la solucidn

general:

q, = ok (c1 cos k %-+ ¢, sen k %)

haciemdo ¢; = 0. y ¢z =1 . Esta solucidn general se formd con -
r=2 y 9 =%~ , por To tanto, las rafces de la ecuacidn caracteris
ca son:

-

donde

a .=y cos 6 =

Ny
n
Mo

2 ¢cos
b=rsent =2 sen




d)

-9 = %- , por lo tanto las rafces de la ecuacidn carécteristica son:

por To que

By =2 +y Bp=-~- Zi,

La ecuacién-caracteristica correspondiente es
(g -2i) (B+2i)=0
B2 +4 =0

el aniquilador es @ (E) = E* + 4 .

q, = 5 cos k g~+ (—i)k es una solucidn particular obtenida de 1a solgv

¢idn gehera];
9 = (c1 cos k;% + g sen k %) + és ('—1)k

Los dos primeros términos de esta solucién se formaron con r =1y

Bi=a+bi , By=a-bi y By=-1

donde

g = r cos & = cos %:= %

b =1r sen 6 = sen §~= ﬁ% )

por 1o que: .

A I A L L N

La ecuacidn caracteristica es:

[o-G+B0][s-G-F0] +n=0
| (82 -p+1) (8+1) =0
- g2 +1 =0

2 el aniquilador correspondiente es @ (E) = E® + 1

v-9




_ ok I
e) G = - 23"+k sen k 5 es solucién particular obtenida de la solucidn

general.

qk~='3k [Ec; + ¢, k) cos k %-+ (c3 + cy k) sen‘k %{]

haciendo ¢y =¢cp = ¢c3 =0 y ¢y, =-2

Esta solucidn se formd - -

con r=3 y ©-=23% de las raices repetidas:

By=By=a+bi , B, =8, =a-=bi
donde )

a=7rccos 6 = 3 cos % =0

b=rsend =3 sen %~ 3
con lo cual

By = B3=3i , B,=B,=-3i

la ecuacidn caracteristica correspondiente es:

(B -31)2 (B+3i)2=0
(B2 +9)2=0
el aniquilador correspondiente es:

9 (E) = (€2 +9)°

V.7.- Determinan La solucifn general de fa siguiente ecuacibn en difergncias.

it k
Ypso-Yp = 5 cos kgt (-1) I i PR

- SOLUCION

. Por ser Tineal la ecuacidn, su soiucidn general es de la forma

O IS
Vi =Y F Yy

1a ecuacibn caracteristica es:

B2 -1=0

de donde B, =1 y Bp=-1

Sy s af e -1% = ¢4, (1)K

v-10

Determinando la solucibn complementaria yéC):




Determinando la solucidn particular yép)

por el método de-coeficien-

tes indetefminados:
E1 aniquilador. de 4 = 5 cos k §-+ (—l)k, como puede verse en eT in
ciso d) del prob]ema 1V.6, es:
p (D) = E3K+ 1
* Aplicando el operadornaniqdilador en ambos miembros de la ecuacibn en =
diferencias:

3 2 T 3 ! I k_]_ ’
(E* +1) (E2 -1) Y = (E®3 + 1) | 5cos k 3t -)° 1 =0 --~-{c)

i .

La ecuacidn caracteristica de esta ecuacidn homogénea es:

(B*+ 1) (g2 =1)y=0

de donde
. : V3. 1 V3,
Bi=l Bzl Bi=-1, B=z+3 1 vy es=3-51
con Bu y Bs
2‘ z. /—/

- 1,2 V3y% - 2 _ ppeo I

r= )+ (%) =1 , ¢-=angtan 75 = 60° = 3
1a solucién de (c) es:

Y =t {c, + c3-k) (-1)k + ¢y €0s k %»+ cs sen k g- e - (d)
Esta solucidn también es solucién de (a) vy como y, = yéc) + yé?), -

sabemos que:

(c)

Yy rato (-_1)k

en (d)

yép) =c3 k (-1)k +cy €OS k %»+ cs sen k %

Para determinar las constantes c¢3 , cy y €5, sustitufmos 'yép)

en (a):




k+2 I
) =3

+ ¢y cos (k+2) 7+ Cs sen (k+2) % -

(k) (-1

- C3 k(—l)'< - Cy COS k%- cs sen k%=’ 5 cos k %+ (—~l)k .

desarrollando:

211 s 20
cos =3 - sen k§-sen—3— +

wl=

2 c3(-1)k'+ Cy ]:cos k

i 2 I 21 : i
+ Cs]:sen k—3—cos -3 + cos kjse”T] - €, COS kg- .

- Cs sen kL=5cos k L+ (—1)k
3 3
ST _ .de donde:
2 Cs3 = 1
Cy cosz—g+ Cs sen%l- c, =5

e Cy sen2—2+c5cosz—g-c5=0
0 sea:

ZC3:1

L '—1.5cu+—‘%c5=5

-£§cﬁ.-1.5c5=0

cuya solucidn es:

i 5 5.
i C3 :% s Gy T -%5 s G5 T “—6/3—_
(., L k_5 I, 53 I
y -2k(—l)-2cpsk3 6senk-§
. y la solucidn geheral queda: ‘
yk=c1+cz(—1)k+—%—k(—1)k-gcosk%—+¥senk% B

V.§.- Rescluer Ra siguiente ecuacibn en diferencias:

_ 2
Ypeo = Sps1 T P T R




“a)  poki coeficientes indeterminados’

B)" por variacibn de paidmetrcs

SOLUCION
ta solucidn -complementaria de la ecuacidn es:
VYEC) =cyp tcCy Zk

(p)

a) Determinando yk por coeficientes ihdeterminados.
g = gE‘= 2\(%Jk es una soluciBn particular de una ecuacidn homogénea
3 '
P(E) g = 0, obtenida de Ta solucién general.
k
9 = (B

haciendo c¢; = 2. Esta solucidn se formé con la raiz § = %-, yla -

ecuacidn complementaria correspondiente es:
1, _ 40 R
(B-3 =0

el aniquilador es @(E) = E - 1

Aplicando el aniquilador.en ambos miembros de 1a ecqacién no homogénea:
a 1 2 - ) = 
(E - 39 (E? - 3E t‘2) Yy 0

Ta solucidn de esta ecuacidn homogénea es:

A ',Zk oo (BF

3

(c)

~de donde, como Y =t cz-zk, tenemos que

k
Xép) = Cs3 (‘31‘)
Para determinar cs , sustitufmos yép) en la ecuacidn no homogénear
k+2 k+1 k
2

Cs (%) -3 €3 (%) + 2 Cy (%) = '3,? R

k. k k
i@ cod r2a @ 2@
de donde: v
cs3

=3 - c3+2c3 =2 5 c3 = %




Ta solucion general de 1a ecuacién es:

k
] ek I
Y™ & +Cpe2 4 3 (3) ¢yt c2 27+ 5.3k

Determinando yép) por variacidn de pardmetros. ,f
Como »
y‘((c) - Cz-Zk

entonces

(p) _ .
Yoo =t vet?

Donde las funciones uo YooYy se obtienen sumando 1a soTucidn del -

siguiente sistema: .

(1)k+1 . 2k+‘1 AU 0

(1)k+2 k+2

La solucién del sistema es:

: 2 : 1 ~ "
fu, = -5 5 Av, = o -
K™K kK \
“sumahdoz
2 1 3 3
u =2 (- )= -2L2=-2 = 2
k 3 gk 2.3¢ 3K
1 6
v, = L=
kTP LK
I U Ao S R e A N e )
kT o6k £ 5@ T x5
0 sea
) 6,1 _ 9
ywe(3-5) -
k 5 K7 LK




3

finalmente la solucidn ,general de Ta ecuacidn es:

k

L9
= 3

Yk=cl +cp02 T

Por el método de varniacifn de pardmeiros determinar fa sofucifn de La siguien -
i te ecuaedn: '

‘ Yor3 = Wirg ~ Ypey "Wy " 6.2!2 \ = )
T soLucTon

La solucién complementaria de esta ecuacidn es:

AT y§°) =.¢ +»c2(—1)k AR

La solucidn particular de la ecuacidn es de la forma:

() _hk Lok
yk=Jk+vk(1) +wk2

donde las funciones: Us Yy ¥ W se determinan sumando- 1a solucién

del siguiente sistema: BN
. ~ ; | o ~ ~ R 1
1 (-1 Auk_} 0 : -
1 (_1)k+2 k2 w | =0
1 (_1)k+3 2k+3 Awk _ 6-2k
L I R I
- La solucién de este sistema es: 7 ) '/“~7f
7 Ay, = - 3.2 Av, = - EE-—-= - (—2)k awy, =1
k ? k k ! k
- (-1)
sumando’"
. , u =1 (L3.25) = - 3.2k
. o
i k _ (=2)
v = -  (-2)" = =




8

=(k'—3‘)‘2

y la solucidn general es:

EPRETRAT (-1 + can2 (k- %)-Zk

v-16




4. 1.- Determinar

2.~ Determinar

4. 3.- Determinar el

Lo b)

e Vi3
2

< ¢} A Yy
d) (a?

4.—‘Determinar 1a

a) X2
b) Y3
) Vg
9 43
e) Y2
= f) Ayk+2
9) Yera =
h) Va2

TEMA V.
PROBLEMAS PROPUESTOS

L k
A%f; -para la funcién fy §E-+ k2 + 2

n

£f, para la funcidn f =k

orden de cada una de las siguientes ecuaciones en diferencias

—

a) (E*+ 12E%+ 18) x, = 15

k
MR P VL : Co
- (E+l)y, = 0 |
+ 34) X, = %:

solucion de cada una de Tas siguientes ecuaciones en diferencias.

T B Xt B3 =0

- Y + =
Wywo ~ 10, ¥ 28 =0
+ 16yk =0
S 13+ 12x =4+ (-2)K
k1 x
- _ 3k
T W YW T X
+ yk = 2-3k cos k %
= 3kgk g

Yy

. ) K
- 2yk+1 - 3yk =3k 3







TEMA VI
"PROBLEMAS RESUELTOS

}'?f YI.1.- Pana La matriz A:
: T2 4
A=
N I
deterninan A1, A2 4 AlS

SOLUCION
k

A=BQI+81A --------------

Determinando los valores caracteristicos de A:

=32 -1~ 6=20

2-% 4
1 -1-2

Ar = 3 > Ag = - 2
 5f; - Sustituyendo A} Y A en
All-( =B t A'i B1:

tenemos, para XA;.= 3

Feg 38 mmeeeeooe-oo-o

para 3, =.-2 -

(-2 =g =28 meeeoooaooo-

La solucion del sistema de ecuaciones (b} y (c) es:

K k k k
g, = 23 : 3 (-2) g =3 - -2
sustituyendo en (a):
|1 ool [z af |set2e, 4sy | [403K 4 (2
K =8, +81 = = 5.k k
0 1 1 -1} |8, Bo=B1 3" - (-2)

vI-i

4.3% - 4(-2)k

CATEIL



“VILz,-

Ts 107 1 2
£ 3 £ 3 .
-1 _1 _
ATels w71 1
§ "% § "3
I —4 L —1
Para k=2
0 20 e 4]
poo L ]
Sl 5 25 15
L . - —i
Para k = 15
57362860 57526700
AlS 1
-5

14381675 14217835

Detenminan La matniz A’z para cada una de Las siguientes matrices:
o -1 -3 -2

al A= bl A
| ! 0 4 1

c) A=1}1 2 2

SOLUCION

a) Determinando Tos valores caracteristicos de A:

-A -1 ’
=2 +1=0 ;')\1='i s >\2=-i
1 - A

A=601+61A

—I‘.

-
o
-3
o
>
=
[}

(1)K =g, +1 8

VI-2




b)

tenemos :

" 1 0 0 -1
A" =8y L+ By A= 8 1+ 681
10 1 1 ]

Como

i

Ik hii
i = 23 0, . I
27= ¢os k-z+1senk§

(k= (er3) =&

cos k 5+ 1 sen k=8 + 18

de ‘donde:
. Bov= cos k%
o ) i
B = sen k 7 .

"84 - B !
B1 Bo S 4
) I i
=rcosk—2- —senk?
o I i
| sen k > cos k &

Determinando los valores caracteristicos de A:

S3-a -2 ] :
=AP+20+5=0 ; A= - 1421, Ay =-1-21 .
4 1-2

Sustituyendo >\1. en:

k

Ay =
H

Bo "")\1- By

- tenemos para '>\1 =-1+21

(-1 20)% = gy + (-1 + 2 1),




como

N k k .
(-1 +21)% = (/5 e2)K = 52 % 2 52 (cos 2 k + 4 sen 2 k)

entonces:
k

52 (cos 2k+1isen2k) =Bo-8, *28; i

de donde
k
2
B, = 57— sen 2 k
y k S
52 ' ‘ S
B0-= 5— (2 cos 2 k+sen2k) . e

Por ser la matriz A de orden 2: : . o S
C 107 -3 -2 N«
A" =8y I+ B A =28 + B8 . . e
, 0 1 4 1 .
- Bo =3B -28; ] v

48 Bo +.B; ‘

%[uoszk-ngnZk - 2sen2k

=57

2 4 sen 2 k 2 cos 2 k+ 2sen2k

% cos 2 k ~sen 2k - sen 2 Kk .
B 2sen2k cos 2 k+sen2k

) ,\ - ]
Determinando Tos valores.caracteristicos de A:

w

3-A 2 2
1 2.2 2 (=2"-52248r-4=0 ; X =1, M= =2
4 -1 -

Sustituyendo A,

i i=1, 2, en

A T N T R - (a)
' VI-4




- Para 2y =11
1=R8p*B1+ B

Para 2y, = 2 -

2k - Bo t 2 Bl + 48,

Para. A; , derivamos (a):
» . . .

e kAT =Bt 2y 6
Sustituyendo Ag = 2

k 2o B1 + 4 B,

R Bo= 2K (k-3)+4
i By = 42 _ 3 ke L
T gy = ke LR

como A ‘es de orden 3:

1 0 o I3

, 2 2| o
ARsgoregiAtgaAz=g, [0 1 ol+ef1 2 2l+s,|3
000 1 [-1 -1 of |[-5-a
e : [Bo+381498, 28,4862 281+108;
={8y + 3 82 Bot+2B,+4B, . - 2B;+68,
8-, -8, -48, B - 48,
N . , . :
[‘k-zk+1, ke2X - 22K w2 etk s
k k
=k 2 22K _ 2
- [ T s B AL

S VIL5.- Para el sistema de ecuaciones en diferencias:

X1 T 2 Xt 4y

Ype1 X = Yy
- v¥s

_.Resolviendo el sistema de ecuacidnes (b), (c) y (d), obtenemos:

q

10
6
-4




a) - Deteminar su solucidn general por medic de La matriz Akf

b}  Deteminar La soluciin particulan que satisface Las condiciones inicia-
Les  xg =1 -, yYo=-1

SOLUCION
a) La solucidn de este sistema lineal y homogéneg es:
- k - - .
X = A™ Xq
donde la matriz Ak correspondiente a la matriz A de coeficientes -
del sistema:

i

se obtuvo en el problema V.1 , y es:

235 4 -k a3k 4 (cpk
-1
K K

3¢« 4(—2)k

_E1 vector Xo  » es el vector de condiciones iniciales y en este caso
para obtener la solucidn general, hacemos:

_ Xo ky
Xe = [ = ;o ko y k2 constantes
Yo K2

i a3+ (2 43¢ - a2k Tw
%, = AK % =1 k k ‘
-k a2 ke
DTk ko) 4035+ (kg - 4 k) (-2)K
1 »
S Lt * k) 3 - (k- 8 k) (20K
haciendo:

Grglati) vy il -4k)

Vi-¢




tenemos:
k
)

4 C1'3k + Co (-2

x1
=~
1

)k

C1'3k -LCZ (—2

que -es la solucidn general del sistema.

En este caso,.el vector de condiciones iniciales es:

M1

Yo -

Entonces, "Ta solucidn particular correspondiente es:

ra3k e ok gask 4'(-2)‘kv 1

- ke 1
X = A X §

ook R gk -1

- 5(_2)k

| - 5(-2)

(-2)K

S (-2

“WIc4.- Determinan La solucibn def s{guiente sistema que satisface Las condiciones =
) iniciales indicadas: N : : E

n
<

Xppp = Lxp t 4y, + 2R X
Yt T X Yt PR Pode=0

SOLUCION ’

. El sistema es lineal, no homogéneo.y de coeficientes constantes. La
'soTucién es de la forma:. -

k- kg o
Xo+'Z A | .
. =0 k=1-3 . ;

Xy = A




del sistema:

se ébtuvo en el problema- V.1

b - 4(-2)

k k

438 ()f a3

LV LS LN TP

Entonces . }
ra.39 + (-2)7  4.37 - g(-2)) 2(k-1-3)
LA k-1 . k-1 ‘ L :
s Ah =
. 3=0 k-1-3 3=0

Pl a2l || -2 (k-1-3)

710 (~2)3 (k-1-3)

1]
o1
gt

| -10 (-2)7 (k-1-§)

k-1 .
2 ¢ (-2)7{k-1-J)
3=0

k-1
-2 % (-2) (k-1-3)
j=0

sumando:

1 "
(-2)7 (k-1-3)

j=0 . 3

™
it
b
| ]
o -
—
1
]
~
~ [h
—
=
1
[y
—
L}
D e~
R N
no
—
[EX
(%

Vi-g




k~1 N ’
2 {-2)(k-1-5) -
j=0

} - k=1 . .
K 2 1 (-2)7 (k-1-)
k-1 . .
-2 5 (-2)7 {k-1-j)

L j=0

—,[(~mk+-3g -1]
,g[(-z;k+3k-ﬂ

La solucidn del sistema es:

o Flakesi-g

; -k oA k-1 3 .
x = A Xo * Z A Bk—n'l"
féﬁ-zﬁ 3k - ﬂ

j=0
VE9

1
=T

j..




Vi.s.- Obtenenvﬂquolucién del sistema de ecudcliones dado en el problema V.4, ‘pod ‘
! medio’ del operaden comrimiento E.
SOLUCION

E1 sistema a resolver es el siguiente:

Xy = 2 Xk'+ 4 Yi t2k ;3 % =0

Vel T X " ¥ T2k 3 Yo=0

Representando el sistemé por medio del operador E:
E X = 2 Xy ‘
EYp = % =Y - 2

+ 4yk + 2k

0 bien: -
(E-2) X - 4 Y = 2 k
- X ¥ (Ef) y = - 2k

Resolviendo este sistema algebraico:

Para x

[(e-2) (Bv) - 4] x, = (E71) (20) - 8

(E2 -E - 6) x, = 2(k+l)} + 2k - 8k
k

=2 - 4k e e e e e e e e e e e em = {A)

Para Y ¢
E-2 -4 E-2 2 k
yk=

-1 E+1 -1 -2

(E2-E-6)y = (E -2 (-2) + 2k

'

- 2 (k+l) +- 4k + 2k




Las ecuaciones "(a) y- (b) son ecuaciones en diferencias ordinarias ' : =
2 - g
Tineales.
La solucidn de’ la ecuacidn. (a) - es de la forma:
T R )
XeT Nt
donde:

x( = ¢, 3K a e, (220K

k
y
® . _ 2.2
X T-gtgk
' 2
X = € A (-2 - g* % k- mme s e e e - - ()

La solucidn de la ecuacidn (b) es:

yk=Ca ék'*'Ct. (—2)7"(;"2—%‘( e e e e e ae e ool (d)

WO

Para encontrar la relacidn que existe entre/}as constantes ¢1 5, C2 , C3:

¥y ¢y , sustitufmos (c) y (d) en cualquiera de las ecuaciones del sis:

tema original. * Sustituyendo (c¢) y (d) en la primerafecuacién'de1 -

sistema:

Xpsp = 2 X + 4 Yi +2k

Qe (e L) = 2 a3f v 2 (2K - g Sk
) c;3k.+j4cq(-2)k+ S Sfk+ak

de donde: /

cs = %»cl Y S Cy = = Ca

Sustituyendo estas relaciones en la solucidn (d):

yk=—}‘:c13kfc2(-2)k+g-gk -------------- (e)

9 3

Las funciones. (c) y (e) constituyen la solucidn general del sistema
de ecuaciones en diferencias. Para obtener la solucidn particular que

satisface 1as condiciones xo =0 y yo =0, hacemos k = 0 en la so it

vIi-n

'



lucidn general 'y sustituimos dichas condiciones:

0=c¢y +cp= é
Resolviendo esfe sistema, obtenemos:
c; =0 C2 < %
la solucifn particular es:
I TR S
e eateged
Como podemos ver, esta solucidn es exactamente la misma que la qﬁe obtu

vimos en el problema anterior.

Trhans formar La sigulente ecuaciln en diferenclas en un sistema de ecuaciones

VL6~
" de primer onden. ’
Uprg = prg * ey~ B 7
SOLUCION
Introdﬁciendo cuatro nuevas variables xé’)‘, xéZ), xﬁ3x b ‘Xé?),‘

por ser la ecuacidn de orden cuatro, tales que:

(1)

Y = X
B O
Ve T K T % (a)
O . <
Yiez ™ Frer T % (b)
R - YO -3 .
Vs T Frer T % (c)
(4 S
.Yk+4 3 xk+1 ------------------- (d)
despejando Yiera de Ta ecuacién en diferencias:
Yieq = 3 yk TS Y T3Vt k?
, .
=3x" -5 xéz) R P S {e)

VI-12




como (d) y (e) son iguales:

(4)

X = (1) (2) +€3) 2 \
ket =3 " -5 O A i I R ()

las ecuaciones (a), (b)s {c) y (f) son un sistema de ecuaciones -
en diferencias de primer orden y que en forma matricial queda respreség

tado:
5 T T AT Tel
X 0 1 0 of|xf 0
(2) (2)

x| 0 0 1 o] | 0 ,
_ = . + :
(3) 3 i
X3 0 0 0 1|xf 0 ;
: (@ | : (a) 2

- ) Xk”_J |3 -5 3 OJ Xy ‘J kJ

VI-13




TEMA VI

PROBLEMAS . PROPUESTQS

1z~ Transformar las siguientes ecuaciones en diferencias en un sistema de ecuaciones

en diferencias, de primer orden equivalente.

a)

b)

) .
;Z'Xk+4 Py T W, t A K1 7 kx.
5 - L2 - = k3.
K> Ypgs = KWy = Wy Ty = K02

2.- Determinar ak y a partir de ella obtener

3.-.Determinar la

diferencias:

) %,

Vit

| b) %,
yk+1.—

&) Xy

Ve

d) Xt

‘yk+1

0 2
1 3
01

solucién de cada uno de Tos siguientes sistemas de ecuaciones en - =

=2 X * Yy
= xk + Zyk

= X + Zyk H Xo = 0

It

- 3xk - Zyk’ H Xo =1

= A Y ; Yo=-1

= 3xk + Zyk +1 3 Xo =0

n -

72xk + 3yk +1 7; Yo =0

VI

= 2xk + Yy B Yo = -2

AO

k

k

y

2

A, para la siguiente matriz: =

Kean Lk
senz

-1




k+1

NS 1 1

Y4t Yy

fy Yo T XY 2yk

k+1

9 Ky I Y T

"
n
b3

~
+
o -
<
e
+
77;

yk+1

Xo

Yo

Xo

VI-15

0:
B )-(0_
: 2
0
1
1
-1







 TABLA' DE PROPIEDADES Y

TEMAVID

“TRANSFORMADAS GEOMETRICAS

T. G. , F(z)

Cy1Fy(z) + CpF, (2)

F(az)

m1r
z- f

F(é) - 0 r

L}
i~

N
=]

fkém » Xk =m, m+1, m+2,...

ck=0,1, 2,...

m-1

2" F(z2)

k
" 9% = nfo fm Ixem

F(z)*G(z)

(1-az)?

222
(1-2)3

1] mn :
m. z
(- z)

m+1

m
2

2z sen &1/(1+z2 -2z cos a)

1~z cos a/(1+z2 -2z cos &)

r

-z
(1_z)r+‘l

(k+x)! -
rT kT

S S
(1_z)r+1

VIiI-1




PROBLEMAS RESUELTOS

_i\'[:l"I-l Demostrar que Z {Cos ak} =

SOLUCION:

1.zcos a

T+z2-22zcos a

N ok
Por definicién, -Z—{cos ak} = Lo % ¢cos ak
De las férmulas de Euler:
e®1 = cos ak + i sen ak
e~ cos ak - i sen ak
Sumando y despuds despejando cos ak:
oaki 4 gmaki
cos ak = — - (1)
asi:
, - aki _k -aki _k
. Z{cos ak}=k§o £ 22+e Z
| v _ 1 ® ai _\k hed —ai_yk
Zicos akj =5 I (€% 2)°+ 1 (e72)
s ai_yk :
como  s(eiz)k = LEZT o p(emdp)k -
al )
e™" z-1
Entonces
© ai ok _Tim 2 L ai vk _ 1Mm ai _\k
o (e z)" = PR (et 2)* = Ao o(e® z)
- al A+l
- Si |z} < 1, se tiene: A_‘)g (—‘:—i—z)—-—— =
ez -1
> ai _\k _ 1 ‘
Lo (e 2)" = i (a)

Es (e"ai P Ll - (b)

Sustituyendo\\ (a) y (b) en (2)

VII-2
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H-2  Empleando la definicidn, obtener la T.G. de las funciones a) L

=k
b) f, =& , k= 1,2,3
: i k ‘E‘ 4] thats
. SOLUCION: \ ' -
caz{f )= 3 f Fefetfizt it (1)
“-derivando - (1) con respecto de .z
agz—;:v{fk}:a%—' (fo+f12+f222 +f323+...) -(1)

L= 02, 2+ Iy 2P, 22 L+ K F, P T

multiplicando por-z ambos miembros

o

Cd
zgy 2{fdT Rokf ;
por_définicién: .
d , ' '
ey 2 {fd=-2{k £} - (@

Si-en (2) se tiene que =1

cdan - s |
como-Z {1} = T}_z'

o

entonces  Z{k} = zgz

sid 1 .1
az Tz . TIZ):
finalmente se tiene:

k) e

VII-3




1

by #{¢

)= k3 11<'

{ © x_ 1
Sabemos que k§0 =1
ST S - =’ 2 ke
También kéo Z k§1 z
pd k-1._ 1 .
de donde 1 77 = y5 - (})

‘Integrando ambos miembros de (1) con respecto de z

sz'l Zk—1dZ=.S‘-1—1—Z-dZ ‘—(2)

'giesarroﬂando e integrando el primer miembro de (2)

L, Kl 1z 22428+ 4250 L
: k
(2 kel _ AN o Z .
RS AS A5 A% TRATTRS SR :
bt k-1 2 1 x
3 I, ?Z dz—kg.1 ¥ ? - {3)

; igualando (2) y (3)

£ kzj 112 2 = S 'Iq-Z?
‘ = oLn(1-2) por To que:
It = = - Ln (12).
Es decir
z.{ %} = - Ln(l-z)

VII1-3 Obteﬁer la T.G. 'de las funciones
a) 32 _ 2k + 5 sen 3 k
b) - (2x + 3) &
o 3k3)

VII-4




OLUCTON:

a) f = 2k Fsen 3k

Aplicando 1inealidad - ) S §

{32 _2k+ Fsen 3k} =9z{F} -zz{k}+i{5“sen3k} ‘b_-;;

'donde:>
z { ¥} =1—-%?z_
2K

. ] _ z sen 3
- Z{sen 3 k}= T57 75T

21k . _ 5z sen3 - z+5 sen 3
{5 sen 3 k} L T#(5z)7 - 25zcos 3 1 ¥25 zZ -z T0cos 3

0.7
20 cos 3 =.-9,89

0.7 z :
T+25227+ 93,89 2

como: 5 sen 3

:1-,{5’% sen 3 k}

Sustituyendo en (1)

) k+2 k _ 9 2z ) 0.7 2
2{ 32 _ 2k + 5% sen 3 k} = % - gr * i e

"r'b)_f1;=r-(2k+‘3)2k, I

Cr{-ken ) -o2zfk ) -sz{F) - W@
" donde: - |
z{ kz"}rr=-(-1-_-§%—z-

RER=

Sustityyendo eh 91)

2| (2 +3) *} - 'TI%EIT R

-42-3{1-2z) 4z-3+62
~z)2? T TINzEE '

=

VII-5




: ‘finalmenté Lo

- (k9 2 - <y

“22)2
=4 (3)
t) e 3k

“1er. Método

: = 3K . 9k?

£, = 3K - 9K® ¥ 6k

_ Aplicando linealidad
{3k -9kr + 6k} =32{k}-9Z] K2} + 62{k}

donde:

ik} = 1oy - {a)
2
2k} = BEE - (b)
{13l = @3 1
EAPS N

En general, se puede demostrar que

(K} = &5 - @

donde 6 es un operador que se define como

_ . d

e—za—z—

3 dys _ d d dy
6= (Za-z—s- ,Za-z [: Za; (Za—i)]
desa?ro!]ando:

Ldys o e d? L2 42 d
g =g *30 @’ t@

Sustituyendo.en {2) , conr =3

Y
o
Fas

P
e
1]
—
N
L
fj

ey,



+

2] - o e

2{a} = 2 {3 - o2+ ok} -
T 90 Método ' '

Empleando las tablas

' ha

2 (e

con r =3

(3)]. 3.3 2°
Zi13 k 5 Dt S
{ 4 ’(1_2)3'(-1

2{3 k6= T‘%;

_-V1I-4 Obtener la T. G. I. de las funciones:

a) F(z) = 32% - B 4 02

b) F(z) = garlgyey
¢) F(z) = 1§§EEZT

. 2
@) F(z) = 2z d

SOLUCION ,
a) F(z) =32z*-

z B 2
=3z Y T

Aplicando linealidad

donde:

£ 2%} = &k - 4)

VII-7

- Z N
Iz~

- Sustituyendo (a), (b} y (c) en (1) y simplificaﬁdo:

18 23
=30

V;;j{ 32* - 125352 + (2-%2’2 } =3 171{ Z“} - Z:




. ‘?va

b

c

~—

—

Sustituyendo:

FUR@) - roaale- ) ok (e e 2

- z

F(z) T %7 TRz v 1

F(z) = z = 1 2z
1-2z)2 7 Ti<Zzz)2

De tablas:

R} = § k&

Flz) = 22y

Empleando fracciones parciales:

52-2 _ A, B
7z 1T 72+ 1 7z - 1
52 - 2= A(2z - 1) + B{2z + 1)

de donde:
2A+2B=5
~A+B=-2

Resolviendo el sistema anterior

29 21
A"z' ’B_I

Por 1o que

Z'{ 42%5:21 } =z {

z 1

Az - A+ Bz +B

N
+leo

mEr Tt 2 =Y

PR




TEL T 2 - l
d)F(Z) = 9 f — 11z+14

~’EmpTeando fracciones parciales

"

A, B _,.¢
(475 ERE ¢ = A 3

A+B (1-‘z)kk+ c(1-z)2

5an&o el sistema:

A+B+C=4 -
B2 = -1l

s ceg 7

,Raéolvjendo el sistema anterior

l'A

=2 ,B=.7 ,C=9
'v‘,Por‘ “lo que

s -_§1 2+ 4} .

ket - oyt v
De tablas:
)

S .
: QZZ‘-;T{ et = 7kl 1% = 7(k+1)

;_1 2 - 1 . ., K h 2
{ m}_ - { {1-2)*" } 2 )
. . n !

Recordando"qué () = = ::-r'

ViIi-9




" 'Entonces

?'1{rr.27yr}

H
N

K2 -4 k+4

(k+2)!
+7 -

VII-10
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-5 Emp1eand6.e1 método de‘Tidhsfomada Geométrica obtener Ta solucidn de las-ecua

ciones:

Meer * 470 o y(@ =10, y(1) =20
’ =0k -, = =
Yoty =2 Yo y, =0
Sdy o= 3-1F 5 y(=0 0, ¥ =-1

-SOLUCION

22 Vg = Wyyq P A = 0 3 y0y=10 ,  y(1)=20

Aplicanto T. G,

’Z'iyk} Yo~ Hy.
z2

Y b=
_5{ki 0+4z_{yk}=0

haciendo, Z { yk} y

z
Y, =¥, -2y -52y, +bzy +42%y =0
Sust. condiciones iniciales y factorizando

yz(4zz- 5z +'1) = -30z+ 10

. =30z, 10 ed
Yz §z757+] A77°57+]1 :

L -30z+ 10
2z~ (T3Z2)(147)

Por fracciones. parciales B

. 30z + 10 A B

=42y © 192 5 192
302+ 10=A-4AZ+B-BZ -
doriies - 8. 20 . 1o
_ de donde: * A-= 5= s B=F
;=20 1,
.°7 1% YT T
_Antitransformando:

- 20 10 ,x
T PE ol

“VII-11




D) Y My P2 2255 yeEyn =0 o

Aplicando T. G.
Y, =~ Yo -y Y, - -
Z T2 o p -
2 -3 3 + 2 yz =

, L g
Y, =¥ -2, - 3z Y, t 3zyo +2 2 VA

Sustituyendo condiciones iniciales y factorizando

2 = z2 V
yz(ZZ -3z +1) 15

_ ZZ ) _ ZZ

Y. T (a2 T I =a)(1-22
Por fracciones parciales

2 . A, B, C
T=Zz)2(1-z} -2z)z 11=2z} Tz
22 = p(1-z) + B(1-22) (1-z) + C(i-2z)?

con 1o que se obtiene el sistema
A+B+CG=0

A -3B-4C=0

B+4C=1 AN

Sustituyendo

Z2

: 1 3 I
To)Tzy - 7 "z - 77 U2z "12

Antitransformando: .

SHITR EER N

finalmente:

21 X 3
Y =7 k2" -2"+1

VII-12



Y M =31 5 yg=0 oy =l
Aplicando T. G.

T Yeim W 3
e %z

* Susti tuyendo condiciones <iniciales

iz Az y ) .
¥z - 4z Y, .

. : 22-1 -(1+22)
v, (1427 = G - pe

'*= ~(1+2z)z.  _  -(1-22)z
; )14z}~ TFz{1-2)1¥2z)

+2z




VII-6 Emp]eandof?. G. obterier la squcién del sistema

X S 2X% Ay * 1 ) e o
R Xy =¥y = 1

Yigp = 3%+ oy ¥ 1

SOLUCION

Aplicando T, G.

X = %o 1

=T TIX YW trm

Y; = ¥ 1

4 3x2+ ‘yz 4+-1—_Z-

Sustituyendo condiciones iniciales

X, - 1 . 1
z —zxz+2:yz +T-_Z
y -1
z _ 1
7 3t Y, trp

Agrupando
k .z
X, (1-2z) - ¥, 2=y +1
J ‘ = Z N
X, (-3z) + )z(l-z) =+ e

Resolviendo este i1timo sistema

1l -2z
If—z+ 1 1-z I
(e N0tz (1)
X = = — - -
2 11.22 -27 (1-27)(1-2) - 6 z%:
-3z 1-z ' '
Simplificando
14z i
- 1z _ 1+z 2T 1+z
XT38z T (Ten)(1-3z-427) -z
X = E

Vil-14



Por fracciones parciales

1 Y S
“z)(1-4z 1z T I3z

1= A(1-42) + B(1-2)

de donde:

- 1 .4
R A

Antitransformando
X =oo 31'+ §4k
Para vyz
1-22 &1
~y e &+ 71
z (1 +z2) (1-42)

Simplificando
14z -
- 1z _ 1
'yz +z)(1-4z -2 -4z
1
Y2 = -z)(1-4z

Observamos que ambas incognitas son iguales

_ 1.4 x
xk_-3—+3-4
_ 1.4,k
‘y‘k;—-3—+3-4
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ViI.1

Vir.z

VI1.3

» Vi1.4

vri.s

TEMA VIT
PROBLEMAS PROPUESTOS

Emplear La definicidn para obtener £a T.G. de Las funciones

a) g, =3

vb) 9 = Aen]ihz-

Obtener La T.G. de Las funciones

k

al Y, = 8 cos Ak - k2 + 10

Obtener Za T.G.Zk. de Las funciones

a)  Flz] 2

(5- ‘102)2

7 2% -

1822 - 21z

b} 6lz) = -
416z + 2122 -97°

Enpleando T.G., chitener La sofucibn de cada una de Las ecuaciones. - e

&) dppm By P =0 5 Yo 0, Yy =2

b) Zyk_,,;'yk’I s Yo= 0
1k

;5 Yo 0,y1=3‘

k

c) yk.,z - 4 yh = 3(-

D Ypeg~ Hpur PS5 s Yo T, G T

Empleande T.G. obzener £a s0fucifn del sistema:-

a) ey T XSt 4 B
Xo-= Yo = 0

W1 = X * Y

b} Wt = Vlz ug = 1/6

. R,
Vpuy == 24 * 3V 45 5 Vo= 46
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