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Considerando que en el tiempo normal de clase es dif!~il que 

los profesores desarrollen éb undantes ejercicios de los ternas 

de la materia, la coordinación de Ecuaciones Diferenciales y 

en Diferencias; pone a disposición de profesores y alumnos-

este cuaderno de ejercicios el cual pretende ébarcar todo el 

curso coadyuvando as! al proceso enseijanza-aprendizaje. 

Recomendamos que el alumno'estudie todos los problemas resuel 

tos y que, sobre todo, intente resolver los ejercicios propue~ 

tos ya que de esta manera podr& adquirir cierta habilidad para 

resolver otro tipo .de problemas. 

Con el OOjjeto de mej·orar y enriquecer futuras ediciones, agra-

deceremos a profesores y alumnos todo tipo de observaciones y 

sugerencias que nos hagan llegar a esta coordinación. 
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T E M A . 1. PROBLEMAS RESUELTOS 

1.1.- En eada una de lcL6 eeua.wnu d<.6e.Jtenchttu a~ .~>.{gcúentu, 
el Oil.den, el gJtQ.do y ,¡,J. u o no . .Uneat. 

Ade.má-6, en CMa de .l>eft Uneat, J.ndJ.eaJt ,¡,,¿ u homogénea y el tipo de eoeM­
·uentu. 

al y" - y' - 2y = O 

b) xdy + Slfdx = tanx dx 

e) xdx + 2ydy = O 

d) y"+x(y') 2+xy=x 3 

el (y"'l 2 + y"+ 5y' - y2 =.~>en x 

SOLUCION 

a) Segundo orden, primer grado, lineal, coeficientes constantes y homogé-, 
nea. 

b) Primer orden, primer grado, lineal en y, coeficientes variables y no -
homogénea. 

e) Primer orden, primer grado, no lineal en x por xdx y no lineal en -
y por ydy. 

d) Segundo orden, primer grado, no lineal por (y'} 2 

e) Tercer orden, segundo grado, no lineal por (y'" ) 2 y por y2 

·,' 1 

1. 2.- Vde.JtmJ.naJt la Mluwn geneJUtf. de eada una de lcL6 .~>.{gcúentu eeua.wnu dJ.6~ 
l!.endalu homogénicu.: 

a) y'" - 3y" - y' + 3y = O 

b) · y" 1 
- 5y" + 7y 1 + 13y = O 

d5x d4x -+--
cJ;tS cJ;t4 

d) d•y + g ~ + 16 y = o 
dx4 dx2 

g dx - 12 x = O 
c/;t 
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SOLUCION 

a) y"' - 3y" - y' + 3y = O 

en té,rminos del operador diferencial: 

(D 3 - 3 o• - o ~ 3) y = o 

la ecuación característica es 

m3 - 3 m2 - m + 3 = O 

calculando las raíces por división sintética: 

-3 -1 3 

1 -2 -3 
-2 -3 o 

-1 -1 3 
-3 o 

3 3 
o 

m¡ = 1 m. - 1 , m3 =_3 

Estas raíces generan las soluciones y 1 = c1ex , y 2 = c2ex y 

b) 

Y3 = c3e 3x ,- las cuales son linealmente independientes entre sí, por lo 

tanto la solución general de la ecuación es: 

y = c1ex + c.ex + c3e3x 

ylll - 5y" + 7y' + 13y = o 

en términos del operador 

(D 3 - s o• + 7 o + 13) y = o 

la ecuación característica es: 

m3 - 5 m2 + 7 m + 13 = O 

calctilando las raíces por di visión sintética: 

-1 

m¡ - 1 

mz, a = 

-5 7 

-1 6 Ó. 
-6 13 

13 

-13 
o 

6 : /36 - 52 
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las tres raíces obtenidas son diferentes entre sí, por lo tanto la solu­
c'ión general de la ecuación propuesta es: 

y= c1 i? + c2eP+2iJx+ Cse( 3- 2 i)x 

o bien 
-x sx ezxi sX _2Xi y = c1e + c2e + ese e 

como 

e2xi = cos 2 x +;·sen 2 x 
_zxi 

y e cos 2 x - sen 2 x 

entonces 

y = c1ex + c2e3x (cos 2 x + sen 2 x) + cse 3x (cos 2 x - sen 2 x) 

factorizando 

y= c1 ex + e3x [(cz + c3 ) cos 2 x + (ic2 - ics) sen 2 8] 

haciendo 

y= c,ex + esx [b2 cos 2 x +bs sen 2 ~ 

o bién 

y = c,ex + e•x [ c2 cos 2 x + ca sen 2 iQ 

Notar que no es n~cesario repetir este desarrollo para pasar de la so­
lución en forma expo'nencial a la forma trigonométrica, sino observar, 
que si las raíces son complejas, a±bi, la solución en forma trigonomé­
trica correspondiente es 

eax (c 1-cos bx + Cz sen bx) 

dsx + d"x - 7 .5!.2 - 11 dzx - 8 dx - 12 x O 
dt 5 dt 4 dt 3 dt 2 dt 

en términos de] operador: 

(0 5 + 04 
- 7 D3 

- 11 02 
- 8 D - 12) X = 0· 

la ecuación característica correspondiente es 

m5 + m4 
- 7 m3 

- 11 m2 ~ 8 m - 12 = O 

1-3 



d) 

calculando las raíces 

-1 
o 

la solución general de la ecuación propuesta es: 

x = c1 e3 t + c2e2t + c3te
2t + e, cost + cs sen t 

d'v+ d2y 
=---"'-- 8- + 16 y= o 
dx' dx2 

la ecuación característica es 

m4 + 8 m2 + 16 = O 

para obtener las raíces, hacemos w = m2 , quedando la ecuación: 

w2 + 8w + 16 = O 

-8±~ W¡,2= 2 =-4 

. : W¡ = - 4 y w2 - 4 

cómo 

m2 = w 

m1,2 = ~= .r.:4 = ± 2i 

ma,'+ = ¡¡;¡;- = .r.:4 = ± 2i 

Así 

m1 = 2i, m2 = - 2i, m3 = 2i y m, = - 2i 

como las raíces son imaginarias y repetidas la solución general es: 

y = c1cos 2x + c2sen 2 x + c3x cos 2 x + c,x sen 2 x 

o bien 

y = (c 1 + c 3 ~) cos 2 x + (c 2 + c4 x) sen 2 x 
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I. 3.- Pcvu¡ c.ada una de la.6 úgtúenteó ec.uacúm.eó CÜ.fÍ eJLeneúlleó dete/UTI.WM d ope­
~ado~ ~qtú.ectdo~. 

ct) y"' + Zy' + y = 

b) y" - 4y = 3x e2 x 

c.) y"' - 4y" + 6Y' - 4y = X + ex c.o.6 x 

d) y" - Zy' X -X +y=xe +e 

e) y"' + 3y' = x ex .6 en x 

SOLUCION 

a) y"' + 2y' +y= 1 

el aniquilador 0 (D) buscado, es un polinomio en D tal que al aplicarlo 
a la función f (x) = 1 de la ecuación, la anule 

Para este caso 0 (D) = D , ya que 0(1) = ~x (1) = O 

b) y" - 4y = 3 X e 2X 

q(x) = 3 x e2x es una solución~particular obtenida de la solución gene-' 
ral: 

q(x) = c¡éX + C2 X e 2X 

haciendo C¡ = O y c2 = 3 
raíces: 

m1 = 2 y· m2 = 2 

Esta solución general~se formó con las 

y la ecuaci6n característica correspondiente es: 

(m - 2) 2 = O 

:. c¡(x) es solución de la ecuación homogénea: 

(D-2) 2 q(x) = O 

el aniquilador buscado es entonces 0 (D) (D-2) 2 

comprobación: 

0 (D) (3xe2x) (D-2) 2 (3xe2x) = (02 - 4 D + 4) (3xe2x) 

= ~ (3 X e'X) - 4 i_ (3xe2X) + 4 (3xe'X) 
dx2 - dx 
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e) y"' - 4y" + 6y' - 4y = x + ex senx 

q(x) x + ex sen x 
ci ón genera 1 : 

es una solución particular obtenida de la solu-

q(x) = c1 + c2x + ex(c,cosx + e, sen x) 

haciendo c 1 = O, c2 = 1, c3 = O y c4 = 1 
se formó con las raíces: 

m1 = m2 = O m, = 1 -

y la ecuación característiea correspondiente es: 

m2 [m - ( 1 + i) J [m - ( 1 - i) J = O 

q(x) es solución de la ecuación homogénea: 

02 (02 - 20 + 2) q(x) = O 

y el aniquilador es: 

0 (O) = 02 (0 2 - 20 + 2) 

Se recomienda al alumno efectuar la comprobación. 

d) y" - 2y' + y = x ex + i? 

Esta solución general 

q(x) = x ex+ i? es una solución particular obtenida de la solución -
general: 

q(x) = C¡eX + C2XeX + C3 eX 

·haciendo C¡ = O, c2 = 1 y e, 
con .]as raíces: 

m1 = m2 = 1 

Esta solución general, se formó 

y la ecuació~ característica correspondiente es: 

(m- 1) 2 (m+ 1) =O 

:. q(x) es solución de la ecuación homogénea 

(O - 1) 2 (0+1) q(x) = O 

y_el aniquilador es 

0 (O) = (0-1) 2 (0+1) 
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e) y'" + 3y' = x ex sen x 

q(x) = x ex sen x es una solución particular obtenida de la solución -
general 

q(x) =ex (c 1cos x +.c. sen x) +.x ex (e, cos x +e, sen x) 

haciendo c1 = c2 = e, = O y e, l. Esta solución general se for:. 
mó con las raíces. 

m1 = m2 = 1 + i 

y 1 a ecuación caracterísÚ ca correspondiente es: 

[m- ( 1 + i)] 2 [m- (1- i)] 2 =O 

~·-4m3 +.8m2 - 8 m+ 4 =O 

:. q(x) es solución de la ecuación homogénea: 

(D' - 4 o• + 8 b• - 8 o + 4) q(x) = o 
y el_ aniquilador es: 

0 (o) = o• - 4 o• + 8 o• - 8 o + 4 

I. 4.- VeteJtmbtaJc. la 'Mfuu6n gene/tal de cada una de la.6 !l.i.g!Úen:tu ec.uauonu cün! 
lr.enUa.tu, u:UUzando el mUo do de c.oeM-uen:tu btdete!Un-inado!l. 

a) y'" - y' = 1 - 2 x 

b) y" + 4y = !len 2 x + 2 ex 

SOLUCION 

a) y"' .- y' = 1 - 2 x 

En términos del operador 

(0 3 - O) y = i - 2 X 

Sabemos que la solución general es de la forma: 

Y = Yc + YP 

yc es la solución de la ecuación homogénea asociada: 

(0 3 
- O) y = O 

cuya ecuación característica es 

m3 
- m = O 
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de donde 

m1 O m2 = 1 m, - 1 

Para obtener la solución particular yp' por coeficientes indetermina­

dos, se obtiene el operador aniquilador. En este caso, para q(x)=1-2x, 

el aniquilador es: 

~ (O) = 0 2 

Aplicando el aniquilador a ambos miembros de la ecuación diferencial no 
homogénea: 

02 (0 3 - O) y = 0 2 (1 - 2 x) 

02 (0 3 
- O) y = O 

las raíces del polinomio asociado, correspondientes a esta ecuación ho­
mogénea son 

m¡ = m2 = m, O , m, = m5 = - 1 

su solución general es: 

Y = C¡ + C2 eX + C3 eX + e, X + Cs X2 

en esta solución podemos identificar los tres primeros términos como yc' 

por lo tanto, como y = yc + yp tenemos que: 

yp = e, x + c5 x2 

Como yp no debe tener constantes arbitrarias, debemos obtener los valo-

res de e, y Cs Para ésto, vamos a sustituir yp en la ecuación di-

ferencial original: 

(0 3 - 0) y = 1 - 2 X 
p 

d3y dy 
__:..Q. - ...::..2_ = 1 - 2- X 
dx 3 dx 

como dyn --
~ e,+ 2 c 5x 
dx 

- (e, + 2 es x) = 1 - 2 x 

y 
d'' --=:R = o 
dx 3 

tenemos 
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de donde: 

Cs = 

- x + x2 

y la solución general y = yc + yp es: 

Y = C¡ + C2 eX + Cg eX - X + X2 

b) y" + 4y = sen 2 x + 2 ex 

en términos del operador 

(0 2 +- 4) y = sen 2 x + 2 ex 

la solución complementaria yc es: 

Yc = c, cos 2 x + c2 sen 2 x 

Para la función q{x) = sen 2 x + 2 ex el aniquilador correspondiente 
es: 

fl (O) = (0 2 + 4) (0-1) 

Aplicando el aniquilador a ambos miembros de la ecuación diferencial: 

(02+4) {0-1) (0 2 + 4) y = (02 +4) (0-1) (sen 2 x + 2 ex) 

o 

esta ecuación diferencial homogénea, tiene la ecuación característica: 

(m2 + 4) (m - 1) (m2 + 4) = O 

de donde 

m1 = 2i m2 = - 2i mg = 1 m4 = 2i y ms = - 2i 

y = C¡ COS 2 X + c2 Sen 1 X + c3 X COS 2 X + C4 X sen 2 X + Cs eX 

En esta solución identificamos a y0 c1 cos 2 x + c2 sen 2 x, y como 

la solución general es y = y e + yp •. tenemos que: 

Yp = C¡ X CóS 2 X + C4 X sen 2 X + Cs eX 
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Para determinar el valor de las constantes ca, c4 y c 5 que aparecen 

en yp , sustituimos yp en la ecuación diferencial no homogénea: 

(D 2 + 4) y = sen 2 x + 2 ex 
p 

d2y 
_:Q + 4 YP sen 2 x + 2 ex 
dx 2 

como: 

entonces 

4(c4-cax)cos2x-4(ca+c 4x)sen2x+c 5ex+4(caxcos2x+c 4xsen2x+c 5ex)=sen2x+2ex 

de donde: 

4 e, = o e, = o 
-4 Ca = 1 Ca = 1 -¡ 

5 Cs = 2 Cs =~ 

:. y = Y e + y P = e 1 cos 2 x + c2 sen 2 x - i x cos 2 x + ~ ex 

~ ~ 

1. 5.- VeteltmútM .e.a. M.tucJ.6n genell.af. de c.ada una. de .ta.~> ~-í.gu.imte& ec.uac..úme& cU{¡e­
Jtenc<.a.te&, po!t m ecUo de.t método de vo..Jt.i.a.c.i6n de paltlfmet!to~. 

a) y' + !._ lj = 
X 

Ln x 

- b) y" + 9y - 6y' = eaxx-1 

c.) x2 y" - 2 X y' + 2y = xa Ln x 

d) (V 4 + V2 ) y = 2 

SOLUCION 

a) y' + l y = Ln X 
X 

Como podemos observar, esta ecuac1on diferencial es lineal de primer or­
den, por 1 o tanto es de 1 a forma: 

~ + P(x) y = Q(x) dx 
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Para obtener la soluéión complementaria yc , resolveremos la ecuación 

homogénea asociada: 

·separando variables e integrando 

¡ctL = ~~ 
y X 

Lny Lnx + e 

Lny x = e 

C! 
y =x-

l 
C¡ X 

tomando antilogaritmos 

Ahora, por variación de parámetros 

y = u1 (x) l 
p X 

para obtener u1 (x), sustituirnos yp en la ecuación diferencial no homog~ 
nea: 

y' + l y Lnx 
.· p X p 

u1 (x)l_ + 1_ du¡{x) + l U¡(x) l: Lnx 
x2 X dx X X 

u e donde 

du¡{x) = x Lnx dx 

integrando: 

u1 (x) = f X Lnx dx 

por partes: 

u = Lnx du = l dx 
X 

dv = xdx 

u1 {x) 
x2 

- f Í dx 
x2 x2 

2 Lnx = 2 Lnx -4 

u1 (x) l = 
x2 x2 l: ~ Lnx X y = (2 Lnx 4) - 4 p X X 2 

y la solución g~ntra l ~S: 

,; yc + yp = 
1 X · X y C¡ x + 7 Lnx - 4 
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b) y" + 9y - 6y' ; e3x x-' 
en términos del operador 

e) 

Para obtener la solución complementaria yc , resolvemos la ecuación ha 

mogénea asociada: 

(D 2 -6D+9)y;Q 

Las raíces del polinomio asociado m2
- 6 m+ 9 son m1 m2 3 

Ahora, por variación de parámetros, la soluci6n particular yp es de 
la forma: 

yp; u1 (x) e3x + u2 (x) x e3x 

en donde para obtener u1 (x) y u2 (x) tendremos que integrar la solu­
ci6n del siguiente sistema: 

La solución del sistema es la siguiente: 

ul (x) ; - 1 

u~ (x) ; -
X 

integrando: 

u, (x) 

U2(X) 

J (-l)dx; - x 

f l dx ; Lnx 
X 

y ; - X e3X + (lnx) 
p 

y la solución general es: 

y ; yc + YP = e le sx + CzX 

x 2y" - 2xy' + 2y = x 3 Lnx 

X e3X 

• 
e3X- X esx + 
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Como esta ecuación diferencial es de coeficientes variables, la solución 

complementaria yc, no la podemos obtener a partir de la ecuación carac­

terística. El alumno pu-ede comprobar que la solución complementaria de 

esta ecuación es: 

Como el método de variac1on de parámetros es aplicable a ecuac.iones con 
-coeficientes variables, tenemos que la solución particular es de la for­
ma: 

Y = u1 (x) x + u2 (x) x2 

r 

en donde para obterer u1 (x) _y u2 (x) ~endremos que integrar la solu­
ción del siguiente sistema: 

[; :: J [ :: J [ :.'"'] 
x2 

La solución del sistema es la siguiente: 

u¡ (x) - x Lnx 

u~ (x) Lnx 

integrando: 

u1 (x) = - ! xlnxdx [
x2 

- ~ Lnx 

u2 (x) ! Lnx dx = x (Lrix -1) 

x3 3 3 2 Lnx - 4 x 

x 
3 r 3l - 1 Lnx --

2 L 2_ 

y 1 a so 1 uc i ón genera 1 es 
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d) (o" + o•) y = 2 

La ecuación homogénea asociada es 

(D" + o•) y o 

la cual .ti ene como ecuación ca ra·cterí s ti ca: 

m• + m• o 
de donde 

m, = m, = o m, m, 

Yc = e, + Cz X + C¡COS X ~ C4 sen X 

Por variación de parámetros, la solución particular es de la forma: 

y = u1 {x).+ u2 {x) x + u3 (x) cos x + u,{x) sen x 
p 

Para obtener u1 {x), . u2 (x), u3 {x) y u,(x) tendremos que integrar 
la solución del siguiente sistema: 

X COS X sen x ul ol 
o -sen x COS X u~ 

: J 
o o -cos x -sen x ul 

o o sen x -cos x u~ 

la solución de este sistema es: 

u¡(x) = - 2x u; (x) = 2 uj(x) 2 sen x u~ (x) - 2 COS X 

integrando: 

u1 ( x) !2 x d.x x• u.(x) = !2 dx 2·x 

u3 (x) =!2. sen x~dx 2 COS X u, (x) J 2 cos x dx - 2 sen x 

x2 + (Zx)x + (- 2 cos x) cos x + (-2 sen~) sen x 

y la solución general es~ 



\ 
I.6. f11 c.ad.:t wia de ÜL~ úgtu:entM ec.(lauo»M cü6eJte»Ua..f.C6, dec.-Ut ¿,.{_ u.na M.tu-

U6n. pMUc.uC.a.)r. pu.e.de ob.te.neMe. pon.: - -

ül vcvu:au611 de. pMáme.bto~> 

á) (V - 7 1 2 lf = 2 ex. - 1> m x. ..- e 

b) y" • 6LJ' • 3lj2 • X. 

c.) 

d) lf'v - lf = ta11 x. 

e) (V2 -7) V lJ = e_ X. c.oó 2 x. 

SOLUCION 

a} Por coeficientes indeterminados y por variación de parámetros 

b) Por ningún método, dado que la ecuación diferencial es no lineal 

e) 

d) 

Exclusivamente por variación de parámetros, dado que la ecuación es de 
coeficientes variables 

Exclusivamente por variación de parámetros, ya que f(x) 
solución ·de una ecuación diferencial lineal homogénea. 

tan x no es 

d) Por coeficientes i ndetermi na dos y por variación de parámetros. 

I. 7. PJtob.tema.. E» u.11a uellt:a Jteac.u6» qlUJn,(_c.a., u.Ylll wb~>ta»c..j_a A qu.e pMa .uu-
Ua.e.mmte 24 Lb C6 c.o»ve!l.tida. w u.M óu.b!>tMc..{_a B. La tuf.p.{.dez 
a fu c.u.a.t ~>e 6Mma B C6 .{.gu.a.f .a.e. dob.te de la c.~ad Jr.emMente 
de A e11 c.ada .{.f1ótal1te. VeteJr.mi.n.oJr. .ta ex.pllM.{.6it qu.e dMc.Jt.j_be fu 
6o1tmau611 de B .. a tllavéJ, de.t tiempo. 
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;­. 
SOLU C Hl~J 

El modelo mate~~tico del problema es el iigutente: 

dR _ 
at- (24-3) B(O) = o 

[ste modelo es una ecuación diferencial lineal no- homogénea: 

_@_ + 2B = ~8 
dt 

La solución general es de la fama B = Be + BP 

Resolviendo la ecuación homogénea asociada: 

dB + 2 B = O 
dt 

la ecuación característica es 

rn + 2 = O 

de donde 

m = - 2 y 

8 = C¡e
2

t 
e -

La solución particular yp la podernos obtener por coeficientes indetermina­

dos. El aniquilador correspondiente a f(t) = 4B es: 

íl (D) = D 

Aplicando el aniquilador a ambos miembros de la ecuación diferencial: 

D(D + 2) B = O 

la solución de esta ecuación homogénea es: 
_2t 

B = e, e + e z. 

como B Be + BP y sabemos que Be 
-2t c,e 

entonces 

B = Cz 
p 

derivando B 
p 

O + 2 Cz = 48 

y sustituyendo en la ecuación diferencial no homogénea: 



de donde 

e 2 = 24 

B(t) = B + B = C¡e
2

t ~ 24 
e p 

que es la solución general del modelo matemático 

Como B(O) = O tenemos: 

0 = C
1
e2 

(O)+ 24 

de donde 

C¡ = - 24 

y 

B(tl = - 24 e2
t + 24 

es la solución particular del problema. Esta expresión nos describe la for­
mación de la substancia B a través del tiempo. 

cidad ateanza !o6 50 m/óeg. 

Si. eon el pa.JUJ.e<ÚdM abi.ell:Co la JtUi.ótenei.a del ai.Jte u 7 
TO W V Kg., 

SOLUCION 

· úendo W el puo total del hombJte y óu pMaeúdM y V la veloe~ 

dad i.Mtantánea. VeteJtmi.nM la exp![Ui.6n que du elti.be la eúda a 

t:Jtavió del tiempo y a pMÜlt de que óe abl[e el pa.JUJ.e<Údaó. 

Para obtener el modelo matemático del problema emplearemos la segunda ley de 
Newton. 

Las fuerzas que intervienen en el problema son: el peso w y la fricción l_ W V 
Entonces por la segunda ley de Newton. T · 10 

ma l:Fy. ~ 0 WV ! 
1 • y 

w- 10 wv !w 
como la aceleración a =~ y v = ~' tenemos: 

dt" dt . 

m~= W .- l_ W ~ 
dt 2 10 dt 
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w = mg: 

1 iL = mg - 10 mg dt 

o bien: 

d'v 
~+ 

dt 2 
LcjiL=g 
lO dt 

si considerarnos 10 

d
2
y + dv = 10 

dt 2 dt 
- - - - - ~ - - (a) 

la ecuación (a) es el modelo matemático del problema. Resolviendo la ecua 
ción diferencial lineal no homogénea (aj: 

y= yc + YP 

Resolviendo la ecuación homogénea asociada: 

~+~l'.=o 
dt 2 dt 

y = 
e 

C¡ + 

m1 = O m, 

Determinando y por coeficientes indeterminado~: 
p 

aniquilador es 0 (D) = D 

D ( D 2 + D) Y. ~- O 

cuya solución es: 

y = c1 + c 2 ~t + c 3t 

como y , tenemos que 

sustituyendo yp en (a): 

e, = 10-

1-18 
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v(t)= dy{t) 
dt 

v(t) = -
.f 

-t c 2 e + lO 

considerando que en t o v = 50 m/seg: 
_o 

50 = - c2e + 10 

de donde 

e, - 40 

y la ecuación (b) nos queda: 

y = C¡ - 40 ¡;t + 10 t ------------------ (b') 

para determinar c 1 , consideramos que en el momento de abrirse el paracaí-
das, o sea en t =O y= O Entonces sustituyendo en (b'): 

o = e 1 - 40 e o + 1 o (o) 

de donde: 

C¡ = 40 

La expr_esión que describe la caída con las condiciones delproblema es: 
- -t 

y = 40 - 40 e + 10 t 

UltlTU OE IN&fi!IEIU 
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PROBLEMAS PROPUESTOS. TEMA I. 

1.- E11 ca.da twa de. tM e.cuaucnM cU6eJtvtuaLM 6-iguie.fttv.,, incUcaJt: et oJtdrm, -
<ei' qtadc 11 ú M e no .Unéi!L AdemM, en teMO de. 6eJt une.a.t, incUteaJt et -U­
po de tecc&ú .. -lent.M y ú M o no homogé.nea. 

a) 5 y"' + 3y' + lj : CM X 

b) ljdlf - 5x 2 dx =Ce"' + 3) dx 

te) y'v + y"' - 3xy" + y' - 8y 5x 

d) u"' + y"+ l}tj' + 11 MCX 

el d"x + d2 x 3 
dx _ o -+ X : 

ci..t" cf;t2 d;t 

2.- Ve.t<e'mt-lnaJt m Mruc-l6J: geneJtal de cada una de tM 6iguielttM ecuac.WnM cU6:!:_ 
-'lC->tcffitM Unea.LM lwmog é.neM. 

a) d" X _ 6 d 3 
X + 11 d2 

X 

dt' d;t' cf;t2 

b) y"' + 2y" +- 5y' 26 IJ 

te) ljv - 3y
1
v + 7 y"' - 13 y" + 12 y' - 4y O 

d) yiV + 2 y" + y : o 

3.- PaJta ca.da una de. tM 6-iguieftte;., ecuauoneJ.> di6eJtrmUa!M, ddeJtm-lnaJt et ope­
JLaao!L roúquitadoJL. 

a) y' + 4y = x' - ~ x 

b)- y"-4y e"'-e2
"' 

te) y" + 2y' + lJ = 3 e2
x 6ert x 

d) y" + 9y = X te06 X + te06 2 X 
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'll .. - V_V:eNn.ina!i. .ta -~>owu6n de. cada una de. .tM <~-igu-ie_n,tu e.Cllauonu d-i6eJte.nUa" 
.tu, ut.-iüzando e..t mUo do de_ co e.{¡-Lc.i.e.IU:U útdeteJtm-inado<l. 

a) y" + Zy' + 5y = 6 <~en 2 x + 7 C06 2 X 

b) y'" - 3y" + 4y = 4e.x - 18 
-x 
e_ 

e.) y" + y = X ,¡,e_¡¡ X 

d) y" + y = 12 C06
2

X 

el y" - 4y = 2 - 8 X y(O) o y' (O) 5 

5.- VV:eJtmbtaJt .ea .s o.tuu6n geneJta.t de cada uM de .tM .s.Lgu-Len,tu ec.uauo nu cU6<!:_ 
Jtenc.i.o..tu, poJt med-io del mUo do de vo.M.a.u6n de paJtámetJto<~. 

a) ~ + x = :t LnU 
-Zx 

b) y"+ 4y' + 4y =_e._ 
x2 

el 

d) (V-1) (V 2 -5V + 6) y= ex 

6.- En cada uM de iM .s-igu-Lwu eCllawnu cU6eJtenc..La.tió Unea.tu, dew _;_¿ wta 
<~awwn paJ!.:C_¿c.u.ta.Jt puede ob:tene.M e po~r.: 

-Ll CoeMc.i.eiU:u -Lnducumiútado& 

U) VaJt-Lau6n de paJtáme:CJto-~> 

a) xz y" - 4 X y' ex 

b) y"' + y = Ln x 

e) (V' - 1) vz y-= xz -x e co<~ 2 X + 1 

d) y" + y = 3 <1e.n 2 X 

el y"' - y' 
_¡ -Zx 

= X e 
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TE.MA II 
PROBLEMAS RESUELTOS 

II. 1.- (l,t.{Uzando V: -teoJtema de Hami.Uon-Caif(eif. ObteneJt A' paJ;_a 

A = [ 2 4] 
1 -1 ' 

SOLUCION 

La ecuación característica de A es: 

2-A 4 
det (A - Al) A2 -A-6, O 

-1 -" 

Por el teorema de Hamilton - Cayley: 

A2 
- A - 61 = O 

despejando A2 

A2 ,='A+61 

multiplicando por A: 

A-3 = .A 2 + 6 A 

(A + 61) + 6A 

?A + 61 

multiplicando nuevamente por A: 

A' 7A 2 + 6A 

A' 

?(A + 61) + 6A 

13 A + 42 1 

!12] 
29 

,, 



'-! 

t. 

I1. 2. -_ PaJta eada ww de iM úguie~J-te.& ma;t!úee.& _ euad!tadM, ob-teni!Jl la mat!cf-z expo­

nenc.iiLe. l.;t- e o Me& po ncü e.n:te: 

a) b) e) 
A A 

SOLUCION 

a) 

Como A es una matriz de 2 x 2, 
culamos de la siguiente manera: 

la matriz exponencial eAt la cal-

eAt = So l + S1 A (a) 

para conocer Bo y B1 , necesitamos obtener los valores característi­
cos de A y sustituir cad~ uno de ellos en: 

i = 1' 2 ------------ (b) 

Obteniendo los valores caracterfsti cos 

1 ~-), 2 

1 
det (A - Al) = = (1 - ~y - 4 o 

1 - ), 

la ecuación característica es: 

\2 -2A-3=0 

de donde 

\¡ = - 1 y \ 2 = 3 

Para \ 1 = - 1, la ecuación (b) queda: 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - ~ - (e) 

Para \ 2 = 3, 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - (d) 
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b) 

Resolviendo las ecuaciones (e) y (d), obtenemos: 

En la ecuación (a): 

Bo [~ ~] + B¡ [ 1 :] . 2 

[Bo + B1 

2 B1 
2 B

1 J 
Bo + B1 

e ¡,·t. ¡t¡ ·2 ( •t 
¡t¡ J 4 e -

~ (e't - et) ~· (e't + ;;tl 
4 4 

['" t 

-t e't -t] - 1 e - e 
- 2 

-t e't -t e't - e + e 

f1 -~] A = 
L1 

Como A es de 2 X 2: 

At e Bo I + B1 A - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - (a) 

y 

e\ t = Bo + B1 \ i = 1, 2 

Para obtener los valores característicos de A, A¡ y A2 

det (A - ·AI ) = 1
1 

- A 
-1 

1 
/=A 2 -2A+2=0 

1 - A 

11:3 
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e) 

de la ecuación característica >! - 2:\. + 2 

.).¡ '2 ;; 
2 ±¡;¡::-g-= 1 ± i ~ 1 

2 

sustituyendo A¡ = 1 + en (b}: 

e< l+i)t= So + ( 1 + i) S¡ 

t it So+ S¡ + i So e e 

et(cos t + sen t) = (!lo + 6¡) + ll¡ 

de donde: 

et cos t Po + ll1 

sustituyendo S1 en (e} y despejando So 

So 
t (cos t - sen t) e 

S¡ et sen t 

En la ecuación (a): 

At 
So I + ll1 A e 

!lo 
11 ~] + 8¡ e -:] Lo 

[
llo+S¡ -S¡] 

S1. !lo + S¡ 
sustituyendo los valores de 

A 

[

et cost 

et sent 

t - e sen t] 
et cos t 
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Como en este caso A es una matriz de 3 x 3 : 

y· 

Determinando los valores característicos de A: 

det {A-AI) 

J-A 

o 
o 

A¡ = lt 2 = A3 = 1 

o 
LA 

-1 

o 

o 

1-A 

{1-A)' o 

- - - - - {a) 

{b) 

Como los tres valores característicos de A son iguales, para obtener 
tlo. S1 y 13 2 , tendremos que sustituir !t = 1 tanto en la expresión {b) 
como en su primera y segundq ·derivada. Derivando {b) con respecto a 
A. ' 1 

t eltit·= 13, + 2 t32ltí 

derivando {e): 

t 2 eAi t = 2 tlz 

- - - - - - - - - - - {e) 

- - - " - - - - - {d) 

sustituyendo A. 
1 

en (b), {e) y {d): 

Resolviendo este sistema de ecuaciones: 

1 t2 t Bz = 2 e So 

Con A, 13 0 , 13 1 y 13 2 en {a) tenemos: 

11·5 

·; 



¡.-

[ 
o 

:J [ 
o 

:J [: 

o 

:J 8o o + 81 o + fl2 

o o o 2 

['' . :· + fl2 o o 

J So + fl1 + fl2 o 

81 + 2B2 So + 81 

l:' 
o 

:J 
eAt et 

tet 

TI. 3.- Pa.Jta. el. ~.>-U :tema. Unea.t de ec.u.a.uone~.> : 

x' x + 2 lf 

lf' 2 X + lf 

x (O). 

lf (O) 4 

X (1) 0 

lf (7) 

SOLUCION 

a) El vector'de condiciones iniciales es: 

x (O) = 

[

X (0)] = [0] 
y (O) 4 
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la matriz de coeficientes del sistema es: 

La solución particular_x (t) pedida, está dada por la expresión: 

x (t) = eAt x (O) - - - - - - - - - - - - - - - - (a) 

donde eAt es la matriz exponen_cial correspondiente a la matriz A de coe­

ficientes. La matriz eAt de A la obtuvimos en el inciso a) del proble-

ma II.3,- y es: 

[

est + ¡:;t 

= l st -t 2 e - e 

3t -t] e - e 

est + ¡;t 

sustituyendo eAt y x {O) en (a): 

i {t) • } [:::: :: :::: ::][:] 

la solución particular del sistema es: 

X (t) = 2 {e 3t-_ et) 

y (t) = 2 (e 3 t + et) 

b) Para este caso, en que las condiciones del sistema no están dadas· en -
t = O, sino en otro valor de t, t = to, específicamente t = t 0 = 1 . -
la solución particular correspondiente está dada por: 

x (t) = eA(t-to) x (to) 

y como to = 1 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - (a) 
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donde x (1) es el vector: 

x (1) : [x (1)] ~ [O] 
y ( 1) 2 

y eA<t-1) la obtenemos a partir de eAt , hitiendo t = t - 1, esto 
es: 

~
3(t-1) + ¡;<t-1~ 

A(t-1L1 
e -2 3(t-1) -(t-1) 

e - e 

sustituyendo eA(t-1) y 

e3 (t-1) _ ¡;<t-1)

1 
e3(t-1) + ¡;<t-1~ 

x (1) en (a): 

x (t) eA<t-1) x (1) 

[ 

3(t-1) -(t-1] e - e 
= = 

' e3(t-1) + e(t-1) 

la solución particular que satisface las condiciones x(1) = O y 
y ( 1) = 2 es: 

x(t) = e3 e3t - e ¡;t 

y(t) = e3 e3t + e ¡;t 

e) Como la solución del sistema que, satisface las condiciones en t 0 está 
dada por: 

i (t) : eA(t-to) i (to) 

para obtener la solución general, simplemente consideraremos que: 

, (t.J r: :::J r ::J 
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donde k1 y k2 son constantes, entonces: 

. -~ 

( · ¡-(t-toJ K¡" K2 e 

( )
-(t-t0) K¡·- K2 e 

[ 

1 -3to lt 11 ) to -et l 
2 (K¡+K2)e e +2'K:-K2 e 

1, ¡-3to 3t 11 ) to-t 
~K¡+K2 e e - 2'K¡-K2 e e 

. 1 ( )~3to hac1endo 2 K1+K 2 e = c1 y 1 ( ) to z K¡-K2 e c2 , tenemos: 

la solución_general es: 

II. 4.- VetvunútaJt la. ~.;ofuwn pa!clic.ula.Jt del. 6.{g!Úen.te ~.;.U:tema. de e.cu.ac.ionu cU6e-. 
Jtenc..ia.lu: 

x\ X¡ + X2 + X¡ X:¡ (O) 

x:' X:¡ + 2 .X2 + 2 X¡ X2 (01 ·¡ 
2 

x' 3 
3 

X¡ + 3 X2 + 3 l(¡. X¡ {O) - 1 
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SOLUCION 

La matriz de coeficientes A y el vector de condiciones iniciales son: 

A = 2 

3 

x (O) [J 
La solución del sistema es de la forma: 

x (t) = eAt x (O) - - - - - - - - - - - - - (a) 

calculando la matriz exponencial: 

(b) 

(e) 

Los valores característicos de A son: 

A1 = O A2 = o A3 = 6 

Para A1 = O ' en (e): 

1 = So 

Para A2 o 

t = Sl 

Para A3 = 6 

st 1 + 6 t + 36 S2 S2 
e"t - 1 - 6 t e 36 

Sustituyendo S0 , S1 y S2 en (b); 
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l'~ ' ,, + 6 s. s, + 6 s. s, + 

"' J = s, + 2 s. tlo + 2 s, + 12 s. 2 s, + 12 s. 
3 s, + 18 s. 3 s, + 18 s. So + 3 s, + 18 s. 

e6 t - 1 

= l 2e•t -
6 2 2e 6 t + 4 2e"t - 2 . l'" H 

3e~t - 3 3e 6t - 3 

•''- 1 J 
3e"t + 3 ' 

Finalmente la solución particular es: 

esto es: 

e 6t-1 

2e"t+4 

3e"t-3 
[

1] [e

6

t+5 ] 
1 -~ 2e::+4 

-1 3e -9 

x 1 (t)-~(e 6t+5) , x2 (t)-~(2e 6t+4) , x 3 (t)-~(3e 6t-9) 

II. 5.- Sab.iendo que la Mfuu6n geneJtal de un ¿,,ú;tema Unealde erueúúonu d.ifief!:en­
c,{,al,e¿, no homogéneo, ¿,e fio!Un~ c.on la !JUma de fu Mfuu6n c.omplemen.:tcvúa Xc. 
y de fu ¿,ofuu6n pMtirulaJL x , de;teJlm,ÚtaJL fu Mfuu6n gene!tai, dd ll.igu.ien;te, 
¿,,ú;tema: P 

x' = x + 2 y + 2 ;t 

!f' = 2 X + !f 

SOLUCION 

La solución complementaria xc , es la solución del sistema homogéneo aso 
ciado: 

- x' = x + ,2 y 

y' = 2 X+ Y 

11-11 
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La solución de este sistema homogéneo se obtuvo en el inciso e) del 
prob 1 ema I l. 3, y es: 

r ,t -t] _ _ c1 e + c2e 
X - L t t e c,e' - c2e 

La solución particular x está dada por: 
p 

Como para este sistema la matriz eAt es (ver problema !!.4): 

y 

- [2 ~ 
b (t) = o J 
haciendo t = t - T 

I 
e' (t--r) . 

A(t-T) 1 T 

e = 2 
3 (t-T) e - e<t--r> 

3 (t-T) - (t-T)] e -e 

3(t-T) -(t-T) e -e 

y en b (t) , haciendo t = -r 

b (-r) [02 '] 
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[ 

( 3(t-T)+-(t-T)J. T e e · . 

T(e3(t-T)_e(t-T) [ 

3t -3T -t TJ e Te + e Te 

e3tTe 3T et Te T 

e ¡ Te dT + e f Te dT l3t t -3T -t t T J 
•'' ;. ,,.,,, ,, ;.,,.,, 

1 1 -3t t -3t -t 
(9·- 9 e -3e ¡+e 

(1 1 -3t t -3t) -t 
9- 9 e - 3 e -e 

l
~ e't + ¡;t + ~ t _ 1~J 

l. -t 4 8 9 e't - e - 3 t + 9 

La soluciólí general del siste.ma es: 

donde: 

1 k¡ ,. C¡ + J 

kz = Cz + 1 

11-13 
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no 6 o- PaJea el <~M>tema. de. e.eua.uonu del p!Wblema. II o 5, c.ompMbaJt que.: 

SOLUCION 

En el problema II.5, se tiene que 

bú}=. o • - [2 t] 
y se obtuvo: 

eAt = } e + e 

[ 

,t -t 

,t -t e - e 

y 

3t -t] e - e 

,t . -t e ·+ e 

l A(t-Ti 
o e b(T} d1: = 9 · 3 9 

[

l·e·3t + et.· + ~ t _ lOJ.· .' 

Ahora: 

[

e. " + e' 
,, -1: 

e - e 

4 8 
l e't - et - 3 t + 9 . 
9 . 

e'' - e'] 
,, -1: 

e + e 

b{t-1:) 

eA'ii(t - -r}d-r = ; } f. t Jt' 
o ' . . o . 

11° 14 
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- - - - - - - - (b) 

Como podemos ver (a.) = ( b) 

II. 7.- VávunúrM hl M.tuu6n del ll4)rúente ll.i6:teJila. de ec.u.a.uonu no homogéneo: 

xl = X¡ + X2 + Xa x¡(O) O 

X~ 2 X¡ + 2 X2 + 2 X3 + 1 

x, 3 X¡ + 3 X2 + 3 Xa 

SOLUCION 

La: solución x(t) del sistema por medio de la matriz exponencial vi_ene dada 
por: 

X (t) eAt X (O) + J t eA(t-T) ¡; (T) dT - - - - - - - - - - - (a) 
o 

o bien por 

x (t) =~eAt x (O) + Jot eAT b (t - T) dT - - - - - - - - - ~ - {b) 

En este sis-tema como ·el vector ii(t) tiene elementos constantes, nos conven­
drá obtener la solución del sistema por medio de la expresión (b). 
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La matriz exponencial correspondiente a este sistema {ver problema II.4) 
es: 

["'.s est _ 

•'' - 1 J At 1 
e = I 2est - 2 2e 6t+ 4 2e6t - 2 

3e 6t - 3 3e6t- 3 3e 6t + 3 

[

1 t l b (e6 
- 1) - t 

= } -} (e6 t - 1) + 4 t 

} (e6 t - 1) - 3 t 

como x (O) = O , tenemos: 

} (e6 t ... 1) - t 

x(t)=eAtx(O)+ Jt eA'b(t--r)d-r= t t (est - 1) + 4 t 
o .. 

} (e6 t - 1) - 3 t 
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II. 8.- Ttt.a.n~.>6oJtma!t lo. .6-iguúnte. e.c.uo.r;J_qYl cü6vr.e.nUa.l o. UYl .6M.:Cemo. de. e.c.uacWYle.-6 de.­
p!Umvr. o!tde.n: 

d'y - 6 d21j + 

d.:t' d.:t2 
9 lj = 12 .:t2 

SOLUCION 

Identificamos a la variable dependiente, en este caso y ; y hacemos un -
cambio de variable: 

y = X¡ 

derivan do: 

dy _ dx 1 
Of- dt 

haciendo un cambio de variabl~ en"la derivada: 

con lo cual tenemos: 

derivando 

y haciendo 

~= Xs 

dt 2 

tenemos 

~ ~ dx~ = xs 
dt 2 dt 

der1vando nuevamente 

.9.2=s!ti 
dt 3 dt 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - (a) 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - (b) 
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' -

_ haciendo 

obtenemos 

~=~= 
dt 3 dt 

x, - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - (e) 

_ derivan do 

Observar que hasta aquí hemos introducido un número de variables: x 1 , x, , 

x3 y x, , igual al orden de la ecuación. Despejando ~ de la ecuación 

original: 

d-4 v _ d-2 v 
~ - 9 y + 6 ~ + 12 t 2 

dt 4 dt 2 

y como 

~=~ ' y = X¡ y 
dt 4 dt 

la ecuación an~erior queda: 

~~ 4 = - 9X¡ + 6 X3 + 12 t 2 

dt 4 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ( d) 

Las ecuaciones (a), (b), (e) y (d) constituyen un sistema de_ ecuacio­
nes diferenciales de primer orden, que en forma matricial quede representado: 

i& o o o X¡ o dt 

~ o o o x, o dt 
+ 

dx 3 
dt o o o x, o 

dx, -9 o 6 o x. 12t2 
dt 



T E M A 11 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1.- Transformar, cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales, a un sistema -

de primer orden equivalente. 

a) Lnt yv + t 2 y'" + Í y = cost é 

2.- Determinar, por medio de la matriz exponencial, la solución de cada uno de los­
siguientes sistemas.de ecuaciones diferenciales. 

a) dx _ - X + y x(O) df-

¡= 2 X + Y y( O) 1 

b) ·X.t x, + e3t 

[~] x(o) 

x, 3 X1 + 2 X2 

e) ~= 2Yt + 2y2 Yt(O) dt 

~= 3y + 3y2 + 2 y,(O) 2 
dt 1 

d) Yf Sy1 + 4y2 + 1 yt(O) = 2 

y~ = 2y2 + Yt Y2(0) = 3 

e} 
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i-

f) X¡ = X¡ + x2 

X2 = 2 x2 

.-
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IIT .1.- Ob;te.nvr. .ta. :tJi.o.Juf,o!L'Yia.da. de. La.p.ta.c.e. de. c.a.da. u.na. de. .ta.6 <~-i.gW:.e_v¡;te;.. f,u.nuone;..: 

a.) f,(;t) = -\e.VL a.;t 

b) g(;t) 3 

3 

SOLUCION 

a) f(t) sen at 

Por -la definición de transformada de Laplace de una función: 

f
. oo A 

L{sen t} = · ¡¡st sen at dt = lim J ¡¡st sen at dt. 
O A->- 00 O 

,integrando por partes: 

f st 1 -st a J -st e sen at dt = - s e sen at + s e cos at dt 

integrando en esta expresión ¡¡st cos at por partes: 

J st 1-st t a ( 1 -st a J -st e sen at dt = - se sena +s - s e cosat- s e sen at dt) 

ele donde: 

J ¡¡st sen at dt = ---· s __ (- e5 tsen at a -st cos at) --e 
s2 + az S 

~ {sen t} J{\. -st .. = lin e sen at dt 
A-+oo O · 

= lim --5
-- (- est at a -st e os at) 

1 

sen -se A-+oos2 + a2 

A 

o 
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III.Z. 

g(t) 

b) 
3 

21----~ 

2 3 t 

la función g(t) la podemos representar analíticamente, quedando: 

g(t)={: 
o < t < 2 

t > 2 

La transformada de Laplace correspondiente es: 

L { g(t) } = fooo e5 tg(t) dt 

fo2 est(2) dt + 5200 est t dt 

- l estl2 + lim (- l t estlb + f.bi est dt) 
S ob->«> S 2. 

_l e2s + l + lim r. l t estlb+(- .!.__ estlb~ 
S S b->oo L S 2 52 2 J 

2 _2s + 2 1' í- b -sb + 2 -zs - L. ebs + .!.__ ezs] 
- se s + U: L se S e 5 z ~z 

.. 1 
V.Lga ú_ fu fiu.nu6n n {.t) = ~ :{ .:::. O 

.te. c.on..tbw.a tJ de. or.de.n e.xpone.r.clal fcuando 

u una 6u.nwn 6 e.c.clonalme.n­

t.+oo. 



La gráfica de la función a.parece en la siguiente figura: 

L 
t 

Como podemos ver, el límite de la función cuanto t +O+ no existe, -
por lo tanto la función no es seccionalmente continua. 

Para que la función sea de orden exponencial cuando t + oo , deben 
existir constantes M, b y to tales que 

lf(t)l< M ebt 

en nuestro caso 

ji 1 < M ebt ltC t > to - - - - - - - - - - - - - - - - - - (a) 

como la función está definida para t > O entonces en 
(a) lil 

como ¡;bt > O 

¡;bt .!_ < M 
t 

_1_< M 
tebt 

lim - 1-= O si 
t+"' tebt 

.: cuando t + "' 

tante M tal que 

es la desigualdad 

b > o 

siempre existirá una constante b > O y una cons­
M > 1bt para toda t mayor que alguna t 0 • Esto 

te 
(a) se verifica. La desigualdad (a) la podemos 

ver en la siguienté gráfica: 

to 
111-3 

a > O 

1 f(t) = t 

t 

... 



r. 
;· 

111.3. _Vemo~~ que: 

L{dn n!Ú} "~n Hó(.t)} ~ ~n-1 6(0) - ~n-Z 6' (0)- ••• <1 6(n-2) (0)-6(n-7) (O) 
d;tn 

SOLUCION 

Por inducción matemática: 

i) para n "' 1 

L{d~~t)} = s L{f(t)}- f{O) 

Demostrando: 

L{df(t)} = J."" -st d f(t) d t 
dt 0 e dt 

integrando por partes: 

-st u = e du = - S est d t 

dv = df(t) dt = df(t) 
dt V = f(t) 

= lim [est f(t)¡AJ + s L{f(t)} 
A->«> o 

~.!: [eAs f(A)- f(o)J + s Uf(t)} 

= s L{f(t)} - f(O) 

1a proposición originai es verdadera 1para n = 1 

ii) para n = k 

L{dk ~(t)} = sk L{f{t)}- sk- 1 f(O)-sk- 2f'(O)- ... -sf(k- 2Y(o)-f(k-1l(o) 
dt 

iii) para .n = k+ 1 
111-4 

..• 



considerando 

k 
d f(t) = g(t) 
dtk 

tenemos: 

L{~t g(t)} = S L{g(t)} - ~(0) 

lo cual es verdadero, pues se demostró en el inciso i), por lo tanto, 
la pro posición dada es verdadera para n = 1, 2, 3, 

t ' 

III.4.- Vemo!.>.tlr.IV!. que L{ J n(T) dT} = i- L {tl{t)} 

SOLUCION 

t 
L{ i f(T )dT} 

o 

o 

J"' ~st ( (t f(T) dT) dt 

o Jo 
. integrando por partes 

U= fot f(T) dT 

dv = e8 tdt 

t 
L{ 5 f(T)dT} 

o 

du = f(t) dt 

1 .:st v = - -e 
S 

(- f est f f(T) dT) 1:+ f JO"' est f(t) .dt 

A o 

lim [- f ¡;As fa f(T )dT + f es(O) S, f(T )dT} fl{(t)} 
A -><>o 
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=[o+ o]+ tL {f(t)} 

= lL {f(t)} 
. S 

L.Q.Q.D. 

III.S Palla .ea 6unu6n g{:t) det .<:nwa b) de.t p!Wb.f.ema TII.l, Jtep!te6enta!Lta po!t 
med.<:o de la üunu6n e6 c.a.f.6n lf ob:tene.it M :tltCU'IJ.> JÍO!tmada de La place. 

SOLUCION g(t) 

3 

21----t 

2 3 t 

La función g(t) la podemos obtener sumando las tres funciónes siguientes: 

g¡ (t) 

21-------

92(t) 

2 

-2 

3 ~~~t~- ---( 

2 -----/~ 
, , 

/ 

• 1 1 
/ 1 

2 3 

g1 (tl 2 u(t) 

t 

g2(t) - 2 u(t-2) 

g3(t) = t u(t-2) 

111-6 

donde u(t) es la -
función escalón uni­
tario. 



esto es: 

g(t) = 9l(t) + 9z(t) + 93(t) 

· = 2 u(t) - 2 u(t-2) +'t u(t-2) 

= 2 u(t) + (t-2) u(t-2) 

Obteniendo la transformada de Laplace de g(t): 

L{g(t)} = L{2u(t) + (t-2) u (t-2)} 

= 2 L{u(t)} + L{(t-2) u (t-2)} 

donde 

L{u(t)} =.!. 
S 

y por el teorema de traslación en el dominio de t: 

L{(t-2) u(t-2)} = e28 L{t u(t)} 

1 -2s =-e 
sz 

L{g(t)} = 2.!. + .!._ e28 
S 

5
2 

111.6 VeteJUnúuvr. la btaYL6 &o tunada de Laplaee de la .~>-Lgu..tent:e 6un.u6n 6 {:t:) y de .6U 
deJúvada. 

f(t) 

SOLUCION 
t 

La función f(t) 
ciones escalón: 

la podemos representar por medio de una suma de fun-

f(t) = u(t) - u(t-1) 

111·7 
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la derivada de f(t) es: 

f'(t) = d u(t) _ d u(t-1) 
dt dt 

= o (t) - o (t-1) 

gráficamente: 
fl t¡ 

--4---+--• t 
1 

Obteniendo la transformada de f(t): 

L{f(t)} = L{u(t)} - L{u(t-1)} 

donde 

L{u(t)} = l 
S 

y por el teorema de traslación en el dominio de t: 

L{u(t-1)} = i 8 L{u(t)} 

-s 1 
= e 5 

L{f(t)} = l- l ¡s 
S S 

Obteniendo 1a transformada de Laplace de f'(t): 

L{f'(t)} = L{o(t)}- L{ó(t-1)} 

donde 

L{ó(t)} = 

y 

L{o(t-1)} = es L{ó(t) 

L{f'(t)} = 1- es 

111-8 



IIT. 7.- Ob.teneJt .e.a bla.YL6 601!mada .útveJtM de Lap.tac.e paJta. c.ada una de la6 <~-i.gu.i.en:tu 
6unuonu: 

al F(<~) 
2 

<12 - 2<1 + 5 

bl F(<~) 
2<1 ; ____ 

<12 - <1 - 1 

c.) F(<~) 4 
.6 (<~ - 2 ) 2 

dl F(<~) 
(<~ - 3) <1 

<~' - <13 - 7<12 + <1 + 6 

SOLUCION 

a) _f(s) 2 
s2 - 2s + 5 

i) Completando el trinomio cua-drado perfecto: 

Siendo el denominador un polinomio de segundo grado cuyo coeficiente de 
s es diferente de cero, podemos completar el trinomio cuadrado perfec­
to: 

F(s) 2 2 
S - 2s + 5 S - 2s + 1 + 4 

y como 52 - 2s +1=(s-1) 2 , tenemos que 

F(s) = 2 
(S - 1) 2 + 4 

por el teorema de traslación 
-1 -1 
L {F(s)} = L { 

(s-1) 

de tablas: 
-1 
L {-2-} sen 2 t 

s 2 + 4 

-1 

2 
+ 4 

L {F(s)} et sen 2 t 

} = 

lll-9 

en s: 
-1 

et L { __ 2_} 
52 + 4 



ii) Desarrollando F(s) en fracciones parciales: 

F(s) 2 

de donde: 

2 

A + B 
s-(1+2i) -s'-(~1-,-2~i.,..) 

Aj}-(l-2i[J + Bj}-(1+2iJ} 

j}-(1+2i}] j}-(1-2il] 

2 = AS - A + 2 Ai + BS - B - 2 Bi 

= (A + B) s - A - B + 2 (A - B)i 

.'. A+B=O (a) 

- A - B + 2 (A - B) i 2 ( b) 

de (a) 

A = - B 

sustituyendo en (b) 

B - B + 2 (-B - B)i = 2 

- 4 Bi = 2 

_, -1 

L {F(s)} = L 

B =} i A·=-} i 

1 . 1 . 
- 21 2·1 

{s-(1+2i) +s:l1-2i)} 

1 . _, 1 1 _, 1 
=- 2 1 L {s-(1+2i)} + 2 1 L {s-(1-2i)} 

1 . e<1+2i)t + l i e(1-2i)t 
= - 2 1 2 

1 . et 2it + 1 i t -2it =- 2 1 e 2 e e 

1 t( . 2it + .-2it¡ 
2 e -1e 1e 

111-10 
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b) 

-1 [ L {F(s)} = i et ~ i(cos 2 t + sen 2 t) + i (cos 2 t - i sen 2 t8 

= i é~ sen 2 ~ 

= e t sen 2 t 

Como podemos observar, obtener la transformada inversa desarrollando en 
fracciones parciales, fue más laborioso que completar el trinomio cua­
drado perfecto en el denominador de F(s). 

F(s) = _.::;2s:c___ 
5

2 
- S - 1 

Como el denominador de F(s), es un polinomio de segundo grado, podría­
mos pensar en obtener sus raíces s 1 y s 2 y entonces desarrollar -
F(s·) en fracciones parciales, esto es: 

F(s) __ ::;2s:__ = _A __ B 

5
2 

- S - S - S¡ S - S2 

Sin embargo, como s 1 y s 2 son complejas, el proceso de obtener 
la transformada inversa sería muy laborioso (ver inciso anterior). 

Comp 1 etando e 1 trinomio cuadrado 'perfecto en e 1 denomi nadar: 

F(s) = _.:::.2s=--­
s2 - s - 1 

2s 
1 5 

52 - S + 4 - 4 

-1 
L { F(s) } 

-1 
L { 2s __ } 

(S - }J 2 - i 
-1 

2 L 

1 1 
(s - 2) + 2} 

(s - iF- { 
1 

-1 { S + 2 } 
L s2 - 5 

4 

!11-11 
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-1 
L { F(s) ....--rl {-s-+1_ 2 _L_} 

2 5 2 - 2 5 s -- ¡-g-s --
4 4 J 

e) F(s) 4 

s(s - 2) 2 

i) Desarrollando F(s) en fracciones parciales: 

F(s) 

o bien 

_ ___:4 __ = Jl + _s_ + -~e_ 

s(s - 2) 2 5 5 
-

2 (s e 2) 2 

F(s) = _ ___:4 __ = Jl + B .s + e 
s(s - 2) 2 5 

· s2 
- 4 s + 4 

Op"tando por e 1 pr:imer de.sarro 11 o: 
__ :::_4 __ = Jl + _B_ + e = A(s-2]lt-Bs(s-2)+cs 
s (s - 2) 2 5 5 

-
2 (s - 2) 2 s(s - 2) 2 

de donde: 

4 = A (s - 2f + B S (s - 2) + e S 

para s = O 

4 = 4A A = 1 

para s 

4 = 2 e e = 2 _ 

para s = (arbitrariamente): 

4~A-B+e B = - 1 

ill-12 



-1 -1 
L { F( s) } ; L . { l..+ _-_1_ + __ 2 __ 

S S - 2 (s _ 2)2 

-1 -1 -1 
L { l } - L { 1 } +2e2t L {-1-} 

s ~ s2 

ii) Por el teorema de convolución: 

F(s) 4 ; i. __ 1_ 
s(s - 2) 2 s (s - 2) 2 

si 
4 -1 

{ ~} G(s) entonces g(t) ; L 4 
S ~ 

y _, 
= t e2t H(s) entonces h(t) ; L { 1 

(s - 2)2 (s - 2)2 

Por el teorema de convolución: 
t 

.:1 -1 4 1 -1 
L {F(s)} ; L .h · ---} ; L {G(s) 

. S (S - 2) 2 
H(s)}=J g(t - <) h(•) dT 

o 

donde 

g(t - T) ; 4 

_, 
L { F( s) } 

111-13 



[ 
2t 1 ( 2t \1 

= 2 t e - 2 e - 1~ 

d) F(s) s(s - 3) 
s4 

- s 3 
- 7s 2 + s + 6 

Las raíces del denominador son s 1 - 1, s2 = 1, s 3 - 2 y s4 = 3 
por lo tanto: 

F(s) s(s - 3) 

de donde: 

s(s - 3) 

(s+1) (s-1) (s+2) (s-3) 

(s+1) (s-1) (s+2) 

=_A_+ _B_+ _C_ 
S + 1 S - 1 S + 2 

s = A(s-1) (s+2) + B(s+l) (s+2) + C(s+l) (s-1) 

para s = s 1 

A= t 
para s = s2 = 1 

1 = 6 B 

para s = s3 = - 2 

- 2 .= 3c 

1 1 2 
- 1 - 1 2 6 - 3 
L { f'(s)} = L {s+l + 5-T+ s+2} 

lli-14 



III. 8. Po!t mecüo de. la br.aYI.<I JIO!tmaaa de. Lap.ta.ee., de;te;urúJ'tM fu l.lOfuc--i.ón de. eada una 

de. .tM -6-tgtu:e.n.te.6 e.euauonu d-t6e.Jte.nua.tu: 

a) y" y = 5 -6 e.n 2 L y(O) O y' (o) o 

b J y" y' - zy = 4 t: 2 y(O) y' (O) 4 

e) ~ + 3y = 

SOLUCION 

a) y" - y = 5 sen 2 t y(O) =O, y'(O) =O 

Aplicando el operad,or transformada de Laplace en ambos miembros de la 
ecuación: 

L { y" } - L {y } = 5 L { sen 2 t } 

5 2 y - s y(O) - y'(O) -y = 5-2-
s s 5 z + 4 

como y(O) =.y'(O) = O 

(sz - 1) ys = _1_0_ 
s 2 + 4 

10 

(s 2 + 4) (s 2 
- 1)" 

Por la transformada inversa: 
-1 

y( t) = L {---'1:::::0 __ _ 
(s 2 + 4) (s 2 

- 1) 

desarrollando, y
8 

en fracciones parcia·les: 

lO ~-~1~0 ____ _ 

(s 2+4) (s 2 -1-) (s 2+4J (s+l) (s-1) 

= As+B + :±_ + _D_ 

s 2+4 s+l s-1 

= (As+B) (s 2 -l) + C(s 2 +4) (s-1) + D(s 2 +4} (s+l) 

(s 2 +4} (s+l) -(s-1) 

111-ts 



de donde 

10 =(AS+ B) (s 2 - 1) + C (s 2, + 4),(s- 1) + D (s 2 + 4) (s + 1) 

expresión que se satisface con 

A = O B = - 2 e = - 1 y D = 

-1 -1 
. . y(t) = L { 10 }= L { _:,L + _:L + _1_ } 

(s 2+4) (s 2 -1) s 2+4 s+1 s-1 

y(t) = - sen 2 t - et + et 

b) y" - y 1 
- 2y = 4 t 2 y(O) = 1 y"(O) 4 

Aplicando la transformada de Laplace: 

s2ys - sy(O) - y'(O) - sy
5 

+ y(O) - 2y = ~ 
s s' 

como y(O) = 1 y y'(O) = 4 

(s 2 
- s - 2) ys - s - 3 8 

(5 2 ~ S - 2)ys 

5 3 (5 2 - S - 2) 

Para obtener la transformada inversa de Laplace, co~viene desa~ro1lar -

ys en fracciones parciales: 

s'+ 3s 3+ 8 s 4+3s'+8 y = -----= 
s s 3 (s 2 -s-2) s3 (s-2) (s+1) 

= fj_ + JL+ f._ + _D_ + _E_ 
s s2 s 3 s-2 s+1 

= As 2 {s 2 -s-2)+Bs(s 2-s-2)+C(s 2-s-2)+Ds 3 (s+1)+Es 9 (s-2) 
s 3 (s - 2) (s + 1) 

111-16 



e) 

de donde 

s4 +3s 3+8=(A+D+E)s 4+(-A+B+D-2E)s 3+(-2A-B+C)s 2+(-2B-C)s - 2c 

expresi6n que se satisface con: 

A = - 3, B = 2, C = - 4, E = 2, D = 2 

_, _, 4 3 

L '{ y } = l { s +3s +8 
8 

, s 3{s-2) (s+l) 

de- tablas: 

y(t) = - 3 + 2t - 2t2 + 2 e2t + 2 et 

* + 3y = 2 

Aplicando el operador transformada de Laplace: 

sys - y(O) + 3y = I 
S S 

de donde , 

- 2 + ..11Ql Ys - s(s+3) s+3 

y(x) 
- _, 2 + liQ2_ 
- L { s(s+3) s+3 } 

_, -1 
= L {--2 -}+ y( O) L { _l_ } 

s(s+3) s+3 
_, 

= L { ~+ s!3} +_y(O) e3x 

= I - I e3x + y(O) e3x 
3 3 

111·17 



v{-t} 

haciendo 
2 y(O) - 3 = c 1 

-3x 2 y(x) = c 1e + 3 

TI 7. 9. PaM el ¿.{.gtU.e.n:te. CA}t('.IL{;to eléc:tfúeo, de.tVWU:11aft" el voUaj e. e.11 m -teMima.­

te.¿ del ea.pa.eilOJt e.11 eW1tqtU.eJt bL~-ta.n:te. de. tiempo, eoy¡¿.{.deJLMdo qu.e. la e.xú­

-ta.u611 e¿: 

a) v {-t} ze.t -t > o 

b) v{-t} o{-t} 

R = Z ¡¡ 

SOLUCION 

Estableceremos primero un modelo matemático. 

En la malla de la izquierda: 

vR + ve = v(t) 

como V = R RiR entonces: 

RiR + V = v(t) e 

además iR iL + i con lo cual 
e 

111·18 
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la ecuación característica pgra un capacitar es: 

- - - - - - - - - (b) 

y de la ecuación característica para un inductor: 

tenemos que 

iL = t fot VL (ti), dtl + iL(O) - - - - - - - - - - - - - - - - (e) 

sustituyendo (b) y (e) en (a): 

[ 
dvc 1 

R Cdt+L 

t 

J0 vL (t 1
) dt 1 +\(o)]+ ve= v(t) 

Además; en el circuito vemos que vL = ve , por lo tanto: 
t 

( V (t 1 ) dt 1 + i (Or + V . = V (t) 
)o e L '1 e 

sustituyendo los valores R, C, L e iL(O): 

dv Jt 
.!_ ----"-+~ V (t') 
5 dt 5 

0
. e dt 1 + 2 + ve= v(t) 

o bien 

dv t 

dtc + 6 fa vc(t') dt 1 + io + 5 ve= 5 v(t) ----------- (d) 

Esta ecuación es una ecuación "integrodiferencial" y constituye el mod~· 

lo del problema. Como podemos ver, esta ecuación puede ser resuelta -
aplicando la transformada de Laplace. 

a) para v(t) = 2et t ~O, en (d): 

111-19 



aplicando la transformada de Laplace: -, 

S L { v } - v (O) + 6 1_ L { v } + 1Q + 5 L { ve } = sl+Ol e e s e s 

sustituyendo vc(O) = 10, y multiplicando ambos miembros por s 

s2 L { ve } - 10 s + 6 L { ve } + 10 + 5 s L { ve } = ~~~ 
de donde 

L { ve } = 10s 2+ lOs - 10 
{s+1) {s 2+5s+6 

Antitransformando 

10s2 + lOs - 10 
{s+l) {s 2 + _5s + 6 

L:
1 

{ A + B + e- } 
= s+l s+2 s+3 

b) para v{t) = 5{t) en (d): 

dv 
- e + 6 
Clt 

t 
( V (t') dt' + 10 + 5 V = 5 5(t) Jo e e 

aplicando la transformada de Laplace 

s L { v } - v (O) + &. L { v } + 1Q + 5 L { ve } = 5 -e e s e s 

sustituyendo vc(O) = 10, multiplicando por s ambos miembros y 
despejando L { ve }: 

L { V } = 15s - 10 
e s2+ Ss + 6 
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111.1 O PM.a el. ll,{gtúente l>.V..tema mec.án-fc.o, deteJtmúuvr. el. deApta.zanú.ento de la maM 

mi 1J el. deApfuzanú.ento de fu mMa m2 en cua..iqu1eJr. -in&tante de tiempo 

Por la segunda ley de Newton: 

para la masa m1. · 

para la masa m2 

d2x 
m2 ~=- k2 Cx2- Xt) + f(t) 

dt2 

6(tJ = o(tJ 

sustituyendo kt = 3, k2 = 2, Dt = O y m1 

d2 x1 

dt 2 
= - 5 Xt + 2 X2 

111·21 

xdOJ=xUOJ = O 

X2(0)= x!(O)= O.·· 

·J 
1 



Este sistema de ecuaciones constituye el modelo matemático del sistema. 
Para resolverlo vamos a aplicar la transformada de Laplace: 

S2 L {x 1 } - 5 L {x 1 } + 2 L {x 2 } 

s 2 L {x2} 2 L {x,} - 2 L {x2} + L {f(t)} 

como 

L {f(t)} = L {ó(t)} = 1 

(s 2 + 5) L {x1} - 2 L h2} = O 

- 2 L {x 1 } + (s 2+ 2) L {x 2 } = 1 

Resolviendo este sistema algebraico: 

L { X 1 } =_ ----'2'--­
s" + 7s 2 + 6 

L { x2 } 
s 2 + 5 

s" + 7s 2 + 6 

Para obtener la transformada inversa, conviene desarrollar primero en 
fracciones parciales: 

2 L { x1 }:--"----

s" + 7s 2 + 6 
2 

(s 2 + 1) (s 2 + 6) 

= AS + B + es + D 

s 2 + 1 s 2 + 6 

= 2/5 + - 2/5 

s 2+1 s 2+ 6 

L { X2 }: - s2 + 5 s2 + 5 
s" + 7s 2 + 6 (s 2 + 1) (5 2 + 6) 

= AS + B + es + D 

5 2 + 1 ·5 2 + 6 

= ~+ __!LL_ 
5 2 + 1 s 2 + 6 

111-22 



-1 
{ 2/5 - 2/51 ? 2 1 

X¡ {t) L 
s2 +1 + s2+ 6) 

= -5 sen t - 5 sen 16t 
lb 

-1 

{~+~} 4 t + l .L lbt x2 (t) L = 5 sen sen 

S 
2+ 1 S 

2+ 6 516 
_--,1 
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T E M A III 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1.- Obtener la transformada de Laplace, de cada una de las siguientes funciones: 

a) f{t) = g{t) ¡;3t g{t) = t2 

b) f{t) ;; ~(t) e2t g(t) = sen h {4t) 

e) f{t) = é g{t) g(t) = cos h {3t) 

= ~4t g{t) = {o, t < 
d) f{t) g(t) 

2, t > 

2.- Obtener la transformada inversa de Laplace, de cada una de las siguientes funci~ 
nes: 

a) F{s) = 3s - 12 
s 2+8 

b) F{s) = 2s-5 
s 2 -9 

e) F{s) 3s + 2 

4s 2+ 12S + 9 

3.- Por medio de la transformada de Laplace, determinar la solución de cada una de -
las ecuaciones diferenciales: 

a) y" + 2y' +y = cos 3 t y{O) =O, y'{O) = 1 

b) y" - 2y' 2é y{ O) 2, y' {O) = 4 

e) y" - 2y' 3y = 4 + x y(O) 1, y'{O) =O 
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4.- Por medio de la transformada de Laplace, obtener 
los sistemas de ecuaciones diferenciales: 

a) x' = 2x - 3y x(O) = 3 

Y' =y - 2x y(O) = 1 

b) x" - X + 5y' = t x(O) = o 

y" - 4y - 2x' = - 2 y(O) = o 

e) x' + 2y - 3 = o x(O) = o 
y' + 2x + 2t = a y( O) = o 

111-25 

la solución, 

x'(O) =O 

y'(O) = O 

de cada uno de 

'j 

' ' 
1 
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T E M A IV 

PROBLEMAS RESUELTOS 

IV. l. --- PaJta c.a.da u_na de LM .6-igu_ú~ntu 6wtuone.6, ob-tenga La ec.u_au6n en de_M_va.dM 

pMUafM de La c.u_aL La 6u_nu6n M .60Lu_u6n geneJta.t. 

al u_= 6[xyl 

b) u_ = 6[2x+yl + g[3x+yl + 3 x' - 2 

SOLUCION 

a) Como la solución u,, está compuesta por una sóla función arbitraria, 
f(x y), la ecuación en derivadas parciales es de primer orden. 

Haciendo s = xy, la solución nos qyeda 
u= f(s) 

y obteniendo las primeras derivadas parciales: 

au -~ ~= f'(s)y ---ai<- d~ ax - - - - - - - - - - - - - - - - (a) , 

a u _ df( s) as --ay- --ds- ay= f' (s) x 
- - - - - - (b) 

Para eliminar f•(s), la cual no aparece en la ecuación en derivadas­
parciales, la despejamos de (a); 

f' (s) = l ~ 
y ax 

y la sustituimos en (b): 

au 1 au 
ay "y a,( X 

de donde 

au _ x ~ 
Y ay - ax 

que es la ecuación en derivadas parciales de primer orden cuya solución 
generai es _u= f(x y) 

b) En este caso, la solución generál u=f.(2x+y)+g(3x+y)+3x 3-2 contiene dos 
funciones arbitrarias: f{2x+y) y g(3x+y), por lo tanto la ecuación -
buscada es de segundo orden. 
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Haciendo s = 2 x + y y t 3 x + y, la solución nos queda: 

ú = f(s) + g(t) + 3 x3 
- 2 

y obteniendo las derivadas hasta de orden dos: 

au • ~ ~ + ~ at + 9 x2 
~ d s ax d t ax 

= 2 f' + 3 g' + 9 x2 

-a
2u. 4 f" + 9 g" + 18 X - - - - - - - - - - - - - - - - - - (a) 

ox 2 

au _ f' + 
9

, 
ay -

- - - - - - - - - - - - - - - (b)-

(e) 

Para eliminar f" y g", ya que éstas no deben aparecer en la ecua­
ción en derivadas parciales buscada, _podemos resolver el sistema de -
ecuaciones (b) y (e) para f" y g". La solución de este sistema 
es: 

o2 u o2 u 
gil - 2 - axay - · ay2 

f" = 3 ~- ~ 
ay 2 axay 

sustituyendo en (a): 

~ = 4 (,3 ~ - ~) + 9 (~ - 2 ~) + 18 X 

ax2 ay2 axay axay ay2 

de donde: 

a2u S ~ + 6 a2u = 18 x 
dx~ axay ay2 

que es la ecuación en derivadas parciales cuya solución general es 

u = f(2x +y) + g(3x +y) + 3 x3 - 2 
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IV. 2.- Va,da {a, e.c.UP.d6n en de.Júvo.dcu paJLUaleA: 

32u c.2 a"u = 0 
dt 2 dx" 

SOLUCION 

Proponemos que la solución de 1~ ecuación es de la forma: 

u(x,t) = F(x)•G(t) (a) 

Las derivadas involucradas en la ecuación en derivadas parciales son: 

~ = FIV (x) G(t) 
ax" 
sustituyendo (a), (b) y (e). en la ecuación: 

separando variables: 

para lo cual se requiere que: 
' 

(b) 

(e) 

Frv(xl nxr=a - - - - - - - - - - - - - - - - - - (d) 

y 

L G"(t) = Cl. 

c2 G(t) 

Resolviendo la ecuación diferencial ordinaria (d) para a > O 

FIV(x) - a F(x) = O 

hactendo 
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su ecuación característica es: 

m' - k2 = o 

o sea 

(m2 + k) (m2 - k) o 
de donde 

m¡ = /K m2 = -/k mg /K 

. ·. F(x) = c1 e /k x + c2 e -/k x + c3 cos /k x + e, sen /k x 

Resolviendo la ecuación diferencial (e) para a> O : 

G"(t) = a 

c 2 G (t) 

G"(t) - c 2 a G(t) O 

haciendo a= k2 

su ecuación característica es: 

de donde: 

m1 e k m2 - e k 

G(t) = Cs eckt +c. eckt 

Sustituyendo F(x) y G(t) en (a): 

u(x,t) = (c¡e/k x+ c2e-/k x+ c3 coslk x+ c,sen /k x) (c 5eckt+ c6 e-ckt) 

que es la solución completa de la ecuación en derivadas parciales dada. 

N • 3.- Ve;t, lr.múwr. R.a. MJúe .6e.no y fu ó elúe c.D<I eno de FoWúeJr. pa11.a. fu fiunc.i.6n 

6(x} = e-x 

SOLU ~ION 

0 < X < 

La serie seno de Fourier para la función f(x) dada es: 

f(x} = ¿ b sen nnx 
n=1 n 

0 < X < 1 - - - - - - - - - ( al 

IV -4 



donde 
(1 
), f(x) sen nrrx dx, 
o 

n = 1, 2, 3, ... 

como f(x) = e-x O < x < 1: 

2f 
o 

1 

-X J e sen nrrx 
0 

cos nrr- e1 sen nrr + nrr J 
pero sen nrr =O para n = 1,-2, 3, ... 

bn - 2nrr [ 1 e1 cos nrr] 
-_ n2 IT2 + 1 -

además cos nrr = (-1)n n = 1, 2, 3, ... 

sustituyendo en (a) 

( ) -x "' 2 n rr [ n 1 J f X = e = l: -- 1 - (-1) e sen nl!X 
n=1 n·2 II 2 +1 

desarrollando algunos términos: 

0 < X < 1 

ex= 2 II[-
1- (l+e1

) ¡¡en Ilx + ~1-e1 ) sen _2II x + .• ] 
Il 2+1 4II2+1 

La serie coseno .de Fourier para la función f(x) dada es: 

f(x) = } a 0 + E a cos 
n=1 · n 

donde 

nllx 0 < X< 1 

(b) 

(e) 

an = 2 J:1 
f(x) cos nllx dx n =O, 1, 2, ... ------- (d) 

IV- 5 
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como 

f(x) = ex 0 < X < 1 

n = a, 1, 2, ... 

para n = O 

para n = 1, 2, 3, 

a = 2 ( 
1 

¡¡x cos nllx dx 
n Jo 

= --2 - [nrrex sen nrrx- ex cos nrrx]
1 

n2JI2+1 a 

= --
2- [nrr e1 sen nrr- e1 cos nll + 1]. 

n2JI2+1 

Sustituyendo ao y 

f(x) = ex = 

a en 
n 

(e): 

IV. 4. ObteneJt .e.a ~eMe .t!U.gonomUM.c.a. de FowúeJt pall.a .e.a M.gfúertte 6wtc..i.6n en el. 

bf,teJtvalo .útcücado. 

-{o 
6(x) = 

1 

-2 < l( < 1 

1 < l( < 2 

SOLUCION 

La serie de Fourier para la función dada, en el intervalo -2<x<2 es: 
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1 00 

f(x) = 2 a, + ¡; (an cos n~x + bn sen n~x¡ - - - - - - - ~ - - - (a) 
n=1 

El cálculo de los coeficientes a,, a y bn lo haremos a continua-n 
ción: 

2 1 

f a, - 1 
) _

2 
f(x) dx = i [ 5-2 (O) dx + (1) dx] 

1 - 2 =2 
1 

( f(x) cos n~x dx 
)_2 n = 1, 2, 3, 

1 

= i [ L
2 

(O) cos n~x dx + 

= - - sen ni! - sen -1 2 [ ni!] 
2 ni! 2 

1 ni! 
- nrr sen 2 ya que sen ni! = O para n = 1 , 2, 3 , ... 

) 

2 

nrrx f(x) sen - 2- dx 
-2 

2 5
1 

(1) sen n~x dx 

- ~Il [ cos ni! - cos nn 

= - ~Il [ ( -1)n - cos nn 

Sustituyendo a0 , an y bn en (a): 

1 
00 r- 1 1 -

f(x) =, + l: L-- sen ni! cos nTix -- ( (-iln- cos n
2

TI ) sen nii
2
'xj 

-. .n=l ni! 2 ,2 ni! 
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que es la serie trigonométrica de Fourier para la función dada en el in 

.tervalo - 2 < X < 2 

·IV. 5.- Sea el p!tobtema de conducc.i6n de catoJt e_y¡ u.na vaJt{J)!.a de cobJte de 1 m de 

taJtgo, cu.yM e:áJtem01.> <1 e mal'l.tiene_y¡ a O • C pa~ta toda t > O . Vete~tm.<.ne ta 

fiu.nc.<.6n de tempe.Jtatu.M u.[x, t}, <~.i. ta d.ú.tJt.<.bu.c.i6n .ÚÚIJÚ:tl de ta tempe!lfl-

tu.Jta e6: 

u.{x, O} 

SOLUCION 

El modelo matemático del problema, es la ecuación de conducción de ca-

lor: 

Cl2 ~ = ll!_ Ü < X < l t > o - - - - - - - - - - - (a) 
ax 2 at 

donde a 2 es la constante de disipación térmica y depende del mate-

rial, para el cobre a2 = 1.14 cm 2 /seg., es la longitud de la vari 

lla, 1 = 1, y u es la temperatura de la varilla, u=u(x,t). 
Las condiciones de frontera del problema son; 
u (O, t) = O 
u (1, t) =o 
y la condición inicial es: 

u(x, O) = g(x) 

donde 

9lxl . {:_, O~x<} 
1 

x~l "2 

(b) 
(e) 

(d) 

Para resolver al ecuación (a), utiliz.aremos el método de separación -

de variables. 
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,./ 

Propongamos como solución de,,la ecuación (a) a ia función: 

u (x, t) = F(x) G(t) 

para que sea solución de (a) deberá satisfacerla. 

Derivan do U()(, t); 

~~ = f(x) G' (t) 

~ = F"(x) G(Ú 
ox 2 

sustituyendo en la ecuación: 

a.2 F"(x.) G(t) = F(x) G'(t) 

separando las variables 

F"(x) _ 1 G'(t) 
F(X') - a.2 GTtT -

para lo cual: 

F"(x) _ 
F(X')- k 

.!._ G'(t) = k 
a 2 G(t) 

donde k es constante. 

- - - - - - - - - - -
) 

(e) 

(f) 

(g) 

Antes de determinar el valor de k,' observemos la relación entre F(x) 

y G( t) con 1 as condiciones de fro,ntera: 

u (O,t) = F(O) G(t) = O 

u (1, t) = F (1) G(t) = O 

de donde, si G(t) = O, al sustituir en (e) tendríamos que 

u(x, t) = O, o sea la solución trivial. Entonces, si G(t) '1 O se -

tiene que 

F(O) = O 

F(l) = O 
- - - - - - - - - - - --- - - - - - - - - ~h) 
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i) Considerew~s que k = O 

Entonces la solución de la ecuación diferencial (f) es: 

F(x) ~ c1 + c2 X 

determinando e, y co por medio de las condiciones (h): 

F(O) = e 1 + e o (O) O 

F(l) = C¡ + Co (1) = 0 

de donde c1 = co = O, con lo cual F(x) = c1 + c2 x = O. Esta fun-

ción F(x) = O, hace que la solución u(x, t) = F(x) G(t) sea trivial 

la cual no es aceptable, por lo tanto k no puede ser cero. 

i i) Cons ·;ce remos que k >O 

La ecuación diferencial (f) se puede representar: 

F" (x) - k F(x) = O k > O 

cuya solución es: 

F(x) 
,/k _/k X 

c 1 _e k ''-+ e o e 

determin~.ndo c1 y c. por medio de las condiciones (h): 

F(O) = C¡ + c. = o 

F(l) = C¡ e& t + c2 e/k t = 0 

Es~e sistema por ser homcgéneo acepta la solución trivial · c1 = c. = O, 

pero es:o hace a F(x) = O, con lo cual u(x, t) = O, que como ya vi­

me~ no es aceptable. Para que el sistema anterior tenga solución dis­

tinta de 1a trivial se requiere que su determinante sea ceró: 
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este determinante es cero solamente para k = O, pero k = O contra 

dice la consideración hecha para este caso de que k > O. Por lo tan 

to k no puede ser positiva. 

i i i) Con si der'ando que k < O 

Con k <O la solución de la ecuación diferencial (f) es: 

F(xj = c1 cos ,1[ x + c 2 sen ,lK x (i) 

utilizando las condiciones (h): 

F{O) c1 = 0 

F(l) C¡ cos ,Ll( 1 + Cz sen ,Lk 1 =O 

de donde c 1 = O y c2 sen ,lK 1 = O 

Seyue~e evitar la solución trivial, o sea c2 i O si en la expresión 

c2 sen ,lf 1 = O 

Cz r O y sen ,lK 1 = O lo cual se cumple para:' 

,l.f 1 = ni! n=1,2,3, ... 

o sea: 

-k = n2
II

2 ,. 

Con este valor de k', la solución de ,{f), o sea la~función (i) 

da: 

f(x) Cz sen nllx 
1 
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i 

G(t) a 2 k t e, e 

_ a2 n211 2 t 
= e, e 1• 

Sustituyendo F(x) y G(t) en la soluci6n (e) y sustituyendo 1 1: 

u(x, t) a 2 2II2 t (e, e n ) (e, sen nrrx) n = 1, 2, 3, ... 

a 2 2 II2 t = e n (bn sen niix) 

donde bn = c2 c3 para toda n = 1, 2, 3, ... 

Como podemos ver tenemos una solución para cada valor de n, o sea te­

nemos un número infinito de soluciones. Por ser la ecuación en deriva-

das parciales lineal, la suma de sus soluciones también es lineal, por 

lo tanto: 

00 2 2 2 
u(x, t) = E ea n Il tlb sen niix) 

n=1 n 
- - - - - - - - - - - - - (j) 

Para determinar el, valor del coeficiente bn , vamos a utilizar la con-

dición inicial (d): 

sen niix E bn sén niix 
n=1 

y como podemos- observar, esta serie es la serie seno de Fourier, de la 

función g(x) en el intervalo O~ x ~ 1, donde: 

b = 2 ( 
1 

g(x) sen nrrx dx n Jo n = 1, 2, 3, 

como 

g(x) sx 
= l1-x 
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entonces: 

250
. 1/2 

x sen nllx dx + 

4 nll =--sen-
n2¡¡2 2 

sustituyendo bn en ·(j): 

1 5 ( 1-x) sen nllx dx 

1/2 

oo 4 -a2 n 2 11 2 t nll 
u(x, t) = ¡; --(e ) ( sen zl ( sen nllx) 

n=1 n'2¡¡2 

que es la solución del modelo matemático del problema. 
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T E M A IV 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

IV.1.- Para cada una de las siguientes funciones, obtenga la ecuación en derivadas 
parciales de la cual la función es solución general: 

a) -r- F(x) + y G(x) + x2 - x y2 

b) u = F(y+x) + g(y-x) 

e) u = f(x 2 + y 2 ) 

IV.2.- Determinar la solución de cada una de las siguientes ecuaciones para la a 

dada: 

a) ~+~=O 
ax 2 ay 2 

para a = O y para a > O 

b) a2 u au x - + y - = u , para a = O 
ox2 ay 

IV.3.- Determinar la serie trigonométrica de Fourier para cada una de las siguien­

tes funciones. 

a) 

b) 

f(x) = x2 

{

x(2+x) 
f(x) = 

(2-x) 2 

- 1 < X < 1 

- 2 <x < O 

0 < X < 2 

IV.4.- Determinar la serie seno y la serie coseno de Fourier para la función: 

f(x) = 1 - x 0 < X < 1 

IV.5.- Una línea de transmisión, para la cual R=1 ohm/milla, L = 0.01 henry/milla, 
e = 18-8 farad/mi 11 a, y g = 10-6 mho/mi 11 a, ti ene 1000 mi 11 as de 1 ongi tud . 
. Inicialmente el potencial en cualquier punto es independiente del tiempo, en 
x = O y x = 1000 el potencial es respectivamente E1 y E2 
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Si los extremos son repentinamente aterrizados, determinar la función potén­
cial resultante E(x •. t), si sabemos que el modelo matem§tico del problema 
es: 

~
2E = aE "2 E R G E + (R C + L G) -~+ LC -0 -

ax 2 at at 2 

IV -15 
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T E M A V 

PROBLEMAS RESUELTOS 

V. l. Vúvun-inaJz. 112 6o pa!ta. fu 6uhu6n 6¡¿ = Zf¿ + f¿ + ; , c.on h = 1 
3 

v.z. 

SOLUCION 

112
fk = fk+2h - 2 fk+h + fk 

con h = 1 

para k = O 

112 fo = 1 + ~ = 1I 9 9 

CompJtobaJt que 

SOLUCION 

Si 

E k(m) = k(m+1) 

--:m+! 

E k (m) k (m+1) 
= li1+l 

- - - - - - - - - - - - - - - - (a). 

entonces aplicando el operador 11 en ambos miembros: 
(m) k(m+l) 

k = 11 ---¡¡¡-:¡:-r 

(k+l) (m+l) k(m+l) 

m + 1 - --¡¡;--+T 

(k+l) (m+l) - k(m+1) 

m + 

V·l 
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Para comprobar que (a) es verdadera, bastará con demostrar la identi­

dad (b). 

-Desarrollando la primera diferencia de k<ny :. 

llk {n)_ ( k+1) (n) - k (n) 

(k+l) (k) (k-1) (k-2)··-[ k-(n-2) J -k(k-1) (k-2)··-[ k-(n-1) J 
{k(k-1) (k-2)··{ k-(n-2) J} {(k+l) - [ k-(n-1) ]} 

{k(k-1) (k-2)··· [ k-(n-2) J} {n} 

{k (n-1) } {n} 

n k(n-1) 

(k+1) (n) - k(n) = n k(n- 1) 

si en esta expresión hacemos n = m + 1: 

(k+1) (m+1) - k(m+ 1) = (m+l) k(m) 

sustituyendo (e) en ( b): 

k(m) _ (m+1) k(m) 
- m + 1 

= k(m) 

queda demostrada la identidad (b). 

V.3. Pa.Jta .ta JÍUYtcWYl JÍk_ = IG 3 , deteJun-tYla.Jt: 

a) Z: lÍk_ 

V- 2 
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SOLUCION: 

a) Para obtener EK 3 

factorial: 
vamos a representar k3 por medio de la función -

k 3 = k( 3) + 3 k( 2) +- k(l) 

ya q.ue: 

k( 3 ) + 3k( 2) + k(l) k(k-1) (k-2) + 3 k(k-1) + k 

k 
3 

- 3k 
2 

+ 2k + 3k( 2) - 3k + k 

3 

k 

Entonces: 

r/ =_r c~(3) + 3k(2) + ¡¿ci>J 

como ¿ k(m) 
k(m+1) 

, tenemos =~ 

EK 3 
- k(4) 3 k (3) k(2) 
-~ + -----r-- +.~ 

k(k-1) (k-2) (k-3) + 4k· (k-1) (k-2) + 2k(k-1) 

Esta suma la podemos obtener, sin necesidad de conocer previamente la -
suma indefinida de k3 Basta con desarrollar la suma de la función 
desde cero hasta dos: 

2 

E k 3 = (0) 3 + (1) 3 + (2) 3 =O+ 1 + 8 = 9 
o 

Con esto podríamos pensar en que para conocer la suma definida es inútil 
obtener primero la suma indefinida, como lo hicimos en el inciso a). 
Sin embargo la ventaja de _obtener la suma definida primero, se puede -
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apreciar en el siguiente inciso. 

e) ~· k' = k'~ 2 k'+ k" ¡·100 = lOe - 2xl0" + 10' 24502500 
o o 4 

de o'tra manera: 

9 9 

¡: k3 = (0) 3 + (1) 3 + (2) 3 (3) 3 + ... +(99) 3 

o 

a) ~· y~ - ~ YR = k 

b) (~ 2 + 3 ~ + 1) yR + (E- 1) y~+ YR_ 1=0 

SOLUCION 

a) ~·yk - ~Yk = k 

(E-1)~ yk - (E-1) yk = k 

(E 2 
- 2E+l - E+l)yk = k 

(E 2 
- 3E+2)yk = k 

el orden es 2 

b) (~ 2 + 3 ~ + l)yk + (E-l)yk + yk_
1 

= O 

[ E2 
- 2E+l+3E-3+1+E-l J y~ + Yk_

1 
= O 

(E 2+ 2E-2) yk + yk_
1 

= O 

el "orden es 3 
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V. 5. _ Ve-tvrm.útaJt .ea l>D!u.u6n de c.ada una de la.6 -6-i.gu..i.entu e=U:onu en d-i.6eJten­
wu. 

a) o 

c.) {E' + 78 E2 + 87) r!k = O 

SOLUCION 

a) La ecuación representada por medio del operador E es: 

(E 3 + 3 E2 + 3 E + 1) yk = O 

La.ecuación característica correspondiente-es: 

Determinando las raices por división sintética: 

1 3 3 1 
- 1 -1 -2 -1 

1 2 o 

- 1 -1 -1 

1 1 o 

- 1 -1 

1 o 

St = Sz Ss = - 1 

Con las tres raíces iguales, la solución general de la ecuación es: 

yk = (c 1 + c2k + c3k 2 ) (-1)k 

b) yk+4 - 16 yk = o 

haciendo S2 = A , tenemos 

A 2 
- 16 O 

A = ± 4 

V-5 
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para A = 4 

B2 = A = 4 

B = ±1"4 

para A = - 4 

B2 = - 4 

S = ± r-4 

para s, y 

r = 1(2)2 + (0)2 

Br 2 

s, 2i 

s. 

2 y e 

82 - 2 

s. 2i 

2 JI angtan 0 = 2 

la solución general de la ecuación es: 

e) {E 4 + 18 E2 + 81) yk = O 

La ecuación característica es: 

a• + 18 S2 + 81 = o 
haciendo S2 = A 

A2 + 18 A + 81 = O 

A = - 18 ± 13221 - :m 
2 

para A = Ar - 9: 

¡¡2 = - 9 Sr = 3i fh - 3i 

para A = >,2 - 9 

¡¡2 = - 9 s, = 3i a. - 3; 

V·& 



Las cuatro raíces son. imaginarias y se repiten. 

r = 3 3 11 e= ang tanrr =y 

La solución general de la ecuación es: 

yk = 3k [(e¡ + c2kl cos k~+ (c 3 + e, k) sen k~] 

V.6.- ObteneA e)'. opeAadOJL ruUqu.il4doJt piVta cada u.na de RM <I-4¡W:.ente6 ec.u.awne6 -

en d-tóeAenc.-úv.>: 

a) P(E) 
. k 

lfk = 2 

b) P(E) lfk = 3 - 4 k2 

c.) P(E) lfk = 
k 11 2 <len k 2 

d) P(E) lfk = 5 C.O<I k~+ (-1)k 

e) P(E) lfk = -
k 11 2·3 ·k <~en k 2 

SOLUCION 

a) P(E) y = l 
k 

El aniquilador ~ (E) buscado, es un polinomio en E tal que al apli­
carlo a la función qk = 2k de la ecuación, la 'anule. 

Para este caso ~ (E) E - 2 , ya que: 

~ (E) qk = (E-2) 2k = E 2k - 2•2k = 2k+1 - 2•2k = O 

Este aniquilador se obtiene de la siguien~ft manera: 
qk 2k es una solución particular obtenida de la solución general: 

haciendo c1 1 . Esta solución general se formó con la raíz S = 2, 
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y ia ecuación característica correspondiente es: 

S - 2 O 

gk = 2k es solución de la ecuación homogénea: 

(E - 2) qk = O 

de donde se tiene que el aniquilador es 

0(E)=E-2 

b) qk = 3 - 4 k2 es una solución particular obtenida de la solución gene­
rál: 

qk = c1 + c2 k + e, k2 

haciendo c 1 c2 O y c3 - 4. Esta solución general se for-
mó con las raíces: 

y la solución característica correspondiente es: 

(S- 1) 3 =O 

qk = 3 - 4 k2 es so-lución de la ecuación homogénea: 

(E - 1) 3 qk =O 

de donde se tiene que el aniquilador es: 

il(E)=(E-1) 3 

e) qk = 2k sen k~ es una solución particylar obtenida de la solución 
general: 

k rr rr qk = 2 · (c 1 cos k 2 + c2 sen k 2) 

hacienDo c1 = O y c2 = 1 Esta solución general se formó con -
r = 2 y e=% , por i'o tanto, las raíces de la ecuación caracterís 

ca son: 

S1 = a + bi S2 a - bi 

donde 

a = r cos e 2 rr cos 7 = o 
b r sen 2 ¡¡ -sen 7 - 2 

V·8 



por lo que 

s1 ~ 2; y s2 ~ - 2i 

La ecuación ·característica correspondiente es 

(S - 2i) (S+ 2i) ~ O 

e.l aniquilador es íl (E) E' +. 4 

d) qk ~ 5 cos k~+ (-l)k es una solución particular obtenida de la solu 

ci ón genera 1: 

Los dos primeros términos de esta solución se formaron con r ~ 1 y 

·e~~ , por lo tanto las raíces de la ecuación característica son: 

S1 ~ a + b 

donde 

a ~ r cos e 

b ~ r sen e 

por lo que: 
1 13 . 

SI ~ 2 + 2, 

JI 1 
cos 1" ~ 2 

JI IJ sen 1" ~ 2 

La ecuación característica es: 

y s, ~ - 1 

s, - 1 

[s-(!+1il] [s-(~-1;8 (s+1)~o 

( S2 
- s + 1) (S + 1) ~ O 

s' + 1 ~ o 

.. el aniquilador correspondiente es líJ (E) E'+ 1 

V·9 



es solución particular obtenida de la solu_ción 

genera 1. 

haciendo C¡ c2 = C3 = O y e, = - 2 . Esta solución se formó -

con r = 3 y Il e = 2 de las raíces repetidas: 

S 1 = S 3 = a + bi lh = s, = a - bi 

donde 

a = r cos e 3 cos ~ = o 

b r sen e 3 sen ~ = 3 

con lo cual 

S¡ = 83 = 3i s2 = e, = - 3i 

la ecuación característica correspondiente es: 

(B- 3i) 2 (B + 3i) 2 =O 

(S2+9)2=0 

el aniquilador correspondiente es: 

0 (E) = ( E2 + 9) 2 

v. 1.- VeteJtmúi.M la Mluu6vt geneJtat de. la ~.ig!Ue.vtte. e.CJJ.au6vt en d.i6Vt.mc.úU. 

]] k. 
yk.+z-Yk. = 5 c.ol.l k. "J + (-7) - - - - - - - - - - - - - - - - - - - (al 

SOLUCION 

Por ser lineal la ecuación, su solución general es de la forma 

yk = y~c) + y~p) 

Determinando la soluc·ión complementaria 

ia ecuación característica es: 

S2 
- 1 = o 

áe donde S1 = 1 y B2 = - 1 

Y
(c) • 
k . 

Y(c) "C¡{l)k +c 2 (-l)k = C¡+C 2 (-l)k -- •-------- (b) 
k 

V-10 



Determinando la solución particular y<Pl por el método de-coeficien­
k 

tes indeterminados: 

El aniquilador de qk = 5 cos k~+ (-1)k, como puede verse en el in 

ciso d) del problema IV.6, es: 

~ (D) = E3 + 1 

Aplicando el operadoraniqÚilador en ambos miembros de la ecuación en -

diferencias: 

[ 
rr kl · (E 3 + 1) (E 2 

e 1) y k·= (E 3 + 1) 5 cos k :¡ + ( -1) J = O - - - - (e) 

La ecuación característica de esta ecuación homo.génea es: 

(S 3 t l) (S 2 
- 1) = O 

de donde 

" 1 1 " 1 "=.!.+ 13 ,· ·s - 1 13 · ~¡ = ' 62 - ' ~3 - • ~· 2 ---¿ Y S - 2 - -z 1 

con s, Y Ss 

r = e 

la solución de (e) es: 

yk c1 + (c 2 + c3 . k) (-1)k + e, cos k~+ c5 sen k~ - - - - - - (d) 

Esta solución también es solución de (a) y como yk = y~c) + y~Pl ,· 

sabemos q.ue: 

y(c) = c1 + c2 (-1)k . k 

en (d) 

y~p) = ca k (-1)k +e, cos k~+ c 5 sen k~ 

Para determinar las constantes 

en (a): 

V-11 
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c 3 (k+2)(-l)k+2 + e' cos (k+2) ~ + C5 sen (k+2) ~ -

- c 3 k(-l)k- c 4 cos k~- c 5 sen k~=' 5 cos k~+ (--l)k 

des a rro 11 ando: 

2 c 3 (-l)k + c 4 [ cos k~ cos 
2~- sen k~ sen 

2~] + 

+ es [sen k ~ e os 
2~ + cos k ~ sen 

2~] - e, cos k ~ -

- es sen k~= 5 cos k~+ (-l)k 

de donde: 

2 e, = 1 

2!1 2!1 e, cos 3 + c 5 sen 3 - e, = 5 

2!1 2!1 e, sen 3 + c 5 cos 3 - es O 

o sea: 

2 e, = 

,13 
1.5 e, + :z c5 5 

,13' - :z e,, - l. 5 es = O 

cuya solución es: 

1 
e, = 2 

5 
e, = - 2 - 5./3 Cs- - 6-

y la solución Beneral queda: 

yk = c 1 + c2 (-l)k +}k (-l)k - j cos k~+ 5~ sen k~ 

V.8.- RMoLve/L La ~.igu.{en;te eC11.aci.611 en cU.6eJLenci.M: 

2 
yk+Z - 3Yk+1 + Zyk = 3f 

y -12 



Cl) 

b) pOJt Vo.IÚClU6YL de pMámebt0.6 

SOLUCION 

a) 

La solución ~omplementaria de 1~ ecuación es: 
(e) k 

Yk = C¡ + C2 • 2 

Determinando y(p) por coeficientes indeterminados. 
~ k 

2 - - 1 k qk = IK = 2 (3) .es una soluci~n particular de una ecuación homogénea 
3 

P(Ej qk =O, obtenida de la solución general. 

qk = C¡ (j)k 

haciendo c1 = 2. Esta solución se formó con la raíz S - 3 , y la 

ecuación complementaria correspondiente es: 

(S - jl = O 

1 el aniquilador es ~(E) = E - 3 

Aplicando el aniquilador en ambos miembros de la ecuación no homogénea: 

(E - jJ (E 2 
- 3E + 2) yk = O 

la solución de esta ecuación homogénea es: 

y k = C¡ + c2 2k + e, (jl k 

- de donde, como 

= e, 

Para determinar e, 

1 k+2 1 k+1 
e, (3) -3 e, (3) 

1 1 k k 
03 9 (3) - e, (l) + 

3 

de donde: 

C3 9- C3 + 2 C3 2 

, sustituímos 
k 

+ 2 e, (l) 
3 

2 c3 

k 
(l) 
3 

- 9 
C3 - S 

v- 13 

tenemos que 

y(p) 
k en la 

2 
=3k 
2 (l) 

k 
3 

e·cuación no homogénea:· 



la solución general de la ecuación es: 

k 9 
c, + c2·2 +--k 

5·3 

' b) Determinando y~p) por variación de parámetros. 

Como 

Y(c) = C¡ + C 2•l 
k 

entonces 
(p) k 

y k = u k + v k. 2 

Donde las funciones uk y vk se obtienen sumando la solución del 

siguiente sistema: 

[

(l)k+1 

(l)k+2 

La solución del sistema es: 

. 2 
{\U =--

k } 

sumando: 
2 

uk = z (- -.:vl 
3 

o sea 

v-14 



finalmente la solución ,general de la ecuación es: 

:te ec.uau6n: 

SOLUCION 

La SQlución complementaria de esta ecuación es: 

(e) ¡k k yk = C¡ + c2(-l + c,·2 

La solución particular de >la ecuación es de la forma: 

donde las funciones· uk' vk y w.k se determinan sumando la solución 

del siguiente sistema: 

(-l)k+1 2k+1 "• l 1 
o 1 

1 

(-l)k+2 2k+2 

"'j o 

(-l)k+3 2k+3 [,Wk 6•2k 

La solución de este sistema es: 

Lluk = - 3·2k Llvk = 
2k 

(-2)k t,wk ' - (-l)k-
-

sumando·: 

u k = ¡; (-3·2k) - 3·2k 

¡; (-d k" 
vk 

( -2) 
=-3-

V-IS 
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--~ 

wk I (1) = k 

• (p) k ( -2) k k - k 
.. yk =_- 3·2 + -3- (-1) + k·2 

(k-3)·2k + [(-2~k 

k 2k 
(k-3)·2 + 3 

( - 8) k 
k - 3 . 2 

y la solución general es: 

V-16 



T E M A V 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1.- Determinar ~'f 1 para la función ' 3k 
fk =k+ k2 + 2 

2.- Determinar l:fk para la función 

· .3.- Determinar el orden de ~ada una de las siguientes ecuaciones en diferencias 

a) (E 4 + 12 E2 + 18) xk 15 

e) 

d) 

~zyk - (E+1)yk = O 

(~ 2 + 3~) X = l_ 
k k2 

4.- Determinar la solución de cada una de las siguientes ecuaciones en diferencias. .·¡ 

a) xk+2 - 6 xk+l + 13 xk = O 

b) yk+3 - 3yk+2 - l0yk+1 + 24yk o 

e) yk+4 + 16yk = O 

d) xk+3 - 13x + .k+1 12xk = 4 + c-d 
e) yk+2 - _3Yk+1 + 2y = 3k 

k 4'< 

f) 
k ¡¡ 

yk+2 + yk = 2•3 cos k 2 

g) yk+2 ~ yk = - 3k·4k + 2 

• V- 17 





VI. 1.- PaJUt la ma:búz A: 

A= [; _;] 

TEMA VI 

PROBLEMAS RESUELTOS 

deteNnhuvt A- 1, A2 1J A 1 5 

SOLUCION 

A k = Bo I + 13, A 

Determinando los valores característicos de A: 

)
2-A 41=>!-A-6=0 
1 -1-A 

.". AI = 3 A2 = - 2 

Sustituyendo A1 y A2 en 

tenemos, para AI 3 

-3k = Bo + 3 B1 

para A2 = - 2 

(-2)k = Bo - 2 S, 

La solución del sistema de ecuaciones (b) y (e) es: 

- 2·Jk + 3 (-2)k 
Bo - 5 

sustituyendo en (a): 

(a) 

(b) 

- - - - - - (e) 

J ~ 
k k-4B, _ 1 4•3 + (-2) 

- 5 k k 
Bo·B 3 - (-2) 

k - J 4•3 - 4(-2) 

3k + 4(-2)k 

VI-l 



Para k = - 1 

,-, ·f l~l l! -!l 5 5 10 
6 - 6J 

Para k = 2 

[" Az = t 5 "] 25 [: :] 
Para k = 15 

[ 57362860 57526700] Als 1 

= 5 14381675 14217835 

VI.2.- V e.teturl-ÚtM R.o. mcWU.z Al< pMo. c.o.do. uno. de R.a.6 6.igtúe.n;tu mcWU.c.u: 

o.) A = e -:] [ -3 b) A· 
4 

-:] 
c.) A = E :J -1 

SOLUCION 

a} Determinando los valores característicos de A: 

l : A 
- 1 1 = A-2 + 1 = O 
- A 

Ak = So I + S1 A 

Para 1. 1 = i 

(i}k = So + i S¡ 
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b) 

Como 

( i ¡k 
. ¡¡ k 

(e~ 2) 

tenemos: 

k I!.i ¡¡ e 2 = cos k + 2 

cos .k~-+ sen k~= So+ s, 

de-donde: 

So cos k I!. 2 

sen k I!. 2 

sen k I!. 
2 

A k So 1 + 61 A= So e :J + s, e 
['' ·S, 

- ''] 
So 

-['" k I!. 
- '" '~] 2 

sen k I!. e os k I!. 
2 2 

Determinando los va lorE1s 

1 -
1 /-A - 2 

Sustituyendo A; en: 

k 
\ = So + A; S, 

característicos 

_tenemos para A1 1 + 2 i 

(-1 + 2i)k = Bo + (-1 + 2 i)S, 

VI-3 

de 
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A: 

:x., = - 1+2i , :X. 2 =-l-2i 



e) 

como 
k k 

(-1 + 2i)k = (lb e2i¡k = 5 2 e2ki = 5 2 (cos 2 k+ sen 2 k} 

entonces: 
k 

5
2 (cos2k+ sen2k) So-S,+2S, 

de donde 
k 

52 
S1 = --2-- sen 2 k 

y k 

52 . 
So = - 2- (2 cos 2 k+ sen 2 k) 

Por ser la matriz A de orden 2: 

Ak = So I + S1 A So e ~] + s, [ -: 
[So-3S, - 2 s, J 

4 s, Bo + s, 

~ [ 2 cos 2 k - 2 sen 
- 5 
- --2-- 4 sen 2 k 

k 
[ cos 2 k - sen 2 k 

52 
2 sen 2 k 

Determinando los val'ores característicos de 

3 - A 2 

2 - A 

2 

2 

-1 . - 1 -A 

Sustituyendo A;• 1, 2, en 

-:] 

2 k - 2 sen 2 k 

2 cos 2 k + 2 sen 

- sen 2 k 

2 k]' cos 2 k + sen 

A: 

2J 

A~ = Bo + A; S, + Al B2 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - (a) 



Para 1.. 1 = -1 

1 = So + S¡ + S2 

Para /..2 = 2 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - (b) 

2k = So + 2 S1 + 4 S2 - - - (e) 

Para 1.. 3 , derivamos (a): 

k k-1 
Ai = S¡ + 2 Ai s2 

Sustituyendo A., 2 

k 2k-l = S¡ + 4 s2 - - - - - - - - - - - - - - - (d) 

Resolviendo el sistema de ecuaciónes (b), (e) y-(d), obtenemos: 

So = 2k (k - 3) + 4 

S¡ = 4·2k - 3 k·2k-l - 4 

s2 = k·2k-l - 2k + 1 

como A es de orden 3: 

''···"··, ... , .... r : j··L _: j··t ~ :j 
t''"•'"· 

2S¡+8S2 "·''"] = S1 + 3 S2 So+2S¡ +4S2 2S¡+6S2 

- 81- 4S2 - S¡ - 4S2 So - 4S2 

f"'' 
k·2k k k 

- 2•2 : 2k•2 'l 
= k -1 2k 2·2 - 2 

. k 2k-1 -k•2k-1 - k•2k + 2k 

V1.3.- PaJta e.t <~.U.tema. de. e.c.uacúone.<~ e.n cU.6eJte.ncúa.6: 

xk+1 = 2 xk + 4 Yk 

V1·S 
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a) VeteJtmúwJt ~.>u. ~.>oLu.u6n ge.neJtal pO!L me.cüo de. La ma:trJ:z k.· A 

b} VeteJtrtU.nah La .60Lu.úán pa.Jl.:UCLLLM qu.e. f..atil> 6ace. LM concüuone.f.. .úúc.-<:a-

Le.f.. x o = 1 lJ o = - 1 

SOLUCION 

a) La solución de este sistema lineal y homogéneo es: 

xk = Ak x0 

donde la matriz Ak correspondiente a la matriz A de coeficientes -
del sistema: 

se obtuvo en el problema V.l , y es: 

I
4·3k + (-2)k 4J- 4 (-2)k] 

Ak = l 
5 

3k - (-2)k 3k + 4(-2)k 

El vector x0 , es el vector de condiciones iniciales y en este caso 
para obtener la solución general, hacemos: 

Xo = C:J = [::] 
y constantes 

haciendo: 

c1 =} (k 1 + kz) y 1 
Cz ~~(k¡ - 4 kz) 

V:I-6 



-_.,--

tenemos: 

que es la solución general del sistema. 

b) En este caso, el vector de condiciones iniciales es: 

Xo = e: J = I -~] 
Entonces, la solución particular correspondiente es: 

k k k k 

[

4·3 + (-2) 4·3 - 4(-2) J 
- k - 1 
xk =A Xo~ 5 3k - (-2)k 3k + 4(-2)k 

[ 

(-2]k ~ 
- (-2)~ 

VI. 4. • . VúeJWú.natL !a <~a!uuón del. ~.>l.g!Umte J.Ji.I.J:tema que ~.>a:tl.I.J 6ac.e !a~.> eondl.uone~.> 

;{.ni.Ua.f.u btcUeada~.> : 

xk+l 2 xk + 4yk + 2_k 

Y k+ 1 xk - Y k - 2 k 

SOLUCION 

X o O-

Yo O 

El sistema es lineal, no homogéneo-_y de coeficientes- constantes. La 
solución es de la forma: 

k-1 . 
ik = Ak io + E Al 6 . 

j=O k-1-j 

VI•7 
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del sistema: 

A = [ 
2 4

] ; 6k = [ 
2 

k J ; X o = [ 
0

] 1 -1 - 2 k o 

k . 
A se obtuvo en el problema V.1 : 

k ' k k k 

[

4·3 + (-2) 4·3 - 4(-2) ] 
Ak = .!. 

5 
3k - (-2)k 3k + 4{-2)k 

sumando: 

de tablas: 

= l2:~:(-2)j(k-1-j) J 
k-1 

-2 ¿ (-2) (k-1-j) 
J=O 

4·3j _ 4(-2)jl r2(k-1-j) l 

3] + 4 (-2)] -2 {k-1-j) 

k-1 k-1 
= (k-1) ¿ (-2)j - ¿ (-2)jj 

j=O j=O 

¿ (-2lj. - . (- 2)j ---3-

VI·B 



sumando por partes ( -2)jj 

uk = j 

{\\ = (-2)j 

~ Así: 

k-1 . 
¿; (-2)J(k-1-j) 

j=O 

tluk = 1 

V 
= - (-2)j . 

k 3 , 
(-2)j+1 2 . 

vk+1 = - --3- = 3 (- 2lJ 

k-1 k-1 
(k-1)'¿ (-2)j - ¿; (-2)jj 

j=O j=O 

= (k-1) e (-2)j]k- [- (-2)j j + ~ (-2)j]k t 3 o 3 3 3 o 

= ~ D -d + 3 k - 1 J 
k-1 

¿; Aj b . 
k-1-J j=O 

= r2 ;~: (-2)j (k-1-j) ·J 
k-1 

-2 ¿; (-2)j (k-1-j) 
j=O 

La solución del sistema es: 

[

2 r. k . -:;')J 9 JJ -2) + 3 k - ~· 

= - ~D -2) k + 3 k - ~ 
Vl'9 



Obte.neJt .ta. .60lu.u6n de..t ~.Ute.ma. de. e.c.u.a.eúJn~ da.do e.n e..t p!tob.te.ma. V. 4, )'Ott 

me.dia·de..t apeJta.dott c.a~e.nto E. 

SOLUCION 

El sistema a resolver es el siguiente: 

Xo = O 

Yo = O 

Representando el sistema por medio del operador E: 

E xk = 2 xk + 4yk + 2 k 

E Yk = xk - Yk - 2k 

o bien: 

(E-2) xk - 4 yk = 2 k 

- xk + (E+1) yk = - 2 k 

Resolviendo este sistema algebraico: 

-4, xk 

1

, 2k 
E+l -2k 

E - 2 
-4 1 

E+1 - 1 

EE-2) (E+1).- ~ xk = (E+1) (2k) - 8k 

(E 2 
- E - 6) xk = 2(k+l) + 2k ·- 8k 

= 2 - 4k - - - - - - - - - - - - - - (a) 

1 

E - 2 - 4 1 yk = 1 E - 2 2 k ¡· 
- 1 E+l - 1 -2k 

(E 2 
- E - 6) yk = (E - 2) (-2k) + 2 k 

= - 2 (k+1) + 4k + 2k 

= - 2 + 4k 
VI-10 
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Las ecuaciones (a) y (b) son ecuaciones en diferencias ordinarias · 
/ 

lineales. 

La soluCión de'la ecuación. (a) es de la forma: 

= x<cl +·x(p) 
xk k k 

donde: 

y 

) 2 2 x~P - 9 + 3 k 

k k 2 2 
Xk = C¡ 3 + C2 (-2) - 9 + 3 k 

La solución de la ecuación (b) es: 
k k 2 2 

yk = e, 3 + e- (-2) + 9 - 3 k 

(e) 

(d) 

Para encontrar la relación que existe entre )as constantes c 1 , c 2 , e, 

Y.c- , sustituimos (e) y (d) en cualquiera de las ecuaciones del sis 

tema original. • Sustit~yendo (e) y (d) en la primera -ecuación del -

sistema: 

k k 8 8 
+ 4 c33 + 4c-(-2) + 9 - 3 k+ 2 

de donde: 
1 e, = 4 C¡ y e- = - c2 

Sustitúyendo estas relaciones en la solución (d): 

- 1 k k 2 2 
Yk - 4 C¡ 3 - C2 (-2) + 9- 3 k --·--(e) 

Las funciones (e) y (e) constituyen la solución ge.neral del sistema 

de ecuaciones en diferencias. Para obtener la solución particulár que 

satisface las condiciones x0 = O y y 0 =·O , hacemos k = O en la SQ. 
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lución general y sustituimos dichas condiciones: 
2 

O = Ct + c2 - 9 

1 2 
0 = { Ct - C2 + 9 

Res o 1 vi en do es te sistema, obtenemos: 

Ct = 0 

la solución particular es: 
2 k 2 2 

xk = 9 (-?) - 9 + 3 k 

2 k 2 2 " 
yk = - 9 (-2) + 9- 3 k 

Como podemos ver, esta solución es exactamente la misma que la que obtu 
vimos en el problema anterior. 

VI.·6.- TJtaJ't6fioJUna!L .ea l.ligrúente ec.ua.uán en ciA:6eJtenc-La.l.l en un l.lil.l;l:ema. de .ec.ua.uonu 

de p!úmeJt oJtden. 

Y¡¿+4 - 3yk+2 + 5~/¿+ 1 - ~Y¡¿ = f¿2 

SOLUCION 

Introduciendo cuatro nuevas variables x~ll ·, x~2 l, x~3l y · x~4l, 
por ser la ecuación de orden cuatro, .tales que; 

Y = x(1) 
k k 

yk+1 
(.1) X (2) 

xk+1 k 

yk+2 
x(2) 

k+1 
x(3) 
k 

yk+3 
x (3)= x(4) 

k+1 k 

despejando yk+4 de la ecuación en diferencias: 

(a) 

(b) 

(e) 

(d) 

- - - - - - - - - - - - - - (e) 
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;_ --·-

. ---
~ 

como (d) y (e) son iguales: 

x (4) -3 x<1l 5 x<2l + 3 ,.(3) 2 
k+1 - k - k Ak + k - - - - - - - - - (f) 

las ecuaciones (a), (b); (e) y (f) son un sistema de ecuaciones -
en diferencias de primer orden y que en forma matri ci a 1 queda resprese.!l 
tado: 

(1) 
xk+1 o o o x< 1l 

k o 

{2) o o o (2) o xk+1 xk 

+ 
x<3l 

k+.1 o o o x{3) 
k o 

(4) 
xk+1 3 -5 3 o x<4l 

k 
k2 
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T E M A VI 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1~- Transformar las siguientes ecuaciones en diferencias en un sistema de ecuaciones 
en diferencias, de primer orden equivalente. 

a) Lx + xk+3 - 2x + 4 xk+1 - kxk = k2 k+4 k+2 

b) ks yk+3 - k2yk+2 - 3Yk+1 + y = k3 2k 
k 

2.- Determinar Ak y a partir de ella obtener A0 y 

2ksen ~ k 

-1 

A ' para la siguiente matriz: 

3.- Determinar la solución de cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones en -
diferencias: 

yk+1 xk + 2yk 

b) xk+1 xk + 2yk X o o 

yk+1 = 2xk + Yk Yo - 2 

e) xk+1 - 3xk - 2yk X o 

yk+1 4xk + Yk Yo - 1 

d) xk+1 3xk + 2yk + X o o 

yk+1 2xk + 3yk + 1 Yo = O 
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e) l 'k"J f' :j l:ll:J i, -l :] yk+1 = - 1 

'l 
f) xk+1 = xk + 2Yk x 0 = O 

\< 

1k+1 = 2xk + Yk + k Yo = 1 

g) xk+1 = 3xk + Yk + 1' Xo = 1 

,, 
e 

Yk+1 = 2xk + 2yk + k Yo = - 1 

VI-15 





.TABlA DE PROPIEDADES Y TRANSFORMADAS GEOMETRICAS 

·-_- · Funci6n 
fk T. -. G. , F (z) 

é¡fk + C2gk C 1 F 1 (z) + C 2F 2 (z) 

k 
fk F(az) a 

·_. .. ---
m-1 

F (z) - ¿; r 
f 

fktm 
z 

r=O r 
m 

' z 

f k m+1, - k-m , = m, m+2, ••• m F(z) z 
o , k = O, 1, 21 ••• m-1 

k 
fk * gk = m~ O 

f gk-m F (z) •G (z) 
' 

m 
-

- -
1 1 1-z 

- - . 
- z k ---- (1- z) 2 

-- k2 z(z + 1) 

(1-:zl 3 
~ í 

a k 1 
' 1-az 

-
' (k + 1) k 1 

a ---
(1- az) 2 

-· k(2) 2;¡:2 
- ---

' ' 

(1- z) 3 

k(m) m! 
m 

z 

(1- z)m+1 

o (k-m) zm 

sen ak z sen a/Cl+z 2 - 2z ces a) 

ces a k 1- z ces a/(1+z 2 
- 2z ces á') 

-

(:)= 

k! 
r _, z 

r! (ít- rj ! (1- z)r+1 

(k 
+ 

r)= 
(k+r)! 1 

r :rnrr (1-z)r+1 
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PROBLEMAS RESUELTOS 

1 - z cos a VII-1 Demostr&r que ~ { cos ak } 1 + z2 - 2 z cos a 

SOLUCION: 

Por definición, ~ \ cos ak} = k~O zk cos ak 

De las fórmulas de Euler: 

eaki = cos ak + i sen ak 

e-aki= cos ak - i sen ak 

Sumando y después despejando cos ak: 
eaki + e-aki 

cos ak = (1) 

así: 

~ ¡ cos ak] = k~o 
eaki zk + e-aki zk 

2 

1 1 1 
~ \ cos a k! = "2" 

como y 

Entonces 

~ ( ai )k _ lím A (eai z)k = !~~ 
k~O e Z - f>r- k,l;O ~ 

Si \z \ < 1, se tiene:;.!: 

: ( ai )k = __ 1_ 
k~o e z 

1-eaiz 
(a) 

- (b) 

Sustituyendo,(a) y (b) en (2) 

(eai z)A+1 

eai z - 1 
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1 - z cos a: 
1 + z2- 2z cos a 

Empleando la definición, obtener la T.G. de las funciones a) fk = k 

b) fk =} ' k= 

SOLUCION: 

a)~{ fk} = k¡o fk zk = fo + f 1 z + f 2 z2 + f 3 z3 + ••• - (1) 

derivando,(!) con respecto de z 

ci} ~J fk) = ci} (fo + f 1 z + f 2 z2 + f 3 z 3 + ••• ) - (1) 

multiplicandq por z ambos miembros 

por definición: 

zfz~ {fk\=,l-{k fk} 

Si en (2) se tiene que fk = 1 

zfz~{1} 

'Como ~ { 1} 

entonces ~ {k} = 

1 
r-z 

5
. d 1 _ 1 
1 Qz r-z - n:zT2 

finalmente se tiene: 

1 
r:z 
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{
11 co 1 k 

b) :z:. 1( 1 = k~1 1( z 

co k 1 
Sabemos que k~O z = r-z 

00 k...:, 1 
de donde k~1 z = r-z (1) 

Integrando ambos miembros de (1) con respecto de z 

í k¡1 ¿<-1 
dz = í 6 dz e- (2) 

desarrollando e integrando el primer miembro de (2) 

co 

. k~1 zk-1 = 1 + z + z2 + z3 + ... + zk-1 + ••. 

) k¡1 
zk-1 co 1 zk dz = k~1 1( 

igualando (2) y (3) 

"' 1 zk = 1 dz 
J:1 1( r-z 

- Ln (1-z) 

"' 1 zk = k~1 1( - Ln (1-z). 

Es decir 

:Z:. { } } = - Ln(1-z) 

Vfl-3 Obtener la T.G. de las funciones 

a) 3k+2 - 2k + sk sen 3 k 

b) - (2k + 3) t< 
e) 3 k( 3 ) 

(3) 

por lo que: 
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f = 3k+2 - 2k + 5k sen 3 k 
k 

Aplicando 1 ineal idad · 

~{ 3k+2 _ 2 k + 5k sen 3 k J = 9 ~{ 3k} -2 ~ { k} + ~ { 5k sen 3 k} 

donde: 

1 ' ~ { 3kj = r-3i 

. ~ { k l = (1-~'}2 

.{ ¡ z sen 3 · 
~ sen 3 k = 1 + z2 _ 2 .z cos 3 

- { k J _ 5 z sén 3 
~ .5 sen 3 k - 1 + (5z)2 _ 2·5 z cos 3 

como: 5 sen 3 = O. 7 

.lO cos 3 = -9.89 

~ { 5k sen 3 k} = 0.7 z 
1 + 25 z2 + 9.89 z 

Sustituyendo en (1) 

z·S sen 3 
1 + 25 z2 - z lO cos 3 

~{ 3k+
2 

- 2k + sk sen 3 k}= 1-~z 2z + 0.7 z 
n:zJ2 '25 z2 + g·.sg z + 1 

b) f = -(2 k + '3) ~ -
k 

-~ { -(2 k + 3) ~} = - 2 ~{ k ~ } - 3 ~ { 2k} (1) 

donde: 
_ 2z 
- '(r-2zJ2 

1 
r-2z 

Sustit4Yendo en 91) 

4z 3 
- tr=m'2 - RZ 

.. ~4 z - 3 ( 1-2z) _ -4 z - 3 + 6 z. 
(1-2z)2 - (:1-2z)Z 
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e) f = 3 k(J) 
k 

· ler. Método 

fk = 3k 3 
- 9k2 + 6k 

Aplicando linealidad 

donde: 

:t· k} = ~ (a) 

z2 + z 
{1 - z)3 

(b) 

En genera 1, se· puede demostrar que 

donde e es un operador que se define como 

d e= z Cíz 

e3= (z fzP = z }z [ z -/z (z fzl J 
desarro 11 ando: 

Sustituyendo,en (2) , con r = 3 

:t ( k3 \ = ( zs d3 + 3 z2 dz + z d 1 ' w . ifZ2 az r:z 
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6zt + 6z
2 + · z (e) 

n::zy.;- n:zT3 tl-ZJ2 

Sustituyendo (a), (b) y (e) en (1) y simplificando: 

2° Método 

Empleando las tablas 

~ { k(r)}= r! zr 
(1-z)r+' 

con r = 3 

~~ 3 k( 3)}= 3. 3! z3 

'(l-z)3+1 
.. 

~~ 3 k(3))= 18 z3 

n:zJT 

YII-4 Obtener la T. G. I. de las funciones: 

a) F(z) = 3 z 4 
-~ + ~ 

b) F(z) = 4z2 ~ 4z + 1 

e) F(z) = Sz-2 
ifZ2:l 

d) F(z) = 9z
2 

- llz + 4 
{1-zP 

SOLUCION 

a) F(z) = 3 z4 
- (zj) 2 +-~ 

Aplicando linealidad 

donde: 
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1 
~-1 { 2 } 

\2-4Z)2 2 1--1 { 1 \- 2 1--1{ (l"f-2z)2 } = .¡ (k+l~ ;¿< (16z2 - 16z + 4) - ~ 1 

Sustituyendo: 

b) F(z) = ~z2 -z4z + 1 

F(z) =~ =} 2z 
(1-2z)2 

De tablas: 

1--1 { F(z>} =} k 2k 

e) F(z) = 5z-2 
4'ZZ-:-r 

Empleando fracciones parciales: 

Sz-2 = A + B 
4Z2=l 2z+T ~ 

5z - 2 = A(2z - 1) + B(2z + 1) 

= 2Az - A + 2Bz + B 

de donde:-

2A + 2B = 5 

-A + B = -2 

Resolviendo el sistema anterior 

A=t 
Por lo que 

1- ¡ Sz-2 1 
ifZ2--=-r 

9 

l-~ 1 
{ 2z ! 1 } + 
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= 9 ~-1{ 1 .] - 1 ~-1{ 1 } 
if 1+2Z if r:2z 

(-2)k - !- 2k 

F(~) ~ 9 z2 
- 11 z + 4 

- {1-zP 

Empleando fra.cciones parciales 

.9z2 
- 11 z + 4 = A + B + e 
{1-z) 3 n:zlT tr=Z'f2 Vz 

Dando el sistema: 

A + B + e = 4 

-B -' 2e = -11 

e= 9 

A + B (1-z) + e(l-z) 2 

sistema anterior 

·• B = -7 • e = 9 

~-1{ 9z2 
- i1 z + 4} 

' (1-z)3 
~-1 {· 2 } 

n::zT3 

De tablas: 

. i-1 { lz} = 9 

~-t { u!z)2}: 7(k+l) lk = 7(k+1) 

< ~;.;1 { (t!z)~ 1 = 2·~ { {l-z~2+t } 

n! Recordando que r: (n-r) 
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Entonces 

~- 1 
{ F(z)} = R2 + 3 k + 2 - 7 (k + 1) + 9 

.;.1 r ( )' ~ L F z } = k2 
- 4 k + 4 
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método de Transfonnada Geométrica obtener 1 a so 1 uci ón_ de. 1 ~s -t!~ua-' 

ciones: 

a) Yk+2 - 5yk+1 + 4yk = o ~; y(O) = 10 

··b} yk+2 - 3y~+1 + 2y k 
= 2k Yo = y1 

e) Yk+2 - 4yk = 3(-l}k y (O) = O 

SOLUCION 

- a) Yk+2 - Syk+1 + 4Yk = 0 y(O) = 10 

Aplicanl!o T. G. 

Sust. condiciones iniciales y factorizando 

Y
2

(4z2
- 5z + 1) = -30z + lO 

_ -30z + 10 
Yz- 4z2-5z+l 4z2 -5z+l 

- 30z + 10 
Yz = (l-z)(l-4z) 

Por fracciones parcia 1 es 

-30i + 10 = A + B 
{1-z)(l-4z) w r:4L 

-30~ + 10 = A - 4AZ + B - BZ 

de donde: A = .?jl B = 1#-
yz = ~ i + 10 1 

.J r-z 3 r:4z 

Antitransformando: 

-vrr-u 

y(1) = 20 

= o 
y.(1) = -1 

y( 1} = 20 



Yo = Y1 = O 

Sustituyendo condiciones iniciales y factorizando 
2 

y (2z2 - 3z + 1) = ~ z i-~z 

z2 z2 
Y z = ( 2z 2 -3 z+ 1 )( 1-2 z ) = '( ri-..,2;::-z ,.;)(;:,.1"""'-z=')rT(.,..1-...,.2r.:z') 

Por fracciones parciales 

z2 A + B + e 
( 1-2 z) 2 ( 1-z) = \'I"=2z)2 1T-2zT r:z 

z2 = A(l-z) + B(1-2z) (1-z) + C(i-2z) 2 

con lo que se obtiene el sistema 

A+B+G=O 

'-A -3B - 4C = O 

2B+4C=l 

A=} 

Sustituyendo 

z2 

.. 
3 B = ~-z-

1 1 

e = 1 

3 1 
(1-2z)2( 1-z) 2 . 1T-2zí2 - 2" \T-2zT 

Antitransformando: 

~1 { y z} = y k = } (k+1} 2k - ~ 2k + 1 

finalmente: 

yk = } k 2k - 2k + 1 
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y0 = o , y
1 

=-1 

Sustituyendo condiciones iniciales 

3 
I+Z 

1-4z2 3 z 3z2 - z - z2 

Z'2"" 1+z - Z2 = z2(l + z) 

2z-1 
= TI+zJz 

(1_4z2) = (2z-1)z 
" \"l"fZí 

-(1+2z)z 
(l+z){l-4z)2 

-z 
(l+z)(1+2z) 

-(h2z)z 
l+z 

-(1-2z)z 
(l+z)(1-2z)(l!2z) 

+ B 
'1+2z 

1 +mz 

B = 1 
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VII-6 Empleando T. G. obtener la solución del sistema 

~+1 = 2 xk + 2yk + 1 

SOLUCION 

Aplicando T. G. 

X -X 
z o 

z =2x +2y +~ z z •-z 

Y¿ -Yo 1 
z = Jxz + Y z ~+ r.:z 

Sustituyendo condiciones iniciales 

X - 1 
z z = 2 xz + 2 y z + b 

y - 1 z 
z = 3 X + 

z 

Agrupando 

x (1-2z) -y 2z = A+ 1 
z z J.-Z 

x (-3z) +y (1-z) =A+ 1 z z •-z 

Resolviendo este último sistema 

z. + 1 r.:z 

z + 1 r:z 
X = 

z 
11 - 2z 

-3z 

Si mp li fi cando 

Hz 
r.:z 

x~= 1~3z - 4z2 

X = 1 
z {1-z){1-4z) 

- 2z 

1-z 

-2z 

1-z 

l+z 
{1-z){1-3z-4z2) 
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Por·fracciones parciales 

1 = A .¡. z 
(1;,z)(1-4z) r:z PrZ 

· 1 = A(1-4z) + B(l-z) 

de donde: 

A= -}. B = j 

xz = - ,;_ 1 "+ 4 1 ., r:z 3 r::4z 

Antitransformando 

X = 1 + 4 4k 
k -3 J 

Para yz 

1-27 z + 1 r:z 
-3z z + 1 r:z y = z (1 + z) (1-4z) 

Simplificando 
1+z 
r:z 1 

Yz = (l+z)(1-4z) (1-z)( 1-4z) 

Y = 1 
z "'( 1.-_-=z""')(...,.1--4""'z-,-) 

Observamos que ambas incógnitas son iguales 
1 4 k 

xk = - 3 + 3 4 

1 4 k 
Yk,=-y+y4 
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TEMA VII 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

V11.1 EmpteM. .ta. de.6.úU.ci6n_paM. roten~ .ta. T.G. de. .e.at, nuncionM 

k t:t) Y¡¿ = 3 · 

b) 

VII. 2 Obten~ .ta. T.G. de. .e.at, nuncionM 

k t:t) Y¡¿= 8 CO<I Zlf.k- k2 + 10 

b) 

VII.3 Obten~ .ta. T.G.I. de .e.at, 6uncionM 

t:t) F(z)=7z3 - z. 
(5- 10z) 2 

b) G(z) 18z2
- 27z 

4- 16z + 27z 2 
- 9 z3 

VII. 4 Emplet:tndo T. G., ro ten~ fu <10fuú6n de. ct:tdt:t unt:t de .e.at, e.curuúonM 

t:t) ykt2- 6Yk+1 + Byk = O ; Yo = O ' Yl = 2 

b) 2Yk+1 - yk = 1 ' Yo o 

e) yk+2 - 4y¡¿=3(-1J k 
Yo = o Yl = 3 ' 

d) 5Yk+1 
k 

yk+2- + 6yk = 5 ' Yo = ' Yl = 

llii.5 · Emptet:tndc T.G. obten~ .ea. <~atud6n del <~..Utemt:t:· 

t:t) 2xk+l = xk- 3yk + 4 

x 0 • = Yo = O 
2Yk+1 = xk + 5yk 

ó) uk+l = vk u. 0 = 1 L 6 

vk=l 
k Vo = 4/6 =- 2uk + 3Vk + 4 
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