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PROLOGO

La presente obra, pretende ser un elemento de apoyo de estudio para los
estudiantes que cursan la asignatura Calculo Diferencial en la Facultad de Ingenieria de
la UNAM, o bien, un recurso didactico para los profesores que imparten dicha
asignatura. Consta de cinco capituios, en cada uno de ellos se presentan tanto ejercicios
resueltos como ejercicios propuestos, todos ellos versan sobre temas que corresponden
al titulo del capitulo en el que estan incluidos, se intenté que el orden en el que estan
dispuestos los ejercicios en cada capitulo, fuera el mismo en el que aparecen los
contenidos correspondientes en el programa de la asignatura. El disefio de los ejercicios
tiene la pretension de mostrar el manejo y la aplicacion de los conceptos que se
contemplan en dicho programa.

La idea y la realizacion de este cuaderno de ejercicios fueron fundamentalmente
del distinguido maestro Ing. Arnulfo Andrade Delgado T.

Esperamos que el contenido del presente cuademo sea de utilidad, tanto para
alumnos como para profesores de esta Facultad, y solicitamos atentamente que sus
observaciones que tengan a bien hacer de este trabajo, nos las hagan llegar al
Departamento de Calculo Diferencial, pues seran bienvenidas con la idea de mejorario
para posteriores impresiones.

Hemos de agradecer la valiosa colaboracion que la Ing. Alejandra Vargas
Espinoza de los Monteros tuvo en sus revisiones y sugerencias para este trabajo,
también a la Ing. Elba Karén Saenz Garcia por su entusiasta participacion y por sus
atinadas observaciones. Agradecemos la colaboracién de la secretaria de Ila
Coordinacion de Matematicas, Maria Guadalupe Martinez Davalos, por la captura que
hizo de este trabajo. En esta segunda edicién agradecemos la colaboraciéon en la
revision del material a la M.1. Mayverena Jurado Pineda.

Agradecemos a las autoridades universitarias su apoyo para la realizacion de
este tipo de obras, pues ello favorece y enriquece la vida académica de esta institucion.

Arnuifo Andrade Delgado Sergio Carlos Crail Corzas
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II1

1.2

Dada la relacion:
R={(x,y)lerR, y>x}

obtener su grafica

SOLUCION:
Si en forma auxiliar se considera la recta de ecuacion
y =X

Se deduce que la grafica de la relacién esta constituida por todos los puntos del

plano cartesiano cuya ordenada "y " es mayor que su abscisa, la recta

mencionada no forma parte de la grafica.

Sea la relacion:

R={(x,y)‘erR, x2+y2£4}

Trazar su grafica
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1.3

SOLUCION:

L. 2 2 . . .
La ecuacion x~ + y~ = 4 representa una circunferencia de centro en el origen
y radio » = 2. La grafica de la relacion esta constituida por todos los puntos

del circulo cuyo centroes C (0, 0 ) yradio r =2

N

O

Trazar la grafica de la siguiente relacién

R:{(x,y);xelR, nyz}

SOLUCION:
La ecuaciéon y = x? representa una parabola con vértice en el origen y que

abre su concavidad hacia arriba. La grafica de la relacion esta formada por

todos los puntos de coordenadas ( x, y) que satisfacen la desigualdad

2 . . . .
y 2 x esto es, la region comprendida entre la concavidad de la parabola y

ella misma.
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L4

Dada la relacion:

R={(x,y) xem,ys4—x2,y>32£+l}

Trazar su grafica

SOLUCION:
La ecuacion y =4 — xzcorresponde a una parabola de vértice V (0, 4)

que abre su concavidad hacia abajo. La ecuacién auxiliar y =§+1

. 1 .
representa una recta de pendiente m = 3 y ordenada en el origen b =1.
La grafica de la relacion es la regidbn comprendida entre la parabola y la recta
mencionadas incluyendo el arco correspondiente de la parabola y sin incluir el

segmento de recta entre los puntos Ay B.
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AV

\¥

4

» X

2
A

Escribir en el paréntesis una "V " si la proposiciéon es correcta o una "F" si
es falsa:

a) Una funcion puede ser una relacién multiforme ( )
b) Una funcién puede ser una relacioén biunivoca ( )
c) Una relacion puede ser una relaciéon uniforme ( )
d) Una funcién puede ser una relacién univoca ( )
e) Una relacién siempre es una funcion ( )
f) Una funcién siempre es una relacion ( )
g) Una funcién es un subconjunto de una relacién binaria ( )
h) Una relacién binaria es un subconjunto de una funcién ( )
SOLUCION:

a) (F) b) (V) c) (V) d) (V)
e) (F) f) (V) g) (V) h) (F)
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Escribir en el paréntesis el nimero que corresponde a una aseveracion
correcta:

a) Una funcién puede expresarse por ( )
b) En una funcién real de variable real ( )
c) Si y= f (x) eldominiode la funcién es ( )
d) Si a <b,elconjunto de nimeros "x" talesque a<x <bes ( )
e) Una relacion siempre es una funcion ( )
f) Una funcién siempre es una relacion ( )

1. Unintervalo abierto.

2. Elconjunto de todos los valores que toma la variable dependiente

"..n

y .
3. Unintervalo cerrado.
2
4. y=x" +4.

5. El conjunto de todos los valores que toma la variable independiente

"o.n

X .

6. Extensién o comprension.

7. Tanto la variable dependiente como la independiente son numeros
reales.

8. La variable independiente es un numero natural y la variable
dependiente es un nimero real.

SOLUCION:

a) (6); b) (7) c) (5) d) (1) e) (2), f) (4)

7



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
F UNICI ONE S

.7

Considerando las graficas de relaciones siguientes indicar para cada una si se

trata de una funcion o no.

AV AJ
2 2
1?———' 1

e v — X 1 ; T P X
- . 0 - - 0
2 -1 1 2 2 1({\%2
Ot -1 =1
2 2
A) B)

AV

Xl

a g \:’x

C) D)

SOLUCION:
a) Si es la grafica de una funcioén, ya que a cada valor de "x" corresponde

un solo valorde "y".

b) No se trata de la grafica de una funcion. A cada valor de "x"en el
intervalo abierto ( a, b ) corresponden dos valores de "y" .

c) No es la grafica de una funcion, dado que a cada valor de "x"en el
intervalo semiabierto ( 0, b ] corresponden dos valores de " y"

d) Si es la grafica de una funcién, puesto que a cada valor de "x" en el
dominio D, = [ a, b) corresponde un solo valor de " "
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Dadas las siguientes relaciones, para cada una trazar la grafica e indicar si se

trata de una funcién o no

a) R1={(-—1, 1), (0, 1), (1, 2),(3,2), (-1, —'1)}

b) Rz-—-{(x,y)}y=—2 si x <1, y=3 si le}

c) R3:{(x,y)|erR,x2+y2=4, yZO}

SOLUCION:

a) R, no es una funcién ya que el valor x, = —1 corresponden dos valores

de "y" y, =1, y,=-1.
AY

"

b) R, si es una funcién, dado que a cada valor de "x" en DR2 =R

corresponde a un valorde "y

F W
3 |

.4
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€) R, sies una funcién, la grafica es una semicircunferencia de centro en el
origen, radio 2, y > 0. A cada valor de "x" en D, = [ -2, 2 ]

corresponde un solo valorde "y"

*J’

- X

Sea la relacion:
R={(x,y)|xelR, x+2y-2=0, x <2, yZO}

Trazar su grafica e indicar si es una funcién o no. En todo caso obtener su
dominio y su rango o recorrido.

SOLUCION:
La ecuacién que se tiene como regla de correspondencia puede escribirse:
1
=—-—x+1
Y=
que es la ecuacién de una recta de pendiente m = ‘;» y ordenada en el

origen b =1.

Como y > 0 Ila grafica es la semirecta que se localiza arriba del eje de las
abscisas.

Si se trata de una funcién, dado que a cada valor de "x" en el dominio
D, = { x‘ xelR x<2 }corresponde un solo valor de "y" en el rango que

esRR:{y]yelR y>0}

10
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.10

Considerando la relacion:
R:{(x, y)!x, yelR, 9x° +16y2=144}

trazar su grafica, determinar su dominio y su recorrido. Decir si es una funcién o

no.
SOLUCION:

2 X 2
La ecuacion 9x +16y2 = 144 puede escribirse Tg+%=1 que

representa una elipse con centro en el origen, eje focal sobre el eje de las

abscisas,a = 4,b = 3

El dominio es: Dp={x|-4<x<4} y el recorido es:
Rp,=1{y|-3<y<3}

No es una funcién ya que a cada valor de "x" en el intervalo abierto ( —4, 4)

",,n

corresponden dos valores de "y

1"
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.11 Dada la relacién:
x’ -1
R=4(x,y)| xelR, y=—
x +1
trazar su grafica e indicar si se trata de una funcién o no. Escribir su dominio y

su rango o recorrido.

SOLUCION:

Tabulando algunos valoresde "x" y de "y", se obtiene:

x v
_4 L5
17
-3 4
5
_2 3
5
-1 0
0 -1
5 3
5
3 4
5
4 15
17

Si se trata de una funcién, ya que a cada valor de "x" corresponde un solo valor

de " y" . Dominio: D , =R 'y recorrido: RR={J’IJ’EIR, y =z _1}

12
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.12 Dada la siguiente relacién, obtener su dominio, recorrido y trazar su grafica.

Indicar si se trata de una funcioén o no.
2 2
R:{(x,y)|4x +y2=36, 2 0}

SOLUCION:
2

2
La regla de correspondencia puede escribirse % + Y =1 que corresponde

36
a una elipse concentro C (0, 0), a=6, b =3 y eje focal sobre el eje de

las ordenadas. Despejando " y" para tener la regla de correspondencia en

forma explicita:

y =36—4x"; y=\/;6—4x2 ;y=2\[9—x2 y yeIR si 9-x*> 20;|x|<3

Entonces D, =[-3, 3]y el mayor valor que toma "y"” es 6, luego
R,=[0, 6]. Sise trata de una funcién, cada valorde xen [-3, 3]le

corresponde un solo valorde " y"”

» X

113 Sea
f={(x,y)|y=3—Jx }
Indicar si se trata de una funcién o no. En todo caso obtener su dominio,
recorrido y grafica.

13
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SOLUCION:
Como yelR si x>0, luego el dominio es:
D,=IR"+{0}
El mayor valor que toma " y" es 3, luego el recorrido es:
R,={y|y <3}
Si se trata de una funcién a cada valor de "x”" en D s corresponde un solo

"

valorde "y" .
La regla de correspondencia puede escribirse: y=3 =-—,/ X
(y-3 )2: (x—0) por lo que la gréafica es un arco de parabola con vértice

V (0, 3)yparametro p:%
4

» X

.14 Seafz{(x,y)(y:(x—2)2+l, OSx<5}

Indicar si /' es una funcién o no. En cualquier caso obtener el dominio, recorrido

y trazar la gréfica.

SOLUCION:

"o

En la regla de correspondencia se observa que a cada valor real de "x

"n,.,n

corresponde un solo valor de "y", entonces si se tiene una funcién:

y—lr-(x—2)2

14
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La grafica es un arco de parabola cuyo vérticees V (2,1), p= :11— y que

se abre en el sentido positivo del eje de las ordenadas. El dominio es:

D,={x|0 <x<5}yelrecorridoes: R, ={y|1<y<10}
*J’

10

&
-
»
g
'Y
]

1.453 Dada
f={(x, y)'y=+\[x2 }

Decir si se tiene una funcion o no. En todo caso determinar el dominio, recorrido
y trazar la grafica.

SOLUCION:
J/ si es una funcién ya que a cada valor real de "x" corresponde un solo valor

de "y" . El Fiominio esD, =IR.

El menor valor que toma "y"” es cero entonces el recorrido es

R,={y|lyz0}

15
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1.16

observacion: la regla de correspondencia puede escribirse:
y=|x|

A

4

Dada f:{(x,y)lyzg\/;é:}

Indicar si se trata de una funcién o no. En todo caso determinar su dominio,

recorrido y grafica.

SOLUCION:

La regla de correspondencia puede transformarse como sigue:
y:§ UxP49; 3y=24x"+9 5 9y =4(x"+9);

9y =4x2+36; 9y’ -4x’=36; -1 =]

que es la ecuaciéon de una hipérbola con centro en el origen C (0, 0), eje
focal sobre el eje de las ordenadas, a=2, b=3 "y” solamente toma

valores positivos, entonces si se trata de una funcion. El dominio es: Df = IR

el recorrido es: sz{y[y > 2}

16
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F UNCIONTES
Jy
Ay

1
-6

Si R={(x, y)l9(x+4)2+25(y-2)2:225, y>1 }
Investigar si R es una funciéon o no. En todo caso obtener el dominio, recorrido
y trazar la grafica.

SOLUCION:
La ecuacion que actia como regla de correspondencia puede escribirse:

2 2
(x+4)  (y=2)" _,

25 9
C(-4, 2), a=5, b=3 y eje focal paralelo al eje de las abscisas.

que corresponde a una elipse de centro

El dominio es: D, ={ x |—9 <x<1 } y el recorrido  es:

R, = { yll<y<s } No es funcién, a valores de "x" cercanosa -9 por

"n,,n

la derecha y cercanos a 1 por la izquierda corresponden dos valores de "y" .
Se trata de una relacion multiforme.

> X

17
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1.18

.19

1.20

Si f(x)=2x"—4x+5, obtener £(0), F (1), F(2)y f(=2)

SOLUCION:

F(0)=0-0+5=5
F(1)y=2(1)—-4(1)+5=3
f(2)=2(2)"~4(2)+5=8+8+5=5
F(=2)=2(-2)" -4(-2)+5=8+8+5=21

Dada f (x)=x'—3x"+2x—1, determinar f (2), f(;—) y f(‘%]

SOLUCION:

F(2) =(2)=3(2) +2(2)-1=8-12+4—1=—1

L [ R ST O UM -
2 5,7 2 § 4 8 g

~
P ammn
[
Wik
——
i
|
W
(98]
|
w
N
f
W N
N—
N
+
N
N
|
Wt
—
L
I
]
N
\1}°°
|
1»—4
\O’N
i
[FSRIN
|
e

8+36+36+27 107
27 27

Sif(x)= x3—5x2—4x+20,demostrarque:
a) f(-2)=f(5);

b) f(0)=-27(3);

c) f(-1)=f(CT7);

d f(a+l)=a -2a’—1la+12

SOLUCION:

a) f(=2)=f(-2)"=5(=2)"-4(-2)+20=-8-20+8+20=0
F(5)=5"-5(5)"-4(5)+20=125-125-20+20=0
luego £ (-2) = £ (5)

b) F(0)=0-0-0+20=20

F(3)=27-45-12+20=~10, =27 (3)=-2F(3)=-2(-10)=20

luego /' (0) =-27(3)

18
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) f(7)=7"=5(7)>=4(7)+20=34320-2450— 28 + 20 =90
f(-1)=-1-5+4+20=18,57(~1) = 5(18) =90
luego /(7)) =5/ (-1)

d f(a+l)=(a+1)’=5(a+1)’-4(a+1)+20=
—a’+3a’+3a+1-5a"-10a-5-4a—4+20=

=a —2a’-1la+12

.21 Dada f(x) = x2—-2x+6,demostrar que:
F(x+h)=x"=2x+6+2(x—=1)h+h

SOLUCION:
f(x+h)=(x+h) =2(x+h)+6=x"+2hx+h’ =2x—2h+6
=x =2x+6+2(x—-1)h+h’

.22 Dada g(x) = x> +3x , demostrar que:

g(x+h)—g(x)=3(x"+1)h+3xh> +h°

SOLUCION:
g(x+h)—g(x)=(x+h) +3(x+h)-x"-3x=

x3x  h43xhi+h  +3x+3h—x"=3x=

3x> h+3xh>+h’ +3h=

=3(x +1)h+3xh>+h°

.23 Sea f(x) = l demostrar que S(x+ h)-f(x) = S S
X h (h+x)x
SOLUCION:
SOty —f(x) _1( 1 1)_ x-x-h __ h 1
h nl x+h x ) h(x+h)x  h(x+h)x  (h+x)x

19
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.24 SiF(x)=4" demostrarque: F (a+1)-F(a)=3F (a)

1.25

1.26

.27

SOLUCION:
F(a)=4"""—4°=(4-1)4"=3(4)"=3F (a)

Siendo f (x)=a’, hacerverque f(c) f(d) = f(c+d)

SOLUCION:
fle)f(d)y=a‘a’=a""

c+d

pero. f(c+d)=a
entonces f(c)f(d)= f(c+d)

1- +
Sig(x) = log T{,demostrarqueg(y)+g(z):g(y i )

+x l+yz
SOLUCION:
(e (o) =on T2 g 2 = og| {27 < g {12EEE
1_y+z l+yz—-y-z
Ahora g(lizzz)=10gl—ff:yf:1"g1+ytfi+z = log ;1;;;;
l+yz I+yz

Sea f (@) = sen@ + cos ¢, hacer que:

a)f(0)=f(g) b)f(n)=—f(§) c) f(%n)=—f(0)
SOLUCION:
a) f(0)=sen0+cos0=0+1=1
i T T _ N T
f(g)zsen—2+cos5—l+0—l luego f(O)—f(zj

20
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1.28

.29

b) f(mn)=senn+cosn=0-1=-1
) T
(%)t o 7oy 1)
30l = sen 3= —140=-
c) f(in)—sen2n+cos2n 1+0 1

~f(0) = -1 luego f(%n)=—f(0)

Si £(0) = sen20 + cosO, obtener: £ (0), f(g) f(m), f(g)

T
4 ( 6 )
SOLUCION:

f(0) =5sen0 +cos0 =0+1 =1

f(E)-—-senn+cos£:0+0:
2 2

f(m) = sen2nm + cosm = 0-1=-1
3 1
f E)=serz-2—1t+cos—1£=——+l= +\/—§
3 3 3 2 2 2
T n 3 3
— | = — + — =4 — 4+ S— =+ J3
f(6) sen cos6 > 5 \[_

De las siguientes asociaciones, indicar cual define una funcion inyectiva,
explicando la respuesta.

a) A cada persona que vive en la tierra, asignarle el afio de su nacimiento.
b) A cada libro escrito por un solo autor, asignarie su autor.

c¢) A cada pais, asociarle su bandera.

d) A cada numero entero, asociarle su cuadrado.

e) A cada individuo asociarle su nombre de pila.

f) Asociar a cada automévil de una misma marca el nimero de serie de su
motor.

21
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1.30

SOLUCION:

a)

b)

c)

d)

La asociacién define una funcién que no es inyectiva, pues habra mas de
una persona que tenga el mismo afio de nacimiento.

No define una funcién inyectiva, ya que a todo libro se le asocia el mismo
nombre.

Si define una funcién inyectiva, dado que no hay dos banderas iguales.

No es una funcién inyectiva porque dos enteros distintos tienen el mismo
cuadrado; por ejemplo 4 y —4.

No es inyectiva, pues varias personas pueden tener el mismo nombre.

Si es inyectiva, a cada automévil le corresponde un numero distinto de los
demas.

Escribir en el paréntesis de la derecha una "V" si la aseveracion
correspondientes es verdadera 6 una "F'" si es falsa:
a) Las funciones inyectivas siempre son biyectivas. ............................. ( )
b) Eldominio de toda funcion suprayectivaes IR ...........cccceeeeeevivieninnne ( )
c) Las funciones biyectivas siempre son inyectivas ...................cc..c..... ( )
d) Las funciones inyectivas siempre son suprayectivas. ....................... ( )
e) Eldominio de toda funcion biyectivaes/R ............cccoeiiiiiiiiiiiiiiiinne ( )
f) Las funciones suprayectivas siempre son biyectiva. ........................ ( )
g) Elrecorrido de toda funcion inyectivaes IR ................ccocceeee ( )
h) Lafuncion f: IR — IR,con f (x)= 2%’ + 3, es inyectiva...... ( )
i) Lafuncién f: IR — IR,si f(x)=x"—1, es biyectiva............ ( )
j) Lafuncion f: IR — IR * con f(x)=x g 4, es suprayectiva .. ( )
SOLUCION:

a) (F) b) (F) c) (V) d) (F) e) (F)

f) (F) g) (F) h) (F) i) (V) j (V)
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1.31 De las relaciones representadas por diagramas de Venn, indicar cuales son
funciones, y de éstas cuales son inyectivas, suprayectivas y biyectivas.

a)
c)
e) a, b,
a, > b )
a, * b,
a, b,
SOLUCION:
a) Es funcion, es inyectiva pero no es suprayectiva, no es biyectiva.
b) Es funcion, no es inyectiva, si es suprayectiva, no es biyectiva.
¢) No es funcién.
d) No es funcioén.
e) Es funcién, es inyectiva, es suprayecativa y es biyectiva.
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.32 Sean f y g dos funciones con reglas de correspondencia y = f ( x),
y =g (x)y dominios D ,y D , respectivamente.

Escribir en el paréntesis de la derecha "V'" si el concepto esta escrito
correctamentey "F'" siesta incorrecto:

a) Lasumade las funciones f y g es:
(f+g)(x)=f(x)+g(x) donde xeDy D=D, ( )
(f+8)(x)=f(x)+g(x) donde xeDy D=D,nD, ( )
(f+g)(x)=f(x)+g(x) donde xeDy D=D,UD, ( )

b) La diferencia de la funcion f menosla g es:
(f-g)(x)=f(x)-g(x) donde xeD y D=IR ()
(f-g)(x)=f(x)-g(x) donde xeDy D=D,uD, ( )
(f-g)(x)=f(x)—g(x) donde xeDy D=D,nD, ( )

c) E!l producto de las funciones f y g es:
(fg)(x)=f(x)-g(x) donde xeDy D=D,nD, ( )
(fg)(x)=f(x) g(x) donde xeD y DcD, ()
(fg)(x)=f(x)-g(x) donde xeDy D,UD_ ( )

d) El cociente de la funcién f entre la funcion g es:

g (x)=§% donde xeD ND,y f(x)#0 ( )
i'i (x)=—£—%—i—% donde xeD ,ND, y g(x)=0 ( )
:J;— (x)=j;—§§—; donde xeD , ND, y g(x)#0 ¢ )

e) La composicién de la funcién f con la funcién g se puede escribir:
(fo2) (x) = f(g(x)) donde D, =1{x|xeD,, g(x)eDsj( )
(fog) (x)= f(g(x)) donde D, ={x|xeD, g(x)eD, ()
(fog)(x)=f(g(x)) donde D, =1{x|xeD,, g(x)eD}( )
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SOLUCION:

a) (F) b) (F) c) (V) d) (F) e) (V)
(V) (F) (F) (F) (F)
(F) (V) (F) (V) (F)

.33 Sean las funciones:

f={(80,10),(1,—3),(2,—6)} y gz{(_l'z):(o:‘S);(z,O)}

escribir por extension las funciones:

a) f+g b) f-g c) -g d) f-g e)

0Q |~

SOLUCION:

El dominio de  f es D, = {8, 1, 2}

El dominiode g es D, = { -1, 0, 2}

Il

La interseccion de estos dominioses D, "D, ={0, 2}

a) D, . ={0,2}; F+g={(0,5),(2,-6)}

b) D, ={0,2}; frg={(0,-50),(2,0)}

¢) D_, =D, {-1,0,2}; -g={(-1,-2),(0,5),(2,0)}

d D, ,={0,2} ~g={(0,15),(2,-6)}

s
& D, ={0}; -fgi={<0,—2>}
g

.34 Sean las funciones f y g cuyas reglas de correspondencia son

fx)=x-5, g(x) =x’ - 1, obtener las siguientes funciones y sus
dominios.
a) f+g b) f-g c) frg d) f+g e) ;g;
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1.35

1.36

SOLUCION:
El dominio de f es D, ,=IRy el g es D,=IR por lo cual

D,ND,=IR

a) (f+g)(x)=x-5+x’-1=x"+x-6 con D, , =IR
b) (f-g)(x)=x-5-x>4+1=—-x>+x-4 con D, ,=IR
€) (fg)(x)=(x-5)(x?-1)=x’-5x>~x+5 con D,, =IR

x — 5

. =IR-{-1,1}

d) (f+g) = con D,

+g

g _x2—1 _ _
e) [f)(x)—x——S con Dé—[R {5}

Con las funciones de reglas de correspondencia f (x)=x-35;

g(x)=x 21 , obtener las funciones:

a) (feog) (x) y su dominio.

b) (ge°f) (x) y su dominio.

SOLUCION:
a) (fog)(®)=f(g(x))=x"-1-5=x"-6, Dy, =1IR

b) (gof)(x)=g(f(x))=(x-5)"~1=x"~10x+24, D, ,=IR

Dadas las funciones f y g cuyas reglas de correspondencia son

respectivamente [ (x) = +\/7c— ., g(x)=x 241 , obtener las siguientes

funciones y sus dominios.

a) f+g b) f-g c) fg  d) é e)

~, |oq
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.37

SOLUCION:

El dominio de f es Df={x]x20} y elde g es D, =1IR porlo
tanto: Dfr\Dg-—-{xIxZO}

a) (f+g)(x)=x +x"+1; Df+g={x}xzo}
b) (f-g)(x)=+yx —(x*+1); D, ,={x[x20}

) (fg)x)=+x (x*+1)y=x"Jx +x ; Df.gz{xleO}

d) (g)(x)zﬂw- D,={x|x20|

2 ¥
x° +1

g :x2+1_ D = 0
e) (f)(x) \/\x—! Jg; {xix> }

Para las funciones con regla de correspondencia f(x)=+\/x,

g(x)=x ® +1, determinar las funciones:

a) fog ysudominio.

b) gof ysudominio.

SOLUCION:

a) EI recorrido de g es Rg:{ylyzl} asi que R, c D,

(fog)(x)z\/_);2 +1 con D, ,=IR=D,

b) EI recorrido de f es sz{ylyZO} asi que R,cD,=1IR
(gof)(x)=(J/x )'+1=|x|+1conD, ,={x|x20}=D,
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.38 Dadas las funciones f y g cuyas reglas de correspondencia son

respectivamente:

F=x"-1 y  g(x="

x -1
obtener las siguientes funciones y sus dominios
a) f+¢g b) g-f c) /g d g+ f e) gof
SOLUCION:
D,=1IR, D,=IR-{1}, D,nD,=IR-{1}
22 3_x341
a) (f+g)(x)=x’—1+ X _x-Xx x+1+x:x b :
x—1 x—1 x—1
Dy, =IR-{1}

x-(x"=D(x-1)
x—1

b) (g-/)(x)= T -(x"-1) =

2 2 3 2
x=x +x"+x-1 —-x"+x"+2x-1

x—1 x—1

D, ,=IR-{1}

&) (fg)x)=(xi=1)x 2 =F=DEEDT_ oy s,
x -1 x—1

D,,=IR~{1}

g

X

d) (g+/)(x)="" 2
xP-l o (x7=1) (x-1)

D =IR-{-1, 1}

I by

~ o

o (gof)(m=g(x’-1=-—""1=% 71

xi=1-1 x =2

R,=[-1,+o), para gof debe tenerse x2—1¢1, x2¢2,

x#+./2 luego D, ,=IR~{-J2,+ )2 |
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1.39

Si f(x)=+x-1y g(x)=+x"—1son las reglas de correspondencia de

dos funciones, obtener, si existen, las funciones siguientes y sus dominios.

a) f+g b) g+ f c) gof d) 2/+1

SOLUCION:

D;=[+1,+0), D, =(~o,~1]U[ 1, ~0) luego: D ,AD, =1, +0)

a)( J VX v =L D, =(1,+w)
g sz_l "G ey~ o Do

g+f=(17+w)

)(x)_v AG=D G | e

xl x -1

o

c) (gof)(X)zg(m):\[(x_l)Z_zJ}jjf:\/;:,[

Rf=[0,+oo), como Dgz(—oo, —1]U[1,+00)debe

~ (09

tomarse [ 1, +o ), f(x):\[;j >1,x-1>1,x = 2, entonces

D, ;=[2, +0).

d) Teéngase en cuenta que 1 es la funcién identidad: 1(x) = x para la

cual R, =1IR.

(2f+1)(x)=2x-1 +x, Dy =D;nD =1, +o).
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1.40 Dada la funcién: [ = {(x , y’ y= 3\/?, -8 < x <27 }, trazar su grafica, y
escribir su dominio y recorrido. Indicar si es biunivoca.

SOLUCION:
Se trata de una funcién biunivoca, asi que el recorrido puede obtenerse con:
f(-8)=[-8=-2; f(27)=%/27=3; R,=[-2,3).
Es biunivoca porque cada valor de y € R f corresponde a un sélo valor
X € Df .

AV

34

A - ——— - —— —

» X

.41 Sea la funcioén: fz{(x, y)‘y=3‘ 3\/? ;xe[—8,8]}, obtener su

dominio recorrido y grafica. ¢ Es biunivoca?

SOLUCION:
D,=[-8,8] ycomo y 20 f(-8)=/(8)=3(2)=6. Entonces:
Rf =[ 0, 6]. No es biunivoca ya que cada valor de "y" en el intervalo
(0, 6) corresponde a dos valoresde "x" en [ (-8, 0)u(0, 8)].

AY

X
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1.42 Dada la funcién cuya regla de correspondencia es:

f(x)=4—\/25—(x—3)2

Determinar analiticamente su dominio, trazar su grafica y escribir su recorrido.
¢ Es biunivoca?

soLucion:
De la ecuacion: £ (x) =4 —1 25 = (x=3)" oo (1)
f(x)elRsi 25— (x=3)" 20;(x-3)° <25; |x=3]|<5........ (2)

Si x-320 obiensi x 23, |x-3|=x-3,entonces (2) queda:

X=3 <5 0 88 X S 8 i e (3)
Si x-3 <0 o bien x <3,]x—3[=—x+3,entonces (2) queda:
—x+3 <5, x-32=5; 0 88 X 2 — 2 ittt (4)

De (3)y (4): -2<x<8, luego D, ={x|xe[-2,8]}

De (1), haciendo f(x)=y, queda y—4 =—\[25 -—(x—3)2 , luego:
(y—4)2 = 25—(x—3)2 : (x=3)?+ (y—4)* =25, que representa una
circunferencia de centro C (3, 4) yradio » =5, de la cual el arco “inferior’
entrelos puntos A(-2,4) y B(8, 4) es la grafica de la funcion.

El recorrido de la funciénes: R, = {y i yvel[-1, 4] } . No es biunivoca ya

que <cada valor ye(-1,4] corresponde a dos valores de
xe[-2,3)u(3, 8]

AY
A 4.

3_
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1.43 investigar si la funcién [ = { (x, y)| yv=2+49-x>, x>0 }

es biunivoca. En caso afirmativo determinar su funcién inversa, los dominios y

recorridos de ambas funciones; trazar sus graficas.

SOLUCION:

La regla de correspondencia puede transformarse como sigue:

y:21/9—x2 : y2=4(9-—x2); y2=36——4x2; 4x2+y2:36

2

2
= T 42 o
9 36

Que corresponde a una elipse decentro C (0, 0), a=6, b=3 Yy cuyo
eje focal estd sobre el eje de las ordenadas. Como y 20, x >0, la

grafica es el arco de dicha elipse localizado en el primer cuadrante del sistema

no.n

de referencia. Cada valor de "y" corresponde a un solo valor de "x",
entonces la funcion si es biunivoca.

El dominio de f es sz{x[03x£3}ysurecorrido Rf:{y(OSys6}

La funcién inversa de [ es:

f_'={(x,y){x:2\[9i—;;;yZO}

donde la regla de correspondencia esta en forma implicita transformada a la

forma canénica de la ecuacion de una elipse

2 2
x2:4(9_y2), x2:36—4y2, x2:4y2-_36, £,+Z,:1
36 9
y despejando "y" para tenerla, en forma explicita:
2 2 2 1 2 1 —2
4y  =36-x y' = (36-x7); y:E\[36~
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.44

- | -
La funcién inversa es: f lz{(x,y)’yzé 36—x" , x>0 . Eldominioy

el recorrido de f_l son; D;I:{xiOSxSG}, R;]z{yEOSyS3}.

Dada la funcion f:{ (x, y)l y=9—\[§6—(x—3)2 ;3 < x < 9}.
Investigar si es biunivoca. En caso afirmativo determinar su funcion inversa, los
dominios y recorridos de ambas funciones; trazar sus graficas.

SOLUCION:

La regla de correspondencia de f puede escribirse:

y—9:—\/36—(x—3)2 D (=9 =36-(x-3)";  (x-3)" +(»-9)" =36

que es la ecuacion de una circunferencia de centro C (3, 9 ) yradio » = 6

Para x, =3, y, =3 ysi x,=9, y, =9, entonces la graficade f es

el arco de la circunferencia comprendido entre los puntos A(3, 3)y

B(9,9).
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El dominio de [ es: sz{x}3<x<9} y su recorrido es

sz{yf3<y<9}

Cada valorde y € R, corresponde a un solo valorde x € Df ,asique f es

biunivoca.

La funcién inversa de f es:

f"‘={(x,y) x=9—\/36—(y—3)2 ,3<y<9}

|

En esta expresion la regla de correspondencia estada en forma implicita.
Despejando "y" se tiene:

x—9=\/36~(y—3)2 C (x=9)=36—(y-3)": (x=9)*+(y=-3)*=36

y—3=\[36—(x—9)2 y=3+‘\/36—(x—9)2

fa funcién inversa puede escribirse:

f_]={(x,y)ily=3+\/36~(y—9)2 ; 3<x<9}
siendo Df_lz{x]3<x<9} y Rf_lz{y'3<y<9}

La grafica de f_1 es un arco de la circunferencia de centro C (9, 3) y
radio » =6
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1.45

Investigar si la funcién:

f={(x,y)

4(x-2) -9(y-3)" =36, x =5, y23}

es biunivoca. Si lo es, obtener su funcién inversa, los dominios y recorridos de
ambas funciones; trazar sus graficas.

SOLUCION:
La regla de correspondencia de f puede escribirse:

(x=2)" (=3 _,
9 4

que es la ecuacion de una hipérbola de centro C ( 2, 3 ) eje focal paralelo al

eje de las abscisas, a =3, b =2, uno de cuyos vértices es V (5, 3).
Como x 25 y y = 3, sise tiene una funcion biunivoca cuyo dominio es
Df={x‘ x 23 }ycuyorecorridoes R, ={yl y =3 }

La funcion inversa de [ es:
r :{(x, y)| 4(y-2)"-9(x-3)" =36, x23, y>5 }
para la cual Df_,:{x|x23},Rf_lz{y[yZS}.
Las reglas de correspondencia _de ambas funciones en forma explicita son:
f(x)=3+—§—\/(x—2)2—9, f_l(x):2+%\/(x—3)2+4
AY

10
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.46 Para la siguiente funcion dada por tres reglas de correspondencia, trazar la
grafica y escribir el dominio y el rango o recorrido:

[ -3 si x <=2

f(x)=<11 si -2<x<3

L4 si x >3

SOLUCION:

Las tres reglas de correspondencia son ecuaciones de rectas paralelas al eje de
las abscisas. El dominio de la funcion es: D, = { x|xelR } el rango o

recorrido es: R , = {-3,1, 4}

A

‘_

54
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1.47 Trazar la grafica de la siguiente funciéon y determinar su dominio y su rango o
recorrido.

- — si xe (-, —1)

F(x)=4{ (x=1)> s xe[-1, 2]

= +2 si xe(2, +o)
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SOLUCION:
La grafica esta compuesta de tres partes.

. o . 4
La primera parte es un arco de la hipérbola de ecuaciéon: y = —-—, que es
X

equilatera y tiene como asintotas a los ejes coordenadas y que se localiza en el
2° y en el 4° cuadrantes. Por el intervalo especificado para la primera regla
de correspondencia, la grafica es un arco de la rama de la hipérbola que se
encuentra en el 2° cuadrante.

Para la segunda regla de correspondencia, la grafica es un arco de la parabola

de ecuacion y = ( x-—1 )2 , cuyo vertice es el punto V (1, 0) y que vuelve
su concavidad hacia arriba; su eje focales larecta x =1.

. X .z
La tercera regla de correspondencia y = 2 + 2 es la ecuacion de una recta

de pendiente m = y ordenada en el origen. El dominio de la funcion es:

1
2
P

D ={x|xelk

Ef rango o recorrido de la funcién es: R ; = {yl y 20}

AY
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1.48

Para la funcién cuyas reglas de correspondencia son:

\/25—x2 si xe[=5,-3)uU(3,5]
f{x)=

4 si. xe[-3, 3]

determinar el dominio, recorrido y trazar la grafica.

SOLUCION:

Para la primera regla de correspondencia:

y=+25-x" yi=25-x", x 4yt =25

que corresponde a una circunferencia de centro C (0, 0) y radio r =5.

Para la segunda regla de correspondencia y =4 que representa una recta

paralela al eje de las abscisas y ordenada 4 .
El dominio de la funciones D, =[ -5, 5] y surecorridoes R , = [0, 4].

F Wy
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1.49 Dada la funcién:
-x -2 st -3 <x<0

SRR FIPRE]
x-3

si 0<x<6

Escribir su dominio y recorrido. Trazar su grafica.

SOLUCION:
Para la primera regla de correspondencia, la grafica es un segmento de la recta,

y = -x — 2 de pendiente m = -1 yordenadaenelorigen b=-2.
Para la segunda regla de correspondencia los valores de y , constantes son

yi=-2 si xe[0,3) v y,=2 si xe(3, 6)

x—3
Si X > 3, z_(_f_;:}__)_zz
x =3

La funcién no esta definidaen x, =3

Eldominioes:D , =[ -3, 3) U (3, 6)yelrecorridoes: R, =[ -2, 1]u{2}

AY

3

2

-
n
E
w4
L]

S .
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1.50 Determinar el dominio, recorrido y trazar la grafica de la funcion:

x2+2x+2 Si ~-3<x<0
f(x): 2
x —4 }
Si 0<x<4
x—=2

SOLUCION:
La primera regla de correspondencia puede escribirse:
y=x2+2x+1+1; y— =(x+1)2
que es la de una parabola de vértice V (—~1,1) , pardametro p = i y que se
abre hacia arriba.

2

La segunda regla, si x # 2 puede escribirse: y:x 5
x—.

corresponde a una recta pendiente m =1 ordenada en elorigen b =2 y que

=x+2 que

no contiene al punto P (2, 4 ) . El dominio de la funcion es:
D,=[-3,0)u(0, 2)u(2, 4]obiean={x’ xel[-3, 4],x¢0,x¢2}

El recorrido es R,=[1,6].

A

5

> X

40



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
F UNICI ONE S

1.51

Dada la funcion:
| x+2 | si xe(-4,1)

f(x)=

—x +2x+2 si  xe(l,4]
Escribir su dominio y recorrido. Trazar su grafica.

SOLUCION:

Para la primera regla de correspondencia la grafica esta formada por dos
segmentos de recta de pendientes m, =-1 y m, =1 que coinciden en el

punto P(-2, 0).

La segunda regla de correspondencia se puede escribir:
y=—-x"+2x+2; y=—(x2=-2x+1)+3; y-3=—(x-1)"
que es la de una parabola de vértice V' (1, 3 ), pardmetro p = —-% y se
abre hacia abajo.
El dominio de la funcion es: D,= (-4, 1)u(l, 4] o bien
D, :{x| -4 < x <4, x¢1} y su recorrido es R, =[~-6, 3).

Ay

[T

4 3 2 a4 0 1

-2

-4

-6
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1.52

Sea la funcion:
(2 si xegl[-1,7]

S (x) =

2~%\/7+6x—x2 sii xe(-1,7)

Trazar su grafica y determinar su dominio y recorrido.

SOLUCION:

La segunda regla de correspondencia se puede transformar:

y:2—%\[7+6x—x2 ; y—2:—i—\/—(x2-—6x+9)+7+9

4(p=-2)=~3+16=(x=3)" ; 16(y-2)" =144-9(x-3)°
(x=3)"  (y-2)°

9(x=3)>+16(y-2)" =144 ; —v--16«~~+y9 =1

que corresponde a una elipsede centro C (3, 2), a=4, b =3 Yy eje focal
paralelo al eje de las abscisas.
El dominio de la funcién es: Df = {x] xelR, x#-1, x=7 } y el
recorrido es R, :{y} -1<y<2 }

Ay

—P X
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1.53 Trazar la grafica y determinar el dominio y recorrido de la funcién:

x2—1 Si -2 <x <1

f(x)=

(x-2) +1 si 1<x<35

SOLUCION:
La primera regla de correspondencia tiene como grafica un arco de la parabola
y+1= x’ de vértice V' (0, —1), parametro p =% y que se abre hacia

arriba.

Tabulando se puede obtener la grafica de la segunda regla de correspondencia:
y=(x-2)"+1

El dominio de la funcién es D, = {xﬁ -2 <x <35 }
El menorvalorquetoma yes y, =f(0)=0-1=-1

y el mayorde y es Vv, =f(35)=4375

El recorrido de la funcion es R, = {y{ -1 <y <4375 }

> X
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1.54

. 2 . . . .
Dadas las ecuaciones: x=t+2, y=t"+ 3¢t , indicar si determinan

paramétricamente una funcion. En caso afirmativo obtener el dominio, recorrido
y gréfica de la funcion.

SOLUCION:

" "

onj e valores reales del parametro ue hacen que "x" s
El conjunto d i les del tro "t" que h ea real

D, =1IR y el que hace que "y" sea real es D, =R . La interseccién de

estos dos conjuntos es IR , asi que para cada valor real de "t" hay una

pareja de numeros reales ( x, y ) de una funcion.

Resolviendo como simultanea las ecuaciones (1) y (2 ) se puede eliminar
el parametro "t" obteniendo en forma cartesiana la regla de correspondencia

de la funcion.
De (1) :t=x-2

sustituyendo este valoren (2) :

y=(x=2)"+3(x-2)=x"—-4x+4+3x-6=x"—x-2
y =x’—x—2 es la ecuacién cartesiana en forma explicita de la regla de

correspondencia, que se puede transformar como sigue:

—xz—x+«1——2—l— x—l- 2—2' x—J— 2— +2
7 4 4 2 4 2 T

9
- 2 que abre su

- . - 1
Esta es la ecuacion de una parabola con vértice V ( 5

concavidad hacia arriba.
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.55

El dominio de ia funcién es: Df =JR .

El rango o recorrido de la funcion es: Rf =3y l y = - % }
A

Sean las ecuaciones: x =+ ft -3 ; y=+.4—-1t . Investigar si son las

ecuaciones paramétricas de una funcion. Si lo son, obtener el dominio, recorrido
y grafica de la funcién.

SOLUCION:

El conjunto de valores reales del parametro "¢" que hacen que "x" sea real

es: D, {t \ telR, t 23 } y el conjunto de valores de "¢" que hace que "x"

y "y" sean reales simultaneamente es: D, ND , = {t |telR,3<x<4 }

Las ecuaciones dadas si determinan paramétricamente una funcién [, cuya

regla de correspondencia en forma cartesiana puede obtenerse eliminando el

parametro "t" al resolver como simultaneas las ecuaciones (1) y (2).
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De (1): t=x"+3 yde (2): t=y +4 luego: x +3=—-y +4;
x2+y2:1. La funcién f puede escribirse:

f={(x, y)fx,yelR, xP+yi=1,x20, yZO}

La grafica es el arco de circunferencia de centro C (0, 0) , radio » =1, que

se localiza en el primer cuadrante del sistema cartesiano.

El dominio de fa funcién es: D, = {x’ 0<x<1 }y el recorrido o rango de

lafunciones: R, ={»|0< y<1|

*.}’

1_

0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.2 04 06 0.8 1 > X

1.56 Considerando las ecuaciones: x=+\/7i":2"t_; y:-\ft_-—?.

Investigar si determinan paramétricamente una funcién. En caso afirmativo
obtener el dominio, recorrido y grafica de la funcion

SOLUCION:

El conjunto de valores reales de "¢" que hacen que "x" sea real se obtiene de

la inecuaciéon 4 -2t >0 y es D = {t ‘ t <2 }; los valores de "t"

que hacen que "y" sea real es D = {t]t >5}.

La interseccion de estos dos conjuntos es el conjunto vacio: D, ND, = ,

entonces las ecuaciones dadas no determinan: paramétricamente una funcioén.
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1.57

Investigar si las ecuaciones siguientes determinan una funcién en forma

paramétrica. Si es asi, obtener el dominio, recorrido y grafica de la funcién:

x=4cos0; y=3send con yz0

SOLUCION:

Despejando cos 0 y sen de las ecuaciones dadas: cos 6 = d ; sen O = 2

Elevando al cuadrado

2 2

cosZO:zlc—-; sen’0 =2—

2 2
y como: sen 0 + cos” 0 =1 resulta:

x2 2
4+ X_ =1
16 9

que es la ecuacién cartesiana de una elipse de centro en el origen, eje focal

sobre el eje de las abcisas,con a=4 , b=3 .

Las ecuaciones dadas representan paramétricamente una funcién cuyo dominio

es Df:{x!—-4sxs4}ycuyorecorridoes Rf-——{y]O <y<3}
A
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1.58

1.59

Escribir en cada paréntesis una "V'" si la proposicion es verdadera o una

"F" sies falsa:

a) En una funcién constante, el dominio esta formado por un solo valor. ( )
b) Paralafunciénidentidad, f (x,)=f(x,+p), pelR ( )

¢) Si f es una funcién constante, el rango o recorrido consiste en un solo
namero real. « )

d) Enlafuncionidentidad, /' (x,)=x,, V x, € IR ( )

e) Para una funcién constante f , se tiene que f(x,)=f(x,+p)

Vx,, pelR ( )
SOLUCION:
a) (F) b) (F) ¢) (V) d) (V) e) (V)

Para cada una de las siguientes reglas de correspondencia, indicar si se trata

de una funcién entera, racional o irracional:

a) f(x)=%x3—4x2+5x—ﬁv e) y=—\/§xz+4x—6
x? =27 > 1
b) f(x)= === ) y=(x-2)"+_
2 x
x"  +4
1
€) f(x)=(x"=2)2; f(x)20 9 y=42x +7
d) [f(x)= x4 ; x #—4 h) y= 3\[8x2 -+ 2x
x+4
SOLUCION:
a) Entera e) Entera
b) Racional f) Racional
c) Irracional g) Irracional
d) Irracional h) Irracional
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1.60

1.61

Escribir en el paréntesis de la derecha una "P " sila funcién correspondiente
es paruna "I" siesimparyuna "N" sino es par niimpar. Todas las

funciones son explicitas.

a) y=2x' ()
b) y=3x ( )
c) y=|x| « )
d y=5 ( )
e) y=% ( )
n y=x~1; C )
g) y=|x-2| « )
h) y=3-x’ ()
) y=- x+1 « )
Doy=x ()
SOLUCION:

a) P; b) [ c) P; d) P e) [
f) P g) N h) P i) N i 1

Escribir en cada paréntesis el numero de la expresibn que complete
correctamente cada afirmacion:

a) Eldominiodelafuncién y = senx es

b) Elrango o recorrido de la funcién y = cscx es
c) Eldominio de la funciébn y =tfanx es

d) Elrango de la funcion y = senx es

e) Eldominioy el rango de la funciéon y = secx son

e TR e N N e T
N e et et e S

f) Eldominioy el rango de la funcion y = cofx son
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1. (-1,1)

2. (-, -1]JU][Il, +0)

3. (-, -1)u(l, +x)

a. [-1, 1]

5. D=(-w, +0), x¢g+nn, n=0,+1,.; R=(-o, -1]U[1, +)

6. (-, +w)

7. (—oo,+oo),x¢325+nn,n:o,:r1,fcz,...

8. D=(-00, +0), x#nn, n=0,x1,+2,..; R=(—-0, +0)

9. D:(—oo,+oo),x¢nn+-2’5,n=o,i1,i2...;R=(—oo,+oo)
10. (-, 0)U(0, +0); R=(=1,1)

SOLUCION:

a) (6); b) (2); c) (7);
d) (4); e) (5); f) (8);
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1.62

1.63

2 ‘
Un terreno rectanguiar de 1,250 m~ de area, uno de cuyos lados es un muro

ya construido, se va a cercar con tela de alambre. Formular una funcion que
permita calcular la longitud de la cerca en términos de la longitud "x" del lado

paralelo al muro.

SOLUCION:
Elareaes: xz =1250 ... (1)
La |Ong|tUd de |a cerca es. ‘g — x + 2 Z VIS AL EALTNL AL IS TGS T PATI L LS LA LLLALLA LTS LA IELTTS

1250 T
De (1): z=—-, luego: 3

X z A=1250 m
= f(x)=x+ 2020 l
X
2
x° + 2500

S(x)==—— I x |

Los lados iguales de un triangulo isésceles miden "b" unidades de longitud y
forman con el lado desigual el angulo "a" . Formular una funcién que permita
obtener el area del tridngulo en términos de "a" .

SOLUCION:
Sea "A" el area del triangulo, "A" sualtura y "u" la longitud de su base
A= %ﬁ ............................................... (1). De la figura se tiene que:

h
sena:g y cosa:% entonces u =2bhcosa.

_2b cos a (bsen a)
2

Sustituyendo "u" y "h" en ) A

A = b’ seno cosa. obien A=
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1.64 En una circunferencia de 1.00 m de radio esta inscrito un rectangulo de

dimensiones variables. Formular una funcién para determinar el area del
rectangulo en términos de la longitud "z" de su base.

SOLUCION:

Sea V' el volumen del conoy "A" su altura.

De la figura y por el Teorema de Pitagoras:

z2+h’=4 por lo que h:\[4—22 , sustituyendoen (1) A=Z\ﬁ1—z2

x---
2 7 T

\
\
\
I
I
i
[—

| i
! I
I I
(g z >

.65 En una esfera de 30 c¢m de radio esta inscrito un cono de dimensiones

variables. Formular una funcién que permita calcular el volumen del cono en
términos de su radio "r"

SOLUCION:
Sea V el volumen del cono y "A" su altura

V=l7rr2h
3
Dela figura: A =30+ y

y en el triangulo rectangulo 0A4B:

yi=(30)" 17

luego: y =1 900 —r 2

por lo cual h=30++ 900 —r’

Entonces: V=%1tr2 [ 30+\[900——r2 )
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Se construira un tanque prismatico de base cuadrada con tapa, empleando un

2 . .
total de 10m "~ de placa de acero. Formular una funcion que permita calcular

la capacidad del tanque en términos de la longitud "x" del lado de su base.

SOLUCION:

Sea V la capacidad del tanque y h su altura

V=x"h

El area de placa es: 2x +4xh =10

2 2
Despejando:  h = 10-2x _5=-x"
4x 2x

Sustituyendo este valor en V:
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1.67 Se requiere construir un tinel cuya seccion se representa en la figura.

Por restricciones de construcciéon dicha seccion debe tener un perimetro igual a

30 m . Formular una funcién para determinar el area variable "y" de la

seccioén en términos unicamente de "r" .

SOLUCION:

2
El area de laseccibnes: y=2rh + LA (1)

El perimetroes: 2r +2h+ nr =30

Despejando /4 : 24 =30-2r—mr h=15—r—”2’

2
Sustituyendo 4 en (1) :y:2r(15—r—n‘2r»)+ nr

2 2 2

T =3Or—2r2—nr2+r—;——=30r~2r2—~2—~~

y=(30-2r—-mr)r+

y:30r—(g+2)r2
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1.68 Tres lados de un trapecio miden 10 ¢m cada uno. Formular una funcién que

determine el area del trapecio en términos del cuarto lado "x" .

SOLUCION:

Sea "y" el area del trapecio y "4" su altura

x +10
= — h
Y=
De la figura: z = a _210 y por el Teorema de Pitagoras:
2
hr=(10)% -z’ :100—( ?:2_1,0)

x7=20x +100 _ 400 —x* + 20x — 100

h? =100 — 1
4 4 4

(300 +20x-x? )

h = % 300 + 20 x—x °

=1C~zi(3:12\f:z,o0+20x—x2 y=ﬁ4_1»9\/ 300 + 20 x—x

10

10
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1.69 Formular una funcién que determine el area de un ftridngulo isésceles de
dimensiones variables inscrito en una circunferencia de 1.00 m de radio, en

términos de la longitud "x" de la base del triangulo.

SOLUCION:

Sea "y" el area del triangulo.

De la figura y por el Teorema de Pitagoras:

2
(g) +(h-1)" =1

2
Despejando #: (h-1)° =1——x21-~=—w~; h—-1=

T T P P

2

Sustitutuyendo 4 en (1):
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1.70

.71

Un tanque de lamina de hierro en forma cilindrica cerrado en sus extremos por

semiesferas, de dimensiones variables "r" y "A" , como se ve en la figura,

. 2 .. .y .
debe construirse con 4 m~ de lamina. Formular una funcién que determine la

capacidad del tanque en términos de "r" .

SOLUCION:

La capacidad del tanque es:

El area de lamina es:

21trh+4nr2:4; T[rhzz—-znrz; hzz_:_;’-JL
Tr
Luego:
2 - 2 4 9)
V=1tr2~————2—n—’;—+inr3=2r—2nr3+—nr3; V=2r—2mnr’
nr 3 3

i
JRE
l |
|
|

44— 7 —pl——— B —ia— r —p]|

]
I
I
I
I
I
]

En una esfera de radio constante "R" esta inscrito un cilindro de dimensiones

variables. Formular una funcién que sirva para calcular el volumen del cilindro

en términos del radio de su base "r" .
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.72

SOLUCION:

Sea V elvolumendelcilindroy "A" su altura

2 2
(ﬁ) +r*=R*: ﬁw:Rz—rz

2 52
h=2+ R*—»*

Sustituyendo este valoren (1):

V=2nr’ \[Rz—rz

Un tanque de forma prismatica de base cuadrada con tapa, se construira

soldando entre si seis placas de acero, cuatro rectangulares y dos cuadradas

. . 2 .z .
que deben totalizar un area de 20 m~ . Formular una funcién para determinar

la longitud del cordon de soldadura necesario en términos del lado "x" de su

base.
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L73

SOLUCION:

Si "y" es lalongitud del cordon de soldaduray "A" la altura del tanque:

El area de placa es:

2x’ +4xh =20 4xh=20-2x", luego: h

Sustituyendo este valor en (1)

2 2
p= () =8xsa 07X g 20-2x 8x7+20-2x

X X X

x2-2x420

flx)=13

Con una cartulina circular de radio fijo "r" hay que hacer un vaso conico
recortando un sector circular AOB y uniendo los bordes 04 y OB.

Formular una funciéon que sirva para calcular la capacidad "V" del vaso en

términos de su altura "h" .
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.74

SOLUCION:
En la figura, sean OC=h, AC=2z;V = % nz’ h , en el triangulo
ACO: ri=z"+h*:

Luego: V:—};n(rz

A B

Un bote cilindrico sin tapa de 5 litros de capacidad, de dimensiones variables

"r'"y "h" , se construird con lamina de fierro soidada. Formular una funcién

que sirva para calcular la longitud de las juntas que deberan soldarse en
términos del radio "r"

SOLUCION:

La capacidad del bote es:
V=nrh=5 He— 7>

. N /-":—"-\I
Despejando "A" : k:-/ ?
|-

h:5

2 soldadura —
nr Py

La longitud de la soldadura es:

por lo cual soldadura
5

L=2nr +

2 2
nr nr
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Un cono de dimensiones variables "r"y "h" esta inscrito en otro cono de

imensiones constantes como se ve en la figura.
dimensiones tantes "R"y "H™ se ve la figura

Formular una

funcién en la que la variable dependiente sea el volumen del cono inscrito y la

variable independiente su altura "h" .

SOLUCION:

El volumen del cono inscrito es:

De la figura, por semejanza de triangulos:

v R R
=% iuego: R cH-n
H-n g &8 r=g )

Sustituyendo este valoren (1) :

1 R 2
V—gn[—ﬁ(H—h)j] h=

61

V =

TR
3H

2

2

(H-h)’h
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1.76 Dada la grafica de cada una de las siguientes relaciones indicar si se trata de
una funcién o no, argumentando las respuestas.

.77 Observando las graficas de relaciones siguientes concluir si corresponden a
funciones y ¢ por qué?
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Dadas las siguientes relaciones, trazar su gréfica e indicar en cada caso si se trata de

una funcién o no:

1.78

1.79

1.81

1.82

R1={(x,y)lx,yeIR,x2+y2 <9; yZO}
RZ:{(x,y)‘x,yeIR,y:lxl,—3<x<3}

R3={(x,y)l_x,yeIR,y2=|x ,—2st2}

Escribir una relacion constituida por todas las parejas de nameros reales
(x, y ) que son las coordenadas de todos los puntos de la regién triangular

cuyos vérticesson 4(1, 0), B(1,3),C(5, 3).

Obtener una relacién formada por todas las parejas de numeros reales
( x, y) que correspondan a las coordenadas de todos los puntos de la region

del plano cartesiano comprendida entre la hipérbola equilatera

x’ —y2 +4=0,ylas rectas x =-3, x =23, incluyendo los arcos de la

hipérbola y los segmentos rectilineos involucrados.

Para cada una de las siguientes ecuaciones:

a) Trazar la grafica si es posible.

b) Indicar si es la regla de correspondencia de una funcién.



CUADERNO DE BJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
F UNCI)I ONE S

1.83

1.84

1.87

y=x2+2x—-3
8x+4y-12=0

4x* +y* =36

x2+yi+1=0
xz—y2—9=0 con y=0

y2+x+4=0 con y <1

Dada la relacion indicada, investigar si se trata de una funcién o no. En caso negativo
establecer alguna o aigunas condiciones para que si se tenga una funcién. En todo
caso trazar la grafica de la funcion:

Iﬂso

1.91

1.92

.93

1.94

R1={(x,y)‘x, yelR, x2+y2=25}
R2={(x,y)|x, yelR, 4x2+9y2=36}

R3={(x,y)]x, yelR, 9x2—16y2+144=0}

R4={(x,y) x,yeIR,y=2\/‘9_x2 }
R5={

(x,9)|x, yeIR, y=9-136-(x-3) }

R6={(x, y)lx, yelR, 9(x—2)2—4(y—-3)-36=0}
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Para cada una de las siguientes funciones, trazar su grafica y determinar su dominio y

rango o recorrido:

1.95

.97

1.99

1.100

f={(x, y)|x, yelR, 2x+y-3=0}
f={(x, y)lx, yelR, xy =16}

f= (x,y)lx,yelR, x2-yp?=09, yzo}

f

{
{(x,y),x,yeIR, y=x2—4x+5}

f={(x,y)

X,y IR, y=4-4y25-(x-3)> }

Sea la funcién cuya regla de correspondencia es:
(2x+3) (x-1)

\[x_+1

Escribir en cada paréntesis el nimero de la expresiéon que corresponde:

f(x) =

a) f(a) () 1) —%
2
b) f(a-1) ( ) 2y 2ata-3
Ja +1
c) f(9) ( ) 3) 42
1 2a2-3a-2
d) f(—) ( ) 4)
4 ,/a—1+1
2x%2-7x-3
e) f(x-2)( ) 5)
,/x—-2 +1
6) 36
7) 2x2—7x+3

Jx -1
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1.101 Escribir en el paréntesis una "E" si la regla de correspondencia de la funcion

esta en forma explicita, una "I" si esta en forma implicita y una "P" si esta

en forma paramétrica:

a) y=x-2x-2 ( )
b) y=xx2——-39 ()
c) x +y2=25, y £ -1 ( )
d) 9(x-3)"+16(y-2)"=144, y >2 « )
e) x=2sen6; y=3cosb, y >0 ( )
f) y=t2+t;x:t—3 ( )

g) f(z)=-42z’ ( )

h) y=.2-x -2y ( )
i) y =x’+144 ( )
) x=0-senb; y=1-cos®, 0<x<2n ( )
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1.102 Para las siguientes funciones, indicar si cada una es inyectiva, suprayectiva o

biyectiva. Considerar en todos los casos que el codominio es el conjunto de los

numeros reales ( IR ) :

a) f(x)=x+1

b) f(x)=-[x

c) g(x)=—x2+4

x si xe[=-2,2)
D A(x)=1 53]

] xe[2,+v) con x+3
3—-x

e f(x)=(-x)°

f) F(x)z—x—|, si x#0
X

g) G(x)=x"(x"-1)

2—-x si -2<x<0
h) f(x)= 2_4

r.-2 si 0<x<4

x—-2
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1.103 Proponer una condicion a cada una de las funciones para que sea inyectiva:

a) f(x)=x"
b) g(x)=|x|
1
c) F(x)=—
| x|

d) h(x)=+ 25-x°
e) G(x)=x4

f) H(x)=x>-2x+2

Para cada una de las funciones cuyas reglas de cormrespondencia se dan a

continuacién, trazar la grafica y determinar el dominio y el rango o recorrido:

(-3 si x <0

L.104 [ (x)=4 -1 s 0<x<2

L2 Si x> 2
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-x+1 Si x <0
L1055 [ (x)=
5x+1 si x 20
xX+2x+2 si xe[-3,0]
.106 f (x)=
2-x si xe (0, 4]
| x | Si 3 <x<1
L107 [ (x)=
—x>+2x si Il <x<3
[(x?2+1 sii xe(-w,0]
108 [ (x) =+
x2—4 .
— i xe€(0,4)
Lx—2
xX +2x~2 sii -3<x<l1
L109 [ (x)=
—x*+6x-4 si 1 £x<5
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—xl—4x-2 st x <0
L110 [ (x)=
x> —4x-2 si x>0
[ x+3] .
E kY4 -5<x<1l
_ x+3
L1111 [ (x) =4
1 .
—x+2 si 1<x<4
L 2
[ 3 - x si
L112 [ (x) = { 3+\E6—(x—9)2 si
x —1 Si
|

2+%\/7+6x—x2 si

L1143 [ (x) =

1

Si
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Dadas las funciones f y g por medio de sus reglas de correspondencia, determinar

las funciones f+g , f—g y f-g asicomo susdominios:

1114 f (x)= 2]

g(x)=—1-
X

x_

L1158 f(x)=x-2 ; g(x)=l

X
+

1116 f(x)=£—2lx—' . g(x)=x

Determinar ! y £ y sus dominios.

g f

117 f =21 . g=1
x—1 x
i.118 f(x)=\/?:—2* : g(x)=l
X

Determinar fog y gof y sus dominios.

+1 1
= g (x)==

L119 f(x)= ;
x—1 X

11120 f (x)=+x-2 ; g(x)=-1—

X
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Determinar f+g , f—g Yy [f-g ysusrespectivos dominios, si:

L121 f(x)=./x ; g(x)=4-x"
1122 f(x)=-/x g(x)=x"-1
L1123 f(x)=x"+1 ; g(x)=3x-2

1124 f(x)=./x+4 ; g(x)=x"-4

1 : —
1.125 f(x)-;;ri ; g(x)—x——2
11126 f(x)=x" : g(x)=_J.lj.
Determinar —f— y % y sus respectivos dominios, si:
g
1.127 f(x)=\/7 ; g(x)=4—x2
L1128 f(x)=-/x : g(x)=x"-1
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11129 f(x)=x_+1 ; g(x)=3x-2
L130 f(x)=. x+4 ; g(x)=x"-4

. __x
1.131 f(x)—)H_1 ; g(x)--xm2
L1132 f(x)=x" ; g(x)= o

Obtener fog , gof , fof , gog Yy eldominiode cada funcién resultante, para:

L133 f(x)=x-2 ; g(x)=x+7
1134 f(x)=3-2x ; g(x)=6-3x
L1135 f(x)=x-2 ; g(x)=x"-2
1.136 f(x)=% g(x)=+x
1437 f(0)=Jx ; gx)=--—=
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1.138

1.139

1.140

Dadas las reglas de correspondencia de las funciones f, gy h:

f(x)=~x—1; g(x)=x> -1, h(x)=5-2x
-

determinar las reglas de correspondencia de la funcién ¢, su dominio,

recorrido y grafica siendo:
( f(x) i x < - ﬁ

d(x)=4 f(x)g(x) si -2 £x<4

\Y
5N

Lg(x)+h(x) si X

Dada la funcién:
f={(x,y)|y=\/x2—1 , X >0}

indicar si es biunivoca. En caso afirmativo, determinar su funcion inversa, ios

dominios, recorridos y graficas de ambas funciones.

Sea:

A

1}

investigar si se trata de una funcién biunivoca, si lo es, obtener su funcién

f={(x,y)|y=x2+2x+2; -1 < x

inversa, asi como el dominio, recorrido y grafica de cada una de las funciones.
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Considerando la funcién dada f , investigar si es biunivoca, en caso de que lo sea,

determinar su funciéon inversa, el dominio, recorrido y trazar la grafica de ambas

funciones:

141 f={(x,y)|y=,/x—3 : 3<x<7}

1142 f={(x, y)| y*-2y-x+2=0; 1<y<3}

1143 f={(x, y)|4x>+»?-36=0, x20, 0<y<6}

1.144 f={(x,y)|y=4——\/25—(x—3)2 ; 3<x<8}

1145 f={(x, )| 4(x-2) -9(y-3)> =36, x25 y=3}

1.146 Indicar si las ecuaciones paramétricas:

x=4(1-¢t); y=2t donde t 20

determinan una funcion. En caso afirmativo obtener el dominio, el recorrido y

trazar la grafica.
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Para la funcion dada en forma paramétrica, siendo x la variable independiente:

.147

1.148

1.149

1.150

a)

b) Obtener la funcion en forma cartesiana.

c)

¢Para qué valoresde "t " esta definida la funcion?

Determinar su dominio y su recorrido.

d) Trazar su grafica.

x=t+2
x=t-2
x=2t-1
x=t>-2

,

y=2t+3

y=t2+3

y=t+1,

y

v
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1.151 Para las siguientes funciones explicitas, indicar para cada una si se trata de una

funcién par, impar o si no es par ni impar.

a) y=3x2

b) y=2x+1

c) y=-|x|
d) y=§

e) y=x -4
N y=|x’|
g) y=—%x

h) y=2-(x+1)’

i) y=-—+25-x’
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1L.152

.153

1.154

1.155

1.156

1.157

En una circunferencia de 20 ¢m de radio esta inscrito un triangulo is6sceles

de dimensiones variables, formular una funcién que establezca el area del

triangulo en términos de su altura "A"

En la construccién de un tanque prismatico de base cuadrada con tapa se

. 2 .y .
empleara 5 m~ de placa de acero, formular una funcién para determinar Ia

capacidad del tanque en términos de la longitud "x" del lado de su base.

Un rectangulo de dimensiones variables, esta inscrito en una circunferencia de
30 cm de radio, formular una funcién que permita calcular el area del rectangulo

en términos de su altura "h " .

En una esfera de 1.00 m de didametro esta inscrito un cilindro de dimensiones

variables, formular una funcion para calcular el volumen del cilindro en términos

de su altura.

En un tanque prismatico de base cuadrada sin tapa debera construirse

2 . .
empleando 4 m~ de placa de acero, formular una funcién que sirva para

calcular la capacidad del tanque en términos de la longitud "x" del lado de su

base.

En una esferade 2.00 m de diametro esta inscrito un cono de dimensiones

variables, formular una funcién cuya variable dependiente sea el volumen del

cono y cuya variable independiente sea la altura "2 " del mismo.
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1158 En un triangulo isésceles de 50 cm de base y 40 cm de altura esta inscrito

un rectangulo de dimensiones variables "x" y "k " como se ve en la figura.

Formular una funcién para calcular el area del rectangulo en términos de la
longitud de su base "x" .

1.159 Un rectangulo de base y altura variables esta inscrito en la region comprendida

- 2 . .
entre la pardbola y =4 - x" yel eje de las abscisas como se observa en

la figura. Formular una funcién con la que pueda determinarse el area del
rectangulo en términos de su altura "y" .

Ay
4]
TN “%
2
B 4
94
Y
-2 0 2 > X
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1.160 Al construir un bote cilindrico con tapa, deberan emplearse 2.00 m’ de

1.161

lamina, formular una funcién para determinar la capacidad del bote en términos

de su radio "r" .

Desde una mina "M" debe transportarse mineral a una planta de
procesamiento "P" que se localiza en la ribera de un rio que pasa por los
puntos "R" y "P" . Eltransporte se efectuara por via terrestre de "M" al
embarcadero "E", y por via fluvial de "E" a "P".lLa distancia de
"M" a "R" es de20km y de "R" a "P" hay 50km . El costo de
transporte terrestre es de $50.00 por Ton-km y por via fluvial es de
$30.00 por Ton-km. Formular una funcién que determine el costo total del
transporte con la trayectoria ME P en términos de la distancia "x" de "R" a

"E“ .

M
A
20km
\ 4 P
Oy E T
- x > :
- 50 ks |
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1162 En un cono de radio 1.00 m y altura 2.00 m esta inscrito otro cono de
dimensiones variables "r" y "A" como se ve en la figura, formular una
funcién para calcular el volumen del cono inscrito en términos de su radio "r" .

b7

1.163 Un cilindro de dimensiones variables "r" y "A" esta inscrito en un cono de

0.50 m de radio y 1.00 m de altura, como se observa en la figura, formular una

funcién con la que se pueda calcular el volumen del cilindro en términos de su
altura "h" .
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.1 ;Cual de las siguientes graficas representa el entorno | x —2 | < 2 ?

a)
_M—_*x
4 3 2 -1 0 3 4

SOLUCION:

Por la definicion de valor absoluto se tiene

-2 <x-2<2 o -242<x<2+42 > 0<x<4

luego la grafica (a) representa al entorno dado.

1.2 Trazar las graficas correspondientes a los siguientes entornos:

a) ¢(2,05)
b) o (3, 0.75)

c) 0<|x-1| < 0.5

SOLUCION:

a) Se trata del un entorno comiin del punto 2 y radio 0.5

1.5 2.5
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b) Se trata de un entorno reducido del punto 3 y radio 0.75
2.26 3.78

__,_w_,—_bx

2 3 4

c) Es un entorno reducido del punto 1 y radio 0.5

0.8 1.5

___,_w._,.—_’x

0 1 2

Tomando en cuenta los teoremas sobre limites y sobre operaciones con limites, calcular
los limites siguientes.

I3 lim(x2—2x+5)=limxz—lim(2x)+ll'm 5=
x—>3 x—>3 x—>3 x—>3

2
=(lz’mx) —Ilim (2)limx+ lim 5=

x >3 x—3 x->3 x->3

=(3)°-2(3)+5=9-6+5=8

ll4 r X _9_X—)2

3 2
IL.5 lim\[x3—3x2+5x+l =\[(limx) —-lz’m(3)(lz’mx) +[lim5limx + liml =
x->1 x—>1 x—>1 x—>1 x—>1

x—>1

=J1=-3+5+1 = /4 =2
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il.6
.7 Si f(x)=x*-2bx, donde b es constante, obtener
im J (xR~ f (x)
h—>0 h
SOLUCION:
2 2
~ lim f(x+h)-f(x) — lim (x+h) =2b(x+h)—x"+2bx _
h—0 h h—>0 h

x4+ 2xh+h*=2bx—-2bh—x*+2bx

= ll’m =
h—>0 h
2xh+h*-2bh
= [im =
h—> h

= hlz’mo (2x+h—-2b)=2x-2b

Calcular los siguientes limites, que por simple sustitucion dan la indeterminacién o

.10

lim ——— =
2 2o 9 22 (x+1)(x=-2) =x-2 x+1

2
x —4 Iim Q+2)(x—2) = Iim x+2 =§

2 2
x"—4x+4 _ lim (x—-2)

=lim (x-2)=2-2=0
x>2 x-2 x-2 x-2 x—2

. x2=10x+25 (x-5)2 , x-5 0
lim = lim = lim = =0
x5 55 _ 42 x5 —(x—=5)(x+5) x5 —(x+5) -10
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2
x"-2x+1 _ Iim (x-1)(x-1) _ I

1

Y~ o

11 lim = =
x->1 x2_1 x—)](x-])(x+]) =1 x +1
2
A2 lim 2F 322 g, (222D(x*2) o phoya L2
2 2 2
1+2
2 —_—
13 Jim 3x° +5x-2 _ - (Bx—-1)(x+2) _ Ji x+2 _ 3 _ 7
L13x2+8x-3 1 (3x—=1)(x+3) 1 x+3 1 5 10
3 3 3 3
2+l
2 ———
.14 lim 3xT4+x-2 (3x-2)(x+1) = lim x+1 _ 3 _5
L2 3x +4x-4 L2 (3x=2)(x+2) 2 x+2 2_,_2 8
3 3 3 3
3 2
2 — —
015 im 2x°—-x—6 — lim (2x+3) (x 2)=lzm x-2 D) =3 4=_l
xa% 2x2+9x+9 x—»% (2x+3)(x+3) x> X+3 §_+3 3+6 9
2
2
16  lim 4x " -Tx+3 _ (4x-3)(x-1) _
x—*%8x2—2x—3 x_)%(4x—3)(2x+1)
3.4 3-4
=ll,m x -1 = 4 = 4 = —1 = -1 —_——L
r3d 2x+1 (3) 342 342 2(5) 10
4 21 = |+1 _
4 2 2
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(x—4)(J;+2) , (x—4)( x+2)

W17 Ilim = lim = lim =

x—>4 x =2 x—>4(\/-;_2)(\/-;+2) x4 x—4

=£m(\/?+2)=ﬁ+2=4

A8 sim YO *¥73 _ lim( 9_x'3)( V9—x+3) P et el N
x>0 x x>0 x( ,——-—9_x+3) xaox(\/—g—_—;+3)

.19 lim 8x°-27 _ limM — | 1im (zx—3)(4x2+6x+9)
x—>'23' 4x2—9 X3 4x° -9 x—)% (2x—3)(2x+3)

, 4x2+6x+9
= [ lim
) 2x+3

_ 4(%)2”(%)*9 :J9+9+9 :\/3(9) 3

2(%)+3 343 3(2) _ﬁ
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20 im ¥17* 23

=84 3x
=y (Ji=x -3 )(\/ﬁ+3)(3\/x—2—2 3J¥+4) =(1—-x—9)(3\/x—2—2 3\/?+4)
2+ 35 (5,37 )( 1;;+3)(3\/x—2_2 3ﬁ+4) (x+8) (1= +3)

—(x+8)(3\fx—2—23ﬁ+4] (3\/x—2—23ﬁ+4)_
(x+8)(JT=x +3) RN i

n21  lim - yx _ llfm(l_ 3‘/?)(1+ 3‘/;+3‘[x—2)

22 = Im
X
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H.23

ii.24

.25

.26

.27

11.28

2
i l—coslel,m (1—cosx)(1+cosx)=h, 1-cos " x _
x>0 x x>0 x(1+cos x) x>0 x (14 cosx)
sen’x sen x sen x 0
= lim = lim lim =(1)— =0
30 x(1+cosx) x>0 x x20 ]1+cosx 1+1
2
ell,mo cos 0—1 =9h,m0 (cosﬁ——l)(cos9+1)=eh,m0 cos"0-1 _
70 g2 ” 6%(cosB+1) 2% 9%(cos8+1)
, —sen’® , sen® 2 , 1 1 1
= lim =—| lim lim = - = -
0 650 ¢ 80 cos 0 +1 1+1 2

lim 1—cosxx= lim (1—cosx)(1+cosx)___ Iim

x>0 xsenx

20 92(cos0+1)

x—>0

= lim

2
sen X

xsenx (14 cosx)

= lim

x>0 xsenx (1+ cosx) x50

1-cos’x

x>0 xsenx (1+ cosx)

senx ., 1 1

lim = =
x xo0 14 cosx 1+1

2 4 4x \J senx +4senx

, , X
= Ilim = lim
x—=0 X x—0 X
, x2 4x.senx 4 senx .
=lim | —+ + =1lim x+4
x>0 X X X x—0
, cosx—1 , cos x —1)(cos x +1
lim — = lim ( > )( )
*=20 cos“x—1 x>0 (cos“x—1)(cos x +1)

1

1 1

lim =
x=0 cosx +1

23

1+1 2

= lim

y , sen x
lim senx +4 lim =
x>0 x>0 X

costx -1

N | —

4

x20 (cos?x —1)(cos x +1)
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Obtener los siguientes limites cuando x tiende al infinito si es que existen:

2
.29 - j, X —6x+4
x5 L x7

Dividiendo numerador y denominador entre x | queda:

1 1 1 1)
1-6{ — |+4| — im 1—-6 i —\+4 I ll
lim (x)+ (x2 )_xlz_r)nw 6xll—r>n°°(x)+ xi’*nw(x) _1-6(0)+4(0) 1
x>0 - T T240-7(0) 2
2+l—7(—1—) lim 2+ lim (l)—7 lim (l)
X x2 X —» X—>woi x x>o\ x
2
.30  jjy X TOX+2

¥ x4 457 —6

Dividiendo numerador y denominador entre x 3 se obtiene:

1 1Y 1Y
3(1)_5(2) +2(§) _3(0)=5(0)+2(0)

Jim, 3 1+4(0)—-6(0) =%=O
ROR0
x x
4 2
11.31 lim x =3x"+1
X —> 3
2x  —4x+7
Dividiendo numerador y denominador entre x4 ,
2 4
., x =3x°+1 , x x 1-3(0)+0 1
P =t 3 T T 2(0)—4(0)+7(0) 0
X a0 X [e o] p—
N R
X X X

se observa que el limite no existe, el valor de la funcion tiende al infinito cuando
X—>w,
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.32

I1.33

Para la funcion

x’ si x <1
fo=y
-X si x > 1
Calcular los limites laterales en x ; = 1 e indicar si tiene limite en este punto.
SOLUCION:
Iim  f(x)= lim x* =1
x—>1 x—>17

lim_ f (x) = lim (-x*) = -1

x—=1 x>1t
Como Ilim f (x) # Ilim f (x),ellimt lim f(x) no
x—1" x—>1t x>1

eXiste.

Dada la funcién

X 4+ si x <2
g(x)=4 2
(x-2)2 si x> 2

Calcular /im g ( x ) sies que existe.
x->2

SOLUCION:
Como x; = 2 eselvalorde x donde cambia la regla de correspondencia,

deben calcularse los limites laterales en ese punto

2
Iim = lim |2 +1l=2+1=2
g (x) m ( > ) >

x—=>2" x-»2"

lim g(x)= lim (x-2)>=(2-2)2=0

x>2t x—>2

Los limites laterales en x; = 2 son diferentes, entonces la funcién no tiene

limite cuando x tiendea 2.
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11.34 Estudiar la continuidad de la funcion y trazar su grafica:
f(x) =
x*+ 2 Si 1 < x £ 2

SOLUCION:

La funcién es continua en el intervalo [ -2, 1)y en el intervaio [ 1, 2 ] por

serentera. Haydudaen x; = 1
Sy =1+2=3 ; lim f(x)= lim (4-x>)=4-1=3,
x17 xo1”

Iim f(x)=14+2=3 como lim f(x)= lim f(x)= 3existe
x—>17 x—>17 x—>17t

lt’ml f(x) =3y se tiene lz'm] f(x)= f(1), asi que la funcién es
x> X —>

continua en x, =1 y por lo tanto es continua en todo su dominio

D,=[-2, 2].

GRAFICA 1

-1
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ILL35 Dada la funcion:

f(x)=

x?+2x 4+ 2 si -3<x<0
2

-4 si 0 <x<4
x -2

Investigar su continuidad en el intervalo [ -3, 4 | y trazar su grafica.

SOLUCION:

La funcién es entera en el intervalo [ -3, 0), luego es continua en él.

En el intervalo (0, 4

]Ia funcién es racionaly f ( 2) no existe, entonces es

continuaen (0, 2)u (2, 4].
Como f(0) y f(2) no existen, la funcion no es continuaen x, =0 y

JC2=2
GRAFICA 2

-2

a
“

11.36

f(x) =4

X

w

-1

Iinvestigar la continuidad de la funcion. Trazar su grafica:

(

2

x° + 1 si -3 < x < 0
1 Si 0 < x <=
x )

sen—2— Si T < x < 3=n
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SOLUCION:

La funcion es continua en [ -3, 0 ) por ser entera.

La funcién es continua en [0, n ) por ser constante.

La funcién es continua en ( n, 3n ) por ser seno.

Haydudaen x, =0y x,=m

Continuidaden x, =0

FO=10 ty 7o =ty ()1l g o=t (=,
luego existe xh_% f(x)=1y xlz_% f(x) = f(0), asi que la funcion es

continuaen x, =20

Continuidad en X, =T

f(n):sen—n—=1; lim f(x)= Ilim (1)=1; lim_f(x)= lim sen — =1
2 x>~ x> xo>n’t x>nt 2

entonces, como lim_ f(x)= lim_f(x)  existe lim f(x)=1y
X >R X >0 X—>n

Iim f(x)= f(=x) =1 por lo cual la funcién es continua en x , = ® se
X —>n

concluye que la funcion es continua en todo su dominio D = [ -3, 3 n)

GRAFICA 3
Ay
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11.37 Investigar la continuidad de la funcion

1 + sen x si -——rx <x<0
f(x)= 2
2—(x-1)? si 0< x

IA
w

SOLUCION:

El dominio de la funcion es Df =[ ——;— n, 3 ]

3
En [ —E n, 0 ] la funcién es continua por ser la suma de dos funciones

continuas. En (0, 3] la funcién es continua por ser polinémica. Hay duda en
x,=0
f(0)=1+sen0=1, Ilim f(x)= lim (1+sen0)=1,

x>0~ x>0~
lim f(x)= lim [2—(x-1)2]=1 como Ilim f(x)=lIlim f(x)=1,
x>0t x>07* x>0 x>0t

existe lz’n% f(x)=1y lz’rra f(x)=f(0), asique lafunciéon es continua en
x-> x>

3
x, =0 y por lo tanto es continua en todo sudominio D ,=| — ==&, 3
1 f 5

GRAFICA 4
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11.38 Calcularel valorde "a " para que la funcién sea continua.

x Si x < a

J(x)=

x2 -4x+6 si x > a

SOLUCION:

f(a)=a; lim_f(x)= Ilim (a)=a, lim_ f(x)= lz’m+(x2—4x+6)=
lim f(x)=a’-4a+6; lim_f(x)=lim f(x) > a=a’-4a+6,
xX—>a XxX—>a xX—=>a

a’*-5a+6=0, (a-2)(a-3)=0, a,=2,a,=3.

Hay dos valores de "a” que hacen continua a la funcion en /R , que son

a, =2, a, =3

Graficas 5 y 6
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11.39 Determinar el valor de £t y el de C para que la funcion dada sea

continua.
k—-‘lx si x< 0
3
f(x)=% ¢cx - 2 i 0<x <2
-?i Si x > 2
L 2
SOLUCION:

Las reglas de correspondencia son polindmicas, luego corresponden a una

funcion continua, solamente hay que aplicar las condiciones de continuidad en

Xo=0vy x,=2

En x,=0

f(0)=k—i(0)=k; lim f(x)=k; Ilim f(x)=C(0)=-2
3 x>0~ x>0t

Como debe tenerse Iim f(x)=lim f(x) para que exista

x>0~ x>0t
lim f(x),entonces k=-2, asique lim f(x)=f(0)=-2
x>0 x>0

En x,=2

f@)=C(2)-2=2(C-1); lim f(x)=2(C=1); lim f(x)==

Ahora, Ilim f(x)=Ilim f(x) = C—l=%,luego C =—, con
+

x->2" x->2

NN

el cual lz;m2 F(x)=f(2) =—i— . La funcion continua en IR queda:

]
-—2—ix si x<0
7 .
f(x)=<—4—x—2 Si 0 <x<2
—3— si x > 2
. 2
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Grafica 7

A
3
-Z-J
1

— - . — X

-3 2 2 3 4 —»>

I1.40 Dada la funcion y = x> -3x2+ 7, x, =2, x,=2.1, calcular los

incrementos Ax y Ay

SOLUCION:
Ax=x,—-x;,=21-2=0.1

y, =2°=3(2) +7=8-12+7=3

y, =(2.1)’=3(2.1)*+7=9.261-13.230 + 7 = 3.031

Ay = y,—y,=3.031-3 =0.031
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1141 El didmetro de una circunferencia cambiade D, = 5.00m a D, = 4.96 m ,

.42

calcular el incremento de su longitud.

SOLUCION:

La longitud de la circunferenciaes C = n D

Tomando n = 3.1416

C, = =D, =31416(5) =15.7080 m
C, =nD, = 3.1416(4.96) =15.5823m
AC = C,—-C, = 155823 -15.7080 = —0.1257 m

Calcular el incremento del volumen de una esfera si su radio r;, = 2.00 m se

incrementa 3 ¢cm .

SOLUCION:

El volumen de la esferaes V = i;— ar’, ry =200, Ar =003 m

v, = —‘;—nr31 &—‘33-(3.1416)(2)3 = 33.5104 m*
14 —inrz*1(31416)(203)3-'-350411m3
2 3 2 = 3 . . - .

AV = V,— ¥V, = 35.0411 — 33.5104 = 1.5307 m’
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1.43 Por medio de incrementos demostrar que la funcién f (x) = x> — 3x+ 1

es continua para todo valorde x .

SOLUCION:

Se debe demostrar que lz'm0 Ay =0 V x € IR

Ax —>

Ay = (x+ Ax)* =3 (x+ Ax) +1—-(x*-3x+1) =
= x>+ 2x Ax + (Ax )’ =3x =3Ax +1-x*+3x-1 =
= 2xAx + (Ax)? — 3Ax

lim Ay = lim [2xAx+(Ax)2-—3Ax:l=2x(0)+0—3(0)=0

Ax >0 Ax >0

Secumpleque Jlim Ay =0
Ax >0
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11.44 Representar geométricamente los siguientes entornos:

||-45

.46

11.47

il.48

a) 0(3,0.75)
b) ¢'(4,0.6)
c) |x-2|<04
d) 0<|x-5/<038

Considerando los teoremas sobre limites y sobre operaciones con limites y
teniendo en cuenta el limite de la funcién identidad en un punto y el limite de

una funcion constante en cualquier punto, calcular los siguientes limites:

lim (x2—3x+7)

x—1

, xt-4
lim —
x>3 x -2
2
, x“+4x+4
lim

¥>-2 252 _x4+3
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11.49

11.50

.51

11.52

.53

11.54

I1.55

, 2
lzm] \/Zx -3x-4

X-

, x2 -2
lim S

lz'm2 3w/3x2 +x+2

x—)g

Calcular los siguientes limites

4 -x

lim 5 -
x—>4 x< —-16

2
’ _'1

lim —
ol x4 x=2

. x%-9
lim

x>3 2x ~6

. xt—4x+4
lim ———————

2
x—>2 x° -4
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11.57

11.59

11.61

il.62

, x2-9
lim —~—
23 x* -5x+6

, xl4+x-2
392 x4 4 3x+2

, x?-2x-8
lim RS —
¥4 % _6x+8

2x%2+x-6

lim 5
x—»% 2x° -5x+3

lim 5
x>-2 3x" - 10x -8

lim >
x-)% 2x° +3x-2

, 4x* +5x -6
lim 5
x> 16x° -9
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11.63

[1.64

11.65

11.67

x +8
x>-2 x +2

x}-3x? +3x -1

lim

x -1 x -1
, X

lim

i AX+2 =32

x>0 X

3 —
lim q/x+1 1

x—>0 X

x -8
x—)643x_4

, Senx
lim
x>0 2x
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I.70

n.74

.72

.73

||l74

1I.75

.76

sen’ @

sen 4x
x=0 3x

, landx
lim
x—>0 3x

3cos0 -3

cosx tanx
m —_—
x>0 X

, Secx —1
Iim ———
x>0 Xx secx

lim (,/senx - 3~x)2

x>0 x
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W77 lim €053x 1

x>0 2x2

.78 lim L-C054x
x>0 3x sendx

79 lim - > (2 x))

=0 xtan(ﬁx

, 4 —-4cosx
lim —————=

x>0

Calcular los siguientes limites cuando la variable independiente tiende al infinito, si es

que existen.

2 ——
.81 Iim fz__iﬂt
20 x" +3x-6

3 2
.82 lim 2x 4x° +2x -7

3> 5+8x-3x’
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2 2
.83 lim 3"3 6"2 +2
XX Ix” —S5x° +4

4 3
.84 lim zx - 4x
@ xS _3x4 4 x?
3
.85 lim Sx” +3x+8

x20 2 Loy 42

4 3 2
.86 [im 2X X X
IR Ix“ —-Tx—-9

Calcular el limite que se pide si es que existe, si no existe, indicar la razén de esto.

—x?42x42 Y] x <1
87 f(x)=
X +2 si x>1
lim f (x)
x2-6x+9 si x <2
He8 r(x)-=
—x242x+1 S x 22

lim f (x)

113



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
LIMITES Y CONTINUIDAD

x2+4x -5 si x < -1
.89 f(x)=

4-—-x Si x > —1

xl—l;”zl f(X)

~x24+4x-2 Si 0<x<3
H90 f(x)=
(x~3)3 i 3<x<4
lim f(x)
x—>3
\[16—x2 sii -4<x<0
91 f(x)-=
x3+2 si 0<x <l
lim f(x)
x>0
(.2 _
-4 i -5<x<-2
x—-2
.92 f(x)=7
L—4—x2 si ~2<x<?2
lim f(x)
xX—>=~2
-4
II-93 f(x)=z*|—£~;—!

lim, £ (x)

114



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
LIMITES Y CONTINUIDAD

Determinar si la funcién es continua en el punto indicado, en caso negativo explicar la
razén de la discontinuidad.

x% -2 St x <2
94 f(x)=
1 3 .
—X + — Si x>2
2 4
En x,=2
1 1 .
—-— X+ — Si x <1
2 2
9SS f(x)=
-x%+4x-3 si x2>1
En x, =1
(x—l)3 si x<0
3—(x—l)2 si x>0
En x,=0
senx si —nSx<%
11.97 f(x)=1
, i
1+cosx Si —2—5x51t
En x,=—n—
2
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[((x+2)% +1 si. —4<x<-1
98 f(x)=:
x+3 si -1l<x <2
Lx+2
En x,=-1
x*-2 si x <2
99 f(x)=
1 3 .
—_X+ — Si x> 2
2 2
En x,=2
1 2
X +2x KV -2<x<3
X
1100 f (x)=+:
L\/25—(x—-3)2 si 3<x<8

En x,=0 y en x,=3

11.101 Estudiar la continuidad de la funcién en todo su dominio.

x2-2x+2 si ~-1<x<?2

f(x)=

2x -2 Si 2<x<4
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11.102

1.103

11.104

11.105

Investigar si la funcién es continua en su dominio.

25-x2%  si -5<x<3

f(x)=

x+1 si 3

IA
=

IA
(=)

Estudiar la continuidad de la funcién en su dominio.

2-(x+1)° sii -3<x<0
f(x)=

x2-1 si 0< x<2

Investigar si la funcion es continua en el intervalo [ -2, 4 ]

3-x? si -2<x<1

f(x)=
\/9—-(x—1)2 si 1

IA
=

IA
N

Estudiar la continuidad de la funcién en el intervalo [ -4, 5 |

88—/ 25—x? si -4<x<3
f(x)=
2—-- —
¥ -2x-8 si 3<x<5
x—4
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_n]

N W

IH.106 Estudiar la continuidad de la funcién en el intervalo [ -3,

(x+1)* si xe[-3,0)

d

f(x)=

I -senx Si xe(O,

N W

11.107 Estudiar la continuidad de la funcién en IR

(1 si x<0

2 Si x=90
S (x)=5

x +1 si 0<x< 2

Lx2+1 si x =22

Estudiar la continuidad de la funcion en su dominio, indicando donde no es continua.

Trazar su grafica.

_ x +2 si -4<x<1
11108 f(x)=
-x2 +2x+2 si l<x<4
x? -1 si -2<x«<1
109 f(x)=
(x=2)° +1 si 1<x<3
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25-x2 si xel[-5,-3)u(3,5]
110 f(x)=

4 si xe[—3,3]

(x-2)2+1 sii —4<x<?2

111 f(x)=

—i—\/9-(x—2)2 si 2

IA
=

IA
w

w/16—x2 si -3<x<0

112 f(x)=4 3-2x si 0<x<2
x2-6x+7 si 2<x<6
x?+1 si -3<x<90

113 f(x) =1 1 si 0<x<m

x
sen — si T<x<3n
) ¥
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11.114  Determinar el valor de la constante ¢ con el que la funcién es continua:

x> =25
f(x)=9 x-5

c si x=295

11115 Determinar el valor de la constante £ que hace que la funcién sea continua

x2-2x-3

x-3

f(x)=

11.116 Determinar el valor de la constante a que hace que la funcién sea continua

;-

2x% +x-3 . 3
U R e—— si X # ——
4x* —4x -15 2
S(x)=5
a Si x=—-i
| 2

I.117 ;Para qué valorde b la funcién es continua en el intervalo [ -1, 3 ] ?

(x=1)>  si x<b
f(x)=

—(x-1)* i x

v
o
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I1.118 Determinar los valoresde a y b que hacen que la funcién sea continua

2 si x < -1
f(x)=3 ax+b si -1<x<3
| -2 si x23

1I1.119 Determinar los valores de las constantes ¢ y k para que la funcion sea

continua

’cxz si x <1
f(x)=3cx+k si l<x<3
kx+1 si x 23
11.120 Dada la funcién
2+ (x=2)° sii x<k

f(x)=

I\
>

—i—\/9—(x—-2)2 si x

Determinar el valor de la constante k& que la hace continua en el intervalo

[0.5]
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1.121

iL.122

il.123

1.124

11.125

11.126

Sealafuncion y=2x%-3x2+4x+1, x,=3,  x,=3.5 calcular

Ax y Ay.

x-1

Para la funcidon f (x)= , calcular el incremento de f(x)si’

x, =25y Ax=-0.2.

Calcular el incremento del! area de un circulo si su radio cambia de

r,=150m a r,=154m

Sielradio r,=2.30 m de una esfera se incrementa con Ar =5 cm ,

calcular:

a) Elincremento del area de su superficie.

b) Elincremento de su volumen.

Una tuberia de 35 m de longitudy 2.50 m de diametro exterior se va a

revestir con una capa de concreto de 15 cm de espesor, calcular la cantidad

necesaria de concreto.

Se tiene un tanque cilindrico de lamina que mide 1.20 m de altura y su radio
es de 50 cm. Se desea aumentar su capacidad dando a su altura un

incremento de 30 cm . Calcular la cantidad de lamina necesaria para hacer

dicho cambio.
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Por medio de incrementos demostrar que la funcién es continua en el punto indicado:

127 f(x)=2x>-4x-3, paratodo valorrealde x .

1.128 f(x)=—1——, para x,=2.
x+1 |
129 y=+x2+4 |, para x,=0.
130 y=|{x-3|, para todo valor real de x .
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CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
LA DERIVADA

ill.1  Obtener la derivada por el método de los 4 pasos

_x—4
x+4
SOLUCION:
x+Ax—4
1. y+Ay="—""2"7
yray x+Ax+4
2 Ay_x+Ax—4__x—4_(x+Ax—-4)(x+4)-—(x+Ax+4)(x—4)

x+Ax+4 x+4 (x+Ax+4)(x+4)

_x”+xAx~4x+4x—16—x2—xAx—4x+4x+4xAx+16

Ay
(x+Ax+4)(x+4)
Ay= 8Ax
(x+Ax+4)(x+4)
3 Ay 8Ax
T Ax Ax(x+Ax+4)(x+4)
ax>0 AX (x+4)(x+4) (x+4)? dx  (x+4)?
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.2 Derive por el método de los 4 pasos

f(x)=y2x+3

SOLUCION:

1. f(x+Ax)=+2(x+Ax)+3

2. f(x+Ax)-f(x)=+2(x+Ax)+3 —2x+3

g, S(x+Ax)—f(x) _ J2(x+Ax)+3 - 2x+3

Ax Ax

a4 gm LEFAX)-SF(x) _ J2(x+Ax)+3 - 2x+3

Ax—0 Ax Ax -0 Ax

- lim 2(x+Ax)+3-2x-3 _

Ax -0
ax[ V2 (xran)+3 w2543 |

2Ax

= lim

Ax >0
Ax[\/Z(x+Ax)+3 +\/2x+3 ]

2 2 1

= lim

Ax =0 \/2(x+Ax)+3 +\/2x+3 =\/2x+3 +\[2x+3 \/2x+3

d [~ 1
;; 2x+3 :_;;:;_
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L3 Derive aplicando el método de los 4 pasos

y=3J5—x2
SOLUCION:
1. y+Ay=3\[5—-(x+Ax)2
2. Ay=3\/5—(x+Ax)2 —-3\’5—x2
) Ay 35-(x+Ax)? =35’

Ax Ax

_3(J5—(x+Axf ~5-x2 )(Js—(x+AxV +J5—x2)
i Ax[JS—(x+AxY +J5—x2]

B 3[5-—(x+Ax)2 -5+ x? ]

Ax[JS—(x+Axf +J5~x2]

B 3[——2xAx—(Ax)2]
) Ax[\/S—(x+Ax)2 +\/5—-x2 }

3[—2x—(Ax)]

) \/5—(x+Ax)2 +\/5—x2

4 Ay 3(—2x) _ —6x
x>0 Ax \/5 x? +\/5—x2 245-x?
dy _ —-3x
dx 5 — x?
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Il1.4 Obtener la derivada por el método de los 4 pasos

y=3x2-1

1. y+Ay=3\/(X+Ax)2 -1

2. Ay =Y (x+Ar)’ -1 -5 -1

Ay _ 3\/(JH'A’C)Z -1 —3\/x2 -1
Ax Ax

e | o) R R Gk )

Ax (if(x+Ax)2—l )2+3\/(x+Ax)2~1 i/xz“l +(3\/"2‘1 )2

= (x+Ax)*—1-x%+1

x| (VGram 1 ) e YGrmny e (e ) ]

x2+2x Ax+Ax? - x?

Axl:(s\/(x+Ax)2—1 )2+3\/(J€+Ax)2_1 3\/x2—1 +(3‘/_x—2j)2]

2x + Ax

[(3\/(x+Ax)2—1 )2+3\/(x+Ax)2_1 3\[x2_1 +(3\/x2-1 )2]

4. Iim Ay _ 2x
T e e

2x . dy 2x

s({for-t) (e
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Obtener la derivada de cada una de las siguientes funciones

.5 y=senax
SOLUCION:

dy d
—< = coSax — ax=acosax
dx dx

L6 y=S5cos3x
SOLUCION:

4y =5 (—sen3x)—d—3x =-S5sen3x(3)=-15sen3x
dx dx

M7 y=.tandx

SOLUCION:

dyzsec24x(4)=2secz4x
dx 2\[tan4x Jtan4x

M8 y=qa sec( bx’ )
SOLUCION:

Z,—y = asec( bx? )tan(bxz)(be )=2abxsec( bx? ) tan(bx2 )

X
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me f(0)=1csc30

SOLUCION:
-2

£(0) = (esc0 )5 ; f'(6)=§(csc39 )5 (—csc30 cot36 )3 =

1

f'(9) =- csc 3 cot 39 = —(csc 30 )5 cot 30 = —*/ csc 30 cot 30

2

(csc36 ) 3

HL10 f(x) = x’cosx

SOLUCION:

f'(x) = xz(—senx)+cosx(2x) = 2x cosx — x_ senx

SOLUCION:

ﬂ _ 0c0s0 — senb
do 02

mia2 y - % cotx’

SOLUCION:

2
c—il =X ( —csc? x? ) 2x+cotx2(l = cotx —x? csc? x?
dx 2 2 2
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i1.13 Dada la funcién y = \/ 4-x +2 ang sen~)2c— obtener %2;- y su
X

valorpara x = 0.

SOLUCION:
1
2 -
24 4—x2 1_({)2 4 —x? 4-x?
2 4
. 2-x 2-x =\/2—x \/Z—x
4 — 2 J2—xJ2+x ﬁ+x 2+x

1
97 - 16 S —— 1. —J16—x2
dx 2 2
1_(1) 2+/16—x
4
_ X 2+16-x"° _
f16——x w/ \[16 x?
, 2(2)° 8 8
f(2) = - (2) = = =

4
/16_(2)2 J12o 23 3
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111.15 Dada funcion

—lx+b si x< -1
f(x)=<§\/9—(x—2)2 Si -1<x<c¢
(x-2)*+2 si x>c

a) Determinarlos valoresde b y ¢ que hacen que sea continuaen /R .

b) Estudiar su derivabilidad en su dominio.

c¢) Trazar su gréfica.

SOLUCION:

a) Continuidaden x, = -1

F(-1)= L1, lirz1l+f(x)=§\/9—(—3)2 =0, como

f(-D)=lim f(x) = %+b:0 = b:__;.

(S ]

continuidaden x, =c

f(c)=%\/9—((}—2)2 ; lz’m+f(x)=(c—2)2+2, como

f(c)=lim f(x) = —§—J9—-(c—2)2 =(c-2)2+2;

4[ 9-(c-2)" :|=9|:(c—2)2+ 2]2 s (c=2)° [9(c—2)2+40]=0

si (c=2)'=0 = c=2;

si 9(c-2)"+40=0; 9(c—-2)"=-40 = ce¢lIR
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la funcién queda
11 ,
-——Xx—-— Si x < -1
2 2
2 2 :
f(x) =5 ; 9-(x-2) Si -1<x<2
(x=2)2+2 si x> 2
b) Derivabilidaden x, = ~1
1
' _1 - __
fo(-1) 2
2 -2(x-2) _ 2(x-2)

d (2 2 |
E(;\/9——(x—-2) )—

2(3) 2

-§2J9—(x—2)2 3J9-(x—2f

f'+(_1)=3—\/ﬁ=6 = f4(-1)3

La funcién no es derivableen x, = —1.

Derivabilidaden x, =2

F(2)=- 2(x-2) _ . 2(0) -0
3 9-(x—2)° o, e

f1e(2)=2(x-2)],.,=2(0)=0

Como f' (2)=f,(2)=0, f'(2)=0, por lo que la funcién es

derivable en x =2 Iluego es derivableen IR —{ -1}
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c) Griéfica
AJ

4 0 1 2 3 4

111.16. Calcular el area del triangulo formado por el eje de las ordenadas, la recta

tangente y la recta normal a la curva de y2 =4—-x en el punto de

ordenada 1
SOLUCION:
Si y,=1, entonces x, =4-1=3 , el punto de tangencia es:
P(3,1).de Ila ecuacion y2=4—x se obtiene Zyglz—l
X

dy 1 : 1 1

—~ = ——— la pendiente de la tangente es m = ——— = ——

dx 2y P 9 2(1) 2

Ecuacion de la recta tangente: y'—1=—%(x——3),x+2y-5=0 -

Punto de interseccién con el eje de las ordenadas

Si x,=0, dy=5, J’2=§' A(O,%)

1
Pendiente de lanormal;, m, = — = 2.

m

Ecuaciéndelanormal;, y-1=2(x-3) 2x-y-5=20
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Punto de interseccion con el eje de las ordenadas.

Si x,=0, y,==5, B(0,-5)

Sea el segmento 4B la base del tridangulo.

1 15
+— =
2 2

N
[N ERV}

La altura del triangulo: % =3

Area del triangulo
15
(%)
4=2)_ %

A= 425— unidades de area.

A
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.17 Dada la elipse x> +6xy +25y? =16 Obtener las ecuaciones de las rectas

tangentes paralelas alarecta x +3y—-4=0.

SOLUCION:
Derivando implicitamente la ecuacién de la elipse:
2Xx+6xy'+6y+50yy' =0

_¥t+3y

"(3x+25y)=~x-3y ; r=—
y'(3x+25y)=-x-3y ;  y'=-3 o0

La pendiente de la tangente a la elipse en cualquier punto es:

x+3y
3x+ 25y

De la ecuacién de larecta: y = —%x + % , la pendiente de la recta es:

1
m,=——§

lgualando las dos pendientes:

x+3y 1
- = 3(x+3y)=3x+25
3x+25y 3 ( ») Y
3x+9y =3x+25y , 16y =0,luego y =0

Sustituyendo este valor en la ecuacién de la elipse:

x2+6(0)+25(0)=16; x*=16, x, =4, x,=-4
Los puntos de tangenciason, P, (4,0) y P, (-4,0)

Las ecuaciones de las tangentes son:

En: Py (4,0)  y-0=-3(x-4); 3y=-x+4; x+3y-4=0

En: P,(-4,0) y-0

—-é (x+4);, 3y=-x-4; x+3y+4=0
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Ii1.18 Obtener el angulo que forman al cortarse las curvas de ecuaciones:

SOLUCION:

Para determinar los puntos de interseccion, se resuelven como simultaneas las
ecuaciones.

Porigualacion: x> =2-x?, 2x*=2; «x%=1; x, =1, =x,=-1
yi=y, =1

Los puntos de interseccion son: P, (1,1) , P,(-1,1).

Las pendientes de las rectas tangentes son: m, = 2x, m, = -2x

En P,(1,1): m, =2, m,=-2

—2-2 4
ne = = — = 1.333 =angtan1.333 ; = 53° 08’
TP (=) T3 ¢ =angtan ?

En P, (-1, 1), elangulo es el mismo, por simetria.

I11.19 Calcular el angulo que forman al cortarse las curvas de ecuaciones

Y= X+ e (1)
Y =132 e (2)
SOLUCION:

Punto(s) de interseccion, resolviendo como simuitaneas las ecuaciones:

Jx+1 =~/ 13-x? ; x+1=13-x2; x2+x=12=0; (x-3)(x+4)=0
x, =3, x,=-4 porlocual, y, =2, y, ¢ IR , el unico punto

de intersecciéon P (3, 2)
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11.20

De (1): f'(x)=———. lego. f'(3)=——=—=m,

2/ x+1 2\/’4_ 4

De (2): fz'(x):—;—,asique,
13- x°
. 3 3 3
f2(3)=— =- =——-=m,
13-9 J4 2
3.1 —6-1
tan @ = 2 4 = i :—E-———Z.S ( @ es obtuso)

n—@=angtan 2.8 =70°21" , luego ¢=180"—70°21' ¢ =109°39'

Demostrar que la curva de ecuacion

ylarecta x+y =0 i (2) se cortan en
angulo recto.

SOLUCION:

Puntos de interseccion. Resolviendo como simuitaneas las ecuaciones.

De (2) y = —x, sustituyendo este valoren (1):
x?=x(-x)+(-x)*=-3=0, 3x*=3; x’=1, x=4=1
x, =1, y,=-1, x,=-1, y,=1

Los puntos de interseccié6nson P, (1,-1) y P,(-1,1)
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Derivando implicitamente en (1) :
2x-xy' - y+2py'=0; ¥ (2y-x)=y-2x; y =2L"_m,
2y—-x
De (2) y'=-1, m,=-1
-1-2(1) =3
En P 1,—1 ’ =—-—————=—-—~:]’ = —]
 ( ) 1 2(-1)=1_ -3 m,

Las pendientes son reciprocas y de signo contrario, entonces el angulo es recto
¢, =90°.

1-2(-1
En P2("'1,1), ml:mt(_—(—j:-S:%:]; m2=—-1

Como las pendientes son reciprocas y de signo contrario, el angulo es recto
(pz = 900

Determinar el angulo que forman al cortarse las curvas:

X2 = P2 =520 e (1)
4x2 492 —T72=0 coooreeee (2)

SOLUCION:

Puntos de interseccion. Se resuelven como simuitaneas las ecuaciones.
De (1) 9x2-9y%-45=0

De (2) 4x*+49y* -72=0

Sumando: 13x° -117=0
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.22

Los puntos de interseccionson: P, (3,2) , P,(3,-2),P,(-3,2)
y P,(-3,-2). ’

Como se trata de una hipérbola y una elipse, ambas con centro en el origen, el

angulo que forman en cada punto de interseccién es el mismo por simetria.

De (1) 2x-2yy' =0; y’=_;c_;
4x 4x
De (2 8x+18yy' =0 ; = g .
(2) yy Y=gy Y=gy
En P,(3, 2) setiene:
mo X3 o440 2
cy T2 Y > 9y, 9(2) 3 2

Como las pendientes m, y m, son reciprocas y de signo contrario, el angulo

formado ¢ esrecto ¢ = 90°

Un arco parabdlico esta apoyado en dos puntos a nivel, distantes 25.00 m uno

del otro. El punto mas alto del arco esta 5.00 m arriba del nivel de los apoyos.

Calcular el angulo que forma el arco con la vertical en los puntos de apoyo.

SOLUCION:
La ecuacién de la parabola es del tipo:
x* =4py
2
Luego p= 5@

En el punto A(-12.5, -5), elvalorde p es

_(-12.5)F
GO

- 7.81
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2 2x x
Entonces la ecuacion es: y = LN gﬁf_ = — - Q = —
4p dc 4p dx )4
1Y - _0.064 x
dx
dy

En A(-125, =5): —=-0.064(-12.5)=0.80

La pendiente de la rectatangente en A4 es:
m = tana = 0.80,luego «a = ang tan 0.80 = 38.6598°
a =3839'35" Como a+@=90 = ¢ =51°20'25"

A

P(-12.5, -§)

< 25 >

1.23 Un hombre de 1.75 m de estatura camina alejandose de un arbotante con

foco a una altura de 4.50 m a razén de 4.4i_ . ¢A razén de cuantos
min

metros por minuto se alarga su sombra?

SOLUCION:
H=4.50m, h=1.75m, d—=44-—

Longitud de la sombra: y

Se pide ﬂ
dt
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y _xty
1.75  4.50

De la figura

450y =175x+1.75y = 2.75y = 1.75x

Derivando respecto al tiempo ¢ :

2759 2175 9 27592 _175(4.4) -
dt dt dx
dy _175(44) _,, 4y _,g M
dt 2.75 dt min
F
Ay Vs
A7
H
h
—-v —
I« x >l Y P

I1l.24 Una escalera de 5 metros de longitud est4 apoyada en un piso horizontal y

recargada en un muro vertical. El pie de la escalera resbala alejandose del
muro con una rapidez de 2 metros por segundo. Con qué rapidez se desliza

hacia abajo el extremo superior de la escalera cuando el pie estd a 3 metros
del muro?.

SOLUCION:

dx m Q

—_— =2 — se pide cuando X, =3m
dt S P !
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De la figura: x2+y%=25
Derivando con respecto al tiempo ¢ :
2xd—x+2yd—)i=(), dy _ _x dx
dt dt dt y dt
Cuando x,=3m, y,=+25-x2 =.25-9 =16 =4m

Sustituyendo valores en Z—:

9y 3y =-3 -0 o507
3 2 dt

4 X
dx
di

I11.25 En un circulo cuyo radio crece con una rapidez de 3 cm por minuto, esta

inscrito un cuadrado. ¢Con qué rapidez aumenta el area del cuadrado cuando

el radio del circulo mide un decimetro?

SOLUCION:
Se tiene, ar = im—
dt min
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Siendo A el area del cuadrado, se pide % cuando r=1dm

Por la regla de la cadena ﬂ = d_’ii’i
dt dr dt
I : |2 2 2
Delaﬂgura,rzzz(zj = = | " =2r? 4=1" =2r?
éﬁ=4r, —(-Iﬁ=4rg—r=4r(3)=12r
dr dt dt
dA

Si r=ldm=10cm , —=12(10)
dt

2
44 _ 0 ™
dt min
e f

146



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
LA DERIVADA

111.26 Un bote B navega perpendicularmente a la costa hacia un muelle "M" a
razén de 15km/h. Un foco "F" estd a 3 km del muelle sobre la costa.
¢ Con qué rapidez se acerca el bote al faro cuando estaa 4 km del muelle?
SOLUCION:

ax _ _15@
dt h

Se pide dy cuando x,=4km

De la figura y2 =x’ 49

Derivando respecto al tiempo ¢

dt dt dt  y dt

Cuando x, =4, y=:x2+9 =.16+9 =25 =5km

Sustituyendo valores en ay : dy = 4 (=15)=-12
dt dt 5
dy _ _jpkm
dt h
AF
”~
”
-
P
~
7
//
J’//
_ 3Ekm
~
-~
”
e
e
~
W
cﬁf M
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3

.27 Se esta vaciando arena sobre un montén de forma cénica a razén de 20 —ni—

min

La altura del monton es siempre igual al radio de su base. ¢Con qué rapidez

esta aumentando la altura del montén cuando el radio mide 3 metros?.

SOLUCION:

Sea V el volumen de arena

dv m?
Y — 290 2
dt min
Se pide ah cuando r, = 3m
dt
V=—1—1tr2h
3

Como h=r |, V:%nif

Derivando respecto al tiempo ¢

dh 3 dv dh
3p? 22 =2 28 2 =

dt = dt’ dt

dh

Sustituyendo valores n ~

, luego: h? = v
I
1 dv
Tthz dt
0.70735 -
min
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H1.28 Un avion vuela a 8 km de altura en linea recta hacia la ubicacion de un radar

localizado a nivel del suelo. Si la distancia entre el avién y el radar esta
disminuyendo a razén de 400 km/h , cuando esta distancia es de 10 km ,

;cual es la velocidad del avion?

SOLUCION:

Sea "z " la distancia entre el avion y el radar, % =400 km/h

Se pide Vy = % cuando z,=10km

De Ila figura 2t =x*+64

Derivando respecto al tiempo "t"

dz
dz dx dx dt
2255 = 2x 52 - .o ax _,at _
ar T 90 dr 2y
Si z,=10km, x,=+/100-64 = .36 =6km
10 (400) 2000 km km
vV, = = V., =666.66 -
4 6 3 h 4 6 h
Va A$
' /71
i
-
/'/ '
z .7 '
s : 8 km
P |
// |
e I
” I
” i . 4
W_(R e
I+ X —|
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.29 Siunfaro "F" estd en una pequeia islaa 2 km de la costa que es recta. El

haz luminoso del faro gira a una velocidad constante de 6 grados por
segundo. ;Con qué rapidez va desplazandose el rayo de luz a lo largo de la
costa en un punto que se encuentra a 3 km del punto "P" mas cercano al
faro?

SOLUCION:
do _6m _m rad

La velocidad angular del rayo de luz es: —_— = == ==
I y Hees dt 180 30 seg

Se pide % cuando x,=3km

De lafigura: tan0 = -;— luego x=2tanb

Derivando respecto al tiempo  "t”
dx 2 d9
—— = 28eCT 0 —— 1
dt dt (1)
3 . 2 2 9 13
Cuando x,=3, tan9 = oR por lo cual: sec* 0 =tan“0 +1 = —Z+1 = 7

sustituyendo valores (1), queda

dx =2(E)(_"_)_E’£-_d_§ _13n km
dt |, 4)J(30) 60 ' di[, ~ 60 s

En forma aproximada %—x] ~ 0.68068 km
)
*1

F __2_::_;_::______41’ ;
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I1.30 Empleando diferenciales, obtener un valor aproximado de ./ 146 .

.31

SOLUCION:

Sea y=.x =f(x)

Si x, =144, y =14 =12

x, = 146 , y2=JT46—=yl+Ayzyl+dy

Ax=x,-x,=146-144=2, Ax=dx =2

Se requiere obtener dy

2 1 =0.0833

dx _ _
2/x  2(12) 12

N 146 =~ 12+0.0833 , /146 = 12.0833

dy=f'(x)dx =

Por medio de diferenciales, calcular un valor aproximado de sen 31° 30’

SOLUCION:

Sea y = senx

x,=30°, entonces, y, =sen30°=0.5

si, x,=31°30", y,=sen31°30'=y, +Ay =~ y,+dy
Ax =31°30'-30°=1°30'

En radianes Ax = 1.5 % ~ 1.5(0.01745) = 0.02618 =d x

dy=cosxdx = cos30°(0.02618) = —“23 (0.02618) =~ 0.02267
sen 31°30' = 0.2267 + 0.5

sen 31°30' = 0.52267
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.32

L33

Se trata de pintar exteriormente un tanque elevado esférico de 2.00 m de radio
con una capa de pintura de 0.0005 m de espesor en fresco. Empleando

diferenciales, calcular un valor aproximado de la cantidad de litros de pintura,
necesarios.

SOLUCION:
V = %nﬂ , Ar=0.0005m , se requiere calcular dv ~ Av para

ry,=200m y Ar=dr =0.0005m

dv::—g—n3r2dr =4nridr

dv=4m(2)%(0.0005) = 0.02513 m>

dv = 25.13 litros

Dada la funcién y = x*> —=3x+1 calcular Ay y dy
a) Paracualquiervalorde x y Ax
b) para x, =2 y Ax=01

€) para x, =2 y Ax=0.01

d) para x, =2 y Ax=0.001

SOLUCION:

a) y+Ay=(x+Ax)>=3(x+Ax)+1

Ay = x> +2xAx + (Ax)? =3x-3Ax +1-x" +3x+1=

Ay = 2xAx + (Ax)? —3Ax =

Ay =(2x-3)Ax+(Ax)’

dy =f'"(x)dx, dy=(2x-3)dx=(2x-3)Ax
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Los resultados de los incisos b), €), y d) se tienen en la siguiente tabla con

Ay=(2x-3)Ax+(Ax)? ,dy=(2x-3)Ax y eAx=Ay-dy

x Ax Ay dx Ay—-dx
2 0.1 0.11 0.1 0.01

2 0.01 0.101 0.01 0.0001

2 0.001 0.001001 0.001 0.000001

Se observa que a medida que Ax disminuye, la diferencia Ay — d x es menor

111.34 Calcular el error absoluto y el error relativo que se comete al emplear la
diferencial de la variable dependiente en lugar de su incremento.

y=—2X | x, =2, Ax=dx=-0.2
x°+2
SOLUCION:

dy=(£2+2)3—3x(2x)dx= -3x2+6
(x2+2)2 (x2+2)2

dy = [-3¢()+6][-0.2] _ 3333

(4+2)°
ay-3Cxrlx) _ 3x _3(8) 6 _ 4 p30534
(x+Ax)*+2  x*+2 5.24

El error absoluto es e, =|Ay—dy|=|0.030534-0.033333 |

e, =0.002799
el error relativo es e, = ®a _ 0.002799 = 0.091668
Ay  0.030534
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L35

Al medir la arista de un cubo se comete un error del 1%, determinar el error

relativo y el error en por ciento % que se comete al calcular el volumen del
cubo con la arista medida.

SOLUCION:

v=x’, dv=3x>dx

El error en por ciento al medir la arista es 100 dx =1
x

El correspondiente error relativo es ax =0.01
X

El error absoluto en el volumen es:

dv=3x? 9% x 3,3 4%
X X

dv=3x’(0.01)=0.03 x>

El error relativo en el volumen es:

2
dv _3x"dx _5dX_300.01)=0.03
X

v x3
51—V=O.O3
v

El error en porcentajees: 3 %
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111.36 Obtener la diferencial de arco de la circunferencia
x2+yt=r?

SOLUCION :

Derivando con respectoa x :

2x+2y % = 0, luego %:—%

2
Sustituyendo este valor en la expresion ds = \/ 1+ ( % J dx

I11.37 Obtener la diferencial de arco de la curva de ecuacion:

y=5 42
SOLUCION:
ds=\/1+:;i—'§)2 dx ; %=%—;—(x2+2)% 2x=x(x2+2)%

dsz\/1+_x(x2+2)%]2 dx=\/l+x2(x2+2) dx=\/x4+2x2+l dx =

ds=\/(x2+1)2 dx=(x*+1)dx
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H1.38 Obtener la diferencial de arco de la curva de ecuacion:

y=0-sen0 , y=1-cos0

SOLUCION:
dx=(1-cos0)do , dy=s5en0do
Como

ds =\/(dx)2 +(dy)?

ds=\/(l—cose)z(d())z+sen29(d€))2

= Jl—2cas9 + cos’0 + sen’® dO

=\/2—20059 do

ds =+2(1-cos®) do
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Obtener la derivada por el método de los 4 pasos

.39

.40

.41

.42

11.43

.44

y=x>-3x+4
1

Y x+1
_x+2

Y x-—2

y=A+ x> +4

y=2+3-x

y=3 x—2

Obtener la derivada de las siguientes funciones

.45

il.46

y = 4x® -2x*+6x-9
x*—3x+5

f(x)=

159



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL

LA DERIVADA

.47

111.48

11.49

1i1.50

HL.51

11.52

53

11.54

ax’> +bx+c

g(x) = a, b, c e IR
x
yz,j?‘_ 2
2 ﬁ

y=(2x)*(4x-17)

y=(x2—-3)(2x+1)

g(x)=x(2x-3)(2x+3)

_ 34+42x—4x°

Ix

r=+1-20
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mse s=22(2-32)

ms7 f(x)=>4-9

mss =

3
.59 7 (x) :[a+—b2_)

ML60 y=x’+ a+bx>

me1 f(x)-=

Obtener la derivada y calcular su valor en el punto indicado

"|.62 y:x1/9+x2 ; x]=4

2
.63 _yx +16

yE ;. x,=-3
X
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1il.64

1i1.65

11.66

.67

nL70

71

f(x)=—Z
8—x?
1-2s
r =
1+2s
a’+x?
y = 2 2
a —X
_3 2 + 3t
2 -3t
r=0-20%+1

X, =2
s,=0
x,=1
t, =1
0,=2
x, =4
x,=-1
x, =5
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Derivar cada una de las siguientes funciones

.72

HL.73

.74

.75

1L.76

.77

.78

.79

11.80

1i.81

y =an, sen >

g3
f(x)= angcatz
a

1

Yy = ang sec —

X

r=angcsc (460)

y =angcos [ x

y=x’ angcosx
f{x)= angsen(3x—4x3 )

ang sen ﬁ
7x

g(x)=

y = | angcos 3x

h(x)=4x angtan%

Comprobar las siguientes derivadas
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3

11.82 f(x)=¥+—x——-—angsen§ : f'(x)zxz(g_xz) 2
2

L83 g(x):xw/4—x2 +4angsen32C— ; g'(x)=2\/4-—x2

.84 h(x)=\[4—x2 +2angsen£ ; h'(x) = 2-x
2 2+x
.85 y =angtan x+3 ; dy _ 1
1-3x dx xz 1
111.86 y=2angcos(1——£)+\[4x—x2 X -C-I-}iz 4-x
2 dx x

Determinar % y su valor en el punto indicado

msezr x> +y> =25 ; P(-3, 4)
mn.es8 x> -y’ =16 ; P(5, -3)
.89 x -y’ =3 ; P(7,2)
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.91

nl.o2

111.93

111.94

.97

xy =12 ;

y2—2xy+3x2=1 ;

xy2 =12 ;

xy2—3x2+4=0 ;

2x%y?—3xy +1=0 ;

N3x+2y (x-y) =8 ;

3x2y3+4xy2=6+1/y ;

165
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dy
Obten bl
ener dx

n.es 2y’ +xy+x2=28

moee x’ -3xy’+y’=1

100 ./2x + .3y =5

lil.101 2xy + mwseny =2mn

ML102 x + tan(xy) =0

m.103 .| 2 +\/i 1

m.104 x> =27V

105 2xy +y2 =x+y
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iiL.106 + -=1

R

1
y

ML107 2 (x2+1)=x? -1

w N
w o

i
fam—

.108 x3 + y

Obtener % de las funciones dadas paramétricamente

HL109 x =¢° : y = 3t
2
im.110 x = 3¢ : y = n
mi11 x =2 ; y =1+ 3t
112 x=1+—1- : y:-l—l
t {
MA13 x=-2¢> +1 coy=(2t+1)°
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ini.114

1n.115

11.116

it.117

i.118

1.119

111.120

ini.121

U et _t+l
t+1 ' Y
x=12 ;

x = tan® :
x = 3 cosa :
x = sen20 :
x = 2 cost :

3
x =4a cos’t

x =(2cost—cos 2t)

y = cot@
y = 5 senu
y = cos0
y = 2 sent

y = 4a sen’t

Yy =a(2sent—sen2t)
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2
Calcular dy , d’y y su valor para el valor x dado
dx 2
dx
a2
122 y=.ax + ; X, =a
ax
123 y = ./ 25-3x . ox,; =3
M124 y=x-x"+9 . x, =4
HL125 x’—4y° =9 . x, =5, (y>0)
MA26 x> +4xy+y>+3=0; x, =2, (y<0)
m127 y=>%x’+4 . ox, =2
m.128 x’> - y*> =7 . x, =4
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2

Comprobar los valores de il
dx’
.129 y=(—4x+9)2
L4130 y=10x""’
3 2 2
ML131 y=x" +8x -—
X
m.132 y=x2(3x_4)3 :
2x -3
11.133 = :
Y xX+2
M.134 y=xsenx
M3 y-— .
) Y 3+2cosx '
136 y =secx :

LA DERIVADA
2
A Y
dx?
2
: —C}Ll:&)x_4
dx?
2
. 4 6xa16-40x"°
dx’
d2
Zy = (3x—-4)(180x” —192x +32)
dx
2
Y a(x+2)
dx’
2
-d—zl = —x senx + 2 cosx
dx
dz 2 2
y _4cos“x+6cosx+8sen” x
dx> (3+2cosx)
2
d 2y=sec3x+tan2xsecx
dx
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Determinar la ecuacién de la recta tangente y la ecuacién de la recta normal a la curva
en el punto dado.

137 y=x’ -3x en P(2,2)

m.13s  y=2>+1 en P(2,5)
3—x

HL139 y=.x en P(4, 2)

n.140 3 = 4-x° en P (1,43 ) yen P, (1,-43)

141 x> +xy-y2=1 en P(2,3)

m.142 x’y*=9 en P(-1, 3)

maas =Y -» en  P(3,1)
x=2y

144 (y-x)’=2x+4 en P(6,2)

145 y°> -2x—-4y-1=0 en P(-2,1)

17
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H1.146

i.147

i1.148

111.149

11.150

i.151

i.152

111.153

i.154

tany = x en P(l, E)
4
3y+cosy = x° en P(1, 0)

2x’ —xy+y2=16 en P(3,2)

y>+2y—-4x+4=0 en P(1, -2)

9x’ +4y> =72 en P(2, -3)

Obtener las ecuaciones de las rectas tangentes a la circunferencia

x>+ y? =58 cjue son paralelas alarecta 3x + 7y =19.

Determinar las ecuaciones de las rectas normales a la hipérbola

4x% - y2 = 36 que son paralelasalarecta 2x-5y =4 .

Determinar los puntos de la curva y = 1——52— donde la recta tangente es
—-2x

paralelaalarecta 2x -5y +5 =0

i

Obtener el punto de la curva y2 2x* donde la recta tangente es

perpendiculara larecta 4x -3y +2 =0
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11.155

Mn.156

i.157

1Hi.158

1HL.159

Determinar las ecuaciones de las rectas normales a la curva

xy+2x—y =0 queseanparalelasalarecta 2x+y =0.

¢En qué ofro punto corta a la curva la recta que es normal a

y=x"+2x-3en P(1, 0)?

Determinar los dos puntos en los cuales la curva de ecuacién

x> +x y+y > =7 corta al eje de las abscisas; hacer ver que las tangentes

a la curva en estos puntos son paralelas. ;Cual es el valor de la pendiente
de estas tangentes?

El cable de un puente colgante esta unido a dos pilares separados entre si
250 m y al mismo nivel. Considerando que dicho cable adquiere la forma de
una parabola con su punto mas bajo a 50 m del nivel de los puntos de

suspension, calcular el angulo que forma el cable con un pilar en su punto
de apoyo.

F 250 m l

Calcular el area del triangulo que forman con el eje de las abscisas, la

tangente y lanormal a lacurva y =6x — x> en el punto de abscisa 5.
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Obtener el angulo que forman al cortarse las curvas dadas por sus ecuaciones.

i11.160

ii.161

i1.162

11.163

li.164

111.165

3x+y =35

yz\l?x—l ;

y=.—+x
3
y=x
2
y=x
x2+y2=2

Y

2x -y =

y=-—\/?x+2

y=qx

x

4
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i.166

.167

11.168

111.169

n.170

171

Un vehiculo se mueve a razén de 15 kildbmetros por hora acercandose en

linea recta a la base de una torre de 36 metros de la altura. ;Con qué
rapidez se acerca al punto mas alto de la torre cuando esta a 48 metros. de

ila base?.

t

Un lanchén se acerca a un muelle por medio de cable amarrado en una bita

del muelle. El cable se enrolla en un malacate colocado en una cubierta del
lanchén, a razén de 2.40 metros por minuto. La cubierta del lanchén esta a

4.50 metros debajo del nivel del muelle. ;Con qué rapidez se mueve el
lanchén cuando estd a 6 metros del muelle?

Un tanque tiene la forma de un cono invertido, su altura es de 16 metros y su

radio mide 4 metros. El tanque se esta llenando con agua a razén de 2
metros cubicos por minuto. ;Con qué rapidez sube el nivel del agua cuando
la profundidad es de 5 metros?.

El gas de un globo esférico escapa a razén de 2 metros ctibicos por minuto.

Determinar la rapidez con que disminuye el area de la superficie del globo
cuando el radio mide 1.20 metros.

Una placa metalica de forma circular se dilata por el aumento de la

temperatura de modo que su radio aumenta con una rapidez de 0.01

centimetros por segundo. ;Con qué rapidez aumenta su area cuando el
radio mide 2 decimetros?

Un avién vuela a 10 kilometros de altura en linea recta hacia un

Aeropuerto. Si la distancia entre un avién y el Aeropuerto esta disminuyendo
a razén de 500 kilbmetros por hora cuando esta distancia es de 100

kilbmetros. ¢ Cual es la velocidad del avion?.
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n.172

n.173

in.174

L1175

iL.176

m.177

in.178

Por medio de diferenciales, obtener un valor aproximado de 1/ 27 .

Empleando diferenciales, calcular un valor aproximado de 31/ 28

Obtener un valor aproximado de 34/ 122  por medio de diferenciales

Calcular un valor aproximado de cos 32° empleando diferenciales

Obtener un valor aproximado del incremento del area de una esfera si su

radio cambiade r, =120m a r, =122 m

Calcular aproximadamente el incremento del volumen de una esfera cuando

suradio cambiade r;, =80 cm a r, =77 cm.

El radio de la base de un cono mide 30 c¢m vy la altura del cono cambia de
h,=8Scm a h,=89 cm; empleando diferenciales, calcular un valor

aproximado del incremento de su volumen.
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nL.179

11.180

i11.181

111.182

.183

Empleando diferenciales calcular aproximadamente el incremento del area

total de un cilindro circular recto cuando:

a) El radio r,=1.00 m de la base permanece constante y la altura

h,=2.50 m se incrementa en Ah =2.5cm.

b) La altura i, =2.50 m permanece constante y el radio de la base
cambia de », =1.00 m a r,=98cm .

Dada y = x>+1 obtener Ay, dy y Ay-dypara x, =3 y
Ax=0.02

Si y= , x; =2, Ax=0.01,calculardy y Ay-dy .

Calcular el error absoluto y el error relativo que se comete si se emplea la

diferencial dy en lugar del incremento Ay cuando y = x> +4x-5,

x,=1,Ax=03.

Calcular el error relativo y el error en porcentaje que se cometeria si se toma

la diferencial 4y en lugar del incremento Ay siendo y = x> —2x° +3 ,

x,=2 ,Ax=0.05.
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VARIACION DE FUNCIONES

iv.1

Iv.2

Investigar si el Teorema de Rolle es aplicable a la funcién

2

f(x)="-x+4

en el intervalo [ 0, 2 |, en caso afirmativo determinar el valor de x en donde

se verifica.

SOLUCION:

a) La funcion es continua en el intervalo [ 0, 2 ] por ser entera.

b) La funcién es derivable (0, 2 ) por ser entera.

2

e) f(a)=f(0)=4, f(b)=f(2):32——2+4=4,. Luego
f(a)=f(b).

El Teorema si es aplicable.

f(x)=x-1
f(x)=0 = x;, =1

El Teorema se verificaen x, =1 € (0, 2)

Dada la funcién, f (x) = «/ 25— x” investigar si es aplicable el Teorema de

Rolle en el intervalo [ -4, 4 ]. En caso afirmativo determinar el valor de x en

donde se verifica el Teorema.

SOLUCION:
a) La funcion es continua en el intervalo [ -4, 4 ] por ser irracional con

dominio [ -5, 5].

181



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
VARIACION DE FUNCIONES

iv.3

b) La funcibn es derivable en el intervalo (-4, 4), ya que

fl(x) = ad
25 — x 2

€) f(a)=f(-4)=-./25-16 =.J9 =-3

f(b)y=f(4)=~-.25-16 =./9 =-3
fCa)=f(b)

se cumplen las condiciones de la hipétesis del Teorema, luego es aplicable.

f'(x)=0 =

X

N 25— xz——

El Teorema se verificaen x, =0

=x,=0e (-4, 4)

Investigar si se satisfacen las condiciones del Teorema de Rolle en el intervalo

[ -1, 2] para la funcién
f(x)=x-2x"—x+2

En caso afirmativo, obtener el valor o los valores de x donde se cumple el
Teorema.

SOLUCION:

Como la funcion es polindmica, es continua y derivable para todo valor de x ,

luego se satisfacen las dos primeras condiciones Hel Teorema de Rolle.
Especificamente, la funcion es continua en el intervalo [ -1, 2 ] para la tercera

condicién

f(a)=f(-1)=-1-2+41+42=0

f(b)=f(2)=8-8-2+2=0

f(-1)= f(2), porlo cual se cumple la tercera condiciéon del Teorema,
f(a)y=f(b).

Derivando, f'(x) = 3x* —4x -1
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iv.4a

Haciendo f'(x) =0 = 3x’-4x-1=0

Al resolver esta ecuacion se obtiene,

_2-47

X2

24T
==

Ambos valores estan en el intervalo abierto (-1, 2), en los dos se cumple el

Teorema de Rolle.

Investigar si se cumplen las condiciones del Teorema de Rolle para la funcién
x> =2 si x <1
f(x)=
2x-3 Si x2>1
. 5 . . .
en el intervalo | -2, 5 | Si es asi determinar el valor o los valores de x

para los cuales se verifica el Teorema.

SOLUCION:

a) Condicion de continuidad. La unica posibilidad de discontinuidad se
presenta en x, =1 f(1)y=2-3=-1,
lim f(x)= lim (x*-2)=1-2=-1;
x—>1 x—=>1
lim f(x)= Ilim (2x-3)=2-3=-1;
x—>1 x—>1

lim_f(x)= lim f(x)=-1, luego existe Iim f(x)=-1,
x—>1 x—>1 x—>1

entonces lz'_)m] S (x)=f(1) yla funcion es continua en x, =1 y es

continua en el intervalo [ -2, % ] .
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IV.5

b)

Condicién de derivabilidad. También para x, =1 se tiene la Gnica
posibilidad de que la funcién no sea derivable f'(1)=2(1) =2,
fi'/(1)y=2;como f'(1)=f,'(1)=2 = f'(1) = 2. La funcién

es derivable en x, =1 y el intervalo [ -2, % ) .

Condicion f (a) = f(b); f(a)=f(-2)=(-2)*-2=2;

f(b)=f(g—)=5—3=2; f(—2)=f(%), se cumple

también la tercera condicion del Teorema.

Ahora, f'(x)=2x para -2<x<1

f'(x)=2 si 1$x<%

solamente en —2 < x < 1 se puede tener f'(x,) = 0, para esto 2x = 0,

x, =0, xle(—Z, %)

El Teorema se verificaen x, = 0.

Si el Teorema de Rolle es aplicable a la siguiente funcién en el intervalo

[0, 4], aplicarlo y determinar el o los puntos en que se verifica. Si no es

aplicable, explicar las causas de esto.

fx)= oA

x+2

SOLUCION:

2 _4x

x° - . . :
f(x) = 5 es discontinua para x, # —2, luego es continua en el
X+

intervalo [ 0, 4 ], se satisface la primera condicién del Teorema de Rolle

184



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
VARIACION DE FUNCIONES

2
Derivando se obtiene f'(x) = w se ve que la funcién es

(x+2)*
derivable también para todo valor x, # —2 por lo cual es derivable en el

intervalo (0, 4) yse cumple la segunda condicion del Teorema.

Finalmente, f(a)=f(0)=%=0; f(b)=f(4)=%=0

f(0) = f(4),secumple la tercera condicion del Teorema, por lo cual si

es aplicable.

f'(x)=0 = x> +4x-8=0

Resolviendo esta ecuacion se obtienen, x, = —2+2ﬁ y
x,=-2-2./3.

El Teorema se verfica para x, =-2+2./3 =2(.3 -1},
2(J3 -1)e (o0, 4)

x, ==2-2./3 (0, 4)

IV.6 Investigar si es aplicable el Teorema de Rolle para la funcion

2
3

f(x)=3-(x-2)

en el intervalo [—6, 10 ] . En caso afirmativo determinar el o los valores de

x donde se verifica, en caso negativo decir porqué no es aplicable.

SOLUCION:

La funcién es continua para todo valor de x , luego es continua en el intervalo

[-6, 10].
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V.7

1
La derivadaes f'(x) = _2 (x-2)7 .
3 3%/ x-2
Se observa que para x, = 2 la derivada no existe y el valor 2 pertenece al

intervalo ( -6, 10), entonces la funcién no es derivable en este intervalo por

lo cual el Teorema de Rolle no es aplicable.

Observando la grafica de la funcién se nota que en el punto 4 (2, 3), no

tiene tangente y que en ningln punto de ella la recta tangente es paralela al eje

de las abscisas.

» X

La funciébn f (x) = tan x tiene valores iguales para x, =0 y x, = 7.

¢ Es aplicable el Teorema de Rolle para esta funcién en el intervalo [ 0, = ] ?

SOLUCION:

En efecto, f(x)=tan 0=0 y f(mn) = tanmn = 0, esto implica que se

cumple la tercera condicion de la hipétesis del Teorema de Rolle, sin embargo

para x = g la funcién es discontinua, dado que f ( g ) no existe, y como

g efo, n ] , f (x) = tan x no es continua en el intervalo considerado, por

lo cual no es aplicable el Teorema de Rolle.
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Iv.8

Investigar si el Teorema del Valor Medio de Calculo Diferencial es aplicable a la
funcién

f(x)=2x>-10x*-6x+7
en el intervalo [ 1, 3 ] , en caso afirmativo determinar el o los valores de x en

donde se verifica.

SOLUCION:

La funcién es continua en el intervalo [ 1, 3 ] y es derivable en el intervalo

(1, 3) por ser entera, por lo cual el Teorema si es aplicable.
f'(x)=6x"-20x—-6

f(1)=2-10-6+7 = -7
f(3)=2(27)-10(9)-6(3)+7 = —47

f(b)-f(a) —-47T+7 —40
b-a 3-1 2

= =20

f(b;:cf:(") = f'(x) = 6x?-20x-6=-20

6x*-20x+14 =0

3x2-10x+7 =0

x_lOi\/100—4(3)7__10iﬁ00—84 10+ .16 10t 4
2(3) 6 6 6

x1=—=%; Il<x <3

x2=§~=le(1,3)

. 7
El teorema se verifica en x, = 3
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IV.9 Verificar que para la funcién f (x) = -/ x +2 en el intervalo [—-2, 2 ] se

satisfacen las condiciones de la hipotesis del Teorema del Valor Medio del

Calculo Diferencial y determinar el valor X, donde se cumple la tesis del

teorema.

SOLUCION:

El dominio de esta funcion irracional es
Df = {x‘ x> -2 }

luego es continua en el intervalo [—2, 2] y es derivable en el intervalo

(-2, 2) ya que

' _-:_,__1 R
/1) 2 x+2

El Teorema es aplicable.
Se tiene f(a)=f(-2)y=-242 =0

f(b)y=f(2)=+2+2 =2

f(b)-f(a)__2-0 _1

b-a 2-(~-2) 2
f(b)_f(a)zf'(x):>_1_= 1
b-a 2 2 [x, +2
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IV.10 Sabiendoque f (x) = 3x? + 4x -3 es continua y derivable para todo valor

de x y considerando que el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial

se cumple para x, =2, determinar el valorde b si a=1

SOLUCION:

Se tiene, f(a)=f(1)=3+4-3=4

F(b)=3b" +4b=-3 ... (1)
F'(x,)=6x,+4=6(2)+4=16

Segun la tesis del Teorema,

f’(x1)=f(b)_f(a), a<x,<b
b-a

Luego, f(b)y=f(a)+(b—a)f'(x;)
F(b)=4+(b=1)(16) =4+16b-16

F(b)=16b=12 v, (2)

De (1)yde(2), 3b +4b-3=16b-12
36> -12b+9 =0
b’ —4b+3=0
(b=3)(b-1)=0 = b,=3 y b, =1

Evidentemente el valor pedidoes b, = 3
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IV.11 Empleando el Teorema del Valor Medio del Caiculo Diferencial, calcular en

forma aproximada ©/ 65

SOLUCION:

Sea f(x)=%x , f(65)="5/65, como 2° = 64, conviene tomar

a=64 y b=65.

Porel Teorema, f(b) = f(a)+(b-a) f'(x,)

1
Derivando la funcién propuesta, f (x) = x ¢ ;

_3

Flx)=ox = ——

6(4/x)

Tomando x, = 64 resulta

1 1 1

6(3/@)5 T 6(32) 192

f’(x1)=

Considerando este valoren ( 1 ) , queda,

- 1 1
65)=°%/65 =°/64 + — =2+ — = 2.0052
S (65) 192 192

El resultado es: 6\/765— = 2.0052
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IV.12 En un cuerpo prismatico de 1.00 m de altura se hizo una perforacién cilindrica

de 10 cm de didametro. Empleando un taladro se agranda la perforacion hasta

tener un diametro de 10.4 c¢m . Determinar la cantidad de material extraido.

a) Empleando el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial.

b) Por medio de incrementos

SOLUCION:

Sea x, = —122 =35 cm el radio inicial de la perforacibny x, = 104 _ 5.2 cm el

radio fina! de la misma.

a) Elvolumen de la perforacion es el del cilindro, V' = f (x) = nx’h , para

h=100m=100cm f(x) =100 nx’ que es una funcién continua y

derivable para todo valor de x .

Segtin el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial

FUBY=F(@) = (B =) F(X1) woomreommeeerceseeeoereesreeeeseeeeseeesrenn (1)

La cantidad de material extraido es AV = f(b)—-f(a) como
f'(x)=200nx, tomando x, =5cm se obtiene por (1),
AV =(5.2-5)200 a(5) =200=

AV = 62832 cm’

b) Como AV =V,-V, AV =100 mx?’

AV = 1007:[(5.2)2 52| = 204n AV = 640.88 cm”

191



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
VARIACION DE FUNCIONES

IV.43 Aplicando el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial, obtener una cota

superior del error que se comete al considerar que 34 =2

SOLUCION:

1
Sea f(x)__:s\/“xv:xg entonces, f'(x)= ———— ,y=f(x) es

4
5 (54/ x )
una funcién continua y derivable para todo x > 0; aplicando el teorema

indicado a esta funcion en el intervalo [ 32, 34 ]

f(b)-f(a)y=(b-a) f'(x;) =

334 =332 =(34-32) L (1)
) S(SJx1 )4

sisetoma x, =32, 5(5/x, )'=(5/32 )*=5(2)" =30

Sustituyendo este valor en ( 1) queda,
5 1
34 -2=2—=0.025
80

Esto implica que el error que se comete es menor que 0.025, ya que el valor

exactode x, es mayorque 32, locualhaceque f'(x,) enrealidadsea

menor que E;IE , (b—a) f'(x,) sera menor que 74:16 = 0.025
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IV.14 Obtener los valores maximos y minimos relativos de la funcién

f(x)=4x+—1~
x

SOLUCION:
. . . ) 1
La primera derivada de la funciénes: f'(x) = 4—T
X
' 1 . 2 1
f'(x) =0 = 4-—=0; x°=-
2 4
X
1 1 o
X, = 5 X, = 5 que son los valores criticos.
La segunda derivada es:
" _2x 2
Jrx) ===
X X
Para x|, = 1 ;
2
1 2
" -=|= =-16 <0
r(-3)

~4 es un maximo relativo.

por lo cual f(—%)z 4(—

Para x, = %

0 |
Ne——’
+
I

Por lo cual f( % ) = 4( % )+% = 4 es un minimo relativo
2
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IV.15 Determinar los maximos y minimos relativos de la funcién

iv.16

y =3 (x-3)" -5

SOLUCION:
1
Derivando, dy = 2 (x-3) 3 = t,ﬁ.,,gv_,‘__ﬁ
dx 3

No hay valores de x que anulen a la derivada, pero x = 3 la hace

discontinua.

x<3 = Yx-3 <0 = %Z <0
x

x>3 = 3 x-3 <0 = %1 >0
X

Como la derivada cambia de signo de (—)a (+) al pasar x creciendo por

x = 3, se tiene un minimo relativo para X, = 3 cuyo valor es,

f(3)=30 -5=-5

Para la funcién f (x) = x* —3x + 2, obtener

a) Los intervalos donde es creciente o decreciente.

b) Sus valores maximos y minimos relativos.

c) La orientacion de la concavidad y los puntos de inflexion de su grafica.

d) Trazar su grafica.
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SOLUCION:

f(x)=3x>-3=3(x*-1)=3(x+1)(x-1)

Valores criticos,

ff(x)=0 = x,=-1,

x, =1

fn(x)=6x; f"(JC)=0 = x3=0
X x+1 | x=-1 1] f'(x) | f"(x) |y=f"(x)]| Grafica
x < -1 - — + - creciente M
x ==l 0 0 - M, =4 N
-1<x<0 + - - - decreciente N
x = + - - 0 decreciente |1(0, 2)
0<x <l + - - + decreciente (%
x, = 1 + 0 0 + m, = 0 W,
x> 1 + + + + creciente v
Maximo relativo Mgy,=f(-1)=4
Minimo relativo, m,=f(1)=20
Punto de inflexion, 1(0, 2)
' y
w. 1
R ol
o X
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IV.17 Dadalafuncién f (x) =2+4x* —3x*, determinar:
a) Los intervalos donde es creciente o decreciente.
b) Sus valores maximos y minimos relativos.
c) Los puntos de inflexion y la orientacién de la concavidad de su grafica.

e) Trazar su grafica.

SOLUCION:
f(x)=12x*-12x> = 12x% (1-x)

Valores criticos, ff(x)=0 = x,=0, x, =1
fr(x)=24x-36x" =12x(2-3x);
2
f"(x)=0 = x,=0, s =3
X f'(x) 2-3x | f"(x)|y=f(x) Grafica
x<0 + + - creciente M
x =0 0 0 I1(0, 2)
2
0<x< 3 + + + creciente U
2 2 70)
X == + 0 i | O
3 0 creciente 2( 3’ 7
Z<x<l + - - creciente M
x =1 0 - - M, =3 N
x> 1 - - - decreciente M
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S(0)=2
2 2y (2Y
- |=2+4] = | - = =
(3)=2(3)-(3)
243216
27 27
70 - 55026
27

f(l)=2+4-3=3

Maximo relativo, MR =3

P X

IV.18 Analizar la funcion
F(x)=3x"-10x"-12x> +18x -1

determinando:
a) Los intervalos donde es creciente o decreciente.
b) Sus valores maximos y minimos relativos.

c¢) De su gréfica, la orientacion de la concavidad y los puntos de inflexién.

f) Trazar su grafica.
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SOLUCION:

F(x)=12x"-30x*-24x+18 =6 (x+1)(2x—-1)(x-3)

f"(x)=6(6x"-10x-4)=12(3x+1)(x-2)

fl(x)=0 = x, =-1; x3=%; xs =3
, 1
f'(x)=:>x2=—§; X, =2
X f'(x)| f"(x) f(x) Grafica
x < -1 - + decreciente (%
x =1 0 + | Min. f(-1)=-18 U
~l<x<—= + + creciente (O
X 1 + 0 creciente I (—l—g&)
2 3 3 27
b <x < 1 + - creciente M
3 2
X = L 0 - Max. f(i)=—6é N
3 2 2 16
1 _ _ decrec m
x, = —2— ecreciente
x, = 2 - 0 decreciente I,(2, -45)
2<x<3 - + decreciente (%
x = 0 + Min. f£(3) = -82 U
x >3 + + creciente (O
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f(x) =3x*-10x>-12x% +18x -1

AV
18
SO B 2 3

-100 1

IV.19 Determinar los valores maximos y minimos absolutos y relativos de la funcién

Wi

2
f(x)=5x%-x

-3, xe[-1, 4]

SOLUCION:

1 2 2

-1 z 3 - -
f'(x)=}§qx3—-§—x3=1?—5§ =1() l5x=5(2]_x)

x3 3x3 3x3

valores criticos
f'(x)y=0 =2 2-x=0, X, =2
donde f' no esta definida x, =0
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-1<x<0 = f'(x)<0, y=f(x) esdecreciente
0<x<2 = f'(x)>0, y=/f(x) es creciente

2<x<4 = f'(x)<0, y=f(x) es decreciente

f(-1)=5(+1)=(-1)-3=3
f(0)=-3

5 2
f(2)=5(2)3—2’3‘_3=3(2§_1);

F(2) = 3(1.58740-1) = 1.76220

2 5 2

W N

F(4)=5(4)3—43-3=43(5-4)-3=47-3
f(4)=251984 -3 = —-0.48016
se deduce que
El maximo absoluto es
My,=f(-1)=3
El minimo absoluto es
my=f(0)=-3
S (2) =1.76220 = M, es maximo relativo.
Ay
Ma
3..
2 Mg
1]
-1 1 2 3 \: > x
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V.20 La suma de un nimero positivo "z"” mas el doble de otro nimero positivo

ivV.21

"x" debe ser 16, determinar dichos niimeros de tal forma que su producto
sea el mayor posible.

SOLUCION:
z+2x =16, luego z =16-2x

Producto: P =:zx

El producto en términos de x es
P(x)=(16-2x)x
P(x) =16x-2x"

P'(x)=16-4«x
P'(x)=0 = 16-4x=0, x,=4

x<4 = P'(x)>0
x>4 = P'(x)<0
Luego P(x) esmaximopara x, =4 z,=16-2(4)=28

Los numeros pedidos son: z, =8, x, =4

La suma de tres numeros positivos es 30 y la suma del primero mas el doble
del segundo mas el triple del tercero es 60 , determinar estos nimeros de
modo que su producto de los tres sea el mayor posible.

SOLUCION:

sean: x, y, z losnumeros

Se debe tener x+y+z =30 (1)
Por otra parte X+2Y+32 =060 i (2)
El producto de los tres nimeros es, P = xyz ............. (3)
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1v.22

Multiplicandoen (1) por -2, -2x—-2y—-2z =~-60
Sumando con (2 ) miembro a miembro x+2y+3z= 60
-X + z= 0

Luego Z = X e (4)
Multiplicandoen (1) por -3, -3x-3y-3z=-90
x+2y+3z= 60
-2x -y = =30

Porlocual y = —2x +30 .cccceeeeennn. (5)

Sustituyendo (4) y (5) en (3)

P=x(-2x+30)x,queda P(x)=-2x"+30x>, D_=(0, ©)
14

Derivando, P'(x) = —6x° +60x , P"(x)=-12x+60

Si P (x)=0 = 6x(-x+10)=0, x,=10, x,=0¢D,

Para el valor critico x,=10, f"(10) <0, entonces P (10) es
maximo.
x, =10 = y,

~2(10)+30 = 10

= z,=10

Los numeros pedidos son x = 10, y =10, z =10

Con 200 metros lineales de cerca se va a circundar un terreno rectangular uno

de cuyos lados es un muro ya construido ; De qué dimensiones debe ser el

terreno para que su area sea maxima? Calcular el area maxima.
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SOLUCION:

Sea "y" el area del terreno y = xz pero z = 200-2x entonces

y=x(200-2x); y=200x-2x"

El dominio de esta funcion es D, = (0, 100) g—y— = 200-4x;
X

?=O = 200-4x =0 = x, = 50 es el valor critico.
X
x<50 = <o

dx

x>50 = d—y>0
dx

Para x, =50, el area y, es maxima z, = 200 -2x, =100 m ;

y, =50(100) = 5000 m>

Respuesta: x = 50 m z =100 m

Area maxima,  y = 5000 m?>

[ % —p]
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IV.23 A partir de una lamina cuadrada de 60 cm por lado se va a fabricar una caja
en forma de prisma recto sin tapa cortando cuadrados de lado "x" en las

esquinas y doblando las cejas resultantes hacia arriba. Determinar la capacidad
maxima de la caja y el valor correspondiente de "x " .

SOLUCION:
Capacidad, V = y2x

Delafigura, y =60-2x, luego V(x)=(60—2x)2x

cuyo dominioes D, = (0, 30)
V'i(x)=12(x-10)(x-30)
Haciendo V'(x) =0 se tienen los valores critcos x, =10 € D

x,=30¢D,

v

V'(x)=12(2x-40) V" (x,)=V"(10)=12(-20) < 0 luego

V{(x,)="V(10) es el valor maximo de la capacidad.

v (10) =[60—2(10)]210=(60-—20)210=(40)2(10)=16000 cm’

Respuesta: V max = 16 dm? x=10cm
51
x
T . .
] I
i i
60 ¥ E !
I I X
"""" ¥y
Yy
e X bt ¥ ——{t-X —]
¢ 60 >
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IV.24 Se desea circundar con una cerca un terreno rectangular de area fija y después

dividir el terreno en dos lotes con una cerca paralela a uno de los lados. Hallar
la razén en que deben estar las longitudes de los lados del terreno para que la

longitud total de la cerca sea minima.

SOLUCION:
Area, A=ab r Y

Longitud de la cerca
[ =2a+3b b

Si b=ax > x=2,
a

\/; < a —

Entonces,

N

2 A +3
+ 3 Ax = t3yAx

= 7=

Jx 3J4 - (24 +3/4 x) 1
4 yin - 25

dx x

I(x)=2

2x3.J4 -2.J4 -3 J4x A4 (6x-2-3x)
2x\/? 2x\/7

J4 (3x-2)
2xﬁ

. 2
Si L i(x)=0 > 3x-2=0,x, ==
dx 3
. d . d
Si x<x,, —I(x)<0 si x> x,, — 1 (x) >0, luego
dx dx

I(x) es minima para x, = b=§a, o bien az-gb
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IV.25 Determinar las dimensiones del rectangulo de maxima area que puede

inscribirse en un circulo de radio 1.00 m .

SOLUCION:

El diametro del circulo es igual a la diagonal del rectangulo y mide
2.00 m

El area del rectangulo es:

zZ=Xxy

Pero

4-x?
. dz 2 2
Si —~ =0 => 4-2x“=0, x" =2, x;, =42
dx
Si x<x; =42 = —3—~Z—>O,si x>x, =42 = % <o,
X

para x, = .2 , z, es maxima.

yo = fT=7 =2

Se trata de un cuadrado de lado X, = J2_ = 14142 m
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IV.26 Un tanque en forma de prisma de base cuadrada con tapa se va a construir con
placa metalica. La placa para el fondo y la tapa cuesta 3 30.00 por m? y para

las paredes laterales cuesta $ 20.00 por m?. La capacidad del tanhque debe
ser de 1,000 litros, dimensionarlo para que su costo sea minimo.

SOLUCION:
Costo:  y =2x"(30)+4xh(20)
y = 60x° + 80xh

1
Capacidad: V = xth=1m’ , luego h = — sustituyendo en el costo,

X
y = 60x? + 30X
x2
f(x)—60x +§9
X
80 120x’ -80
f(x)--120x—-—2 = ;
X X ]
f'(x)=0 = 120x°-80=0, 3x’ =2, x3=§’ x, =2 %

Si x<x;, » f'(x)<0si x>x = f(x)>0

para x, \/— f(x,) esminimo. A, S— ( 1[2.25
e 3)

Dimensiones pedidas: x, = 3{—';— = 08733 m h, =3/225 = 13112 m

ry

k
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IV.27 Un anuncio luminoso de forma rectangular debe tener 36 m> de area. En los
cuatro lados tendra franjas no iluminadas de 50 ¢m de ancho en los lados
horizontales y de 60 ¢m de ancho en los verticales. Proponer las dimensiones
para que el rectangulo iluminado resulte de la mayor area posible.

SOLUCION:

El area total es |« X 3

xz =36 = Z::”j; x>0
X

El area del rectanguio iluminado es

l— » —p

0.5 I

_ 36 T -
f(x)—(x—l.ZO)[—x——lj 0.6 o6
Derivando se obtiene
f'(x) =(x—1.20)(—~§—6~J+ 36 -1

x? x

__36 _ 12(36) 36 _,

X 100 x?2 X
43.2Q _

2
X

fr(x) = 1

43.20

f'(x)=0 1, x*=4320, x, =./43.20

La segunda derivada de la funcién es :
(43.20)2x _  86.40

X

[ (x) = —"——, =--—<0 Vx>0
X X
Luego para el valor critico x, = ./43.20 el area f ( x) es maxima.
Para X, = —\/—2320 , Z, = *—_‘_“__3—?*_?‘—
J43.20

Las dimensiones pedidas son , aproximado el valor de la raiz cuadrada.
x=65Tm, z=548m
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IV.28 Se construird un tanque de forma prismatica de base cuadrada con tapa,

soldando placas de acero que deben totalizar 20 m 2 Dimensionar el tanque de

tal manera que el cordén de soldadura necesario, sea de la menor longitud

posible.
SOLUCION:
Longitud de soldadura: ?
y =8x+4h
Area de las placas: ' B
2x* +4xh =20m’
Despejando 7 : &
h = 10-x". luego: x’i
2x ' 4 x p¥
2 2 2
y=f(x)=8x+410—x =8x +20-2x
2x x
6x° +20 . g
f(x)= — el dominio de esta funciéones, D = ( 0, ,/20 )
, x(12x)—(6x>+20) 12x*-6x"-20 6x° =20
fr(x)= - 2 = 2 - 2
X X X
f'(x) = 6x*-20=0; 3x*=10; x2=1—3q; X, = 1—39eDf

/10

X, =—,— &¢D

2 3 /

Six<x,=1)% = f'(x)<0;six>x1=4/1?O = f'(x)>0;
10

10 - —
203
Entonces /' (x) esunminimo Ak, = 3 = f - |10 = X,

,J10 23410 V3
J3

El tanque debe tener la forma de un cubo cuya aristaes: x, = .| — = 1.8257 m
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IV.29 Tres lados de un trapecio miden 10 ¢m cada uno. ;De qué longitud debe ser el
cuarto lado para que el area del trapecio sea maxima?
SOLUCION:

10
x+10h
2

Area A=

_x-10
2

x_.

h’=(10)"~a’ =1oo—(

_ 300 + 20x — x
4

h2

10

- @ —p

h=%\/300+20x—x2

— x

Sustituyendo este valor en el area

4 =3‘—le -;— /300 +20x - x2 =%(x+10) 300 + 20x — x*

dA

dx

20-2x

2300 +20x —x°

-}‘;(x+10) +%\/300+20x—x2

dA _ (x+10)(10-x)+300+20x~x" _ 100 -x" +300+20x - x"

dx

4\[300+20x——x2 4\/300+20x—x2

dA —2x% +400 +20x —x2+200+10x

dx  4./300+20x-x>  2./300+20x - x

-‘;—4=0 = x> -10x-200 = 0 ; x>x, =20 = 4—4<O, luego
x x

A es maxima para x, = 20 cm
Si  300+20x-x’=0

Para esta ecuacion x, = -10 y x, = 30, paraloscuales "4" no
puede ser maxima.
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IV.30 En la construccién de un tanque cilindrico sin tapa con lamina de acero, se deben
emplear 600 cm de cordén de soldadura. Determinar el radio y la altura del
tanque que hagan que su capacidad sea maxima.

SOLUCION:

Capacidad: V = ar’h:

soldadura: 2znr+h=600; h = 600-2nr

Luego: ¥V =mr’(600-2mr) = V'=6nr[200-nr |
Si ﬂ=0 = 200-=mnr =0; rl=ﬂ:63.6620m
dr T
dv dv 200
r<r, =» —>0;, r>r, » —<0, luego r,=-— hace
dr dr n

que V sea maxima.

h, =600-2n 200 _ 200 cm
T

Respuesta: r, = 200 63.662 cm , h, =200 cm
T

4= 7 -p

soldadura ——

IQ

%
3

[
'
-1--—
J
4
i

<

L3

soldadura

|
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IV.31 En una esfera de 1 m de radio esta inscrito un cono de radio y altura variables.

Determinar las dimensiones del cono de modo que su volumen sea el mayor
posible.

SOLUCION:

Volumen del cono: V = % nr’h

En el triangulo OCA

2=1-(h-1)? =2n-h°

Sustituyendo r’ en V

4 =13‘-(:zh—h2 jhzg-(zhz—lﬁ)

El dominiode V es D, =(0, 2)

dV T

=" 4h-3n"
dh 3( )
%=o = 4h-3h"=0; h(4-3h)=0, h,=f§—; h,=0¢D,
2 2
dV _® (4—6h)y=2"(2-3hn); paa h, =+ K6 4V __3m _,
dr* 3 3 3 an’ 3

Luego V esmaximopara h, = i

m \f'_ 4 {__g 24—16 :_J_g_

Las dimensiones del cono de volumen maximo son:

ro= E_L; = 0.9428m , h, =%= 13333 m
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IV.32 Se va a instalar una linea telefonica siguiendo la trayectoria 4 C D de la figura.
Los puntos B, C y D estan sobre un camino recto, el tramo AC es a campo
traviesa. El costo de la linea en el tramo CD es de $ 9,000.00 Km y en el tramo
AC es de $15,000.00 por Km . Determinar la distancia del punto C al punto D
para que el costo total de la linea sea el menor posible.

SOLUCION:

:4—C':\/x2+9 , CD=4-x

Costototal: C =15000+ x> +9 +9000(4-x); D, =(0, 4)

dc _ 15000x o o 15000x — 9000 Y x*+9
ax x’+9 A x2+9

9C _ 0 = 15000x= 9000/ x? +9

dx
S 2

Ex=\/;2+9 ; i) x' =x"+9; B rxtoy

9 3 9

25-9

x2:9 16x2=81; x2=ﬂ; xl=2=2'25 km, x2="2€ Dc
16 4 4

Si x<x, =225, d—C<0 si x>x, =225, g—(-’:>O

dx dx

Elcosto C es minimocuando  x, =2.25 Km; CD=4-225=175km

El Resultado: CD=1.75 km
= 4 km o
> pit— 4-x —pi

D
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IV.33 Se va a fabricar un tanque prismatico de base cuadrada sin tapa, soldando

placas de acero cuya area total sera de 10 m 2 . Obtener las dimensiones del
tanque para que su capacidad sea maxima.

SOLUCION:

Capacidad: V=x"h; 'y

Area de la placa: 4xh +x° =10

Despejando 7 :

hzlg.—xz i

4x ’|

X
2 .
Luego yo=y? 10 ;V=f.(10_x2) j x »¥
4x 4
dv _ x 10-x> 1 2 2 v 1 2
— = = (=2x) + — = —|-2x"+10—- ; — =-—-1-3x"+10
dx 4T 4( * ) dx 4( )
9V o = 3x=10, X, = 10 18257 m
dx 3
2
dV—-z(Zx)z——x
dx’ 4
2
Para x, = ! 10 , av < 0, entonces la capacidad "V " es maxima
3 dx’
para x, = 10
! 3
-0
h,=—~~—3~=1/—6—=0.9129
4 [0
3
: . . 10 5
Dimensiones pedidas: x, = 3 =18257T m; h, = 6 = 0.9129 m
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IV.34 En un terreno en forma de elipse con eje mayor de 60 m y eje menor de

40 m,se va a trazar una cancha rectangular que tenga la mayor area posible,

obtener las dimensiones de la cancha.

SOLUCION:
2 2 AJ
=1
a b

b 2 2
y=—w/a—x
a

Areadelacancha: z = 4xy

z=ﬂx a’-x* -b
a
2 2
SI ii:ﬁ x _2x + az_xz =4_b. _i_:.%.{_
X a 2 9 a 2
2y a’ —x a —-x
dz a’ a
— =0 a’-2x*=0 = x* =2, X, = —
dx 2 ﬁ
. a dz
si x < = — >0
[2 dx
. a dz
Si x> — = — <0
2 dx

Luego hay un maximode "z"” para x, =

x, =2 o12im; oy, =22 {900 _20.9= SV 450 =144 m
J2 30

Las dimensiones de la cancha son:

fk

Largo: 2x, =42.43 m

28.28 m

ik

Ancho: 2y,
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IV.35 Se va a construir un tanque prismatico de base cuadrada sin tapa de 500 litros

de capacidad, soldando placas de acero rectangulares y cuadradas. Determinar
las dimensiones del tanque para que la longitud del cordén de soldadura sea la

menor posible.

SOLUCION:
Capacidad:
V=xh=050m i
Despejando la altura:
h
b= 0.50
2
x
4

Longitud de la soldadura:

y=4x+4h X

Sustituyendo &

y—axsad0 g 2
X x?
dy _,_2(2x) _ 4 _4x’ -4
dx x4 x3 x3
Si
dy 3 3 3
L0 = 4x’°-4=0, x’=1, x, =31, x, =1
dx .
x<x,=l:>‘—il<0, x>x1=1:>£il>0,asiquese
dx dx
tiene un valor minimode "y ” para x, =1
h, :9'—1@=0.50m

Dimensiones pedidas:

x,=1m, h, =050 m
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IV.36 Se va a fabricar un bote cilindrico sin tapa de 8 litros de capacidad, a base de

lamina de fierro unida con soldadura autégena. Dimensionar el bote de modo que
el cordén de soldadura necesario sea de la menor longitud posible.

SOLUCION:
La capacidad es:

V=nr’h=8dm’ -7 -p
Despejando la altura:
8

2
nr

h =

soldadura ——

La longitud de la soldadura es:
y=u2r+h

i
[]
1
!
Sustituyendo el valorde 4 : T T i

y =2nr+
nr

8(2mr) _, 16 _2x’r’-16

3 3
dr nlr nr nr

Si

?:0:2::%3—16:0;;«3:—32—-: r=3/82= 2
7 n T 3,1[2

r, =09324dm =9324 cm

2

VreD,, d zy > 0 luegopara r, hayunminimode "y"
dr
8 8 :
h, = = =23 =2.9292 dm = 29.292 cm

nr’ -4
n(Zzu 3}

Las dimensiones pedidas son: r, = 9324 cm ; h, =29.292 cm

217



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
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IV.37 En dos carreteras rectas perpendiculares entre si, circula un camién en una y un
automovilen laotra. 4 las 0 horas el camion se encuentra en la interseccion
de las carreteras y el automévil a 65 km de la interseccién. La velocidad del
camién es de 40 km/h y el automovil circula a 65 km/h acercandose a la
interseccion. s Cuando sera minima la distancia entre los dos vehiculos?

SOLUCION:

Las ubicaciones del camion y el automoévil a las 0 horas son respectivamente
C,,4, vy C,, 4, alas ¢t horas.

En un tiempo ¢ el camion ha recorrido 40¢ kildbmetros y el automovil
65— 60¢ kilometros.

La distancia y entre los dos vehiculos esta dada por

y=\/(40t)2+(65—60t)2

dy _ (40)%¢t + (65-607)(-60)

derivando
dt [ (40t)* + (65-60¢)°
_ 16007 — 3900 + 3600f 5200¢ — 3900
\ﬁ40t)2 + (65-601)° \/(401‘)2 + (65-60t)°
4y _ 0 = 52000 =300, ¢t =220_975, 1<075 > <o
dt 5200 dt

t>075 = % > 0 luegopara ¢, = 0.75 horas y, es minima.

Respuesta: ¢, = 45 minutos

It 63 . 4
j¢—————— 65-60t ————p
Al AZ Cl
e o T
¥ 40t
C,
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IV.38 De una cartulina circular de radio r hay que hacer un vaso conico recortando
de la cartulina un sector circular AOB y uniendo los bordes OA y OB.
Determinar el angulo Ol para que la capacidad del vaso sea maxima.

SOLUCION:

De la figura,sean AC =a, OC =

Capacidad del vaso V = -;E a’h

En el trianguio AOB, rP=a’+h* . oat=r'-h’
Luego: V=%(r2—h2 )h; V=33E(r2h—-h3)

dh 3

2 2 r2 2
a =r —— = a-= — F
3 \]3

La longitud del borde del vaso es 2ma . El angulo subtendido por el arco de
radio 7 vy longitud 2ma, es 2w —a ,0bien 360°—-a

21tr= 2ma : 360o_a=m=_a_360°

360° 360°-a 2n r

y como a=1/—§"—r, queda 360°—a=4/%360°

a, = ( 1—1/3 ) 360° = (1-0.8165)360° = 0.1835 (360 ) = 66.06
3

a = 66° 03 36"
[ & —pit— a —p|
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VARIACION DE FUNCIONES

IV.39 La resistencia a la flexién de una viga de seccién rectangular es proporcional al
producto de la base de la seccién por el cuadrado de su altura. Determinar las
dimensiones de la seccién de la viga de madera de maxima resistencia a la

flexion que puede obtenerse de un tronco cilindrico de 50 ¢m de diametro.

SOLUCION:
Sea R la resistencia a ia flexion vy
AN A
k la constante de proporcionalidad: R
’
R V4
R=EXP? o (1) “,0/ ¥
Fd
De la figura: /
g
x¥4y? =(50); y? = 2500-x" K VAR
] 1
] 1
sustituyendo este valoren (1) | X |
R =kx(2500-x>): R=4k(2500x-%*); D, = (0,50
ar _ k(2500 -3x” )
dx
Si
IR _0 = 2500-3x* =0, 3x7=2500 x* =20 o |20
dx 3 3
Valor critico:  x, = S0 , X, = 0 ¢ D,
| B 3
2 2
.‘_‘:_g = k(~6x), para x, =—50— > 0, 4°R < 0, para el valor

dx J3 dx’

critco x, , la resistencia R maxima

x,=—50— = yl=ﬁ500—xf :\[2500_23@ =\/32500 =12 50
J3 3 3 i

Respuesta: x, = 28.868 cm , y, = 40.825 cm
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IV.40 Una empresa que fabrica relojes, los vende a $200 por pieza y puede producir

a lo mas 30,000 piezas mensualmente. El costo total de produccion de x

piezas esta dado por:

C (x) = 500,000 + 80x + 0.003x >

Calcular la cantidad de piezas que deben venderse al mes para que las
utilidades sean maximas.

SOLUCION:

El importe total de la venta de x piezases F (x) = 200x .

Las utilidades al vender x piezas seran:
U(x)=F(x)-C(x) = 200x-—(500000+80x+0.003x2)

Dado que la capacidad de produccién es cuando mas de 30,000 piezas

mensualmente, el dominio de la funcién U ( x ) es el intervalo ( 0,30000 ] :

4 U(x)=120-0.006x
dx
Si
d
— U(x)=0 = 0.006x =120
dx
- ' 120
Luego el valor critico es ~ x, = —— = 20,000 € ( 0,30000 ]
0.006
Si x <2000, LU(x)>o0
dx
. d
Si  x > 20,000 , —U(x) <0
dx

Porlocual U (x) es maximapara x, =20,000

Para que las utilidades sean maximas, la empresa debe producir y vender

mensualmente 20,000 piezas.
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CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
VARIACION DE FUNCIONES

Investigar si es aplicable el teorema de Rolle a la funcién en el intervalo dado. En caso
afirmativo determinar el valor o los valores de la variable independiente donde se

verifica; si no es aplicable, explicar porqué no lo es.

V.41 f(x)=x"+4x en [-4, 0]
IV42 f(x)=8-+25-x" en [-4, 4]
V.43 f(x)=x'—27x+4 en [ 3.3, 35]
1-x’
V44 f(x)-= en [-1, 1]
1+x°
2
IV45 f(x)=3-x3 en [-2, 2]
xP—2x+2 si x<2
IV46 [ (x)= | en [0, 4]
—x’+6x-6 si x>2
x+5 si -5<x<0
V.47 f(x) = en [-5, 5]

Jas—x i 0
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CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL

VARIACION DE FUNCIONES

iv.48

iv.49

V.50

f(x) =t
(x+1)

f(x)=3—‘x+2|

f(x)=x"+2x+1

en

en

en

[-3, 1]

[-5. 1]

[-1, 1]

Investigar si es aplicable el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial; en caso

afirmativo obtener el o los valores de

porqué no es aplicable.

V.51

IV.52

V.53

V.54

IV.55

f(x):x2—4x+5

f(x)=3x2+6x——5

f(x)=x-2

w o

f(x)=(x-1)

f(x)=]x-3|

en

en

en

en

en

"x " donde se verifica; en caso negativo indicar

[1, 4]

[-2, 1]

[3, 6]



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
VARIACION DE FUNCIONES

IV.56 f(x)=-1~+x en [1, 2]
X

IV.57 f(x)=x’fr1 en [—% 1]
X

V.58 /(%)= _—— en [-1, 2]

p
6—w{25—x2 Si ~5<x<3

IV.59 f(x) =1 en -4, 7]

%(Bx—l) si 3<x<7

w N

IV60 f(x)=(x-8)%-1 en a) [4, 16]

b) [0, 8]

IV.61 Estimar un valor aproximado de 417 empleando el Teorema del Valor

Medio del Calculo Diferencial.

IV.62 Empleando el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial, calcular un

valor aproximadode >/ 83 .
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Determinar los intervalos donde la funcion es creciente o decreciente y sus valores

maximos y minimos relativos. Trazar la grafica.

IV.63 f(x)=x"—6x"+9x—1
S O
iv.64 f(x)—gx -x"=3x+2

IV.65 f(x)=2x+3x"+12x
IV.66 f(x)=x"—-4x+2

IV.67 [ (x)=x"+2x"

IV.68 [ (x)= x4—§x3—-4x

2

V.69 f(x)=x4+—;t—x3—-12x2
V.70 f(x)=3x'-4x-12x>+5
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iv.71

V.72

V.73

V.74

IV.75

IV.76

V.77

IvVv.78

f(x) =x’-5x*
f(x)=x+l

X
f(x)=2x—L2

X
fxy=22d

x+1

f(x)=x"+—

X

2
f(x)=—= ox > —1

f(x)=(x+2)" (1-x)°
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V.79

V.80

iv.81

V.82

f(x)=x.3-x

f(x)=xw/2—x2

f(x)= : x+2
x +2x+4
2
x" -3x—-4
x)="- —
fley =52

Determinar los valores maximos y minimos absolutos de las siguientes funciones.

V.83

iv.84

V.85

V.86

Iv.87

f(x)=-x"+1

f(x)=-x"-6x"+9x

f(x)=(x-3)
ORI

f(x)y=2-x-4

en el intervalo

en el intervalo

en el intervalo

en el intervalo

en el intervalo
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Analizar la funcién determinando sus maximos y minimos relativos, asi como el sentido

de la concavidad y los puntos de inflexion de su grafica. Trazar la grafica.

IV.88 y=x +2x —4x-3

IvV.89 f(x)=2x3—3x2—12x+3
V90 y=(1-x)°

V.91 f(x)=(x"-2)

V.92 y=3x'-4x’-12x> -1

IV93 f(x)=6+8x>-x"

iv9a y=1-x3

VOS5  f(x)=—2-—
X

-3
1
IV.96 y ==
x —x=-2
3
V.97 f(x)= —
(x+2)°
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V.98

ivV.99

iV.100

IV.101

iv.102

IV.103

iv.104

Expresar el nimero 10 como la suma de dos nimeros no negativos cuyo

producto sea el mayor posible.

Dos numeros no negativos son tales que la suma del triple de uno mas el
doble del otro es 24 . ;Cuales deben ser los numeros para que su producto

sea el mayor posible?

La suma del doble de un nimero positivo y el quintuple de otro numero
positivo debe ser 70 . Determinar los dos nimeros de modo que su

producto sea maximo.

" n

Si se resta un niumero entero "b"” de oftro nimero entero "a” , la
diferencia es 20 . Determinar dichos nimeros si su producto debe ser el

menor posible.

La suma de los cuadrados de dos niimeros no negativos debe ser la menor

posible. Determinarlos sabiendo que su suma debe ser uno.

El perimetro "k ” de un rectangulo es constante, hacer ver que su area es

maxima si se trata de un cuadrado.

En un aserradero se requiere cortar una viga de seccioén rectangular de area
maxima a partir de un tronco de seccion circular de 26 cm de radio. Obtener
las dimensiones de la seccién de la viga.
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IV.105

IV.106

IV.107

iv.108

iv.109

iv.110

Un triangulo isdsceles de base y altura variables, esta inscrito en una
circunferencia de 1.00 m de radio. Determinar sus dimensiones para que su
area sea la mayor posible.

La diagonal de un rectangulo de dimensiones variables mide 8 decimetros,

obtener las dimensiones del rectdngulo para que su area sea maxima.

En un triangulo rectangulo cuyos catetos miden 60 cm y 80 cm esta
inscrito un rectangulo de lados x e y , dos de cuyos lados son colineales

con los catetos del triangulo. Determinar las longitudes de x e y que
hacen que el area del rectangulo sea maxima.

Determinar las dimensiones del rectangulo de area maxima que pueden
inscribirse en un semicirculo de radio fijo R .

Un terreno rectangular de 60 m? va a cercarse empleando dos tipos de
cerca. En dos lados paralelos se usara una cerca que cuesta $30.00el
metro y en los otros dos lados se empleara otra cerca que cuesta § 20.00 el

metro. Calcular las dimensiones del terreno tal que la cerca tenga el menor
costo.

Un alambre de 12 ¢m de longitud se cortara en dos partes una de las cuales

se doblara para formar un cuadrado y la otra para formar un circulo.
Determinar las longitudes de las dos partes para que la suma de las areas

del cuadrado y del circulo sea minima.
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ivV.111

Iv.112

A partir de una ldmina rectangular de 80 c¢m de largo y 60 ¢m de ancho se

va a construir una caja sin tapa, cortando cuadrados iguales de lado "x "

en cada esquina, doblando los lados hacia arriba y soldando las aristas que
resultan. Determinar el valorde "x " con el cual la capacidad de la caja es

la mayor posible.

Un faro F estaa 4 km del punto A , que es el mas cercano al faro

sobre la costa, y el punto B esta sobre la costaa 5 km del punto A4 . El
guardafaros requiere trasladarse del faro ail punto B , remando en un bote a
razén de 2 km por hora y caminando a lo largo de la costa a una velocidad
de 3 km por hora. Determinar la distancia x delpunto 4 alpunto C

donde debe desembarcar, para emplear el menor tiempo posible en la
trayectoria FCB .

F
£
I‘\
1 \
i A
] A
1 A
4 km : N
i *
[} A
1 hY
1 Ay
l N
A
Yy | N —»
A C B
g X >

|
|
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iv.113

iv.114

iV.115

IV.116

El area total de carton que debe emplearse en la fabricacién de una caja

rectangular de base cuadrada sin tapa es de 1200 cm?® ;Cual es la
capacidad maxima de la caja?

Un bote en forma de prisma recto de base cuadrada del lado "x " y altura

"h" con tapa, debera tener una capacidad de 6 litros. Determinar sus

dimensiones de modo que el area de ldmina empleada en fabricarlo sea
minima.

Se construird una caja cerrada con forma de paralelepipedo recto, dos de

n n”

cuyas caras opuestas seran cuadradas de lado "x"” , siendo "z" la

" "

longitud de las otras cuatro caras. Determinar los valoresde "x"” y "z

que hacen maximo el volumen de la caja si la suma de las longitudes de
todas sus aristas debe ser 2.40 m .

f

X

1\

Se hara un canalén de forma trapezoidal a partir de una lamina larga de

I k4 >

1.50 m de ancho, doblandola en tres partes iguales como se ve en la figura.
Determinar el angulo 0 para que el area de la seccion transversal sea lo
mas grande posible.
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IV.117 Una pasillo de 2.00 m de ancho desemboca ortogonalmente en un corredor
de 3.00 m de ancho como se ve en la figura. Determinar la longitud "1 " del

tramo recto de tubo mas largo que puede pasar horizontaimente del pasilio al

corredor, sin tomar en cuenta el diametro del tubo.

1=
2

N
!

3 m—p|

IV.118 El perimetro de una ventana en forma de un rectangulo coronado por un
triangulo equilatero debe ser de 5 metros. Determinar las dimensiones
"x"y "h"” del rectangulo para que la ventana tenga la mayor area

posible.

l— x —p
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ivV.119

1IV.120

iv.121

Iv.122

Iv.123

El area de la superficie total de un cilindro circular recto es de 3 m? .

Determinar el radio y la altura del cilindro para que su volumen sea maximo.

Se requiere constituir un tanque en forma de prisma de base cuadrada
abierto por arriba, que tenga una capacidad de 125 litros. El costo deli

fondo es de $4.00 por m? vy las caras laterales cuestan $2.00 por m” .

Dimensionar el tanque para que su costo sea minimo.

Determinar el radio y la altura del cilindro circular recto de mayor volumen

que puede inscribirse en una esfera de radio fijo R .

Un cilindro circular recto de radio "7 " ylaaltura "A# " esta inscrito en una

esfera de radio constante R . Determinar "r” y "h" de modo que el

area de la superficie lateral del cilindro sea maxima.

Dos aviones vuelan a la misma altura en trayectorias rectas perpendiculares
entre si. Alas 12:00 horas el avion A estd a 130 km del avion B y
este cruza la trayectoria del A4 . El avion B vuela a una velocidad de
150 km porhorayel A4 a 100 im por hora acercandose al punto de

interseccién de las trayectorias. A qué hora la distancia entre ellos sera la

minima?
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IV.124 Determinar las dimensiones del rectangulo de area maxima que puede

inscribirse en la region definida por la parabola de ecuacion y2 —4x =0 vy

larecta x = 4

IV.125 Determinar las dimensiones ”"x” y "h" de una ventana de forma

rectangular con cerramiento circular como se ve en la figura, si su perimetro

es de 4 m y su area es maxima.

Pid— o) —p]

IV.126 Se va a apuntalar un muro vertical con una viga que debe pasar sobre una
barda de 2.50 m de altura paralela al muro y que esta a 2.0 m del mismo.

Determinar la menor longitud posible de la viga.

IV.127 Un cono circular recto de dimensiones variables esta circunscrito alrededor
de una esfera de 20 cm de radio. Determinar la altura y el radio del cono de

modo que su volumen sea el menor posible.
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iv.128

iv.129

ivV.130

ivV.131

Iv.132

Un cartel rectangular debe tener 18 decimetros cuadrados de area. Los

margenes laterales seran de 5 cm de ancho y los margenes superior e
inferior deben ser de 7.5 ¢m . Obtener las dimensiones del cartel para que

el area de la superficie impresa sea maxima.

2
A una fabrica de televisores le cuesta, § { xT +35x+25 } la produccion
total de x aparatos al dia, y los vende a $ ( 50 —g ) por unidad.

¢ Cuantos televisores debe producir y vender diariamente para que su utilidad

sea la mayor posible?.

Una recta que pasa por el punto P ( 3, 4 ) forma con los ejes coordenados

un triangulo en el primer cuadrante cuya area es minima, determinar su

ecuacion.

2 2

En la elipse de ecuacibn —— + P AN esta inscrito un rectangulo cuyos

400 225

lados son paralelos a los ejes coordenados. Determinar las dimensiones del

rectangulo si su area es maxima .

La barda de un edificio mide 2.40 m de altura y esta a 1.00 m del edificio.

Obtener la longitud de la escalera mas corta que apoyada en el piso, llegue

al edificio por encima de la barda.
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IV.133 Dos edificios 4 y B estan a 75 my 50 m respectivamente de los
puntos mas cercanos D y E de una linea telefonica recta. La distancia
entre los puntos D y E es de 100 m. Los dos edificios se van a
conectar a la linea telefonica en el mismo punto C . Determinar la distancia
delpunto C acadaunodelospuntos D y E paraque la longitud total

de cable AC + CB sea minima.

Y
o

100
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Escribir cuatro términos mas de cada sucesion y una expresion que represente el

término general (enésimo).

V.1 1, -1, 1, -1,...

SOLUCION:

13 —Is 13 _1, 1, _"1, 1, —1,..., an=(—1)"+] 0 anzsen(n_%)n

v.2 1,1, -1,1,...

SOLUCION:
-1,1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, ..., a,=(-1)" 0 a,=COSnm
va L1 L1
273 45
SOLUCION:
111 1111 . = =)
273 475 6 7> 8 9> ” n+1
v'4 Oala '2—9 _1-3
4’ 5 2
SOLUCION:
1 2 1 4 5 2 17 n-1
09 T T TTs T e T T seess an=
457277783710 n+2
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vl5

V.6

V.7

v.8

_29 —la 09 '1—, 29-
3 79
SOLUCION:
—23 _'1_’ 0, _1'9 2‘_9 i: _4_3'1_9-9—7 ’ an_—_n—.3
3 7 9 11 13" 3717 2n-1
1: 1> }"9 la _5":---
4 26
SOLUCION:
3 1 5 3 7 1 9 n
1913_5 N 3, Ty Ty Ty s a, =
4 2 16 16 64 16 256 pn-1
-2,4, -6, 8,...
SOLUCION:
-2, 4, 6,8, 10, 12, ~14, 16,...,  a, =2n(-1)"
19 09 —15 —g’
5 7
SOLUCION:
13 09—' 3—2'9 __1'9 _iz _—5—9 —27”-9 an=2~n
5 7 3 11 13 5 2n—1
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ve 1, -2 1 _4
3737 27
SOLUCION:
-2 L 4 5 2 7 8 _n(=1)"
© 3737 277 817 8177297 21877777 " gnl
3 4
v'1° b9 bza b_9 2—3-'
27 6
SOLUCION:
5 bt b b* BT B _nb"
" S

bs b29 s T Ty T s ’ » RN
2 6 24 120 720 5040

2
n-+1 . .
—— ¢+, determinar sus elementos, segundo, quinto,

V.11 Dada {f(n)}={~2n

duodécimo y décimo quinto.

SOLUCION:

4 +1 5
f(2)——4——~z

25+1 13
5 = = —
fF3)=—%5 S
144+1 145

F2)=—3 24

225+1 113
15) = =
S 3) 30 15
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V.12

V.13

V.14

SiF(n)y=F(n-2)+F(n-1) vy F(1)=-3, F(2) =1, escribir los

primeros diez términos de la sucesion.

SOLUCION:
-3,,-2,-1, -3, -4, -7. -11, -18, -29

Dada F(n)=F(n-2)+F(n-1) y F(1)=0, F(2) = -1, escribir

los primeros doce términos de la sucesion.

SOLUCION:
o, -, -1, -2, 3, -5, 8, -13, 21, -34, 55, -89

Sabiendo que F(n)=F(n-2)+F(n-1) y que F(2)=2,

F (3) = 3, escribir los primeros ocho términos de la sucesién.

SOLUCION:
5,2,3,-1,4,-5,9, -14

Indicar si la sucesion es convergente o divergente. Si es convergente determinar su

limite.

V.15

n’ +1
SOLUCION:

3n 3( ) 3(0)

1
Iim ——— = lim n
n-»oonZ +1 n—>w 1 2 1+0
1+( —)
n
0

La sucesién converge a
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2
V.16 4n"-3n+5
2n% -7

SOLUCION:
4 3+ >
) AL
1im 47 3n+5:h,m n_n? _4-0+0
e 2pt -7 e, T 2-0
n2

La sucesion convergea 2

2
V.7 i+2n -Tn+6
2n 4n’ —S5n+1

SOLUCION:

2_Z.+__6TV
3 0yetim—ton 21
2 n—)w4_§+i- 4 2
n }12

- 1
La sucesion converge a 5
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3
V.18 { n tn-l

V.19

V.20

4n° +3
SOLUCION:
ey 2L
tim 2l —pn - 2
" 4n? 43 " —+ — 0
n3
La sucesion es divergente
2n(-1)"
3n—-4
SOLUCION:
n
lim 2n(-1)" _ lim —2" lim (-1)"
nso  3In-—4 nso 3p—4 now
Aun cuando [lim 3 2n i §~ lim (-1)" no existe luego la sucesion es
n— o n — n—->w
divergente
3}1
SOLUCION:
1 1" . n 1
= 3 esta sucesion es de la forma | r con r = 3 como
371
1
|r]=’§!=—<1, convergea O .
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V.22

V.23

SOLUCION:

La sucesioén es de la forma {r"} con r=§, como |r|=| 2 >1,

N |
i
N

luego es divergente.

1
Jn®

SOLUCION:

n

! = ! es del tipo {
n

3 3
\/ n n?

positivo, entonces la sucesion converge a 0.

3 .
} con r = 5 que es racional

! -2
3 2
n
SOLUCION:
, 1 , 1 , . 1
lim -21=Ilim ——~-1Ilim 2=0+2=2es del tipo
n-»wo 3 2 n—>w 2 n—>o nn
n n3

Indicar si la sucesién es monétona o no, y si es acotada.
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V.25

V.26

SOLUCION:

2
3n” :{3,6-21,24,...
2 2’ 2

Es monétona por ser creciente, a,,., > a, no es acotada, no existe un

nimero ¢ > 0 talque |a,|<c

EICPLY:
SOLUCION:

B3-1)"}={-3,3, -3, 3, ...}

No es creciente ni decreciente, luego no es monétona es acotada ya que

la,,]s3

o]

SOLUCION:

2 | _f2 1 2 1
5n2 57107 457 40

Es monétona por ser decreciente, a,,, < a, esacotada, | a, | <

2
5
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n+l
v.27 { 0" }
n+1
SOLUCION:

(-nt _{1 11 }
n+1 12" 374 5777

No es monétona pues no es creciente ni decreciente, si es acotada ya que

(S

[anlS~2—.

Determinar el caracter de la serie dada aplicando el criterio de comparacion,

sabiendo que:

es convergente.

b)i nt2 2 4 5 6 . m+2
(n+1)(n+3)  2(4) 3(5) 4(6) 5(7) =~ (n+l)(n+3)

n=1

es divergente

V.28 1

n=1 n® +1
SOLUCION:

& 1 1 1 1 1 1
Y = o+ + .
n=1 p? +1 2 5 10 17 n’ +1

. 1 1
Si a,= ; y b, = - se observa que a, < b, estoes,

n” +1 n
1 1 i 1
+ , luego )’ es convergente.
2 2 - 2
n" +1 n n=1 p~ +1
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8

V.30

vl31

SOLUCION:

-~ n+2 3 4 5 6 n+2

> e R S S S + .

g n+l 2 3 4 5 n+1

Si tiene

n+2> n+2 ; ya que n+2>n+2, se concluye que

n+l (n+1)(n+3) n+1

D Rt2 o divergente.

a1 n+1

5oL

n=1 n2

SOLUCION:

- 1 1 1 1 1

Z =t — 4.+ + ...

n=lop® 2 8 18 32 5’
1 1 .

Como se cumple que VnelN e <—2—, y se sabe que la serie
n n

- |
Z —— converge, se concluye que la serie dada es convergente.

Z 3(n+2)

n=1 2n+6

SOLUCION:

i 3(n+2) i 3(n+2)

nol 2n+6 -1 2(n+3)

3(n+2) n+2 3(n+2) n+2

> ya que >

2(n+3) (n+1)(n+3) 2 n+1

Luego la serie dada es divergente.
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-~ 2n+2
n=1 n+3

V.32

SOLUCION:

i 2n+2 _ i 2(n+1)

a1 n+3 nel n+3

2(n+1)> n+2

, en efecto,
n+3 (n+1)(n+3)

Hagamos ver que

2(n+1)>n+f; 2(n+1)2>n+2; 2n’ +4n+2 > n+2;
n+

2n(n+2)+2 > n+2,entonces la serie dada es divergente.

Determinar si la serie dada converge o diverge. En el primer caso calcular su suma

n+l

(98]

V.33 5?
n=1 2"

SOLUCION:

> 32,2, 8 e
- 2 4 8 16

n=1 n

37! 27 81 243
2

Se puede escribir a, =

n-1 o n+l © n—1
RS
2 nml 27 am12\ 2

. p 3 .
es una serie geometrica con r = 3 ' r I >1 por lo cual es divergente.
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V.34 Z 4
n=13"
SOLUCION:
S 4 4 4 4
>y = -+ —+

Se trata de una serie geométrica con r =% , Y primer término a =% como

1 .
|r|= 3 < 1 la serie converge, su suma es,

4 4
=% _ 3 _3_
s =2 =3 2
3 3
=
v.3s Y
n=12"
SOLUCION:
- 1 1 1 1 1
P e e e
12" 2 4 8 16

que es una serie geométrica con a =% y r =% , COMo j r ] = % <1 la

serie es convergente, su suma es,
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V.36

21(0.9 )"

SOLUCION:
2. (0.9)" =0.9+0.81+0.729 + 0.6561 + ...
n=1

o0 o0 n 0 n—1
Se puede escribir > (0.9)" =3 ( 2 ) = 2 [ = ) Esta es una
~110 ~ 1010

n=1

. . 9 9 9 .
serie geométrica con a=-— y r=—,como |r|=-— <1 la serie
10 2 10

converge, su suma es,

s 9
_ 10 _ 10 _
S 5= 9
10 10

n=1 2 n=1 2 2
1 1 .
a:-—_z« Y r=-— ,como,r}-—- -—5 =—<1,Iaseneesconvergente
1 1
) 1
1+l 3 3
2 2
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& 1
n=1(10)"

V.38

SOLUCION:

=y ( _10_) =0.1+0.01+0.001+ ...

(10) n=1
o 1 n ® 1 1 n—-1
2. ( (10) ) =2 E( (10) ) , serie geomeétrica que es convergente
n=1 n=1
1 1
L 1 10 10 1
= = 1 = — —_ M A
porque r IO,M] 10< como a IO'S l_i 53
10 10

V.39 Expresar el nimero decimal ilimitado periédico 0.6666... como una serie
geométrica y determinar su suma si converge.

SOLUCION:

El nimero dado se puede escribir como la suma:

0.6666.=0+8 4 6 . 6 L
10 100 1000 (10)"
Esta suma se puede escribir,
© © n-1
nzl (10) 2:‘ ( (10))
. 1 1

Esta serie converge por tener r= E , j r \_—- E <lcomo a= E ,

6 6 -1

10 _10_6_2 =6( 1 ) 2
S=—A—="t=—=— 0.6666...= » —| —— ==

-1 9 9 3 ,,;10((10)) 3
10 10

256



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
SUCESIONES Y SERIES

V.40 Escribir el nimero decimal ilimitado periédico ( racional ) A4 =0.252525...

como una serie geométrica y expresario en la forma de un cociente de nimeros

enteros.

SOLUCION:

Se puede escribir:

25 25 25
A= + + + ..
100 10,000 1000,000
25 25 25 25
= + + Fot —+ ..
(10)*  (10)*  (10)° (10)*"
4= % =25 ) 1
n=1 (10)2n n=1 (10)2n
. ‘o 1 1
que es una serie geométrica con a = = — < 1 ,convergente,
(10)° (10)
1 1
2 2
4= a - (10) = (10) =__1__ , Iuego A=—2—5—
l-r ;__1 (10)2 =1 99 99

(10)>  (10)?

Determinar el caracter de las siguientes series.

var §L

n=1 pn

SOLUCION:

Se trata de una serie " p” enlaque p=3>1 porlo cual es convergente
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vaz 3

1
3
SOLUCION:

— 1
23
n=1

divergente.

V.43 2(16)

n

SR oy, 1
= Z ——, ésta es una serie "p" con p=»3— <1, luego

n=

—

SOLUCION:

1
=— <1,
P=Yy

V.44 24 _8_1_
n=1 n5

luego la serie dada es divergente.

SOLUCION:

T

= < 1 | - 1
IS s Y esuma
4 4

serie tipo "p"” endonde p = Z— > 1. La serie dada es convergente.
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V.45

V.46

Escribir la suma infinita 4 +1 + g + % + % + ... como una serie y determinar

el caracter de ésta.

SOLUCION:

, , 4 .
El término enésimo de la suma es de la forma a, == la serie es
n

D=4
n=1n n=1n

Esta serie es del tipo " p” siendo p =2 > 1 porlo cual es convergente.

Elegir una serie apropiada de caracter conocido y determinar el caracter de la

serie dada empleando el criterio de comparacion.

< 3
n;lz\/_;

SOLUCION:

|
Consideremos la serie armonica, Z — . Que se sabe que es divergente.
n=1 N

Se puede escribir

1

N3

nZ—lz\/’I; —2nz=:1

1

Jn

Como > Y n e IN, se concluye que la serie dada es divergente.

x|~
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v.ar Yy !
n=1 p2"
SOLUCION:
o o n
La serie geomeétrica, Z ! = Z ( é— ) es convergente dado que
n=12"  n=l
¥ =% < 1, ahora bien,
- 1 1
Se puede escribir < VnelN, n>1
n2” 2"

vas >
n=1 nn
SOLUCION:
Empleando serie geométrica, Z L que es convergente se tiene
n=1 2"
—l—< 1 Vn>2,nelN.
n n
n 2

Esto hace ver que la serie dada es convergente.

® 2
V.49 oS 7 (Desde luego » en radianes )

n=1 3"

SOLUCION:

. . . X1 & (1Y
Consideremos la serie geométrica, Y. =y ( 3 ) que es convergente
n=1 3" n=1

2 2
|r|=l<1 ’cosn<_vlw VnelN yaque " <1 vnelnN,
3 3n 3" 3"

entonces la serie dada es convergente.
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V.50

V.51

V.52

n!
,,Zl (n+2 )
SOLUCION:
Tomemos como serie comparacién a Z ~12~ que es una serie
n=1 n
tipo "p" convergente porque p=2>1, se tiene
1 1
" = n = ! =— y evidentemente:
(n+2)  n(n+1)(n+2)  (n+1)(n+2)  n? +3n+2
1
< 1 VnelN se concluye que la serie dada es
n’ +3n+2 n’
convergente.
n=1 2n— \/——
SOLUCION:
La serie armoénica es divergente, asi que la serie % Z L > ;—
: n n:
, 3 3
divergente, se observa que > VnelIN entonces, la
2n— ﬁ 2n
conclusion es que la serie dada es divergente.

2.1

SOLUCION:

1
Comparando el término general de esta serie con el de la serie Z —  que
n=1 2

1 1 .
es convergente, se ve que - < VnelN, n2>4,luego la serie

n: 2"

dada es convergente.
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2
V.53 ( n+l)
n=1 ( n+2 )'
SOLUCION:
En el ejemplo anterior se ve que — es una serie convergente, que
n=1 N:
ahora se puede emplear para la comparacion:
2 2
(n+l1) _ (n+l1) _ n+l _ n+tl } 1 Ahora bien.
(n+2 ) nl(n+1)(n+2) nl(n+2) n+2 ) n!
n+l ) 1 1 o .
—— |— < — ¥V n e IN conclusion, la serie dada es convergente.
n+2 I owl
V.54 3 i
n=tpn® 41

SOLUCION:
. ., - |
Tomemos como serie de comparacion Z - gue es convergente por ser
n=1 n'2—
H "non — 3 < 1 . \/r7
tipo "p" con p= > > 1 setiene 2:: ; Z
n 2

\/; < \/n V nelN por lo cual la serie dada es
n’ +1 n’

Ahora,

convergente.
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V.55

V.56

i 1

n=t 3" +| cosn |

SOLUCION:
Sea la serie Z I gque es convergente por ser geométricacon r = % <1.
n=1 3"
Haciendo la comparacién ! < I V n e IN. Esto implica
3" +' cosn | 3"

que la serie dada es convergente.

Empleando el criterio del cociente ( o de D’Alembert ), determinar el caracter de

cada serie
o n!
n=1 (10)"
SOLUCION:
| I
a,=—" | g, =0
(10)" (10)™"
(n+1)!

lim j‘—n-ﬂ = lim _( 10 )’H'l = lim (10 )n(n+l )!:
I n = (10 )n+1 (n!)

n-»o an n-—»w n:

(10)”

, 1 1-:2-3---n(n+1) ., n+l
=lim —| ——+—Ly|=lim — =
nso [0} 1.2.3---n nso 10

Entonces la serie dada es divergente.
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ver $a(2)

n=1

SOLUCION:
3 n 3 n+l
= — R = +1 —
a, ( 4 ) an+] (n )( 4 )
n+l n+l
(o) 5 ] (n+1)3
lim —L = lim = lim —2 =
n—» a n—oo ( 3 )n n—yoo n3n
n —_—
4 4"

n n+1
_ g ()3 i(ﬁﬂ) =3lim(1+-l-)=-3-<1, la
n—w 4n+] (n)3n 4 4 nsw n 4

serie es convergente.

0 |
V.58 o
n=19"
SOLUCION:
_n! _(n+1)!
an - 9)1 s n+l — 9n+1
(n+l )}
n+l 1gn 1g”n
lim =2 = lim 2 — = lim (n+1)9° im (n+l)'9° _
n—>0 a, n—>o n! n—> 0 n!9n+1 n— o n!9n+l
9"

n
123n(n+1)9 _l lim (n+1):00

= lim
n—o 1-2:3--- 1 (9) 9 nosw

por lo cual la serie es divergente.

264



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
SUCESIONES Y SERIES

vse > 7*
n=1 3”
SOLUCION:
n+2
a n+1 n
lim l=1m3Jr =[im_3___£n_+_2_l_=
ns>® g nowo N4+ n—o 3”"‘1 (n+1 )
311
1+3
= lim If (n42) 111 lim n_l1 .  entonces la serie es
nso | 31 (n+l) 3n—>°°1+l 3
n
convergente.
> 4n
v-so -
,,2::] n+l
SOLUCION:
(n+1)
4> 2
, n+1 . n+2 4(n+1)
lim = lim ————— = ——— =
> g n—»o0 _il_n_ n—>0 4n( n+2 )
n+l

1

1+ —

= lim (i’i—l)—”—ﬂ =zim=(1+l)1fm no-(1)(1)=1.
n—»0 n n+2 n—>® n jn->x 1+3
n

El criterio no es concluyente, no se puede decir el caracter de la serie con él.
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© _ n+1
V.61 Investigar si la serie alternante Z (=) n es convergente absolutamente,

2
n=l pn° +4
convergente condicionalmente o es divergente.

SOLUCION:

i(—l)"“n_i(_l)nn n_. o, __m
= - ; P, =

=l p? 4+ 4 n=1 n’ +4 n’ +4

Aplicando las condiciones de la hipétesis del Teorema de Leibniz.

n

1. a,= >0 VnelN
n’ +4
2. Probarsia, > _n+l ; n[(n+1)2 +4] 2(n+l)(n2+4)
(n+1)? +4

nP+2nt+5n > (n+l)(n’+4)
n42n*+5n > n+ni+4n+ 4

n*+5n > 4n+4

La serie en estudio es convergente.

Ahora, la serie correspondiente de valores absolutos

[s o] o n
la,| =3 - es convergente, por lo tanto la serie propuesta
n=1

2
n=lp” +4

es absolutamente convergente.
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V.62

V.63

V.64

o0
. . . . n+l ,
Indicar si la serie de signos alternados Z (-1) n converge o diverge.
n=1

SOLUCION:
i(—l)"“ﬁ=1—ﬁ+\/——2+\/‘—\/€+...
n=1

lim [( —1)™! \/; ] no existe, luego por el criterio de divergencia del

n-—>»0

enésimo término se concluye que la serie es divergente.

- 2
Determinar si la serie  », (—1)""' — converge o diverge.
n=1 n
SOLUCION:
Probando las condiciones de la hipétesis del Teorema de Leibniz,
2
1. a, = >0
n
2 2 5 5
2. a,>a,, yaque > ,_ porque (n+l1) >n
n (n+l)
, 2
3. lim=—=0
n—»>w 2
n

Se cumplen las tres condiciones, asi que la serie es convergente.

- w ”+1 . . " .
Dada la serie Z (-1) indicar si es convergente o divergente.
n=1

SOLUCION:

Como se observa Z(—l)n+l= 1-1+1-1+1-1+...

n=1

Se deduce que lim (-1 )"+l no existe, la serie es divergente.

n-—>w
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0 n+t
V.65 Hacer ver que la serie Z “—(2— ) es convergente.
SOLUCION:
$IDT 5 3,3 3, g 1,1 1
= (2n-1)! 30 s T T 40 T 1260
a,= 3
" (2n-1)

Segun el Teorema de Leibniz

1. a,=— >0 VnelN
" (2n-1) !

3 3 53
n+ly (2n-1)! [2(n+1)-—1 ]' (2n+1)}

2. a,>a = (2n+1)! > (2n-1)

3. lim=a,=Iim 3 =3 lim ! =3(0)=0
n—e noo (2n—1)! n— ( 2p—1)!

Luego la serie considerada es convergente.
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V.66 Sea la serie arménica alternada

Z(_l)"“_l_:]__l__l_l -
n=1 n 2 3

5=
| —
N -

Investigar si diverge o converge, en el segundo caso, indicar si converge en

forma absoluta o condicionalmente.

SOLUCION:

Aplicando el Teorema de Leibniz

1. a,=— >0 VnelN
n
2 > 1> I
. a a aque — > ——
n n+l yaq n n+1
3. Ilim=-—=90
n®o  p

La serie satisface las tres condiciones del Teorema, luego es convergente.
a0

La serie correspondiente de valores absolutos Z — es la serie armonica que
n=1

diverge, entonces la serie dada es condicionalmente convergente.
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n

(

o0
V.67 Investigar si la serie Z - es divergente o convergente. En el segundo
n=1

-1 )
2

2n

caso indicar si converge absoluta o condicionalmente.

SOLUCION:

SRR U NS U S S VRNV

= op? 2 8 18 32 50 o 2n’
1

1. a,=— >0 VnelR
2n

2. a,=—; > 7 (n+¥l) >n" = a, >a,,
2n 2(n+1)

3. lima =lim~—1~=llzm~1d~=l(0)=0

n—»w noo 2 2 n>x 2

Por lo anterior se ve que la serie es convergente.

_ - 1 1 & 1
La serie de valores absolutos correspondiente: z , 5 Z —, es
n=1

2n n=l p
<, 1
"_.n - .
convergente y a que Z —, es una p" con p=2>1  entonces la serie
n=l n

dada converge absolutamente.
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V.68 Determinar si la siguiente serie es absoluta o condicionalmente convergente o

. = n+l1 2
divergente Z (-1)
n=1 2" +3
SOLUCION:
Empleando el criterio de Leibniz
, 2 2 2
lim — =0 y como a,,,<a, esto es: < la
n—o 2" 43 2" 43 2" +3
. < n+l 2
serie dada ), (—1) es convergente.
n=1 2" +3
La serie de valores absolutos de esta serie es:
i 2
n=1 2" 43
Aplicando a ésta el criterio de D’Alembert
2
a n+l n n
lim S g 23 gy H2°H3) g, 2743
no g, now 2 nw (™l 1 3) mow noy3
2" +3
2" ( 1+ 3n ) 143 140 1
lim 2 ) oy 28 oY g
n—»w 3 n—o 2+ 3 2+0 2
2n ( 2 + ) 2n
2”
Como el limite es menor que 1 se concluye que la serie de valores absolutos
i 2
n=1 2" +3
. . n+l
es convergente, por lo que la serie en estudio Z (-1) - es
n=1 27 +3

absolutamente convergente.
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V.69

Investigar si la siguiente serie alternante converge o diverge:

2(-—1)"~—2n

3n-1
SOLUCION:
Probando con las condiciones de la hipétesis del Teorema de Leibniz.
2n
1. a, = >0 VnelN
3n—1

2 (n+l) < 2n

2. a4 < a,
e 3(n+1)-1  3n-1

2(n+1)(3n-1) < 2n[3(n+1y4]

(3n-1) < ;iﬁ-[3(n+l)—l]

3n-1 < 3n--—"
n+1
-1 < - V n e IN
n+1
3, lima, = Ilim 2n = lim 2__2 =—#0
n—»0 n—»>o 3p-] n—)oo3 1 3-0 3
n

No se satisface la tercera condicién del Teorema de Leibniz, por lo cual éste no
es aplicable.

Busquemos el limite del enésimo término de la serie

se observa que este limite no existe, por lo cual segin la prueba de la

divergencia se concluye que la serie dada es divergente.
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V.70 Para la serie Z (-1)" - 1 investigar si es divergente o convergente.
n=1

n2

n +

SOLUCION:

@ 2
Z (_1 )n “’31“ 5
n=1 n+1

Segun el Teorema de Leibniz.

1.

2.

3.

2

n
a,= >0 VnelN
3
n +1
(n+1)? n’
a,, <a, <

(n+1) +1  n’ +1

(n+l)* (R*+1) < nz[(n+1)3+l]

2n+1 < nt+ 28+ n? V nelN
2 0
lim a, = lim = lim ”1 = =0
n—»w n—»o n3 41 " 1+ 1+0

Luego la serie es convergente.
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V.71 Dada la serie Z (-1)" _nt3 investigar si es convergente o divergente;

n=1 I’l( )

en el primer caso determinar si es absoluta o condicionalmente convergente.

SOLUCION:
Segun el criterio de Leibniz,
1 N 3
+3 won
[T NS (s & N O R S
"—’wn(n+1) n-—>w n2 +n n~—)°31+l 1+0
7]
Comparando a,,, con a,
n+3+1 n+3 n+4 n+3
< ; < — = d4d,, < a,
(n+1)* +n+l  n® +1 (n+1)° +n+l n’+1
por lo que la serie es convergente.
Sea Z la serie de valores absolutos de la serie dada, analizando

=1 n(n+)

esta serie por el criterio de comparacioén.

Se puede escribir n+3 =?’+3.l>l

n(n+l) n+l n n

0

. 1 . - .
Ahora como la serie Z — es la serie arménica que es divergente, se
n=1 1

< +
concluye que la serie Z %
- n+l

es divergente, por lo cual la serie dada

§204)"mﬁi3_
n=1

n(n+l)

es condicionalmente convergente.
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V.72

V.73

0 _ n
Dada Z (———2;1~ investigar si es divergente o convergente, absolutamente o
n=1 n:
condicionalmente.
SOLUCION:
0 (_2 )n 0 ” 2n 2n
= -1) — ; a,=—
,,};‘1 n! ,,2;1 (-1) n! " onl
Por el criterio de la raz6n o del cociente,
n+l ]
Id n+ ’ n' 2 ’ 2
lim M= lim| ——— | = = lim
n—>® an n-»>w 2” (n+1 )l ns>ol n+1 n-—yo0 n+1
=2 lim L=2(0)=0<1
nso p+]

Esto hace ver que la serie es absolutamente convergente.

2
— diverge o

Investigar si la serie de signos alternados Z (-1)" n
n=1 2"

converge y en este ultimo caso si es absolutamente o condicionalmente

convergente.
SOLUCION:
Aplicando el criterio del cociente, queda:

(_1 )n+l ( n+1 )2

n 2
lim | 22 2 i 2" = g 2 (L)
n—o a, n-—>ow (_l)nnz n—»w 2n+l n2
on’
(n+1)2 n*+2n+1 B

= [im

= lim
n—»o 2n2 n

i
—> 2
2n

, 1 1 1 1
= lim| —+—+ =—x<1
n—ow| 2 n 2n2 2

Entonces la serie es absolutamente convergente.
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, investigar si es convergente o divergente.

[+ o]
. senn
V.74 Sealaserie ).
2
n=1 p

SOLUCION:

Aplicando del criterio de razoén.

S senn sen?2 sen3 send sen$
Z senl + + + +
n=1 p? 9 16 25

senl sen8 sen9 senl(
+ + + + +
49 64 81 100

0.909297 0.141120
+ 5 +

0.841471 +

0.756802 . 0.958924 + 0.279415

16 25 36

0.656986  0.989358 0.412118
+ + + +
49 64 81

0.544021

Esta serie tiene términos positivos y negativos, pero no es una serie alternante

o de signos alternados.

La serie de valores absolutos correspondiente es:

®© o | o)
senn | senn | 1
= — = senn |- —
2| T el
n=1 n n=1 p n=1 n
l senn l . 2 1
Se observa que < y sabiendo que Z - es convergente, se
n n n=1 p
< | senn
tiene que ésta, “domina” a la serie de valores absolutos Z - misma
n=1 n

que resulta ser convergente.
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0 n
V.75 Dada la serie Z (%) , obtener su intervalo de convergencia.

n=0

SOLUCION:

Aplicando del criterio del cociente se tiene:

n+l

X
a n+l 2nxn+l x
ALY = = = = r, luego
a, xn 2n+l xn 2
2"
, , X X
p=1Im r=1Im—-=—
n—w n—>x 2

Para que la serie converja es necesario que < 1, esto es equivalente a

N | =

-1 < % < 1 o sea el intervalo abierto -2 < x < 2.

Analizando lo que sucede con la serie en los extremos de este intervalo.

¢ Si x = -2 la serie adquiere la forma Z (—-1)" que es divergente.

n=0

¢ Six =2laseriees ) 1" diverge.
n=0

Por lo anterior se concluye que el intervalo de convergenciaes -2 < x < 2.
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V.76 Obtener el intervalo de convergencia de la serie
i ( _1 ) nx n
n=1 n

SOLUCION:

Al aplicar el criterio del cociente resulta:

x
a,. n+1 nx™! n
r = = = = x
a, x" (n+l)x n+l
n

n—>ao n—®

limr=lz’m[ " x)xlim ! x=x(1)=x
n+1 noe

La serie es convergente si | X \ <1 osea -1 < x < 1.Enlos extremos de

este intervalo se tiene

¢ Six=-1,laserie queda ), (=1)"(=1) =y (=] =y 1
n=1 n n=1 n=1 R
que es la serie armodnica, divergente.
(-1)1" 1) 1" 2
¢ Six=1,resulta la serie Z Z ~  que es

n=1

convergente.

Asi que el intervalo de convergenciaes —1 < x < 1 obien (-1, 1 ]
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V.77 Determinar el intervalo de convergencia de la serie

n

)
X

n 2 _3
SOLUCION:

Si se aplica el criterio del cociente queda:

n+l

x
oo | G| (n+1)? =3 _ " (n?-3) :x[ n*-3 :I
@n x" x"[(n+1)2—3] (n+1)* -3
n* -3
, , n’-3
lim r=xltm——-——2—-=x(1)=x
n—o n—éoo(n_l_l) -3

Para que la serie sea convergente se requiere que |x| <1 esto es
-1 < x < 1. En los extremos de este intervalo:

¢ Six = —1 laserie queda Z (=" que es convergente.

n=0 p* 3

! - que también es

a0
¢ Si x=1, la serie se convierte en Z
n=0 p’ —3

convergente.

Entonces el intervalo de convergencia es el intervaio cerrado -1 < x <1 o

sea[—l, 1].
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xn

Q0
V.78 Sea la serie Z _T , obtener su intervalo de convergencia.
27 n

SOLUCION:

Apliquemos el criterio del cociente

x
- an+l _ 2n+1 ,n+1 _ 2n n xn+1 _ x n
a, x" 2t nsl xm 2\ ntl
2% [n
X
im r=1m |2 |2 =2 4m |2 =%1)=2 como | =
n—» n>o | 2\ n+l 2 noo \ p+l 2 2 2
= -2<x<2
Al hacer el andlisis en los extremos de este intervalo:
o ( 2 Y "
¢ Al hacer x = -2 la serie queda Z Z que es
J‘ r
convergente.
i : & 27 S
¢ Si se toma x =2, la serie es Z —_ =Y —— ésta es
=1 2"\/'; n=1 «/—;
divergente.

Por lo anterior se concluye que el intervalo de convergenciaes -2 < x <2 o

bien [-2, 2 ).
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[+ o]
. 1 . . .
V.79 Paralaserie ) (-1)"" nx" determinar el intervalo de convergencia.
n=0

SOLUCION:

Aplicando el criterio del cociente

1
apy (n+1)x" n+l

ryr = _— = = X
a, ax" n

, ., n+l

limr=x1Ilim —=x(1)=x

n—300 n—so p

Entoncessi| x| <1 oseasi -1 < x < 1 la serie converge.
En los extremos de este intervalo se tiene:

¢ Si x=-lquedalaserie > (~1)""'n(-1)= Y (-1)""""n quees
n=1

n=1

divergente.

¢ Si x =1, la serie queda Z (-1 )"J“1 n que también diverge.

n=1

El intervalo de convergenciaes -1 < x < 1.
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V.80 Obtener el intervalo de convergencia de la serie

= (—1)" n
2 Gy %)

SOLUCION:

Aplicando el criterio del cociente,

(3x )n+l
s Gna | L2 ] (Bx)™(20)
a, (3x)" (3x)" (2n+2 )
(2n )
(2n) 1

b = 3x
(2n)(2n+1)(2n+2) (2n+1)(2n+2)

1
lim r =3x Ii = 3x(0)=0=
i r =3 i ) (2nr2) o0 P

Como la serie es convergente para |p | < 1 , cualquier valorde x € IR hace

que la serie sea convergente.

El intervalo de convergencia es el conjunto de los niumeros reales.

282



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
SUCESIONES Y SERIES

V.81 Determinar el intervalo de convergencia de la serie

/]

=

20(4,1)![(

SOLUCION:
an+l

Sea r = , entonces,
a

n

(%)n+][4(n+1)]! i

r = =

1.2-3--4n (4n+1)(4n+2 ) (4n+3)(4n+d)
1.2-3-4n

R

r=§(4n+1)(4n+2)(4n+3)(4n+4)

o
I

lim r =2 lim (4n+1)(4n+3)(4n+4) =" ()
4 noo 4

n—w

Como debe tenerse | p | < 1, para que la serie sea convergente. El intervalo

de convergencia se reduce a un solo valor, x = 0.
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V.82 Obtener el intervalo de convergencia de la serie

i (_1)n+](x_5 )n

n=1 n5"
SOLUCION:
(_1)n+2(x_5)n+1
r=a”+1 _ (n+1)5n+1 _ (_1)n+2(x_5)n+1n5n
an (__l)n+l (x_s)n (_1)n+1(x_5)n (n+1)5n+1
ns”"
_(—1)(x—5)n_(5—x) n
5(n+l) 5 n+1l
p = limrzé—i lim " =5—x(1):5—x
n—»o 5 nsop+1 5 5
Para que la serie converja debe tenerse |p| <1 , esto implica
%ﬁ <l = 1<% <1 -5<5-x<5 = —10<-x<0 = 0<x<10. -

Analizando la serie en los extremos de éste intervalo 0 < x <10 se

tiene,

n+l ® _ n+l _1\" gn
. Six=0,|aserieesz(1) =)’ Z(l) (-D°>
n=] ns" n=1 ns"
2n+1 0

[« o} — 1 .
Z Z —_—= - Z ~~  que es divergente por ser la serie
= n

n=1 n=1 N

armoénica de mismos signos.

© (_1)n+1 n © (_1)n+l
e Si x=10, la serie queda: ) ~——— =) ~——— queesla
n=1 p5§" n=1 n
serie armoénica con signos alternados por lo que es convergente.

Entonces el intervalo de convergenciaes 0 < x < 10 obien (0, 10 ] .

284



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
SUCESIONES Y SERIES

= (x—l)"n2

V.83 Para laserie ),
n=1 5 n

determinar el intervalo de convergencia.

SOLUCION:

Aplicando el criterio del cociente se tiene,

(x—=1)"" (n+1)?

G _ gl _(x-1)™5" (n+1)? _Lx——l)(n+l)2

a, (x-1)" n? (x=1)" 5" »? 5 n
5”

-1 (n+1)2

r =
5 n

= limr =>"—2 Iim = *(1)=2

n—» o n-» n+1

La serie converge si <1 estoessi:

X —

-1 < 1<1:>—5<x-—1<5:>—4<x<6

Estudiando la naturaleza de la serie para los valores extremos del intervalo

-4 <x<6
( 1)n+1 © _ )n+l
e Si x=-4 queda: Z N Z que es divergente.
ns" n=1
© n n2 ©
e Six=6,setiene laserie ). = n’ que también es divergente.
n=1 §" n=1

Por lo tanto el intervalo de convergenciaes 0 < x < 10 que puede escribirse

(-4.6)
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V.84 Obtener el intervalo de convergencia de la serie

Z(’“’%)

3n

SOLUCION:

Al aplicar el criterio del cociente se obtiene,

po= Gen 3+l _ 7  2x-1
a, " " 3 6
(=-3) [=3)
2 2
3”
, , 2x-1 2x-1
Iim r = Iim = -
n—w n—>o 6 6

2x —1
6

si l < 1 la serie converge, o sea si

—1<-%—J—C6:—1~<1 = —6<2x-1<6 = -5<2x<7 = —%<x<~;—

Al analizar la serie en los extremos de este intervalo,
. [+ o] __3 n Qo u
e Six= —% resulta la  serie Z (=3)" = Z (-1) que es
n=1 3” n=1

divergente.

3”

e Si x= Z , se tiene la serie Z
2 n=1 3

= Y (-1)" que es divergente.
n=1

Asi que el intervalo de convergencia es —% <x < % que puede expresarse:
S 1)
272
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i (_1)n+1 (x_l)n+1

V.85 Analizar la serie determinando su intervalo de

n=0 n+1
convergencia
SOLUCION:
(_1)n+2 (x_l)n+2
s o 9m n+2 _ (=D (2= ()
a, (_1)n+l(x_1)n+l (_1)n+l(x_l)n+l (n+2)

n+1

r =

(-1)(x=1)(n+1) =(1_x)( n+l )

n+2 n+2

n+l
=(1-x) = 1-
5 (1I-x) x

p=lIlimr=(1-x) lim
n—a n—o

Para que la serie converja debe cumplirse | p( < 1 esto es:
[1-x|<1 = -1<l-x<1 = -2<-x<0

osea O<x<?2

Investigando que se tiene en los extremos de este intervalo

o _ n+l1 _ n+1
e Six=0 laseriequeda ) (- (=~ _
n=0 n+1 no n+1 "

que es divergente por ser la serie arménica.

© _ n+l n+l © _ n+l
e Si x=2, se tiene ) (= M _ > (Sl D que es la
n=0 n+l n=0 n+l

serie armonica con signos alternados, por lo cual es convergente.

El intervalo de convergenciaes 0 < x <2 obien (0, 2]
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V.86 Considérese la serie

© (x_z)n+l

n=0 (n+1)3""

determinar su intervalo de

convergencia
SOLUCION:
(x_z)n+2
s o G (n+2)3"7 (x=2)""(n+1)3""
a, (x—-2)""" (x=2)"(n+2)3""?
(n+1)3""!
r:(x—2)(n+1)_ n+l \x—-2
(n+2)3 n+2 3
x-2 n+l x-2 x—=2
= lim r =—— lim = 1) =
P a5 T a2 3 (D=3
pl<l = |[*721c1 5 1<* 721 = 3<x-2<3
Esto es -1 <x <5

En los extremos de este intervalo

© ( 3 )n+1 ao _ n+1
Si x =—1 la serie queda Z Z que es la
n=0 (l’l+1)3"+1 n=0

serie armoénica con signos alternados, por lo que es convergente.

®© 3 n+l © 1
Si x=5, resulta la serie Z =y

n=0 (n+1)3”+' n=0 n+1
divergente por ser la serie armonica.

que es

Por lo tanto el intervalo de convergencia es 1 < x <5 que puede

escribirse [ -1, 5)
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© 2n+1
V.87 Determinar el intervalo de convergencia de la serie ;Z:o m
SOLUCION:
x2(n+1)+l
G _ [2(n+1)+1] _ M @2n+l) x’
a, x 2l x (2n43) (2n+2)(2n+3)
(2n+1)!
Luego p = lim r = x* lim ! =x2(0)=0
n—® no (2n+2)(2n+3)

Como debe tenerse |p [ <1 para que la serie converja, se concluye
que la serie converge para todo valor real de x . El intervalo de
convergencia es IR

V.88 Para la serie Y (1) x
neo (n+1)(n+2)

obtener el intervalo de convergencia.

SOLUCION:
(__l)n+1xn+]
oo Gan _ (n42)(n43) (D™ x™ (n+1) (n+2) _
a, (-1)" x" (-1)"x" (n+2)(n+3)
(n+1)(n+2)
r:(—l)xgn+1)=_x n+1
n+3 n+3
, ,  n+l
entonces p= lim r=p=-x lim —=-x(1)=-x, |p| <1 = |-x|<1
n—w n—so p4+3

estoes -1 < -x <1 queresultaser -1 <x <1.

e Si x=-1,setiene ) EDoED > ————1——-convergente.
n=0 (n+1) (n+2) ;5 (n+1) (n+2)
: , < (-D”
e Si x=1, la serie queda Z —————— que es convergente. El

noo (n+1)(n+2)

intervalo de convergencia es el intervalo cerrado -1 < x < 1 obien [ -1, 1].
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n-1
V.89 Siendo ¢ > 0, considérese la serie Z (x=¢)’ c) y determinese su

c”
intervalo de convergencia.
SOLUCION:
(x=c)”
r—-a“'— c" N (x=c)"c"" _x-~-c
a, (x—c)™" (x—c)" ' ¢” c
cn—l
Ahora,
, , xX—c x—-c
p=Ilimr=Ilim - , =
n-—w n-)00(x_c)n— cn C

La serie es convergentesi |p| <1, estoes,

X—-cC

X C
<]l = -1« <l ©» -c<x-c<c = 0<x<2c

c

En los extremos de este intervalo se tiene,
. ( c )n l - n—-1
e Si x=0 queda Z s Z -1)"7" . que es una serie

divergente

e Si x=2c¢ la serie es que también es una serie

1Ms
_

n=1 cn-l n=

divergente.

Luego el intervalo de convergencia es el intervalo abieto 0 < x < 2¢ 0

(0, 2¢)

290



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
SUCESIONES Y SERIES

V.90 Dada la serie de signos alternados

V.91

i (-D"nl(x-4)"
n=0 3 "
determinar su intervalo de convergencia.

SOLUCION:
(=)™ (n+1) (x—4)"!
L= G _ 3+ _ (D™ (DN (x-4)" 3"
a, (=1)" n!(x-4)" (-1)" n!(x-4)" 3"
3
r = (—1)(n+31)(x—-4); nl{r)nwr=oo, luego la serie es convergente

unicamente para x =0

0 n+l n+1

Obtener el intervalo de convergencia de la serie Z (=D n( x1+ 1)
n=2 -

SOLUCION:

(_1)n+2(x+1)n+2
L n _ (D" G (n-1) (<D (x+D) (n-1)
an . (_1)n+l (x+1)n+l (_1)n+1 (x+1)n+1n n
n-1
n-1 , , n-—1
r=—-(x+1) —, p=1Ilimr=—(x+1) lim — = —(x+1),
n n—o nso B
p| <1 = |=(x+1)] <1, =l1<-(x+1)<1 = -1<x+1<l luego

queda -2 <x <90

En los extremos de este intervalo

o _ n+l _ n+l o
e Si x= -2, setiene > (=1) (1 D > I que es divergente.
n=2 n-— n=2 N —

n+1

- (-1
¢ Si x= 0, resulta la serie Z (———)—-1— que es convergente por ser la serie
n=2 n-—

arménica con signos alternados. E| intervalo de convergencia es
-2<x<0 o (-2,0]
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V.92 Determinar el intervalo de convergencia de la serie

i (_1 )In x2n—1
n=0 (2’1—1 )!
SOLUCION:
( -1 )n+l x2(n+1)—1
G _ [2(n+1)-1]! _ (=)™ x*™(2p-1)
a, (=1)"x*! (-D)" x> (2n+1)
(2n-1)!
NPT E R
a, 2n(2n+1) 2n(2n+1)
p=limr=-x" lim S —x° (0)=0
n—w ns>o 2p(2n+1)

Siempre se tendra | P ] < 1 por lo cual el intervalo de convergencia es el conjunto

de los numeros reales.
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V.93 Paralaserie ).

(x+3)"

n=0 2"

determinar el intervalo de convergencia.

SOLUCION:

Aplicando el criterio del cociente,

(x+3)™
po Gan o _ (x+3)™2" o x+3
a, (x+3)" (x+3)2"! 2
o
Asi que p-—-nlznwrznlznwx;3:x;3

|p| <1 implica x+3

<l =»> -2<x+3 < 2porlo

i—f}—'<l = ~1<
2

cual queda el intervalo —5 < x < —1. Analizando la serie para los valores

extremos de este intervalo,

e Si x =-5,queda Z (=2) = Z (-1)" que es divergente.
n=0 2" n=0
. oS 2" > qn . .
e Six=-1,resultalaserie . -=— = > 1" que es divergente también.
n=0 27 n=0

Por lo anterior el intervalo de convergencia es el intervalo abierto -5 <x< -1 0

bien (-5, -1).
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4n+l n

a0
V.94 Sea la serie Z obtener su intervalo de convergencia
n=0

X
n+3
SOLUCION:

Al aplicar el criterio del cociente se tiene que

4n+2 xn+1
G _ n+d A" x"(n43)  4x(n+3)
a, 4n+lxn 4n+1xn (n+4) n+4
n+3
n+3

p=Ilim r =4x lim
n—o>w no>o 1 4

=4x (1) = 4x

lpl <1l = |4x|<1 = -l<4dx<l = —i<x<%

Analizando la serie para los valores extremos de este intervalo

1 n
N 4n+1(__) . i . )
. Sixz—%,se tiene )’ 4 =Z£i)_i=42-(_l)
n=0

que es convergente.

4“,(1)"
e Si x= l la serie queda i N4 i 4 que es
4 n=0 n+3 n=0 n+3

divergente.

Por lo anterior se concluye que el intervalo de convergencia es el intervalo

semiabierto —-—— < x < que puede escribirse [ - %, l ) .

4

P,

1
4
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V.95 Obtener el desarrollo en serie de Maclaurin de la funciéon f (x)=senx .

SOLUCION:

Como se sabe la serie de Maclaurin se puede escribir:

© (k)
f(x)=), fk' x* =C0+C1x+C2x2+C3x3+...
k=0 K

donde

c - f(0)

" n!

En este caso, f (x) = senx , entonces f(0)=1sen0 =0
f'(x)=cosx , entonces [f'(0)=cos0=1
f"(x)=-senx , entonces f"(0)=-sen0 =0

f"'(x)=—cosx, entonces [f"'(0)=—cos0=-1

fw(x) = senx , entonces fw(O) = sen0 = 0
fV(x)=cosx , entonces fY(0)=cosO=1
fVI(x) =-—senx , entonces fVI( 0) =—sen0 =0

Asi que para [ (x) = senx

Fixy= L0 L0 L F0) SO

0! 1 21 3!
Esto es:
senx = £+lx+9—x2+(——i—)x3+2x4+—l«x5+...
o 1 21! 3! 41 !
Senx = x—-~1—x3+ix5 -—~x7+...
3! 51 7!
Por lo cual

) _ n 0 _ n+l
senx = Z &xbI+l o bien, senx =), ~£—1)———x2"+1
Z o+ 1)l o (2n+1)
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V.96 Determinar el desarrollo en serie de Maclaurin de la funcion f (x)=cosx .

SOLUCION:

Sea f(x)=cosx , luego, f(0)=-cos0 =1
f'(x)=—senx , entonces [f'(0)=-sen0 =0
f"(x)=-cosx , entonces [f'"(0)=-cos0 =-1

f"(x)=wsenx , entonces [f"'(0)=sen0 =20

fY(x)=cosx , entonces fV(0)=cos0O =1
fv(x) =—-senx , entonces fV(O) =-~sen = 0
fV"(x)=-cosx , entonces f''(0)=-cos0 = -1

Sabiendo que

0 (n)
f(x)y=> fnl x" , para f (x) = cosx queda:
n=0 .

cosx =1—x+ +—x +—x + + X0 +.
! 2! 3! 41 ! 6!
cosx=1——x2+ix4——x6+
21 41 6!
0 _1)n+2 © (_1)n+1
Estoes, cosx = ) -~ x>" o bien, cosx = Y £ 20D
a0 (2n)! = [2(n-1) ]

o todavia

cosx = 2} _——((;L)): x 2"
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V.97 Desarrollar en serie de Maclaurin la funcion f (x) = il'
X
SOLUCION:
Como f(x)——i— se tiene f(0)—J_—1
x4l ' C0+1
Ahora f'(x)———l— entonces f'(0)=- ! =-1
| (x+1)* (0+1)°
2 2
f"(x)=——— , entonces f"(x)=—T-—=2
(x+1)° (0+1)
f"'(x)_———6— entonces f"'(O)———é—_——_6
(x+1)*" (0+1)°
fw(x):--—L , entonces fIV(0)= 24 =24
(x+1)° (0+1)°
120 120
fv(x)=———-———, entonces fv(x)=———-———_—__120
(x+1)° (O+1)6
Al sustituir estos valores en la serie de Maclaurin se tiene,
L 1) 2,2, (56) 5 28 L0 (2120) s
x+1 1! 21 3! 4! 5!
1 =l-x+x’=-x +x=x*+..
x+1
Esto es
3 -1 bi - __1 n-1 n-1
x+1 g( )"x"  obien — Z;‘l( )
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V.98 Obtener los primeros tres términos no nulos de la serie de Maclaurin de la

funcién

f(x)=tanx .
SOLUCION:
Teniendo f (x)=tanx resutaque f(0) =1an0 =0 como
f'(x)=sec’x , entonces  f'(0) = sec’0=1
f"(x) = 2sec’xtanx | entonces f"(0) = 2sec?0tan0 = 0
f""(x)=2sec*x +4tan’x sec’x , porloque

F(0)=2sec*0+4tan’0 sec’0=2(1)+4(0)(1) =2

v 3 2 2 2
f (x)=8sec xsecxtanx +4tan” x 2 secx secx tanx + 8 tanx sec” x sec x =

fw(x):8sec4xtanx+8tan3x sec’ x + 8 tanx sec” x , luego
fIV(O):Ssec40tanO+8tan3O sec’ 0 +8tan0 sec’ 0 =
77 (0)=8(1)(0) +8(0)(1) +8(0)(1) =0

\' 4 2 3
f (x) =8sec xsec x+8tanx 4 sec” x secx tanx +
3 2 2 2
+8tan” x 2 secx secxtanx +8 sec x3tan” x sec” x +

3 3 4 2
+8tan x4 sec” x secxtanx + 8 sec x sec x =

fv(x)=8sec6x+32tan2xsec4xl6tan4xseczx+24tan2xsec4x+
+32tan’ x sec’ x x +8 secx =

fv(x):8sec6x+88tan2 sec*x +16tan” sec’x +8 sec®x , asique

fV(O)=83ec60+88tan20sec40+16tan40 sec 0 +8 sec®0

fv(0)=8(1)+88(0)(1)+16(0)(1)+8(1)=8+8=16

Sustituyendo en la serie de Maclaurin,

tanx = 0+lx+0+—2—x3+0+l§x5
1 31 51
tanx = x+-—x3+£-x5
3 15
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V.99 Obtener un valor aproximado de secx determinando con la serie de Maclaurin

los tres primeros términos no nulos

SOLUCION:

f (x) = secx , entonces f(0)=secO0=1

f'(x)=secxtanx , entonces f'(0)=sec0tan0=1(0)=0

f"(x) = secx sec’ x + tanx secx tanx = sec’ x + tan’ x secx , por lo que

F7(0) = sec’0+1tan’0sec0=1+0(1)=1

f""(x) = 3 sec’ x secx tanx + tan’ x secX tanx + secx 2 tanx sec’ x =

f""(x) = 3sec’ xtanx + tan’ x secx + 2 tanx sec’ x =

f""(x) = 5sec’xtanx + tan’ x sec , luego

" (0)=55ec’0tan0 +tan05ec0=5(0)(1)+(0)(1)=0

fw(x)=5sec3xseczx5tanx3seczxsecxtanx+
+tan3xsecxtanx+secx3tan2xseczx:

fIV(x)=5sec5x+15tan2xsec3x+tan4xsecx+3tan2xsec3x

FY0)=5(1)+15(0)(1)+0(1)+3(0)(1)=5

Al sustituir estos valores en la serie de Maclaurin queda:

secx-*—1+0+—1—x2+0+ix4
2! 4!
4
Secxil+—1-x2+ix4 si xzzt- =  sec T é1+£+ L
2 24 4 4 8 614

Sec( — ) =1+0.39269 + 0.07927

sec( — ) = 1.4796
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V.100 Desarrollar en serie de Taylor la funcion f(x) = S alrededor de
(x+1)?
x =1
. 1
Si f(x)=—7
(x+1)?
2
= f(x) =-—
(x+1)
" 6
f"(x) = —
(x+1)
tee 24
FU(x) = - ——r
(x+1)

Se observa que

_____((x;r)l)!z (-1)", entonces f"(1) =_~_____(x+11)!
x+1)" pnt

f(x) = (-1)" que

al sustituir en la serie de Taylor queda:

1 - f"(1) "
T T/ oD
(1)"(x+1)
i __1_ ol 2n+l _iyn
(x+1)2 4 +n§ n! (x=1)
1 _ 1 &S (=)' (x+1)(x-1)"
(x+1)2 4 +nz=1 pn+l
1 1 1 & (1-x\"
ek Dl e Kl

300



i’

R







CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
SUCESIONES Y SERIES

Escribir tres términos mas y obtener la forma del término enésimo de las siguientes
sucesiones

V101 2, 4, 8, 16, ...
v.102 1, -

vie3 0,1, 2, 3, ...
xz X x4

v.iio4 -, -~ T T
37 57 7

V.105 1,——2—,—4—,4,...
2 3

V.106 1,—1,1,-——1—,
4 9 16

vaor 3,2, 2 8
2 6 24
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Si se sabe que

a) 1 +l+l+—1—+ es convergente
4 9 16 9 y
2 3 4

b) 3 + Z + g + % +... es divergente,

determinar el caracter de las siguientes series por el criterio de comparacion:

1
12

V.108 + +...

W | =
| —
O | -

V.109 3+2+§+—6—+...
3 4

1 1 1
= +—+ — +...
3 12 27 48

V.110

vV.111 1+2+3+4 +...

V.112 —-+1+§+i+...
5 3
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Emplear el criterio del cociente para establecer el caracter de las siguientes series:

a0 5n
V113 )
n=1 n4

e 5
V.114 bl

rgl n!

o0 n3
V.115 Z

n=1 3"

o n"
V.116 —_—

E] nl
vz ¥

=1 22n

) 3 n
V.118 Zn(-~)

n=1 4
viie 3 "

n=1 §"
vize Y 32t

X
It
—
W
B
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Para cada una de las siguientes series, determinar si son divergentes o convergentes,

en el caso de ser convergente calcular su suma:

© 4n+2
V.121 Z

n=1 3

& 3
V.122 Z

n=1 2"

o 1
vV.123 Z

n=1 7"

V.124 i (0.08)"
V.125 i (-%)

V.126 i(
V.127 iz"

V.128 i 100(0.5)"

V.2 i[l_l]
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V.130

Se deja caer una pelota desde una altura de 10 metros y rebota

sucesivamente hasta quedar en reposo. Si la altura que alcanza en cada

rebote es de % de la altura que tomé en el bote anterior, calcular la

distancia vertical total recorrida por la pelota.

Determinar el caracter de las siguientes series:

V.131

V.132

V.133

V.134

V.135

1 2 3 4
—_———t+ - — = +...
2 3 4 5
1 - ! + ! ——1—+
2 3 2
1 2 3 4
3 5 7 9
1 1 1
l - — 4+ - = — 4+,
4 9 16
1 1 1
-1+ ===+ — -
4 27 256
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Determinar si las siguientes series son absoluta o condicionalmente convergentes:

vi3e Y (=3)"

V.137 i (=2)"

V.138 fj (-1 An

vize 3 (n+2)

0 _ n+l n-1
vas Yy (D3

vaar 3 U0

V.142 i (=1

vias Y (=D’n
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Obtener el intervalo de convergencia de las siguientes series

n

- X
V.144

,,z::l n+2

0 x"
v-145 e

nz=:1 n!

w _ n n
vaas Y (T X

n=1  p2’
v.147 Y 4n"(2x—1)"

n=1

V.48 ) nl(2x-1)"

e nx
V.149
,,Z::'l 1-3:5-...(2n-1)
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(x+1)
V.150 ng n(ntl)

vas1 3 (x=4)"

n=1 5"

o _ n 2n-~1
V.152 Z (1)

s (2n-1)1

o nzxn
VAL TY

n=0 10"

visa Y 3%

S (x-35)"
n=t 3" (n+1)"

V.155
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Obtener la representacion en serie de Maclaurin de las siguientes funciones:

V.156 f(x):-l—I

x_

VAS7  g(x)=—.
x+2
VA58 h(x)=—t
(x-1)*
. 1
V.59 i(x)=
1-x
V160 j(x)=—1t
' T 0%y
V.61  k(x)=——2
] C (1-x)°

V.162 /(x)=sen2x

V163 m(x) = 4cos x>
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Obtener la representacion en serie de Taylor de las siguientes funciones:

V164 f(x) = 1 alrededor de x =1
X

V165 g(x) = Ll alrededor de x=4
x —

V.166 h(x) = senx  alrededorde  x = ’2‘

V167 i(x) = cosx alrededor de X=7

V168 j(x)=— alrededor de x =1
X

V.169 & (x) = alrededor de x =2

VA70 m(x) = T alrededor de x=3
- X
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