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FASCÍCULOS DE MATEMÁTICAS 

FUNCIONES HIPERBÓLICAS 

PRÓLOGO 
EL concepto fundamental del Cálculo es el de función, que es el punto de 
partida para el tratamiento de los límites, que a su vez conducen a la 
derivada y a la integral, de gran importancia y trascendencia para el estudio 
de innumerables problemas de las matemáticas y la física en sus diversas 
manifestaciones en los campos de la teoría y las aplicaciones. 

Dentro de las funciones trascendentes, es decir, aquéllas que para 
denotarse no requieren de operaciones algebraicas, destacan las funciones 
hiperbólicas, que al igual que las conocidas como circulares por derivarse 
de un círculo unitário, constituyen de manera semejante, toda una 
"trigonometría" que merece un análisis aparte. 

Este trabajo tiene como objetivo apoyar el proceso de enseñanza 
aprendizaje del Cálculo en la Facultad de· Ingeniería, y está dirigido también 
a todos los estudiosos de las matemáticas que deseen conocer más sobre 
estas funciones que le dieron especial dignidad a una hipérbola "unitaria". 

En este breve estudio, el lector encontrará definiciones, teoremas, fórmulas 
de derivación e integración, ejercicios e interesantes, además de 
ilustrativos, problemas de aplicación de estas singulares funciones. 

El autor. 
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FASCÍCULOS DE MATEMÁTICAS 

ING. PABLOGARCÍA YCO/,OMÉ' 

Un apoyo didáctico para la impartición y aprendizaje de 
las matemáticas en la Facultad de Ingeniería de la UNAM. 

FUNCIONES HIPERBÓLICAS 

La formalización de inrumerables conceptos del Cálculo tu110 lugar a finales del siglo XVII y en la 
primera mitad del siglo XVIII, con los grandes descubrimientos y brillantes aportaciones de célebres 
hombres de ciencia, quienes, en ocasiones de manera empírica, y en otras para resolver problemas 
y enfrentar situaciones diversas, definieron, diseñaron y construyeron poderosas herramientas 
méémátícas. 

En el campo de las funciones escalares de variable escalar o vectorial, conocidas como funciones 
trascendentes, hubo CJJÍ8116S observaron que determinadas combinaciones de las funciones 
exponenciales ex y e-x se presentaban con mucha frecuencia en aplicaciones matemáticas y físicas. 
Valga citar en éstas úllímas el hecho de que entidades como la luz, la velocidad, la electricidad o la 
radioactividad se absorlJen o extinguen en forma gradual, y su decaimiento se puede representar 
con funciones que consídefan las combinaciones de funciones exponenciales como las antes 
citadas. 

También se puede demostrar que una combinación de estas funciones describe la forma de un cable 
colgante, esto es. ~e sí se suspende un cable pesado y flexible como el de una línea de transmisión 
o de una linea telefónica, dicha combinación define la ecuación de la curva. 

Estas funcionBs, combinaciones de funciones exponenciales, pueden ser deducidas de una 
hipétbola, de la misma forma que las trigonométricas tienen como base al círculo unitario. Y es por 
elo .,e se dio por Hamarlas Funciones hlpetbóllcas. 

B ,.,_, cíentlfico que publicó un profundo y completo estudio de las funciones hiperbólicas fue el 
, ...... suizo-alemén Johann Heinrich Lambett (1728-1777), colega del célebre matemático 
Leonhard Euler(1707-1783). 

LAS RJNCIONES HIPER8ÓUCAS A PARTIR DE LA HIPÉRBOLA. 

A continuación se definirán fcJs funciones hiperbólicas a partir de una hipérbola, siguiendo los 
mismos pasos JBalizados para COtJStruk' la trigonometría del circulo. Las funciones trigonométricas 
cítculares se definieron en relación con la circunferencia x2 + y2 = 1 y de ahf su nombre. De manera 
semejante. las funciones hi~ se deñnirán a partir de la hipérbola x2 - y2 = 1. 
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Considérese la cirwnferencia x2 + y2 = 1, y sea P(x,y) un punto de ella en el primer cuadrante, como 
se observa en la Figura 1. 

Figura 1 

De la figura se puede expresar que: 
2 

Area del Sector Circular OAP = 1r.r ; = ifJ u 2 
2;r 2 

Area del triángulo OAB = _!_ u2 

2 
de donde 

' ; 
fjJ = Area_dei.Sector Circular OAP = __¡ = ifJ 

Area del triángulo OAB _!_ 

2 

Entonces, el arco fjJ puede considerarse como la razón entre el área del sector OAP y el área del 
triángulo OAB. 

Aquí también cabría notar que la medida del ángulo ; puede definirse como el doble del área del 
sector circular OAP que el ángulo determina en el círculo unitario. 

Ahora considérese la hipérbola x2 - y2 = 1 y un punto de ella P(x,y) en el primer cuadrante. Para ello 
habrá que analizar la gráfica mostrada en la Figura 2. 



y 8 y=t.;T-1 

X 

Figura 2 

Se procede de manera semejante al caso del círculo y se tiene el número ()que se define como el 
doble del área del sector hiperbólico OAP. Y a este número ()se le llama la medida hiperbólica del 
ángulo AOP, con arco AP de la hipérbola. Entonces 

() = Areadel sectorOAP = Areadel sectorOAP 

Area del triángulo OAB 1 

2 

El cálculo del área del sector OAP se determina como sigue, de acuerdo con la Figura 2: 

Area del sector OAP = Area del triángulo OCP- Area ACP 

donde el área ACP es la limitada por la hipérbola, el eje de las abscisas y las rectas x = A y x = C. 
Esta área se calcula de la siguiente manera: 

se resuelve la integral indefinida mediante el método de sustitución trigonométrica y 

z=secy 

Figura 3 

dz = sec ytanydy ,J z 2 - 1 = tan y 

Se realizan las sustituciones conespondientes y la integral definida queda como 
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J/al¡ysec ytat~ = Jsec ytw1
2 
Jl4y = Jsec y(sec2 

y -l)dy = Jsec3 Y4Y- Jsec Y4Y 

= J sec3 
Jl4y -lnjsec y+ tan}j + C 1 = J sec2 

y sec Y4Y -lnlsec y+ im!YI +lit 

El primer sumando, por separado, se resuelve •por parles·, como sigue 

luego 

u=secy 

du = sec ytanydy v = tany 

Jsec 3 Jl4y = sec ytany - J sec yta11 2 Y4Y = sec ytaJ¡y - J sec y(sec 2 y - !)dy 

= sec ytany- Jsec3 
Jl4y + Jsec Y4Y 

f sec3 ydy = _!_ sec ytany + _!_ In~~ y + tm{Y/ + C J 2 2 

Se juntan ahora los JeSUitados y se tiene que la integral definida equivale a: 

Como el área del triángulo OCP es igual a xy , entonces 
2 

Area del sector OAP = xy - ~ J x 2 -1 + _!_ tn\x + ~ x2 -11 
2 2 2 

= xy - xy + l_ In jx + y 1 = .!_In Jx + y 1 

2 2 2 2 

y por lo tanto, como el área del triángulo OAB es 1 12, se tiene que: 
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1 
-In lx + y l 

(} = 2 . 
1 ' 

de donde (} = lnJx+ y/ 

2 

DEFINICIÓN. Como en el caso de las funciones trigonométricas circulares, para la hipérbola dada, el 
punto P(x,y) de su gráfica y las condiciones obtenidas, se definen las funciones: 

sen o hiperbólico de (} = PC = y = senh (} 

cose no hiperbólico de (} = OC = x = cosb (} 

De la expresión (} = In 1 x + y[ es posible obtener 

y -{} 1 
e =--

x+y 

mediante la ecuación de la hipérbola x2- y2 = 1, y algunas operaciones algebráicas, se llega a 

= 
x 2 -1+2xy +y 2 

2(x +y) 

(x+y) 2 -l 1 

X 
2 + 2xy +y 2 

- 1 (x+y) 2 -1 
x+y---

e 0 -e- 0 x+y x+y 
= = = = = 

2(x+ y) 2(x+ y) 2 2 2 

(x+ y) 2 +1 l 
2 2 2 ----- X + Y + --- () -0 

= X + 2xy + y + 1 - (X + y) + 1 - X + y = -- _3_ + Y_ = ~--~--

por/o que 

2(x+y) 2(x+y) 2 2 2 

e 0 +e-O 
coshB=--

2 

Y en ténninos de estas dos funciones se definen la tangente hiperbólica, la cotangente hiperbólica, 
la secante hiperbólica y la ~ecante hiperbólica, cuyas expresiones son: 



senhO /) -e-8 
tanhO = = ---

coshO /) +e-0 

sec h O = 
1 

= ----,-----
2 -----,­

coshO e0 +e-0 

() -() 
cothO = coshO =e +e . O* O 

senhO eo -e-8' 

cschO= 
1 = 2 

· O=t=O 
senhO eo -e-0' 
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Antes de entrar al estudio formal de estas funciones, se presenta a continuación un interesante 
concepto físico donde se hace presente una de ellas. 

LA CATENARIA Y LAS FUNCIONES HIPERBÓIJCAS 

Si se deja colgar libremente una cadena o un cable entre dos soportes, se forma una cuTVa llamada 
catenaria (del griego katena que significa cadena). Las catenarias se encuentran por donde uno 
mira: una reata de tender, un cable telefónico; los cables de suspensión de un puente, etcétera. La 
forma depende del peso y tensión del cable pero sus ecuaciones son todas de la misma forma y 
están íntimamente relacionadas con la función exponencial. 

Sea la catenaria de la siguiente figura: 

X 

Figura 4 

Se considerará una sección de catenaria, como se obseTVa en la Figura 5, donde se analizarán las 
diferentes fuerzas que intervienen en ella. 
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.. 
Figura 5 

Si se toman en cuenta /as fuerzas que actúan en el arco VP, en donde V es el punto más bajo de la 
catenaria, se tienen /as dadas por: 

La tensión en el cable en el punto V. Esta fuerza, como la tensión en cualquier punto de la 
curva, tiene la dirección de la tangente geométrica; de no ser así, obligaría al cable a tomar 
otra forma. Si la magnitud de esta tensión es To, se representa esta fuerza mediante el 
vector(-To, 0). 

El peso del cable VP. Si la longitud de VP es "s" y el peso por unidad de longitud es "w", 
entonces la magnitud del peso total es ws y como el peso actúa hacia abajo, puede 
representarse mediante el vector (0, -ws). 

La tensión en el punto .P. La dirección de ésta también es tangente a la curva y si su 
magnitud es T y el ángulo entre el eje de las abscisas y la dirección tangente es a (-1r 1 2 < 
a< 1rl 2), entonces la fuerza está dada por el vector (Teosa, Tsena). 

Como el cable está en equilibrio bajo estas fuerzas, su suma debe ser el vector cero, por lo que 

(-To, O) + (0, -ws) + (Teosa, Tsena) = (0, O) 

de donde se obtienen las ecuaciones 

-To+ Teosa= O ==:> Teosa= To 
y 

-ws + Tsena =O ==:> T sena= ws 

Sea la tensión To = wc donde e es una constante que debe ser determinada. Entonces Teosa= wc y 
se puede escribir 

Tsena ws 

Teosa wc 

WS S 
:::> lana = - = - :::> s = ctana 

wc e 

La gráfica de la curva queda completamente determinada por esta ecuación. Ahora se transformará 
en una forma más accesible. 
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Se determinarán las eruaciones paramétricas de la recta PQ en términos del parámebo a (Figura 6). 
Esta recta es tangente en el punto P a la curva del cable. 

de donde 

Figura 6 

x=xo+scosa y y= yo+ssena 

dx 
-=cosa y 
ds 

dy =sena 
ds 

Ahora bien, si se aplica la regla de la cadena para obtener 'dy , se tiene que: 
da 

como 

se puede escribir 

se integra y se llega a: 

dy dy ds 
-=-·-
da ds da 

dy =sena y 
d~ 

ds 2 
- =csec a 
da 

dy = sena·csec2 a= e seca .lana 
da 

si se escogen unos ejes tales que y= e cuando a= O, entonces C1 = O y se puede escribr que: 

y= e seca 



Si se hace algo semejante para la variable x se tiene que: 

dx dx ds 
-=-·-
da ds da 

pero 

dx 
-=cosa y 
ds 

dx 2 - = cosa·esec a= e seca 
da 

se integra y 

x= Jcseca.da =cln(seca+tana)+C2 

además, SÍ X= 0 para a = 0, Se tiene que C2 = 0, luego 

x = eln(seca +tana)~ ~ = ln(seca+tana) 
e 

y, mediante la función exponencial 
X 

e e= seca+tana 

Por otro lado 

X 

1 1 seca-tana 
e e=-= =seca-tana 

x seca+tana seca-tana 

se suman ahora las dos exponenciales y 

X X 

e e +e e = (seca+tana)+(seca-tana)= 2seca 
y como 

X X 

seca=y ~e-;; +e--;; =2·y 
e e 

por lo tanto la ecuación cattesiana se puede expresar como y =e sec a, o bien 

10 



X X 

ec +e e 
y=c·---

2 
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La constante •e• puede tomarse como un factor de escala. Así, si se escoge la escala c=1, entonces 
x -x 

la ecuación de la catenaria es y = e +e · , ecuación CJJ6 define una función que se usa 
2 

frecuentemente en matemáticas aplicadas y que, como se obsetVa, es el coseno hiperbólico. Así, 
para todo valor real de x en el tramo considerado 

ex +e-x 
y=coshx=---

2 

Si se desea obtener la pendiente de la tangente a la catenaria, se deriva y 

dy ex -e-x 
-= =senhx 
dx 2 

IDENTIDADES "TRRGONOMÉTRICAS HIP.ERBÓI.ICAS" 

Así como en la trigonometria circular se tienen las conocidas identidades trigonométricas, para las 
funciones hiperbólicas se tienen también identidades entre las que las más impotfantes son las 
siguientes: 

TEOREMA. cosh 2 x- senh 2 x = 1 

Prueba. 

luego 

Prueba. 

ex +e-x 
coshx=---

2 

tanhx = senh x . 
coshx' 

1 
sechx=-­

coshx 



luego 

tanh2 h2 senh x 1 senh x 1 senh x + 1 
( )

2 ( )2 2 2 
x+sec x = coshx + coshx = cosh 2 x + cosh2 x = cosh 2 x 

2 2 cosh 2 x 
tanh x+sech x = 

2 
= 1 

cosh x 

TEOREMA coth 2 x-ese h2 x = 1 

Prueba. 

luego 

h 
coshx 

cot x= · 
senh x' 

1 
cschr=-­

senhx 

coth2 x-csch2x=(coshx)
2 
-( 1 )

2 
= cosh

2 
x = cosh

2 
x-1 

senh x senh x senh 2 x senh 2 x senh 2 x 

2 2 senh 2 x 
coth x-csch x = 

2 
= 1 

senh x 

TEOREMA senh 2x = 2 senh x cosh x 

Prueba. 
ex -e-x ex +e-x e2x -e-2x 

senh 2x = 2 senh xcosh x = 2 · · = = senh 2x 
2 2 2 

TEOREMA cosh 2x = cosh 2 x + senh 2 x 

Prueba. 
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Otras identidades importantes, cuyas ptUe/J8ts se omiten, son las siguientes: 

2 1 2 
senh x= --+-cosh2x 

2 2 
2 1 1 

cosh x = - +- cosh 2x 
2 2 

senh( x +y) = senh xcosh y+ cosh xsenh y 

senh( x-y) = senh xcosh y- cosh xsenh y 

cosh( x +y) = cosh xcosh y+ senh x senh y 

cosh( x-y) = cosh x cosh y- senh xsenh y 

x~y x-y 
cosh x + cosh y= 2 cosh --cosh --

2 2 

x+y x-y 
cosh x- cosh y= 2senh --senh --

2 2 

x+y x-y 
senh x + senh y= 2 senh --cosh --

2 2 

x-y x+y 
senh x- senh y= 2senh --cosh --

2 2 

FUNCIONES HIPERBÓUCAS. DO•NIOS, GRARCAS Y RECORRIDOS. 

SENO HIPERBÓLICO. Como ya se vio 
ex -e-x 

f(x) = senh x = ---
2 

13 

luego el valor de la función es real para cualquier valor real de x. Por lo que su dominio es Ot = 91 y 
su gráfica está dada en la Figura 7 
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y 

Figura 7 

y como se absenta, el recorrido de la función, es decir, los valores que adq¡iere la variable 
indepenclients, son el conjunto de los números reales, esto es, Rt = fR 

COSENO HIPERBÓLICO. Como ya se vio 
ex +e-x 

f(x) = cosh x = --
2

-

de donde su dominio es Dt = !11, su gráfica, la de la siguiente figura 

'f 

y, como se ve, el f8COfrido es Rt= [1, oo) 

TANGENTE HIPERBóLICA. Como ya se vio 

Figura 8 

f(x) = tanhx = senh x =ex -e-x 
coshx ex +e-x 

•• 
T 

X 
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En la gráfica de cosh x se ve que ésta función no se anula en ningún valor de x, luego el doninio de 
tanhx es Dt = ~ y su gráfica se muestra en la Rgura 9. 

y 1;z: .,,, 
. . y =tlnl'li 

X 

-----···-

Figura 9 

La grálica de esta función tiene dos asíntotas horizontales de ecuaciones y= -1 y y y= 1, por lo 
que su reconX1o es Rt = (-1, 1). 

COTANGENTE HIPERBÓLICA Como ya se vio 

f(x)=cothx= coshx =ex +e-x =-1-
·senh x ex -e-x tanhx 

La función senh x se hace cero únicamente en el origen; luego, el dominio de coth x es o,= fR­
{0 }, su grálica es la de la siauiente figura: 

X 

Figura 10 

La grálica tiene dos asíntotas horizontales de ecuaciones y = -1 y y = 1 y su recotTido es Rt = fR­
[-1, 1} 



SECANTE HIPERBÓLICA Como ya se vio 
2 1 

f(x) = sechx = = --
ex +e-x coshx 

Por lo que su dominio es el mismo que el de tanh x, es decir, Dr = fll; su gráfica es: 
y 

Figura 11 

y como se observa, la gráfica tiene una aslntota en y= O, luego su recorrido es Rr = (0, 1 J 

COSECANTE HIPERBóLICA Como ya se vio 
1 1 

f(x) = cschx = = --
ex -e-x senhx 

Su dominio es el mismo de la función coth x, esto es, Dr = fll- {O}, su gráfica está dada por 

., 
4 

S 

2 

1. 

1 2 3 X 

Figura 12 

y como tiene una asíntota de ecuación y= O, su recorrido es Rr = fll- {O}. 

16 
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RJNCIONES HIPERBóLICAS INVERSAS 

Si se limita el dominio de las funciones cosh x y sech x y se establece como el conpnto de vab8s 
x E ¡o, oo J entonces estas dos funciones, j.lnto con las otras cuatro, son Alnciones iJ)'8Ctivas y, con 
la considelación de que en todas el recorrido es ÍfiJal al codominio, lo que las hace suptayectiva, 
entonces las seis funciones hiperbólicas cumplen con ser biyactivas y admien Alnciones iwetsas, 
las que se mn acontinuación, estableciendo en cada caso, su cJotnmio, gráfica y recorrido, 
inooyendo lo correspondiente a las funciones hipelbólicas directas. 

FUNCIÓN SENO HIPERBÓLICO INVERSA. f-1(x) = senh -1 x 

.. .. . .. , 
.. 
l 

t 
# 
1 

1 
1 

1 
·1 

1 1 1 4 

.. 

.. 
Figura 13 

• 

D¡ =m =Rr•~ R¡ =m=D¡-• 

FUNCIÓN COSENO HIPERBÓLICO INVERSA. f-1(x) = cosh -1 x 

y 
4 

J 
./ f(x)=caft 
1 

( 
.¡ 

' 
, ... (x) • CDih-1 

1 4 X 

Figura 14 

D ¡ = (o,oo)= R¡-• ~ R¡ = (l,oo)= D ¡-• 

X 



FUNCIÓN TANGENTE HIPER8ÓUCA INVERSA. f-1(x) = tanh-1 x 

rt 

Figura 15 

D ¡ = 91 = R ¡-t ; R ¡ = (-1,1) = D ¡-1 

FUNCIÓN COTANGENTE HIPERBóLICA INVERSA. f-1(x) = coth-1 x 

rt 
1 

• l 

-t { 
1 
1 

41 
1 

.. 1 

Figura 16 

D¡ =91-{0}=R¡-t; R¡ =91-(-1,1)=D¡-t 

FUNCIÓN SECANTE HIPERBÓUCA INVERSA. f-1(x) = sech -1 x 

' 1 .. ·. , . f~t{X) • -.b-4 X 

1 

1 J 1 X 

Figura 17 
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D f = (o,oo)= R ¡-•; R¡ = (0,1)= D r• 

FUNCIÓN COSECANTE HIPERBÓLICA INVERSA. f-1(x) = csch-1 x 

yf 

2 

t 

\ .. 
f(JO•Cidil ~\, ~ .. 

Figura 18 

D¡ =9l-{O}=R¡-t; R¡ =9l-{o}=D¡-t 
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EJEMPLO 1. Si las funciones hiperbólicas están en ténninos de la función exponencial, y ésta es 
función inversa de la función logaritmo natural, encontrar exptesiones para las Alnciones hipettJólicas 
inve~Sas: 

senh-1 x, cosh-1 x y tanh-1 x, 

en términos de la función logaritmo natural. 

Solución. i) Función seno hiperbólico inversa. Como se sabe del estudio en el Cálculo de las 
funciones inveiSas, es posible partir de la doble implicación: 

y=senh-1 x sfys6/osi x=senhy 

de donde 
eY -e-Y 

x= senhy= ::::>2x=eY -e-Y 
2 

se multiplica por e Y y se tiene que 

luego 

por/o que 

e2Y - 2xeY -1 =O 

eY = 2x±~4x2 +4 = x±~x2 + 1 
2 

=>y=lnjx±~x2 +lj 
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como e Y > O, entonces 

x±~x2 +1 >0 para toda xEm 

1erCaso: x+~x2 +1 >0 

como ~x2 +1 >0=>~x2 +1 > x~ para.todoxEm 

2o.Caso: x-~x2 +1 >0 

=> x > ~ x2 + 1 no tiene solución en m 

por lo tanto 

iQ Función coseno hiperbólico inversa. Igual que en el caso anterior, se parte de 

y= cosh -1 x si y sólo si x = cosh y 

de donde 

se multiplica por e r y se tiene que 

e2Y -2xeY +1=0 
luego 

por Jo-que 

~sh-1 x=tnjx±~x2 -11 
como e r >0, entonces 

El dominio de la función ~ x2 -1 es (- oo, -1] u [1, oo ), luego 

1 er .Caso : x + ~ x 2 
- 1 > O 
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x e( -oo, -1]~nohays00ción 

x e [ 1, oo) ~si hay soAJción 

2 o .Caso : x - ~ x 2 - 1 > O 

x E (- oo, - 1 1 ~no hay soAJción 

x E [1, oo) ~si hay sOOción 

Se elige el primer caso para que cosh -1 x sea función y asi ser congruentes con el dotnDo de6nido 
para la función cosh x elegido para hacerla inyectiva. Por lo tanto 

cosh -1 
X = In( X+~ x2 -1) X E [1, ao) 

iii) Función tangente hipetbólica inWtSB. Se parte de ~ 

y=tanh-tx slysólosi x=tanhy 

de donde 

xe 2Y + x = e 2Y- 1· 
' 

2 ( ) 2 1 +X 1 11 +X 1 1 + x =e Y 1- x ::::::>e Y=--::::::> y= -In--
1-x 2 1-x 

2 1+x ( ) Como e Y >O::::::> -->O, lo .que se cumple para x E -1,1 
1- X 

y por lo tanto 

tanh -l X = .!_ ln ( 1 + X); X E (- 1,1) 
2 1- X 

De manera semejante se podrían determinar expi8Siones para coth - 1 x, sech - 1 x y csch - 1 x, en 
términos de la función logaritmo natural. Estas ecuaciones son: · 

coth -l x = !.tn(x + 1 ); x E(- ao,-1)u (l,ao) 
2 X..! 1 
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DERIVACIÓN DE LAS RINCIONES HIPERBóLICAS DIRECTAS E INVERSAS 

Si se utilizan las fónnulas de derivación para las funciones logaritmicas y exponenciales, ya que las 
funciones hipetbólicas -diect• e inveTSas- estén en función de eH•. se tiene que: 

Funciones hipetbólicas directas: 

f(x) = senh u ; u = g(x) 

e"-e-u dy e"+e-u 
y = senh u = ---- => - = = cosh u 

2 du 2 

y, por la regla de la cadena, 

f(x) = cosh u ; u = g(x) 

du 
f'(x) = cosh u dx 

e"+e-u dy e"-e-u 
y = cosh u = ---- => = ---- = senh u 

2 du 2 

y, por la regla de la cadena, 

f(x) = tanh u ; u = g(x) 

du 
f'(x) = senh u­

dx 



y, por la regla de la cadena, 

f(x) = coth u ; u = g(x) 

y = eoth u = 1 => dy = - sec h 
2 

u = -
1 

2 
= - ese h 2 u 

tanhu du tanh 2 u senh u 

y, por la regla de la cadena, 

f(x) = sech u ; u = g(x) 

y = sec hu = --1 - => _dy_ = - senh u = - sec hu .tanhu 
eosh u du eosh 2 u 

y, por la regla de la cadena, 

f(x) =csch u ; u = g(x) 

du 
f'(x) =- sec hutanhu dx 

1 dy eosh u 
y= ese hu= => du =- 2 =-eschucoth u 

senh u senh u 

y, por la regla de la cadena, 

du 
f'(x) =-ese hu coth u­

dx 

23 
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Funciones hipeftJ()Iic3 intletsas: 

f(x) = senh- 1 u; u= g(x) 

y, por la tegla de la Cadena, 

/'(x) = 1 du 
--Ju2 + 1 dx 

f(x) = cosh-1 u; u= g(x) 

l+ u -/u
2

-l+u 

y = cosh -l u = In (u + -}u 2 - 1) ~ dy = -J u 
2 

- 1 = -J u 
2 

- 1 = 1 
· du u+-/u 2 -1 u+-/u 2 -l -/u 2 -I 

y, por la regla de la cadena, 

1 du 
f(x) = -} 2 dx ~ u > 1 

u -1 

f(x) = tanh- 1 u; u= g(x) 

(1- u Xt)-(1 +u X-I) 

y=tanh-lu=_!_ln 1+u ~ dy =_!_· (1-uf 
2 1-u du 2 1+u 

=_!__I-u+1+u = 1 

2 l-u2 1-u 2 

1-u 

y, por la regla de la cadena, 

f' ( x) = 1 du ~ iu 1 < 1 
l-u 2 dx 

f(x} = coth- 1 u; u= g(x) 



(u -1X1)- (u+ 1X1) 
y = coth -1 u = !_·In _u +_1 =:) _dy = !_. -----'~..._u_-~1 )2<---- = !_ .'' -1-" -1 = _1 .....,..... 

2 u-1 du 2 11+1 2 112_1 1- 11 2 

y, por la. de la cadena, 

f(x) = sech- 1 u; u= g(x) 

u -1 

1du 
/'(x)=--2 -; lul>l 

1-u dx 

1- "2 

Y = sec h -1 u = In ( !_ + ~1 - ~ 2 ) =:) _dy_ = ______ 2..,......_...11..,2=-------
u u • , 1 ~1 - 11 2 

' -+ 
" ,2 

- 2u 
2 ~ + (- 2u 

3 
- 211 + 211 3 ) 

<6' = - 2•( .JI- 11 
2 

+ 1) = -1 
du 2u 2 ~~-u 2 

( 1 + ~~-u 2 
) "~~- 11 2 

y, por la tegla de la cadena, 
-1 • 

f'(x)= -~ .O<u<l 
u~I-u 2 dx 

f(x) = csch - 1 u; u = g(x) 
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y, por la regla de la cadena, 

EJEIAO 1 Oblflner las detivadas de las SÍfJJíentes funciones: 

ii)f(x) = cosh (In -JX) iii)y = ang cot(senh 3x) 

ÍV )y = (senh X )ecosb X; ) 
cosh x 

V y= . 
4+senh 2 x' 

vii ) y = angtan (tanhx ) viii )f(x) = xcoth x ~ ix )y = In (sec h4 x) 
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SoiJción. i)f(x) = senh 2 ~- 2x 2 ) .. 

/ '(x) = 2senh~ -2x2 }cosh~ -2x2 }(-4x)= -4xsenh~-4x2 ) 

ii) f ( x) = cosh (In -JX) 

1 

f' ( x) = senh ~ -Jr} 2Jf = -
1 

senh (1n .JX) 
x 2x 

iii )y = ang cot (senh 3 x) 

dy = _ 3 cosh 3x = 3cosh 3x = -3 = -Jsec h3x 

dx 1 + senh 2 3x cosh 2 3x- cosh 3x 

iv )y = (senh x )e cosh x 

: = (senh xXsenh x)ecosh x + (cosh x)eCQ'ih x = ecosh x ~enh 2 x + cosh x) 

) 
cosh x 

vy= 
4+senh 2 x 

dy _ (4 + senh 2 x )senh x- cosh x{2 senh x cosh x) _ senh x{4 + senh 2. x- 2 cosh 2 x) 

dx- (4+senh 2 xJ - ~+senh 2 xJ 

dy senh x~- cosh 2 x- (cosh 2 x- senh 2 x ~ _ senh x~- cosh. 2 x) 

-dx-- (4+senh 2 xr - (4+senh 2 xf 
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w )y = In [ t<mh ( ~ )] 

1 

vii)y = angtan (tanhx) 

1 

_dy - sec h 2 x = cosh 2 x = 1 = 1 = sec h2x 
dx I+tanh 2 x cosh 2 x+senh 2 x cosh 2 x+senh 2 x cosh 2x 

cosh 2 x 

viii ) j (X) = X coth X 

f'(x) = coth x·xcothx-l +xcothx In x(- ese h 2 x)= xcothx[ 
00~ x-In x~sc h 2 x)] 

ix) y = x In (sec h 4 x) 

dy - 4sec h4xtanh 4x 1 ) 1. · ) - = x · + tn,sec h4x = -4xtanh 4x + tn,sec h4x 
dx sec h4x 
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1 1 
senh - cosh -
_ __::_X+ X 

cosh _!_ senh _!_ senh 2 _!_ + cosh 2 .!_ 2 cosh 2 

j'(x) = X X = X X. 2 = ___ X_= _2_coth 2 
x2 x2 senh _!_cosh _!_ 2 x2 senh ! r2 x 

X X X 

EJEMPLO 3. Obtener la d8rivada de las SÍfllíenles ilnciones: 

i)y = Fx senh -l JX; ii)f(x) = x senh - 1( ~)- ~4 + x 2 ; iii)y = cosh - 1 x 2 

vii)y = coth -l (sen 2x} viii)f(x) = sec h - 1 (cos 2x l ix)j(x) =ese h - 1 (tanx) 

X )tan - 1 y = tanh - l X 

i)y = -JX senh - 1 .JX 

1 

dy = Fx. 2-JX + _l_senh -1 -JX = 1 + _1_senh -1 Fx 
dx -Ji+l 2 -IX 2 -Ji+l 2 -IX 

ii)f(x) = xsenh -1 (~)- ~4 + x2 

1 

/'( ) _ 2 senh -1(X) X _ X senh -I(X) X _ senh -1(X) 
x -X· g:2 + 2 - ~4+x2 - ~4+x2 + 2 - ~4+x2 - 2 

-+1 
4 

iii) y = cosh - 1 x 2 

dy 2x 
= -r=== 

dx ~x4 -1 
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iv)y = tanh - 1 (cos x) 

v)f(x) = xtanh -l x +In .JI- x 2 

-X 

j' (X) = X. 1 + tanh -1 X + .J 1 - X 2 = X + tanh -1 X - X = tanh -1 X 

1 -'X 
2 ~ 1 - X 2 1 - X 

2 1 - X 
2 

vi)y = coth -t .Jx 2 + 1 

X 

dy -Jx 2 +1 1 

dx = 1-{x 2 +1)=- x-Jx 2 +1 

vii)y = coth -l (sen 2x) 

dy = 2 cos 2x = 2 = 2 sec 2 x 
dx 1- sen 2 2x cos 2x 

viii )f(x) = sec h-1 (cos 2x) 

/'(x)= -(~2sen 2x) = 2sen 2x = 2 = 2 see 2x 
cos 2r·lt _ cos 2 2x cos 2x ·sen 2x cos 2x 

ix)f(x) =ese h-l (tanx) 

1 
sec 2 -sec2 x 

/'(x) = - x = = 
ltanr ¡.)¡ + tan 2 X ltanr 1 sec X 

eos x = -!ese xl 

1::1 



dy 

dx -=-=----- = 
1 + y 2 

x)tan - 1 y= tanh - 1 x 

__ 1 - => _dy_ -
1 - X 

2 dx 

1 + y 2 

1 - X l 

INTEGRACióN DE Y CON LAS RJNCIONES HIPERBÓLICAS 

31 

Cada una de las expresiones obtenidas para derivar las funciones h~ direct• e inversas, 
tiene su corTeSpondiente fonna difetencial y, de estas diferenciales, al integtatlas, se obtienen las 
expresiones siguientes: 

f senh ruJu = cosh u + e 

f cosh ruJu = senh u+ e 

ftanudu = ln(cosh u )+e 

fcothruiu = Inisenh u¡ +e 

f secruiu = angtan/senh u¡ +e 

fcschudu = +nh ~~+e 
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J sec lrutanlmdu ~ _ sec hu + e 

Josclru cothudu ~ - csclru +e 

I __ du __ .= )_tanh -1 ~+e= _I_ln _a_+_u +e; juj <a 
a 2 _ u 2 a a 2a a - u 

= _!_coth -l ~+e= -1-ln u+ a+ e· lul >a 
a a 2a u- a ' 

y en forma compacta 

_l_lnla+ul+e; 
2a a- u 

u :~; a 

I du = _ _!_sec h-l ~+e= _ _!_cosh -l !!_+e· O< u< a 
u--) a 2 _ u 2 a a a ju j ' 

I . du = - _!_ese h -l 1.'1 +e = - _!_ senh -l ~+e. u :1; o 
u-} a 2 + u 2 a a a ¡u¡ ' 



EJEMPLO 4. Resolver las siguientes integrales: 

ii) f cosh 
2 

2xdx; iv) e +e dx I 
x -x 

·x -x 

Solución. i) f senh -Ji dx 
.Ji 

e -e 

x) Jsenh 4 
x dx 

u=Fx~ du=-- => =- senhudu =-coshu+e=-cosh-vx+e dx 1 f . 1 1 e 
2-Fx 2 2 • 2 

ii)! cosh 2 2xdx 

u = 2x; • = 2dx ~ = ~ f cosh 
2 

""" = ~ JG + ~ cosh 2u r 
=! rdu+! rcosh2udu· v=2u· dv=2du => =_!_ r~+! rcoshvdv 

4j' 4j' · · 4j' 8J 

_ U senh V e_ 2X senh 4X e_ [X senh 4X]l J 9112 - -+ + - -+ + - -+ lit! • 

4 8 4 8 2 8 o 

iii ) I~anh 2 xdx 

33 
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= f' -sec h 
2 

r }tr = [ r - úmhr ]f "' O . 7976 

= J coth rdr = In lsenb rl + e 

u= Sr, du = Sdr => = _!_ J~h2du = _!_tanhu +C = !tanh5x+C 
5 5 5 

vii) J cosh 3 rdr 



X 
= 

4 

= Jcosh X l 
2 

dx = fcsc hx coth XÓX = - CSC hx + C 
senh x 

x) Jsenh 
4 

x dx 

senh 2x x 
----+ -+ 

4 8 
senh 4x+C 

32 

3 x senh 2x 
= -- ----+ 

8 4 

35 

senh 4x +C 
32 

EJEMPLO S. Resolver las siguientes integrales, en ténninos de las funciones hiperbólicas invetsas: 

J
4 

i) X dx· 
.3 -Jx 4 +16 ' 

ii) f COS X dx· 
-Jsen 2 x- 9 ' 

iii) f2 dx 2 ~ 
.1 3 + 2x- x 

. )J dx IV 

25- 4x 2 
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1
0.8 dx 

v) . 
0.2 -Ji -Jl=X, ")J dx VI . 

.)4+e2x, 
viii ) J xtonh -l xJx 

>J dx 
X (x + 1 ) 2 -J X 2 + 2 X + 2 

SOOción. 

La inlegral delinida se teSUelve como sigue: 

u 2 = x 4 · u = x 2 · du = 2 xdx · a 2 = 16 · a = 4 ' ' , ' 

= .!_ J du = .!_ senh -1 !!._ +C 
2 ~u2+a2 2 a 

tJego, la inlegral delinida es: 

ii) I cos X dx 
.)sen 2 x- 9 

u 2 =sen 2 x, u =sen x, du = cos xdx, a 2 = 4, a = 2 

I du sh -1 U e sh -1 sen X +e 
= -Ju 2 -a 2 = co ; + = co 3 

···)r dx lll 

3+2x-x 2 

la inlegral indefinida y sus sOOción están dadas por: 



37 

u 2 = (x- 1 ) 2 · u = x- I· du = dx · a 2 = 4· a = 2 ' ' ' , 

= J du = !_ tanh - 1 !__ + e = !_ tanh -t x - 1 + e 
a2 -u2 a a 2 2 

luego, la integral definida es igual a: 

[ !_ tanh - 1 x - 1] 
2 

~ O. 2747 
2 2 1 

. ) J dx IV 

25 - 4 X 
2 

u 2 = 4 x 2 · u = 2 x · du = 2 dx · a 2 = 25 · a = 5 ' , , ' 

1
0 .8 

v) 
0.2 

dx 

X -v'l - X 

la integral indefinida se resueNe como: 

y entonces la integral definida es igual a: 
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")J dx VI 

.)4 +e 2x 

vii ) J senh -l X dx 

se integta por pattes Y 

U = senh -l x· du = dx . dv = dx; V = X ' .Jx 2 +1, 

=X senh -l X- J X dx = X senh -l X-~ X 
2 + 1 + C 

~x 2 +1 

viii) J xJanh -l X dx 

se integra por pattes Y 

u = tanh -l x· du = dx · dv = xdx · 
' 2 ' ' 1- X 

2 J 2...~.... 2 K y. 2 J J ...~.... X -1 1 X c.u X -1 1 1 X -1 1 1 ""' =-tanh x-- --=-tanh x+- 1+-- =-tanh x+- dx-- --
2 2 1-x2 2 2 x2 -1 2 2 2 1-x2 

2 ( 2 J X "-L -1 X 1 ,._L -1 e X X -} tanh -1 e = -IUIITI X+-- -IUIITI X+ = -+ X+ 
2 2 2 2 2 

se hace el cambio de variable: x = cosh u ; · dx = senh udu 
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= f cosh 
2 

u .Jcosh 2 u- 1 senh udu = f cosh 2 u senh 2 udu 

= -~+~+ senh 4u +C = -~+ senh 2ucosh2u +C = _!+ senhucoshu{oosh
2 

u+senh
2 

u)+C 
4 8 32 8 16 8 8 

1 3 

u senh u cosh 3 u senh 3 u cosh u cosh -l u x 3 & 2 - 1 }í" x(x 2 - 1 }i 
=--+ + +C=- + + +C 

8 8 8 8 8 8 

)f dx 
X (x + 1 }2 ~X 2 + .2 X + 2 

primera sustitución: u =x + 1; du =dx => 

segunda sustitución: u = senhv; du = coshvdv 

= f cosh vdv = f cosh vdv = f dv = Jcsch2vdv = -coth v+C 
senh 2 v~senh 2 v+ 1 senh 2 vcosh v senh 2 

v 

= _ ~senh 2 
v+l +C = _ ~u 2 

+1 +C = _ ~(x+If +1 +C = _ ~x2 
+2x+2 +C 

senh v u x+l x+1 

APLICACIONES 

Ahora se presentarán algunos ejemplos de aplicación que ilustran la utilización de este importante 
tipo de funciones, en las matemáticas y la física. 
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EJEIIPLO 6. Al colgar un cable telefónico (uniforme y flexible) entre dos puntos, adopta la forma de 

una catenaria cuya ecuación está dada por f ( x) = 5 cosh x . Determinar la longitud del cable, de 
5 

acuerrJo con la figura, entre las abscisas x =O y x =10m. 

-10 10 

Figura 19 

Solución. Como se sabe, la expresión para calcular la longitud está dada por: 

/(x) = 5 cosh ~ => 
5 

/'(x) = senh 
X 

5 

• 
1 
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EJEMPLO 7. En la CiJdad de San Luis Missouri, EUA, se construyó un 8ICO que posee la forma de 
una catenaria invertida. En el centro tiene 192 m de altura y de extremo a extremo en la base, hay 
una longitud de 192.28 m. La forma del arco obedece, en forma aproximada, a la curva de ecuación 

y = 231 - 39 cosh ( 3~ ) 

i) Determinar la longitud total del arco. 
ii) Determinar el área total bajo el arco. 

4.14 o 

y 

182 

Figura 20 

( 
1 \ y•231-31--

/ ,a¡ 

a14 1 



Sok:ión. i) La expresión p;n calaJ/ar la longitud del arco es: 

f. 96 . 14 ~ ( dy ) 2 
L = 2 1 + - dx 

o dx 

j(x) = 231-39 cosh ( 3~ J .. => ... /'(x) =- senh ( 3~) 

h) y la expresión para calcultr el área bajo la wrva está dada por: 

r 96 . 14 

A = 2 Jo f ( x) dx 

= 2(22 ,208 .34 -8,882 .63 )~ 26,651 .42m 2 

EJEMPlO B. Hallar el área de la super6cie generada por la porción de wrva y = 2 cosh x , 
2 

comprendida entre los puntos A(O, 2) y 8(2.5, y), al girar alrededor del eje de las abscisas. 

SOOción. 

La expresión para calcular el área de una superficie de revolución es: 

X dy X 
y=2cosh => -=senh 

2 dx 2 

42 
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y 

Figura 21 
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S = [2 1r (x + senh x )E o 

5 = 2 1r (2 o 5 + senh 2 o 5 ) ~ 53 o 723 u 2 

EJEMPLO 9. Una cooperativa campesina construye un granero con 30m de largo y 12m de ancho, 
como se obsetva en la figura. La sección transversal del techo es una catenaria invertida cuya 
ecuación es: o 

X 
y = 9 o 25 - 6 cosh -

6 
Detenninar su capacidad total. 

., 

Figura 22 

Solución. Para calcular el área de la sección transversal, se ut;Jiza la integral definida 

A = 2 r (925 - 6 cosh : )dt 

la integral indefinida se resuelve como: 
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f( 9 25- 6cosh ~ )dx = 9.25 f dx- 6 fcosh ~ dx = 9.25r- 36 senh ~+e 

y el área de fa sección es igual a: A = [ 9 .25r- 36 senh ~ J: = 55.5 - 42.3072 = 13 .!928m2 

y el volumen será: 13 . 1928 · 30 ~ 395 . 784 m 3 

EJEMPLO 10. Una región del primer cuadrante está acotada arriba por la curva y= cosh x, abajo 
por la curva y= senh x y por la izquierda y la derecha, por el eje y y la recta x = 2 respectivamente. 
Calcular el volumen que se genera al hacer girar esta región alrededor del eje x. 

Solución. La figura del área que gira alrededor del eje x y genera el volumen es la siguiente: 

y 

3 

y=COihx 

' 
2 

+--"%-- x=2 

o 1 2 X 

Figura 23 

La integral definida para detenninar el volumen requerido es: 



46 

la integral indefinida se resuelve de la siguiente manera: 

= Jth = x+ e 

luego el volumen será igual a: V = Jr [ x 15 = 2 Jr u 3 

EJEMPLO 11. Una línea de transmisión de alto voltaje mide 62.5 m de longitud y tiene un peso de 
1.488 kg 1m. Cuelga de dos torres con 61 m de separación. 

i) Encontrar la tensión mínima To (tensión horizontal que tira del cable en su punto más bajo). 
ii) Encontrar la tensión máxima en la línea de transmisión. 
iii) Calculw la flecha (distancia del punto más bajo de la línea, a la horizontal que une sus dos 

soporles) del punto medio. 

/ 
y=To CDIIl~ 

• to 
50 

Yo 

o 
30.5 X 

Figura 24 
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Solución. 

í)Como ya se vio en este trabajo, la ecuación cartesiana de la catenaria está dada por y= cosh x o 
bien, por 

X 
y = e cosh - donde 

e 

To 
e ---

w 

T0 wx 
=> y= -cosh 

w T0 

La longitud "/" de un segmento [0, x] de la catenaria se obtiene a partir del siguiente desarrollo: 

T 0 wx 
l = -senh 

w T 0 

Como 1 = 31.25 m; x = 30.5 m; w = 1.488 kg 1m, entonces se tiene que: 

se hace 

To 1.488 x30 .5 
31 .25 = --- senh -----· => 46.5 = senh 45 .384 

1.488 T0 To To 

u= 
45

_:_
384 

=> 1.02459u = senh u => senh u -1.02459u =O 
To 

y el valor de u que hace cero la ecuación anterior es aproximadamente: u = 0.3859. Luego se llega 
a 

45 .384 
T 0 = --- ~ 117 .61 kg 

0.3859 

iii) Para encontrar la tensión máxima en la línea de transmisión "T", se aplica el teorema de 
Pitágoras y 

T = ~To 2 + (wl )2 = -j(117 .61 )2 + (1.488 · 31.25 )2 = -j13832 .1121 + 2162 .25 ~ 126.47 kg 

íii Para calcular le flecha del punto medio, indicada en la figura con "H", se hace lo siguiente: 



y = T o cosh wx 
w T 0 

x=O => 
T0 117 .61 

Yo = --;-- = 
1

_
488 

= 79.03898 

X= 30.5 8 h 
30

·
5 = 84.987 => y= 79.0389 . cos 79.03898 

de donde 

H =y- Yo ~ 5.96 m 

EJEMPLO 11 Mediante los principios de la estática es factible probar que cuando se cuelga un 
cable entre dos postes, su forma es la de la curva 

y = _!_ cosh ( p gx ) 
pg T 

donde p es la densidad lineal del cable, T la tensión del mismo en su punto más bajo y g es la 
acelataeión de la gravedad. Comprobar que dicha ecuación satisface la ecuación diferencial 

d 2 y ~ pg ~1 + ( ~) 2 
dx2 T dx 

Solución. Se deriva la fución y dada y se sustituye en la ecuación diferencial donde se ve que la . 
satisface. 

cosh ( p r ) = cosh ( p f ) 
y queda comprobado. 



EJEMPLO 13. La velocidad V como función del tiempo 'f de un cuerpo de masa ·m·, que cae a 
través de un medio viscoso y que opone una fuerza de resistencia proporcional al cuadrado de la 
velocidad, satisface la ecuación diferencial 

dv 2 m--= mg -kv 
dt 

en donde g es la aceleración de la gravedad y k es una constante positiva. Comprobar~ una 
solución de esta ecuación que cumple que la velocidad es cero en el tiempo cero, es 

v(t) = Jm: taM ( J~ 1) 

Solución. Se parte de la ecuación diferencial, en la que se separan las variables pata poder integral 
de la manera usual. Así 

dv 2 m-= mg -kv 
dt 

=> mdv - mgdt + kv 2 dt = O => mdv - ~g - kv 2 }tt = O 

se divide entre mg -kv 2 y se tiene que 

m 
~--2 dv - dt = o :::::> 
mg- kv · 

f dv .·J m - dt=O 
. mg -kv 2 

para resolver la primera integral se hace el cambio de VéNiable 

m J du m 1 -1 Jkv => ·- = -·-tanh --+C1 Jk a 2 -u 2 Jf a Jmi 

luego, el resultado de las dos integrales es: 

m .L -1 .fkv e 
f'L r: tann e:;:- - t = 2 => 

\/K \}mg -ymg 
•-L -1 -!kv { e >!!: lunn r::;: = \t + 2 -

\}mg m 

v(O) = O~ C 3 =O:. IoM ~~ = ti-~ v(l) = ~tanh ( ~~). 
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EJEMPLO 14. El Radón es un gas que puede difundirse a través de materiales sólidos como 
tabiques y cemento. Si la dirección de la difusión en un muro de cimentación es perpendicular a la 
superlicie, como se ilustra en la Figura 25, entonces la concentración de Radón "f(x)" (en jouleslcm3) 

en los poros llenos de aire existentes en el muro, a una distancia "xn de la superficie exterior puede 
ser aproximada por la expresión: 

f(x) = A senh (px )+ B cosh (px )+K 

donde la constante •p• depende de la porosidad del muro, de la vida media del Ración y de un 
coeficiente de difusión; la constante ·K" es la máxima concentración de Radón en /os poros llenos de 
aire; y A y B son constantes que dependen de las condiciones iniciales. Mostrar que y = f(x) es 
solución de la ecuación de difusión: 

d2 
__ Y= -p2y+ p2K =O 
dx2 

o o o 
o o o •o 
o• 

o o o 
o o o 

o o o o MURO DE o 
o o o o o CIMENTACIÓN SUB.O o o 
o o o 

o o o 

o o o o 
o o o o 
o o o o o 
o• o o o ·o 

Figura 25 

Solución. Se sustituyen la función y su derivada en la ecuación de difusión y se ve que la satisfacen. 
Así 

y= A senh (px )+ Bcosh (px )+K :::::> dy = Ap cosh (px) + Bp senh (px) 
dx . 



d2 -f = Ap 2 senh (px) + Bp 2 cosh (px) 
dx 

luego, 
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Ap 2 senh (px )+ Bp 2 cosh (px )- p 2 [A senh (px )+ B cosh (px )+K]+ p 2 K =O 

o = o 

por lo que f(x) es solución de la ecuación de difusión. 

EJEMPLO 15. Cuando un trailer da vuelta en una esquina, sus ruedas posteriores describen una 
curva como la de la figura 26. Determinar la ecuación de esa curva si se considera a las llantas 
traseras como una masa "m" en el punto (1, 0), sobre el eje "x", unida mediante una varilla de 
longitud unitaria, a un punto "P" que representa la cabina en el origen. Cuando el punto "P" sube por 
el eje y, arrastra a "m". La curva descrita por "m" se llama tractriz (de/latín tractum, arrastrar), y se 
puede probar que es la gráfica de la función y = f(x) que resuelve el problema de condiciones 
iniciales: 

_dy=- 1 + X . 

x~1- x2 ~1- x2 ' dx 
x=1::::>y=0 

p 

(1. O) 

Figura 26 



·, 
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Solución. Para encontrar la ecuación pedida, se debe resolver el problema de valores iniciales y para 
ello se integra la derivada dada y se sustituyen Jos valores iniciales. Así: 

y= 

la primera integral es directa por fórmula y para la segunda se realiza el cambio de variable: 

por/o que 

Como x = 1 ~y= O, entonces O = sech- 1 ( 1) + e ~ e = O y finalmente la ecuación de la curva 
es 

y = sec h -I x - ~1 - x 2 

expresión que contiene un;rfunción hiperbólica inversa. 

EJEMPLO 16. En el caso de la caída de un cuerpo pesado de masa "m", bajo la influencia de la 
fuerza gravitacional F G = -mg y una resistencia del aire proporcional al cuadrado de la velocidad 
V del cuerpo, la función que expresa la altura sobre el suelo está dada por 

y ( t ) = y 0 - -
1 

In (cosh -) p g t ) 
p 

donde Yo es la altura sobre el suelo cuando t =O, g es la aceleración de la gravedad y> es una 
constante que está en términos de la masa del cuerpo y de la constante de proporcionalidad de la 
resistencia del aire con la velocidad del cuerpo. 

i) Si g = 9. 8 ~ y p = 6. 78 · 1 o-3 joules, calcular la distancia que habrá caído y la 
S 

velocidad que ha alcanzado después de cinco segundos. 



ii) ¿Cuáles serian las respuestas sin considerar la resistencia del aire? 

Solución. i) Como se sabe v(t) = dy, luego 
dt 

1 )pg senh "jpgt ~ 
V (1) = - - · = - -p tanh -J/)it 

p cosh -J/)it 

La distancia que ha caldo está dada por: 

a = -1 
ln(cosh jpit) = 1 

3 
ln [cosh -)6. 78 ·lO -J · 9.8 (5)] 

p 6.78 ·10-

d = 147.4926 -ln(cosh( 1.2888 )] = 147.4926 ·ln(l.952) = 98.65m 

y la velocidad se calcula como: 
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v = [- ·--~-8-c-=tanh .J 6 . 78 · 10 - 3 · 9 . 8 ( 5) = 38 . O 188 · O. 8588 = 32 . 65 m 
~ 6. 78 · 10 - 3 

S 

ii) Sin considerar la resistencia del aife, la distancia y la velocidad sedan: 

2 2 
d = g!__ = 9 ·

8
-· 

5
- = 122 .5m 

2 2 

m 
V = gt = 9. 8 . S = 49 . o -

S 
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