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FASCÍCULOS DE MA TEMÁTICAS 

INTEGRALES IMPROPIAS 
PRÓLOGO 

En el estudio del Cálculo, dos aspectos de fundamental importancia son la 
derivada y la integral, que han ocupado el pensamiento de innumerables seres 
humanos a lo largo de la historia de la humanidad. De ellos, la integral, 
entendida como la "antidiferencial", o bien, como el "área bajo la curva", ha 
constituido el cimiento donde se apoya un gran número de conocimientos y 
aplicaciones. 

Dentro del campo de la. integración, ocupan un lugar especial /as integrales 
• 

impropias, motivo del estudio de este documento, /as que representan una 
valiosa herramienta cuando se tienen integrales definidas para /as cuales uno 
o ambos límites de integración son el infinito. 

Este trabajo pretende servir de apoyo en el estudio de estas integrales y 
contiene /as principales definiciones y teoremas al respecto, incluyendo 
también ejercicios y ejemplos de aplicación. 

Ojalá sea· de utilidad para la comunidad académica de la FacultfJd de 
Ingeniería, en especial de quienes enseñan y estudian el Cálculo, y para todos 
aquéllos que deseen profundizar un poco en estas ¡¡mágicas" integrales. 

El autor. 



2 

FASCÍCULOS DE MATEMÁTICAS 

ING. PABLO GARCÍA Y COLOMÉ 

Un apoyo didáctico para la impartición y aprendizaje de 
las matemáticas en la Facultad de Ingeniería de la UNAM. 

INTEGRALES IMPROPIAS 

"... pero recordemos que estamos tratando con infinitos y con indivisibles, los cuales 
trascienden nuestro limitado entendimiento, los primeros por su gran magnitud, los segundos 
por su pequeñez. Pese a ello, el ser humano no puede abstenerse de analizarlos, aunque deba 
hacerlo de un modo indirecto ... " 

Galileo Galilei (1654-1692) 

INTRODUCCIÓN 

Al estudiar integración se pedía que el intervalo cerrado [a,b} de la integral definida fuera finito y 
también que la función en estudio fuera continua en dicho intervalo. 

Ahora en este tema se pretende estudiar un cierto tipo de integrales en las cuales uno o ambos 
límites de integración son infinitos o bien, cuando el integrancto considera una función con un 
número finito de discontinuidades en el intervalo en cuestión. A las integrales que contemplan una o 
ambas de estas singularidades se les conoce como integrales impropias y serán motivo del 
presente estudio. 

Para comenzar, es conveniente, a manera de ilustración, analizar brevemente las siguientes 
funciones en las que se desea saber si las "áreas bajo la curva", con sus correspondientes 
limitaciones, son finitas, es decir, si es posible adjudicarles un valor real en cada caso. 

EJEMPI..01. 

1) Area limitada por el eje 'X", la recta x = 2 y la curva: y = 

iQ Atea limitada por los ejes "x" y y, fa· recta x = 8 y fa curva: y = 

1 
4 

(x-1)3 

1 
~ 

--0 2 X 



y 

2 

1 

y 

2 

1 

~x=2. 

Figura 1 

Figura 2 

3 

1 

(x-1~ 

X 

x=8 

Solución. Como se observa en la Figura 1, para la primera función, su limite cuando la variable x 
tiende a infinito es igual a cero, esto es, 

lim 
X~ 00 

1 
~---~= 

4 

(x- 1) 3 

1 
= o 

00 
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por lo que el eje "x", es decir, la recta y= O, es aSflntota horizontal de la gráfica de la función. Y para 
la segunda función cuya gráfica se observa en la Figura 2, su límite cuando la variable tiende a cero 
"por la derecha" no existe, es decir, que 

lím 
X~ Ü + 

00 

por lo que el eje "x", esto es, la recta y= O, es asíntota horizontal de la gráfica de la función. 
Ahora bien, si para calcular../as "áreas infinitas" bajo las "curvas infinitas" se aplican los siguientes 
límites para la resolución de las integrales, se tiene entonces que, para el primer caso, 

f2oo __ 1 -4- dx = lim f N __ dx __ 4_ 
J _ N~ oo j 2 

(x-1)3 (x-1)3 

Sí se resuelve la integral indefinida y se hace u = x - 1; du = dx, se llega a 

= 

1 

J du4 = 
4 --

Ju-Tdu u 3 3 
= + e = Vu+ e = 1 

u 3 3 

y, finalmente se puede escribir 

3 
--;;;-;::== + e 
1jx - 1 

roo 1 dx = lim [-~3 ] N 

J2 (x _ 1 )~ N~ oo V x - 1 2 
l . ( 3 3 J 3 = lm - 3 r + 3 = 
N~oo '\;N-1 ~ 

Por otro lado, para el segundo caso, 

J 
8 

1 dx 

o~ 
= JN

S 
lim 

N ~ O 
1 dx 
~ 

se resuelve la integral indefinida 

J dx 

~2 X 

para lo cual se hace u = 2x, entonces du = 2dx y se obtiene 
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1 

1 f du 1 f _ _!__ - --=-u 2du = 
2 ~ 2 

1 u 2 
-x --+e = 
2 1 

-JU + e = -J2X + e 

y finalmente se tiene que 

f 8 ------,=1 =dx 
o·~ 

= 

2 

lim [~]~ 
N ~ O 

= lim [-J2(8}- ~]= 4 
N ~ O 

En ambos casos /os límites existen y, de acuerdo con /as siguientes definiciones, sus valores 
numéricos se asignan, respectivamente, a /as "áreas infinitas" buscadas. 

L(MrrES INRNrrOS DE INTEGRACIÓN 

DEFINICIÓN. i) Si f es una función continua en el intervalo {a, oo), entonces se define la integral 
impropia 

f 
00 

f ( X ) dx = .fim f .~ ( X ) dx ; a E 9i 
a N ~ oo a 

ii) Si fes una furición continua en el int()rvalo (-oo, b], entonces se define la integral 
impropia 

fboo f(x)dx = lim 
N ~ -oo 

iii) Si fes una función continua en el intervalo (-oo, oo), entonces se define la integral 
impropia 

roo f (X ) dx = r 
00 

f (X ) dx + 1 ~ ( X ) dx ; C E 9l 

= lim 
M~-oo 

[ f(x)dx + lim f ~ ( x) dx 
N ~ oo e 

.En eacM caso, si el límite es finito, se dice que la integral impropia es convergente y que el límite es 
el valor de la integral impropia. Si el límite no existe, la integraUmpropia,es divergente. Esto signifiéa 
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que en el tercer caso, la integral es divergente si una o ambas de las integrales de/lado derecho es 
divergente o son divergentes. 

·Cuando de trata de alguna aplicación de la integral definida y ésta es impropia, como en el caso de 
un área bajo la curva, si la integral es convergente, el valor de/límite que la define será el valor finito 
del "área infinita". En caso de ser divergente, se considera que el área es infinita. 

INTEGRANDOS INRNrrOS 

DEFINICIÓN. i) Si fes una función continua en el intervalo [a, b) y tiende a infinito en "b", cuando 
x tiende a b "por la izquierda", lo que se manifiesta al haber una asíntota vertical en x 
= b, entonces se define la integral impropia 

b JV 

J j ( X ) dx = /im J j ( X ) dx ; a , b E ~ 
a N~b- a 

ii) Si fes una función continua en el intervalo (a, b] y tiende a infinito en "a" cuando x 
tiende al valor a por la derecha, lo que se manifiesta al haber una asíntota vertical en 
x = a, entonces se define la integral impropia 

J b j ( X ) dx = /im + f b j ( X ); a , b E ~ 
a N ~ a N . 

iii) Si fes una función continua en el intervalo [a, b J, excepto en algún valor e E (a, 
b ), en el cual f tiende a infinito cuando x tiende a "e", por la presencia de una 
asíntota vertical en "e", entonces se define la integral impropia 

f.b f ( r) dr ~ f.c f ( r) dr + lbf ( r) dr ; a, b E 9l 

f.M j(r)dr + 

Aquí también se da la convergen,cia si el límite existe, o la divergencia si no existe. Y para el caso (iii), 
con un límite que no exista, la integral impropia es divergente. 



EJE.PLO 2. Investigar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias 

i) t"' dx J
o dx 

) _ 
00 

~~ - X 

Solución. i) La función del integrando es continua en el intervalo [O,oo). Luego 

f oo dx = lim J N dx 
Jo ( 1 + X ) 

2 
N ~ oo O ( 1 + X ) 

2 

Ahora se resuelve la integral indefinida 

y para ello se hace u = 1 + x de donde du = dx y entonces 

y finalmente 

por lo tanto la integral impropia es convergente y su valor es uno. 

1 ---+e 
1 + X 

íí) La función del integrando es continua en el intervalo (-oo, O J Luego 

dx = lim 
N ~ --«:J Jo dx 

N ~/1 - X ~~ - X 

se resuelve la integral indefinida 

y se hace u = 1 - x, de donde du = -dx, luego 

7 



Jdu J _ _!_ - -JU=- u 2du 

y finalmente 

1 

u2 ~ = - - + e = -2 -JU + e = -2 --vi - x + e 
1 

2 

8 

1° h = lim ~ 2~X]t = lim [-2~ + 2.,)1- N]-> +<x> 
_

00 
N~-ao N~-ao 

por lo que la integral impropia es divergente. 

EJEMPLO 3. Investigar la convergencia o divergencia de la integral impropia y graficar la función del 
integrando. 

Solución. La gráfica de la función del integrando es la siguiente: 

.a .... -3 -2 -1 ~ 2 3 4 5 X 

Figura 3 

Como se observa en la gráfica, esta integral impropia se puede descomponer como 

1
00 

4 Jo 4 
2 dx = 2 dx + 

_ 00 X + 2 _ 00 X + 2 
rooo 4 dx 

Jc x 2 +2 
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= lim 
M-+-oo 

4 
--__,dx + -Jo lim 
x 2 + 2 N-+oo r 

se resuelve la integral indefinida 

j 4 dx 
X 

2 + 2 

y, mediante el cambio de variable, se tiene que: 

u 2 =x 2 ·u=x·du=dx·a 2 =2,·a= '2 ' , ' "\/L. 

de donde 

~Jo + lim [ ~ angtan 
'V 2 A/ N -+ oo 'V 2 

= lim [ ~ angtan (O) - ~ angtan ~] + lim [ ~ angtan !!._ - __±_ angtan (O)] 
A/ -+ -oo ~v 2 -v 2 -v 2 N -+ oo "i 2 ~ ~ 

= o - J2 (- ~ ) + Jz ( ~ ) -o = ~~- r ~ = 2 -h~ 
por lo tanto la integral impropia es convergente y su valor es el así obtenido. 

EJEMPLO 4. Investigar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias: 

; l jo¡ J~X ;; l f o • dr 2 

( 4 - X ) 3 

Solución. i) Aquí la función del integrando no es continua en x = O, luego, de acuerdo con lo 
establecido 

fo
l _dx ___ = 

3_Jx lim f 
1 

N-+0+ V 

dx 



se resuelve la integral definida y 

J 
dx J _!_ Vx = X 3 dx = 

de donde 

J.
l dx 
-- = lim 

0 Vx 'N~ O+ 

2 

3 X 3 

2 

l 

N 

2 2 

X 3 
-2-+ e = 

3 X 3 
--+e 

2 
3 

2 

3 (1) 3 

2 

2 

3 N 3 

2 

por lo tanto la integral impropia es convergente y su valor es 312. 

= 
3 
2 

10 

ii) En este caso la función del integrando no es continua en x = 4, por lo que la 
integral se expresa como 

, 

10
4 dx = lim J. N __ dx_-----=2-

3_ N~4 o 
(4-x)3 (4-x)3 

se resuelve la integral indefinida 

J _dx 3_ 

( 4 - X) 3 

se hace u = 4- x; por Jo que du = -dx y entonces 

J du J -~ - 2 =- u 3tJu 

u3 

1 

u3 
=--+e= -3'Jf,; +e= -3~4- x +e 

1 

3 
de donde 

r dx 3_ 

(4-x)3 

= lim ~ 3 JJ 4 - x ]~ = lim (- 3 JJ 4 - N + 3 Jj 4 - O ) = 3 V4 
N~4 N~4 

y entonces la integral impropia es convergente y tiene como valor el así obtenido. 
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EJEMPLO 5. Analizar la convergencia o divergencia de la siguiente integral impropia y graficar la 
función del integrando. 

Solución. La gráfica de la función integrando se muestra en la siguiente figura: 

y 

2 

1 

Figura 4 

1 y- . . 
l - V4x~~ 
1 

X 

Como se ve en la figura, el dominio de la función del integrando es el intetValo de valores reales 
xs(l,3) por lo que no es continua en x = 1 y en x = 3, y, de acuerdo con la definición ya tratada, se 
puede escribir que: 

1
2 

dx = . lim + lim 
M~ 1 M -)4 X - X 2 - 3 N~ 3 

r2N ---¡===dx====== 
J ~4x-x 2 -3 

se resuelve la integral indefinida de la siguiente manera: 

con el cambio de variable 
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u 2 = (x- 2\2·u = x- 2·du = dx ·a 2 = I·a = 1 } ' ' , , 

J du = ang sen ~ + e = ang sen {x - 2 )+ e 
-Ja2-u2 a 

v finalmente se llega a 

I
3 

dx = /im [ang sen (x - 2 )J~ + lim [ang sen (x - 2 )Jf 
~4x-x2-3 M~I N~3 

= ang sen (2- 2 )- ang sen (M - 2 )+ ang sen (N - 2 )- ang sen {2 - 2) = -(- ~) + ~ = 1r 

tJego la integral impropia es convergente y su valor es tr. 

EJEMPLO 8. Determinar el !Jrea de la regíón limitada por la gráfica de la curva dada, el eje de las 
abscisas y los v8lores correspondientes al intervalo xe[2, oo). 

i) y = 
1 

ii ) y = 1 

X - 1 

Solución. i) Se grafica la curva con el !Jrea requerida y 

·y 
f 
1 

4 : 
1 • 

3 • 
.J 

'1 

Figura 5 

Para calcular el área se utiliza la integral impropia 
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r dx 
lim IN dx 

--- = 
X - 1 N~ 00 X - 1 

se resuelve primero la integral indefinida 

f dx 

X - 1 

y para ello se hace u= x- 1, de donde du = dx y queda entonces: 

f du~- = In )u)+ e = In jx- 11 + e 
ll ' 

y finalmente 

f _!!!____ = lim [In )x- 1)]~ = lim ~n )N- 1)- In )2- 1)]= lim In )N- 1)---; -too 
x-1 N~oo N~oo N~oo 

como no existe el límite, la integral impropia es divergente y el área es "infinita". 

ii) Se grafica la curva, se señala el área requerida y se tiene, como se observa en la 
Figura 6, una curva semejante a la del caso anterior, por lo que se procederá igual. 

y 

4 

3 

2 

1 

1 

1 
y=~ 

(x-1r 

l.-z.-x=2 

Figura 6 

Para calcular el área, se utiliza la integral impropia 

X 
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dx -----::- = 
(x- 1) 2 

lim 
N ~ oo 

·dx 

se resuelve la integral indefinida 

como en el ejemplo anterior, mediante el cambio de variable u = x - 1 y du = dx, y se llega a 

-= u du=--+C=--+C=---+C fdu f -2 u -l 1 1 
u2 -1 u x-1 

y al aplicar la definición de integral impropia se obtiene 

dx = lim - -
1 

- = lim -
1 + - 1 

- = lim -
1 

+ 1 = 1 r [ ]N ( ) 
(x-1)2 N->oo x-1 2 N->oo N -1 2-1 N->oo( N -1 ) 

Como se observa, la integral impropia es convergente, luego el área es finita y su valor es igual a 1. 

En este ejemplo es interesante apreciar como a pesar de que las dos gráficas tienen la misma forma 
general para x 2 2, de acuerdo con el concepto de integral definida, se le asigna un área a la región 
bajo la curva en (iQ, lo que no resulta para la superficie bajo la curva en (i). 

También cabe destacar que si la región considerada bajo la curva y= 11 x-1 se gira alrededor del eje 
·x·, entonces, por la definición de volúmenes de sólidos de revolución, se genera un volumen que 
equivale a la integral impropia 

i oo dx 

1r 0 (X - -1-y-----=----

cuyo valor, de acuerdo a lo calculado en el inciso (ií) del ejemplo anterior, es igual a ;r x 1, o bien, a 
;r. Esto muestra el curioso y extraño hecho de que un "área infinita" genera un volumen finito. 

X 

EJEMPLO 7. Asignar, de ser posible, un área a la superficie bajo la curva de ecuación y = e 2 , 

sobre el eje de las abscisas y a la izquierda de la recta x = 2: 

Solución. La gráfica de la región limitada por la curva, la recta y = O y el intervalo {-oo, 2) está dada 
por 



X 
y=eY 

-3 

y 

5 

Figura 7 

X 

El área requerida se obtiene, de acuerdo con lo establecido, mediante la integral impropia 

lim 
N~ -oo 

Como es usual, se resuelve la integral indefinida 

fe; dx 

mediante el cambio de variable: u = x 12, se tiene que du = dx 1 2 y entonces 

X 

2 fe"du ~ 2e" +C ~2e2~ +C 

y finalmente 

lim l2 e ·~· J 
2 

= 
N~ -oo 

N 

lim [ 2 e - 2 e ~ J = 2 e 
N~ -oo 

15 
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luego la integral impropia es convergente, el área es finita y tiene como valor 2e. 

EJEMPLO B. Estudiar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias: 

l
c.o 

.. ) dx 
11 

-c.oex+e-x 

Solución. í) La función secante no es continua en x = 1r 1 2, por lo que la correspondiente integral 
impropia se expresa como 

dx = lím 
N ---+ !!_ 

2 

La solución de la integral indefinida, por fónnula, es 

J sec r dr = In lsec r + tan rl + C 

por/o que 

1l' 

dx 

f2 sec rdr: = lim _[m lsec r+ tan>: 1}~ = lim ~(In lsec N+ tanN 1-Inlsec o+ tan o¡) 
O N-+tr N-+tr 

2 2 

y la integral impropia es divergente. 

ii) Aquí la función del integrando es continua en todos /os reales pero al ser infinito 
los límites de la integral, entonces ésta se expresa mediante: 

J
c.o o 

dx l" f dx l" ----- = 1m + 1m 
-c.o ex+ e-x M---+ -oo M ex+ e-x N---+ c.o r dx 

primero se resuelve la integral indefinida de la siguiente manera 
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y, con el cambio de variable: u 2 = e 2 x ; u = e x ; du = e x dx ; a 2 = 1 ; a = 1 

J du 1 u ex 
2 2 = - angtan - + e = angtan - + e 

u +a a a a 

y en consecuencia 

r~) dx = lim [ angtan e X L + lim [ angtan .e X 1 J_ oo e x + e - x M ~ -oo N ~ oo 

= lim (angtan e 0 - angtan e M )+ lim (angtan e N - angtan e 0 ) 
M ~-oo N~oo 

1[ 1[ 1[ 1[ 
=--0+---=-

4 2 4 2 

y la integral impropia es convergente y su valor es 1l 12. 

iii) En este caso, la función integrando no es continua en x = a y además el límite 
superior de la integral es infinito, por lo que se puede escribir: 

Ahora se resuelve la integral indefinida 

J xdx 

-Jx2- a2 

para lo cual se hace: u -· x 2 - a 2 · du = 2 xdx 
' 

y entonces 

1 Jdu 1 J _ _!_ 2 Fu=z u 2du 

finalmente 
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r 

y la integral impropia es divergente. 

iv) Como se sabe, la función lnx no está definida en x = O, luego la integral impropia 
se expresa como: 

= lim J 1 

x In x dx 
N ~ O N 

como en los otros casos, se resuelve la integral indefinida 

J xJn X cixc 

para ello, se aplica el método de integración "por partesn y se tiene que 

de donde 

luego 

11 

x In xdx 

dx 
u = In x ; du = ~-- ; dv = 

X 

= lim ·[ x 
2 

In x - x 
2 
-] 

1 

= lim [ _!_ In (1) - _!_ - _N ~-- In N + _N_
2 

] 
N ~o 2 4 N ~o 2 4 2 4 . N 

1 N 2 
= - - - lim --In N 

4 N~ O 2 



si se aplica la Regla deL 'Hopital para calcular este límite se tiene: 

lim 
N~O 

por/o que 

In N 
2 

N2 

= 

1 

lim ____,N'--'-,---_ = 
N~ O 4 

N3 

lim (- ~J = O 
N~O 4 

1 

4 

y la integral impropia es convergente con - 1 14 como valor. 

EJEMPLO 9. Analizar la convergencia o divergencia de la integral impropia 

r - J - 3 X 

19 

Solución. La función del integrando no es continua en x = O y x = 1, y el límite superior de la 
integral es infinito por lo que esta integral impropia se puede expresar como: 

1 

- - ---dx = lim r 1 3x J2 -1-3x 

~- L~o· L ~ 
dx + lim 

M~~- 1M -1-3x 
--dx + 

1 3 

2 4x4(x-1) 2 4x4(x-1) 2 4x4(x-I) 2 

+ J
2 

- 1- 3 X 
---3--~ + 

N -
4x4(x-1) 2 

se resuelve ahora la integral indefinida 

con el cambio de variable 

J . _-:-
3
_! - J X ---dx 

4x4(x-I) 2 

Ji m J P - 1 - 3 x dx 
p ___,._ 00 3 -----,.- 2 -

4x4(x-1) 2 



1 

X 4 - 1 - 3 X 
u = ;du = 

X - 1 3 
-

4 X 4 (X - 1 ) 2 

de donde 

1 
-

fdu u + e 
X 4 

+e = = 
X - 1 

y finalmente 

1 
M 1 - 1 2 - -

-1- 3x 
dx= lim 

x4 
lim 

x4 
+ f 3 L~o+ X -1 M~~- x-1 

4x4 (x -1)2 

1 ! . (1)4 L4 = bm -2 - ---
L~O 2 L-1 

+ lim 
M~1-

L 

! l 

M 4 + 2(_!__)4 
M -1 2 

1 1 

-

2 

+ lim 
N~l+ 

+ 

20 

dx 

2 
- -

lim 
x4 

lim 
x4 

+ 
N~r X -1 P~oo X -1 

N 

l 1 
1 -- - 1 
- N4 p4 --

24---- + lim ---24 
N-1 P~oo P-1 

=-2(~)4 +oo+2(~)4 +24 -oo+0-24 ~ oo 

y la integral impropia es divergente. 

EJEMPLO 10. Determinar para qué valores de "n" la siguiente integral impropia es convergente y 
para cuáles divergente. 

Solución. Sin= 1 

lim 
N~oo r-~--

r ~ x n 

lim ~n 1 x 1] ·~ ~ oo => divergente 
N~oo 

p 

2 
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Al resolver la integral indefinida se tiene que 

de donde 

n > 1 ::::::> -n + 1 <O 

n <.1 ::::::> -n + 1 > O 

-n + 1 
= x +e 

- n + 1 

1 r :n ~ 
N - n + 1 

-n+1 - n + 1 

lim N-n+l =O 
N---*oo 

lim N - n + 1 = oo 
N---*oo 

y 

y 

(
N-n+1 1 J 1 

lim - =--
N---*oo -n+1 -n+1 n-1 

(
N-n+l 1 J 

lim - ~ oo . 
N---*oo -n+1 -n+1 

por lo tanto la integral impropia dada es divergente sin ~ 1 y cuando n> 1, es convergente y su valor 
es 11 n-1. 

TEOREMA. CRITERIO DE DOMINACIÓN PARA LA CONVERGENCIA DE INTEGRALES 
IMPROPIAS. 

Sean f(x) y g(x) funciones valuadas positivamente, integrables en cualquier inteNalo finito [a, b), 
tales que fdomina a g cuando b---+oo, es decir, g(x)::::; f(x) para toda x >a 

entonces si I ~ ( x ) dr converge 

Proeba. Sea F (b) ~ f f (x )dr y lim F ( b ) = A lo que quiere decir que 
b ---* 00 

la integral impropia f a b f ( x ) dr es convetgente y su valor es A 

Considérese ahora la integral definida G ( b) ~ rg (X )dr ; si 1 domina a g cuando b->w 

entonces, por propiedades de la integral definida se puede escribir 
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Se pretende probar que el límite de G(b), cuando b---;kJO, existe. La función G(b) representa el área 
bajo la curva g(x), sobre el eje x, y de x = a a x = b. Como G(b) es creciente en b, pueden 
acontecer dos cosas: 

i) G(b) se hace infinita si b-+ oo 

ii) G(b) tiene límite finito si b-+ oo 

Veamos por qué (i) no es verdadera. De acuerdo con lo ya establecida, el área bajo la curva g(x) 
siempre es menor que el área bajo la curva f(x), cuyo valor finito ya se estableció como A, cuando b-+oo. 
Luego el límite de G(b), cuando b-+oo, es un valor finito B. Por lo que se puede escribir entonces que 

B = lim F (b) = A 
b ~ 00 

Y así se comprueba que fa íntegra/ impropia l; ( x ) dx es convergente y finaliza la prueba. 

TEOREMA. CRrrER/0 DE DOMINACIÓN PARA LA DIVERGENCIA DE INTEGRALES IMPROPIAS 

Sean f(x) y g(x) funciones valuadas positivamente, integrables en cualquier intervalo finito {a, b], tales 
que fdomina a g cuando b---;kJO, es decir, g(x) ~ j(x) para .toda x >a 

entonces l 00 

f ( x ) dx diverge si l; ( x ) dx diverge 

La prueba de este teorema es semejante a la del anterior. 

Estos dos teoremas también son aplicables a las integrales impropias con integrandos infinitos. 

Estos criterios son útiles sobre todo cuando solamente se requiere saber si la integral impropia es 
convergente o divergente o bien, cuando el proceso de integración es muy complicado o imposible con 
los métodos tradicionales. 



EJEMPLO 11. Estudiar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias. 

dx ii) x+1dx l
oo 

x2(I+ex) 1 _¡;-3 ¡¡¡ ) r 2 

.,) ~ iv ) J 1 

J1 X - 1 - oo 

23 

1 - cos 
7 

X 2 

Solución. i) En el primer ejercicio es evidente que en el intervalo x E [1, ro) se cumple que 

1 1 
-- <-
X 

2 (1 +e X) X 2 

Además 

N 

lim [- _!_] 
N~oo X l 

=--
1 

+1=1 
00 

resuffado que manifiesta la convergencia. Por lo tanto, la integral impropia 

convergente y su valor es menor que 1. 

ii) Aquí resuffa evidente que para el intervalo x E{1, oo)se cumple que 

X+ 1 X 1 
-~· > -- = ·-~-
-fx3 ~3 S 

Además 

resuffado que hace ver la divergencia y por lo tanto, finalmente se tiene que la integral . . l oo X + 1 -L. d' f 1mprop1a ~ es 1vergen e. 
1 \)X 

3 

Además 

iii) En esta integral impropia, la función del integrando no es continua en x = 1: Por otro 
lado, para valores de x comprendidos en el intervalo xe(1, ro), se cumple que 

xdx 
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Juego es converg"nce y por consiguiente, la integral impropia r 2 

dx es convergente y su 
J1 -Jx 2 -I 

valor es menor que 2. Para calcular este valor, se aplica el método de sustitución trigonométrica para 
resqlver la integral indefinida y se llega a: 

de donde 

Además 

roo 
X 

J~~ = -lnlx- ~x 2 -11+ e 
J;2-l ! 

= lim [ - In 1 x - -J x 2 
- 1 1

1
] 

2 
= - In( 2 - -}3) ~ 1 . 3 2 

N~ 1 1 N 

iv) En esta integral impropia la función del integrando no es continua en x = O. Y el mayor 
valor que puede tomar- cosx es "-1 ", por lo que es factible escribir que 

2 
dx = 7 

-
2 

1- COS X 2 
---=

7
- ~ -

7 
...... para ... x > O 

x2 x2 

lim 
N ~ -oo 

4 

5 

r 1 
1 - cos x 

por lo que es convergente, y entonces la integral impropia J 
0 

7 
~ es convergente 

X 2 

TEOREMA. CRrrER/0 OEL LflfiTE DEL COCIENTE 

Sean f(x) y g(x) funciones valúadas positivamente e integrables en cualquier intervalo finito [a, b J Luego 

l. ) sz· lz·m f ( x· ) -- L · O L t 1 d . t ' . . < < oo , en onces as os m egra,es 1mprop1as 
x~ oo g(x) ' 

l 00 

f ( x ) dx y l; ( x ) dx conwrgen o las dos diver¡¡en. 



ii) SiL = O y además se cumple que f ( r )dx converge 

entonces f/ ( x) dx converge 

iiQ SiL = oo y además se cumple que I; ( x) dx diverge 

entonces 1 ~ ( x ) dx diverge 

25 

Prueba de 1i1• Por hin"tesis se tiene que lim f ( x ) = L · o < L < oo . Luego de acuerdo 
1'1 iJV X ~ oo g (X) ' ' 

con la definición de límite cuando la variable tiende a infinito, es factible escribir lo siguiente: 

Dado un valor s > O tan pequeño como se desee, existe un número "V tal que 

l_f ( ~- L < s 
1 g (X). 

siempre 

de aquí se tiene que , para valores de "x" mayores o iguales a M, 

que x ~ M 

L-& < f(x) <L+s 
g (x) 

(L-s)g(x) < f(x) < (L+s)g(x) 

entonces, por propiedades de la integral definida 

(L- s) fb g(x)dx < fb f(x)dx < (L + s) fbg(x)dx 
~ ~ ~ 

Si se toma en cuenta esto y el hecho evidente de que L - s > O, entonces se puede concluir lo siguiente: 
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Si la integral impropia f.; ( x ) dx converge, entonces, por el lado derecho de la desigualdad, 

/im rb j (X ) dx existe y pOr lO tantO la integral impropia r.aj (X) dx es COnVe gente 
b~ oo JM J/ 

- Si la integral impropia f.; ( x ) dx diverge, entonces, por el lado izquierdo de la desigualdad, 

/im r j (X )dx = 00 (no existe ) y por lO tantO, la integral 
b~oo jJ 

impropia .[í ( x )dx es divergente 

Para una mejor comprensión de este teorema, cabe expresar que 

si lim f ( x ) = oo , f(x) crece más rápido que g(x) cuando x -----) oo (iií) 
x~ oo g(x) 

si lim 
X~ 00 

f (X) 

g (X ) 
= o , f(x) crece más lento que g(x) cuando x -----) oo 

si /im f ( x ) = L > o , f(x) y g(x) crecen a la misma razón. 
x~ oc g(x) 

Este teorema también es aplicable a integrales impropias con integrandos infinitos. 

EJEMPLO 12. Mostrar que la integral impropia dada es convergente en (i) y divergente en (ii): 

Solución. i) Como ya se vió, la integral impropia 

dx ---- es convergente (n = 3>1) y las funciones 
X 3 

(ii) 

(i) 



y g (x) = 

son positivas en el intervalo [1, oo). Se calcula el límite del cociente y 

lim 
X-+ 00 

X 3 

lim 
X-+ 00 

X 3 
-----=1>0 
x 3 +x+2 

por lo tanto la integral impropia en estudio es convergente. 

ii) Como ya se vió, la integral impropia 

es divergente (n = 1) y las funciones 

1 
x3 

1 f (X) = y g(x) = -son 
X 

positivas en el intervalo /2, oo). Se calcula el límite del cociente y 

X 
2 - 4 x 3 - 4 x 

-Jx 6 + 9 x 3 - 4x x3 lim lim lim lim = = 
~x 6 + 9 

= 
X-+ 00 1 x-+oo ~x6 + 9 X-+ 00 X-+ 00 

X 
x3 

por lo tanto la integral impropia en cuestión es divergente. 

TEOREMA. CRITERIO DEL PRODUCTO POR xn 

4 
1--

x2 

/1 + _2_ 
V x 6 

Sea f(x) una función integrable para cualquier intervalo finito [a, b} y considérese el límite 

lim x n f ( x ) = L 
X -+ 00 

Entonces 

¡ ) J. 00

f ( x ) dr es COIJV6I9flflle si n > 1 y L e !11 

27 

= 1 > o 
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ii ) I 00

/ ( x) dr esdivergenlesi n s 1 y L e!li- (OJo -->oo 

Prueba. Sea por hipótesis lim x n f ( x ) = L " . Luego, por la definición de límite, existe 
X~ 00 

un valor e> O y tan pequeño como se desee y un número M tales qu-r 

!xn f(x)- L/< e siempre que x ~M 

Entonces, para x ¿M 

-e< xn j(x)-L <e 

L-e<xnf(x)<L+e 

L-e L+e 
--< j(x) < ----

xn xn 

y, por propiedades de la integral definida 

Ib dx 
(L-e) ~< 

'M xn I
b Ib dx f(x)dx<(L+e) ·11 

'M Mx 

si n > 1, J oo dx- converge y, para cualquier valor real deL, lim fb¡ ( x )dx existe y 
X b~ooJ~M a . 

por ID tanto, la integTal impropia I~ ( x ) dr converge 

Si n S 1, diverge y, para cualquier valor real de L (~ O) o co, Jaoo dxx 

/im r j (X) dx no existe y por lO tantO, la integral impropia J f ( X ) dx diverge 
b~oolü a 



EJEIIPLO 13. Defetminar si las siguientes integrale{impropias son cont1e1ge11tes o divergentes: 

.) X dx 1
00 2 

l 2 X 4 + 10 
¡¡) roo xdx 

Jo -J x 4 + x 2 + .2 

Solución. i) Si se toma x 2 con n = 2 > 1 ~e üene c,Je: 

x2 
lim x 2 

· ---- = lim -~--= 
1 

2 x __.. 00 2x 4 + 10 x __,. 00 2x 4 + 10 

Y por /o tantO, la integral impropia roo X l dx es convergente. 
l 2 X 

4 + 10 

ii) Si se toma x 1 = zc con n = 1 se tiene que: 

Ji m 
X__,. 00 

x x 2 
x · ---r===== = lim ---r===== = 1 

-Jx4 + x2 + 2 x__.oo ~x4 + x2 + 2 

y por lo tanto, la integral impropia r 00 

xdx es divergente. 
Jo -Jx 4 +x+2 

TEOREMA. CONVERGENCIA ABSOLUTA 

29 

Sea una imción f(x) integrable en cualquier intetvalo linito [a, b J Si la integral J. i'¡ ( x ) ldr es 

conW~genf1l, entonces la integral impropia J.~ ( x ) dr también es COIIVf1l!l6llle y se dice f1111 es 

absolutamente convergente. Si la integral impropia anterior converge, pero la integral del valor aosoluto 
es divergente, entonces la integral impropia de la función f(x) se dice condicionalmente convergente (La 
prueba se omite por no considerarse de relevancia). 

EJEMPLO 14. Determinar la convergencia o divergencia de la integral impropia 

roo COS X dx 

! x3 
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Solucfón. Como se observa, la función integrando es de signa variable. Al respecta, se puede escribir 
que 

y, como ya se vio, la integral impropia 1 oo 

112. Por ID tanto, .. la integral impropia 1 oo 

dx 
---

3
- es convergente (n = 3 > 1) y su valar es 1 1 n- 1 = 

X 

COS X 
------=

3
:---- dx es convergente y, de acuerda al teorema 

X 

anterior, la integral impropia en estudia es convergente o absolutamente convergente. 

APLICACIONES 

A continuación se presentarán ejemplos que ilustran la aplicación de este importante concepto en las 
matemáticas y en otros campos de la ciencia. 

Ejemplo 15. Un joven invitó a un amiga que estudia Ingeniería a un parque a correr. Mientras se 
aprestaban al principia de la pista, le comentó que ésta era circular y /o retó a calcular su longitud sin 
utilizar la conocida fónnula del perímetro que es 2 1f r. Y el única data que le dio es el radia del eje de la. 
pista, que era de 318.31 m. ¿Qué hizo el estudiante de ingeniería? 

Solución. El amiga aceptó el el desafía, sacó su cuaderna y su calculadora de la mochila, realizó un 
dibuja como el de la figura e hizo /o siguiente: 

Figura 8 
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Planteó la ecuación de la circunferencia de la pista como y = -J (318 . 31 Y. - x 2 y decidió 
utilizar, para calaJiar el perímetro de la pista, la expresión que sirve para determinar la longitud de ateO, 

para lo cual obtuvo la derivada y llegó a la integral definida correspondiente, todo esto, como sigue: 

_dy_= -x · L=4 1+---x ___ dx rl8 .31 2 

dx · ~(318 .31 Y- x 2 ' (318 .31 Y- r
2 

Se percató de que se trataba de una integral impropia ya que la función del integrando no es continua en 
el valor X= 318.31. Luego la simplificó y expresó como 

L = 4 
318 

·
31 

dx = 1273 .24 · lim dx !318 .31 !N 
~(318 .31 )2 - x 2 N-+ 318 -31 -)(318 .31 )2 - x 2 

y, para calcularla, resolvió primero la integral int1efinida, a partir del método de sustitución trigonométnea, 
de la siguiente manera: 

u 2 = x 2 
; u = x ;. du = dx ; a 2 = ( 318 . 31 ) 2 

; a = 318 . 31 

de donde, finalmente obtuvo, QUA/a longitud de la pista era de 

L = 1273 .24 /im [ang sen x ]N = 1273 .24 ·" = 2,000 m = 2km 
N-+318.31 318.31 0 2 

B amigo que lanió el desallo tomó/a calculadora, multiplic6 2 x "x 318.31 y obtuvo 2,000 m= 2 km. 

Al ver el resultado escuchó a su amigo que, al comenzar a correr dijo: "y se trata de una integral impropia 
convergente•. 

EJEMPLO 16. La parte central del jardín de un museo, cuya construcci6n ha sido encargada a un 
ingeniero, tiene un prado /~no de flores cuyo perímetro tiene la fonna de una. curva hipocicloide casi 
perfecta. ¿Cómo calculará este perímetro para poder comprar la longitud exacta de cerca? 

Solución. El ingeniero sabe que la distancia entre los "picos• opuestos es de 16m por lo que la ecuación 
de esta curva es 

2 2 

x3 +y3 =4 
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y la gráfica de este perímetro es la siguiente 

Figura 9 

El ingeniero acude a sus apuntes de Cálculo que guarda celosamente, calcl.ila la derivada y aplica la 
fórmula para la longitud de arco, con lo que llega a: 

1 

y·J 4 _X: r 
- X 3 

2 

L = 4 f -

1 + 
4- X 3 

dx 
2 
-

x3 

= 418 e~2 dx = 818-;-
o - o -

X 3 X 3 

Se da cuenta de que se trata de una integral impropia ya que la función del integrando no es continua en 
x = O, luego expresa la integral y la resuelve de la siguiente manera: 
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2 8 2 i 8 drl = I: - -

lim 8 
dx 

8 lim 
3 X 3 8 . 3 . 8 3 

48 = = = 
N~ o 1 N ~ O 2 2 o -

X 3 X 3 
N 

Por lo que necesita 48 m de cerca. Recordó, lo que le dio mucho gusto, que se trataba de una integral 
impropia convergente dada la existencia de/límite. · 

EJEMPLO 17. Un estudiante A le mostró a un e~tudiante B que el volumen de la "trompeta de Gabrier -
sólido de revolución que se genera al girar alrededor del eje x la superficie limitada por la curva y = 1 1 x 
y el eje x, para el intervalo x e [1, oo} era de tr unidades cúbicas y le preguntó que si tuviera que pintar 
su superficie exterior, ¿cuántos litros de pintura necesitaría, si consideraba las referencias en metros? 

i) ¿Cómo obtuvo el estudiante A el volumen? 
ii) ¿Qué hizo el estudiante B para determinar la cantidad de pintura req.¡erida? 

Solución. La figura que representa a la "tromoeta de Gabrief es la siguiente: 

y 

1 

... 
••• 

X 

Figura 10 

i) Para obtener el volumen, A consideró la expresión para calcular el volumen de un sólido de revolución, 
el cual, en este caso, se genera al girar, alrededor del eje x, la superficie limitada por la curva de 
ecuación y= 11 x, el eje x, la recta x = 1 y el intervalo [1, oo). Y por la no limitación a la derecha de x =:: 1, 
la trató como integral impropia yesto lo realizó de la siguiente manera: 
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V = 1r f 
00 

-
1
- dx = 1r lim j¡ x2 N~oo 

rN !!!____ = 1r /im [- _!__]N 
j¡ x2 N~oo x 1 

= 1fU 3 

ii) El estudiante 8 utilizó la fórmula para detenninar el área de una superficie de revolución que está dada 
por: 

S ~ f!1rj (x)~l + [J (x)f dx 

de donde la expresión para la superficie, en su caso, quedó como: 

S ~ f" 27r ( ~ ) -Jt + ~dx 
Como es sabido, para n ~ 1 en -

1
- , la integral impropia 

2 
" dx es divergente. Luego, por l

oo 

xn x 

el Criterio 

de Dominación para la Divergencia en Integrales Impropias, se tiene que, como 

2 
" ~ 2 

" _ /1 + - 1
- para toda x > 1 

X X -v X 4 

entunces la integral impropia I" 2
: ~1 + x \ dx es dilletyenre y la superlicie "infinffa". 

Y dado este resultado, el estudiante 8 le dijo al estudiante A que se requería un número infinito de litros 
de pintura. Los dos comentaron lo extraño que resultaba el hecho de que "una superficie infinita 
contuviera un volumen finito". Y después de tratar de explicarse esto, acabaron concluyendo que todo se 
debía a la definición matemática de la integral impropia, así como de su existencia a través de la 
existencia de un límite. 

EJEMPLO 18. Si un módulo espacial tiene una masa de 5,000 kg, calcular el trabajo realizado para 
elevarlo hasta una altura de 1,250 km. También detenninar el trabajo requerido para propulsarlo hasta 
una distancia infinita de la Tieffa. La masa de la Tteffa es de 6 x 1024 kg y su radio es de 6.4 x 1(1 m. 
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Figura 11 

Solución. El trabajo realizado en contra de la gravedad está dado por la fórmula de la gravitación 
universal 

2 
donde .k= 6.67 xlO -ll N.~ 

kg 

Como el trabajo realizado por una fuena que varía de manera continua y en la misma dirección recta en 
la que actúa sobre un objeto para moverlo, está dada por 

para el problema del módulo espacial, el trabajo efectuado para elevar la masa a una altura de 1,250 km 
sobre la superficie de la Tierra, se determina como: 

=200.lxi0 16
(-

1 
6

+ 
1 

6
J=200.lxl0 16 x0.02553lxi0-6 =510.875xl0 8 jou/es 

7.65 xlO 6.4xiO 
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Para calcular el trabajo requerido para propulsar el módulo hasta una distancia infinita de la Tiena, se 
sustituye, en la integral anterior el límite superior de integración por oo, lo que la convierte en una 
integral impropia. Así 

W = r k m 1 ~ 2 dr = lim rN k m l ~ 2 dr = 200 .1 xlO 16 lim [- .!._]N 

.4xl0 6 r N~ 00 .l.4xl0 6 r N~ 00 r 6.4xl0 6 

=200.1xto 16 
lim (--

1 
+ 

1 
6 1=200.1xl0 16

( 
1 

6 J=3,126.563joules 
N~oo N 6.4x10 ) 6.4xl0 

EJEMPLO 19. La confiabilidad de un producto es la probabilidad de que no necesite ninguna reparación 
en 'f' años. Esta con fiabilidad se denota con R(t). Para elaborar una garantía, el fabricante debe conocer 
el tiempo medio de servicio de un producto antes de su primera reparación, y este tiempo medio está 
dado por la integral impropia 

1m = {<- 1 )R ' ( 1) dt 

Para muchos productos de alta calidad, R(t) tiene la fonna: R ( t ) = e - kt , donde k es una constante 
positiva. Encontrar una expresión de dicho tiempo medio en ténninos de la constante k. . 
Solución. Como se observa, el problema consiste en resolver la integral impropia, pero antes habrá que 
construir el integrando. Así 

R 1 
( t) = - ke - kt ~ (- t) R 1 

( t) = kte - kt 

de donde, la integral impropia queda como: 

tm =k 1" le-kldt =k 

Ahora se resuelve "por partes" la integral indefinida y 

u = t; du = dt; dv -kt =e 

luego se tiene que 

-kt e 
V=---

k 
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. [-kt-l]N . [-kt-l]N _ . (-kN -1 -k(O)-lJ t m = k. ilm 
2 

kt = ilm kt - ilm - -~~-
N--+oo k e 0 N--+oo ke o N--+oo kekN kek(~) 

Si se aplica la Regla de L 'Hopital al límite del primer sumando se tiene 

lim 
N--+oo 

- kN - 1 
kekN 

= 

y finalmente se llega a que el tiempo medio en términos de "k• equivale a 

1 
tm = 

k 

resultado que además manifiesta la convergencia de la integral impropia. 

EJEMPLO 20. Se tiene una varilla uniforme que ocupa toda la parte positiva del eje x (x ¿O) y que tiene 
una densidad lineal de p = 4 kg 1 m. Determinar la fuerza de gravedad que ejerce la varilla s~re una 
masa puntual de m = 1 kg, situada en el punto de coordenadas (-2m, 0). 

_X 

m 

X 

Figura 12 

Solución. Para calcular esta fuerza de gravedad se utiliza la ley de la gravitación universal, considerando 
que un segmento de varilla de longitud dx tiene una masa equivalente a pdx. 

kg 
p = 4 -~-; m = 1 kg ; 

m 

N·m 2 
G = 6 . 67 X 10 -ll 

kg 2 

si se aplica la expresión de esta ley y sé trabaja con una integral impropia por-la no definición del 
extremo derecho de la varilla, se tiene que 
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l oo m pdx 
F = 

0 

G 
(x + a ) 2 

= G .mp l oo dx 

o (x + a )2 

oo iN F = 6.67 xlO - 11 xlx4 i dx 
2 

= 26 .68 xiO - 11 lim dx 
0 (X + 2 ) N ~ oo 0 (X + 2 ) 2 

se resuelve ahora la integral indefinida J dX para lo cual se realiza el siguiente cambio de 
(x + 2 )2 

variable 

u=x+2;du =dx; I=~ = Ju-
2

du ="_-
1

1 

+C= 

luego 

--+C 
x+2 

F = 26 . 68 x 1 O - 11 lim [-
1 

] N = 26 . 68 x\ O - 11 
(-

1 
) = 13 . 34 x 10 - 11 newtons 

N~oo x+2 o 2 

y la integral impropia es convergente. 

EJEMPLO 21. Dos electrones se repelen con una fuerza (newtons) que es inversamente proporcional al 
cuadrado de la distancia (metros) que los separa. Supóngase que uno de los electrones está fijo. 
Calcular el trabajo realizado cuando el otro se mueve desde una distancia de 3 cm del primero, hasta el 

infinito, sobre una línea recta. La carga del un electrón es de qe = 1.6xl0 -l
9 coulombs 

Solución. Se grafica lo expresado en un sistema coordenado, se tiene la siguiente figura: 

y 
X 

8 e-+ X 

Figura 13 
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Mediante la Ley de Coulomb y considerando una integral impropia, se resuelve este problema como 
sigue: 

.. r = x 

W = loo k q¡~ 2 dx = 9xl0 9 x(I.6xiO -!9 .) 2 roo ~ 
o .03 x Jo .o3 

W = 23.04xl0-29 lim r ~ = 23.04xi0-29 lim Í _ _!_]N = 23.04xi0-29(-
1
-) = 768xl0-29 joules 

N~ .b.03 x N::J X 0.03 0.03 

y la integral impropia es convergente. 

, 

EJEMPLO 22. Supóngase una viga infinitamente larga cuyo eje, en su posición original, antes de flexar, 
coincide con el eje de las abscisas en su totalidad. Esta viga se apoya en un cimiento elástico y es 
flexada por la acción de una fuerza concentrada IIP". Considérese el eje de las ordenadas a través del 
punto ~~a" en el que se aplica la fuerza < con sentido positivo hacia abajo. Entonces, al.flexar, el eje de la 
viga tendrá la ecuación siguiente: 

Pa -alxl y = --e (cos ax +sen ax) 
2k 

donde 11 a" y "k" son constantes. Calcular la energía potencial de la defonnación elástica mediante la 
fónnula 

............ 

Figura 14 
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Solución: Para resolver este problema se encuentra primero la segunda derivada y después se aplica la 
expresión dada, la que, como se observa, involucra una integral impropia. Así 

y'= p a [e- ax (-a sen ax + a cos ax)- a e- ax (cos ax + sen ax)] 
2k 

y"= 
Pa 3 
---e- a x (sen 

k 
a x - cos a x) 

N 
p 2a 6 Ec i W = lim ( e - 2 a x - e - 2 a x sen 

k 2 N~oo 0 
2ax) dx 

El primer sumando de la integral indefinida es de resolución inmediata y en el segundo se aplica la 
integración "por partes", con lo que se llega a: 

, N 

W P 2a 6Ec 1. [ 1 sen 2ax cos 2ax] = 1m - + + · 
k2 N~oo 2ae2ax 4ae2ax 4ae2ax o 

y, dado el resultado, la integ~al impropia es convergente. 

INTEGRALES IMPROPIAS EN INTEGRACIÓN MÚLTIPLE 

El concepto de integral impropia se puede aplicar a las integrales múltiples, sean éstas dobles o triples, 
que son las que tienen aplicaciones en ingeniería. Aquí se tratará solamente el caso de integrales dobles 
impropias. Se trata de integrales donde puede ocurrir que uno o todos los límites de integración sean 
infinitos o bien, que la función integrando se haga infinito para uno o más valores de los intervalos de las 
variables. Para estas integrales también se tiene que, si al aplicar los límites correspondientes, éstos 
existen, se dice que la integral doble impropia es convergente y si no existen, se dice que es divergente. 
Para ilustrar esto, considérense los siguientes ejemplos: 

EJEMPLO 23. Evaluar la doble integral impropia 

y 
--~-::2:-----..,2- dy . dx 
(1 + y )' 

Solución. Se procede como en el Cálculo con una variable y de acuerdo con la teoría de resolución de 
integrales dobles, y 



~1 

= r /im [- l ] X dx 
_y~ X 2(1 + y 2) X 

= Ix lim [- 1 + 1 ] dx - fx 1 dx 

0 N~x 2(1+N 2
) 2(l+x 2

) Jo 2(1+x 2 ) 

1 1. [ ]"' 1 1. [ N o] 1 ( J[) J[ = - 1m angtanx ·0 = ~ 1m angtan - angtan =- - =-
2 ]1/ ~ X; . 2 ,,. ~ X; 2 2 4 

y se dice que la integral doble impropia es convergente. 

EJEMPLO 24. Calcular el volumen del sólido en el primer octante, que está limitado por los planos 
coordenados y por la superficie de ecuación 

= = ------------~ 
(2+4x+6y)~ 

Solución. La región en este caso es infinta y está dada por 

R = { (x , y ) ~ 0 s x < OCJ J 0 s y < OCJ x,yE9t} 

y la doble integral impropia, así como su solución, están dadas por: 

f QC f X = f()X·\·/i~ X f().\" ( 2 + 4 X + 6 )' ) ~ dydx V = Jo Jo ( 2 + 4 x l + 6 y ) ~ dydx J 1 ---,. 1 

[, 

1 1 l·' 
= lim l- - J dx = 

N~oo 18(2+4x+6y)3 
0 

lim - .., + dx r [ 1 1 ] 
\'~oo 18(2+4x+6N)-' 18(2+4x) 3 

f:V ... dx 

Jo 18 ( 2 + 4 x ) _, 
= lim [-

1 ·]N 
.\' ~ oo 144 ( 2 + 4 X ) 

2 O 

que es el valor del volumen pedido y la integral doble impropia es convergente. 
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