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PRESENTACION

La Facultad de Ingenieria ha decidido realizar una serie ediciones provisionales de obras
recientemente elaboradas por académicos de la institucién, como material de apoyo para sus
clases, de manera que puedan ser aprovechadas de inmediato por alumnos y profesores. Tal es
el caso del presente fasciculo de matemadticas titulado Inregrales impropias, elaborado por Pablo
Garcia y Colomé.
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sugerencias que mejoren el contenido de la obra, con el fin de que se incorporen en una futura
edicién definitiva.
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FASCICULOS DE MATEMATICAS

INTEGRALES IMPROPIAS

PROLOGO

En el estudio del Calculo, dos aspectos de fundamental importancia son la
derivada y la integral, que han ocupado el pensamiento de innumerables seres
humanos a lo largo de la historia de la humanidad. De ellos, la integral,
entendida como la “antidiferencial’, o bien, como el “area bajo la curva’, ha
constituido el cimiento donde se apoya un gran numero de conocimientos y
aplicaciones.

Dentro del campo de Ia, integracion, ocupan un lugar especial las integrales
impropias, motivo del estudio de este documento, las que representan una
valiosa herramienta cuando se tienen integrales definidas para las cuales uno
0 ambos limites de integracion son el infinito.

Este trabajo pretende servir de apoyo en el estudio de estas integrales y
contiene las principales definiciones y teoremas al respecto, incluyendo
también ejercicios y ejemplos de aplicacion.

Ojaléd sea’ de utilidad para la comunidad académica de la Facultad de
Ingenieria, en especial de quienes ensefian y estudian el Célculo, y para todos
aquéllos que deseen profundizar un poco en estas “magicas” integrales.

El autor.
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FASCICULOS DE MATEMATICAS
ING. PABLO GARCIA Y COLOME

Un apoyo diddctico para la imparticion y aprendizaje de
las matematicas en la Facultad de Ingenieria de la UNAM.

INTEGRALES IMPROPIAS

“.. pero recordemos que estamos tratando con infinitos y con indivisibles, los cuales
trascienden nuestro limitado entendimiento, los primeros por su gran magnitud, los segundos
por su pequefiez. Pese a ello, el ser humano no puede abstenerse dé analizarlos, aunque deba
hacerlo de un modo indirecto ...”

Galileo Galilei (1654-1692)

INTRODUCCION

Al estudiar integracion se pedia que el intervalo cemrado /ab] de la integral definida fuera finifo y
también que la funcién en estudio fuera continua en dicho intervalo.

Ahora en este tema se pretende estudiar un cierto tipo de integrales en las cuales uno o ambos
limites de integracién son infinitos o bien, cuando el integrango considera una funcién con un
namero finito de discontinuidades en el intervalo en cuestion. A las integrales que contemplan una o

ambas de estas singularidades se les conoce como integrales impropias y seran motivo del
presente estudio.

Para comenzar, es conveniente, a manera de ilustracion, analizar brevemente las siquientes
funciones en las que se desea saber si las “areas bajo la curva’, con sus comespondientes
limitaciones, son finitas, es decir, si es posible adjudicarles un valor real en cada caso.

EJEMPLO 1.

i) Area limitada por el eje ", la recta x = 2 y la curva: y =

ii) Area limitada porlos ejes X" y ", larectax=8 ylacurva: y =



y >
2l ,
A
1+ \ | 1
A/,/l!'-'
%
1 2 5 8 7 8 X
Figura 1

Figura 2

Solucion. Como se observa en la Figura 1, para la primera funcién, su limite cuando la variable x
tiende a infinito es igual a cero, esto es,

lim ! T = I =0
X > ® i R o]
3

(x = 1)
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por lo que el eje °x”, es decir, la recta y = 0, es asintota honizontal de la gréfica de la funcion. Y para
la segunda funcion cuya gréfica se observa en la Figura 2, su limite cuando la variable tiende a cero
“por Ia derecha” no existe, es decir, que

lim 1

—> o
x> 0" ~/2x

por lo que el eje “x’, esto es, la recta y = 0, es asintota horizontal de la gréfica de la funcion.
Ahora bien, si para calcular.jas “areas infinitas” bajo las “curvas infinitas” se aplican los siguientes
limites para la resolucion de las integrales, se tiene entonces que, para el pnimer caso,

1) N
j “_1_4_(& = lim J- —dx_z_
* N - i
2 3 ® 2 3

(x -1) (x - 1)

Si se resuelve la integral indefinida y se hace u=x-1; du = dx, se llega a

Y _ 4
=J‘u 3 du

4
u 3
1
di -1 3 3 3 '
= u du = + C = - +C = - ————+ C
j 4— v" - _1_ 3’\/11 ’ 3\/x -1
u 3 3 "
¥, finalmente se puede escribir
T e - 2] im (_ AN S [
4 N > w 3/x -1 N> o 3/N -1 3/2 -1
2 (x-1)3 2
Por otro lado, para el sequndo caso,
8 1 8 1
—_—d = lim (X
_‘-0 ~2 x N—»O“‘N ~/2 x
se resuelve la integral indefinida
&
’\/2 X

para lo cual se hace u = 2x, enfonces du = 2dx y se obtiene



1
1 —_—
- 2 J—
%—“‘duﬁﬁuzi—ju zduzé—xu +C = -~Ju+C =-/2x+C

L
2
y finalmente se tiene que
8 . o
| e AN SCE NN U NEY O BEVER g B

En ambos casos los limites existen y, de acuerdo con las siguientes definiciones, sus valores
numéricos se asignan, respectivamente, a las “areas infinitas” buscadas.

LIMITES INFINITOS DE INTEGRACION

DEFINICION. i) Si f es una funcién continua en el intervalo fa, =), entonces se define la integral
impropia

-» ©

@© N
j f(x)de = Nlim J‘_f‘(x)dx a € R

ii) Si f es una funcién continua en el intervalo (-, b}, entonces se define Ia integral
impropia

b b
J- f(x)de = lim J'f(x)dx;be‘ﬁ
@ N .

—> -~

iii) Si f es una funcion continua en el intervalo (-o0, =), entonces se define la integral
impropia

J- f(x)de = j' f(x)dr+J.f(x)dx;ce‘.R’

M 5 —«w N > o

c N
= lim I f(x)de + Ilim jf(x)dx
M c

En eada caso, si el limite es finito, se dice que la integral impropia es convergente y que el limite es
el valor de la integral impropia. Si el limite no existe, la integral impropia.es divergente. Esto significa
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que en el tercer caso, la integral es divergente si una o ambas de las integrales del lado derecho es
divergente 0 son divergentes.

‘Cuando de trata de alguna aplicacion de la integral definida y ésta es impropia, como en el caso de
un area bajo la curva, si la integral es convergente, el valor del limite que la define sera el valor finito
del “area infinita”. En caso de ser divergente, se considera que el rea es infinita.

INTEGRANDOS INFINITOS

DEFINICION. i) Si f es una funci6n continua en el intervalo fa, b) y tiende a infinito en “b”, cuando
x tiende a b “por la izquierda”, lo que se manifiesta al haber una asintota vertical en x
= b, entonces se define la integral impropia

b AV
j f(x)dx = Nlimb‘ f(x)dx; a,be R

_)

ii} Si f es una funcién continua en el intervalo (a, b]y tiende a infinito en “a” cuando x
tiende al valor a por la derecha, lo que se manifiesta al haber una asintota vertical en
X = a, enfonces se define la integral impropia

b b
j‘ f(x)de = Iim jf(x);a,be‘.R
a N :

N - a’

iii) Si f es una funcién continua en el intervalo fa, b] excepto en algun valor ¢<(a,
b), en el cual f tiende a infinito cuando x tiende a “c”, por la presencia de una
asintota vertical en °c”, entonces se define la integral impropia

b c b
I f(x)de = j S (x)de + J‘f(x)dx;a,bein

M b
= lim j‘ f(x)dx + Iim If(x)dx
a N

M 5 c N oc?

Aqui también se da la convergencia si el limite existe, o la divergencia si no existe. Y para el caso (jii),
con un limite que no exista, la integral impropia es divergente.



EJEMPLO 2. Investigar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias

o (1+ x)? Lo V- X
Solucién. i) La funcién del integrando es continua en el intervalo [0,0). Luego

a0 N
j & m j &
o (1 + x) Nowo Jo (1+ x)

I —_—

y para ello se hace u=1+x de donde du = dx y entonces

-1
au_ u"zduzu—n——+C:——1—+C:— ! + C
u2 -1 u 1+ x
y finalmente

N
% lim [ ! } - lim ( L, j lim ( ! szl
(1+x)2 N3wl l+xjy Now\ 1+N 140/ Now\ 1+N
por lo tanto la integral impropia es convergente y su valor es uno.
ii) La funcién del integrando es continua en el intervalo (-2, 0] Luego
R S D&
_00'\/1—x N o —o N«/l—x
se resuelve la integral indefinida
_d
~1 - x

y se hace u=1-x, de donde du = - dx, luego



P _ -
VA =y 2 =-Y"vCc=-2Va+C=-21"x+C
Ja L
2

y finalmente

0 .
dx ) o . i - -
,"w\/l_——;:N{l_,m_w[_z'l_x]N"Nim_w[2‘\/1 0+2ﬁ]—>+oo

por lo que la integral impropia es divergente.

EJEMPLO 3. Investigar la convergencia o divergencia de la integral impropia y graficar la funcién del
integrando.

e o]
f X+ 2

Solucién. La grafica de la funcién del integrando es la siguiente:

=y

$ 4 3 24

Figura 3

Como se observa en la grafica, esta integral impropia se puede descomponer como

vy O 4 g
I —2———dx=-“ —2—-—dx+ 3 dx
o X5+ 2 e X+ 2 b x° + 2



0 N
= lim ——24——dx + & lim ~4—dx
Moo ) x?+2 Now J, x2+2

se resuelve la integral indefinida
J ot
x° + 2
y, mediante el cambio de vaniable, se tiene que:

u? =x2;u=x;du :dlr;a2 :2;0:\/5

du 1 u 4 x
4 §} —————r=4-"—an —+C = —an —+C
ju2+a2 a gan a 2 glan 2
de donde
0 N

o 0]
4 4 X 4 x
————dx = lim ——angtan —— + lim ——angtan ——
ij2+2 A{_—)—-oo{\/z gt ’\/2:!‘&{ N—)oo{\/—i_ gt ’\/2}0

4

= lim [iangtan (O)——4—an tan —A—/{—}+ lim [ angtan —E-——ian tan (O)}
2 N G/ 2 NN e

Mo —w| ~ Nowx

4 T 4 /s 4 /2
=0 - | - |t —] — [ - 0= —— ) — = 2\/2‘7'[
vz( 2) 2[2) NCIENGY

por lo tanto la integral impropia es convergente y su valor es el asi obtenido.

EJEMPLO 4. Investigar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias:

1 4
i)j LA ii)j &
3./ x 2
0 0
(4 - x)3
Solucién. i) Aqui la funcién del integrando no es continua en x = 0, luego, de acuerdo con lo
establecido
s | ' o
3—/:: = Ilm *3*‘7:
0o VX N 5 07 N VX
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se resuelve la integral definida y

1
d e X _3x
j:;—',_x.._—jx ¢—£+C— 2 + C
3

de donde
2 1 2 2
U & _ 3x3 . 3(1)3 3N 3 3
— =  lim = lim = —
o Mx No 0| 2 N>o* 2 2 2

N

por lo tanto la integral impropia es convergente y su valores 3/ 2.

ii) En este caso la funcién del integrando no es continua en x = 4, por lo que la
integral se expresa como

4 N
’ j de 5 = lim J. ————-———dx 5
(4 - x)3 (4 - x)3

se resuelve la integral indefinida
dx

2
(4 - x)3

se hace u=4-x; porlo que du=-dx yentonces

2 1
du ‘—3— ul 3
B | T == 3 a0 = 3V x s C
3

u3
de donde
4 dx N
J;————zz lim [-33-\/4—x]0 = lim (-33/4-N +3¥4-0)=33/4
ol N->4 N >4
(4 -x)3

y entonces la integral impropia es convergente y tiene como valor el asi obtenido.
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EJEMPLO 5. Analizar la convergencia o divergencia de la siguiente integral impropia y graficar la
funcién del integrando.

[
1 \/ 4x-x2-3
Solucion. La gréfica de la funcién integrando se muestra en la siguiente figura:

1

———

y

Figura 4

Como se ve en la figura, el dominio de la funcién del integrando es el intervalo de valores reales
x£(1,3) por lo que no es continuaen x=1 yen x=3,y, de acuerdo con la definicion ya tratada, se

puede escnbir que:

“Jax - x? - \/4x~x -3 h Vax-x?-3

2
= lim j dx + lim I :
M1 Yy Jax - x2 -3 No3 \/4x_x _

se resuelve la integral indefinida de la siguiente manera:

J‘ dx :j‘ dx ___»:j‘ dx :J' dx
Jax-x2-3 b -2 -ax+3) J - axvda-4+3) Ji-(x-2)

con el cambio de variable
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u2=(x—2)2;u=x—2;du :dx;azzl'azl

>

ji“:ang sen ~+C = ang sen (x -2)+ C
Va2 —u? a

v finalmente se llega a

3
dx ) .
_[ Jax - x? _3 - b}”f’”[""g sen (x - 2)]}, + Afzr:t”[ang sen (x - 2)]Y

= ang sen (2 —2)— ang sen (M —2)+ ang sen (N - 2)—ang sen (2-2)= —(—%j+—7—2r—=7r

luego la integral impropia es convergente y su valor es .

EJEMPLO 6. Determinar el 4rea de la regién limitada por la grafica de la curva dada, el eje de las
abscisas y los valores cormespondientes al infervalo xe[2, ).

i)y = : ii)y=—————-—I 3
x -1 (x - 1)

Solucién. i) Se grafica la curva con el area requerida y

3+ ‘

Figura 5

Para calcular el drea se utiliza la integral impropia
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se resuelve primero la integral indefinida

&
x - 1

y para ello se hace u = x - 1, de donde du = dx y queda entonces:

du_

=hlju+C =lnjx-1/+C
u |

y finalmente

Jj X lim [injx~1]) = tim oV -1)-mi2-1]]= tim WV -1 > +o
x-1 Now N oo N-ow

como no existe el limite, la integral impropia es divergente y el &rea es “infinita”.

if) Se grafica la curva, se sefiala el rea requerida y se tiene, como se observa en /a
Figura 6, una curva semejante a la del caso anterior, por lo que se proceder igual. :

y L o
1
34
24
1
1 2 3 X
""z———xgz
Figura 6

Para calcular el area, se utiliza la integral impropia
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® N
.[ _.____dx—_i_: Ilm j ‘k 3
2 (x - 1) N 5 o 2 (x - 1)

I @‘

como en el ejemplo anterior, mediante el cambio de vanable u=x-1y du=dx, ysellegaa

-1
J‘ﬂzz Iu"2du=L+C:—l+C:— L sc
u

-1 u x—1

y al aplicar la definicién de integral impropia se obtiene

N
_“dr = lim li— I } = [lim (—— I + ! ): lim (— ! +1)=1
(x_1)2 Nowl x-1], No>wo\ N-1 2-1 N-owo\ N-1

Como se observa, la integral impropia es convergente, luego el drea es finita y su valor es igual a 1.

En este ejemplo es interesante apreciar como a pesar de que las dos gréficas tienen la misma forma
general para x > 2, de acuerdo con el conceplo de integral definida, se le asigna un area a la region

bajo la curva en (i), lo que no resulta para la superficie bajo la curva en (i).

También cabe destacar que si la regién considerada bajo la curva y = 1/ x-1 se gira alrededor del gje
°x", entonces, por la definicion de volimenes de sélidos de revolucion, se genera un volumen que

cuyo valor, de acuerdo a lo calculado en el inciso (ii) del ejemplo anterior, es igual a z x 1, o bien, a
" . Esto muestra el curioso y extrafio hecho de que un “rea infinita” genera un volumen finito.

X
EJEMPLO 7. Asignar, de ser posible, un érea a la superficie bajo la curva de ecuaciény =e 2,
sobre el eje de las abscisas y a la izquierda de la recta x = 2:

Solucién. La gréfica de la region limitada por la curva, la recta y = 0 y el intervalo (-oo, 2] esta dada
por



54

4 1
3 N
y:ﬂr 2 4

4 3 9 4 f 2 3

Figura 7

El area requerida se obtiene, de acuerdo con lo establecido, mediante la integral impropia

2 X 2 X
e2de = lim e 2 dx
—® N 5 -« N

Como es usual, se resuelve la integral indefinida

x
J-ezdx

mediante el cambio de vaniable: u = x/2, se tiene que du =dx /2y entonces

X

ZJ-e"du =2e" +C =2e2 +C

y finalmente

15
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luego la integral impropia es convergente, el area es finita y tiene como valor 2e.

EJEMPLO 8. Estudiar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias:

z ® o 1
i)jzsecxdx ii)j "Liii)j xdx 1 iv)jxlnxdx

0 — € ¥ + e - a 2 2 n 0

(x*~-a”)?
Solucién. i) La funcién secante no es continua en x = r/ 2, por lo que la correspondiente integral
impropia se expresa como
’;— N
j sec x dx = lim j sec x dx

2

La solucibn de la integral indefinida, por formula, es
J-secx dx = In|sec x +tan x|+ C

por o que

V4
_'.2 sec xdx = lim [In|sec x+tanx|]‘A6= lim (in|sec N +anN |- In|sec 0 + tan0])
0 N

N N—>£
2 , 2

=In

z 7|

sec —+tan —| — +w©
2 2 .

y la integral impropia es divergente.

ii) Aquf la funcion del integrando es continua en todos los reales pero al ser infinito
los limites de la integral, entonces ésta se expresa mediante:

0 0 N
dx : dx . *
j —_— = lim ———+  lim _—
we X +e T Mo -0 L e¥ e Now Jy e e

primero se resuelve la integral indefinida de la siguiente manera
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dx e’ j efde
e +e * e e?* +1

y, con el cambio de variable: u 2 = e?* u = e*.du = e*dr a’ =1,a = 1

2

du 1 u e*
——— = —angtan — + C = angtan — + C
ut+a® a a a
y en consecuencia
.00
dx . . ‘
= Iim [angtan exh + lim [angtan .exrr
_wex-{-e_x M > —w Noow
= lim (angtan el - angtan eM )+ lim (angtan e - angtan eo)
M- N -0
7 r T
=—=0+—-—=—
4 2 4 2

y la integral impropia es convergente y su valor es /2.

iii) En este caso, la funcién integrando no es continua en x = a y ademas el limite
superior de la integral es infinito, por lo que se puede escribir:

o a+b N
xdx ) xdx . xdx
= lim e+ lim e b >
; , 5 2)5 M—>a Jiy 4/x2_a2 N 5w a+b“/x2—a2
x“ —-a

Ahora se resuelve la integral indefinida
j' xdx
\/ c2 g2

paralocualsehace: u = x% — a?.du = 2 xdx

y entonces

1

1 _

du - 2
;—j‘—u_:?lz—ju 2du:%~-u +C=~u+C=-x?-a?+C

finalmente
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lim [ (a+b)2—a2—\/1\72-jc;2—]+ lim [\/Nz—a2~\/(a+b)2 —?}

M->a N o5 o

It

N2ab +b% —0+ 0w —J2ab + b2 = +o

y la integral impropia es divergente.

iv) Como se sabe, la funcién Inx no esta definida en x = 0, luego la integral impropia
se expresa como:

1 1
xlh x d& = Iim xIn x a
0 N 5 0 N

como en los otros casos, se resuelve la integral indefinida

jxln x dx

para ello, se aplica el método de integracion “por partes” y se tiene que

u =1In x,du = —,dv = xdx ,v = —
de donde

2 2 2
xlnxabc:x—lnx—l xdxzi-lnx—i—JrC
2 2 2 4

luego

1 2 2! 2 2
xlnxde = Iim |5 Inx- Y = lim 1~ln(1)~l—lm—lnNﬂ-i—
0 N0l 2 4 vy Noo 2 4 2 4

1 2
= ~-—— Ilim ——In N
4 N—>0
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si se aplica la Regla de L Hopital para calcular este limite se tiene:

1
— 2
lim In = lim N = lim N =0
N->o0o 2 No>o 4 N0 4
por lo que
! 1
len xdx = - —
0 4

y la integral impropia es convergente con - 1/4 como valor.

EJEMPLO 9. Analizar la convergencia o divergencia de Ia integral impropia

* 1 -3
-1-3«x
[
0

4x1—(x - 1)2

Solucién. La funcién del integrando no es continuaen x=0 y x =1, y el limite superior de la
integral es infinito por lo que esta integral impropia se puede expresar como:

1
z AL
“1-3% o lim jz “123x ey lim _[1 “1-3x e
L

3 3 M1 J1 3
4x4 (x - 1)? 4x4 (x -1)2 2 4xd(x-1)?

N->1° P>

2 P
+ lim j —31—3x dx + lim '[ - 1-3«x
2

4x4 (x -1)2
se resuelve ahora la integral indefinida
-1 - 3x

3
4 x4 (x -1)°?

-dx

con el cambio de vanable
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1
4 -1
y = X du = 1 3x e
x - 1 3
4x4 (x -1)2
de donde
T
x 4
du = u + C = + C
x — 1
y finalmente
! M P
173 1 17 1
-1-3 4 4 4
w—w—)—c—dx = [lim + lim x + lim X + Ilim X
3 ) L0 X~ Mo1|x-1 No1'] x -1 Pow x—1
4x4(x-1) L 1 N )
2
N Li M§ N : Nzlf P% ;
= lim —2(—}4——- + Iim +2(—j4 + lim |24 - ——\+ lim | —-24%
L0 2 L-1] M-t -1 2 Nl N-1 psw P-1

1 1

1
=~2(;—)4+w+2(~;—j4 +24 _040-2% 5

y la integral impropia es divergente.

EJEMPLO 10. Determinar para qué valores de “n” la siguiente integral impropia es convergente y
para cuéles divergente.

I
1 X

0 N
E _ im E _ lim [ln x ]]IN — o => divergente
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Al resolver la integral indefinida se tiene que

| -n+1
jﬁz -.‘x_”dx':x +C
xn -n+1

de donde
[ x" —n+l  —n+l
I -n+l 1 1
n>1=-n+1<0 = lim N7""=0 y lim - =
J Nowl —n+1 —n+1 n-1
-n+l 1
n<l=>-n+1>0 = lim N~ "= y lim - — o0
Now Now —-n+1 -—-n+1

por lo tanto la integral impropia dada es divergente sin <1y cuando n>1, es convergente y su valor
es 1/n-1.

TEOREMA. CRITERIO DE DOMINACION PARA LA CONVERGENCIA DE INTEGRALES
IMPROPIAS.

Sean f(x) y g(x) funciones valuadas positivamente, integrables en cualquier intervalo finito /a, b,

tales que fdomina a g cuando b—, es decir, g(x) < f(x) para toda x>a

o0 e o)
entonces j- g (x)dx converge st j f(x)dx converge
a a

b
Prueba. Sea F (b) = I f(x)ax y blim F (b) = A lo que quiere decir que
a .

— 00

b
la integral impropia j f ( x )dx  esconvergentey su valores A.
a

b
Considérese ahora la integral definida G (b) = I g (x)dx ; si f domina a g cuando b—»co

a
entonces, por propiedades de la integral definida se puede escribir
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b b
j g (x)de < J.f(x)dx;b>a

Se pretende probar que el limite de G(b), cuando b—ao, existe. La funcién G(b) representa el area
bajo la curva g(x), sobre el eje x, y de x =a a x = b. Como G(b) es creciente en b, pueden
acontecer dos c0sas:

i G(b) se hace infinita si b— o
ii) G(b) tiene limite finito si b— o
Veamos por qué (i) no es verdadera. De acuerdo con lo ya establecida, el area bajo la curva g(x)

siempre es menor que el area bajo la curva f(x), cuyo valor finito ya se establecid como A, cuando b—»co.
Luego el limite de G(b), cuando b-»co, es un valor finito B. Por lo que se puede escribir entonces que

B = Ilim G(b):j g(x)dxsj-f(x)dx:blim F((b)= A4

b—> o a - ®©

oo}

Y asi se comprueba que la integral impropia j g (x )dx esconvergente y finaliza la prueba.
a .

TEOREMA. CRITERIO DE DOMINACION PARA LA DIVERGENCIA DE INTEGRALES IMPROPIAS

Sean f(x) y g(x) funciones valuadas positivamente, integrables en cualquier intervalo finito [a, b}, tales
que f domina a g cuando b—»o, es decir, g(x) < f(x) para toda x>a

entonces "“’0 f(x)dx diverge i j‘ °; (x)dx diverge
a a
La prueba de este teorema es semejante a la del anterior.
Estos dos teoremas también son aplicables a las integrales impropias con integrandos infinitos.
Estos critenos son dtiles sobre todo cuando solamente se requiere saber si la integral impropia es

convergente o divergente o bien, cuando el proceso de integracion es muy complicado o imposible con
los métodos tradicionales.
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EJEMPLO 11. Estudiar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias.

o © 2 1
dx x + 1 dx 1-cos x
i) ii)J- RS+ 4 iii)J‘ “iv)"‘ —_— T dx
-[ x2(1+e”) 1 AJx3 1 ~Jx? -1 - ;’—

b o

Solucién. i) En el primer ejercicio es evidente que en el intervalo x /1, «0) se cumple que

1 1
<

x21+e*) «x

2

Ademas
w© . N N
-dl~: Iim x 2 = lim |:—1—} :—1—+1=l
1 X N - o 1 N 5 X 1 Q0
&
resulfado que manifiesta la convergencia. Por lo tanto, la integral impropia '[ —5 - 68
x“(1+e™)

convergente y su valor es menor que 1.

ii) Aqui resulta evidente que para el intervalo x /1, o) se cumple que

x+1 X 1

NN

Ademas

o N .
dx . dx . — N
— = lim J'l —\—/—‘x—* = Nlli") - [2 \/x ]1 —> "'ﬁ

1 ~ X N - o
resultado que hace ver la divergencia y por lo tanto, finalmente se tiene que la integral

e o)

impropia j ¥t g es divergente.
1 A/x3

iii) En esta integral impropia, la funcion del integrando no es continua en x = 1: Por otro
lado, para valores de x comprendidos en el intervalo x&(1, ), se cumple que

1 1 1

N P <
\/x -1 Vx-14x+1 Jx ~1

Ademas
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2 & [ P
= lim = lim R-JUx-1[y =2
_[ NS | N1 J-N«/x—l Nl N
2 &
luego es convergente y por consiguiente, la integral impropia J- ———— 8§ convergente y su
1 Vx L

valor es menor que 2. Para calcular este valor, se aplica el método de sustitucion trigonométrica para
resolver la integral indefinida y se llega a:

[ =il

x2—1 :

de donde

2
dx . 2 |:’
———— = [im —lnix— x° -1 = — In 2—x/3— ~ 1.32
_[ Jx? Z N—)l{ | !N ( )

iv) En esta integral impropia la funcién del integrando no es continua en x = 0. Y el mayor
valor que puede tomar - cosx es “17, por lo que es factible escribir que

L= C(;S ¥ < 21 ...... para .. x >0
Ademas
1
! 2 4 4
———7——dx = lim - — = - -
- » L N - - L 5
X 2 5 x 2 N
1
, ) . 1 — cos «x
por lo que es convergente, y entonces la integral impropia j‘ ——~—7———m es convergente
0 —_—
2

X

TEOREMA. CRITERIO DEL LIMITE DEL COCIENTE

Sean f(x) y g(x) funciones valtiadas positivamente e integrables en cualquier intervalo finito fa, b]. Luego

i) Si lim S(x) = L, 0 < L < o ,entonces las dos integrales impropias
x> o g(x)

e o] o o]
j‘ f(x)dx y Ig ( x ) dx convergen o las dos divergen.
a a
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ii) Si L = 0 y ademés se cumple que J‘; (x)dx converge

a

e o]
entonces I f(x)dx converge
a

o0
iii) SiL = coy ademas se cumple que J- g(x)dx diverge

a

a0
entonces J‘ f(x)dx diverge
a

Prueba de (i) Por hipétesis se tiene que fim  2*) = . 0 < L < w . Luego, de acuerdo
x> o g(x)

con la definicioén de limite cuando la vanable tiende a infinito, es factible escribir lo siguiente:

Dado un valor £ > 0 tan pequefio como se desee, existe un nimero “M” tal que

FACI

< € siempre que x 2 M
g (x).

de aqui se tiene que , para valores de ‘x” mayores o iguales a M,

—£<f(x)—L<£
g(x)
L—£<M<L+£
g(x)

(L-8)g(x) < f(x) < (L+&)g(x)

entonces, por propiedades de la integral definida

b b b
(L-¢)| g(x)ar < j f(x)dr <(L+£)-"g(x)dx
AL M M

Si se toma en cuenta esto y el hecho evidente de que L - £> 0, entonces se puede concluir lo siguiente:
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e o}

Si la integral impropia j‘ g (x)dx converge, entonces, por el lado derecho de la desigualdad,

a

lzm J. f(x)dx existe yporlo tanto la integral impropia J‘j‘(x)dx es convegente

[s o]
- Si la integral impropia I g (x)dx diverge, entonces, por el lado izquierdo de la desigualdad,

a

b—>o

lim £f (x)dx = o (no existe )y por lo tanto, la integral

impropia Jmf( x)dx es divergente
a

Para una mejor comprension de este teorema, cabe expresar que

si lim S x) = oo |, f(x) crece mas rapido que g(x) cuando x — oo (iii)
x> o g (x)

si dim LUXD) 0 ) crece més lento que g(x) cuando x — oo (i)
x> o g(x)

si lim S(x) = L > 0 ,f(x)yg(x) crecen ala misma razon. (i)
x>« g(x)

Este teorema también es aplicable a integrales impropias con integrandos infinitos.
EJEMPLO 12. Mostrar que la integral impropia dada es convergente en (i) y divergente en (ii):
1) j—idx—— i) I e
x +x+ 2 \/ x o + 9
Solucion. i) Como ya se vio, la integral impropia

j & 5 8 convergente (n = 3>1) y las funciones
1 X



f(x):~3——1—— y og(x)= 15

x + x+ 2 x3

son positivas en el intervalo [1, «0). Se calcula el limite del cociente y

lim Iim 3 =1>0
X - © 1 x> o x° + x + 2

por lo tanto la integral impropia en estudio es convergente.

ii) Coro ya se vi6, la integral impropia

* de
j 5 s divergente (n = 1) y las funciones
2 X

x? -4
fx) = e

y g(x):I—son
x° +9 x

positivas en el intervalo /2, co). Se calcula el limite del cociente y

x” -4 x3 - 4x 4
x° +9 x3 - 4x 3 o
lim —Z-= lim = = lim —X— = lim —(—X__
x> © T x50 /y0 19 xow® /y6 9 X —> ® /1+ 9
x B R

por lo tanto la integral impropia en cuestion es divergente.

TEOREMA. CRITERIO DEL PRODUCTO POR x"

Sea f(x) una funci6n integrable para cualquier intervalo finito [a, b]y considérese el limite

lim x” f(x) =L
X —» o
Entonces

i)j f (x)dc esconvergentesin> 1y Le%®
a

27
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ii)jf(x)‘i" esdivergentesin <1y Le®-10} 0>
a

Prueba. Sea por hipétesis lim x™ f(x) = L~. Luego, porla definicion de limite, existe
X —> @®©

un valor £> 0 y tan pequeiio como se desee y un numero M tales qu~:
!x”f(x) - Li<g& siempre que x> M
|

Entonces, parax >M
—e<x"f(x)-L<e¢

L-e<x"f(x)<L+e¢

boe crm<tre

)C X

y, por propiedades de la integral definida

@—d j ﬂnw<aws) &

v x”
® e
si n>1, j —— converge y, para cualquier valor real de L, llm j f(x)dx existe y
X
a

e e}
por lo tanto, la integral impropia I f(x)dx converge
a

a0
Sin <1, I & diverge y, para cualquier valor real de L (= 0) 0 o«
X
a

o
lim r f(x)dx no existe yporlotanto, la integral impropia j' f (x)dx diverge
b—> v a



EJEMPLO 13. Determinar si las siguientes integraleg impropias son convergentes o divergentes:

i) j:o x2dx i’.)j'ﬂw xdx
2x* +10 Nt x2 12

Solucion. i) Sisetoma x2 con n=2>1 <e tiene que:

2 4
1
him x? X o hm o =
nd 2x* +10 oot 10 2
w x 2
y por fo tanto, la integral impropia L —————— s convergente.
2x% +10

ii) Sisetoma x! = x con n =1 se tiene que:

X x2

lim X - = lim =1
x> ®© \/x4+x2+2 J‘—""’Jx4+x2+2

y por lo tanto, la integral impropia “; es divergente.

xdx
\/x4+x+2

TEOREMA. CONVERGENCIA ABSOLUTA

Qa0

Sea una funcién f{x) integrable en cualquier intervalo finito /a, b]. Si la integral I | f (x)|dc es

a

<
convergente, entonces la integral impropia j f (x)dx también es convergente y se dice que es
a

absolutamente convergente. Si la integral impropia anterior converge, pero la integral del valor absoluto
es divergente, enfonces la integral impropia de la funcién f(x) se dice condicionalmente convergente (La

prueba se omite por no considerarse de relevancia).

EJEMPLO 14. Determinar la convergencia o divergencia de la integral impropia

o0
cos x
3 dx
X

29
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Solucién. Como se observa, la funcién integrando es de signo vaniable. Al respecto, se puede escribir

que
[o o] [e 0]
cos X 1 N cos dx
o3 3 J, -

o o]

y, como ya se vio, la integral impropia j 5#3— es convergente (n=3> 1) ysuvalores1/n-1=
1 X

¢ o]

1/ 2. Por lo tanto, Ja integral impropia J‘ de acuerdo al teorema
1

anterior, la integral impropia en estudio es convergente o absolutamente convergente.

APLICACIONES

A continuacién se presentarén ejemplos que ilustran la aplicacién de este importante concepto en las
matematicas y en ofros campos de la ciencia.

Ejempio 15. Un joven invitd a un amigo que estudia Ingenieria a un parque a correr. Mientras se
aprestaban al principio de la pista, le comento que ésta era circular y lo retb a calcular su longitud sin
utilizar la conocida formula del perimetro que es 2 x r. Y el unico dato que le le es el radio del eje de Ia,
pista, que era de 318.31 m. ;Qué hizo el estudiante de ingenieria?

Solucién. EI amigo acept6 el el desafio, sacd su cuademo y su calculadora de la mochila, realiz6 un

dibujo como el de la figura e hizo lo siguiente:
o J 6183142

yA

v

Figura 8
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Planted la ecuacién de la circunferencia de la pista como y = /(318 .31 ¥ — x2 y decidio

utifizar, para calcular el perimetro de la pista, la expresion que sirve para determinar la longitud de arco, ‘
para lo cual obtuvo Ia denivada y llegé a la integral definida comespondiente, fodo esto, como sigue:

& fls 31 2
;. L=4 1+ dx
d[G1s 31)2—-x (18 31)2—x

Se percaté de que se frataba de una :nteglal impropia ya que la funcion del integrando no es continua en
el valor x=318.31. Luego la simplificé y expreso como

318 .31
L= 4L 318 31 dc =1273 24 . lim

dx
JG18 31)? - x2 N 318 .31 .[ JG18 31) - 2

y, para calcularla, resolvi6 primero la integral intiefinida, a partir del método de sustitucion trigonoméinca,
de la siguiente manera:

u?=x2, u==x, du =dx; a®=(318 31)%; a =318 .31

du u > x
————— =ang sen —+C =ang sen ———+.C
al - 4?* a 318 .31

de donde, finalmente obfuvo, que la fongitud de Ia pista era de

L=1273 24 lim [ang sen

N
} =1273 .24 - = 2,000 m = 2km
N-318 .31 2

318 .31 J,

El amigo que lanz6 el desafio tomo la calculadora, multiplicé 2 x = x 318.31 y obtuvo 2,000 m = Z km.

Al ver el resultado escuch6 a su amigo que, al comenzar a correr dijo: °y se trata de una integral impropia
convergente”.

EJEMPLO 16. La parte central del jardin de un museo, cuya construccién ha sido encargada a un
ingeniero, tiene un prado lieno de flores cuyo perimetro tiene la forma de una curva hipocicloide casi
perfecta. ; Como calculara este perimetro para poder comprar la longitud exacta de cerca?

Solucién. El ingeniero sabe que la distancia entre los “picos” opuestos es de 16 m por lo que la ecuacién

de esta curva es
2 2
3 3

+y> =4
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y la gréfica de este perimetro es la siguiente

Figura 9

El ingeniero acude a sus apuntes de Calculo que guarda celosamente, calcula la denvada y aplica la
formula para la longitud de arco, con lo que llega a:

1
232
3
2\5 4 - x
y=1|4-x3 = y'= .
—x3
o 2
4 - x3
L=4j‘ 1+ 7 j 3 L
0 3 3 <3

Se da cuenta de que se trata de una integral impropia ya que la funcién del integrando no es continua en
x = 0, luego expresa la integral y la resuelve de la siguiente manera:
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uIN

8 8

& o hm 8| E -8 um |3
o L NS0 Yy N ool 2 2
x3

L
x3

Por lo que necesita 48 m de cerca. Record6, lo que le dio mucho gusto, que se trataba de una integral
impropia convergente dada la existencia del limite.

EJEMPLO 17. Un estudiante A le mostré a un estudiante B que el volumen de la trompeta de Gabriel” -
sélido de revolucion que se genera al girar alrededor del eje x la superficie limitada por la curvay = 1/x
y el eje x, para el intervalo x & [1, o) éra de n unidades cubicas y le preguntt que si tuviera que pintar
su superficie exterior, ¢ cuéntos litros de pintura necesitaria, si consideraba las referencias en metros?

i) ¢ Cbmo obtuvo el estudiante A el volumen?
ii) ¢ Qué hizo el estudiante B para determinar la cantidad de pintura requerida?

Solucion. La figura que representa a la “trompeta de Gabnief® es la siguiente:

‘/t/

Figura 10

i) Para obtener el volimen, A consider6 la expresién para calcular el volumen de un sélido de revolucion,
el cual, en este caso, se genera al girar, alrededor del eje x, la superficie limitada por la curva de
ecuacion y = 1/x, el eje x, la recta x = 1y el intervalo [1, c0). Y por la no limitacién a la derecha de x = 1,
la trat6 como integral impropia yesto lo realiz6 de la siguiente manera:
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1
V:ﬂ-[ —zdx:ﬂ lim -[ %=7z lim [—1—} = 7u’
X N o5 X N oo x |

ii) El estudiante B utiliz6 la formula para determinar el rea de una superficie de revolucion que esta dada
por:

b
S = Ian(x)«/l +[F ()P ax

de donde la expresion para la superficie, en su caso, quedé como:.

% 1 1
S=j 27r(—)1+ 4dx
1 x x

Como es sabido, para n <1en Ln la integral impropia J- 27 dx es divergente. Luego, por
x 1 X

el Criterio

de Dominacién para la Divergencia en Integrales Impropias, se tiene que, como

~—-< -—\/1 —— paratoda x> 1

e s}
entonces la integral impropia ‘[ 27 I+ 1—4dx es divergente y la superficie “infinita”.
X x

Y dado este resultado, el estudiante B le dijo al estudiante A que se requeria un numero infinito de litros
de pintura. Los dos comentaron lo extraio que resulfaba el hecho de que ‘una superficie infinita
contuviera un volumen finito”. Y después de tratar de explicarse esto, acabaron concluyendo que todo se
debia a la definicion matematica de la integral impropia, asi como de su existencia a través de la
existencia de un limite.

EJEMPLO 18 Si un médulo espacial tiene una masa de 5,000 kg, calcular el trabajo realizado para
elevarlo hasta una aftura de 1,250 km. También determinar el trabajo requerido para propulsario hasta
una distancia infinita de la Tierra. La masa de la Tierra es de 6 x 10°* kg y su radio es de 6.4 x 106 m.
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Figura 11

Solucién. El trabajo realizado en contra de la gravedad esta dado por la formula de la gravitacion
universal

2
F:kﬁli;’-l donde k = 6.67 x10 .
r kg

-nN-m

Como el trabajo realizado por una fuerza que varia de manera continua y en la misma direccion recta en
la que actua sobre un objeto para moverlo, esta dada por

b
W= “-F(x)dx

para el problema del médulo espacial, el trabajo efectuado para elevar la masa a una altura de 1,250 km
sobre la superficie de la Tierra, se determina como:

7.65x10° mm 7.65x10° dr 1 7.65x10°
W = j‘ k122 gy = (6,67x10‘“ I6x1024 ksooo)j = =200.1x10'° [— —}

6.4x10° r? 6.4x10° T I l6.4x10°

1 ]
+
7.65x10%  6.4x10°

=200 .1x1016 (— J =200 .1x10'0 x0.025531 x10 ¢ = 510 .875 x10® joules
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Para calcular el trabajo requerido para propulsar el médulo hasta una distancia infinita de la Tierra, se
sustituye, en la integral anterior el limite superior de integracion por oo, lo que la convierte en una
integral impropia. Asi

N N
W:f kP22 b = lim J; 212 b - 200 1x10'0  Jim {-l}
4x10°¢

r? Now Javoe 2 Noowl 7leaxi0°

=200 .1x10'®  lim (— LI ——1—-—\ = 200 .1x10 16(

Nowo\ N 64x10%)

1

————6~J = 3,126 .563 joules
6.4x10

EJEMPLO 19. La confiabilidad de un producto es la probabilidad de que no necesite ninguna reparacion
en ‘t’ afios. Esta confiabilidad se denota con R(t). Para elaborar una garantia, el fabricante debe conocer
el tiempo medio de servicio de un producto antes de su primera reparacion, y este tiempo medio esta
dado por la integral impropia

= I(— t)R'(t)at
0

Para muchos productos de alta calidad, R(t) tiene la forma: R (1) = ¢~ k. donde k es una constante

positiva. Encontrar una expresion de dicho tiempo medio en términos de la constante k.
Solucién. Como se observa, el problema consiste en resolver la integral i /mprop:a pero antes habré que
construir el integrando. Asi

R'(t)=-ke ™™ = (~-1)R'(t) = kte ¥

de donde, la integral impropia queda como:

© N
1y = kj te Mat =k lim J-te_ktdt
0 0

N - o

Ahora se resuelve “por partes” la integral indefinida y

=t, du =dt, dv=e M y=_

k
—kt
—~kt _ t 1 —~kt _ t € . _—kt—l
:I‘te dt——ke—kf_*-;.[e dt——kkt_—}‘“‘z‘—+c—k2 ]\I +C

luego se tiene que
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N . N
tn = k. lim [%l} = lm [;k’:_’k_;_‘} = lim (‘;Nw‘l_'k’:(f()o;l)

N 5w e 0 N o> o

Si se aplica la Regla de L'Hopital al limite del primer sumando se tiene

. - kN -1 -k -k
lim T lim 2kN = =0
N -5 o ke N o> o f 0

y finalmente se llega a que el tiempo medio en términos de °k” equivale a

1
tm = k_

resultado que ademés manifiesta la convergencia de la integral impropia.
EJEMPLO 20. Se tiene una varilla uniforme que ocupa foda la parte positiva del eje x (x >0) y que tiene

una densidad lineal de p = 4 kg / m. Determinar la fuerza de gravedad que ejerce la varilla sobre una
masa puntual de m = 1 kg, situada en el punto de coordenadas (-2m, 0).

y >
— 8
m
2 X

Figura 12

Solucion. Para calcular esta fuerza de gravedad se utiliza la ley de la gravitacion universal, considerando
que un segmento de varilla de longitud dx tiene una masa equivalente a pdx.

N -m?

p:4!£g__ m = lkg G = 6.67 x10 ~ 1! 3

si se aplica la expresién de esta ley y sé trabaja con una integral impropia por-la no definicion del
extremo derecho de la vanilla, se tiene que
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[# o] o o]
F:I G—Mg—fx—-z——:G.mpJ- _dx____z_
0 (x + a) o (x+a)

o N

F = 6.67 x10 ”“x1x4I ——‘f‘——T: 26 .68 x10 ~'1 lim ~—dx——-2—
o (x+2) N-o>wo J (x+2)
se resuelve ahora la integral indefinida J‘AT para lo cual se realiza el siguiente cambio de
x+2

vanable

-1 ]

u=x+2du =dx; Id—zzjzl_zdu :—»l—TJrC:— +C
" _

x+2
luego

11 1 N too-n (1] 1
F =26 68 x10 ~ lim {— } =26 68 x10 ~ (—) =13 .34 x10 ~ " newtons
N - o x+ 2 0 2

y la integral impropia es convergente.

EJEMPLO 21. Dos electrones se repelen con una fuerza (newtons) que es inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia (metros) que los separa. Supbngase que uno de los electrones esta fijo.
Calcular el trabajo realizado cuando el otro se mueve desde una distancia de 3 cm del primero, hasta el

infinito, sobre una linea recta. La carga del un electron es de g, = 1.6x10 ™ coulombs

Solucién. Se grafica lo expresado en un sistema coordenado, se tiene la siguiente figura:

y ¢
fe—d X
T ’
8 Sem e X

Figura 13
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Mediante la Ley de Coulomb y considerando una integral impropia, se resuelve este problema como

sigue:
2
k=9x10" vy ;n ; r=x
(4
e 8] o o] d
F=¢092, - j‘ kD2 g = 9x10 % x(1.6x10 710 )2 -‘. =
r 0.03 x 0.03 X
29 . dx -29 . 17y 29 1 29 .
W =23.04x10 lim — =23.04x10 lim|—— =23.04x10 —— | =768x10 " joules
N> 03 x N X 10,03 0.03

y la integral impropia es convergente.

£

EJEMPLO 22. Supbngase una viga infinitamente larga cuyo eje, en su posicién original, antes de flexar,
coincide con el eje de las abscisas en su fotalidad. Esta viga se apoya en un cimiento elastico y es
flexada por la accién de una fuerza concentrada “P". Considérese el eje de las ordenadas a través del

punto “O” en el que se aplica la fuerza
viga tendra la ecuacion siguiente:

y

_Pa
2k

( con sentido positivo hacia abajo. Entonces, al flexar, el eje de la

e_alxl(cos ax + sen ax)

donde “a” y ‘k” son constantes. Calcular la energia potencial de la deformacion elastica mediante la

formula

W = Ec

e s}

-“(y") 2 ax ; Ey c,constantes
0

P
v
\ _ Pot _oem
1Y = @ (cosoc x+senoc. Ixd)

Figura 14
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Solucién: Para resolver este problema se encuentra primero la segunda denvada y después se aplica la
expresion dada, la que, como se observa, involucra una integral impropia. Asi

- I;—:[e'a"(—a sen ax + a cos ax)—ae **(cos ax + sen ax)]
3
y'= P: e %F(sen ax - cos ax)
2 6 2 6
_ P Fc _
W:f—az—& fe 2a% (gen ax—cosax)zdx:~—a2—cF 2a"(l-sen 2qx )dx
k k

2_6 N
W = Pla ke lim (e " 2%% _ 720X gen 2ax) dv

El primer sumando de la integral indefinida es de resolucién inmediata y en el segundo se aplica la
integracion “por partes”, con lo que se llega a:

P2a6Ec ]
=——_""— Iim

/4
k2 Now

[_ 1 , sen Zax  cos Zax}N 3 P2a’Ec

2ael®*  4ge??r  ggelax 4k?

y, dado el resultado, la integral impropia es convergente.

INTEGRALES IMPROPIAS EN INTEGRACION MULTIPLE

El concepto de integral impropia se puede aplicar a las integrales muttiples, sean éstas dobles o triples,
que son las que tienen aplicaciones en ingenieria. Aqui se tratara solamente el caso de integrales dobles
impropias. Se trata de integrales donde puede ocurrir que uno o todos los limites de integracién sean
infinitos o bien, que la funcion integrando se haga infinito para uno o mas valores de los intervalos de las
variables. Para estas integrales también se tiene que, si al aplicar los limites correspondientes, éstos
existen, se dice que la integral doble impropia es convergente y si no existen, se dice que es divergente.
Para ilustrar esto, considérense los siguientes ejemplos:

EJEMPLO 23. Evaluar Ia doble integral impropia

® ) y "
IO J‘x (1+y2)-2dy’

Solucion. Se procede como en el Célculo con una variable y de acuerdo con la teoria de resolucion de
integrales dobles, y
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N 2l
f r ———— dydx = f lim j —— 2 —dydx = f lim | - —J-T o
e 1+ y7) Noow Jo (1+y7) Nool 2(1+y7)

X

X

0 A
:J- lim | - ! s+ ! 5 dx:I —————l—i—~(b’:1— lim I L.
h Now| 20+ N°) 2(+x7) o 2(1+x°) 2N¥ow 1+ x

= 1 lim [angtanx ]}(\) = 1 lim [angtanN — angtan 0] = l(f—j S
2 ) ) 2 N o . 2

N-—>ow

y se dice que la integral doble impropia es convergente.

EJEMPLO 24. Calcular el volumen del solido en el pnmer octante, que esta limitado por los plancs
coordenados y por la superficie de ecuacion

1
(2+4x+6y)?

g
-

Solucion. La region en este caso es infinta y esta dada por
R:{(x,y)§0£x<ac \'0£y<ao;x,y€‘R}

o

y la doble integral impropia, asi como su solucion, estan dadas por:

o 0 1 x N 1
Vo= j j 3 dvdx = j lim j T dydx
0 0 (2+4X+6_\’) ()A\v—>°° 0 (2+4x+6y)

a0 M i —]\ 1 1
= lim | - - dx = lim |~ + + 3 dx
yNool 18(2+4x+6y) |, yN—oxl 18(2+4x+6N)"  18(2+4x)

® C

N N
1 . 1 . 1
= —dx = lim —dvx = lim - 3
Jo 18(2+ 4x)’ Now Jy 18(2+4x)” N—owl 144 (2+4x)° |,

) | 1 1 1
= 'llm ‘# 3 + - 5| = > 576
N — o0 144 (2 + 4N ) 144 (2) 144 (2)

que es el valor del volumen pedido y la integral doble impropia es convergente.
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