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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccion General

Dentro del area del control automatico se define como planta al mecanismo o proceso que se
quiere controlar, monitorear o supervisar. Para el modelado de la planta se recurre muchas veces
al concepto de variables de estado, es decir, variables importantes dentro del sistema que describen
el estado en que se encuentra dicho sistema.

Correspondiendo a su importancia desde el punto de vista del modelado, las variables de estado
juegan un papel relevante en la supervision o control de la planta; es decir, el conocimiento de
ellas en cada instante de tiempo (por medio de su medicién) conduce a una mejor supervisién de
la planta o en su caso a un mejor desempeno del sistema controlado. Sin embargo, no siempre es
factible la medicién de todas las variables de estado, ya sea por la inexistencia de un instrumento
de medicién apropiado, por el elevado costo del mismo, o por otra serie de factores.

Para afrontar el problema que representa no poder conocer directamente algunas o todas las
variables de estado, se recurre a un estimador de estados u observador. Un observador es un sistema
dindmico que utiliza la informacién disponible de las entradas y salidas de la planta con el fin de
proporcionar un estimado de sus variables de estado que converge a los valores reales de las mismas
(Luenberger, 1966).

Como lo més comin es que no se puedan medir todas las variables de estado, el estudio de la
existencia de estimadores de estados u observadores, asi como su diseno, es de especial importancia
para resolver problemas de control o supervision de sistemas. Por un lado, se sabe que una condicién
necesaria para la existencia de los observadores es que la planta posea la propiedad de detectabilidad
(Besangon, 1999b). Por el otro lado, en la literatura existen diversos métodos de diseno, entre los

que se pueden mencionar los que buscan una transformacién a formas particulares (Gauthier et al.,
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1992; Hou y Pugh, 1998; Zeitz, 1987), los observadores de alta ganancia (Besangon, 19994; Bornard y
Hammouri, 1991; Gauthier et al., 1992), los observadores Lipschitz (Rajamani, 1998), observadores
para sistemas con no linealidades mondétonas (Arcak y Kokotovic, 2001b), observadores que utilizan
una extension del criterio del circulo (Arcak y Kokotovic, 2001a; Arcak et al., 2003; Moreno, 2004),
entre otros.

En general, la estructura de un observador toma como base el modelo de la planta y un término
corrector que depende del error de estimacién de la salida, de tal forma que cuando no existe
error, el término corrector desaparece y el observador termina siendo una copia de la planta. Esta
estructura hace que el observador sea sensible a la existencia de perturbaciones (por ejemplo ruido
en las mediciones) o a la incertidumbre que exista en los pardmetros de la planta.

Ante el nuevo problema que representa la presencia de perturbaciones o incertidumbre, aparece
el concepto de observador robusto. En particular en este trabajo se toman los Observadores con
Entradas Desconocidas (OED) (Moreno, 2000b0) como caso de estudio. Se le llama Observador con
Entradas Desconocidas a aquel estimador de estados que proporciona un estimado convergente del
estado de la planta, a pesar de la aparicién de perturbaciones o la existencia de incertidumbre en
los parametros de la planta, los cuales se pueden considerar como entradas desconocidas. Por estas
propiedades de robustez, existen diversas aplicaciones para este tipo de observadores ademas de
la aplicacién normal de estimacién de los estados, por ejemplo en el drea deteccién y aislamiento
de fallas (Floquet et al., 2004; Patton et al., 2000; Yang y Saif, 1996) o en esquemas de control
descentralizado (Aldeen y Marsh, 1999), entre otros.

Como un Observador con Entradas Desconocidas (OED) da solucién a un problema de ob-
servacién con mayores exigencias que para sistemas sin entradas desconocidas, las condiciones de
existencia cambian y los métodos de diseno antes mencionados ya no son validos para este caso.
Como es de esperarse, el problema de determinar la existencia de un OED demandara condiciones
mas severas sobre la planta comparadas con las que se plantean para la existencia de un observador
convencional (que no considera entradas desconocidas).

En este trabajo se estudian condiciones suficientes para la existencia de OED tales que se pueda

proponer una forma de diseniar el observador con base en ellas.

1.2. Revision bibliografica de resultados previos

El estudio de los OED se ha desarrollado para dos grandes tipos de sistemas: los sistemas lineales
e invariantes en el tiempo y los sistemas no lineales.

Existen diferencias significativas en el desarrollo obtenido en cada caso. Por un lado, el estudio
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que se tiene hasta la fecha para sistemas lineales es extenso. Por ejemplo, las condiciones de exis-
tencia de los OED estén bien establecidas y reportadas por Hautus (Hautus, 1983). Por el lado del
diseno, existen diversos métodos propuestos para el diseno en el espacio de estados (Chu, 2000; Da-
rouach et al., 1994; Hou y Miiller, 1992; Hou y Miiller, 1994; Tsui, 1996) y por métodos en frecuencia
(Ding et al., 1990). Existen también diversos disenos orientados a aplicaciones en deteccién de fallas
(Dassanake et al., 2000; Gaddouna y Ouladsine, 1997; Xiong y Saif, 1999) y en control descentrali-
zado (Yeu y Kawaji, 2001; Aldeen y Marsh, 1999). Incluso, también existen disefios para sistemas

lineales invariantes en el tiempo con retardo (Fattouh et al., 1999; Sename et al., 2001).

Con base en las condiciones de existencia determinadas por Hautus, en (Moreno, 2001) se pro-
pone una relacién entre dichas condiciones y un concepto constructivo como la pasividad. La idea
fundamental de este trabajo es la proposicion de que la existencia de un OED para una planta
lineal es equivalente a que la misma planta pueda ser convertida en pasiva (pasivizada) por medio

de una retroalimentacién de los estados o una inyeccién de la salida.

Por otro lado, el estudio que se ha reportado de los OED para el caso no lineal es reducido
con respecto al que se conoce del caso lineal. Por ejemplo, las condiciones de existencia no se
tienen completamente bien caracterizadas, incluso no existen definiciones de observabilidad para
este caso, aparte de las propuestas por Hautus (Hautus, 1983) para el caso lineal. Con respecto
a las condiciones de existencia para el caso no lineal, existen algunos estudios al respecto para
sistemas no lineales SISO generales (Moreno, 2000b) y para aplicaciones orientadas a la deteccién
de fallas (Frank et al., 1999). También existen algunas propuestas de diseno como (Floquet et
al., 2004; Koenig y Mammar, 2001; Rocha-Cézatl, 2001; Seliger y Frank, 1991; Xiong y Saif, 2001),
siendo (Koenig y Mammar, 2001; Seliger y Frank, 1991) en particular disenos para deteccién de

fallas.

Béasicamente, en la literatura existen dos perspectivas principales para el planteamiento de la
existencia y el diseno de OED para sistemas no lineales: la busqueda de una transformacién con
la que se obtenga un subsistema desacoplado de la entrada desconocida (Moreno, 2000b; Koenig
y Mammar, 2001; Rocha-Cézatl, 2001; Seliger y Frank, 1991) y la compensacién de la entrada
desconocida por medio de un esquema de modos deslizantes (Floquet et al., 2004; Xiong y Saif,

2001).

Por un lado, el problema principal del diseno que se basa en transformar el sistema a una
forma donde una parte del mismo queda desacoplado de la entrada desconocida es precisamente
determinar la transformacién que lleva al sistema a esa forma deseada. Sin embargo, encontrando

esta transformacién se pueden proporcionar condiciones de existencia de los OED (Moreno, 2000;
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Rocha-Cézatl, 2001) y se asegura un desacoplamiento completo ante la entrada desconocida, lo cual
permite considerar incluso entradas desconocidas no acotadas.

Por el otro lado, el disefio por medio de modos deslizantes ofrece idealmente una convergencia
en tiempo finito y la posibilidad de estimar la entrada desconocida (Xiong y Saif, 2001), con
dos desventajas principales, tener un observador discontinuo con conmutaciones de alta frecuencia
(frecuencia infinita en el caso ideal) y la necesidad de considerar solamente entradas desconocidas

acotadas.

1.3. Motivacién y planteamiento del problema

En general, tanto para sistemas lineales como no lineales, el establecimiento de condiciones de
existencia de observadores (con y sin entradas desconocidas) resulta un problema separado del
disefio de esos mismos observadores. Es decir, las condiciones de existencia generalmente resultan
demasiado abstractas para ser utilizadas para construir el observador. En otras palabras, no resultan
constructivas.

Por ejemplo para el sistema LIT

donde z € R™, v € R™, y € RP, la condiciéon de existencia de un observador puede expresarse como
9 b 9

c
CA

rango =n

| oA

Sin embargo, si en el observador no se permite la inclusién de derivadas de la salida (lo cual es
usual) la condicién de existencia mencionada no resulta 1til para la construccién del observador.

En particular, en el problema de observacién con entradas desconocidas no se tienen comple-
tamente bien caracterizadas las condiciones de existencia y las condiciones que se han propuesto
(Moreno, 2000b) presentan el mismo problema de ser demasiado abstractas.

El problema de darle un sentido constructivo a las condiciones de existencia de los OED se puede
resolver encontrando una interpretacién de dichas condiciones desde una perspectiva mas orientada
al diseno.

En este mismo sentido, la relacién estudiada en el caso lineal entre la existencia de los OED y la

pasividad (Moreno, 2001) tuvo como fin encontrar una interpretacién equivalente de las condiciones
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de existencia de los OED utilizando una herramienta muy utilizada en el disenio de controladores

y observadores, como es la pasividad.

Por tanto, la motivacion para realizar este trabajo fue proporcionar una caracterizacion de las
condiciones de existencia de los OED que resulte ttil para su construccién y disefio. Para llevar a
cabo este fin se selecciond el concepto de disipatividad, el cual generaliza el concepto de pasividad
al caso en que exista un nimero diferente de entradas y salidas definidas en el sistema (sistemas

denominados no cuadrados).

La disipatividad es un concepto energético con una interpretacion fisica directa: un sistema es
disipativo si la energia que almacena es menor a la que se le suministra (Byrnes et al., 1991). De
la teoria de sistemas, la energia o potencia suministrada a un sistema es proporcional al producto
de la entrada y la salida, como por ejemplo en circuitos eléctricos donde la entrada sea un voltaje

y la salida una corriente. De esta forma, la disipatividad es un concepto entrada-salida.

Dentro de la teoria de control, los sistemas disipativos resultan atractivos debido a que si un
sistema es disipativo y su entrada es cero o alguna funcién explicita del tiempo, este mismo sistema
es estable en el sentido de Lyapunov. Ain mads, la clase de sistemas disipativos puede ampliarse,
pues si bien algunos sistemas no son disipativos por naturaleza, bajo ciertas condiciones pueden
convertirse en disipativos, ya sea por medio de una retroalimentacion de los estados o de la salida
(Byrnes et al., 1991; Sepulchre et al., 1997; Lin, 1995; Lin, 1996), o por medio de una inyeccién de
la salida (Rocha-Cézatl y Moreno, 2001).

Debido a esto, recientemente la disipatividad, o un poco més en particular, la pasividad, ha sido
utilizada para el disefio de controladores principalmente, pues ademas ofrece un enfoque construc-
tivo (Sepulchre et al., 1997; Kokotovic y Arcak, 2001). Ademds de este enfoque constructivo, los
disenos basados en disipatividad (pasividad) ofrecen otras caracteristicas adicionales. Por ejemplo,
al ser la disipatividad un concepto energético, es posible una interpretacion fisica de las relacio-
nes entrada-salida de las variables del sistema de interés; por otro lado, al cumplir una propiedad
estructural del sistema, los disenos basados en disipatividad poseen propiedades de robustez ante in-
certidumbre paramétrica. Existen trabajos que presentan resultados relacionados a la estabilizacion

robusta utilizando conceptos de disipatividad (pasividad) (Lin y Shen, 1999).

El objetivo principal de este trabajo de tesis fue obtener una caracterizaciéon de las condiciones
de existencia de los observadores con entradas desconocidas basada en propiedades de disipatividad,

con el fin de utilizarla en la construccién y el disefio de los observadores.

Cabe mencionar que esta idea de utilizar conceptos de pasividad o disipatividad para el diseno

de observadores también ha sido utilizada en (Shim et al., 2003) para el caso en que no se consideran
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entradas desconocidas en el modelo de la planta.

1.4. Contribucion principal del trabajo

En este trabajo se muestran condiciones suficientes para la existencia de los OED en términos
de propiedades de disipatividad. En particular, una de las condiciones es una clase especial de
disipatividad que puede ser entendida como una propiedad de disipatividad incremental de la
planta (Desoer y Vidyasagar, 1975) o como una propiedad de disipatividad de un sistema error, el
cual se construye con la planta y una copia de ella.

El hecho de que la planta posea esta propiedad de disipatividad incremental es una de las
condiciones suficientes para la existencia de un OED en el caso no lineal general. Ademds de la
suficiencia, en este trabajo se discute también sobre la necesidad de esta condicién: se demuestra
que la propiedad de disipatividad requerida implica una propiedad de detectabilidad con entradas
desconocida, la cual, a su vez, es una condicion necesaria para la existencia del OED.

En el caso no lineal, es factible aplicar este método al motor de induccion, el cual posee la
propiedad de disipatividad requerida. Sin embargo, al considerar sistemas no lineales generales, no
ha sido posible proponer un método de diseno.

Seleccionando una clase de sistemas no lineales con una estructura particular, es posible proponer
un diseno sistemético de los observadores basado en la solucién de una desigualdad matricial (que
en muchas circunstancias es lineal), lo cual representa otra ventaja de utilizar métodos basados
en disipatividad para el disefio. El disefio propuesto, ademads, generaliza los disefios propuestos en
(Arcak y Kokotovic, 2001a; Arcak et al., 2003) del criterio del circulo, los observadores de alta
ganancia (Besangon, 1999¢a; Bornard y Hammouri, 1991) y los observadores Lipschitz (Rajamani,
1998).

La clase de sistemas no lineales considerada incluye a los sistemas lineales invariantes en el
tiempo, por lo que en este caso el diseno de OED también se basa en la solucién de una desigualdad

matricial (lineal).

1.5. Organizacion del documento

Este documento estd organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se presentan los
preliminares del trabajo, es decir, la definicién y el manejo de los conceptos bésicos que se utilizan
a lo largo de este documento. Después, en el tercer capitulo se presenta el resultado mas general

obtenido para sistemas no lineales: una caracterizacién de las condiciones de existencia de los OED
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en términos de propiedades de disipatividad. A continuacién, en el Capitulo 4 se presentan algunas
implicaciones interesantes del resultado general al caso particular de los sistemas lineales invariantes
en el tiempo, asi como un diseno de OED basado en una desigualdad matricial. En el Capitulo 5
la caracterizacién disipativa obtenida en general es aplicada a una clase grande de sistemas no
lineales, obteniéndose un método de diseno de observadores con entradas desconocidas no lineales.

Finalmente, en el Capitulo 6 se discuten las conclusiones de este trabajo.
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Capitulo 2

Planteamiento del problema y

preliminares

El objetivo de este capitulo es establecer el problema que se trata en este trabajo, asi como
también las definiciones y conceptos basicos que sirven de antecendentes de los desarrollos que se
presentardn mas adelante.

La clase de sistemas considerada para presentar el resultado mas general de este trabajo es la
siguiente. Sea un sistema no lineal afin en la entrada desconocida X, representado en variables de

estado

t=f(r,u)+g(@)w, z(0)==x,
y=h(z)

donde xz € D, C R"™ es el vector de estados, D, es un dominio de R", u € R™ el vector de entradas

(2.1)

conocidas, w € RY el vector de entradas desconocidas, y € RP el vector de salidas, y

g(x) = [ g (z) ... gq(x) }
h)=col (b (2) o hyla))

Se asumird que f(x,u) y las g columnas de g (x) son campos vectoriales suaves definidos en
(xr,u) € R" x R™ y x € R", respectivamente, y las componentes de h (x) son funciones suaves
definida en z € R". Se asume también que las sefiales u (-) : [0,00) — R™ y w(:) : [0,00) — RY
pertenecen a algtin espacio de funciones U y W, respectivamente.

Dendtese como x (t, zg,u (+) ,w (+)) la solucién de (2.1) que pasa por zo en t = 0 y correspondiente
a las entradas u (+), w(:), y como y (¢t,zo,u(-),w (-)) = h(x (t,z0,u(-),w (+))) la salida correspon-
diente. Cuando no exista posibilidad de confusion, estas funciones se denotaran simplemente por

x(t) eyl(t).
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Se asumird también que el sistema (2.1) es completo, es decir, que las trayectorias del sistema
x (t) estan definidas para todo ¢t > 0, para toda condicién inicial g € R™, toda entrada conocida
u () € U y toda entrada desconocida w (-) € W. Esto quiere decir que los espacios de funciones U
y W deben ser tales que se asegure la existencia y unicidad de las soluciones de (2.1).

En el sistema (2.1) se puede ver que si w es arbitraria y desconocida, ain cuando g (x) sea
conocido, todo el término g (z) w resulta desconocido. Atin més, como w no es utilizada por un OED
de X, el mismo observador es un OED para cualquier sistema de la forma (2.1) con w = g,, (¢, u, w),
donde w es una nueva entrada desconocida. Esto permite considerar sistemas mas generales que

(2.1). Por ejemplo, sistemas no lineales en la entrada desconocida & = f(z,u,w) pueden ser
considerados si en (2.1) se toma f (z,u) = f(z,u,0), y se selecciona g (x)w de tal manera que
para cada = € R™ el conjunto imagen de g (z)w para toda w contenga al conjunto imagen de
f(x,u,w) — f(z,u,0) para toda w, es decir, {a cR”|Iw R, a=f(x,u,w) — f(a:,u,O)} -
{aeR" | FweR?, a=g(x)w}.

Por tanto, la estructura de la clase de sistemas no lineales considerados no resulta restrictiva en
cuanto a la manera como entra la entrada desconocida en el modelo.

De una manera similar, si (2.1) tiene un OED, entonces ese observador con una pequena modi-
ficacién es también un OED para un sistema con la misma dindmica que (2.1) pero con una salida
definida como § = p (y) = po h(z), donde p es un homeomorfismo, es decir, una funcién continua
con una inversa también continua.

Antes de seguir con el planteamiento del problema, a continuacién se presentan las siguientes

definiciones de las funciones de clase I y KL, las cuales serdn utilizadas a lo largo del documento.

Definicién 1 (Khalil, 2002) Se dice que una funcién continua o : [0,a) — [0,00) pertenece a la
clase de funciones KC si es estrictamente creciente y « (0) = 0. Se dice que pertenece a la clase de

funciones Koy sia =00 y si a(r) — oo cuando r — oo.

Definicién 2 (Khalil, 2002) Se dice que una funcion continua (3 : [0,a) % [0,00) — [0,00) pertenece
a la clase de funciones KL si, para cada s fija, el mapeo 3 (r,s) pertenece a la clase KC con respecto
ar y, si para cada v fija, el mapeo (B (r,s) es decreciente con respecto a s y (3 (r,s) — 0 cuando

s — OQ.

2.1. Planteamiento del problema

En el presente trabajo se considera el problema de estimacion robusta de estados: utilizar la

informacién medible, u e y, con el fin de estimar convergentemente los estados de un sistema,
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x, a pesar de contener en su modelo entradas indeterminadas o desconocidas, w. En particular,
se estudia la existencia y disenio de los observadores (estimadores) de estados que resuelven ese
problema de estimacion robusta.

Antes de definir formalmente lo que es un Observador con Entradas Desconocidas (OED) a
continuacién se comentan algunas interpretaciones posibles para la entrada que se ha denominado
como entrada desconocida.

Como se ha comentado en la seccién anterior, la entrada w es una entrada arbitraria y descono-
cida, por lo que puede interpretarse de varias formas. Por ejemplo puede ser una perturbaciéon que
se desvanece en el tiempo, una perturbaciéon que no se desvanece, una senal de ruido que entra a la
planta, algin tipo de incertidumbre en los parametros de la misma planta o incluso una dindmica
no modelada (no lineal, discontinua, por ejemplo).

Cuando se presenta el caso en que w represente una incertidumbre en los pardametros de la
planta, el OED que se construird sera entonces un observador robusto, en el sentido utilizado
convencionalmente (Zhou et al., 1995).

Otro caso interesante que puede comentarse se presenta cuando w representa una dindmica
no lineal, incluso cuando no estd modelada. Si en la ecuacion de estado de tuviera por ejemplo
una dindmica no lineal, quizd discontinua, se tendrian varios problemas entre los que destacan
la determinacién de la existencia y unicidad de las soluciones y la apropiada manipulacion de
las ecuaciones para el disefio del observador. Sin embargo, si esa dindmica puede incluirse en su
totalidad en un solo término, éste puede ser sustituido por un término w. Asi, si se construye un
observador independiente de esa w, el observador trabajara apropiadamente a pesar de la dindmica
problematica (e incluso a pesar de dindmicas no modeladas realmente).

A continuacién se define el concepto de Observador con Entradas Desconocidas que se utiliza

para solucionar el problema de estimacién robusta para sistemas no lineales.

Definicién 3 (Moreno, 2000a; Moreno, 2000b) Sea un sistema dindmico de dimension finita con

las variables (u,y) como entrada y con salida &

C W(C,U,y) ) C(O) :CO
T =x(Cwy) ,

(2.2)

donde ¢ € D¢ C R™ es el vector de estados, m y x son funciones suficientemente suaves definidas
en (¢ u,y) € D¢ x R™ x RP, donde D¢ es un dominio de R™. Dendtese por ((t,Co,u,y) la solucion
de (2.2) correspondiente a las funciones u e y que pasan por (o en t = 0. El sistema (2.2) se
denomina un observador con entradas desconocidas (OED) del sistema (2.1) en un subconjunto

X C D, C R" si se satisfacen las siguientes cuatro condiciones:
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O1. Los sistemas (2.1) y (2.2) tienen soluciones unicas y definidas para todo tiempo positivo,
para cada condicion inicial £(0) = xg € Dy, ((0) = (o € D¢, para toda u(-) € U y para toda

funcion w (-) € W, tales que las trayectorias permanezcan en las regiones de definicion;
. . L A
O2. Ewziste un (o, tal que si xo = Zo = x(Co,u (0),h(xy)) entonces

. A
.%'(t, Lo, U, U}) = CL’(t, Co, U, y) =X (C(ta o5 Uy y): u, y)
para todo t > 0, u € U y entrada desconocida w € W, donde y 2p (z(t, xo,u,w));

03. Eziste un subconjunto V. C D¢ tal que xo € X y (o € V implican que x(t,xo,u,w) € X y
Z(t, Co,u,y) €V para todot >0, u e U, we W, y

th’m lZ(t, Co,u,y) — x(t, zo, u,w)|| =0 . (2.3)
— 00

Se hace notar que esta convergencia puede escribirse también de la siguiente manera

[l () =2 @O <~ (|l (0) =2 (0)[|,2) (2.4)
donde v () es una funcion de clase KL.

O4. En el sistema (2.2) no existe informacion explicita de las derivadas de las funciones u (-) e

y (+), ni informacidon de la entrada desconocida w (-).

Se dice que el sistema (2.1) posee un observador global si existe un observador (2.2) en D,
un observador semiglobal si existe un observador para cada subconjunto compacto de D,, y un

O si existe un observador en una vecindad de x°. Adicionalmente se pueden

observador local en x
distinguir tres clases de observadores, de acuerdo a la dimension del estado del observador (: de

orden reducido, de orden completo y de orden extendido.

Aunque en (Moreno, 2000b) se han presentado condiciones de existencia para este tipo de ob-
servadores, la idea desarrollada aqui es plantear condiciones suficientes de existencia con ayuda del
concepto de disipatividad.

Con el fin de llegar a una caracterizacion de las condiciones de existencia de los OED en términos
de propiedades de disipatividad, en las siguientes secciones de este capitulo se realizan definiciones

de conceptos que resultan de gran utilidad para ello.
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2.2. Sistema Error

Existe un concepto que, aunque no es esencial en el estudio que se realizé, es de utilidad para
comprender de mejor manera los resultados que se presentaran mas adelante. Este concepto es el

de sistema error de la planta no lineal (2.1) y se muestra a continuacién

= f(z,u)+g(x)w, z(0) =z ,
Ve : fzf(C, u) +g(C)w, ¢(0)=¢o, (2.5)
=h(z)— h(f) )

El sistema error ¥, consiste en dos copias de la planta. Cada copia tiene su propio estado, z y ,
respectivamente; en cuanto a las entradas, la parte conocida u es la misma para ambas copias, pero
cada una de ellas tiene una entrada desconocida distinta, w # w; la salida de este sistema error es
la diferencia entre las salidas de cada copia. Por medio de un cambio difeomérfico de coordenadas

T: (ac, C_) — (z,€) = (x, T — C_) el sistema Y. puede ser representado en una forma més util

= @)+, 7 (0) =0
Y é=F(ezu) + G (6 xww) , €(0) =€ , (2.6)
e=H (¢x) ,

donde

Fleaiu) 2 f (2,u) — f (2 - eu)
G (6w, @) = g (@) w—g(z— )@
H (e;x) éh(:::)—h(az—e)

Témese en cuenta que F (0;2;u) = 0y H (0;2) = 0 para todo x y u. Ademds, F (—e;x — ¢;u) =
—F(exyu) y H(—¢;x —€) = —H (¢;x).

Por otro lado, G (0;z;w,w) = g(z) (w—w) y si una de las entradas desconocidas es cero
G (& x;w,0) = g (z) w para todo x.

El sistema X, puede ser interpretado como la interconexién en serie de la planta ¥ y el error

¢ =F(ex;u) + Gez;w,w) , €(0) =¢p,
e=H(ex) .

[11

(2.7)

Este sistema error resulta 1til para definir y entender algunos conceptos relacionados a la exis-
tencia de los OED: indistinguibilidad de estados, observabilidad y detectabilidad.

Considere por el momento un sistema sin entradas desconocidas. La idea de indistinguibilidad
de los estados se puede ejemplificar en la Figura 2.1, en donde se puede ver el caso en que dos con-

diciones iniciales, z¢ y Zo, bajo la misma entrada u, producen el mismo par entrada-salida (u,y).
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En esta figura, el conjunto de la izquierda denota el conjunto de condiciones iniciales posibles del
sistema, en el conjunto de la derecha se agrupa el par conocido de funciones del tiempo (medibles
y definidas en algin intervalo) entrada-salida (u,y), mientras que F' denota el mapa que asigna
un par medible (u,y) a cada condicién inicial. En este contexto funcional, se podria decir que la
distinguibilidad de estados se refiere a que el mapa F' de la Figura 2.1 sea inyectivo y la observabi-
lidad se podria interpretar entonces como la posibilidad (o imposibilidad en este caso) de invertir

el mapa F'y determinar el estado inicial con ayuda de la pareja entrada-salida.

F

/\

Estados Par
iniciales observable

Figura 2.1: Indistinguibilidad de estados.

Cuando en el caso mas general se considera que existen entradas desconocidas adicionales, éstas
representan un grado mas de libertad dentro del andlisis de indistinguibilidad, pues el efecto de dos
entradas desconocidas distintas puede producir ahora dos salidas iguales ain a pesar de que los
estados iniciales sean distintos o, aiin mas, a pesar de que esos estados iniciales produzcan salidas
distintas cuando no existen entradas desconocidas. La Figura 2.2 muestra este aumento en el grado
de libertad en cuanto a los elementos desconocidos. En términos de funciones, esto implicaria la
existencia de un tercer conjunto que contuviera las entradas desconocidas posibles. Por tanto el
mapa F' tiene ahora dos variables independientes (x¢ y w) y entonces una combinacién de ellas
podria generar la misma salida.

En otras palabras, cuando existen entradas desconocidas en el sistema, se genera un nuevo
problema, denominado estimacion de los estados con entradas desconocidas. Este problema con-
tiene entonces al de estimacion usual cuando las entradas desconocidas no son consideradas o son
consideradas nulas.

En la Figura 2.3 se presenta un esquema en donde se ilustra la indistinguibilidad con entradas
desconocidas. El conjunto de la izquierda también en este caso representa el conjunto de estados

iniciales posibles.
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/\

Estado
X iniciales

observable

Entradas
desconocidas

Figura 2.2: Indistinguibilidad de estados con entradas desconocidas.

Estados Par
iniciales observable

Figura 2.3: Indistinguibilidad con entradas desconocidas.
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Por otro lado, la definicién de detectabilidad se puede explicar de la siguiente manera. Supéngase
que existe un par de condiciones iniciales que con la misma entrada producen la misma salida, por
lo tanto, existen estados indistinguibles y el sistema entonces no es observable; sin embargo, si las
dos trayectorias de estado z(t) correspondientes a condiciones iniciales diferentes y a la entrada w(t)
convergen a una sola, entonces se dice que el sistema es detectable, es decir, a pesar de que el sistema
no es observable, las condiciones iniciales que producen la misma salida generan asintéticamente
una sola trayectoria de estado x(t), por lo que, una vez que éstas convergen, a cada trayectoria de
estado le corresponde una sola salida y viceversa, haciéndose posible la estimacién de las trayectorias
de estado a partir de la entrada y de la salida. De aqui que la teoria de control establezca que esta
detectabilidad de estados es una condicién necesaria para la existencia de observadores asintéticos
de los estados de un sistema.

Estas ideas de distinguibilidad, observabilidad y detectabilidad se pueden plantear en términos
del sistema error (2.8): si las salidas de cada copia de la planta son iguales, entonces en (2.8) se
tiene que e = 0. Si existe distinguibilidad de estados (y por lo tanto observabilidad), entonces e = 0
implica que la tnica solucién de la ecuacién algebro-diferencial (2.7) es e = 0; mientras que si existe
indistinguibilidad de estados, existen méds soluciones distintas de cero € # 0. Desde esta perspectiva,
la detectabilidad se da cuando para las soluciones de € distintas de cero, ¢ — 0.

Ademss de la interpretacion en términos de propiedades de observabilidad y detectabilidad que
se acaba de presentar, mediante la definicién del sistema error (2.6) también se pueden definir
propiedades incrementales de la planta (Desoer y Vidyasagar, 1975), asi como analizar el error de
observacion.

En este dltimo caso, el error de estimacién se construye a partir de un sistema con entrada
desconocida (la planta) y un sistema sin entrada desconocida (el observador). Es por eso que en
los siguientes capitulos, en la construccién del sistema error se considerard la segunda entrada

desconocida w = 0, con lo cual el sistema error queda de la siguiente forma.

:'c:f(:e,u)—}—g(x)w, 1:(0):an
S éE=F(gz;u)+g(x)w, €(0)=¢, (2.8)
e=H () ,

Comentario 1 Un caso especial se presenta cuando g(x) = B es una matriz de elementos cons-
tantes y de rango completo (sin pérdida de generalidad). En ese caso no importa si las dos entradas
desconocidas (w, W) estdn presentes o si una se considera cero. En ambos casos, el grado relativo
estaria bien definido y seria igual a uno con respecto a cada una de las entradas, lo que facilita la

determinacion de una transformacion que desacople el sistema de la entrada desconocida.
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2.3. Disipatividad

La disipatividad (Willems, 1972a; Willems, 1972b; Hill y Moylan, 1980) es un concepto entrada-
salida que tiene una interpretacién fisica (de tipo energético) muy clara: un sistema disipativo es

aquel sistema que consiste de elementos que almacenan o disipan energia, pero no la generan.

En el caso particular en que el nimero de entradas y salidas de un sistema es igual y la potencia
suministrada al sistema corresponde al producto interior de la entrada y la salida, el concepto de di-
sipatividad se denomina pasividad (Byrnes et al., 1991; Sepulchre et al., 1997; Ortega et al., 1998).
La pasividad tuvo su inicio en el anélisis de interconexiones de sistemas con funciones de transferen-
cia racionales, que se podian realizar con resistencias, inductancias y capacitancias pasivas, es decir,
que no generan energia, solo la almacenan o la disipan. Estas funciones de transferencia tienen la
caracteristica de ser positivas reales, es decir, las partes reales de las funciones de transferencia son
positivas para toda frecuencia. En los anos sesenta el Lema de Kalman-Yakubovich-Popov (KYP)
relaciond este concepto de pasividad con el andlisis de estabilidad de Lyapunov. A partir de este
resultado, la pasividad comenzd a utilizarse como herramienta para estudiar la estabilizacién de
sistemas lineales y posteriormente fue generalizada para sistemas no lineales.

Se considera que la aportaciéon mas importante de este concepto, y asimismo una de las leyes
fundamentales de la retroalimentacién, es la siguiente: un lazo de retroalimentacién negativa que
consta de dos sistemas pasivos es pasivo. Bajo una condicién adicional (de detectabilidad) el lazo de
retroalimentacién es también estable en el sentido de Lyapunov. En el area del control automético
es evidente el interés y la bisqueda de sistemas estables. Por tanto, la consecuencia de este resultado
principal es un vasto conjunto de aplicaciones, como por ejemplo en el disefio de controladores y

estimadores de estados.

La clase de sistemas disipativos puede ser ampliada, pues existe una clase mas grande de sistemas
que sin ser disipativos de origen, pueden hacerse disipativos por diversos medios, como pueden ser
una retroalimentacion de estados o de salidas o una inyeccion de las salidas. Con esto se obtiene
el concepto de disipativizacién (o en particular pasivizacién): si un sistema no disipativo (pasivo)
se convierte en uno disipativo (pasivo) por alguno de los medios antes mencionados, se dice que el

sistema ha sido sujeto de una disipativizacién (pasivizacién).

2.3.1. Definiciones

En esta seccién se realiza la formalizacién de los conceptos de disipatividad y pasividad men-

cionados. Considere el sistema no lineal (2.1), pero sin entradas desconocidas, con f (z,u) =
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fs(x) 4+ gs (z)u y salida y
T = fs (x) + 9s (x)u,
y = hs ()

Definicién 4 Considere el sistema no lineal (2.9) con u = 0. Asima también que f4(0) = 0. El

(2.9)

punto de equilibrio x = 0 del sistema resultante

&= fs(x) , (2.10)

1. es estable en el sentido Lyapunov si, para cada € > 0, existe § (€) > 0 tal que ||zo] < ¢

implica que ||z (t)|| < & para todo t >0 .

2. es (globalmente) asintéticamente estable en el sentido Lyapunov si es estable y existe una

constante 6 > 0 tal que ||zo|| < 0 (para cada xo € R™) implica que th’m z(t) =0.
— 00

3. es (globalmente) exponencialmente estable en el sentido Lyapunov si es estable y eziste una
constante 6 > 0 tal que |zo|| < 0 (para cada xo € R™) implica que existen constantes ¢y y ca,

tal que ||z (t)|| < c1 || (0)] e~<2t.

El concepto general de disipatividad para sistemas representados en el espacio de estados se
define con base en funciones de energia y en un balance de las mismas, como se describe enseguida.
Por un lado, la potencia suministrada al sistema (2.9) puede calcularse mediante una funcién

que depende de los vectores de entrada y salida, u e y, respectivamente.

Definicién 5 (Byrnes et al., 1991) Sea w una funcion real definida en R™ x RP denominada
funcion de potencia suministrada. Se asume que para cualquier u(t) y para cualquier xg € R™, la

salida y (t) = h (z (t,x0,u)) de (2.9) es tal que w (1) =w (u(7),y (7)) satisface

t
/|w(7')]d7'<oo vVt >0
0

Nétese que la integral de la potencia suministrada w representa la energia suministrada al sistema.

Definiendo una funcién de almacenamiento de energia V' () que depende de los estados, ya que
éstos se relacionan con los elementos capaces de almacenar energia en el sistema, se dice que el
sistema (2.9) es disipativo si la energia suministrada es mayor o igual que la energia almacenada

en el sistema.

Definicién 6 (Byrnes et al., 1991) El sistema (2.9) es C"-disipativo (respectivamente C"- estric-

tamente disipativo), con r > 0 , si existe una funcién * C" no negativa V (x), con V (0) = 0, una

1Una funcién con k derivadas continuas es llamada funcién C*. De esta forma C? se refiere a las funciones continuas
y C*° a las funciones suaves
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funcién semipositiva definida (respectivamente positiva definida) S* (z) tal que para toda u € Lo,

todo t > 0 y toda solucion de (2.9) se satisface que

V(x(t))—V(xo)g/O w(T)dT—/O S* (z (1)) dr . (2.11)

De aqui se puede concluir que, si ademas V' (z) es radialmente no acotada (lim 4| —oo V' (z) — 00)
un sistema (estrictamente) disipativo, para una entrada wu (t) = 0, tiene a x = 0 como punto de
equilibrio globalmente estable (respectivamente global y asintéticamente estable)(Byrnes et al.,
1991).

En el caso en que w (1) =y’ (7)u (1) esta propiedad se denomina pasividad.

Comentario 2 En este trabajo se usard frecuentemente una forma particular de disipatividad

cuando la funcion de potencia suministrada es
TT
w(u,y) =y S u

donde S es una matriz de elementos constantes de dimension m X p.
Esta forma de disipatividad se puede reinterpretar en términos de pasividad. Si S = I entonces
se recupera el concepto de pasividad®. Si' S # I y se define una nueva salida como § = Sy, entonces

se puede hablar de pasividad de la entrada u a la salida .

2.3.2. Disipativizacién

Una clase més amplia de sistemas es aquella que puede hacerse disipativa por algin medio,
es decir, que sean disipativizables. Cabe senalar que en este trabajo son de particular interés los
sistemas disipativizables por medio de una inyeccién de salidas, a pesar de que la forma méas comun
de disipativizar un sistema es por medio de una retroalimentacion de estados o de salidas. Para ver
detalles con respecto a la disipativizacién (pasivizacién) por retroalimentacién de los estados o de

las salidas, véase (Byrnes et al., 1991; Sepulchre et al., 1997; Fradkov y Hill, 1998).

Definicién 7 (Rocha-Cézatl y Moreno, 2001) Se dice que el sistema (2.9) es C"-globalmente (es-
trictamente) disipativo por inyeccién de salida (EDIS) si existe una funcion suave L : RP — R,
para la cual L (0) =0, y una funcion R : R™ — R™*P suave y reqular Yo € R"™, tal que el sistema
&= fs () +gs(@)u+Ly)
y = hs (z) (2.12)
y=R(x)y

sea C"-(estrictamente) disipativo, para todo x € R™; tomando u como la entrada e § como la salida.

2A lo largo del documento se denotara como I la matriz identidad y cuando sea necesario I, donde n indicara la
dimensién de la matriz identidad
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En la anterior definicién se establece una forma de disipativizar un sistema y en (Rocha-Cézatl
y Moreno, 2001) se presentan condiciones suficientes para disipativizar un sistema no lineal de
esta forma. Sin embargo, existe un resultado mas general (Shishkin y Fradkov, 1997), en el cual
se dan condiciones necesarias y suficientes para resolver la desigualdad con la que se demuestra la

disipatividad 2.11, considerando sistemas no lineales afines en la entrada.

2.3.3. Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo

En el caso de los sistemas lineales invariantes en el tiempo, el lema de Kalman-Yakubovich-
Popov (del cual existe una versién no lineal (Sepulchre et al., 1997)) se utiliza para concluir si un
sistema representado en el espacio de estados es o no (estrictamente) disipativo, tomando la forma

especial de disipatividad mencionada en el Comentario 2.

Lema 1 (Chen, 1984) Sea el sistema lineal invariante en el tiempo

T = Az + Bu
(2.13)

y=Cz
donde © € R", u € R™ ey € RP. Asuma que A es Hurwitz, (A, B) es controlable y (A,C) es
observable. Entonces el sistema (2.13) es estrictamente disipativo si y solo si existe una matriz

simétrica y positiva definida P, una matriz S, y una constante positiva A, tales que

PA+ ATP < —\P

(2.14)
PB = (SC)"

Comentario 3 5S¢ S = I, lo que implicaria p = m, entonces el sistema tiene una matriz de

transferencia Z (s) = C (sI — A) "' B+ D de dimensién m x m que es estrictamente positiva real.

Una ventaja de establecer de esta forma si un sistema es disipativo, es que la soluciéon de la
expresion (2.14) puede obtenerse solucionando la desigualdad matricial (MI por sus siglas en inglés,
Matriz Inequality)

PA4+ATP+ AP (PB)T —sC

<0 (2.15)
PB— (sC)" 0
Esta desigualdad matricial es lineal (LMI por sus siglas en inglés) en las incégnitas P, A, S, si el
término AP se sustituye por ejemplo por Al.

Actualmente existen diversos algoritmos numéricos para resolver las desigualdades matriciales

lineales como los que existen en el LMI Toolbox del software Matlab®©.
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2.3.4. Disipatividad Parcial

En esta seccién y en la siguiente se definen dos clases particulares de disipatividad que se
requieren mas adelante: la disipatividad parcial y la disipatividad incremental.

Con el fin de definir formalmente la primera de estas propiedades, se presentan los siguientes
resultados, los cuales se basan en el concepto de estabilidad parcial (Chellaboina y Haddad, 2002).

Considere el sistema no lineal

1 = fi(z1,22,u) + g1 (z1,22)w , 21 (0) =210 ,
&g = fo(x1,22,u) + g2 (x1,22)w , x2(0) =290 , (2.16)
y = h(z1,72)

donde z; € D C R™, D es un conjunto abierto con 0 € D, x5 € R, v € R™, w € RY, y € RP,
f1: DxR™ xR™ — R™ es tal que para cada x5 € R"2, f1 (0,22,0) =0,y f1 (-, x2,u) es localmente
Lipschitz en x1, fo : D x R™ x R™ — R"™ es tal que, para cada x1 € Dy cada u € R™, fo (z1,+,u)

es localmente Lipschitz en z5. Las siguientes son definiciones de estabilidad parcial:

Definicién 8 Considere que para el sistema no lineal (2.16) se hace w = 0. El sistema resultante

1 = fi(z1,22,u) , (2.17)

&g = fo(x1,22,u) ,

1. es estable en el sentido Lyapunov con respecto a x1 uniformemente en xog y en u si, para
cada € > 0, existe 0 (€) > 0 tal que ||z10|| < 0 implica que ||z1 (t)|| < € para todo t > 0 y para

todo xop € R™ y todo u € R™.

2. es (globalmente) asintéticamente estable con respecto a x1 uniformemente en xoq si es estable
en el sentido Lyapunov con respecto a x1 uniformemente en xog y en u y existe 6 > 0 tal que
lz10l| < 0 (para cada x19 € R™ ) implica que lim;_,o 1 (t) = 0 para todo xo9 € R™ y todo

u € R™,

Una caracterizacién del tipo Lyapunov estd dada por

Teorema 1 Considere el sistema no lineal (2.17). Se puede demostrar que

1. Si existe una funcion continuamente diferenciable V : D x R™ — R y funciones clase K

a1 (+), az (+), az (-) que para (x1,z2) € D x R"™ satisfacen

a1 ([[z1)) <V (z1,22) < az ([Ja1]]) (2.18)
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Vi(z1,z2) < —ag (o) (2.19)

entonces el sistema dindmico no lineal (2.17) es asintdticamente estable con respecto a x1

uniformemente en xo Y en u.

2. SiD =R™ y existe una funcion continuamente diferenciable V : R™ xR"2 — R, una funcion
clase IC a (+), y funciones clase Koo a1 (+), aa (+), que satisfacen (2.18) y (2.19), entonces el
sistema dindmico no lineal (2.17) es globalmente asintdticalmente estable con respecto a x1

uniformemente en xo Yy en u.
A continuacion se define la propiedad de disipatividad parcial.

Definicién 9 Se dice que el sistema (2.16) es Parcialmente Estrictamente Disipativo (PED) con
respecto a x1 st existe: (a) una funcion de almacenamiento continuamente diferenciable V (z1,x2),

positiva definida en x1, uniformemente en x4, es decir, se satisface para todo (x1,x2) € R™ x R"2

ar (lz1]]) <V (z1,22) < ag ([Ja1])

para algunas funciones aq (+), ag (+) de clase Ko; y (b) una matriz de rango fila completo S € R4*™,
tal que a lo largo de las trayectorias del sistema (2.16) (con condiciones iniciales x1 (0) = x19,

x9 (0) = x90 ) se satisface para todo (x1,xs) € R™ x R™2
V < —ag (o)) + 'Sy, (2.20)
para una funcion as (+) de clase K.

El sistema (2.16) se dice que es parcialmente disipativo porque las funciones a; (+) y as (+) de
clase Ko que acotan la funcién de almacenamiento V (-) y la funcién as(-) de clase K pueden
depender solo de z1 Note que si el sistema (2.16) es PED, entonces (2.16) es (parcialmente) estric-
tamente pasivo con respecto a una nueva salida Sy. La disipatividad parcial estricta corresponde a
la disipatividad estdandar (Byrnes et al., 1991), pero con una funcién de almacenamiento solamente

positiva semidefinida.

Comentario 4 Una descripcion alternativa de la disipatividad parcial puede ser realizada utili-
zando el concepto de estabilidad con respecto a conjuntos (Angeli, 2002; Lin et al., 1996), como se

hace en (Shim et al., 2003).
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2.3.5. Disipatividad Incremental

Existe una definicién especial de disipatividad que se denomina disipatividad incremental. Esta
propiedad se considera como una propiedad de la planta; sin embargo, también puede considerarse
como una propiedad de disipatividad de un sistema error construido a partir de la planta. En el
caso de la pasividad (mismo niimero de entradas que de salidas) esta propiedad ya fue definida en
(Desoer y Vidyasagar, 1975).
Considerando la planta (2.9) y construyendo un sistema error utilizando dos copias de la planta
se tiene
t=fs(x)+gs(x)u, x(0)=uxp,
é=Fs(ex)+gs(z)u, €(0)=¢p, (2.21)
e=H(&z) ,

donde Fs (6;x) = fs () — fs (x —€), Hs (6;2) = hs () — hs (x — €).

Definicién 10 Se dice que el sistema (2.9) es disipativo incrementalmente si el sistema error

(2.21) con entrada u y salida e es parcialmente estrictamente disipativo con respecto a €.

Comentario 5 La disipatividad incremental es una propiedad mds fuerte que la disipatividad
usual. Sin embargo, ambas resultan equivalentes para los sistemas lineales, para los cuales el sistema
error resulta una copia eracta de la planta. En (2.9), tomese fs(x) = Az, gs(x) = B y hs(x) =C,
donde A, B, y C son matrices de elementos constantes de las dimensiones apropiadas. Sustituyendo

en (2.21), el sistema error estd dado por

Tz = Az + Bu
€ = Ae + Bu (2.22)
e = Ce

ya que Fy (e;x) = Ae. Como se puede ver, x y € tienen la misma dindmica. Este dltimo comentario

se refuerza en el Capitulo 4 para sistemas con entradas desconocidas.



26

CAPITULO 2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y PRELIMINARES




Capitulo 3

Caracterizacion de la existencia de
OED no lineales basada en

disipatividad

En el presente capitulo se presenta una caracterizacién de las condiciones de existencia de un
Observador con Entradas desconocidas para sistemas no lineales basada en propiedades de disi-
patividad. En particular, esta caracterizacién es en términos de condiciones de suficiencia, aunque
también se implica una condicién necesaria.

Considere la clase de sistemas no lineales MIMO

g, i=l@u+g@w, 2(0)=z0, (3.1)

y=h(z)
donde =z € R" es el vector de estados, u € RP es la entrada conocida, w € R? es la entrada
desconocida, mientras que y € R™ es la salida del sistema. Como se mencioné anteriormente, se
asumira que f (z,u), g (z) y h (x) son funciones suaves de x € R™. Se asume también que el sistema
¥ es completo, es decir, sus trayectorias x(t) estan definidas para todo t > 0, todo zg € R", y todo

u(-) €U y w(-) € W. Esto quiere decir que los espacios de funciones U y W deben ser tales que se

asegure la existencia y unicidad de las soluciones de (3.1).

3.1. Condiciones para la existencia de Observadores con Entradas

Desconocidas

A continuacién se establecen condiciones suficientes para la existencia de OED en el caso no

lineal en términos del concepto de disipatividad introducido en el capitulo anterior.
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3.1.1. Disipatividad por inyeccién de la salida de la ecuacién de error

La propiedad que permite establecer una relaciéon entre la existencia de OED y la disipatividad
es una propiedad de disipatividad de un sistema error que se construye a partir de la planta y que
se puede entender como una propiedad de disipatividad incremental de la planta. El sistema error

se reescribe enseguida

t=f(r,u)+g@@)w, x(0)==x,
e : é=F(gz;u)+g(x)w, €(0) =€, (3.2)
e=H () ,

donde F (e;z;u) = f (z,u) — f (x — €,u), H (e;x) = h(x) — h(x —€).
En particular la propiedad que se busca es la de hacer parcialmente disipativo el sistema error

3., usando la Definicién 9 del Capitulo 2, por medio de una inyeccién parcial de salida.

Definicién 11 El sistema error Y. (3.2) se dice que es Parcial y Estrictamente Disipativo por
Inyeccién Parcial de Salida (PEDIPS) si existe: (a) una funcion continuamente diferenciable
L(e;y;x — e;u), con L(0;y;x —e;u) =0 para todo y, x, €, u; (b) una funcion de almacenamiento
continuamente diferenciable V (e, x), positiva definida en €, uniformemente en x, es decir, para todo
(e,z) € R™ x R™ se satisface

ay ([lell) <V (e, ) < az ([le]])

para algunas funciones aq (+), az(+) de clase K; y (¢) una matriz de rango completo por fila

S € R?*™ tal que a lo largo de las trayectorias del sistema
&= f(r,u)+g@)w, z(0)=zo
S0:] é=F(ezu) + Liey;z—eu) +g(x)w, €(0) =e (3.3)

e=H (¢x) ,

para todo (e,x) € R™ x R™ se satisface que
V< —as(|e]) +wlSe, (3.4)
para alguna funcion ag (-) de clase K .

Cabe senalar que la propiedad PEDIPS es una generalizacién de la propiedad EDIS introducida
en el Capitulo 2, y ambas son equivalentes en el caso lineal e invariante en el tiempo. Recordando,
el sistema 2, se dice que es parcialmente disipativo porque las funciones a () y as () de clase K
que acotan la funcién de almacenamiento V' (-) pueden depender solo de €, y el comportamiento del

subsistema = no es relevante. La inyeccién de salida se denomina parcial porque afecta solamente
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al subsistema € y no a la ecuacién de estado completa del sistema. Note que si el sistema Y, es
PEDIPS, entonces f)és es parcialmente estrictamente pasivo con respecto a una nueva salida Se.

El requisito principal sobre la planta para la existencia de un OED es entonces el siguiente.
Condicién 1 El sistema error X, (3.2) de la planta es PEDIPS.

Comentario 6 Como se comentd antes en la seccion de preliminares, la funcion de potencia su-
ministrada @ = w”! Se utilizada en (3.4) parece ser restrictiva para sistemas no lineales generales.
Las observaciones realizadas al principio de este capitulo muestran que pueden ser consideradas
funciones de potencia suministrada mds generales, como por ejemplo w = w’ DT () Se, con D(x)
una matriz cuadrada de rango completo para todo x. Por simplicidad, en este trabajo solo se consi-
dera la forma sencilla de la funcion de potencia suministrada, pero los resultados son vdlidos para

esas funciones mds generales.

3.1.2. Existencia de una forma normal global

Considérese el sistema siguiente como un observador

(=F(Cu)—Ly—9y:Gu) ,  ¢(0)=Co
(3.5)

h
donde ¢ € R™. Por tanto, (3.3) representa la dindmica conjunta de la planta y el error de estimacién.

A pesar de que a primera vista resulta sugerente considerar 2 como un OED para la planta ¥,
cuando la Condicién 1 se satisface. Es facil ver de la desigualdad (3.4) que es imposible desacoplar
el efecto de la perturbacién w (t) del error de estimacién € (t), y por lo tanto si w # 0 entonces
tlgglo € - 0. Esto muestra que €2 no es un OED para .. Sin embargo, 2 es un observador convergente
cuando w = 0.

A continuacién se establece una segunda condicién para la existencia de un OED, la cual consiste
en una transformacion difeomérfica de estados. El estado del sistema original x se transformard en
n y el error € en z. La idea de esta transformacién es descomponer 7 en dos partes, la primera de
las cuales se ve afectada por la entrada desconocida w y la segunda queda desacoplada de ella. Esta
segunda parte del estado transformado 7 serd entonces la que se podra reconstruir independiente-
mente de w. El error transformado z también se expresara en dos partes, la primera de las cuales
dependerda de w. Posteriormente se verificard entonces que la segunda parte del error satisface que

lim z, = 0.
t—o00
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Condicién 2 Para el sistema X (3.1) las variables de salida Sy = Sh (x) pueden ser complemen-
tadas por un conjunto de funciones suaves 3 (x), tal que Lo3 (z) =0y

Sh (z)

B (x)

rix—n=

es un difeomorfismo global, donde L4063 (x) = %E;)g (x) es la derivada de Lie de 3 () a lo largo de
g (x). Bajo esta transformacion, la ecuacion de estado del sistema (3.1) se puede escribir como

;

= f(nu)+T (nw
i = fo (n,u)

y1 =Sh(z)=m

ya = Mh(z) = pu(n)

con condiciones iniciales n(0) =19 y donde

La salida original y se expresa en dos partes: la primera, una seleccién dada por y; = Sh(x), que
resulta igual a la primera parte del estado transformado; la segunda, el resto de las salidas que
puede expresarse como ya = Mh (x) que en las coordenadas transformadas serd una funcién u (n).
Como puede verse, M es tal que [ST, M T] es una matriz regular.

Si r es un difeomorfismo, entonces

SH (e, x)
£ (€2)

T:e—z=

donde & (e,z) = B (x) — B (z — €), es un difeomorfismo para el sistema error.
Por tanto, en las nuevas coordenadas n = r (), z = r (z) —r (z — €), el sistema %% se encuentra
en la forma normal global

( i = fi(nu)+T(nw

2 = fa(n,u)

i ) A1 =Pu(zmu) + A (e yin — zu) + T (n)w (3.7)
nf. . .
Zg = By (z3m5u) + Az (€351 — 2;u)

e1 = z1 = Se

e2=p(n) —pln—2z)=>Me
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con condiciones iniciales 1 (0) = 1, z (0) = 2o, y donde

®y (z3m3u) = fi (n,w) — fi (n — 2,u)
Dy (z;mu) = f ~( u) = f2(n—zu)
1(esysn — z5u) = SLph(z —€)

Ag (e;y;n — zu) = Lrf(z—e€) .

-

En este caso, z = ! (n), z—e= r! (n —2).

Comentario 7 Ndtese que la transformacion no requiere que el grado relativo esté bien definido,
y por tanto, I' (n) no necesariamente es reqular.

Si la Condicion 1 se satisface, una forma normal local en la cual se presenta este desacoplamiento
puede ser determinada bajo ciertas condiciones adicionales (Byrnes et al., 1991; Isidori, 1995),
como por ejemplo que la matriz Hessiana (con respecto a €) de la funcion de almacenamiento
V (e,x) sea regular, o que exista un grado relativo bien definido, por ejemplo cuando g(x) = B
como se comento en el Comentario 1 del Capitulo 2

Sin embargo, una transformacion global requiere condiciones mds estrictas. Cabe sernialar que
en el caso lineal, la existencia de esta transformacion es una consecuencia de la Condicion 1

(Moreno, 2001).

3.2. Existencia de un OED desde un enfoque disipativo

A continuacién se presenta el resultado més general de este trabajo, en donde se demuestra la
existencia de un OED cuando la entrada desconocida w # 0.

En el siguiente teorema se propone un observador con entradas desconocidas de orden reducido
para el sistema Y. Este observador estimard la segunda parte del estado transformado n cuando
la primera parte de dicho estado se mide. Como es usual, el observador es una copia de la planta
transformada (3.6) més el término corrector. Por tanto, los argumentos de las funciones involucradas
seran: 71 la primera parte del estado transformado, que es una parte de las salidas medidas; (s el
estado del observador, que es el estimado de 7s; y el error de salida es.

Al final, el estimado del estado original Z se obtendra por medio de la transformacién inversa
de 11 (primera parte del estado transformado, que se mide) y de (2 (estimado de la segunda parte

del estado transformado).

Teorema 2 Suponga que para el sistema Y las Condiciones 1 y 2 se satisfacen. Entonces existe
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un OED global para 2. Ademds, un OED de orden reducido estd dado por

$o = fa (m, Ga,u) = Mg (0, €25y, m15 Cosu) 5 (2 (0) = Cao
92 = p(m,C2)
Qor 1 4 €2 =y2— 0o (3.8)
m =Sy
& =7r""(Sy, ()

el cual converge global, uniforme y asintoticamente.

Demostracién. Asuma que la Condicién 1 se satisface. Considérese ahora que en (3.3) el error

de salida es e; (t) = Se (t) = 0, Vt > 0, y utilizando las expresiones (3.3) y (3.4), el sistema

i=f(a,u) +g(@)w
¢=F(ezu) + Lesy;e —6u) +g(x)w (3.9)
0 =SH (¢;2)
donde e, corresponde a la restriccién de la variable e a los valores tales que Se = 0, el conjunto
e = 0 es un conjunto de equilibrio asintéticamente estable uniformemente en (x,u,w), donde
(x,u,w) corresponde a las trayectorias de la planta (véase también el Teorema 1 del Capitulo 2).
La Condicién 2 permite escribir la ecuacién de error en la forma normal (3.7). En estas coorde-

nadas transformadas, (3.9) implica que para
29 = ®9 (0, 225 m;u) + Ao (0,259, m13m2 — 225u) (3.10)

con condicién inicial z9 (0) = 299, el punto z2 = 0 es un punto de equilibrio asintéticamente estable

uniformemente en (1, u). Es decir, existe una funcién 7 (-, -) de tipo KL, tal que

lz2 (D) < ¥ (llz2 (to)ll s —to), V22 (to)ll, to >0

Ademas, la funcién de almacenamiento (transformada) V' (z1, 22,7), de la Definicién 11, restringida
a z1 = 0, es una funcién de Lyapunov para (3.10) que satisface las condiciones del Teorema 1 de
estabilidad parcial presentado en el Capitulo 2.

Noétese que la expresion anterior representa el error de estimacién que se obtiene de proponer el

observador (3.8). Por tanto, th'm ((a —m2) = 0, es decir,
— 00

162 (8) = m2 (O} <7 (€2 (F0) = m2 (L)l - =t0) VG2 (t0) =2 (to)l[, o = 0.

De la definicién de z se tiene que z9 = (3 (x) — B (&) = () — (2, por tanto, se tiene
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y se sigue facilmente que existe una v (-,-) de tipo KL tal que

12 () — 2 @) <~ (2 (to) — = (o)l .t —t0), VI (to) — 2 (to)]l, to =0

es decir, lim (2 (t) —x(¢)) =0. =m

t—o00

Comentario 8 FEste resultado se presentd en el 6o. Symposium sobre Sistemas de Control No
lineal (NOLCOS) 2004 (Rocha-Cézatl y Moreno, 2004) llevado a cabo en Stuttgart, Alemania; una

version mds detallada se sometid a la revista Automatica(Rocha-Cozatl y Moreno, 2005b).

Comentario 9 En el caso lineal, la Condicion 2 es una consecuencia de la Condicion 1, y por
tanto esta ultima condicion es suficiente para la existencia de un OED. Esta condicion es ademds

necesaria para sistemas LIT. Esto se detallard en el Capitulo 4.

Comentario 10 Si la entrada desconocida es cero, es decir, w = 0, entonces (3.4) implica, junto
con el Teorema 1 (estabilidad parcial, Capitulo 2) , que ¢ — 0 cuando t — oo uniformemente
con respecto a xg. Esto significa que el sistema Q (3.5) constituye un observador asintdticamente
convergente para la planta X2 cuando no hay entrada desconocida, es decir, w = 0 o incluso cuando
w — 0.

Una idea similar de disipativizar la ecuacion de error ha sido utilizada en (Shim et al., 2003)
para el disenio de observadores para sistemas sin entradas desconocidas. FEste método puede ser
interpretado en el contexto del Teorema 2 como a continuacion se describe: definiendo una entrada
desconocida ficticia y si la ecuacion de error puede ser convertida en estrictamente pasiva, entonces
el sistema 2 (3.5) es un observador para la planta (sin entradas desconocidas) de acuerdo a los

resultados del pdrrafo anterior de este mismo comentario.

3.3. Implicacién del resultado en términos de detectabilidad

En el capitulo de preliminares ya se presenté la idea de detectabilidad con entradas desconocidas,
la cual se puede recuperar como se describe a continuacion.

Cualquier solucién del sistema
i=f(r,u)+g@)w, x(0)=uz0,
= Flemu)+g(@)w, (0)=c, (3.11)
0=H(ex) ,

tal que € # 0 corresponde a un par de trayectorias indistinguibles de la planta ¥ (3.1), es decir,

dos trayectorias de ¥ que tienen las mismas senales medibles (u (¢),y (t)) (nétese que pueden tener
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diferentes entradas desconocidas). Si todas las soluciones de (3.11) requieren € = 0, entonces no
existen trayectorias indistinguibles y el sistemas es observable a pesar de las entradas desconocidas.

Asuma que la Condicién 1 se satisface. Considérese ahora que en (3.3) e(t) = 0, V¢t > 0 (es-
te es el caso cuando por ejemplo ¢g = 0 y w = 0). En ese caso L(0;y;(;u) = 0 y el sistema
de ecuaciones (3.3) se reduce a la Ecuacién Algebro-Diferencial (DAE, por sus siglas en inglés
Differential-Algebraic Equation) (3.11), que es la dindmica cero de ¥, (3.2), en la cual el conjunto
e = 0 es un conjunto de equilibrio asintéticamente estable uniformemente en (x, u,w). Esto en rea-
lidad representa una propiedad de detectabilidad, que es una condiciéon necesaria para la existencia
de los OED.

Una forma de expresar la detectabilidad con entradas desconocidas utilizando ahora el sistema

error (3.2) es la siguiente.

Teorema 3 Suponga que existe un OED para . Entonces para el sistema (3.11) € = 0 es un

conjunto de equilibrio asintdticamente estable para cada (x,u,w) trayectoria de la planta 3.

Demostracién. Supéngase que existe un estado inicial €y y una trayectoria de la planta (z, u, w)
tal que los correspondientes (€, z, u,w) satisfacen (3.11) y para los cuales € (t) - 0 cuando t — co.
Entonces esto implica que (z — €, u,0) también es una trayectoria de la planta que es indistinguible
a partir de (z,u,w), lo cual contradice la existencia de un OED, pues el estado estimado Z tendria
que converger simultdneamente a x y a x — €, lo que es imposible. m

El sistema (3.11) representa la dindmica cero de (3.3), y tiene que ser débilmente estable (weakly
stable) en el sentido particular dado por el Teorema 3. Esto corresponde a una propiedad de fase
minima parcial del sistema error X, (2.8), es decir, e (t) = 0 = tlirgo € (t) = 0. Como puede verse,
ésta es una propiedad de la planta, que resulta independente del término de inyeccién de salida
L(-).

Se puede ver también que, con el fin de que la Condicién 1 se satisfaga, es necesario (como en
el caso lineal) que el nimero de salidas sea mayor o igual que el nimero de entradas desconocidas,

es decir, p > q.

3.4. Necesidad de las condiciones realizadas

Siendo el caso no lineal general el que se ha considerado en este capitulo, seria dificil hablar
de condiciones necesarias, pues incluso éste es un tema abierto para el caso de observadores sin
entradas desconocidas. Sin embargo, a pesar de que no se ha estudiado por completo la necesidad

de las condiciones propuestas, existen resultados en esa direccion.
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Por ejemplo, aunque en este capitulo se han mostrado condiciones solamente suficientes, se mos-
tré también que la Condicién 1 implica una condicién necesaria, mas en particular, una condicién de
detectabilidad. Ademds, en (Moreno, 2000b) se muestra que bajo ciertas condiciones de regularidad
adicionales las condiciones son también necesarias en el caso SISO.

En resumen, aunque estrictamente no se ha demostrado la necesidad de las condiciones, el hecho
de que la condicién 1 implique una condicion que si es necesaria indica que la caracterizaciéon basada
en disipatividad de la existencia de OED es una muy buena caracterizacion de las condiciones de
existencia conocidas.

Como se vera mas adelante, para el caso lineal invariante en el tiempo las condiciones de exis-
tencia si son necesarias y suficientes. Atin mds, la propiedad de disipatividad implica la existencia

de la transformacion que lleva al sistema a la forma requerida.

3.5. Ejemplo

Para ilustrar el resultado, considérese el modelo de un motor de induccién (Marino y Tomei,

1995)

. _ 1
w = —QleTng — =7

J
it =Ax+wNzx + Bu
T T T
donde z = [ xlT xQT } y x] = [ T ] , Ty = [ Ve Vb } son las corrientes de estator y los
flujos de rotor, respectivamente. En esta expresién w es la velocidad del rotor, u = { Ug  Up }T

los voltajes de estator y 77, es el par de carga. Los parametros estan dados por

—a1ls  apol 02 n1J

Ao wly anly g 02 m ’
ag1ly  —agls 02 —npd
bl 0 1 0 0

B = ) J= ) 02 = )
09 -1 0 00

donde I5 es la matriz identidad de dimensién 2, y a11, a1, a1, ass, b, & y nq son constantes positivas

que dependen de los parametros fisicos:

_ M?R,+L2R; _ MR, _ MR, _ R,
ail = (LTLS*MQ)LT’ a2 = (LTLS*MQ)LT’ a1 = L, a2 = L_r’
o L, . npM _ _ npM
b=t155m ™M= e 0= 3L,

donde J es el momento de inercia del motor, Lg, L, las inductancias de los devanados de armadura
y del rotor, respectivamente, M la inductancia mutua, R, R, las resistencias de los devanados de

armadura y del rotor, respectivamente, y n, el nimero de pares de polos.
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Suponga que 77, es una perturbacién desconocida, es decir, w = [—%TL], y que w y x1 son
medidas, es decir y; = w, y2 = x1. Tomando S = [1,0,0] y T (de la Condicién 2) como la
transformacién identidad, la dindmica del error, con inyeccién de salida L (0, Z1; y; Z; u), estd dada

en la forma normal global (3.7) como a continuacién

w=— 25.%{,]].%’2 + w

T =Ax +wNz + Bu

o =— 25%?,]].%’2 + 20 (acl — i’l)TJ(xg — .fg) + Ly (@,il;y,i‘,u) +w

i =A% +y1Nz — (y1 — @) N (z — ) + Lo (&, %13y, &, 1)

e =& (3.12)
€2 =Cz = i“l
donde C' = [I5,09] y @ = w — @, & = = — &. Para mostrar que la Condicién 1 se satisface,

témese como candidata a funcién de almacenamiento para el sistema error V (o, ) = %1%2 + %JET@.

Seleccionando la inyeccién de salida L de la siguiente forma

Ly = —73& + 2631 Jiy
Ly = — (Ko +y1K1)(y2 — C2) —wNz
donde _
Ko = (k=an) b k0. K= | |

(a12 + ag1) Iz

—n1dJ

entonces la derivada de V' con respecto al tiempo y a lo largo de las trayectorias de (3.12) es

~T] Y

ogxTJR w

Q z

+ wow

5RTJT.%'1

~~

M

con R = [0g, 5], y Q = diag {kl2,als}. La matriz M es positiva definida si y sélo si ¥ > 0y

_2
Q- %RTJTxlTxl.JTR >0.

Si 1 permanece en un conjunto compacto, entonces seleccionando ¥ lo suficientemente grande, M

puede hacerse positiva definida, y la desigualdad de disipatividad (3.4) se satisface.

El OED de orden reducido (3.8) es por tanto

Qo : & = Ai + y1 N2 + Bu+ (Ko + y1 K1) (y2 — C#) .

Ahora se presentan los resultados de simulaciones de este observador. El valor numérico de los

pardmetros del motor son L, = 0.076 (H), Ly = 0.142 (H), R, = 0.93 (), R = 1.633 (Q2),
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M = 0.099, n, = 2, J = 0.029 (Nm/rad/s?). El voltaje nominal es 220 (V') [rms]. Los voltajes
de estator son senoidales con el valor nominal de voltaje y frecuencia 60 (Hz) con un retraso en
el dngulo de fase de 7/2(rad) entre ellos. El par de carga se considera como otra senoidal con
amplitud de 20 (Nm) y frecuencia 10 (Hz). Las condiciones iniciales son wy = 0, g = O4x1

T
[ -5, 1, =1, 5 ] y para el disefio del observador se considera k = 2.

En la Figura 3.1, se presenta la velocidad angular del motor, en donde se puede ver claramente
que el par de carga senoidal afecta el desempeno de esta variable. Por otro lado, en la Figura 3.2 se
muestra la norma cuadratica del error de estimacién de los flujos magnéticos xo — Zo. En esa figura
se puede observar que el error de estimacién tiende a cero independientemente que el par de carga

varie senoidalmente.

200

150

100

50

Velocidad angular (rad/sec)

-0 0.5 1 15 2

Tiempo (seq)

Figura 3.1: Simulacién del OED disenado en el ejemplo. Velocidad angular.
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Norma del error de estimaci’on

! !

1 1.5 2
Tiempo (seq)

Figura 3.2: Simulacién del OED diseniado en el ejemplo. Norma cuadratica del error x5 — 2o

3.6. Resumen

En este capitulo se han presentado dos condiciones suficientes para la existencia de OED no
lineales: una condicién de disipatividad del sistema error y la existencia de una transformacién de
estados que lleva al sistema a una forma especial.

La condicién de disipatividad requerida sobre el sistema error puede ser interpretada como una
propiedad de disipatividad incremental de la planta.

Esta misma condicién de disipatividad implica también una condicién necesaria para la existen-
cia de los OED: una condicién de detectabilidad con entradas desconocidas.

Proponiendo como ejemplo el motor de induccién, para el cual la transformacion requerida
se puede determinar, se muestra que si se puede disipativizar el sistema error por medio de una
inyeccién de la salida, se puede disefiar un OED de tal forma que el error converge a cero indepen-

dientemente del par de carga desconocido.



Capitulo 4

Diseno de OED para sistemas lineales

e invariantes en el tiempo

El resultado general obtenido en el Capitulo 3 establece que una propiedad de disipatividad
incremental de la planta es una condicién suficiente para determinar la existencia de un observador
con entradas desconocidas. Una pregunta inmediata que surge es, ;qué implicaciones o interpreta-
ciones nuevas proporciona esta caracterizacion para el caso de los sistemas lineales?

A pesar de que para sistemas lineales invariantes en el tiempo se tiene una caracterizacién
completa de las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de observadores con entradas
desconocidas (al principio de este documento se enumeraron algunas aportaciones registradas al
respecto), en este capitulo se mostrard que la caracterizacién realizada para sistemas no lineales
generales realizada en el Capitulo 3 si ofrece una nueva perspectiva de estudio y diseno de OED
lineales: por un lado, se puede proponer un método sencillo de diseno por medio de una desigualdad
matricial lineal; por otro lado, por medio de una interpretacién energética del resultado, se puede
obtener informacién de la naturaleza de la variable que se tiene que medir con el fin de suplir el
desconocimiento de la perturbacion.

Cabe senalar que ya anteriormente se estudié como la existencia de los observadores se relaciona
con la propiedad de pasividad (Rocha-Cézatl, 2001). Sin embargo, en aquél caso esa propiedad
se pedia en la planta, a diferencia de este trabajo en donde se ha comprobado en el caso general
que la propiedad que se requiere es para el sistema error, lo que se traduce en una propiedad de
disipatividad incremental de la planta.

En este capitulo consideramos el sistema lineal siguiente

z = Az + Bu + Dw
Yilin
y=Cx
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en el que, como anteriormente se definié, z € R™, u € RP, w € R? e y € R™ son los vectores de
estados, entradas conocidas, entradas desconocidas y de salidas, respectivamente.

Cabe mencionar que un antecedente para los resultados de este capitulo se presentan en (Moreno,
2001), donde se establecen equivalencias entre las condiciones de existencia de los OED y las
condiciones para disipativizar un sistema por retroalimentacién de estados y por inyeccién de la

salida.

4.1. Propiedades de detectabilidad y el diseno de un observador

4.1.1. Detectabilidad

Para el sistema lineal descrito, se puede construir el sistema error como se hizo en el caso no

lineal (3.2), obteniéndose el siguiente sistema de ecuaciones.

= Ax + Bu+ Dw

Ee,lin : € = Ae + Dw (41)
e="Ce

donde sin pérdida de generalidad se considera que rango (C') = p y rango (D) = q.

Este sistema error es el que se debe poder disipativizar por inyeccién de la salida para que exista
un OED. Asimismo, de la misma forma que para los sistemas no lineales, si en (4.1) e = 0, se puede
determinar la dindmica indistinguible y con ello la propiedad de observabilidad de la planta.

Como puede apreciarse, la primera ecuacion esta desacoplada de las otras dos. Por tanto, estas
dos pueden ser tomadas aparte y expresadas en el dominio de la frecuencia como sigue, cuando
e=0:

sl—A D €
C 0 w

~0. (4.2)

Para que exista observabilidad con entradas desconocidas € = 0 debe ser la 1nica solucién de
(4.2), es decir que
sI—A D

rango =n+g, Vs e C (4.3)
C 0

Sin embargo, la condicién de rango (4.3) no define completamente la observabilidad con entradas
desconocidas, sino una condicién menos estricta, que es llamada por Hautus observabilidad fuerte
(strong observability)(Hautus, 1983), que en términos de la ecuacién (4.1) quiere decir que si e = 0

entonces € = 0.
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Cabe recordar de la teoria de sistemas lineales, que los valores de s para los cuales la matriz
de (4.3) pierde su rango son denominados ceros de transmisién. Por lo tanto (4.3) también implica
que no existen ceros de transmisién en el sistema lineal.

Similarmente a lo que sucede con los conceptos cldsicos de observabilidad y detectabilidad, existe
detectabilidad fuerte si la condicién de rango (4.3) es relajada. Es decir, si los valores de s para los
cuales se pierde el rango estdn en el semiplano complejo izquierdo C~ existe detectabilidad fuerte.
En este caso, en términos del sistema (4.1), se tiene que si e = 0 entonces € — 0.

Por tanto, la forma de verificar que el sistema sea detectable con entradas desconocidas se reduce

sI—A D
rango =n+g, Vs € C(J)r (4.4)
C 0

Esto es lo que se ha definido en (Hautus, 1983) como detectabilidad fuerte para sistemas LIT y,
como se puede ver, se puede interpretar como una condicién de fase minima para el sistema lineal
(4.1).

Sin embargo, como se mostrard en el siguiente ejemplo, para asegurar la existencia de un ob-
servador con entradas desconocidas la detectabilidad fuerte no es condicién suficiente. En términos
de la ecuacion (4.1), para la existencia de tal observador se requiere una condicién mas fuerte que
asegure que si e — 0 entonces € — 0.

Con el siguiente ejemplo se quiere mostrar es que ni la propiedad de observabilidad ni la de-
tectabilidad fuertes son condiciones suficientes para la existencia de un observador con entradas

desconocidas.

Ejemplo 1 Sea el sistema lineal

yZ[l O}m

el cual tiene la propiedad de observabilidad (detectabilidad) fuerte, ya que

s —1 0
rango | 4 s+3 1 | =2+1, Vs e C
1 0 0

Considérese la siguiente ecuacion, la cual describe al sistema (4.5)

i+ 39 + 4y = w (4.6)
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donde el vector de estados estd dado por

; 2
Si la salida es y(t) = M, la entrada desconocida w que la genera se obtiene al sustituir y(t)

¢
en (4.6) y es

4sin(t?)  2cos(t?)  3sin(t?)  2sin(t?
w = —4t sin(t?) + 6 cos(t?) + SH;( ) _ Coj( ) _ sntnz( )-I— 81;13( )

Si este es el caso, se tiene que th y(t) — 0, pero th y(t) #— 0, ya que
— 00 — 00

sin(t?)
t2

= 2cos(t?) —

y por tanto, th’m x(t) /— 0.
— 0
De esta manera, no existe forma de construir un observador con entradas desconocidas para
este sistema en el sentido de la Definicion 3 (Capitulo 2), pues para ello se requiere que cuando las

vartables medidas tienden a cero, la variable a estimar también tienda a cero.

De este ejemplo se puede constatar que la condicién de detectabilidad con entradas desconocidas
(definida por Hautus en (Hautus, 1983) para los sistemas lineales como detectabilidad fuerte o
strong detectability) es condicién necesaria mas no suficiente para la existencia de observadores con

entradas desconocidas que no utilicen derivadas de la salida.

Comentario 11 La propiedad de detectabilidad presentada en el Teorema 3 del Capitulo 8 conduce
en el caso lineal a la detectabilidad fuerte (strong detectability) introducida por Hautus (Hautus,

1983), la cual se ha mostrado que es una condicién necesaria para la existencia de un OED.

Hautus (Hautus, 1983) define detectabilidad fuerte® (strong* detectability) como la condicién
necesaria y suficiente para la existencia de OED propios, la cual implica que la condicién (4.4) y la
condicién

rango (C'D) = rango (D) = q. (4.7)
se cumplen.

Esta segunda condicién es llamada de regularidad y tiene varias interpretaciones. Por un lado,
esta condicién impide que se presente el caso del Ejemplo 1, es decir, con la imposicién de esta
condicién (ademds de la detectabilidad fuerte) cuando la salida tiende a cero el estado también
tiende a cero. Por otro lado, (4.7) se puede interpretar como que el grado relativo del sistema,

tomando las salidas y, es igual a uno con respecto a cada una de las entradas desconocidas w.
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Ademss, esta condicion implica que el numero de salidas tiene que ser mayor o igual al nimero de
entradas desconocidas, es decir, m > ¢g. Si m = ¢ la expresién (4.7) implica que la matriz C'D es
invertible.

En resumen, en el caso lineal las condiciones necesarias y suficientes de existencia de un OED

para X, son

sl—A —-D
rango =n+q, VseC§ (4.8)
C 0
y
rango C'D = rango D = q = dim (w) (4.9)

donde (Car es el semiplano cerrado complejo derecho.
Noétese que la condicién (4.8), de detectabilidad fuerte (sin la estrella), es una condicién alge-
braica de rango que resulta similar a la forma como se define la detectabilidad en el sentido usual:

El sistema lineal invariante en el tiempo sin entradas desconocidas

& = Az + Bu, x (0) = xo
y=Cx

es detectable si y solo si para cada valor de s en (C(J)r, la matriz compleja (de dimensién (n + p) x n

sl — A
C

rango (4.10)

Il
S

Resulta evidente que la condicién (4.8) es més estricta que (4.10). Por tanto, si en el sistema
(4.1) la entrada desconocida es w = 0, y el sistema es detectable fuertemente, entonces también
es detectable en el sentido usual (sin entradas desconocidas). Es decir, la propiedad de detectabi-
liad fuerte implica la detectabilidad usual. Asimismo, los observadores con entradas desconocidas

funcionaran como observadores en el sentido usual cuando la entrada desconocida desaparece.-

4.1.2. Una forma de disenar el observador

Por simplicidad y claridad, el sistema error puede ser llevado a una forma normal, en donde el
diseno del observador resulta mas facil de realizar. El proceso desarrollado en esta seccion es similar
al de la prueba del Teorema 2 del Capitulo 3.

Si la condicién (4.9) (grado relativo = 1) se cumple, entonces existen una transformacioén regular

de salidas

QL
I
I

=
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y una transformacién difeomérfica &€ = Tx
y SC
L x =Tz,
1 M
tal que M D = 0.
Se puede reescribir el sistema Y;;, en las nuevas coordenadas
1 =Auj + A+ Biut+w
£ =Anyi+ Apné + Bou
g2 = Cnt
donde la dindmica interna (Asgg, Ca2) es detectable por la condicién (4.8) (de fase minima).

Con el sistema expresado en estas coordenadas, se puede disefiar un observador

g1 = Anin + A + Biu+ Ly (@1 - Ql) + Lo (C_'ng - 372)
€ = Aniy + Agef + Bou+ Loy (1 — 1) + Loz (@25 - 52)

Los errores de estimacién €1 = 41 — 41 y €2 = & — é estan dados por
é1 = (A1 4 L11) e1 + (Ai2 + L12C) €2 + w
ér = (Ag1 + La1) €1 + (Az + L22Ca) €3
Una seleccién de L es con Ly = —As1, Los tal que (12122 + EQQC’QQ) sea Hurwitz y L1, tal que

(A11 + L11) sea también Hurwitz.

La segunda parte del error puede hacerse asintoticamente estable dado que (14_122, 6_'22) es detec-
table por la condicién (4.8) (de fase minima).
El error de estimacién es entonces
é1 = (A1 + L11) €1 + (Ai2 + L12Co) €2 + w
éy = (Aoa 4 L2aC2) €
Por tanto, el observador es
g1 = Angi + A€+ Biu+ Ly (@1 - Ql) + Lo (C_'ng - 372)
§ = Ang + Apé + Bou+ Lo (C_'22§: - Qz)

j 0 e,
po=r | M= 2+ T y
M 0
donde
P L S e R L
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En las coordenadas originales este observador tiene la siguiente forma

2=Az+Bu+L(Cz—y)

Q- (4.11)
T=FEz+Fy
donde, a su vez,

e L—rf—p| 1 e
_/_121 I_/22
SC

E=T7" ., F=T17!
M 0

4.2. Implicacién de las condiciones en términos de disipatividad

Como es de esperarse, al tomar el caso lineal, existen diversas simplificaciones de los conceptos
definidos en los capitulos 2 y 3 para sistemas no lineales, en particular en cuanto a la perspectiva
disipativa que se esta estudiando.

Una simplificacién clara se presenta en el sistema error que debe poseer la propiedad de disipati-
vidad, es decir, (4.1). La estructura del sistema error es la misma que en el caso no lineal (3.2): dos
ecuaciones dinamicas y una algebraica. La primera ecuacién diferencial corresponde a la planta y
la segunda propiamente al error, mientras que la ecuacién algebraica representa al error de salida.
Sin embargo, a diferencia del caso no lineal, en el sistema (4.1) las ecuaciones diferenciales en z y
en ¢ estan desacopladas. La consecuencia de esto es que la dindmica de z no juega ningin papel
en lo que es propiamente el sistema error, por lo que en el caso lineal se utiliza el concepto de
disipatividad en el sentido usual y no de disipatividad parcial como en el caso no lineal.

Por tanto, la posibilidad de volver disipativo al sistema error por medio de una inyeccion de la
salida es la propiedad de disipatividad que se requiere para la existencia de los OED. Ademads, se
observa de la ecuacién (4.1) que el sistema error lineal resulta idéntico al sistema lineal original
(planta), considerando que en este caso no es relevante la presencia del término de la entrada
conocida u.

En resumen, en este caso la disipativizacién del sistema error es equivalente a la disipativizacion

de la planta, lo cual es equivalente a su vez a la existencia de OED.

4.2.1. Diseno del observador por medio de una LMI

Ya se ha presentado anteriormente un disefio de OED. Sin embargo, utilizando la interpretacién
disipativa se puede llegar a otra forma diferente y mas sencilla de calcular y construir un OED. En

esta seccion se presenta este nuevo método de diseno.
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A lo largo de este trabajo se ha utilizado una clase especial de disipatividad, la cual estd definida
por medio de una funcién de potencia suministrada igual a w = @’Sg, la cual se puede ver como
una propiedad de pasividad entre la entrada @ y una seleccién de las salidas Sy, que en realidad se
puede entender como una nueva salida.

Por tanto, algunos resultados de la teoria de pasividad pueden ser aplicados al caso lineal. En
particular, se consideran los siguientes resultados:

Sea el siguiente sistema lineal invariante en el tiempo

+ Bu

8l
I
N
8l

(4.12)

|
Il
Qi
I

1. (Sepulchre et al., 1997) El sistema lineal invariante en el tiempo (4.12) es pasivizable por
retroalimentacién de los estados (de acuerdo a la definicién realizada en el Capitulo 2) si y

sélo si es de fase minima y tiene grado relativo uno.

2. (Rocha-Cézatl, 2001) Un sistema lineal invariante en el tiempo (4.12) es pasivizable por
inyeccién de la salida (de acuerdo a la definicién realizada en el Capitulo 2) si y sélo si es

pasivizable por retroalimentacién de los estados.

Por tanto, para disipativizar el sistema error (4.1) por inyeccién de la salida es necesario y
suficiente que el sistema sea de fase minima y de grado relativo uno entre la salida Se y w (es decir,
u=wyy=e), locual es equivalente a que las condiciones (4.8) y (4.9) se cumplan.

En resumen, si (4.8) y (4.9) se cumplen, se puede encontrar una matriz de inyeccién de salida

L, una matriz S y una constante X tal que el sistema

é=(A+LC)e+ Dw
e=Ce

(4.13)

sea disipativo de la entrada w a la salida e (o pasivo de la entrada w a la nueva salida Se), es decir,
se satisface que

V < AV (e) +w”Se (4.14)

donde V (¢) = €’ Pe.
En otras palabras, las ecuaciones del Lema de Kalman-Yakubovich-Popov (Lema 1 en el Capitulo

2), aplicado al sistema con inyeccién de salida (4.13), tiene solucién para A\, L, Py S.

P(A+LO)+ (A+ LC)' P < —\P

(4.15)
PD = (SC)"



4.2. IMPLICACION DE LAS CONDICIONES EN TERMINOS DE DISIPATIVIDAD 47

Como se menciona en la Seccion 2.3.3, la solucién a estas expresiones puede obtenerse al resolver

la desigualdad matricial

P(A+LCO)+ (A+LC)' P+ AP (PD)T —sC

<0 (4.16)
PD — (sC)" 0

Sin embargo, existe una familia de matrices de inyeccién de salida L que satisfacen la desigualdad
(4.16), por lo que hay que seleccionar aquella que ademés de satisfacer la desigualdad, realice el
desacoplamiento requerido, descrito en la Seccién 4.1.2.

El disenio presentado en la misma Seccién 4.1.2 fue realizado en coordenadas transformadas con
el fin de que fuera mas clara su presentacién. Sin embargo, esta transformaciéon de coordenadas no

es necesaria, como se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 1 El diserio del observador (4.11) se realiza encontrando los parametros L, X\ > 0,
S, M, tal que MM™ > 0 (rango fila completo) y P = PT, P >0, tal que la siquiente desigualdad

matricial con restricciones se satisface

P(A+LC)+ (A+LC)' P+ AP (PD)T —sC

<0 (4.17)
PD — (sC)" 0
MD =0 (4.18)
M(A+ LC)D =0 (4.19)
Las matrices E y F en (4.11) estan dadas por
—1 —1
SC 0 SC S
E= , F= , (4.20)
M M M 0

Demostracién. Se demostrard que (4.18) y (4.19) corresponden a las condiciones de desaco-
plamiento previamente determinadas.

Como es de esperarse, algunos resultados de la Seccién 4.1.2 son utilizados. Por ejemplo, la
primera ecuacién (4.18) es requerida para la transformacién, como se explicé anteriormente. De la

Seccién 4.1.2, la condicién de desacoplamiento es
(Ag1 + La) =0 (4.21)

En el desarrollo anterior, el desacoplamiento se logré eligiendo apropiadamente Lo;. Sin embargo
la ecuacién (4.19) se propone ahora en las coordenadas originales, por tanto, se demostrard que

(4.19) y (4.21) son equivalentes.



48 CAPITULO 4. DISENO DE OED PARA SISTEMAS LIT

Considérese que

A+ L Aqs + LiC SC(A+ LC SC
T(A+LO) -1 _11 _11 _12 _1 _2 _ ( )
Ao + Loy Ao + LyCy M((A+ LC) M
Si
-1
SC
|2z =
M
entonces _
SC SCZ; I SC 0
Z1 = = , Zy =
M MZ, 0 M I

2 2] Sj\j — Z:SC + ZoM = 1

De las propiedades de S y M

. I
D (DTPD)" =
M 0

Se obtiene entonces que Z1 = D (DTPD)fl. Por lo tanto,
(Ag + Loy) = M(A+LC) Zy = M(A+ LC) D (D"PD) ™ =0

que es equivalente a (4.19). m

4.2.2. Interpretacion fisica de la caracterizacion disipativa de las condiciones de

existencia de los OED

En el diseno de observadores una ayuda valiosa es saber (o tener una nocién al menos) cuéles
salidas deben medirse con el fin de construir el observador. En este caso, la caracterizacién disipativa
de las condiciones de existencia muestra otra aportacién importante al proporcionar este tipo de
informacién.

Se ha mencionado que una simplificacion en el caso lineal es que la disipativizacion del sistema
error por inyeccién de la salida es equivalente a la disipativizacién de la planta. Por tanto, la

desigualdad disipativa (4.14) puede expresarse entonces como
V<AV (2)+w'Sy, (4.22)

donde V (z) = 2 Px.
Esta relacion energética entre las variables tiene una interpretacién en términos de la existencia

del OED: con las salidas Sy se puede reconstruir el estado x a pesar de no conocer la entrada w.
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Aquel sistema que satisface (4.22) se dice que es disipativo tomando la entrada w y la salida v,
y el término que incluye a ambas variables wSy representa la potencia suministrada al sistema. En

otras palabras, el producto de la entrada w y la nueva salida Sy debe dar unidades de potencia.

En este momento cabe recordar de la teoria de sistemas que la potencia se puede calcular como
el producto de una variable de flujo y una de esfuerzo, por ejemplo velocidad y fuerza para sistemas

mecanicos de desplazamiento lineal (vea también la Tabla 4.1).

Por tanto, se entiende que para que exista un OED, existiendo una relacién energética entre la
entrada desconocida y la salida, si se conoce la naturaleza de w (por ejemplo una fuerza descono-
cida), la variable que se debe medir para poder construir un OED es complementaria en términos

de potencia (velocidad).

Tipo de sistema Variable de esfuerzo | Variable de flujo
Eléctrico Voltaje Corriente
Mecénico (lineal) Fuerza Velocidad
Mecénico (rotacional) Par velocidad angular
Hidraulico Presién Flujo volumétrico

Tabla 4.1: Calculo de potencia: variables de flujo vs. variables de esfuerzo

En resumen, la caracterizacién disipativa de las condiciones de existencia de los OED condu-
ce, por medio de la interpretacion fisica de las variables involucradas, a informacién valiosa para
la construccién del observador: nos permite interpretar qué tipo de variable se debe medir para

construir un OED cuando se sabe la naturaleza de la entrada desconocida.

Esta interpretacién fisica se ha explicado para los sistemas lineales por la facilidad de expresar
la desigualdad disipativa en términos de la planta. Sin embargo, esta interpretacién se puede ha-
cer también para sistemas no lineales, como por ejemplo el motor de inducciéon presentado en el
Capitulo 3. En aqu el capitulo se mostré cémo para suplir la informacién del par de carga (entrada

desconocida) fue necesario medir la velocidad angular.

4.3. Ejemplo

Para ilustrar tanto el calculo del observador por medio de la desigualdad matricial, como la

interpretacién fisica del resultado, se presenta el siguiente sistema mecanico
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k1

N\ k2
U—> m1 :\/_ m2 f—»"
j‘ b2

b1 —
x3, x4

x1, x2

Figura 4.1: Sistema mecéanico lineal de cuarto orden

el cual tiene la siguiente representaciéon de estados

0 1 0 0 0 0
_kithy  _bitby ke by 1 0
G = m1 mi m1 mi x+ mi u+ w
0 0 0 1 0 0
12 by ke _by 0 1
L m2 ma2 m2 ma2 L . L m2
1000
y= x
0001

En particular se consideran lo siguientes valores de los pardmetros del sistema: m; = 5 (kg),
me =1 (kg), k1 =30 (N/m), ks =10 (N/m), by =4 (Ns/m), by =2 (Ns/m).

El sistema mecanico ilustrado en la Figura 4.1 puede verse como un sistema masa-resorte-
amortiguador principal (m1, ki, ¢1) perturbado por otro sistema similar (ms, ko, c2) que se puede
denominar como subsistema pertubador, pues a este sistema es al cual se le aplica directamente la

fuerza desconocida w, lo que provoca un efecto perturbador en el subsistema principal.

Como puede verse, existen cuatro estados (n = 4), dos salidas (m = 2), una entrada conocida

(p = 1) y una entrada desconocida (¢ = 1).

Se puede verificar que el modelo satisface las condiciones de existencia de los OED (4.8) y (4.9),

es decir,

sl—A —-D
rango :n—Fq,VSE(Car
C 0

rango C'D = rango D = g = dim (w)

Ademas, se cumple que dim(y) > dim(w) .
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Por medio de una sencilla transformacién de estado

(000 0 1]

1000
T —

0100

(001 0

y utilizando las definiciones de las salidas, la planta puede ser expresada de la siguiente manera

= _ by \ k b k 1
(o8 & b et

mo mo m2
0 0 1 0
f b - k1+k b1+b k
E=| o |t | hER -t g
1 0 0 0

=100 ] §
En este ejemplo, el diseno puede hacerse sin dificultad por el método presentado en la Seccion

4.1.2 o utilizando la Proposicién 1.

Utilizando el método de la Proposicion 1, el observador queda en la forma

2=Az+ Bu+ L(Cz—y)

T=FEz+Fy
donde
[ 21 0 |
PR —0.4 . I3 Os1 o 0352
-2.1 -1 01x3 0 0 1
| 10 0 ]

De esta manera la dindmica del error € = ¢ — z estd dada por

e=(A+LC)e+ Dw
e=Ce

v es disipativa si se selecciona

113.8 —-88 —62.3

—8.8 285 —20.5

—-62.3 —-20.5 119.5
0 0 0

Vi) =¢el

- o o O

es decir,

V(e) < —1.0|e)? +w” [ 01 }e
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<

Planta

x>

OED

Figura 4.2: Entrada desconocida w: escalén de amplitud 7 (V) que comienza a los 7.5 (seg). Entrada
conocida u =0

En este ejemplo puede realizarse la interpretacion fisica de esta propiedad de disipatividad.
Aprovechando que la planta es lineal, la desigualdad de disipatividad puede ser reescrita en términos

de las variables de la planta,

V(z) < —1.0|z|* + w” { 0 1 ]y
N———

T4

La matriz S selecciona las salidas que son pasivas con respecto a w y en este caso es S = [0, 1]. Por
tanto, la salida seleccionada es x4 y el término w’ Sy = wx4 es de hecho la potencia suministrada
a la segunda parte (perturbadora) de la planta, es decir, la fuerza aplicada a my multiplicada por

su velocidad.

4.3.1. Simulaciones numéricas

El desempeno del observador disefiado se comprobd por medio de simulaciones numéricas pro-
gramadas en Simulink del software Matlab®©.

Se realizaron dos simulaciones con el fin de mostrar las propiedades robustas del observador. En
la primera simulacién se consideré una entrada desconocida constante, que en este caso representa
una fuerza constante aplicada a la masa msy. Con el segundo experimento se muestra que incluso
una no linealidad discontinua que entra por el mismo canal que la entrada desconocida no llega a

afectar el desempeno del observador, pues el error de estimacién converge a cero.

4.3.2. Primera simulacién: w constante

El esquema de la primera simulacién es presentado en la Figura 4.2
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4
. — x1(m)
o 2F - - x2(m/s) ||
o \ i\ ' x3 (m)
° ( I
-‘cg -
%)
L i
-4 L L L
0 5 ) 10 15 20
2 Tiempo (seg)
o
0 1-x1est
— x1-x1es
>IT - — X2-x2est ||
. x3-x3est
& ) - - x4-x4est
D
o
(] 4
©
S
Q-4 : : x
= 0 5 10 15 20
L

Tiempo (segq)
Figura 4.3: Estados del sistema y error de estimacién obtenidos con w =7 (N)

Con el fin de observar inicamente el efecto de la entrada desconocida en el error de estimacién,
se realizd la simulacién con u = 0. Por otro lado, la fuerza desconocida es elegida constante con el
valor de 7 (N) a partir de t = 7.5 (seg).

Los resultados son mostrados en la Figura 4.3. Se puede apreciar que la apariciéon de la entrada
desconocida a los 7.5 (seg) afecta sensiblemente a los estados del sistema, mientras que el error de

estimacién permanece independiente de ésta.

4.3.3. Segunda simulacion: w como dinamica no modelada

El esquema de la segunda simulacion se muestra en la Figura 4.4. Como puede verse, ahora lo
que entra por el canal de la entrada desconocida es una retroalimentacion no lineal discontinua de
los estados, es decir, una dindmica no modelada.

La dindamica no modelada asignada es w = sin (z2 + x4 — 0.75) |x2 + x4 — 0.75|. En la realidad,
esta dindmica no tiene una interpretacion fisica directa, sin embargo, como se eligié en funcién de
las velocidades se podria interpretar como un término de fricciéon. La razon principal de elegirla de
esa forma fue con el fin de mostrar que puede entrar cualquier término no lineal discontinuo por el
canal de w sin afectar el desempeno del observador

Los resultados de la Figura 4.6 muestran que a pesar de que se incluye una dindmica no modelada,

el error de estimacion converge a cero independientemente de ella. Como es de esperarse, los estados
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DNM

<

Planta

I>

OED

Figura 4.4: Entrada desconocida w: dindmica no modelada (DNM) no lineal y discontinua. Entrada
conocida u =0

N

u—y
[$))
T

—_
T

o
[$))
T

|
o
[¢)]
T

Entrada desconocida (N)
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o
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Figura 4.5: Entrada desconocida en la segunda simulacién
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4
— x1(m)
X -~ x2(m/s)
2"\ /N X m
R P R -1
S L S P S LA | - x4 (m/s)
(0] OF\ N /N ’ W . DN DNV SN
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Figura 4.6: Estados y error de estimacién obtenidos de la segunda simulacién

del sistema si se ven grandemente afectados por la dindmica perturbadora.

4.4. Resumen

En este capitulo se han presentado algunas aportaciones al caso lineal que tiene la interpretacién
disipativa de las condiciones de existencia de los OED.

A pesar de que este ambito lineal estd muy bien estudiado en la literatura, la perspectiva disipa-
tiva permite proponer un disefio simple basado en una desigualdad matricial lineal con restricciones.
También permite una interpretacion fisica de las variables que deben medirse para llevar a cabo el
proceso de estimacion robusta de estados.

En la simulacién numérica del ejemplo se constaté que una dindmica no modelada puede ser
incluida en lugar de la entrada desconocida, manteniéndose la convergencia del error a cero inde-

pendiente de ese término desconocido.
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Capitulo 5

Diseno de OED para una clase de

sistemas no lineales

En el Capitulo 3 se determinaron condiciones suficientes para la existencia de OED para siste-
mas no lineales generales, lo que representa un resultado tedrico importante. Sin embargo, por la
generalidad de la clase de sistemas considerada en el Capitulo 3, no puede proponerse una forma
sistemédtica para determinar la inyeccién de salida L (-) o la funcién de almacenamiento que permite
garantizar la disipatividad del sistema error.

El objetivo de este capitulo es, por tanto, proponer un método de diseno para una clase grande
de sistemas no lineales con una cierta estructura. La idea es mostrar que para esta clase de sistemas
las condiciones propuestas en el Capitulo 3 pueden ser utilizadas en la construccién el observador.

La clase de sistemas no lineales considerados en este capitulo para el diseno de OED es la
siguiente

t=Ax+GY (o) +¢(t,y,u) — Dw, x(0)=uxg
Y:q y=Cuzx, (5.1)
oc=Hzx,

donde, como anteriormente se definié, x € R", u € R™, w € R, y € RP son los vectores de estado,
de entradas conocidas, de entradas desconocidas y de salidas, respectivamente; por otro lado, se
define ahora o € R” como una funcién lineal del estado y que se asume como no medible.

La funcién no lineal ¢ (,y,u) es arbitraria y se asume como localmente Lipschitz en y, continua
en u y continua a tramos en t. El vector ¢ (o) de dimensién s se asume como localmente Lipschitz
en o. Se supondra que las trayectorias de X existen y estdn bien definidas para todo tiempo; es
decir, no hay tiempos de escape finitos. Sin pérdida de generalidad, se asume que las matrices D y

C son de rango completo.
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Notese que la clase de sistemas puede ser méas grande considerando que por medio de transfor-
maciones de estado, de salida o de entrada desconocida, algunos sistemas pueden ser transformados

a la forma particular dada por (5.1).

5.1. Una clase especial de disipatividad

Con el fin de aprovechar la estructura particular de la clase de sistemas considerada, se utiliza una
clase especial de disipatividad. Esta forma de disipatividad en realidad proviene de un planteamiento
energético del criterio del circulo (vea estabilidad absoluta (Khalil, 2002)), el cual se introduce en
esta seccion. Este planteamiento tiene a su vez su raiz en el uso de formas cuadraticas para sistemas
lineales.

Por tanto, se recordaran algunos resultados conocidos para sistemas LIT (véanse (Hill y Moylan,
1980; Khalil, 2002; Moreno, 2004; Willems, 1972a; Willems, 1972b) por ejemplo), pero desde una
perspectiva disipativa.

Considérese el siguiente sistema LIT

& =Ax+ Bu, z(0)=uxg,

XL ©) (5.2)
y=_Czx,

donde z € R", u € R™, y € RP son los vectores de estado, de entrada y de salida, respectivamente.

Considérense también funciones cuadraticas de potencia suministrada

T

Y Q S Y
w(y,u) = , (5.3)
U ST R U
donde Q € R™*™ S € R™*P R € RP*P_ y (), R son simétricas. Con base en este tipo de funciones

de suministro, se puede definir la disipatividad de (5.2) con respecto a ellas.

Definicién 12 Se dice que Y1, es estrictamente disipativo en el estado (EDE) con respecto a la
potencia suministrada w (y,u), abreviado EDE {Q, S, R}, si existen una matriz P = PT > 0 y una
constante A > 0 tales que
PA+ATP+)\P PB ctQoc oTs
BTP 0 sTC R

Considérese ahora el siguiente tipo de no linealidades.

Definicién 13 Una no linealidad estdtica ! 1 : RP — R™, y* = 1) (u*) localmente Lipschitz en u*,

tal que ¢ (0) = 0, se dice que es disipativa con respecto a la potencia suministrada w (y*,u*) (5.3),

'Esta definicién también puede realizarse cuando la no linealidad ademds sea variante en el tiempo % : [0,00) x
RP — R™, y* = 4 (¢t,u”) continua a tramos en ¢ y localmente Lipschitz en u*, tal que v (¢,0) = 0, como se hace en
(Khalil, 2002) para definir las condiciones de sector



5.1. UNA CLASE ESPECIAL DE DISIPATIVIDAD 59

— Y@u) +—

Figura 5.1: No linealidad 1 (u).

o abreviando D {Q, S, R}, si para todo t >0 y u* € RP
w(yu)=w( (u),u")>0

Es importante mencionar que las condiciones cldsicas de sector para no linealidades (Khalil,
2002) pueden ser expresadas con esta definicién. Por ejemplo, para no linealidades cuadra-
das, es decir cuando m = p, las condiciones son: si 1) estd en el sector [Ki,K3], es de-
cir (y* — Klu*)T (Kou* —y*) > 0, es equivalente a que sea D{Q,S,R} con (Q,S,R) =
(1,3 (K1 + Ks),—3 (KT Ky + KT K1)); si 1) estd en el sector [K7, 00), es decir (y* — KT ur >
0, es equivalente a ser D {0, %I, —% (K1 + KlT)}

Por eso, el siguiente lema se puede ver como una generalizacién al caso no cuadrado del criterio

del circulo de la estabilidad absoluta.

Lema 2 (Hill y Moylan, 1980; Moreno, 2004) Considérese la interconezxion en retroalimentacion

entre X1, (5.2) y ¢

x=Ax+Bu >
Q ' y=Cx

V) e—

Figura 5.2: Retroalimentacién entre X1 y ¥ (u).

es decir, u=—y*, u* =y
&= Ax+ Bu, z(0)=uz,
U = —1)[) (tvy) ;
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tal que la no linealidad 1 es D{Q,S,R}. Si la parte lineal es EDE {—R, ST, —Q}, entonces el
punto de equilibrio x = 0 de (5.4) es global y exponencialmente estable para toda no linealidad

DA{Q, S, R}.

Noétese que la disipatividad de la no linealidad i o su pertenencia a un sector es una forma
de caracterizarla, y una forma de restringir la clase de funciones para la cual una propiedad de
estabilidad como la del Lema 2 se satisface. Esto indica a su vez que en la Definicién 13 no es
de utilidad el uso de funciones de potencia suministrada (@, S, R) que sean semipositivas defini-
das, dado que cualquier no linealidad v seria disipativa en el sentido mencionado. Por tanto, se

asumira que (@, S, R) no es semipositiva definida.

5.2. Planteamiento del problema

De acuerdo con la Definicién 3, se dice que un observador con entradas desconocidas (OED) del
sistema ¥ (5.1) es un sistema que utiliza informacién de las entradas conocidas u (t) y las salidas
y (t) y proporciona un estimado del estado Z (), que converge asintéticamente al estado real de ¥
a pesar de no conocer nada de w, es decir, tlggo (@(t)—=z(t)=0.

En este caso se propone el siguiente observador

(=AC+GY(E+N@G—y)+LH—y) +etyu), C0)=C,

0. 9= (5.5)
&=H(,
it =EC+Fy,

donde ¢ € R™, con dos inyecciones de salida, una de la forma usual como parte de la ecuacién de
estado y una inyeccién de salida dentro del argumento de la no linealidad v (-). Las matrices de
inyeccién de salida L € R™™ y N € R™"™ asi como las matrices £ € R"*" y F € R™"™ son
entonces los elementos a disenar. Asi, el valor estimado del estado # depende en general no sélo del
estado del observador ( sino también de la salida de la planta y.

Cabe senalarse que (5.5) no es un observador identidad, pues el estado del observador ¢ no es

el estado estimado .

5.2.1. Error de estimacién

Tomando la planta ¥ y el observador €2, se puede generar el error de estimacion de acuerdo a

lo propuesto en la Seccién 3.1.1. Definase el error en el estado como € £ ¢ — x, el error en la salida
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L

A A ~ A . o1 A ~
como e = ¢y — y, el error en ¢ como & = & — o y una variable auxiliar z = (H + NC)e = 6 + Ne.

La dindmica del error de estimacion es entonces

&t =Ax+ Gy (o) + ¢ (t,y,u) — Dw,
¢=Are+Grv+ Dw ,
sobs | # = HNE (5.6)
e="Ce,
c=Hzx,
v=—d(z0) |

A

con condiciones iniciales z (0) = zg, € (0) = ¢y y donde ¢ (z,0) = ¢ (o) —¢ (0 +2), A, = A+ LC,
Hy = H + NC. Nétese que ¢ (0,0) = 0 para toda o. Cabe senalar que la ecuacién dindmica de
x se incluye en la ecuacién de error porque su solucién participa en la ecuacién dinamica de € por
medio de o. Sélo en algunos casos, como por ejemplo en los sistemas lineales, esta dependencia no

existe y la dinamica del error consiste en dos sistemas desacoplados.

5.2.2. Disipatividad por inyeccién de la salida de la ecuacién de error

Para el tipo de sistemas (5.1), se hace la siguiente definicién.

Definicién 14 Se dice que el tipo de sistemas

(&= A2+ Gy (0) + o (t.y,u) - Dw
¢ = Ae + Gv + Dw,

Eel GZCE, (57)
o= He,
V:_¢(570)7

con condiciones iniciales x (0) = xg, €(0) = €y, es Parcialmente Estrictamente Disipativo por

Inyeccién Lineal Parcial de la Salida (PEDILPS) si existen:
(a) matrices L y N en (5.6);

(b) una funcion de almacenamiento continuamente diferenciable V (e, x), positiva definida en e,

uniformemente en x, es decir, se satisface para todo (e,x) € R™ x R™

ar ([lell) <V (e, ) < az ([le]]) (5-8)

para algunas funciones ay (+), ag (+) de clase Ko y

(c) una matriz de rango fila completo S € RT*™;
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tal que a lo largo de las trayectorias de (5.6) se cumple que
V < —as(||e]]) + wTSe (5.9)
para una funcion as (-) de clase K.

Se dice que X, (5.7) es parcialmente disipativo porque las funciones a; (+) y ag (+) de clase Koo
que acotan la funcién de almacenamiento V' (-) pueden depender solo de €. La inyeccién de la salida
se denomina parcial y lineal porque solo afecta al subsistema € y lo hace linealmente. Nétese que si
el sistema ¥, es PEDIPS entonces ¥ es (parcialmente) EDE {0,S, 0}.

Asi como en el caso general, esta condiciéon implica la existencia de un OED, pero en este caso

permite ademés proponer un método de disenio de los observadores.

5.3. Diseno del OED basado en disipatividad

5.3.1. Existencia del OED

En esta seccién se proponen condiciones suficientes y constructivas para la existencia de un OED
para la planta 3 (3.1), y que representa una aplicacién del resultado general proporcionado en el

Capitulo 3.

Teorema 4 Supdngase que

(a) La no linealidad ¢ en (5.6) es D{Q,S, R} para alguna forma cuadrdtica w(¢,z) = ¢ Q¢ +
207 Sz + 2T Rz para toda o, con Q < 0.

(b) Ezisten matrices constantes P = PT >0, L, N, S y una constante A\ > 0, tal que

PAL+ AP+ AP PG PD —HYRHy HLST CTST
GTpP 0o 0 |- SHy -Q 0 <0. (5.10)
DTp 0 0 SC 0 0

donde A, = A+ LC, Hy =H + NC.
Entonces existe un OED para (5.1).

Demostracion.
i) Propiedad de Disipatividad: Para empezar, se demostrard que el hecho de que (a) y (b) se

satisfacen implica que ¥, (5.7) es PEDILPS. Para esto, considérese la funcién de almacenamiento
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V (¢,7) = € Pe, que satisface (5.8). La derivada de V a lo largo de las trayectorias de (5.6) puede

ser escrita como sigue

T
€ PA,+ATP PG PD €
V=1v G'p 0 0 v
w DTp 0 0 w

Si (5.10) se satisface, se tiene entonces que

T
. ~HLRHy — AP HGST O7TsT | | «
V<l SHy —Q 0 v
w SC 0 0 w
T
S
=— ¢ @ ¢ — AV (€) 4+ 2¢T'STw
z ST R z

Debido ahora a la suposicién (a), se llega a que

V<AV (e) + 2wl Se (5.11)

y (5.9) en la Definicién 14 se satisface.

ii) Transformacion de Coordenadas: Notese que siw =0 6 Se = 0 entonces (5.11) implica que
¢ — x. Sin embargo, si w # 0 entonces ( - x y es necesario desacoplar el efecto de la perturbacién
w sobre el estado estimado Z. Esto puede realizarse mejor en coordenadas especiales. Para ello,

nétese primero que la satisfaccién de (5.10) implica que SC = DT P, y por lo tanto que

SCD =DTPD >0 . (5.12)

Como det (SCD) # 0 existe una matriz M € R~ 9% de rango fila completo tal que T =

,detT # 0y MD = 0. T define una transformacién de estados (x, &) = (Tx,Te) para (5.6)
M

con

X1 SCx & SCe
Y = — , &= = ) (5.13)
X2 Mz & Me
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En estas nuevas coordenadas, la dindmica del error (5.6) tiene la forma siguiente

x1 = Anxa + Aaxe + Gy + @1 — DTPDw

X2 = Aa1x1 + As2xae + Gotp + P2

& = (A1 + L1Cr) & + (A2 + L1Cs) & + Giv + DT PDw

€ = (An + LaC1) &1 + (Ana + LaCh) & + Gav (5.14)
2= (H+NC)&=| H +NCi, Hy+ NGy |€.

6:057 Se:"glv

V:—¢(Z,O'),
donde
Ay A _ DTPD _ G
A=TAT! TR b=1TD= . G=T1Ga=| |,
Agr A 0 Ga
7 Ly -1 ~ -1
L=T1L=| '], ¢=cr _[Cl 02], SC =SCT! = [1,0]
2
_ _ _ P1
H=HT"'=[f H |, ¢=Te=|"

©2

De acuerdo con el Teorema 2 (Capitulo 3) el hecho de que las condiciones i) y ii) se satisfagan

es suficiente para la existencia de un OED. El OED sera construido en la Seccién 5.3.3. m

5.3.2. Desigualdad Matricial (Lineal)

A pesar de que en general la desigualdad (5.10) es no lineal en los pardmetros de disenio, bajo
ciertas condiciones se vuelve una LMI con restricciones en forma de igualdades matriciales, para
cuya solucién existen algoritmos numéricos eficientes. Por ejemplo, reemplazando el término AP
en (5.10) por A, (5.10) es una LMI en P, PL, A, S, pero no en N, excepto cuando R = 0. Si
¢ € [K1, K3 6 [K1,00], siempre es posible utilizar una transformacién de lazo (Khalil, 2002) para
hacer que R = 0. Este es el caso por ejemplo cuando 1 es Lipschitz o estd en el sector [0, 0],
asi como para no linealidades mondtonas.

Considérese una no linealidad ¢ € [Ki, K3]. Como se mencioné antes, esta no linealidad es
D{Q, S, R} para una forma cuadratica no positiva semidefinida w (¢, z) = ¢7 Q¢ + 2¢7 Sz + 2T Rz

y

(Q,S,R) = <—I,%(K1 +K2),—% (KlTK2+K2TK1)). (5.15)
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Considérese ahora una transformacién de lazo como la de la Figura 5.3.

v
=

Figura 5.3: Transformacién de lazo para hacer R=0.

La nueva no linealidad es = = ¢ + Kz y su forma cuadratica correspondiente,
w= (B,2) =ETQE+ET82+4 2T 5T= + TRz
=0+ K2)T Qo+ Kz2)+ (0 +K2)" 5242757 (p+ K2) + 2" Rz
= qung + quQKz +2TKTQ¢ + :TKTQK = + ¢T§z + zTS'Tqﬁ +2TKTS2 + 2TSTKz+ "Rz
=¢'Qp+2¢" (QK +S) 2+ 2" (KTQK + K'S + STK + R) 2
=T Qp+207 Sz + 2Rz

Después de algunas manipulaciones algebraicas, se encuentra que

Qi

=Q
S =S—-QK

R=R—-KTS-STK + KTQK

Sustituyendo las matrices (@, S, R) de (5.15) y considerando K = K; se puede probar que
R = 0. Por tanto, siempre es posible utilizar una transformacién de lazo (que implica también una

transformacion de lazo de la planta) para obtener un problema con R = 0.

5.3.3. Construccién del OED

En el Teorema 4 se demuestra la existencia de un OED si dos condiciones se satisfacen: una
condicion de sector de la no linealidad ¢ expresada por medio de una funcién cuadratica y una
desigualdad matricial. La satisfaccién de esta desigualdad matricial implica la propiedad de disi-
patividad que se requiere para la existencia del observador; las incognitas mas importantes de esta
desigualdad matricial son las matrices de inyeccion de salida L y N y la matriz P con la que se
construye la funcién de almacenamiento asociada a la propiedad de disipatividad.

Un punto importante que no se presenta en el teorema es la forma como debe disenarse el OED.

A continuacién se realizard este diseno, en el cual se muestra que el OED se disena con inyecciones
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de salida Lt y N, distintas a las inyecciones de salida L y N que satisfacen la desigualdad matricial.
La idea fundamental en este caso es que las inyecciones de salida L y N satisfacen la desigualdad
matricial, mas no necesariamente generan un desacoplamiento de la entrada desconocida en el error
de observacién. Sin embargo, encontrando las matrices L y N, siempre se pueden encontrar matrices
Lt y Nr que satisfacen la desigualdad matricial y al mismo tiempo realizan el desacoplamiento.
En otras palabras, de todas las posibles matrices de inyeccion de salida L y N que satisfacen la
desigualdad matricial, se deben seleccionar (o construir en este caso) otras que ademds realicen el

desacoplamiento deseado.

Proposicién 2 El sistema 2 (5.5) es un OED de orden completo con matrices de inyeccion de
salida L1, N que estdn dadas por (5.23), (5.24), respectivamente, y matrices E y F definidas por
(5.25).

Demostracién. En esta prueba se construyen matrices de inyecciéon de salida deacopladoras Lo
y Nr utilizando las matrices L y N que se obtienen como solucién a (5.10) con el fin de construir
el observador. Por simplicidad, para el diseno del OED se trabajard con el sistema transformado
(5.14).

Desacoplamiento de la entrada desconocida: Con el fin de obtener un observador asintético,
independiente de la entrada desconocida, es necesario desacoplar su efecto sobre &2 en (5.14), pues
ésta es la parte del error de estimacion que corresponde a los estados no medibles. Con el fin de
obtener este desacoplamiento, se utilizaran matrices de desacoplamiento denotadas por Lp y Np

y que se suman a las soluciones de (5.10) obteniéndose inyecciones de salida totales Ly y Np

Lr=L+Lp
Nr =N+ Np

(5.16)

Si ahora Ly de (5.16) toma el lugar de L en (5.14) se obtiene

&= (A +LiCi+ LpiCi) & + (Aia + LiCa + LpiCs) & + Giv + DT PDw
€2 = (An + LaCy + LpaCh) &1 + (Aza + LaCo + LpaCy) & + Gav (5.17)
z= (Hi+NCi+ NpCi)& + (Hy+ NCy 4+ NpCs) &

Puede verse que los términos adicionales en esta tltima expresién con respecto a (5.14) son,
respectivamente,
Lp1Ci&1 + Lp1Coéy = Lp1CE
Lp2Cié1 + LpaCoéy = LpaCe (5.18)
NpCi&1 + NpCals = NpC¢
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Si ademaés se propone que

Lp = K;S
Lpy = K>S (5.19)
Np = KyS,

la ecuacién (5.17) se convierte en

&= (A +LiC+ K1) & + (A2 + L1Cs) & + Giv + DT PDw
&= (Ao + LoCy + Ka) & + (Ao + LoCh) & + Gav (5.20)
z = (H1 + NCy +KN) &+ (ﬁ2+NC’2)§2 .

Como puede verse, la inclusion de las matrices de desacoplamiento se pueden traducir como una
inyeccién de las salidas pasivas, es decir, sélo afectan a los términos de &7 en (5.14) por medio de
las matrices K1, Koy Ky.

Seleccionando ahora

Koy = — (A721 + LQ?I) ) (5.21)
Ky=-(Hi+NCy) ,

A

y K tal que A%, = (/_111 + L1C; + I_(l) es Hurwitz, lo cual evidentemente siempre es posible, (5.20)
se puede escribir entonces como

&= AL&+ (Aia+LiCy) &+ Giv+ DTPDw

fo= (A + LaCo) & + Gov

z= (Hy+NCs)& ,

v= —¢(z,0) .

Noétese que el subsistema & estd completamente desacoplado de w.

En estas coordenadas, la funcién de almacenamiento V (¢,7) = ! Pe se puede escribir
V(&,&,2) = ETTIE = TG + E8THaés = Vi (&) + Vo (&), donde TT = T-TPT~! es una ma-
triz diagonal por bloques. Este 1ltimo hecho puede derivarse de escribir SC = DT P en las nuevas
coordenadas, es decir, DI = [I,0].

Noétese que si Se = & = 0, entonces de (5.11)

Vo (&) < —AVa (&)
considerando (5.18) y (5.19), y junto con (5.14) el subsistema
52 = (z‘_l22 + Ezc_'z) & + Gov
z = (ﬁz + NCQ) & (522)

V:_¢(Z’U) )
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tiene & = 0 como un punto de equilibrio que es exponencialmente estable, uniformemente en o.
Debido a la estabilidad de (5.22) £&2 — 0 exponencialmente cuando ¢t — oo, y como Aj; es
Hurwitz, ¢&§ — 0 cuando w — 0, o &1 es acotada cuando w lo es también.

Por tanto, en las coordenadas originales, la inyeccion total de salida L1 es
Lr=L+T7 'Lp (5.23)
y la inyeccién total N
Nr =N+ Np (5.24)

donde Lp y Np satisfacen (5.19) y (5.21) y A%, = (12111 + Lp1Ch + Eplél) es Hurwitz.

Ademds, si se seleccionan las matrices £y F del observador de acuerdo a

0 | sc
, F=T (5.25)
M 0

E=T""

se sigue facilmente que th (z (t) — = (t)) = 0 exponencialmente rapido y uniformemente en w. m
—00

Comentario 12 FEste resultado se presentd en el 160. Congreso Mundial Trianual del IFAC, 2005
(Rocha-Cézatl y Moreno, 2005a) llevado a cabo en Praga, Rep. Checa.

Comentario 13 Este procedimiento de computo es una desigualdad matricial a la que se le pue-
den agregar algunas restricciones (igualdades matriciales) con el fin de seleccionar las matrices
correctas Lt y Nt a partir del conjunto de soluciones que satisfacen unicamente la desigualdad.
En otras palabras, la desigualdad matricial puede tener diversas soluciones para L y N, pero no
todas producen el desacoplamiento deseado. Ya en la Seccion 4.2.1, donde se presenta el diseno de

un OED para sistemas lineales por medio de una LMI, se realizé un comentario similar.

Comentario 14 La estructura de los sistemas no lineales considerados en este capitulo consiste en
un término lineal en los estados y dos términos no lineales, uno que depende de entradas y salidas
exclusivamente y otro que depende de estados no medibles. Por tanto, resulta claro que este método

de diserio generaliza el presentado en el caso lineal e invariante en el tiempo.

Comentario 15 Ndtese que (5.10) implica Q < 0, y la forma cuadrdtica de la no linealidad w (¢, 2)

es no positiva semidefinida, evitando este caso trivial.

Comentario 16 Si no existe entrada desconocida (w =0), el diserio del OED sigue siendo vdlido,
reduciéndose al presentado en (Moreno, 2004), que aplica el criterio del circulo generalizado en el

Lema 2 a sistemas sin entradas desconocidas.
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5.4. Ejemplo

Se considera el sistema mecanico de la Figura 5.4

k1
AVAV k2
u—» I\
b1 1 /[ 2 —»W
1 m m
-] —
b2
Anl —>
L X3, x4
x1, X2

Figura 5.4: Sistema mecanico con amortiguador no lineal A,;.

En él, z1, xo representan respectivamente la posicion y velocidad lineales de la masa m1 y 3, x4
la posicién y velocidad lineales de la masa mo, respectivamente. Se considera una fuerza conocida
u aplicada a my y una fuerza desconocida w aplicada a ms. Se asume que se miden las variables

(1,x4), por lo que se construird un OED para estimar las variables (x2, z3).

El elemento A,; es un amortiguador no lineal cuya ecuacién es Fa , = ¢y sign (z2) In (1 + |z2]),
donde ¢,; > 0. En la Figura 5.5 se muestra la forma de esta fuerza con respecto a zo, la cual se ve

acotada por una recta con pendiente c,;.

20 T T T
‘

! < pendiente = ¢
i ni

5 (N)

nl™—

Fuerza FAnI para c

x2 (m/s)

Figura 5.5: Forma de la fuerza Fy,, con respecto a xs.
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Las ecuaciones en espacio de estados son

0 1 0 0 0 0 0
Ckitky  _bikby ke by 1 a1 0
m‘. — mi mi mi mi x_|_ mi u+ mi w(o_) + w
0 0 0 1 0 0 0
k: b k: b 1
| m ms  me T mg | 0] | 0] | e
y1 =11 , Y2 =4 , (5.26)

(o) =cysign (o) ln(1+|o]) , od=2a2,

En este caso, 9 es la fuerza del amortiguador no lineal y a partir de ella se encuentra la funcién

¢ de (5.6), que es
¢ (z,0) =cpsign (o) In(1+ |o]) — ¢y sign (o + 2)In(1+ |o + 2|)

Esta no linealidad, que se construye a partir de la que se muestra en la Figura 5.5, se encuentra
en el sector [—cy, 0] con respecto a z, es decir, es D {—1, —%cnl, 0}, satisfaciendo la suposicién (a)
del Teorema 4 para Q = —1, S = —%cnl y R=0.

Como R = 0, la desigualdad (5.10) es una LMI en los pardmetros de diseio P, PL, A\, S, y N si
Al reemplaza a AP, como se mencioné antes. Utilizando los valores siguientes para los parametros
mi1 =5 (kg), ma = 1 (kg), k1 = 30 (N/m), ka = 10 (N/m), by = 4 (Ns/m), b = 2 (Ns/m),
¢ =5 (N), y con la ayuda del LMI Toolbox del Matlab®, se obtuvieron los siguientes resultados
que satisfacen la desigualdad (5.10)

A =0.85, N:[—o.05 0], S

Il
—
=
—
[E—1

[ 17 0 ] [ 12 06 -81 0|
35 —04 06 37 —18 0
L=  p—
16 -1 ~81 —18 131 0
0 20 | 0 0 0 1

Finalmente, las matrices E y F son?

I 0 0 0
F— 3 3x1 F— 3x1 3x1

O1x3 0 0 1

El observador diseniado se implement6 en simulacién, considerando u =5 (N) y w = 4sin (¢) +
2 (N), apareciendo esta tultima a partir de los 10 (seg). Estas entradas y la no linealidad 1 se

muestran en la Figura 5.6. Por otro lado, en la Figura 5.7 se muestran los resultados obtenidos:

2donde Opx. es una matriz de ceros de dimensién b x c.
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la evolucién de los estados en el tiempo y del error de observacion. Los estados son evidentemente
afectados por la entrada desconocida a partir de los 10 (seg), pero el error de estimacién converge

a cero independientemente de ella.

10

;
- - u-conocida

w — desconocida
—— v - no linealidad

Entradas

o
—

0 é 16 1‘5 20
Tiempo (seg)

Figura 5.6: Simulacién del OED disenado. Evolucién de las entradas u, w y de la no linealidad v

2r — x1 R
- - x2
(7)) ~ H
8 IN ]
_'(E Ol\\ ; ! \\\ ///// T : =T T \\\i —_— 7 T
ou) \\\ i -
-1r 47 ]
v
2+ B
0 5 10 15 20
Tiempo (seg)
g 4 :
-_,3 — x1-x1estim
A - - x2-x2estim ||
2 2 x3-x3estim
I P - - x4-x4estim
> Un P
Il /!
\ -
572
S
S
LIJ_4 Il Il Il
0 5 10 15 20

Tiempo (seg)

Figura 5.7: Simulacién del OED disenado. Evoluciéon de los estados del sistema y del error de
estimacién, donde x1, x3 estdn en (m) y 2, x4 en (m/s)
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5.5. Mejoramiento del diseno del OED

Para el diseno presentado en la Seccién 5.3 se asumié que la no linealidad satisface s6lo una
condicién de sector; sin embargo, eso conduce algunas veces a resultados conservadores. En algunos
casos, mas de una condicién de sector puede satisfacerse simultaneamente, lo cual permite obtener
una mejor descripcién de la no linealidad y con ello resultados mejores. El siguiente ejemplo ilustra

esta situacion.

5.5.1. Ejemplo ilustrativo

Considere el sistema no lineal

010 0 0 0
i=100 1 |x+|0|wt+|1 0|7 ()

000 1 0 1
Y2 =w (5.27)

?/12[1 0 O}SC

donde x = [x1, z9, 3", xp = [z, y2]" ¥

¥ () Uy (22) arctan () (5.28)
x) = = .
Uy (w9, 13) sin (z2) + 11:;’6%

Este sistema ya estd en la forma dada por el subsistema y en (5.14) con el subsistema x desaco-
plado de w. Como x1 es medible, cualquier método de disefio puede ser utilizado para disefiar un
observador para .

La no linealidad ¥ (x) es D {Q, S, R}, dado que satisface una condicién de Lipschitz
(@) -0 (@) <2 ol - 2] (520

Sin embargo, utilizando esta condicién de sector sencilla, la desigualdad matricial (5.10) no tiene
solucién por lo mal restringida que resulta la condicién de sector dada por (5.29) y por tanto, el
Teorema 4 no puede ser utilizado para disenar un OED. Es decir, como la condicién de Lipschitz
(5.29) no toma en cuenta la estructura triangular de los elementos de ¥, una no linealidad como

7 = arctan (x2)+ f (z3) podria satisfacerla si | f (z3)| < 1. El peor caso ocurre cuando, por ejemplo,
f (x3) = —x3, pues la condicién de Lipschitz se satisface, pero en contrapartida, la observabilidad
del sistema se pierde y entonces el OED no puede existir.

Una forma de definir de mejor manera el sector al cual pertenece la no linealidad (un sector mas

restringido) es aprovechando la estructura triangular de la no linealidad y definir una condicién de
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Lipschitz por separado por cada componente de ¥, tal como las que se muestran a continuaciéon

191 (22) = @1 (23) || < Fa [|(22) = (a3)

192 (3, 23) = s (3, 23)| < Kz || (0, 23) = (o2, 23)|

Estas dos condiciones de Lipschitz pueden ser expresadas como dos tripletas independientes

(Qi,Si, R;),i=1,2

-1 0 5| 10
Q1= , S1 = 02x2, Ry = ky

0 O 0 0

0 0 L 10
Q2 = , Sa = 022, Ry = k5

0 -1 0 1

En este caso, el sector al cual pertenece la no linealidad ¥ queda mejor definido por medio de
dos condiciones de sector, de forma tal que no linealidades como W] no pertenecen a ese sector.
En resumen, dos condiciones por separado describen de mejor manera el sector que el vector de

no linealidades debe satisfacer.

5.5.2. Diseno de OED cuando las no linealidades se definen por medio de miilti-

ples sectores

Se realiza ahora la siguiente suposicion.

Suposicién 1 La no linealidad ¢ en (5.6) es D{Q;,S;, R;} para un conjunto finito de formas
cuadrdticas no positivas semidefinidas w; (¢,2) = ¢ Q;¢ + 267 S;z + 2T R;z > 0 para todo o, para

i=1,2,...,ng.

Es claro que sin pérdida de generalidad, se puede asumir que las formas cuadraticas son inde-
pendientes®. Se puede ver también que entonces ¢ es D {10, (Q;, Si, R;)} para cada 6; > 0, es
decir, ¢ es disipativa con respecto a la funcién de potencia suministrada w (¢, z) = X722, 6,w; (¢, 2).

Como puede verse del ejemplo, la caracterizacién de la no linealidad ¢ por medio de una sola
funcién de potencia suministrada w puede resultar un tanto burda o en algunos casos conservadora.
Una caracterizacion mas precisa de ¢ aumentard las posibilidades de satisfacer la desigualdad. En
otras palabras, el vector 8 = [f1,...,60,,] es de hecho un grado de libertad mas en el disefio del

OED.

3Considérese por ejemplo una no linealidad escalar en el sector [1, 10]. Decir que estd también en el sector [0, 00)
resulta inutil, pues no aporta nueva o mayor informacién. En ese caso, las formas cuadriticas correspondientes no
son independientes.
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Teorema 5 Asumase que la Suposicion 1 se satisface. Asumase también que existen matrices

constantes P = PT >0, L, N, S, un vector § = [01,. .. ,On,l, 0; > 0 y una constante X > 0, tal que

PApL+ AP+ AP PG PD —HLRyHy HLSE CTST
GTp 0o 0 |- SpHn —Qy 0 <0. (5.30)
DTpP 0 0 sC 0 0

donde (Qg, Sp, Ro) = X12,0; (Qi, Si, )
Entonces existe un OED para (5.1). Ademds, 2 (5.5) es un OED de orden completo con matrices

de salida L7, Np que estan dadas por (5.23), (5.24), respectivamente, y matrices E y F definidas
por (5.25).

Demostracién. La demostracién sigue el mismo camino que aquélla del Teorema 4, pero conside-

rando (Qg, Sp, Rg) como la forma cuadratica de la no linealidad. m

Como se mencioné antes para (5.10), bajo ciertas condiciones, la desigualdad (5.30) es lineal.
Sustituyendo AP por Al en (5.30), si Ryp = 0, entonces (5.30) es una LMI en P, PL, A\, S, N y 6.
Por otro lado, si N = 0, entonces (5.30) es una LMI en P, PL, A\, Sy 0.

5.5.3. Un OED para el ejemplo ilustrativo

Para verificar que cuando se definen multiples sectores si se puede disenar un OED para el

sistema (5.27), se utilizara el Teorema 5 para ello.

La dindmica del error en este caso es

‘o1 00] [o o] [ 0 ]
0010 10 0
e = e+ v+ w
000 1 01 0
(0000] [00] | 1 |
1000
y= e (5.31)
0 1
lo1o00
o = (&
0010
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donde ¢ (z,0) = 7 y

P2

¢1 = arctan (o9) — arctan (o2 + 22)
o3 03tz
1+05 1+ (034 23)°

¢o =sin (03) — sin (o2 + 22) +

La primera no linealidad ¢; estd en el sector [—1,0] y puede ser definida por medio de la tripleta

(Q1,51,Ry) con

[N

Q1= , S =

0
, Ri = 02x2
0 O 0O O

Para ¢9 el sector es [—1,1] con respecto a ambas variables, oo y o3, por lo que la tripleta

(Q2,52,Ry) es
Q2 = , Sa = 02x2, Ry =

Asi, las matrices (Qg, Sy, Rg) son entonces

-6 0 —2601 0 11
QQ = s S@ = s Rg = 92
0 -0 0 0 1 1

N[

donde 6 = [ 01, 6 ]
Por simplicidad, en este ejemplo se considera N = 0, y de esta forma (5.30) es una LMI en P,
PL, A\, Sy 0,si Al reemplaza a AP, como se mencion6 antes. Con la ayuda del LMI Toolbox del

software Matlab©, se encontraron los siguientes valores que satisfacen la desigualdad (5.30):

A=1, s=[o0 1]|. 6=[09 03]

170 1707.8 —4094 019 0 |

—687 0 —40.94 688 —0.95 0
L= . P=
—2770.7 —1 —0.19 —095 023 0
0 -1 0 0 0 1

Finalmente, las matrices ' y F' son

B I3 03x1 ’ e 03x1 03x1

O1x3 O 0 1

En las Figuras 5.8 y 5.9 se muestran resultados de la simulacién del observador disenado.
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En la Figura 5.8 se muestra la evolucién de las no linealidades del vector ¥ (5.28) del sistema
5.27 y la entrada desconocida w = sin (5t) + v, donde v es una senal diente de sierra con amplitud
1 y frecuencia 3.5 (rad/sec).

En la Figura 5.9 se muestra la evolucién en el tiempo de los estados del sistema para las no
linealidades y la entrada desconocida consideradas. También se muestra el porcentaje de error de

estimacion, el cual se observa que tiende a cero independientemente de la entrada desconocida w.

N

_
T
I

No linealidades

|
-

0.5 1 115 2 2.5 3
Tiempo (seg)

o

N

—_

Entrada desconocida
o

0 0.5 1 . 1.5 2 2.5 3
Tiempo (seg)

Figura 5.8: Salidas de las no linealidades y la entrada desconocida.
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Figura 5.9: Simulacién del OED disenado para (5.27).
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5.6. Resumen

En este capitulo se han propuesto dos métodos de diseno de observadores con entradas desco-
nocidas para una clase especial de sistemas no lineales. Estos métodos de disenio son sencillos y
facilmente computables, pues se basan en la solucién de una desigualdad matricial que en muchos
casos es lineal (LMI), la cual se puede obtener por medio de diversos algoritmos numéricos muy
eficientes.

Los métodos de diseno propuestos representan una aplicacion directa de la caracterizacién disi-
pativa de las condiciones de existencia de los OED para sistemas no lineales generales realizada en

el Capitulo 3.
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Capitulo 6

Conclusiones

El estudio de los observadores con entradas desconocidas (OED) presentado en este documento
fue motivado por la falta de condiciones constructivas para el diseno de OED para sistemas no
lineales.

En este trabajo se concreté la profundizacién de trabajos anteriores (Rocha-Cézatl, 2001) con el
fin de incluir un concepto con una interpretacion fisica clara como el de disipatividad en el diseno
de OED.

De esta forma, el resultado méas importante de este trabajo es la caracterizacion de la existencia
de Observadores con Entradas Desconocidas (OED) en términos de propiedades de disipatividad.

Entre los logros que se han alcanzado al realizar esta caracterizacién, se pueden mencionar los

siguientes:

1. Se ha encontrado que una propiedad de disipatividad incremental de la planta implica una

condicién de detectabilidad necesaria para la existencia de los OED.

2. Esta caracterizacion de la existencia de los OED basada en disipatividad, permite proponer

un diseno de un observador de orden reducido para sistemas no lineales generales.

3. Para una clase amplia de sistemas no lineales (que incluyen a los sistemas LIT) se pudo
proponer un método de diseno basado en la solucién de una desigualdad matricial, la cual
es lineal en muchos casos. Esta forma de plantear el diseno resulta facilmente computable
utilizando eficientes algoritmos especializados como por ejemplo los que se incluyen en el LMI

Toolbox del software Matlab®©.

4. Si se conoce la naturaleza de la entrada desconocida, gracias a la caracterizacién basada en

disipatividad que se realizd, se sabe que para construir el observador debe medirse la variable
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complementaria a la entrada desconocida, de tal manera que su multiplicacién tenga unidades

de potencia.

Cuando la entrada desconocida w es considerada una entrada externa (perturbadora), la tinica
exigencia que se hace sobre ella es que sea tal que el sistema no lineal considerado sea completo, es
decir, que sus soluciones existan para todo tiempo positivo y sean tinicas.

De esta forma, una caracteristica importante de los métodos de diseno de los OED presentados,
es que al desacoplar el efecto de la entrada desconocida de la parte de los estados que se estiman, se
obtiene una independencia absoluta de esa entrada, pudiendo ser incluso no acotada. Esta ltima
consideracion es relevante al comparar este OED con disefios basados en otras técnicas, como por
ejemplo los observadores por modos deslizantes, en los cuales la entrada desconocida debe ser
acotada, al igual que todos los estados.

Por otro lado, la entrada desconocida w puede ser considerada como incertidumbre paramétrica
en el modelo de la planta. En este caso, si el sistema puede ponerse en una forma en la cual una
parte de la ecuacién de estado depende de esa incertidumbre y otra parte de ella no, el OED que se
puede construir por el método propuesto serd entonces un observador robusto. Sin embargo, es claro
que si se puede llevar a esa forma, implicitamente se estaria asumiendo que existe incertidumbre
sélo en algunos parametros de la planta.

También debe destacarse que el método de diseno planteado en el Capitulo 5 generaliza varios
métodos de diseno para sistemas sin entradas desconocidas, como por ejemplo los observadores de
alta ganancia, los observadores Lipschitz y los observadores disefiados con base en una extensién
del criterio del circulo al caso no lineal. El hecho de que la aportacién de este trabajo generalice
este tipo de disenos muy conocidos y vastamente aplicados, la ubica en una buena posicién dentro
de la teoria general de estimacién de estados.

Otro aspecto que es importante abordar es la clase de sistemas fisicos a los cuales se pueden
aplicar los resultados de este trabajo.

En un principio, se planteé la posibilidad de encontrar aplicaciones en sistemas mecanicos y
electromecanicos, tomando en cuenta el antecedente que planteé el diseio de un OED para el mo-
tor de induccién. Sin embargo, existen diferencias entre el planteamiento usual de los problemas
de estimacién de estados en sistemas mecdnicos y el planteamiento que ofrece la técnica aqui de-
sarrollada. Es decir, usualmente en los sistemas mecdanicos las variables medidas son posiciones
(lineales o angulares), las velocidades (lineales o angulares) son las variables a estimar y las en-
tradas desconocidas podrian ser fuerzas o pares perturbadores. Se ha mostrado mediante ejemplos

que si se conoce la naturaleza de la entrada desconocida, se sabe qué variable medir para construir
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un OED completamente independiente de dicha entrada. La interpretacion del resultado para este
tipo de sistemas es entonces que las velocidades deberian ser medidas para obtener un término con
unidades de potencia mediante el producto velocidad por fuerza, lo cual no resulta compatible con
el planteamiento usual.

Sin embargo, existen aplicaciones importantes en otro tipo de sistemas tales como procesos
quimicos, biolégicos (biorreactores) y en sistemas eléctricos, entre otros.

Dentro este mismo dmbito de aplicaciones, se realizé una aplicacién de los OED lineales en la
deteccién de fallas de un sistema hidrdulico de tres tanques, pero bajo la suposicién de que las
perturbaciones (o fallas en ese caso) no son del todo desconocidas, es decir, son entradas “cuasides-
conocidas” (Rocha-Cézatl y Moreno, 2002). Los detalles de este trabajo no se incluyeron en este
documento porque en él solamente se quiso incluir el andlisis cuando las entradas son completa-

mente desconocidas.
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Apéndice A
Nomenclatura y Glosario

Nomenclatura

vector de estados
vector de salidas
vector de entradas conocidas o de control
vector de entradas desconocidas
numero de estados
numero de salidas
numero de entradas conocidas
ntumero de entradas desconocidas
matrices de estado de una representacion de estados lineal,
pertenecientes a R™*™, R™*™ R"*4 RP*™ respectivamente
(z,u) : campo vectorial que forma parte de la representacién del sistema no lineal
x) : campo vectorial que forma parte de la representacién del sistema no lineal
x) funcién no lineal que define la salida
t) : vector de estados estimados
t) : estado del observador con entradas desconocidas
) : estado del sistema error € = x — (
t) : error desalidne=y—g
) :  inyeccion de salida (en el observador)
U, y) :  funcién de potencia suministrada

matriz que define la funcién de potencia suministrada w (u,y) = v’ Sy

y la transformacion de desacoplamiento. Utilizada en los Capitulos 2, 3 y 4
(Q,S, R) :  matrices que definen una funcién de potencia suministrada cuadratica

w (u,y) = y"Qy + 2y" Su + v’ Ru, con Q < 0, utilizada en el Capitulo 5

V (z) :  funcién de almacenamiento de energia
Y (o) : funcién no lineal de una funcional (no medible) del estado 0 = Hx
o (t,u,y) : funcién no lineal dependiente del tiempo, de las entradas y las salidas del sistema

8

—_— N TN /N
~ ~ 4~ o~
—’ N N

IS gesw

:B K
s
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Glosario
OED Observador con Entradas Desconocidas

Sistema LIT

LMI

o
Cy

Funcion de clase

Funcién de clase K

Funcion de clase KL

Sistema EDE {Q, S, R}

Funcién D{Q, S, R}

Sistema Lineal e Invariante en el Tiempo

Desigualdad matricial lineal, por sus siglas en inglés
(Linear Matriz Inequality)

Semiplano complejo izquierdo abierto
Semiplano complejo derecho cerrado

(Khalil, 2002) Se dice que « (r) es una funcién de clase K si
es estrictamente creciente y « (0) = 0 (Pag. 14)

(Khalil, 2002) Se dice que « (7) es una funcién de clase K si es
de clase K y si a (r) — oo cuando r — oo (Pag. 14)

(Khalil, 2002) Se dice que [ (r, s) es de clase KL si, para cada s fija,
B (r, s) pertenece a la clase I con respecto a 7y, si para cada r fija,
B (r, s) es decreciente con respecto a sy 3 (r,s) — 0 cuando s — oo
(Pag. 14)

Sistema Estrictamente Disipativo en el Estado
con respecto a una w (u, y) cuadratica (Pag. 57)

Funcién Disipativa con respecto a una
w (u,y) cuadratica (Pag. 57-58)
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