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PREFACIO 

Estos apuntes de Simulación Matem<itica de Yacimientos 

fueron preparados por el In o,. Minuel Angel Hernánde.z

Garc!a, dirigido oor el Dr. GuillerMo c. Domfni:iuez -

Varc¡as. Constituyen una versión amPliada y mejorada -· 

de l<¡>f? apuntes originales elaborados_ por los Inas. -

Luis Ayala G6mez y José R. Serrano Lozano; !;>ajo la di 

rección del Dr. José Luis Bashbush Bauza. Parte del -

material oriqinal fue tomado de. la oublicación No. 72 

BH/094, del Instituto Mexicano del Petróleo, prepara

da por el M. en l. Rafael Rodríquez Nieto, en 1972. -

Para hacer la nueva versión se to~ó como.base la éxp~ 

riencia adquirida en dos años por el Dr. Domfnguez .-

Vargas, al impartir la asiqhatura del mismo nombre • 

. DEPAR'l;'AMENTO DE EXPLOTACION DEL PJ?TROLEO .. 

Julio· de .1984. 
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PROLOGO 

La simulaci6n numérica. de yacimient-os es una disciplina ·relativ~ 

mente moderna en la ingeniería de yacimientos petroleros. Su -

potencial es enorme como herramienta de trabajo, para predecir -

el comportainfento de yacimiÉ!ntos bajo diferentes esquemas de ex

plota,ci6n, siempre y cuando se entiendan las bases sÓbre las que 

está desarrollada. Este trabajo tiene como objetivo presentar 

los fundamentos de la simulaci6n de yacimientos petroleros, como 

_., . ~~ _P~~rner_ c~_z:so sobre el tema. No se pretende abarcar todo lo 

que se conoce sobre simulaci6n, sino más bien dar los conceptos 

fundamentales para que se puedan entender cursos más avanzados, 

así como iniciar a las personas interesadas en yacimientos, en -

lo que es probablemente una de las áreas de estudio más nuevas -

en la ingeniería petrolera. 

·En este trabajo, se presenta primordialmente el problema del fl~ 

jo de fluidos en un yacimiento cuando se trata de una sola fase. 

Sin ·embargo, se dan las bases para estudiar el caso de flujo mu! 

tifásico, tanto en dos como en tres fases. Se puso especial é~ 

fasis en ia informaci6n que requiere un modelo para ser utiliza

do, ya que ésto es probablemente uno de los aspectos fundamenta-

les de simulaci6n. En ocasiones son necesarios datos que no se 

tienen disponibles, lo que hace que un estudio de simulaci6n de 
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yacimientos sea criticAdo ~or dar resultados basHdos en informa-

ci6n supuesta, ya sea de correl"ciones empiricas o de datos toma 

dos de otros campos. 

Se incluy6 un capitulo dedicado a cstuJiar la forma en que puc-

den ser clasificados los simuladores, clepencli endo ele sus cHr:~c-

teríst:icas. Esto es importante, ya que un simu}ndor puede ser 

caracterizado de muy diferentes mJncras, lo cual permite selcc-

cionar el modelo necesario para resolver un problema espccifi- · 

co. 

Se dedica un espacio importante en estas notas a los principios 

básicos y ecuaciones fundamentales de la simulaci6n, así como al 

manejo de unidades y a conceptos fundamentales de matrices, muy 

necesarios para poder resolver los sistemas de ecuaciones que se 

van a generar. 

Con relaci6n a los ·modelos matemáticos que se van a resolver nu

méricamente, se dan las bases del método de-diferencias finitas, 

el cual se trata extensamente en u~ capiXulo. También se pre-

sentan algunos de los diferentes métodos de soluci6n de sistemas 

de ecuaciones algebraicas. En este tema; no se prettndi6 cu-

brir todo lo que existe relacionado con métodos de soluci6n, ya 

~ue éso seria pqr si solo, material para escribir un libro ~om-
~·' 

plcto. Sin embargo, se presentan ·los métodos más sencillos, a-

si como algunos de los mfis utilizados. 



Se presenta u~ capítulo en unidades ¡Hácticas, con los· modelos -

ma~emáticos que se tendrían cuando se considera una, dos y tres 

n· objetivo de este capitulo no es prcsentat la: sol u- e 

ci6n a cada uno de ellos, sirio mostrar el tipo de modelo que se 

manej~ria ~n cada caso~ 

Algo a lo que s·e le dedic6 espacio en este trabajo; filé lapre

sentaci6n de un capitulo de aspectos prácticos de lh simulaci6n 

de yacimientos. En él se discuten algunas dificultades, con 

Las que se enfrenta el usuario de un simulado~, identifitando 

·las fu-entes potenciale·s de error, así como algurios aspectos que 

son imp~rtantes de considerar al utilizar un modelo. En este -

mi~mo ·capitulo, se incluyen once problemas resueltos,· para ser 

utilizados corno material autod(dáctico por aquellos estudiantes 

y profesionistas que se estén iniciando en el tema. El grado -

de dificultad de estos problemas es variable, desde los muy sen

cillos hasta algunos que requieren de más tiempo para ser resuel 

tos. 

El 6ltimo capítulo de estos np~ntes ha sido dedicado a la piese~ 

taci6n del simulador conocido como BOAST, el cual es un modelo -

trif5~ico tridimensional, que est5 disponible para ser usado por 

estudiantes en el Centro Je Cfilculo de la racultad de !ngenieria 

(CECAFI). Este simulador es un programa que fu6 desarrollado -

para el Departamento de Energía ele los Estados Unidos por Fren

chi y Bujnowski en 1982 y se ha d.ado. a conocer. al público 3 tra-

vfis de una publicaci6n espccialirada. El objeto de incluir es-



te capitulo y un ejemplo corrido en este sjmuJador, es familiHri 

zar a Jos estudiantes con un modelo del tipo de los que m~s se -

utilizan actualmente. 

Finalmente, se incluye un c~pitulo de conclusiones y comentarios 

generales ~cerca lle l~ simul~1ci6n llc yacimientos fJctroleJ·os, n1cn 

clonando sus ventajas y desventajas. 

Es importante scfta]ar para terminar este pr61ogo, que este traba 

jo está inspiratlo en Jos apuntes "SirnuJ aci6n Numéric1 de Yaci · 

mientes", escritos en 1982 por los ingenieros José 1(. Serr;.mo Lo 

zano y Luis A. Ayala G6rnez. Sin embargo, esta nueva versi6n di 

fiere sustancialmente de la antes mencion~da, por lo que de he

cho se pueden considerar corno otros apuntes, dándole el crédito 

que le corresponda a los ingenieros Serrano y Ayala,.por las pa! 

tes de este trabajo que fueron tomadas de sus apuntes. 

Por 6ltimo, conviene mencionar que gran parte del material pre

sentado ha sido estudiado en la materia "Simulaci6n Matemática -

de Yacimientos", que se ofrece regularmente en el plan de estu

dios de la carrera de Ingeniero Petrolero en la Facultad de lng~ 

nieria, la cual ha sido impartida po~ el Dr. Guillermo C. Domin

guez Vargas en los 6ltimos dos afias. 
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L.l Antecedentes. 

La simulación • .:oao tal. no es nueva. Siendo el objetivo .. pri!! 

cipal de la. ingeniería de yaciaientos el optimizar· la recupera

ción de los hidrocarburos y el ingeniero de yacimientos ·el· ·en· 

cargado de lograr que ese objetivo se.cu•pla; •éste siemp,··.· ha · 

buscado la manera de tratar de reproduci•t lo que· ocurr.e en los 

mismos. Para ello .se ha valido de tfcnicas y ecuaciones que · 

con el -tiempo y gracias a los adelantos-de la ciencia han ido· 

evolucionando. pero que en esencia. son las t6cnicas y ecuac.io· 

nes que se siguen utilizando en nuestros dlas. 

Así entonces. antes para calcular por ejemplo la recuperación. 

se u·tilizaban m6todos de balance de materia 1 • 2 • como los de Tar 

ner. Muskat o Tracy. en los cuales se con)>idera al yacimiento · 

como un tanque con prop-iedades pro•edio. tanto de presión como 

Jc propiedacles pctrofísicas y PVT de los fluidos. Sin embargo 

esta suposición de homogeneidad a lo largo de todp el yacimien

to. aunque se ha demostrado que puede ser válida, no existe, 

por lo cual se pensó en dividir al yacimiento en una serie de -

bloques o celdas. asignándole a cada una de ellas propiedades -

promedio y aplicar la ecuación de balance de materia para cada 

bloque, acoplada a la ecuación de Darcy que es una ecuación de 

• Referencias al final de codo. capítUlo. 
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flujo que permite determinar la interacción entre los bloques .. 

A ~sto, o sea el dividir al.yacimiento en una serie de bloques 

para su estudio es a lo que se le conoce en forma general coma 

simulación y los aspectos nuevos que presenta es que, como pue

de ficilmente suponerse, se requiere de una gran cantidad de 

cfilculos (hay que utilizar balance de materia para cada bloque) 

por lo que se hace indispensable el auxilio de una computadora 

para llevarlos a. cabo. 

Lógicamente el primer problema que surge es el obtener la infar 

mación necesaria para cada bloque, sin embargo suponiendo que -

se pueda conseguir dicha información, sin lugar a dudas ésta es 

la mejor manera de llevar a cabo el estudio de un yacimiento 

cuando éste no es homogéneo. Con ello no se quiere decir que 

ésto sea lo mejor o deba de aplicarse indistintamente a cual- -

quier problema, pues la experiencia ha demostrado que el método 

de balance de materia simplificad~. bien aplicado, en determina 

dos casos puede proporcionar mejores resultados. 

Pero la tendencia sigue, nuevos descubrimientos e innovaciones 

se realizan día con día y es necesario que todo aquél que pien

se dedicarse al irea de yacimientos tenga un cierto conocimien

to acerca de lo que es la simulación. El objetivo de este tra 

bajo es pre·cisamente ése, proporcionar a quien lo lea un conoci 

miento bfisico sobre la simulación y despertar interés hacia es

te cada vez mis amplio campo de la ingeniería de yacimientos. 

1 5 



1.2 Breve historia,de' la simulación 3 .'' 

Prácticamente~ 18- símulación Lle yacimien-tos se ha venido 'emplE;a!2_ 

do desde los inicios ~e la ingenieria pet~olera, &sto es, all5 

Antes de 1960 los tálculos utilizados P! 

-ra p'redecit el comportamiento del yacimiento (-pronos-ticiT la· re 

cup~rac1Ón o comparar altcr~ativas económicas entre diversos.m& 

todos d<e _ _r_ecupe ~a·c.ión) , _consistían en gran parte, de métoclos d

naliticos como eran, el método de balahce.de materia o simula-_ 

dor de cero dimensiones y el método de Buckley-Leverett 6 mode, 

¡¿ de ~ni diménsión. 

·El término "simuláciÓn" se ·hace común a principios de los años 

1960's, r.efiriéndose con éi. a métodos de predicción desarrolla

do~ en programas -de computadoras relativamente sofisticados. 

Dichos programas representaban un mayor adelanto debido a que -

permitían la so~ución de un conjunto de ecuaciones expresadas -

en _diJerencias finitCis que describian flujo mult.if[isico a tra-

v&s de un medio poroso hc~erogéneo en dos y tres dimensiones. -

Este ~delante se hizo posible gracias a la evolución tan rápida 

que tuvieron l:!s comput,dora.s y eL des" r-ro !Jo de métodos numéri 

cos capaces de resolver grandes sistcm~s de ecuaciones en dife-

renci~s- fi ni LJs. 

!Junintc .los años 1.961J's, los esfuerzos de la simulación fueron 

dedi~idos en gran medida a los problemas en dos Cases (g~s y a

gua) y, en tres, asi como a modelos de aceite negro. La simu

lación de m~todos de recuperación se limitaba esenciCilmcnte a-

16 



los problemas de agotamiento natural y de mantenimiento de pre-

sión. Con ésto era posible el desarrollo de un modelo de simu 

lación 6nico, capaz de dirigirse a la mayorda de los problemas 

de yacimientos que se tenían. Este concepto de un modelo gen~ 

ral siempre ha sido atractivo debido a que significa reducción 

en el costo de su preparación y de su uso y, potencialmente, en 

el costo del desarrollo del modelo y de· su mantenimiento. 

Sin embargo, durante los años 1970's el panorama cambió en for

ma radical. El aspecto económico motivó a que se buscara la 

manera de obtener una re~uperación may?r, llevfindose a efecto 

proyectos de pruebas en. el campo, también llamadas pruebas pil~ 

to, encaminadas al estudio de procesos de recuperación mejorada. 

Est~ condujo a la simulación de nuevos procesos que iban más a

llfi del depresionamiento convencional ·Y del mantenimiento de 

presión, tales como la inyección de miscibles, la inyección de 

vapor, la inyección de productos químicos y la combustión in-si 

tu. Con ésto, al relativamente cómodo manejo de dos componen

tes hidrocarburos (gas y ~ceite) en simple flujo entre no miscl 

bies había que agregarle entonces la influencia de la temperat~ 

ra, agentes químicos y los efectos del complejo comportamiento 

del equilibrio entre fases. 

La proliferación que tuvieron estos métodos de recuperación en 

los 1970's motivó la orientación del concepto de modelo 6nico o 

general hacia modelos individ~ales desarrollados para represen

tar cada una de estas nuevas técnicas. 
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Las investigaciones realizadas durante este tlempo, dieron como 

resultado un avance significativo en la formulación de modelos 

de simulación y de métodos numéricos para la solución de siste-

mas de ecuaciones. Estos avances permitieron simular procesos 

de recuperación de lo más complejo y/o reducir el costo de tiem 

po de computadora. 

En la actualidad el enfo0ue de la simulación es el de afinar 

los avances que se han obtenido y volver a tender haciu un simu 

lador general aplicable a todos o a la mavoria de los procesos 

de recuperación que interesen. El ~xito de ello depende en 

gran parte, de la obtención de ecuaciones de estado que repre-

senten el comportamiento PVT de los componentes de un sistema -

de fluidos en tres fases bajo un rango de presiones y temperat~ 

ras bastante amplio. 

1.3 Aspectos Generales. 

1. 3. l. Definición v objetivo. 

La simulación de yacimientos es un proceso mediante el cual 

el ingeniero con la ayuda de un modelo matemático, integra 

un conjunto de factores para describir con cierta precisión 

el comportamiento de procesos fisicos que ocurren en un ya-

cimiento. 

/ 

Básicamente un modelo matemático de simulación de jacimien-

tos consiste en un número determinado de ecuaciones que ex-
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presan el prin~ipio de conservación de masa y/o energia, a

copladas con.ecuaciones representa~ivas de flujo ¿e fiui- -

dos, temperatura y/o 1a concentración dci estos fluidos a 

trav~s de ~edios porosos. Dichas ecuaciones son ecuncio-

nes diferenciales en derivadas parciales "no lineales" y su 

solución es posible 6nícamente en forma ~um§rica y de mane

ra discreta, es decir, en un n6~cro de puntos preseleccion! 

dos en tiempo y en espacio y no de una manera continua. 

Esta no linealidad de las ecuaciones obedece a lo siguien-

te: 

a) La heterogeneidad en el yacimiento. 

b) Que la relación que tiene la saturación con la permeab! 

lidad reiativa y con la presión capilar es de tipo no -

lineal. 

e) Que las propiedades PVT de fas '.fluidos como función de 

la presión, composición y temperátura no son lineales. 

Los modelos matemfiticos re9uieren el uso de un programa de 

cómput6 debido a la cantidad ~e cálculos tan grande que se 

realizan• al efectuar una simulación. 

El objetivo primordial al hacer uso de la ,simulación es pr~ 

decir el comportamiento de un determinado yacimiento,y con 

base en los resultados obtenid,os, ,optimizar ciertas cond·ic 

cienes para aumentar la recuperación. Para ello se requi~ 

re de la experiencia y buen juicio del ingeniero para deti-
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.·. '.· .· ,·· 

cUi.cuándó.:'e~ preciso utilizar un modelo y ~ué tipo dé· niod~ 
lO< 'es. ~lntás ~onveniente eri 'cada dso, asi como ev~l~arde 

-UM manera :ap-ro¡iiad~· ~anto los.~atos qüe- se. van a utilizar 

~n; la sim~hción ~omo lbs r,esuúados' qÚe se obte~gan .de -~e 
· fl~. '···!,.a- .sel.ección_del· mód-elo a ut_ili.zar ,_ adémá:s del ·as pe~ 

td écbnómlc~ •. ~sd: en .f;~neiqn de lo QIJe se dese~ simuiá.r: y 
-d~}j,a i?fo~rma~itin-' con qu~ se· cue¡tte para- t'e~l izar ·lá simul~ 

cr6:~; p~r~·una reg,ia ge~erai es uÜliz~r el modelo- niás_ sim

. pl(ca;pa~ dé· resolv_er el p.robi:ema- ¡;·i~ntead() 8. 

-,~ .. :s •• z: Uti~idad de.· la simulación~ 
·. . ' : . . .. •·. . . . . . . ·.~ -· 

_Cuando un modelo.matemáÜco de simulación 
. .·. .·. 

ha sido probado·j 

caiibrádo· ¡¡decuadamente, répresenta la herramienta más pod~ 

rosa' con que cuenta· un ingeniero. Mient-ras .que fisicamen-: 

te e·l-_yacimiento puede produci-rse una sola vez y lo más pr~ 

··bable· _es· qlle no sea en la forma más adecuada, dado que un -

error comet.ido:-en el ·proceso afectará. cuJlquier cambio. sub

secuent-e', el modelo permite "producir" un yacimiento varias 

veces y en m·uy· d·ife·rentes· maneras., con -lo cual se-. pueden a

riillizar var.ias alternativas y seleccionar una de ellas. 

- '":.-ET.o.bserirar• el comportamiento del inodelo- bajo d'ifer:e.ntcs· 

condü':iones de operaC-ión, ayuda a seleccionar un conj-untci' 

de··condH:iiines· a·e. produ'cciéín óptimas para eL-yacimiento. 

Má.::i':,-e·spe:ctf,icamente·;., con· ayuda de:.la siniulaci.6n:;_.::s:e:·puede·-

'hiÜ::~ _lo. ·.siguiente: 
·::·. . . 



¡,a¡) ·¡<(<;>n.~·C<!Xt:,e~,,yq,-\¡ull)<;';l):uon.i;g:in:a>l:¡d:~úa1{Leút'G~·. le·: lluic'."' J•J,

b) :'I;<r·.n\¡l(,¡Unq, _b,U,C¡Q'11 ti.d.ea del movimj ento de los fluidos den-

el 

e) D,e,:t_e,rJll:inal: ."l~n CQ:DJR.OJ:;t_amlicnt;o::de"'u.n,tcamp.d":dc 'éiceliqrc 'bblj-o 

,di v,~rsos,- PlJJU\n). sJllqs, ,del :dc•spJ:a.~·.ain'i;en 'tto , .. como· 'pu ede'if ·~er·: 

d) 

. ;+,~.-1 i,n;Y·~e.:s:c).,9.,n.1 ,d.~¡ a~gu~;:(, ;J_a) ih_ye.cbiÜ'n :·d:¿~ (gil- S ,t' re 11 d-Cf)'t-éS i o

J'iflill~e,,ntp,. n:aJural o· el u.so de Glgún método de recupera-

,!)e.,T.I1li.na r,, J,a, ~pn,v.enil'!.nc i ;'P :d·e::•iny·e•tta·r .. ·agu·a:· a·' hh' yilc'i- · 

m;ie'(lJP. d,e ¡;¡.::e.it.e,,po,r"l.ó-s :fi•lancos·en-:lngar de ut]]'iiar·-, 

u~cp~rr~p ~eterJllinado~derpozos·~ny~~tores o viceversa. 

e) Opt~JliAzar,los sistemas de reco}ec~ión:•~ 

f) Detenpi,nar l.o.s,,.~fectos ·de la .. localizaCión' de· Jos· pózos 

y ,su e,spacial]li •. ent.o.: .·:o e •·está ·manerá· desarrolia·'!Lun c.1m 

po .. co,n,.,base,,en u,na·infoTmación líimi:tada, pudiéndose de-

te,rmina r ·dÓnde ,.per.:for:a,r miev:os. ¡:lo Z0s· .t · 

g) Es.timar .1os ,ef.e,ctds que tiene el gasto de producción so 

!)r,e ,-la, .. J~ecuper.a,ci:Ón .· ::l 

d(Oterm,inado: d-e po:zos. ·lo:cabiza-dos! en pi.Jn.t-os'-es'pe-cífi'cos. 

i) Definir va1qres -d·e par!Ímetros·· :e.n :e.J yacimiento, para 

:.• ll~var ,a ;cabo :e.studlios· ecunóin·ico's--.. -:· · ;_-,_ .. 
j) ObJener la. -se_nsibHidad: de· ·los' resu'J t:ad'os a- va'riaÓones 

e,n,-,1Ja s :.J}r,SJpi. ed¡nle,s,- pe,t-rof'hs:i:t:acs. cdeJ,,_yac'imie-nto· b' '1 as' 

prop,iedades PVT de sus fluidos cuando no son bien cono-

cidas. 

-¡ j 

21 



k) Realizar ~studios individuales de. pozos. 

i) Conbcer.la cantidad de gas almacenado. 

m) Hacer un-programa &e producción. 

i.3.3~ Ajust¿ del simulador con la historia del yacimiento. 

Si la iriformacióri con que se cuenta para lleva~ a cabo Una 

-~imulación es am~lia y ~e calidad, el· objetivo de la simulri 

¿i6n tenderá a s~tisfric~rse y la predicci6n del co~portac -

miento será.me~or. Si por el contrario, la inf~rmaci6n es 

incompleta b no muy confiable, los simuladores solo podrán 

utilizarse para comparar semicuantitativamente los resulta-

dos al explotar el yacimiento de diferent~s maneras. De -

·cualquier forma, la aproximación que proporciona el simula

dor puede mejorarse mediante el ajuste de ~ste a medida que 

s~ vaya teniendo mayor información del yacimiento. 

Lo primero que se hace para ajustar el simulador con la his 

toria del yacimiento, es calcular el comportamiento de 6ste 

usando la mejor inJormación disponible. De esta maneTa 

1 os resultados obtenidos ele La s i.mulación se comparan con 

aqu~llos obtenidos del campo, ~sto es con los valores rea

les: Si los resu.ltados al compararLos no coinciden en una 

manera satisfactoria, se hacen modificaciones en. los elatos 

utilizados y se efectúan otras corridas del simulador ·h:Jsta 

que,se alcanza Lt..aproxim"ci6n desead<' en los resultados:" 

01:1.ndo ésto ocurre, el model.o ya puede ser lltil.izado par8 
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predecir con-cierto grado de precisión, el comportamiento -

del yacimiento. Es importante hacer notar que dicho com-

portamiento está influenciado por muchos factores, como lo 

son: las permeabilidades, la distribución de saturaciones, 

los espesores de las capas, las porosid~de~, las.permeabill 

dades relativas, etc., que nunca se conocen con cx~ctitud a 

lo largo de todo el yacimiento. De esta manera, a lo que 

en realidad llega el ingeniero es a una combinación de es-

tas variables (que da como resultado un ajuste), la cual no 

es Única, por lo que dicha combinación no puede representar 

de una manera precisa las condiciones del yacimiento. Por 

~sto se·debe tener en cuenta que af utilizar un s~mulador, 

despu~s de haberlo ajustado a la historia del yacimiento, -

no se puede asegurar que la predicción que proporcione será 

exactamente el comportamiento real que se tenga en dicho y~ 

cimiento. Sin embargo, a medida de que el período que se 

ha ajustadu sea maybr, la predicción que se haga será mfis -

confiable, lo que implica que el ingeniero deba estar conti 

nuamente comparando la predicción hecha por el simulador 

con el comportamiento presente y actualizar de ser necesa

rio, las combinaciones de datos que maneja el modelo w 

1.3.4. Resultado~ de una simulación. 

Los resultados tipicos que se obtienen db una simulación 

consisten, en la distribución de presiones y de saturacio-

nes en cada una de las celdas en que ha sido dividido el 
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yacimiento, asi como los vo·lúmenes producidos y las relaci~ 

hes agua-aceite ~gas-aceite para los pozos productores. 

Si hay inyecci6n ~e fluidos se obtiene, o el ritmo de inye~ 

--~i6n. de. iós pozos 'o la·s presiones necesarias para inyectar 

los volúmenes establecidos. 

1.4 Etapas para desarrollar un modelo 5 . 

El desarrollar un modelo es un proceso iterativo que consiste -

de las siguientes etapas: 

1) De:scripci6n del yacimiento. 

2) Determinar el tipo de mecanismo de desp-lazamiento. 

3) Escri:bir. el modelo matemático. 

4) Desarrollar el modelo numiri~o. 

S) Desarrollar el programa de c6mputo. 

'6) Determinar la validez del modelo. 

7) Ajustar el modelo con la historia del yacimiento. 

8) Predec.ír el comportamiento futuro. 

El proceso iterativo mencionado se puede observar en la Fig. 

(1.1), ya que al ir avanzando en las diferentes etapas, es nece 

sario regresar a modificar algo de las anteriores~ como pueden 

ser lai suposiciones en las que se bas6 el modelo. 

Las razones de considerar varias suposiciones al desarrollar un 

modelo, son las siguientes: 

a) No obstante de haberse hecho todo lo posible por caracteri-
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r OESCRIPCION DEL. YACIMIENTO 1 

1 
DETERMINACION DEL TIPO DE MECANISMO DE 

DESPLAZAMIENTO Qllf OPERA EN EL YACIMIENTO. 

J 
1 

ELABORACIDN DEL MODELO MATEMATICO QUE 

REPRESENTE LOS PROCESOS FISICOS QUE SE 

PRESENTAN E N EL YACIMIENTO. 

1 
1 DESARROLLO DEL MODELO NUMERICO 

QUE SUSTITUYA AL MODELO MATEMATICO l 
1 

1 REALIZACION DEL PROGRAMA DE COMPUTO 1 

1 
1 DETERMINACION DE LA VALIDEZ 

DEL MODELO. 1 

~ ~ .. 

AJUSTE DEL MODELO CON LA 

HISTORIA DEL YACIMI.ENTO. 

1 

PREDICCION DEL COMPOR-

TAl!IENTO FUTURO. 

FIG. 1.1 ETAPAS PARA DESARROL.L.AR UN MODEL.O. 
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1 

'~ 

zar al yacimiento de la mejor. manera, nunca podri hacerse

ésto sino solo en una fonna <tproximada. 

b) Hacer el problema manejable. 

cJ "n.educit 'él co's·to de la simulación. 

Obviamente la necesidad de utili¡¡ár suposiciones s.e hace cada 

vez menor,.. .. d.e·l¡,ido a los adelantos e innovaciones que la ciencia 

va propor~ionando día con.día. 

l. S' Com.o trabaja un modelo6. 

El proceQ,imiento de cálculo en forma simplificada que utiliza -

un m6delo, está dado por los siguientes pasos: 

a) Se empieEa con las Celdas en .las que se conoce su presión y 

saturac~Ór,¡ inicial. 

b) Se s.ele<;ciona un incremento de tiempo al cual el modelo va 

a hacer los cálculos (los incrementos de tiempo iniciales -

son generalmente, periodos de tiempo corto alrededor de uno 

o varios días, pero en los intervalos sucesivos los incre-

mentos de tiempo pued~n ir aumentando hasta llegar a cubrir 

algunos meses). 

e) Calcular o asignar el volu~en producido o inyectado, si es 

el ·caso, _en cada pozo para e1 intervalo de tiempo selec;cio-

nado. 

d) Calcular el flujo que hay entre las celdas durante el inter 

valo de tiempo utilizado y los nuevos valores de saturación 

para cada celda. 
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e) Seleccionar un nuevo l.ntervalo de tiempo y repetir el proc.~ 

so hasta que el modelo ha~a hecho los c6lculos para el tiem 

po total desead~. 

Dé esta manera el simulador calcular6 la distribuci6n de presi~ 

nes y de saturaciones a lo largo del yacimiento en funci6n del 

tiempo. En la Fig._(l.Z) se puede observar un diagrama de fl~ 

jo que da id.ea de como trábaja un modelo. En lbs capitules si 

guientes se estu~iari cori mis detalle cada una de las etapas de 

cilculo, de manera que se vaya fafuiliarizando al estudiante co~ 

lo que realmente es la simulaci6n de yacimientos, para que ~cn

ga la capacidad de escribir modelos sencl.llos y pueda resolver 

·problemas en una y dos fases; asi como en una y dos dÍmensi'ones. 
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INICIO DE LOS, CA_LtULOS EN 'LA_ S 
CELDAS EN QUE ES CONOCIDA• LA 

PRESION Y .·LA SATURACION " 

SELECCION DEL II!CREMENTO DE 

TIEMPO AL CUAL EL MODELO .:HARA 

LOS CALCULO.S. 

CALCULO O ASIClNACION DEl VOLUMEN 

PRODUCIDO O INYECTADO EN CA!iA PO

ZO PARA EL INCREMENTO DE TIEMPO 

SELECCIONADO . 

. CALCULO DEL FLUJO QUE E.XISTE 

ENTRE LAS CELDAS DURANTE EL 

INCREMENTO DE TIEMPO UTILIZADO. 

DETERMINACION DE LOS NUEVOS VA

LORES DE PAESION Y DE SATURACION 

AL FINALIZAR EL INTERVALO DE TIEMPO 

PARA CADA CELDA. 

NO 
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C A P I T U L O 2 

INFORMACIO~I REQUERIDA PARA UTILIZAR UN SH1ULADOR. 
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Como ~n todo tr~bajo ~e ~ngen_ieria ~e yacimi~rito~. para que te~ 

éxito, .se deb~ ~ontar con. una buena i~formació~ que represe~ . ga 

te las condiciones que·pl'evalecen en 'el yacímiento. Así pues 
. . 

la simulaci6n sin ser la .excepción, requiere de una amplia des-. 

cripción fisica del mismo y de los tipos de mecanismos por me·~ 

dio de los 'cuales va a producir. Los resuitadds que se obten-

gan de lri simula~ión serin tan bueno~ como los datos ~~e se ha

·'yan empleado para realizarla y, el tiempo que se pueda perder 

en preparar esta información es un tiempo bien empleado 1 • 

Hay que hacer·notar que la información que debe tratarse de ob

tener con mayor precisión es aquélla que ai variarla, al reali-

zar diferentes corridas de simulac-ión, provoque un cambio signf. 

fi~ritivo en los resultados obtenidos. Asi por ejemplo. si se 

s:.~be que una propiedad determinada varía en un rango especí ficó · 

·y al ef~ctuar dos o tres corridas de simulaciÓ'n se varia dicha 

propiedad deritro de este rango y se obtienen resultados pareci

dos~ se p~ede tomar como buena una de. las· predicciones, o bien, 

relegar· a segund.o término. esfuerzos udi.cionale.s para medir con 
. . 
pre~isión dicha propiedad. Si por el contrario, variando esa 

propiedad ~e alteran ros resultados considerahlement~, e; nece

sario:: reJ.oblür cs·fuerzos para ob_te.n.eT con mayo·r aproximación 
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dicha propiedad. 

La informaci6n que se requiere para efectuar una simulaci6n es: 

a) Descripci6n física dei yacimiento. 

b) Mecanismo 3 mecanismos de desplazamiento que operan en el 

yacimiento. 

e) Propiedades .petrofisicas d~ las capas de inter6s. 

d) Propiedades PVT de los fluidos. 

e) Otros datos. 

2.2 Descripci6n física del yacimiento. 

Para obtener una.descripci6n física del yacimiento es necesario 

llevar a cabo un estudio geol6gico de detalle que proporcione -

un conocimiento estrati~rifico, estructural y petrogrifico, que 

permita de esta manera caracterizar al yacimiento perfectamen-

te. Dicho estudio geol6gico se complementa con métodos geofí-

sicos. La informaci6n de este ~ipo que interesa a la simula-

ción es: 

a) Límites del yacimiento. 

b) Características de la formaci6n productora. 

e) Características del acuífero. 

d) Fallas. 

e) Discontinuidad en las capas. 
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2 .. 3 M.e.canismoo- de despl<:izamierlto. 

\ 
Los cuatro mecahismos bfisicos' que operan para recuperar los hi-

drocarburos deL yici~iento son~: 

a) ~xpansi6n del sistema roca-fluidos. 

b) Desplazamiento~ 

e) Segregaci&n gravitacional_. 

d) I~bibici6n. 

La expansi6n Jel sistema roca-fluidos se provoca al habe~ un a

batimiento de presi6n, dando como resultado ~1 movimiento de 

los fluidos a trav~s del medio poroso del punto de mayor pre- -

si6n al punto de menor presión. 

El desplazamiento se da con gas o con agua. Con gas puede ser 

empuje de gas disuelto liberado o empuje de alg6n casquete de -

gas, ya sea natural o inyectado. Con agua puedc.ser agua de -

inyecci6n o bien entrada natural por la presencia ele al·gún acu.i 

fcro considerable. 

La segregación gravitacional se presenta en yacimientos ele esp~ 

sor consiclcr::thle (o en capas de cch:~<ln muy pronunciado) que te~ 

g.o valores ele permc:1bil i.d:~d "1 tos en el ,;cnt·ido vertical y con-

siste en el acomodo que tienen los t:tuidos de acuerdo con sus -

Jensidacles. 

La imbibici6n capilar se d.a ~;cneralmente en el sentido norm·al 

(perpendicular) al f'luio y puede ser 'ruuy importante al i.nycct:1r 



agua en forma lateral en capas heterog§neas con variaciones con 

siderables en las permeabilidades verticales. 

2.4 Propiedades petrofisicas. 

Las propiedades petrofisicas se determinan en el laboratorio 

con la ayuda de pequefios n6cleos obtenidos del yacimiento y q~e 

se procura sean representativos. Para asegurar una mayor pre-

cisión en estos datos se puede obtener información complementa-

ria de estas propiedades. Dicha información la proporcionan -

los registros eléctricos y los análisis de pruebas de presión. 

Además, existen correlaciones publicadas para la obtenci6n de 

estas propiedades y que pueden ser de utilidad en determinado 

momento. 

Los datos petrofisicos que se necesitan para efectuar una simu

lación son: 

a) Porosidades (~). 

b) Permeabilidades (K). 

e) Saturaciones de agua, aceite y gas (Sw, So, Sg). 

Presión capilar entre diferentes interfases d) (Pcw-o' Pe , o-g 

Pcg-w). 

e) Permeabilidades relativas al agua, al aceite y al gas 

(Kr~, Kr 0 , Krg). 

f) Compresibilidad de la formación. 

35 



2.5 Propiedades PVT de lo~ fluidos. 

Las propiedades de los fluidos spn obtenidas tambiin en el labo 

ratorio por medio de ~uestras sacadas de los pozos. Para que 

los valores·que se obtengan sean aceptables (lo mismo ocurre 

con las propiedades petrofisicas), se requiere que las mjdicio

nes se hagan lo mis cuidadosamente posible y trat~ndo de acer

car al miximo las condiciones del laboratorio a las condiciones 

existentes en el yacimiento. Esta~ propiedades de los fluidos 

que se requieren en un trabajo de simulación son: 

a) Factores de volumen del agua, del aceite y del ·3.s (Bw, 

b) 

e) 

d) 

Bo y Bg). 

Relación de 

Relación de 

Viscosidades 

solubilidad 

solubilidad 

del agua, 

en el aceite (Rs). 

en el agua (Rsw). 

del aceite y del gas ( ~.;. 

e) Compresibilidades del agua, del aceite y del gas (Cw, Co y 

Cg). 

f) Comportamiento de fases. 

g) Presión de saturacióri. 

2.6 Otros Datos. 

Adem5s de la información fundamental que se menciona con ante

rioridad, existen otros datos con los que es importante contar 

cuando se realiza una simulación. Dicha información correspo~ 

de casi en su totalidad como se verfi a continuación, a caracte-

risticas de los pozos. 
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2.6.1. Datos de producci6n y de ·relaci6n de flujo. 

Cuando se trata de hacer un ajuste del model~ conola histo

ria del yacimiento, se requieren conocer los ritmos de pro-

ducci6n y la declinaci6n de la presi6n. Estos datos de 

producci6n que se necesitan para cada pozo, se pueden des-

glosar en los· siguientes puntos: 
o 

a) Gasto de aceite V. S. tiempo. 

b) Gasto de gas v.s. tiempo. 

e) Gasto de agua V. S. tiempo. 

d) Cualquier presi6n medida V. S. tiempo. 

Además es preciso contar con los índices de productividad y 

si es el caso, con los índices de inyectividad de los pozos 

que integran el yacimiento. 

En la práctica g~neralmente se cuenta con un registrd com

pleto del gasto de producci6n de aceite de cada pozo, pero 

no pasa lo mismo con los gastos de pr6ducci6n de gas y de -

agua, cuya informaci6n la mayoría -de las veces, es limita· 

da. ·Por ello se necesita que con los datos disponibles se 

elabore una gráfica como la que s~ presenta en la Fig. (2.1) 

que permita. interpolando_, obtener una inrormaci6n más com

pleta, 

2.6.2 .. Estado metáriico de los pozos. 

Al parecer .. por lo.-vi.stoo hasta ·el momento, para llevar a ca·· 
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FIG. 2.1 OBTENCION DE LOS GASTOS DE PROOUCCION 

DE GAS Y DE AGUA CON UNA INfORNACION INCOMPLETA. 
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bo una simulación, cualquier información sobre el estado me 

c'nico de los pozos que integran el yacimiento careccrla de 

inter~s. pues aunque los pozos forman parte integral del 

sistema, la influencia que puedan tener en 61 parece haber 

sido considerada ya en los datos de producción. Adem~s, 

si la simulación es un estudio a nivel de yacimiento ¿paru 

qu~ sirve entonces la información sobre el estado mecánico 

de los pozos? 

Un avance muy significativo en simulación es acoplar el ca~ 

portamiento que tienen los fluidos dentio del yacimiento al 

que presentan a lo largo de las tuberías de producción en -

su camino haéia la superficie. Para ello se requiere con-

tar con un m~todo de flujo multif&sico que entre como subru 

tina en el simulador. Lógico es suponer que un trabajo de 

esta naturaleza requiere de las características mecánicas -

de los pozos. 

Existen una gran cantidad de correlaciones que tratan sobre 

el comportamiento de los fluidos en las tuberías de produc-

El uso de dichas correlaciones, al igual que los -

estudios de simulación, está sujeto a ciertas consider~cio

nes importantes. 

El estado mecánico de ~~~ pozos lo comprende la información 

siguiente: 

a) Profundidad máxima del pozo, indicando si es vertical, 
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FIG. 2. 2 ACOPLAMIENTO DEL FLUJO DE FLUIDOS 
EN EL YACIMIENTO CON EL FLUJO DE FLUIDOS EN 
LA TU8ER1A VERTICAL EN UN SOLO SIMULADOR. 
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direccional o desviado. 

b) Diimetro interior del pozo. 

e) Características de las tuberias de revesiimidnto. DiS 

metro, profundid~d. peso y grado. 

d) Curactcristicus del aparejo de producci6n. Tipo de 

terminaci6n. Di6metro, grado y pcso'de las tuberias 

de producci6n. Equipo para m~todos artificiules de 

producci6n. 

2.6.3. Aspecto Econ6mico. 

En todo trabajo de ingenieria debe ser considerado como un 

punto primordial el aspecto econ6mico. En simulaci6n de 

yacimientos la informaci6n de este tipo que se debe tomar 

en cuenta es la siguiente: 

á) Precio del barril de aceite. 

b) Costo del pozo.· 

e) Límite econ6mico. 

d) Máximas rélaciones agua-aceite y gas-aceite con que se 

piensa· trabajar. 

e) Mínima presi6n de fondo fluyendo. 

f) Precio del gas. 

g) Gastos de operaci6n. 

2. 6. 4. Mapas. · 

Al preparar la informaci6n que se necesita para realizar 
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una simulaci6n, se elaboran los siguientes· mapas: 

·a) Mapa estructuril-1. 

b} Mapa de üopacas. ·' 

e) Mapa de isoporosidades. 

d) Map<~ de. isop~~meabilid~des. 

.. .. 

Los mapas estructurales sirv.en para determinar .a través de 

las cürvas de nivel, las profündida.des de· los· po;¡qs, efec

tos geol6gicos del subsuelo como fallas, asL como la vista 

de planta del yacimie~to, limites del mismo, contactos agua 

-aceite·, gas-ac:éite y/o gas-agua. 

Al mapa de isopacas lo compon~n lineas que ünen puntos· en -

el yacimiento de igual espesor. Entre otras cosas sirve -

.para cuantificar volumétricamente el volumen origina-l de a.-

ceite y/o el volumen original de gas. 

Se coment6 al tratar sobre la infor•aci6n petrofisica requ! 

rida la importancia que tenía ésta y la forma de ~btenerse. 

Asi pues~ las porosidades y las permeabilidades se conocen 

·en localizaciones discretas del yacimiento y el simulador -

requiere un conocimiento de estas propjcdades en todos y e~ 

da uno de los puntos del mismo. Con este fin se constru-

y~n los mapas de isoporosidades e isopermeabilidad~s. 

En· ocasiones se elabor·an mapas en !.os cuales se encuentra -

la distribuci6n de combinaciones o productos de propiedades 
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como por ejemplo: 

- porosidad-espesor ·(<l>h) y 

- porosidad-saturación-espesor (<I>Soh). 

2.7 Permeabilidades relativas.· 

Se ha comentado a lo largo.de este .capitulo la gran importancia 

que tiene el contar con una bu~na información, ~aci,ndosc ver 

. que la clave para obtener buenos resul fados. son buenos datos .. 

Pues bien, sin lugar a duda que la información·crítica que se -

emplea dentro. de toda la· información que se requiere al efec

tuar una simulación, son las p·ermeabilidades relativas, dado 

que una relación determinada de el.ias qefine los. resultados qué 

entrega el modelo. 

Si en el transcurso de un estudio de sim}J·lación el .yac~miento e·· 

cambia de un mecanismo de de~plazam.ient~.:··a otFo, .ei. irigenie.ro -

debe determinar ·si este cambio af~ctar~ el ·d~~plazamien~o de 

los fluidos o la recuperación dent;o de las celdas en que ha si 

do dividido el yacimiento y, de ser ~jí,· lo que. es ca~i .seguro 

si los datos de permeabilidades relativas deben ser módificados 

para. reflejar dicho cambio. 

Sin embargo, cambiar el juego de permeabilidades relativas de

pendiendo del mecanismo de despla~amiento que opera en el yaci

miento por un tiempo determinado.no ~s·nada sencill~, si se.co~ 

sidera ·que la i.nformación m~s difi'cil de óbtener son precisaine~ 
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te estas curvas de permeabilidades relativas, por la dificultad 

que existe de llevar a cabo pruebas de desplazamiento en el la

boratorio bajo las mismas condiciones en que se encuentra el 

sistema roca-fluidos en el yacimiento. Esto es cierto incluso 

para permeabilidades relativas en dos fases 4 . 

Con lo anterior no se trata de decir que éste sea un proble·ma -

particular de la simulación, sino que se trata de un problema -

que se presenta en todo trabajo que se realiza sobre ingeniería 

de yacimientos y por el cual es común tener errores considera

bles en los resultados obtenidos. 

2.7.1. Obtención de las permeabilidades relativas. 

Las permeabilidades relativas pueden obtenerse por medio de 

las siguientes maneras: 

a) Pruebas de desplazamiento en el laboratorio. 

b) Cálculos por medio de datos de presión capilar. 

e) Ajuste con los Jatos del campo. 

J) Correlaciones. 

Crichlo~; en su libro "Modern Reservoir Engineer.ing - A Simu 

lation Approach" da una explicación de estos métodos de ob

tención de permeabilidades relativas para una y dos fases e 

incluso, proporciona la correlación de Stone que es un mode 

lo que combina lo teor1o de fJujo en el medio poroso con 

conceptos de probabilidad paro obtener la permeabilidad re-

44 



lativa para tres fluidos. 

2.8 ·Introducción d~'los ·datos· al simulador.· 

1 
Una vez que se ha logrado reunir toda la·· 'il)formáción que se ne.-

ces ita para llevar~ cabo un~ simulación, el ~roblema q~e se 

presenta es la ~aner_a de introducir esos -valores al modelo. 

Sin lugar a duda que la infor.rniidón que constituye la mayor pa.!: 

te de los datos que manejar' el simulador corresponde H las pr~ 

piedades PVT d~ los fluidos y a las propiedades petrofisicas d' 

la roca, puesto que se requieren en todos y cada uno de· Jos blo 

ques en que se ha dividido el yacimiento. Por ello es necesa" 

rio tratar de co.mpactar· esta información de tal manera que sea. 

manejable. 

2.8.1. Representación Polinomial. 

Supóngase que en el laboratorio se ha llevado a cabo un an!. 

lisis de l~s fluidos del yacimiento y se le han determinado 

las propiedades necesarias·para un estudio de-simulación. -: 

Con los resultados se han construido _grificas como las que 

se m.uestran en la Fig. (2. 3). 

Es posible ajustar.una ecuación a cada curva e introducir -

dichas ecuaciones. á1 simulador para que evalúe las propied~. 

des cuando sea necesario. 
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AG. 2. 3 . PROPIEDADES PVT DE LOS FLUIDOS. 
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2.8.2. Tablas de valores. 

Algunos datos PVT no pueden ser representados tan fácilmen

te por medio de una expresión polinomial, y~ sea porque la 

función no sea continua o porque el orden del polinomio sea 

tan alto que no resulte práctico programarlo. En este ca-

so la solución consiste en elaborar una tabla con pares de 

valores ordenados que son almacenados en la computadora, u-

tilizándóse cuando se requieran. Cuando los valores que -

se desean obtener no existen en la tabla, se hace una inter 

polación, Fig. (2.4). Para elio el m~delo deberá contar -

con una subrutina que se encargue ~e realizarla.· 

'Es preciso que para construir este tipo de tablas, .lo mismo 

que para ajustar ecuaciones a las. gráficas, se tomen la ·ca!_} 

tidad de puhtos necesarios para que el ajuste o la interpo-

laci6n proporcione valores confiables. Por .ejemplo, consl: 

dérese la Fig. (2.5). ·Para re.presentar la regi6n A con 

cinco ~untos es suficiente. En la 'regi6n B se tienen cam-

bios grandes en los valores de Sw a pesar de tener pequeftos 

cambios en ·P, por lo que es preciso utilizar una mayor can-

tidad de puntos. La regi6~ G puede ser representada per-

fectamente con solo dos puntos, puesto que se trata de una 

linea recta. 

Dos tipos de interpolaci6n que pueden utilizarse son: 
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Pe 

B. p 

l. 26. 2000 

l. 27 2050 

1.28 2100 

1.30} { 2150 
Bo-+ 1 .35 22004-

2176 

1.40 22SO 

1 .36 2300 

1 .35 2350 

Fl G. 2 . 4 DA TOS OE FACTORES DE VOLUMEN 

DEL ACEITE EN FORMA DE TABLA. 

REGION (A) 

~ 
REGION ( 8) r, 

REGION (C) 

/ 

FIG. 2.5 PRESION CAPILAR. VS SATURACION DE AGUA. 
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- Interpolación lineal: 

x* x 1 
y* Y¡ + y¡) 

Interpolación Lagrangian: 

[ r XJ l [·· ~ ,, l [·· ~ .,-¡ x* - x 2 x* 
y* ~~ lx¡ 

Y! + r2 x3j x2 x1 _ x 2 x3 __! 

+ r·· ~ x,lrx· ~ ''l y3' 
x3 - x2 _j (_x3 - xl_ 

Por otro lado, los datos de poros·idad, espes.ores, ·permeatii-

lidad, etc., asi como los datos ~e producción, tambi§n en-

tran en forma de tabla. La lectura de toda esta informa-

ción la hará el modelo como si se tratara de matrices. 
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---------- -----------------------c---------e 

3. 1 Tnti:Óducclón. 

A través dé1 tiempo, producto de las crecientes· necesidades que 

'ha tenido la industria del petróleo, lo qué originó como ·.s.e .co

mentó en el. cap1tulo 1 el advenimiento d~ procesos de recupera-

ción más complejos; se han desarrolladó. una gran cantidad de s!:_ 

muladares, los cuales pueden clasificarse en función de las ca-

racteristicas que presenta el yacimiento que se piensa estudiar 

o bien el proceso fisico que se quiere reproducir. 

1 
Asi entonces, cuando se desea piedecir el comportamiento de un 

yacimiento sujeto a un determinado pr~ceso de recuperación, es 

preciso seleccionar el modelo que cumpla con ciertas caracterís 

ticas de diseño que le permitan realizar el trabajo de manera -

adecuada. 

En la Fig. (3.1) se presenta una clasificación general de simu-

ladores y fue construida de manera que en ella aparezcan todos 

los posibles trabajos de simulación que s~ pueden efectuar. 

Con el objeto de explicar las características de los diferentes 

tipos de modelos que existen y los trabajos de simuiaciórr que -

pueden realizarse con ellos, se definen en la fig~ra los si-· 

guientes seis "parámetros ele selección": 
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TIPO DE Y~CIMIENTO 

NIVEL DE SIMULAC10N 

POZOS INOIVIOUALES (S«ToR--6(-l-YAC/WwTol 

SIMULA DOil 

G(OTEIUCrCO J 1 OE ACf.IT~ NEGRO DtAC[IH. VOU:ITILI lot GAS V CONOE1oiSAOOi 
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,a) 'Tipb de yaci~iento~ 

b) 'Nivel de simulaCi6n. 
' 
c.) Simulador. 

d) Tipo de flujo en el yacimiento. 

e) Nfimero d~ dimensiones. 

f) Geometría. 

Como podrá observarse cada uno de estos parámetros tiene diferen 

tes alterhativas ~ utilizar; así por ejemplo! las posibles a em

plear para n6merq de dimensiones son: cero, una, dos ó tres di

mensiones.; en riivel de simulaci6n se tienen dos opciones para se 

leccionar: no fractúrados y fracturados; etc. 

Hay~ue hacer notai que el grado de complejidad de la~ alternat! 

vas··que aparecen en la figura para cada parámetro de selecci6n -

va de izquierda a derech~. Así por ejemplo, para tipo de yaci: 

miento es más dificil realizar un. estudio de simulaci6n para uno 

fracturado que para uno no fracturado; para tipo de. flujo en el 

yacimi~ntb lo más complejo es un modelo composicional\ etc. 

A continuaci6n se explitan de manera más detallada, los tipos de 

simuladores que existen y en que casos se utilizan; al mismo 

tiempo que se va haciendo referencia a los "parámetros de selec-

ci6n" de la Fig. (3.1). 

3.2 Tipo de yacimiento. 

En ~orm.a muy ge_neral, dependiendo de caracteristica.s fisicas 
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producto de la mecinica de las rocas de los yacimientos, 6stos 

pueden dividirse en dos grandes grupos: yacimientos no fractur~ 

dos y yacimientos fracturados, siendo los estudios de simula- -

ción en estos Últimos, los que presentan mayor grado de dificu~ 

tad debido a que las fracturas representan verdaderos canales -

de flujo que modifican el comportamiento de los fluidos n tra

vés del medio poroso. 

3.3 Nivel de simuiación. 

Los estudios de simulación pueden realizarse a los siguientes 

niveles: 

a) Pozos individuales. 

b) Sector del yacimiento. 

e) Todo el yacimiento. 

Al parecer, según se comentó antes con rela~ión a la Fig. (3.1), 

los estudios de simulación en pozos individuales serían más sen 

cilios que los estudios de simulación en un determinado sector 

del yacimiento y·más aún que los realizados a lo largo de todo 

el yacimiento; sin embargo, se debe comentar que existen estu

dios de simulación para un solo pozo con un grado de dificultad 

muy elevado. Más adelante se verá la finalidad que se persi-

gue al utilizar cada uno de esto~ niveles de simulación. 
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modelo.>'- A.rites ·sé\ ha:<let~rmJn;ido ·y¡¡; eL niíi~i; dé ¡~-- • 
~imuladóny ~1-·-üpo de_ Y~cinii~nici' ~rt el -c~ar.se efé~t~-a~á· ~s.i~: 
Ahora la pregJ'll-ta e~ ¿qOé es lo. que S~ desea ·si~~la~t , 
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s'i se. analiza· la figura en este punto,_ se obser'v~rá qu-e- ·los di.~

ferentes tipos• de- simuladores puede.n diyi,dirs.e en dos grupos: 

1 • Los' qué se definen según el tipo de hidrocarburos que con-
- -

- __ tiene el-.yaciinien.to· .. ,-

?0 -:Lo~ que se utilizan. e.n procesos de r_ecuperación_ mejorada . 

··-En el . p-dmer grupo caen;:. 

- l.os- simuladores de gas, 

- lo-s simuladores g.eotérmicos, 

- los simuladores- de aceite negro, 

- los simul.ado.res de aceite volátil y, 

- los simuladores de gas y condensado. 

En el· seg,undo- gr.upo se tienen: 

-. l.os s imtil a do re-s de recuperación quimica; 

- los· simuladores. de-recuperación con miscibles· y, 

- los· s imui a do res de recuperación térmica. 

Una vez: que se ha determinado qué es lo que se des.ea. simular, -

:_es- posible hacer la_ selección; del mo.d.e.lo. eapa:z: de;. r:ea•li.-ta,r eJ: .. 

· tra.baj o.-
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3.4.1. Sirnulaclor de gas. 

Corno su nombre lo indica, este tipo de simuladores se util! 

zan para llevar a cabo las predicciones del comportamiento 

de un yacimiento de gas. Sin lugar a duda, los estudios 

para este tipo de yacimientos son de los mis sencillos si 

se considera lo presencia de una sola fase (gas). "Los pa-

rfirnetros que pueclen definirse con este tipo de sim~Jador 

son entre otros: 

a) Volumen de "gas inicial. 

b) Gasto de producción. 

e) Distribución de presiones. 

3.4.2. Simulador geot~rrnico. 

Existen yacimientos geot~rrnicos cuya energia calorifica se 

emplea para la generación de energia el§ctrica. Aunque es 

to no tiene al parecer ninguna conexión con la industria 

del petróleo, un modelo que se utilice en este tipo de estu 

dios no puede quedar al margen de una clasificación general 

de simuladores, de ahi la razón por lo que se menciona. 

3.4.3. Simulador de aceite negro. 

Este es el modelo mfis simple que puede utilizarse péra estu 

dios de agotamiento primario o recuperación sécundarii por 

medio de inyección de gas o de agua. Cuenta con los cua-
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tr~ mecanismos de desplazamiento blsicos para .la recupera-

ción de aceite que se explican en el capítulo 2. Los mode 

los de este tipo se han utilizado durante más de veinte 

años9 y se basan en la suposición de que los fluidos del y~ 

cimiento pueden representarse por medio de solo tres pseudCJ_ 

componentes (aceite, gas y agua). Esta suposición funcio

na bien siempre y cuando el sistema durante el proceso de -

recuperación, quede lejos del punto crítico y de la región 

de condensación retrógrada y además, si los fluidos que se 

inyectan (si es el caso), consisten de los mismos componen

tes que los fluidos que se encuentran en el yacimiento. 

Los modelos de aceite negro frecuentemente se utilizan para 

estimar los siguientes efectos durante la recuperación del 

aceite: 

a) Espaciamiento y arreglo de pozos. 

'·' Intervalos disparados. 

e) Conificación del gas y/o del agua como función del gas-

to de producción. 

d) Gasto de producción. 

e) Mejorar el mecanismo de entrada de agua mediante inyec

ción de la misma y ver la conveniencia de inyectar por 

los flancos del yacimiento a inyectar con un arreglo de 

pozos determi~ado. 

f) Pozos de relleno. 



3.4.4. Simulador de recuperaci6n química. 

Como se coment6 en el capitulo 1, en los últimos años se 

·han desarrollado nuevos procesos para recuperar una mayor -

cantidad de aceite de los yacimientos, lo cual ha originado 

la necesidad de c.ontar con simuladores capaces de reprodu

cir el com~ortamiento de los yacimientos cuando se someten 

a este tipo de procesos, tal es el caso de los simuladores 

de recuperaci6n química. Dentro de este tipo de métodos -

de recuperaci6n mejorada, se pueden citar como los más im

portantes los siguientes: 

a) Desplazamiento de ace:j.te con soluciones miscelares y mi 

croemulsiones. 

b) Desplazamiento de aceite con polímeros. 

e) Desplazamiento de aceite con surfactante~. 

d) Desplazamiento de aceite por combinaci6n de los tres an 

teriores. 

Como es de suponerse, los modelos .que se utilizan en este -

tipo de estudios, presentan un mayor grado de complejidad 

pues deben de considerar tanto la interacci6n que existe en 

tre los propios fluidos químicos, como la que hay entre di

chos fluidos y el medio poroso . 

. 3.4.5. Simulador de recuperaci6n con miscibles. 

Miscibilidad es dl fen6meno físico que consiste en la mez-

59 



cla de dos fluidos en todas proporciones, sin que se forme 

entre ellos una interfase 1 • Existen diferentes fluidos 

que se inyectan al yacimiento bajo esta condición y el est~ 

dio del efecto que produce cada uno de ellos en la recuper~ 

ción del aceite se hace con la ayuda de un simulador.. En

tre los fluidos que se utilizan en este tipo de procesos, -

se pueden citar: 

a) El gas enriquecido. 

b) El Bióxido de Carbono (C0 2 ). 

e) El Nitrógeno (N 2 ). 

3.4.6. Simulador de recuperación t&rmica. 

Este tipo de modelos se utilizan para simular el comporta

miento de los yacimientos sujetos a algfin proceso de recup! 

ración mejorada, por medio de m&todos t&rmicos cuyo objeti

vo principal es el de proporcionar energía calorífica al a

ceite con el fin de disminuir su viscosidad y de esta forma, 

facilitar su flujo hacia los pozos productores 1 • Este tipo 

de m&todos pueden clasificarse en dos grupos diferentes: 

a) Inyección de fluidos calientes, que puede ser agua ca

liente o vapor. 

b) Combustión in-situ. 

Los simuladores que se emplean para el estudio de este tipo 

de procesos (y para todos los procesos de recuperación mej~ 
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rada), son como ya se .coment6 muy complejos, pues req.uieren 

el 'uso de correlaciones que describan las propiedades PVT -

de 1·os fluidos para N-componentes como :funci6n de la pre

si6n, de la temperatura y de la composici6n (se trata de m~ 

deJos composicionales cuya explicaci6n se da m6s adelante). 

Lós problemas de procesos térmicos ·a los cuales se dirige -

este tipo de 'simuladores son, entre otros: 

a) Recuperaci6n esperada de aceite. 

b) Vo~umen necesario de vapor. 

e)- Evaluar la posibilidad -de incluir otros fluidos en _la -

injec¿i6n del vapor. 

d) Determinar los efectos gravitacionales en el proceso de_ 

recuperaci6n d~ aceite. \ 

' e) Determinar parámetros críticos. 

3,5 Íipo de flujo en el yacimiento. 

En el yacimiento pueden presentarse varios tipos de flujo como 

funci6n del n6meio de -fluidos en movimiento y éitos son: 

Flujo mpnofásico (un fluido). 

Flujo bifásico (dos fluidos). 

Flujo trifásico (tres fluidos). 

Si se observa la Fig. (3.1) en este punto existe otra posible 

alternativa ·a la que se---l_e ha llamadó "flujo composicional", 
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. _qué n~ciÓ'··:de. una neces i¡lad como se v·erá · rnás. adelante> ·be esta 

m¡tnera, 'según .el tip.o de flujo q~·e se presenta en ~~-yacimiento;<· 

puede existirc~na dete~rninada clasi{icaci6n~e simulado~es: 

3.5.1:', s{niuiad<ir monof6sico • 

. El f~ujq nionof~s.ico est6 dádo por el flujo de un _solo fhü

do, en par.ticu1ar; por ejemp.lo: en los acuífero's; ag~a;·_ en,-. 

los yac~mientos bajosaturados, aceite y, en ·un yacimiento 
- . . 

de gas volumétrico_ e.l gas: Cualquier modelo.qt.ie tome ert-

cuenta esta é:onsideraci6n, ser6 un simulador monof6s.ico. 

3.5.2. Simulador bif6sico. 

Un simulador de este tipo es aquél que considera la existen 

cia de· flujo bif6sico en el yacimiento .. Este tipo de flu: 

jo se presenta cuando dos fluidos diferentes fluyen al mis-

mo tiempo-. Las combinaciones que se pueden tener son: 

a) Gas y aceite. En un yacimiento que produce por empuje __ 

de gas disuelto liberado o en un yacimiento de aceite -

con casquete de gas. 

b) Agua y aceite. En un yacimiento bajosaturado con en-

tradn de agua, cuya presi6n ~e mantiene arriba de la 

presi6n de burbujeo. 

e) Agua y gas .. En un yacimiento de gas -con entrada ·de a-

gua o cuya saturaci6n de ugua congénita es mayor que la 
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saturación de agua critica. 

3.5.3. Simulador trif~sico. 

El flujo trif&sico se presenta cuando los tres fluidos que 

contiene un yacimiento (agua, aceite y gas) fluyen a la 

vez, por lo que todo aquel modelo que haga esta considero-

ción de flujo ser' un simulador trif5sico. Este caso se -

contempla en yacimientos que producen por empuje combinado, 

en los que la entrada de agua, el empuje de gas disuelto 

y/o el empuje de un casquete original o secundario, tienen 

influencia en la producción. 

3.5.4. Simulador composicional. 

Los modelos composicionales se utilizan para simular los 

procesos de recuperación para los cuales no sean v'lidas 

las suposiciones hechas en el modelo de aceite negro7 . En 

esta categoria se incluyen los yacimientos de gas y canden-

sado con condensación retrógrada y los yacimientos de acei-
( 

te volatil, cuya composición varia continuamente al exi'stir 

pequeños cambios de presión y/o temperatura. Este tipo de 

simuladores supone en cambio, que los fluidos contenidos en 

el yacimiento son una mezcla formada por N-componentes. 

'Las propiedades de la fase gas-aceite y su equilibrio se 

calculan por medio de correlaciones que est'n en función de 

la presión y de la composición y más recientemente por me-
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dio de ecuaciones de estado. 

Algunos ejemplQs de procesos en los cuales son utilizados -

estos modelos son los siguientes: 

a) Agotamiento de un yacimiento de aceite volatil o de gas 
/ 

y condensado donde la composición de fase y sus propie

dades varian en una manera significativa, con presiones 

por debajD de la presión de bu~bujeo. 

b) Inyección de gas;' (seco o enriquecido) a. un yacimiento -

de aceite negra para lo~rar su miscibilidad, ya sea to-

tal· o parcial. 

e) Inyección de C02 a un yacimiento de aceite. 

3.6 N6mero de dimensiones. 

Al llegar a este lugar de la Fig. (3.1), seguramente ya se ha -

determinado el nivel de simulación que se va a emplear, así co-

mo el proceso de recuperación que se piensa simular y como con-

secuencia, el tipo de flujo que se tendri en el yacimiento. 

Esta información junto con car~terísticas físicas del yacimie.'_l: 

to, permitiri hacer la selección del modelo a utilizar en cuan-

to al n6mero de dimensiones. 

i\ continuación se da la clasificación ele los 'simuladores en fu':l_ 

ción del n6mcro de dimensiones y una explicación de las caracte 

risticas que presentan cada uno de ellos. 
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3.6.1. Simulador de cero dimensiones. 

A este modelo se le conoce tarnbi~n corno modelo tanque o de 

balance de materia. Se dice que es de cero dimensiones de 

bid.o a que las propiedacles petrof]sicas, las propiedades de 

los fluidos y los valores de presi6n no varian de punto a 

punto; en cambio, se consideran valores promedio de estos 

parimetros a lo largo de todo el yacirniento 3 . 

Se le llama también de balance de materia debido a que al -

reali2ar los cilculos lo que se hace es precisamente ésto, 

un balance entre los fluidos que entran y los fluidos que -

salen del yacimiento. 

Sup6ngase un yacimiento al que se le inyecta por un lado u

na determinada cantidad de agua y se obtiene una cantidad -

tambi§n de agua, gas o aceite (o una combinaci6n de los 

tres) por el otro lado, corno se muestra en la Fig. (3.3). 

Al hacer el balarice se tendrfi la siguiente expresión: 

Volumen de flui Vo1umen de flui 
Volumen de Volu¡¡!NJ dE' 

dos en el yaci- dos que perman_EC 
fJuiclo in- fluidos ex 

miento antes de ce en e1 yaci-
yectado. traidos. 

la inyecci6n. miento. 

Este modelo de cero dimensiones es la base de todos los mo

delos existentes y tiene la particularidad de que en ~1 no 

pueden definirse pozos, como se ver§ que puede hacerse en -
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FIG. 3. 2 MODELO DE CERO DIMENSIONES. 

YACIMIENTO 

PROPIEDADES 

PROMEDIO 

FIG. 3, 3 BALANCE DE MATERIA. 
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los simuladores de mfis dimensiones. 

El uso que generalmente se le da a este modelo es: 

·a) Estimar el volumen original de aceite en el yacimiento. 

b) Calcular la cntr~da de agua. 

e) L1lcular la presi6n de-l yacimiento. 

Para el cilculo de cualquiera de los tres ~ar5metros se re

quiere conocer los otros dos. 

3.6.2. Simulador de una dimensi6n. 

Consid&rese ahora un yacimiento que varia en litologia y 

que de acuerdo con esta variaci6n puede dividir~e en dos 

partes. En este caso el yac'i.miento como un todo no puede 

representarse mediante propiedades promedio, sin embarao, 

cada parte si puede. De esta manera el yacimiento consis-

te de dos bloques o celdas como tambi&n se les llama, éig. 

( 3. 4) . 

En este caso, la ecuaci6n de balance. de materia describ~ el 

comportamiento del fluido en cada celda como en el modelo'

de cero dimensiones, sin embargo, la cosa se complica d~bi

do a que al haber migraci6n de fluidos de una •celda a otra, 

no se sabe exactamente qu& cantidad de fluido del volumen 

total que permanece en el yacimiento, corresponde a cada 

bloque. Esta transferencia de fluido entre ambas celdas 
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YACIMIENTO 

--------..A..~ .. ( 

--+--1 .. PROPIEDADES 

PROMEDIO ·PROMEDIO 
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AGUA, 

----ti> ACEI 
O 6AS 

FIG. 3.4 BALANCE DE MATERIA PARA DOS BLOQUES. 
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(transmisibilidad), se eval6a con la ecuación de Darcy, la 

cual se trata en el capítulo 4. De esta manera, la ecua-

ción de balance de materia junto con la ecuación de Darcy, 

describen el comportamiento de cada celda. Este modelo V3 

no es de cero dimensiones como el anterior, debido a que 

las propiedades aunque son promedio para cada bloque, va

rian de una celda con respecto a la otra, en cambio es un 

modelo de una dimensión, debido a que consiste de mis de u

na celda en una dirección y de solo una celda en las otras 

dos direcciones. El modelo en una dimensión puede ser ho-

rizontal, vertical, inclinado o radial, como se muestra en 

laFig. (3.5). 

Este tipo de modelo fu' generado por Buckley-Leverett para 

dar una solución analítica al comportamiento de las yaci- -

mientes sujetos a recuperación secundaria. 

En la simulación de yacimientos dicho modelo se puede apli

car si se tiene un yacimiento en el que el flujo en una di

rección es predominante, por ejemplo, e~ los casos de inye~ 

ción de gas en la cresta de un yacimiento o en la invección 

o entrada natural de agua por el flanco de otro yacimiento. 

El modelo de una dimensión en forma radial es útil para 

pruebas de formación y pruebas de incremento y decremento 

de presión, ya que los efectos que provoca en el flujo de 

fluidos ·la caida de presión en el pozo a lo largo de todo 
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el yacimiento, no puede simularse directamente con los o- -

tros modelos de una dimensión debido a que la unidad más p~ 

quefia del yacimiento, una celda, es generalmente muy grande 

comparada con el volumen del yacimiento que es realmente a

fectado por lds presiones en el pozo. 

3.6.3. Simulador de dos dimensiones. 

El mismo análisis que se utilizó para explicar el modelo' en 

una dimensión, puede extenderse para modelos en dos y tr~s 

dimensiones, ésto es, la ecuación de balance de materia des 

cribe el comportamiento en cada celda y la ecuación de Dar

cy el flujo entre los bloques, con la única diferencia e~ -

que la interacción de flujo en las celdas será en dos o en 

tres dimensiones. Así pues, el modelo d~ dos dimensiones 

consiste en más de una celda en dos dimensiones y de solo -

una celda en la tercera dimensión. 

Como se puede apreciar en la Fig. (3.6), el simulador en 

dos dimensiones puede ser areal, de sección transversal o -

de forma radial. 

3.6.3.1. Simulador areal. 

Sin lugar a dudas, dentro de la clasificación de simul~ 

dores en función del número de dimensiones, el modelo -

areal es el que se utiliza con mayor frecuencias. En 
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FIG. 3. 6 MODELOS OE DOS DIMENSIONES .• 
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~l se tienen variaciones de las propiedades en dos di

recciones (x, y), pudi~ndose considerar adcmfis los efec 

tos gravita~ionales al asignar diferentes profundidades 

a las celdas del modelo, el cual puede ser representado 

por una malla como se puede nbservar en la Fig. (3.6). 

Este tipo de simulador se aplica a yacimientos donde g~ 

neralmente los. espesores son pequefios con respecto a su 

área y no existe efecto muy marcado de estratificación 

o se ha generado un conjunto adecuado de pseudopermeabi 

lidades relativas. Algunas de las aplicaciones que se 

le dan son las siguientes: 

a) Simular los efectos de barrido al inyectar-gas o a-

gua. 

b) Determinar la localización de pozos e~ racimientos 

donde se tepgan variaciones de l•s propiedades de 

la roca y de esta manera, lograr una recuperación 

mfixima. 

e) Determinar la entrada de agua en p'oblemas de yaci

mientos que no tengan solución analítica. 

3.6.3.2. Simulador de sección transversal. 

Otro tipo de modelo de dos dimensiones se tiene en la -

representación de secciones transversales en donde las 

propiedades de las capas varían, Fig. (3.6). La utili 

dad de este simulador estriba en la versatilidad que 
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tiene para describir la distribución vertical de satura 

ciones en el avance de un frente (gas y/o agua), adem6s 

de ser el instrumentd para la obtención de las ya men

cionadas curvas de pseudopérmeabilidades relativas y 

cuya utilidad se explica en el capítulo 8. Con este 

tipo de modelo se puede simular la conificación de agua 

o de gas y los efectos gravitacionales. 

3.6.3.3. Simulador de dos dimensiones en forma radial. 

Al igual que el simulador de sección transversal, este 

modelo es 6til para simular la conificación de agua o -

de gas. Adem6s tiene la ventaja de poder analizar con 

mayor detalle los cambios bruscos de presión y de satu-

ración que ocurren en la cercanía del pozo. En la 

Fig. (3.6) se representa esquem6ticamente a este tipo 

de mode-lo. 

3.6.4. Modelo de tre~ dimensiones. 

Este tipo de simulador, dentro de la clasificación de mode

los por el n6mero de dimensiones, es el mis completo ya que 

cuenta con la mayoria de las fuerzas que se presentan en el 

yacimiento, ésto es, considera adem6s de los efectos de ba-

rrido areal los efectos de barrido vertical. Su uso va p~ 

ra todos aquellos yacimiento~ que presentan una geología 

muy compleja, que puede dar como resultado el movimiento de 
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fluidos a trav&s del medio poroso en varias direcciones.' 

El t&rmino. "convencional" que aparece en la Fig. (3.1), :;e 

·utiliza para diferenciar al modelo ~e tres dimensiones en -

·coordenadas cartesianas (x, 'y, ·.z) del modelo de .tres dimen-

sienes en coordenadas cilíndricas (r, e, z) o modelo rádial 

·de tres dimensiones. En· la Fig. (3.7) se muest~a este ti-

po de simulador. 

3.7 Geometría. 

Con ésto se lléga al Último '.'parámetro de. clasificación" de la 

Fig. (3.1). A decir verdad, no existe una clasificación de 

los simuladores en función de la ~eometría que presentan, como 

parece indicarse en la figura, ésto es, no puede decirse que h~ 

ya un modelo (x) o un modelo (r,. e, z), sino más bien la geome-

tría es una consecuencia del número de dimensiones que tenga el 

simulador. De esta manera es claro que un modelo en dos dimen 

sienes, solo podrá tener las siguientes geometrías: 

(x, y) si es areal, 

(x, z) si es de sección transversal, o bien 

(r, z) si se trata de un simulador radi~l. 

De la misma manera, si al hablar de nivel de simulación se hace 
1 

referencia al estudio de pozos individuales~ es lógico pensar -

que las Únicas geometrías de las que se .ven en la Fig. (3.1) 

que puede utilizar el modelo son~ 
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(r) si es un simulador de una dimensi6n, 

(r, z) si es un modelo de dos dimensiones, o bien 

(r, o, z) si se trata de un simulador de tres dimensiones. 

Por Último, como se podrá fácilmente comprender, carece de senti 

do hablar de geometría cuando se hace referencia al modelo de ce 

ro dimensiones. 

3.8 Uso de la clasificaci6n. 

Como se coment6 al principio de este capítulo, la Figura (3.1) -

se hizo con el fin de presentar en ella todos los posibles traba 

jos de simulaci6n que puedan existir. 

Como ejemplo, sup6ngase que requiere simular un proceso de recu

peraci6n por inyecci6n de polímeros en dos dimensiones (x - y) -

en determinado sector de un yacimiento no fracturado. Por lo 

ya explicado anteriormente, el simulador a emplearse deberá ser 

un modelo composicional. 

Así pues, el problema anterior queda perfectamente definido en 

la Fig. (3.1). Para ello las alternativas a escoger en cada 

"parámetro de selecci6n" son las siguientes: 

a) Tipo de yacimiento: no fracturado. 

b) Nivel de simulaci6n: sectQr del yacimiento. 

e) Simulador: de recuperaci6n química (polímeros). 

d) Tipo de. flujo en el yacimiento: composicional. 
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e) N6mero de dimensiories: dos dimensiones (areal). 

f) Geometría: x - y . 

. Cabe advertir que se puede dar el caso en que una combinación 

determinada de "parámetros de selección" dé como resultado un 

problema para el cual no exista un simulador. en el mercado, e -

incluso que no s~ haya reportado nada sobre él en la literatura; 

un ejemplo podría ser un modelo composicional para~simular la

inyección de vapor (recuperación térmica) en tres dimensiones 

(r, a, z) en un solo pozo de un yacimiento fracturado. En el 

caso de plantearse un problemalcon tales características, habría 

la necesidad de desarrollar el modelo que sea capaz de proporL 

cionar la solución que se busca. 
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t A P I T U L O 4 

PRINCIPIOS BASICOS Y ECUACIONES FUNDAMENTALES .• 
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4.1 Introducci6n. 

Se ha dicho que la simulaci6n ayuda a describir, con cierta pr~ 

cisi6n, el comportamiento de procesos físicos que ocurren en 

los yacimientos. Para ello el ingeniero debe identificar di-

chos procesos y formular las ecuaciones matemáticas que los go-

biernan. Sin embargo, esta tarea no es nada fácil ya que el -

flujo de fluidos en medios porosos es un fen6meno muy complejo 

y para. representarlo se deben considerar "ecuaciones que descri

ban el flujo de los fluidos eri una, dos o tres fases, a trav&s 

de "canales de flujo" que presentan variaciones de uno o varios 

6rdenes de magnitud en dónde los fluidos p~eden ser tratados co 

mo incompresibles, ligeramente compresibles o compresibles. A

demás para representar el sistema de fluj() ·pueden considerarse 

una, dos e incluso tres dimensiones, incluyendo si se desea, h~ 

terogeneidad en las propiedades petrofísicas, ef~ctos gravita

cionales, efectos capilares y transferencia-de masa entre las·

fases. 

Con lo anterior es fácil suponer que la habilidad para predecir 

el comportamiento de un yacimiento estará en funci6n, primero, 

de la habil.idad que tenga ·el ingeniero )Yara identificar el pro

ceso físico que se presenta en el yacimiento y despu&s, pira re 

presentar dicho proceso en forma. matemática. 
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Las ecu~ciones que se emplean en la simulación de yacimientos -

se obtienen de la combinación de varios principios fisicos como 

son: 

a) La ley de la conservación de masa. 

b) La ley de la conservación de momento. 

e) La ley de. lá conservación de energía (la. ley de la termodl 

námica). 

d) Ecuaciones de flujo (Ley de Darty). 

e) Ecuaciones de estado. 

Este capitulo está dedicado al estudio de las ecuaciones bási

cas que se utilizan para desarrollar un modelo de simulación. 

4.2 Tipos de energia en el flujo de flui~os en medios porosos. 

El flujo de fluidos a travfis de medios porosos está relacionado 

con tres tipos de potencial de energia o fuerza5 que son: 

1) Energia gravitacional. 

2) Energía de presión y 

3) Energía cinética (la cual se desprecia debido a la veloci-~ 

dad del fluido en el medio poroso). 

4.2.1. Energí::t gravltacion::tl. 

La. fuerza gravi.tacional que actúa en un cuerpo de masa "m" 

es: 

r 
g 

mg (4. 2. 1. 1) 
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La direcci6n de esta fuerza es vertical (coordenada Z). Si 

la masa "m" se mueve bajo la acci6n dEO la fuerza ·Fg, el cam 

bio en energía gravitacional (trabajo) est§ dado por: 

dE 
g F dz 

g mg dz 
(4.2.1.2) 

'Integrando la Ec. (4.2.1.2) para tener el cambio total en-

energía gravitacional: 

(Eg 
dEg. mg 

z t dz 
E ' 

(4.2.1.3) 
o o 

Eg E o mg (Z - Zo) (4.2.1.4) 

(NIVEL DE REFERENCIA). 

En el nivel de referencia, 20 , la energía gravitacional 

(E0 ) toma el valor de cero . .Entonces la Ec. (4.2.1.4), se 

escribe de la siguiente manera: 

mg Z 
(4.2.1.5) 

Hay ·que hacer notar que mg es el "peso" o fuerza necesaria 

para levantar un cuerpo,· una distancia Z arriba del nivel -

de re~erencia; el trábajo hecho proporciona un almacena- -

miento de energía. 
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4.2.2. Energía de presión. 

En general, para procesos de desplazamiento de fluidos la -

expresión para el trabajo es: 

W = (Fuerza) (distancia) = (Area) (Presión) (distancia) 
(4.2;2.1) 

pero 

(distancia) (Area) (Volumen) 

Por lo que la expresión (4.2.2.1) se puede escribir _como: 

w pV (4.2.2.2) 

ó: 

dW Vdp (4.2.2.3) 

Como la energla disponible en un-fluido a presión es equiv~ 

lente al trabajo realizado para comprimir dicho fluido, la 

Ec. (4.2.2.3) toma la forma: 

dEP Vdp (4.2.2.4) 

Integrando: 

tp 
p 

dEP 
p J 

Vdp 
E o o 

(4.2.2.5) 

E E 
p r Vdp 

p ·O (4.2.2.6) 
o 
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El lado derecho de la ecuación ariterior se evalGa de la re-

laci6n p v.s. V que es medida en el laboratorio como se i-

lustra en 1 a F i g . (.4 . 1 ) . 

Alternativamente estos cambios de energía pueden ser expre

sados en términos de la densidad del fluido p como se mues-

tra a continuación: 

m 
(4.2.2.7) 

V 

Sustituyendo la Ec. anterior en la Ec. (4.2.2.6). 

(4.2.2.8) 

Tomando como referencia la presión atmosférica, a la cual -

E0 O, la Ec. (4.2.2.8) se transforma a: 

m r dp 

p atm P 
(4.2.2.9) 

4. 3. Potencial de flujo (<!>). 

Un principio fundamental de la mecánica de los fluidos a través 

del medio poroso ~s que los vectores de la velocidad del fluido 

son siempre normales a las superficies equipotenciales y que la 

magnitud de dichos vectores son proporcionales al gradiente _de 

estos potenciales; éstb es, la distribución de potencial den-
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FIG.4.1 RELACION ENTRE LA PRESION Y EL VOLUMEN 
OBTENIDA EN EL LABORATORIO. 
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tro de un fluido determina su movimiento j la velocidad de di-
1 

cho movimiento, Fig. ( 4. 2). Hubbert define a 1 potencial <1> co 

mo "energía mc;cánica por unidad de masa de fluido en cualquier 

localización". Segfin lsto, el potenciai gravitacional y el p~ 

tencial de presión se pueden obtener de las Ecs. (4.2.1.5) y 

(4.2.2.9) respectivamente: 

E 
<l> 

___g_ gz ( 4. 3. 1) g m 

E r ~ 4> .......2_ 
p m 

Patm 
p (4.3.2) 

Para llevar un fluido a una localización determinada deben rea-

lizarse algunas clases de trabajo en dicho fluido. La suma to 

tal del trabajo hecho en el fluido refleja la energía mecánica 

dentro del mismo. Úe esta manera, si se considera una partíc~ 

la de fluido en un punto en el ~Ue se sabe qu~ .el potencial es 

cero (<l>0 = 0), entonces el potencial asociado con este fluido

en movimiento hacia una nueva locali~ación.es .¡,; .¡,se ¿~lcula. 

to~ando en cuenta todo el trabajo realizad~ sobr~ el fluido~ o 

sea: 

<l>:P. + 

o bien. utiliz~ndo las.Ecs. (C3.2) y {4.3, 1) · · 

y 
P· o .. 
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FIG. 4. 2 1 SOPOTENCIALES Y LINEAS DE FLUJO. 
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La Ec. (4.3.4) es la expresión general de potencial de flujo en 

donde P0 es la presión en el punto inicial que en la Ec .. (4.3.2) 

era considerada como la presión atmosférica. 

4.3.1. Potencial de flujo para líquidos y para gases. 

Si se trata de un líquido (corno se verá más adelante), la -

variación de la densidad con respecto a la presión se consi 

dera constante (fluido ligeramente compresible). Así pues, 

la compresibilidad del fluido está dada por: 

e do 
(f¡) constante. ( 4. 3. 1. 1) 

Despejando "dp" de la Ec. (4.3.1.1) se tiene: 

dp 
Cp do (4.3.1.2) 

Sustituyendo (4.3.1.2) en (4.3.2) 

~p e (-4 
p 

e ( 4 . 3. 1 . 3) 

En términos de presión la ecuación.anterior se expresa como: 

( 4. 3. 1. 4) 

Si la diferencia de presión (p-p 0 ) es pequeña, el exponente 

puede aproximarse a ~ - e (p - p 0~ , por lo que: 
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(4.3.1.5) 

Sustituyendo esta úl-tima ecuación en la Ec. (4.3.4) se., ob- · 

tien~ la expresión del potencial del flujo para liquidas, -

Ec. (4.3.1.6). 

+ gZ (4.3.1.6) 

Donde los· términos p0 y p 0 se refieren a la presión y a la 

densidad del fluido en el punto inicíal. 

Para obtener la expresión que proporcione el potencial de -

flujo para gases, se procede de la siguiente menera~ 

Partiendo de la ecuación de los gases reales s~ llega a la 

siguiente expresión: 

donde: 

RT 
m 

Patm 
patm 

densidad a la presión p. 

patm : densidad a la presión Patm. 

Sustituyendo (4.3.1.7) en(4-.3.2) 

Patm 
--patii1 r 

Patm 

j_l?__ 
p 
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Finalmente 

Patm 
Píitiil ln _.E...._ 

Patm 

Sustituyendo (4.3.1.9) en la· Ec. (4.3.4) 

Patm 
Píitiil 

_.E...._ 
Patm ln gZ + 

\. 

( 4. 3. 1 .9) 

(4.3.1.10) 

Que es la ecuación que expresa el potencial de flujo para g~ 

ses. 

4.3.2. El potencial para columnas de líquidos y de gases. 

El potencial para columnas de fluidos estáticos es constante. 

De esta manera, de la Ec. (4.3.1.6) se tiene: 

4> + gZ constante. 

Considérese como la presión de referencia p 0 a la presión at 

mosférica (Pat~) en la parte superior de la c6lumna de_ líqu! 

do. En la superficie el potencial es cero, Fig. (4.3). 

o en z o 

Para cualquier otro punto_de la· co'lumna, considerando que 

4> = O = cte. y utilizando la ecuac~óp. (4 .. 3 .1 .. 6) 

+ gZ o 
(4.3.2.1) 
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FIG. 4. 3 COLUMNA DE LIQUIDO. 

o 

CONTACTO Q/0 

1------

l -------

PROFUNOIOAO 

1--------- __ CONTACTO W/0 

PRESION 

FIG. 4. 4 RELAC10N. armE LA PREStON Y LA PROFUNQIDAO PARA 
LOS FLUfDOoi DE UN YACIMIENTO. 
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Despejando "P" en la ecuación anterior: 

p Patm gpZ ( 4. 3. 2. 2) 

La coordenada Z es negativa por lo que p>Patm. Generalmen 

te, esta relación presión-distancia se escribe en función 

de la profundidad "D" con respecto al nivel de referencia 

(D; -Z). Así la Ec. (4.3.2.2) se escribe como: 

p Pa tm + gpD ( 4. 3. 2. 3) 

Lo que indica que la presión es una función lineal de la 

produndidad. 

r' 
Hasta este momento en las ecuaciones que se han desarrolla-

do, se han manejado indistintamente las dimensiones masa y 

las dimensiones fuerza, prueba de eilo es la Ec. (4.3.2.3). 

Para no crear posibles confusiones se explica a continua- -

ción la necesidad ~e introducir la constante gravitacional 

a en estas ecuaciones. "'e Si se analizan unas posibles uni-

dades de los términos de la Ec. (4.3.2.3) se tiene: 

p 

-, 

l'~j'· p1e 
'-

l
í lbf l 

. 2J _p1e 

l~l 
Lp1e J 

Patm 

Patm [ -:::,j 

¡ ' '• 
+ g D 

¡ - ! 
i p1e : 

L 

[ lb l 
+ goD 

seg 2 :ieJ (4.3.2.4) 

Las unidades del segundo miembro del lado derecho de la i

gualdad en la Ec. (4.3.2.4) no son consistentes, ésto es: 
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lr_Pl bl. ef_~l -f ~ 1 b J-~seg2mpie 

Multiplicando la Ec. (4.3.2.4) por 

!lb l 
11""] 1 lb l 1 1 lbf "''] Plpi: 2 1 

Patm + gpD m 

gc l_lbm 
2 . 

p1e seg prej pre 
L.. ...J 

-'-".L J [lbf l [lb' J p 
1 pie 2 

P a tm ----:---2 J + _g__ p D -. - 2 
pre gc pre. e4.3.2.5) 

L._ 

Tomando en cuenta lo anterior, la Ec. e4.3.2.3) se expresa 

como sigue: 

p 

Donde: 

·ratm + !- pD 
oc 

pie 
g aceleración de la gravedad e32. 174 --2 ) 

cte gravitacional e32 .174 

seg 

lbm - pie 
') 

e 4. 3. 2. 61 

Lo anterior debe ser considerado para las ecuaciones que se 

han desarrollado con anterioridad, ésto es: Ecs. e4. 3.1) y 

e 4. 3. 1 . 61. 

Supóngase ahora una columna de gas. Igualando la Ec. 
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(4.3.1.10) con cero se tiene: 

Patm p 
ln + g Z o 

patm Patm ( 4. 3. 2. 7) 

Si se toma como presión de referencia a la presión en la C! 

beza del pazo (pt) en vez de la presión atmosférica (PatmJ, 

la Ec. (4.3.2.7) se escribe: 

o (4.3.2.8) 

Donde: 

ot es la densidad del gas a Pi· 

p 
Despejando "ln --"de la Ec. (4.3.2.8): 

Pt 

ln 

6 

lnp - ln pt 

Si la ecuación anterior se hace (-Z) 

gas ideal donde 

Patm 
patm 

Pudiéndose escribir finalmente: 
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D y se considera un 
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lnp + 
(4.3.2.12) 

ó: 

lnp + 
., 

(4.3.2.13) 

Que representan las ecuaciones para columnas de gas. 

4.4 Ley de Darcy. 

En 1856, como resultado de estudios experimentales de flujo de 

agua a través de filtros de arena no consolidada, el francés 

Henry Darcy dedujo la fórmula que lleva su nombre. La ley s~ 

ha extendido, con ciertas limitaciones, al movimiento de otros 

fluidos incluyendo dos o más fluidos no miscibles en rocas con-

solidadas y otros medios porosos. 

Darcy descubri~'que el gasto que pasaba a través de un filtro -

de arena, Fig. (4.5) era proporcional al gradiente de presión-

aplicado al area transversal al flujo e inversamente proporcio-
2 

nal a la longitud del empacamiento . 

Natem&ticamente: 

L ( 4. 4. 1) 
Q CA 

donde: 

Q gasto de agua, hacia abajo a través del empacamiento de -

arena. 
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LEY DE DARCY 
Q<KA J.,- h, 

L 

FIG. 4.5 EXPERIMENlO DE DARCY. 
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A área transversal del empacamiento. 

L. longitud del empacamiento. 

h¡ y 

h 2 alturas de nivel de agua en lo~ manómetros colocad~s a ia 

~ntrada y a la salida del empacamiento respecto al nivel 

de referencia. 

e constante de proporcionalidad, característica del empaca-

miento. 

Al aplicars~ la ley a otros fluidos se encontró que la constan-

te e podia s~r considerada coma· K/u, donde u es la viscosidad -

del fluido y K una'propiedad (permeabilidad) ~xclusiva de la ro 

ca ... 

. La. forma general de la ley de Da.rcy ·para el flujo de fluidos a 

tr~vés de un mediQ poroso es: 

Donde: 

V 
S 

dz] - pg -. ds (4.4.2) 

s - distancia a 16 largo de .la dirección de flujo. 

Vs ritmo de flujo a través de una área unitaria del medio 

z 

p 

g 

~ 
ds 

poroso en la unidad de tiempo. Q/A). 

coordenada vertical dirigida hacia abajo. 

densidad del fluido. 

aceieraci6n de la gravedad. 

gra~iente de presión a 16 largo ~e s ~h el punto al que 
J 
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se refiere V5 . 

dz 
ds sen e (ver Fig. 4.6). 

]J viscosidad del.fluido. 

K . - permeabilidad del medio poroso. 

e ángulo que forma la direcci6n del flujo con la horizon-

tal. 

Si e 0° el flujo es horizontal y la Ec. (4.4.2) queda: 

q 

Donde: 

KA iE_ 
]J ds ( 4 o 4 o 3) 

q [crn 3 /seg J ]J [cp} s [cm} A [crn 2
} P [atrn6sfera] ; K [oarcys J 

A las que se le dá el nombre de unidades de Darcy. Lo anterior 

se puede expresar con palabras de la sigui~nte manera: 

" Un medio poroso tiene una permeabilidad de un darcy 

si al hacer pasar un fluido a través de él, de vis-

cdsidad de un centipoise, con una área· transversal 

al flujo de 1 crn 2 , una longitud de medio poroso de 

1 cm, con un gasto de 1 crn 3 /seg, ocurre una caida -

de. presión de una atmósfera " 3 

Corno la caida de presi6n ati~enta en la direcci6n al flujo, el e 

signo negativo de la Ec. (4.4.3) se requiere para contrarrestar 

el signo negativo del gradiente. 
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AG. 4. 6 DIRECCION DE FLUJO EN LA E C. DE 
OARCY. 

100 



La validez de dicha ecuación presupone las consideraciones si-

guientes: 

a) Fluido homogéneo (una sola fase). 

b) No existen reacciones qufmicas enrre el fluido y el medio -

poroso. 

e) La permeabilidad es independiente del fluido, de la tcmpcr! 

tura, de la presión y de la loc3lizaci6n. 

d) Régimen lamin3r. 

e) No existe efecto de Klinkenberg. 

f) Flujo permanente e incompresible. 

g) El fluido satura 100% al medio poroso. 

Hay que hacer notar que la velocidad a la .que se refiere la e-

cuación de Darcy es la velocidad aparente, por lo que si se de-

sea evaluar la velocidad real habrá que dividir la velocidad a-

parente entre la porosidad efectiva del medio, ésto es: 

Donde: 

vmed. 

~e 

-"
~e 

velocidad real o media. 

velocidad aparente. 

porosidad efectiva. 

La ecuación de Darcy en forma vectorial se expresa de la siguie~ 

te manera: 
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+ --+ 

V 
k a •P ---
~</> as (4.4. 4) 

Donde: 

gradiente del potencial total (gravitacional y de 

presión). 

4.4. 1. Dimensiones de la permeabilidad. 

Un análisis de las dimensiones de cada una de las variables 

de la Ec. de Darcy proporciona la~·dimensiones de la permea- · 

bilidad. Esto es: 

Dejando K de la Ec .. (4.4.3) 

K _ gj¿_ ds 
· .. A dp ( 4. 4,. 1 . 1) 

Donde: 

q [\3] ; ~ ds 

r --¡ 

dp lT~LJ 
Sustituyendo esta~ dimensiones en la Ec. (4.4.1.1): 

K 
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Lo que indica que la permeabilidad tiene dimensiones de long! 

tud al cuadrado. 

De manera análoga se puede. obtener la relaci6n que hay entre 

un darcy y cualquier unidad de longitud .al cuadrado. A con-

tinuaci6n se muestra como ~jemplo, la manera de obten~r la 

equivalencia de 1 darcy a c~ 2 . 

Con la Ec. (4.4.1.1) 

K 
_ 9Jl_ ds 

A dp 

Y utilizando las unidades de Darc·y: 

K [1 .darcy J = 
[~] ¡1 cp] 11 cml 

seg ' L ' L _j 

[1 cm2 J [1 atm6sfera] 

Como: 

1 cp 0 _01 dina - seg 
cm 2 

1 atm6sfera 

980600 dinas. 

Haciendo las sustituciones necesarias: 

K [1 darcy] 

[~][0 . 01 di::~seg] [ 1 cm] 

1 darcy 

[1 cm2] [1 · 033 

· 9.872 x 10-9 cm2, 
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t.s. Ec~aci6n de continuidad. 

La descripci6n matemática del flujo de fluidos en medios porosos 

está basada en 1~ ley de la conservaci6n de la masa, la cual es

tablece que la masa dentro de un sistema permanece constante con 

el tiempo, es decir, dm/dt = a·. La ecuación de continuidad, 

q~e es una consecuencia de la aplicaci6n de dicha ley, determi

na, para un cierto elemento de ~edio p6roso, que la rapidez de -

crecimiento de la masa dentro del elemento es exactamente igual. 

al flujo neto de masa hacia. el mismo elemento. 

Consid€rese un pequefto paraielepipedo de un medio patoso cuyas·

dimensiones son ax, aY, az; a trav€s del cual existe flujo en

todas las caras como lo muestra la Fig. (4. 7). 

Hlci€ndose un balance de materia durante.un intervalo pequefto de 

tiempo at, se puede considerar que el flujo de masa por unidad.

de superficie es igual a la velocidad multiplicada p~r la densi

dad (up). 

Dimensionalmente: 

Ahora bien, si el flujo de masa se multiplica por el area trans

versal al fLujo se obtiene como, resultado el flujo másico. 

upA pq ( 4. S. 1) 
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luP·lY 

(Uf')x 

(UPl ytt. y 

FIG. 4. 7 OEOUCCION DE LA ECUACION DE CONTINUIDAD A PARTIR DE UN 
BALANCE DE MASA. 
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Dimensionalmente: 

T 

Por otra parte se puede considerar que la entrada de masa al el~ 

mento considerado es positiva (inyección), mientras que la sali-

da de masa en dicho elemento se considera negativa (producción). 

El término fuente o sumidero se representa por W (x, y, z), el -

cual tiene unidades d~ masa por unidad de volumen de roca. 

W (x,y, z) 
[unidad de 

masa J 
volumen de roca 

W (x, y, z) (+) Inyección. 

W (x, y, z) (-) Producción. 

Ahora bien, la masa de fluido en el elemento es: 

En el tie~po t (inicial) 

(4.5.2) 

rn el tiempo t + 6t (final) 

( 4. S. 3) 

Del principio de conservación de masa~ 

(Ma·sa que entra) - (Masa que sale) ±Término fue!_!_ 

te o sumidero Nueva acumulación de masa. e 4. s. 41 
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Acumulación·= (masa final) - (masa inicial) (4.5. 5) 

La cara t.y, t;z es perpendicular al flujo en la direc;ción "x", 

por lo cual la cantidad de masa neta que entra en la dirección -

x se expresa como: 

( 4. 5. 6) 

Análogamente para las direcciones "Y". y. "z" se obtienen exprcsi.9_. 

nes similares: 

t.t [(pu)y - (pu\ + t.y]óxt.z (4. 5. 7) 

t.t [cpu) z - (pu) z + t.z]t.yt.x (4. 5. 8) 

Ahora la acumulación puede escribirse, según las expresiones 

(4.5.2) y (4.5.3), de la manera siguiente: 

Acumulación = t.xt.yt.z (~p)t + t.t - t.xt.yt.z (~p)t (4. 5. 9) 

.Tomando en cuenta las ecuaciones (4.5.6), (4.5.7), (4.5.8) y sus 

tituyendo en la expresión (4.5.4): 

t.t [(pu)x - (pu)x+t.x J t.yóz + t.t [(pu)Y - (pu)y+óy J t.xóz 

+ t.t [(pu)z- (pu)z+f,z] t.yt.x ±W (x, y, z) 

[c~p)t+t.t - (~p)t] 
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Dividiendo entre b.Xl1ytzat la Ec. (4.5.10) 

epu)x+ax - (pu)x 
6X 

W ex;y, z) 

(pu)y+ay - epu\ 
t. y 

e•p)t+at - e•p)t 
6t 

(_pu) z+óz - (pu}'z 
6Z 

e4. S. 11) 

Tomando límites cuando óx->0, ,óy->0, óz->0 y ót->0 y recordando la -

definición de derivada de una función que dice: 

Qy_ lim y (x+óx) - r (x) 
dx x->0 6X e 4: s. 1z) 

Se tiene que: 

,~- ilim ~ '± wex, y, z) 2J.hl 
ax ay az at e4.5.13) 

La expresión e4.5.13) ei la forma general de la ecuación de con-

tinuidad en un medio poroso. 

4. 6. Ecuación de dif~~ividad. 

Sustituyendo los componentes de,la velocidad de la ley de Darcy 

en la ecuación de ¿ontinuidad sé tiene: 

wex, y, z) 

e 4. 6. 1) 

La cxpr~sión anterior es la ecuación general de difusividad que 

representa el flujo ~e un'solo fluido a t~av&s de un medio poro 

so. 
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Para el flujo de varios fluidos es necesario considerar que el -

medio poroso estará sujeto a variaciones en la saturación por lo 

que después de proceder en forma similar a la anterior, la ecua-

ción de difusividad para flujo multifásico en donde Kf represen

ta la permeabilidad efectiva al fluido en cuestión, esti dada 

por la siguiente expresión: 

a(Sf~p) 

at (4.6.2) 

Para la solución de esta ecuación es necesario utilizar una ecua 

ción de estado que relaciona la densidad con la presión. Di- -

chas ecuaciones se tratan un poco más adelante en este mismo ca-

pítulo. 

4.7. Clasificación de los fluidos según su compresibilidad. 

Dependiendo de s.u compresibilidad los fluidos de un yacimiento -

se clasifican en tres grupos que son: 

a) Fluidos incompresibles. 

b) Fluidos ligeramente compresibles. 

e) Fluidos compresibles. 

En un fluid~ incom~resible, -~ densidad de·los fluidos se consi-

dera constante. 

Un fluido se denomina ligeramente compresible si su densidad se 
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puede considerar como una función lineal de presión, Asto es, la 

compren~ibilidad del fluido es constante. 

Finalmen~e un fluido compresible és tquél que Presenta un cambio 
1 

signifitativo en su densidad con la pre~ión. La Fig. (4.8) 

muestra gráficamente esta clasificación de los fluidos. 

4.8. Ecuaciones de estado. 

Cualquier ecuación de estado puede representarse analíticamente 

por una función: 

F (PRESION, DENSIDAD, TEMPERATURA) o (4. 8.1). 

Existen varias ecuaciones de e·s.tado dep~ndiendo .del tipo de flul 

do que se esté manejando. A continuación se desarrollan cada -

una de estas ecuaciones. 

4.-8.1. Ecuacióri de estado para fluido incompresibli. 

La ecuaciÓn de estado para fluidos incompresibles es muy sim-

ple, pues basta considerar·que la densidad permanece constan

te. Así pues: 

p constante (4.8.1.1) 

o (4.8.1.2) 
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FIG.-4.8 TIPOS DE FLUIDOS EN FU!ICION DE SI.! C014PRESIBILIDA1?. 

111 



4. 8.·. 2. Ecuación de estado para fluido ligeramente compres·i-

ble. 

Por definición dfr compresibilidad: 

e (4.8.2.1) 

Como: 

m 
p V (4. B. 2. 2) 

Despejando "V" de la Ec. anterior: 

V (4.8.2.3) 

Derivando la ecuación (4.8.6) con respecto a 1~ presión. se -

tiene: 

am ap 
Pai> - m al' 

p2 (4.8.2.4) 

Sustituyendo (4.8.2.4) y (4.8.2.3) en la Ec. (4.8.2.1): 

e m 
p 

Simplificando: 

e lle. 
P aP. 

Como.:. 

(4. 2.8. S) 

(4.8.2.6) 
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e ap 
paJl 

dp 
p dP 

Despejando "CdP" de la Ec. ( 4. 8. 2. 7) se tiene: 

CdP dp 

Integrando de Po a P 

Jp 

CdP 
Po 

Se obtiene: 

C(P - Po) 

Jp 
dp 
p 

Despejando "p" de la Ec. anterior: 

Donde: 

(4.8.2.7) 

( 4 o 8 o 2 o 8 J 

(4 o 8 o 2 o 9) 

( 4. 8. 2. 1 O) 

p 0 Densidad inicial del fluido evaluada a la presión ini- -

cial (P 0 ) 

P Presión medida a cualquier tiempo. 

Recordando la fórmula de expansión de una función "f(z)", en. 

las cercanías del valor conocido de la función por medio de -

la serie de Taylor, siendo "a" "el punto conocido: 

f ( z) 
f'(a)(z-a) f"(a)(z-a) 2 

f(a)+ 1! + 2! 
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Por lo que la función f(x) ex se puede expandir alrededor -

del punto x = O, entonces: 

n 
+ ••• • •. + X 

nT (4.8.2.13) 

Por lo tanto: 

CP e 1 + ~~ 
c2p2 

+ -- + 
2 ~ (4.8.2.14) 

En la mayoría de los casos para líquidos, se cumple que: 

CP < 0.01 

c2p2< o.ooo1 

Por lo que la expresión (4.8.2.14) se puede simplificar a: 

CP e 1 + CP (4:8.2.15) 

Sustituyendo esta última expresión en la Ec. (4.8.2.11): 

p p 0 ( 1 + CP) (4.8.2.16) 

La expresión (4.8.2.16) es la ecuación de estado para un flui 

do ligeramente compresible. 

4.8.3. Ecuaciones de estado, para fluidos compresibles. 

a) Para un gas ideal. 

Recordando la ecuación general de los gases ideales: 
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" 

PV nRT ( 4. 8. 3. 1) 

Donde: 

n 
masa (número de moles) 

peso molecular 

m 
n M (4.8.3.2) 

Sustituyendo la Ec. (4.8.3.2) en la Ec. (4.8.3.1) se tiene: 

PV 
m RT 
M 

Recordando la Ec. ( 4. 8. 2. 2): 

m 
P V 

(4.8.3.3) 

Sustituyendo esta última expresión en la Ec. (4.8.3.3) y des-

pejando "p" se tiene: 

m 
p V 

PM 
RT 

que es la ecuación de estado para un gas ideal. 

b) Para un gas real. 

(4.8.3.4) 

Si se procede de manera anlloga introduciendo el factor de· 

compresibilidad en la Ec. (4.8.3.1) se llega a la expresión -

que representa la ecuación de estado para lo~ gases reales. -

Dicha expresión es: 

p 
PM 

ZRT (4.8.3.5) 
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4.9 Ecuación de difusividad para los diferentes tipos de flui-

dos. 

4.9.1. Ecuación·de difusividad para fluido incompresible. 

Recordando la ecuación general de difusividad dada por la ex-

presión (4.6.1) 

( p Kx 2_!) + -ª.__ ( p !SY H) + -ª.__ ( p K Z l.!) ± IV ( x , y , z) 
3X W 3X 3y W 3y 3Z . \1 3Z 

Definiendo: 

,

1

· vol.fluido inyectado a c.s/día] 
q Ritmo de Inyección vol. de roca 

.'\demás: 

IV(x, y, z) 

W(x; y, z) 

W (x, y, z) 

Donde: 

' 

(4.9.1) 

Ritmo de inyetción de masa por unidad de volu-

men. 

qBp ( 4. 9. 2) 

jvol. ~ c.s llvol. a c.yll masa l 
Lclla-Vol.roca J LVol. a c.sj LVol. a c.yj 

B Factor de volumen. del fluido inyectado. 
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Sustituyendo las Ecs. (4.9.2) y (4.8.1.2) en la ecuación de 

difusividad: 

(pKx i!.¡ + (P~ ~yq,) + o::-z (P~.z ~z~) + q B P 
ax ~ :lx d y " a a " a 

Multiplicando la Ec. (4.9.3) por~ 
p 

constante. 

(Kx-'!.!) + :l (Kvaq,) + _]__ (Kz-'!.!) + ~qB 
ax ax ay '6y az az o 

Si el medio es isotrópico y hernogéneo, ésto es: 

Kx K y Kz K 

Dividiendo la Ec. (4.9.4) en~re K: 

+~ 
K 

o 

o 

o 
( 4. 9. 3) 

( 4. 9. 4) 

( 4. 9. 5) 

( 4. 9. 6) 

La expresión (4.9.6) es la Ec. de difusividad para un fluido 

incompresible, la cual puede e~cribirse de la siguiente mane 

ra: 

o ( 4. 9. 7.) 

A la Ec. (4.9.7} se le conoce corno Ecuación de Poisson. 

Si no existe inyección la Ec, (4.9.7) se simplifica a: 

o ( 4. 9. 8) 
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A est~ filtima expresión se le conoce como Ecuación de Lapli-

ce. 

4.9.2. Ecuación de difusividad para fluido ligeramentécom

presible. 

La compresibilidad para un fluido ligeramente compresible es~ 

tá dada por la Ec. (4.8. 2.6): 

e "" paP 

Para obterier la variación de la presión en las direcciones 

"x, y, z", bastará con despejar "dP" de la Ec. (4.8.2.6) y de 

rivar respecto a cada una de las direcciones correspondi~ntes. 

pespejando "dP" 

dP 1 dp 
EPT 

Derivando con 

dP 1 . dp 
dx Cn dx 

dP 1 22. 
dy e; dy 

dP 1 dp 
dz Cp dz 

respecto 

(4.9.2.1) 

a "x, y, z" 

(4.9.2.2) 

(4.9.2.3) 

(4.9.2.4) 

Si el espesor del yacimiento es pequefto y de"bajo r~lieve es

tructural, es decir para flujo horizontal, se puede hacer la 
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consideración de que el potencial de flujo es aproximadamente 

igual a la presión: 

p ( 4. 9.:?. S) 

Ahora bien, si no se tiene inyección en ningún pozo, la J:L. -

(4.9.2) se iguala a cero, ésto es: 

W(x, y, z) O. 

Tomando en cuenta estas consideraciones y sustituyendo las 

Ecs. (4.9.2.2), (4.9.2.3), (4.9.2.4) y (4.9.2.5) en la Ecua-

ción de difusividad dada por la expiesión (4.6. 1) se tiene lo 

siguiente: 

(pKx __!_ ~) + a (p_lS_y __!_ ~) + 
ax y Cp ax ay ~ Cp ay az 

( 4. 9. 2. b l 

Simplificando: 

lllli 
at (4.9.2.7) 

Considerando un medio isotr6pico (Kx a Ky a Kz a K), viscosi

~C dad constante y multiplicando la Ec. (4.9.2.7} por K' se tie 

ne lo siguiente: 

(k¡ + a ¡k¡ + a e k J 
ax ax ay ay az az ( 4. 9. 2. 8) 

Debido a que la Ec. (4.9.2.8} no es muy práctica para su aplica-
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ción en la forma obtenida por la dificultad que presenta la 

evaluación de las densidades, conviene expresarla en fun- -

ción de la presión. Para ello se procede como sigue: 

Recordando la Ecuación de estado para un fluido ligeramente 

compresible dada por la expresión (4.8.2.16): 

p p 0 ( 1 +- eP) 

y sustituyendo en la Ec. (4.9.2.8) se tiene: 

1¡ eP~l ep~l 
¡-

eP~ l a~ (1 
' r 

l"to(l • 
+ ¡ aip ( 1 + 

3 Lo l :_o 3Z J + ;; 
+ -¡ 

ax ax ay i az J _j 

(4.9.2.9) 

Siendo "p 0 " la densidad inicial del fluido (constante), en-

torrees: 

o 
(4.9.2.10) 

Por lo que en l.:1s direcciones "x, y, z" se tiene: 

(o + e p 0 Jr, 
3X dXJ ( 4. 9. 2. 11) 

__s_ (O + e p 0 -ª-fl ay ay ( 4. 9. 2. 12) 

e o + e -ª-fl az Po az (4.9.2.13) 
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Sustituyendo las expresiones {4.9;2.11), (4.9.2.12) y 

(4.9.2.13) en la Ec. [4.9.2.9) y factorizando se tiene: 

e [~· ~ Po 
ax 2 ay2 

Dividiendo entre 

a2p + a2p + a2P 

ax 2 ay 2 az 2 

Haciendo 

a 

+ 
a2P ! p11C 2 aP 
--! Po 
az 2 .¡·" K at (4.9.2.14) 

...J 

"Cp ": .o 

(4.9.2.15) 

"(4.9.2.1.6) 

Al término a se le dá el nombre de constante de difusividad. 

Sustituyendo (4.9.2.16) en la Ec. (4.9.2.15) se tiene final 

mente: 

1 aP 
O:at (4.9.2.17) 

La expresión (4.9.2.17) es la ecuación de difusividad para 

un fluido ligerame~te compresible habiendo hecho las si

guientes consideraciones: 

a) Medio isotrópico y homogéneo. 

b} Viscosidad constante• 

e) Compresibilidad constante. 

d) No existe el término· fuente, ésto es, no·hay pozps in-

yectores. 
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La importancia que tiene esta ecuaci6n es trascendente, de-

bido a su mdltiple utilidad~ Entre otras aplicaciones se 

tienen las siguientes: 

a) Pruebas de presi6n (incremento, decremento, interferen-

cia 1 etc.). 

b) Pruebas de límite de yacimiento. 

e) Simulacidn de yacimientos. 

4.9.3. Ecuaci6n de difusividad para un gas real. 

Recordando la ecuaci6n de estado para un gas real~ dada por 

la expresi6n (4.8.2.3) 

PM 
P ZRT 

Y substituyéndola en la ecuaci6n general de difusividad da-

da por la expre~i6n (4.6.1.). Además suponiendo que no 

existe inyecci6n, ésto es W (x, y, z) O y que la porQ 

sidad es constante, se tiene lo siguiente: 

a (J:M._ Kx i!) + a. (J:M._ !Sr_ i!) + a ( PM Kz -ª._!) 
ax ZRT ~ ax ay ZRT ~ ay az ZRT --;:;- az 

(4.9.3.1) 

Definiendo el potencial. de un gas real como: 

m(P) d~ 

(4.9.3.2) 
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Derivando con respecto a "P" y con respecto a "t": 

2P 
]l(P)Z(P) (4.9.3.3) 

l.!Jú.l:l 
at 

2P aP 
].1 (P)Z(P) 3t ( 4. 9. 3. 4) 

Pero además: 

l.!Jú.l:l l.!Jú.l:l ~ ZP ap 
ax aP ax ]l(P)Z(P) ax (4.9.3.5) 

am(P) ~~ ZP ap 
ay aP ay ]l(P)Z(P) ay e 4. 9. 3. 6) 

~ ~~ 2P ap 
a z aP a z ]l(P)Z(P) az (4.9.3.7) 

Multiplicando por 2~T la Ec. (4.9.3.1) 

a (2P Kx ~) + a (ZP Ky ~) + a (2P Kz ~) 
ax ].IZ ax ay ].IZ ay az ].IZ az 2~ aat (~) 

(4.9.3.8) 

Sustituyendo las Ecs. (4.9.3.5), (4.9.3.6) y (4 .. 9.3.7) en. esta 

última expresión se tiene: 

_E_(Kx ~) + _E_(K ~) + _E_(Kz~) 
ax ax ay Y ay az a: 2 ~ a3t (~) 

( 4. 9. 3. 9) 

Derivando el lado derecho de esta última ecuación: 

z-ª1'. - P~ 
at at 

z2 

~(_,_ _1_ ~)~ 
z P z ap at 

(4.9.3.10) 
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Como la·compresibilidad del gas est~ dada por: 

Cg (4.9.3.11) 

La Ec. (4.9.3.10) se puede escribir sustituyendo la Ec. 

·¡4.9.3.11) como sigue: 

(4.9.3.12) 

Multiplicando el lado derecho de esta Oltima expresión por 

i;. lo que no altera la Ecuación, se tiene: 

ZP ~f.&. 2f 
J;Z 2 at • (4.9.3.1'3) 

Re·cordando la Ec. ( 4. 9. 3. 4) qu·e expresa: 

lE!l!:l. at · 
ZP aP 

~(P)Z(P) at 

Y sustituyéndola en la Ec. (4.9.3.13) 

(4.9.3.14) 

Suponiendo un medio isotrópico homogéneo donde Kx=Ky=Kz = K, 

sustituyendo la Ec. (4.9.3.14) en la Ec. (4.9.3.9) y divi-

diendo entre K se tiene: 

(4.9.3.15) 

Que, se puede escribir como: 
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,--------------------------------------------------

v 2 m(P) "!I!.L!2 
a at (4.9.3.16) 

Esta expresión es la Ecuación de difusividad para un gas 

real en el cual no existe término fuente y donde a es la 

constante de difusividad que ha sido definida con anteriori 

dad - Ec. ( 4. 9. 2. 1 6)- . 

En la mayor parte de los problemas de simulación de yací- -

miento~, así como en las ecuaciones presentadas anteriormerr 

te, se usan coordenadas cartesianas. Sin embargo, se ha -

comentado que existen estudios de simulación a nivel de po-

zos individuales para los cuales se puede representar mejor 

el sistema de flujo mediante el uso de otro tipo de coorde-

nadas. La siguiente es la ecuación de difusividad en coor 

denadas cilíndricas sin variación vertical de la presión: 

( 4. 9. 3. 17) 

Su desarrollo y su solución que puede encontrarse en la li

teratura7, están fuera del objetivo de este trabajo. 

4.10. Condiciones iniciales y condiciones de frontera. 

Una vez que han sido definidas las ecuaciones que servirán para 

describir el proceso físico que ocurre en el yacimiento, es ne-

cesaría establecer ciertas condiciones en el sistema que permi-

tan la solución de dichas ~cuaciones. 
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Cuando una de las variables independient~s en una ecuación dife 

rencial parcial es el tiempo, (como ocurre en las ecuaciones 

qil_e se han desarrollado) es necesario conocer, entre otras co-

sas, la variabl! dependiente a un tiempo inicial (t 0 ) para po

der obtener la solución de la ecuación a otros tiempos. 

Todo sistema en equilibrio en un tiempo cero permanecería así, 

a menos que ocurra alguna p~rturbación. En un yacimiento pe-

trolero, éste· permanece en "equilibrio" hasta que se perfora el 

primer pozo, momento en el qu~ se provoca un disturbio en el 

sistema (un abatimiento de presióh local) con el cukl el yací-

miento empieza a reaccionar reajustando su presión j su flujo a 

través del mismo. 

En la simulación la variable'dependiente es con frecuencia la -

presión y para calcular su distribución en un yacimiento a cual 

quier tiempo se debe tener la condición inicial, o condiciones 

iniciales corno se les denomina comúnmente', las cuales tornan la 

siguiente forma general: 

P(x, ·y, z) A 

Donde A es alguna constante o una función que describe la dis

tribución de un parámetro (presión o saturación) dentro del sis 

terna al tiempo cero. 

Supóngase ahora el sistema representado por la Fig. (4.9), el -

cual consiste en una porción del universo que está separada del 

resto por una frontera finiia. El sistema existe en espacio -
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(x, y, z) y en tiempo (t), ésto es se trata de un sistema fini

to. Es claro que puede hacerse la siguiente observación con -

respecto al mismo: cualquier cosa que entre o salga del siste

ma debe atravesar la frontera. 

Consid&rese algGn parimetro independiente P del sistema mostra-

do ahora en la Fig. ( 4.1 O). Entre A y C se observa que no 

existe flujo que cruce la frontera, lo que implica un gradiente 

igual a cero en esa región. Entre A y B se tiene flujo que a-

traviesa la frontera, el cual puede ser representado por un de

terminado valor K. De C a B la frontera esti definida por me-

dio de valores fijos del parámetro independiente. Con estas -

condiciones específicas A~c~B~A se ha completado la descripción 

del contacto que hace el sistema con el resto del úniverso. 

Refiriendo &sto a las ecuaciones que se han desarrollado, si se 

conoce la presión y/o las primeras derivadas espaciales de la -

misma en determinadas regiones de un yacimiento para todo valor 

del tiempo, se dice entonces que se tienen las condiciones de -

frontera que se requieren para resolver las ecuaciones plantea

das. 

Así pues, el modelo matemático completo es una combinación de: 

a) Ecuaciones que gob~cernan el comportamiento de flujo en el -

yacimiento. 

b) Condiciones inic.ia1es. Que proporcionan los valores de la 

variable dependiente a un tiempo inicial (t 0 ). 
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e) Condiciones de frontera. Que proporcionan los valores de 

la variable ~ependiente en determinadas regiones del yaci-

miento (fronteras). para cualquier tiempo. 

4.10.1. Conceptos de flujo estacionario y no estacionario 

y su relación con las condiciones de frontera. 

Supóngase a una partícula de fluido en movimiento a través 

del espacio poroso a una velocidad vs (Fig. 4.11). La ace 

leración de la partícula puede obtenerse mediante la deter-

rninación de la razón de cambio en su velocidad. Esto es, 

ya que la velocidad es función de dos variables, distancia 

(s) y tiempo (t) se tiene: 

v f (s, t) 

dv ( 4. 1 o. 1 . 1) 

La ecuaci~n para la aceleración total puede obtenerse deri-

vando la Ec. anterior con respecto al tiempo: 

dv 
dt 

( av) dt (\v) ds 
at s d t + as t d t ( 4. 1 o. 1. 2) 

Dado que ds/dt esla velocidad, la Ec. (4.10.1.2) puede es-

cribirse corno: 

dv 
dt 

(4.10.1.3) 
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El primer término del lado derecho de la igualdad en la e-

cuación anterior es la aceleraci6n en un punto,. mientras 

que el segundo término es la aceleraci6n convencional. A

nalizando ambos términos que corresponden a la aceleración 

total e~ la Ec. (4.10.1.3), se puede predecir cuando el fl~ 

jo es estacionario y cuando el flujo no es estacionario. 

Si: 

(av) 
at s 

o (4.10.1.4) 

Entonces el flujo es estacionario. 

Si: 

(av) 
at -

S 

, o (4.10.1.5) ' 

Entonces el _flujo no es estacionario. 

En términqs de presión las Ecs. (4.10.1.4) y (4.10.1.5), se 

pueden escribir como sigue: 

o (4.10.l.6) 

Para flujo estacioriario. 

o (4.10.1.7) 

Para flujo no estacionario. 

' Supóngase un yacimiento representado ·en forma cil-índrica con 

un pozo en su interior como lo muestra la Fig. (4.12). El 
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GRANOS DE ARENA 

FIG. 4.11 PARTICULA EN MOVIMIENTO A TRAVES DEL MEDIO 
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FlG. 4. 13 PERFIL DE PRESIONES EN FLUJO RADIAL. 
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yacimiento perrnanecerl en equilibrio a menos que exista al-

gGn transtorno en alguna d& las fronteias. Dependiendo de 

la naturaleza del transtorno se puede o no t~ner flujo esta 

cionario. Las condiciones posibles ·son: 

a) En la frontera interna 

b) 

1.- Presión del pozo constante: 

P(rw, t) Constante 

2.- Gasto constante: 

r aP(rw, t) 

ar 
Constante 

3.- Presión d~l pozo variable: 

f 1 (t) 

4.- Gasto variable: 

r aP(rw, t) 
g 1 (t) 

a 

S.- Pozo cerrado: 

aP(rw, t.) 
r o 

3t 

En la frontera externa 

6.- Presión constante: 

P(re, t) Constante 

7.- Flujo constante a través de la frontera: 

aP(re' t) 
Constante 

or 

8.- Flujo. variable a través de la frontera: 

aP(re, t) 

3r 
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9.- No existe flujo a travAs de la frontera (frontera 

cerrada): 

aP(re, t) 

3t 
o 

10.- Yacimiento infinito: 

lim P(r, t) P. 
1 

Al'producir el pozo la presión a su alrededor (frontera in-

terna) empieza a caer y la onda de abatimiento de ~resión 

se mueve hacia los limites del yacimiento. El perfil de 

presiones como función del tiempo se muestra en la Fig. 

( 4. 1 3) o 

Algunas combinaciones de frontera interna y externa pueden 

producir un patrón de flujo estacionario y otras determina-

das combinaciones originar el patró~ de flujo no estaciona-

rio. Un ejemplo de condición que provoca ~lujo no estacio 

nario es el de frontera externa cerradá, ya que al ~o exis-

tir masa alguna que cruce la frontera, el yacimiento conti-

nuará depresionándose todo el tiempo. Para lograr un régl 

men de flujo estacionario debe de haber algún sostén al sis 

tema en términos de flujo o de presión. Est? se logra en 

la práctica mediante la presencia de un acuífero adyacente 

al yacimiento. 
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C A P I T U L O 5 

MODELO NuriERICO UTILIZANDO DIFERENCIAS .FINITAS. ...,._ 
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S. 1 tntroducción. 

Una vez que ha sido establecido el modelo ma~emltico capaz de -

describir el proceso físico q~e se presenta en el yacimiento, -

s~ hace necesario obtener su solución. Sin embargo, las ecua-

ciones que representan el flujo de los fluidos en medios poro

sos son en general; como ya se ha vist~, ecuaciones diferencia

les en ~erivadas parciales no lineale~ que relacionan los cam

bios de presión y de saturaGión a travls del medio con respecto 

al tiempó y para las cuales es casi imposible obtener una solu-

Ción analftica. De ahí que surja la necesidad de transform~~ 

el modelo matemático· ·a un mOdelo numlrico, siendo lste el único 

camino por medio del cuai se puede llegar a una solución que 

sea aplicable. 

En e~te capitulo se proporcionan las bases para desarrollar el 

modelo numérico; además, se dan a conocer los tres tipos de es

quemas que pueden emplearse en la soluci6n de las· ecuacione~ de 

flujo, des tacando las ventajas y desventajas de cada uno ·de· e .. -1 

llos. 

5.2 Clasificaci6n de las ecuaciones diferenciales en.derivadas 

parciales. 

Se ha comentado que las ecuaciones obtenidas al desar'rollar tra 
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bajos de simulación de yacimientos ·son ecuaciones diferenciales 

en derivadas parciales por lo que, antes de entrar a explicar -

las bases para desarrollar el modelo numérico que sustituya a -

estas ecuaciones, se cree conveniente prcoporc'ion·ar úria clasifi-

cación general de las mismas; 

Se dice que toda igualdad que relaciona a una función desconoci 

da con sus variables independient~s y con sus derivadas parcia

les, es una ecuación diferencial en derivadas parciales. Asi

mismo, una ecuación diferencial en derivadas parciales de segu~ 

do orden es una ecuación que contien~ derivadas hasta de segun-

do orden y mis de una variabie indepe~diente~ Cabe mencionar 

que el orden de una ecuac~ón.diferencial en deriyadas parciales 

es el de ia derivada de mayor orden. Asi entonces, la forma -

más general de una ecuación diferencial en derivadas parciales 

de segundo ordencon dos variables independientes es: 

a2u a2u a2u du du 
A(x, y) + B(x, y) --- + C(x, y) = f(x, y, u dx' a-J 

ax 2 axay a.y 2 Y .. 

(S. 2. 1) 

En donde "x" y "y" son las. variables independientes y "u" es la. 

variable dependiente. Normalmente. "x" y "y" .se r·efieren a po-

sición, pero en problemas en los que una de las variables sea -

el tiempo, "y" puede referirse entonces .a tiempo. Si los coe-

ficie~tes ~. ~ y·c ~on funciones Onicametite dé las variables i~ 

dependientes, son constantes o son cero, la ecuación es lineal. 

En consecuencia lógica, la ecuación· es no lineal si cualquiera 

A, B 6 C, es función de la variable dependiente. 
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Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciaies pueden cla-

sificarse como elipticas, parabólicas o hiperbólicas, dependie~ 

do del valor del ·discriminante B2 -4AC, para un punto dado~(X, y) 

Asi entonces: 

Si Bz_4AC <O la ecuación es eliptica. 

Si BL4AC; O la ecuación es parabólica. 

Si BL4AC >O la ecuación es hiperbólica. 

Como ejemplos de ecuaciones diferenciales en derivadas parcia-

les de tipo eliptico se pueden citar a la ecuación de Laplace -

Ec. (5.2.2) y a la ecuación de Poisson Ec. ( 5. 2. 3) . 

~ (x, y) + ~ (x, y) o (S. 2. 2) 

ax 2 ayz 

~ (x' y) + ~ (x, y) f(x, y) (S. 2. 3) 

ax 2 ;¡y2 

Un ejemplo de ecuación diferencial en derivadas parciales de ti 

po parabólico lo proporciona la expresión (S.2.4) que represen-

ta el problema clásico de transmisión del calor en una dirección 

a u (t, x) (t, x) (4. 2. 4) 

Jt 

Donde el flujo de calor es en la dirección X, siendo t el tiem-

po y K una constante que depende de la conductividad térmica, -

densidad y calor especifico del material. 

Por Gltimo, la ecuación que representa el movimiento de una 
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cuerda vibrando Ec. (5.2.5) es el ejemplo clásico de una ecua-

ción diferencial en derivadas parciales del tipo hiperbólico. 

tl (t, x) 
at 2 

(S. 2. 5) 

En donde la función y (t, x) proporciona la distancia perpendi-

cular a la cuerda en el ·instante t en la posición x. 

Existe la posibilidad de tener una ecuación como la Ec. (5.2.6) 

a la cual puede llamirsele ecuación diferencial en derivadas 

parciales del tipo mixto, ya que al analizar su discriminante 

se puede observar lo siguiente: 

(1 - y) ~ + 2x ~ + ( 1 + y) ~ o ( 5. 2. 6) 
axay 

Cuyo discriminante es: 

D ( Zx) 2 - 4 ( 1 - y) ( 1 + y) 

D 4x 2 - 4 ( 1 - y2) 

D 4x 2 - 4 + 4 y 2 

D x2 - y2 + 1 

Es elíptica dentro del círculo x2 + y2 ~ 1 (discriminante nega

tivo), hiperbólica fuera del circulo (di~criminante positivo) y 

parabólica en la frontera (discriminante igual a cero). 

Los problemas en los que el signo del discriminante depende de 
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la s6luci6n, pueden ~iesentar dificult~des especiales ya que el 

tipo ~e ecuaci6n gobierna•el nOmero y la naturaleza de las con-

diciones iniciales y/o de frontera .. Es decir, un problema co~ 

piejo puede tener en un cierto tango, una soluci6n Onica y bien 

determinada, mientras que en otro rango, las soluciones pueden 
. . 1 

ser múltiples y no determinadas o aOn no existir. Sin embargo 

hay que hacer notar qu,e la·s ecuaciones netamente elípticas, pa

rabólicas o hiperbólicas, se mantienen como tales, independien-

temente de las dimensiones y del sistema de coordenadas que se 

considere. 

5.3 Proceso de discretización. Diferencias finitas. 

Cuando alguien habla de dar una soluci6n numérica a una ecua- -

ción, se está refiriendo a proporcionar resultados en puntos 

discretos dentro del sistema. El decir que las ecuaciones que 

se emplean en la simulación serán resueltas en forma numérica -

implica que se determinarán los parámetros dependientes (presiQ 

nes y saturaciones) en puntos discretos en espacio y en tiempo. 

La discretización del espacio se hace al dividir el yacimiento 

en un número determinado de celdas, las cuales son generalmente 

rectangulares como puede apreciarse en la Fig. (5.1). La dis-

cretización del tiempo se realiza al tomar intervalos del mismo 

para cada uno de los cuales el problema es resuelto. La medi-

da de estos intervalos de tiempo depende del problema en partic~ 

lar que se est6 manejando, aunq~e hay que hacer notar que mien-
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tras menor sea el. intervalo de tiempo utilizado, la solución 

que se obtenga será más aproximada, Fig. (5. 2). Así entonces, 

los valores de la variable dependiente al resolver las ecuatio-

nes num!ricas se obtienen para cada un6 de lcis bloques que com

ponen la malla y para valores específicos de tiempo. 

La transformacióri de una ecuación diferencial ¿ontinua a una 
t 

forma discreta se hace generalmente utilizando el método de di

ferencias finitas, que consiste en sustituir las derivadas de -

la ecuación diferencial por fórmulas de derivación. Así pues, 

las ecuaciones diferenciales en derivadas p~rciales son reempl~ 

zadas por su equivalente en diferencias finitas las cuales pue

d~n obtenerse al expandir el polinomio de Taylor generado por -

una función en un punto dado y después resolver para la deriva-

da que se requiere. 

5.4 Polinomio de Taylor generado por una función .. 

Si una función f(x) paseé derivadas continuas h~sta de orden n 

en el punto x • O, siendo n ! J, se tratará de obtener un poli-

nomio P(x) que coincida con f(x) y con sus n primeras derivadas 

én ·X • O, ésto es: 

P(O) 

p • e o 1 

P" (O) 

f(O) 

f' (O) 

f" (o) 
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El pb linoniio~ buscado debe!'á de 5-er>de. n:i' . é~ imó grado pára: que- ~ 

pueda contar con ~derivada Dicho polinomio: se el(pt-~sa. de ,., 
·.::.:· 

lá siguiente manefa: 

(5. 4.11 

El problema aho_ra __ es determinar· los n +. 1 coeficientes A0 , A1 ~ 

1\2 _, A3 , •••• _. , An, · Par; a obteneríos se p.r;ocede de la. maneta. -

siguiente: 

Sustituyendo x O en el polinomio dado por la expresión(5.4.1) 

se .tiene: 

P(DJ = A . o • .. Ao f(O) 

Uerivando la Ec. (5.4.1) 

P''(x) (5.4.2) 

Evaluando 'para x = O la expresión anterior:-. 

P' (O) A¡ ; A¡ f' (O) 

Derivando nuevam!_'lte<: _ ___ . __ ,_::_· 

P"{x) = 2A?_ + (3)(2) A3 x + .. _ ... + (n)(n-1) Anxn-2 (5.4.3). 

Evaluando para x = O Lr Ec. (5.4.3) 

P"fOl = 2A .• 

Volviendo :a deri.var: 
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p "' (x) (3)(2) A3 + .•.•• + (n)(n-l)(n-2) An 

Evaluando para x O la Ec. (5.4.4): 

P"'. (x) (3)(2)A 3 ; 

En general: 

Despejando "AK" de la última expresión: 

~ 
K! 

Donde: 

K 1, 2, 3, 4, ..... , n. 

n- 3 
X (5.4.4) 

(5.4. S) 

(5.4.6) 

Sustituy~ndo los valores .que se obtengan para cada una de las -

derivadas de la Ec. (S.4.6) se tien.e: 

P(x) f(O) + f' (O) x + f~fO) x2 + f"~fO) x3 + · · · · · 

• o •• o + QQl n 
n! x es. 4. 7) 

Si se desea qu.e el polinomio P(x) satisfaga a la función f(x) y 

a sus n primeras derivadas pero ahora en el punto x = A, ésto -

es: 
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P(A) f(A) 

p' (A) f' (A) 

P"(A) f"(A) 

''.~-.-_-,-. --·.·-.-c-.--

Para lograrlo s.e trasladará. el origen "A" unidades en el sentí~ 

do positivo del eje de las absisas, el argumento del polinomio 

expresado en la Ec. (5.4.1) será (x ~ A) y la expresión (5.4. 7) 

quedará como sigue: 

p (X') f(A) + f' (A) (x - A) + f"(A) (x - A)2 2! 

+ f'" (A) 
(x ~ A) 3 + • o .-6. + 

fn(A) 
(x ~ A)n (S. 4. 8) 3: n! 

A la Ec. (5.4.8) se le conoce con el nombre de poLinomio de 

1'Jylor de grado n generado por f(x) en el punto A, el cual como 

yé se co~ent6, es el principio básico utilizado en la deriva-

ción de las fórmulas de aproximación en diferencias finitas. 

5.5 Aplicación del polinomio de Taylor en la evaluación de de-

rivadas para intervalos iguales. 

Consid~rcse el intervalo O, 1 dividido en R subintervalos de 

longituJ. /,x. 

1 
~· if 
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En un punto cualquiera del intervalo x1 se tiene: 

x. i6x 
1 

Y obviamente: 

X. + 6X 
1 

X. - 6X 
l 

La distancia entre dos puntos consecutivos es la "diferencia fi 

nita x". 

En el método de diferencias finitas la evalua~i6n de las funcio 

nes y sus derivadas se efectfia solamente en los puntos xi. 

Donde: 

o, 1, 2, 3, , R 

X- 6X X x+Lix 

¡, 6X ,¡, 6X .1 
1 i ___ ., .. .. R 

ÓX 
i -l i i+ l X 

En la figura anterior puede verse claramente que: 

X - 6X 

X + 6.X + 1 
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S.S.l. Polinomio dé Taylor en una d~nensi6n. 

Utilizando la notación anterior ell el polinomio de Tay or -

desarrollado para·una función f(x) en los puntos xi+l v 

xi-l se obtienen las Ecs. (S.5.1) y (5.5.2). Esto es: 

fi+J f. + 6X 
af 

li 
+ ( IIX) ;; u2 f 

li 
+ ~ a3 f 

li 
+ 

l -ax 2~ ax 2 3! ax 3 

..... + (6x)n anf 

li n~ 
n (.S.S. 1) CJX 

f. - /IX 
af 

li 
+ (llx) 2 a2 f 

li 
-~ a 3f 1 + 

l ax 2! ax 2 3! ax 3 i 

...... + 
(ilx)n anf 

li n! axn (S.S. 2) 

S.5.1.1. Primera derivada. 

La expresión para la primera derivada se puede obtener 

al despejar ésta de la Ec. (5.5.1), quedéndo de la mane 

ra siguiente: 

t:,x a 2 f1
1
. _ (6x) 2 ~.-1. + ..... 

2~ ax2 3~ ax3 i 

( t;x}:n·-.1 ;ri.l.f 1 

·1! axn i (S.S.3) 
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. . 
En donde E)Í .término del lado derecho d.e esta ec~a-~f6n >~ 
es una<apioxiinación e.n ¡liferenci.as. Úni ta~ a. la. primera 

·derivad<!- de la función~ 
. . . . . La ~recisiól). .de did1a. aproxí.-

mac~6n. depende· •. como podrli suponerse fá~:ilmerite' d~·l nú ' . . 

mero·de.términos que se t~men para obtener su v;lor. 

Así pues, el utilizar. Unam~yor cantidad de términos, - · 

proporciona una mejor aproximación al valor. real de· la 

·. pfimera ded.vada. Los términos no utili.zados (t.rimca~ 

dos) constituyen el error de .truncamiento. En genera~ · 

como ·cada. término sucesivo es menor al anterior, el e-

rror de truncamiento se determina por el orden o expo-

nente de la diferencia finita llx del primer término 

truncado. 

La Ec. {5. S. 3), considerando un error de .. truncamiento.

de primer orden (G(llx)) se escribe como sigue: 

1+1 af 1 f. - f .. 
1 + e (óx) 

(S. S.4) 

De igual manera puede obtenerse otra expresión para la 

primera derivada a partir de. la Ec. (5.5.2). Despeja!!_ 

do de dicha ecuación la primera derivada se tiene: 

afl 
ax 1 

f. - f. 
1 ' 1- 1 

8X 

+ (llx). a 2 f 1 _ (t>x)Z a3f 1· 

2! ax z i 3! ax 3 i 

+ • • • • • + ( 8x) n- 1 a n f 1 , . 

n! axn i (S.S.S.) 
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Con~iderando nuevamente un error de truncamiento de,pri 

mer orden, ahora para l~ expresión (5~~.5) resulta: 

af /
1
. 

ax 

f. - f. 
1 1-] 

·.6X 
+ El. (óx) 

.J 5. 5. 6) 

Es posible obtener una fórmula más precisa o de mayor -

6rden para la·primera derivada al restar la Ec. e5.5.2) 

de la Ec. (S. 5. 3). Así pues: 

af 1 

ax i 

fi+l- fi-i 

Zóx e 5. 5. 71 

La Ec. e 5. 5. 7), considerando un erro.r de truncamiento 

de segundo orden e0e6x) 2 ), se puede escribir como sigue: 

f. - f. 
1+1 1-1 +•EJ eilx) 2 

26x 
(S.S. 8) 

Procediendo en forma aniloga se pueden obtener fóimulas 

Para la primera derivada que tengan una mayor precisión 

expandiendo el polinomio de Taylor en otros puntos cer-

canos al punto x. Ejemplo de ello pueden serias ex-

presiones (5.5.9) y (5.5.10). 

f¡ + (2/~x) 
a f ¡· 

+ 

JX fi 

(26x) 2 a2 f 

2! ax 2 

(Z6x)3 a3f /
1
• 

3! óx 3 

e.:: t.x ·; ~! ,i !¡. f 1 (26x)n anf 

'i· 

+ --·~--- l. + + 
ü ~ :Jxl+ n! ax n 

¡.l. (5. 5. 9) 



f. 
J.-2 

f. - e21'lx) :.:_ /. + 
1 ax 1 2! ax2 

+ --- li - ..... + (21'lx)r' anf ¡ 
n! axn i e S.S. 1 O) 

Cualquiera de las expresiones obtenidas con anteriori- -

dad, pueden utilizarse para e~aluar la primera derivada. 

La Ec. ·(S. S .. S) es la más empleada. 

S.S.1.2. Segunda derivida. 

Una expresión para la segunda derivada se obtiene suman 

do las Ecs.: es.5.1) y es.S.2). Esto es: 

a 2f l 2 f . + e l'lx) 2_ . + 
l ax 2 

(l'lx)4 

e S. S. 11) 

Despejando de la expresión anterior la segunda derivada: 

d 2 f 1 fi+l - 2f. + f i- 1 (6x)2 a 4 f 
= 

l 

ax 2 ,i e llx) 2 12 ax 4 

Considerando para la Ec. (S.S. 12) un 

miento. 

rivada 

de segundo orden, la ecuación 

queda como sigue: 

fl.+l - 2f. + f]..-1 
~~--~1--~~ + e (llx) 2 

(ilx) 2 

150. 
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+ 

(S.S.12) 

error de trunca- -

para la segunda de 
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Que es i~ expresión utilizada para obtenet-la ~eguh~a -_ 

derivada.de una función. 

S.S.2. Polinomio de Taylor en dos dimensiones. 

Es posible mediante el uso del polinomio_de Taylot obtener 

expresiones que proporcionen las fórmulas de las derivadas 

en dos dimensiones. Asi pues, de la misma manera en que -

se.estableció el polinomio de Taylor en una dimensión dado 

por las Ecs. (S.S.l) y (S~S.2) se pueden tener las expresiQ 

nes del polinomio de Taylor en dos dimensiones representa~ 

das por las Ecs. (S.S.14), ($.S.1S), (S.S.16) y (S.S.17). 

f i- l , j - 1 

f_ 
l, 

' f 1 + (Lix) _:___ . 
ax 1, 

af 1 + (,;y) -. 
ay 1, 

( IIX) 2 

2 ~ 
+ (,;xJ (,;yJ ~ 1-

axay 1, 

+ ---

+(ay)2 ~~ 

2 ~ ay 2 li, 

L 
1, 

( 1\X) 2 
+ 

2! 

( üY) 2 

+ 
2! 

- (nx) _:_::_ 1 
ax i, 

(,;y) af 1 
ay i, 

d2f 
1 

a 2 f 

li, 
-- + (1\x) (lly) --
;;x2 li, axay 

;; 2 f 

- -, .. ¡y.:.. l.i, j 
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f. . 
1+1, J-1 

fi-1, j+1 

f i, j + ( llx) 

+ _Cll_x_J_2 .a2f·l· 
2! ax2 i, 

+ (lly)2 ~ 1 

2! ay 2. i, 

f. 
1, 

af 1 

ax i, 
af 1· {tiy) ·-. 

- (llx)(óy) 

ay J.' 

a 2f 1 

ax ay ~, 

(llx) 2 __ a2f 1 . .a 2f 1 

+ - (llx) (lly) 'V')' 1.,1. ,· 
2! ax 2 i, j OAO 

+ (lly)2 -~ 1 
2! ay 2 i, 

(S.S. 16) 

(5; S.17) 

La obtención de estas ecuaciones se logra utilizando las 

·f6rmulas de una dimensión, haciendo va:r:iar la .función en _u-_ 

na dirección primero y en la segunda dirección despuis; 

· El signo lo propor~ionarin los subindites según •e trate de 

'diferencia hacia adelante (i~1 ó j+1) o diferencia hacia a

. trlis o~i·6 j-1). 

'Si fuera necesari\:1 en un problema d~termin~do'utllÍzar el -

pol\noml.o de Taylor ~~ •tre~· •dimensio~~s, éste podría< ·obte" 

· rierse ton un procedi~tento ~anilogo ai ·anterior agregaÍldó .u

ria':~Úensl6ri mis.• en su .. desarrollo .. 
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5.6 Esquemas de sorución de las ecuaciones de flujo. 

Crichlow en su libro "Modern Reservoir Engineering - A sirnula

tion Approach'; proporciona una explicación muy .clara acerca de 

los tipos de esquemas ·que existen para llevar a cabo la trans

formación de· las ecuaciones; de una forma continua a una forma 

discreta. 

Considérese la distribución de la temperatura en una sola direc 

ción. a lo largo de una barra metálica. La ecuación que gobie~ 

na el comportamiento de este fenómeno es: 

;T 

a at 

o 

X 

(S. 6. 1) 

L 

Al analizar dicha ecuación se observa que la ternperatur¡¡ (T) es. 

función, además del tiempo (t) de la distancia (x). ·una solu

ción analítica ele la Ec. (5.6.1) proporciona una funci6n conti-

nua tanto en tiempo como en espacio. Sin embargo una solución 

numérica de la misma ecuación, proporcionará valores de ternper! 

tura en localizaciones fijas y para valores de tiempo determina 

dos, Lo cual puede ser visualizado como si se tratara de una se 

rie de fotograflas tornadas en diferentes instantes, Fig. (5.3). 

Los valores de tiempo O, 1, 2, 3 .... , , que aparecen en dicha-
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t 
T (x,t) 

T '3 

T ' 2 

1' 1 

T'O 

11112 l?llll 11112 ll Zl 1 11/lllllJ IJII ?liii/ZZZII?tl 

JI(-+ 

FIG. 5.3 DISTRIBUCION DE LA TEMPERATURA EN 

UNA BARRA. 

EC. DIFERENCIAL : ~-- ~ 
~ 6{ 

. EC. EN DIFERENCIAS: n n n.- 1 n 
Pi+l _:·2Pi ±P;., =J2..=..f1.. 

(Ax¡2 At . 

FIG. 5.4 ESQUEMA. EXPLICITO EN UNA DIMENSION. 
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<ftgura corresponden a los diferentes valores del mismo, los cua 

les son mayores a medida que la solución avanza. El valor de 

la temperatura para un nivel de tiempo dado por ejemplo: t = 1 

se utiliza .para calcular ·el nuevo valor de- la temperatura para 

un niv~l de tiempo superior (t = 2). 

¡:'xisten básicamente dos maneras para ir de los valores del ni-

vel de tiempo anterior a los valores en el nivel de tiempo nue-

vo, lo cual se discute a continuación. 

5.6.1. Esquema de solución explicito. 

Este esquema es el mis simple ya que resuelve el problema -

para una sola incógnita en el tiempo nuevo, valiéndose para 

ello de los valores conocidos de la incógnita en el tiempo 

anterior, Fig. (5.4). 

Considere la siguiente ecuación en dos dimensiones~ 

aP-
-- + 

at 

. . . 
Jti<:i:icahdti Tos pr inc ip:to·s ;•s'obre>Hirmúlas de ;derivación obte-

nidas a el poHnomiO de 'I'ily-l'Q.i: vis tó' .c.on anterioridad, la 

·Ec. (5.6.2) eri-diferencia·srhlitas queda como sigue.: 

Pn - 2rl! + rl! · Pn 
~·-"=1-''----'j'-'+-'J'---'--'---"=1-',__.,"i_. ---'-1"-'-, __.~_j_-~·r. ,+ _ .i + 1, 1 

(áx)·2 
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i, 5 
Lit 

- 2-Pn .· + rJ1 
1' j . 1- 1' i 

(áy) 2 

( 5.6, 3) 



En donde: 

i, localización de la celda dentro de la malla. 

n nivel de tiempo anterior. 

n+l nivel de tiempo nuevo. 

Como puede observarse, la Ec. (5.6.3) tiene una sola incóg

n1.ta, el valor de la presión al tiempo nuevo (n+l), el cual 

se encuentra involucrado en el lado derecho de dicha ecua-

ción. 

Despejando de la Et. (5.6.3) se puede obtener explicitamen

te el valor de la presión para el tiempo nuevo (Pn+ 1 .) en 
J.' J 

función de los valores de presión en el tiempo atiterior, 

los cuales son conocidos. Así entonces: 

p~+l. 
l' J 

- 2P~ + Pn 
l,j l,j-1+ 

(6x) 2 

-p~n~~-L_-__ z_P~~~-L-+ __ P_n~·~L-Ll. r· ' 1+1, 1, j ]-1 

(6y)2 J 
( 5. G. 4) 1 

Como todos los valores del lado derecho d~ esta Ultima ecua 

ción son -cono·cidos, se trata de resolver simplemente una e-

cuaeión con una incfignita~ Ahora bien, para avanzar la SQ 

lución de. "n" a "n+l" se requiere aplicar la misma ecuación 

para todos y cada uno de los puntos que constituyen la ma

lla. La Fig. ( 5. 5) muestra el arreglo de las celdas en u-. 

na malla en dos dimensiones. 
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j-1 j i+l 

FIG. 5. 5 ARREGLO DE LAS CELDAS EN: UNA · 

MALLA DE DOS DIMENSIONES. 
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Es común escrib-ir la Ec. (5. 6. 5) de Ja sigui c·:ne mancT~: 

pn+¡. 
1' J 

Donde: 

o. 

+ o. (Pn 
1' j + l 

+ .. (Pn 
B i + 1, · 

+ pn 
1 ' j -: 

- zrn 
1 ' ( 5. 6. S J 

(L\y)2 

Por su sencillez este esquema presenta limitaciones fuertes 

de estabilidad (mis adelante se dA la explicación de este -

concepto), lo q~e ocasiona tener que utilizar intervalos de 

tiempo pequefios al avanzar la solución, lo cual tampoco es 

muy conveniente debido al tiempo de computadora que se re-

quiere para efectuar una corrida. Esta limitación hace 

que su aplicación sea imprActica en la mayoría de los pro-

blernas de simulación, no obstante que el esfuerzo que se re 

quiere para desarrollar un simulador que esté basado en es-

te esquema es mucho menor.que con ningún otro. 

5.6;2. Esquema de solución irnplicito. 

Este esquema consiste en resolver el ~robl~ma para todos 

los valores de las incógnitas en forma simultAnea, corno pu~ 

de a_preciarse en la Fig. (S. 6) .. 
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i-1 iH. 

EC. DIFERENCIAL: ~ • ..itf 
~X 2 • E> t 

EC •. EN .DIFERENCIAS: n.+l n+l nt:l n ... , n 

Pj t t 2 pi't Pi•r 

(4X)~ 

.. •. 

FIG. 5.6 . ESQUEMA .IMPLICITO El'l .. UNA OIMENSION. 
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Considérese la siguiénte ecuaci6n diferencial en derivadas 

parciales en una dimensión: 

d 2 ·~ 3 p 

' \_ 

(S. 6. 6) 

La cual puede expresarse en diferencias finitas de la si- -

guiente manera: 

( LIX) 2 L\t (S. 6. 7) 

Esta ecuación tiene solo una incógnita, pn•J, sin embargo, 
1 

se puede establecer de tal manera que se resuelva para los 

tres valores de Pi como sigue: 

p~+J _ ZPn+l n+J 
'1 .. 1 1 + pi+ 1 

( LIX) 2 L\t (S. 6. 8) 

Como puede apreciarse la Ec. (S.6.8) tiene como incógnitas 

a todos los valores de presión al nuevo nivel de tiempo 

(n+ 1) . Dicha ecuación pued~ escribirse: 

pn+J_ ZPn+J + pn+i 
1- l 1 1 + l 

(Lix)2 (Pn+I _ Pn) 
1\ t l l 

(S. 6. 9) 

Factorizando: 

(S. 6. 1 O) 

N6tesc que esta dltima expresi6n, la cual tiene tres inc6g-
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nitas~ el punto i está, ligado a los puntos (i~l) e (i~~l~ _, 

La forma general de la Ec. (5.6.10) es: 

d. 
1 es. 6: 11 l 

Dolll.de los coeficientes ai, bi y ci se refieren, como se ve

rA posteriormente cuando se defina el t!rmino de transmisi~ 

bHidad, a la geometría del sistema y a sus propiedades ff-

sicas y di contiene a los t!rminos conocidos. 

Nuevamente, p¡rra avanzar la soluci6n al nuevo tiempo es pr~ 

cis-o escribir la Ec. (5. 6.11) para las N celdas que compo-

nen la malla. El resultado final son N ecuaciones ,con N -

inc6gni tas. Esto es: 

,Celda 

a¡ p b¡ P¡ + C¡ Pa dl o 
2 a2 P¡ b2 p2 + c2 p3 d2 

3 a3 p2 b3 p3 + c3 p4 d3 

4 a" p3 b4 p4 + c4 Ps d4 

a p + n n-¡ 

Las, celdas con "O" y "ri+t" que' se escriben son generalmente 

celdas ficticias que no forman parte del modelo j que se de 
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finen, como se veri ~ls adelante, productD de las condicio· 

nes de frontera que se estén utilizando. 

Nótese que la matriz que se generó tiene una forma caracte-

ristica, hay tres elementos din~onales y todos los demás e-

lementos fuera de dicha~ diagonRlcs SOD ccrc. i\ toda ma-

triz que pres~nte esta caracteristlca se le conoce con el -

nombre de "Matriz Tridiagonal". Fl conjunto de ecuaciones 

siJ¡lUltineas puede ser escrito utiLizando !JOt:::tción matricial 

como sigue: 

A p ( 5. 6. 1 2) 

Donde: 

-¡ 
i 
1 

d. 
1 1 

J L ( 5. 6. 13) 

El sistema se resuelve para la presión desconocida "P" uti-

lizando el algoritmo de Thomas, el cual es discutido .en el 

capítulo siguiente. 

Para un sistema en dos dimensiones el desarrollo es idénti-

co al utilizado con anterioridad para el de una sola dimen-

sión,· solo qUe los resultados son un poco diferentes. 

Considérese la siguiente ecuación diferencial en derivada~ 

parciales en dos dimensiones: 
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aP 
+ 

áx 2 <lt (5.6,14) 

La ecuación anterior en diferencias finitas .para el esquema 

implícito se puede escribir de la manera siguiente: 

n+t 
pi! j -1 

- 2Pn+J. 
l! l 

n+¡ 
+ pi, j +1 

+ 

pr:+¡ 
l- 1 , 

ll t 

- 2Pn+¡. 
l' J 

(5.6.15) 

Nótese que todas las presiones estin en el nuevo nivel de -

tiempo y en consecuencia son· incógnitas. Así pues, exis-

ten cinco incógnitas en la Ec. (5. 6.15). 

Para simplificar el problema supóngase que llx = lly. Desa-

rrollando y factor izando, la Ec. (5. 6.15) se puede escribir 

de la manera siguiente: 

+ nn+l 
i +] • j 

La cual se reduce a: 

4Pn+t . 
l! J 

+ pn+t 
1 -¡ ! j 

(11 x) 2 

11 t 

+ pn+t . 
l! J +¡ 

(Pn+t . 
l! J 

pTI J.) 
l ! 

( 5. 6. 1 6) 

rn+t 
l ' j -¿ 

T p"'"i' ( 4 ~) pr:+t _ + pn+t + pn+l 
i.+l ' j - + lit l! J ¡-1 ! j 1! j +! 
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La forma general de ~sta 6ltima expresión es: 

e .. pn+l +a. pn+l + b. P~+l_ + c. pn+J 
~ i, j -1 1 i+l' j 1 1' J 1 i-l 

+ f. pn+l 
~ i' j + 1 

d. 
1 (5.6.18) 

Donde los coeficientes ei' ai, bi, ci, fi y di' son simila

res a los que se definieron para el sistema en una dimen- -

sión. 

Nuevamente, para avanzar la solu.ción al n'uevo nivel de tiem 

·pose requiere escribir la Ec: (5.6.18) para todas y cada-

una de las N celdas que consti~uyen la malla. De esta ma

nera se tendrin N ecuationes con N incógnitas. En esta o

casión se traia de un sistema pentadiagotial, el cual puede 

escribirse eri notación matricial como se,muestra a continua 

ción: 

A p d 

* p d 

(S. 6; 19}. 

- ' 

.Los ~lg~rismos que se utilizan par~ resolvereste tipo de -

-'probiemás ~e dos' dimerisi~ne~ se discuten en el capítulo· si

gu:lente. 
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:~ 
El esquema implícito es el que ,involucra mayor esfue,·zo de 

cómputo para avanzar la solución de un nivel a otro ya que 

bara resolverlo se recurre a procesos iterativos, sin emba! 

go permite utiiizar incrementos de tiempo mucho mayores que 

el esquema explicito y aGn asi permanece estable. 

5.6.3. Esquema de Crank-Nicholson. 

~ste esquema involucra una combinación de los valores ante-

rieres y de los valores nuevos de la variable dependiente 

en el intervalo de tiempo considerado, Fig. (S. 7). 

Sea la ecuación diferencial en derivadas parciales: 

.ax2 (S. 6. 20). 

La cual puede escribirse en diferencias finitas, considera~ 

do tanto el nivel de tiempo anterior como el nivel de tiem-

po nuevo, de la manera siguiente: 

n+l - Zu n+l + un+l n 2un un u .. 
i u - + 

El ( 1 + 1 i-1)+ (1 - l!j ( i+l i i-1) 
(llx) 2 (llx) 

n+ 1 n 
u. u. 

1 1 

llt (5.6.21) 

Donde o < El < 

Si se analiza la Ec. (5. 6.21) se notará que si: 
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TIEMPO 
NUEVO 

ANlERIOA 

-' 1 
N 

1-1 lt-1 11'2 

EC: DIFERENCIAL.: ....2!.e.. == -ª...f.. 
a x• -at 

EC. DIFERENCIAS: 

n n n 
P!ti-2Pjt·Pl-! 

2 ~x¡• 

nt·J n+l ft+l nti A 

..._ pjtl Zfjr.Pj-L ~ .fL.=._f.i_ 

2 (A X)2 A.t 

FIG. 5. 7 ESQEMÁ DE CRANK- NICHOLSON EN 

· UNA DIMENSION. 
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e - o entonces el esquema es explicito. 

0 i , entonces el esquema es de Crank-Nicholson. 

0 entonces el esquema es implicito. 

5.6.4. El concepto de transmisibilidad en los esquemas de 

solución. 

Ya· con anterioridad, en los capitulas iniciales de este tr! 

bajo, se comentó q~e al utilizar una malla que divida al Y! 

cimiento en· una serie de bloques, se debe determinar de al

guna manera la interacción de flujo que existe .entre los 

mismos. Por ello a continuación, se define el concepto de 

transmisibilidad. 

La transmisibilidad (T) es la capacidad de transmitir el 

flujo y está dada por la siguiente expresión: 

q TP (5.6.22) 

Donde: 

T Transmisibilidad. 

q Gasto. 

P Presión. 

Recordando la ec~ación de Darcy 4ada por la expresión 

(4.4.3): 

q 
K AdP 

~ ds 
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Sustituyendo. esta ~xpresión en la Ec. (S.6.22), haciendo 

ds = L' y despejando: 

K A 
T 

L (S. 6. 23) 

Es claro, segdn la Ec:· (S.6.23), que la capacidad de trans-

mitir no serA igual para todos los bloques que constituyen 

la malla, sino que ésta dependerá tanto de la geometria del 

bloque (L, A) como de las propiedades físicas que se le a-

signen a cada uno .de ellos (K, u). Así pues para determi-

nar el flujo (y con ello implícitamente,la variación de pr~ 

sión) que cruza de un bloque A a un bloque B, los cuales 

son adyacentes, es preciso considerar las transmisibilida-

des de ambos bloques. 

De esta manera los esquemas de solución de las ecuaciones -

de flujo en una dimensión afectados por el término de trans 

misibilidad quedan como sigue: 

a) Esquema de solución cxplictto. 

En este esquema las transmisibilidades de los términos de -

fl'ujo, lo mismo que ocurrió con las presiones anteriormente, 

se evalúan al nivel de tiempo conocido "n". 

en diferencias finitas es: 

T n (Pn Pn) T n (Pn _ pn J. 

X i + 1 1 .~ i + 1 ~ . i - X i- 1 1:! l l- 1 

168 

La expresión 

Vb. 
l 

(S. 6. 24) 



El sub·índ-ice "i + 1/2" ó "i - 1/2' 1 se utiliza 'por lo que ya 

se explicó, que el flujo que cruza por el punto 1'i" al pa~ 

sar de "i + 1" a "i - 1" o viceversa, se vé afectado por la 

transmisibilidad de ambos bloques. El subindice·x indica 

la dirección y el término Vbi es el volumen total del blo

que i. 

b) Esquema de solución mixto. 

Este esquema surge al considerar el concept6 de transmisibi 

lidad. En él las presiones se evalúan al nivel de tiempo 

nuevo "n +1 " mientras las transmisibilidades se evalúan -

al nivel de tiempo anterior o conocido "n". La expresión 

en diferencias finitas es la siguiente: 

(5. 6. 25) 

Este tipo de esquema se utiliza con éxito en simuladores a-

reales v tridimensionales en los cuales, en general, no se 

dan cambios bruscos de presiones y/o saturaciones de un in-

tcrvalo de tiempo a otro. Sin embargo, pueden presentar -

serias limitaciones de es~abilidad y consecuentemente, re-

4uerir intervalos de tiempo muy pequ~ftos en simuladores de 

flujo convergente, tales como simuladores de conificatión y 

:tlsunos simuladores de secciones transversales. 
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e) Esquema de soluci6n impiicito. 

Este esquema consiste en evaluar ademis ~e las presiones, -

como ya se vi6, las transmisibilidades al nuevo nivel de 

tiempo ~·n + ¡u quedando la ecuaci6n en di.ferencias finitas 

··como sigue: 

T n+! (P~+l - pn+!) - T n+! (PI}+! - P~+! .. J 
xi+l/2 1+! 1 xi-1/2 1 1-l 

Vbi (P~+l - P~) 
1 . 1 (5.6.26) 

llt 

~.7 Coriceptos relacionados con el modelo.num€rico. 

S. 7. 1. Errores.· 

Depend-iendo .de la fuente que los produzca, _los errores.en -

los ~ue se incurre al utilizar computadoras para resoljer -

problemas, puede clasificarse en alguno de los siguientes -

tipos. 

a) Errores inherentes. 

b) Errores ·por truncamiento . 

. e) Errores por redorideo. 

Los erro~es inherentes o errores propios de los dato~ son • 

aqué11os. que se producen al leer de algún dispos;itivo de me 
. . . . ··.. .· ,· 

dici6n un dato··.para representar alguna magnitud física y 

· • son debidos· a: la imprecisi6n del disposiÚvó, 
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Los errores por truncamiento sori aqu€llos que se presentan 

al utilizar series en los cálculos como por ejemplo el pol! 

nomib de Taylor visto con anterioridad. Estas series tie

nen un nGmero infinitp de términos y al hacer algGn cálculo 

COIJ ellas, se utiliza .solo un nGmero determinado de térmi

nos, truncando los de~ás. 

Por dltimo, los errores por redondeo se deben a la imposib! 

lidad de manejar en operaciones como multiplicación o divi

sión, todos los digitos resultantes que involucran estas o

peraciones. En este caso, el resultado se redondea o a- -

proxima al ndmero máximo de digitos con los que se dispone 

para trabajar. 

5.7.2. Estabilidad. 

Los errores provenientes de cualquier fuente se propagan de 

diferentes formas, algunos de estos errores crecerán poco y 

por lo tanto, no afectarán en forma significativa la exacti 

tud de un resultado. Otros, pueden crecer .tanto que inva

Liden completamenie los resultados de un cálculo. 

Sl con la función f(n) se puede representar el crecimiento 

de un error "e" y si el resultado al cabo de n operaciones 

hac~ que E(n) se comporte como f(n) = KnE, para alguna con~ 

tante K que no dependa de n, se dice que el crecimiento es 

lineal. Si el crecimiento del error se comporta como 
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f(n) Kn., para alguna constante K mayor que la unidad, 

·se dice que la Tapidez de crecimiento del error es exponen~ 

cial, Fig. (5.8). 

El crecimiento lineal de un error e~ gen~ralmente inevita

ble, cuando K y, E son pequefios los resultados que se o.btie

nen .en la solución de un problema, ~on por lo general acep-

tables. En cambio, el crecimiento exponencial de un error 

se debe evitar, ya que .el té'Í:mino Kn 'crece rápidamente aún 

para valores relativamente pequefios de n, por lo cual los -

resultados que se obtienen en la solución de un problema re 

· sultari inaceptables. 

Si un procedimiento presenta un crecimiento exponencial del 

error, se considerará como inestable. Entonces, se dirá -

que un esquema de solución es estable cuando la propagación 

del error, al desarrollar dicho esquema, siga un crecimien

to lineal, ésto es, que el incremento del error de una a- -

proximación a otra sea pequeno, determinando una tolerancia. 

Es muy import~nt~ tener en consideración este concepto al -

desarrollar un esquema, ya que los r~sultados que puede pr~ 

porcionar el mismo al ser inestable estarán muy alejados de 

la realidad, Fig. (5.9). 

Existen dos procedimientos para dete~minar la estabilidad -

.de un esquema de solución 1 : 

a) Análisis de Von Neumann (Análisis de Furier). 
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,:l. 

1 
J F(n)=R~ 

1 
1 

E 
. . 

n 

FIG. 5. 8 ERROR LINEAL Y EXPONENCIAL. 

INESTABLE 

o ~--------~-------------------
1(-

F!G. s·. 9 SOLUCIONES ESTABLE E INESTABLE. 
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b) Método 'Matricia1, 

5.7.3. Convergencia. 

Cuando se estudian m~todos num€ricos, generalmente se util! 

za. el t~rmino conve.rgencia. Se dice que una ~cuación en -

diferencias finita~ es convergente si la solución exacta a 

l's ecuaciones en diferencias (u) tiende a la solución exac 

ta de las ecuaciones diferenciales (u) para todo valor de x 

a medida que 6X ~ O y ót ~ O. 

5.8 Sistema de cuadrícula de la malla. 

Se ha comentado ya que en la simulacióh es sobrepuesto al plano 

estructural del yacimiento un sistema· de cuadrícula o sistema -

de Celdas, siendo cada celda una unidad bá.sica usada en el sim.!:!_. 

lador. Así pues, algunos puntos básicos a considerar en la se 

lección del sistema de celdas son los siguientes: 

a) El sistem~ de la malla en toda su forma será rectangular. 

b) La malla tendrá la menor cantidaa de bloques·comd sea posi

ble, dependiendo la heterOgeneidad del y~cimiento. 

e)· La malla será ¿orrectamente orient~da, clasificada segfin su 

tamafio y su forma para permitir una buena. aproximación de -

·ios límites del.yacimierito. 

d) Si existe permeabiiidad diieccional ~ ori~ntada, uri 'eje de 

ia malla estará en. la direcCión de .máxima permeabilidad. 
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Dicha permeabilidad podrl'ser determinada por ~~di~ de pru~ 

bas de presión. 

e) Tratar d~ colocar un pozo por bloque y e~ el centro d~l.mis 

nía. 

f) :. Si se sabe de la existen.c.ia de un acuí_fero o si se .. sospecha 
. -

~lujo, de <tgua:, el s.istema d.<?. malla inciuirá. hil8r1o· extras 

.. de .celdas a cubrir el"-.:Ku.í.feto·para si'rrtul'ar el flujo cÍel a-. 

gua. 

Ahora bien,_para cerrar las fronteras cuando se utiliza una ma

lla de bloques¡ existen básicamente dos maneras de lograrlo, 

que .son·: 

a) Evitar el flujo a trav§s de toda la periferia, ha2iendo las 

transmisibilidades de dicha periferia igual a cero. 

b) Extender la malla agregando bltiques virtuales externos a di 

cha· fronte~a y haciendo las propiedades (presiones, satura-

cidnes, permeabilidades, etc.) de cada bloque agregado igu~ 

les h los del bloque interior inmediato adyacente, de tal -

manera que no haya cambio de bloque a bloque adyacent~ y el 

flujo sea cero. La deficiencia de esta segunda forma es -

que se gener;¡ una nueva red, lo que implica un aumento con-

sider:tb!c eLe ecuaciones. 
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CAPITULO .. 6 

SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES ALGEBRAICAS. 
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6.1 Introducción. 

En el capitulo anterior. se vió que al aplicar las ecuaciones re

sultanies del· esquema de solución implicito a coda uno de los 

blo~ues que componen la malla, se establece un .determinado n6me

ro de ecuaciones algebraicas con su correspondiente n6mero d~ in 

cógnitas. Este sistema lineal de·ecuaciones simultineas que re 

sulta puede ser escrito en forma gener.al empleando' la notación -

matricial siguiente: 

( 6. 1 . 1) 

Donde "A" es la matriz de coeficiente.s, "d" es un vector conoci-

do y "p" es el vector de inc6gnil:as de presión en todos los pun

'tos del sistema considerado o "vector p". 

De esta manera, ahora el problema consiste en resol.ver er· siste

.. ma para. obtener ~1 vector de intógni tas de presión, el cual pue.

de s'er muy simple o ·muy complejo, dependiendo del fenómeno físi

co que se intent~ resolver. 

Cuando la ·S011Jción es rfilaÚvamente ficil, como en e.l caso· de 

.problema:·s de üna dimens·ión y muchos problemas de dos dimensiones 
. ~- . . ·. . ' 

la soiución al vector de presión ¿on.stit0~e.solo bna fracci6~· -

.del tiempo total de. cómputo y del ·costo de la.. simulación del ya-
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cirnien to. S in embargo, en problemas más complejos como en ei " 

taso de algunos modelos de dos -y la gran rnayória de los de trei

d imens iones, el es fuer·z.o que se requiere para res o 1 ver el "vec

tor p'' tiene un mayor sigriificado con relaci6n al resto del pro-

blema de la simulaci6n del yacimiento. Por lb anterior ~s fl-

cil comprender que la eficiencia que tenga un simulador tanto P.<!. 

ra resolver el problema planteado. como en el aspecto econ6rnico -

depende en gran medida del algóritmo que se utilice para resol

ver eficientemente el vector de presi6n establ~cido. 

Los métodos que se emplean para obtener la soluci6n de la· ecua

ci6n (6.1.1) pueden dividirse en dos grandes grupos: métodos 

directos y métodos iterativos. 

Este capítulo tiene corno finalidad el estudio de estas técnicas. 

Algunas de ellas son tratadas de una manera muy general debido a 

la poca o nula aplicaci6n que tienen en la simulaci6n de yaci- -

mientas; sin embargo a aquéllas que son más utilizadas en la 

práctica, se les presta una mayor atenci6n. 

Corno a lo largo del presente capítulo se hace uso de algunos con 

ceptos básicos del álgebra lineal (los ctiales a pesar de ser muy 

sencillos algunas veces han sido olvidados o simplemente se ha -

perdido la habilidad para manejarlos), al final del trabajo se • 

proporciona un apéndice que pued~ ser consultado con el objeto -

de aclarar ciertas dudas que se terigan sobre el manejo de rnatri-· 

ces. 
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6.2 Métodos directos en la solución de sistcmGs de ecuaciones -

algebraicas. 

~os métodos directos son aquéllos en Jos cuales la soluc~ón del 

sistema de ecuaciones se obtiene cuando se ha resuelto la matriz 

que representa el problema. Este proceso se indica en forma es 

quemática en la Fig. (6.1). 

Algunos ejemplos de métodos directos son los siguientes: 

1) Inversión de matriz. 

2) Regla de Cramer. 

3) Eliminación de Gauss. 

4) Método de Gauss - Jordan. 

5) Descomposición matricial. 

6.2.1. Inversión de matriz. 

Se trata de un método bastante sencillo para el cual se re

.quiere determinar la matriz inversa de la matri2 de coefi- -

cientes y mediante una premultiplicación obtener la solución. 

El procedimiento es como sigue: 

Dado el sistema: 

... 
Ap 

+ 
d (6.2 .. 1.1) 

Y teniendo determinada la inversa de .A, ésto es, A- 1 , multi-

pliquese pbr ella ambos miembros de la Ec, (6.2.1.1) 
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PROBLEMA 

ME TODO 
DIRECTO 

SOLUCION 

FIG. 6. 1 METODO DIRECTO. 
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A- 1 d (6. 2. 1: 2) 

De álgebra lineal: 

A- 1 A (6.2.1.3) 

Por lo que la Ec. (6. 2. l. 2) queda: 

Ip (6.2.1.4) 

\La soluci6ti se obtiene con los resultados q~e proporcione el 

producto de 1 lado derecho de la Ec. ( 6. 2. 1 • 4) . El sistema 

resultante es: 

/1 1 
i 1 
! 1 

p d' 
1 

L L (6.2.1.5) 

Donde ar es un nuevo vector que proporciona la solución del 

sistema. 

Como puede suponerse, el uso de este método ~s un tanto ela-

borado y lento debido a La necesidad de obtener la matriz in 

versa de La matriz de coeficientes, por lo que su empleo en 

trabajos de simulación es rr~cticamentc nulo. 

6. 2. 2. Regla ele Crnmer. 

Este es ·~ método e~trcmadamcnte sencillo pero no muy prlct! 
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co para :ser desarrolla·do en una computadora tal como Jo re-

.quiere el tratar de 'obtener· la solución del ''vector :•". El 

·método dice que el valor de los j -ésimos elementos del vec-

tor incógnita es igual al cociente entre el determinante ob-

tenido al intercambiar el lado derecho de la ecuación matri-

cial o vector de constantes con la j-ésima columna de lama-

triz de coeficientes A y el determinante de dicha matriz. 

Para mayor claridad considérese el siguiente ejemplo: 

'Dado el sistema: 

7 

Cuya ecuación matricial es: 

[: -:] [::J [ 7 l 
_j 

Se ·aplicará ·la reglade Cramer para obtener su solución. 

Prime.ro se calcula el determinan·te .''t.\" .de, la· ·matriz ·de coefi 

cientes :. 

10 + 9 19 
3 S 

18:5. 



Se obt-ienen a¡hor~ los otros determinantes al hacer·~¡· inter~ · 

camb~6-~e col~mnas ·tal como ~o enuncí~ la regia:· 

= J;. -3 
ilp¡ = 35 + 3 38 

5 

1 
2 

T\ ilpz 
= \ .. 3 

2 - 21- - -19 
_1_ . 

En consecuencia la solución del sistema· es: 

t.p¡ 38 

P1 2 
11 19 

IIPz -19 

P2 - 1 
11 19 

La apli~ación de este método en la ~imulación de yacimientos 

pricticamente no se da, ya que solo es ótil para resolver 

sistemas de ecuaciones pequeños y el querer resolver ·prob~e

mas mayores con El provoca la· utilización de un tiempo de 

cómputo prohibitivo aGn para casos relativamente sencillo~. 

6.2.3. M0todo de eliminación Jc Gauss. 

Este método consiste h5sic~mentc 6n sistematiz~r el teorema 

fundamental de equivalencia. Para ello se requiere aplicar 

a una ~atriz ampliada (que se forma con la matriz de coefi

cien:cs y el vector de va!óres .conocidos) un nómero deter~i-

nado de operaciones, los cuales son llamadas operaciones ele 
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·mentales sobre las renglones de una matriz, con el ~in ~e o~ 

tener un sistema equivalente al a;lterior que ·proporcione' las 

in¿ógnitas de una forma ~enciJla y directa. Dichas opera· 

ciones elementales sobre los renglones de la matriz ampliada 

dei sistema son los siguientés: 

a) Intercambiar un renglón por otro, Esto equivale a reor 

denar las ecuaciones del sistema. 

b) Multiplicar todos los elementos de un renglón por uri es· 

calir diferente de cero. Operación que es equivalente 

a· multiplicar una ecuación po~ una constjnte. 

e) -Multiplicar todo~ ~os elementos de uri renglón por un es-

calar diferente de cero y sumar cada elemento resultante 

con su ·corre~pondien.te en otro renglón, ya que es equiv~ 

lente a la sustitución de una ecuación por una combina

ción lineal de las ecuaciones del sistema. 

Asi pues, tómando el sistema original, el obj~tivo es trans· 

formar la matriz .de coeficientes "A'' a· una ·matr.iz triangular 

superior como se indica a coritinuaci6n~ 

Dado el sistema: 

-> 

Ap ci (6. 2. 3. 1) 

. . : . 

El. vector constante d es.·atíadid-ó a la .matriz de· cOeficientes 

forma:.ndo asi, l'a matriz ampliada como sigue:· 



·¡al; a12 ···.··.:'···· a!n 

1 a21 a22 ····•»••·····azn 

1 

1 

1 1 an1· .. an2 .... ·. · · · · · · ann 
L (6.2 .. 3.2)' 

La cual después.de efectuar un número determinado de opera

ciones elementales a los renglones de líi matriz ampliada da

da por la expresión (6.2.3~2) se reduce a la forma siguiente: 

! 
1 

L 

e 11 
e 

1 2 

e 22 

o 

La expresión 

lc 11 
e 

1 2 

l 
e 

2 2 

o 

.. 

anterior 

e 
¡¡j 

e 2n 

enn 

cln 

e 2n 

e nn 

puede 

1 

l 
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.l 
d; 1 

d' 
2 

1 

1 

tl' i 
n 1 

_J 

escribirse 

l 
P¡ 

Pz 

pn 

(6. 2. 3.3) 

como: 

d' 
1 

d'' 
2 

d' n (6.2.3.4) 



De esta· manera e.l valor de "p 11 " puede obtener.s.e direcL>~nente 

de: 

d' 
n 

cnn (6.2.3.5) 

Los n-¡, n-2, ..... , · 3, 2, 1 valores se calculan mediante la 

simple s0stituci6n de los mismos que ya han sido obtenidos -

con anterioridud. 

A manera de ejen~Jo, considercse el siguiente sistema de e-

cuaciones: 

3p¡ + 4p 2 - 2p 3 + P4 + P5 16 

2p 1 + Pz + 4p 3 - 8p4 + 2p 5 13 

8p¡ - P2 - P3 + 3p4 + 2p 5 14 

P¡ + Pz - 3p3 + 2p4 - Ps 4 

4p¡ + 2p 2 + 3p 3 - P4 - 3p S 3 

Cuya forma matricial es: 

-, 

1 
3 - 2 

1 P1 1 6 

4 - 8 

:¡ 
Pz 13 

8 - 1 - 1 3 P3 14 

- 3 P4 - 4 

4 2 3 - 1 -3 Jls 3 
'-

La matriz ampliada del sistema anterior 1ueda como sigue: 
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... 

4 . 2 

4 . 
~ l e J .. 

- 3 

2. 3 

1 . 
s: 

., 

3 
•' .. 

2 

-1 

2 

2 

·- 1 

- 3 

1 

1 

1 
L 
1 -4 

: .3J.··. 
Sé e{ectuarán a continuaCión algunas operaciones fundamenta

le~ a los renglones de esta.Oltima matriz, con· e~ objeto de 

. reducirla a una mátriz diagonal superior. 

1° Multiplicando por (-4) el cuarto renglón y·sumándolo al 

quinto, lo cual puede ser indi~ado con la notación si-

guiente para simplificar: (-4) (R4) + (P.S), se tiehe: 

3 4 -2. 16 

2 4 - 8 2 13 

8 - 1 - 1 3 2 14 

-3 - 1 -4 

o - 2 1 S - 9 19 
_j .• 

2° ~!ultiplicando por (-3'); por (-2) y por (-8) al cuarto 

renglón y sumando respectiva~inte al pr~merd, segundo y 

tercer renglón: (-3) (R4) + (R1); (-2) (R4) + (R2) y -

(-8} (R4) + (R3). 
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T: 
7 -S 4 zsl 

-l 10 - 1 2 4 21 
1 

lo -9 23 -13 1 o 46 

¡ 1 -3 2 - 1 -4 

lo -2 1S -9 19 
_) 

3 o . . Intercambiando el 1 o y 40 reng-lón: (R 1) X (R4) 

r1 -3 2 - 1 -4 l 
1 o . - 1 1 o -12 4 21 

l: 
-9 . 23 -13 1 o -46 

7 -S ~ 28 

-2 1S - 9' 19 1 
_) 

40 Multiplicando por ( 1) ' por (9) y por (2)' iil 40 renglón " 
para sumar al 20 

' 
30 y s• se tiene·: en CR4J + (R2) ; 

(9) (R4) + (R3) y (2) (R4) + (RS) . 

11 .- 3 2 -1 1 -4l 
f 1 

o o 1 7 - 17 8 
1 

49 1 
1 ·¡ 

o o 86 -58 46 1 298 i 
o 7 - 5 4 . 

1 "j o o Z9 - 19 9 :· ?S. 

.. 
. s" ·Intercambiando. el segundo y el cuar~o renglón~ 

(R2} X (R4) •. 
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-3 2 - 1 -4l 
o 7 - S 4 28 1 

o o 86 -58 46 

':: J o o 17 - 1 7 8 

o o 29 - 19 9 75 

60 Dividiendo entre 1 7 al 40 renglón (R4/17) 

r: 
i 1 - 3 2 -1 -4 

l~ 
7 -S 4 28 

o 86 -58 46 298 

o - 1 8 49 
IT IT 

o 29 - 1 9 9 7S 

7° Multiplicando por (-86) y por (-29) al 4° renglón para -

sumarlo al 3° y al S0 respéctivamente (-86) (R4) + (R3) 

y (- 29) (R4) + (RS). 

- 3 -1 

o -S 4 28 

94 1 852 o o o 28 IT 1 17 

o o -1 8 1 49 
17 1 

17 

o o o 1 o 79 1-l..:~ -rr 17 
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go Intercambiando el 30 y el 40 renglón (R3) X (R4) 

1: 
-3 2 -1 1 - 4 

1 

7 - 5 4 1 28 

1 8 1 49 

1 : 

u -1 TI 1 TI 

o o 28 94 1 852 
TI 

1 
---r7 

1 

1 o o o 1 o 79 1-~ -TI ' 1 7 
L 1 

g~' Multiplicando por ( 1/1 O) el 5° renglón, ( 1/1 o) (RS} 

-3 - 1 1 "4 
1 

o 7 - S 4 1 28 

8 1 49 o o - 1 TI 1 TI 

o o o 28 
94 1 8S2 
TI 

1 
17 

o o o 1 
79 1-.1_±_§_ --170 170 

1 

1 0° Multiplicando por (-28} el so renglón y sumándolo al 4c 
' 

o sea (- 28} (RS} + (R4} 

-3 - 1 -4 

o -S 4 28 

-1 8 49 
TI 1 TI 1 

o 31 S 2 1 1 2 60 8 
170 

1 
170 

79 _.1_±_§_ 1 -170 170 
,_] 

1 o lo 

d 

o 

o o 

o o 
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11" Intercambiando el •O .con el S" renglón (R4) x·(RSJ'. 

1 

::~ 
1 -3 -1 

o 1. 7 -S 4 

o o 1 c1 8 
w 171 

b ·O o ,1 _ _21 .1 146 
170 -m¡ 

o b o o 3,1S2' 126081 
"""f'Tf . 170 

'- J 

Esta última matriz ya es triangular superior por lo que es -

posible obtener d-irectamente el valor de la incógnita p 5 se-

gún la Ec. (6.2.3.S.). Con el va lar de p 5 s·e puede obtener 

el de·p 4 y asi sucesivamente hasta resolver para el total de 

incógnitas del sistema. 

El'nuevo sistema queda, al multiplicar por (170) al 4" y S"

~englón y por (17) al 3", como sigue: 

P¡ +· P2 3p 3 + 2p4 Ps -4 

Pz .+ 7p3 Sp4 + 4p 5 28 

17p3 - 17,p4 + 8ps 49 

170p,, - 79p 5 - 1 46 

31S2p 5 =12608 

De esta manera· los resultad6s se obtienen como se muestra a 

continu;~ción:. 
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Ps 

170 .P 4 

P4 

17 p j 

' p 3 

l2608 
3TS2 

79 (-4) 
1 

-146 +' 79 (4) 
170, 

·146 

1 7 c1) + 8 .e 4) 

49 . 8 ( 4) + 1 7 ( 1) 
17 

49 

p 2 + 7 ( 2) se1) +4e4) 

2 

Pz 28 • 7 ez) + S e1) • 4 (4) 

P ¡ + e 3) . 3 cz) + z e 1 ) e4) 

28 

Pt ·4- (3) +.3 (2)- 2 (1) + (4) 

6.2.4. Método de Gauss - Jordan. 

3 

Se trata de un método útil y sencillo para encontrar la solu 

ci6n de un ~istema de ecuaciones lineales. Es muy parecido 
~~. 

al método de eliminación de Gauss visto con anterioridad, s~ 

lo que aqui el aplicar ias operaciones fundamentales en los 

renglones de la matriz ampliada es con el objeto de conver

tirla en la matriz identidad [ I ], a partir de la cual se pu~ 

de obtener la sdluci6n directamente. 

Los p:1sos a s.eguir para la o.btenci6n de sistemas equivalen-
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-

tes por ~1 m€todo ~e ~auss - Jordan son: 

1) Seleccionar un elemento pivote. Este debe ser algún t,-

lemerito de la matriz del sistema. 

2) Convertir en uno el elemento pivote. 

3) Convertir en ceros todos los elementos de la columna don 

de se encuentra el elemento pivote. 

4) Seleccionar un nu . .evo pivote, el cual n<¿ debe estar ni en 

el renglón, ni en la columna donde se encontraba(nJ el ~ 

(los) pivote(s) anterior(es). 

5) Repetir los pasos citados hasta obtener una matriz de 

coeficientes formada solamente con unos y ceros. En ca· 

so necesario, escalonar la matriz para obtener la matri~ 

identidad. 

Para una mejor comprensión del método se resolverá un ejem-

plo. 

Considérese el siguiente sist.ema· de ecuaciones: 

3pl 6pz + 7p:i = 4 

8p¡ Sp3 19 

P1 Zpz + 6p3 5 

·'·' 

La matriz anipl:i,ada del sistema es:· 

F 
-6 7 1 '] 1 19' 

... '· o· -.5 
1 

·. 

.l -.2 6 
1 

5 .. · 

( 



. ... 

Selecdon~~do ~l. ~l~mento. a;1_ 8 como pi~o,t~ y di,;i~ieridb 
todós los ele~entos d~l 5eg~~do z:éngHin entre 8, se obtiene> 

el siguiente. siste.ma ~t¡uivalent~: 

r~::: .. - 6.000 7.000 4.000 

J 
1 

'2.375 0.000 - 0.625 
1 

1. 000 - 2.000 6.000 5,000 

Ahora se·requiere tonvertir en ceros los el~mento~ ai 1 y ~ 31 , 

puesto que. son los que están en la columna do.nde se encuen-

tra el pivote. Para lo'grarlo se multiplicarán los elemen-

tos del segundÓ rengl6n de la matriz ampliada del sis·tema 

por la cOnstante (-3) y se sumarán con sus respectivos ele

mentos del' primer .rengl6n, ésto es (-3) (RZ) + CRl), obt.e- .-

niéndose: 

1 
0.000 - 6.000 8.875 - 3. 1 25 l 
1. 000 0.000 - 0.625 2.'375 

J L 1. 000 - 2.000 6 .. 000 5.000 

Para convertir en cero el elemento a 3 i, se hará lo siguien-

te: 

(-1) (R2) + (R3) 

Lo que significa que todos los elementos del segundo rengl6n· 

se multiplicarán ~orla constante (-1) y se sumarán. con sus 
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- resp'ectivos elementos. del -tercer renglón: l o. 000 
- 6.000 8.875 -3. 12 ;, 

J 
·-· 1.000 

o.ooo - 0.625 2.375 

0.000 - 2.000 6.625 2.625 

El siguiente paso es seleccionar un nuevo pivote, el ctial no 

debe. estar en la primera columna ni en el segundo renglón, -

por lo que fist~ puede ser alguno.de los elementos a 12 , a 13 , 

Se seleccionará el elemento a 13 : 8.875. Ahora 

dividie.ndo todos los. elementos del primer renglón entre 

8.875 se obti~ne: l 0.000 
- 0.676 1. 000 -0.352 l 1. 000 0.000 - 0.625 2.3(5 

0.000 - 2.000 6.625 2.625 

Multiplicando el primer rerigl6n por (0.625) y sumándolo ál · 
. . . 

segundo ~ a su vez 1 multiplicand~ el pri~er renglón por 

(.~6 .. 625) y· sumándolo al tercero, se obtiene el siguiente':si~. 

t~ma equivalente: 

l 0.000 - 0.676 1. 000 e O. 3 :.z 

l .. 1. 000 " o. 423 0.000 2. 155· 

0.000 
1 

2~479 0.000 4.957 
1 

l96 

. ~ .. · 
·. :,, 



Por filtimo, el tercer pivote seleccionado debe ser el elemen 

to a 32 = 2.479. Procediendo de la siguiente manera: 

(0. 676) (R3) + (Rl); (0. 423) (R3) + (R2) y (R3/2. 479), se -

obtiene: 

0.000 0.000 1.000 lUOOl 
1.000 0.000 0.000 3. 001 

0.000 1.000 0.000 2.oooj 

Reacomodando: 

1. 000 0.000 0.000 
3 OOJJ 

0.000 1.000 0.000 2.000 

0.000 0.000 1. 000 1.000 

Por lo que la solución es: 

p 1 3. 001 

P2 2.000 

P3 l. 000 

6.2.4.1. Errores en el método de Gauss - Jordan, 

Ei método de Gauss - Jordan no es un-método .de.aproxima-

cienes sucesivas, por lo tanto su solución debería ser -

exacta, pero no lo es debido a los errores que se prese~ 
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tan en el desarrollo del mismo. 

La solución del ejemplo resuelto con anterioridad es en 

reaiidad PI = ~. p 2 = 2 y p 3 = 1, que ·difier~ de los re

sultados obtenidos, debido que al efectuar las operacio

nes se trabajó redondeando a tres cifras decimales, incu 

rriéndose en un error de 0.001 en el valor de PI· Este 

problema se presenta al resolver sistemas de etuaciones 

lineales en computadoras, ya que éstas tienen siempre un 

límite con respecto al número de dígitos en las constan

tes con las que trabajan. 

Se puede demostrar que si se selecciona como pivote el -

mayor elemento en valor absoluto de la matriz de coefi

cientes, se minimiza el error por redondeo 2 , 

6.2.5. Descomposición matricial. 

Este método implica la transformación de la m~triz de coefi

cientes en otras matrices, las cuales son por regla general, 

m§s f5ciles de operar; después utilizando estas matrices se 

obtiene la solución. 

La descomposición de La matriz de coeficientes, según el mé

todo atribuido a Croutti, puede hacerse en dos matrices 

triangulares superior e inferior como lo muestran las expre

sionec (6.2.5.3) y (6.2.5.4). La descomposición es seguida 

por u1 1 sustitución hacia atrds la cual calcula la incógnita 
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en dos pasos sucesivos de sustitu~ión. 

composición es corno sigu~: 

Dado 

Ap b 

·Entonces 

A LU 

Donde "L" es: 

l¡¡ 

Y '.'U'~ ~s':. 

1 nz .. • .... · .. 

0 12 :UJ3'.: .. ', 

U2J. 

1 nn 

1.99 

El proceso d~·dei-

( 6. 2. S. 1) 

( 6. 2. 5. Z) 

(6. 2. 5.;3} 



A partir de. estas dos matrices triangulares se puede detef

minar el vector de solución p ya que, con la Ec. (6.2.5.2) 

A LU (6.2.5.2) 

La cual después de la descomposición puede escribirse como: 

LUp b (6.2.5.5) 

Llamando al producto Up como vector "y". Con la Ec. 

(6. 2. S. S) 

Ly b (6.2.5.6) 

y 

Up y (6.2.5.7) 

6.3 Métodos Iterativos en la solución de sistemas de ecuaciones 

algebraicas. 

Este tipo de métodos son de naturaleza repetitiva y el proceso -

de solución implica un cilculo sistemftico de una aproximación a 

dichi solución, la cual es mejor en cada interación. Para ello 

se reqUiere la selección de un conjunto de valores iniciales de 

las incógnitas, conocido con el nombre Je vector inicial, sobre 

el cual se opera para producir un mejor resultado. 

En los procesos A y B que aparecen en la Fig. (6. 2] se lleva a -

cabo 1~ refinación y finalmente la est1mación del vector soiu-
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SOLUCION 

FIG. 6. 2 METODO ITERATIVO'. 

FIG. 6 .• 3 CONVERGENCIA DE UN METODO ITERATIVO,. _____ ......, ___________ .,...... _______ _._,_ 
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·supóngase que en el sistema: 
~ 
i 
1 

i ( 6. 3 .,1 . 1) 
1 

Ap b 

La mat·riz ''A" .se sustituye por: 

A D + R .-¡ (6.3.;J.2) 

/i 
/' 

·nonde D es una m a t.riz diagonal,· es decir una,-·:ma trí z cuadrada 
. . . ~ ' 

cuyos elementos sobre la diagonal princi.pá'l s.on j lo-s': úni.cps -

diferentes de cero. "R" es otra ma.t-t'.i z 

su diagonal pr~ncipal y los.,..-r·e-;;'tantcs 

que contiene 
í 

elementos de 
! 

.~ ' 

sus demás elementp_s.,· ~····sustituyendo en la ex~re.si6n 
.:,;;"":' .. ,----··~··· -·-· ··h·-··· .. - .• ~., . ,,._..{ ;.::..1 

........... : - ---··--··-·-----·---·'· ___ _j 

' 
cerros 

j 

"Ai', -
··' 

(6. 3 .. 3) 



Dp + Rp h 

llp h Rp 

Premultiplicando por n- 1 

p 

Ecuación que haci§ndola recursiva·queda como sigue: 

..¡.(K+J) 
p 

Donde 

K O, 1, 2, ......... . 

(6 .. ';.1.4) 

( 6. 3. 1. S) 

( 6. 3. 1. 6) 

( 6. 3. 1. 7) 

El m§todo de Jacobi, definido por la ecuación matricial de -

recurrencia dada por la expresión (6.3.1.7) significa qu~ u

na vez planteado el sistema (6.3.1.1) se despeje p 1 de la 

primera ecuación, p 2 de la segunda, p 3 de la tercera, etc., 

quedando: 

(K+l) 
= (b - a p (K) a p (K) -a (K)) 

P1 pn a 11 1 1 2 2 13 3 rn 
¡ 
1 (K+l) p(K) P(K) p (K)) Pz (b a a -a 1~ a22 2 2 1 l 23 3 2n n 
"' 

r:-. (K+.l) 1 (K) (K) (K) 
P3 (b3 - a 31 P1 - a3 2 P;: - ······ -a 3n · pn ) p a33 

1 

p(K+l) 1 (K) - (K) -a (1\ll 
(b - a P1 a P2 - ...... n (n- 1) Pn-1 i 

n a n n1 fi2 ) nn 
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Donde 

K O, 1, Z, 

Partiendo de una primera aproximación: 

(o) 
p 

(6. 3. 1. 9) 

Se sustituirá en los segundos miembros de las ecuaciones de 

la expresión (6. 3.1. 8) para obtener la nueva aproximación: 

(6. 3. 1. 1 O) 

A su vez, sustituyendo p(!), se obtendrfi: 

( 6. 3. 1 . 11) 

Y así sucesivamente. Se considerar§ solución del sistema -

aqu§lla que cumpla con: 

-~(n+l) -·cn'J 
p p 

( 6. 3. 1 . 1 2) 

Donde t es un vector de tolerancia prcstiblccido. 

Sustituyendo el vector inicial 0 (o) [0, o, o, ..... 0} 

en Jos segundos miembros J¿ las ecuaciones de la expresión -

(6. 3, 1. 8) se obtendrJ un:~ 'nueva aproximación qu8 estará dada 

por: 
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b¡ 
{-

a¡¡ 

b 
n 

ann J (6.3.1.13) 

Este Gltimo vector ~. se utilizar§ como vector inicial ~(o) 

en la .solución de sistemas por el método de J~cobi, 

Para una mejor comprensión del mfitodo, se resolver§ el si- -

guiente sistem8 de ecuaciones: 

+ 

-p¡ + 

P¡ 

+ 

+ 

P¡ 

2p¡ 

+ 6p 3 

22 

30 

23 

Despejando p 1 de la primera ecuación, p 2 de la segunda y p 3 

de la tercera: 

1 (22 2pz p 3) p¡ 6 - -

1 (30 - 2p 3) Pz 8 + P¡ 

1 (23 - + p 2) P3 6 p¡ 

Haciendo recursivo este sistema, según la expresión 

(6. 3.]; 8) 

(K+1) 1 
(22 - 2p~K) (K) 

(a) P¡ 6 P3 ) 

(K+1) 1 (30 + pfKl 2p~K)) (b) Pz · 8 

(K+ 1) 1 (23 - p (K) + p(K)) (e; 
P3 6 1 2 
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IJonde.J< = O, 1 • .2. 

Tomando 
_,_ (o) ~ ., i>fJ :i3) 

el vector inicial p r.=:..::. ,. -¡ •· ""& y· sus·ti-
G 

tuyendo K= O en las tres ecuaciones de recurrencia (a), 

(b). y (e), se obtiene: 

( 1) 1 2p~ o) - P~o}) PI 6 (22 " 

(1) 1 (30 + p f OJ 2p~o)) Pz 8 

(1) 1 (23 - (o) + P~o)) P3 6 p¡ 

Sustituyendo valores: 

pftl 1 (22 6 

ppl 1 (30 + 8 

p ~ 1) 1 (23 6 

Obteniéndose: 

2 (30) 
8 

2~) 

22 2 (23)) 
6' 6 

Q+ 
6 

3~) 

3.250 3. snl 
_j 

1. 77 8 

3. 2 so 

3. 84 7 

Sustituyendo K = en (a), (b) y (e):_ 

(2) 
'p¡ ·.· t (22-~ 2 (3.25) - 3.&47) 

_1 .g-1:30+1.778 

~ (2.3- 1.-78'+ 3.250) 
6 ·, 
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Por lo tanto: 

~.o 11 

Procediendo reiter~damente en forma similar se obtiene: 

K ¡;(3l [1. 983 2.973 4.012] 

K 3 ]í ( ,, ) 
L2.007 2.995 3.998] 

K 4 p ( 5) [2.002 3.001 3.998] 

K 5 ¡;C 6) [z.ooo 3.001 4.ooo] 

K 6 ¡;e 7 l ,-
¡_2.000 3.000 4.ooo] 

Finalmente, la solución del sistema es: 

p¡ = 2.000 

P2 3.000 ' 

P3 4.000 

Con tres cifras decimales exactas. 

6.3.1.1. Convergencia del m€todo de Jacobi. 

El m€todo de Jacobi tiene la desventaja de que no siem-

pre converge a la solución del sistema y algunas veces 

.lo hace pe.ro lentamente. Sin embatgo, este m€todo con 
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vergirá siempre a la solución, cuando la magnüud dei 

coefÍcien,te de uua incó~nita dii'erente en cada ecuac·Íón 

deL.conjunto sea ·suficientemente dominante con respl;lcto 

a las. magnitudes de los otro.s coeficientes de esa ecua~ 

ción. Cuando el valor absoluto del coeficiente d¿min~n· 

te para una incógnita diferente en cada e¿uación sea ma· 

yor que la suma de los valores absolutos de los otros 

coeficientes .de esa ecuación, se considerará.·que este 

coeficiente ·es suficientemente dom~nante y, por lo tanto 

la convergenci~ estará asegurada. 

En el sistema de ecuaciones que se utilizó en el ejempl6 

·anterior puede verse que el coeficiente de p 1 es domidan 

te en la primera ecuación y los coeficientes de ~~ y P3 

son dominantes en.la segunda y tercera ecuación respect! 

vamente. 

6.3. 2. Método de Gaus's-Seidel. 

Este método es prácticamente idéntico al de Jacobi, la única 

diferencia consiste en,que el método de Gauss-Seidel se ace

leta cuand~ existe la convergencia a la sblución, debido a -

que una vez que calcula la componente p~K+l), la utiliza in-
1 

mediatamente en la misma iteración, ésto es: 
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(K+l) 
P¡ 

(K+l) 
P2 

. (K+ 1) 
P3 

(K+ 1) 
Pn 

. -Donde 

; 

; 

; 

K 

_1_ (b¡ 
a 11 

_1_ (b2 
a22 

\ 

_1_ (b3 
a 3 3 

a (b 
·. nn n 

(K) 
-a¡" P~K) -- a12 P2 ..... 

- a21 
(K+ 1) (K) -P¡ - a23 P3 ..... 

(K+ 1) (K+I) -- a 31 P 1 . - a32 P2 ..... 

- a 
n1 

pfK+1l -
an2 

¡YfK + 1) -~ 

o. 1 • 2 • 

a p (K)) 
1n n 

a p(K)) 
2n n 

a p(K)) 
3n n 

- a · (K+ 1) 
n(n--·J) P ) ·. n- J 

(6.3.2.1) 
()) 
o 
N 



Ef criterio de convergencia de este método es ~1 mismo que 

el d·e Jacobi. 

Como ejemplo del procedimiento de cálculo que sigue este mé 

todo s~ resolverá el mismo sistema de ecuaciones que se em-

pleó para ejemplificar el método de Jacobi. 

6p¡ + 22 

-p¡ + 30 

Pt + 23 

Las ~cuaciones según la expresión (6.3.2.1) se reducen a: 

(K+1) .1 (22 - zp1Kl (K) (d) p l 6 - P3 ) 

(K+1) 1 (30 + (K+1) 2p~K)) (e) P2 8 p¡ 

(K+1) 1 (23 - (K+ 1) 
+ r~K+1ll (f) P3 6 Pt 

Donde K o' 1' o 
••••••• o ~' 

Tomfindose el mismo vector inici3l que en aquel ejemplo, és-

toes: 

(~ 
b 

Y sustituyendo K 

~o 23 \ 
8' {)' 

O en las ecu;1c iones (d), (e) y ( f): 
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( 1) 1 (22 2 (o) (o)) P1 6 Pz - P3 

p~ 1) 1 (30 + pfl) 2p1°)) 8 

p~ 1) t (23 - pf!J + p~l)) 

Sustituyendo valores: 

(1) 1 (22 - 2 (~) 23) 1. 778 p¡ 6 8 6 

(l} 1 (30 + 1. 778 - 2 (23)) 3.014 P2 8 6 

( 1) 1 (23 - 1. 778 + 3.014) 4.039 P3 6 

Se obtiene: 

3.014 4. 039 J 
Procediendo reiteradamente en forma similar, resultan las -

siguientes iteraciones: 

K p(2) r L1.989 2.989 4.ooo] 

K 2 ¡;e 3 J [z.oo4 3.001 4.oooJ 

K 3 ¡;C4) [z. ooo 3.000 
. l 
4.000 J 
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Por lo tanto, la solución es: 

p¡ 2.000 

p 2 3.000 

4.000 

Como puede apreciarse, es la misma solución que proporciona 

el método de Jacobi, con la ventaja que éste la obtiene en 

tres iteraciones menos. 

6.3.3. Método de relajación. 

Se trata de un método que acelera la obtención de la solu-

ción con respecto a los métodos iterativos vistos anterior-

mente. 

En éste, el nuevo valor de p(K + 1) se obtiene con parte de 
t 

la nueva iteración y con parte de la unterior. Para ello 

se introduce el término "parámetro de rclaj:Jci.ón" (wJ, cuya 

presencia acelera el proceso ele convergencia. 

Asi pues, notacionalmentc se tiene lo siguiente: 
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. (K+1) . · . . 1 (K) (K) 
· P1 .· = (w) -·- (b 1 • a¡ 2 Pz - - a13 P3 -. . a¡¡ 

:·oc•n - 1 -. _ CK•1) CK) 
Pz- =.(w}.¡¡-(bz-a21Pl -a23P3 -

22 

(K+i) 1 - (K+1) (K+1) 
P3 , = (w)- (b3.- a31-P1 - a32 P2 -· a33. · · 

,· .. · 

.· 

-~ ~ 

p(K-i-1) 
·._.n 

·Donde 

.(w) ann ( b -(K+1) (K+1) 
n - an¡ P¡ - an2 Pz -

K o' 1' 2' 

- a p(K)) + (1- ) (K) In n w P1 

- a p(K)) + (1- .) (K) 
2n n w P2 

- a p(K)) + (1- ) (K) 
3n n w P3 

- a (K+1) · _ 
n(n-J) Pn-¡ ) + (1-w) p(K) n. 

(6.3.3.1) 
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Para .cualquier valor que se fije a w entre cero y dos, e] -

pr.o·ceso converge pa.ra los tipos de sistemas de ecuaciones -

que puedan encontrarse en la simulaci6nde yacimientos. 

Cuando el valor de w > 1.0 se dice que el proceso es de 

sobrerelajaci6n. Si el valor de w estuviese comprendido • 

entre cero y uno, se tendría bajorelajaci6n, aunque hay que 

hacer notar que dicho procedimiento no es efectivo para el 

tipo de problemas de yacimientos. Si w el proceso 

se reduce, como se podrá observar viendo la-.Ec. (6.3.3.1) y 

comparándola con la Ec. (6.3.2.1), al m~todo ~e Gauss-Sei 

del. 

Es muy importante seleccionar el valor adecuado de w para -

acelerar el proceso, pues un valor 6ptimo.de dicho paráme

tro produce una convergencia extraordinariamente rápida 1 • 

6.4 Algoritmo· de .Thomas para la solución de un sistema de ecua 

ciones tridiagonal~s._ 

E~'problemas de simti:lad6n para una ·di~en-si6n es común tener· 

que resoiver un sistema de ecuaciones cuya matri~ de coeficien-

tes sea tridiagonal, para 1o cual se .emplea el algoritmo de Thci 

ma:s; que es básicam~mte una variaci6n de . .la eliminaciÓn de 

,. : Gatls.s _}'. con ei cual :Se:di~minuyen los. problemas en tuarito a. cae. 

¡iacidád d.e ;~_omput~do;a. -· 

.;'. ·_. C~ri-sÍdé~ese· la'sigui'ente mátrii,tridiagonal: 



----- -----------------------. 

1 

1 

b¡ C¡ o o X¡ d¡ 

az bz oz o Xz dz 

1 
o a3 b3 c3 X3 d3 

1 

o o a4 b4 x4 J d4 
- (6; 4. 1) 

De donde: 

b l X¡ + C¡ xz d¡ ( 6. 4. 2) 

az X¡ + bz Xz + Cz X3 dz ( 6. 4. 3) 

a3 xz + b3 X3 + C3 x4 d3 (6.4.4) 

a4 X3 + b4 X4 d4 ( 6. 4. 5) 

De la Ec. (6.4.2): 

d¡ - C¡ Xz 
X¡ 

b¡ ( 6. 4. 6) 

Sustituyendo la Ec. ( 6. 4. 6) en la Ec. ( 6. 4. 3) : 

d¡ . - el x2 
az ( + bz xz + Cz x3 dz ( 6. 4. 7) 

b¡ 

az d¡ a2 C¡ xz 
+ bz x2 + Cz X3 dz ( 6. 4. 8) 

b¡· b¡ 

Factorizando la expresión anterior: 
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,, ¡b, ~1 az d¡ 
- + .cz x, dz -

b¡ J b¡ ( 6. 4. 9) 

Definiendo: 

az C¡ 

"z bz 
b¡ (6.4.10j 

az d¡ 
Sz dz 

b¡ ( 6. 4. 11) 

Y sustituyendo la Ec. (6.4. 9), puede escribirse 'como: 

( 6. 4. 1 2) 

Despejando: 

( 6. 4. 13) 

Sustituyendo la Ec. (6.~.13) en la Ec. (6.4.4): 

l (:;. 4. 14) 

----+ b 3 XJ + c 3 :< 4 ( 6. 4. 1 S) 
az 

Factorizando: 
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e6.4.16) 

Definiendo: 

a¡ Cz 
b3 -

"2 
e 6. 4. 1 1 l 

a3 Sz 
d3 -

"2 
e 6. 4. 1s J 

La Ec. e6.4.16) se puede escribir como sigue: 

e6. 4. 19) 

Despejando: 

e 6. 4. 2o) 

Sustituy·endo esta última expresión en la Ec. e6.4. S): 

1-S¡ - CJ X!..¡ l 
1 

a" 
1 

+ b4 x" d4 (6. 4. 21) 
L ''3 

....! 

a4 s3 a4 e·~ X" 
--- - ---- + b4 x4 d4 e6.4.22) 

Ct3 ;¡ ~ 

Factorizando: 

1 a4 e J ¡ a4 s3 
x" l_b4 ---i dr, - e6.4.23) 

1). :~ ! a J 
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D~finiéndo: 

a¡. s 3 

"3 

La Ec. lÍi.4.23} puede-escribirse como: 

De.spej ando: 

Para los términos .. enésimos: 

S n 
xn 

" . n 

a S 

sn d n n-¡ 
n " n-¡ 

a ·e 
b 

n n -1 

"n n " n-1 

Como podrl observarse para inicializar el sistema: 

C<¡ b 1 

S¡ d¡ 
':t• 
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(6.4.24) 

(6.4.25) 

(6.4.26) 

(6.4.27)' 

(6.4.28) 

(6.4.29) 

(6.4.30) 

( 6. 4. 31) 

( (). 4. 3 2) 



Generalizando: 

a. 
1 

S. 
1 

b. 
1 

di 

a. e. 
1 ¡- 1 

a. S. 
- _1_.2...:._1_ 

Cl.. 
1- 1 

El algoritmo es el siguiente: 

(6.4.33) 

(6.4.34) 

( 6. 4. 35) 

a) Calcular los v-alores de a's y S's con las Ecs. (6.4.33) y-. 

(6.4.34), empezando con las Ecs. (6.4.31) y (6.4.32). 

b) Calcular el valor de xn, Ec. (6.4. 28). 

e) Calcular los valores Ec. (6. 4. 35) hacia atrás. 
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C A P I T U L O 7 

MODELOS ~1ATEI1ATICOS DE SH1ULACION DE YACIMIENTOS. 
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7.1 Introducción. 

En el capit~lo 4 se.desarrollaron las ecuaciones para los dife

rentes ti~os de flujo que se presentan en el medio poroso; sin 

embargo, para hacer uso de esas ecuaciones es necesario presen

tarlas de tai manera que en ellas se manejen unidades prácti- -

cas. 

No obstante que la obtención de la constante que permita el uso 

de unidades prácticas (o de cualquier juego de unidades que se 

desee) en las ecuaciones empleadas en simulación no es una ta

rea dificil, frecuentemente el estudiante y aún el mismo inge

niero en la práctica tiene muchos problemas para transformar u-

na ecuación· a otras unidades. Por ello se decidió dedicar un 

capitulo especial en el preseitte trabajo al manejo de las unid~ 

des, en el ~ue además de proporcionar las ecuaciones ya trans

formadas .para ser utilizadas directamente en unidades prácti- -

cas, se da (utilizando la ecuación de Darcy) una breve'explica

ción de la manera en que se puede llevar a cabo dicha transfor

mación, estando seguros de que es lo que todo estudiante de si

mulación debe tener la capacidad de llevar a cabo. 

7.2 La ecuación de Darcy. 

Recordemos Ú Ec. (4.4.3) que representa la ley de Darcy: 
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q 
KA dp 

ds ( 4. 4. 3) 

Se dijo que en dicha ecuación, debido a las condiciones .bajo las 

cuales se realizó el experimento, las unidades de cada parámetro 

son las siguientes: 

q en (cm3 /seg) 

K en (darcys) 

~ en (cp) 

dp en (atmósferas) 

ds en (cm) 

Las cuales no se manejan en la práctica. Sin embargo, es posi-

ble encantar una constante que afectando la Ec. (4.4.3) peTmita 

utilizar las siguientes unidades que· son más comunes: 

q en (bl/día) 

K en (mil idarcys) 

en (cp) 

A en (pie 2 ) 

dp en (lb/pg2) 
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ds en (pies) 

Para ello se procede como sigue: 

Partiendo de la ecuación original se debe llegar a una ecuación 

equivalente, la cual se forma al ir haciendo la transformación 

de las unidades pa.ra ca.da uno de sus parámetros. Para ello 

del lado izquierdo de la igualdad se pone el parámetro con las 

unidades originales; en el lado derecho después de poner las u

nidades que se desean utilizar, se van haciendo una serie de 

transformaciones con el fin de tener en ambos lados las unida-

des iniciales. Así pues, para el gasto sería como sigue: 

q (cm 3 /seg) q" (bl/día) ( 7. 2. 1) 

donde q" constante q' q 

Para obtener el valor de la "constante"· es necesario mediante 

una serie de operaciones, llegar a tener en ambos lados de la -

igualdad las mismas unidades originales, así pues como: 

bl 0.159 m3 

m3 1000000 cm3 

día 86400 seg 

atmósfera 14.7 lb/pg 2 

pie 30.48 cm 

Se tiene: 
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' bl o. 1 59 m3 1000000 cm 3 1 día 
q (cm 3/seg) = q' (-) e l ( ) e 

día 1 bl 1 m3 86400 seg 

Como puede verse, en ambos lados de la igualdad se tienen ya 

las mismas unidades, ésto es (cm3 /seg), por lo tanto: 

q 1.8403 q' e 7. 2. 21 

Piocediendo de una manera similar con cada uno de los paráme- -

tros de la Ec. (4.4.3) se tiene: 

K (d ) K 1 ( '1. d l e 1 da rey . ) arcy = ml 1 arcy 1000 milidarcys 

K 0.001 K' (7.2.3) 

~ (cp) w ' (cp 

~ ~· (7.2.4) 

(30.48)2 cm 2 · 

A (cm 2 ) A' (pie 2) e ) 
1 pie2 

A 929.0.3 A' (7. 2. S) 

1 atmósfera 
dp (atmósferas) dp' (lb/pg 2 ) ( ) 

14.7 lb/pg 2 

dp o .068027 dp' e 7. 2. 6l 

30.48 cm 
ds (cm) ds' (pie) ( ) 

1 pie 

ds 30.48 ds' ( 7. 2. 7) 
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Por lo que la nueva ecuación equivalente quedará, al sustituir 

de la Ec. (7.2.2) a la Ec. (7.2.7) en la Ec. (4.4.:5}, -como si-

gue: · 

1.8403 q' 0.001 K' (929.03) A' (0.068027) dp' 
~ • (3 o . 4 8) ds • e 7. z. s) 

Haciendo las operaciones para obtener una sola :constante: 

q'. K' A' dp' 
0.001127 ~· ds' .( 7' 2. 9) 

La Ec. (7.2.9) es la ecuación de Darcy en unidades· práctica~, 

donde si se utilizan directamen~e la; unidades siguientes: 

K (mdarcys) A (pies 2) ; dp (lb/pg 2) ; ~ (cp) ; ds (pies) 

Se obtiene el valor del gasto en (bl/dia). 

A ~anera de ejemplo, se obtendrá la constante que permita mane~ 

jar la ecuación de Darcy en las sigúientes unidades: 

q en · (m3 /dia) 

K en (milidarcy) 

-~ en (lbm/pie- seg) 

A en (m2) 

dp en (Kg/cm 2 ) 

ds en (m) 

Para ello se puede p-artir de la. Ec ... (4 .. 4 .. 3) o bien de. l!i Ec. 

. (7.2.9). Se hará de las dos formas con fines ilustrativos . 
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De la Ec. [4.4.3): 

q 
KA dp 
--;;- ds 

e 

Haciendo cada una de las transformaciones como ya se ha indica-

do: 

m3 1 día 1000000 cm3 
q (cm 3/seg) q' (-) ( -) (-----) 

día 86400 seg 1 m3 

q 11.5741 q' [7.2.10) 

K (darcy) K' ( . 1 .d )( 1 darcy ) 
ml 1 a rey 1000 mil ida re y 

K O. 001 K' (7. 2. 11) 

Como 1 cp = 6.7197 x 10-lbm/pie-seg. (Consúltese el apéndice -

sobre unidades al final del trabajo). 

~(cp) 
cp 

"' (lbm/pie-seg) ( _4 . ) 

6.7197 x 10 lbm/pie-seg 

1488.1616 ~ (7. 2. 12) 

10000 cm2 
A (cm 2 ) A' (m2) ( ) 

1 m2 

A 10000 A' ( 7. 2. 13) 

1 atmósfera 
dp {atmósfera) dp' .(Kg/cm2) ( ) 

1.033 Kg/cm2 

dp 0.9680542 dp' (7.2.14) 
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ds (cm) = ds' (m) ¡ 1 ~0mcm) 

ds 100 ds' (7.2.15) 

Sustituyendo las expresiones (7.2.10) a la (7.2.15) en la Ec. -

(4.4.3) se tiene: 

11.5741 q' 
(0.001 K') (0.9680542 dp') (10000 A') 

(1488.1616 ~·) (100 ds') (7.2.16) 

Haciendo las operaciones para obtener una sola constante: 

q' 5.62032 X 10- 6 ~ ~ 
~ C:lS' (7.2.17) 

Que es la ecuaci6n que se está buscando. 

Partiendo ahora d~ la E¿. (7.2.9) se tendrá lo siguiente:· 

q' (bl/día) 

q' 6.2896 q" 

K (milidarcy) 

m3 6.2896 bl 
q" (-) ( . ) 

día 1 m 3 

K' (milidarcy) (1 milidarcy) 
1 milldarcy 

(7.2.18) 

K' (1) K" (7.2.19) 

~· 1488.1616 ~" p.2.20) . 
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10.76 pie2 
A' (pies 2 ) A" (m 2 ) ( ) 

1 m2 

A' 10.76 A" ( 7. 2. 21) 

14.22 lb/pg 2 
dp' (lb/pg 2 ) dp" (Kg/cm 2 ) ( . ) 

1 Kg/cm 2 

dp 14.22 dp" (7.2.22) 

3. 28 pies 
ds' (pies) ds" (m) ( ) 

1 m 

ds' 3.28 ds" (7.2.23) 

Sustituyendo las expresiones (7.2.18) a la (7.2.23) ·en la Ec.-

(7.2.9) se tiene: 

6.2896 q" 
0.001127 (1) (10.76) A" (14.22) dp" 

(1488.1616) ll" (3.28) ds" ( 7. 2. 24) 

Haciendo las operaciones para obtener una sola constante: 

q" ·5.62 x 10- 6 K" A" dp" 
1.1" ds" (7.2.25) 

Como puede observarse es la misma constante que se obtuvo en la 

E e . ( 7. 2. 1 7) . 

Por lo tanto, dicha ecuación (7.2.17) y esta tiltima ecuoci6n 
·' 

(7.2.25) es la ecuación de Darcy para las siguientes unidades: 

lj 

q (m 3 /día) ; K (milidarcy) '• 

dp (Kg/cm2j ; ds (m). 
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7.3 Ecuación para fluidos incompresibles en una sola fase. 

Como se vió con anteriori~ad (capítulo 4), en el caso en que se 

trate de un fluido incompresible su densidad se considera cons-

tan te. Además, al trátarse de flujo de una sola fase, la per-

meabilidad relativa es igual a lá unidad. Así pues, conside-

randa el término fuente, la ecuación para fluidos incompresi- -

ble.s en una sola fase en unidades prácticas queda como sigue: 

ax (0.00127 Kx ~~) + 33Y (0.00127 Ky ;~) + 332 (0.00127 Kz ~~) 

o (7.3.1) 

Donde las permeabilidades en todas las direcciones están en mi

lidarcys, las presiones en lb/pg 2 , la viscosidad en centipóices, 

el gasto en bl/dia y las long~tudes en pies. 

La.Ec. (7.3. 1) puede escribirse, al dividir todos lo~ términos 

entre 0.00127: 

Kx + Ky + Kz ± 
axz ay2 az2 0.00127 6x6yóz 

o 
( 7. 3. 2) 

Hay que recordar que si el pozo es inyector, el signo del térmi 

no sumidero es positivo. Si por el contrario el pozo es pro-

ductor, el signo del término fuente es negativo. 

Cuando el medio es isotr6pico, ésto es que K = Kx - Ky Kz, la 

Ec. (7.3.2) se puede escribir de la siguiente manera: 
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azp + a2p + azp ;: -,-~--lf4 ___ _ o 
ay2 0.00127 K óXóyóz (7.3.3) 

Asimismo la Ec. (7.3.3) puede reducirse a la ecuación de Lapla-

ce si no existen pozos, ésto es q = O (además debe haber iso-

trop1a). 

7.4 Ecuación para fluidos ligeramente compresibles en una sola 

fase. 

En este caso también, por tratarse de un~ ~ola fase, el valor -

de la permeabilidad relativa y la saturación del fluido en el -

medio poroso es la unidad. Así pues, la ecuación para fluidos 

ligeramente compresibles en una. sola fase, considerando término 

fuente es la siguiente: 

(0.00127 Kx ~) +-ª- (0.00127 Ky ~)· + a. (0.00127 Kz aP) 
ax ax ay ay 3Z .az 

± __ ~_q_ 
11xt<.yóz ( 7. 4. 1) 

Sin embargo en esta ecuación, debido a las condiciones en que -

fué desarrollada, el ga~to se tiene en pie,3fdía, ya que la den

sidad ~· la compresibilidad (que se utilizaron ·para llegar a es-

ta ecuac.i6n) fueron manejadas en (lbm/pie3) y (pg2/lb} respect~:. 

vamente. De esta manera, sabiendo que 1 bl = 5;6146 pie3 la -

Ec_ (7.4.1) puede escribirse como sigue: 
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aax (0.00127 Kx ~~) + aay (0.00127 Ky ~~) + 33z (0.00127 Kz ~~) 

hC aP 
5.6146 at (7.4.2) 

En donde las permeabilidades están en milidarcys, las presiones 

en lb/pg~, la viscosidad,en centipoices, el gasto en bl/dia, la 

longitud en pies, el tiempo en dias, la compresibilidad en 

pg2/lb y la porosidad eri fracción. 

Una manera más condens·ada de la Ec. (7.4.2) es: 

a2P a2P a2P ~q 

0.00127 Kx + 0.00127 K y + 0.00127 Kz ± 
ax 2 ay2 a·z 2 f1Xf1yf1Z 

~~e aP 

5.6146 at (7.4.3) 

Dividiendo ambos miembros de la Ec. (7.4.3) entre O.OOi27 se 

tiene: 

~q aP 
Kx + Ky + Kz ± 

ax2 ay2 az2 0.00127 f1xf1yf1z 0.00713054 at 

(7.4.4) 

Por ültimo, si se conside~a un medio isotrópico y homogeneo, ls 

to es K = Kx = Ky .= Kz, se tiene: 

~q ~~e aP 
+ + ±·-------

az 2 0.00127 f1Xf1Yf1Z 0.00713054 K at .(7.4,5) 

' '· 
Nuevamente, el signo del término fuente lo proporciona seg6n se 

trate, el pozo inyector o productor. 
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7. S Ecuación para fluidos compresibles ·(gases) en una sola fa-

se. 

Recordando la ecuación par.a _fluidos compresible desarrollada en u 

el capitulo 4 en función del potencial de gas y, ~tilizando la 

constan te que se ha veni.do manejando, producto de 1 a Ecuación -

de Darcy, se tiene lo siguie~te: 

(0.00127 Kx om (P)) + a (0.00127 Ky am (P)) 
ax ax ~Y ay 

+ -- (0.00127 Kz am ePJ) = ~~cg am (P) 
az az. at (7.S.1) 

Si se hace nuevamente el desarroll~ pero ahora considerando el 

término fuente la Ec. (7.S.1), quedarA como sigue: 

ax (0.00127 Kx ama~Pl¡ + :y (0.00127 Ky ama~P)) 

ZqRT am (P) 
M ~xóyóz = ~~cg ___ a_t __ + (O 00127 Kz am (P)) ± az . . az (7.S.2) 

Que en una forma mis compacta puede escribirse como: 

a 2m ePJ a 2m e p) 
+ 0.00127 Kz + 0.00127 Ky 0.00127 Kx 

az 2 

2qRT -~am.(P) 

S.6146 M t,xóyóz 5.6146 at e 1. s. 31 

En esta Ec.'e7.5.3) las unidades que se manejan son exactamente 

las mismas que para la Ec. e7.4.2) a excep~ión del gasto, que-
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aquí se maneja en pie3/día. Además, T es la temperatura en °R, 

M es el peso molecular en lb y R ~s la constante de los gases -

reales con un valor de 10. 73. Tomando en cuenta ésto, la Ec. 

(7.S.3) se puede escribir de la siguiente manera: 

Kx a 2 m ( p) + K y a 2 m ( P) + K z a 2 m ( P) ± q T 

ax 2 ay2 az 2 0.0003323 M axay6z 

~ ~ g e g a m ( P) 

0.007130S4 at ( 7 . S. 4) 

Finalmente, si el medio es isotrópico (K Kx K y Kz) , la 

Ec. ( 7. S. 4) queda: 
\---

a 2 m (P) 
+ a 2 m (P) 

+ 
az m (P) q T 

± 
ax 2 ay2 az 2 0.0003323 M 6X6)' IH 

~ ~ e a a m (P) 

0.007130S4 K at (7.S.S) 

7.6 Ecuaciones de flujo para dos fases. 

El procedimiento seguido para obtener las ecuaciones para una -

fase se extiende para aplicarse al desarrollo de las mismas en 

dos fases, ésto es para cuando se tiene simultáneamente flujo -

de aceite )' de agua a través del medio poroso. De esta manera 

la ecuación de difusividad se escribe para cada fase, expresan-

do la densidad de la fase en términos de su factor de volumen 

(por ejemplo: 00 ~ pcs/B 0 , donde o0 es la densidad del aceite 
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a condiciones de yacimiento y pes es la densidad del aceite pe

ro a las condiciones atmosféricas), como sigue: 

Para el aceite: 

Kx Kr a P 
(---o _o1 

ax ~o B0 ax 
+ 

ay 

Ky Kr 
(---0 

aP 
_o) 

~o B ay o 

~ 

Kz Kr aP 
+ (---0 ~) 

az ~o Bo az 

S 
( __2_) 

at Bo ( 7. 6. 1) 

Considerando la viscosidad del aceite constante, incluyendo el 

término fuente y utilizando unid~des.prlcticas la Ec. (7\6.1) -

~e puede escribir de la siguiente manera: 

ax 

Kx Kr a P 
(---o __ o) + 

B0 ax ay 

± 

Ky Kr aP 
(---o __ o) + 

B0 ay az 

KZ Kr aP 
(---o _o) 

B0 a z 

0.00127 6XI1y6z 0.00713054 at ( 7. 6. 2) 

Nuevamente, si se trata de un poz'o inyector, el signo del térmi 

no fuente es positivo; si el pozo es productor su signo será n~ 
r 

gativo.' Las unidades de la ecuación (7.6. 2) son las siguien-

tes: las ~ermeabilidades en milidarcys,.la presión en lb/pg 2 , 

la viscosidad en centipoises, el gasto e'n. bl/día y las longi tu-

eles en pies. 
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Para el agua: 

Kx Kr a P 
(---w ~) + 

ax uw Bw ax ay 

Ky Kr aP 
(---w ~) + 

uw Bw ay az 

Kz Kr al' 
(---w ~) 

l-lw B,..; az 

(7. 6. 3) 

Con.siderando la viscosidad del agua constante, incluyendo el té.!:_ 

mino fuente y utilizando unidades prácticas la Ec, (7.6.3) se 

puede escribir de la manera siguiente: 

Kx Kr a P 
(---w ~) + 

ax Bw ax ay 

± 

Ky Kr aP 
(---w ~) + 

Bw ay a z 

Kz Kr aP 
(---"' ~) 

Bw az 

0.00127 r,xr,yr,z 0.00713054 at (7.6.4) 

La convención d·el signo para el término fuente es igual para la 

Bc.(7.6.4) quE' para la Ec. (7.6.2), lo mismo que las unidades 

que se manejan. 

Además de las expresiones (7.6.2) y (7.6.4), para resolver un 

pr6blema en dos fases se requiere del siguiente par de ecuacio-

nes: 

+ 

Pe o-w 
p 

w 

(7. 6. S) 

( 7. 6. 6) 
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7.7 Ecuaciones de flujo para tres fases. 

Las ecuaciones de flujo para el aceite y el agua son las mismas 

ecuaciones vistas en el inciso anterior para flujo en dos fa- -

ses, ésto es Ec. (7.6.2) y Ec. ~7.6.4). Sin embargo, un balan 

ce de materia para el gas debe considerar tanto el flujo de gas 

como una fase por separado, como el gas disuelto tanto en el a-

gua como en el aceite. As! pues, la velocidad del gas en cual 

quier punto del medio poroso esti dada por: 

Vg 
Bg Rsw 

+ V 
w 

(7.7.1) 

Donde: 

Rs 0 es la solubilidad del gas en el aceite en pies 3 a c.s/bl a 

c.s, 

Rsw es la solubilidad del gas en el agua en pies3 a c.s/bl a -

e. s, 

Bg es el factor de volumen del gas en bl a c.y/pie3 a c.s 

V'g es la velocidad de flujo del gas libre dada por una ecua-

ción similar a las que se han utilizado para V0 y Vw (da

das por la Ec. de Darcy). 

y 

Así pues, sustituvendo las expresiones de las velocidades en la 

expresión (7. 7. 1) y posteriormente en la ecuación de continui-

dad para obtener la correspondiente de difusividad, se tiene: 
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Kx Kr aP Kx Kr. aP J\x. Krw aP 
(_____[ ___[) + (---0 Rs -,--2.) ·+ r-·-.- Rs -2'.) 

·ax Bg ax ax Bo 
o ilX ax B w ilX ~g ~o ~w "' . 

Ky Kr a·P ' K y Kr aP K y Kr aP 
+ ( _:____,....g. ___[) + (---0 Rs _Q) + (--.. -w Rs -2'.) 

B o w· 
ay ~g B ay ay ay ay ~w 'B ay g llo o w 

Kz Kr aP Kz Kr ilP Kz Krw aP 
+ (_____[ ___[) + (--·_o Rs 0 

_Q) + (-- Rs -2'.) 
a z · Bg az ilz B az az B w ilz ~g .. '~o o ~w w 

S .so Rs 0 S Rs 
(_g_ + + ~) 

ilt Bg B0 Bw (7.7.2) 

Incluyendo el término fuente en la Ec. (7.7.2) y utilizando uni 

·dades prácticas se tiene lo siguiente: 

Kx Kr aP a Kx Kr ¡¡p Kx Kr aP 
(_____[ ___[) + (---0 Rs _Q) + (-· __ w_ Rs -2'.) 

ilX B ax ax B o ax ilX B w ax 
~g g. llo o ·llw w 

Ky Kr ilP a Ky Kr aP Ky Kr aP 
+ (~___[) + (---0 Rs _o) + (---w Rs -2'.) 

.ay )lg B ay ay ~o 
B o ay ay llw B w ay 

g o w 

Kz Kr ilP Kz Kr aP Kz Kr aP 
+ ( _____[ ___[ ). + (---0 Rs _Q) + (---w Rsw -2'.) 

o 
Bw ilZ az ~g B az ilz llo Bo. az az llw g 

q ~ S S Rs 0 S Rs 
(_g_ + o +~) ± 

0.00127 6X6yt::.z 0.00713054 at Bg Bo Bw 

(7.7.3) 
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Las- unidades. de la E e. (7. 7. 3) _s·on las s fguiehtes: 

qg en pie 3 a c.s/día, 

Rs 0 y Rsw en pie3 a c.s/bl a c.s, 

en bl ·a, c.Y/pie 3 a 'C·.s, 

en bl a c.y/bl a c.s, 

Las permeabilidades (Kx, Ky, Kz) en milidarcys, 

Las sat~r~¿io~~s en fracción y,_ 

Las distancias en pi~s; 

Hay que hacer notar que además de la ecuación para la presión 

capilar entre el ac~ite y el agua dada por la expresión (7.~.6), 

se requiere l~ 'de la presión capilar entre el aceite y el gas 

dada por: 

Pe g-o (7.7.4) 

La ecuac{ón de la saturación para tres fases es: 

·' 
1. 

Debido al número 'considerable de término-s que tiene la ecuación 

(7.7.3) lo que la hate muy poco manejable, es frecuente expte-. 

sarla en notación vectorial. De esta manera las ecuaciones p~ 

ra el flujo en tres· fases, ~n unidades prácticas, en notación·-
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vectorial y ~n términos del potencial de flujo (~) quedan como 

sigue: 

Para el aceite: 

V ~oKBroo . V $ ol_ .· ± ____ q..;:.o_. __ _ 
~ JI 0.00127 axaytn 0.00713054 at 

(7.7.5) 

Para el agua: 

D Kr $j qw a . $5 
V W V ± (~) 

~w_Bw 0.00127 tu/Jyaz 0.00713054 at Bw. 

(7.7.6) 

Para el gas: 

+'v 1-K Kr 
--0- Rs 
~ B . o 

·- o o 

V [K Krw Rs 
B w 

\llv w 

q 
- ----"'---

0.00127 axayaz 0.00713054 at 

(7.7.7) 

En las ecuaciones anteriores el potencial para cualquiera de 

las fases, se define como sigue: 

pD 

144 (7.7.8) 

Donde $ está eri lb/pg2, p (presi6n de _ia fase) e_n lb/pg 2, p 
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(densidad de la fase en particular) en lb/pie 3 y Des la·profti~ 

didad del punto considerado. en Pies (positiva hacia abajo). 

Los gastos para todas las ecuaciones de este capitulo, se mane

jan en bl a ~~s/dia para el aceite y el agua y en pie 3 a c.s/dia 

para el gas. 
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C A P I T U L O 8 

ASPECTOS PRACTICOS DÉ SI~1ULACION .DE YACIMIENTOS~ 
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8.1 Introducción. 

Con lo que se ha presentado hasta el capítulo siete, es fácil 

comprender que la persona que estA enc~rgada de llevar a cabo un 

trabajo de simula¿ión deberá contar con un conjunto de conoci- -

mientes que van desde la herramienta matemática hasta una base 

sólida en el uso de la computación, pasando, claró está, por el 

dominio de los fundamentos de la ingeniería de yacimientos. A· 

demás este conocimiento que es esencial, deberá ser complementa

do con la experiencia, pues ésta la mayoría de las veces, deter

mina el éxito p el fracaso que pueda tenerse ~1 realizar un tra

bajo. 

A travls del tiempo, producto de los estudios que se han efectu~ 

do con simulación, han surgido una serie de "aspectos prácticos" 

por llamarlos de alguna manera, que deben ser aprovechados en be 

neficio de nuevos proyectos por desarrollar. 

Este capítulo ha sido dividido en dos partes. En la primera se 

hace referencia precisamente a algunos de estos "aspectos prácti_ 

. cos" que. alguien que estudia simulación no deberá pasar por alto 

y quien la practica deber& conocer y aprovechar. Hay que hacer 

notar que no se profundiza en el tema, pues el hacerlo esti fue

ra del alcance y dé los objetivos del presente trabajo. La se

gunda parte de este capitulo tiene por nbjeto el hacer que el es 
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tudiante evalQe de alguna manera, los conocimientos que ha adqu! 

rido sobre simulación. Para ello se plantean y se resuelven u-

na serie je problemas que van desde un ~rado de dificultad mini

me hasta aquéllos que requieren un poco más de conocimiento, o -

quizá de estudio sobre las bases tanto matemáticas como numéri-

cas que han sido presentadas con anterioridad. De cualquier m~ 

nera se trata de un complemento al trabajo que seguramente será 

de gran utilidad para el estudiante. 

8.2 Fuentes de error en los resultados obtenidos de un simula

dor1. 

Los resultados que proporciona Un ~imuiJdor están sujetos a alg~ 

nas fuentes potenciales de error cuya consideración es importan

te: 

a) El ~odelo en si es solo una aproximación al fenómeno fi~ico 

que se dá en el yacimiento, ya que al desarroilarlo se han 

hecho una serie de suposiciones que son parcialmente váli

das. 

b) El reemplazar el modelo matemático que se ha planteado para 

resolver el problema por un modelo numérico, introduce un -

error de truncamiento, lo que significa que la solución de -

las ecuaciones en diferencias finitas difiere de alguna mane 

ra de la solución,~xacta que se obtendrid de resolver las~

cuaciones diferenciales en derivadas parciales originales. 

e) Nunca se obtiene lá solución exacta de las ecuaciones en di-
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ferencias finitas, ya que al utilizar la comptttadora para -

realizar los cilculos se incurre en un error por redondeo. 

d) Definitivamente la fuente de error mis importante es que 

los datos que describen al yacimiento (~. K, So, etc.), ra

r~ vez se conocen con precisión. 

El poder evitar que se den los errores citados con anterioridad 

es una tarea muy dificil, sin embargo, se deberin tratar de mini 

mizar hasta donde sea posible. Es importante que dichos erro

res sean estimados para determinar hasta qué grado pueden afec

tar la solución y en consecuencia, si dicha solución puede cohsi 

derarse como aceptable. 

El grado que afecta el error de truncamiento a los resultados 

calculados puede estimarse mediante la repetición de corridas o 

porciones de corridas, con intervalos de tiempo o de espacio más 

pequefios. Cambios significativos en los resultados calculados 

a variaciones de dichos intervalos indican que el error por tru~ 

camiento tiene un valor significativo y que seri necesario redu

cir los intervalos de tiempo o de espacio. 

Comparados con errores de otras fuentes, los errores por redon

deo son generalmente despreciables. 

Es difícil determinar los errores que provoca una defectuosa de~ 

cripción del yacimiento, ya que nunca se sabrá cual es la des- -

cripción verdadera del mismo. Como ya se comentó en alguna pa~ 

te de este trabajo, la combinación de anilisis de muestras en el 
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laboratorio, pruebas de presión, registros geoflsicos y estudios 

geológicos, proporcionar§ una mejor idea sobre la naturaleza de 

la distribución de porosidades y de permeabilidades, además de 

la geometrla del yacimiento. Sin embargo, la major manera de -

obtener una descripción del mismo es determinando la caracteriza 

ción de éste, que resulta del mejor parecido ~ntre el'comporta

miento calculado y el comportamiento que se observa en un perlo-

do disponible de la historia del campo. 

La sensibilidad a los errores en los datos que d~scriben al yaci 

miento puede determinarse mediante la repetición de una corrida, 

haciendo variaciones de esos datos y cubriendo un rango ra~ona-

ble de incertidumbre. 

8. 2. 1. Inestabilidad. 

Como ya se ha visto, las técnicas numéricas no proporcionan 

una solución exacta, pues existe un erroi asociado a los re-

sultados. Este error en ocasion·es crece de una manera muy 

rápida provocando que la solución se "dispare"; en otras P':l:_ 

labras, la solución flsicamente se hace irreal. 

Esta inestabilidad puede detectarse al analizar los resulra-

dos obtenidos, ya que lo que comúnmente provoca son cambios 

excesivamente grandes en los valores·~e saturación y.de pre-

si6n durante el intervalo de tiempo considerado. Géneral-

mente ésto puede remediarse mediante la ieducci6n del .tamano 

del intervalo de tiempo utilizado. 
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8 .. 2.2. Dispersión numérica. 

Se trata de un·p~oblema inherente a la solución numérica de

bido a que ésta proporciona respuestas en forma discreta, é~ 

to es en puntos espe~fficos en tiempo y en espacio, lo cual 

difidre de la s~lución analitica que proporcionarla resulta

dos de manera continua en todos y cada uno de los puntos del 

intervalo considerado. En los trabajos de simulación este 

fenómeno se presenta al hacer la representación .del yacimie~ 

to mediapte un conjunto de celdas, en las cuales lás yropie

dades son promedio, ya que cuando un frente de saturación en 

tra a alguna de las celdas, éste se extiende a lo largo de -

la misma al considerarse un valor promedio de saturación, lo 

que lógicamente difiere del fenómeno real. 

La dispersión numérica puede minimizarse mediante la reduc-

ción de las dimensiones de la celda. Sin embargo no hay 

que perder de vista que ésto conduce a un incremento en el 

tiempo de cilculb y en consecuencia, en el tiempo de comput~ 

dora. 

8.3 Error por ei m!todo de balance de materia 2 . 

Un criterio para ,determinar la compatibilidad de los valores de 

presión~ de siiuración que se obtienen de una simulación es el 

error por el método de balance de materia (MBE). Una forma de 

balance de materia es· conociendo los volúmenes de aceite en el -

yacimiento al principio y al final del intervalo de tiempo. 
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La d.iferencia e'nt.re los valores deberá: ser igual a la producci6n 

·total durant.e el intervalo:. El error incrementado (MBEl.) que· -

se va generando se calcula con la siguiente expresión: 

]n [v~ Jn+l 
m[ So m 

(So) f Vq, (Bo) · .. E 
l Bo 

(MBEI) - 1 

Donde V es el volumen de .celda y la. suiliatcfria ·se toma para las -

m celdas. 

Algunos autores utili.zan el error acumulativo (MBEC) . .que se ob-

tiene con la siguiente ecuación: 

Aceite ini- m [ J. n+ 1 

cial en el ya - i:1, · Vq, (~~) .· 
cimiento .,. (MBEC} - 1 
Producción total acumulada 

Cabe advertir que es ·necesario obtener un valor pequetio· de error 

por él método' de balance de materia, pero ésto no es suficiente 

para afir.mar que la solución sea correcta. Un error p'equetio i!! 

dica que el aceite total que se tiene en el yacimiento a un ni-

vel· de tiempo n+ 1 es correcto, pero ·de ninguna manera ésto gara!!_ 

tiza que el aceite esté distribuido correctamente entre todas . -

las celdas. 

8.3.1. Validez de la solución. 

Una vez que se ha efectuado una corrida de simulación esvá~ 

lido ltacerse la siguiente preg;mta:. ¿Qué tan buena es la so

lucÚ5n? 
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Corno se dijo anteriormente, un error pequeno por el método 

de balance de materia indica que lo~ volumcnes totales de 

los fluidos son correctos, pero no garantiza que la distrib~ 

ción que se tiene de los mismos a lo largo de todo 01 yaci-

miento sea válida. Si dicha distribución de fluidos obteni 

da es cuestionable, se requerirá de un análisis mfis detalla-

do. 

' Las variables que i~fluyen en la distribución de la satura-

ción son: la medida del intervalo de tiempo at y -las dirnen-

sienes de la celda ax, ay y az. Si se desea un análisis ri 

guroso se deberá determinar la sensibilidad de los resulta-

dos a las variaciones de todos estos parámetros; sin ernbar-

go, corno no es práctico cambiar los valores de ax, óy y az, 

ya que el hacerlo requerirla una nueva revisión de los da- -

tos, es común estudiar solamente el efecto que tiene en la -

solución la medida del intervalo de tiempo. Para ello se -

vuelve a correr el simulador reducierido el intervalo de tie~ 

po y comparando los resultados. Esto se realiza hasta que 

una reducción en el valor de .'lt no provoca cambios s ignifis:_a 

tivos en los resultados obtenidos; con ello se sabrá que se 

ha obtenido la mejor solución para la medida de la celda es-

cogida. 

8,4 Medida y número de las celdas. 

La selección de la medida de las celdas, entre otras cosas, de-
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penderá en gran parte del tipo de proceso de-recuperación que se 

desea simular. Así por· ejemplo~ si se ¡:iiensa utilizar un mode-

lo ~n dos dimensiones par~ simular el comportaeiento de un yaci

Jient.o SUjeto a COndiCione:; priJ:ilarias de explotación, CODO puede 

ser la expansión del·aceite, :o bien el enpuje por gas disuelto

liberado, un sistema de _imalla grueso (con un nWuiero reducido de 

celdas} S·erá suficiente para reso.lver el problema. Si en el Y!. 

cimiento se efectuara la inyección de. agua, lo lrnlíÍS segu:ro es. que 

se requeriría que el modelo prese~t;n·a una aalla más fina, para 

tener una mejor precisión ai caracterizar el frente de inyección. 

u: M. St.aggs y E. F. Herbek, utÜizando un aodelo de aceite ne-
. . . ' 

gro en dos dimensiones_, realizaron una serie de corri<b.s con el 

objeto de demostrar los efectos del.t;umafio de las celdas en la-

predicción de la recuperación de aceite. lEl trabajo COJI!.Sistió 

en utilizar. un elemento con un área elle, cinco Acres (1 Ac:;re 

4046.'86 m2), el cual primerámente fuf! j:l.ividido en un sistena elle 

malla de 3 x 3. Se hizo 1~ co~ridá simulando un desplazamiento 

con agua. Utiiizando la misaa.área, sin ningÚIII. caabio en ios -

datos de entrada a excepción de aquéilos necesarios para acondi

cionar el· número de. iceldas~ se repiti6 la corrida para sisteaas 

de malla de 4 x 4, 5 x 5 y_ 6 x 6. Se observó que"la medida· de 

la malla afectaba los resultados, obteniéndos~ el mmayor gasto de 

pro~uccióh al e~plearse la cuadricula más fina (6 x 6). Al. CO!!!_ 

pararse los resultados obtenidos con los que proporciona otro m~ 

del o, ·se obserVÓ que el Sistema de malla :aáS fino. era el .que pt"~ 

porcionaba la predice ión más cercana' .a la correcta. 

2S1 
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No obstante lo anterior, cabe hacer un_cpmentaii~, . Hay¡q~~~~e-
•. ·.• .. ... . ·;:· -~- •. ¡. .... J . .-.·. . ·. . ' • ... . . ....... 

ner en cuenta que el querer utilizar una malla finq.lr~e.con~~go 
-:_.~,~,:~· F!.". ~.:.~¡];·;:, J:.?,..,·.:;.··~ ._:,; __ : ~-~:,,.:::.·J:_ -~¡._ .·:i .. ,:_,¡_, .••.. ......... 

_u~-~--.s~~;ie,. 1d~•:•p:r.~~~e-~~s adiciona~es.; •. , P,rim~r.<!-,mente H caJ:!tidad;:-

. ¿;~•~•::i~~;~,~~~C.~1~n, -~~.~ 1~~~, s,}_. ~.~~e .;",~~~a~ J~.~ ,:t_r¡~r,~::ment<~ ;~ll ,~or_ll)'/¡clJO.-
table. Además, el trabajar co.n una ma.lla_ c.on.sti,t;uidéf ... por. 1un.-l}.ú 

. ::1"!.~:-~;,!:-_f;) ,-..:.:.~: L<Yí ':.!i_.iJ·_¡-~":: ~::: ¡-;_r_,t:-; ::. ~·:·:) 1:: -_.;, ! .· .. ! .:·.: .•. :.:·i.·l•····· r,,_ · ·'-

mero de celdas gr_ande es impráctico,. ya __ q.u,e .s.e p.¡oyo.¡;a U\1_,-<:o.ps¡i:-
··-)l. ' . .'L. :•-._;')·..:'< 1, f':);:·~¡J:~ ::.~ __ ; ..-:·:.~~-: t:;i·::); __ ;·¡;)_ ¡,,\!J •. ·• ·''-' LJI .... ·---- ."'' ~- 1. ¡. • 

derable aumento en la cantidad de cálculos. que. s-e ... de,b.etL r,e;iJ,ld·za..r 
L'' J::.! ;'~·:· ::. .!::~:~>f;~.::·;~: -~':=. ·:-::.'Í.·.:~;~":.V! ::;f.f" ".'.! 1 J·_:_¡ ~..! ~.;-~ ;;., ,• '. ~········...>.~ 

'eón el· consiguiente aumento en .el requerimi_e_n_t<;l.deo.tj ... empo,.d,e¡,,c;:PJ!l 
';;Jp. j:._'; ...... :.·<,_ . ..::< ~:/;:;-_ r_,;·~~--:~ __ :·. :.iD !;(_r·_¡·)':·,vr: !:.· :·~ ... -1 ·-1--'-':.,. __ ¡,_ .••. , ........... -

p~~:~o~~;~¡·_! ::1-:i.~ l;I.i.;~;·: ¡:;¡::~ y;·;-r;J.;~-."J~-J-u_; oi·:1h:._:;r:¡ :> ·.3!.:_!--· ~~;-~~-;·::~u¡· .. )·t ~~::: 

ro razonable de celdas para util,izar es .de ,1000 a J.SOQ.y.gue¡,un., 
.. ,,fl "~ ~--·.,·-.--, f):_-, _ol:Lbo.t'l n:..: (Jb:u~:::i.i:.1~:J ,."1'J~·j·_:J.l ... l .~J •. ·: .. ~·~;-•.) · , .· ••· 

si¿te~~ ¿~~ _2000 a 2sqo_ ~e al?.r9.~;!lla, -~f .. J.ímü~}¡;,~c;:,~,~~,o,,:,~)nsu;¡Ji;J 1(• n:--::} .;:~t;LJ·r·~;:,·.: 0::1t, ~-l-~!) .. : b;.Tu ,,,J [J .•• J ~ v..- • t, .. j¡_ 

~u~:~fá , 1ssea~ ,;~~~:et ~:~;~o ')~o~,;:~:~•n:~esi~S}~~];~;};e1 r¡óu~~vaH. ·S~111.1?/.I,tadp¡T<l:;~-·>, dé 

Finalmente dice!l que, _pata s,ill!ular; ,~l.despl,a,,~alll,i,en}ío ~¡tet.~f1c~X~,e, n: 
\:1 j "J ~ll 2 r: e -;; ··.· ¡~ ¡;r_; f.. 'T . .:l .t .; • ·) · · J. _.,-:: :: .... n e 1 • .! r. i · · ·-1 ,.~ • - • 

de u~ Y,~,c~1mir~\os·i:~j e:~~,. ia:.; 13, i,~rrl~~A?IJ-.l~ ._!l}llls?:,!·.ld_~q~_!·á, ~~;t¡i;l,i,:¡¡¡u¡r:: 
se0 ~n:,~.~:ls:t~~a'"~e,,.~al?~·- f-~¡\ ~~n_¡¡a,.fls,m~!J,os, Ms, ,c;~}d:a.J ,en:t;_.re ¡;ta,-,: ;_r:c 

distancia que exista. de. un_ pozo produc,tor ~-'u~-' pozo;_ i,ny;ecJpr;,; i '"" 
~.;:r~.·.:._,,:f::.l.:.:-.:e!:f.:?.·'~-~· l"L ·;i.:n.-.i~~;:."!.·~ ¡·.!:1 J:_::_., :·'; ~.· .. 

~::. j ;·: ~~ -. i . ! .':u:: :J :; :·- ~ r.. , • : ·:. ' ¡;. ._, ·:. i: j' ; ;• . . ~ ¡~; :·' 

8.5 Orientación de la malla_. 
~ ~ -, . , ·..: . .' . ;;, :~· _ 'r J., ;· J " ..... .-. • ~ ! ' , .. 

: ' ¡ ·-.:.· _. ~~ j :·: ,_. 1 j 
Básica~erite •s~sth~'db~ dif~riniii iist~~~~ ·ae ~all~, dependien-

do det:lai•orierita-c:íón'é¡uese ie dé: ia'mú±a·en. pilriÜelóy'ilma::"' 

lii (, ~· ·.! • ","_¡( 

Se ha comi:robado ,que b~~o c~ertas co~diciones, como .s.ón ,el .s~im~-
r_~,r· ... 

la·r un desplazamiento utilizando el procedimiento .d.e dis¿r_e.tiza, .. 
·J ¡ :; ; _. r • , • · t '. t ';·• '~; • !~.-. ' · · · ' ' · ~ · · .. 

ci6n de cinco p~n~os, principal~ente cuando la mov.il i'dad 4e, -~;o:S. 
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MALLA EN PARALELO 

MALLA EN .DIAGONAL 

FIG. 8. 1 ORIENTACION OE .LA MALLA. 
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fluidos difiere en forma significativa, estos dos sistemas de ma 

lla producen resultados diferentes, más aún, ambas soluciones 

son incorrectas. 

En el caso en que se utilice un sistema de malla en paralelo pa

ra simular el desplazamiento de un fluido por otro en el yaci- -

miento, se tendrá un arribo en tiempo menor del fluido que se i~ 

yecta al pozo productor, mientras que el empleo de la malla en -

diagonal dará como resultado el arribo del fluido inyectado en 

un tiempo retardado. 

Hasta hace pocos anos, los modelos areales (x-y) de simulación -

hacían uso del esquema común de diferencias finitas de cinco pu~ 

tos para considerar la interacción entre los bloquBs, sin embar

go, recientemente se empezaron a utilizar nueve puntos para el -

desarrollo del modelo numérico, lo cual se ha visto, reduce nota 

blemente los efectos que tiene la orientación de la malla en la 

solución. 

8.6 Consideraciones de cálculo. 

8.6.1. Tiempo de computadora. 

Se ha comentado que el tiempo de computadora está relaciona

do directamente con la cantidad de cálculos necesarios para 

efectuar una simulación. Es importante que este tiempo de 

computadora sea optimizado, o mejor dicho no sea desperdici! 

do, ya que el uso de CPU (unidad de procesamiento central) -

254 



5 . PUNTOS 

9 PUNTO,S 

y 

.:·· 

.,, 

• • • 
"" )' 
', / 

" 
/ 

'- ;/ 
• - ... • .. 

JI lt 
/ . ' 

/ :--.. 

// ' .~~ ~· • • 
-

FIG. 8. 2 ESQUEMA. EN DIFERENCIAS CON NUEVE 

Y CON CINCO PUNTOS. 

255 



de 1¡¡ máquina es.tá r~lacionado .a costos por el uso de tie¡npó 

de computación. 

·E10 tiempo de ·computadora que se necesita para simular el com 

portami~nio de un yacimiento en particular depende principal 

mente de: 

a) El n6mero de celdas. 

~) La cantidad de intervalos d~ tiempo. 

Así pues, si se duplica el .n6mero de nodos que contiene la -

malla, aproximadamente se duplicará en consecuencia, el tiem 

~o de computadora necesario para efectuar los ~álculos por -

·. in.tervalo de tiempo .. 

La experiencia ha determinado que el n6mero de intervalos 

que se requieren para simular un período de tiempo depende -

de la magnitud del bt permitido y que el valor máximo de és

te es una función del volumen de la celda. 

8.6.2. Desarrollo del prÓgrama de cómputo, 

El programador deberá tener en mente ciertas consideraciones 

al desarroliar el programa de cómputo, principalmente que el 

simulador será usado de manera frecuente y por otras perso

nas. Dent-ro· de estas consid·eraciones importantes se tienen 

las siguientes: 

a:) Rapidez. 'en la corrida (eficiencia de la programación). 
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b) Optimiza~i6n de la memoria disponibl~. 

e) Estructurat convenientemente el manejo de la entrada y -

salida de información. 

d) Facilidad para reiniciar la· corrida. 

e) Mensajes de diagn6stico. 

f) Escribir el programa ·en forma "modular", de manera que· -

ias rutinas sean flcilmente intercambiables. 

La rapid~z de la corrida. en partes del programa puede ~er a

fectada seriamente ~i se hace una progtamaci6h inefici~nte. 

Algunos de los puntos importantes a considerar para tener un 

incremento en la eficiencia d~ la programación son: 

1) Uso de variable·s con subindice (vectores o arreglos) sen 

cillo. 

2) ~lanej O· de funciones dentro d,el programa. 

3) Uso de subrutinas. 

Aunque en la literatura se considera como algo primordial al 

desarrollar el programa de ·cómputo,·.el hecho de optimizar la 

memoria disponible de la máquina median~e el uso de arr~glos 

equivalentes y de áreas de memoria com:ún, hay que ha.cer no

~ar qu~ gracias a la evolución que han tenido lai computado• 

ras ésto ha p3sado a segundo término. Actualmente no impo~ 

ta tanto el hecho de ahorrar memoria, como el de estructurar 

el progr:lm;:I. Como no es el objetivo ei explicar los conce~ 

tos de l~ programación estructurada, bastará con decir que -

se trata JA una técnica para prcigramar.en forma 16gica y cu-
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ya final·idad es que .los programas sean más· fáciles de e.nten

der,. de manejar e inclus6 de modificar cuando asi se requie

ra, sin que ésto altere de manera significativa sus caracte

risticas. 

Muchas veces al introducir cierta información al simulador -

se comete alg6n error que ocasiona que la corrida se detenga. 

El programa deberá hacerse considerando esta posibilidad de 

tal· manera que,· al solventar el error, reinicie la, corrida -

en el punto en qúe se quedó y no desde el princi~io. 

Es conveniente que el programa cuerite con mensajes de diag

nóstico que le ~en mayor claridad y calidid. 

~-~ . . 

8.7 Uso de las pseudofunciones, 

El té:r;mi:rio "pseudofunciones" fué aplicado en la literatura. sobre 

simulación primeramente para describir modificaciones hechas a -

los valores d~ permeabilidad relativa. y de presión capilar medi

do~ en el. laboratorio; sin embargo; las pseudofunciones se refi~ 

ren, en forma más. amplia,. a propiedades de roca o de fluidos-roca 

cuyos valores obtenidos en el laborat6rio han sido modificadoi -

para llevar a cabo alg6n objetivo en particular. Dichas propi~ 

dad es incluyen desde. luego, las citadas cori anterioridad. 

D~bido a que e~te tema es bastante ampÚo y u;n tanto complejo, -

se tomará como ejemplo con fines ilustrativos las pseudofuncio-

nes de presión capilar. Una explicaci~n más detallada se podrl 
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obtene:z: en la literatura especia'lizada 5 • 6. 

Las curvas de pseudopresión capilar en trabajos de simulación de 

yacimientos multidimensionales, son determinaciones con cierta -

lógica y sustituyen a los valores de presión capilar obtenidos 

en forma convencional (en el laboratorio). Son similares a las 

curvas convencionales de Pe hasta el punto de relacionar funcio

nalmente·la diferencia de presión entre dos fases con la satura-

ción de una de las fases. También el aceite residual implícito 

en la pseudocurva' es idéntico al aceite residual implícito en la 

curva convencional. La diferencia principal entre ambas curvas 

es que mientras la curva convencional relaciona la Pe en un pun

to con la saturación correspondtente en ese punto, la pseudocur

va relaciona la cantidad (Pg - Po) con S, donde S es la satura

ción promedio para un volumen finito, como por ejemplo uh bloque 

de la malla y, Po y Pg son las presiones de aceite y de gas en -

el centro del volumen. considerado. Así entonces, las pseudopr~ 

sienes capilares relacionan la saturación promedio de un bloque 

con la diferencia de presión entre dos fases. 

Debido a que la saturación promedio de un bloque está en función 

del tama~o de la celda en cuestión, de la geometría del bloque, 

de la variación vertical de la poro~idad, de las características 

capilares Je la roca y de la diferencia de densidades de los 

fluidos, la pseudopresión capilar será en consecuencia, una fun

ción de toJos estos parámetros. 

Como la mayqria de dichos parámetros var!an, ya sea con el espa-
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cio o con la presión, una determinación ~igurbsa de l~ p~cudopr! 

sión capilar requetiria ~u cllculo para cada bloque, en cuda in

tervalo de-tiempo, lo cual definitivamente es impr5ctlCO en t!r-

mino de costo de computadora. En la prActica se emplcn una tfc 

nica menos rigurosa pero mis rápida, Esia t!cnica lDnsiste en 

generar un conjunto de curvas ,de pseud·opresión capilé!r utilizan

do valore~ de los diferentes parámetros que son representativris 

de un grupo de bloques para los cuales van a ser aplicadas di- -

c·has curvas. 

8.8 Abuso en la aplicación de los simulad6resl. 

El: término "exageración" es el ml._? .frecuente tipo de abuso que 

se tiene con los simuladores, ,pues a menudo, al presentarse un -

problema determinooo, automáticamente se quiere aplicar el mode

lo mis ~o~piejo y sofisticado que se tiene a la mano. 

Aunque ·se ha comentado que el utilizar una malla con un número -

considerable de celdas generalmente tiene pocas bases, es típico 

en la práctica, que la medida de las celdas que componen la ma

lla sea más pequefia que la que justifica la información que se -

tiene con la descripción del yacimiento. 

Así entónces, la "exageración" a la que se hace referen-cia, es -

la aplicación de modelos que cuentan con flujo para m-fa~es y 

que utilizan una malla constituida por n celdas cuando la solu

ción al problema puede obtenerse adecuadamente, empleando un mo

delo que describa el: flujo de m-1 ó m-2 fases y que cuente con -
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una malla de n/2 ó n/3 bloques, 

Esto no significa de ninguna manera, que no haya la nécesidad en 

ocasiones, de utilizar una malla con cuadrícula peque!\a y simui~ 

dores que consideren flujo multifásico con transferencia de masa 

entre las fases. La literatura reporta ~ue ·se han llevado a 

cabo .estudios bien fundamentados con simuladores que presentan -

estas caracteristicas y 5e ha tenido !iito; sin embargo, el uso 

del juicio ingenieril en la"mayorla de los casos, servirá para -

tender a utilizar el modelo más simple. 

Los simuladores también son ·mal aplicados cuando existe bastante 

incert.idumbre con respecto a la información que se tenga con las 

caracteristicas del yacimiento. No hay que.perder de vista que 

el simulador entregará resultados de acuerdo con los datos que -

se le estén proporcionando; dará la solución que se le esté for-

zando a dar. Así entonces; una recomendación que se hacé es 

que cuando no se tenga información suficiente no se utilice. la -

simulación. 

8.9 Aplicación de los conceptos fundamentales de simulación. 

Como se mencionó al iniciar ~ste capltulp, a continuación se re

suelven once problemas en los que Se aplicart los conceptoS~bási

cos de simulación. 
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PROBLEMA No. 1 . 

En la figura mostrada a continuación se idealizan las condicio

nes ~e un pozo que cuenta con tres capas productoras de aceite -

con diferentes caracteristicas. Suponiendo que no existe dafto 

en la formación y que el gasto que se tiene frente a las capas -

es el mismo que se tiene en la superficie. ¿Cuál es el gasto to 

tal que aporta el pozo, si se sabe que el radio de drene para to 

das las capas es de 425 pies y la presión en el pozo es de 600 -

lb/pg2 ? Suponga una caída de presión lineal de 2.8 lb/pg2/pie. 

Capa 

CAPA 1 

CAPA 2 3 

CAPA 3 

Solución: 

Utilizando la ecuación de Darcy dada por: 

KA IIP 
q ~ 0.001127 ~ IIL 

llP 
61 2.8 lb/pulg2/pie 

262 

136 

250 

184 

\Jo 
(cp) 

1.3 

2 

2. 2 

K 
(md) 

150 

300 

200 



SustituyendD este valDr en la ecuaci6ri se tiene: 

q 0.003156 KA 
~ 

Para la capa ND. '1:" 

q¡ 0.003156 (150}(136) 
( 1 . 3) 

Para la capa ND. 2: 

o. 003156 C300 l (ZSO) 
(2) 

Para la. capa ND. 3: 

0.003156 (200)(184) 
( 2. 2) 

PDr lo tantD: 

49.52 bl/día 

118.35 bl/día 

52 .. 79 bl/día 

,, i 

qT (49.52) + (118,35) + (52.79),· 

qT 220.66 bl/día 
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PROBLEMA No. 2. 

Desarrolle la ecuaci6n de Darcy para un sistema de coordenadas -

radial. Tome en ·cuenta que el &rea expuesta al .flujo es 2r.rh. 

Suponga que no existe da~o en la formaci6n. 

Soluci6n: 

De la Ec. de Darcy: 

KA dP 
q = -0.001127-;- ds 

Considerando que A 2Erh y que ds en este caso es dr, se tiene: 

K dP 
q =-0.001127 ¡;- dr (2rrh) 

Acomodando términos e int"egrando: i 

-0.001127 ! (2Dh) 
1.1 

JPe 

dP 
Pw 

O. 00708 Kh (Pe - Pw) 
1.1 

Sabiendo que 1~ diferencia de logaritmos es igual al cociente y, 

despejando el gasto de la ecuación ante~ior se tiene: 

o. 0_0708 Kh (Pe - Pw) q 
IJ ln re 

rw· 

Esta última expresión es la Ec. de Darcy para un sistema de coor. 

denadas. radial, donde Pe es la presi6n estatl,ca, ·pw_ es la presi6n 

de fo.ndo fluyendo. re es el radio de drene y. rw el radio del pozo. 
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PROBLEMA No. 3. 

Calcule el volumen de aceite que producirl un pozo en una semana 

si se cuenta con la siguiente información: 

h = 120 pies; Pe 

rw = 0.375 pies; K 

3200 lb/pg 2 ; Pw = 2500 lb/pg 2 ; re 

90 md; u= 1.2 cp; Bo = 1.15. 

Considere ademis que no existe dafto en el pozo. 

Solución: 

Con la Ec. obtenida del problema anterior: 

q 
0.00708 Kh (Pe - Pw) 

~ ln re 

rw 

1200 pies; 

Sustituyendo los valores que se dan como datos en esta ecuación 

se tiene: 

q = o. 00708 (90) (120) (3200 - 2500) 
(1. 2) ln e 1200) 

0.375 

q = 5526.52 bl 0 /dia .a c.y. 

Vol. aceité = 

Volumen a c.y. 

Finalmente: 

Volumen a c.s. 

Volumen a c.s. 

5526.52 (blod~ c.y.) 7 (días) 
lB 

38685.64 bl 
o 

38685.64 bl e 1 l blo a c.s. o a c.y. ~ bl 0 a c.y. 

3.3()39.69 bl 
o 

265 



PROBLEMA No. 4. 

Calcule el gasto y la distribución de presiones r~ra el sieulen-

te sistema: 

-------------------420' --------------

1 
L_ __ ~ __ _J ____ ~ __ -L ___ ~ ____ L_ __ : __ _J ____ ~ __ _L ___ ~ __ _JL_ __ ;___j· 
/- 6 o ' "---1 

Kx 200 md 

~ 1 cp 

A 200 pies2 

P¡ 600 lb/pg 2 

p7 lOO lb/pg 2 

Se tiene un sistema linea, medio homogéneo, hay un pozo inyector 

en la celda 1 y un pozo productor en la celda 7. 

Solución: 

Con la Ec. de Darcy se obtiene el gasto: 

q 
KA 

0.001127 ~L\L 6P (0. 001127) (200) (200) (500) 
(1)(360) 

q 62.61 bl/dia a c.y. 

En este caso particular las presiones se pueden calcular en una 

forma muy sencilla. Considerando que se trata de un sistema -

lineal, la presión varia en forma lineal para cada celda y el -
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gradiente permanece constante en el sistema, se puede·hacer una 

grlfica de·distancia v.s. P, tomando en cuenta los datos propo~ 

cionados, de tal manera que para cada distancia se pueda tener 

uri valor de presión. 

r 
600 P¡ 600 

500 p? = S 16. 6 

p 3 = 433.3 
400 

~ 

p4 350 N = 
0.0 
~ 300 ...... 

..ó 

~"':' 
..... 

0.. 200 

100 P 8 - .100 

o 
60 120 180 240 300 360 420 

distancia (pies) 
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PROBLEMA No. S. 

La ecuación ~ue repres~nta el si•tema planteado en el problema -

anterior es: 

o 
ax2 0.001127 .Kx (Vol. celda i) 

Donde q = 62.61 y q = -62.61 para las celdas 7 y 1 respectivameg 

te. Para las demás celdas q = O. 

Obtenga la representación en diferencias finitas y establezc~ el 

sistema matricial que deberá resolverse. ( 

Solución: 

La ecuación en diferencias finitas para las celdas 2, 3, 4, S y 

O para estas celdas el segundo término del ladá -

izquierdo de la ecuación original se elimina). 

pi+l - 2pi + pi-J 

(llx) 2 
o 

Multiplicando por (llx) 2 ambos miembros de la ecuación anterior:, 

/ 

Por io que, aplicando la última ecuación e.n las celdas donde no 

se conoce la presión, se tiene lo siguiente: 

1 
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Celda 

p ZP 2 + p3 + o + o + o + o o 
l 

3 o + Pz ZP 3 + p4 + o + o + o o 

4 o + o + p3 2P 4 + Ps .. o + o o 

S o +. o + o + ¡>'4 ZP s + p6 + o o 

6 o + o + o + o + Ps 2P 6 + p7 o 

Pasando las presiones conocidas del lado derecho de las ecuacio-

nes: 

-2P 2 + p3 + Q. + o + o -600 
', 

\ 
Pz ZP 3 + p4 + o + o o 

o + p3 ZP 4 + Ps + o o 

o + o + p4 ZP 5 + p6 o 

o + o + o + Ps ZP 6 -100 

Que en notación matricial· se escribe como sigue: 

- 2 o o o Pz r- -600 

- 2 o o p3 o 

o - 2 o p4 o 

o o - 2 Ps o 

J L o o o -2 p6 
¡ 

- 1 00 1 
1 

-' -' '-

Se recomienda resolver el sistema ant~rior por cualquiera de los 

métodos vistos en el capitulo 6 para comprobar que la solución -

es la mismn que se obtuvo en el problema 4. 

269 



----------.---------------~-----------. 

PROBLEMA No. 6. 

El yacimiento Cuichapa de el Distrito El Plan de· Petróleos Mexi-

canos, tiene una presión en el contacto agua-aceite de 3000 

lb/pg 2 a una elevación de ~10000 ~ies. El yacimiento tiene un 

espesor de 200 pies arriba y 200 pies abajo del contacto agua-a_ 

ceite. Considere que no existe zona de transición (Pcow = O) 

- 9800' ----------~ 
-10000' /-------- Co/w (P 

-1Q2QQI ¿~~-· -----------------------~ 
3000 lb/pg 2) 

a) Dibuje una gráfica de presión contra elevación usando un· gr~ 

diente en la zona de aceite de 0.3 y de 0.48 lb/pg2/pie en.-

la zona .de agua. 

b) Suponiendo que Se representa este yacimiento con una rnalia -

de una dimensión corno la. siguiente: 

100 1 

100' 
e o/w 

1 00' 

100' 

¿Cull es la distribución de potencial del aceite en la malla? 

¿Cuál es la distribución de potencial .del agua en la malla? 
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~alcule la diferencia de potencial del aceite entre las celdas -

2 y 3 (64>0 2-3). 

Calcule la diferencia de potencial del agua entre las celdas 2 y 

Solución: 

La presión en la cima del yacimiento será: 

3000ib/pg 2 - [co.3 ~)(200 pie)] 2940 lb/pgz p1e 

La presión en la base del yacimiento es: 

3ooo lb/pg 2 +[ca. 48 ~) c2oo pie~ 3096 lb/pgz p1e j 

9800 ~~~-4_o __________ ~,o~o_o __________________ ~'-o_q_s ________ P(lb/pg2) 

~ 10000 
"' " 

- - - - - - - - - - - - - e w/o 
.,..; 

E: 

10200 
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La"disttibuti6n de potencial del aceite en la malla es la si:· 

guiente: 

- Para el punto 1 

4> 1 = 3000 lb/pg2 - i(o. 3 ~l (150 pie~= 2955 lb/pg 7 
l2_ p1e j 

- Para el punto 2 

4> 2 = 3000 lb/pg 2 - i(o;3 ~) (50 pie~ 
l2_ p1e j 2985 lb/pg 2 

-·Para el punto 3 

4> 3 = 3000 lb/pg2 + i(o.3 ~) (50 pie~= 3015 lb/pg2 L:. p1e j 

- .Para el purito 4 

4> 4 = 3000 lb/pgz + ~0.3 1~~:? 2 ) (150 pie~= 3045 lb/pg2 

. La distribución de potencial del agua en ·la malla es: 

- Para. el punto 1 

4>] = 3000 lb/pg2 - ~0.48 ~)(150 p1e pie~= 292& lb/pg2 

- Para. el punto 2 

4>2 = 3000 lb/pg 2 - ~0.48 ~) (50 pie~= 4976 lb/pg 2 
p1e 

- Para el punto 3 

4>3 = 3000 lb/pg2 + ro.48 ~) (50 pie~ = 3024 lb/pg 2 
p1e 
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- Para el punto 4 

~ 4 = 3000 lb/pgz + lco.48 lQ/~)(150 pie~ t_ p1e ~ 
3072 lb/pg 2 

La diferencia de potencial del aceite entre las celdas 2 y 3 -

es: 

(2985) - (3015) -30 lb/pg 2 

- La diferencia de potencial del agua entre las celdas y 3 

es: 

l\1> w 2- 3 
(2976) - (3024) -48 lb/pg 2 
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PROBLEMA No. 7. 

Establezca la forma en diferencias finitas de Ja siguiente ecu~-

ción: 

azp a2p aP aP 
+ +a +b O 

Considere ~i ~ ~y. .Arrfiglela de tal manera ~ue pueda escribir

se en ferma matricial. 

Sol.ui:i6n: 

Utilizando las ecuaciones para la primera y segunda derivada que 

fperon obtenidas en el capitulo S, se tiene: 

azp P. - 2P. + pi-! .1 + 1 "1 

ax 2 (Lix) 2 . 

azp P. .. zi>. + P. J+! l J•l 
ay2 (Liy)2 

aP P. - P. 
~ 

.1+J 1•! 
ax _2(1\x) 

aP Pi~i - Fj-¡. 

ay. 2(1\y) 

Sustituyendo laS eipres iones obtenÍdas ·en la ecuaéión original.: 

· .... ; .. 
·_P_1. + 1. " 2P. +·P. P 1-.+ 1 - 2P. + P ¡· _ 1 
'"-""'--'~...c.,-__,...:1:.-....,·-',· .-'1":-'-¡ + - J -

(llx) 2 (Liy)2 
' ... 
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-

t) -p l + b i +! . i -1 

2(1ly) -' 
o. 

Como llx te. Multiplicando 1~ dltima expresión por Zllc. 

r : 
1 ri+l - 2P; + ri-11 
1 ------=---- i + 

L ÚC J 

Factorizando: 

\z [,', pi+ 1 lile + a + P. 
~- 1 

L 

+ p j- 1 
l P. 

"e - b J + J 
,_ 

o 

i 

r 4 J [.: b] a 1 + P. l- 1\C + 
p j + 1 + 

J 1 

1-~ o 
LL\C 

Esta Gltima expresión como podrá observarse, ya puede ser escri-

t¡:¡ en fornt::1 f;J.Jtricial. 
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PROBLEMA No. 8. 

En un problema de simulación en el que se tiene una sola inc6gn! 

ta se utiliza la siguiente malla: 

r 
1 

2 3 1 

1 
+ X 

4 6 

--: 8 9 
1 

El esquema de diferencias finitas que se usa es el convencional 

de cinco puntos para un modelo de dos dimensiones: 

a) Represente en forma esquemática el tipo de matriz que se te~ 

dría que resolver si se usa un esquema implícito (Ap = b; 

qué forma tiene la matriz A llamando a cada coeficiente x?) 

b) Price y Coats sugieren utilizar el mismo esquema implícito y 

la misma malla pero numerada de la siguiente forma: 

V 

2 8 S 1 
1 

-~X 

6 3 9 

7 4 

Indique si numerando la malla en esta forma se requieren menos 

operaciones para resolver el sistema utilizando eliminación de 

Gauss. 
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Solución: 

La ecuación a resolver es la siguiente: 

aP 
+ --

cuya equivalente en diferencias finitas es: 

2P .. +P .. P .. 2P .. +P .. 
1, J 1 - l , J + ---=1'-'1c_.]L+,:_.:_l ___ -'o1_,1 __,¡)c.__-"1-''-JL-__:_l 

(6x) 2 (6y)2 

Como se vió en el capítulo 5 esta ecuación, después de hacer al-

gunas consideraciones y operaciones puede quedar de la siguiente 

manera: 

ypi+¡, j - (4Y + 1) Pi, + YP. 
~- 1 ' 

+ yp. 
1! j + l + yp i ' j - l 

-P. 
1! 

Aplicando esta ecuación para cada celda de la primera malla se -

tiene (considerando los puntos que se emplean en cada caso): 

Para la celda 

Para la celda 8 
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Para la celda 9 

xs' X 9' xs 

Para la celda 4 

X¡' X 5' Xy, x7 

Para la celda 5 

X 5' X 2' xa, xs, x4 

Para la celda 6 

xs, X 5' x3, x9 

Para la celda 

Para la celda 2 

Para la celda 3 

Que en arreglo matricial toma la forma: 

r 

l 
-

1 
1 XX X 

1 
XXX X 

XX X 
lx XX X 

1 

X XXX X 
ii ·X XX X p 

X XX 
1 X XXX 

L X XX 
_j 

Para la malla numerada segGn Price y Coats se tiene lo siguien-
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te: 

Para. la celda 

Xl·t .1:&, X? 

Par:a l. a celda 1 

X¡., ;x-¡.' Xt.¡, X3 

Pcn~a l.~t celda 4 

-X4., ·~?; Xg 

Par,a: P. a celda 6 

x2~ X;:., X¡, X¡ 

Para la celda 3 

X¡, XH-, x5, x9, X? 

Par:a. la celda 9 

.x'9 ,,. x3, x4, xs 

Pag·;¡¡: la celda 2 

x2, ~6, xa 

P-a.Jra la cel.da 8 

.X .q JI x2, xs' XJ 

P'aJra 1a celda S 

X·s~· Xq, X:q 

Cuyo arreglo matricial es el siguiente: 
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X XX r l X X X 1 
X xxxx 

X X X 
X XX p ii 

XXX X 

1 

X XX X 
XX X X 

X 1 L '·XXX 1 ! _j -

A este último arreglo es más fácil transformarlo a una matriz 

triangular superior (se requier-en menos operaciones), tal como -

lo indica el m&todo de eliminaci6n de Gauss, por lo que.se puede 

concluir que es preferible numerar la malla como lo sugieren 

Price y Coats. 
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PROBLEMA No. 9 

Resuelva el siguiente sistema matricial por medio del algoritmo 

de Thomas: 

1 - 1 1 - 2 o o o o 1 p l 1 
1 

- 1 00 
1 

- 2 o o o P2 o 
o 1 - 2 o o P3 o 
o o - 2 o P4 Ol 

o o o 1 - 2 Ps 1 o 
o o o o - 2 P6 L o 

Solución: 

Lis expresiones que maneja el algoritmo de Thomas son las si-

guientes: 

bn· An Cn - l an C<n- l (1 

Sn dn An Sn -r -----
(2 an- 1 

* Sn 
Pn an ( 3 

Si - Ci Pn+l pn 
o.i (4 

Para inicializar el sistema s~ tiene: 

al b 1 

S 1 - 1 00 
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Calculando los términos a's y S's, recordando que los valores de 

A, b y e los da la matriz de coe-ficientes, seg6n se.explica en -

el capítulo S' se tiene: 

(A2) (C 1) ( 1) ( 1) 

a2 b2 --.-- -2 - 1. so 
a¡ (- 2) 

(A2) (S 1) ( 1) (- 1 00) 

52 d2 o - so 
a¡ (- 2) 

(A3) CC2) ( 1) ( 1) 
1. 333 a3 b3 - 2 

"2 -1. so 

(A3) (S 2) (1)(-50) 

53 d3 o - - 33.333 

a2 (-1.SO) 

(A4) e e 3) ( 1) ( 1) 

a4 b4 -2 - l. 2S 

"3 - 1. 333 

(A4) (S 3) (1)(-33.333) 

54 d4 o - - 25 

a3 (-1.333) 

(As) (C4) ( 1) ( 1) 

"S bs - 2 - 1 . 2 
= 

"4 (-1.25) 

(As) (54) (1)(-ZS) 

Ss ds o - - zo 
"4 (-1.2S) 

(A¡;) (C s) (1) ( 1) 
a'¡; b6 -2 - 1.1666 

<>s (-1.2) 

282 



s6 d6 

Con la Ec. 

* p¡ 
S¡ 

C<¡ 

* 
Sz 

Pz 
"'2 

p~ 
s3 

"3 

p~ 
·s4 

"'4 

* 
Ss 

Ps 
"'s 

* 
s6· 

P6 
"'6 

(A6) es s) 

"'s 

(3) : 

(-100) 

(- 2) 

(- SÓ) 
= 

(-1.50) 

(-33.333) 

(-1.333) 

(- 2 S) 

(-1.25) 

(- 2 o) 

(-1.2) 

(-Hi.666) 
----

(-1.1666) 

o -
(lJ C-20) 

(-1.2) 

so 

25 

20 

16.666 
= 

= - 16.666 

Finalmente con la Ec. (4) se obtienen los valores .del vector p: 

* P6 P6 14. 286 

Ss - Cs (p 6 í (- 20) - (1) (14.286) 
Ps 28.5717 

as (- 1 . 2) 
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s" - e" (p s) (- 2 5) - (J) (28.5717) 
P4 42.8574 

(14 (-1.25) 

53 - c3 (p") (-33.333) - ( 1 ) (42. 8574) 
P3 57.1429 

(13 (-1.333) 

52 - c2. (p 3) (-5o) - ( 1) (57.1429) 
P2 71.4286 

(l2 (-1. 50) 

S¡ - C¡ (p 2) ( -1 00 )" - ( 1) (71 o 4286) 
P¡ 85.7143 

a¡ (- 2) 

Por lo que la ecuación matricial resuelta es: 

1 -2 1 o o o o l ·85. 7143 r-ion 1 -2 1 o o o 71.4286 

o - 2 o o i 57.1429 
1 o 1 1 o o l -2 o 42.8574 1 o 

o o o 1 - 2 1 28.5717' ¡ o 1 

o o o o - 2 14.286 J ! o 1 
L L ~ 
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PROBLEMA.No. 10. 

El movimiento de un determinadá'solvente a través de un medio PQ 

roso en una dimensión estl gobernado por la siguiente ecuaci6~ -

difer~ncial en derivadas parciales: 

3p 3p 
e-- V 

ax (1 

Donde: 

e constante de difusividad. 

v término de la velocidad. 

p término de la concentración. 

Obtenga su aproximación equivalente eri diferencias finitas si se 

utiliza: 

a) Un esquema explícito. 

b) Un esquema totalmente implícito. 

e) Un esquema implícito (Crank- Nicholson). 

Solución: 

Segfin se vió en el capítulo S, se tendrl: 

azp 
pi+ l - 2p. + p· i- 1 . 1 

ax 2 (Lix) 2 (2 

ap pi+ 1 - p i- l 

ax (211x) (3 
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ap n+J n 
pi i 

at t~t e 4 

a) Utilizando un esquema explícito. Sustituyendo las Ecs. (2), 

(3) y (4) en la Ec. (1) se tiene; 

e [P~+l_-_z_P..::~~+-p-'~~-~~J- v [P~+J - P~-~~ 
(t~x)2 (26x) 1 

/ -' 

Despejando " n+ln pi 

n+l 
pi 

- 2pl_l + 
1 

(6x) 2 
- Vllt [ 

n _ n l 
pi+J pi-1 1 

(2llx) 

Factorizando la expresión anterior: 

n+l n 6tc 6tv [ -

'; • "i•> ¡,,,, - í,xj 
b) Utilizando un esquema totalmente implicito: 

e [P ~: ;._-_z_P_,~,_+_l_+_p-"~'--~-'-: J 
( llx) 2 

Despejando "pi!": 
1 

l n+l n+ll pi+¡- pi-¡ -
- V -

26x 
_j 

-Cllt r __ P_::~...:.:..::~_-_z_P-'~'-+-J_+_p...;~~-~....::.~] + V ll t 

¡· ( llX) 2 
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Factorizando: 

n+¡ 
-pi- 1 1--=- + 

1 (6x) 2 
l_ 

e) Utilizando 

l"~+¡ n - 2p i 1 
2 e 

L (Llx) 2 

un esquema 

Pn l + 
1- lj + 

1 l r 2 Ci\ t 

! 1 J L + ~-
n+J 

pi+ 1 

implícito (Crank -

1 n+ 1 
2 n+l 

-pi+! 
- + 1 pi 

2 e 
(6x) 2 

:.\t 

ll Ci\t 

(!lx)2 
V6tl 
2!\x 

Nicholson) 

n+l 

J 
pi- 1 

\ 

Multiplicando ambos miembros por "6t", factorizando y pasando 

del lado derecho los t!rminos evaluados al nivel de tiempo cono-

e ido "n" se llega a: 

[ "' V6tl 1 --=-1 ~-~ 6t Vtit l n+l l1 n+J n+J + ' pi- 1 
+ + pi -1 P_i + 1 2(~x) 2 41\x i e 6x) 2 J Lz ( !lx) 2 46xj _j 

~ C6t 
V6tl 

1-
C6t l c6t :::] 1 n + 

1 

1 
(6x) 2J n n , ___ + 

pi- 1 pi + --- - pi+! 1 
2 ( .::x) 2 2(Llx) 2 1 4llx 

' 
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PROBLEMA No. 11 . 

Considere una malla en una dimensión como la que se muestra en -

la figura siguiente: 

'-------L--2 ¡'----3 '-------.J4 '-------.J'----6 '--------"-----, 1 L. , 
f------------------800 pies--------------------~ 

Se cuenta con la siguiente información: 

('.X cte 100 pies 

K 200 md 

~ 0.3 

~ 3 cp 

co 3 X 10- 5 (lb/pg 2 ) -l 

La ecuación que representa la distribución de densidades en la -

malla es: 

ap 

Las condiciones iniciales' son: 

t o p (x, o) 0.8 

Las condiciones de frontera son: 

t 

t 

o 

o 

p(o, t) 

p(800, t) 
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Empleando un esquema explícito obtenga la distribución de densi

dades a lo largo de la malla !Jara un tiempo total de 20 minutos 

utilizando un lit= 10 minutos. (lit~ 1/1440 dias). 

Solución: 

La ecuación en diferencias finitas que se empleari es la siguie~ 

te: 

n n n 1 rp:~+ 1 pn ·pi+ 1 - Zpi + pi- 1 -
' . 1 

( llx) 2 a ! lit J L 

De la que despejando y factorizando se llega a: 

p~ 11 
1 ,¡ 

'--

De los datos del problema~ 

0 .. 001127 K (200) (0. 001127) 
a 

(0. 3)(3)(3 x 10- 5 ) 

lit (1 O) (8348 .. 15) 
---a 0.0058 
(llx) 2 (100) 2 (1440) 

Por lo que la ecuación quedari como:. 

0.005S + 0.0058 n 
+ 0.9884 pi 

Ui:a l 
. ( llx) 2 

_J 

8348.15 

Para lit 10 minutos (se emplean ias condiciones iniciales y de 
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frontera. La frontera se considerará con un bloque ficticio a 

la izquierda y a la derecha de las celdas 1 y 8.respectivamente). 

En la celda 

0.0058 (0.8) + 0.0058 (0,6) + 0.9884 (0.8) o. 7.988 

En la celda· 2 

O. 0058 (0. 8) + (O. 0058) (0. 8) + O. 9884 (0. 8) 0.8 

En la celda 3 

O. 0058 (0. 8) + (O. 0058) (0. 8) + O. 9884 (0. 8) 0.8 

El mismo valor se obtiene para las celdas 4, S, 6, 7 y 8. 

Cuando t = 20 minutos (se considera otro 6t 10 minutos) la dis 

tribución de densidades es la siguiente: 

En la celda 1 

0.0058 (0.8) + 0.0058 (0.6) + 0.9884 (0.7988) 

En la celda 2 

o. 0058 (0. 8) + o. 0058 (0. 7988) + o. 9884 (0. 8) 0.799 

En la celda 3 

O. 0058 (O. 8) + O. 0058 (O. 8) + O. 9884 (0. 8) 0.8 

En la celda 4 

0.0058 (0.8) + 0.0058 (0.8) + 0.9884 (0.8) 

En las celdas S, 6• 7 y 8 se tendrl el mismo valor de O.B 
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La distribución de densidades no ha cambiado gran cosa ~ebido a 

que el tiempo_ que se ha considerado (20 minutos) es pequefio co

mo para ten~r variaciones considerables. 

Se recomienda, siguiendo. el procedimiento descrito con-anterio

ridad; calcular la distribución de ~énSidade.s para .. un tiempo m.!!_ 

yor, ademls de determinar los •fectos que tendría, sobre la-~o

lución del problema: 

a). El cambio en el valor de at. 

b) El cambio en el valor de 6x (dUplícando el número .de _celdas· 

que constituyen :la malla). 

~) Variación en los valores de j, u, K y_c. 

Debido a lo tedioso de los cálculos, quiz&·convendría elaborar 

un pequefio progiama de cómputo en ~alculadora de bolsillo para 

resolver el problema. 
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C A P I T U L O 9 

- BOAST -

SIMULADOR DE ACEITE NEGRO MULTIFASICO, TRIDIMENSIONAL. 
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9.1 Introducci6n. 

En el Centro de Cfilculo de la Facultad de Ingeniería (CECAFI), 

se han estado haciendo diferentes pruebas a un simulador con el 

objeto de tenerlo operando para ser utilizado tanto por los a

lumnos que cursen la materia ''Simulaci6n Matemática de Yacimien 

tos'' como por todas aquellas personas, profesores o eitudiantes 

de la carrera de Ingeniero Petrolero que estén interesados en -

llevar a cabo alg6n ~studio o investigaci6n cori él. 

El contar con una herrami~nta de esta naturaleza en la Facultad 

.de Ingenieria es sin lugar a duda un avance significativo; pri~ 

cipalmente en el aspecto didfictico, pues los alumnos lejos de -

quedarse con el solo aprendizaje te6rico podrán aplicar de alg~ 

na manera los conocimientos que adquieran durante el curso y c9_ 

nocer fisicamente como manejar un simulador, ia informaci6n que 

se le proporciona y en que forma se obtienen los resultados, 

~ismos que podrán ser analizados y discutidos durante el curso 

del semestre lectivo. 

BOAST que es ~l nombre de dicho modelo es un simulador de acei

te negro, para tres fases - tres dimensiones, que puede emplea! 

. se en estudios d~ depresionamiento natural, mantenimiento de 

presi6n y ~n proyectos S~ncillos de recuperaci6n secunda~ia por 

medio de inyecci6n de agua. 
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Este simulador fué desarrollado por el Departamento de Energía 

de Estados Unidos y publicado en 1982. En un principio se te

nia grabado en una cinta y el trabajo desarrollado .consistió en 

"cargarlo" (o introducirlo) en la computadora Vax 11/780 con 

que se cuenta en la Facultad de Ingeniería. Hasta el momento, 

BOAST ha sido prob3do para simular el comportamiento de yaci- -

mientas en una y dos dimensiones. 

Hay que hacer notar que lejos de ser éste un capítulo destinado 

~1 estudio detallado ~e BOAST y la manera de poder utilizarlo, 

lo que puede ser por si solo motivo de un libro quedando por lo 

tanto fuera del alcance.del presente trabajo, lo que aquí se 

pretende es verlo mis bien a un nivel informativo sin llegar a 

profundizar en el tema. Para todas aquellas personas interes! 

das en el manejo de BOAST cabe decir que, una vez que se tenga 

completamente listo este simulador con todas sus alternativas -

de uso probadas, se piensa imprimir un pequeño manual sobre su 

manejo. 

9.2 Aspectos Generales. 

BOAST fu~ desarrollado principalmente con el apoyo económico 

del Depart8mento de Energía (DOE) de los Estados Unidos. Es 

una versión sustancialmente mejora-da de un simulador desarrolla 

do por SJw~er y Mcrcer en 1978. 

BOAST e~ un modelo de aceite negro en tres fases - tres dimen-
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siones que, como se mencionó en ~1 capitulo 3 J~ este trabajo_ 

son los simuladores qnc se han util j z:1do con m::vor frecucnci:~ n 

lo largo de la historia de ]<J simulación. fst6 Jiseüadu con -

el fin de ser un programa de uso f5ci1 para simular el comport~ 

miento de yacimientos de aceite negro en dcprc~ionamicnto n:~tu

ral, mantenimiento de presión (ya sea mediante J;o invcc~ión de 

agua y/o la de gas) y en operaciones básicas de Tecuperación se 

cundaria como es el caso del desplazamiento de acelte por meJio 

de la inyección de agua. 

Las ecuaciones que resuelve el programa son las establecidas P! 

ra tres fases (aceit~. agua y gas) que se vieron en el capitulo 

7. El esquema de solución que utiliza es el IMPES, el cual es 

un procedimiento implicito en presión y explícito en saturación 

y que es utilizado ventajosamente en la mayoría de los estudios 

de yacimientos. , Para la soluc:ión de la ecuación Ratricial 

BOAST tiene la caracteristica de poder resolverla a] elegir uno 

de los tres m§todos con que cuenta; dos de ellos son directos y 

el terceTo es interativo. Uno de los m&todos dirc~tos que ut! 

liza el programa ll•m~do BAND, es pTicticamente e] a§todo de 

destomposición matricial visto en el capítulo 6; el otro llama

do D4 es un ordenamiento especial, un t8nto difereDte a Jws vis 

tos aqui. El m§todo interativo (LSOR) es muy paTcecido al méto 

do de relaj~ción estudiado en el mismo capítulo 6. 

Por 6ltimo, las condiciones de frontera que se usau en el pro

grama son las de no-flujo o frontera cerrada y se establecen al 
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hacer las transmisibilidades de los bloques de la periferia de 

la malla igual a cero. 

9.3 Estructura del programa. 

Cada corrida de BOAST hace en dos etapas. En la primera se 

leen todos los datos. excepto aquéllo~ con la información de 

los pozos y de los incrementos de tiempo. Este primer grupo -

de datos sirve para fijar en el modelo las condiciones inicia-

les del yacimiento. Una vez que se ha inicializado el progra-

ma, éste procede a llevar a cabo la segunda etapa que consiste 

en resolver las ecuaciones del flujo de los fluidos. Debido a 

que la configuración y estrategia en la operación de los pozos 

que integran el yacimiento pueden cambiar durante la vida pro-

ductiva del mismo, BOAST permite introducir los datos con la in 

formación de los pozos en tiempos especificados por el usuario 

durante alguna corrida. La naturaleza repetitiva de los datos 

cori la información de los pozos y con la medida de los interva-

los de tiempo .a utilizar para llevar a cabo la simulación han -

provocado que la información para la segunda etapa se les deno-

mine datos recurrentes. 

El procedimiento de c61culo utilizado por BOAST puede resumirse 

de la siguiente manera: 

1) Etapa de inicialización 

a) Lec la gcometria de la malla 
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b) Lee la distribuci6n de porosidades y de permeabilidides. 

e) Calcula la parte geom6trica de las transmisibilidades. 

d) Lee las propiedades de los fluidos y los datos de per-· 

meabilidades relativas. 

e) Inicializa la· distribuci6n de presiones y de saturacio· 

nes. 

f) Especifica los parámetros para los m6todos de soluci6n. 

2) Etapa.dé recurrencia. 

~) Lee los· datos con la informaci6n de los poz?s y de los 

intervalos de tiempo a utilizar. 

b) Calcula los gastos de lo~ pozos por medio de .la opci6n 

de· un gas~o. máximo. 

e) Ca:lcula l~s gastos de los pozos por medio de la opción 

de presi6n máxima. 

d) Calcula 'ios coeficientes de la ecuación de presi6~. 

e) Cambia los coeficientes para la opción de presi6n impli 

cita. 

f) Resuelve la ecuación de presi6n. 

g) Calcula ·los gastos de los pozos por la opción de pre· · 

sión implicita. 

h) Resuelve para la saturación de aceite (So). 

i) Resuelve para la saturación de agua (Sw). 

j) Utiliza la ecuación siguiente Sg = 1 · so·· Sw, para 

calcular las saturaciones de gas. 

k) Prueba para el intervalo de tiempo automático .. Repite 
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el intervalo de tiempo si es necesario. 

1) Calcula la presi6n de burbujeo. 

m) Escribe el reporte de pozos. 

n) Hac& un cilculo de balance de materia. 

ft} Escribe el resumen del reporte. 

o) Actualiza la distribuci6n de presiones y de saturacio, 

nes. 

p) Repite la etapa de recurrencia. 

En la Fig. (9.1) se presenta el diagrama de flujo con el proce

dimiento de cálculo que utiliza BOAST. 

9.4 Subrutinas que maneja el programa. 

BOAST cuenta con diecinueve subrutinas, cada una de las cuales 

tiene una determinada funci6n. A continuaci6n se da una lista 

de estas subrutinas y el prop6sito que tiene cada una de ellas: 

Subrutina 

BANDIN 

BAND 

CODES 

Funci6n 
u 

Construye la matriz de coeficientes para la solu 

ci6n del vector de presi6n con un ordenamiento -

standard. 

Resuelve el vector de presi6n por descomposici6n 

matricial. 

Lee el mitodo y los parámetros de soluci6n y dia¡ 

nostica el control de salida. 
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CALCUL~ ~ PAATI. Ghl· 

TllJCA DI &.A& TA&NI:IIIISIBiu
OADU. 
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2/3 

·_7 
INICIA ETAPA DE 

RECURRENCIA 

(NFORMACION DE LOS POZOS E INTER_ 

VALO DE TIEMPO A UTILIZAR cb 
CALCULA El GASTO DE LOS POZOS CON 

LA OPCION '' RATE CONTRAINT" 

CALCULA El GASTO DE LOS POZOS CON 

LA OPCION "PRESSURE CONTRAINT" 

CALCULA LOS COERCIENTES DE LA ECUA_ 

CION DE PRESION 

CAMBIA LoS COEFICIENTES PARA LA OP_ 
CION DE PRESION IMPLICITA 

/ 

RESUELVE LA ECUACION DE PRESION 

CALCULA LOS GASTOS DE LOS POZOS 

POR LA OPCJON DE PRESION IMPLICITA 

¡ 
1 RESUELVE PARA LA So l 

1 
r RESUELVE PARA LA Sw 1 • . T 
1 s..,' 1 So- Sw l 

w 
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S/ll 

REPITE ETJIPA DE 

RECURRENCIA. 

FHl. 9.1 PROCEDIMIENTO OE CALCULO OE •soASt• 

302 



·subrutina 

D41N 

GRIDl 

INTERP 

INTPVT 

. LSOR 

LTRl 

MATBAL 

NO DES 

PARMl 

PRTPS 

QRATE 

Funci6n 

Construye la matriz 'de coeficientes para la ,sol~ 

ci6n del vector ~~ pre~i6~ i:on un Drdena~iento -

D4. 

Lee la medida de. los bloques de. la malla y calcu 

la la elevati6n de los nodos, 

Hace. interpolacio.nes 1 inea1es. 

Hace la interpolaci6n lineal para el punto de 

burbujeo para el cálculo de las propiedades PVT 

del aceite bajosaturado . 

Método de sobrerelajaci6n lineal sucesiva para -

la soluci6n de la ecuaci6n matricial. 

Algoritmo .tr~diagonal. 

Hace los cáiculos de balarice de materia. 

Lee los datos con la informaci6n de los pozos y 

de los intervalos de tiempo. 

L~e la distribuci6n de porosidades y de permeab! 

lidades. 

Escribe un reporte resumido. 

Calcula los gastos de los pozos para cualquiera 



Subrutina 

SOLMAT 

TABLE 

TRANl 

UNIN!Tl 

.. Funci6n 

de lo9 dos casos: 

PRATEl: Revisa los coeficientes de la ecuac:i6:n -

de presi6n cuando se utiliza la opci6n 

de presi6n implicita . 

. PRATEO: Calcula los gastos' cuando se uLiliz·a 1'1 

opci6n de presi6n implicita. 

Calcula los coeficientes para el vector"de pre

si6n. 

Lee los datos PVT y las permeabil"idades relati-

vas. 

Calcula ia parte geométrica de las transmisibili 

dades. 

Lee la distribuci6n de presi6n y de saturaci6n 

inicial. 

9.5 Forma de .introducir Jos datos al simulador. 

Los datos que se introducen al simtilador pu,den ser divididos 

en dos grandes grupos que son: los datos de inicializaci6n y 

·los datos de recurrencia, 

guiente: 

El orden de introducirlos es el si-

l) Datos de Iniciaci6n:. 
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·¡·' 

1".1 Geometriá y dimensiones de. la· malla;. 

a) Títulb: .:de la tarjeta. .. 
' 

b) Número de bloques que componeri:la malla del modelo; 

e) Título de la tarjeta. 

d) código para controlar el tipo de entrada que ser~ 

utilizado. 

e) Dimension(es) de bloque(s) en la direccíón - x. 

f) Dimension(es) de bloque(s) en la: dirección - y. 
1 

g) Dimension(es) de bloque(s) en la dirección - z; 

1.2 Modificaciones a las dimensiones de la malla. 

a) Título de la tarjeta. 

b) Número de bloques donde las dimensiones de la ma-

lla serán cambiados. 

e) Modificaciones de las dimensiones de la malla en -
la dirección - x. 

d) Modificaciones de las dimensiones d.e la malla en -
la dirección - y. 

e) Modificaciones de las dimensiones de la malla en -
la dirección - z. 

1.3 Profund.idades de la cima de los bloques para la prime' 

ra capi de bloques. 

a) Título de la tarjeta. 

b) Código que controla la en·trada de los valores de -

las profund.idades. 

e) Valor(es). de la(s} profundidad(es) . 
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1.4 Distr'ibuci6n de las poros,idades y permeabilidades. 

a) Título de la tarjeta. 

b) C6digo que controla la entrada de los valores. 

e) Valor(es) de porosidad(es). 

d) Valor(es) de permeabilidad(es) en la d:j.recci6n - x. 

e)' Val.or(es) de permeabilidad(es) en la dirección - y. 

f) Valor(es) ·de permeabilidad( es) en la direcci6n - z. 

1.5 Distribuci6n de las porosidades y permeabilidades modi 

ficadas. 

a) Título de la ~~rjeta. 

b) Número de bloques en los que se cambiarán. los valo 

res de porosidades y/o permeabili.dades. 

e) Modificaci6n en el (los) valor(es) de la(s) poros! 

dad(es). 

d) Valor(es) modificado(s) de la(s) permeabilidad(es) 

en la direcci6n - x. 

e) Valor(es) modificado(s) de. Ú(s) permeabilidad(es) 

en la direcci6n - y. 

f) .Valor(es) modificado(s) 'en la(s) Pe·rmeabil~dad(es) 

en la direcci6n - z. 

l. 6 Modificaciones de la transmisibilidád. 

a) Título de la tarjeta. 

b) Número de bloques en los cuales se va a cambiar el 

valor de la transmisibilidad ... 
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.. , .. 

... , 

i ,:.·· 

p Vai~;H{esJ. de. transmisibilid~d .modificados ·en ·la' di 

recci6n -.. x . 

d) Válor(es) de transmi s íb ili.dad modificadOs en la di 

recci6n - y .. 

e) Valor(es) de·transmisibi.lidad modificados en la di 

recci6n - z. 

l. 7 Tabla de' permeabilidades relativas y de presiones cap.!_ 

lares. 

1.8 Tabla de las propiedades PVT de los fluidos. 

a) Título de la tarjeta. ) 

b) Presi6n de burbujeo, propiedades del aceite bajos~ 

turado, miximo valor de presión que entra en la ta 

bla PVT. 

e) Título de la tarjeta. 

d) Tabla PVT del aceite. 

e) Título .de la tarj.eta. 

f) Tabla PVT del agua. 

g) Tít~Jo de la tarjeta. 

h) Tabla PVT del gas y compresibilidad,de la roca. 

i) Tltu~o de la tarjeta. 

j) Densidad de los fluidos del yacimiento. 

1.9 Inicializaci6n de la presi6n y de la saturación. 

a) Titulo de la taTjeta. 

b~ C6digo que controla la inicializaci6n d~ la. presión 
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y de la saturaci6n. 

e) Datos iniciales de presi6n. 

d) Datos iniciales de saturaci6n. 

1.10 C6digos de diagn6stico. 

a) Título de la tarjeta. 

b) C6digos para controlar la salida de diagn6stico, 

1.11 Parimetros que controlan la corrida:. 

a) Título de la tarjeta. 

b} Valores de los parlmetros que controlan la corrida. 

1.12 Especificaciones del m'iodo de soluci6n. 

a) Título de la tarjeta. 

b) Parmlmetros de control del m'todo de soluci6n. 

2) Datos de Recurrencia. 

a) Título de la tarjeta. 

2.1 Control de salida y del intervalo de tiempo. 

a) C6digo para el control de la salida y del interva

lo de tiempo. 

2.2 Informaci6n de los pozos. 

a) Título de la tarjeta. 

b) Número total de pozos en el modelo. 

e) Tarjeta con las características de los pozos. 

d) Informaci6n de los pozos. 

Nuevamente con la informaci6n que se proporciona aquí acerca de 
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:_ .·. ·. .. ·:.: .· .· 

la.manera de introduCir :los d~tos al ·p~ogr<im~ no e~ suficiente 

pár¡¡¡ poder realizar tina t~rrida, · ¡:iilra élio es preCiso consult?r 

el nianual original de .~OAST, 

!).6' Información que proporciona el programa. 
: .· . . .: : '. . . 

De la misma manera .en que se hace p:na los datos: que se introdu 

cen en el· simul¡¡dor, la. info1;mación· que. éste proporciona puede 

dividirse efl: .de in:iciació~ y de recurrericia. Asi. pues, BOAST 

siempre proporciona los siguientes datos 'de. inicialización: 

a) Medida de los bloques .de 1~ maila. 

b) ~levación de los nodos de la malla. 

e) Distribución de porosidad. 

d) Distribución de permeabilidades. 

e) Tabla de permeabilidades relativas y de presiones capilares. 

f) Tabla PVT de los fluidos. 

g) Pendientes calculadas de los datos PVT (incluyendo .la co~-

versión de unidades para .uso interno d~l programa). 

h) Datos de.control del periodo de tiempo. 

i) Volúmenes iniciales de fluido en el yacimiento. 

j) Distribución inicial de presiones y de saturaciones. 

k) Información inicial GJ..e los pozos. 

Puede obtenerse a la salida más información a discreción del u-

suario, sin embargo, ésta generalmente carecerá de importancia. 
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La irtformaci6n de recurrcncia que se obtiene Ju1·untc el curso -

de la Torrid;:~, t5enc tres formas cscnci.:dcs que son: 

l. Reporte de pozos. 

2. Resumen. 

3. Arreglo de la distribuci6n de presiones y de saturaciones. 

En el reporte de pozos se tienen, a los tiempos especificados -

por el usuario, los gastos y dutos de proJucci6n y/o inyecci6n 

de cada pcizo, asi como los totales del cumpo. 

El resumen es sin lugar a duda de los tres reportes que propor-

ciona el programa, el más importante. Contiene un resumen de 

la producci6n e inyecci6n total en el campo, informaci6n sobre 

el periodo de tiempo y del balance de materia y una determina-

ci6n de cuando han ocurrido los máximos cambios de presiones y 

de saturaciones en el modelo del yacimiento. 

Por último, el usuario podrá obtener los arreglos de las distr~ 

bucioqes.de presi6n, de saturaci6n y de presi6n de saturaci6n-

cuando lo desee, aunque gen~ralmcnte este Último carece de sen-

tido mandarlo imprimir. 

A continuaci6n se pueden observar los resultados que proporcio-

n6 el simulador al correr un ejemplo sencillo en una dimensión. 
/ . 

El objetivo de ello es q·ue el alumno conozca la manera en qu·e -

el modelo da Jos resultados y no los analice, ya que para ello 

habria que explicar con m's detallc:~l respecto, 
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9.7 Ejempla de aplicación. 

Se hizo una corrida para simular el comportamiento de un yaci

miento sujeto a la inyección de agua e.n una dimensión· (modelo -

horizontal). Los datos utilizados en el ejemplo fueron: 

Número de bloques que componen la malla 

Todas las celdas tienen las mismas medidas. 

Longitud de las celdas en la dirección - x 

Longitud de las celdas en la dirección - y 

Longitud de las celdas en la dirección - z 

Profundidad de todos los bloques 

Porosidad para los bloques 1 y 40 (extre-

mos de la malla) : 

Porosidad para los demás bloques 

Los datos de permeabilidad'son los mismos 

para todas las celdas. 

Permeabilidad en la dirección - x 

Permeabilidad en la dirección - y 

Permeabilidad en la dirección 

Los valores iniciales de saturación son -

los mismos para todos los bloques. 

Saturación inicial de aceite 

Saturación inicial de'agua 

Se tienen dos pozos en la malla: 

40 

20 pies 

1320 pies 

20 pies 

8325 pies 

0.125 

0.25 

200 md 

200 md 

20 md 

0.80 

0.20 



1) En el bloque 40 

Un pozo productor (6~0 bl/dia y 'Pwf '2500 lb/pg 2 ). 

b) En el bloque 1 

Un pozo inyector (900 bl/dia y Pwi 7500 lb/pg 2 ). 

Se consideraron intervalos de tiempo de tres dias. 

Los resultados que se obtuvieron con 1~ variaci6n en la distri

buci6n de presi6h y de saturaci6n a lo largo de la malla se 

muestran a continuaci6n. 
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.¿. 

ARCHIVO DE DATOS EI>!PLEADO 

EJEMPLO SENCILLO DE DESPLAZAMIENTO POR AGUA EN UN YACIMIENTO DE 

ACEicr:E NEGRO. 

40 

MEDIDA DE LAS CELDAS. 

-1 - 1 

20. 

1320. 

20. 

' ' 

-1 

MODIFICACIONES A LAS MEDIDAS DE LAS CELDAS. 

o o o 1) 

PROFUNDIDAD DE CAPA SUPERIOR DE BLOQUES. 

o 

8325. 

VALORES DE POROSIDAD Y DE PEm1EABILIDAD. 

- 1 - 1 -1 - 1 

o. 250 

200. 

200. 

20. 

MODIFICACION A LOS VALORES DE POROSIDAD Y DE PERMEABILIDAD 

o o o 

0.125 

40 0.125 

313. 
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MODIFICACION A LOS VALORES DE LAS·TRANSMlSIBILIDADES. 

o o ·o o 

SAT KRO KRW KRG PCOW PCGO. 

-0.10 o.o 0.0 0.0 

0.10 0.0 o. o 0.000 

0.20 0.00147 0.0 0.075 

0.30 0.00228 o. 012 2 0.190 

0.40 0.03700 0.0244 0.410 

0.50 o. 05710 0.0336 o. 72 

0.60 o .134 0.0672 0.87 

0.70 o. 207. 0.1344 0.94 

0.80 0.604 0.2688 0.9667 

0.90 l. 00 o. 4 704 0.9933 

1.10 1.0 0.5 1.0 

PBO VSLOPE BSLOPE RSLOPE PMAX 

4014.7 0 .. 00 -0.000001 0.0 9014.7 

p VIS CA BO RSO 

l4. 7 2. o 1.5 1.0 

4il14.7 2.0 1.5 1.0 

9014.7 2.0 1.5 l.. O 

p VISCAG BW RSW 

14.7 1.00 1.0 0.0 

4014.7 1.0 1.0 0.0 

9014.7 1.0 1.0 0.0 

p VISCG BG CR 

14.7 0.0080 0.935800 o.oooo'o3 
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264.7 

5H. 7 

lOH. 7 

2014:7 

3014.7 

4014.7 

5014.7 

901L7 

Df:'>IAC 

46.244 

1l! STRUUCI ON 

o 

4806.6 

o. 80 

KSNL 

o 

0.0096 

o. 0112 

0.0140 

0.0189 

0.0228 

0.0268 

0.0309 

~ 
0.0470 

DENAG 

62.238 

INICIAL DE 

o 

0.0 

0.20 

KSML 

o 

0.067902 0.000003 

0.035228 0.000003 

O. 017951 0.000003 

0.009063 0.000003 

0.006064 0.000003 

O.ll04554 0.000003 

0.003644 0.000003 

0.002167 0.000003 

DENGAS 

0.0647 

PRESION Y DE SATURACION 

8425.0 

0.0 

KCOL 

o 

8300.0 

KTR 

o 

KCOF 

o 
N~tl\.X FACTl FACT2 TMAX WORfV!AX GORMAX PA/•1IN 

son t.zo 0.5 36s.o 20.0 

KSOL lHTJ< OMI'GA TOL TOLJ 

100 l. 7 o 

DATOS DE REClJRRENCIA 

3.Q 3.0 3.0 

Ci\STOS 

o. 1 0.0 

500000.0 14.7 

DSMAX DPMAX 

0.05 100.0 

o 

PROD !~O 600.0 0.0 0.~ 0.0 

J.i.l 250.0.0 
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PA~1AX 

10000.0 



INJ 1 1 2 0.0 -900.0 0.0 0.0 

10.0 7500.0 

o 8 o o o b o o o 
3.0 3.0 3.0 

o o o 
3. o . 3.0 3.0 

o 9 o o o o o o o 
3.0 3.0 3.0 

o 1 1 1 o o 
3.0 3.0 

o 9 o o o o o o o 

3.0 3.0 3.0 

o 1 1 1 1 1 o o 
3.0 3.0 3.0 

o 9 o o o o o o o 
3.0 3.0 3.0 

o 1 1 1 1 1 o o 
3.0 3. o 3.0 

o 79 o o o o o o o 
3.0 3.0 3.0 

o 1 1 1 1 1 o o 
3.0 3.0 3.0 
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-~ 

UUUUUUUIIIIIIIIfllllltiiOIImuuuuummmUWUUUSl 

• • • • * BOAST: 1 
1 lllACit Oll APPLIED SllllllATIOH TOOI. 1 
1 IIIERSIOH 1.11 t 

• • • • ~~tmUima&UttU 

nuumammamut~m..mmamn..matnnttnttttttm 
• - 1 

t EJEIIPI.O SEHCILLO DE DESI'I.AZAIIIEIITO POR AGUA EN lJII YAmiEIITO DE ACEITE NEGRO t 

• • 
''''''''''''''''***'*'***'*mut''''''''''*'*''*'*****'**'*mmutt**'*'***'*'* 

&RID BI.OCX LEIIGTH IDXl IS INITIALLY SET AT. 20.0000 FOR ALL HODES 

&RID BlOCK YIDTH IDYl IS INITIALLY SET AT 1320.0000 FOR ALL HODES 

&RID BI.OCX DEPTH IDZl IS IMITIAUY SET AT 20.0000 FOR ALL NODES 
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h3UmU ND!I[ mPOIHT EU:WITIOHS mmtm 

k = 1 

83l5. SJ35. SJ35. SJ35. SJ35. 8335. 8335. 83l5. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 
SJ35. SJ35. SJ35. 8335. 8335. SJ35. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 8335. 

P,IJROS!TY (PHI) !S INITIALLY sn AT 0.2500 FDR All HGDES 

PERMEAB!l!TY (KX) IS INITlALL Y SET AT 200.0000 FDR All HGDES 

PER!!EABILITY (kV) IS INITIALLY SET AT 200.0000 FDR Al.L HODES 

PERIIEAB!LITY (KZ) IS INITlALLY SET AT 20.0000 FOR All HGDES 

mmmaPOROSITY HGDE IIODIFICATIONS&amuau 

1 J 
1 1 

40 1 

HEY PHI VAI.UE 
0.1250 
0.1250 

atummPOIIOSITY DISTRIBUTIOII FIJU!ll~SmUUm 
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K; f 

O.USOOo25000oiSOOOo25000•25000•25000•2S000.~.25000.2S000.25000.2SOOo,2SQOÓ,2SQ00,2SQ00,25000,25000o25ooo.25ooo,2500···· 
0.2$GOo2SOOOo25000o25000o25000o25000o25000o2SQ00;250Q0;2SQ00~2SOOOo2SOOÓo25000~25000o25000o25ÓOOo25000.o25000;25000o1250·· 

: .. 

U*U EHPIRICAL DATA TABLE UU& 

SIIT KRO KRII KRG PCOW PCÓ6 . 

:-Oo!OOO. o.oooo ~.0000 o.oooo . o.oo o.oo: ~ . ~· 

o.1ooo o.oooo o.oooo o.oooo o.oo o.oo 
0.2000 0.0015 o.oooo 0.0750 o.oo o.oo 
O,JOOO 0.0023 0.0122 0.1900 o.oo o.oo 
0.4000 0.0370 0.0244 0.4100 o.oo o.oo 
0.5000 0.0571 0.0336 o.noo o.oo o.oo 
0.6000 o.134o o.06n 0.8700 o.oo o.oo 
0.7000 0.2070 0.1344 o.9400 o.oo o.oo 
o.aooo 0.6040 0.2688 0,96/¡1 o.oo o.oo 
0.9000. 1.oooo 0.4704 Oo9933 o.oo o.oo 
1.1000 1.0000 o.sooo 1.0000 o.oo o.oo· 

PBO VSLOPE BSI.OPE RSLOPE PIIAX 

4014,70 O,OOOE+OO -O o100E -o5 o.oo 9014.70 

VISO 80 RSO 

!4.7 2.000!) 1.5000 1.oo · 
4014.7 2.0000 1.5000 1.00 
9014.7 2.0000 1.sooo 1o00, 

UISW 811 RBII 

14.7 1.0000 t.oooo o.oo 
4014.7 t.oooo t.oooo o.oo 
9014 .• 7 !.0000 ¡,oooo o;oo 

p VIS& B& CR 

14.7 o.ooaoo. 9l5BEiilO o .lOOE.-05 
264.7 o.00960.6790!·01 o.joot:-o5 
514.7 0.01!20,J52li-OI O,lOOE-.05 
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.. a _ _.. 

1014.7 0.01400.1795E-OI O,JOOE-oS 
2014.7 O.OI89G.9063E-o2 o.JOOE-os 
2514.7 o.o2080.n66E-o2 o.JOOE-os 
3014,7 0.02280,6064E-o2 O,JOOE-os 
4014.7 o.o2680.4554E-02 o.300E-os 
5014.7 o.03090.3644E-02 o,JOOE-os 
9014.7 0.04700,2167E-02 O.lOOE-05 

46,2440 62.2380 Oo0647 

mal SI.OPES FOR COIIPRESSIBILITY. CALCULATIONS IUI 

p BO DBO/D' RSO DRSO/DP 

4014.7 1.5000 O.OOOOE+OO 0.2 O.OOOOEtoo 
9014.7 1:5000 OoOOOOE+OO 0.2 OoOOOOE+OO 

Bll DIIII/DP RSII DRSII/OP 

4014.7 1.0000 O.OOOOE+OO o.o O.OOOOE+OO 
9014.7 1.0000 o.OOOOE+OO o.o O.OOOOE+OO 

p B6 DB&DP 
264.7 0.6790E-o1 -o.3472E-o2 
514.7 0.3523E-o1 -O,I307E-03 

1014.7 O.I79SE-o1 -0.34SSE-04 
2014.7 Oo9063E-o2 -o. 8888E -os 
2514.7 0.7266[•02 -o. 3594[ -os 
3014.7 0,6064E-o2 -o.2404E-o5 
4014.7 Oo4554E-o2 -o.lSI OE -os 
5014.7 0.3644E-o2 -o. 9tOOE-o6 
9014.7 0.2167E-o2 -o.3693E -o6 

IW:IIIlll ~ llf TillE-SliPS= 500 . 
FACTOR FOil IIICIIEASING InT = 1.200000 11HEH DSitiiX ANO DPIIIIX NOT EXCEEDED. 
FACTOR FOR DECREASING DEI.T = 0.500000 IIHEll DSHAX OR DPHAX IS EXCEEDED, 
IIAXIIIUII SIIIIUTIOII TillE = 365.000000 
ltiiXIIIUil RESDMliR IIORITIIIE -sm = 20. STB/STB 
HAXIIUI RESERYOIR GOR/TIIIE-5TEP = 500000, stf/STB 
'"INIIUI AVERA6f: RESERIIOIR PllESSURE!TinE-STEP = 15, 
HAXIIUI AI'EJ!Aij[ RESERIIOIR PllESSURE!TinE-STEP = 10000, 
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¡: .. 

l 
'· 

SII.IITIOII IIETIIID IS llAND 
h 

MiniMTIC TillE STa' CRITERIA: 
IIAXliUI ALl.IIID SA~TIOII CIW& !DSttAXl = 0,0500 

· · .. _, __ .IIWIUI ALI.liiO PR(SS111E C1W16E . !II'IIAXl = 100.0000 

RESEIMilR CDIITAINS lHE FIIUOIIIIIII RATE MOJES 

NOIE 
40 1 1 
1 1 1 

OIL!!ITBD-) llo\TER!STBDl GASUI:FIU TOTAL.!RBDl BHFP!PSIAl PID 
600,00 o,oo 0.00 0.00. - 2500,00 1.000oo0 

o.oo -900.00 o.oo o.oo 7500.00 10.000000 

BLOCK 40 1 1 CDIITAINS A RATE SPÉCIFIED PRODUCING IIEl.l 
BLOCK 1 1 1 CDIITAINS A RATE SPECIFIED llo\TER INJECTIOII IIEll 

.LAYER 1 IMITIAL FLUID V!l.UIIESl 
OIL IN PUICE !HILLION STBl 
llo\TER IN. PUICE (HlLLIOII STB) 
$01.UTIOII GAS IN PUICE !BILLIOII SCFl 
FIIEE GAS IN PU1CE !BILLIOII SCFl 

TOTAL INITIAL FLUID !III.UIIES. IN RESEIMIIRl 
OIL Ill PUICE. !HILLIOII StBl 

~ = 1 

llo\TER IN PUICE !HILLIOII STBl 
SII.UTIOII GAS Ill PlACE ( BILLIOII SCFl 
FREE GAS IN PUICE !BILLIOII SCFl 

UUUl INITIAL ARRAYS IUUU 

U8U REstllVOIR PliESSU!E DISTRIBUTIOH um ·-

0.4892 
0.1834 
0.0005 
o.oooo 

0.4892 
0.1834. 
o.oooS" · 
o.oooo 

4787. 4787. 4787. 4787. 4787. 4787. 4787. 4787. 4787. 4787, 4787. 4787. 4787. 4787. 4787, 4787. 4787. 4787. 4787. 4787. 
4787. 4787, 4787. 4787. 4781. +787. 4787. 4787. 4787. 4787. 4787. 4797; 4787. 4787. 4787• ·4787, 4787, 4787, 4787. 4787. 

AUUm. OIL SA~TIOII imUm 

32] 
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K = 1 

o.800 o.800 0.800 o.800 o.800 o.800 o.800 o.800 o.800 o.800 o.aoo o.eoo o.aoo o.800 o.aoo o.aoo o.eoo o.aoo o.aoo o.aoo 
o.800 o.800 o.800 o.800 o.aoo o.eoo o.aoo o.800 o.eoo o.eoo o.soo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo . 

Bmmt IIATER SATURATIOII utUUU 

K = 1 

K = 1 

0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 
0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 

'":.'. 

o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo 
o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo 

mamm 11W. RIPCRT FtlR lll.L ftt:T!IJ[ llEI.LS ELAPSED TIME • 3.000000 DAYS FROK BEGINNING OF SlltULATIOII muum 

-- RATE ----- -- CUI!Ul.ATIVE ---
IIELl. LCCATIIJH CAI.C SPEC SPEC OIL GAS IIATER SOR llOil OIL GAS IIATER 

ID J K BHFP BHFP PI STBID ntf!D STB/D KSTB ll!ICF KSTB 

ROD 40 1809. 2500. 1.000 60(), ¡, o. l. o.ooo 2. o. o. 
NJ 1 5234. 7500. 10.000 o. o. -900. o. o.ooo o. o. -3. 

----------------~------------------------------7----
TOTALS 60(), ¡, -900. 2. o. -3. 

ounmn¡a¡e~csaasaaaaelmtuummuananuuum 
a a 
• a * SUlll!ARl REÍ>oRt: BOAST !VERSIOH ¡,¡ > 1 
8 * 
a * 
~mmummuumu~mua 
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ElNSED TIME UlAYSl 3.00 TIME SliP IIUIIBEII TIIE STEP SIZE IDAYSl 3.00 

CllRIIEIIT IW6 RES PIIESSIDIE • 4788,5 PREVIOUS IW6 RES PRESSIJRE 4787 , 3 PRESSIJRE llPI!AX 1 1 , 1 , 1 l 189.1 

6AS illmiOII RATE UISCf /DI • 
tlATER liiJECTIOII RATE ISTB!Dl• 

0.0 Clll, 6AS IHJECTIOII lftSCfl :Oro'Óoof:+OO 
-900,0 CIJll, I!ATER IM.UTIOII ISTBl =-,2700E+04 

Pmlllii:IMB l!llR ISTBISTBl 
PftODUCIIl& 60R (SCf /STBl 

o,ooo CIJll, llllR ISTB/STBl 
1, CIJII, 60R ISCF /STBl 

o.ooo 
1. 

mu. RESBVOIR PRESSUR! DISTRIBUTIOII nU8 

K = 1 

K = 1 

K = 1 

4976; 4966. 4957. 4947. 4937. 4927. 4917. 4908. 4898. 4888. 4879. 4869. 4860. 485o. 4841. 4831. 4822. 4812. 4803. 4793. 
4794; 4n4. 4765. 4755, 4746. 4736. 4727, 4717. 4708. 4698. 4689. 4679. 4669. 4660. 4650. 4640. 4630. 4620. 4610. 4600. 

amnm OIL SATIJRATIOH muuu 

o.571 o.800 o.800 o.800 o.800 o.800 o.800 o.800 o.800 o.800 o.800 o.aoo o.800 o.soo o.800 o.soo o.80o o.800 o.soo o.soo 
o.800 o.800 o.800 o.800 o.800 o.800 o.aoo o.800 o.800 o.800 o.800 o.800 o.800 o.soo o.800 o.800 o.soo o.800 o.800 o.800 

mutn I!ATER SATIJRATIOH umu# 

0.429 0.2(!0 0.200 0.200 0.200 0.200 o.200 0.200 0.200 0.200 o.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 
0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.280 0.200 o.200 0.200 0.200 0.200 0.200 

o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo· o.ooo o.ooo 
o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo 
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ammm mt REPCRT FOR AU ACTIVE liElLS ELAPSED TillE = 30.000000 DAYS FROll BEGINNIN6 Of SIIIUI..ATION U:mtUU 

--- RATE ----- --- CUIIULATIVE --
mt LDCATIOII CAI.t SPEC SPEC OIL &AS YA TER SOR IIOR OIL &AS WATER 

ID I J K IIIFP IIIFP PI STBID IICFID STII/D I!STB llltCF MSTB 

ROD 40 1 1 1608. 2500. 1.000 600. 1. o. 1. o.ooo 18. o. o. 
NJ 1 1 1 5711. 7500. 10.000 o. o. -900. o. o.ooo o. o. -27. ' 
--------------------------------------------------
TOTALS 600. 1. -900. 18. 

~~uunumumumnununmt 

• • • • 8 Sll!V!ARY REPORTl SOAST CVERSIOII 1.1) 1 

• • • • UllltUIIISUOIIIIIIIIUIIUIUIIIIIII'IIIIIIUU:UUUmtmtmtt 

o. -27. 

ElliPSED TillE CDAYSl 30.00 TillE STEP IIIDIIlER 10 TillE STEP SIZE <DAYSl 

lllRREJIT A\IG RES PRESSIJRE 4787.9 PREVIOIJS A\IG RES PRESSIJRE 4787.9 PRESSURE llPWIX ( 3· 11 1) 

&AS IHJECTION RATE UtSCF /D) = o.o CUII, &AS IHJECTION UtSCFl =O, OOOOEtOO 
IIATER INJECTION RATE CSTII/Dl= -900.0 C\111, IIATER INJECTION CSTBl =-.2700Et05 

PROiliiCIN6 11!111 (STB/STIIl o.ooo C\111, llllR CST8/STJI) o.ooo 
PROiliiCIN6 SOR <SCF /STIIl 1. CIJII, SOR CSCF/ST8l 1. 

*"** RESERWIR PRESSURE DISTRIBUTIOII tun 
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K = 1 

K = 1 

~.~.~.~.~.~.~.~.~.~.~.~.~.~.~.~.~.~.~.~. 
4m. 4769. 4?S9. 4749, 4739! 4729. 4719. 4709. 4699. 461W. 4679.- 4669. 4659. 4649, 4639. 4629. 4619, 4609. 4599, 4589, 

' 
uumu Oll SATURATIOH tmmn 

o.m o.J59 o.4?S o.68o o. m o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo 
o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.soo o.soo o.soo o.aoo o.aoo 

K= 1 

0.702 0.641 0.525 0.320 0.209 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 
0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0,200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 

amtmu vru. REPORT FOR All ACTIIIE IIULS ELAPSED TillE = 60.000000 DAYS FROH BESINIIIHS OF Sllrui.ATIOH *UUU8U 

----RAYE-- - CUIIULATIIIE ---In!. LOCA TION CAI.C SPEC SI'EC Oll GAS WATER 60R lillR Oll GAS WATER ID I J K Blf'P UP PI STB/D m:f/D STB/D ltSTB MCf ltSTB 

ROD 40 1 1 1600. 2500. 1.000 600. 1. o. ¡, o.ooo 36. o. o. NJ 1 1 1 5658. ?SOO. 10.000 o. o. -900. o. o.ooo o. o. -54. ----------------------------------------------------------
TOTALS 600. 1. -900. 36. o. -54. 
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------------------------------

.......... , •• , ........................................... "******" .. 
• • • 8 SlllltiiRY REPIJRT! BOAST IVERSIOIC 1,1l 

• • • '''''"''''''''imnu ............... auuaauuuuuumunnua 

E1.APSED TI!!: IDAYSl 60.00 TillE STEP lliliiBER 20 TillE STEP SIZE IDAYSl 

'aiRRElfl AIJ6 RES Pf¡[SSURE 4787.8 PREVIOUS AIJ6 RES PRESSURÉ 4787.8 PRESSURE !JI'IIAXI 6.1 

&AS IM.EtTIOII RAJE IIISCF /Dl = o.o llJII, &AS INJECTIOII IIISCFl =O,OOOOE+OO 
IIATER. IIIJECTIOIC RAJE ISTB/Dl= -900.0 llJII; IIATER INJECTIOIC ISTBl =-.• 5400E+OS 

PRODUCING IDl ISTBISTBl o.~ lllll~ 1111R ISTBISTBl o.ooo 
PROIIII:lll& 60R ISCF /STBl 1. llJII, 60R ISCF /STBl lo 

. 18m RESDMIIR Pf¡[SSIII[ DISTRIBUTIOIC UUt 

·K •-1· 

3.00 

11 11 s.o 

5088. 5069. 5046. 5020. 4989. 4946. 4915. 4902. 4892. 4882. 4872. 4862. 4852. 4842. 4832. 4822. 4812. ·4802. 4792. 4782. 
4m. 4762. 4m. 4742. 4732, 4722,· 4712. 41o2. 4692. 4682. 46n. 4662. 4652. 4642. 4632. 4622. 4612. 4602. 4592, 4582. 

tuUtt8t Dll SATIIRATIOIC tuUtt8t 

K = 1 

K=i 

o •. 281 o.309 o.332 o.37o o.441 o.sn o.74S o.797 o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo 
o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo 

0.719 Oo691 0.668 0.630·0.559 0,428 o.255 o.203 0.200 0.200 o.20Ó 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 o.2oo o.:zoO 0.200 
0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 
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' . . .· . .. . 

at1iUUU.IIEU. REPIIR'I FOR Au. ACTIVE wms ruPSED TillE = 90.00~DAYS FROII BtGINMING OF SIIM.ATION umum 

' 

~-::.: RATE -:- -'-- cuilul.ATI\IE -e 

IIEll. 1JlCA11011 CALC· SPEC SPEC Oll . llo\5 WATER GDR · IIOR Dll. GAs ' WATER 
ID 1 J K BlfP BltFP PI STBID • J1CF ID STB/D . IISTB IUICF.. ll!itB 

ROD 40 1 . 1592. 2SQO, 1.000 
MJ 1 1 5619. 7500, 10.000 

600. 
o. 

t-: o. t. o.ooo. 54. o. o. 
o. -900,. o. o.ooo . o. o. -81. 

------....,--------~--------------· 
TOTALS 600 •.. 54.. 

..................................................................... 
•• • • • 1 SIJIIIVIRY REPIItTl BOAST IUERSIOII 1.11 1 

• • • • tlltllllllllnnumuumaunnmmumuiunuummmm 

o, -Bh 

EIJiPSED TillE IMYSl · 90<00 TIHE STEP NlliiDER 30 TIHE STEP SIZE CllAYSl 

CURREIIT AIJ6 RES l'tllSSimE . 4788.2 PREVIOIIS AV6 RES PRESSURE . · 4788.1 PRESSURE DPIIAXC a. h 1l 

GAS IMJECTIOII RATE !IISCF/nl' = o.o CUII, GAS INJECTIOII C"SCFl =O .OOOOEtOO 
I!AmllNJECTIDM. RATE lSTB/Dl" ·-900.0 CIJII, WATER I!UECTIOIÍ CSTBl =- .8tOOE+05 

PROWCIII& 11011 lSTB/STBl o.ooo CIJII, 11011 fSTB/STBl o.ooo 
PRODUCiíiG 60R. ISI;f/STBl t. CIJII, GOR CSCf/STBl t. 

UU* RESERVOIR PRESSIJRE DISTRIBUTION Utll 

K = 1 
327 
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K = 1 

K = 1 

5119. 5102. 5079. 5056. 5032. 5005. 4974. 4935. <18'14; 4873. 4862. 4852. 4842. 4832. 4822. 4812. 4802. 4792. 4782. 47n. 
~.w.~.~.~.~.~.~.~.~.~2.~.~.~2.~.~.~.~.~.~. 

nnum OIL SATURATION mutm 

0.267 0,300 0.308 0.321 0.341 0,369 0.421 0,504 0.676 0.785 0,800 o.BOO 0.800 0.800 0.800 0.800 0.800 0.800 0.800 0.800 
o.800 o.soo o.soo o.aoo o.800 o.800 o.800 o.800 o.800 o.aoo o.800 o.800 o.8oo o.800 o.8oo o.soo o.8oo o.800 o.soo o.aoo 

mutU l!ATER SATURATION muuu 

o.m o.7oo o.692 o.679 o.6S9 o.EJ! o.579 o.496 o.324 o.21S 0.200 o.2oo o.2oo o.200 0.200 0.200 0.200 o.200 0.200 o.2oo 
0.200 0.200 0,200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 

mumu 11E1.1. REPOIIT flll! AU ACTIVE IIEUS ElAPSUI TillE = 120.000000 llAYS fROII BEiiiNIIIHS OF SIMUI.ATION muum 

-- RATE --- -- ClllllltATIVE -
IIEl.L I.OCATION CAI.C SI'EC SI'EC DIL GAS !lA TER 60R IIOR OIL 61\S IIATER 

ID 1 J K IIHfP IIHfP PI STBID IICFID STBID IISTB IOICF IISTB 

ROD 40 1579. 2500. 1.000 600. 1. o. l. o.ooo n. o. o. 

IIJ 1 5606. 7500. 10.000 o. o. -900. o. o.ooo o. o. -!OS. 
-------------------------------------

TOTAl.S 600. 1. -900. n. o. -108. 
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li 
Ji 

li 
1! 

!1 

1' 
¡l 
:1 

~ 
11 

11 ,,. 
1: 

li 
'1 

]' 
!l 
~-
¡1 

~ 
i: 
" 

· uammmmuaimnanmmanunmmmununcsuum-.i, . . . . . . . . . 
i . SIJI1iWIY REPORT: BOAST ( UERSlON 1.11 t 

• • . ' . . . . . . ' 
u~an.tmtacsauuntasnacsanasmtnnimmntmn~t. 

aAPSED TillE (])jiYSl 120.il0 T!ltE STEP HIJHBER = 40 TIHE STEP SIZE <DilYSl 

CURRENT AUG RES I'I!ESSURE 4788.'!1 PREUlOUS Al/& RES PRESSURE 4788.3 PRESSURE DPitAX ( 10, 

6AS lNJECTION RATE UISCF /Dl = o.o . CUJ!, GAS INJECTlON IHSCfl • , =O,OOOOEtOO· 
WATER INJECTIOH RATE ISTB/Dl= -900.0 CUH, WATER INJECTION ISTBl · :C o1080Ef06 

3.00 

1· 1l 4.6 

0.'000 
¡: 

Ji l'RODUCIHG WllR ISTBISTBl CUJ!, WllR ISTB/~TBl 0 .• 090 . 
1. t PRIIDUCIHG GOR ISCf/STBJ 

'1 
1. CUJ!, GOR ISCF/STBl 

,, 

1 

li 
!1 
:¡ 
:¡ 

amt RESERUOlR PRESSURE DISTRIBUl!ON UUt 

,, 
'1 

K = 1 
!, 

5144. 5129, S!Ó7. 5085. 5062. 5038. 5013. 4~. 495'!1·. 4918. 4P71,· 4842, 4830, 4820 •. 4810. 4800, 4790, 4780. 4770 •. 4760, 
4750. 4740. 4730. 4720; 4710. 4700. 4690. 4680. 4670. ~660. 4650. 4640. 4630. 4620. 4610. 4600. 4590. 4579, 4569. 4559,. 

UUnnt . OIL SATURATIOII UtUUtt 

11 K = 1 
.11 

1' 

li 
11 , 
~ 

~~ 
~ ¡, 
~ 

i: K= 1 

~-

o.2S'S o.297 o;JOi. o.J06 o.316 o;328. o.34H.366 o.406 o.468. o.599 o,754 o.79B o.soo o.soo o.aoo o.so() o.aoo o.aoo o;soo 
o.8oo o.soo o.soo· o •. soo o.8oo o.soo o •. aoo o.8oo. o;aoo 0>800 o.soo o.8oo o •. soo o.8oo o.8oo -o.8oo o;8oo 0>80Q o.aoo: o.;a()()· 

UUUU WATER SATURAT.IOH UUUUt 

o.745 o.703 o • .\vci o.694 MB4 o;¡,]2. o.655 o:b34: o.594 o.532M01 ~.246 0.202 0.200 0o2óo o~2oo :0.200 o.2oo o.2oo o.2oo 
o.2oo o.2oo o.200 o.2oo· o.1uo 0.200' o.2oo o.2oo o.2.oo o •. 2oo 0.200 o-.200 o;2o~ o.2oo o.2oo:o;2oo o.2oo o.2oo o.2oo 0;2oo 
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EI.N'SDl TillE = 360.000000 DAYS FROIIIIE6llllllNS OF SIIIULATIOM muum 

RIID ~ 

WJ 1 

TOTM.S 

ruPSDl Tlli: UIAYSl 

--RAlt -- --- CUIIIJlATl\1[ -
CALC SPEC SPEC Oll IWi WtltR 60R llllR Oll w WtltR 
lllFP lllFP PI STB/ll ID' ID ST!IID IISTB IIIICf IIST!I 

1404. 2500. 1.000 600. ¡, o. 1. o.ooo 216. o. o. 
5548. 7500. 10.000 o. o. -900. o. o.ooo o. o. -324. 

-------------------------------------------
600. l. -900. 

UUIOIUIIIBIIIUIIUIIOUIIUIIIIIIUIIIIUUIItllllluumunm 
• a • • 
t SLM\RY REPORT: 80r\ST (\IERSIOII 1.1l * 
• * a 
UBIDIIIIIIIBII!IIIIIIIUUUI81111188UU8UIIIISUOmmm:mam 

o. -324. 

360,00 TillE STEP NUliBER 120 TillE STEP SIZE <DAYSl 

4792.0 PREVIOUS A\16 RES PRESSURE ~792 ,O PRESSURE DI'IIAX ( 2'/r 1 r 1l 

GAS IHJECTIOII RAlt UISCf/Dl = 0.0 CIJII, IWi lHJECTIOM UISCfl =O.OOOOE.OO 
I!AltR IHJECTIOM RAlt <STB/Dl= -900,0 CIJII, WtltR INJECTIOII <STB> =-,J240E+Oó 

PROOOCIIIS 1!01! (STJI/STBl 0.000 CIJII, llllR <STli!STBl 0.000 
PROWCINS 60R (SCf/STBl 1. CIJII, 60R (SCf/STBl 1. 

ama RESERVOIR PRESSIM DISTRIBUTIOM ama 

K = 1 

3.00 

4.7 

5232. 5221. 5204. 5184. S1ó2. 5140, 5118. 5096. 5073, 5051. 502'/, 5006, 4984. 4961. 4939, 4916. 4892. 4869. 4845. 4820, 
47'15. 4no. 4744, 4717. 4689. 4660. 462'1. 4593, 4554, 4505, 4476. 4464. 4454, 4444, 4434, 4424. 4414. 4404, 4394, 4384. 

mmm OIL SATIJRATIOM mUtm 

K = 1 
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K = 1 

0.192 Oi266 0.289 0,297 0.299 0,300 0,300 0,300 0.300 0,300 Oo301 0,302 0,303 O.JOS 0.307 0.311 0.314 Oo319 0,323 0.328 
0.334 0.339 o.346 o.l:l2 0.361 o.m o.393 o.433 o.4B1 o.606 0.753 o.m o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo o.aoo 

mama 111110 SATURATIOII umuu 

o.aoa o.734 0.111 o.7o3 o.101 o.7oo o.7oo o.7oo o.7oo o.7oo o.699 ,11.698 o.697 o.695 o.693 o.689 o.686 o.68t o.m o.672 
0.666 0.661 0.654 0.648 0.639 0.628 0.607 0.567 0.519 0,394 0.247 '0.203 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 

1 

UIIIUIUIIUIUIUIIUiuti111111118UUUUIIIIIIU EliD OF REPORT mmtuUUIUIIUUIIUUUIIIIIIIIUIIUIIIIIUii 

/ 
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C A P 1 T U L O 1 O 

CONCLUSIONES¡ 



El-desarrollo dei presente trabajo fu6 motivado principalmente -

por las tres razones siguientes~ 

Proporcionar a los alumnos que cursan la materia "Sim\.llación 

Matemática de. Yacimientos", unos apuntes que puedan ser utili 

zados como referencia o libro de texto. 

Permitir a cualquier alumno o profesionista interesado ~n el 

tema contar con una f~ente d~ consulta en espafiol para estu

diar los fundamentos de.la simulación de yacimientos petrole-

ros .. 

Sustituir una versión anterior de estos apuntes·, la cual fu6 

elaborada por los ingenieros .:José R. Serrano Lozano y Luis .A. 

Ayala Gómez en Mayo de 1982. 

Con estos tres motivos en mente, se desarrollÓ el presente trab! 

jo, el_cual representa un esfuerzo grande para tratar de modifi

c:ü, mejorar y ampliar lo que de este tema se trata en los apun

tes d.e los. ingenieros Serrano y Ayala, basándose para ello en 

dos afios de experiencia de 1~ utilización de los mismos. 

Como es difícil en este tipo de trabajos listar una serie de con 

clusiohes y recomendaciones, lo que ·se hará a continuación es co 

ment'ar los aspectos más importantes r'elacionados c.on la simula

ción.de yaci~ientos, d~stacando hasta donde sea posible sus ven

tajas y desventajas. 

Con el desarrollo de la computadora, se vinieron a simplificar -
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t"odos los cálculos rutinarios que se efectuaban a !llano, lo q4e -

realmente fué un avance muy significativo; ya que se han podido 

atacar problemas cada vez más sofisticados que de otra m*nera no 

se hubie~an. podido resolver. 

Con la llegada de la simulati6n, que utiliza en forma exháus·pva 

la co~putadora y gracias al desa~rollo recient~ de los métodos -

numéricos, ha sido posible predecir el comportamiento de yací- -

mientos sujetos a procesos de recuperaci6n mejorada muy comple

jos, los cuales hace algunos años ni. siquiera se hubiera pensado 

en tratar de estudiar. 

No obstante la simulaci6n también ha sido y quizá siga siendo 

mal empleada. La ignoranci"ét de lo que es y el desconocim1ento 

de sus fundamentos cre6 una ~specie de misterid a su alrededor. 

Se crey6 que·.ésta al hacer uso de un~ computadora, sería capaz -

de proporcionar todas las soluciones que se buscaban. Así pues 

se empez6 a utilizar la simulaci6n para todos y cada uno de los 

problemas de yacimientos que se presentaban. Aún en los casos 

más simples, se trat6 de utiiizar simuladores cuya ~omplejidad -

no se justificaba. 

La realidad es que el hecho de que haya aparecido la simul~ci6n 

no implica qUe los métodos analíticos ~ue se utilizaban antes de 

su llegada deban desaparecer o pasen·a ser obsoletos. Hay que 

recordar que dichos métodos simplificados dan mej~res resultados 

en. algunos Casos donde la· simula'ci6n solo contribuye a complicar 
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más las cosas. 

Actualmente1 gracias a la experiencia que se ha tenido, se s~be 

que la simulación no es más que una herramienta muy poderosa y -

de gran utilidad cuando se ·le aplica con pi"opiedad, pero que tam 

bién tiene sus limitaciones. Así pues, es importante conside-

rar las siguientes preguntas antes de utilizar un modelo: 

Se tiene bien identific~do el proceso que se quiere simular? 

Existe un modelo matemático para representar el pro¿eso físi

co que ocurre en el yacimiento? 

Se tiene una buena caracterización del yacimiento que se va a 

estudiar? 

Se justifica tanto técnica como económicam·ente el uso de un -

simulador para. resolver el problema planteado? 

Si la respuesta a cualquiera de las preguntas anteriores es neg! 

tiva o se tienen dudas, probablemente lo que conviene es tratar 

de definir mejor la posible solución al problema utilizando alg!::!_ 

na otra de las herramientas con que se cuenta en la ingeniería -

de yacimientos. 

Hay que tomar en c1,1enta -que un simulador por más que sus bases -

tanto matemátiéas como numéricas ·estén bien funC!amentadas;·nunca 

podrá reemplazar un buen estudio geológico del yacimiento, ni p~ 

drá dete·nninar por si solo las propiedades petrofísicas de la ro 
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, ,,ca,, n,i las~, características d.e lO$ fluidos .. En otras palabras, 

lo,s,,. res y} ta<;!o,?. que. propo¡rcione· serán . .t.an buenos. como· los·. datos -

el modelo también lo serán. Esto es quizá uno de los aspectos 

más importantes de simulación, el cual debe ser considerado muy 

seriamente cuando se trate de efectuar un estudio de yacimientos 

utilizando un simulador. 

Por 6ltimo, es importante destacar el papel que dentro de la si

mulación de yacimientos debe de jugar el ingeniero petrolero, ya 

sea a nivel de usuario o como encargado de desarrollar un modelo. 

Un simulador por muy bueno que sea, requiere de un ingeniero que 

sepa interpretar los resultados y hacer las modificaciones nece-

sarias a los datos para volver a correrlo en la computadora. 

Es decir, se requiere de una persona que pueda aprovechar al 

máximo la capacidad que tenga el modelo, de otra forma sería co-

mo utilizar por poner un ejemplo, un coche de carreras para via-

jar a vuelta de rueda. En el caso de un ingeniero encargado de 

desarrollar un simulador, la situación es todavía más crítica, -

ya que éste será tan bueno o tan malo como la habilidad del ing~ 

niero para representar ~1 proceso físico que ocurre en el yaci-

miento a través de un modelo matemático. En otras palabras, si 

el ingeniero petrolero no tiene una idea clara del proceso físi

co que ocurre en el yacimiento, difícilmente lo podrá represen-
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.-z,.-

tar matemáticamente y menos aGn lo podrfi resolve~ numéricamente. 

Es por 6sto que se requiere conocer los fundamentos de simula- -

ci6n de yacimientos petroleros para poder utilizar con propiedad 

un simulador y para poder desarrollar uno propio de manera ade

cuada cuando fuera necesario. 
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CONCEPTOS ELEI~ENTALES> SOBRE EL MANEJO DE MATRICES. 
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339 

1 .. ¡·· 



A.l Matriz. Renglones v Columnas. 

Una ordenación rectangular de la forma 

.fa¡¡ 
a • o. o •••••• a -, 1 2 Jn 

1 a21 a22 .......... a2n 
1 

1 o ••••• o ••• 

1 
1 

l•ml 
a a 1 

n2 mn J 
donde los aii son escalares, se llama matriz. Esta también se 

denota por ( aij) , i = 1, ....• , m; 

te por (aij). 

= 1. . .... , n, 6 simpleme!!_ 

.·: .. 
(a J 1 ' a 1 2 ' · · · · · ' a 1 n) ' (a~ 1 ' a 2 2 ' · · · · · ' a 2n) ' · · · · · ( 8 m 1 ' a m 2 ' 

..... , •mn), son los renglones de la matriz y: 

r a·11 l ra l faln 
-, 

1 12 
1 

. ~ ~ ~ .¡ 
1 

1 a21 ¡ a 

1 

! zn 

1 

i 1 
1 ¡ 

l ' 1 

1 a J a 
1 a J m1 m2 

J l mn 

son sus columnas. Db~érvese ~ue el .el~menio a ... iiama~o la 
. 1) . 

componente ij, ocupa el i-tsimo rengl6n y.la j-ésim~ columna, 

Una matriz con JU renglones y n columnas es ·üJiil-matrii mxri. 
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Pqt ejemp)o: . 

La s.iguiente es una matriz 2 X 3. T_l·:_ 
. Lo. 

4 

-2 

Sus renglones f;on' (1', · -3, 4} y (O, S, .. ~2). 

. Sus column11s son: frl 
.,~. ' 

1 o 
. 1 ··,·:--

... 

·A u.na matriz con un solo rengi~ri:b· c~n ;~ná sola columna se le 

·llama "v·ect.ori•_. 

. . 

A. 2 Suma de matrices ·y multiplicación por un escalar. 

Consid·érese dos matrices A. y B del mismo ·t:amalio ,. es decir, con - · 

el. mismo número de filas y de columnas, por ejemplo., las matri-

ces· mxn: 

a. ·n 
1 1 12 

a a 
A .2 J.. 22 

a: a 
mi· ffi2 

aln 

a 
zn 

. :. .. 

a· 
mn 

y B-

b b• ..... b_·1··n·· .. ·¡¡ . 1? :·. 

b 
·m2· 

La suma d-e A y B, es la m;¡. triz que se obtiene sumando lil:s ,cc:rmpo,-:· 
. . . ·. 

nente.s- .can~·es.pond.ientes-:· 



f" 
+ b " + b .......... a + b 

11 11 1 2 1 2 1ll 1n 

a + b a + b .......... a: + b 

A + B 21 2 1 22 22 2n 2n 

l~~: 
........... 

+ b a + b .......... a b 
m1 mz m2 mn mn 

El producto de un escalar K por la matriz A, ¿s la matriz que se 

obtiene al multiplicar cada ~omponente de A por K: 

Ka 
11 Ka 12 Ka In 

KA 
Ka21 Ka22 Ka2n 

Ka m! Ka Ka 
mz mn 

Se puede obse~var que A + B y KA son también matrices mxn. La 

suma de matrices de diferente tamafío no está definida. Por e-

jemplo: 

[: - 2 :] [: o :l Sean A y B Por tante, 

...! 

A + B [l•l -2+0 3•2] [ : - 2 :] 4-7 5+1 -6+8 6 

[ 3. 1 3. (- 2) 3 l J [,: -6 _,:] 
3. 4 3 · S 3. (- 6) 1 S 

3A 
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A.3 Multiplicación de matrices. 

Sea A un vector renglón y B un vector tolufuna, su produci6 ~·B -

se puede encontrar combinando las matrices de la siguiente mane-

ra: 

h¡ 

b . 
n 

..••. + a b 
n n 

Con lo cual queda definido el producto de un vector renglón A 

por un vector columna B. 

Considérese ahora el producto de las matrices A y B definido 

por: 

AB 

a¡¡ b12 + a¡2 b22 a¡¡ b 1 3 + a12 b"] 
a21 b¡z + a22 b;¡2 a21 b 1 3 + a22 b23 

[A' 
Bl A¡ B2 A¡ •'] 

A2 Bl A2 B2 A2 B3 

Donde A1 y A3 son los renglones de A y Bl, B2 y B3 son las. coc·. 

lumnas de B. 
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En la multiplicación de matrices, para que se pueda efectuar, el 

número de columnas de la matriz A debe ser igual al núrrfero de 

renglones de la matriz B. Generalizando, sean A = (a. j ) y 
1' 

B = (b. j) d·os matrices tales que el número de columnas de A -1' 

es igual al número de renglones de B; es decir, A es una matriz 
mxp y B es una· matriz pxn. Entonces e:t producto AB es la ma- -
triz mxn cuya componente 

- i' j es la que se obtiene multiplican-
do el renglón i-ésimo Ai de A por la columna j- és ima Bj de B. 

A¡ B¡ A¡ B2 A¡ Bn 

A2 B¡ A2 B-2 A2 Bn 
AB 

A Bl A B2 
A in 

Bn m ·m 

Esto es: 

a.¡¡ alp bll blj bln e 11 cln · 

aiJ aip e .. 
lJ 

a a b bpj bpn e e m! mp pi m! mn -
n donde e .. a. bl j + al2 b2j + • ••• o + aip bpj ¡; áiK bKj lJ li 

K=1 
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L 
li 
1 

!1 
ir 

1: 

) 
li 
¡, 

li 
l! 
¡l 

¡i 
¡¡ 

'l ¡, 

~ 
1' 

Por. éje:Eiplo: 

.. ·;1: rl 
~4J.f0 .. 

. :::.: 

,-_·. 

+ 2·Ü 
·.:..:,:. 

+ 4. o . 
1. 1· * 

•·3 · •r .+ : Ü'-[:,;] 
.. ~:: :;]"[: :] 

Los do:; ejemplo5 .anteriores muestran qte' lit multi;li~ación de· ~R.· 
tric .. es .llllu es conmutativa, ésto es,. los productos de matri_ces AB 

y BA nó sun necesariamente iguales. Cons.idérese los siguientes 
.. 

ejemplos pirra una mayor comprensión del .producto con matrices: 

f: '] l' 
2 S 

l"' 
+ 3 ·1 2. 2· +· 1· 4 2• S + l·Oj 

:! 
1·1 + 0•3 1· 2 + 0•4 1•· S + O• O 

¡ 3 3 4 o 3 ·1 +· 4· 3 3· 2 + 4•4 3· S. + 4• o !-

r: <Jr: 
-., 

[': o f '] ,. 
-lJ -S :: 

- . l.: 

fz 1 .--

-J l-1_: 1 
·-1 .:j f l -4 () - 7 . '- ~ . 

l' o lz -1 3 -4 6 1 1 
L '. l 4 o -2 

L 
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A.4 Matrices cuadradas: 

Una matriz con el mismo nfimero de renglones y de columnas es una 

matriz cuadrada. La diagonal (o diagonal principal) de la n~ma 

triz cuadrada A (ai, j} consta de los elementos a 11 , a 22 , .. 

ann Por ejemplo, la siguiente es una l-matriz cuadrada: 

Los elementos de su diagonal son 1, 5 y 9. 

Una matriz triangular superior es una matriz cuadrada cuyos come 

ponentes debajo de la diagonal principal son todos cero: 

a¡¡ a¡z ·a 
lTI 

o a22 a 2n 

... 
o o .. a nn 

Similarmente, una matriz triangular inferior es una matriz cua

drada cuyos componentes encima de la diagonal principal son to

dos cero. 

Una matriz diagonal es una matriz cuadrada donde los componen

tes que no están en la diagonal son todos cero. 

346 



:oiqm9(e "!O<! 

a¡ o o -, r~- l r, ~· ,,;',¡j ··" ~~: . ',· 1 .. e 1 o a2 o i 
·' ¡ l 

· .. J 

o o an 

En particular, la n-matriz c~a·1:ada ¿~~n ~nos ~f-¿mo ;lmt,. .. !¡os ~J 
.,2- ~+~-~ ~..¿: ~~ s ~-r 

la diagonal y ceros como elementos que nb esta·n en i'a iagonali 

denotada por I, se llama la matriz identidad. Por ejemplo: 

[: : :] 
Esta matriz I es similar al escalar 1 en que para toda n-matriz 

cuandrada A. 

Al IA A 

Se dice que una matriz cua~rada A es inversible si existe una -

matriz B con la propiedad de que 

AB BA 

donde I es la matriz identidad. La matriz B es 6nica. En e!_ 

te caso, a la matriz B se le 11 amará la inversa de A y se deno-

ta por A- 1 • La relación anterior es simétrica, ésto es, si B 

es la inversa: de A, entonces A es la inversa de B. 
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Por ejemplo: 

[ 2 s] J 3 -s] 
1 3 -1 2 

[
6-5 

3-3 

-]0+10] 
- 5+6 

··[3~ 2G~~l~[(,~ GG';J '''THH.[t~~~'S dH:~ ~'~ 5] 
-1 2] 1 3J -2+2 -5+6 

~ fr,;n~.:¿:p:;; i_ .. J.; fl:~~ n:-. .J.;::•:j {.'J¡:; 3up ¿u·~r: 

r 
i 1 
j 
i o 
L 

[: :] 

son inversibles y son inversas la Luego[: :] y [.: ·:] 
una de la otra. 



A P E N D I C E B 

UNIDADES. 
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Tabla B.1 Constantes Físicas. 

CANTIDAD MAGNITUD ~NID,~.!_l_J_~ =--= 

Cero Absoluto 0 .. 00 K 

~273.15 oc 

0.00 OR 

-459.67 OF 

Constante de los 8.3143 J/mol-K 

gases (R) 8.3143E+7 erg/(grmole} OK 

1 o. 7 32 lb/pg 2 -pie3/(Jbmole} OR 

Densidad máxim;;t 999.973 Kg/m 3 

del agua 0.999973 gr/cm3 

62.4261 lbm/pie3 

Gradiente del agua 9796.98 Pa/m 
a 60°F ( 1 S °C, 979.698 d inG/cm 3 
28 8. 71 K) 

0.433100 .lb/pie 

Atmósfera standard 1. 0132SE+OS Pa 

1.0132SE+06 dina/cm 2 

14.6959 1b/pg 2 
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CANTIDAD 

Densidad del aire 

a 1 atm, 60°.F 

g e 

0 API 

MAGNITUD 

1 . 2 23 2 

1. 223 ZE- 03 
J 

0.076362 

980.6650 

3Z.17405 

1. 000 

1. 000 

32.17405 

141.5- 131.5 
Y ro 
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UNIDADES 

Kg/m 3 

gr /cm J

lb /pie ~1 
m 

cm/seg 2 

pie/seg 2 

Kg-m/N-seg 2 

gr-cm/dina seg 2 



.---------------------------------------------------------------- -

.Tabla B, 2. .:Factores de conversión. 

Par~ convertir de 

AREA 
= 

acre 

darcy 

. 2 p1e 

hectárea 

·DENSIDAD 

gr/cm·3 

lb /pie3 
.m 

a 

m2 

pie 2 

·m2 

cm 2 

md 

m2 

cm 2· 

pg2 

m2 

acre 

m2 

acre 

Kg/m3 

lbm/pie 3 

lbm/galón 

lbn/barril 

Kg/m 3 

lb /galón 
m .·. 

lb /barril 
m 

352' 

~ul.tipl iquc por 

4 .0468561'+03 

4.356000F+04 

9.86923E-13 

9. 86923E- 09 

l.OOOOOE+03 

9. 2·90304E- 02 

9.290304E+02 

1.440000E+02 

1.000000E+04 

2.471054E+OO 

2.589988E+06 

6.400000E+02 

J.OOOOOOE+03 

6.242797E+Ol 

8.34540SE+OO 

3. 505070E+02 

1. 601846E+01 

1. 336805E- 01 · 

S.614583I;~OO 



Paiu convertir de 

fUERZA 

di na 

LONGITUD 

cm 

pie 

pg 

milla 

MASA 

gr 
m 

lb 
m 

si.ug 

------------------------------, 

lb /barr-Ll 
lll 

Newton 

In 

m 

cm 

m 

cm 

m 

pie 

Kg 

Kg 

onza 

Kg 

lb 
m 

353 

~!ultiplique:~ 

4. 2000.00E+Ol 

l.OOOOOOE-05 

9.806651lE+OO 

2 .2Q4622E+OO 

4.448222E+OO 

l.OOOOOOE-02 

3.048000E-01 

3.048000E+01 

2. 540000E-02 

2.540000E+OO 

1. 609344E+03 

5.280000E+03 

l.OOOOOOE-03 

4. S359237E-01 

1. 600000E+01 

1. 459390E+01 

3. 21740SE+Ol 



Para convertir de 

Tonelada métrica Kg 1.0000001:•03 

PRESION 

760 mm de Hg a c.s !'a 1. 0132SF:+ns 

Pies de agua(4°C)3.38CJ951:+01 

lb/pg 2 1. 469601:+01 

bar 1. 013251:+00 

bar Pa 1.000000E+OS 

lb/pg 2 1. 450377Et01 

di na 1 cm 2 Pa 1. OOOOOOE- 01 

lb/pg 2 1.450377E-05 

Pa 9.806650E+04 

bar 9. 806650E- 01 

lb/pg 2 1. 422334E+01 

lb/pg 2 Pa 6.894757E+03 

TIEMPO 

día seg S. 640000E+O.eJ 

m in 1. 440000E+03 

hora 2.400000E+01 

hora seg 3.600000E+03 

m in 6.0000001'+01 

m in seg ó. OOOOOOE+0.1 



'- '"!!'li 

Multiplique ,_ ·~ Para convertir de ~ por 

VISCOSIDAD 

cp Pa-seg . 1. OOOOOOE- 03 

dina-seg/cmZ . 1. OOOOOOE- 02 

lbm/pie-seg 6.719689E-04 

lbf seg/pieZ 2.088543E-05 

lbm/pie-hora 2.419088E+OO 

centistoke m2/seg 1.000000E-06 

cp 1.000000E+OO 

poi se Pa-seg 1.000000E-01 

lbm/pie-seg Pa-seg 1.488164E+OO 

lb m/pie-hora .Pa-seg 4.133789E-04 

lbf seg/pie2 Pa-seg 4.788026E+01 

VOLUMEN 

barril m3 1. 589873E-01 

pie 3 S. 614583E+OO 

galón 4.200000E+01 

pie 3 m3 2.831685E-02 

pg3 1.728000E+03 

galón 7.480520E+DO 

galón m3 3.785412E·03 

pg3 2.31000JE+02 

litro m3 1.000000E-03 
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Para convertir de a ~} tipl ill'UC__ll~ 

GASTO 

blldía m3/seg 1.8401311C-06 

m3/hora 6 .·6244 7 2E- 03 

m3fdía 1.589873E-01 

cm 3 /seg ·¡. 84013H+OO 

pie3/min 3.899016E-03 

galón/min 2.916667E-02 

pie3Jmin m3/seg 4.719474-E-04 

pie3Jseg m3Jseg z,831685E-02 

galón/min m3/seg 6.309020E-05 
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;_ .. , 

Tabla B.:>. Cimversiones. de temperatura. 

~ Resuelva 

•p K TK (TF + 459. 67) /1.8 

OR K TK TR/1.8 

o.F OR TR T . + 
F 459,67 

:•F ·oc Te = (T F - 32.) /1.8 

oc K TK Te + 273. 15 
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A área 

Bg factor de volumen del gas. 

f~ctor de volumeri d~l aceite. 

fac~or de volUmen del agua. 

condiciones estandard. 

condiciones de yacimiento. 

compresibilidad. 

compresibilidad del gas. 

compresibilidad del aceite. 

Cw compresibilidad del agtia. 

D profundidad. 

e error. 

Eg ene-rg1a gravitacional. 

Ep cnergia potencial. 

ruerza gravitational. 

acclernci6n de la gravedad. 

cohstante grnvitacional. 
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h 

K 

Kg 

K o 

Kw 

Kr 
g 

Kr 
o 

Kr w 

L 

m 

M 

·n 

n 

n+J 

p 

,Pa tm 

Pe 

espesor. 

permeabilidad absolutH. 

permeabilidad efectiva al gks. 

permeabilidad efectiva al aceite. 

permeabilidad efectiva al agua. 

permeabilidad relativa al gas. 

permeabilidad Telativa al aceite. 

permeabilidad relativa al agua. 

longitud. 

masa ... ~ 

peso molecular. 

númeTo de moles. 

nivel de tiempo anterior. 

nivel de tiempo nuevo. 

presión. 

presión atfuosf&ricG. 

presión capilar. 
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Pe o-g 

Pe w-o 

Pe g-w 

Pe 

Pt 

Q 

q 

r 

r e 

r 
\1 

R 

Rs 

S 

Sg 

pres16n capilar entre las int~rfases gas-aceite. 

presi6n capilar entre las interfases agua-aceite. 

presi6n capilar entre las interfases agua-gas. 

pjesi6n estitica. 

presi6n en la cabeza del pozo. 

presi6n de fondo fluyendo. 

gasto. 

gasto. 

radio. 

radio de drene. 

radio del pozo. 

constante universal de los gases. 

rcluci6n Jc solubilidad del gas en el aceite. 

reluci6n Jc ~olubilidad del gas en el agua. 

J istanci:J. 



So saturaci6n de aceite. 

Sw sattJraci6n de agu~1. 

t tiempo. 

T tcmpcr" tur~'. 

T tronsmisibi1Idad. 

V velocidad. 

V volumen. 

11' término fuente. 

w trabajo. 

z altura. 

z factor de desviaci6n de los gases reales. 

porosidad. 

porosidad efectiva. 

viscosidad. 

~ g viscosidad del gAs. 

~ o viscosidad del aceite. 

visco~idad del agua. 
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p 

Do 

Pw 
1 

Yr 

C! 

~g 

!;J 

densidad. 

densidad dc.l gas. 

densidad del aceite. 

densidad Jel agua. 

dénsiJad relativa. 

constante de difusividad. 

potencial dé flujo 

potencial gravitacional. 

potencial de presi6n. 

incremento. 

par6metro de relajaci6n. 
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