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PROLOGO

La simulacidn numérica de yacimientos es una disciplina Telativa
mente moderna en la ingenieria de yacimientos petroleros. Su -
potencial es enorme como herramienta de trabajo, para predecir -
el comportamiento de yacimientos bajo diferentes esquemas de ex-
plotacién, siempre y cuando se entiéndan las bases sobre las que
estéd desarrollada. Este trabajo tiene como objetivo presentar
los fuﬁdamentds de la simulacidén de yacimientos petreleros, como
oun prlmer curso sobre el tema. No se pretende abarcar tqdo lo
que se conoce sobre 51mulac1on, sino mis bien dar los conceptos
fundamentales para que se puedan entender cursos méis avanzados,
asi como iniciar a las personas interesadas en yacimientos, en -
lo que es probablemente una de 1as 4reas de estudio m&s nuevas -
en la ingenieria petroiera.

" En este trabajo, se presénta pr1mord1a1mente el problema del flu‘

jo-de fluidos en un yacimiento cuando se trata de una sola tase

Sin'embargo, se dan las bases para estudiar el caso de flujo mul
tifdsico, tanto en dos como en tres.fases. Se puso especial én
fasis en la informacidn que requiere un modelo para ser utiliza-
‘do, ya que ésto es probablemente uno de los aspectos fundamenta-
les de simulacién.. En ocasiones son necesarios datos que no se

tienen disponibles, lo que hace que un estudio de simulacibn de




yacimientos sea criticado por dar resultados basados en informa-
cién supuesta, ya sea de correlaciones empiricas o de datos toma
dos’ de otros campos.

.Se incluyd un capitulo dedicado a cstudi&r la fofmu en quc pue-
den ser clasificados los simuladorcs, dependiendo de sus carac-
teristicas. “Esto es importante, ya quc un simulador pucde ser
caracterizado de muy diferentes mancras, lo cual permitc selec-
Eioﬁaf el modelo necesario para resq]vcr un problema especi{i-~~‘

Co.

Se dedica un espacio impoftante en estas notas a los pfincipioé
badsicos y. ecuaciones fundamentales de la simulacién, as1 como a]
manejo de unidades y a conceptos fundamentale< de matrices, muy
necesarios para poder resolver los sistemas de ecuaciones que se

van a generar.

‘v"

Con relacidén a los modelos matéﬁéticos que se van avfesolver‘nuf
méricamente, se dan las bases del hétodo de»dife}encias finitas,
el cual se trata extehsamenté en‘uﬁ capitu}o También se pre-
sentan algunos de los d1ferentcs metodos de 'solucién de sistemas
de ecuaciones algebralcas. -~ En este tema' no se pretcndlo cu- -
vbrlr todo lo que existe relaC1onado con- metodos de solucién, fa
que’ eso seria por si solo materla] para CSCT]b]T un libro com-h'

pleto. Sln embargo, se prosontan los metodos mas sencillos, a-

s{ como algunos de los mis utilizados.




- Se presenta] un Lapltulo en - unLdees pract1c1s,vcon 105 modcloa»f

mateméticos que se tendrldn ‘cuando se con31dera una, dos y tres

Afases ,"‘El“ b] thO de estc capztulo no es’ nro<ent'1 1a.k

. c1on a cada'uno de’ ellos, sxno mostlar el tlpo du modclo que se

*'maneJarla én cada caso

'»Algo a 1o que se 1e ded-co C\pdClO en este traba;o,vEUé ia'bre»1J

',sentaCLon de un capltulo de as peutos practlcos de la slmu]aglon

'de yac1mlentos En 01 se dlscuten algunas diflCUltddCS, con " -

v_las que se enfrenta cl usuario de un s1mu1ador, 1dent1f1cando -

’_'1as fuentes potenc1ales de error, asi como algunos aspectos que
json importantes de. considerar al UtlllZdI un modelo En este -
vmiSmo‘capitulo, se incluyen once problemas resueltos,’para ser -
ufilizédos‘COmo'matgrial autodidécticovpor aquellos estudiaﬁtes
y profesibnistas que se estén iniciando en el tema, El grado -

de dificultad de estos problemas es variable, desde los muy sen-

cillos hasta algunos que requieren de més tiempo para.ser resuel

tos. -

El Gltimo capitulo de ecstos apuntes ha sido dedicado a la presen

tacién del simulador conocido como BOAST, ¢l cual es un modelo -

trifisico tridimensional, quec estd disponible para ser usado por

estudiantes en:el Centro de Cileculo de la Facultad de Ingenieria-

(CECAFI) . Este simulador cs un programa que fué desarrollado -

_para el Departamento de Energfa de los' Estados Unidos por Fren-

chi y Bujnowski- en 1982 y sc¢ ha dado a conocer. al piblico a. tra-

vés de una publicacidn especializada. El objeto de incluir es-




te capitulo y un ejemplo corrido cn estc simulador, es familiari
-zar a los cstudiantes con un modelo del tipo dc los que mis se -

utilizan actualmente. .

Finalmente, se incluye un capitulo de conclusioncs y comentarios
generales acerca de la simulacidn dc yacimientos petroleros, men

cionando sus ventajas y desventajas.

Es importante schalar para terminar este prdlogo, quc cste traba
jo estd inspirado en los apuntes ”Simu]acién Numérica de Yaci- -
mientos", escritos en 1982 por los ingcnieros José R. Serrano Lo
zano y Luis A. Ayala Gbémez. .Sin embargo, esta nueva versién di
fiere sustancialmente de la antes mencionuda, ﬁor lo que de he-

cho se pueden considerar como -otros apuntes, dédndole el crédito

que le corresponda a los ingenieros Serrano y Ayala,.por las par

tes de este trabajo que fueron tomadas de sus apuntes.

Por Gltimo, conviene mencionar .que gran parte ‘del material pre-
sentado ha sido estudiado en la materia ''Simulacién Mateméitica -
de Yacimientos",vque se ofrece regularmenté.en el planvde estu-
dios de la carrera de Ingeniero Petrolero en la Facultad de‘IngE

nieria, la cual ha sido impartida por el Dr. Guillermo C. Domin-

¢

guez Vargas en los Gltimos dos afos.
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o CAPITULO 1

s O
S

INTRODUCCION,




1.1 Antecedentes.

lta siﬁulacién. conortal, no es nueva. Siendo. el objetivo prin
cjpal de la ingenieria de y;cinientos el optimizar la:recupera-
.vcién:de los hidrocarburos y el ingeniero de yacimientos f]Len-

cargado de log}ar que .ese objetivo se cumpla; éste. siempr: ha -
buscado la manera Hé tratar de reproducir. lo.que'ocurre en los

mismos. Para €llo se ha valido.de técnicas y ecuaciones que -
éon el .tiempo y gracias a los. adelantos ‘de.la ciencia han ido -
evolucionando, pero que en esencia, son las técnicas y ecuacio-

nes que se siguen utilizando en nuestros dfas.

Asi entonces, antes para calcular por ejemplo la recuperacién,

se utilizaban métodos de balance de materia'’*?* como los de Tar
ner, Muskat o Tracy, cn los cuales se considera al yacimiento -
como un tanque ¢on propicdades promedio, tanto de presibén como

Jde propiedades petrofisicas b4 PVT de los fluidos. Sin embargo
esta suposicidén de homogcneidad a lo largo de todﬁ él yacimien-
to, aunque se ha demostrado que puede ser vilida, no.existe, -
por lo cual se pensé cn dividir al yacimiento en una scrié de -
bloques o celdas, asignéndole a cada una dc ellas propiedades -
promedio y aplicar la ecuacién de balance de matcria para cada

bloque, acoplada a la ecuacién de Darcy que es una ecuacién de

* Referencias al final de cada capftulo.
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flujo que permite determinar la interaccién entre los bloques.. -
A ésto, o sea el dividir -al.yacimiento en una serie de bloques
para su esfudio es a lo que se le conoce en forma general como
simulacidén y los aspectos nuevos que presenta es que, como pue-
de facilmente suponerse, se requiere de una gran cantidad de -
cdlculos (hay que utilizar balance de materia para cada bloqﬁé)
por lo que se hace indispensable el auxilio de una computadora

para llevarlos a- cabo.

Légicamenfe el primer‘problema que surge es el obtener la infor
macibén necesaria pafa cada bloque, sin embargo supoﬁieﬁao que -
se pueda conseguir dicha informacién; sin lugar a dudas ésta es
la mejor manera de llevar a-cabo el .estudio .de un yacimiento -
Cuando éste-np es homogéneo: Con ello.no se quiere decir que

ésto sea lo mejor o deba de.aplicarse indistintamente a cual- -
quier problema, pues la experiencia ha demostrado que el método
de .balance de materia simplificado, bien aplicado, en determing

dos casos puede proporcionar mejores ‘resultados.

Pero la tendencia sigue, nuevos descubrimienpos e inndvaciones

se realizan dia .con dia y es necesario que todo aquél que pien-
se dedicarSe al &4rea de yacimientos teﬁga un cierto conocimien-
to acerca de lo que es la simulacibén. . E1 objetivo de este tra
bajo es precisamente éée, proporcionar a quien lo lea un conbci
miento bidsico sobre la simulacién y aespertar interés hacia es-

te cada vez mds amplio campo-de la ingenieria de yacimientos.




Gl ST
toria“de la simulacibn?.

:Prdctxcamente 1& SLmUlﬂLlOn de ydc1m10ntos se ha venldo cmp]can

Vide la. Lngcnlerla petrolera, sto es, alla

do desde 105 inicio

Antes de 1900 los- calculos utlllZ&dO:

fvpor 105 40 1
jra predecxr el comportamlcnto del Vnclmlcnto (pronostlcar ld_re‘

‘cuperac1on o compar T altcrnat1va§ eLonomlca> cntre 6Jvcrsos,mé

 1todo> de,recup ac10n), cons1stian en Wran puxte dc metodos a-

'nallthos como cran el motodo de. balanc dc materla -0 Slmula-_

“dor de cero: dlmenSLones y e] mctodo de Buckley Leverett o modeé -

f‘lo de una dlmen51on

’Ei'téfmino'”siﬁﬁlicién"’se ﬁate coﬁﬁn:; principios de los afios

»1960 s reflrlendose con é1 a metodos de pred1uc1on desarrolla-
dos en prooramas de computadoras relatlvamente sofisticados. -
D1ch05‘programas representaban. un mayor adelanto debido a que -
permitian la sqiucién de .un conjunto de ecuaciones expresadas -
én_difergncias finitas que describian flujo multifisico.a tra-

vés:de un medio poroso heterogéneo ‘en dos vy tres dimensiones. -
Este adelanto sc hizo posible gracias a la evolucidn tan réapida
que -tuvieron las compufqdoras‘y el desarrollo de métodos numéfi
'cosvéapaCcs de resolver grandes sistcmﬁs de ecuaciones en dife-

~rtencias: finitas. -

UurAnte los afos 1960's, los esfuerzos-de la simulacidén fueron
dcdlcados en gran mcdida. los problemas en dos fases (gas y a-
gua) y,.en tres, asi como a modelos de aceite negro, La simu-

" lacién de métodos de. recuperacidn-se limitaba csencialmente a -




los problemas de agotamiento natural y de mantenimiento de pre-
sibn. Con ésto era posible el deSarfollo de un modelo de simu
lacién Gnico, capaz‘de dirigirse a la hayofia déllos problemas
de yacimientos que se tenian. Este éoncepto de un modelo gene
ral siempre ha sido atractivo debido a que significa‘reduccién
en el costo de su pfeparécién y de su uso vy, potencialmente, en

el costo del desarrollo del modelo y de su mantenimiento.

Sin embargo, durante los aﬁos£1970's el panorama cambid en for-
ma radical. El aspecto econbémico motivd a que se buscara la -
manera de obtener una recuperacién maypr, llevandose a efecto -
proyectos de pruebas en. el campo, también.llamadas pruebas pilo
to, encaminadas al estudio de procesos de recuperaciédn mejorada.
Esto condujo ‘a la simulacibén de nuevos procesos que iban mis a-
114 del depresionamiento convencional 5y del mantenimiento de -
presibn, tales como la inyeccién de miscibles, la inyeccién’ de

vapor, la inyeccidén de productos quimicos y la combustibn in-si
tu. Con ésto, al relativamente cédmodo- manejo de dos componen-
tes hidrocarburos (gas y aceite) en simple flujo entre no misci
bles habia que.agregarle‘enténces la influencia de la temperatu
ra, agentes quimicos y los efectos del complejo comportamientq

del equilibrio entre fases.

La proliferacidén que tuvieron estos métodos de recuperacién en

los 1970's motivé la orientacién del concepto de modelo Gnico o
R .

general hacia modelos individuales desarrollados para represen-

tar cada una de estas nuevas técnicas.




Las investigaciones realizadas durante este tiempo, dicron como

resultado un avance significativo en la formulacibén de modelos

de simulacién y de métodos numéricos para la solucién de siste-
mas de ecuaciones. Estos avances permitieron simular procesds
de recuperacibén de lo méds complejo y/o reducir el costo de tiem

po de computadora.

En la actualidad el enfoque de la simulacibén es el de afinar -
los avances que se han obtenido y volver a tender hacia un simu
lador general aplicable a todos o a la mayoria de los procesos
de recuperacibén que interesen. El éxito de ello depende en -
.2 . ’
gran parte, de la obtencibén de ecuaciones de estado que repre-
senten el comportamiento PVT de los componentes de un sistema -
de fluidos en tres fases bajo un rango de presiones y temperatu

ras bastante amplio.
1.3 Aspectos Generales.

1.3.1. Definicibén v objetivo.

La simulacién de yacimientos ‘es un proceso mediante el cual
el ingeniero con la ayuda de un modelo matemidtico, integra
un conjunto de factores para describir con cierta precisién
el comportamiento de procesos fisicos que ocurren en un ya-

cimiento.

.
Bhsicamente un modelo matemdtico de simulacién de yacimien-

tos consiste en un nimero determinado de ecuaciones gque ex-

18




te:

a)

b)

<)

Los

dos,

re de la experiencia y buen juicio:del ingeniero para deci-

prcsan el principic. de conservacién- de masa y/o" energla, a-.

copladas con ecuaciones representatlvas de flujo de f1u1-7-

temperatura y/o Ia-concentracién de estos fluidos a -

través de mgdios pordsoSl." Dichas' ecuaciones son ecuacio-

nes diferénciales en derivadas paréialés "no'lineéleé” Yy su
solucibn es posible Gnicamente en fdrma'numérica y-de mane -
ra discreta, es decir, en un nf{inero de puntos preselecc1ona
dos en tlempo y en espaglo y ne dc una ‘manera continua. -

Esta no linealidad de las ecuaciones obedece a 10 siguien-

La heterogeneidad en el yacimiento.

Que 1a.reIacf6n que tiene la séfﬁracién con la permeabi
lidad relativa Yy coﬁ 1éfpresi6n capilar'es dé tipo no -
lineal. ' 2 o

Que las propiedades PVT de’ Tos 'fluidos como funcién dé

la presibn, composicién y temperdtura no son lineales..
A

modelos matemiticos. requleren el .uso de un programa de

computo debldo a la Lant]dad de cdlculos tan orande que se

realizan al efectuar una simulacidn. L

El objetivo primordial al hacer uso de la simulacidn es pre .
decir el comportamiento de un determinado yacimiento .y con
base en los resultados obtenidos, optimizar ciertas ‘condi-

ciones para aumentar la recuperacién. = Para ello se requie




:dlr cuando es’ prec150 ut111zar un’ modelo y que tlpo de mode»
'10 es; el mas convenlente en cada caso, asi como evaluar de
‘bzuna manera aproplada tanto los datos que se. van a utlllzar
én la s1mulac1on como los resultados que se" obtengan de e~

La selecc1on del modelo a: ut111zar ademas del aspecv

to econom1co, esta en func1on de lo que se desea slmular y

la informac1on con que se- cuente para. real1zar 1la 51mula'b

una regla general es ut111zar el modelo mas sim

pfe capaz de resolver el problema planteado

3.2.

vUt»Lidad'de,la-simulaciéﬁﬂ

’quQﬁdé uﬁl@édéldimétemético dé‘siﬁulaciéﬁiha sido érobado{y
p'qaiibrado-adecuadamente, representa la herramienta.més pode-
'fosaicbh‘qde'éuenta‘un ingeniero. MientréQ.que fisicamen-
“te el.yacimientovpuede producirse una sola vez y lo mis pro

1bab;efés~que no sea en la forma mis adecuada, dado que un. -

.error cometido.en el ‘proceso afectari cuélquier cambio sub-
secuente, el modelo permite "producir" un yacimiento varias
veces y ‘en muy" dxferentes maneras, con lo cual se pueden a-

nallzar varias. alternativas y seleccionar una de ellas.

‘*,Elfobservat'el comportamiehxo del modelo- bajo diferéntes -
condiciones. de operacibén, ayuda a seleccionar ‘un conJunto -
" de-condiciones de. produc ién ptlmds para elsyaCLmLento. -

'Mésiespécificamente;.con ayuda:de:la simulacién; se-puede: -

lo. :siguiente:




2} CConceor ol volumen original de acceite.

) KQQRQC?ﬁnelnMQANm@@uoﬁiginm&quJﬂﬁedﬂe.icﬂ fNuidos Jdere-

b) .Tener.iuna buena,idea del movimiento de. los fluidos den-

! }V%aqthcﬂggwﬂJmivntn de oun vomne de osceitice baio
c) .“%2\Q%:QanotIﬁmmentbzﬂcaﬂnncampbwdc?acb&fb‘bﬁ}o"
dlversog—mccanasmoa,dc «desphazamiento,. -como’ puedeii ser:
Aa, lny@;Clon‘ﬂC]dgud il ihyeckcidn d@“qas\~or‘1”ﬁ s40-
ﬁam;gp;gwnqpura].O‘e] uso de algﬁn método de recupera-
C]O n.mejorada. oy nicve: v Joo RTINS E N
dy’ ffminaradaug@ny@nicncj%ﬁdeudnye@thmmaguavadhhtyécﬁf'
hto de aceite,poraloes flancos enclugar de' wtilizar: - .
i i !
o gpgpé;rﬁp determinado.décpozos:inyéctores o viceversa. '

e) Optimizar,los sistemas de recolecéidn.iot o ‘v po

f) Determinar-loscefectos -de lawlocaliﬁadién7d¢‘10§-pézb$*
y,susqspaciamiean.;»FDewesfé1maneraddesafroliéfiun 63@
po..con.base,en unarinformécién bimttada{ pudiéndose de-

Lo

i terminar ddnde perforar nuevos pozes .
g) Estimar los-efectds que tiene el gasto.de produccibdn so

v bre . la.necuperaciébn.

h) CaLcuLarUJg‘cantidad\de;gaé"queﬂseibbtdéne-de’unfnﬁméfo

determinado de pozos-localizados: en puntos §pécif&%os.

i) Definir valores: de parametrOS'en el yac1m1ento para -

llevar. a pabp)estuddQS'econémicog

j) Obtener la. sen51b111dad denlos requtados & ‘variaciones
enulas pron:odade& petrofmsacas delngyacimiento '»IES'JC‘
propiedades PVT de sus fluidos cuando no son bien cono-

cidas. .




S kY ReallLaI estudlos IndLVldud]CS de pozos.

’ }) Conocer 1a cantldad de gas almacenado., - .

m) Hacer‘un programa de peruccién.

fi.SASLY'Ajuﬁté del” simulador con la historia-del‘yacimicntw.

'SL la 1nformac10n con que se’ cuenta para llevar a“cabo una

’51mulac1on es amplla v de- calldad el ob) t1vo de’ la >1mu1a

¢ibn tendera a satlsfacelse y la predlcc1on del compo ta- -

-mlento sera. meJor CUsi por:.el contrqr‘o, 1a lniormac1on es
llncompleta o-no muy confiable, los s1mu1adores solo podrén-:
- ut111zarse para comparar semlcuantltatlvamente 105 resulta'
dos al explotar el yacimiento de dlferentes maneras. De --
;cu31Quier forma, la aproximacidn que proporc;ona el simula-
“dor.puede mejorarse mcdiante el ajuste de ééte.a medida.que

se:vaya teniendo mayor informacién del yacimiento. .

Lo'primerﬁ que se hace para ajustar el simulador con la his
;oria del yacimiento, es calcular el comportamiénto.de.éste
usando la méjor informacién disponible. - De ¢sta manera -
los resuktédos obtenidos de la simulaciénlée comparan. con -
aquel]ox obtenxdo> del campoy, ésto es con los valoresbrea—
 1¢5; Si los rcsultad05 al compararlos o coinciden en una
mungra»sdtisfnctoriu, sc¢ hacen modiﬁLcacionCS‘en,los datos
qtil};adosfy se: efectlan otras corridas'dél'SlﬁuladorAhasta
.qd¢;5e 11g4nza la. aproximacidn descada- en los résultﬁdbs;'l

’-Cuando»éspo’chrre,;e‘»mod lo “ya puede ser ut111zado pard -

o
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predecir con-cierto grado de precisidn, el comportamiento -

del yacimiento. : Es importante hacer notar que dicho com-
portamiento estd influenciado por muchos factores, como lo
son: las permeabilidades, 1la disﬁribucién de saturacionecs,
los espesores de las capas, las porosidades, las permeabili
dades relat1va< etc., que nunca se conocen con exactitud a
lo largo de todo el yacimiento. De esta manera, a lo que
.en realidad llega el ingeniero es a una combinacién dec es-
tas-variables (que da como resultado un ajuste), la cual no
es (nica, por lo que dicha combinacién no puede representar
de unarmanera precisa las condiciones del yacimiento. " Por
ésto se:debe tener en cuenta que al utilizar un simulador,
después de haberlo ajustado a la hjstoria’del yacimiento, -
no se puede asegurar que la predicciédn que proporcione seré
exactamente el comportamiento real que se tenga en dicho ya
cimiento. Sin embargo, a medida de que el periodo que se
ha ajustado sea mayor, la prediccién que se haga ser4 mas -
confiable, lo que implica que el iﬁgeﬁiero deba estar conti
nuamente comparando la prediccién hecha .por el simulador -
con el compor;amiehto presente y actualizar de ser necesa-

rio, las combinaciones de datos que maneja el modelo ¥

1.3.4.. Resultados de una simulacibn.

.

Los resultados tipicos que se obtienen de una simulacién -
con51sten, en la d15tr1buc1on de pre51ones y de saturac1o»

— . . R

nes en cada una de las celdas en que ha 51do d1v1d1do el -
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a)

yacimiento, asi como los voltmenes producidos y las relacio
hes agua-aceite y gas-aceite para los pozos productores. -
Si hay inyeccién de fluidos -se obtiene, o-el ritmo de inyec

los vol{imenes establecidos.

4 Etapas para desarrollar un modelo?.

desarrollar un modelo es un proceso iterativo que consiste -

las siguientes etapas:

Descripcidédn del yacimiento.
‘Determinar el tipo de mecahismo de desplazamiento.
Escribif.el modelo matemitico.

Desarrollar el modelo numérico.

Desarrollar el programa de cbmputo.

Determinar la validez del modelo.

Ajustar el modelo con la historia del yacimiento.

Predecir el comportamiento futuro.

proceso iterativo mencionado se puede observar en la Fig. -
.1), ya que al ir avanzando en las diferentes etapas, es nece
rio regresar a modificar algo de las anteriores, como pueden

r las suposiciones en las que se basb el modelo.

s razones de considerar varias suposiciones al desarrollar un

delo, son las siguientes:

No obstante de haberse hecho todo 1o posible por caracteri-

24.




L DESCRIPCION DEL YACIMIENTO |

DETERMINACION DEL TIPO DE MECANISMO DE
DESPLAZAMIENTO QUE OPERA EN EL YACIMIENTO, .

4

ELABORACION DEL MODELO MATEMATICO QUE
REPRESENTE LOS PROCESOS FISICOS QUE SE

PRESENTAN EN EL YACIMIENTO.

DESARROLLO DEL MODELO NUMERICO
QUE SUSTITUYA AL MODELO MATEMATICO

REALIZACION DEL PROGRAMA DE COMPUTO

DETERMINACION DE LA VALIDEZ
DEL MODELO. ’

N AJUSTE DEL MODELO CON LA
HISTORIA DEL YACIMIENTO.

PREDICCION DEL COMPOR-
TAMIENTO FUTURO.

Fl6. 1.1 ETAPAS PARA DESARROLLAR UN MODELO.

25




b)

)

zar al yacimiento de la mejor manera, nunca podri hacerse -
ésto sino solo en una forma aproximada.

Hacer el problema manejable.

“’Reducir éY: costo de la simulacidn.

Obviamente la necesidad de utilizar suposiciones se hace cada -

. vez menor, debido a los adelantos e innovaciones que la ciencia

va proporgionando dia con dia.

1.5 Como trabaja un modelo®.

El

procedimiento de calculo en forma simplificada que utiliza -

un modelo, esta dado por los siguientes pasos:

a)

b)

c)

d)

Se empieza con las celdas en las que se conoce su presidén y
saturacién inicial.

Se seleccgiona un incremento de tiempo al cual el modelo va
a hacer 105 cdlculos (los incrementos de tiempo iniciales -
son generalmente, pgriodos de tiempo corto alrededor de uno
o varios dias, pero en los intervalos sucesivos los incre}
mentos de tiempo pueden ir aUmeﬁtando hasta llegar a cubrir
algunos meses). .

Calcular o asignar el volumeﬁ producido o inyectado, si es
el caso, en cada pozo péra el intervalo de tiemparselécciq-
nado. .

Calcular el flujo que hay entre las celdas durante el iﬁter

valo de tiempo utilizado y los nuevos valores de saturacién

para cada celda.
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e) Seleccionar un nuevo intervalo de tiempo y repetir el proce
so hasta que el modelo;haya'hecho los célculos para el tiem

po total deseado.

Dé esta manera el simuladér‘calcuiaré.la distribucién de presio
nes y de saturaciones a lo largo del yacimiento en funcibén del

tiempo.  En la Fig. (1.2) se puede Qbservar un diagrama de flu
jo que da idea de cdmo_trabaja un modelo. 'En los capitulos si
vguientes se estudiaré con méis detalle cada una de las étapéé’de
cdlculo, de manera que se vaya familiarizando al estudiante con
lo que reqlmenté es la simulacidén de yacimientos, para que'tcn-
ga la cépacidad de escribir modelos sencillos y pueda resolver

‘problemas en una y dos fases, asi como .en una y dos dimensiones.
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INICIO DE LOS CALCULOS EN LAS
CELDAS EN QUE ES CONOCIDA LA
PRESION Y .LA SATURACION - -

|

SELECCION. DEL INCREMENTO DE
TIEMPO AL CUAL EL MODELO HARA

> NO

LOS CALCULOS.

: :

CALCULO O ASIGNACION DEL VOLUMEN

PRODUCIDO O INYECTADO EN CADA PO-

20 PARA EL INCREMENTO DE TIEMPO
" SELECCIONADO.

I

CALCULO DEL FLUJO QUE EXISTE
ENTRE LAS CELDAS DURANTE EL

INCREMENTO DE TIEMPO UTILIZADO.

[

DETERMINACION DE LOS NUEVOS VA-
LORES DE PRESION Y DE SATURACION
AL FINALIZAR EL INTERVALO DE TIEMPO
PARA CADA CELDA

CANZADO EL TIEMPO
TOTAL AL CUAL SE DESEA

FG. 1.2

HACER LA
PREDICCION ?

LA SIMULACION

HA TERMINADO

COMO TRABAJA UN MCODELO, -
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CAPITULO 2

INFORMACION REQUERIDA PARA UTILIZAR UN SIMULADOR.
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201 Iﬁtrodu&;'cién;

Como en todo trabaJo de ingenieria de yac1mlentos, pdrd que ten
ga ex1to se debe contar con una. buena 1nformac1on que rcpre:en
“te ]as condlgjones que- plevalecen en el yac1m1ento Asi pues
la 51mu1ac1on sin ser }a excepc1on requlere de una amplia'desj
kcr1pc1on fisica del mLsmo y de los tlUOS de mecanismos por me -
~dio de los cuales va a producir. = Los resu]tados que se obten-
gan-de la simulaciénvserén tan buenos. como los datos due se ha-

“yan empleado para realizarla y, el tiempo que se pueda perder -

en preparar esta informacidén es un tiempo bien empleado!

Hay que-hacgr'notar que la informacién que debe tratarse de ob-
tener coﬁ'mayor precisidn es aquélla que al variarla, al reali-
zar.diferentes corridas de simulacibén, provoque un cambio signi
Eicativéven los resultados obtenidos. Asi por ejemplo, si se
sabe que una prop1edad dotcrmlnada varia en un rango especifico
bv al efectuar dos o trcs corridas de simulacién se varia dicha
.prop;edad_dentro de este rango -y se obtiecnen resultados pareci-
dos}‘;e'puede tomar como buena una de las predicciones, o bien,
relegar a segundo. término esfuerzos adicionales para medir con
preci§i6n dicha.propiedad.  Si por el contrario, variando. esa
propiedﬁd sec alteran los - rc«u]tadox conside rﬁblemgnte es nece- .

sario: redoblar ¢sfuerzos para obtener con mayor aprdximacién -




.dicha propiedad.

La informacibén que se requiere para efectuar una simulacidn es:

a) Descripciéﬁ fisica del yécimientoA )

b) Mecanismo 0 mecanismos de desplazamiento que operan en el -
yacimiento.

c) Propiedades petrofisicas de las capas de interés‘

d) Propiedades PVT de los fluidos.

e) Otros datos.

2.2 Descripcibn fisica del yacimiento.

Para obtener una descripcibn fisica del yacimiento es.necesario
llevar a cabo un estudio geolbgico de detalle que proporcione -
un conocimiento estratigrafico, estructural y petrogrifico, que

‘permita de esta manera caracterizar al yacimiento perfectamen-

te. Dicho estudio geolbgico se complementa con métodos geofi-

sicos. ~La informacidn de este tipo que interesa a la simula-
R4

cidn es:

a) Limites del yaﬁimiento.: .

b) Caracteristicas de la formacibén productora.
c) Caracteristicas deliacﬁifero.

d) Fallas.

e) Discontinuidad en las capas.
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Z;f“ﬂMecaniqus:ae désplézamiéﬁtd.
" “‘ b .

N ‘ H B N R
Los- cuatro mecan1smos ba>1cos que operan ‘para ‘recuperar los hi-

drocarburos del ya01m1ento son7

a)- E(pans¢on del 51stema IOCJ fluidos.”

b) iDesplazamlentoiV‘

¢) . Segregacién’ gravitacional. . - o

d) . vabibié‘vic’)n{ '

La expan51on del 51stema roca- fluldos se provoca al haber un a-
’batimiento de pre51on, dando como resultado el mov1m1ento de -
los fluidos a través del medio poroso del punto de mayor pre- -

_sibén al punto de menor presidn.

El desplazamiento se da con gas O con ‘agua. Con gas,puéde ser
empgje de gds disuelto liberado o empuﬁe ae algﬂn_ﬁasquete de -
gas, ya sea natural o’iﬁyectado. Con agua puedeisér agua aé,~
inyéccién'o bien entrada natural por la presencia:dé algﬁn.a;ui

fero considerable.

La segregacién gravitacional se presenta en vacimientos .de espe
sor Eonsiderahle (o en capas de cchado &Qy proﬁuncindo] que ten
ga valores de permeubilldud.ultos cn ¢l sentido vertical vy cénwv
siste en él acomodo que ticnen los (luidos de acuerdo con SUS - s
densidﬁdes. '

La_ imbibicién capilar se da generalmente en el sentido normal -

(perpendicular) al flujo y puede ser muy importdante al inyectar
perp . 1oy . 7 P y




agua en forma lateral en capas heterogéneas con variaciones con

siderables en las permeabilidades verticales:

2.4 Propiedadés petrofisicas.

Las propiedades petrofisicas se determinan en el laboratorio -
con la-ayuda de pequefios n(cleos obtenidos del yacimiento y que
se procura sean répresentativos, Para asegurar una mayor pre-
cisibn en estos datos se puede obtener informacibn complementa-
ria de estas propiedades. Dicha informacidén la proporcionan -
los registros eléctricos y los énélisis de pruebas de presidn.

Ademis, existen correlacionesvﬁublicadas para la obtencién de -
estas propiedades y que pueden ser de utilidad en determinado -

momento.

Los datos petrofisicos que se necesitan para efectuar una simu-

lacidn son:

a) Porosidades (¢).

b) - Permeabilidades (K).

c) Saturaciones de agua, aceite y gas (Sw, So, Sg).
d) Presibn capilar entre diferentes interfases (Pcw
Cg-w)‘

e) Permeabilidades relativas al agua, al aceite y al gas -

-0
P

(Kr;, Kro, Krg).

f) Compresibilidad de la formacibn.




2.5 Propiedades PVT de los fluidos.

Las propiedades de los fluidos son obtenidas también en el labo
ratorio por medio de muestras sacadas de los pozos. Para que

Tos valores que se obfengan sean aceptables (lo mismo ocurre -
con las propiedades petrofisicas), se requiere que las medicio-
nes se hagan lo mis cuidédosamente posible y tratando de acer-

car al maximo las condiciones del laboratorio a las condiciones
existentes en el yacimiento. Estasypropiedades de los fluidos

que se requieren en un trabajo de simulacidn son:

a) Factores de volumen del agua, del aceite y dol -as  (Bw, -
Bo y Bg).

b) Relacidn de solubilidad en el aceite (Rs).

c) Relacién de solubilidad en el agua (Rsw).

d) Viscosidades del agua, del aceite y del gas (“Q’ ug Y “g)‘

c) Compresibilidades del agua, del éceite y del gas (Cy, Co y
Cg).

f) Comportamiento de fases.

g) Presibn de saturacidn.

2.6 Otros Datos.

Ademis de 15 informacidén fundamental que sc menciona con ante-
rioridad, existen otros datos con los que es importante contar
cuando se realiza una simulacién. Dicha informacidn correspoﬁ
de casi en su totalidad como se verd a continuacidn, a caracte-

risticas de los pozos.




2.6.1. Datos de produccidén y de relacibén de flujo.

Cuando se trata de hacer un ajuste del modelo con-1la histo-
ria del yacimiento, se requieren conocer los ritmos de pro-
duccidn y la declinacién de la presién. Estos datos de -

produccidn que se necesitan para cada pozo, se pueden des-

LS

glosar en los siguientes puntos:

a) Gasto de aceite vV.s. tiempo.
b) Gasto de gas V.s. tiempo.
c) Gasto de ;éua ’ vV.s. tiempo.
dj Cualquier presibén medida v.s. tiempo.

Ademis es preciso contar con los indices de productividad y
si es el caso, con los indices de inyectividad de los pozos

que integran el yacimiento.

En la précticé generalmente se cuenta con un registro com-
pleto del gasto de produccidn de 3§eite de cada pozo, pero
no pasa lo mismo con los gastos de produccién de gas y de -
agua, cuya informacidén la mayoria de las veces, es limita-
da. ‘Por ello se necesita que con los datos disponibles se
elabore una gréfica como la que se presenta en la Fig. (2.1)
que permita.interpolando,. obtener una informacidén mis com-

pleta.

2.6.2. Estado mecinico de los pozos.

Al parecer-por lo:-visto hasta el momento, para llevar a ca-




P
g

(q)

TIEMPO (1)

FIG. 2.1 OBTENCION DE LOS GASTOS DE PRODUCCION
DE GAS Y DE AGUA CON UNA INFORMACION INCOMPLETA.
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bo una simulacidn, cualquier informacién sobre el estado me
cénico de los pozos que integran el yacimiento careceria de
interés, pues aunque los poios forman parte integral del -
sistema, la influencia que puédan tener en &1 parece haber
sido considerada ya en los datos de produccién. Ademis, -
si la simulacibn es un estudio a nivel de yacimiento (para
qué sirve entonces ia informacidén sobre el estado mecénico

de los pozos?

Un avance muy significativo en simulacidn es acoplar el com
portamiento que tienen los fluidos dentro del yacimiento al
que presentan a lo largo de las tubérias de produccién en -
su camino hacia ia superficie. Para ello se requiere con-
tar con un método de flujo multifésico que entre como subru
tina en el simulador. Lbégico es suponer que un trabajo de
e€sta naturaleza requiere de las caracteristicas mecénicas -

de los pozos.

Existen una gran cantidad de correlaciones que tratan sobre
el comport;miento de los fluidos er-las tuberias de produc-
cibn’. "El uso‘de dichas ‘correlaciones, al igual que los -
estudios de simulacién, estid sujeto a ciértas consideracio-

nes importantes.

El estado mecénico de 135 pozos lo comprende la informacidn

siguiente:

a) Profundidad maxima del pozo, indicando si es vertical,
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/I/ FLUJO EN LA T.P.
( METODO DE FLUJO

MULTIFASICO)

AN

> FLUOO EN tl.. YAC!MIENTO
~>‘ '(SJNULAC!ON). !

FIG, .2.2 ACOPLAMIENTO DEL FLUJO DE FLUIDOS
EN EL YACIMIENTO CON EL FLUJO DE FLUIDOS EN
LA TUBERIA VERTICAL EN UN SOLO SIMULADOR.
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direccional o desviado.
b) TDidmetro interior del pozo.
c¢) Caracteristicas dc las tuberias de revestimiento. Di4

metro, profundidhd, peso y grado.

d) Caracteristicas del aparejo dec produccién.’ Tipo de -
terminacion. Didmetro,. grado v peso de las tuberias -
de produccibn. Equipo para métodos artificiales de -

produccibn.

2.6.3. Aspecto Econbmico.

En todo trabajo de ingenieria debe ser considerado como un
punto primordial el aspecto econbmico. En simulacibn de -
yacimientos la informacidén de este tipo que se debe tomar -

en cuenta es la siguiente:

a) Precio del barril de aceite.

b) Costo del pozo.-

c¢) Limite econbdmico.

d) Méximas rélaciones agua-aceite y gas-aceite con que se
piensa trabajar. .

e) Minima presibn de fondo fluyendo.v

f) Precio del gas.

g) Gastos de operacibn.

2.6.4. Mapas.

Al preparar la informacidén que se necesita para realizar -
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~una simulacibn, se elaboran 1os‘siguientes“mapas:

-a) Mapa estructural.
bJ) Mapa de isopacas.
c)- Mapé de isoporosidades.

d) Mapa de,isopérmeabilidédes.

Los mapas estructurales sirvcn'péra dé;erminaria‘trévés dé
las curvasvdcvﬁiveig las profundidades de' los poios, efec;
tos geolbgicos del subsuelo éomo fallas, asi‘como la viﬁta
de plénta del yacimiento, limifes del mismo, contactosvagua

-aceite, gas-acéite y/o gas-agua.

Al mapa de isopacas.lo componen lineas que unen puntos en -
el yacimiento de igual espesor. Entre otras cosas sirve -
para cuantificar volumétricamente el volumen original de a-

ceite y/o el volumen original de gas.

Se comentd ai tratar sobre la informacién petrofisica reque
rida la importancia que tenia &sta y la forma de obtenerse.
Asi pues, las porosidades v las permeabilidades se conocen

‘en localizuciones discretas del yacimiento y el sjmuladpr -
requierc un conocimiento de estas propicdades en todos y ca
da uno de los puntos del mismo. Con c¢cste fin se constru- -

yen los mapas de isoporosidades e isopermeabilidades.

En ocasiones se claboran mapas en los cuales se encuentra -

la distribucidén de combinaciones o productos de propiedades
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como por ejemplo:

- porosidad-espesor (¢h) y

- porosidad-saturacidn-espesor (¢ Soh).

2.7 Permeabilidades relativas.

Se ha comentado a lo largo'dereste,capitﬁlo la gran importancia
quc tiene el contar con una buena informﬁcién,>haciéndo§c ver -
,quev]a clave para obtener: buenos resultados son buenosvda;os. -
Pues bien, sin lugar a duda que la informacibén critica que se -
emplea dentro de toda la‘informaciéﬁbque‘se féqgiere al efec- -
tuar una simulacidn, son las permeabilidadeé relativas, dado -
que una relacidén determinada de elias define los resultados que

entrega el modelo.

Si en el transcurso de un estudio de simyiaqién_el,yacfmieh£o 7;
cambia de un mecanismo de desplazamien;qia otro, el ingénjero 5,
debe determinar 'si este cambio afectafé élbdé;plazamiento dé -
los fluidos o la recuperacidn dentro de“lﬁs céldas enléue ha si
do dividido el yacimiento y, de ser ééi,'lg que es Ea§i:segufo
si los datos de permeabilida@es relativas deben ser mddificados

~para reflejar dicho cambio.

Sin embargo, cambiar el juego de permeabilidades relativas de-
pendiendc del mecanismo de desplazémiento que opera en el yaci-
miento por un tiempo determinado no ésﬂnada sencillo, si se,con

sidera que la informacidén mis dificil de obtener son precisamen
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te estas curvas de permeabilidades relativas, por la dificultad
que existe de llevar a cabo pruebas de desplazamiento en él la-
bboratorio bajo las mismas condiciones en que se encuentra el -
sistema roca-fluidos en el yacimiento. Esto es cierto incluso,

para permeabilidades relativas en dos_fases“.

Con lo anterior no se trata .de decir que éste sea un problemé -
particular de la simulacidén, sino que se trata de un problema -
que se presenta en todo trabajo que se realiza sobre ingenieria
de yacimientos y por el cual es comn teﬁer errores considera-

bles en los resultados obtenidos.

2.7.1. Obtencibén de las pérmeabilidades relativas.

Las permeabilidades relativas pueden obtenerse por medio de

las siguientes maneras:

a) Pruebas de desplazamiento en el laboratorio.
X b)  Calculos por medio de datos de presién capilar.
c) Ajuste con los datos del campo.

d) Correlaciones.

Crichlow en su libro "Modern Reservoir‘Engineéring - A Simu
. lation Approach' da una explicacién de estos métodos de ob-
tencidn de permeabilidades relativas para una y dos fases e
incluso, proporciona la correlacidn de Stoné que es un mode
lo que combina la teoria de flujo en el medio poroso con -

conceptos de probabilidad para obtener la permeabilidad re-
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lativa para tres fluidos.

2.8 Introduccién de “los datos al simulador, -

e H

Una ve:z que se ha logrado reunir toda la”informicidn que se ne-
cesita para llevar a cabo una simulacién, e] prob]ema que sc¢ ?
presenta es la manera de introducir céos valores al modelo. 2
Sin lugar a duda que la informacién que constituye la mayor pai
te de los datos que manejari el simﬁlador corresponde a las pr6
pledades PVT de 105 f1u1dos y a las propiedades pctrofisicas dq
la roca, puesto que se requieren en todos -y cada uno de¢” los blo
ques en que se ha dividido el yac1m1ento." Por ello es nececsa-
rio tratar de cdmpactar esta informacidén de tal manera que sca

manejable.

2.8.1. Representacidén Polinomial.

Supbngase que en el laboratorio se ha llevado a cabo un ané:
lisis de los_fluidos'del yacimieﬁto y se levhan determinadd
las propiedades necesarias para uﬁ estudio de simulacién. -:
Con los resuitados se han construidoAgréficas como las que

se muestran en la Fig. (2.3).

Es posible ajustar una ecuacibén a cada curva e introducir -
dichas ecuaciones al simulador para que evallGe las propieda

des cuando sea necesario.
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" AG. 2.3 ' PROPIEDADES PVT DE LOS FLUIDOS.
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2.8.2. Tablas de valores.

Algunos datos PVT no pueden ser .representados tan facilmen-
te por medio de una expresién polinomial, ya sea porque la

funcibén no sea continua o porque el orden del polinomio sea
tan alto que no resulte prictico programarlo. En este ca-
so la solucibén consiste en elaborar una tabla con bares de

valores ordenados que son almacenados en la computadora, u-
tilizéndgse éuando se requieran. Cuando los valores que -
se desean obtener no existen en la tabla, se hace una inter
polacibn, Fig. (2.4). Para ello el mdde16 deberd contar -

con una subrutina que se encargue de realizarla.

"Es preciso que para construir este tipo de tablas, ‘1o misﬁo
que para ajustar ecuaciones a las. graficas, se tomen la can
iidad de puntos necesarios para que el ajuste o la interpo-
lacibén proporcione valores confiables. ) Porrejemplo; consi
dérese 1la Fig‘-(Z.S)." Para represéntar la regidén A con -
cinco puntos es suficiente. Enkla'regién B se tienen cam-
biqs grandes en los'vélores de Sw a pesar de tener pequefios
cambios en P, por lo que es'preciso utilizar una mayor can-
.tidad de puntos. La regién;C puede ser representada per-

fectamente con solo-dos puntos, puesto que se trata de una

linea recta.

Dos tipos de interpolacidén que pueden utilizarse son:
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- Interpolacidn lineal:

X* - X,

y* =y, e (y2 - oY)
X - Xy

- - -
X* - X, X* - x31 X* - X, Fx* - X,
y* = - Yy ot ¥
X; - X, X, - X3J X, T Xy X, - X, .
X* - X, x*o-ox;
+ - - y 32_
X3 - X, X3 - X

Por otro lado, los datos de porosidad, espesores, -permeabi-
lidad, etc., asi como los datos de produccibn, -también en-
tran en forma de tabla. La lectura de toda esta informa-

ci6én la hari el modelo como si se tratara de matrices.
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CAPITULO 3

' CLASIFICACION DE SIMULADORES.




3.1 Introéduccibn.

A traves del tlempo, producto de las crec1entes nece51dades que»

ha . tenldo la 1ndustrla del petroleo, 1o que or1g1no comog'

= mentd en=el_capltulo 1 el advenlmlento de procesos de re;uﬁera;.
cién més:cohblejos; se han desarrolladé una éraﬁ éaﬁfidad de‘si
'muladores; los cuéles puéden clasificarse en funcién de las ca-
racterlstlcas que presenta el yac1m1ento que se piensa estudiar

o bien el proceso fisico que se quiere reproduc1r

Asi entonceg, cuando se desea predec1r el comportamlento de un
yacimiento sujeto a un determ1nado proceso de recuperacibn, es
preciso seleccionar el modelo que cumpla con ciertas caracter1§
ticas de disefio que le permitan realizar el trabajo de manera -
adecuada. »

En la Fig. (3.1) se presenta una clasificacién general de simu-

|
ladores y fue construida de manera que en ella aparezcan -todos

los posibles trabajos de simulacidén que.se pueden efectuar.

Con el objeto de explicar las caracteristicas de los.diferentes
tipos. de. modelos que existen y los trabajos de simulacién que -
pueden realizarse con ellos, se definen en la figura los si- -

‘guientes seis "pardmetros de seleccién':
g : ;
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Tlpo de yac1m1ento;

?) N1ve1 de 51mulac1on :
+c) ;S1mu1ador.:1 .
d) “Tlpo de fluJo en.el yac1m1ento;1
vé) 'Numero,Qe ‘dimensiones.

f) hGeometriag

',Como podra observarse cada uno de estos paramctros tiene diferen
tes alternat1vas a utilizar; asi por eJemplo, las posibles a em-
“plear para numero de dlmen51ones son: cero, una, dos o tres di-

‘men51ones, en’ n1ve1 de 51mu1ac1on se tlenen dos opciones para se

leccionar: no fracturados y fracturados; etc.

Hay -que Hacer notan‘qué el grado de comp}ejidéd dé‘laébalternati
.vaSLque'aparécen en laAfigura‘péra cada parémetro de seleccidén -
va de izquiefda a derecha. Asi por ejemplov para tipo de yacil
‘miento. es més dificil reallhar un-estudio de 51mulac1on para uno
fracturado que para uno no fracturado, para tipo de: flujo.en el”

yacimientb lo més complejo es un modelo composicional, etc.:
7 )

/
v

A continuacién se explican de manera mas detallada, los tipos de
simuladores que existen y en que casos se utilizan; al mlsmo -
tiempo que se va haciendo reterenc1a a los ”parametios de selec-

c1on” de 1a Flg (3.1). ) . o

3.2 Tipo.de yaéimiento.

En forma muy. general, dependiendo de caracteristicas fisicas -
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producto de la mecéinica de las rocas de los yacimientos, éstos

pueden dividirse en dos grandes'grupos: yacimientos no fractura
dos y yacimientos fracturados, siendo los estudios de simula- -
éién en estos Gltimos, los éue presentan mayor grado de dificul
tad debido 5 que las fracturas representan verdaderos canales -
de flujo que modifican el comportamiento de los fiuidos a tra-
vvés del medio'poroso.

3.3 Nivel de simulacién.

)

Los estudios de simulacidn pueden realizarse a los siguientes -

niveles:

a) Pozos individuales.
b) Sector del yacimiento.

'.¢) Todo el yacimiento.

Al parecer, segin se comentd antes con rélacién a la Fig. (3.1),
los estudios de simulacibén en pozos individuales serian més sen
cillos que los estudios de simulacidn en un determinado sector
del yacimiento y més aGn que los realizados a lo largo de todo
el yacimiento; sin.embargo, se debe comentar que existen estu-
dios de simulacién para un solo pozo con un grado de dificultad
muy elevado. Més adelante se verd la finalidad que se persi-

gue al utilizar cada uno de estos niveles de simulacibn.
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si v,u’liéd. 0

fA partlr de aqu1 se entra a lo que es proplamente‘dlcho, la se

leccxon del modelo. B Antés se ha determln do- ya el n1ve1 de 1a"

51mulac10n y e1 t1po de yaC1m1ento en el ‘Cua ‘se efectuaré esta

Ahora la pregunta es bque es 10 que se desea smular7 S

Si se anallza 1a’ flgura en este punto, se observaré que los d1»

"'ferentes tlpos de. 51muladores pueden d1v1d1rse en dos grupos..

11? Los que se def1nen segln e1 t1po de hldrocarburos que con-

tlene el yac1m1ento.

w0 2° -Los que se utlllzan en‘procesos»de‘retuperacién,mejorada.

* Enel primer grﬁpo caen:
- los gimuladores}dengas,
- los_simuladores geotérmicos, . -
- los simulédoreS'de aceite negro,
- los simuladores de aceite vol4til vy,
- losvsimuladores de‘gas y condensado.
En»el-segundo grupo se tienen:
-.los simuladores de recuperacidn qulmlca:
-_105‘simuladores,de<recuperacién con miscibles vy,

- los simuladores de recuperacidén térmica.

) Una vez que.se ha determinado qué es lo que se desea: simular, -
.es. poszble hacer 1la seleccibn del modelo capxz de. realizar el -

traba;o;




3.4.1. Simulador de gas.

Como su nombre io indica, este tipo de simuladores se utili
zan para llevar a cabo las predicciones del comportamiento

de un'yacimiento de gas. Sin lugar a duda, los estudios -
para este tipo de yacimientos son de los mis sencillos si -
se considera la presencia de una sola fase (gas). ‘Los pa-
ridmetros que pueden definirse co; este tipo de simulador -

son entre otros:

3

a) Volumen de‘gas inicial.
b) . Gasto de produccibn.

c¢) Distribucidén de presiones.

3.4.2. Simulador geotérmico.

Existen yacimientos geotérmicos cuya energia calorifica se

emplea para la generacibén de energia eléctrica. Aunque es
to no tiene al parecer ninguna conexién con la industria - -
del petrdleo, un modelo que se utilice en este tipo de estu
dios no puede quedar al margen de una clasificacién_generél

de simuladores, de ahi la razbén por lo que se menciona.

3.4.3. Simulador de aceite negro.

Este es el modelo més simple que puede utilizarse para estu
dios de agotamiento primario o recuperacibén sécundaria por-

medio de inyeccidn de gas‘o de agua. - Cuenta con los cua-




tro mecanismos de desplazamiento b4dsicos para la recupera-

cibn de aceite que se explican en el capitulo 2. Los mode
los de este tipo se han utilizado durante mis de veinte -
afios? y se basan en la suposicién de que los fluidos ael ya
cimiento pueden representarse por medio de solo tres pseudg
componentes (aceite, gas y agua). Esta suposicién funcio-
na bien siemp}e y cuando el sistema durante el proceso de -
recuperacidn, quede lejos del punto critico y de la regidn

de condensacién retrbgrada y ademds, si los fluidos que se

inyectan (si es el caso), consisten de los mismos componen-

tes que-los fluidos que se encuentran en el yacimiento.

Los modelos de aceite negro frecuentemente se utilizan para
estimar los siguientes efectos durante la recuperacidn del

aceite:

a) Espaciamiento y arreglo de pozos.

.Y Intervalos disparados.

¢) Conificacidén del gas y/o del agua como funcidn del gas-
to de produccidn.

d) Gasto de produccidn.

e) Mejorar el mecanismo de entrada de agua mediante inyec-
cibn della misma y ver la conveniencia de inyectar por
los flancos del yacimiento a inyectar con un arreglo de
pozos determinado.

f) Pozos de relleno.




©3.4.4. Simulador de recuperacién quimica.

Como se comentd en el capitulo 1, en los Gltimos ahos se -
‘han desarrollado nuevos procesos para recuperar una méyor -
cantidad de aceite de los yacimientos, lo cual ha originado
la necesidad de contar con simuladores capaces de reprodu-
cir el comportamienfc de los yacimientos cuando se someten
a este tipo de procesos, tal es el caso de los simuladores
de recuperacidén quimica. Dentro de este tipo de métodos -
de recuperacidn mejorada, se pueden citar como los més im-

portantes los siguientes:

a) Desplazamiento de aceite con soluciones miscelares y mi
croemulsiones.

b) Desplazamiento de aceite con polimeros.

c) Desplazamiento de aceite con surfactantes.

d) Desplazamiento de aceite por combinacibén de los tres an

teriores.

Como es de suponerse, los modelos .que se utilizaﬁ en esfe -
tipo de estudios, presentan un mayor grado de complejidad -
pues deben de considerar tanto la interaccién que existe en
Iré los propios fluidos quimicos, como la que hay entre di-

chos fluidos y el medio poroso.

3.4.5. Simulador de recuperacidn con miscibles.

Miscibilidad es el fendmeno fisico que consiste en la mez-
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cla de dos fluidos en todas proporciones, sin que se forme

entre ellos una interfasel. Existen diferentes fluidos -
que se inyectan al yacimiento bajo esta condicidén y el estu
‘dio del efecto que produce cada uno de ellos en la recupera
cibén del aceite se hace con la ayuda de un simulador. En-
tre los fluidos que se utilizan en este tipo de procesos, -

se pueden citar:

a) El gas enriquecido.
b) E1 Bidxido de Carbono (C0O,). -
c¢) El Nitrbgeno (N,).

3.4.6. Simulador de recuperacibén térmica.

Esté tipo de modelos se utilizan para simular el comporta-

miento de los yacimientos sujetos a alglin proceso de recupe
racidén mejorada, por medio de métodos térmicos cuyo objeti-
vo principal es el de proporcionar energia calorifica al a-
ceite con el fin de disminuir su viscosidad y de esta forma,
facilitar su flujo hacia los pozos productores!., Este tipo

de métodos pueden clasificarse en dos grupos diferventes:

a) Inyeccibén de fluidos calientes, que puede ser agua ca-
liente o vapor.

b) Combustidén in-situ.

Los simuladores que se emplean para el estudio de este tipo

de procesos (y para todos los procesos de recuperacién mejo
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rada), son como ya se comentd muy complejos, pues requieren

‘el uso de correlaciones que describan las propiedades PVT -
de los fluidos para N-componentes como funcidén de la pre- -
sibn, de la temperatura y de 1la composicién (se trata de mo

delos composicionales cuya explicacidén se da més adelante).

Los problemas de procesos térmicos a los cuales se dirige -

este tipo de simuladores son, entre otros:

a) Recuperacién esperada de aceite.

b) .Volumen necesario de vapor.

¢)- Evaluar la posibilidad dé incluir otrbs fluidos en la -
inyeccibén del vapor.

d) Determinar ]os”efectos gravitacionales en el proceso de
recuperacibn de aceite. S \

< e) Determinar parimetros criticos.

3.5 Tipo de flujo en el yacimiento.

En el yacimiento puedeﬁ presentarse varios tipos de flujo como

B

funcibén del nGmero de fluidos en moyimiento Yy éstos son:

- Flujo monofasico (un fluido).
- Flujo bifédsico  (dos fluidos).

- Flujo trifasico - (tres fluidos).

Si se observa la Fig. (3.1) en este punto existe otra posible -

alternativa a la que se.le ha llamado "flujo composicional", -
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que nacié’ de una necesldad como se veré mas adelante De esta
manera, segun el. t1po de flujo que se presenta en el yac1m1ento,

puede exlstlr una determlnada cla51f1cac1on de s1mu1adores

3;5.1.J'Sihuiadot_monofésico."
‘E1 flujo monota51co esta dado por el flujo de un solo flul-
- do:en partlcular por eJemplo en los acu1feros, agua; en.-
- los yac1m1entos bajosaturados, ateite y, en un yacimiento -
de gas. volumétrico el gas. Cualquier modelo que tome en -

cuenta esta consideracidn, serd un simulador monofésico.

'3.5.2. Simulador bifésico.

Un simulador de este tipo es aquél que considera la existen
cia de flujo bif4dsico en el yacimiento. Este tipo de flu-
jo se presenta cuando dos fluidos diferentes fluyen al mis-

mo tiempo. Las combinaciones que se pueden tener son:

a) Gas y aceite. En un yacimiento que produce por empuje _
de gas disuelto liberado o en un yacimiento de aceite -
con casquete de gas.

b) Agua y aceite. En un yacimiento bajosaturado con en-
trada de agua, cuya presién se mantiene airiba de- la -
pregién de burbujeo.

c) Agua vy gas.‘ Eﬁ un yacimiento de gas con entrada de a-

gua o cuya saturacién de agua congénita es mayor que la
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- saturacibén de agua critica.

3.5.3. Simulador trifﬁsico.

El flujo trifdsico se presenta cuando los tres fluidos que
contiene un yacimiento (agua, aceite y gas) fluyen a la -
vez, por lo que todo aquej modelo que haga esta considera-
ci6on de flujo serd un simulador trifésico. Este caso se -
" contempla en Yyacimientos que producen por empuje combinado,
en los que la entrada de agua, el empuje de gas disuelto -

y/o el empuje de un casquete original o secundario, tienen

influencia en la produccidn.

3.5.4. Simulador composicional.

Los modelos composicionales se utilizan'para simular lqs -
procesos de recuperacibébn para los cuales no sean vélidas -
las suposiciones”hechas en el modelo de aceite negro’ . En
esta cafegoria se’ incluyen los yacimientos de gas y conden-
sado con condensaciéh‘retrégrada y 1osbyacimientos de acei-
te volatil, cuya composicibén varia continuamente al exiSti;
pequefios cambios de ﬁresién y/o temperatura. Este tipo de
simuladores supone en cambio, que los fluidos contenidos en
el yacimiento son una mezcla forméda por N-cdmponentes. -
‘Las propiedades de la fase gas-aceite y su equilibrio se -
calculan por medio de correlaciones que cstéh en funcibn de-:

la presidén y de la composicidén y mds recientemente por me-
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dio de ecuaciones de estado.

\
Algunos ejemples de procesos en los cuales son utilizados -

estos modelos son los siguientes:
N A . .

a) Agotamiento de un yacimiento dg aceite volatil o de'éés
. . A

y condensado donde la composicibén de fase y sus proPie-
dades varian en una manera significativa, con presiones
por deb316 de la presién de burbujeo.

b)’ Inyeccibn de ga§§(seco o enriquecido) a. un yacimiento -
.de aceite negroﬂbara 1ograr su miscibilidad, ya séa to-
tal o parcial. l

c¢) Inyeccibén de CO, a un yacimiento de aceite.

3.6 NGmero de dimensiones.

Al 11egarba este lugar de la Fig. (3.1), seguramente ya se ha -
‘determinado el nivel de simulacién que se va a emplear, asi co-
mo el proceso de recuperacidén que se piensa siﬁular y como con-
secucncia, el tipo de flujo que sé tendrid en el yacimiento. ;]
~Esta informacidén junto con caracteristicas fisicas del yacimien
to, permitird hacer la seleccién del modelo'a utilizar en cuan-

‘to al nGmero de dimensiones.

‘A continuacidn se da la clasificacibén de los simuladores en fun
cibébn del ndmero de dimensiones y una explicacién de las caracte

risticas que presentan cada uno de ellos.
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3.6.1. Simulador de cero dimensiones.

A este modelo se le conoce también como modelo tanque o de

balance de materia. Se dice que es de cero dimensiones de
bido a que las propiedgdes petrofisicas, las propiedades de
los fluidos y los valores de presidn né varian de punto a -
punto; en cambio, se cénsideran valores promedio de estos -

pardmetros a lo largo de todo el yacimiento?3.

Se le llama también de balance de materia debido a que al -
realizar los chlculos lo que se hace es precisamente ésto,
un balance entre los fluidos que entran y los fluidos que -

salen del yacimiento.

Supbngase un yacimieﬂto al que se le inyecta por un lado u-
na determinada cantidad de agua y se obtiene una cantidad -
también de agua, gas o aceite (o una combinacidén de los -
tres) por el otro lade, como. se muestra en la Fig. (3.3). B

Al hacer el balance se tendrd la siguiente expresién:

Volumen de flui- Volumen de flui

. Volumen de. Volumen de
dos en el yaci- ¥ dos que permane
+ -fluido in- - fluidos ex =
miento antes de ) o ce en el yaci-
yectado. “traidos.

la inyeccidn. miento.

Este modelo de cero dimensiones es la base de todos los: mo-
- delos. existentes y tiene la particularidad de que en él no

pueden definirse pozos, como se vera que puede hacerse en -
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FiG.3.2 MODELO DE CERO DIMENSIONES.

/ YACIMIENTO

AGUA
PROPIEDADES

PROMED!IO

FIG. 3,3 BALANCE DE MATERIA.

AGUA, GAS

QO ACEITE.
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los simuladores de mis dimensiones.
El uso que generalmente sc lc da a cste modelo es:

“a) Estimar el volumen original de accite en ¢l yacimiento.
b) Calcular la entrada de agua.

c) Calcular la presidn del yacimiento.

Para el chlculo de cualquiera de los tres pardmetros se re-
‘quiere conocer los otros dos.

3.6.2. Simulador de una dimensidn.

Considérese ahora un yacimiento que varié en litologia y -
que de acuerdo con esta variacibén puede dividirse en dos -
- partes. En este caso el yacimiento como un todo no puede
representarse mediante propiedades promedio, sin embargo, -
cada parte si puede. De esta manera el yacimientd consis-

te de dos bloques o celdas comc también se les llama, Fig.

(3.4).

En este caso, la ecuacibén de balance de materia describe el
comportamiento del fluido en cada celda como en el modelo“»
de cero dimensiones, sin embargo, la cosa se complica debi-
do a que al haber migracién de fluidos de una celda a otra,
no se sabe exactamente qué cantidad de fluido del volumen -
total que permanece en el yacimiento, corresponde 5 cada -

bloque. Esta transferencia de fluido entre ambas celdas -
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» -PROMEDIO

FIG. 3.4 BALANCE DE MATERIA PARA DOS

BLOQUES.
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(transmisibilidad), se evalGa con la ccuacidn de Darcy, la
cual se trata en el capitulo 4. De esta manera, la ecua-
cibén de balance de materia junto con la ecuacidén de Darcy,
describen el comportamiento de cada celda. - Este modelo ya
no es de cero dimensiones como el anterior, debido a que -
las propiedades aunque son promedio para cada bloque, va- -
rian de una celda con respecto ﬁ la otra, en cambio es un -
modelo de una dimensidn, debido a que consiste de mas de u-
na celda en una direccidén y de solo una celda en las otras
dos direcciones. El modelo en una dimensidén puede ser ho-
rizontal, vertical, inclinado o radial, como se muestra en

la Fig. (3.5).

Este tipo de modelo fué generado por Buckley-Leverett para
dar una solucibén analitica al comportamiento de las yaegi- -

_mientos sujetos a recuperacidn secundaria.

En la simulacibén de yacimientos dicho}modelo se puede apli-
car si se tiene un yacimiento en el que el flujo en una di-
reccidén es predomiﬁante, por ejemplo, en los casos de inyec
cién de gas en la cresta de un yacimiento o en 1la inveccibn

o entrada natural de agua por el flanco de otro yacimiento.

El modelo de una dimensién en forma radial es Gtil para -
pruebas de formacibén y pruebas de incremento y decremento -
de presibén, ya que los efectos que provoca en el flujo de -

fluidos -1a caida de.presidén en el pozo a lo largo de todo -
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FIG. 3.5 MODELOS DE UNA DIMENSION.
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el yacimiento, no puede simularse directamente con los o- -

tros modelos de una dimensién debido a que la unidad més pe
quena del yacimiento, una celda, es generalmente muy grande
comparada con el volumen del yacimiento que-es realmente a-

fectado por las presiones en el pozo.

3.6.3. Simulador de dos dimensiones.

El mismo an&lisis que se utilizé para explicar el modelo cn
una dimensibén, puede extenderse para modelos en dos y tr#s
dimenéiones, é€sto es, la ecuacidn de balance de materia des
cribe €l comportamiento en cada celda y la ecuacidn de Dérg
cy el flujo entre los bloques, con la Gnica diferencia en -
que la intera;cién de flujo en lés ceidas serd en dos o en
tres dimensiones. Asi pues, el modelo dg'dos dimensiones
consiste en mis de una celda en dos dimensiones:y de solo -

una celda en la tercera dimensibn.

Como se puede apreciar en la Fig. (3.6), el simulador en -
dos dimensiones puede ser areal, de seccién transversal o -

de forma radial.

3.6.3.1. Simulador areal.

Sin lugar a dudas, dentro de la clasificacidn de simula
dores en funcidn del nGmero de dimensiones; el modelo -

areal es el que se utiliza. con mayor frecuencia5. En -
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€1 se tienen variaciones de las propiedades en dos di-

recciones (x, y), pudiéndose considerar ademis los efec
tos gravitacionéles al asignar diferentes profundidades
a las celdas del modelo, el cual puede ser representado
. por una malla como se puede observar en la Fig. (3.6).

Este tipo de simulador se aplica a yacimientos donde ge
neralmente 1os espesor¢s son pequefios con respecto a su
4drea y no existe efecto muy marcado de estratificacién

o se ha generado un.conjunto adecuado- de pseudopermeabi
lidades relativas. Aigunas de las aplicaciones que se

‘le dan son las siguientes:

a)  Simular los efectos de barrido al inyectar-gas o a-
gua.

b) Determinar la localizacidn de pbzos-en Xacimientos
donde se tengan.variaciones de las propiédades de -
la roca y dé esta manera, lograr una recuperacién'-
méxima.

c) Determinar la entrada de agua en problemas de yaci-

mientos que no tengan solucidn analitica.

3.6.3.2. Simulador de seccidén transversal.

Otro tipo de modelo de dos dimensiones se tiene en la -
representécién de secciones tr?nsversaies en donde las
propiedades de las capas varian, Fig. (3.6). La utili

dad de este simulador estriba en la versatilidad que -
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o,

tiene para describir la distribucién vertical de satura
"ciones en el avance de un frente (gas y/o agua), ademés
de ser el instrumento para la obténcién de las ya men-
ciéhédas c;rvas de pseudopérmeabilidades relativas y -
cuya utilidad se explica en el capitulo 8. Con este -
tipo de modelo se puede simular la conificacidén de agua

o de gas y los efectos gravitacionales.

3.6.3.3. Simulador de dos dimensiones en forma radial.

Al igual que el simulador de seccidn transversal, este
modelo es Gtil para simular la conificacién de agua o -

de gas. Ademas tiene la ventaja de poder analizar con

o .. mayor detalle los cambios bruscos de presidén y de satu-

racién que ocurren en la cercania del pozo. En la -

Fig. (3.6) se representa esquemiticamente a este tipo -

de modelo.

3.6.4. Modelo de tres dimensiones.

Este tipo de simulador, dentro de la clasificacién de mode-
los por el nGmero de dimensiones, es el mis completo yé que
cuenta con la mayoria de las fuerzas que se presentan en el
yacimiento, ésto es, considera ademis de los efectos de bé-
,
rrido areal los efectos de barrido vertical. Su uso va pa

Ta todos aquellos yacimientos que presentan una geologia -

muy compleja, que puede dar como resultado el movimiento de
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fluidos a través del medio poroso en varias direcciones.’

El término "cqnvenciohal" que aparece en la Fig. (3.1), se
‘utiliza para diferenciar al modelo ‘de tres dimensioneg en -
‘coordenadas cartesianas (x,‘y,zz) del modelo de tres dimen-
siones en coordenadas cilindricas (r, 0, z) o modelo.radial
de tres dimensiones. En-la Fig. (3.7) se muestra este ti-

po de simuladof.

3.7 Geometria.

Con ésto se 1léga al Gltimo "parimetro de.clasificacién" de la
CFig. (3.1). A decir verdad, no existe una clasificacién de -
los simuladores en funcibén de 1la geometria que presentan, como

parece indicarse en la figura, ésto es, no puede decirse que hg
ya un modelo (x) o un modelo (r, o, z), sino més bien la geome-
tria es una consecuencia del nimero de dimensiones que tenga él
simulador. De esta manera es claro que un modelo en dos dimég

siones, solo podri tener las siguientes geometrias:

- (x, y) si es areal,
- (x, z) si es de seccibdn transversal, o bien

- (r, z) si se trata de un simulador radial.

De la misma manera, si al hablar de nivel de simulacién se hace
) o ‘ I

referencia al estudio de pozos individuales, es légico pensar -

que las Gnicas geometrias de las que se.ven en la Fig. (3.1) -

que puede utilizar el modelo son:
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- (r) si es un simulador de una dimensibn,

- (r, z) si es un modelo de dos dimensiones, o bien

- (r, o, z) si se trata de un simulador de tres dimensiones.

. . 4 .
Por Gltimo, como se podrd ficilmente comprender, carece de senti
do hablar de geometria cuando se hace referencia al modelo de ce

ro dimensiones.

3.8 Uso de la clasificacidn.

Como se comentd al principio de este capitulo, la Figura (3.1) -
se hizo con el fin de presentar en ella todos los posibles traba

jos de simulacibén que puedan existir.

Como ejemplo, supdbngase que requiere simulaf un proceso de recu-
peracidén por inyeccién de polimeros en dos dimensiones (x - y) -
en determinado sector de un yacimiento no fracturado. Por lo -
ya explicado anteriormente, el simulador a emplearse deberid ser

un modelo composicional.

Asi pues, el problema anterior queda perfecfamente definido en -
la Fig. (3.1). Para ello las alternativas a escoger en cada -

"parametro de seleccién' son las siguientes:

a) Tipo de yacimiento: no fracturado.
b) Nivel de simulacibén: sector del yacimiento.
c) Simulador: de recuperacibén quimica (polimeros).

d) Tipo de flujo en el yacimiento: composicional.
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e) Namero de dimensiones: dos dimensiones (areal).

f) Geometria: x - y.

Cabe gdvertir que se puede dar el caso en que una combinacién -
determinada de "parimetros de seleccidn' dé como resultado un -
problema para el cual no exista un simuiador‘en el mercado, e -
incluso que no se haya reportado nada sobre &1 en la literatura;
un ejemplo podria ser un modelo composicional para simular la -
inyeccién de vapor (récuperacidn térmica) en tres dimensiones -
(r, ®, z).en un solo pozo de un yacimiento fracturado. En el
caso de plaﬁtearse un problema con tales caracteristicas, habria
la necesidad de desérrollar el modelo que sea capaz de propori

cionar la solucidn que se busca.
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CAPITULO &4

PRINCIPIOS BASICOS Y ECUACIONES FUNDAMENTALES.
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4.1 Introduccién.

Se ha dicho que la simulacién ayuda a describir, con cierta prg‘
cisibén, el comportamiento de procesos fisicos que ocurren en -
los yacimientos. Para ello el ingeniero debe identificar di-
chos procesos y formular las ecuaciones matemiticas que los go-
biernan. Sin embargo, esta tarea no es nada fédcil ya que el -
flujo de fluidos en medios porosos es un fendmeno muy complejo
Yy para representarlo se deben considerar ecuaciones que descri-
ban el flujo de los fluidos en una, dos o tres fases, a través
de "canales de flujo" que presentan variaciones de uno o varios
6rdenes de magnitud en donde los fluidos pueden ser tratados co
mo incompresibles, ;igeramente compresibles o compresibles. A-
demds para representar el sistema de flujo pueden considerarse
una, dos e incluso tres dimensiones, incluyendo si se desea, he
terogeneidad en las propiedades petrofisicas, efectos gravita-
cionales, efectos capilares y transferencia de masa enfre las -

fases.

Con lo anterior es_fécil suponer que la habilidad para predecir
el comportamiento de un yacimiento e;taré en funcidén, primero,

>de la habilidad que teriga el ingeniero para identificar el pro-
ceso fisico que se presenta en el yacimiento y después, para re

presentar dicho proceso en forma matemitica.
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- Las ecuaciones que se¢ emplean en la simulacidn de yacimientos -
" se obtienen de la combinacién de varios principios fisicos como

son:

a) la ley de la conservacién de ma;a;

b) La”igy de iafcoﬁservaciéﬁ'de momento.
<) La léyvdevlﬁ cohservaciénbde énéfgia (1ayﬂle} de‘lakterﬁodi
'némica).' ‘ . : ' o

-d) ‘Eéuqciones de flujé (Ley de Dércy).

e) Ecuaciones de estado.

“Este capitulo estd dedicado al estudio de las ecuaciones béasi-

cas que se utilizan para desarrollar un modelo de simulacidn.

4.2 Tipos de energia en el flujo de fluidos en medios porosos.

El flujo de fluidos a través de medios porosos esti relacionado

con tres tipos de potencial de energia o fuerzas que son:
1) Energia gravitacional.
2) Energia de presién y
3) Energia cinética (la cual se desprecia debido a la veloci-

dad del fluido en el medio poroso).

4.2.1. Energia gravitacional.

La fuerza gravitacional que actla en un cuerpo de masa '"m"
es:

F = mg (4.2.1.1)
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La direccién de esta fuerza es vertical (coordenada Z). &Si

la masa "m" se mueve bajo la accién dq la fuerza Fg’ el cam

bio en energia gravitacional (trabajo) esti dado por:

dEg = ngz‘ = mg dz ' (4.2.1.2)

"Integrando la Ec. (4.2.1.2) para tener el cambio total en -

energia gravitacional:

E YA
[ g dEg. = mg f dz
2z

(4.2.1.3)

Bg = By = mg (Z-17) (4.2.1.4)

Z0 (NIVEL DE REFERENCIA).
En el nivel de referencia, Zo’ la energié gravitacional -
(EO) toma el valor de cero. Entonces '1a Ec. (4.2.1.4), se
escribe de la siguiente manera:

E, = mgz ‘ , (4.2.1.5)

Hay que hacer notar que mg ‘es el '"peso" o fuerza necesaria

para levantar un cuerpo, una distancia Z arriba del nivel -
de referencia; el trabajo hecho proporciona un almacena- -

miento de energia.




4.2.2. Energia de presifn. ~

En general, para procesos de desplazamiento de fluidos la -

expresidn para el trabajo es:
W = (Fuerza) (distancia) = (Area) (Presidén) (distancia)
(4.2:2.1)
pero
(distancia) (Area) = (Volumen)

Por lo que la expresidén (4.2.2.1) se puede escribir como:

W o= pv (4.2.2.2)

(o)}

aw = vdp T (4.2.2.3)

Como la energia disponible en un fluido a presidén es equiva
lente al trabajo realizado para comprimir dicho fluido, la

Ec. (4.2.2.3) toma la forma:

dE, = Vdp (4.2.2.4)
Integrando:
E, P .
dE_ = vd

E J P P J P (4.2.2.5)

Q o

P
T T J Vdp (4.2.2.6)

o
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El lado derecho de la ecuacibén anterior sec evalGa de la re-
lacién p v.s. V que es medida en el laboratorio como se i-

lustra en la Fig. (4.1).

Alternativamente estos cambios de energia pueden ser expre-
sados en términos de la densidad del fluido p como se mues-

tra a continuacién:

Sustituyendo la Ec. anterior en la Ec. (4.2.2.6).

- = dp
Ey Eo m 'PJ — (4.2.2.8)
o 0 '

Tomando como referencia la presién atmosférica, a la cual -

Eo = 0, la Ec. (4.2.2.8) se transfdrma a:
P
Ep = m J :ﬂl
(4.2.2.9)
Patm  °

4.3. Potencial de flujo (¢).

Un principio fundamental de la mecdnica de los .fluidos a través
del me&io poroso es que los vectores de 1la velocidad del fluido
son éiempre normales a las superficies equipotenciales y que la
magnitud de dichos vectores son proporcionales al gradiente de

estos potenciales; é&sto es, la distribucién de potencial den-
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tro de un fluido determina su movimiento y la velocidad de di- .
cho movimiento, Fig. (4.2). Hubbert] define al potencial ¢ co
mo "energia mecdnica por unidad de masa de fluiﬂo en.cualquier

localizacién". Segln €ésto, el potencial gravitacional y el po
tencial de presidn se pueden obtener de las Ecs. (4.2.1.5) y -

(4.2.2.9) respectivamente:

o = £ = 4 (4.3.1)
g m
E p
s = P J dp
D m P P (4.3.2)

atm

Para llevar un fluido a una localizacién determinada deben rea-
lizarse algunas clases de trabajo en-dicho fluido. La suma to
tal del trabajo hecho en el fluido refleja la energia mecdnica
dentro del mismo. De esta manera, si se considera una particu
la 'de fluido en un punto en el due se‘sabé‘qué el potencial es
cero (@O = 0), entonces ei_potencial aéociado con»gsté fiuido:-_
en ﬁovimiento hacia una nueva,localiiacién:es ®; o se Calculg.
tqundo en cuenta todo el trabajo realizado sobre el fluido, o

seé:

o P . L ‘ R : . ‘
e = J dp gz S 4L3.9)
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La Ec. (4.3.4) es la expresibén general de potencial de flujo en
donde PO es la presibn en el punto inicial que en la Ec. (4.3.2)

era considerada como la presibén atmosférica.

4.3.1. Potencial de flujo para liquidos y para gases.

Si se trata de un liquidd (como se verd mis adelante), la -
variaci6én de la densidad con respecto a la presién se consi
dera constante (fluido ligeramente compresible). Asi pues,

la compresibilidad del fluido estd dada por:

= 1 do .
c > d constante. (4.3.1.1)

P

Despejando ''dp'" de 1la Ec. (4.3.1.1) se tiene:

dp = o e (4.3.1.2)

Sustituyendo (4.3.1.2) en (4.3.2)

2 P

_ 1 P dp _ 1 1 Ty 3
o = L J 4o L (4.3.1.3)
o P ° .

[¢]

En términos de presidn la ecuacidn.anterior se expresa como:

= LE -C(P-pﬂ '
*p ce ¢ ° (4.3.1.4)

[¢]

Si la diferencia de presidn (p-po) es pequefia, el exponente

puede aproximarse a [I - c (p - pog} , por lo que:
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P °o (4.3.1.5)

Sustituyendo esta Gltima ecuacibn en la Ec. (4.3.4) se, ob- -
tiene la expresién del potencial del flujo para liquidos, -
Ec. (4.3.1.6).
b -p) .
P =T —— gz (4316)

°o

Donde los' términos P, Y o, S€ refieren a la presidén y a la

densidad del fluido en el punto inicial.

Para obtener la expresidén que proporcione el potencial de -

flujo para gases, se procede de la siguiente menera:

Partiendo de la ecuacidn de los gases reales se llega a la

siguiente expresidn:

m - patm (4.3.1.7)
donde:
o = densidadb a la presidn p.
patm = densidad a la presién Patm.

Sustituyendo (4.3.1.7) en(4.3.2)

s - _Patm Jp dp
P patm P
Patm (4.3.1.8)
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Finalmente

- Patm n P
p ©patm Patm (4.3.1.9)

Sustituyendo (4.3.1.9) en la Ec. (4.3.4)

_ Patm Ja) ) , .
[ = Satm In Path + gz (4.3.1.10)

\
Que es la ecuacibn que expresa el potencial de flujo para ga

ses.

4.3.2. El potencial para columnas de liquidos y de gases.

El potencial para columnas de fluidos estdticos es constante.

De esta manera, de la Ec. (4.3.1.6) se tiene:

¢ = —— + g7 = constante.

Considérese como la presién de referencia Po a la presidn at
mosférica (Patm) en la parte superior de la columna de liqui

do. En la superficie el potencial es cero, Fig. (4.3).
» = 0 en Z = 0

Para cualquier otro punto de la columna, considerando que -

¢ = 0 = cte. y utilizando la ecuacién (4.3.1.6)

°o _ (4.3.2.1)
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Fié, 4.3 COLUMNA DE LIQUIDO.

CONTACTO ¢/0

PROFUNDIDAD
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"
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w/0

FIG. 4.4 RELACION ENTRE LA PRESION Y LA PROFUNDIDAD PARA

LOS FLUIDOS DE UN YACMIENTO.
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Despejando "P'" en la ecuacibén anterior:

p = Patm - gpl (4.3.2.2)

La coordenada Z es negativa por lo que p>Patm. Generalmen
te, esta relacién presibén-distancia se escribe en funcién -
de la profundidad "D'" con respecto al nivel de referencia -

(b = -2). Asi la Ec. (4;5.2.2) se escribe como:
p = Patm + gpD .o ) (4.3.2.3)

Lo que indica que la presibén es una funcidn lineal de la -
produndidad. » ‘
/ .

Hasta este momento en las ecuaciones que se han desarrolla-
do, se han manejado indistintamente las' dimensiones masa y
las dimensiones fuerza, prueba de ello es la Ec. (4.3.2.3).
Para no crear posibles confusiones se explica é continua- -
cién la necesidad dé introducir la constante gravitacionai

g. en estas ecuaciones. Si se analizan unas posibles uni-

dades de los términos de la Ec. (4.3.2.3) se tiene:

| 1b 1b O LS
f | f pie m ‘
p 4 = Patm —_ + g i ‘ p L———q! D | pie
- - s ‘ . i | ‘
| pie _ pie | | see | Lp1e 1 Lo
[ 1b | b, | ]
P = Patm + goD
_— .
pie2 ' pie2 seg pie (4.3.2.4)

Las unidades del segundo miembro del lado derecho de la i-

gualdad en la Ec. (4.3.2.4) no son consistentes, ésto es:




N

J
|

Multiplicando la Ec. (4.3.2.4) por ——

C
Flbf | 1b, 1b, B RLE seg’
5 | = Patm — |+ go) | —7— | — | ———

P pie pie seg’ pie Igc 1by pie

| pie | pie | | ¢ | »

“1b. | b, [1b
D I fz = Patm £ 14+ % op >

| pie © | pie 8¢ pie” (4.3.2.5)

Tomando en cuenta lo anterior, la Ec. (4.3.2.3) se expresa

como sigue:

p = ‘Patm + ﬁL oD : o
.. °c » (4.3.2.6)
Donde:
' pie
g = aceleracién de la gravedad (32.174 2)
: ) : ’ seg
) . lbm - pie
gs = cte gravitacional (32.174 —/——
: llbf- seg”

Lo anterior debe ser considerado para las ccuaciones que se
han desarrollado con anterioridad, ésto es: E¢s. (4.3.1) y

(4.3.1.6).

Supbéngase ahora una columna de gas. Igualandc la Ec. -
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(4.3.1.10) con cero se tiene:

Patm p
In + g2 = 0 )
patm Patm . ) ) (4.3.2.7)

Si se toma como presidn de referencia a la presibn en la ca
beza‘del pozo (pt) en vez de la presibn atmOsférica (Patm),

la Ec. (4.3.2.7) se escribe:

Pt P . :

— 1n + g2 =0 . (4.3.2.8)

Pt Pe : ) o o
Donde:

Py es la densidad‘del gas a p;.

Despejando '"1n E;_” de la Ec. (4.3.2.8):

t
1 P . 8p. 2 ) : L
n — =< : :
Pt P N (4.3.2.9)
s
8
. ' . 8oy ) )
Inp - Inp, = - 5y - | (4.3.2.10)

Si la ecuacién anterior se hace (-Z) = Dy se considera un

gas ideal donde

e}

t Patm

t patm - (4.3.2.11)

Pudiéndose escribir finalmente:




. g Py
lnp = ]_npt + 55 D
v 8c P (4.3.2.12)
G:
g patm.
} .8 - . .
1np Inp, . Patm D (4.3.2.13)

Que representan las ecuaciones para columnas de gas.

4.4 Ley de Darcy;

“En 1856, como resultado de estudios' experimentales de flujobde
agua a\través de filtros de arena no consolidada, el francés -
‘Heﬁry Darcy dedujo la férmula que lleva su ﬂombre. La ley~$q
ha,extendido, coﬁ ciertés limitaciones, al movimiehtq'de otros
fluidos incluyendo dos o mids fluidos no miscibles en rocas con-

solidadas y otros medios porosos.

Darcy descubridé. 'que el gasto que pasaba a través de un filtro -
de arena, Fig. (4.5) era proporcional al gradiente de presién -
aplicado al area transvefsal al flujo e inversamenfe proporcio-

. 2
nal a ‘la longitud del empacamiento

Matemiticamente:’ . .
hy - h,
Q = CA ———r . v
L ) ) (4.4.1)
- donde:
Q = gasto de agua, hacia abajo.a través del empaéamiento de -
arena.
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FIG. 4.5 EXPERIMENTO DE DARCY.
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drea transversal del empacamiento.

A=

L. = 1longitud del empacamiento.

hy y

h, = alturas de nivél de agua en 165 manémetros colbcadds a la
entrada y a ia salida del embaéamieﬁto fespecto al nivel
de referencia.

¢ = constante de proporcionalidad, caracteristica del empaca-

miento.

Al aplicarse la ley a otros fluidos se encontrd que la constan-
te ¢ podia ser considerada como K/u, donde u es la viscosidad -
del fluido y K una propiedad (permeabilidad) éxclusiva de la ro

Cca..

'La‘forma general de la ley de Darcy para el flujo de fluidos a

través de un medio poroso es:

s .%[%g-pgg_;] | (4;4.2)

Donde: i

s = distancia .a lo largo de la direccién de flujo.

VS = ritmo de flujo a través de una drea unitaria del medio
poroso en la unidad de tiempo. (VS = Q/A).

z = coordenada vertical dirigida hacia abajo.

p - = densidad del fluido.

g = aceleracién de la gravedad.

%g L= vgradiente de presidn a 1o largo'debs en el punto al que R

)
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se refiere Vs‘

dz .
s = sen 6 (ver Fig. 4.6).
U = viscosidad del fluido.
K = permeabilidad del medio poroso.
] = &ngulo que forma la direccién del flujo con la horizon-
tal.
Si 6 = 0° el flujo es horizontal y la Ec. (4.4.2) queda:
KA dp
a wods , (4.4.3)
Donde:
Lo« o]+ [en] A [en' o Lomoses] s ¢ o]
cm~/se 5 C ; s | cm|; cm 5 | atmbésfera | ; i Darcys
Qe s fouepfis [enfs A fen | 0 K[ arers |
A las que se le di el nombre de unidades de Darcy. Lo anterior

se puede expresar con palabras de la siguiente manera:

It Un medio poroso tiene una permeabilidad de un darcy
si al hacer pasar un fluido a través ae él, de vis-
cosidad de un centipoise, con una 4rea- transversal
al flujo de 1 cmz, uha longitud de medio poroso de
1 cm, coﬂ un gasto de 1 cm3/seg, ocurre una éaida -

A P 3
de presidn de una atmésfera "°.

Como la caida de presién aumenta en la direccidn al flujo, el -
signo negativo de la Ec. (4.4.3) se requiere para contrarrestar

el signo negativo del gradiente.
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La validez de dicha ecuacibén presupone las consideraciones si-

guientes:

a) Fluido homogéned (una sola fase).

b) No existen reaccignes quimicas entte el fluido y el medio -
poroso.

¢) La permeabilidad es independiente del‘fluido, de la tempera
tura, de 15 presidn Q_dc la localizacién.

d) Régimen laminar.

e) No existe efecto de KlinkenBerg.

f) Flujo permanente e incompresible.

g) EI1 fluido satura 100% al medio poroso.

Hay que hacer notar que la velocidad a la .que se refiere la e-
cuacidén de Darcy es la velocidad apafente, por lo que si se de-
sea evaluar la velocidad real habra que dividir la velocidad a-

parente entre la porosidad efectiva del medio, &sto es:

i
v = = !
med. e
Donde:
Vihed. = Vvelocidad real o media.
Ty = velocidad aparente.
b = porosidad efectiva.

La ecuacién de Darcy en forma vectorial se ‘expresa de la siguien

te manera:




=2 o ke
T ue as (4.4.4)
Donde:
%g = gradiente del potencial total (gravitacional y de

presion).

4.4.1. Dimensiones de la permeabilidad.

Un andlisis de las dimensiones de cada una de las variables
de la Ec. de Darcy proporciona las dimensiones de la permea-

bilidad. Esto es:

Dejando K de la Ec. (4.4.3)

K = . quds ’
- A dp : (4.4.1.1)
Donde:
L3 M 2
q = Tow = ﬁ-;A=L]yd5=L]r
[ -1 -
dp = —g— .
LThL
Sustituyendo estas dimensiones en la Ec. (4.4.1.1):
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Lo que indica que la permeabilidad tiene dimensiones de longi

tud al cuadrado.

De manera anfloga se puede obtener la relacifén que hay entre
un ﬂarcy y cualquier unidad de longitud al cuadrado. A con-
tinuacidén se muestra como ejemplo, la manera de obtener la -

equivalencia de 1 darcy a cm?.
Con la Ec. (4.4.1.1)

kK = - 4uds
A dp

Y utilizando las unidades de Darcy:

1 emd ] r
|1 ¢cp 1 cm
[Seg]_ ]L j
[1 cm? [1’atm65fera]

K [1.darcy] =

Como: )
1¢cp = 0.01 dina - seg
cm?
1 atmésfera '= 1.033 Kgg/cm?
1 Kgg = 980600 dinas.

Haciendo las sustituciones necesarias:

[1 cm3] [0 01 dina-seg1 [ }
: 1T cm
2
seg cm
K [1 darcy],=»

1 cm2 || 1033 x 980600 91231
cm sz _l
L _

1 darcy = - 9.872 x 10°% cm?.
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§.5. Ecuacibén de continuidad,

La descripcién matemdtica del flujo de fluidos en med;os porosos
esfﬁ basada en la ley de la conservacibén de la masa, la cual es-
tablece que la masa dentro de uﬁ sistema permanece constante con
.

el tiempo, es decir, dm/dt = 0. 1a ecuacién de continuidad, -
que es una consecuencia de la aplicacidén de dicha ley, determi-
na, para un cierto elemento de medio poroso, que la rapidez de -
crecimiento de la masa dentro del elemento es exactamente igual-

al flujo neto de masa hacia.el mismo elemento.

Considérese un pequefio paralelepipedo de un medio poroso cuyas -
dimensiones son AX, AY, AZ; a través del cual existe flujo en - .

todas las caras como lo muestra la Fig. (4.7).

Haciéndose un balance de materia durante un intervalo pequefio de
tiempo At, se puede considerar que el flujo de masa por unidad -

de superficie es igual a la velocidad multiplicada por la densi-

dad (vp).

Dimensionalmente:

T L3 TL2

Ahora bien, si el flujo de masa se multiplica por el area trans-

versal al flujo sc obtiene como resultado el flujo midsico.

upA = pq (4.5.1)




(Uf)x

W(x,iz)

(Up)z+d e

wery

- p (UPIx+d x

FIG. 4.7 DEDUCCION DE LA ECUACION DE CONTINUIDAD A PARTIR DE UN
BALANCE DE MASA
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. Dimensionalmente:

LML _ MLS _ M

T L3 L3 T T
Por otra parte se puede considerar que la entrada de masa al ele
.hento considerado es positiva (inyeccidn), mientras que la sali-
da de masa en dicho elemento se considera negativa (producéién).
El término fuente o sumidero se representa por W (x, y, z), el -

cual tiene unidades de masa por unidad de volumen de reca.

masa

Wo(x, y, z)
' unidad de volumen de roca
W (x, vy, z) (+) Inyeccidn.
W (x, y, z) (=) Produccidn.

Ahora bien, la masa de fluido en el elemento es:
Eﬁ el tiempo t ‘(inicial)

axayaz (o) . (4.5.2)
FEn el tiempo t + At (final)

bxdyaz (6p)y o y¢ ‘ (4.5.3)

Del principio de conservacidén de masa:

(Masa que entra) - (Masa que sale) + Término fuen

te o sumidero = Nueva acumulacién de masa. (4.5.4)
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Acumulacidn = (masa final) - (masa inicial) (4.5.5)

La cara Ay, Az es perpendicular al flujo en la direccidn "x", -
por lo cual la cantidad de masa neta que entra en la direccidén -

X se expresa como:

Atl—(pu)x - (pu)x . Ax] Ayhz (4.5.6)

Anélogamente para las direcciones '"y" y "z'" se obtienen expresio

nes similares:
At L(ou)y - (pu)y . AyJAXAz (4.5.7)

At [(pu)z - (pu)z . AZ_IAyAx (4.5.8)

Ahora la acumulacién puede escribirse, segin las expresiones -

(4.5.2) y (4.5.3), de la manera siguientef

Acumulacién = axayasz (¢p) - AXAyAz (¢p)t (4.5.9)

t + At

Tomando en cuenta las ecuaciones (4.5.6), (4.5.7), (4.5.8) y sus

tituyendo en la expresidén (4.5.4):
i -3 ' . —
at L(pu)x - (pu)X+AXJ Aydz + At L(pu)y - (pu)y+AyJ AXDZ

+ At [(pu)z - (DU)Z+AZW Ayax W (x, y, z) = AXAyAz

[(¢o)t+At “(¢p)tJ : » (4.5.10)
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Dividiendo entre axayazat la Ec. (4.5.10)

(ev)y,  (PV)guyy - (DU)g

(00 ypax = PV (oV)yyyy -
. . AX i by - . Az
W (x, vy, 2) (90) 4ppe = (00D
* Ixoybzat - at . o (4.5.11)

Tomando limites cuando 4x+0, ay=+0, 4z+0 y &t=+0 y recordando la -

definicién de derivada de una funcidn que dice:

dy 1im y (x+ax) -y (x) )
dx x-+0 - ax : (4.5.12)

Se tiene que: .

3(pux) _ 3(evy) _ 3(pvz) . - 3(¢p)
3x 3y sz - 2 WOy, 2) = oy (4.5.13)

La expresidén (4.5.13) es la forma general de la ecuacién de con-
tinuidad en un medio poroso. )
4.6. Ecuacidn de difusividad.

Sustituyendo los componentes de-la velocidad de la ley de Darcy

en la ecuacidén de continuidad se tiene:

3 (oKx 20, .9 oKy 3@y , 3 oKz 3¢ :
X ( U ax) * Iy ( 1 ay) * 3z ( N z) =W, Y, Z)
I(9p

- 3t (4.6.1)

La expresién anterior es la ecuacién general de difusividad que

representa el flujo de un solo fluido a través de un medio poro

SO .
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Para. el flujo de varios fluidos es necesario considerar que el -

medio poroso estard sujeto 'a variaciones en la saturacién por lo
qﬁe después de proceder en forma similar a la anterior, la ecua- -
ci6n de difusividad para flujo multifé;ico en donde K¢ represen-
ta la permeabilidad efectiva al fluido en cuesfién, estd dada -

por la siguiente expresidn:

3 (pKfx 30, , 9 (oKfy 36, , o oKfz 2oy '
5% ¢ o)t 3y ( s ay) g7 ( T o3z) P Wy, 2)
'a(wa} . .
ot - (4.6.2)

Para la solucién de esta ecuacién es necesario utilizar una ecua
cién de estado que relaciona la densidad con la presién. Di- -
chas ecuaciones se tratan un poco mis adelante en este mismo ca-
pitulo.

4.7. Clasificacién de los fluidos seglin su compresibilidad.

Dependiendo de su compresibilidad los fluidos de un yacimiento -

se clasifican en tres grupos que son:

a) Fluidos incompresibles.
b) Fluidos ligeramente compresibles.

c) Fluidos compresibles.

En un fluido incomﬁresible, i ,densidad. de los fluidos se consi-

dera constante.

Un fluido se denomina ligeramente compresible si su densidad se
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puede considerar como una funcidén lineal de presién, é&sto es, la

comprensibilidad del fluido es constante.

Finalmente un fluido compresible €s 1quél que ﬁresenta un c§mbio
significativo en su densidad con la pfeSién. ‘La Fig. (4.8) -

muestra graficamente esta clasificacidén de los fluidos.

4.8. Ecuaciones de estado.

Cualquier ecuacidén de estado puede representarse analiticamente

por una funcién:
F . (PRESION, DENSIDAD, TEMPERATURA) = 0 . . (4.8.1)

Existen varias ecuaciones de estado dependiendo del tipo de flui -
do que se esté manejando. A continuacién se desarrollan cada -

una de estas ecuaciones.

" 4.8.1. Ecuacién de estado para fluido incompresible.

La ecuacidén de estado para fluidos incompresibles es muy sim-

ple, pues basta considerar que la densidad permanece constan-

te. Asi pues: .
3
o = constante v ’ (4.8.1.1)
3 -
3t 0 (4.8.1.2)
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4.8.2. Ecuacidn de estado para fluido ligeramente compresi-

ble.

Por definicidn de compresibilidad:

: = 1 v
¢ = 'v'(aP)T

Como:

°
[l
<i=2

Despejando '"V" de la Ec. anterior:

<
"
o8

(4.8.2.1)

(4.8.2.2)

(4.8.2.3)

Derivando la ecuacién (4.8.6) con respecto a la presidn, se -

tiene:

(4.8.2.4),

Sustituyendo (4.8.2.4) y (4.8.2.3) en la Ec. (4.8.2.1):

R e
T p<3P

Simpiificando:

c - 13

Como:

12

(4.2.8.5)

(4.8.2.6)




c = 13 _ 1do
p 3P o dP (4.8.2.7)
Despejando '"CdP'" de la Ec. (4.8.2.7) se tiene:
cap = 1o ,
o (4.8.2.8)
Integrando de Po a P
P p
J cdp = J~ %} v .
Po 0 . . : (4:8.2.9)
Se obtiene:
C(P - Po) = 1n =
°o (4.8.2.10)
Despejando "p“ de la Ec. anterior:
- C(p - P)
P P € ° (4.8.2.11)
Donde:
0y = Densidad inicial del fluido evaluada a la presién ini- -
cial (Po)
P = Presibn medida a cualquier tiempo.

Recordando la férmula de expansidén de una funcién "f(z)'", en.
las cercanias del valor conocido de la funcién por. medio de -

la serie de Taylor, siendo '"a'" el punto conocido:

n

£(z) = £(a) + f'(??(z-a) . f"(a%gz-a)z R fMa)(z-a

n'

(4.8.2.12)
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Por lo que 1la

del punto x =

X _
e” =

]+-1x—!~+

Por lo tanto:

ecp=]+gg

1!
En la mayoria
CP < 0.01

C2P2< 0.0001

funcién f(k) = ¥

0, entonces:

2 3
M L
2p2 3

se puede expandir

alrededor -

(4.8.2.13)

(4.8.2.14)

de los casos para liquidos, se cumple que:

Por lo que la expresién (4.8.2.14) se puede simplificar a:

CP
e

= 1 + CP

(4.8.2.15)

Sustituyendo esta Gltima expresién en la Ec. (4.8.2.11):

° =0y

La-expresién (4.8.2.16) es la ecuacién de estado para un flui

(1 + CP)

do ligeramente compresible.

4.8.3.

a) Para ﬁn gas ideal.

(4.8.2.16)

Ecuaciones de estado, para fluidos compresibles.

Recordando la ecuacién general de los gases ideales:
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- masa (nGmero de moles)
peso molecular

=]
1
==

(4.8.3.2)

PVo= § (4.8.3.3)

Recordando la Ec. (4.8.2.2):

Sustituyendo esta Gltima expresién en la Ec. (4.8.3.3) y des-

pejando "p'" se tiene:

- n _ MM
e v RT v (4.8.3.4)

que es la ecuacidn de estado para un gas ideal.

b) Para un gas real.

FSi se procede de manera andloga introduciendo el factor de -
compresibilidad en la Ec. (4.8.3.1) se llega a la expresidn -
que representa la ecuacidn de estado para los gases reales. -

Dicha expresi6n es:

_ PM
° ZRT ‘ (4.8.3.5)
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4.9 Ecuacién de difusividad para los diferentes tipos de flui-

dos.

4.9.1. Ecuacién-de difusividad para fluido incompresible.

»

Recordando la ecuacién general de difusividad dada por la ex-

presidén (4.6.1)

3 (pKx 3¢ 3 (eKy 32 3 oKz 3¢
ax )+3y( )+ - )tW(x,ny)

U 93X w3y 3z 3z
- 3(¢p .
= at *
Definiendo:
q = Ritmo de Inyeccién (vol.flu13811n§:c;223 a c.S/dlaW
(4.9.1)
Ademids:
w(x, y,'z) = Ritmo de inyetcidn de masa por unidad de volu-
men. ‘

W(x; vy, z) = qBp (4.9.2)
W(x 2) = rVol. a c.s 1 Vol. a ngj masa 1

X Yo |afh-Vol.roca i Vol. a c.s || Vol. a L.XI
Donde:
B = Factor de volumen del fluido inyectado.
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Sustituyendo las-Ecs. (4.9.2) y (4.8.1.2) .en la ecuacidn de

difusividad:

Multiplicando la Ec. (4.9.3) por s = constante.

= (kxddy o g% (K}%%) s (K22 4 ugr = 0 (4.9.4)
Si el medio es isotrdpico y hemogéneo, ésto es:

Kx = Ky = Kz = K

Dividiendo la Ec. (4.9.4) entre K:

G0 ﬁ% (%éj 5 G e o \ (4.9.5)
g;g . g;g . %;% L28B L (4.9.6)

La expresidén (4.9.6) es la Ec. de difusividad para un fluido
incompresible, la cual puede escribirse de la -siguiente mane

ra:
V20 + E_%_E = 0 (4.9.7)
A la Ec. (4.9.7) se le conoce como Ecuacién de Poisson.

Si no existe inyeccién la Ec, (4.9.7) se simplifica a: .

v26 = 0 I (4.9.8)




A esta Giltima expresién se le conoce como Ecuacidén de Lapla-

ce.
4.9.2. Ecuacién de difusividad para fluido ligeramenfevcom'
presible.

La compresibilidad para un fluido ligeramente compresible es-

t4 dada por la Ec. (4.8.2.6):

o

= 12
C T p aP

Para obtener la variacién de la presién en las direcciones -
"x, y, z", bastard con despejar "dP'" de la Ec. (4.8.2.6) y de

rivar respecto a cada una de las direcciones correspondientes.

Despejando "dp"

o

dp .
1 (4.9.2.1)

(‘)I_
©

dp =

"

Derivando con respecto a '"x, y, Z

P | 1 .do
dx Co dx (4.9.2.2)
P _ 1 dp ' .

dy Cp dy (4.9.2.3)
1 d

dz - Cp dz (4.9.2.4)

Si el espesor del yacimiento es pequefio y de bajo relieve es-

tructural, es decir para flujo horizontal, se puede hacer la
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consideracibn de que el potencial de flujo es aproximadamente

igual a la presibn:
o = P ' (4.9.2.5)

Ahora bien, si no se tiene inyeccién en ningin pozo, la Pc. -

(4.9.2) se iguala a cero, ésto es:
W(x, y, z) = 0.

Tomando en cuenta estas consideraciones y sustituvendo las -
Ecs. (4.9.2.2), (4.9.2.3), (4.9.2.4) y (4.9.2.5) en la Ecua-
cién de.difusividad dada por la expresién (4.6.1) se tiene lo

siguiente:

2
o)

&

B oeKx T 90y, 3 oKy 1 3oy , 3 pKz 1 3o,
9X ( v Cp x) * 3y ( p Cp ay) T3z ( v. Co az)
. 23(¢p)
5t (4.9.2.6)
Simplificando:
o (kx 130y, 3 Ky 1aey, 2 Kzl o _ 2(ec)
X ( pw C ax) * (3% ( v C ay) * 3z ( p C az) 3t (4.9.2.7)

Considerando. un medio isotrépico (Kx = Ky = Kz = K), viscosi-
dad constante y multipiicando la Ec. (4.9.2.7) por %g, se tie

ne lo siguiente:

B2y , 2 (2py , 2 (doy _ $uC 3o
ax Gx) T ay Gy e (52D K 3t (4.9.2.8)

Debido a que la Ec. (4.9.2.8) no es muy prédctica para su aplica-
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cién en la forma obtenida por la dificultad que presenta la
evaluacién de las densidades, conviene expresarla en fun- -

presién. Para ello se procede como sigue:

Recordando la Ecuaci6én de estado para un fluido ligeramente

compresible dada por la expresidn (4.8.2.16):

o = o, (1 +CP)

Y sustituyendo en la Ec. (4.9.2.8) se tiene:

r
3}90(1 + CP—H

re- - - =
B (1 + CPY N N cp),

-
- ) -~ 1. : t
— e

b o
ouC 3]_9_0(1 + CP)_j

K at : (4.9.2.9)

Siendo "po” la densidad inicial del fluido (constante), en-

- tonces:

apo

at
Por lo que en las direcciones 'x, y, z' se tiene:

3 3P
3_X(0+Cpo—_




Sustituyendo las

expresiones (4.9.2.71), (4.9.2.12) y -
(4.9.2.13) en la Ec. (4.9.2.9) y factorizando se tiene: ‘

!
: 2 2 2p c2
Cpoap+ap+apg= ouC pogg v
ax 2 y?  az? . K - at (4.9.2.14)

-l .

Dividiendo entre "Cpo”:

3%P , 3%P , 3%P _  ¢uC 3P

ax2  dy? 322 K 3t (4.9.2.15)

Haciendo

¢ $uC : (4.9.2.16)

Al término o se le d4 el nombre de constante de difusividad.

Sustituyendo (4.9.2.16) en la Ec. (4.9.2.15) se tiene final

mente:
2p = 123P C
v2p ) . (4.9.2.17)

La expresidn (4.9.2.17) es la ecuacibn de difusividad para
un fluido ligeramente compresible habiendo hecho las si- -

guientes consideraciones:

a) Medio isotrdpico y homogéneo.

b) Viscosidad constante.

é) Compresibilidad constante.

d) No existe el término- fuente, &sto es, no -hay pozps in-

yectores.
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La importancia que tiene esta ecuacidn es trascendente, de-
bido a su mdltiple utilidad. Entre otras aplicaciones se

tienen las siguientes:

a) Pruebas de presién (incremento, decremento, interferen-
cia, etc.).
b) Pruebas de limite de yacimiento.

¢) Simulacién de yacimientos.

4.9.3. Ecuacidén de difusividad para un gas real.

Recordando la ecuacién de estado para un gas real, dada por

la expresidén (4.8.2.3)

. PM
P ZRT

Y substituyéndola en la ecuacién generai de difusividad da-
da por la expresién (4.6.1.). Ademis suponiendo que.no -
existe inyeccidén, ésto es W (x, y, z) = 0 y que la pbrg

sidad es constante, se tiene lo siguiente:

<
S5
©

PM Kz
u

B (PM Kx 39, . 5 (PM Ky 30y, 2 20
X (ZRT o 3X * 3y (ZRT u ay) Y (ZRT az)
_ % (PM )
3t ‘ZRT’ ) (4.9.3.1)
Definiendo el potencial de un gas real como:
P .”z
P —_——— d
m(P) I NGHGERS _
P (4.9.3.2)
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Derivando con respecto a '"P'" y con respecto a "t":

am(P) _ 2P

ap W(P)Z(P)

am(P) _ 2P 8P

a3t~ uw(P)Z(P) ot

Pero ademéis:

am (P) am(P) 3P _ 2P P
X 9P 3x w(P)Z(P) ax

i

am(P) _ am(P) 3P _ 2P 3P
3y 3P 3y w(P)Z(P) a3y
sm(P) _ am(P) 3P _ 2P 3P
9z 3P o8z w(P)Z(P) 9z

Multiplicando por 2L 1a Ec. (4.9.3.1)

ﬂ+3(331(

3 3¢y, 23 2P
9X dy “uz yay

? .,2P
3x Gz KX )t a7 G

(4.9.3.3)

(4.9.3.4)

(4.9.3.5)

(4.9.3.6)

93¢

259 =2 5 (D)

9z
(4.9.3.8)

Sustituyendo las Ecs. (4.9.3.5), (4.9.3.6) y (4.9.3.7) en esta

Gltima expresidn se tiene:

3 am(P) 3 am (P) 8 e am(P)y _ s P
ax X T oy (K ) gp(Kemen) = 20 51 ()

9t '
(4.9.3.9)
Derivando el lado derecho de esta Gltima ecuacidn:
Zi}?._P_BE
2 By o fET PRt 1 P bz _ P11 3%
3t ‘Z 22 z 9t  z?2 ot Z\P z 9P’ 9t
(4.9.3.10)
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Como la compresibilidad del gas estd dada por:

3z ' ’
ap : (4.9.3.11)

N —

1
Cg = 5 -

La Ec. (4.9.3.10) se puede escribir sustituyendo la Ec. -

(4.9.3.11) . como sigue:

JL.(B) = P Cg 3P ;
it ‘L Z 3t (4.9.3.12)

Multiplicando el lado derecho de esta Gltima expresién por

Zu lo que no altera la Ecuacidn, se tiene:

2w’
3 By - 22 uCg 3P
3t 'z uZ 2 a3t (4.9.3.13)

Recordando 1a Ec. (4.9.3.4) que expresa:

sm(P) 2P 3P

3t - w(PYZ(P) 3

Y sustituyéndola en la Ec. (4.9.3.13)

5 By . aCgoam(P) . ,
3t \Z Z ot (4.9.3.14)

Suponiendo un medio isotrdpico homogéneo donde Kx=Ky=Kz = K,
sustituyendo la Ec. (4.9.3.14) en la Ec. (4.9.3.9) y divi-
diendo entre K se tiene:

2?m(P) , 22m(P) , 32m(P) _ $uCg om(P)
ax 2 ay 2 2z 2 K at (4.9.3.15)

Que se puede escribir como:




1 om(P) : .
2 = 1 :

v m(P) a ot e (4.9.3.16)
Eéta expresién es la Ecuacidn de difusividad para un gas -
réal en el cual no existe término fuente y donde o es la -
constante de difusividad que ha sido definida con anteriori

dad -Ec. (4.9.2.16)-.

En la mayor parte de los problemas de simulacién de yaci- -
mientos, asi como en las ecuaciones presentadas anteriormen
te, se usan coordénadas cartesianas‘,' Sin embargo, .se ha -
comentado que existen estudios de simulacidén a nivel de po-
zos individuales para los cuales se puede representar mejor
el sistema de flujo mediante el uso de otro tipo de coorde-
nadas. La.siguiente es la ecuacién de difusividad en coor

denadas cilindricas sin variacién vertical de la presién:

32P =1 3P 13 . .
at ) (4.9.3.17)

o~}

@
~
N
=]
Q@
-
Q

Su desarrollo y su solucién que puede encontrarse en la 1li-

teratura’, estadn fuera del objetivo de este trabajo.

Condiciones iniciales y condiciones de frontera.

!

Una vez que han sido definidas las ecuaciones que serviran para
)

describir el proceso fisico que ocurre en el yacimiento, es ne- .

cesatrio establecer ciertas condiciones en el sistema que permi-

tan la solucidén de dichas ecuaciones.




Cuando una de las variables independientes en una ecuacidn dife

rencial parcial es el tiempo, (como ocurre en las ecuaciones - -
que se han desarrollado) es necesario conocer, entre otras co-
sas, la Varlablé dependiente a un tiempo inicial (t ) para po-

der obtener la solucién de la ecuacién a otros tiempos,

Todo sistema en equilibrio en un tiempo cero permaneceria asi,
a menos que ocurra alguna perturbacién. En un yacimiento pe-
trolero, éste permanece en '"equilibrio” hasta que se perfora el
primer pozo, momento en el que se provoca un disturbio en el
sistema (un abatimiento de pre51on local) con el cual el yaci-
miento empleza a reaccionar reaJustando su presidén y su flujo a

través del mismo.

En la simulacidn la variable: dependlente es con frecuenc1a la -
presién y para calcular su d;strlbuc1on en un yacimiento a cual
quier tiempo se debe tener la condicién inicial, o condiciones
iniciales como se les denomfna cominmente, las cuales toman la

siguiente forma general:
P(x, 'y, z) = X

Donde ) es alguna constante o una funci6én que describe la dis-
tribucién de un pardmetro (presién o saturacidn) dentro del sis

tema al tiempo cero.

Supéngase ahora el sistema representado por la Fig. (4.9), el -
cual consiste en una porcién del universo que estd separada del

resto por una frontera finita. El sistema existe en espacio -
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(x, y, 2z) y en tiempo (t), ésto es sé trata de un sistema fini-
to. Es claro que puede hacerse la siguiente observacién con -
respecto al mismo: cualquier cosa que entre o salga del siste-

ma debe atravesar la frontera.

Considérese algln pardmetro independiente P del sistema mostra-
do ahora en la Fig, (4.T0). Entre A y C se observa que no -
existe flujo que cruce la frontera, lo que implica un gradiente
igual a cero en esa regién. Entre A y B se tiene flujo que a-
traviesa la frontera, el cual puede ser representado por un de-
terminado valor K. De C a B la frontera esté.definida por me-
dio de valores fijos del pardmetro independiente. Con estas -

condiciones especificas A-C-»B-A se ha completado la descripcién

del contacto que hace el sistema con el resto del universo.

Refiriendo ésto a las ecuaciones que se han desarrollado, si se
conoce la presidén y/o las primeras derivadas espaciéles de la -
misma eﬁ determinadas regiones de un yacimiento para todo valor
del tiempo, se dice entonces que se tienen las condiciones de -
frontera que se requieren para resolver las ecuaciones plantea-

das.
Asi pues, el modelo matemitico completo es una combinacién de:

a) Ecuaciones que gob@ernan el comportamiento de flujo en el -
yacimiento.
b) Condiciones iniciales. Que proporcionan los valores de 1la

variable dependiente a un tiempo inicial (to).




FIG. 4.9 SISTEMA

L

NO HAY FLUJO

FIG. 4.10 CONDICIONES DE FRONTERA.




. Condiciones de frontera. Que proporcionan los valores de
la variable dependiente en determinadas regiones del yaci-

miento (fronteras). para cualquier tiempo.

4.10.1. Conceptos de flujo estacionario y no estacionario

y su relacidn con las condiciones de frontera.

Supéngase a una particula de fluido en movimiento a través
del esﬁacio poroso a una velocidad v (Fig. 4.11). La ace
leracién de la particula puede obtenerse mediante la deter-
minacidén de la razdn de caﬁbio en su velocidad. Esto es,
ya que la velocidad es funcién de dos variables, distancia

(s) y tiempo (t) se tiene:

v = f(s, t)

dv = 3P dt+ 3D ds o 4.10.1.1)
s >t :

‘La ecuacifn para la aceleracidn total puede obtenerse deri-

vando la Ec. anterior con respecto al tiempo:

dv _ (avy dt . dvy ds '
aw - GY_a (), at : (4.10.1.2)

Dado que ds/dt es la velocidad, la Ec. (4.10.1.2) puede es-

cribirse como:

(4.10.1.3)




El primer término del lado derecho de la igualdad en la e-

cuacién anterior es la aceleracidén en un punto, mientras

que el segundo término es la aceleracidn convencional.

A-

nalizando ambos términos que corresponden a la aceleracidn

total en la Ec. (4.10.1.3), se puede predecir cuando el flu

jo es estacionario y cuando el flujo no es estacionario.
Si: ) .

Y - 0 ©(4.10.1.

Si:
(a—v) # 0 (4.10.1.

Entonces el flujo no es estacionario.

En términos de presidén las Ecs. (4.10.1.4) y (4.10.1.5),

pueden escribir como sigue:
;

L ‘ RTINS

) # 0 (4.10.1.

Para flujo no estacionario.

-
Supbngase un yacimiento representado ‘en forma cilindrica

un pozo en su interior como lo muestra la Fig. (4.12).

4)

S) -

se

6)

7)

con




Y PaRTICWLA DE FLUIDO

GRANOS DE ARENA

4 ESPACIO POROSO

FIG. 4.1 PARTICULA EN MOVIMIENTO A  TRAVES DEL MEDIO
PORGSO.

FRONTERA
INTERNA
i
!
| FRONTERA
— EXTEBNA.
FIG.4.12 SISTEMA RADIAL.
FLUJO NO ESTACIONARIO
FLUJO
ESTACIONARIO
ts>taxts
Y r - ‘

FIG. 4.13 PERFIL DE PRESIONES EN FLUJO RADIAL.
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yacimiento permanecerd en equilibrio a menos que exista al- -

gin transtorno en alguna de las fronteras.,

la naturaleza del transtorno se puede 0 no

cionario, Las condiciones posibles 'son:

a)

b)

En la frontera interna

1.- Presidn del pozo constante:
P(rw, t) = Constante s
2.- (Gasto constante:
BP(rw, t) :
= Constante
ar
3.- Presidén del pozo variable:
Plr,, t) = £,(0)
4.- Gasto variable:
3P (r. , t)
T W
— = g1(1)
At
5.- Pozo cerrédo:
P (r., t)
T W 0
3t

En la frontera externa

Dependiendo de

tener flujo esta

6.- Presidn constante:
P(re, t) = Constante
7.- Flujo constante a través de la frontera:
aP(re, t)
= Constante
ar
8§.- Flujo variable a través de la frontera:
aP(re, t)
— " = f(D)
3T R
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9.- No.existe flujo a través de la frontera (frontera .

cerrada):
aP(re, ;) .
at
10.- Yacimiento infinito: -
lim P(r, t) = ‘ Py
. .

~A1*producir el pozo la presidn a'su alrededor (frontera in-
terna) empieza a caer y la onda de abatimiento de presién -
se mueve hacia los limites del yacimiento.b El perfil de -
presiones como funcidn del figmpo se muestra en la Fig. -

(4.13).

Algunas comblnac1ones de frontera 1nterna y externa pucden
producir un patrén de fluJo estacionario y otras determina-
das combinaciones opiginaf el patrén de flujo no estaciona-
rio. Un ejemplo de condicidn que provoca flujo no estacio
nario es el de frontera externa cerrada, ya que alfno exis- -
tir masa alguna que cruce 1a frontera, el yacimiento conti-
nuaré depre51on§ndose todo el tiempo. Para lograr un régi
men de flujo estacionario debe de haber algﬁn‘sostén al sis
tema en términos de flujo o de presidn. Esto se logra en
la préctica mediante la presencia de un acuifero adyacente

al yacimiento.
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CAPITULO 5

. MODELO NUMERICO UTILIZANDO DIFERENCIAS FINITAS.
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5.1 Introduccidn.

Una vez que ha sido establecido.el modelo matemétiéo capaz de -
describir el procéso fisico que se presenta en el yacimiento, -
se hace necesario obténer su solucién.  Sin embargo, las écué-
cionés que represeﬁtan el flujo de los fluidos en medios poro-

s0s éon en general; como ya se ha visto, e;uaciones‘diferencia-
les en derivédas bérciales no lineales que relacionan los cam-

bios de presidn y de saturacién a través del medio con respecto
al tiempo y para. las cuales esvcasi imposible obtener una solu-
cién analitica. De ahi que surja la necesidad de transformaf‘
el modelo matemdtico’ 'a un modelo numérico, siendo &ste el Gnico

camino por medio del cual se puede llegar a una solucién que -

sea aplicable.

'

En este capitulo se proporcionan las bases para‘desarrdlléf el
modelo numérico; ademds, se dan a conocer los treé tipos de. es-
quemas que pueden emplearsé en la solucidn dé las ecuaciones de
bflujo, destacando las ventajas y desventajas de cada uno de e

llos.’

5.2 Clasificacidn de las ecuaciones diferenciales en derivadas

parciales.

Se ha comentado que las ecuaciones obtenidas al desarrollar tra
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bajos de simulacidn de yacimientos '‘son ecuaciones diferenciales

las bases para desarrollar el modelo numérico que sustituya a -
estas ecuaciones, se cree conveniente proporcionmar una clasifi-

cacibén general de las mismas:

Se dice qué toda igualdéd que relaciona a una funcidn desconoci
da con sus variables independientgs y con sus derivadas parcia;
les, -es una ecuacién diferencial én derivadéé parciales. Asi-
mismo, una ecuacidn diferencial en derivadas parciales Ae segun
do orden es una ecuacibn que contiene derivadas hasta de segun-
do orden y mas de una variable independiente: Cabe mencionar

que el orden de una ecuacién diferencial en derivadas parciales
és el de la derivada de mayor orden. Asi entonces, la forma -

méds general de una ecuacidn diferencial en derivadas parciales

de segundo orden con dos variables independientes es:

) 2 2 : 2 : - du d
A ) 22 B0, ) R cx, ) 2t v, u G g
ax?z 3xdy ay? . .
(5.2.1)

En donde "x" y "y" son lasAvariébles independienteéAy»"u”Aes la
variable dependiente. ) Normalmente»“xf y "y" se refieren a po-
sicidén, pero en problemas en ios que una de.las variables sea -
el tiempo, '"y'" puede referirée entonces a tiemﬁo. Si los coe-
ficieﬁfés‘A, B y 'C son funciones ﬁnicamente"de las variables in
dependientes, son constantes o éon cero, la ecuacidn es ;inéai.
En consecuencia 1dgica, la ecuacidn es no-lineal si cualquiera

A, B 6 C, es funcién de la variable dependiente.
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Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales pueden cla-
sificarse como elipticas, parabdlicas o hiperbdlicas, dependien
do del valor del discriminante B2-4AC, para un punto dado;(x, y)

Asi entonces: R

Si B2-4AC <0 1la ecuacidn es eliptica.
Si B2-4AC=0 la ecuacidn es parabdlica.

Si B2-4AC>0 1la ecuacidn es hiperbdlica.

Como ejemplos de ecuaciones diferenciales en derivadas parcia-
les de tipo eliptico se pueden citar a la ecuacién de Laplace -

Ec. (5.2.2) y a la ecuacién de Poisson Ec. (5.2.3).

(x, y) + 5 (x, v) ' (5.2.2)

G, oy) + 200G ) £(x, ¥) S (5.2.3)

ejemplo de ecuacidén diferencial en derivadas parciales de ti
parabdlico lo proporciona la expresidén (5.2.4) que represen-

el problema cldsico de transmisidén del calor en una direccidn

(t, x) = K 3% (t, x) : (4.2.4)
X ¢

Donde el flujo de calor es en la direccibn X, siendo t el tiem-
po y K una constante que depende de la conductividad térmica, -

densidad y calor especifico del material.

Por Gltimo, la ecuacidn que representa el movimiento de una




cuerda vibrando Ec. (5.2.5) .es el ejemplo clidsico de una ecua-

cién diferencial en derivadas parciales del tipo hiperbélico.

x? 22y (t, x) = 2%y (t, x) (5.2.5)

ax? at2

En donde 1la funcidén y (t, x) proporciona la distancia perpendi-

cular a la cuerda en el ‘instante t en la posicién x.

Existe la posibilidad de tener una ecuacién como la Ec. (5.2.6)
a la cual puede llamdrsele ecuacibn diferencial en derivadas -
parc1a1es del tipo letO, ya que al analizar su dlscrlmlnante -

se puede observar lo siguiente:

2 2 2
) Ay ax B L g s y) 2 o g (5.2.6)
Tax? . 83Xy » ‘ayz .

-y

Cuyo discriminante es:

p = (2x)2 - 4010 - y)(1 * Y)
D = 4x2 - 4(1 - y2)

D = 4x2 -hﬁ + 4y2

D = x2-y2+1 .

Vl -
Es eliptica dentro del circulo x2 + y2 =1 (discriminante nega-

tlvo), hlperbéllca fuera del circulo (discriminante p051t1vo) Y

parabéllca en la frontera (dlscrlmlnante igual a cero).

Los problemas en los que el signo del discriminante depende de




la solucién, pueden presentar dificultades especiales ya que el
tipo de ecuacién gobierna:el nGmero y la naturaleza de las con-
diciones iniciales y/o de frontera.. Es decir, un problema com
plejo puede tener en un cierto rango, una solucién Gnica y bien
determinada, mientras que en otro rango, las soluciones pueden

ser miltiples y no detefminadas o afin no existir. Sin embargo
hay que hacer notarbqqe las ecuaciones netamente elipticas, pa-
rabdlicas o hiperb6licas, se mantienen como tales, independien-
temente de las dimensiones y del siétema de coordenadas que sé

considere.

5.3 Proceso de discretizacién. Diferencias finitas.

Cuando alguien habla de dar una solucidn numérica a una ecua- -
cién, se estd refiriendo a pfoporcionar resultados en puntos -
discretos dentro del sistema. El decir que' las ecuaciones que
se emplean en la simulacidn seran resueltas en forma numérica -
implica que se determinardn los pardmetros dependientes (presio

nes y saturaciones) en puntos discretos en espacio y en tiempo.

La discretizacién del espacio se hace al dividir el yacimiento
en un nGmero determinado de celdas, las cuales son generalmente
rectangulares como puede apreciarse en la Fig. (5.1). La dis-
cretizacibén del tiempo se realiza al tomar intervalos del miémo
para cada uno de los.cuales el problema es reéuelto. La medi-
da de estos intervalos de tiempo depende del pfoblema en particu

lar que se esté manejando, aunque hay que hacer notar que mien-
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DISCRETIZACION EN ESPACIO.

FIG. 5.2 DISCRETIZACION EN TIEMPO.
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tras menor sea el intervalo de. tiempo UtlllZadO, la soluc1on -
que se obtenga serd mis aproximada, Flg. (5.2). Asi entonces,
los valores de la variéble dependiente aibresolver las ecuac¢io-
nes numéricas se obtlenen para cada uno de los bloques que com-

ponen la ma‘la y para valores especificos de tiempo.
i

La transformaciﬁﬁ’de;una ecuacién diferencial continua a una -
forma discreta se hace generalmente utilizando el método de ‘di-
ferencias finitas, que consiste en sustituir las derivadas de -

lé ecuacién diferencial por férmulas de derivacién. Asi pues,

las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales son reempla

zadas por su equivalente en diferencias finitas las cuales pue-
den obtenerse al expandir el polinomio de Taylor generado por -
una funcién en un punto dado y después resolver para la deriva-

da.que se requiere.

5.4 Polinomio de Taylor generado por una funcién..

Si una funcidén f(x) poseé derivadas continuas hasta de'orden n
en el punto x = 0, siendo n > 1, se tratard de obtener un poli-
nomio P(x) que coincida con f(x) y con sus n primeras derivadas

en-x = 0, ésto es:

P(O) = £(0).
P'(0) = £'(0)
pn(o) = fv(o)
Ph0) = £
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El pollnomlo buscado debera de ser de n- e51mo grado para que -

" pueda contar con n derlvadas ' chho pollnomlo se expresa de -

la 51gu1ente manera:

'p(’x') = A0 AL X+ Ay X2 * As X3+l A‘nf Xt :(5.4.1)'

El problema ahora’.es determlnar los n + 1 coef1c1entes Ao, Al,

Aé, Agy, v, An. Para obtenerlos se procede de la. manera -

 siguiente:

Sustituyendo x = 0 en el polinomio dado por 1la expresidn (5.4.1)

se tiene:

PO)Y = A, ; . Ao = £(0)

Derivando la.Ec. (5.4.1)

PI{x) = Ap + 20, x + 3A; x2 + ... nA, x1°1 (5.4.2)

Evaluando ‘para x = 0 la expresidn anterior: . : .

PY(0) = A, & AL = £7(0)
Derivando nuevamqqte;_%”__
PU(x} = 2A, + (3)(2) A3 x + ..... + (n)(n-1) Apx""2 (5.4.3)

Evaluando pard x = 0 la Ec. (5.4.3)

Prroy =oAL ;oo oA, = 20D

Volviendo a derivar:
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PU(x) = (3)(2) Ag* ... + (n)(n-1)(n-2) Ay x"73 (5.4.4)

Evaluando para x = 0 la Ec. (5.4.4):
N fll' 0
PrU(x) = (3)(2)Ay; & Ay= (0

{
En general:

K0y = Kkt Ay ' (5:4.5)

Despejando>"AK” de la dltima expresidn:

K
- (0
Ag R . (5.4.6)
Donde:
K = 1,2, 3, 4, ..... , n

Sustifuyéndo los valores que se obtengan para cada una de las -

derivadas de la Ec. (5.4.6) se tiene:

P(x) = £(0) + £ (0) x + E{00 oy BIEL0) s e
£70) .n )
“““ e X (5.4.7)

Si se desea que el polinomio P(x) satisfaga a la funcidn f(x) y
a sus n primeras derivadas pero ahora en el punto x = A, ésto -

es:
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P(A)

= E(A)

PUA) = £1(A)
. P"(A) = f"(A)
Pa) = M

Para lograrlo se trasladaréfél_origen "A". unidades en. el senti-
do ‘positivo del eje de 1las absisas, el argumento del polinomio
expresado en la Ec. (5.4.1) serd (x - A) y la expresién (5.4.7)

quedara como sigue:

ja~]

—~
o
~

"

£(AY + E'(A)(x - A) + f%%él (x - A)2

[EEN S : = n
R N LT ELA) (- ™ (5408

A la Ec. (5.4.8) se le conoce con el nombre de polinomio de -
Taylor de grado n generado por f(x) en el punto A, el cual como
ya-se comentg, es el principid bdsico utilizado en la deriva- -

cion de ias f6érmulas de aproximacién en diferencias finitas.

5.5 Aplicacidén del polinomio de Taylor en la evaluacién de de-

rivadas para intervalos iguales.

Considérese el intervalo 0, 1 dividido en R subintervalos de L

longitud ax.
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En un punto cualquiera del intervalo x, se tiene:

x. = 1iax
i

Y obviamente:

La distancia entre dos puntos consecutivos es la "diferencia fi

nita x".

En. el método de diferencias finitas la evaluacién de las funcio

nes y sus derivadas se efectfia solamente en los puntos X, -

Donde: L.

X-AX X ) X+AX

AX AX

o ——

En la figura anterior puede verse claramente que:

X - Ax = 1 -1

X + AX

i
-

T+
.
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5.5.1. Polinomio deé Taylor en una dimensibn.

Utilizando la notacién anterior. en el polinomio de Tay or -

desarrollado para  una funcién f(x) en los puntoé X

i+l yoo-
X5, se obtienen las Ecs. (5.5.1) y (5.5.2). Esto es:
£, = £+ ox af |, (ax)* 22f ] , (ax)3 a3f
! : ax i 20 ax2? i 31 ax3 i
.l n
..... L (ox) 3
nt o oax i (5.5.1)
£, = £, - ax Af |, (ax)? 32| | gAx)§ 33f o
. * ax i 21 ex2? i 30 ax3f
' n .ng -
feves s 8X) B E
n! x| (5.5.2)

5.5.1.1. Primera.derivada.

La expfesién para la primera derivada se puede obtener
"al despejar ésta de la Ec. (5.5.1), quedando de la mang

.Ta siguiente:

- _ a2 2 83§ |-

AE ey oy ax e led® ot

Soax fi ax 20 axZ i 31 ax3i
(axy™ % | _
i el (5.5.3)
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En_abndélel_término del 1ad05déréth6 dgﬁeééa‘eégaﬁiShff
"&s una apfbxim;cién en diféreﬁciasifinitaé'éTiafﬁfimera
défivgda de la funcibn. . La brecisién_de dichg ép;oxi-‘
héc;én depende;Acomo'podré supoﬁersevfééilmeﬁté,:del ng "
mero de térmipo§ qué se tomen para obtener su'valérf '5 
Asi'pues;'erutilizar.una'méyor Céntidéd”dé términos, -
kprOporcioné una mejor aproximgcién al'Valorbreal'de la
zrpfiméré'derivada. ~ Los términos no utilizados (trunca}
'dos) constituyeﬁ el érror de truncamiento. ‘fEn éénera1 
como cada término sucesivo es menor al anterior, el e-
rror de truncamiento se determina por ei orden o expo-
nente de la diferencia finita Ax del primer término -

truncado.

La Ec. {5.5.3), considerando un error de. truncamiento -

de primer orden (0(ax)) se escribe como sigue:

f. - £
= _ill—i + G(‘AX)

i ax o (5.5.4)

af

S AX

De igual manera puede obtenerse otra expresidn para la
primera derivada a partir de la Ec. (5.5.2). Despejan

do de dicha ecuacidn la primera derivada se tiene:

af £o- £y, (0x) 87F (8x)2 93f |
U = + - —_—
ax i - AX 20 ax? i 3 ax3 i
(ax)" o
P . .
n! ax" i (5.5.5.)
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L 'Con51derando nuevamente un error de truncamlento de pTl:}l

5 mer orden, ahora para ia expre51on (5 5 S) resulta A

— | = 211 g (ax)

SR ek T (55
Es pdsiblevobtenei una férmula mis bfeqisa o defméyor“-"
orden para la“primera derivada al restar 1a Ec. (5.5.2)
de la Eci (5.5.3). Asi‘puesf v

of £ 5 £ (bx)2 a3

9X

= - _ +

i Co2ax 3t Tax3 . (5.5.7)

La Ec: (5.5.7), considerando un errof de' truncamiento. --

de segundo orden (O(Ax)z), se»puedevescribir"como_sigue:

i Fion = fioy el
= - 4.0 (AX)2 - ) T (5.5.8)"
ax i 28x - ’ ’ S

Procediendo- en forma andloga se puedén,bbtener férmuias
Para la primera derivada‘que tengan.una mayor. precisién
expandiendo el polinomio de Taylor en otros pﬁntos cer-
canos al punto x. ‘Ejemplo de:ello pu;den ser las ex-

presiones (S.SJQ)‘y,(5L5.1O). : o I

3f}». (2ax)2 32f | (2ax)3 a3f
Eio, = By o+ (2ax) — | & T~ —
B ax i 20 LaxZ L 3 Taxdid
(28x)™ 2"f , _
P + [ : .
om0 (5.5.9)
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. ) . 3f (28x)2 32f (2a8x)3 33f
£, = £, - (28x) — | ¥ —— —] —— —
1-2 1 ax i 2! ax2? i 3. ax3 i
(28x)% oYf (28x)™ 3"
P [ P .
4 ax4 T (s.5.10)

i n! - 3x

Cualquiera de las expresiones obtenidas con anteriori- -
dad, pueden utilizarse para evaluar la primera derivada.

La Ec.(5.5.8) es la mds empleada.

5.5.1.2. Segunda derivéda;

Una expresidn para la segunda derivada se obtiene suman

do las Ecs.: (5.5.1) y (5.5.2). Esto es:

i

: 32f a4f
CfL o+ £ = 2f0 4 (8x) 23— | + (ax)* —
A 1 ax?2 i ax*

(5.5.11)

Despejando de la expresi6n anterior la segunda derivada:

f, - 26 £ (ax)2 34f

a2f
i+l

- i-1

i : (ax)?2 ‘ 12 ax*t

ax2

i (5.5.12)

_Considerando para la Ec. (5.5.12) un error de trunca- -
miento de segundo orden, la ecuacién para la ségunda de

‘rivada queda como sigue:

32f €. - 2f, + E, ,
—] = An 3 -1, 6 (ax)2 (5.5.13)
ax2 i (ax)?2

150




Que es 1a expre51on utlllzada para obtener la segundaﬂﬂ

der1vada de. una func1on

5.5.2.

Polinomio_de‘Taylorveﬁ dos dimensiones. -

- Es posible mediante el uso:del poIinomio_de'Tayior obtener

expresiones que proporcionen las férmulas de las derivadas

en dos dimensiones.

Asi pues, de la misma manera en que -

se estableci6 el polinomio de Taylor en.una- dimensi6én dado

por las Ecs.

(5.5.

1) ¥y (5-.5.2) se pueden tener las expresio

nes del polinomio de Taylor en dos dimensiones representa-

das por las Ecs.

i+, j+1

(5.5.14), (5.5.15), (5.5.16) y (5.5.17).

3f of
+ (ax) — + (ay) —
ax i, j 3y i,
32f ' a2f
— + (8x) (2y)
ox2 i, j 3xa3y i, j
a2f l
w2 i, o (5.5.14)
of of
- Cex) — - (ay) — |
X i, J ay L, )
32f l ) 32f
: + (ax) (ay)
ax2 i, j oxay i, ]
32F |
sy i, j - (5.5.15)




of 3f |
+ (8x) — -otay) —
ax i, J ay i, J
B2f } aif
—. - (ax) (2y) -
ax2 i, j axay [, j
a2f
ay2 li, j : (5.5.16)
af of
- (ax) — | o o+ (oY) —
©oodx i, 3 3y i, i
32f 92f ’
— | . - (sx)(sy) |
ax2 i, 3 3xX3y i, ]
02f
ay2 i, (5.5.17)

La obtencidn de estas ecuaciones se logra utilizando las -

férmulas de una dimensidén, haciendo variar la funcidén en u-

na direccién primero y en la segunda direccién después. = -

El signo lo proporcionaridn los subindices segln se trate de

2

‘d1ferenc1a hac1a adelante (1+1 6 j+1) o diferencia hacia a- .

f.trés (1—1 6 j- 1)

'S1 fuera necesarlo en un problema determlnado ut111zar el -

pollnomlo de Taylor €n. tres d1mens1ones, éste podr1a obte- i

'%nerse con’ un. proced1m1ento anélogo al anter1or agregando u»[

,na d1mens1on mas en:su. desarrollo
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5.6 Esdughas de'squ;16n=de‘ias,g;uacipnés»deiflujq."":‘

Cr1ch10w en su 11bro "Modern Reserv01r Englneerlng -
tlon Approach" propor01ona una expllcac16n muy clara
'105 tlpos de esquemas ‘que ex1sten para llevar a cabo
vformac1on de las ecuac1ones;.de una forma continua a

.discreta.

Considérese la distribucién de la temperatura en una
cidna lo largo de una barra metallca. La ecuacidn

na el comportamxento de este fenémeno es:

32T 1 5T

a .3t

X <

‘A 51mu1a~
acercajdg
la ‘trans-..

una forma

sola direc

que gobier

(5.6.1)

Al analizar dicha ecuacién se observa que la temperatura (T) es.

Ehnci6n, ademds del tiempo (tj de 1la distancia (x).
cién analitica de la Ec. (5.6.1) ﬁfOpotciona una.. func

nua tanto en tiempo como en espacio.

Una solu-

ién conti-

Sin embargo una solucién

numérica de la misma ecuacién, proporcionard valores de tempera

tura .en localizaciones fijas y para valores de tiempo

dos, lo cual puede ser visualizado como .si se tratara

rie de fotografias tomadas en diferentes instantes, F

s

Los valores de tiempo.0, 1, 2, 3 ......, que aparecen
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T (x,t)

I T 77 7 7 T T T T T T T T ]
X =

FIG. 5.3 DISTRIBUCION. DE LA TEMPERATURA EN

UNA- BARRA.
TIEMPO  NIVEL .
N 2\ A\ A /\ A N+l NUEVO
o) e} o on ANTERIOR
TR I T4 i+2
EC. DIFERENGIAL ©. 2P _ 20
Xz = et
_EC. EN DIFERENCIAS! n non PO
. o Pitr — 2P 4 Pi-y - Pi-pi

" FIG. 5.4 ESQUEMA EXPLICITO EN UNA DIMENSION.

(4x)2 - - oAt
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jgura’ corresponden a. los diferentes valores del mismo, 1los cua

les :son mayores a medida que la.solucibn-avanza. -~ El valor de
latemperatura para un nivel de tiempo dado por ejemplo: t =1
se utiliza para calcular'el nuevo valor de la temperatura—parav‘

un nivel de tiempo superior (t = 2).

Existen bésicamente dos maneras para ir de los valores del ni-
vel de tiempo anterior a los valores en el mivel de tiempo nue-

vo, lo cual se discute a continuacién.

5.6.1. Esquema de solucibn explicito.

Este esquema es. el més simple-ya que resuclve €l problema -
para una sola inc6gnita en el tiempo nuevo, valiéndose para
ello de los valores conocidos de la incégnita en el tiempo

antefior, Fig. (5.4)..

Considere la siguiente ‘ecuaci6én en dos-dimensiones:

' Sax? L ay? . st e LT (506.2)

“Apiicéhdﬁﬂros prihtipras sobre’: for] jacidn obte-

nidas-delpolinomio de Tay ;“visto‘cnn-an;efidiidad, la' "=

fEé.‘(S,GlZY én diferencias “hitégjdﬁé&avqomO‘sigUeﬁ .

n: .o L . N
Py jer 7 2By o itiPy ey




“En donde:

i, j ¢ 1localizacidén de la celda dentro de la malia.
n : nivel de tiempo anterior.
n+l : nivel de tiempo nuevo.

Como puede observarse, 1la Ec. (5.6.3) tiene una sold incég-
nita, el valor de la presidn al tiempo nuevo (n+1), el cual
se encuentra involucrado en el lado derecho de dicha ecua-
cibn. '

Despejandélde la Ec. (5.6.3) se puede obtener explicitamen-

p]’1‘*1

te el valor de la presidn para el tiempo nuevo ( 3 j) en -

funcidn de los valores de presién en el tiempo anterior, -

los cuales son conocidos, Asi entonces:
n n n
P. . - 2P, . + P, .
r.1+l. =’PI:1 o+ oAt 1, 3+1 1, J 1, 1-1
1, ) . 1, ] (AX)2
n n [}
Pien, 3 7 %P5, 3 v i,
' (8y) 2 ‘ '
R (5.6.4)

Como todos 1los valores del lado derecho de esta. Gltima ecﬁg
cidn sdn>conotidos, se trata de. resolver simp]ementevuné e-
chaéién con una,incégnita; “Ahora bien, para avanzar lé 59::
1u;16n de "n" a '"n+1" se requiere-aplicér‘la.misha équécién
pgra todos y cada uno de los puntos que cpnsxithyep_lé ma-

‘llé. vLé'Fig. (5.5) muéstra el éfreglo-dg;las celdas eh u—n

havmailq_en dos dimensiones.
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j= i i+

FIG. 5.5 ARREGLO DE LAS CELDAS EN- UNA -
MALLA DE DOS DIMENSIONES.




vEs comn escribir la Ec. (5.6.5) de 1la siguiente manera:

n+l - ,n n
Pioy T e O e

n

ToB (pi+y,-j

st

(8x)2

Por su sencillez este esquema presenta limitaciones fuertes
de estabilidad (mds adelante se di la explicacidn de este -
concepto), lo que ocasiona tener que utilizaf intervalos dé
tiempo pequefios al avanzar la solucién, 1lo ‘cual tampoco es
muy conveniente debido al tiempo de computadora que se re-
quiere para efectuar una corrida. Esta limitacidn hacé -
que su aplicacién sea imprécticé en la mayoria de los pro;
blemas de simulacidn, -no obstante que el esfuerzo que ;é fg
quierekpéra desarrollar un simulador. que esté& basado en es-.

te esquema es mucho menor.que con ningdn otro.

5.6.2. Esquemabde solucién implicito.~

Este»quuema,conéiSte‘en»fesolver el problema pafa’todos' -
los valores de las incégnités en’ forma“simultédnea,. como’ pue,

-~ de apreéiarseveh la Fig. (5.6).




TIEMPO NIVEL

NUEVO  N+i JI O
ANTERIOR N O O— O
=1 i iel
EC. DIFERENCIAL: ®p 2P
. ox 2 [X]
EC. EN DIFERENCIAS: ns1  n# Rel ne n
Pi+i — P4 Pig_ _ _Pi—Pi
(ax)?

ot

F16. 5.6 ESQUEMA IMPLICITO EN UNA DIMENSION,
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Considérese la siguiente ecuacidn difevencial’ en derivadas
parciales en una dimensidn:
9 ZP ap

ax2 gt o T (5.6.6)

y

1

. . " .
- La cual puede -expresarse en diferencias finitas de la si-"-

guiente.manera:

n 5pR n n+i. _ on
PR, - 2P+ PR, P Pt
(ax)? Lot (5.6.7)

. - . . . n+1 :
Esta ecuacién tiene solo una incégnita, Pi , sin embargo,
- se puede establecer de -tal manera que se resuelva para los

tres valores de Pi como sigue:

n+l o ,on+l n+1 n+l _ .n
Pin ~ 2Py * Py Py Py , ‘
(ax)?2 At ‘ (5.6.8)

Como puede apreciarse la Ec. (5.6.8) tiene como incégnitas

a todos los valores de presidn al nuevo nivel de tiempo -

s (n+1). Dicha ecuacién puede escribirse:
IS n+1 ‘n+l (ax)? n+1 n -
> - 2 = 3 - 2l
ll-l 'Pi * Pi+l At (Pi lj) (5.6.9)

Factorizando:

Pt (g s (eX)Z) pnrl | pnel (8X)2 0
At S At L (5.6.10)

i-1 i+

Nétese que esta Gltima expresidén, la cual tiene tres incég-

160




nltas, e1 punto 1 esté 11gado a los puntos (1+1) e (1 x)

La forma genetal de la Ec.. (S 6 IO) es:

B P by Py ey Py 4y C(5.6011)

Domde 16s coeficientes ai"bi Y ¢y se refieren, como se ve-
T4 posteriormente cuando se defina el término de transmisi- -
bilidad, a la geometria del sistema y a sus propledades fI-

sicas y d contiene a los términos conocidos.

Nuevamente, para avanzar la solucién al nuevo tiempo és pre

ciso escribir la Ec. (5.6.11) para las N celdaé que compo-

nen la malla. El resultado final son N ecuaciones.con N -
incégnitas. Esto es:
Celda -

1 ay Py - by Py + ¢ Py = 'd;

z . a, Py - b, P, + c, Py = d,

3 a3 P,” - by Py + ¢4 Py = dj

4 " a, Py - b, P, + c, Ps . = d,

A Ppym By Ppor e Py = 4

Las-celdas con "0" y '"n+1" que se escriben son generalmente

celdas ficticias que no forman parte del modelo ¥ que se de




‘finen, como se veri mis adelante, producto de.las condicio-

‘nes de frontera que se estén utilizando.

Nétese que la matriz que se generd tiene una forma caracte-
ristica, hay tres elementoé diagonales y todos los demds e-
lementos fuera de dichas diagonales son cero. A toda ﬁa-
striz que presente esta caracteristica se lc conoce con el -
nombre de "Matriz Tridiagonal'. El conjunto de ecuaciones
»siTulténeas puede ser escrito utilizando noznciénvmatricial

“como sigue: '
Ap = d : v (5.6.12)
Donde:
\
MR 1
a. b. ¢

i i i : ¢ )
\ \ \ o - (5.6.13)‘

El sistema-se resuelve para la presién desconocida "P" uti-

*
=]
[N
n
(a9

lizando el algoritmo de Thomas, el cual es discutido en el

capitulo siguiente.

Para un sistema en dos dimensiones el desarrollo es idénti-
co al utilizado con anterioridad para el de una sola dimen-
sidén, solo que los resultados son un poco diferentes.

Considérese la siguiente ecuacién diferencial en derivadas

paiciales en. dos ‘dimensiones:
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3%p - a2p - - 3p

_ o+ — =

ay2 | ax? E ’ 'ﬂ‘»v(5f6,34)L

La ecuacidn anterlor en d1ferenc1as flnltas para- el esquema

1mp11c1to se puede escrlblr de 1la manera siguiente:

+1 1 + ’ + ’ e 1
n _71’11 N+ n+p _Pnl pnl

s . A + P : P . . .F . .
1, j-1 i, j 1, j*#1 , i-1, ] i, J it1, § oo
(ay)? : (ax)2
n+) _ pn
IS N TN
at (5.6.15)

Nétese que todas las presiones estdn en el nuevo nivel de -
tiempo y en consecuencia son inc6gnitas. Asi pues, exis-

ten cinco incégnitas en la Ec. (5.6.15).

Para simplificar el problema supbéngase que Ax = Ay. Desa-
rrollando y facterizando, la Ec. (5.6.15) se puede escribir

de la manera siguiente:

F P 1 I L R
i, j-1 i+, j 1, J -1, 3 " 1, JHh
2
. (8 x) ML pn
At i, ] i, ]
(5.6.16)
La cual se reduce a:
n+ . ph R A x)? n+l n+1 n+
Pi’ j-i Yie (4 + I ) P , + P ) + Pi, j4
_ 4x)2 n
- At i, j . (5.6.17).
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La forma general de esta Gltima expresidn es:

+1 +1 + +1
P .+ b. PPN 4 . PR
ici, j-1 i i+, j - i1, 3 1 i-dy
+
+ £, pOM! = d

i i, je! i © (5.6.18)

Donde los coeficientes e @y bi’ cis fi,y d,, son simila-
res a los que se definieron para el sistema en una dimen- -

sidn.

Nuevamente, para avanzar la soluciéﬁ al nuevo nivel de tiem

-po se requiere escribir la Ec. (5.6.18) para todas y cada -
una de las N celdas que constiﬁuyen la malla. De esta ma-
nera se tendridn N ecuaciones con N incdgnitas. En esta o-
casién se trata de un sistema pentadiagonal, el cual ﬁuede

escribirse en notacidn matricial como se muestra a continua
o -

cidn:

(5.6.19)

.Los algorlsmos que se utlllzan para resolver este tipo de -
~pr0b1emas de dos’ d1men51ones se dlscuten en eI capitulo si-

guiente.
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El esquema implicito es el que-involucra mayor esfuerzo de

cémputo para avanzar la solucidn de un nivel a otro ya que
para resolverlo se rccurre a procesos iterativos, sin embar .
8o permite utilizar incrementos de tiempo mucho mayores que
el esquema explicito y aln asi permancce estable.

5.6.3. Esquema de Crank-Nicholson.

‘Este esquema involucra una combinacién de los valores ante-
riores y de los valores nuevos de la variable dependiente -

en el intervalo de tiempo considerado, Fig. (5.7).
Sea la ecuacidn diferencial en derivadas parciales:

32u 3u

ax2 3t (5.6.20) .

'

La cual puede escribirse en diferencias finitas, consideran
do tanto el nivel de tiempo anterior como el nivel de tiem-

po nuevo, de la manera siguiente:

n 5o n

-0 ( - - g “1'1‘)+ (1 .- &5 ( i+l i 1~1)
(ax)?2 v L (ex)? :
m+l .on
u. Sus
- i i

st (5.6.21)
Dbhde S0 <o 1

'Si‘§e analiZaila'Ec. (5.6.21) se'nqtarélQUE'sir:~=
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TIEMPO NIVEL

_NUEVO ‘N‘H']}

N+l

ANTERIOR W

i B,
—— |
B & o

T
¥
N

EC. DIFERENCIAL: _9%p _ 3P

axs 2t
EC. DIFERENCIAS:
n n n nel LTI P ned A
_ Pizl 4 Pisl—2PiePicl. . Bi— Pi
2(ax)e 2(ax) X

FIG. 5.7 ESOEMA DE CRANK —NICHOLSON EN
UNA DIMENSION.

—0
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o = 0 ,- entonces el ‘esquema es explicito.

o = 3 entonces el esquema es de Crank-Nicholson.

>

© = 1, entonces el esquema'es implicito.

5.6.4. E1 concepto de transmisibilidad en los esquemas de

solucién.

Ya' con anterioridad, en los capitulos iniciales de~osté tra
bajo, se comentd que al utilizar una malla que divida al va
cimiento enuna serie de bloques, se debe determinér de ai-
guna manera la interaccién de flujo que existe entre los -
mismos. - Por ello a continuacién, se define el concepto. de

transmisibilidad.

La transmisibilidad (T) es la capacidaa de tranﬁmitir el -

flujo y estd dada por la siguiente expresién:

q = TP . (5.6.22)
Donde:
T Transmisibilidad;
q. : ’bGasto;

P Presidn.

‘ Recordando- la e¢uacién‘de Darcy dada por la ekpresién

(4.4.3):
K AdP
q =‘ - '.‘. —
-'u ds
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Sustituyendd.esta'éxpresién en la Ec.r(5.6.22), haciendo " -~

ds =L’ y despejando

K. A
b L

U (5.6.23)
Es.clarb, segﬁn‘lé Ec (Sl6.23),}que la capécidad'de tran§-
mitir no seré igual para todos los bloques. que constituyeﬂ
1a‘méfia; sino que ésta dependerd tanto de la geometria. del
bloque (L A) como de 1las propledades fisicas que se le a-

signen a cada uno .de ellos (K, u). Asi pues para determi-
nar el flujo (y con ello 1mp11c1tamente la var1ac16n de pre
sién) que cruza de un bloque A a un bloque B, los cuales -
son adyacentes, es preciso considerar las transmlslblllda-

des de ambos bloques. .

De esta manera los esquemas de solucidén de las ecuaciones -
de flujo en una dimensién afectados por el término de trans

misibilidad quedan como sigue: ) )
a) Esquema de solucibén explicito.

En este esquema las transmisibilidades de los términos de -
flujo, lo mismo que ocurridé con las presiones anteriormente,
se evalGan al nivel de tiempo conocido ''n'. La expresidn

‘en diferencias finitas es:

n n ny n n _ ,n oy i n+l _ ,n '
Tx1+1/? (Pl+1 _ Pi) Txi 1/, (Pi Pi-l) ZZ— (Pi Pi)
(5.6.24)

168




El subindice ﬁi‘; 1[2ﬁ'6-"i ﬁuf/z"‘se Qtiliia por lq;quglyé'
Sé eXéliéé, qué’el flujonque.crqia por el buﬁto nin aiApav :
- sar de 5i.+'1“ a ”i”; " q'viée?é;sa; se vé aféctado por la
»transmf§ibilidadwdebémbés bloqﬁeé{ iiﬁi sﬁbindicelx:indica
la direécién y'el‘téfm;hd Vbi;és el volumen total del blo-

que i.
b) Esquema de so6lucién mixto.

Este esquema surge al considerar elvéoncepto de tfaﬁsmisibl
lidad. En €1 las presiones se eval@ian al nivel de tiempo
nuevo ''n +1 ", mientras laé tranémisibilidades se evalﬁan‘-
al nivel de tiempo anterior o conocido 'n". La expresién

en diferencias finitas es la siguiente:

it n+1 n+1 n n+i n +1
Wierze (Piay = P ) = T, (P - Py )
'y
- — " - P
At (5.6.25)

Este tipo de esquema se utiliza.con éxito en simuladores a-
Teales v tridimensionales en los cuales, en general, no se
dan cambios bruscos de presiones y/o saturaciones de un in-
tervaio de tiempo a otro. Sin embargo, pueden preseﬁtar -
serias limitaciones de estabilidad y consecuentemente, re-
querir intervalos de tiempo muy pequefios en simuladores de

fluio convergente, tales como simuladores de conificacién y

algunos simuladores de secciones transversales.




c) Esquema de solucidn_impliéito.

Este esquema consiste en evaluar ademids de las presiones, -

como ya se vi6, las transmisibilidades al nuevo nivel de -

tiempo !'n + 1'" quedando la ecuacidn en diferencias finitas

como sigue:

n+1 n+1 n+1 n+1l n+1 n+?.
Txie172 Py = Py ) = Txy oy, (Y7 - Pyy)
Vb.
1 o
= —i(p’i” - P ’ (5.6.26)

At
Conceptos relacionados con el modelo. numérico.

5.7.1. Errores.:

Dependiendo de la fuente que los produzca, los errores.en -
los que se incurre al utilizar computadoras para resolver -

problemas, puede clasificarse en alguno de los siguientes -

" tipos.

a) Errores-inherentes.
b)  Errorés por truncamiento.

c) Errores por redondeo.

Los errores inherentes o errores propios de los datos son -

. aquéllos que se'producen al leer de algln dispositivo’devmg

dicién.-un dato para representar alguna magnitud fisica'y . - -

"son debidos a la imprecisién del dispositivo.
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Los errores por truncamlento son aquéllos que se presentan

al utlllzar series en los cilculos como por eJemplo el poli

" .nomio de Taylor visto con anterlor1dad Estas series. tie-

nen un nﬁmero 1nf1n1to de termlnos y al hacer alan calculo
con ellas, se utlllzavsolo un nmero determinado de térmi-

nos, .truncando. los demis.

Por Gltimo, los errores por redondeo se deben a la impoéibl
lidad de manejar en‘opefaciones cdmo multipliéacién o'divi-
sidn, tod0§ los digitos.resultantes que in&olucran estas o-
peraciones.  En este caso, el resultado se redondea o a- -
proxima al n@mero mdximo de digitos con los que se dispone

para trabajar.

§.7.2. Estabilidad.

Los errores provenientes de cualquier fuente se propagan de
diferentes formas, algunos de estos erroreé crecerdn poco y
por lo tanto, no afectardn en forma significativa la éxacti
tud de un resultado. Otros, pueden crecer .tanto que inva-

Liden completaménte los resultados de un calculo.

Si cén la funcién f(n) se puede representar el crecimiento
de un error "e" y si el resultado al cabo»de n operaciones
hace que t(n) se comporte como f(n) = Kne, para alguna cons
tante K que no dependa de n, se dice que el crecimiento es

linecal., Si el crecimiento del error.se comporta como
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f(n) = ‘Kne, para alguna constante X mayor quc la unidad,
- se dice que la Tapidez de crecimiento del €rror es exponen-

cial, Fig. (5.8).

‘El crecimiento lineal de un -error es genéralmentevinevita—
ble, cuando X y. € son pequefios los.resultados que se obtie-
nen en la solucién de un problema, son por lo general acep-
tables. En cambio, el crecimiento exponencial de un error
ée debe &vitar, ya que el término K" ‘crece rdpidamente atn
para Valores‘relgtivamente pequefios de n, por io cual los -

resultados que se obtiénen en la solucién de un problema re

“sultan inacepfables.

Si un procedimiento presenta un crecimiento exponencial del

error, se c&nsideraré como inestable. Entonces, se dirsd -

que un esquema de solucibén es estable cuaﬁdo la propagaéién-
del error, al desarrollar dicho,esqﬁema, siga un crecimien-

to lineal, gsto es, que el incremenfo del error de una a- -

ﬁroiimacién a‘otra sea pequefio, dete}minando una tolerancia.
Es: muy importénfe feher en consideracién este concepto al -

desarrollar un esquemé,q;a que los }eshltados que puede'ﬁrg
porcionar el-mismo‘al ser.inestable estardn muy alejédos de
la realidad, Fig;»(S(Q). . . v

Exiéteﬁ dos pfoéediﬁiéﬂtos para(deferminar lé éstabiliaadx4:

de un ésduéma de soluciﬁnl{
). Andlisis de Von Neuménn_(Anéliéié de Furier). '

a2




/ : o F{n)=KnE

il ‘
€ W

FIG. 5.8 ERROR LINEAL Y EXPONENCIAL.

o INESTABLE

APk

o ESTABLE .~

Fi1G. 5.9 SOLUCIONES ESTAFBLE E INESTABLE.
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b)  Método Matricial.

5.7.3. Convergencia.

Cuando se estudian métodos nﬁméricos, generalmente se utili
za el término convergencia. Se dice que una ecuacidén en -
diferencias_finitas €s convergente si la sciucidn exacta a

las ecuaciones en diferencias (u) tiende a la solucién exac
ta de las ecuaciones diferenciales (v) para todo valor de x

a medida que ax — 0 y At — 0.

5.8 Sistema de cuadricula de la malla.

Se ha ‘comentado ya que en.la simulaciéh es sobrepuesto al plano

estructural del yacimiento un sistema de cuadricula o sistema -

de celdas, siendo cada celda una unidad bisica usada en el simg

lador. Asi pues, algunos puntos bdsicos a considerar en la se

leccién del sistema de celdas son los siguientes:

a)

b)

o)

;d)

El sistema de la malla en toda su forma seri rectangular.
La malla tendrd 1la menor cantidad de bloques como sea posi-

ble, dependiendo la heterogeneidad del ydcimiento.

-La malla serd correctamente orientada, clasificada segin su

tamafio' y su forma paré»permitir una buena aproximacién de -

“-rlos limites del.yacimiento.

Si existe permeabilidad direccional u orientada, un ‘eje de

lla malla estari en la direccién,de.méxima‘permeabilidéd. s
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- D1cha permeabllxdad podré ser determlnada por med1c de prue'

- ba< de pre51on.

e)y

. f)

Tratar de colocar un pozo por bloque y en. el centro del m1§

mo-.’

Si se sabe. de la exlstencla de un aculfero o 51 se. sospecha'

'ﬁlulq de»ggua;_el 51>tema de malla 1nu1u1rﬁ hllerqs extras

'é.CEldéé‘é:éubr;r eL;apg;tero-para Lmular ‘el flUJo del aj

- gua.

i

" Ahora bien, para cerrar, 1as fronteras cuando se ut1117a ‘una ma<

11a de bloques, existen ba51camente dos maneras de lograrlo, o

a)

b)

/que,son\

Evitar el flujo a través de toda la periferié, haciendo las

transmisibilidades  de dicha periferia igual a cero.

Extender la malla agregando bloques virtuales externos a di .
cha frontera y haciendo las propiedades (presiones, satura-

ciﬁnes,'permeabiljdades, etc.) de cada bloque agregado igua

les a los del bloque interior inmediato adyacente, de tal -

manera que nc haya cambio de bloque a bloque adyacénté y el

flujo sea cero. La deficiencia de esta segunda forma es -
que se genera una nueva red, lo que implica un aumento con-

siderable de ccuaciones.
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CCAPITULO 6

SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES ALGEBRAICAS.
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6.1 Introduccidn.

En el capitulo anterior se vid que al aplicar las ecuaciones re-
sultanteé del‘esquemalde sd]ucién implicito a cada uno de los -
bloques que componen lavmalla, se establece un .determinado nGme-
ro de ecuaciones algebraicas con su correspondiente nGmero de in
cbgnitas. Este sisteﬁa'lineal de'ecuaciones simultdneas que re
sulta puede ser escrito en forma general empleéndo’la notacién -

matricial siguiente:
Ap = d : : - (6.1.1)

Donde "A" es. la matriz de coeficientes, ''d"' es un vector conoci-
do y "p" es el vector de incbégnitas de presién en todos los pun-

tos del sistema considerado o 'vector p"

De esta manera, ahora el problema consiste en resolver el siste--
ma para obtener ‘el vector de incdgnitas de prcs:on, el cual pue4
»dé"ser muy 51mp1e o ‘muy complcgo, dependlendo del tenomeno fisi-

co- que se intente resolver.

Cuando la solucidén es relatlvamente facil, como en el casd‘de -
problemas de una dlmen51on y muchos, problemas de dos dlmen51onesv
la soluc1on al vector de pr951on constltuye solo una fracc16n -

del- tlempo total de. cémputo y del costo de la 51mu1ac16n del yaf
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cimiento..  Sin embargo, en problemas més complejos como en e1 B

caso de aigﬁnos modelos de dos - y la: gran mayorla de’ los de tres
»dimehsioﬁes, el esfuerzo que se requ1ere-para resolver el "vec;
tofxp” tiéhe'uh mayor 51gn1f1cado con relac1on al Testo. del proj
blema de la 51mulac1on del yac1m1ento.‘ Por 10'anterior_es féa
cil comprender que laieflc;enCIa que. tenga Un'simulador‘tantﬁ pa
ra reﬁolver ei problema plahteadd como en el aspecto econémico -
depéndg en gfén médida del algoritmogquensé utiliCé parévresalv

ver eficientemente el vector de presidn establecido.

Los métodos‘que se emplean para obtener la solucidn de la ecua-
cidén (6.1.1) pueden dividirse en dos grandes grupos: métodos .-

directos. y métodos jterativos.

Este Capftulo tiene como finalidad el estudio. de estas técnicas.
Algunas ‘de ellas son tratadas de una'manéra muy general debido a
la poca o nula aplicacién que tienen en la simulacién de yaci- -
mientos; sin embargo a. aquéllas qué'son mis utilizadas én la -

prdctica, se les presta una mayor atencién.

Como a‘ lo largo del presente capitulo se hace uso de algunos con
ceptos bisicos del dlgebra lineal (los cuales a pesar de ser muy
sencillos algunas veces han sido olvidados o simplemente se ha - -
perdido la habilidad para manejarlos), al final del trabajd se =
proporciona un apéndice. que pued¢ ser consultado con el objeto -

de aclarar ciertas dudas que se tengan sobre el manejo de matri- -

T ces.




6.2- ‘Métodos directos-en la solucién de sistemas de ecuaciones -

algebraicas.

‘Los métodos directos son aquéllos en los cuales la solucién del

sistema de ecuaciones se' obtiene cuando se ha resuelto la matriz

que representa el problema. Este proceso se indica en forma es

quemdtica en la Fig. (6.1).

Algunos ejemplos de métodos directos son los siguientes:

1)
2)
3)
4)
5)

Inversidn de mairiz.
Regla ‘de Cramer.
Eliminacidén de Gauss,
Método de Gauss - Jordan,

Descomposicibn matricial.

6.2.1. Inversién de matriz.

Se trata de un método bastante sencillo para el cual se re-

“.quiere determinar la matriz inversa de la matriz de .coefi-. -

cientes y mediante una premultiplicaci6n3obtener-la solucién..

El procedimiento es como sigue:
Dado el sistema:
Pr - R N (I JE e SR

. = SRS S Ly e
Y teniendo determinada la .inversa de A, &sto es,-A |, multi-

'piiquesé por élla ambos’ﬁiembrés de 1a Ec.'(6.2.1.1)1"
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C FIG. 6.1 METODO DIRECTO.




Alape aAtd ‘ ' C(6.2:102)

Ata o= T - S (6.2.1.3)
Por 1lo QQe la Ec. .(6.2.1.2) queda:
Ip =& d . : ' L (6.2.1.4)

“\ La solucidén se obtiene con los resultados que propoftione'el
producto del lado derecho de la Ec. (6.2.1.4). El sistema

resultante es:

'%i 1 g { | v‘
: e o o
L LIl. 4 L J (6.2.1.5)

Donde d' es un nuevo vector que proporciona la solucidén del

.

sistema.

Como puede suponerse, ¢l uso de este método 'es un ‘tanto ela-
borado y lento debido a la necesidad de obtener la matriz in
versa de la mafriz de coeficientes, por lo que su empled en

trabajos de simulacién es pricticamente nulo.

6.2.2.. Regla de Cramer.

Este es un método extremadamente sencillo pero no muy practi
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co para:ser desarrollado en una computadora tal comc lo re-

"

quiere el tratar de obtener la solucién del "vector ', El
'ﬁétodo dice que el valor de los j-&simos elementos del vec-

tor incégnita es igual al cocientc entre el determinante ob-
tenido al intercambiar cl lado derecho de la ecuacidn matri-
cial o vector de constantes con la j-ésima columna de la ma-
triz de coeficientes A y el determinaﬁte de dicha matriz. -’

Para mayor claridad considérese el siguiente ejemplo:
-Dado el .sistema:
2py - 3ppy = 7

3pp ¢+ 5pp.= 1

Cuya ecuacidn matricial es:

Se ‘aplicard -la regla de Cramer para obtener su.solucién.

Primero se calcula el determinante "a" de la matriz de coefi

cientes:.

5= = 1049 =190

w
v
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Se obtienen ahota 1los otros determinantes -al hacer’el inter-

_ cambio de columnas tal como lo enuncia la regla:

apy = |7 = 35 +3 = 38
1 5 o
2 7

AD, ={ 3' : = 2 - 21" = -19

En consecuencia la solucidn del sistema es:

. APy - 38
py = — = — = 2
4 19
APy -19
p, = —— = — = -1
b 19

La aplicacién de este método en la simulaéién de yacimientcs
prééticamente no se da, ya que solo es Gtil para resolver -
sistemas de ecuaciones pequefios y el querer resolver proble-
mas mayores con &l provoca la utilizacién de un tiempo de -
cémputo'prohibitivo alin para casos relativqmente sencil;oé.

6.2.3. Método de eliminacidn de Gauss. L

Este método consiste hidsicamente én sistematizar el teorema
Eﬁndamental de equivalencia. Para ello sc requiere aplicar
a una matriz ampliada (que se forma con la matriz de coefi-
cienres y el vector de valores conocidos) un nGmero determi-’

nado de operaciones, las cuales son llamadas operaciones ele
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mentales sobre los renglones de una matriz, con el fin de ob

tener un sistema equivalente al anterior que proporcionc las
incégnitas de una forma sencilla y directa. Dichas opera-
ciones elementales. sobre los rcnglones de la matriz ampliada

del sistema son las siguientés:

a) Intercambiar un rengldn por otro. Esto equivale a rTeor
denar las ecuaciones del sistema.

b) Multiplicar todos los elcmentos de un rengldén por un es-
calar diferente de cero. ° Operacidn que es equivalente
a multiplicar una ecuacién por. una consténtg. »

c) ‘Multiplicar todos los elementos de un rénglén por un es-
calar diferente de cero y sumar cada elemento resultante
con su correspondiente en otro renglén, Ya»que es equiva
lente a la sust1tuc1on de una ecuacién por una comblna-‘

cidn llneal de las ecuaciones del sistema.

Asi pues, tomando el sistema original, el objétivo es trans-
formar la matriz .de coeficientes "A" a una matriz triangular

superior como se indica a continuacidn:

Dado el sistema:

->

Ap = 4 : (6.2.3.1)

. B 5> : -
El vector constante d es afiadido-a la matriz de coeficientes

formando asi, la matriz ampliada como sigue:
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. La cual despues de efectuar un nﬁmero determ1nad0 de opera-

- c1ones elementales a:los renglones de la matrlz ampllada da~

da por la expreSLOn (6 2 3. 2) se reduce a 1a forma 51gu1ente:

c c Ceeden C
1 12 i
¢ c
22 2n
0
' €nn

nn

[« R <P
N
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De esta manera el valor de ”pn” pucde .obtenerse directumente

de:

dl
b, = 1

“nn ‘ o (6.2.3.5)
Los n-1, n-2, ..... »'3, 2, 1 valores se calculan mediante la

. simple sustitucién de los mismos que ya han sido obtenidos -

con anterioridad.

A manera de ejemplo, considérese el siguiente sistema de e-

cuaciones:

"3py + 4py - 2p3 *+ Dy * Ps

= 16
2p1 * pp * 4p3 - 8py * 2ps = 13
8Py - P2 - P3 * 3py + 2ps = 14
Py * Dy - 33+ 2py - ps = - 4
4py + 2p, + 3p3 - py - 3ps = 3
Cuya forma mapricial es:
354 2 1 1| [ e 10 16 |
21 4 s 2 - v I
8§ -1 -1 3 2 P = 14
'1 1 -3 2 -1 —pg. - -4
423 1 s ps | ' 3

La matriz ampliada del-sistema anterior jueda como sigue:
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; (9}

l
I
8§ -1 <103 214
: - |
|
%

L

>

Se efectuarin a continuacidn algunas operaciones fundamenta-
les a los renglones de esta Gltima matriz, con el objeto de

"reducirla a una mdtriz diagonal superior.

1° Multiplicando por (-4) el cuar§0'reng16n y~suménddlo al

quinto, lo cual puede ser indicado con la notacidn si- -~

guiente para simplificar: (-4) (R4) + (R5), se tiene:

(3 4 201 I 16 |
2 1 4 -8 "2 : 13
g8 -1 -1 3 2 | 14
P S T R

0 -2 15 -9 1 i 19|

2° ‘Multiplicando por (-3); por (-2) y por (-8) al cuarto -

renglén y sumando respectivamente al primero, segundo y

tercer renglén: (-3) (R4) + (R1); (-2) (R4) +v(R2) y -

(-8) (R4) + (R3).
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para sumar al 2°, 3° y 5° se tiene: (1)  (R4).+ (R2);

(9) (R4) + (R3) y (2) (R4) + (R5).

11 -3 2 -4

0 86 -58 46

0 298
0 1 7-.-5 .4-1 28
0.0 29-19 9 , 75

l
oo !
0.0 1717 8 | 49
|
|
|
l

5° ‘Intercambiando el segundo y el cﬁarto renglén:

(R2) x (R4).
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i

I

, ;
0 0 86 -58-.46 -| 298

|

|

l

Dividiendo entre 17 al 4° rengldn (R4/17)

o -3 2 -1 | —4%
|
0 1T 7 -5 4 28 |
0 0 86 -58 46 | zgs(
8. | 49| ,
0 0 1 -1 g7 T
0 0 20-19 9 | 75
- __|

Multiplicando por (-86) y por (-29) al 4° rengldn para -
sumarlo al 3° y al 5° respéctivamente (-86) (R4) + (R3)

y (-29) (R4) + (RS).

T S S T

, i
0 1 7 -5 4 | 28
04 | 852
00 0 28 55 5
4 8 s
R A S T
79 146
lo 0o 0 L
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8° Intercambiando el 3° y-el 4° rengldén (R3) x (R4)

R TR T S ST O R
|

o 1 7 -5 4 | 28
g | a9

: 94 | 852

0 0 0 28 33 T
79 146

0 0 0 1057 |3
L I _t

g Multiplicando por (1/10) el 5°renglén, (1/10) (RS)

1 1 -3 2 -1

lLa

|
0o 1 7 -5 4 | 28
g | a9
O I L R
94 | 852
0o o0 o 28 3 5
79 146
0 0 0 1 -355 77
L | !

10° Multiplicandé por (-28) el 5° renglén'y sumdndolo all4°,

o sea (-28) (RS5) + (R4)

R TR SRR S B R
' |

o. 1 7 -5 4 | 28

LT

3152 12608

o0 0 0-77g 170

79 146

0 0.0 V-3 1770

L | )




11° Intefcaﬁbiéndo el '° con e1,5°‘reng16n (R4) X»(R5)  }

—1.  s iz L :" 4|
0 L 7 -5 4 | 28
o0 1 a8
0 0 0 - I e
0 0 0 0o 32 : 12608

Esta ﬁltima‘matriz ya es triangular superior -por lo que es -
posible obtener directamente el valor de la incdgnita ps se-
gln la Ec. (6.2.3‘5.). Con el Vaior de ps se-puede obtener
el de p, y asi sucesivamente hasta resolver bara el total de

incégnitas del sistema.

El nuevo sistema queda, al multiplicar por (170) al 4° y 5°-

renglén y por (17) al 3°, como sigue:

pi * P2 - 33 * 2py - DPs - _4
P2 7ﬁ3 - 5py + dps = 28

. 17p3 - 17py, + 8ps = {9

170p, - 79ps = -146

3152ps =12608

De esta manera“los resultados se obtienen como se muestra a

continuacién:.
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Py - 79€4)

-146 + 79 (4) _

Pu = 70 1

17 py - :17‘(1)'+'8 4) = 49
s 49v— 8 L‘]l)7 17 ‘U)' 2
‘Pz + 7 (2) - 5 (1) + 4 (4) = 128

by = 28 -7 (2) %5 (1) - 4 (4 - 3

p{ C G c3 ) ey - @) = -d
pyo= - () +3() -2 ()W) = 1

6.2.4, Método de Gauss - Jordan.

Se trata de un método Gtil y senéillb para encontrar la solu
‘cién de un sistema de ecuaciones lineales. Es muy parecido
‘al mét;do de eliminacidn de Gauss visto con anterioridad, B}
lo que aqui el aplicar las operaciones fundamentales en los
renglones de la matriz ampliada es con el objeto de conver-
_tirla en la matriz identidad [ 1], a partir de la cual se pue

de obtener la solucién directamente.

Los pasos a seguir para la obtencifn de sistemas equivalen-
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tes por el método ‘de Gauss - Jordan son:

1) Seleccionar un elemento pivote. Este debe ser algin e-
lemento de la matriz del sistema. ‘

2) . Convertir en uno el elemento pivote.

3) Convertir en ceros todos los elementos de 1a columna don
de se encuentra el elemento pivote.

4) Seleccionar un nuevo pivote, el cual no debe estar ni en

. el renglén, ni en la columna donde se encdntraba{n} el -
(los) pivote(s) anterior(es).

5) Repetir los pasos citados hasta obtener una matriz de -
coeficientes formada solamente Con unos y ceros. En ca

" so0 necesario, escalonar la matriz para obfener la matriz

identidad.

Para una mejor comprensidén del método se resolverd un ejem-

plo.

Considérese el siguiente sistema de ecuaciones:

3py - 6pp +¥ Tpz = .4

8py- - spy = 19

Pr - 2p, + 6p3 =S

La matriz ampliada del -sistema es:" -

3 -6 7
g . 0 -5 :,..19=
i -2 6 l" 5

~ 1>§4 <




V-Selecc1onando al elemento a21 = 8 como plvote y d1v1d1endo AR
todos los elementos del segundo renglon entre 8, se obtlene},

el 51gu1ente‘51stema equlvalente:v

e . S - .
3.000 - 6.000- 7,000 . 4.000

1,000 0.000 _ - 0.625 2.375

1.0000 - 2.000 . 6.000 - i 5,000 .

Ahora se'reqﬁiere’convertir en ceros los eleméntds 511 y‘a31,
puesto que son los que estdn en la columna donde sevéncuen-
tra>e1 pivote. Para lograrlo se multiblicarin los elemen-
tos del éegundd rengldén de-la matriz ampliada dél sistema -
por-la constante (-3) y se sumardn con sus fespectivos ele-

mentos del primer renglén, &sto es (-3) (R2) + (Rl), obte- - -

niéndose:
, | 1
0.000 - 6.000 8.875 - 3.125 |
1.000 0.000 - 0.625 2.375

1,000 - 2.000 6.000 5.000
o

Para convertir en cero el elemento aj;, se hari lo siguien-
te:

(-1) (R2) + (R3)

Lo qhe significa que todos los élementos del segundo rengldn-

se multiplicardn por la constante (-1) vy se sumarén,éon'sus
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respectivos elementos del ‘tercer renglén:

. |
0.000 - 6.000 8.875 -3.125

: o
-1.000 0.000 --0.625 ~2.375

0.000 - 2.000 6.625 2.625

>Eivsiguiente paso es‘seleccionar un nuevo inotc, el cual no
debe. estar en la primera columna mni en e]‘segundo renglén, -
por lo.que éstébpuede ser alguno,de'los elementos aj;, a3,
a3é 6 ajss- Se éeleccionaré el elemento a;3 = 8.875. Ahora
dividiendo todds los elementos del primer rengldn entre -

8.875 se obtiene:

0.000 - 0.676 - 1.000 ' -0.352
. | _
1.000 - 0.000 - 0.625 2.375

0.000 - 2.000 6.625 2.625
l

Multiplicando el primer rerglén por (0.625) y sumdndolo al -
. segundo‘? a su vei, multiplicando el primer rengldén por -
-(—6.625j‘y‘SQméndolo.a1 tercéro, se obtiene el siguiente’sis

tema equivalente:

S o i | : -
0.000 - 0.676 1.000 -0.352

. i | .
1.000  -:0.423 0.000 . 2.155
0.000 21479 0.000 ©4.957
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to azp = 2.479.

(0.676) (R3) +

obtiene:

0.000 0.000

1.000 0.000

0.000 1.000
I

Reacomodando:

1.000 0.000
0.000 1.000

0.000 0.000

(R1)3

1.000
0.000
0.000

0.000
0.000
1.000

Por Gltimo, el tercer pivote seleccionado debe ser el elemen’

Procediendo de la siguiente manera:

(0.423) (R3) + (R2) vy (R3/2.479), se -

3.001
2.000
1.000

Por lo que la solucidn es:

py = 3.001
pa .=  2.000
ps = 1.000

6.2.4.1.

Errores-en el método de Gauss - Jordan,

El método de Gauss - Joidan.nQ e$ un.método .de.aproxima-

ciones sucesivas, por lo tanto su solucién deberia ser -

exacta,. pero no lo es debido a los .errores. que’se presen

-
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;#an'en_él desarrollo del mismo,

La solucién'deliejemplovfésueltbvqon anteriéfidad éébén

réaiidéd pif= 3, ppr=2y pg =;1L;qué-difi¢re“ae lqs‘re—>
sultados obteni&os, débido'que al efectuérvlés'opetaCio-
neéfse trabajé'redondeanddva tres cifras decimales,vincg
rriéndose en un error de'0.001 en el valor de p;. Este’
pféblemafse presenta al resolver sistemas de.ecuaciones

lineales en computadoras, ya que éstas tieneﬁ siempre un
limite con respecto al nGmero de digitos en las constan-

tes con las que trabajan.

Se puede demostrar que si se selecciona como pivote el -
mayor elemento en valor absoluto de la matriz de coefi-

cientes, se minimiza el error por redondeo?.

6.2:5. Descomposicidn matricial.

Este método implica la transformacidén de la matriz de coefi-
cientes en otras matrices, lds cuales son por regla general,
mis ficiles de operar; después utilizando estas matrices se

obtiene la solucidn.

La descomposicién de la matriz de coeficientes, segﬁn el mé-
todo atrfbuido a Crouttl, puede hacerse én dos matrices -
triangulares superior e inferior como lo muestran las expfe-
siones (06.2.5.3) y (6.2.5.4)., La descomposicidn es seguida

por ur sustitucidén hacia atrds la cual calcula la inc6gnita
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composicibn es

Dado

Ap = b
Entonces

A = LU

Donde "L" es:

1

121 122

137 132

T 1o
—

Y "U" es:

7

en dos pasos sucesivos 'de sustitucidn.

como sigue: -

133

El proceso de des-

(6.2.5.2)

- (6.2.5.3)

(6.2.5:9)




_A partir de estas dos matrices triangulares se-puede deter-

minar'elivebtor de solucidn p ya que, con la Ec. (6.2:5.2)

A = LU

(6.2.5.2)

La cual después de la descomposicidén puede escribirse como:

>

LUp =

Llamando al producto Up como vector "y".

(6.2.5.5)
‘ -+
Ly =
y
Up = =

-

b

(6.2.5.5)"

Con la Ec. -

. (6.2.5.6)

(6.2.5.7)

6.3 Métodos Iterativos en la solucidn de sistemas de ecuaciones

algebraicas.

Este tipo de métodos son de naturaleza repetitiva y el proceso -

de solucién implica un cdlculo sistemdtico de una aproximacidn a

dicha solucibn, la cual es mejor en cada interacidn. Para ello

se requiere la seleccidn de un conjunto de valores iniciales de

las incégnitas, conocido con el nombre de vector inicial, sobre

el cual se opera para producir.un mejor resultado.

En los procesos Ay B que aparecen en la Fig. (6.2) se lleva a -

cabo 12 refinacién y finalmente la estimacién del vector solu- .-
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cibR.TTETTEYToT en cadd paso  S¢ rYeduce Yy elITnueveTvaTor detia -
inkégnita p,.que_se obtiene -se aproxima a la solucidn corregta -
H ‘i : {
i
p*ia bed1d4«que”sewsLguem;¢crnndo, F1g. 0.3). J
} il o - {
' ; i B AMIIEOAT %
i ! PR S L : {
Dentrh de %os métodds iterativos |mds ipportantes se tidnen los -
{ H
. L i §
siguigntes : ;
i i :
i ! i ]
1){ Método de%Jacobl | ; ;
! i
I {
2)4 MEtodo . d,4kw55wnase§dal. i
i i .
3) e odos de relﬁgac1on.§ i
H ! 5 I H
( { ; Z
! - . ! !
6 _Método de Jacobi. g
£
; i
% Supdngase que en el sistema: |
: :
; > - o 3
Ap = b (6.3.11.1)
;
i La matriz "A" .se sustituye por: :
: A = D+R 4 (6.3.0.2)

Donde D es una matriz diagonal, es decir una‘matriz cuadrada

Y cuyos elementos sobre la diagonal principél S0 béfﬁnicbs -

diferentes. de cero. "R" es otra matrJz que contlene ceTos’

en su diagonal pr1nc1pa1 y lo< réstantes elementos de ”A”

en sus demis eleme tos. Sustltuyendo en la cxpre<1on e




> - >

Dp = b - Rp (6.3.1.5)
Premultiplicando por pl
p = d'b - pluwp (6.3.1.6)

Ecuacidn que haciéndola recursiva-queda como sigue:

pEE L gty o pt R (KD (6.3.1.7)
Donde
K o= 0, 1, 2, cevneennn.

El método de Jacobi, definido por la ecuacidn matricial de -
recurrencia dada por la expresidn (6.3.1.7) significa que u-
na vez planteado el sistema (6.3.1.1) se despeje p;, de la -

primera ecuacidn, p, de la segunda, p; de la tercera, etc.,

quedando:

(Ke1) 1 S 0 a0

Pl ar ( y e P ala Py oo arn P :
(K1) L o 00 L, S0 )

Pz 0 T3, ( 2 2 Py T By P o ¥2n Pn ) -
K+1° 1 . (K oK) C L (K) :

_ pgt ) . P (b - ag pg ?‘- a3y pg ?‘fl‘"""‘aan-pé ) Nt

(K1) [ o0 e oK) - (K)o “Pn(n-1) Pn-

P - 7 a (b S8 P10 Bpy P2 a2 Tnd
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Donde:

Partiendo -de una primera aproximacién:

2@ [, a0, 500, L ]
. _ (6.3.1.9)

Se sustituird en los segundos miembros de las ecuaciones de

la expresidén (6.3.1.8) para obtener la nueva aproximacidn:

p(t) - |Vp§'l), pit), Y, L , p,(ll)]
L (6.3.1.10)

A su vez, sustituyendo p(l), se obtendria:

>
2 2 2 2 2
B0 a0 ), e
i L (6.3.1.11)
Y asi sucesivamente. Se considerard solucién del sistema -
aquélla que cumpla con:
Sy o -
MCE RO N I '
| (6.3.1.12)
Donde ¢ es un vector dec tolerancia prestablecido.
Sustituyendo el vector inicial P (o) . {0, 0, 0, ..... 0}

en los segundos micmbros de las ecuaciones de la expresidn -
(6.3.7.8) se obtendrd uni ‘nueva aproximacidn que estard dada

por:
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(6.3.1.13)

=(0)

PR > s P Lo
Este Gltimo vector p, se utilizard como vector inicial p

en la solucibén de sistemas por el método de Jacobi.

Para una mejor comprensién del método, se resolverd el si- -

guiente sistema de ecuaciones:

6py *+ 2py *+ py = 22 s
py ¢+ 8p, + 2p; = 30
Pr - P2 * 6p3 = 23

Despejando p,; de la primera ecuacidn, p, de la segunda y p;

de -1a tercera:

1
Py = g (22 - 2py - p3)

-] :
Pp = g (30 + py - 2py)

-] ' )
Ps = g (23 - py + py) .

Haciendo recursivo este sistema, seg@in la expresidn

(6.3.1.8)
plgkﬂ)v % (22 - Zp.g_m - p‘gK)) ' (a)’
pgK_*,T? . %‘(30 + pl(b : 21>§K)) | » (b):‘-,!:f-'
_PgK.”j,) - % (2 - p;m N pgxq)- e




* P3

Donde K = "0, 1, .2, .vuv-

: v c (0 2z 58 73, .
Tomando el vector inicial p( ) - = > lélf -%j y‘sustlf
tuyendo. K = 0 en. las tres ecuaciones de recurrencia (a), -

(b) y . (c), se obtiene:
(= Lza - 2pf® - pi%h

of

Lo s p{M - ()

pit) - 36 (23 - p{® + pi*h)

Sustituyendo'valores:

1 30 23
pE‘) = g22-206 -7 * 1.778
] 22 23
pgl) -7 (30 + % - 2 () = 3.250
(1 - 1 - Z% ) = 3.847

Obteniéndoée:
) - ‘:1.778 3.250  3.847 |
. _ )

Sustituyendo K = 1 en (a), (B} ¥ (c):.

B S N A R DR R I A
pi?) = Lo w1778 - 2 sy = 30T
ps?) = L as - 1m7e e 3250) = 10079
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Por lo tanto:

3(2) . [1.942 3.011 4.079]

Procediendo reiteradamente en forma similar se obtiene:

Kk = 2; p0¥ - (5.983 2.973 4;012]
Kk = 3; pt) - | 2,007 2.995 3.998J
Kk = a5 p) - Lz.ooz 3.001 3.998J
K = s ; p®) - Lz.ooo 5.001 .4 oooJ
Kk = 6; (7)< {z.ooo 3.000 4.000]

Finalmente, la solucién del sistema es:

p1 .= 2.000
P, = 3.000 .
ps = 4.000

Con tres cifras decimales exactas.

C6.301.1. Convergencié del método“de,Jacobil

El método de. Jacobi tiene'la deévéntaja'de que.no siem-
_pre converge a-la soluc1on del sistema-y algunas veces

-ﬁlo hace pero lentamente Sln embargo, este metodo con
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'vergiréisieﬁpre a la soluciéﬁ, cuando’la magnitud del' =
'éoeffqiénfébde una in;égnifa difétente en cadé.eéﬁaciéﬁ
del.éqnjuﬁto séa'suficientemente dominante con respecto‘
é lasbmagnitudes de los dtros éoeficientes de esa écua{
ciéﬁ, Cuandb el valor absoiuto ael éoeficiente domingg
te pafa una incégnita diferente en cada eciacisn ‘sea ma-
yor qde;la suma de- los valores absolutos de ios otros‘ -
coeficientes de esa ecuacidn, se consideraréwque.este A
coeficiente es suficientemente dominante y, por lo tanto

la convergencia estard asegurada. .

En. el sistema de ecuaciones que se utilizd en el éjempld
-anterior puede verse que el coeficiente de p; es domiran
te en la primera ecuacidn y'los coeficientes de p, y p3

son dominantes en.la segunda y tercera ecuacidn respecti

vamente.’

6.3.2. Método de Gauss-Seidel.

Este método es prdcticaﬁente idéntico al de Jacobi, la Gnica

diferencia consiste en _que el método de Gauss-Seidel se ace-

lera cuando existe la convergencia a la solucién, debido a -

que una vez que calcula la componente p

(K+1)

i la utiliza in-

mediatamente en la misma iteracidn, &ésto es:
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K+1 1 K X .
p{k*) a7 (- A L N S a, prEK‘))-
K+1 1 K+1 X . . .
P .) a,; (b2 - an p ) ey, pf - Ay, pr(1"))
\ .
p (K1 1 : K+1)" K+1 .
pg - ass (b3 - asz pl( ) - ajz; pg.‘ )L Ca, PI(IK))
i (6.3.2.1)
SR LT fke1) - e
am P1 inz P2 T F Laau an(n_?) pn-l Sp :
2, i -
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EI criterio de convergencia de este método es €l mismo ‘que
el de Jacobi.

Como ejemplo'delkprbcedimiento de cédlculo que sigue este mé
todo se:resolveré’el mismo sistema de ecuaciones que se.em-

pléé para ejemplificar el método de Jacobi.

6p; -+ 2py, o+ P3 E 22
Py v 8px ot T Ipg = 30
P1 - P2 + . 6p3 = 23

» : . - .
Las ecuaciones segiln la expresidén (6.3.2.1) se reducen .a:

p{frt) - % 22 - 2pfM) - png) (d)
p{Fr o Lo ¢ pfRTD - gp (K (e)
p§ ) - %'(23 -t p§K+])). ()
Donde K = 0, 1, 2, ........

Tomdndose el mismo vector inicial que en aquel ejemplo, és-

to es:

s0) _ 22 30 25

p = 5. 5 %

Y sustituyendo K. = (0 en las ecuaciones (d), (e¢) y (f):
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i = ez 2 - pf%)

i) - 33—(30 +ptt) - 2%
p§) = LTas - plt) v pft)

Sustituyendo valores:

30, 23

i - fez-z2@3p -8y - 1

i) - o -2 3 - soom )
pit = L - 1778 + 5.014) = 4,030

Se obtieni:

) - [1.778 3.014 4.039]

Procediendo reiteradamente en forma similar, resultan las -

siguientes iteraciones:

. L) T
K = 15 B = 1089 2.0 4.000]
k = 25 3G < T2 00a  3.001  4.000]
P L : J
K = 3; pM) < fz.ooo 3.000 ’4‘0001




‘Por lo tanfo, la solucidn es:

py. = 2:000

Py = 3.000
TPy £ 42000

Como puede apreciarSe,-es la misma solucién que proporciona
&1 método de Jacobi, con la ventaja que &ste la obtiene en

tres iteraciones menos.

6.3.3. Método.de relajacidn.

Se trata de un método que acelera la obtencidén de la solu-

cién con respecto a los métodos iterativos vistos anterior-

merte.

. (K + 1) .

En éste, el nuevo valor de P se obtiene con parte de
la-nueva iteracidn y con parte de la anterior. -Para ello

se introduce el término "pardmetro de relajacidén' (w), cuya

presencia acelera el proceso de convergencia.

Asi pues, notacionalmentc se tiene lo siguiente:

)
—_
%]




P

p{ke)

b

A -

Donde

sy

() i (by - aj, Pg-) A Pg ) .
S (ke K
(“)'312 (bp - az P£K+ ) . az3 Pg ).

. L (K1 K+1
(w),;%; (b3~- as;-P{ MRRE aj; Pg ).
1 “ C(K+1 K+1)
‘ (”)15;; (bn ! pg ) 2n2 pg
= 0, 1, 2, ...

..... S Ay, pgk)) + (1-w) pgk)

..... - A, pgK)) + (1-w) PgK)

e - a, pgK)) + (1-w) pgK)

(K+1) 0] b
..... - Eln(n_]) p!’l-l ) + (1-w) P

(6.3.3.1)

(K)
n.

213



Para cualquier valor que se fije a w entre cero y dos, el -
proceso coﬁverge para los tipos de sistemas de ecuaciones -
‘due puedan encontrarse en la simulacidn de yacimientos. -
Cuando el valor de w > 1.0 se dice que el proceso es de
sobrerelajacidn. Si‘el valor. de w estuviese comprendido -
entre cero y uno, Se€ tendria bajorelajacidon, aunque hay que
" hacer notar que dicho procedimiento no es efectivo para el
tlpo de problemas de yac1m1entos. Si w = 1 el proceso -
-se reduce, como se podrd observar v1endo la- Ec. (6.3.3.1) vy
compardndola con la Ec. (6.3.2.1), al método de Gauss-Sei_

del.

Es muy importante seleccionar el valor adecuado de w para -
acelerar el proceso, pues un valor Sptimo de dicho parédme-

tro produce una convergencia extraordinariamente radpidal

6.4 Algoritmo de Thomas para la solucién de un sistema de ecua

ciones tridiagonalés.

V-En problemas de 51mulac16n para una d1mens1on es com@n tener -
'que resolver un 51stema de ecuac1ones cuya matriz de coef1c1em
tes sea trldlagonal para 1o cual se emplea el- algorltmo de Tho
mas,. que es bé51camente una var1ac1on de la ellmlnac1on de» S
‘m_Gauss y con el cual se’ dlsmlnuyen los problemas en cuanto a ca<'
pacidad de,qomputador31‘ »
TvCensidéréééh}é};igpiéhté“mattiﬁ,t}ihiagpﬁali i
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De donde:

b, X1 + C X2 = d;
az X + by Xz o+ cp x3 = dy
asz X2 + b3y x3 + C3 Xy = dj
ay X3 + by Xy = dq
De la éc. (6.4.2):

d; - c1 X2
X; = ——
by

Sustituyendo la Ec. (6.4.6) en la Ec. (6.4.3):

dl‘- C) Xo
a, (—mm ) + bz X * Cp X3 = dz
by

a dy  a; ¢; X3

2 Xa 2 X3 dy
by b,

Factorizando la expresidén anterior:




'[" BETIC Ay d
bz - + Cy X2 = dz -

X2 -
, [ by | b
Definiendo:
a; ¢,
a, = by - .b -
: 1
: . a; d,
Sz = 'dz - N
. : 1

Y sustituyendo la Ec. (6.4.9), puede escribirse:como:

Xy g + Cy X3 = Sy

Despejandé:

Sustituyendo la Ec. (6.4.13) en la Ec. (6.4.4):

- 1 ‘ N

52 - Cy X3
——————————J + by x3 + C3 Xy = dj

=]
w

L2

a3 S; a3 Cp X3
- + b3 Xy * C3 Xy = d3
%) ap

Factorizando:

(6.4.

(6.4.

(6.'4“

(6.4.

(6.4.

9)

10)

m

12)

.13)

S14)

15)




a3 = b3 - ay
a3 Sy
Sy = dj %

La Ec. (6.4.16) se puede escribir como sigue:

X3 a3 + C3 Xy = Sy

Despejando:
53 - C3 Xy

a3

Sustituyendo esta Gltima expresidén en la Ec.

S3 - C3 Xy

a —_—— | + by, X =
4 P y Xy dy
L 4
a, Si a, Ca Xy
- + =
o, N by xy du{
Factorizando:
[ T
ay Cy ay Sg3
Xy | by - | = -
) ! g
i
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(6.4.5):

(6.

(6.
(6.
(6.

(6.

(6.

(6.

A7)

.18)

.19)

.20)

.21)

.23)




Definiendo:

Xy @y =

Despejando:

Su
Xy = E—':

i

Para los términos.enésimos:

= Sn
n T o
n
S = 4 -
n n
a = h_ -
n n

Como podrd observarse para inicializar el sistema:

a; = by

Sy = dy

s,

".a; = b, -
Sy = dy - ——
La Ec.

(6.4.23) puede escribirse como:
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(6.

(6.

(6.

(6.

(6.

(6.

(6.

(6.

.4.24)

4.25)
4.26)
4.27)°

4.28)

4.31)

4.32)




Generalizando:

[+

El

a)

b)

c)

a. Cc.
= p. . L "i-1
1 i , © o (6.4.33)
4 Si-l
= dl - o. .
i-1 (6.4.34)
_oS TG Ny
i : (6.4.35)

algoritmo es el siguiente:

Calcular los valores de qo's y S's con las Ecs. (6.4.33) y -

(6.4.34), empezando con las Ecs. (6.4.31) y (6.4.32).

Calcular el valor de X Ec. (6.4.28).

Calcular los valores <o Ec. (6.4.35) hacia atris.
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CAPITULO 7

MODELOS MATEMATICOS DE SIMULACION DE YACIMIENTOS.




7.1 Introduccién.

En el capitﬁlo 4 se desarrollaron las ecuaciones pafa los difé—
rentes tipos de flujo que se presentan en el medio poroso; sin
embargo, para hacer uso de esas ecuaciones es necesario presen-
tarlas de tal manera que en ellas se manejen unidades practi- -

cas.

No obstante que la obtencién de la constante que permita el uso
de unidades pricticas (o de cualquier juego de unidades que se
desee) en las ecuaciones empleadas en simulacidn no es una ta-
reda dificil, frecuentemente el estudiante y afin el mismo inge-
niero en la préctica tiene muchos problemas para transformar u-
na écuaciéq'a otras unidades. Por ello se decidi6 dedicar un
capitulo especial en el preserte trabajo al manejo de las unida
des, en el que ademds de proporcionar las ecuaciones ya trans-
formadas para ser utilizadas directamente en unidades préctij -
cas, se da (utilizando la ecuacidn de Darcy) una breve explica-
cidén de ia manera en que se puede llevar a cabo dicha transfor-
macién, estando seguros de que es lo gue todo estudiante de si-

mulaci6én debe tener la capacidad de 1levar a cabo.

7.2 La ecuacidén de Darcy.

Recordemos la Ec. (4.4.3) que representa 1la ley de Darcy:
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KA dp

q = — e . . . ' .
u ds _ _ : S (4.4.3)

Se dijo que en dicha ecuacidn, debido a las condiciones bajo las
cuales se.realizé el experimento, las unidades de cada pardmetro

son las siguientes:
q en (cm3/segj

K *~en (darcys)
uen KCP)

A en (cm?)

dp en (atmbésferas)
ds en (cm)

Las cuales no se manejan en. la prdctica. Sin embargo, es posi-
-ble encontar una constante que afectando la Ec. (4.4.3) petmita

utilizar las siguientes unidades que son mids comunes: -
. q .en (bl/dia)

K en (milidarcys)

w en (cp)

A en (pie?)

(1b/pg?)




ds en (pies)

Para ello se procede como sigue:

Partiendo de la ecuacién original se debe llegar a una ecuacién
equivalente, la cual se forma al ir haciendo la transformacién
de las unidades para cada uno de sus pardmetros. Para ello -
del lado izquierdo de la igualdad se pone el pardmetro con las
unidades originales; en el lado derecho después de poner las u-
nidades que se desean utilizar, se van haciendo una serie de -

transformaciones con el fin de tener en ambos lados las unida-

des iniciales. Asi pues, para el gasto seria como sigue:
q (cm3/seg) = q" (bl/dia) (7.2.1)
donde q" = constante q' = q

Para obtener el valor de la 'constante'  es necesario mediante -
una serie de operaciones, llegar a tener en ambos lados de la -

igualdad las mismas unidades originales, asi pues como:

1 bl = 0.159 m3

1 m3 = 1000000 cm3

1 dia = 86400 seg

1 atmbésfera = 14.7 1b/pg?
1 pie = 30.48 cm

Se tiene:
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" bl 0.159.m3 1000000 cm3 1 dia

g (cm¥/seg) = q' (—) ( ( )« )
dia 1 bl 1 m3 - 86400 seg

Como puede verse, en ambos lados de la igualdad se tienen ya -

las mismas unidades, ésto es (cm3/seg), por lo tanto:
q = 1.8403 q' : ' (7.2.2)

Procediendo de una manera similar con cada uno de los pardme- -

tros de la Ec. (4.4.3) se tiene:

. . 1 darey .
K (darcy) = K' (milidarcy) (733 miﬁicarcys)

K = 0.001 K' ' (7.2.3)
w (cp) = u' (cp
vo= 1w (7.2.4)

(30.48)2 cm2’
A (cm?) = A' (pie?) (————)
1 pie?

A = 929,03 A' (7.2.5)

. 1 atmdsfera
dp (atmésferas) = dp' (1b/pg?) (— )
14.7 1b/pg?

0

dp = 0.068027 dp' ‘ ' (7.2.6)

30.48 cm
ds (cm) = ds' (pie) (———)
1 pie
ds = 30.48 ds' ' (7.2.7)

225




Por lo que la nueva ecuacidn equivalente quedard, al sustituir

de la Ec. (7.2.2) a la Ec. (7.2.7) en la Ec. (4.4.3), -como si-

gue:

0.001 K' (929.03) A' (0.068027) dp'
u' (30.48) ds’ " (7.2.8) -

1.8403 q' =

Haciendo las operaciones para obtener una sola -constante:

- K' A’ dpt
g 0.001127 S5—g=% (7.2.9)

La Ec. (7.2.9) es la ecuacidén de Darcy en uhidades-pfﬁcticas; -

donde si se utilizan directamente las unidades siguientes:
K (mdarcys) ; A (pies?) ; dp (1b/pg?) ; w (cp) ; ds (pies)
Se obtiene el valor del gasto en (bl/dia).

A manera de ejemplo, se obtendrd la constante que permita mane-

Jjar la ecuacién de Darcy en las siguientes unidades:

q en -(ma/dia)

K eh ’(milidarcy)

¥ €n (lbm/pie-seg)

A en- (m?) ' ) k s
dp en (Kg/cm?)

ds en (m)

Para ello se puede partir de la Ec...(4.4.3) o bien de la Ec. -

(7.2.9). Se harad de las dos formas con fines ilustrativos.
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%

De la Ec. (4.4.3): o v
i = K_é. El_E : 'v, : : ?
a u ds ) ) . : !

Haciendo cada una de las transformacionés como ya se ha indica-

do:
m3 ) 1 dia . 1000000 cm3
q (cm3/seg) = q' (—=) ( - ) ( )
dia 86400 seg tomd
a = 11.5741 q (7.2.10)
_ Do 1 darcy
K (darcy) = KXK' (m111darcy)(1000mili arcy)
K = 0.001 K' ' C7.2.11)

Y !
Como 1 cp = 6.7197 x 10 1bm/pie-5eg‘ (Constdltese el apéndice -

sobre unidades al final del trabajo).

Tcp
plcp) = u' (1bm/pie-seg) ( —— - )
. » 6.7197 x 10 lbm/pie-seg
‘o= 1488.1616 ' ‘ (7.2.12)
|
10000 cm? 1
A (cm?) = A' (m?) (— )
1 m2 .
A = 10000 A' (7.2.13)

1 atmésfera
dp (atmésfera) = dp' .(Kg/cm?) (— M8 )
1.033 Kg/cm?

dp = '0.9680542 dp' : (7.2.14)




ds (cm) = ds' (m) (19Lcmy

ds = 100 ds' ) (7.2.15)

Sustituyendo las expresiones (7.2.10) a la (7.2.15) en la Ec. -

(4.4.3) se tiene:

(0.001 K') (0.9680542 dp') (10000 A')
11.5741 q' =

(1488.1616 ') (100 ds') (7.2.16)

Haciendo las operaciones para obtener una sola constante:

_ -6 K' A' dp!
Q' = 5.62032 x 107° LA gPo (7.2.17)

Que es la ecuacidn que se estd buscando.

Partiendo ahora de la Ec. (7.2.9) se tendrid le siguiente:

m3 6.2896 bl
q' (bl/dia) = q" (—) (——)
dia . 1 m3

q' = 6.2896 q" (7.2.18)

K (milidarcy) = K'(milidarcy) (;-Dilldarcy,

K' o= (1) kv (7.2.19)
1 cp

»'o(ep) = " (Ibp/pie-seg) (7797 x 10‘”lbﬁ/pie-seg)

s' = 1488.1616 " » (7.2.20)
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10.76 pie?

A' (pies?) = A" (m?) (——)
1 m?
A' = 10.76 A" : (7.2.21)
. . 14.22 1b/pg?
dp' (1b/pg?) = dp" (Kg/em?) (——————
1 Kg/cm?
dp = 14.22 dp" ' (7.2.22)
3.28 pies
ds' (pies) = ds" (m) (————
Tm
ds' = 3.28 ds" (7.2.23)

Sustituyendo las expresiones (7.2.18) a la (7.2.23) 'en la Ec. -

(7.2.9) se tiene:

0.001127 (1) (10.76) A" (14.22) dp"
(7488.7676) u' (3.28) ds™ (7.2.24)

6.2896 q"

Haciendo las operaciones para obtener una sola constante:

e S6 K" A" dp"
q 5.62 x 1077 S (7.2.25)

Como puede observarse es la misma constante que se obtuvo en la

Ec. (7.2.17).

Por lo tanto, dicha ecuacién (7.2.}7) y esta Gltima ecuacidén -

(7.2.25) es la ecuacidén de Darcy para las siguientes unidades:

{ [}
I

q (m3/dfa) ; K (milidarcy) ; w (1bm/pie-seg) ;A (m2) -

dp (Kg/em?2) 5 ds (m).
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7.3 Ecuacién para fluidos incompresibles en una sola fase.

Como se vid con anteriorigad (capitulo 4), en el caso en qﬁe se
trate de un fluido incompresible su densidad se considera cons-
tante. Ademds, al tratarse de flujo de una sola fase, la per-
meabiiidad relativa es igual a 1ld unidad. Asi pues, conside;

rando el término fuente, la ecuacién para fluidos incompresi- -

bles en una sola fase en unidades pridcticas queda como sigue:

3 3P, , B oy 3P KR ap
2 (0.00127 Kx §2) + 55 (0.00127 Ky ) * 3z (0.00127 Kz 5o

uq -
* AXAYyAZ 0 (7.3.1)

Donde las permeabilidades en todas las direcciones estan en mi-
lidarcys, las presiones en 1b/pg?, la viscosidad en centipoices,

el gasto en bl/dia y las longitudes en pies.

La.Ec. (7.3.1) puede escribirse, al dividir todos los términos
entre 0.00127:
2P 32p 32p el

+ Ky + Kz £ = 0 .
ax? 3y2 az? 0.00127 axayasz ’ (7.3.2)

Kx
Hay que recordar que si el pozo es inyector, el signo del térmi
no sumidero es positivo. Si por el contrario el pozo es pro-

ductor, el signo del término fuente es negativo.

Cuando el medio es isotrépico, &sto es que K = Kx - Ky = Kz, la

Ec. (7.3.2) se puede escribir de la siguiente manera:
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32P  32p.  32p uq ',
+ + + . =

ax2  ay? © 3z2  0.00127 K axbysz

(7.3.3)

!

Asimismo la Ec. (7.3.3) puede reducirse a la ecuacién de Lapla-
. ce si no existen pozos, ésto es q = 0 (ademds debe haber iso-
tropia).

7.4 Ecuacidn para fluidos ligeramente compresibles en una sola

fase.

En este caso también, por tratarse de una sola fase, el valor -
de la permeabilidad relativa y la saturacidén del fluido en el -
medio poroso es la unidad. Asi pues, lg ecuacidn paia fluidos
ligeramente compresibles en una sola fase, considerando tdrmino

fuente es 1la siguiente:

> 27 kx 2Py 4 2 oy 2Py, D 2P
Ve (6.00127 Kx 3;) + 3y (0.00127 Ky 3y + 37 (0.00127 Kz‘az)

. ﬁ T owe %’E’ (7.4.1)
Sin eémbargo en esta ecuacidén, débido a las condiciones en que‘—
fué desarrollada, el gasto se tiene en pie?/dia, ya que la den-
s;dad vy la combresibilidad (que se utilizaron para llegar a es-
ta ecuacidn) fueron .manejadas en (lbm/pie3) y (pg?/1b) respecti
vamente. De esta manera, sabiendo que 1 bl = 5.6146 pie3 la -

Ec. (7.4.1) puede escribirse como sigue:

231




2 3Py, B 3Py, cp 2P
5% (0;00127 Kx =) ¢ ay‘(0'001?7 Ky 5y * 37 (0.00127 Kz 5;)

. —va . _¢wc 3P

- AXbAybz 5.6146 3t (7.4.2)

En donde las permeabilidades estdn en milidarcys, las presiones
en 1b/pg?, 1a viscosidad.en centipoices, el gasto en bl/dia, la
longitud en pies, el tiempo en dias, la compresibilidad en -

pg?/1b y la porosidad en fraccién.

Una manera mids condensada de la Ec. (7.4.2)}es:

T a2p ' 32p 32p ua
0.00127 Kx + 0.00127 Ky — + 0.00127 Kz B
3x 2 3y? 322 AXAybZ
duc P
5.6146 ot (7.4.3)

. Dividiendo ambos miembros de la Ec. (7.4.3) entre 0.00127 se -

tiene: }
32p a2p 32p uq puc 3P
Kx + Ky + Kz + = -_—
ax 2 3y? 322 0.00127 axayasz  0.00713054 3t

(7.4.4)

Por dltimo, si se considera un medio isotrdpico y homogeneo, &s
to es K = Kx = Ky = Kz, se tiene:
a2P  32P  32P . »q $uc aP

+ +

ax? ay? 322 0.00127 axayasz 0.00713054 K at .(7.4.5)

+ = _

] . A
_Nuevamente, el signo del término fuente lo proporciona segln se

trate, el pozo inyector o productor.
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7.5 Ecuacidén para fluidos compresibles ‘(gases) en una sola fa-

se.

N
Recordando la ecuacidn para fluidos compresible desarrollada en v
el capitulo 4 eh funcidn del potencial de gas y, utilizando la

constante que se ha venido manejando, producto de la Ecuacidn -

de Darcy, se tiene lo siguiente:

) he o M (P) 3 p am (P)
% (0.00127 Kx —-5;——) YAy (0.00127 Ky ——37——)
3 am (P)y _ sm (P)
* 57 (0.00127 Kz ——EET—) duc . —e—=

g ot ) (7.5.1)

Si se hace nuevamente el desarrollo pero ahora considerando el

término fuente la Ec. (7.5.1), quedard como sigue:

3; L. am (P kR v am (P)
3% (0.00127 Kx 7% ) o+ 3y (0.00127 Ky ——57——)

BmagP)) . 2qRT = puc am (P)

3
Y (0.00127 Kz * M axayaz g 3t (7.5.2)

Que en una forma mis compacta puede escribirse como:

32m (P) 32m (P) 32m (P)
0.00127 KX ———— + 0.00127 Ky ———— + 0.00127 Kz ——
ax? ay? : 3z2
2qRT duc _ am (P)
* - = - .
5.6146 M &xsysz 5.6146 at (7.5.3)

En esta Ec.(7.5.3) las unidades que se manejan son exactamente

las mismas que para la Ec. (7.4.2) a excepcidn del gasto, que -




aqui se maneja en pie3?/dia. Ademds, T es la temperatura en °R,
M es el peso molecular en 1lb y R es la constante de 1los gases -
reales con un valor de 10.73. Tomando en cuenta ésto, la Ec.

(7.5.3) se puede escribir de la siguiente manera:

2 2
Kx 2 "‘(P)+1<y3 m (P) , y, 32m (P) qT
ax?2 ay? 3z2 0.0003323 M axayaz
i ¢ Mg Co am (P)
0.00713054 3t (7.5.4)
Finalmente, si el medio es isotrépico (K = Kx = Ky = Kz), la -

Ec. (7.5.4) queda:

\,-—
a2m (P) , 32m (P) , a2m (P) q T
ax? ay2 . az2 0.0003323 M axayaz
¢ uoc, am (P)
0.00713054 K ot (7.5.5)

7.6 Ecuaciones de flujo para dos fases.

El procedimiento seguido para obtener las ecuaciones para una -
fase se extiende para -aplicarse al desarrollo de las mismas en
dos fases, ésto es para cuando se tiene simultdneamente flujo -
de aceite y de agua a través del medio poroso. De‘esta manera
la ecuacidén de difusividad se escribe para cada fase, ekpreéan-

do la densidad de la fase en términos de su factor de volumen

(por ejemplo: by = DCS/BO’ donde Py €S la‘den51dad del aceite




a condiciones de yacimiento y 0cg ©S la densidad del aceite pe-

ro'a las condiciones atmosféricas), como sigue: -

Para el aceite: : .

3  Kx Kr_ oP 3 Ky Kr_ 3P 3. Kz Kr_ aP
—(—2 % s — (—2 Y s — (—= )
X g Bo X 3y w, B0 3y 3z g Bo 3z
i
3 S,
=4 — (=9
ot By (7.6.1)

Considerando la viscosidad del aceite constante, incluyendo el
término fuente y utilizando unidédes-précticas la Ec. (716.1) - .

se puede escribir de la siguiente manera:

3  Kx Kr_ oP 3 Ky Kr_ 3P 3. Kz Kr_ 3P

(—8 %y (29 (——2 9

ax B0 39X 3y B0 3y 3z Bo 3z
45 Yo ¢ ”d ? So

0.00127 axayaz 0.00713054 3t B0

(7.6.2)

Nuevamente, si se trata de un pozo inyector, el signo del térmi
no fugnte es positivo; si el pozo es productor su signo serd ne
gativo.r Las unidades de la ecuacién (7.6.2) son las siguien-
tes: las permeabilidades en milidarcys,.la presién en 1b/pg?,

la viscosidad en centipoises, el gasto eh bl/dia y las longitu-

des en pies. i
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Para el agua:

3 Kx Kr_ 3P 3 Ky Kr_ »oP 3 Kz Kr_ ap
(W Wy (R W Wy
ax  w, B oax BZ w B, 3y ez w By oz
s s, ,
= ¢ — (=) : ,
it By, (7.6.3)

Considerando la viscosidad del agua constante, incluyendo el tér
mino fuente y utilizando unidades pridcticas la Ec: (7.6.3) se -

puede escribir de la manera siguiente:'

3 Kx Kr 8P 3 Ky Kr_ 3P 3 Kz Kr_ 3P, -..
— (W —_ (—¥ W)v+ (M
39X . Bw ax. 3y Bw y 3z Bw 9z
oS L
0.00127 Axbysz 0.00713054 ot BW, (7.6.4)

La convencién del signo para el término fuente es igual para la
Ec.(7.6.4) que para la Ec. (7.6.2), lo mismo que las unidades . -

que se manejan.

Ademds de las expfesiones (7.6.2) y (7.6.4), para resolver un -

problema en dos fases se requiere del siguiente par de ecuacio-

nes:
s, *+ S, = | | : (7.6.5)
Peorw = Fo = Py » ' . (7.6.6)
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7.7 Ecuaciones de flujo para tres fases.

Las ecuaciones de flujo para el aceite y el agua son las hismas
ecuaciones vistas en el inciso anterior para flujo en dos fa- -
ses, ésto es Ec. (7.6.2) y Eé. (7.6.4). Sin embargo, un balan
ce de materia para el gas debe-considerar tanto el flujo-de gas
como una fase por separado, como el gas disuelto tanto en el a-
gua como en el aceite. Asi‘pues, la velocidad del'gas en cual
quier punto del medio poroso‘esté dada pof:

Ve = vig e Bg Rso —_— Bg st v

(o) w
By B, . (7.7.1)

Donde:

Rs0 es la solubilidad del gas en el aceite en pies?® a c.s/bl a
c.s,

Rs es la solubilidad del gas en el agua en pies? a c.s/sl a -
c.s, A

Bg es el factor de volumen del gas en bl a c.y/pie3 a c.s y

V'g es la velocidad de flujo‘del gas libre dada por una ecua-
cidén similar a las que éevhan utilizado para VO y Vw (da-

das por la Ec. de Darcy).

Asi pues, sustituyendo las expresiones de las velocidades en la
expresién (7.7.1) y posteriormente en la ecuacidén de continui-

dad para obtener la correspondiente de difusividad, se tiene:
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( )+ — Rsg —=) + — | Rs,, —)
X vg Bg X X ng B0 D X By 3x
3 Ky Kr_ P ¢ 2 Ky Kr 3P a Ky Kr 3P
e (—E B e — Rs, —2) + — ( = Rs, —)
3y ug g ay . 3y Yo Bo 3y 3Y -y, Bw dy
9 Kz Kr_ 3P 3 Kz Kr 3P 3 Kz Kr 3P
t— (—F )+ — (— s )+ — ( % Rs,, —)
0z ug Bg 3z BZA':UO B0 9z 3z v, B»\ 9z
-8 S S_ Rs S . Rs
= ¢ — (_g_ + _O__g + _!\_ﬂ)
at ,Bg ) BO B, : ©(7.7.2)

Incluyendo el término fuente en la Ec. (7.7.2) y utilizando uni

"dades pricticas se tiene lo siguiente:

3 Kx Kr_ oP 3 Kx Kr aP 3 Kx Kr aP
_ (——8& 8y — (—2 Rs -9 +_(_____!’.st -
a’x ”g Bg. X X Vo BO 29X X Sy Bw ©oax
5 Ky Kr_ aP 3 Ky Kr_ 3P a Ky Kr 3P
+ — - J)+"—(—_QRSO_£)+'—(-‘”“—WRSWJ)
ay Hg Bg 3y 3y g B0 .a‘y Yy wy B, 3y
3 Kz Kr_ aP 3 Kz Kr P s Kz Kr 3P
+_(____&_£)f.__(—-—-—°-Rso °)+—(—~——WRSW—W)
9z g Bg 9z 32wy RO 3z 3z T wy, B, ez
v ¢ 3 S S_Rs s Rs
. % - . 2ol o, Ty
0.00127 axAyAz 0.00713054 3t Bg ; B : B
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Las- unidades de'la Ec. (7.7.3) son las.siguientes:

ag en pied a c.s/dia,

Rs ¥y Rs_—en pig3 a c.s/bl a c.s,
Bg en bl a c.Y/pié3 ac.s,
B,y B, en bl a c.y/b} a’c.s,

Las permeabilidades (Kx, Ky, Kz) en milidarcys,
Las saturaciones en fraccién y,
Las distancias en pies.

'Hay que hacer notar que ademés de la ecuacidn para la presién -
capilar entre el acelte y el agua dada por la expresién (7.6.6),
se requiere la ‘de la pre51on capilar entre el aceite y el gas -

dada por:

Peyo = Py By o : . ‘ (7.7.4)

Debido al nGmero considerable de términos que tiene la ecuacidn
(7.7.3) lo que la hace muy poco manejable, es frecuente expfe-
sarla en notacidn vectorial. De esta manera las ecuaciones pa

“ra el flujo en tres fases, ‘en unidades pricticas, en notacién' -
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vectorial y en términos del potencial de flujo (¢) quedan como

sigue:

Para el aceite:

K Kr g ‘ 1 5 ¢S
v Sve | oz 9 = — 9
Yo Bo | 0.00127 axaysz 0.00713054 3t Bo
(7.7.5)
Para el agua:
q, 1 3. ‘d>S
vl L = : — (-
- 0.00127 axayaz 0.00713054 3t Bw  N
(7.7.6)
Para el gas:
K Kr K Kr . K Kr
V|l—L v oo | +7 v ORs Vo |+7¥ Y Rs, V%
L B g . B O 0 L B w w
g g [ "o 7o ) woow
+ qg = ! _.a_ ¢ Lig"* E.c_’_R_s_o.+ Sl..‘}i’.)
0.00127 AxAyhdz 0.00713054 3t Bg B0 Bw ‘
(7.7.7)

En las ecuaciones anteriores el potencial para cualquiera de -

las fases, se define como sigue:

oD
[ = - —

144 7.7.8)

‘Donde ¢ estd en 1b/pg2, p (presidn de la fase) en 1b/pg?, p -
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(densidad de la fase en particular) en 1b/pied y D es la  profun

didad del punto considerado en pies (positiva -hacia abajo).

Los gastos para todas las ecuaciones de este capitulo, se mane-
jan en bl a c.s/dia para el aceite y el agua y en pied a c.s/dia

para el gas.
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CAPITULO 8

ASPECTOS PRACTICOS DE SIMULACION DE YACIMIENTOS.,
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8.1 Introduccidn.

Con lo que se ha presentado hasta el capitulo siete, es facil -
comprendér que la persona que esté encargada de llevar a cabo un
trabajo de simulacidn deberd contar con un conjunto de conoci- -
mientos que van desde la herramienta matemdtica hasta una base -
s6lida en el uso de la compu;acién, pasando, clard estd, por el

dominio de los fundamentos de la ingenieria de yacimientos. A-
demds este conocimiento que es esencial, deberd ser complementa-
do con la experiencia, pues €sta la mayoria de las veces, deter-
mina el éxito o el fracaso que pueda tenerse al realizar un tra-

bajo.

A través del tiempo, producto de los estudios que se han efectua
do con simulacidén, han surgido una serie de "aspectos précticos"
por llamarlos de alguna manera, que deben ser aprovechados en be

neficio de nuevos proyectos por desarrollar.

Este capitulo ha sido dividido en dos partes. En la primera‘se
hace referencia precisamente a algunos de estos ''aspectos practi
“cos" que alguien que estudia simulacidn no deberd pasar por alto
y quien la practica deberd conocer y aprovechar. ‘Hay que hacer
notar que no se profundiza en el tema, pues el hacerlo estd fue-
ra del alcance y de los objetivos del presente trabajo. La se-

gunda parte de este capitulo tiene por objeto el hacer que el es
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‘tudlante evalﬁe de ‘alguna manera,. los conoc1m1entos que ha adqu1
rido sobre 51mulac1on Para ello se plantean y se resuelven u-
na serie de problemas que van desde un gradO'de dificultad mini-
mo hasta aquéllos. que requierenvun”poco mésude conocimientg; 6 -
quizad de. estudio sobre,las,base? tanto mateméticaslcomo numéri-

cas que han sido presentadas con anterioridad. De éuaiquier ma
neré se trata de uh coﬁplemento al trabajb que ;eguramente,seré

de gran utilidad para el estudiante.

8.2 Fuentes de error en los resultados obtenidos de un simula-
“dor!.

Los resultados que proporciona un simulador estdn sujetos a algu

nas fuentes potenciales de error cuya consideracién es importan-

te:

a) El modelo en si es solo una aproximaciénual fendémeno fisico
‘que se di en el yacimiento, ya que al desarrollarlo se han -
hecho una §erie de supésiciqnes que son parcialmente vdli- -
das. v ‘ .

b) E1 reemplazar el modelo matemdtico que se ha planteado para
resolver el problema por un modelo numerlco, introduce un -
error de trdncamiento, lo quensignifica que la. solucién de -
1las ecuaéiones”en diferencias finitas difiere 'de alguna mane
ra de lé solucién exacta que Se'obtendria de résolver las e-
cuaciones diferenciales en derlvadas parciales orlglnales

c) ‘Nunca se obtlene la solucién exaLta de las.ecuaciones en di-
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ferencias finitas, ya que al utilizar la computadora para -
~realizar los cédlculos se incurre en un error por redondeo.

d) Definitivamente la fuente de error mis importante es que -

los datos que describen al yacimiento (¢, K, So, etc;), ra-

ra vez se conocen con precisién.

El poder evitar que se den los errores citados con anterioridad
es una tarea mﬁy dificiil, siﬁ embargo, se deberédn tratar de mini
mizar hasta donde sea posible. ﬁs ibportante que dichos erro-
Tes sean estimados para determinar hasta qué grado pueden afec-
tar 13 solucidén y en consecuencia, si dicha solucibn pueée consi

derarse como aceptable.

El grado due afecta el -error de truncamiento a los resultados -
vcalculados puede estimarse mediante la repeticibn de corridas o
porciones de corridas, con intervalos de tiempo o de espacio més
pequefios. Cambios significativos en lgs'resultados éalculados
a variaciones de dichos intervalos indican que el error por trun
camiento tiene-un valor significativo Y que seri necesario redu-

cir los intervalos de tiempo o de espacio.

Comparados con errores de otras fuentes, los errores por redon-

deo son generalmente despreciables.

Es dificil determinar los errores que provoca una defectuosa des
cripcidn del yacimiento, ya que nunca se sabrd cual es la des- -
cripcidn verdadera del mismo. Como ya se comentdé en alguna par

te de este trabajo, la combinacién de an4dlisis de muestras en el

246




laboratorio, pruebas de presidn, registros’ geofisicos ybestudios
geoldégicos, proporcionard una mejor idea sobfevia naturalei; dé_
la distribucidn de porosidades y de permeabllldades, ademds de -
la geometria del yacimiento. Sin embargo, 1a major manera ‘de -.
obtener una descripcién del mismo es deterﬁinando la cara;teriig
cidén de éste, que .resulta del mejor parecido éntre elic0mponta-

miento calculado y el comportamiento que se obéerva en .un perio-

do disponible de la historia-del campo., ~ ; ’,;

La sensibilidad a los errores en los datos que déscriben al yaci
miento puede determinarse mediante la repeticidén de una corrida,
haciendo variaciones de esos datos y cubriendo un rango razona-

ble de incertidumbre.

8.2.1. Inestabilidad. S e

C&mo ya se ha visto, las técnicas numérfcés no pfoﬁoﬁtionan
una solucidn exacta, pues existe un error asoc1ado a--los re-
sultados. Este error en ocasiones crece de una manera muy
rdpida. provocando que la solucién se‘”dlspare“;'.en otras pa

labras, la solucidn fisicamente sé'hace irreal.

Esta inestabilidaa puede detectarse al analizar los résulfﬁ—
dos obtenidos, ya que lo que comﬁnmente provoca son cambios
excesivamente grandes en los valores de saturac1on y de pre-
sidén durante el intervalo de tiempo . con51derado‘ i General—
mente é&sto puede remedlarse mediante la reducc1on del tamaﬁo

del intervalo de tiempo utilizado.




8.2.2. Dispensiéﬁ numérica.

'Se trata defunlpréblemé inherente a la solucién numérica de-
“bido a -que ést; propofciona respuestas en forma.discreta, ég
atoves'en puntos:especificos en tiempo y en espacio,; lo cual
difiéréAdg 1a solucién analitica que proporcionaria resulta-
dos de manera Ebntinua en todos y cada uno de los puntos del
infeffalb tonsiderado.‘ ‘En los trébajos de simulacibn este
yfenémenb se presenta al hacer la representacifn del yacimien
to médiaPte un conjuntd de‘celdas, en las‘¢uales fés.propie-
aades son promedio, ya due cuando unbfrente de saturaéién en
'jtra a alguna de las celdas, éste se extiende a lo largo de -
la mlsma al con51derarse un valor promedio de saturac1on, 1o

que ldgicamente difiere del fendmeno real.

La dispersién nhmérica puede minimizarse mediante la reduc-
cidh de 1las dimqﬁéibnes de’la:celdé. Sin embargd‘no hay -
qﬁe beréér de ‘vista que é;to conduce a un incremento en el
tlempo de calculo y en consecuencia, en el tlempo de computa

dora.

8.3 Efror por el método de balance de materia?,

Un crlterlo para determlnar 1a compatlbllldad de los valores de
‘pre516n‘y de saturac;on que se obtienen de una simulacidén es el
error por el metodo de balance de materia (MBE). Una forma de
balance de materla es conoc1endo los volﬁmenes de acelte en el -

'yhcimienpo al principio y al final del intervalo de tiempo.
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La diferencia entre los valores deberd ser igual a la produccién
“total durante el intervalo, - El error incrementado (MBEI) que -

se va generando se calcula con la siguiente expresidn:

m ¢ ‘ n m n+l
i)t el
(MBEI) = -

a, ot

Donde V es el volumen de celda y la sumatoria se toma para las -

m celdas.

Algunos autores utilizan el error acumulativo (MBEC) que se ob-
tiene con la siguiente ecuacién:

Aceite ini- L B n+1 . '
cial en el ya - § Ve (53) L ‘ ,

(MBEC) = Cimiento.

Produccidn total acumulada

Cabe advertir que és’necesayip obtener un valor pequefio de error
por el método de balance -de materia, pero &sto no es suficiente
para afirmar que la solucién sea correcta. Un error pequefio in
dica que el aceite total que se tiene en el yacimiento a un ni-
vel de tiempo n+1 es correcto, pero de hinguna'manera &sto garan
tiza que el aceite esté distribuido correctamente entre todas . -

las celdas.

8.3.1. Validez de la solucién.

Una vez que se ha efectuado una corrida de simulacién es vi-
lido hHacerse la siguiente pregunta: (Qué tan buena es la so-

lucidn? >
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Como se dijo anteriormente, un error pequefio por el método -
de balance de materia indica que los volumenes totales de -
los fluidos son correctos, pero no garantiza que la distribg
cién que se tiene de los mismos a lo largo de todo el yaci-

miento sea vélida. Si dicha distribucién de fluidos obteni
da es cuestionable, se requerird de un andlisis mis detalla>

do.

o N . }
Las variables que influyen en..la distribucidn de la satura-

cidén son: 1la medidé del intervalo de tiempo 4t y -las dimen-
siones devla celda 4x, Ay y 8z. . Si se desea un andlisis ri
gurosé se deberid determinar la sensibilidad de los resulta-

dos a las variaciones de todos estos pardmetros; sin embar-
go, como no es préctiqo cambiar los valores de Lx, Ay y bz,

ya que el hacerlo requeriria ﬁna,nueva revisi6én de los da- -
tos, es comiin estudiar solamente el efecto que tiene en la -
solucién la medida del intervalo de tiempo. Para ello se -
vuelve a correr el simulador reduciendo el intervalo de tiem
po y comparando los resultados. Esto se realiza hasta que

una reduccidn en'él valor de At no provoca cambios significa
tivos en los resultados obtenidos; con ello se sabri que‘se
ha obtenido 1la mejor solucibn para la medida de .la celda es-

cogida.

8.4 Medida y nﬁmero de las .celdas.

La-seleccibn de la medida de las celdas, entre otras cosas, de-
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penderd en gran parte del tipo de pr@ceso de’ recuperac1on que se

‘desea simular. Asi por e]emplo si se piensa utllnzar un mede-

1o en dos dimensiones para 51mu1ar el comportamnemto de un yaci-
ﬁ&ento sujeto a condiciones prlmarnas de explotacién, como puede
ser 1a expansidan del aceite,'b bien el empuje por gas disqelto -
liberado, un sistema de malla gruéso'(con un nﬁmeto redu;ido dé

celdas) sera suficiente para'reéolvér el problema. Sm en el ya
cimiento se efectuara la 1nvecc16n de agua, lo mis seguro es. que

se requeriria que el modelo presentara una malla mis fima, para

tener una mejor precisiém al caracterizar el frente de imyeccidn.

H. M Staggs y E. F. Herbek, utlllzando um modelo de aceite ne;
gro en dos dlmen51ones, reallzaron una serie de corridas com el
objeto de demostrar los efectos del tamafio de las celdas en la -
prediccién de la recuperacién de éceité. El trabajo comsistid
en utilizar un elemento con un iréa de cinco Acres (1 Acre = -
4046.86 m2), el cual primerameﬁte fué;ﬁivididd en un sistema de
malla de 3 x 3.  Se hize lé corrida simulahdo‘ﬁnidesplazamieuto
con agua. Utilizando la mismé.érea; siﬁ ninglin cambio en 10§ -
datos de entrada a excepcién de aquéllos necesarios para acondi-
cionar el:ndmero de“celd;s, se repitiﬁ la corrida para sistemas
de malla de 4 x 4, 5 x 5y 6 x 6. Se observé que la medida de
la ﬁalla afectaba los resultados, obteniéndose el mayor gasto de

produccién al emplearse la cuadrlcula mis fina (6 x 6). Al com

pararse los resultados obtenzdos con los que proporcnonﬁ otro mo.

delo, se observd que €1 51stema de malla afs fimo era el que pro

porcionaba la pred1Lc1on mis cercana .a la correcta.
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No obstante lo anterlor, cabe hacer un comentarjoA,h hav que. te-

ner en cuenta que el querer ut1117ar ,una malla fi e.consigo

EATR T o
;

una serle de problemas ad1c10na1es._ Prlmer mente la cantidad,-

e lasa g0

Ademés, el traba)ar con . una malla constLtuld por. un .

M

VRN

putadora

[H AT

3 N B B S T e e N e T B e T U T o
.Losautoresiconcluyenqii& si“éxpéfientia“ies-indida que un name-

Tro razonable de celdas para ut1112ar es de ;1000 a 1500,y squeyuny:

con 4 PR oopn ohoellil

8.5v 0r1entac16n de la malla

PRSI

Bisicamente. existén dos diféréntéé.éistéméé'de?mailé 'deﬁéhdiéh4

do derlaiorientacién ‘qué se-le dé: la malla’ en paralelo y la ma-i

114 en-diagonal. : fFig (8! 1) e

. ¢ 7 i ¢
Se ha comprobado que baJo c1ertas cond1c1ones, como son el.simu-

o
st

lar un desplazamlento u 1112ando el procedlmlento de dlscretlza-_

c16n de cinco puntos, pr1nc1palmente cuando la mov111dad de..los,
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MALLA EN PARALELO

MALLA EN DIAGONAL

FIG. 8.1 ORIENTACION DE LA MALLA.
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fluidos difiere en forma significativa, estos dos sistemas de ma
1la producen resultados diferentes, mis afin, ambas soluciones -

son incorrectas,

En el caso en que se utilic¢ un sistema de malla en paralelo pa-
ra simular el desplazamiento de un fluido por otro en el yaci- -
miento, se tendrd un arribo en tiempo menor del fluido que se in
yecta al pozo productor, mientras que el empleo de la malla en -
diagonal darda como resultado el arribo del fluido inyectado en -

un tiempo retardado.

Hasta hace pocos afios, los modelos areales (x-y) de simulacidn -
hacian uso del esquema comfin de diferencias finitas de cinco pun
tos para considerar la interaccidén entre los bloques, sin embar-
go, recientemente se empezaron a utilizar nueve puntos para ﬁl -
desarrollo del modelo nﬁmérico, lo cual se ha visto, reduce nota
blemente los efectos que tiene la orientacidén de la malla en la

solucidn.
8.6 Consideraciones de céalculo,

8.6.1. ‘Tiempo de computadora.

Se ha comentado que el tiempo de computadora estd relaciona-
do directamente con la cantidad de cdlculos necesarios para
efectuar una simulacidn. Es importante que este tiempo de
computadora sea optimizado, o mejor dicho no sea desperdicia

do, ya que el uso de CPU (unidad de procesamiento.central) -
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FIG. 8.2 ESQUEMA EN DIFERENCIAS CO“ NUEVE
Y CON CINCO PUNTOS.
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de la miquina est4 relacionado a costos por el uso de tiempo

de computacién.

B

‘El, tiempo de computadora que se necesita para simular el com
‘portamiento de un yacimiento en particular depende principal

mente de:

a) ' El nGmerc de celdas.

b) La cantidad de intervalos de tiempo.

As1 pues, si sé duplica el nimero de nodos que contiene la -
malla, aproximadamente se duplicari en consecuencia, el tiem
po de computadora necesario para efectuar los cdlculos por -

intervalo de tiempo.

La experiencia ha determinado que el nGmero de interva;os -
que se requieren para simular un periodo de tiempo depende -
de la magnitud del_At permitido y que el valor miximo de és-

te es una funcién del volumen de la celda.

8.6.2. Desarrollo del programa de cémputo,

El programa&of deberd tener en mente ciertas consideraciones
al desarrollar el programa de cémputo, principalmente que el
simulador serd usado de manera frecuente Y por otras perso-

nas. Dentro'dé estas consideraciones importantes se tienen

las siguientes:

a) -Rapidez én la-corrida (eficiencia de 1la programacidn).
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Optimizaci6n de la memoria disponible.

c) ' Estructurar convenientemente el manejo de la entréda_y’-
salida de informacién.v

d) Facilidad para reiniciar la corrida,

e) Mensajes de diagn6stico.

f) Escribir‘el programa en forma ”modulér”, de manera que -

las rutinas sean fdcilmente intercambiables.

La rapidez de la corrida. en partes del programa puede ser a-

fectada seriamente si se hace una programaci6én ineficiente.

Algunos de los puntos importantes a considerar para tener un
. ,

incremento en la eficiencia de la programacién son:

'1) Uso de variables con subindice (vectores o arreglos) Seg
cillo.
2) Maﬁejo de funciones dentro del programa.

3) Uso de subrutinas.

Aunque en la 1itefatura se considéra como algo primordial al
desarrollar el programa de cdmputo,.el hecho de optimizar la
memoria disponible de la mdquina mediante el uso de arreglos
equivalentes y de dreas de memoria comﬁn, hay que hacer no-

‘tar que gracias & la evolucidn que han tenido las computado-:
ras éstc ha pasado a’segundo término. Actualmente no impor
ta tanto el hecho de ahorrar memoria, como el de estructurar
el prourama. Como no es ei objetivo el explicar los concep
tos de la programnciéﬁ estrutfurgda, bastard con decir que -

se tra

ot

a de una técnica para programar en forma 16gica y cu-
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ya finalidad es que .los programas sean méds ficiles de enten-

der, de manejar e incluso de modificar cuando asi se requie-

ra, sin que &sto altere de manera significativa sus caracte-

risticas.

Muchas veces al introducir cierta informacidn al simulador -

se comete alglin error que ocasiona que la corrida se detenga.

El programa deberd
tal manera que,'al

en el punto en que

Es conveniente que

ndéstico que le den

hacerse considerando esta posibilidad de

solventar el error, reinicie la corrida -

se quedd y no desde el principio.

el programa cuente con mensajes de diag-

mayor claridad y calidad. .

8.7 Uso de las pseudofunciones,

El1 término "pseudofunciones” fué aplicado en la literatura sobre

simulacién primeramente para describir modificaciones hechas a -

los valores de permeabilidad relativa y de presidn capllar medi-

dos en el laboratorio;

sin embargo, las pseudofunciones se refie

ren, en forma. mis amplia, a propiedades de roca o de fluidos-roca

cuyos valores qbtenidds en el laboratorio han sido modificados -

para llevar a cabo algin objetivo en particular. Dichas propige

dades incluyen desde luego, las citadas con anterioridad.

vDebldo a que este tema

" se tomara como ejemplo

nes de preslon capilar.

es bastante ampllo Yy un tanto complejo, -
con flnes ilustrativos 1las pseudofunc1o-

Una expllcac1on mis detallada se podri
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obtener en la literatura especializada®,®.

Las curvas de pseudopresidén capilar en trabajos de simulacién de
yacimientos multidimensionales, son determinaciones con cierta -
16gica y sustituyen a los valores de presién capilar obtenidos -
en forma convencional (en el laboratorioc}. Son similares a las
curvas convencionales de‘Pc hasta el punto de relacionar funcio-
nalmente -la diferencia de presién entre dos fases con la satura-
cién de una de las fases. También el aceite residual implicito
en la pseudocurva es idéntico al aceite residual implicito en la
curva convencional. La diferencia principal entre ambas curvas
es que mientras la curva convencional relaciona la Pc en un pun-
to con la saturacidn correspondiente en ese punto, la pseudocur-
va relaciona la cantidad (Pg - Po) con S, donde S es la satura-

ci6én promedio para un volumen finito, como por ejemplo un bloque
de la malla y, Po y Pg son las presiones de aceite y délgas en -
el centro del volumen considerado. Asi entonces, las pseudopre
siones capilares relacionan la saturacibén promedio de un bloque

con la diferencia de presidn entre dos fases.

Debido a que la saturacidn promedio de un bloque estid en funcién
del tamafio de la celda en cuestifn, de la geometrfa del bloque,

de la variacidén vertical de 1la poroéidad, de las caracteristicas
capilares de lua roca y de la diferencia de densidades de los -
fluidos, la pseudopresién capilar serd en consecuencia, una fun-

cién de todos estos pardmetros.

Como la mayqria de dichos pardmetros varfan, ya sea con el espa-
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cio o con la presién, una determinacién rigurosa d¢ la pseudopre
si6én capilar requeriria su cdlculo para cada bloque, en cada in-

tervalo de tiempo, lo cual definitivamente ec¢s impricticoe en tér-

mino de costo de computadora. En la pré&ctica se¢ emplea una téc
nica menos rigurosa pero mis répida. Esta técnica donsiste en

generar un conjunto de curvas de pseudopresién capiler utilizan-
do valores de los diferentes pardmetros que son representativos
de un grupo de bloques para los cuales van a ser aplicadas di- -

chas curvas.

8.8 Abuso en la aplicacién de los simuladores!.

El término "exageracidn" es el mds frecuente tipo de abuso que -
se tiene con los simuladores, pues a menudo, al presentarse un -
problema determinado, automdticamente se quiere aplicar el mode-

lo més coﬁplejo y sofisticado que se tiene a la mano.

Aunque 'se ha comentado que el utilizar una malla con un nimero -
considerable de celdas géneralmente tiene pocas basés, es tipico
en la précfica; que la medida de las celdas que componen la ma-

1la sea mds pequefia que la que justifica la informacién que se -

tiene con la descripcidn del yacimiento.

Asi entonces, la 'exageracidn" a la que seuhace referencia, es -
la aplicacibén de modelos que cuentan con flujo para’m-fases y
que utilizan una malla constituida por n celdas cuando ia solu-
cidén al problema puede obtenerse adecuadamente, empleando un mo-

delo que describa el flujo de m-1 6 m-2 fases y que cuente con -
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una malla de n/2 & n/3 bloques.

Esto no significa de ninguna manera, que no haya la necesidad en
ocasiones, de utilizar una malla con cuadricuia péquehé y simula
dores que consideren flujo multifidsico con transferencia de masa
entre las fases. La literatura rgporta‘que'se han 1llevado a -
cabo estudios bien fundamentados con simuladores que presentan -
estasvcaracteristicas y se ha tenido éxito; sin embargo, el uso

del juicio ingenieril en la- mayoria de los casos, servird. para -
tender a ufilizar el ﬁodelo mis simple.

Los simuladores también son mal aplicados cuanao existe bastante
incertidumbre con respecto a la informacidn que se tenga con las
caractefisticas del yacimieppo. " No hay que .perder de vista qué
el simulador entregard resultados. de acuerdo con los datos qué -
se le estén proporcionando; dard la solucién que se le esté for-
zando a dar. Asi entonces, una recomendacidn que se hacé‘es -
que cuando no se tenga informécién suficiente no se utilice. la. -

simulacidn.

8.9 Aplicacidn de los conceptos fundamentales de simulacién.

Como se menciondé al iniciar este capitulo, a continuacién se re-
suelven once problemas en los que se aplican los conceptos.bdsi-

cos de simulacién. S .




PROBLEMA No. 1.

En la figura mostrada a continuacidn se idealizan las condicio-

nes de un pozo que cuenta con tres capas productoras de aceite -
con diferentes caracteristicas. Suponiendo que no existe dafio

en la formacién y que el gasto que se tiene frente a.las capas -
es el mismo que se tiene en la superficie. . 4Cudl es el gasto to
tal que aporta el pozo, si se sabe que el radio de drene para to
das las capas es de 425 pies & la presién en el pozo es de 600 -

1b/pg??  Suponga una caida de presién lineal de 2.8 1b/pg?/pie.

Areg al Yo K
cepa | B2, | ep) | (g
1 136 1.3 150
2 250 2 300
CAPA 1 .
Vil
CAPA 2 3 184 2.2 200
CAPA 3 I AN S S
Solucidn:

Utilizando la ecuacién de Darcy dada por:

KA aP

q = 0.001127 =& 2-
L1 2/pi
T 2.8 1b/pulg?/pie
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Sustituyendo. este valor en la

.

= 0.003156:%%
‘_' Para labcapa No. 1:"
Q1 = 0.003156 Llé%%;%%gl
- Para la capa No. 2:
q, = 0.003156 Léﬂg%g%igl
; Para la capa No. 3}'
q; = 0.Q03]§6 LZQ%%;%ggl

Por 1o tanto:

Ar 7 d1 * d2 * q3
ar = (49.52) + (118,35)
ap = 220.66 bl/dia

ecuacién se tiene:

49.52 bl/dia

118.35 bl/dia

52.79 bl/dfa

+ (52.79)
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PROBLEMA No. 2.

Desarrolle la ecuacién de Darcy para un sistema de coordenadas -
radial. Tome en cuenta que el drea expuesta al flujo es 2nrh.

Suponga que no existe dafio en la formacién.
Solucibn:

De la Ec. de Darcy:

KA dp

q = -0.001127 32 §2

=
"

Considerando que 2tirh y que ds en este caso .es dr, se tiene:

=
[a
o

q =-0ﬁ001127 v dr (2rrh)

Acomodando términos e integrando: |

B
.

T Pe
qf dr - -0.001127 £ (2mn) J dp
T u

W Pw

‘ ' 1. Kh .
q [ln T, - 1n rw] =" 0.00708 - (Pe - Pw)

Sabiendo que 1la diferencia de 16garitmos es .igual al cociente vy,

despejando el gasto de la ecuacidn anterior se tiene:

= 90.00708 Kh (Pe - Pw)
q ) y In T,

rW'

Esta (il1tima expresidén es la Ec. de Darcy para un sistema de coor
denadas radial, donde Pe es la presibn estitica, Pw es la presién

de fondo fluyend&, r, es el radio de drenevy r, el radio del pozo;
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PROBLEMA No. 3.

Cglcule el volumen de aceite que producird un pozo en una semana
si se cuenta con la siguiente inf&fmacién: ‘

h = 120 pies; Pe = 3200 1b/pg?; Pw = 2500 1b/pg?; r, = 1200 pies;
rw = 0.375 pies; K = 90 md; u = 1.2 cp; Bo = 1.15. »

Considere ademds que no existe dafio en el pozo.
Solucidn:

Con la Ec. obtenida del problema anterior:

_ 0.00708 Kh (Pe - Pw)

In r
! ‘e
r w

Sustituyendo los valores que se dan como datos en esta ecuacidn

se tiene: ,
. 0.00708 (90)(120)(3200 - 2500)

(.2 In (1200,

q = 5526.52 bl /dia a c.y.

Vol. aceite

5526.52 (2lo @ €Y.y 7 (41as)

~dia

Volumen a c.y. = 38685.64 blo !

Finalmente:

bly a c.s.
bly a c.y.

Volumen a c.s. = 38685.64 blo a c.y. (].15)

Volumen a c.s. 33639.69 blo
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PROBLEMA No. 4.

Calcule el gasto y la distribucibn de presiones para el siguien-

te sistema:

420!
[ [} ) -] © ® B I
1 2 3 4 5 6 7 !
F 60" —
Kx = 200 md
p = 1c¢cp

A = 200 pies?
P, = 600 1b/pg?

P, =.100 1b/pg?

Se tiene un sistema linea, medio homogéneo, hay un pozo inyector

-

en la celda 1 y un pozo productor en la celda 7.
Solucién:

Con la Ec. de Darcy se obtiene el gasto:

KA _ (0.00]127)(200)(200)(500)

q = 0.001127 TiL AP = (77 (3609

qQ = 62.61 bl/dia a c.y.

En este caso particular las presicnes se pueden calcular en una
forma muy sencilla, Considerando que se trata de un sistema -

lineal, la presidn varia en forma lineal para cada celda y el -
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gradiente permanece constante en el sistema, se puede hacer una
grdfica de-distancia v.s. P, tomando en cuenta los datos propor

cionados, de tal manera que para cada distancia se pueda tener

'

un valor de presién. -

,
600+
500+
400 -+
Nbﬂ
& 300+
a .
~
~ 200+
100 +
0 | »

distaricia (pies)




PROBLEMA No. 5.

La ecuacifn que representa el sistema planteado en el problema -

anterior es:

32P  uq, a c vy : -
+ 1 _

. = 0
ax? 0.001127 Kx (Vol. celda i)

Donde q = 62.61 y q = -62.61 para las celdas 7 y 1 respéctivameg

te. Para las demds celdas q = 0.

v

Obtenga la representacién en diferencias finitas y establezca el
sistema matricial que deberia resolverse. (
Solucidn:

La ecuacién en diferencias finitas para las celdas 2; 3, 4, 5y
6 es (como q = 0 para estas celdas el segundo término del lado -

izquierdo de la ecuacidn original se elimina).

B

i-1 .

(8x)2

Multiplicando por (ax)? ambos miembros de la ecuacién anterior:

Pigy - 2Py * P = 0

Por lo que, aplicando la Gltima ecuacidén en las celdas donde no

se ‘conoce la presidn, se tiene lo siguiente:
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‘ 3 0 + P, - 2P3 + Py, + O + 0 £ 0 = 0
| 4 0 + 0 + P3 - 2P, + Pg + 0 .+ 0 = 0
5 0 + 0 + 0 + P, - 25 + Pg + O = 0
6 0 + 0 + 0 + 0 + Ps - 2Pg + Py = 0

Pasando las presiones conocidas del lado derecho de las ecuacio-

-2P, + Py o+ 0 + 0 + 0 = -600
P, B 2Py + P, + 0 + 0 = 0
0 + Py - 2P, + Pg + 0 = 0
0 £ 0 + P, - 2Pg + Pg = 0
0 £ 0+ 0 + Py - 2P, = -100

7

Que en notacidn matricial-se escribe como sigue:

-2 1 0 0 0 P, -600
1 -2 1 0 o P 0
0 1 -2 1 0 | é P, | = 0
0 0 1 -2 1 : é Ps 0
0 0 0 1 -2 i Ps | -100

—t — -
Se recomienda resolver el sistema anterior por cualquiera de los
métodos vistos en el capitulo 6 para comprobar que la solucién -

es la misma que se obtuvo en el problema 4.
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PROBLEMA No. 6.

El yacimiento Cuichapa de el Distrito E1 Plan de Petrdleos Mexi-
canos, tiene una presidén en el contacto agua-aceite de 3000 4 -
1b/pg? a una elevacién de ~10000 ‘pies. El yacimiento tiene un

espesor de 200 pies arriba y 200 pies abajo del contac£o agua-a_

ceite. Considere que no existe zona de transicién (Pcow = 0)

————

- 9800"
/

-10000" e C o/w (P = 3000 1b/pg?)

S

-10200"

a) Dibuje una grifica de presidén contra elevacibén usando un gra
diente en la zona de aceite de 0.3 y de 0.48 1b/pg?/pie en -
la zona de agua. .

b) Suponiendo que Se representa este yacimiento con una malla -

de una dimensién como la siguiente:

100" .
1
100Q" .
2 c o/w
100! .
100" .
4

;Cudl es la distribucién de potencial del aceite en la malla? -

(o).
;Cudl es la distribucién de potencial del agua en la malla? -

(e,)
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‘Calcule la diferencia de potencial del aceite entre las celdas -

~2 y 3 (A(bo 2-3).

Calcule la diferencia de potencial del agua entre las celdas 2 y
3 (Mw 2-3). ‘
Solucidn:

- La presidén en la cima del yacimiento serd:

, .
30001b/pg? - [(0.3 %gg—)(zoo pie)] = 2940 1b/pg?

- La presién en la base del yacimiento es:

3000 1b/pg? +[(O.48 1b/pg?y (509 pieﬂ = 3096 1b/pg?

pie
ogpg 2 3 ‘ ©30%° © P(1b/pg?)
I ;
10000+ — — = — - N - — - — — — ¢ w/o
g
&
=
10200 4 N
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La distribucién de potencial del aceite en la malla es la si-

guiente:

- Para el punto 1

pie

. - _ )
®1 = 3000 1b/pg? - (0.3 1b/pe?y 150 pieﬂ = 2955 1b/pg?

- Para el punto 2

. ) 2 )
o, = 3000 1b/pg? - Eo;s l%égﬂ—) (50 piej = 2985 1b/pg?

->Para elvpunto 3

‘ - ‘ |
o, = 3000 1b/pg? + Eo.s 1b/pg%y (50 pie)| = 3015 1b/pg?

pie

L=

- .Para el punto 4

: 2 .
o, = 3000 1b/pg2 + Eo‘3 l%égg—)(1so pigﬂ = 3045 1b/pg?
.La distribucién de potencial del agua en la malla es:

- Para el punto 1

- .
ey = 3000 1b/pg? - E0.48 l%{gﬁ—)(1so pieﬂ = 2928 1b/pg?

- ‘Para el ﬁunto 2

2
o, = 3000 1b/pg? - E0.48 l%égg—) (50 pieﬂ = 2976 1b/pg?

- Para el punto 3

/Do 2 . -
65 = 3000 1b/pg? + E0.48 1%@53&9 (50 pleﬂ = 3024 1b/pg?
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- Para el punto 4

4, = 3000 1lb/pg2 + Eo.as l%ég&-)(1so pieﬂ =-3072 1b/pg?
P -
La diferencia de potencial del aceite entre las celdas 2 y 3 -

es:
- . N ’_ - _ 2
nog ,.y = (2985) - (3015) 30 1b/pg

i
La diferencia de potencial del agua entre las celdas 2 y 3 -

es:

Iy (2976) - (3024) = -48 1b/pg?

273




PROBLEMA No. 7.

Establezca la forma en diferencias finitas de la siguiente ecuu-

cidn:
a2p a2p aP P

+ +a—+b— =0
Ix2 - ay2- 3X 3y

Considere ax = 4ay. .Arréglela de tal manera -que pueda escribir-
se en ferma matricial.

Solucidn:

Utilizando las ecuaciones para la primera y segunda derivada que

" fueron obtenidas en el capitulo 5, se tiene:

a2p - P, - 2P. + P.
1

_ _i+) i-1
ax2? . (ax)2.

2 RIS ‘_
2P Py s 2Py s Pl
ay? (ay)2

ﬁiﬁ’-z.Pi41 Py
X Coo2(ax)
ST RS T

ey 2(ay)
Suétituyendo las: 'expresiones 6btenid35‘en'1a écuaéién’originél:

N 3 L - 4
Pioy t PPy Ry Py, e Py a[?i+1' *i-{}
(ax)?2 L (a2 2(8x) .
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o R v-b"P. i » N
"”,b[—L———L—” 1—; =g
2(sy) | '

‘Como ix = by = sc. Mﬁltihlicando 1é ﬁltiﬁa expresi6n bqr 2ac.

‘ r : 2 -r - .

1P SR R N PSS - 2R+ p,
Zv‘[ 1+ 1 1 L-l£+ 2LJ+1 . ;J’ 1-1

o 4ac - ' Yo

l_ I . .

y | 3 n - =
tadPi, P L L PJ_IJ 0
Factorizands:
= 3 T2 7 T EN

p. — + a i+ P. — - a |+ P -— |+ P. — + b
1l LAC H M ke '_J 1 Ac gl Ac

Esta Gltima expresidn como podrd observarse, va puede ser escri-

ta en forma matricial.

o
~)
(%21




PROBLEMA No. 8.

En un problema de simulacién en el que se tiene una sola incégni

ta se utiliza la siguiente malla:

El esquema de diferencias finitas que se usa es el convencional

de cinco puntos para un modelo de dos dimensiones:

a) Represente en forma esquémdtica el tipo de matriz que se ten
dria que resolver si se usa un esquema implicito (Ap = b; -

- qué forma tiene la matr{z A 1llamando a cada coeficiente x7)
'b) Price y Coats sugieren utiliZar el mismo esquema implicito y

" la misma malla pero numerada de la siguiente forma:

TV
2 8 5 |
[ X
6 3 9
. 1 7 4

Indique si numerando la malla en esta forma se requieren menos -
operaciomnes para resolver el sistema utilizando eliminacidén de -

Gauss.
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Solucién:

La ecuacibn a resolver es la siguiente:

32P 32P P

ax2 ,ay? At

. - 2P.. + P . P, ... - 2P. . +P. .
Pivr, j = %P5y " Piy, . Pi, g+ i, j i, j-1
(ax)?2 (ay)?
pi*t o . pn
1, l,

Como se vid en el capitulo 5 esta ecuacidn, después de hacer al-
gunas consideraciones y operaciones puede quedar de la siguiente

manera:

YP - 4y + 1) Pi .+ YP .+ YP
’

iv1, j -1, i, 317 i, 5

Aplicando esta ecuacidn para cada celda de la primera malla se -

tiene (considerando los puntos que se emplean en cada caso):

- Para la celda 7

X7, Xg ¥y Xy

- Para la celda 8

X7, Xg, Xg, Xg
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- Para la

Xg> Xg,

- Para 1la

X1, X5,

- Para la

X5, Xjp,

- Para la

Xgs Xsg,

- Para 1la

'xly X2,

- Para la

X2, X3,

- Para la

X3, X,

celda 9

Xg

celda 4

Xy, X7

celda 5

Xgs Xg, Xy

celda 6

X3, Xg

celda 1

Xy

celda 2

X3, Xg

celda 3

X6

" Que en arreglo matricial toma la forma:

r
XX X
XXX X
XX
X

X
XX X
X XXX
X XX
X X
X X

X

Para la mal

X -
X
x

XX
XX

—~ -

la numerada

segln Price y Coats se tiene lo siguien-
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X1y Xg,

- Para la

I

Ky %7,

- Para ia

Ky E7y

- Para Ia

X2, Xz,

- Para la

-  Para la

Xza Xg»

-  Para la

Xy Xo,

- Para la

X%, Xg,

Cuyo arreyglo matricial es

Para La

X&
celda 7
Xy, X3

celda 6

X1, X3

celda 3

Xz, Xg, X7

celda 9

Xy, X3

celda 2

el siguiente:
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X XXXX

XXX X

X XX X
XX X X
- XXX X

A este Gltimo arreglo es mds facil transformarlo a una matriz

triangular superior (se requieren menos operaciones), tal como -

lo indica el método de eliminacidn de Gauss, por lo que.se puede

concluir que es preferible numerar la malla como lo sugieren

Price y Coats.




PROBLEMA No.

Resuelva el siguiente sistema

de Thomas:

Solucidn:

Las expresiones que maneja

guientes:

an =

Sn =

Para

o=
R -

- - O O O

O O T O = N
o O o =
| N = O o o o

inicializar el

.

P1
P2
P3
Py
Ps
Pe

el

sistema se tiene:
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Calculando los términos a's y S's, recordando que los valores de
A, by c los da la matriz de coeficientes, segln se.explica en -

el capitulo 5, se tiene:

(A) (Cy) ()
oy = b2 - _— - = -2 - —_— » = - 1.50
oy (-2) =
(Ap) . (Sy) (1)(-100)
S, = dy - —m— = 0 - ——— = - 50
o) (-2)
(A3) (Cy) (1 M
@3 = by - ———— = -2 - ———— = - - 1.333
ay -1.50
(A3) (S2) (1)(-50)
Sy, = dy - - g - 4" = - 33.333
sy (-1.50)
(Ay) (C3) . (1 (1)
@, = by - —m—— = -2 - —— = - 1.25
g - 1.333
(Ay) (S3) (1)(-33.333)
S, = dy - —m——— = 0 - ————— = - 25
oy (-1.333)
(As) (Cy) (1 (M’
s = by - ————— = -2 - ——— = - 1.2
ay (-1.25
(As) (Su) (M (-28)
Sy = dg - —— = 0 - —— = - 20
ay (-1.25) -
(Ag) (Cs) (1 m
wg = be - N P = - 1.1666
@5 (-1.2) -
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i

- 16.666

- (Ag) (Ss): (1) (-20)
Sg = dg _ = Lo
asg (-1.2)
Con la Ec. (3):
N S, (-100)
P} = — = —— - 50
oy (-2) =
s _ S22 (50 = 33.333
p, = — = — 22999
ay (-1.50) .
S3 (-33.333)
pp s = - - 25
asj (-1.333) ==
Sy (-25)
proe . . 20
ay (-1.25) =
* SS (‘20)
ps = — = — .= - 16.666
o5 (-1.2) . =
" Sg (-16.666) )
Pg = — = = 14.286
ag (-1.1666) E—
Finalmente con la Ec. (4) se obtieﬁen los valores del vector f):
Pe - Ps - 14286
Ss - Cs (pe) (-20) - (1) (14.286)
Ps = =

@5 - (-1.2)

[
co
w

28.5717




Sy - Cy (ps) (-25) - (1) (28.5717)

Py = = = 42.8574
ay (-1.25) —_——
S3 - C3 (py) (-33.333) - (1) (42.8574)
P3 = = = 57.1429
oy (-1.333) —_—
Sz - Cy (p3) (-50) - (1) (57.1429)
P2 = = = 71.4286
ap ¢1.50) —_—
Sy - Cy (p2) (-100) - (1) (71.4286)
P = = = 85.7143
oy (-2) =

Por 1o que la ecuacién matricial resuelta es:

210 0 0 0 (-85.7]43 -100
1-2 1.0 0 0 71.4286 0
0 1-2 1 00 57.1429 ' 0
00 1-2 1 0 42.8574 0
00 0 1-2 1 | |28.5717 Lo
0 000 1 -2 14.286 0
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PROBLEMA .No. 10.

El movimiento de un determinado solvente a través de un medio po

roso en una dimensidén estd gobernado por la-siguiente ecuacién -

w

diferencial en derivadas parciales:

32p 3p 30
cC— - v — = —
ax? ERY 3t (1
Donde:
c : constante de difusividad.
v : término de la velocidad.
p : término de la concentracién.

Obtenga su aproximacidn equivalente en diferencias finitas si se
utiliza:

a) Un esquema explicito.

b) Un esquema totalmente implicito.

c) Un esquema implicito (Crank - Nicholson).

Solucidn:

1

Segiin se vid en el capitulo 5, se tendra:

2 - . .
E_E - Pivg Zpi 7i-1

ax? (ax)? . (2 |
3p

ax

(3
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30 P -

.
-

at At (4

a) Utilizando un esquema explicito. Sustituyendo las Ecs. (2),

(3) y (4) en la Ec. (1) se tiene:

n o _,mn, m n n W SNl om
o Zin1 %P5 T Piaa Piv1 T i % i
(ax)?2 (24x) | st
‘ p B
. +
Despejando ”o? Lo
n n n| n n
n+1 Pivy 205 * Py, Piey ‘3'1-1_] n
pi = CcAt - vAt + ‘Di
(8x)? (28x)
Factorizando la expresidn anterior:
_ A o
n+1 n Atc Aty n 2cAt l n cat vat
i T Py [T T o ey S PR R
_ (8x)2  2ax (Ax)Z_j | (6x)2  2ax

b) Utilizando un esquema totalmente implicito:

[ n+: 2,01, 0¥ —pn+1_ n+1 _n+1 .n
fsy - 3 s i+ s . o35 TRy
c i+l i i1, i+ i-1 2 i
(8x)2 2ax | it
L —
. n
Despejando "pi”:
\ _
n+3 2 n+1l Dn+1 pn+1 pn*l
p‘.‘, - P Q95 1+ - 1-1 ) n+:
02 = -cat i+) i i1, yat i+l i Y i
]
(ax)2 2ax i
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Factorizando:

r I
7 -
ne1 cAt VAt n+1 l 2 cAat . n+1 cot VAt
TPy * toey T TPy . .
"1 ax)2 2% L (8x)2 (ax)2 2%
[ - . ¥ . -
!
_ n
Pi

c) Utilizando un esquema implicito (Crank - Nicholson)

[ n n n 7 [ n+1 n+1 n+17]

- - .t . . . + .

NI S T 205 04, 1| Pin %05 Pi-1 v

2 (AX)Z J 2 (AX)Z \
n _ n n+l _ n+l n+1 " n

1 Piv1T P 1 Piv1 T Pi-q | Py Pi

V| |- 3V : = . i

240X 2ax . At

L _ L -

Multipiicando ambos miembros por 'at', factorizando y pasando -
del lado derecho los términos evaluados al nivel de tiempo cono-

cido "n" se llega a:

e cat- . VAt? ner | cat e < At vt |0n+‘.1
P Ti- i Ti+
2(ax)2  dax | (axy2 {1t L2 (ax)2 4AXJ 11
i L < L
7 B N B 7
. cAt VAL g cAt cAt vat
n n .
B T I PR B i T ST T T Pin
1 2(ax)2  dax (ax)2.} 2(8x)%  4ax
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PROBLEMA No. 11.

Considere una malla en una dimensidn como la que se muestra en -

la figura siguiente:

~

800 pies

Se cuenta con la siguiente informacién:

AxXx = cte = 100 pies

K = 200 md

¢ = 0.3
'u = 3 c¢p

C, = 3 x 10 °(1b/pg?)”!

La ecuacibén que representa la distribucién de densidades en la -

malla es:
32p 1 9
ax? a at

Las condiciones iniciales son:

t = 0 o(x, 0) = 0.8

Las condiciones de frontera son:

o
o
[}

t > 0 p(o, t)

"
(=]
fec]

t > 0 0o (800, t)




Empleando un esquema explicito‘obtenga la distribucién de densi-
dades a lo largo de la malla nara un tiempo total de 20 minutos
utilizando un At = 10 minutos. (At = 1/1440 dias).

Solucidn:

La ecuacidn en diferencias finitas que se empleard es la siguien

te:
n n n n+1 n |
Pier 25 * oy, T (pi i)
(6x)2 a i At
L -

De la que despejando y factorizando se llega a:

N r .
n | Ata n | _‘ZAta _ ne

I+ p. +.p.
-1
1 L(Ax)2 1 (ax)? t
. — . — R

Ata

i
1

|
-

n
Di+1

(ax)?2

De los datos del problema:

0.001127 X (200) (0.001127)

o = - —— = $348.15
suc (0.3)(3)(3 x 107 %
At (10) (8348.15)
a = = 0.0058
(ax)2 (100)2 (1440)

Por lo que la ecuacidn quedard como:

0.0058 o7,

n+1

+0.0058 o7 :

, * 0.9884 p? =0

Para at.= 10 minutos (se emplean las condiciones iniciales y de
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frontera. La frontera se considerari con un blogue ficticio a

la izquierda y a la derecha de las celdas 1 y 8 .respectivamente).

-  En la celda 1

0.0058 (0.8) + 0.0058 (0.6) + 0.9884 (0.8) 0.7988

- En la celda 2

0.0058 (0.8) + (0.0058) (0.8) + 0.9884 (0.8) = 0.8
- En.la celda 3
0.0058 (0.8) + (0.0058) (0.8) + 0.9884 (0.8) = 0.8

I

El mismo valor se obtiene para las celdas 4, 5, 6, 7 y 8.

Cuando t = 20 minutos (se considera otro at = 10 minutos) la dis

tribucién de densidades es la siguiente:

- En la celda 1

0.0058 (0.8) + 0.0058 (0.6) + 0.9884 (0.7988) 0.7977

- En la celda 2

0.0058 (0.8) + 0.0058 (0.7988) + 0.9884 (0.8) = 0.799
- En la celda 3

0.0058 (0.8) + 0.0058 (0.8) + 0.9884-(0.8) = 0.8
- En la celda 4

0.0058 (0.8) + 0.0058 (0.8) + 0.9884 (0.8) = 0.8

En las celdas 5, 6, 7 y 8 se tendri el mismo valor de 0.8




La distribucidn de densidades no hé'cambiadq gran cosa debido a
que el tiempo que se ha considerado (20 minutos) es pequefio co-

‘mo para tener variaciones considerables.

Se recomienda, siguiendo el procedimiento descrito con‘anterio-

ridad; calcular la distribucién de densidades para.un tiempo ma
yor, ademds de determinar los efectos que tendria, sobre la ‘so-

lucidn del problema:
a). El cambio en el valor de at.

b) El cambio en el valor de ax (duplicando el nGmero.de celdas

que constituyen -la malla). .
c¢) Variacidn en los valores de ¢, u, Ky c.

Debido a lo tediosﬁ de los cdlculos, quizé'convéndria elaborar
un pequefio programa de cdmputo en caiculédora de bolsillo para‘

resolver el problema.
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CAPITULO 9

- BOAST -

SIMULADOR DE ACEITE NEGRO MULTIFASICO, TRIDIMENSIONAL.
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9.1 Introduccibn.

En el Centro de Cilculo de la Facultad de Ingenieria (CECAFI),
se han estado haciendo diferentes pruebas a un simulador con el
objeto de tenerlo oﬁerando para ser utilizado tanto por los a-
lumnos que cursen la materia "Simulacidn Matemética de Yacimien
tos'" como por todas aquellas personas, profesores o estudiantes
de la carrera de Ingeniero Petrolero que estén interesados en.-

llevar a cabo alghn estudio o investigacibdn con é1.

E1l contar con una herramienta de esta naturaleza en la Facultad

.de Ingenieria es sin lugar a duda un avance significativo, prin

cipalmente en el aspecto didictico, pues los alumnos lejos de -
quedarse con el solo aprendizaje tebrico podran aplicar de algu
na manera los conocimientos que adquieran durante el curso y co
nocér fisicamente como.ﬁanejar un simulador, la informacién que
se le proporciona y en que forma se obtienen los resultados, -
mismos que podrin ser analizados y discutidos durante el curso

s

del semestre lecctivo.

BOAST que es el nombre de dicho modelo es un simulador de acei-
te negro, para tres fases - tres dimensiones, que puede emplear .
se en estudios de depresionamiento natural,'mantenimiento de -
presién y en proyectos sencillos de recuperacidn secundaria por

medio de inyeccidn de agua.
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Este simuladof fué desarrollado por el Departaménto de Energia
de Estados Unidos y publicado en 1982. En un priﬁcipio se te-
nia grabado en una cinta y el trabajo desarrollado .consistié en
"cargarlo" (o introducirlo) en la computadora Vax>11/780 con -
que se cuenta en la Facultad de Ingenieria. Hasta el momento,
BOAST ha sido probado ﬁara simular el comportamiento de yaci- -

mientos en una y dos dimensiones.

Hay que hacer notar que lejos de ser éste un capitulo destinado
21 estudio detallado de BOAST y la manera de poder utilizarlo,
lo que puede ser por si solo motivo dé unﬂlibro quedando por lo
tanto fuera del alcance.del presente trabajo, lo que aqui se -
pretende es verlo mis bien a un nivel informativo sin llegar a
profundizar en el tema. Para todas aquellés personas interesa
das en el manejo de BOAST cabe decir que, una vez que se tenga
completamente listo este simulador con todas sus alternativas -
de uso probadas, se piensa imprimir un pequeiio manual sobre su

manejo. . N

9.2 Aspectos Generales.

BOAST fué desarrollado principalmente con el apoyo econdmico -
del Departamento de Energia (DOE) de los Estados .Unidos. Es -
una version ﬁustanciélmente mejorada de un simulador desarrolla

do por Saweer y Mercer en 1978.

BOAST ei un modelo de aceite negro en tres fases - tres dimen-
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siones que, como se menciond cn el capitulo 3 = cste trabajo.

son los-simuladores que se han utilizado con misvor frecuwencia a
lo largo de la historia de la simulacibn. Estd disefiade con -
el fin de ser un programa de uso ficil para simular el comporta
miento de yacimientos de accifc negro en depresicnamiento natu-
ral, mantenimiento de presidn (ya sea mediante la inveccidn de

agua y/o la de gas) y en operaciones basicas de recupéracién se
cundaria como es el caso del desplazamiento de acejte‘por medio

de la inyeccidén de agua.

Las ecuaciones que resuelve el programa son lés establecidas pa
ra tres fases (aceite, agua y gas) que se vieron en el capitulo
7. El esquema de solucidn que utiliza es el IMPES, el cual es
un procedimiento implicito en presidn vy explicito em saturacidn
Yy que es utilizado ventajosaménte en la mayoria de los estudios
de yacimientos. . Para lé solucibén de la ecuacibn matricial -
BOAST tiene la caracteristica de poder resolverla a1 elegir umo
de los tres métodos con que cuenta; dos de ellos sem directos y
el tercero es interativo. Uno de los métodos diracto§ que uti
liza el programa llamado BAND, es practicamente ¢l método de -
descomposicibn matricial vistc en el capitulo.g; el otro llama-
do D4 es un ordenamiento especia1, un tanto diferemte a los vis
tos ‘aqui. El método interativo (LSOR) es muy parecido al méto

do de relajacidn estudiado en el mismo capitulo 6.

Por Gltimo, las condiciones de frontera que se usam en el pro-

grama son las de no-flujo o frontera cerrada y se establecen al
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hacer laé transmisibilidades de los bloques de la periferia de

la malla igual a cero.

9.3 Estructura del programa.

Cada corrida ae BOAST,%e héce en dOS'etapaS. " 'En la primera se
leen todos los datos,gexcepto aquéll%ﬁ con la informacién de -
B B
los pozos y de los incrementos de tiempo. ' .Este primer grupo -
de datos sirve para fijar enkeI modelo las condiciones inicia-
les del yacimiento. Una vez que se ha.inicializado el brbgra—
ma, éste procede a llevar a cabo 1la segunda etapa que consiste
en resolver las ecuaciones del flujo de los fluidos. Debido.a
que la configuracidén y estrategia en la operacidén de los pozos
que infegran el yacimiento pueden cambiar dﬁraﬁte la vida proQ
ductiva del mismo, BOAST permite introducir los datos con la in
formacibén de los pozos en piempos especificados por el usuariq
durante alguna corrida. La naturaleza repetitiva de 'los datos
con la informacidén de los pozoé y con l;'medida de los interva-
los de tiempo .a utilizarvpafa’llgvar a caBo-lé simulacién han -
provocado gue la informacién para la segunda etapa se les deno-
mine datos recurrentes. ' »

El procedimiento de cdlculo utilizado por BOAST puede resumirse

N . - i
de la siguiente manera:
1) Etapa de inicializacidn

a) lLee la geometria de la malla




2)

b)

d)

e)

vf)

Lee la distribucibén de porosidades y de permeabilidades.

Calcula la parte geométrica de las transmisibilidades.

Lee las propiedades de los fluidos y los datos de per--

~meabilidades relativas.

Inicializa la distribucién de presiones y de saturacio-
nes.

Especifica los parametros para los métodos de solucidn.

Etapa de recurrencia.

a)
b)
<)
)
e)
£)

g)

h)
i)
i)

k)

Lee los datos con la informacidén de 1los pozos y de los
1ntervalos de tiempo a utilizar.

Calcula los gastos de los pozos por medio de.la opcidn
de un gasto:méximo.

Calcula los gastos de los pozos por medio de la opcibn
de presidn méxima. .

Calcula los coeficientes‘de la ecuacidn de presiéﬁ.
Cambia los coeficientes para la opcidén de presién impli
cita. 4

Resﬁelve la ecuacién de presibn.

Calcula los gastos de los pozos por la opcidn de pre- -
sibn implicita.

Resuelve para la satufacién de aceite (So).

Resuelve para la saturacidon de agua (Sw).

Utiliza la ecuacibén siguiente Sg = 1 - So - Su, para -

- calcular las saturaciones de gas.

Prueba para el intervalo de tiempo automitico. Repite




el intervalo de tiempo si es necesario.

1) -Calcula la presibén de burbujeo.
* m) Escribe el-repofte dg pozos.
n) Hace un célcuié de balance de materia.
fi). Escribe el resumen del reporfen
0)- Actualiza la distribucién de presiones y de saturacio-
nes.

p) Repite la etapa de recurrencia.
En la Fig. (9.1) se presenta. el diagrama de flujo con el proce-
. dimiento de cidlculo que utiliza BOAST.
9.4 Subrutinas que maneja el programa.

BOAST cuenta con diecinueve subrutinas, cada una de las cuales
tiene una determinada funcidn. A continuacién se da una lista

de estas subrutinas.y el propdsito que tiene cada una de ellas:

‘Subrutina Funcibén

e

BANDIN ~ Construye la matriz de coeficientes para la solgb
cibén del vector de presibén con.un ordenamiento -

standard.

BAND. Resuelve el vector de presidén por descomposicién
maﬁricial. v »
- CODES Lee el método y los parametros de solucién y diag

nostica el control de salida.
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“goasT"

PROCEDIMIEINTO D& CALCULO.

ETAPA DE {NICIALI -
ZACION,

GEOCHMETRIA DE LA MALLA.

I

DISTRIBUCION DE
# Y DE K

CALCULA LA PARTE GEME-

TRICA DE LAS8 TRAMBMISBILI~
DADES.

PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS
Y DATOS DE PRRMBABILIDADES

1 RELATIVAS.

INICIALIZA . LA DISTRIBUCION
DE PRESION Y DE SATURACION.

|

ESPECIACA PARAMETROS PARA

LOS METODOS DE SOLUCION

FINALIZA LA ETAPA DE

INICIALIZACION
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INICIA ETAPA DE
RECURRENCIA

INFORMACION DE LOS POZOS E INTER.
VALO DE TIEMPO A UTILIZAR

T

CALCULA EL GASTO DE LOS POZOS CON
LA OPCION "' RATE CONTRAINT"

1

CALCULA EL GASTO DE LOS POZOS CON
LA OPCION “PRESSURE CONTRAINT"

I

CALCULA LOS COEFICIENTES DE LA ECUA_
CION DE PRESION

CAMBIA LOS COEFICIENTES PARA LA OP_
CION DE PRESION IMPLICITA

RESUELVE LA ECUACION .DE PRESION

T

CALCULA LOS GASTOS DE LOS POZOS
POR LA OPCION DE PRESION MPLICITA

LRESUELVE PARA LA So

LRESUELVE PARA LA Sw

1

[ Sg =1 So-—‘S.v;

v

S—

L
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Y

PRUEBA EL At AUTGMATICO
REPITE AtDE SER NECESARIO.

|

CALCULA LA PRESION DE BURBUJEO.

|

REPORTE DE POZOS.

N

l HACE EL BALANCE DE MATERIA.

RESUMEN DEL REPORTE

ACTUALIZA. LA DISTRIBUCION
DE PRESION Y DE SATURACION.

HAY OTRO At?

3/3

?

REPITE ETAPA DE
RECURRENCIA.

NO

FINALIZA LA CORRIDA

£16. 9.1 PROCEDIMIENTO DE CALCULO DE. “BOAST"
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Subrutina

D41IN

GRID1

INTERP

INTPVT

"LSOR

LTR1
MATBAL

NODES

PARM1

PRTPS

QRATE

Funcibn

- Construye la matriz de coeficientes para la solu

cibén del vector de presidén con un ordenamiento -

D4.

Lee la medida de los bloques de.la malla y calcu

la la elevacidn de los nodos.

Hace interpolaciones lineales.

Hace 1la interpoiacién lineal para el puﬁto de -~
burbujeo para el célculo de las propiedades PVT

del aceite bajosaturado.

Método de sobrerelajacidén lineal sucesiva para -

la solucibén de la ecuacidén matricial.
Algoritmo tridiagonal.
Hace los cilculos de balance de. materia.

Lee los datos con la informacién de los pozos y

de los intervalos de tiempo.

Lee la distribucién de porosidades y de permeabi

lidades.

Escribe un reporte resumido.’

Calcula los gastos de los pozos para cualquiera
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~ Subrutina .Funcibn

de'los dos casos:

PRATEl: Revisa los coeficientes d¢ 1la ecuacidn -
de presidn cuando se utiliza la opciéﬁ -
de presién implicita.

.PRATEO: Calcula loé gastos cuundo se utiliza la

! opcibn de presidn implicita.

SOLMAT ‘ Calcula los coeficientes para el vector de pre-
sibn. o ,

TABLE ) Lee los datos PVT y las permeabilidades relati-
vas.

TRAN1 . Calcula la parte geométrica de las transmisibili
dades.

UNINIT1 Lee la distribucién de presidén y de saturacibn -

inicial.

9.5 Forma de .introducir los datos al simulador.

Los datos que se introducen al simulador pueden ser divididos -
en'dos grandes grupos que son: los datos de jnicializacién y -
“los datos de recurrencia. El orden de introducirlos es el si-

guiente:

1) Datos de Iniciacibnm.
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£)
g)
©b)
<)
d)

e)

a)

b)

¢)

Nﬁﬁéro
:~T1tulo de 1a tar)eta

'Codlgo para ‘controlar el tlpo de'entrada‘que sery’

o)

de bloques que componen

.malla del modelo:

" utilizado.’

Dimension(es) de bloque(s) en»la’direccién - XJ

“Dimension(es), de bloqué(s)jen id‘direccién Ly,
eSS > (SN 28 arreeed 2400

Dimension(es)‘de bloque(s) en 1éldifecci6g:; zi L

" 1.2. Modificaciones a.las dimensiones de la malla.

a)

Titulo de la. tarjeta.

Nlimero de bloques donde . las dimensibnes de 1la ma-
1la serin cambiados. '

Modificaciones de las-dimensiones dela malla en -
la direccién - x. .
Modificaciones de las dimensiones de la malla en -
la direccién - y. ‘

Mbdificacionés.de las dimensiones de la malla en -

la direccidén - z.

1.3 Profundidades de la cima de los bloques para la prime-

ra capa de bloques.

Titulo de la tarjeta...

"Coédigo que controla la entrada de los valores. de -

las profdndidades;

Valor(es) de la(s) profundidad(es),
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1.4. Distribucidén de las porosjidades y perméabilidades.
a)
b)
c)
d)
e)
f)

Titulo de la tarjeta.

Cbédigo que Eontrolayla entrada de los valores.
Valor(es) de porosidad(es).

Valor(es) de permeabilidad(es) en la direccién - X.
Valor(es) de permeabilidad(es) en la direccién - y.

Valor(es) de permeabilidad(es) en la direccidn - z.

1.5 Distribucibén de las porosidades y permeabilidades modi

ficadas. .

a) Titulo de 1a4t§rjeta.

b) Nﬁmero.de bloques en los que se. cambiarén los valo
res de porosidades y/o permeabilidades.

c) Modificacidn en el (los) valor(es) de la(s) porosi
dad(es). »

- d) Valor(es) modificado(s) de la(s) permeabilidad(es)

en la direccidn - x. ‘

e) Valor(es) modificado(s) de'lé(s) permeabilidad(es)

| en-la direccibén - y.

f) Valor(es) modificado(s) en la(s) permeabilidadtes)

en la direccibén - z.

1.6 Modificaciones de la transmisibilidad.

a)
b)

Titulo de la tarjeta.
Nimero de bloques en los cuales se va a cambiar el

valor de la transmisibilidad.
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%) uva;ép(gg)‘déifrénémiéibi¥idadﬁﬁéd%fi?add;ﬁé?’1a @if:f;
reccibn - x. ‘
~d)” Valér(és) de_transmisiﬁilidad modificados en 1a di n
- reccidn - y. . v - : »
e) Vélor(es) de-trdhsmisibilidad modificados en la di

reccibén - z.

1.7 Tabla de permeabilidades relativas y dekPresiones capi

“lares.

1.8 Tabla de las propiedades PVT de los fluidos.

a) Titulo de la tarjeta. ‘ J

b) Presidén de burbujeo, propiedades del aceite bajosa
turado, maximo valor‘de ﬁresién que entra en -la ta
bla PVT.

c) Titulo de la tarjeta.

d) Tabla PVT del aceite.

e) Titulo de la tarjeta. 7(

£) Taﬁla PVT del agua. ’ _§

g) Titulo de la tarjeta. ‘

h) Tabla PVT del gas y compresibilidad.de la roca.

i) ‘Titulo de la tarjeta.

j) Densidad de los fluidos del yacimiento.

1.9 Inicializacibén de la presién y de la saturacibn.
a)  Titulo de la tarjeta.

b) Cbédigo que controla la inicializacién de la presidm
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2)

y de la saturacibn.
c) Datos iniciales de presidn.

d) Datos iniciales de saturacibn.

Cbédigos de diagnbstico.

a) Titulo de la tarjeta.

'b) Cbédigos para controlar la salida de diagnbstico.

Parametros que controlan la corrida.
a) Titulo de la tarjeta.

b) Valores de los parimetros que controlan la corrida.

Especificaciones del método de solucidn.
a) Titulo de la tarjeta.

b) Parmémetros de control del método de solucidn.

Datos de Recurrencia.

a) Titulo de la tarjeta.

Control de salida y del intervalo de tiempo.
a) Cddigo para el control de la salida y del interva-

- lo de tiempo.

Informacibén de los pozos.

a) Titulo de la tarjeta.

b) Nbmero total de pozos en el modelo.

c) - Tarjeta con las caracteristicas de los pozos.

d) Informacién de los pozos.

Nuevamente con la informacién que se proporciona aqui acerca de
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la’manera de introducir 1os'datos al pfograma no'es'suficiante
. para poder redllzar una corrlda, para €llo es prec1so consultdr

01 manual orlglnal de BOAST.

9.6 Informacibn que proporciona el programa.

De la misma- manera en que se. hace para los datc> que se 1ntrodu
cen en el >1malador, la lnfOIdelon que éste proporC1ona puede
dividirse ¢n: de inic1ac1on y de recurrenc;a. CAst pues, BOAST

siempre proporciona los siguientes datos:devinicializacién:

a) Medida de los blogues de la malla.

b)"Elevacién de 1los nodos de la malla.

c) Distribucién de porosidad.

d) Distribucidén de permeabilidades.

e) Tabla de permeabilidades relativas y de bresiones capilares.

f) Tabla PVT de los fluidos.

g) Pendientes calculadas de los datos PVT (incluyendo 1la con-
versién de unidades para .uso interno del programa).

h) Datos de control del periodo de tiempo.

i) VolGmenes iniciales de fluido en el yacimiento.

j) Distribucién inicial de presiones y de saturaciones.

k) Informacidn inicial de los pozos. ) ) .

Puede obtenerse a la salida mis informacién a discrecién del u-

suario, sin embargo, ésta generalmente careceri de importancia.
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La informacién de recurrencia que sc obtienc durante el curso -

de ‘la-corrida, tienc tres formas cscaciales gue son:

1. Reporte de pozos.
2.. Resumen.

3. Arreglo de la distribucidén dc presiones y de.saturaciones.

En ¢l reporte de pozos se tienen, a los tiempos especificados -
por-el usuario, 1o0s gastos y datos de produccidn y/o 1nyecc30n

s

de cada pozo, asi como los totJICs del campo.

El resumen es sin lugar a duda de los tres reportes que propor-
ciona el programa, el mds. importante. - Contiene un resumen de
la produccidn e inyeccibn totélben el campo, informacién'sobfe
el periodq de tiempo y del béiance de materia Yy una determina-
cidn de cuando han ocurrido los maximos cambios de presiénes‘y

de saturaciones en el modelo del yacimiento.

'
Por Gl'timo, el usuario podrid obtener .los arreglos de las distri
buciones.de presibén, de saturacién 'y de presidén de saturacidn -

~cuando lo desee, aunque generalmente este Gltimo carece de-sen-.

tido mandarlo imprimir.

A continﬁaéién.éé pueden‘obServaf joé resu]iados que pfopdrcio¥
né o] 51mulador al correr un ejemplo sencillo en una_ d1mon510n

E1l objetivo de cllo es que el alumno’zonozca la manera en-que -
e] modelo. da 10s resu]tados y ne los ana]i;c,‘ya que para,e]]o'

habria que.explicar con mds detalle:al respecto.




9.7 Ejemplo de aplicacibn.

Se hizo una- corrida para simular el comportamiento de un yaci-

miento sujeto a la inyeccidédn de agua en una dimensibén' (modelo -

horizontal). Los datos utilizados en el ejemplo fueron:

- }Nﬁmero de bloques que ¢componen la malla

- .Todas las celdas tienen las mismas medidas.

- ‘Longitud de las celdas en la direccibén - x

- Longitud de las celdas en la direccibén - y

- 'Longitud de las celdas en la direccibén - z

- Profundidad de todos los bloques

- Porosidad para los bloques 1 y 40 (extre-
mos de la malla) :

- Porosidad para los demis bloques

- Los datos de permeabilidad’son los mismos
péra todas las celdas.

- Permeabilidad en la direcciéﬁ - X

- Permeabilidad en la direccidn - y

- Permeabilidad en la direccién - z

- Los valoreé iniciales de saturacibén son -
los mismos para todos los bloques.b

- Saturacibn inicial de aceite

- Saturacidn inicial de agua

Se tienen dos pozos en la malla:
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1) En el bloque 40

n

Un pozo productor (600 bl/dia y Puf 2500 1b/pg?).

b) En el bloque‘1

n

Un pozo inyector (900 bl/dia y Pwi , 7500 1b/pg?).

Se consideraron intervalos de tiempo de tres dias.

Los resultados que se obtuvieron con la variacién en la distri-

bucibn de presidén y de saturacidén a lo largo de la malla se -

muestran a continuacidn.




" ARCHIVO DE DATOS EMPLEADO PARA CORRER®EL EJEMPLO.

“‘v’EJEMPLQFSENCILLOuDE'DESPLAZAM[ENTOJPORVAGUA,EN;UN‘YACIMiENTO_DE“
ACEITE NEGRO." R e
40. . 1
MEDIDA DE LAS CELDAS.
-1 -1 -1
20.
- 1320.
20.
MODIFICACIONES A LS MEDIDAS DE LAS CELDAS.
0 0 0 0
PROFUNDIDAD DE CAPA SUPERIOR DE BLOQUES.
0
8325.
VALORES DE POROSIDAD Y DE PERMEABILIDAD.

-1 -1 -1 -1

20.

2 0 0 L0 1
iy 1 1 0.125
40 1 1 0.125
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MODIFICACION A LOS VALORES DE LAS TRANSMISIBILIDADES.

0
SAT
-0.10

0.30
0.40
0.50
0.60
0.70
0.80

" PBO

4014.7

14.7
4014.7
9014.7

14.7
4014.7

9014.7

14.7

0
KRO

0.0
0.0
0.00147
0.00228
0.03700
0.05710
0.134
0.207.
0.604
1.00
1.0

VSLOPE

VISCAG
1.00
1.0
1.0

VISCG
0.0080

0

KRW

0.0122
0.0244
0.0336
0.0672
0.1344
0.2688
0.4704
0.5

BSLOPE

-0.000001
BO

BG

0

KRG

0.9667
0.9933
1.0
RSLOPE
0.0
RSO
1.0

0.0
. CR

. PCOW PCGO .

PMAX

9014.7

0.935800 0.000003
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264.7 ©0.0096 ‘, 0.067902° 0.000003

Cos14.7 0.0112  0.035228 0:000003
1014.7 0.0140  0.017951 0.000003
2014.7  0.0189 - 0.009063 0.000003
3014.7 0.0228 0.006064 d.oboooa' .
4014.7 © 0.0268 0.004554 0.000003

. 5014.7 V 0.0309  0.003644 0.000003

’ 9014.7 5 0.0370 - 0.002167. 0.000003

. DENAC  .DENAG DENGAS ‘_, R .

5 46.244  62.238  0.0647

DISTRIBUCION INICIAL DE PRESION Y DE SATURACION

0 0
4806.6 ‘0.0 » 8425.0 8300.0
8.80 0.20 0.0
KS&L KSML KCOL - KTR | KCOF
0 0 0 0 0
NMAX FACT1 FACT2 TMAX WORMAX GORMAX PAMIN. PAMAX
500 f.ZO 0.5 365.0 20.0 500000.0 '114.7 10000.0
KSOL  MITR OMEGA TOL TOL1 DSMAX DPMAX}-
i 100 1.70 0.1 -0.0 ’ 0.05 "100.0

DiTos DE RECURRENCIA -
I 1 11 1 1 1. 1 .0
5.8 3.0 3.0

GASTOS

PROD 40 I L 1 1 600.0 0.0 0.0 0.0
1.9 2500.0- ‘

(&)
iy
w




IND 1 1 1 1 2 0.0 -900.0 0.0 0.0
10.0  7500.0 '
0 8 0 0 0 0 0 0 0
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s 1}
3 3
4 BOAST: b3
s BLACK OIL APPLIED SIMALATION TOOL 13
3 (VERSION 1.1) t
3 . 4
4 b

13

FRtiei ettt atisesithabatalat it iateiiinis il an iz i il A AR AR 2 AR A2 AL S
3 3
3 EJENPLO SENCILLO DE DESPLAZAMIENTO POR AGUA EN UN YACIMIENTO DE ACEITE NEGRO $
z &
reves et TR RO LR RI T s e tiiteehaniaaiaentattatatizenasiasiitititseitidissstnstitss

GRID BLOCK LEMGTH (DX) IS INITIALLY SET AT. 20,0000 FOR ALL NODES

GRID BLOCK WIDTH (DY) IS INITIALLY SET AT 1320,0000 FOR ALL NODES

GRID BLOCK DEPTH (DZ) IS INITIALLY SET AT 20,0000 FOR ALL NODES
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SESBERELL NODE NIDPOINT ELEVATIONS 8333833883

K=1

8335, 8335, 8335, B335, B335, B335, 8335, 8335, 8335, 6335, 8335, 8335, 8335, 8335,
8335, ‘8335, 8335, 8335, 8335, B335, B33S, 6335, 8335, 8335, B335, 8335, 8335, 8335,

POROSITY. (PHI) IS INITIALLY SET AT 0,2500 FOR ALL NODES

PERHEABILITY (KX) IS INITIALLY SET AT 200,0000 FOR ALL NODES

PERMEABILITY (KY) IS INITIALLY SET AT 200,0000 FOR ALL NODES

PERNEABILITY (KZ) IS INITIALLY SET AT 20,0000 FOR ALL NODES

SEBIXRRETPOROSITY NODE MODIFICATIONSTRSBSEXSHS

1 J K HEW PH1 VALUE
1 1 1 0.1250
0 1 1 0.1250

SERBXBAESAPOROSITY DISTRIBUTION FOLLOVSHOSTEZRIRS
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8335, 8335, 8335, 8335. 8335, 8335,
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01250025000&00250002500025000250002500025000250002500025000250002500025000250002500025000250002500 .
023560, 25000 25000125000, 25000, 25000 25000 25000, 2500025000+ 25000, 25000425000, 25000 25000 25000 25000 25000 250001250

3882 EPIRICAL DATA TABLE 38533

S M0 R S PN P0G

-0,1000°  0,0000  0,0000  0.0000 9,00 0.00 Co
9.1000  0.0000 - 0,0000  0.0000 0.00 0.00 ' :
0,2000  0,0015  0,0000  0.,0750 0.00 0.00

2,3000  0.0023  0.0122°  0.1900 0.00 0,00

0,4000  0.0370  0.0244  0.4100 0.00 0,00

0,5000 0,057 0.0336 0,720 0,00 . 0.00

0,6000 0,130  0.,0672  0.8700 0,00 0,00

0.7000  0,2070  0.1344  0.94%0 0.00 0.00

0.8000  0.6040  0.2688  0.9467 0,00 . 0,00 °

0,9000  1,0000 - 0,4704  0.9933 0.00 0,00 -

1,1000 11,0000  0.5000  1.0000 0.00  0.00

PRO VSLOPE - BSLOPE  RSLOPE.  PMAX

4014,70 0,000E+00 -0.100E-05 0,00 9014,70 0

P vIso 80 RSO

14,7 2,0000  1,5000 1,00
40147 2,0000  1.5000 1,00
9014,7  2,0000  1.5000 1,00,

14,7 1,0000  1,0000 0,00
4014,7 1.0000  1,0000.  0.00
9014,7 1,000  1,0000 . 0.00

[ 4 VISE 56 CR

14,7 0.00800,9336E+00 0,300E-05
264,7  0,00960,6790E-01 0,300E-05
S14,7 - 0,01120.3523E-01 9,300E-05
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10147 0,01400,1795E-01 0,300E-05
2014,7  0,01890,9083E~02 0,300£-05
2514,7  0,02080,7266E-02 0,300£-05
3014,7  0.02280,6064E~02 0.300E-05
40147 0.02680,4554E-02 0,300E-05
5014.7  0,03090,3644E-02 0,300£-05
9014.7  0,04700,2167E-02 0,300E-05

DENAC  DENAGUA DEMNGAS

46,2440 62,2380  0.0647

83888 SLOPES FOR COMPRESSIBILITY.CALCULATIONS 833

P B0 DBO/TP RSO DRS0/DP

4014,7 1.5000  0.0000E400 0.2  0.0000£400
9014,7 1,5000  0.0000E400 0.2  0.0000E400

P BY DBN/DP RSY DRSH/DP

4014,7 1,0000  0.0000E400 0.0  0.0000£400
9014,7 1,0000  0,0000£400 0.0  0.0000£400

P B DBSDP
2647 0.6790E-01  -0,3472£-02
S14.7 0,3523E-01  -0,1307€-03

10147 0.1795E-01  -0,3455€-04
2014,7 0,9063E-02  -0,8888E-05
26147 0.7266E-02  -0,3594E-05
3014.7 0.6064E-02  -0,2404E-05
4014,7 0,4554E-02  -0,1510£-05
0147 0.3644E-02  -0,9100E-06
9014.7 0.2167E~02  -0.3693E-06

KX MUNBER OF TIHE-STEPS = 500

FACTOR FOR INCREASING DELT = 1,200000 WHEN DSNAX AND DPNAX NOT EXCEEDED,
FACTOR FOR DECREASING DELT = 0.,500000 MEN DSMAX OR DPHAX IS EXCEEDED,
RAXINUH SIMILATION TIKE = 345.000000

HAXIHUH RESERVOIR UOR/TINE-STEP = 20, STB/STB

HAXINUH RESERVOIR GOR/TIKE-STEP = 500000, SCF/STB

HINIKUK AVERASE RESERVOIR PRESSURE/TIME-STEP = 15,

HAXIHUR AVERASE RESERVOIR PRESSURE/TIHE-STEP = 10000,
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o
-

4787, 4787, 4787, 4787, 4787, 4787, 4787. 4m. 4787, 4787, 4787, 4787, 4787v. 4787, 4787, 4787, 4787, 4787, 4787, 4787,
4787, 4787, 4787, 4787. 4787, 4787, A787. 4787, 4787. 4787, 4787. A787, 4787, 4787, A787. 4787, 4787. 4787, 4787, 4787,

[y

s . NAXTHRUN ALLOMED PRESSURE CHANGE  (DPMAX)

SOLUTION WETHOB IS BAND
P

ATIMTIC TINE STEP CRITERIA:

MAXINUM ALLOVED SATURATION CHANGE (DSMAX) = 0.0500 ‘_
= 1000000

RESERVOIR CONTAINS THE FOLLOWING RATE NODES

OIL(STBD)  WATER(STBD)  GAS(NCFD) TOTAL(RBD) BHFP(PSIA) PID
600,00. 0,00 . 0.00 0.00° 2500,00 1,000000
0.00 -900.00 0,00 . 0,00 7500.00 10,000000

HOX 40 1 1 CONTAINS A RATE SPECIFIED PRODUCING MELL
BLOCK 1 1 1 CONTAINS A RATE SPECIFIED WATER INJECTION WELL

LAYER 1 INITIAL FLUID VOLUNES:

OIL IN PLACE (MILLION STB) 0.4892

WATER IN PLACE (NILLION STB) . . 0,183
SOLUTION GAS IN PLACE (BILLIGN SCF) 0.0005
FREE 6AS IN PLACE (BILLION SCF) 0,0000

TOTAL INITIAL FLUID VOLUNES IN RESERVOIR:

OIL IN PLACE (MILLION STB) . 0.4892 |

BATER IN PLACE (MILLION STB) 0.1834
SOLUTION GAS IN PLACE (BILLION SCF) 0,0005” -

FREE BAS IN PLACE (BILLION SCF) 0.0000

- SE33RE8 INITIAL ARRAYS s

$ER83 RESERVOIR PRESSURE DISTRIBUTION: $3213 .

3333A88X.  OIL SATURATION dgsgsesss -
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0.800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0.800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0.800 0.800 0,800 0,800 0.800
0,800 0,800 0.800 0,800 0.800 0,800 0,800 0.800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0.800 0,800 0:800 0,800 0,800 0,800 0,800

B3883588 UATER SATURATION ¥83%%88%8

2.

04600 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,000 0,600 01060 0,000 0,000 0,600 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,030 0,000 0,000 0,000 0,000

EIRBREEEE LELL REPORT FOR ALL ACTIVE MELLS ELAPBED TIME =  3,000000 DAYS FRON BEGINNING OF SIMULATION 8338883838

—=——- RATE ------ -~ CUMULATIVE ---

BELL LECATION  CALC  SPEC  SPEC OIL  6AS BATER BOR  MOR  OIL  GAS  WATER
ID 1 J K BHP BWFP  PI SIB/D  MOF/D  STB/D HSTB  MHCF « MSTB
1809, 2500, 1.000 600, 1. 0 1. 0000 2, o 0

5234, 7500, 10,000 0. 0 =960, 0. 0.000 O, 0 -3

600, 1o -900, 20 0 -3




m TIXE (BAYS) . 2 3,00 TIHE STEP MBGER =0 1 TINE STEP SIZE (DAYS) - = 3,00
CURREHT AVG RES PRESSURE. = 4788, PREVIOUS AVG RES PRESSURE = 4767,3  PRESSIRE DPMAX( 1 1» 1) = 1894

84S INJECTION RATE (HSTF/D) = 0.0 CUM. 6AS INJECTION (NSCF) =06’0€00€000
UATER INJECTION RATE (STB/D)=  -900.0- (UM, BATER IHJECTION (STB)  =-,2700£404

i PRODUCING BOR (sri!/sm‘ = 0,000 Ct@, WOR (STB/STB) =7 0,000 Kl
: PRODUCING 6OR (SCF/STB) N 1. CUH. 60R (SCF/STB) B 1.

1

i 3843 RESERVOIR PRESSURE DISTRIBUTICH ¥3%33

K=1

4976, 4966, 4957, 4947, 4937, 4927, 4917, 4908, 4898, 4888, 4879, 4849, 4B40. 4850, 4841, 4831, 4822, 4812, 4803. 4793,
4784, AT74, 4765, 4755, 4746, 4738, 4727, 4717, 4708, 4698, 4689, 4679, 4649, 4660, 4650. 4640, 4630, 4820, 4610, 4600,

e3sskass  OIL SATURATION $33ss¥sss

+

0,571 0,800 0.800 0,800 0,800 0,800 0,600 0,800 0,800 0,800 0,800 0800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800
0,800 0.800 0,800 0.800 0,800 0,800 0,800 0.800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800

SAELIEES UATER SATLRATION FESSEISSS

0,429 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0.200 0,200 0,200 0,200 0,200
0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0.200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0.260 0,200 0,200 0,200 0,200 0.200 0,200

IS8 GAS SATURATION 883383188

0,000 0,000 0,000 0,060 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0.000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0.000 0,000 0.000 0,000 0,000




EXD OF REPORT mmmmmmmuumm

SEUEAEOLNY WELL REPORT FOR ALL ACTIVE MELLS ELM’SED TIME = 30.000000 DAYS FROK BEGINNING OF SINULATION $3ssn3ssss

—-—— RATE ---—- -~ CUNULATIVE —

VELL LOCATION CALC SPEC © SPEC OIL  GAS MATER 60R  WOR . OIL  GAS - WATER
D I JK BEP BWP Pl STB/D WF/D STB/D KSTE  MACF NSTB
ROD 40 1 1 1808, 2500, 1.000. 600, - 0 1, 0080 18, 0 0.
N1 11 SML 7500, 10,000 o 0, =900, 0, 0,000 - 0 0. 2.
TOTALS : 600, 1. =900, ’ 18, 0. -2
TR SR LA SRR SR SRR NS SRAEEREESRESSERESRECERSIILLEANLLS
s, %
t %
3 SIMHARY REPORT: BOAST (VERSION 1.1) s
' t
3 %
%
ELAPSED TIKE (DAYS) = 30,00 TINE STEP MUWBER = 10 TINE STEP SIZE (DAYS) = 3,00
CURRENT AVG RES PRESSURE = 4787.9 PREVIDUS AVG RES PRESSURE = 4787.9 PRESSURE DPHAX( 30 1r 1) = - 12.8

= 0,0 CUH. GAS INJECTION (HSCF)  =0,0000E400
GATER INJECTION RATE (STB/D)=  -900.0  CUM. WATER INJECTION (STB)  =-,2700E405

BAS INJECTION RATE (NSCF/D)

0,000

PROBUCING WOR (STB/STB) = 0,000 CUM. BOR (STB/STBY
= 1.

PRODUCING BOR (SCF/STB) 1, CUH. GOR (SCF/STB)

3288 RESERVOIR PRESSURE DISTRIBUTION sagss
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5053, 5033, 5002, 4957, 4939, 4929, 4919, 4909, 1399, 4889, 4879, 4849. 4859, 4849, 4839, 4829, 4819, 4809, 4799, 4789,
4779, 4769, 4759, 4749, 4739, 4729, A719. 4709, 4699. 4689, 4679, 4669. 4659, 4649, 4639, 4629, 4619, 4609, 4599, 4589,
, R

SRBSEEEES OIL SATURATION #XE¥Rssss

K=1
0,298 0,359 0,475 0,680 0,791 0.800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0.800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800
0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0.800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800
SEBSAREY VATER SATURATION 838338383
K=1

0,702 0,641 0,525 0,320 0,209 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0.200 0200 0,200 0,200 0,200 0,200
0:200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200

BIXYIRALIIILBLNLLI2L  END OF REPORT LLo2R e R tat s thide it at iaiiatetetier ey anteeverereet)

SEEERRSELS WELL REPORT FOR ALL ACTIVE ELLS ELAPSED TIHE = 60.000000 DAYS FROM BESINNING OF SIMULATION ¥asssssass

—=-— RATE ~—m = CUMILATIVE ---
WELL LOCATION CALC SPEC  SPEC OIL. 6AS WATER G0R  BOR  OIL  GAS WATER
D 1 JK P BEP Pl STM/D  HCF/D STRAD HSTB WACF  HSTB
ROD 40 1 1 1600, 2500, 1,000 600, 1, 0 1, 000 3 0. 0.
W1 L1 5638 7500, 10,000 0, 0, =900, 0. 0000 0, 0. -S4,
ToTALS 600, 1 -900, ¥ 0 -S4,




ELAPSED TINE (DAYS) =

‘CURRENT AVS RES PRESSURE =

BAS INJECTION RATE (HSCF/D) = 0.0
UATER INJECTION RATE (STB/D)=  -900.0
PRODUCING VOR (STB/STR) = 0,000
PRODUCING BOR (SCF/STB) = 1

TIHE STEP MUNBER

PREVIOUS AVG RES PRESSURE =

CUH, BAS INJECTION (WSCF)
CUH, WATER INJECTION (STB)

U, BOR (STB/STB)
UM, 6OR (SCF/STB)

"' wsx%8 RESERVOIR PRESSURE DISTRIBUTION %33t

Tt

= 20 TIME STEP SIZE (DAYS)
4787.8  PRESSURE DPHAX( &) 1y

=0,0000E+00
==,5400EH05

0,000

s 1.

1)

" 5088, 5049, 5046, 5020, 4989, 4948, 4915, 4902, 4892, 4882, 4872, 4B52. 4852, 4842, 4B32. 4822, 4B12, 4802, 4792. 4782,
ATI2, 4762, 4752, 4742, AT32, AT22. A712. 4702, 4692, 4682, 4672, AG62. ASS2. 4442, 4632, 4622, 4412, 4402, 4592, 4582, .

TEERIOESS QL SATURATION ESERsesss

0.281 0,309
0.800 0,800 4800 0,800

o .

0,332 0,370 0,441 0.572
0.800 0 0 0.800

0,745 0,797 0,800
0,800 0,800 0,800

‘SSBEIERE RATER SATURATION SEXBsEsss

0,800 0,800 0,800 0,800 0.800 0.
0,800 0.800 0,800 0.800 0 0

. .

N
-4
oo
]
oo

\200 0,200 0,200 0,200 _
1200 0,200 0,200 0,200




ST SIS EID OF REPORT  S38S81I0StKIIRIISt SIS R AR RS EI OISR

TSEIITES VELL PEPORT FOR ALL ACTIVE ELLS ELAPSED TIME = 90000000 DAYS FRON BEGINWING OF SIMALATION Rsussassss -
¥

S RNE e - CORULATIVE -

WELL LOCATION ~ CALC SPEC " SPEC . OIL ~ GAS WATER GOR ~  WOR DIL  GAS ~ "HWATER
14X BHP - BFP PI STB/D. . KCF/D  STB/D S - HSTB MMCF HSTB
ROD 40 1 1 1592, 2500, 1.000 600, t. 0, 1, 0,000 S4. 0. 0.
LY 111 5819, 7500, 10,000 0. © 00 -900. 0. 0.000 0 0. -81,
OIS - N 800, 1. -900, . 54, 0. . -81%
et e rei et ehteaeeiiatis s Litetidsiiaatiiatiiddtietis izt ond ]
4 : 3
1 3 ' t
3 SUKMARY REPORT: BOAST (VERSION 1.1) 3
) 3 L C t
3
foresirtoibivie et ttiatiteintatisdiiatiatstentdiadiitedidsiiritot ] . 1
| ELAPSED THE (DWYS) = 90,00 TINE STEP MBBER - = 0 TIKE STEP SIZE. (DAYS) =0
"‘ CURRENT AVG RES PRESSURE. = 4788,2 PREVIOUS AVG RES PRESSURE - = 4788.1 PRESSURE DPMAX( 8 1 1) = 10,5

0.0 CUR, GAS INJECTION (NSCF) =‘0-0000€+00‘

i BAS INJECTION RATE (NSCF/D)
=900,0 - CUM. WATER INJECTION (STB)  =-,B100EH0S

" WATER INJECTION RATE (STB/D)

won

0,000 CuM. WOR (STR/STB)
1, CUH, GOR (SCF/STH)

0,000 .
1,

| PROBUCING BOR (STB/STB)
" PRODUCING GOR (SCF/STR) -

w o

won

$343% RESERVOIR PRESSURE DISTRIBUTION 28832




5119, 5102, 5079, 5056, 5032, 5005, 4974, 4935, 4B9A. 4873, 4B2, 4B32. 4842, 4832, 4822, 48124802, 4792V 4782, 4772,
4762, 4752, 4742, AT32, 4722, 4712, 4702, 4692, 4682, 4672, 4662, 4652, 46A2. 4632, 4622, 4612, 4602, 4592, 4382, 4572,

YBBEEEss  OIL SATURATION $85¥8383%

0,267 0,300 0,308 0.321 0,341 0,369 0,421 0,504 0,676 0,785 0,800 0.800 0 0 0 0.800 0
0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0.800 0.800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800

SEARIBLB BATER SATURATION RB5858%88

$EERBAELES UELL REPORT FOR ALL ACTIVE WELLS ELAPSED TIHE = 120,000000 DAYS FRON BEGINWING OF STRULATION st

, | RATE - —- CUNULATIVE —
ELL LOCATION  CALC  SPEC - SPEC - OIL  BAS BATER 60R - WOR - OIL  BAS BATRR
I I JK BGP EEP Pl SI/D  KF/D ST WSTB  WKCF  KSTB
RID 40 1 1 1579, Z500. 1.000 600, 1. 0 1, 0000 T2 0. O
M1 11 506 7500, 10,000 O 0. 900, 0. 0,000 0, 0. 108,
TOTALS 00, 1 900 7, 0 -8
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wxmmzuuumummttm«xmamummummxatmmm

‘ .
. 1 S
. % SUHHARY REPORT: BOAST (VERSION 1.1
S -
8.

nn-nn“

j : v . .
| oo r;mammmummmxmmmummmmmmmtmmw
| e

ELAPSED TIKE (DAYS) = 120,00 TINE STEP NUMBER —— 40 . TIME STEP SIZE (DAYSH) - = 3,00

CURRENT AVG RES PRESSURE = 4788.5 PREVIOUS AVG RES PRESSURE ~ = 4788,3 PRESSURE DPHAX( 10y 10 1) = ° 4.6
| GAS INJECTION RATE (HSCF/D) = 0.0 CUN. GAS TNJECTION (NSCF) . =0.0000E#00
| UATER IMJECTION RATE (STB/D)= - -900,0 CUN. WATER IMJECTION (STB) . =-,10B0E406 -
| PRODUCING WOR (STB/STB) = 0,000 CUK, WOR (STB/STB) = 0,000 .
| PRODUCING GOR (SCF/STB) - = = 1
|
i

1. CUM, GOR (SCF/STB)

333%3 RESERVOIR PRESSURE DISTRIBUTION 2%

| " 5144, 5129, 5107. 50835, 5062, 5038, 5013. 4983, 4955¢ 4913. 4871y 4842. 4830, 4820, 4810, 4800, 47‘?0. 4780, 4770, 4740,
| 4750, 4740, 4730, 4720, 4710, 4700, 4650, 4680, 4670. 4660, 4650, 4640, 4630, 4620, 4610, 4600, 4590. 4579, 456?. 4559,

uwm_x OIL SATURATION tl{!ttt_t! .

I 0,255 0,297 0.301 0.306 0,314 0,328 0.345-0,366 0.406 0,468 0,599 04754 0,798 0,800 0,800 0,800 0.800 >0.800 0,800 0,800
i 0.800 0,800 0.800°0,800' 0,800 0.800 0,800 0.800.0.800 0:800 0800 0.800 0,800 0,800 0.800-0,800 0,800 0,800 0,800' 0,800 °

i

j BABIEINS VATER SATURATICH ssnssasse S '

; RN

K=1 ‘

’ 0.745 0703 0.899 0,694 0,680 0.72.0.655 0.634 0.594-0,532 0,401 0,246 0,202 0,200 0,200 0,2000,200-0,200 0,200 0,200 _

i 020002000-:00020002&00.0002000200020002000200020002000200020002000200020002000200

tttmmunmmttmtwumamt‘mmxmm:_x END: OF REPORT mmutxxmmtxtxmmummnxmtmmmu
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SEReNB08E8 LELL REPORT FOR ALL ACTIVE BELLS ELAPSED TINE = 340,000000 DAYS FRON BEGIMHING OF SIKULATIOHN S¥sssusust

. ~——— RATE ——- -—- CUNULATIVE —
ML LOCATION ~ CALC * SPEC -~ SPEC OIL  BAS WATER G0R  BOR OIL  GAS WATER
¥ L Jd K BFP BEP Pl STMD  KCF/D  STB/D HSTB  WMCF WSTB
ROD 40 1 1 1404, 2500, 1,000 400, 1, 0. 1, 0,000 216, 0 0
W11 1 SS48, 7500, 10,000 0 0. 90, 0, 0,000 0. 0, -3,
TOTALS v 60, 1, -900, 26, 0. -3,
ELAPSED TINE -(DAYS) = 360,00 TINE STEP MEGBER = 120 TIKE STEP SIZE (DAYS) = 3,00
CURRENT AVG RES PRESSURE = A792.0 PREVIOUS AVG RES PRESSURE = 47920 PRESSIRE DPRAX( 29 1r 1) = a7
6AS INJECTION RATE (HSCF/D) = 0.0  CUN. 6AS TNJECTION (NSCF)  =0,0000£400
UATER INJECTICH RATE (STB/D)=  -900,0 CUM. DATER INSECTIGN (STB) - =-,3240£404
PRODUCING MOR (STB/STB) = 0,000 CUM, WOR (STB/STB) = 0,000
PRODUCING 6OR (SCF/STB) = 1. OB, BOR (SCF/STB) = 1.

#3888 RESERVOIR PRESSURE DISTRIBUTION S388%

§232, 5221, 5204, 5184, 5162, 5140, 5118, 5096, 5073, 5051, 5029, 5006, 4984, 4961, 4939, 4916, 4892, 4849, 4845, 4820.
4795, 4770, A744, A717. 4589, 4660, 4629, 4593, ASSA. 4505, 4476, 4464, 4454, 444, 4434, 4424, 4414, 4404, 4394, A384,

SR8sRkeR  OIL SATURATION $83gsssse

330




0,192 0,266 0,289 0,297 0,299 0,300 0,300 0.300 0,300 0,300 0,301 0,302 0,303 0,305 0,307 0,311 0,314 0.319 0,323 0.328 .
0,334 0,339 0,346 0,352 0,381 0,372 0,393 0,433 0,481 0,606 0,753 0,797 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800

. 8333IBIB VATER SATURATION Seussesys ' N

ee
~
4
-
oo
§\I
S
2
oo
£
£
oo
&3
o -
?O
o
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E]l desarrollo del presente trabajo fué motivado principalmente -

por las tres razones siguientes:

- Proporcionar a los alumnos que cursan la materia "Simulacidn
Matemdtica de Yacimientos', unos apuntes que puedan ser utili

zados como referencia o libro de texto.

-~ Permitir a cualquier alumno o profesionista interesado en el
tema contar con una fuente de consulta en espafnol para estu-
diar los fundamentos de la simulacién de vacimientos petrole-

ros.

- Sustituir una versibn anterior de estos apuntes, la cual fué
elaborada por los ingenieros José R. Serrano Lozano y Luis A.

Ayala Gbmez en Mayo de 1982.

Con estos tres motivos en mente, se desarrolld el presente traba
jo, eﬁ,cual representa un esfuerzo grande para tratar de modifi-
car, mejorar y ampliar lo que ae este tema se trata:en los apun-
tes de los ingenieros Serrano y Ayala, basidndose para ello en -

dos afios de experiencia de la utilizacién de los mismos.

Como es dificil en este tipo de trabajos listar una serie de con
clusiones y recomendaciones, lo que se haré4 a continuacibén es co
mentar los aspectos m&s importantes relacionados éon la simula-

fién,de:yacimientos, destacando hasta donde sea posible sus ven-

tajas )y desventajas.

i

Con el desarrollo de la computadora, se vinieron a simplificar -

334




todos los célculos rutinarios que se efectuaban a mano, lo que -

realmente fué un avance muy significativo, ya que se han podido
atacar problemas cada vez mis sofisticados que de otra manera. no

se hubieran podido resolver.

Con 1a llegada de la simulacién,‘que utiliza en forma exhaustiva
la computadora y gracias al desarrollo recienteé de los métodos -
numéricos, ha sido posible predecir el cbmportamiento de yaci- -
mientos sujetos a procesos de recuperacién mejorada muy comple-
jos, los cuales hace algunos. afios ni‘siquiera se hubiera ﬁensado

en tratar de estudiar.

No obstante la simulacidén también ha sido y quizé siga siendo -
mal empleada. La ignorancia de lo que es y el desconocimiénto
de sus fqndamentos‘creé uha‘especie de misferio a su alrededor.
Se creyb duelésta al hacer uso de una computadora, serfa capaz -
de proporcionar todas las solﬁciones.que se buscaban. Asi pues
se empezd a utilizar la simulacién para todos y cada uno dé los
problémés de yacimientos que se presentaban. AlGn en los caéqs
més simples, se tratd ‘de utilizar simuladores cuya complejidad -

no se justificaba,

La redlidad es que el hecho de que haya aparecidblla simulgcién
no impiica que los métodos andlitiéos due se utilizaban antes'de‘
su llegada deban desaparecer o paéen'a ser obsoletos, Hay que ‘
recordar que dichos métodos simplificados dan mejores resultédos

en algunos casos donde la simulacién solo contribuye a complicar

335 ' :




z
mas las cosas.

Actualmente, gracias a la experiencia que se ha tenido, se sabe
que la simulacidén no es més que una herramienta muy poderosa y -
de gran utilidad cuando se le aplica con propiedad, pero que tam
bién tiene sus limitaciones. Asi pues, es importante conside-

rar las siguientes preguntas antes de utilizar un modelo:

- Se tiene bien identificado el proceso que se quiere simular?

- Existe un modelo matemitico para representar el proceso fisi-

co que ocurre en el yacimiento?

- Se tiene una buena caracterizacién del yacimiento que se va a

estudiar?

- Se justifica tanto técnica como econdmicamente el uso de un -

simulador para resolver el problema planteado?

Si la respuesta a cualquiera de las preguntas anteriores es nega
tiva o se tienen dudas, probablemente lo que conviene es tratar

de definir mejor aa posiblé solucibén al problema utilizando algu
na otra de las herramientas con que se cuenta.en la ingenieria -

de yacimientos.

. Hay que tomar en cuenta que un simulador por mis que sus bases -
tanto matemiticas como numéricas ‘estén bien fundamentadas, nunca
podré reemplazar un buen estudio geolbgico del yacimiento, ni po

dréd determinar por si solo las propiedades petrofisicas de la ro




..€a,; Nni. las.caracteristicas de 1los fluidos..: En otras. palabras,
los. resultados,. que. proporcione: seréin. tan.buenos.como:los.datos -

se de,sumindstren.i .« oo anusri o s iDL L

el modelo también lo serén. Esto es qu1za uno de los aspectos
mis importantes de simulacién, el cual debe ser considerado muy
seriamente cuando se trate de efectuar un estudio de yacimientos

utilizando un simulador.

Por 61timo,ves importantehdestacar el papel que dentro de-la si-
mulacién de yacimientos debe de jugar el iﬁgeniero petrolero, ya
sea a nivel de usuario o como'encargadO'de desarrollar un modelo.
Un simulador por muy bueno que sea, requiere de un ingeniero que
sepa interpretar los resultados y hacer las modificaciones nece-
sarias a los datos para volver a correrlo en la computadora. -
Es aecir, se requiere de una persona que pueda aprovechar al -
médximo la capacidad que tenga el modelo, de otra forma seria co-
mo utilizar por poner un ejemplo, un coche de carreras para via-

jar a vuelta de rueda. En el caso de un ingeniero encargado de

desarrollar un simulador, la situacién es todavia mds critica, -

ya que éste seréd tan bueno o tan malo como la habilidad del inge
niero para representar el proceso fisico que ocurre en el yaci-

miento a través de un modelo matemitico. En otras palabras, si
el ingeniero petrolero no tiene una idea clara del proceéo fisi-

co que ocurre en el yacimiento, dificilmente lo podri represen-




tar matemdticamente v menﬁs aGn lo podrd resolver numéricamente.
Es por ésto que se requiere conocer los fundamentos de simula- -
" cibn de yacimientos petroleroé para poder utilizar con propiedad
un simulador y para boder desarrollar uno propio de manera ade-

cuada cuando fuéra necesario.




CAPENDICE A

CONCEPTOS ELEMENTALES. SOBRE .EL MANEJO DENMATRICES".
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A.1 Matriz. Renglones v Columnas.

Una ordenacién rectancular de la forma

a a e
1 %12 2n i
A e e e e .
a5 22 aon
a a a
m1 n2 mn

donde los a.. son escalares, se llama matriz. Esta también sc .

Una matriz con m renglones y n .columnas. es Una.-matriz mxn.

340

ij
denota por (aiil,'i =1, c.e..,mp § o= 1. ... . n, 6 simplemen
t
e por (all)
(all, A,y e aln)’ (321, By e . azn)’ .. (aml
..... y amn)’ son los renglones de la matriz y
.o ST r N
! b
& 312 a]nj
la a fa, |
21 22 ’ i 2n |
s | B ;
. e feee
! ! [
| la
lamL 2 amz i L an
son sus columnas., Obsérvese que el elemento ays- 1lamado la -

componente ij, ocupa el i-&simo rengldén y.la j-ésima columna., -




P§: ejemplo:

La siguiente es una matriz 2 X 3 «lf., -3 4 !f

Sus renglones son: (1), -3, 4) v (Q‘ 5, -2,
. Sus columnas son: ° Iy L [iS ,y,ri4 o

A una matriz con -un solo rengldn o con und sola columna se le -

. ‘llama "vector". 4

A.2 Suma de matrices 'y multiplicacién por un escalar.

Considérese dos matrices A y B del mismo~tamaﬁo,,es decir, con --

el mismo ndmero de filas y de columnas, por ejemplo, las matri-

ces mxn:
a. A b Uil b .
11 e 12770 11
a, a. b e by
A=) 2122 y B = 2
a b b
mi mz m2 mn

La suma de A y B, es. la matriz que se.obtiene sumando las compo- -

nentes- corwzespondientes:




11 i1 12 12 1n n
a + a + Y e el a +
A+ B = 21 21 22 22 2n 2n
a + b a _+ b e b
ml ml m2 m2 amn mn

El producto de un escalar K por ia matriz A, es la matriz que se

obtiene al multiplicar cada componente de A por K:

Kall Ka12 ..... Kaln
» K321 Ka22 ..... Ka2n
KA =
Kaml Kama ..... Ramn
Se puede observar que A + B’y KA son también matrices mxn. - La

suma de matrices de diferente .tamafio no estd definida. . Por e-

jemplo:
: 1 -2 3 3 0 2 :
Sean A = y B = . Por tante,
4 S -6 -7 1 8
- =
. 1+3  -2+0 3+2 4 -2 5
A+ B = =
L4-7 S+1  -6+8 -3 6 2
3-1 3-(-2) 3-3 3 -6 9
3A = =
3-4 35 3:(-6) 12 15 -18

342




A.3 Multiplicacién de matrices.

Sea A un vector renglén y B un vector.columna, su producto A-B -
se puede encontrar combinando las matrices de la siguiente mane-

ra:

Con lo cual queda definido el producto de un vector renglén A

por un vector columna B.

Considérese ahora el producto de las matrices Ay B definido

por:

ayl a2 by1 byz bis aj; by *+ a1z ba

a1 azz bsy b2 bas a1 bi1 + azz ba

ajy biz + a1z bpp @11 b1z * aiz bas

azy biz + az2 ba2 az; byz *+ azz bas

A; - B! A; * B? A; ;- B3

A; - B! A, - B2 A, - B3

Donde A; y A; son los renglones de Ay B!, B2 y B3 son las Co-:

lumnas de B.




En la multiplicacién de matrices, para que se pueda efectuar, el
nimero de columnas de la matriz A debe ser igual al nGmero de -
a. .
ey )y
B = (bi j) dos matrices tales que el nimero de columnas de A -
R ;

renglones de la matriz B. Generalizando, sean A =

es igual al nimero de renglones de B; es decir, A es una matriz

mxp y B es una-matriz pxn. Entonces el producto AB es la ma- -

triz mxn cuya componente 3 es la que se obtiene multiplican-

3

do el rehglénvi-ésimo A de A por la columna j-&sima B” de B.

A; - B! Ay - B2 L Ay - B"
A, + Bl Ay - B2 L Ay + B”
AB =
A+ B! A B2 ... A B"
m m m |
Esto es:
r— — e - =
[ 15 alp, [_bll ..... le ..... in Cl11 «v e C]n_
ail ..... aip 5 .......... = ij
_aml ..... mp_| _bpl ..... bpj ..... pn _le ..... Cmn
n
= B . ... b
donde ¢ i1 T1j A, b23 * ip pr KE iK “Kj
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" Los dos

3 é[“wylo

ER zﬁ]‘ B
37 ud o
a- b

[
Lgmgme'
)

J

)cmplos intek1ore> muestrdn que la mult1p11c4c1on de ma T

o

{38}

0 U3
5. 1.2

7
.?'J

"“—T
i

trices mo es Lonmutdtxva, ésto es, los productos de matrlces AB

y BA no son necesarlamente iguales.

Considérese lo

s 51gu1ente>

eJemplOS para una mayor comprensién-del,producto con matrices;

[2 13 ﬂ

|1 0l
iz N A
. |
o k; {4
B 1
-3 SJ 2
L . L
E -t ‘0_%
I & 3_}

o

A-uw-_.—
RS

241 + 341
11 + 0.3
31 + 423
5 8

1 2
15 22
16 -6 |
-2 -5
0 1
50041

2 0

345

o _
292 4104 25 + 140
192 4+ 0-4 15 + 0.0
3.2 4 44 345+ 4ep
[ o -7 w3 5]
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A.4‘ Matricés cuadradas.

Una matriz .con el mismo nGmero de Tenglones y de columnas es una
matriz cuadrada. La diagonal (o diagonal principal) de la n-ma

triz ‘cuadrada A = (ai 1) consta de los elementos aj;, a2, --

I Por ejemplo, la. siguiente es una s-mutriz‘cuadradé:
‘ 1 2 3
4 .5 6
7 8 9 ‘

Los elementos de su diagonal son 1, 5 f 9. ' B

Una matriz triangular superior es una matriz cuadrada cuyos comr

ponentes debajo de la diagonal principal son todos cero:

1] 812, weeee... @

1n-
0 aso ) [ azn
0 0 el a

nn

Similarmente, una matriz triangular inferior es.una matriz cua-
drada cuyos componentes encima de la diagonal principal 'son to-

dos. cero.

'Una matriz.diagonal es una matriz cuadrada donde los .componen-
“tes ‘que. no estdn en la diagonal sohytodos cero.

i
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rolgmaie wod

a 0 ceees 0 - - -
! T T A
A - pod- o S
0 A2 e 0 i : H {
{ : ! i i
.. . cesee . L 3
0 0 ceeen
%
- o~ - f. .
' A BT i s ¢
En particular, la n- matrxv cuadrada c%n no's como elrantos de f
- S+S - & { L
la diagonal y ceros como elcmentos que no estan en 1agonal~

denotada por I, se llama la matriz identidad. Por ejemplo:

1.0 0
I, = {0 1 0
o o 1

Esta matriz I es similar al escalar 1 en que para toda n-matriz

cuandrada A.
Al = IA = A

Se dice que una matriz cuadrada A es inversible si existe una -

matriz B con la propiedad de que

AB = BA = I

"donde I es la matriz identidad. La matriz B es Gnica. En es

te caso, a la matriz B se le llamard la inversa de A y se deno-
-1 . . . . .
ta por A . l.a relacién anterior es simétrica, ésto es, si B

es la inversa de A, entonces A es la inversa de B.
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Por ejemplo:

)
—

FZ 5 3 -5 6-5 -10+10

13 -1 2 3-3  -5+6

3. -5 6-5 15-51{ . 1 0
1 ek e iasug|io A eBny con sbhovis =
: -1 2 1 3 -2+2 -5+6 0 1
fan ; '

e
(=]

Rrza o0 Sup 2utn -

son inversi i
Luego y o rsibles y son inversas la

13 -1 una de la otra.

sivrsmen sbo? stsg sup oo ¥ oaslsn
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. Tabla B.1 Constantes Fisicas.

CANTIDAD MAGNITUD EﬁlDADES
Cero Absoluto - 0.00 K
RRSELINERE Ci273.15 o
0.00 . °R
~459.67 °F
Constante de los - 8.3143 J/mol-K
gases (R) : 8.3143E+7 erg/(grmole) °XK
10.732 1b/pg2-pie3/(1bmole) °R
Densidad mixima 999.973 Kg/m3
del agua : N 0.999973 gr/cn?
62.4261 1bm/pie?
Gradiente del agua‘ 9796.98 o " Pa/m
op ° _ X
a 60°F (15°C, 1979.698 dinafem?
288.71 K) .
. 0.433100 1b/pie
Atmbésfera standard. © '"1.01325E+05 Pa

'1.01325E+06° dina/cm?

©14.6959 1b/pg?




CANTIDAD

»ADeﬁsidad del aire

a 1iatm,'60°F‘

°API

1.
1

© 0.

 980.

2232

. 2232E-03 .

)
076362

6650.

.17405

351

UNIDADES =~ =

j.Kg/m33

gr/cm¥

~lbm/pi§3

cm/seg? .

"k'pi.e/seg2

"Kg-m/N-seg?

gr-cm/dina seg?

ie/ 2
lbm plle/lbf seg




Tabla B.2. .Factores de

Para convertir de

AREA

acre

darcy

pie?

hectirea

milla?

-DENSIDAD

1bm/pje3

m?

pie?

Kg/m?

1b_/pie?d
m

1bm/ga]6n

1b_/barril
.m .

Kg/m?

lbm/galén

1b: /barril
‘m

i

conversion.

to

Multiplique por

4.0468561:+053
4.356000k+04
9.86923F-13
9.86923F-00
1.00000E+03
9.290304E-02
9.290304E+02
1.440000E+02
1.000000E+04
2.471054E+00
2.589988E+06

6.400000E+02

1.000000E+03
6.242797E+01
8.345405E+00

3.505070E+02

1.601846E+01
1.336805E-01

5.614583L+00




Para convertir de

;bm/gglqn

. LONGITUD -

cm

pie
pg

milla

MASA

Kg/m3'

lb

1b

'

'me/barrll

S Newton, -

oo

‘ Newtohz

£
Newton

cm
cm

pie

- Kg

onza
Ke

1b
m
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- MuitipliQue por

. 198264E+02

~200000E+01 -

1000000E-05

. 248089E-06
.B06650E+00
204622E+00

.448222E+00 -

.000000E-02
.048000E-01
.048000E+01
.5{0000E-02
.540000E+00
.609344E+03
.280000E+03"

.000000E-03

.5359237E-01
.600000E+01
.459390E+01

+21740SE+01




Para convertir de ‘a ' Multiplique por

Tonelada métrica 3 1.000000E+03
'PRESION

760 mm de Hg a c.s Pa 1.01325E+05
Pies de agua(4°C)3.38995E+01
1b/pg? 1.46960E+07
bar 1.01325E6+00
Pa .000000E+05
1b/pg? .450377E401

dina/cm? Pa .000000E-01

‘ 1b/pg? .450377E-05

Kgp/cm? Pa .806650E+04

' .806650E-01
.422334E+01

1b/pg? , .894757E+03

TIEMPO

dia ‘ L640000E+04

.440000E+03
. 400000E+01
.600000E+03
5.000000E+01
.000000E+07T.




- R oy

Para convertir de a ) ) Mﬁltigligue por

VISCOSIDAD
cp o » Pa-seg 1. 000000E-03
dina-seg/cm2 1.000000E-02
1bm/pie?seg 6.719689E-04
’ 1b, seg/pie? 2.088543E-05
1b_/pie-hora 2.419088E+00
centistoke m2/seg : 1.000000E-06
op 1.000000E+00
poise : Pa-seg : 1.000000E-61
lbm/pie-seg v Pa-seg 1.488164E+00
1b_/pie-hora Pa-seg 4.133789E-04
lbf seg/pie? Pa-seg 4.788026E+01
VOLUMEN
barril m3 . 1.589873E-01
’ pie3 ‘ S.614583E+00
galén . 4.200000E+01°
pied m3 2.831685E-02
pg3 1.728000E+03
galdn ' 7.480520E+00
galén m3 , 3.785412E-03
pg3 2.310001E+02
litro m3 1.000000E-03
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Para convertir de a Multiplique por
- GASTO
bl/dia m3/seg 1.840131E-00
m3/hora 6.6244725-03
mi/dia 1.589873E-01
cm?/seg C 1.840131E+00
pie3/min 3.899016E-03
gdaldn/min 2.916667E-02
pie3/min m3/seg 4.719474E-04
pied/seg m3/seg 2.831685E-02

galdén/min m3/seg 6.309020E-05




Tabla B.3 Conversiones de temperatura.

Para convertir - . a . . Resuelva

OF v
g
.
“ 'ci:

°C

(Tp + 459.67)/1.8 "

= TR‘/LB

T, + 459,67

F

(TF,- 32)/1.8 - .-

T, +-273.15

C




NOMENCLATURA
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 Bg.
Bo

Bw

Co

Cw

Eg

Ep

£
area

factor de volumen del gas.

factor de vqlumen‘dél aceite.

factor de volumen del agua.

" condiciones estandard.”

condiciones de yacimiento.

compresibilidad.
compresibilidad del gés.
compresibilidad del aceite.
compresibilidad del agua.
profundidad.

error.

energia gravitacional.
energia potencial.

fuerza gravifacional.
accleracibdn de la gravedad.

constante gravitacional.
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X
Kg
Ko

Kw

Kro

Krw

espesor.

permeabilidad efectiva
permeabilidad efectiva
permeabilidad,efectiva
permeabilidad relativa
permeabilidad relativa
permeabilidad relativa
longitud.

masa, .

pe;o molecﬁlar.

ndmero de moles.

nivel de tiempo nuevo. -
" presibn.

presibén. atmosférica.

presibn capilar. .

- permeabilidad absoiuta.‘

al
al
al
al
al

al

" nivel de tiempo anterior,

gés.
a;eite.
agua.
gas.b
aceite.

agua.




Pe
Pt

ow.

Rs

Rsw

Sg

presibn
presibn

presidn

pgesiéﬂ
presidn
presioém
gasto.
gasto.

radio.

capilar entre,las‘interfases.gas-aceite.

capilar entre las.interfases agua-aceite.
capilar entre las interfases agua-gas.
estitica.

en la cabeza del pozo.

de fondo fluyendo.

radio de drene.

radio del pozo.

.constante universal de los gases.

relacidén de solubilidad del gas en el aceite.

relacidn de solubilidad del gas en el agua.

distancia.

saturacion.

saturacion de gas.
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saturacidn de aceitec.

saturacibon de agua.

t tiempo.b

T temperatura.

T transmisibilidad.

v velocidad.

A volumen.

w término fuente.

W trabajo.

ZA - gltura.
Z " factor de desviacibn de 1§s gases reales.
— o : porosidad.
,¢ei~ ?orogidad'eféctivu.

n - viscosidad.
viscosidad ‘del gas.
ﬁ ' viscosidad del aceite.

viscosidad del agua.




" " densidad.

densidad del gas.

‘g
o densidad del aceite.
Py densidad del agua.
+
v
Yr denSLJad relativa.
a constante de difusividad.
® potencial dé flujo
Qg potencial gravitacional.
o potencial de presidn.
A incremento.
® parimetro de relajacién.







