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1 . - -EL PROBLEMA DE LA ESTABILIDAD 

1.1 ESTADO ESTABLE Y ESTADO DINAMICO. 

El an!ilisis de los sistemas de poten_cia implica el c!ilculo tle algunas variables 

de la red, como voltajes, corrientes,_ po_tencias' activa_ )'_reactiva, frecuencias, 

etc., bajo un conj~nto de condiciones dadas. La figura 1.1 presenta una organi

zación de los estudios · sobre sistemas de potencia. La clase de problemas 

· localizados en la parte izquierda de la figura son llamados de .estado estable 

o régimen permanente (steady state) porque en ellos las magnitudes eléctricas 

del sistema son- pr-1icticamente constantes; en este. caso la solución se obtie

ne mediante- ecuaciones algebraicas. Esto no significa que el sistema esté 

estático o inalterable en el momento para el cual se obtiene la solución. 

Por el contrario, el sistema puede sufrir cambios bruscos, por ejemplo,_ 

un·a condición de falla. El punto· es que resulta mucho más f!icil resolver 

ecuaciones algebraicas que ecuaciones diferenciales.· Se ha aprendido a hacer 

buen uso de ·las soluciones: en ·estado estable en la planeación del sistema· 

y· al· determinar la protección de éste._ ·Esto es semejante ~·tomar un grupo 

de_ fotografias del sistema bajo ciertas condiciones específiCas. A · partir 

-de estas fotografias _se_ pueden diseñar expansiones del sistema y esquemas 

de protección~ y_-. puede uno _aprender bastante acerca de las debilidades y -

fortalezas del sistema • 

. ':' 

__ En. los problemas dinámicos mostrados en la parte derecha de· 

la figura. ·~{/'~'· hac'e: necesario . resolver un grupo: de . ecuaciones . diferenchiles 

para- determl~~r~ eí; comportamiento . de .. voltajes, ·-corrientes y otras variables-

· co~q una -fu~~~-6~-- d~l- ti~mp~~ . 
'·.··. ;__, . 

-' 



ANA Ll SIS DE LOS SISTEMAS DE POTENCIA 
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ESTADO ESTABLE 

RED 
NORMAL 

RED 
FALLADA 

1:- RED BALANCEADA O DESBALANCEAOA _ 

2.- EL SISTEMA SE SUPONE LINEAL 
~-' .. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

ESTADO DINAMICO 

~ 
. RED 

NORMAL 
RED 

FALLADA 

·: t '1 

1.- RED BALANCEADA O DESBALANCEADA 

2..- SISTEMA LINEAL O NO LINEAL 

2. 

3:- FOTOGRAFIA- ( INSTANTANEA) -- 3.- SOLUCION EN EL DOMINIO· DEL TIEWPO (PELICULA) 

.-

ECUACIONES 
ALGEBRAICAS 

ECUACIONES 
DIFERENCIALES 

.--¡ ·,, . 

figura 1.1 Organizaci6n de los estudios· 

sobre ~istemás de potencia: . 

.. ; 

it"tl 
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= R i(t) + L ,di(t)/dt + .!fi(t) dt - e 

(b) 

·Figura 1.2 Estado transitorio de un 
•.) ' ·' . ~ .. 

circuito eléctrico. 
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;~.· 

.. ·-: ... 

són muy . útiles, con 

especiales entre dos 

estados de operación del sistema, las cuales pudieran ser críticas. Esto 

solo se logra con los estudios dinámicos. A. manera -de analogía, se presenta 

el siguiente ejemplo: un circuito serie RLC, · como el mostrado en la figura 

1.2(a), se energiza en el tiempo . t=O; después de que el transitorio ocurre, 

la corriente se estabiliza en.· un cierto valor. Si lo que uno desea es calcular 

el valor de estado estable de. la corriente, basta con aplicar la. ley de Ohm 

para fasores e impedancias, sien~o- ésta una ecuación algebraica. Pero si 

Aunque los estudios en régimen permanente 

ellos no es posible reproducir y detectar condiciones 

' ' . 
! , ... , • lo que uno desea es conocer el v·alór instantáneo de la corriente y· determinar 

si rebasó ·cierto v_alor crítico imáx' es necesario resolver la ecuación dife

rencial deL circuito. La · fig~ra 1.2(b) ilustra de manera objE:!tiva lo explica

do. 

La figura 1.3 muestra el conjunto de estudios-· dinámicos que gene

ralmente se realiza para los sistemas :de potencia, haciéndose hincapié en' 

la diferencia de tiempos '-b velocidades de ocurrencia. Dentro de estos fenó

menos se incluyen los .llamados "problemas o estudios ·de estabilidad", tos 

cuáles aparecen marcados con un -asterisco. 

-· L"os estudios de estado· estable y los estudios dinámicos son gene-
-

. ralmente de una- gran dimensión para · el caso de los sistemas de potencia .. 
- ' 

_ RéQ.es ·.de pocos· .. cientos . de nodos y con varias decenas de generadores son 

muy comuries, ello ... hace que estos problemas deban orientarse a soluciones 

· · · computacionales~·:·· 
,'.; 

! t.: l .. · :. \ ·: :~ 
r.2 ; - ESTABLECIMIENTO DEL PROBLEMA. 

= .... '=-·.· 

'·' 
El problema de la estabilida_d ·consiste en estudiar el comportamien

to de _las máquinas después de qué en el sistema .. ocurre un disturbio. El 

-;_'disturbio; puede ser pequeño, como ·la variación normal de la carga o mayor,

como el disparo de ~~- generador, la r'alla en tina línea, etc. · 

··· .. ; 
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figura 1.3 Clasificación de los estudios dinámicos. 

Si el sistema es estable ante cierto disturbio , __ todas sus máquinas 

permanecerán en sincronismo, es decir, seguirán· operando en paralelo y a 

la misma velocidad. 

El periodo transitorio o dinámico siguiente al disturbio es oscilatcr. 

·.·río por naturaleza, pero si el sistema es estable, estas oscilaciones se amorti

guarán has-ta dar origen a· una nueva condición normal de operación.· La 

figura - 1.4 muestra, .. por ejemplo, la manera en que varía la frecuencia en 

varios· p~ntos· del Sistema· Interconectado Mexicano después_ de cierto disturbio. 

" .. ·' .,· •' :"'··· 

Loi. conceptos anteriores permiten plantear una primera definición 

de estabilidad de un sistema eléctrico: 

-~'Si la respuesta oscilatoria de un sistema de .. potencia, .durante 

el periodo transitorio posterior a cierto disturbio es amortiguada y el sistema 

alcanza: en un tiempo finito una nueva· condición normal de operación, se 

dice . que el sistema es estable" 

··.· 
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1.3 .. CLASIFICACION DE LOS ESTUDIOS DE ESTABILIDAD. 

' 6 . 

·-~ ... ~ \ '. -· . . .. 

·Los estudios de. estabilidad pueden ser de tres tipos: 

a).-_· Estabilidad transitoria. 

b).- Estabilidad en régimen permanente o estado estable. 

e).- Estabilidad dináinica. 

A continuación se da una breve descripción de cada uno- de ellos. 

Estabilidad transitoria.- Los estudios de estabilidad transitoria 

tienen por objeto analizar el sincronismo de las máquinas de un· sistema 

de_ potencia después de un disturbio mayor. El criterio de estabilidad consiste 

en verificar si el ·desplazamiento angular relativo· entre . los rotores de los 

.. ~ ·: .. 

generadores no crece indefinidamente. El tiempo de estudio comprende ' 

desde el · instante del disturbio hasta unos 2 segundos. Dada la rapidez del 

fenómeno, generalmente se desprecia el efeé:to de los controles de velocidad· 

y de voltaje de los generadores. 

Estabilidad en· estado estable.- Estos estudios permiten determinar 

la -máxima transferencia de potencia que puede realizarse entre dos puntos 

del sistema. Su metodologia se basa en · considerar pequeños disturbios y 

determinar su efecto en la operación sincrona del sistema~ En este tipo 
.. 

de estudios ~e supone que la acción de los controles ya tuvo lugar, con el. 

fin de no· considerar el estado transitorio o dinámico entre el estado inicial 

y ~1 estado· final. 

: ~:·:::.'::Estabilidad dinámica.- Los estudios de estabilidad dinámica tienen 

. la-_· finalidad.' 'de : a~alizar ·el ·.co~portámiento de las principales variables :del 

sistema después de· un disturbio, sobretodo · la frecuencia. El resultado del 

disturbfo son oscilaciones . con frecuencias tipicas de 2 a. 4 Iiertz. En,_ este 

tipo de estudios es fundamental inCluir la respuesta de los controles de· veloci

dad y de voltaje de las máquinas del sistema. ·Si las oscilaciones producidas 

por el -disturbio se amortiguan · por la acción ·de los controles, se dice ·que 

el sistema es dinámicamentes estable. 
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1.4~ METODOS DE SOLUCION. 

Los estudios de ·estabilidad se resuelven principalmente ·mediante 

las técnicas· siguientes: 

a).- Métodos gráficos. 

b).- · Simulación digital. 

e).- Simulación analógica. 

d).- Simulación híbrida.· 

. . > 

· Las técnicas más utilizadas· son las dos primeras;. por lo que a. 

continuación se explican éstas con mayor detalle. 

Métodos gráficos. 

En el caso de la estabilidad transitoria se utiliza con· cierta fre-: · 

· cuencia el método de la áreas iguales, el cual consiste básicamente en inves

tigar si el área· de ·aceleración es igual al área de desaceleración. Para 

ello se hace uso de · las ·curvas "potencia-ángulo", las que se explicarán en 

los capitules siguientes. 

Por otro · lado, en los estudios de ·estabilidad en. estado estable 

se utiliza· ampliamente el diagrama de Clarke, que permite obtener gráfica

mente los voltajes internos de las máquinas, valores que son necesarios para 

determinar el limite de estabilidad • 

. · >:<: c-• .:.:Si~ulación digital. ' ·. 

:. :·· :·:: ,':·t~~-~s{·{ ~<estudia. u~ sistema . de potencia con bastantes máquinas, 

· lineas ; y; eqi:'gas y se .trata. de ·reproducir los efectos de uri cierto disturbio, 

puede; :p;ns~rs~- ·.que el problema es de dificil solución. Afortunadamente, 

las con_stantes de tiempo de los diferentes componentes del sistema son apre

ciablemente diferentes, permitiendo que uno se concentre sólo en ciertos 

· ·elementos clave que afectan el· transitorio y el área bajo estudio . 

·~; ·~ 

. .. -~ 
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El . primer paso consiste en establecer un modelo del sistema para 

el estado :dinámico.· Los elementos incluidos en el modelo serán aquellos 

que afecten. la aceleración o desaceleración· de )os rotores de las máquinas. 

·La complejidad· del modelo dependerá del tipo de · transitorio y del sistema 

bajo estudio. Generalmente, los COf11ponentes del sistema que afectan los 

pares eléctricos y mecánicos de las máquinas deben incluirse en el modelo. 

Estos componentes son: 

l.- La red (antes, durante y después del disturbio). 

2.- Las cargas. y sus características. 

3.- Los parámetros de las máquinas slncronas. · 

4.- El sistema de excitación de las máquinas. 

5.- Las turbinas y su regulador de velocidad. 

Así, los ingredientes principales para la solución son: el conocimen

to de las condiciones iniciales del sistema antes· del .disturbío y la descripción 

matemática de los principales componentes del sistema que afectan el com

portamiento dinámico de las máquinas síncronas. 

Las ecuaciones diferenciales que . resultan del planteamiento mate

mático se resuelven mediante métodos numéricos, haciendo uso de la computa

dora digital. 

La aparición de la computadora digital en los inicios de los años 

50's y su aplicación a los problemas dinámicos de los sistemas de potencia 

desde el año de 1959, han permitido realizar análisis más completos, más 

precisos. Y"· de.: mayor magnitud, estimulando el desarrollo de nuevas técnicas 
·~ ·. . . . . . 

de solució.fl-;y: __ mejórando los conceptos teóricos y filosóficos del comportamien-

to dinámico de los sistemas eléctricos. 

. ' ~ 
'·- ··--

·~~-.. -_, 
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· 2 · · MAQUINA SINCRONA 

Los generadores síncronos, transformadores y lineas de transmisión 

constituyen lus elementos fundamentales de uri sistema eléctrico de potencia. 

De ellos, la· máquina síncrona es el dispositivo más complejo. Esto se debe 

a que en la máquina se presentan fenómenos eléctricos, magnéticos y mecáni

cos, . todos ellos interrelacionados. Por ejemplo, el campo magnético de 

la máquina es una variable que. depende del tiempo y del espacio. debido 

al movimiento . del · rotor y a la irregularidad del entrehierr:o, provocando 

· que las inductancias propias y mutuas de ·sus devanados no sean constantes 

como en los transformadores y en las lineas de transmisión •. 

. 2.1 CONFIGURACION DE LA MAQUINA. 

Una máquina síncrona está formada por dos partes fundamentales: 

una fija, llamada esta.tor y una móvil, conocida · como rotor. En ellas se 

alojan seis devanados: 

. . . ; . . . .. -~ 

Tres en el estator, uno para cada fase.. Estos devanados 

son idénticos y · están simétricamente distribuidos; son de 

·corriente alterna y se conectan al sistema eléctrico. 

Otro en el rotor, llamado "devanado de campo". Este deva

. nado ·se· excita ·con corriente directa proveniente de una 

. . . . 

. fuente extrena · y es el que va a inducir las fuerzas electro-

motrices · (fems) en los devanados del estator, al producirse 

el movimiento del rotor • 

. Este capítulo· es un resumen, con. algunas aportaciones personales, obtenido 

de · varias referencias entre· las que desta-ca la siguiente: ELECTRIC 

ENERGY SYSTF.M THEORY a.e O. L Elgerd. FMC-880920. 
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Dos devanados más en el rotor, uno en cada cabeza · polar. 

Estos, reciben el nombre de "devanados amortiguadores" 

y están constituidos por barras cortocircuitadas, en las que 

solo se ·inducen fems cuando se presenta. en la ~áquina una 

velocidad· diferente. a la ·síncrona.· 

La figura 2.1 ·muestra de manera esquemática la disposición física 

de estos devanados. 

a 

a, b,c devanados del estator . 

f devanado de campo 

k¡• K 2 devanados amortig~adores 

b e 

Figura 2.1 Devanados de una máquina síncrona. · 

2.2 . LA MAQUINA SINCRONA Y EL SISTEMA ELECTRICO • 

.. 
·. 

. Si la máquina opera como generador, lo cual ocurre .generalmen~e, · 
-. ·---

el rotor es impulsado por. un primotor; por ejemplo, una turbina de· vapor 

o una·· turbina hidráulica. 

Un ·generador síncrono puede operar alimentando una sola· carga 

o en paralelo con otros generadores en una gran red; esto último es también 

lo más común. En la. figura 2.2 se tiene un conjunto de n generadores canee- · 

tados al sistema. El k.:.ésimo generador suministra al sistema su potencia 
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compleja Sk=Pk +jQk. · En las terminales de la máquina se mantiene el voltaj~ 

en. un valor~ 1 V k 1 y el sistema en su conjunto funciona en sincronía a. la 

frecuencia f. 

• • • 

red eléctrica 

f = 60 Hz 

Figura 2.2 Típica ·operación ·en paralelo 

de n ·generadores. 

Existen dos tipos de generadores . síncronos, los de polos lisos y 

aquéllos de polos salientes. Los primeros se usan en velocidades altas, como 

los turbogeneradores que operan a unas 3600 rpm; los segundos, se utilizan 

en bajas velocidades, como los hidro~eneradores que operan a unas 400 rpm. 

La figura 2.3 muestra las diferencias fundamentales de estos dos tipos de. 

máquinas. 
,· 

(a) Polos lisos (b) Polos salientes 

Figura 2.3 Tipos de máquinas síncronas . 
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· La ecuación que relaciona la velocidad de operación de las máqui

nas con la frecuencia del sistema es: 

= 120 f - (2.1) 
p 

Donde: 

wm = velocidad (mecánica) de rotación, en rpm 

f = frecuencia del sistema, en hertz 

p = No. de polos de la máquina. 

Así, si una máquina de dos polos se conecta a un sistema de 

60 hertz, ésta debe girar a 3600 rpm. 

Por último, la irregularidad del entrehierro entre el rotor y el 

estator en . las máquinas de polos salientes, reCibe el nombre de "saliencia", . 
término que se utilizará más adelante. · 

2.3 CONTROL DE LAS MAQUINAS SINCRONAS. 

Es útil analizar el comportamiento cualitativo de la máquina sín

crona antes de intentar abordar sus modelos matemáticos. 

Cada . máquina del sistema puede cóntrolarse mediante dos varia

bles: lá corriente de campo del rotor y el par mecánico del primotor Tm •. 
--·-~ - . . . 

· · Cuando·;-~úri~~~_Ó.~ambas variables son alterndas, generalmente se producen cam

bios en lá's-·cú-atro variables de salida: potencia activa generada P G' potencia 

reactiva generada- QG' voltaje terminal ·1 V 1 y la frecuencia de operación . 

f. Esta interrelación se muestra en la figüra 2.4. 

. .. ··~ 
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Generador k 

~-;.-:..:- ~ ~ =---- . 
....... ,- - --- -~-------

figura 2.4 Variables de entrada y salida 

de un generador síncrono. 

Desde el. punto de vista del sistema, sería deseable tener un com

portamiento no interactivo, de tal modo que al manipular una variable de 

entrada se produjera el cambio en solo una variable de salida. Esto general

mente no es posible. En . primer lugar, porque se tienen cuatro variables 

de salida y solo ·dos de entrada; además, el comportamiento físico inherente 

d.e la máquina es tal que se presenta cierto acoplamiento entre las varia-:. 

bies de entrada y las de· salida. El grado de acoplamiento dependerá funda

mentalmente de la magnitud del sistema. El mejor grado· de desacoplamiento 

se logra cuando el sistema es muy grande, siendo el ideal, el caso denominado 

"red infinitamente fuerte" o simplemente "bus infinito". 

Un bus 'infinito tiene las siguientes características: 

1.-· Uria potencia de· cortocircuito disponible infinita.- Lo que 

...• · .... _'equivale. a ~ecir que tiene una reactancia de Thevenin igual a cero. 

~~- ... Una masa y·. una inercia, infinitas. 

~- . ·:·~·(.· 3· • .-.:. ·•· . Un· voltaje y una frecuencia invariables. 
:;_e·:· .. ,.-_ ...... 

En el caso de la conexión de una máquina síncrona ·a un bus infini

. to, la frecuencia f del sistema y el voltaje terminal 1 V k 1 son independientes 

del control de. la corriente de campo Ifk ·y . el par. mecánico de la máquina 

< ,. T mk' y en .·tal caso las cuatro variables de salida de. la figura. 2.4 se reducen 

a dos:· la potencia activa· P Gk y la potencia reactiva QGk" En este caso 

particular, la condición de desacoplamiento casi está satisfecha;· El manejo 

"'· 

•· ' 
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de la corriente de campo afectará sólamente a la potencia reactiva generada, 

mientras que un cambio en el par mecánico iniciado por la apertura. o cierre 

de las válvulas de vapor o de agua en el primotor, afectará principalmente 

a la potencia activa generada. El cambio en el par .también afectará, en 

menor medida a la potencia reactiva; es decir. se tiene un pequeño acopla

miento entre T m y QG. 

El concepto. de bus infinito representa un caso extremo del tamaño 

del sistema. El otro extremo es representado por un solo generador alimen

tando una carga única. En este caso, supóngase que se incrementa el par 

mecánico. Lo que sucede a continuación (si no· actúan los controles de velo

cidad y de voltaje) . es que la velocidad del rotor aumentará, y por lo tanto 

la frecuencia. El aumento de velocidad provocará que las fems inducidas 

en los devanados del estator se incrementen y entonces el voltaje terminal 

también se elevará. finalmente, todos estos cambios producirán alteraciones .. 

en las potencias activa y reactiva. En resumen, la alteración en el par 

mecánico produce cambios en las cuatro variables de salida. Algo similar 

sucede si la alteración se efectúa en la corriente de campo • 

. Si en este último caso se· considera la respuesta de los controles, 

la historia es muy diferente. • La figura· 2.5. servirá de auxiliar para la expli

cación.· El regulador automático de voltaje (RAV) es el encargado· de contro- · 

·lar el voltaje terminal del . generador síncrono; . su funcionamiento de una 

manera resumida, es el siguiente: cuando el voltaje terminal (medido a 

través· de un transformador de potencial) es diferente a un cierto valor de 
. '· 

referencia, se genera una señal que se envía a la fuente de corriente directa 

. para ajusta(.:el valor de 'la corriente . de campo. · Si el voltaje era mayor 

al des·eadQ,'~"-~!. resultado de la acción del . regulador. automático de voltaje 

. es una disminución de la corriente de campo. 

f".: ..:_.1,: 
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GOB 

lvl 

-Vref 

figura 2.5 Controles de una máquina srncrona. 

El gobernador o control de velocidad· de una máquina srncrona, 

es el encargado por un lado, de mantener la velocidad de la máquina en 

un valor constante,. y por el otro, variar la potencia activa de salida P G.' 

funciona de manera similar al regulador de volt.aje. Si la velocidad de rota

ción de la _máquina es diferente a cierta velocidad de referencia, se generará 

una señal que abrirá: o cerrará las válvulas de vapor o de agua para ajustar 

el par mecánico. Si la velocidad era menor a la deseada, el gobernador 

mandará abrir las válvulas para permitir la entrada . de· más· vapor o de· más 

agua.· 

:_~/,'~ara eL caso .. de: una .. máquina conectada. a u¡t . bus. infinito ya se 
: - •• _i·:- .,;..:~_~.- : . •. • - > 

explicó.' ·que;:}"ált cambiar:: el. ·par · mecánico, · no , se altera la.· velocidad, pero 

sr se . varra la potencia activa generada. Por lo tanto, para aumentar o 

·.·.disminuir~ 1~ potencia activa de salida, tendrá que manipularse el gobernador 

. hasta lograr la apertura. o. cierre de válvulas, <respectivamente •. 

. :, - :- . ~ 

:-, •, .·. ; 1. 

.. 

. ·-:··'"--:-c--.~ 

··: 



2.4 · ECUACIONES FUNDAMENTALES 

DE LA MAQUINA SINCRONA. 

a) Planteamiento. 

16. 

Existen básicamente dos· formas de expresar las ecuaciones de 

una máquina síncrona: en . términos de los enlaces de flujos ( '{! ) de cada 

devanado, o en f1.mción de los voltajes en los mismos. Aquí se seguirá esta 

última. 

Las ecuaciones que se presentarán parten de las siguientes conside

raciones fundamentales: 

L- Se supone que la máquina .·es magnéticame.nte lineal; esto 

significa que se desprecia la saturación del circuito magnético. 

2.- . Se supone que ·la máquina se puede representar como. un 

- conjunto de circuitos acoplados magnétic::!~r.eme. 

3.- Sé desprecia el efecto de los devanados amortigl1adores. 

4.- Se suponen nulas las resistencias cie los devanados • 

. Después de estos supuestos, la expresión que sirve cooo punto · 

de partida para el desarrollo de las ecuaciones es: 

(2.2) 

.,--

En la ecuación (2.2) la matriz de inductancias [ Labc(t)] de 4x4 

está fom1ada por las inductancias propias y mutuas de los tres devanados 

del estator y las del devanado de campo. Todas ellas, a excepción de la 

inductancia . propia del devanado de campo, son dependientes del tiempo, 

debido al movimiento del rotor y a la saliencia de la máquina. 

..• 01 
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Para resolver este problema se utiliza una herramienta matemática 

llamada transformación de Blondel, la cual ha sido aplicada por . otros autores 

como Doherty, Park, etc. Esta transformación . transporta el problema del 

marco de referencia "abe" al marco "dqo"; algo similar a lo que sucede 

cuando se utilizan las componentes simétricas al resolver circuitos trifásicos 

desbalanceados. 

En el marco dqo existen dos ejes: el "eje directo (d)", que coinci

de con el eje polar, y el "eje en ·cuadratura (q)" que. se localiza en la lfnea 

neutra ·magnética.. Ver figura 2.6. 

a 

eje d 

' j: :~;:;t_:·,·. 
,.::::l:;,~ .Eigura 2. 6 · · Reactancias en los· marcos abe y dqo. 

La transformación· de Blondel simplifica notablemente. las ecuacio

nes, · ya que en el marco . dqo las inductancias, las corrientes y los voltajes 

son constantes e independientes de la posición del· rotor~ 
-... ·.· 

. . . ~ "'· 

.. 
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·b) · El generador con carga balanceada. 

Después de establecer la ecuación (2.2) en el marco abe, de 

aplicar la transformación de Blondel y de expresar . en forma fasorial las 

ecuaciones resultantes para el caso un generador operando con carga trifásica 

balanceada, se obtienen las siguientes expresiones: 

· ... ~.'.~ . 

V a = Ea - jXdld - jXqlq 

la = Id + Iq 

Donde: 

= -w Ls i fo -

= fem inducida en vacío en la fase a. 

(2.3) 

(2.4) 

·(2.5) 

Id = j 1 1 1 cos 111 = corriente de eje directo. (2.6) 

Iq = - 1 1 1 sen ~ = corriente de eje en cuadratura. (2. 7) 

1. = Valor máximo de la corriente de cada devanado del 

del estator. 

Xd = w Ld = react~ncia de eje directo. 

X = w L = reactancia de eje en cuadratura. 
q q . 

L
5 

= Valor 1.1áximo de la inductancia mutua entre el devanado 

de la fase a y el devanado de campo. 

ifo = corriente de campo nominal. 

·:Los. fasores anteriores se. muestran en el diagrama de la figura 

2. 7. Este: :diagrama es extremadamente importante, dado que permite obtener 

de él toda la . información escencial relacionada con la operación de una 

máquina síncrona en condiciones de estado estable equilibrado. . _, 

.-,, 

Puesto que existe siraetría entre los fasores de cada fase, s~ 

ha retirado el subíndice _é!_ de los fasores · E, V e l. . Nótese qué el ángulo 

<1> es el existente entre el voltaje terminai y la corriente. · 
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/ 

E 

figura 2. 7 Diagrama fasorial de ia máquina síncrona 

en condiciones balanceadas. 

e) Potencia activa generada. 

19. 

Las potencias activa y reactiva entregadas al sistema por un 

generador síncrono esté.n ·dadas por: 

p G = 1 V 11 Ij e os Q>. 

QG = lVII 11 senq, 

(2.8) 

' (2.9) 

Donde V, I y 4> están definidos en el diagra:na fasorial ante

rior. P G y QG se consideran positivas. si salen del generador hacia el siste

ma. · Del diagra:: . .Ia fasorial: · · 

1 E 1 - · 1 1 d 1 X d = 1 V 1 e os o 
1 1 1 X = 1 V 1 sen o q q . . 

·.-,:;_<; .. f• I.Iql.= III.sen q¡ 

-,.".:r;~:~c .. } Id 1. = 1 1 1 cos ~~~ 
'·' 

De la ecuación (2.12) se deriva: 

· cos Q> =-senil' coso + coslf' seno , por lo tanto: 

1 1 1 cos Q> = 1 1 1 sen '1' coso + 1 1 1 cos '1' sen o 
.. 

(2.1 O. a) 

(2.10.b) 

(2.11.a) 

(2.11.b) 

(2.12) 

(2.13) 

' ·~ .. ~-

• 
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Haciendo uso de las ecuaciones (2.11 ), se tiene: 

Sustituyendo (2.14) en (2.8): 

Despejando las corrientes de las ecuaciones (2.10): 

1 1 1 
q 

= __ U~_L_:_lyj_~os .2_ 
xd 

lvl sen ó = .,.. ________ _ 
Xq 

Sustituyendo (2.16) y (2.17) en (2.15): 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

. (2.17) 

1 V 1 
2 

cos éi sen ó 1 E 11 V 1 1 V 1 
2 

cosó sen ó 
= ----------- + ----- sen ó - ---------

~ xd . xd. 

sen éi + 1Yl2 
(--•- ___ !__) sen 2 ó 

2 xq xd 
. (2.18) 

' 

· ya que cos ó sen ó = 1/2 sen 2 ó • 

.. -_. ----' ·' 

20. 

. . Se concluye . que para todo propósito pr~ctico, P G . es.·· función 

únicamente del· ~ngulo de carga ó, existente entre los fasores E y V. Esto 

se debe a que el voltaje termin~l 1 V 1 puede suponerse constante si la red 

es razonablemente grande y 1 E], la· fe m inducida,. es constante si se _mantiene 

la corriente de campo en un valor fijo. 

--~--l-..:....-~~ 
j 
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. d): · Reactancias típicas. · 

Si las reactancias de· una máquina __ s_íncrona _ se ___ e?tpresan en . por 

unidad de sus valores nominales, se obtienen valores semejantes para cada 

reactancia, independientemente de la capacidad de la máquina •. 

La tabla 2.1 muestra los valores de las reactancias principales 

para los diferentes tipos de máquinas síncronas: las réactancias síncronas 

de eje ·directo (Xd) y de. eje .en cuadratura (Xq); la reactancia. transitoria 

de eje directo (X'd)' la r~actancia subtransitoria de eje directo (X"d), la 

reactancia de secuencia negativa (X2) y la reactancia de secuencia cero 

(Xo). 

TABLA 2.1 

Reactancias típicas de máquinas síncronas en p. u. 

Motores Condensadores Hidro- Turbo-
Reactancia 

·. Síncronos Síncronos generadores generadores 

X 
d 

1.00 1.60 1.00 1.15 

V 0.75 1.00 0.65 1.00 A. q· 

':( 1 
~ d 0.30 0.40 0.30 ') .15 

X" 0.20 0.25 0.20. o .10 
d . , . 

.. 

---:.· 

X 2 --··- ·. 0.25 o .25 . 0.20 o .13 

Xo.· o .06 0.08 0.07 0.04 

. ~ ... 

-~ •• f 

j <" 
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. 2.5 MODELO CLASICO DE LA MAQUINA SINCRONA. 

Consideración No. 5.- Si se supone que la máquina es de polos 

lisos, o bién, de polos salientes, pero se ignora el efecto de la saliencia, 

se tiene que xd = xq •. 

· En estas condiciones, se obtiene lo que se conoce como el modelo 

clásico de la máquina sfncrona. En este contexto, la ecuación (2.18) se 

convierte en: 

sen o (2.19) 

Siguiendo un procedimiento similar al usado. para deducir la ecua- . 

ción (2.18), y considerando saliencia despreciable,es posible obtener una expre

sión para la potencia reactiva QG. El resultado es: 

coso - 1 Vl_2 

x
.d 

(2.20) 

Por otro lado, si Xd = Xq' la ecuación (2.3) se transforma en: 

= (2.21) 

. E( diagrama fasorial en estas condiciones se simplifica notablemen

te, como- "sé observa en la· figura 2.8. 
. .. :·_·. . . 
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Figura 2.8 Diagrama fasorial para generadores 

sincronos de polos lisos. 
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23. 

El comportamiento de la máquina descrito por la ecuación (2.21) 

y el diagrama fasorial de la figura 2.8, es posible reproducirlo mediante 

un circuito· equivalente sumamente simple. Ver figura 2.9. 

· .. 

V 

Figura 2.9 Circuito equivalente del 

generador de polos lisos. 

2.6 OPERACION DE LA MAQUINA SINCRONA~ 

·ah.--Modos .de· operación. 

Las .::, máquinas sincronas tienen tres modos de operación: como. 

generador, . cuando la . potencia activa va de la máquina al sistema; como 

condensador sincrono, si la. potencia activa es cero, o bien, como motor 

si la potencia. activa va del sistema a la máquina • 

. . 
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· .·. Por lo que se refiere a la potencia reactiva, la m§quina síncrona· 

tiene dos· posibilidades de· operación: como capacitar o generador de reactivos, 

si la m§quina entrega potencia reactiva al sistéma; o bien, como inductancia 

o consumidor de reactivos,· si absorbe potencia reactiva del sistema. 

Es común usar los símbolos (-) (-+-) para indicar el sentido de 

la potenci_a activa y el de la potencia reactiva respectivamente; la figura 

2.10 resume los diferentes modos de operación de una m§quina síncrona, 

aclarando que en general los generadores, los ·condensadores y los motores 

síncronos, tienen características constructivas diferentes. 

GENERADOR 
CONDENSADOR 

SINCRONO 

p 

~ 
CAPACITOR -~1-
(entregando) Q Q 

p 
INDUCTANCIA -~ ~ (absorbiendo) Q - Q 

. Figura 2.1 O Modos de operación de una 

m§quina síncrona. 

b) Límites de· operación • 

MOTOR 

p 

OP 
Q .. 

p 

--~ -

Q_ 

. / ::Una "curva -de capabilidad" o carta de operación de un generador 

síncrono -es;~~na gr§fica que contiene una serie de puntos (P,Q), que en conjun

.to constitüy-e~ los límites de _funcionamiento de ~na m§quina síncrona. Este · 

documento es un· auxiliar _de gran utilidad, tanto para el personal de operación 

de la planta generadora, como para el personal de control y despacho que 

opera el sistema de potencia. . , 



,,·.,-·: - ·-.-,-:.----- ·-·--------:_-:·-.--_ :-·-·,-~·-:-.........._---:----·-.---:--·-- .. -~--~---""---~--- . 

25. 

· .·La- figura 2.11 muestra · una ·curva de capabilidad ttpica, · en la 
.. 

que pueden observarse los cuatro ltmites de un generador sfncrono: 

POTENCIA 
REACTIVA 

ENTREGANDO 

Q 

1.0 

0.9 

0.8 

0.7 

0.6 

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

- 0.1 

- 0.2 

. - o. 3 

ABSORBIENDO 
- 0.5 

-----· :· ~· . 

8 

., ----------

OPERACION EN EL PUNTO •z• 

p·. 0.6 ;_ Q • 0.4 

-~ 1 ··Oi: • 7 cms • 0;7 pu 

0.6 0.7 0.8 

r,. Ai. 12.1 cms. 1.798 pu 

cos ~- .;. 0.829 

J • 2s.s• 

., 
::!. 
3 

~ o p 
o 

0.9 t.o-· · Potencia 
Activa 

Límite Teórico. 
G de Estabilidad 

figura 2.11 Curva de capabilidad para un . 

generador de rotor cilindrico~ 

.. 
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1) Arco BF - Límite por calentamiento en el rotor provocado 

por la corriente de campo o corriente de excitación. 

2) Arco FE Límite por calentamiento en el estator, provocado 

. por la corriente de armadura •. 

3) Segmento EC Límite por capacidad mecánica del primotor~ 

· 4) Arco CA Límite por estabilidad de la máquina. 

El área acotada por estos cuatro límites. y el eje de las ordenadas, 

constituye la región permitida para operar el generador síncrono, dando lugar~-· 

a una gran cantidad de combinaciones posibles (P,Q). 

2. 7 EJERCICIOS 

Para finalizar el capítulo se presentan dos ejemplos numéricos 

que ilustran de manera objetiva el comportamiento de un generador síncrono. 

En ambos, se supone que la máquina es de. polos lisos. _y está conectada a 

un gran sistema; esto es con el fin de simplificar los análisis y_ centrar la 

atención en los aspectos fundamentales. 

' . ···-'·. ·' -
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. :Ejemplo 1.- . Un generador con 400 MVA, ·20 kV y 60 Hz nomfnales 

opera inicialmente con· un §ngulo de carga de 30° y una corriente· de excita

ción tal que la fem inducida es de 1.25 pu. Si sus reactancias Xd y Xq 

son de 1.0 pu, determinar: 

a) P G . y QG para las condiciones iniciales. 

b) P G y QG si se modifica la corriente de excitación de tal 

modo que la fem inducida se reduce a o. 7 pu. 

d) Mostrar el efecto del cambio de excitación mediante· curvas 

"potencia..:§ngulo" y de diagramas fasoriales •. 

SOLUCION 

a) Sr = 400 MVA 

Vr = 20 kv = 1.0 pu 

o = 30° 

IEI = 1~25 pu = 1.25 x20 = 25 kV 

Mediante las ecuaciones (2.19) 'Y '(2.20) 'de este 'capfttilo y trabajan

do con valores por unidad, se .tiene: 

1.25 X 1.0 

1.0 
sen 30° = 0.625 pu 

1.25 X 1.0 COS 3QO - ( 1 • 0)2 = 1.0825 - = 0.0825 pu 
1.0 l. o 

·.-·'· . 

·-· 

- · En valores· absolutos: 

PG = 0.625 x 400 = 250 Mw 

QG = 0.0825 x 400 = + 33 Mvar 

· 250 Mw 

~· 
· 33 Mvar 

·-·: . 

.. 

.. ·_:_.:: 
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. •. b) ·. CONTROL. DE LA EXCITACION 

p ·e 
(pu) 

1.0 

0.5 

lE 1 = O. 70 pu 

0.7x 1.0 
= ----- ·sen 30° = 

1.0 

0.7 X 1.0 
= ----- cos 300 -

1.0 

0.35 pu 

( 1.0)2 

1.0 

= 140 Mw 

= -0.39 pu =- 157Mvar 

~ 
-157 Mvar . 

e) Efecto del control de la excitación: 

Para el inciso (a): 

p rnax =l.::lJ_Y_L sen 90° = 
xd 

Para el inciso (b): 

O. 7 x 1.0 = O. 70 pu 
· Pmax =----.-----

1.0 

. ·1 

1 ,·· 

1.25xl.O 
= 1.25 pu 

Í.O 

E= 1.25. 

' 1 } 
1 . 

~--t--.----~~- - - - - -=:¡· 

' ., 

\ 
·,, \ 

·,, ... -., \ . 

1 
1 

·x 1 1 
J .d / 

/ 

/ 
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· · · ·.·.Ejemplo · 2.- El generador del ejemplo l est§ ahora operando 

con una fem de 1.5 pu y una potencia activa de 0.25 pu. En este caso 

determinar: 

a) El §ngulo de carga 6 y la potencia reactiva QG. 

b) Los mismos valores anteriores, pero después de incrementar . 

el par mec§ñico al triple. 

e) · Mostrar mediante curvas "potencia-§ngulo" y diagramas fasoria- · 

les, el resultado. del cambio en el par. · 

SOLUCION 

1 E 1 = 1.5 pu 

PG = 0.25 pu = lOO Mw 

De la ecuación (2.19): 

6 = sen 
-1 PG Xd 

----= sen -1 

IEIIV 1 

l. 5X l.O cos · 9.6° 
1.0 

J:>) CONTROL DEL PAR MECANlCO. 

0.25xl.O 
-rsxt.O-.--

( 1.0)2 
1.0 

= 0.48pu = 192 Mvar 

Si Tm aumenta al triple, P G se incrementa en la misma propor

ción. Por lo tanto: · 

. ,,,·. 

·~·PG = 3 x 0.25 =·O. 75 pu =' 300 Mw. 

.. . , -l .. PcXd 
·= sen. 

IEIIVI 
.1.5 X ·1.0 

l. O 

= sen:- 1 

cos 30°·-

0.75xl.O ---- = 30° 
l.Sxl.O 

(1.0)2 

1.0 
= 0.30 pu = 120 Mvar 

'Nótese que la potencia reactiva se redujo de 0.48 a 0.30 pu; 

es decir~ solo el 38%, contra el 200% de cambio· en la potencia activa • 
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C) Efecto .del control en el par mecánico~ 

IG 
(pu) 

1.5 

1".0 

0.5 

Pmax 

--o 
1' /: . 

IEIIVI = ---- = 1.5x1.0 
1.0 

= 1.5 pu 

\ 

E 

\ 
\ 
\ 
\ 

t o,~ 
- v-

E 

·' 
\ / 

' ' / 

'o' 

=----~ 
·J 

30. 

\ 

\ 

100 Mw 

~ 
192 Mv.ar 

300. Mw 

.~ 
120 Mvar 
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3 ESTABILIDAD TRANSITORIA. SISTEMA "MAQUINA-BUS INFINITO" 

En est.e capit.ulo se inicia el análisis de la est.abilidad 
t.ransit.oria de un sist.ema eléct.rico de pot.encia CSEP). 
llamada t.ambién "est.abilidad a grandes · dist.urbios" 6 
"estudios de primera oscilación". que consist.en en f'enómenos 
rápidos con duración del orden de 1 segundo. Se int.roduce 
también el modelo "máquina-bus inf'init.o"~ represent.ación 
simplif'icada del sist.ema real. pero que permite obtener 
conclusiones. y result.ados con alt.o grado de aproximación. 

SISTEMA "MAQUINA - BUS ·INFINITO". 

Un SEP est.á int.egrado por numerosos generadores sincronos y 
cargas int.erconect.adas por medio de lineas de transmisión y 
transf'ormadores. En el comport.amienlo dinámico de~ sislema
eléct.rico int.eractúan lodos los element.os. resultando un 
problema de gran complejidad por la cantidad de elementos y 
por el número de ecuaciones necesarias para .. represent.arlos. 

Sin embargo. es posible simplif'icar el problema. eliminando 
el mayor número de componentes y reduciendo al minimo las 
ecuaci enes represent.at.i vas de .los el ement.os que permanecen. · 
Con est.e· objet.ivo en mente. las simplif'icaciones básicas que 
dan origen al sist.ema idealizado llamado "máquina-bus 
i nf' i ni t. o''. son: 

.. 

1.- Se eliminan los cont.roles · de 
velocidad y de voltaje de los 

., . · · generador es si ncr o nos. dada 1 a r a_pi dez 
.'::;~ . ·"- . ·del: f'en:ómeno. · .. 

···. 2":, ... ,.--· Se separa· el generador sincrono que 
se desea estudiar. 

3.- Se agrupan los generadores 
y la red eléct.rica 
transf'orinadores y 
sust.it.uyéndose por un bus 
Cdef'inido en el punt.o 2.3 
not.as). · 

rest.ant.es 
Cllneas, 
cargas). 
inf'init.o 

de est.as 

:- - -:-·~-.-~~.~ 

. ; 
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.. 

La f'igura 3.1 mues'Lra gráf'icamente la simplif'icación 
explicada anteriormente. En ella. la barra con pequef'ías 
lineas diagonales representa al bus infinito. 

Fig. 3.1 Diagrama esquemático del 
sistema '"máquina - bus inf'inilo'" 

V=cte 

f=cte 

Este modelo idealizado signif'ica que las unidades 
generadoras y la red del. sistema son de un tamaf'ío bastante 
mayor que el generador en estudio. Es'Le tamai"io relativo 
evita que eventos que ocurran en la máquina logren af'ectar 
el voltaje y la_f'recuencia del nodo del sistema al cual está 
conectada. 

Es muy amplio el-número de problemas que pueden resolverse y 
la cantidad ·de conceptos que pueden desarrollarse a partir 
de este·· modelo. cuya complejidad está reducida a su minima 
expresión. 

En el~.· sistema '"máquina-bus inf'ini to" 
incluirs_e .·.las. lineas y transf'ormadores 
cuales.:·:se;·,conecta la. máquina al sistema. 
mostrado: en la f'igura 3.2. 

pueden 
a través 

como en 

3.2 DESCRIPCION FISICA DEL_FENOMENO DIN~CO. 

t-ambién 
de los 

el caso 

Antes de incursionar· en· el análisis cuantit-ativo del modelo 
"máquina-bus i nf'i ni lo'' se abordará · brevemente una 
descripción del f'enómenodinámico en f'orma cualit-ativa~ 

. ' 
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1 -- fall~C -6 óPc 

Fig.3.2 Modelo "máquina-bus infinito" incluyendo 
pr: i motor y elementos de conexión al . sistema. 
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Cuando ·en 1 a barra 
presenta 

81 
la 

ocurre un cortocircuito 
trifásico se siguiente secuencia de 
acontecimientos: 

La potencia eléctrica CPe) de la máquina 
se hace CERO inmediatamente. - ya. que eL 
voltaje' en ese punto se abate. 

Debido a ·la lentitud del control de 
ve! oci dad. se supone que 1 a potencia 
mecánica CPm) permanece constante. 

Las masas rodantes de la MS Crotor. 
excitatriz. flechas. etc.) absorben la 
potencia mecánica en forma de energia 
cinética. aumentado sU velocidad. 

· . . 7"".!~' El ... ángulo del rotor -de . la MS crece. 
· pudiéndose .. presentar la pérdida de 

.· .. ~;. . 
7~:'~---~incronismo. si la falla- se prolonga 

i ndefi ni damente. 

El ·fenómeno opuesto_ ocurre si en lugar de la falla. se 
conecta la carga ~c. 



r::n 
· mpo:· t .:: r. L E·S: 

·1. - Si F'm=Pa 1 a t>!S .ssLá en equi l i b:- i o y e-l . 
angulo de ~arga se n~nliene consta~~e. 

2. - Si Pm~ ?e 1 a l-15 ~;e .'li::t::?l era y el áng:.ü o 
de c.:..rga c:-ece. 

3.- Si Frn<?e .:a. MS :::.:: desacelera y el 
~ngulo de c~rga decrece. 

34. 

3. 3. GENERAL! 2J'-.Ci: ON r·-'L- LA ECUACION POTZNCI A--At:GULO. 

La pot.en-::i11. elé::t.:-ica de salida de una lv.S está. d.ada r>or la 
ec~ac!ón t2.19), la cual por su in~orlaricia, aqui se repiLe: 

Pe = PG = sen 5 e 2. 1 9:>-
Xd 

Si la fem E es c:or.3lant..e, pornue el nivel de la corriente de 
Gxcila.ción no s.-=; ha· ;.;..l ~erado, y V l~mbién, por estar la 
,~áquir.a conect.adó. ·a un ~ran si:sl•':'rr . .a,. l;:,.s. únicas· vc:..r'iables. 
que resul~.a!i ~:;on el angulo ele c.¡:u·ga Có) y la ;:>,:,t.enci.:.. 
elé.::t.ri.ca. C·P-:~). AJ gr"': ... :fic::t.r est .. as ~~Jc,~ "\.tar.:..-;..t-1-::~ .• se oblier1e 
la. llamada curva "potenc.i él. - ~-•l<J•llo" most.ra·ja t:"?n la figu.-a 
3. 3. 

-~ .. :-. - ' 

e-· • lQ. 

1 

Pe 

Pm3X 1 
~----?f' 

3 ·.-:. 
• -.J 

• 1 

1 :. 
¡ 

l 1 

j ____ j_ ___ -4--~ 
6 

Curv~ "'Pot.unc.: a-~ngulo" para 
s;.i.slelnéa. "rr,áqt.:i :~a.--bus .i nf i ni lo" 
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La potencia máxima de salida CPmax) ocurre cuando 6 es igual 
a 90°. por lo tanto: 

Pmax = C3. 1) 

Xd' 

Las ecuaciones C2. 19) y C3. 1) son válidas también para el 
c.:íso en que la MS se conecte al bus inf'in.ito a través de 
lineas de transmisión y transformadores. siendo· necesario 
sustituir Xd por la reactancia· eguivalente serie CX) del 
circuito Cver figura 3.4b). Otra de las adecuaciones 
requeridas en los estudios de estabilidad transitoria es 
representar a la MS por su reaclancia transitoria de eje 
directo CX"d) y elvoltaje atrás de ésta CE"). Con ello: 

1 E" 1 lVI 
Pe = sen 6 (3. 2) 

X 

1 E" 1 lVI 
Pmax = (3. 3) 

X 

Bl B2 
,}. 

(a) : 

V . _, 

(e) 

(b) 

Fig 3.4. Circuito equivalente y- diagrama f'asorial de 
·un sistema "máquina-bus _i.nfinito" que incluye lineas y 

transformador. 

F' 

-; 
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En estas condiciones. 6 es el ángulo total exis~ente entre 
los fasores ~~ y V~Cver figura 3.4c)~ 

La ecuación de la potencia eléctrica C3.2) se pueda 
uti 1 izar también cuando en 1 ugar de conocer E • • se cuenta· 
con el -voltaje terminal CVt) de la MS y. el voltaje del bus 
infinito CV). teniéndose: 

Pe = 
¡vt 1 lVI 

X loo 

sen 6 
l 

(3. 4) 

En este caso C6t) es el ángulo que existe entre los fasores 
Vt • V y la reactancia -CXtoo) es el equivalente serie entre 
las terminales del generador y el bus infinito. 

3. 4. BASES PARA EL ESTUDIO CUANTITATIVO DEL MODELO. 

El objeto de esta sección es establecer 1 a ecuación que 
reproduzca el comportamiento del ángulo del rotor de la MS 
en el tiempo. después de presentarse un desbalance de 
potencia. 

A dicha ecuación se 1 e 11 ama "ecuación de osci 1 ación" y se 
arribará a ella después de repasar algunos conceptos 
fisicos. 

a.- DINAMICA DE TRANSLACION Y DINAMICA DE ROTACION. 

Por lo general. existe mucha familiaridad con los fenómenos 
asociados a· movimientos de cuerpos en una sola dirección. 
pero· cuando' el movimiento· de ios cuerpos es girator.io cuesta 
un .poco: lnás. de esfuerzo su ·análisis. Los conceptos y las 
leyes de la. dinámica son aplicables en ambos casos. haciendo 
las ~onsideraciones convenientes. La tabla 3.1 presenta la 
comparación de las ecuaciones fundamentales de la dinámica 
de translación y la de rotación. 

' .. 

·' 

. . 
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MAGNITUD 

Longitud 

flasa 

Tiempo 
Velocidad 
Aceleracl6n 

. Fuerza 
Cantidad de 
movimiento 

·Trabajo 
Potencia. 

Energfa 
ctni!tlca 

TABLA 3.1 

COMPARACION DE LAS ECUACIONES PARA El MOVIMIENTO DE TRAHSLACION 
CON LAS DEL MOVIMIENTO CIRCULAR 

TRAHSLACION ROTACIDN 

SIMBOLO ECUACION . UNIDAD MAGNITUD SIMBOLD ECUACION 

Desplazamiento e e • _s_ 
angular· r 

Momento de 1• 1r2 dm 

S m 

m kg 
Inercia 

t S Tiempo t 
V V a ds/dt m/s Velocidad angular w wad8/dt 
a a • dv/dt m/52 Aceleracl6n .. ... dw/dt 

angular 
F -F • ma N Par T fa¡ .. 

H' M'• mv N S Momento angular H M•lw 
cinético 

w w • /F ds J Trabajo w W a /T d8 
p p • dW/dt w Potencia p p. dW/dt 

• F V a T 111 

Energfa cinética E k 
. 2 

-~e rotac16n 
. Ek• tlw E k E k • imv2 J 

-~-~ 

b.-POTENCIA ACELERANTE. 

37. 

UNIDAD 

rad 

kg m2 

S 

rad/s 
radts2 

N m 
s/rad 

J 

w 

J 

La potencia acelerante CPa) es la ·diferencia entre la 
potencia mecánica aplicada a- la. MS .. por. _su .. primQtor __ y la 
potencia eléctrica de salida: 

Pa - Pin Pe [ MW l (3. 6) 

c.- MOMENTO DE INERCIA. 

El moment() de inercia· es una cantidad fisica de especial 
importancia en el· estudio de la rotación de cuerpos rigidos. 
pues mide' ··la capacidad :_de. almacenamiento de energia ·cuando 
dich~s: 'E:-t,.~e¡:pos giran alrededor de cierto eje. 

El momento de inercia CI) se define como: 

n 
I · = . f r 

2 dm = E 2 
m. r. 

l.. l. 
(3. 6) 

siendo Cm) la masa de un elemento pequeNo 6 diferencial del cuerpo 
y Cr) el radio de giro del elemento. 

-¡¡ 
.:¡ 

'. 



Fig. 3.6 División en masas peque~as de un anillo 
girando .alrededor del eje C. 

38. 

Para un anillo como el de la f'igura 3. 6. el momenlo de 
inercia resulla: 

I = Crru. + mz +m3 + mn) r
2 = Mr 2 

siendo M la masa lolal. 

La f'igura 3.6 proporciona las expresiones para el cálculo del 
momenlo de inercia de algunos cuerpos con f'ormas · r.egular.es .. 

(a) (b) (e) (d) 

· ... A_ 
V e-•~~ . .: 

1= 1Mr 1 · 1= fMr 2 l= to Mr 2 
· 

't · .. ' 1 . 

' ' 

l=i\MI 1 
. l=ÍM(r:+r!l 1= 1;M(o1 +b

2
) 1= fMr 2 

• (i) (1) (g) (h) 

'' 

l=Mr 1 

Fig. 3.6-Momenlo de inercia de algunos cuerpos t.ipicos. 

•, 
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Obsérvese como un cuerpo llega a tener direrentes momentos 
. de inercia. dependiendo del eje de giro seleccionado (ver 
riguras 3.6b y 3.6i). 

d.- CONSTANTE DE INERCIA . 

. La constant.e de· inercia CH) de una MS se derine.como: 

H = -~~~~9~~-~~~~~~~~-~-~~~~~~~~~-~~~~~~~~-
Potencia aparente nominal 

··Utilizando ·las--ecuaciones-~de· la-tabla-··3.-1-o-se ·obt-iene:----

[ MJ/MVA ó segl 
(3. 7) 

Sn Sn 

La. constante de inercia es un parámetro de disefio que 
inrluye en la estabilidad de manera muy relevante. El valor 
de H al estar rererido a la capacidad nominal propia de cada' 
t;rni dad generador a. cae en un rango estrecho de valor es • 

. independientemente del tamafio de la unidad. 
Desarort;unadamente la tendencia en los- disef'íos •recientes es .. 
hacia una disminución del valor H. de manera que lo que se 
ha ganado en la mejora de la estabilidad por esquemas de 
protecciones e interruptores más rápidos. se ha perdido por 
las· con~tantes de inercia· más pequeRas de las nuevas 
unidades. 

El rango de H para unidades generadoras de tipo hidráulico 
es de 2 a 7 y de tipo térmico de 2 a 5. 

:-:. 

e.-. SUSTI11JCI'ON''DEL'··DESPLAZAMIENTO ANGULAR 
· POR'.'~El..ANGULO DE CARGA. 

Las ecuaciones. que describen la dinámica de rotación de la 
·tabla 3.1 · están desarrolladas en base al· desplazamiento 
angular Ce). Este ángulo tiene el inconveniente de que 
crece permanentemente y esto dificulta el análisis de la 
posición del rotor .. ·Por :tal motivo. se hace uso del ángulo 
de carga en lugar del desplazamiento angular. bajo las .. 
siguientes consideraciones: 
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El ángulo Ce) mide la posición del rotor con respecto a una 
referenciá fija y (6) con respecto.a una referencia que gira 
a velocidad sincrona. como se muestra en l.a figura 3. 7. Por 
lo tanto e = wot + 6. con lo que: 

6 = e - wot (3. 8) 

-o 

Fig. 3.7 Cambio del ángulo e por 6. 

Si se deriva la ecuación C3. 8) con respecto al tiempo. se 
obtiene: 

d6 de 
= - wo dt dt 

.·,, .-d6 
= w(t) - wo (3. 9) 

··: .. dt. 

Esta ecuación es de importancia en los temas subsecuentes y 
establece que el cambio en ángulo del r o-lor C 6) depende -de 
la diferencia -entre su velocidad real wCt)- y· la velocidad 
sincrona wo. 

Como wo es una constante. al derivar ahora C3.9) se tiene: 

(3.10) 



. . 

. --~ --"'~,-~:~~-:---~-~-:::---:·~:~---:--:·;-..----~---·-·~----:----··--:-··--.-------::------:-------· .. ,--- .. ' -----~--:.:-=----- ~-..----"'"~---:--- . -. ~--_,..~ 

41. 

Sus~i~uyendo Pe en ~érminos de Pmax: 

l 
.. --_ d 2 6 · · . . 

1<1 --. = Pm - Pmax Sen 6 
- .· d~z . . 

1 

C3. 13) 

Es~a es la llamada ecuación de oscilación. a par~ir de la 
cual se ob~iene el compor~amien~o del ángulo 6. después de 
un desbalance de po~encia. 

Exis~en o~ras versiones de la. ecuación de pscilacióri. las 
cuales se usan indis~in~amen~e y que a. con~inuación se 
presen~an. 

Si se in~roduce la cons~ante de inercia H Cec. 3. 7). se 
ob~iene: 

H 
1/2 Iw2 

M wo = = Sn 2 Sn 

M 
2 Sn H 

(3.14) = wo 

Sus~i~uyendo C3.1~) en C3.13) y reordenando: 

2 Sn H d
2 

6 
= Pm - Pmax sen 6 

wo d~z 

d
2

6 wo -

1 

- 2H 
CPm Pmax Sen 6) 

d~z 
(3.16) 

·donde·.· 'las. po~encias se encuen~ran dadas en por unidad de 
Sn •. al.:. quedar di v~ di das por ella. 

_;_. 

·Si la' ~io.ci.dad .sincr.ona wo se sus~i~uye .por. su equivalen~e 
· 2rrf'o.. se,· obtiene· una ··versión más de la ecuación de 
·oscilación:· 

·d~z 

nf'o = -----H 
-

CPm Pmax sen 6) .· (3.16) 

La solución de la ecuación de. oscilación se efec~úa. por 
mé~odos- numéricos median~e la computadora digi~al ya que no 
~iene solución analitica . 

-~ 

·, 
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la derivada de wC~) es la aceleración angular y de acuerdo 
con las ecuaciones de la ~abla 3.1. resul~a que: 

----- = ----- (3.11) 
dt. 2 d~ 2. 

Es~a úl~ima ecuación nos indica que desde el pun~o de vis~a 
de la aceleración del ro~or. es indis~in~o ~rabajar con el 
desplazamient.o angular e. que con el ángulo 6. 

f'.- ECUACION·DE OSCILACION. 

La segunda 
~ranslación 

Ley de 
es~ablece 

movimien~o de ro~ación: 

Newt.on 
que F = 

movi mi en~ o de 
d~2). Para el 

(3.12) 

·En es~a ecuación. T es el par aceleran~e. Con es~a 

consideración y haciendo uso de la ec. C3.11) para el cambio 
en ángulo. se ~iene: 

Donde CTm) es el par mecánico y CTe) el par eléc~rico. Al 
mul~iplicar por la velocidad w: 

~,)~m -·Pe 
:.: .. : .... --:-. 

Al · p~csd'Jé-~o · · I w · sé · 1 e·. denomina .. momen~o 'angular ci né~i co'' y se 
designa-- con la le~ra M. quedando: 

· Pm - Pe 

-. . ···--.:...:: .. 
. :.-. 
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. 3. 9 EJEMP!....·J. 

Una ma.·::p.Jina. sincror.a esta r::onec•_a:!a a un b•.Js 1nf1n1t.o. S'u · 
rea.ct_ancia .transitor1a de eje direr::t_o CX'd)· es de 0.2 pu, la 
rea-ctan.:.:la del transf.;:,rmadcr es ·).1 pu y la r.:!e las lineas ::ie 
J. 4 pu. i~das en base a los valores nom1nales :!e·la maqu1r.~. 

In~c1almente la máqu1na está e~tfegand~ un potencia act1va CP) 
::ie 0.9 pu con un •rolta.Je term1nal CV) de 1.05 pu: la constante 
de 1nerr::1a de la ma~u1na CH) es d~ 5 MJ·Mva y el voltaJe en el 
~us 1~f1n1to de 1.0 pu. 

Determ1ne la ecuac1ón de oscllar::1cn para r::ond1C1~ne3 de 
prefall.a, es declr, para condiciones normales. 

V:t.O!OO 

.. SOLUCION 

1 . Se de t. er nu. na el áng'.Jl o del vol t. aje ter mi na! de 1 a . máqu1 na • 

-1 
sen 

sen 6 
l 

· ? X t•"O -1 
=·sen 

. (3. 4). 

-º:..ª-~-º:.:.ª- = 1. 05 X 1. 
13. 21 o 

··-:-:;;¡ 
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2. S= calcül.a. la corrlente aport~ada por el generador. 

! . = Vt- V 1. . C'5 ¿_1 3. 21 - 1 . o ¿o 
- -------0~3[]0 ________ _ = r). 803f_-5. 29 

3. Se. ob+.ier.e el •.:_ol~.aJe i;·¡r_ernc de 1,¡¡, maqr.nr.a '::;. fem (E). 

· E' = 1 . 11 1 ¿_21 . 09 pu Observe que óo = 21.09-

· ~. Se det_ er nu. na el v .3.1 r::;.r de la potencia máxima C Pma:-:) . 

Pm.a>: 
1 E'IIV 1 = ------ = 

X 
l . ll :< l 

0.5 
= 2.222 pu 

5.- Se establece.la ec~ación de osc~lación. 

= -~-r- r~ Pm - Pmax sen ó ) 
H 

60 rr ------5 
C0.8- 2.222 sen ó) 

ct
2

ó ----- = 37.7 CO.S.- 2.222 sen ó) 
." dt 2 · 

,"'.·-· 
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4 METODO DE LAS AREAS IGUALES 

El método de las ~reas iguales es un m~todo directo de soluci6n al pro

blema de la estabilidad transitoria en sisiemas ~lªctricos de potencia, 

est! basado en conceptos de energfa y utiliza las gráficas Potencia-An

gula (P - ~) en sus diferentes estados de operación para determinar las 

condiciones de estabilidad . 

• '. 1 
- -. ~ . . .. - ' 

. . _ .. :__.., 
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METODO DE AREAS IGUALES rARA EL ESTUDIO DC 
ESTABILIDAD l''R.A:·!SITORIA 

- La ecuac1on de oscilaci6n (sin considerar amortiguamiento) d~l 
generador sincrono de la siguiente fi~. es : 

1 

ó 

HcJzJ 
c/tZ 

,¡zJ. 
H--: 

cl-t" 

1'-l _dw 
dt 

dá 
dé 

-. -

{) -, , ,,, ..... -

Dividjendo ec. 
• 

dw 
/'?

.. tlé. 
.. -

Pe (l) 

(3) entre e e • ( ~~ ) 

-~clu.J( ··w. J (n n' 
r¡ - ú)- () -= rn1tC. .;. r,n~" . d6 . . 

·Mú_, Jw 

(j) 

tenerno~ 

SPI-1 S) iJ 
. dé 

J) dJ- - --- (:) 

--~.1' __ \ -~----j 
,_____;_ . rOo•lol•· APO;;,Q-C-\ 
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· (~U..:.:.~ GEREt~CIA DEL CENTRO ~IACIONAL DE CONTr:OL DE r.t4EOGIA 

Integrando la ec. · (5) • se tiene 

J 
= j ( Pmec.- Pm/x . .Se,-, J) d S 

do 

s.,n J) d J' 

. J 
IJ Ec = j . Pac.. dJ 

. . Jo .. 
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dEc = Incremento de energía cinética debido a la velocidad W. 

La ecuación @ indica. qu~ la energia acumulada ó disipada en -
la m!quir;.J, provocada por un cambio en la velocidad, puede ser-· 
calculad' . .' por la integral de la potencia de aceleración. La po
tencia de aceleración puede ser positiva o negativa. 

o . La solución df;! la ecuación de oscilación (ec. 1) , mostrará el 
comportamiento angular de la máquina (Ó) ante alguna contin~ 
gencia. (Solución analítica). 

o Otra alternativa para observar el comportamiento angular y'de
terrninar la.estabilidad de la máquina, bajo condiciones transito 
rias, sin.resolver la ec. de oscilación; es el método gr5fico -~ 
llamado ''Criterio de Are as Iguales". 

o El?'in6todo de .Areas-Igualcs se. limita a un generador(!») oscilan
. do~:contra un bus infinito,.ó a 2 grupos de generadores equivale~ 

tes'que intercambian energía entre si. 

El m6todo de Areas-Iguales está fundamentado en conceptos de 
energía. Oc acuerdo a este método, un sistema será estable si an 
te alguna contingencia la energía acumulada durante la acel~ra-~ 
Clon, es disipada en un pcri.odo de desaceleración. De lo contra-
rio ser! inestable. 

'-.._""----------~-~~------------------·-----¡lllhii.A-IoP'-1)0·04 

·-·----.¡ 
•• .¡ 

•¡_' 
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o Suposiciones del -método de Areas-Iguales, en estudios transi
torios de la. oscilaci6n. 

.·· .•·· p 
_¡'• 

FIG. 

CRITERIO AREAS 
IGUALES 

La potencia mec~nica de la turbina permanece constante. 

Voltaje constante detrás de la reactancia transitoria. 

Pares de amortiguamiento despreciados. 

Efectos resistivos y capacitivos de-LT's se desprecian. 

" Por simplicidad se analizan fallas 3~ 6 disparo de --
elementos sin presencia.de fallas. 

Considerese el caso mostrado en la siguiente fig. don-
de debido a un disturbio, a partir de Jo se tiene una -
diferencia entre la potencia elActrica (Pe) y la poten
cia'mecánica (Pm). 

En forma anal1tica, la condici6n para que sea estable 
requiere que A Ec = O, es decir que : 

Pmax SeneS ) SeneS - Pm)d6 

Q 

.. 

~----.-... 
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49. 

T 8 l 1\ 

Rcsu~cn de variables para el c~~o an~lizado en la 

-
Tri:lycctoria Velocidad Posición Acclerllción . Angular Angulc::r . .. 

. 

él - b w > \lo crece positivJ 
.. 

- -- -.. 

b ) \1 > \lo crece cero 
máximCl 
. 

. .. 

'. 

b - e W> \1 crece negativa 
. . 

. 
e. • J w a \lo decrece negat iv.:t .. 

(mínima) 

. 

e - b \1< \lo. decrece negativa 

b ., V< \lo decrece cero ,. 

mínima 
. 

' •. . ·· 
·' .. .. 

'· 
~- ~ .. .. 

. . -
. - ---- . . .. .. 

.. 

b ~ a " <\lo decrece positiva 

•, 

" w~ cree~ • po~ltiva a .. 
- (m,) x i rn.1) 

'· •·"·'' 

-



so. 

p Pe 
-J 

2 

J. ---- .- --·- - - .... 
1 

t 

• l"-

A1 = A2 (a) 

Oscilaci6n ·de la m&quina·en una condición estable. 

p 

Pm 

t 

(b) 

Pérdida de nincronismo de la m.1quina~ 
Ejrmp.lo de M<jquin,1-DU!'; Infinito. Fnlli:t 3" lib~rada en 2 tiempo!';. Caso (.-s) I.:;ld· 
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EJEI1P.LO: 

. _ ...... , 

.¡.:' 
. 1 -.e· .?-

·. 

ANA LISIS DE LA TRANStHSION m:.iJ-GPL POR AREAS IGUALES. 

Utilizando el método de Areas iguales (Gráfico), determinar 
la gencraci6n ~5xi~a de MZD-U3, para soportar la pérdida -
de la carga de Mazatlán (70 MW) a la hora de demanda máxima 
sin pArdida de sincronismo de MZD-U3. Representar en GPL 
al resto del Sistema Interconectado por-un eqoivalente de
thévenin. 

En la siguiente figura se indican los parámetros de los ele 
mentes que intervienen en el estudio así como algunos datos 
obtenidos de una corr{da de flujos. Se desprecia el efecto
capacitivo y resistivo de las líneas. 

- . (). ¡. -t.J P.;¿ 

VHzf) = /.0.39/9.~(1 

El diagrama de reactancias queda de la siguiente manera:_· 

. ./P.t'3~t, - }t'.U'-l.J -j!.~¡.i¡ .itJ./'lJI- JtJ.PS!i! 
'--..---....;rl"íT'\--.--'"l-y----..__~-

.D 4~ (.jPJ.. 

J../)3 

Par~ determinnr la transferencia de potencia de MZD hacia 
el bus infinito, se requiere transformar la' conexión Y -
a una conexión .ó. Nos interesa-l~ impedancia serie entre 
el nodo MZD y el bu~ INF. 

rOHWA • Ar-1100· 04 
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2 
• ~ 

.JtJ . .1.~~.:;- t/.t'5YY !--o. ll3 ~-~s -/JtJ. Y'lt/- t7.;ÍJ.;s 

/. 731'1 -1-J.t'. 'l~.z.. 

' ' .. 
-P. /tJI5 fJ ~./5tS tJ. l S tJ 3 t j¡c Y. .2. e . ------

/. 'í; J' t. /11. 1 o /. 'iltl./11.1" 

~ . .3 tj J ff.2. ~o • • V . -v J.,., -2 t:J '/ 
7 /'-11;J;j)-J/'I,C v. ~ / 

,¡ 11 " 
'lll~ YIAJI= .$(2 n d' , ' , . 

(1.1'-~9)( /.1'3) 

X, .. l' . ,. A;!) -.IN¡:' ' 
tJ, ~9 .y 

• 

. '·· .. , . 

-:En la-:sig~iente gráf~ca P-b se muestra la característica de trans
ferencia de potencia; la curga de Hazatlán y la potencia mec~nica 
del turbogenerador, para algunos valores de generación. 

Efectuando análisis por el método de Arcas Iguules resultó que la -
generación m~xima para HZD-U3 es de aproximadamente 2.5 po. -
(250 MW). 

\ 
• i ) . 

.......__..._ ______ _...:._~'"'!-"~~-------:-----------·-----run.;IINA•APti00·04 
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~ / . 

INF 

.. o. 7+j0.2 0.5+j0.08 INF = 1.03L-32.2° 

MZD = 1.039/9.6° 

S8 = lOO.MVA 

p 

3.0 Rnl . ----------------------------------
2.5 Pm2 . 

2.0 

l. O 

_..._, ______ _ 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

. . • 1 
. . . . 1 -- ~ ~~-~------------- -,------ -.----- ~ 

. • ; ~ '· 1 . 1 
. ~L •l·· · 1 

·. ~~ 42• · J mrax = 123• 
. •1 . 1 

Jo• 60° u o• . 150° 

. · WliSi.s de estabilid~ transitor~a par el rrétcx:)o de Areas. Iguales para sinular, ~rdida 
· · de la carga de Mazatlán. · . 

. . 
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CFE-CENACE 
-DIO 

RtSULTAODS GRAFICOS 
DIFERENCIAS ANGULARES 

SISP-ESTABII 
27/FEB/86 

• 
• 

PERDIDA DE LA CARGA DE'MZD-115 . CONSIDERANDO LA U3 DE MZD Y LA éARGA 
MZD-115 HACIA EL SIN . 

MAQUINA DE REFERENCIA. MTY-Ul 

.. 6 6 6 6 MZD-U3 

. 138 CFE 
: •••••••• _ •• ··:·· •••••••••••••••••••• ·: ••••••••• •• ; ••••• ·······: •••••••••• ·:· ···········:········ ···:········ •• ··: •••• o ••••• -

• • • o • • o • • 
• • • • • • • • • o . . . . . . . . . 
o • • • • • • • 

: : : : . : : : . . . . . . 
128 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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• • • • o o • • 
o • • • • • • • • 
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: : : : : : : 

UJ7 : : ~ : : : . . 
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TIEMPO 
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-CFE-CENACE RESUL·TAOOS GRAFICOS SISP-ESTABI 
DIO DIFERENCIAS - ANGULARES - 28/FEB/88 

. 
• PERDIDA DE CARGA EN MZD-115 . U3 DE MZD CON 265 MV 

• - -

•••••••••~~•~*~***~~·•••••••••••tlllflllfllf~flfllr~•~~••••~•••••r•~r••••~~~~~~~ 

MAQUINA DE REFERENCIA MTY-Ul 

6 6 A 6 6 MZD-U3 

GRADOS 
CFE. 

83 

77 

70 

SB 

52 

34 

2EJ 
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EJEMPLO No. 1-~ Considere el sistema de la siguiente ficura. Si el bus 
infinito ab-sorbe S= 1.0+j0.2. Demostrar qué los valo
res correspondientes para $j J cJo son 1.152 y 20.3°. 

Calcular la máxima oscilación del rotor J 3, si dispa
ran a.ccidentalmente el I-B1. 

. 1 . 

~el=_!-~= ().15 

1/::: :/.1 ~, .. 
" 

--·. ·- ---- ---,---- -- _, -·-· ' I 
E:¡= V~·/+~X'd 

.s· 
• .1 

/. tJf..J P. 2 
-= 

(J. .i~· 

------------

> 
.r 

e 
(). 3 d 

S2 H-€) 
O.(JS 

-- ..;. . '-~- ~-· .. - - -- .. 

. · ... 

---- .... _ -------- . 
Jd.PS' 
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taml:HAn: 

=> 

Ec. ele o.sc;J:~c~. 

Al abrirse el I-81 la X r es: 

--_____ ~~.....::~::;....;;:;_:_-_' 9_. _1 _( .1_-_;z_._of_..s_lh'P_J...;....)_. _, 
.. ~ . .. 

' ~- . 

--- .--:" 
.. ,.'• 
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.. Pe.· = Prrr = 1. tJ ~ . 

=> /.1) = .2. P'f rS"h"' J.:;... 

. ., ... 
• o ••• 

I;IJ:z =:::.:~;~-1 f!l.s J 
3 

.¡../. 13.5- d3 + c.*/9~ 
--- . ., 
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Bus 
Jnfinilo 

59. 

FIG. 9 Sistema de Potencia con Carga en el nodo de Ceneraci6~. 

·.Pe 

Pm 

Prrl 

1 f 

1 : 
1 1 
• 1 

. 1 1 

1 1 
1 1 
1 1 

1 

· A tu r va Pr e -di s 1 u r b i o 

8 · Curva .con pérd ido·
de caro o. 

APm J.(oQniiUd del. disparo· 

dt Q_Cf\UOCIÓn. 

f 
AP.m 

_L ___ ~--

FIG~ 10 Hitodo d~ la~ Areas Iguales considerando 
pérdida de CArga y disparo lutomitico ~ 

· Generación. ..,. 
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96 
FlCCRA 20 •. lA.wHITtc DEL,ARUCTANCADfl.SIS'TtWA X. 

Ot::SP..Q DE l.A f;\l.LA ts ll.IPORtANTt. 

Nn"ES DE LA 'F'Au.A 

X. "} CIESI\.€S DE 

Xu LA FalLA 

.. 
o ----------------------~-. 1 

Xa• < x.a 

S[ DtsO ~UE Xs ·su LO IJIENOR POSIBlE 

FICURA 21. l.A NATURALEZA (TIPO) DE FALLA ES IMPORTANTE • 

r f. ANn:s ·oE u PERMuc:.c,. 

. ~-;. -.. -.- .... 
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FIGURA 22 .. 
MJ.F·:GCN DC [llf~CIJ. PJ.RJ. SOPORTJ.R C::NT/1.'6[1-JCii. 

C\'J.LUJ.DO CON CSTJ.EILIC/.0 TP.ANSITCi.tk" CASO CL{I.UNT.J.L 

~J.OUIJ.'J. DUS ¡¡..,•ftniTO. 

MJ.RGCJI DC ·· CN!RGIA = A2 - Al 

~ . . 

Pe 

Fl c. 8 

p,, 

A C""vo de Prel~:a 
8 c.,.... d& ~'11o1:~ 

C C11r wé h follo 

6 F'lft "''0911il¡¡d ••~l ''':toro 
Ce c;ercr:~c..Of\. 

Método de Area~ Iguales considerando di~paro · 
A~to~itico de Ceneraci6n. 

f 
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p 

A 
A Curva d-t pre falla 
8 Curvo dt po¡tfcl :o 
e Curva dt Fafl~ 

. f>o - óe 6 

.fiC. 6 Curvas de P~tencia para las condic;ones de 
Prefalla. falla y Postfalla. 

·' -'. 

A 
A Curva de Pre fallo 

B Curva de Po•lfalla 

C Curva de Falla 

62. 
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5 ME TODOS DE SOLUCION NUMERICA. 

5.1 NECESIDAD DEL USO DE METODOS NUMERICOS. 
- . 

En el ~apitr.Jlo. 3 se expuso que las expres1.ones matemáti-::.a.s 
qr.Je. ·describen el comportam1.ento dinám1.co de un 5lstema 
eléctr1co sr_:,n ecuaciones diferénciales no lineales. las 
cuales no ~ienen soluc_ión por métodos directos, Es por ello 
que se hace neéesario aplicar métodos numéricos para ob~ener 
la solucl.ón citada. a través de la computadora digital. 

Los métodos más utilizados en este_ tipo de problemas son: 

Método de Er.Jl er. 
Método modificado de E~ler. 
Método t_ir apezoi dal . 
Método de Runge-Kutta. 

Los dos primeros se emplean frecuentemente con fines 
didá~ticos. dada su sencillez; aunque desde el punto de vista 
del tiempo de cómputo no son muy eficientes. Por el 
contrario. los dos úl.timos se caracterizan por su alta 
eficiencia..· pero su_plant~amiento resultacomplicadc. 

En el pre~ente capltulo se describen los dos métodos de Euler 
y su aplicación a la solución de la ecuación de osc1.l.a.ción 
que resulta de un sistema "máquina'-bus infinito". Al final 
se dan algunas conclusiones de tipo general en relación con 
el impacto del tipo~ localización y duración de las fallas 
sobre la. estabilidad transitoria de un sistema. eléctrico. 

5.2 "GENERALIDADES DE LOS METODOS. 

ReguL~rmente. los métodos numéricos para resolver ecuaciones 
di-ferenciales. llamados de integración numér1.ca. utilizan el 
proceso "paso a paso" para obtener una serie de valores. para 
cada una de las variables dependientes. los cuales 
corresponden ·a un conjunto de valores de la variablé-

·independiente seleccionados usualmente en· intervalos fijos; 

La precisión de una solución por integración numérica depende 
del método escogido y del tamaf'io del intervalo. 

.-~->+ 
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64. 

5.3 METODO DE .EULER. 

El problema de integraclón nu~ér1ca consiste en que a partir 
de una ec~acion diCerenc1al de primer orden 

dy 
= fCx,y) e 5. 1: 

cj:<: 

en la q•.Je 1::. es la var 1 abl e dependiente y ~ la '/a.r 1 abl e 
1.ndependiente. se requ1ére obtener· s•.J. sol-ución.-, la· c•.Jal es de 
la. forma 

y = gCx,c) (5. 2:· 

En esta expresión, ~ es una constante obtenida con las 
·condlciones iniciales espécificadas. L~ curva que representa 

a la ecuación soluclón (5.2). es como la mostrada en la figura 
5. l. Dado que esta curva varia suavemente. es posible 
aproximarla por med1o de segmentos de recta muy cortos. En 
estas condiciones, en el punto inicial PoCxo.yo) de esta 
c•.Jrva se cumple 

dy 

dx lo~ 6-y ~ 

si ende 6-y el incremento en 
correspondiente al incremento 6-x y 
curva en el punto PoCxo.yo). 
sustituyendo 1 as coordenadas del 
diferencial C5.1). 

1-. 

'~-

.··. 

..---1 __ L __ Ay 
.. 1 ., 

1 
1 

' 1 1 
1 1 
1-Az-t 

1 a variable de.pendi ente 
dy/dxlo la pendiente de la 

misma que se obtiene 
punto Po en 1 a ec•.Jac16n 

--~------~--~----------------------~.% 

Figura 5:1 
Gráfica de la función-solución 
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Por lo:tanto, 
nue\ro valor. 
especificado. 

dados los valores lni::iales 
de las variables x.y para 

Haciendo h=~x. se obtiene 

~.xl = ;.<O + h 

yl = yc + ~y = y6 + -~~-~ h 
. dx o 

puede obtenerse 
un incremento 

65. 

un 
ux 

Del m~ smo __ modo_ p__r.Je_de __ de!. er: mi_Q~r: s~ _ _l:.I_D ____ ~-'ªg!-,IQq9_--' '.·al cr de l ~~ 
var l abl es: - -~-- ·--

:.<2 = •.•1 + h 

dy_ .. 
y2 = yl + __ -:__, h = yl + f(xl,.yl)h_--~ 

d:< 1 1 

E~te proceso debe repetirse para calcular 
subsecuentes de·x,y 

'· 

x3 = x2 + h 

xn = xn-1 + h 

dy ~ 

yn =·yn-1 + -~~-~n-lh 

los valores 

Una vez realizado' el proceso completo, los valores x,y que 
corresponden a la solución se proporcionan en forma de tabla. 
La figura 9. 2 muestra gráficamente el mét-odo descrito . 

.. ~ 

1 
- ~ 

' 
' ~ 

~ . 1 
1 
1 
1 
1 

·1 
1 
1 
1 

1 . 1 1 1 
1--/a --+--la --+--la.-¡ 
1 1 1 1 

so SI s, s, 

Figura 9.2 . ~~ - . ~ 

Gráfica de la solución estimada por· el método de Euler 
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3.4 METODO MODIFICADO DE EULER. 

En el método . original de Eul er . el valor de 1 a der i váda 
al principio ·de cada incremento se aplicaba en todo el 
int~erválo~ Uri. perfeccionamiento del método se· logra 
:::alculando un valor preliminar de y.para x1 como arites. 

xl = xo + h 

o 
yl 

y s•.Jst-ituyendo estos. valores en la ecu.a.c~ón C5.1) para 
calcular el valor ie ~a pendiente al final del intervalo, es 
decir 

dy o 

~---1 
dx 1 

o 
= f( x1. y1 ) 

Entonces • es posible obtener un valor modi f i e a do de y más 
aproximado. usando el promedio de las derivadas o pend~entes 

1 
Usando y1 y x1 se puede calcular una tercera aproximación de 
y mediante el mismo procedimiento 

2 dy 
y1 --. yo + e 1 /2Y e -~~-~ 

0 
+ 

El proceso .se continúa hasta que en dos estimaciones 
consecutivas:'-los valores obtenidos de y difieran en un monto 
menor a una·cierta tolerancia prestablecida. Finalmente, las 
fases .del método se repiten en su totalidad para obtener el 
valor de 1 as . variables en 1 os sigui entes . i nter val os. La 
mayor precisión que se obtiene. con el método modificado de 
Euler se muestra en la figura 5:3. 



. y 

dylto_, __ _ 
dzl 

Yo 

1 
1 
r---h--.., 

~.=-~¡~-~~-%~·0----------~%-1------------------%·-

Figura 9.3 
Gráfica de la solución por el método 

modificado de Euler. 

9. 9 EJEMPLO DE SOLUCION NUMERICA .. 

Supóngase que se desea resolver la ecuación diferencial . ' .... : 

dy 2 
= 3x 

dx 

Es.obvio que la solución obtenida por métodos directos es 
3 

y = X 
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pero se aprovechará la sencillez de esta fun~ión para mostrar 
la formulación delos·mét.odos de integración numérica. En la 
figura 9. 4. s'e muestra el diagrama de flujo correspondiente 

· al algoritmo del método modificado de Euler. en base al cual 
se elaboré.''·el s}guiente programa para computadora en lenguaje 
basic::: ... · 

16 REM Pr~gram~ para resolver una ecuacidn diferencial 
15 REM por el m~todo modificado de Euler 
20 XF=S: H=.S ~ XO=O :·vo•O 
25 PRINT XO.YO ·· 
30 Xi= XO : Y1=YO 
40 REM Valor pr~liminar 
SO D1=3•X1A2 : X2 = Xl+H : V2P=V1+D1•H 

- 60 REM Valor corregido 
·70 D2=3•X2~2 : DPROM=.5•(01+D2> : Y2C = Vl + DPROM•H 
85 PRINT X2.V2C 
95 IF X2>XF THEN 100 ELSE 97 
97 X1=X~ : Yl=Y2C : ·GOTO 40 
100 END 

· ... 
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XF, H=6X, XO, YO 

X1 = xo 
Y1 = YO 

valor 
preliminar 

X1 = X2 D1 = 3*X1**2 
Y1 = Y2C X2 = X1 + H 

Y2P = Y1 + Dt•H 

valor corregido 

D2 = 3ttX2-*2 
DPROM = COl +02)/ 2 
Y2C = Y1 + DPROM•H 

Figura 5.4 
Diagrama de f"lujo para el método modif"icado de Euler 

En el diagrama la varibles de entrada son: 

XF .=.Valor f"inal de la variable independiente. 
H = ~ = Tama~o del intervalo de integración. 
CXO.YO) =Condiciones iniciales. 

Los resultados son_los mostrados en la siguiente tabla: 

--TABLA. DE RESULTADOS DE LA INTEGRACION NUMERICA 

X " t":~:>---- :: • ·_ y y y 

Ce:Xact.a) .· .. -. -_CEuler) CMod. de Euler) CMod. de Euler)--
. Ch=O. 5) Ch=O. 5) e h=O~ 1) 

o o o o o 
1 1 0.4 1.13 1. 01 
2 .8 -· s-.3 8.25 8.01 
3 27 20.6- 27.38 27.02 
4 64 52.5 64.50 64.02 
5 125 106.9 125.63 125.02 

----~ 
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5.6 ECUACIONES DE OSCILACION PARA LA SOLUCION NUMERICA. 

C:on el :objeto de mostrar el empleo de los métodos 
de integración numérica en los estudios de estabilidad 
transitoria. se retoma el ejemplo del sistema presentado en 
el.·capitulo 3 y cuya configuración se muestra nuevamente en 
la figura 5. 5. En ella se ha agregado una falla en una de 

.las lineas. representada por la reactancia de valor 0.1 pu. 
Esta reactancia equivale a una falla trifásica no sólida. -o 
bién. representa a l~s teactancias de las redes de secuencia 
negativa y cero.en el caso de una falla desbalanceada. 

j0.4-

E= l.lllf_? V = 1 LO 

· Figur~ 5.5 
Circuit-o equivalente del sistema "máquina-bus infinito" 

- estudiado en el capitulo 3. 

De maner·a semejante a como ocurrió .en el caso del método de 
·las "Areas Iguales". en- .la solución -de tipo numérico 
también deben considerarse los tres momentos básicos del 
sistema: 

Prefalla.
Falla y 
Post.fall a. 

a) Condiciones de prefalla. 

En ·el -capi t.ul o 3 se det.ermi n6 que .la ecuación de osci 1 ación 
en condiciones normales o de prefalla para el sistemaera: 

d 26. 
----- = 37.7 e 0.8- 2.222 sen 6) 
dl-2 

b) ··condiciones de falla. 

En condiciones de falla las react.ancias involucradas quedan 
conectadas como se muest.ra en la figura 5.6Ca). calculándose 
la réact.ancia _entre las fuent.es de volt.aje - mediante 
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r-educciones ser-ie-par-alelo y conversiones _ est..rella-delt..a. 
11 egando asi a un valor de 1. 1 pu. Con ello. 1 a potencia 
máxima r-esulta: 

Pmax- l. 01 

y la ecuación de escilación en condiciones de ralla: 

= 37.7 e o .. e 1. 01 sen ó ) 

X 
./ -J· ,¡-,-~.. " , 

~ " 
"'jO. 3 .-Jo. 3 J·o. 4., 

~ . ' 
~ 

o. 3x0. 2 + o. 2x0. 1 + o. 'lxO. 3 

X = ---------------------------- X =·0.3 + 0.4 
0.1 

X = _ 1. 1 pu X- 0.7 pu 

Ca) Cb) 

Figura· 9.6 
React..ancia entre las fuentes de voltaje en condiciones de 

·.- .• ;e- Ca) falla y Cb) postfalla. 

e) Condiciones de postfalla. 

Una. vez liberada ·la falla. las reactancias del circuito 
quedan como se muestra en la figura-9.6Cb) •. con lo que la 
r-eact..ancia equivalente entre las fuentes de voltaje es de 0.7 
pu .y la potencia máxima igual a 
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Pmax 1.987 
e 1 . 111) e 1 . O) --------------- = 0.7 

resul~arido la ecuación de oscil~ción para condiciones de 
poslfalla siguiente: 

= 37.7 e 0.8- 1.987 sen ó) 

Finalmen~e~ es necesario reemplazar la ecuación de oscilación 
por dos ecuaci enes de. primer orden para es~ar en 
posibilidades de aplicar los métodos de solución numérica. 
Para -ello se parle del hecho demos~rado de que el cambio en 
el ángulo del rotor ó· depende de la diferencia de velocidades 
angulares: 

dó(~) = t.J:Á. l) - wo 
d~ 

e5. 3) 

Si se deriva la ecuación an~erior. se obtiene: 

d 2 óCt) --------
dt2 

A partir de es~e ·resultado. la ecuación de oscilación puede 
escribirse 

dwC~) 
= -~-· e Pm - Pmax sen ó ) 

d~ 
e 5. 4.) 

Las ecuaciones diferenciales C5.3) y C5.4) serán la base para 
·¡a soluci6n. numérica en los estudios de es~abilidad 

~ransi~oria. La primera. proporciona el cambio en el ángulo 
y la segunda. el cambio en la velocidad angular. 

S. 7. APLI CACI ON . DE LOS METODOS DE I NTEGRACI ON NUMERI CA 
A LOS ESTUDIOS DE ESfABILIDAD. 

En la figura 5.7 se proporciona el diagrama. de flujo 
correspondient.e a ·un programa digit.al que _permit.e simular un 
sist.ema "máquina-bus irifinit.o" sujet.o a condiciones de 

· dis~urb.io. El algorl t.mo u~i 1 iza el · mét.odo modificado de 
Euler. 
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lrNrcrol - ·-
-

- --- ·---· 
___ , ____ _. ____ . ____ .. ---· 

liT. .u. C6o, ...o). n.l 

61 .. 6o 
<oll. .. ...0 

. ,.- T, AUX .. o 
I ,N = 1 

1 

T >= n. 
ANO 

si 
¡cambio del 

AUX = o Prnax 

no 

~AUX = 11----

~ 
. 

016 CEC. 5. 3) Derivadas con valores 
Dlw CEC. · 5. 4) del 1n.l.c1o del int.erv•lo 

1 

61 = 62C 

1 1 

62P .. 61 + 06 c~n 

1 

VALORES 
w1 .. wac ...,¡ap = <oll. + ew c~n PRELIMINARES 

1 

026 CEC. 5. 3) Der1.vadas con vai.ores 
02w CEC. 5. 4) prel.l. mi nares 

no 

1 T > n:'. 1 1 DPó ; DPw Der1.v.ot.das promed.a.o· 
l 

.-

,. 

1 

62C = 61 +"DPó c~n 

1 

VALORES 
....;a e = <oll. + DPw c~n CORREGIDOS 

. --
-· . ¡ 

.... I = 1 
T = T + t.T ó2P = ó2C -- -. si no 

: TCN) = T C62C-62P) < & ...,¡ap =·....;ac 
' 

6CN) .. -62C I :a I +1 

-.- c.ÁN) ,. ....2C 

F'igura 5.7 
Algoritmo para la simulación de un sistema 
máquina-bus infinito en condiciones de disturbio 



Las var{ables de entrada son: 

TF = Tiempo (final) del estudio 
.ó.T = Tamaí"io del intervalode integración 
Cóo. wo) = Condiciones iniciales 
TL = Tiempo de liberación .de la fa.lla 

y las de salida: 

TCN) = Tiempo asociado a cada intervalo 
---óC:ÑY =--Arigulo-del rot..or en cada intervalo 
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wCN) = Velocidad angular del rot..or en cada· intervalo 

Las etapas del pr:.oc::eso son: una. evaluación inicial de las 
derivadas del ángulo y de la velocidad mediante las 
ecuaciones C5.3) y C5.4).ut..ilizando los valores 
correspondientes al principio del intervalo~ una estimación 
preliminar · del ángulo y de 1 a velocidad; un cálculo de 1 as 
der i vadas · al f i nal del i n ter val o. empleando 1 os valor es 
preliminares. y un cálculo modificado final aplicando .el 
promedio de las. derivadas. La variante en est..e . último 
diagrama.con respect..o al de-la figura 5.4 consiste en que 
ahora se incluye .. un lazo para efectuar las iteraciones que· 
sean necesarias hasta que la diferencia entre el valor -
preliminar y el corregido esté dentro- de la tolerancia 
deseada C&). 

Para realizar una simulación es necesario primeramente.. 
efectuar el estudio del sistema en condiciones de prefalla 
como se hizo en el· capit..ulo 3. para obtener los valores del 
ángulo y la velocidad antes del disturbio. es decir. las 
condiciones iniciales. 

Durante el·. proceso...:::_,numérico.,. se par:_t..e de las condiciones 
iniciales y se empieza a trabajar con la ecuación de 
oscilación en condiciones de. falla. ·Cuando el tiempo CD 
alcanza o rebasa el_ tiémpo de liberación de la falla CTL~. el 
programa. efectúa el cambio de Pmax para que ·a partir de ese 
instante se .. trabajé con la ecuación de oscilación de 
post..falla·;, 

5. 8 OB'IC:NCION DE .RESULTADOS Y ALGUNAS CONCLUSIONES 
GENERALES. 

-Los valores calculados. 'durante la corrida ·del programa se 
imprimen al final de la misma en forma de tabla. usando tres 
columnas principales: tiempo. ánguloy velocidad angular del 
rotor. A partir de estos datos es posible obtener gráficas 
de velocidad cont..ra t..iempo o ángulo cont..ra (tiempo como las 
mostradas al final de este capitulo) con el objeto de 
concluir si el. sistema fué o no estable para el disturbio 
simulado. 

···---::,·~-... --·---------....-~-""-- ~-~ ----



~:- .. ...,...---- ------·--~--·-·-· ---~---. ~----------. ---·----- -------

74. 

Las curvas ángulo-tiempo de las figuras 5. 8 a 5.11 fueron 
obtenidas a partir de simulaciones mediante un programa 
digital como el descrito. aplicando diferentes disturbios al 

· sistema _ "máquina -bus i nf i nito" qu~ se . ha v:eni do estudiando. 
Del comportamiento particular de este sistema es posible 
obtener algunas conclusiones de carácter general. la cuales 
son muy importantes: 

1) . · La es t abi 1 i dad de una ríláqt..!~ na s 1 nc ro na depende. 
entre otras cosas. de la severidad d~ !a f~lla. siendo la de 
mayor impacto la falla trifásica y la de me':lc:;,r_ impacto la- de 
fase a tierra Cver figura 5. 8) .. 

2). La fallas tienen 
estabilidad de las ,máquinas. 
ocurran (figura 5.9). 

un mayor 
entre más 

efecto sobre la 
cercanas a éstas 

3). La duración de la falla juega un papel de suma 
importancia en la estabilidad de un sistema (figura 5.10). 

4). Las máquinas con menor inercia se ven más afectada 
por las perturbaciones Cver figura 5.11) 

.'_,',.;_ 
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EFECTO DEL TIPO DE fALLA 

- FRL = O 

TL = 0.19 S 

Figura 5.8 
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EFECTO DE LA LOCALIZACION DE LA FALLA 

TL = 0.21 s 
-------·-·-- -- ----------. ---.t-.. _. ____ -_:..::....:._;---, - - -· . -·4 ,, ~ . - - --
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Figura '3.9 
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EFECTO. DE LA DURACION DE LA FALLA 
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Figura 5. 10 
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EFECTO DE LA INERCIA 

FRL =O 

TL = 0.24 S = TCL 

falla 30 

Xf =O 
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_ _Figura __ - 5. __ ,1.._1 __________ _ 
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---········--······-····-··--··--·--·------------------
i . 
• :;¡. MODELADO CE SISTEMAS MU~TIMAQUINA 

Las mi~ma~ ccins1deraciones oue se hacen para un 
por una máquina v un bus 1nfin1to se consideran 
.,:,; 1 s t •? m :.<. m u 1 t i ¡r, áo u i n ·3. • 

sistema formado 
validas cara un 

o La potencia mecánica de entrad~ se puede cons1derar constante en 
el estudio. 

o Se desprecia Bl 
ootenc1~. 

amortiguamien~o y 

_,¡. 

los f lld.jGS----¿¡.sinc t'OnC•S de 

o Se puerje Lt.·::;c:w el modelo· ma.·:i:; ·:;ene i 11 o de. 1 a máquina . sine t'ona e 1 
CU"-d ::1sume un .. :~. fuente-de- v'Ol-ta,je constante- atr·as de-:--la-... t'ect:':l.ncia. 
t r··ans i tor· i a. 

o E 1 án g u l o m e e án i e o de l t' oto t' e o i n e i de e o n e 1 án g u 1 o de 1 
atras de la reactancia transitoria. 

voltaje 

o Las cargas se modelan ·por medio de impedancias constantes. 

El modelo clásico que se descr·ibe es valido 
estabilidad transitoria conocido como 
ose i 1 ac i 6n. 

par·a .el 
estudio 

·" estudio de 
de cr-Imera 

La segunda·· considet·aclón desct•ibe QLle la cat•actet•lstica de 
amortiguamiento es~lineal y un ~ar de amortiguamiento (o potencia 
Dw frecuentemente se adiciona al par Inercial <o a la potencial en 
la ecLlación de oscilación. El coeficiente de amor-tiguamiento O 
incluye varias componentes del par de amortiguamiento del tico 
mecánico y eléctt•ico •. Los valot·es tipicos del pat' de 
amortig~amiento es de 1-3 pu. El cual repre~enta el 
imot·tiguamiento de la TLtt•bina, el amor-tiguamiento- eléctr·ico del 
generador, y el efecto amortiguante de la carga. 

La consideración 5 r·especto a modelat· la car·ga como una 
impedancia constante se hace pat·a simplificar la r·epr·esentación 
del sistema .Y se LISa en los estLldios clásicos, pet•o cabe aclar·ar· 
que esto n-o es Llria·r·estt•icci6n. 

La· car·ga tiene d.inámicá pr·op ia que genet·almente se desconoce SLl 

"" ____________ ._.,.,.,.......~--~-----~_,. .... -~~'.;.=~-~· .. 

·e-~ 

•• !,._.,·.· 
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comocr··t¿uniento en función del \/Olt.3:ie ·y· 1¿·, fr··ec:uencia, oue \'c:u-·ia 
de. una representaci~1 de Impedancia Co~stante a. una cJrcter1stlca 
de Potencia Constante modificando e11 fQrma aore~iable la respuesta 
del sistema v la condic161 de c~t2bil1dad del 3i~te~a. · 
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•::·~ .:: 1: '·-' d i. =.::! d •.::.·. f l1 . ..1. .1 ~,-, ~ d r;;? • .... :).J···c.~ .;:;_. 

.. . ---- ··- - ··-~·~ ------

sistana ~1 tirnáquina 

ores 

1 

r-· 
1 __¡2~.AA...rTTT"U... 

Red 
Eléctrica 

Cargas 

1 + • '---, 

1 - . : 1 
L.~ 1 
1 -r 1 
1 Lr 1 

1 1 

! ~--1 
¡-.,..a · Referencia ·. 1 

. L--------------------------1 

La magnitud del voltaje interno se mantiene en un valor constante 
~~n .lus ¡;?·:;tL'.dios clá.sicos de estabilidad. En e3ta condición el 
=.:L:::I~em.:."' eléctt•ico se t'ept·esenta pot' t'ed pasiva entr·e los n nodos 
con fuentes activas y _la red se puede representar por medio de 1~ 

,natriz de admitancia nadal y se exoresa en forma matricial. 

I= YE 
J;:ci:Dt'dando:·q~¡e. la matriz de admitancia nodal se fot·ma: 

·yi.i. = Yi.i. ¿St,t, · == Gü + 8t.t. 

Yt.j = .Yt.j ~9\.j = 0alor negativo de la admitancia de 
tt·ansfet·emcia entr~e nodos t. y j. 
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81. 

L-:.<. inveccioo de patenci .. "- f2ii G?l no·::Jo i. uu.c2d.::~: - . 

F· i. ··" F: e :: E 1. I i. 
~ 

F ... ·,. r· d .L .. :< IJ cJ 1; o:?n e i .,;:.. t::·? 1 éc t t·· .i. e-"· :::.•:~ . r .i. e:~ l-It:?: 

-M,, 

~~~~. """ E::~."'-Cii.i. + L Ei.E¡'i"~oj o:oy.;l 8i.j- ói. + 6¡!: i. = 1 •••• 1-1 

L~ 3 ~:-~c:·r_J .. :.:..~~: 1 6·-~ . d_e •::.J, ;¿_;¡: i J. ~1 e 1 6--, _·5 e .::= .:< e:• t 'esa ...-~~ ;:;1nr:.J: \ 

.. 2H 1. dw1. ·""\ 

t,U ,j t.: 
+ Oi.wi. :::: F'mi. ·- [ E~o..::I:::Íi.i. + ~ Ei.Efr'i.-j ;_:::,Js ( 8i.j Ói. + Ój 

F: 

H ,,, '•' ::~ 1..1 C? t· €-~ e e' 1·' d ;:~_ t"· ClUe 

c:·l.éc:tl·"i.c.:•. es: igu.-:."\1 .. :~ l.:J 

dól. 

d-t-=wi.-~ 

cara la 
potenc1~ 

cond i e 1 6"1 
mecán1c:a • 

irli.Ci.c.:,l. la 

L,:,.3 ecuaciones que desct'iben el compot•tamiento dinámico 
coni~nto de n ecuaciones diferenciales ~imultaneas de 

.arden que en forma compacta se expresan: 

"-f(.X" t)· ,., - - , ''"'()' . 

>.::1 ·-/,::?ctot·· :-:tiene una dimensi6"1 de ( 2 n :: 1 

t - . . . 
x = [ w

1
, 6 1 , w

2
, 6

2
, ... , wn, ón J 

p•Jt~>nc ia 

es ·un 
segundo· 
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SUIDIR[CCIO.
DE CONSTRUCCIO • 82. 

G. P. T. T. 

UTILIDAD lE ANALISIS DE ESIA8ILI1Wl. 

a!· 
SISJH1AS R ECTRICCE DE ffiJB~CIA-

ETAPA ~EACIÓN: .. 

A) DISEÑO DE LA RED. 

B) EsPECIFicAciÓN .DE PARÁMElROS DE LOS GENERADORES: x'd , 
1 X Q , H , ETC. 

e) TIPOS DE SISTEMAS DE EXCITACIÓN. 

D) &lJIPOS DE COOTRCl.. SUPL..EPBiTARIOS: VALVULEO RAPIDO ~ 

TÁNEO Y SOSTENIIX), INSERCIÓN DE CAPACITORES SERIE, FRENA 

DO DI NÑ-1 I CO, REC I ERRE MON<Fa..AR, ETC. 
' 

E) CcJ.1?ENSACIÓN DE POTENCIA ROCTIVA: CCJ-PE~S ESTÁ TI-

COS DE VAAS, CAPACITCRES SERIE, ETC. 

ETAPA ()ERAC IÓN: -

A) . DEFINICIÓN DE LÍMITES DE GENERACIÓN-TRANSMISIÓN. 
--· 

a):·~ IMPLANTACIÓN DE ESQUElo1AS DE CCMROL SuPL.EMENTAfÚOS (DISP. 

' . ,~ - --AUTQt1ÁTICOS DE -, GENERACIÓN, LÍNEA, ETC.). 

e) AJuSTES ESQLEMAS DE PROTECCICMS DE DISTANCIA. 

D) SEGREGACIÓN DEL Sis"ID\1\ ELicTRICO IE PoTENCIA ANTE osciLA. 

1 

C I OOES NO .AMCRTIGUADAS, 

- E) 0ISEOO DE ESQUEMAS DE CORTE DE CAroA POR BAJA FREQJENCIA, 

· F) AAAliSIS Y REPROilJCCIÓN DE DISTURBIOS. 

1 l 1 1 1 - 1 1 l 1 1 1 1 



. :,. .. -' '~ ... -, : ~ ' .. 

e SUBDIR[CCIOI 

F DE CONSTRUCCIOI \ 83. 

E G. P. T. T. 
·---· -- ~- ---- .. 

-.. 

~EB,SI~t;;S t:1AI~Il~S ca. ~~ERAOOB .. 

X'di 
' T T T 

SuBíNDICE i = No. DE GENERAOOR, 
1 - ~-

E. 1\J Iti -----------·-. ---------
l. E ti ~ .. 

----- ~ - . . ~ 

,, 
' 

-:Etl. - jOti --1ti - . E~ = Eti + . jX'di Iti 
* 

1 ,l. 
E ti . 

E'. e'i jfi ~i tg-1 
fi 

= + . = l. 1 
1 

ei 
\ 

,' 

Pei Re [ '*] = It{ Ei ~ . 
1 ~~-. ' ~· 

" 

doi 
Wi(t) 2 ñt. dW· YT f at = - ; ( ) -r = Hi 

Bni - Pei(t) ' 

Exp~SIOOES DB..-Mtrcm f:PD I E ICAIX) DE fll 'B 
., 

·~ 

lo 
Yo ¡ - AT ---·-·· ·------

l. = -y + '. 
~1 o 

·' 

~. 

~1 2. ~';~cYi· E..VALtlAR 1 EN EL PUm) FINAL DEL ml'ERVAU)o 

'- ···. 
~! • 

- -

~1 --

d ' 

-,~ 

+ ~-dt o dt t· '• 

' ) 3. yl = Yo + ( aT 
~ . 2 

~ . 
. ~ 

._ 

~ 

' 

·- ·-~ .... -- .· .r;--· .. ---·.= . ~ ' ' ·- ~- - ···· .. -·----~""'-~ ~ .. ---~·.---- ~-- -- ·----

- _.¡_ 
.. 1 ~ -· .1-~ ~ 1· 1 1 ~ ~ -1-, ~·-

_J 
-~ -t ---'- -- .L- -1-------- 1 - ----~----

¡ 
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SUBDIR[CCIOtl 
DE CONSTRUCCION 

G. P. T. T. 

PI./WfR11ENTCE Y· QfSTIOOIV1IENICE SOBff ESJUDHE lE 
EST,ABILIDAD EN SISJEM) tULTIWQJINA 

84~ 

l. Sol.UCIOO AL COOJUNTO DE ECUACIONES ALGEBRAICAS _NO LINEALES PAAA 

OBTENER LAS CCWICIONES DE LOS VOLTAJES NODALE5---EN--LAS- REDES _;_ -

E~CTRICAS. "CoRRIDAS DE FLUJOs". 
""---

2. INFO~CIÓN DE PARÑ-1ETROS DE LOS TIJRBOOENERADORES Y DE EQJIPO -

ASOCIADO: REACTANCIAS TRANSIT~IAS, CONSTANTES DE INERCIA, SIS

TEMAS DE EXCITACIOO, SISTEMA DE GOBERNACIÓN, PAR.ÁMETROS DE TUR-

BINAS, ETC. 

3, SoUJCIÓN- AL '·PRo~ DE ESTABILIDAD, RESOLVIENOO LAS ECUAciONES . -· 
-DIFERENCIALES QUE DEFINEN EL COt1PORTPMIENTO DINÁ"-1ICO DE LOS TUB. 

.... 
BOOENERAOORES Y CONTRALES (SISTEKt\5 DE EXCITACIÓN, GOBERNADORES, 

ETC,). 

4. - INTERPRETACIÓN DE LOS RESULTADOS y EFECTOS FACTIBLES -DE PREDECIR 

SOBRE LOS S 1 STEMAS ~TRI COS DE POTENCIA, 

A) Es ESTABLE UNA Ó UN GRUPO DE UNIDADES • . ·-

- : -,- B) -AlGUNA PIERDE SINCRONISf1), 

:-: -.c)~-:T<DAS PIERDEN SI~RONis-te. 

O) ~TES DE CAAGA PM BAJA FRECUENCIA, 

E) CoRTES DE CAAGA POR BU) VOLTAJE, -

F) OsciLAciONES LENTAS EN EL SISTEMA, 

. - -- G) ET~TERA •. 

. -
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P" 
E 

DE CONSTRUCCtOif 

G. P. T. T. 
... , . 

SECLOCIA PARA sa.JJCIOO IE lA) EQJACHJES DE OSCilXIOO 
EN ~ SISlB~ M..ILTI~M.JINA 

M. 8JlER ~IDIFICAOO. 

-

85. 

l. (a..m¡ciOOES INICIALES. CmRIDA ~· FUJJOS :PARA DE~INAR: di<Q) , _ 

. 10 

3, CoN dÍ 0 (~ T) CALCULAR LAS C<Jr1PONENTES DE E¡ ~ T) 1 

- -,o 
4~ CoRRIDA DE FLUJOS COO E¡ (6T) PARA DETERMINAR VOLTAJES NODALES EN 6T 1: 

o 

~i<AT) ' 

.... 5. ~TEFf-1INAR ITi (AT) Y p Ei <bT) • 

~ 1 
61 CoRREGIR- PARA DETEFf-1INAR LOS VALORES FINALES (EN- AT) DE di(AT)~~ 

1 ,, : . .. 

W¡ (aT) , E¡ <l1TI 1 

..... 
. . 1 .· 

7. CoRRER FWJOS C~ Ei <t.T) PARA ENCCMRAR VOLTAJES NODALES 
1 

E,-¡ (AT) 1 

1 1 
8~ DETERMINAR ITi<Ar) , PEi<aT)- • 

' . .:...:. . . ;_:·-

lA. f'RIMERA:-ESTIMACIÓN DE VARIABLES PARA EL PASO DE INTEGRACIÓN AT1 

2A~- EsTI~IOO FINAL DE VARIABLES PMA EL PASO- DE INTEGRACIÓN AT1 

'1 ·J -- ., _,._ 
1 -- 1 1 1 - --·· 

1 1 1 1 ·- ·--r-- .. --~ 1 
. . -"' -· . ·---~ ~--· 

-~---- --- -- ... - -· -- -.- .. ---- ,_. __ - --'" 

·:~. 

. /' 
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86. 
kw.oofA ~cANICA PARA ILUSTRAR EL PRoEUMA DE ESTABILIDAD TRANsiT~IA • 

. UN NlYERO DE t-1ASAS DE DIFEREtfTES PESOS REPRESENTAN A LOS GENERADORES. lAs BANDAS 

DE HJLE (LIGAS) ClJE FOR-1AN LA RED SEMEJAN A LAS LfNEAS DE TRANSMISIÓN. 

EL ANAI..ISIS DE ESTABILIDAD TRANSITCRIA C~STARfA DE LAS SIGUIENTES 

ETAPAS: 

- ~INAR EL ESTAOO ESTABLE DE PREFAU.A. . . 

- ...;. INICIAR LA FALU. 

· - , - CAI..cllAR EL fv"O/IMIENTO TRANSITORIO DE LAS t-1ASAS Y LAS FUERZAS 
_1 ••• • • 

RESULTANTES EN LAS LIGAS. 

- SI LAS FUERZAS NO EXCEDEN LOS PUNTOS DE RUPTLAA DE LAS LIGAS · -

EL SISTfl-1A SE JUZGARlA CCMl ESTABLE PARA LA FAllA Q.JE EN PARTI

. Cll.AR SE LE APLICÓ, 

.... -.. :.-...... -----
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C SUIOIRE:CCIOII . 
P" DE CONSTRUCCJOI - SUBGERE~IA DE INGENIERIA BÁSICA DE S.E1 Y L1T1 87• 
E G •. P. T. T. . 

EJEI1'LO:. EsTABILIDAD r1JLTIMÁC1JINA1 

® 
t«::RTE 

.· 

UTILIZANDO EL MÉTCDO MODIFICADO DE EuL.ER PARA LA SOLOCIOO DE · 

LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE OSC 1 LAC IÓN 1 CALcULAR EL CCM

PORT/IMIENTO DE LA VELOCIDAD . W (T) Y POSICIOO ANGULAR 0 (T) 

EN LAS f-1ÁGIJ INAS DE LA SIGUI ENTE RED, PMJ.A ~ TI E11'0 - - · -

AT = 0~(12 SEG1; SI EN T = 0 SEG1 CX:l.RRE UNA FAUA 30 (TRIFÁ--

-SICA) EN LA BARRA 2 DE 0.1 SEG1 DE WRACI001 

PREMISAS: 

A) VoLTAJE COOSTANTE DETRÁ"S DE LA ROCTANCIA TRANSIT~IA1 .. 

s) PorociA MECÁNICA coosrANTE. 
. . . . - -

e} lAs CARGAS sON REPRESENTADAS C~ AIMITMCIAS FIJAS A -

TIERRA. 

..8h:: . itJ. tJ/S 

PAJW.1ETRoS EN SBASE = .lOO tf/A 1 
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88 • 

EN LA TABLA 1 SE INDICAN LOS DATOS DE LOS GENERADORES EN PU. SOBRE UNA -

SBAsE = 100 mA. 

GENERADOR-

NoRTE 

SUR 

DESARRQU.O 

l. A) _ T = 0-

TABLA I 

(OOSTANTE DE INERCIA 
H ( SEG. ) 

. 50.0 

1.0 

REAcTANCIA TRANsiTORIA 

EJE DIRECTO X'D 

0.25 

1.50 

. DE UNA CORRIDA DE FWJOS ANTES DE LA OCURRENCIA DE LA FALLA SE 0B. 

TlNIERON LOS VOLTAJES NODA.LES Y GENERACIONES QUE SE t1JESTRAN EN -

LA TABLA 11 • 

·-:-

TABI,A 11 

Vg,;rAJES NmAL.Es oe PREFAI ' A 

·_- VOLTAJE 
PU. 

GENERAC 1 6N CARGAs 
MW MVAR tJW r-f./AR 

; ~----------------------~--~~--~~~~ ·:;":2· . . ·:_ 

·- '1 
2 
3 

4 
5_ 

l.(Bj +JO. O 

l. (JI62 - JO 1 ffil28 
L C12032..; JO. am 
l. 01917- JO. OBl) 

l. 012CB- JO.l(BJ) 

129.$ -7.~ 0.0 . 0.0 

40.0 30.0 -20.0 -10.0 

0.0 - 0.0 45.0- .15.0 

-0.0 0.0 40.0 5.0 

o.o o.o ro.o -- 10.0 

1 
- _____ , -¡-- - -___ ,_,_, ____ - t -- "7"" 1- - --¡--·- 1 1 1 1 - - 1 - 1 ___ , _ _..( .J 
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F DE CONSTRUCCIOI 89. 

E G.· P. T. T. 

- CAlCULAR LOS VOLTAJES ATRÁS DE LAS REACTANCIAS TRANSITORIAS: 

PAAA EL GENERAOOR NORTE SE DESir'N.RÁ CCM) ~ 
.. ,. ,• ··-'c--""'--1--.------.. _,·.• ,._ ···------•-----·---·-

PARA EL GENERADOR SuR SE DESIGNARÁ CQYO E; 

E' i = Eti+ j_ X'di Iti . 
I . = Pfi,- ~~- jQFi~·" -

. tl. E*ti 

GEN. NoRTE . 

E'6 = 1.04236 + j0.30558- = 1.08623 116.34° 

~ 6 = 16.34° 6 0.28517 rad.! 

PrrlE;~ = 1.29565 ¡:u = Pe6 

GEN. SuR E'7 =· · 1.046Z - j0.05128 + j1.5 ( 0.4 - j0.3 ) 

1 

1.0462 + j0.05128 

E'7 = 1.50335 + j0.49981 = 1.58426 118.39° 

Ó7 = 18.39° . 6 0.32097 rad. .. 
----- -. : 

Pm¡· = 0.4 Pl· = Pe7 
?·.....- .. 

··1- .. .. ,,_: ~ 

. ---·· 

B} T = Q+ 
---- -- ~ 

EN EL INSTANTE DE OCLRRIR LA FALLA Y Dt.JW-4TE LA MIS'1A, 8.. VQ..TAJE 

EN LA BARRA 2 ES IGUAL A ~· 

i'w.rrENIENDO LOS VOLTAJES DETRÁS DE LAS REACTN-4CIAS ~SITORIAS Y 

DE LA BARRA 2 FIJOS, SE EFECTÚA lM CORRIOI\ DE FLUJOS PAAA OCOO-

1 l . 1 l 1 1 l 1 1 1 1 1 

¡,,• 

•"'":: 



. .,. 
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P-~--------r-------------------------------,-----------~-. SUBDIRECCIOI'. 
DE CONSTRUCCIOI . 90. 

G. P. T. T. 

TRAR LOS VOLTAJES NODALES DE FALl.A. EN LA T~ III SE MUESTRAN LOS 

. VOLTAJES RESULTANTES DE LA CORRIDA DE FLWOS, 

. -

': 

TABLA 1 II 

VOLTAJES EN EL INSTANTE DE LA fALLA 

·- ·----·-..:·~""-~--;_;, -

--

BARRA VOLTAJES- NooALES . 

1 -
0.1~ J0.00330 + 

2 0.0 + JO.O 
3 _/ O.CJ.+707 - JO.~ 

4 0.03758 - -J0.00118 -

5 0.01226 - JO.OOB3 
6 ·1.0036 + J0.30558 
7 1.50335 + J0.49381 

(ORBIENJES EN LOS GENEBAIX)RES Ccti LA EA!. r A 

X'di 

Iti = E'i - Et.i 
X'di 

.. , --

GEN 1 NoRTE . ·, -!6 = 1.04236 + j0.30558 - 0.19234' - j0.0033 

j0.25. 

I6 - 1.20912 - j3.4008 . pu 

1 1 . 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

-

1 
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DE CONSTRUCCION 

G. P. T. T. 

GEN. SLR 
.. 

1.50335 
I7 = 

. -

I7 = 0.33321 

. 

+ j0.49981 - 0.0 - jO.O · 

jl.S 

- jl.00223 pu. 

PoTENCIA ElÍCTRICA DE LOS GENERAOORES. EN EL t'0'1ENTO DE LA FAI..lA, 

91. 

Pe6 = Pe [r6 E6* J · = ~ -[<1.20912 -: j3 .4008) (1.04236 - j0.30558) J 
_____ -________ ,...... ___ _ 

Pe6 - 0.22134 pu 

Pe7 = Pe- [r7 E7* J = Re· [<0.33321 - jl.00223). (1.50335 - j0.49981) J 
Pe7 = 0.0 pu . 

II. A) r=O.cr2sEG = ar 

Dm~INAR W (r) y PARA LOS GENERADORES. 

lRA. ESTIMACiéti ,. 

wf _ (AT) = , dWi 1 !J.T ·W1· (0) + :n:.-
u~ (0) 

dWi 71f - ) 
dt = Hi (Pmi ~ Pei(t) '; 

d~i 
dt = Wi (t) - 2 1T f 

- --1 .. =::. 
'• 

GEN.· -~:_ :61 (0) ' = ( 3 • 141~~ <
60

> (1.29565 - 0.22134) = 4.05006 

WG (0.02) - ,2(3.1416) (60) + 4.05006 (0.02) 

w~ co.o2> = 377.073 

d~ 6 = 2fTf - 27Tf =o 
dt (0) r 

"L-----~~~---~-1~---~~1~~~----~'~'---1~~~---~-L-1_.1 ___ ,~_., ___ 1 __ ~ 
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GEN. SuR 

-

86(0.02) = 0.28517 + o (0.02) 

86 (0.02) = 0.28517 rad. 

dW¡ 1 . - (3 .1416) (60) 
dt (0) - 1.0 < o.4ooo - o;o> = 75.398 

.. . -· . ·-o . .. 
w7 , 0 •02 ) = 2(3.1416) (60) + 75.398 (0.02) · 

o 

w7 (0•02 ) = 378.499 . 

d~'l ·= 27Tf 2 7( f o - = 
. dt (0) 

... .. ... 

<&; (0.02) = 0.32097 + o (0.02) 

o . 

c1 co.o2> = 0.32097 rad. 

92. 

; 

B) Coo ESTOS ANGUL.OS DE LOS ROTORES DE LOS GENERAOORES, ·QUE 500 LOS ÁNGU

LOS DE FASE DE LOS VOLTAJES DETRÁS DE LAS REACTANCIAS TRANSITORIAS, Y 

DAOO QlE LA MAGNITUD DE. ESTOS VCl.TAJES ES COOSTANTE, SE CAlCULAN LAS -

. · CCHQ4ENTES REAL E If-1AGINARIA DE LOS VOLTAJES DETRÁS DE LAS REACTANCIAS 

TRANSITCJUASI EfECTUANDO ASIMIStll, LNA NUEVA CCRRUlA DE FLUJOS PAAA -

DETER-1INAR LOS VOLTAJES NODALES • 

. ·· DAoo aJE Los VCX..TAJES INTERNOS DE- LOS GENERADÓRES NO ~ SUFRIDO CN-1BIO 

EN SUS ÁNGULOS DE FASE, LA SWJCION DE LA CCRRIIlA DE. FUJJOS ARROJAAÁ -· 

LOS MISIOS VCl.TAJES NOOALES, CORRIENTES Y POTEOCIAS EL1CTRICAS EN LAS -. 

' · ... 

~ 
~-----'----._~1---~'~'---~1_.1 ___ , _____ • __ 1 ___ 1~ 1 1 



C SUIOIR[CCIOJf·-
JI' DE CONSTRUCCIOI 93 •. 

E G. P. T. T. 

~IDADES GIJE LOS OBTENIDOS EN EL INSTANTE DE LA OCURRENCIA DE LA FALlA 

<ro+).- . -

los VALORES AL FINAL- Da- INlERVALO--~T = 0,(12 SEG. DE VELOCIDAD Y APERl\l. 

RA ANGULAR DE LOS ROTORES sERAN :: ------- - -- · 

-GEN. Notm 

' . ~ . ~ 

..... ,;·"'¡_- __ : 

-~ : .... .'-.~~-

'• 

--

--

o 
PEtJ<r> = PEco.02> = o.~_ eu. 

= 376,g]2 

I-

Ó6(T) = Ó6(Q) = 0.28517 

'dWG = 4.05006' 
dr (Q)· 

dt56 
dr (0) 

= o 

1 -_ - ' - ·+-- '( fi(O) + ~ (Q,(J2) ) u. m 
W6<o.02> = WG<o> _ ~ 

---- 2 

cNi = !LE ( % - PE6<0.(J2) ) <F (Q.l12)- -- t\i: --

_ ~- = -<3.1416> <ro> < 1.295b5 _ o.i2134r 
dr (Q,(J2) 50 

dtli -- -4.Cfíl6 
dr (0.02) 

1 1 --r 1 t - 1 1 1 1 1 1 1 1 

---~. 
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C SUBDIRECCIOJI" 
p DE CONSTRUCCION 

E G. P. T. T. 

GEN. SuR 

94. 

r w6(0 m = 376.992 + ( 4.0501) + 4.05())) ) . ,u¿) 2 . 0.02 

. 1 
·· w6w.az> = 377.0~ 

d86 + ~, 
. o6co.az> = 66cm + ( dr o dr (Q.~)) Q,(Q 

2 .· 

dQ6. 1 
dr co.a2> = w6<0.a2> - 21i F =_ 377.073 - 376.g;Q 

dó6 
dr (0.02) = 0.08100 

,· --- -

i 
c3G co.az> . = o.28517 + < 0 

+2 Q,cru. > o.az 

ÓG (0.02) = 0.28598 RAD. = 16.3854 ° 

PE - PE
0 

7(r) - 7WJ12) = . 0.22134 

. ~<r> = w?co> = 376.932 

. . . . ·\:.:;· ; 07(T) ... = Ot(Q) = 0.32037 

QrlZ. = 75.3~ dr· o . ·' ' . 

.. 

dk :: 0.0 
dr o ; 

1 1 1 1 T 1 T 1 1 1 1 T 1 

, ... 
¡ 

\ 

'. 
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C SUBDIR[CCIOI 
F DE CONSTRUCCIOI 95. 

E G. P. T. T. 

dWZ. + d'vf/ -

~<O.U2l - ~COl + ( dr COl 2 dr (Q,U2l ) O.U2 

dh7 :1U o 
dr (0.02) H7 < ~ - PE7<0.U2) ) 

dl{l - = (3.1416) (60) <0.400 - 0.0 ) = 75.398 
dr (0.02) 1 

. 
w7co.U2l = 376.992 + e 75.3~ 2 75.3:Rll o.U2 = 378.4997 

d&.+dk 
1 ~ 1 

-( . dr (Q) dr (0.02) ) 
07(Q.lJ2). = 07(0) + 2 - 0.02 

d.& 1 dr . (Q,(J2) = Wl(Q.(J2) - 2 Tí F = 378.4CE7 - 376.912 

--~ 

dr (0.02) _= 1.50797 

1- . a + l.~Z9Z 
d7(Q,(Jl) = 0.32037 + ( ) O.al 

2 .. 

- .. -" 1 . . . --

67(0.(]2) . = 0.33W5 RAD. = 19.25CJ2. o 

- . 
: 

los VCl. TAJES 1 NTERNOS DE LOS GENERADORES QlEDAN: 

E6 = 1.08623 116.3d54° 

E] = 1.58426- 119.2542° --

--

1 1 1 1 1 1 1 1 1 
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C SUBDIR[CCIOII 
JI" DE CONSTRUCCIDII 

E . G. P. T. T. 
96. 

1 

CON LOS NUEVOS ÑiGULOS DE LOS VOLTAJES E6 Y Ej Y CON EL VOLTAJE DE LA 

-.BARRA 2 IGUAL A CERO SE EFECTÚA UNÁ CORRIDA DE FWJOS PARA OBTENER LOS -

NUEVOS VOLTAJES NODALES, EN LA TABLA IV SE INDICAA, AS.f CCMO LOS VOLTAJES 
, , 

INTERNOS DE LOS GENERADORES E6 Y E¡ , 

TABLA IV 

VOLTAJES EN AT = 0.02 SEGUNDOS 

BARRA VoLTAJES PU 
.. 

1 0.19258 + J0.00353 
.' z- 0.0 + JÜ,Ü . 

3 O.Oi815 . - J0.00ll4 -

4 0.03845 - J0.00133 

5 0.01249 - . J0.!ID37 

6 1.042ll3 + J0.300Q 

7 1.49564 + jQ.S2242. 

Coo LOS vtl.TIUS DE· TABLÁ IV SE. CALCUI..Ni LAS POTENCIAS Et.lCTRICAS. ÉSTAS . 

SE MJESTRAN EN LA T AEU V. 

TABLA V 
PoTENCIAS ELtcmiCAS EN AJ=0.02 SEGLt400S -

GENERAI>OO PoTENCIAS El.ÉCTRI CAS 

NoRTE (6) 0.22132. 

SJR (7) . " 0.0 
1 : 

---- .. -· - - ---
1 L - 1 

e 

1 



e SUBOIRECCIOI 
97. ... DE CDNSTRUCCIOI 

E G. P. T. T. 

Coo ESTO SE COMPLETAN LOS CÁLCULOS PARA T + 6T = O.a2 SEGUNDOS, PARA . 
EL SIGUIENTE PASO DE I NTEGRAC I 00 T + t.T = 0.02 + O.CQ = 0.04 SEGUNOOS SE 

REPITE EL PROCESO EFECTIJAOO PARA EL PRIMER PASO DE INTEGRACIÓN, 

. 

·--------- ---------------
' 

.. 

l. 

' 

.. 
. 

.. , . 

.. 

: 
;-.1 ,. 

-,-, .... ~ 

.. -· . 
. •' 

.. - ~- . 
.. ,, 

·~ .. ; .. :.~ .. 
" 

... . . 

.. :_, , .. ,·. 

. . . • .. 
. . 

·. 

. ........ -
.. .. 

,. 

1 1 1 1 1 1 J 1 T 1 1 1 1 
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crc_ccNncc 
DID 

~~~ULIHUU~ ~~H~lCU~ 

~LUJU~ U~ 'UI~NC!H 

SISP-ESTABI 
22/0CT/86 

1 

• 

i 
1 

REO DEL SISTEMA INTERCONECTADO PARA J987 EN DEMANDA MAXIMA. 
!:FALLA 2F. 2:FALLA 3F CEN LT REC-FRO). 3:0ISPARO DEL ATOE REC. 

• a a a a- REC-qee -> REC·FRO . FALLA 2 0 
REC-C2 -> FRO-C2 FALLA 3 0 

• • o o o · NUR-230 -> MON-230 APCRTURA AT de REC 

f1WATTS 
800 

. 320 

J60 

CFE 
~-··,;,;_-········:··•••••·•r••••••••••••••:••••••••••••••••••••••••:••••••••••••••••••••••••. 
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88 . . . 
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,. 

78 

. 64 • • • o ·············· . ..... ························· .............................................. ·:························· 

52 . . .. ; ........... :~ ....................................................................... : ························ 
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SEG 
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LECTURA DE CONDICIONES 
INICIALES V DATOS DE 
GENERADORES 

CALCULO DE EQUIUALENTES 
DE GENERADORES V CARGAS 

NO 

MODIFICAR V .DESCOMPONER 
YBUS 

RE SOL U ER [Y l [U l : [ 1 l · 

. --·-·--- ---- .. 
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RESULTADOS 

DIAGRAttA DE BLOQUES PARA LA SOLUCION DEL PROBLEHA DE 
ESTABILIDAD- TRANSITORIA EN SISTEHAs-- ttOCTittAQUINAS 

._ ., 
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EST ABI LI DAD TRANSITORIA EN SISTEMAS MUL TI MAQUI NAS. _ 

DESCRIPCIOU DEL DIAGRAMA DE BLOQUES. 

Lectura de condiciones iniciales y datos de generadores. Del programa de 

flujos de potencia se extrae la inf'ormación topológica y nodal necesaria 

para estudios de estabilidad transi~oria. Se graban datos de lineas. Ybus. 

potencias nodales y de carga asl ·_como también· voltajes - nodales. Como 

información adicional para_ los generadores se dan los valores de 

reactancias. constantes de---ine~-cia y los tipos de máquina Cpolos lisos o 

polos salientes). 

Cálculo de equivalentes de generadores y cargas. De acuerdo al tipo de 

máquina y al tipo de carga se_ obtienen sus equivalentes. 

Cambios en la red. Cuando existen cambios en la r-ed debidos a una 

perturbación. es necesario modif'icar la matriz ~bus. modif'icar de .ser 

necesario las inyecciones de corriente nodal y resolver para_ volt.ajes 

nodales .. 

Solución de la ecuación de oscilación. Una vez resuella para [ Vl 1 a 

ecuación [Y][VJ=[Il se encuent-ran 6 y w para ese t.i~mpo utilizando las 

ecuaciones respectivas de acuerdo al mét.odo de solución seleccionado, 

ajust.andose al mismo. t.iempo el valor de 6 con soluciones it.erat.ivas de la 

ecuación [Y'l[VJ=[l]. 
l . 
\ 

Simulación de la perturbación. Algunos de los t.ipos de pert-urbación 

que es_convenientet.ener implement-ados en los programas de explot.ación son: 

-.Fallas paralelo 

Fallas serie 

- Salida-de linea o t.ransf'ormador 

Salida de generador 

Operación de relevadores 

Recierres 



: •,! . ·••·• 

ESf ABI LI DAD TRANSITORIA EN . SISTEMAS MUL TI MAQUI NAS. 

MODIFICACION DE [ Yl DE ACUERD..:> AL TIPO DE FALLA. 

a) Falla 3.p. Los element.os del rengl6n lit se hacen cero, a excepci6n 

de la diagonal principal, ei_cúal t.~ma el valor de 1.0,¿,0° y la 

inyección de corrient.e nodal en caso de exist.ir t.ambién se hace 

- · cer:o. 

b) Falla <P - T. Se modi f ica-unrcament.e ·al el amento Y JttJtt 

y . = y ·. + 
. JttJtt JttJtt 

n . o. 
z 

Oek 

e) Falla <P<P - T. En el element.o Ykk 

y = y + 
JttJtt JttJtt 

n o. 

d) F'all a ,P - <P. En el elemento Ykk 

1 

-- .. · 

z 
Oek 

e) 4:J abi.erta entt.e los nodos }( y l.. Se modifica Y Jtdtt" Y l. l.. Y Jttl. y Y l.Jtt 

intercalando en serie la :suma del paralelo de las impedancias 

equivalentes de secuencia positiva y secuencia cero en·el nodo 

donde se-· simula--: l-a-·-aper t. ur a. 

f). ~ abiertas entre los nodos }( y t . Se modifica Y AA' Y l. L, Y Jttl. y y l. k. 

. Se conecta en -serie en el punto de apertura la suma de- las 

impedancias · equivalentes. de secuencia posi t.i va y secuencia 

cero. 



EST ABI LI DAD TRANSITORIA EN SISTEMAS MULTI MAQUI NAS._ 

MODIFICACION DE [Y] CON OTRAS PERTURBACIONES. 

g) Salida de linea 6 transformador.· Es clara la afectación en los 

elementos mutuos y propios de los nodos en cuestión. 

h) Sal ida de generador . Se hace cero 1 a inyección de· corriente en 

el nodo correspondiente. y se elimina la admit.ancia propia de 

acuerdo al modelo utilizado. 

i) Modificacióh en la carga. Se modifica el elemento propio de acuerdo al 

Nota:· 

z 
oek 

modelo considerado. 

·. ;;-

.Admi tancias propia en el nodo Jtt, 
respectivamente. 

nueva y anterior 

Impedancia de secuencia negativa equivalente en el 
·nodo Jtt. 

Impedancia de sec-uencia cero equivalente en el ·nodo Jtt. 

' 
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Slorctl cncrgy 

::11 ralctl ~J'cctl 

24 7 S 
16.5 
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hytlro 

1811 r /m in 

O. 1-160 
00608 
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o 0%9 
O OJJ6 
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o 

2.1M MW·s 

1'>2.0 
18.0 
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~lea m 
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. 0.1198 
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*********** SISTEMA [lE PRUEBA ·9, NOIIOS ANIIERSON ************ 
*********** JLHG ' 071091 *********-*** OMH 

FIN 
-~Hl 00~00 00.00 11 o 

~2 00. 00 .· 00.00 1 1 o 
uc.N3 00.00 00.00 11 o 
CUATRO 00. OO. 00.00 11 o 
CINCO 125.00 so.oo 11 o 
SEIS 90.00 30.00 11 o 
SIETE oo.oo 00.00 11 o 
OCHO 100.00 35.00 11 o 
NUEVE 00.00 00.00 1 1 o-
FIN 
GEN1_ CUATRO 300.00 100.00 -100.00 1.04000 
GEN2 · SIETE 163.00 50.00 -50.00 1.02500 
13EN3 NUEVE 85.00 \ 50.00 · ~so. o o 1.02500 
FIN 
CUATRO 13EN1 0.00000 0.05760 0.00000 1.00000 
SIETE GEN2 0.00000 0.06250 0.00000 1.00000-
NUEVE . GEN3 0.00000 0.05860 0.00000 1.00000 
CUATRO · - CINCO 0.01000 0.08500. 0.08800 
CUATRO SEIS 0.01700 -0.09200 0.07900 
CINCO SIETE 0.03200 0.16100 0.15300 
SEIS NUEVE 0.03900 0.17000 0.17900 
SIETE OCHO 0.00850 0.07200 0.07450 
OCHO NUEVE 0.01190 0.10080 0.10450 
FIN 
FIN 

OV ?.0:49:03 o. 306. 0.115 



·:-. --_,----------. -------- --------·--·-·---..,-,;:------------,-------------· . -----

*~~~~***** SISTEH~ DE PRUEBA 9 NODOS ANDERSON ~*********** 
A~******~* JLHG 071091 ************ 

DE 1 GEN1. 
GENERADOR 

A 4 CUATRO 

DE 2 GEN2. 
, - GENERADOR 

A 7 SIETE 

DE 3 GEN3 
GENERADOR 

A 9 NUEVE 

DE 
A 
(:f 

A 

4 CUATRO 
1 GEN1 
5 CINCO 
6 ·SEIS 

DE 5 CINCO 
A CARGA 
A 4 CUATRO. 
A 7 SIETE 

DE 
A 
A 
A 

DE 
A 
A 
A 

6 SEIS 
CARGA 

4 CUATRO 
·9 NUEVE 

7 SIETE 
2 GEN2 
5 CINCO 
8 OCHO 

DE 8 OCHO 
A CARGA 
A 7 SIETE 
A 9 NUEVE 

DE 9 NUEVE 
A 3 GEN3 
A 6 SEIS 
A 8 OCHO 

HW 
71.7 
71.7 

· HW 
163.0 
163.0 

HW 
85.0 
85.0 

HW 
-71.7 
40.9 
30.7 

HW 
125.0 
-40.7 
-84.3 

HW 
90.0 

-30.5 
-59.5 

HW 
-163~0 

86.6 
76.4 

HW 
100.0 

.. -75 ~ 9 
-24.1 

HW 
-85.0 
60.8 
24.2 

HVAR 
27. 1 R 
27.1 

HVAR 
6.7R 
6.7 

HVAR. 
.. -1 O. 8R 

-10.8 

HVAR 
-23.9 
22.9 
l. O 

HVAR 
50.0 

-38.7 
-11.3 

.HVAR 
30.0 

-16.6 
-13.5. 

HVAR 
9.2 

-8.4 
-0.8 

HVAR 
35.0 

-10.7 
-24.3 

HVAR. 
14.9 

-18.1 
3.1 

HVA TAP 1.04000 
76.6 
76.6 0.0000 TR 

MV~ TAP 1~02500 
163.1 
163.1 0.0000 TR 

HVA TAP 1.02500 
85.7 
85.7 0.0000 TR 

HVA 
75.6 
46.9 
30.7 

TAP 1. 02578 _ 
1.0000 TR 
0.0000 
0.0000 

HVA TAP 0.99561 
134.6 
56.1 0.0000 
85.1 0.0000 

HVA · 
94.9 
34.7 
61.0 

TAP 1.01263 

0.0000 
0.0000 

HVA 
163.3 
87.0 
76.4 

TAP 1.02576 
1.0000 TR 
0.0000 
0.0000 

HVA TAP 1.01587 
105.9 

76.7 0.0000 
34. 2" o. 0000 

HVA TAP 1.03234 
86. 3 l. 0000 TR 
63.4 0.0000 
24.4 0.0000 

'. 

o.oo 1 

9.28 2 

4.66 3 

4 

-3.99 5 

-3.69 ' 6 

3.72 7 

0.73 a 

1.97 9 
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CFE-CENACE R.ESULTADOS GRAFICOS SISP-ESTABJ~ 
DIO OI~~tRtNCiqs RNGULARtS e910CT/91 

SISTEMA OE PRUEBA DE NUEVE NODOS CANOERSONl . FALLA TRIFASICA EN EL NO 
SIETE A LOS 6 CICLOS, SE LIBERA CON LA APERTURA DE CINCO-SIETE EN 11 C 

GRADOS 
9D 

lil 

50 -

311J 

liiJ 

+-- MROUINA DE Rt~ERENCIA --+ EGEN1 ] 

~ * '* l4 -
cJ e e e e 

~" 

GEN2 
. GEN3 

••••• o •• : •••••••••• o ••• : •••••••••••••• :. 

CFE 

. ·. SEG 
~----~~----~------~------~------~ 

" " 0.6& o.as 
~ -HJ 

1. 

11 

1 
11 

11 
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\ CFE-CENACE ' 
DIO 

RESULTADOS GRAFICOS 
~R~CU~NCIA ~N MAOUINAS 

isiSP -ESTAB I 
09/0CT/91 

11 

11 

. 11 
1 

SISTENA DE PRUEBA DE NUEVE NODOS CANOERSONl. FALLA TRIFASICA EH EL NO 
SIETE A LOS 6 CICLOS, SE LIBERA CON LA APERTURA DE CINCO-SIETE EN 11 C 

o e e e e 
· CE:N2 

GEN3 

I-IERTZ 
CFE 

•••••• o. o •••• o ••••• o ••••••••••••• : •••• o •• o o ••••• ; ••••••• 

- Gs.se ...................... _ ... _. =· _ .•.••••.•••. , .... '· ..•..• -•..••...•......... 

. ' 
82.B8 ' •••••••• o ••• o 1 •..• o •••••••••••••• o ••••••••• • •••••••••••• o •••••••••••••••••• 1 

59.09 •••••••••••• o •••••••••• o •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

:. . . - '~ 
:_, . 
. · .... ·. 

. .. 

S 'f . li! 111 . . .- . ;-, '~ ; •• :-: ... -•• -. . ......... -_ • • • • • . . . . . . • . • • . . • • . • . • . • .•• : • • • . . . • . • . . . ...•• 

-· 

50.8~ .,_ ___ ...,_. ___ .....,. ___ ...... ___ ...._. ___ .,. 

0.138 0.2S 0.68 0.88 I.IIJ8 

SEG 

11 



CFE-CENACE 
DIO 

RESULTADOS GRRFICOS 
POT~NCIR ACTIVA G~NtRROA 

SISP'-ESTABI 
07/0CT/91 

SISTtHA Ut PRUtBA O~ NUtVt NODOS CANOtRSONl . FALLA TRIFASICA tN tL NO 
SIETE A LOS 6 CICLOS. SE LIBERA CON LA APERTURA DE CINCO-SitTE tN 11 C 

152 

SS 

Q 

MWATTS 

4 • • • • 

o e e • e 
o • • • • 

GEN! 
GEN2 
GEN3 

CFE 
•• o ••••• o •••• ; •••••••••••• o.; •••••••••••••• : •••••••••••••• ; •••••••••••••• ; 

0.:81 L .:01 

o •••••••• o ••• ·-· ••••• : • .- ••• o.· ••••••••••••••••••••••••••••••••• o •••••••••• 

. •: ~ . --; . -

SEG ·, 



ICFE-CENACE 
' ' 

RESULTADOS GRAFICOS 
POTENCIA REACTIVA GENERADA 

SISP-ESTABI 
07/0CT/Sl DIO 

SISTEMA DE PRUEBA DE NUEVE NODOS CANOERSONl. FALLA TRIFASICA EN EL NO 
SIETE A LOS 6 CICLOS. SE LIBERA CON LA APERTURA DE CINCO-SIETE EN 11 C 
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.CFE-CENACE RESULTADOS GRAFICOS SISP-ESTABI 
DIO FLUJOS DE POTENCIA EN LINEAS 07/QCT/9t· 

SISTEMA DE PRUEBA DE NUEVE NOOOS CANDERSONL FALLA TRIFASICA EH EL NO 
·SIETE A LOS 6 CICLOS. SE LIBERA CON LA APERTURA OE CINCO-SIETE EN 11 C 
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-69 

o e e e e 
9 • • • • 

MWATTS 

CI~CO 

CINCO 
OCHO 
OCHO. 

-> SIETE 
-> CUATRO 
-> SIETE 
-:> NUEVE 

CFE 
............. : .............. : .............. : .............. ; ............... : 
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. . . -~ 
o o o 
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1¡ CFE -CE NACE 1 

DIO 
RESULTADOS GRAFICaS .· 

MAGNITUDES OE VOLTAJES 
lsiSP -ESTABIII 

07/QCT/91 

'1 

SISTEMA DE PRUEBA DE NUEVE NODOS CANOERSONl. FALLA TRIFASICA EN EL NO 
SIETE A LOS 6 CICLOS. SE LIBERA CON LA APERTURA DE CINCO-SIETE EN 11 C 

o e e e e 
CI~CO 

SIETE 

CFE 
VOLTS 

LBJ ~........_, ... , ... : .............. : .............. : ... · ............ : ............ . 

0.92 . 

0.62 

tL 21 

0.11!8 . .,_~...L.-e-L.+----...... --...._...., ___ ....., ___ ......,._. SEG 

0~08 0.21 0.~1 B.61 8.88 !.18 

:.--



-----,-~- -~~-------. -------.. --- --:-----

lOS. 

7 FSI"ARD IDAD EM ESTADO ESTABLE (tn:) 

OBJETIVOS: 

- Plantear ei · método de Edith · Clarke y algunas técnicas 

aproximadas para determinar la transferencia de potencia m§xima entre 

dos puntos de un SEP •. 

- Comentar el caso radial para enfatiiar que los métodos 

anteriores no son aplicables en esta situaci6n. 

CARACTERISTICAS DE LOS ESTUDIOS DE EEE: · 

- Métodos sencillos. 

Los ltmites de EEE son superiores a los encontrados en 

estabilidad transitoria. 

- Se utilizan cuando no se cuenta con recursos de simulaci6n 

digital:· 

Ltmites de EEE + Margen = Ltmites pr§cticos 

- Punto de atenci6n: stncrontsmo de· las m§quinas. 

--~_,_.~ 



TRANSFERENCIA DE POTENCIA ACTIVA 

ENTRE DOS PUNTOS DEL SISTEMA 

bus i 

R + jX 
• 

Vi Sij = Plj & Vi 

• Vj 

o Secuencia de solucicSn: 

J 

:: .J.-

2.-

3.-

I = (Vi - Vj)/Z 
• Sij = Pij + jQij = Vi I 

ó '= e i - e i 
4.- Pij = Re (Sij) 

o Resultado:.· 

'' '' ____ , _____ , __________ ,._-:"~ 

106. 

" . 

Pij = 
1 

( RIVi1 2 - R IVi IIVilcos ó+ X IViiiVil senó) 
R2 + x2 

:.;. ' 

.i · . . Si se considera R=O: .. ,:'·. 

Pij = --\ ( X 1 Vi 11 Vj 1 sen ó ) 
X 

Pij = sen ó !!! 
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CASOS DE APLICACION 

• Caso O 

c•.-cc@~ 
• Caso 1 

• Caso 2 

scc 
Tula 13 700 M V A 

Sala m anca S 400 

USA 35 000 

• Caso 3 

· o Representaci6n General: 

XG XL XR 

') '1 

: Ea 
1. 

1 
1 

_..j •. ~ 

(Edith Clarke-1926) 

(Dunlop-1979) 

xG = s8 1 seca 

-x R = s8 1 se e b 

· · - E¡ Ez -
LEEE = Pmáx = -;;;...._-=-

X 

107. 



ALGUNAS APLICACIONES CUALITATIVAS 

---.:.-

X 

1.- Lrneas.. .. eiL..paralelL ____ .. 

j 140 

1 
. '140 

·- 1---J ----6 

2.- Compensaci6n serie 

3.-:- Compensaci6n en paralelo 
j 140 

----'-- ., 
~ ....... 

1 • 
\ 1 

'~' - ":" 

4.- Subestaci6n de maniobra. 

jl40 

o~ 1 0.5 

340 km 

•. 1~---_...;...7-0 -.-+--1 -J'70-----I 
J . 

- ----------- ~- ·---------
- . ' ' -~~ 

108. 

jl40 
X = - = j70 2 

. Pmax t 

X = j 140 - j70 = j70 

Pmax t 

'140 . 
·X = -T- = j70 

Pmax t 

X = j70 + ~ = jlOS 
2 

Pmax t 

·• 
.l ,,, 

. ~ 

. . ~ 
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R.ED 400kV 
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® 
(!) 
® 
@ 

C. HIDRAULICA 

c. 
c. 
c. 

TERNOELECTRIC.A 

CARBOELECTRICA 

CICLO COMBINADO 

LAGUNA VERDE 

-179 
1 

1 1 ¡ VERACRUZ 

. JJ~ ,, ~ 
106,¡ . 

1/ -:; 

l. 
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MAQUINA - BUS INFINITO 

._.· 

S E P 

Pe= IEI lVI . sen o 
xd 

Pe 

Pma 

o 

Pm§x = 

-El coefic¡ente de sincronizaci6n es una medida de la 

. estabilidad: 

en o = 90° .: 

_elE_ = cos. (O) = 
dO 
dP .. 
~ = cos (90) = o 

... _':-::!.:_i 

110. 

V¿Q_ 



Pe 
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111. 

EL CASO_ GENERAL 

o Umite de estabilidad con excitaci6n fija. 

Pmax = LEEE = sen o 

- La transferencia de potencia entre dos puntos 

del sistema depende de E
1

• E
2 

, X y o 

- Se tendr§ un ltmite de transferencia por cada 

- nivel de excitaci6n. 

- ldem para cada configuraci6ri del sistema._ 

o Efecto del cambio manual de excitación. 

A-E 

F 

- Proceso: 

Curvas con excitaci6n cte. 

Curva con cambio de excitaci6n 

manual. 

Problema: Se. conocen los voltajes -externos (Ea, Eb) pero 

se desconocen los voltajes internos (E 
1
, E

2
) para encontrar Pmax. 



112.-

DIA9RAMA DE (EDITH) CLARKE 

Es un método gr§fico directo, para. determinar el LEEE en 

base al diagrama fasorial del circuito. 

a dos. 

,.:._:.' . .. 

El lfmite se obtiene para o = 90° y voltajes Ea, Eb especific-

o Circuito equivalente 

-x 
G a 

o Diagrama de Clarke 

1 



.. ~·:·~;:.: · ... 
~--~~-·----

CONSTr<UCCION DEL DIAGRAMA: 

2.- Se dibuja el semicirculo 

· 3.- Se obtiene el vértice del diagrama fasorial 

4.- Se determina la magnitud de I, E1, E2 
5.- Se obtiene el LEEE = Pmax 

Pmax = 
X u 

' ' 
' \ 

' ' 

.. 

,. 
' ' 

1 

j X a I 

113~ 

Pu111t0 medio 
... ,,. l '2 

j XL I 

1 • 

b 

j X R 1 

,.-,-

2 



. \ 

' 

o.sl 

o 

MARGEN DE ESTABILIDAD: 

* MEEE A Pmax - Preal ( 100 ) 
Pmax 

* 
. . . 

SE SELECCIONA DE TAL MODO QUE EL SISTEMA 
SOPORTE CUALQUIER DISTURBIO CONCEBIBLE 

. * REGLA PRACTICA: 

MEEE = 30 - 35% 

eS 12 = 44 - 40 g 

Sab = ? 

:!JO• '-O 9o IZO ISO 1~ d,z. O 

- ------~-----· -- -------· 
__ ;_ :./. -

114. 

· .< ESTUDIO DE FLUJOS: 

'·. 

CONDICIONES DE INESTABILIDAD: PROBLEMAS DE CONVER 
GENCIA ("e§ ,p anormales) 

* ANGULOS MAYORES A 900 EN EE? 

* NO SE INCLUYE LA REPRESENTACION INTERNA DE MAQUINAS: 
REGULACION IDEAL 

* LIMITE DE REACTIVOS YA ALCANZADOS 
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115. 

EL- CASO RADIAL. Particularidades 

R 

Yg v, 
Pr, Qr J \ 

Cantidades conocidas: - Vg, R, X, Pr, Qr 

Cantidades desconocidas: 1, Vr 

M~todo usado anteriormente: Aproximaciones sucesivas· 

Ecuaci6n b§sica: 

~ -
Vg = Vr + Zl ;Vg se supone cte. 

-UN CASO:PARTICULAR (Elgerd) 

R =O 

Qr =O f.p~ = 1 -. 
' 

Zc 
9,Q 



carga 

En el extremo de envio: ~ . ,, _____ .......... 

Pg = Vg 1 cos ó 

Por inspección: 

· Vr sen o= X 1 cos o Vr sen ó 
= --------

X cos ó 

Sustituyendo hr corriente en (A): 

- · Vg Vr 
Pg = ------- sen ó . X 

Pero: Vr = Vg cos ó 

Sustituyendo ((¡) en (B): 

· . Finalmente: 

. 2 
. Va 

Pg = --~- sen 2 ó 
2X 

LEEE = Pmax = -----
2X 

Ocurre en o = 45 y Vr = O. 707 pu 

116. 

0 = ó 

(A) 

(B) ? 

(C).! 

(O) 
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117. 

CASO RADIAL. SOLUCION GENERAL 

Resultados del artfculo "Cómportamiento del voltaje en lfneas 

de transmisión radiales "FMC-JLMM": 

V 2 
A=-~ 

2 
B cosa 

--~----- ·- p z 
B = ~-=

cos ~ 

LEEE 

P (Mw) 

600 

500 

400 

300 

200 

100 

= Pmax = ~2- cos <P 

2 Z ( l+cosa) 

+0.90 

0.2 0.4 0.6 1.0 

(3 0, 10, pu) 

Vr (pu) 
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. Ejemplo L- Determinar el LEEE de una de las lfneas de 

400 kV pitirera - Nopala. 

j0.6951 

o Diagrama de reactancias. 
PIT- DOG NOP 

,j0.0559 
~----~~~--~~-~~ 

. L'------y 

XG = 0.0943 pu . 

. XL = 0.09.51 

XR = 0.009 

. o cardas por reactancias: 

XG 1 = j0.0943 I 

XL 1 = j0.0951 1 

XR 1 = j0.009 I 

XR 

) 

}Eb .. 

s6 = 100 MVA 

Ea = 410/400 = 
Eb = 410/400 = 

(94.3 mm) 

(95.1 mm) 

· ( 9.0 mm) 

X 1 = 0.1984 1 ( 198.4 mm) 

1.025 

1.025 

Escala seleccionada: 0.1984 1 = 198.4 mm. 

' -··.,-

o Soluci6n de 3 casos: 

E2 

pu 

pu 

Caso Condiciones LEEE (Mw/lfnea) 

1 6G's + 1 L 898 .. 

2 6G's + 2L's 706 

·3 2G's + 1 L . 570 



.. :-"'·;_-.:~. . :·.. .,., .. -

o Diagrama de Clarke 

. : ';'~ :. -. 
--·. ·--·.· . c.;· . 

. . " ::r·~··.:>. 
. ' ··'~':. -~~- . 

··,,. 

a 

e 

j Xr_ I 

b 

119. . 

RESULTADOS:: 

Ea = Eb = 102 mm 

= 1.025 pu 

1 mm = 0.01005 pu de V 

E¡ = 167.5 mm = 1.68 pu 

E2 = 105.5 mm = 1.06 pu 

Pmax = 1.68 X 1.06 
0.1984 

---......;:::¡~jXB.J-- Pmax = 8.98 p~ 

2 = 898 Mw 
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2. 

l. 

.O -

Q 

o o 

\ 
\ 

120. 

_, 

TECNICAS APROXIMADAS 

LINE 
YOLTAGE 'y 

230 
230 
345 
345 
500 
500 
750 
750 

1\· 
"' 

#' 

• Regla de los Job 

LEEE sen 30° 

-

EJEMPLO: Determinar el LEEE para una de las líneas de 
--- ----- ----·--- ----------- ------- -------------

·400 kV entre Infiernillo y Nopala (340 km). 

XL =140.6 Óhms Zc = _326 ohms 

LEEE = <410 ) <410 ) (0.5) - 600 Mw 
140.6 

• Curva de Clair · 

NUIIIBER AND saE Of - SIJRG( . DWIGING 

SÍL = Potencia caracteristica de la linea 

(Surge Impedance Loading) ACSR CONDUCTOIIS IIIPED.lNCE_ N PER 
PER PHASE UWIING IOOaB .,. IIYA 
1- 9S4 132 Z1 
1-~431 131 Zl 

1-1,414(L75' EXP.I 320 15 
2- !54 390 11 
2·1,780 830 170 
3- 954 910 190 
4- 954 2,150 445-•-un 2,115 450-

Zc =~ = Impedancia característica 

· (surge impedance) 

EJEMPLO- (Continua~ión): 

SIL = 
2 

(Vprom) -~ (410) 2 
Zc - 326 = 515 Mw 

K 
--

' 1 = 340 km = 211 millas 

............... 
~ t-- LEEE = k SIL ~ (1.26)(515) -~ 650 Mw 

. ' .-

100 200 ) )Q 400 500 600 
LINE LENGTH IN MILES WITH NO SERIES COMPENSATION . 
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121. 

Ejemplo 2.- El Caso Radial. 

En el caso 3 del ejemplo 1. se obtuvo un LEEE de 570 Mw. 

Considerando una lfnea similar, pero en condiciones radiales, calcular: 

a).- El LEEE con R = O y fp = l. 
b).- IDEM pero con la ecuaci6n general, considerando el valor 

de la resistencia y Ún fp = 0.9 inductivo. 

SOLUCION 

a).-

X = XT + XL = (J0.0327/2) + J0.0876 = J0.1039S: 

LEEE = PMAX = VG2 : (1,02S) 2 
= s.os PU 

2x 2(0.1039S) 

LEEE = ·sos Mw (CONTRA S70 MW) 

.. b).-

. ·' 
z =0.0064 + J0.1039S = 0.104l/86.S 0

: 

--~- ' ' : '' 

. . -4 - . 
0 COS(Ü,9) = 2S.8o . ' . ' . 

- '·· 

:o<= 9 + (0) = 86.S + (-2S.8°) = 60.7 

· ... __,_,V G=-2-=-c o;::;....;:s::...-.=..0 _ __ < l. 02 S ) 2 < O • 9 ) -LEEE - -
2z(1+coso<.) 2<0.1041) (1+0,49) 

LEEE = (SQS)(Q,6) = 30S MW (CONTRA S70 MW) 
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. J !·:~ r.J o t ·:~fl c. 1 .,J. e; e~ ~-, -~1 e 3 i~ u. d i .:<.··:! D 1 .:!. '::? ·:: i·.: .,~. b L l 1 da. d. 1:: ¡·' iél r, ·::; i !::: •:::i r· 1 ~•- C• •.J r· m·:~ ci 1. e:; 

.-jé-~· i.::o. c::u3l s::.•.::::· ou.c·.JE: ·:J~tf:-:¡··m.L!l.::;x·.s.L·u.n '''istem,:;, plet··cie e·~,t-~··b.llicL:•.d 
\O:.'r .. , 1::.~ pi·~··i.Jfli'::J···.::·: c:;'::r:~ll;·~·.::tón. ::;1n .;::.r·,bc.:o.t-·i.jC) >:=l ot··obl•2rn¿¡. de e·:::t,Jbi.llcl.:::•d 

.. :::.::::.• UU.E~de r~· !··· . .:::.' ~:~ t.~ r·t t: =·:··. t .. er·, ·J~::;c i 1::-tc i (Jr·¡f:?S o e•:::: .. ter .. 1 C) r··r:!:.·s · .::¡ er-! (·:..· t'' -?tl ln+:::·r: t; f:.i 

i::u.,,:\r .. ,¡~lc::o 1:::1. ue¡··'t:•.u·b¿;_,_.:;ión pr··o:::o.vc:)C:d que 3.lguno o ::..l;~u.r'c,·s d•~ lo':; 
. •?2CJL'.lC:O• . .l'c'o d<::! C:•.::•l-,t;t'ol c:.,-'\uc:\cc•·::. de pt·oducir· ~~~at•es. de amot··t.i.q' . ..l.i::~.mie:·nto 

•H.:: .. ~¡":.-..ti\,..0 h.¿~g.,~n -•.:JU.<::? •:·'21 ~5i'~'~•:?ill;::l. ¡;let•cL: . .-.. r?::;tabilicL:Id. L.c:<:s 
·~- ·: .. • r 1 s,, :i. el e t' E·. C:: i U r 1 e S q U E: s;. ~:!! ¡ ... , i::<. C. E: n E~ rl e 5 t e e s_t Ud i O S O n d i f e t' e r1 t e S 3 l d e 
·:·:e··" t: .:<.tJ i 1 .1. dad 1: t··.::<.rl·::. i t•.Jr·· i -3. d 3d o qu:? e l. ~2 fec to . d_~ ... ·1 os •.:on t r·o 1 es es. 
do:::-:·t:"'~r'm:Ln,..Jte ·v 1':?1 tie?mou de est1.tdio es mayor·. En ·for·ma simple se 
Dt.H.:.'•:h"?-•:J•.'.-:·c:lt' CJUE"~ 1.,:_.¡_ E::,:;ta.bili.d.:J.d Dir1ámica·ec.5tLtdia el ,::ompor-·tamiento 
del si3te~~ de potenc1i para periodos de tiempo superiores a la 
p t' i mer--·a ose i 1 a e 1 ón '.-' se deben tomar' en cuenta un mode l a•jo de cada 
componerite que represente adecuadamente 
periodo de tiempo de interes. 

Estudio de Estabilidad Dinámica. 

:_:;l_t op er·;:~c 1 ón ·~n e.l 

Cuando ·3e ¿'\naliza .. la- estabilid-='.d · dinámica· del si·::;te,n::o. !::?':~ 

conveniente 
desaparecen, 
en este caso 

suponer que los distúrbios 
por ejemplo: El movimiento 
la .estabilidad se asegura 

>? :; t "'" d o i n i e 1. a l • 

que 
del 

si el 

causan los camb1o~ 

~istema es libre, 
sistema regresa a .su 

Si el modelado de SEP se hace por medio d~ ec0acione~ lineales o 
o:·:-?:~:;tés se lir1eali::an, se pueden Lttilizar-las técnic¿¡_s c1el anális1s 
d>::?l :;i·::;tem.o.• .. 1 ineales. El método rnás común e·:; r·epr-esentar· cada 
•:;._:o,npcmE?nte por-- su ·función de tr;ansfer·encia y . ..3pl icar' las técnicas 
conocidas en _teor-ia del contr-ol clásico c.omo Nyquist, Bode, J;:oot 
Loocus, etc. Actualmente para sistemas_multivariables el modelo 
dO::? v··Et.t'iables de estado es ·el· más. uti l i::.o.'\do y se r'epr'esenta en 
fCH'1na. compacta. 

:-: = A:-: + Bu· 

- ,· . ' . 

L:::i r'eSpLtesta: libt'·e del sistema se obtiene por~- el pr'imer· método de 
Lyapunov, ·el cua 1 consiste en deter'm i nat' 1 os e i gen va lot'es de la 
iTk<.tr·iz "A". El ct'itet'io de estabilidad se establece. por· 121. 
r~epr'esentación de los eigenvalor-es en el plano asumiendo qLte el 
sistema pierde estabilidad cuando cualquier eigenvalor tiene 
parte real ·positiva. Si todas las partes reales de los 
i:?i9E'r1'h'3,lor·es son negativas, se d'ice qLte el sistema dinám1ca es 
estable o asintóticamente estable. 

1 

·.-. -.:1 
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~l método usado para linealiz3r el si~tem3 de ecuaciones es 
=:t.;.u;.::mer·· que l::t oer·tur·tJ,::;¡c L..:m del s:i=teln.~. es Dequen::< y oc.:..ciona 

· ·.: ·:\1T:t· i ..:··"; De·.:¡ u"~ f"ío::: en 1 ::.<. ·?: · ... :<. ~-· i .J.l:• 1 ·2·;.:. d •2 l. "3 1 s: t o::: m ,J • t .J. 1 ¡:,,·,::; •:: Dlni..J l:J.6, l:J.w, 
l:J.J. d~ t::.f', et;:: ~ 
Las ~cuac1cnes par0 estas variables se encuentran por med1o de la 
serie de Tajlor alrededor Jel punto Xo que es la condician de 
u¡···edi·c-;tudJ.i.i~ y fhJt' ~-;1moli•.:id.3.d ·:.;e desol'e..:i-3.n lo::; tér··mil-10'5 d•? 
o¡··d;:.~n rn.a.yor' .,:;.. 2 pot"· cor:1s1det'::<.t' :.:;u ·~ft:~cto poco s1gn.i-f1c.:.<.l:i··/D, 
::; •.l. pon i en el o que e l ve o.:: t: o r· !J •= es t -:•. do '' X '' t i en e un es t ._:..do i n 1 e:: i <:•. 1 
\o, :al (:iC'-I.I""T·ir·· un. distur··b.io •.=:1 ·-:ectcH' de e·:;t3.do c-::<mb1a.r··á 
ligerament~ y queda: 

/--= xa + l:J.X 

El modelo en varlJbles de estado es: 

X== f (X,t· 

Peoresent~ndo ~~ pequeno cambio se tiene: 

X + llX= f <Xo+llX, t) 

La expans1on en serie de Taylor se expresa: 

~- + /iX = ··'o o f< x
0
.t + d·f 

,jx 1 

Qued3.ndo como: 

tJ.X = 

X ·o 

llX . . 1 

A . bi. 
XI) . 

+ 
df 

llX.....,+. 
..::. 

dX..., 
..::. xo 

+ Bx. AU 
(_1. 

df 

d X 1 X. n (_., 

llX 
n 

L::~ Tespues.t~: l ibt•e ·del sistema 
egenvalo~~s~de la-matriz A. 

Ax=A &·: estará dada por los 

;~ :·~~-~ . 

df 

] •o 
A = [ dX 

2 
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Ii\ITEF.:FI::;:Er,·:l[IUt·j i·ifCtTi:~r·1(lTIC::(i DE LC)-:::;: 
E I (3EI·~','(lLOFt~:·:; Y [ I GEt J')E:::CT'::::,¡:;:¡:::·:; 

~31) ¡_:. c1n 1 ;.:•n d CJ (1 u.•.? 1 . ..1.n ·~; i ·:::; t t-?m.j. ·~:;e (·?;-::o t"· t-=? s.:..;. a:• ¡-:.J t ... t_~n e CJr-t j u.r-, 1:: Cj d ~2 ;_: 1...1 .. .:-.:..c l•_:.q e e:.: 

1 .i.r·,f:=:e•.lmer .. ,t.c::.• ir·;.Jt:~Pi'2f:.,dic•ni.:E··;:; de l,:.. feo~·-,-,-,.::t: 
--------- ·--·--~-- --- --·----

[ 

. .:¡ 

- ... 1 l. 

:;'.21 

,,. l ::: ] [ : ~l ~ [: ~] .·~ -··22 

t:: fl f O::) r- ,..,-, E•. e: o 1n p.,:~. e "':: 3. : · 

ri :-~ = Y 

El pr-·oblt-:'?ma es encontr·a.r' ur1 vector' "X" (llamado Eiuenvector'.• 
v~ctor pr·opio o columna modal> el cual será transform~do por 1~ 
m i::l. t r· i z " A." en LUl ve e t o t' " Y " e u y a :5 e o o t' d en a. d .:::~ d ~.; o n p t' o D o r· e i •.:J n .3 1 •.-? ::; 

3. l . ··.;e e: t o r·· " X " en e l es p a e i D v e e t o r· i ~ 1 . Es t o es , en e o n tr· ·3. r- e 1 
-...; .. ::?c:tor' ''X'' ClU.e satisf.:.•.ga. 

A;-:= A.·· 

A. es llamad~ ~igenvalor, ·•alar· C:\t'~cter·istlco, núm~:r·o 

caracterl~tico~ valor propio. 
3er c3lc0lado. 

Es escalar o com~leJo que deberá 

[ {4 · - A. I ] X = (l 

La mafriz resul~ante de la reducc1on del parentesis se conoce 
como m~triz caracterlstica y reoresenta los coeficientes de un 
~onju.nto'de:escuaciones lineales simultaneas v homooeneas l~s 
cu.::.ües tienenuna solLl~ión cJue no es tr·i·n¿d. . -

.~·... ' .. : 

Los eige~~aL6res: 'se 
polinomio· resultante 
car~cteristica. 

determinan ~1 obten~r 

del determin~nte 

Det [ A - XI J = O 

las 
-de 

raices del 
la matri: 

L::.1 inter·pr .. ·etc1ci6n se puede tomar' como que cada.pLmto del· esoacio 
n~dimensional se ~ransforma a un nuevo espacio. 

~ ·-·. 

~-- .. r.-~ 
'1 
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INTERPRETACION FIS!CA DE LOS EIGENVALORES 

:;r- -"· u r··op os i t o~:; 
:::: j_ r:-J 1 .• l i. 1::? n t E:~ s = 

¡_i t-.? ~?;;: t ~l.b j l i. d.:< ·~i 1. ,:~c.; triterpretac¡ones· son las 

Ur·, ·.~i~~~·::>·-' .. :<.l.or·· t?~:;t:á fDt··,n¿;.dD PDt' 2 cCJmpon•?r1tes, ur·,.~, D<-~.t'te t"·e~,.l ''et'' \·' 
:Jn.::<. P:.<.t'ti:.':! ¡m .. :;. .• ~lLi"'l-3t-·i.,:<. ''{1''" 

L3 parte re~l r·eoresenta la constante de amortiguamiento; .v la 
oarte imaginarla es la frecuenc1a natural del modo oscilact~. 

Se pueden anali=ar algunos 
como leja. 

puntus s1gnific21.tivos r?n el t:• l'.::~.no 

Podemos decir que el 
0n el lado izquierdo 
encuentra en el l.adD 

sistema es estable si 
.del 0l3no compleJo. 

los 
e 

dr2t'echo, en ('? l caso 
o~cilicio~es son constantes v mantenidas. 

' . ,...::~ 

4 

eigenvalores 
inestable 

es+:ar, 
si ·:;e 

en d•.:~nde OF..;I:¡ 12\.3 

- -~~ 
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PREA DE lNTE~S 

--------------------- -· -- · _DINfil-tJ~ 00- -- f?EGUL.AC I á-4 DINA'-1ICA DE 
ca. Ei..Ecr. PRIMARIA 

-· 

- LA CAlDERA 
<ANk.ISIS DE y 
EsTABILIDAD 

y 

TRANSITORIA) CAG -ÚJNTROLES 

Pocos-

X SEGttmS 
.. 

lE VARIOS . - .. 

SEGUNDOS A X POCOS MINU-

ros. 

VARIOS X .. -· 

~1JMJTOS-

Cl.AsJFICICIOO DE ·PRoBI..EJ.1As DnW.ucos DE ACuERDO A LA -

. DJRACJOO DE LDS EfECTOS PRINCIPALES. 
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R 
E 

.D 

CoNTRoL 
DE 

CARGA 

V, ¡, F 

f¡ MNTOS Ql E INTER\(IENEN EN UN ESTIJDIO DE ESTABILIDAD DIN.Ñ!liCA 

f•boELOS DE ccWoNéfres: 
los SUBSI S"ffM4S DE- fo1AYOR INFUJENC IA EN EL PROBI...EW\ DI NÑ·11 CO 500: 

-CamaL DE VELOCIDAD, .. 

- COOTRCX:.. DE PoTENCIA ~ECÁNICA •. 
- (AR;A¡ 

.;.; RELEVADORES. 
' . - CONTROL DE Va..TAJE. 
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.__ _________________ --! RECTIFI\J'IL,jl........,..,___....~ 

IE 
POTEICl 

CD .__ __ _.. CA 

-
SISID1A DE EXCITACIOO Slf:fLIFICADQ 

Se(Ea>) ~ 

SEÑALES· .. 

' 
~LIFICAIXR 

+ +vE + ~- f ~ 
E_, .v 

1 GG<s> ' ~ . ~~ 

1+ STA Ke + sTE 
~ -- -· . -: '- .. 

·_EXCITADOR GEtEJW)(R' 
·-· -. 

'· 
.. ' ,, 

- ·-· ,. -- SINCRCNl '. 

-
ESTABILIZADCR 

' 
s~<F·-

1 + sTF 
.'' 

l 
. \ 1 + sTF 

DI&;Rft1A DE BLOQLES DEL GENERADOR Y SISIEI-1A DE RECTIF I CAOOR 
. EXC IIAC 1Qii 



CONTROL AUTCMTICO 

DE. 

ASIGNAC.ICN 
DE UNIDADES 
DE G!J~ERAC 1 ON 

NTERCA'1J3 I O DE 

FRECUENCIA 

130. 

SISTBMA ELECTRICO 

A, GENERAOORES 
B •. RED 
c. CARGAS 

ANGULO 
INERCIA 111RBl 

VELOCIDAD . NA GENERADOR 

¡--- --- -------- ----.--- :--:-- --, r.-------- -.1 . 
.------'---, 1 1 1 1 

1 GOBER' MECANISMO DE VALVULAS.. O PUER- 1 1 

POTf.NCI 
ELECTRIC 

. DE ~ ____ , CONTROL DL. . .. ·- JAS- DE CONTROL-:--· - ~ . 11JRB I NA POTENC U 
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DIAGRN'IA DE BLOOlJES DEL SUBSISTEMA DE CoNTROL DE VELOCIDAD DE UNIDADES Tt.Rr.HrAs. · 

PMO 
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. --t _]_ 

R 

CCMPENSADOR 

Pr~1 
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IT+ TGs 1 + r rr s 
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- . DE UNIDADES HIDRÁULICAS 

T -. CoNSTANTE.DE:·Tiaw DEL DASI-POT. r 
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+ 
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r CARACTERfsrrCAs DE· REGuLAciÓN l"RANs1roRIA. 

Pr·iÜ - PosICióN AC"TUAL DE VÁLVtJLA, · 
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f1IDELACI ÓN DE LA CAAGA 

. . f ir 

P = < ..E.. ) P · . < L > P Po 
Fo Va 

Q= 

------- ------·- ------- ----------

·, 

(Po, Q.J) - · VALORES B.A.SE DE POTB~CIA ASTIVA Y f~FJ\CT!VA. 

<P, Q) - VALOP.E.S J:!: POTENCIA ACTI\':\ Y REACTIVA N.ECTk·:~s POr. VO~TA._iS Y 

FRECUENCIA~ 

. . 

<Yo, Fo) - ' yr, 1 or "=S B''\t:-r: r·~ \'0! I'''JC: V ¡.:r:-r:.~u~!\1.~ T '·· /""\~ .. f'\t- /'"~L .. .,:-., ._ f\ ._ J f'.\..\,o ~\w.l.; 

(V, F) - V f'LORES EN EL T 1 B-1PO DE VdL TAJE Y rREcua~c u·., 
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l. OBJETIVO 

El programa dé la asignatura de sobretcnsiones y coordinación de aislamiento · 
debe cump-lir con· cuatro objetivos primordiales: 

1. Oll·cc:~.:r el conocimiento de las \:ausas ~· I'..:Urtlttcristicas de los estlte"rzos 
elécti~..·os o sobrctensiones que se presentan en· un sistema de potencia, 
desarrollando en ~~ alumno la capacidad de realizar cálculos analíticos y· 

digitales a par1ir de modelos del sistema ·suj~to a estudio. Presentar los medios 
· disponibl~s para reducir la magnitud de las sobretensiones y proteger los 

dcnwntos del sistenHL ·: 

2. Describir el comportamiento de aislamientos gaseosos~ líquidos y sólidos 
bajo dileret\tes tipos de esfuerLo eléctrico en cuanto a los fenómenos t1sicos 
invoiU<.:rados en .la ruptura diel¿ctrica y la descripción probabilística del 
a!!;uant~;~. lncluvcndo. una introduc\:ión il.Cncral a los medios utilizados en · - .· - . 

laboratorios para reproducir sobretensiones características y los. 
procedimientos de prueba a partir de los cuales se detine el aguante de un 

aislamiento . 

. J. Combinar los d'os elementos anteriores para discñL~r <:1 nivel de aislamiento 
de. un sistema de potencia. Llegandó a un balanct: ciitrc. el aguante del 
aislamiento bajo un esfuerzo eléctrico determinado. el costo inherente en la 
selección del nivel de aislamiento y la tiabilidad de los elementos dd sistema. 

4. Exponer la impor1ancia económica del· tema, lo cual incluye los siguientes 
aspectos: · . . 
* El cosh.~ de inversión. adicional incurrido por la . compallíu que otl·ece el 
-:;uministró·'~léctrit·o al sobrcdisci1ar el aislamiento de un sistema por Caltn de 
cono¡,:imit'll~l clc la mag.nitlld y probabilidad de lH.:urren\.:Ía de lo~ esfuerzos 
eléctricos ~que está sujeto el mismo. 
* La destrucción y deterioro sutfidos por los elementos del sistema de 

potencia debido a los distintos tipos de esfu~rzo eléctrico. 
* l.i.l n.:du~..:ción en la cnlidad del sumini~tro de c:ncr!f.Ía elé<:trit~a th:bida ~l tulkts 
prudm.:iJus por SOUJ'ClensiOllCS \' el 1'..:0Slll de la talla paru d liSUariÓ de la 
energía eléctrica. 



.... · 

'-~-.. · .. 

IL 'TEMARIO 

. . . ,· . 

l. Introducción · 

1.1 Fallas pOI: sobretcnsiones en la red troncal del sistema 
interconectado mexicano 
1 .2 Clasificación de sobretensiones 
1.3 Descripción del aislamiento en base u Sll aguante a llll .esfuer-zo 
eléctrico 
1.4 Nociones de coordinación de aislamiento 

2. Ondas viajeras en lineas de trans1nisión 

2.1 Modelos de líneas. de transmisión· 
· 2.2 Condu~tividad tinitul del terreno 
. 2:3 E1ecto corona 

3. Componentes modales 

4. Sobretensiones por descargas atmos1cricas 

4.1 Física Y- parámetros de una descarga atmosferi'ca. 
· 4.2 Blindaje de líneas de transmisión -

4.3 Modelo de unü descarga directa a umtlí!lea 
4.4 Flameo inverso 
4.5 Sobretensiones inducidas por descargas atmosféricas 

' .. 

5; Sobrc'~ensióncs poi-' maniobra 

. . .. ~- ·. 

: 5]-Cierre yrecierre de líneas de transmisión 
5.2 Maniobras en cir:cuitos inducti\'os 

· · 5.3 Internij1ción prematura dt~ pequci1us corrientes inductivas -
. 5.4 Coi·te virtual de una corri<mte inductiva 
: 5.5 Rcignición del arco en el interruptor 
5.6 Interrupción de corrientcs·capacitivas 

·-·. '. 

,.-¡ 



. 6. Sobretens_i~mes temporales 

6.1 Falias a tierra 
6.'2 Cambios repenti.nos en la carga 
6.3 Efecto Ferranti 

6.4 Energizución de líneas terminadas en transformador 
6.5 Ferruresonancia 

· 7. Transitorios eri subestaciones encapsuladas en SF6 

8. Medios para reducir esfucrz~>s eléctricos en sistemas de potencia 

. 8.1 Et~cto de los parámetros Jcl sistema en las magnitud y duración de 
las sobretensiones · 
8.2 Apartarr·ayos (historia,descripción,características) . 
8.3 Selección de apa11arrayos 

9. ~once.ptos básicos de ruptura dieléctrica de gases, líquidos~: súlidos 

1 O. ProbabiliJad y estadística aplicndu a la <.:oordin~IC-iún Je aislamiento 

1 l. Nivel Je aislamiento de un sish.:ma 

1 i .1 Equipos de laboratorio utilizados parü reproducir los distintos tipos 
Je sobretensiones . 

·_ 11.2 Definición del riguante de elementos Jcl sistema de potencia en 
base a· prubas de laboratorio 

. e' ,-' 

12; DimeilsÍon~~riiento de líneas y subestaciones 

12.1 Compadación de líneas y subcstm.:iuncs 

13. Estándares nacimiales e internacionales de courdinación de aislamiento . 

. , 
J 

·:- .. -. ::~"'. - ~-'-~.5 

.· 



"-' '' /'-: ,· 

: 

j 
i 

'i 

Chapter 1 

Jntroduction 
-·;J 

Power system networks are subjected .to many forms of transient 
phenomena ranging froni the relatively slow éiectromechanical ciscil
lations associated with synchronous machine instability to the compara
tively fast variations in voltage and current brought about by sudden 
changes in the steady state values of one or other of these quantities. 
The fast transients contain components with a relatively high fre
quency, for instan ce, about 70kHz iri the transient overvoltage pro
duced by the clearance of a 1 km short-line fault. 

Sud den changes in voltage .and current may be the result of a light-. 
ning stroke or sorne malfunction of the system, or ·they may be dueto 
the delibera te switching of a part of the system. üghtning is a common 
cause of faults and subsequent circuit outages, but faults can and do 
occur for many other reasons. Malfunctioning of the system can occur 
in numerous ways and has a variety of consequences; e.g. an open cir
cuit of one phase can lead to a rearrangement of circuit inductances 
and capacitances in such a manner that a resonant circuit is produced 
and excited with large v3.lues of voltage and/or current as a consequence. 
Other types of malfunctioning may lead to abnormal voltage and cur
rent conditions which are sustained rather than transitory in nature. 
Transient overvoltages are produced by both the operúng and closing of 
a circuit breaker and their calculation and assessment is the particular 
concem of this monograph. 

Beca use of their importance in the design of switchgear. the transi
ent voltages generated by the opening of a circuit breaker were orig
inally regarded with more interest than those due to circuit breaker 
closure~ These latter do not particularly affect the operation of the cir
cuit breaker and in the past they did not exceed the insulation level of 
thé system which, for the lower operating voltages then in use, was 
govemed entirely by lightning considerations. Over ~e years. the 
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voltages at which electrical power is transmitted over long distances 
have been increasing continually, and many systems are now in oper
ation at 400, 500 and 750 kV and transmission at 1000 kV is under 

investigation. . 
Because the magnitudes of Iightn.ing surges on transmission.lines are 

not greatly affected by the Iine design, the lightning performance of the 
line shows an improvement with increasing operating-voltage level. In 
contrast, system-generated ove~oltag~s are directly related to the sys
tem voltage and their magnitudes increase as. the system voltage · 
increáses. As a result, at opeta.ting voltages of 400kV and above, sys
tem-generated overvoltages play an increasingly large part in detemiin
ing the insulation level of the system. In this context the overvoltages 
caused by the energisation of transmission lines are panicularly signifi
cant since, given the neces,sary conditions, overvoltage Jevels of over 
three times the phase to neutral voltage are possible. Although the sys
tem insulation level must be sufficiently high in order not to hazard the 
reliability of the system, at the same time there are strong economic 
reasons for keeping it as Iow as possible. A result of these developments 
is that a much greater emphasis is being placed on the need for the 
ability to predict system overvoltages at the planning stage, in order 
that steps may be taken to reduce their severity and for minimisation . 
of the system insulation level, as far as possible .. · 

For the purpose of caJculating switching transients the elements of a 
power system may be divided into two types: first, those whose pararn
eters are essentially Iumped, such as generators, transfonners, reactors 
and capacitors and secondly, overhead lines and underground cables 
whose parameters are of a distributed nature. When a switching oper
ation takes place these circuit elements are subjected to voltages and 
currents having a wide frequency range which may extend from 50 Hz. 
to the region of 100kHz. Over such a range the values of the system 
patameters and of the earth path are not constant but vary with fre

quency. 
Ideal! y, the method of calculation used should be capable of repre

senting both fumped and distributed parameters equally well, and of 
faithfuUy reproducing the variation of their values with frequency. In 
addition, it should be able to represent the effect of nonlinearitiessuch 
as those due to surge diverters, magnetic saturation, corona and the cir
cuit breaker are. In practice such a method is not easily achieved, and 
cum:ntly use methods represent a compromise in sorne respect, the 
particular compromise arrived at being govemed by the specific require
ments of the user. Difficulties inherent in the calculation of transients 
are not confined' tó method alone. The provision of sufficiently 
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accurate and extensive system data also has its problems, and is of con
siderable importance, since the accuracy of any calculation cánnot be 
better than the data on which it is based. For the most accurate results, 
full knowledge of the variation of the circuj_t el~m~nts witn frequency is 
necessary, and this may not always be readily'available. 

The traditional method of assessing the severity ·of transient 
phenomena in power systems has been to uSe the transient ·network · 
analyser (TNA) type of analogue corriputer, whicti provides facilities for 
fonning a scale model of the system being studied, using lumped values 
of inductance, capactitance and resistance. Such models have been used 
by power system engineers for weU over thirty years (Peterson·, 1939) 
but by th~ir very nature are liable toa size limitation. Eventually, prob
lems are encountered which are too large to be accommodated without 
drastic simplification or an expensive extension of. the facilities. The 
TNA can be advantageous in those cases where the ex.act mechanism of 
the transient phenomena under investigation is not immediately 
apparent and where the work is of an exploratory nature. A combi
nation of analogue and digital facilities can be extremcly powerful and,. 
to be realistic, the two approaches should be seeri as being complemen
tary rather than competitive. Comparisons of the results from the two 
approaches tend to show a good overall correlation but with differences 
in the fine detail of the transient wavefonns. Sophisticated TNA facili
ties are in use at the present time (Dickson et al., 1973, Borgonovo et 
al., 1974) and in sorne cases ~re dosel y linked to digital facilities 
(Morsztyn et al., 1969, Bowles et al., 1972)~ 

. Unfortunately, power supply systems are so complex that a truly 
analytical solution of any but the simplest problem is virtuaUy imposs
ible. Even a numerical approach was forbidding until the advent of a 
powerful digital computer which proved not only a necessary too! but 
also a stimulus to the development of new techniques. lt is the purpose 
of tlús monograph to describe these developments and their application 
to practical problems. 

Tht: need for these methods as they. apply particularly to trans
rnission circuits has been emphasised in recent years. Firstly, by the 
fact that the use of higher transmission voltages has meant that system' 
insulation level is detennined largely by transient switching overvoltages 
rather than by lightning, and secondly, by the transient phenomena 
associated with the use of high-voltage underground cable (much of it 
crossbonded) in order to bring power int<' the larger centres of popu
lation. Since such transients depend to a great extent on the properties 
of overhead lines and underground cables it is not Ínappropriate there
fore to commence with .... a consideration of the transmission line 

C9uations. 

¿. 



Chapter 2 

Basic analysis , and system 
. ; :• .· ~ '~ '-· .-. -' 

par~m~t~rs 
·' .:: .. '.-: .. : . 

The general transmission-line problem is formulated on the assumption 
that a network representation is pennissible. This is equivalent to postu
lating plane-wave propagation along the line, although it is known from 

- Maxwell's equations that, in the presence of Josses, this is not strictly 
true. Nevertheless, once the network concept is abandoned the problem 
has to be deah with as a field problem, with all its attendant difficult-
ies. _ 

Once fonnulated in tenns of differential equations these are s.olvcd 
for the particular simple cases which have been traditionally considered. 
However, modern methods of solulions are employed to Sl.:rve as an 
introduction to the development of later Chapters. 

The remainder of the Chapter is devoted to investigating sorne of the 
practica) features which are subsequently to be taken into account. In 
particular, the manner in which the parameters of both lines and cables 
vary with frequency is discussed and il_lustrated. 

2.1 Equations for multiwire transmission lines 

An n-wire line above a comlucting earth is generally described in tem1s 
of resistances and self-inductances; mutual inductances and capaci
tances; and capacitance and conductance to t~e earth. Then with 

R, M11 , c,, G1 = resista~ce. inductance, earth capacitance and con-
ductance respectively, per unii Jength of the /th wirc 

M1,., C1,. = mutual inductance and capacitance respectively, per 
unitlength between the /th, mth wires 

as illustrated in Fig. 2.1, it follows that -
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linet 

hnem 

Fig. 2.1 Element of two phases of a multiphase line 

~. -~ - a;,. . 
_ ,.L;:., M,,. al-R1z1 

av, 
-= 
ax (2.1) 

a· n a a~ 
~ = - L e,~ ~, (v, - v,.)- e, -;-·- G,~ (2.2) ax m=l (1 • ut 

Thcse equations can be writt~n in the matrix form 

av - = -z;ax . • 
a; -- = - Yv 
ax (2.3) 

where v, i are column matrices of the voltages to earth and currents of 
the n wires, and Z, }' (the impedance and admittance matrices respec
tively) are square matrices of order n with the 

. a 
(r, s)th element of Z = M., -- + ó,.,.R, 

, ar 

where ó,.. =O if r * s, Órr = JI is ihe Kronecker delta, and the 

(r, s)th element of ~ = 

a -e-
"' ar' 

n a L erq -+ G, 
Q"'l ar r= s 

(2.4) 

(2.5) 

' 
Since Z, Y are each symmetric matrices, eqns. 23 can be combined 

lo give 

a2v . al¡ 
=Po; ax2 ax2 (2.6) 

where P = ZY, and it is important to bear in mind that both Z and Y 
contain- -the differential operator with respect to time. In general the 
matrix Pis not symmetric. 

.--~---

-~-

1 

\1 
.¡ 
•i . ;¡ 

•.~. J!.¡ 
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Whenever it is desired to carry out an _il_lt.cgral transform with respect 

to time. eqns. 2.6 are written 

d21J -
- =PD· dxl . • . (2.7) 

.where p = zy and z. y are formed froin z. y by replacing the time . 
derivative by the. transfonn parameter, providcd that the system is 

· quiescent up to time zero~ ·~~ . .. _ ·, . 
Although eqns. 2.6-are so readily · fonnulated their solutiun is far 

from simple. lndeed, prior ~o the availability of digital computers, pro
gress was o~ y possible by the int roduction of simplifying assumptions 
and the use uf much ingenuity. Sin ce many of the coilcepts of this early 
work are developed in la ter chapters it is -instructivc lo considcr briefly 
sorne importan! speci~l cases which indude the singlc-phasc and the 
transposed 3-phase lines.· · 

2.2 Single-phase lin17s 

In a single line with earth return, the expressions in eqn. 2.7 (with the 
bar referring to the La place transform) reduce tu 

where, dropping subscripts, k 2 = (pM + R)(pC + G), anJ it is assumed 
that the line is ~harge-free prior to zero time. lt is seen in Section 4.1 . 
that the parameter k is related to the propagation constan! of the line. 

The general solutions are of the form (Lacey, 1941) 

where 

with 

V = A exp (- kx) + 8 exp (kx) 

1 =·~{Aexp(-kx)-Bexp(kx)} 

z = Zo (Q + 13 + pll/2 
n-IJ+p 

R G R e; 
n = "1M + 2C ; (J = 2M- 2C ; _ (M)112 

Zo- e 

(2.8) 

(2.9) 

andA, B are determined from the boundary conditions and are gener
ally functions of the transform parameter p. The analysis can be carried 
further if the Iinc parameters are such that k can be expressed as a 
linear function of p. This implies that (J =O and k= (p + n)/11, where 

- i 
1 
1 
1 

1 
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11 = (MCf1
'
2

• Then, on using the Heaviside Shlft Theorem, the inverse 
Laplace transform of cqns. 2.8 and 2.9 assume the form 

where · 

v = · exp (-nt) {F1(x- 11t) + F2 (x + 11t)} 

i = exp (- nt) { F 1 (x - 11t)- F 2(x + 11t)}/Z0 

F 1(x-11t) =O forx-11;<0 

F2(x + 11t) = O . for x +lit< O 

(2.10) 

(2.11) 

Thus the general solutions are. seen to be combinations Óf a forward 
and a backward wave each travelling with velocity 11. Since each compo
nent of. both the current and voltage waves is subject to the same .. 
attenuation exp (- nr) the line is said to be distortionless. . 

In the special case of the lossless line n = R/(2M) = G/(2C) =O so 
that the waves are propagated without attenuation. This simple treat
ment forms the basis for two weU knoi.vn graphlcal approaches; one due 
to Bewley (1933) and the other due to Schnyder (1929) and Bergeron 
(1935), which are developed further in Chapter 6. 

23 3-phase transposed lines 

A perfectly transposed line is taken lo have the same· parameters associ
ated with each phase so that, in terms uf the Laplace transforrn, the 
(r, s)th element uf the 2, Y matrices can be written respe<.:tively as· 

and 
pm,r# s: pM t R,r = s 

-pc,r-:1-s: pC+G,r = s· 

Then Ji(= ZY) has the symmetric form 

with 

P~r: : :]~P 
a = (pM + R)(pC + (; 1- 2p2mc 

b = - p 2(Mc +me- mC) + p(- cR + mG) 

(2.12) 

With this simplification the analysis can be taken further by using 
the properties of · the eigenvalues and eigenvectors of a matrix to con-

. vert. eq~: 2.7 viz. 

C.P.'!LT. --· 

',·' 
.f ,., 

11 
•'\ 

.• i 
1 

'! 
1 

. ' 
' 
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inlo a diagonal form. This involvcs wriling 1he i'-malrix in the furm 

(2.13) 

wherc Sisa nonsingular malrix of order 3 x 3 which is independent oi 
x, and vm is a 3 x 1 column matri..x. Then eqn. 2.7 tákes the form 

d21Jm . . 1 - . 

-d 2 = s- PSVm 
X . 

in wl1ich S is choscn such that' 1he .haúix (s-• Ps) is diagonal. 

(2.14) 

To. this end it is necessary to find the three scalars A (the. eigen
walues) and column matrices X (lhe eigenvecturs) which sa1isfy 

(P-">.U)X = O (2.1 S) 

where U is the unit matrix uf order 3. 
With the P of eqn. 2.12 lhe values of A are given as the roots of 

the detenninantal equation 

a-). 

b. 

b 

i.e. A= a -b.a -b, a+ 2b. 

b 

a-A 

b 

b. 

b 

a-">. 

o 

The corresponding eigenvectors are found by using each of these 
three eigenvalues in turn in eqn. 2.15. Then with X in the form 

the repea1ed values of A=~- b yield 

x 1 + x 2 + x 3 = O 

and it is pussible to choose two independent solutions lo this equation. 
Possible choices for X are 

{l,(-l+jy'3)/2,(-1-j;,j3)/2} 

{1, (:-- 1 - jy'3)/2, (-1 + ¡y'3)/2} 

.as in the me1hod of symmetncal components. However, lhis choice 
. introduces complcx elements, and it is usual in considering transicnt 
phenomena to choose 

1 
1 

i 
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{ 1, - ! , - ! } = X0 say. associated with 'Ao = a - b 

{O. (y'3)/2, -(y'3)/2} = Xp say, associaled with }..11 = a- b 

The eigenvector assucialed Y.rilh the eigenvalue A.o =a + 2b can be 
eh osen to be { 1, 1, 1} = X0 • say. lf the 3 x 3 malrix S is constructed 
from thc eigenvectors as 

S = [X0 , X~. XoJ 

then it is gencrally known as the modal transformation matrix. lf 
further D denotes the diagonal matriii. of the eigenvalues i.e. 

D = [~ : :] 

O O Ao 

it follows that. on using eqn. 2.15 

SD = ['AoX0 • ">.11Xp. A.oXo] 

so that 
.IPX0 ,PXp,PXo] = Ps 

and eqn. 2.14 reduces lo 

or wilh 

to lhc 1hree scalar differential equalions 

(a+ 2b)D0 

Since Pis symmetric i.e. P= Pi; follows from eqn. 2.7 thal 

d 2 1 --
-=Pi dx2 

so that t.he same modal transformation mauix S reduces it. with 

I=S/m,IO 

whicli "again represents 1hrec scalar differential eqüalions in thc compo

nents l0 • 711 , t0 say,oflm· 

.:;.· 

·, 
\,l 

,. 
)'· 

·;l 

1 

1 

: 
.i 
'! 

¡ 
¡ 

1 
··j 

1 
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1t is impurt.ant to note lhal lhe modal tran~lurmalion matrix S a:\ 
indepcndent l'f tht: valnes uf a. h ami depcmb only on 1heir arrange
ment in the matrix P. Both 2. Y comain l•n.ly two distinct elements 
each and their arrangement is precisely that pf a. b m P. hence·it ll•l· 

lows thai 

whcn: D 1 , Dz are diagonal n;atrlces _o(Úae eigenv¡Jucs of .l. Y. ?\ow tht: 
Laplacc transfórm uf eqn. 23·i~:: ;<;\::·:;:~ ' · · · . ~.. ' .. . 

'• ·, 

d'D = L'Z,. di= _ fD. 
cLr: ,' • . d;c ' 

and on making lhc subslilutions t1"" S t!,..... 1 = S tm 1h::sc: hewme 

'_whith accordingly rcduú~ lo 

•' df),., 

dr: 

Since D,. Dl are diagoual il is apparent that eada vullage componen! L'r.· 

z.•:¡ •. v0 is relaled only IP the correspl•nding currcnt com~1ont>nt. Furthe-r. 
ior cach componen! lhe differential e4uations ~m· of the 1ype dis.:usscd 
in Section 2.2 for lhc single-phasc line. · 

Since the inverst: La place transform ,,¡ cqn. 2.13 ¡ti ve:~ v = Svm. 
i = Sim. the line currcnts can be written 

[;,] [''1 [o ] [']' i2 = ~:J;Q+ h/3~/2..., i;¡+ 1 io 

'3 ' -! -(y.>)/_' ' 1 

and line vohages arc: similarly decompo:.cJ The solution c<~n then he 
re¡:arded as the su m t>f three modes (\f propa~uon, referred ((\as the 0:, 

íl. O modes. TI1e sum (•f th:: phase currents · 

i;; imkpcnd.::nl of 1<,. iJ ~ud the ground t:urr.:nr is 3i?. A.:curdingly. the 
·(.(. iJ moucs of propa~:uion are describ~d as aeri:!l mudes. and ''"·' o 
mnd:: as tiJe ground nH•dc. 

In Se~.:tio;l 2.2 ít is uoted that dislurtionl\:s., prupa!-!atíon is l•nly pl)S~· 
it>le if k is 3 linear fun.:tion of lhe transfNm parameter. Hencc f1•r 311 
thret· modes 10 h~ dístNtiunless ít is neces~ry that both (a - ¡. 1 11 ~. 

.,_ 
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(a f -:.h ) 1 '~ shuuld t-oe linc~r i'uul'tiuns oi p~ With th.:: \·aiu~" •·f a. i> ¡!i~cn 
in eqn.-~.12 tilas neccssnates lloth 

(C+ e)!\ 
ami 

UW+ 2m)G = (C-- 2ciR 

For noaucw values PI m. fH. e, C. hoth rdationslaips .::..1; (>n!v he 
salislied simuhaneously if R =O =o G. 1.::. ·if thc linc: is lossbs. lu 1his 
t.:al.c il ís rcadily shown thal thc acrial mode:s ~-... ~';> travd ,,; th i1 vel

ocity ((M- m)(C + c>r1
'

2 while thc f!round mode t•0 rravc:ls with a 
velocity I(M + 2mi(C- 2cW112 . . . 

TI1e conccpl uf modal propagation is dt:veloped furtht:r in Chaptcr 4 
whc;:r_e, the rcstrictivns imposcd here are rc:nwvcd. · 

2.4 Transmission line parameters 

In thc analytic:.al wurk uf thc prcvir•us Set.:tion~ ít tu~ b<·cn t;,citly 
assumcd that the line parameters are t:onstants. where:h it ha~. long heen 
recognised that the resis1ive and induclive elcmc:nts· are: Jep::udcut on 
fre4uc:ncy. anJ henc.:: in ·this scnse un wavcshapc. h IS (·r~Pneous to 
d.:scribc thcm :b t>ein¡: functiuns l•l IÍIIIC. 1\·lon:m·cr lh.: <::Jp;.&ul:.ant..:s are 
vuhage dependen! when coron¡¡ ¡)ccurs. 

2.4. 1 f.jj(·u, •/ eurrlt c:onduclii'Í(r 

In practice some vi the salienl fcaturc:s of these param.:t<:~ are influ
c:nced by the geologi.:al strucwre and electrical propertics l•f !he earth · 
in the neig.hoourhl•t>d of the línc. Carsnn (1 Q26) considerc:d rhe induc· 
tiw pararneter~ t•l a line over a hornu!,:eneous condu.:tiug .:..anta with 
umt rclative permt.:at>ility. However. in deriving tJ¡e t:~ílh rt:sistivíty. 
from resist<~ncc mcasurements. the value is sometimes found 10 d.:pend 
markcdly on thc .dcctrode separ:Hil•n. h.>r example. in te,.r-; on the 
Ramnas line. Hyltcn.Cavallius and Gjerluv (IQ5°) qur.tl' t-ú-:i500~lm, 
! 000-2000 f~m ft•r dectrode sep:.arati(•ll:> C>f 5 rn. ~00 111 ·f;;"S~Ctively. 

This variation and1catcs a stratiticd earti.. AccNdingly ·i: l.· mon~ real· 
i,;tic w considcr '! siuu;,oídal lint.: t:urrcral:i l•Í angular lr<;yu:::ltcy c.v sílu
:.atcd in 3ir abc•vc :.an earth ~híd• is ~.uppt•s..:d tu .:unsbt ,,! il .•tr:.luru uf 
uniform thii.:kfl,·~;.;_ rc.-;istivity p 2 • rd:t!Jv.: perme3bility -f.l.~ a[>,.,.e a semi
int'inilc strawm with respet:tivc propenies p 3 • p.3 . PIJno:-\\J\e propa
!?ativn is assum~J :md displacemcnt .:um:nt~ art- ignurc:d .. 'Thc:l!. if the 
nll t.:UJrcnt !, ( 1 .;;: r ~ n) Í$ takcn ••~ c¡.;,,;entratcd JI th.: í•<•int (~,. T/r) 

·¡u tile (x. ~l"}-pbnc. 3~ illustrated in hg. 2.~. the curren! Jcii:-.JI_v is zero 
C\'éf}""·hcre in lht: air _cxu:pl al lhc pl•iul.!l l~r. Jlr)_ wh.:rc: ll h mlinite. 

,·., 

·~:· 

~ ' • 1 

. i 

'i 
'1 
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Fig. 2.2 Current-carrying conductor above a stratified earth 

X 

The Dirac de ha f unction 5 (x -a) is designed to represen t such an ideal- · 
ised situation.lt is defmed here by . · 

ó(x- a) = ¡ 
00

0 if x -:f. a 

ifx =a 
in such a way that 

r-5(x- a» = 1 --- . 

implying that if f(x) is continúous at x =a and bounded elsewhere 

J.!(x) ó(x -a)dx ~ f(a) 

Hence in the air the current density can be expressed in the form 

n 

L kr 6(x- ~r) ó(y -71r) 
rat 

On integrating over a small area in the x ,y plane including only the rth 
, . current it foUows immediately from the above definition .that kr =Ir· 

Accordingly M;uwell's equations for the electric field strength can be 
used to give 

32EI 32E¡ n 
axl +. ay2 = m~ r~t I~(x- Er) 6(y -11r).y;;;. o (2.16) 
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a2El a2El -a 1 + --1 = m~E1, O :¡¡;;Y:l =-y~ d (finite stratum) 
:x ayl 

(2.17) 

a2t·3 a1E3 
--+--= 
ax2 ay~ 

miE3 , O ~YJ =--:(y + d) (infinite stratum) 

where 
. (2.18) 

m~= jwp 1J.Lo; m~= jwp2JJoiP2; 2 . 1 m3 =. JWJJJJJo Pl 

. Continuity of the electric field strength, tangential · magnetising 
force, and normal flux density give rise to the following conditions at 
y=O: 

E, E2 = E0 ,say; 
..!... aE. _ _!_ ~E2. aE. aEl 

= = -·= 
JJ• ay P1 ay2 

. ax ax 
andaty.=-d 

El Ed,say; 
1 aE2 _!_ 3El_ aE2 aE~ 

= El= --= -= 
JJ2 ay2 Pl 3yl 1 ax ax 

Taking the infmite complex Fourier transform for x and the intinite or 
finite sine transforms as appropriate for y, eqns. 2.16, 2.17 and 2.18 
beco me 

- ~ . . . . 

p,_l + a: 2)E1 = -m~ [ Ir exp (- ia:tr) sin CA71r) + AEo 

where· 

r=l 

( (';)' + •' + ml }E, = ~(t. -(-I)"E•} 
{A2 + a:1 + mi}E3 = AEd 

Er =J:L-Ersin(Ay)exp(-jcxx)túdy> = 1,3 

E2 =J- J·d E1 sin (prry/d) exp (- jcxx) dx dy . 
-- o 

and he re p is a positive integer. 
(Readers not. familiar with this use of integral transforms are referred to 
Mullineux et izL (1 970) where the techniques are discussed in relation 
to·ttús type of problem]. 

The inverse transform for A is 

F. __ ~ 2 f I. J.·-. · (- ·,.t) sin (:i.J1,) sin (Ay) ..n 
•1 - m¡ L. r eXp }....,.r ._ l +. 2 U/\ 

7r r~l 0 . . 1\ Q 

2EoJ->.. sin (Ay) +-· en.. 
7r o >._2 + Ql 

.. 

.;:·. 

-~ 

'. ·.~ •. .i~ 
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. · 2 n · ' ' · 

= - ~ L Ir {exp (- ktl117r-yl)- ex'p (-. ktl 117r + yl)} exp (-iat.) 
21al r•l . . . . . _ 

. + E0 exp (- ktlY) .. (2.19) 

on using the caJculus of residues to evaluate the integrals. Similarly ~ 

El = Ed exp (-,Y3 'YJ), 7~ = o2 +m~ (2.20} 

The inverse transform with res~ J!> p yields 

' 2 - (prr). lo ~:ci-' lyE~ . 2 - 2 2. 

_ E2 ~ ;¡ ,Í:. ;¡ (prr/d)2 + 7~ sm {prrY2/á), 7:t =o + m2 

. ' . . 

This sununation can be effected by using the caJculus of residues to give 

i< _ E- sinh {(d -Y 2hz} · E- sinh (yz 72) 
.Cz - o . + d . 
_ . . sinh (d72 ) _ · SJnh (d7z) · 

(2.21) 

The transfonned continuity conditions can now be used to eliminate 
the unknowns E0 , id from eqns. 2.19, 2.20 and 2.21 giving, after the 

fmaJ inversion, ( ) 
m~ n (17r + y):t + (x- ~r)2 

Es = -- L Ir In z ( )2 
4rr r=l (11r-y) + x-~r . 

_m~ f. IJ- Jl2 cos{a(x- ~r)} exp);·a(n~ +y)} do (2.22) 
rr r"l o Jl20 + JlsA o 

where·· 
.· . Jl3 7 2 sinh (d7z) + Jlz7~ cosh (d7z) 

A(o) = 72 . 
· Jl3 72 cosh (d72 ) + Jlz 73 SJnh (d72) 

(223) . 

Eqn. 222 gives the mutual impedance directly per unit length between 
the rtb, sth COOdUCtOrs (since m~ ~ jWJlJ Jlo) as 

z .. = jwJl 1 Jlo Ín R;. · 
2rr R~ .. 

+jWJls~j':"ll2 cos {a(~~ ~r)} exp {- oC11r + 17,.)} do 

rr Jo · JlzO + Jl1A(o) 
. - (2.24) where 

Oearly, R,. is the distance between the rth and sth conductors, and 
R;. is the distance between the sth conductor and the image point of 
the rth conductor, with reference to the surface of the earth. The log
arithmic te mi is real and is recognised _as the mutual impedarice in the 
classical case of a perfectly conducting earth.ln the integral tenn,A(o) 

'· 
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is complex and this leads to a complex mutual impedance which con
tains.a resistive term accounting for losses in the earth. Further, since 

_ A(o) is depende.nt on frequency, the impedances are aJso frequency 
dependen t. 

In practice, the conductors are not falamentary but have a radius R"' 
say. The externaJ self impedance of the rth conductor can therefore be 
estimated from eqn. 2.22 by taking (x,y) to be a point on the surface 
of the conductor. The negative exponential tenn in the integral ensures 

.. a high rate of convergence and the only contribution to the integral 
comes from a range of values of o small enough to pennit the cosine 
term being set to unity. Thus the externa! self-impedance is given by 

Zrr = jWJlsJloln(R;..)+jWJl¡Jlo(-p2exp(-2017r)do (2.25) 
2rr _ Rrr rr Jo Jl20 + JlsA(a:) · 

and is again frequency dependent. 
The particular case of a homogeneous earth may be obtained by let

tingd ten~ to infinity. Theri, from eqn. 2.23,A(o) tends to 

A(o) = 72 = ~(o2 +mD · 

but otherwise eqns. 224 and 2.25 remain unchanged. With the relative 
penneabilities set to unity the expressions derived by Carson ( 1926) 
can be obtained by a simple substitution. The integral forms given 
he re, in. addition to generalising Carson 's equations, are more con
venient for computational purposes than bis series expressions. In using 
the integrals of eqns. 2.24 and 225 the negative exponential tenns 
ensure rapid convergence. In fact the range of integration can be 
reduced .to as small a range as O~ o~ 0·2. A small integrati<?n step 
length is required and 0001 is suggested. The process outlined can be 
extended lo cover the case of an earth with any number of strata. -

Wise (1 934) modified Carson's results for a homogeneous earth in an 
approximate manner to include the effects of displacement currents . 
Hedman (I 965) has shown that the modification has negligible effect at 
frequencies below 500kHz. For the. stratified earth Wedepohl and · 
Wasley (1966) incorporated similar approximations which modify eqn. · 
2.23 by replacing 72 , 73 by 7;, 7; where. with E as !he relative permit· 
ti vil y, . ,. 

'h 

7;• = 7~ + W2JloEo{Jl¡Es -Jl3€3) 

In this _approach the effects of displacernent currents can become 
nt>ticeable at frequencies above 60kHz. However, in practice not only 

· . is it rare- for · the same geological features to extend over the whole 

. ·'J 
-,": 

.r:· 
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· Fig. 2.3 Section of co~ductor ~rface , 

distan~ of a ·Jine, but also precise information on the electrical proper
ties is usually lacking. For these reasons, in the present state of the art, 
the modifications arising from the effects of displacement currents are 
generally neglected. 

2.4.2 ·Conductor inrerfUl/ impedon~e 
The inteinal self imp~dance of a conductor is smaU in comparison with 
the extemal but may be estimated, for the usual stranded conductor, in 
the foUowing manner (Galloway eral., 1964). 

Part of the cross-section of a stranded conductor is shown in Fig. 
· 23. If a sufficiently high frequency is considered, the surface magnetic
field intensity H0 is tangential at all points to the surface of the conduc
tor and proportional to the current density / 0 at the surface. Th·e cur~ 
rent · density at any depth r normal lo the surface of the conductor is 

J = 10 exp (-nu) 
and 

H0 ::::; 10 /m 
where 

m = y(jwJ.LP.oP) 

The total curr~nl in the conductor is obtained by integrating a sur
face element di, first n'ormal to the surface, and then around the sur
face. Owing to the largeness of m, the first integration with respéct to r 
may be taken to infinity with small error, and the total current 1 is con
sequently 
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. J'J.- (' 1 = 
0 

/ 0 exp (- nu)dl dr = (1/m) J/0 di 

where 1 is the length of the sUrface path of the conductor. To calcula te 
the internal impedance, it is. necessary to know the total voltage drop, 
which must be evaluated at the extreme outer radius since the voltage 
drop in the air path is calculated from this point. At this point, the sur
face current density is a maximum, and is denoted by i0 • The voltage . 
drop is V= ¡Áj0 • The intemal impedance is ·· 

Z = V/1 = m!lio/ L'Jo di 

Since H and J are proportional everywhere thls can be expressed in the 
form 

1
1 • 

Z ::::; mpH0 L Ho di 

By symmetry, the field p3uern in all outer strands is identical and 
1 = nr8 where 

n = number of outer strands 
r = radius of the o u ter strand 
O angle subtended by adjacent touching strands at 

the centre, as shown in Fig; 2.3. · 
- (2rr/n) + rr, as is also seen from Fig. 2.3, 

and therefore 

1 = rn(2 + n). 
The integral 

f'no di 
·o 

may be obtained by an analogue method using an electrolytic tank for 
one half of the surface of one strand. Then H01 is obtained by drawing 
a straight lineas a projection to the initial.slope. The factor 

K = H0 1/J:Ho di 

has been detennined in this way for a number of outer strands com
monly used, namely 6, 12, 18 and 24, and it has been found that its 

. value is approximately 2·25. 
Thus the formula for the conductor internal impedance is 

2·25pm 

rn(2 + n) 
(2.26) 

;.:.. 
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or 
2 · 25 V( WIJI.loP) 

= Xc = nr(2 + n).J(2) · 

. ni.is is mo~t accurate when the depth of penetration is small corri
pared with the radius of one strand. For the conductors in ~omrnon use 
the formula should give accepta~lea.c.curacy above approx1mately 2-S 
kHz. ·~ .. ··.~··. •'t't';¡·':i..:. 

_,,.. i.~:i:·3F~bx .. 
2.4.3 Line Cllpacirance , ··· ;:, ·> 
The conductor diameters are·small in·comparison with their separation 
so that on the assumption that displacement currents within the earth 
are. negligible, the capacitances are given by the well known expressions 
[e.g. Bewley (1933)) · · · ' · 

. e,. = 27r €0 /ln (R~/R,.) J 
. e,. = 27r €0 /ln (R~/R,.) ... 

(2.27) 

The latter can _be suitably increased to account for the insulator capad-
lance. . 

Wagner and Uoyd (19SS) have measured the charge absorbed when 
the voltage is such that corona discharges occur un the lme. Th1s 
absorption uf charge is equivalen! to an increase in capacitance anc.J 
hence to a reduced speed of uavel. llylten.Cavallius and Gjerlov ( 1959) 
have developed the theory for a single conductor above a perfectly con· 
ducting earth and discussed the difficulties in applying il in more real
istic cases. Their paper conlains inleresling test results. 

further investigation seems to be necessary before the effect of 
corona can be taken into accounl in calculation, parlicularly on lines in 
which each phase consists of a bundle of separa te conduclors in parallel. 
The general effect is to increase the capacilances and conductan!=e ~o 
earth. However, until further quantitative information becomes avaJI
able, it is customary to treat the capacitance as being independent of 
voltage and lo neglect the earth conductance. 

2.4.4 Bundling of sub-coruiuctors 
In high voltage systems each phase comprises severa! subcon~uctors 
whose centres are spaced at the. ver tices of a regular polygon wh1ch can 
be circumscribed by a circle of radius a. lt is possible lo proceed by fol
lowing mathematically lhe physical siluation, i.e. for a sinusoidal e~ci~ 
tation of frequency W (SO that tne lime deriva ti ves are rep)aced by JW) 
the paramctcllo are calculated for each separale subconduclor and the 
order of the matrix PUw) derived from eqn. 2.6 is reduced by 
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introducing a common voltage for each subconductor within a given 
bundle. This method is time consuming and Battisson eral.·( 1969) have 
shown that the results differ only marginally from thoSe produced using 
the concept of geomelric-mean distance. 

In Bowes's method (see Dwight, 1954, p. 151) the capacitance 
between n subconductors uf a bundle and a remole pth con~uctor is 
calculated un the assumption that each of the n subconductors carries · 
the same charge of 1/ n coulombs per metre. Then the induced voltage 
un the pth conductor can be deduced using eqn. 2.27 as . 

.-
1
- I .!_In (R;P) = -

1
-Jn 1 0 (R;p) 1 0 (Rip)) 

11

" 
· 27Te0 1•1 n Rlp 27T€o 1=1 'j 1•1 . 

so that lhe capacitance .is expressible in terms of the geometric-mean 
distances 

1 J 
1/n ~- · } 1/n • 

0 (R;~) _ , fl(R1p)J 
1=1 1=1 

Using Guye's theorem (see Dwight, 1954. p. 104) the term Rrr in 
eqn. 2.28 is reptaced by 

where 
{na" -1 a'}l'" 

a - = radius uf circumscribing circle-
a radius of subconduclor 

whilst R~ is the geometric-mean distance between a bundle and its 
image with reference to the surface of the earth. Actually the dimen· 
sions uf power lines are such lhat the geometric-mean distance belween 
phases is closely approximated to the distance between bundle centres. · 

lf the earth were perfectly conducting so lhat the integrals in eqns. 
2.24 and 2.25 disappear, a similar assumption of equal currents in each 
subconductor would lead tu the use of the same geometric-mean dis
tances in the calculation of the induclive parameters. Battisson et al. 

· ( 1969) ha ve given evidence to indica te that if the integrals are also eval
uated using geometric-mean c.Jistances, the errors introduced are small. 

2.4.5 t'arrh wires 
Multiple earth wires, even whcn widely separated, ca_n be bundled by 
the method uf the previous Section. After ali the bundling is complcted 
the order of the impedance and admittance matrices is one more than 
the number of phases.' lf. as is usual, the earlh wire is taken lo be at 
zero potential throughout its Iength, the order of these matrices can be 

. reduced by matrix manipulalion tu that of the number of phases. 
For convenience the steady-state condition is considered and the 

matrices are partitioned to separa te the n phases and .the earth wire. 

¡ · .... 
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Then, with. obvious notatiuu .-.-:-.:eh indica tes the order of the matrices, 

there results 

and 

~[vp<n x I>] = --rz.~~c?,xn>z,.,<n x 1)] [ip(n x I>] 
dx Ve(l X 1) ·, Zep(l X n)Zer(l, X 1) ie(I X 1) 

With v~ ,;, O simple manipulation yields 

and ,. (2.28) 

By convention these new n x n matrices in eqn. 2.28 are still referred to 
as the admittance and impedance matrices and denoted by Y, Z; their 
order distinguishes them from the original. . 

2.4.6/:.xamp/e 
. To illustrate the dependence of the parameters on frequency the single . 

circuit 400 kV quadruple 0·4 line of Fig. 2.4 is considered. Typical 
parameters are shown in Fig. 2.5 for both homogeneous and stratified 

. earths. The effect of stratification can be interpreted in terms of the 
frequency dependent depth of penetration (Poritsky and Jerrard, 1954) 

.y{2/(wJ4l0 o)} metres 

For an earth resistivity uf 20 !lm, the depth of penelr'!lion varies from 
5-6 km to 5·6 m as w varies from 1 to 106 rad/s. Hence at the lower 
frequency a top stratum 60 m thick has little effect, but at the higher 
frequency. a top stratum 6 m thick has a pronounced effect on the 
inductance. 

Fig. 2.5 indica tes that when a top stratuin of low resistivity overlies 
an earth of high resistivity the inductance approximates that due to a . 
homogeneous earth of high resistivity at low frequencies and of low 
resistivity at high frequencies. This is in contras! to the resistance which 
corresponds more closely to that due toa homogeneous earth of high 
resistivity at all frequencies. The significance of these effects is dis
cussed in Chapter 7. 

1 
1 

' ' ' 

. Basic analysis and system parameters . 21 

4 ,... 

3 olo22·2sn-
-r-------+-o¡o 

r:
2 ~~32·75ft-

l . 136·25 ft 
. IO---t26-75~t-
lJ2·5~-5ft~1i~} 

. 1 ft . . . 

39-5ft 

,,,,,,,, 

Fig. 2.4 Conliguration for a 400 kV line 

2.5 Cable parameters 

Traditionally, single-core cables have been treated as coaxial trans
mission lines with·the sheath held al ze~o potential. While this approach 
has provided sufficiently accurate results for Jhe stress on the main 
cable insulation, it provides no information about the stress on the insu
lation between the cable sheath and the surrounding earth. Unlike the 
effect produced by a breakdown of the main insulatiun, a puncture of 
the sheath insulation does nut lead to immediate failure of the system. 
lt does however permit the occurrence of corrusion of the sheath and 
so Ieads to eventual failure. Accordingly, a single core cable is initially 
regarded as a 2-conductor device buried in earth of finite conductivity. 
Then the interaction between the N single-core cables comprising the 
cable system is considered and the impedance and admillance matrices 
derived. In contrast to the corresponding matrices for a transmission 
line. these matrices are of order 2N x 2N since the curren! and voltage in 
each sheath are included in the calculation. 

2.5.1 Single core cable 
A sector of the cable is illustated in Fig. 2.6. Under Iosslcss conr· ,s 
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resistivity = 20 nm, above an infinite stratum of 
resistivity 1000 nm 

lvl Homogeneous earth, resistivity =. lOOO!lm 
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Fig. 2.6 Section of cable 

it follows from elementary principies that, ignoring capacitance cur
reniS; ihe inductive elements give 

where 
'D2 = z6(i1 + i 2) 

= jwJJ.o In (~} jWJlo 

(~) (2.29) z2 z6 = --In 
2 . 2 

and the reason for the choice of subscripts becomes apparent la ter. The 
·impedance matrix is thus seen to be 

(2 .30) 

In a similar way consideration of the capacitive elements only gives 
lhe aomittance matrix as 

where 

and 

y~ r· Y1 -·· ' ... 
y 1 = ,jw2rr E 1e0 /ln(r2 /r 1 ) 

y 2 = jw2rr E2E0 /In(r4/r3 ) 

(2.31) 

When losses are introduced into thc system, Wedepohl and Wilcox · 
(1973) point out that, even with a soil o fa poor resistivity of 1000 nm. 
the time constant for lhe diffusion of charge within the soil is about 
.I0-8 s. Hence for practica) purposes, when the smallest unit of time is 
I0-6s, the admittance matrix given above is unaJtered except for the 
intlusion of the conductances of the main and shealh insulations. 

The electromagnetic problem wheo the core and sheath have finite 

C.P.S.l.· -C 

'J 
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conductivitywas solved by Shelkunoff (1934) who proved the foUow
ing two theorems: 

1ñeorem 1: lf the return path is whoUy externa! or whoUy intemal, 
then the longitudinal electromotive intensity on that sur-

. face of a hoUo~ conductor which is nearest to the return 
path equals the correSponding surface impedance per unit 
length multiplied by the total current flowing in the con
ductor; and ·th~ 'fnten~ity on the other surface equals the 
transfer impedaitce pef' unit ~en~th multiplied by the total 
curren t. 

1ñeorem 2: lf the r~tum path is partly extemal and partly interna!, the 
separate components of. the intensity due to the two parts 
of the total current are calculated by the above theorem 
and then added to obtain the total intensities. 
Accordingly the problem may be solved in terms of seven 
impedances: _ 
z1 the surface impedance of the core 

z1 the inductive impedance already defmed (eqn. 2.29) 
ZJ the impedance of the inner suriace of the sheath · 
z. the transfer impedance between the inner and outer sur-

faces of the sheath 
z5 the impedance of thc ~utcr surface of the sheath 
z6 the inductive impedance already defined (eqn. 2.29) 
z7 the impedance of the earth surface surrounding the cable 

Then the above theorems may be used to give · 

v1 -V:z = z 1i 1+z2i1+zJi1-z4(i1 +i2) 

V2 = - Z4i1 + z 5(i1 + i2) + z,(il + i2) + z,(i1 + i2) 

from which the impedance matrix foUows as 

z = [z1+z2 +zl+z5 +z6 +z,-:-2z4 

· z5 +z6+z,-z4 

Expressions for the constituent impedances z1 • z3 , z4 • z5 were derived 
by Shelkunoff (1934) arid for z7 by PoUaczek ( 1931 ). Their anal y tic 
results, together wtlh approximations which are more convenient for 
computation, are given in Table 2.1 where il will be noted that these 
impedances are expressed in terms of a parameter m. Since m is defined 
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-it is apparent that aU five impedances are strongly dependen! on the fre
:quency. · 

2.5.2 Cable systems 
In · cable systems consisting of a number of single-core cables il is 
assumed that these are disposed paraUel to each other and the surface 
of the earth, and that the attenuation is negligible along a length of the 
system comparable with its J.ater~:·c:Wnensions. With the usual spacing 
between cables the soil acts ·~ an electrostatic shield so that there is no 
electrostatic coupling between the~.'The admittance matrix of the sys
tem is accordingly of diagonal form with the diagonal elements ~eing 
the 2 x 2 admittance matrices of the individual cables discussed in the · 
previous Section. . . ~ 

Similarly, the impedance matrix Z of the system can be partitioned 
in the form 

Z = IZ¡¡] 

wh'ere the Z¡¡ are 2 x 2 submatrices. The diagonal submatrix Z;; is then 
the 2 x 2 impedance matrix of the ith cable ~nd is derivable from eqn. 
2.32 of the previous section. However the soil does not act as an elec
tromagnetic shield between cables i,j so that the off-diagonal terms are 
no Íonger zero. This coupling can be obtained by considering a current 1 
at a point i a distance 1; below the surface o( an eartti of resistivity p. 

The electric field strength E¡¡ at the point j, separated horizontally from 
i by a distance X¡; and at a depth l¡, is expressed in the form 

E¡; = Z¡¡l 

For a cable at the point i, the current 1 is the sum of the core current i 1 

and sheath currént ;2. a~d for a cable at the pointj 

e.m.f. induced in oorej = e.m.f. induced in sheathj 

E¡; = z1¡(_;. + i2) 

Hence the submatrix Z¡; can be written 

[ 

Z¡¡ 

Z¡; = .... ., . Z¡¡] 
Z¡¡ 

. and because of the reciprocity of mutual impedance it foUows that 

Z¡; = Z¡¡ 

8oth Pollaczek (1931) and Wedepohl and Wilcox (1973) derive 
equivalent expressions for z¡; as 
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(2.3~) 

1 

m 2 = ijwp.ofP 
1 

If s¡~ = x¡~ + (1¡- #Y and lms¡;l < 0·25 then eqn. 233 can be approxi-

mated by 1 ) 
;LP.o 1 . (-yms¡;) · 1 2m 

.Z¡¡ = F" -lri 2 +2-3(1;+1¡) (2.34) 

where -y is Euler's constant, otherwise eqn. 233 is used. 
By taking j to b~ a point on the o u ter surface of the ith cable so that 

S¡¡= r4 and /¡ +1¡ T 2h, say, the impedance of the earth surface sur
rounding the cable (i.e. z 7 of Section 2.5.1) is obtained. 

1 . . . 
Hence al any frequency w, both the core and sheath voltages and 

currents are relatedlby the transmission.Jine equations 

l ·dv di 

•nd .U ilie elemenl : Z~ y-,~:;no: kn~~-~: iliould be noted iliot 

the column matrice~ V, i each contain 2N elements, where N is the num
ber ofcables. 
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Chapter 3 

Transform methods of solution 
. ~ ' ·-· ,._ 

In a general linear network with constant parameters the output f(t) 
for an input g(t) can be expres$ed in the form 

F(D)f(t) = g(t), D=d/dt (3:1) 

However, in transmission line problems, as seen in Chapter 2, sorne of 
the parameters (i .e. the coefficients of eqn. 3.1) are frequency depen~ 
dent, and in. this case eqn. 3.1 should be modified toread 

F(D.w)f(t) = g(t) · (3.2) 

Hylten-Cavallius. and Gjerlov (1 959) proceeded by decomposing the 
· input into its sinusoidal components, finding the corresponding com

ponents of the output, and reassembling these to give the solution. In 
mathematical terms this is equivalent to ai1 application of the complex 
Fourier transform to eqn. 3.2, i.e. multiplying throughout by exp(-jwt) 
and integrating with respect to t over the range (-oo, oo), thereby 
transforming the problem from the time to the frequency domain as 

where 
F(iw, w)f(iw) = g(jw) . (3.3) 

.. f(iw) = J: f(t) exp(...:...jwr)dr (3.4) 

and g{jw) is defined similarly. The reassembly to give the solution in 
the time domain is then achieved by taking the inverse complex Fourier 
transform, 

' 1 i""-· . f(t) = - f(jw) exp(jwt}dw 
2rr --

(3.5) 

In practice it is seldom that the integral in eqn. 3.5 can be evaluated 
analytically and it is necessary to proceed numerically. 
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· Suppose that 

f(t) =O for t <O, 

that as (w(-+ oo, f{iw)-+ O, and that the numerical integration is . 
carried to a sufficiently large value of w With a step length ów. Then 
using the trapezoidal rule, an approximationr (t) tof(t) is obtained as 

ów - - . r (t) = b L !Urów) exp{irówt), 1 >o (3.6) 
r=--

Define 
T = 2rr/(ów) . i.e. Aw = 2rr/T 

and 
ÓW- 11-Cr =-f{irów) = - f(r) exp(-2rrjrr/T)dT 
2rr T o .. 

so that eqn. 3.6 can be written 

-. r (r) = . L Cr exp(2rrjrt/T) (3.7) 
r=-oo 

i.e.f* (t) is.a period.ic function with period T. 
Now Cr can be expressed in the form 

· 1 - JO.+ l)T 
Cr = - L f(r) exp(-2rrjn/T)dr 

Tk=O kT 

and, interchanging the order of summation and integration, 

Cr = - L [(T + kT) exp(-2rrin/T)dr 1 IT [ - ] . 
T o k =O 

{3.8) 

Eqns. 3.7, and 3.8 form a fmite complex Fourier transform pair with 

-rcr> = L f(t + kT) {3.9) 
k =-0 

This phenomenon in eqn. 3.9 is known as aliasing {Biackman & Tukey, 
1958). and for r (t) to form a good approxirnation to f(t) over the 
range O~ t.¡;; T it is necessary that f(t) should be negligibly small for 

· t > T. This condition is fulfllled in the lightning surges dealt with by 
Hylten-Cavallius and Gjerlov (1959) but not in the case of such a 
phenomenon as line energisation. Here, where the output continues 
for long times, it is necessary to use sorne device to ensure that f(t) 
tends lo zero after a time T. lhis can be achieved mathematically by 
ysing_ the mod.ified Fourier transform (Day et al., 1966). 
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Transform methods of Solution 

· 3.1 The modified Fourier transform . 

This transfonn can be. construcled, for a function tf>(t) =O for t <O, 
. (see eqn. 3.4} from the Fourier transform of {<t:(t) exp(-at)} with 
a>O,Le. · · 

J.-tf>(t)exp{-(~: j~}tldt = i.(a + jw) _ (3.10) 
o . ' ·_. . .---: '-· ._:-, ' 

whose in verse (5ee eqn~ 3.5) is · - -.. ~.;(~;_ ·: ·' 
l .,1'' .1 

: · ~ tf>(t} exp(-at}, t >O 

_!_J~ i.(a + jw) expUwt)dw ~ 
211' -- ' - . 

O,t<O 
implying that 

t >O, 1/>(t)} exp(at) J- - --· .. · -. · • 
= _-- 1/>.(a+jw)expUwt)dw (3.11) 

1 <o. o 211' ._ . -- . - . 

Eqns. 3.10 and 3.11 fonn the one-sided modified Fourier lransform 
pair and may be converted to the l..aplace transfonn pair by the simple 

_ substitution p =a + jw giving 

I" 1/>(t) exp(-pr)cit = i(p) 

. ) J.o+J-_ .{tf>(t),t>O 
-. lf>(p) exp(pt)dp = · 
2rr} o-J- O, t <O 

· In lhe present context il · is more convenient to use lhe modified 
Fourier transfonn since the transfonn parameter w can be identified 

· with the angular frequency. 
_lf numerical integration is used lo obtain an approximalion.f*(r) 

to the inverse modified Fourier transfonn 

: ~ . 
exp(at)J- - · · - · · -

f(t) = 2;- __ f.(a + jw) expUwt)dw 

then it is readily shown. see Mullineux and Reed (1972), lhat for 
O~ t ~ T, eqn. 3.9 hecomes 

r (t) = [(t) + [ {(t + kT) exp(-ak T) . (3.12) 
lr=l 

and elswhere by periodicily i.e. 

r<r + nT) = r<r> (3.13) 

_ Transform methods of solution 31 

Oearly the effect of aliasing is reduced by the exponential terms, and 
by choosing aT sufficiently large in eqn. 3.12 r(r) can be made to 
fonn a good approximation to f(t) withiri the range (0, T). The actual 
choice of a, Tis discussed in Section 33. · 

One way of applying the modified Fourie1 transfonn to eqn. 3.2 
would be to multiply the equation throughout by exp(-at) . 

exp(-at) F(D, w)f(t) = g(t} exp(-at) 

and use lhe rule of differential operators, viz. 

I/>1(D){exp(Pt)f(t)} = exp(Pt)I/>1(D+P)f(t) 

or altematively 

ex_p(fjt) if>2 (D) f(t) = · 1/>2 (D- P}{exp(Pt) f(t)} 

to rewrile eqn. 3.i4 in the form 

F(D +a, w) {f(t) exp(-at)} ::: g(t) ~xp(-at) 
: 1 

- (3.14) 

(3.15) 

The application of the complex Fouriei transfonn has lhe effect of 
replacing the D-operatpr by jw lo yield 

F(a + jw, w)f.(a + jw) = g.(a + jw) + f 0 (a + jw, w) (3.16) 

where {0 (a + jw, w) accounts for any initial conditions. lt is seen that 
if lhe modified Fourier lrarisfonn is applied in the usual manner, i.e. 
multiplying throughout by ~xp{-(a + jw)t} and integrating with 
respecl lo t over lh,e ~ange (0, é>o), lhen apart from lhe tenn expressing 
the initial conditions, it is only. necessary lo replace lhe D-operator by 
(a+ jw). Furthennore, parameters which are known funclions of w are 

· shown from eqn. 3.16 to rem;ain lhe same functions of w after the 
transfonn. - · .:¡ 

la (Jlapler 2 lhe dependenc'e of lhe transmission line parameters on 
frequency is ·investigated on the ir;ilplicit assumption that lhe_ frequency 
is posilive. Now, however. lhe frequency covers lhe range (-oo, oo) so 
that a meaning m~l ~e.attached toZ(-w). Tq lhis end consider 

' 
2W(w)coswt = 'W(w)exp(jw~)+ W(w)exp(-jwr) w>O 

where W(w) can be pul equal to R(w),M(w) in tum. Then .on trealing 
each of the lwo tenns on the right hand side of the equalion separalely 
itis necessary for consistency lhal 

W(-w) = W(w) 

i:e. W is even with respect to w and can be treated as a function of the 
modulus of the frequency. Thus 
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32 · Transform methods of solution 

Z~(w) = jwM~(Iwl) + R~(lwl) 

for aU w. On incorporating the intemal self-impedance in Zrr these 
form the elements of the complete impedance matrix z at frequency w. -f 

In eliminating the earth wire, and _ producing the Z-matrix of order 
equal to the number of phases, the matrix manipulation leaves the form 
of the elements unchangeq as, say, the (r~ s)th element of Z = 
iwM~(Iwl) + R:_(lwl). - : -· _ · 

Denoting the elements of the corresponding admittance matrix y at 
frequency w by the (r, s)th _element of y= jw e:. +e:. application of _ .. 
_the modified Fouñer transform to the line equations gives 

dV -- dJ ' -
- = -Zi·- = -YO 
dx 'dx 

d 2 fJ d 2i =-= Jiv; - =Pi 
dx2 dx2 

(3.17) 

. . 

_ with Ji= ZY and z.· Y as square matrices of order equalto the number 
of phases with 

(r, s)th element of Z =(a+ jw)M;.(lwl} + R:.(lwl) 

(r, s)th element of y= (a+ jw) e;. +e;. 

V where M'~. R~. e:.. G:. are real. 
Thus the partial differential equations are now reduced to ordinary 

differential equations in the frequency domain, which when solved 
must be inverted to the time domain. Altemative methods of solution 
in the fre_quency domain are considered in the next Section and in 
Chapter 4. 

3.2 Finite transforms for solution in the frequency domain 
' . . 

One method of solving ordinary differential equations is based upon a 
generalisation of the Fourier series in the fonn of finite integral trans
fonns (e.g. Mullineux et al. 1970). The actual choice of transform is 
intimately dependent on the end-point conditions. The voltage 
equations of the line (eqn. 3.18) are conveniently sol ved in terms of the · 
currents at the ends of the line. In general these currents are not known 
explicitly but the network elements connected to the ends provide 
further relations between these currents and the corresponding voltages. 
In this sense the approach is similar to the 2-port network represen-

-. tation discussed in Section 4.2. Since 
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dfJ --- = -z; 
dx 

and the i at the ends are being regarded for the time being as known, 
the derivatives of the voltages are being considered as ~ffectively given. 

- Hence the fmite cosine transfonn, viz. 

l(m) = t /(x) cos(mTrx/l)dx 

· with inverse transfonn 

/(x) = l(O) + ~ f J(m) cos(mTrx/1) 
1 1, m= 1 

is indicated. 

í 

Fig. 3.1 Input circuit toa 3-phase line 

1 

The features of the method are best illustrated by means of the 
simple example illustrated in Fig. 3.1. He re the closure of the first pole 
of a switch from a source onto a charge-free. open-circuited 3-phase 
line of length 1 is considered. The closure of subsequent poles is 
discussed in Chapter 5. In the frequency domain, after bundling and 
elirñination of the earth wire, the transmission line equations can be 
represented by · 

: f: 
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d 2 ii ' -- = PtJ 
dx2 

where Pis. a matrix of arder 3 x 3. 

(3.18) 

In the time domain the end-point conditions are, at x =O, i 1 = iao. 
iJ =O= ;3 for all time, and at .x = 1, i 1 =O= i2 = i3 for all time. 
Under the modified Fourier transform lhese conditions are expressed in 
terms of the transformed voltage~ ~. at .x = O, 
. ~ . ¡ . ', . ; •. ' . . ' 

atx =l 

~ . ~ '• ~ ... 

dva = -;f(d.tiw)Mu +Ra}~o 
dx, 

dii1 = dii2 = dv3 = 0 
dx d.x dx 

Since these end-point conditions are. 'expressed in terms of first 
derivatives the finite cosine transform is appropriate. Ac.:ordingly, . 
eqn. 3.18 is multiplied throughout by cos rmrx/1 (where misan integer) 

. and integrated over the range (0,1), to give • · 

[P+ (m1r/1)2 ll)v = i;0 {(a + jw)M11 + R 1 ,(a + jw)M12,(a + jw)Mu} 

(3.19) 

where 

=' i' v= 
o 

ii cos(m1r.x/l)dx 

and U is the unit 3 x 3 matrix. 
WithPknown, the solution to eqn. 3.19 can be written 

~ = i;0 g,(m,a + jw), k = 1,2.3 (3.20) 

where the ¡, are known functions. The inverse fmite cosine trailsform 
with respect to m is 

(3.21) 
where 

' ' ' } 2 ¡,(O,a+jw) - _ · · . 
g,(.x,a + jw) = - { + L g,.(m,a + JW) cos(m11x/l) 

l . 2 m•l .. 
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which cán be computed sufficiently accurately by suitable truncation 
of the infinite sum, since there is no problem of convergence. The series 
is summed until the modulus of the last lerm is less than a prescribed 
percentage (related lo the accuracy required) of lhe modulus of the 
parlial sum. 

lt remains lo find ~o- For the system shown in Fig.3.1, which 
includes resislor switching at r = o •• with v1 at x = O denoted by v10 , it 
foUows lhat · · · · 

. . . . ~w 
V sm(w0 t + IP)- V1o = (r + R6 )11o + L,-

' dt' 

in lhe time domain and hence in the frequency domain · 

.. · (a+jw)sin,P+w0 cos,P _ · -:- . .,. 
V . 2 2 - V 1o = (r + R,)r 10 +(a+ Jw)L,L 1o 

(a + }W) + Wo · · 
' . (3.22) 

From eqn. 3.21 wilh k = 1, .x =O 

ii1o ,;, J;og1 (0, a+ jw) 

which when substiluted in eqn. 3.22 gives 

V{(a + jw) sin tP + w 0 cos<fl} 
i 10 = ------=--'-~----=---'-'-----

{(a+ jw)2 + w~}{g 1 (0, a+ jw) + r + R, +(a+ jw)L,}" 

(3.23) 
Substitution in eqn. 3.21 then gives the solution" in the frequency 
domain for all.x. 

33 lnversion to the time domaiu 

In carrying out lhe in verse. transform 

exp(at) J.- - · 
/(t) = --.-. f.(a + jw) expUwt)dw 

211' -
(3.24) 

numerically the integrand is sampled al discrete values of w. This ieads 
lo aliasing as discussed in Section 3.1 and its effectS are presenl no 
matter which integration technique is used. In fact de Balbine and 
Franklin (1966) have shown that the trapezoidal rule is at least.as good 
'as any other method. Thus with a slep length Llw over the whole range ·· 
for which L(a + jw) is nou-zero the aliasing effect shows itself in the 
form of eqns. 3.12 and 3.13. Suppose that the upper bound of 1/(t)l is 
'l(then" eqn. 3.12 gives foro<; t <; T = 211'/ Llw 
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36 · Transform methods of solution 

· .,. - ·. ·m -·m· 
tr(r)-f(t)l~ JI L exp(-akT) = _(_T_) 1 = (2 /!l. ) 1 

. ,. .. 1 . exp a - exp na w -

(3.25) 

Hence the aliasing can be reduced to arbitrarily small proportions by 
choosing (aT) sufficiently large. Other conditions on a and fl.w are 

· generally more restrictive and ensure that aliasing errors are small. 
These conditions are now discussed:·, · ·. 

Suppose that a = O, so thaph~ ~odified Fourier transfonn reduces 
to the complex Fourier transfonn' and the integral to be evaluated 
oumerically is that of eqn. 3.5. Physically it is known that unless all. 
components of the solution are subject lo considerable damping the 
integrand in eqn. 3.5 has poles (i.e. infinities) close to the line of 
integration. In the neighbourhood of these poles the integrand peaks 
sharply neeessitating the use of a small step length for integration -: a 

.. step length uneconornically srnall for the rnajority ofthe range. 
1t is also known that in a stable systern none of the poles lie in the 

lower half of the r = w + jr¡ plane, so that if the path of integration 
could be lowered, thus removing Ü further frorn the poles, the 
integrand would be smoothed. Further. since there is no pole in the , 
lower half plane, the concepts of the calculus of residues show fhat the 
value of the integral remains unchanged by this shift. 

The parameter a> O in the modified Fourier transform has precisely 
the desired effect of shifting the line of integraticin. This may be seen 
by making the substitution 

a+ jw = jw' 

in the inverse modified Fourier transfonn of eqn. 3.11 which then 
becomes 

t >O,fP(t)} J ¡--io _ , , . , . . = - ti>+Uw) expUw t)dw 
t<O.O 2n ---Jo . 

(3.26) 

This is seen to be the inverse complex Fourier lf3llsfonn with the line 
of integration no .longer th~ real axis_ in the t-plane but the parallelline 
1m t=-a. . 

1t might appear. theri that the larger the parameter a the better. 
However, in carrying out the numerical integration ·it is necessary to 
truncate the infinite range of the iritegral in eqn. 3.24 to sorne fmite 
value, say (-U, U). This introduces a truncation error which, being 
multiplied by exp (al); increases rapidly as (al) increases. This sets an 
upper bound to the choice of a and the best value to use is discussed 
la ter. 

1 

1 
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To examine the nature of the truncation error Jet fn(t) be the value 
with the integration range truncated, i.e. · 

· exp(at)Jn _ 
/n(t) = -- f+(a + jw) expUwt)dw 

2n -n . · (3.27) 

or 

exp(-at)/n(t) =, 2~ J~ ~Uw)f.(a + iw)exp(i~t)dw (3.28) 
where · · 

_ {I,.Jwl <U 
tf>Uw) = 
. · O,Jwt>U 

imd is the complex Fourier transfonn of 

1 J n · sin(llt) tf>(t) = - · exp(iwt)dw = --
271' -n · · rrt 

lt will be recalled that f.(a + jw) is the complex Fourier transform of 
exp(-at)/(t) so that the convolution theorem, viz., 

. __!_ f- iiUw> ~Uw> exp(iwt)dw = s- e (r) Hr- r)dr 
2rr - . --

applied to eqn. 3.28 gives 

f.- sin U(t- r) 
. exp(-at)/n(t) = 

0 
{f(r) exp(-ar)} ( dr (3.29) 
. 7r 1- T) 

T 

Fig. 3.2 The Dirichlet kernel sin(n 1t- T))/(n lt- T)) . 

One interpretation of the right hand side of eqn. 3.29 is that the · · 
· function (exp(-at) f(t)J is scanned (Guillemin, 1963) by the passage 

of the DirichJet kernel sin(Ur)/(nr) over it. With U finite. the periodic 
nature of this kernel, which is shown in a nonnalised fonn in Fig. 3.2. 
gives. rises to Gibb's oscillations which mar the repre.sentation of the 
response. Only if n = 00 does the Dirichlet kernel reduce lo a delta 
function which causes the oscillatory errors to disappear. Sir-- the 

,,. 
.j; 

1 

.¡ 
'1 

i 

J 



period of the oscillations is 2rr/f2, a beller representation of f(r), say 
/ 0 (1), is achleved by an averaging over this period in the foUowing way: 

f2Jt+w/n · · , 
exp(-at)J;,(t) = -. . . . · exp(-ar)fn(r)dr 

2rr t-w¡n . 

. n Jn. _. . ('~-m. . 
= (:!rr)2 -n· f~(a ;jw)dw lt-•lfl expUwr)~r 

. ·_/. ~f ";····: . 

Evaluation of the inner integra} giv~s ·. .. , .. 

where 

/
0
(1) = ex;;ar) s_: ·~(a+ iw) o(¿,) exp(j~r)d:., 

sin(rrw/f2) 
o ( w) = -----''---:..........!: 
; (rrw/f2} 

(3.30) 

(3.31) : 

· is referred lo as the sigma factor (Lanczos, 1957, Da y et al., 1965). 
. For numerica1 integration eqn. 3.30 can be further simplified. In 

Section 3.1 it is shown that the frequency dependence · of the para·. 
meters can be incorporated in the usual mod.ified Fourier transform 
through a dependence on Jwl. Displaying this dependence, eqn. 3.10 
b~omes 

/.(a+ jw, Jwl) =j·- f(t,Jwl) exp{-(a +.¡w)r}dt 
. . o • 

= t- lCr. fwl) e~p(-ar)[cos(wr)- jsin(wr)j dr 

. so that if.the real and imaginary patts of /.(a+ jw,lwl) are P(w,lw 1), 
Q(w,lwl) respectively, then · 

. P(w,lwl) =L- f(r,(wl)exp(....:.at)coswtdt 

and is even with respect to w and 

Q(w,(wl) = L- f(t, lwl) exp(-ar) sin wr dt 

and this is odd with respect to w. 
. . For r> O eqn. 3.30 can be written · 

1 Jn . exp(-at)J~(r) = 
2

JJ -no(P+jQ)(coswt+isin_~r)~w 
. -· .. . . _.· '. 

'· 
and for 1 <O i' 

1 

i 
-.. • 

------------------·-- -------·--- ------- .. - --·- ---.--

.. : _____ --·''"'"~'u"" Tnt:cnoas or soruuan 'U t.\ J::J 

· · 1 Jn o:=- o(P+jQ)(coswr +jsinwr)dw 
· · 2rr -n , · 

Replacing 1 by -1 in the second equation, and making use of- the 
evenness of P and oddness of Q with respect to w it follows on add.ition 
that · 

2 exp(ar)Jn 
/ 0 (t) = , 1f· , oPcoswrdw . . (332) 

Thus it is only necessary tó compute P,'the real part of f.(a + jw), and 
to carry. out the numerical :integration over the half·range, O :s¡;; w :s¡;; n. 
Further, mechanisms have ibeen built into the process for controUing 
the various sources of erro~. The best ways of using these mechanisms 
in practice is the subject of the next section. 

lt shoUJd be stated immediately that. with _ 

w =k .1w, .N= fl/~w 

eqn. 332 can be written, using the trapezoidal rule, 

N-l 

exp(-ar)[0 (t) = (2/rr) L o,.P~r cost(rk fl./lv) 
lr=O 

where 
ohPk = o(k.1w) P(ktlw, lk.1wl) 

Hence. when f 0 (t) is required al a Jarge number of points in the range 
(0. T) = (0,2rr/.1w ):the values/

0
{rT/N) can be obtained most efficiently 

using the fast Fourier transform developed by Cooley and Tukey 
( 1965) and applied to this partjcular prohlem by Arnetani (1972) . 

3.4 Choice ofintegr.ition paraníeters,a,llw, Q 

.In applying the trapezoidal rule for the numerical ·evaluation of 
eqn. 332 it is nece~ry to ass,ign values to the smoothlng parameter a, 
the step )ength AW and the range n. lf the )alter is too small it may 
limit the rate of rise. This is b~st seen by consideration of the Fourier 
integral for the step function. -rr/2 for r <O. rr/2 for t >O. which m ay 
be represented by the integral 

· · i- sin(w1) 
---dw 

o w 

Or:~ trwtcating the range of integration the sine in"tegral is obtainerl i.e. 

Jn sin(wc) · 
-- dw = Si(ili) 

o w 

o 
,·\" .. 
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... ; 

"f•. 

0~--~----~--~~---L----~--~----~ 
2 . 6 10 

f" 3.3 . . '9- Integral representatton of step function of magnirude rr/2 
a Si(nt) · 

bSi(nt) with sigma factor 

and incorporating the o-factor .. 

Jn sin(wr) sin(nw/fl) . · · 
0 .. w (nw/O) dw = Sia(flr), say 

-4·--·-.-~-------··-........ -· ~----...., 
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These two. functions are displayed in nondimensional form in Fig. 33 
and it is appaf7nl that the rise time 1 r is given by 

(. 
1 flt, = 4 (3.33) 

This represents the shortest rise time obtainable with a given n and is 
used as a guide in practica] problems. For example, if with a given 
choice of .n the rise time is found to be considerably greater than 
t, = 4/fl, then it may be assumed that n has been chosen sufficiently . 
high. On the other hand~ if the rise time is of little importance and all 
that is required is a good overall representation, then an acceptable r, 
m ay be chosen and used to estima ten, by choosing n > 4/r,... . 

The three parameters a, lH.oJ, fl are not onJy inter-related in a com
pJex way but their choice depends on the time over which a solution is 
required. One way to obtaü1 working rules is through mathematical 
experimentation and for .. this to be effective the subject of the ex pe ri
men t .should. be IJlOre (esting. than anything likely · to be experienced in 
practice. For this reason a lightly damped, single-phase line is used with . 
the paramete rs which are independent of frequency. Further, sin ce 
aliasing errors cannot be fortuitously concealed for a function with a. 
nonzero average, then the voltage at the open-circuited end of such a 
line energised by a unit step voltage is considered. Any rules adeqúate · 
in this context can be applied with confidence in the practica! situations 
in which they are used in Chapter 7. 

lt is readily shown (Dayer al., 1966) that for such a line P(w, lwl) 
in eqn. 3.32 is 

P = Re(a + jwf 1 sech 1 {R +(a+ jw)MJ(a + jw) C] u~ (3.34) 

and for purposes of illustration the parameters are taken to be 
1= !O miles; R = 2·74 X w-l ohm/mile; L= 1·386 X w-J Himile; 
e= .:!·09 X J0-'8 F/mile .. 

lf the line were lossless then the voltage would take the castellated 
form shown in Fig. 3.4. This provides a check for tl1e present calcu
Jation over the first. few cycles and an upper bound for the voltage as· 
)R='> 

Since lhe. travel time T is 53-S¡Js, a reasonable overall representation 
can be achieved with a nse time t, = 51JS say. Thus n is chosen such 
that 

n > 4/(5 x w-6
) = o-8 x 106 

lf·n = 106 aQd 500 integration steps are taken, so th~t Ll.w = 2 x 103
, 

then the greatest possible aliasing error is given in eqn. 3.25 as 
· }Rflexp(aT) ~ 1), so that. _withJ= u.x.JD~d __ • , üs. 
dependence on the choice of a e~ acco.rdingly be tabulated. 

:¡ 
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Fig. 3.4Besults with n = 10' • .O.w = 2 X 10' .a= 10• 
: . .. 

Tabh~ 3.1 ··-= . 

Q 102 103 
. wc 

. máxin:lum possible ~-i 

a.tiasing error 5·4 0-()9 . 4·6 x w- 12 2-1 x ro- 16 · 

error as percentage 
o"r71l=2 270 4·5 2·J X JO-lO 

The resul~. of the numerical integration are shown in Figs. 3.4 an~ 
3.5 for 102 <~ ~ 105

• In view of the large aliasing factor for a= JO~. 
(see Table 3.1) the poor representation is hardly surprising. For a= JOl 
the error is somewhat greater than Table 3.1 predicts since, in this ~. 

1 . ; 

the integrF.d is so-~aky, ~ shown in Fig. 3.6, tha• the step leng~ 
must be reduecd to ensure an accurate solution. Thé choice a= 104 cah 

. be seen from Fig. 3A to give a very good repré~ntation, whereas with 
a;= 105 a riew oscillatory error, ~ith period measurable from Fig. 3 . .:( 
~ c. 27T x JÓ~_.. hlÚ been introduced with an exponentiaUy increasini · 
amplitude. 1ñis error éan be identified as the truncation error 71(1), · 
since this is of the form . · ~ .. " 

71(1) = Re; exp(~l) J:· P(w) expUw1)dw 

' ' ~ .... 

'· 

1 ldii~IUIIII lllr:UIVU~ Ul o:.uu.(I.U.n• 

20 60 100 
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F is. 3:5 Effect of smoothing paramete"r a 
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. 71(1) .,; Re~ exp(ar) expUSlr)I- P(w'- n) expUw'r)dw' 
' 7r . o 

(3.35) 
In eqn. 3.35 the integral is a relatively.srnooth function of 1 so that the. 
truncatiol) error has a basic period of 2n'/Sl{which is equal to (271" X 10-6

) 

in this cas~J and the amplitude ~ontain.s the factor exp(at). 
Finally, the third parameter t:.w is considered in more detail. With 

Q = 104 and n .::::: 106 • which are v3Iues airead y found lo give good 
results with t>.w = 2 x 103 , t:.w is now varied. No d.i~tingujshable dif
ference is found for t:.w <; 2 x 103 over the first major period of 4-r. 
· . Generalising, when an overall response is required over this first . . 
period of 4-r, a is chosen such that at is approximately equal to 1 in the 
m id die of the time range (i.e. in this case 2ar :§: 1 ), n > 40/r ( on the 
assumption that an acceptable rise time is r/10), and t:.w = Sl/500. 

2 Olr---., 

j 
1· 6 

ti 1. 2 .. 
D> 
o 0·8 
o 
> 0·4 

o 

·-:··· ----

,_ ..... _, ' ··r --. 
'--.1 

100 200 300 400 500 600 700 
time.~s 

Fig. 3.7 Global response over severa! cyclcs 
. a=to•.n=10' 

B--ó ..... = 1()()()b-·-ó...,= 2000 
e----- Modified Simpson"s rule with ó..., = 2~ 

· While the pararneter a smooths the term P(w,lwl) in the integrand, 
the cos(wt) oscillates with a period in w of 271"/1. For a representation 
of this it is reasonable to expect that 1 should be restricted so that at 
kast four points occur in each quarter cycle, i.e. 

· 16 t:.w < 2n/l 
or .. 

r <0-4/llw; 

·o-.th t:.w = fl/500 and .n cho$en · reasonably cJose to the Jower 
~ofSl>40/r,t<Sr .. · . . 
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When the response is required over severa) periods it is necessa:y to 
reduee t:.w. Fig. 3.7 shows that halving the step length with a and fl 
unchanged gives a good rep~esentation over three complete periods i.e. 

· 1 2-r. Jf the response is required over stilllonge~ times the rarlge could be 
divided into two parts. the first coyering the firsl few periods as 
described above. In the second part a rew value of a is chosen such that 
ar is approximately equal to l at the mid-point of the second ran~e. 
By rhis means Battisson eral. (1969) have given an example showmg 
good representation over J 2 complete periods i.e. 48r. In this c~e the 
value of a wiU be comparatively Jow, but in order to comply wtth the 
inequality · r < 0·4/t:.w, t:.w must be correspondingly Jow. Hence 
according to eqn. 3.25 the aliasing errors are not increased. . 

Day eral. (1968) have shown that in systems composed of lines of 
different travel times the use of the abcve rules, based on that part of 
the system. with the Jongest travel time, gives ieasonable overall repre
seniation, provided that the ratio of the inc:lividual travel times does not 
exceed JO to J. Above this limit Sl must be increased further. . . 

In all proble:ns, having obtained an overalJ . response using the 
working rules outlined. the fir:e detail in a subintervJ.I which appears to 
be of special interest can, of course~ be obtained us~g the _sarne 
methods with new choices of the integration pararneters, m partlcular 

a greater value of n. . . . 
lt may be useful to repeat that the rules given above are denved 

from a study of a particularly testing exarnple. The fact that the 
examp!e chosen is a single-phase line is irrelevant and the rules apply 
directly to inultiphase prcblems. In fact, when realistic losses are 
incwded so me relaxation of the rules is gene rally possible. However. 
unless e;ch case is to .be treated on its merits, the safest way is to use 

· the working rules described .. 

. : 
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-------------------------~----------------------------------
C o· N e· L U S 1 O N E S 
------------------------------------------------------------

Los estudios de estabilidad son ·un· complemento a· los 
estudios de flujos de potencia y de corto circuito en el 
objetivo de lOgrar un aná.lisis más completo de un· sistema 
eléctrico de potencia. permitiendo un conocimiento más 
amplio acerca de sus fortalezas y debilidades. Ellos se 

_,~utilizan ~n las etapas de planeación y oper~ción. 

En la fase de planeación se aplican en algunas labores como: 

Diseno de la red. 

Selección de interruptores y esquemas de 
protección. 

Adición de el amentos compensadores: CEV" s. . · 
capaci tores serie. etc .. 

Determinación de los pará.metros de los 
generadores sincronos: H. x·. etc. 

Tipo.y parámetros de los controles de 
velocidad y de Voltaje: constantes de tiempo. 
ganancias. etc. 

En .la operación de los sistemas eléctricos~ los estudios 
de estabilidad permiten establecer estrategias que 
proporcionen un mayor grado de seguridad. entre las que se 
pueden mencionar: 

·. _, ___ :_.;. 

·Análisis de contingencias: generadores. 
lineas. carga. etc. · 

Definición de limites de operación: lineas. 

Aplicación de controles discretos 
suplementarios: DAG~ DAC. recierre monopolar. 
etc; 

Aún cuando no se .cuente con un simulador digital. para· 
muchos fines existen técnicas sencillas que proporcionan en 
orden de magnitud el comportamiento del sistema. 

'·~ .1" 
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El problema de inestabilidad puede ocurrir en un sistema en 
diversas magnitudes, desde la pérdida de sincronismo en una 
máquina. en un grupo de máquinas o un colapso generalizado. 

Después de haber revisado 1 os · c:oncept.os básicos sobre 1 a 
Estabili,dad. de los Sistemas Eléctricos. fácilmente se puede 
dar respuesta a 1 as preguntas que fueron planteadas al 
i ni ciar el tema: 

~Qué es la estabilidad de un sistema eléctrico? 

~En qué consisten los estudios de estabilidad? 

~Cuál es su utilidad? 

~Qué !'actores af'ect.an la est.abilida~ de un sistema 
eléctrico? 

Fortaleza o robustez del sistema. 

Magnitud. duración y localización de la 
per t. ur baé:i 6n. 

Punto o condiciones.de operación. 

FINALMENTE. PUEDE DECIRSE QUE L.OS ESTUDIOS DE ESTABILIDAD 
SON UNA ACTIVIDAD NECESARIA PARA LA ADECUADA PLANEACION Y 
OPERACION DE LOS SISTEMAS ELECTRICOS DE POTENCIA. 
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Comportamiento del Voltaje tso. 

en las Líneas de Transmision Radiales 

·Felipe Martinez Cruz José Luis Hartfnez Menchaca 

Companfa de Luz y Fuerza del Centro, s. A. 
Opera~ión Sistema 

RESUMEN· 

·se presenta un método directo-para-determinar el-compo.r. 
tamiento del voltaje de recepción en una lfnea de tran! 
misión radial. El método resulta sencillo_.Y práctico,
Y sustituye al procedimiento iterativo o de tanteos, -
que tradicionalmente se utilizaba cuando la carga es~ 
delada como una potencia constante. 

Se incluye,, algunas aplicaciones del método, como son:
La explicación del fenómeno de colapso de voltaje, la -
obtención del limite de estabilidad y la descripci6n de 
la relaci6n entre la capacidad de transmisión y la lon
gitud de la linea. 

IIITRODUCCIOII 

En las lfneas de transmisión radiales, como la mostrada 
en la figura 1, el voltaje en el punto de recepci6n 
(R), es la variable clave para analizar el comportamien 
to de la linea en estado estable equilibrado. El resto 
de las variables, como el voltaje en el extremo de en•
vio (G), los parámetros de la linea y las caracterfsti
cas de la carga, son generalmente conocidos, y asf se -
consideran en este trabajQ. · 

" 

P,Q 

F\gura 1.- Ltnea radi.al conectada a un bus robusto 
de un ~istema eléctr\co. 

El voltaje de recepción, y la solución misma del probl!· 
ma, depende fundamentalmente del tipo de carga conecta
da y del modelo adoptado para representar·la linea de-
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transmisión. Los plrrafos siguientes se dedican a ex-
plicar el .nodelo de Hnea utilizado, los distintos mode. 
los de cargas y su efecto en el comportamiento de la lí 
nea. -

r.tlDELADO DE LA LINEA 

La linea de transmisi6n es.modelada como una lfnea cor
ta, !sto es, despreciando el efecto capacitivo,:como se 
muest;a en la figura 2. Esta modelación simplifica no
tablemente el problema y aunque introduce un cierto -- -
error, 6ste influye hacia el lado conservador,·es decir 
el comportamiento real de la linea, es ligeramente me-
jor que el obtenido a partir del método aquí expuesto. 

Zc 
P,Q 

Figura z.- CiTCUi'tO equiv'alente de una linea ra- -
dial. · 

ICJDELADO DE LA CARGA 

Con el objeto de representar adecuadamente a las cargas 
· en el anllisis de un Sistema Eléctrico de Potencia

(SEP), se han establecido tres modelos bisicos. los CU! 
les, combinados en diferentes proporciones, pueden re-
presentar -con buena aproximación el comportamiento - -
real de la carga (1] • Estos modelos quedan engloba--
dos en la ecuación:_ · 

.l. 

S• yk 

donde 

S • Potencia activa o reactiva demandada · 
por la carga (p.u.J 

. . . 

V • Voltaje en el punto de carga lp.u.J 

(1) 

. .-j 



k • ·Exponente que determina el tipo de-modelo 
· • · O (modelo de potencia constante) 

• 1 (modelo de corriente constante) 
•· 2 (modelo de impedancia constante) 

, modelo de potencia· constante se aproxima al comport! 
ento real de cargas rotativas, tales como motores de

.nducción y motores sJncronos. · Por otro lado, el_ mode
lo de impedancia constante· se puede asociar a cargas -
esUticas, como por ejemplo: hornos,· calefacción, aliJI.!!. 
brado, etc. Las figuras 3 y 4 muestran de una manera -
mis objetiva los modelos mencionados. 

1 
(o •1 

10 

0.11 LO 1.1 ' ¡ .... , 

Figura 3.- Relación entre la carga y el voltaje P! 
ra los modelos b~sicos •. 

1 
[ ... , 

LO 

o.e o. e 1.0 u ' 1•. J 

'Figura 4.- Relación entre la corriente de la carga 
y el.voltaje para los modelos b!sicos •. 

EFECTO DEL TIPO DE CARGA
. EN LA SOLUCIOH 

En una lfnea radial cuya carga puede suponerse una imp~ 
·danc1a constante, el voltaje de recepci6n se obtiene -
c9n facilidad a partir de la ecuac16n: 

. 
- -· zc· -vr • rzc • -..:.::..- v9 [voltsJ 

i + ic·:c< 
(2) 

donde i = R + jX es la impedancia de la lfnea. te la -
impedancia de la carga, y ¡)as demis variables. las aso-
ciadas al circuito de la figura 2. 

Sf la carga sé considera modelada como una potencia - ·
constante, el problema ya no resulta tan sencillo, ya -
que la corriente demandada por la carga es· funci6n del
voltaje de recepción, el cual a su vez depende de la -

. cafda de tensión en la lfnea. y ~sta. de la corriente -
mandada. La determinación de las dos inc6gnitas- -
tr e I) se realiza(ba) tradicionalmente utilizando el

,.rocedfmiento iterativo mostrado en la figura S. Los -
autores de este trabajo consideran que con el método -
aquf expuesto, el procedimiento iterativo no volverá •· 
usarse (a menos que se quiera usar un modelo de la lf-
nea mas completo). 

• 
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151. 
MODELO DE CARGA ADOPTADO. 

Una carga con impedancia constante contribuye a aliviar 
el problema de bajo voltaje demandando menor corriente, 
mientras que la carga con potencia constante es la m~s
severa, ya que acentúa las cafdas de tensión. ·Finalmen 
te, un modelo de corriente constante tiene efectos in-:
termedios, ya que es equivalente a 50~ de carga con !'O
tencia constante y 50% de carga de impedancia constan-
te. 

Por tal motivo el problema del comportamiento del volta 
je en lfneas radiales se aborda utilizando el modelo :
mls c:rftico. el de potencia constante •. 

INTENTOS DE RESOLVER EL .PROBLEMA 

Algunos autores han realizado esfuerzos para resolver
·el problema planteado, destac!ndose el método expuesto

en las referencias [21 y [JJ , y que puede resumirse en 
la ecuación siguiente: 

2 . 

lvrl• JvgJ - (R leos " + XI sen e) . (3) 

donde (") es el lngulo definido por el factor de.poten
c:fa de la carga. En la ecuación (3) se considera que -
la corTiente '!S conocida e independiente deLvoltaje de 
recepción Vr. Esto es equivalent~ a suponer un modelo
de carga de corriente constante. 

PROPUESTO. 

LIN!A 

CON Vr • Vr" 

DATOS 

.-

Figura 5.- Procedimiento fterativo para calcular -
el voltaje de recepción. 

- ' 



Es conveniente destacar que. este método se basa tambi~n 
en el modelo de lfnea corta y supone que el ángulo ( ¡) 
entre los fasores Vr y Vg es peque~o. es decir - - -
(XI cos 11 - RI sen 11) ';' O. 

METODO DIRECTO DE SOLUCION . 

Considérese la lfnea radial modelada de acuerdo con el
circuito de la figura 2, donde: 

· i • Z tJl" Impedancia total de la lfnea. 

Vg • Vg~· Fasor asociado al voltaj~de envfo. 

Vr • VrLQ:• Fasor asociado al voltaje .de recepción. 

i • Il!_ • Fasor asociado a la corriente demandada por 
. la carga y que circula a través de la H- -:

nea. 

S • P+jQ • Potencia cofi1,1eja (por fase) de la carga C.!!,· 
nectada a la linea. 

Figura 6.- Diagrama fasorial correspondiente al -
circuito monofásico de la linea de transmisión. 

Del diagrama fasorial de la figura 6: 

Vg2 • (Vr + V~. cos a)2 + (Vz sen a)2 

Como: 

Z • R + jXL • Z~ 

se ti ene que: 

Vz • ( I L:!f ( z L!> ;. viL!.:.! 
de modo que: 

8- e 
Generalizando para cualquier factor de potencia: 

a• 8+ 11 

I • p 
Vr cos• . 

(4) 

(5) 

(6) 

( 7) 

(8) 

• .3 

De lo cual: 152. 

V • IZ PZ . 
z • Vr cos ii (9) , 

Sustit~endo (9) en (4): 

Vg2•(vr ~ Vr ~~s ¡ cos~2 •(vr ~~s • sen~~. 
(lO) 

Despejando Vr,--se obtiene: 

.Vr ·~A•{O ( 11) . 

Donde: 
2 

A•Yf -Bco5a (12) 

B • PZ 
COSJ (13) 

D • A2 - B2 (14) 

La ecuación (11) es la que permite determinar de manera 
directa, el voltaje de recepción Vr. · 

Con el objeto de ilustrar el método, se presenta a con-
tinuación su aplfcaci6n a un caso real. .· 

EJEMPLO 1.- La lfnea de 230 kV que une las Subestacio--
nes de Puebla y Zapata, tiene los siguien-
tes par&netrcs: 

i • 9.79 + j 63.32 • 64.071 81.2° ohms 

1 • 127.7 lcm 

Para el caso en qué la Subestaci6n Zapata quede radial
de Puebla a través de la lfnea descrita, se desea saber 
el voltaje que se tendrá en el punto de recepción, si: 

VG • 241.5 kV 

p • 180 Mw {38) 

costt • 0.90{-) 

A partir de estos datos se tiene: 

A • 2.1879 ~ 1010 

8 • 1.2814.x 1010 

0 • 3.1450 X 1~· 

vR • 199 on volts. 

lo cual puede comprobarse, calculando secuencialmente -
i , Vz y Vg. Puede demostrarse también que la· ecua
·ción (11). funciona indistintamente con valores trifls! 
cos, monoflsicos o en por unidad, cuidando la homogene) 
dad de. los valores. 



APLICACIONES FUNOlMENTALES 
DEL METODO 

El resto del· trabajo se dedica a explicar el comporta-
·~nto del voltaje y sus repercusiones, tomando como b! 

el método directo de solución explicado en ·]a sec--
.6n anterior. 

COMPORTAMIENTO DEL VOLTAJE 

·Repetiremos la ecuación (11), con el objeto de analiza~ 
la con un poco más de profundidad. 

- Vr ·~A+.¡) 
Debido a que toda raíz cuadrada tiene dos soluciones, -
el voltaje de recepción tiene también dos valores posi-
bles. ------

Vr 
1
• ~ ~ A + VD .- . - - (15) 

donde las rafees negativas del radical externo no t"1e--
nen sentido. ya que Vr es una magnitud. -

Es interesante este resultado, ya que teóricamente es -
posible ali~entar la C3rga con el valor bajo de voltaje 
(Vr2), pero con una corriente demandada muy alta, de -
tal modo que su potencia se mantenga constante. 

Para el caso de la lfnea del ejemplo 1, los valores po
sibles del voltaje de recepción son: 

VR • 199 031 volts 
1 

y V · • 64 385 volts. 
~ 

Las ecuaciones (15) y (16) definen por lo tanto, el CCJ! 
portamiento del voltaje de recepción cuando se hace va- . 
riar la carga conectada a la linea. La tabla 1 muestra 
dicho comportamiento para la linea del ejem~lo 1, cuan
do la carga tiene un factor de potencia de 0.9 atrasa-
do. 

En la tabla 1, resultan de interés los casos siguientes 

Caso (O) .-

Caso (9) -

51 la lfnea estl en vacfo, el voltaje de -
recepción es igual al voltaje de envio. 

Con 180 MVA ele carga, ·se tiene el caso re-· 
suelto en el ejemplo l. 

Caso {_14).- Con 280 MN de_-ca_l"ga, el problema ya no t1!. 
ne so 1 uc1 en.. . . 

LIMITE DE ESTABILIDAD EN 
ESTADO ESTABLE (LEEE} 

Como pudo observarse del punto anterior, existe· un c1e~ 
to valor de carga con el cual el problema empieza a ser . 
indeterminado. Desde el punto de vista matemitico, és-
. se debe a que el discriminante (O), definido -

la ecuación (14). se vuelve negativo y los valores -
.r1 y vr2 resultan números complejos. Desde _el punto 

-de vista eléctrico. ello se debe a·que se ha rebasado~ 
el limite de estabilidad de la lfnea, es decir, la mlx1 
ma potencia que puede enviarse a través de ella. ~ 

• 

CASO N° 

C? 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

~ 
11 
12 

~-

153. 

TABLA 

COMPORTAMIENTO DEL VOLTAJE DE RECEPCIOI~ 
EN LA LINEA DE 230 kV PUE - ZAP 

(cos • • 0.90) 

p ("") VR (kV) VR (kV) 
1 2 

o 241.50 0.00 
20 238.05 5.98 
40 234.39 12.15 
60 2~.49 18.53 
80 226.31 25.17 

100 221.81 ~2.10 

120 216.94 39.38 
140 211.60 47.10 
160 205.69 55;38 
180 199.03 64.39 
200 191.32 74.42. 

220 . 181.97 86.07 
240 169.56 100.77 
260 144.45. 128.14 
280 

51 se graf1can los resultados de la tabla 1. se obtiene 
la curva (A) de la figura 7. En ella se observan los -
dos valores posibles de Vr para cada valor de pot~n- ·
cia. De los datos de la tabla. se desprende que el - -
LEEE de la linea que ha servido como ejemplo,'estl en-
tre 260 y 280 Mw, pero éste puede obtenerse directamen
te de la manera siguiente: 

El LEEE se presenta en el v~rtice de la par!bola. punto 
donde las soluciones vr1 y vr2 son_ iguales. Esto se 
presenta cuando el discriminante (O) es igual a cero. -
Por lo tanto si se iguala la ecuación (14) a cero y se
despeja P, se tiene: 

., va2 cos e 
p mb 2 r(cosa+ 1) " LEEE (17) 

o bien, en términos de potencia aparente: 

. vg2 
S lllx • Z Z (cosa+ 1) (18) 

El limite, para la linea que se ha venido manejando co
mo ejemplo es entonces de 261.20 Mw con un factor de p~ 
tenc1a de 0.9 atrasado. 

Una· expres1Gn m~ conocida [4) para calcular el LEEE de 
una lfnea radial es: 

(19) 

donde se cons1dtra-que la linea tiene resistencia cero
Y la carga, un .tactor de potenCia unitario. Puede de-~ 
mostrarse que e~ta última ecuación es solo _un caso par
ticular de las ecuaciones (17) y (18), descritas ante-
riormente. 

.4 . 

Es m~ importante enfatizar que en el caso·de lfneas r! 
diales, el LEEE no puede definirse únicament~ en t~nni~. 
nos de potencia activa como normalmente ocurre, s1no -
que se hace necesario asociar el factor de ~otencia e~ 
rrespondiente. Esto se debe a que en este t1po d: lf-
neas, la variable .critica es el voltaje de recepc1ón. -
1 éste se ve afectado no solo por el flujo de potencia-
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Figura 7.- Comportamiento (en estado estable) del voltaje en una 
línea radhl (Caso típico: Hnea de 230 kV de 128_ km). 

·activa, sino especial~ente por el flujo de potencia re
activa. tal como se demuestra en la figura 8. 

La tabla· 2 muestra los lfmites de estabilidad para la
ltnea Puebla - Zapata para diferentes factores de poten 
cia de la carga. los cuales también pueden observarse = 
en las curvas de la figura 7. · · 

TABLA 2 
LIMITES DE ESTABILIDAD DE LA LINEA 
PUEBLA - ZAPATA PARA DIFERENTES -

FACTORES DE POTENCIA 

CASO 
A 
B 
e 
o 
E 

(VG • 241.5 kV) . 

cose 
0.90 (-) 
0.95 (-) 
1.00 
0.95 (+} 
0.90 (+) 

LEEE Mw) 
261.2 
297.4 
394.8 
516.7 
579.5 

Es oportuno en este momento justificar la instalaci6n -
de capacitares-en derivación, o cualquier otro equipo
con el r.1ismo efecto. con el objeto de mejorar el factor 
de potencia al que opera la lfnea. ·Los beneficios ~ -

Yr 
[P. uJ 

1.1 

1-0 

(A) POTENCIA .ACTIVA VAR IABt.E. ( Q • 100 M ••r) 
( 8) POTENCIA ~E, ACTIVA VARIABLE (P ~. 100 Mw J 

asociados a la inyecci6n local de potencia reactiva son 
importantes en la operaci6n de un sistema eléctrico• e~ 
tre e11os pueden mencionarse: · 

- Incremento del lfmite de estabilidad de la lfnea. 
- Mejor regulación de voltaje. 

Reducci6n de las pérdidas de potencia activa y reac-
tiva. 

COLAPSO DE VOLTAJE 

El colapso de voltaje es un fen6meno caracterfstico de
las redes radiales y est! tntimamente relacionado con 
la estabilidad de la carga. Puede ocurrir cuando el 
porcentaje de carga rotativa es alto. 

Si se estl operando ·la linea exactamente en su lfmite -
de estabilidad y llega a presentarse un aumento infini
tesflllll de carga, la estab;lidad se pierde y el voltaje 
sufre-el colapso. ab~tféndose completamente como lo 
muestra la figura 9. Ello se debe a que el incremento
de carga demanda mayor corriente, lo que a su vez produ · 
ce una disminuci6n en el voltaje, repiti~ndose el ciclo
hasta que el voltaje se hace cero en el punto de carga. 
Si se toma en cuenta que la carga rotativa se vuelve -
inestable (demandando mucho mayor potencia) cuando el -
voltajl se abate, entonces, podrl verse que el fen6meno 
SI VI acentuado ( 5) • 

El colapso de voltaje no solo se presenta al conectar -
a la lfnea una carga rotativa superior a su lfmite de
estabtlidad, sino también debido a la disminuaci6n en -
el factor de potencia de la carga. Se recurrir! a la -
1fne1 del ejemplo 1 para explicar esta posibilidad. S.J!. 
pSngas1 que se esta operando a un factor de potencia -
unitario, con una carga de 280 Hw y con un voltaje de -

.. 

0.9 .r'IC8PC1c1n de 0.93 pu. · Si el banco de capacitores de la - . 

0.8 
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Figura 8.- Efecto de la transferencia de potencia
reactiva a través de la linea. · 
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Ffgura 9.- Ocurrencia del colapso del voltaje por
incremento de carga mas allá del lfmite de estabi-
1 i dad. 



Subestaciónreceptora ie 'éiesconec.tara· y originara que .:· 
el factor de potencia caiga a 0.90, ocurrirfa.el colap
so, ya que no habr4 un punto de operación estable en la 
_nueva curva de comportamiento. 

PACIOAD DE TRANSMISION 

En esta sección se enuncian las variables que determi-
nan la capacidad de transmisión de potencia de una li-
nea radial y se hace uso nuevamente del método directo
de solución para describir cómo varfa la capacidad de -
transmisión con la longitud de la linea de transmisión. 

La capacidad de transmisión depende de tres 11mites, -
que son: 

- Lfmfte Térmico '(Pt). 
- L1mite de Estabilidad (LEEE). 
- Lfmite por Caida de Voltaje (Pv). 

El 11mite térmico es función principalmente deJ calibre 
y material del conductor, de la temperatura de opera- -
ci6n m4xima y de las condiciones climatológicas (tempe
ratura ambiente, velocidad del viento, etc.). Una vez~ 
definido el conductor de la lfnea y las dem4s_condic1o
nes de ooeración, el lfmite ·es constante e independien
te de la longitud de la linea, tal como se muestra en -
la figura 10. 

El lfniite de estabilidad, definido por la ecuación - -
(17), puede- escribirse como: 

v
9
2cos- (20) 

LEEE • 2 zl (!+cosa) 

~nde (zl ·= Z) es la impeda~cia total de la 11nea, (z)
impedancia por unidad de longitud y (1) la longitud-

. la linea. Una vez establecida la configuración de -
la lfnea, las características de la carga y el voltaje
de envfo, la única variable que resulta es la longitud
(1) de la línea, de tal modo que la ecuación (20) puede 
exrresarse de 1a siguiente manera: 

donde 

K 
LEEE • ...!. 

1 
(21) 

(22). 

·La ecuación (2i) corresponde. a una hipérbola similar a
- la curva (B) de la. figura 10. En dic~ figura se mues
tra· que existe una cierta. longitud 11 donde se presenta 
la frontera entre los dos- Hmites· descritos hasta -
el momento. Para una longitud menor a 11, la capacidad 
de transmisión esU dada,por el Hmfte ténwico, mié!!. 
tras que para una longituá.mayor, la capacidad estl de
terminada por el lfmite de estabilidad, el cual disarin~ 
ye con la longitud. El valor de {1 1) puede obtenerse
de la ecuación (21).. · · 

El lfmite por cafda de voltaje puede también detenaina!. 
se aplicando el método directo de solución descrito en
este artfculo. Despejando la potencia (P) de la ecua
ción (10) se tiene: 

p = Vr zos ~vg 2 - v/ sen2cx - Vr coscx) (23) 

Si se expresa la impedancia total (Z) en términos de la 
impedancia por unidad de longitud y además se fija el 

.valor mfnimo permisible del voltaje de recepción Vr se•. 

·-
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Figura 10.-·Lirnites·que·determinan·la capacidad de 
transmisión {CT) de una linea radial. 

tiene que el flujo mlximo de potencia activa es: 

p~. f (24) 

donde 
-' 

{25) 

De igual manera, la ecuación {24) describe una hipérbo• 
la como la curva (e) de la figura 10 con una longitud -
frontera (12). la cual puede obtenerse a partir de la
ecuación (24). También, el flujo máximo de poten
cia activa disminuye con la longitud de la linea. 

De manera que la capacidad de transmisión de una linea
radial puede definirse como el valor mfnimo de los tres 
11mftes descritos, es decir: 

CT• mfn [ Pt, LEEE, Pv 1 

Normalmente se cumple que a partir de la longitud (1 2)
el lfmite menor es el de caída de voltaje. 

Como se mencionó en su oportunidad, el factor de poten
cia de la carga tiene gran influencia en el flujo mlxi- . 
mo de potencia activa; La figura 11 muestra cómo se ~ 
difica la capacidad de transmisión con diferentes valo
res del factor de potencia. En esta figura ya no se 1!!. 
cluye la curva correspondiente al LEEE por ser un lfmi- ~ 
_te intennedio. 

EJEMPLO z.- Una lfnea tfpica de 230 kV tiene los si- -
guientes parimetros y valores de opera
ci6n: 

i • o. 5Z83 ¡68. 5j G/km 

VG• 1.05 Vn • 241.5 kV 
. VR• 0.95 Vn • 218.5 kV 

6 

costl • 0.9(-) 

En estas condiciones se tiene: 

' • 68.84° 
., • - 25.842° 
a • ' + , • 42. 998° 

.• =~ 

-· 
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Figura 11.- Efecto del factor de potencia sobre la 
capacidad de transmisión (CT). 

K1 "' 28 692.910 l.W - km 

Kz. 11 256.753 Hw- km 

El lfmite térmico para las Lfneas de 230 kV es 

Pt • 386 Mva.(cos 8)• (386) (0.9) a 347.4 Mw 

Las longitudes f~ntera se calculan a partir de (21) y-
(24) considerando que: 

Pt • LEEE • Pv 

K 
11 ::1 drr. 2\~~~¡910 ·= 82.59 km 

Kz 
12 • 'PY • 11 256.753 • 32 40 ~ 

J47.4 . 

Las.ecuaciones que definen los tres lfmites de transfe
rencia de potencia son entonces: 

P t • 347.4 Mw • cte. " -
K . -

LEEE • -t para 12: 8Í.5? la!!• ' 

K 
Pv • -f para 1 2:32.40 km. 

y la capacidad de transmisión estará dada por el lfm1te 
que se presente primero, tal como lo describe la ecua-
ción (26) o -

Trabajo preparado para presentarse en la XI Conferencia 
Internacional de Investigación, Desarrollo y Aplicación 
de Ingeniería Eléctrica y Electrónica "MEXICON 83". N9., 
vi embre de 1983. 
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CONCLUSIONES 156. 

Después del d~sarrollo del tema, ~s-posible resumir su
esencia con· las siguientes conclusiones: 

lo- Las condiciones de una transmisión radial de ener
gfa eléctrica puede presentarse con cierta frecuen
cia en un sistema eléctrico, no solo en condiciones 
normales de operación, sino también en el caso de -
falla de una de dos lineas que converjan en una su
líestacii5n • 

2.- El voltaje de recepción y su variación ante 'cambios 
de carga, determina prácticamente el comportamiento 
general de una linea radial • 

3.- Dicho comportamiento se ve influenciado sobremanera 
por el tipo de carga conectada a la lfnea, siendo -
crftfco el caso de carga rotativa o de potencia - -
constante. 

4.- El m6todo directo de solución aqui expuesto, para·
el caso de carga rotativa, resulta práctico y senci · 
llo, sustituyéndose así el método iterativo ante--~ 
riormente utilizado. 

5.- El lfmite de estabilidad puede calcularse de una ma 
nera directa para cualquier factor de potencia de~ 
la carga. Este limite no es determinado por el án
gulo entre los voltajes de envfo y recepción, sino
por la magnitud del voltaje (estabilidad de volta--
Je). : 

6.- El lfmite de estabilidad no puede definirse· solamen. 
te en términos de potencia activa, sino que se debe 
fncluir el factor de potencia, ya que el limite -
crece conforme dicho factor se mejora. 

r.- El flujo de potencia reactiva por la lfnea abate n~ 
tablemente el voltaje en el extremo de recepción. -
por lo que es recomendable la inyección local de PQ 
tencfa ·reactiva en el punto de carga. ~ 

8.- Si por algún motivo llega a rebasarse el limite de
estabilidad de una lfnea radial, se p"resenta el fe
nGIIeno denominado "colapso" o inestabilidad de vol
taje. 
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en un- Sistema Eléctrico de Potencia 

Felipe ~tartfnez Cruz· J. Leonel Hern!ndez Grimaldo 

Cfa. de Luz y Fuerza del Centro, S. A. 
Universidad Autónoma Metropolitana 

RESUMEN 

En el trabajo se describe el comportamiento de un sis
tema eléctrico de potencia después de una pérdida-de -
gene~ac~ón severa, incluyendo la desconexión de la car 
ga por relevadoras de- frecuencia, la respuesta de les= 
gobernadores, el amortiguamiento de.la carga y la in-
fluencia de las constantes de tiempo de los componen-
tes principales del si~tema. 

En la párte final del trabajo se muestra el programa -
digital desarrollado para simular el comoortamiento -
r:lencionado, el cual ofrece la facilidad de modelar re
levadores convencionales y/o relevadores de pendiente. 
El rr.odelo del sistema utilizado es .el de 1 Area - 1 M! 
quina. 

-· 

IMTBODUCCIOJI 

Todo sistema eléctrico de potencia (SEP) pasa durante
su operación, por estados bien definidos [1, 2] : 

- Normal (Durante más del 99S del tiempo). 
- Alerta. 
- Emergencia. 
- Extremis (El más remoto). 
- Restaurativo. 

La figura 1 muestra la transición del sistema de un es 
tado a otro. Si se desea, puede consultarse el anexo= 
1, donde los estados de operación se tratan con más de 
talle. ~- •· · -

la desconexión de carga.por baja frecuencia es un even 
toque tiene lugar en el estado extremis y"tiene por= 
objeto llevar al sistema al estado restaurativo. Aun
que la desconexión de carga es.una medida que se apli
ca desde los años 30's. siempre resultará de interés -
abdrdar este tema, dada su importancia y efectividad. 
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NORMAL 

-·-

RECONEXION CONTROL 
Dl CARGA PREVENTIVO 

l,D 1, D 1 

RUT&URAnvo ALERTA f 
1 

CONTRa. DE 
RESINCRONIZACION EMERGENCIA 

1,15 l, D 

UTAEMIS ~ . EMERGENCIA f-.--

T • RESTRICCIONES DE IGUALDAD . • 
D • RESTRICCIONES OE oESIGUALCtAD . 
- • NEGACION . 

Figura 1.- Estados· de operación de un SEP. 

IIITEIACCION POTENCIA- FRECUENCIA 

La desviación de la frecuencia en un SEP depende bási 
camente de las siguientes variables y_ par!metros: -

- Magnitud del desbalance de potencia activa. 
- Inercia del sistema. · 
- Coeficiente de amortiguamiento de la carga. 

-- Caracterfstica de regulación de los gobernad~ 
. res. . 

·.- Reserva rodante en el momento del disturbio. 

paulatinamente se irá explicando ~a influencia de cada 
una. 

MODELO DEL SISTEMA. 

Un SEP fonnado por los subsistemas· de generación, - -
transmisión y distribución, puede s_implificarse para -
su estudio dinámico .• de tal modo que solo se considere 
la generación y las cargas. éstas últimas conectadas--. 
en un·solo nodo. 



_. 

_En la figura 2 se muestra este-modelo, donde el genera 
dor y la turbina son un equivalente de todas las unida 
des generadoras del sistema, y la ca~a Pe es la suma~ 
de todas las cargas conectadas, más el total de pérdi
das en la red. Considerando las pérdidas del genera-
dor equivalente incluidas también en la carga, la po-
tencia meclnica Pm_en la entrada de éste, ser! ig~al -
a la potencia eléctrica de generación Pg,en la salida. 
Algunos autores le-asignan a este modelo el nombre de
"1 Area - 1 M4quina" •. 

Figura 2.- Modelo del sistema. 

CAUSAS Y EFECTOS DE UN 
DESBALANCE DE POTENCIA ACTIVA. 

Las salidas forzadas de unidades generadoras, lfneas
de transmisión, etc. (denominados."disturbios"), pue-
den provocar que se produzca un fuerte desbalance en-
tre la potencia de la carga Pe y la potencia eléctrica 
de generación Pg. Dos casos son los que ocurren: 

- Deficiencia de generación. 

- Exceso de generáción; 

Para explicar el caso de deficiencia, ~1 cual es el 
que nos ocupa, supóngase que la carga excede a la gene 
ración pebido a la conexión súbita de la carga APc. ~ 
Después de la conexión, se presenta la siguiente se- -
cuencia de acontecimientos. 

- La carga es alimentada instantineamente. 

- Debido a que los controles no han actuado, la 
potencia mec4nica Pm y la de generación Pg -
no cambian. 

- La nueva cargi conectada, para satisfacerse,
"toma prestada" una parte de la energfa ciné
tica que se encuentra almacenada en todas las 
masas rodantes del sistema. 

- La velocidad ·angular de las masas rodantes -
(turbinas, generadores, excitatrices, etc.)
decrece, es decir, se presenta una desaceler! 
ción. 

- La frecuencia eléctrica del sistema, reflejo
de la velocidad de rotación, decrece en igual 
proporción. -

Bajo esta base, toda vez que se presente en el sistema 
baja frecuencia, es sfntoma de que se tiene deficien-
cia de generación. En caso contrario, un valor alto -
de la frecuencia, es indicio de que sobra generación -
en el sistema. 

2 
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En ambos casos el desbalance resulta ser: 

Pa • Pm - Pe • Pg - Pe [Mw) (1) 

Si el desbalance o potencia de aceleración Pa es PO! 
tivo se produce una aceleración de las masas rodante 
y si es negativo el resultado es una desaceleración. -
Recuérdese que para el modelo adoptado Pm y Pg son - -
iguales. 

SOBRECARGA DEL SISTEMA. 

Cuando una pérd1da de generación (desbalance negativo) 
ocurre, es común manejar el concepto de "sobrecarga" -
en lugar de "desbalance de potencia" o "potencia de -
aceleración". La sobrecarga del sistema se define co
mo: 

se= lOOIPal = !Pal x 100 (2) 
Generacion Final Pgo - ¡Pa¡ 

donde Pgo es la potencia de generación antes del dis-
turbio y ¡Pa¡el valor absoluto del desbalance. 

. EJEMPLO 1.- Un sistema que tiene una generación ini- -
cial Pgo = 9000 Mw- y que sufre una pérdida 
de generación de 425 Mw (4.7~). estará so; 
portando una sobrecarga de: 

SC• 425 X 100. 425 X 100 6 57; gooo-425 ~ 
La expresión para calcular el desbalance en función de 
la sobrecarga puede deducirse a partir de la ecuación-
(2),·obteniéndose: · 

IPal • 1oo5 ~ se Pgo (3) 

Esta ecuación es válida solo para el caso en qu~ la d! 
ficfencia haya sido producida par una pérdida de gene-_ 
ración (lo más frecuente y•real); no asi para un aume~ 
to súbito de carga. En la tabla Na 1 se muestran alg~ 
nos valores de desbalance con las sobrecargas corres-
pondientes. 

• 

TABLA N° 1 

DESBALANCES, SOBRECARGAS Y PENDIENTES 

DESBALANCE DE POTENCIA 
(PERDIDA DE GENERACION) SOBRECARGA PENDIENTE 

4. 7" SS 0.3 hZ/S 

9.1 10 0.6 

16.7 20 1.2 

23.1 30 1.8 

33.3 50 3.0 

so. o lOO 6.0 

66.7 200 12.0 

-
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CONSTANTE· DE INERCIA 

Al describir cualitativamente los efectos dé un desba- · 
lance de potencia activa, se mencionó la energía ciné
tica de las masas rodantes. La constante de inercia H 
de una unidad generadora es una medida de esa energfa 
y se define como: 

H ~ Energfa cin~tica de las masas [M JoulesJ( 4) 
Potencia de. 1 a U ni dad [ MVA] 

Tal constante tiene la ventaja de tomar valores muy pa 
recidos, independientemente del tamai'io de la unidad: -

Unidades Hidráulicas (400 r~) H = 3.5s. 
Turbogeneradores ( 3600 rpm) H ,. 6 a 8s • 

• 
La constante de inercia de un conjunto _de uni.dades. - ~ .. 
(sistema) puede obtenerse a partir de las constantes -

_individuales calculando un promedio ponderado:de to--· 
das ellas, en función de la capacidad de las unidades. 

siendo ·s8= s1 + s2 + · ..• + Sn, la suma de las capacid! 
des en MVA de todas las unidades. 

Si todas las unidades del sistema .fueran idénticas, Hs 
resultarfa igual a la ·constante individual de las uni
dades. En· la práctica Hs toma valores entre 4 y 6 se
gundos. 

Cuando una pérdida de generación ocurre, la energfa ·
cin~tica en las masas rodantes del sistema se altera,-

. por lo que se hace necesario corregir la_constante de
inercia del sistema. 

W '" H Pgo - 1 Pal,. H (1 - 1 Pa 1) s s Pgo · . s ·· (6) 

siendo l~lel desbalance de potencia,~expresado en por· 
unidad. · 

Se intuye que si un sistema tiene una ·alta inercia, o
sea una gran energfa cinética disponible, va a ser me-· 
nos afectado por un desbalance de potencia activa. E! 
ta propiedad es explotada en los sistemas. interconect! 
dos; ya que un cierto desbalance impacta más a una - -

·área aislada, que a un sistema interconeCtado. 

ECUACION DE OSCILACION:. · 

La ecuación de oscflac:i6n es la expresic5n matemática - · 
que describe el comportamiento.dinámico de una unidad
generadora después de que se ha presentado un desbala~ 
CQ de potencia. Como el modelo adoptado consta de una 
unidad equivalente.- será suficiente trabajar con una -
sola ecuación de oscilaéión. 

En· el anexo 2 se·muestra cómo es posible transformar -
la expresión clásica de la ecuación de oscilación en - · 
una forma de mayor utilidad para nuestro problema, 
siendo ésta: 

.f (7) 
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Con esta expresión es-posible observar la variación de 
la frecuencia en el tiempo, a partir del valor de la -
constante de inercia modificada H' , de la· frecuencia
nominal del sistema fo y de la po~encia de aceleración 
o desbalance Pa, expresada en por unidad. 

la. Solución.- La solución más simple al problema de
encontrar la ·variación de la frecuen-
cia al ocurrir un desbalance, se obtie 
ne a partir de la ecuación (7) supo- = 
niendo que Pa = Pg - Pe es constante.
Esto es. cierto, si la carga Pe no cam
bia con la frecuencia Y. los gobernado
res no actúan para variar la potencia
de generación Pg. . Dicha so 1 uc i c5n es : 

f (t) •_fo + (f) t (8) 

la cual representa a una recta, siendo fo la ordenada-
al origen y (f), la pendiente. · 

En este caso particular de solución, la ecuación (7) -
puede transformarse a: 

; • df • fo (se) dt'ZHs" (9) 

al sustituir en (7) el valor de la c~nstante de iner-
cia corregida H~, dado en (6) .. En este caso (se) indi 
ca la sobrecarga del sistema, expresada en por. unidacC 

La primera solución es la mb pesimista, dadas~ las su
posiciones que involucra. Aún con sus limitac-iones, -
esta solución ofrece excelente información del fenóme
no, tal como lo ilustra el siguiente ejemplo. · 

EJEMPLO 2.- 51 en el sistema del ejemplo 1 se tiene -
una sobrecarga del 100' y se supone que la 
constante de inercia inichl es de 5 segun 

.dos, se tiene: · -

Oesbalance: 

¡PaL., ~ P9o • ~ 9000 • 4500 M!f 

COnstante de Inercia Corregida: 

H' • Hs(l·IPal) • S ( 1 :agg)• 5(0.5) • 2.5s 
$' ' 

Pendiente de Frecuencia. 
• fo 60 - 4500 
f • 

2
H,:- Pa.• (2)(2.5) (9Qlm") = - 6 hZ/S 

S 

fo 'F7I\ 60 ( ) • '2RS (.1'-1 • '{lTI'5T 1.0 • 6 hZ/s 

Ecuac16n de variaci6n: 

f(t) • 60 - 6.0t 

Frecuencia 2 segundos despub del disturbio. 

f(2) • 60 - (6.0)(2) • 48hz. · 

-

; 
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La ftgura 3 y la tabla N° 1 incleyen el eje~lo anteri- · 
rior y proporcionan 1 n formaci6n objetiva del col!1)orta- . 
miento de la frecuencia para otras sobrecargas. 
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INERCIA 

H=5 

2 3 4 !S 6 
TIEMPO EN SEGUNDOS 

Figura 3.- Variaci6n lineal de la frecuencia y efecto
del grado de sobrecarga. 

COEFICIENTE CE AKlRTIGUAMIENTO 
DE LA CARGA. 

En la primera soluci6n se supuso constante la poten--
. cfa de la carga Pe, sin errbargo la carga real de un -

sistema (particularmente la rotatoria), varia con la
.frecuencia, tendiendo a disminuir conforme la frec~.en 
cta~e. · -

Esta caracterfstica se mide con el llamado •coeficien 
te de amortiguamiento•, el cual se define como: -

D ~ -na Pe·:.-:, · 
. . ";. --. ( 10) 

Existen varias versiones··"de este coeficiente, depen-
diendo de las unidades utilizadas, pero generalmente
en.todas ellas·se supone que_la variact~n de la carga 
es lineal: 

D • 6 Pe -rr· [ ~ J 

D 6Pc • í0'!1 la: l 
. ( 11) 

~-
6Pc/Pgo .1Pc [ pu Mil 1 ·--6f ilf hz 

D • 6P~;io Af [S ] 

- 4 
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Esta última versi6n es la mis popular y expresa el 
porctento q~.e varfa la carga para un lS de variaci6r.:.. 
en la frec~.encia. Este coeficiente tiene un rango de 
1 a 7, dependiendo de la mezcla de cargas, siendo el
va_lor tfpico igual a 2S (4]. 

2a. Solucf6n.- Esta· soluci6n considera que la carga 
es funcion del valor de la frecuencia, aunqLe supone
todavfa que no hay respuesta de los gobernadores,· es
decir, qLe la potencia de generación Pg no carrbia. -
En estas condiciones se tiene: 

Jfc a Jfco + 6 'P'c .. Pco + i) t:.f (12) 

La ecuaci6n de oscilación dada en (7) es ahora: 

donde 

df • _!!!. (~g _ 'P'c) dt . , 
2Hs 

:: • :. [ lfao - Of + Ofo] 
S 

'P'ao • 'P'g -·1co es la potencia de aceleraci6n 

en 

La soluci6n de la ecuaci6n diferencial (13) e~~ 

con 

k•~ 
2H' 

S 

(13) 

( 14) • 

Esta solución es ya mis realista; de ella puede obser 
varse que la frecuencia no decae indefinidamente sino 
que tiende a estabilizarse en el valor: 

'EE • f ( .. ) • fo + 1ao 
0: 

EJEK'LO 3.- 51 en el sistema de 9000 IW que se ha ve
nido manejando, se presenta una pérdida -
de generación de 420 "'- y la frec~.encia -
se llega a estabilizar en 59.3 hz, se ti.!. 
ne: 

D • 
4~?t"hz • 600 IW/hz "' 60 IW/dhz • 4S 

Sf en este sistema se presentara una sobrecarga del -
1001 (co~arar con el eje~lo 2), se tendria. 

K folr • 60 x 0.0667 • 0 8 5-1 
• 2H' 2 X 2.S " 

S 

f(t) a 60 - 7.5 (1- e-o.at) •. 



La frecuencia, 2_ segundos después del disturbio se-
rfa: 

f(2) " 60- 7.5 (1 _¡1. 6) '" 60- 6'" 54 hz. 

La frecuencia final,-después ·del amortiguamiento de
la carga: 

f("') = 60 - 7. 5 • 52.5 hz. 

La pendiente de la frecuencia en t=o+ coincidirá con
la calculada en el ejemplo 2, ya que en ese momento -
el amortiguamiento de la carga es nulo;_mientras que
la pendiente final ser~ cero, ya que la frecuencia -
se estabilizara en 52.5 hz. 

RESERVA RODANTE Y RESPÜESTA DE LOS 
GOBERNADORES (REGULACION PRIMARIA). 

Tomar-en cuenta las respuestas de los gobernadores in 
traduce una gran complejidad en el problema, sin em-= 
bargo con la ayuda de la computadora digital ya resu! 
ta alcanzable el objetivo de incluirla. Esta situa-
ción será tratada con detalle en la última parte del
trabajo; por el momento, se describirá de manera bre
ve el mecanismo de respuesta del control de velocidad 
o gobernador ante la baja frecuencia. 

La figura 4 representa la curva de respuesta o carac
terfstica de regulación (R) del gobernador de una uni 
dad generadora. El punto O es el' punto actual de ope 
ración, donde a 60 hz esta entregando la unidad al -
sistema una potencia Po y conservando una reserva ro
dante de (Pn - Po). Si la frecuencia se eleva por -
arriba de los 60 hz. la unidad disminuir4 su genera-
ción (hasta cero, si la frecuencia ll~gara a un valor 
de f¡·, ésto lógicamente ayuda a aliviar el problema, 
teniendd en cuenta que se tier.e exceso de generación
Y que todas las unidades reaccionan en la misma for-
ma. Por el contrario, .si la frecuencia baja, es indi 
cación de que falta generación y a medida que el de-= 
cremento de frecuencia es mayor, la potencia generada 
aumenta hasta llegar a un valor de frecuencia f a -
partir del cual la unidad solo entrega su poten~fa 
nominal Pn, ya que su reserva se ha agotado. 

'• 

R • Te.( • .A.L AP 

p 

Figura 4.- Caracterfstica de regulación o estatismo -· 
del gobernador. 

La caracterfstica de regulación (R) de un gobernado.-
se define como el porciento que debe variar la fre- -
cuencia para que la potencia generada cambie de cero
hasta la potencia_nominal. Un valor tfpico resulta
ser:· 

R ~M • 4S ¡;¡_ 

S 
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o bien, en otras unidades: 

R • 0.04x60 • 2.4 hz/pu Mw 

PRDTECCION DEL SISTEMA CONTRA BAJA 

FIECUENCIA 

LIMITES DE FRECUENCIA. 

En un SEP, el requisito ideal de mantener la frecuen
cia constante no se puede cumplir, dada la variabili
dad incesante y aleatoria de 1~ carga. No obstante,
tal variable debe mantenerse dentro de márgenes muy -
estrechos, aunque en ocasiones por condiciones anorma 
les, tales ~rgenes se vean excedidos. -

Existen varias razones para justificar los lfmites es 
trictos en las fluctuaciones de la frecuencia del sis 
tema: 

- Efectos en la carga. 
- Da~o en las turbinas. 
-Operación deficiente de auxiliares. 
- Disparos en cascada. 

Efectos en la carga.- Esta primera razón no pone - -
fronteras estr1ctas en las desviaciones de frecuencia 
ya que la gran mayorfa de las cargas manejada~ por mo 
tores de corriente a 1 terna no son sens i b 1 es a. 1 as -
fluctuaciones del orden de .~2 hz [5]. 

Posibilidad de da~o en las turbinas.- Cuando las tur 
b1nas de vapor o de gas operan con alta carga cerca= 
de los 57.5 hz se presenta la resonancia mec~nica en
las dos últimas filas de álabes y éstos vibran severa 
mente, produciéndose esfuerzos de fatiga en el mate-= 
rial. Deben tomarse todas las precauciones para evi
tar a toda costa la operación abajo de los 57.5 y per 
mitiendo solo desviaciones momentáneas abajo de los = 
59.4 hz. La frecuencia y tiempo lfmites para una tur 
bina varfan según el fabricante, pero resulta una bue 
na gufa los siguientes datos [6]. -

Frecuencia a Plena 
Carga 

59.4 hz 
58.8 
58.2 
57.6 

Tf empo mb i mo 

Operación contfnua 
90 min. 
10 
1 

estos tiempos son acumulativos durante la vida de la
turt»i.na. 

Las turbinas hidráulicas pr4cticamente son inafecta-
bles a frecuencias hasta de 54hz [7]. 

oyeración Deficiente de· Auxiliares.- Durante condi-
c ones de baja frecuencia, los servicios auxiliares
de una planta de vapor se ven afectados, provocando -
la reducción de la potencia de salida de la unidad. -
Por" ejemplo: las bombas de agua de al imentacú5n a la 
caldera, las bombas de agua de enfriamiento, el siste 
ma de lubricación de chumaceras, etc. La operación= 
es notoriamente deficiente a partir de los 56.5 hz. 

Disparos en Cascada.- Sf se alcanzan los lfmites de
operacidn de una turbina, ésta ser4 desconectada del
sistema por la·acción de su protección. Esto agrava
el problema, ya que el desbalance de potencia crece,
la frecuencia cae más rápidamente y el sistema se va-
desint~rando hasta llegar al colapso. · 



Aunque no existe ninguna reylamentación en cuanto a -
lfmites de frecuencia, por lo menos en nuestro pafs,
es posible resumir lo expuesto, definiendo tres zonas 
caracterfsti cas: 

Zona Favorable: 
Zona Tolerable: 
Zona Extrema: 

60!:. 0.1 hz. 
60 !:. 0.6 hz. 
57.5< f < 61hz. 

Los lfmites de la zona favorable son arbitrarios, aun 
que acordes con la práctica, como referencia semen-= 
cionara que en EUA tales ·lfmites son del orden de - -
+ 0.05 hz [5). La figura 5 resume lo expuesto en es
ta sección. 

ESQUEMAS DE DESCONEXION 
AUTOHATICA DE CARGA (EDAC's). 

Una vez que se ha presentado en el sistema una pérdi
da de generación importante y la frecuencia empieza a 
caer peligrosamente, la medida efectiva de salvar al
sistema de males mayores, es desconectar la carga no
prioritaria del sistema mediante relevadores de baja
frecuencia (81's), con el fin de regresar al equili-
brio entre generación y carga. Esta desconexión aut~ 
m4tica debe ser rápida y confiable. 

El evento de desconexión de carga debe tener lugar en 
el intervalo de O a 2 segundos aproximadamente y sus
efectos todavía se observan a los 5 ó 10 segundos des 
pu~s de ocurrida·la p~rdida de generación. En la fi=. 
gura 6 se muestra objetivamente este hecho y se comoa 
ra el evento que nos ocupa con los problemas de esta
bilidad transitoria y estabilidad dinámica. 

Un EDAC es un programa establecido de como ir deseo 
nectando la carga, de acuerdo con la severidad del
desbalance de potencia que haya sufrido el sistema.· 
Un EDAC debe cumplir los siguientes objetivos: 

Detectar a trav~s del valor de baja frecuen
cia y¡o su pendiente, que el sistema ha sufri 
do una p~rdida de generación severa~ · -
Desconectar la carga necesaria (la mfnima -
posible) para restablecer el balance entre -
generación y carga y asegurar que no se al
canzan valores crfticos de baja frecuencia • 

• Restablecer la. frecuencia del sistema a su-. 
valor nominal, o·por lo menos, a un valor-
dentro de la zona tolerable. 

• Evitar un disturbio mayor o total del sistema 
(colapso), reduciendo la probabilidad de dis 
paros en cascada- de unidades generadoras. -

Un esquema de_ desconexión de carga queda caracteri
zado. generalmente por: 

al H&xima sobrecarga a proteger 
b) Frecuencia a la cual se inicia la desconexión 
e) Frecuencia mfnima aceptable _ _ _ 
d) Número de pasos de desconexión y carga en -

cada uno. 
e) _Ajuste ce frecuencia y retardo, en cada paso. 

-6 
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Ha (%) Ha 

51 

(t4.0l 56.5 

51 

55 

S :S 

Figura 5.- Lfmites y zonas de frecuencia. 
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Figura 6.- Ubicación en el tiempo de la desconexión de 
carga. 
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SIIIUUCIOI DEL COMPORTAMIENTO DEL 

· liSTE MA 

REPRESENTACION DE SISTEMA 

De acuerdo con el modelo adoptado (figura 2), el -
sistema est~ constituido por: 

• Grupo turbina - generador equivalente . 
• Gobernador de velocidad (incluyendo sistema 

de v~lvulas). 
• Respuesta del sistema el~ctrico de potencia. 

Estos elementos ya in~erconectados forman el lazo -
de control potencia - frecuencia mostrado a conti
nuaci6n [5]: 

t.Pc =~a 

Figura i.- Diagrama del lazo de control correspondien
te a la regulación primari~. 

Donde: 

t.f - variación de frecuencia 
t.Pr - variaci6n de potencia en el gobernador 
t.Pref- posición del cambiador de velocidad 
t.Pv - variación de potencia en las v~lvulas 

· t.Pm - incremento de potencia mecánica 
t.Pc - incremento de potencia en la carga 

Tg - constante de tiempo del gobernador 
. ( :: 0.1 S) . 

. Tt - constante de tiempo de la turbina 
( • 0.3. a o.s s) 

Kp· • _1_ 
D 

1 
2Hs Tp •. 
foD 

El diagrama del lazo' de· control o r~ulación prima-
. ria mostrado en la-ffgüra 7, se podrfa reducir a

otro de menos bloques, .pero para obtener su funci6n 
de transferencia en el dominio del tiempo resultarfa 
·demasiado complicado. El m~todo de solución adopta
·do es el de resolver las ecuaciones diferenciales -
simult~neas mediante métodos numiricos. 

Sistema de ecuacion-es resultantes. Las ecuaciones -
·que representan matemattcamente al sistema en el d~ 
minio de laplace son:· 

1 
l+Sfg t.f(s) (15). 

t.Pm(s) • t.Pv(s) "I+h:-
. t 

(16) 

7 

i63. 

~f(s) • [ t.Pm(s) - t.Pc(s) ] --.-1 +.,..:~ .... T
P 

(17) 

con t.Pref • O dado que no se considera regulación 
secundaria. 

las ecuaciones (15), (16) y (17) est~n en el domi
nio de la variable(s); considerando las condiciones 
iniciales cero, es posible sustituir directamente -
S por d en las ecuaciones mencionadas, para asf --at · 
tenerlas en el domi~io del tiempo como se muestra -
a continuación: -

Úv (t) +toPv(t) Tg • - +~f(t) . (18) 

t.Pm ( t) +t.Pm( t) Tt • t. Pv ( t) 

t.f (t) +tof (t) Tp .. [ ~Pm(t) 

(19) 

t.Pc( t) ]Kp 
(20) 

_Las expresiones anteriores constituyen un sis.tema de 
ecuaciones diferenciales de primer orden, que pueden 

·resolverse por cualquier m~todo aplicable a ~u so
lución (Euler,Trapezoidal, Runge-Kutta,-'etc.). En· 

·este caso se utilizó el m~todo de Euler modificado 
de segundo orden y con un paso de integración de -
0.01 s, tal como se recomienda en la referencia'·[S]. 

3a." Solución. 51 se considera, por un lado que la -
carga tiene la caracterfstica de amortiguamiento, Y. 
por el otro, que los gobernadores responden instan
Uneamente (solución optimista), se tiene: -- .. 

Tg • Tt • O 

En estas.condiciones,·es posible obtener la solución 
en el dominio del tiempo, a partir del diagrama de -

__ bloque~_dellazo de .control primario; siendo esta: 

~t 
f(t) • f~ + /+K{p l'a (l-e - :-¡rrp- ) (21A) 

con Kp • J. 
D 

., 
Tp • 2H_s 

foD 

Que sigue siendo una exponencial pura como la solu
ción 2, solo que la frecuencia dada en (21A) se estt 
bil1za en un valor superior, debido al incremento 
de generaci6n originado por la respuesta de los go
bernadores. 

Ejemplo 4: Con esta nueva solución el ejemplo 3 -
resultaría: 

R .. 41 • 2.4 [puna l (valor tfpico) 

-· .. 



Kp • J.. • _ _:1:.,__ ., 15 -...:.H.:..:Z:..-
~ O. 0667 puMW 

1 

Tp ·~ • _..:2...:x~2.:..:• S:._ 
. f 0 0 60 X 0.0667 

• 1.25 _s_ 
puMW 

f(t) • 60 - 1.o34s u - e -5.8t) 

La frecuencia, 2 segundos después del disturbio, • 
sera: . 

f(2) .. 60 ·1.0345'(1-e·11 •6)•60-1.0345•58.961fz. 

La frecuencia final: 

f(aa)•60 • 1.0345 • S8.96 Hz. 

Con esta solución, practicamente la frecuencia al
canza su valor final antes de los ~ segundos. Este 
valor es mayor que el obtenido en los ejemplos an
teriores, debido a la acción "instantánea" del go
bernador. 

UtPLEHENTACION DEL PROGRAMA 

4a. Solución. La solución mas completa al problema 
de determinar el comoortamiento de la frecuencia -
después de una p~rdida de generación (en base al -
modelo de 1 Area - 1 Maquina), es la' obtenida ál -
considerar todas las variables y par~metros que -
aparecen en el diagrama de control o regulación -
primaria (figura 7). Este objetivo se alcanza -· 
Onicamente mediante métodos numéricos de solución 
de ecuaciones diferenciales y con la ayuda de una 
cOmputadora digital. -

Por tal motivo y para tal fin se desarrolló el pro 
grama de computadora que permite simular el compor 
tamiento de la frecuencia del sistema después de~ 
una pérdida de generación. La figura 8 reúne las 4 
soluciones tratadas en este trabajo, con el objeto 
de que el lector observe las diferencias entre --
ellas. · · 

Una vez logrado esto, es· tacil modelar la de~cone· 
¡ión de carga, con solo variar el valor de ~Pe o 
Pa cuando las condiciones de ajuste de los releva· 
dores se han alcánzado.- · 

El programa es interactivoy esta estructurado en 
las siguientes part~~:· · 

•. • Entrada de datos y parlmetros .. 
• Solución del sistema de ecuaciones diferen

ciales. 
• Simulación de relevadores 

Impresión de resultados 

Entrada de datos y par!metros. Cuando se va a em -
plear el programa para una simulación, es necesario 
proporcionar: 

a) MOmero de pasos del esquema de desconexión 
d~ carga, el tipo de relevador (de magnitud 
o pendiente), su ajuste en Hz o Hz/s, el re 
tardo y la potencia de la carga desconecta= 
ble en cada paso. 

.. 

1 

8 
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bl La constante de inercia del sistema, el coe 
ficiente de amortiguamiento de la carga, la 
caracterfstica de regulación del goDernador 
y las constantes de tiempo del gobernador 
la turbina. 

e) La potencia de generación inicial o potencia 
base, la reserva rodante disponible, la pér
dida de generación y el horario del evento. · 

d) Tiempo de estudio e intervalo de impresión. 

Solución del sistema de ecuaciones resultantes. El 
programa cuenta con una rutina que resuelve ecuacio 
nes diferenciales usándo el m~todo de Euler modifi~ 
cado"de segundo orden, con un paso de integración
de 0.01 segundos. · · 

Simulación de relevadores. Dependiendo el tipo de • 
relevador, se usan condicionales para discriminar -
entre los de magnitud y los de pendiente. · 
Si algOn contador de tiempo ya se inicializó, pero 
antes de que se cumpla su tiempo de operación la -
frecuencia o su derivada es mayor que su ajuste, -
dicho contador se restablece; es decir su conteo -· 
vuelve a ser cero segundos. Si uno ya alcanzó su -
tiempo de operación, se-simula la pérdida de carga 
de ese paso modificando el desbalance. 

Impresión de resultados. El programa imprime los va · 
lores de tiempo, frecuencia, derivada de la frecuen= 
cia, imcremento de la potencia de generación, defi
ciencia de generación y valores de los contadores ~ 
tiempo de los relevadores. 

CONSIDERACIONES PRACTICAS 

En la simulación de corte de carga por baja frecuen 
cia se toma en cuenta: 

• Pérdidas de generación en cascada 
• Horario del evento 

Pérdidas de Teneración en cascada. Si por ur. desba· 
lance infc1a de potencia se alcanza~ los valores • 
crfticos de frecuencia para las turbinas de vapor -
es posible que se produzcan 5alidas en cascada por 
acc16n de sus protecciones. El programa permite con 
sfderar tales eventos, tal como se muestran en la ~ 
simulación de casos prácticos. 

Horario del evento. La carga, como se·sabe, tiene un 
comportam1ento variable cfclico. Es por esto que de
·tenninada pérdida de. generación no afecta de· igual • 
manera si esta se presenta en distinto horario • 
Por ejemplo en un sistema de 11000 HW, se se pierden 
dos unidades de 300 MW en la hora pico produce una 
sobrecarga menor que en la hora de demanda mfnima. 
Asf mismo, la carga desconectable en cada paso del 
esquema también varía segOn el horario. Por esta -
razón, el programa corrige mediante un factor, de
pendiendo del horario del evento, la carga desconec 
table. · -

-· T -
i 
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. SIMULACION DE CASOS PRACTICOS. 

1 
!1 .. r 

Con el objeto de ilustrar la utilidad del programa d! 
gital, se incluyen algunas corridas de casos prácti-
cos. La primer muestra se tiene en la figura 8 donde 
aunque no se presenta la desconexión de carga, se i-
lustran las cuatro variantes de la solución del mode
lo 1 Area - 1 Máquina. 

El segundo caso es el mostrado en la figura 9, donde 
un sistema de 3800 Mw sufre una sobrecarga del 58%. -
Los datos para las corridas son: 

Esquema de Desconexión Automática de Carga. 

Paso 
1 
2 
3 
4 
S 
6 

Free. 
59.2 hz 
59.0 
58.8 
58.6 
58.4 
58.2 

Retardo 
. 0.20 S 
0.20 
0.20 

. 0.20. 
0.20 
0.20 

Carga 
90 Hw 

590 
770 

1170 
1230' 

60 

Ajuste de las protecciones de Baja Frecuencia 
de las Unidades Generadoras. 

. No. 
1 
2 
3 

Free. 
57.0 hz 
57.0 
57.0 

Retardo 
2.0 S. 
3.0 

. 4.0 

Generación 
. 590 Hw 
510 
700 

• Parámetros Adicionales. 

Hs • 5 S 
D • 2S 
R .• 4S 

Reserva " o. 
Horario: Lunes (7AM) 
Pa "' -1400 Hw 

La curva (1) corresponde a una operación correcta del 
esquema de desconexión, mientras que la curva (2) 
muestra el colapso del sistema por una operación defi 
ciente del esquema de desconexión (solo se cortó ef 
20% de la carga desconectable). 

10 

• 1 

' 1 
• 1 • 

Z • CAII&A CIIR NGITJGUAIIIEIITO 
- SJI IIESPIIESTA 1)[ GOUIIIWJQRES. 

l • CAJIGA COl AII)IITJGIWIIEIITO Y . ' . RESPUESTA IIISTAIITAIIEA DE GOIERMDOUS • 

' .. . 4 • CAJIGA CIIR AIIJRTIGUMI EllfO Y . 
... RESPUESTA IIDIIML 01: GOURIIAIIOIIES. 

1 • 

1 1 

1 • 

-\ 1 a 
o ·-

Figura 8.-·Comparac:ión del comportamiento de la fre--
· cuenc:ia según ·la soluc:ic5n adoptada •. 
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Figura 9.- Simulación de casos practico~ . 

COICLUSIONES 

1.-.La frecuencia del sistema no.puede ser constante 
dada la incesante variabilidad de la carga, ·sin 
embargo, se debe procurar mantenerla dentro de = 
lfmites muy estrechos, distinguiéndose tres zo-
nas de desviación: la favorable, la tolerable y 
la e.xtrema. 

2.- La razón principal püra limitar las desviaeiones 
de frecuencia es evitar daños en las turbinas de 
vapor por resonancia ~ecánica y los disparos en 
cascada, una vez alcanzados los valores crfticos 
para estas turbinas. Tales valores crfticos se -
dan ~n la zona extrema • 

......... 

l.- El comportamiento de la frec:uencia,.despu~s de
una p~rdida de generación severa, depende funda
mentalmente de la magnitud del desbalance de po
tencia activa, de la inercia del sistema, del -
amortiguamiento de la carga, de la respuesta de· 
los gobernadores y de la magnitud de carga desco
nectada por los relevadores de frecuencia. 

4.- El objetivo de la desconexic5n automática de carga 
·por baja frecuencia es preservar la integridad -~ 
del sistema, restableciendo el balance de poten-
cia activa, antes de que la frecuencia alcance Y! 
lores c:rftic:os y evitando asf los disparos en ca!: 
cada de las unidades generadoras. 

5.- El grado de complejidad en la solución es suscep
tible de incrementarse tanto como se desee. En -
este caso, el modelo de 1 Area-1 Máqu1na ofrece -
una buena aproximación del comportamiento del Si!: 
tema. 

6.- Tener un medf~ de simulación siempre .es ventajoso 
ya sea para analizar disturbios consumados, para_· 
revisar el esquema de desconexión o para capaci-
tar al personal de operación en la comprensión -
del fenómeno y de .las variables que intervienen. 

-- ... ,-.·.'t'"· 

.· . 



ANEXO 1 
ESTADOS DE OPERACION. 

Como sugir16 inicialmente Dy Liacco [1] y posterior-
mente ampliaron Fink y Carlsen [2], un·SEP pasa dura~ 
te su operación por varios estados (figura 1), los -
cuales se definen a continuación tomando como base la 
referencia (3]. · 

ESTADO NORMAL. Este estado se caracteriza por: a) Con 
servarse un equilibrio entre la carga y la generacióñ 
tanto en la parte activa,como en la reactiva (restric 
cienes de igualdad), b) La corriente y voltaje en los 
elementos del sistema no excede los valores nominales 
de éstos (restricciones de desigualdad), y e) La re-
serva en generación rodante y en capacidad de transmi 
sión son suficientes para proporcionar un nivel ade-~ 
cuado de·seguridad. 

ESTADO DE ALERTA. En este estado, las restricciones -
• de igualdad y de desigualdad aún se satisfacen, pero_ 

la reserv.! es tal que el nivel de seguridad se ha re
ducido al ;rado de que algún disturbio pudiera provo
car la violación de algunas restricciones de desigual· 
dad. · 

ESTADO DE EMERGENCIA. Aquí las condiciones·de desi
gualdad se han violado y el nivel de seguridad es -
cero. El sistema sin embargo todavfa esti intacto. 

ESTADO EXTREMIS. En este estado. ias restricciones 
de igualdad y las condiciones de-desigualdad se han 
violado. El sistema no permanecer& i~tacto y se pe~ 
deri un gran porcentaje de la carga del s~stema. . 

ESTADO RESTAURATIVO. Este estado consistir& en reco 
nectar el sistema y recuperar la carga. -

ANEXO 2. 
TRANSFORMACION DE LA ECUACION DE DSCILACION. 

La expresión clisica de la ecuaci6n de oscilación es
. [U]: -

d2<5 wo 
_ • 'lll'l'7' (Pin - P'c) • ~~H 1a 
dt' 'H ' 

(21) 

donde: o =·Angulo del ·rotor con respecto a una refe
rencia que. gira a velocidad s1ncrona w

0
,-

en radianes.- · 
.. , 

. w0• Velocidad angular sfncrona, en rad/s. 

P'm • Potencia mecfnica en la flecha de la tu~ . 
bina, en por unidad. 

Pe • Potencia elt!ctrica de la carga del sist.t 
ma, en por unidad. 

·haciendo w
0

•2Trfoy sustituye!'ldO en (21) se tiene: 

d2 
<5 ,fo lfa 

~·--¡r (22) 

10 

~~ ___ ., ___________ -------
- -· • o·--~~ 

166. 

La relaci6n entre el 4ngulo y el 4ngulo real del ro
tor (9), esta dada por: 

Q=wt+IS o 
derivando sucesivamente: 

w • 2 rr f • de = w + d<!i 
dt o Ot 

. df d2o 2Tr-:a-
dt dt' 

igualando (22).Y (23) 

df fo -
dt .. 2ii. 'Pa 

(23) 

Esta última expresión es una versi6n de la ecuación-~ 
de oscilaci6n de mucha utilidad para cuando se desea
observar el comportamiento de la frecuencia, en lugar 
del comportamiento del ingulo de los rotores. 
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DETERMINACION ANALITICA DE LA TRANSFERENCIA DE 
POTENCIA EN ESTADO ESTABLE 

- Jos~ Luis Hart!nez Henchaca. 

Compañia de Luz y Fuerza del Centro, s. A. 

RESUMEN 

En este _trabajo se presenta un m'todo ~na
l!tico para determinar la transferencia de po
tencia en estado estable en un sistema el~ctr~ 
co de potencia. 

El método contempla las dos formas de -
transferencia de potencia en estado estable: 

a) Con excitaciones constantes, y 

b) Con voltajes regulados. 

Aun cuando con este m~todo se puede calcu
lar_ la· potencia para un punto;en particular, -

por ejemplo la Pm~x en estado estable con exc~ 
taciones constantes, la potencialidad del mis

mo radica en que al ser anaHtico se puede ob
tener toda la gama de valores;de potencia, ta~ 
to de excitaciones_. constantes como de voltajes 

regulados, en el intervalo o•<a<lBO•, y con 

ello obtener las gr~fic.as. de potencia-4ngulo -
que son tan importantes para entender mejor la 

transferencia de potencia en estado estable. -

a es el :ingulo entre los voltajes int~rnos EG
Y EM de las m~quinas síncronas del modelo equ~ 
valen te. 

1.- ~NTRODUCCION_ 

Determinar .la transferencia Optima de po-

tencia a través de. las lineas de transmisi6n -

en un sistema e i~ctriC::o de potencia con sti t~ye 
uno de los aspectos- m.~_s· importantes para los -· 
ingenieros en redes el6ctricas por ias implic! 

cienes econ6micas y de seguridad involucradas

con el sistema. 

-----------------------
. Trabajo preparado para el IEEE secci6n 

México. XXV aniversario Sociedad de Potencia. 
Acapulco 88. 

Econ6micas, por_que al. transportar la mayor 
cantidad posible de energía eléctrica por las

- líneas de transmisión, se obtiene el beneficio 
6ptimo por la inversi6n en el sistema genera-- -
ci6n-transmisi0n. 

De seguridad,_ p_orque al tener un alto gra
do de certeza de estar operando las Uneas de~ 

1 

·transmisi6n en los niveles de potencia adecua-
dos,_no se pone en riesgo la estabilidad del

sistema, incluso para ei caso de que ocurra al 

guna de las contingencias probables. 

Uno de los elementos fundamentales para lo 
grar la transferencia 6ptima de potenci.a por -
las l!neas de tr"ansmisi6n, es el conocimiento
de las. curvas potencia-1ngulo para e:~ Úujo de 
potencia en estado estable a trav~s de las mi! 
más, para las diferentes condiciones que pre-
senta la red en el tiempo. 

Para poder construir estas curvas es nece
saria una ecuaci6n~ una ecuaci6n de p en fun-
ciOn de a, donde P es la potencia real o acti
va y a es el 4ngulo entre los voltajes inter-

nos EG _y EM de las m~quinas síncronas del mo

delo equivalente. Tal ecuaci6n, y las ecuaci~ , . -
nes necesarias para llegar a ella, constltuye-
la esencia de este trabajo, el cual tiene como 
objetivo pri~cipal darla a conocer y explicar

. a partir de qu6 y cOmo se _obtuvo. 

1 

Para validarla se r~curre a la comparacHin 
con el excelente método de Edith Clarke [1] 

en lo que a resultados se refiere. 

Como aplicaci6n se res'ueiven algunos casos 
de transferencia de poten_cia en estado estable, 
aprovechando la ocasiOn para ilustrar la forma 
en que se van aplicando las diferentes ecuaci~ 

nes para llegar a los resultados finales. 

2.~·DESARROLLO DEL METODO 

2. L Modelo equivalente , 
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_ - ~-- Pa.ra ana.u.zarc la· transferencia de potencia 
el,ctrica en estado estable entre dos nodos de. 
una red nos valdremos del modelo de dos m&qui~ 
nas síncronas equivalentes, generador y motor, 

unid<& o conectadas por la impedancia de una

l!nea de transmisi6n. El efecto de las mAqui

nas s!ncronas equivalentes_ se representa por·

sendas impedancias las cuales se obtienen en -

base a la robustez de los nodos, teniendo pre
sente que pclra determinar dicha robustez de 

los nodos se deben.considerar las reactancias

s!ncron~s en los generadores conectados al sis 

tema. 

Fig. l. Circuito equivalente original para 
analizar la transferencia de pote~ 
cia. 

En la Fic¡. 1: 

z .. e 

Voltaje interno del generador 
s!ncrono.·· 

Voltaje interno del motor·stncr2 
no. 

Voltaje en los bornes del gener! 
dor. 

Voltaje en los bOrnes del motor. 

Impedancia del generador stncro
no. 

Impedancia del· motor síncrono. 

Impedancia de la línea de trans
misi6n~: '. 

Impedancia capacitiva de la lí-
nea de transmisi6n. 

Impedancia del reactor conectado 
al nodo 1 (en caso de que lo ha
ya). 

Impedancia.del reactor conectado 
al nodo 2 (en caso de que lo ha
ya) • 

Haciendo uso del teorema de Thévenin, el-~ 
circuito equivalente original de la_Fig. 1 se-

--------- ----
transforma· en el circuito equivalente final de· 
la Fig. 2 • 

1 2 

E M 

Fig. 2. Circuito equivalente final para el 
análisis. de la transferencia de P2 
tencia. 

Sean: 

y 

2Zc Zal 

2Zc + ZRl 

(1) 

(2) 

las impedancias.en paralelo conectadas a.los

nodos 1 y 2 respectivamente. 

Entonces• 

La impedancia.equivalente de Thévenin en

el nodo 1 esz 

= 

La impedanci_a equivalente de Th6vEmin en -

el nodo 2 es: 

= (4) 

La impedancia equivalente total del circu~ 

te es: 

= (5) 

El voltaje interno en el generador est& da 

do pera 

= (6) 

De manera similar, el voltaje interno de -
Thévenin en- el motor está dado por 

~- = z~. E2 =~E (7) 

z2 + ZS2 z2 2 



! .. 
2.2. Expresi6n para la potencia Pvr en el nodo 

2, considerando voltajes regulados. 

En la Fig. 3 se representa el diagrama fa
serial de Clarke del circuito equivalente de -
la Fiq. 2. Se demuestra que el punto O se mu! 
ve sobre arcos de circunferencias que van de -

un extremo a otro de la· de la caída de volta-

je en la impedancia equivalente total. Los 
centros de estos arcos ·se localizan sobre la -
recta UV que es perpendicular a la caída en la 

impedancia equivalente total y pasa por su ce~ 
. tro S . Para ángulos 15 menores de 90° los ce~ 
tros se. localizan a la izquierda de la caída -
total ·-como es el caso de la Fig. 3- y para

ángulos 15 mayores de 90° a la derecha. La ca! 
da en la impedancia total es una cuerda de di
chos arcos, excepto para el caso particular de -

que 4 sea igual a 90°, en cuyo caso es ei diá

metro de la semicircunferencia descrita·por O. 

Fig. 3. 

A 

A 

Diagrama fasorial de· Clarke del 
circuito .equivalente de la Fig. 
2. 

------------ ---·-------- ····-----~h------.---~·;<i 

Todos los elementos del diagrama fasorial
de la Fig. 3 representan ca1das de voltaje, e~ 

· cepto la corriente 1, claro esta, de. tal sue~ 
te que si dividimos a todos y cada uno de di-
chos elementos entre la corriente 1 obtendre--

. mos un diagrama de impedancias a escala, con un 

valor para 1 igual a la unidad •. Esto es prec~ 
samente lo que vamos a suponer para trabajar -
con elementos que· representen resistencias Y -
reactancias y s6lo cuando intervengan en el 

procedimiento caídas de voltaje ~aremos inter
venir a la corriente 1 para hacer la conver- -

3 

si6n. 

Así, refiriéndonos a la Fig. 3: 

--- l 1 z (1) A = OT -- cot 
2 T 2 

(8) 

. 1 
- R Al =A+ - RT (9) 

2 G 

1 . 
(10) A2 =A - -Rr+~ 

2 

2 . 2 B )2 -- 12 <A.21 +. 821> V1 = <1A1> + (1 1 

2 v2· Dividiendo V1 entre 2 . 

Sea 

Entonces, 

A2 
+ B~ V ----;...1--:;-

- A~+ B~ 

VA~ + VB~ = A~ + B~ 

Pero 

<11> 

<12) 

- "J 



:, ,, 

·con lo que 

VB~ - X~-~2\B2 VA~ 

<V-1)8~ + 2\B2 =X~ +Af -VA~ 

Ahora bien: 

a) S.i. V a l v2' entonces " • -_J ~ 

B2 
1 

(X2 + A2 A~> = 
2XL L 1 

b) Si V1 "' V2 , entonces 

Por otra parte, 

Dividiendo (15) entre (16):. 

de acuerdo con <17>: 
. A2 ~- . -.. 

cos!lf = · 
•/A2 ·+ 82'~ v• 2: . _ 2 · . 

De {16): 

v2 = cos!lf 
A2 

(13) 

<15) 

(16) 

(17) 

(18) 

<19) 

Finalmente, multiplicando (19) por V2 y

por_cos!lf se obtiene la expres16n buscadapara

la potencia Pvr en el nodo 2, considerando vo! 
tajes requlados; Asto es: 

4 

A2 .. 
P • V I oos!lf • V_2

2 
vr 2 A2 + 82 

2 2 
<20) 

2.3. Expreai6n-para la potencia Pvn en el no
do 2, considerando excitaciones const 
tes o voltajes no requladoa, 

Antes de comenzar el desarrollo de las 
ecuaciones necesarias para lleqar a. la expre-

si6n que determina la transferencia de poten-

cia en estado estable con excitaciones consta~_ 

tes, haremos algunas consideraciones importan-

, . ·;- Como ya lo de111ostr6 Edi th Clarke [l] , pa- ·· 

ra un modelo de dos m!quinas síncronas equiva
lentes y considerando constantes las corrien--
tes de excitaci6n, el ánqulo de máxima transf~ 
rencia de potencia ca entre los vol tajes in--

. e 
ternos EGy EM de las máquinas está dado por: 

(21) 

En donder 

'r = argumento de la impedancia total Zr 

= .1nq- tan (X,.) 

- RT 
e2 =· arqumen~o de la impedancia del motor 

original. 

eM = arqwnento de la impedancia del motor 
final. 

Dado que es recomendable considerar el . 
efecto de la saturaci6n en es_te análisis, es· 

necesario que, para obtener las impedancias 
equivalentes Z1 y Z2 de las mAquinas síncro
nas, se consideren las_ reactancias síncronas -
saturadas en los generadores conectados al sis 

tema. 

Refiri,ndonos nuevamente al. diaqrama faso
- tial de la Fig. 3, · tenemosr· 



BG = Bl + XG . = \ + XG - B2 

'1 
. AM • A - 2 RT 

B =B+X.--
M 2 . M 

Sustituyendo l dado por <19)a · 

sus ti tuy.endo dado por (19): 

Por otra parte, te'nemos. que 1 

V·= E . .;_ Z 1 
M M 

= EM [i + ZM ~G:l• -•r 
. -~b) 

<22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

5 

-:-::·--~ 

La potencia en el nodo 2 estA dada por: 

P ·= ~ CV*I) = ~ <VI*) 

Desarrollando el sequndo término se obtiene: 

2 

p = ZM CE2 + E2) cos e - EM cosa_ 
z2 G M M z T 

T T 

E E · 
+__§_J! cos (4 - e r> 

ZT 

que es la expresi6n qeneral para la potencia 
activa en el nodo 2. 

Ahora bien, ·el hecho de considerar· constan 
tes las corrientes de excitaci6n implica que -
también sean constantes los voltajes E y E -· 

. G M 
de atr!s de las reactancias síncronas .de las -

m!quinas equivalentes. 

do a 

y 

z . 
= 20 .11 cose Z M 

r· 

De manera que, hacien-

. E~ 
cose ·- - cose , 

M T 
ZT 

<28) 

<29) 

.. 

(30) 

se obtiene, finalmente, la expresi6n para la -
potencia P . en el nodo 2, considerando cons--vn . 
tantea las corrientes de excitaciOn. Esto es: 



.. 
.,· 

..... 

-· . : '·.~..::- ~---

P:..n ·;.. C + O cos- .(4 - . e
1

) - E, cos4 C31> 

3.- APLICACIONES DEL METODO. 

_Como aplicac16n, y sobre todo con el obj! 

to de ilustrar el p.tocedimiento del m4Stodo, -

se resolverá, paso por paso, el mismo ejemplo 

de transferencia de potencia de dos maneras -
diferentes. La primera empleando las ecuacio 
nes de la parte 2.2, y la sequnda con las.- -

ecuaciones de la parte 2.3. A fin de compa-
rar los resultados, este mismo ejemplo se re
solverá con el método qráfico de Edith Clarke 
[1] • 

Para apreciar el método con mayor ampli-
tud, a continuaci6n, y siempre con el mismo -

_.caso, se obtendrán, mediante un programa de -
computadora, los valores para las dos funcio
nes de potencias con voltajes no requlados -

<Pvn) y con vol tajes requlados <Pvr>, para -
el intervaio 0<4~180, as! como sus respecti-

vas curvas de potencia-ánqulo. 

Para finalizar esta tercera parte de apl!_ 

caciones del método, se obtendrán los result! 
dos para el mismQ ejercicio que nos ha venido 
sirviendo de ejemplo, pero desprecia_ndo las -
resistencias y _considerando el caso de una má 

quina-bus infinito. 

3.1. Determinar. el l!mite de estabilidad en
estado estabie del sistema comprendido por dos 
máquinas s!ncronas equivalentes conectados por 
una .l!nea de transmisi6n de 400 kV y 328 km'de 
lonqitud. 

Los datos del circuito equivalente oriqi-
nal se ·muest~an a continuaci6n, -aclarando que

en la obtenci6n de las _impedancias Z1 y. Z2 de
las máquinas s!ncronas· equivalentes se ha con

siderado el efecto de la saturaciOn. 

Los datos se encuentran en por unidad (pu) · 

y en base de 100 MVA. 

V 1 = l. 025 

Z1 = 0~0024833 + j0~0319089 

z 2 = o 1 0013682 + jO 1 0175813 

6 

ZL a 0~0066000- + jQ~0848QOQ 

Zc = O - j0~47270 

ZRl = o + jl, 3333333 

z = • (no hay reactor en el nodo 2¡ R2 . 

Cálculo del circuito equivalente final: 

De la ecuaci6n (1), 

Z = 2Zc.ZRl = 0 - j 3~2493583 
Sl 2Z + z . 

e Rl 

De la ecuaciOn (2): 

Z52 = 2Zc ~O- j0,94540 

De la ecuaciOn (3): · 

Z1 Zs1 
ZG = = 010025304 + j0~322235 

Z¡ + ZSl . 

= zG -~ = o.0323226 /85~51 · 

De la ecuaciOn (4): 

z = z2 Zs 2 = 0~0014192 + j0~0179123 
M z2 + Zs2 

= ZM ~ = 010179684 1 85.47' 

De la ecuaciOn (5): 

=o. 0105496- + jOI1349358 

= ZT b = 0.1353~75 185.53 . 

Ahora bien, 

X = ang tan e-!> = 85~55. 
R2 



'-· '· 
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·
•. 
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Entonces, el 4nqulo de máxima transferen-
cia de potencia es, de acuerdo con (2l)a 

Hasta aquí son los datos que se requieren

para resolver el problema ya sea por el método 

grAfico de Clarke o bien por el que se propone 

en este trabajO• Comencemos por el de noso

tros. 

Aplicando la ecuaci6n -(8) con4 = ac , se -
tiene: 

1 A = - Z cot 
2 T 

(~) = 0.0729659 
2 

De la ecuaci6n (9), 

A1 =A+ ~ RT - RG = 0,0757103 

De la ecuaci6n <10>: · 
- 1 . - . 

A2 = A-- - RT + ~ = 0.0691103 
- 2 

De la ecuaciOn (11) 1 

V~ . 
V = ----

2 
=.1;050625 

v2 
De la ecuaciOn <14): 

= 0.0459789 

. ·'·-

A~- VA~l -j 

Finalmente; ·el--límite de estabilidad en es 

tado estable (Pmax), :se obtiene aplicando la - _ 

ecuaci6n (20): 

P 2 · A2 --
m4x= v2 2 2 = 10.03pu 

- A2 + 82 -

"" 1003 MW 

3.2: Calcular la Pmax del ejemplo anterior, -

pero aplicando las ecuaciones de la_ parte 2.3. 

De la ecuaciOn (22): 

_ AG =A + ~- ~ = 0.0782407 

De la ecuación (23): 

De la ecuaci6n {24) i · 

. 1 . 
AM =A- 2 RT = 0.0676911 

De la ecuaci6n <25>: 

BM = 82 +. XM = o. 0638912. 

De la ecuaci6n (26):--

De la ecuaci6n (2l): 

De la ecuaci6n (28): 

ZM 2 E2) E~ C =- (E + M _coseM- -l coser_ 
- z2 G - T 
- T 

=- 0.5010847 

De la ecuaé:i6n (29) :-
E E 

D = ~ = 10.548279 z . 
T 

De la ecuaci6n (30): 

ZM E = 2D - cose M ·= O, 2212044 
Zr 

Finalmente, la PmAx se obtiene aplicando -

la ecuaci6n (31): 



.. ··:. 

=-lU, U.) pu. • 1003 MW -

Resultado id~ntico, como debe de ser para

este único punto (Pm4x), al encontrado c~n la
ecuaci6n (20), 

3.3~ Ahora se_va-a resolver el misnio ejemplo, 

pero aplicando el.m6todo gráfico de Edith- -
Clarke (1] • 

Vamos a elegir una escala de lSd mm para -

la reactancia total XT. Entonces, el factor -
de escala es: 

150 
K=-= 

. 
1111.6398 ('!'!11) pu 

Con lo que: 

'1 

KXG = 35.82 inm 

KXL = 94.27 .. 

KXM =19.91 " 

KR = 2.81 • G 

KR- = 7.34 • 
L 

K~ = 1.58 • 

Tambi~n, 

V -
....! = l. 025 ' . ' v2 -

Con estos datos(se~traza el diagrama de -
Clarke (Fiq. 4) ¡, < 

<· - .. --~-- -··- . 

Del diagrama de. Clarke (Fig. 4)a 

- cos~ 
OT -

= -- = 76.4 = 0.8304347. 
- 92.0 v2 

v· 
2150 = 

1.0 . 
92.0 1~0-= 1.6304348 

v2 
8 

---~--------------~r~ 

IXT = l. 6304348 

De donde 

1 ~ 1
'
6304348 

= 12.083041 
X T 

Finalmente: 

Pmax = V2 I cos~ = 10.03 pu 

= 1003 MW 

Valor que concuerda con los resultados anterio 
res • 

. ...---/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
1 

1-1 
1 

. 
1 1 1 1 
1 1 • 1 1 

1 ~- 1 

o T 
\ 1 1 1 

\ ,, 
1 

\ 1 1 
1 \ 1¡ 1 \ 

" 1 1 

' 1 ' ........ 
1 ........ 

Fig. 4. Diagrama de Clarke para deter- -
minar la Pmáx del ejemplo 3.3. 
(dibujo fuera d~ escala). 

3.4. Para apreciar la potencialidad del m~to

do, a continuaci6n se presentan los resultado~ -

obtenidos a partir de· los datos del ejemplo 

3,·1, para lo cual nos valemos de un programa 

de computadora. 
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Pro••••• TD,. "•'• Cle\e•••"•' • •••ticer· l• ~ol.ef'IIC'ie •ct.&ve •" el l'lodo 2• 
de •C'v•rdo e en el l&llvlel'll.e , .• rcva\o e•vlveler.l.el 

E' 1 VI v: [ '• +·---- ;Z' 1~----·+-----<ZI>•----+ ·----<Z '•>·--· -t 
o 1 : J 

·---------·-·-···--"·--·--·--··----------------- IIO"IAE DCL CASO 
L&nee Cle 400 kll w l21 k• de &on•ll.vd. 

AI<OTE LOS D1UOS SOLJCITADOI llf r.u,l 

CA,ACIDAD DE C,c, [N [L NODO 1 T 25.0713 

VOL ?A.JE [N [L NODO 1 T 1, 025 

CAF'ACIDAD DEL fLOSI AU_CTOA 1[61 [N EL NODO 1 T 0.75 

I"F'[DANClA DE SEC, ffl DE LA LINEA fR,XI 0.0066.0.0848 

SUCEF'TANCIA DE SEC, f+ 1 DE LA LINEA fll ? 2oll550" 

CAF'ACIDAD D[ C.c. [N [L NODO 2 ? 45.5028 

\IOLTA.J[ [11 EL NO~O 2 T 1·0 

CA,ACIDAD DEL fLD$1 I'<EACIOA IESI EN [L NODO 2 ? O 

COLDOU[ LA HOJA AL F'AIIICif'IO T APLIQUE 'AETURII' 

Tabla 1. Resultados del ejemplo 3.4. 

ANO Pvl'l Pvr ANG Pvn Pvr ANG rvn Pvr ANO P'Vft Pvr 

1 
2 
3 
4 

' ' 7 

• ' 10 
11 
a: 
ll 
14 

" " 17 

•• 19 
:o 
:a 
:o: 
:3 
24 
:s 
26 
:7 
:e 
:9 
JO 
31 
l: 
]] 

. ]4 

3~ 
36 
37 
3~ 
J1 
•o 
•• 
·= •J 
•• 4:. 

-1 
-1 
-J _, ., 
62 
77 

" 104 
117 

~~· 
··~ 154 

'" 179 
191 
203 
215 
~28 
240 
2:: 
264 
276 
288 
299 
311 
3:3 
335 
347 
359 
371 
393 
394 
406 
418 
430 
441 
·~l 
.. 6!; 

476 
•a a 
son 
:011 
~:"l 
:iJ• 

46 
47 
48 

. 49 
50 
~1 
52 
53 
54 

" 56 
~7 
~a ,, 
60_ 

" 6: 
u 
64 ,, 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 

·" " 77 
78 

" 80 
81 
a: 
8] 
84. 

(:: 17 .. 
C9 
~o. 

748 
760 
772 
78J 
794 
lOS 
116 
1:6 
IJ6 
846 

·~' 865 
874 
882 
191 

'" 907 
914 
•:a 
921 

'" 941 
947 
95l 
9:i9 
964 
969 
973 
977 
981 ,., 
981 
991 ... 
996 
998 

1000 
1001 
aoo: 
1003 
1003 
1003 
1003 
aoo: 
1002 

546 
557 
~·9 
:;e o 
:;9: 
603 
614 
626 
637 
641 ,:,, 

" 1000 •: ,..,, . 
9] 997 

94 "' ,, 992 
9• "o 
97 . 986 
98 913 

'' 979 
100 "': 
101 ,,. 

102 9" 
103 961 
104 956 
105 ,~., 

106 944 
101 na 
101 U2 
JOf 9:5 

110 "' 111 910 
112 fOZ 
113 194 
114 886 

670 ••: 
6U 
704-
7JS 
726 
736 
747 
751 
769 
779 
790 
800 
111. 
821 
831 
84: 
es: 
162 
87: 
881 
891 
901 
910 
919 
9:"9 
938 
94' 

CIIS 171 

tl6· '" 117 160 

:~:) 
t7J 
tll 
9A9 . 

118· .-_ 850 
11 ~ 841 
120 131 
1:1 e:o 
1"'"' 110 

a:l "' 
124 788 
a:s 777 
126 . 765 
a::o 1:• 
•~a 
1~9 

1.!11 
l~l 
i .:: 
133 
13• 
13~ 

74: 
72'/ 
717 
704 
.;.91 
678 

··~ o:.! 

1005 
IOIJ 
1020 
1027 
1034 
1041 
1041 
10~4 
1060 
1066 
1071 
1076 
1011 
1016. 
1090 
1094 
JOtl 
1101 
1104 
1107 
1109 
1111 
1112 
llll 
1114) 
1114 
IIIJ 
IIIJ 
llll 
1109 
1107 
1104 
1100 
1096 
1092. 
1086 
1080 
1074 
1067 
10~9 
1051 
1041 
1031 
10~1 
1010 

Jl6 
137 
138 
IJ9 
140 
141 
142 
143 
144 
145 
146 
147 
148 
J4f 
ISO 
151 
132 
153 

·~· '" "' 157 
151 ,,. 
160 
161 
162 
163 
164 
165 
166 
167 
161. 

'" 170 
171 
172 
173 
174 
1:"~ 
176 
17:'1 
178 
179 
180 

6]7 
623 •o•· 
594 
seo 
565 
550 
53:1 

'" 504 
488 
47Z 
45o· 
u o 
424 
407 
391 
374 
357 
340 
323 
:JO~ 

211 
271 
253 
:J:; 
218 
200 
182 
164 
146 
a:s 
110 
•: 
73 
::; 
37 
18 
o 

-17 
·36 

-~· -7: 
·fl 

-109 

997 
785 
971 
957 
·••a 
9:6 
90f 
892 
17J 
854. 
834 
014 
792 
770 
747 
723 ... 
673 
647 
620 
,,~ 

563 
~34 
504 
474 
44l 
411 
379 
346 
ll~ 
:71 
: ... 
:o• 
174 
u a 
103 

66 
lO 
-5 

-•: 
·79 

-11~ 
-JS~ 
-189 
... ::;:::: 

P = Potencia éonsiderando excitaciones cons vn 
tan tes. 

Pvr = Potencia considerando voltajes regula-

dos. 

9 
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Fig. S. Gráficas POTENCIA-ANGULO para el eje~ 
plo 3.4. 

3.5. Como ejemplo final de 

se presentan los resultados 

esta tercera parte 

del mismo ejemplo-

3.1·, pero despreciando las resistencias de los 

elementos y co-nsiderando el caso de máquina- -

bus infinito. Para .ello se hace uso nuevamen-
te del programa de computadora, y el· objetivo

es observar el comportamiento del método con 

respecto a los resultados te6ricos esperados 

para este caso. 

!='ro••••• TDf" •••• det.•~•aner • •••tac•• 1• •at.•neao •e\&we en •1 no'lo ~ • 
O. IIC~o~~erdo ron el ul•.nen\• c:&•C'ulto eotr.~avel•nt.•: 

['• VI V2 E'• 
·-----<%· ·~ -----· -----< z l =-·--- ... ·-----<:· .: ...... -..... o . 1 2 3 

VUSIDN! 05. HECHA [L 26AIR81-

• ------··-·------··------·-·-··· --- •• --·-- ••••••••• Nn"PRC DF.L ~ASO 
" [1 .,.,..,¡o •"'•••o• ~••o .,,.. ·r•taa\en.:aa. 

""01[ LOS DAIDI IGLlClTADOS [N P.U.I 

CorACIIIAD D[ C.C. Ell [L MODO ' 2~.0713 

11111. IA.J[ [11 [L MODO 1 • 1 , 025 

CAPACIDAD DIL ILDII REACTOR fESI [N EL NODO 1 ! 0.75 

l•F'[DANCIA DE I[C, f+l Dr.LA LIIIU 1~.~~ • ·o.o.OUI 

!IUCEPTANCIA DI HC. ltl DI LA LlNU fll '2·11~5067 

CAF'ACIDAD DI C.c. [11 [L NODO : • 999999999999 

VOl TAJ[ [11 [L NODO 2 • ¡,o 

CAPACIDAD ~EL fLOSI IIUCIDR. fESJ Ell [L NODO : • O 

COLDOU[ LA "D.JA AL I'RIIICIF'IO T APLIQUE 'IIETUIIN' 
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Tabla 2. Resultados del ejemplo 3.5. 

k( ~UL T Al!OS 1·~·: [1 •""•••lo ant.or1or P•ro '"' ••"~••t.~nr••• 

ANG Pvr. Pvr AfiO Pvn Pvr AIOQ py,, PvP AHG Pvn PvP 

1 ~o -1 46 

·~' 
Ul 91 11., 11:9 116 79? 1 •o 10/,4 -1 47 801 6~4 91 11•9 IIJ6 ll7 784 10~1 3 60 -1 •o 8:4 667 f3 II4S IIU 138 :"69 1037 so -1 49 168·- 680 94 1147 1149 139 ,4 10~3 ~ lOO 55 ~o 181 693 ,, 1145 1155 140 739 1008. l:'U 74 

~· 893 706 " 114] IIU 141 7~] 99] 
140 90 52 906 719 " 1141 1167 ••: 708 ,,. 
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Pvn = Potencia considerando excitaciones cons 
tan tes. 

Pvr ::1 .Potencia considerando voltajes regula--
dos. 
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Fig. ó. Gr4ficas POTENCIA-ANGULO para el eje! 
plo 3.5. 
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4.- CONCLUSION. 

Habremos observado que al resolver los 

ejemplos 3.1 y 3.2 llegamos a resultados igua

les aunque en un caso utilizamos la ecuaci6r 

(20) y en otro la (31). 

Sabemos tambi6n que la ecuaci6n (2Q) fue -

obtenida para encontrar la potencia con volta

jes regulados y que la (31) lo fue para la po

tencia con· excitaciones constantes:· ambas fun

ciones muy diferentes. 

Sin embargo, la particularidad de estas 

dos funciones <Pvr y Pvn> es de que si se em-
plean los mismos valores de impedancias ambas

tienen la misma soluci6n en el punto m4ximo de 

la funci6n Pvn• y ésto sucede en el 4ngulo de

m4xima transferencia de potencia ac: de tal 

forma que si lo que deseamos obtener es el 1!

mite de estabilidad en estado estable conside

rando excitaciones constantes, la forma m4s 

pr4ctica de lograrlo es empleando la ecuaci6n-
(20) . 

Aun cuando el método ya resulta de gran 

utilidad al poderse determinar con él en for. 

analítica valores aislados de potencia CPvr o 

Pvn> para determinados 4ngulos en particular,

su potencialidad radica en poder calcular toda 

la gama de valore~ de potencia, tanto de Pvr,

como de Pvn• en funci6n del 4ngulo a , para el 

intervalo 0<&<180, y de esta forma obtener las 

curvas de potencia-4ngulo que finalmente son -

las que dan una mejor comprensi6n de la trans
ferencia de potencia en estado estable. 
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The theory of natural 

1 

\ 
ChapUf4 

mode~: 

l1 

ll 
In Section 2J il is shown that the transient behaYiour of a perfe ;".; transposed 3-phase Une can be discussed in terms of three modes 
propa¡ation, each indiriduaUy satisfyins the equalions of a sinsle-phP. 

Une, wbilstlhe combin~tioo. ulillia tho bowuluy (or bl~t and ""!:ñ 
conditions of the 3-phase Une. Two of the modes are aenal_in the , 
that only in the third is the grOUDd cunent nonzero. . . 

. This elementary example givcs a physical interpretation to tJ,ti 
common mathematical derice of diasonalislng a matrix by construclijaa 
a modal transformation _matrix ~ _its _elge~vectors.ln that partic~ 
situatioil the mathematical analysis 11 sunplified by lhe symmetry 1 
the P matrix. t 

In this Olapter the analysis is fint extended lo deal with the gene~ 
n·phase line in which P is not symmetric but which is uniform in thf~ 
the same equations apply througbout the length of the line. A co1~ 
putationally efficient 2·port network representation is developed. lt tsJ 
then shown how the basic cOOCICpts may be retained when differel .. 
lines are interconnected to yield a non-uniform system and how the .. ~ 
m ay be cascaded. . ~ 

' ' ', 
~ 

1 
4.1 Modal analysis of a uoiform n-pbase line 

In Section 3.1 the modified Fourier transform is used to reduce th ~ 

partial differenti~ equations of the ~ransient pr~blem to th~ ordin ~· 
differential equatíons of eqn. 3.17 m the frequency domam. For 
n·phase line these may be restated • 

dii -- Ji - ; 
dx 

= -Zi; - = - Yii (4.1~ 

dx ~ ¡ 

H 

,,,. ,,,,.,,,~ ,,, "~''''"· ,,,,.~ 

(r,.r)lh element of Z = (G + iw)l(.(lwl) + R~.(lwl) 
(r,.rJth element of Y= (G + jwJC:.. + G;. 

where M;., R~., e',.., e;. are real. 

"' 

lf the puameter Gis set lo zero then the equations reduce to those 
of lhe steady~tate problem at frequeocy w. The theory lo be 
developed therefore coven the lteady state in which field modal 
analysls has found many usa e.g. Wedepohl (196S), Wedepohl uul 
.Wasley (196S, 1968), Hedmao (J96S). These authon ¡ive detaDed 
treatments of modal mllysil in the steady state. Here, however, 
allenlion is focused on those aspeCts necessary for transient anaJysis. 
As preriously, eqn. 4.1 giva 

where 

d 2¡; 
=Ñ Jx2 

d 2 i =:_ 
-=Pi 
d.x2 . 

P = .Zf; ; = f.Z 

(4.2) 

(4.3) 

While Z, Y are symmetric matrica.' il oaly symmetric in special cases 
such as the perfectly traospored lioe of Section 2 .3. The general 
analysis must the!_efore be dnreloped on the basis that ji is not 
symmetric i.e. ji ::¡f; IJ. 

The foUowinslemma is basic lo the present approach. 

Lemma J. lf s-• PS is diagonal, thm S can be formed from the eigen
veclors o~ P. and the elemeots of lhe diagonal matrix are the eigen-
Yalues of P. · 

,.,, .. ,¡. Sul'l'"lil' thal 

then 
s-•ps = l = ~(A1 •••• ,An) 

PS = Sl 

and writing S in the form of n coiUIDDS wcton S1 

eqn. 4.S gives 

-. (PS •• PSz, ... ,PSnl = IA.s •. A:~Sz, ...• AnSnJ 

so that equating columns 

(4.4) 

(4.S) 

.. 
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(4~) 

with S nonsingular, eqn. 4.2 becomes ~ ~ 
;, ~ 

B 
¡ t, 
'1 

so that if S is now choscn to be the modal transfonnalion matrix o~1 

dlfJm = lfJ (4.BJ 
dx2 m , 

i.e. the matrix eqn. 4.2 is reduced ton independenl scalar different(ai . , 
equations. · 

Transposition of eqn. 4.4 yields 

so that on introducing 

sps-• = i =l. 

Q = :s-· 
fr•IQ = 1 

~ . 
1., 

i' . ~ 

(4.9) 
- • l 

i.e. a is seen as the modal transformation malrix of P (lemma 1). Hen·~ 
. 1:, 

on settmg f = alm (4.10J,._: .. 

eqn. 43 reduces to dF ]l 
•m = a-• Paim = 1 1... <4' t 

,¡r2 . i 
again reprcscnliug 11 iudcpcmlcut scalar diUcrculial cqualiuns. l · 

As in the case of the perfectly transposed line of Section 2.3 ~~~ 
elements of v ... , l ... are the components of the modes of propagatio~: 
To show that these modes acl independently il is necessary to sho~ 
thal the two equations of eqn. 4.1 each transform into n scalar df 
ferential equations in the same variables. Under the transformations t': 
eqns. 4.7 and 4.10, eqn. 4.1 becornes ~- ¡ 

1•' 
dvm = -(s-• ZQ)fm = -Zmlm, say (4.1.); · 
dx ·' 
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di, 1 - -= -(Q- YS)¡;m = -YmPm,say · 
dx 

(4.13) 

so that il is necessary lo show that Zm, Y"' are both diaaonaJ mal rices. 
To this end it il noted that from eqn. 4.4 

l = s-• PS = s-• ZYS = (s-• ZQ)(Q-1 YS) = Zm Y m 

and fromeqn.4.9 

1 = a-• PQ = a-i rza = (Q-• YS}(s-• za> = r mZm 
i.e. 

z,.rm = rmz ... =l (4.14) 

The conditions under which eqn. 4.14 implies that Zm, Y m are 
themselves diagonal are given in the following lemma:-

Lenrma 2.1f 
AB = BA = l = diag(>.,. >.2 ... , >-n) (4.15) 

· where >.¡:f. 'A¡ for i :f. i and Bis nonsingular, then A, B are diagonal . 

Pt-oof Let s-• = Cso that eqn. 4.15 becomes 

A = lC = Cl; 

on writing C in the form of row and column vectors as 

c. 
e, 

e = = te:, Ci .... ~~ 

snlt~liluliuulua l in l"c¡n."·l.lh yirltls 

lC = 

.. Equating the (i,7)th element in the square matrix gives 

>.,Cu = ).¡Cu 

(4.16) 

Cl 

s11 that !f A, :f. 'A1 for i :f. j it follows that Cu = O and L • ..gonal. 
llence B,A are diagonal. 
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In eqn. 4.14 the diagonal elements of l are the eigenvalues of P. 
These are distinct in all except those special cases, such as the perfecflY 
transposed Jine, where other properties yield the same result. 

Thus il is apparent that, as in the case of the perfectly transposed 
line, the behaviour of any unifonn line can be discussed in tenns pf 
independent modes of propagation. Again from eqns. 4.7 and 4.10 the 
distribution between the phases of voltage and current within eath 
mode is the same throuafaout the line but now, since in general Q ~. 
the distribution of voltage in a given mode is not the same as that ~ 
the current in the ame mode. _ _ _ A : 

lf the ith elementl of v,., Ím, z .. , Y m, l are denoted by v .. ,. it;. 
z .. ,. .9ml• ~ the behaviour of the magnitude of the ith mode is given . y 
the scalar equations ~ , 

with 

1: 
"' :~ 

and so may be interpreted as the steady-state behaviour in a notioq~ 
single-phase line with series impedance z .. , and shunt admittance y,.,. 

lf 

and l ~ 
: t 

11 = O¡ + jfJI ~ ·¡ 

- l ¡ 
with a,, tJ1 real and a, >O, it follows that both ii .. ,. im1 are of the fo.,. 

A exp(-o1x) exp(-jfJ1x) + B exp(o1x) exp(jiJ1x) (4.t~t 

l.et ~t•(x) =A exp(-o1x) exp(-jiJ1x) then A•('x) gives the mag~~ 
lude :1ml ph;asc ul a siuusuidal wavc :11 thc JIUÍIII x. Al thc ¡•uint x 1 ,,¡ 

. ,, 
A•(x + x0 ) = A•{x)exp(-o1x0 )exp(-j1J,xo) i ~ 

so that the wave has undergone an attenuation a1x0 and experiencel\ • 
further phase shift of fJ;xo. This means that its peak is delayed by a till~ 
jj1x 0 /w, and in lhis sense the wave has travelled forward with a pro~, 
gation velocity u= w/IJ;. Similarly, the remaining tenn in eqn. 4.17 cj~ 
be interpreted as a backward travelling wave with the same attenuatidn 
and propagation velocity. JI is convenienl to refer lo 131 as the veloci~~ 
factor and the combination o1 + j/31 = 11 as the propagation consta~&< 
for lhe mode. 11 will be recognised as the sleady-state equivalen! of 1~11 
parameter k used in Section 2.2 for a single-phase line. ~ · 

f 
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Fit- 4.1 Configuration of Bodio-Cunardo line 

Conductor 7/5·2 mm Al 
Earth wire 7/2-67 mm steel 
Meansag.6m 

51 

. 1t should perhaps be noted that, since lbe parameters of the original 
lme are frequency dependent, and additioaally the use of the modified 
Fourier transfonn introduces the parameter 11 lhe A B 

0
. fJ · 

. - • , , 1 , i ID 
ro¡n" ·1.17 1111" ,·umplh":lh'tl lundlnn5 ula. w. lto.~l. 11 hnwt"Vt'l "ls st•t 111 
I'CIU all lhc ct¡uatiuns in hanslouu spat:e a~c idcnlkal with thc slcaJy
slate equations at the fixed frequency w. Then the 01 , p

1 
do in fact 

~pre~nt the attenuation and velocity factor for the ilh mode of a 
sm~s01dal voltage of frequency w in the original line. For the line 
havmg lhe configuralion shown in Fig. 4.1 with the following constarits 

Conduclor resistivity 3·21 X w-• nm 
Earth wire resistivity 20 X w-• n 

... - ~ar!h resistivity 100 nm m 
Relative permeability of earlh wire tol 

(;aJioway et al. (1964) give the modal distribution and propagation 
constants at 100kHz shown in Table 4.1. 
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Jable 4.1 Calculated mode-distribution vecton and propagatioo 
c:onslaols 

· Mode 

number 

2 

3 

105 

. -" -· 
104 

Mode-distribution vectors 
Voltage Current 

0·291 -¡0·002 
o-2s1-¡o-oos 
0·231 - jO:OOS 

0-()92 - j0·127 
-0·127'- j0-()1 S 

0·028 + j0-()()6 

1-489 + j0-()44 
1·306 + j0-()14 
1-ooo + jO·OOO 

3·581 -j0-495 
-4-956 +jO· S 1 S 

l·ooo + ;o-ooo 
-0·383 - j0006 -0·605 - jO·OIO 
-0·130 + j0-()21 -0·213 + j0-()24 

0·741 + ¡o-ooo t·ooo + ¡o-ooo 

'Mode parametefl lar Bodio·Cunardo line 

Attenuation 

dB/km 
O·SS9 

0-()498 

0-()480 

Velocity 

km/s . , 
284 sso 

298 850-
l l 

1 

299 180· ; 
. ~ l 

j j 

!l 
.1 
¡ 
Í¡ 
~, 
1 

! 
1 
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¡u ' ' ¡(2) 1 1 

--+ 1 1 -1 1 

t 1 1 t 1 1 

veo 1 1 y(2t 

1 ' ' 
F ig. 4.3 2-port network representaiion of murtiphase line 

Since the velocity approaches that of light Co ( = 3 )( 105 km/s) it is 
convenient lo display the variation in modal velocity u in terms of the 
velocity difference Au = c0 -u. The variation in this and the attenu
ation with frequency are displayed for the three modes in Fig. 4.2. The 
similarity of the three modes to the ground and aerial modes discussed 
in Section 2.3 should be noted. The same authon showed the close 
agreement between measured and calculated values of attenuation. 

4.2 The unifonn lioe • a 2-port oetworlt 

The modal equations in transform space, viz. eqns. 4.8, 4.11, 4.12 and 
4.13 are conveniently sol ved by viewing the line as a 2-port network 
with modal input current and voJta-J!I) V(l) at X = 0 and l(Z) ji{l) o- m, m m' m 
at the other end, say x = 1 as ill111trated in Fig. 4.3. 

From eqn. 4.11, with l = Y1 , it follows that 

im = (shYx) K1 + (chYx)K2 

where K 1 • K 2 are column matrices arising from the conslants uf inte
~•alinn, 31111 ,., .... 4.1 J lhrn v!~lds, nnusin~ tl)ll. 4.14 

vm i,, Y 1 t(da rx)l\ 1 1 (shrx)I\J} 

The input conditions al x = O then give 

1!!, = K2 

:md al x = 1 
PJ.•) = -i~ y-a K 1 

-/!:) = lshYI)K1 + lchY/)K2 

V'~' = -Zm y-• (lchli)K1 + lshYI)K2J 

On noling that Zm, y and the matrices arising from the )"'r 
1enns are diagonal, and ellrninating the unkfiown matrices ~ 

'ic 
.ae 
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resull can be expressed as 

-B,.l 
A,. 

where 
A,. = z;.• Y[coth yiJ 

B .. = i;: Y[coeechYI) 

with A m , B,. diagonal matrices. 
On transforming to phase quantities with j,; Ql,.. 

eqn. 4.18 becoma l:~l ~ L: -:J [
ji(2)] 
jiO) 

with, after some manipulation and introducing 

., = srs-• 
Yo = z-• Sys-•, 

QA,.s-• =A = f 0 (coth'1'1] 

QB,..s-• = B = fo(cosech'I'IJ 

(4.J8) 
1 

-~ i' 

(4.io) 
! 

(4.ll) 
~ 

the square malrix in eqn. 4.19 is known as lhe nodal admilladct 
malrix. ll should be noted that since A,.., B,. are diagonal and Q = S;-• 

A = s-• A Q- = QA s-• = A ·j :. m m 1 • 

i.e. A, B are symmetric matrices of order n. ' : . . ~ 
.1' 

4.] ~-~ . . l; 
As a very simple example, first pole closure of a source on loan ot· 
circuit 3-phase line is considered, as illustrated in Fig. 4.4. When 1 

sub-conductors are bundled and the earth wire is eliminated, the se 
impedanc~ and shunt admiltance are known functions of lwl. Hence ti 
choosing the parameter a in the mocüfied Fourier transform as suggesT4 
in Section 3.4 _ _ _ · t 

P = ZY . -~ ... 
is computed at any chosen w. The eigenvalues and eigenvectors are t~at 
f ound. Of the several standard methods available that suggested ·~ 

' Galloway et al. ( 1964) has proved reliable.lt is based on a root-squari~
technique which has been improved to separate nearly equal eigenvaJ~ 
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• 
j1) 

• 

• 

Fie- 4A Fint pale dosure on 3'Phale line 

as outlined in Section 4.4. 
The sub-matricesA,B in eqn. 4.19, Yiz. 

r JWJ = [ A -B

1 
[ji{'~ 

IJ-cz) -B A jl(z)j (4.19) 

are computed using eqns. 4.20, 4.21. 
The end-point conditions of the problem may be expressed as 

1(2) = o (4.22) 

r -] v •• z; 
j(l) = : - pji(U (4.23) 

where 

r;· o 

~] F= o 
tJ u 

Elimination of JU), JC2
,, j/(l) from eqns. 4.19, 4:22 and 4.23 yields 

r
- -] v., z; 

((F + A)B- 1 A- B) j/(Z) = ~ 

. (n.irtl which ji{Z) al the chosen frequency foJiows. 

~is _proc~ss is re'peated at a sufficient number of frequencies lo 
permat mversaon to the time domain as described in Section 3.4. In 

1 , \1 ' 
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carrying out the computation, the hyperbolic tenns appearing in the 
nodal admlttance matrix should be fonnulated in tenns of exponentiall 
with neptive exponents, in order to avold overflow in the computer. 

The undentanding of the results is sometimes aided by consideratioa 
of the conlributions of the individual modes of propaption. In lhil 
event it is necessary lo find thc contributions first in transform space 
and invert each separately. 

4.4 Ei¡envaluea, -vccton of tbe matrix P. 

Standard methods for fmdin1 the eigenvalues, and eigenvecton of 1 · 

matrix require the ~FOnluea to be well separated. In the P matria. 
auch separatioa arilelsolcly fr0111 the finite conductivity of lhe p~ . 
and Galloway et al. (1964) sbowed that for computational purposes the 
separation may be increaed by expressina the matrix Z(w) in tbe fo1111 

(4.24) 

where subscripl e denotes the conductor intemal impedances, subscript 
g those arising from t.he loay pound (l.e. from the integral in eqns. 2.24 
and 2.2S) and subscript zcro lhe cxtemal inductance with a loa-free 
ground. 

Then i t il wdJ k.nown tbat 

L0 C = IJoEoU 
10 that 

- - • 2 
ZoY = (a+ JW) JloEoU 

where U il the unit diapal matrix, and writing 

Z = Zc +Z• +Zo 

the matrix ji hecomts 

(4.2S) 

(4.261 

lt is apparent that tbe ei&envecton of ¡ are the eigenvecton or 
(Zc + Z1 ) Y, wtúlst the eiFOnlues differ by (a+ jw)2 1JoE0 • Hence i( 
the eigenvalues of (Zc + z.) Y are A, then 

>., = A,+ (a+ jw)2 IJoEo (4.27l 

and the A1/ A1 are beller separated than the ).1/).1 and are more readily 
computed. · 

The matrix product (Zc + Z,) Y il dependent on frequency so lhal it 
till necessary to find the eigenvalues, and ei¡envecton al each 

' ' 
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frequency. However, Paul (197S) has pointed out that, for a horizontal 
line configuration, all the elemenu of R.(lwl) and of L•(lwl) are 
approximately equal. Maldng lhe ..umption of equaUty the matrix l. 
may be written 

(4.28) 

where N is a square matrix in which every element is unlty and 
z.(a + jw, lwl) iJ a scalar. Tbeo oa settia¡ Zc to zero, eqn. 4.26 pves 

l = z.s-•l(fs +(a+ jw)2 JloEo U 

(4.29) 

where now (N Y) is independent of frequency so that lts eigenvalues and 
eigenvecton need be calculated once oaly. 

To a poorer degree of approúnatioa, but one which still retains the 
main features of the frequency dependent parameters, the same idea 
could be applied to other 1ine confiJUralions. Of course, in such cases · 
the elements of the ntatrix N ia eqn. 4.28 would no longer be unity. 

4.5 lnterconncction of 2-port ....U 

In Section 4.2 the nodal adnúttaoc::e matrix of a unifonn n-phase line is 
derived as 

[A -B] 
-B A 

with A, B symmetric matrices of order n. When a number of different 
lines are connected in series, and the nonunifonn combination is 
regarded as a 2-port network, then the nodal admittance matrix takes 
lhe more complicated form commoo lo aU linear passive nelworks, 

l ~ -B~ 
-B e (4.30) 

llowever A, C are still symmetric matrices, thus retaining the symmetry 
of the whole matrix. 

In cascading a number of such nonunifonn combinations it is usual 
lo express the 2-port equatioau in the form 

(4.31) 
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where the transfer or chain matri" T is readily shown to be 

. [ ¡-• e ¡-• ]. 
T= - -A.B-1C-B A.B-1 

(4.32) 

The output from each 2-port network is the input to the succeedijlg 
one so that the overall transfer matrix is the product of the trans{er 
matrices of the separate 2-port networks taken in the order in w~ 
they are cascaded. ' ·. · 

In crossbonded cable systems each major sectioo, comprising a co(li
plete sequence of transpositions, is nonuniform, md accord.in¡ly haj ~ 
nodal admittance matrix of the form pven in eqn. 4.30, and systeijia 
gener~ly contain a very luge number of such major sections. Wede~ 
and lndulkar (1974) found that computation bued on classictal 
methods of analysis is prohJbitively lona. For the same reason ~e 
lattice approach for solving the problem direcdy in the time domain'il 
impracticable. However it should be noted that the tnnsfer matrixi f 
of eqn.-4.32 hu the property that the invene ofib transpose cont~ 
the same submalrices as T, i.e. .. 

1 

(4.3f) 
,. 

Hence r• can be obtained from T by an elementary transformati~~ 
represented in this case by a matrix K defmed by . f; 

~ ~ 

K = [ 
0 u]; x-• = i 

-u o 
(43.) 

• . , : , . 
in which all the submatrices are of order n x n and U is the urft 
Jiagunal m:1t1ix anJ O ~•e 1.eru 111alrix. lt lsacadily shnwu thut , : 

:¡-•K=KT ~~ 
or ' . r•r-•x = r (4.Jh 

lf U is the modal transformation matrix of T and if the resulti~a 
2n x 2n diagonal matrix of eiaenvaluea is expreaed in terma of ~~~ 
n x n diagonal submatrices, theo T may be written as 

1 

1~ 
1 

f. 
[
l. 

.T = (J O o) u-• 
l, 

' : r 
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with l 1 cootaining the n eigenvalues with the largest moduli. lt foUows 
that 

- ~ 1 . [¡-• 
r-• = o-• 

0 

and, on aotia¡ that 

eqn. 43S &ifts 

[

l-1 
x-• • 

o 
o] K-¡-t 

• J 

T = x-• r• K = K-1 a-• u-• 

- 2 

[

¡-1 
= <K-• u-• Kl o 

fli• o¡ 
lo 1¡• 

{4.36) 

which is a secoad diagonalisadon of T. Accord.ingly, on usiag lermna 1 , 
the diag<xul murix diag(li 1 , 1¡1 ) contains aU the eigenvalues of Ti.e. 
aU lhe -._., of diag(l1 , 1 2 ). Hence the eigeanlues occur in 
reciproal pliD ..clliac:e 1 1 contains the n elgenvalues with the largest 
moduli, 1 2 c:o.lains their reciprocals. lf the eigenvalues are ordered in 
bolh 1 1 ,1 2 aocotdin¡ to the mapitude oftheir moduli lhen it follows 
that 

{4.37) 

By coostructioo, 1 1 contains the n eigenvalues with the largest 
· moduli, so tbal the first n columns of O are the conespoodiq eigen
vecton. lf tbe raoaiDing n columna of O could be computed ia terms 
uf the ~YIIIues in 11 then a hlsfaly efficient computaliooal process 
wuuld taalt. To this end lt ia noted that the modal transformaaion 
m:at1h awd su fa is c••llll(tScd ul" culuum dtte!IIYC!ctu•s mtlstytn~t 

and leadiq to o-• m= 1 
llowever lhe row eiJenvectors satisfying 

y,T = A,y, 

lead toa tJansfonnatioa matrix S whose rows are the)'1 md for which 

srs-• = 1 

Since the )'1 a.e indeterminate to within a multiplicative CODitant it is 
possible to eh~ S a o-•. Usinalemma 1 oa eqn. 4.36, (K-1 a-• K) 
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is seen as a modal transformation matrix of T and since Q is defined as 
auch a matrix thc columns of (K-1 ¡¡-• K) and Q mUil be cqual to 
within a multiplicative conatant, i.e. 

K-1 Q-1K = QD 

where D il aome dia¡onal matrix. Then, writina 

. [a .. a= 
<l2a 

Sa2]; 
Su [

Da 
D= 

o 

where {au.au} and (Su,Sa2) are the n colwnn and row cflen· 
vecton aaociated with thc eigenvalues in 1 1 , lt ':1 readily lhown tltat 

(4.38) 

Hence, on UIÍJII 
(4.39) s = a-• 

and identifying corresponding submatrices, there results 

r::J = r-:::1 Di' 

Since tlie ciFnvectors are indeterminatc to within a multiplicative 
conslaot, thc modal transformation matrix may be writtea u 

[
a .. a-. au 

(4¡40). 

i.e. _ entirely in terms of the column and row eigenYCCton aaoclated 
wilh the epnlues in 1 1 • As pointed out by Wedcpohl and lndulkar 
( 11'74), Ibis is nul u1aly CtNIIINlhtllunally elllclcnl bnl halhc IUilu~lng 
advantage. 

The eigeonlues are ordcred 

IAal > IA2I > · · · > IA,.I > 1 > IA;1 1 > · · · > IAi1 1 
so that the f'IDF iiiA112 • In crossbonded cable systems this range if so 
large that numerical instabilities occur. In the above method the raitce 
is reduCed to IA.fA,.I(< IA 1 1) and thus these instabilities are avoided. 
For an illuminatinB discussion on the significance of the ratio of the 
highest lo the lowat moduli of the eigenvalues (the coodilion number) 

Lanzcos ( 1961 ) . 
.her, from eqos. 4.38 and 439 it foUows that 

'T1u1 thfiOt}' of natural modes 

S2a = -o. 02a; Su = Da O u 

so that S may be written 

S = ( Su 
-Da021 

sl2 J 
DaOu 

and 

sa = [ 
s .. a .. +Sa2a2a -s .. s.2 +Sa2Su J 

D(Oua2l.-02aau) D(QuSu + Ó21Sa2l 

By construction 

(Su 

= U,fromeqa.4.39. 

Sa2l [a .. ] = s .. a .. + Sa2a21 = u 
021 

61 

so lhat for D(Q11S11 + 02aS12) to be equal to U lt ls neccssary that 
o = u and hcnce s'reducea to 

= [ Su Su] 
S - --o2. a .. 

(4.41) 

and S(= a-•) 1s obtalned without .tditional computation. 
When n identical 2-port nctworb are cascaded the overall transfer 

matrix may be expreaed as 

where 

re = <ala-•r = a1"s = [
Tu 

T2l 

Tu = aul1Su + Sa2li"02a 

Ta2 = aul1Sn -Sa2li"clu 

1"u = <lul1Su -.~uli"<lu 

T22 = a21l~Sa2 + Suli"clu 

on using eqns. 4.37, 4.40 and 4.41. 

(4.42) 

(·1.·1.1) 

However in crossbonded cable systems it is impracticable to achieve 
realistic results because the d011Ünant eigenvalue in 11 swamps all 
olhers although this mode has the greateat attenuation and contributes 

. Je~t- lo the tranafer of energy. Aa:ordinafy, Wedepohl and lndulkar 
(1974) form the nodal admJtlaoce matrix of the n-fold cucade from 
the transfer matrix of eqn. 4.42. Since the cascade is a u., usive 
network, the nodal admittance matrix involves only thn trices 
A", Bn, Cn aay, and elementary analysis sives the matrix as 

.. 
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-(Tu Ti/ Tu - Tu )l 
Ti/ Tu 

(4.44) 

Use of eqn. 4.43 together with sorne manipulation yields 

An = (CluClil +Suli"OuSilli"Qi.aJ x (U-Sa21i"OuSi/1i"Clilr1 

B- s-•~-nn-•ru S- ~-nñ s-•~-nn-IJ-1 
n = llAI VIl - llAI Vll.JlAI VIl 

Cn = (Si ... Sal-Si .. li"Clia1Salli"Qu r• 
X (U+ Sla11í"Qi .. Salli"Ou 1 

(4.4~) 
' 

Since these equations involve only lí" the low loss moda receife 
greatest prominence and the numerical difficulties disappeu. ' 

i. 

' . 
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SOBRETENSIONES Y ESFUERZOS ELECTRICOS EN 
SISTEMAS DE POTENCIA 

Victor F. Hermosillo 
Comisión Federal de Electricidad 

D!PFI - UNAM 

l. IHTBOPUCCION 

El diseño apropiado del nivel de aislamiento eléctrico de un 
sistema d~ potencia debe llegar a un balance entre el 
aguante, el costo y la fiabilidad de los elementos del 
sistema ante un esfuerzo eléctrico determinado. El aguante 
ante un cierto esfuerzo eléctrico puede requerir de 
aislamiento adicional, que incrementa la fiabilidad pero 
implica mayores costos. Comúnmente, el costo representa un 
factor limitante mayor que la factibilidad técnica. 

La ruptura o deterioro del aislamiento eléctrico depende de 
la magnitud, forma y duración del esfuerzo eléctrico a que 
éste se sujeta. Los fenómenos fisicos involucrados en la 
ruptura de un aislamiento son diferentes para distintos 
tipos de esfuerzo. Debido a lo anterior, las normas 
internacionales han · propuesto clasificar loa esfuerzos 
t1picoe encontrados en sistemas de potencia, definiendo 
caracteristicas de aguante del aislamiento en base a cada 
tipo de esfuerzo. · 

La clasificación de esfuerzos eléctricos y sobretenaiones de 
acuerdo a la norma IEC-71 se muestra en la Figura 1. Cada 
clase incluye la definición de una forma del esfuerzo 
respecto al tiempo, un rango de valores para las frecuencias 
y periodos de tie•po involucrados, asi como una forma y 
prueba estandarizada. 

2. VOLTAJES COBTINUOS EH EL SISTEMA 

El voltaje nominal se define como el voltaje efectivo (ras), 
entre fases, a- la frecuencia de operación de un sistema de 
potencia, bajo condiciones normales. A diferencia de 
voltajes transitorios y temporales, que ocurren bajo 
condiciones anormales de operación, el voltaje nominal del 
sistema representa un esfuerzo •l•otrico continuo aplicado 
al aislamiento. Ea importante oonaiderarlo en proceaoa de 
envejeciaiento del aislamiento y en problemas de 
contaminación. 

En ocasiones un sistema eléctrico opera al voltaje m4xill0 
del sistema (v.g. 5 a 10% mayor al nominal). Las normas 
internacionales incluyen valores recomendados para el 
voltaje miximo de operación para efectos de estandarización 
del equipo y sistemas, por ejemplo, la norma IEC-71 contiene 
tablas en dos rangos: 1 kV a 245 kV y mayores de 245 kV. 

1 
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3. SOBftETENSIONES 

Una sobretensión es cualquier voltaje entre fases o entre 
fase y tierra, cuyo valor de cresta sea mayor que el valor 
de ~esta del voltaje máximo del sistema, es decir, Vm \12 
1 \13 entre fase y tierra o Vm \ 2 entre fases. . 

Las sobretensiones se expresan en valoras por unidad (Vpu), 
utilizando el voltaje mAximo del sistema (Vm) como base. Por 
ejemplo, una sobretensión entre tase y tierra con valor 
m&ximo Vf-t 

Vt-t V3 
... e 1 > 

4. SOBftBTENSIONES TEMfOBALES 

Es un voltaje oscilatorio, con una duración relativamente 
larga, no amortiguado o ligeramente amortiguado. La maqnitud 
y duración de este tipo de sobretensiones somete a los 
apartarrayos a requerimientos severos en su capacidad. de 
descarga y su estabilidad térmica. Una estimación correcta 
de su probabilidad de ocurrencia es escencial para 
determinar las caracteristicas necesarias en los 
apartarrayos. 

Las sobretensionea temporales son de car4cter probabilistico 
debido a loa factores aleatorios involucrados en los 
fenómenos que las producen. ~atoa factores eat6n asociados 
con la forma en que se opera el sistema y la configuración 
del mismo (maniobras de interrupción, variaciones de 
voltaje, la aleatoriedad de los puntos sobre la 11neá donde 
ocurre una falla, etc.). En la prActica, estas 
sobretensiones ocurren como consecuencia de maniobras o 
debido a fallas y acciones correctivas, por lo tanto, hay 
una alta probabilidad de coincidencia de sobretensiones 
temporales y por maniobra. 

Las sobretensiones temporales se pueden clasificar en tres 
diferentes. grupos, de acuerdo a los componentes de 
frecuencia de la sobretensión: 

Grupo 1. Sobretensiones temporales con una frecuencia de 
oscilación muy cercana. a la frecuencia de operación del 
sistema. Producidas por fenómenos tan variados como: p6rdida 
repentina de carga, corto circuitos asimétricos, efecto 
capacitivo en lineas largas con el extremo de entrega 
abierto (efecto Ferranti), resonancia en circuitos lineales 
producida por fases abiertas o por operación no sincronizada 
de interruptores, resonancia inducida entre circuitos 
acoplados y oscilaciones armónicas en circuitos no lineales. 



En la Figura 2 se muestran distribuciones de frecuencia 
acumuladas para magnitudes de sobretensiones temporales 
debidas a maniobras en lineas sin carga, maniobras en el 
secundario y maniobras en lineas terminadas en 
transformadores. 

Si se conocen las magnitudes máxima y minima de 
sobretensiones temporales que pueden ocurrir en un sistema 
(ver Figura 2), es posible calcular la distribución de sus 
valores utilizando la siguiente fórmula: 

P(Ve >=V) =k ( (1/AV- E)m+l- (1- 1/AVmin)m+1 ) ..• (2) 

k = 

E = 

1 

(1 - 1/AVmax>m+1 - (1 - 1/AVmin>m+1 

1/AVmin + 1/AVmin - 1 

Esta fórmula empirica es producto de ochenta mil mediciones 
realizadas en los sistemas de la URSS. P(Ve >= V) es la 
probabilidad de que la sobretensión Ve en el extremo abierto 
de la linea sea mayor que un valor V. El factor A es la 
razón entre el voltaje en el nodo de envio y el voltaje en 
el extremo abierto de la linea (A <= 1), podemos suponer 
A=l. El exponente m depende de la forma de conexión de los 
reactores en paralelo, una linea de transmisión con. estos 
elementos conectados permanentemente, con reactores que se 
desconenctan por medio de un controlador durante cada 
recierre automAtice o para lineas sin reactores en paralelo, 
consideramos m = 2. Si los reactores en paralelo se conectan 
y desconectan de acuerdo a la potencia transmitida, m ~ o. 

La duración de las sobretensiones transitorias para el caso 
de maniobras producto de fallas (corto circuito, recierre 
automático, etc.) con operación simultAnea de ambos lados de 
la linea con señales en micro-ondas o carrier, tiene valores 
tipicos entre o. 02 y o .15 s. Si actua una protección de 
distancia o de respaldo, esta duración es entre 0.3 y o.s s. 

Grupo 2. Sobretensiones temporales con frecuencia de 
oscilación mayor a la frecuencia de operación del sistema. 
Este tfpo de sobretensiones se deben a oscilaciones forzadas 
con armónicas superiores pares o impares. Existen dos casos 
de importancia prácticas 

a) Resonancia de estado estable: un circuito ti pico · en el 
que puede ocurrir este fenómeno se muestra en la Figura 3. 
La corriente de magnetización que fluye por la inductancia 
no lineal Lm, contiene componentes a la frecuencia 
fundamental y componentes con armónicas superiores impares. 
su probabilidad de ocurrencia es muy baja. 
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b) Resonancia transitoria: se presentan durante maniobras en 
lineas terminadas en un transformador sin carga, maniobras 
en el secundario de un transformador en el extremo de 
entrega de una linea (Figura 4), produciendo armónicas pares 
e impares. 

Grupo 3. Sobretensiones temporales subarmónicas. Son 
caracteristicas en lineas aéreas con compensación en serie. 
En algunas ocasiones su probabilidad de ocurrencia llega a 
lO%; aunque para un sistema bien disedado, esta probabilidad 
es cercana a cero. 

De acuerdo a la experiencia en campo obtenida de distintos 
paises, la magnitud de sobretensiones transitorias en 
sistemas de potencia reales no llega a valores mayores de 
2.0 pu. 

4.1 FALLAS A TIERRA 

Una falla a tierra produce una sobretenaión temporal no 
amortiguada que persiste hasta que el el esquema de 
protección produce una maniobra que suprime la falla. 

El tipo mAs común de falla se produce entre una fase y 
tierra, causando una sobretensión en las fases sanas, que se 
sostiene hasta que se corrige la situación. La magnitud de 
la sobretensión en las fases sanas depende de la relación 
entra la impedancia de secuencia cero y de secuencia 
positiva del sistema, vistas desde el punto donde ocurre la 
falla. Por lo tanto, su magnitud esta relacionada con el 
aterrizamiento del sistema. Esta sobretensión será menor de 
1.4 pu para sistemas aterrizados efectivamente y puede 
llegar a 1.73 pu o más en sistemas no aterrizados. 

Un sistema aterrizado efectivamente se define como aquél en 
el que el mé.ximo voltaje efectivo entre fase y tierra en una 
de las fases sanas durante una falla ea 80' o menor que el 
voltaje nominal entre fases en el sistema donde se localiza 
la falla. 

La norma IEC-71 incluye gráficas para obtener el factor de 
aterrizamiento k, en base a las relaciones entre la 
resistencia de secuencia positiva, la resistencia y la 
reactancia de secuencia cero, con la reactancia de secuencia 
positiva, R1/X1, Ro/X1 y Xo/X1, desde el punto donde ocurra 
la falla (Figura 5). El factor de aterrizamiento es la razón 
entre el voltaje efectivo máximo de fase a tierra en una 
fase sana durante una falla y el voltaje efectivo de 
operación del sisteaa entre fase y tierra. Para un sistema 
aterrizado efectivamente k = ~(0.8) = 1.4 • · 
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4.2 CAMBIOS REPENTINOS EN LA CARGA 

El peor caso de este tipo de sobretensiones ocurre cuando se 
produce una rechazo o pérdida de carga, al abrirse el 
interruptor remoto de una linea por la qua se transmita una 
parte substancial de la potencia de una central generadora 
(Figura 6). El voltaje tiende a subir al disminuir la caida 
de potencial en la impedancia equivalente en serie del 
sistema y al producirse una a~eleración del generador. 

La sobretensión en el generador esta determinada por el 
nivel de corto circuito del sistema, la velocidad del 
generador (respuesta del gobernador de velocidad, sistema de 
exitación), las caracteristicas de la carga antes y después 
del evento, las long! tudas de las lineas conectadas y la 
cantidad de reactivos generados por la linea (incluyendo 
compensación en serie o paralelo). se puede lograr un 
cálculo preciso de las sobretensiones por rechazo de carga 
utilizando una simulación digital que incluya las 
caracter1sticas din6micas de las máquinas, sus sistemas de 
control, asi como el modelado de las lineas y cargas. 

En pruebas de rechazo de carga en sistemas da potencia 
reales se han obtenido aobretenaionea con magnitudee máximas 
da 1.45 pu. 

4.3 EFECTO FERRANTI 

Este efecto ocurre debido. a la corriente capacitiva, 
producida por la carga da una linea de transmisión, fluye 
por la impedancia en seria cuando se abra el extremo lejano 
de una linea larga no compensada (Figura 7). En estas 
condiciones el voltaje en el extremo abierto (V2) es siempre 
mayor que el voltaje en el nodo de envio (V1). El voltaje 
senoidal en el extremo abierto esta dado por 

V1 
••• ( 3) 

coa ( & 1) 

(& • 7.2° cada 100 km a 60 Hz, le longitud de la linea, km) 

El efecto Farranti se puede disminuir mediante compensación 
inductiva en paralelo o compensación capacitiva en serie. 

4.4 RESONANCIA 

Algunas de las mAs severas sobretensiones temporales ocurren 
debido a condiciones de resonancia. En su forma más simple, 
el circuito equivalente de un sistema resonante consiste de 
una fuente, un interruptor y un circuito resonante RCL. La 
sobretensión se produce al cerrar el interruptor, limitada 
por pérdidas y efectos de saturación de algunos componentes. 
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Ignorando las pérdidas, la sobretensión se puede aproximar 
con la siguiente ecuación 

V2 = Vl Xc 
••• ( 4) 

XL + Xc 

donde Vl es el voltaje en · el nodo de envio y V2 es el 
voltaje en el nodo de recepci6n. 

En la práctica se pueden producir condiciones cercanas a la 
resonancia. un ejemplo es el caso de la apertura de una 
fuente de alta tensión que alimenta a un circuito de baja 
tensión por medio de un cable y un transformador, si · lá 
reactancia inductiva del transformador es cercana a la 
reactancia capacitiva del cable. otro caso de resonancia es 
cuando. las armónicas asociadas a la saturación de un 
transformador tienen frecuencias cercanas a la frecuencia 
natural de resonancia del sistema. Las sobretensiones 
debidas a resonancia pueden evitarse cambiando las 
impedancias de elementos del sistema. Esta consideración 
debe formar parte de los criterios de diaefto del mismoo 

4.5 FERRORESONANCIA 

Este tipo de sobretensiones ocurre cuando un elemento 
magnético saturable del sistema ea excitado por una 
capacitancia. La . capacitancia puede representar, por 
ejemplo, al capacitar de· graduación entre los contactos 
abiertos de un interruptor o la capacitancia a tierra de un 
cable (Figura 8). 

Este fenómeno puede producirse taabién cuando solaaente una 
o dos fases de un sistema se encuentran energizadas debido a 
la operación de fusibles o interruptores ( Fi9Ura 9) • Bl 
elemento saturable puede representar transformadores da 

1potencial (con reactanciaa altas) conectados al bus abierto, 
o bien, un transfor11ador con terciario conectado en delta 
que a su vez alimenta transformadores auxiliares. 

La sobretensiOn en las terminales depende de la magnitud y 
forma de la corriente que fluye por el elemento magnético, a 
su vez, esta . corriente depende del estado magnético del 
elemento. Al entrar y salir éste de la región de saturación 
(Figura lO), su inductancia efectiva cambia, resultando en 
voltajes con multitud de armOnicas. Estos voltajes pueden 
presentar componentes con frecuencias mayores o menores de 
la frecuencia de operación del sistema (Figura 11). Diversos 
estudios efectuados con TNA muestran que existe mayor 
posibilidad de que se presente ferroresonancia en sistemas 
en los que la reactancia capacitiva equivalente sea menor a 
veinte veces la reactancia inductiva, Xc < 20XL. 
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Las sobretensiones por ferroresonancia se pueden controlar 
operando los transformadores a una densidad de flujo 
reducida, también se pueden implementar procedimientos de 
maniobra que eviten energizar un transformador sin carqa 
através de elementos capacitivos. 

4.6 BNERGIZACION DE UNA LINEA TERMINADA EN UN TRANSFORMADOR 

Este tipo de maniobras producen sobretensiones temporales 
ligeramente amortiguadas. se originan durante la 
energización o recierre de una linea terminada en un 
transformador. Después del transitorio inicial (que se 
clasifica como sobretensión por maniobra), la corriente de 
excitación del transformador produce un sobrevoltaje 
sostenido durante varios segundos (Figura 12). su magnitud 
depende del instante en que se cierre el interruptor, la 
impedancia equivalente de la fuente, los parámetros de la 
linea y el transformador y del flujo residual de éste 
\lltimo. 

5. SOBRITBNSIOHES PQR KANIOBBA 

Son voltajes transitorios, amortiquados y de relativamente 
corta duración, producidos por acciones de conexión o 
desconexión por medio de elementos de interrupción del 
sistema. La magnitud de una sobretensión por maniobra 
depende del voltaje de operación del sistema. Actualmente se 
clasifican como sobretensiones transitorias de frente lento. 

5.1 CIERRE Y RBCIERRE DE LINEAS DE TRANSMISION 

La energización de una linea en vacio, no terminada en un 
transformador, produce sobretensiones debido a las ondas 
viajeras en los conductores, estas ondas son producidas por 
el cierre del interruptor · o pueden ser causadas por 
acoplamiento entre fases. Loa tiempos relativos de cierre 
entre los polos del interruptor son import·antea para 
determinar este tipo de sobretensiones, otros factores 
involucrados son la longitud de la linea, el grado de 
compensación en paralelo, las caracteristicas de la fuente 
equivalente en el nodo de envio, la utilización de 
resistencias de preinserción y el tipo de terminación en el 
extremo de la linea. En general las sobretensiones son 
mayores en el extremo de entreqa de la linea. 

La apertura de una linea puede dejar un voltaje remanente en 
la linea desenergizada. A menos. que la carga atrapada sea 
drenada a tierra por medio de un transformador o reactor, 
puede permanecer en la linea durante varios segundos. La 
cantidad de carga dependerá de la capacitancia equivalente 
de la linea y del valor de la resistencia de preinaerción 
(Figura 13), su decremento en · el tiempo varia segdn las 
condicones atmosféricas (Figura 14). 
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Si ocurre un recierre de una linea con carga atrapada 
el instante en que el interruptor cierra, el voltaje 
fuente tiene polaridad opuesta al voltaje en la 
abierta, se pueden producir sobretensiones muy altas. 

y, en 
de la 
linea 

Como resultado de un estudio realizado en conjunto por los 
comités 13 y 33 de CIGRE, se elaboró un diagrama que 
condensa información sobre factores de sobretensión 
producidos por el cierre y racierre de lineas (Figura 15). 
Este diagrama incluye resultados de simulaciones digitales, 
TNA y mediciones en campo. Se muestran valores minimos, 
medios y . máximos para una combinación de condiciones del 
sistema, en forma .de un árbol de decisiones. Las opciones 
son: cierre o recierre trifásico, con o sin resistencia de 
preinserción, con una fuente inductiva o compleja (sistemas 
con cables, en los que debe ailadirse una capaci tanela en 
paralelo en el equivalente de Thévenin), compensación en 
paralelo mayor o menor al 50t. 

5.2 MANIOBRAS EH CIRCUITOS INDUCTIVOS 

Este tipo de sobretensiones puede analizarse con un circuito 
sencillo, presentado en la Figura 16. Si la reactancia del 
elemento inductivo de la carga Le es menor que la reactancia 
de la capacitancia en paralelo Ce, la mayor parte de la 
corriente que circula por el circuito fluye por la 
inductancia Le y se encuentra atrasada 90° respecto al 
voltaje de la fuente; además, se supone que la reactancia de 
la fuente es pequeila comparada con la correspondiente a la 
carga, Ls<<Lc. 

Al iniciarse la apertura. de los contactos del interruptor, 
el arco entre éstos conduce la corriente de la carga. El 
arco tenderá a extinguirse cuando la corriente alterna 
llegue a un valor de cero. Debido a que el ·circuito es 
puramente inductivo, en el momento de interrupción el 
voltaje en la fuente y el voltaje en la carga tendrán 
valores cercanos al méxiao. 

La interrupción del arco separa al circuito en dos 
secciones. El voltaje en el contacto del lado del generador 
tiene dos componentes: una de 60 Hz y una oscilación 
amortiguada superpuesta cuya frecuencia tiene valores entre 
0.5 y 100 kHz, dependiendo de los valores de los parámetros 
Ls y cs. El voltaje en el contacto del lado de la carga es 
oscilatorio amortiguado con una frecuencia dependiendo de Ce 
y Le. El voltaje de recuperación transitoria se puede 
calcular obteniedo la diferencia entre los voltajes que 

··aparecen entre los contactos del interruptor, se inicia una 
carrera entre las propiedades dieléctricas del medio entre 
los contactos y este voltaje. 
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5.2.1 REIGNICION DEL ARCO 

Existe la posibilidad de una reignición del arco que produce 
el flujo de corriente con frecuencia mayor a la de operación 
del sistema y causa una escalación en el voltaje en la 
carga. Si la corriente se interrumpe de nuevo al llegar al 
valor de cero, pueden aparecer varios ciclos de reiqnición a 
iterrupción, con escalaciones de voltaje cada vez mayores 
(Figura 17). 

5.2.2 CORTE.DE PEQOEAAS CO~ENTES INDUCTIVAS 

El arco que se forma entre los contactos de un interruptor 
durante una apertura en un sistema con carga inductiva, se 
encuentra sujeto a inestabilidades conforme la corriente que 
fluje por él tiende a cero. Estas se presentan en forma de 
oscilaciones en la corriente y el voltaje entre los 
contactos. Si la inestabilidad es seguida de una repentina 
caida de ·la oorriente a cero, se produce un fenómeno que se 
conoce como corte prematuro de una pequefta corriente 
inductiva (Figura 18). 

En , el modelo a6s :.simplificado del arco, suponeaos que la 
transición entre .:un estado y otro se realiza de modo 
exponencial con una cierta constante de tiempo. se 
desprecian las inductancias del lado de la carga y del lado 
de la fuente Ls y Le, obteniéndose un circuito equivalente 
formado por dos ramas: una contiene una induotancia La en 
serie con una resistencia Ri, la segunda incluye una 
capacitancia e en paralelo con una resistencia Ra. e es la 
capacitancia equivalente de es y Ce en serie. En la Pigúra 
19 se muestra la simplificación del circuito y la solución 
de la ecuación diferencial, de la cual obtenemos una 
expresión para la corriente en el arco. La condición para 
inestabilidad se dA cUando el factor exponencial es 
creciente. Lo anterior resulta en una relación entre la 
corriente de corte (icb) y la raiz cuadrada de la 
capacitancia equivalente (C), en la que est6 involucrado un 
factor que depende del tipo de interruptor. Para una 
capacitancia tipica de e • 10 nF los valores de esta 
oorriente son: 

tipo de interruptor 

pequefto voldaen de aceite 
hexafluoruro de azufre SF6 
aire comprimido 

ich 

1 a 10 A 
4 a 17 A 

15 a 20 A 

La sobretensión generada del lado de la carga una vez 
ocurrido el corte prematuro de la corriente, depende de los 
valores de ich, Le y Ce. La· energia almacenada en estos 
elementos antes del corte, se convierte en energia 
electrost6tica. Haciendo un balance de energia, se puede 
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obtener la aiquiente fórmula para el factor de la 
sobretenaión 

l .. • ( 'r")z L, 1-+- _, 
.. e "' o • 

• •• ( 5) 

donde Uo es el voltaje pico da operación del sistema y ~m es 
la eficiencia maqnética en al sistema, y toma valores entre 
0.3 y o.s.. . 

5.2.3 .CORTE VIRTUAL DE UNA CORRIENTE INDUCTIVA 

En circuitos trifásicos, la reiqnición del arco en un polo 
del interruptor puede producir un corte virtual de corriente 
que causa mayores sobretensiones que el corte prematuro de 
corriente, descrito anteriormente. Como se ilustra en la 
Fiqura 20, el primer polo en abrir corresponde a la fase A, 
la corriente. ia lleqa a cero y, si la carqa no está 
aterrizada,_ las corrientes en las otras fases son iguales y 
tienden normalmente a cero ib = ic. Si ocurre una reiqnición 
del arco en la fase A, se producirán corrientes oscilatorias 
de frecuencia mayor a la nominal del sistema en las tres 
fases, que pudieran ser interrumpidas al pasar por cero. 
Esta interrupción es semejante a un corte prematuro de una 
corriente inductiva. 

5.3 MANIOBRAS EN CIRCUITOS CAPACITIVOS 

Consideremos un circuito sencillo formado por una carqa 
capacitiva suministrada por una fuente inductiva. La 
corriente en la carqa adelanta al voltaje en 90°. cuando se 
interrumpe la corriente, al lleqar a cero, el voltaje del 
sistema se encuentra en un valor cercano al máximo (marcado 
con un 1 en la Fiqura 21). El vol taje de recuperación 
transitoria en el interruptor es muy pequeño, por lo que no 
ocurre re ignición del arco, y la carqa capacitiva queda 
carqada al voltaje pico de operación del sistema. Al pasar 
medio ciclo, el voltaje de recuperación lleqará al doble del 
voltaje pico del sistema, 2 pu. Si en ese momento ocurre una 
reiqnición del arco en el interruptor (marcado con un 2 en 
la Figura 21). Entonces, despreciando las pérdidas, el 
voltaje en el capacitar podr1a subir hasta 3 pu. · Al 
interrumpirse de nuevo el circuito, el capacitar queda 
carqado a 3 pu, repitiéndose el ciclo indefinidamente. 

En un sistema trifásico este fenómeno es más complejo, 
particularmente si alguno de los interruptores opera antes 
que los otros dos. Las mayores sobretensiones ocurren cuando 
solo una de las fases abre y su valor depende de la relación 
entre la capacitancia de secuencia positiva Y la 
capacitancia de secuencia cero del sistema, ver Fiqura 22. 



6. SOBRBTENSIONBS PgR QESCARGAS ATKOSPEBICAS 

Dantro'de la clasificación actual, éstas se consideran co.o 
sobretenaiones de frente rápido. Producidas como 
consecuencia de descargas entre la nube y tierra, se pueden 
dividir en sobretenaiones producidas por descargas directas 
y sobretensiones inducidas. 

La descarga ataosférica consta de varias fases, iniciando 
con una q\lia descendente que viaja desde la nube hacia 
tierra, dando saltos da 50 a, a velocidacl promedio de 
150km/s, cubre una distancia promedio de 3 km en 20>ms. La 
guia descendente' puede ser encontrada. por una guia 
ascendente originada en una estructura alta. La guia 
descendente se encuentra al potencial de la nube, al llegar 
a tierra, se drenan las cargas en el canal y los paquetee de 
cargas en la nube hacia tierra, durante lo se deno~na el 
rayo de retorno (Figura 23). Mediciones de las corrientes 
del rayo.da retorno han resultado en su caracterización con 
una forma de doble exponencial con un frente rápido, 
adquiriendo su valor 116ximo en 1 a 30 ¡,¡a, B&CJUido eSe un 
decremento al 50' de su valor pico, que toaa da 10 a 250 ¡,¡a. 
Para deacarC)as n.;rativaa, que representan el 90' de laa 
descargas a tierra, el valor medio de la· aaplitud de la 
corriente durante· el rayo de retorno ea de 30 JQ., con 
valores máximos de 100 . kA. Existen publicaciones con 
distribuciones acumuladas de distintos paráaetros 
relacionados con descargas a tierra, ver Figura 24. 

En una linea de transaisi6n sin hilos de guarda o, si ocurre 
una falla en el blindaje, la corriente producida por el rayo 
de retorno ea inyectada directamente a una de las fases. 
Esta corriente i(t) se va a dividir en dos ondas viajeras 
que se propagan hacia extremos opuestos de la linea, cuya 
impedancia caracteristica es zo. La sobretensi6n producida 
v(t) esta dada por la siguiente ecuación 

v(t) • Zo/2 i(t) ... (6) 

Por ejeaplo, una corriente inyectada en una taae, con 
magnitud de 10 kA, produciria un voltaje con JIIICJnitud de 2MV 
en una linea con iapeciancia caracteriatica de 400 o. 
Si la descarqa incide en el hilo de guarda, se puede 
producir un flameo inverso, al subir el potencial de la 
torre. La Piqura 25 muestra los porcentajes de la corriente 
total que fluyen por las torrea de una linea de transaisi6n, 
por descargas directas a la mitad de la distancia 
interpoatal y directas a una de laa torrea, siendo éste 
Oltimo el peor caso. 

11 



• 

S. 

cuando la descarga atmosférica cae en el punto en que se une 
el hilo de guarda y la torre, la corriente se divide en tres 
componentes, dos que vi a jan en sentidos opuestos sobre el 
hilo de guarda, la tercera que se propaga por la torre hacia 
la base, donde se produce una reflexión. La Figura 26 
muestra las formas tipicas de las sobretensiones producidas 
en la torre, las cuales producen un esfuerzo en las cadenas 
de aisladores. · 

7 1 SOBQTIHSIONES EN SQBESTACIOQS ENCAPSULADAS EN Sf6 

Este tipo de sobretensiones se conocen también como 
sobretensiones transitorias muy rápidas. ocurren como 
consecuencia de maniobras con cuchillas e interruptores en 
subastaciones encapsuladas en hexafluoruro de azufre y son 
importantes en sistemas con vol tajea nominales mayores a 
JOOkV. Se caracterizan por tiempos de frente en el rango de 
decenas y cientos de nanosegundos. e 
La componente de mayor frecuencia de estas aobretenaionea 
esta determinada por el tiempo en el que se produce el 
colapso en el voltaje entre loa electrodos, que a su vez 
depende de la presión de trabajo del gas SF6. se ha 
propuesto la siguiente fOrmula para estimar el tiempo minimo 
en el frente de la sobretensiOn · 

1 
tf = 1 a 1.5 (ns) ... (7) 

p 

esta expresi6n puede obtenerse a partir de la ecuación da 
Toapler para un arco eléctrico. El tiempo de frente de la 
sobratensi6n se reduce bajo la presencia da protuberancias o 
asperezas en la superficie de loa electrodos y por 
particulas en el gas. 

Al analizar estas sobretansionea es necesario utilizar la 
teoria da ondas viajeras, considerando cierta velocidad de 
propagación en un medio con una impedancia caracteristica. 
La forma y valor máximo da la sobretenaión en algOn punto de 
interés dependen da la configuración misma da la 
subastación, como resultado da una seria da reflexionas y 
refracciones de la onda viajera en transiciones y 
ramificaciones. 

Otros factores qua determinan la foraa y magnitud de estas 
sobretensionas as al diseño de loa contactos del interruptor 
o cuchilla desconacadora (la asimetria trae consigo una 
dependencia de la descarga en la polaridad del voltaje) y su 
velocidad da operación (la carga atrapada en al axtreao 
desconectado depende de asta velocidad). 

12 



Otro fenómeno que ocurre en subastaciones en SF6 son las 
tensiones transitorias en la carcaza, que producen arqueo 
entre las partes aterrizadas de la subastación. Este es un 
fenómeno de baja energia, no hay evidencia de peligro para 
el personal, puede causar daño a equipo de control y 
protección. Las sobretensiones en la carcaza pueden 
controlarse mediante el disefto apropiado de las conexiones a 
tierra. 

Este tipo de transitorios produce radiación a frecuencias de 
10 a 20 MHz, con magnitudes de campo eléctrico de 10 kV/m. 

La distribución no lineal de voltaje que producen en 
transformadores sujeta .a esfuerzos adicionales las primeras 
vueltas del devanado, las conexiones y tapa. En alC)Wlos 
casos es necesario proteger los cambiadores de tapa con 
varistores. Se considera que la prueba de impulso cortado 
sujeta a este equipo a esfuerzos semejantes. 

En cuanto a cuchillas e interruptores, existen pruebas de 
impulso en posiciones abierta y cerrada, ea necesario 
considerar posiciones intermedias. 

En la Figura 27 se muestran algunas sobretensiones por 
maniobra medidas en subastaciones encapsuladas en SF6. 
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Figura 2. curvas de distribución de frecuencia acumulada 
para magnitudes de sobretensiones temporales en el extremo 
de envio (1) y en el extremo de recepción (2): a) fuente con 
bajo nivel de corto circuito (230 mediciones/curva), 
b)fuente con alto nivel de corto circuito (100 mediciones/ 
curva), :"Janiobras en el secundario ( 70 mediciones/curva), 
c)rango de magnitudes medidas para diferentes circuitos. 
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Fiqura 3. Circuito en el que ocurre resonancia en estado 
estable con componentes fundamental y armónicas superiores. 

Figura 4. Circuito en el que ocurre resonancia transitoria 
al eliminar una falla trifásica en el secundario de un 
transformador. El interruptor en V2 esta abriendo. 
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Figura 6. Sobretensiones a frecuencia nominal causados por 
rechazo de carga: a) diagrama, b) linea de 300 km de 
longitud, e) linea de 600 km de longitud. 1 y 1' sin 
compensación, 2 con compensación capacitiva en serie de SO%,· 
3 y 3' con SO% de compensación en serie y 70% de 
compensación en paralelo. 1, 2 y 3 son voltajes en el nodo 
de envio, 1' y 3' son voltajes en el nodo de recepción. 
Voltaje nominal 400 kV, carga inicial 33% del nivel de corto 
circuito del nodo de envio. Se supone un incremento en la 
velocidad del generador de 10% y se desprecian pérdidas. 

Figura 7. Magnitud de sobretensiones debidas al Efecto 
Ferranti: (1) sin compensación, (2) compensación en serie de 
50%. y (3) SO% de compensación en serie, 70% de compensación 
en paralelo. 
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Fiqura 8. Circuitos sujetos a ferrorosonancia: a) excitación 
por medio de la capacitancia entre los contanctos de un 
interruptor abierto, b) excitación por medio de una 
capacitancia a tierra. 
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Figura 9. Circuito trif6sico con fase B abierta, sujeto a 
ferroresonancia: a) representación trif6sica, b) y c) 
circuitos equivalentes simplificados. 
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Figura 10. Operación de un elemento ferromagnético: a) en la 
región lineal y b) en la región saturada. 
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Figura 16. Circuito elemental para analizar las 
sobretensiones por maniobras en sistemas con cargas 
inductivas: a) circuito, b) voltajes y corrientes. 

Vmax 

Fiqura 17. Reignici6n del arco en el interruptor y 
escalaci6n en el voltaje. 
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Definiciones: 

(l) Corriente circulando por el interruptor (ia(t)) 
(2) Voltaje entre los contactos del interruptor 
(3) Disminución normal de la corriente a cero 
(4) Inestabilidad en el arco que no causa corte prematuro 
(5) Inestabilidad en el arco con corte prematuro 
(6) Oscilación inestable 
(7) Magnitud de la corriente al momento de corte (ich) 
(8) Voltaje de supresión 
(9) Voltaje máximo de recuperación 
(lO) Voltaje de alimentación 
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transmisión: a) esquema, b) circuito equivalente, e) forma 
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Chapter 12 

LIQHTNING PERFORMANCE OF TRANSMISSION LINES 

by J. G. Anderson 

12. t INTRODUCTION 

( :10.: LO: I1.111~1 R ,,f JR on,UI.\1\)f na~hll\'ef b~ .1 li¡htnin¡; ~lfOke ÍS 

.1 ' '" ,·,•,o:pln dc,;truma~ncti.,; C\CRI~(\'CS JX)Orl)· derined 
~.1' ..!l;.,;h.,¡rg_c rh~>I'-"S. rl¡>IIJI) ..:hanging CIC~otromagnetiC fields 
:n <Aho..:h rctJrdatilln rlJ)S a major role. nonlinear effects dueto 
<.:vr.,,a de,elllpmcnt vn the conductors and on the tower itself. 
-~d ~r~:;uo.:n..:y· ;¡nd curr.:nt-dependent impedances of the earth. 
T,, o:·. :.tlualc thc prublcm. it must be simplified and linearized 
... ,: .. :~~· ... T1e dc~ree of simplification dcpcnds on the availabil· 
.t .. .- ~· :-;:-u:;!!:.·:-...:i ;-:"e~ l:'!d un theskills ofthe user in under
•l..;:Jd:ng .,. ha t ~~ rall,!o bctng done with the computational power 
.JIJol..tbh: . ..\ rc:alistic simplilication of the problem is also af~ 
'~,·t~d b) the limitcd pectsion of the information about the 
rr •blcm CXCtlatiOn functiOn, i.e., the Jightning StrOkC itself. 
Tl.o.:r.: is iltt!c pllint in cllmputing the lil!htning response of a 
tr _:-.,mi,,i,Jn t•)""er "'tth grcat· accurac)' if one knows only in a 
1 •• .:uc: '-'J' "'h 1tthc li~hlntntl 'trukc is. Since thc: lirst c:dition of 
1 ~.:, t-,.,.,¡.,, ,utJ,tJntial pr.,~ro:)' hJs bccn m;~dc b) Uman ti al. 11 l. 
'·:d,·r .. ·n · _., '" ~·•uth \fri..:a. ar1d others r.f-61 in res,Jivina thc 
;·':· .... ,1 -~1,,;.,¡~·tcn,ll0:\ •• r lhe li~htnina nJih Jnd rerininl! the 
.:.,,,,1,._., "" rl\ .:urrent ":l'c~hapcs and nu111nitudes. Liahtn1ng 
•t..t"l''' Jrc rh>11lrtuu,l~ non·GJussian and impc:rfe.:t. ¡¡nd much 
···~nlofi.: inlutllon reside, in 1he t:un·es prc'icntly u~ed by the in· 
J~-1 ,, Thc .:llmrlc,H~ :~nd multitudinous n:uurc of 1hese st;uis· 
: :.:' -purn:d 1 he su.::co:s.\ful dC\.:Iopmcnt uf computer \1onte 
( .. ~'.; tc~'1;,:4UC:S lO (lrediCt trJnSmÍSSÍOn·linc: lightning na5h0\Cr 
~ ~~ jJ :,,¡, 1 ,~, r 7 ·'· Ho"c'cr. thc tc.:hniqucs rcquire thc ut ilizauon 

. 1 J.go!;.~l .:.;>1;putcrs -Ai1h sub,tan1ial numbcr·crunching cara· 
~ f,¡,¡;, .1nd ~i~h 'p.::o.:d>. 

¡, 1ho' ~di: •• m. the .1ut!:ur h¡¡.; endea,·vr.:d to 5urpl) lhc user 
.... •1 h J ,lcp·b) -.• tcp.lin.:arizcd numo.:rical solution that can be re· 
J ;, 1-:d .,. o1 h 'lül hin¡; mort.: rowcrful thln :1 h;~nd calculator. Ho"" · 
.:•.:r. 1hc rt:flt.:lilluus naturc 0f thc:se cakubtions. which re4utre 
:h..11 "JltJ~.: be cumin..:d pha_~c by pha~c ;.~nd wavc,h:~pe by 
... ~,..:-h:.Jpc. mo¡~es it almll't mandaiOr} 1hat a pro¡¡rammab!c 
t,.: nJ ..:.dcuiJt•Jr be uttli/.cd to a,·uid scuin~ ur o.:at:h cquation ovcr 
. 1~d o11.;r Tho: fuundations of each su:p in thc mcthod are re· 
'o.:-..cd. "11h lhc mure ..:ompli..:Jted mathcnlatics reh:@ated to lP· 
i"·~J"'''· .tnd J 'tep-b)·step nun1eric3l e\Jmplc for l doublc· 
,,,,uolt•'"'t:r ;, pruvided hlguidc 1hc u~c:r. The rro.:edurc is f.wl) 
¡,."11· hu1 n.~t o,·.:rly C<lnll"liC:It(d, and utili1c~ all the riaor thal 
.q•p.:,¡r, f,·,¡,llJh: for .1 hand c:1kulator. • 

11.1 PROILaMS OP ACCURACY 

l'hcrc are fo:w ab\olutes in Íhe O:llmput:uion of lightning 
nashO\'CfS of transmi\sion Hnes. For the mllSt part the o:ngtncer 15 
dcaling in statistics. A line ~A-ith a .:omputed average nashllver 
rate of 1.0 per 100 miles per ycar may e.liily cxhibit 2.0 pcr 100 
miles for thc first year, none for thc: SC(;ond ,:.ear. and 3.0 for the 
third )ear. and still have a long tcrm average of 2.0. In terms of 
protcctive relaying and reliability planning. it is important to 
know the probability of the actual nasho\·er rate excceding sume 
specified value in any given year. To determine these prob;&bil
ities. one must turn to binomial statistics. 

Whcn a ligh:ning nash makes co:uact with a linc, there are 
only I'AO possible outcomes: SUCCCSS (no nasho\·er) or fai)urc (na
shovcr). A basic thcorem of binomial statistics states that if the 
probabilily of succcss (no na!ihover) for a single nash is p. then 
for" flashes to 1he line, the probability that thcre -Aill be exactly 
k succ~:sses and n-k failures is gi,cn by 

n! 4 • - l 
pl - 1' 1/ 

k! lll- /.;)! 
( 1 ~: ll 

"'he re ,n 1' 1h..: rrobabtlity of" ;ucccss and q cqu;.~J!\ 1 - p . .,. hich 
''1M.: rr,,lJ,,L.,:LI\ uf;¡ i1Jshovcr. 

Fl.juJIIdn 1 ~ ~ 1 rrllvidcsthe kc~ IOt.'\'Jiuating th~ thc,•ro.:li.;;d 
11J,~ú\~r pro, .. bililol'' f,)r any givo:n year. L'ndcr ~crvice ..:undi-
111)"'· ,>nc ~Jn d..:tcrminc an actual nashovcr rat~ llnl~ b)' l..:cp¡ng 
uut.q;c rn:crd, frum ~car ti> )·car :~nd gradual!~ ¡¡ainin[l an im· 
rr.:"oun uf 1 h~ crrcctivencss of the d~i¡¡n. Hu\\C\O:r. until cinC JC• 
.:umul..tiC> ~:r1uugh data. thc)C imprc:~~iJns ma~ b\: mislc:.tc.!ing. 
,,,mclom~' r~'ultins in initiation of currc:cti,·e a..:t11Jn, tu a linc 
th.1t "J' Jt.:!u..tll) of gOtld dc~ign but ~J\ 'ubjccttu unforlunJIC: 
..:•r..:unt>tJn,e' Jrtcr 11 ""il' lirst c:nc:rg!lcd ... \~a prao.;li•al .:a,c . 
dS,UniL: lhJI ;¡ nev. fine"" ith J lcn~th Of 100m tic'¡, bu ti!. lhatl he 
ltne "do.:''~n..:d 10 hJ,·c: a na~hovcr rate of 1 .O pcr IUO nulo:' r•r 
1 car. Jnd 1h.11 1hc linc i• lcxatcd in an arca '"lh J t..~rau"'' k\Cl 
'Ulh :h.11 100 fla,hc' COnt.l\:1 thC: linc in Jn J\CL.lj~C )CJr. 1 h~:n. 
lhc rrLlbJbdol~. ;.¡, llf J fla•h .:;;¡u,int fla,ho\'o:r" 1/ liJO • O 01 
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For 1 ~e total ~ample size. n. of 100 nashes. Eq. 12.2.1 yicld~ the 
follo-A tng probabilitic!>: 

Fla~th>,cr Ratc {n-Id 
Pcr 1 00 \,file; Pcr Year 

o 

2 
3 

" 

Probabality rP41 That This 
Rate \\'111 Be Ob~encd 

0366 
0.369 
0.18S 
0.061 
0.01 S 

Thu~·. thc probab11ity of obscr"inl! a na~ho,·er ralc of zero is 
~~ut thc ~Jme as cf obscl'\'ing thc truc na~hovcr rate of 1.0 ¡¡er 
:00 m des ¡¡er ~car lfonc sums the probabilitics.thcn abou1 27't 
~:·:·he ltmC: thcre IAOUJd be l nashO\"CT ratc of at,j{J)I doub)C the 
: •u e ~a te Thts. oi • :~rsc. is for a .::onstant samplc sizc of 100 
:'~·he,. ~0 1hc !tnc ea.:h ~car. But ground·flash den Hy •·ancs 
fr.•m :c.:r 10 ~car .wer a rangc of 2.0 10 1 ·•· or C\'Cn r.h.ITC. :hus 
(¡;·:h ..:\¡~ndin[! !he obscrvcd nashO\'Cr ratcs. Cun·c A of Fir· 
u. l. ~.1 •hOlAS thc lighlnin@ nash i· .. ·idcnce lO 1 110-lr.V linc 
·•b•cncd b~ Pvpvlan)ky {lil o\·cr a pcnod of 10 )Can. Thc a'cr
~~r '"..:'J(n..:c IA3S .11:18 ll;uhc~ per 100 kilomctch per ycar. \ary· 
-~~ ~t .. ccn a m•n,mum of ~O 11nd a m;nimum of 92. lf the line 
~.~ ~en dc)•~ncd 10 haH a 1rue Oasho,cr prob01bility of P -
o 01 po:r n.nh.thcn ~he most proboble n:~sho\·er rateO\'Cr thc IIJ. 
~ e.:r pcr;vJ lA .:lUid ha'e bccn 0.468 pcr 100 lr.ilomctcrs pcr ycar. 
H.:.,.c,cr. "hcnC\cr 1hc lightning flash incidence to thc linc dips 
'x!u" 50 1n J gi,cn ~car. thc probability of C\'cn one li¡;htntng fla· 
l!':<J• cr occurring in lhat ~c.u drops bclo"· O.S. Consequcntly. thc 
·• :-.:ncr ma) record nonc at all. At most. one could apcct only 
• "-•Út onc n:~shO\cr a yc:1r in thosc )'e3rs of higher ligbtning inC'l· 
dc:'ICC. tf the 3S~umptiOn is made that one nashovcr OC.CUrS in 
e~ eh ~c::r dc:;ignaled Js a higher-lightning-in·· dence year. thcrc 
"vuld be four lla~hu'l:rs in the JO )·ears. resutt.ng in a nashovcr 
ra!c uf 0.4 rcr ~e.:1r. ,.hi'h is not far f•nm 1he .nost probable or 
,,kJI ra1~ IJÍ O 46!1 Ho,.c,cr. if one kct~l a runnin@ tlll)· of the 
c~t'":"cd nJ~hll\CT rate. Íl "OU)d appe:lr 31 c_yrve 8 O( tigure 
1: ~ 1 Thc IJbo.crHd fl;a~hO\"CT r:lle bc¡!ln) IOCOft\'CTIC On its truc 
~~!uc ,, ~t-vu1 JO ~c•n. lt ~hould be no1cd that for the fir)t 2 
',.J ·~ 1 he hnc h~d .1v nuhiJ\"CTS 111 311. 

r . ., ... e ~2 2 '· ODSCIVII!On~ ot l•ghtn,ng pertormenct ol • , 10·•V 
hn<- Oy Po¡;.<Jtansky ¡8~ 

From thc Jpplication \'ie.,.poinl. the co'l.:Jusion is that grud 
ace~Ha.:) a1 lov. lla:;ho\C:r rates is not poss1ble. cithcr from dtgllal 
modcls (sial ist icall~) or from obscnation in the ficld. Prectsion 
in ~IJIISIICS re.;uirc~ 3 Jarge data base. but for Jightning nasho1·er 
cakul:~tions th1s largc data base is s1mpl) not a,·a•lablc. Dcspue 
1his. ober,ablc or c<JmputJble trends ma) s111l \cn·e to guide the 
uscr in choostng among the ahernati1cs to J'hiC\·c thc lo~Aest 

possiblc outage ra1c consisten! ~Aith ec:onom~e realit). Tberc are 
trade·offs in COSl (15 '1l·e1Jas in nashover tales) bctwccn adding 
insulation and rcduc:ing footina resistancc that may be c:onsid
crcd so asto gain thc [!reatest impro~·cment for thc least money. 
Flasho,·cr calculations may also guide other choiccs. such as 
choice of tcv.cr hc:ght. of Jdditional ground "Aires. and of to"cr 
construclton. 

12.3 TERMINOLOGY 

Ovcr thc last centur). :¡ pi•Ah· ra oi terms has e\'ohcd to de· 
sen be 1h~ rh~stcs of li¡;htnin~ ·an~ li@l;tning cffects. Thc samc 
"ords ha1c been defined diffcrently, and diffcrcnt IAOrds ha,·e 
t-een o~pplicd 10 the same refercnts. EspcCt.lll~ in the L'nited 
·:trtcs. thc cn¡inccrtnaterminoloay.hu bccn ncuhcr spccific nor 
~C:'li:ÍIC In this .;hólpter. Europcan uwac is folli.)'Ac:d IA·henC\·cr 
fcutblc. and. in particular. one should note thc follo-.. inaterms: 

Flash-a tcrm encompassina the entirc clectrical dís
chargc from cloud to stricken objcct. 

Fla~hover-ar. elcctric:~l discharge completed from an en
crgtzed conductor toa grounded suppon. h ma)· clcar it· 
~clf and not tripa circuit breaker. 

• Stroke-the high-currcnt componcnts in a nash. A single 
l1a5h ma) contain severa! strolr.cs. 

• Tripout-a nasho,·cr of a Jine that docs not clcar itsclf. lt 
muu be cica red by opcration of a circuit bre:~ker. 

12.4 LIGHTNINQ PLASH PARAMITIRI 

Thc: bJ~IC C<Jnccpu that arpcar in ~n)' comrutation of li¡ht· 
"'"~ n.,h~J•cr~ oftranimission fines d1• tdc bfo;¡dl~ into the con· 
. :~•\ ur ,,,c:,d~n.:c (thc appearance of !ig'htnins on thc linc) and 
:t-e ·;,>n.::;-1~ of rcsr•li:SC: (thc voha¡;~ crcatcd on 1hc linc b) 1hc 
,,".:-."''len'' <''..:cur~;. 1\no'lllcdge of thc lattcr conccrt> is more 
·.·1 ;-'e'' ~x.:;;u,c: thc~ are: more c:l5ill ~1udicJ in !he laboralor~·. 
·• ~:-~J· ~"'"' lcd~c of thc formcr rclt\.~ rrim:ml) on •nc:dc,IJI 
·.~ •• r · -·~· ~nd infcrcnc.:) buth from record\ and from r,cld 

I(E~AUNIC LEVELS AND ISOKERAUNIC MAPS 

\n• ¡,, .. :,,, lhrvu~h lA hich !rJn,mi~sion linc~ mu\1 rJ" r.'IJ\ 

~ ... ,_,.J '" ~ .. • ,. J ..:cn.un lcr~uni~ h;\'cl. ur ¡~,,Lc:raunll.: J.:, d. J\ '' 

" u·w i!. ,.:ll,d Th~,; k\ e) r~r"''~"'' the JICf~tc n~o~n1bcr ,,¡ 
lnw.'~" jJ'' r.:r ~I.'Jf al lhat Joc;¡lit~·. i.e., thC ;¡\·cra~C nu,,,t-..;r 
,,( d ·~. r- r .' C:Jr un "hi..:h thundcr,. ill be hc:Jrd dufln~ a :J. h,·~o~r 
r.:r,,od lla.: ~CTJunil.' lc\d m;J)" be dCICfOlÍftCd b) TtfCTTI,~ 10 lhC 

.. ,.L,r .. u~·· n1.1r' rrr.:~rr.:d b) thc li.S. \\'calhcr BuTCJU ( r,¡:urc 
1 ~ ~ 11 ~~ "h._ h l!nC• of o.:on\lant J..(TaUftiC lc;\·r,;l JTC rl01tcd 1n 1 

11 unn,r .. ,m.IJr ,,, 1h: altitud~: contuur linc) on a h>f'V,rJrh•.: 
mJ~ Thnc l1nc~ of con~tant kcr;¡unic ICYelarc: l.no.,. na\ ,~e· 

. , • 



------- JO 
' ----- -- ............ . .,.. ... , 

··-,.·~ JO 
. 'l -~-k·:..~ .. ~' ~JO 

,: .. ···. /.- ~-. '• 
~ Y.,• ,, ·, 

(.,'1 

10 

·. 

~·.;ure 12.4. 1. lsokeraunie map showing mean annual days ot thunderstorm actMf) • ~·an the continental L ... ·!ed States. 

• Junl~ lincs. and thc kcraunic lcvcl in any rcgion may be approxi· 
m.:tc:d by intcrpolating bctwccn the isokeraunic tina on thcse 
mJps. 

Thc kcraunic le,·cl is a statistic that obviously depcnds on the 
h.:Jnng .1bility of thc weathcr observen, on ambient noise back
!.! '·'U nds ;¡ nd local geography. andona conscicntious c:omplction 
._.¡' ... dthcr rc..:ords. lf ,.,..o thunderstorms occur in any day, thc 
~J ~ i~ st 111 classilicd as onc thunder·day, and thc dcviation of the 
~-.mbcr of thundcr·days about the mean and their duration
•:Jtl,tics 1mportant in establishing confidente limits for a de· 
·:::n-are not usuall)· rcportcd. 

Thc t.: .S. Wc:nhcr Burcau now kecps hourl)· ,.cather rccords 
.11 J 11 first·ordcr ~~>cather stations. and thcsc rc..:ords are available 
Jr. magn.:uc tapes or run..:hcd cards. Such obscn·ations pcrmit 
:~e ..:on\tru..:tion of isokeraunic maps bascd on thunder·hours 
• .: t her t h.1n d.t~s and. ~~> hen such mapSilrc: ullimatcly dc,·clopcd, 
: ~..: fin.:r r.:s.Jiution should ~harpcn the lightning computation 
~r .. ..:c,~cs. Th.: fincst rcs.llution wiii~Xcur whcn rcscarch is com· 
rl..:tcd on counting thc actual number of cloud-to-ground strokcs 
'" thund.:r,torms. 

Th.: lera u ni~ IC\'CI is thc ba~ic statistic that must be knawn 
fo~r .1 gi' ..:n I!C•'graphical regían bcfore the lightnina incidc:ncc to 
..:.Hth .1nd tu an~ tran\mÍ\sion line in that regían can be .:om· 
rut..:d. r,, a fir~t arrro,imation,the error in dctcrmining this im· 
f'.>rt.!nl p.1ramc:tcr v.ill makc a proportionatc error in calculation 
uflightning pcrformance. 

NUMBER OF FLASHES TO EARTH 

f"ur ''mrlicit), it has U\UJII) bcen onsumcd that the numbcr 
uf n.~,hc:~ h.> carth or tu a transn1i~sion line in a spccified loulity 

is roughly proportion:.l lo thc keraunic lcvcl (annual thundcr· 
days) in that loca lit). Prcntice (91 has presentcd a comprehcnsive 
summation of the rescarch on rclationships bctwccn nash counu 
to carth and the kcra~;nic lcvcl. Table 12.4.1. takcn from Prcn· 
ticc. shows that most rc:scarchcrs ha ve arrivcd ata proportlonal 
relationship ranging from 0.1 T to 0.19 T ground nas hes pcr 
squarc kilomcter pcr ~ear ~~>hcrc Tis thc kcraunic levcl in annual 
thunder-da)S. The a\cragc araund-nash dcnsit)' in Tablc 12A.I 
is 0.14 T for thosc ob->:r,·ations ~~>ith no cxponent for T. Thc first 
cd1tion af this boo~ uscd a value of 0.1 T. which madc an 
allo"' Jncc for red u e~ numbcrs of nas hes to lincs duc to shield· 
ing by trces and und~.;lating tcrrain r 10/. In opcn country, thc 
0.1 .$ T relationship v..:o~ld hold. As a compromisc. it is suggcsted 
that 

S=-012T j 12 " 1) 

\lo hcre ,'1; Í\ lhc: numbo:r Of na.hC\ !O carth pcr ~quarc: kilumclcr 
pcr )to.~r Jnd Ti) thc lo.eraunic lc,·c:l in thundcr-da~s pcr )CJr '" 
the arca or. 

.\',=-OJIT 

"'h..:rc .\.., is thc nurr.~cr of nashcs tO car.th ¡Xr '4uarc m de rcr 
)e:lr. For Jlllightnang calculations in this chaptcr (and in mv>l 
publishcd mcthud~). the numbc:r of lightning na)hcs to co.~rt h or 
toa trJnsmission linc ""ill be proportionalto thc kcraunic J..:, eL 

INTERCEPTION OF FLASHES BV THE LÍNE 

1\ tr,¡n>mi,,iun lir.e p;as~in& above the carth m;~y be SJ1d 10 

throw .1n cle..:tric:~l ~hadow on the land bencath. li¡¡htn1n& 

'11 



Teble 12.~.1 

EMPIRICAL AELATIONSHIPS BETWEEN LIGHTNING GROUND·FLASH DE~SITY AN!") ANNUAL THUNDER·DAYS (TJ 

Loca110n 
GrC~.<nd-Fiasll Oens•ty 

(km·;yr·') Reference 

0.1T 
o. 141" 
o.o23r··J 

Aiya (1968) !:"CI3 

c¡.,oces•a 
SJ<Jth Atr 1ca 
~ .. eden 
U K. 

o. 0C4 T' :approll.) 
aro 

Anderson and Jenner ( 1 954) 
Al'ldersonlEriksson (1981) 
Mouer-Hillebrand ( 1964) 
Stnn~le!low (197~) 

[a•2·6:0·2X10" 3:0•1·9::Q .. J 
Hom and R amsey ( 195 1) L1 S A tNmtll) 

Ll S A !South) 
USA 
USA 
USSR 
·,·,_:·Id (!eme-erare climau;1 

l'·v':~ r·~-~pe•ate Cl•~ate) 

,·,~··~ .~f:c•·:at cllrr.'te) 

o., r 
o. 17r 
O.~ T 
Q. tST 
o. 036 T '·l 
o. t9 T 
O· 1ST 
Q. tJ T 

Horn and Ramsey (1951) 
Anderson and others ( 1968) 
Brown and Wl'litellead ( l-36!i; 
Kolokotov and PaviO\. ~ 972' 
8rooks 1 1950) 
Gotde 119661 
Srooks ( t950) 

------.----------------------- ---------------

fh•h~ thlt "ould ¡;cnerally termina~e 011 •· •! land insidc thc 
~~Jdo" ,.¡~: stn~e thc fine instcad. "~ere~. ~ashcs outsidc this 
,h~do~~o .,. ill miss the fine cntirely. Fi~·Jre 12.4.2 sho-..s a simple 
:rrro\imation for thc ~~o·idth, W. of this shado"· for a line ~&llh 
1 "" ~hicfd "ircs. For a linc with only ene shicld "ire. h beco mes 
1cr1J. Thc hci¡;ht. h. in Figure 12.4.2 is the mean shield 11. irc 
hc:ght of thc fine, not thc towcrs, and is gi,cn by 

h- "·- 2/3 (h,-lr,..) ( 12.4 J) 

"lt~rc h, is thc hcigh of shield ... ircs at the 1ower and Ir,.. is thc 
'hu: Id lllfC mid~ran C:caranc:e !O around. Aftcr" has bccn de· 
,,:~min.:d. thc'l •he :·h •do~ width is ghen b)' 

w- b + "" (12.44) 

Thc ¡or.:ceding i~ a ~impliSiic repre<ent3tion o( 1hc shado,.· 

"1dth ju,tificd onl} by the meagcr, al'ailable kno~~o 1 ed1c o( Thc 
truc rr.c•hJnism in\·oh·cd. \\'hitehcad (1/J has renc"cd other 
mure c"mplicalcd approJtimations for 1his ~hado~~o· "1d1h and h.u 
'uHC<tcd :1 modificat ion of Eq. 12.4.4 that ~ ields a bctter corre
!~ 11on ~~o it h m; . ·1etic link data. This re,·ised ~·!al ion is 

W = b + 411 1 (lo m (12.0) 

,, ~~.an ... lf'Qif IIU~mea 6J; a•e•tUI 
!- ·~~••d an;•• Oet•eeft '"''eres •••t •''" 'P\llf CO"'<S"'ctOI 

'Ñ • 1'· l<lOIOo ''"-'1" 0" •1r1P1 1 I~•IICt 
Gil\' S"'•••d. ,,. IOCIIIOft 

" 6 e r"-u• .... , .. 

r,;~•e 12 4 2 W•dll'l ol r.gl'\1-of·way, sl'li•tded f~om J;ghtn.ng stro~es 
¡t.:¡r.:ontal ~·ngle-C:IIC:u•l hne witl'l two Sl'lteld w•r.S~ 

E..¡uation 12.4.5 is u sed for subsequent calculations. and combin
ing it "ith Eq. 12.4.1.the relationship for the numbcr of nashes 
to the line bccomcs 

( 12.4.6). 

"he re .\'Lis lhe numbcr of nas hes lO the fine per J 00 kiJometcrs 
pcr ~ e.1r and T i.s 1he lcraunic IC'\cl in t!n:nder-days pcr }Car. 

LICiHTNING FLASHES TO SHIELD WIAES AUO TOWERS 

:\lit he equations in this chapter and in mos Jf thc chaptcr 
Jrrcndiccs are based on the a~sumption th:ll th<· ·ightning nash 
contacu thc 1o~~oer 1op. In fac:t, thc Cf.iu.lli.•. '(.-r t:.uh frcquency 
to thc line. e 1, Eq. 12.4 6, ue dcri\ed on thc buis of equal prob
~t-ilit ies of nas hes arpcarint an)'\• hcre a lona thc: linc, includinll 
m1d<ran Ho~~oel'er. the IU"ers tcnd 1oattract a somcwhat ¡;reatcr 
¡r01"Jri10n of mokcs beca use thcy are hi[!hcr, and thc midspan 
Jru Jttracts less beca use it is c:loscr to the earth. Thc: to~~ocrs are 
"'~more massi\e, tcndingto increase their proportionalc sharc. 
f'lc (Jrthcr the nash terminaleS awa)' from thc IOil'CT (On thc 
~h·cld "tre).thc le~s is the stroke currcnt e'·cnluall) c:ntc:ring thc 
to .. cr top. and. in midspan, the c:urrcnt sp~;t!\ and only half of it 
Jrr11cs Jt the to>'ers at the ends of 1he ~•ric:ken ~pan. At fir>t 
~IJ1.:c. :1 Jppc;1r~that a strokc toa shicld "irc:ll midspan -..ould 
1 cr~ i1Lci) ere~ te a midspan nJshO\'Cr 10 lhc: ne;,¡rc:\1 pha~C CCln
~,;C!or llc"c'cr. \\'a¡;:1cr and Hilcman (/l.l.f¡ e\amincd rh'' 
r'~I(C~\ 1,1 : 9(•4 and f<1Und thatthe \'er) heJ\')' predi)Char¡;c cur· 
rcnt> th;~l de' clop m u" inhibit mid)pan na~ho~e:r Ion~ cnNJ!Jh 
ror c~¡rrcnr rc!1ection• 10 ~rri\'e.from the adjaccnt IO"•·r,, thu' 
~Cdlaln~· lhc mld\pan I'OIIaFC ~Jo .. lhc n;a\hClvcr h:,c:l. Thi' rr.>
''" h.11 •1n'c bc:cn ~-,,nfirna:d fur lar~cr conductor-to·CClndu..:t••r 
¡: .. r, r/./1. ~nd 11 ,~ f:url~ ccrtuin thal mtd,ran li~htn1n~ 

nJ'h'" ,.,_ ~rL· ..¡u!tC uncommon. 
f,,, 1.1.-L ,,f .1 bc11cr rrOI:cdurc.the author ha~ adortcd ¡:u1d.:· 

llnCI J"unw,~ th~t f.O'; uf thc na~he~ cont;rclin¡: a lin~· Jrc nc,r 
cnou~h ta a "'"t:r 10 be con.idered 3 to~~ocr nash and that thc re· 

mJ lnl n~ ~o·~ :J re (J r .... 1llU~ h out on l he ~r;¡ n lo CJ U\C "" CJ nl.I~L' 
Thc J\!ua! na,h frc4u.:nC) lO IO>'CT) il thcn 
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.,.herc :VL is thc total numbCr of flJshes 10 thc line per 100 
kdumetcrs per year and .\"5 is the total number of flashes caus· 
ong shi.:lding fJilure pcr 100 kllometo:rs pcryear. For w01.>d pole 
lino:~. the 60'k tower flashes must be reduccd beca use of the les
'cned attractivc éffec:ts of thc wood structurcs. A value of 40Ck 
;; suggested. 

FLASHES TO TALL STRUCTUAES 

Relationships such as that cxprcssed by Eq. 12.4.5 are siJb
,rantially luwer for •·cr) tall objects. For example, Ncw York 
City has a kcraunic le\'el of about 27. and. in 1947, the Empirc 
Sr ate Building was Jbout 396m high to the top of its mas t. L:;ing 
~he same conccpts prcscnted in Figure 1 ~.4.2, thc numbcr of 
:'.1shcs ro the building pcr ycar would be 1.35. Howcver, the au
: hJr hJs ubserved as many Js 12 flashes ro thc building in a ;ingle 
,:orm. and the yearly average is almost an order of magnitude 
~i~her than 1 35. Thc discrepancy is partially dueto the chang
ing of thc flash mechanism for very high objccts: abo\'C 60m 
na)hcs can trigger from the strickcn object itself instcad of from 
thc cloud overhead. Consequently, flash frcquency increases 
,harply. However. Eq. 1 ~.4.6 should be adequatc for all e'ccpt 
thc talles! transmission towen, such as thosc at river crossings. 

PAOBABILITY DISTAIBUTION OF STROKE AMPLITUDES 

The -troke-currenl amplitudes withi_n a lightning fla~h are 
.!~'.:ribcd in terms of probabilities. Thcse probabilities become 
-· ·r.: 'hJ rpl) rcsuh cd ea eh ~ ear as thc incrcasing vol u me of data 
''" '"''lo.e-..:urn:nt Jmrlitudo:s from varil.lus'resear..:h projccts en· 
ter the maon stream of evaluation work. Particular allcntion 
'h0uld be .:alled to the work of Berger and others in Switzerland 
111. Anderson and his associates in South Africa (5). Uman and 
hi~ associates (1 ). Cianos and Pierce (4}, Popolansky (8). and 
Slpor and his associatcs !15}. 

The following material is based largely on a summation ofthe 
~rcsent lo.now ledge of stroke-current amplitudes and wavcshapcs 
rrcpared by Ander~on and Eriksson 151 in 1979 for prcsentation 
10 CIGRE Study Committec J3 on O\ervoltages and insulation 
..:oordination. 

Multiple Stroke Flashes: About 55%offlashes have more 
r h.t n l.lne st ro k e. and .1 bout 90~ of the flashes will not c._. 
.:red cq;ht wokes. The mean numbcr of ~trokes pcr na~h 
n:.l\ be a~'umed tu be thrcc. 

I"J.o,h Peal.. Currcnt..\mplitudc~ In 197~. Pupolansk) ilt'J• 
ru ':>Jo, hed J curnulatt\e prubabilit) curve llf 6~.a pe;,¡ l. .:ur · 
r<:nl nh:J~UrcmeniS of lightning nashcs frum in•c\II~J· 

to.•ns '" Eurupc, .-\ustralia, and the L!nitcd States. A 10¡: 
nvrmal apprll.,imatiun of this curve is )hown in Figure 
1 ~ . .a 3. in~ hich the appro .. imate median current. 7. ~~ .:5 
L\ J nd 111.,,1 is 0.39. This evaluation y.· as u sed in thc first 
cd ir icn of thts b.>ok for shiclding fJilure strike distance de· 
tcrminations. Ho-AC:\'cr, over 501 of thcsc measuremcnt> 
.,.·ere vn chimneys of unspcciried hcight and also incl11ded 
po>itive peak currcnts from Mount San Salvatore, "'hich 
'ACre nut really dow·nward n-shes of the !)'pe e._pcCted lO 

trJnsmission lincs in opcn country. Thcrcfore. Anders0n 
and Eriksson (51 reccntly dc\·clopcd a modified curve con· 
IJining only do-Anv.ard nashes tO SlfUctures less than bO m 
'" height, for "'hich ll& records were 3\ailable. The re· 
,uJtin¡ curve is 11l~u ~hown in Fia;He 12.4.). Thisloa nor· 

mal appro~imation has a median current.l. of J 1 kA and 
J 11tug/ of 0.30. 

For lightn1ng flashover computations using a small calcula
tor. the -;tattstical log normal curve is much too complex, but 
thcse log normal cun·es may be appro~imated with quite re:uon· 
Jble a.:curac~ bctween 5 kA and 200 kA with two simple cqua· 
11ons. For the Popolansky .:un·e, 

( 12.4.7) 

and for the Andcrson-Erikssun curve, 

P¡ = --..,-----,.--( J'J ~.ó ( 12.4.8) 

1+ 

"'here P1 is the probability that thc peak current in any nash 
'' ill e..ceed 1 in kiloampcres. Equation 12.4.8 is used as the ba
m for all stroke-current magnitude c:alc:ulations in this chapter. 
for both ba.:k-flasho\·er and shieJding failure. Positivc flashes 
are comparativcly rare and are not included in the analysis. 

STAOKE WAVESHAPE PARAMETERS INFLUENCINQ 
FLASHOVER 

The 'AJ\Cshapes of thc stroke currents -Aithin lightning 
nJ·h~ lt' po-ACf lines play Jn importan! role in thc dC\·elopmcnt 
l.lf h>ll.lges acruss the line in~ulators, particularly for taller struc· 
tu res. for "hich the surge impcdancc has a magnifying effcct. 
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The ~ost comprehcn~i\e \lo3\·c~hapc data for thcse h1gh cur
rcnt pea~; ha,·c come from thc ~~oork of Bcrger and associa1cs IJJ 
JI SJn S.1h atore. These data ha ve be en augmcntcd by rccords 
from m.:~n~ othcr localltics 1:1. Thc foilo~~o!ng material is primar
lly dcri<cd from Bcrgcr's ncgati,e-nash-to-carth data bccausc 
negau,·c nashcs are thc principal troublcmakcrs for transmis
SIOn lines. 

COMPOSITE WAVESHAPES 

Thc first Slr<..lc-currcnt "'J'e~~.;.pc .na l1.1sh tcnds to risc 
m~..,re ¡;~Jduall) to .:rellt lhJn thc llol<·e~hJpes in sub~cqucnl 
,·r,,~e~ Fi~urc 1~.4 4 )hv"'S .:orr.~.1c "'J'e~hJpcs of the first 
.1nd 'u~,:~ucnt •trvlcs dc.,ck,red b~ ~ndcrson anc! Er1~sson 

fr0m J .::Jmr~.;lcr blcnd1ng .;¡f m.1n~ \1.-unt S.1n Salvatore strokes 
Jnd othcr rcc.,rds. CleJri~. :he sub~c..¡~oe11 stroke ~~oa,·efronl has 
1hc CJ;"lbiln~ ~o crcJte h1gher ,·ol1age vn l :ransmissior: IO\Ioer 
curir:~ ••s risc 10 .:rest lhJn thc first ·:~e. pro. idcd it has ~uffi. 
···en• ~mplitlJde. Ho"'e'er. it also has a 1ali lha. tcnds to fall off 
:ridl~. hclp1ng to relie\C an)· voltagc that is dc\·cJoped. Weck 

~.1d !i;lemJn 1/71 ha,·c sho"n .:tat the amplitudes of thc lirst 
Jnd 'ulN:.:;uent s1rokcs <Acre ~tJtistically indcrcndcnl in 29 rcc
,•rds C\Jmined. Thc amplitudes,,( sub,c~ucnl strokcs are m¡¡: 1 

l,•"cr. hJ' 1ng a median ,·aiuc c'f arpro,imatcl~· 12 kA. 
In thc ~cnerJI ca~e. lhcrc .na y be 11me1,. hen thc lint su,_·,c 

j,•nllnJic' thc OJ)h,,.cr ,~hcn..,~enon .. :u "'cll u limes "hcn the 
-ubH•.¡ucnl str<lke is dominant. usually for tallto'ol.·cn. Thc inclu· 
,,,1n '-'f both 1n an Jlgorithrn (or Oasho<cr computations is quite 
rract•c;¡l, bu1 onl) 1f one has. in achance, sorne cstimJte uf the 
li~clihood that a sub\cquenl strokc •tll oc:c:ur at all. The re· 
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r.; .. T 1:? • • f)t an c:u11t:JI •avt!ha,•ts lrOrT• hghtn•ng ~e r.4ounl 
~ .. n s .. :.atort. Sw•IZtorland. 

sso 

¡-ortcd incidcncc of singlc·strokc nashcs varíes from '7~'( '" 

S"itzcrland tJJ to abou1 2!ill in South Africa 1.5}. andan a<cr· 
~ge. wcightcd stngle-stroke inc:idcnc:e of 45'¡ is suggc~lcd r5'. 
Con~cqucntly. a subsequcnl strokc would appcar 5Sc;( of the 
1 ime. However. it ccrtainl)· will not be dominant C\·ery time it ap
pears. Thc 01uthor has conc:ludcd by numcrtc:al c:o:pcriment3ti\Jn 
1 ha t. for 1~ pic:al transmission lincs. the subscquent mole 1s nct 
iikcl} to be dominant more than .::o-:; of the time primaril) be· 
c.Ju~ its o<cr,·oltage-generating cffects are of fractional micro
sccond duration al a time "·hen the volt·time strcngth of an 
msulator stnng is cxtremcly high. 

fi@ure 12.4 . .5 sho~~o·s one cumple of numcric:al c~pcrimenta· 
t10n for volta@es across an insulator string on a transm1ssion 
towcr "'hen stroli.es with \'arious front times. but equal crcs1 a m· 
plitudcs. contact the to~er. A stand.Jrd \'Olt·lime cun·c is ad
JuSted so that it just touches curve C, crtsting in 1.8 11s i/8. /91• 

Thc \'Oitage wa\'CS for the shortcr stroke fronttimcs. 1hc~. do not 
reach thc voll·time curve at which Oasho\'er could occur.ln addi· 
tion, \'Olt·time curves a•c 1:. ·a lit obtaincd "ith. a const.ant 1.2 X 
SO-,..~ ~~o·aveshape. The 1 u .. :.,(s expcricnce suggcsts that, ,, · h~: 
\Olt·timc curve had bcen obtained by c:han¡;ing the ¡¡pplicd .... a,·e· 
shapc according to waves A. 8 and C. then thc volt·limc curve a& 
t\ ""uld ha,·e bcen even higher. Hence, for all practica! c:.J.;~;ia-
1 ions. this ch:~rter i¡norcs the contribution of sccond st JI!. esto 
transmission-line lightning performance. Ho~~o·evcr. thc cvmpu
IJtional routine has bcen m01de sufficicnll> Jener:.l so th:.~ .ef. 
fccts of second strokes may be includcd .,.,henever de\'itcd, 
pJrticularly for river crossings. 

lf a computer is to resolve the \Oltage cffec:ts of the currcnt 
"'3't!~h.:!pc:s of Figure 12.4.4,there is gre3t merit in rc;orc~:l::=! 
lhc ,..a,·cshapcs by cxpressions tha1 are as simple as ~sibie. ~et 
c:on~istcnl "ith rcality. This is particular!)· truc for a hand calcu· 
lator. For the prac:tical case, the me01ndcrings of thc currcnu 
down near the bcginning of the stroke·current wa'e~hapc ha\'e 
little cffcct on the nashovcr of the linc in~ul3tors: it is thc t::~t 
current and the rapidly rising frontal currents ncar crest tnat 
pl:l) thc ke)' role, Hcncc. a rcalislic, bu\ very simple. appro,iJN· 
1 ion to thc composite currcnt wa\leshape is possible b) 11Si:-:1t!lc 
ramr currcnt "'ave sho~~o·n in Figure 12.4.6. Thc ramr shl:'~:ld be 
~clccted so that its slopc is :~prro,imatcl)· cqualto the ma\im11m. 
or ncar ma,imum, obscrved dl/dt on the front of thc ¡,;tuJI 
<Aa\e. Thc fr,,nttimc, t¡. i~ thcn fi.,cd. 

H~'"C\·er. thc rrob:~bili&ies for thc ma,imum dl!dt o( thc 
qro~c fron1 :.re rea~on:~bly .,.,..ell delined (5ee fi~ure 12 .• '1 
,\~¡¡in. :1 rcl;,,,,cly simple cqu:.tion rro\ldcs a rea~'n:.ble :1~ 
pro,imation: 

1 
PJ¡•------( d~:~ r t 1 ~.4 91 

1 + 

\\-hcrc P141 is thc probability th:ll a spcc:ilicd ,·alue of dl/dt "ill 
be C\<:ccdr:d and dl/dt is thc spccilied nla\imum ri~e time in li· 
lo;~mrcrc~ ('l:r microscc:ond. 

In li¡;htnin~ \'Oitagc lnalysis of 1r01nsmission lintll, a fron1 
lamc.t1. must be sclc:ctcd in :~d,·ance. Volta~es,. illthcn be di· 
rcctl) prurortionalto strol.:e-currcnt amplitudc. Ho"c<cr, tf IJ 
¡~ fi,cd 01nd 01 ramr-functiun, idcali1cd moLe currcnt is u~cd. 
thcn ~clc:ctin' a strokc·currcnt 01mplitudc in accordance <Aith 
thc rfl•b:~bdit) rc:f3tiun~hirof fiiure 12.4 . .' ¡¡Jso ri\C\ thc frJn• 
1~1 J/;Jt, butthis nlUSI thcn mccl thc J'fObabilit) rcl:¡tion\hir 
in fi~ure 12.4.7. Hcncc, to mcct both prob:~bility rcl:~tioMhir'· 
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F.gure 12.4. 5. Eflect on insulator voltages o! stroke currents with various lronttimes but equal amplitudes. 
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t¡may ha ve ccrtain unique values only. figure 12.4.8 showsthe 
relationship that must exist. for example, assume that a ramp
function wave with a front time of 1.5 ~tS to crest is sclectcd. 
that stroke·crest amplitudes are then varied accordin~ to the 
probability curve of Figure 12.4.3, and that one obscr\'cs the re· 
sulting probabilitics of occurrcnce of the front Jlfdt. Then. only 
ata moke ~urrcnt of 47.5 kA willthc rate of ri~c rrobabilit) 
required by Fisure 12.4. 7 be met, and thi) r.11.: ,,r ri,~ "ill ~ 
about 3~ k/\.j~ts. Fortunately, for anJiysis ~·ith a hand ~:1lcula· 
tor. the currcnts cJu~ing nash,wer of a transmission "'''cr u~u· 
ally range from about 50 kA to ~00 kA (bc~ond :oo k.~ "'' 
Jdequatc data cxi,t). Fitture 12.4.!1 shows that the'~ ~urrcnh 
rcquirc a fronttime. sorne~ he re bctwecn 1.~ and ~.:\ 11' for the 
calo.:ulations. Fla~hun:r dfc~ls do not C:\hibit ~real fronHimc 
sensitivity within this r:~nge. 

-10 -8 -6 -4 -2 o 2 4 6 8 1 o FRONT AND TAIL CONSTANTS 

F.gure 12.4 6. Ander$00·Eriksson computer synthesis o! a median 
current wavelront lor negative lirsl strokes. A, and a ramp current ap
proaimahon to il. 8. 

Regardlcss of 1he choice of front lime. thc mokc·current 
waveshapc. when rcnection· from the adjacent towcrs :~re not 
present, may be upressed for mathematical conveniente as !he 
sum of two simple ramp functions having slopcs A1 and Az (~e 
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r.gure 12.4 8 RtQ:JIItd ltlahonsh•PS bei,.OH~ eres! curren!, fror11a1 
rale·ol·rise l'~d hme·to·crt$1 ole ramp·lunchon, suOke·currtnl wa'e 
10 rnetl probib•lily re~<Jnt~nlso Curvecompvted from !he appro''" 
mahon equa1o0ns ol F.gurn 12.4 3 and 12040 7. 

SS2 

Fisure 12.409) "he re .4 1 is the ~Jope. or rate of rise. of the front 
and .-f 1 plusA2 is theslopcofthe tail. Table 12.4°: sho,.svalues 
of A1 and A2 for a pc:r unit current ,.ave ha\'Jng a crest o( 1 kA 
and various front times,/¡. The time:to-half\'alue o(thc tail. fx. 

is assumcd to be 50 ,.s. 
For an infinite tail A: equal5 - A 1• For any combination o( 

A" front timc.t¡. and time·to-halfvalue,r. 
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REFLECTION FROM 
AOJACENT TOWERS 

Figure 1204.90 The tolal stroke curren1 can be reduced 10 rhe sum ot 
tour ramp f. ·"'Ciions: 11 - lime·to-cresr: r1 - round-trip 1ravel11me (81 
the veloc•ly g: lighl) between rhe srricken tower andan adjacent tower. 

-------------------
Table 12.4.2 

CHOICE OF WAVES OF A, AND A, 

Front Time. ,, A, A, 
(J. si (kA/¡ol) (kA!,.,, 

o 75 1o33 - 1 3-4 
1 o 1000 - 1001 
1.25 0°80 .:.o 81 
lo !lO 0.67 - (, 68 
1075 0.57 -o !lB 
2000 ooso -0.!11 
3.00 Oo33 -0034 

12.5 CIRCUIT ELEMEKTS INVOLVED IN 
COMPUTATION OJ FLASHOVER 
PERFORMANCE 

1\fu:r thc ~lr..JI..C !'fltb;lbilitil:~ ;¡nd \\01\'l:~h;lflC rCLjUÍrc:nwnt~ 

ha\'C bl:cn c~tabli~hcd. thc circuit cuntr"•ncnb that affcc& th.: 
li~htnin~ rc~(l\ln~c: c:tn be: LjUa nt ificdo l'i~un: 1 ~ ~-1 ~hu" • thc b:l· 
)iC clcmc:nts in\·llhocd in c~tabli)hinpthc ,,,lt .. ~C:) acrO!\) thc in)U• 
lator )trin¡:)o SllnlC ur lh~·w ~·lc:mc:nl) are: innuc:ntial in 
c~tabli)hinl= thc bad.-n .. ~h'"ocr rafe (duc: tu a 'truli.c: tu thc: "''1.-cr 
Llf ~hidd wirc:~). and oth~:r) innu~:n~.Cc thc ~h•~:hJinl= failun: pc:rfur· 
manee_(" hc:n a ~trul..c nti\)1:\ thc: ~hi.:ld "oirc) and 5trikc:s a phuc 
_CI)ndÚclor instcad). Thc stcp-by·slcp rroccdurc prcw:ntcd M&l" 

-- ----- ----" 
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~gure 12 5 1 Sas•c ,-'emel"''s •n computat•on of •nsurator voltages. 

more or less in the order vne .... ould follow to solve for the na
)ho\·er r ate. 

REDUCING BUNDLE CONDUCTOR$ TO EQUJVALENT 
SINGLE CONDUCTOR& 

To m;llo.c 1 he rr•Jblcm m,•rc :r:sctJtole. •t ts 'uuested that cach 
"u ndl·· ,,,nJuctor be rc:duccd toan cqul\ :slcnt single conductor. 

25 

~+-----r-l PHASE CONOUCTOR 

VOLTAGE COUPL!NG BETI'IEEN 
SHIELO WtRES ANO PHASE 
CONDUCTOR 

1r : TRAVEL TIME IN MICROSECONOS FROM TOWER TOP 
TO GROUNO 

'Tpn: TRAVEL TIME IN MICROSECONOS FROM TOWER TOP 
TO CONDUCTOR CROSSARM n 

This is done by assuming that the single conductor w·ill carry the 
same charge and ~oltage to ground as the bundle and will be IÓ. 
.:atcd w·here the center of the bundle ·was loc:ucd. The dcri\'atiOn 
is fvund in Appendix 12.1. Figure 12.5.2 providcs a conversio.n 
curve for ¡-.·o-. threc·. or four-conductor bundlcs ha\·ing coi'l,cn· 
tional 18-in. subconductor spacing. Thc more gencul formula 
dÚtvcd in Aprcndix 12.1 for symmctrical bundlcs is 

0~~~~~~~-L~-L~~~J_~~~J-~~~~~~~~~~J_~~~~ 
O 0.5 1.5 2 S 3 3.5 4 4 5 5 

SUBCONDUCTOR RAOIUS cm 

Fogure 12.5 2. ConversiOn ot bundle conductors to fQu•valent single conductoro. 
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( 12J.1) 

"hcrc R~ is the, radius of thc equi\'alent single conductor.''' is 
t he rad tus of su bconductor 1. '•~ is t he distance from conductor 
1 to conductor n. and ,\' is the number of subconductors. 

. FINOING EFFECnVE RADII OF SHIELD WIRES ANO PHASE 
CONDUCTOR$ WITH CORONA PRESENT 

After eJch bundle conductor is rcduced toan equi\·alcnt sin
~le conductor. a further adjustmcnt should be made to account 
for thc cffects of the corQna cn\'clopc that forms "hen high \'Oh· 

agc appears. In the case of thc shicld 'Aires. the corona en\'elope 
may be O\er a meter in diametcr. and its effcct on the voltages 
induced on thc phase conductors may be \·cry significan!. Simi
IJrl). for a phasc conductor. the corona cnvclope that forms "hen 
a na,h contacts 1 he phasc conductor dircctly may be suflicicr. ·'y 
largc to hclp limit thc ovr.r\·ol!age and impro,·e the shieldins fail· 
urc performance. T~~ ~ .:ctrical coupling effects of conductors 
"ith corona cn\·clopes' \·ary more or lcss as the losarithrr. of the 
radius. so e'·cn a rough approximation will usually be adcquate . 
. o\ pre:"'di~t 1 ~- 2 pro\· id es a simplistic dcri,·ation of thrsingle con
duct..'r radtus llf this cn\I:II.Jpe from Gauss's latA·. The rc)ultina 
e~u;~tion 11 

~~~ V 
Rln- •-

R E. 
( 1 2.5.2) 

"he re R i~ thc radius of thc corona en\ clope (m), 11 is thc hci¡ht 
of thc c~>nductor abovc around (m). 1' ia thc vohaae applicd to 
thc cJnductor (~V), andE o is thc limitina corona ¡radicnt be· 
IO'A' \l h_ich the en,·elope can no longcr grow (kV /m). A plot or 
corona shcath diametcrs as a function of V/Ea and h is shown in 
Fi~ure 1 2.5.3. 

Thc cnvelope radius. R. is strongl)· innuenced by the valuc of 
E.., that is selccted. Bro"n {20) recently anal)·zed test L':l'a of 

' .... , .. ,. 
f',~ .. rr t:' S 3 Arproa.m,:lle O•lmttt• ottl'lt corona ~he.ltt• art~uno • 
CCII·O .. .;tot 11 l'ltQII VOIIIQI 

'tcCann ( J .'J and has su¡;gested a val u e of 1 ~00 k\' /m O~ L \'/ 
c:n). The <~Uthor conduded th:ll the critica! gradicnt fiJr th 

· shield wires should be about 20 kV /cm beca use of the shielding 
effects of the to,.er and 12 kV fcm for the phase conductors be· 
cause of t he attracti\'C effects ofthe tower. Ho"e"er, 15 Ir. V ;cm 
is a re a sonable a'icrage value. and it is ut ilized in all subscquent 
calculations . 

The corona cn\·elope modilics only the capacitance of thc 
. conductor.lt has liule effect on the inductance. As pointed out in 

Arpc:ndill 1 1 . .:!. the effective radius of a single condue1or should 
be tüen .1s the geometric mean of its cffects "·ith and "ithout 
thc cor,na e:'l\elope. Therefore. the self-surge impedance of a 
smgle c~>nductor in heav~ corona is gi,·en by 

'\ 1 2h 211 
ZNI.,. 60 V In-; lnR (12JJ) 

"he' re ZNI is the self-surge impedance of conductC' ., <m. 11 is 
t he hcight of conductor above ground (m), ris t~e J~ius of thc 
metallic conductor (m), and R is lhc radius of the .:vrona 
shea'th around the conductor (m). (See Figure 12.5.3.) 

For a bundle c.' .ductor, lhc prescnce of multiple subconduc
tors causes m3jor ~ c:cuctions in thc effccti\'C corona diameter of 
e:~ch subc"n~uct\lt I.'JI. HOiiC\'Cr. asa rough rule of thumb. thc 
equi1;alcnt •inale conductor radius of thc bundle may bc;deter· 
mined "ithout corona from Figure 12.5.2 or from Eq. 1':!.5.1. 
Thc effc,ti1·e corona radius for cac:h subo:onductor is deter'mined 
fr~>m fi1urc 1 2.,,3, and the t'A'O radii are then summcd to eslab
lish a ,.orLina \alue llf corona radius for thc bundle. E.;¡u.ation 
1 2.~.3 then yiclds the bundle su rae impedancc. From Eq. ; .:.~.3 
the cffccti1e diamelcr, D~:. (including corona effects) is 

V 4h 4h 
In D~: - In 41! - In- · In -

d D, 
( 1 2.5.4) 

For thc CJS.C of the shield "'ire corona.the volta,ge to be u~ed in 
Eq. 12.5.2 must be the to"'·er top voltage. This '·oltage ,. ill be 
~rcater than thc critica! nashover \'Ohat~e of the insulators be· 
cau~c the latter are reduced by the cllCflicient of couplin1 (the 
\l.lllaJC coupled clcctromag'nctically onto the ph3s.c conductors). 
C.Jn•cr,ely. for a direc:1 stroLe toa phase conductor. no cocffi
cu:nt of courlin~ is cons•dered. This lc¡¡d~ to thc follow in1 rou~h 
'u•de: To 'oh e: for the \elf-surac impcd;¡nc:c of 3 shield llirc "'ith 
.:vrvno~ ~rrc:"' •ncft.;d.:d. u'c 3 volt¡¡.:c c:;ualtu :~rrriJ\inlatcl) 1.11 
t¡nlC:\ thc Oo~~hO\'C:r 1ultal1C O( thC IOY 1:t in~ulator al atklut ~ joll. 

F .. r ~ d•rc:~·t •trlll.C toa pha~c conductor (a ~hic:ld•n¡ fa11urcl. u'c 
th.: n~-h·•\O:f \'UitaliC uf the in~ulatur ill ¡¡b.Jutll ,.., For thc limll· 
1n~ ,,,rvn;~ ¡:r;¡Jic:nt. !',.,use: 1500 1.\' fm. 

REOUCTION OF SHIELD WIRE SURGE IMPEDANCES TO 
EOUIVALENT SINGLE·WIRE SURGE IMPEOANCES 

lt ,, ob•iou) from figure: 12J 4 that whc:n a stroLc./. con· 
IJd~ J '-""'''r. part of thC: Currrnt i\ din:rtcd frum thc IOIO~f Jnd 
r"''.:~ vut thc: ~hic:ld 'Aire:). Thc amuunt of thi~ di,·c:rh:d currcnt 
,, ,,,naulkd b~ thc ~hicld w·irc and to"·cr ~ur¡!c im¡'l(dJnCC\. Thc 
-clf-,ur~~: •mf'l.'danc:c of a single conduCtor i~ thc: ratio of thc 
,,,lta¡:c tu th~ currcnt in the conduCtor u a "'a\·.: tra\cls a Ion~ 11. 

Thc >tJnd;¡rd formula for thi) sur¡c: imrcdancc for a conductor. 
"· p .. r .. llo:lto thc ~.;;¡r&h i11 

( 41!.) Z,. • (•O In D. (12.S}) 

1 

~- ~ 



.. , hnc O" 1 nc: .:ffcd" e ..:.¡nductor diamctcr. Thc mutual impcd· 
•:.: b<I"-CC:n lnc: I\Oou >hl.:id IAirCS. Z..,~, iS 

Z..,~ = óO In ( a~~) 
b..,~ 

(12.5.5.-\1 

·' h~~e a.,~:~ :he di<tJnce from conductor m to the image of n in 
:,e: ~ . .~rth and h..,~ 1s •he: direct distance bctween condu~:tor m 
.:nd" 1Sc:c: :\ppc:ndi' 11.3) 

f~uat10ns 11.5 ~ .ind 11.5.5.-\ were derived fr0m the condi· 
: •·-'" 0i a 1ransverse clc:.::romagnetic mode of wave prop:1gation 
-'k·n! •.he line. Thc: eife.:ts of electric· and magnctic·rield tra\·el 
·imc:) txt"'cen thc conductor and the earth bcneath it are as· 

· -ur1c:d 10 be neglig!bie. However. practically all "'orkers comput· 
: l1nc: hghtn1ng perfurmance concur that the tra\·el 11mes of 

..... e, trl\Ciing Ju>A.n the !a~Aer Jre not negligible.Jnd yet these 
-~.1'..:1 !imes Jre n.:Jrl~ the same as from the sh1c:ld 'Aires to 
~· ·\:~.d .•ut c•n thc span. This lnconsi,t.:no.:y is lirml~ 1nl!r:lined 1n 
he: ;tun~ Jnal~tical appr0a.:hes to the problem. In lCtual fact. 
"o.:. o.:!c:.:trrc liclds that are: in,·olvecJ in the evaluatil.ln uf surge im· 

~J~.:e \ur tl.l"'c:r 'oltJgel .He rropagating Jnd .1rc: not ,·onser· 
•Jt:·.o.: fhe ,,,luge ~·ne vbscr,·es dc:pcnds grc:Jtl~· IJn thc: path 
<:c. :o.:d ''' mc:.1>ure it. :~nd .:IJnsequc:ntl) the surge 1mpcdan~:e is a 
·.i~•.rblc:. nl•t .1 '''"'tant. 

In rcJiity. 1hc: 'hic:ld >A.ire :li:IS JS a linear radi3tor o.:3rrying 3 
;-or.•.;rc''"'e "'Fe. Jnd it C\h1b1tS radiatiiJn resistance. parti~:ular· 
'~ dur;ng the r;¡p,dl\ cho~nging front (~41. 1t Jlso dcvelops 3 
. h .. ·~o.: 1nto thc: .:vrona she:lth around it. Equation·l2.5.5 onl) re· 
Jto.:' tu thc princ1r.il r.·:'<ie 0f prcp:~gation. ··· 

On.: 0f the drr' 1ng :·.:r.:es in 1hc first developmentof n3no
::'ld gc:omc:trical m.xicls >A.3S to avoid making such simplistic: 
ump110ns and to measure cffects 35 they really were. notas 

~c:Jiized 1~5!. Fortunately, in 1960 Wagner and Hileman 126) 
,1ublr;hed a fundamental paper showing that classical values of 
:cndu.:tor surge imped::!nces were an acceptable appro~imation. 
prv' 1dcd a particular v3lue of tower surge impcdancc was al$0 
-elc:~:ed Thcy derived this tower )Urge impcdance for a right cyl· 
nd·:r Thc:reforc:. in this chapter thc conventional concept of 

7 
17 17 

.J 

/"'o la la '!J 

.::_¡ 
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R 

.,;vP ,·_. ~ 4 ~h'~e .;urr~nt 11 1 to-r sphtsl:>et.-...n sl'l•eld .,.,res 
¡••J~I\'U.'ld 

,urtze ,m.,.:dJn..:c:s is ad0ptcd. as 1s genc:rally done by the indus· 
rr~ .. -\ppcndt" 11.3 thcn shov.~ that the equtvJient surge impcd· 
Jnce of l"u· ,hic:ld ~o~oires (conneeted to the same !evel on the 
to· .. erl 1s 

( 12.5.6) 

"'he~e Z · is: he ~elf -surge impedance of one of the shield "'ires 
Jnd Z: '' t¡,c mutual surge impedance between conductor 1 
:1nd conductor ~ (see Appendix 12.3). For one shield wire, 
Eq. 1~.5.5 is used. 

COMPVTAnON OF TOWER SURGE IMPEDANCES 

Thc tv ... er •urge impedance is not so mucha surge impcdance 
J> 11 ts J trJnsic:r function. lt is cssenttally the ,·oltJge dC\·elopcd 
..L.:mss Jn 'n~uiJtor string at the towcr top (in the absence of 
shu~ld ""rresl rer unit of Iightning curren! entering the tower. 
This 1nsuiJtvr •oltage is created by the changing electromagnet· 
11: lields .u,,und 1 he tower. and studies of this electromagnetic in· 
du..:tlc'n ha' e ':>cen conductcd by man)· engineers over thc past 20 
~e..Lr~ ·:·¡ lf the problcm is to be reduced to man3geable size. 
•he eQUI\Jient. tllwer surge impedance. which represents this 
ele..:!rumattnettc 1nduction. must be utilized because a solution 
usintz '.fa,,.ell"s lield equations is formidable indecd. The tower 
1 hcn bec,>mes J \imple, 'hort tr3nsmission line with a constan! ~ 

<urtte 1mpc:dJnce. groundc:d through tts footing resistance 31 the ""' 
b~~ T'·e :r:!•el :tme. r 7. of a "'·a"e do-An the tower is then the 
tc ... :r re:p: .::' :ded b~ the ,·elocit) of light (300m/ ¡¿5). In 1960. 
Wagner and Htleman (!6) published their fundamental papcr 
derl\·1ng 3 t heorctical value of tower surge impcdance and found 
1~ p1c:1l •·alues r3ngtng from 200 to 280 O for right cylinders. 

In 1963. K.twai 1181 madc full-scale measurements of the 
surge res~nse of transmission towcrs varying in height from 26 
to :1 .a m. \ fast .:urrent surge was inserted bctween the tower 
top and c11her a 'ert1cal wire suspended from a balloon ora hori
zonl.ll ,h,eld "'ire disconnected from the to~Aer. The surge im· 
¡-cdJ nce -.as 0bscrved to be a vari3b.Ie with a final value of 
Jppr~\lmJtel) 100 O. somewhat lower than anticipated. Howev
er. thc 1'1CJ,~,~red 'elocit) of propag3tion of the surge w3s about 
O 7tiJ0 Q,¡fthe •cloc:tt~ oflight (alsolo"'·cr) . .1nd it isthecombi· 
n..Lt"'" <Jf the•c 1"'·o '·ariablcs that .:reates thc in~ulator .'itrcsses. 

In 1 Q68. SJrgent 3nd Darvenita f 201 published an importan! 
rJflCr '" .. h1ch thc) computed cqui\·alent to"'·er sur[!e impcd· 
.tn.:e\ fur J •.H,ety <Jf ~hapcs and ..:umparcd t.hcm "'·ith .1ctual 
mc:.¡,ur.:ments on nanosecund gcomctrical mod.:ls. Kc" r~sults 

thJt J'C rek,Jnt 10 th1s an3lysis are shu"'·n 1n Figure 12~5.5. The 
\ ;¡ luc :, '" 1 h.: e IJSS 2 pro file is the diam.:tcr of the down lcad for 
thc CJ~C 0f a "'ood pole or the diamcter of thc metal pole 1f it is 3 
mctJI )tructure. The \urge impcdance for the Class 3 pr1.1filc is 
Jn J¡:-pro"mation from the surge impcdance of a right C)lindcr. 
Surge 'mrc:danccs of other classes of structurcs may be detér· 
m,.,,d ert hc:r b~ estlm3tes from Cl:lsses l. 2. or l. or by meas u re· 
mcnt> un geumc:tri~::~l models. \'alucs will usually range from 
1 00 lO 300 11. 

Some cnginecrs ha,·e prcfcrrcd to use tower inductance rath· 
. er than ~urge impcdance bccause it grcatly simrlific5the ~:alcu· 
!Jt ions. There i~ a direct re13tionshif1 bctwccn \Urge im¡-edJn~o:c 
Jnd to"'cr inductance. Thts relationship is cumin.:d in Scctiun 
1 ~ Q o~nd in "rrc:ndill 12.7. and i( it is u~ed. the results "'111 be J~ 
Jcr:ur.atc us fur 'u rae impcd.ances in m"'t practirtal c;net. 

... .:. 
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CLASS 1 CLASS 2 CLASS-3 

T= 
h 

f.-2r--i ~b~ 
' 1 -

1
·z t = !12 (Z 1 +Zm) 

1 
2r h 

z, = 60 r ln{v2 2h)- 11 
' T J 

Z - 30 In [. 2 (ti'+ r') ] 
t r7 

1 Z 5 =60 In (h/r)+90 (r/h)-60 

Zm= 60 In (h/1"1 +~O (b/tt)- 60 

FOR EACH CASE, THE TRAVEL TIME T fRúM TOWER TOP TO GROUNO IS: T.- h/300 JJS 

Figure 12.5.5. Approxamat•ons tor :ower surge impedance. 

DETERMINATION OF COUPLING FACTORS FOR PHASE 
CONDCICTORS 

Th;~t rortion or thc str<'Lc currcnt 11r.,.·ina out.,.ard ovcr thc 
-~a,ld ,.,rt'\ andu~:cs 3 'l'lt;~¡:c c~J::d ::1c •.uuplcd \'C\h38C in e01ch 
r~J't' .:,•ndu~·tor . .and thc r;¡tio olthc 10131 tnduccd '·uh:sgc en 
¡hJ'' c,•nduc1or n 101 he to,.cr top \'Oh ase 1s k no"' nas thc cocrfi. 
, ''"' uf C"<•uplan¡!. A •. lt i~ d~:ri,·cd from thc clanic:al conductor 
l''iu..;: '""" '" ·-'r¡-..:ndil 12) :and is cxprcsscd for thc ca~ of '"'o 
,h,c!d ~<irc~ al ct¡ual hci¡;htabo\'C: Bround as 

z., + z •• 
1\ - • 

• Z 11 + Z 1: 

(12 5.7) 

~ hrc Z ~·• i~ thc mutual imJ":d~:lCC bct~Accn conductor m ano 
cundu.:tl•r 11 Jnd Z11 is e4ualtoZ:: v.hichcqu:~ls Z,.,,...the ~cJf. 
-~:~~: •n•rcdan.:c of c;.~ch ~hicld "irc ( 1 Jnd 2 are the ~hao.:ld 
'' irc'. ~nd 11 j~ thc rh3\l: CllnduChlr). Jfl1nJ~· a ~ingle shicJd ~<lrC 
ni'''- 1h'n 

. .1, 
A: • --• • :111 (12.~71\¡ 

lf r•••r.a~.ltion erre\··~ are l\1 be a~·umo.:d ur o~nd du~< n lile: 
ll•,..:r. ll .. ·n \'<'ll'l'l~fl··~ ro.:\lUIIO.:' 1h.11 rr••r,,~;lliliR effect~ ~1'0 be 
. --~n•.-a.J lt• u..t.:ur for 1h~ ~···urlln~ t:ffe.:t,_ Th1s cn~urc~ th.11 11nc: 
"no•l u-an¡: <lrtt: linll: ,,·.de f,rr l'OO.: c:ffc:C'I ~nd a d1ffcrcn1 I•RIC: 
,,,,~.; r,., 1hc 1•1h\:r 1\ ,,mrl.: .arrr.,\trtl.ata,•n i~ 10 u~e a~ thc shicld 
"are -.•lt:l~c. nut th.: h'"Cr tor 1vlta~1:. 1 ·,.al a time:. l. but the 
•••ll:1~a: 1'¡ (1-Tr.,llhal C:\i~tcd 31 a rrCl·il•us time. 1 -Tr•· 
"h~·r,· T 1 .•. ¡, th~· rwrJ~·'''"n tinw du•• n thc: tuv.c:r from thc: IO"'c:r 
"'r h• 11,.· •n•ubtur ¡;ru,~:rrm. 11. Thi~ ~o: me tra,·cltimc. T r•· i~ 
.: f,,, u,,-¡;! 11• do.:rin: t ho.: n.>!Oo~.ar m l"llenl i;ll~. "hi¡;h nla)· diffcr )¡,. 
nar,,·.:nll~ frvm the tollcr tur f'\IICntiial) fur 1:111 to~<cr~ or f;¡st 
~tr,•Le currcnl~. 

~56 

SELECnON OF FOOTING RESISTANCE 

The tc•,.cr footins rcsislancc is an cxlrcmcl~ imPI)rtant pa· 
rJ mctc:r in thc dctermination of lightning nasho' cr ratcs. Unfor· 
lunJIC:I~. 11 ¡, 3 nuctuatinsstatistic:ll ··ariablc the m3¡;nitud .. d 
.,. hach as ~o,crncd nol only by gcography but als-> by non linear 
'onductaon rhyst~ in thc urth. lt ma) S~Ains O' cr a tv.o 10 onc 
rJnJc >Jr more Olling lo ch:~ngcs in stroLc curren t. 01nd C\'CR ..-ith 
c>JnsiJnt current it .,..¡JI changc with time. An ad•·ant:sge of the 
\lontc CJr!o mcthod of an:~l)sis (71 is th:stthcsc"' id e! y nuctuat· 
'"' >Jiun m:s~ casil)· be :~ccounted for. but in the :~na!)tic:al ap
rrwch ncccu.u~ for a hand calcu!ator. an rquil:~lcnt fi,cd 1.alue 
A f~.AJtan~ re•i~tancc must be sclcctcd. Prior 10 m;:lin~ 1 hi~ se!:~· 
a•on. •o me of the fund:~mcnta!s are rel'iev.cd. Thc: follu" ing ., a 
onJcn'J 1aon ~~material in thc first rdition of this bv,)k- mate· 
r•JI JI~JI'lllCd rrimaril) by F. A. fi,hc:r (/0). 

T .. ~ •:mr:c'l clcctrode ú•nfigurJtion lO 3rtal~zc is 3 ~phcric;¡l 
,lc,;t~,.J~ tt• • .t Ctlhcr j~ buricd cnmr!ctC:I) IR lhe ground or hJ' 
,.ni) 1"' !,,,.o,;r hcmi~rho.:r.: buricd (.lO}. In the lauc:rc;¡se. J\~um· 
'r ... un' (¡•r m ,,,¡¡ rc:~i~lil it~·. a e u rn:nl. l. no" in~ from 1 he henil· 
•rh,rc 11110 lht: l=lliUOd rruduCC~ 3 C:urrent dcn~ÍI)' lrt lhC: 
'" rr .·u nJ' "l= ~ud o{ 

1 
i• --

2w.\: 

~<hcrc' ¡, 1hc C"urrcnt dc:n~ity./ i~ 1he total currcnt. Jnd .\ ¡, 1~c 
d••IJnC"c from 1hc cento.:r Jin1: uf 1hc clcC"trodc. Accordin~ lo 
Ohn1's la .... 'U'h 3 curren! produces in thc soi!Jn clcctrac ri.:ld 
WCI'ltlh of 

L' • p/ ,•p••--
2•-"~ 
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"hc:rc pis thc soil rc:sislivity. The voltage. as the line integralof 
the ricld qrcnglh from 1he surface of thc: conducting sphc:rc: to . 
an~ dis1ance. X. is 

V= f.' • o/ 
EdX"'-. ., _ .. ... !!!...(~-..!..) 

~ll' Q .%" 

( 12.S.I0) 

"hc:rc: 11 " thc: radius of thc: hc:misphc:rc:.· The total \'Oitagc: be· 
'"c:c:n :he !lc:m1sphcrc: and J f:J.r distant fl<.llnt with X a:: :e is 1hc:n 

V-.!!.._ ( 12.5.11) 
~ra 

Thc: total rc:sistancc: c:~peric:ncc:d by the llux lines divc:rging from 
the hc:misphc:rc: bccomc:s 

V P 
R=--- ( 12.5.12) 

1 2.11'0 

-\san e'ample. a hemisphc:re of radius a .. 1 m c:mbedded in soil 
of rcsistivily p - 100 n·m will have a ground resistance of 

1000· m 
R- • 1611 

~ .. · lm 

Thi' ¡, the reo.Jslance c:\per•cn~·ed by .:urrent llo"AinathrnuJih 
thc .:nitre 'urr.•vndin¡t 'r:acc '""' olf th1' re~i~t:ance i~ cnc11un· 
tcrc\l•n th(' rcl!h'n imn1cd•:llc:l~·¡around th(' elcctrllde. From F.q. 
1 ~!o M. 'll': ,,( thc: hit JI re,.•stun.:e is .:ont•tincd in thc fint meter 
t-c:~ond :!le c!('.:tr,>de t.\ .. ~.J\ :~nd 90'1 is tontaincd in thc first 
ninc mc:tc~~ bc~o.~nd the e!C\:tr•:-de 1-" • lOa). 
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Figure 12.~.6 írom Rudenberg ()01 shows 1he resislancc of 
severa! simple cle.:trodes lhat are buried at an extreme deplh in 
1he earth. lf these eleclrodes are buried with only half1heir verti· 
cal dimension in tt:e earth. the resislance will be twice lhat given 
in Figure 12.5.6. The resistan.:e will be only somewhal less 1han 
twJ.:c: t hat givc:n m F·~utc: 12.5.6 if thc c:lectrodcs are buried al a 
depth that is shJI!,'" .:ompared to lhc:ir lc:ngth. Tabulalions of 
grnund fC:S1~1:1n.:e o.l( •llhc:r c:lectrodeS 35 a funCiiOn Of buriaJ 
depth are gi,·en t-~ 0"Aighl {)/), Fink ánd Be:uy (J}J, and 
Sunde 1.111. 

Thc: most usef~:l form of ground elc:ctrodc: is the dri\·c:n ground 
rod. Ground rods are usually supplic:d in 8- 10 12-ft lc:ngths. and 
they ma~ be join:d b~ couplings for longc:r dc:pths. Rod diame
tc:rs are 2eneralh lc:ss than 3 cm. Sunde has derived the resis-

.,ia'n~e of; dri\·c:n·g~ound roo as 

R = _!_ : In(:!.) - l]whe~/ >a 
2r/ :._ , a 

(12.5.13) 

where R is the re~istance (0). p is the ground rcsistivity (O·in), 
1 is 1 he lc:ngth of r\ld (m). and a is thc: rod radius. 

Thc diamc:11:r d the rod is llf somc: ~igniritante because it af· 
feth thc: l••gatllbltO: tcrm J./fa, but thc: length is more impor
tan!. H.mcvcr. thc rc:~l\tancc does not dc:crease directly with 
)('nyth .. 1nd ll O:••n.!llu•n m.l) •.risc in "Ahich a furthcr incrc:~se in: 
lcn~th i~ accomr-~ntc:d b~ ••ni) a minur rcduttion in footins rc~is· 
tancc. 

.~ o::Hcful c'.!~·~:uion uf both Eq. 1~.5.13 from Sundc: and 
the cquJ:•on :~r :~ rc:si$tance of a deeply buried rod from 
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Fioure 12.5 8. Ground res•stance ol elementary electrodes. 
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Rudcnberg in Fipurc 1 :U.6 rC\·c:als a modera le discrc:p:ancy. For. 
a dri~cn eround rod. 1hc thcorctical expression by R udenberg in 
figure 1 2.5.6 -.ould ha1·c 10 bedoublcd beca use haJr thc resis1ivc 
m:alcrial -.ould not cxist. ~aking 1his corrcc1ion and allo-.ing 1 
lO now cqual lhc length or rod drivcn inlo lhe ground. Rudcn
bcrg's c.\prcssion bccorrics 

p ( 2/) R-- In -
2w/ D 

(IU.IJA) 

Parl of 1hc discrcp3ncy bel-.ecn Eq. 1 ~ ~.1 3 and Eq. 
1 ~-~ UA is duc to thc diffcrcnt appro:achcs 10 1hc .lpprJxima· 
~,,,n~. Get~erall}. Eq. 12.5 1) is used. and il is thc samc as that 
~IIC:n b) o-. •sht (JI J 1& hcn Dwight's equation is m.x!ified so lhat 
1 rcrre~en1~ thc lensth ofthc rod dri1·cn into thc ground. Thcrc is 
also \Omc diffcrcncc in thc deril'3tions of the rcsis1ancc of .a 

buricd slrir Rudcnbcrg and Sund·: agrec fairl) well. 1hough not 
• e1actly. and bo1h diffcr from Ov.ight. Figure 12.~.7 shC'"s lhc 

'JfiJlion of resislane~~-. ilh rod lcngth for 1·arious diametcrs. Thc 
.:un·cs are d•1wr fn a ground rcsistil'ilyof IOOO·m. 

Ground rcsis . .:n".: ma~· also be lowcrcd b)· connc ing driven 
sr.::und rods in parallcl.lflhe sp:acins bctv.ecn rods is grcal com
pared "ith 1 he lcng1h of thc indh·idual rods. 1 he rcsimncc-. ill be 
reducc:d in proporlion to the numbcr of rods. lf the rods are close 
togclher. cach rod will be in the intcnse electrical field of its 
ncrghbor. lf the rods are l'ery closc togcther. then 1hc 0\·crall 
re\r\tancc becomcs 

p ( 2/) R--- In -
:!TI D 

"he reD rcprescnts the radius of an equivalent rod. 
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r>Q..,re 12 5 1 Re!.·!~ance el ~erhcar grouna rods as a lunct~on ol 
ltn;tro and d·ó<ne!er Sortresrstovrly • 100 O· m. 
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Fi~urc 12.5.8 shows ho·w the cquil'alcnt r:Jdius depcnd~ on rod 
~comctry. lf the rods are moderatcly closc to each othcr. thc 
o1·erall rcsistance will be more than if the samc number or rods 
wcre sp:aced far apart. Thc increase in rcsistance dcpcnds on the 
nu'mber of rods inl'olved. Two rods. w·ith 1.9-c:m diameter and 
3-m length. in parallel and spaced 3 m apart w·iJI ha\'C a rcsis
t:~nce 1.14 times greatcr than they would if they were an inlinite 
distance apart. Four rods in a squ:are would hnc to be 9.1 S m 
apart to h:ave thc same resistance ratio. Lcwis (J.#) givcs addi· 
tional information on ground rods in parallel as a function of 
spacing. 
· Tablc 1 :!.S.I shows :an cumple of the ground resistance that 

could ~e obtaincd on an arca of 20.000 fe (100ft X 200ft). 
The resistance of a sinsle buried horizontal ~·ire is, from 

Sundc~ 

p ( 2/ ) R ... - In -= - 1 when d e: 1 ( 12.S.J S) 
. .,¡ V4Dd 

-.he re 1 is the length ofwitc (m). Q is thc "'·ir-: ra-uus (m), and dis 
thc burial dcpth (m). Figure 12.5.9 shows how thi~ rcsistance 
1·aries with _the Lcngth and diametcr of the buricd wire. 

Equat ion ; . .:'.5.1 S assumcs that the potential is uniform over 
the entirc lcn··.th ofthe wire. which could be true only ifthe wirc 
h:Jd pcrfect conducti\'ity. lf the wire is very long. il will not be 11 

the same potential a JI a long its length, and Eq. 12.5. 1 S will be in : 
error. 1 f allowance is made for wirc resistanc:c. thc overall ground . 
rcsisunce becomcs 

R0 - \r;R Coth 1 W (12.5.16) 

Tabla 12.5.1 
GAOUND AESISTANCE OF RODS IN PARALLEL 

Numbar ol Rods 
1.9 cm Oiam X 3.05 m Long 

1 
5 

10 
20 
so 

---s--.. 

Relativa Ground 
Reslstance 

A •VoS 

A•~ 

1.000 
0.200 
0.110 
0,070 
0.042 

A a~olf'tS1 

r~gure t2.!18. Equr~arent rtoaru!.. A. or gruup!. t·l grc..rr1d H•d!· ••
1 

radrus a 

.. 
;...., 

r _ _. .... __ t 
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• .,d 1f 1 V ~ is large. then 

( 12.5. 17) 

~he re r is t he rcsistance of ~ ire (1lm ). R is the ground resistivity 
1!1 m). Jnd 1 is the iength (m). As a practica! maner. a ground 
~ 1re long enough for the ~ •re: resistan.:e to cause serious error in 
Eq. 1 ~.5.15 ~ould be so !<Jng that its transient rc:si")nse would 
havc: llttle todu "'ith thc ~.cmputcd rcs1stan.:e. 

lf .1 lightning current 'urge 1s Jpplled to .1 countcrpoise. or 
buncd "1re. thc .:ffecti\c re~istan.:e 1s initially qu1te high. on the 
ordcr vi 1 50 \l. This value is the surge impcdan.:e of the wire. As 
thc -ur~c rr••r.l¡ptc'i alun~ :he v.ire. the resist;¡nce decreascs as 
thc ,·urrcnt span) mure Jnd ml)re of the wirc. thus making more 
dfc.:t•'c: .:onL.11.:t ... uh the ~rvund. Thc surge propagatcs in thc 
gruund Jt roug.hl~ ur..:-thi~d thc \pccd of light. Hen.:c . .:urrcnt 
d.xs not span a 300-m "'"e for JppruJ~.imatcly J ~- For a givcn 
lcngth of burted ~in:. the transíent resistance w111 reduce to the 
stead~·statc resistance faster if the ~irc: is arranged as severa!, 
shortcr. radi3l wires than if it isla id as onc long wire. Bcwlcy (35) 
has sho.,. n how the trJns•cnt response of buricd wires o;aries for 
scveral configurations of countcr¡x¡ise. In thc case of drivcn 
ground rods. thc final rcsistancc v.ould be attainc:d quite quickly 
be.:ause thc r.xis ~ould be fairly short. Widely spaccd ground 
ro.h .. lluld not ;.~uain their final resistan.:e until a surge current 
rco~.:hed thc most di)tant roo. --'s .1 pr:u::ticaJ·maner for the 
g.r<.>unJ1ng of lightn•ng .:urrcnts, the first :!SO ft of buried con· 
du.:tor 1) thc mu)\ effc.:li\C. 

Gr,•und remtJnce de..:rc:J;a ~ith •ncre:uing current. at least 
althc .:urrcnt dries out the w1l. The prl)portional rcduction is 

··» for gruund) of lo~· r()•stance than n is for grounds of high 
rc-.,unce. Figure 12.5.10. from Bcllas.:hi" al. t16J. shows typi
.:;.~1 mc:Jsurcd ,;.¡Juesofground re)istanccasa functionofimpulse 
.:urrent. In 197.S. Licw and Dar\·cniza 137} devcloped a new dy· 
nJm1i.: resistan.:.: moocl bascd on surge-current measurements in 
a •·an.:t~ of carth conditions. The~· found that the rcduction of 
crest \\Jitagc across thc carth rcsistor dueto strokc current was 
largcr t han prc\ iously assumcd. Figure 12.S.II is rcproduc:cd 

1000~110· 
1 

U· 

lj ,, 1 

111 1 1 i 
·,~~~~.~0--~~~~~~~~_.~~~~~ 

C-:>u.·•Tt~PQIS( L!II:T" .. 

f,,..,·e ·~ !i 9 ~es.srance or counlerpo•se as a lunction ot1enyrn 
( 

LI~HT:'III!"Ci PERFORM ... ;o..;CE OF TUNSMISSION LIS ES 

frum thcir pJpc:r. In 1971!. Darvcniza and uthers 1181 publishcu a 
corrcct1on .:un·e that thc Juthor has since adoptcd as thc bl:~t 

compromise for performance calculations. Figure 12.5.12 dis· 
plays this curve. Whitchead ( 39) al so d~eloped a d)nam•c 
model that has good represcntation of the tests made by Darven· 
iza. 

¡ o 2 4 6 • ~ 12 16 11 
IMPULSE CUAIIENT (CRESTI" 

Figure 12.5.10. Impulse curren! resistance of various ground rods. 
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Thc fu!'ICal"':ental IT'Cthod of mcasurin~ ~round resistance is 
,h, "'n '" F~gure 1 ~-~ 13. Current IS circulated bet .. ·cen the 
~~..:und ~.;ndc:r test andan auliliary ground. Prefcrably. thc aulil· 
ta~:· ~round sh,,uld be loated at 3 distancc that is grcat com· 
i'~~ed .,. it h t he dimen~ions of thc ground undcr te~t bccau~e 11 is 
~,,, de,&rJblc t(l h;nc &r.tcrac:tion of thc ground current di<Tribu· 
t&,•ns JI thc '"O clectrlldcs. A I'Olt3fC is thcn mca~urcd bct .. cen 
'he ~_r,,und undcr :cst and a rcfcrcncc around loc:atcd betv.ecn 
t he '"o currcnt·.:arr~ ing clccuodcs. Thc rcfcrencc ¡round 
,h,·uld JI~,, be hxatcd su that&t is no11n the elcctm ficlc! o( ·.thcr 
,,f the currcnt-.:arr)·lnl clcctrodcs. Assum&nl.l that thc c:urrcnt 
(j.;~,.,~ "l'c~li¡;.&blc at thc rcfcrcncc clcctrodc. thc rc)ist:al"' . .-e o( 

thc gr.:-un~ \.:nd:r test is 

V 
R--

1 
d:!J.IS) 

Thc measuremcnt may be madc using a,. ·meter anc Jmme· 
·~r .q¡. ihr cu~~ent supplicd b)· a transformer cnergllcd from 
~~ ~ :~~oc~ ii:'lcs. ~lternati,·cl). a bridac ma~ be uscd for thc 
~c::.-urcmer.: \fost.ofren. ho~~oe~o·er. &•· .. Jnd resistance is mea· 
·~rcc ... ith sc:lf·contained instruments such asa ground mc~gcr .. 

Tnc rc~i~t !\ir~ of carth m:~y ,·ary 01·er utrei'Tlcl)· "ide limits, 
J~;-endin~ on the compusitilln of the soil and iu moisturc con· 
""t. Rerrc~cntati1e ~al u es are sho" n in Table 12.5.2. 

~----------~Irc_u_RR_E_N_T ______ ~ 

VOLTMETER 

GIIOUNO iJN:lEII 
TEST 

REFERENtE 
GROUIIC 

AUIILIU\' 
GROUNO 

r ;·••e 12 S 13 Fundamental r"'letlloel o1 ground-resiSta~ 
-.ea~~..re~ent. 

Table 12.5.2 
EAfiTH fiESISTIYITY 

Mate11al !loiTI 

G~·e·al average tOO 
s~ ... ater 0.01-1.0 
::-·~'"'CY ;·ow"d 10-100 
:)·. ea•tn ~000 

= ~·'! ~.a!p 10' 
·,o·:~·J·•e 10" 

-- -·- --·- . -·--·--------

EFFECTS OF A STATISTiCAL DISTRIIUTION OF 
FOOTINC RESISTANCE VALUES 

1 n rr;¡, 11c~·. ; &rJn~m~~~&on linc: docs nCit hnr a constan! \·alue 
11r r, .. ,lln~ rc•&'l;:ncc but has. instcJd. a ran~e of1alues. dcpcnd· 
in~ on IO'Acr !·.x.:tivn. LsuJII),IO'Acn in '":smr1:nd or on mois· 
lur(·b.:.trin~ ,,,al h:l\c 1"" footin¡! rr~istanc:cs. "hcrc.lS to .. ·crson 
"" ~~ ,,ul h.J\c h:~h rc)istanccs. M05t dcsiJn proccdures. includ· 
'"f th,,.c in th" b..lOL, ('e>mrute 1rirou1 rain for a ('Onstant valuc 
urf\lOttnJ! rt\i•t~n,r. and it ¡, ohomc importancc loe~:~ mine the 

S60 
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bc~t procedu~c ror &.;!:~& the results caiculated ~iti': thi~ simpli· 
fied assumption. In r·:.~tice. the dispar:;y is casi!.' 01ercome by 
us&n@ t he follo" ing n. :i: 

• Ji the c,pe,tci! IJriation of footin~ reSIStance about a 
mean 1alue is r :: e.\lrcme (i.e .. if 1he codfictentllf vari· 

- auon. "· for th: dtuributton is :ess than half the a\"era[!e 
,.Jiucl. thcn u~c the a1·erage l'aluc llf foo:ing resistance for 
a .:omrutattun :~.u • ill be usually of acccptable error (1css 
1han ~O<:t ) . .'\.R. Hilcman has suggested thatthc average, 
jllus one or , ... ~c-. be used. thcreb) yielding a somewhat 
more .:onsen:!t!'· e \·alue. 

• lf the footing remtanccs fall in t., t•·l., or more ... idely dif· 
rercnt dasscs. c,:;~h one a stgnificant part of the total, then 
~;Jiit the comp~.;~tion into sections of high and lo~~o· resis· 
lance. and. for the length of line in cach sc~:tion. compute 
the outagc rate using thc average resistancc for the scc· 
!&on. Thcn sum t.> find thc to• ,1 b;· the relation 

T • T,L, + T:Lz + ... + T,,·L.v 
L 

( 12.5.19) 

"he re T is thc !.::Jlline tripout rer 100 miles per year: T.rv 
1~ the tripout me pcr 100 miles pcr )'Car of section /\' with 
.1 lcn~th. L_, .. ar.:11lith a tripout rate dctermincd from the 
cunes b) usin¡ thc average footing resistance for the scc· 
tion; and Lis th: lenflh, in miles. o( the en tire line. 

12.1 RESPONSE OF A TRANSMISSION 
TOWIR TOA LIGHTNINQ FLASH 

Rrfcrrin&to Fiaure 12.5.1 and Figure A 12.4.1 in Appcndil 
1~.4 v.¡JI sho" thatthe tnsulator \'Oitaae for any phasc is thc dif· 
ferenc:e bet .. ccn the C!'I)Ssarm volta¡e. v,.,.. and the ,·oltaae in· 
du~cd on the phase c.:-:'lduc:tor. V Q!t· In addition, thc tower IOJ' 

I"OII3ge. J.-'1. must be c,,mputed for the most scvere stroke in a 
11uh so that l'q. ma~ be determined by using the appropriate 
cocfricicnt of couplinJ. There are also current •a\·es that re· 
Occt off the adjacent t.:o .. ers on cach side of the stricken tower. 
and-thnc "aves C\·cntually arri,·c to reduce the strickcn towcr 
insul:ator I'Ohagcs. All thesc componenls may be detcrmincd b)' 
(1:~-~jc::¡J lta\·cJjng 'AZIC theory, ptOI'ided the propcr vaJue Of 
tower sur~c impcda~ ·r is choscn (16}. Aftcr e:ach insul:llor 
sur~e I"OitJgc is comr.:.ed,thc additional contribution o( 6Q.H7 
,·olta~es on thc insulzturs must be included. The strcs.\ ~-' rro
duccd is thcn comp:ared with the insulator \'Oh·time curi"CS to 
find thc stroLc amrF:;;dcs required for OashCI\'Cr. \\'ithoul thc 
Jid of a mini~"mrutcr. thc comput:atiun is tcdious. but ma1~ht· 
fur" ard. 

COMPUTATION OF TOWER TOP VOLTAQI 

Thc Juthor'~ arr;:r;cmcntnf thc: triii"Ciinp ..... ,." ,,,lut&on f,u 
tOII&:r top 1"\lhJSC. 1', .• , dc:ri1cd in Appc:ndi\ IZ.4 a~ follu~~o~: 

\" 

I'JitJ- Z 1 /(IJ- z. ~ (l(t- lnT1N•- 1
) t12.6.1l 

• - 1 

"hcrc 

l'rOJ • tC'·•cr top volta¡!c in kilo,·olts atan) ~dc~:l· 
ed time, 1. in microscconds; 

.. 

. ___ )j 
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¡, r' 

z. 

r, 

lu-:nTrl 

.1 .. 

= 'itr<Jke current intll the ~qui\·JI~nt ..:tr.:uu tn 
lo;¡loamrcrcs at the same tim~. r. in mtcro
•econds: 
the intnnsic circuit impcdance tn ,;hms .:n· 
.:vuntcr.:d b)· th.: stroke .:urrent .lt 1 he in
stan! it entcrs thc equival.:nt cir..:uit 1 see 
Figure 12.S.I ): 

Zr= 
z,z, 

Z, + 2Zr 
a .:onstant wa\·e impedance 0n "htch al: 
lra,clin~ wavc ..:urn:nt comp0ncnh ,1rcr· 
Jle IIJ pruvide cump.>ncnts IJf lowc:r liJP 
volt;t¡¡c: 

l .. ,. Lr u; Zr J [!.!__~ l 
IZ,+~Zrl~ Lr,..RJ 

( 12.o 1 Bl 

travel time in mi.:roseconds from tower 1op 
lo base: thc hc:ight of thc tower in meters 
di\ided by 300 
thc strokc: curren! that entered tho:: .:quiv
alc:nt .:ircuit at a prc\·ious time. r - 1nT r. 
whc:rc n is a ..., hale number. callcd thc wavc 
number. that ddincs thc componen t. 

= a damping constant that successively re· 
duc~ thc contribution of rencctillns: 

( 
~Zr- Zs) ( Zr- R ) 

ol- ~Zr+Z.'i Zr+-R 
ll.~td() 

.\ -= the lar¡;c:st valuc: 1h:u the "'.l'c: number. "· 
..:an ro::a.:h: thc largc:st w hule numbc:r :S 1/ 
1Tr 

T0 u>~ E..¡ 1 :.6.1. llnc: first sclc:cts 3 time: 31 whi.:h th~ towc:r 
'"P ·.~.•llJgc ts lv :,e: computc:d and thc:n computes ea.:h curro:rlt 
.:vmrorcnl tns1dc: thc: summ3tion sign until n reaches its larg~st 
¡xrmttt.:d ·.aluc: . .\'. E.":c:pt for cducational purposcs. it is not 
nc:ces.,Jr~ 10 compute the en tire vohagc wavc:shapc beca use most 
of 11 conlr~butes lntlc: to thc insulatcr nasho\·er process. Towcr 
top 'ultJt=C:> >huuld al"'a~s be computcd in thc vicinity of the 
;trL•kc: ~urrc:nt.:rc:>t beca use: that is w·herc towcr voltagc: can ha\·e 
:he highcst magnttudc. In addition. whc:n high \·alucs of footing 
rcsi-:J'1CC Jrc in•vhc:d. \'Ol\ages out at 310 6 ¡.¡s are u~uall) of in· 
~cc:,t bc..:cu,c: :he: ,-oll·timc strcngth of thc insulator will be 
"':J~cr 1~ that rc:gt\Jn. figure 12.6.1 includcs a lll'AC:r 11.1p 'Aave
. ~·'re .- ... o.·.¡-u tcd ":t h Eq. 1 ~.6.1 for a rcprc:,cnta uve >CI uf o:tro:uit 
:n¡-..;dJr>.:~> and 3 ramp-function, strol.c:-~urrcnt "J\c:,harc 

'1.1' 1 ~l! J :, mc·tiJ·o:rc:~t of 1.8 ¡.¡S, a tail time·to-half \·aluc of 50¡.¡>. 
.~·uJ J u~11 .:rc't Jn,rlitudc.(Scc Figure 12.4.9 1 

lf 1 he .¡r,,l.c-currc:nt WJIC>hJrc i~ of thc ramp-funct11.1n fl,rm 
1 = ·-tr.tho:n.-\ppc:ndi' 12A'>ho"'·sthatthcto"'o:rtup1·olt;tgcvn 
•he: t'r.>nt ·Jr Jt thc: .:rc:>t of thc: 'A3\'C, V¡11}. takc> thc form 

[ ( 1-oJ.'~~)]" ~-T (/) "'.-41 Z¡- Z... l _ oJ. 

ll ::.6.21 
s..¿,·'· J ---
1 - ol [ 

1- ,¡,'' 
+2ATrl. z 

(1 - ¡/,) 

Ltt;ttP•l~~ PFRFORMA~CE OF TRA~SMIUION Ll~ES 

\\'hen :he strL'~.:-..:urrent w3vc is J~~umcd to be comro~c:d .;¡fa 
sum 0f ,c,cral r.1mp fun..:ti<Jns. Js >hown in Figure: 1~.4.1!. 1.1nc: 
•:m¡:-1~ uses Eq 1 ~.6.:: for c3ch ramp func11on with thc pr1.1pc:r 
'·Jiuc of .-1 insertcd. Then. thc towcr top ,·oltage. Vrm . .... ,¡¡be 
!h~ su m <Ji the IOitages obtaincd. Brown 12/1 pro\ idc:s J some
"" h.1t diffcrc:nt ~c:rsaon of thc to~cr top voltagc c:quation. ~hich 
,·ould be used. 

COMPUTAT10N OF CROSSAAM VOLTAGES 

\\ hc:n insulator •oltagcs must be detcrmined. it ..., ill usually 
be neccssary to compute all thc crossarm voll.lges. Hc:ncc. 3 nu-
1ncrio:al routine r~uiring thc: lcast computalion is haghly destr· 
.tt>lc:. Bccau~c: the tv"'cr t!Jp voltagc. V ,.11}, must be: o:1.1mputed to 
r'and thc: couplcd •ultJges 1.1n thc phasc cunductors. thc ,jmplest 
.:1•'->Jrm 10ltagc: pr~c:durc Íll to compute the I'Oitagc JI thc 
ba~c 1.1fthe towcr tJ.:ross thc footing rc:sistan.:cl .1nd then tu in
tcr¡,,l,llc between thesc: two cnd 'oltagcs for c:a..:h crossarm. as
-umtng the voltagc: changcs linearly a long thc towcr from top to 
bottom. lA linear interpolation is not strictl)' rigorous, but it 
gt1es acccptable ao:curacy aftcr about thc first 0.3 ¡.¡s for a typi
.:altower.) Appc:ndix 12.5 shows that thc voltagc at thc towcr 
t-J>C IS 

"' 
VR (1 + T rl = ii R Z1 l 1 !t - 2nT rl of~ (12.6.3) 

~-o 

"'he re V R ft + Tri is thc voltagc across footing resistance. R. at 
J time(/+ Tr/.Jnd 

2R 
~i~~ SS--- ( 12.6.4) 

Zr + R 

Thc hllinll r~istan.:c voltaac 10 be: uscd is the \'OII3l!C cre
.ltc:d JI J ttme. 11 ... T rJ. where 1 is the time JI whio:h the vuhagc: 
"..:urnputc:d atthc: 1\J"'c:r tup. As c:~tplaincd in Aprcndtll 12.~. thc 
tllwcr base \·ohagc is computed 3t a latcr time 1 han thc to,.,·er tup 
'olt.tge lo allo"'· f!Jr thc fact lhal thc towc:r base vohagc lags thc 
tu.,.~r t1.1p ,·oltagc: b~ onc tower travcltimc. T T· ( lt al so simplifies _,.. 
1 he: cquations.) On.:c again. if thc incuming stroke-currentwavc: 
,, J ramp runcti1.1n. /111 - Al. Eq. 12.6.3 may be cllpandc:d in thc 
~Jme manncr as Eq. 1 :?.6.1. thc tOIIier top voltagc equation. Ap
pcnda:~.-12.5 shows that the towcr base voltagc on thc fron1 or :11 

the crcst uf thc stroke-current wavc is 

( 12.6.5) 

( 
1 - ,¡, ·'~~ N ,¡, .~ ) J 

- '-J, --- T, 
- t 1 - ,¡, )l 1 - ,¡, 

·\ftcr thc ba~c: mltat:c i' dctcrmined,thc intc:rpolatc:d ~ulta¡c for 
.an1 'r'"'Jrm. ''· 1~ 

h- r~ 
lr•'l + Tr•' = 1'11 11 + T,J + --h- [1',11/- V¡.¡(l + T 11l 

11 ~ llfo•l 

"'hcrc h i~ thc: towo:r hci¡;ht (m) and )'~ is thc: distancc: frum thc 
to~Acr tiJ¡'l do.,. n tu thc ~:ros,arm (m). Figure 1 ~.6.1 ino:lud~' Jn 
c:~.amplc of c1.1n1puh:d ~:russarm vuhJllCS fiJr thc J4~·kV. ~~rtt· 
cal d\lublc:·..:ir.:uit tu'Ac:r in Scctiun 1 2.10. 

~61 
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FRCM ~::l ... ACENT TOWERS 
MIOOLE / 1 1 

CROSSARM 

\ 1 -
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VOL TAGE A T THE 

:> 
'e .... 

-= - TOWER BASE·t :- ,. 
V 11(1) 

10 

Zr•145n 

s J--....¡..,~,:..--+-'7"----+---_.;..-J---- z 5 • 236 n 
TIME TO CREST •1 s .. sec 

TAIL TIME TO HALF VALUE • SO,sec 

TOWER HEIGHT = 393m R • 20n 

os 1.0 1.5 

T • 0.131 11 sec 

2.0 

TIME - 11S 

50TT!:U C~CSSA;3U LOCATEO 
18m BELOW TCWER -:'OP 

2.S 3.0 3.S 4.1 

> . .;..;re 12 6. 1. Per unot vol!age 111V) per uni1 erest stroke eurrent (kA) lor tower top and erossarms o1 ato...., s;mlialto ttlat on work sheet 1·A. 
~e::oCt'l 12 :o Rrs :!'le tinearozed surge resi5tance. • · 

COMPUTATION OF INSULATOR SURGE VOLTAGEI 

'' mcnrovncd prc,·iou~ly. if the stroke c:urrent enterins thc 
1 _..,.cr "'r chJ n~c' 11' m:~~nitudc lt some time. t. the finite \·e loe· 
;t~ uf lo'ht crcJies a condit;.~n !Fi~ure 126.1) in •hic:h :he 
c~C",Jrm 'vhJ'e c:~nnot be affected b~ this change úntil a time 
T .• !J 11:r. a nd 1 he foot in~ resi~l:l ncc ,·oltaJc dror will not be :tf· 
rc:;:d .;r.lli a t•me r 7 IJtcr. This finite \·c:Jocity of Jisht maL:es 
·~·:: n~''l\imull~nc:olls \'Oita~es 1110rk to~cther. thc: tow.:r top 
·._. ~"gc Jt a time 1. the crossarm ,·oltag.e :11 a time 11 + T ,..1. and 
1hc fuo1ong rc~•stancc. or to~~oer ba~c 'citase. al a time 11 + Tri. 
.._cc:r•n~ this in mind. ene •ill note from Figure 1:!.6.1 th:tt, if 
rru¡'.!~Jiion at thc 'c:locit~ of li~ht acros~ thc: in~ulator strinJ it· 
'c'f" ·~nMc:d. 1hc iMulator wing ~ur~c \'Olt:t~c is the diffcrcnce 
b, ', "'" n 1 he Cfll~'Jrm \Oitage, l'r•· a nd thC: \'Ultap~ CUUflltd tOI he 
rh.o•c cunductor frvm thc l,>.,.cr h>fl. 

(l:!fl.7) 

111hc:rc A. isthc Courlin¡ factor :1nd "r• is the time from tO\\C:f 
h>r 11.1 cr~so~rm. Comb1ning thc c:4uJtion• )'iclds 

· Tr- T 
V,.(r + T,J • V,(r +Tri+ ,.. IJ'rftl-

Tr . 

( 12.tdl) 

E4uation 12.6.8 will be utilízcd in solutions for lhc: ma~ni· 
tudcs of insulator voltagcs. One ma~ makc thi5 intc:rr-,l:llivn 
\\ ith ~\\00 3C'CUf.lC) OnC'C 3 fc~~o· IIJIIIC:r renc:ctiOft!o h:I\'C OCCUifCd 11 
clc.uly C:tnnot 3fl(lly durin~ the fir~tlra\·cl time:. An fqllltion :IC:· 
curJtC: foral! times i!l dcri\ed in A(lpendil 12.~. 

figure 1 :!.6.2 rre\c:nts onc: SC:I of insulator \'OI13p~ for thc 
'·crtical círc:uit to"Acr ~ho~~o·n in Sc:ction 12.10. Thc fipur..: ~h""'' 
t hat t he: h-lltom rh:~se in,ulatOr!o ha\·e prc:¡tcr \'\•lla¡:c :1cr•"' 
th.:m than thc tOJ' rha•e in~uJ:unr!o bccau'C thc C1'1tffi~i..:nt ,,f 
.:t•urlin; is les~ for thc bo11om in,ulator!o. 1t i!o \jUitc <.:omnwn f,,, 
thc: Jo'llic:r (lha~C:) on \'CriÍC:.II c:irc:uit IOllCh lO h;l\e hi~hcr J.¡:ht· 
nin~ 0a~h0\C:f r:lle!l than the Ul"¡'l:r (lh:I,C!Io, :and diffcrcni:C:' 1ft 

c••urlin; are in,;Hiabl~ rc,('\ln,iblc. For rall 'tructurc' "ith nnl~ 
11nc !~hicld IIIÍIC and lo"' fuotin¡ IC:~i,t:tnCC!io, thC ur~r rh:¡,,·, 
ma) ~omctimcll c'rcricncc thc ¡:rcatc:~l !otrC:llll and thc l.•r•·•·•t 
tri(\'M r:atc. 
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@NO ADJACENT TOWER REFLECT!QNS 

@INSULATOA VOUAGE FOA 300m SPANS 

© INSULATOR VOL TAGE FOR 225m SPANS 

1 o 1.5 2.0 2.5 3.0 

TIME- ¡.a$ 

12.13 6. !=letlect•ons trom 3djacent :owers reduce 111e crest•nsulator 
~ona~e. 

l(n,:t h. 1 hC"'" r(llf:l.'l .. '"'moa)·,.,,,,, bcf1lfC '" .aftcr 1he l.'retl •olt· 
J~c ~ h.11 ,.,,u Id .. ll her~o~o isc ·>~:~·ur 111 the ~trtd.c:n h>IIOCr. The m1ana· 
tudc vf thc. rcnc:.:tillns is nllt casaly determaned by simple 
JnJI~ ti..: JI mcans be.:ausc thc rcne~:ted lolo:lVCS JfC b:1dJ~ diiiOfted 
b~ .:~.mma Jnd resist:incc losses. whi.:h are fun.:tions of ,·oltage. 
n~e tamc. and distancc. \tan)· multiple rclle1:!:.:-ns 1:\d •efrac· 

>ns may be involved. Ho~o~oC\·er . .:o:uider:~::on .;¡( :he.r ·et1ec· 
s is required bccausc they can reduce the tripout rate ifthey 

~·.ave S•JOn enough. 
•\n appro.,im:~tion strategy used by the author ~o~oith some suc· 

.:css in carlier work repl:~ces e.1ch adj:~cent tower surge impcd· 
Jnce and its footing rcsistancc ..-ith 1n equivalent impcdancc 
t hat is a fun.:tion of the stroke ~o~o :~•·esh.1pc. lf the to~o~oer top volt· 
Jgc. V r!/ 0 /. is computed without rcnections from adj:~cent 
to .. .;rs al a time. to (the time·to-.:rcst or the ~troke-current 
.,.a• el. then the ratio of V(t.,l/111.,1 is. al th:ll mllment in time, 
thc l•>tJI •mpcdance. Zlt,,}. encountercd by thc \trote current. 
Thi~ impcdance. Zftnl. is the par:~llel combination o( Z,/2 and 
a ··arying towcr impedan.:c:. Z'ritl. "herc 

Z,Zit.,l 
Z'rOI = ----

Z,- 1Z ~tJ 
( 12.6.9) 

\n J»umption is thc:n made thatthe towc:r \urge impedance 
~ nJ f•.kll ,ng rc,i>t;~n..:e ,¡n .:ach side of the stricken to\\·er m a)· also 
he rcrLt..:cd "11 h this ~ame cquiv:~lent tower impedance. Z rftoJ. 
<:Hcrt. ~r cuur~e. dcla)·cd in time. With this assumption,~~o hich 
a- nnt ''r•..:tl~ true but is a fair 3pproltim:uion. an applic:ation of 
• h.: ~l.•"i.:al 1 r;11 cling wavc: equations will show that the su m of 
t !"!..: r.:lkct ing •olugc componcnh arm·ing 31 the stricken tower 
fr<~nt ~''' h ''d..:~ is 

¡··,m- i3sVrft- 2T,J 02.6.10) 

"hcrc 

¡. ·· rW = voltage from adjac:ent towers :1ppearing 
a¡;ross the stri.:ken to~o~o·er 31 time, t; 

V 1 t t - ~ T,l • towc:r top volt:~ge th31 nistc:d at thc: 
- stricken to~~oer ata time, (1 - 2TJ 

J, 

K, 

LIGHT'I!'G PERFOR~ASCE OF TRASSMISSION li!'ES 

.. span voltage renec:tion factor: 

_ - 4Z tt"J [Zs - 2Z (t0 /) K, 

zi 
- ~hic:ld "·ire surge impcdance (!l) 

• V rft01//{f0 /: 

• tower top voltaae at current c:rest time. 
t o-" 

- stroke current at crest time, ta- (usually 
1.0 p.u.); 

= an attenuation fac:tor (assume 0.8S un· 
· less better information is available) 

( 12.6.11) 

But on a pcr unit basis l(t0J •1.0 and Z(r,J will ha ve the same 
numeric •·atue as V(t0 ). Therefore. the rencctcd voltage arri\·ing 
at the tower top at crest time, lo- is :~pproltimately equal in mag· 
nitude lbut not dimensionally) to _ 

V'rlt,,J• -H.", ~'r(t.,l)l [1- 2V;:t,.J][t,, ~u~T, J 
( 12.6.12) 

where 

if 

V r{t) .. su m of the rcnccted voltage waves from adj:~cc:nt 
towers appcaring at the tower top at c:rest time. 
to: 

V rft0 } "' crest tower top \"Oitage at time, lo- without rencc· 
tions from adj3centtowen; 

1T, ,. travel time for.a wave to travel to the adja.:ent 
tower and return (~o~s); 

- (t .. ice thc span distanc:c in meten)/(300 X 0.9); 
Z, • shicld wire surge imped:1nc:e, ({)); 

t0 < 2T,. V'rftol -O 

Equation 1:! 6.11 is constructed on the premise th3t corona 
distorlion reduces the renectc:d volta.ge ~~oave to somc:thing ap
proaching a ramp function. The 3ttenuation constant. K.\· ma) 
be J~~umed to be 3bout 0.8S if no specilic data are a•·ailable. 
Thc totll tu,..er top •·oltage at suoke crest time. t.,, is then 

(12.6.13) 

Beca use the insulator voltages have a similar shapc to thc to.,..cr 
top voltJgc. Eq. 12.6.11 may :liSO be uscd for thc:m wnh l·",tt..J 
rc:plac;,g Vr't 0 / --.herever it occurs. 

.<\fter crcst time. t.,. when the stroke current has nattc:nc:d 
OUl and thc to~o~ocrs ha ve rung down, the effect Of •·oltagc rene.:· 
tions from thc two adjacent towers may be treated .ts in 
Eq. 12.b.l2. eJtcept that the computed tower top volt3ge at 6 ¡¡s 
is u sed instcad or Vr(toJ, and the ratio (lo ~ 2T ,}/t., is \CI cqual 
to 2.0. For th:1t case. K, is :lpproximately 1.0. Justas the voltJges 
renected from adjacenl towers reduce the tower top voltagc al 
the stricken to~~tcr, so do they also reduce the volt:~ge acros~ the 
strickcn to,.er footina resistanc:c:, and by nearly the samc ratio. 

J{ 
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EFFECTS OF POWER·FREQUENCY VOlTAGE 

Thc prc ... ious analysis armed at á critic.1l ,·alue of strokc c:ur· 
rcnt. 1,~. for c.1ch phasc. "· that must be '"ceded if a nasho\er 
1'> 10 uccur on that phasc. Ho~AC:\'Cr. 1his anal~ sis did not account 
for an) pov.cr·frcqucnc~ voltage. The po14er·frequcncy \'Oitage 
across ca eh •ns¡¡lalOr cont•nuüu,l} adds 10 or subtracts from thc 
srre~scs crcatcd acros.s the insulator b~ 1he li&!llning stroke. 
1 hus continuousl~ c:hanging thc amplitude of thc mokc current 
rcquircd to c:ausc nashover. This po14cr·fTC(¡Ue~· voltagc: may 
m a k e a significan! changc 1n the lighl!'lir.g :::¡.~11 ra1e. and il is 
d m3JOr rcason v. h)· obscT\ed tr1pc10ts are not ¡JI on the phasc 
ha•·ins thc lo~Acst critica! currcn1./rto. In thc olci.,IEE method. 
thc cffect of pov.cr·frcqucnc~ ,·oLtaac v.as :anorcd. possibl)· be· 
'JUSC itJTC3tl) incrcaw:d the ~•'m¡'IIUJI~ ofthc Jraphical mcth· 
,-e and v.as diffcrent for difrc·c:nl tuv.cr l!e<~mctriC$. In th~ · 
\t,•ntc CarJ,, mcthod. the •n.:hl••••·• of rhuc "'1ta11c: effe.:b i\ 
.IUI<lrnJIIC Hc•"'c'·cr. :n Jnal~ 11.:JI mcthuds 11 1s a f.11rl~ .:omrli· 
.:.11cd pr.,blcm. d•ffcrcnt i'or c:J.:h to~Aer .;onfi¡urJ!JOn .IT•Il for 
c:J.:h phaW'!! arr;•ng.c.llcnt. 

As thc powcr-1 eq .. cnc:y voltagc on phase 11 •'lrics v.···h the in
stantancous voltage angle i. it adds 10 or subtrac:u from the 

Iu= 54 kA 
lea= 60 kA 
Icc=68 kA 

v0 :290,kV 
Vcn=1500 kV 

nash.,,·cr ,.,,•tase. a·,~· for that insulator strin¡; . .'\tan)· •n~unt. 
thc critica! s:rokc curren t. /', ... rcquired 10 crea te a n.uho' c:r on 
phasc n v. ith po.,..c:r-frequenc:y vohage superimposed is 

r = [vr.- V ()O! sin (8~- a.>]¡ 
r• V"' "' 

(1 :!.6.14) 

"'he re V.,. is the crest phase-to-ground vohagc for phase "· 8, is 
1he instan1ancous ,·oltage anglc for phasc A (the refcrcncc: 
phase). Q. is the phase anglc of phasc "(cither o· .-1 :!0". or 
+ 120' ), 1,.. is thc critica! strokc currcnt "·nhout ¡:ocv.cr
frcqucnc) \Oitagc. and Vr11 ÍS the insulator nashO\'Cf voltagc at 
thc t1me of 1,.. from Fi11urc 12.6.3. 

In Eq 1 ~.6.14. fr• is no longcr a constant bcc:ause l)l)v.er
rrcqucnc~ '"ltaae is present. lnstcad. r,,. is sinusoidal. The nu· 
mcric¡¡l Clóimple in Fi¡urc 12.6.7 is for a three·phue case th.at 
miihl b( rt"rrcsenlllli•·e of a )ol~·kV, •·ertical sin¡lc c•rcull :n J 

, :~"m llf h•~h fOI.ltm~ rcsistance. Pha~e C is cl<hes: hJ 1hc .h.c::J 
"ITC, .1nd ..:vrJ>CQUCnll), il hu the grcatCSI COupJjro~ f~..:tor. rhc 
sursc volta~t 3cross it is the lo14eSl for a g¡,. :n troJ.:e. thus re· 
quiring thc h•¡;hest .:ritic:al strokc current, '•r t69 k.-'). if no 
po.,.cr-frequcncy \'Olt3ge is present. The phasc ha,·ing the lo~Aest 

PHASE A DOMINA TES 49.1 'lo OF TIME 
PHASE 8 OOMINATES 34.2% OF TIME 
PHASE C DOMINATES 16.7% OF TIME 
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r. ,¡, the mvsl !ike!~ 10 11ash O\cr first lt may be: called thc: doml· 
~'1l ;lhase. When it 11ashes. it suddenl) is connected to the 

.... er. bec.)rr.¡ng the e..¡ui,alcnt of another shicld -..·irc. This in
l::C;ts tbut nvt ~:1mcl~ prevenls) 11:!sho\·crs on 1hc othcr phases. 
L-.~ pcr~cnug! vf time: that cac!l pbse is d0m1nant (mustlikcl~ 
:,· :l.!;h over fi~,¡) 1s determined in Figure 1 :!.6. 7 by simply mea
.;.~.ng the pr-.'purtlon oi 360' for "'h1ch cach of the .:rossh~tched 
;:~~ses 1s JvminJnl. 

Onc: must kno~~o nct onl~ the pcrcentage of time 1hat ea.:!l 
· ;-" . .J>e. n. i~ d.:minJnt. bulJiso the J\·crage l',~ ior that phase dur· 

·:~ 1 halllnu: !:><:.:Jusc lhis 1S u,cd l•' ..:o m pule lhc ultimJlC tripoul 
n:,· lf ~~o a\ e" dvmlnltc~ bet~~occn ,nstantancous phasc angle elz 
J~J R,, "'hcrc 11: is the ircatcr. thcn lhc: .tvcrage valuc of r~ for 
;"~.!'C n dur1ng thC dum1nant lnlcrva( ÍS S~mbolizcd by 'f,.~ lnd 
'·'~ be .:omputcd fr"m 

- 1 r, = 1,.. l 1 

( 1 :!.6.1 ~) 

., ,,re tri: - 11 1) mu~t be in qdians. As JO e\amplc for phase C. 
~ =i<lO rl:-:,:;o·.n•l:o· 

i' .. =o!! 1 ~90 
1~-

1 1500 

l COS(~50'-J20')- CCS(l90'-12Q') J l 
L 1.0.&7 

= 55.7 kA 

0n..:c thc J\erage .:ritical currenls Jnd the pcrcentage havc becn 
,,, J bJ,,h.:d for thc u me ca eh ph.1sc domina tes, the nut Mcp is to 
,,,n,lru..:t J ba.:k-nash tablc. ' 

- ··--- ------..:::"-;----~~- ----------- ·-------

Ta~lc 11!!.1 di,plays a mr:plified cumple of l ba.:k-r.ash 
table. This table pro\'1des thc back-11ash ratc of eJch phase of a 
tra:'lSmissilln line. TJblc 12 6.1 is an e:\a:Tiple for three ¡:'hases 
I,Jften si.\ may be ;nvul\ed l. E\·en though phase . .f rcquires the 
ill"'c:st -=~itical strokc ,;urrent. le,4• 10 cause tlasho,er. the pll~~>Cr· 
frC\iUC:n~:-- ·.oltages Jistr,bute thc nasho\·ers -..ithin ;¡IJ thrcc 
pb~cs. 1s >ho-.. n in !te: m 7 llf thc 1ablc. Detailcd procedurcs are 
presen1ed in thc .:vmplctc numerical examplc in Section 12.10. 

12.7 SHIELDINQ PAILURES OP 
TRANSMISSION LINIS 

PrC\tuus <c:ct:ons uf this .:hapter have dcalt primarily -..ith 
nashllver llf 'nsu!Jtlln "'hen lightning contacts thc to .. er top or 
thc: sh1cld .,.,,es dllsc to the tower. Shiclding failures are another 
11:hhovcr mc:dtJntsm that must be considered. Thesc flilures oc
..:ur ... h.:o .1 nash mi,;cs thc shicld wires or to~~>er .tnd ·termina tes 
dire.:tly on thc phase conductor. Extremely high voltages wtll 
quickl~ dC\·elup at the contact point. and thcy ~~oilltra\·et in both 
dire.:t lllns ll•mg 1 he ;:>hase .:ondu~tor, eventually rca.:hing onc or 
more IMulatl)rs Jnd .:aus1ng J nashover. The probabilities of oc· 
curren.:e ut' >hteld,ng lailurcs must bC computcd for cach dcsign 
bc:..:Jusc .u.;h fatlures represent a significan! proponion of the 
tl)tal 1r•puu1 rllc "1 wme lines. particular!)· lincs with only onc 
~h1cld "'1rc. 

THE ELECTROGEOMETRIC THEORY 

To J~a!~zc :~ :::..:ue~;.- of shielding failurcs on lincs. var
i0U> clectrJ!!CI,;ITIC:nc: :ncorics ue often used b) thc industry. In 
t QbJ. Young. Cla~ ton. and Hilcman (4]) authored a basic papcr 
(svmc"' hat difficu!t to llbtain becausc it was published as an 
1 EEE supplcmcntl that la id the foundation for much of what is 
now thc clectroge,,metric thcory. Whitchead and his collcagues 
r4J.Ut hJ•C made ,¡J!nili.:ar.t rccent contributions 10 this ap
prlla.;h, both in lictd-...•rk and in analytical C\'ólluations. 

Table 12.L1 

ltem 

Te' al s:ro~o.es to l!ne per tOO km/year 
's.-,,;·C•'l<; :a.>w!:' strokes not ínctuded) 

;o~·: er.1 a ;e -:t ccm,nance lor each p!'lase 

~ S:<;;•es :·: :::-.er ;::e• year (1tem 3 times 1tem 2 
lJ!;•tJe·J tv ·QO¡ .... ~.:le eac~ pnase 1S dom:nant 

... :·e ·f"~· ¡•r···! ~·J t..:Juc;~ 

•:,¡·.··.·.,,: .t-J ~2 ti !~) 

;.:,,~~- 1~ .. 1") :11a1 ,·~..· ohdl ~e e.ccei'IJ~d 

1:,.:n1 F·•Jult! 12 .S JI 

"<u.,tt>r el strckeS per year exceeO;ng llo~snover 
'<'•el l'!e~ ó t1mes 11em 4) equats ttasho.er rate 
ce• pl'lasl:.' 

a fo•al baclo.·!!asl'lover rate per 100 lo.m per year 
isum 01 C:Jiumns '" 1tem 7) 

EXAMPLE OF BACK-1\.ASH TABLE 

vatue 

!35 

.. 
~· 

IJ 3 

l~ 

:A OB ~e 

49.1 342 

25 o 21.3 8 5 

47 4 55 7 

o 26 o 24 o 20 

65 5.1 1 7 

567 

•- ----'-."3 

~
· . . , 
' 

l . 
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IJ•K,•¡-r;r 

K1 .. 0 4 W 

Kz•07tW 
W •INSULATOR LENGTH ¡m¡ 

.~'------'--~-""'--L-.-J.- ..:.._ ....... ...~.. ___ ~ 
J 2 l 4 5 6 

TI!.~ E TO BREA~lJOWN-., s 

;-.·e ·z 6:! C!GAE 'oC:t·! rr.e Cwrve for llashover of line •nsulators 
;'T. ::ar.,:· :3. Pc¡;~ia"s~r a'~e WMer"lea<l. 

~~:e ,.-....,.-"l"r"· 

' 
VOLT TIME CURVE FORtNSULATOR 

2 63 MUERS LONG 

'.'.t.GNtlUDE 
RATIO•t61 

IIcn•161kA) L 
NO RHLECTtON 
FROI/. AOJACENT 

·.:,~,:.~OR vCLTt.GE Ven TOWERS 
':,;; :~A S: f'011E CURRE~T -·'-l~~7r-----l 

. '!------+--\ -f---7o'-+-----+--r-:'~ 
W ITH VOL TAGE REFLECTION 
ARI'IVI'IG FROM AOJACENT 

TOWERS AT TWO MICROSECO~OS 

co~~-0~5~----~----~~_.~~~_, 'o u 20 u 30 
lt~l-.,s 

4000r------~-----~-------------~----~------

l 
! 3000 

NO AC~t.LE~T 
TOV>lR 

RHLECTIONS 1 

.... 
o 
> 

1 

... ····t ········· 
1000~--~~~~---~--~~-~---J 

; I'JITH AOJACENT 
ITOWER REFLéC'!IONS 

F.gure ~2.5 5 tnc:ea• ·; s:roi<.e cur·entto t6111A .ncreases tnsula
tor ·.-ot:a\;e u!".!•l :: rea~· .;; :~e tla$Tlo,·er voiHtme curve. 

the .,ru"-: ''~'' ltmc _·..!JI about fl .. ,. J lhen lo .,.urk .,.ith thc 
'""'c:•tuf thc: \"'o'''''·"'! ''r<l~C .:urrcnt~ thus obtained. 

e Jld ... ell ~nd Dar\ :".IZJ 1 ./0• Jnd other• h3\C pumted uut that 
it j~ inJ.:CU!JIC 10 J>'- 'te th~l OashO\'Cr .,.,IJ OCCUr.,. hcn 3 volt· 
a~c "'J'C ¡u~•••'u.:':c, .'le ,oJHimc .:ur,·c. Ho ... evcr. v.hcn u~inJ 
onl~ a hJnd .:al.:ulat~· t~c addt11cnal complui1y in compu11n¡ 
~e"eflt~ fJ"Or\ ~~!!e·:· .11~ not "'""h the effort if sorne corree· 
11, e multtplicr can !x :·.- ~ :1d instCld. Thcrc are SC\ eral innuenccs 
thal arguc for l rc,c:~~:,on abo\C thc \Oit·timc CUf\'C. Thcsc in
elude the folliJv.tn~· 

In rulit}. !he !C. 'imum slr;,i.e curren!, difdl. docs not t:J.· 

ist al thc eres: :: the cur.~t "'J\'C but shortl~· bcforc: it. 
Th1s reduce\ ~ ~: insulator \'Oha¡!e ard r~uires more 
>trole ..:urrcnt 

Thc to.,.er goc~ :·to he a,·~ corona c!•trin~ 1\1rt ofthe break· 
do"' n rr.xess. Tnis reduces its sur¡¡e impcdancc: and thc 
tn~ulator '.:itaf:. J¡:.!in requiring more strokc currcnl 

S.:-me na\':es :: ·:ninatc: on thc ~hicld "'ircs. a short or 
mudcrate dt\t~·.·c 3'"3)' frl'm thc to .. cr lop. Thi~ reduce!' 
the •11rren1 c~::~'"S 1he lo.,.er top and r.:quires more 
\trulc .:urrcnt : . .;rc~te n~~hO\(f, 

Th.:re IS onc .nn.: ·~e thal pu,hn 10 thc orro•itc dircctiun: 
th.: JJc!ittOOJI ,.:J!tJ~C ;~ C~Ch rh3\e COr,du.:tur duc 10 lhC: rclc~•C: 
of t-vund C!lJr,c u~~: :.¡:htntnl! n~~h return ~lfolc OCC:Uf). Thi• 
add'''''nJI HJiiJt!C ~-·~.:en t~norcd lhu~ far in thc :.~nal}sis. Thc 
authur Jd,,rt\ ttlc ;;,·~ ~!umi•c of oiiiO"' in{! lhc tv.o cur,·c~ '" ju'' 
10UC'l Ho ... C\(1, \he. ·.·Le .:urrcnt ~" d.:mcd nlJ~. if rrcfcru:d 
by ,,l~.cr r~<c·:·pto·· be multirlicd b) .,.hat.:,cr pcnc:u;.tiiJn 
fact..,r onc r•c(cr\ 

Thc \tro~e .: ... rrcr· r.:-:¡uircd for lhc in•ulator ,.,,lt,,rc in an~ 
rh;¡~c. n IC' rudttllc ~·UidlOr \'Olt·llmt I:Uf\C ¡, d.:fincd :.1' th.: 
critt.:.l qr,,lc curre~. 1 .•.. fur that rhJ~C. In lhl) ch;•rtcr il .1' 

co~:¡utcd JI lhc .:re· 11m~.: of 1hc ~trl•l.: curr.:nl Jnd al fl¡¡• 

Th, ¡_,.,.,,, t'f thc t•• . .:nltcal currcnls ¡, u•.:d hJ ..:vr.1ru1c "". 
lflí'VUI lliC fur lhJI ;'~"~C. 

REFLECTIOHS FFIOM AOJACENT TOWEAS 

RcncctiC'M rrom ~=¡lccnl 1\lV.Ct~ C30 drivc dCI ... n thc '"'ur ... 
tl'l ,,•ltJ¡"C' ~• thc \ll•~lcn to,.-.:r by r.:nc,·tcd .:urn:nt "'J'''· ;a' 

•hu .. n '" ri.IIIC~ 1: ~ 9 o~nd 1 ~ b.6. Dcf'l;ndin¡ ··n !he )r·'" 

WIW.}IIQI_ ZZQPZ .. UM. t.W 1 .. _ .. ~-"" .... .-~ - .-· '!·. ·- ,/ .... 
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¡
. (SAME CIRCUIT CONS TANTS SHOWN iN FIG. 12 6 1l 

COEFFICIENTS OF COUPLING: UPPER PHASE: 0.56 
MIOOLE PHASE:. 0.38 

1· 80TTOM PHASE: 0.29 

1 O PER UNIT STROKE CURRENT 11icA): 
1 STROKE CURRENT TiME TO CREST: 1.8.r.~.s 

1 

<: 

5 
> 

~ SOTTOM PHASE INSUL ~ TOR 
.:: _, ; 

1~~~--~--~--~--_.--~~~--~--~--~----~~~--~--~--~--~ 
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 lO 3.5 4.0 

TIME- ¡.¡s 

· .·~ ·~-:;: E•a.-.c•es ;¡f,nsutalton voltages in per·unit el crest·Stleke curren! fer a flash te tl'le ="'-::~·:.IC;.•t :cwer. 1* ... 'Jñl ~~ I·A. 
:·. 1' ·J 1 

PENETRATlON OF INSULATOA VOLTAGE INTO THE VOLT· 
TIME CURVE 

TJ ·"";:-.··~t . .lil'tghtning voltage calculations have been per 
"~:t' e.~\ ~i · .. ;Jugc per 1 kA crest stroke current entering the 
·,,,.cr 1 ll-,e .~>ulatcr ,oJtages prescnted ha\·e all been derived 
'·:r ::-:e 'l:n¡:: :·~~c::on of stroke current (Scction 12.4). To fit 
~r.·.t .... ~,::n r~.-u•remcnts it has been shown that this ramp func· 
: .. ;n ·hc·~'d c~e'i ~omc~~ohcre betwccn about l.2S ¡¡5 and 2.S ¡¿S 

t F·:~u·e l: .a~). "e't. the strokc current required to cause 
11.,. "·..:·.e~ mu~t be determ•ned from the per unit voltages and 
·1··-:1 ·~.: 1!1'o.~:Jtl.lr ,oJt·l!me curves or the air-gap. volt-time 
....... ,.: ·~~ J r ~JP :s ... ·eaker than the insulator. 

¡-,,. ~:~·~·' :luge k,cJ at ~~ohi.::h Jn in.;ul:uor or air gap v.ill 
,, .·~ ·. ~r" "·'1 J '''"'"''11. ol i~ J functi,)n •>f time. The ~hl.lrll:r 
'. ~ ... · · '"' 1 t ";.,,·h f.o dure nú'llf~. t he tzrC.IICr lhi~ V\lltJI.lC I11U~I be. 
) :•l!l': _, '' l ~~~ ... ,·nh .1 an.ttht:Hl.llh.llh ,,;nl\\t."lli(OI 'Ct ,,f 1n'u 

i 11 '1 '· i; ,,.,_. ''""'' ¡•ul•i"h~·,(lo\ (l.HH'IIl/,1 .1nd dihCf\ f/IJI 

¡o.,· .. ;·:•.:r :,·!1 rdrt¡,ofl.l<~r J,Hl¡,! lll'IJl,oi<ll \lflll[:\.ind,hurt 1!1111:\, 

·' ;'l·r·'· 1:11 .<11 ,·,tr.l¡'o.•l.lilnn bo:.:.1u'c •cr~ f~" I.IJIJ are JYo.IIIJblc 
'' J :·;,,, Jrrru\lmatlon. u~c thc atr·¡;Jp l~n¡¡th 1f the air g;.~p ·~ 
le,, :h~n thc :,·ngth of thc in~ulalor. 

.·\~ rrc:v1uusly Stltcd. thc \'Oitagc: v.-aves shown in figure: 
1 ~t-.~ Jre ¡l(r unit. lS are all cakulations thus far. lf the suokc 

..~, J ,·rcst curr..:nl of 1 k..-\ at 1.8 11s. thc:n the bouom insul:llor 
dc1 ··l0r' a .:res: \'OitJgc of 1 .a kV at 1.8 ¡.¡S. Howc,·c:r, an 18-unot 
on~uLlt<-'r ror ).¡S k V is Jbout 2 63 m long. and Figure 12.6.3 re· 

t.¡uirc:s thatlhc volta~c ror n:~,h..:,cr JI !.K ¡JS be ~~~o kV. Thcrc· 
fl.lrc:. for a na,hovcr lo de\·cl•1fl. 1hc strokc curren!. 1, •. must be 
increased by 2: SO¡' 1-' 11 ñ 1 11m e~ l 0r 161 kA. Th1s currc:nt.l,. •. 
thc critica) currcnt to cause the ;'hase" insulator to nash ovcr. 
may have a different \Jiue for cach phase. Consequently. all 
phases should be computcd. Th1s translatton 10 a slroke current 
neces.~ary for nashc,cr is diJtzrammcd in Figure: 12.6.-' for thc 
bouom phasc: .nsulator wavcshape of Figure: 12.6.:!. As sho~~o n 
1n Fig.urc 12.6. S. thc: two .:unes ;ust touch JI 1 S JJS, but thc in· 
sulator voltJgc cune .::uts thruugh thc volt·time curve be~·ond 
2. 7 JJS. JI ""ho.:h ¡'lOint l.lnc v.ou:d infer lh.il nashovcr is more 
lt!..c:l~ to <X..:ur . 

Ho"c'c:r. thc in;u;JIIlf '"''..1~<:' '" Fig:.~re 1 ~.6: "'ere ~om
puh.:d rl.lr thC (J>C üf nl.l r..:I~C.:IIl'O'\ Jrrl\;ng from .JdjJCCOI 
''"'"C" ·\d;a..:cnt '""'r~ '' 1)1 u,u.dl~ t>c .: l:>oHol )00 mor les\ from 
thc 'tn..:kcn t<•.,.cr .. 1nJ .:url<"llt rl'lk~·••"n' .,.,lJ Jrri'c fr,•m 1hc'c 
I1H\\,'I' ''" h,-th ""'"·"' ,,f th\,• '1111..~,·11 1.,-..cr 1U .thuul 2 ¡,~\ ¡)f le'' 

lthc•cl·~·•,,.llo~ht" IPII•u ''''·"''''"c'll"l.cn•.•~c,.;,ont.l,o 
l hC''~ ft...'t1i,;'~o.llltlh .lll" 11\ lh\.· t..flt\.'' IHlU 111 ,)¡¡\(di)\\ U thc \\lila.'\."' 

.1t thc ,¡r"~c·n '"""'· ·'' ,h .. .-n h, th,· J .. ttcJ \,n" 111 1 ~ .·,, 
l ~ t- J ~nJ 1 ~ 1> ~ (J<,.:u"cd ,ub,co.¡ucntl) l. 

In gcncr~l.thc ¡,..,,,!1\ln uf lhc ¡un\:tureofthc 10\UI~tl.)l lt•ll· 
a¡;c .:une "''th thc '"'ul.tll.lr Vl.llt·timc curve v.·ill be al thc •-rnc 
time J~ thc '"'' t1n1t.: of thc 'irokc current if·footing resi,t..~nce' 
;¡re modcr.1tc Jr In ... Hl.l\\C:\Cr. 1f footing rc~•stanccs Jrc h:¡.-h .. r 
thc 1..,.,.,r, .He ,hvrt, 1hc jun.:turc may occur bc)l.lnd :he .:rc,l 
tome. Th..:rcfl.lre. it ¡, .tdvi~ablc 10 compute the juncturc bo.oth JI 

~6) 
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F:~urc 1.:. 7 1 \hov•s a ~implilied moocl or thc ~tulatcd 
.J1'!1:!c!:~~ r.!,: .re mcchanism for ene ~hicld ~~oire and ene pha~e 
·~~'~tiCt.'r J:-,,,~ l hori1ontal carth. In figure 1~.7.1A. thrcc 
~T:m.bc<o <)f c..:..:JI .:urrent magnitudc are sho-An ncaring thc linc 
\\,:¡ ~.1<~ JrrrJa.:he~ "Aithin a ccrtain di~tancc. s. of :he carth 
J;.1d the llne. •t ·~ ir.rlucnccd by -Ahat i~ bclo~~o· 11 and jumps the 
J·:·IJ!'I.:c. 1. 1,1 r.'1.l~c conta.:t. This distancc. 1. is cailcd the smke 
.i'-tlncc. ~~~:ti~ l kc~ conccpt in thc electr()gcumetrlc thcul")·. 
ii~ •tr•~~ J., u n~c ts .1 functton of 1 he ch.~rge la nd <:()Mcquently 
~.:urr~~~, •n thc .:hlnncl uf thc ~prroad'ling nash. L'~ of the 

• .,~:'''" .!e•.:!.:o¡-<d b~ Lv\'e ¡4j¡ to find this distan.:c ts recum· 
~ded: 

·JI 

1 

-.s. . r 

_...,. ... -

.' = 00~95 1 ~~ 
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1 1 
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r.;¡.J"t 12 7 1 An eteclrogeOtnEIIi( model IQT $hlfllding failurH. 

... he re S is thc ~!ri~e dtstancc (m l. and -A he re 1 is thc stroke 
currcnt (kA). 

, n F'i~urc 1 ~ i .1 A. na~h A maJo make its final jump onl) lo 
:~e 'hicld ~~oire becau~c an)-A hcrc on thc are OP the distancc to 
~~e rh.l~C conductor. 4J. C:\.:ccds S. FI:ISh e may jump onl)' the 
d•sunce. ;Js. to the carth bec:~use 3n)"'here un line QR the dis
:.l 1-:c !O the ;-ha~c ~onductor is too ~reat. The cocrficicntB allo"'·s 
fJr ·he woJn!,llikelihood that thc linal mikc distance to the hori
:.-~~l! ;round planc. with 1\S -A idcsprc:~d allracti\·e cffccts. "'·ill 
~ ··~:diC3ntly diffcrcnt from the stnke distance toa ~~o·irc sus· 
rc~ccd abQ\·e thc plane. The \'31uc or j uscd b~ thc author is 0.8 
r .. rE H\' lincs and 0 67 for t.;HV lincs. !'\otc that nash 8. as soon 
.l' '' rcachcs the are PQ. may jump only 10 thc phasc c-onductor, 
C·. beca u~ distances to t he shicld "'·trc and cartn "'ill cxcccd the 
':•d .. c distance. for \'Crtical nashcs. th .... idth X, thcn estab
h~es ;~e un\.u\crcd arca ofthe carth in which !1ashcs that ¡;cn
e~~l!~ "culd re:!ch thc carth ~O!"ll<:t the ,•hase condu~tor 
.n,tead. \\'hitchc:!d and Brown ¡4.;¡ C:\pandc.J thc electro¡;co
, r,ctric a na 1~ sis to include thc cffects of flashes coming in from 
·~ther than a vcrtic:~l direction :nd sho~~ocd that. dcpcnding on 
:he flash lngular distribution probabilities ene assumcs, the 
"'Jth \"s "'ill change. This ~~oidth should also be adjust .. J f·r 
:.~·~ubting tcrrain. ncarby trecs. and locations alungthe sp::, 
• ~.:lu~ of saf). In \'ic~~o of t he~e unccrtaintie~. the author ill 
.~.:,zc the simpli~tic assumption of only vcrucal nashes until 
the 1ndumy arri,cs at a con~cn~us for the corrcctions. In all 
,~1c!ding failurc CJiculations, use a\'crage conductor heights, 
i.c .. hci~ht at thc toJ"cr minus two-thirds ofthc sa~. lfthe shicld 
.. ·e rs :':'10\cd mJrc ncarly O\·cr the phase conductor (fi¡;urc 
; : ~ : 3;. a .;ondition "'ill be reachcd in "'hich the unco\'ercd 
J~c PQ disappcars andan)· incoming strokc cannot reach the 
r~J~ conductor. This rcsults in an errc:cti\ e shiclding on¡;lc, 
" E lf S is known. and if BS> r •. a t. gonomctric solution for 
thc un.:o\crcd "'idth X, is 

\", • S(cos8 + sin (n, - w)) 

Js-r. 
1 • ucsin 

S 

F 
... - uccos-

:s 

( 
X.,- .\'e ) 

o , • Jrctan 
- rc- r. 

Jr .1S <),..e os 8 1< ~ct equalto unity and. 

.\', • S[ 1 + sin (n • - •• :)) 

\. 

AnAIHMENT OF EFFECTIVE SHIELDING 

(12.7.2) 

( 12. 7..11 

To attlin an cffc..:ti1c \hif.:ldinp ,,,nditiun ( li~ur~ 1 ~ 7.11!1. 
1 ~C dc~i~ncr 'A Ould U~UJIJ) hold thC (lhasc tOnduO:IClf fi~cd ami 
m,l\C thc ~hicld llÍrC horizontal!)' unttl thC unrruiCCICd ~~oidth . 
. \ .. i~ rcduccd to zero. For ~ood shicldin[!. ifthc X coordina te of 
thc rha~e conduc:or is takcn as zcro. thc XG coordinJIC of the 
,hicld ~~o ire. X c."' ith rcsrcctto it. i!> then 

.\'e- vs1 - t;JS- r.J1 - vs:- 1tJS- r,i (12.7.1) 

-------~ 

_....,. ..... .,.~-~ 



'·-'l~ · 'J~ :or ¡:...:,,::'~ ,h,ój J.~:;lc:~. \',, "'!11 be nc:gative be.;ause 
tñc: ,.-··:Id ""'re.,.,;¡ be: 10 :he :c:t't .)1 ~';e ¡:-hase: 'ondu~:tor in Fig
·~r..: 1 ~ ' 1 

SHIELOIN(i FAILURE RATE COMPUTATION 

1 ' ' r. ~ : 1 nc " ·;. ·1 e: 'e~:".::' 'h ·e¡, 1<·'! , hu: llllll):: f.11l u re' "'d ¡,..:. 
~Uf. ::·,j 1'-1 1:- ~ •lf h,¡ 12 ~ .1 J)')'liC~ f11 ,01\c f,Jf 1hc ,}llciJ· 
·:~ ·',.:.: '.11<". •·r,: .. •r.:;•t:tc :he :Lt~nnudc LJf •tr••~c ,·urrc:nt. 

l., ·.· ·•::.1,~ .' • ·.~e •:•·'-1·~';'-''cd :-:l':.J,cl ¡ust ,uffi..:ienttu 11J~h 

! 1 :::.7.6) 

... ~.:-~ '""'" is :he rr.inimum 'hie!ding failure stroke cum:nt 
•.~·\ l. 1 e 1' thc .n,uiJiur .:rtli.:Ji 11Jshover volt1ge (k VI (see 
f- :~·..;r~ 1 : ,(_. -~l. .J 11! Z, is t he ~:Jrge :mpedance of the phase .:on-
d~..:·,·r. 1n.:li.;d1ng :Jrvna effects 1 ;ce :\ppendi;..es 1 ~ . .:! Jnd 
1:.11 '~':. :nicrt /.,,n 1n1o E11 1:7 1 1nd salve for thc mlni
mum ,:.n~c dt~:J~'II:c. S.,..". :u thJt ~hJse. With Sm,n dcter
mtn..:J. -.:omp.;te :he un~hic:!dcd "'idth. Xs. from Eq. 1~.7.~ or 
E11 1 ~. i 3. 

\:thc•ugh nut ~i¡:>areni Jt lirst. .JS thc distance S in Figure 
: ~ - 1 ·\ :~ :n.::=:~sed. :!1e Jr..: PQ .:!c.:r.:ases. lf S is sufficicntly 
. ~ r~,·. H.: PQ x.:omts zcro. Jnd 11 ':IC.:Jmcs cquivalcntto Figure 

• t B Thl> dhtJn.:e. d~'1g.natcd S,.,w is the strike distJn~e 
,, r~o.:,;-.:nJ1n!! tu the nl.l\!mum 'Jiuc <.lf stroke currcnt. lmw 

t hJ! -.:Jn -.:Ju,~ J ,h,cld1n¡¡ fJdurc. Onl) tla,hc> havinl! stmke 
.:t~rr,·r.t~ t:-c:-..c~n /,.,,n .tnd /,"., ~·.~n .:Juse a .hiclding fJilure ac
..:.•r,t,"~ 1,• thc .:lc,·tr••IIO.:•""o.:trl~ th.:,•r~·- Jnd thcsc..:urrcnts must 
t--r:li:~.l!<' "'llh:n :he: unrr·'lt:<.:tcJ arca 'Thc ~uiUll<.ln f<.Jr S,""' IS 

.:o.; u·' .:knt ,,, '"1' ;n~ E'-1 i 2 ~.: fur S. 
H . .,.c,cr. :n L~urc i: ~ :. th.: l.:ngth uf linc OP appr<.JJ.:hc) 

S"'·' :,·r '!~c·'l ;¡rJ.:'.i..:::.I.:J>CS, :J•. lf 11 is Jssumcd thatlinc OP 
:., .:;-rrc\:rr..~•.:l~ 1he s.1me u S..,., (an assumption at least as 
,_,:·:d J'i most ·Jf :he vth.:r .J>sumptl<.lns on which the cle.:trogco· 
n'.::r:.: thec'r~ J> bJ~edl. thcn the qu;~dratic soluuon for Sm., is 
mt.:..:h ,irr.pltr:cd. Jnd it is <:J'i)' to )h<.l'A that 

t 1 :.7.7, 

) .. 

1, 

H .:; ., • 11 

e, -= (1'1 +- 11 

m = ,lu¡:-e o( linc: OP in figure 12.7.2: 

F:~ u re i ~- ~ :¡:ro' 1Jc:~ :he valuo.:S b~ "'1·¡¡-.:h r. mt.s: t:>..: .-:--:;.1: :-. 
r:lc:d l<.l ~·bUin thc appro.\imate \'Jiue of s ...... lt i< ;¡ :u~..::;.:n 

.)~!~ ..:-f 'll.lnd the .;ocffi.:ient J. f<Jr EHV linc:s.the J•.Jt~..:~ u,.:, 
j =O:- .1:1d for L:HV lines 0.6". Ho-..c:,er. t!1c:s.: ,.Jiucs J~e b' 
r10 me;):1S tirml:- establi~hcd by the indumy. · 

.\t :::1s point. the m1nimum ~nd tna.,imum stroke .::.r~c:1:, 

:hJl ~:!n .:JUSC J >hic:fding fJilurc nashu,er hJ\C b.:cn -:ictcr
m:nc:d . .l> h.1s the unshi..:ld~d '"dth, .\',, J5>'.'lo;::llcd -•.:n-:~c 

1111111n~um -.:urrcnt. For the mJ~1mum curren!. l-n••· .\'. ,;:~:-~, 

''' :.:rv Thc: ,1\0.:r.Jgc un,hio.:lded "'ldth 1s .\',/ :::. Jnd :h~ ·A·J:·~ 
\. ·" ¡o,,-d f,,r th,· ,hi.:ld1n~ f.ulurc: ..:••mrut.IIÍ·'" fh.: r.•.·-:.c:~ , 
!1J,~.:' ..:Ju"n~ 'h1cid1n~ f.¡ dure 1' th..:n dch.:rm1ncd b' ... r:-r·"·· 
111~ the muSl prub.tblc numbc:r úf i1J>hC:S f':r 11)() ¡-.cr -CJf :JII· 

1ng.-ilh1n.\', tb~ Eq. 1~0:.1) ,1nd multipl:1n¡: •his ~~.;:;;:"<:re-' 
th.: ojlfiC:rC:n~t: uf !he pr<lbabiii!IO.:S ,¡f thc f '"" Jnd :~e / ... , 

.11J~hC:\ .xcurring. or 

. -'~ .\sF = 0.01~ T-:;- 1Pm.n- P,.,,.. \: ~-- ~ 1 

-.. hc:rc: .\sF is thc: num~r of shidding failurcs per iOO k:n pe~ 
~.:Jr. T is the keraun1c le~el (thunder-days), Xs is the 'J!'l;>rv
tco.:ted "'idth (m). Pm 1n is thc probabilit~ that 1 mci.c 'AIÍI C\

..:e::d /..,,". and P""., is the probabilny that a struko: ,.¡¡¡ c'-:c:ed 
1 .,., .... 

'<.ltc thJt EQ. 1.!.7.8 is for onc: sh1c:ld "'trc: .1nd vne ~n~>e ~c:n
du..:tur Thcre ma) be uthcr phJsc conduct<.Jrs thJt 1rc: ..:i..: n
;:>oscd. vr thcre mJy be one phasc CLJnductor :hat 15 ~'¡x....:d vn 

, o }----+--+--

... , 

5,¡AXr s Yo 

s~--~---4~~~-~~-

m = 

o 2 0.4 06 0.8 1.0 
m (SLOPE OF LINE OP) 

Sl OPE OF 
LiNE OP 

, 2 , . 
F·~u·e 12 7 2 Tne ,alue ot S tly ""'en Y0 must oc n'uii,~'·O: J 1..: 1 "d 
$~•· tne ma••mum pOSSitlle Sl!lktng d•Siance 
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llo he re ( J' r.'z is the ma&ftÍtudc Of IOIACT IOp voltage al 2 
~s for a onc·pcr-unit mokc currcnt crcsting al 2 ¡.~s. Z¡. 
Z •• T r. and .¡, are dcfincd in Equation 12.6.1. (Thc 
damping constanl .¡, usually ,.,.¡)1 not ucccd aboul O.l 
and .\"in Eq. 12.6.2 ~~o·ill usuall) be about 4 or S. Consc· 
..¡ucntl~. -J.' and .w/v are \'cr)· small.) Thc magnitudc o( 
thc footm& rniuancc voltasc. l'~tll+TrJ. is c:loscly apo 
~hl\imatcd from Eq. 12.6.5: 

IVR}z- [ ¡¡lt z, ( 1 - _i!_r_)J / 
1- .¡, 1- ~ 

(12.10.2) 

v. he re (V R•: is thc magnitudc Of 10Jiagc aC:rOSS thC fOOl• 
. '"1 rcsistancc at (2 + T r> SlS for a onc-pcr-unit strokc 
.;urrcnt crestln[. 11 2 ~s. F ;om Eq. 12.6.12. thc ,·oltagc 
rc!1ection from o.~djacent towcrs. ~~o·hiéh appean across 
the strid.en to~~oer al 2 ¡.¡S (providcd 2T, < 2), is 

. -4Ks fVrJi 
(V rh- Zs 

. [1 - ~ fVrJ: J (1-T.d 
. Zs 

• 
-~ 

(12.10.3) 

"here /\, is the span attenuation f3ctor (ddincd under 
Eq. 12.6 11 ). lf T, > 1.0 ¡.~S. thcrc is no volta¡c rencc. 
: aon :11 2 ~· f"x toJCaJto-·cr IOp \Oltagc magnitude il· 

(12.10.4) 

Thc volla@e. (V ,_1: al crossarm n al 2 ,.s is still detcr· 
mincd by intcrpolatian. as in Eq. 12.6.8: 

(12.1~.$) 

[IVrJ2 - fV•J:J 

Thc insulator sur@C voltaj!C ror phasc n at 2 ¡.IS is lhc dif
fcrcncc bct~~occn thc crossum surJC volta¡e and the 
rhJ\C conductor SIHIC \"Ohage: 

(12.10.6) 

-\ftc:r ihc currcnt wa\·c has crested :1nd thc towcrs have 
run~ d,,,. n Jnd aftcr the cffcct of to~~oer sur1e impcdance 
di~Jrrc:Jr).thc cquattons ofScction 12.6 >·icld thc fol· 
"'" '"11 fur thc 1-ohascs dC\·clopcd al 6 ~s: 

(1'11,.-¡1'111,.•/l'r•'•-[ Z,R ]1 (12.10.7) 
Z, + 2R 

Th~· rcncct,on~ from thc adjacent to~~oers h:I\'C not run1 
d,, ... n C0mrlctcl~. For simplilication. onl) thc first SCI or 
r~n•~:tions ¡, uscd. Thcn Eq. 12.6.11 applies and be· 

O'' 11. • - ~K, Z, ( R ) 
2 

Z, + 2R . 

[ 1 2R ]1 
. - Z, + 2R 

(12.10.8) 

6. 

Thc total pcr unit insulator voltagc at 6 ¡.~1 is 

(12.10.9) 

from figure 12.6.) thc diclcctric strcn8ths oran ínsula· 
tor mins at l and 6 ,.s are 

(12.10.10) 

"'hcre (I',J: ÍS the in¡ulatOf flashO\'Cr Slrcnglh al 2 ¡.1$ 

:1tV l. (1-',¡6 is thc insulator flashovcr strcn¡th al 6 ¡ó 

(kV). and W is the insulator length (m). •t.he critica! 
strol¡c r:¡rrents rcquircd lO flash OVCf insulalOf n al 2 and 
6 ". r~spcctivcly (in thc abscncc or ·-.~wcr·frequcnq 
\"Ohaac) are 

rl,..lz- 820 w - {V¡Jz ( 12.10.12) 
(11 uJz (V,.Jz 

S85 W (V1), 

f/r•J• • (V,,J, • -(V,.,, (12.10.13) 

~ JCDCTII anai)'SÍS ol pO'A'Cf·frequcncy efrects ÍS in• 
cluded lO obtain 1 goocl simulation of lhe way power• 
frcqucncy ''Oha¡es influence thc sharina an:ona the 
1'3rious phases or thc tripouls that occur and be ;.1usc the 
prcscncc of pov•cr·frequency volta¡cs can makc a noticc· 
ablc i!K'Tusc in total tripouls observed. The 3ppoach is 
th¡t prcscnted in Section 12.6 (Eq. 12.6.11 ). Combinina 
Eq. 12.6.1~ •·ith Eq. 12.10.2 and Eq. 12.6.12 yiclds 

• _ [820 W- V"" sin (1.- a,.)J(l ) 
ti ...Jz (V ,.. 2 ,,Jz 

and (12.10.14) . 
l • 1 -[~85W-V.,..sin(l.-a~)]<l) 

f ... • (V,,J, "' • 

. (12.10.1~) 

..,. hcrc flr•'"' is thc critica! stroke currcnt rcquircd to 
cause fl3shover of in~ulator n al nr ,.s "''ith po~~o·cr· 
frcqucncy \'Ohase pruent, 11

001 is the cresl phasc·to
Jround \·oll3ge for phasc n. 11,. is thc instantancou~ 
\Oitapc ;.ansJe. "• ÍS thc ph¡¡sc :ln,le o( rh:UC n (Cithc:r 
o·.- 120". or + 120' ). and Wis the ltn~th of the in~u· 
l;.tor ~tring (ftl) 1820 K' j~ fl'rlz, n:~~hO\ef mt'n,th ,,( 
thc insul:~tontrinJ at2 ,.s (li\') and ~¡¡~ H'is fJ'rJ",thc: 
nasho\'Cr strt'ngth of the insulator strins at 6 ¡.~S (kV)). 

7. Probabilitics or nashO\'Cf are dctermincd dircctly from 
the suolie probability curves. Aflcr the critic:~l suoLc 
currcnts (~~o·ith pov.cr-frequcnq· crrcc:ts includcd) :are de· 
termincd, the probability of a strokc cqu:~linp or cacccd· 
ina thia valuc is found dircctly from the moLe 
probability distribution curve ot Fiaurc 12.4.3. The 
Andcrson·Erikssoa cune 11 usccl. kno•·lna this prob-



--

·' 

VL ·11 = ( :R'z+, z,·) Vríl' -.R'ftl! 

·• h~rc: 1·,.:1.1 1<; the 'ul!.1ge JI :ln) t:me. 1 . .ll:fll'S L Jnd ¡·r•:. :s 
·~~ tll.,.~r tur >utuge Jl t1me 1 .• \lso. 

·'';ce: 1 H' t · " t he: 'ui t:t¡;c: J l u me: t J<:rus. :h.: C:l.jUI' ~!e: m lV<ilir.g 
:~''':.Jn·~c: R' Thc:n. 

' 
¡ -- !• =: 1 

r, 
~·r:li- -- R./ ft: 

;, 

• :,e·:¡ •'" 11 1s thc: v0it.Jgc: Jl cr0s>Jrm n al time: 1. }'•¡' :he: d:~
~J ~.;; from t he 10'-'er. tvp d0-... n to thc: crossarm n •n metc:rs. Jnd 
1 1> thc: lll'-'er hc:1ght 1n me:c:rs. K and z,· are g:vc:n b> E\ls. 
:2 u.! Jnd i :!.9.~. L i~ g1>c:n b~ Eq. 12.93 Thc: tc:rm 'NJlh1:1 
':JrJdc:~,; ¡~ fi,ed .lnd :; .:umputc:d c\nCc:. Thc: lrbula!·Jr ·.ultage. 
¡·,·1•. lar Jnst;lltur n is 

r 

·• h~~e K. is the coefficienl of .:oupling frCJm 10\\C:r 10p to phasc: 
n lf E;,¡s 12.9 7 and 1 ~.9 8 Jrc: <:ombtned. then 

1 
,., ·(J = ¡ 1 

·-

r· 
K -......:!. 

• h (
, 2R' ... z,·)l·· . t·.R.I 

··r•t' .... - '1' z,· J h · 

( 1 :.9.9) 

E..¡ 1: ·.) ~ i~ thc: basi.; equ:ll!vn for insulat0r >o)lta¡¡e u"ng •he 
R·L c:c;u,,J!..:nt .:ir•;uit. To utdi1c: it.thc: to .... c:r :up 'ultl!!C. Vritl. 

mus!~ dc:~c:rminc:d first. lf the Jiffc:rc:nli:ll C:I.!UJtll>n 0f Figure 
1 ~.Q ~ 1S s..:lvc:d fur Vr{t! "'hen /(t} = Al la ramp iunc:tion). 
thc:n 

:R· ;. Z, a= __ :_L __ 

B·nh E<.¡s 1 ~.9.9 and 1:.9 10 ma) be sc:t upon a progrJmma
blc: hJnd .:akul:llor. Eq. 1 :.9.9 cJnnot c:xac:tl) dupli.:Jte thc: .:oJm
putc:d rc:>¡x'nse with a traveltng "'l'C sdution bc:c:ause u .1ssumcs 
tn>tantJncous communication bc:tw·ec:n both ends of thc: tower 

1~~--~~~----~~------+--+--~~-----+------~------+-----~-------+----~ 
i 
:... 
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~ 

< 
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z 
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1 
1 
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a o 120 160 200 
Zr-n 

240 280 320 360 400 

F.gure • 2 9 2. Elle<:1i>·e tower inductance per meter ollengtl'l as a funclion oltower surge lmpedance and tower looting resistance IZs • 400 \!) 
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b<""t '1des. In t~e'e cases. eJdl 'h1c!cin@ fJdure rJtc 1\ J~ded 
'C;'JrJtcly lO r1nd the total >hlcld;ng falfure ratc Afte~ the 
,h,..:id1ng failure r;ue is com¡:-~ted. !his ra:e is sub:ra,:ed from 
: ~.~ 101al nu ~ bcr of stro~es . .\'t. t..: 1 ~e :1ne ( Eq. 1 :.4.fo l 10 <ieter· 
rr.1n~ t~e tot:d number of slr~~e~ a·lda!:lle to be uscd :n back· 
nJ,hoq:r caiculJtions. 

12.8 LIGHTNIHQ PERFORMANCE OF 
UHV LIHES 

The iight~¡ng rerfClrmJn(;C of l'H\' !:~es ~as bcen eSilr:'I~ICd 
:-, \nderson ./~l . .1nd by DJPC1'1ÍlJ .11d .'thcr~ .¡r;, 1'1 ••m· 
:-: .. •1. ">ccJU'C: ,,f 1hc IJ~~e Jlr ~-•:"S .1n~ .n,ui.JIIlr lcn~th\. hne~ 
.,:'''e 'lll) ~ \ ,~,•wiJ be rrJ.;I:(JÍI\ !¡~l·:~1ng ¡:r0<.•J. rr•.'' •IJC.! 
: .. _,: Hh;rl' .1·;"', :';'..!h.! ttl rr\,.~;"'Cr ~~~a::~ .ln~ e~ J!"'d th;Jl :~.C :·'""''::~~ 

,,;,,,¡.¡n,·e, J:c ~~:•11.!1nec t•~o"' ~O·~. There are ~ub!:~~t1al un· 
,·c:JI~t;c~ reprd1ng :he 'J;,Je é • 3 ',use fcr JdequJtc shield Jn
{<.:'. Jnd .:on'c~uentl~ the Jll'.·,:or has ~:sed j - O 6-' to be 
'''"'"'aiÍ\'e Also.the \Oh-time nas~u,er for these large gaps is 
¡¡· ~ lined. Jnd nJ field e't'c:rie1ce 11 a'aiiable. Ho"'e'er. prcpcr 
~ ... 2n .hculd pr01 1de e\ treme!~ !!oOO l:ghtning performJnce. 
- :,, rre~eding rderen(;CS pr01 ;de m0re :!etJI!S. 

12.9 EQUIVALENT R·L CIRCUITS OF 
TRANSMISSIOH TOWERS 

R,·;-rc:'c:~tJti~.'n of the li~htn1n' rcspon~e o( transrr.t)Siun 
:, "~'' b~ lumrcd re'i't~n.:c-1ndu.:t.ln•c ,,rcuiu bs di~t1nct ld· 
•.:~l.!f~' in t~Jtthc trJ1ciJn~ ""JIC c.;uJ:ion~ are clim1n~·c.:! Jnd 
h'ltJge 'l'lut1c:ns mJ~ be determ1ned by 'on,entional ,.,rtuit 
.: ~J l"is Su eh re i're,cnt J: 10n~ are ¡:>J rticularly aprropri:~te,. hcn 
: h1.· ~·..:Jter ¡:>r~.;!,i<Jn of thc tr31 e!in~ llJ\'C ~~'lution is nnt juSii· 
f·~d t-r:Ju<e cf mc.lpcr or ill·dc:!lred problem parJi:-lcte~s. \lS 1s 

U'UJII~ thc: .:J'C Thc ~e~ rr,,i:>lc:rn I~JI J~hCS IS thc c~<:·I.:C ~f 
i"'··rc:r 'Jl~;c:' 0f :.::,.cr tndu.:IJnc:c .1nd foc.tml resi~:o~n.:e f0r :.Cst 
·'" "': ~ r.l\,:~ 

f·~'U'C 1 ~ () 1 rrc,cnt• thc _.,,niC~t:onJI e<;UIIJ!cnt .::r.:ull 
u·,~r .1 t.wcr ,ur~c :mrdJn.:e rcrrc,c:ntJIIL'n (In the lcft J~d Jn 
K L ~'i''e'cr.:Jt"'" on thc n~ht \rrendi\ 1:!.7 sho,., th.11. if 
t> · :, .:,r,·u¡b Jrc: tr hJ1c the SJI":'Ic :n111JI and final \'OitJ¡;e re· 
•!• ~'L'. z·, Jnd R' nl ,,; be \CJectcd '0 thal 

z·. =-
~Z.Zr 

z. + :z1 

R. = __!!l_!_ 
Zr- R 

( 1 ~ 9.1) 

( 1 ~ 9 ~) 

.\ u%-jUC , .. ~uc l'f L mu't ~¡,,.N: •hl"Cn Thc :1uth•'r u~e' :t 

'-'u.: ·~.:h :hJI i~1.· Jru und.:r th~.· R· L •IJII·Ilmc: re'l''"'l" .:une 
:.· .1 -::r fu~.-:·,·nef,tr··~c:l."urrc:~t '''4UJI tutheo.rea undc:r thc: 

• 1 • 1 ~\\.r \tJll·!:r.\~,.· ~l'"f'{'n'r vf ltH: ~ .. 'r"!'l.'Olh,n:JI tr;J\t:lin~ ~:.!\t.: \.'Ir· 

(~11 .-\rrlndl\ 1: 7 rr''' •de~ J dC:rJI.JIIOn for lhl' e\lUII'Jitnl 

- L- ---- -----( z·.~:R)! :?.T7 
. 7', ( 1 - ~ ,: 

"~.,,. 1 i' 1 ~l· ''''J lto"~r 1ndu\IJ~,·c (,. 11 ). T 7 i' the to,.c:r trJ' 1.'1 
11111,· ,,.,).l.~~ the ll'"C:r '".lit" 1ml"·do~nc:c: (1111/ thc tu,.c:r )Ur~c 

ls 
T 

1 1 (!)•1 (1 >O) 

' 1 (!)• 0 (1 <O) 

z, 
V l (!) 

l R 

A 

';URGE 1 Mr'EOA~CE 

REPRl SlN T A TtON 

1 01•0 il < Ol 

Z's 

2 

V T (1) :r 

l 
8 

1'-IOL!C T c. '-ICE 
RtPRtSE'< r A T:GN 

••gure 1.2 9 1. Two equivatent circ•uts of a trar.S:T11SSJOn :owt. anc 
sn1etd w1re sub¡ected toa step-lunct1on hgntn1ng stroke. 

impedance). and 1/. is the dail.:•ing factor (see Eq. 12.61C). Onl~ 
... hen the foottng resistance ·.tero (R- R' .... 0), does Eq. 12 9.3 
reduce to 

L .. Zr Tr (12.94):. 

... hich is the clas5ical formula for tower inductance. The trlvel 
time, T r. establishcs the heigt,t of the to,.·er. and the total induc
unce is directl) proporticnal :o the he1gh1. Figure 1.2.9.:! ¡:-re
~c:nts an cumple of ho•• t!lc to"er cqui•·alenl inductJn.:e is 
related 10 the to"'er surge imped.1nce for nonzero \'alues of fo.ll· 
1ng re ;qance. To the left of line OY. the inductancc: •·alues turn 
to\loard infinity and become infinite "'·hen the footing resistance 
;~ equal to t he tower surge impcdance. To the right ofline Ol'. the 
\'alues tend to var)' linearly. but are alv•ays abol'e the classical 
,·al u e for R >O. The classical l'aluc of to,.er inductance. "'hich is 
indt"pendent ofthc: terminations. is the be~l equi\·alcnt valuc: onl~ 
"hcn the footin¡: rcsi~tance 15 zcro. 

Figure A 12 7 2 of ApJ'"ndill l2 7 shO\Io'S the resf'·n~e of 
·C:<.lUi\'alent R-L circu1IS 3S ..,eiJ u tr.tvelinj1 wa\·e (lo\lo·c:r •ur¡;e 
in1rcdJncel c:ircuit5 -..hcn a •tcp·function ~troke currcr11 1s JP" 
rlled. The rin¡;ing ofthc falle• is notdurlicJied b)' thc: R·L cir
cuit. Hl.l\loC\ cr. thc 5ellling 1 ime 1s rou¡;hly stmuJ~·c:d and 1s only a 
fcw. to~Acr round-trip tra1cl 11mcs-for conl'c:n:iJnal '""'ers. a 
fe" !enth~ of a m1cro~econd. lt is therc:forc l.lf interest to see ho,.· 
"el! an R-L "rcuit u'in¡; thi' \'Jiue of indu~_.!ance durhcJtc~ :he 
r•'rnn~c of a to.,.cr toa ramr·function ''r''~l.! curren! An <:\Jm· 
¡:-le~~ 5ho" n in Fi¡:urc 1 ~.9.J for a ~tanddrd. \lrvkc·.:urrent ramr 
run,·tion. The agrccmcnt is c\trc:mcl) ¡;ood in .1!1 rc:¡;ion' of s1g· 
nifi.:ance. . 

h can be \hO"" b)' numc:ric.JI e\rcrrm.:ntlh.JI the \Jiuc or L 
p1Cn b) Eq 1~.9 . .1 ¡, thc: onl) IJiuc that rc:rmit' thc inJu~'IIIC 
,,.!ution to be J\)'nlfltOtic to thc tr,l\din~ ... ;¡,·e 'ulutinn bdcrc: · 
.1 nd ;1 1 1 hc: J.:re't uf 1 he" .1n: . 

Thc R·L C4ui,·~lcnt crr..:u1t h;a' .an••ther .• d,JntJpc in th.11 a 
~~x><f arrro\Ím.11111n for .Jn) l.hl"olfnl I<•IIJ~C: 1\ CJ'ÍJ) ObiJinCd 
f¡r\l.lh~o· J"umrtion J\ n¡;1dC: lhJIIhe "'"'r lnlluctJnCc r•r ~011 
kn¡::1h do,., nnt ,h.lnfl" "'ith "'"'cr ht"!~ht 1 he cr•"';,rm ~l.J\ t'o.: 
l·,,n,idl.'r¡;d 111 bl.' ~-onnn·t~o·J f'.lrt"oA;I~ d··"n ""tia: ''"'n 1ndu~o·· 
t .• n.:e. ;J\ 'h''" n in 1 ~~urc: 1 ~ '1 .a Then. th,· dl{f¡;r,uta .. l c4uJ110n 
of Fa~ure 11.9.4 rciC:JI' that 
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12.10 A SIMPLIPIID TWO·POINT 
METHOD POR COMPUTING 
LIQHTNINCI PBAFORMANCI OP 
TRANSMISSION LINII 

T'le pre' 1·1us ~c:1ons ;:'fiJ\ ided thc foundations for computing 
·p:.•::1g :r:;:-.Juts ·•11h .1~ut J!l ~he rigor that ÍSJUStificd consid· 
=~· ~ g ; he sp;H\1!' ol d.l tJ 1:1,j t he ~ncertainties vf the illt istics of 
~~,,~,n~ . .::,mJtc. Jn.j ~e-..olcg~ The preceding is clcarly too 

~-·~.~le' !vr .:.>rwe:11cnt s..,i,.t 10n ·• ith ·a hand .:alculator. Jnd sim
;:oh~i.:Jt ion~ ~re r~um:d. In thts ;&ction, a stc:p-b)··step hand cal· 
•~:J:Iun mc:hvd •S d~elcped, and a numcrical cumple for J. 
~-·ut-1.:-.::rcun 1o~~ocr is ?resented. Step-by-step sch~dules are 
:-r,,, .d.:d to hclp the u ser ~ec:p track of computations and to store 
:~·~~;n.:diatc: ,·Jlucs that .. di be used later. 

BASIS OF THE MEntOD 

The met lll>d is ba;cd on the follo~~o ing -:oncc:pts: 

Only onc 'AJ.H:shlpe is utilized. Section 1.2.-a showed 
thJt. Jlthuugh st~oke-.:rest currents and risc: times ha\·e 
~1fferent prvbabdit)· distributions. they ue not ir.depen· 
dent unce one ~lects the time·to-crest of a ramp func:· 
tion u~ to simulate the stroke waveshape. Figure 
1 : . .a 8 ,hows the rel:uionship that must then e'ist to 
meet ~robabdity requirements. Most lightning tripouts 
:-r,,m badt-!"l.l.)b.:l\en ue .:aused b) strokes with magni
tudes o{ 80 l.-\ ar higher (frequentl) much higher), and 
Figure 12..t.8 indica tes that a strokc waveshape time·to
crest in thc 1.8· 10 2.().¡¿5 range or more would simulatc 
ficld ~'bscn-ation~ rusonably -.ell. Howevcr. figure 
11.-a 5 •icmons:rates that. even if one errs by selcc:ting a 
somc.,.lut raster risc time than obscned in field mea· 
'ur~,,..:nts. !he eiTect -Jf the error is minimized be"use 
... r, hc.•n.:r~:ac '" d 1clc~:u•.: 'trcn111h uf thc in~ulator volt· 
111n' '"''"c. Thcrcforc. for this simplilicd mcth~. the 
•IJnJ .. ni •He ••11 be a rlmp function crestina at Z~o~s. 
'41lhJ nat ll.lp. ' 

R~t1-:-;:u<Jns from adjJcent towers are included. Rcnec· 
~ 1on, frvm Jd¡a~:::nl :.:~.,.crs can reduce to•er top poten· 
¡, :is Jnd >:gn,ficantl)· reduce the line nasho,·er ratc. As 
~ .. -. ·~·Acd '"' Xc:lüft 1 ~.6. these rcnections are distorted 
h~ .:ur.;na curre:1ts . .1nd their 1elocity of prop:l8Jtion is 
~k.-.:d :,¡-pn:..:i.Jbly by resistance and corona effccts. 
1 T ~·~ .... 1 hor ~Js vften u~ed J. velocity of O. 9(' for waves 
from Jd¡a.;cnt l\JIIoC:fS, "he re(' ÍS 300m/ ¡,¡S, thc \'elocity 
of J,ght, .1ithough in rcality different parts of thcse re· 

- ncct~d UJICS travel with different velocities.) Thus ifan 
Jdj .. ..:c~l to,.~r is 300m (984ft) away, these slo.,.·ed re· 
tlct.!lúOS "'vuld ~t:ltl arriving at the stricken to~er at 
.~b,lul 2 ~ ¡¡s E'cn for a 200-m (6S6·ft) span. about 1.5 
_., .,, ,¡¡ c!aP\c bdvre r.:fr~~::tions ~tart rcducing the vol· 
lJ~·~, Jl thc striden to ... cr Bc:CJUSC most EHV !rllnsmis· 
'h'" 'rant ~~·craac 200 m or more in lcn11th, one may 
~1111ply sclcct l.llrOke front time Of 2 ¡,¡1 AS 11 ltandud 
"".1\ e' ha pe from Figure 12.4.8 ~nd thcn currcct for re· 
r.c~::t ions frum thc ncarest towcrs acc:ordina to Eq. 
12 b.ll :snd Eq. 126.12 in Scction 12.6. 

J. Pcnetratioi\S into thc volt-timc curve are c:omputcd at 
on1y two poinu. Fiaurc 12.10.1 shows thc pcr unit 
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stroke·current wave adopted as the standard and the '"'•> 
puints. A ;¡,nd B. at ~ hich the critica! strokc .:urrcnt re· 
quired to make the insulator voltage penetrate 1nto the 
volt·t imc cur\'e is computed. The lower of thc t~o stroke 
currents is then used as thc true critica! mokc current 
for t1ashover calculat ions. ~o penetration factor 1 sce 
S.:ction 12.6) is uscd. Flasho\ers beyond 6 ¡.~S are lS· 

sumed to be infrequent bc:cause of the nanening of the 
10lt·t1me cur1·e. The ¡.,.o 'OIÜges. -~ and B. J.re 'om· 
puted for each insulator on the to~er unless 11 i) dctcr· 
minc:d by in;pection that the 1nsulators ha\·e idenucal 
stressc:s. 

Subsequent strokes are ignored. Thc analysis suuem 
thatls far JS the severit~·ofvoltJge across the insu!ltors 
•s con.:erned. subsc:quent strokes in thc: s.1me nlsh are no 
.. or,c: than the lirst stro~e. Subsequent strokes erute 
more in~ulator voltagc but at shorter times ~hcre the in· 
sulator strcngth is higher. 

By sclc~:ting the two penctration points JI times of ~ and 
6 ~o~s. all the voltage equat1ons are grc:Jtly simplified. 
With 10 equal to 2 ¡.~S ( r\ in figure 12.10.1) and no re· 
t1ections from adjacent to~~ocrs, Eq. 12.6.2 reduces to 
t he following good approl(imation: 

V 
[ 

z ... 
1 r!2 .. z,---

1-~ 

10 • 2 ¡.1 s 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

( 1- l ~T~) J / 
( 1 ~.¡0.1 1 

® 

1 
1
6 "'S 

_ INSULATOR 
VOLT-TIME 
CURVE 

INSULATOR VOL 1 AG~ 

2 .. e a 
TIME _,.s 

Figure 12.10 1. A s•mple ramp-lunctiOn strolle current •s used. and 
insu&atOI IIOitaQes computed al only two poinll in time. 
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I(t) 
·; 

l t 0= 1.8 ~o~sec 

V T (t) Zr = 1450 L : 25073,aH 

l 
z 2360 z-5 = 130.114n 

R'- S = 
A 200 R' = 23.2 U •/ = 

il 
R·l EQUIVALENT 
CIACUIT 

0.5 1.0 2.0 2.5 ·. 3 o 3.5 

F•gure 12 9.3. Computed rower top vollages for ,,..o d•Heren! eQuiValen! c:ilc:uits. · 

.• ~.! th~ ''''"·'"11 Hv"''~·r. it i~ du~~ rnou¡:h ror rr:~ctical pur· 
r•"'' ,( r .. -. ,,,·,•nd '''·'~"' arr "''' bl:rnp :~rrlicd ·h ~~~~1uld be 
,1(.1 fr. n; f1¡:urc 1 ~ '1 .. \ th.11 unir\~ f,ovlin¡ rC'•i~l3ftC:I: is \'U)' 
,,,~··· , •. , •.. :t"n., n,·,d h• b,· comrutrd """ :11 or nur th~ crc\1 
· · · r · · -"' · 11 ''''" .. f:~,·.;-¡-lll'd,urrc:11 \\J\C. vrtht~C'l•r.l' 1~u~ua )·so 

'111.:.:1 :~I.Jlth..:~·~~u,dll 1 R r,,, f~\\ll:f '''j'\IUIIJ~C b\:('OOlC~ 

1.
1 

.
1

,:::., :17,' ( LZ,' _ R) 

2H' + 7,' ~H' + z; ~ 
(12.9.11) 

"''.di rr.l,ll,.,;l rur,... ... ;,, .IR R·lC4Uilalcnr circ:uil ma) be usc:d 
:, · rc;-r,.,,. ni 1 h.: Ji¡: ht nin¡: ''''!'·'"'.: ,,r :¡ lv~C:f rru1 idcd thc \';.tJUCI 
,,f K. L', . .:nd L :.rrc ~-h~.:n :~cc:ordin' tu Eqs. 12.9.1 throu¡h 
12.9.J. 
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Jbilit~ 1nd 1he number ofmokes 10 1he line íwi1h shield· 
tng fJdure strokes dele:ed). the e'~cted number vf 
nasho,ers per 100 miles per ~ear tmmc<btcl} follows. 

, . Shiclding fai1ures are included. The equati0ns vf Scct:on 
11.7 lre applied to cstablish thc shie!~ing f.tilurc rJtc for 
t he phase conductors on eJch si de oi !he .:en ter line. Thc 
'htclding failure rates are then sumrr.ed to find thc :otal 
,hielding failure ratc. 

~ S..:hedules are pro,ided 10 facilitatc J slep-b}·mp solu· 
uon r'or the lightning performance Jf pracltcally Jny 
tr Jnsmission line. Schedules 1 and ; pro,·ide a stcp-by· 
"ep !!Utde for using the ..:oncepts Jnd :qua!lons tn this 
~haptcr to find the lightntnl outa:t~c: rlte of .1 transmis· 

LtGHTst-.o PEII.FORM-'SCE OF Tu.ssMJSSJON LtsES 

~ion iine. One begins by drawing the supporting to~~oers 
to ;cale. defining all the dimensions. and computing 
!ightning incidence .tnd concludes with the e:«pected 
lightning nasho\'er rate for each phase and for the entire 
!tne. The schedules shown are filled in with a specific ex· 
lmple of a double-circuit. 345-k.V tower in a region with 
a keraunic level of 30. To use these schedules for any 
other case. reproduce them with a copier and mask out 
the handwritten entnes with t}pist"s white correction 
nuid. Thcn copy them once Jgain. From the lenglh ofthe 
schCdules. it would appear :hat the solut'ion is the result 
of a long and la borious pra~:ess. However. once allthe in· 
put is available (as it must be for an)· method), 1he solu· 
tion "'ill emerge reasonably well. Worksheets begin on 
1he following page. 
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Tu ,)MI~IO!" Ll~f. Rf.FUE!'CE BooK l4S K V 41'0 Aao' E 

WOAK SHEET 1·A. 345 kV, VERTICAL OOUBLE·CIACUIT, TWO GROUND WIRES 

39.3 

21.3 

..,_100~ 

Tower Skltcll 

Phase 

1 
1 .. 

CIME"'StONS 
IN METERS 

15.3 
o 

! 

Coordinates Conductor Bundle 
Spacing 

(cm) 

Operating 
Phase-Phase 

(kV) 
Conductor X 

No Function (m) 

Shield -5 S 
.., 

Sh1eld 5.5 "-

3 A -S.S 
4 8 -8.6 
S e -5.8 
6 e 5.5 
7 s· 86 
a A 58 

w = lr.sulator lenglh (m) 2 63 
h ... Tower t'letght (m) 39 3 
b - Spac.ng oe:ween Shteld Wtres (nl) 

y 
(m) 

39 3 
39.3 
33.8 
27.4 
21.3 
33.8 
27.4 
21.3 

, 1 

Radius 
(cm) 

o 45 
o 45 
, 48 
, 48 
1 48 
1 48 
, 48 
1 48 

45 7 
.:57 
J:, 7 
45 7 
45 7 
45 7 

o 
o 

34S 
345 
3J5 
345 
345 
345. 

Shield l'le!Qhl a1 m1dspan (m) 
Conductor sag (m) 7.0 
Tower w•dlh al base (m) 

a 
Phase 
Angle 

(degrees) 

o 
-120 

120 
120. 

-120 
o 

S • ~pan d•stance (m) 335 01stance from tower top to phase conductor (m)
Upper: S S; Mtddle· 1 1.9; Lower: 18.0. 
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MODULO 11: SISTEMAS ELECTRICOS DE POTENCIA 

TEMA: WA VE PROPAGATION 
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Introduction 

1.1 PURPOSE OF COURSE 

¡ t ...., 

The objectives ora first-year, one-semester graduatc 
course in electric power generation, operation, and 
control indude the desire lo 

l. Acquaint elcctric power engincering students with 
power generation systems, their operation in an 
economic mode, and their control. 

2. Introduce studcnts to the important wterminalw 
charactcristics ror thermal and hydroclectric 
power generation systems. 

J. Introduce mathematical optimization methods 
and apply them to practica! operatintt problems. 

4. Introduce method!l ror solving complicated 
problems involving both economic analysis and 
network analysis and illustrale thcsc techniques 
with relatively simple problems. 

S. Introduce methods that are used ir. modern 
control systems ror powcr generation syslems. 

1.1 COURSE SCOPE 

Topics to be addressed include 

l. Power generation characteristics. 

2. Economic dispatch and the general economic 
dispatch problem. 

J. The economic dispatch problem ror thermal 

---------------------- unit~- ---------·- --------------J 
1 



• 

4. Methods of solulion of the thermal dispatch problem. 

5. Transmission losses. 

6. lnlroduction lo network lransformation melhods. 

7. Loss formula in lhe economic dispatch, coordinalion equations. 

l. Methods for solution of the coordination equations. 

9. Unit commitmenl problem and an inlroduclion lo dynamic programming. 

10. Economic dispatching in syslems with limited energy availability. 

11. The hydrothermal c:oordinalion problcm. 

11. Examples of solulion methods for hydrolllcrpual systems. 

ll. Probabili:otic: production cosl calculaliQQI. 

14. Power syslem c:onlrol. 

15. Capacity and energy inl_erchangc pric:ins analysis. 

16. Techniques of analyzing powcr ayatcm ICCUrily. 

17. An inlroduclion lo lcasl-squares lechniqucs for power syslem slale eslimation. 

In many c:ascs this will be only an inlroduc:tion to thc lopic: arca. Many 
addilional problema and lopic:s lhal represent imporlant, practical ·problems 
would require more lime and spacc lhan is availablc. Still other problems, such 
as those involving light-water nuclear reaclors, would require severa! cbapters 
lo laya firm foundation. Tbclc topics can only be the subjcct of a brief overv1ew. 

I.J ECONOMIC IMPORTANCE 

The efficienl and optimum economic operalion and planning or electric power 
generation syslems have always occupied an imporlant position in the electric 
power induslry. Prior to 1973 and thc oil embargo lhal signaled the rapid 
esealarion in fuel pric:es, clecrric utiliries in the Unircd Stales spcnt about 20"/o of 
their total rcvcnucs on fuel for lhc production of electrical energy. By 1980, thal 
figure had risen lo more than 40"/o or lotal revenues. In the S years arter 1913, 
U.S. elcctric urilily fuel c:osls cscalalcd al a rate that averaged 2S% c:ompounded 
on an annual basis. Thc effic:ienl use of rhe available fuel is growinr ut impor· 
lance borh monetarily· and bccause mosl of lhe fuel used reprc:Sents arrcplaceable 
natural resources. 

An idea of lhc magnilude of the amounts of money under c:onsideration can 
be obtaincd by considering lhe annual operaling expenses of a large utilily for 
purchasing fuel. Assume lhe following parametcrs for a moderately large syslem. 

Annual peak load: 10,000 MW 

Annual load factor: 60"/o 
Average annual heat rate for c:onverting ruel to electric energy: IO,SOO Dtu/k.Wh 

Average fuel cosl: $2.00 per million Btu (MOtu) 

Wirh these assumplions lhe total annual fuel cost for this system is as follows. 

1 l.l EO. C IMPORTANCE 

Annual energy produccd: 107 kW X 8760 h/yr )( 0.60 = 5.256 )( 10
10 

\.Wh 

Annual fuel consumption: 10,500 Btufk.Wh x 5.256 x 10
10 

kWh 

= 55.188 x JOil Btu 

Annual fucl cost:S5.188 x IOIJ Dtu x 2 x 10·" S/Dtu = $1.104 billion 

To pul this cosl in perspective, it represents a direcl requircment ror revenues 
rrom rhe avcrar.c r11•tomer oC lhis system of 2.1 cenls per kWh jusi to recover 

lhe expense ru. f¡,d 
A savings in the opcration of this systcm of a small percenl represents a 

significant reduction in operating cosl as well as in the quantities or fuel c:onsumed. 
11 is no wonder thal this area has warranled a greal deal o( allenlion from 

engineers through the years. 
Periodic: inc:reases in basic fuel price levcls serve to acccntuale the problem and 

increase ils economic signilicance. lnftation also causes problcms in developing 
and presenling methods, tec:hniques, and examples of the. economic: operation or 
eleclric power generaling systems. Aclually, recenl fuel costs always seem lo be 
ancient history and entirely inappropriale to current conditions. To avoid leaving 
ralse impressions aboul the aclual value or lhe merhods lo be discussed. all lhc 
examples and problems rhat are in rhe rexl are expresscd in a nameless, ficrional 
monerary unir to be designated as an .. tt". 

1.4 PROBLEMS SOL VED ANO UNSOLVED 

This text represents a progress reporl in an engineering area lhal has been and 
is still undcrglling rapid change. 11 concerns established engineering problem 
areas (i.e., economic dispatch and conlrol or inrerconnecred systcmsl thar have 
taken on new imporlance in recenl years. The original prohlem or cconomic 
dispalch for thermal systems was solvcd by numerous merhods years a1o. Re
cenlly therc has been a rapid growth in applicd malhcmalical melhods and thc 
availability or computalional c:apabilily for solving problems of lhis nalure so 
lhal more involvcd problems have been successfully solved. 

Thc classic problem is the cconomic dispatch of fossil-lired generalion systems 
to achieve mínimum operaling cosl. This problem arca has laken on a subtle 
twisl as the 1'' l.iac has become increasingly concerned with environmenlal 
matters, so lhat "economic dispalch" now includes lhe dispatch or syslems lo 
minimize pollulanls and conserve various (orms of fuel as well as lo achieve 
mínimum costs. In addition, there is a need lo expand lhe limited economic 
optimizarion problem to incorporare constraints on syslem operalion lo ensure 
lhe .. sccurity" of thc system. thercby pl'evcnling lhe collapse of rhe syslem due 

j 
'¡ 

to un(oreseen condilions. The hydrothermal coordinarion problem is anolher 
oplirilum opcrating problem area that has received a J!!real deal or attenlion. 
Eve·n· so, rherc are difficult problems involving hydrolhermal coordination lhal 
cannot be solvcd in a theorctically satisfying fashion in a rapid and efficicnl '• 

com~oao;unal mann<•. ··~~· -·- ~ 
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The post World War 11 period saw the increasing installation of pumped
stora~ hydroel«tric: plants in the U.S. and a Ereat deal of interesa in energy 
storage systems. These storage systems involve another difficult aspect of the 
optimum CQ)nomic: operating problem. Methods are available for solving c:oor
dination of hydroelcc:tric:, thennal, and pumped·storage elcc:tric: systems. How
ever, c:losely assoc:iatcd with this cc:onomic: dispatc:h problem is the problem of 
thc proper c:ommitment of an array of units out of a total array of units to 
serve thc expeclcd load demands in an "oplimal" manner. This unil c:ommitment 
problem c:an only be solved approximately for prac:tic:al-sized systems al the 
prcscnt time. 

There are other unsolved problema in the arca of power generation, opera
tion; and control. For example, we wouklliko lo be able lo schedule maintenanc:e 
outagcs of units on an '"optimum" basis. However, at this time, we are nol even 
surc whal we mean by the tenn "optimum."ln interconnected system operations 
thcre are control, CQ)nomic: dispatc:h, and ac:c:ountins problems thal need further 
work and rcsolution. Many rcsearc:hen are slill workins on solulions lo the 
'"oplimal load Oow" ·problcm thal promise lo extend CQ)nomic: dispatc:h to in· 
elude the optimal scltins of p:ncrator voltases. transfonner tapa, and reactive 
power sourc:cs. The list is lons and undoubtedly will expand as new problems 
arisc and will c:ontract as new rncthodolosies are developed, lested, and utilizcd 
on a routinc basis. 

FURTHER READING 
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clsc represen! collcc:tions or uticlca or chapten on varic:d lopics rclalcd lo lhis broad 
subjcct. 

l. Slcinbera. M. J., Smilh, T. H., Economy Lmulinfl of Power PloniS oml Elecrric Sy.~trrru, 
Wiley, New York, 194l. 

2. Kirchmayer, L. K., [conomic Operorlon of Power Systems, Wiley, Ncw York, 19S8. 
J. Kirchmayer, L K., üonomic ConrroloflnterconnecrrdSysterru, Wiley, Ncw York,I9S9. 
4. Cohn, N~ Corllrol tfGenerGiion onJ Power Flow OnlntercoiiiiC'cted-Sysrerru, Wiley, Ncw 

York, 1961. 
S. Hano, l., Operotin(J Chorocterislics of Electric Power Systerru, Dcnki Shoin, Tokyo, 

1967. 
6. Handschin, E. (c:d.). Reoi-TiiM Control of Eltt·tric Powrr Systerru, Elscvier, Amslerdam, 

1972. 
1. Savulcscu, S. C. (c:d.), CompviC'rized Operotion of Powrr Sy.~terru, Elsevicr, Amslerdam, 

1976. 
B. Slcrlina. M. J. H., Power System Control, Pcregrinus, London, 1978. 
9. EI-Hawary, M. E., Chrislensen, G. S., Optlmol E,·onnmic Operotlon nf Elrctrk Pnwer 

Systt'rru, Academic, New York, 1979. 

4 FURTHER RFI\DINGS 

¡ 1 

Characteristics of 
Power Generation 
Units 

2.1 CHARACTERISTICS OF STEAM UNITS 

In analyzing the problcms associated with the con· 
trolled operalion of power syslerils, lhere are many 
possible paramelers of interesl. Fundamental to the 
cc:onomic operaling problem is the set or input· 
oulpul c:haraclerislics of a thennal power genera· 
tion unit. A lypical boiler-turbine-generalor unit is 
skelched in Figure 2.1. This unit consists of a single 
boiler thal genemtes sle;am lo drive a single turbine 
generalor sct. The c:leclrical oulpul of this sct is 
conneclcd nol only lo lhe eleclric: power system but 
also lo lhe au1iliary power syslem in the power 

· 'planl. A typical sleam lurbine unil may require 2 lo 
,6% of the gross outpul of lhe unit for the auxiliary 

· power requiremenls necessary to drive boilcr fecd 
. ·pumps, fans, condenser circulating water pumps. and 
, :so on. In defining lhe unit characterislics, we will 

lalk about gross input versus nel oulput. Thal is, 
gross input lo lhe planl represcnls lhc total input ' 
whc:lher mcasured in lerms of dollars per hour or ! 
lons or coal pcr hour or millions of cubic fcct or 1 

gas per hour, or any olhcr unils. The net oulput of ' 
the planl is lhe eleclrical power oulpul available 
lo lhc: elcclric ulilily syslem. Occasionally engineers 
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Steem turbine 

Bol._ fulllnput 
IGroal INetl 

Auxlll8ry power fVIlem 

flC. 1.1 Boilcr-lurbinc-acncrator llllil. 

will dcvclop ¡ross input-¡ross output charldcrislic:a. In such situations, the data 
should be convertcd lo nct output to be more uscful in ec:hcdulin¡ thc ¡cncration. 

In dcfining the charac:teristic:s or steam turbinc units. the foll01<: ·.~~ tenns will 
be used. 

H: Btu per hour heat input to lhe unit (or MBtu/h) 

F: Fuel cost times H is the ll per hour (ll/h) input to the unit for ruel. 

Oa:asionally the dollar per hour operatin¡ cost of a unit will include proratCd 
operalion and mainlenancc costs. That is. the labOr cost for thc nr•· · ¡¡,,1!. crew 
will be included as part or the operatin¡ coat ir thia cost can be ca{'• . . Jir~tly 
as • runction or the power output or thc unil. The output or the gcneration 
unit will be dcsi¡natcd by P, the mepwall net output olthe unit. 

Fi¡ure 2.: showa &he input-output characteristic or a stcam unit in idealizcd 
't fonn. Thc inputto the unit shown on the ordinate may be either in tcnns or heat 

enern rcquimnents [milliona ol Btu per bour (MBtu/h)] or in terma of total 

r 
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f'IC. 1J laput-GUtput ~:urvc of a 11eam lurbinc aencralor. 

.iACTERISTICS OF STEAM UNITS 

¡ • 
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cost per hour (dollars per hour). The output is normally the net elcctrical outpul j 
of the unit. The characteristic shown is idealized in that it is prescntcd as <1 1 
smooth, convex curve. 

Thcse data may be obtaincd from design calculations or from heat ralc tests. 
Whcn heal ratc test dala are uscd, it will usually be found that thc data points 
do not fall on a smooth curve. Steam turbinc generating units havc scvcral 
critica! operating conslraints. Generally, the mínimum load al which a unil can 
opcrate is influenced more by the steam generator and thc regcnerativc cyclc 
than by the 1 · •. bine. The only critica! parameters for thc turbine are shcll ancl 
rotor metal J•llcrential temperatures, exhaust hood temperature, and rotor and 
shell expansion. Mínimum load limitations are generally causcd by fuel combus
lion stability and inherent steam generator design constraints. For ellample, most 
supercritical units cannot operate below 30".¡, of design capability. A mínimum 
ftow or 30"/o is required to cool the tubes in the furnacc or the steam generator 
adequately. Turbines do not have any inherent overload capability, so thal thc 
data shown on these curves normally do not extend m~;~ch beyond S~~ of' _thc 
manufacturer's stated valve-wide-open capability. 

The incremental heat rate characteristic for a unit or this type is shown in 
Figure 2.3. This incremental heat rate characteristic is thc slope (the derivative) 
of the input-output characteristic., (AH/AP or AF/AP). The data shown on this 
curve are in terms or Btu per kilowatt hour (or dollars per kilowall hour) versus 
the net power output of the unit in megawatts. This characteristic is widely used 
in economic dispatching or the unil. lt is converted to an incremental ruel cosl 
characteristic by multiplying the incremental heat rate in Btu pe e 1 . : .. ,, ;dt hour 

_ by the equivalent fuel cost in tenns or dollars per Btu. Frequently this charamr
istic is approximaled by a sequencc or straight-line segmcnts. 

The last important characteristic of a steam unit is the unit (net) hcat rate 
characteristic shown in Figure 2.4. This characteristic is 11/P versus P. lt is the 
reciproca! or the usual cfficiency characteristic dcvcloped ror machinery. The unit 

,._ ,. __ 
Output, riMWI 

. ~IC. J.J tncremcnlal hcat (rosl) ratc characteristic. 
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nG. JA Net bcal rale ~ola 11Ca111 lurbine 
acocra10r lllliL 

heat rate characteristic shows the heat input per kilowau hour of output versus 
the megawatt output of the unit. Conventional steam turbine units are between 
30 arid lS% effic:ient, so that their unil heal rales range belween approximately 
11,400 Btu/kWh and 9800 Btu/kWh. (A kilowall.hour has a thermal cquivalenl 
of approaimately 3412 Btu.).Unit heat rate characteristics are a function of unil 
design parameters such as initial steam conditions, stages of reheal and the re
heat temperalures, condenser pressure. and the complexily or the regenerative 
feed-water cycle. These are important considerations in the establishmenl of che 
unifs efficiency. for purposes of estimalion. a typical heal rale of IO.SOO Btu/kWh 
may be used oa:asionally lo approximale actual unit heal rale characterislics. 

Many dill"erenl formats are used to represen& che input-output characlerislic 
shown in Figure 2.2. The data oblained from heal rate tests or from the planl 
design engineers may be filled by a polynomial curve. In many cases quadralic 
characcerislics ha ve been ftt lo thesc data. A series of straight-linc segments may 
also be used to represen& the input-oucput characlerislics. The dill"erent reprcscn
lations will, of coursc, result in dill"erenl incremenlal heat rate characleriscics. 
Figure 2.S shows two such variations. The solid linc shows lhe incremenlal heal 
rate characlerisaic· that results when the inpul versus output characterislic is a 
quadratic curve or somc other conlinuous. smooth, c:onvex function. This incre
mental heat rate characteristic is monotonically increasing as a runction of the 
power oulput or the unit. The dashed lines in Figure 2.S show a stepped incre
mcnlal characteristic Chal results when a series of slraighl-line segmenls are used 
lo represcnl che inpul-oulpUl characteriscics or che unit. The use or lhcsc dilferenl 
represenlalions may require lhat dill"erenl schcduling mechods be used for eslab
lishing che oplimum economic operalion of a powcr syslem. Bolh formals are 
useful. and bolh may be rcprcscntcd by Cables of data. Only lhc first, thc solid 
linc. may be rcprcscnted by a continuous analytic function, and only thc first 
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FIG. 1.5 Approaimale repre!enlalions o( the incremnual 
heal rale curve. 

has a derivacive that is nonzero. (Thal is, d 1F/dPl cquals zero if dF/dP is 
constant.) 

1.2 VARIATIONS IN STEAM UNIT 
CHARACfERISTICS 

A number of diiTerenl steam unil characteristies exist. For largc sleam lurbine 
generators che input-output characterislics shown on Figure 2.2 are nol always 
as smooth as indicatcd lhere. Largc steam lurbine generalors will have a number 
of steam admission valves that are opencd in sequence lo oblain ever-increasing 
output of thc unit. Figure 2.6 shows bolh an inpul-oulpul and an incremcnlal 
heal rale charactcristic for a unil wilh four valves. As lhe unil loading increases, 
che inpul lo the unil increases and lhe incremental heal rate dccreascs belween 
opening points for any two valvcs. However, whcn a valvc is firsl opcncd, che 
chrouling losscs increase rapidly and the incremental hcal ralc riscs suddenly. 
This gives risc lo thc disconlinuous lype of incremcnlal hcal rate characlerislic 
shown in Figure 2.6. 11 is possible lo use Chis lype of characterislic in order lo 
schedule sleam unils. allhough it is usually not done. This lype of inpuc-outpul 
characteristic is nonconvea; hence optimizalion lechniques thal rcquire convell 
characteristics may nol be used with impunity. 

Another type of sleam unil chal may be encountercd is the common-hradtr 
plant, which conlains a number of differenl boilers connccccd lo a common 
sceam line (called a common hcader). Figure 2.7 is a skecch of a ralhcr complex 
common-header plant. In chis plant lherc are not only a numbcr of boilers and 
curbines each conncclcd to thc common header bul also a Mtopping lurbinc~ 
conncclcd lo lhc common header. A topping rurhine is one in which steam is 
eahauslcd from thc turbinc and fed not lo a condcnscr bul lo the common 

t 
' 

! 

__ skam headcr. l, . 
1· 
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A common-headcr plana will have a number or dift'ercnc inpul-output 
characteristic:s lhat rcsult rrom dift'erenl combinalions or boilcrs and lurbines 
conncc:ccd lo lhc hcadcr. Steinber¡ and Smilh (Economy Loadlng of Power Plants 
allll Electrlc SystelfU, Wilcy, 1943) lrcats Ibis lypc of planl quite extensively. 
Com~on-hcader planea wcrc conslructcd oriainally nol only lo provide a large 
elcc:cral outp•JI from a sin&fe plant buc also lo provide steam sendout ror the 
hcatina and coolina or buildinp in dense urban arcas: Arter World War 11, a 
num_ber or these _plan!B werc modernizcd b~ the inslallation or lhc lypc or loppina 
lurbine shown an Faaurc 2.7. For a pcraod or time durina che 1960s, thcse 
common-hcader planas werc bcin¡ dismantled and rcplaced by modern, cfficicnl 
pl~~~s. However, as ur~an arcas bepn lo rcconstrucl, a number of mclropolitan 
ulabtacs found lhal lhcar slcam loads wcrc ¡rowin¡ ánd lhal lhc common-hcadcr 
plants could nol be dismanllcd bul had lo be cxpandcd lo providc slcam sup-
plics lo ncw buildin¡s. · · 

JO 2.2 · \TIONS IN STEAM UNlT CHARACTERISTICS 

FIG. 1.7 A c:ommon·headcr slcam plana. 

Topping 
turbiiW 

In thc late 1960s, a new type or stcam plana c~nfigu~ation ~san lo find fav~r, 
abe combirwd CJ'("Ie plant. A simple cycle ¡as turbane umt c~nsasts ~ a ~s turbanc 

d Pressor connccted on a single shaft lo a generatang unat. Samplc cycle 
an com 3 · · h 

1 
1 r ps lurbincs ha ve cfficicncics in lhc range of 2S lo 0"/., (a.c .• \mal ca ra e. o 

13,600 to 11,400 MBtu/kWh bascd on thc higher hcati~g value ~~ the fucl~ rcquarc 
oil or ps ror rucl, and are uscd primarily ror peakang duty -·~ el~tnc power 

1 The high 1empcrature exhausl from a simple cyclc uml 15 dascharged lo 
~~ :~~osphcre. The combined cycle planl ulilizcs the high lemperalurc exhaust 
of gas turbines in heal rccovery steam general_ors (HRSG) lo gencrate_ stcam lo 
drive a scparate steam lurbine generating unaa_. The a~vantage ~r thas lypc: ~r 
plant is thal it has a high thermal cycle effica~ncy. Fagure_ 2.8 as a schcm~tac 
d. r lhis lype or planl with four gas lurbanes and a sangle steam turbanc. aagram o . . · · , h . ·---..~ 1 
Figure 2.9 shows the resultins umt heat rate characterastac .or t e cohtH,~ cyc e 

plant. . r b" cd le 
11 appcars from dala available from vanous manufacturers o com an cyc 
·a that unit heat rates of 8SOO Btu¡'kWh may be achievablc with this typc of 

UQI S ·m 1 . 
plant. The incremental heat rate characteristics are very da cu t lo asce~~an 
rrom the available dala. lt appears that thc incremental heat ratc charactenstacs 
are monotonically dccrcasing (or atleasl nonincrcasi_ng) a~ a runction or thc_ ~wer 
outpul or the planl. The existence or lhis lype or d~~ontanuous chara~lensliC as 
well as the negalive-sloping incremental charactenst_ac makc thc optamum. cc:o
nomic schcduling of lhis lypc of unit somewhal dafficu~l. When convc~laonal 
cconomic dispalching methods are utilizcd lo schedule lhas lype or plant, al may 
~ round lhal lhese plants are operaling al full load all the _lime thal lhey ·~ 
av~jlablc. 11 is ,; ; , •ilCO queslion as lo whelher or not lhas lypc o( planl IS 
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designed lo operate at rullload ror 6000 lo 7000 h/yr. or course, the actual opera
tion or this type or plant will depend on relative ruct costs as well as on the 
unit generating mix available in the system. 

Variations in the design or combincd cycle plants ha ve bcen utilized in recent 
years. There is, ror example, a design configuration using a single sha(t that con
tains IWO gas turbines driving a single elcctric gcnerator. The exhaust gases rrom 
these two jet engines are then utilized in a heat recovery steam generator. Designs 
or heal recovery steam generators have bcen proposed thal make use or addi
tional ruel supplies to augment the steam-gcnerating capability or the HRSG. 
Most combined cycle plants can utilize the gas turhinc:s as simple: cydc: units 
when the HRSG and/or steam turbine gcncrating units are out or servicc. These 
plants require a bypass around the HRGS ror the exhaust gases. 

iJ LIGHT-WATER MODERATED NUCLEAR 
REACTOR UNITS 

U.S. utilities have adopted the Jight-water moderated. reactor as the Mstandard~ 
type of nuclear steam supply system. These reactors are cither pressurized water 
reactors (PWRs) or boiling water reaclors (BWRs) and use slightly enriched 
uranium as the basic energy supply source. The uranium that occurs in nature 
contains approximately sevén-lenths or t·;~ .by weight or u U~· This natural urá
nium mus& be enriched so that lhe contenl of Uu~ is in the range of 2 lo 4':~ 
for use in either a PWR ora BWR. · · 

The enriched uranium must be fabricated into fuel assemblies by various manu
facturing processes. Al the time the fuel assemblies are loadcd into the nuclear 
reactor core there has been a considerable investment made in this fuel. During 
the period or time in which ruel is in the reactor and is generating heat and steam, 1 

and electrical power is being obtained rrom the generator, the amount or usable 
fissionablc: material in the corc is decreasing. At sorne point the reactor core is no 
longer ablc: to maintain a critical state at a proper power level, so the core must 
be removed and new fuel reloaded into the reactor. Commercial power rc:actors 
are normally designed to replace one third lo one fifth or the fuel in the corc: 
during reloading. 

At this point the nuclear fucl assemblies that have bcen removed are highly 
radioactive and must be treatcd in sorne fahion. Origina JI y it was in tended that. 
these assemblies would be reprocessed in commercial plants and that valuable 
materials would be obtained from the reprocessed core assemblies. Al this time 
(1983) it is questionable if the U.S. reactor industry will develop an economically 
viable reprocessing system that is acceptable to the public in general. Ir this is 
not done, either these radioactive cores will need lo be stored for sorne indeter
minate period or time or the U.S. government will have to take ovcr these fuel 
assemblies for storage and eventual reprocessing. In any case, an additional 
a~ounl or money will nced lo be invested eithcr in reprocessing lhe ruet or in 

. ·sto.r!ng it ror sorne period or lime. 
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The calculation of "fuel cost" in a situalion such as chis involves economic 
and accounring considerations and is rcally an inveslment analysis. Simply 
speaking. lhere will be a lolal dollar inveslmenl in a given core assembly. This 
dollar inveslmenl includes lhe cosr of mining che uranium, milling che uranium 
core, converling il inlo a gaseous producl chal may be enriched, fabricaling fuel 
as~mblies, and delivering lhem lo lhe reaclor plus lhe cosl of removing che 
fud assemblies afler lhey have been irradialed and eilher reprocessing them or 
sroring lhem. Each of lhese fuel assemblies will have generalcd a given amounl 
or eleclrical energy. A pseudo fuel cost may be obrained by dividing che local 
investmenl in dollars by lhe loCal amounl of clcclrical energy generaced by che 
assembly. or course chere are refinementa lhtl may be made in this simple com
pucarion. For example. ir is possiblc uainJ nuclear physics calculalions lo com
pute more precisely lhc amounl or encrgy pncralcd by a spccific fuel a~mbly 
in lhe core in a BÍVCD Slage of Operation o( a reactor. 

In the remainder of Ibis lexl nuclear unill will be lreated as if rhey are or
dinary thennal-generatlns unils fueled by a fossil fuel. The consideralions and 
compulalions o( exacl fuel reloadins sc:~ules and enrichmenr levels in che 
various fuel assemblies are beyond lhc scope of a onc-semesrer ¡raduate course 
because rhcy require a background in nuclear en¡ineerin¡ as well as derailed 
underslandin¡ or lhc fuel cycle and its cconomic aspccls. 

1.4 HVDROELECfRIC UNITS 

Hydroelecrric unics have inpur-ourput characteristics similar ro sleam turbine 
units. The input is in lerms of volume of waler per unit time; lhe ourpul is in 
lerms of electrical power. Figure 2.10 shows a typical input-output curve for a 
hydroelectric planl where che ner hydraulic head is constant. This characteristics 
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FIG. Z.U lnput-outpul L"\Uvn ror hydroclco:tric planl wilh a 

vanablc hcad. 

shows an almos& linear curve of inpuc walcr volume requiremcnls ('Cr unic lime 
as a funccion of power oucpul as lhe power outpul incrcases from minimum lo 
raled load. Ahn·. ·l•is poinl rhe volumc requiremenls increase as che efficiency 
of rhe unil f.; • l"he incremental water rare characrerislics are shown in 
Figure 2.11. Th~: umls shown on borh rhesc curves are English unirs. Thar is. 
volume is shown as acre-fcet (an acre of water a fooc deepl. lf necessary, nel 
hydraulic heads are shown in feel. Mecric units are also used as are rhousands 
o( cubic feel per second (kftl/~1 for che warcr rate. 

Figure 2.12 shows the input-oulput characteriscics of a hydroelectric plant 
wich variable head. This lype ·o( charaderistic occurs whenever che varia& ion in 
rhe slorage pon:! ! ; ~~ . forebayl and/or aflerbay elevations is a fairly large per
a:nra&e or lh . ; ncl hydraulic head. Schcduling hydroelecrric planes wilh 
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FIG. 1.13 lnpulo()Uipul c:haractcrislia ror • pumpal IIOrap hydro planl wilh 
a fiaed, ncl hydraulic hcad. 

variable hcad characteristics is more difficull than schedulin¡ hydroelcclric plants 
with fixcd heads. This is true not only bcc:ausc or the mulliplicity of input
output curves that must be c:onsidercd, but also bcc:ausc thc maximum capabilily 
or the planl will also lend lo vary wilh lhe hydraulic head. In Figure 2:12 lhe 
volume or waler rcquired ror a ¡iven power oulput dccreases as lhe head in
creases. (That is, ilQ/dhcad or dQ/c1volume are ne¡ative for a fixcd power.) In a 
later sec:tion ITiethods are discusscd that have bccn proposcd ror lhe oplimum 
schcdulin¡ or hydrolhcrmal power ayslems wherc lhc hydroelcctric syslems exhi-
bil variable hcad charac:lerislic:s. · · 

Fi¡ure 2.13 shows lhc typc of c:haraclerislics exhibited by pumpcd-slorage 
hydroelcclric: planls. These plants are designed so lhal water may be slored 
by pumping il againsl a nel hydraulic: head for discllarge at a more propitious 
lime. This type of' planl was ori¡inally installed wilh scparatc hydraulic: lurbines 
and eleclric motor driven pumps. In rccenl ycars reversible, hydraulic pump 
lurbines have been ulilized. These reversible pump turbines exhibil normal 
input-oulput charac:terislics when ulilizcd as t~ubines. In the pumping mode, 
however, the efficiency or opcralion lends lo rall off when. lhc pump is opcr
alcd away rrom the ratio¡ or lhc unit. For chis reason mosl planl opcrators 
will only opcrale lhesc units in the pumpin¡ mode al a fixcd pumping load. 
The incremental water characteristics when opcrating as a lurbinc are, or coursc, 
similar 10 lhe c:onvenlional unils illuslrated previously. · 

Thc schcduling or pumpcd-slorage hydroelcclric: plants may also be compli
cated by lhc nccessity or rccognizing thc variable-head cffccls. Thesc effects may 
be mosl pronounced in the variation or the maximum c:apability or the plant 
rather than in lhe prescnce or mulliple input-output curves. This variable maxi
mum capability may have a significanl effect on the requiremcnts ror sclecting 
capacity to run on the system, since thesc pumpcd-storage hydro plants may 
usually be c:onsidercd as spinning-reservc capabilily. Thal is, lhey will be uscd 
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only during pcriods or highcst cost gencration on the thennal unit~; at oth~r 
times thcy may be considercd as readily available ("spmmng reserve ). Thal ts, 
during pcriods whcn they would normally be pumping. thcy may be shut off 
lo reduce the dcmand. When idlc. they may be startcd raptdly. In lhts .case the 
maximum capacity availablc will havc it significanl impacl on lhc requtremenls 
ror having othcr . units availablc to mcct thc systcms lnlal spinning-rcsen-e 
requiremenls. . . 

Thcsc hydroclcclric planes and lhcir characlerislics (bolh the characlensltcs 
ror the pumpcd·sloragc and the convencional sloragc hydroclcctric plants_) ~re 
affccled greatly by thc hydraulic configuratipn thal exisl~ wherc che planl ts m· 
stallcd and by the rcquircmcnts for water Hows that may havc nothmg to do 
with power production. Thc charactcristics jusi illustratcd are for single. isolated 
plants. In many river systems plants are connccted in both series and in par· 
allcl (hydraulically spcaking). lnlthis case the rcleasc oran upstrcam plant con
lributes lo the inHow o( downstream plants. There may be lributarics belween 
plants thal contribute to the water storcd bchind a _downstrcam dam. The 
situation bccomes cven more: complex when pumpcd:storage plants are con· 
strucled in conjunction with conventional hydroelectric plants. The problcm or 
the optimum utilization or these resources involves the complicatcd problems 
associated with the scheduling (Ir water as well as the optimum opcration or 
the electric power system to minimize production cost. We can only touch on 
these mattcrs in this text and inJroduce the subject. Rccause or the importance 
or the hydraulic coupling belwecn plants, it is sare lo assert that no two 
hydroelectric systems are exactly ,the same. 

APPENDIX 
Typical Generation Dala 

Up until 1he early 1950s. most U1S. utilities installcd units or less than 100 MW. 
Thesc units were relatively incfficient (about 950 psi steam and no rcheal cyclcs). 
During the early 1950s, the cconomics or reheat cydcs and advances in malerials 
lcchnology encouragcd the install¡llion or reheat units having steam tempcralures 
of IOOO"F and pressures in the range or 1450 to 2150 psi. Unil sizes for the 
new design reheat units ranged lo 225 MW. In the late J950s and early 1960s, 
U.S. utilities bcgan installing largcr units ranging up to 300 MW in size. In the 
late 1950s, U.S. utililies began inslalling larger, more efficienl units Cabout 
2400 psi with single reheat) ranging in size lo 700 MW. In addition. in the late 
1960s, sorne U.S. utilities began installing more efficienl supercritical unils (about 
3500 psi. sorne with doublc reheal) mnging in size to 1300 M W. The bulk or these 
superc:ritical units range in si7.c from 500 lo 900 MW. However, many of the 
newest supcrcritical units range in size rrom 1150 lo 1300 MW. 

Typical heat rate dala ror thesc classcs or rossil generation are shown in 
TabJe 2.1. Thcsc data are bascdl on Federal Power Commission reports and 
other design data for U.S. utilities (sce lle11t Ratt>s for Genc•rcll f:tc·ctrit' Stec1m 
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TABI.F. U Typical Fossil Generation Unil Hc:al Ralc:s 

Fonil 
unit-dncription 

Su:am -roal 
Stc:am -· oiJ 
Stc:am--ps 
Steam- -coal 
Steam · oil 
Stnm ·ps 
Steam --coal 
Stcam-oil 
Steam -p1 
Stcun-coal 
Stam-oil 
Stc:am-ps 
Stc:am-mal 
Stc:am--oil 
Steam--ps 

Unil 
raliRJ 
(MW} 

~ 
~ 

~ 

200 
200. 

200 
400 
400 
400 
600 
600 
600 

800-1200 
100-1200 
800-1200 

100"1. 
out pul 

(Btu/kWhl 

11000 
11500 
11100 
9500 
9900 

10050 
9000 
9400 
9500 
1900 
9l00 
9400 
1750 
9100 
9200 

110'/. 
OUIJIUI 

(Biu/kWh) 

11088 
JJS92 
11794 
9576 
9919 

tOllO 
904S 
9447 

'S411 1919 
9)9) 

9494 
180) 
9155 
92SS 

60i'o 
OUIJIUI 

(Btu/kWh) 

11429 
11949 
12156 
9871 

10286 
10442 
9252 
966) 
9766 
926S 
9681 
9785 
9041 
9409 
9Sil 

40/~ 
OUIJIUI 

(Biu/kWhl 

12166 
12119 
12940 
10507 
10949 
11115 
978) 

10218 
10127 
984) 

10286 
10196 
9625" 

10011)" 
10120' 

TABLE 2.J Approximate Unil Heal Rate 
lnaeuc: Over Valvc-Beal-Poinl Turbinc: Heal 
Rate In"' 

Uni11ia 
(MW) 

50 
200 
400 
600 

800-1200 

Coal 

22 
20 
16 
16 
16 

Oil 

. 21 
25 
21 
21 
21 

Ga1 

lO 
27 
22 
22 
22 

2S~~ 
oulpul 

(Biu/kWhl 

11409" 
14019" 
14262" 
11581" 
12068" 
12251" 
10674" 
11148" 
11267" 
10814" 
IIJClO' 
11421" 

Turbine-GeneratorJ 100,000 kW anJ Larger, Large Steam Turbine Generator 
Dcpartmenl, G.E.~ 

The shapc or the hcat rate curves is based on the locus or dcsign, "valve
bcst-poinls" ror lhc various sizes or turbincs. The magnitude or lhe turbine heat 
rale curve has becn incrcascd to oblain the unil heat rale, adjusling ror thc 
mean or &he valve loops. boilcr efficiency, and auxiliary power , · ilrements. The 
rcsulling approximale increase rrom design turbine hcal rale '" ' i·tain lhe gen
eration unil heat rale in Table 2.1 is summarized in Table 2.2 ror lhe various 
typcs and sizcs or rossil units. Typic:al rossil unit maintenancc rcquirements and 
rorced outage rate (F.O.R.) data are shown in Table 2.3. 

The annual maintenancc requirements, based on a rairly recent rcporl (197S) 
or the Edison Elcctric lnstitute on cquipment availability, includcs both sched
uled and unschcdulcd maintenancc (or maintenancc outages). A maintenancc 
outage oa:urs when a unil is taken out or servicc lo repair a , . ··•cm. Supcr
critical units have more complicated cquipmenl than subcritical unils; thercfqre 
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TABLE 2.4 Typical Nuclear Generalion Unil Heal Rales 

lOO" l. 
Out pul 

(Biu¡\Wh) 

Lighl·waler reactor 10400 

7S~~ 
Oulpul 

IBiu¡\Wh) 

10442" 

• Nuclar unill ars uauallJ dil¡.ldlcd al fiatd oulpul. 

~~ 
Oulpul 

(Biu¡\Wh) 

109SJ• 

thc maintenance rcquircments havc beco incrcascd 19"/o over the EEI dala for 
unils larger than 600 MW, which is bascd mainly on subcriaical unil maintenance 
requirements. 

The forced outage rate and outa¡c duration dala for lhe fossil unils are also 
bascd on the cited EEI report. Full and partial outage dala are prcscnled as well 
as the rcsulling efl'eclivc oulagc rale dala. Thc forccd oulage rates incrcasc 
significanlly as lhe unil sizc and inilial slcam condilions increase. The EEI reporl 
docs not separa te the forccd outage ralcs of supercritical unils from the subcrilical 
units grcatcr Iban 600 MW. Sincc thc ateam prcUurc is much hi¡her and thc ·unit 
sizc will be lar¡er for supercritical units, it is assumed that the forccd outagc data 
would be 10"/o hi¡her than thc 600 MW subcritical unit data, whic:h reprcscnt 
lar¡cr subcritical unit forccd oula¡e ralcs. 

Typical nuclear generalion heat ratc dala are shown in Table 2.4. One set 
of typical characteristic:s can reprcsent bolh lypes or light-water reac:tors for gen
eralion sludics. The typic:al shape of the heal rale curve for li¡hl-water reaclors 
is bascd on the locus of dcsign valve-besl-poinls,adjusled upward 8% lo oblain 
lhe unil net hcal ralcs. The addilional 8% acc:ounls for auxiliary power rcquire
menls and heal losscs in the rcaclor auxiliary equipmenl. Mainlenancc and 
forccd outage rale data shown in Tablc 2.S are bascd on EEI dala for lhe existing 
nuclear units. 

Gas turbincs ran¡e in sizc from a few megawatls to lOO MW for sorne of the 
newer unils. Gas turbincs are dcsigncd to burn liquid or gascous fuels, moslly 
light dislillate oil or natural ¡as. Typical ¡as turbine heal rales are shown in 
Table 2.6. Heat rate data bascd on the same sourccs as lhe fossil and nuclear 
unils are prcscnted only for full-load operalion bccausc thcsc units are nol nor
mally operated at parlial loads. 

Typical ¡as turbine maintenancc and forced oulage dala are prcscnled in 
Table 2.7. The mainlenancc requircmenls are approximalely lhe samc for bolh 
induslriai r.nd jet engine plants, based on lhe EEI repora. The effective forced 
outage· ratcs shown in Table 2.7 are also aboul the same for bolh typcs of gas 
turbincs if lhe EEI definition of forced oulage rale is modified as follows. 

EEI F.O.R. = . . Ti~e on fo~ccd oulage 
T1me m serv1cc + T1me on forced oulage 

Mod"fi d F O.R = Time on forced oulage 1 
e · Time available for scrvicc + Time on forccd oulage 
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Sincc lurbines are generally operaled as pealcing unils duc lo high fucl 
.. cosa and high unil hcal rales, their actual running lime is vcry small. Thc con-
. venlionally calculatcd forced oulage rales for gas lurbinc:s are approximately 

·• 33~~ for industrial unils and 48% for jet engincs. Howcvcr, ir lhc sc:rvicc lime ·is 
·replaced by lhe lime lhe pealcing unils are available, lhe forced oiJiage rales 
reduce lo aboul 24% for bolh lypes of gas lurbines. 11 is recomended thal lhc. 
modificd forced oulage rale dala be u5cd for lhese pealcing unils. 11 is almosl 
impossiblc lo specify .. lypical" dala for a hydroclcclric planl sincc lhe csscnlial 
dlaraclerislics depcnd on lhc hydraulic paramelers associalcd wilh cach planl 
sil e. 

l2 APPENDiv TYPICAL GENERATION DATA 

Economic Dispatch 
of Thermal Units 
and Methods of 
Solution 

This chapler inlroduces techniques of power syslem 
oplimizalion.-For a complclc undcrstanding or how 
oplimizalion problems are carried oul, firsl read the 
appendix lo lhis chapler where lhe concepls or lh_e 
LaGrange multiplier and lhe Kuhn-Tucker condr
lions are inlroduced. 

3.1 THE ECONOMIC r>ISPATCH PROBlf.l\1 

Figure 3.1 shows lhe configuralion lhal will be 
sludied in lhis sc:clion. This syslcm consisls of N 
lhermal-gcncraling units connected lo a single bus
bar scrving a received electricalload P 11 • The input 
lo each unir, shown as F,. rcprescnts lhc cost ratc• 
of thc unit. Thc output of cach unir, P,. is the 
electrical power generatcd by lhat parlicular unir. 
The tolal cosl rale of lhis _syslem is, of course, the 
sum of the cosls of each of ~he individual units. The 

• GmcrarinJ unils cncmmw r~l al a srn:ilir nrc Cc.J. MBru.·'hl. which a• nnrtd in C'h.:ortcr ~ nn torcon~rtrd rn 
1/h, ,;.liich ~prnrnl\ a cnot r~rc. sraninJ in rhi• .~,...,. and rhrnu,huutlhc rnn~onokr o( lhc re u. •e ••" vmr'7 II'C rh< 
lcrm amcrarinJ unir ·moa- leo ~rcr '" ll:h. ' 
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FIG.l.l N lhcnnal unila commillcd lo ICift a load ol 1'1 • 

essential constraint on lhe operalion of lhis syslem is lhal abe sum of lhe oulpul 
powers must equal the load demand. 

Maahematically speaking. thc problem may be slated very concisely. That is, 
an ~bjective function, !z, is ~1 lo lhe 12111 ~ for su¡!piJi~J ahc indicaled 
~- The problem is to minimizc !z subjcc::t lo the constraint lhat the sum 
of the powers gcneraled musa equal lhe received load. Nole lhat any trans
mission losses are neglccted and any operaaing limits are nol explicilly staled 
when formulating lhis problcm. Thal is, 

Fr = f 1 + Fz + FJ + · · · + F,. ,. 
... ¿ F1(PJ (3.1) 

1•1 

" 4' = O = P 11 - I: P1 (3.2) 
ja 1 

This is a constrained oplimization problem that may be attackcd formally using 
advana:d calculus methods lhat involve the laGrange function. 

In order lo eslablish the nccessary conditions for an extreme value of the 
objcc::tive funclion, add ahe c:onslraint function lo the objcclive function after thc 
constraint function has becn multiplied by an undelermincd multiplier. This is 
known as the_ LqGragee [unction and is shown in Eq. J.l 

(ll) 

The necessary conditions for an extreme value of the objcctive funclion resull 
when we take the first derivative of the laGrange function with respect to each 
of the independent variableS and set thc derivalives equal lo zcro. In this case 
lhere are N + 1 variables, lhe N values of power output, P;. plus ahe undeler
mincd LaGrange mulliplier, l. The derivative of the LaGrange funclion with 
respect to the undetermined multiplier merely gives back the constraint equa
tion. On the olher hand, the N equations thal result when we take the parlial 

-------------------------
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derivative of the laGrange function with respcct to the powei outpul values 
one al a time give lhe sel of equalions shown as Eq. 3.4. 

or 

iJ!f' df;(P;) A _ O 
iJP, = dp;- - -

df, 
0=--A ¡---
~ 

(3.4) 

~1 is the ~essary condilion for lhe ~xisleru:e ·of a '1!!.-mmum ~
operating ~ondiljon fui lhe ·!hcrmal ~r mwu is lhal the incremental cosl 
raiCS of all the UoÍIS be equal lO some undelermincd valuc, _! Qf course, lO 
this necessary condilion we musl add 1hc constraint equation that the sum ~f 
the power oulputs musl be equal to the power ~emamlcd by the load. _In add•
tion, there are two inequalilies lhal musl be sa11sfied for each of lhe um~s._ That 
is, the power out pul of each unit musl be grealcr than o· eq~al lo the mm1mum 
power permillc:d and musl also be less lhan or equal lO lhc malumum power 
permitted on lhal parlicul~r unit._ . . . 

These conditions and mequahlles may be summanzed as shown m the set 
of equations making up Eq. J. S. 

df, = 1 ~ N" equalions 
~ 

P;. ::;....!!~-~~,!JIU v-- 2 N inequalities 

" 

(J. S) 

I: P, = P 11 cV--. 1 constraint 

·=~ 
When we recognize the inequalily conslrainls, then thc necessary condilions may 
be expanded slightly as shown in the set of equations making up F.q. 3.6. 

df, = 1 t p p p 
A 10r ; . .,;. < ; < •.m .. 

dP1 

df; 1 
dP;s; 

df; 1 
df 2: 

1 

for P1 =P ...... CJ.6) 

Severa! of the examples in this chapter use thc following three generalor units. 

Unlt 1: Coal-fiml Steam Unit: 
Max output = 600 MW 
Min oulput =ISO MW 
lnput-outpul curve: 

(
MBtu) 2 11 1 -h- =Sl0.0+7.2P 1 +0.00142P1 
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V•• l: 011-ftmll Steam Uall: 
Ma1 outpul a: 400 MW 
Min output = 100 MW 
lnput-outpul curve: 

(
MOtu) 

H1 -h- = 310.0 + 1.85P1 + 0.00194Pi 

Ualt 3: 011-fired Steaaa UDit: 
Ma1 outpul = 200 MW 
Min outpul = SO MW 
lnput-ouaput curve: . , 

(
MBtu) 1 Hl -h- ,.. 78.0 + 7.97 PJ + 0.00482PJ 

EXAMPLEJA 

Suppose lhat we wish lo determine the cconomic operalins point for lhcse threc 
units when deliverins a total oiBSO MW. Bcfore this problem can bf: solved, the 
ruel c:ost o1' eac:h unil must be spccificd. Lct the followins fuel costa be· in ell'cct. 

Unil 1: Fuel c:ost • 1.1 lt/MBlu 

Unil 2: Fuel cosa = 1.0 Jl/M Btu 

Unil 3: Fucl cost = 1.0 Jl/MBtu 

Then 
..) 

' \ 1\~ 
1\ ,. >" 

,,1 'L. "' 
1) "\' {J 

F 1(P 1) = H 1(P1) x 1.1 = 561 + 7.92 P1 + 0.001562 ~ Jl/h 

Fz(P1) = H1(P1) x 1.0 = 310 + 7.85 P1 + 0.00194 Pi Jl/h 

F,(Pl) = H,(P,) X 1.0 = 78 + 7.97 pl + 0.00482 Pi tl/h 

Using Eq. 3.S, the conditions ror an oplimum dispatch are 

df . 
dP: = 1.92 + 0.003124P1 =A 

dF1 ' 

dP
1 

= 7.8S + 0.00388 P1 =A 

dF, 
dPl = 7.97 + 0.00964 P, = l 

and 

----------------------
16 J.l • .;(Y"''OMIC PISPATCH PROBLEM 

Solvi-ng for A, one obtains 

l = 9.148 Jl/MWh 

and then solving for P1, P1 , and PJ, 

P 1 = 393.2 MW 

P1 = 334.6 MW 

P, = 122.2 MW 

Note thal all constrainls are mel, lhal is, each unil is within ils hi~i: .••• oJ low limil 
and the total output when summed bver allthree units meets the desired 850 MW 
total. 

EXAMPLEJB 

Supposc the price of coal decreascd lo 0.9 tl/M Rtu. 1hc fucl cost function for 
unil 1 bccomes · 

F 1(P1) = 459 + 6.48 P1 + 0.00128 P: 

1( one goes ahout the solulion exactly as done here, the results are 

l = 8.2841(/MWh 

and 

P1 = 704.6MW 

P1 = 111.8 MW 

P, = 32.6 MW 

This solution meets the constraint requiring total general ion to equal 850 M W, 
but units 1 and 3 are not within limit. To solve ror the most economic dispatch 
while meeting unit limits, use Eq. 3.6. 

Supposc unit 1 is set lo its mnimum output and unit 3 lo its minimum out· 
pul. The d•··• ••.:comes 

P1 =600MW 

P1 = 200 MW 

PJ =SO MW 

From Eq. 3.6, we see thal l must equal the incremental cost or unit 2 since it is 
not al either limil. Then 

A = df 1 1 = 8.6261(/MWh 
dPz r1 =lOO 

I!CONOMIC DISPATCII Of' TI' IAL UNITS Z1 
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Ne11, calculalc: lhc: incremental cosl for units 1 and J lo see if thcy mcct the 
c:o.nditions of Eq. 3.6. 

df,l dP = 8.016 Jt/MWh 
1 Po•600 

:~ 1 1 . = 8.452 Jt/M Wh 
1 r, .. so 

Note thal the incremental cost for unit 1 is less than A, so unil 1 should be at 
its muimum. However, lhe incmnc:ntal cosa for unil 3 is not grealer than A, so 
unil 3 should not be forced to its mínimum. Thus. to find lhe optimal dispatch, 
allow the incremental cost at unila 2 and 3 lo cqual .l as follows. 

which resulls in 

and 

P,a 600MW 

df2 
dP

2 
•7.8S + 0.00388P2 • .l 

dfl 
dPl = 7.97 + 0.00964 PJ D .l 

P2 + Pl = 8.50- P 1 = 2.50 MW 

l = 8.S76 ll/MWh 

P2 = 187.1 MW 

Pl =62.9 MW 

Nore lhal this dispatch mcels rhe conditions of Eq. 3.6 since 

dF,I dP = 8.016Jl/MWh 
1 Po•600MW 

which is less rhan A, whilc 

borh equal .l. 

3.2 THERMAL S\'STEM DISPATCHING WITII 
NETWORK LOSSES CONSIDERED 

Figure 3.2 shows symbolically an allrhermal power generalion system connected 
lo an equivalen! load bus lhrough a transmission network. Thc economic
dispalching problem associated wilh Ibis parlicular con6guralion is slighlly more 
complicaled lo sct up lhan lhe previous case. This is becausc lhe conslraint 

------------------
l8 3.2 THERMAL SYSTEM DISPATCHING WITH NETWORK LOSSES 

Transmission 
netwofk wilh 

lcmell't 

fiG. U N 1hcrm11l unils scrviba load lhrough !ransmission nclwork. 

"• 

equalion is now one that must include the network lossé~. Thc objcclive function. 
F ¡5 the same as that defined for Eq. 3.1. However, the consrrainl equation 
p;;viously shown in Eq. 3.2 mu$1 now be expanded lo the one shown in Eq. J. 7. 

1 " Pa -f' P,_- L P¡ = 4> =O (3.7) 
i = 1 

1 

The same procedure is followed in the formal sense lo esaablish lhe necessary 
conditions for a mínimum cost operating solution, The LaGrange function is 
shown in Eq. 3.8. In taking the derivarive of the LaGraoge function with 
respect ro each of the individual power outpuls, P,. ir musl be recognizcd 
that the loss in the transmission network, P1 .•. is a function of the network 
impedances and the currents llowing in thc nctwork. For our purposes, the 
currents will be considered only as a function of thc indepemlcnl variables P, 
and rhe load P •. Taking rhe derivarivc of rhe LaGrangc function wirh respecl 
ro any one of rhe N value!i of P, resulls in Eq. 3.9. There are N equations 
of this type ro be salis6cd along with the constraint equalion shown in Eq. 3.7. 
This colleclion, Eq. 3.9 plus: Eq. 3.7, is known collecrively as the coordination 

equations. 

or 

!/' = f T +Al/) 

o!f' = dF¡ _ A(l _ •:P,_) =O 
oP; dP, 1 P; 

N 

PI( + PL - L P; =o 
j. 1 
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. Ir is much ~ore di~cull lo solve lhis sel of cquations than the previous ser 
warh no Iones smce lhas second sel involves rhe compurarion of che nerwork loss 
in order to establish lhe validity of che solurion in sarisfying rhe conslraint 
cqualion. The~ have been IWO general approachcs lO lhe solulion of lhis prob- . 
lem.The fir!ll as lhe developmenl of a mathemarical expression for lhe losscs 
in lhc nelworlc solcly as a funclion of lhe power oulpul of each of lhe unils. 
This is lhe loss-formula method discusscd al some lenglh in Kirchmayer (Economic 
Ol'f'rarion ofPown Systmu, Wiley,I9S8). The othcr basic approach lo the solurion 
of Ibis problem is lO incorpora le lbe load-flow cqualions as essenlial constrainls 
in the formal establishment of the oplimizalion problcm. This general approach is 
known as lhe oprimal load jlow. 

EXAMPLEJC 

Srarling ~ich lhe same unils and fuel cosls as in Example 3A, we will include a 
simplificd loss exprcssion. 

P .. = 0.00003Pf + 0.00009P~ + 0.00012PJ 

This simplificd loss formula will suffice lo show the difficullics in calculaling a 
dispatch for which losscs are aa:ountcd. Nole lhal rcal-world losa formulo&~ are 
more complicalcd than rhc onc uscd in lhis cxamplc (Scc Chaplcr 4). 

Applying Eqs. 3.8 and 3.9, 

df1 ... A(l _ ap._) ..r, dP, aP, 
• 

beco mes 

7.92 + 0.003124P1 = A(l- 2(0.00003)P1] 

Similarly for P1 and P1 • 

and 

7.85 + 0.00388P1 = A(l- 2(0.00009)P1] 

7.97 + 0.00964P, = l(l - 2(0.00012)P1] 

P 1 + Pz + Pl- 850- P._= O 

Wc no longcr ha ve a scl of linear cqualions as in Examplc 3A. This necessilales 
a more complex solurion procedurc as follows. 

Step 1 Pick a set of starling values for P 1, Pl, and P1 thal sum ro rhe load. 

Step 2 ~alculale the incrcmentallosscs aPJoP, as well as rhe totallosses P._. Thc 
mcremcnlal losscs and rotal losscs will be considercd consrant unril we 
relurn lo slep 2. 

--------------- ·----- ----·---
JO 12 THD.. • .. .,STEM DISPATCHINO WITH NETWORK LOSSES 

Slep J Calculale the value of A thal causes P 1, P1• and P1 lo sum toche total load 
· plus losscs. This is now as simple asrhe calculacions inExample lA smcc thc 

equalions are again linear. 
Slep 4 Compare che P

1
, P

1
• and P1 from slcp J ro thc valucs uscd atrhc srarl ofslep 

2. lf rhcrc is no signif~eanl change in any onc of thc valucs. go ro slcp S. 
orhcrwise go back lo srcp 2. · 

Slep 5 Done. 

Using rhis procedure, we obrain 

Slep 1 Pick rhe P 1, P1 , and P3 slarling values as 

P
1
. = 400.0 MW 

P1 = 300.0 MW 

P1 = 150.0 MW 

Step l lncremenral losses are 

ciPL = 2(0.00003)400 = 0.0240 
cJP1 

cJP l. = 2(0.00009)300 = 0.0540 ,,,J 
i 

¿ip._ = 2(0.00012)150 = 0.0360 
iJP, . 

Torallosses are 15.6 MW 
Step J We can now solve for A using rhc following. 

and 

7.92 + 0.00)124 P1 = ..l(l - 0.0240) = ..1.(0.9760) 

7.85 + 0.00388 P1 = A(l - 0.05401 = ..1.(0.9460) 

7.97 + 0.00964 P1 = A(l - 0.0360) = ..1.(0.9640) 

p 1 + p l + p 1 - 850 - 15.6 = p 1 + p l + p J - 865.6 = o 

These equat •.. 
resulls are 

.• ow linear, so we can solve for A direclly. Thc 

A= 9.5252 1(/MWh 

and lhc resulring gcncralor outpurs are 

------------- --

r. = 440.68 

P1 = 299.12 

P1 = 125.17 
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Sltp .. Sinc:e these values for P 1, P¡, and P3 are quite difTerent from thc starting 
values, wc will return to step 2 

Sltp 2 The incremental Josses are recalculated wich che new generation values. 

aPL · 
aP. = 2(0.00003)440.68 = o.o264 

aPL . 
aPJ = 2(0.00009)299.12 = O.OS38 

Totallosses are IS.78 MW. 

Slep 3 Thc ncw ineremcntal losscs and total Josscs are incorporatcd into the 
equations, anda ncw valuc of A and P 1, P¡, and P3 are solvcd for 

7.92 + 0.003124P1 ... .t(l- 0.0264) = A(0.9736) 

7.8S + 0.00388 P¡ = A(l - O.OS38) = .t(0.9462) 

7.97 + 0.00964 P 3 ... A( 1 - 0.0301) = A( O. 9699) 

P • + P l + P l - 8SO - 1 S. 78 ,.. P 1 + P l + P 3 - 86S._78 = O 

rcsultin¡ in A= 9.S27S ll/MWh and 

P 1 = 433.94 MW 

P¡ = 300.11 MW 

Pl = 131.74 MW 

Tablc 3.1 summarizcs Che icerative proccss used lo solvc chis problem. 

TABL[ l.l ltcrative Proccss Uscd lo Solve Elample J. 

lAmbda 
llcralion P 1(MW) P1(MWI P,(MW) Lossn(MW) lll/MWh) 

S1ar1 400.00 lOO.OO uo.oo 15.60 9.S2S2 
1 440.61 299.12 125.77 15.78 9.S27S 
2 4H94 lOO.II IJI.74 15.114 9.S28S 
) 4lS.87 299.94 ll0.42 15.8) 9.S28l 
4 4Uil 299.99 ll0.71 IS.U 9.S284 

31 1.2 THERMAL SYSTEM DISPATCHING WITH NETWORK LOSSES 

START 

CALCULA TE P, 
FOR i = 1 · · · N 

CALCULA TE .. 
f., PA- I P, 

1•1 

~IRST ITERATION7 >-Y-E-S~ 

~NO 
~~I.;;TOLERANCE 

NO 

END 

FIG. J.J Economic: dispalch by lhc Lambda-iltralion mtlhod. 

J.J THE LAMBDA-ITERATION METHOD 

Figure 3.3 is a block diagram of the lambda-iceration method of solution for &he all 
&hennal, dispalching problem-neglccting losses. We can approach &he solution lo 
this problem by considering a graphical tcchnique for solving the problem and 
then ex lending this into the area of computer algorichms. 

Supposc we had a thrcc-machine system and wish lo find lhe opli:num 
cconomic opcraling point. One approach would be lo plol lhe incremental cost 
characCeristics for each of lhesc thrcc unils on the same graph, such as skeh;hcd 
in Figure 3.4. In order lo cstablish thc opcrating points of each of thcsc thrcc units 
such that we ha ve mínimum cost and acche same time sacisfy the spccificd demand. 
we could use this sketch and a ruler 10 find lhe solulion. Thal is, we could assume 
an incremental cosl raCe (J.) and lind the power oulpuls of each or the thrcc unils 
for Ibis value of incremental cosl. 

Of course, our lirst cstimate will be incorrcct. lf we ha ve assumcd the value of 
incremental cost such that thc total powcr output is too low, we mus& incrcasc 
Che A value and lry another solution. With two solutions, we can elltrapolate (or 

------------ ·------· .... - ·----·------ -· -------- -. ---- .. 
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FIG. l.5 Lambda projections. 
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1 

1' 

interpolare) the two solutions to gel closer lo the desired value of total received 
power (see Figure 3.5). 

By keeping track of the total demand versus thc incremental cosl, we can 
rapidly find the desired operaling point. lf we wished, we could manufacture a 
whole series or tables lhat would show lhe total powcr supplied for diiTerent 
incremental cosl levcls and combinations of units. 

This same procedure ·can be adoplcd for a compulcr implemeniation as shown 
in Figure 3.3. That is, we will now establish a sel of logical rules that would 
enable us lo accomplish the same objectiv~ as we have jusi done wilh ruler and 
graph paper. The actual dctails of how the power oulput·is established as a func
tion of the incremenl :; l . •.1 rateare of very liule imporlance. Wc could, for Cllam
ple, slore tables· of dial ;o w•thin the computer and interpola te betwecn the stored 
power points lo find ellacl power out pul for a spccified value of incremental cost 
rate. Another approach would be lo develop an analytical function for the power 
output as a function of the incremental cost rale, store this function (or its coeffi
cients) in the computer, and use lhis lo cslablish lhe out pul or each or the individ
ual unils. 

This procedure is an itcrative typc of compulation, and we musa establish stop
ping rules. Two general forms of stopping rules seem appropriatc for this applica
lion. The first is shown in Figure 3.3 and is esscntially a rule bascd on finding 
the propcr opcraling poinl within a specified lolerance. The other, nol shown in 
Figure l.J, involves counting the numbcr of times through the iterative loop and 
slopping when a m·•' i 11um number is ella:eded. 

The lambda-it"' .. ,,n procedure converges very rapidly for this particular type 
of optimization problcm. The actual computational procedure is slightly more 
complell than lhal indicaled in Figure 3.3 since it is necessary lo observe the 
operating limits on each of the units during the course of the compulation. The 
well-known Newton-Raphson method may be used to project the incremental cost 
value to drive the error between the compuled and desired gencration to zoero. 

EXAMPLEJD 

Assume that one wishes to use cubic functions to re¡1resen1 the input!_oulput 
. charactcristics of generating plants as follows. 

H (MBtu/h) =A+ BP + CP1 + DPJ (P in MW) 

For the three units, find the optimum schedule using the lambda-iteration method . 

A B e D 

Unitl 749.55 6.95 9.68 x ro·• 1.27 X 10· l 
Unil2 1285.0 7.051 7.J1S • 10 • 6.4SJ x 1o·• 
Unil 1 ISli.O 6.Sll 1()4 • 10') 9.98 • 10 -· 
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Assume lhe fucl cosl lo be 1.0 lt/MBtu for each unir and unir Jimits as follows. 

320 MW s P1 s 800 MW 

300 MW S Pl S 1200 MW. 

215 MW S Pl S 1100 MW 

. Two sam~Je calculalions are shown, both using the Oowchart in Figure 3.3. In 
th1s calculat1on, lh_e value for A on the scc:ond iteration is always ser at 10"/o above 
~r be~ow the star11~g val_ue depcnding on thc sign or lhc error; for the remaining 
11erat1ons, lambda 11 pro,JCCtcd as in Fisurc J.S. 

The firsl cumple shows lhc advantasc ol .... ~llJ A Ítear the optimum. value. 

Pa=2SOOMW 

A.....= 1.0 ll/MWh 

. Thc second ~llam~le shows thc oscillatory problema that can be encountered 
wuh a lambda-11erauon approach. 

Pa =2500MW 

J... = 10.0 ll/MWh 

hcralion 
Total acncralion 

Lambda IMWJ P, P, P, 
1 8.0000 17JU 494) 596.7 6406, 2 8.8000 2795.0 800.0 1041.0 9S2.0 
) 8S781 25260 nu 921.4. 867.9 4 8.5)66 2497.S 7261 911.7 859.7 5 85S86 2500.0 7269 912.7 860.4 

llcralion 
Tolalacncralion 

Lambda (MW) P, P, P, 
1 10.0000 )100.0 800.0 1200.0 1100.0 2 9.0000 2974.8 800.0 1148) 1026.5 
) 5.2068 89S.O 120.0 .100.0 27S.O 4 8.1140 1920.6 551.7 674.5 694.4 
S 9.7878 1100.0 800.0 1200.0 1100.0 6 1.9465 2927.0 80().0 1120.) 1006.7 7 6.8692 895.0 )20.0 .100.0 275.0 8 8.5099 205.0 707.) 886.1 841.7 9 8.5791 2S27.4 7J.S.I 924.0 868.) 10 8.5586 2500.1 726.9 . 912.8 860.4 

3.4 FIRST .ORDER GRADIENT METHOD 

Many oplimization procedures are nothing more lhan direcled enumeration or 
search, procedurcs. Such is the case wilh the melhods lhat are known as gradiem 

J6 l.4 FIRST-ORJ'- GRADIENT METHOD 

mttllilds. These methm.ls are well suited for the typc of problem whcre there is a 
greal deal or physical underslanding or the nature of thc problcm and thc behavior 
of the objective function as lhc indepcndent variahk-s are adjustcd. Gradicnt 
methods have one vcry slrong desirable charactcristic. Thal is. gradienl search 
techniques always slarl off with a feasihle solution and search for the oplimum 
solution along a trajeclory lhal maintains a feasible solution al all limes. -By 
"feasible solucion" is meanl a solution in which all the constrainl condicions are 
mee. 

There may be olher melhods of gradienl search thal starl from nonfeasible 
solutions and search for solutions that are both optimal atld feasible. However, the 
most commonly uscd gradient search techniques always provide feasible answers. 
This is a very desirable characteristic since the computational proccdure may ~ 
interrupted al any time and the most recent solution point will still be a reasonablc 
operating point of which to make use. 1( the method is such that, the objeccive 
function is monotonically changing as each new operating point is established, 
then thc most recent solution is lhe best one found lo that particular stage o( the 
computation. The disadvantage of this type of optimizatlon proccdurc is thal lhere 
is no clear "stopping rule." That is, the establishment of "the" oprimum poinr is 
difficulr. Usually, rhe gradient search method is allowcd to continue until che, 
search procedure can find no additional"significant" gain in the objective function 
or until the number or iterations has exceedcd sorne reasonably high value. 

To start the gradient technique, begin with the objective funclion of Eq. 3.1 
and/or the constrainl equation (Eq. 3.2). Nut, assume that the power systcm is 
operaling al a fcasible operating point. Thal is, lhe su m of lhc powcr outpuls of the 
units is cqualto the load demand. Next, assume that the power outputs of cach of 
these units is changed by sorne small amounl and lhat a new fcasible operating 
point is found. 

Equation 3.10 is the Taylor-series expansion of the objective function of Eq. 3.1, 
expandcd about thc initial feasiblc opcrating poinl. Tcrms are shown in this 
Taylor-serics expansion up lo and including the sccond ordcr. Toa first order the 
change in the objective function is shown in Eq. 3.11. We have obtaincd this 
relationship by assuming that all second-order and higher lerms may be neglected 
relative to the first-order terms and by subtracting the initial operating cose from 
Che perturbed equation. 

(J. lO) 

(3.11) 
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Nexl, consider lhe conslrainl equalion (Eq. 3.2) and allow each of lhe powcrs 
lo be perlurbed sorne small amounl. The constrainl equalion is as follows. 

(3.12) 

In Ibis relationship apin tbe initial values have been sublracted so lhal lhe con
slrainl equalion now merely slates that lhe sum of tbe cbanges in all the power 
oulpuls musl be zero. This conslraint relationship removes one degree of free
dom from the problem so thal al least onc unil must be selecled as a dependen! 
variable. Lct us call Ibis dependent unit abe ~ unil. In that case, the change in 
power outpul for this dependen! unil ia a ~uyo aum or tbe change in power 
oulpuls of lhe remaining N - 1 units as shown in Bq. 3.13. 

Al',. = - ~ AP, 
.~. 

(l.ll) 

Thesc two cqualions may be combined to eslablish an equation lhal gives lhe 
chansc in the objcctive function, F r• as a funclion of lhe change in lhe power 
out pul of each of lhc N - 1 indcpendenl machines. This is shown in Eq. 3.14. The 
procedure for usiug anis equation is indicaled in Figure 3.6, whic:h is a funclional 
blotk diagram of a linl-order gradienl scarch melhod. 

~ [dF, dF.] ~ i)F T AFr = - -- AP, = - AP1 
1 • dP1 dP. , • ~P, 

(114) 

The lechnique s1ar1s wilh any kasiblc aolulion, lhal is. a aolulion lhal satisties 
lhe conslrainl equalion (Eq. 3.2~ Ne.al, lhe cocfficienls in Eq. 114 are,., -: ' J 
for Ibis operaling poinl aflcr lhe dcpendcnl machine, x, has bccn , .• s 
resulls in the numerical expression of Eq. ].14, and lhe coefficienls oí ca~ll olthe 
N - 1 power variables indicale lhe pin in objc:clive funclion lhal may be 
achieved for a unil move in lhe power of lhal particular machine. Obviously, lhe 
machine lhal pins abe mosl rcduclion in lhe operaling cost function is lhe one 
lo move firsl. This unil can be oblained by finding lhe muimum of lhe absolulc 
values of lhe various cocflicienls of lhe changes in lhe powcr outpul. 

When a move is selecled, lhe amounl lo move tbe power musl be checked 
cardully so lnal neilher lhe independenl unil (lhe r' unil) nor the dependen! 
unil (lhc .x•• unil) is moved beyond ils operating constraints. Bolh unils musl be 
moved in an eqúal and oppósite manncr so lhal the new operaling point is still 
feasible. 

As figure 3.6 shows, lhc opcraling poinls sbould be checked afler eacb slep, 
or prefcrably berore each slep is madc permancnlly. tr lhe dependen! unit comes 
up againsl an operaling limil or an opcraling limil ror the dependent unil is 
violalcd, lhen il is lime lo relurn lo lhal stage of lhe compulation where lhe 
dependen! unil is selecled. This procedure is quite simple and slraighlforward. 
11 does r~quire, however, a large number or ileralions lo come lo a salisfaclory 
convergencc. 

31 3.4 FIU JfR GRADIENT METttOD 
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• END 

FIG. 3.6 Economic dilrau:h by finl-ordcr aradicnl scarch. 

Olher proccdures may be used lo augmenl lhis lirsl-order gradient search 
melhod. For cxamplc, in lhc coefficienls shown in Eq. 3.14 the difference in 
incrcmenlal cosls is a funclion or lhe opcraling poinl of lhe unils laken 1wo al a 
lime. Thal is, given an i· •ial scl of opcraling points, lhese cocfficienls may be 
eslablished. Thcy will ~,; ..• ugc, however, as lhe opcraling poinls of lhe unil are 
varied 50 lhal lhey are in racl funclions or lhe changes in lhe operaling power 
outpul; ~lle llP1 values. Rcgarded in Ibis way, you may look al lhe changes in 
lhe operaling power :'' .; .. ' '.r t•ach or lhe unils. 
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U we now select a particular pair or units to move (that is, both i and x), then 
wc can drive the coefficienl as closc lo zero as is possible. Neglecting any oper
atins limits of the units, it would be possible lo move the power or the i'" unit and 
.r• unit such lhal thc lwo incremental costs will be equal and that the coefficient 
of the chansc in the output would vanish. This may easily be done for practical 
schcdulins alsorithms, parlicularly if the incremental cost characteristics are 
simple analytic functions or simple tabulated values. In that case, we can easily . 
determine the "optimum step sizc" to takc in cach step of the gradient method. 
Wc would, however, rcstrict our movcmcnls so lhat we only moved in one di
ra:tion al a •ime. 

EXAMPLEJE 

Apin, latina the data of Example JA, solve for an ca»nomic dispatch of genera
tion by lhe first-ordcr sradient lechnique shown in Fisurc 3.6. The scarch will 
be started as follows. 

P1 =400MW} 
P1 = lOO MW lleration 1 
Pl =ISO MW 

We can use this slarling poinl since il meets the condition that P 
1 
+ P 

1 
+ P J = 

ISO MW. The dependen! variable, x, will be unit J output PJ. Then 

llF = (dF, _ dF:3)1lP, + (dF 2 ~ dFJ)IlPz 
.- dP1 dPJ dP2 dPJ ~ 

= ( -0.2464)1lP1 + ( -0.4020)/lP¡ 
and 

F T = 8200.47 tl/h. 

Since the larger coefficient appcars with llP¡, we will move P¡ up. That is, we 
wish to deerease F (llF neptive). so incrcasing P l (llP l positive) will achieve this 
sinc:c its coefficient is negative. The ncxt iteration's conditions are (afler increas
ing P¡ by SO MW and decrcasin8 PJ by .50 MW) 

which results in 

P1 =400MWJ 
P l = JSO M W lleration 2 
PJ = 100 MW 

llF = (0.2356) llP 1 + (0.2740) llP 1 

F r = 8197.27 ll/h 

Succecding ilcralions are shown in rhe rollowing rabie. 

------·---
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3.5 SECOND-ORDER GRADIENT METHOD 

Lea us return lo the probl~m of finding &he economic schedule for a given single 
level or demand. The gradtent mcthod shown in Scction 3.4 may be refined and 
~ade more efficient by using the sec:ond-order terms or the Taylor series expan
ston of the total generation c:ost given in Eq. 3.10. 

F.,+ AF., = f 1(P1) + F1(P1) + · · · + F,.(PN) 

dF, df2 df 
+ dP 111'1 + d-P I1Pz + ... +-..!!. &P,. 

1 1 dPN 

1 (d
2
f 1 d

3
F d2F ) + 2 dPf (API)l + dPJJ(AP~ + ... + dP~" (APN)z 

(liS) 

Rccall a.aain that therc are no mixed, sec:ond partial derivatives in the usual 
case. Tha~ !S. the sec:ond derivative olthc ruel c:osl ratc ora givcn unil is normally 
only cxphatly depcndcnl on thc powcr oulpul of-thal unit, itsclr. That is, 

azF, =O 
aP.aPJ 

~or. i ·"' j. Al~, thc · c:onstraint rcquirin¡ &he sum of &he powcr outpu&s of thc 
tnd1~1dual um&s to cqual the total demand musa be &reatcd as in Eqs. 3.12 and 
l.llm ordcr thatthc lChedulc devclopcd will nol alter &he frequcncy of the sys&cm 
Thcsc are · 

,. 
I: t1P1 =O 

1•1 (3.16) 

AP. = - ~ &P, (3.17) 
. ' . 

lf wc substitule lhe relalionship or Eq. 3.17 into Eq. 3.1 S keeping both &he firsl
and scc:ond-order lerms involving lhe pcrturbed powcrs, then we obtain 

.. F ~ (dF, df.) a r= --- !J.P1 , • dP1 dP. 

. 1 {~ [d2F1 1 d1
f 1 ] + 2 .~. dPf (API) + dPf (AI'z)z + ... 

dzF. z l } + dP! (&PI + l1Pz + · · · + 2&P1 !J.P1 + 2&P1 &P3 + .. ·) (3.18) 

The change in &_he 1~1~1 opcrating c:ost, AF 1 , can be lrcaled using ordinary 
calculus melhods SIDCC 11 15 a func&ion o( &he N - 1 independcnl changcs in &he 
power outpu& lcvels, AP,. There are no conslraint conditions olhcr &han &he limits 
on lhe plan& outpuls, which wc will ignore al prescnl. The bes& operating poinl 

----·------
41 ------------l.S SECC tDER ORADIENT METHOD 

will be achieved when lhe parlial dcrivativc of &f 1 with rcspet:l lo cach indepcn
denl variable, &P1, is zero. Thal is, the parlial derivalives t1&f 1 ft1flP; musl be z.cro 
ror all i, i ~ x. Thcsc derivativcs rcsull in a scl of simullaneous equations. 

N!fr =O =(dfl- df.) + dzfzl AP, + dz~· L AP. 
tJt1P1 dP1 dP. dP1 dP. ;•• 

t1&f1 = 0 = (~F1 _ df.) + d
1
F11 &Pz + d

1

~. [ t1P¡ 
t1&P1 dP1 dP. dP1 dP. ••• 

The prcsenlation may be made somewhal clearer by lctting 

r. = df¡ 
dP; 

and 

F'.'=d
1
F1 

• dPf 

(3.19) 

(3.20) 

both be evaluatcd for lhc inilial operating poinl. Thcn lhc N - 1 simulraneous 
cquations may be wrillcn in malrix form as 

[

r; + F'.' 
F'.' . 
F'.' • F" • 

(3.21) 

Thc second-order gradient search method yields the multidimensional 
compon~nls of &he gradicnl of &he cosl function by the following s&eps. 

l. Start with a fcasiblc solu&ion and compute &he elements of lhc matrix cquation. 

:Z. lnvcrl the malrix lo solve for &he amounts to shift each generalor. 

J. Verify that &he soh.l;on does nol violale any conslraint. 

4. Check thc . , 1. . 1 1hc vector (F¡ - f'.) atthe new operating poinl lo ~c-r thal all 
&he incremenaat \:osls are equal given &he opcraling limitations of caen unil. 

Ir &he incremental cosas are no& equal, &he procedure is repeated. 
With a quadratic objec&ive func&ion, the second-ordcr melhod will converge in 

one slep assuming an unconslrained situation. The examples uscd in this &ex& may 
Jead you lo the impression lhal lhe second-order melhod is one thal always 
converges in a single slep and does no& seem &o have any of &he compulalional 
problems associated with &he first-order methods. Don'& you believe it! These 
me&hods all have their difficulties. Generally, in using gradienl &echniques il is the 
conslrainls lhat give risc lo computational problems. (In sorne olher optimizalion 
lechniques these vcry same constrainls are a blessing and serve lo reduce &he 
dimeñsionalily of the problcm.) 

------··----·--------·-------- ··----- -·--·---·-· --· 
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[XAMPLElF 

Wc will solvc thc samc dispatch problem (Eumple lA) from the same starting 
conditions as in Examplc lE using the second-order gradient method. The starting 
c:onditions are · 

P1 =400MW 

P3 = 300MW 

Pl=ISOMW 

F'1 = 9.1696 tl/MWb r; • Q-003124 (tl/MWh)/MW 

Fj = 9.0140 tt/MWh 

Fj,... 9.4160 tl/MWh 

Thcn usina Eq. 3.21, 

rí :a 0.00388 (J/MWh)JMW 

rj ... 0.00964 (Jl/MWh)/MW 

[
Fí + Fj Fj ] [AP1] [F• - f";~] 

Fj f"j + f"j AP1 = - r, - F, 

or 

[
0.012764 0.00964] [AP •] [-0.2464] 
0.00964 0.01352 AP1 = - -0.4020 

Tbe solutíon or which is 

[
AP1] = [-6.8301] 
AP1 34.603 

Thcn 

P1 = 400- 6.83 = 393.17 MW 

P1 = 300 + 34.6 = 334.6 MW 

and by dcfinition Pl = 850- P1 - P1 = 122.23 MW. 

3.6 BASE POINT ANO PARTICIPATION FACfORS 

Tbis mcthod assumca that thc cconomic dispatch problcm has lo be solved 
repeatedly by moving thc gcnerators from one cconomically optimum schedule to 
anothcr as the load changcs by a rcasonably small amount. We start from a given 
schedulc-the bcue poínr. Ncat, thc schedulcr assumes a load change and 
invcstigates how much cach genera tina unit needs to be moved (i.e., .. participa te" in 
thc load change) in order that thc new load be served atthc most cconomic opcrating 
point. 

44 l.6 BASE POINT ANO PARTICIPATION FAcTORS 

1 
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1 

~,~-
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FIG. l.7 ltclationship ol AA and liP,. 

fi d sccond derivatives in the cost versus powcr 
Assume that both th~ rst ~n , d F" uist) Thc incremental cosl 

out pul runction ar~ ~vall_ablc _(•.e¡;. both i 1 a~s th~ unit Íoad is changed by an . 
curve of the i'" umt 1s gJVen m tgure · · · f J.o 10 J.o + AJ. for a small 
amounl AP •. the system incremental cost .moves rom . 
change in power outpul on this single umt, 

. ~A1 =AA~ F;'tP?l~P, (3.2l) 

. This is truc Cor cach of the N units on the system so that, 

M 
41' 1 := f'j 

Al 
AP¡ = r; 

Al 
AP, = F'¡. 

l h . oeneration ( = change in total system demand) is. or coune. 
The tola e angc m "' . h lel p be thé total ·demand on the 
thc sum or thc individual umt e anges. o 
¡cncrators (where Po= Pa + losses), then . 

~Po= ~P, + ~l'¡ + ... + AP, 

=AA~(;,.) (3.23). 

. · · 3 22 can be used to find the parlicipulion facwr ror each 
The carher equat&on, . • 
unit as rollows. '-

(f.P')-~ ~Po - >;(;¡.) 
(3.24) 

. l·menlation or such a scheme or economic dispalch is 
Tbe computer &mp e • . . · 

.. · ·' 11 . ht be done by prOYISIOR Of tables Of lhc vaiUCS of F; as 3 
sara&ghtforwaru. m•g 
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runction o(the load levels and devising a simple scheme lo la k e the existing load plus 
the projectcd incrcasc to look up lhesc data and compute the ractors. 

A somewhatlcss clegant scheme lo provide participation raclors would in vol ve a 
rcpcat economic dispatch calculalion al pg + 4P0 • The basc-point ce"' , -mic 
general ion valucs are thcn subtractcd rrom the new economic general ion values and 
the difl'erencc dividcd by AP0 -to provide the participation ractors. This scheme 
works well in computer implcmentations wherc the execution time ror the economic 
disparch is shorr and will always give conaistent answers when unirs reach limirs or 
pass lhrough break points on piec:cwisc linear inc:rcmental cost runcrions. 

EXAMPLE JG 

Srar~i~g r~om the oprima! economic solution round in Example JA, use rhe 
parraapalton (actor method to calcula te tbc dispalc:IJ ror a total load ol900 M w. 

Using Eq. 3.24, 

AP1 (0.003124)- 1 320.10 
AP~ ... (O.OOJ124r 1 + (0.00388)- • + (0.00964r • = 68t.s7 = 0·47 

Similarly, 

AP a = (0.00388)- 1 = 0.
38 AP8 681..S7 

APJ 103.73 
APD .., 681.57 = O.J.s 

AP0 a 900- 8.SO =.SO 

1be new value or generation is calculated using 

P ... , a P-.,+ (::~)AP0 ror; = 1, 2. 3 

Then ror each unir 

P ••• , = 393.2 + (0.47)(.SO) ~ 416.7 

P ••• , = 334.6 + (0.38)(50) = 3.S3.6 

P .... = 122.2 + (O.I.S)(.SO) == 129.7 

17 ECONOMIC DISPATCH VERSUS 
UNIT COMMITMENT 

Al this point it may be wellto emphasizc thc csscntial dilfercncc betwecn the unit 
commitmenr and economic dispatch problcm. Thc cconomic dispatch problcm 

· tusumes thattherc are N units already connected to the system. Thc purpose o(the 

46 1.7 E<X :: DISPATCH VERSUS UNIT COMMITMENT 

ccon~mic dispatch prublcm is lo find thc optimum operating po~icy f~r thesc N 
units. This is the problem thal we have bcen investigating so rar m th•s text. 

On the olher hand, the unil commitmenl problem is more complex., We may 
assume chal wc have N units available lo us and thal we have a (orccasl olthe 
demand lo be scrved. The question chal is askcd in the unit commitmenl probl~m 
arca is approximately as follows. 

Given lhat there are a numbcr ofsubsels ofthe complete sct or /V gencratins units that 
would satisfy thc capcctcd demand, which,olt'hcsc subsets should be uscd in ordcr to 
providc thc mínimum opcratins cost? 

This unil commitment problem may be extended over some period or time, such 
as the 24 hora da y or thc 168 hora wcek. The unía commitmenl problem is a mu~h 
more difficult problem lo solve. The solution proccdu~c;s invulvc thc c:conomtc 
dispatch problem as a subproblcm. That is, for cach or the subscts or the rotal 
number ofunits thal aro:¡,, 1..~ tcstcd, for any given scl ofthem conneclcd lo thc load 
thc particular subscl should be operated in optimum econom~c fashion. This ~ill 
permil finding thc mínimum operatingcost for th~t,subsct. bulll docs nol cst~bhsh 
which or lhe subscts is in ractl~ onc lhal will give mínimum cost over a pcnod or 
time. 

A laler chapler will consider the unil commitmenl problcm in some delail. Thc 
problem is more difficultto sol ve malhematically sincc it in vol ves inlegcr varia~lcs. 
That is, generating unit·. ;,,;:>1 be either all on or all off. (l-low can you lurn a sw1tch 
half on?) Methods or ~.,,f..ing oplimization problems wilh integer variables havc 
devcloped in reccnl years. The two mosl widely u~d ae_chniqucs are integer 
programming and d)•nami(' programming. A laler SCCIIon wdl explore thc use of 
dynamic programming ror the iolution ora restrictcd range or unil commilmenl 
problems. · · · · ' 1 

· 

Al this poinl ( 1983), lhere· is no satisfactory, thcorctically correct solution 
procedure for solving lhe unil é:ommilmenl problem for a large system. 

. 
1

' APPENDIX 

Optimizati~~ Within Constraints 

Suppose you are trying lo maximizc or minimize a funclion or several variables. 11 is 
relatively slraightforward lo find the maximum or mínimum using rules or calculus. 
First, or course, you musa find a scl of values ror the variables where thc firsl 
derivative or the function with rcspecl lo each variable is zero. In addition, the 
second derivativcs should be uscd lo determine whelher thc solulion round is a 
maximum, mínimum, or a saddle point. 

In optímizing a real-life prublem one is usually confronted with a function lo be 
maximized or minimi1.ed as wcll as numerous constmints .lhat musa be met. 'The 
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consrrainrs, somclimcs callcd side conditions, can be olher functions with conditions 
rhar musr be mcl or rhey can be simple conditions such as limirs on the variables 
rhemsclv~. 

Beforc we begin Ibis discussion on conslrained oplimizalion, we will pul down 
some definirions. Sincc the objeclive is lo maximize or minimize a mathemarical 
function, wc will callthis funclion thc objective function. Thc conslraint funcrions 
and simple variable limirs will be lumpcd under the lerm constraints. The region 
dcfined by the constraints is said to be the feasible region for rhe independent 
variables. U the constraints are such thal no such region ellists, thal is, there are no 
values for lhe indcpendcnt variablcsahaluliúy allthe conslrainls, then the problem 
is said lo havc an infeasible solution. When an oplimum solution to a conslrained 
oprimizarion problem occurs ar lhc boundary or the fcasible rcgion defined by a 
c:onslrainl, wc say lhc constrainl is blndiJitl. 1( CJto optimum solution Jies away from 
the boundary, thc constrainl is nonblrullng. · 

To bcgin, lel us look al a simple elliptical objective function. 

f(x 1, .x1) .. 0.2Sxf + xJ (3A.l) 

This is shown in Figure 3.8 for varioua valucs of f. 
Nore that thc mínimum value f can auain is zero, but that ir ·has no finite 

muimum value. Thc followina is an ellample of a consrraincd opÍimizalion 
problem. 

Miaimizc: 

Sabject to tlle Coásrraial: 

Wllere: 

f(x 1, x1) = 0.2Sx~ + xl 

w(x1, x1) =O 

w(x1, .x1) =S- x 1 - x1• 

This oplimizalion problcm can be pictured as in Figure 3.9. 

(3A.2) 

We nccd lo observe thallhe optimum pictured givcs the mínimum value for our 
objecrive function, r, while also meeting lhc constraint funcaion, w. This oplimum 

flG. l.l Elliplic:al objcctivc lunc1ion. 

48 APPENOI' 'PTIMIZATION WITHIN CONSTRAINTS 

FIG. J.9 Elliplical objcclivc lun~:lion wilh cqualily consuainl. 

Min f al x 1 = 4 
-"l = 1 

poinl occurs where lhe funclion r is exaclly Jangenl lo lhc funclion m. lndecd, this 
observalion can be made more rigorous and will form lhe basis for our developmenl 
of LaGrange mullipliers. 

Firsl, rcdraw lhe funclion f for scveral valucs off around the oplimum poinc. Al 
lhc poi ni (x;, xj) calculare lhc gradicnl vector off. This is piel u red in Figure 3.10 as 
Vf(x;, xj). Nore thal lhe gradienl al( . .:;, .tj) is perpendicular lo f bul nol lo w and 
lhereforc has a nonzcro componcnl along w. Similarly, al lhe poinl ( . .:;, x;) Jhe 
gradicnl of f has a nonzero componenl along w. The nonzero component of the 

f = 6 

FIG •. UO · Gnu.licnls ncar a ,·on,lrainnl oplimum. 
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aradicnt along w tells us that a small move along w in the direction or this 
component will increase the objective function. Therefore, to minimize r we should 
ao along w in che opposile direction lo lhe componen a or the gradient projected onto 
w. At the optimum point, the gradient of r is perpendicular (mathematicians say 
"nonnalj lo w and therefon: there can be no improvemenl in r by moving off this 
point. We can sol ve for this optimum poinl mathematically by using Ibis "normal" 
property atthe optimum. To guarantee that the gradienl orr, (i.e. Vf,) is normal lo w 
we simply requin: lhal Vf and lhe gradicnt of w, Vw, be linearly dependen! veclors. 
Vectors lhat are linearly dependent must "linc up" wilh each other (i.e.,lhey poinl in 
exactly the same or exaclly thc opposite dircc\ion) although they may be different in 
maanitude. Mathcmatically, we <:an thca • "' shc followina equation. 

vr + A Vw • o (JA.J) 

That is. lhe lwo gradients can be added lo¡elher in such a way lhallhey cancel each 
other as long as onc of lhem is scaled. The scalina variable. l. is called a IAGrange 
multiplier, and instead or usina thc ¡radients as shown in Eq. JA.J, we will rescate 
them as . 

(JÁ.4) 

This equation is called lhe IAGrange equation and consista of three variables, x 1, 

Xz, andA. When we solvefor the oplimum values for x 1 and x l• we will automalically 
calculare thc correct value for A. To meet the conditions set down in Eq. JA.J, we 
simply requin: thal the partial derivativc of 2' with respect to each ofthc unknown 
variables. x 1, Xz, and l. be equal_to zero. That is. 

Al the Opcimum iJ!i' = O 
iJx, 

iJ!i' =o 
"-~l . 
iJ!i' =o 
iJA 

(JA . .S) 

To show how this works, solve for lhe optimum point for the sample problem 
usina LaGranae's method. 

50 APPEN 

.2"(x1, x¡, A)== 0.2.SX~ + xl + A(.S- x 1 -X¡) 

iJ!i' 
~ = O . .Sx 1 -A= O ux, 
iJ!I' . 
-=2X¡- A =0 
iJx¡ 

iJ!I' 
TJ=.S-x1 -x¡=0 

•PTIMIZATION WITHIN CONSTilAINTS 

(JA.6) 

Note that the last equalion in (3A.6) is simply the original constrainl equation. Thc 

solulion lo Eq. 3A.6 is 

x, = 4 

X¡= J (3A.1) 

A=2 

When lhere is more than one conslraints present in lhe problem, the oplimum poinl 
can be found in a similar manner to that just used. Suppose then: werc thn:c 
conslrainls to be met, lhen our problem would be as follows, 

Miaimize: f(.~,. Xz) 

Subjed lo: (u 1 (x 1 ,.~l) =O 

wl(x1, -~l) =O 

wJ(.t 1, xl) =O 

(3A.8) 

The oplimum point would possess lhe proper1y thar the gradienr of r and the 
gradienls or w,, Wz, and WJ are linearly dependen!. That is. 

Vf + A1 Vw1 + Az Vwz + Al Vwl = O (3A.9) 

A~liin, we can sel up a LaGran¡ian equation as before. 

!i' = f(x 1, xl) + A1w 1(x 1, xz) + Azwz(x 1, xz) + AJwJ(.t 1• xz) 

whose optimum occurs al 

il!l' =o 
iJx, 

iJ!i' =o 
iiA 1 

iJ!i' =o 
iJx, • 

c1!1' 
-=0 
c1A¡ 

(3A.IO) 

(JA.II) 

Up unlil now we ha ve assumed lhal all the constraints in the problem were equalily 
constrainls,lhat is, w(x 1, X¡, ... )= O. In general, however, optimiz.ation problems 
in vol ve inequality constraints,. lhat is, g(x 1, x 2 , •• • ) S O as well as equality 
constrainls. The oplimal solution lo such problems will not necessarily requin: all 
the inequality constraints lo be binding. Those thal are binding will rcsult in 
g(x., x 1 , •• . ) =O at the optimum . 

The fundmcntal rule that tells whe" the optimum has been reached is presented in 
a famous paper by Kuhn and Tucker ()). The Kuhn· Tuder conditioru, as thcy are 
called, are presented here. 

Minimize: f(x) 

Subjec1 1o: W¡(X) = 0 

(l¡(ll) :s; o 
i= 1,2, ... ,Nw 

i= l,2, ... ,Ny 

x = vector of real numbers, dimension = N 
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Then fonningthc LaGrange function, 

9'(x. A. 1') = f(x) + r A,w~x) + ~ p¡g~x) 
1= 1 1•1 

Thc condilions for an oplimum for thc poinl x0 , l 0 , ,.o are 

if~ 
l. ~ (x0

, .l0 , ~~~ ""O for i = 1 · .. N 
""1 

2. w1(x
0

) = O 
.l. g1(x

0
) S O 

._ pfg,(x~=-0} 
. pf;z:O 

for 1 ... 1 · • · N(A) 

for 1"" 1 · • · Ng 

Cor 1 • 1· · · Ne 

Thc firsl condition is simply lhc familiar scl of partial dcrivatives oh he LaGrangc 
function thal mu!¡l equal zcro al thc optimum. The sccond and third conditions are 
simply a restalemcnt oC thC constraint conditions on thc problem. The fourlh 
condition, oRen rcferred to cu tite compllmerttlll'y &lt~drreu condttion, provides a 
concisc mathematical way lo handle the problem oC binding and nonbinding con-· 
slraints. Sincc the product p~g1(x~ cquals zero, eilher p~ is cquallo zero or g1(x

0
) is 

cqual to zcro, or both are cqual lo zero. lf lA~ is equal to zero, g1(x~ is free lo be 
nonbinding; if lA~ is positive, then g1(x

0
) musl be zero. Thus we ha ve a dear indication 

of whether the constraint is bindjng or nol by looking al lA~· 
To illustrate how the Kuhn-Tucker cqualions are uscd, we will add an inequalily 

constraint lo the sample problem uscd earlier in this appendi1. The problem we will 
salve is as CollowL 

Miaimiu: 

S.bjecl 10: 

f(x 1, X a) a 0.2s.x: + JC~ 
w(x1, xa) = S- x 1 -X a =O 

9(xaoxz) = x1 + 0.2xz -3 ~O 

which c:an be illustrated as in Figure 3.11. 
First, scl up the LaGran¡c cquation for the problem. 

~ = f(x 1, x3) + .t[w(x1, x3)] + p[g(x1, x3l] 

• 

= 0.2Sx~ + xl + .l(S- x1 - JCl) + ll(x 1 + 0.2xl- 3) 

· Tbe first condition gives 

a~ -a = O.Sx1 -1 + ll =o 
JCI 

az -a = 2x3 -.t +0.2p =0 
Xz 

The second condilion gives 

S- x 1 - x 3 =O 
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FJG. J.ll Elliplical objcclivc funclion wiah cqualiay and ine.¡ualiay wnmainas. 

The third condition gives 

The fourlh condilion givcs 

X 1 + 0.2.~ z - J !5: 0 

#l(.t 1 + 0.2x 2 ;- 3) =0 

"~o 
Allhis poinl we are confronled wilh lhc factlhatthc Kuhn-Tucker conditions 

only givc ncccssary condilions for a mínimum, nol a precise, procc:durc as to how 
1ha1 minimum is lo be found. To sol ve lhe problcm jusi prcsentcd wc musl lilcrally 
Clperimenl wilh various solulions unlil we can vcrify lhal onc of lhe solulions mccts 
all four condilions. Firsl, lcl 11 = O, which implies thal !J(.t 1, -~ 2) can be lcss lhan or 
cqualto zcro. Howcvcr, if p = O, we can scc thallhe firsl and sccond condilions 8ive 
the s.1me solulion os we had prcviously wilhoul lhc incqualily constraint. Bul lhe 
previous solution violares our inequality constrainl; and lhereforc the Cour Kuhn
Tucltcr condilions do nol hold with p = _0. In summary 

U IJ = O, then by «»ndilions 1 and 2 

J(l =4 

x, = 1 

A= 2 

bul 

uex, .. t,)l····= 4 + 0.2(11- l = 1.2 {,o 
., • 1 

Now·we willlry a solulion in which ¡1 >O. In lhis case g(.1: 1 , .~ 1 ) musl be euctly 
zero an(f our solulion c;m be round by solving for 1 he inlcrscclion or fl( t 1 •. t 1) and 

------ ·----------- .. ----------------------.--.-- ------ ---
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w(x,, x2). which occurs al x1 = 2.5, x2 = 2.5. further, condition 1 gives A= 5.9315 
and /A=- 4.6815 and all four of the Kuhn-Tucker conditions are mer. In summary 

lf p > O, then by conditions 2 and J 

x 1 = 2.S 

x 1 • 2.S 

by condition 1 

and . 

A • S.937S 

11 • 4.687S 

ll(xl, XzlL, •••• u •1S + G.2(1S) -l• O 

AU conditiona are meL 

Considerable insight can be gaincd inro the characterislics of oprima! solutions 
lhrough use of thc Kuhn-Tucker conditions. One important insight co~es from 
fonnulating rhe optimization problem so that it reOccrs our srandard power sysrem 
cconomicdisparch problems. Spccifically, we will assume thatthe objcctive function 
consists ora su mor individual cosr runclions each or which is a funcrion or only one 
variable. For example, 

f(x 1,x 2) = C 1(x 1) + C 1(x 1) 

Furthcr, wc will rcstricl lhis problem lo ha ve onc cqualily conslrainl of the form 

w(x1, x2) = L- x1 - x2 =O 

anda scl of incqualily conslrainls lhal acta o rcslricl lhe problem variables wilhin an 
uppcr and lowcr limil. That is, 

x :Sx :S x• ..... {fl1(x1) ·= X1 - xi S O 
1 1 1 ()- o f1zX1 =x1 -x1 :S 

- ..- ..- + {fiJ(X¡) = X¡ - x: S 0 Xz .;;::, X 2 .;;::, Xz ..... _ 
fl4(x1) = x1 - x 2 :S O 

Thcn lhc LaGrange function bccomes 

= f(xl, Xz) + lw(x,, XJ) + /Aafll(xl) + /Azflz(XI) + IIJfiJ(Xz) + P•fl•(xz) 

= Cl(xl) + C¡(X¡) + l(L- XI- X¡)+ l'l(x,- xn + Pz(Xj - x,) 

+ #IJ(X¡ - x;) + p.(xi - x 1) 

Condition 1 gives 

C1(x 1)- A+ ¡a 1 - llz =O 

C1(x1)- A + IJJ - IJ• = 0 

APPEt OPTIMIZATION WITHIN CONSTRAINTS 

Condition 2 givcs 

Condition 3 gives 

Condition 4 gives . 

· Case 1 

L-x 1 -.-.: 2 =0 

x1 - .. -.: 1• S O 

x¡-x,s;O 

.-.:1 - x; S O 

xi - x2 :5 Ó 

,.,(.-.:, - xn =o ,,, ~o 
llz(.-.:1 - x,) =O. #1z ~O 

JIJ(x1 -x;)=0. JIJ~O 

ll•(xi - x2) =O 11• ~O 

7ft he optimum solution occurs al ~alues for x 1 and .\71 thal are nol al cither an upper 
or a lower limit, lhen all p's are egual to zcro and 

C1(x 1) = C1(x2) = l 

That is, the incremental costs associáted with cach variable are cqual and this 
value is exaclly the A wc are intercstcd in ... 

o • 

Case 1 
i. 

' 
Now supposc rhallhe oplimum soluli~n rcquires lhal ·~ 1 ~ al its upper limir (i.e .• 
x 

1 
- x: = O) and lhal x 1 Í$ nol a' irs, upper or lower hm11. Then 

~~~~ 2: .o 

and 112 , /AJ• and ~'• will cae~ equaj ~ro. T~en, from condition 1, 

C1(x1);:; 1- ,;~ ..... C1(.-.: 1) S A 

C
2
(x

1
) ::_ l .·;· 

Thereforc, thc incremental cosl associated with the variable that is al ils upper 
limit will always be less than or cqual lo A, whereas lhe incremental cosl associaled 
wilh lhe variable lhal is nol al limit will exactly equal l. 

Case 3 

Now suppose thc 1•· : of Case 2 obtains. that is, lel the optimum solution 
require x 

1 
lo be al 11> "' ·•cr limil (i.e., .-.:j - -.: 1 = 0) and il~ólin assume lhar \7 1 is 
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nol al its upper or lower limit. Tben 

l'z 01: O 

and "'' l'l• and "• will cach equal zcro. Then from condilion 1 

C1(x¡) =A+ l'z ~ C1(x1) ~ A 

C1(x1) =A 

Thcrefore, lhe incremental cosl associatcd wilh a variable al ils lower limil will 
be greater lhan or cqual lo A whereas, apin, thc incremental cosl associaled wilh 

· lhe variable lhat is nol al limil will equal .t 

Cue4 

lf the oplimum solution requires lhat both x 1, x1 are al limil and lhc equality 
conslrainl can be nict, then l and the oonzcro ,·s are indclcnninalc. For cxamplc. 
suppose the optimum requircd that · 

X¡- x: = 0 

and 

x1 - x; =O 

Thcn 

,, ~o 
Condition 1 would ¡ivc 

C1(x1) =A- 14 1 

C1(x1) = l ~ IAl 

and lhc spccific valucs for l, ,,, and IAJ would be undctermincd. In summary, for 
thc ¡encral problcm of N variables 

M •.• 
. IIIIIIUZe: C1(x 1) + C1(x1) + · · · C,.(x 1) 

L- x, -X¡ - .•• - x,. =o 

_ forl=l···N x1 - x1+ S O} 
x1 - x1 S O 

l..el thc optimum lie al x1 = x:" i = 1 · · · N and assumc lhal al lcasl onc x1 is 
not al limit. Thcn 

Ir x:"" < x,• and x:" > x,-, lhcn C1(xf") = A 

U xf"' = x,-
C;(x:"") s; A 

C,(.xl"") ~ A 
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Slack Variable Formulation 

An allernale approach lo thc oplimization problcm wilh incqualily conslrainls 
requircs thal all incqualily constrainls be madc inlo equalily constraints. This is 
done by adding slack variables in lhe following way. 

lf: g(.-c 1)=x,-x:~o 

nen: g(x 1, S1) = x 1 - .-c: + s: =O 

We add s: ralhcr than S1 so thal S1 need nol be limilcd in sign. 
Making all inequality constrainls inlo equality constrainls climinales the nccd 

for condilions 3 and 4 of lhe Kuhn-Tucker com.litions. Howcver. as we will scc 
shorlly, thc rcsult is cssenlially lhc samc. l..el us use our lwo variable problcm again. 

Minimize: f(x 1, x 2) = C,(x,) + C2(.t2) 

Subjed lo: ~(x 1 , .t 1) = L- .t 1 - X.J =O 

Aod: g 1(x 1) = x1 - x: S: O or 

fll(x,) = xj' - "• S: O 

fiJ(.tl) = .t 2 - x; S: O 

(14(.l¡) = Xz -: X2 S: 0 

The resulling LaGrange function is 

g 1(x 1, S1) ~ .t 1 - .-c,• + s: =O 

g 1(x 1, S1) = .tj' - .t 1 +S~= O 

f1J(.t 2, SJ) = .t 2 - .-c; +S~ =O 

·g4(x 2 , S4 ) = x.z - .t 2 +S! =O 

!i' = f(x 1, x 1) + A0w(x 1, x 1) + A1!1J(.t 1, Sl) 

+ A2g1(x 1, S1) + AJgJ(-t 2, S2) + A4g4(x 1 , S4) 

Note that all constrainls are now cquality constraints, so we ha ve used only A's as 
LaGrange multipliers. 

Coaditioa 1 Gi•es: 
,1!1' 
- = C 1(x 1)- A0 + A1 - 11 =O 
(}x, 

(}!/' 
- = C1(x1)- lo + AJ - A4 = O 
ih¡ . . 

il!l' 
-=211S1 =0 
i>S, 

(}!1' - = 2A 2S1 =O 
iJSz 

(}!/' 
- = 2AJSJ =O 
r1SJ 

r1!/' 
- = 2A4S4 =O ,,s4 
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Condilioa 1 Gim: L-x 1 -Xz=0 

(X¡ - x: +S~)= o 
(x¡- - x1 +S~)= O 

(xl - x; + S~)= O 

(xi - xl + s:) = o 
We can sec lhal lhe derivatives of lhc LaGranse funclion wilh respecllo the slack 

variables provide us once a¡ain wilh a complimentary slackness rule. For example. 
if2A1S1 = O,lhen eithcr A1 = Oand S1 isfreeto~any value or S1 = Oand A1 is free 
(or A1 and S1 can both be zero). Since thcrc are_. PUtny problem variables whether 
one uses the slack variable form or lhe inoqualily conslrainl fonn, there is litlle 
advanta¡e lo either olher Iban perhaps a conceptual advantaae lo the student. 

PROBLEMS 

..__;..- 3.1 Assume that the fuel inputs in Btu per hour for units 1 and 2, which are both 
on-line. are ¡iven by 

where 

H 1 = 8P 1 + 0.024P! + 80 

HJ .. 6PJ + 0.04Pj + 120 

H. = fuel inpullo unitn in MBiu per hour (millioas of Blu per hour) 

P. = unit oulpul in megawaus 

a. Plotlhe inpul-output characterislics for each unil expressing input in M Btu 
per hour and output in megawaus. Assume that the mínimum loadin¡ of 
each unit is 20 MW and thatthe maximum loadin¡ is 100 MW. 

b. Calcula te the nel heal rate in Btu/k Wh, and plot againsl output in 
me¡awaus. 

c. Assume that the cost of fuel is 1.5 ll/MBtu. Calculate the incremental 
production cost in ll/MWh or each unit, and plot a¡ainst output in 
me¡awatts. 

-\- J.l Disp81ch wilh 11vee SqmeDI Piecewi5e liae11r lacremeatal 
Heal Rafe Funclioa 

Gir~n: Two generating unils with incremental heal rale curves(IHR) spec
ified as threc connccted line scgmenls (four poinls as shown in figure 3.12). 
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FIG. 3.11 Pie.lCwiw linear incrcmcnlal hcal rale ~urvc ror 
Problcm J.2. 

Unil 1 

Unil Z 

Poi ni 
1 
2 
3 
4 

MW 
100 
200 
300 
400 

IHR (Otu{kWh) 
7000 
8200 
8900 

11000 

Fuel cost for unit 1 = 1.60 ll/MBtu. 

Point 
1 
2 
3 
4 

MW 
150 
275 
390 
450 

IHR (Btu/kWh) 
7500 
7700 
8100 
8500 

fuel cost ror unit 2 = 2.10 ll/MBtu. 

8oth units are running. Calculate the oplimum schedule (i.e .• the unit 
megawall output for each unitl for various total megawall values lo be supplied 
by the units. Find the schedule for t~ese total megawall values. 

300MW 

500MW 

700MW 

840MW 

Not~1: Piccewise linear increment cost curves are quite common in digital 
compllter executions or economic dispalch. The problem is best sol ved by using 
á "search"' technique. In such a lechnique, the incremental cost is given a value 
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and lhe unils are schcduled lo mcellhis incremen&ál cosr. The megawau outpuls 
for lhe unils are addcd logelher and compared ro rhe desired lolal. Oepending 
on lhc dilferenc:c, and whelher the resulling total is above or below the desired 
&oral, a new valué of inc:remenlal cosl is "lried." This is repeared until &he. 
incremenlal cosl is found lhal gives the correcr desired value. The lrick is lo • 
searc:h in an efficienl manner so lhal the number of ilerations is minimized. 

13 Assume lhe syslem load servcd by lhc lwo unils of Problem 3.1 varíes from SO lo 
200 MW. for lhe dala or Problcm 3.1 plol the oulputs or units 1 and 2 as a 
runction or total syslem load whea sdlcduling¡eneralion by equal incremental 

produc:lion c:osiS. Assume that bol~"""~ ~r-~~ratins. 

3.4 As an exercise, obtain lhe optimum to.dins Or thc two generaling units in 
P.roblem 3.1 usinglhc following tcc:hniquc. 1'bc two units are lo deliver 100 
M W. Assume both unils are on-line and dcliverins power. Plotlhe toral fuel cosl 
for 100 MW oC deliverc:d power as p:neralion isshiflcd from one unir lo &he 
o&her. find thc mínimum c:osl. Thc optimum schedule should check wilh &he 
schedule obtaincd by cqual incremental production c:ostL 

3.5 This problem demons&ralcs thc complexiry involved when we musr commir . 
(lum on) generatins unils as well as dispalch rhem cconomically. This problem 
is known as lhe ulllt commltment problem and is rhe subjecl of Chapler S. 

Given the lwo p:neralins unils in Problem 3.1, assume lhallhey are borh ofl'
line allhe slart. Also assume lha&load slarls al SO MW and incrcascs lo 200 
MW. !'!e mosl ~nomic schedule lo supply lhis varying load will require 
c:ommalllng one unal fina, followcd by commilmenl of lhe second unil when lhe 
load reachcs á highcr lcvcl 

--? Oelcnnine wh~ unil lo commil firsl and al whal load lhe rcmaining unil 
o should be c:ommallcd. Assume no '"start-up" c:osts ror cither unir. 

3.6 The syslcm lo be sludicd consisls oftwo unils dcscribed in Problcm J. l. Assume 
a daily load c:ycle as follows. 

Time Band 

0000-0600 
0600-1800 
1800-0000 

Load(MW) 

so 
ISO 
so 

Also, assume that a cosl of 180 ll is incurred in laking eilher unil ofl' line and 
retuming il lo servicc after 12 h. Considcr lhe 24-h period from 0600 one 
morning to 0600 the nexl moming. 

L Would ir be more economical ro kcep bolh unirs in service for lhis 24-h 
period or ro rcmovc onc of rhc unils from service for rhc 12-h period from 
1800 one evenins lo 0600 lhe ncxl moming? 

60 PROBLEMS 

1t. Whar is rhe economic schedule for rhc period of time from 0600 to 1 SOO 
(load = 1 SO MW)? 

c. Whar is rhe economic schedule for rhe period of rime from 1800 lo 0600 
(load= SO MW)? 

3.7 Assume rhar allrhrce of rhe lhermal 'unirs described in rhe following tablc are 
running. Find rhe cconomic disparch schedules as requosred in each part. Use 
thc mclhod and srarring conditions given • 

Unir Dala 

11 1 = 225 + 8.4P1 + 0.002SP: 
H 1 = 729 + 6.JP1 + 0.0081 Pi 
H J = 400 + 1.5 PJ + 0.0025 P~ 

' Mínimum 
(MWI 

4S 
45 

41.S 

Maximum 
CMWI 

3SO 
JSO 
450 

Fuel 
Cosl 
Clt/MBru) 

0.80 
1.02 
0.90 

a. Use rhe lambda-ilerarion melhod ro find rhe economi~ disparch for a roral 
demand of 4SO MW. · 

b. Use rhc base-poinr and parriciparion faclor melhod ro find lhe economic 
schedule for a demand of 49S MW. Srarl from rhe solurion ro parr a. 

c. Use a gradienl merhod ro find rhe economic schedule for a lolal demand or 
500 M W assumins lhe inirial condilions (i.e.,loadingsl on rhe lhrce unils are 

P 1 = PJ = IOOMW. and Pz = 300 MW 

Give lhc individual unirloadings and cosr per hour as well as rhe roral cosr 
per hour lo supply cach load level. (MBru = millions of BTU; HJ = hcal 
inpul in MBiu/h; P, = eleclric power ourpul in MW; i = l. 2. 3.) 

J.8 Thermal Scbeduling "irh SCraight-Line Segmenls for lnput-Ourput Cunes 

The rollowins dula apply·ro lhree lhermal unirs. Compure and skerch rhe inpur
oulpul characlerislics and rhe incremenlal hear rare characlerislics. Assume rhc 
unir inpur-ourpul curves consisl of slraighr-line segmenrs berween rhc given 
power poinls. 

Unir No. 
1 

2 

3 

Power Ourpur (MWI 
45 

300 
JSO 

4S 
200 
300 
3SO 
41.S 

200 
300 
450 

Ncl Hcal Rale (Biu/kWh) 
13.512.5 
9,900.0 
9,918.0 

22,764.5 
11,465.0 
11,060.0 
11,117.9 
16,039.8 
10.000.0 
9,583.3 
9,513.9 
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fuel costs are 

Unit No. 

1 
2 
J 

Fuel Cosl (lt/MBtu) 

0.61 
0.75 
0.75 

Compute the ec:onomic schedule ror system demands of 300, 460, 500, and 6SO 
MW, assumins allthree units are on-line. Give unitloadings and costs per hour 
as well as total C"-osts in tl per hour. 

3.9 En,iroamealal Dispatdl 

Recently there has been concern that optimum ec:0110mic dispatch was not the 
best environmenlally. Thc principies or cconomic dispatch can rairly easily be 
extended to handle this problem. followins is a problem based on a real 
situation that oa:urred in the midwestem United States in 1973. Other cases 
have arisen with .. NOX .. emission in Los Anleles. 

Two steam units have input-output curves as follows. 

H1 = 400 +S P1 + 0.01 Pf, MBtu/h, 20 S P1 s 200 MW 

H3 = 600 + 4P2 + O.OISPJ, MBtu/h, 20 S P2 S 200 MW 

The units each bum coal with a heat content or 11,500 Btu/lb lhal costs 1 J. SO tl 
per ton (2000 lb~ The c:ombustion proccss in each unit resulta in 11.75% or the 
coal by weishl ¡oins up thc stack as fty ash. 

L Calculare thc net heat rates or bolh units al 200 MW. 
._ Calculale lhc incremental heal rates; schedule each unil ror oplimum 

rconomy lo serve a tolalload or 2SO MW with both on-line. 

e:.. Calcula te lhc c:ost or supplyins lhal load . 

.. Calculale lhc rale or tmission or fty ash ror that case in lb/h, assuming no fty 
ash removal devices are in servK'lc. 

e. Unil 1 has a precipitalor inslalled that removes 8S% of the Hy ash; unit 2's 
precipitator is 89.0"1. effic;ient. Reschedulc the two units ror the minimum 
tottJI JI y ah rmWion rtJte with both on-line lo serve a 2SO MW load. 

r. Calcula te thc rate oC cmiuion or ash and lhe cost for this schedule lo serve the 
2SO MW load. What is lhc coal penalty? 

lo Whcre does all lhal fty asb so? 

FURntER READING 

Since lhis chapler inuoduces sc:veral opcimizalion concepls il would be: usc:fullo rder lo some 
ollhe aeneral worb on opcimiulion auch aa rderenca 1 and 2. The imporlance or lhe Kuhn
Tucker 1heorem is pven in lheir papcr (l~ A very lhorough discussion or lhe Kuhn-Tucker 
lhcorem is round in Cbapler 1 or rdcrence 4. 
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for an overview ur recenl power syslem oplimilillion praclices see rderences S and 6. 
Sevcral olhcr applicalions or oplimizalion ha ve bcen prescnlcd. Rdercncc 7 dascusscs lhe 
allocalion or regulaling margin whilc dispalching generalor unils. Rcferences 8 -10 diSCUSS 
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Transmission Losses 

This chaptcr introduces thc c.oncept of the steady
stale transmission networl( solulion or load How and 
the relationship of losses in Che transmission nel
work lo economic dispatch. Loml jloK' is che name 
given lo a network soluüon that shows currents, 
voltages, and powcr flows al every bus in che syslem. 
11 is normally assumcd thal the system is balanced 
and the common use of che term load How implies 
a positive sequence solution only." Full three-phase 
load-flow solution lechniques are available for spe
cial purpose calculations. As used here, we are only 
interested in balanced solutions. Load flow is not 
a single calculation such as E = 1 R or E = [ Z]l in
volving linear circuit analysis. Such circuit analysis 
problcms start with a givcn set of currents or volt
ages, and one must solve for the linearly dcpendent 
unknowns. In the load-flow problcm we are given a 
nonlinear relationship between voltage and current 
at each bus and we must solve for all voltages and 
currents such that these nonlinear relationships are 
mct. The nonlincar rclationships involve. for eum
ple, the real and reactive power consumplion at a 
bus, or the generated real power and scheduled voll
age magnitude al a gcncrator bus. As such. the load 
How gives us the clectrical response of the transmis
sion system lo a particular set of loads and generator 
unit outputs. Load flows are an important part of 
power system design procedures (system planningl. 
Modcrn digital compuler load-flow programs are 
routincly run for systems up to 5000 or more buses 
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and at~n are u.idety in power sysrem control cenlers lo srudy unique operaring 
problcms and ovide accurare calcularions of bus penalty facrors. 

Onc of lhe quanlilies available from a load-now solulion is the elecrricallosses 
of rhe nc:rwork. The c:letlrical losscs are importan! in economically dispatching 
gencralion. Howcvcr, il is nol simply thc value of rhe losses bur rhe dcrivatives of 
losscs with respecl lo generalor oulpuls rhat are importanl. Before lhe advenl of 
large, fasl digital computers, the losses were treated by various approximare 
melhods. Presenl slale-of-lhe-arl system-conlrol centers build the economic dis
palch problem around the load ftow itself. 

4.1 THE LOAD-FLOW PROBLEM ANO 
ITS SOLUTION 

Thc: ·1oad-flow problem consists of a given transmission network where all lines 
are represenred by a Pi-equivalent circuit and transfonners by an ideal voltage 
transformer in series with an impedance. Generators and loads represent the 
boundary conditions of the solution. Generator or load real and reactive power 
involves products of vollage and currenl. Mathematically, lhe load How requires 
a solution of a system of simultaneous nonlinear equarions. 

4.1.1 The l.oaci-Fiow Problem on • Dired 
Curftnt Network 

The problems involved in solving a load Oow can be illuslrated by the use of direcl . 
curren! circuit examples. The circuit shown in Figure 4.1 has a resistancc of 
0.2.5 O tied lo a consrant vollage or 1.0 V (called the reference voltage). We 
wish lo find the vollage at bus 2 thal resulls in a nel inOow of 1.2 W. Buses are 
elc:crrical nodes. Power is said to be "injected" inlo a network; therefore, Joads are 
simply negative injections. 

The curren! from bus 2 lo bus 1 is 

/21 = (E2 - 1.0) X 4 (4.1) 

· Power P2 is 
(4.2) 

Bus 1lreferencel Bus 2 

t 
- E2 

UwL_,A\__J_. 
FIG. 4.1 Two-bus de nrlwork. 

66 4.1 TUE lOAD-HOW PROBlEM ANO ITS SOlUTION 

i 
1 

1 
1 ., 
' 

¡' 

Bus 1 freferencel 
R,2 "o.25 n 

R,3 = 0.1 n R13 "'0.2 n 

1 
l 
! 

¡ 1¡ 
. \¡ 

V ,, 
E1 "1.0 V ,.3" -1.5 w 

+ 

t 

FIG. 4.2 Threc-hus de nctwork. 

or 
4E~-4F.2 -1.2=0 

1· 1 • 
l. 
1 

1 

\· 

¡¡ 

The solutions lo this quadraric equation are E2 = 1.24162 V and E2 = 
-0.24162 V. Note thal 1.2 W enter bus 2, producing a currcnt of 0.96648 A 
(E2 = 1.24162), whi~h means thal 0.96648 W entcr refcrence bus and 0.23352 W · · 
are consumed in the 0.2.5 O resistor. 

Let us complicate the problem by adding a third bus and lwo more fines (see 
Figure 4.2). The problem is more complicated beca use wc cannol simply write oul , 
the solutions using a quadratic formula. The admittance equations are 

[~:]=[~: -: 
1 J -10 -5 

(4.4) 

In this c;~se wc know the power injccted al buses 2 ;md 3 ;md we know the 
voltage at bus l. To solve for thc unknowns (E1 , EJ. and P 1). we write Eqs. 4 . .S, 
4.6, and 4.7. The solution procedure is known as the Gmtu-Seiclt'l procedure. 
wherein a cal~ulation for a new voltage at each bus is made based on rhe mosl 
recently calculated voltages at all neighboring buses. 

Bus 2: 12 = p 2 = - 4( 1.0) + 9 E z - 5 E J 

Ez 

1 ( 1.2 5 ...... d) Ei". = - -¡;¡ + 4 + .-.J 
9 Ei . 

14.5) 

wherc E~1d and f~1d are thc initial values for E2 and F.J, respcctively. 

BusJ: 

1:·n•w = -- ·--· + JO+ 5/·:n•w 1 [-1.5 ] 
•. 1· 15 ~~~hJ l 

(4.61 
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START 

SELECT INITIAL VOL TAGES 
FOR EACH BUS 

SOLVE FOR E~EW 
E~EW • f(P1, E11 1 • 1 ···NI 

SAVE MAXIMUM 
VOL T AGE CHANGE 

6EMAX •IEr- Er -IIMAXOVEA 1 

f • SPECIFIED VOLTAGE 
CONVERGENCE 
TOLERANCE 

FIG. 4.J Gauu-Seidel load·llow aolulion. 

DO FOR Alli 
1• 1 ···N 

(i ~ refl 

STOP 

fhere f.i'• is the voltage round in solving Eq. 4.5 and Rj1
d is the initial value or E3 • 

las 1: (4.7) . 
The Gauss-Seidel method first assumes a set or voltages al buses 2 and 3 and then 

,ses Eqs. 4.5 and 4.6 lo sol ve ror new voltages. The new voltages are compared to the 
oltage's most recent values, and the process continues untilthe change in voltage is 
ery small. This is illuslr¡tled in the ftowchart in Figure 4.3 and Eqs. 4.8 and 4.9. 

'int ltenlioa: f;ClOI = f;C301 = 1.0 

Et011 = ~ (::! + 4 +S)= 1.133 

f;Clll = .·5 [ ~.~5 + 10 + 5(1.133)] = 0.944 

AEm•• = 0.133 too large 

4.1 THE LOAD-f PROBLEM ANO JTS SOLUTION 

(4.8) 

NOTE: In calculating f'!j11 we uscd Jhe ncw valuc of E1 found in the first 
correction. 

Second lleration: [-'}}' = ! [_!2_ + 4 + 5(0.944)] = 1.087 
9 1.133 . 

fll' = _!__ [- 1.
5 + JO + 5( 1.087)] = 0.923 

15 0.944 . 

AEm .. = 0.046 

And so rorth unlil AEm•• < t. 

4.1.2 The Formulation of lhe AC Load Flo~ 

(4.9) 

AC load ftows involve sevcral typcs or bus spccificiltions, as shown in Figure 4.4. 
Note that [P, O], [Q.IEIJ, and [Q, O] combinations are; .genérally not used. 

The transmission nclwork consists or complcx impcdanccs bctween buses and 
rrom the buses to ground. An example is given in Figure 4.5. The equations are 
writtcn in matrix rorm as 

This matrix is called the network Y matri."t, which is written as n lr .. yll Y u 

r,.lr'l lz Yza Yzz yll Yz• Ez 
ll = yll yll YJJ YJ• El 

'• r •• r.z r.J r.. E. 

Thc rules ror rorming a V matrix are 

Jr a line exisls rrom i lo j 

Y.¡= - YIJ 

and 

Y¡¡ = L Y;, + ,.,. 
¡ 

j over all lines connected lo i. 

TRANSMJS: 

(4.10) 

(4.11) 
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-
---~usTy~-

,, 
-f---l? -~L ______ o Comments 

. ------ ---- --- --- -------
load / ../ Usual load representation 

Voltage 
../ 

Assume IE.:I is held constan! 
Controllet: ../ no maller what Q is 

Generator or ../ ../ Generator or synchronous 
Synchronous when condenseriP =O) has 
Condenser Q- < Q, < Q· VAR limits 

-- --------1------------- r--

../ ../ Q- mínimum VAR limil 

when Q• maximum VAR limil 
Q, < Q-
Q,> Q· IE.:I is held as long as Q, is 

within limit 

Fixed Z Only Z is given 
toGround 

Reference "Swing bus" musl adjusl 
nel power lo hold 

../ ../ vollage constan! 
jessential ror 
solution) 

fiG. 4.4 load-Oow bus spa:dic:auona (quantitin chcckcd are thc bus boundary c:onditions). 

FIG. 4.5 Four-bus ac nctwork. 

The equation of net power injection at a bus is usually written as 

70 

P,- jQ, • = L l),EJ + Y¡, E, 
J= 1 
J-• 

4.1 THE lOAD-FLOW PROBLEM ANO ITS SOLUTION 

(4.12) 

1 r 

The voltages at each bus can be solved for by using the Gauss-Scidel method. The ¡· 
4.1.1.1 The Gauss-Seidel Method 

E•,~• = _ ( • - i ., _ __ , y 1:1.•• + ' r E'' " (4.13) ,r_ 

equation in this case is 

1 

p Q 
1 

[ . ] 1 ', 

Y. 
rl~ ••• Y. ~ ¡l •¡ ~ ¡l 1 

U Li U j<l j>l. \ 
1 n 

1 i 
1 1 

!' 

The Gauss-Scidcl mcthod was the first ac lmtd-tlow method tu be dcvcloped for \ 
solution on digital computers. This mcthod is charactcristically long in solving due 
to its slow convergcncc and oftcn difficulty is cxpcricnl"Cd with unusual nctwork 
conditions such as ncgativc rcactancc branchcs. Thc solution prOl-cdurc is the same 

Voltage al 
itcration a 

as shown in Figure 4.3. 

4.1.2.2 The Newton-Raplrson Method 

1 ¡ 
\: . ' 
'! 

. 1 
One of the disadvantagcs of thc Gauss-Scidcl mcthod líes in thc facl that cach bus is 
treated independcntly. Each correction lo one bus requires subsequent correction to 
all the buses to which it is conneclcd. The Newton-Raphson mcthod is based on the 
idea or calculating the corrections while taking accounl or all the interactions. 

1 i, 

Newton's mcthod in vol ves the idea oran et'ror in a runction Rt) being driven to 
zero by making adjustments l\_'( lo thc indepcndcnt variable associatcd with the 

function. Suppose wc wish to solve 

f(x) =K (4.141 

H(i. 4.6 Ncwh•n"s mclhl><l. 
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In Newlon's merhod we pick a slarling valuc of x and call il x0
. Thc error is lhe 

dilference between K and f(x0
). Callthe error c. This is shown in Figure 4.6 and given 

in Eq. 4.15. 

(4.1 5) 

To drive the error lo zero, we use a Taylor expansion of lhe funclion aboul .'<0
. 

df(x0
) 

f(x0
) + --¡;--- Ax + t: = K (4.16) . 

Selling lhe error lo zero we calculale 

Ax = e~:o))-
1 

[K - ~(x0)] (4.f7) 

When we wish lo solve a load ftow we exlend Newlon's melhod lo lhe 
multivariable case (the multivariable case is called the N ewton-Raphson method). An 
equation is wrillen for each .bus .. i." 

where 

then 

P1 + jQ1 = E,It 

P, + jQ, = E1[ I Y,,E,]* 
l=l 

N 

= IE,I 2 Y~ + L Y~E,Et 
•=• .... 

(4.18) 

As in the Gauss-Seidel method, a set of starting voltages is used to gel things 
going. The P + jQcalculatedissubtracted from thescheduled P + jQat the busand 
the resulting errors stored in a vector. As shown following. we will assume that rhe 
voltages are in polar coordinates and that we are going lo adjust each voltage's 
magnilude and phase angle as separate independenl variables. Each bus injection 
equation is ditJerentiated with respect lo all independent variables. Note lhat atlhis 
pointtwo equations are wrillen for each bus: one for real power and one for reactive 
power. For each bus 

N aP, N oP, 
AP, = L -:;--0 AO, + L -'~lE 1 AIE.I •=•"• •=•". 

· ~ oQ, ~ oQ¡ 1 1 
AQ, = ,f;-. oO, AO, + .~. iiiE,I A E, 

(4.19) 

All lhe terms are arranged in a matrix (lhe Jacobian malrix) as follows. 

----- -------
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¡ 

1 

1 

,,pi' c1 P 1 
AP 1 (,o, c11iJ 

AQ, 
t1Q, c1Q, 

,11}1 ,,¡E,I 

AP2 

AQz 

Jacobian malrix 

START 

+ 
SET All VOLTAGES TO 

STARTING VALUE• 

1 

t 
-CALCULATE ALL6P, 

ANO 60; SAVE THE 
MAX 6P ANO MAX 60 

-CALCULA TE THE 
JACOBIAN MA TRI X 

< MAX 6P<;~ 
ANO 

MAX JO..:;, 
VES 

NO 

SOLVE FOR 
61E;IANOM¡ 

USING JACOBIAN 
INVERSE 

l t 
UPOATE BUS VOLTAGE: 

8~ .. e~·• +M; 
IE,r = JE1r- 1 

t 61E,I 

l 1 

AO, 

AIE.I 

"THIS USU ALLY MEANS 
1.0 L0° p er unit VOLTAGE. 

OUS SOLUTION 
USEO IF 

A PAEVI 
MAYBE 
AVAILAB LE 

t = SPECIF lEO BUS 
ATCH 
RANCE 

MISM 
TOLE 

CA LCULATE UNE 
LOWS. LOSSES, 
SMA TCH. ETC. 

F 
MI 

lp 

STOP 

' DO FO A Alli 
··N 

rel 
i = 1 . 
i* 

1 

(4.20) 

nr.. 4.7 Ncwwn· Raphsnn h•ml-n••w s••luli••n. 
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. T~e solutior e Newton-Raphson load ftow runs according lo thc ftowcharl 
·~ Ftgure 4-?. • .hal solving ror AO and AIEI rcquires the solution or a set or 
lmear equ~Uons whose coefficients makc up the Jacobian matrix. (See Appendix 
C ror detads or the Jacobian matrix.) The Jacobian matrix gencrally has only a 

Bus 3 
246.1kV~ 

Bus2 ~ 241.5kV L=J.r -2.9 2.9-

o- -+-12.3 6.7-+ 89.6-t-

-so.o --19.1 
-t-74.4 ~23.2 

Bus6 

33.1-
-43.8 -42.8 

46.1-f-. 
. . ...... -+-60.7 +- 67.9 

--1.6 

-26.2 -- 26.7 
-+- 3.9 

+- 12.4 -+- 16.0 

-16.6 -i-16.4 

-27.8 rl,lt. -t- 12.8 

Bus1 
241.5kV lJJ" Bus 6 231.0~ 

-28.7 --16.0 
-+- 16.4 -+- 18.0 --1.6 o- -35.6 -34.6 -t- 9.7 

-107.9 "'""f-1- 11. 3 -+- 13.6 
-t-16.0 --18.0 

--43.8 --4.0 -+- 26.1 
-+- 20.1 -+- 2.8 n 

' t 
Bus4 

70. 70. 
-42.5 226.7 L=5r 
~19.9 

' ' 
-4.1 

-31.6· ~4.9 where ~ MW 
-i-45.1 ....,_ MVAR 

n,, t 
o---JIJIII!Irator 

70. 70. 
227.6kV L:J.X 

FIG. 4.8 Si~·bus nrlwork basr casr ac load How. 
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1 

load 

fcw percenl or its entries thal are nonzero. Programs that solv~ ac load ftow 
using the Newlon-Raphson mcthod are succcssrut bccause thcy. takc ~d~an~age or 
the Jacobian's "sparsity." The solution procedure uses Gaussaan ehmmataon on 
the Jacobian malrix and docs nol calculate J · 1 explicitly. (Sce rderence 3 for 

introduction 10 "sparsity" tcchniqucs.) 

EXAMPLE4A 

The six-bus nel~ork shown in Figure 4.8 will be used lo dcmonsirale several aspects 
of load nows and transmission loss factors. The vollagcs and ftows shown are for the 
"base case" or 210 MW total load. Thc i.JTlpedancc valucs and other data ror this 
systcm may be found in Appcndix A. 

4.1.3 The "OC" l..oad Flow 

A very widcly uscd approximalion of the AC load ftow Í!i thc "lincarized" or .. DC" 
load flow, which converls the AC solution inlo a simple linear circuir analysis 
prob.lem. Assume we are givcn a transmission linc Pi-equivalcnt circuit as shown in 
Figure 4.9. The equation for power ftowing through the line calculated al bus i can be 

wrillen as 

P,1 + jQ;¡ = E,[(E;- f.;h';;]• + E,[f:;Yur.J• 

= jE,jeJI'[IjE;jell'• - IE;Ieli'1)(G;1 + jB;;W - iiE;I 2 B .. p,1 

= 1IF.¡I2 -IE¡IIE11 cos(O,- 01) -IE,IIF.1Ii sin(tJ¡ - 011) 

X (G;¡ + j8¡¡)•- jjE;j2
B.ap11 . (4.21) 

Then 

Assuming 

r¡¡ O 
2. x,1 » r,1 -+ G,1 = 2 2 ~ 

r;1 + .l¡¡ 
-.l¡¡ -1 

8;¡ = 2 l =-
r;¡ +X¡¡ X;¡ 

Bus l. y r ·8 Busj 
;¡ = ••;¡ + 1 ;¡ 

~----r----~~------~~--------~1 P;¡+iQ;¡ 1 I 
. ::¡: YcAP;¡ z iBcAPi· :¡ 

· FIG. 4.9 Transrni••inn linc Pi·rt.¡Ui\lalcnl circuil. 
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l. 111, - IJ1) is quite small. 

cos(01 - 01) ~ 1 

sin(01 - 01) ~ (0; - 01) 

Then 

(4.23) 

This linearized form may be used to calcula te all bus phase angles in a network. 

P1 = ~P11 

j over all 
nodes connected 

directly lo i . 

Then in mairix form, 

or 

whcre B:r.,= 
1 

~X¡¡ 
j over all fines 
connected lo i 

B:r., =0.0 

-1 
B:r,I=

X¡¡ 

8_.,1 = 0.0 

for i ~ ref 

for i = ref 

for i ~ ref and j ~ ref 

for i = ref or j = ref 

(4.24) 

(4.2.Sa) 

(4.25b) 

Strictly speaking, [B .. ] has no in verse since the row and column corresponding to 
the rcference bus contain all zeros. lfthere are N buses, we only ha ve N - llincarly 
ind_ependent e_quations. Thus, we ha ve an (N - 1) x (N - 1) submatrix of [B .. ]. 
wh1ch ca~ be !nverle~. Therefore, when we refcr to the matrix [X], we will mean 
that matnx Wllh the m verse of the submatrix of [ B:r] plus a zcro row and column 
corrc:spo~ding lo the reference bus. See Example 48. We have written [B:r] and 
[X] m th1s way so that the vectors 9 and P can contain all buses. Note that we must 
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1 

Bus 1 Bus 2 
x,2 "0.2 per unit 

X 13 = 0.4 per unit 

Bus 3 lreferencel 

FIG. 4.10 Thrce-bus network. 

always assurrie a va fue for thc phase angle althe refcrence bus. Usually we assign this 
value to be zcro radians. · 

EXAMPI.E 48 

The megawatt ftows on the nelwork in Figure 4.10 will be sol ved using lhe OC load 
ftow. The B .. matrix equation is 

[ 

7.5 . -.S.O 
-5.0 9.0 

o o 
Note that all megawatt quantities and nclwork quanlities are cxpresscd in pu (pcr 
unit, 100 MVA base). All phase anglcs willthen be in radians. 

The solution to the preceding matrix equation is 

[
::] = [~:~:~~ ~::~~~ ~] [- ~:~] = [-~:~2] 
o o o o 0.35 o 

The resulting flowsare shown in Figure4.11 and calculated using Eq. 4.24. Note that 
all flows in Figure 4.11 were converted lo actual mcgawall values. 

EXAMPLE 4C 

Thc network of Examplc 4A was sol ved using lhe de load flow with resulting power 
flows as shown in Figure 4.12. The de load ftow is useful for rapid calculalions of real 
power flows, and, as will be shown laler, it can be used lo calculale incremental 
lossc!l:· 
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-60MW 

Bus 2 

---35MW 
· Bua3 

FIC. 4.11 Threc-bus nelwork showing llowa calcuJalcd by de load Oow. 

Bua3 

Bus2 • -eo.o 

50.0 
... 1.8 1.8- --16.9 --

32.5-

-

-24.8 

--16.2 

-25.3 

Bus 1 -
-25.3 

100MW _,.33.1 

--41.6 

Bus4 

-32.5 

70.0 

-44.9 

-o.3 

_____ 4_._1_. -16.9 

i¡~ 
70.0 

Bus& 
44.9-

24.8-
-o.3 

where -Mw 

0---i generator 

load 

FIG. 4.U Six-bus , rk base case de load Oow fur Example 4C. 

4.2 TRANSMISSION lOS..Iil-:S 

4.2.1 A Two-Genera.tor System 

We are givcn the powcr systcm in Figure 4.13. Thc losscs on thc transmission lineare 
proporcional lo the square ofthe power How. The gencrating units are identical, and 
che production cose modcled using the quadratic curve shown. Ir both units were 
Joaded to 250 MW, we would fall shorl ofthe 500 MW load value by 12.5 MW lose 
on thc transmission linc, as shown in Figure 4.14. 

Where should thc extra 12.5 MW be genemtcd'! Solvc the laGrange equation 
that was given in Chaptcr 3, Eqs. 3.7, 3.8, and 3.9. 

wherc 

Thcn· 

.!1' = F,(P1) + F2(P2) + A(500 + P,.,.,- P, - P2 ) (4.26) 

"·--Min= 70MW 
Max •400MW 

c'l.!f' = dF 1(P 1) _A ( l _ c1P,.,.,) =O 
cJP 1 dP1 i1P 1 

éJY = dF 2(P2) -l(l _ ~p'""') =O 
oP2 dP2 c1P 2 

P 1 + P 2 - 500 - P1.,., = O 

Losses = 0.0002 ~ 

---1'2. 

500MW 

Min= 70MW 
Max = 400MW 

F1 (1'1 = F2IPI • 400 + 7.0 1' + 0.002 pl 

FIG. 4.1J Two-generatur system. 

"·-250MW 

.. 

Losses = 12.5 MW 

,.2 __ 
250MW 

FIG. 4.14 Twn-~cm·rator system wilh l>.•th Jlcnerah•rs al :!~O MW ••utput. 

(4.27) 
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PI ---
263.932MW 

Losses • 13.932 MW 

__.. 
250MW 

FIG. 4.15 Two-generalor syslem wilh generalor 1 supplying alllosscs. 

Substituting into Eq. 4.27, 

Solution: 

Produclion cosa: 

Losses:. 

7.0 + 0.004P 1 - A(l- 0.0004P 1) =O 

7.0 + 0.004P2 - A= O 

p 1 + p 2 - 500 - 0.0002 p~ = o 
P 1 = 178.882 

P2 = 327.496 

F 1(P1) + F2(P2 ) = 4623.15¡l/h 

6.378 MW 

Suppose we had decided simply to ignore the economic inftuence of losses and 
ran unil 1 up until it supplied all the losscs. 11 would necd lo be run al 263.932 
MW as shown in Figure 4.15. In this case, the total production cost would be 

F 1{263.932) + F 2(250) = 4661.84 "/h 

Nole that the optimum dispatch tends toward supplying the losses from the unil 
close lo the load, and it also resulted in a lower value of losses. Also note that 
besl economics are nol necessarily attained al minimum losses. The mínimum loss 
solution for this case would simply run unit 1 tfown and unit 2 up as far as possible. 
The result is unit 2 on high limit. 

P 1 = 102.084 MW 

P2 = 400.00 MW (high limit) 

The minimum loss production cost would be 

F 1(102.084) + F 2(400) = 4655.43 Jt/h 

Min losses = 2.084 MW 

4.2.2 Coordination Equations, Incremental Losses. and 
Penalty Factors 

The classic LaGrange multiplier solution lo thc economic dispatch problcm was 
given in Chapter 3, Eqs. 3. 7, 3.8, and 3.9. These are rcpcaled he re and expanded. 
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Minimize: 

N 

Where: FT = L. f;(P;) 
i= 1 

N 

tJ1 = PR + P~..(P¡, P2 • • • PN)- .L P; 
• ~- 1 

Load Losses General ion 

Solution: for all P;min ~ P¡ ~ P;m•• 

Then 

The equations are rearrangcd 

where 

( 

') ~~(1';) = A · ,,p, dP; 
1 . . 

tJP, 

i!Pt. 
t,P, 

is callcd the incrementalloss ror bus i, and 

PJ. = ( l,,p ) 
1--'· 

t1P; 

(4.28) 

¡
5 

callcd the pemJIIJ' filctor for bus i. Note thal if che losscs increase for an increas:e 
· f b S .. the incremental loss is positive amJ Che penalty factor IS m power rom u t, . 

greater than unity. · · h 
When we did not take accounl of transmission losses. the cc~nom1c dtspatc 

bl 1 cd by mak ing the incremental cost al cach uml thc same. We 
pro em was so v · h 
can still use this conccpl by observing that the penalty factor, PJ., wlll havc t e 

following effect. For 

PJ. > 1 

(Positive increase in P; results in increasc in losscs.) 
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FIG .... 16 

acts as if 

,.,, • 1.05 

l'í " Disp~tc:h lgnoring 101181 
l'j • Ditpatc:h with penalty factor• 

Economic dispalch with and withoul penalty racton. 

dF,(P,) 

A 
IWith 

~ 
had been slightly increased (moved u ) F p · · in decrease in losses). P . or '!. < 1 (positive increase in P, resulls 

pr dF,(P,) 
Jj dP

1 

acts as if 

dF,(P,) 

dP1 

had been slighlly decreased (moved down) Th 1 . . . . e res u tmg set of equations loo k like 

pr
1 
dF,(P1) = , 

JI dP A for all Plmln :s; p, ~ p 1 • """ ...... (4.29) 

and are called coordination equations Th p . 
factors are used will be somewh t d"fti. e 1 values that result whcn penalty 
1 (d . a t erent from the dispat h h · h . 
osses ependmg on the p¡, and dF (P )/dP 1 . . e. • w te tgnores the 

4.16. . 1 1 1 1 va ues). Thts ts tllustrated in Figure 

4.1.3 1be 8 Matrix Loss Formula 

The B matrix loss formula was originan introd . 
method for loss and incremental 1 y 1 u~ m the early 1950s as a praclical 

oss ca cu attons. Al thc lime, aulomalic 

------·------
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dispatching was performed by analog computcrs and Jhe loss fo1 , was '"stored" 
in thc analog computers by setting precision potentiometers. The equation for the B 

matrix loss formula is as follows. · 

where P = vector of all gcnerator bus net M W 

[ 8] = square matrix of the same dimension as P 

8
0 

= vcc10r of the samc length as P 

800 = constant 

This can be written: 

(4.301 

(4.31) 

DeCore we discuss the calculation of 1hc 8 cocfficienl'i·, we· will discuss how lhe 
coefficienls are used in an economic dispatch calculalion. Suhstilule Eq. 4.31 into 

Eqs. 3.7, 3.8, and 3.9. 

q, =,t. P,- PR- ( ~ ~ P11hP1 + ~ B;0 P, + Boo) 4.32) 

Then 

(4.33) 

Nole that the presence of the incremental losses has coupled the coordination 
equations; this makcs solution somewhal more difficull. A melhod of solution that is 

often used is shown in Figure 4.17. 

EXAMPLE 40 

The B matrix loss formula for the network in Example 4A is given here. (Nole thal 
all P,'s musl be per unit on lOO M V A base. which results in P1,.., in per unil on 

lOO MVA base.) 

( 

0.0676 . 

P~. = [P 1 P2 P3], 0.00953 
-O.OOS07 

+ [ -0.0766 -0.00342 

0.00953 
0.0521 
0.00901 

- 0.00507] [p •] 
0.00901 Pz 
0.0294 "p) 

00189) (~:1 + 0.040351 

i 
l. 

i: 
\: 

\' 
1 

----· ------------ 1 
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f1G.4..17 

START 

CALCULA TE PLoss USING B MATRIX 

DEMAND P0 • PR + PLoss 

CALCULATE BUS PENALTY FACTORS 
Pf • 1 

• 1 - 2 :E a11 P1 - a., 
1 

FOR 1• 1 ···N 

SOL VE FOR EACH p1 

UCH THAT Pf dFtiPtl . .--•A .dP1 

FOR i • 1 ···N 

NO 
CHECK DEMANO> 1 I p _ p 1 < 1 f • TOTAL DE MANO 

1 0 ' TOLERANCE 

VES 

COMPARE P1 TO P1 OF 
LAST ITERATION 

SAVE MAX 1 p1to-1- P,'"l 

,. 1 . :> 6 "' SOLUTION 
NO MAX 1 PI - - Pt'"l < 6 CONVERGE~CE 

f 
TOLERANCE 

VES · . 

DONE 

Economic dispatc:h with updated penalty factors. 

From the base case load How we have 

P, = 107.9 MW 

Pz = 50.0 MW 

PJ = 60.0 MW 

P._ = 1.9 MW (as calculated by the load flow) 

84 4.2 TRANSM 'LOSSES 

With thcsc gcneration valucs placcd in the O matrix. wt ~ce a vcry close 

agrccmcnt with thc load flow <A~Iculation. 

P
1
.,., = (1.079 0.50 0.60] [ ~::~3 ~::~3 -~:::;] [~:~~

9

] 
-0.00507 0.00901 0.0294 0.60 

+ [ -0.0766 ' -0.00342 0.0189] [~:~~
9

] + 0.040357 
0.60 

= 0.07877 pu (or 7.877 MW) loss 

EXAMPLE 4E 

Let the fuel cost curves for the three units in the six-bu~ networ~ of Ellample 4A be 

given as 
F

1
(P1)=213.1 + 11.669P1 +0.00533P! lt/h 

F 
2
(P 2 ) = 200.0· + 10.333 P 2 + 0.00889 P~ lt/h 

F J(P J) = 240.0 + 10.833 P J + 0.00741 Pi lt/h 

With unit dispatch limits 

50.0 MW :s; P 1 :s;_200 MW 

37.5 MW :s; P2 S 150 MW 

45.0 MW S PJ S 180 MW 

A computer program using the method of Figure 4.17 was run using the follow-
ing starting conditions from the load-How solution. 

and 

P, = 107.9 MW 

P2 = 50.0 MW 

P3 = 60.0 MW 

Pa (total load to be supplied) = 210 MW 

The resulting iterations (Table 4.1) show how the program must redispatch again 
and again lo account for the changes in losses and penalty factors. 

Note that the Howchart of Figure 4.17 shows a "two-loop" procedure. The 
.. inner" loop adjusts A until total demand is met; then the outer loop recalculates 
the penalty factors. (Under sorne circumstances the penalty factors are quite sensi
tive to changes in dispatch. lf the incremental costs are relatively .. Hat," this pro
cedure·may be unstable and special precautions may need to be employed to ensure 

convcrgcnce.) 

·-- ------------------------------
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Thc dcrivation of thc B matrix loss formula involves thc concept of network 
reference-frame transfonnations. A refetence frame is nothing more than a set of 
voltages and currents that complete! y describe the electrical network. Al any bus; in 
an clcctric p-¡wer nelwork, 'power .. injected" inlo the network is defined as 

P1 + jQ1 = E,l~ 
lnjecled 
power 

(4.34) 

Lelthc charging capacitance and all other impedances lo ground be removed. Then 
whatever power goes inlo the nelwork equals the power taken out of lhe network · 
plus lhe losses in the nctwork. lfwc count power pul into thc nctwork as a positivc 
injection and power lakcn from thc network as a negative injection,we can express 
losses as 

p + jQ = L P, + jQ, (4.35) 

Losses 
1 

All network 
buses 

lf we express the injected power as a funclion of lhe voltage and injecled currenl al 
cach bus we have -

P +iQ = ¿ E¡lr 

Losses All network 
buses 

(4.36) 

Equation 4.36 can be writlen in lenns or the voltage vector and currenl vector as 
follows. 
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p + jQ = [TI• 

Losses 

Er is the transposc of E 

1• is the conjugate oC 1 

(4.37) 

We are oing lo transform the voltages and currenls 'so thal the network losses 
remain co!tanl. Firsl we define a malrix [C] that_contai~s ~t~ real and complex 
numbers. We transform using the following matnx mulllphcatJons. 

Ene• = [C]T•[old 

lold = [ C]lncw 

~4.38) 

where [C]r. ¡5 the transpose conjugate of [C]. let Eo1d and lold be the original 

voltage and current vectors. From Eq. 4.37 · 

what we want is 

substituting into Eq. 4.40, 

P + "Q - ETI• - [T •• (4.39) ) - - old old 

losses 

p + jQ = E~ •• l! •• 
losses 

p + jQ = ~[C]f*Enld)rl! •• 

losses 
= E,!;,.[C]*I! •• 

= E!,.,t[ C]lncwl* 

= E!.dl:.d 

(4.40) 

(4.411 

REM EM BER: ~ 1) The transpose of a product of matrices is the pr~uct of the 
lranspose of each wrillen in revcrse ordcr_. ~2) T~e conJ~gate of the 
product of matrices is the product of thcu conjugates m thc same 

order. 

--- ---- --------- ------ ----
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Then 
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lh furlherml ore, we can express lhe impedance malrix as a new malrix n:ft:renced lo · Lel thc currcnts be given as 1 
e new vo lage and currenls. First, 1 

['•]- [+ 10] 1 lz - -4 1 

ll -6. \ 

(4.42) 

1 E ••• = [C]'•E,,d = [C]'•[z .. ,d]l .. ,d 

= [C]'•[z .. ,d][C]Inc• 

(Z ... ] 

The voltagcs are (using Eq. 4.45) 

1 

or 

and 

E.. •• = [z ••• J• ... (4.43) 

EXAMPLE4F 

~ si~p~e ~C ci~cuit.example will be used lo show how lhe transforms are used. Tbe 
c•rcu•t.•s g1ven m F1gure_ 4.18. N~te tbat one bus is the reference and ¡5 grounded. 
Then the Y and Z matnx equat1ons are: · 

1 = [Y]E 

[::J= H -5 

-mi:J 7 (4.44) 
-2 

E= [Z)I n r-7 
1.5 

i][i:] E1 = 1.5 l. S (4.45) 
E:t 1 

FIG. 4.11 A de nclwork uscd lo ill~ailratc rcfcrcncc transfomuuions. 
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The nel losses are (we will wrile lhe conjugate but ignore il since all quantities here 
are real numbcrs): 

P,_ = E'l' = [5 l O] [ ~:J = ~ W (4.46) 

Think of 11 and l:t as load currents lhat are always in the same proportion o( 

an equivalent total load cunent 1 Lcq· (Such loads in a power system are said to be 
"conforming.") Similarly, let/ 1 be thought of as a generator current. Then for our 
example here let . 

11 = 0.41, .• ., 

IJ = 0.6h • ., 

The veclor relationship bctween l .. w and 1 ••• becomes 

1.,1d = ( C]l.,. 

Then by definilion 

E,. •• = [C)~•E.,,d 

[~J=[! ~.4 ~bJ[~:] 
and (Zncw] is 

[z ] - [1 o 
ncw - O 0.4 

o ] [1.7 
o.6 :·

5 ::~ :][! ~-4] 
1 o 0.6 

[
1.7 1.2 ] 

= 1.2 1.08 

TRANSMISSI 

(4.47) 

(4.48) 

(4.49) 

(4.50) 
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Let us cak:t. ,he losscs for a total cquivalent load current or - 10 A. (Note 
thatl, •• • -lO results in 13 = -4, 13 ::a -6, as before.) Then 

[::.J-[::~ ::~JG:.J-[::~ !:~s][ -:~J=G.2J (4.51) 

and thc losscs are 

E!,.l:,. =[S 1.2][ _ ;~] = 38 W (4.52) 

rr wc rurther makc the assumption that , .. - -1,, thal is, lhe equivalenl load 
currenl will always be thc neptive or lhe aenentor currenl. [Note: The next ncw 
rd'ercnce rrame is designcd wilh a prime (1', E', cte.).] Then 

·---~0~ .· 
[!;J -~~:¡ ·~~~ 1 J ~r,.:·. ··~~ :f-

"f'' 1:1 ~1' ·~ ··~ ·1 ' 
":'. 1:~~· "''"!' ·r l..... . .. &..¡¡t.., •• - ' ... 

(4.53) 

and 

¡;_:~ (l:" ~][i] Ii _- _ ~t 
; ~:ec.·-~=:.· --~:j 

[Z:..] - (1 -•1(::~ / :~][_ :]- Cl38 i! 

and 
.. ~~ 
·.a~ . 

ir as bcforc 11 = 10 A. Thcn 

E ...... 3.8V · 

ancl 

E ... I;:. • (3.8)(10) • 38 W (4.S4) 

By followinalhis procodure we havo reduced lhe eft'ortlo compule loa~e~. As lona 
aalhc load curr:cnta .. conform• as in lhe derivation, lhe IOIIICI can be calculatcd using 
only lhe aencrator input currenl itselr. Thia concepl is exlendcd to an elcctric power 
syslcm lo allow losses lo be calculatcd usina only the mepwau in pul ror each or lhe 
s)'llcm's aencralon. 

4.:Z.J.l LDs .. MIIIrix C.Ie*ÜHI 

Therc are dift'erent mcthods for calculatins a loss matrix. Onc of thesc methods is 
shown in dctail in Appcndix B to this chaptcr. This discussion will simply hi¡h
li¡hl sorne or thc typcs of transformatioas and calculations uscd in loss-matrix 
al¡orithms. Thc fint auumption usually madc is that the load at each bus 
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. ' 

conronns lo the total load. Thal is, 

Pao.41 = t,P,,.., ...... + pOa-J• (4.55) 

Since the load on th!= nctwork buses is rcprcscnted by com_plex load currenas. wc 
can more properly write 

wherc if = load cun:enl al bus i 

f, = complex load distribution factor ror bus 1 • 

1,. = lotal system load currenl 

1~ = base or constanl load currenl al bus 1 

(4.S6) 

Similarly, the generator real and reactive powen are assumcd to be rclated to cach 
other by a constanl, S,. 

(4.57) 

The s,, Qf0
, t 1, and lf quantities are derivcd rrom two load-ftow calculat~ onc , 

called the "base" the other callcd thc '"oft'-base." ~ load-Row calculataonsarc f 
run atloading conditions typically found on the nelwork. The base-load ftow maJ, . ·: 
ror cumple, ~r~IJO!Id to thc system's peak load conditions and lhc off-bue to i~~~ 
low load condll1ons. ~:. · -~~-

Thc t, facton are uscd in a series or transformalions on the nctwork impedancc :"· ~ 
matrix to eliminate tllc individual load currents (sc:e Eumplc 4F). Thc S, r.cton 
together with the volta¡c magnitudes and phase an¡les at thc aeneratOI' buses a.C _,.·¡ 
uscd to convert generator bus currents lo generator bus real powers. Thus, the basic 
system voltage-current relationship 

V= [Z]I 

is used lo set up an equation ror losses. 

p._= R.(P.,_- jQ ..... } 
• R.(I•.,.[Z]I} . 

and 1he lransfonnations just described give a final expression: 

P._= pG'~"[B]pG + BopG + Boo 

(4.58) 

(4.59) 

(4.60) 

where pO is 'fl vector or ¡cncrator real po..-~rs and B, Bo, 8 00 are the loss-malrh 
lenns that are a runction or the [ Z] matnx elements, the base-case load Row, 
voltages and phase angles., as well as the t,'s, and S,'s. 

Thc calculations are not simple, as cven a casual reading of Appcndix B will show. 
Furthcr, it must be remcmbcred that thc assumptions or conronning load and 
conforming gencralor reactive power are ncver sc:en cxactly on a real system; 
lhererorc, thc loss matrix will always remain an approximation. Nonctheless, loss 
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malricn are widely used becausc of lheir conveniencc and lhc speed wilh which 
lonn and incremental losses can be calculaled. · 

4.1.4 Othtr Methods or Caltulating Penalty Factors 

4.1.4.1 ..4 Oi.fCIIJJiOII of Refnellce Bus •nsus LIHid 
Cr11tn Pe11tllty Futtws 

The R matrix assumes lhal allload currenls conform lo an equivalen! total load 
curren! and lhal lhe equivalenl load currcnl is lhc negalivc or lhe sum or all 
generalor currenls. Whcn incremcnlallosscs are calculalcd, -somcthing is implied. 

Totalloss = PT[B]P + B0 P + 8 00 

Incrementa! loss al generalor bus i = ¡¡:~7~ 

The incremental loss is the change in losses when an increment is made in 
general ion output. Asjust derived,lhe incrementalloss for bus i assumed thal allthe 
other generators rcmained fixed. By the original assumplion, howcver, the load 
currenls all conforin lo each other and always balance with the general ion, then the 
implication in using a B matril is that an Incremental lncrea.,e in generator output is 
matC'hrd by an equiPalent lncrement in load. 

An alternativc approach to economic dispatch is lo use a reference bus thal 
always moves when an increment in generation is made. Figure 4.19 shows a power 
system with scveral generator buses and a reference-gcneralor bus. Suppose wc 
changc the generation on bus 1 by AP1, 

p¡•• = p¡•d + AP, (4.61) 

furthermore, we will assume thatload stays constant and that lo compensa te ror the 
increasc in AP1 the refcrcncc bus jusi drops off by AP,.,. 

r,:,w = P:!t + AP,., (4.62) 

1-De~e ________ :..._ 

AG. 4.19 Power syslem wilh rdr:rence ¡r:na-alor. 

n 4.2 TRANSMIS LOSSES 

U nolhing el se changcd, AP,., would be lhe ncgalive of AP,; however,lhe ftows ~n 
a he syslem can changc as a· resull of lhe two general ion adjustmenl~. The change IR 

now is a pi lo cause" change in losscs so thal AP, .. is nol necessanly equal lo AP •. 
Thal is, 

C4.6l) 

Nexl, we can define {1, as the ratio or the negalive change in the refercnce-bus 
powcr lo the changc AP1• 

or 

-1\P,., (AP1 - L\P1.,.,) . 
fl. =------- = --------

1 L\P1 • AP, 

,w.._ 
fl, = 1 -- - - -

f1P¡ 

We can define cconomic dispalch as rollows. 

(4.64) 

(4.6S) 

All generalornre in economicdispalch when a shirl or AP MW rrom any gcneralor lo 
lhe rererence bu5 re5ulls in no change in net produclion cosa. Where liP is arbitrarily 
small. [
--·-----··-- --·-· .. 

-------------------------------------------~ 

That is, 

ir total production cosl = ¿ F,(P;) 

then lhe change in production cost wilh a shirt AP, rrom planl i is 

. dF,(P,) dF,.,(P,~,) AP 
AProductaon cost = dP AP, + dP-- u ,., 

1 rcf 
(4.66) 

Out 

Then 

. . dF;(P1) p dF, .. (P,.,) 
AProductaon cosl =-·-- AP, - 1 ---- AP, 

dP1 dP,c~ 
(4.67) 

To satisry the economic conditions, 

AProduction cost =O 

or 

df,(P,) _ /l dF,~~P,.,) 
----- ,-- --

dP¡ dP, .. 
(4.68) 
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1hic:h c:ould be wrih J 

1 dF1(P1) dF,.,(I•,.,) 
/l1 --¡p;- = dP,.,- (4.69) 

This is vcry similar to Eq. 4.28. To obtain an economic dispalch solution, pick a 
1luc of gencration on the reference bus and then sel all olhcr generalors according 
1 Eq. 4.69 and c:hec:k for total demand and readjust reference general ion as needed 
rllil a solulion is reac:hed. · 
. Note further that this melhod is cxactly the first-order gradienl mcthod (Scction 
4) with losscs. Whcre (sce Eq. 3.14 and substitutc tcf for x) 

11FT= ) [dFI- /11 dF,.,]API 
dt.r dP1 dP,., (4·70) 

2.4.2 R,¡n,,c,.Btu·P,IIIIIty Futor1 Dl"ct from tü 
..4C ÜHitl Flow · 

he reference-bus penalty fac:tors may be derived using the Newton-Raphson load 
¡)W, What wc wish to know is the ratio of c:hange in power on the reference bus 
hen a c:hange AP1 is made. 

'here P,., is a function ofthe voltage magnitude and phase angle on the network 

When a change in AP1 is made, all phase angles and voltages in the network 
will change 

hen 

Ap ) oP,., A.a ) iJP,., 1 1 
,., "" í' iJtJI "1 + í' viE.f A F.• 

.. 
= ) oP,., oOI API + ) ~':..•.!! illt:J AP 
í' o81 oP1 ;- ,1IE11 oP1 

1 (
4·71 ) . 

o carry out the matrix manipulalions, we will also need the following. 

A ) oP,., 118 ) iJP,., 1 1 
P,., = ;- aol 1 + 'r' oiE~I A E. 

= ) oP,., iJ81 AQ
1 
+ ) ilP,., iliE1l AQ 

· ;- o81 oQ1 ;- ,1IE11 ilQ1 
1 (4.72) 

The lerms oP,11/o81 are derivcd by differentialing Eq. 4.18 for the reference bus. 
be terma iJ8JoP1 and oiE1I/oP1 are from the inverse Jacobian matrix (see Eq. 4.20). 
1/e can write Eqs. 4.71 and 4.72 for every bus 1 in the network. The resulting 
~ualion is 

(4.73) 

---·--·----
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~1· 

By transposing we gel 

,1P,., ,1P,., 

c1P 1 
,,o. 

,,P,., ,,P,., 
,,Q. ,,IE.I 

.11',., c1P,., 
,,pl ,,(Jl 

c1P,., = [JT '] 
,1P,., 

,,Ql •11Ell 

c1P,., ,1p,., 

.• 1P,., iJO,., 

,1P,., ,1P,., 

t1Q,., ,,¡E,.,I 

In practice, inslead or calculating JT. 1 explicitly, we use Gaussian elimination on 
· JT in the same way we operate on J in the Newton load-flow solution. 

4.1.4.J R,¡,,,.u-Bus p,,.,/1)' Factors Usi11g IM 
DC Lotld Flow 

The real (MW) losses on a transmission line (where R~( ) = real parl of) are 

Taking the derivatives with respect to 01 and 01, 

iJP~!!J. = 2IE1IIEJ! sin(01 - 01)R.{ Y¡1) 
t101 

'
1
P1 ... '1 = - 2IE1IIE ¡j sin(01 - 91)R.{ Y¡1) 
t10¡ 

(4.74) 

(4.75) 

We can calculate incrementallosses for the entire system by f1rs1 obtaining thc 
change in phase angle al every bus with a change in bus power injec:tion and then 
multiplying these derivatives times the derivative in Eq. 4.7S and addins lhc 
contribution for all lines. That is, 

AP1,.., = 
\"" t1P1.,., on line 1 i101 • 
~ ;'lO -~- uP1 

All 
lines 1 

( J. ,.p. (4.76) 
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To facilitate matrix opero tions, we will su m ovcr all buses and then ovcr all 
lines allached lo each bus. 

AP._ = L [ 
AP1 

All Alllines t 
buses allachcd lo 
j' busj 

(Jplon line (] 1101 ----- ·--
,101 c1P1 

(4.77) 

The terms oOJ~P, are in lhe columns of the X matrix given in Eq. 4.25b. Thal is, 

[!f:] -[ae,~aP, 
Then Eq. 4. 77 can be. written 

o P._ 
iJPt 

(4.78) 

(4.79) 

where lhe right-hand side vector lerms come from lhe brackeled terms in Eq. 4.71. 
Where 

Alllines t 
atlached to 

busj 

oP._Iinet ----oO¡ 
(4.80) 

• 

~lso note that the malrix in Eq. 4.79 is the transpose of lhe [X] malrix. lncre
nental losses derived by Eq. 4.79 are very nearly the same as thosc derived by 
~. 4.73, but lhe solution of Eq. 4.79 is much raster. 

4.2.4.4 M•tlw,.tklll RtltJtioulúp of 
Lou-MIJtrU Ptrullty Futors ad 
ad Rt/trtwt-Bu Ptulty F.etor1 

Suppose we are givcn a loss matrix from which we can calcula le incrementallosses 
oP,_jiJP1 for each generator bus in a network. AHume that for a change AP, in 
gcneration at bus 1 a compensating change in lOad. AP._.,, will lake place at an 
•cquivalentload ccnter" bus. We are going to look '' such a shift for two separate 
gcnerator buses with each shiR taken independefttly. We will callthe fint senerator 
bus. bus l. and thc ICCOnd, bus r. F or thc fint ahift, froin bus~. scc Fi¡ure 4.20, where 

AP, • AP._, + AP1oe4, (4.81) 
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·l 

FIG. 4.20 Change al equ1valrnl load bus and bus i. 

FIG. 4.11 Changc al equivalen! load bus and rcfermce bus. · 

lf we approximate AP1,../AP1 using oP .... JiiP, from the loss matrix, we can writc 

Eq. 4.81 as 

AP = 1 - _"!!! AP, ( 
¡w• ) 

loedo c1P1 

(4.82) 

where the asterisk (•) indicates an incremental loss calculated from a loss matrix. 
Similarly, we can do the same thing. independently, for bus r (see Figure 4.21). 

where 

AP, = AP.._ + AP.-.. (4.83) 

and again we approximate /lP._/AP, as oP._/oP, from thc loss matrix. Thcn, 

( 
¡,pr.,.) 

AP1~ = 1 - ~p; AP, · (4.84) 

Now suppose we carry out thcsc two steps in scquenoc as follows. First, wc carry 
outthc stcp shown in Eq. 4.82 so that AP ._., exactly compensa tes for the changc AP, 
and the change in losscs. Then wc adjust AP, so that AP._.. is preciscly the nrgali~ 
of AP1_ 4 ,. Thal is, 

(4.85) 

Then, 

1 - --- AP = - 1 - --· AP1 ( 
cJP:,..) ( apr_) 
oP, • oP, 

(4.86) 
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S -··~6. •-••• .. z ... z .. a 

By pe~ormin, sequcnoe, wc' ha ve artificially created the actions that consitutc 
the ~asts (or rclcrcnoe-bus penalty ractors. That is, we ha ve incrcased gcneration al 
bus ' by AP1 and compcnsated with a change AP, al a rcference bus while holding 
load constant. By dcfinition (scc Eq. 4.64), · 

-AP 
P~=--' 

4P1 

but by manipulating Eq. 4.86, 

p = - AP, = (1 - oP:_/oP1) 1 
AP1 (1 - oP:..foP,) 

lf WC define penalty factors as 

P'f.._ -·•• = -~~-
1 oP:,.. 

1 -_-o_P_ 
. . 1 

and .,J,, t 

.:.1: 

Thcn, 
.:1 

i . .J ~ ' Li 

(4.87) 

(4.88) 

(4.89) 

(4.90) 

p¡¡•' .... = ( 1 _ oP:,..)·( .; 1 ) 
iJP, oPt.. 

1--iJPI 

(1 iJp:._) = - iJP,- Pfr (4.91) 

Thus we can ~ that the rererence-bus penalty ractors are simply a constant times 
lhc loss-matnx penalty ractors. Furthcrmore, it should be realized that this means 
that an economic d~spatch calculation _perrormed with either rererence-bus penalty 
factors. Or J~s-matnx penalty factors WIJI produce the same &cneration dispalch and 
only dafl'er m the valuc or .t. 

APPENDIX A 

Load Flow Input Data 

Figure 4.~2 lisis the input data lo the six-bus sample power system used in the 
examplcs m Chaptcr 4. 

98 APPENDIX A LOAD FLOW INPUT DATA 
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Si:CW: ... -. , ...... r¡ C 

j. 1, 

.e···'· ------- -· 

LIME DATA 

FRO" TO R X ICAPI 

1 2 o. 1000 0.2000 0.0200 
1· 4 0.0500 0.2000 Oo0200 
1 5 o.oeoo O,JOOO O,OJOO 
2 J 0.0500 0.2500 o,OJOO 
2 4 0.0500 o. 1000 o.osoo 
2 5 o. 1000 O,JOOO 0.0200 
2 6 0.0700 0.2000 0.0250 
J 5 0.1200 0.2600 0.0250 
J 6 0.0200 o.sooo· 0.0100 
4 5 0.2000 0.4000 0.0400 
5 6 o. 1000 0.3000 OoOJOO 

ltUS DATA 

BUS NO, OEN UOLTAGE f> LOAD O LOAD 
C~u NIU Coou KVI loou NWI C~u NUARI 

SW1NO 1 o.oo lo050 o.oo o.oo 
2 0.50 1o050 o.oo o.oo 
l 0,60 1.070 o.oo o.oo 
4 o.oo a.ooo 0.70 Oo10 
~ o.oo 1 .ooo Oo70 Oo10 
6 o.oo a.ooo 0.70 Oo70 

• BCAP • 112 Tohl Une "h•r•tn• 
FIG. 4.22 lnpul dala lo 11 si•· bus samplc power syslem. 

APPENIHX B 

Derivation of the 8 Matrix Loss Formula 

The D matrix loss formula is developed using a series of transformations on thc full
impcdance matrix ofthe transmission system nelwork. The derivation that rollows is 
taken from the paper by Meyer (7). A computer program based on this techniquc 
was used to derive the loss formula shown in Example 4D. The dcrivation in Meyer's 
paper is related lo much earlier pioneering work by K ron (4) and Early and Walson 
(6), which should be consulted to appreciatc Meyer's mcthod fully. 

To start, assumc thal the N transmission system buses are divided up into M 
generator buses and N - M load buses. Thc gcnerator buses are ordcred 1 · · · M. 
and lhc load buses M + 1 ···N. The network is shown in Figure 4.23. The basic 
relationships between thc voltages and currents will be slaled throushout lhe 
derivation using thc impedance (Z) matrix. Meyer's paper should be consultcd for 
specific computational details involving the Z matrix terms. 

Our firsl relationship is then 

V= (Z]I (48.1) 

where V and 1 are N x 1 vectors and [ Z] is an N >< N matrix. The total real and 
reactive losscs in the nctwork may be expresscd as 

P1.,.. + jQ1,.. = I•TV = I•T[Z)I {48.2) 
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Bu11 

Bu12 

• 
• 

BUIM 

Bus M+ 1 

• 

Bus N 

~·" ,¡,. 1 ,, • "·~ 
•. ,. 1 lo 1 l. 

as "• ... 

Trammlelon 
network 

nG. 4.13 Repretentation or loada and acneraton anachcd lo 8 tranamiuion nct L • 
wor •. 

Sinc::e we are only interested in the real power losses, we will use_ 

P._"" R,(leT[Z]l) (48.3) 

Each bus-c:urrent injection ~nsists of two components, the gt:neration com nent 
and lhe load component destgnated lf and lf, respecaively. Then po 

for i = 1 ···N (48.4) 
where by our ordering of buses if =O for i =M+ 1 · .• N. 

Further, th~ ~oa~ ~urrents will be modeled as a linear function of the total load 
~~nll L· Th1s IS stmdar lo the .. conformingload" assumption used in Example 4F. 

lf = t,IL + lf 
where lf = load curren& at bus i 

t, = load dislribution racaor ror bus ; (/ is complex) 
1 L = total syslem load curren a 
1~ = constan& or base-load currenl at bus 1 

Now we can begin lo use transformations as follow. 

1 = [C1]1 2 + 1° 

(48.5) 

(48.6) 
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1 :!~. ; 
1 ,, , .. .,., 
¡ .. ¡¡¡, 
¡,' ~ 
¡ .. 

or 

'· 1, : /1 

n '~ ' 1 • 
', 1 : 

~~ + 
1., ' 1 l'k 1 1 t., 

= -------1------ -~:.-.-~-1., + 1 1 1,. 1 

o 1 
1 

IN 1 IN '~ 1 

where 12 is a v_ector as shown wilh the firsl N elemenls ~ual lo lhe N generalor 
currenls and the N + 1 elemenl equalto the total load currenl 1 ,. Subsliluting(48.6) 
into (48.3), gives 

P._= R,l(ltr[C1]•T + t0 •T)[Z]([C1]12 + I0 )J (48.7) 

which on being expanded has four lerms. 

P._= R,(H 1 +Hz+ H3 + H.l 

where H 1 = lfr[C1]•T[Z][C1]12 . 

Hz= to•T[Z]Io 

H3 = 1°•T[Z][C]12 

"• = lfT[C)•T(Z)lo ,. 

(48.8) 

1t should be 'pbserved he re thal the H 1 lerm con tributes only to the quadratic part 
{B,J) of the loss formula, H 2 contributes to the constant part (800), and 11 3 and H4 

contribute to the linear part (810). 

Before proceeding. we will observe two assumptions that are built into this loss
formula derivation. The first assumes that each generator's reactive power is a linear 
function of its real power out pul. That is, 

:Q? ,= Qf0 + S¡Pf (48.9) 
1 ••• ¡ 

The value of S1 is quite importan& and must be obtained carefully. The usual 
procedure is to run base and olf"base load-ftow calculations lhal difl'cr by lhe 
amount of load on lhe network. Each generator's S, value and cach load's /1 and 1~ 
values are derived from lhc two load ftows. 

/.• '1 

We use the S1 factors togethcr with thc bus voltagc magniludcs and phasc anglcs 
rrom the base-load ftow as follows:· 

(48.10) 

Note that wc havc ignored che Q~0 by simply lumping it inlo the load bus reac:tivc 
powcr. Thc J 1 and d2 terms are 

d 1 =cosO,+ S1 sin 01 

. dz =sin oj + s, cos oj 

TRANSMI" 
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Thc second u tion built into lhc calculation concerns lhc rderence-bus voll
a¡c. This volla¡e is assumed known and eonllan·l as loading varies on thc syslcm. 
Lc:l i =,be thc rdercnce bus ror the nelwork. lt is normal praclicc lo ha ve, be one 
or thc gencralor buses. Then 

W N N 

V,= L z,,l~ + lt L z,/1 + L z,11? 
1•1 1•1 . 1•1 

We can use 48.12 to eliminare h rrom our equations. 
w 

IL = - ¿ T,If + rPr 
1•1 

whcre 

N 

P, ""' V, - l: z,Jf 
1•1 

Using48.ll, we can build another transrormation on lz. 

lz ~' (Cz]lí 

or 

.i - _________ ! __ L_ !~-~'GJ ·l 1 0 J ['G J 
, L - T 1 • .. - T w 1 T" v. 

(48.12) 

(48.13) 

(48.14) 

Now we can starl io reduce H 1 through H,.. First, H 1; using 48.14, H 1 becomes 

111 = lj•r(Cl]•T(CI]•r(z](CI](Cz]lí 
= Ji•r[Z1]1í (48.15) 

where 

We can reduce H l to 
(48.16) 

where 

Thcn 

(48.17) 
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H 
1 

and 11
4 

will be treated together. First, sinc:e 11 1 and H • are f tea len. 

Rr{H, +H.}= R.,{HI + H:} 
= R.,(lf[C1]r(z]Tt0

• + JI[C 1]T[zrt0
•) 

= R.,{lf([C1Y[ZjTio. + (C1jT(z]•t0 •J) (48.18) 

vo 
where ' 

- vo=(CI]T(~+~) 

v• vA 

Then 

R.,{H 1 + H4 } = R.,{IIV0
} 

=R.{ f I?vr + v~ ... 11z} 
1= 1 

and using 48.13, 

R.,{H 1 +H.)= R .. {f (Vr- V~.~T1)1? + v:,.lrV.} 
1•1 

Wc can now write out the tcrms in the loss matrix. 

_ (R~ + Rf,) [( 1 + S1S1) cos(81 - 01) + (S1 - S¡) sin( O, -:- 0¡)] 
8

'1 - 2 IV.IIV¡I -
(X~- Xf¡}[(l + S,S1)sin(01 - 0¡) +(S,- S1)cos(O,- O¡)] 

+ 2 IV.IIV¡I 

8,0 = ~~~ [(R.( V,)d1 :.... 1.,{ V,Jd9 + R.,{C))dl 

+ R.,( V,}d9 + 1.,( V,Jd,- l.(CJ)dz] 

where R1, X1 are elcments from [Z1
] [see Eq. 48.15]. 

S1, S1 are as defined in Eq. 48.9. 
V, is dcfined in Eq. 48.13. 
IV;I.W

1
1. O,, 01 are rrom thc base-load Oow. 

d1 = R.,{ T"(c:~, - Trw) + r•th1 - T 1'1)) 

J., = 1.,{ T"(a, - T~w) + r•(h1 - Tto)) 

-- ·---·----·----- -- -------·--- --·-----· 

(48.19) 

(48.20) 

(48.21) 

(48.22) 
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, 
where a1 = L z1!J 

}•1 , 
b1 = ¿ z,¡r 

1•1 , 
w = L lfa1 

1•1 

C = Vf- T,Vf.t 1 

"' "" .,... r• w 

. where V0 is defined in Eq. 48.19 

and VA is defined in Eq. 48.16 

APPENDIX C 
Jacobiaa Matrix in the Newlon Power Flow 

The Jacobian matrix in Eq. 4.20 and the transposc Jacobian shown in Eq. 4. 73 both 
start with the equation for the real and reactive powcr at each bus. This equation, 
shown in the texl as Eq. 4.18, is repeated here. , 

P, +iQ, =E, I: r:E: ••• 
This can be expanded as , 

P, + jQ, ... L 1 Y,.j¡E,jjE,jeM'•- .. - ... , 
••• 

where 01, 06 = phase angle al buses i and k, respectively 

B,. 
O,. =are tan G,. 

IE1~ lEal = magnitude of E, and E,, respeclively 

1 Y,.j = JGf. + Bl 

(4C.I) 

(4C.2) 

General practice in solving load ftows by the Newton method has been lo use 
AjE,VIE11 instéad of simply AjE1j. This simplifies writing the equations. The 
derivatives are 

For i ~le: 

104 . APPEND. 

::: = 1 Y,.IIE,jjE,j sin(61 - O, - O,.) 

= (aJ, - b1e1) 

~=~~ = 1 Y.aiiE,IIEal cos(O, - o, - o,.) 
lEal 

= (a,e1 + b.J1). ',¡ ''• 
~ ' .; ~ ' ' :~ 

IACOBIAN MATRIX IN !ft~.JfUWTON POWER FLOW 

(4C.3) 

:· ', 1 .. 
1 

'! 

' 
''· ~ 

where a, + jb, = (e, + jft)(G,. + jB,.) 

e,= R.(E,) 

J. = .l.(E,) 

and 

For; =k: 

Equation 4.20 now becomes 

Similarly for Eq. 4.73. 

PROBLEMS 

iiP1 z 
t10

1 
= - Q, - B,;E, 

t1P1 2 il{EJ = P1 + G11E1 

IE,j 
oQ, z 
-=P1 -<i 11E1 
iJO, 

iJQ, z 
ojE,j = Q, - B;,E, 

IE·I 

A01 

AP1 
AjE 1j 

AQ, jEij 

AP2 = [J] Atl2 

AQz AjEzl 
IEzl 

4.1 Tbe circuil eleinenls in the 138 kV circuil in Figure 4.24 are in per unil on a 
100 MVA base with lhe nominal 138 kV voltage as base. The P + jQ load is 
scheduled lo be 170 MW and SO MVAR. 

!' 
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F r s me L S 

Bus 1 =!= y..., • j 0.01 

E1 • 1.0l.Q" 
Bus 2 

FIG. 4.U Two·bua ac: ayslem for Problem 4.1. 

1. Write thc Y matrix for this two-bus systcm: 

b. Assume bus 1 as the rcference bus and set up thc Gauss-Scidel correction 
cquation ror bus 2. (Use 1.0 L f? u thc initial voltagc on bus 2.) Carry out two 
or three iterations and show that you are conver¡ing. 

c. Apply thc "OC" load ftow conventions to thii circuit and sol ve for the phasc 
an¡le al bus 2 for thc same load real powcr or 1 ~ 7 per u ni t. 

.U Given the network in Fi¡urc 4.2S (base = 100 MVAt. 

106 

Bus1 Bus2 

X•j0.03 
R •0.01 R•0.09 

Bus6 

R •0.03 

X •10.06 

_..__Bus4 

r. 
flG. 4.l5 Four·bul nctwork for Problem 4.~. 

',, 

L Develop lhe [B.] matrix ror lhis IJSICID. . 

"· o. 
pl 8l 
Pl .,. [B.] 03 

p• 8• 
P, 9, 

¡: :;: .. ;·, 
: . . , ....... .. 
l P ift pCr unit MW 
: 6 in radians 

Bus3 

la. Assumc bus S as the reference bus. To carry oul a "DC" load ftow, we will · 
set 85 a O rad. Row S and column S will be zeroed. 

Pa o o. 
pl Remainder o Bz 

PJ = of 8,. o fll 

p• o o. 
P, o o o o o o, 

PROBLEf 

1 r 

. .... 
L.•' ,., 

1 ' 

!..~;: r u., 
-· ,. i 

e .; & .• j t. !1!!2!42---- .. _ ....... ._ ... .-.-~- ;- -

Solve for the X maJrix. 

o. Pa 
llz Pz 
tJJ =(X] PJ 

"· P. 
o, P, 

c •. Calcula te the phase angle5 for the set of power i~jcctions. 

1'1 = 100 MW generation 

l'z = 120 MW load 

Pl = ISO MW generation 

P4 = 200 MW load 

d. Calculate P 5 according lo the ··oc" load f1ow .. · 

e. Calculate all power ftows on the system using the phase angles found in 
part c. 

r. (Optional) Calculate the reference-bus penalty factors for buses 1, 2. 3, 
and 4. Assume all bus voltage magnitudes are 1.0 per unit. 

4.3 Given the following loss formula (use P"s in MW): 

B,1 = 2 
3 

[

1.36255- a o-• 
1.753 · ao-' 
1.8394 · ao-• 

2 3 

1.753· ao-s 1.8394 · ao-•] 
1.5448 · ao-• 28276S · ao-• 
2.8276S · ao··• 1.6147· ao-J 

8 10 and 800 are neglected. 
Assume three units are on linc and have the following characteristics: 

Unit 1: 

Unlt l: 

Unit J: 

H 1 = 312.S + 8.2SP1 + O.OosP:, MBtu/h 

SO S P1 S 2SO MW 

Fuel cost = 1.05 lt/M Btu 

Hz= 112.5 + 8.25 Pz + 0.005 P~. MBiu/h 

S S Pz S ISO MW 

Fuel cost-= 1.217 ll/MBtu 

H J = SO + 8.25 P J + 0.005 P~. M Btu/h 

IS S P3 S 100 MW 

Fuel cost = 1.1831 ll/MBtu 

----------------------,.---.----------------
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L No Losses Used in Scbeduling 
i. Calculate lhc optimum dispatch and total cost neglecting losses for 

P0 = 190MW.• 
iL Using this dispatch and the loss formula, calculate the system losses. 

b. Losses lacluded in Scbeduling 
i. Find the optimum dispatch for a total generation of P0 = 109 MW• 

using the coordination equations and ihe loss formula. 
ii. Calculate thc cost ratc. · · · 

iii. Calculatc thc totallosscs usin¡ t~il.ots formula. 
IY. Calculatc the resultina load s,pJ~t 

::.,; .• ,¡J..;,: . .;,.+ 
4A Given thc network in Figure 4.26: ,,.. JH. ' ·" 

¡, 

Bus 1 Bua3 1······ 

,, 

Bus2 
nG. 4.16 Nctwort ror Problem o4.4. 

.... 

~~ Retlrenoe 
~~·. bus 
+· t. 

a. Devclop thc Y matrix and Z matrix cquations for th~ network. 

b. Assume l1 and 14 are load-bus currents. Transform E:s and l's and [Z] 
to reHcct a conforminaload assumption. . 

ll- 0.351,_ 
'"'11 l.- 0.651,_ .. 

c. Transform lo elimina te 1 L .That is, 1 r. = - (1 1 + 11) -... ... 
•· Calculatc nctwork losscs for cach .. framc," assuming thc following initial 

currcnts. 

• P.,_ • P 1 + P 1 + P 1 • P0 .. 

r. • powcr 1ou. 

r. - r.- r • • ~~e~ load. 
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la ... 10 

l1 • 15 

ll- -8.75 

'· = -16.25 

',,,, 

e. Calculate the incremental losses ror ·a change in current !.1 1 al bus 1 
with 12 = 15 A. 

Compare the incremental loss just calculated with an approximation 
obtained by sctting 11 = 11 A (leave 12 = 15 A a~d assuming the load 
currents compensate this 1-A adjustment as described in thc tcxt~ 

4.5 This problem requires thc .use of a load-ftow program. Sct up and solve thc 
load-ftow base case shown, in Appendix A and Examplc 4A. You should be 
able to match the solution!shown in Figure 4.8. . • 

a. Resolve the load ftow ..+ith each load set lo 71 MW, 71 MVAR. Requirc 
that bus 8 be the swing~bus so ahat any change in gcneration will appcar 
on bus 1 (i.c., keep gen~rator 2 al SO MW and gcnerator 3 al 60 MW). 

b. Resolve thc load ftow with loads set as in (a). Requirc that bus 2 be thc 
swing bus so that all generation change appears on bus 2 (i.c., kccp 
gencrator 1 al 107.9 MW and generator 3 al 60 ~W).· 

c. Sct all loads ba.ck to their base-case conditions of 70 MW, 70 MVAR. 
lncrease the generation on bus 2 lo SS MW. Requirc bus 1 to be lhc 
swing bus and resolvc thc load ftow (bus 3 remains al 60 MW). 

In cach of thcse three load-ftow runs, yoo perturbcd the networlt in sorne 
way. For each solution, you should noticc a dilferencc in thc networlt losscs 
as compared to the base case. · 

From the data or part (a) c:alculate 

t.Pioooco 
t.P, 

From the data of part (b) c:alc:ulate 

t. P..,..~ 
\ t.Pl 

Alllmids werc perturbcd equally in parts (a)·and (b) lo simulatc a slight 
increase in total load. Compare the incremental losses as calculated from 
thc load ftow to the incrcmentallosses calculated from thc 8 matrix shown 
in Example 40 .. 

Thc perturbation in part (e) is lo demonstrate thc changc in losses on thc 
nctwork ror a shi~ of gcncration such as proposcd in Scdion 4.2.4.4. 
Calculatc 8 1 and Pf, for bus 2 from thc data of parl (e). 

FURTHER READING 

The basic papers on solution of the load flow can be round in references 1-l. Thc 
developmcnl of lhe loss-matrill cqualions is based on the work of K ron (4), who dnelopcd 
the. reference-frame transformation thcory. Other developmcnts of the transmission-loss 
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formula are &eeh ..eferences S and 6. Meyer's paper (7) is represenlalive of recen! 
adaplalion of sparsily programming methods lo calcula !ion of the loss matrix. 

The developmenl or the reference-bus penalty factor method can be seen in reference5 8 
and 9. Reference 10 gives an excellent derivation of the reference-bus penalty factors derived 
from the Newton load-flow equations. Reference 10 provides an excellent summary ofrecen! 
developments in power system dispatch. 

l. Ward, J. 8., Hale, H. W., "Digital Computer Solution of Power-Aow Problems," 
AlEE Transactions, Part /11 Power Apparatus and SJ•stems, Vol. 7S, June 19S6, pp. 
398-404. 

2. VanNess, J. E., "iteration Methods for Digital Load Aow Studies," AlEE Transactions 
on Power Apparatus and Systems, Vol. 78A, August 19S9, pp. 583-588. 

l. Tinney, W. F., Hart, C. E., "Power Aow Solution by Newton's Method," IEEE 
Tran.factions on Power Apparatus and Systems, Vol. PAS.86, November 1967, pp. 
1449-1460. 

4. Kron, G., "Tensorial Analysis of lntegrated Transmission Systems-Part 1: The Six 
Basic Reference Frames,"AIEE Transactlons, Vol. 70, Part 1, 1951, pp. 1239-1248. 

S. Kirchmayer, L. K., Stagg, G. W., "Analysis of Total and Incremental Losses in . 
Transmission Systems," AlEE Transactions, Vol. 70, Part 1, 1951, pp. 1197-1205. 

6. Early. E. D., Watson, R. E., "A New Method ofDetermining Constants for the General 
Transmission Loss Equation," AlEE Transactlons on Power Apparatus and Systems, 
Vol. PAS.74, February 1956, pp. 1417-1423. 

7. Meyer, W. S., "Efficient Computer Solution for K ron and Kron-Early Loss Formulas," 
Proc 1971 PICA Coriference, IEEE 73 CHO 740-1, PWR, pp. 428-432. 

8. Shipley, R. B., Hochdoñ, M., "Exact Economic Dispatch-Digital ComputerSolution," 
AlEE Transactions on Power Apparaltu arul Systmu, Vol. PAS-7S, November 1956, pp. 
1147-1152. 

9. Dommel, H. W., Tinney, W. F .• "Optimal Power Flow Solutions," IEEE Transactions 
on Power Apparatus and Systems, Vol. PAS 87, October 1968, pp. 1866-1876. 
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U ni t. 
Commitment 

5.1 INTRODUCTION 

Beca use human activity follows cycles, most systems 
supplying services to a large population will expe
rience cycles. This includes transportation systems, 
communication systems, as well as electric power 
systems. In the case of an electric power system, 
the total load on the system will generally be higher 
during the daytime and early evening when indus
trial loads are high, lights are on. and so forth 
and lower during the late evening and early morning 
when most of the population is alseep. In addition. 
the use or electric power has wec:kly cycles. the load 
being lower over weekend days than weekdays. But 
why is this a problem in the operation of an electric 
power system? Why not just simply commit enough 
units to cover the maximum system load and leave 
them running? Note that lo "commit" a generating 
unit is lo "lurn it on," lhat is. to bring the unit 
up to speed, synchronize it to lhe system, and 
connect it so i't can deliver power lo the network. 
The problem wilh "commit enough units and leave 
them on line" is one of economics. As will be shown 
in E~tample 5A, it is quite e~tpensive to run too many 
generating unils. A greal deal of money can be saved 
by turning unils off (decommiling them) when they 
a~e not necded. 
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EXAMPLESA 

Suppose one had the three units given here. 

Unit 1: 

Unltl: 

Unit 3: 

with fuel costs: 

Min =ISO MW 

Max =600MW 

H, = 510.0 + 7.2P1 + 0.00142PtMBtu/h 

Min = IOOMW 

Ma1 =400MW 

H2 = 310.0 + 1.8SP2 + 0.00194P~ MBtu/h 

Min= SOMW 

Ma1 = 200MW 

H 3 = 78.0 + 7.97 P3 + 0.00482 P~ MBtu/h 

F, = 1.1 '/MOtu 

F 2 = 1.0 J/MBtu 

F3 = 1.2 J/MBtu 

lfwe are lo supply a load of SSO MW, what unit or combination ofunits should be 
used to supply this load most economically? To solve this problem, simply try all 
combinations of the three units. Some combinations will be infeasible if the sum of 
all maximum MW for the units committed is less than the load or if the sum of all 
mínimum MW for the units committed is greater than the load. For each feasible 
combination, the units will be dispatched using the techniques of Chapter 3. The 
results are presented in Table S. l. 

TABLE 5.1 Unit Combinations and Dispatc:h for sso MW Load 
Example SA 

.; 
8 .J 8 + 

¡) l¡, 1)! ~· N ... 
~j 

. ,¡, .. 

·a ·a ·a .,i,¡,.,.¡; .. ... 
::J ::J ::J tt: ,. .. ,::::!~.:~ u: 11. llio t- V&a. 

OFF OFF OFF o o "'·'' ,;i.;.: .. ,,,.;i lnl"easible 
ON 200 ... ,.,,,,,, "'"' lnfeasible OFF OFF 50 

'"''' 
,,¡: .. ¡ .... : .• ¡~ 

OFF ON OFF 400 100 ;.·¡.,¡ .\: ¡::: .. ! .. ¡:~ Jnfeaaible 
OFF ON ON 600 1.50 o ; ..,Of !t.-~ '0 J760 1&;8 5418 
ON OFF OFF 600 150 550 ::~:o:::.~:;;:~: 5389. o :¡:o 5389 
ON OFF ON 800 lOO 500 ,,i,. o¡¡,;I:¡SO¡ 4911 o 586 5497 
ON ON OFF 1000 250 29S :~s·! !·1 'cf JO lO 2440 o 5471 
ON ON ON 1200 300 267 233 . so· 2787 2244 516 5617 
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FIG. S. la Simple "peak-valley"" load pallern. 

Note that the least expensive way lo supply the generation is not wilh allthree 
units running, or even any c:ombination involving two units" Rather, lhe optimum 
commitment is to only run unit 1, the most economic unit. By only running thc most 
economic unit, the load can be supplied by that unit operating closer lo its best 
efficiency. lf another unit is commilled, both unit 1 and the other unit will be loaded 
furlher from the best efficiency point such that the net cosl is greater than unit 1 
alone. . . 

Suppose the load follows a simple "peak-valley" pattem as shown in Figure S.la. 
lfthe operation ofthe system is lo be optimized, units must beshut down as the load 
goes down and then recommilled as it goes, back u p. We would like to know which 
units to drop and when. As we will show later, this problem is far from trivial when 
real generating units are considered. One approach to this solution is demonstrated 
in Example 58, where a simple priority list scheme is developed. 

EXAMPLE 58 

Suppose we wish to know which units lo drop as a func:tion of system load. Lea thc 
units and fuel costs be the same as in Example 5A with the load varying from a peak 
of 1200 MW toa valley of 500 MW. To obtain a "shut-down rule," simply use a 
brute-force technique wherein all combinations of units will be tried (as in Example 
5A) for each load value taken in steps of 50 MW from 1200 to SOO. Thc results or 
applying this brute-force technique are given in Table S.2. Our shut-down rule is 
quite simple . 

When load is abovc 1000 MW, run alllhree unils; belween 1000 MW and 600MW, 
run units 1 and 2; below 600 MW, run only unil l. 
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TABLE 5.l "Shut-down Rule" Derivation ror 

Examplc SB 
Optimum aimbination 

Load Unitl .. Unitl Unil l 

1200 ON : .. ;ON ON 
liSO ON ::::oN _ON 

·' :. ON 11(10 ON ON ..... ,' 
lOSO ON .; .. ,;.ON ON 
1000 ON ''"'' :\:::::::~N. OFF ¡J,¡¡ 
9SO ON. ~~~~ ',lillU-~ , OFF 
900 : ON · IOlill •. ~J·~; : OFf 

"II'JJ' ,>•olf•¡ •· 1 

ISO • ON •• ,. ., ¡,¡.... ·' 1''' 
OFF: ,, ...... , ¡::J¡,.. .~ .. u,¡, .. . •.. 

100 ON ::.:: ,j': .• t;ON . OPP 
7SO ON .. ::<>N OFF 
700 ON ON OFF 
6SO ON ON OFF 
600 ON OFF OFF 
5SO ON OFF OFF 
500 ON OFF OFF 

Figure S.l b shows the unit commitment schedule derivcd rrom this shut-down rule 
as applied to the load curve or Figure S. la. 

So rar, we ha ve only obeyed one simple constraint: Enough unlts wlll be commltted 
to supply the load. lrthis were all that was in volved in the unit commitment problem, 
that is, just meeting the load, we could stop here and state that the problem was 
"solvcd." Unrortunately, other constraints and other phenomena must be taken 
into account in order to claim an optimum solution. Thcse constraints will be 
discussed in the next seetion rollowed by a description ohome orthe presently used 
methods or solution. 

Totlll 
loed 

::~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

4AM 
_ Tlmeofdey 

FIG. !l. lb Unil commitmenl schedule using shut-down rule. 
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S.l.l Constralnts in Unit Commilment: lntroduction 

Many constraintscan be placed on the unit commitment problem. The list presented 
here is by no mcans exhaustive. Each individual power system, power pool, 
reliability council, and so rorth may impose difTerent rules on the schcduling or units. 
depending on the generation makeup, load-curve characteristics. and such. 

¡;¡.('- \lv' 
yO~ . ~ 

S.l.2 Spinning Resene .. 1/ 
)/'\ 

Spinning reserve is the term used to describe the total amount or general ion available 
rrom all units synchronized (i.e., spinning) on the system minus the present load plus 
losses being supplicd. Spinning reserve must be carried so thal lhe loss or one or 
more units does not cause too rar a drop in system rrequency (see Chapter 9). Quite 
simply, ir one unit is lost, there must be ample reserve on lhe olher units to make up 
ror the loss in a specified time period. 
.. Spinning reserve must be allocated lo obey certain rules. .usually sct by regional 
reliability councils (in lhc United States) thal speciry· how lhe reserve is to be 
allocatcd to various units. Typical rules speciry that reserve must be a givcn 
percentage or rorecasted peak demand, or that reserve must be capable or making up 
the loss or the most heavily loaded unit in a given period or time, or such. Othcn 
calculate reserve requirements as a runction of the probability or not having 
sufficienl generation lo meet the load. 

Not only must the reserve be sufficieat to make up for a gencration unit 
railure, but the reserves must be allocated among fast-rcspónding units and 
slow-responding units. This allows the automatic generation control system (see 
Chapter 9) to restore frequency and interchange quickly in the event of a 
generating-f#nit outage. 

Beyond spinning reserve, the unit commitment problem may involve various 
classes or"scheduled reserves" or "ofl'-line" reserves. Thcse include quick-start dicsd 
or gas-turbine units as well as most hydro and pumped-storage hydro units that c:an 
be brought on line, synchronized, and brought up to rull capacity quickly. As such, 
thcse units can be "counted" in the overall reserve assessment as long as thcir time· to 
come up lo full capaci•y is taken into account. · 

Reserves, finally, must be spread around the power system to avoid transmission 
syslem limitations (orten called "bottling" or reserves) and to allow various parts of 
the system to run as "islands," should they become electrically disconncc:tcd. 

EXAMPLE5C 

Suppose a power system consisted of two isolated regions: a western rcgion and an 
eastern region. Five units have becn committed to supply 3090 MW as shown in 
Figure 5.2. The two regions are separated by transmission tie lines that can togethcr 
transfer a maximum of SSO MW in either direction. This is shown in Figure S.2. 
What can we say about the allocation or spinning reserve in this system? 

------------·-· ------ ---------------- ··-----·--------
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Un ita &60MW Un ita 
1, 2, and 3 maxlmum 41fld & 

1 1 
1 

Weatem reglan Eastern reglan 

FIG. 5.2 Two-reaion system. 

The data for the system in Figure S.2 are giv~n in Table S.3. With the exc:eption of 
unit 4, thc loss of any unit on this syatcm can be covcred by thc spinning reserve on 
the remaining units. Unit4 presenta a problem, howcver.lfunit 4 wcrc lo be lostand 
unit S wcre to be run to its maximum of600 MW, thc eastern region would atill need 
S90 MW to covcr the load in the castem region. The S90 MW would. have lo be 
transmitted over the tie lines _from the western region, which can easily supply 
S90 MW from its reserves. Howevcr, the tic capacity of only SSO MW limita the 
tnnsfer. Therefore, the loss of unit 4 cannot be covered even though the entire 
system has ample reserves. The only solutioiüo:.this ptoblem is to commit more 
units to opente in the castern region. ··'•• .:::::·~:·:~~ ·· 

h· . 
~- 1 ¡,¡,. 1 ot - • 

.,., .......... ., .. 
5.1.3 Thernlll Unlt Constralnts ' ... 1 ,:,j.,j,,~.;~ fÍ·• 

:' J ~;¡ 1 h ,, ~ .. t •'1 • 

Thcnn. al units require a crew to operate •tiiriaDy wben turiled.: on and tumed • : 
off. A thermal ·unit can underao only : , · .. ; ~perature -~-anges, · and thia . 
tra~atcs into a time period of' sorne ho~ .,..... te bring the unit on line. As a : 
result of such restrictions in the operatioñ of a 'thennal plant, Various conatnints 

TAlLE 5.3 Data for the Systcm in Figure 5.2 

Unit Unit Rcaional Rcaional 
capacity output pneration Spinning load lntcrdlanp 

Rcgion Unit (MW) (MW) (MW) racrvc (MW) (MW) 

Weatcrn 1 1000 :} 100 
160~ 2 ROO 1740 380 1900 

. 3 ROO 420 380 

Eutcm 4 1200 1040} mo 160 1190 160~1; 

' 600 310 290 

Total 4400 3090 3090 1310 3090 
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arise such as 

• Minimum Up Time: Once the unit is running. it should not be turned ofl'imrne
diately. 

• Minimuin Down Time: Once the unit is decommitted, there is a minimum time 
before il can be recommilled. 

• Crew Constraints: lf a plant consists of two or more units, they cannot both be 
turned on al the same time. 

In addition, because thc temperature and pressure of the'thermal unit must be 
moved slowly, a ccrtain amount of energy must be expended lo bring the unit on 
line. This energy does not result in any MW generation from the unit and is 
broughl inlo the unil commitmenl pr~blem as a start-up cost. 

The start-up cost can vary from a maximum Mcold-start" value to a much 
smaller value if the unit was only turned off rec:ently and is still rclalively close 
to normal temperature. There are two approaches lo lrealing a chermal unit durin¡ 
its down period. The first allows the unit's boiler lo coof down and then heac back 
up lo operacing temperature in time for a scheduled turn on. The second (called 
banking) requires that sufficient energy be input to che boiler to jusc maintain 
operating temperalure. The costs for the two can be compared so chal, if possible. 
the best approach (cooling or banking) can be chosen. 

Start-up cost when cooling = C.( 1 - t:- ' 1'") • F + C 1 

where c. = cold-slart cost (M Btu) 

F = fuel cost 

C1 = fixed cosl (includes crew expense, maintenanc:e expenses) (in J) 
ex = thermal time constant for the unil 

1 = time in. hours the unit was cooled 

Start-up cost when banking = C, · t · F + C1 

where C, = cost (MBtu/h) o{ maintaining unil at _operacing temperature 

Up to a certain n·umber of hours the cost of banking will be less than the cost of 
cooling. as is illuscrated in Figure 5.3. 

Finally, the capacity limits of chermal units may changc frequently due to 
maintenanc:e or',~nscheduled outages of various equipment in the plant; this must 
also be taken into account in unit commitment. 

S.l.4 Other Constralnts 

5.1.4.1 Hytlro Co,strtlifttJ 

Unit commitment cannol be completely separated from the scheduling of hydro 
units. In this text we will assume that the hydrothermal scheduling (or .. coor. 
dination") problem can be separated from the unil commitmenl problem. We, 
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Start·up 
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2 J 4 6 h 

FIG. !I.J Time-<lrrrndenl Suui·IIJl m•t~ .. 

~r coursc, cannot assert flatly thal our lreatmcnl in this fashion will always rl'sult 
m an optimal solution. · 

5.1.4.2 Must Run 

Sorne units are given a musl-run status dUI in¡.t cntain times of thl' ycar for reason 
of voltage supporl t~n thc transmissin11 ncl work or ror su eh purposcs as supply of 
steam for uses outstde lhe steam plant ilsclr. 

5.1.4.1 Furl Constr11ints 

We will treal the "fuel schcduling" prohicrn hricOy in< "haplcr 6. A svstl'lll in which 
sorne ~nits have limited fuel, or elsc have ~:onslr:unls that •·c4uirc. thr.m lo hurn 
a spectfied amount of fuel in a givcn time, prcscnts a most dtallcn~in)l unit 
commitmenl problem for which no complctely ~cnctal solulion (tlwt wurks un a 
practica! utilily system) exisls. 

5.2 UNIT COMMITMF:NT SOUITiON METiiOUS 

The commitment problem can he very difficult. As a thcoreti~:al cxercise. Jet us 
postulate .. the following situation. 

• We must establish a loading paltcrn for M periods. 

• We have N units lo commit and dispatch. 

• The M load le~elsa~d operating limi1s on thc N unils are.- such chal any oue un
1

it 
can supply the tndiVIdualloads and that any comhinatiou of umts can also supply 
the loads. 
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Ncxl. asslllll(' wc are goinl! lo cstahll~i• lile co)llllllitmcnt l umeration (brute 
fmcc). Thc total muuho:t uf comhinalions wc ncc\l lo try each hour is 

C(N. 11 1 CIN. 2) 1 · · · 1 CiN. N - ll + C(N. N)= 2N- 1 

whcrc C(N .i) is tÍtl~ wmhination nf N itcms la k en j at á time. Thal is. 

C(N.j) = c~i~J¡!}) 
ji """ 1 >< 2 X ] >< .• • X j 

Ft•r thc hllal pcr iml ni 1\f intnvals. thc maximurn numher of possihle cumbinations 
is (2"' . 1 ¡M. wludr \:an llC'OIIIll; a horrid nmnhcr lo lhink ahout. 

l·or c"nmplc. takc a 24-h ·pcriotl (c.g., 24 one-hour intervals) and consider 
syslcrm wilh 5, 10. 211. :mo140 umts". The valuc of(2"'- l)z 4 becornes lhe following. 

N 12" .. ,,,. 
fo] ~ lll" 

((1 1 .. 1.1 w w'' 
]0 ~ 12 w 111 1 .. 

411 tTnu l>o¡~l 

Thcse ver y lar J!C mm•hf.·rs are thc uppcr houmls for thc number or cnumerations 
rf"quircd. Fnrtunaldy. thc n111straints on lhc unilo; and the load-<:apacity relation
ships of typical ulilily systcms are such lhal we do not approach these large 
lllllllhcrs. Ncverlhl.'lcss. thc real praclit:al harrier in the optimi7.cd unit commitment 
prohh•m ¡., thc lugh llimensinnality of thc possihlc snlutinn space. 

The most t;~lkccl ahoul tcchnit1ues for the solulion of the unit commiiment 
prohkm are 

• Prioril y-list schcml."s. 

• l>ynamil: prn~r:urunm~ ( D P). 

• M ixctl inlc~cr-lincar proJ!r:tmming (M 1 L.P). 

( >f lhcsc. pt·iority -hsl sch<"mes are thc most popular. OP algorithms are the only ones 
that approach an oplirlnrm sohrlion for lar¡¿c systems. M 1 LP algorilhms are just 
hcgmni11g lo he tcs~;::nchcd :md are nnt witlcly uscd on large-system problems. 

S.2.1 J-.-iurily-l.isl l\1t"tlmds 

Thc simples! unit l"Ommil mcnl snlution mcthods consists of creating a priorily lisl or 
units. As wc saw in F .. ,amplc ~n. a sunplc shut-down rule or priority-list scheme 
couhl he nhlaincd aft..-r an c!Lhauslivc cnumcration of all unil combinations al cach 
lt)ad levcl. Thc p1iority list ,,r Example 5R cuuld he obtained in a much simpler 
manncr hy nolllll! thc full-load avcra¡tc produclion cost of each unil, where the full
load avera~c pnuluclion cost is simply the nct heat rate al full load times the fuel 
ciYst. 
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EXAMPLE 50 

Construcl a priority list for ti e units of Examr•lc ~A 1 i ísc 1 he o;;1u1c fu el wsls as in 
Example .SA.) Firsl, the full load average prodw.:llon cu~l wíll he l~akulall~li 

fulllua<l 
llnil average pu..Juctinn .:o~t Ul/MWh) 

1 
2 
3 

~ . .,~ 

11.40 

11.1 KK 

A strict priority order for these units based on lhe nveraKe pro•lul'lion co!ll would 
order them as follows. 

1 ~nil ll/MWh MinMW Mu MW 
--· ·------- -- --------- .. . . - . ··-- -. 

2 9.40 100 44HI 

1 9.79 150 (ti NI 

3 11.40 "' ]tNI 

and thecommitment se heme would (ignorin¡.t m in up/tlown lime, slatl-up c:osts, ele.) 
simply use only the following combinalions. 

MinMWiwm Mo~ MW lr<•m 
Comhinalion comhinatinn C(UilfliiUIIi••n 

2+1+3 JIIU "'~' 
2 + 1 2'10 I«M•I 
2 

1 "' 
4UI• 

Note Chal such a scheme would not complctely parallcl chr- sl111t-down sequenl·e 
described in Example 58 where unit 2 was shut d.1wn al llOO MW leaving U1iil l. 
With the priority-list scheme, both units would be hcld on uutil load reachcd 
400 MW, thcn unit 1 would be dropped. 

Mosc priority-list schemes are built around a simple shut-llown al¡¿orithm that 
might operate as follows. 

• At each hour when load is dropping, determine whelhcr droppin~ the next uuil un 
the priority list willleave sufficient general ion lo supply il•e loatl plus spinninl(
reserve requirements. 1( not, continue opcrating us is, if ycs, ¡.to nn lo e he nclll step. 

• Determine the number of hours, H, before the unit ·wiil he uceded again. Thal is. 
assuming that the load is dropping and will then go hack up some hours later. 

• lf H is less than the mínimum shut-down time for the unil, kl~t~p comauílmeul :as is. 
rr not, go lo next step. 

• Calculate two costs. The first is the sum of the hourly production costs frnm lh~ 
next H hours with the unit up. Then rccakulale the samc sum for the mul .Jown 
and add in the start-up cost for either coohng che unit or banl..ing it, whi~hever is 
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lcss cxpcnsivc. if tiu~u: is s,¡lli,;icnl saviu~s fmm shulliu~ downthe unit, it should 
he shul lluwu. othe1 wisc kcep it on. 

• Hepcal this entire prm:c.Jurc for thc next unit l)O the priority list. lf it is also 
d10pped. go lo thc ncxl ami so forth. 

Various enham.:cnaeuts to thc priority-list schcme can he ·made by grouping of 
units lo cnsure that variou~ constraints are met. We will note later thal dynamic
pro¡!ramming mcl hods usually crea le the same typc of priority list for use in the DP 
sean· h. 

!'i.2.2 Uynami,·-Pro~rammin~t S<tlutlon 

l.2.1.1 /ntrmluctilln 

Dynamic pro)(rammin~~has many advantages ovcr lhe enumeration scheme, the 
chícf 3 ,1vanla¡¿c n..~ing a rc.lw:líon in the din¡cnsionality of Che problem. Suppose 
we have four uuits 011 a syste111 ami any comhinatíon .of thcm could serve the 
(\ingle) load. Thcrc woultl he a maximum of 24 

-- 1 = 15 combinations_ to ~est. 
llowever, if a strict prinrity order is imposed, there are only four combtnaltons 

lo try: 

Priorily Unil 

rriority 1 Uuit + Prionty 2 'Jnil 

l"'rionly 1 luil -1 Primily 2 Unit t Priority 3 llnit 

Prionly Unit 1 Prionly 2 Unil + Priority 3 \Jnil + Priority 4 Unil 

Thc impnsilion of a prioril y lisl arranged in onler of the full-h1ad averag~-cost 
rale would rcsull in a thel•retically corree! dispatch and commitment only 1f 

l. No load cosls are 1.1~ro. 

2. 1 Jnil input-outpul dwraclcristics are linear helwcen zero output and fullload. 

:4. There are llll olher rcsll·ictions. 

4. Start-up cose~ are a hxctl a111nunl. 

In che dynamic pro~ramming approach that follows, wc assume that 

1. A .\lolf' cnnsists ,,r an array of units with spcl·ified units operacing and the rest 

on.Jine. 

2. The st;ul-up l"ost of a unil is indepcndent of the time it has been oiT-Iine (i.e., 

it is a fixcd amnunl). · 

3. There are no C(lSis fnr shulling dnwn a unil. 

4. Thcrc is :1 stril"l primily onler, ami in cach inlerval a spccilied mínimum amount 

of capacity IIIIJSl he Opt~raling. 

A fcasihlc slale is nnc in wl.id1 the conunillcd units can supply the required load 
nnd thal mcets the minirnu111 amounl of capacily cach pcriod. 
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5.1.2.1 &ck• DP Approacll 

The tirsl dynamic-programming approach uses a ha•·kward (in lime) appmach in 
which the solution starts at the last inlcrval and pro•·ccd~ h<tl:k 11' the initial pnint. 
There are M intcrvals in the period lo be nmsidcrctl. -¡he dynamic-proJttanuuiug 
equations for the computation of the mínimum total fud cosl during a time pcrio•l. 
K, are given here. 

where 

and 

Fc011(K,1) = Min(P.011(K,I) + Sc0111 (/, 1\:J, K+ 1) -1 f,.,.,(l\ + 1, J)j 
IJI 

F, ... ,(M, 1) = PCOII(M,1) 

F."",(K, 1) = mínimum total fuel cost from stalc 1 in inlerval K 
lo the last interval M 

P,011(K, l) = mínimum gencrntion cosl in supplying thc load 
during interval K given stalc 1 

(5.1) 

S,.,.,(l, K:J, K + 1) = incremental start-up cosl going frorn slate 1 in the 
K'h inlervalto slale J in lhc (1\: + l)'h inlerval 

{J} = sct of feasihle slales in inlerval K + 1 

The produclion cosl P,011(K, /) is ohtained hy economin111y dispalching lhc units 
on-line in slale /. 

A path is a schedule starting from a slate in an intuval K lo thc final interval M. 
An optímal path is one for which the total fuel cnst is mínimum. Fquation 5.1 asserls 
that, given the optimal paths starting from all the individual slalcs in the (K -t 1 )'' 
interval,the optimal path originating frnm any statc inthe K'h intervall·an be found. 
This is the main advantageofthedynamic-programming metlu"'d. The proccllure for 
determining the optimal schedule amlthe mínimum total rucl cost is shown hy thc 
Howchart in Figure 5.4. 

5.1.1.1 ForK•ard DP Approaclt 

The hackward dynamic-programmin¡t approad1 does uot l:ovcr many practica! 
situations. For example, if the start-up cosl 11f a unit io; n funclion of thc time il has 
been olf-line (i.e., it's temperalure), lhcn a forwaHI dynamic program appmach is 
more suitable since the previous history of thc unit can he mmputc1l al cad1 slngc. 
Therc are other practica! reasons for going forward. Thc init1al comlitions are casily 
spccificd and the computations can go forward in lime as long as rcquircd and as 
long as computer storagc is available. A forward dynamic-programming al~orithm 
similar to the previously given hack ward approach is shown hy 1 he llowchart in 
Figure 55. 
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ci~ 1 
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\ 1 1.1 1- Al.l_ fFI\SIBU STATES . L IN INTF.RVAL K • 1 

- ----~~i(¡-¡, ~ M"l! 1 reos ,-u<-.-~~-.--..J 
IJ 1 

ST 11. K :J. K • 11 • fCOST (K • 1, Jll 

DO FOR All FEASIBLE 
IIN INTFRVAL M 

-·----~r DO FOR All FEASIBLE 1 IN 
INTERVAL K 

L--------.....:.;N.::::O-{ K~ 1> 
~VES 

[~r-R-1\~-~;TIM¡l SCHEDULE 

--· l 
STOP 

a--1(;. ~.4 • hui n•nnnilllll'lll via hadw:utl tlyn:unic rmllmmmin(!. 

Thc rccursivc algorithm lo compute lhe nummum cost m hour K with 
comhination 1 is 

where 

f< ... ,(K. 1) ~ minp•.,,..,(K,l) + S,,..,(K -- l. l.: K,l) + F.,..,(K - 1, L)] 
11.1 

f, . .,.,( 1\., /) = lea si total cost to arrive al state (K, 1) 

1',.
0
,,(1\., 1) = production cosl for slalc (K,I) 

S«,.,(l\ -· 1, 1.: K. 1) = lransition cost from state (K- 1. L) to stale (K,I) 
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SCOSTIK- 1, l: K, 11 + FCOST IK- 1, Ul 
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SAVE N LOWf:ST 

COST STRA TF.GIES 

NO ~ ~ 
'-------...;.,;;.--< K • M, LAST 1-IOUO / 

VES 

TRACE OPTIMAL SCHEDULE 

STOP 

no Fon Atl ><-
STA TES 1 iN PEA lOO K-

FIG. 5.5 Unil commitmenl via forwatd tlynn111i<: pw11nunmin11 . 

where sial~ (K,I) is lhe l'h combination in hour K. fnr thc forwanJ dynamic
programm•~g approach, we define a .~twtry}' as thc lransition, or palh, from one 
slate al a gtven hour lo a slale al thc next hour. . 

Note that two new variahles, X and N, have hecn iulrotlm.:cd ¡11 Figure ~.5. 

X = Number of slates to !iearch each pcriod 

N = Number or strategies, or palhs, lo su ve al each !llep 
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These variables nllow control of the computational eiTort (see figure 5.6). For 
complete enumcration, the mJximum number of the value of X or N is r - l. 
. For example, wilh a slri(:l priurity-list ordcrin~. lhc upper hound on X is n, the 
numhcr of unils. Rcducu1g the 'numhcr N means thal we are discarding the highest 
cost schcdulcs al eách tune intcrval and saving only the lowest N palhs or strategies. 
There is no assnmnce lhatlhe the theorelical optimal schedule will he found using a 
reducell nurnher of slratetties ami search rangc (lhc X value): only experimenlation 
with a pnrticular pro)lrnlll will indicale the polential error associated wilh limiting 
lhe values of X and N bclow lheir upper hounds. 

For this example, the complete search range will be used and lhree cases will be 
sludir.d The lirsl is a prinrity-lisl schedule, the second is lhe same example wilh 
complete cmnneration. lloth of lhc firsl two cases ignore hot-start costs and 
mi•timum up and down times. The third case indudcs lhe hol-slart costs as well 
as the mínimum up ami down times. Four units are lo be c~mmitted lo serve an 
8-h load pallern. Dala on the u••its and the load pallcrn are contained in Table 5.4. 

ln-order lo makc !he rcquir~d compulations more elliciently, a simplified model 
of lhe unil charactcristics is used. In practica! applicalions, two or three section 
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TARtE: 5.4 Ur aracteristics, Load Pallcru. anJ lluli<~l Slalus for lhe Cases in 
Exan.1,re SE 

Incremental Ncdua<l" 1-'ull-lmul Mínimum 

M u M in heat rale c~tsl ave t:n!ll Time~ (hl 

Unil (MW) (MWI (Btufi¡Whl (~/hl lll/mWh) Up Down 
-- - ------ -------- ------··----·---- ···-

1 RO 25 10,440 21.l1Ml 2J~4 4 
2 250 60 9,000 ~115.62 21l.H ~ 
3' 300 75 8,730 61!4.74 1'1.74 
4 60 20 II,91Kl 2S2.00 211110 

lnitial condilions Slarlllp costs 

Houn ofl'-line (-) llot ('t•ld Culd start 

-----~J~i_r ____ ~r o~:l_i_n~_!_:!-_!__ ________ ~~----- U(_l __________ (hl 

1 
2 
3 
4 

-S 
8 
8 

-6 

ISO 
170 
soo 

o 
Load pallern 

Hour Load (MWI ------------------------
1 
2 
3 
4 
S 
6 
7 
8 

450 
530 
600 
540 ' 
44.1() 

2110 
NO 
sou 

.HO 
400 

1,100 
.02 

4 
S 
S 
o 

2 
_l 

4 
1 

• This islhe cotl when 1he U'l lunclion (in 1hi1 case a ouoíghllinel io ••••nd .. ll" 1' •ll MW Noltlhal •• do nol 
allow lhe uniiiO OJIC'rale al zero oulpul. Thal io, il 1he unil is on-line. 11 """' '"' loa.tecl"\,.,lween il• ncin and ma•- lf il 
i• olr-hne, il musl have zero oulpul and ils Ofl"ralins co•l will he zrro ll/h l'utl cu••• are 2.110 11/MRiu. 

stepped incremental curves mighl be used. as shown in Figure 5.7. Fnr our cxa111ple, 
only a single slep between mínimum and lhe maximum power poinls is uscd. Slarl
upcosts for the first two cases are taken as lhe cold-slart cosls. Thc priority orc.Jer for 
lhe four units in the example is: Unil 3, Unit 2. llnit 1, llnit 4. For the firsl lwo 
cases the mínimum up and down limes are laken as 1 h for all uuils. 

In all threé cases we will refer to the capacily ordcring of lhc unils. Tliis ís shown 
in Table 5.5 where lhe unit combinalions or si ates are urdcrcd by maximum nel 
capacily for each combinalion. 

Case 1 

In Case 1 the units are scheduled according toa strict priority ordcr. Thal i~. unils 
are commilled in order unlil• he load is s¡11isfieJ. The total cost for the interval is lhe 
sum of the eight dispalch costs plus the transilion¡¡J costs for slarlin~ any units. In 
this first case, a maximum of 24 dispatchcs musl he considc1cd. 
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TARU: 5.5 Capacily Ordering or the Unils 

Muimum 

S tale llmt cllm,hination• nel ca(>3óly ror comhination 

15 
14 
D 
12 

11 
10 
'1 

K 
7 

16 
·~ 
4 

·' 2 

llnil 

-·--· ---·-- -------------------------- -· 

1 1 1 1 

1 1 1 11 
.O 1 1 1 
11 1 1 11 
1 o 1 1 

1 1 11 1 

1 o 1 n 
1111 1 1 
1 1 nn 
o 111 1 

01110 

11100 

IUIII 
1000 
011111 
011110 

12H 

• 1 .,..... ( ·mnm•Urcl hnut nprr:um~) 
U ...., ( ln,;ommlllttl (Uilll 'lihUI downt 

6'10 
6JO 
610 

S~ 

440 
3'10 
JHO 
J60 
JJO 
JIO 
J(}l) 

1511 
140 

110 
60 
o 
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For case 1 the only states examincú ca\:h iwur L .. u~ist or 

State no. llnit stalu~ t ·ura.-ity tMW} 
------------- --

S 00111 IW 

12 o 1 1 o 5'>11 
14 11 1 o 

(> '" 
15 1 11 1 fl90 

Note thatthis is the priority order, that is, state 5 = unit 3, slale 12 = units 3 + 2, 
state 14 = unit 3 + 2 + 1, and state 15 = units 3 + 2 + 1 + 4. For lhe firsl4 h only 
the last three states are of interest. The sample calculations illustrate the technique. 
All possible commitments start from state 12 since this was given as the inilial 
condition. For hour 1 the mínimum cost is state 12 and so on. The results for the 
priority-ordered case are as follows. 

State with Pointer Cor 
Uour min total \.'OSI p_r~~O.~~~~~ 

1 12(9208) 12 
2 12(19857) 12 
3 14 (32472) 12 
4 12(4HOO) 14 

Note that State 13 is not reachable in this strict priurity ordering. 

Simple C•lculatlons for C1w 1 

FCOII(J, K)= min[P_,(J, K)+ s .... ,(J- 1,1., J, K¡+ F • .,..,(J- 1,1.)] 
ILI 

Allowable states are 

{ } = {0010,0110, 1110,1111} = (5,12, 14. 15} 

In hour O {L} = {12}, initial condition 

J • 1: 1st hour 

K 

15 
f-1(1, 15) = P • .,.1(1, 15) + s . .,.,(O, 12; 1,15) 

= 9H61.+ 350 = 10211 

14 F coa1(1, 14) = 941J3 + 350 = 9H43 

12 F •• 1(1, 12) = 920R +O= 920R 

J • 2: 2nd hour 
Feasible states are (12, 14, 15} = IK} 
So X= 3 
Suppose two strategies are saved al each stage, 
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'. 

So N= 2 an•l 

ll·l = { 12. 141 

K 
15 

J.-• .,.,(2, 1~) = min (r • .,.,(2, 15) +S • .,.,( l. 1~ 2, 15) + F._.(l, L)] 
11 l. 141 

= IIJOI min [(35
0 + 92

0R)] = 20R60 
+ (O + 9843) 

and so nn. 

Case 2 

In case 2 completeenumeration is tricd with a limit of(24
- 1) = 15dispatcheseach 

of thc K homs, so lhat thcre is a theoretical maximum of 158 = 2.56 x 109 

possihilities. Fortunatcly, most ofthcse are not feasible because they do not supply 
sullicient capacity and can he discarded with little analy!!ÍS required. 

Fil(ttre 5.H illust.-ates the computational process for the. f1rst 4 h for case 2. On the 
figure itself the circles denote states each hour. The numbers within the circles are the 
"jloinlcrs." That is, they denote the statc number in the previous hour that providcs 
the path to that parlicular state in the current hour. For examplc, in hour 2. thc 
minimum cnsts for states 12, 13, 14, and 15 all rcsult from transitions from statc 12 in 
hour t. Costs shown on thc connections are the start-up costs. At each statc the 
figures shown al"c the hourly cost/total cosl. 
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In l:asc 2thc truc oplimal commilmcnl is fuund. Thal is, Íl is ll pcnsivc to turn 
on thc lcss cllicicnt pcaking unit, numhcr 4, for hour 3 than lo start up the more 
cllicicnl unil 1 for thal pcriod. Ry hour J the difTcrcncc in total cost is ¡l. 165, or 
~0.104/M Wh. This is notan insignilicanl amount whcn comparcd with the fuel cosl 
pcr MWh for an average thcrmal unit with a nct hcat ratc of 10,000 Btu/kWh anda 
fuel cost of 1(2.00 M lllu. A savings of l( 165 every 3 h is equivalen! lo ~481,800/yr. 

1 !j 1"' Thc total !1-h lrajcctorics for cases 1 and 2 are shown in Figure 5.9. The neglecting 
..J lj of slarl-up ami shutdown restriclions in these two cases permits thc shutting down 

8 t 
• "' of all hut unil 3 in hours 6 and 7. The only diiTerence in the_two trajectories occurs in Cll • • • • hour 1 as lliscussed in the previous paragraph . 

... • • • • Case J 

CD • liJo In case 3 lhc miginal unit data are uscd so that thc mm1mum shutdown and 
• • • opcrating times are ohscrved. The forward dynamic-programming algorithm was ..... 

"' • repcated for thc same H-h pcriod. Complete cnumcmtion 'Yas uscd. That is, the .. • • o uppcr hound on X shown in the Oowchart was 15. Thr~difTercnt valucs for N. the :J 

~ numhcr of1stratcgics savcd at each slagc, wcrc taken as 4, 8, and 10. The samc .. • • trajectory was found for valucs of H and 10. This trajcctory is shown in Figure S. lO . • • • 
l·lowcvcr, whcn only four strategies were saved, thc proccdure nounders (i.e .• fails to 

.., • • • • • find a fcasihlc path) in hour H becausc lhe lowest cost stmtegies in hour 1 have 
shutdown unils that cannot be restarted in hour 8 bccause of minimum unit 

N • ., downtime rules . .. • • • e 
o The pra..:~ical remedy for this deficicncy in thc method shown in Figure 5.5 is to ;;J 

-~ rcturn lo a pcriml prior lo the low-ll)ad hours and temporarily keer more (i.e .• higher • S( 
• • .. • ~ cosl) stratc~ics. This will permit kecping a nominal number of strategies al each 

-~ 
o. staj¿c. Thc othcr altcrnalive is, of coursc,lhe mcthod used he re, run the entire period e 
o with more slralegics savcd. t' ~ 

~ " Hour "' ., 
State Uoit lntel e 

"' numhet lfatut caJ18<'i'Y 2 J 4 6 6 7 8 

~ "11 i ~ 2 5! i ~ ~ ~ a 2 ~ ~ ~ ~ 16 1111 690 • • • • • • • • CD "' M i! 5! 
o 14 1110 r~1o • • • • • • • • .... 

-~al 
.. 

2 2 o - 8 o 8 
·e:.. 1J 0111 610 o 

~. 
.. • • • o § S :la - o o o 2 8 o 

8 8 § - - ;; ;; "' "' IIJ 12 OliO 650 Ste•t• • • ... •• • 1 • 

g!l ep, 11 1011 440 
"' vi • • • • • • • • 5 E :! ::! ~ 2 Clt .., ... co "' • M l.i "'~ 

..... 
¡:;: 10 1101 3110 • • • • • • • • 

9 1010 J80 • o o • • • • • 

1 
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TABLE 5.6 Summary or Cases 1 -3 

Case Conditiuns 
------·-·--· ·-

Priority order. Up antl .Jown time• · 
neglected 

2 .Enumeration (X :S: 15) witiÍ 4 s1r111~gie~ (N) 
saved. Up and Jown times ne111~·red 

3 X S 15. Up and down time8 oh•erved 
N = 4 strategies 
N - 8 strategies 
N • JO slrategies 

'J <1181 COSI (¡t) 

7.1.4\9 

73,274 

No •nhllion 
74.110 
74,11(1 

These c~sescan be summari:~.ed in terms ofthe total costs found fm rhe R-h period, 
as shown m Table ~.6. These cases illus.trate the forward dynamic-programming 
method and also pomt out the problems mvolved in the practica! applicution of the 
method. 

5.1.1.4 R"trict'd s,arclr Ra"ll''• Stral,lli''• and 
Time~D,pentkllt Prolllenu 

We can make use of the simple four~unit 8-h prohlem in Example SE to illustrale 
lhe use of the hueristic methods lo reduce lhe number of computations. We saw 
fro~ lhe first two cases that the strict priority-list l~omputalion is apt to miss the 
~pllmal commitment. This is even more lrue whcu time-dependen! efTecls are 
mclude.d. The mo~t frequent of these are the inclusion of start-up costs, which are 
a functton of the ltme a unit has been down. the indusion of mínimum dnwntimes 
and th~ restriction on the ~aximum number of u ni tillares through the imposilio~ 
or maxlmum start-ups per mterval per plant and/or the imposition of minimum 
running-lime requirements. 

The heuristic approach, which restricts the number of strategies saved and the 
num~r of feasible states al each stage, is intermediate bctween the strict-priority 
~rdenng anda complete enumeration. The twn faccts of this appronch are réstric
lons on the ~arch range, X, and the numher of strategies, N, preserv~d at each slep. 
Let us cons1der the effect. of restricting _lhe number of stmlegies hy considcring 
one of the examples used m the appendtx to chis chapter. 

Suppose on th~ ~rst example in the appendix, the transportation prohlem, we 
. had kept only a hm1ted number of strategies al each stage. Now suppose we had 
atte~pled to solve this dynamic~programming prohlem in a backward fashion 
startmg at the terminal node N and saving only the lcast costly path at each stage 
as the search proceeded toward the starting node A. Figure 5.11 illustrales the 
P~t~ we would have found. With this limited dynamic-rrogramming arproach. che 
mt~•mum cost path found would have been ADGKMN, with a path cost of 21 
umts. 

Next consider .•h.at lwo stralegies are savcd at each stage. Figure 5.12 shows the 
two paths. The m1mmum cost path found is the true optimal path, ACFI LN, with a 
cost of 19. 

The reduction in computational efJort for this prohlem is, of course trivial. 
(Would it be if•' · were 40 nodes at each stage?) Howev~r. we managed to,find the 
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FIC.. !1.11 sa~in¡t lra•I-CO~I path CiiCh inlrrval (backward from N). 

optimal rath with only two strategies al each stage. Ir this problem were being 
programmcd un a cum¡mter, in order to ensure finding the optimal path, thc 
max•mum numher of paths saved would have to he equalto the maximum number 
of nodes in any stagc. For this prohlem,that would he four paths. (A~ an exercise, try 
this rarticular prohlern in a forward direction lo establish the number of strategies 
needed in order to lind the optimal path.) 

Asan ohscrvation il might be pointcd outthallhccost savings for finding the true 
optimal path is JO:'<. of the total. ll1is is usually not true for most scheduling 
prohlems. llnforlunalcly, thc difTcrcnce (savings in costs, in profit; and so forth) 
belwccn the true optimum ami a satisfactory ncar-optimal schedule is more apt lo be 
less th:m 0.5 toO. 1 ~:~ of the toJal. Since this is a hcuristic method (i.e., one we ha ve 
every reason to helieve will work), it is necessary to try it out numerically in order 
to evaluate the benefit in added computational efTort for saving more strategies. 

The other heuristic technique thal has been tried successfully in the unit 
commilment prohlcm is that of using a limited "search range" in place of a strict 
priority order or complete enumeration. This is accomplished by making a unit 
selection list hused on lhe priority-list concept modified by engineering judgment. 
Thcr~ are always some units that are must-run, base-load units. Either these are so 
much more cconomical Iban the othcrs that they always run or else they are 
constrainctl from shulling down. Sorne othcr units may be of the other extreme 

UNIT C\. -MENT · llJ .. ::~ 
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. FIG. 5.12 Saving 1wo slralf'gie~. 

nature and are "must-not-run" units. r•erhaps they are on n-~aintcnance or are so 
uneconomic that they are run only during emf'rgenóe~. Wht:n thcsc re~trictions are 
considered along with the priority-list conccpt and lhe rcquircmcntthat schedule~ 
must be feasible (i.e., they must meet the load plus spinning reserve and not viola le 
any other constraint), the possible numher of stales is quite reduced. 

The idea of a search rangc is illustratcd in Figure 5. 1 J. Ir complete enumeration 
was U!ied, you would have lo search over nine states al each interval. Snppose, 
however, that the load plus spinning-reservc requircmenl in a gíven inlr.rval conld 
be met by commiting lhe firsl eighl units in priority (Jrdcr. We wuld lhen consiclér 
searching over slales involving units 1 through lO for our optimal commitment 
procedure. This will greatly reduce the compulalional eiTort. 

Take as another example lhe rour-unil, R-h case of Examplc 5E. Priotily-list 
ordering gave us 24 dispatches, whereas rhe complete cnumcration gavc u~ 
2.56 >< 10

9
• Suppose we were lo cut lhe search ranttc down from four to two each 

hour. The upper bound to the number of dispnlches would now hecome 
(2

2
- 1)

8 = 6561. which is six orders of magnitude lcss lhan (2•- 1)". 
This method of unit commitment works wcll wírh small and modcrate si1cd 

systems. For large systems, further hcuristic tcchnir¡ucs musr he applicd lo reduce 
lhe computational eiTort. 

--- --------------- -·- ------·- - --- ·- --- ---
1"\4 IIIC.., 11"-",.. rn• •• ••'?'• ....... ·-
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1--

Must·run 
unitl 

COOlJIIPtl! nl!~trictl!d 

enurneratinn search 

Fl(;. '1. 1_1 r.:unplc uf a unir ~ln.-rrnn li•l. 

I+~XAMI'I.E ~~,. 

Figurrs ~.14 and 5.15 show computer oulpul from a. typical unil commilmenl 
program. This progr:un has thc ilhility lo indude rnamt~nance cosas as a sepa
ratc cnsl from general ing cosl and start-up cosls. Thc u mi si atuses shown al the 
hottmn of Fi~ure 5.14 are 

1 = OFF-f0{ JT: 
2 = OFF-MAIN: 
J =OFF-TIME: 
4 =OFF-AVAl.: 
S"' ON-MUST: 
6 ~ ON-TIME: 
7"" ON·CIJSI>: 

I.Jnit is oiT-IinC' tfue lo a (l)rcetf outage 
Unil is oiT-Iine for maintcnance wnrk 

Unit is oiT-Iine hut avaílahle for start-up 
Unil í,; ordine and must he running 

Uni1 is on-line and r;m he ~hui dnwn 

Unit l:ornmilrnent programs, such as shown in h¡!ures 5.14 and 5.15. are used 
for many c.liffcrcnt kinds of cconomic studics such as 

1. Costing a gcnrralor unir oulagc stralcJ!Y· In thís lype_of study thc user ~.i.shes lo 
k now if thcrc is a sif,!Hificant diiTcrcnce in toral gcncralm~cost hetwecn la,.mg onc 
unit off.Jinc for maintc•wncc versus anothcr unil. A similar, bul diiTcrenl, sludy 
would answcr th~.: qrrc<;líon "ls il chcapcr lo takc a gi\'cn unil oiTror mainlcnance 
toclay or tomorrow'' .. 
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o 
o 

02 

129 
131 
138 
209 

o 

o 
41 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
132 

o 
o 
o 
o 
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Sample output from a unit commitment program. (Courtesy o( Power Technologies. lnc:.) 
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2. Evaluating :hange power (see Chapler 10). llcrc thc uscr of thc unit 
commilmem .,.ogram wishes lo sludy the daangc in operating cost incurred if a 
block of power were sold or purchased ovcr tic lincs to a ncighhoring system. 
Oflen, lhese sales or purchases require a diiTerent unit commilment lo give 
oplimum economic operalion. 

or course, bolh lypes of studies are in addilíon lo using such a unil commilmenl 
simply to work out the commit/decommit schcdulcs for the systcm operators to use 
in the daily operation of the power system. 

APPENDIX 
Dynamic Programming Applications 

The application of digital melhods lo sol ve a wide variety of control and dynamic 
oplimi7.alion problems in the late 1950s led Dr. Richard Bellmnn and his associales 
to the developmenl of dynamic programming. These techniques are useful in solving 
a variely of problems and can greatly reduce the computational ciTort in finding 
optimal trajectories or control policies. 

The theorelical mathemalical background, based on the calculus ofvarialions, is 
somewhal difficult. The applications are not, however, since they depend on a 
willingness lo express lhe particular optimizalion problem in lerms appropriate for 
a dynamic programming (DP) formulalion. 

In lhe scheduling of power generation syslcms, OP lechniques have been 
developed for 

• The economic dispatch of thermal syslems. 

• The solulion of hydrothermal economic-schcduling prohlcms. 

• The practica! solulion of lhe unit commilrnenl prohlcm. 

This lexl willlouch on all lhree aren 
First, however, it will be well to introduce sorne of the notions of DP hy means of 

sorne one-dimensional examples. Figure 5.16 represcnls lhc cost of lransporling a 
unit shipmenl from Node A lo Node N. The valucs on the ares are lhe cosls, or 
values, of shipping the unit from lhe originaling lo thc tcrrninaling nodc of lhc are. 
The problem is to find the mínimum cosl routc from A to N. The method lo be 
illustrated is that of dynamic programming. The firsl two examples are from 
refercnce 12 and are used by permission. 

Starting at A, lhe mínimum cost path lo N is ACEI LN. 

Slarting at C, the least cosl palh lo N is CEILN. 

Slarting at E, lhe leasl cost palh lo N is EILN 

Slarting al 1, lhe Jeasl cosl palh lo N is 

Slarling al L, lhe least cosl palh lo N is 

II.N. 

LN. 
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Flf;. !1.16 Oynamic-prugramming e~ample. 

Thc same type of slalcrncnls could be madc aboul the maximum cost palh from A 
toN (ABEIJLN). Thal is, the maximum cost toN, starting from any node on lhe 
original maximal path, is conlaincd in lhal original path. 

Thc choice of Ulule is made in sequence. Thcre are various stages traversed. The 
optimum sequcnce is called the optimal polin•. Any c;uhsequence is a .~uhpolicy. From 
this it rnay he secn that the optimal policy (i.e .. thc mínimum cost route) contains 
only optimal suhpolicies. This is thc Tlu•orl'm of Optimalit.v. 

[ ~~ o::;m•l pniKy m"'' roo,.;o ooly opl;m•l '"bpol;o;.,.. 

In Refcrencc 15, Bcllman and Drcyfus call itthc "Principie ofOptimalily" and slate 

itas 

A pnlicy is oplimal ir, ni n slnlcd ~laJ!C. whalcvcr lhc pra"e(ling decisions may hnve 
hccn,lhc dc..:isinns slillln he lakcn conslilulc an oplimal policy whcn thc rcsult ohhe 
prc~inus dccisiuns is indudcd. 

UNITCOM~ ENT 139 
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We continue with the same example, only now Jet us find the minimum cost 
path. figure 5.17 identifies the stages (1, 11, 111, IV, V). At the terminus of each 
stage there is a set ofchoices ofnodes (X,)to he chosen [{X1 ) = {H, 1, J, K).]. 
The symbol v. (X1, X1 + 1) represents thc "cost" of travcrsing stage a ( = 1, ... , V) 
and depends on the variables selected from the sets (X1) and {X,+ 1). That is, 
the cost, V.. depends on the starting and terminating nodes. finally, f.(X,) is the 
mínimum cost for stages 1 through a to arrive at sorne particular node X 1 al the 
end of that stage, starfng from A. The numbers in the nodc circlcs in figure 
5.17 represent this minimum cost. . 

(X0 ): A 
{X.): B, C, D 

{X1 ):E,F,G 

{X 3}: H, I,J, K 
{X4 }: L, M 
(X 5 ): N 

f~X 1): Minimum cost for the first stage is obvious: 

f~B) = V.(A, R) = S 

f1(C) = JI¡(A, C) = 2 

f~D) = V.(A, D) = 3 

FIG. 5.17 Oynamic-prosrammina uamplc abowinll minimum cOit al each node. 

-_...__ ---- ---- ---· -- ···-------~-----------
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f11(X 2): Mínimum cost for stages 1 and 11 as a function of X 1: 

f11(E) = min (f1(X 1) + V.JX 1, E)] 
IXol 

=min[5+11, 2+8. 3+oo]=IO 

X,=B =C =D X,=C 

The cost is infinite for node D since there is no path from D to E: 

f11(F) = min[f1(X.) + V¡1(X 1 , F)] = min(oo, 6, 9] = 6, X 1 = C 
1 X ol 

f11(G) = min [f1(X 1) + V¡1(X 1, G)] = min[ oo, 11, 9] = 9, X 1 = D 
IXol 

Thus, at each stagc we should record the mínimum cost and the termination 
starting the stage to achicve the mmtmum cost path for each of the nodes 
terminating thc current stage. 

(X :z) 
f,JX 2) 

Path X0 X1 

E F 
JO. 6 

AC AC 

G. 
9 

AD 

f111(X 1): Mínimum cost of stages 1, 11, and 111 as a function of X 1: 

f111(H) = min(f11(X 2).+ J~ 11(X 2 , H)) = min(l3, 14, oo) = 13 
1-'>1 

In general, 

Giving, 
xl 

f111(X ,) 
Path X 0 X ,X 2 

H 
13 

ACE 

1 
12 

ACE 

_j 

11 
ACF 

K 
13 

ADG 

f1v: Mínimum cost of stages 1 through IV as a function of X4 : 

f1v(X 4 ) = m in (f111(X 1) + V.v(X 1 , X 4 )) 
x. 

f1v(L) = min(IJ + 9, 12 + 3, 11 + 7, 13 + oo) = IS 

X 1 = 11 1 J K 

with X 1 =E 

f1v(M) = min(l3 + oo, 12 + 6, JI + 8, 13 + 5) = 18 X 3 = 1 or K 
11 1 J K 

fv: Mínimum cost of 1 --+V as a function of X,: 

= min(l5 + 4, 18 + 3) = 19 

X4 = L =M 
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Tracing back path of mínimum cost is found as follow11: 

Stage 1 
1 

2 
3 
4 
5 

{X,} 
o.©.o 
@,F,G 

H,Q),J, K 
@,M 
® 

~ 
5,(2),3 
Q~.6.9 
13, Q~. JI, 13 
@,18 
([~ 

lt would be possible lo carry oulthis procedure in the opposite direction just as 
easily. · 

An Allocation Problem 

Table 5.7 lists the profits to be made in each of four ventures a11 a function of ihe 
investment in the particular venture. Given a limited amount of money to allocate, 
the problem is to find the optimal investment allocation. The only restriction is that 

· investments must be made in integer amounts. For instance, if one had 10 units to 
invest and the policy were lo pul 

3 in 1 

1 in JI 

S in 111 

1 in IV 
Profil = 0.65 + 0.25 + 0.65 + 0.20 = 1.75. 

The problem is lo find an allocation policy thal yields lhe maximum profil. Lel 

X 1, X 2 , X 3 , X 4 be investments in 1 through IV 

V(X 1), V( X 2), V( X 3), V( X 4 ) be profits 

X 1 + X 2 + X 3 + X 4 = JO is the c:onstraint. That is, 
10 unils must be invested .. 

TABLE 5.7 Profit Versus lnvestment 

lnvestment Prolit rrom venlure ------- ··---------------------------
amounl 11 111 IV 

-----~- ------···------------------
o o o o o 
1 0.28 0.25 0.15 0.20 
2 0.45 0.41 0.15 0.33 
J 0.65 0.55 0.40 042 
4 0.78 0.65 0.50 0.48 
5 0.90 0.75 0.65 0.53 
6 1.02 0.110 0.7J 0.56 
7 I.IJ 0.115 OR2 0.5H 
8 1.23 O.KR 090 0.60 
9 1.32. • OQO !196 0.60 

10 UK 090 I.IXI 0.60 
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To transrorm this into a muhistage prohlcm. Jet thc stagcs be 

x,.u,.U 2.A 
whcrc U 1 = X , + X 2 

ll 2 =U 1 +X 3 

A=V 2 +X4 

The total prof1t is 

U,sA U 2 SA 

{Al = O, 1, 2, 3, ... , 1 O 

nx 
1

, X 
2

, X 
3

, X4 ) = V1(X 1) + V2(X 2) + V3(X 3) + V4(X4 ) 

which can be written 

flX
1
, U

1, U2 , A)= V1(X.) + V2(U 1 - X,)+ VJ(Uz- U,)+ V.(A- Uz) 

Al the sccond slagc, we can compute 

f2(U 1) = max (V1(X 1) + V2(U 1 :-'X,)] 

x,.xl.urtt, 
o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
K 
9 

10 

Xo=O,I, ...• IIo 

Oplimal subpolicies 

~'·~~-·! ~~~~ >!_ .. r~!~-'.~-------~-'-' !~-----
o ti 10. tll 

0.2K 0.25 0.2K 11.01 
0.45 0.41 O.H ti. 11 
0.65 0.55 0.70 12. 1) 
0.711 0.65 0.90 IJ. 11 
0.90 O. 75 1.116 (.l. 21 
102 O.KO 120 0. JI 
1.13 0.115 I.H 14. JI 
UJ O.KS 145 15. 3) 
132 090 1.57 (6. JI 
J.JK O 90 1.61l H. JI 

Next, al the third slage, 

fJ(U 2)=. max (f2(UI)+VJ(Uz-U,)] 
u, "o. l. l ..... lfl 

Opt imal sut.policies 

U,·. lJ 1 or X, rlw,1 V,( X,) 
""' _____ , __ --------- r ,ll' 11 For 1 & 11 For 1, 11 & 111 

··-· ·----- -------
• o o o o o. o o. o. o 

1 0.28 0.15 0.28 1,0 1,0,0 

2 O.Sl 0.25 0.5.\ 1.1 1.1.0 

0.70 0.40 0.70 2. 1 2.1.0 

4 O.'KI 0.~0 ti.Yil J. 1 ),l. O 

S 1.116 0.62 1.06 J. 2 J. 2.0 

6 1.20 11.73 1.!1 J.) J. 2. 1 

7 1.\1 0.112 J.JS 4. J J. J. 1 

K 1.4S 0.'10 1.4M 5. J 4. 3. 1 
9 157 0.~6 1.60 6.) 5. J. 1 or J. 3. 3 

1() l.ftM 1.00 1.73 7. J 4. J . .l 

' - --·--· -----···· -------------------- --------------------··--------·-------- . ----

\ UNITCOM~- •-tENT 14J 

• .: .. ......... 



---------------------------------~--·-··· 

Finally, lhe lasl slage is 

f4(A) = max [f3( U 2) + V4(A - U 2)] 
IVzl 

Optimal suhpolicy ror 
U1 ,Aorx. r]tU11 v.tX.I r.tAI 1, 11, 111 

o o o o 0,0,0 
1 0.28 0.20 0.28. 1,0,0 
2 0.53 0.33 0.53 1,1,0 
) 0.70 0.42 0.73 :: . 2, 1,0 
4 0.90 0.48 0.90 :· .. ),1,0 

S 1.()6 O.Sl ' 1.10 ¡ .. ),2,0 
6 1.21 0.56 ; '1.26 : .. i; ), 2,1 
7 l.lS 0.58 .. 1.41. ;; ... "! ), ), 1 
8 . 1.48 0.60 . :I.SS ·· '" '· 4, l,l 
9 1.60 0.60 u8:'·· S,), 1 or 

), ), ) 

10 1.73 . 0.60 1.81 4, ), ) 

Consider the procedure and solution: 

•Optimal 
policy 

0,0,0,0 
1,0,0,0 
l, 1,0,0 
1,1,0, 1 
3, 1, O, O or 

2,1,0,1 
),1,0,1 
), 2, o, 1 
3, 2, 1,1 
),), 1, 1 
4, l,l, 1 or 

), ), 1, 2 
4, ), 1, 2 

; ' ,, 

l. 1t was not necessary to enumerale all possible solutions. lnslead we used an 
orderly, stagewise search, lhe form of which was the same at each stage. 

2. The solulion was obtained nol only for A = 10, but for the complete set of A's 
(A} =O, 1, 2, ... , 10 

3. The optimal policy contains only optimal subpolicie!\, For instance, A = 10, 
(4, 3, l, 2) is the oplimal policy. For slages 1, 11, 111 and U 2 = 8, (4, 3, 1) is the 
optimal subpolicy. For slages 1 and 11 and U 1 = 7, (4, 3) is the optimal subpolicy. 
For stage 1 only, X 1 -= 4 fixes the policy. 

4. Notice also, that by storing the intermediate results, we could work a number of 
different variations of the same problem wilh the data already computed. 

Economlc Dlspatch of Thermal Systems 
Uslng Dynamlc Programmlng 

The problem of findin¡ the economic dispatch of a system of lhermal unils can be 
expressed in such a fashion thal it is amenable lo solution using dynamic
programming methods. Assume: 

l. All lhe unitsto be considered are lo be on-line (i.e., the unil commitment problem 
is solved, or ignored.) 

2. Losses are neglected. 

3. lt will be satisfactory to find the economic dispatch al discrete load sleps rather 
than for continuous load levels. 

1 --------------------
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Jn ordcr to use the DP formulation, the units lo be dispatched must be ordered. For 
this particular problcm the Joading order is arbitrary. Let i represent the order 
number of a unil and lhen define 

P1 = loading (MW) on unit i 

f AP1) = cosl (Jt/h) for generating P1 MW on unil i . 

no) = stage cost of supplying a demand of D MW with i units 

At each stage the recursive relationship that may be used to find the optimal 
economic operating schedule (i.e., operating policy) is 

/JO)= min[/,. 1(0- P1) + F¡(P1)] .,.,, 
11 is easier to see by example. We will use a three-unit example with the following 
data . 

Unit no. Min MW MBil MW · 
--·---------------·--,.-..... -

1 
2 
J 

100-
100 
200 

.500 
500 

J(JOO 

Unit costs in Jt per hour are given:in Table 5.8. lnllnitecosts are assigned for outputs 
below the mínimum and above the maximum rating.'l. 

The method is quite appropriate to the computation of a whole range of 
schedules. Let us illuslrate the process by finding the optimum schedule rora total 
demand, D, of 800 M W. The first stage wit h only one m achine is obviously nothin¡ 
more than a reproduction of the llrst column from Table 5.8. Therefore, let us · 
proceed directly to stage 2.. i · 

/ 2(0) = m in [/1(D - P 2) + F z(P 2)] 
lf'>l 

=·min[F1(D- P2) + f2(P2)] 
· tl'zl 

" 1 
TABL.E !t8 Unil Coses in ll pcr hour 

f ~P,I: Cosls in '/h 
~~_!_ __ _: __ _!_!_ _____ .!!. _______ ~!._ 

o :.¡'; "" JJ 00 

100 
200 
300 
400 
500 
600 
700 
KOO 
900 

1000 

500 
950 

1400 
11140 
2320 

00 

l 

400 
1000 
1440 
IROO 
2400 

'7J 

l 

f'IJ 

1020 
1450 
1900 
2350 
2800 

.. 3240 
)6110 
4130 
4570 

-------------·--- ----------------------------·- -------
UNIT ·••TMENT 145 

• .. ..J. 



TABLE 5.' ~e 2 (Two Machines) Gencration Dispalch 

Optimum 

'":~~~--~l!~~l(':lL __ ~-- ---~--- -~~~~l_u_l~-
p l = o 100 200 J()(l 4()() ~00 

D F•(_D_'-) __ F_:_z(:_P_:_l):_=_oo ___ 400 ~-- ~~-~~--~~--~ P1 
o 

100 
200 
300 
400 
soo 
600 
700 
800 
900 

1000 

00 

soo 
950 

1400 
1840 
2320 

00 

l 

00 

900 
13SO 
IROO 
2240 
2720 

1 

00 

ISOO 
1950 
2400 
2840 
3320 

l 

00 

1940 00 

2390 2300 
21140 2750 
J2RO 3200 
3760 3640 

00 4120 
~ 00 

00 

2900 
3JSO 
3800 
4240 
4720 

900 lOO 
1350 100 
1800 100 
2240 100 
2720 100 
3200 400 
J(t40 400 
4120 400 
4720 soo 

Pt.= value of !'2 that res~lts in the minimum. The minimum costs and loading on 
-umt 2 for !:ervmg the vanous load levels {D} are contained in the two right-hand 
columns or Table 5.9. lf we need a finer tuning of the schedule, we might be able to 
expand these tables in smaller steps in the range of the coarse optimum. This will 
work ir the functions are smooth and convex in the neighborhood or the coarse 
optimum. Ir not, we need to cover the entire range wilh the finer grid. 

For three machines the mínimum cost is found from · 

/ 3(0) = min(F3(P3 ) + / 2(D- P 3)] 
. ,,,, 

The table for three machines could easily be set up for a number of different demand 
levels. lnstead, it is set up in Table 5.10 only for D = 800 MW. The data for 
600 < : 3 < 200 MW are. omit_ted for obvious reasons. Therefore, /,(ROO) = 3690 
and PJ = 300 MW. The resultmg demand on units 1 and 2 is 500 MW, and from 
Table 5.9, PJ =:= 100 MW s~ that Pt = 400 MW. Note that the schedules were finally 
fou~d by lookmg up data m the three tables for the /JD) in sequence. Therefore, in 
settmg up a computerized routine only a moderate amount of data need be saved. 

TABLE 5.10 Stage 3 (Three Machines) Generation Dispatch 

D =ROO MW 

p) F) 800- p) rl(tiOO- P 1) F 1(P 1 ) + (1(1100 - P 1) 

(MW) lll/hl (MW) (lt/h) (¡l/h) 
.~----

200 1020 600 2720 J740 
300 1450 soo 2240 3690 
400 1900 400 1800 J71l0 
soo 2JSO 300 1350 J71l0 
600 2800 200 900 37()() 
700 IX) 

800 

146 APPENDIX 'AMIC PROGRAMMING APPLICATIONS 

The lwo signilicant itcms to note about this cconomic dispah. method are 

1. Nothing is dcmandcd ofthc individual unit cosl charactcristics. They do not ha ve 

lo be convcx. smooth. or cvcn possess dcrivativcs. 

l. The order in which lhe units are considcred is not important as long as all 
three units are assumed lo be committed. (Note that unit 3 alone could serve the 

800 MW demand at Jess cost.) 

The firsl poit;~l permils this melhod to be u sed for economic dispal~hing probl~m~ in 
which unil characlcristics may be rcprcscnlcd in dclailto simula te mcreased fnctton 
losscs whcn turbinc valucs are first opcncd. Thc sccond point is worth making sincc 
il scparalcs ti1c cconomic dispalching problcm from thc unil commitment problem. 

PROBLEMS 

~.1 You ha ve been assigned the job of building an oil pipolinefrom the West Coasl 
of thc Unitcd Statcs to the East Coast. You are told thatany one of the three 
West Coast sitcs is satisfactory and any of thc East Coast sites is satisfactory. 
Thc numbers in Figure 5.18 reprcsent rclative cost in hundreds of millions 5t 
(¡t · 1011 ). Find the chcapcst Wcst Coast lo East Coasl pipeline. 

5.2 The Stagecoach Problem 

A mythical salcsman who had lo lravcl wesl by slagccoach through unfriendly 
country wishcd to tnke the sufcst route. His starting point und destination were 

San 

FJC;. 5.111 Possihle nil pipeline r~>utes for Prnhlem ~.l. 
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nG. 5.19 Possible stagecoach routes fnr Prol>lem 5.2. 

fixed, but he had considerable choice asto which states he would travel through 
enroute. The possible stagecoach routes are shown in Figure 5.19. After sorne 
thought the salesman deduced a clever way or dcterinining his sarest route. Lire 
insurance policies were offered lo passengers, and since the cost or each poli~y 
was based on a cardul evaluation ofthe safety of lhat run,lhe safesl route should 
be the one with the cheapest policy. The cost or the standard policy on the 
stagecoach run rrom state i to statej, denoted as C11, is given in Figure 5.20. Find 
the sarest path(s) ror the salesman lo takc. 

·= J 2 3 4 S 6 7 8 9 JO 
; 

- J 2 4 3 

2 7 4 6 

3 3 2 4 

4 4 J S 

S J 4 

6 6 3 

7 3 2 
8 3 

9 4 

JO 

nG. 5.20 Cosl lo go rrom state i lo stale j in Problem 5.2. Cosu not shown are infinite. 
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5.3 F.conomic Dispalch Problem 

Consider three generatiug units that do not ha ve convex input-output functions. 
(This is the type or problem onc encountcrs whcn considering val ve points in the 
dispatch problem.) 

Unit 1: 

{
80 + 8 P 1 + 0.024 P: 

Ha(P,) = 196.4 + 3 P
1 
+ 0.015 P! 

20 MW :S P 1 :S 60 MW 

60 MW :S P 1 :S 100 MW 

Gencration limits are 20 MW :S P 1 :S 100 MW. 

Unit 2: 

{
120 + 6 pl + 0.04 p~ 

H2(P2
) = 157.335 + 3.3333 P1 + 0.08333P~ 

Gcncration limits are 20 MW :S P 1 :S 100 MW 

Unil 3: 

20 MW :S P1 :S 40 MW 

40 MW :S P2 :S IOOMW 

· _ {100 + 4.6666P3 + 0.13333P~ 
lll( p ]) - 316.66 + 2 p l + 0.1 p~ 

20 MW :S P 3 :S SO MW 
50 MW :S P 3 :S 100 MW 

Generation limits are 20 MW :S P 3 :S 100 MW. Fuel costs = 1.5 tt/MBtu for 
all units. 

a. Plot thc cost runction ror each unit (see Problem 3.1). 

b. Plot the incremental cost runction ror each unit. 

c. Find the most economical dispatch for the following total demands 
assuming all units are on line: 

Whcre P0 = P 1 + P2 + Pl. 

P0 = IOOMW 

P0 = 140MW 

P0 = 180MW 

P0 = 220 MW 

P0 = 260 MW 

Solve using dynamic programming using discrete load stcps of 20 MW 
starting at 20 MW through 100 MW for each unit. 

d. Can you solve thesc dispatch problems without dynamic programming? lf 
think you know how, try solving for P0 = 100 MW. 

5.4 Unit Commitmenl 

Given the unit data in Tables 5.11 and 5.12 use forward dynamic-programmins 
to find thc optimum unit commitmcnt schedules covering the 8-h period. 
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E 5.11 Unil Commitmenl Data for Problem 5.4 

Incremental No-load Start-up 
M81l Min heat rate encrgy input cnergy 

~~~--~~~-~u/k~~~---- -~~-~!~~~-_J_"_t~!~~ 
1 ~ m ~~ D ~ 
2 2SO 40 10,200 210 ]80 
3 ISO 30 11,000 120 110 
4 ISO 30 11,000 120 110 

Load data (all time periods = 2 h): 

Time period 

1 
2 
3 
4 

Start-up and shut-down rules 

Unit Minimum uptime (hl 
1 2 
2 2 
J 2 
4 2 

Furt COII • t.OO ll/MBiu. 

Load(MW) 
---'-----

600 
800 
700 
9SO 

Minimum downtime (h) 

2 
2 
4 
4 

TABI.E !Ul Unil Combinations and Operating Co~l for Prohlem S.S 

.. _____ y¡xrat_·~~ ~~! _1~{~1 _________ _ 
Unit Unit Unit Unit Load Load Load Load ' Comhination 1 2 J 4 600MW 700MW 800MW 9~MW ------------- -----------------------

A o o 6505 7525 " X B 1 o 6649 7669 8705 " <: 1 679] 7Kil 883] 10475 
t • up; O • down 

Table 5.12 gives a.ll the combinations you need as well as the operating cost for 
each at the loads m the load data. An "X" indicates that a combination cannot 
su~ply the load. The starting conditions are: Atthe beginning ofthe first period 
umts 1 and 2 are up, units 3 and 4 are down and have been down for 8 h. 

S.S Unit Commltmenl 

Table. 5.13 pr~sents the unit characteristics and load pattern for a five-unit
four ltme. ~nod proble~. Each time period is 2 h long. The input-output 
charactens.ttcs are apprOJumated by a straight line from min to max generation 
s~ tha~ the mcremental heat rale is constan!. Unit no-load and start-up costs are 
gtven m terms of heat energy requirements. . 

-- ------------------
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TABLE 5.13 The Unit Characterislic and Load Pauern for Problem ;;/_ 

Ncl fuiJ.Joad 1 Incremental 
Mn heal rale heal rale M in 

~~~~--(_~~) _______ l~~~~h! ____ J~!u~~-h~----~~-Y_/1 
1 200 11.000 9.900 ~ 
2 60 11,433 IO.JIK) 15 
3 50 12,000 10.800 15 
4 40 12.900 II,9CK) S 
S 25 IJ.SOO 12,140 5 

Load pallern 

No-load 
cosl" 

tMRiu/h) 

220 
1!0 
60 
40 
34 

Slan-up Min 
cost up/down 

(MBtu) time(h) -----
400 8 
ISO 8 
JOS 4 

o 4 
o 4 

Houn MW load Condilions 

1-2 250 
3-4 320 
5-6 110 
7--8 75 

.• See foo1no1e on Table S.4 

l. tnilially (prior 10 hour 11 only unil 1 is on aad has bem on ror 4 hr. 
2. Ignore losses, spinning reserve, etc. The only requiremmt is thal lhe 

generalion be ahle lo supply lhe load. 
l. Fuel costs ror all unill may he laken as 1.40 ll/MBiu 

a. Develop the priorily list for these units and solve for the optimum unit 
commitment. Use a strict priority list with a search range of threc (X = 3) 
and save no more than three strategies (N = 3). Ignore min up/min down 
times for units. 

b. Solve the same commitment problem using the strict priority list with 
X = 3 and N = 3 as in (a), but obey the min up/min down time rules. 

c. (Optional) Find the optimum unil commitment without use ofa strict prionty 
list (i.e., all 32 unit on/oiT combinations are val id). Restrict the search range to 
decrease your eiTort. Obey the min up/min down time rules. 

When using a dynamic-programming method to solve a unit commitment 
problem with minimum up- and downtime rules, one musl save an additional 
piece of information al each state each hour. This information simply tells 
whcther any units are ineligible to be shut down Qr started up al that state. lf 
such units exist at a particular statc, the transition cost. s._. lo a state that 
violates the start-up/shut-down rules should be given a value of infinity. 

FURTHER READING 

Sorne good introductory references to lhe unit commitmenl problem an: found in n:fen:ncn 
1-3. A survey of the statc-of·the-art (as of 1975) of unil commitment solutions is found in 
refcrencc 4. Rcfcrences S and 6 provide a good look al two commen:ial unit commilment 
programs in prescnt use. 

Rcfen:nccs 7 -JI deal with unit commitmcnl asan integer-programming problem. Much 
of lhc pioncering work in this arca was done by Garver (7). who also sounded a note of 
pcssim_ism in a discussion of refercnce 8 wrillcn togclhcr wilh Happ in 1968. Furthcr resean:h 
9-11 has refined the unil commilmcnl solulion hy, inleger programming but has never really 
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13. Kaufmann, A., Cruon. R., Drnamic Programming: &qurntial Scientific M~. ·i~· overco~ lhe Gar:'er-Happ limila~ions presenled in lhe 1968 discussion, lhus leaving 
dynam•c programmmg as the only v1able solulion lechniquc lo large-scale unil commitment 
problems. 

References 12-16 should be consulted for a deeper sludy of lhe malhemalical . 
programming lechnique known as dynamic programming, which was introduced in the 
Appendix of this chapter. The reader should see rererences 17 and 1 R for a discussion of 
valve-poinl loading and for a thorough developmenl of economic dispalch via dynamic 
programming. 
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Generation · 
with.Limited 
Energy Supply 

6.1 INTRODUCTION 

The economic operation of a power system requires 
· that expenditures for fuel be minimized over a period 
of time. When there is no limitation on the fuel 
supply to any of the plants in the system. the 
economic dispatch can be carried out with only the 
present conditions as data in the economic dispatch 
algorithm. In such a case the fuel costs are simply 
the incoming price of fuel with, perhaps, adjustments 
for fuel handling and maintenance of the plant. 

When the energy resource available lo a particular 
planl (be it coal, oil, gas, water. or nuclear fuel) is a 
Jimiting factor in the operation of the plant. the en
tire economic dispatch calculation must be done 
difTerently. Each economic dispatch calculation must 
accounl for what happened before and what will 
happen in the future. 

This chapler begins the development of solu
tions to the dispatching problem "over time." The 
techniques used are an extension of the familiar 
LaGrange fonnulation. Concepts involving slack 
variables and penalty functions are introduced to 
allow solution under certain conditions. 

The example chosen lo start is a fixed fuelsupply 
that must be paid for whether or not it is consumed. 

-------------- ·----·- ----------
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We might have started with a limited fuel supply of natural gas that must be 
used as boiler fuel beca use it has been declared as "surplus." The take-or-pay 
fuel supply contract is probably the simplest of these possibilities. 

Allernatively, we might have started directly with the problem of economic ·· '· 
schcduling of hydroelectric plants with 1heir s1ored supply of water or with light- ··,. 
water-moderated nuclear reactors supplying s1eam to drive turbine generators. 
Hydroelectric plant scheduling involves:: the : scheduling of. water ftows, im
poundmenls (storage), and releases i~t~.':~hat usually próve lo be a ra1her 
complicated hydraulic ne1work (namel~p~:!I,B~er ~hed). The .~reatment of nuclear 
uni1 scheduling requires sorne understa. ~ .. i~~[#f:~1he,physics in~lved in the reactor 
core and is really beyond the scope o~Jh~~Utrerit. text (thermethods. useful for 
optimi~in_g the uni1 ou1puts are, hoWevt, ~im~lar 10 those used in scheduling 
other hmtled energy sys1ems). ilUi· .i · ''~!ti ;•¡ · ·.[. • · 

6.1 TAKE-OR-PAY FUEL SUPPLY CONTRAer 

Assume there are N normally fueled thermal plants plus one turbine generator 
fueled under a .. take-or-pay" agreement. We will interpret this type of agreemenl as 

. being one in which the utility agrees to use a mínimum amount of fuel during a 
period (the "take") or, failing to use this amount, it a¡rces to pay the mínimum 
charge. This last clause is the "pay" part of the "take-or-pay" contract. 

While this unit's cumulative fuel consumption is below the mínimum, the 
system excluding this unit should be scheduled to minimize the total fuel cost 

. subject to the constraint that 1he total fuel consumption for the period for this 
particular unit. is equal to the specified amount. Once the s~ified amount of fuel 
has been used, the unit should be scheduled normally. Let us consid.er a special 
case where the mínimum amount of fuel consumption is also the maximum. The 
system is shown in Figure 6.1. We will consider the operation of the system over 

___ ,., 

2 _,.2 
1 T FT 

1 --
1 

I'T 

N ___ ,.N 

,.11 

FIG. 6.1 N + 1 unil systcm with take-or-pay fuel supply al unil T. 

IS6 6.2 TA. R-PA Y FUEL SUPPL Y CONTRACT 
1 

\ 
1 

_.. . • • - ' ¡ .... ~ ... ·.·y • ~· .• 
.... -.. . -- ' . ·-- . ..-. -.. -. ~ ..... -.' .. _ ... , . .. · .mtk!I!:Jtiil\\fli!Ei!ill 

J ..... time intervals j where j = 1, ... ,j,..., so that 

and 

PIJ• plJ• .. -. PTJ 

FIJ• flJ• .. -. FNJ 

Wower outputs) 

(Fuel cost rate) 

(Take-or-pay fuel input) 

are the power outputs, fuel costs, and take-or-pay fuel inputs. . 
where P11 !!! power from 11 h unit in the J-fh time interval 

F,¡ !!! Jt/h ~OSI for 11 h unit during the r time interval 

qTJ A fucl input for unit T in r time interval 

F TJ A Jt/h cost for u~it T in r time interval 

P ,.1 A total load in the Jh time interval 

n1 !!! Number of hours in the r time intervat· 

Mathematically, the problem is as follow. 

subject to 

and 

or in words 

}m•• 

í/J = L "fln - qror = O 
J= 1 

N 

t/1¡ = PIIJ- L P,J- PTJ =o for j = 1 · · ·j_ •. 
1= 1 

,(6.1) 

' (6.2] 

(6.3] 

Wc wish lo .determi:-e the minimum production cost ror units 1 to N subject to 
constraints lhat ensure that fuel oonsumplion is oorrecl and also subject to the set 
or constrainls lo ensure that power supplied is corree! each inlerval. 

Note that (for the present) we are ignoring high and low limits on the units 
themselves. lt should also be noted that the term 

)m•• 

L n1FTJ 
J= 1 

is constan! because the total fuel to be used in the .. T" plant is fixed. Therefore 
tl:le total cost of that fuel will be constant and we can drop this term from thc 
objectíve function. · 
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lñe LaG. ..~ function is 

(}..... ) 
+ y L "IITJ - qTOT 

J•l 

S'stnnnn · m "?t 

(6.4) 

The independent variables are the powers P 11 and P TJ• since F11 = F ~P11) and 
qTJ = qr(PT¡). 

For any given time period,j =k, 

o!i' dF;. 
-=O= n6 -~-- A6 aP,. dP11 

for 1 = 1, ... , N (6.5) 

and 

o!i' dqn 
-- = -A. + yn• -- =O 
oPn dPn 

(6.6) 

Note that if one analyzes the dimensiona or y, it would be 1t per unit or q (e.g., 
lt/ft 3

, Jt/bbl, Jt/ton). As such, y has the units of a .. ruel price" expressed in volume 
units rather than MBtu as we ha ve used up lo now. Beca use ofthis, y is often rererred 
toas a "pseudoprice" or .. shadow price." 1 n ract, once it is realized what is happening 
in this analysis it becomes obvious that we could solve ruel-limited dispatch 
problems by simply adjusting the price or the limited ruel(s), thus, the tenns 
.. pseudoprice" and .. shadow price" are quite meaningful. 

Since y appears unsubscripted in Eq. 6.6, y would be expected to be a constanl 
value over all the time periods. This is true unless the ruel-limited machine is 
constrained by ruel-storage limitations. We will encounter such limitations in 
hydro-plant scheduling in Chapter 7. The appendix lo Chapter 7 shows when to 
expect a constant y and when to expect a discontinuity in y. 

Figure 6.2a shows how the load pattern may Jook. The solution toa ruel-limiied 
dispatching problem will require dividing the load pattern into time intervals as in 

--Time 
FIG. 6.Z.. Load pallem, 

1 • 

.... ............ ¡, 

158 6.2 TA "1:' 

• 1 ~· ~ •• ,,,.. 

' 

··:·.· 1R-PA Y FUEL SUPPLY CI?N!MfT 

17 T IX Ud ''! !S#wa::;:íllW 

-Time 

FIG. 6.2b Discrete load pallern, 

Figure 6.2b and assuming load to be constant during each interval. Assuming all 
units are on-line ror the period, the optimum' dispatch could be done using a simple 
search procedure ror y as is shown in Figure 6.3. Note th"át the procedure shown in 
Figure 6.3 will only work ifthe ruel-limited unit does not hit either its high or its Jow 
limit in any time interval. 

1 ADJUST VALUE l 
, OF l f NO 

• 1 

FIG. 6.J , y scarch method. 

START 

' r SELECT VAL VE FOR 1 1 
1 

' 
,-

FOR INTERVAL i WITH 
LOAD .. PR¡ CALCULA TE THE 

ECONOMIC DISPATCH WITH: 

n ~-A i•l···N 
1 dP 1• 

11 

~ lO¡ aP • A¡ 
. Ta 

' CALCULA TE t: 
i ..... 

f • l: n¡ qy. -qTOT 
1• 1 1 

' 1 
f o;; TOLERANCE ;> 

tves 
DONE 

1 

REPEAT FOR ALL 
INTERVALS 
j•l .. ·i,.. 
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FIG. 6.4 Composile aeneralor unil. 

6.3 COMPOSITE GENERATION PRODUCTION 
COST FUNCTION 

A usefultechnique lo facilitate thc take-or-pay fuel supply contract procedure is to 
develop a composite generation production cost curve for all thc non-fuel
conslraincd units. For cumple, supposc thcre were N non-fucl-constraincd units to 
be schedulcd with thc fuel-constraincd unit as shown in Figure 6.4. J'hen a 
composite cost curve for units 1, 2, ... , N can be dcveloped. 

(6.7) 

where 

. ·~ '"" ;, ........ 
and ; J~:: , qr ,¡4 :.. , i i 

, . .:.:; .;:::¡¡.¡:, ,, ¡~ 

dF1 dF2 r :::¡:dFN : 
-=--a•-r•·~.-- ... ,4 
dP1 dP2 ~7 ":··::dPN · T. 

j.~··• ,\I .. J;I~·•'·f•• ' ,. "!: • 
I.J:;¡ ¡~;: ·!i~;.;~~.¡ ;· ~ ·· , 

lf onc of the units bits a limit, its output ~' ·'"t~:1!i)nstant. as in Chaptcr 3~ Eq. 3.6. 
A simple ~roced~re t~ allow one to ae~rá!~1ifl P J a>nsists of adjustin• A from 

,4••• to .4-• m specdied mcremcnts, whc~":· :j::;~~~t{ : .. : .:· 

,tmln = min[dF¡ i ~· 1 ••. N] 
dP1' 

.4-• ... max - 1 ""' 1 .. · N [
dF, J 
dP1' 

Al each incremcnt. calculatc thc total fuel consumption and the total power 
output for all thc units. Thcsc points rcprcscnt points on the F J.P J curve. Thc points 
may be u~ ttirectly by assuming F J.P J consists of straight-line segments betwcen 
the points or a smooth curve may be fit to the points using a least-squares fitting 
program. Be aware, however, that such smooth curves may have undesirable 
properties such as nonconvexity (e.g., the first derivative is not monotonically 
increasing). The procedure to genera te the points on F J.P J is shown in Figure 6.S. 

160 6.3 COMI'\,_, rE OENERATION PRODUCTION COST FUNCTION 

. - . ~··· ' .... - ~. ,• . ,. ' 1 ..... ,, 'i 

START 

CALCPl" SUCH 

THAT df¡ .·).a.' 
dP1 

1 

FOR 1• 1 ···N 

"SEE EOUATION 3.6 
IF UNIT HITS A 

LIMIT 

a...:N.:.;O::...----< 'A a. 1 ;;.. 'A-·> 
VES 

FIT CURVE TO POINTS 
P;. F; cr• 1, 2, · · · 

DONE 

FIG. 6.5 Procedure for obtaining c:ómposite cosl curve. 

EXAMPLE6A 

The three generating units from Example lA are lo be combined into a composite 
gcncrating unit. Thc fucl costs assigncd lo these units will be 

Fuel cost for unit 1 = 1.1 "'/M Btu 

Fuel cost for unit 2 = 1.4 "'/M Btu 

Fuel cost for unit 3 := l.S tl/MBtu 

Figure 6.6a shows the individual unit incremental costs, which range rrom 8.3886 to 
14.847 tl/MWh. A program was wrillen based on Figure'6.5, and lambda was 
stepped from 8.3886 lo 14.847. 

Al each increment the three units are dispatched lo the same lambda and then 
outputs and generating costs are addcd as shown in Figure 6.5. The results are givcn 
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FIG. 6.611 Unil incremental COII&. 

TABLE 6.1 Lambda Steps Used 111 Conslruciing ·('mnposite Cost 
Curve for Example 6A 

Step 

1 
2 
) 

4 
S 
6 
7 
8 
9 

10 
12 
J) 

14 
15 
16 
17 
18 

6.3 co~ 

lambda 

8.3886 
8.711S 
9.0344 
9.JS74 
9.6803 

10.0032 
11.6178 
11.9407 
12.2636 
12.5866 
12.901JS 
13.2324 
13.SSS3 
13.8782 
14.2012 
14.5241 
14.8470 

P, 

300.0 40T/.i2 
403.4 :. :. 4".-'\-\1'17 

506.7 · :'>K7:<. W 
610.1.' )_;::: ·•: M2íl.M 

71J.S.. . 7HU.'\\I. 
7Sel.ú ... · ' . · : X i e,:uú 

165.6 :. : _ : . , iO<líi .. \1\ 
82.S.O : i.: . : ...... · 91.._...,,. .1 
8114.5 ;,;,:!: . ;:.: ... 97(oll.ili . 

. . 943.9 ::;:: :¡ '.;:,: ;·¡.;:;l)o(,_V2 : 
1019.4 .:;,, i i.WN .. \6 
1088.4 :.'. 

1110.67 
11 JJ.IIO 

JI 55.34 
1171.(•7 
1200.011 

• • 1 ·~·· ~:tt.-;_,¡4) 
"": ,.Utohl\.~1 

· j J'IH.tl4 
ll)"il.'\7 
L\(AN.ll 
1.\YH.H'I 

41,1'/.(N 

41114.lY 

~·,. YIW.07 
6761.7Í.' 

: 7!;Jl, 3~· 
:ill.llti,(,ll 

. 11:17S.11J · 
.... :, Yll44.116 : . 

'1741 . .'4 
W47UI · 

·' il4.l6.WI . ' 
J:lJóll.!il\ 
126t>li.i)~ 

INN.f>J 
1,1;'<1~.~~~ 

l.l(oi.'.IN 

IJY.\11.\IK 
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in Taolc 6.1. Thc rcsull, calicd F. approx in Tahl!! 6. l and shvwn in figure 6.6b. was' j~ 
cakulaled by falting a sccond·ordcr polynomiallo lhc P. and F, poinls usinga leasl-.·8 
squares filling program. The equivalen! unit funciion is ;·~ 

F. approx(P,) = 2352.65 + 4.7151 P, + 0.0041168 P! 

(f(/h) 300 MW s P, s 1200 MW 

The readcr !'hould be awarc that whcn lilling a polynomiai lo a sct or poinls many? 
choiccs can he made. The preccding fum:tíon is a good fir lo the Jota! opcrating cost } 
of lile l11ree unils, bul it is not thac goúd al a¡aproximaling lhc incremental cosL ;~¡ 
More advanccd lillin3 melhods should he uscd if one desires lo match lotal ~~ 
operatíng cusl as wcll as incremental cost. Sec Prdhlem 6.2 for an alacrnalivc }: 

' •• t • 
proccdure. ·-r: 

lo:XAI\WU.: 611 

FÍrid Jhe optunal disparch for a gas-fired sleam plant given lhe following. 
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Gas-firtd Plant: 

H .,.(P r) = 300 + 6.0 P T + O.Oíll.'d'~ M Bi u/h 

Fuel cost for gas = 2.0 P./~d (wlicrc 1 t:d = IOJ il J) 

The gas is raled al 1100 Otu/ftl 

50 :S; p T :S; 400 

Composite of Remaining Units: 

H,(P,) = 200 + 8.5 P, + 0.0021': MIHu/h 

Equivalent fuel cost • 0.6 P./MOtu 

50 S P, S 500 

The gas-fired plant must burn 40 · 1011 ft-' of gas. The load pattern is shown in 
Table 6.2. lf lhe gas constraints are ignored, the optimum C\:onomic schedule for 
these two planls appears as is shown in Table 6.3. Operating cost of the cornposite 
unit over the entire 24-h period is 52,128.03 ~- The total gas consumption is 
21.8 · 106 fl 3

• Since the gas-fired plant must burn 40 · 1011 rt-' of gas, the cost will be 
2.0 P../1000 ft 3 x 40 · 106 ft 3

, which is 80.000 ~ for lhe ttas. Therefore, the total cosl 
will be 132,128.03 P.,. The solution method- shown in Figure 6.3 was uscd with y 
values ranging from 0.500 'o 0.875. The final value for y is O.K742 P.,/t."t:.f with an 
optimal schedule as shown in Table 6.4. This schcolulr ha!i 1\ fucl cosl for lhe 
composite unit of 34,937.47 P.,. Note that lhe ~as unit •s 11111 mu~:h harder and lhal it 

)64 6.3 \..~, 

T ABI.F. 6.1 1 oad l'lllll"rn 

Time perinll 

l. 12 I'M- 4 AM .¡jliJMW 

2. 4AM"' RAM ~~OMW 

3. 8AM-12AM KílOMW 

4. 12 AM- 4 PM ~1)() MW 

S. 4 PM- 8 PM 71Ml MW 

6. 8 PM-12 PM )IMI MW 

Where: N¡ • 4,) • 1 · · · 11. 

TABLE 6.3 Optimum Economic 
Schedule (Gas Constrainls lgnorcd) 

Time period P, P,. 
~--------- --·-

1 3~1 ~(1 

2 ~1() 1 ~~~ 
3 ~··) JI MI 

4 4~0 ~() 

S 1511 ~~· 
6 2\0 ~~~ 

HE GENERATION PRODUCTION COST FlJNLTION 

TAUU: c..4 ÜJliiO\al &hec.lulc (Gas 
Constrainls Mel) 

l'ione ¡o<'noll 1', 1', 

1 1'17 .. 1 ~h2.6 

2 ~5.\.2 2'16H 
.l 446.7 J.HJ 

4 2W.7 2441.3 
5 7l.6 127.4 

6 1.15.0 165.0 

docs nol hit either limit in lhc optimal schedule. Further note that thc total cost is 
now 

34,937.47 ~ + HO,OOO ~ = 114.937.47 1{ . 
so we havc lowered the IJtal fucl expense by propcrly scheduling the gas plant. 

6.4 SOI.UTiON RV (;KAI}II-:NT 
St:.o\HCII TF.CIINIQlJE...;; 

An altcrnalive solution pmcedure lo the one shown in Figure 6.3 makcs use of Eqs. '· 
6.5 and 6.6. 

dF,, n -· _ .. _ - .t 
• di'•• - • 

ami 

lhcn 

(
df,.) 
dP,, 

)'= --

~~::~ 
(6.8) 

For an oplimum dispatch, y will be constant for all hours j, j = 1, ... • j_ •. 
We can make use of lhis facl to obtain an oplimal schedule using the procedurcs 

shown in figure 6.7a or Figure 6.7b. Hoth thcse proccdures attempt to adjust fuel
limitcd gcncralion so lhat y will be constant ovcr time. The algorithm shown in 
Figure 6.7a diiTcrs from thc algorilhm shown in Figure 6.7b in the way the problem is 
starled and in the way vanous lime intervals are scleclcd for adjustment. The 
algorilhm in Figure 6.7a rcquires an inilial feasiblc but not optimal schedule and 
then fmds an nplimal sd1cdulc by "pairwise" trade-offs of fucl consumption whilc 
maintaining problem rcasibility. The algorithm in Figure 6.7b does not require an 
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CALCULATE NEW 
VALUESOF 'Y¡ 

FOR ¡+ANO¡-

5 Ti,fiT 

[coM'Púr~-:<r~-i:-.J-~Id,;;¡ . 
------ __ _y _________ _ 

ASSUME FEA!liBlf SCI-IED·Ü¡E 
SUCH THAT 

i,... 
. ,::, 0 ¡ llr1 • qiOT 

d( . 
n
1 

__ ~ • X
1 dP 8 

CALCULATE FTOTAL-

CALCULATE 'Y¡ FOR ALLINTERVALS 

---------
SE l.ECT ¡• ANO ¡-

SUCH THAT 1'¡ IS MAXIMIJM FOR 
1 • ¡+ ANO 1'¡ IS MINIMUM FOR 

¡- r 

FlG. 6.7• Gradieni melhoo hased ou u~la•alinu tedmique. 

initial feasible fuel usage schedule but achieves this while optirni1ing. These two 
m.et~~s may be called gradient methods bccause t¡,-1 is treatcd as a vector and che 
'11 S lndiCSIC lhe gradient of lhe objective functlon with respect lo qTJ• 

EXAMPU.:6C 

~se the method of Figure 6.7b lo obtain an o¡Jlim;tl schedule fur the prohlem given 
m Example 68. Assume lhat the starting schedule is tlu: cconomic dispatch schedule 
shown in Example 6A. 

----------- -----
166 6.4 , ITION BY GRADIENT SEARCII TECIJNI(JUES 

•;;r 

1 
/. 

¡ 

1 
~ 
~ 

·\ 

STI\RT 

1 ASSUME FEASIBLE SCHEDULE 
1 F<?R P5 , P, ~OR All 

1 = 1, ........ . 

/c 1-. ~ ·'ves 
"'-' • 

1
:, n¡ Qr1- QroT < /)..----t11-. DONE 

1 NO 

--~.---__ -• -< E 

NO j' Wl'fH MIN 'Y¡ 
OECREASE FUEL USE 

'lr1 • 11, 1 - 6q11 FOR 1 • ¡• 

FINO ¡• WITH MAX 'Y 
ANO INCREASE FUEL ílsE 
q,¡ • q,1 + 6q11 FOR j •j" 

_l 
RECOMPUTE 1· 

dF•/dP-
'Y - _ __j ____ !_ 

1 ldQ,/dP¡I 

FOR i • ¡• 

tl(;. 6.711 Gradic:nt metluKJ basal on a simple search. 

lnitial Di~patch 

Time: renod ,. • 
t• r 
y 

J~O 

50 
10454 

¿ <~• - 2t.a• · •o• n•. 

2 3 

~JO 

1!141 
1.0266 

!\(Kl 

JOII 
0.9240 

4 5 6 
----·-- ·-------------

4~0 ISO 250 
50 so 5Ó 

1 01176 0.9610 1.00.)2 

Sim:e we wish to hurn 40.0 · lO" ft ·' of ga~.thc error is negative, therdore we mus 
increase fuel usage in thc time period having maxímum y, that is. period 4. As a sla~ 
increase P T to ISO M W and drop P, to 350 M W in period 4. :, .J_~ 

··;t,_~ 
------ ------ --------· .. -- -- ·--. -----·-- ---- ----------------- ----------------. -............. ,._ ....... ,::.;..., 
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Rnult of Step 1 

Time period 

P, . J50 
P, 50 
7 1.0454 

r. .,, - 24.2 . 1o• n •. 

2 

500 
150 

1.0266 

J 4 

500 .l:\H 
JOO IS..'i 

0.9240 o 1111110 

1~1) 

so 
09610 

6 

2~0 

!11) 
1.110\2 

The error is still negative, so we musl increase rucl usage in lhe pcriod wilh 
muimum y, which is now period l.lncrease Pr lo 200 MW and drop P.lo 200 MW 
in period l. 

Resalt of Step 1 

Time period 1 

P, 200 
Pr 200 
7 0.8769 

r. .,, -21.1. 10" 11 1• 

2 

500 
150 

1.0266 

3 

500 
lOO 

0.9240 

4 

J50 
150 

0.96HO 

and so on. Arter 11 sleps, the schedule looks like: 

Time period 1 2 3 4 

5 6 

150 250 
50 50 
0.9610 1.(1032 

5 6 ·-----------
P, 200 350 450 250 n 140 
P, 200 lOO 350 2SO . 125 160 

7 0.8769 0.8712 0.8172 0.8648 0.11767 0.87114 

r. .,, -40002. 10" 11 1• 

which is beginning lo look similar lo the oplimal.sche<Jule generated in E11.ample 6A. 

:! .. i 

6.5 HARD LIMITS AND SLACK VARIABLES . ··.¡·•· ....... .. 

This section talces account of hard limits on thci .. takc-ór-pay gcncrating unit. The 
limita are · 

'::l 

(6.9) 

and 

Pr.~ Pr-· (6.10) 

These may be added lo the LaGrangian by the use or two conslraint runctíons amJ 
two new variables called slack uarlables (see Appendi11., Chapter 3). The constraint 
functions are 

(6.11) 

168 6.5 •. UTS AND SLACK VARIABLES 

~) ' 

. l 

and 
.1/121 = PTmln- PTI +S}¡ (6.12) 

wherc S 11 and S ll are slack variables thal m ay la k e on any real value including zcro. 
Thc new LaGrangian thcn bccomes 

(1~·· ) 
+ }' L n¡¡TJ- QroT 

}= 1 . 

(6.13) 

wherc a 11• a21 are LaGrange multipliers. Now, the first parcial derivatives for the k1• 

pcriod are 
tl!L' dF1 -·-=O= n1 ------ A. 
M'u dP,. 

tl!L' dq 
O 1 Ta --- = = -A• + a 1•- a 2• + }'n1 --~Pn . dP~ 

j7!f' 
------O- 2cr S 
iJSu - - •• •• 

¡1!/' 
-:;-~ =O = 2auSu 
i'o.lzt 

(6.14) 

As was noled in lhe Appcndix lo Chapter 3, when lhe constrained variable (Pr. 
in this case) is within bounds, the new LaGrange mullipliers a u = Cl.za =O and S1• 

and Su are nonzero. When lhe variable is limiled, one or the slack variables, S11 
or S2 •• becomes zero and the associated LaGrange multiplier will takc on a non
zero value. 

Suppose in sorne intcrval k, Pn =P ..... then Su=~ and ar 1, ~O. Thus 

and ir 

1 dqr. O - A• + a 1• + ynr--- = 
dPr. 

1 dqr. 
Aa > yn 1 -·--

dPn 

(6.1 S) 

the vHiuc of a u will take on the value just sufficient lo make thc cquality true. 

EXAMPLE óD 

Repe~t Examplc 60 wilh thc maximum generation on Pr rcduced to 300 MW. Note 
that the optimum schedule in Example 6A gave a Pr = 353.3 MW in thc third time 

----------- ------- --- --. --· ------------- -------------·------
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TARU: 

Time period j 

1 
2 
3 
4 
S 
6 

Resulting Oplimal Schedule with P;m••., JOO MW 

P,¡ Pr¡ ).) 
,1q, 

_l'.¡ w·-
1 11 -------- ·- ··---· ··----

183.4 216.6 ~.54 5.~4 

350.0 300.0 B4 5.116 
500.0 300.0 ~,_0) H6 
345.4 254.6 s.t.~ 5.6~ 

S9.S 140.5 S.24 ~.24 

121.4 178.6 S.W 5.39 

:,:: 

Cl¡¡ 

.. ·-·-------·- ---
ll 

4Hl!l 
I<4M4 o 
1) 

o 
o 

period. When the limit is reduced to 300 MW. the gas-fired unit will ha ve to burn 
more ruel in other time periods to meet the 40 <JO·' rt 3 gas ~onsumption constraint. 

Table 6.5 shows the resulting optinial schedule where ')' '"' 0.2151 and total 

cost = 122,984.83 lt. ~:::' [:.';_>:_-:: , , · 

6.6 FUEL SCHEDlJLING BY 
I.INEAR PROGRAMMING 

,1 .!.1:-:: 

Figure 6.8 shows the major elemenls in the chain making up the dclivery syslem lhal 
starls wilh raw ruel suppliers and ends up in dclivery or eleclric power lo individual 
customers. The basic elemenls or the chain are 

T'heSupplien: Coal, oil, and gas companies wilh which lhe ulilily musl negotiate 
contracts lo acquire fuel. The contracls are usually wrillen for a long term ( 10 lo 
20 yr) and may have stipulalions such as the mínimum and maximum limils on 
the quantity or ruel delivered over a specificd time pcriod. The lime period may 
be as long as a year, a month, a week, a day, or even for a period or only a few 
minutes. Prices may change as subject to lhe renegolialion pravisions ar lhe 
contracts. 

Tnnsportation: Railroads, unit trains, river bargcs, gas pipeline companies, and 
such all presenl problems in scheduling or deliveries or ruel. 

ln•entory: Coal piles, oil starage lanks, umlerground gas slorage facilities. 
Inventaries musl be kept at praper levels lo roreslall fuel shortages when load lcvels 
exceed rarecast or suppliers or shippers are unablc lo deliver. l'ricc nuctuations also 
camplicate the- decisions .Jn when and how much lo add or subtracl rrom 
inventaries. 

The remainder ar the system-generalars, lransmission, and loads---- are covcrcd in 
ather chaplers. · 

One of lhe masl usefultoals for solving large fucl-scheduling J1rohlems is linear 
programmi~g (lP). U the reader is nol familiar with lP, an easily underslood 
algarilhm is provided in the Appendix of this chapter. 

Linear programming is an aptimizalion procedure that minimi1.es a linear 
objective funclion with variables thal are also subject to linear constraints. De~ause 
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11 

·:··' 

.-,e;. 6.8 P.nerl!y delivt-ry sy•lern. 

Eleclrical 
loads 

of this limilation, any nonlinear functions eilher in the objcctive or in the conslraint 
equations will havc lo he appro"imalcd by linear or pieccwise linear functions. 

To solve a fqel-schcduling problem with linear programming, we musl break the 
total time periotl involved into discrete time increments as was done in Example 68. 
The u~ solution willthcn consisl of an objeclive function that is made up ora sum or 
linear or piecewise linear functions each of which is a funclion of one-or more 
variables from nnly one lime step. The constraints will be linear runctians of 
variables fmm each time stcp. Sorne conslraints will he made up of variables drawn 
from one time stcp whereac; others will span two or more time sleps. The best way lo 
illustrale how lo sct up an lP lo solve a fuel-scheduling problcm will be lo use an 
example. 

EXAMI'I.E 61': 

We are given two coal-hurning generaling units that musl both remain on-line for a 
3-wk period. The comhincd output from lhe two units is lo supply the following 
loads (loads élrC éiSSUillCd constan! for 1 wk). 
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Week Load tMWI 
-------------.-

1 12011 
2 . 1~00 

3 ROO 

. The lwo unils are lo be supplied by one coal supplicr who is under contract lo 
supply 40,000 lons of coal per week lo lhe two plants. The planes ha ve existing coal 
invenlories al the start of the 3-wk period. We must solvc for the following. 

l. How should each planl be operated each week? 

l. How should the coal deliveries be made up each weck? 

The data for the problem are as follows. · 

Coal: Heat value = 11,500 Btu/lb = 23 MOtu/ton 

(1 ton= 2000 lb) 

Coal can a~! IJe delivered to one plant or thc othcr or it can be split, sorne going to one 
plant, sorne to the other, as long as the total delivery in each week is equal to 40,000 
tons. The coal costs 30 tt/ton or 1.3 tt/M Btu 

·ln•entories: Planl 1: has an inicial inventory of 70,000 tons, its final inventory is . 
not reslricled 

Plant 2: has an initial inventory of 70,000 tons, its final invcntory is 
not restrictcd 

8oth plants have a maximum coal storage capacity of 200,000 tons of 
coa l. 

Generating Units: 

Hc:al in pul ' lleal inpul 
Min Max al min al max 

Unil (MW) IMW) (MBiu/h) IMBlu/hl 

1 
2. 

ISO 
400 

600 
1000 

1620 
, : 38SO 

5340 
R7SO 

The input versus output function will be approximaled by a linear funclion 
fur~chu~l · 

H 1(P1) = 380.0 + 8.267 P 1 

Hl(Pl) = 583.3 +8.~61P2 
The unit cose curves are 

f,(P¡) = 1.3 lt/MBlu X u.(P.) = 495.65 + 10.78 P, (tl/h) 

F2(P2 ) = 1.3 lt/MBlu x H 2(P2 ) = 76t:U! + IO.l•5 P2 (tl/h) 

---------- --.. ·----·- ·- ........ --·-----·----- ·------- --------
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•''1' 

1 ·'· 
' 

The coal consumption q(lons/h) for each unil ís 

1 (Tons) q 1(P 1)=-- -·-·-- xii 1(P.)=l6.52+0.3594P 1 tons/h 
23 MUtu 

To solve this prohlcm with linear programming. assume thatthe uníts are lo be 
operatcd al a constan! ratc during each wcck and lhac che.~oal dclíverícs wíll each 
la k e place allhc heginning of each wcek. Thcrefore, we will sel up che problem wíth 
1-wk lime pcriods ami lhc gcneraling unil cost funclions and coal consumption 
functions will be muhiplcd by 168 H lo pul them on a "per week"· basis, then 

f 1(P¡) = 83,269.2 + 1811 P 1 tt/wk 

F 2(P 2 ) = 127,814.4 + 1789P2 1(/wk 

q,(P,) = 2775.4 + 60.4 r. tons/wk. 

q 2(P2) = 4260.5 + 59.7 P2 tons/wk 

(6.16) 

We are now rcady lo set up the objeclive function and the conslraints for our linear 
programming solulion. 

Objective l'unction: To minimi1.e the operating cost over the 3-wk period. The 
objective functiun is 

Minimi1.c Z = F1(P 1(1)) + f 2 (P2(1)] + f 1[(P1(2)] + F2(P2(2)] 

+ f" 1[P 1{3)] + F 1 [P 2(3)] (6.17) 

whcre P;(j) is che powcr output of the ¡•h unit during the r week.j = 1 · · · 3. 

Constrainl!ll: During each lime period, thc total powcr delivered from lhc unils 
muse cqual the schedulcd load lo be supplicd, then 

P1(1) + P 2(1) = 1200 

P1(2) + P2(2) = 1500 

P 1(3) + P 2(3) = 800 

(6.18) 

Similarly, thecoal deliveries, 0 1 and 0 2 , made lo plant 1 and planl2, respectively, 
during each wcck musl sum lo 40,000 lons. Thcn 

\ 0 1(1) + 0 2(1) = 40,000 

0 1(2) + 0 2(2) = 40,000 

0 1(3) + 0 2(3) =40,000 

(6.19) 

Thc volumc or coal at cach planl al thc beginning of each week plus the delivery of 
coal to thal plan! minus thc coal bu roed al thc planl will give thc coal remaining al · 

-·--· --- ------··-· -----,---------- -··--
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the beg ¡, of the next weck. Letting V1 ¡wJ ¡~he íht~ vol u me of l:llalu1 eadal:oal 
piJe at the oeginning ofthe wcek, respcdivcly, wc ha ve the following set of c4uations 
governing the two coal piles. 

V1(1) + D1(1)- 1/ 1(1) = V1(2) 

V1(1) + D2(1)- q2(i) = V1(2) 

V1(2) + D1(2)- q,(2) = v,m 
V1(2) + D1(2) - q1(2) '"" V1(J) 

V1(3) + D 1(3)- q1(3) = Jl1(4) 

V2(3) + D 2(3)- q2(3) = Jl2(4) 

(6.20) 

where V¡(J) is the volume of coal in the ,•h coal pilc al the bcginning of the r week. 
To set these equations up for the linear-programming solution, substitute the 

q 1(P 1) and q1(P1) equations from 6.16 into the equations of 6.20. In adllition, all 
constantterms are placed on the right of the equal sign and all variable tern111 on the 
lert, this leaves the constraints in the standard form for inclusion in the LP. The 
result is 

D1(J)- 60.4 P 1(1)- V1(2) = 2775.4- V1(1) 

D1(1)- 59.1 P1(1)- V2(2) = 4260.5- V1(1) 

V1(2) + D 1(2)- 60.4 P1(2)- V1(J) = 2775.4 

V1(2) + D1(2)- 59.7 P1(2)- Y 20) = 4260.5 

V1(3) + D 1(3)- 60.4P2(3)- V1(4) = 2775.4 

V1(3) + D1(3)- 59.7 P 2(3)- V2(4) = 4260.5 

(6.21) 

NOTE: V1(1) and V1(1) are constants that will be sct when wc start the problem. 

The constrainls from Eqs. 6.18, 6.19, and 6.21 are arrangcd in a malrix, asshown 
in Figure 6.9. Each variable is given an upper and lowcr hound in kecping with the 
.. upper bound" solution shown in the Appendix of this chaptcr. Thc P 1(1) and P 2(1) 

variables are given the upper and lowcr bounds corrcsponlling to thc upper and 
Jower limits on the generating units. D1(1) and D 1(1) are givcn uppcr <uul lower 
bounds of 40,000 and zero. V1(t) and V1(t) are givcn upper and lower bounds of 
200,000 and zero. 

Solution: The solution to lhis problem was carric..! out with a computcr pro~ram 
·written lo solve the upper bound LP problem using che algorithm shown in the 
Appendix. The first problem solved had ~al storage al the bcginning of thc first 
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week of 

The solution is 

P, 

1 200 
2 soo 
3 ISO 
4 

Pz 

V1 ( 1) = 70,000 tons 

V2( 1) = 70,000 tons 

o, Oz v, Vz 
----------- -·- - ---

1000 o 40000 70000 70000 

1000 o 40000 55144.6 46039.5 
650 o 40000. 22169.2 22079.0 

10333.8 19013.5 

Total opcrating cost = 6,913,449.0 tl 

In this case, there are no conslrainls on lhe coal deliveries lo eilher planl and 
lhe syslem can run in lhe mosl economic manner. Since unil 2 has a lower incre
mental cosl, il is run al its maximum when possible. Furthermore, since no restric
lions were placed on lhe coal piJe levels al lhe end of the lhird week, the coal 
deliveries could have been shifted a little from unit 2 lo unil 1 wilh no effect 
on the generalion dispatch. - . . 

The next case solved was purposely structured to creare a fuel shortage at umt 
2. The beginning inventory al planl 2 was set to 50,000 tons, and a requiremenl 
was imposed that at the end of the third week the coal pi le at unit 2 be no less than 
8000 tons. The solulion was made by changing the right-hand side of the fourth 
constraint from -65739.5 (i.e., 4260.5 - 70,000) to -45739.5 (i.e.; 4260.5 - 50,000) 
and placing a lower bound on V2(4) (i.e., variable X 18) oT 8000. The solution is 

P, Pz o, Oz v, Vz 

1 200 1000 o 40000 .70000 50000 

2 600 900 o 40000 55144.6 26039.5 

3 200.S S99.S o 40000 16129.2 8049.0 

4 1241.93 11000.0 

Total opcrating cost = 6,916,760.00 ~ 

Note thal this solution requires unil 2 to drop off its generation in order to meet the 
end-poinl constraint on its coal pite. In this case, all the coal must be delivered to 
plant 2 to minimize the overall cost. 

The final case was constructed lo show the interaction of the fuel deliveries and 
the economic dispatch of the generating units. 1 n this case, the initial coal pi les were 
set to 10,000 tons and 150,000 lons, respective! y. Furthermore, a restriction of 30,000 
tons mínimum in the coal piJe at unit 1 at the end of the third week was imposed. 

To ohtain the most economic operation ofthe two units over the 3-wk period, the 
coal deliveries will ha veto be adjusted lo ensure both plants ha ve sufficient coa l. The 
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solution was obtained by sctting the right-hand side of the third and fourth 
constraint equations to -7224.6 and - 145739.5, respectively, as well as imposing a 
lower bound of 30,000 on Vt(4) (i.e., variable X 17). 

The_solution is 

P, r, O, o, v, ,. 
l ----------- -- --- ---~----~------------- ----- --------

1 200 100.1 4!155.4 m.W.6 101100 1500110 
2 501.1 1000 ~4RIO.!I 5IK9.2 o 1211K4 1 
3 150 650 40IXXl 1) 1!135.4 . 6:!412 K 
4 30000 19347.3 

Total operaling cosl = 6,91.1,449.00 1t 

The LP was able to rinda solulion that allowcd thc most economic operation of 
the units while still directing enough coal to unit 1 to allow it to meet its end-point 
coal pi le constrainl. Note that in practice we would probably no.t wish to Jet the coal 
piJe at unit 1 go lo zero. This could be prevented by placir1g an appropriate lower 
bound on all the vol u me variables (i.e., X 5 • X 8 • X 11 , X 14 , X 17 • and X u,). 

This example has shown how a fuel-management proolem can be solved with 
linear programming. The important factor in being able to solve very large 
fuel-scheduling problcms is to ha ve a linear-programming code capable of solving 
large problcms having perhaps tens of thousands of constraints and as many or 
more problem variables. Using such codes, elaborate fuel-scheduling problems 
can be optimized out over severa! years and play a critica! role in utility fuel
management decisions. 

APPENDIX 
Linear Programming 

Linear programming is perhaps the most widcly applied mathematical program
ming technique. Simply slatcd, linear programming secks to find the optimum 
value of a linear objectivc function whilc meeting a sel of linear conslraints. 
That is, we wish lo find the oplimum set of :t's thal minimize the following 
objective function. 

Z = C 1X 1 +c2:t2 + ... + CN.'{N 

Subject lo a set of linear conslraints: 

a 11 .'C: 1 + a 12 x 2 + · · · + a 1 N.'C:N :5 b1 

ClztXI + a22.'(2 + ... + UzNXN :5 bz 
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In additior variables thcmselves may have specilled upper and Jowcr limils. 

i= I···N 

There are a variety of solutions lo the LP problcm. Many of thcse solulions are 
tailored lfl a particular lype of problem. This appendix will not try to devclop the 
theory of alternale LP solulion methods. Ralher, it will present a simple LP 
algorithm that can be used (or programmed on a compulcr) lo sol ve the applicable 
powcr-system sample problems given in this text. 

The algorithm is presented in its simplest form. There are alternalive formula
tions, and lhese will be indicated when appropriate. U lhe sludenl has access lo 
a standard LP program, such a standard program may be used to solve any or 
lhe problems in lhis book. 

The LP lechnique presenled herc is properly called an upper-bounding dual linear 
programming algorithm. The "upper-bounding" part ofits na me refers lo the fac.t that 
variable limits are handled implicitly in the algorithm. Dual refers to lhe theory 
behind the way in which the algorithm operates. For a complete explanation of the 
primal and dual algorithms, refer lo the references cited at the end of this chapter. 

In order to proceed in an orderly fashion to solve a dual upper-bound linear 
programming problem, we must first add what is called a slack variable to each 
constraint. The slack variable is so named because it equals lhe difference or slack 
between a constraint and its Jimit. By placing a slack variable into an inequality 
constraint, we can transfonn it into an equality constraint. For example, suppose 
we are given the following constraint. · 

(6A.I) 

We can transform lhis constraint lo an equality constrainl by adding a slack 
variable, x 3 . 

(6Ao2) 

lf x 1 and x 2 were lo be given values such that the su m of the first two tcrms in Eq. 
6A.2 added lo Jess than 15, we could still satisfy Eq. 6Ao2 by setting x 1 lo the 
difference. For example, if x 1 = 1, x 2 = 3, then x 3 = 4 would satisfy Eq. 6A.2. Wc 
can go evcn further, however, and restrictthe values of x 3 so thal Eq. 6A.2 still acts as 
an inequality constraint such as Eq. 6A.I. Note that when the first two ténns of Eq. 
6A.2add toexactly 15,xl must be set tozeroo By restricting X] lo always be a positive 
number, we can force Eq. 6A.2 to yield the samc eiTcct as Eq. 6A.l. Thus: 

2x1 + 3x2 + x 3 = 15}. . 
O 

1seqU1valent to: 2x1 + 3x2 :5 15 
. :5 x3 :5 oo 

Note that we could change a "less than or equal to" constraint toa "greater than or 
equal lo" constraint by changing the sign on the slack variable. Then 

2.l 1 + 3x 2 - x 3 = 15} o o 

O 
IS equ1valent lo: 2x 1 + 3 x 2 ~ 15 

:5 x3 S oo · 
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1 
Beca use of thc way thc dual upper-bounding algorithm is initi<- .... we will ~Jways 
require slack variables in every constraint. In the case of an equality constramt, we 
will ac.ld a slack variable and then require its uppcr and lowcr bounds lo both equal 

zeroo 
To solve our linear programming algorithm, we must arrange the objective 

function and constrainls in a tabular form as followso 

111 1-" 1 + tl1 2 X 2 + o • • + -'",1•••• 

16A-3) 

-Z =0 
--------~ 

Oasis variables . . 
Recause we have adc.led slack variables to cach constrainl, we automatically have 
arranged the set of equations inlo what is called nmmli('(l/ for~o lnocanoni~al fonn, 
there is al Jeasl one variable in each constraint whose coefficaenl as zero m all thc 
olher constraints. These variables are callcd the hao~is r•qriahli'so The entire solution 
procedure for thc linear programming algorithm ccnters on _pcrfo~ming "pi~ot" 
operations that can exchange a nonbasis variable for a has1s vanable. ~ p1vot 
operation may be shown by using our tableau in Eq. 6A.3. Su~pose we. w1shed to 
exchange variable x 1, a nonbasis variable for ol•l•c••· a slack vana~le. !h1s could. be 
accomplished by "pivoting" on column 1 row 20 To carry out the pavolmg operatmn 
we execute the following steps. 

Pivoling on Column 1 Row 2 

Step 1 Multiply row 2 by l/a21 o 

That is, each a2¡.j = 1: ·o N in row 2 becomes 

j= 1· .. N 

and 

Step 2 For each row i (i ,¡. 2), multiply row 2 by a; 1 and subtracl from row io That is, 
each coefficient a;¡ in row i li #- 2) becomes 

a;¡ = U;¡ - a; 1 a~¡ j = 1 o o o N 

and 

h; bccomes ,,; = h¡- ll; 1hí 

Step 3 Lasl of all. wc also pcrform the same opcrations in stcp 2 on the cost rowo 
That is, each coefficient C¡ bccomes 

,0¡ = ''¡ - e 1 aí i j = 1 000 N 
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The result of carrying out the pivot opcration will look likc 

a'1 2x2 + · · · x •••• ~, + a'1.,x.1och = b'1 

x 1 + a~ 2x2 + · · · 
C~X2 + ... 

Notice that the ncw basis for our tablea u is formcd by variable x 1 and x,1 •• t,· 

x, •••• , no longer has nonzero coefficients in row 1 or the cosl row. 
The dual upper-bounding algorithm procecds in simple steps whcrein variables 

that are in the basis are exchanged for variables out of thc basis. Whcn an cxchange 
is made, a pivot operation is carricd out al thc appropriate row and column. Thé 

· nonbasis variables are held equal to either their upper or their lowcr value while 
the basis variables are allowed to takc any value without respect to their upper or 
lower bounds. The solution terminales when allthe basis variables are within their 
respective limits. 

In order lo use the dual upper-bound LP algorithm, follow these rules. 

Sta re: 

l. Each variable that has a nonzero coefficicnt in thc cost row (i.c., thc objcctive 
function) must be set according lo the following rule. 

lf C1 > O, set x1 = xj1
" 

lfC1 <O, set x1 = xj"" 

2. lf C1 = O, x1 r,¡ay be set lo any value, but for convenience set it lo its minimum 
also. 

3. Add a slack variable lo each constraint. Using the x 1 values from stcps 1 and 2, sct 
the slack variables lo make each constraint equal lo its limit. 

Variable exchange: 

l. Find the basis variable with the greatest violation, this determines the row to be 
pivot on. Call this row R. lf there are no limit violations among thc basis 
variables, we are done. Thc most violated variable lea ves the basis and is sct cqual · 
lo the limit that was violated. 

2. Selectthe variable toen ter the basis using one of the following column selection 
procedures. 

Column Selection Procedure PI (Most violated variable 
below its minimum) 

Givcn constraint row R. whosc basis variable is bclow its minimum and is thc worst 
violati(,n. Pick column S, so that, c5/( -aR.S) is mínimum for all S that mect thc 
following rules. 

----------- ------ -- ----------------- ------- ------------
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a. S is not in thc currcnt basis. 

b. aR.s is nol cqual to 7.ero. 
c. lf x

5 
is al its minimum, then a R •. ~ must be ncgative and c5 must be positive or lf 

d. Ir Xs is al its maximum. then aR.s must be positive andes must be negativ~ or Zl 

Column Selection-Procedure P2 (Mosl violated variable 
abovc its maximum) 

Given constraint row R. whose basis variable is above its ma11imum and is 
worsi violation. Pick column S, so thal, c5 faR.s is lhe minimum for all S lhal rr 
lhe following rules: 

a. S is nol in lhe currenl basis. 

b. aR.s is not already zcro. . 
c. lf x

5 
is al ils mínimum, lhen aR.S musl be positivé and c5 must be posilive or zc 

d. lf x
5 

is al ils maximum,lhen aR.s musl be negalivc and c5 musl be negative or zc 

3. When a column has becn sclccled, pi vol al lhe selccted row R (from step 1) ~ 
column S (from step 2). The pivot column's variable. S goes into the basis. 

lf ~o column fits the column selcction criteria. we have an infeasible soluti 
That is, there are no values for x 1 • • • x¡v that will satisfy all constraints sin 
taneously. In sorne problems, the cost coefficicnt es associatcd with column S 
be zcro for severa! diiTerent values of S. In such a case, c5/a~.s will be zero 
each such S and none of them will be the minimum. The fact that c5 is zero me 
that there will be no increase in cost if any of the S's are pivoted into the b; 
therefore thc algorithm is indiiTcrent to which one is chosen. 

Setting the Variables After Pivoting 

1. All nonbasis variables. except Xs remain as they were before pivoting. 

2. The most violated variable is set to the limit that was violated. 

3. Since all nonbasis variables are dctermined, we can proceed to set each ~ 
variable to whatever value is required to make the constraints balance. Note 
this Jast step may move all the basis variables to new values, and sorne 1 

now end up violating their respective limits (including the :ts variable). _ 

Go back lo stcp 1 of the variable exchangc proccdure. 
These steps are shown in flowchart form in Figure 6.10. 

To hclp you undcrstand thc procedurcs involvcd. a sample problem is solved u 
the dual uppcr-bounding algorithm. The sample problem. shown in Figure 4 

--------------------------------
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SEARCH AMONG HtE OASIS 
VARIABLES FOR THF. 

VARIABLE WITH THF. WORST 
VIOLATION. HIIS 

DETERMINES THE ROW 
SELECTION, R 

VIOLATIONS: 

x.,.,N -xv,.L IIF xv,.L < x.,.,NI 
or 

XvAL -XMAX IIF X vAL > x...,.xl 

NO VIOLATIONS AMONG 
BASIS VARIABLES 

MOST VIOLA TEO VARIABLE 
IS BELOW ITS MINIMUM 

PtCK COLUMN S USING 
COLUMN SELECTION 

PROCEDURE PI 

VES 

INFEASIBLE SOLUTION 

MOST VIOLATED VARIARLE 
IS ABOVE ITS MAXIMUM 

f'tCK COLUMN S USING 
COl UMN SELF.CTtON 

PROCEDURE P2 

INFEASIBLE SOLUTION 

"'---------~ PIVOT ON SELECTED 
ROW ANO COLUMN 

FIG. 6.10 Dual upper-bound linear programming alg111ithm. 

consist!l of a two-variablc ohjcctivc with one c~o~uality con!ltrnint ami one inequalily 
conslraint. 

First, we must pul the equations in lo canonical form by adding slack variables x 3 
and x4 • These variables are given limits corresponding lo lhe type or constrainl in lo 
which lhey are placed. x3 is the slack variable in lhe equalily conslrainl, so ils limils 
are bolh zero; x4 is in an inequalily conslrainl so il is reslricted lo be a posilive 
numher. To starl the problem, Che objective runction must be set lo the mínimum 
value il can attain, and lhe algorilhm will lhen scek lhe mínimum constrained 
solulion by increasing lhe objeclive jusi enough In l'each the cnnslrainetl solulion. 
Thus we set X 1 and x2 both al their mínimum values since the cost cocllicients are 
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~~-.~~~~~~.---~----~~~~-----xla2 

L-~~~~~~--~--~~--~~~ .. ~---x, 
_ _., ~ 2 

Minimi1e: 
Subjt>et to: 

Z=2.t 1 ~x 1 
x, ·t .~~: 1 = 20 
-1.4x 1 +x 2 s2 
2 S t 1 s 12 
2 s .~~: 1 :s; 16 

FIG. 6.11 Samplc: Lr prnblc:m. 

con~l raint 1 
con~lraint 2 

. bolh posilive. Thcse conditions are shown hcre 

Constrainl 1: 

Coll!ltnlnt 2: 

Cosl: 

Mínimum: 

Prewnt ••lue: 

Maximum: 

X 1 -1- X1 

- 1.4x 1 + .- 2 

2x 1 + .!Cz 

2 

2 

2 

2 

12 16 

+ .\'J 

o 

16 

o 

+ .... 

o 

2.8 6 

00 

Oasis Oasi~ 

variahle variahle 
1 2 

T 
Mosl-

viulatet.l 
variahle 

x, + x, = 20 

-2 

Wc can scc rrom thcsc conditions that variable x J is lhe worst-violated variable 
andihat it prescntly excceds its maximum limil o(7..ero. Thus we must use column 
proccdurc 1'2 on constraint numher 1. This is summarized as rollows. 
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Using se1ection procedure P2 on constraint 1: 

1 "" 1 x, = .xj'" ,, >o 

D¡ > 0 

min c1/a1 is 1 al 1 = 2 

Pivol al column 2 row 1 

c 1 2 
then -- =- ,., 2 

"• 1 
. C¡ 1 
then- ... -- 1 

a1 1 

To carry out the required pivot operations on column 2 row l. we need merely 
subtract the first constraint from the second constraint ami from the objective 
function. This results in: 

Constralnt 1: x, + .x 1 + x3 20 

C0111traint l: -2.4x 1 - .I"J + x. = -l8o- R 

Cosr: x, - .I"J -Z--20 

Mlnlmum: 2 2 o () 

Present ••lur: 2 IK () --ll2 22 

Mnlmum: 12 lfl o rto 

Bas1s 1\aSI~ 

variable va11.1hle 
1 2 

\ 
Most-

violated 
vAriable 

We can see now lhal lhe variable with the worst violation is x 4 und that x 4 i!i 
below its mínimum. Thus we must use selection procedure PI as follows. 

----------------

Using se1ection pnx:edure PI on conslrainl 2 

1= 1 a 1 <O x 1 = x';'1" e 1 >O 
e1 1 

lhen ·····-- = ----- -- = 0.4166 
--a 1 - (- 2.4) 

; = J x 3 = xj1
" = x~·· lhen x_1 is not eligible 

Pivot at column 1 row 2 

------------····· --- ------·-------------------•-
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Which arter pivoling results in 

Conslralnl 1: 12.S 

Conslrainl l: -~1 + 0.4166.~ 1 - 0.4166.~4 1.S 

Cm;t: - 1.4166.~ 1 + 0.4166x4 - Z = -27.S 

Minimum: 2 2 o o 
Prf'!lenl ulue: 1.S 12.5 o o -27.5 

Maxlmum: 12 16 o O() 

Rasi!l '"' Ba!lis 
variable variable 

1 2 

Al this poinl we ha ve no violations among che basis variables, so che algorithm 
can stop al thc oplimum. 

x. = 7.5} _ 
2 5 

cose = 27.5 
x 2 - 1 . 

See figure 6.11 to verify thal this is the optimum. The dols in Figure 6.11 
show thc solution poinls beginning atthe starting poinl ."t 1 = 2. :< 2 = 2. cost = 6.0 
lhen going lo x 1 = 2, x 2 = IR, cosl = 22.0 and linally lo the oplimum ."t 1 = 1.S, 
x 2 ~ 12.5, cnsl = 21.5 

llow does lhis algnrilhm work? Al each 'step two decisions are made. 

l. Selccl the most-violated variable. 

2. Sclcct a variable lo cnlcr thc basis. 

The lirst decision will allow lhe prncedure to eliminate. one after the other, those 
constraint violations thal exist al the slart as well as those that happen during thc 
variahle-cxchangc sleps. Thc second dccision (using lhe column selection 
proccdures) guaranlces lhollhe rate of incrcasc in cost to move the violated variable 
lo ils Jimit is minimiled. Thus the algorilhm starls from a mínimum cost, infeasible 
solution (constraints violaled), toward a mínimum cosl, feasible solution, by 
minimi1ing lhe rate of cosl increase al each step. 

PRODI.F.MS 

6.1 Three units are on-line a JI 720 h of a 30-day monlh. Their characterislics are as 

follows. 
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H 1 = 225 + 8.47 P 1 + 0.00251':, 50~ /' 1 s 350 

H 1 = 729 + 6.20P1 + O.OORI P~. 50 S P2 S 350 

H 3 = 400 + 7.50P3 + 0.0025P~. 50s P 3 s 450 

In these equations the H1 are in MBtufh and the P1 are in MW. 
Fuel costs for units 2 and 3 are 0.60¡t/ M Rl u. U nit 1, howcver, ÍR operated 

under a take-or-pay fuel contract where 60,000 tons of coal are to be burned 
and/or paid for each 30-day period. This coal costs 12~/ton delivered and has an 
average heat content of 12,500 Btu/lb ( 1 ton = 2000 lb). 

The system monthly load-duratíon curve may be approxímated by three 
steps as follows. 

load Hours Fnergy 
(MW) duration (MWh) 

---------···-···---· -----
800 50 4o.ono -
soo 550 27S.OOO 
JO() 120 J(o,OOO 

Total 720h JSI,CIIlO Mwh 

a. Compute the economic schedule for the month assuming all three unitR are 
on-line all the time and that the coal must be consumed. Show the MW 
Joading for each load period, the M Wh of each unit, and the value of gamma 
(lhe psuedo-fuel cost). · 

b. What would be the schedule if unit 1 was burning the coal at 12 tt/ton with no 
constraint to use 60,000 tons? Assume the coal m ay be purchased on the spot 
market for that price and compute all the data askcd for in (a). In addition, 
calculate the amount or coal required for the unit. 

6.1 Rder to Example 6A, where three generating units are combined into a singlé 
compositc: generating unit. Repeat the example, eXl."Cpt develop an equivalen& 
incremental cost characteristic using only the incremental characteristics or the 
three units. Using this composíte incremental characteristic plus the zero-load 
intercept costs or the three units, develop lhe total cost characteristic or lhe 
composite. (Suggestlon: fit thc composite incremental cost data points using a 
linear approximation and a lcast-squares Cilling algorithm.) 

6.3 Rder to Problem 3.8, where three generalor unils have inpul/oulput curves 
specified as a series of straight-line segments. Can you develop a composite 
input/output curve for thc threc units? Assume all three units are on-line and 
thal lhc compositc input/outpul curve has as many linear segmenls as needed. 

6.4 Rcfer lo Example 6E. The first problcm sol ved in Example 6E lert the end-point 
restrictions al zero to 200,000 tons for both coal piles al the end or lhe 3-wk 
period. Rcsolve the first problem (V1(1) = 70,000 and V1(1) = 70,000) with the 
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addcd rcstrictíon lhal thc linal volumc or coal al plant 2 a 
week be at least 20,000 lons. 

end or thc third 

6.5 Rcfer to ~xample 6E. In the second case sol ved with the LP algorithm (starting 
volumes CcJual to 70,000 and 50,000 for plan! 1 and plant 2, respectively). we 
restricted ihe final volume of the coal pi le al plan! 2 lo be 8000 tons. What is thc 
optimum schedule if 1 his final vol u me restriction is relaxed (i.e., the final coal piJe 
at plant 2 could go lo zero)? 

6.6 An oil-fired powcr plan! (Figure 6.12) has thc following ruel consumption curve. 

q(bbl/h) = r~ + p + ().()()S ,z for 100 ~ P S 500 MW 

for P =O 

The plan! is connectcd loan oil storage tan k with a maximum capacity or 4000 
bhl. The tank has an initial volume of oil of 3000 bbl. In addition, there is a 
pipeline supplying oil to the plant. The pipeline termi~ates- in thc same slorage 
tank and must be opcraled by contrae! al 500 bbl/h. 'rhe oil-fircd powcr planl 
supplies energy inlo a system along with other units. Thc othcr units have an 
equivalen! cosl curve of 

F.q = 300 + 6 P.q + 0.0025 P:q 

50 S P.q ~ 700 MW 

The load lo bc supplied ís gíven as follows. 

Period Load tMWI 

1 
2 
~ 

4(1(1 

Y(ICJ 

7011 

Fach time period is 2 h in length. Find thc oi1-fircd plant's schedule using 
dynamic programming such that the operatíng cost on the cquivalcnt plant is 
mínimi1.ed ¡md the final volume in the storage tan k is 2000 bbl at the cnd of thc 
third period. Whcn solving. you may use 2000, 3000, and 4000 bbl as thc storagc 
volume states for the tank. The q versus ,, function valucs you will nccd are 
includcd in thc following table. 

Electrical 
output 

-Oil ----PIMW) 

PiJM!Iine 

FU;. 6.12 Oil-lired power planl wilh slorage tank for Prohlem 6.6. 
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ESTADOS DE OPERACION 

1 
/ 

A las cOndiciones de un sistema de potencia las 

describen 5 estados de operacióp, tal y como 

se muestra en la fig. l. Tres juegos de 

ecuaciones genéricas uno diferencial y dos 

algebráicos.gobiernan la operación del ~istema 

de potencia~ El juego diferencial describe el 

comport~mie~to dinámico de los 66mponentes del 

sistema. Los .juegos al_gebráicos comprenden: 

"restricciones de igualdad" que se r·efieren a 

la carga total y. a la genéración total· y 

"restricciones de desigualdad" que establecen 

que ciertas ·variables, como son corrientes, 

·voltajes y frecuencia, no deben exceder ciertos 

valores representativos de las limitaciones 

físicas del equipo . 

. ' • 1·. --

EN ESTADO NORMAL DE OPERACION. 

Todas restricciones se satisfacen 

indicando: que la generación es la· adecuada 

para alimentar la demanda total existente y que 

ningún elemento del sistema está sobrecargado. 

En este estado los márgenes tante de generación 

como de transmisión son suficientes y proveen 

de un nivel adecuado de seguridad con respectO 

al esfuerzo al cual el sistema puede ser 

sometido. 



t. 

' 
¡ 
! 
r 
1 

1 
1 
\ 

1 ! 
' !" 

.. 
1 
! 
' 

¡ 
'· 

: ' 

j 
1 
1 
1 

. 1 . ¡ 

) 

Si el nivel de seguridad cae por debajo de 

cierto ~alor de una escala, indicando que dejó 

de ser adecuado, o si la probabilidad de q~e 

ocurra algún disturbio aumenta, entonces el· 
~ 

sistema ha entrado en un: 

ESTADO DE ALERTA 
' 

En este est~do todas las restribciones aún se 

satisfacen, pero los m~rgenes o la reserva 

. existente es tal, que .algún disturbio bien 

pudiera resultar en .violacíón de algun~s 

"restricciones de desigualdad", o. sea que algún 

elemento del sistema se verá sobrecargado en 

forma más o menos severa: En este estado de 

alerta (inseguro) se deberá tomar alguna acción 

preventiva para restablecer al sistema al 

estado normal. 

·Si antes de concluir con la acción correctiva, 

ocurre un disturbio suficientemente severo, ·er 

sistema entra en un: 
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ESTADO n;E EMERGENCIA 
. . 

Aquí la~ "c6ndiciones de desigua~dad" se han· 

violado y la seguridad del sistema se ha 

fracturado, el nivel·de segurid~d es cero o es 

prácticamente inexistente.. El sistema, sin 

embargo, 

deberán 

(medidas 

todavía está 

ser tomadas 

heróicas) 

intacto por lo que 

medidas ~e emergencia 

cuya finalidad será 

·recuperar, cuando menos,. el estado d~ alerta. ·e 

Si est~s ~edidas no se toman a .tiempo o soti· 

inefecti vas y si el disturbio inicial o uno 

subsecuente son de gran se~eridad, entonces el 

sistema e~pieza a desintegrarse y entra en uti-
' . estado llamado: 

' •' 

IN EXTREMIS 

1 

En este estado las "condiciones de igualdad" y 
las "condiciones de desigualdad" han sido 

violadas; el sistema no permanecerá intacto y 

se perderá un gran porcentaje de la carga total 

del sistema. La estrategia o las acciones de 

contrOl de emergencia deben tener como 

finalidad salvar tantas partes del sistema como 

sea posible, de un colapso total. Una vez que 

el colapso se ha detenido ·se puede emprender 

un: 
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ESTADO DE RECUPERACION 
1 

Este estado consistirá en reconectar el sistem~ 

y recuperar la carga. Es obvio que a partir de 

este estado el sistema puede.pa~ar al de alerta 

o al normal, dependiendo de las circunstancias. 

Resumiendo: 

. I. TRANSICIONES SIN CONTROL 

NORMAL ---> ALERTA 

- Naturaleza de la tránsición: 
1 

Se re:flej a en una reducción en el nivel de 

seguridad;mlo anterior puede explicarse de 

otro modo: a partir del estado de alerta .. 

puede pasarse al estado normal, pero·· 

mientras eso está ocurriendo, el sistema es 

mucho más vulnerable· a las consecuencias de 

un disturbio subsecuente. 

- Causas posibles: 

1.- Reducción en la capacidad de generación 

debida a: indisponibilidad de 

combustible, pérdida de alguna unidad 

generadora, falla de auxiliares, 

reprogramación del ·mantenimiento. 
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2.- ~ed~cción en la capacidad de 

transmisión debida a: J?érdida de una 

línea por contaminaci~n o falla· 

permanente; falla de un banco, 

limitaciones po.r condiciones 

ambientales, etc .. 

3.- Aumento de la probabilidad de 

ocurrencia de algún disturbio debido a 

cercanía de tormentas u otros 

accidentes. 

ALERTA ---> EMERGENCIA 

- Naturaleza de la transición: 

violación de las· "restricciones de 

desigualdad¡, 

Restricciones importantes: 

Flujos de pcitencia, niveles de voltaje, 

frecuencia, ángulos de máquina y buses. 

- Causas posibles: 

mal funcionamiento o pérdida temporal o 

permanente de un elemento primordial de la 

red principal. 
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Causa ·potencial que desencadenaría el 
' 

problema: 

Fallas internas mecánicas o elé~tricas, 
.. 

funcionamiento equivocado de dispositivos de 

protección o control, eventos externos tales 

como descargas atmosféricas, etc. 

EMERGENCIA ---> IN EXTREMIS 

- Naturaleza de la transición: 

Pérdida'de integridad del sistema y violación 

de las restricciones de igualdad" (carga 

total =/= generación totál). 

Causas posi~?les: 

Pérdida de enlaces, formación -sin control

de sistemas ai~lados no suficientes (carga 

=1= generación). 

- Causas potenciales que desencadenarían el 

problema: 

Sobrecargas prolongadas en enlaces 

important~s, operación equivocada de 

protecciones, disturbios sucesivos durante la 

emergencia. 



-··_-;-,~·-···-

\ 
1 

1 
l· 
} 

1 1 

1 

1 
1 
1 

! 
NORMAL 

Estlmación d~ la carga de la Red 
Minimización de Costos 
Coordinación del Sistema 
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MODO SEGURO 

Reducci6n de los III.U'g~n•a de 
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Co~trol preventivo 
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IN EXTREMIS 

Corte de cargas 
Protección del equipo 

SIS~w~ DESARTICULADO 

1: restricciones de igualdad 

I,D 

D: R'cstriccioncs de desigualdad 

A 

1 

,Sisu~ 
separado. 

p• corte 
¡de ca~as EMERGENCIA 

Acción Heroica 

SISTEMA INTACTO 

Fink,Cnrlscn.- Opcr:tci6n bajo esfuerzo m.lxirno o accntt!aco 

'Violació~ de las 
restricciones de 
d'sigualdad 

I,D 

FIG. 1 
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I·I . MODOS DE CONTROL 
1 

A) ESTADO DE ALERTA: 

Se aplicaría un método deliberado o 

preventivo para recuperar los_márgeries de 

seguridad; . las medidas serían: 

relocal~zación de gener~ción y de 
' 

subestaciones, reducción de voltaje y/o 

fre~~encia (no siempre tan efecti~o como se 

desearía) . 

B) ESTADO DE EMERGENCIA: 

Se aplic~ría un método que permitiera de 

manera inmediata librar de sobrecargas a el 

o a los elementos principales de la red; 

·las medid~s serían: libramiento rápido de. 

elementos 

resistencias 

fallados, "fast val ving", 

control de de freno, 

excit~ción, modulación mediante control de 

convertidores de CD, control de la carga, 

switcheo de capacitares, más todo lo 

indicado en el estado de alerta. 

cf .. ~:..-· 
.. · 

.{. ··~ 
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C) IN EXTREMIS: 
. . 

El método usaría medidas heróicas para 
., 

contener la total degradación ·del sistema. 

Contemplaría todas las medidas de los 

estados A) y B) , más un programa de disparo 

de carga. por relés de baja frecuencia y 

segregac~ón controlada del sistema. 

D) ESTADO DE RESTAURACION: 

El métodb de control sería deliberado 

(correctivo) para restaurar ·el sistema y 

llegar a un modo viable de funcionamiento. 

Contemplaría: rodar de nueva cuenta las 

unidades y sincronizarlas, reconectar 

cargas y la re-sincronización de las 

diferentes islas o áreas. 

. -::"~, 
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La manera o modo de selección es 
"natural" ; Tal y corno lo definen 
los equivalentes durante el cil-
culo de cortos-circuitos 
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DIAGRAMA FUNCIONAL 
(UÜ CONr lGURAciOII): 

) 

DESCRIPCIOJI DEL SISTENA 

r ---------..:. ACPRCSEWTACIOII 
ACTUALIZADA 0( 

LA REO 

ft(OIDAS "AifALOGICAS 
IGC 

SEIIALES DE 
COIITAOL 

E COIIOIIICO 

CAT: 

fLUJOS 
ESTINAOOR TEIISIOIIES 

•' 

OC ETC. . 
ESTADO CRT: 

IIEDICIOIIES COl [AAOR 
ALAAIIAS 
ETC, 

SALIDA DEL ESTINAOOR 
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CRT: 
SOBR(CAIIGA 

~---------.-. ------.----. 
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C(HfRO 0( DTS 

ANALISIS 0( 
CONTINGEIICIAS ALARNAS 

nr 
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1 

1 
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1 u •••• 
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1 I(T 
t ,. 1 &, &OC r ! 1 
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1 C(lrtDI fll"'l'dGrll 
1 lu c•rau 

J 

ESTRATEGIAS 
CORRECT IYAS 
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CSTUTEGU: 
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flujos 
>rogramados 

TIEOUT(NO) 

l. 

') -r' ¡-;:;:-

tiempo 

A 

.. _____ ....... ---·------:--J-.-~-

.·-. ·. -~ .... 

.:..¡ .. ' !0..0-tft.::- -=-(_
0
· /,.1,-· -~---· ··- · ·--------~- -~---·- · ··· - · ~-'_--,-- -

.•• . 1 lX...-1 . . /. 
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::S 
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SAVE = STOR 
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l. 

B 

• 
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-ECO 7' . 
R 

-<. en.K 
EPE _¿ . , 
..(. 

+ 

OUT(JOUT) 
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,- ---· 
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k = Area 
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+ Rate • \ , . / . 
1 •. ' 

l jl-\ ¡)ti LlJ AGCPS(N) 

- Rate 
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(11 

indica que la unidad 
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RELEVADORES DE PROTECCION Y ·-----
SISTEMAS DE PROTECCION POR RELEVADORES. 

Son circuitos analógicos compactos, conectados a varias partes del 

Sistema de Potencfa, para detectar condiciones de operación ri6 deseadas 

ó intolerables dentro de su área asignada. 

Su función principal es iniciar la desconexión del ~rea en problema, -

esta desconexión se lleva a cabo mediante los interruptores. 

Por lo tanto: Los relevadores y los_interruptores forman un equipo, -

ambos deben ser planeados juntos. 
-)' 
1 

\ 
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1.- CONFIA.BILIDAD 

2.- SELECTIVIDAD 

3.- RAPIDEZ - -·. .. -

4·.- SIMPLICIDAD 

5.- ECONOMIA 

..• 

:' 

-. 

CINCO PRINCIPIOS BASICOS PARA 
LA APLfCACION DE RELEVADORES. 

1 
\ 

Mide el grado en el que el relevador o el sis

lt~ma dl~ pro tE:cc i ón se comporta con· ce tJ.r::u:L:: 

a). Crmfianza (Dependability). 

b) . Seguridad 

M~xima continuidad del servicio con desconexión 

minima del sistema. 

r~íni1110 til!Jn¡.¡o de falla y de daño al equipo. 

Mínimo equipo y alambrado (Circuitry). 

M§xima protección a mínimo costo. 

-2-



FACTORES IMPORTANTES EN LA APLICACION 

1 - FCONOMIA.-
Inicial, de operación, mantenimiento: 

2.- PRACTICAS DE OPERACION.-

De acuerdo a los est~ndares y pr~cticas: 

Permiten una operación ~ficiente del sistema. 

Flexibilidad para el futuro. 

3.- EXPERIENCIAS PREVIAS.~ 
r 

La protección- se enfoca hacia problema~ pre-

vios ó anticipando otros. 

4.- MEDICIONES DISPONIBLES DE FALLAS A PROBLEMAS.-

Magnitudes de falla, localizaciones de TC'S 

ó de TP'S.-

-3-
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CLASES DE RELEVADORES POR ANSI 

I.- POR FUNCION 

II.-

II I.-

IV.~ 

1). Protección 

2). Regulación 
3). Moni toreo 

POR SEÑAL DE ENTRADA. 
. ---- -----------------------·-

1). Corriente 
2). Voltaje 
3) : Potencia . 

4). Programación 

5). Auxiliar 

4) .· Presión 
5). Frecuencia 
6). Temperatura 

SEGUN PRINCIPIO DE OPERACION O ESTRUCTURA 

1). Porciento 4). Estado sólido 
2). Restricción 5). Electromecánico 

Múltiple. 
3). Producto 6). Térmico 

POR CARACTERISTICA DE COMPORTAMIENTO 

7). 

8). 

1).- Distancia 5). Bajo Voltaje 

2).- Sobrecorriente~Direccional 6). Tierra, Fase 
' \ 

7). Alta ó Baja 3)' ·. Tiempo Inverso· 

Flujo 

Velocidad 

4). Tiempo Definido 8). Comparación de Fase 

-4-
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CLASIFICACION DEL COMPORTAMIENTO DEL RELEVADOR 

1.- Correcta. 

2.- Sin conclusión. 

3.- Incorrecta 

a ) . No di s p;¡ ré 

b). Disparó en falso. 

RAZONES DE OPERACION INCORRECTA 

1.- Aplicación 

2.- Ajuste. 

3.- Personal. 

4.- · Equipo (TC'S, TP'S~ Interruptor, Cable y Alambrado, Relevador, 

Canal, Batería, Otros). 

1 
- . . . - ' 

. ~ . . . 
---- ·-----------------..---- ------- ------------·- _______ : --------------------------. ____ _._ -· .:.. - ---·- -----· _. 
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FILOSOFIA GENERAL 

DE LA APLICACION DE RELEVADORES 

Dividir el sistema de -potencia rn zonas que pueden ser protegidas ade

cuadamente con- un mínimo de interrupcién para el sistema. 

1.- Generador y Unidad Generador-Transformadbr. 

2.- Transformadores. 

3.- Buses. 

4.- Circuitos de Transmisión y_ de Distribución. 

5.- Motores. 

1 
' 

-6-
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Zona A 

.TC para Zona A 

Zona A 

,-----------...tl. TC ¡:¡ara Zona 3 

1 

1 

.. 

Interruptor 

r------. 
: 

TC para Zona A ""~~----~--··-·í ______ ._-.J 
1 

1 

Zona B 

Zona 8 

TC para Zona B 

1 
(O 
i 



_I_~_Q_Rt~.~-~_I ON _ REQ~_E_~_I_DA 

. PARA LA APLICACION .DE RELEVADORES 

·1.- Configuración del Sister~,J. 

2.- Protecc ¡ón actual del sistema y sus dificultades. 

j_- Grado de Prote2ci6n requerida. 

4.~ Preferencias Existentes, opera~ión, prGceJi~ientos, pr~cticas. 

5.- Expansiones ruturas. 

6.- Estudios de corto circu¡to y Cargas Máxin1as compatibles. 

l.- l_ocal ización de rc•s, Tr•s, conexión y relación de transforma

ción. 

8.- Impedancias de l,neas y transformadores . 

. r . 
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L.o cual result_ada en una re~ulación muy alta. Para poder evitar .::te 

problefllJ, Se utiliza un cir·cuito r·esonante al aue ade111á5 nar·a tener c'liS

lamiento eléctrico, se-le a·i;dr un uansfon11ador· auxiliar, till corno se -·

muestra f;n seguid-".: 
Hl ------------=:1 

----r= X-; 1 XL 

·---------·--·------- _____ _rvYYY'L. _______________ 
1 

\~ 
. , 

1 ¡. 

' 
=---~~~-::: X el 

- _1 __ H 
- - o 

~----- ------ - X, 

~ 
< L ____ -- -- .. ------ Xo 

r··-·-·--- ---- ---- -y 1 

r 120V 

..J 

~ 
---·-------- y? 

• \67 V 
! 
1 

--------·-- y l 

f)e tal rna,1era, el eCluivalenl:e visto desdP las te!·minales del transforma-

dor auxiliar ser¿: 

. - 1' 
,----· r---- -··r 

--r------------1 ·~· . · .rr::'í'L---• 
- ----y--i~-------

Xu 

----- ----------·-- --- --. --------------- -- ---- --· ---- --- --- - -----· 
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1 
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1 
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FUHHfS DE POTl:NC I/\L 

· .. , 

F\-:-r-o e:;tC' lir:iitar"i-:t rnuv seriar:ir:nte la candciriad que se pudiera alimentar; 

Y·.1 ClUi., ~l ef]uivdlontr de Thevenin sc~d;,: 

• 

V 
;• 

/ '/(X -+ X ' J 

- .. -··· ·------·-··· -------------- _. ___ , 

.····~;7.¡1, 
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2.- TRANSFORMADORES DE INST~U~ENTO 

j 



. { ·, 
' •). 

.. :l--

Se! e ce i o na ndc XL = ~.n .. _.~<_c_?~ 
Xcl + Xc2 

se logra una regulación prJctica:0ente cero; 

sin eP,bilrgo, esto no es sin costo .. E"n este caso, e1 costo es ,=1 hechr; de 

0ue, si se llega a provocar un codo circuito en las termiíijh~s secL;rd:l·-· 

rias del DP, elvoltaje a través del r·eactOI' y a tr'il·.'éS d:: los CdpJcitr)-·· 

res crecerá enorr:Jernente, y, con exceqci6n de XCl, el nivel de aislamiento 

no ser·.i suficie~te. Es r;or· ó.l L~ que es necesario pr:n,;cerlo de un ap3..-til

rr,i'to·.; rJ;;e sed capaz de ptoter1er· el aislamiento pero '-lLI!~ no u¡)ere d~YJr.tc~ 

medio cjclo en casq de dcscargú·.; atn1osféricas. 

Los transfonnJrJores de potencial efectúan la reducción de la señal en for 

ma muy Similar· a la de los transformadores rJe dist,·ibuci6r~ CcJn 1a -~~fe:-en 

cía principal de que el: hierro del nGcleo es suficiente para soportar· m~

yores voltajes sin que su saturación sea apreci~ble. 

Con¡o son erementos c¡ue trabajan a flujo reducido todo el tiempo, c¡enera> 

nrente los efectos no lineales de la saturación se pued~ despreciar. 

Iguc1lmente los errores de relación de tran,sforr'lación (en magnitud y án

tJulo) son rlespr~ciahles para los fines de protección; no sienrlo este el -

caso con los eouipos de 1nedici6n a menos que se ten']J cuidado con la Cclr'

qa sN·urrdaria del TP ó OP. 



. ,.._. 
~· 

FUE~TES DE CORRIENTE 

La obt.enciún de una 5:.t~iial rt~¡;n~'ienlútiva de la corriente prirnaria ;e 

llevJ a cabo por medio de transformadores de corriente. Es en estos apa

ratos en donde el ran~¡o din.Jillico ele las señales por manejar es rnás 9ranrlP, 

y, por tanto; es en ellos dand~ se tienen los mayores problemas de mane_jo 

de señal. Generalmente los problerriJS Tos causa la saturación del ril;cieo . 

y es por eso-que el mayor esfuerzo se dedica a conocer y tratar este fenj 

meno. 

Debido a que el manejo de fenómenos no lineales no es fácil, qenerdlment~~ 

se procura simplificar el fenómeno antes de representarlo. 

Partiendo ri~l diaClr'l:'ld e11uivalente del transfon·•,1dor 

---------1-------~ 
1 :N 

,. -

' 1 
! 

____ rv-2'-----+-------
R~s 

-------- ----¡ 

R,l-- . 
------- ---- _____ L __________ ----------------· ---



Tanto Rp corno Xdp o sea la resistencia del primdrio como la reactdncia -

de rlispersión del pri111ario no tienen ningún efecto sobt'e la precisión de 
ia relación de transformación. 

Su r::Fecto se dej(l sentir únicamente en 1a necesidad del voltaje pri:nar·io 

oara sost~ner una corriente de falla y esto solo afectarfa a sistemas de 

voltajes muy reducidos. 

Es JOr 1o anter·ior que estos dos elementos no se incluyen eri ·les cálculos 

de relación de transformación. 

ParJ la orecisión requerida para la priJtección, 1a resistenci"a paraleio

con la que se rerwesentan las pér·didas en-el hierro, se puede despreciar".· 

Lo que es muy ÍiiHJOt"tante representar es la inductancia de excitación, ya 

que su efecto puede ser decisivo,. sobre todo p~ra corrientes elevadas. 

Tras las sin1plificaciones mP'1CiÓnadas, el modelo del transfor111ador de co

n-iente será:. 

- 5-· 
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l)e¡wndir.ndt) .fe 1.1 ClHJ';f.r·uc~itin d<·l·t.,·t~w:.for·nr,JdtlJ' dt~ cor·r·it'rltt~, puedé 

locJY·dt·se tent:l' unJ baju impe<ldncia de dispersión secundar·ia o no. Si 

ésto se los)l"a, el con1portamierto d~?l TC es calculable; en caso centrado, 

est;• COfllpor·t.al~licnto Sl::. debf'r<í encon 1.r·,3r- por' :nedio de pruebas en las ow~ -

sin1ulen (o dupl iqt:•:n) las condicior~:::·c; que se es[Jer·J encontrar·. 

Lo anterior da lugar a la clasificc.ción de TC's en función de la impeda;¡

cia de dispersión y del voltaje de saturación de 1a impedancia ce ::.<cl<~¿._

ción. Esta clasificación es de la forma: 

e 4oo 
e calculable voltaje de 

T se debe probar saturación 

La literal solo puede ser· C 6 T; si es Cesto implica c¡ue la n~actunda 

de dispersi6n es despreciable y que por tanto el comportamie~to es 

calculable. Si es T, la reaclancia de dispersión es apreciable y solo

por n1edio de pr·uebds se podrá deterrrlinar el comportamiento. La T pro

viene de la palabra "Tested" 

El voltaje de saturación se define como "El voltaje r1áximo Rr~s en las 

ten:linales secundarias para el que el TC, con una corriente primaria d<~ 

20 veces el valor nominal ,.entrega una corrien~e secundaria con un en-or 

no mayor· del 10%". 

Los valores de voltaje de saturación se encuentran norr.~alizados a las-

siguientes clases: 

-6·-



50 V 

lO() V 

200 V 

400 V 

800 V· 

de tal suerte, si un determinado TC es capaz de sbstener el error dentro 

de 10~ para 500 V; deber~ ser clasificJdo como clase 400. 

Debido a que solo se pueden calcular los TC's con impedancia de disper---
\ 

si6n despreciable, el ~o~elo ~ue se usar& para ellos ser~ el siguiente: 

1: N ---------·----.----+-----· 

y, en este modelo, laXe se da por medio de la curva V-I,· ya que no

es una constante. 

E~i~teQ tres métodos generalmente empleados p~ra calcular el comportamie~ 

to de los rc•s. 

l.-_ Se calcula la densidad de fluj~ en el'núcleo .Y se compara con la den 

siriad ou'? se puede tener en el acero del núcleo. 

-----·-·----- ·- -----
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Para ~llo; suooniendo que lá reldci6n de transfor~ación es perfecta, 

'>e calcula la corr'iente secllndar·ia y, con ella y las impedancias de 

las cargus, se calcula el volte~jP en el secUndario del TC. Con este 

voltaje, y sabie~do que 

V = 4.44 f N 0 x 10-B 

se puede calcular ~ y con ~1 y el §rea de sección transversal de1 -

TC se puede caltular ~ pues 

p = _ _0 __ 

A 

llna vez cc1lculada la [3 , se comp-:lra con la densidad permisible pura 

la ~lase de acero de que est~ hecho el nGcleo, la cual es generdlme~ 

te del orden de 11 000 a 19 000 1 fneas/crn2. ( 75 000 a 125 000 1 íneas 

/pulg2). 

Esta prueba solo es cualitativa en realidad, pues solo indica si ha

bría o no saturación pero no indica la imprecisión que esto causarii. 

Además no siempre se tiene disponible la información del tipo de ac§':.. 

ro-del núcleo ni del área de sección transversal. J::sto o.rilla al in 

geniero de protecciones a usar alguno1de los dos métodos siguit:nt.es. 

2.- Una vez calculado el voltaje secundario del TC tal como se describió 

en el método 1, se procede simplernente a con1pararlo con el voltaje

de clasificación del TC y, si lo excede, la aplicación implicará 

-8--



·~·'t':tn-ación (c!Jt;que ~o nece:·.a¡'·iJ,·,;¿·:nU.: p:.JE'S con~c ::;e n1encionó ante':i, un 

TC con 1/0l taje de saturucir5n V'Ji 700 volts se clasiFicada come. 

cl.:~se !lOO). 

C·:;ie fn(~t'H~~-J es también caulitativo IJnic:ame.nte ya que es solo una 

cDrttf!r'Obación permisiva; ader11r:is, no es muy pn?cisa para corrientes di 

if~n~r;tes dP zn vece<; la- c:Jrr-ier.te nu;r'in-:11 (t.~nto n~Jyo:-·;:-:s como :,,,,:nu--

r·e:;) . 

qu"" acruí <;e da COI'lO núr~er·o 3. 

Uci 1 izcH· é':l fliO(L·lo e·!:éctrico clel (o ioS:~ TC ten,iendo la curva de 

-;:>:·.citación parJ tornar\en cucr:tJi cor·¡·c::ctarnente e1 elemento no lir;ea1. 

Este rr.étnrln solo se puede ui~ilizar para TC's con impedancia baja de 

dispf::rsión SeCt.JildJria. Cab:~ hacer notar además, que, debi~o a la 

presencia d2 fenó!l1¿'r.oi no lineales, no se pueden obtener soluciones 

gerlet·aler; SÍitO solamente soluciones particular·es, lo cual implica-

Cjlli' ·::ar!,·r C·:t so Si"~ deberá arwl i:zc1r i nd i 'ti dud lrnen te '1 con 1 os rr:é todos -

núr•rc~l'icos ad~cuados. 

Dt.:>bi:Jo J qu2 un TC no se debe apl·icur si esto está al borde de no-:-

rc>ul tr1r satisfactorio, en la aplicación de este método se toma un

punto rle v.ista pesimista y se asul'lc que todos los componentes so~ re 

. sistivos puros con lo que las corrientes y las cafdas de tensión se 

;H:¿:._kr; rndncjar aritméticamente e:-r luQar de fasoridlmente . 

. ::::te• c;irnpli!--~ca.la labor de p'of si pesada de manejar pÓr prueba y--

e1'¡']/' los e1ern2ntos no linea1e's, ad<::rnás de que el concepto de reac-

t3ncia se diluy~ un poco pnr el hecho de que se tiene un contenido -

dl:> armónicJs generdlm~nte alto. 

- ¡~~ -
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" !\ CUnt:Írlll.lCÍÓrl ~·~~ t'l"·lll'··11/(' IJil findJ!r'!ll,) CJIW f:',.jer11pl iricl los do-:; tipo•; dt:• -

pr·nilll.!illd qur• lji~!it·~ljltlll'll!.l~ '•1' I~IIUH:IIlr\.trl y 1.JU0. SOn: 

Conocirla un~ corriente secund~ria deseJrla, cual deberJ ser la co

rrientP. primaria aue la pr·oduzca. 

Conocida una corrientp primaria, que corriente secundarid circr1lar~. 

En el ejer;plo se han exagerado las resistencias del cableado. f.\:!trds se 

ha representado un TC de muy baja calidad (tiene una corriente de ~xci

tación alta y se satura pr.Jnto) para ilustrar m.:ís clararr.ente e·l efecto -

de la corri~nte de excitación; 

Prillreri!P!ente sr~ plantf'él el problema r1ás fácil de resolver y que es: cono

cid<~ lar:on-iente S0c:Jnd,1r·i,J, encontrat· la corriente prirJar_ia. 

1200 
5 

2.5i'l 

1
-- -- ____ ./\_ ___ -- ----, O. S ..C\ 

. r----- ---} r------------f- b ------·-- ______ ._ ____ ---------1_ _____ ·-- -L_----.. ·- ·----- -. 
. . R DEL TC CABLE 51 A 

---- ----------c--~~-~~-=-_1--. -+,.~ 

f--. -c-C:-:-.:r-c=:::::::r-----. jr: _____ __ 

1::. e · --- - c2=5 ~~:r-----~: --
20fi 

(17tl. PARA 

MA3 DE TRES 

VECES EL TA?} 



~~biendo que los ajustes son: 

51's de fase - TAP = 5 amp. 

51 N TAP = 0.5 amp. 

<~ - ·:¡ ;; e; e, 1 ~:;a C. tJ e u a l es l a e o r r i en te t r i f J s i e a p r i mar· i a e o n 1 a que o pe r· a - -

~-;:¡,lo~. 5t's d>: fasP y cual es la corriente primar·ia monof,)siea con la-

'¡U<' •lP·:r."r,l el SlN. Para é1lo se euPnta, ademiís del conocimi-ento de !a

:·! ¡ ·-~ . · en n e 1 e o r 1 o e i m i e n t o de 1 a e u r va de s a tu r· a e i ó n de l os T C ' s . 

L" curva de excitación es: 

1 
1 
1 

1 

1 
1 

1 

V 

(0.001 A, 1 V) 

--------- . ( 10 A, lOO V) 

l 
. - ---f--~ --.-------------------------------- 1 

·,. -~---. ··-------:...:..... ___ . 
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y, aproximándola con dos lineas rectas, las ecuaciones que la definen 

son: 

SOLUCION 

a) Para 

ó 

ó 

b) Para 

0.001 / 

~ Ie ~ 0.5 

1 ~ ~ V ~ . ",'::: 60 

V = 94.7278 Ie 65883 

Ie -= 0.001 vl.5179 

/ 0.5 ~ le ó 60 {V 

V= 67.528 Ie 0 · 17052 

ó re= 1.8665 x 10- 11 v5 ·8645 

Para corriente trifásica no circulará corriente por el 51N y asf no habrá 

cafda de tensión ni en él ni en el cableado de neutro. Entonces, como -

T = 5 amps., IR= 5 para que opere. Así: 

1200 

5 

J . --~ 
-·---· 19¡ 

' 
o.sn 

-12-



<:;" 
- 1 IR - 5, ·como Vl = O 

Va - 5 x (2:5 + 0.5) : 15 V 

·'·' 

( li ('id' 
., 
\¡ - a1nps. 15, I e -· 1 n:: ·1 

U. v ... J J. 

(-: í 1 ton e '2 s 

I s I e +- IR = 5 +- O . 061 = 5 . 061 

•y a:-; í 

I p .. 1200 x 5.061 = 1214.6 amp~. 
5 

o sea 

Ip 1215 Amps. 

PJra el caso de corriente monofJsica, habr§ necesidad de representdr el -

circuito completo pues el voltaje del neutro de los relés será difer~nte 

rL~ CP.!':J. El diaiJr-a:na e~wivulente será: 

, .. _ .. -... 

1 1 

1 

' 

t 1 ~t- ___ j 

"f 1 

1 1 t l .. ----------

r [----- ---------

. n5>l lll, ~1•0 -
1 
'-.. 

-lj-



-. ' ·~,..-. 

~~ , .. .' 
1 • r 

Como T = 0.5 y K= 8, IR= 0.5 x 8 = 4.0 amps. 

V¡ = 4.0 x (17 + 2.5) = 78 V 

efectuando nuevamente el proceso iterativo para encontrar lb, iniciando 

con Vb = Vl 

Vb 

78.00 

71 .01 

73.97 

72.88' 

73.31 

73.144 

73.21 

Conocida 

Ib 

2.329 

1.343 

1.706 

1.5642 

1.6187 

1.5976 

1.606 -- _valor suficientemente aproximado 

Ib = Ie = 1.606 

Ia - IR+ Ib + Ic = 4.0 + 1.606 + 1.606 = 7.2052 

con lo que 

Va = V¡ + 3 ll( Ia 

= 78 + 3 X 7.20522 

Va = 99.616 y, entrando a la curva con este voltaje 

Ie = 9. 777 \ 

-16-
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v. ~~ n t r· a ri do a 1 a Cl/Y"'Vc1, 

para V = 12. 9EB, Ie =- o .04897 

y así, 

Is = Ia + Ie = 0.578 + 0.04897 

I S ::: 0.6265 

y entonces 

Ip ::: 
1200 

------- X 0.6265 
5 

Ip = 150.37 amps. 

(teóricamente Ip == 120 a~ps) · 

Para corTiente de falla monofásica, se desea conocer el valor de la co--

rriente primaria que haga circular por el 51N, una corriente ocho veces -

superior a la del tap. (con lo cual la resistencia del 51N baja a 17 .J1.) 

r
--~- -~--1Vo- {_~~-~-Iv,_ -· ~-~~=-~------· ~ 

I, 1 -···r-· ... 
1 1 o 

t • l- 51 N l 
· ~ 17 n Ib 

. ' -.• ü (' .,:·-. _ _j . r • . .l r··-----·--· ¡ ,_ J • 

--,- ¿ '__ 2.51\ ~- . 

L __ 

------------

3l1 

-15-
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COIIIO T o.'); [R = 0.5 entonce~· 

VI = 22.5 x 0.5 = 11.25 V 

Con este valor de voltaje, se encontrar~ lb por aproximaciones sucesi-

vas así; suponiendo Vb =VI 

para Vb = 11~25; le = 0.039~0 

Con le conócida, se calcula Vb = V¡ - Ie x 3 

Vb = 11.25- 3 x 0.03940 = 11.132 y nuevamente se entr-a a la ;:ur·v.l 

para Vb = 11.132, Ie:.; 0.03877 y, con esta nueva Ie, se r·ec:aicttit1. 

Vb y se vuelve a la curva. 

para Vb: 11.134, Ie = 0.03878 

Como ya el valor en dos aproximaciones sucesivas es prácticafllente igual, 

se considera correcto, con lo cual y sabiendo que Ib = Ic 

Ia = IR + lb + 1c = 0.5 - 0.039 + 0.039 

la - 0.578 

con 1 o que ahor·a se puede calcular- Va pues 

Va V¡ + la x 3 ' = 

= 11.25 + 3 X 0.578 

Va = 12~983 

'--• 
-14 .. 
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así, 

Is = ra + Ie = 7.2052 + 9. 777 = 169819 

con lo que 

Ip 1200 16.9819 . - ------X 

5 

Ip = 4075.7 Amps. 

teóricamente Ip = 960 Amps. 

Ahora, para una corrie~te primaria de 20 veces la corriente nominal, se 
. ' 

desea conocer la corriente en el SIN. 

3/\ 

19.5.11. 

-~--------- -···-- .. ·-.--·----·-·--------- -------------.------- ---------------·.J 

-~ 

Ip- 20 x 1200 = 24 000 Amps. 

Is = 24 0001 ( 12
5°0) = 100 Amps. 



.. 

Asumiendo e 1 1 írni te del t'lTor· 

le = 10 y Va = 100 y asf la = 90 · 

con 1 o que 

V¡ = 100 - 90 x 3 - 100 - 270 = 170 lo que no puede 

ser. ,· 

Suponiendo entonces una corriente mucho más alta de ~xcitación 

Ie = 70, Va= 139.35 (de la curva); Ia = 30 

y así V¡ = 139.35 - 30 x 3 = 49.349 

Con V¡ conocido, se puede calcular IR 

IR ~· V¡/19.5 = 49.349/19.5 = 2.531 

y con IR se puede calcular Ib pues 

lb = l~:-_IB_ = 30_:-=--_2 .53l = 12.469 = Ib 
2 2 

y entonces Vb = Vl - 3 x lb 

Vb = 49.349- 3 x 12.469 - 11.942 

y par·a este voltaje, segúnTl-a curva 
\ 

I b - O· f).!J · f · 1 1 1 d . b ----:····--·- -- que es 1r1 enor a a ca cu a o arn a 

-·· ------ . -.. ·-·-·" ------- ........... ··- ----~-- .:... ..... ______ ~-

·-18-
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l'r CIIHnd(J r:rHt tmr~ •,.¡ l.tJY'dr: ión lltrÍ.<, a 1 ta 

Ie = 80, Va = 142.56 (de la curva) y asf Ia = 20A 

entonces, con Ia conocido 

V¡ = Va 3 x Ia = 142.56 - 3 x 20 = 82.558 

con lo que 

IR = '11/19.5 82.558 = ---- = 4.234 
19.5 

pin·a obtenc r Lb ¡:; _La- _I_R 20- 4 '· ?3_1 ___ L§_H}_:_ J~. 
2 2" 

Vb =V¡ - lb X 3 = 82.558- 3 X 7.883 = 58.909 

y, con este voltaje, la curva arroja _Lb ___ _:___9_:48_6_ que es aún inferior 

a la c~lculada anteriormente. 

Prpbando con saturación aún mayor¡. 

· Ie = 90, Va- 145.451 (de la curva), así Ia =lOA 

Con esto, 

V¡ = Va - 3 !a = 145.451 - 3 X 10 = 115.451 
'1[.- . 

115.451 ~ 
con lo que IR = -· -- ·-·-- ··--··- = 5.921 

19.5 

entonces 10 - 5.921 2.040 I b = --·--- ---- ·- ---------
2 
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PROTECCION DE MOTORES 

El arte de la protección rle motores está bien alejado de estar tan es

tandarizado como el de los generadores, aunque el National Electric C9_ 

de y los Estandares de la NEMA tienen ¡·equerimientos específicos bási

cos de protección. 

Estos no pueden proporcionar protección adecuada en todas las aplicaci~ 

nes, así que hay muchos esquemas y grados de protección variables en -
servicio exitoso. La principal razón de esto es los numerosos y dife

rentes tipos y tama~os de motores, su aplicación tan variada a través -

de los vastos campos que utilizan la energía eléctrica. También 

aquí, el costo y el grado de protección debe ser sopesado contra el 

riesgo de eventualidades, de tal forma que el tamaño y el tipo de servi 

cio tendr~n una gran influencia en la protección. 

Las eventualidades por las que se aplican protecciones a los motores-

son: 

1.- Fallas en las bobinas 6 circuitos asociados. 
2.- Sobrecargas excesivas. T. 

1 

3.- Reducción y pérdida del voltaje de alimentación. 

4.- Inversión de fase 

5.-. Desba 1 ance de fases. 

6.- Pérdida de excitación o sincronismo en motores 

Hay algo de traslape, particularmente en las dos primeras, ya que un -

corto circuito es una sobrecarga muy severa. Así una protección apli 

-1-
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La prot~cción puede proporcionarse por dispositivos de proteccjón en 

los controles y directa;nente en los tflotores. Excepto en los moto-

res ¡Jequeños que tienen varios tipos de protección ténrlica en su in

Ierior, la protección usualmente se incluye como parte de los contra 

les. Los motores de hasta 600 V usualii:c:nte se protejen con fusi---

bles. Arriba de 600 V y hasta alrededor de 2200 V, se usan disposi 

tivos de sobrecorriente de acción directa, asociados con interrupto

res. En voltajes más altos se aplican relevador'eS de sobrecorrien
~. e por sE~ par a do . 

cr, n:C\Pnic:nda pro1J·cción diferencial en PJOtores grandes de 1500 HP ó 

:,~~·;, ó \:n Jt!OtOJr>S de 5 r0J ó más. Donrle no se usa protección dife-

,. , • 11 e: i a l , l a r r· o Le e e i ó n p a r a 1 a s c1 os p r i 1 n era s e ven tu a l i dad es e o n s i s te 

r.>n rel;~vadores rle :.obrecor-riente de tie;npo e instantáneos con releva 

,Jorrs térmicos para una protección de sobrecarga más sensible. 

PROTECCION f!OR SOBRECARGA Y CONTRA CORTO CIRCUITO 
- --·-·--·----· -·------------------·. -----------------·-·-

Fs dificil obtener las curvas de calentamiento del motor y varfan -

c.;nsid(":"ablemente con los tarnaiios y diseños. Además, son un prome

~io aproximado de una zona térmica dificil de definir donde pueden -

ocurrir diversos grados de da~o o envejecimiento prematur6 del aisla 

;niento. Así se vuelve difícil para un esquema de protección acer

carse adecuadamente a est4s curvas que varían sobre el rango comple

to desde s~brecargas pequ~ñas sostenidas hasta severas sobrecargas -

ron motor bloqueado. 

Los relevadores térmicos de sobrecarga ofrecen buena protección en -

los casos de sobrecargas cortas y medianas (en largo tiempo) pero --

-e-
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f n:cuente::rrren te no pueden r;roporc i onar adecuada protección en sobrecar-

gas fuertes, como se v~ en la figura 5-l. El relevador de inducción 

·de sobrecorriente de tiempo, proporciona protección en estos casos, 

pero sobreproteje en sobrecarGaS pequeAas y medianas. Por lo que se 

requiere un compromiso. Algunas de las aplicaciones más comúnes se -

dan en la tabla IV. 

1 

1 
1 

. 1 

1 ' _CVINA DE: CALENTAMIENTO 

\,; "'"IPIC A OE:l MOTOR 

RELEVAOOtl 

é~-,·-=A 

PlC K.UP. <r 
r~: ·-

!<'. t: '- ::_ 1 !-. l' ) ¡;:'~ 

"t T:EY,Po o; 
._ a ,t...¡..·R;...t-.~3u:: 

o 1__ -·-----·-·-- ·---- -----~ ------- ----------- ------------ -----------~----
( ·J c.·~:_.:. r; . ~.::. 

e-' _. ; 
: : r;, r . ¿ f-1 : 2 

., 
- ,j-
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! u tlfJI ir:<Jción de ar11l>os t.ipos de rclevC;rJorcs (rs4uL'rna 1) es rccoHrendilda, 

ya que ofrece la mejor protección. Cuando se usa la protección de so

hr~carga tfrmi~a, el relevador de tiempo puede ser ajustado alto para -

reducir la sobr~protecclón inherente a cargas pequeAas con esta caracte 

rística. 

En motor?s grandes (200 - 300 HP) existe una tendencia para que _el tie~ 

ro de arranque sea mayor que el tie111po del rotor bloqueado. Esto hace 

que 1 os re levadores de sobrecorr'i ente queden i rnpos i b i 1 i tados para di s-

titVJuir ó proporcionar protección adecuada con estas altets corrientes. 

TABLA IV 

f•ROTF._C_C _IQ_N _D_l_M~O_LO_~IS_ E_O_R_ 59~~--E_~OBB_IJ_NT ~ 

(! OS __ R_Et_f._v [1_DOB_E_S __ D_E.__T_IJB_~A ~-~ __ CQN2_I_D_ERAfi __ E_O_~__iE_P_A_BAQO) 

-f:SQUr>1A RELf:\'ADOr-Es- ACCION AJUSTES TIPJCOS 
______ _f\_PLI_CB_D_Q_S ____________ (_NQT_~ _ _1)___ ___ _____ __ _ ______________________________ _ 

1 2 RELEVAOORES 
TERt~TCOS 

1 SOBRECORRIENTE 
DE I NDUCCION -
TIEMPO LARGO 

3 SOBRECORRIENTE 
I NST.ANTANEOS 

2 - 2_ SOBRECORRIENTE 
DE INDUCCION -
TI Et~PO LARGO 

1 SOBRf.CORRIENTE 
DE INDUCCION -
TI Et·iPO Ul.RGO 

DISPARO O 
ALARMA 

DISPARO O 
ALARr1A 

o¡sPARO 
~ 

DISPARO 

. ALA~MA 

íi 

100% Ir (Nota 1) 

300-3~0% Ir (Nota 2) 

ARRIBA DE LA MAXIMA 
I DE ARRANQUE (Nota 3) 

300-350% Ir (Nota 2) 
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3 

4 

NOTA 1: 

I~OTA 2: 

2 SUBR F.CORR 1 ENTE ARRIBA DE LA MAXIMA 
INSTANTANEO DISPARO I DE ARRANQUE (Nota 3) 

.. - --- - . -- . - -- . - -- -· - .. 

~, 

sor:.RECC;(R rENTE L 

DE INDUCCJON -
Tlt:l-1PO- LARGO 

DISf!i:.RO o 125-150;; Ir (;~t.) tJ 2) 
P,Lt,r.:r~A 

:? SCBRECORRIENTE 
INSTANTANEOS 

Drs·r;rw ARRIBA DE LO, r~1\X li~A 
I DE ARRANQUE (Nota 3) 

- --- ···-··-. ------- --- ·-· - -------- ---- . - ----

.2 RFLEVADORES 
n:Rr~ reos 

[) 1 ~P!IRO o 
lOO~; Ir ( ::vta 1. ) 

AU\Rf·1A 
·z SO 3R ECORR I ENTE 

_. I NSTArn.~r~r:os DI Sfl.I\RO J:.RR IBA DE LA l:íA X 1 í1f1. 
I DE ARF,ANQUE (iJe;ta J)' 

-Ir es la corrit-nte norninal (carga pit::na) del motor 

Relevador tipo r&plica co111o el BL-1. El ajuste se cambia 

en el ajuste del contacto. Un ajuste normal proporciona 

operación en 60 minutos a 125~~ Ir. Puede ser ajustado Pi! 

ra que oper~ en 15 minutos con 125% de Ir. 

El tiempo seleccionado es taJ que la operación ocurre con -

corriente de ·rotor bloqueado, ~ero no cuando el motor arran 

ca cuando e 1 tiempo de arranque es rhenor que ~ 1 ti ernpo de -

rotor b1'Jqueado. Cuando no se tenga este dato, este ajus-
>. . . -

te se obtiene a.nancando ei rnotor varias veces y aumentando 

el ajuste del tio1npo hasta que la operación del relé no su

ceda, luego agregae entre 1 y 5 segundos al tiempo de oper~ 

ción del relevador. Un ajuste típico puede ser de 10 seg. 

- 5--



:IOTA 3: 

IJiJ T.C. 4 : 

p .• 
ll ~-

r:ara la lliélgnitud de cut·r·ir:ntr::.con rotor bloqueado. Si 1 os 

relevadores son para alarma, los ajustes se r·educen a 115~, 

exc~pto donde se tienen valorPs cortos en los factores de -

s~rvicio ó en las CCJpacidades nominales pMa sobrecarga. 

Corno es difícil det.~rTiinar co::;o ocur-ren offset de lasco--

r·ri r::ntPs de di recta pa rt i cul ar-;:.ente a 1 ar-rancar gr-andes mo

tores, el <Jjuste se obti·:·ne ml:jor con ar-ranques sucesivos

rara dr·l.2r·rr1·;nar el ajr.ste ele 110 operaci0n y entonces inct·c

rrrc:ntar P.l pick-up en 107{. ilprr.~:>."ií•:~tdarnente. Ajustes típicos 

pueden é;er de 160 a uo~·~ de la corricr.te de rotor bloq!lead•, 

aunqtJe pueden r'equer·; ,-:.e va 1 eres tan a 1 tos corno 25m~. Es [O 

ruede ser de 12 a 15 vf:U'S la corriente nominal del rTlotor. 

La decisión para disp~r'O a al~rma depende del §nfasis dado a 

la continuidad del servicio y a protección de motores. En 

motores esenciales ¿amo auxiliares de planta de fuerza (don

de una falla podría causar la sal ida del generador) se usan -

alarmas fn:cuentemente, para que el operador pueda tomar me

didas carrecti~as y evitar la salida ó transferir la genera

ción antes de un dis~~ro. 

G~SCRIPCION DE RELEVADORES TERMICOS 
-·-.- .... ·-··· ----·------ ·----------------

Los ,·elevadores térmicos son de dos tipos: uno opera con bobinas ex-

ploradoras embebidas en tos devdnados de la mdquina, como los tipos -

CT y UT-3, y el otro directamente de la corriente que pasa por la m~quL. 

na como el tipo BL-1. 

Los pl"irn<~ros se aplican sólo en rnótores grandes, usualmente entre 1000, 

LOO HP y :nás donde las bobinas exploradoras estan disponibles. El -

·f:.-



·~'='gundo tifJO os el r·~levrtdor téplica de sobr·ecor!'ient'e ténilica, aplica

do corno se i11dica en la Tabla IV. 

Las bobir·:as explcrddor·éls fcmnan pi.irte de un puente de l·!hratstone o<Je se 

ha 1 a n e ~ a r'l u ri a t e; r. p e r a t u r a p a r t i e u 1a r . Al variar la temperatura del -

i1{1tor, el pu,:nte sr jr:.halar,c:or.. y o¡Jera el l'f_:lcvador. El tir•o CT ó --

DT-3 son les r:Jplice.chs; con el CT ·;e :JSan cíos bobinas ;~xplo:·cdG:a:, (C;,iQ 

vc:110S t:n 1 a figura 5-2. 

- ·-· ·--- ··-- "l .. :·· .. 
-· -~- ~..J~l.J -· 

,. ·r 
1 

\ 
1 

~-- ::. .,_,·, 
w'-·~-''"' \ 

E":~ ~.o r. t __ f> ~_,·~?A 

/-··-........, 
( \ 

11 '- ~ -'. ..• , .• 1 ' ! \"' : \ _. ~; 
'·__.-/ 

l. a unidad de operación es un diS(O dt: ir,ducción con dos bobinas prr•rJU'> 

toras de Par conectadas a trav&s d~l p~ente. Se usa 1 a corrí e:·rte d~ -

una de las fases de la ¡(,áouir~a a tr"a-.·6s .le un TC para suministr·ar ene!·-

... 

- 7-
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9ia al ~~ur.nte. El rt:lE·vador cierra sus contactos cuando lil tenipor·atu-

ra de las bobinas del cstator y la cor-:-iente calcula,do en una línea.--

alcanzan un valor predeterminado. Durante el arrar,(jtJe el d·isparo se 

P'"C:VÍ011e si el c·ic.io de arranque qu2dc1 dcnt;·o de la capabil idad de la -

:r,?.quina porque tanto la alta te1;1peratura corno una sobrecorriente deben 

estar presentes para que el relevado~ opere. ~de~~s. se previene e1 

c:i r:: e o ,~ lA e -· 

En e·· .. ta -

l.a •?scala -

dt::l r•.'lÓ se cctlil.JI"a de 60° a 120°C. con el puc~nte balancc:ñdo (si, co·--

r·rit:-nte por el relevador) normé.:li!lente a 90°C. Los contactos izouiErdo 

y ri¿:rr:cho cierran cuando la ten·peratura baja ó sube del valor 90::- a los 

valores ajustadGs entre 60 y 120°(. 

Los r~l~vadores tipo r~plica intentan duplicar en una peque~a escala -

dentro del rclevador lascaracterísticns de calentarr.i(;nto de la rnáouha. ' . 

~nLonres, cuando la corriente del SPcundarios del TC pasa por el releva 

dor, su característica tiempo-corr.iente sigue apr·oxirPadamente la de la 

r:u.qu:na como se ilustra en la figura 5-l. El relevador -BL-1 tiene dos 

r~sortes bimetjlicos cnrolladns en esp~ral. Uno es actuado por el ca-

l o r p ro d u e i do p o r 1 a e o r r ·¡ e n l e a p 1 i e a d a m i e n t r a s q u e e 1 o t r· o p o r 1 a t. e il1 

;:JC:,·atura ambiente del relev~dor. Esto proporciona una con:pensación por· 

cernpe~atura ambiente, así q~e el relevador opera aproximadamente en la -

rnis¡¡;a curva corriente-ti~rnpo, independientemente de la teu1peratura del 

aire alrededor del relevador. 

El relevador BC-1 esta disponible en una o dos unidades de sobn:carga ··-

-e-



térmica con accesorios de disparo instantáneo para cuando se aplica -

como se dice en la tabla IV. 

P?-OTECCION DE FALLA A TIERRA 

CuJndo la fur>r1te de alimrntación 1:stá a ti~rra, se cun(:'cta en el TC

dc:l nrutt·o un relcvador de inducción de.ti::mpo inver-so, muy inverso,·-

ó de corto t Ü':npo. 
nz:utro pi1ra .limitar la ccrric:nte de tiend así c¡::e sr, ·qui·J211 aJ·.:s

tes rnuy c,"nsibles de los rel0vc>dor-2s cie tic:rras .... 'lju~tes !.í¡:-,i;:r.'s ·· 

son 1/5 de la coniN1te de falla lníni;na para una falla :;ól icb ·::. 1a;; 

~~en11inales de la m~quina. Se usJn ajustes del tiGI:ipCJ f':n el . .:·iaí :Je 

alrededor de 1 y se tien~n operaciones de. 4 a 5 ciclos para soo~ d8 

pick-up, cuando se usa el relevador C0-2 (COH). 

Ocasional1ncnte una corriente alta de arranque en motores grandes que 

se arrctncan dir'ecta111ente a la línea, causarán la operación del releva 

dor de ti~rra. Fsto sucede c:uando hay saturación desigual en los-

TC'S que origina una corriente rpsidual falsa en los circuitos secun-

darios o del relev~dor. El usar dos y no tres relevadores de fase 

ó ajustes diferentes entre los tr}?s relevadores de fases tend2rá a--
/ 

aumentar el efecto. 

Como una regla de dedo, no habrá problemas si los burdens de fase es

t5n 1 imitados de tal manera que el voltaje de~~rirrollado por el TC du 

rante el arranque es menor que el 75% de la precisión nominal lOH del 

TC. Una solución práctica para prevenir la operaci~n del relevador. 

debido~ un problema de estos, es aumentar el burden en el relevador 

de tierra, usando un tap menor. ·Esto hace que los tres rc•s se sa~ 

-9-
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Una solución ~lternativJ es.conectar una ~esistencia a 

;,¿:¡· c;i··:.c ;,:,t:;l:.:;!·:cnte ¡;:':r:OrC'S CQ(l'iCi"lti:!S df. fa1la il tit=:tTa. _ r~StiJ aL::'iCri

;:c el ;:,:·oblr.~;r.ade obter,er un aj:;ste muy :,,=:nsible en le-s rr::.IC"/odores,que 

1 :o o pe :- e e o n 1 a s fa 1 '; a s e o r r ~ en ~ r~ s r r s i · i u ¿ 1 r:> s d u r c. ~~ t e el e r ,- 2 ' 1 ltJ e . E s -

t r) ~-e ,- :' ~- :1 '! l v r 1:11: j e· r : 1 e,,-;¡ 1 do un T C t i p o ven t a n ll r; u e t i r: n e un s ó 1 o se e un-

' :_·: ,, i b 1 ('. 

•1;1 ,-~~,-,,:r· ,-·nn la holli11o rlé? pola,·ix.lción ¡;o!' corTir~nte o voltaje conect,J_ 

::;¿¡ c:n el· nc:,_.tf'o de la ftJente ó ·~ntre las terminales de la resistenc~a -

de n~utro. 

?ROfECCION POR BAJO VOLTAJE 

El hajo voltaje no permite que los motorrs alcanren su velocidad nominal 

c:n el ur-anfJue ó es la causa de que pierci.J.n veloc idr1d y de que to1r:en pe

Sjd~s 5nhrecar-g~s. Mientras que los relevJdores de sobrpcarga eventual 

r.:.~'llt•2 ::etect.an esta condiciónl el motor (lE:b<? se:1· c1~sco:-,ectado ráp-id.:tlnen-

te cuando se tiene una sévera condición de bajo voltaje. La protección· 

contra bajo voltaje en la línea 2s una caractedstica estándar de los-

controles de motores que operan con C.A. Usualmente se -aplican releva

dores de bajo voltaje, ton retrazo de tiempo, tal como el tipo CV. Don 

de r.s esencial una operación continua, co:no en los auxiliares de esta--

ción a procesos de manufactura continuos, estos relévadores ó son omiti

dos.ó se usan solarr:c:nte corno alarma. 



4~ 

[n rlonr.r un nrril~'que en r,~vc:rsa puede prOVLKar un daño serio, un rele-

\'A!~Or en fase inversa co;no el CP debe aplical~se. fste es un rel2va-

rJor de i,,cJucción opc:rarlo r:orno un vólt:netr-o polifásico con co,,:_ac:LC'S pa_ 

ra Lajo \ICJl taje y rua i:lllo vol taje. Los ront~ctos rle bajo voltaje-

Si 1 a ro-

~ ~-v-,;Jor ,,o p1·0porcíona p¡·uLeccién por dcsbalanc.: de fase csn u:1a ~a~i-.c 

cL.·ier·ta, si 1a rotación del ;notar y la carga son tales que '=; voi_l-oJc 

se ;nanti:-r:o. en la fase abierta. 

PROTECCJON CONTRA OPERACION DESBALANCEADA DE CORRIENTE O CON UNA SOLA 

Fste tipo de r>rotección se aplica en motores gr-andes donde la op-:?ra--

ción en una fase es un riesgo peligroso. El caso típico es el su:ni--

,,istro a tr·avrs de fusibles y uno de éstos está ubieri·o. t'n estas--

,,p1iracionc·s, el relevador tipo G~ es el recor.:r:ndado. Contiene dos 

unidades de disco de induc~ión. Una bala~cea Ia contra lb y la otra 

Tb contra Ic. Cuando las corrientes se desbalancean suficientemente, 

se> produce un par en una de las dos unidades, tr..~ndir.:ndo a cerrar sus

contactos que están en paralelo en el circuito de disparo. Un rele

vador p1·o ~egerá una ó dos máquinas en para 1 e 1 o. Su rango entre sen si 

bilidad máxima a mínim~ de 3 a 1 no puede permitir proteger un.riú;~,ero 

•jl'iitlde de ,,,otores poli~ásicos. Por ej,?rnplo, si lacorriente de plena 

carga de una máquina es de 2 arnperes, y la coniente óe otras es de 4 

a1nperes, el relevador CM puede ser ajustado en el tap de 2 amoeres don 

cé la corriente térinica cür,tínua, norninitl es 6 a;nperes. Esto propo¡~-- . 

.. .. . -·· ·-.--- --···· ·-·------ --····· ·- ·---··--··· ····· --------. ·--------·· ·-·~------ ------

- ¡ l-



1 'J ¡:t;Í, /'.J 1 r;;, 1' j ~-~ (' i ,, 'r! IJ!'•f-1 il r::J<t 11d0 e, pc·t·e ·.o 1 a , rn -' ; : r: 11 r ,) ; . 1 ¡ J 1. r · r , 1 ! , r1 :. , ·, ;·· ;1 

llll ,'J () clr l~ r J, nr- U:('O 
, 

t_.:· .-ce:r f i1 :;e ' l ' '- _) .'! c•n IC 

do :og,·a.r, ya c¡:.12 las ,¡,agr:itudcs de 1a c;:r"ic:nt:e par-a :Jna cDndición de 

~j~e 5~i2rta son pequc0as. 

r :~']- [. ,· 'iél ( I.. ) 
.... _d ' ·. 2 

U·""íJ fase ---

•'· :-) i c-r · :-. i1 1 a s o t ,. e) s do s e o r r ~ e-n t:; ~ q :_; 1'' d a n a i .e: O o y 1 <1 r:. ._.- , · r" i e; r: t r-~ r! 2 f --- <: ~ 

I'S r~- I2' <JSÍ la CUI!!ptltac;ón ~) 0.8C6 ,:::,J.":ft:5 ¡id!'J. el F'OQ .·.cJnLra ios 

? .:, :¡:(~rc·s del cr~. [1 POQ o¡-;l:ra \3n 11no ó dns ciclos, as·í un re1é ::J;: -

:~n: c·tor"'S rlc 1000 i1P ó r:v~s. el COQ se aplica. Donde fu~,-on estable-

(idos los est.:Jrdares para ·Jenc.rodores sincrcnos no se obtuvo ningún-

::C:\:~~rdo ·~n las constantr.:s aplicadas a los 11:ot0n:s sinct·onos ó ;notares 

di? ~nducción. Se di scr.an motores pat·a soportar tJna cantidad más graQ_ 

r.ie de corric:nt.e inducida en el propio- r(~~or, así corno en el 0;.:-;ar-•ado

amortiQuador durante el período de arranque. Por consiguiente, pare-
2 . re razon~b1e usar un valor de I t 1gualmente alto que en g2neradores-

convencionales y cuando menos de 40 . 
. , 

\ 
1 

' 

PROTECCION CONTRA OSCILACIONES O PERDIDAS o¿ SINCRONISMO 

Este tipo de protección generalmente no 2s aplicado a ~quipo rotativo, 

excepto en cambi;;clores síncronosde fn.·c¡¡r_:nr.:ia que int.ercoPectan dos

sistemas, y en íflOtores síncronos ó"grupos motor generador donde caídas 

de vol taje sevc:ras pueden provocar que la máquina pierda sincronismo.

Donde se re~u1ere esta pr6tetción se usa el relevador tipo notching 

-J~-
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' 
si un d::L:r:minado ,.,¡J,7:t:r-o dt? ellas ocur-re ckntro de un in~E:rvalo espe-

;:if:;cado de tie111po, el relei;ador e-nvía una ala¡·':na 'ó un d·isparo pc:ra-

tr. L:iJir-c:cci.Jnal qu2 o¡:¡era con ci.ida i111pulsor de osci13ción. Estos-
.¡ . 

~ ¡ ·~ ¡; ~., 1 s ::' s o ;x: ¡a n un a e r1 de~ n., de ~'e 1 f~ ,_. <: do.- es 2 u x i l i a res :¡ J e 1 os e¡;,;·' 1 ~a n 

U Ti--

; , : ·? r ~~ L• , ·., ; ::: ·:. e: r a j u s ' ;:¡ do r· r , t-. re O y 1 O :; :: IJ ~~ r: d IJ s y a m:::! , e s ·. ~ u ~: 1 o :; 3 1 1 2 

ricios de' dcsli.:am:cnto ocur-rc=n rje,itt'O de ::ste tie:npo, todas las :Jni

·!-~,i!:'s de notclring Sún rcslablec;r~cs. 

F~~DIDA D~ EXCITACION 

! a ¡:.,·ot•,cción cor"ttxa pérdida de ~·xcitJci.Sn pude obtener-se r;;r, moL\)tes 

s7n.-.r·onos, cc.n tJn re:lcvador de boja corriente conectAdo en .el r:·.'lí~:r~o.

'>.:~·e tr::;;::r r·~~r·n?.O de tir~:npo para el dispar"o ó ulan~ar al operador si 

los (r~g·,j\ ,.,;o;·r~s aut.o;~áticos de vol taje no son usados. E 1 n~ 1 e vado r 

;!I_F tamtl~6-n c:.e .:;plica con grandes motores. La habilidad del circui-

:_o di? su1r:inistro pa1·a prororcionar potencia inductiva. al iTIOtor cu·:lndo 

~icl'da su ca111po es un factor importante en esta protección. Si el -

';olt.aje cat~ con el. incremento de rotencia rc,activa, el par pL.:::de redu 

c~rsc c,::Jc;ando r:¡ue el motor pir:rda sinct·onismo. y ct:alquiet' relev.vJor, 

el de p~rdida de Cilmpo ó el de pédida de sincrcnisríiO proporcionarán -

una proV·cción. 

-l2-
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PROTECCION DE LINEAS 

Las lfneas se pueden proteger contra fallas por medio de relevadores de

sobrecorriente; sin embargtl, ~sto solo se puede lograr si la corriente de 

carga es inferior a la mínima corriente de falla. Tiene este rn.~~:)d;, a su 

favor el poder proporcionar respaldo rerqoto sin instalaciones adicionc.!es. 

Debido a que no es una protección selectiva en cuanto a detecci:~, 1~ 

selectividad se debe lograr en base a coordinación de tiempo',. ts(>) luce 

que los tiempos de. libramiento de fallas cercanas a la fuente sean. en -

general, altos. 

Cuando hay pluralidad de fuentes de suministro en la red, se hace necesa-

rio dotar de direccionalidad a la protecci6n de sobrecorriente para poder 

lograr la coordinación. A pesar de éllo, en algunos casos, principalmen·· 

te en los que se forman anillos se dificulta mucho el lograr la coordina

ción o, inclusive, puede resultar imposible. Esto obligará a operar el -

anillo abierto o a utilizar una protección más selectiva. 

·La protección de distancia es una protecci6n más selectiva y por lo mismo 

puede ser más rápida. 

SegGn la longitud de la lfne~, la resistencia de arco esperable y la car

ga que se espera transportar por la lfnea se deberá seleccionar la prote~ 
ción adecuada, ya sea de adrnitancia, de reactancia, de paralelogramo, etc. 

-]-



Debido a que la protección de distancia ho puede ser tan precisa que 

discierna entre fallas a un lado y otro del interruptor remoto, la protef 
' 

ción de la línea se lleva a cabo por medio de dos zonas: 

La primera zona se IJtiliza para detectar fallas en el primer 80% a 85~~ ae 

la línea protegida utilizándose la detección para provocar disparo instan 

tá neo. 

La se~unda zona se utiliza rara dE.,tectar fallas en la po~·ción r·estante de 

lírH~CJ. Pa,~a asequrarse de éllo, so le da un ajuste de alcance tal que 

sr:a rt1ando rr1cnos el 115% de la línea proteyida, nunq¡¡e la costumbre es 

dar el ajuste de alcance tal que cubra la totalidad de la línea protegida 

rnás lu mitad de la línea siguiente. 

Cuando se desea dar respaldo remoto de distancia, se emplea una tercera -

zona, cuyo ajuste de alcance deberá ser tal que cubra no solo la línea -

protegida sino además, la linea mas larga que salga de la estaci6n ~emota 

y ésto con un margen de seguridad de 10 a 15%; o sea que 

Zona 3 ~ l. 15 ( L1 + L 2 más 1 a r g a ) 

En ucasiones este alcance tan largo puede provocar prob.lemas, ya que 

ta1nbi én se debe evitar que 1 a Zona 3 a 1 canee por·ci ones protegí das por la 
estación remota en Zona-~; o sea que 

Zona 3 e:::::: L1 + L2 más + L3 más 
cort~ corta 

..., 
-.:.. ·-



Estos dos criterios limttantes del ajuste de alc~nce de la Zona 3 puede 

reducir demasiado el margen de ajuste o inclusive cancelarlo, lo que impQ_ 

sibilitaría el uso de la Zona 3 para dar respaldo remoto; 

Debido a los sobrealcances introducidos intencionalmente en las Zonas 2 y 

3, la selectividad se debe lograr nuevamente en base de tiem¡Jo. 

El tiempo de la Zona 1 será cero para el r·etraso intencional o~;esto que -
esta Zona si es selectiva. 

El tiempo de la Zona 2 debt•rá ser tal que, para la pot·ción sot:c:;:11onzad;, 

no opere antes que la protección propia de ella. Dependiendo Je la prc-

tección pr·opia de .la porción sobrealcanzada, el tiempo se ajusta.rá usual

mente entre 0.2 y 0.5 segundos. 

El tiempo de la Zona 3 tambi~n detierá permitir que prim~ramente dispare -

la protección primaria. Como la protección primaria pudiera s~r lenta, 

generalmente el ajuste de tiempo de la Zona 3 es muy alto; usualmente 

entre 0.8 y 2 segundos. 

El diagrama simplificado de control de la protección de distancia de tres 

zonas se muestra a continuación. 
(+) --l 
21-1 -· 

(-) 

I52o 

T52o 

212l -I 
2-2 

I _IX2 

BUS DE DISPARO 

. -3-



F-xi•,,(• ¡•,ll"il la lli:P!t•cci{í¡¡ dr• lírll'.l'~ 1111 di·.pp·,il ivP <'IIIÍnc'lllt'lllc'ttlc• ·o~•J,·, ll 

•1 o y e¡ , w 11 o ,. 1 o r " , , t (\ 11 1 Jt' d, · t .1.· "v 1· d ¡ :. p.~ , -o i n :-:, t d , Jt , 1,, ~'u . - r s t. ct ¡1 1· u t. él. l: i ñ n -

, .• Pl "hilo piloLo". 

PROTECCION POR HILO PILOTO 

r-·------~--------------------__ ---------
l 
.. ···--····~---. 

COMPARADOR 

-·---
COMPARADOR 

Par-a ahorro de canal de comunicaciones,por ~1 se envfa una se~al que es -

una me?cla len proporciones ajustables) de las tres componentes de la· -

corriente primaria. 

Para lfneas muy cortas, en que el canal puede ser ~na pareja ffsica de -

conductores, la se~al empl~da es analógica y puede ser de voltaje o de 
1 • 

-4-

corriente. A _continuación ~e muestran estos dos tipo~ de comparación. ~ 

J •• 

'•' 
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a) COMPARACION· DE VOLTAJES 

A 

. ·-
.. ~ .L1 
1 \ 1 

COMPARADOR 

b l COMPARACION DE CORRIENTES 

A 

R 

-. · FILTRO 1,. 

r~ 
,.f! 

COMPARADOR 

R 

r, 

1 \ 1 

- ·--

FIL TRi; 

-5-
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[n caso de que ~1 hilo piloto se abra, el de comparación d~voltajes no -

disparar8 para fallds internas mientras que el de comparación de corrien

tes disparará en falso para fallas externas. Por el contrario, en caso -

.de que el hilo piloto se cortocircuite, el esquema de comparación de vol

tajes disparará en falso para fallas externas, mientras que el de campar~ 

ci6n de corriente, si el corto circuito es muy severo, podrá ser que no -
~ ·fiét, 

dispare para fallas internas. 

Cu<lndo se desea protección eminentelliente selectiva en 1 ineas en que por -

su longi lud o por· otras causas no se pueda emplear pareja física de con-

ductores, entonces se emplea compara~ión de fase entre las senales y esta 

confparaci6n se hace entre bloques representativos de la .salida del filtró, 

tal como se muestra (grandemente simplificado) a continuación. 
A COMPARACION DE FASE B 

AMPLIFICADOR I---r---
DE BLOQUES 

1 EQUIPO IDENTICO Al: 
· :DE LA ESTACION EN 1 

'- - - - - - -A_ - - -- -- -' 

TRANSMISOR 

El canal de comunicación entre A y 8 puede ser por onda portadora, por -

.micro-ondas o por UHF, su Gnico requisito es que sea lo suficientemente 

rápido para poder reproducir en la estación remota los pulsos o bloques 

generados localmente. 

. 6 

.•. 
; 

'. 
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f'f~OHCCIONFS ESTATTCA) 

En las protecciones cst§tic~s se trabajan las se~ales, en forma interna, 

a Lravés de cit·cu·itos lógicos. Esto va en contraste con el pr·oceso ana

lógico que de la se~al se hace en los relevadores electromagnéticos. 

Las señales analógicas obt..:nidas rj,~l sistema prima~io ·'l través de !C's 

y/o ·rP's se hacen pasar por dispositivos a través de los cuales se disrni-

nuye el nivel de señal, se aisla del exterior y, en caso necesario, sr: 

convierte~ a señales de voltaje. 

Estas señales rle voltaje se har§n pasar por dispositivos que las converti 

r§n en pulsos o en bloques o se~al pérmanente para despu~s utilizar ésto 

en la lógica del esquema. 

Los símbolos de los operadores lógicos son: 

---~-)-
-----{___ . . 

------o-·---- d-p --·--·--
--·--···-- -

ANO NOT OR 

pero generalmente se acostumbran representar soli1Plente: con un paralelogr~ 

~o en el que se escribe elfidentificador del operador y generalmente un -

nGmero que lo distingu~ de~tros operadores lógicos iguales. 

-1-



. ------- ----------------- j" 0-~-~~}------

--- --- ____ J-:t ... 
Otro dispositivo muy emoleado lo constitJye la unidad temporizadora, la -

cua.l se reprr.s en ta gc:nera 1 mente co1no sigue: 

-0 1 
-~-----

-

En el diagr·ama, t1 representa el tiempo mínimo (en mseg) que debe tener 

valor 11 vcrr:Jader0 11 la sr.iial de entrnda para fJUe se prodúzca señal de sali

da mientras que t2 rc~presenta e·l tiempo que permanecerá la señal de sa

lidJ después que haya desaparecido la de entrada. También t2 se da ge

neralmente en mseg .. 

Una variante interesante de 1 as unidades temporizadas se logra añadi éndo

les una señal inhibidora de la reposición. 

INHiaJCION O~ 
REPOSICION 

------~-----

-2-
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fl r·f<-'flr• <Jd''.r".l.O lit·nf' , .•. f'l '.w,¡•t'IH!t-r 1~1 jli'IHI";o dp ,·,·po~ición durJtti•· 

Jr,rf() Pl lil·lili•O 111H· pr·'"'''nr·li·a léJ ".r·rial dE! i11hibicicjn de Lal suerte que el 

t.i• r.:¡•u d1: tr·pu'.,iciGn: .. r~r<í la su111a del tien1po que transcurra entre lá de:sa 

parición de la se~al de entrada y la aparición de la de inhibición sumado 

al tiempo c¡ue IJ0rT!lc1nei'ca la de inhibición más el que transcurra tr¿¡s su -

dcSi1parición. Esto se illlstra más claramente enseguida. 

ENTRADA 

- -- -_] ---~~:BICION 
··---:{:'81------ ____ SAUO> 

___ l_ I_f _______ ·-~---~1 ______________ [-~-~-: __ -_=1 _____ _ ENTRADA 
-------·---. 

i 

[
------·¡ . 1--------------------, 

-------- - ____ _L ______ -· __L ___ .,. SALIDA 

------ --~-----·-----------~------· ______________ j_~~-l _____ INHIBICIO!. 

~ 

-·-·--·--·----------·-·---·--·------------------···--··----·-···-· 

-,;;-
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''"il(l ·.r· i!U'IIC ir,¡(¡ lilllr:•;, lii': ·.~:r·¡,¡lr:·. drlisló~¡icas que ~.e utilizélrán para 

cdJ!c:r¡t:r- ·.l:!'u)lc~<, fó~_¡icJs •;on sic111prc r!e voltaje. En el caso de señales d·e 

vol trJjc: originallriC·IIte, solo se les reducirá el nivel por medio de trans-

fonT:Jtlorc:s de aisla.Iniento, los cuales generalmente tal'lbién servirán rnra 

ajustes por m~dio de derivacio~es. 

-4-

El manejo de señales de corriente se h~ce a trav6s de transactores, que -

en rc:alidad son transfonnadores con entrehietTO en el núéleo y una carga 

en el secundario, de tal manera que muestran un voltaje secundario propo~ 

cional a la corr-iente primaria, s·icndo cOPlpleja la constante de proporciQ_ 

nalidad. Su representaci6n habitual es: 

V 

1 

11 

11 

La ''impedancia 11 del transactor, Zr, es función de-la construcción del --

r;,isrno y de la cat·ga que se le aplique. 

1 
1 



r: , •. '· ,., 
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1..1s señales anol6yicas de voltaje se hacen pc1Sar rosteriorrncnte por t1111pl~_ 

fil .tdcwcs de lliJl•;os o dp ~doqttc'S qtJf'. c!tl Pl c·:t·~o d(\ t•s lo•; 1:ill irnCt<; <;<! 1.1",1-

¡;, dl' Ull ,\l!ip] i riciidlll' Jlcv.tdü ill!.t'IILÍL1ild.l!llt.'IJtC' d •.,)[lJI'.tCiÓrt pOI' illL'diO de 

lc1 ~-.~~lial dr> f'nlt·ada y unil ttrrrplif·rcilción muy alta. Su o~eración se ilus-

t.r-a cnscg11iria. 

• v, 

r 
1 

-·-- .. ··1-- - -- J BL~~~..l----- ----1_ ------··---~_1 i 
v, r vl 

. 1 

..... t 

[] __¡--l 
··----- ---·--·· ·-··-- t 

1 
1 1 
1_--- _1 

1 
1 
l .. 
1 

1 1 

,_-- --· 

Los amplificadores de pul~s se basan: o en· un núcleo sumamente saturado, 

o en un derivador a la salida de un a·f11plificador de bloques. 

- -~-------· ----~- ·-------·-··.- -----~------------ -· --- ··---~--··-



A 
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1 V, 
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: 

V, 
6 
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1 \ 

---
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A C()ntinttación se ilustra con una aplicación de los elementos vistos un 

I - --~----

-----
.. 
j v' 
1 

11 

11 

1 

1 

AMP. 
DE 

BLOQUES 

AMP.t 
DE \ 

BLOQUES 

- 4=t 
ANO 1 - - ---1?----f{ZJ-. 

------ _-- ----~J 

...... 
'' LINEA DE 11 PAR

11 
MAXIMO 
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= 9 ú' e o n 1 o q u e 1 a 1 i ne a di vi sor i a 

;·r;t.rr: o¡.'r:r·.rción y no (lprrilción es una r-rcl.a. 

Otra operación es la constituida por el relevador de reactancia. 

• :v 

. )( ..... ¿ 
(_ 
( 

e
l 

J ;, ~ .... 
- ·····----. 1..----·-----·---

.ll.MP 

O E 
PULSOS 

J
-. ---·--1 J" -----l. 

... .... . .. l . 

... -, 
1 

¡ 

1 

1 
1 

1 ~- --·-. -~ 
. -4 t; N O 1 1 --

r ·- 1 l ---:- -· .... .J 

__ j 
_ __A ____ fl_ 

(EN FASE CON I) 

-- . . ;o..IR 

Los pulsos coincidirán con la existencia de bloques siempre y cuando el 

defasamiento entre IZr- V e I "R" · este cornprendido entre O" y 180° y -

esto define la recta de reactantia constante mostrada. 

-* L A P e n e .1 te rn p o r i z a do r i m p 1 i e a 

- ? ..... 

·-· -----·-·---~·---~-~------- .. ·~--------_;·-------------· ____ ....,:. ......... ---·-· -------· --- ----·- -- --
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r·;wncc JON. D[ !;uaRtdYJR::s 
- .. -

La f,::cuencia (:e falla ,en ;:,:J<]uinas '.S pc:q:Jéña, t<.,~c: es •~1 rcsull:ado de 

les diser.os ¡;,ocl:_!I'T!OS y de le<> ::Jatc:rialrs cada vez mejorr.'S. .f\ún así -

1 a s f d 1 1 as o e u u· en e en l ij s e 0 r. ~.e e u(: n e i as ser i .~ s y l os . da ii os severos --

q:.H? dejan-a las unidt:>dc:s fu•:ra de :,::!rvicio ~·Or ti ·'':¡XiS 1argos. Así -
que es muy i1nportante qu2 se det~cten r~pid~~ente l~s c0ndici0~cs 2nor 

m~les y que las áreas Jfect3Jas sean prontemcnte aisl~~as. 

El n.quipo rotatorio esta sujeto a vñr"ias cor:dicic•·:es ar':,·¡r.~les, ¿¡,~>-·

l;as de las cualc:s son: 

a). Fallas en los devanados 

e). Sobrr?calr::n·~aiTI'ientos (devanüdos o clv;:'iacr.:ras). 

d ) . So b re v e 1 ó e i da d 

e). Falla ó pérdida de campo 

f). fl¡otorización del GE:nerador. 

g). Operación en una fase ó desba·lanceado. 

h). P~rdida de sincro~ismo. 

Algunas de estas condiciones pueden no requerir dfsparo autom~tico de 

la m~quina, ya q~e pueden ser corregidas en una estación apropiadamen

te atendida, mientras que la mAquina permanece en op~ración. Aquf, -

los dispositivos de proteccion actuan sob1~e alarí1as. Otras condicio

nes, como las fallas, requi~ren que la máquina sea r§pidamente desco-

nectada. 

-1-
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En cualquier caso es hpor·tarite 0valuJ.r el (Osto (inicial, de operación 

y dr. r.:ontenimiento) y grodo de p,·otr!cción p1·opm·cionada contra el ries-

90 cnc,Jntrado si no se npl ica alguna p,·ott:cción ¡:ara ese caso particu-

lar. El juicio ing2nieril determinará que tanta prot.ección aplicar, y 

si c>sta cantidJd var··iad con el ta,,,.c-dio e ·¡4·ortJncia de la rr.~quina. 

.. --···-·· ... ···········-- .. ·--- -- ..... -· -·-··· .. -[---- ····--·- ------ ---·-·----·----

EQUIPO· 
--·---~--i·~-- ---------··- PROíE6t00 ~-····- ----·- -~-.12 ___ _ 
-•¡--¡- ----------- ------------¡9-,· ··--e--/,,~ --~ 

• ... --- ----·- --- -- -- ____ j +-

1 - --r- --- __ j 
1 . (~11·- T-2. . 

--···------··-· -----·-;--------1--- -----·-------------·-·-·-__.I, 

Fl~URA 4-1 
PROTECCIO~ DIFERENCIAL BASICA 

Las fallas deritro de la máquina generalmente tienden a poner a tierra·

uno de los bobinados ~e fase y con frecuencia tienden a involucrar a 

las otras fases. La protección m!s efectiva para tales casos es la 

-2-
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pr-otección diferencial. En este csc¡u¡;:1:a, las corrientes en cada fase 

ó en cualquier lCldo de la ;,,,~quina son cc:;·.¡·,~rad.;s en un ci,·cuito dife-

' rncial y cualquier d.:s','llaiiCe ó c.ol'rirf1te dife:rr.:nr:ial se usa para OP?_ 

,·:n' el ,-r:lt:vr;,lor. [n cp::r.ícil5n no!':·,al ó •.:n una falla extc;:'r.a a los

d 'J s j ~' ·? JC' s de T C' S , \ e n t. r .:;. ~~ d o a 1 a rr. 3 q u i n a e s i '] u a 1 a T 2 1 u e <: 'i 1 e J 2 

,,.,_-,,-~c;u·inil o::n cuo:lquier :'2se (de·:~r>'ciando 1,'\s ~~::qu,::r.as pér!!i<iélS inter 

: :'o s ) y s u pon i en do que 1 os -r C ' S "'J n p '2 r fe e t o<; . 

La corrie-nte t:n el n;levo.lor r
1
-r __ , es ¡:·t:lLJ,::ii?., y el r'?levado~' ilJC-:.!c

¿ 

'·ter .Jj•J5la•lO. arriba c!e su vnlGr ,,,,~;.:·;,,;o •1:..J:i:IU:' la up::rr.c·,,_:.r; r¡¡_;r·: .. ~~ .-~-, 

falla dr:nt¡·o de los grupos de TC'S, una ó 111ás de ia; :_:,;¡-r·>~n:~-, ~' ., · 
. l 

¡;·,_::r:ta re:pcntir,.::,r;··.;:nte, mit:ntras r¡ue la corri:::nu~ I, ~:J•c<·~ ci::~·.lr,;,/r 6 • ,_ 

~n cua1-

quier caso, la ccrriente de falla fluye ahora a través del relevador -

hQciendolo operar. 

Fstc~ au.::·glo ¡.~odría ser idt:al y el relevador de sobrecorriente en el 

cir-cuito difet-c:ncial seda ajustado <nuy st:nsiblc:n:ente y muy rápido, ·s; 

los TC'S fueran perfectos. Sin eí;,bargo en la reali:i:1d, los TC'S no

si:::mpre dan c:xactar:~Pnte la ntisma ccrriente secur,daria iJ?.ra. la rnísn:c co 

rr·iente pr·imaria, aún cuando sean cor:;ercialmente idénticos. 

Esta dife¡·enc~a es a causa de variaciones en el prou~so de rr.anufartura 

y a dif~rencia del burden, es dt:cir, desigual longitud de cab1~s ~~ r~ 

levador y carg~s desiguales de m~didores e instrumEntos que puederi ~~r 

conectados en uno ó iirnbos seCJúndarios. La corriente diferencial pro-· 
' ducida fluye a través del rel~vador. ·Mientras que ~llas son normal--

in::nte pequeñas, pueden llegar a ser apreciables cuando corrientes de

corto circuito sean transmitidJs a una falla externa. Entonces el re 

levador de sobrecorriente debe ser ajustado arriba del valor de la co

rriente de error rnáxima, que puede Circular por él durante Una falla -

externa. 

- --· ·- ------- --·- .. ------ ... . . ----·- ·----- .. -- - -·- --- ·- --·· - . -- - -- ... 
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FIGURA 4-2 

DIAGRAMA FSGUFMATICO DE UN R~LEVADOR O!F~RENCiAL . ~--- --·---- -~·-· - ------~----- - _________ .. --------------- ... --------- - ---· -· -- -- -- -----
Dé PORCENT.l\JE. SE_r~UESTP.l\N SOLO LAS CONEXIO!·iES ---------··--------------------------------------------
DJ __ v N~ _f~SJ_~ -~-

1 
1 

... } 

El relev~dor diferencial con porcentaje; Fig. 4.2, resuelve este problema 

sin Sc"icrificar SE:!1Sibil idad. Los de\(anacos reciben la corriente secund~ 

ria eJe los TC y funcionan para dcs2nsibilizar la b.:,bina de operación, pa.!:_ 

ticularmente con altas corriEntes. Esto se hace comunn~nte con bobi~as 

en el mismo electrom§gneto 6 en un elemento separado bobinado en forma -

tal que produce un par qué abre el contacto oponiendose al par de cietre 

de la bobina de operación. En otras palabras, la corriente req~erida P! 

-4-
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Este in-

Cr'•::i:,<::ntO [.>U<:de c;r:r 'Jll inCrt!llit:lr!.O f.JíHCentua] COnStante, CCI!nO ~n e1 CdSO 

.~·-~1 relcve:dot dift:rc•:.cial· (On po,-\·e:ntaje Li 1)0 CA para pr-otección de g~ 

n.;radorcs, ó con '.•n Hcr·e,;·:=nto ~\,rc::r.tual vúriabie (¡nás grande con co

r·r.-i:;,![cs :;"'S altas) cc::ro se u'"1 en el relí:vdor tipo HA, de :Jlta velo-

cici:;d (1 ciclo). El efecto d2 los hob:nas de ¡~,-,stricc. ión ~~s desprc--

ci.:!ble en fall.;,s intr=rnas, ya (jue la D')bina dr, o;;c:ración ti,~nc: más am

per-vueltas nc:tas y n::·cik> la corriente st~curda¡·ia L.'téil. 

El r·elevé!dor CA esta disponible f:ll dos tipos: dt~ 1.0:~ y d·; 257-: .. Este va 

lor repr0senta el po1·ci~nto d:? corr~i-"'nte d~:·s';.11Jr":.?ada neces~~rro p;.1ra 

O,)er·ar el relc·:a:ior expresado en ténnincs de la cGrritnte r~s p:?·J:;.;ñc.l 

q'.J(: h::ce r;;krar el r.::lr.::vador. El ¡-;;levador de lO% -t. i2nr~ un pick-up - · 

Esta es la corriente 

qtrt: ¿ebe cir-cu1ar por una bobina de restricción y por la de o;1eración 

10~;. ó 7 a¡'·r¡;r~rs ó 1:~$s en el de 25~;, el ti(~;nr:.o de operación es de 10 ci

clos ó r.:;:nos, con un tiempo mínimo de 5-6 ciclos. 1-iablando en gene--

ral, este relevador pUGde dejar pasar los transitoricS de e.O. No se 

ha experimEntado ning~na dificultad en este aspecto except6 en casos -

m11y extrenros. 

El tipo f.J.A. ha sido diseñado de tal manera que no es· afectado Dor los -

trunsitorios · de CD asociados con c:orrientes asirn6tric2s de falla ex-

terna, y puede ser aplicado con una considerable diferencia de compor-

tall,iento de los TC'S en ~rrbos lados de la m?;quina. El ¡5orcentaje de 
\ 

de~balance varia entre 5%.a 5 ampers y 20% a 60 ampers. Como se in 

dicó ·antes el H.!\ opera en 1 ciclo y cuesta e:proxir,:adamente ?.0% nrás que 

el CA, comparando 3 CA'S mcjnofásicos contra un ~Ll\ trifásico. 

En todos los esquemas diferenciales is buena práctica usar TC'S de las 

-:-



r:.:',r::as c_.·¡r·éH::tí.:rístius, sirc::i:pre que sea ¡1osihle y :"vH:1r la conexión de 

oLros ~quipos en estos circuitos. 

La r-.ayoria de los qeneradotes tir:nc.;n sus.dr_\!'a:i.1dos •::J¡,~ctados t:n estre-

112 ~ .. Así los tres r;:l.:;·;adores cor~r~d·::dos a los ·res ta!iibién conecta-

Una p1 otección similar se obtiene para gene-
radores ~n delta con el esquema de la Fig. 4-3. 

[sto r:~c,uie¡-e que los dc:v,:';ncdos Sfan tr .:.dcbs al r=x~¿rior pi~¡-a que sean 

~r:sLal~:~f1e>s los TC'S dentro ele la rl•!lta. Los g<"~n.:::r·cdo.-,~s que tienen

!:r"Jbi·nas dividir~as (spl it-¡::!l.'Jsl?) se prot~g.::n con dus jur-~os d.=; relevado 

res difc:r·,;nciales, tJno c:c.r·,;-·ctado cn::-r: d,~,s hobinils pal-alclds .Y el utro 

. e. ;•plr:to u:,¡:1o en la ¡:ig. ~-2. Este: arr2glo h~ce posible proteger co~ 

tra L.000 tipo Je fa1las in~.;cnas, incluy~ndo COt'tOS ent1·e espiras una 

l:::Jbi~a c<bi~rta. Un csq¡_;e¡r;a altc:t"nativo es el se la Fig. 4-4. las re 

lacio~?s de los TC'S dEben ser de dos a uno, 6 conectar un juego de 

i:Je:r<sfc,r·¡,,c;:-Jores auxiliares ¡>ara proporcionar un balanceo dt..irante ·¡a

O~J,~I·ación normal. 

F !GURA. 4-3 

e~. ~""". : ,. ,. ··• ~ • •t.- r···:·· "1 • r·."'l· , · · • : .· 

,. -e . 

): 

'· r; .· 

··.-
; 
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PROTECCION CONTRA FALLAS A TIERRA - .... ·-- -· -·· -- ----·------- ---------------------- ---

i 
1 

1 
. .J 

El métódo de conexión a tierla afecta la protección proporcionada por -

los relevadores diferencial~s. Entre m¿s grande es la impedancia de -

co:-~f:xión, rnás pequer.a es la m¿,gnitud de la cvrricnte de falla y más di

fícil es para el relevador diferencial detectar las fallas peq,Jef.as. Un 

relevador conectado en la trayectoria del neutro a tie¡·ra proporcionará 

protección más sensitiva, ya que p1;~de ser ajustado en fJrma cc.t·respon-

diente de la corriente de carga. Al ow;•3ntar la im¡;edancid de ------

conexión a tie1·ra. se hace más dificil aplicar un .relc:vador de corrlen-

- 7-

-·-~ 

._, 



r"i ,• . ~· 
t~. i::r;: __ ,,r, :::es Lc;jo ".fJ el pick-:Jp, P:5s '.:ll·;:.r,je es el burden en el ·¡e y 

¡;~ts \jifíc.il es dist-i:•Jcii,· entre fallas a Li·~Tra y~: ·<-1-.!l~nc:r.o cie t2rc.e-

r!e lns e i ¡·r::uitos no dr·be di:;¡;arar 1a ,~,:tjtJ ina, s inó t¡U(~ :?ste i.! i·'~ ~,,~; 1 i 

~,,·.:.del. ¡·or la proLr'cci6n c<)rres¡_¡ondiente en el cii'CUitó. fallado. Un 

~J-~,sfu¡.;::.J.:;r ccn.~c;_ido E:n r::strel1a d1.:>1ta bloqur.:a la c;!·culaci·Sn d2 .:.:;

:·r·:c:::U'' ·!::: tir::na y csi las fallas r::n ~1 lódo O~lliCSto a <:::~tos [_;,o,rvos 'lO 

upcrJra r?lcvadorcs de tierra. tl g:::nt:l-ador tipo unitüt·io es un ejerr:-

:·:1o tipi,~o donde; el t;·ansfct::-,Eldor l'1'inita la O~!t:r·ación del· re1evador de 

L!::r:·,_: "ll -~·:;·,.:r<:-L.:r· y c;:¡bles ter:r.hnl'2s !·.asta el be.nco. 

e--
' / 
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PROTF.CC 1 ON DE TR/\NS~ORI·i/\DOR E S 

Problr~n;as a COilSidr:rar: 

1.- DifE:rc:ncias en conientes de plena carga. 

2.- R~lacicnes de Transformación discretas en los TC'S. 

3.- Corriente de Magnetizaci6n al energizar (Inrush). 

4.- Variaciones de Taps. 

5.- Defasamiento Vectorial. 

6.- Varios Devanados. 

7.- Co1-riente de Excitaci6n. 

8.- Diferencia en relaciones de\corriente para diferentes tipos de 

fallas. 
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1 ·~/ . 
• • j ., ". 

La pr~tección de trahsformadores de 1 MVA. ó m~s, se obtiene princi

palmente ¿on relevado~es del tipo diferencial. La protección diferen 

cial no fiiJcrle ser tan s.ensible como en los gr:nr:('cJdores, porque se tie-

nen: 

1.- Difer~ntes voltajes, incluyendo taps, y por lo tar1to: corrientes 

pr·imarias diferentes ~n los circuitos de conexión. 

2.- DiferentPs tipos d~ TC'S, relaciones de transform~ción~ y caract~ 

risti(aS con posiblP desacople en las relaciones de los 1·c•s, en 

al9•Jnns C<iSOS y en algunos Llps. Diferente comport.amieni:o de 

los TC'S, particular111r:nte en altas corrientes. 

3.- La cct-rience de n;agnetL:ación alenergiLar que aparece como fdl1a 

interna al rel§ diferencial. 

las conexicnes Delta-estrella introducen defasamientos que se deben con 

side,-ar al aplicar los relevadores diferenciales en los bancos de tran~ 

fonnación. Los transformadores defasadores y r~;guladores introducen

problemas adicionales que requieren ate~ción cuidadosa. 

CO~RIENTE DE MAGNETIZACIO~ 

Cuando se energ·i za un transformador, una corriente transitoria de magn~ 

tizac-ión o de exdtac"i6ftirculade "tal forma, qué aparece como falla -
. • ., •. -.- • ... r ' ' . 

inter~a para los relev~d6ré~ co~ectados diferencialmente. Corrientes 

pico de ·magnetización llegan''a ser del orderi de 8 a 10·vec2S del valor 

de.la I nominal . 

. . 

¡· 

·. J 
' 'j 
. 1 

1 
1 

! 

. (~ 

-~ 

" 
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Los factores que controlan la magnitud y duración de la corriente de 

:í.üJnr:tizctción, s'on: 

l.- Ta¡r,año el el t,C1nco de transfo¡·,nac ión. 

3.- RL'sist2ncia ~n el siste;na desde la fur:ntr. hasta el banco. 

4.-· Tipo de f·ier.r·o u~>aclo.cn el tranc;fur'¡;:cHJor, 

5.- Historia anter·ior del banco (flujo res1dual ). 

6.- Corno se energiza el banco (por pri111r.ra vez, restablec.imiento --

o b~nevolamente). 

La corric;nte de inru~h m,hima ocut·re si el.transforrnador se energi~ 

za ctjarrdo la onda de vahaje esta cerca del valor cero. En. este mo

lilento, la corriente y el flujo deben tener un valor rnáximo en el alta 

rnente inductivo circuito, y una media}onda de voltaje requiere un ca~ 

bio de flujo del doble del máximo flujo. Si existe flujo residual -

en el banco, dejado por una energizac1on anterior, puede ser que se 

surne o se reste del flujo total, aumentando ó disminuyendo la corrie~ 

te de rnagnet i zación. Los transforr11adores se 

de la rodilla de la cur~a _de ·s.aturación, así 
' ·~' : ' 1 

requerido ~or un~ ~nergi?aci~n_cuando cuando 
- - ._: '". ~ .. · . : '_ ; i .:.: ; _l . • • .; . • . 

operan 110rma 1 r:¡ente cerca 

que el flujo adicional,

el voltaje es cero, más 

el flujo residual saturar~n d~fioitivam~nte el nOcleo e 
. . . . . . :..: . ~ _:., .· ·r:'· . . . . : - -

incrementarán 

los compone~tes de la ~orr~~nt~ de magnetización~ 
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Una curva típica de c..orriente de magnetización es: 

Corriente de Magnetización 

J 

La corriente ~e magnetización· decae r5pidamente en los primeros ci-

clos~ y luego lentamente, tardando ha~ta 4 6 5 s2gundos para toffiar -

un valor final, cuando la resistencia es bcja. La constante de tiem 
po del circuito (L/R) no es const~nt~ porque L varía debido a la sa
turación del transformador. Durante los· primeros ciclos, la satu-

-ración es alta, por lo tanto L es baja. Co1110 las pérdidas ai11orti--
g:.:ün el circuito, la saturación disminuye y L aumenta. De acuerdo 
al reporie de 1949 del _AlEE, las. constantes de tiempo para las co---: · 

rrientes_ de inrush varía~ ~e 10 ciclos en unidades pequeAas a 1 mi
nuto en unidades grander: 

La resistencia desde la fuente hast~ el banco determina el amorti-~ 

guamiento de la onda de corriente. Por lo que los bancos cercanos 

a .1 os generadores· tendrán :·uná corriente de i nrush más· grande. En sub 

estaciones alejadas de-l.osrgeneradores, el tnrush no es tan severo,

ya que la resistencia de la línea de interconexiónarnortigua rápida

mente la corriente. 

; 
1 ·~ 

·~ 
. ~ 

.. i: 
i , 

'• 
': 
,:"' 

. \ 

' 1! 

- . ~ 
; ~ 

. . 
------~---------·-··---------"---

__________________ :_ ___ --'- ,_..:..:.! 
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La fon:1a de onda de la corriente de inrush LJUe va hacia un bobinado co 

nectado en delta es influenciada por dos condiciones adicionales a las 

que se tienen en el c~so de los bobinados monofásicos. La primera es 

que n;ás de un núcleo puc:de exp~:rirnentar un inrush. Como los picos de 

la corriente de i~rush en cada nGcleo que experi~2nta un inrush esta-
rán defcs3dos por 60° ó por un múltiplo, la for,na de onda se!;c.ddal de 

un inrush monof§sico se distorsionará, 6 la forma de onda ser§ oscila
toria: 

El sAg~ndo factor que afecta la ~forma de la ond~ cuando se trata de un 
bobinado delta, es que la corri~~te de linea es el resultado d~ sumar 

vectoralmente las dos corriente~ del devanado del banco. Dependien

do de la naturaleza del inrush, suponiendo que sólo uno de los nOcleos 

se ha saturado, se pueden experimentar las ondas oscilatorias o ·la dis 
~ 

torsión de la forma monofásica.) . Si por suerte hay un tercer bobinado 

delta. en este banco, el inrush puede ser influenciado por el acoplamie~ 

to entre los diferentes embobinados. Si el banco es trifásico, depen-

diendo de la construcción del nücleo, el acoplamiento entre fases est~ 

presente y puede afettar el· inrush .. 

l. 

· .. 
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Fol'lnas de onda sirni1ares t~rnbién se encuentran al r:nergizar el bobina

do estrella de un banco est0ella-delta 6 cuando se energiza un auto--

tt'ansformador. ' En este caso la forma de onda r.ionofásica se distorsio 

na debido al acoplamiE::nto entre fases Pl'Oporcionado por el embobinado 

d~lta (o terciario). 

Una corriente máxima de inrush no ocurrirá. cada vez que se energiza el 

~ánco ya que es poca la probabilidad de que se tenga voltaje cero. Si 

se er.ergiza con voltaje máximo, no se producirá un inrush sin rrsidual. 

En un banco trifásico, el inrush variará aprc:ciab1emente en las 3 fa---

ses. 

8 inrush más grande ocurre cuando un banco no energizado es conectado 

al sistr;¡¡:a. Sin embargo, puede ocurrir un inrush, después de que una 

-falla c::\tc:rna al banco éS 1 ibrada y el voltaje recobra el valor normal. 

[n este caso, el transformador esta parcialmente energizado, asf que -

el inrush al recobi'orse el voltaje es menor que el inrush-cuar1do se -

~n2rgiza en forma completa. 

C1;ando un banco es conr:ctado en paralelo con otro ya energit.ado, este-

i"iltimo puede .::>:periu¡cntar un inrush br::névolo. La corriente de inrush 

~n el banco que se conecta a la linea econtrarl una trayectoria en par~ 

lelo por el trat1sfo:;nador energizado y la componente de C.D. puede sat!:!_ 

rar su fierro, causando un inrush aparente. 
. ··. ¡ 

Nuevamente este inrush es 

m~nor que el inrush cuando se energiza en forma completa y .su magnitud 

depende del valor relativo de 1,~\ irnp,edanda de~_ transformador a l.a imp~ 

dancia del resto del sis~ema qu~\_forma un circuito paralelo adicional. 
. . -, ~-' .- ; 

En conexión serie generador-transformador, no hay problema por inrush -
.. . . 

inicial, ya que la unidad ~s energizada gradualmente hasta ll~gar al --

vol taje nominal. Aqui los inrush debidos a voltajes recobr·ados ó a --

energi?aciones ben§volas pueden ser problema, pero son menos severos 

que el inicial. 
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Co1no la corr-iente de inrush aparece co,no falla interna a los relevado

res diferenciales, es necesario ~~mplear algunos llicdios para desensibi-

l i;arlos durante el inrush. Entre cll os tenemos: 

l.- .Un rt:levador dif\:rencial con rorlucida sensibilidad a la onda riel 

inr·ush (Un ajuste rn5s alto para la onda offset, rnás un fe.tra;:o de 

tie:mpo para dejar pasar los altos picos iniciales). 

~-- !.lía unichd o;:,:tada con voltaje que supr;rno autcJJr.áticai~ente el dis 

paro ju111.o con el relevad.:.r Ji-íerr.ncial. 

3.- Una unidad dese:nsibili;:ante de am•ónicas junto c.on el relev<H~or

dif(r:::ncial. 

!f.- 0.:::~:.-::nsibilizando el relevadordiierencial 1durante la e:nergización 

de 1 ba neo. 

El relevador difer:~ncial de tr~nsfom1Jdor tipo CA es un buen ejemplo 

del métoc:lo l. Esta aplicación esla menos compleja, rnás económica, y 

hay cientos en servicio exitoso .. 

Este relevador pa~a bancos de dos dev~0ados es similar al relevador 

tipo CA para generador, e~cept6 q~e\tiene una caracter,stica de desba-

1a¡Jce con 50%del porcentaje; una co~riente de disparo mínima de 2.8-

arr¡peres, y los taps para una ;di'f~reríci'a de 2/1' en las relaciones de 

los TC'S principales. Los taps son 5-5, 5-5.5, 5-6, 5-6.6, 5-7.3, -

5-8, 5-9 y 5-10. CU;,i{ldO las relaciones son tales que el t•ele'vador-
~ 

debería balancear en una fallá exterria con 5 y 10 amperes, el tap 5-10 
. . 

SP. usa en la distribución de ·corrjentes como se mut:.>stra _en la figura -

No. l. Para el. caso de tap:7.3-5 la d'istr,ibué:ión se muestra en -
,. . 

. la figura No. 2. En todos los casos los amper-vueltas netos se -

y 

J.::. 

. ; 
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cancelan l:n la b()bina de ~pr:ración, por lo que no se produce par de 

opuac ión. 

t 5 
/------

Dcbinas de 

F l GURA N() . 1 . - Distribución de corrientes on el relevador tipo 
CA conectadd en el tap 5-10. 

' t ?..3 

- [-- . . · ¡s 
/ 

--~"""Y"'\-~-- \ . ---~--
·-:>-< '7. 3 --~ 5 

F IGUR,~ No. 2.- Distribución de corri~ntes en el relevador tipo 
. ' 

C/l. conectado en el tap 5.7.3. 

---~- ____ .•.. L.- .. ---·--·------. 

_r. 
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f'-,U~ rclr·v,)dor liuoe '1 tmid,HjC!S rlr~ inducción operando en 

TrPS'do lds unid<~tlr'S. se' uqn Ji.3.ra rrcslricción en cada una 

de las tr'eS bobinas dc:l L~arrco, y una se usa par·a la unidad d'= opera--

ción co:•C:>ctada en el circuito diferencial. 

S r: d i s !';o r~ d e t a ~~ s p a ~~a 1 a s e a r a e ter í s t i e a s d e J 5 - 2 5 -4 O% e o n u n a j u s te 

de corric:nte min·i;na de 4.0, 2.5 ó 1.3 üi:~pe:res, 60 ciclos, respectiva--

mente dependiendo del tap de porc~ntaje. 

de 2 a 6 ciclos. 

El tipo CA-6 ha sido usado para prot..::g.~r transfotmador"r>S ,1:;nque fué di_ 

R0conoci2ndo esto se di~e~6 el rel~vador 

C/\-5 el c.:ual tiene una rc:.stricc·ir.Jn y el elcrnento de operación dP.l r;;~ .. -6. 

[<;::os rcl~"Vi'1dores Lir-·nc:n una CcH'i:ll~t.l:r·ht'ica de ¡.11.Jrce::ntajc vJriable, P(). 

(o !<;r-CJ'IItaj e rJa ra fa 11 as p2qu;~f.ilS, donde el co;lipor t.Jtni r:n lo de ·1 os 

le' S es bt~e;ro y un porcentaje alto en fallas severas, donde la satura

cú)n de los TC'S puede ser un problema. Las bobinas de restricción

estan en el mismo elemento·, a~.; que ellos se suman para incrementar la 

restricc~ón en todas las fallas externas.y se restan cancelando la res 

tricción en todas las fallas internas. Por lo tanto, el efecto de -

la carga en el pick-up es mtnimizado, y es posible obtener tiempos de 

opt::ración más rápidos con valores mínimos de pick-up. El pick-up mí

nimo es ~justable entre 0.75 y 2 amper~s. con un tiempo de operación -

de 2 a 6 ciclos. 

Las características variables se o~,tienen mediante un transformador sa 

curable ~n el circuito de oper:.lción' q'Je también Uende a de~'Jiar la 

componente de C.D. de la bobina de ope~aci6n. 

La co,-riente de magnetización de inrush esta formcda por annónic?s pa-
- '. . 

,-r:s, particulannente la 2a. El re1evador del tipo de inducción, tal 

•, ·,·: 
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<!HilO r•l CA, es 11:r·J1ns :.:!n:;itivo·a r:stc tipo dr: 011rfa. Esta caracterís 

ti<a jtmto con un tir·1nrJo de operación entre 5 y 6 ciclos, significa-

·que el r·elcvado~ tipo CA no operará cdn las corrientes de inrush, ex~ 

u·ptO en los casos extre111os de grandes transfor1nador<:s arlyecente; a -

gr:.r,des fuentes gr:n2r.~doras. Este relevador tic~ne rnás del doble de 

ins,:n:,ibilidad si se conectad~ tal 11.anc:ra que (:;ciba la corriente de 

;,,¡-ush c:n la fwbina con t,;:ps. 

La unidad op.::riirJa cíJn voltaje, método 2, se co,~oce C'C•r:-to tipo TSI (Su-

Se o p 1 i_ 

ca n:3s fr'r:cuentr.!l•e:nte con el rl"~levador tipo C/l,-4 pa,·a bancos r::on tJ'2S 

~~~anJrlns, p~ro puede ser usado con el CA. El voltaje trif§sico se -

.1sa corno el critcr:io para distinguir entrr; una falla o un L1rush. Una 

fJlla se distin_gue !JOr una reducción de voltaje en una ó más de las fa 

~~:-·s, ,;,L~nUas que el inl'ush ocurre a vol taje pl::no. Este Jil2todo no -

(i.:sr:nsibiliza dir-ectaín.::nte el pr·opio rc:lcvador y C'Jalqu~er- falla ínter 

n1 q~;e: ¡-·r>duce u:-,o ó más de los voltajes hacer ODP.rar la unidad de vol

Laj2 q11e pr.:nni te un di~.paro ini-1ediato si los contactos del relevador -

dircrcncial cstan cGrrados. 

En un in-tush tOdas las unidade~ de voltaje .abren antc:s que ias unida

des diferenciales puedan operar y energizar T-1; s,i cualquiera de las-
' 

unidades de voltaje (S-1, S-2, ó S-3) .no' abre indicando una falla,-

e1 disparo es inmediato a trav~s de los contactos S-1, S-2 6 S-3 y T-1. 

Un ti~er, T-2, ajustable hasti 5 segundos, restablec2 1a trayectoria -

de disparo nonnal a través de los. contactos del relevador diferencial, 

u:rrando el ccntacto T-4. -.~.T-3 y T-5 son unidades r.uxiliar·es para se 

11 1 . ,J d T 4 d { . 1 ·t . t . t ar a un1,_,a - v esc:ner~n:ar e ·¡;ner respec 1v~m13n e. 

la unidades de vo1taje deben ser energizadas con, ó al mismo tiempo --

que, el banco. Esto requiere una fuente de potencial trifásico dentro 

--· -·--··------------ ------- ·--~--------------...___ _________ ..,;,.,!-------~-- -•-
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de la .::ona difC:I't~ncial ó el uso dt~ c::ontacLos ''a" e::n el int,:rruptor que 

r:sia entre el t1·ansfonnJdor y los trar:sfo¡·r~J.riores de ~;otencial. (t;J.n-, 

do :-.e con;~cta el supn:sor r.n el 1ado delta rlcl L:~l(O, se usan los vol-

tajes entre linras. (t;.:JridO se conectan én el L:tr:lo de la estrella se 

j:JI'efiere torr,,:¡r lc1s 110 vo·l ts de 1 ín2a a nr:·u~ro, ;;u;-tr::.J<: :os v<J1 tajes en 

tre fases se usa11 cc~mu:1Trr:nte. 

Los oL::n~E::ntos de voltaje operan con un pick--up e~:~ lOO volt.s y suel t.1n 
~ntre 90 y 95 volts. ?orlo td.nto, el relevcdor de d·ifc·r;ncial ;;:; d2 

c;:nsibil Í:'·'ido ;~,,j¡,'~:Ct·:!ii1U;i·e sólo ha:;t,1 el punto r::n T.iC la ~al1a inl:.er 

! 1<3 ~,.)'J-1 uc:r el vol .~aje ci>;d;: 120 ó 115 vo: ts r:,) ,:_,1 (10 ó J5 ··.1 ül t.s. · 

(" o " ~ ( ~ ·. 1 ~- :1 ,Q. .. CD 
f:;S :Jlrt;!E~"'~'"'L l~~ f't~ r~¿ .. .,· ¡; 

1 ·-- -- .. ----·~---- --
z ____ .. __ ] ----

.. -- :-~~J -~ 
53 

- .. --- _,..-.,...--"' - ----

1 <0 ~-:~'¡;,';~¡ 
.... 'o.- t ¡:: ~..: ~ ¡ ~ ' A. 

e ; P. • .; ; =· ' : r. ~ ;l ;. ~ "\ 

~'lt.l"·~" --:-3 n 

·-:: ]'"'ll- -J 
-:-:~ !' "::'\ -·-· 

.. ·-- .. ·1:·' -'(y-r __ } - --- .. -~-----(~~- ·- . 
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El tercer m§todo es a~~ovechar las armónicas que for~an parte de la e~ 

r-rientepara retención, desensibilizando así, al relevador. Este méto 

do tiene st.i rn&rito pero no carece de pr·oblEi~·)S. Es necesario ptopor-

cionar suficic::nte restricción durante los inru:;hes y dar r.iu·to grado 

rle sr~nsibil irl.;d pc.ra fallas inL~(nas que tJitlbién ::ueden co~tr,ner una -

~ran cJntidad de arlrt.Snicas debida a la pa(uralua Je la falla ó <"~?0ido 

a la cot1tbinación de una falla ligera con un inrush. 

tos relc·vaclores difr:rr~nciales cnn porc<:ntaje variable y con :~up,.::rvi- -

si6n ¡.Jcira restricción con segunda Jrmónica, tipos HU y HU-1, pu.ra .Jos 

y tres dc.vr1n.:¡(~Js rcspectiva¡:lr::ntc>, resuelven en fot'ria adecuadá los pro

blemas rnc:-ncion;:dos .. Las conexiones se muestran en la figura No. 3.

La unidad dife1·2ncial cor,siste de .O.ir~gap tr:J.nsfv,·¡r,ador·es~ que al"irnen

tan los e :,-cuitas de n:>stricción y de un ~!on-air-gap transformador pa-

ra energizar el circuito de la bobina de operación. La~ se~ales de 

restricción son rectificadas y c:Jnectadas en pc3ralelo, de tal for·,:1a,

que la r·estricción es proporcionada por la corriente de restricción 

11:ás grande de las que circulan por los circuitos de restricción. 

La ca racL.:rí st i ca de p_orcentaj e v;JriJble p¡-oporciona un valor bajo (de 1 

o !'den de 15%) en fal_las_ ligeras donde el comportameinto de los TC'S es 

bt.JE:ilO y un porcentaje alto (del orden de 50--601.) c:n f..Jllas severas don 

de la saturación de los TC'S puede ser u~ problema. Esto se obtiene 

en el transformador saturable en el circuito de la bobina de operación. 

Se tienen taps para balancear ].as diferencias en relación de tra.nsfor-
' mación. Estos son 2.9, 3.2, ~.5, 3.8, 4.2, 4.6, 5.0, 8.7 con una co-

rriente m,nima de pick~up de 30% del valor del tap. Esta es justame~ 

te la corriente. necesaria para cerrar los contactos de la unidad dife

rencial (DU) con la bobina de operación y una de las de reStricción-·-

energizada~~ Las bobinas~e restricci6n pueden soportar continuamen~ 

te 10 amperes ~n cualquier tap. 

.. ____________________ :_¡_ ____ ---- ----------·-----~----· ----- -------·------- --------~·-------- :_-_________ ...L__ •. ----- ··-· ---·-· 
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La unidad de an;ónica contfen2 un filtro de bloqueo de 120 ciclos (2a. 

¿; n'10rn ca) en el ci rcu ita de 1 a bob·i na de opet·ac i ón y un filtro .de paso 

tJe 1?.0 ciclos y blor:)'.Jc·o dr. 60 ciclos en el cirt:uito rle la bobinad:: 

: 1.: s l: · ; r c. -¡ ó n . 

¡,n,dc,;l:ir,,,,-,u~ c2Jr:¡cterística, .:í1nplit1 ¡-r,stricci.Sn con energía de opc·ra--

Sr disv~a el circuito pJra ~ante--

tos es tu---

dios indican que esta rr:•stricci0n C'S adecu::déi !'ára ¡ilanejar los inru----

sh2s que pu2Jen ~ncontrarse en la p. §cti~a¡ F1 cont~rddo n1ínho d.; 

la scsunrla a,-,;¡,Sni•:a r:ncontrado en el análisis dr; un gr.3n nC;·,1ero de co"-

nientes rcalé~S de inrush fué del 23~; de la fur,.:::i•,:?ntal. 

Para fa 11 as internas existe baste~ nt.e energía de op~",·ación a pa r.t ir de 

lo Oi1da fu ncl o;·:;e n td 1 de 60 ciclos y de todas lAS L! n,"s,, i ca s·, excepto 1 a 

S('lJllruJa, la CUrtl tienr [JOCO p:·c·dominio durante una falla. Ade.rná s, 1 a 

funL~·1in'?rilñl pr·orltiC.~ energía de restricción en mínima cantici-:;d. Por lo 

ra.nto, en au'.c~ncid de segunda arm6nicd, esta unidi'ld (HRU) operará el -

:r!isrno pick-up que la unidnd Jifet1?nr:ial, pr:r·mitiendo que ésta (DU) op~ 

re sc~nsiblemc:nte en fallas internas corno se mu2stra en la circuito de 

disparo de la figura No. 3. En fallas ext2rnr:s la unicad diferencial 

(DU) tendrá restricción. En condiciones de im~ush, _la unidad annóni-

ca (HRU) tendrá retención. y la unidad diferencial (DU) puede 6 no ope-

rar, dependiendo de 1~ severidad. de la falla. 

ción del relevador lS de 1.5 a 2.5 ciclos. -r 
El tiempo de opera---

En el circuito de operación se ii~ne una unidad instant5nea (liT) para 

pt'oporcionar una operación de un ciclo para fallas internas realmente 

severas. Su pi¿k-up es de-10 veces el valor del tap. Estd propor-

ciona un ajuste adecuado para dejar ¡:.asar los picos del ir.r·ush .Y las -

máximas corrientes diferenciales fal~as en fallas externas. 

... 
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El 11.:::todo 4 es, Jcsr~nsibilizar el rclcvador dife~'encial (corno los tipos 

CA, CA-4, CA-5) durante el tiempo qLe el transformador es energizado. -

Esto se hace conmutando una resistencia en paralelo con la bobina de -

cpt:r·:JCión, para elr:var t·~'iporalrr.ente el pick-up del relc'J.~dor ..1 '.m valor 

del doble 6 del triple. Las resistencias pueden ser conectadas manual 

rnc:nt2 cu·::ndo se cierra ·el interruptor del banco, ó .:utornáticamer,te :ilc -

rliante relevadorcs de sobrevoltaje, que sueltan con retrazo de ti2~po.

;-st~; último mé:todo so1t,ciona los inr·,:sh2s dP. rl'"cupcrC!c.ión (?n los pocos 

casos En que r~stos sean un problema. 
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RECOM~NDAtlONfS GENERALES 

Qtlf~ releviidor o qué método apl·icar es sie:npre una bu~;na pregunta, y -

cO',!!O pt"c~via¡"¡;::ntc anot:tínos,enel C.:11:1po de: la pl'otección no h·1Y respue_~ 

tas caü:·:¿óricas. Todos Jos r:L'!L'Jdos ant0:riorcs se estan usando en for 

::,a r~xitosiL~11n e¡nbargo co;no una r.;gla genr.;ral los t'elevadores difel'e~ 

ciales con disco de ind~cci6n {CA, CA-5, CA-6) deben aplicars~ e~ su

hr:stacion0s Jlejar:!as de ruentr-s de g(~n:r-ación grar-r•::les, donde el in---
rush sea despr(•cii~ble. Los rele:vadores de ar·ttrónicas (HU, ilU-1) q~;e 

son rná s complejos y más caros d2ben usarse en plantas generadoras y -

en grandes transformadores inst~l~dos cerca de fuentes generadoras. -

tn estos casos existe una-gran probabilidad de tener un inrush severo. 

:;ay un if:É:rito considerable en la aplicación de un sirnple_relevador dl_ 

flcr'f.-ncial ajustado para ser ins2nsible al inrush,con el advenimiento· 

d e u n r 2 1 e v a J u r e o n f i a b 1 e q u e d d e e t a p r e s i ó n d e g a se s . Es te es e 1 
SPR,rel0vador de pr~si6n sObita que qpera en una relación de incremen 

to de gas en el trarisformador. Pueae aplicarse en todos los trans-
ror·¡nadore<; qufl tengan una cámara de aire sellada arriba del nivel de 

aceite. ~1 dispositivo os unido al tanque 6 a la cubierta del Hoyo

Hombre, arriba del nivel de aceite. Opera con el incremento en la -

relación de presión y no es afectado por la presión est~tica 6 por -

los cambios de presión que resultan de una operación normal del trans 

formador. 1 
\ 

El relevador SPR se recomienda para todas las unidades de 5 MVA ó ma
yores y ha sido ampliament~ probado contra ondas de falla externa e

irrrpact.os _externos. Es rnuy sensible a fallas pequeñas ya que él ope-:· 

ra con un incremento tan bajo como 0.33 Lb/Pu1g 2 de aumerito en· la pr! 

_____ . .;._ __ _:_ 

·" ' . . . ~. 
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sión de ~as. En un ca~;o esto ,--cprc::;enta una falla de 50 arnperes. De 

(·:;te modo es rr.ás sc:ns·ible a una falia pc-qucña ligera similar a una fa 

lla r:ntre espiras.que el m·ismo relcvador difsr.::ncial. Sin ernbarqo

el relc:ador difc:rcncial 25 ,J(in u:··T~t.:rido para fallas en los bushings 

y en ott~a.s áreas fuet·a del tanque. El ti.::rn;_-¡o d(; orjeración varió de 

1V2 ciclo a 37 ciclos e~ una instalati6~ de prueba dependiendo ~e la 

m3gnitud de la falla. La un~dad puc·de s·~r probJda re'novierdJ un re-. 
queño plug mientras que el espdcio de 'Ji3S del transfonnaclor esta a .... 

una presión de 1/2 Lb/Pulg
2 

6 mayor. 

------------------.. . .. ·. '· : ...... .... ·. --· -. --- -- .. 
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CO 1 ~EC T ['. r~DQ_ ~_r_I _ _JV/\U_Q_f\_E_~ __ D)_FEP.~EN_(_I_A_I~_E_~ 

En bancos estrella-delta, los TC'S en el lado rle la ~strella seco

nectan ~n delta y los TC'S en el la~o de la delta s~ conectan en es 

tr·el1 a. Esto se hace para cotTegir el ángulo de fase y rara el imi 

li:1r la sr_·c,,enci-3 cero del circJito del r,;le·.-,ldor dihl'r:nclal cuardo 

la cstn:l1a c.-stá j)ucsta a tien·a. Si la :?Str,"21la no r.stap,~esta a 

L i'~r-ra, (:ntonces st: pueden usar i::o~'e:xiorlCS opue~tas, P·~ro no son 
~anvencianalcs .. 

A.-
• 

8/l.fiCOS CON DOS DEVr.NI.\DOS 

Las conexiones en los relevadores diferenciales son muy impar-
tantAs. Deben ·ser hechas _correctamente. Se pu~den hau:r y 

r2visar en dos pasrs: · 1) Faseando, y 2) Revisando la rGlación. 

En seguida tent';mos una hoja de tr·abajo par·a conectar un releva 

dor rliferencial en un b~nco de dos devanados:. 

1.- Revisándo. el Fctseo: ~mpc:zando en el lado de la estrella 
.. -··-·- . --····· ---···· -·-·-¡---------

del transformador de ·potencia, supongase que la, Ib e Ic estan 

circulando a trav~s deJ banco hacia una carga ó hada una fa:..

lla externa. Dibuje las corrientes en las bobinas del lado -

del transformador conectado en delta, y luego dibuje las co---
rrientes a trav~s de lo~ TC'S conectados en estrella 
ne las corrientes q~} circulan hacia el relevador. 

\ . 

dice ~ue corrientes deben circular en las bobinas de 

y determj_ 

Esto nos 

restric--

ción del 1 ado conectado en estrella y nos permite conectar. en 
la delta apropiada los TC'S del lad~ estrella del transformador 

a~egurando as, el co~recto fas~o para todas las ¿cndicio 

nes. 

. :- .. -·; .. ~ 
. ' . 
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1 ~ r.· .· --

L of' 
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Fi~l- 6- 7 Hoja ele trabajo para conGctar relevado1·es dife-,·.::ncial2s 

en un banco de dos devarados. 

' [-------
OP 

---+lc·Ib . R < R C .. _..I~·Ib 
-----------------------------\-- --1----"v-------- . ---- -- ----------

Fig. 6-:.8 Revis).6ncompleta' d.e fas~s.para el Ejemplo de· la Fig~_6 -7: 

.·, , ... 
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2. ·- R t;V i_~; 21_n_r!ü 1 ~: Re 1 ~-c. ~Q.r~ cr~ ___ T__!~_:l_r!_~ f 9_t!i~~-~ i_Ó_Q_: Suponga una ca---

rriente trif¿sica del orden de la corriente de carga r~~ima. Es

to supone h~ber ?lPgido las relaci.ones de los TC'S de· tal m~nera 

que la capacidad dé las bobinas de restricción para llevar una -

corriente en forma continua ~oSAr~ excedida. La r?laci6n to-

tal mínir:ta del pri111ario al sc•cundario del TC, proporcionará 1a-

Por conveniencia esta corrient~ ~unde ser 

la mis1na que la corrii::nte ~Jr'iínu!'ia de un grupo de TC S. R;:;vise 

-las r2lacioncs a través d2l banco y ·~e los TC'S, seleccioncndo -

el 1C o T0ps arl.:>CIJdljns p.1ra '.ln n.:¡];:;;,u~. Sr: pr2ficre 1¡ue las co

rricittr:s .'>e bJJ¿¡ncen ::::n c-.1da lüdo, pero fr2cuentcmente c:xislirá 

un.'! Pi.:qll'21'ia diferencia. Esto es satisfactorio, yaque el C/\ -

puede tolerar hasta el 50%, C/l.-4 hasta 15, 25 ó 40%,' etc. Esto 

es n~sC:r"V'ldO para diferencias en el co¡nportaJili·ento dGl TC •. Dor,de 

el transformador tiene ca1nbiador de taps bajo carga las diferen

ciales se ajustan en. la· mitad del rango, y se recomienda usar el 

tap de 40% en este C3SO. Con taps de m~s 6 menes lO%; 
el 1nargen de 40% se reduce al redeJor del 30% para 1os taps· extre_ 

mos. 

Rl~VISTON PARA EL E,JU~PLO DE LA FIGURA 6-7 

Suponga que la corriente de carga m~xima es para 30 MVA, la capacidad .,. 
del banco: •, 

En el lado de 11.5 KV: 

I pri. :: 30,000. 
73--x-TL5 

I sec. = 1505 
-···60{)--

= 1,505 

= 2.51 Amperes 

I fuerade la delta= 2.51 {3 = 4.35 Amperes·· 

,. 'j: . 
·.;.:;¡<:-; 

... 

.. ' 

': . .,~ 
·' ,. 

.··; 

,!' 
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1{3' )( 69 

?1 -

= 

La l'el.:1ciGn aprop-i2da para el transfon;·;.:¡dor de corriente de relación 

fíiÚltiple (600/5 rná:X.iiiiO) ~ .. :r'ia: 

"c;lftl .-,,
( ........ . . . : .) 5/.7 300/5-- 60 

-:!·: .. -:¡do e:-;te tap, la ~:orri:::-ntc: ,·;e ,·, __ si_, i,:c:i(•n d:::l lado de ll.S f~V es

de 4.35 y del L1do dr 69 KV es dr: !51/60 .; 4.19 ,;r,~per·es. 1\sí la co---

,-,-i,:nte diferencial de 0.16 cil'lllla por lu botina de c.peración. El -

~:·:·<:baL:;;¡ce es de 0.16/4.19-= 3-E:ir:% qu2 1S :;.Jstante :.~tisfactorio para 

,,n r'elo·-.-:ldor·con :1CJ% d1~ pc.·ndierrte, dej2ndo ·ir,clu·;ive un 1::at'gr:n de ca

si !'~6':{ ~'-':ira cr,,ISidcrar un co;nportarnfrnto 'dt>sig,,al de los TC'S, etc. 

'. .".· 
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B.- i~/l."JCOS Dt: T RLS lll. \' /\NAflOS 

El lfl i s 1110 pro e e· d i 1 n i r r"lt o d e o~ v i s i ó n de 1 fa 5 é o y re 1 á e i ó n de 

tr·.Jr;sforr;;,iC ión se usan transfon:-,aciorcs de tres devanados. 

Para la r-c:visión rle faseo, suponQa que uno de los lados

del trarrsfor·1~,ador es el pril:;ario y que los otros dos dcva 

nadas sc.n secundarios y determine la dirección y fase ce-

rr2ttas Je las corriertes de restricción. 
la relación es Ílnp;)r'tante ir revisa~.cio de 2 en 2 dE:var.a-

dos (como si el banco fuera una unidad de dos devana~os 

considc,·o.ndo cor-riente cuo e:n el terciario. Así todas -

las relaciones r.star·án c.on·ectas rar-a cualquier dist;·ibu

c i ón de corriente, ya sea de car9a .ó de fa 11 a. 

En la figura 6-9 se tiene una hoja de trabajo para conec

taf un rclevador diferencial a un transformador típico de 

tn•s deVc"HiddOS. 

En la figu1·a 6-10 se nr~1estra la solución del proble1na de 

la figura 6-9. 

-~E_'{_~J_.Q_~_Q_~ LAS B__ELAC}ONES -~E TRANSFERENCIA D_~ _ _!_A_~CO DE TRES 

DEVANADOS DE LA FIGURA 6-9. · 
-- ----·-- ·---·--·---·-----. ! . 

Dende la~ relaciones no son correctas para el relevador CA-4 s~ requi! 

ren autotransformadores de balanceo auxiliares ó bien TC'S auxiliares . . 
En el caso general se ~equieren dos juegos para un banco d~ tres deva-

nados. De nuevo la m,riima relación total de la corriente ~rimaria a 

la corriente del relé nos proporciona la máxima sensibilidad para fa--

11 as. 

------ ...;;,. ______ , ---- --- •. ________ ! ___ ___:_ _____________________________ --- ·-- ---·-·--·---------- --- -----· ------·-··- --
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Fig. 6- 10 Revi"sión complP.ta para el faseo del ejer:.plo de la Fig. 6- 9. 

Las líneas punteadas c . .>rtas ¡:¡uestran el faseo entre.los de•;a · 

nadas de 66 y llKV. Las línr:as ["Jlait-:.::~.:ls largas !•-·.;c:str;,n '::1 

f~sc:o entre los dev2r.o1dos de 66y 26 K'--/ suponir::Pdo que el cir-· 

cui to de 11 KV no existe .. Con es te n·,,-> todo e 1 fa'; 20 es cvr·rec 

topara cualquier distrib•.rc1ón decor·riente entre los 3 deva 

riarlos. 
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Sti¡,on~il qtH~ ?.S r·1VA cin:ulan a L¡·,¡v[·s del bar11:0: li!s corrii;ntes p.::ara -

e·~, La c.-1rga c:n -coda devanado sr;rein: 

KV RTC 

?50/S 

11 f0/ 1500/5 

26 KV ' 800/5 

Ai•1PERES 
P~miüno·s 

25,000 ?.19 v·3· "x- 6-6 -

--- J·~,~ ;-º~T = . 131 o 

N:;P[RES 
srtu:;ióAR-ros 

219 --50- - 4. 38 

1310 
""jó(f = 4. 38 

555 -
160- 3.47 

At·~PERE S 
R ~t i:\1 ADúR 

4.38 

3.47 X '{f -- 6.01 

.''!... Si se~ usan JtJtot,·c_¡nsfonn,idorcs pJra b·"'lL•IICelir la C01Th::ntr., é2bdl 

u;r:Pcturse para disminuir la corr·ientc hacia el relevador. Suponga--

;r,os que los ·'lUtútransfonnadores tienen 100 vueltas. Otra vez los. 

ajustes d~~ten ser hechos en la base de corrientes iguales J. ~ravés de 

los dos devar1ados en estudio, ton corrientes cero en el ter~ero . 

. _ _G R U PJL fifi ~ 

a Relevador -+-- 4. 38 

' ' 

. ' 

--- 4 38 a Re 1 evador ________ : ____ __ 

i 

'·, 

--·-l--} ' . ' ' 
. . l~ del- .c. 1 00 _ _......----T----- { 100 

6.01 ...,_____ del e. T. 

-----~ __ L ___ 1 ____ -~- ____ -
4.38 X 100 = 7.59 N 

N = 57.S Vueltas 

.Use N· = 58 Vueltas 

-,---
N 

___ j __ _ 

4.38 x 100 - 6.01 N 

N = 4· 38 - 72.9 Vuelt~s 6-~oT -

Use N = 73 Vuelt~s 

.. 

.. ;· 

,;1. 

.' 

':' 

. . .:~ 

'!· 

• ·~· 1 

,• 

.··:-
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Cún los aut?trc.nsformador·es de balanceo ajustados corno se rnuestra, d~ 

mostramos que el balance e~ correcto pata cualquier distribuci6n .de -
corriente, s~pongJmos qu~ del dcvJnado de 26-KV salen 20 MVA y que del 

ernbobinado de 11 f0J salen 5 ~1VA. En estas condicior:es: 

Lado 66 KV ?5 r·:VA Entrada ------ ····-- ----- .. ···-·. -·---------- -

I pri. = 219 Arnperes 

I sec. = 4.38 .n.mperes 

I Fuera de la delta -= 7.59 f<.rnperes 

I Rel~:vador = 7. 59 X 58 = 4.4 t.:nperes ----- -· ----
100 

Lado 26 KV 20 ~1VA FuP.ra . ------ --- -- -------.. -- --· -- .... ---- ------ . -----· 

I prL = 20,000 -- 445 Amperes -13" :x-26-

I sec. 445 = 2. 78 Amp.!res - --í6_ó __ 

I Fuera de la delta - 2.78 [3--
::: 4.82 Amperes 

. I Re levador)--
4.82 X 73 3. 51 Arnperes = --foo = 

Lado 11 ~ 5 MVA Fuera ---------------

1 pri. = 
5,000 = .262 Amperes VCJ~xlf 

I sec. 262 
:% .875 ~.mperes =· --3o1f" 

I Re levador :: .875 Amperes 

• 

----~ ___ .:.._ __ ·~-----; 

·" 

'· 
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t .,... ,., .. 
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r.,,ton(.eS el b.:~lance es correcto, ya que 4.4 amperes r•s un valor. muy -

u:rcnno a la suma Je 3.~il + 0.875, 4.:)f35. 

B. Si se usa el relcvador HU-1 elija r.l tap de hal¿;,nceo más c0rcar¡o 

a la corriente 1nás alto. Jel relr;v;¡rJor y obt.c;nga liJS relacioní!S sic¡uie~~ 

Lr: s: 

CO?RJENTE TAP EU:G IDO RFU~ClON DE LA 
D(SPONTRfE ~N El_· .RECE- ··-·· -- -- -··--- . ------·--

KV COii.RIENTE AL TAP -·-----· .. ----------- -- - ... , ------ --
----------- - . ------

1]~ EL R EL FV,~DOR f-!U-1 
.. --- ··-- --------

7. ~) 9 66 7. '59 5 e. 5" . -: l. ~)2 

26 6.01 3.8 6. 01 = l. 58 -jJf 

11 4.38 2.9 4.38 = l. 51 ·i:·g-· 

l..ts ¡·eliiciOii;':!S indican que los ta~s scler:civnados qu;:dan dentro del -

s;:. rl~l ideal. lo que es bastante satisfactorio. Para obtc:ner la sen 

sibilidad máxima, el valor más pequeño posible del. tap debe ser usado. 
. . . . ' 

No se requieren otros .ajustes en el relevador.HU-1. 

t 
1 

-·-- ·_ ' __ , -~ ... : -------------------- --··---!...------- ·------------·-·-· 

¡ 
¡ 

··L; 
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PROTfCCION DIFERENCIAL CON RELEVADORES DE SOBRECORRJENTE 

Corno pr;;via1n<:r:te d-ijimos no se recomi2nda una ;:.roi~~cc~ón di-if.::rencial 

sín algún tipo de restricción. Sin embat'']O SI? ,,san r·r:levc·don?s de 

sobrecorriente conectados difrrE:ncial1nente y su aplic.::ción invrJluc.ra 

co;11promisos. Un grRn sistellla d2l Oc.:ste aplica n:lev0dores d2 so~;r~ 

COJTÍE:nt0s muy inversos,. tipo Cú-9, con rangos de ?--6 amperes, y de 

10) r)f) ;;·:stünt.sri2CS, para ¡Jl'Otl~ger transfOt'll~ildOtGS ur~ivr.:rS2.1ií:ente-

sin restricciones. La unidild COse ajusta us,;almente en 4o·;~ de la 

COl-r-iente nominal y un dial de 0.5. La unidad insthnt5nea se aju~ 

ta c:ntr'e 200 y 300~~ de la corriente nominal. Al instala,·se se ha-_; 

cc-n pnebas r:le inrusl1 ¡:-.ara asegurar la 110 opP.ración de Jm!:las unida:.

des, energizando el banco entre 8 y 10 veces. La experiencia en e~ 

te sistema particular ha indicado que la unidad CO raramente requie.., 

te ·;~§s del _4m~ de ajuste, aunqu2 el dial alQur.as veces anda en un v~ 

lor c:r~rcano al l. El ajuste de la unid:~d ~nstantánc::a és más ·críti 

co con un ajuste promedio de 250% de 1 a corriente nominal. La expe.;. 

rieAcia ha indic~do tambiéri que si el relevador no opera con el in-

rush tampoto operar~ có~ifallas externas. 

Los co~promisos con esta protección son: Más pruebas de campo para 

dete?rminar los, ajustes y tiempo de disparo algo más largo. tl¡ientras 

que · el costo del .re levador ~ sobrecorri ente puede ser del 50% ó -

menos que el del diferencial .cQn frecuencia se requerirán transforma 

dores de balanceo auxili.ares.. El costo de esto.aumentado al costo 

de la inslalaci6n probable. eliminará cualquier ventaja en costos. 

"'·- .. 

. :::-

! :-. 



29 

t.l Lriil:':.fon¡;;:dor rz:gulador con un dl..'·J;~r·~(lo ~,~¡·a ~'-<ciL:;¡:-ión ~":'n parille

lo para contr'olar voltaje y/o ángulo de f2se, ~r-e:st:l-,ta un f-¡l'íjb~c:;-r:a es_ 

p:·:c~al .::n la pr·otecr:ión del dcvarv,do p::.:relelo. S'JS K'/A nomin:Jlcs -

: o n s ó 1 o e 1 J m~ d r. 1 os cJ ~ 1 rl.:: v ·': n i1 do s 1= ,. i e ; por 1 o t a n t o su i rr, pe> d (: n e i a 

r's .3lta. la a 1 t a e a p a e id 2. e d ;; 1 d '' v J, 'a do se,. i e d 1 e t a un a RT r; a 1 t a p ~-

ra los relcvadores difer2nciales, por lo que la sEnsibilidad del rel~ 

[n GUa S -

::aL:;t_¡,.,s r.1 ¡·rlcvador CA de la figura 6.11 no puede ci~tr~ctar fallas·

!ilidi:;;~as o p,:qu.:i'í,:s en el deva!1ado serie ó en el ;=:~uipo del cc:;:;biador 

d·~ t:srs, rJjnde es :nás usual que las fallas corrdr:nc.::n. O r~ bid o a esto 

s2 c!;.:~.'lrr·o!lo 21 t':?lr::vador· difr:n~ncial ccn carnctt::rística de porcutt_9._ 

jr: tipo Cfi1•1 para s~Jpll?'!h::ntar los rel0s diferenciales convencionales.

El r~lcvaJor tiene una bobina de operaci6n y una de restricción, y 
~;~~a car<,ctei'Ística de 15%. El pick-up mínimo es de 1.0 a~1peres 

CJGndo no hay r·estricción. Cu.1ndo 1 a CüiT~ ent~ ~.n · 1 a bobina de oper~ 

ción excede a la corriente por cc:rca de 15% y. los contactos cierran.

Al aplicar el relevador los RTC. 1 S se eligen de tal manera que ambas -. . . 

bobinas reciben la n1isrna co~·ri<:rite secundaria con car·~a balancEada y 

alrededor de 5 amperes para una corriente máxima a trav§s del trans-

for-mador. 

1 
\ 

Cuando el devan~do paralelo se cpnect3 en estrella y se conecta a tie 

na 1 os TC • S del rel evador CA debén de conectarse en delta para evi -

tar la operaci6n con fallas a tierra externas. Un relevador de so-

brecorriente debe ser aplicado eh estr:. devanado de excitación aterri

¡:ado y ajustado selecti:~amente para ,1ue no oper,:s con faHa·s externas, 

antes que los relevador<?S de tL;rra apropiados hayan tenido la oport_!! 

~idad de librar la fall~ externa. Si el secundario del devanado de 
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d2 sob1·0·corriE..:nte en ~~stc~ neútr·o. Y si t-s~.e •.>vanad:J se co,tec:ta t.:n --

delta una pierna de 1a de1ta P'~í~dc ser pt;:·sta a tií:rra y un relevador

de sobf'r:·cú,·ri . .?rrte sr: conr·cta c:n e~ te e i te u i to, r_:r)ii!O S(? i hs 1:1·<1 t?n 1 a -

s ~ 9 u ir::,¡ te f i c¡ ·Jr a . _ 

t a s u n i d i1 d r: s , y a ·que 1 a p "o b a b i 1 i .~: .:, d d 2 u: 1 a fa 1 1 a e o n a re o en e 1 e q u i p o 

del ca¡~,bi 3dor de tc.ps es alta . 

• 

' , 



FA C U L T J\ D DE <;·,.~c.~ r;:: '7'-J 1 :1::::. n l ,/...\ U. i"·.J. A. rv1. 
D 1 V' S~<::; 'i'.J :0 E E e~ :. ·¡ ._-: .'\ -:--;; C) ;-.: ¡:::::; C) 'N T ~ f··J U-~ 

V CURSO INTERNACIONAL DE SISTEMAS 
ELECTRICOS DE POTENCIA 

MODULO 11: SISTEMAS ELECTRICOS DE POTENCIA 11 

· TEMA : PROTECCION DE BUSES 

EXPOSITOR: ING. AUGUSTO O. HINTZE V. 
1996 

P.alacio de Minería Caile ,_;.:! í.¡ct;:J 5 ;r¡rner pi.> o ::;;;,,] CtiJ:.h:e~cc !))CIJO .\iéxtco, O F. APDO. Pos:all,l-2255 
Tcléionos: 512-B~S · 5~2-5:21 :i21-73l'i 521·h37 Fa~ 510-0573 521-~020 AL 26 



PROTECCION DE BARRAS 

La forma m§s antigua de protección a las barras la constituye el sob0ea1-

cance de las protecciones de los elementos que confluyen a una misma ba-

rra. Esto ~or supuesto es protección remota y co1no tal, requerirá de 

tiempo para suplir la falta de información respecto a la localización de 

la falla. Este factor, tiempo, aunado al hecho de que se hace necesario 

desconectar una cantidad muy grande de equipo para lograr aislar la falla, 

puede convertir en inaplicable este método para la protección de barra~. 

Curtndo este es el caso, será necesario utilizar protección y detección-

local. El principal problema p~ra llevar a cab~ la detección local con -

seguridad y confi~bilidad lo constituyen los transformadores de corriente, 

ya aue la barra en si no presenta cara¿terfsticas p~culiares como es el 7 

caso en los transformadores de potencia. 

Cuando las corrientes de falla interna y externa no crean problemas graves 

de irnpreci sión por saturación en los transformadores de corriente, la prQ_ 

tecci6n se puede lograr por medio de detección de corriente diferencial -

tal como se muestra a continuación . 
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De acuerdo con la ley de kirchoff de corrientes, si el bus está sano, la 

suma de corrientes que llegan a ~1 deberá ser cero. Si las imágene~ se-~ 

cundarias de las corrientes no difieren mucho de su~ valores ideales, la 

suma de ellas será muy cercana a cero con lo que el relevador diferencial 

no operará. 

Si las corrientes de falla son ta~ altas que provoquen saturaci6n desi--

gualmente entre los TC's, este método no será aplicable pues la suma de

corrientes secundarias no será cero para fallas ext€~1·nas, lo que provoca

rfa la operación en falso del rclevador diferencial. La solución que se 

viene a la mente es el mejorar los TC's para evitar este problcr1a; sin 

er'lharqo cuando las corrientes de falla son verdaderamente altas y/o tie-

nen una componente de corriente directa que dure demasiado, esta solución 

resulta prohibitivamente costosa. 

una solución similar a la de mejorar los TC's la constituye su substitu-

ción por "iicopladores lineales" que son dispositivos similares pero sin -

nGcleo de hierro y con un nGmero muy grande de vueltas en el secundario, 

de tal manera que para todo fin práctico, en el secundario se obtiene un 

voltaje proporcional a la corriente primaria; usualmente esta proposición 

es de 5 volts secundarios para cada 1000 amperes primarios y se mantiene 

aGn rara corrientes muy elevadas, ya que)no hay hierro que se sature. 

Debido a que la señal secundariíf es· ahora· un voltaje, la suma de ellos se 

efectuará conectando en serie todos los secundarios de los acopladores 

lineales tal como se muestra. 
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RELEVADOR 

DIFERENCIAL 

La aplicación de este método es muy sirnole y solo reouiere que el releva
dar d~ferencial se ajuste por arriba del error más grande que se present! 
rá debido a las tolerancias de fabricación de los AL's durante la falla -
externa más severa. El inconveniente más grave lo presenta el punto de -

. . 

vista práctico de aue es ne'cesar~o contar con acopladores lineales en to-. 
dos los elementos conectados a ll barra protegida y esto no siempre es p~ 

: . ~ . . . ~.: : . " \ - . 

sible de lograr, especialmente cuando una estación sufre ampliaciones o -

adiciones o cambios en el tipo de interruptores en algunos de los elemen-
· .... ! : 

tos conectados a la barra. 

-3-. 
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Una soluci6n más re~lista al problema de la saturación de los TC's consis · 

te en basar en ella el funcionamiento de la protección diferencial. Para 
éllo, el relevador diferencial es de alta impedancia y responde a voltaje. 
Para lograr C'lue la impedancia aparezca como resistencia, en ocasiones la 
bobina se alimenta por medio de un puente de onda completa. Sus conexio
nes se muestran enseguida. 

t _______ ·- -

\FALLA EXTERNA 

nebido a la saturación del TC d~l elemento fallado, este solo producirá -
su voltaje de saturación pero presentará una impedancia m~y baja, prácti
camente solo la resistencia de su~secundario y la del cableado. Además -

. .·. . .. ', .. ' l. . ' . . . 

presentará vbltaje en oposici6~ af de los d~más TC's por lo que la mayor 
parte de la corriente producida p~r ellós circulará pof el TC saturado y 
no por la bobina del relevador, ya que esta tiene una r~sistencia m~y 

alta (del orden de 3000Jl) comparada con la saturación del TC. Esto se 
aprecia más claramente en el diagrama del circuito equivalente que se 

-· --- .. ~---· ... -·-· ------------·---- -- ·- --- ~. --- --- ... ---- --·~~-~----- -- -·.- .. - . 



muestra: 

_::--::,_ Rz 

--- _______ __..._ _______ _ 
Corno R2 > R1 entonces i1 > i2 y, para loCJrar evitar la operación en 
falso bastará con ajustar el relevador por arriba del volt~ie producido

por il en la resistencia Rl, ya que ésto, en el caso rláS pesimista ·Supone 

un TC tan saturado ~ue solo presenta la resistencia de devanado y de 

cableado. 

Existen var-ios otros métodos, pero de éllos el que amerita mención es el 
que logra la operación correcta basándose en velocidad, lo cual a su vez 

se apoya en el hecho de que la saturación no ocurre instant~neamente sino 

que es un proceso que toma varios milise~undos en alcanzar niveles probl~ 

rn§ticos. El relevadbr diferencial a que se alude también es de alta imp~ 

dancia, sin embargo su operaci6n en caso de ser necesaria ocurre durante 

los primeros 2 a 3 milisegundos después de iniciada la c01·dente de falla, 
ya que es durante este tfempo cuando aún la corriente secundaria es un re 
flejo fiel de la primaria, aún cuando posteriormente el TC se vaya a satu 

rar. 
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8.- PROTECCION DE TRANSFORMA~ORES 
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6.- PROTECCION DE GENERADORES 
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5.- PROTECCION DE LINEAS 
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11( TRAN5MISIOit Y TRANSfORMACION -----------,;_ 

FIG. NI 2 
•:. 

DISPOSICION GEOGRAFICA DE LAS LINEAS DE TRANSMISION DE 230 KV. 

AÑO 1990 
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DISTRI BUCION DE SALIDAS POR FALLA EN 
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LT'S 2!0 KV 
S22 SALIDAS 

DISTRIBUCION DE SALIDAS POR CAUSAS AJENAS 
Y MANIOBRAS EN LINEAS DE TRANSMISION 

A~O 1990 
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. DISTRIBUCION EN PORCIENTO DEL TIEMPO QUE LAS Ll NEAS 
DE TRANSMISION, ESTUVIERON FUERA POR FALLA 

CAUSAS AJENAS , MANIOBRAS Y LIBRANZAS EN 1990 

LT
1
S 400-115 KV 

FIG. N• 22 
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SOBRETENSIONES Y ESFUERZOS ELECTRICOS EN 
SISTEMAS DE POTENCIA 

Victor F. Hermosillo 
Comisión Federal de Electricidad 

DEPFI - UNAM 

l. INTBODUCCION 

El diseño apropiado del nivel de aislamiento eléctrico de un 
sistema de potencia debe llegar a un balance entre el 
aquante, el costo y la fiabilidad de los elementos del 
sistema ante un esfuerzo eléctrico determinado. El aquante 
ante un cierto esfuerzo eléctrico puede requerir de 
aislamiento adicional, que incrementa la fiabilidad pero 
implica mayores costos. Comúnmente, el costo representa un 
factor limitante mayor que la factibilidad técnica. 

1 

La ruptura o deterioro del aislamiento eléctrico depende de 
la magnitud, forma y duración del esfuerzo eléctrico a que 
éste se sujeta. Los fenómenos fisicos involucrados en la 
ruptura de un aislamiento son diferentes para distintos 
tipos de esfuerzo. Debido a lo anterior, las noraas 
internacionales han propuesto clasificar los esfuerzos 
tipicos encontrados en sistemas de potencia, definiendo 
oaracteristicas de aguante del aislamiento en base a cada. 
tipo de esfuerzo. · 

La clasificación de esfuerzos eléctricos y sobretensiones de 
acuerdo a la norma IEC-71 se muestra en la Fiqura 1. Cada 
clase incluye la definición de una forma del esfuerzo 
respecto al tiempo, un ranqo de valores para las frecuencias 
Y·· periodos de tiempo involucrados, asi coJRO una forma y 
prueba estandarizada. 

2. VOLTA.JES CQNTIHUQS EH EL SISTEMA 

El voltaje nominal se define como el voltaje efectivo (rms), 
entre fases, a la frecuencia de operación de un sistema de 
potencia, bajo condiciones normales. A diferencia da 
voltajes transitorios y temporales, que ocurren bajo 
condiciones anormales de operación, el voltaje nominal del 
sistema representa un aafuer1o el6ctrico continuo aplicado 
al aislamiento. Es importante considerarlo en procesos da 
envejecimiento del aislamiento y an problemas da 
contaminación.· 

En ocasiones un sistema eléctrico opera ai voltaje máximo 
del sistema (v.q. 5 a lO% mayor al nominal). Las normas 
internacionales incluyen valores recomendados para el 
voltaje máximo de operación para efectos de estandarización 
del equipo y sistemas, por ejemplo, la norma IEC-71 contiene 
tablas en dos ranqos: 1 kV a 245 kV y mayores de 245 kV. 
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3. SOBRETENSIONES 

Una sobretensión es cualquier voltaje entre fases o entre 
fase y tierra, cuyo valor de cresta sea mayor que el valor 
de cresta del voltaje máximo del sistema, es decir, Vm \12 
1 \(3 entre fase y tierra o Vm \ 2 entre fases. . 

Las sobretensiones se expresan en valores por unidad (Vpu), 
utilizando el voltaje m~ximo del sistema (Vm) como base. Por 
ejemplo, una sobretenaión entre fase y tierra con valor 
méximo Vf-t 

Vf-t YJ 
Vpu .. ••• (1) 

4. SOBRETENSIQNES TEHPOBALES 

Es un voltaje oscilatorio, con una duración relativamente 
larga, no amortiguado o ligeramente amortiguado. La magnitud 
y duración de · este tipo de sobretensiones somete a los 
apartarrayos a requerimientos severos en su capacidad de 
descarga y su estabilidad térmica. Una estimación correcta 
de su probabilidad de ocurrencia es escencial para 
determinar las caracteristicas necesarias en los 
apartarrayos. 

Las sobretenaiones temporales son de car4cter probabilistico 
debido a lo• factores aleatorios involucrados en loa 
fenómenos que las producen. Estos factores est6n asociados 
con la forma en que se opera el sistema y la configuración 
del mismo (maniobras de interrupción, variaciones .de 
voltaje, la aleatoriedad de los puntos sobre la linea donde 
ocurre una falla, etc.). En la práctica, estas 
sobretensiones ocurren como consecuencia de maniobras o 
debido a fallas y acciones correctivas, por lo tanto, hay 
una alta probabilidad de coincidencia de sobretensiones 
temporales y por maniobra. 

Las sobretensiones temporales se pueden clasificar en tres 
diferentes grupos, de acuerdo a los componentes de 
frecuencia de la sobretensión: 

Grupo 1 • Sobretensiones temporales con una frecuencia de 
oscilación muy cercana a la frecuencia de operación del 
sistema. Producidas por fenómenos tan variados como: pérdida 
repentina de carqa, corto circuitos asimétricos, efecto 
capacitivo en lineas larqas con el extremo de entreqa 
abierto (efecto Ferranti), resonancia en circuitos lineales 
producida por fases abiertas o por operación no sincronizada 
de interruptores, resonancia inducida entre circuitos 
acoplados y oscilaciones armónicas en circuitos no lineales. 
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En la Figura 2 se muestran distribuciones de frecuencia 
acumuladas para magnitudes de sobretensiones temporales 
debidas a maniobras en lineas sin carga 1 maniobras en el 
secundario y maniobras en lineas terminadas en 
transformadores. 

Si se conocen las magnitudes máxima y minima de 
sobretensiones temporales que pueden ocurrir en un sistema 
(ver Figura 2), es posible calcular la distribución de sus 
valores utilizando la siguiente fórmula: 

P(Ve >=V)= k ( (1/AV- E)m+1- (1- 1/AVmin)m+1 ) .•. (2) 

k= 

E = 

1 

(1 - 1/AVmax>m+1 - (1 - 1/AVmin>m+1 

1/AVmin + 1/AVmin - 1 

Esta fórmula empirica es producto de ochenta mil mediciones 
realizadas en los sistemas de la URSS. P(Ve >= V) es la 
probabilidad de que la sobretensión Ve en el extremo abierto 
de la linea sea mayor que un valor V. El factor A es la 
razón entre el voltaje en el nodo de envio y el voltaje en 
el .extremo abierto de la linea (A <= 1), podemos suponer 
A=1. El exponente m depende de la forma de conexión de los 
reactores en paralelo 1 una linea de transmisión con estos 
elementos conectados permanentemente,· con reactores que se 
desconenctan por medio de un controlador durante cada 
recierre automático o para lineas sin reactores en paralelo, 
consideramos m = 2. Si los reactores en paralelo se conectan ,. 
y desconectan de acuerdo a la potencia transmitida, m = o. 

La duración de las sobretensiones transitorias para el caso 
de maniobras producto de fallas (corto circuito, recierre 
automático, etc.) con operación simultAnea de ambos lados de 
la linea con señales en micro-ondas o carrier, tiene valores
tipicos entre 0.02 y 0.15 s. Si actua una protección de 
distancia o de respaldo, esta duración es entre 0.3 y 0.5 s. 

Grupo 2. Sobretensiones temporales con frecuencia de 
oscilación mayor a la frecuencia de operación del sistema. 
Este tipo de sobretensiones se deben a oscilaciones forzadas 
con armónicas superiores pares o impares. Existen dos casos 
de importancia práctica& · 

a) Resonancia de estado estable: un circuito ti pico en el 
que puede ocurrir este fenómeno se muestra en la Figura 3. 
La corriente de magnetización que fluye por la inductancia 
no lineal Lm,. contiene ·componentes a la frecuencia 
fundamental y componentes con armónicas superiores impares. 
su probabilidad de ocurrencia es muy baja. 



b) Resonancia transitoria: se presentan durante maniobras en 
lineas terminadas en un transformador sin carga, maniobras 
en el secundario de un transformador en el extremo de 
entrega de una linea (Figura 4), produciendo armónicas pares 
e impares. 

Grupo 3 • Sobretensiones temporales subarmónicas. son 
caracteristicas en lineas aéreas con compensación en serie. 
En algunas ocasiones su probabilidad de ocurrencia llega a 
lO%; aunque para un sistema bien diseñado, esta probabilidad 
es cercana a cero. 

4 

De acuerdo a la experiencia en campo obtenida de distintos 
paises, la magnitud de sobretensiones transitorias en. 
sistemas de potencia reales no llega a valores mayores de 
2.0 pu. 

4 • 1 FALLAS A TIERRA 

una falla a tierra produce una sobretensi6n temporal no 
amortiguada que persiste hasta que el el esquema de 
protección produce una maniobra que suprime la falla. 

El tipo mé.s común de falla se produce entre una fase y 
tierra, causando una sobretensi6n en las fases sanas, que se 
sostiene hasta que se corrige la situación. La magnitud de 
la sobretensi6n en las fases sanas depende de la relación 
entre la impedancia de secuencia cero y de secuencia 
positiva del sistema, vistas desde el punto donde ocurre la 
falla. Por lo tanto, su magnitud esta relacionada con el 
aterrizamiento del sistema. Esta sobretensión será menor de 
1.4 pu para sistemas aterrizados efectivamente y puede 
llegar a 1.73 pu o más en sistemas no aterrizados. 

Un sistema aterrizado efectivamente se define como.aquél en 
el que el máximo voltaje efectivo entre fase y tierra en una 
de las tases sanas durante una falla ea 80' o menor que el 
voltaje nominal entre tases en el sistema donde se localiza 
la falla. 

La norma IEC-71 incluye gráficas para obtener el factor de · 
aterrizamiento k, en base a las relaciones entre la 
resistencia de secuencia positiva, la resistencia y la 
reactancia de secuencia cero, con la reactancia de secuencia 
positiva, Rl/X1, Ro/X1 y Xo/X1, desde el punto donde ocurre 
la falla (Figura 5). El factor de aterrizamiento es la razón 
entre el voltaje efectivo máximo de fase a tierra en una 
fase sana durante una falla y el voltaje efectivo de 
operación del sistema entre fase y tierra. Para un sistema 
aterrizado efectivamente k = ~(0.8) = 1.4 • 



4.2 CAMBIOS REPENTINOS EN LA CARGA 

El peor caso de este tipo de sobretensiones ocurre cuando se 
produce una rechazo o pérdida de carga, al abrirse el 
interruptor remoto de una linea por la que se transmite una 
parte substancial de la potencia de una central generadora 
(Figura 6). El voltaje tiende a subir al disminuir la caida 
de potencial en la impedancia equivalente en serie del 
sistema y al producirse una aceleración del generador. 

La sobretensión en el generador esta determinada por el 
nivel da corto circuito del sistema, la velocidad del 
generador (respuesta del gobernador de velocidad, sistema de 
exitación), las caracteristicas de la carga antes y después 
del evento, las longitudes de las lineas conectadas y la 
cantidad ~e reactivos generados por la linea (incluyendo 
compensación en serie o paralelo). se puede lograr un 
cálculo preciso de las sobretensiones por rechazo de carga 
utilizando una simulación digital que incluya las 
caracteristicas dinámicas de las máquinas, sus sistemas de 

.control, asi como el modelado de las lineas y cargas. 

En pruebas de rechazo de carga en sistemas de potencia 
reales se han obtenido sobretensiones con magnitudee m6ximas 
de 1.45 pu. 

4.3 EFECTO FERRANTI 

Este efecto ocurre debido a la corriente_ capacitiva, 
producida· por la carga de una linea de transmisión, fluye 
por la impedancia en serie·cuando se abre el extremo lejano 
de una linea larga -no compensada (Figura 7). En estas 
condiciones el voltaje en el extremo abierto (V2) es siempre 
mayor que el voltaje en el nodo de envio (Vl). El voltaje 
senoidal en el extremo abierto esta dado por 

Vl 
••• ( 3) 

cos ( .6 1) 

(.6 • 7.2°·cada 100 km a 60Hz, 11 longitud de la linea, km) 

El efecto Ferranti se puede disminuir mediante compensación 
inductiva en paralelo o compensación capacitiva en serie. 

4.4 RESONANCIA 

Algunas de. las m6s severas sobretensiones temporales ocurren 
debido a condiciones de resonancia. En su forma más simple, 
el circuito equivalente de un sistema resonante consiste de 
una fuente, un interruptor y un circuito resonante RCL. La 
sobretensión se produce al cerrar el interruptor, limitada 
por pérdidas y efectos de saturación de algunos componentes. 
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Ignorando las pérdidas, la sobretensión se puede aproximar 
con la siguiente ecuación. 

Vl Xc 
V2 = 

--":":X~L-+~X~c--
••• ( 4) 

( 

donde Vl es el voltaje en el nodo de envio y V2 es el 
voltaje en el nodo de recepción. 
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En la práctica se pueden producir condiciones cercanas a la 
resonancia. un ejemplo es el caso de la apertura. de una 
fuente de alta tensión que alimenta a un circuito de baja 
tensión por medio de un cable y un transformador, si la 
reactancia inductiva del transformador es cercana a la · 
reactancia capacitiva del cable. otro caso de resonancia es 
cuando las armónicas asociadas a la saturación de un 
transformador tienen frecuencias cercanas a la frecuencia 
natural de resonancia del sistema. Las sobretensiones 
debidas a resonancia · pueden evi tarae cambiando las 
impedancias de elementos del sistema. Esta consideración 
debe formar parte de los criterios de disefto del mismo. 

4.5 FERRORESONANCIA 

Este tipo de sobretensiones ocurre cuando un elemento 
magnético saturable del sistema es excitado por una 
capacitancia. La capacitancia puede representar, por 
ejemplo, al capacitar de graduación entre los contactos 
abiertos de un interruptor o la capacitancia a tierra de un 
cable (Figura 8). 

Este fenómeno puede producirse también cuando solamente una 
o dos fases de un sistema se encuentran energizadas debido á 
la operación de fusibles o interruptores (Pi gura 9) • El 
elemento saturable puede representar transformadores de 
potencial (con reactancias altas) conectados al bus abierto, 
o bien, un transformador con terciario conectado en delta 
que a su vez alimenta transformadores auxiliares. 

La sobretensión en las terminales depende de la magnitud y 
forma de la corriente que fluye por el elemento magnético, a 
su vez, esta corriente depende del estado magnético del 
elemento. Al entrar y salir·éste de la región de saturación 
(Figura 10), su inductancia efectiva cambia, resultando en 
voltajes con multitud de armónicas. Estos voltajes pueden 
presentar componentes con frecuencias mayores o menores de 
ia frecuencia de operación del sistema . ( Pigura 11) • Di versos 
estudios efectuados con TNA muestran que existe mayor 
posibilidad de que se presente ferroresonancia en sistemas 
en los que la reactancia capacitiva equivalente sea menor a 
veinte veces la reactancia inductiva, Xc < 20XL. 



Las sobretensiones por ferroresonancia se pueden controlar 
operando los transformadores a una densidad de flujo 
reducida, también se pueden implementar procedimientos de 
maniobra que ·eviten energizar un transformador sin carga 
através de elementos capacitivos. 

4.6 ENERGIZACION DE UNA LINEA TERMINADA EN UN TRANSFORMADOR 

Este tipo de maniobras producen sobretensiones temporales 
ligeramente amortiguadas. se originan durant• la 
energizaci6n o recierre de una linea terminada en un 
transformador. Después del transitorio inicial (que se 
clasifica como sobretensión por maniobra), la corriente de 
excitación del transformador produce un sobrevoltaje 
sostenido durante varios segundos (Figura 12). su magnitud 
depende del instante en que se cierre el interruptor, la 
impedancia equivalente de la fuente, los parámetros de la 
linea y el transformador y del flujo residual de éste 
~ltimo. · 

5 • SQBRITENSIOMES PQR MAlfiOBBA 

son voltajes transitorios, amortiguados y de relativamente 
corta duración, producidos por acciones de conexión o 
desconexión por medio de elementos de interrupción del 
sistema. La magnitud de una sobretensiOn por maniobra 
depende del voltaje de operación del sistema. Actualmente se 
clasifican como sobretensiones transitorias de frente lento. 

5.1 CIERRE Y RECIERRE DE LINEAS DE TRANSMISION 

La energización de una ·linea en vacio, no terminada en un 
transformador, produce sobretensiones debido a las ondas 
viajeras en los conductores, estas ondas son producidas por 
el cierre del interruptor o pueden ser causadas por 
acoplamiento entre tases. Los tiempos relativos de cierre 
entre los polos del interruptor son importantes para 
determinar esta tipo de sobretensiones, otros factores 
involucrados son la longitud de la linea, el grado de 
compensación en paralelo, las caraoteristicas de la fuente 
equivalente en el nodo de envio, la utilización de 
resistencias de preinserción y el tipo de terminación en el 
extremo de la linea. En general las sobretensiones son 
mayores en el extremo de entrega de la linea. 

La apertura de una linea puede dejar un voltaje remanente en 
la linea desenergizada •. A menos que la carga atrapada sea 
drenada a tierra por medio de un transformador o reactor, 
puede permanecer en la linea durante varios segundos. La 
cantidad de carga dependeré de la capacitancia equivalente 
de la linea y del· valor de la resistencia de preinserción 
(Figura 13) , su · decremento en al tiempo varia segdn las 
condicones atmosféricas (Figura 14). 
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Si ocurre un recierre de una linea con carga atrapada 
el instante en que el interruptor cierra, el voltaje 
fuente tiene polaridad opuesta al voltaje en la 
abierta, se pueden producir sobretensiones muy altas. 

y, en 
de la 
linea 

Como resultado de un estudio realizado en conjunto por los 
comités 13 y 33 de CIGRE, se elaboró un diagrama · que 
condensa información sobre factores · de sobretensión 
producidos por el cierre y recierre de lineas (Figura 15). 
Este diagrama incluye resultados de simulaciones digitales, 
TNA y mediciones en campo. Se muestran valores minimos, 
medios y máximos para una combinación de condiciones del 
sistema, . en forma · de un árbol de decisiones. Las opciones 
son: cierre o recierre trifásico, con o sin resistencia de 
preinserción, con una fuente inductiva o compleja (sistemas 
con cables, en los que debe ai\adirse una capacitancia en 
paralelo en el equivalente de Thévenin) , compensación en 
paralelo mayor o menor al 50,. 

5.2 MANIOBRAS EN CIRCUITOS INDUCTIVOS 

Este tipo de sobretensiones puede analizarse con un circuito 
sencillo, presentado en la Figura 16. Si la reactancia del 
elemento inductivo de la carga Le es menor que la reactancia 
de la capacitancia en paralelo ce, la mayor parte de la 
corriente que circula por el circuito . fluye por la 
inductancia Le y. se encuentra atrasada 90° respecto al 
voltaje de la fuente; además, se supone que la reactancia de 
la fuente es pequei\a comparada con la correspondiente a la 
carga, Ls<<Lc. 

Al iniciarse la apertura de los contactos del interruptor, 
el árco entre éstos conduce la corriente de la carga. El 
arco tender6 a extinguirse cuando la corriente alterna 
llegue a un valor de cero. Debido a que el circuito es 
puramente inductivo, en el momento de interrupción el 
voltaje en la fuente y el voltaje en · la carga tendrán 
valores cercanos al máximo. 

La interrupción del arco separa al circuito en dos 
secciones. El voltaje en el contacto del lado del generador 
tiene dos componentes: una de 60 Hz y una oscilación 
amortiguada superpuesta cuya frecuencia tiene valores entre 
0.5 y 100 kHz, dependiendo de los valores de los parámetros 
Ls y cs. El voltaje en el contacto del lado de la carga es 
oscilatorio amortiguado con una frecuencia dependiendo de ce 
y Le. El voltaje de recuperación transitoria se puede 
calcular obteniedo la diferencia entre los. vol tajes que 
aparecen entre los contactos del interruptor, se inicia una 
carrera entre las propiedades dieléctricas del medio entre 
los contactos y este voltaje. 
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5.2.1 REIGNICION DEL ARCO 

Existe la posibilidad de una reignición del arco que produce 
el flujo de corriente con frecuencia mayor a la de operación 
del ·sistema y causa una escalación en el voltaje en la 
carga. Si la corriente· se· interrumpe de nuevo al llegar al 
valor de cero, pueden aparecer varios ciclos de reignición e 
iterrupción, con escalaciones de voltaje cada vez mayores 
(Figura 17). 

5.2.2 CORTE DE PEQUERAS CO~ENTES INDUCTIVAS 

El arco que se forma entre los contactos de un interruptor 
durante una apertura en un sistema con carga inductiva, se 
encuentra sujeto a inestabilidades conforme la corriente que 
fluje por él tiende a cero. Estas se presentan en forma de 
oscilaciones en la corriente y el voltaje entre los 
contactos. Si la inestabilidad ea seguida de una repentina 
caida de la corriente a cero, se produce un fenómeno que se 
conoce como corte prematuro de una pequefta corriente 
inductiva (Figura 18). 

En el modelo m6s simplificado del arco, suponemos que la 
transición entre un estado y otro se realiza de modo 
exponencial con una cierta constante de tiempo. Se 
desprecian las inductancias del lado de la carga y del lado 
de la fuente Ls y LC, obteniéndose un circuito equivalente 
formado por dos ramas: una contiene una induotancia La en 
serie con una resistencia Ri, la segunda incluye una 
capacitancia e en paralelo con una resistencia Ra. e es la 
capacitancia equivalente de es y Ce en serie. En la Figura 
19 se muestra la simplificación del circuito y la solución 
de la ecuación diferencial, de la cual obtenemos una 
expresión para la corriente en el arco. La condición para 
inestabilidad se dA cuando el factor exponencial es 

· creciente. Lo anterior resulta en una relación entre la 
corriente de corte (icb) y la raiz cuadrada de la 
capacitancia equivalente (C), en la que esté involucrado un 
factor que depende del tipo de interruptor. Para una 
capacitancia tipica de e = 10 nP los valores de esta 
corriente son: 

tipo de interruptor 

pequefto volQmen de aceite 
hexafluoruro de azufre SF6 
aire comprimido 

ich 

7 a 10 A 
4 a 17 A 

15 a 20 A 

La sobretensión generada del lado de la carga una vez 
ocurrido el corte prematuro de la corriente, depende· de los 
valores de ich, Le y ce. La energia almacenada eri estos 
elementos antes del corte, se convierte . en energia 
electrostática. Haciendo un balance de energia, se puede 
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' 
obtener la siguiente fórmula para el factor de la 
sobretensión 

l = • 
2 . 

( 'r") L, 1~- -'1 
u e "' o • 

••• ( 5) 

donde Uo es el voltaje pico de operación del sistema y qm es 
la eficiencia magnética en el sistema, y toma valores entre 
0.3 y o.s. 

5.2.3 CORTE VIRTUAL DE UNA CORRIENTE INDUCTIVA 

En circuitos trifásicos, la reigriición del arco en un polo 
del interruptor puede producir un corte virtual de corriente 
que causa mayores sobretensiones que el corte prematuro de 
corriente, descrito anteriormente. .Como se ilustra en la 
Fiqura 20, el primer polo en abrir corresponde a la fase A, 
la corriente ia llega a cero y, si la carga no está 
aterrizada, las corrientes en las otras fases son iguales y 
tienden normalmente a cero ib = ic. Si ocurre una reignición 
del arco en la fase A, se producirán corrientes oscilatorias 
de frecuencia mayor a la nominal del sistema · en las tres
fases, que pudieran ser interrumpidas al pasar por cero. 
Esta interrupción es semejante a un corte prematuro de una 
corriente inductiva. 

5.3 MANIOBRAS EN CIRCUITOS CAPACITIVOS 

Consideremos un circuito sencillo formado por una carga 
capacitiva suministrada por una fuente inductiva. La 
corriente en la carga adelanta al voltaje en 90°. Cuando se 
interrumpe la corriente, al llegar a cero, el voltaje del 
sistema se encuentra en un valor cercano al máximo (marcado 
con un 1 en la Figura 21). El voltaje de recuperación 
transitoria en el interruptor es muy pequeño, por lo que no 
ocurre re ignición del arco, y la carga capacitiva queda 
cargada al voltaje pico de operación del sistema. Al pasar 
medio ciclo, el voltaje de recuperación llegará al doble del 
voltaje pico del sistema, 2 pu. Si en ese momento ocurre una 
reignición del arco en el interruptor (marcado con un 2 en 
la Figura 21). Entonces, despreciando las pérdidas, el 
voltaje en el capacitor podr1a subir hasta 3 pu. Al 
interrumpirse de nuevo el circuito, el capacitor queda 
cargado a 3 pu, repitiéndose el ciclo indefinidamente. 

En un sistema trifásico este fenómeno es más complejo, 
particularmente si alquno de los interruptores opera antes 
que los otros dos. Las mayores sobretensiones ocurren cuando 
solo una de las fases abre y su valor depende de la relación 
entre la capacitancia de secuencia positiva Y la 
capacitancia de secuencia cero del sistema, ver Figura 22. 



6. SOBBETENSIONIS PQR DESCABGAS ATMQSPEBICAS 

Dentro de la clasificación actual, éstas se consideran como 
sobretensiones de frente rápido. Producidas como 
consecuencia de descargas entre la nube y tierra, se pueden 
dividir en sobretensiones producidas por descargas directas 
y sobretensiones inducidas. 

La descarga atmosférica consta de varias fases, iniciando 
con una quia descendente que viaja desde la nube hacia 
tierra, dand~ saltos de 50 a, a velocidad promedio de 
150km/s, cubre una distancia promedio de 3 km en 20 as. La 
quia descendente puede ser encontrada por una guia 
ascendente originada en una estructura alta. La guia 
descendente se encuentra al potencial de la nube, al llegar 
a tierra, se drenan las cargas en el canal y los paquetes de 
cargas en la nube hacia tierra, durante lo se denoaina el 
rayo de retomo (Fiqura 23). Mediciones de las corrientes 
del rayo de retorno han resultado en su caracterización oon 
uná forma de doble exponencial con un . frente r6pido, 
adquirienc:lo au valor 116ximo en 1 a 30 ¡¡s, &ac)Uido de un 
decremento al 50t de su valor pioo, que toaa de 10 a 250 ¡¡a. 
Para descargas negativas, que representan · el 90t da las 
descargas a tierra, el valor medio de la amplitud de la 
corriente durante el rayo de retomo es de 30 JQ., con 
valores máximos de 100 kA. Existen publicaciones con 
distribuciones acumuladas de distintos parámetros 
relacionados con descargas a tierra, ver Figura 24. 

En una linea de transmisión sin hilos de guarda o, si ocurre 
una falla en el blindaje, la corriente producida por el rayo 
de retorno es inyectada directamente a una de las fases. 
Esta corriente i(t) se va a dividir en dos ondas viajeras 
que se propagan hacia extremos opuestos de la linea, cuya 
impedancia caracter1stica ea zo. La sobretensión producida 
v(t) esta dada por la siguiente ecuación 

v(t) • Zo/2 i(t) ••• (6) 

11 

Por. ejemplo, una corriente inyectada en una tase, con· 
magnitud de 10 JeA, producirla un voltaje· con magnitud de 2MV 
en una linea con impedancia oaracteristica de 400 n. 
Si la descarga incide en el hilo de quarda, se puede 
producir un flameo inverao, al subir el potencial de la 
torre. La Figura 25 muestra loa porcentajes de la corriente 
total que fluyen por las torres de una linea de transaisión, 
por descargas directas a la mitad de la cUstanoia 
interpostal y directas a una de las torres, siendo éste 
dltimo el peor caso. 



Cuando la descarga atmosférica cae en el punto en que se une 
el hilo de guarda y la torre, la corriente se divide en tres 
componentes, dos que viajan en sentidos opuestos sobre el 
hilo de guarda, la tercera que se propaga por la torre hacia 
la base, donde se produce una reflexión. La Figura 26 
muestra las formas tipicas de las sobretensiones producidas 
en la torre, las cuales producen un esfuerzo en las cadenas 
de aisladores. 

7. SOBBETBNSIONES EN SQBESTACIONJS ENCAPSULADAS EH SF6 
/ 

Este tipo de sobretensiones se · conocen también como 
sobretensiones transitorias muy rápidas. ocurren como 
consecuencia de maniobras con cuchillas e interruptores en 
subastaciones encapsuladas en hexafluoruro de azufre y son 
importantes en sistemas con voltajes nominales mayores a 
300kV. Se caracterizan por tiempos de frente en el rango de 
decenas y cientos de nanosegundos. 

La componente de mayor frecuencia de estas sobretensione• 
esta determinada por el tiempo en el que •• produce el 
colapso en el voltaje entre. loa electrodos, que a su vez 
depende de la presión de trabajo del gas SF6. Se ha 
propuesto la siguiente fórmula para estimar el tiempo minimo 
en el frente de la sobretensión 

1 
tf = 1 a 1.5 (ns) ••• ( 7) 

p 

esta expresión· puede obtenerse a partir de la ecuación de 
Toepler para un arco eléctrico. El tiempo de frente de la 
sobretensión se reduce bajo la presencia de protuberancias o 
asperezas en la superficie de los electrodos y por 
particulas en el gas. 

Al analizar estas sobretensiones es necesario utilizar la 
teoria de ondas viajeras, considerando cierta velocidad de 
propagación en un medio con una impedancia caracteristica. 
La forma y valor m6ximo de la sobretensión en algdn punto de 
interés dependen de la configuración misma de la 
subastación, como resultado de una serie de reflexiones y 
refracciones de la onda viajera en transiciones y 
ramificaciones. 

otros factores que determinan la foraa y magnitud de estas 
sobretensiones es el diseño de los contactos del interruptor 
o cuchilla desconecadora (la asimetria trae consigo una 
dependencia de la descarga en la polaridad del voltaje) y su 
velocidad de operación (la carga atrapada en el extreao 
desconectado depende de esta velocidad). 
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Otro fenómeno que ocurre en subestaciones en SF6 son las 
tensiones transitorias en la carcaza, que producen arqueo 
entre las partes aterrizadas de la subastación. Este es un 
fenómeno de baja energia, no hay evidencia de peligro para 
el personal, puede causar daño a equipo de control y 
protección. ·Las sobretensiones en la carcaza pueden 
controlarse mediante el disefto apropiado de las conexiones a 
tierra. 

Este tipo de transitorios produce radiación a frecuencias de 
10 a 20 MHz,~con magnitudes de campo eléctrico de 10 kV/m. 

La distribución no lineal de voltaje que producen en 
transformadores sujeta a esfuerzos adicionales las primeras 
vueltas del devanado, las conexiones y taps. En alCJWlos 
casos es necesario proteger los cambiadores de taps con 
varistores. Se considera que la prueba de impulso cortado 
sujeta a este equipo a esfuerzos semejantes. 

En cuanto a cuchillas e interruptores, existen pruebas de 
impulso en posiciones abierta y cerrada, es nécesario 
considerar posiciones intermedias. 

En la Figura 27 se muestran algunas sobretensiones por 
maniobra medidas en subastaciones encapsuladas en SF6. 
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Figura 1. Clasificación de esfuerzos eléctricos y 
sobretensiones de acuerdo a la norma IEC-71. 
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Figura 2. curvas de distribuci6n de frecuencia acumulada 
para maqni tudes de· sobretensiones temporales en el extremo 
de envio (1) y en el extremo de recepci6n (2): a) fuente con 
bajo nivel de corto circuito. (230 mediciones/curva), 
b)fuente con alto nivel de corto circuito (100 mediciones/ 
curva), maniobras en el secundario (70 mediciones/curva), 
c)ranqo de magnitudes medidas para diferentes circuitos. 
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Figura 3. Circuito en el que ocurre resonancia en estado 
estable con componentes fundamental y armónicas superiores. 

Figura 4. Circuito en el que ocurre resonancia transitoria 
al eliminar una falla trifásica en el secundario de un 
transformador. El interruptor en V2 esta abriendo • 
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Figura s. Factores de aterrizamiento para: a) Rl = 2Xl, b) 
Rl = Xl, e) Rl = O.SXl y d) Rl = O. 
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Figura 6. Sobretensiones a frecuencia nominal causados por 
rechazo de carga: a) diagrama, b) linea de 300 km de 
longitud, e) linea de 600 km de longitud. 1 y 1' sin 
compensación, 2 con compensación capacitiva en serie de 50%, 
3 y 3' con 50% de compens·ación en serie y 70% de 
compensación en paralelo. 1, 2 y 3 son voltajes en el nodo 
de envio, 1' y 3' son voltajes en el nodo de recepción. 
Voltaje nominal 400 kV, carga inicial 33% del nivel de corto 
circuito del nodo de envio. Se supone un incremento en la 
velocidad del generador de 10% y se desprecian pérdidas. 
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Figura 7. Magnitud de sobretensiones debidas al Efecto 
Ferranti: (1) sin compensación, (2) compensación en serie de 
50% y (3) 50% de compensación en serie, 70% de compensación 
en paralelo. 
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Figura 8. Circuitos sujetos a ferrorosonancia: a) excitación 
por medio de la capacitancia entre los contanctos de un 
interruptor abierto, b) excitación por medio de una 
capacitancia a tierra. 
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Figura 9. Circuito-trifésico con fase B abierta, sujeto a 
ferroresonancia: a) representación trif6sica, b) -y e) 
circuitos equivalentes simplificados. 
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Figura 10. Operación de unelemento ferromaqnético: a) en la 
reqi6n lineal y b) en la reqi6n saturada. 
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Figura 11. Voltajes ferroresonantes producidos por la 
apertura de la fase B (ver Figura 9): a) escala 100 ms/div 
b) escala 10 msjdiv. 
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Figura 12. Sobretensi6n temporal producida al energizar una 
linea terminada en un transformador. · 



é 

l 

pu 

1,2 

f,O 

soo.n. 
0.8 BOOOn. 

0,6 ~..n. 

0,1; 2000n. 

0.2 

o f z 3 S ' .cf (¡JFJ 

Figura 13. Variación del valor en por unidad de la carga 
atrapada, en función de la capacitancia total de la linea y 
el val~r de la resistencia de preinserción. 
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Figura lB. Corriente y voltaje en el arco entre los 
contactos· de un interruptor, para el caso de una 
interrupción prematura de la corriente 

Definiciones: 

·' (1) Corriente circulando por el interruptor (ia(t)) 
· (2) Voltaje entre los contactos del interruptor 
(3) Disminución normal de la corriente a cero 
(4)- Inestabilidad en el arco que no causa corte prematuro 

. UD Inestabilidad en el arco con corte prematuro -
· .(6). Oscilación inestable 

(7j.sMacinitud de la corriente al momento de corte (ich) 
(8) Voltaje de supresión 
(9) Voltaje máximo de recuperación 
(lO) Voltaje de alimentación 
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Figura 19_. Circuito equivalente y análisis ,~d~l-·_ .~modelo 
estático del arco en un interruptor sujeto a corte_prematuro 
de una pequeña corriente inductiva. ~-
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Figura 20. Corte virtual de corriente en un circuito 
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Figura 22. Factor de sobretensión producido al abrir una de 
las fases de un sistema trifásico. con carga capacitiva, 
suponiendo que.no hay reignición del arco: a)_ circuito, b) 
relación entre la sobretensión y las ·capacitancias de 
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Figura 23. " Representación gráfica de una descarga 
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... ,...._, 1 '-·4· .. -- 1(/t 111 Tifo,.,_ fWn ....... 
.-JI ,,.,..,... .... 

\ m~:: .......... .. 
~ 

(J¡ w, ... ~ f .. oru., .... • 
IJ¡ ,,..H;... ....... - - ~ 

" ~- 11111 ""\,1 ~ ~ 

""' 11111 
(\.. ~ 

10 
~ 1'\' 

·1 1;\J 
,-s ~ 
~ 

to eo 
~ ., 

..... 
~ '" 2' 

~ ~ 
10 

~' 
""'~ " l\1 ~1 

' ~ 
e 1•:\\ ll 

"'""" -·-· ·"' ' 
~-

1 ·.~ ,.-. 1 1 
11 i .. 1 111111\. l_l_'t 11" 

........ . lfl' 10' 10' ,. . 

.. ~¡.· 

~Fiqu~a' 24. Dis~ribuciones acumuladas de ", ... . . . .. , . 
m:~grutudes y tlempos en el frente de fr~cuen(;fas P&rll .:.l,--~:. :; 
retorno (obtenidas por Berge_r). corr.l~~tes.;.(iie ¡~~,:,~~~-

¡, 



' . 
... • 

0:.,· 

f.o::'. r .._, 

' 

, 
,,¡' 

. ·.~ 

, ~-~r· ;Figura 25 ~-... Dis~ribupion d• la· corriente · inyectada .8 :- una 
linea de transmisión por un~ descar~a atmosférica directa a 
i~r~!!~d :de· lil. di~ta11~,ia entre torres y directa a una de las 

i> 
.... - " ... ·. 

. ~U el.~ .2~01 
· .. """ .. r ·¡ 

-... ·- ·20Óil 

:;, ! . -. 

1500 \.lt) 
80 

.- .. · .. _ 
...... :.' 

., ' .· ~ 

Figura 26. Descarga directa al hilo de guarda y la torre de 
'··'tlf'~n:~:mis~ón-: __ :S:) ·:'esquema, b) circuito equivalente·, e)·~ forma 
. tip'icaé: de-~ l:a· : sobretensión producida en la t;or~e' ,para 

resistencias a tierra ·de 5 y 20 n y forma ·.d~ ._onda· de· 'la 
corriente. . e·. ld . 



.. - .. -., 
{:: 

., ,' 

··-·--:·---·-... -

~ ..... ___ ,4 --
n 

....... 

1 
té ·t 

us 

o 
o -~ 100,. .1000 1!00 Íll .,OOD 

. • . ' .,.--,':o'!. 

ol St•p wOitlgt trtn1ion11 lve .. lhng weml -'TYJ)i~1 ;;i.time 5 · 10 N. 

,.._ 

u ... ,..... ___ _.;,. __ __... ................. _......, ~·:_,; .. 
.. 1 ~ -~---------------....., 

p. y 

1 1.0 

IJs o.& 

o 

l.!i 
11w.,. 

.o 

o 

o 

o 

..... ·; 

o . . -:. -~- . 

2· o 111 10 .. D 2 4, 6 O ,.¡·· dO 
t- ... ~.. , __ 

. bl Maint~ ,.;ollltfrtclutlll Ditillation ittat....,.,.. Fowciut~ r~~ : 'MHr. · 

tt.------~~--.;.. ....... ~-...... 
p.j¡. .---~ .· 

f e'·?. 
. -. .-... ,. 

·-~.· r- . , 
uL· o.$ 1 

o 
9Ó 'L . 180 o 270 111 360 

.. · t---

ü 
p. u. . . ... 

.1 
,:0 ~ 

u· 
L O.!i 

o :'""· ·=··· 

o 'L 2 3 

' -
di 1.0tt freQ.al'ley trenaoent *"<! lttldy r .. ¡, conclltioi. 

· . Fiqur~ <27. Alqul'l'ás · sobretén:sionerl por man't.obtá, · medidaí;o'~ ~n 
. 'subéstadi:érié's· aisladas con SF6. 

. ~· 


